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i

I b o b. KVANT STATISTIKA

l-§ . Kirish

Zarra lari kvant mexanika qonunlariga bo ‘ysunadigan sistema kvant 
sistema deyiladi. Kvant sistemaning xossalarini o 'rganadigan statistik 
fiz ikan ing  bo ‘ lim i —  kvant statistikadir.

K o 'p  zarrali kvant sistemaning xossalarini um um iy holda aniq qarash 
b ir  qancha prinsi pial q iy inch ilik la rga  duch keltiradi.

Sistem ani tashkil etgan zarra lar ye tarli darajada siyrak bo iganda 
masalani qarash soddalashadi. Bu holda b itta zarraning ho la tla rin i kvant 
m exanika asosida aniq lab, so‘ ng shu ho la tla r b o ‘y icha zarra larning 
taqsim lanishi qonunini ko 'rish m um kin . Masalani bunday soddalashtirib 
qarashni kvant statistikada b ir  zarraviy m etod deyiladi. B ir zarraviy metod 
bilan masalalar kvant statistika asosida qaralganda zarralarning o ‘zaro ta’siri 
e’tiborga olinm aydi, faqatgina har b ir  holatdagi zarralar uchun almashinuv 
effekt e’tibo iga olinadi.

A lm ashinuv efíekt —  aynan b ir  x il zarralarning o ‘ r in  almashtirishlarida 
namoyon boiadigar,, sistemaning simmetriyaviy xossalarini aks ettiradigan, 
klassik o'xshashligi bo im agan  kvant korrelyatsion hodisadir.

Tem peratura kam ayib, p ~ J j  de Broyl to iq in  uzun lig i \ = h/p 
zarralar orasidagi masofa tartib ida  yoki undan katta b o ia  boshlaganda, 
zarralar orasidagi o ‘zaro ta ’sir potensialidan tashqari, kvant korrelatsiyasiga 
o id  almashinuv o ‘zaro ta ’sir nam oyon b o ia d i.

Bu kvant korrelatsiya zarralar harakatiga, ularning sistemasi xossasiga 
m uh im  ta ’s ir ko'rsatadi. Bu ta ’s ir tem peratura kamayishi b ilan kuchayib 
boradi. Kvant korrelatsiya nafaqat zarralar harakati qonun larin i, balki 
klassik statistikani ham qayta qarash zaruriyatin i ke ltir ib  chiqardi.

Shu munosabat b ilan kvant m exanikaning m uhim  prinsip laridan Pauli 
p r in s ip i ka tta  ro l o ‘ y n a y d i: bu p r in s ip g a  asosan, sistem a ayn ish  
temperaturasidan pastda bo isa , har b ir b irzarraviy holatda bittadan o rtiq  
fe rm io n  b o ia  olm aydi. Bu prins i p bozonlarga taa lluq li emas. Dem ak,

í V  '
sistema temperaturasi T  aynish tem peraturasi T  = a —  n 2/3 dan k ich ik

mk ,
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b o ig a n d a  fe rm io n la r  s ta tis tikas i b o zo n la r s ta tis tikas idan  m utlaqo  
farqlanadilar (q.lO -§, I  bob).

Nazariy jihatdan qat’ iy  aytiladigan bo isa , kvant statistikaning bu 
m etodlari —  postulatlari ishchi g ipotezasifatidaqaralib, u larn ing o ‘ r in li 
ekanligi u lar natija larin ing eksperim entlar natijalariga mos kelishi b ilan 
isbot qilinadi. Haqiqatan ham, b ir  zarraviy metodga asoslangan kvant 
statistika natijalari tajribada olingan natijalarga ko‘p hollarda mos (muvofiq) 
keladi. Shunday boisa-da, bunday qarash, um umnazariy nuqtai nazardan, 
tab iiyk i, to ia  qoniqarli emas, chunki bunday postulatlar qaralayotgan 
sistem aning kvant xossalaridan, ya ’n i fundam enta l kvant m exanika 
postulatlaridan kelib chiqishi loz im  edi. A m m o bunday ke ltir ib  chiqarish 
hozirg i vaqtda qilinmagan.

Biz quyidagi kvant statistikaning masalalarini b ir  zarraviy metodga 
asoslanib qaraymiz.

2-§. Sistema holati

1. M akroskop ik holat. Juda ko ‘p zarralardan (atomJar, m olekula lar 
va boshqalar) tashkil topgan sistemaning d inam ik e rk in lik  darajalari juda 
ko ‘p bo ‘ ladi. A m m o sistemaning ho la tin i aniqlash uchun odatda uning 
temperaturasini, bosim ini, z ich lig in i va boshqa makroskopik param etrlarini 
o ichayd ila r. Sistemaning bunday makroskopik (termodinamik) parametrlar 
bilan aniqlanadigan holatini m a k r o s k o p i k  h o l a t  deyiladi.

2. Dinamik mikroskopik holat. Sistemani tashkil etgan zarralarning 
(molekulalar, atomlar, elektronlar va boshqalar) dinam ik erk in lik  darajalari 
orqali ulardan har b irin ing  ho la tin i klassik mexanika yoki kvant mexanika 
asosida (sistema gam iltonianiga asoslangan tenglamalar orqa li) aniqlash 
m um kin. Sistemaning ana shunday dinam ik erkin lik darajalari (ya’n i undagi 
zarralardan har b irin ing d inam ik ho latin i aniqlash bilan) orqali aniqlangan 
h o la tin i d inam ik mikroskopik holat deb ataymiz. N azariy jiha tdan  har 
b ir zarraning harakat tenglam asini (masalan, N yu ton  tenglamasi yoki 
Shredinger tenglamasi) yechib, sistemaning dinam ik m ikroskopik hola tin i 
aniqlash m um kin. A m m o zarralar soni nihoyatda ko ‘p b o ig a n lig i uchun 
sistemaning ho la tin i bunday usul b ilan amalda aniqlash m um kin  emas.

3. Statistik mikroskopik holat. Sistemaning mikroskopik hola tin i amalda 
aniqlash ilo ji bo im agan i uchun (agar bunday m ikroho la t m a iu m  bo isa  
ham zarralar harakati va o ‘zaro to 'qnashishlari sababli u shunday tez 
o ‘zgarib tu rad ik i, undan amalda foydalanish yaroqsiz b o iib  qoladi) uning 
m ikroskpik ho la tin i tavsiflash uchun yangi metod, tushuncha k iritish  
zarur b o iib  qoladi. Shunday yangi tushuncha (m etod) b irin ch i marta



Gibbs tom onidan kiritilgan statistik ansambl tushunchasidir. Bu tushunchaga 
asosan, qaralayotgan bitta  real sistema o 'rn iga, unga d inam ik jiha tdan 
ekviva len t b o ig a n , ya ’n i b ir  x il gam ilton ianga  ega b o ig a n , amm o 
boshlang‘ ich shartlari b ilan farqlanadigan ekvivalent sistemalar to ‘plam i 
(ansam bli) qaraladi. Real sistemaga moslashtirilgan bu Io ‘plamni shu 
sistemaning s t a t i s t i k  a n s a m b l i  deyiladi.

Statistik ansambl tushunchasiga asosan, biz ta ’ r i f  bo ‘yicha, sistemaning 
d inam ik  umumlashgan koord inata lari q (t) va um umlashgan im pulslari 
p(t) n i vaqtga b o g iiq  bo im agan tasodifiy ka tta lik la r b ilan alm ashtiram iz, 
ya’ n i q va p  n i tasodifiy ka tta lik la r deb qaraymiz. Tasodifiy ka ttlik la r q va 
p n ing q iym atlari (kvant mexanikada q yoki p n ing q iym atla ri) real 
sistemaning eh tim o liy  m ikroskopik ho la tin i aniqlaydi. Bunday aniqlangan 
h o la tn i statistik mikroskopik holat deb ataymiz. S tatistik m ikroho la tla r 
to ‘p lam i statistik ansamblga ekvivalentdir. Shuningdek, yuqoridagi ta ’ rifga 
asosan, d inam ik  m ikroho la tla r to ‘plam iga ham ekvivalentdir.

Statistik fizikaning asosiy postulati. Statistik m ikroho la tla r to ‘plam i 
d inam ik  m ikrohlatlar to 'p lam iga ekvivalentdir (yoki unga tengdir, yoki 
o ‘sha to 'p lam ning o 'z id ir!). Klassik statistik fizikada (shuningdek, kvant 
statistikada) q va p lar demak bular bilan aniqlangan statistik m ikroholatning 
realizatsiyasi, namoyon bo‘ lishi eh tim o lin i aniqlash statistik fizikada asosiy
—  m arkaziy masaladir.

Statistik m ikroholatlar to ‘plam i klassik statistik fizikada fazaviy fazoning 
q ism in i, kvant statistik fizikada sistemaning kvant ho la tla ri to ‘p lam in i 
ifodalaydi. M uvozanatli statistik fiz ikan i qurish uchun quyidagi ikk inch i 
asosiy postulatni qabul qilamiz: aprio ri (a p rio ri) statistik m ikroholatla r 
teng e h tim o lli (tekis taqsimlangan) deb qabul qilinadi. Demak, statistik 
m ikroho la tla r soni (statistik ansambl elementlari soni) N A ga teng boisa, 
statistik m ikroholatla r eh tim o li bu postulatga asosan. i / N Aga teng b o iad i. 
Bu yerda maxsus eslatamiz: an ’anaviy usulda m ikroho la tla rn ing  teng 
eh tim o llig i (tekis taqsimlanganligi) haqidagi bunday postulat yakkalangan 
sistema uchungina o ‘r in li deb qabul qilingan edi. Kuzatiladigan kattalik 
(masalan, energiya) q iym atlari bilan farqlanuvchi ba’zi m ikroholatlarda 
sistema ko‘proq (kattaroq ehtim ol b ilan), ba’zi m ikroholatlarda sistema 
kam roq (kichikroq ehtim ol bilan) b o ia d i.

M ikroholatn ing ehtim oli un i tashkil etgan statistik m ikroholatlar soniga
—  statistik vaznga bog iiq . M ikroholatlarn ing ehtim ollari taqsimoti funksiyasi 
klassik statistik mexanikada f (q ,  p)  va kvant statistik mexanikada /(E.) 
funksiyalar bilan aniqlanadi. Masalan, b iro r d inam ik A  katta likn i tajribada 
aniqlaydigan (ansambl bo 'y icha) o ‘ rtacha q iym ati klassik holda
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A= ¡A (p ,q ) f{ p ,q )d p dq ,
kvant holds

A = Y ,A ,f( l )
L

ifodalar b ilan aniqlanadilar.
Bunda /4, kvant rnexanikadagi A  katta likning o ‘ rtachasi:

A

bunda A operator, IJJ ,- in kvant hola tin ing to iq in  funksiyasi.
4. Ideal gaz. Faraz qilayiik: ko'rilayotgan sistema N  ta zarradan iborat 

b o is in ; ular orasida o ‘zaro ta ’sir b o im as in  yoki un i hisobga olm aslik 
darajada kich ik bo is in . Bunday holda sistemaning —  ideal gazning zarralari 

b itta zarraning statistik ansambli elementlaridan iborat b o ia d i deb qaralishi 
m um kin .

5. Bir zarraviy metod. Ideal gaz statistik ansambli u n i tashkil etgan 
real m olekula lar, atornlar, um um an zarralar ansambli ( to ‘p lam i)dan 
iborat b o ia d i. Shu nuqtai nazardan sistemaning (ideal gazning) statistik 
m ik ro h o la ti b itta  zarraning (atom , m olekulan ing) m ik ro h o la ti b ilan 
aniqlanadi. Boshqacha aytganda, klassik statistika p  va q  katta lik lar 
q iym a tla ri q ,  q + d q  va p ,  p + d p  in te rva lla rda  b o iis h i e h tim o li 
d W { p  , q ) = f ( p  , q ) d p  d q  bilan aniqlanadi; bunda e h tim o lla r z ich lig i 
f ( p , q )  ni b ir zarraviy taqsimot funksiyasi deyiladi.

Kvant statistikada zarraning kvant holatlarda bo iish  eh tim o lin i aniqiash 
m uhim dir. Siyrak kvant gaz holatlari b ir zarraviy taqsimot funksiyasi orqali 
tavsiflanadi. B iz quyida kvant sistemani qaraymiz.

N  ta b ir-b iri bilan o ‘zaro ta ’sirda boim agan zarralar sistemasi holatining 
to iq in  funksiyasi

vj/(x,,x2V..,x N, t ) (1)
bilan aniqlangan bo is in . 
Bunda gam iltonian

(2)
1=1 i

(3)

ifoda la r b ilan aniqlangan b o is in ; \x b ilan p  yoki q la rn i belgiladik.
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Statsionar holat uchun to iq in  funksiya (1) Shredinger tenglamasi

A (4)Hi// = Ei//
dan top ilad i; bunda

y/ =  Ei// (5)

Ideal gaz uchun y  = y 1(x 1) | ;2(x 2) . . ^ N(x N) va E = E ,+ E 2 + ...+E N deb 

qarash m um kin. Bu holda (5) dan

tenglamani olam iz. Bu tenglam ani yechib, har b ir  i zarraning to iq in  
funksiyalari va energiya sathlarini topam iz. H a r b ir  b irzarraviy holat 
funksiyasi qj ni an iq lovch i kvant sonlarni (atomdagi elektron uchun 
kvant conlar n, 1, m, m )  b itta  h a rf n bilan belgilaylik. Bu holda

Bunda sistema energiyasi y ig in d i (7) dan, sistema ho la ti funksiyasi b ir  
zarraviy funksiyalar ko ‘ paytmasi (8) dan iborat.

Bu yerda shuni ta ’k id laym izki, b ir-b ir i b ilan o ‘zaro ta ’sirlashuvchi 
zarralardan tashkil topgan sistema holati funksiyasin i, ko ‘p hollarda, 
b ir  zarraviy holat funksiyalari ko‘paytm alari bo ‘yicha qatorga yoyilm asi 
sifatida qarash m um kin.

Agar sistema zarralari b ir x il bo isa  (b iz statistikada shunday h o ln i 
qaraymiz)., u larning hammasi uchun tenglama (6) b ir  x il b o ia d i; u larn ing 
ho la tla ri va energiya sathlari ham b ir x il b o ia d i. N  zarradan iborat 
s is tem an ing  kvan t h o la t i N  ta b ir  z a rra v iy  h o la tla rn in g  har x i l  
kombinatsiyalaridan o lin ishi mum kin. Sistemaning bunday holatlari cheksiz 
k o ‘p b ir zarraviy ho la tla r to 'p lam idan  N  —  saylash (tanlash) o rq a li 

aniqlanadi.

H ,y{ X ')= E w (x ) (6)

(7)

(8)

k e.

3

1 e.

1.1-rasm.
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D in a m ik  nuqtai nazardan ix tiyo riy  b itta zarraga tegishli (6) Shredinger 
tenglamasini yechib, holatlar Vi,^2 - ¥ k va bularga mos energetik sathlar, 
masalan, £k,... aniqlanadi. Bu bitta zarra uchun aniqlangan energiya
sathlari sonin i zarralar soni N  ga nisbatan juda katta deb qarab (bu ideal 
kvant gaz b o 'lis h lik  sharti), shu energiya sathlarida N  ta zarraning 
taqsimJanish qonunin i aniqlash b ir zarraviy m etodning vazifasidir ( 1. 1- 
rasm). D inam ik  nuqtayi nazardan bitta zarraga tegishli masalani yechib, 
energiya sathlari bo'yicha ko ‘p zarralarning taqsim otin i tadqiq q ilish  —  
bu b ir zarraviy m etoddir.

Zarra la r o 'z la rin in g  holat funksiya la ri -  to 'lq in  funks iya la rin ing  
xarakteriga qarab ikki turga: bozonlar va fermionlarga bo linad i. Biz shularga 
qisqacha to ‘xtaylik. ~

Agar ik k i zarraga klassik fiz ika nuqtai nazaridan qaralsa, u lar uzluksiz 
harakatlanayotganligini kuzatish m um kin , ya’n i u lam i p rins ip ia l jihatdan 
alohida kuzatish va demak, ajratish, farqlash m um kin. Kvant mexanikada 
m ikrozarra larning holatlari diskret o ‘zgaradi. B ir turga tegishli ik k i zarra 
b ir x il holatda bo isa , ulam ing xarakteristikalari b ir  x il b o ia d i. Bu esa 
ulam ing aynan b ir  xilligiga, ularni farqlash m um kin  emasligiga o lib  keladi.

Klassik zarralar to'qnashganda (1.2-rasm ), har do im  qaysi b ir i qaysi 
tomonga ketganini aniqlash (ko ‘ rish, bilish) m um kin.

Kvant zarralarda trayektoriyalar yo‘q, shu sababli m a iu m  “ trubka” ning 
ich id a  t o iq in  paket ha ra ka tla n a yo tir deb qarash m u m k in . Agar 
“ trubka’ia r  to ‘qnashsa (yoki yaqinlashsa) qaysi zarra qaysi joyda ekanligini 
aniq b ilish  m um kin  emas. Shu sababli, b ir zarra b ir tom onga, ikk in ch i 
zarra ikk in ch i tomonga ketganligini (im pulsning saqlanish qonuni asosida) 
aniqlash m um kin  (q. 1.2-rasm). Shunday q ilib , kvant mexanikada postulat 
sifatida a ynan likp rins ip i qabul qilinadi.

3 -§ . Aynanlik prinsipi

2

2
Классик \ o n

2
К ван т хол

1.2-rasm.
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B ir  turdagi zarralarning b ir-b iridan  farqlanm asligi, aynanligi sababli 
sistemadagi bctiyoriy ikk ita  zarra o ‘ rin la rin ing  almashtirishlari sistemaning 
Fizik ho la tin i o ‘zgartirm aydi.

B ir  x il massa, spin, zaryadiarga ega va boshqa b ir x il ichk i xossalar 
b ilan xarakterlanuvchi, tavsiflanuvchi zarralarni kvant mexanikada aynan 

* b ir x il zarralar deyiladi. Boshqacha aytganda, masalan, b ir e lektronn i 
ikk inch i elektrondan farqlash prinsip ia l m um kin  emas; barchaelektronlar 
aynan b ir x il zarra lardir. Aynan b ir  x il zarralar kvant m exanikadagi 

fundam ental p rins ip  —  aynan likp rins ip iga  bo'ysunadi.

Aynanlikprinsipigaasosan, zarralar sistemasidagi zarralarning o 'r in la ri 
almashinishi tu fay li hosil b o ig a n  ho latlam i hech qanday real eksperiment 

yordam ida farqlash (ajratish) m um kin emas. Shu sababli, bunday o 'r in  

almashinishlardan hosil b o ig a n  holatlarga sistemaning bitta fiz ik  ho la ti 

deb qaralishi kerak.
A ynan likp rins ip i kvant mexanikaning klassik mexanikadan farqlovchi 

asosiy prinsip lardan b ir i,  ya’ ni klassik mexanikada bar b ir  zarraning 
harakatini, trayektoriyasini prinsip jihatidan kuzatish m um kin deb qaralsa, 
kvant mexanikada esa bunday qarash o ‘z m a’nosini yo 'qotadi, har b ir 
zarraning o ‘ z ind iv idua llig i yo'qolad.

M a iu m k i,  kvant mexanikada zarra h o la ti to iq in  funksiya b ilan  
tavsiflanadi. Yuqorida aytilganlarga asosan, ikk i aynan b ir x il zarralarning 

to iq in  fimksiyalari fazoda qisman (o'zaro qoplashuvga) o ‘zaro yopuvga ega 
boisa, u holda, to iq in  funksiyalar aniqlangan sohaning b iror elem entar 

hajmida zarralardan qaysi b iri tu ribd i, degan savol mutlaqo m a’noga ega 
emas; bu ikk i zarradan b irin ing  bu elementar hajmda b o iis h  eh tim o li 

haqida gapirish ma’noga egadir.

Tabiatdagi aynan b ir x il zarralar ikk i turga: holatlari s im m etrik  to iq in  
funksiya lar b ilan tavsiflanuvchi bozonlarga va an tis im m etrik  to iq in  
funksiyalar bilan tavsiflanuvchi ferm ionlarga b o iin a d i.

A yn a n lik  prins i p idan kelib chiqadigan to iq in  funksiya la rn ing bu 
s im m etrik lik  xossalari, klassik mexanikada o ‘xshashligi bo im agan, kvant 

effekt —  almashinuv o 'zaro ta ’sir mavjudligiga o lib  keladi.

4-§. Simmetrik va antisimmetrik toiqin funksiyalar

Spinlari e’tiboiga olinmagandagi 2 ta b ir  x il zarradan iborat sistemaning 
kvant ho la ti to iq in  funksiya v ( r , ,r2) b ilan  tavsiflanadi; i//(r¡,r2)-za rra la r 
koordinatalarin ing funksiyasi (q. 1.3 rasm)

9



1. rn
2

---------------------------------------------Q______________
1 . 3 - r a s m .

Zarralarning o ‘rin la rin i (koordinata larin i) alm ashtiraylik, ya’n i I ning 
o ‘rniga 2 va 2ning o ‘m iga 1 zarra joylashsin. U  holda radius —  vektor rn 
ning yo 'na lish i o ‘zgarib r2l dan iborat b o ia d i (q .l.3 -rasm )

I  r„ = - r 7, (9)

Zarralarning bunday o ‘rin  almashtirisblari sistemaning ho la tin i o'zgar- 
tirm aydi, chunki zarralar b ir x il. Bunday (9) o ‘ r in  alm ashtirishni akslan- 
tirish deb ataladi.

Akslantirish operatori p ni (uni o ‘rin almashtirish operatori ham 
deyiladi) to iq in  funksiya i//(FI ,? ,)=  y/(l,2) ga ta ’sir etkizaylik:

PV(l,2)= V'(2 ,l) (10)
A

Bu (10) ga yana b ir  bor p n i ta ’s ir etkizsak, ravshanki, yana aw a lg i 
holat hosil b o ia d i, ya’n i

p f / > ( U ) W l , 2) ( 11)

Kvant m exanikaning um um iy prinsip iga asosan, operatorn ing to iq in  
funksiyasiga ta ’s iri to iq in  funksiyani ma’ lum  songa o ‘zgartadi, ya ’n i

-  > y ( I , 2 ) = A | / ( 2 , l )  ( 12)

bunda ma’ lum  son p - shu - p operatorning xususiy qiym ati. ( 10) ifodaga 
p operatom i yana ta ’sir ettiraylik.

P(̂ PV/(1,2) j=  P(Pt//(l,2)) = P Py/(l,2) = P V (l,2 ) (13)

Ikk inch i tom ondan, ikk i marta almashtirishdan vj/(l,2) kelib ch iqqan lig in i 
e’tiborga olsak,

PV (l,2) = v/(l,2)
va bundan

P2 = 1,P = ±1 (14)
natijani olam iz.
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Boshqacha usul: a ynan lik  p r in s ip ig a  asosan, za rra la rn in g  o ‘ r in  
a lm ashtirishi uning fiz ik  ho la tin i o 'zgartirm aydi. Shu sababli, bu o ‘ r in  
a lm a s h t ir is h id a  t o i q i n  fu n k s iy a s in in g  fazasi o 'z g a ra d i,  y a ’ n i 
y/(2,l)=  e "v /(l,2) yana b ir marta o ‘ rin  almashtirilsa, \|/( l,2) =  e'2av|/(l,2)  ; 
bundan e ,7a =1  yoki e'a = ± 1.

(12) va (14) dan ko ‘ rinad ik i, akslantirilganda (o ‘ rin  almashtirilganda)

to iq in  funksiyaning ishorasi o'zgarm asligi m um kin (P = +lxcw). Bunday 
to ‘Iqin funksiyalarni simmetrik to ‘Iqin funksiyalar deyiladi; simmetrik to ‘Iqin 
funksiyalar bilan holati tavsiflanadigan zarralarni, yuqorida aytgandek, 
boze zarralar yoki bozonlar deyiladi.

A kslan tirilg anda  to iq in  funks iyan ing  ishorasi o ‘ zgarishi m u m k in  
(P = -l  hoi). Bunday t o ‘Iqin funksiyalar antisimmetrik to ‘Iqin funksiyalar 
deyiladi; antisimmetrik t o ‘Iqin funksiyalar bilan holati tavsiflanadigan 
zarralarni, yuqorida aytilgandek,fermi zarralar yoki ferm ionlar deyiladi.

N zarradan iborat sistema ho la tin ing  to iq in  funksiyasi \j/(...x; ,x t ) 

b o is in . A ynan lik  prinsipiga asosan, to iq in  funksiyaning argum entlari 
o ‘ r in  almashtirsa, fiz ik  holat o'zgarm agani sababli, fiz ik  holatga tegishli 

bo im agan fazaviy o ‘zgarish b o ia d i, ya’n i v|/(..jct , j t . ,...)=  e'“ i|/(...;c 
bunda a  — ix tiyoriy haqiqiy kattalik; yana ikkinchi marta o 'rin  almashtirilsa, 
aw a lg ito iq in funks iyagake linad i: \y(...x., * , . . . )  =  e (2a\ \ i ( . . .x i , x k . . ) .  Bundan 
e i2a =  1, e'a =  ± V l =  ±1 kelib chiqadi. Dem ak, yuqorida xususiy hoi 
uchun aytganimizdek, sistemada ikk i zarra o ‘ rin almashganda unmg to iq in  
funksiyasining ishorasi o'zgaradi (e ia = - lx o .i)  yoki o ‘ zgarmaydi (eia = 1 
hoi). Ishorasi o ‘zgarmasa s im m etrik , o'zgarsa an tis im m e trik  to iq in  
funksiyalar b o iib ,  bu o'zgarish yoki o ‘zgarmaslik zarralarning spinlariga 

b o g iiq  ekanlig i V. Pauli (1924 —  1925 y illa r) tom onidan ko 'rsa tild i.
Y a rim li spinga ega zarralar (masalan, elektron, pozitron, neytrino, 

pro ton, neytron va shu kabilar) hamda toq  sondagi ferm ionlardan iborat 
m urakkab zarralar (masalan, tr it iy  yadrosi: bu yadro 1 ta proton va 2 ta 

neytrondan iborat; geliy — 3 yadrosi: bu yadro 2 ta proton va 1 neytrondan 
iborat va shunga o'xshashlar) ferm ionlardan iborat b o ia d i. Ferm ionlardan 
tashkil topgan sistemani fe rm i— sistema deyiladi.

Spinning yo 'na lish i ham e’tiborga o lingan aniq kvant holatda, Pauli 
p rins ip iga  asosan, b ittadan o rtiq  fe rm ion  b o iis h i m um kin  emas, ya’n i

« , = 0,1 (15)

S p in la ri no l yo k i bu tun  songa teng bo 'lgan  hamda ju f t  sondagi 
ferm ionlardan tashkil topgan m urakkab zarralar —  bozonlardan iborat



b o ia d i. (M iso l foton, mezonlar, geliy —  4 yadrosi, deytriy yadrosi va shu 
kabilar). BozonJardan tashkil topgan sistemani boze— sistema deyiladi. 
Bozonlar har b ir kvant holatda ix tiyo riy  sonda b o iis h i m um kin , ya ’ni

« , = 0,1,2,... (16)

5-§. Almashuv o‘zaro ta ’sir. Pauli prinsipi

Kvant mexanikaning postulatlaridan b iri —  Paul p r in s ip id ir.T o ‘lq in  
funksiyaning sim m etrik yoki an tis im m etrik lig i uning fazoviy va spinlari 
o ‘zgaruvchilarinir.g almashtirilgandagi xususiyatiga b o g iiq .

Agar zarralar orasidagi o ‘zaro ta ’sir kuchlari zarralar spinJariga b o g iiq  
boim asa, sistemaning to iq in  funksiyasini faqat koordinatalarga va faqat 
spinlarga b o g iiq  funksivalar ko'paytmasi ko 'rin ish ida  quyidagicha yozish 
m um kin:

y f a ,  x N; m sl , m i 2 , . . . ,  m tN)  =  < p (^ , x , , . . . ,  x N) u { m t „  m s m i N)

Demak, bunday zarralar, agar bozonlardan iborat bo isa , u xolda 
koordinatalar va spinlar funksiyalari b ir x il simmetriyalarga ega b o iish la ri 
shart, ya’n i cpcUc  yoki cpAUA (bunda indeks “ S”  sim m etrik, “ A ”  esa 
an tis im m etrik likn i ko ‘rsatadi); agar ferm ionlardan iborat bo isa , cpAUc 
yoki (pcUA dan iborat b o iis h i kerak.

Boshqacha aytganda, aynan lik  p rin s ip ig a  asosan, aynan b ir  x il 
zarralaming fazodagi hola tin i tavsiflovchi to iq in  funksiyaning sim m etrik lik  
xossasi spin to iq in  funksiyaning s im m etrik lik  xossasiga b o g iiq d ir. Bu esa 
zarralarning fazodagi harakatida b ir— b ir i b ilan m a iu m  muvofiqlashish, 
kvan tov iy  korre la ts iya (ha tto  zarra lar orasidagi o ‘zaro ta ’s ir ku ch i 
bo im agan holda ham) m avjudlig in i ko ‘ rsatadi. Aynan b ir x il zarralarning 
fazodagi ho la tida  (sp in la r s im m etriyasiga b o g iiq  ravishda) bunday 
m uvo fiq lash ish la r kva n to v iy  ko rre la ts iya la r sistem aning energiyasi 
qiymatida o ‘z aksini topadi. Bu kvantoviy korrelatsiya bilan b og ‘liq energiya 
o ‘zaro t a ’sir almashuv energiyasi deyiladi. A lm ashuv ta ’sir energiyasi 
alohida zarralar to iq in  funksiyalarin ing yopuv (qoplashuv) darajasiga 
b o g iiq ; bu yopuv sohasi qancha katta bo isa , almashuv energiya shuncha 
katta bo iad i.

Shuni ta ’ k id laym izki, zarralar orasidagi o ‘zaro ta ’sir bo im aganda 
ham, ya’n i aynan b ir x il zarralardan tashkil topgan ideal gazda ham, 
aynanlik p rins ip i tu fay li almashuv o ‘zaro ta ’sir kelib chiqadi. Alm ashuv 
o ‘zaro ta ’sir —  kvantoviy korrelatsiya zarralar orasidagi o 'rtacha masofa 
de Broyl to iq in  uzunlig innig o ‘ rtacha q iym ati tartib ida yoki undan k ich ik
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bo iganda  e ffektiv  nam oyon b o ‘ ladi. Bunda almashuv o ‘zaro ta ’s irin i 
xarakteri fe rm ion la r va bezonlar uchun har x il b o ia d i. F erm ion la r uchun 
WA=(pAUc  to iq in  funksiyada spinlar parallel ekanlig idan zarralarning 
yaqinlashuvida itarish kuchlari namoyon b o ia d i; bu itarish kuch larin i 
aks e ttiruvch i Pauli p rin s ip i ik k i va undan o rtiq  zarralarning b ir  holatda 
bo iish ig a  qarshilik ( to ‘sq in lik) qiladi. Bozonlar uchun almashuv o ‘zaro 
ta ’sir esa, spin lam ing antipara lle llig idan zarralarning o ‘zaro tortishish 
kuchi sodir b o iish lig id a n d ir. Shu sababli, bozonlar b ir holatda b o ia  

o lish lari m um kin .
O 'zaro ta ’sirlashuvchi aynan b ir x il zarralarning tashqi maydondagi 

energiyasiga ham kvantoviy korrelatsiya m avjudligi ta ’sir ko ‘rsatadi. Am m o 
bu ta ’sir zarralarning o ‘ rin  almashishlaridagi ta ’sirga nisbatan ishorasi, 
odatda, teskari b o ig a n lig i uchun bu ta ’ s irla rn ing  hissalari b ir-b irig a  
nisbatan katta yoki k ich ik lig iga  qarab, sistemaning um um iy energiyasi 
o rtis h i y o k i kam ayishi m u m k in , ya ’ ni sistema h o la tin in g  qu la y lig i 
sp in la rn ing  para lle lig ida  (masalan, fe rrom agnetizm da) yok i a n tip a - 
ra lle lig ida (masalan H 2, 0 2 m olekulalarda) sodir b o iis h i m um kin.

B ir-b iriga  b o g iiq  bo im agan N  ta zarralar sistemasi ho la tla ri uchun

=V/ ,„V/„2 (17)

funksiya k iritgan  edik. A m m o u s im m e trik lik  xossasiga ega b o im a g a n i 
uchun  sistema h o la tin i tavsiflashga yaram aydi. S istem aning ho la tin i 
tavsiflash uchun (17) n ing ch iz iq li kombinatsiyasidan sim m etrik  yoki 
an tis im m etrik  funksiyalarn i olish kerak.

Masalan, ikk ita  b ir  zarraviy funksiyalar (p„l(x) va cp„2(x) berilgan 
b o is a , undan s im m e trik lik ka  ega b o ig a n  holat fu n ks iya la rin i hosil 

q ilish im iz  m um kin:

<PC =  ^ [ 9 . , ( * , ) p . i ( 0 +

9/1 = ( Xl ^ " 2 ( P ' " ^ 2 ̂ " 2 ^  ( 18)
(18) ifodadan ko‘ rinad ik i, n x =  n 2 yoki x, =  x2 bo iganda (pA—0 

b o ia d i; ya ’ni, an tis im m etrik  to iq in  funksiya b ilan tavsiflanuvchi ik k i b ir  
x il zarra lar (fe rm ion la r) b ir  holatda yok i b ir  joyda  b o iis h i m um kin  

emas.
Bu (18) ifodani N  ta b ir -b ir i b ilan o ‘zaro ta ’sirlashmaydigan zarralar 

sistemasi uchun um um lashtiraylik:
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Ve = V „ . U k „ 2( ^ ) - ¥ „ , v k v )  (19)

w, —  spin kvant sonni ham aks ettiradi. 0 ‘r in  alm ashtirishlar soni, 
ya’ni (19) da hadlar soni N!. Bunda o 'r in  almashtirishlar y/c  ning ishorasini 
o ‘zgartirm aydi!

A n tis im m etrik  funksiya y  t n i quyidagi determ inantdan iborat deb 
qaraladi:

1

V Ñ ! (20)

Zarra lam ing o ‘r in  almashtirishiga (20) determ inantdagi ustunlam ing 
o ‘zaro a lm ashtirilish i mos keladi.

Agar ix tiyo riy  ikk i zarraning, masalan 1 va 2 ning kvant ho la tla ri b ir 
x il bo isa , ya’n i nl =  nn bo isa , u holda determ inantning ik k i qatori b ir 
x il b o ia d i. Ik k i qatori b ir x il bo isa , bunday determ inant har do im  nolga 
teng b o ia d i, ya’ni y/A=0.  Bunday holat realizatsiyalanmaydi, bu esa 
Pauli p rins ip id ir.D em ak, bu prinsipgaasosan b ir  x il holatda2 ta fe rm ion  
b o iis h i m um kin emas.

6-§. Kvant zarralaming bir zarraviy holatlar bo‘yicha taqsimoti

M a iu m k i,  kvant sistemalar uchun taqsiino t funks iya la ii har x il 
usullar b ilan (xususan, katta kanonik taqsim oti asosida; zarralam ing soni, 
energiyasi va entropiya ifodalari asosida) o linadi.

B iz quyida uslubiy jiha tda n  nisbatan odd iy m etod b ilan b ir  zarraviy 
ho la tla r b o ‘yicha zarralar taqsim oti qonun in i va Boze —  Eynshteyn, 
Ferm i —  D ira k  taqsim oti funksiya la rin i o lam iz.

Sistema zarralari kvant mexanika asosida tavsiflansin. Bunday sistema 
te rm od inam ik muvozanatda bo isa , un ing qonun iyatla rin i m uvozanatli 
kvant statistik ñzika o ‘ rganadi.

Agar sistemaning zarralari orasidagi o ‘zaro ta ’sir kuchi yetarli darajada 
zaif, kuchsiz bo isa , (yoki bu o'zaro ta ’s ir y o ‘q bo'lsa, bu holda sistemani 
kvant ideal sistema (gaz) deyiladi), har b ir zarra, boshqa zarralarga b o g iiq  
boim agan ravishda, erkin harakatlanadi. Bu holda zarraning kvant holatlari



Shredinger tenglamasi (6) (Hy/, =  £,<//,) asosida aniqlanadi; y ,  - to iq in  
funksiyalar, E l , e 2 , s 3 , . . . , e i , . . .  - energiya sathlari; e, -  zarraning j holatdagi 
energiyasi.

Sistema N  ta ideal kvant zarralardan iborat b o is in . Bunday sistemani 
b ir zarraviy m etod asosida qaraladi1.

Bu sistema b ir zarra uchun statistik ansambldir. Qaralayotgan zarra 
nusxalari N  energiya sathlariga nisbatan oz (k ich ik) bo is in . Bu holda N  ta 
zarralarning energiya sathlari bo ‘yicha taqsim lanishi qonun in i aniqlaylik.

Faraz q ilay lik , N  ta zarralar b ir zarraviy holatlar bo ‘yicha quyidagicha 
taqsimlangan b o is in  nx,n2,...,n¡, (1.4-rasm)

i ------------------------------------------  s, n

3 -  ~  -  - z, n,
2 ------------------------------------------  Ej n2
1 ------------------------------------------  £, n,

1.4-rasm.

Bunda / ich i holatdagi n¡ zarralarning energiyasi E, = «,£, dan iborat. 

D em ak, 1 h o la tda g i sistem a energ iyasi E, = ^  ¡nis ¡ ; za rra la r soni

N
Shuni aytish lo z im k i, sistemaning kvant h o la tin i aniq laydigan I, 

energetik sathlardagi zarra la r sonlari to ‘ p lam i b ilan  b e rila d i, ya ’n i 
/  = (ni,n2,...,n¡,..) I -  enei^etik sathdagi n. zarralar ochiq sistemani tashkil 
q ilad i, ya’n i unda n. o ‘ zgarishi m um kin. Berilgan n¡ zarralardan iborat 
sistem acha u chun  (u m u m iy  s is tem an ing  q is m i u c h u n ) ta q s im o t 
funksiyasini quyidagicha

/ ( £ , ) =  I * - * « - « '  (21)

yozamiz. Bunda Z  /-sistemachaga tegishli statistik y ig in d i,

1 Zarralar orasida o'zaro ta’sirkuchli bo'lganda sistemani kvant mexanika asosida 
tavsiflash mumkin. Ammo bu masala murakkab va qiyindir. Ko‘p zarralarni tadqiqot 
qiladigan fizikaning bo‘limini ko‘p zarralar fizikasi deyiladi. Bu bir zarraviy metodni 
ba’zan mos ravishda o‘zgartirib, zarralari orasidagi kuchli o'zaro ta’sir bo'lgan sistemani 
tavsiflash uchun qo'llab yaxshi natijalar olindi.
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Term odinam ik potensional O.
(p = n,n¡ (23)

u k im yoviy potensial.
M uvozanatli holatda fazalar muvozanati uchun yozilgan

7¡ =  r 2 = . . J ,  /» =  / » = . . J » , h , = | í 2... =  h ( = h  (24)

dan va

J *  = w,-s, (25)

ifodadan foydalanib, taqsim ot qonuni uchun

f ( E ) = ^ e ^ ) (26)

ifodani olam iz; bunda statistik y ig 'in d i

Z  -  Z /  (27)
n i

normalash sharti

I M H  (28)
ni

asosida topiladi.
Taqsim ot funksiyasi (26) kvant sistema xossasini tavsiflash uchun 

asos b o ia d i.

7-§. Kvant statistikaning taqsimot funksiyasi

Fizika nuqtai nazardan, har b ir energetik holatda zarralar sonining 
o'rtacha qiymati m uhim  ahamiyatga ega. Shuning uchun taqsimot funksiyasi 
(26) asosida i holatdagi zarralarning o 'rtacha soni (n¡) ni topaylik.

U m um iy  qoidaga asosan, zarralar sonining o'rtachasi quyidagicha 

aniqlanadi:

<«,) = !  n j { E , )
//,=0

(26) va (27) ifoda lam i nazarda tu tib , <«,.) n i

1 dZ 1 d ln Z

(22)

< n >=
(3 Z d\i p d\i
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ko 'rin ishda yozish m um kin. («,) = f ( e )  belgilash k ir itib , ox irg i ifodani 
yozamiz.

\ d \ n Z

/ ( e ' ) = m T  (29>
/(e , ) ni kvant statistikaning taqsimot funksiyasi deyiladi. Shunday q ilib , 
/ ( e j  n i, ya’n i zarralar soni o ‘ rtachasini aniqlash uchun statistik y ig ‘ ind i 
Z  n i b ilish  zarur.

Bizga m a’ lu m k i, yarim  sp in li zarralar —  Pauli prinsip iga bo‘ysuna- 
digan zarralar —  fe rm ion la r b ir  zarraviy holatda bittadan o rtiq  b o ia  
o lm aydi, ya ’n i « = 0 ,1.

Butun sp in li yoki no l spinga ega bo'lgan zarralar —  bozonlar b ir 
zarraviy holatda ix tiy o riy  sonda b o iis h i m um kin , ya’n i « = 0, 1,2 ,...

Shu sababli, ferm ionlar (elektronlar, pcotonlar, neytronlar, pozitron lar 
va boshqalar), bozonlar (fo ton la r, fonon la r, m ezonlar va ju f t  sonda 
ferm ionlardan iborat murakkab zarralar) taqsimot funksiyalarini a lohida- 
alohida qarash loz im  bo iad i.

8-§. Boze-Eynshteyn statistikasi

Bozonlam ing b ir  zarraviy holatlardagi taqsim ot qonun in i ko 'ra y lik . 
Bu holda, «=0,1,2 ,... S tatistik y ig ‘ ind i

z ~ L e  (30)

bozonlar uchun n<  0 shart bajarilishi zarur. Aks holda / ( e ; ) funksiya 
iu > e, va n1 o o  da chegaralanmagan va demak fizik ma’noga ega bo‘lmagan 
funksiyaga aylanadi. ß < 0 bo'lganda (30) ifoda kamayuvchi geom etrik 
progressiyadan iboratd ir. U n ing y ig ‘ indisi

Z ~ i _

ifoda bilan aniqlanadi.
Statistik y ig 'in d i (31) ning ifodasidan foydalanib, / ( e , )  uchun (29) 

asosida quyidagi ifodan i olam iz.

< „ ( > 3 / (£j) = _ i _  (32)

Holatlar bo yicha zarralar o ‘rtacha sonlarining taqsimotini aniqlaydigan
(32) ifodani Boze-Eynshteyn yoki Boze taqsin

2 - №  276 1 ' UUV ¿ U l l 17

rffr'^ ̂ tathtikasi deyik
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\di.



Bozonlarning um um iy  soni N  va ix tiy o r iy  holatdagi o ‘ rtacha soni 
< n, > o 'z la rin ing  m a’nolariga ko 'ra  musbat ka tta lik la r N>0\a < n i»0  
b o ia d i. Shuning uchun (32) dan ß( s i - ^ ) >  0 yok i um um an - ß ^ >  0 
kelib  chiqadi. Bundan, ß > 0 ekanlig in i nazarda tutsak, ц < 0  kelib  
chiqadi.

0 ‘zgaruvchi sonli bozonlar (zarralar), xususan fotonlar, fononlar uchun 
kim yoviy potensial /л = 0 . U m um an bozonlar uchun k im yoviy  potensial

H < 0 (33)
shartga bo‘ysunadi.

Bozonlar uchun e -> ц  bo ‘ lganda, Boze taqsim ot < /?, >= / ( s f) ->  o° 
bo ‘ ladi, £ = 0 bo ‘ lganda esa (q .l.5-rasm ).

s

1 . 5 - r a s m .

т = - ^ — лх<о (34)
e  -\

ifoda olinadi.
U m um iy holda kimyoviy potensial /л ni zarralaming um um iy soni ifodasi

ar = Z < "* > = Z  > ,:> ,) 1 7 (35)
i i  &  1

asosida aniqlanadi. Agar energiya qiym atlari uzluksiz o ‘zgaradi deb qaralsa,

(36)
0  ̂ 1

ifodadan aniqlanadi. Bunda g(e) b irlik  eneigiya intervaliga to ‘g‘r i  kelgan 

ho la tla r soni —  ho la tla r z ich lig id ir.



9-§. Fermi-Dirak statistikasi

Ferm ionlam ing b ir zarraviy holatlardagi taqsim otida « = 0,1 bo ‘lganlig i 
uchun, bu holdagi statistik y ig 'in d i Z ifodasi

(37)

ko ‘ rinishda b o ia d i.
B ir zarraviy holatdagi fe rm ion lam ing  o ‘rtacha soni <n> uchun (29) 

dan foydalanib olamiz.

\ d\nZ  1

(38)

Fermionlar o ‘rtacha sonining <n. > bir zarraviy holatlar bo yicha taqsimoti
(38) ni Fermi-Dirak yoki Fermi taqsimoti -  statistikasi deyiladi. Q ulaylik 
uchun F e rm i-D ira k  va Boze-Eynsheyn taqsim otlarin i

g P V , - ? )  - j-  (

k o ‘ rinishda yoziJadi. Bunda musbat ishorali ifoda Ferm i —  D irak , m anfiy 
ishorali ifoda Boze —  Eynshteyn taqsim otlariga tegishli.

Ferm i sistema temperaturasi T=0 da s  < ¡i b o ig a n  hamma b ir  zarraviy 
h o la tla r  (en e rg e tik  sa th la r) za rra la r b ila n  t o ‘ lgan b o ia d i ;  
sathlarning esa hammasi bo‘sh b o ia d i. ( q . l .6-rasm).

Tem peratura noldan farq li T>0 bo iganda taqsim ot funksiya punktir 
ch iz iq  b ilan ko ‘ rsatilgan ( q . l . 6-rasm).

Fermionlaming kimyoviy potensiali p ni Fermi sathi yoki Fermi potensiali 
deyiladi, ba ’zan uni Fermi energiyasi deyiladi.

Shuni ta ’kid laym izki, T>0 boigandagi Ferm i taqsim otin ing T=0 dagi 
taqsimotdan farqi, asosan Ferm i sathining atrofida, kT interval da bo iad i. 
Boshqacha aytganda, T>0 da e, > ^  energiyali fe rm ion la r asosan Ferm i 
sathi yaqinida b o ia d ila r (q. 1.6-rasm ), ya’ni u lar Ferm i sathi yaqinidagi 
sathlardan “ b ug ian ib ”  Ferm i sathi yuqorisidagi bo ‘sh sathlarga o ‘tadilar.

F e rm i po tens ia lin i (energiyasi p  n i) zarra la rn ing  u m u m iy  soni 
ifodasidan, ya’n i quyidagi ifodadan

^  = Z < " , > = Z g^ , - !0 + -i  (40)

aniqlanadi. Agar energiyaning q iym atla ri uzluksiz o ‘zgaradi, deb qaralsa, 
(40) n ing o ‘ rniga quyidagi ifoda

I 9



(41)

fiep

2 \*
\

* r |-» P
0

1.6-rasm.
8

olinad i; bu (41) ifodadan n  aniqlanadi.
Bunda g(z) b ir lik  energiya intervaliga to ‘g‘ ri kelgan ho la tla r soni —  

ho la tla r z ich lig id ir.
Tarix iy  m a iu m o t. Boze-Eynshteyn statistikasi 1924 y ilda  h ind  fiz ig i 

SH. Boze tom onidan fo ton lam i tavsiilash uchun kashf etilgan. Shu y il i A. 
Eynshteyn ideal gazlarni tavsiilash uchun ham qoilagan.

1926 yilda ita liyalik o lim  E. Ferm i ferm ionlam i tavsiilash uchun Ferm i- 
D irak statistikasini kashf etadi, shu y ili ingliz o lim i P. D irak bu statistikaning 
kvant xossasini tushuntirdi. 1940 yilda shveytsariyali o lim  V. Pauli statistika 
tu rla ri zarralarning spinlariga b o g iiq  ekanlig in i ko ‘rsatdi.

10-§. Klassik statistika -  kvant statistikaning xususiy holi. Aynish
temperaturasi

Boze va Ferm i taqsim otlarin i yozaylik:

shart bajarilsa, m axrajdagi 1 n i e’tiborga olmasdan taq riban  yozish 

m um kin:

bunda ß = 1 / kT,ei. -  zarraning to ia  energiyasi.
Demak, (43) shart bajarilganda kvant statistikalari Maksvell —  Bolsman 

taqsimotiga, klassik statistikaga o ‘tadi.

(42)

bu taqsimotlarda

(43)

(44)
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KJassik va kvant statistikalarni um um iy k o ‘rinishda quyidagicha yozish 
m um kin :

/ ( « , )  = ■
1

Bunda
+ S (45)

8 =

0 klassik zarralar uchun

+ 1  ferm ionlar uchun 

- 1  bozonlar uchun

Kvant statistikadan klassik statistikaga o ‘tishdagi (43) shartni klassik 
ideal gaz m isolida ko 'ray lik .

(44) n i energiya sathlari bo 'yicha yig ‘ ish tiray lik

Z /(£-)= Z < n. >= Z i ü (46)

Bizga m a’lum

Y.<", >=«  

z ,  = ! > - ' • ■

uzluksiz ho l uchun esa

1 1
— T2nmkT J

(47)

(48)

Bu (47) va (48) ifodalardan foydalanib, (46) n i o ‘zgartirib  yozamiz

7V = e№Z,

yok i

e _ ^  = ZL = V_(2nmkT'
N N

Dem ak, (43) ga binoan

yoki

V h 2 y
(49)

(50)

h¿ ' V ^
shart bajarilganda kvant statistikasi klassik statistikaga o ‘tadi. (48) yoki 
(49) dan ko ‘ rinad ik i, bu shart z ich lik  n=N/V, tem peratura T va zarra

V 2nmkT 3/2 
N h2

,2jimkT . 3/2 N 
(—Ti—) »
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F
(m olekula, atom ) massasi m ga bog 'liq , ya’n i sistema yetarli darajada 
siyrak va y iiq o ri temperaturada bo'lsa, kvant statistikaning o ‘m iga klassik 
statistikadan foydalanish m um kin, ammo (50) bajarilmasa, ya’ni

N ~f 2nmkT
V

yoki

N > f  InmkT ^

(52)

(53)
h

bo‘ isa, sistema xossalarini tavsiflash uchun kvant statistikadan foydalanish 

zarur.
(49) teng iik  asosida e“ftl n i b ir  necha m isollarda baholaylik; bunda 

k = 1,38- 10' 16erg /g rad  6 = 6,62- 1(T27 erg sek.
A ) V odorod  a tom ia ri sistemasi uchun exp(-j3/i) n i baholaym iz; 

vodorod atom  massasi m s lO "24 g. Bu holda

1020 ■ T 3/2 —N
Agarzichlik N/V=\,89- 102usnv3bo‘ lsa, (buz ich lik  P~7 atm. t = 0°Cga 

to ‘g ‘r i keladi). Bu holda

g-V/kT _ y3/2

Agar T * \ 0 K  bo isa , T3,2*3\,6K b o ia d i.
D em ak, T «  1 OK dagi vodorod atom iari sistemasi uchun

e- ' ,/43r «  31,6 » 1

H atto  shunday past temperaturada ham vodorod atom iari sistemasini 
klassik statistika asosida qarash m um kin  ekan. Bunday, um uman atom lar, 
m olekula larni klassik statistika asosida qarash, tadqiq qilish m um kin. 

N ihoyatda past temperatura bundan istisno! 

b) E lektron uchun (me « 10“27 gr)

g-p/w = 2,42-10l5r 3/2 —
N

ifodan i o lam iz . NIV *  2,42-1022cm'3 -  bu metallardagi e rk in  e lektronlar 

zichligiga taxm inan teng. Bu holda
e -vnr =10-7r 3/2
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Bundan T« 10000AT boiganda ham, e " /Ar » 0,1 b o ia d i, ya ’n i

e ' l,kT«  1
b o ia d i.

Demak, metallardagi elektronlam i kvant statistika asosida qarash kerak. 
Y arim  o ‘tkazgichIarda erkin  elektronlar z ich lig i

N_ (lO 9 - 1 0 17)

V stn

tartibda b o ia d i. Agar tem peratura T=400 A 'bo isa ,

e-ft* ~ (8 0 ^ -8 -109) »  1 

tengsizlik o ‘ r in li b o ia d i. Demak, yarim  o ‘tkazgichlardagi e lektron lam i 
(shuningdek, kovaklarn i) tavsiflashda kvaziklassik statistikani q o ila sh
o ‘r in li b o i a d i . _______________     _  _  _

(52) ifodan tem peratura T  n i topay lik
2 2 

2  (
T ~T’ = \ —  =  a  ^

N_y
kV

(54)
V J  2nmk mk

bunda a = 2n.
Bu temperatura T* ni aynish temperaturasi deyiladi.
(54) ifodada yacheykalar (holatlar) soni sathlar soniga teng deb qabul 

qilingan. A m m o past temperaturalarda kvant m exanik xossalar nam oyon 
b o ia  boshlaydi. Shu tu fa y li zarralarning aynanlik  p r in s ip in i e ’ tiborga 
olish natijasida ho latn ing aynish karrasini hisobga olish lozim . Boshqa- 
cha aytganda, ho la tla r soniga moslashtirilgan N  ning o ‘m iga sathlar so- 
n in i o lish uchun, (54) ifodada N  ning o ‘ m iga N /g  n i yozish lozim .

U  holda aynish temperaturasi

,  Tl . bj . 2 /3

_ a~irt ~gV
ifoda bilan aniqlanadi, bunda a= 2n. klassik ideal zarralar uchun. Boze va 
Ferm i taqsim otlari asosida kvant ideal zarra lar uchun aniq hisoblash 
k o ‘ rsatadik i,

a  =
3 ,3 /^ 2/3 ideal boze-gaz uchun 

0 ,5 (6 ;t!£ ,)2n ideal fermi-gazuchun
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£ = 2S + 1 uchun spinlar (oriyentatsiyalari) vaziyatlari e’tiborga olingandagi 
faktor (om il).

Misol Hé uchun T" ~ 3K\ metallardagi elektronlar uchun T' -  JO1 K. 
Aynish temperaturasidan pastda gaz zarralarining (molekulalar, atom iam ing) 
aynanlik  p r in s ip i nam oyon b o ia  boshlaydi. Boze-gaz uchun  aynish 
temperaturasidan past temperaturada Boze-Eynshteyn kondensatsiyasi 
hodisasi sodir b o ia  boshlaydi.

Ferm i-gaz uchun aynish temperaturasi Boze-gaz kabi fazaviy o ‘tishlar 
bilan bogiangan emas, bu temperatura Ferm i energivasi b ilan aniqlanadi 
(masalan, ¡i.lk  b ilan  aynish tem peraturasi an iq lanad i). E le k tro n la r 
sisteinasi uchun 7”  »  104A" tartibda.

Tem peraturaning bu T <T" q iym atlarida aynanlik p rin s ip i nam oyon 
bo igan lig i uchun, gazning xossalari klassik gaz xossasidan fa rq li b o ia d i. 
Shu sababli, masalan, issiqlik s ig im , bosimning temperaturaga b o g iiq lig i 
klassik gazdagidan farq li b o ia d i.

Temperatura pasayishi bilan, agar zarralar orasidagi o ‘rtacha masofa r,
-  h

zarraning de Broyl to iq in  uzunlig in i X =  — =  dan kich ik  b o ia  boshlasa,
mv

ya’n i x > r  bo igan  holdaaynanlikprinsipi kuchliroq (m uhim roq) namoyon 
b o ia  boradi. Bu yerda shuni ta ’kidlaym izki, real gaz va suyuqliklardan faqat 
gehy atom lari uchun T <T' shart bajariladi. Qolgan atom lar sistemasi 
aynish temperaturasi T*ga qadar, ya’n i ulardagi kvant xossalari namoyon 
boigunga qadar qattiq agrégat holatlariga o ‘tib  ulguradilar. G eliy Hé suyuqlik 
uchun esa b ir  tom ondan atom massasi k ich ik , ikk inch i tom ondan geliy 
suyuqlikning massa zichligi yetarli darajada katta.

G eliy gaz 4,2 K  da geliy suyuqlikka aylanadi; temperatura yanada 
pasaytirilsa, 2,18 K  da geliy 1 suyuqlikdan geliy I I  suyuqlikka o 'ta d i, ya’n i 
bu temperaturada fazaviy o ‘tish b o ia d i (1.7-rasm ). Kvant holatdagi geliy 
I I  suyuqlik o ‘ta oquvchanlik xossasiga ega b o ia d i, u yopishqoqlikka ega 
bo im aydi, ya’n i uning yopishqoqlik koeffitsiyenti nolga teng b o iad i. 2,18 K  
temperaturada issiqlik s ig im  C  ning o ‘zgarishi A k o ‘rin ishda b o ia d i.

1.7-rasm.

24



l l - § .  Holatlar zichligi

B ir  zarraviy metodga asosan, kvant sistema zarralarning u m u m iy  soni

Ar =  Z ” < = Z <W. >= X 1/(cP<''* " )± 1 ) ’ (57)
/ i  i

U m u m iy  energiyasi E

E =  Z Ei = Z e.n. =  Z <  e A  >=  £ (e* Z ) ± j )  (58)

ifoda la r b ilan aniqlanadi. Bunda

/ ( E, ) » <  n, >=  ß =  —  (59)

Bu ifodalarda “ + ”  ishora Fermi taqsimotiga, ”  ishora Boze taqsimotiga 

tegish lid ir.
Faraz q ilay lik , energiya sathlari b ir-b iriga  juda yaqin, zieh joylashgan 

boMsin. Bunday ho l sistemaning hajm i V  ye tarli darajada katta boMganda

_  1
sodir bo ‘ ladi, chunk i energiya y  b o ig a n lig i uchun b ir  zarraviy

ho la tla r z ich lig i kattalashib, d iskretlik  xarakteri kam ayib, sathlar b ir -  
b iriga yaqinlashadi. Bu holda diskret ho latla r o ‘ rniga energiya uzluksiz 
q iym atla rn i qabul q ilad i deb hisoblash m um kin. Bu shart bajarilganda,
(57), (58) ifodalarda y ig ‘ ind i ishorasini integraliash b ilan  alm ashtirish 
m u m kin  b o ia d i. B un ing  uchun s , e  + de  in terva lda g{e)de h o la tla r 
(energiya sathlari) mavjud deb qaraylik. Energiyaning q iym atla ri uzluksiz 
o ‘zgargan bu holda (57) va (58) ifodalarni

j (J t S f ‘±Ty  (60)

ko ‘ rin ishda yozish m um kin : bunda g ( e )  holatlar z ich lig i.
B ir  zarraviy ho la tla r z ich lig i g ( s )  n i an iq laylik, e , e  + ds  intervaldagi 

ho la tla r soni quyidagicha aniqlanadi:

dn(£) =  g ( e ) d s  =  (62)

2« n

¿/T (e) = F ^dxdydz I Jc/ip Jsin 0d0 p'dp = V ■ 4np'dp = 4nV ■ p 2dp (63)
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Zarra spini vektorin ing fazodagi oriyentatsiyalari (vaziyatlari) soni £ 
n i e’ tiborga olinsa, ho la tla r soni

dn(E) = ~^~ p z dp (64)

ifoda bilan aniqlanadi. Bunda oriyentatsiyalar soni £, =  2 .5 +  1; S — 
kvant son. 5  = 1/2 sp in li fe rm io n la r (e lektron, p ro to n , neytron  va 
boshqalar) uchun £ =2\ 5=1 spin li bozonlar uchun Ç = 3  (am mo fo ton 
uchun g  =2). U m u m iy  holda e  b ilan p  orasidagi bog 'lan ish s(p) 
murakkab. Am m o ideal gaz uchun, ya’n i zarraning erkin  harakati uchun

p 2
(65)2m

ifoda o ‘rin li. E rkin zarra uchun (65) dan foydalanib holatlar soni (zichlig i) 
(64) ni quyidagi ko‘ rinishga keltiram iz.

3

dn{z) =  g (s V s  =  271 Vèi~  s 2 ck (66)
\ h~ J

bunda holatlar zichligi

g ( s )  = aVe1'2 (67)

a = 2n£,{-t ) 3' 2 (68)h
Shunday q ilib , zarralarning um um iy soni N  va energiyasi E uchun

. r e 1 2 de

C  e 2l2d£
E=aV> J ? ^ T T r  <70>

ifodalarn i olamiz. Bu ifodalardan /3 va p  la rn i aniqlash m um kin.



II b o b. BOZE-EYNSHTEYN STATISTIKASINING TATBIQI

l-§ . Kirish

Boze —  taqsim oti / ( s ; ) , , zarralar soni yVva energiya E

i I

e  = < n >

ifodalar bilan aniqlanadi; bunda f ( e i ) /  holatdagi bozonlaming o ‘rtacha soni.
B ir  zarraviy metodda energiya sathi e, sistemaning hajm i Kga teskari 

proporsional boMgani sababli, hajm kattalashgan sari sathlar b ir-b iriga  
yaqinlashib boradi. Hajm  yetarli darajada katta bo‘ lganda, diskret eneigiya 
sathlari o ‘miga ular hosil qilgan zonani qarash m um kin  bo'ladi, ya ’n i e n i 
uzluksiz o'zgaradi deb qabul qilinsa bo ‘ ladi (2.1 rasm).

B iz yuqorida s >  0 bo‘ lgani holda musbat qiym at qabul q ilish i 
m um kin  emasligini, ya ’n i (j. < 0  ekan lig in i aytgan edik. Agar aks ho i 
bo'lsa, e  = n  bo'lganda JVva Echeksiz q iym atla r qabul qiladi. Bu esa real 

holda m um kin emas, u tajribaga z idd ir.

Agar —  »  I shart bajarilsa, sistema klassik sistemaga o ‘ tis h in i 
IcT . .

yuqorida biz ko 'rd ik . Boze-gaz, agar ||j.| ~ kT bo ‘ lsa, qisman aynigan

holatga o ‘tadi.

2.1-rasm.
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Bozonlar soni N  va energiyasi E n i uzluksiz holatlar uchun yozaylik. 
s , e  + de  intervaldagi ho la tla r sonini g ( e )d e  bilan belgilasak, (2) va 
(3) n i quyidagicha yozish m um kin.

_  xr g ( s )d e  
N -  _ J >  (4)

2 -§ . Aynilgan boze — gaz. Boze — kondensatsiya

E = i
eg{e)de

gPW-l.) _  J

E rkin  bozonlar uchun g ( s )d e  =  a Ve^de  ekanligidan

e 1/2 de
1

( 5 )

^  (6)

« c , / 2Wf 

0 e  1

(6) va (7) larda (3e =  e /  kT = x belgilash kiritay lik . U  holda

cU2dx 
e ‘ ~ *  -  1

N - a H U r - (8 )

”  v 3 / 2 W v

£  =  « v ( W ) - J - £ *  (9)
0 c 1

iV
(8) asosida (i n i — , T parametrlaming funksiyasi sifatida aniqlash m unikin.

(6) ifodadan ko 'rinad ik i, agar temperatura pasayib borsa, unga mos 
]|j.| ham shunday kamayib borishi kerakki, natijada integral ishorasi ostidagi 
îfoda qiymati va demak bozonlar soni /Vo‘zgarmasin (2.2 rasm). Temperatura 
kamayib borishi bilan |¡i| kamayib borib (p  ortib borib) ma’lum  temperatura 
T0 da p. =  0 q iym atni qabul qiladi. Temperaturaning yanada kamayishi 
bilan, ya’n i T <  T0 sohada p  =  0 b o 'lib  qolaveradi. Bu T < T0 sohada 
(a = 0 b o ‘Igani uchun temperatura T o ‘zgarganda (6) yoki (8) ning o ‘ng  
tomoni o ‘zgaradi, ammo ulaming chap tomonidagi zorra/ar soni N esa 
o ‘zgarmasligi kerak edi. Bu ziddiyatni Eynshteyn paradoksi deyiladi.



p  =  O bo‘ lgandagi tem peratura Tg n i (8) asosida quyidagi tenglikdan 

aniqlanadi:

”  v l/ 2 /7r
N =  aV(kT0Y'2 f —* £> 1

M iso l. (8) va (9) ifodalardagi

30 y n/7r
/  =  r x , a  =  Pn <  0 ,n  < 0

" g e J~a -  1

integralni T < T0 sohasida aniqlang. T < T0 sohada | i  =  0 . 
Yechish. T < T0 sohada ja = 0 Shuning uchun

00 n  — x

I. -  J t ^  =  =  Z  ] x - e - d x ,
o 1 £  o * = 0  * -1 o

0 ‘zgaruvchini a lm ashtiraylik: kx=y

Ih =  Y j T 7 T  J y"e ~ydy  =  +  l ) T ( n  +  1)

(10)

(1)

(2)

(3)k=\ k" 0

Bunda zeta -  funksiya ^(n) va gamma-funksiya T (» )

K o

1) 11 = 1/2,r ( l / 2  + l^ (3/2)  = ^Y § (3 / 2 )  = ^ y - 2 , 612*  2,31

~ r~ o  r
2) h = 3 / 2 , r ( 3 / 2 + l£ ( 5 / 2 )  = — ^(5/2) = - ^ - 1 , 3 4 1 *  1,78

4 4
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7n = T («  + !)£,(« + 1) ifodadan foydalanib,

) ^ ~ ^ T ( 3 / 2 M 3 / 2 )  = 2,31 ( n )

qiym atni topam iz. ( 11) q iym atn i ( 10)ga qo ‘yilsa,

kT0 = 0,084 —  (— ) 2/3 (12)

ifoda topiladi. m ^

Yana ta’kidlaym izki, T < T0 sohada |_i =  0 va temperatura kamayganda 
integral ifoda (6) yoki (8) ham kamayadi. A m m o (6) ning chap tom on i 
N esa o ‘zgarmasligi kerak. Bu paradoksni quyidagicha hal etiladi. (6) integral 
ifoda quyidagi

N = YJ < n i>  (13)i
ifodadagi y ig ‘ in d i integral b ilan alm ashtirish orqali olingan. (13) n i asosiy 
holatdagi (s =  0) zarralar soni Ng va uyg‘ongan holatdagi zarralar soni 
N* dan iborat deb qaraylik:

N = N0 + N\ (14)
bunda

N° =  ( i5 >6 1 i=l c
Asosiy holatdagi zarralar soni Ng tem peratura kamayishi bilan, uning 

ifodasidan ko ‘ rinad ik i, o rtib  boradi va ja =  0 bo ‘ lganda hamma zarralar 
shu s0 =  0 asosiy holatga o ‘tadilar. Shu sababli, s 0 =  0 energiyali asosiy 
ho la tn i jj. = 0  b o ‘ lgan T <Ta sohada maxsus qaraladi. U y g ‘ongan 
holatlardagi zarralar N* uchun y ig ‘ ind i ifodani yana integral ifoda bilan 
almashtiriladi:

í £.'n dz í xl,2dxN‘ = aV - e fl£ «  aV{kT)in  B ,
J e  - 1

El 0

bunda integraln ing quyi chegarasi no l b ilan a lm ashtiriladi (bu uncha lik  
m uhim  xato emas).

Endi T < T0 soha uchun ( ¡ i  =  0 )  (10) va (16) ifodalardan asosiy 
holatdagi zarralar sonini aniqlaymiz:

N 0 = N - N '  = N ( 1 - ^ )  = N [ l - ( T / T 0y 2] (17)
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(17) dan ko ‘ r in a d ik i, agar T —> T0 (temperatura T k r it ik  tem peratura 

N0 ga intilsa)

N0 O, tf' —> N (18)

bo ‘ lad i, ya ’ n i ham m a bozonla r uyg'ongan ho la tla rda  b o ‘ lad i. Agar

T 0o K  b o ‘ lsa, (17) dan olinadi:

N0 N,N" 0 (19)

bu holda hamma zarralar energiyasi s 0 = 0 bo‘lgan asosiy holatda bo‘ladilar.
Shunday q ilib , T < T0 da temperaturaning kamayishi b ilan  uyg'ongan 

holatlardan zarralar asosiy holatga o ‘ta boshlaydilar. Bu hodisani Boze- 
Eynshteyn kondensatsiyasi deyiladi. (Bu hodisa bug‘ n ing  suyuqlikka 
aylanishiga o ‘xshaydi. A m m o bu tashqi ko‘rinishdagina o ‘xshashlik, xolos) 
Yuqorida ke ltirilgan  paradoks (Eynshteyn paradoksi) ana shunday hal 

etiladi.
T < T0 bo ‘ lganda boze-gazning to ‘la energiyasi E n i (8) dan

*  „ 3 / 2  .

E = aV{kTyn \-^— , (20)
o e  i

ifoda bilan aniqlanadi. Bunda

00 3 / 2x dx
J — — 7  =  r ( 5 / 2 ) § ( 5 / 2 )  = 1,78 ( 21)
n € 1

Dem ak,

bunda

U =  E = aV(kTy,2T{5 /  2)^(5 /  2), (22)

aV  = 2T ^ {~ yn V 
h" (23)

Temperatura T < T0 bo ‘ lganda, (22) dan foydalanib, bosim  P, issiqlik 
s ig 'im  CKva en trop iya  S  n i quyidagi munosabatlardan top ish m um kin:

p  =  j V , c ,  =  ( f ^ W  s  =  í e p (24)
V,N¿ T

3-§ . Muvozanatli nurlanish. Foton gaz

V h a jm li id is h n in g  tirq is h id a n  elekrom agnit t o ‘ lq in la r  k ir ib ,  T 
temperaturali idish devori bilan term odinam ik muvozanatli holatga kelgan 
bo'ls in (2.3-rasm). Bu nurlanish idishga kirib, qaytib chiqm aganlig i uchun
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qora jism  nurlanish i deb yuritiladi. Bu muvozanatli nurlanishning chastota 
q iym atlari b o ‘yicha taqsim lanishi qonunlni aniqlaylik.

2.3-rasm.

Id ish  ich id a  m uvozanatli holatdagi e lek trom agn it —  bu  tu rg 'u n  
to 'lq in la rd ir. Turg ‘un elektromagnit to 'lq in la m i (m oda la rn i) um um iy  
tasawurga k o ‘ ra idish ichida bir-biriga bog‘üq bo'lm agan ossillyatorla r 
(fotonlar)dan iborat deb qaraladi. Shunday qilib, muvozanatli nurlanishning 
chastotalar bo ‘ yicha taqsimlanishi qonunini aniqlash —  bu ( fo to n  gazda) 
fo to n la rn in g  (oss illya to rla rn ing) energ iya lar (chasto ta la r) b o 'y ich a  
taqsim lanish in i topishdan iborat. co,co +  dco chastota in terva liga  to ‘g‘ r i 
kelgan ossillyatorlar sonini

Vg{a>)do) (25)

bilan belgilaylik. Bu holda birlik hajmga to ‘g‘ri kelgan bunday ossillyatorlar soni

g((o)da  (26)

bilan aniqlanadi.
O ssillya torn ing  qabul q ilish i m um kin bo'lgan energ iya la ri, kvant 

mexanikada ko 'rsa tilad ik i, eb =  M(n  +  1 / 2 ) ,n  = 0 ,1,2 ,...
Bu q iym atlam ing  o ‘ rtachasi esa

^  . . .  hù . hü>
(27)

ekanlig in i aniqlagan edik (q. 9-§, V I bob 1-qism).

4—§. Plank formulasi

co.ro +  dco intervalga to ‘g ‘ri kelgan nurlanish energiyasi dU(a>,T) 
(26) ga (27) ifoda la r asosida quyidagicha yoziladi.

dU(a>, T) =< e(co) >  g((o)dm (28)

Ik k in c h i tom ondan, berilgan temperaturada differensial dU(a>, T) n i 
yozish m um kin .
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dU(со, Т) = Í ^ ^ V o  =  р(со, D i t o  (29)
Зш J

b ir lik  chastota intervaliga to ‘g‘ ri kelgan nurlanish energiyasi zichlig i p(co, T) 
uchun (28) va (29) n i solishtirb,

p(co, T) =<  e(to) >  g(co) (30)

ifodani olam iz.
B ir lik  chastota intervaliga to ‘g ‘ ri kelgan ossillyatorlar (ho la tla r) soni 

g(co) n i aniq laylik.

(0,(0 +  d o  intervaldagi holatlar sonini (yoki shu intervaldagi m odalar 
sonini) quyidagicha topam iz.

dxdydzdp dpydp_ fazaviy fazo elementida ho la tla r soni

d rdp  _ dxdydzdpAd p d p z
(31) 

ib

(32)

h[   h* _ _ _ _ _
ga teng. V  hajmdagi ho la tla r sonini topish uchun (31) n i integrallab

Vdp _ Vdp dpydpz
Л3 “  h* 

ifodani olam iz.
Biz qarayotgan masalada yo'nalishlardan qat’ i nazar, faqat chastotalar 

(energiya yoki im puls) q iym atlari intervali m uhim lig i uchun (32) da sferik 
koordinatalar sistemasiga o ‘tib, so‘ng burchaklar bo‘yicha integrallash kerak, 
ya’ ni

VdP V —  a  л  _  4nV.— p 2dp  j J (p jco s0  dQ = —— p 2 dp  (33)
h* h* г ‘ o \J h

Y o ru g 'lik  nazariyasida p  = kh ; bunda

Йсоp  = Kh = —  (34)
с

(34) n i (33) ga q o ‘y ib

4 nVh* (o2 Veo2 . . .
——------ -dio =  —-7-7 deo, (h = 2 nñ) (35)

n с  Zn с
ifodani olamiz. E lektrom agnit toMqinlar ko'ndalang to ‘ lq in  b o ig a n i uchun 
ikk i qutblanish ( ik k i tekis likda É vektor tebranishi) m um kin , shu sababli
(35) ni ikkiga ko 'p a y tir ib , izlanayotgan holatla r (ossillyatorlar, m odalar) 
sonini topam iz ( V = l sm3 deb o lay lik).
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g(co)ifa) =  2 • - ^ T 7  dCO (36)
2n c

bunda c —  elektrom agnit to 'lq in  tezligi.
B irlik  hajm, b irlik  chastota intervaliga to ‘g‘ ri kelgan nurlanish energiyasi 

(elektrom agnit energiyasi) ifodasi (30) n i aniqlaymiz:

p ( c o , r )  =  - 7 - 7  —  c t h ^ -  ( 3 7 )

K  7 i  c  2  2 k T

Eslatma: Agar ossillyatom ing asosiy ho la ti e’tiborga olinmasa, uning 
energiyasi s n =  nhco, huddi shunday ifoda Plank tom onidan qabul qilingan 

edi, statistik y ig ‘ indi.

Z  =  — -—  , x = ha  I kT, < n >=
1 -  e* — 1

0 ‘rtacha energiya

/zco
< s(co) >=<  nh<a > = ---------  (38)

e '  - I
va nurlanish energiyasi z ich iig i Plank gipotezasiga asosan,

P „ (C 0 , J )  =

2 /

2 3n c h a  > k l  1\e  -  j
(39)

ifodalar b ilan  aniqianadi.
(37) ifodan i o ‘zgartirib yozaylik

o i m  T )  ® 2 ( n ( °  , ^  ^ i  A

tc c  \  L  6  1  j
( 4 0 )

(39) va (40) dan ko 'rin ad ik i, (40) da qavs ichidagi b ir in ch i had asosiy 
holatning energiyasi ha  /  2 tu fayli paydo bo ‘ lgan. (Vakuum  fluktuatsiya 

fon i h o  I 2).
A dab iyo tla rda , odatda sanoq sistem asining boshi asosiy holatga 

ko ‘ch irilad i (yok i boshqacha aytganda, asosiy holat hisobga o linm ayd i) 
deb, nurlanish energiyasining chastota qiym atlari bo'yicha taqsim ot uchun 
Plank form ulasi (39) qabul q ilinad i.

Eng m u h im  taqsimot funksiyasi

- x  /2  - n xe  e
^ £"') y  e  Pe" e ~ x n Y x  e ' u  Y “ e n  ^  Aai 1 = 0 Z—in = Q

■ M l  
iL.3 j 3 4



ifodasida asosiy ho la tn ing ish tirok i bo ‘lm aydi. Shu sababli, nurlan ishning 
spektral taqsim oti P lank form ulasi (39) b ilan  tavsiflanadi.

1. Plank form ulasin i quyidagicha yozaylik

(42) n i geom etrik  nuqtai nazardan ta h lil q ilish  uchun un ing  g ra fig in i 
ch izaylik  (q.2.4-rasm).

2. 2.4-rasmdan ko 'rin a d ik i, x = ña* /  IcT n ing (ya’n i chastotaning) 
m a’ lum  q iym a ti xm da p (x )  (ya’n i p (c o ,T )) m aksim um dan o 'ta d i. 
Ekstrem um  sharti

Bu (43) tenglam aning taq rib iy  ild iz i xm »  2,5 dan ortiq roq. Bunda

ekanlig i ke lib  chiqadi; co = 2tic /  A, n i e’tiborga o lib , (44) dan

ifodan i olam iz; a,b la r belgilashlardan ko ‘ rinad ik i, co, T larga b o g 'liq  
bo'lm agan do im iy la r. (44) yoki (45) ni Vinning siljish qonuni deyiladi.
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(42)

bunda

A  =  (kTY / ( t in )2c\ p (x) = x3 l ( e '  -  1)

dp(x1 ^ r 2 r V '
(43)

p(x)  t

Plank

1,5-

1"

0,5"

2 xm 3 4 x

2.4-rasm.

n
(44)

xm ■ T = b (b = 2 n c  / a) (45)



Temperatura o rtish i b ilan chastotaning com qiym ati o ‘ng tomonga (to ‘lq in  
uzunlig in ing Xm q iym ati esa chap tomonga) s iljib  boradi (2.5-rasm).

p(m)t

CO. 0)2(03

2.5-rasm.

Tt < Z < Z

3. Reley-Jins qonuni. Ossiilyator eneigiyasining o'rtacha qiym ati uchun 
klassik ifoda < s >  -  kT qiym at o lib , spektral z ich iik  uchun

co
P „_ x (co, T ) =  — ■ kT

n V
(46)

ifodan i Reley va Jins aniqladilar.
Plank form ulasi (39) da temperatura yuqori bo ‘lganda

—  «  1, (x «  1) 
kT

shart bajarilsa, é  n i qatorga yoyib, b irinch i ikk ita  hadlar b ilan cheklanib 
qolam iz

1 1 kT_
hae x -  1 x

Dem ak, yuqori temperaturada (klassik ho l) P lank formulasidan:

P„(co, T) co ’ h a  

n 2c 3 hco
kT =

co

712 C3
kT

Reley-Jins qonuni (46) kelib chiqadi.
Yuqori temperaturada klassik fizika o 'r in li sohada Reley-Jins qonuni 

tajribadan olingan natijaga yaqin keladi (2.4 rasm). Am m o Reley-Jins qonuni 
katta chastotalarda, past temperaturalarda tajribadan keskin farq qiladi.

4. Y uqori chastotalarda, past temperaturada ossillyatom ing < e(co) > 
energiyasi uchun Bolsman taqsim otidan foydalanib, Y in  quyidagini yozd i
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<  s(co) > s=  ñ(oe-ha,kT (47)

(47) n i e’tiborga olsak, nurlanish spektral qonun i p(co, T) uchun

p B(c o ,r )  =  4 r ^ " to,‘r  (48)
71 C

V inn ing  qonun in i olam iz. Y U q o ri chastotalarda V in  qonuni ta jribadan 
olingan natijalarga mos kelib, past (k ich ik) chastotalarda undan farqlanadi 
(2.4 rasm).

hio »  kT boMganda

1

e x - 1
deb olinsa, Plank form ulasidan V in  qonuni (48) kelib chiqadi.

5. Plank form ulasi asosida Fhajm dagi nurlanishning to ‘ la energiyasi 
U(T) ni hisoblash m um kin . Buning uchun dU((o,T) - p  ((o,T)d(o n i 
chastotalaming barcha q iym atlari bo ‘yicha integrallash kerak.

U(T) = V \dU(<a,T) = fp > ,7 > *o  = - ^ -  f ^  = V - ^ T  Í ^ -  = VaT (49)
J J n c  J e x - 1  c  ft J é  -10 0 0

° = 7’ = ̂ (4)r(4) = ^ 3!= Tk71 c  n 90  15

7l2 K*
cr = ------- —-  = 7 ,5 6 9 - 10 15 3pzcM 3zpad 4 (50)

15 c Ti

(49) ifodani (formulani) Stefan — Bolsman qonuni deyiladi; o  ni Stefan - 
Bolsman doimiysi deyiladi.

Izoh. F o ton la r —  bu bozonlar. Bozonlar uchun taqsim ot qonun i

/(£ ,.)  = <  n, > =  ~  t =  p i - j -  (1)

Fotonlar uchun (a =  0 F o ton lam ing  o 'rtacha energiyasi

<  E, >= e, <  n, >= (2)

Foton lar uchun e, =  /200 ekan lig in i nazarda tutsak, (2) asosida P lank
form ulasi (39) ni o lam iz, ya ’n i Boze statistikasini fo ton la r uchun qo 'llab

=  0 ekanlig in i nazarda tu tib ,
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p„(co, T) = g((ù) ■ iE) 
ifodadan Plank form ulasi osonlik bilan o linadi.

T a rix iv  m a’lam ot. V in n in g  nurlanish qonuni neinis o lim i V . V in  
tomonidan 1893-yilda kashf etilib, 1896-yilda u qonun yanada aniqlashtirildi. 

V inn ing  siljish qonuni XT -  b  shu V inn ing  nurlanish qonunidan 1893- 
yilda ke ltirib  chiqarilgan.

Qora jism  nurlanishi qonuni (46) ing liz  o lim i Reley tom on idan  1900- 
yilda energiyaning teng taqsimlanish haqidagi klassik tasavvurlar asosida 
keltirib chiqarilgan. Ingliz o lim i J. Jins 1905-yillarda klassik statistika asosida 
shu nurlanish qonum ni qayta ochadi.

1879-yüda avstriyali ftz ik  I. Stefan qora jism  nurlanish i uchun tajriba 
asosida nurlan ish  energiyasi tem peraturan ing to 'r t in ic h i  darajasiga 
proporsional ekanlig in i kashf etdi. 1884-yilda avstriyaiik o lim  L.Bolsm an 
nazariy jiha tda n  bu qonunni term odinam ika qonunlariga tayanib asosladi. 
A m m o nurlan ishning Plank nazariyasi yaratilgandan keyingina Stefan- 

Bolsman do im iys in i hisoblash im kon i tug‘ ild i.
X IX  asming oxiriga borib, klassik fizikaning asosiy uchta bo ‘ lim i: klassik 

mexanika, klassik elektrodinam ika, term odinam ika m ukam m al ishlangan 
edi. A m m o bu b o 'lim lam ing  issiqlik nurlanishi m uam m osining qarashda 
kuch li va kuchsiz (zaif) tam on la ri yaqqol ko ‘ rina boshladi. X udd i shu 
davrda, 1900-yilda nemis fiz ig i M . Plank bu nurlanish m uam m osini hal 
etish uchun nihoyatda dadil favqulodda g‘oya aytadi: nurlanishda energiya 
diskiet porsiyalar —  kvantlar b ilan sodir boMadi. Shu gi poteza munosabati 
bilan hozirgi zamon m ikro fizikasida m unim  roi o'ynaydigan Plank doim iysi 

h =  6,63 • i(Y2'ergsek (h =  h /  2n = 1,054 • 10“27 ergsek ) k ir it ild i.

5- §. Qattiq jism issiqlik sig‘imining nazariyasi

/. Kristall qattiq jism. Faraz q ilaylik, kristall qattiq  jism da a tom lar 
regulyar joylashgan bo ‘ ls in  (yacheykalar qa’t iy  ravishda ta k ro rla n ib  
joylashgan bo ‘ lsin) bunday joylashishlar to 'p la m i k ris ta llik  panjarani hosil 
qiladi. Kristall panjaraning har bir tugunida atom joylashgan. Bu ideal 
kristall modelïdir.

Krista ln ing aniq nazariyasi elektronlar va atom lar (yadrolar)ning o ‘zaro 
ta ’siri e 'tiborga olingan tenglam ani yechishga asoslangan b o 'lish i zarur. 
Bunday aniq tenglama asosida olingan energiya sathlaridan statistik y ig ‘ ind i 
(in tegral) aniq lanishi, so'ng undan term odinam ik ka tta lik la r aniqlanishi 
lozim . A m m o  bu yo ‘ l amalda bajarilish i m um kin  bo'lm agan q iy in ch ilikka
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olib  boradi. Shu sababli, masalani soddalashtiruvchi q o ‘yidagi ik k i asosiy 
yaqinlashuvlar —  adiabatik va garm onik yaqinlashuvlar qabul q ilinad i.

M a ’ lum k i, e lektronning massasi yadroning massasiga nisbatan juda 
kichik. Shu sababli yadro siljiganda elektronlar tezda (yadro siljishiga ketgan 
vaqtga nisbatan tezda) yadroga «muvofiqlanib» oladi. Boshqacha aytganda, 
yadro tebranishi davri e lektronlarning relaksatsiya vaqtiga nisbatan juda 
katta bo 'lgani uchun yadro harakatiga qaraganda e lektron lar harakatini 
alohida a jratib qarash m um kin , ya ’n i e lektron lar b ir  onda (juda tez) 
yadroga muvofiqlashishga u lgurganlik lari sababli e lektron larn ing ho la ti 
yadroning berilgan vaqtdagi (ondagi) koordinatalari b ilan  aniqlanadi. 
M ana shunday usul b ilan qarash-adiabatik yaqinlashishdan iborat.

A d iaba tik  yaqinlashishda kris ta ll a tom larin ing (ion la rin ing) tebranishi 
deyilganda, yad ro la rn in g  te b ra n ish la ri tu s h u n ila d i. B unday qarash 
(tasaw ur) kris ta ll uchun faqat yadro la rn ing  koord inata lariga bog‘ liq  
bo‘ lgan potensial energiya k iritilish iga  im kon  beradi.

Agar kristall a tom larin ing tebranish am plituda lari krista ll panjarasi 
qadamiga nisbatan katta bo'lmaganda, kristall potensial energiyasini qatorga 
yoyib, uning kvadratik hadi bilan cheklanish m um kin. Bu holda kristallning 
a tom larin i garm om k ossillyatorlar to 'p lam idan  iborat deb qarash m um kin  
bo'ladi. Bu usul —  garmonik yaqinlashishdir. Bu model, ayniqsa, kristallning 
issiqlik s ig 'im in i qarashda qulaydir. Boshqa, ba’zi masalalarni, jum ladan, 
issiqlikdan kengayishini qarashda bu m odelni takomillashtirish talab etiladi: 
ba’zan esa boshqa m odel b ilan toMdirish talab etiladi.

2. Bir o ‘Ichovli kristall panjara. G arm on ik  yaqinlashishni ko 'ray lik .
i atom ning s iljish in i « bilan belgilaylik. K rista ll mexanik muvozanatda 

bo'lganda, atom lar orasidagi masofa a ga teng bo 'ls in  (2.6 rasm).

o  o  o  o  •••
/—3 /—2 i - 1  i i+ l 1+2

2.6-rasm.

TV ta atomdan iborat bu b ir o 'lch o v li krista lln ing potensial energiyasi 

Vni qatorga yoyaylik:

(  dV  ̂ 1V(u0,ut,u2,...,uN_l) = V0+ ¿ 1 —  «, + -2 ^ G ljuluJ +• • •  (51)
/ V » Jo  ij

bunda V0 kris ta lln ing  muvozanat holatidagi m in im a l potensial energiya; 
uni nolga teng deb qabul q ilinad i; ikk in ch i hadda (dV /  d u \  energiyadan



olingan hosila m uvozanatli holatda potensial m in im um  b o ‘lgani uchun 
{dV /  du,.)B nolga teng;

G = Ĵ Y —
'[ dujduj

m uvozanatli holatdagi (ya’n i u=0  dagi) potensial V  dan olingan ikk in ch i 
ta rtib li hosilalar; u lar faqat i va j  a tom lar orasidagi masofaga bog 'liq  
musbat ka ita lik ia rd ir.

K ris ta lln ing  garm onik modeliga asosan, (51) qatorning —  X  u^au‘ui
hadlari bilan chegaralanadi, ya ’n i atom  siljishlari k ich ik  bo ‘lganda qolgan 
boshqa yuqori ta rtib li hadlar juda k ich ik  ekanlig i sababli, u la r hisobga
olinm aydi. Demak,

V =  - Y G m u .
O V 1 Jn. -ij i j (52)

ij

i atom ning harakat tenglamasini yozaylik. Unga ta ’sir etayotgan kuch

v  ~ dV _ V r
(53)

' ;
N yu tonn ing  ik k in c h i qonuniga asosan

dV d 2u.
-  m

du. d t2i
yoki buni e’tiborga o lib , (53) ni

m'f j  + Z G,iu, = 0 <54>
ko ‘rinishda yozamiz.

U m u m iy  ho lda ue vaqt t va a tom ning koord inatasi xe — al n ing  
funksiyasidir. ue n i quyidagicha almashtiraylik:

u, (55)
k

(55) n i (54) ga qo ‘yam iz

lk { t ) ex'k +  ^  C £ t (t) e ix'k =o

* jk
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yoki

£  m Ç , + £ C ÿ e ' « - )*Ç, = 0 (56)
* L i

K uch do im iy la r С, faqat atom lar orasidagi masofa |/ -  j\ ga bog'liq  bo ‘ lib,
”  ' ' ^h u  sababli, (56) dagi

belgilash k irita m iz  va bun i nazarda tu tib , (56) n i qayta yozamiz

c:k e rk in  o ‘zgaruvchilar bo ‘lgani sababli (58) dagi y ig ‘ ind i nolga teng 
bo‘ lish i uchun har b ir had nolga teng bo ‘ lish i shart, ya’n i

S hunday q ilib , (55) a lm ash tirish  o rq a li k r is ta ll panjarasi a to m la ri 
harakatin i ifodalovchi d inam ik  masala, ossillyatorlar to ‘p lam in i qarash 
masalasiga k e ltir ild i (3 o ‘ lchov li holda ham  masala shunday hal q ilinad i). 
Bu tabiiy koordinatalar u. ni normal koordinatalar (tebranishlar, modalar) 
't>y bilan almashtirilishi deyiladi. Bu juda m uhim  natija bo‘lib, erkin garm onik 
ossillyatoming energiya sathlarini aniqlashga im kon beradi. Undagi chastota 
to yuqoridagi belgilash (57) asosida topilad i. Sistemaning energiya sathlari 
esa qanday koordinatalar sistemasida aniqlanishiga bog'liq  emas. Energiya 
sathlari aniqlangandan keyin, s ta tis tik y ig 'in d i (integral) top ilib  va u orqali 
barcha te rm od inam ik param etrlar aniq lan ish i m um kin.

Issiqlik s ig 'im ni qarash uchun har b ir  atom ni 3 o 'lchov li ossillyatordan 
iborat deb qaraymiz. Bu holda Nta atomdan iborat krista lln i 3Nta ch iz iq li 
garm onik ossillyatorlar b ilan a lm ash tirila d i1.

H a r b ir  ossillyatom ing o 'rtacha energiyasi (e(oo)) bo'lsa, bu modelga 
asosan N  ta atomdan iborat kris ta lln ing  ich k i energiyasi

ifoda bilan aniqlanadi. H ajm  Fo'zgarmas bo'lganda qattiq jism  issiqlik sig'im i

1 Tabiiy koordinatalardan normal koordinatalarga o ‘tib, shunday ossilyatorlar 
to'plami olinishi mumkinligini yo'qorida ko'rdik.

(57)

(58)
к

(59)

U = 3N < e (c o ) > (60)

(61)
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ifoda bilan aniqlanadi. (60) ifodaga asosan

d ( e )
C =  3 N-

dT
(62)

K lass ik  h o l. A gar tem pera tu ra  y e ta r li darajada y u q o ri b o ‘ lsa, 
ossillyatorning o ‘rtacha energiyasi < e  >= kT ekanligi ma’ lum . Bu holda 
krista lln ing issiqlik sig‘ im i

C = 3Nk (63)
yoki 1 m ol uchun, N = NA; k = R / NA ekanligidan

C = 3R (64)

bo 'lad i, bunda NA Avogadro soni. (64) ni Dyulong-Pti qonuni deyiladi. 
(63) yoki (64) dan ko ‘rinad ik i, qattiq jism n ing  issiqlik s ig 'im i uning 
xossasiga ham, temperaturasiga ham bog'liq  emas. Issiqlik sig‘ im  C ning 
qattiq jism  xossasiga bog 'liq  emasligi nihoyatda ajablanarli! Haqiqatan ham 
tajriba, >aiqori temperaturalarda D yu long-P ti qonuni o ‘ r in l i  ekan lig in i 

tasdiqlaydi. (2.7-rasm). Am m o past temperaturadagi qattiq jism ning issiqlik 
sig 'im i D yu long-P ti qonunidan keskin farq qiladi va temperatura kamayishi 
bilan u ham kamayib boradi (2.7-rasm).

2.7-rasm.

6-§ Issiqlik sig‘imning Eynshteyn nazariyasi

Iss iq lik  s ig 'im n in g  past tem peratura larda tem peraturaga b o g 'liq  
ekanlig ini ko'rsatish uchun Eynshteyn ossillyatorlam i kvant statistika aso- 
sida qaradi.

M a ’ lum ki, kvant mexanika asosida ch iz iq li garmonik ossillyatorning

.  f  n
eneigiyasi =  na) n + — | qiymatlar qabul qiladi. Uning o'rtacha energiyasi
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ifoda bilan aniqlanadi.
(62) asosida issiq lik  sig‘ ¡m in ing topishda (65) dan foydalanamiz. 

Bunda:

3 <  s > d < z > dx n . n 1

= i  = <66)

2 2kT K ’

d < s >  _  ftco d  
dx 2 ox

bunda 1 / Z  =  e x'2 -  e~x'2

f  x!7 . ,-.</2e  +  e
a 12 - \ I 2\ e - e

= - Z 2fico; (6 7 )

dx . 5p &
— — - =  tm, —  =      (68)

6p dt ( kT)2 V ’
(66) ga (67) va (68) n i qo 'y ib , b itta ossillyatorga to ‘g‘r i kelgan issiqlik 

sig‘ im  uchun

=  k(xZ)2 (69)
dT

ifodan i topam iz.
(69) n i (62) ga qo ‘y ib , qattiq jism  issiqlik sig‘ im i uchun

C  =  3 Nk(xZ)2 (70)

r
Eynshteyn form ulasin i olam iz. Bunda x =  h a  /  kT =  ~ ; T3 = ha  i k \
T3 ni xarakteristik temperalura deyiladi.

Masala 2.1. Eynshteyn nazariyasidagi (xZ)2 ni yuqori tem peratura 
( T I T  = x «  l )  uchun x2 gacha an iq lik  b ilan ifodasini toping.

Yechish.

Bunda

n n

Bulardan foydalanib, (1) n ing m axra jin i yozamiz:



_________________________________________ n
2 2 " X X

-  z
. a  4T_

= X 1 H------
1 2 ( 2 )

D em ak,

(xZ f = 1 -
i x 1 +  —  +

12

12
T »  Tc

(3)

a) klassik ho i x «  1, ya’n i yuqori tem peraturali ho i kT »  ftco; 
T »  r  bu holda Z ifodasidagi eksponentni darajalari bo ‘yicha qatorga 
yoyib, b ir in ch i ikk ita  had b ilan chegaralanish (cheklanish) yetarli:

1 , x , x 1 +  1 +  -

2 2
Dem ak, (70) ifodadan

C  *  3 Nk
D yu long -P ti qonuni kelib chiqadi.

b) kvant hoi x »  1. Bu holda kT «  ti(o; T «  T3, ya’ni temperatura 
past, d iskre tlik  o m ili (fakti) nazarda tutilgan holda,

1 —  ~ x l 2  - -i / 2-  e  — e

Bu ifodani (70) ga qo ‘yib, past temperaturalardagi krista lln ing issiqlik 
sig‘ im i uchun

CLO «  3Nkx2e (71)

ifodan i o lam iz. Bunda T —> 0(^r — > oo) bo'lganda, C(T) tem peraturaga 
bog 'liq  bo ‘lib , u nolga in tilad i. (2.7-rasmga qarang). Eynshteyn form ulasi
(71) past tem peraturalardagi issiq lik sig‘ im in in g  tem peraturaga bog‘ liq  
ekan lig in i tavsiflasa-da, amm o, m iqdoriy  tom on idan  eksperement b ilan  
solishtirganda tafovut (farq) bo rlig i an iq landi (2 .7-rasm ). Shu sababli 
Eynshteyn 1906-yilda yaratgan nazariyani takom illash tirish  loz im  bo ‘ lib  
qo ld i.

4 4



7 - §. Issiqlik sig‘imning Debay nazariyasi

Eynshteyn qaragan modelda qattiq  jism n ing  har b ir a tom i b ir  x il 
chastota b ilan tebranadi. Shu sababli, k(xZ)2 ni ossillyatorlar soni 3N ga 
ko ‘paytirib , issiqlik s ig 'im n ing  Eynshteyn form ulasi aniqlangan edi.

Agar har b ir atom  (yoki ossillyator) o ‘z in ing hususiy chastotasi co; 
b ilan tebransa, u holda (70) dan &[;t(co)Z(co)]2 n i 3N ga ko ‘paytirish  
o 'rn iga  3N  had lam i y ig ‘ ishtirish  zarur b o ia d i,  ya ’n i

Bu ifodan i ixcham lab, amalda foydalaniladigan sodda ko 'rin ishga  

ke ltirish  uchun y ig ‘ in d i integral b ilan  alm ashtiraladi.
Buning uchun Debay modelida kristallni uzluksiz (yaxlit) muhit deb 

qarab, unda elastik to ‘Iqinlar tarqalyapti deyiladi.
Bu iboran i boshqacha tushuntirish  m um kin : T ab iiy  tebrang ich lar 

(atom lam ing) tab iiy  koordinatalar orqali yozilgan harakat tenglamalaridan 
norm al koord ina ta la r o rqa li yozilgan tenglam alarga o 'tilsa , (m a ’ lum  

a lm ashtirishlar o rqa li) har b ir norm al koord ina ta tenglamasi c h iz iq li 
garmonik ossillyator harakat tenglamasidan iborat bo‘ ladi, ya’ni atom lam ing 
tab iiy  koordinatalardan norm al koordinatalarga o ‘tilganda atom lam ing 
harakat tenglamalari 3N ta ossillyatorlam ing tenglamalaridan iborat b o ‘ lib  
qoladi.

O ssillyatom ing energiyasi

co -  e la s tik to ‘ lq in  —  tovush to 'lq in in in g  chastotasi s 0, £ ,,£ ,,...  eneigiyalar 
esa to ‘ lq in  kvantlari —  fonon la rn ing  energiyalari (xuddi e lektrom agnit 
to 'lq in in in g  kvantlari —  fo ton la r bo‘ lgani kabi).

E n d i asosiy masala w , co +  Jco, in te rva ld a g i h o la tla r  soni —  
ossillyatorlar soni g(co)dco ni aniqlashdan iborat. Berilgan chastota qiymatiga

C(co)g(oo)ifco =  k(xZ)2 g(o))do
issiqlik sig‘ im  mos kelgani uchun co , co +  d o  , chastota intervaliga to ‘g‘ r i 
kelgan qa ttiq  jism n ing  issiqlik sig‘ im i

(72)

£n =  /¿©(n +  1 1 2 )

bo‘ lib, uning o ‘rtacha qiymati 2 ^ j  ifodadan iborat. Bunda
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C0D (0D

C -  j"c(co)g(co)dco = k J(xZ)'g(co)cfa> (7 3 )

0 0

dan iborat. Agar (0, coD) intervalga to ‘g ‘r i kelgan issiqlik sig‘ im n i aniqla- 
m oqchi bo'lsak, (73) n i shu intervalda integrallash lozim  bo ‘ladi, ya’n i

(oD (0D

C =  jc(co)g(co)c/co = k j ( x Z )2 g(co)j(o ( 74)

0 0

Endi g(co)<ieo ni aniqlaylik. Kristall qa ttiq jism da ko ‘ ndalang va bo'ylam a 
to 'lq in la r tarqaladi. U lam ing har biriga a  , co +  d a , intervalga mos kelgan

f  2 7 \
CO CO

holatlar sonlari (ossillyatorlar soni) 2 -
27t v ’ 27t v;

de0 yig ‘ indidan
S I y

iboratdir. (Bu holatlar sonini hisoblash Plank form ulasini isbot qüishda 

hisoblanganday bo‘ladi. Faqatbundafononlartezliklari v s va v , larolingan).
Bunda v s va v , mosravishdako‘ndalangvabo‘y lam ato ‘lq inlartezliklari, 

b irinch i hadda «2» koeffitsiyent ko'ndalang to ‘ lq inn ing  2 ta qutblanishi 
tu fay li k ir it ild i. Demak,

g ( a ) d a  =

Bunda

co'
+

co‘

27t v ;  27t v
de0 =

3(02 

27t V
d a (75)

3 2 1

<76)
belgilash k ir it ild i. U m um iy holda tezlik lar v s va v , chastota co gabog 'liq : 
v 5((o), v ;(ro) va demak, v 3 ham  chastotaga bog 'liq , ya’n i dispersiya 
hodisasi mavjud. A m m o bu dispersiya hodisasi e’tiborga olinmasa, v 5 n i 
integral ishorasi ostidan tashqariga chaqirish m um kin. Bu holda (74) n i

C = 3k
2 7 t2 V

Ulß

j  J (x Z )2(o2d(o (77)

k o ‘rinishda yozish m um kin. Bunda integral yuqori chegarasi (D ebay

ha
chastotasi roD) aniqlanishi lozim . Bun inguchun x = —— «  1 bo‘lganda,

Kl
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ya ’n i tem peratura yetarli darajada yuqori bo ‘ Iganda, issiqlik sig‘ im  C 
D yu long  —  P ti qonuniga asosan 3Nk ga teng bo ‘ ladi, ya ’ ni

(0D
C  = k J(xZ)"g(co)< icö » 3N k

0

Bu holda xZ »  1 ekanligidan

(0 D (Dp

j ( x Z ) 2g(co)dco *  Jg(co)i/ro =  3iV (78)
0 0

D em ak, holatlar «y ig ‘indisi» ossillyatorlar yig'indisiga teng. (78) ni Debay 
sharti deyiladi. g(co) n ing (75) dan q iym a tin i (78) ga qo 'y ib  o lam iz

2712 V

Bundan nom a’ lum  coD n i topamiz:

(Op =  6ttW

H o la tla r z ich lig i g(co) ning (75) ifodasin i o rqa li quyidagicha yozam iz 

(2.8 rasm):

(79)

* M  =

9 M o 2

co,

0

co <  co.

CO > CO,

hcaD
TD =  — -—  ni Debay temperaturasi deyiladi. 

k

(80)
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B ir lik  hajmdagi ich k i energiya U n ing ifodasin i yozaylik:

„  / \ / Y, 9ЛМ *,co , , 9Nk T I x'dx 9NkT j x’cbcU =  (ek(co teo  =  —  M * — ardco =  — — —  ---------- = — —  -------- -Jw ^  co„ J e — 1 со’ *  J e x - I  x3D J ex - 10 D 0 Dn 0 °

< 8 1 )

bunda

л:д =  I kT = TD IT  = n •

D (r |)n i Debay funksiyasi deyiladi. Demak, kristallning ichki eneigiyasi uchun

IL= 3 №TD(t}) (82)

ifodani olam iz. Bu (82) ifodadan krista lln ing fonon m odeli asosidagi 
issiqlik sig‘ im  ifodasini olam iz:

С =  —  =  3NkD(r\) + 3 nKt —  —  (83)
дТ дц 5Т

1. Yuqori temperaturali ho ln i qaraylik. Bunda T »  TD (x «  l )  shart 
bajarilsin.
Bu holda quyidagi yoyishdan foydalanam iz (q. Masala 2.2)

(84)

Bu holda

a 1 ,
 = x —  x H------
e x - 1  2 12

dx = A  Ц +  T| —  ...
3 8 60

, 3  1 ,
=  1  ri +  — ri

8 20
Demak, bu holda

U = 3 NkT

Bundan

3 7  1 ÍTJ  _  ^  D  _|___ _  j_ D _

8T 20 I T

C = —  = 3Nk 
dT

1 -
20

Í  'T '
D

\T  j
+

(85)

(86)

(87)

2. Past tem peraturali h o ln i qaraylik. Bunda TD »  T shart bajarilsin. 
Bu T) —> со holda
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_/■ \ 3 I x V x  3 3 л 4 л
= - 4 ( 4 ) Г ( 4 )  = - _ . 3 ' =  —

D (») =
Я

V

Dem ak,

Bunda,

и  =  З Ж Т О (со) =  з м г  ^ Ц -  =  3jV^
5г| 5ГП

0 Í /  12тг4М  12я4М

D

Г г  V

с  =
0W 5Г*

Г  =
г\лd ;

(88)

(89)

(90)

f90) ifoda kristall qattiq jism issiqlik s i g ‘imi uchun (1912-yilda olingan) 
Debay qonunidir.

Izoh. Issiq lik sig‘ im i ifodasi (77) dan Г  «  7D bo'lganda Debay 
qonun in i bevosita olish m um kin . Xaqiqatan ham

3k
2 7I2V

wD

• И
|2со2сй» = 9Nk

с  \ î ' i

—  I J z V d x  = 3 M
\  D f i

Z2x4dx (91)

Bunda integral x »  1 bo ‘ lganda

У = ' f  Z V &  =  ' f - ^ r  
J J ( e x -  l)2
0 0

‘Xs i tс

e ' - 1

. Г x ’ íüx 
+  4 -----------=J ед -1

ex  dx
=  4> h — г  =  ^ ( 4 )г <4 ) =J e - 1

4 я 4

15

(92)

ekanlig idan foydalanib, yana D ebay qonuni

С =
12n 4Nk (  Г  Л

Г\лd ;
o linad i.

Integral uchun
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j ^ ï _ = S , V ±  =  i ! Ç (S) = 3 ! i  =  î lJ ( e ’ - 1)2 n s w  90 15
0 n_1

ifoda olinadi; bu yerda 4 (5 ) — zeta ftinksiyaning qiymatlari jadvalda beriladi.

% Í5 1Uj
= 2,612 ; 4 (2 ) = — ; 4 6 a ,

= 1,341; 4 (3) = 1,202;
n
90

4(5) = 1,037; 4(6) =
я

945

B ir necha qattiq  jism larn ing Debay temperaturasi TD n i quyidagi jadvalda 
keltiramiz.

Jadval
Qattiq jismlarning Debay temperaturasi.

T°K
Kristall Temperatura D

Qo‘rg‘oshin 88

Yod 106

Benzol 150

Kaliy 100

Natriy 172

Osh tuzi 281

Mis 315

Temir 453

Berilley 1000

Olmos 1860

Shunday q ilib , Debay qonuniga ko ‘ ra J  — » 0 bo'lganda issiqlik sig‘ im  
C~T3 qonun bo'yicha nolga in tilad i. Past temperaturalarda eksperimentda 
shunday qonuniyat kuzatiladi.

Am m o b ir  qator hollarda, Debay temperaturasi TD temperaturaga 
bog 'liq  bo 'lgan i uchun (2.9-rasm ), issiq lik s ig 'im ning tem peraturaga
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bog‘ liq lig i Debay qonunidan chetlanadi. Buning sababi shuki, o ‘zining 
real krista ll panjaralariga ega bo'lgan real krista ll uzluksiz (yax lit) m uhit 
(kon tinuum ) b ilan a lm ashtirilish i va uning uchun m aksim um  chastota 
coD qabul q ilin ish id ir. Bunday aim ashtirish nisbatan k ich ik  chastotalar 
(katta to ‘ lq in  uzun lik la r) uchun yaxshi natija beradiy chunki bu holda 
bunday to ‘ lq in  uchun kristallning atom tuz ilish i unchalik katta ahamiyatga 
ega emas. Chastota ortishi bilan kristallning strukturasi (atomlararo masofa) 
ro i o'ynay boshlaydi va demak, issiqlik sig‘ im in ing  temperaturaga bog'liqligi 

Debay qonunidan chetlana boshlaydi. 1 K  a tro fida ta jriba natija la rin ing 
Debay qonunidan chetlanishi kutatilad i; bu sohada kris ta lln ing  elektron 
strukturasi (e lektron lar sistemasi issiqlik sig‘ im i) fonon  strukturasidan 
us tun lik  q ilish i sabablidir (2.10-rasm).

Masala 2.2. Debay funuksiyasidagi

X 3 2 1 , **
 =  x  x  H------
e '  - I  2 12

yoyilm aning yuqori temperaturada o 'r in l i  ekanlig in i isbot qiling.

5 l



Yechish. Yordam chi funksiya

k iritib , un i x = 0  atrofída Teylo r qatoriga yoyaylik:

f ( x )  = / ( 0 )  +  f ( 0 ) x  + I  f  (O )*2 + ... (2)

e x - 1  ( e ' - l ) 2 ( e ' - l ) 2 (3)( e ' - l ) 2 ( e ' - l )

_  e ' ( l - x ) - e '  _  j e 2' ( l - x ) - e ' ]  
( e x -  l ) 2 ( ex -  l ) 5

e x =  >  —  =  1 +  X + —  +  ... 
¿ -¿n\  2

(4)

(5)

l im  lim  x  lim  1
; / ( * )  =  ~  ~ ñ  , = — r ^ - r  =  1 (6)x  — > 0 x  — » 0 e ' -  1

f ( x )  _  eT( l -  Je)- 1 e ' ( l - x ) - e *  _ - X  v - l  1

X ->  0 (e '- 1 ) 2 2(ex -  l)eT 2(e' -1 ) 2ex 2

—  ( - x e 2' +  xe' -  2 e2' +  2xe2t +  2 ex) =

(7)

X  —^ 0  ( ex -  1)

1
r  (xe2 ’ + xe' - 2 e - '  + 2 ex) ->

(ex -  1)’

e2' +  2xe2< +  e x +  xe"" -  4 e 2* +  2e r
— ^    >

3 (e ' -  1 ) V

-  3ex +  2ex +  2 xe ' +  1 -  le '  +  2 xe ' +  2e ' 1
~ > 7  (8)6 (e ' -  l ) e x 6 e ' ( ex - 1 )  + 6e2x 6

Demak, (6), (7) va (8) n i (2) ga q iy ib  topam iz.

/ < * > = ■ - § ♦ £ - ■  (9 ,

(9) ni X2 ga ko ‘paytirib , asosiy matndagi yoyilm a (84) n i o lam iz, ya ’n i



3 4
X XX2f (x )  = x2 -  —  +  —
2 12

Masala 2.3. Debay modeliga asosan krista lln ing ichk i energiyasi U  va 
issiqlik s ig 'im i C quyidagi ifodalar b ilan aniqlanadi:

U = 3NkTLl(r\), (1)

C =  3NkDc (r]), (2)

bularda

3 f  x 'd x
D (r l) = —  — — 7 ri J  e -  1

1 n

(3)

n m  =A ] z 2x*dx = 4  Í
ri j  r\ 7 ( e  - 1 )

(4)

K ris ta lln ing  a) yuqori tem peratura T »  TD va b) past tem peratura 
T «  TD uchun Debay funksiyalari D ( r | )  va D c ( r | )  n i aniqlang. O lingan 
natija lam i izohlang.

Yechish. a) T »  TD yoki X «  1 hoi. Bu holda 2.2 masaladagi

.2

X  J x  +  x

e '  -  1 ~ ~ 2  +  12

ifodadan foydalanib, D ( r | )  va D c ( r |)  n i topam iz:

TV J l  *

X4  ̂
12

J 1 3 1 2ax = 1  ri +  — r\
f 8 20

(5)

(6)

1  \  4 ;

D ( n )  =  A f — i - i .  
'  ' ri J (e* -

•v - d x  =  A 
r \3 J  (e* -  l ) 2 r f

3r| 3 f  ,
+ —r \ x

e" - 1  r| 3

x  x  

~2+ l2

ex —  1

5 \  

)x -0

+  4
f  x  ax

J ex - 1 
0

+ 4D (ri) =

3r| 3 1 j  3r| 3 1 2
 —  +  4(1 —  + — ri ) « ------   +  4 -------ri H—  ri =
e n - 1  8 20  t| 2  5
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2 ' 5
Demak, yuqori temperamraiarda

3 J __ >
U = 3NkT\ 1 —  ri H------ rj

l  8 20 ,
, T »  TD (8)

C =  3Nk(l -  ^ i ]  +  -^ r i2),T  » T D

Izoh. 1. Agar 

DM )  = -  J
TI J

x2E(x) da is ( jt)  =

(9)

( e x -  l ) 2 c* +  e x -  2
m

e ' ^ ' Y j X n /n\ e x = (— 1)"jc“ ln\

dan foydalanib, taq rib iy  ifodasi

E{x) =

1 +
1 - i -

12

12

olin ish i m um kin. Bu holda Z).(r|)„ ning ifodasi

iix = 1 — — T|2 
r  20

bo‘ladi. Bu holda

C =  3 Nk 1 -
20

(10)

(11)

(12)

H ar x il taqrib iy lik la rdan foydalanilgani uchun C ning (9) va (12) 
natijalari har x il. A m m o (9) natija aniqroqdir.

Izoh 2. Ic h k i energiya U va issiqlik sig‘ im  C ning (8) (9) va (12) 
ifodalaridan ko ‘ rinadiki, yuqori temperaturada (x  «  1, T »  TD) Debay 
nazariyasi klassik fizika natijalariga, ya’ni ossillyatoming o ‘ rtacha eneigiyasi 
kTva issiqlik sig‘ im i 3 M g a  (D yu long-P ti qonuniga) o lib  keladi.



3 "f д:3
Ж л )  =  —  h r —ri J e  - 1

b) Past temperaturalarda T « T D, x » l )  D (n) va Dc(ri) ifodalami aniqlaylik.

dagi integral ifodani yozaylik

i j % ’ jf  x  dx Г X axГ x3dx _  Г x'dx _ f  X ax
J e' - 1 ~ \ e x -1 Je' -1 (13)

(13) da

С X dx n

Ь ^ Г Т ?  (14)
0

Past tem peraturada x  >>  1 bo ‘ lgani uchun e x »  l  shu sababli

30 3 x
=  j  x ' e ’dx =  е - у ц '  +  Зц2 +  6л +  6) *  е ^ ц 3 (15)

D em ak,

D(n) ~ Л
Ц

(16)

D (Vj) n i qaraylik:

Я 3 Л е  4
15

=  —  -  Зе~ч г| »  1, Г  «  
5л

j  x'e'dx _ j x V d x  _  í x'e'dx
J (e ' -  l)2 “ J (e ' -  l)2 J ( e x -  l)2 (17)

Bunda

x*e'dx
(e* -  l ) 2 e* -  1

x*exdx

* + 4 | _2L«L =  W , .0 Je'-l 15 15 (18)
0

ж

=  j  x* e 'dx  ~ r\e~"

D e m a k,
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Dc(y\) = ~  -  3n.-. T «  TD (20)

Past temperaturalarda ( T « T j )  Debay modeliga asosan krista lln ing ichki 
energiyasi Uva issiqhk s ig 'im i C quyidagicha aniqlanadi:

U = 3NkT 7t4 '  T ' TD

- 3 e  T
5

T «  Tn (21)

C =  3 Nk
“I

1 
^ 1

(  t  ^ rp  TD

-  3 —  e ~  
T_____

, T « T D (22)

f rj.xU *5 À »n îrtUTTTT
X u /

____ î___ tt ! _1 ’ •__1 1 ï

panjalarining faqat tebranishigina sabab deb qaralsa, ich k i energiya U va 
demak, issiqlik sig‘ im  ifoda lan o 'r in li bo'ladi.

Krista llda fazaviy o ‘tish!ar, «erkin elektroniar» va boshqa o m illa r 
e’ tiborga olinsa, bu o in illa m in g  yuqoridagi ifodalarga hissalarini alohida 
qarash loz im  bo'ladi.

Izoh 4. Issiqlik sig‘ im n i tajribada o ‘ lchash yordamida va

C v =  3NkDc ( t|)

form ula asosida Debay temperaturasi TD n i aniqlash m um kin . Debay 
temperatarasi TD ni kristalldagi bo‘ylama va ko ‘ndalang tovushlarning 
tarqalishi tez lik la ri v ( va v 5 n i o ichash  orqah

<  =  6n2m 3 

form ula asosida aniqlash m um kin ; bunda

3 - r

* *  r s +r ,
H ar x il m etod bilan olingan Debay tem peraturalarin i b ir -b ir i bilan 

taqqoslab, Debay nazariyasi k ris ta lln i qanchalik aniq tavsiflashi haqida 
m a’lum ot olish m um kin. Quyidagi jadvalda ikk i x il m etod b ilan  olingan 
Debay tem peraturalarin i keltiram iz.

Element TD
Tovush tezligi Issiqlik sig'imi

AI 399 394
Fe 467 420
Cu 329 315
Ag 212 215
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Jadvaldan ko ‘ r in a d ik i, ikk i x il metod b ilan olingan Debay tem peratu- 
ra lari orasidagi farq 5% va bundan kamdir.

Masala 2.4. F oton la r va fononlar gazlari uchun k im yo v iy  potensial 
(a. nolga teng ekan lig in i ko'rsating.

Yechish. a) Id ish ichidagi fo ton lar soni do im iy  emas, ya ’n i fo ton la r 
to ia  soni fiksatsiyalanmagan (aniq b ir q iym atn i qabul q ilm a yd i) d N  0.

Buning sababi: id ish ichidagi fo to n la r idish devorla ri tom on ida n  
nu rlan ish i ham da y u tilib  tu rish i m um kin . Shu sababli, m uvozanatli 
nurianishning (fo to n la r gazining) term odinam ikasida p.dN ifoda (dN 
o ‘zgaruvchi bo ‘ lgani uchun ish tirok  e tishi m um kin  emas, aks holda 
te rm odinam ik param etrlar o ‘zgaruvchan bo‘ lib  qoladi. Bu esa m uvozanatli 
holat ta ’rifiga z idd ir. \xdN ifoda ishtirok etmasligi uchun |a =  0  b o iis h i 
talab etiladi (yok i boshqacha aytganda, shunday xulosa ke lib  ch iqadi).

b) fo ton lar kabi fononlar to ‘la soni do im iy  emas. U la r krista ll panjara 
tom onidan nurlanib hamda yutilib  turiladi. Shu sababli fononlar gazi uchun, 
sistema muvozanatli holatda bo'lganda =  0 bo‘lishlig i kelib  chiqadi.

Shunday q ilib , fo to n la r va fonon la r gazi uchun B oze-Eynshteyn 
statistikasi

yok i

/ ( £ ,  ) < n  > exp(p g ) _  j  (1)

/ ( © )  = -   (2)
exp((3ftco) - 1

ko ‘rinishga ega bocladi; bunda s =  ÎKù(n +  1 /  2),(3 =  1 / kT .
Masala 2.5. F o ton  gazning ichk i energiyasi U, bosim i P  aniqlansin. 
Yechish. Id ishdagi e lektrom agnit to ‘lq in la rn i norm al tebranish lar 

superpozitsiyasi deb qarash m um kin. i ich i norm al tebranishning s ik lik  
chastotasi co, va kvant soni n. bo‘ lsin. N orm a l tebranishni esa kvant
ossilyator deb qaralishi m um kin. Bu holda kvant ossilyatorning energiyasi
e. kvant mexanikadan m a’ lum ki,

s,. =  ftco (n +  1 /  2 ), (1)

ifoda b ilan  aniqlanadi. Kvant ideal gaz —  fo to n  gazning energiyasi E

E(nl n2..j i i...) = ^ (2)
ifoda bilan aniqlanadi; bunda n, energiyasi ficof ga teng boMgan fotonlar soni.
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H ar 3 ta norm al tebranish fazodagi ideal kvant tebrangich tu fay li 
hosil bo‘ layotgan deb qaralishi m um kin. Bunday tebrangichlar (ideal 
kvant zarralar) soni N ta bo is in . Bu holda bunday N ta sistemaning 
g a m ilto n ia n i kvant m exanikada 3N ta (klassik m exanikada 6N ta) 
o ‘zgaruvchilarga bog'liq. Demak,

v  =  37V (3)

Bunday sistemaning (3N ta ossülyatorlar sistemasi) ichki energiyasi U
bizga ma’lum

2 , 4

U = V a T 4, G — —-----------  =  7 ,5 6 9  • 1CT15 e r g3grad-4 (4)
15 CY

a  - Stefan —  Bolsman doim iysi. Dem ak,

= u ^ i l = u_ v

v  3N 3N
Ideal gaz uchun

P = n0 (6)

N . ,
holat tenglamasi o ‘ r in ii; n =  —  Kvant ideal zarralarmng bosim i uchun

NuV uP = --------=  -  (7)
V3N 3

ifodani olam iz; u elektrom agnit to iq in la r in in g  ichk i energiyasi zich lig i.
Masala 2.6. Q attiq  jism  N ta yacheykalar va har b ir yacheykada r ta  

atom b o is in . Elementar yacheyka regulyar qaytarilsa, bu ideal krista lln i 
tashk il etadi. Yacheykadagi har b ir  a tom n i erish tem peraturasidan 

uzoqdagi temperaturada 3 ta ch iz iq li garm onik ossillyator deb tasaw ur 

etish m um kin. Bu holda kris ta lln i 3Nr ta ossillyatorlardan va ularga mos 

3Nr e rk in lik  darajalaridan iborat deb qarash m um kin.
H ar b ir  e rk in lik  darajasiga (ossillyatorga) k to iq in  ve k to rli va s 

qutblanishli tebranish (moda) mos keladi; k to iq in  vektor iV q iym a tlam i 
qabul q ilish i, 3r ta q iym atlam i s_qabul q ilish i m um kin.

1. Ossillyatoming kvant soni n(k ,s)  ning o‘itacha qiymati <n> aniqlansin.

2. Ideal krista lln ing ichki energiyasi U aniqlansin va a) tem peratura 
T=0 dagi uning q iym ati ta h lil e tilsin; b) k uzluksiz bo igandagi hol 

uchun U n ing qiym ati aniqlansin.
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Ko‘rsatma. U ning ifodasidagi y ig ‘ in d in i integral bilan alm ashtirish 
kerak.

Yechish. 1. Ossillyator kvant soni n n ing o 'rtacha qiym ati, statistik 
fiz ikan ing um um iy  metodiga asosan

< n  >= Sn- 0
bunda

1 -ße„

z  = 2 V ß\ ß  = 1/кТ

Z  ¿ - i  l - e
bunda X = ß ftco =  Йсо / kT.

1

- I
e  =

1 -  e */I
(6) dan foydalanib, (5) ni yozamiz:

1SZ e '"  1<n>=-

( 1)

/ Ю  = ~ е - ^  (2)

(3)

O ssillyatom ing energiyasi s n, kvant m exanikadan m a’lum

е п =Щ»+\/2) (4 )

D em ak,

1
(5)

(6)

Z fa  1 -  «?" e' -  1
Dem ak, o 'rtacha kvant son

1   1_

e  ' - 1  ~ е*'пт -  1
2. 3Nrtà ossillyatorlaming um um iy eneigiyasi ossillyator energiyalarining 

yig ‘ indisidan iborat:

< n -=  — тгг  (7)

E = i e n = #o(£,j )[h(£, j ) + 1/2]=

=  ^  +  y ] # o ( £ , s ) n ( £ , s )  =  E 0 +  E ,
Je,s
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bunda

yoki

k,s

E =  ñ(on(k, S ) =  Йсо < n >
k,s k,s

E = k T j  — Ï —  =  — ^ кТ^Г  f — —  dfc dk dk = 
¿ - * k'‘ e x - 1 (2л ) ¿ - i } e x- I  y '

E° =

( 10)

(9)

- V Í— — —  k2dkdty cos (WO 
(2 л )3 ¿ - i  J еЛ -  1

(11)

Bunda о  chastota k, s  ga, ya’n i k,0, cp, s  o ‘zgaruvchilarga b o g iiq ; 
V /(2 л )3 ka tta lik  fazodagi b ir lik  hajmdagi to iq in  son.

Masala 2.7. Chastota со b ilan to iq in  vektori к,  orasidagi dispersiya 
munosabati

со =  a(s,0,(p)k', t >  0 

bo‘ lganda issiqlik sig‘ im  Gv aniqlansin.
Yechish.

X = ß/ko =  ß hak'\ k! = ------- ■ k2dk =
ßha  ’

Demak,

Bundan

= fc7V Í kT  ̂ у  fdü Г Л *  
~  8л3/ [ h a  J  J a3"  Je' - 1

'kT ' ilt
3/t-XГ Г

[ h a  ,
Л

J

Cx3/'dx
) e x - 1

dx

8E
Gv = —  =  AT3"

v д т
qonuniyat kelib chiqadi.

Izoh. Agar t= l bo isa , (12) dan

Gv = AT3 
Debay qonuni kelib chiqadi.

(12)



III b o b. FERMI-DIRAK STATISTIKASINING TATBIQI

l-§ . Kirish

Bizga m a’ lum ki, kvant statistikasining q o ila n is h  sohasida

T < r = a ^ - n 2,i (1)
mk

shart bajariladi; sistemaning kvant xossalari katta z ich lik  va past temperatura- 
larda nam oyon b o ia d i.

Z a rra la r orasidagi o 'rtacha  masofa r0 — va de B roy l t o iq in

n 3
uzunlig in ing o ‘ rtachasi A. =  h /  p  va p~y¡mkT  ekan lig in i nazarda tu tib , 
(1) shartni boshqacha tushuntirish ham m um kin . Zarra lam ing  orasidagi 
o 'rtacha masofa r  de Broyl to iq in  uzunlig i A yok i undan k ich ik  bo isa , 
ular orasida odatdagi o ‘zaro ta ’sir kuchidan tashqari kvantoviy korrelatsiya 
m avjud b o ia d i. Shu sababli zarralarning harakati maxsus kvant tabiatga 

ega b o ia d i. Bu sohada, albatta, kvant statistikadan foydalanish zarur 
b o ia d i. Boshqacha aytganda, tem peraturaning kamayishi tab iiy  ravishda 
de Broyl to iq in  uzunligining ortishiga olib bo^ganligi, shu sababli zarralarda 
kvant korrelatsiya almashuv o ‘zaro ta ’sir namoyon b o iish i na faqat alohida 
zarrani kvant mexanika qonuni asosida qarashga m ajbur etadi, balkim  
zarralar sistemasini qarashni ham m uh im  o ‘zgartirishga o lib  kelishin i biz 
yuqorida ta'kidlagan edik.

Bu sohada m uhim  ro ln i Pauli p rin s ip i o ‘ynaydi.
M a iu m k i,  bu prinsipga ko ‘ ra, b ir  holatda bittadan o rtiq  ferm ion 

b o iis h i m um kin  emas. Shu sababli fe rm ion la r sistemasi boze-sistemadan 
m uh im  fa rq lid ir. Bu farq sistemaning aynish tem peraturasidan past 
bo igandagina namoyon b o ia d i. Bu yerda shuni yana ta ’kidlash loz im ki, 
a yn ish  te m p e ra tu ra s i T'~h2 b o ig a n l ig id a n ,  u ( ta b i iy k i)  k va n t 
tushunchadir va T< T' sohada zarralar orasidagi o ‘ rtacha masofa ry~A 
ekanlig idan Geyzenberg noan iq lik  p r in s ip i rQp~h m uh im  ro l o ‘ynay 
boshlaydi.
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Tabiatda (kvant) aynigan fe rm i sistemalarga metaUardagi elektronlar 
sistemasi, oq m itt i yulduzlar, neytron yulduzlar m isol b o ia d i.

Yana shuni ta ’kidlash loz im ki, odatdagi gazlar, suyuqliklam ing aynish 
temperaturasi shunchalik pastki, odatdagi sharoitda u lar klassik statistik 
fizika bilan to ia  tavsiflanadilar.

Biz yuqorida ko 'rd ikk i, Ferm i taqsim oti quyidagicha:

<2>

Bu fu n ks iya  f ( e )  te m p e ra tu ra  T 0(j3 = 1 / kT- > oo) b o ig a n d a  
«pog'onali» funksiyaga aylanadi, ya ’ni £<(J. bo iganda f ( e )  = l s > n  
boiganda / ( e )  = 0 b o ia d i (q. 3.1 rasm).

Agar r > 0 b o ‘ lsa, «pog'onali» funksiyaning s =  n  dagi q iym ati atrofida 
kT sohada Ferm i taqsimot «yemirilgan» b o ia d i. U  p u n k tir  ch iz iq  b ilan 
3.1-rasmda ko ‘rsatilgan.

1
B ir zarraviy holatdagi energiya ZP ~ y  b o ig a n lig i uchun hajm F o rtish i

bilan sathlar b ir-b iriga  yaqinlashib, zichlashib boraveradi.
Hajm  yetarli darajada katta bo iganda, b ir zarraviy ho la tla rn i uzluksiz 

deb qarab, s, s — » dz intervaldagi holatlar soni uchun g(e)ds  ifodani 
yozishim iz m um kin ; bunda g (£ ) -  holatlar z ich lig i. Bu uzluksiz holda 
g ( e )d s  yordam ida sistema zarralari soni A^va energiyasi ¿ 'uchun

N = \ f{ e)g ( e ) ck  (3)

E = jV (s )g (e ) ife  (4)

ifodalam i yozish m um kin; bunda / ( e) (2) ifoda b ilan  aniqlanadi.
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Tem peratura rKJA 'boM aganda, / ( e )= ( l )  va energ iya e n in gq iym ati 
fi = ( i0 gacha o ‘zgarad¡. s  ning eng kichik qiym ati eu (xususiy holda so=0 ) 
b o is a , (3) va (4) ifodalar quyidagi ko 'rin ishda b o iad i:

N  =  J s ( s ) í f e  (5)

6o

Ho

E  = j*sg (e)ífe ,

(5) ifodadan, agar ho latlar zichligi g ( e )  aniqlangan b o isa , |i0 ni, so‘ng
(6) dan to ia  energiya E  ni aniqlash mumkin.

2. Agar T>0K  b o is a , ni va energ iya E  ni an iqlash uchun (3) va (4) 
dan foydalan ilad i; bunda / (g ) *  1 va u  (2) b ilan an iq lanad i.

2-§. Qattiq jisnilardagi elektronlar sistemasi

7. Zonalar. A w a l T=O K  (P -> oo ) b o ig an  holn i qaraylik :
a ) s  < p. b o is in . Bu holda (2) dan ko ‘r in ad ik i / (e )  = 1 y a ’n i 

< n i >= 1. D em ak, (0,|A) intervaldagi energ iya sathlari ham m asi b ittadan 
ferm ionlar bilan to ig a n  (band) (3 .2 -rasm ).

3.2-rasm.

b) 8 > (i b o is in . Bu holda / ( s )  = 0  y a ’ ni, D emak, TM JÁ 'boiganda 
£ = M sathdan  yuqo rid ag i energ iya  sa th la r i bo‘sh , unda ferm io n la r 
(e lektron lar) b o im ay d i.

Ferm i taqsim ot pog ‘onali grafikdan iborat b o ia d i (3.1 rasm ).
2. Tem peratura no ldan farqli b o is in , y a ’ni TX )K . Bu ho lda e = |a 

b o ig an d a  taqsim ot funksiya /  = (jn) = 1 / 2  q iym atn i qabul q ilad i. (3 .1 - 
rasm ). Bu holda / (e )  silliq  egri ch iz iqdan  iborat b o iad i. Boshqacha 
ay tgan d a , s  = fj. F e rm i sa th iga  yaq in  e lek tro n la r  T X )K  b o ig a n d a
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yuqoridagi bo‘sh sathlarga o ‘tadi («bug 'lanad i»). T— OKda to ‘lgan sathlam i 

va lentli zona, undan yuqoridagi sath lam i о ‘tkazuvchanlik zonasi deyiladi. 
Demak, T X )K  da valentli zonadan o ‘tkazuvchanlik zonasiga (m etallarda) 
eletron lar o 'tad i.

Bir zarrav iy ho latlar energ iyasi sistem aning hajm i V  ga (yoki V  ga) 
teskari proporcional, y a ’n i E - l / V  bo‘ lgani uchun sistem a hajm i ortib 
borsa (kattalashsa), energiya sath lari quyuqlashib (b ir-b iriga yaq in lash ib ) 
boradi. Bu holda e,e +  de intervaldagi ho latlar soni g(e)de  dagi g (s )  ni 
uzluksiz o 'zgaruvchan deb hisoblash m umkin. B ir zarraviy ho latlar uchun

ekanhgi bizga m a ’lum (q.10 — § , I bob), bunda g(e) ~  b ir zarrav iy 
ho latlar z ich lig i. Agar zarralar erk in  harakatlanayotir deb hisoblansa, 
e = p 2 / 2m ifodadan foydalanib

(7)

g(e)de =  aVel,2d e ,a  = 2n(2m  / h 2f 12 (8 )

ifodani o lam iz (3.3 rasm)

g(e )

£

3.3-rasm.

Bu holda

(9)

(1 0 )

64



Erkin zarra la r ferm i — sistem asin i qarash uchun (9 ) va (10) ning 
N /a V v a  is/a F ifo d a lar id ag i

_  f  z "d z
+  1 O D

integralni aniqlash zarur. Bu integral T =0K  da, f(e )= l bo igan i uchun, quyidagi

/ . =  K *
0

sodda ko 'rin ishga kelad i. A w a l shu sodda ho ln i ko 'ray lik . T = 0 K  bo‘ lsin. 
T = 0 K  da ferm i-gazn ing term odinam ik param etrlarin i an iq lay lik . (e o=0 
b o is in ) .

N  =  a V  f  £

3 -§ . Absolut nol tem peraturali F erm i-gaz

t ,  _  2 w 3/2't t  - I  3N  )

2/3

3 0 2 a V , ( 1 2 )

U0=E± aV  js3l2ds =

(12) va (13) dan

(13)

Bundan energ iya z ich lig i w0 -

U 0 3

~N ~  5 ^ °  (14)

U,

3 N
«0 =

ifoda b ilan an iq lanad i.

uo ^ ' y  M'o (15)

D 2 m
Ideal gaz ifodasi r — —  dan foydalan ib , to ‘la aynigan fe rm i —  gaz

bosim i P0 ni an iq laym iz

D em ak, bosim P0 z ich lik  n = N /V g a  quyidag icha b o g iiq :

5 -  №  276 6 5



P~(N/V)sn = n5n 
Tem peraturaga esa b o g iiq  em as! (T = 0 °K d a ).
Idéal klassik gaz uchun P = n kT  ekan lig in i eslatam iz.

Shunday q ilib , 7=0 da idéal ferm i — gazning bosim i no ldan farqli 
bo‘lib , e lektron lar uchun baholanganda JP~(104-105) atm  atrofida bo 'lad i. 

M eta llardag i elektron sistem aning ayn ish  tem peraturasi

T ' = /¿0 l k  =  s F / k ~ \W K  

D em ak, m eta llardag i e lektron  sistem an i ayn igan  gaz deb, kvant 
statistika asosida qarash zamr. 104A 'dajism  qattiq agrégat holida qolm aydi. 
To‘la ayn igan  ferm i-sistem aning boshqa term odinam ik param etrlarn i P0, 
U0, |i(l asosida an iq lash  m umkin.

4-§ . Past temperaturali Fermi-gaz termodinamikasi

Past tem peraturadagi ferm i-gazning ichki eneig iyasi U va zarralam ing 
soni N  ni an iq lay lik . Buning uchun (11) dagi / ning taq rib iy  ifodasi

z" d z u n + l

+  1 n +  r  6  Lt
0 r

dan foydalanam iz, bunda (n k T  /|i0) ' gacha an iq lik  b ilan top ilad i.

[1 +
n(n  + 1 ) n kT(_ n

(17)

,  N  2
I .  = —  =  - ( J .  
I  a V  3

i + l
8

Agar T = 0 K  bo‘ lsa , yana aw a lg i natijan i o lam iz

, 3  A \ 2/3

(18) va (19) dan

3/2
Mo =  M3 /*[ l  + 1 ( ^ ) 2 ]

8 Mo

Kichik hadda n  ni Mo bilan alm ash tirild i. (20) dan

3/2 ri -*• /
Mo =  M [ l  — — (

l , n k T y  J

8 Mo

(18)

(19)

(2 0 )

(2 1 )
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/3/2 ni yozaylik :

5,2 aV 5
i  +  5

8 Ho

(18) va (23) ifodalardan ushbu nisbatni o lam iz:

(23)

L
U__ j _ _ 3  
J V Z / ,  _ 5 Ц

1 +  -
8

тгАГ
У

1 +  —  
8

k T

\  H /

Bundan

n k T X

i + 5-  

U = -\iN — L  
5 \ f n k T v

1 +  -
8 /

Ifodani o lam iz. (21) dan  foydalan ib , quyidag i taqrib iy ifodani o lam iz:

, \ 2

J___V . - Щ . 1 -
1 I nkT

t 1 +
8

1 + I  
8

- f * . l - i . î  
8 3

I 1 —
12

л * 7

м0 ;

i t VnkT

1 + I
2

1 + ^
н м „  )

nkT

. Mo /

nkT 

Mo
r nkT V

Ч Mo / 
\2

1 - 1
8

r nkT V

 ̂ Mo (24)
Y' 3 „ Г, 5 'л /tr j

* T^Mo 1 + —
y 5 12 ч Mo J

=  b +  - T 2 
2

Bundan elektron gazn ing issiqlik s ig 'im i Se ni an iq laym iz :



bunda
S = a Te (25)

n 2N k 2
a = ----------

2Ц0
tem peraturaga bog‘ liq  bo‘ lm agan doim iy kattalik .

Elektron issiqlik sig‘im  С juda past temperaturada chiziqli qonun Сэ-=аТ 
ga bo 'ysunadi. Bu esa tajribadan olingan natijaga mos keladi. Juda past 
tem peraturada kristall qattiq jism ning to ‘ la issiqlik  s ig 'im i

C = a T + A V

ifoda bilan aniqlanadi; bunda A =  12n 'k N  / 5 T 'D. Bu temperaturada elektron 
issiqlik sig‘im i Se fonon issiqlik sig'im dan ustunlik q iladi (3.4-rasm ).

3.4-rasm.

Past tem peraturada elektron gazning bosimi va en trop iyasin i an iq lay lik .

n 2u 2 N
P  =  —  = ------|i(

3 5V
1 +  -

12

n k T

V H o  y

(26)

Bizga m a’lum

Bulardan foydalanib , bosim uchun (past tem peraturada)



ifodani o lam iz; bunda bosim P tem peratu ran ing  kvadratiga proporsional. 
So lish tirm a entrop iyan i an iq laym iz : entropiya S  ni

ifodadan an iq lash  m um kin.

Erkin energ iya F  ni F = U -S T  iïoda  orqali an iq laym iz:

3 X, , 5 rt kT
2

-  A^o 1 -------
5 12 < Hü ,

S h u n d ay  q ilib , a so s iy  te rm o d in am ik  p a ram e tr la rn i ab so lu t n o l 
tem peraturadagi Ferm i sath i energ iyasi n 0 orqali ifodalad ik . Q olgan 
term odinam ik  param etrlarn i esa shu an iq langan  asosiy term od inam ik  
param etrlar orqali ifodalash m um kin. Jum ladan

ifoda olinadi.
O xirida kvant m exan ika va kvant statistika yara tilganga qadar issiq lik  

sig ‘ im ga tegishli klassik statistikadagi ziddiyatga va uning kvant statistikada 
hal etilish iga qisqacha to ‘xtalay lik .

Birinchidan: m etallarda elektr o ‘tkazuvchanlik, issiqlik o‘tkazuvchanlikni 
erk in  e lektron lar m odelidan  foydalan ib , (m assani effektiv m assa b ilan

T
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a lm ash tir ib ) tu sh u n tir ish  m um kin . K lassik  s ta tis tik ad ag i bu f ik rga  
(m odelga) asosan m etallarn ing issiqlik sig‘ im i izo latorlam ik idan  taxm inan  
2 m arta ortiq bo 'lish i kerak. C hunki har bir zarraga (elektronga) klassik 
sta tistik  f iz ikaga  asosan , 3 k T /2  en e rg iya  to ‘g ‘ri k e lad i. M a ’lu m k i, 
d ielektrlarda (izo latorlarda) erk in  eletron lar yo ‘q deb qaralad i. Am m o 
tajriba ko ‘rsatad ik i, m eta llar va izo latorlarn ing issiqlik  s ig ‘im i yuqori 
tem peraturada taxm inan b ir x il va u lar D yulong-Pti qonuniga bo'ysunadi. 
Bu ziddiyat kvant statistikasida osonlikcha hal etilad i.

Ko‘pgina m etallarda Ferm i sathi energiyasi jj,02 eV brlan  lOeKorasida 
bo‘lad i. Bu holda agar tem peratura 7=300A 'bo‘lsa,

C
n 2 N k  ( k T A

2

ifodadagi (kT  / u u) uchun

k T  3 0 0*  3k

v H o  J

2  • 1 0 4 2 0 0  

k T  300À:

= 0 ,015  k

= 0 ,003*
|a 1 0 - 1 0 4

qiym atlar o linadi, n 2/  2 «  5 bo‘lganda, bu qiym atlardan elektron issiqlik 
sig'im i um um iy issiqlik sig‘im iga 0,075 va 0,015 hissa yoki 1,5%—7,5% hissa 
qo'shishi kelib chiqadi. Am alda elektronlar kristall issiqlik sig 'im ga 2%—8% 
hissa qo‘shadilar.

5-§ . Kristallardagi energetik zonalar

1. K irish. Qattiq jism lardagi elektronlam ing holatlari erkin atom lardagi 
elektronlar hoiatlariga ko‘p jih atdan  o ‘xshaydi, chunki kristalldagi qo‘shni 
atom lar elektron larin ing o ‘zaro ta ’siri atom  tuzilish in i, strukturasin i to ‘la 
buzib yubora olm aydi. Am m o shu b ilan  b irga bu elek tron lam ing  o ‘zaro 
ta ’siri tufayli erk in  atom lardagi energ iya sath lari shunchalik  kuch li t a ’sir 
o ladi va g ‘a layon likka uchrayd ik i, natijada kristallarda b ir qator uning 
o ‘ziga xos yang i hodisa va effektlar paydo b o iad i. Bu yang i hod isalardan  
eng m uhim i — erkin atom lardagi valent elektron lar energ iya sath larin ing 
deyarli uzluksiz sath larga -  energetik  zonalarga yoyilib  ketish id ir. Bu 
energetik zonalar esa qattiq  jism ning elektr, magnit va optik xossalarin ing 
sodir b o lish iga  sababchilik  q ilad ilar.
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2. Energetik zonalar. Energiya zonalarining paydo bo‘lishini quyidagicha 
tushuntirish m um kin. Faraz q ilay lik , N  ta erk in  atom lar m avjud bo‘lsin. 
Har bir atom ning biror energiya sathi, m asalan , / - sathi g  karrali aynish 
darajasiga ega bo‘ lsin. Ammo atomlar bir-biri bilan o‘zaro ta ’sirda bo lm agan i 
uchun TV ta  zarralardan iborat bo‘ lgan bu sistem ada i — energetik  sath N  
karrali aynish darajasiga ega bo‘ ladi. Endi atom lar b ir-b iriga yaqinJashib, 
kristall panjara hosil qilsin. Bu holda atom larning o ‘zaro ta ’sirlari tufayli 
erkin atom ning N  karrali holatlari o 'zgaradi. Boshqacha aytganda, o 'zaro 
ta ’sir bo 'lm agan holdagi Ng ekvivalent (sim m etrik) ho latlar o ‘zaro ta ’sir 
tufayli buziladi va u lar bir-biriga juda yaqin  bo'lgani uchun energetik sathlar 
dastasi deyarli uzluksiz eneig iya zonasini hosil qiladi. Bu o 'zaro t a ’sir tufayli 
birinchidan, energiya sath larin ing pastga siljishi yuz beradi, chunki atom lar 
orasida bog‘ lanish hosil bo‘ ladi (m olekuladagi atom lar bog‘lan ish i kabi);

ikkinch idan , bu o ‘zaro ta ’sirga, tab iiyk i, atom dagi yadrodan  uzoqdagi 
va len tli e lek tron lar duch ke lad ilar (ta ’sirga ch a lin ad ila r), chunki u lar 
qo‘shni atom larga eng yaq in  joylashgan  boMadilar;

uch inch idan , a tom lar orasidagi m uvozanat ho latiga to ‘g ‘ ri kelgan 
masofa energ iyan ing  m in im um  q iym atiga mos kelish i lozim . Y anada 
atom larn ing yaq in lashuv ida u lar orasidagi itarish kuchi tu fay li energ iya 
ortib boradi (3 .5 -rasm ).

Atom lar orasidagi

3.5-rasm .
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to ‘rtinch idan , atom lar erkin bo‘lgandagi energ iya sath lari Ng u lar 
yaq in lash ib o ‘zaro ta ’sirda bo 'lganda deform atsiyalariib , o ‘zgarsalar-da , 
u larn ing soni TV o 'zgarm aydi. Boshqacha aytganda, s —  zonada har bir 
atomga to ‘g ‘ri keluvchi 2 ta elektron, p  — zonada har bir atom ga to 'gri 
keluvchi 6 ta  elektron bo‘ la o lishi m um kin, y a ’n i S —  zonada 2TVta, P —  
zonada 67Vta b ir-b iriga ju d a  yaq in  joylashgan energetik  sath lar (o ‘rin lar) 
m avjud bo ‘ lad i, y a ’n i zonalarn ing yuqori chegarasi m avjud b o 'lad i. 
M asalan , S ho latda b ittadan  elektron b o is in  — atom lardagi va ien tli 
elektronJar TV ta, S  zonadagi ho latlar (energetik  sath lar) soni 2TV ta. 
Demak, masalan, T = 0 K  da shu S zonaning yarm i Pauli prinsipiga asosan, 
e lektronlar bilan to ‘!gan (u n i va ien tli zona deyilad i), qolgan ya rm i b o ‘sh 
(u n i o ‘thazuvchanlik zonasi deyilad i) zonadan ib o ra td ir (3.6-rasm ). A gar 
5  holatda 2 ta elektron b o isa  (m asalan , ka liy), S ~  zona elektron lar b ilan  
to 'lgan bo‘lad i. Am mo S -  zona P -  zona b ir-b iiin i o ‘zaro yopgan bo ‘lsa, 
u lar ham  m eta llar hosil qiladi. B a’zi qattiq  jism larda (yarim  o 'tkazg ich  va 
d ie lek tr ik la rd a ) v a ien tli zona b ilan  o 'tk azu v ch an lik  zo nasi o rasid a  
taq iq langan  A energ iya kenglikka ega b o ig an  zona m avjud bo 'íad i (bu 
haqda keyinroq to ‘xtalam iz).

Agar qattiq  jism  tem peraturasi T X )  bo'Isa, yuqorida aytgan im izday , 
v a ie n t li zo n an in g  F erm i sa th i a tro f id ag i (y a q in id a g i)  e le k tro n la r

C3

£ tí

M .

03
js  oC3 N 
>

tí(Li

max

■ Í V - 1

1) CGU- v*

 y

3.6-rasm.
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o ‘tk azuvch an lik  zonasiga issiq lik  fluk tu a ts iya lar tu fay li o ‘tad ila r . Bu 
elektron lar, end i har b ir atom ga tegish li b o im asd an  kristalldagi barcha 
atom larga teg ish li deb qaralish i m um kin. Bu fïkm i shunday tushuntirish 
mumkirr. erk in  atom lardagi valen tli e lektron larn ing toMqin funksiya lari, 
a to m lar yaq in lash ib , kristall hosil q ilgan da , b ir-b ir in i q ism an yopib 
ketishadi. Shu sababli b ir atom ga tegish li elektron , ikkinch isiga m a’ lum 
ehtim ol b ilan  o 'tish i m um kin. Shunday q ilib , elektron butun kristall 
bo‘y ich a  m igratsiya q ilib  yurishi m um kin.

3 .7 -rasm da S holat funksiya larin i b ir-b ir i b ilan  qism an um um iy- 
lash ish i, yopishi ko ‘rsatilgan. O 'tkazuvchanlik zonasidagi bunday elektron 
atom larga o zm i-k o ‘pm i bog 'liq  boMganJigi uchun  unga tashqi e lek tr 
m ayd o n  t a ’s ir  e tsa , un ing h a rak a t i e rk in  e le k tro n la r  h a rak a t id an  
farq lanad i. A m m o un i effektiv m assa m ' b ilar^erk in  h arakatlanayo tgan  
za ryad li zarra  deb qaralish i m um kin , y a ’ni eÉ =  m ’â . 0 ‘tkazuvchan lik 
zonasidagi bu m 'm assa li zarra erkin  harakatlanayotgan elektrondan fa rq li 
b o 'lg a n lig i sababli (u n i, za rra n i) kvazie lektron deyilad i. O ddiy ho llarda 
kvazizarran ing (fonon, polyaron va shu kab ilarn in g) m assasin i topish 
uchun  d ispersiya qonuni E (p) berilgan  bo‘ lsa,

i a ! £ ( P )

m d P '

ifoda o rq a li jo p ila d i; bunda o‘tkazuvchan lik  zonasidagi elektronning E 
ene ig iyasi, P  kvazimpulsi. D ispersiya qonuni an izotropiya xarakterga ega 
b o is a , effektiv m assa tenzor xarakterga ega bo‘ ladi.

3.7-rasm .
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Kristall qattiq  jism dagi o 'tkazuvchanlik  zonasida harakatlanayotgan  
elektron uchun effektiv massa m ' an iq langan b o isa , u holda

E (p )=
2m '

0 ‘rin li b o ia d i, bu holda ho latlar zich lig i

g(e ) = a z '/z , a = 2n
' 2 m  *  ' 5/2

l r
ifoda bilan aniq lanad i.

U m u m iy  ho lda o ‘tk azuvch an lik  zo nasidag i e lek tron  v a  v a len tli 
zo n ad ag i te sh ik  (k o v ak ) e n e rg iy a la r i  im p u ls la r  b ila n  m u rak k ab  
bogian ishda b o iad i. Ammo am alda o‘tkazuvchanlik zonasi tubi yaqin idagi 
e lek tron lar va valen tli zona yuqorisidagi te sh ik lar (kovaklar) b ilan  ish 
k o 'r ilad i. B unday elektron larn i effektiv m 'c m assali kvaz ie lek tron lar va 
effektiv m 'p massali \e\ —  zaryadli kvazipozitronlar deb qaralishi m um kin. 
Bu holda holat z ich lig i funksiyasi erkin elektron lardagi kabi paraboladan 
iborat b o ia d i (q. 3.8 rasm ).

3.8-rasm.

Bu holda dispersiya qonuni

s ( p )  = A + — —  (e lektron lar uch un ),

E (p )  2m'  (kovaklar uchun),

ko‘rin ishda yozish m umkin. Bu yerda tashqi e lek tr m aydon ta ’siri tu fay li 
valentli zona «shifti» dagi elektronlardan qism an o‘tkazuvchanlik zonasiga 
o 'tish i m um kin ligin i ham  nazarda tutm oq kerak.
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6 -§ . H o la tla r  zich lig i, Q attiq  jism la r  tu r la r i

Zonalar tasaw urlariga asosan qattiq jism larn i turlarga bo'lish juda qulay. 
A gar zonaning b ir q ism i to ig a n  b o iib , qolgan q ism i bo ‘sh b o is a  

yoki to ig a n  zona b ilan  yuqori zona m a’ lum  darajada b ir-b irin i yopsa, 
bunday qattiq  jism la r  m etallardan  iboratdir (3 .9 -rasm ).

X'<"v >•;> XKxxx.

B o ‘sh
zona

Band
zona

 3.9-rasm.

Agar to ‘Igan zona dan keyin energiya tirq ish i A bo ‘Isa, ya ’n i taqiqlangan 
zona b o ‘Isa, bunday q a ttiq  jis m la rn i d ie le k trik  (izo /a to r) y o k i ya rim  
o 'tkazg ich lar deyilad i. A gar energiya tirqsh i k T d a n  y e ta rli darajada katta  
bo ‘Isa, ya ’n i A > kT sh a rt bajarilsa, valent/i zonadan o ‘tkazuvchan/ik zonasiga 
e lektron la r am alda o ‘tm aydi va demak e lektr tok hosil q iluvch i e lektron la r 
bo ‘Im agani uchun bunday qattiq  jis m la r izo la to rla r (d ie le k trik la r) deyiladi.

Agar taq iq langan zona kengligi A uncha katta b o im ay , k T ga teng yoki 
undan kichik b o is a , y a ’ni A <  k T  b o isa  T tem peraturada valen tli zonadan 
o 'tkazuvchanlik zonasiga fluktuatsiyalar tufayli ta layg ina elektron lar o ‘tishi 
m um kin. E lektr m ay don q o ‘y ilsa  (k iritils a ), bu serharakat «chaqqon» 
eleKtronlar e lektr to k i hosil q ilad i. Bunday qattiq  jis m la r yarim  o ‘tkazgichlar 
deyilad i (3.10-rasm ).

0 ‘tkazuvchanlik
zonasi

A < kT Taqiqlangan zona

Valentli
zona

3.10-rasm. Yarimo'tkazgich
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Energetik sathlar va valentli elektronlar sonlariga qarab, qattiq jism ning 
qaysi turga tegish li ekan lig in i aytish m um kin. M asalan :

1. Bir valentli elektronga ega qattiq jism lar m etallardir (ishqoriy metallar: 
N a,K, Rb,Cu,Ag,Au). Bulardagi valentli zonaning yarm isi to ig an  b o iad i.

2. H ar b ir yacheykaga toq sondagi elektron lar to 'g 'r i kelgan qattiq 
jism lar ham m etallard ir. M asalan , A l, G a,In, T I ning h ar b ir atom iga 3 ta 
valentli elektron to ‘g ‘ri keladi. Bular bir zonani va keying i zonani qism an 
to id irad ila r .

3. H ar b ir atom ga juft elektron lar to ‘g ‘ ri kelgan qattiq  jism larn ing 
ham m asi ham  d ielektrik  (izolator) bo‘ laverm aydi. M asa lan , quyi zona 
b ilan yuqori zonalar b ir-b irin i qism an yopish i m um kin (3 .11, 3 .12- 
rasm lar); bunday qattiq jism lar ham  m etallardan  iborat bo ‘lad i.

3.11 va 3 .12-rasm larda sathlarning b ir-b iri b ilan  q ism an yop ilish i, 
um um iylashuvi ko 'rsatilgan.

3.1 l-rasm . 3.12-rasm.

Yuqorida erkin zarra m odelida z { p ) = ^ —  yoki ko‘rinishdan
2 m  2 m

foydalanib, ho latlar zich lig i (soni) uchun

0 £
3.13-rasm.
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va uning grafig i ko 'rsatilgan  edi (q. 3.13 rasm da). U m um iy ho lda, kristall 
qattiq jism dag i e lek tron lar davriy m aydonda murakkab harakat q ilad ila r. 
Shu sababli, uning ho latla r z ich lig i g (e )  = aV e1'" ga nisbatan m urakkab 
funksiya b ilan  tavsiflanad i. N atijada ho latlar z ich lig i g (e )  b ir necha 
qism anlarga b o lin ib  ketadi. K ristalldagi elektronlar energiyasi spektrin ing 
zonalar tark ib i (strukturasi) sxem atik ravishda 3.14-rasm da ko‘ rsatilgan . 
A lbatta, har bir konkret kristall o ‘zining zonalar sturkturasiga ega bo ‘lad i.

3.14-rasm.

Shunday q ilib , yakka lan gan  (erk in ) atom dagi energ iya sath lari d iskret 
xarakterga ega. K ristall hosil bo‘ lishda atom lar b ir-b iriga yaq in  kelish ib , 
u lam ing  energetik  sa th la ri o ‘zaro ta ’sir natijasida m a iu m  siljish larga ega 
bo‘ ladi. Shu b ilan b irga valen tli elektron esa o ‘zin ing atom iga taa lluq li 
bo iish idan  tashqari, u m a ’ lum darajada erkin deb ham hisoblanadi. Buning 
natijasida kristallda energ iya zonalari hosil bo'ladi.

M e ta lla rd a g i e n e rg e t ik  k en g lik  A=0 va y a r im o ‘ tk a z g ic h la r  va 
dielektriklarda a  *  0 bo‘lish i bilan tanishdik. Shunday tipdagi qa ttiq jism la r 
b o rk i, u la rda  A = 0  b o ‘lsa -da  o ‘tkazuvchan lik  zonasidagi e le k tro n la r, 
m etallardagiga nisbatan b ir necha tartibga kam bo‘lib , ya rim o ‘tkazg ich la r 
tipiga k ira d ila r. Bunday qa ttiq  jis m n i tirqishsiz yarim  o ‘tkazgich la r deyilad i. 
Shunday qattiq  jis m la r ham  borki, u lam ing o ‘tkazuvchanlik zonasining 
tub i va len tli zonasi yuqorisidan pastda bo ‘la d ila r. Bundan qattiq  jis m la r da, 
hatto T = 0  K  da ham o ‘tkazuvchanlik zonasida e lektron la r bo ‘lad i. Bunday 
qattiq  jis m la rn i po lum eta lla r deyiladi.

7-§ . Yarim o ‘tkazgichlar. Xususiy o ‘tkazuvchanlik

Dielektrik yoki yarim  o 'tkazgichlarda valentli zona bilan o‘tkazuvchanlik 
zonasi orasida energ iya kenglig i A, y a ’ni ta ’qiqlangan zona m avjud bo 'lad i. 
T=QK da bunday qattiq  jism lam ing  ham masi, ravshanki, dielektrik (izolator)
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bo iad i. Am mo tem peratura noldan farqli b o lganda kT > A  shart bajarilsa, 
valentli zonadan  o 'tkazuvchan lik  zonasiga o 'tgan  e lektron lar va len tli 
zonadagi tesh ik lar (kovaklar) elektr o ‘tkazuvchanlikni keltirib chiqaradi. 
N atijada T=O K  dagi dielektrik bunday tem peraturada yarim  o 'tkazgichga 
aylanad i, o ‘tad i. Elektr o 'tkazuvchanlik paydo b o iad igan  tem peratura, 
albatta taq iq langan zona kengligi A  ga bevosita bo g iiqd ir (3 .15-rasm).

S of (toza) yarim  o ‘tkazgichda e lektron la r va teshiklar (kovakla r) tu fa y li 
hosil bo ‘Igan o ‘tkazuvchanlikni yarim  o ‘tkazgichning xususiy o ‘tkazuvchanligi 
deyiladi.

Y arim  o ‘tkazgichn ing o 'tkazuvchan lig i o 'tkazuvchan lik  zonasidagi 
e lektron lar z ich lig i ne va valentli zonasidagi tesh ik lar (kovaklar) z ich lig i 
n ga, b o g iiq . EfTektiv massa m etodidan foydalanib (q. 5 -§ ) , F erm i — 
D irak statistikasi asosida nc va np ni an iq lay lik . Energiya valen tli zona 
yuqorisidan boshlab hisoblanadi.

E lektronlarn ing to ia  soni N

________  ^  S  gP(e,-t>) + J + j   (29)

ifoda bilan aniqlanadi; bunda et va e, o ‘tkazuvchanlik va valentli zonalaridagi 
energ iya sath lari. V alentli zonadagi e lek tron lar b ilan to ia  sath lari soni

^  elek tron lar soni A^gateng. B u ten g likdan  foydalanib, (29) ifodani
i

qayta yozam iz:

Bu teng lik la r chap tom ondagi ifoda o 'tkazuvchan lik  zonasida e lek tron lar 
son in i ko ‘satad i. X ususiy o ‘tkazuvchan likda u lar tesh ik lar (kovak lar) 
soniga teng;
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y a ’n i o ‘ng tom ondagi ifoda kovaklar sonini ifodalayd i. Q uyidagi taqrib iy 
ifoda lardan  foydalanay lik  (3.16 rasm ).

nc =  np (31)

/ * 8

O'tkazuvchan- 
lik zonasi

T
A

l l l l l l l l l l l l Valentli
zona

3.16-rasm.

p - p 1
e =  A H— — , e ,  =  — - —  eil)

2 t r i  1 2m '
tf p

m \ va t r i r elektron va kovakning effektiv m assalari. Z arra lar son lari ne va 
rt uchun  (32) dan foydalan ib ,

o  1 f  d P
n ' = 2 V \

n = 2 \  Ih  J

+ 1

dp

P| A+~ Z-r-v- I (34)

ifodani yozish im iz m um kin. “2 ” spin tufayli k iritild i. T = 0 K  da n = n =0  
b o iad i. T X )K  da, faraz q ilaylik  A -  |a »  kT , fi »  kN , bo'lsin. B uho lda 
e lek tron lar va kovak lam i ayn im agan  deb qarash m um kin. Bu holda (33) 
va (34) dan  z ich lik lar ne va np uchun

2  f + ^ L  J l n m k T '  
n . « T r J e   ̂ 2 | --------

3

V
(35)
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'dp = 2
v

/

(36)

ifodalarni o lam iz. D em ak, n = n  ekan lig in i nazarda tutib , o lam iz:

(37) dan ko ‘rinad ik i, o‘tkazuvchanlik  zonasidagi elek tron lar va valen tli 
zonadagi kovaklar konsentratsiyalari ne va np energ iya tirq ish i kengligi A 
ga ham da tem peraturaga eksponensial bog‘ liqd ir; tirq ish k ich ik  bo‘lsa va 
tem peratura yuqori bo 'lsa , konsentratsiyalar ko‘p bo‘ lad i; shunday q ilib , 
yarim  o 'tkazg ich larda tem peraturan ing oshishi b ilan konsentratsiyalar 
ortib boradi va dem ak elektr o ‘tkazuvchan lik  ortib boradi. T ab iiyk i, 
temperatura ortishi bilan panjaradagi issiqük tebranishi ortishi bilan qarshilik 
ortadi. Am m o bu effekt yarim o ‘tkazgich larda konsentratsiyalar ortishiga 
nisbatan k ich ikd ir. M eta llarda konsentratsiyalar tem peratura ortishi b ilan  
o 'zgarm ayd i, elektr qarshilik esa tebran ish lar tu fayli ortib boradi.

Xususiy o ‘tkazuvchanli yarim  o ‘tkazgichn ing k im yoviy potensiali |1 
ni (36) n ing (35) ga nisbatin i olib , osonlikcha an iq lash  m um kin:

Izoh: m 'e ~ m"r bo'Jganda Ferm i sathi \ i t a ’q iq langan zonan ing o 'rtasi 
yaq in ida bo 'lad i. (q 3.16 rasm ).

Misol. A = 0 ,7eF d a A /k  «  0,81- ÎO4̂  bo 'lad i. Bunda A / k » T \ a  A - 
\ i» k T ,  \x > k T shartlar bajarilad i; odatdagi tem peraturalarda r=300°ATva

n e =  n p =  2
2 7 ) 2 kT

h 2
e (37)

3 / 4 BA / 2 (38)
(38) ifodani logarifm lab, o lam iz

(39)

yoki

m = m = m  b o ‘ lg a n d a  n e=/jr= 4 ,8 3 -  10IS ■ 3 0 0 ï2 e"M 11-6' 10' /300» 1 ,6  
• 10J3c.w'3 q iym atn i olam iz.
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T aq iq langan  zona keng lig iga m iso llar: o lm os 6+7eV, krem niy 1,1 leV , 
germ an iy 0,72eV, kulrang q a lay  0 ,le V .

B ular T = 0 K  da d ielektrik lar.
Olmos xona tem peraturasida ham  d ielektrik  (izolator)dir.
X ona tem p eratu ras id a  k rem n iy  va germ an iyd a  v a len tli zonadan  

o ‘tkazuvchan lik  zonasiga sez ilari sondagi elek tron lar o 'tgan  bo‘ lad i.

8 - § .  A ralashm ali ya rin i o ‘ tkazgich lar

B iz  y u q o r id a  x u s u s iy  o 't k a z u v c h a n l ik k a  e g a  to z a  (so f )  
yarim o 'tkazg ich larn i ko 'rd ik . Am mo am aldag i yarim o 'tkazg ich lar odatda 
m a iu m  aralashm aga ega boMadilar. Haqiqatan ham  am alda foydalaniladigan 
ko‘pch ilik  yarim o 'tkazgich larga aralashm a k iritilgan  b o iad i.

Toza k rista llarda va len tli zona b ilan  o ‘tkazuvchanlik  zonasi orasida 
taqiqlangan zona kengligi A berilgan tem peraturada anchagina keng b o isa -  
da, y a ’ni A>kT shart bajarilsa-da , biroz aralashm a k iritilish i tufayli u larda 
o 'tkazuvchan lik  xossasi paydo bo‘ lad i. B unday bo 'lish iga sabab, shu 
taq iq langan zonada lokal (d iskret) ene igetik  sath larn ing paydo b o iish id ir .

Yarim  o 'tkazgichlam ing elektr o 'tkazuvchanligi aralashmaga juda kuchli 
bog‘ liq bo 'lgan i sabab li, aralashm an ing yarim  o ‘tkazgichdagi energ iya 
sath lari taqsim otiga ta ’s irin i qarash zarurdir.

Aralashm a tufayli hosil bo‘ladigan o'tkazuvchanlikning ikki turi mavjud.
n —  t ip d a g i  y a r im  o ‘ tk a z u v c h a n lik . B u x i ld a g i a r a la s h m a l i  

o 'tkazg ich larda tem peratura T = 0 K  da taq iq langan  zonada hosil bo‘ lgan 
energ iya  sath lari e lek tro n la r  b ilan  to ‘ la bo ‘ lad i. Lokal sa th la r  b ilan  
o ‘tkazuvchanlik  zonasi orasidagi energ iya  tirq ish i (kengligi) A, berilgan  
TX) tem peraturada A{< k T  shartga bo 'ysunad i (3.17 rasm ). Bu holda,
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tem peratura noldan fa rq li bo ‘Iganda, h o s il b o ‘lgan lo k a l sath lardan 
elektronlar, iss iq lik  flu k tu a ts iya s i k T  sababli, o ‘tkazuvchanlik zonasiga 
o ‘tadüar va e lektron la r bilan bog‘liq  o ‘tkazuvchanlikni hosil etadilar. H osil 
bo ‘Igan bunday lo ka l sath lar donorlar deyiladi.

M iso l. T o ‘rt va len tli atom li kristaüdagi (m asalan , n Ge germ an iyda) 
b itta  a to m n i besh  v a le n t l i  a to m  (m a sa la n , l5P  fo sfo r yo k i n As 
margimush) b ilan  alm ashtirilsin . 5 ta  valentli elektronlardan 4 tasi kim yo- 
viy bogian ishda (kovelentli bogian ishda) ishtirok etadi. T=Q da 5-elektron 
aralashm a m usbat ion yaq in ida ushlanib turad i (3 .18-rasm ). Buni kristall 
ic h id a  jo y la s h g a n  v o d o ro d  a to m ig a  o ‘x sh a tish  m u m k in . U n in g  
io n iz a ts iy a s in i vodorod a to m in in g  io n iz a ts iy a s in i h iso b lagan  kab i 
hisoblash m um kin , y a ’n i (e V  da)

1  —  d ie lek trik  koeffitsiyent yarim o ‘tkazg ich lar uchun  3.9 (k rem n iy), 
16, 1 (germ aniy) atrofida bo 'lad i. Bulardan ionizatsiya energiyasi E u uchun 
0 ,05eF dan  0, lO eFgacha q iym atlar olam iz. D em ak, aralashm a atom ining 
ionizatsiyasi bo‘hshida beshinchi elektron o‘tkazuvchanlik zonasiga o‘tadi. 
Boshqacha aytganda, aralashm a atom b ilan  bog‘ liq  energ iya sath i Ed 
o 'tkazuvchanlik  zonasi tubi Ed dan (0,05 -r 0,'10) eV  quyida joylashgan  
bo‘lad i (3 .17-rasm ).

5-elektron 5-elektron
n-tipdagi kremniy n-tipdagí germaniy

3.18-rasm.
Shuni t a ’ kidlash lozim ki, bu energ iya farqi £'a- £ /=Av=(0,05+0,10) 

e V xona tem peraturasidagi issiqlik  fluktuatsiyasi k T  dan k ich ik  bo 'lgan i 
uchun, Ed dagi e lek tron lam ing aksariyati o ‘tkazuvchanlik  zonasiga o‘tad i. 
S h u n d ay  q ilib , lo k a l sa th la r  — do n o rlar E d y a r im  o ‘tk az g ich n in g  
o 'tkazuvchan zonasini e lek tron lar b ilan ta ’m in layd i.

B unday k r is ta lln i n -tip id a g i a ra la sh m a li ya rim o  ‘tk a z u v c h a n lik  
yarim o ‘tkazgich deyiladi.
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p - tipdagi yarim o ‘tkazgich. Bu ti pdagi ara lashm ali yarim o ‘tkazgichda 
taq iq langan  zonada hosil bo 'lgan  lokal energ iya sath lari valen tli zonaga 
yaq in  bo 'lib , u lar orasidagi energ iya tirq ish i A2<kT shartiga bo‘ysunad i, 
u la r  bo‘sh bo ‘ ladi. T em peratura noldan yuqori bo‘ lsa, valen tli zonadan 
bu lokal energ iya sath lariga elektron lar o ‘tadi va va len tli zonada tesh ik lar 
(kovak lar) hosil b o 'lib , e lek tr m aydoni k iritish  b ilan  e lek tron larn ing 
harakati tufayli kovaklar m usbat zaryad tashuvchi zarra lar kabi harakatga 
ke lad ilar va e lek tr tok hosil q ilad ilar. H osil bo ‘Igan bunday lo ka l sa th la r 
akseptorlar deyilad i (3.19-rasm ).

Bunday x ildag i ara lashm ali yarim o ‘tkazgich p  tipdagi yarim o ‘tkazgich 
deyilad i.

p  tip d ag i yarim o 'tkazg ichgam iso llar: n Ge á a ^ A l (a lyum in ) yoki 5B  
(bor) yoki 49/« (ind iy) 3 valen tli e lem entlar ara lashm asi tufayli/ j tipdag i 
yarim o 'tkazg ich  hosil bo 'lad i.

A gar germ an iy k rista llga ind iy atom i (yoki ,2?, iyA l a tom lari) k iritilsa , 
u h o ld a  k ris ta ll s tru k tu ras i buz ilm agan  h o ld a  k r is ta lld ag i a to m la r  
bog 'lan ish ida to ‘ la to 'y in ish  bo 'lm ay qo lad i, ind iy  atom i germ an iydag i 
valentli zonadan elektronni o ‘ziga qabul qilib olishi m um kin. E lektronlam i 
valen tli zonadan ushlab o luvch i atom lar lokal sath larn i -  akseptorlam i 
hosil q ilad i. Valentli zonada esa kovaklar (tesh iklar) hosil bo‘ladi. N atijada 
bunday aralashm a k ir it ilish i tu fay li kovaklar b ilan  bog‘ liq  p tip d ag i 
ya rim o ‘tkazgich hosil e t ilad i (3 .20-rasm ).

5 valentli aralashm a atom  o ‘m iga 3 valentli aralashm a atom (m asalan , 
In ) k iritilsa , kim yoviy kovalent bog 'lan ish  bo‘ lish i uchun  aralashm a atom  
to 'r tin ch i elektronni v a len tli zonadan (m asa lan , germ an iy  atom idan ) 
o lad i (3.20-rasm ). Bunda valentli zonada erkin kovak (teshik) hosil bo‘ ladi 
(3 .19-rasm ). Bunday ionizatsiya bo 'lish i uchun ham  (0 ,05-0 ,1 ) eK energiya 
zarur bo 'lad i. Demak, bunda aralashm a atom elektronning energiyasi sathi 
valentli zona shiftidan yuqorida bo'ladi. Issiqlik fluktuatsiyalari k T sababli
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elektronlar EA sath larga — akseptrlarga o 'tad ilar. Shunday q ilib , p  t ip d ag i 
aralashm ali o ‘tkazuvchan lik li yarim o 'tkazg ich  hosil q ilinad i.

p  tipdagi germaniy p tipdagi kremniy

3.20-rasm.

9-§ . Aralashmalar konsentratsiyalari bilan Fermi sathi 
orasidagi bog‘lanish

M eta llardag i Ferm i sath in i topishga nisbatan yarim o ‘tkazg ich larda 
Ferm i sa th in i an iq lash  an ch a  m urakkab . C hunki h ar b ir zo nadag i 
e lektron lar soni har xil energ iya sath lari ham da donor va akseptorlar 
aralashm alar konsentratsiyalariga bog'liq .

K ristalln ing e lek tm eytra llig iga asosan, donorli yarim o ‘tkazgichn ing 
o 'tkazuvchan lik  zonasidagi e lektron lar soni nc ionlashgan donor atom lar 
soni nd ga valen tli zonadagi kovaklar soni n qo 'sh ilgan iga teng, y a ’ni

n = n .+n  P (40)e d p '  '
Tem peratura ju d a  katta bo ‘lm agan holda, y a ’ni A » k T  shart bajarilganda 
kristalln ing e lek tm eytra llig iga asosan aralashm ali o ‘tkazuvchan likka ega 
bo‘lgan donorli yarim o ‘tkazg ich lar uchun

neK nd (41)
akseptorli ya rim o ‘tkazgich lar uchun

«  «  nA (42)
tenglik lar o ‘rin lid ir. Bularda valen tli zonadan o ‘tkazuvchanlik zonasidagi 
elektronlar o 'tish i va shu sababli kovaklar paydo bo‘lishi hisobga o linm adi. 
Bu (41) va (42) tenglik lardan  foydalanib , aralashm ali yarim o 'tk azg ich - 
lam ing k im yoviy potensialin i an iq lash  mumkin.

Biz ne va np uchun (35) va (36) ifodalarga egam iz. Bularda energ iya 
v a le n t li zo n a  yu q o r i c h e g a ra s id a n  h iso b lan gan . A g ar e n e rg iy a n i 
o ‘tkazuvchan lik  zonasin ing tub idan  (tagidan ) hisoblansa, taq iq langan  
zona kenglig i A ni ayirish  lozim  bo‘ ladi. Buni nazarda tutib , (35) va (36) 
ifodalam i qay ta  yozam iz.
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n =  2 2nkTm "

h 2 y

Bu Bue№ = a / v (43 )

n = 2
2nkT m ’

 P

*
D onor sath lardagi kovaklar soni nd va akseptor sath lardagi e lek tron lar 

soni na ni an iq lash  kerak . B u larn i top ish  uchun Bolsm an taqsim ot 
funksiyasidan foydalanam iz. er energetik  sathda nx elektron larn ing bo'lish 
eh tim o li W  n i

W = cgTe ^ ,CT' u)n' 

ifoda b ilan  an iq laym iz ; gT~  sathn ing karrasi. N orm allash sharti

— 1 > .
dan c ni topam iz:

1

(45)

c =

X  (46)
T

E lektronlarn ing o ‘rtacha soni

» .  =  Y j W ’ n '
T

uchun
-  exp[-P(£t -|I)X

Z  r8 r  ex p [ - P ( s T - H ) K  (47)
n =■

ifoda o ‘rinli.
E lektronlar uchun, Pau li p rin sip iga  asosan, n = 0 ,1 .Shu sababli

1
N d ‘ + l  (48)

2
Bo‘sh donor sath lam ing  karrasi b irga teng, y a ’ni g0= l ;  e lek tron  b ilan 

band donor sathning karrasi 2 ga teng (elektron spinning 2 yo ‘nalish i 
sababli), y a ’ni ^,=2. D em ak, sd sathdan o ‘tgan elektronlar konsentratsiyasi 
uchun
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=-
‘  1 в «*-м> + 1 (49)

2

/V — donorli atom lar (konsentratsiyasi) soni; e lek tron lari o 'tkazuv- 
ch an lik  zonasiga o‘tgan donorlar soni nd, konsentratsiya nd\Nd esa (49) 
dan  an iq lanad i:

1 1
 N d I e « ^ )  + 1 2 e * * * '+ l  (50)

2—
(43 ) va (50) ni nazarda tu tib , (41) teng likn i yozam iz

H-a e  =  — ¡
2 e H

B undan

1 .  
= — e 

4
- 1 +  1 + ^ V 8' 1

u û
(52)

B unda = Г  zd\ (donor sath o 'tkazuvchan lik  zonasi tub idan  pastda). 
T  - »  0  da (ß  oo da) (52) dan

e s* «  1 Il  +  8N " e- ^ 12 
4  V « .

(53)

b undan

=  +  (5 4 )

D em ak, т  - »  0  da donorlik  ara lashm ali yarim o ‘tkazg ichn ing  k im yoviy 
po tensia l ц donor sath i b ilan  o ‘tkazuvchanlik  zonasi tubi o ‘ rtasiga yaq in  
bo ‘ lad i (q. 3 .21 -rasm ).

A n iq roq  h isob lash  k o ‘rsatad ik i, tem peratu ra o rtish i b ilan  donorli 
y a rim o ‘tkazgichn ing k im yoviy potensiali o ‘zgarad i (q. 3 .21 -rasm ).

A w a l ц biroz ortib , so ‘ng taq iq langan  zona o ‘ rtasidag i sathgacha 
kam ay ib  boradi.

A ksep to rli y a r im o ‘tk azg ich  uchun  yuq o rid ag i k ab i h isobn i q ilib  
ko ‘ rsatish m urnkin : un ing k im yoviy potensiali j  _> 0  da
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3.21-rasm. 3.22-rasm.
Is I

___________________  H -  " A  + ( 55)

bo‘ladi.
Demak T  —» 0 da(p  —» oo) p tipdag i yarim o ‘tkazgichning k im yoviy 

potensiali valentli zona yuqorisi (shifti) bilan akseptor sath o 'rtasida b o iad i. 
Aniq hisoblash ko ‘ rsatad ik i, tem peratura ortish i b ilan akseptorli yarim  
o ‘tkazgichning kim yoviy potensiali |j.(T) o ‘zgaradi va yuqori tem peraturada 
taq iq langan  zona o 'rtasidag i sathga yaq in lashad i (q. 3 .22-rasm ).

Tarbdy m a’lumot. M etallam ing klassik elektron nazariyasi asosini nem is 
olim i P .D rude (1863-1906) va go lland iya li o lim  X .A .Lorens (1853-1928) 
yaratgan lar. Bu nazariya bo‘y icha m etallardagi e lektron lar ikk i x ild an  
(t ip d an ): bog‘ langan  va erk in  e lek tron lardan  iborat deb q ara lad i. Bu 
n azar iyad a  k ir it ilg an  erk in  e lek tron lar ta s a w u r i m eta lla rn in g  e lek tr  
o ‘tkazuvchanlik  va issiqlik  o ‘tkazuvchanligin i yaxsh i tushuntirib bera o ldi. 
Bunday erkin e lek tron lar, klassik statistik  fiz ikan ing erkin lik  d ara ja lar i 
bo‘y ich a  energ iyan ing teng taqsim lash i qonuniga asosan, qattiq  jism n ing  
issiq lik  s ig 'im iga  3 n k /2  h issa qo 'sh ish lari kerak ed i (bunda ne erk in  
elektronlar soni). Am m o bu esa qattiq jism lar issiqlik sig ‘ im ining D yulong- 
Pti qonuniga ziddir. Bu zidd iyatn i F erm i-D irak  statistikasi asosida nem is 
o lim i. A. Zom m erfeld (1868-1951) bartaraf etdi.

M asa la  3 .1 . E lektronlarning to ‘ la soni N ga  teng. E lektronlar ho latlari 
z ich lig i

g (g )  = const s  > 0 
g(e) =0 s < 0

bo‘lsin . a) 0 K da F erm i energ iyasi n 0 ni an iq lang ; b) sistem aning klassik 
holga o ‘tish  sharti (ayn im agan lik  sharti) an iq lansin .

87



Yechish. Z arralar soni N  um um iy ho lda an iq lanad i: a)

N = \ m S (
gck

(1)

T=0  К  da /(£ )= [,  M asalan ing shartiga asosan g=const bo‘ lgan i uchun

ko‘rin ishda yozaylik ; Bu tengsizlikn ing m a ’nosi: k 'T  intervaldagi ho latlar 
soni zarra lar soni N dan ju d a  katta.

M asala 3.2. M agnit m aydondagi elektronning energ iyasi m aydon 
yo ‘nalish igasp inn ing paralle l yoki an tip ara le lig igaqarab  ± \x BH  ga teng 
T = 0 K  d ag i erk in  e lek tro n larn in g  p aram agn it qabul q ilu vch an lig in i 
hisoblang.

Yechish. Elektron energiyasi

8 =  ^ - ± ц , Я  (1 )
2 m

OK da e lektron lar Ferm i sath igacha en e ig iya  sath larin i band qilad ilar. 
Bu esa musbat spinh (m aydon yo 'nalish iga paralle l spinli) elektronlarn ing

P 2
kinetik  energiyasi nol q iym atdan  (j,0 -  \xBH  gacha o ‘zgarishi, m anfiy 

spinh elektronning k inetik energiyasi noldan ц 0 + \x.BH  gacha o ‘zgarishini

bundan

Но =  N / S (2 )

b) Klassik ho lga o 'tish  sharti

e -ßfl »  1
Bu shart bajarilganda, ( 1) asosida olam iz:

TkT «3 ,Pu

(3)

(4)

(3) va (4)

(5)

(5) shart bajarilsa, sistem a ayn im agan  bo 'lad i. (5 ) ni
kTg »  N
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ko‘rsatad i (3 .23 rasm ). M usbat va m anfiy spinli e lek tron lar soni mos 
ravishda aniqlanadi:

дг
+ ЗА3 + 

*
ЗА

Р ;  =  н 0 -  н * я
2 т

1

2тп
=  И о + И в#

E lektronlarn ing to ‘la  m agn it m om enti M

^  = - н Ж  -  -  ^+3) = Нл ^ t | 2 ot(H o + н йя ) ] з -

- [2 / и (ц 0 - ц йЯ ) |

Но »  H .Ä  bo 'lgan  hol uchun

M  =  З Я ц *
4 я Г ( 2 т ц 0)^ ..

3/г3Цо 2Ц 0
- Я

B ir lik  h a jm da m ag n it lan ish  M  = N -  2 • 4л  

foydalan ilad i. M  =  y H  b ilan  (2) n i solishtirib , o lam iz :

8 9

\  Ho j

(2 )

'3h2 dan



t = ( 3 / 2 V . = _ 3 _ / 2 . ^

kT0

M asaJa 3.3. Fotoeffekt hodisasida hosil bo'lgan fototok Ini aniqlang. Fotoef­
fekt hodisasining qizil chegarasi h v 0 = y_, Tushayotgan yorug'likning chas- 
totasi v  > v 0 . M etallda 0 ‘tkazuvchanlik zonasidagi elektronlam i m ] massali 
e lektron lardan  iborat ideal fermi — gaz deb hisoblansin (q. 3 .24-rasm ).

—r

V. Foton

JL-
/
\7\-
'V

fr

H

1
3.24-rasm.

Ko‘rsatm a. Elektron fotonni yutganda uning faqat metallga perpendikulär 
bo 'lgan impulsi proyeksiyasi o‘zgaradi deb hisoblansin.

Yechish. M asalan ing shartiga ko‘ra, agar

h v  +  -Bl -  >  x  +  ^
2 m

shart bajarilsa , m etalldan elektron hv energ iyali fotonni yutgandan  keyin  
chiqa o lad i, p  - Ferm i sathi. Bundan

p z > v/2 m *  (x  -  Äv) = p a ( 1)
M etalln ing birlik sirtiga, birlik vaqtda (1) shartga bo‘ysungan, p. impulsli 

tushayotgan elektron lar soni, y a ’ni e lektron lar oqim i S quyidägi

¡0 -oo

ifoda b ilan  an iq lanad i. Qutb koord inatalar sistem asiga o 'tay lik :
2 2

ß —̂    = ß u2 / 2m dpxdp =  udipdu
2 m *

S = ™  j£ L d Pz ju d u {  e ßl(u2+ 

h m
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ß « 2
o ‘zgaruvch in i o ‘zgartiraylik :

2m

S =
4  nkTm

-\ d p z ^ W e x p  
L m  o I

U + ß
Z' -2 \

P 2
2 m  j

+  Ц  =

A nkTm ' “r .
h J m

r

- l n 1 + exp
- Ê — \ l

- u -  ~m" 
kT

U=0o

К  ) u = 0

4 я  k.Tm
} ф 2 ^ т 1п 
J m

ц -
1 + ехр- 2/w’

0 ‘zgaruvchin i quyidag icha o ‘zgartiraylik :

=  [ p 2 / 2/и* -  ц - А  +  Лу ] / * ? 1

- y =  A T 2cp(ô) (2)

H ar b ir e lektronning m etalldan  chiqish ehtim olin i a  b ilan  belg ilaylik . 
Bu holda (2) ni e lektron zaryad i e ga a  ga ko‘paytirib , hosil bo ‘layotgan 
fototok / n i an iq laym iz :

I =  - e a S  =  - е а Г 2ф(5) (3)

5 = h ( v - v 0) /k T  (4)
O lingan natija eksperim entga yaxshi mos keladi.



IV b o b. O‘TA YUQORI TEMPERATURALI VA ZICHLIKLI 
MODDA HOLATLARI

l-§. Kirish

Faraz q ilaylik , zichlik juda katta boMmagan holda, modda tem peraturasi 
ortib borsin. Agar modda qattiq  agrégat holatda bo‘lsa, u suyuq ho latga, 
undan keyin  esa gazsim on holatga o ‘tadi. Tem peratura b ir necha m ing 
g rad u sg a  k o 'ta r ilg a n d a  te rm ik  d is so ts ia ts iy a  so d ir b o 'la d i,  y a ’ n i 
m o leku la larn ing  atom lari orasidagi k im yoviy bog 'ían ish  (u iar  10'1 eV  
tartibda) u z ilad i, m o leku la lar atom larga ajralad i. Bu holatdagi gaz lar 
atom lardan tashkil topadilar. A gar tem peratura yanada ortib ÎO4^  dan 
ortsa, atom  yadro lari b ilan  elektron lar orasidagi bogManishlar (u lar b ir 
necha elektron — volt tartib ida; le  F - 104 À) uzilib , atom larda ionlashish 
hodisasi yuz bera boshlaydi; tem peratura 107A"da modda to ‘ la ionlashgan 
bo‘lib, u ionlar (yadrolar) va elektronlardan iborat piazm a holatida bo‘ladi.

Tem peraturaning yana ortishi bilan yadroviy reaksiyalar boshlanadi 
va ÎO9̂ da yadro lar parchalana boshlaydi; (yadroda bog 'lan ish  energ iyasi 
m in eK tartibda b o 'lad i); tem peratura lO '^ b o 'Ig an d a  m odda proton va 
e lektron lardan  iborat bo'Iadi; neytron

n -> p  + e~ +  ve

reaksiya asosida proton va elektronga aylanadi va antineytrino hosil b o lad i. 
Temperatura lO'-'Ä'dan (eneigiya E=  lOVKdan) yuqori bo‘lganda nuklonlar- 
ning tug 'ilish i va ularn ing boshqa e lem entar zarralarga ay lan ish i ushbu

e* +e~ <-> p  +  p

e* + e O  adronlar. 
sxem alar bo‘y ich a  sodir b o lish i m um kin. Tem peratura orta borib , 10,5iSr 
(y a ’ni energ iya E =W G eV ) ga yetganda elem entlar zarralarin ing b ir-b iriga 
ay lan ish i kuchayad i. Shu b ilan  bu holda zarralar orasidagi elektrom agnit 
o ‘zaro t a ’sir va za if  (kuchsiz) o ‘zaro ta ’sir b irlashib, b ir um um iy o ‘zaro 
ta ’sirn i (uni elza o ‘zaro ta ’sir deb atad ik) sodir q ilad ilar.

Tem peraturan ing T=1028A' (E nergiyaning E = \№ G eV ) q iym atlarid a 
ad ron lar (b arion lar va m ezon lar) o ‘z tark ib lari -  kvark lariga a jra lib



k e ta d ila r , bunda k v a rk la r  v a  lep to n la r  o ras id a  o 'z a ro  o 't is h la r  va 
a y la n is h la rd a  (m a s a la n , uu X  e+ d  , ud  <-> Y < r± ve d  o ‘ za ro  
ay lan ish larda), barion zarad i saq lan ish in ing buzilish in i nazariy  jih a td an  
ko 'rsatish  m um kin (bu yerda  u, ¿/-kvarklar). Buyuk b irlashuv nazariyasiga 
ko‘ra, bu holatda elza va kuch li o ‘zaro ta ’sirlar, b ir um um iy o ‘zaro ta ’sirni 
sodir etad ilar. U ni biz elzakuch  o ‘zaro ta ’sir deb atadik.

N ihoyat, chegarav iy o ‘ta  yuqori tem peratura Т «1032ЛГ da (energiya 
E «1019(7eFbo‘lganda) hozirgi zamon tasaw urlariga  ko‘ra, zarralar orasida 
elzakuch va gravitatsiya o ‘zaro ta ’sirlar b irlig in i sodir qiluvchi —yagona 
o ‘zaro ta ’sir mavjud bo 'lad i. Bu holatda m ateriya bir ongina, y a ’n i t~ 10 44 
sekundgina “yashayd i” .

E n e rg iy a n in g  y u q o r i q iy m a t la r id a  (y u q o r i te m p e ra tu ra la rd a )  
elektrom agnit o ‘zaro ta ’sirn i tavsiflovchi konstantalar a c kuch li va za if  
(kuchsiz) o 'zaro  ta ’sirlarn i xarakterlovch i konstantalar a s va a w ham da 
gravitatsiya do im iysi a  um um an aytganda, o 'zgarad ilar. U lar sxem atik 
ravishda 4.1 -rasm da ko^rsatilgan.

Endi biz zich lik  ortgandagi modda holatlari bilan tanishaylik. M oddalar 
o ‘z larin ing  k im yoviy tark ib lariga  ko‘ ra, norm al sharo itda ju d a  x ilm a-x il 

i bo ‘lsa lar-d a , m oddalar xossalarin ing bu x ilm a-x illig i bosim ortish i b ilan 
! kam ayib , «silliq lan ib » boradi.

Buning sababi shuki, bosim orta borib, 10х atm. tartibida bo'lganda kimyoviy 
i xossalam ing har x illig iga sababchi bo‘ lgan atom lam ing yuqori qobig‘ idagi 

e lektron lar o‘z atom laridan  ajralib  ch iqad ilar; ichki qobiqdagilari esa, 
aksincha, zich lasha boradilar.

Bosim ortib 1012atm . tartibda bo ‘lganda e lektron larn ing yadro  bilan 
o 'zaro  ta ’siri m uhim  rol o ‘ynayd i. Bu holda m oddani, asosan , ayn igan 
e lektron-gaz deb hisoblash m um kin.
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Bosim  10 18atm . (z ich lik  p *  106 g/sm 3) bo ‘lg an d a , a y n ig an  gaz  
relyativ istik xarakterga ega bo‘lad i, y a ’ni elektronning tezügi yo rug ‘ lik 
tezligiga yaq in  bo‘ ladi.

Bosimning yana ortishi (z ich likn ing kattalash ish i) tufayli e lektron lar 
bilan yadro lardagi protonlar orasida

e~ +  p  —> « + v e

yadro reak s iya la r i bosh lanad i va bosim  o rtib , 1024atm  (z ich lik  p »  10 “ 
g/sm 1) tartibga yetganda neytronlashish ja rayo n i tufayli m odda ho latida 
neytron lar u stun lik  q ilad i va bosim  yan a  ortib  1025atm , z ich lik  p  «  10 12 
g /sn r q iym atga erishganda, yadro lar beqaror bo 'lib , parchalan ib  ketad i 
va bunda m odda asosan neytron lardan iborat F erm i-gaz holatga o ‘tad i. 
Bosim 1027 atm  bo‘ lganda bu F erm i-sistem an ing  z ich lig i yadro  z ich lig i 
p *  1014g/snŸ ga teng bo ‘lad i.

Hozirgi zam on tasaw uriga  ko‘ ra, z ich likn ing yanada ortishi tufayli 
neytronlar ham  parchalan ib , kvarklardan iborat modda ho lati sodir bo ‘ la 
boshlaydi. Bunda z ich lik  \ 0lig/sm }—  1026g/sw3 va undan yuqori tartib larda 
bo'ladi. M oddaning yuqoridagi holatlari yulduzlar, m itti yulduzlar, neytron 
va kvark yulduzlarda namoyon boMadilar. M oddaning bu holatlari Olamning 
paydo bo 'lgan  paytda va uning evolutsiyasi jarayon idag i eralarda ham da 
yulduzlar va u larn ing evolutsiyasida nam oyon bo 'lad ilar.

Bizga m a ’lum ki, atom  yadrosi proton va neytronlardan, u lar esa o ‘z 
navbatida kvarklardan iboratdir. Shuningdek, yengil zarralar — lep ton lar 
yoki nuqtaviy zarralar deb ataluvchi elektron lar, m yuonlar, taon lar va 
neytrino lar ham  ferm ionlardir. Olam paydo bo 'lib , « K a tta p o rtla sh » dan 
keyin u kvark va leptonlardan ibora t davrn i boshdan kechiradi. O lam 
evolutsiyasin ing keyingi davrlarida ham da yu lduzlar o ‘z evo lutsivalarida 
yuqori tem peraturali va bosimli holatlarda bo‘lganlar. Endi, Olam, yu lduz­
lar va u larn ing evolutsiyalari bilan q isqacha tan ishaylik .

2-§ . Olamning awalgi eralari

H ozirg i zamon tasaw urla riga  k o ‘ra , Olam fiz ik  vakuum dan kva n t 
flu k tu a ts iya  natijasida  5,2-10-45 sekund davomidan paydo bo ‘lgan. So'ng, 
Plank erasida, O lam ning yoshi 1,3-10'43 sekund bo ‘Iganda «Katta portlash» 

yuz bergan1.

1 Muallifning g'oyasiga asosan, vakuumdan ikki zarra -  plankeon va anti plankeon 
paydo bo'ladi. So'ng ular Plank erasida annigilyatsiyalanadi, ya’ni «K atta portlash» 
sodir etadi.
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Bunda O lam ning fiz ik  param etrlari 71 «  1032 K  va p «  1094gA/w3 
q iym atlarn i qabul q ilad i. Keyin O lam ning kvark-lep ton  erasi 10~43—10-36 
sekund davom etib, bu davrda lin ing  param etrlari: temperaturasi T — 102S K , 
zich lig i p  ~ 10w g/sm 3, energiyasi £'~1015 GeV tartibda bo ‘lgan. O lam ning 
yoshi 10’4 sekund bo‘ lg an d a , erk in  kvarklar davri tugab, u la r  adron  
«qop i»ga (u n i konfaynm ent hodisasi —  asirga tushish deyilad i) tu shgan lar 
va barion lar va m ezon larn i hosil q ilganlar. Bunda Olam param etrlari , 
7 «10 12 K, p  «  l , 5 1 0 15g/sm3, Æ»300 m eV  dan iborat bo'lgan.

O lam paydo bo ‘ lgandan  keyin , 200 sekundlarcha vaqt davom ida, 
uning jo ‘shqin davri tugab , tem peratura 1 m lrdga tushadi. Bu davrda, 200 
sekund yoshli O lamda vodorod va geliy  atom larining yadrolari mos ravishda 
taxm inan  70 va 30 fo iz larn i tashkil etadi. S o‘ng, O lam ning proton, ge liy 
ya d ro la ri e lektron la r ham da neytrino va fo ton lardan ibora t plazm a d a v ri 
boshlangan davr 300 m ing y ilch a  davom etgan. Bu davrning ox irida O lam 
tem peraturasi T  »  4000 K  (E *0 ,4  eV), z ich lig i esa p ^  3,5-10~18 g/sm 3 
atrofida bo‘lib, vodorod va ge liy  yadrolari bilan elektronlar rekombinatsiyasi 
uchun sharoit vujudga kelad i.

O lam ning bu tem peratu ra li ho latida neytral vodorod va ge liy  atom lari 
paydo bo‘ la boshlaydi. Bu davr taxm inan  700 m ing y ilch a davom  etad i. 
Kosm ologiya uchun m uhim  bo 'lgan  bu davrda m odda va nurlan ish  b ir- 
biridan ajra lad i. M azkurp lazm a rekom binatsiyasi erasining ox irida , Olam 
1 mln yoshga k ira d i. Shu b ilan  o lam ning “tin ch ” davri boshlanadi va u 1 
m lrd yilcha davom etad i. O lam evolutsiyasidagi era lar quyidagi 1-jadvalda 
keltirilgan .

1-jadval

Olam evolutsiyasi

Olam eralari Vaqt Olam holati

Olam paydo 
bo'lishi (tug'ilishi)

Tug‘ilish jarayoni 
davomliligi x= 5,210"45 

sek (vaqt kvanti xronon)

Fizik vakuumda kvant fluktu- 
atsiya tufayli Olam tug'ilishi 
jarayoni. Kosmologiya singulyar- 
ligi; lokalon /«=1,6-10"34 sm.

Plank erasi tp= 87tx~ \ ,3-1 O’43 sek Katta portlash. Plankeon-anti- 
plankeon jufti annigilyatsiyasi.

Kvark-lepton erasi (1,3-1 O'43 -  10-36) sek
Kvarklar va leptonlar bir-biriga 
aylana oladilar. Barion zaradining 
saqlanishi qonuni buziladi.

Kvarklar, leptonlar 
plazmasi erasi

(10-36 _  10-4)
Kvarklardan barionlar va mezon- 
lar hosil bo‘la boradi. Eraning 
oxirida erkin kvarklar tugaydi.
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Jadvalning davomi

Olam eralari Vaqt Olam holati
Leptonlar erasi (10 4 -  10-‘ ) sek Nuklonlar, leptonlar, fotonlar.
Yengil yadrolar 
sintezi: radiatsiva (1 -  200) sek tP, H \  He3, He4
erasi
Yuqori tempera- 
turali plazma 200 sek 300000 yil Ionlashgan vodorod (»70%), geliy 

(«30%), elektronlar va fotonlar.
Plazma
rekombinatsiyasi 3105 -  106 yil Plazmaning neytral atomlardan 

tuzilgan muxitga aylanishi.

Atamar Olam 106 -  109 yil Olamning fotonlar uchun shaffof 
bo'lishi.

Yulduzlar, 
galaktikalar olami 109 -  2-1010 yil

Yulduzlar va galaktikalaming pay­
do bo‘lishi. Yulduzlarda nuklonlar 
sintezi. 0 ‘tayangi, mitti, neytron 
va kvark yulduzlar, qora teshiklar, 
Quyosh sistemasining paydo bo‘- 
lishi.

3-§. Yulduzlarda elementlar sintezi

1- jadvaldan  ko‘rinad igan , 0 1am yoshi 1 m lrd y il bo‘ lganda, uning 
«tinch» davri tugab, katta masshtabdagi kosmik quriiishlar davri boshlanadi. 
Bu davrda asosan qurilish m ateriali — vodorod va ge liydan  b irlam chi 
yu lduzlar paydo bo 'labosh layd i. (I.K antning (1724-1804) g ipo tezasiga 
ko 'ra, O lam ni to 'ld irgan  xaos holatidagi m ateriyadan tortilish  va itarish 
kuchlari tufayli O lam ning katta masshtabdagi obyektlari paydo bo 'lgan). 
Gravitatsiya tortilish kuchi natijasida modda siqiladi, u qiziydi va tennoyadro 
reaksiyalarin ing borishiga imkon tug 'ilad i. Bu yerda shuni t a ’kidlash jo izk i, 
Olamni tashkil etgan m odda m assasining 99 foizini barion lar (vodorod va 
ge liy ), 1 foizga yaq in in i fotonlar, elektron lar esa ju d a  kam  q ism in i tashkil 
etadi. Boshqacha aytganda, galaktika lararo  tortilish kuch in i, yu lduzlar 
holati va u larn ing evolutsiyasin i asosan barion lar (ferm ionlar) an iq layd i. 
D em ak, yu lduzlar tark ib in i tushunish uchun, jum ladan  e lem en tlam ing  
paydo b o iish in i bilish uchun, yadro moddasi tarkibini biiish lozim  b o iad i.

Yadro proton va neytron lardan iborat; proton va neytron-nuklonn ing 
ikki ho latdagi ko ‘ rin ish larid ir. Bu holda yadroning holati uning nuklon lari 
bilan an iq lanad i. Am mo tem peratura va zich lik  orta borib, T  > 10n K  va 
p > 1,5 • 10" g/sm 3 q iym atlarga erishganda nuklonlar (proton , neytron) 
kvarklarga a jra lad i: kvark-glyuon plazm a hosil bo‘lad i; kvarklar o 'z larin ing
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adron «qop lari»dan  «ozod» bo 'lad ilar. Bu holda yadron i ko‘p kvarkli 
sistem a deb qarab, uni tadq iq  etish lozim  bo 'lad i.

Past tem peraturada ( T =0K ', p0 da) yadro  moddasi «suyuq lik» fazasida 
bo‘ lsa, tem peratura ortgan sari u gazsim on fazaga (nuk lon lar a loh ida- 
alohida holda) o ‘tad i. Tem peratura ortishi b ilan barionlar va o g 'ir  barionlar 
paydo bo 'lish i m um kin. Tem peraturaning yanada ortishi b ilan  barion lar 
parcha lan ib , kvark lar kvark-glyuon (g lyuon -kvark lar orasidag i kuchli 
o ‘zaro ta ’sir m aydonning kvantlari) ho latiga o 'tad i.

H ar bir kvark nuklon (yoki mezon) tark ib ida kvark-antikvark  ham da 
g lyuon bulutlarga o ‘ ralgan  b o 'lad i, y a ’ni «shuba»ga ega bo 'lad i.

H oziigi vaqtda 3 ta avlodga tegishli u,d ; s,c; b ,t kvarklar bizga m a’lum. 
U lar O lam ning paydo bo 'lgan  birinchi onlarida uni tashkil etgan  dastlabki 
zarralard ir.

O lamning yoshi 10~10 sek boMganda, adron davri boshlanishida birinchi 
avlod uyd  kvarklardan proton va neytron (nuklonlar) paydo bo ‘la boshlaydi. 
O lam  y o s h i 10 '4 b o ' lg a n d a  e r k in  u ,d  k v a r k la r  a d r o n la r g a  
«kondensatsiyalan ib» b o 'lad i. Bu yerda shuni aytish  jo izk i, 2 -va 3-avlod 
kvarklar Olam qurilishida ishtirok etmaydilar. Olam evolutsiyasida nuklonlar 
paydo bo 'lish i davri 1 0 1U- 10‘4 sekund juda m uhim  davrlardan hisoblanadi. 
S o ‘ng, 1 sek— 200 sek vaqt davom ida O lam dagi hosil b o 'lgan  proton- 
neytron lardan iborat p lazm ada yadro reaksiyalari (nukleosin tez) davom 
etib, kosmik strukturani — galaktika va yulduzlam ing tarkibini hosil qiluvchi 
H x,H 1,H ei ,H é ,L ¡b, L f  lardan  iborat gaz hosil bo 'lad i: bu hosil bo 'lgan  
gaz, asosan, vodorod yadrosi (proton) va g e liy  yadrosi He*, dan iborat; 
qolgan yadro lar ju d a  oz qism ni tashkil etad i; m asalan , H 2- 10 ‘3- 10'4 va 
He3- 10-5- 10'6 tem peraturan ing tushish i, p lazm aning z ich lig i kam ayish i 
tufayli ham da neytronning yem irilish i sababli bu b irlam ch i nukleosintez 
tezda, O lam ning yosh i 200 sek bo‘ lganda tugayd i.

Proton (= 7 0 % ), ge liy  yadrosi (= 3 0 % ), fo to n , elektron, neytrino va 
boshqalardan ib o ra t yu q o ri tem peraturali plazma davri uzoq vaqt, 300 

m in g y il davom etadi. So ‘ng, 700 m in g y  i l  rekombinatsiya davrida neytra l 

yengil atom lar hosil bo 'lad i. Shunda Olam yoshi I m ln. y il bo‘ ladi. Shundan 
so‘ng b irlam ch i yu ld u z la r  paydo bo ‘ la bosh layd i va bu ja rayo n  I m lrd 
y ilch a  davom  etad i; b ir lam ch i yu lduz lar paydo b o 'lish i hoz irda ham  
sodir bo ‘ lm oqda. Bu b ir lam ch i yu lduzlardag i term oyadro  reak s iya la r i 
tu fayli boshqa e lem en tla rn in g , ju m lad an  o g 'ir  e lem en tla rn in g  yad ro lari 
hosil bo 'lgan . Bu ja ra y o n la r  Olam yoshi 1 m lrd. y ilg a  ye tgan dan  keyin  
bosh langan .
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H ozirgi vaqtda yetarli darajada m a ’lum ki, massasi M  Quyosh m assasi 
M Q dan katta yoki unga teng, y a ’ni M >M Q m assali b irlam chi yu lduzlarda 
4 bosqichdan iborat term oyadro sintezi kechadi.

1. Quyosh m assasiga teng yoki undan k ich ik  massah yu lduzlarda, 
asosan, proton — proton sik li

H 1 +  H ' ->  H 2 + e *  +  v e; H ' +  H 2 -> H ] + y;

H ] +  H 3 H 4 + 2 H 'e e e
orqali vodorod yonib , geliyga ay lanad i. Y ulduzlardagi bu sikl T = W K  da 
boshlanibj'uda uzoq vaqt davom etadi. (Quyoshda ham  shunday termoyadro 
reaksiyalari davom etyapti. Quyosh birlam chi yulduz em asligin i eslatam iz).

2. Vodorod, asosan, yonib bo 'lgandan keyin , yulduz yadrosi siq ila  
boshlaydi. Uning tem peraturasi T = l( f  K  bo'lganda.

3H e 4 C 2 + y
yadro reaksiyasi (S o lp ite r re aks iya s i) b o y ich a  ge liy  yona boshlaydi. 
Yulduzning tashqi qobig'i esa kengaya boradi: bu q izil g igant yu lduzdir. 
B u n d ay  y u ld u zn in g  m assasi M > M a bo ‘ lad i. S o lp ite r  r e a k s iy a s in i 
quyidag icha tushunish m um kin: dastlab

h : + h : ^ b : + y
yadro reaksiya yuz beradi. Bunda B] ning yashash vaqti n ihoyatda k ichik, 
10'15 sekund tartibda. Shu vaqtda uch inch i yadro He4 u bilan to ‘qnashib

B] + H 4 -> C12 + y 
reaksiya sodir bo 'lish i m umkin.

U m um an B ] + H 4 —> C 12 +  y  reaksiyada 7,7 /«eF energ iya a jra lad i. 
N azariy hisoblash ko‘rsatadiki, m a’lum sharoitda (T~  107 K, p ~  101 g/sm l ) 
bu re a k s iy a  e ffek tiv  rav ish d a  bo rib , u g le ro d  C12 n ing  O lam d ag i 
tarqalgan lig in i ta ’m inlash uchun C12 da 7 ,7m eV  energ iyali sath  m avjud 
bo 'lish i zarur. H ayratlanarlisi shundaki, xuddi shunday rezonans sath 
C12 da haqiqatdan ham mavjud ekan; buning natijasida reaksiya katta ehtimol 
b ilan  borishi ta ’m inlangan. Xuddi shu holatdagina yadro C12 n ing uchta 
H 4 ga yem irilish i sekin lashad i, y a ’ni ehtim oli k ich ik boMadi va 0 2+  H 4 
va 0 2+ jFP reaksiya lar borishiga imkon tug ‘ilib , yu lduzlarda term oyadro  
reaksiyalar zan jiri davom etish iga yo ‘ l och ilad i va og‘ ir  yad ro lar hosil 
bo‘lishi ta ’m in lanad i.

D em ak, barcha o g 'ir  yadro larn ing hosil bo 'lish iga (yaratilish iga) olib 
beradigan b ittagina yo ‘l — bu C12 ning 7,7m eK energiyali sathidir. Jannatga 
kiradigan (o ‘tad igan) bittagina ko 'prik b o ig an i kabi, organik va noorganik 
dunyoga o 'tad igan va binobarin Olamda hayotning paydo bo 'lish in i (uning
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yara tilish in i) t a ’m in layd igan  y o ‘ lga o‘tad igan ko‘prik  — bu C 2 ning shu 
7 ,7w eK en erg iya li sath id ir.

H iso b lash la rg a  asosan, yu /d u z la rd a g i p ro io n  —  p ro to n  s ik lid a  
vodorodning yonish i uchun b ir  necha o ‘n m lrd  yd  talab etilsa, geliyning 
yonish i uchun esa a tig i taxm inan o ‘n m ln y il vaqt ta lab etiladi.

3. Y ulduzdagi tem peratura r « 1 0 9A'bo‘lganda C 2va O16 yadro lar yona 
boshlaydi, buning natijasida neon Ne20, natriy Na23, m agniy Mg24, krem niy 
Si28 va boshqa yadro lar paydo bo‘lad i. Bu reaksiya lar b ir necha m ing 
y ilch a  davom  etdi.

4. B irlam ch iyu lduzlardatemperatura 7*3- 109A vabundanortiqbo 'lganda 
S i yadrosi yona boshlaydi va natijada yadro reaksiya lari tu fayli, eng katta 
bog‘lan ish energiyasiga ega bo‘ Igan N i va Fe gacha yadro lar paydo bo‘lad i. 
Shu bilan yulduzlardagi term oyadro reaksiyalarida og‘ ir yadrolam ing paydo 
bo ‘ lish i tugayd i. K eyingi og ‘ ir e lem entlar paydo bo ‘ lish i uchun s-protsess 
(slow  — sek in ) sodir boMishi zarur; y a ’n i neytronn i yadro  ush lash i, 
so ‘ng p  - yem irilish iga duchor bo‘lishi kerak. N eytron lar oqim i (dastasi) 
esa m assasi M >2M 0 bo ‘ lgan  m assiv yulduzlardagi

C 12 + C 12 -> M g 23 + n; O16 + O '6 - > S 3'+ n  

yadro  reaksiya lari tu fay li yuz beradi. N atijada s-protsess borishi uchun 
im kon tu g ‘ ilad i.

s-p ro sessd a  Z  y ad ro  to m o n id an  n ey tro n la rn in g  ik k i k e tm a-k e t 
ush lan ish i uchun ketgan vaqt, hosil bo‘lgan Z  yadroning /3 — yem irilish i 
vaqtidan katta bo‘ lad i, y a ’n i yadro neytronni ushlagandan (zabt etgandan) 
keyin  (5 —  yem irilishga u lgurad i va natijada Z + 1 yadro hosil bo ‘ lad i. s —  
protsessining sodir bo 'lish i uchun bir sekundda 10I5- 1016 ta neytron lar 
oqim i kerak. Bu holda tab ia td a  uchrayd igan  og‘ ir e lem en tlam ing  o lin ish i 
uchun  b ir necha m ing y il zarur bo‘ ladi.

í-p ro tsessda BP09 g ach a  bo ‘ lgan og 'ir yadro lar o lin ish ida m um kin. 
L ek in  undan og'irroq yad ro la r  olin ish i m um kin em as, chunki u larn ing 
yashash vaqti davomida /3 — yem irilish i bilan birga yadrodan proton ajraüb 
ch iq ish  reaksiyasi sod ir bo ‘ lad i, bunday yad ro lar navbatdagi ikkinch i 
neytronni zabt etgunga qadar parchalan ib  ketadi. D em ak, B í109 dan og ‘ir 
yad ro larn ing  tab iatda uchrash in i tushuntirish uchun boshqa protsesslar 
zarurlig i taqoza etiladi.

Yadro tomonidan ko ‘p  neytron la rn i ketm a-ket ushlab olinish vaqti, hosil 
bo ‘Igan yadro yashash vaqtidan k ich ik  bo ‘Igan protsesslami r-protsessi (rap id- 
tez) deyilad i. B í209 dan o g ‘ ir  yad ro lar olin ish i uchun r-protsess ishtiroki 
zaru r boMadi. Bu r-protsess esa sekundiga 1027- 1040 ta  neytron lar oq im i
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bo‘lish in i taqozo etadi. N eytronlarn ing bunday katta oqim i o ‘ta  yangi 
yu lduzlar portlashida, galaktika yadrosi portlashida hosil bo‘lish i mumkin. 
Bu oq im lar (y a ’ni r-protsesslar) 0,1 sekunddan bir necha o‘n sekundgacha 
b o 'lgan  q isqa m uddatda sodir bo‘ ladi.

Shunday qilib, s-protsess bir necha ming yil, r-protsess b ir necha daqiqa 
davom  etad i va natijada har xil og‘ir yadrolar hosil bo‘Iadi. K eyin esa, 
m illiard  y illa r  davom etadigan yulduzlardagi nukleosintez O lam da har xil 
k im yoviy elem entlam ing paydo bo‘lishiga, shuningdek, ham m a o igan ik  va 
noorganik m oddalam ing, jum ladan , hayotning paydo boMishiga olib keladi.

4 -§ . Yulduz ho latlari

M oddaning yuqori temperaturali yuqori bosimi (katta zich lik li) holatlari 
yu lduzlarda nam oyon bo'ladi.Yulduzlam ing tip ikvak ili Quyoshdir.Quyosh 
asosan vodorod va geliydan  iborat p lazm adir. Bunday yu lduzn i shar 
shaklidagi vodoroddan iborat plazm a deb, unga idéal gaz holat tengiam asini 
qo‘ llab , un ing m arkazidagi bosim va tem perautrani baholash mumkin.

Y u lduzlar uchun kuzatilad igan katta lik lar uning massasi M  va radiusi 
R ekan lig in i nazarda tutib , bosim uchun o ‘ lcham lik  nuqtai nazardan

teng lik  o ‘ r in li bo 'lgan idan , quyidagi

u )
R

m unosabat osonlikcha o linadi. (1) asosida Quyosh m arkazidagi bosim ni 
baholash ifiüm kin  (M e ^= 2- 10’" kg, Re «~T- 10* m):

P0 ~ 1,1- I0 'sn a  =  10'° atm  (2)
G rav itatsiya kuchi tufayli siq ilish natijasida yu lduz m arkazida hosil 

bo ‘lgan  bosim  P( 1) ,  statsionar yu lduzlar uchun issiq lik  tu fay li xaotik
harakat natijasida hosil bo 'lgan  gazning bosim i Pt ga teng bo 'lad i

P  =  PT (3)
P T n i an iq lash  uchun idéal gaz ho lati tenglam asi

PTV  =  - R T  (4 )
H

(R  —  gaz  do im iysi, /u - m olyar m assa) ifodasidan foydalan ib , so‘ng (1) 
va (3) asosida Quyosh m arkazidagi tem peraturani baholash  uchun
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(5)

ifodani olam iz. Bundan 7^*2-107 K  q iym ati o linadi. Quyosh sirtidagi 
tem peratura T  n i an iqlash uchun V inning siljish qonuni

ifodasidan foydalan ilad i. Bunda spektm ing m aksim um i sariq -yash il spektr 
q ism iga to ‘g ‘ ri kelad i, y a ’n i X maT  = 5- 10'5 sm. Bu holda Quyosh sirti 
u ch u n  r= 5 8 0 0  q iy m a t i o l in a d i .  Q u yo sh n in g  (sh u n g a  o ‘ x sh ash  
yu lduz lam in g) m arkazidagi 2-107 K  va sirtidagi 6-103 K  tem peratu ra lar 
farq i tu fay li unda iss iq lik  o 'tk azu v ch an lik , konveksiya va nu rlan ish  
protsesslari orqali intensiv ravishda issiqlik alm ash inuvi sodir bo ‘lad i.

N urlanuvchi sirt (qatlam )n ing tem peraturasini b ilgan im iz holda uning 
intensivligin i Stefan-Bolsm an qonuni u =  a T 4 asosida aniqlash m um kin. 
Yulduz nurlanishining um um iy quw ati U ni yukiuz sirti 4x f t 2ga ko‘paytirish 
orqali an iq lanadi:

U n i yulduzning y o ritilg a n lig i deyiladi. Quyoshning yorituvchan lig i
U„ = 4n R 2acT 0* =  4- 3,14(7- 108) 2 • 5,7- 10‘ 8(5,8- 10’ ) J ß r  =

Shunday q ilib , yuqoridagi aytgan lardan  ko 'rin ad ik i, yo rituvchan lik  
U b ilan  spektr m aksim um i (rang) orasida (V in qonuniga b inoan) o ‘zaro 
bogManish mavjud. Shun ingdek, ko 'rsatish  m um kin, yu lduz m assasi M  
bilan  un in g  yo r itu v ch an lig i U  o ras id a  m ashhur q u y id ag i m assa — 
yorituvchan lik  m unosabati m avjud

Bu munosabat ju d a  ko ‘p  yu ld u z la r uchun o ‘r in li ekanlig i aniqlangan. 
Spektr — y o rq in lik  diagram m asini Gersshprung— Ressel diagram m asi ham 

deyilad i (q.4.2-rasm . G ersshprung—Ressel d iagram m asi).
Astronom ik kuzatish lar yu lduzlam ing  ravshanligi (yo rug ‘ lik  darajasi) 

u larn ing  rang iga proporsional ekan lig in i ko ‘rsatd ilar. P roporsionallik  
koeffitsenti ham m a yu lduzlar uchun taxm inan  bir x il. Bu proporsiona llik  
g ra fikka  tushirilsa, u la r Gersshprung— Ressel diagrammasiga tushadi, ya  ’n i 
k o ‘p c h ilik y u ld u z la r egri ch iz iq li b iry o 'la kka jo y la sh a d ila r; un i bosh ketm a- 
ke tlik  deyiladi. Ammo bu yo ‘lakka  tushmaydigan yu lduzla r ham bor. Bular, 
y o rq in lik la ri o ‘z q iz il rangiga mos ke lm ayd igan juda  ravshan q iz il yu lduzla r;

=  0 ,29  sm grad

U  =  4 n R 2o T (6 )

=  3,86- 10* BT  =  3,86- 10”  erg/sek

(7)
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bu la rn i q iz il gigant yu ldu z la r deyiladi. Shuningdek, o ‘zin ing rangiga mos 
kelm agan x ira  “oq m itti” k ich ik yu lduzlar mavjud. Bu oq m itti yu lduzlar 
— ayn igan  ferm i — gazlard ir.

Yulduzlam ing yorituvchanliklari bilan spektr sin ilari orasida bog'lanish 
bo ‘lgan lig i sababli, u lar yo 'lak d a  m a ’lum ketm a-ketlik  b ilan  jo y lash ad ila r 
(4 .2 -rasm ).

Spektrlar turian (rang) 

4.2-rasm.

Qizil

Y ulduzlarn ing jud a  ko ‘plari bosh ketm a-ketlik  deb ataluvch i yo ‘lakda 
bo ‘ lad ilar. G igant yu lduzlar (q iz il g igant, o‘ta g igant) o ‘ng tom onda 
yuqorida: m itti oq yu lduzlar esa chap tom onda pastda joy lashgan lar.

M asa la  4 .1 . Quyoshning gravitatsiya maydonining potensial eneigiyasini 
hisoblang va faqat shu energiya Quyosh nurlanishi ucliuh m anba bu 'lganda 
ed i, u necha y ilga yetgan  bo ‘lar ed i? O lingan natijan i sharhlang.

Yechish. Quyoshning (yulduzning) potensial energiyasi

V  = G M °
Rn

D em ak ,

V. =
6 ,7- 10~u(2 ■ lO30)2

J ~ 4 -  1041 J
7 - 10s

Bizga m a’lum , Quyoshning yorituvchan lig i

U o * 3 , & 6 \ 0 26B T  

(2) ni (3) ga bo‘lib , Vn qancha vaqtga yetish in i baholaym iz:

(1)

(2 )

(3)
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—  *  4  10  2/—  *  10” sek «  3 • 107yiZ
U 0 3,86 • 10 B T  (4)

( 1 y il «  3-107 sekund)
Izoh. Quyosh 5 m lrd. y ilch a nur sochib turibdi. Shu sababli nurlan ish  

energ iyasi uchun  gravitatsiya siq ilish  tu fay li a jra lad igan  energ iya Quyosh 
nurlan ish i en e ig iyasi m anbai bo‘la o lm aydi.

M asa la  4 .2 . Quyoshda term oyadro reaksiyasi tufayli protonlar ge liy  
yadrosiga aylanadi. Quyoshdagi 70 foiz vodorodning hammasi geliyga aylan- 
ganda ajralib chiqadigan energiyani aniqlang. Berilgan: 1 m ab=1,661 O'27 kg, 
proton massasi m =1,00813 mab, geliy yadrosi massasi /k№=4,00389 mab.

Y echish. 4 ta  protondan b itta  ge liy  yadrosi hosil bo‘ lad i:

Am  —» , H  4 + 2e +  2vp 2 e e
Bunda massa defekti

Am = Amp -  mH >= ( 4,03252 -  4 ,00389^7î«è = 0 ,02863«iaè

D einak, um um iy m assaning

Am = 0,02863 7
Amr 4 ,03252

qism i energ iyaga ay lanad i. D em ak, Q uyoshning yadro energ iyasi zaxirasi

AE  «  —  • 0 ,007c2 = 2 ■ 1010 • 0 ,7  • 0 ,007(3  • 108)2 J  = 8,78 • 104V
0 10

Bu qiym at 8 ,78-1043 J  ni Quyosh yorituvchan lig i U0 ga bo‘ lib , energ iya 
zaxirasi qancha vaqtga yetish in i topam iz.

M°- - 7 - ° ° —  «  2,31 • \0 "c e e  = 2,31 ' = 7,7 • 10> i7 = 7,7 m id y il
U 0 3 - 1 0 7

Izoh 1. Quyosh m assasining yarm i qolgunga qadar (y a ’n i 35 foiz 
vodorod qo lguncha) sta tsionar ho latda nu r sochib tu rad i, deb faraz 
etilsa , 7 ,7  m lrd y iln i 2 ga bo‘ lib , Q uyoshning shunday ho latda yan a  4 
m lrd y ilga  barqaror turish in i an iq laym iz .

Quyosh shu vaqtgacha 4 ,5 -5  m lrd y il «um r» ko‘ rdi, deb h isob lanadi. 
Izoh 2 . 70% protonlar soni uchun
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0,7 ■ ^  = 0 ,7  ■ 2 ' X~ kg =  0 ,7  • 1057 = 7 • 1056 
m p 2 - 10 21 kg

qivm atni o lam iz.
HisobJash ko ‘rsatad ik i, proton b ilan  proton tunnel effekti tu fayli 

b ir-biriga «to ‘qnashib» yadro reaksiyasi hosil qilishi uchun 1010 y il tartibda 
vaqt kerak. 4 ta  protondan bir ge liy  yadrosi hosil bo‘ lish i uchun bunga 
nisbatan 4 m artagacha ko'proq vaqt kerak. 4 ta protondan I ge liy  yadrosi 
hosil bo‘lish in i 1 sikl desak, Quyoshda 1 sekunddagi sik llam ing  sonini 
qo‘yidagicha topamiz:

7 .  1 0 56 —n----------
S ik fla r soni =    « ------ 10 ’9«

4 ■ 10 - 3 - 1 0  127

s ik lla r  soni _ , ,
------------------------ ~ 6  • 10  sxkllar/sek.

sek

Har bir sik ida 26,7 M eV  energ iya ajralib  ch iq ish in i bilsak, Quyoshda 
1 sekundda ajralayotgan  energ iya AE n i topam iz
A E * 2 5 , 7 M e V • 6 103« = 160,2 1 038 M eV  = 160,2 1 038 • 1,6 1 0 12 B T  =

=  2,56 • 1027 Vm
Q uyoshning kuzatilish id an  o lingan  yo rituvchan lik  4 1026 Vm bu AE  
energiyan ing 15 foizini tashkil etadi.

Y u lduz lar evo lu ts iyas in in g  ox iri oq m itt i yu ld u z la r  (fe rm i-g az ) 
neytron va kvark yu lduzlar (ferm i-suyuqlik) ham da qora tesh ik lar b ilan 
tugaladi. (14-16) m illiard  (m lrd) yildan  bo‘yon Olam kengayishi davomida 
un ing  go rizo n ti (ch eg a ra s i)  ~2 1028 sm u zo q lash d i; m assa z ic h lig i 
p r2 *  3 - 10bgr.sek2/s m ' dan p «  10 ’° g/sn? gacha kam aydi (kuzatish lar
10-" g /s n f q iym atn i ko ‘rsatadi).

Quyidagi 4 .3-rasm da M = \O M 0 m assali yulduz ho latin i vaqt bo‘y ich a 
o ‘zgarishi davomida, uning markazidagi temperatura TMva zichlik p. orasida 
o ‘zaro bogManish sifat jih a tid an  ko ‘rsatilgan (q. «F iz ika  kosm osa» kitobi, 
227-bet).

Bosh k e tm a -k e t lik d a g i M = \S M e M = 5 M e v a  M = M Q .m a ssa li 
yu lduzlam ing yashash vaqti mos ravishda 10 m ln y il, 70 m in y il va 10 
m lrd y il atrofida.

Xulosa qilib  aytganda, har bir yulduzning tarix i-bu  gravitatsiya kuchi 
va gaz bosim i orasidagi m illion  va m illion  y illa r  davom etgan «kurash i» 
dan iborat bo ‘ lib , n ihoyat g rav itatsiya kuch in ing g ‘olib kelish i b ilan  
tugallanad igan  drainadan  iborat.
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5 - § .0 ‘ ta  yangi yu lduzlar

Yulduz m arkazidagi term oyadro  yo q ilg 'i tugab, undagi energ iyan i 
neytrino nurlanishi tashqariga olib chiqqandan keyin, markaz temperaturasi 
pasaya boradi. N atijada yu lduzdagi d inam ik  muvozat buzilib, gravitatsiya 
tortishi kuchi tufayli yulduz siq ila boshlaydi (kollapslanadi). Tortishish kuchi 
ayn igan  elektron gaz bosim ini yengish uchun m arkaziy yadro massasi M 
C handrasekar chegarasi bo 'lish i zarur. Bu muvozanat buzilgani sababli, 
yulduzning tem ir qobig'i ju d a  tez, sekundning m a’lum  qism ida qisiladi va 
shu sababli gravitatsiya tortishish kuchi hisobiga tem peratura ko‘tarilib , bu 
qobiqdagi tem ir “yonbosh layd i” (4 .4 -rasm ). Tem ir qobiq yonishi ikki 
protsess tufayli tezlashadi:

y  + F e 56 -> 13£ fe4 + 4 «

ZX A + e~ - > z+1 YA + \ '
Bu har ikki protsess ham  elektron — gaz bosim ining kam ayish iga olib 

borgani uchun kollaps yanada tezlashad i.
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Hisoblash ko'rsatadiki, gravitatsion kollaps tugashi o ldida kobiqlam ing 
m arkaziga y iq ilish i, uning harakati tezlig i m arkazgacha bo 'lgan  masofaga 
proporcional bo'lib, katta masofada moddalam ing markazga tomon harakati 
tez lig i tovush tezligidan katta bo‘ ladi (4 .4-rasm da CH  1987 A yulduzning 
kollaps o ld idan sxcm atik tuzilish i ko‘rsatilgan).

M assasi ju d a  katta bo 'lgan  yu lduzlarda kollaps davom  etib , u lar qora 
o ‘ralarga aylan ish i mumkin. H isoblashlar m a’lum sharoitda (z ich lig i atom 
yadrosin ing z ich lig i atrofida, tem peratura lO10̂  tartibda) (1 ,4 —2,7 ) M 0 
m assali yu lduzlarda gravitatsiya kollapsi (siq ilish ) to ‘xtab, qora teshikka 
ay lanm as neytron yulduzlarga ay lan ish in i ko ‘rsatadi.

Shuningdek, hisoblashlardan m a'lum  bo‘ lish icha, yu lduzn ing grav i­
tatsion kollapsi taxm inan 200 ms (0,2 sekund) davom etad i, bu davr 
oxirida yulduz qobiqlaridagi massalam ing yulduz m arkaziga tomon harakati 
to ‘x tayd i va 0 ,4  ms vaqt davom ida jud a  kuch li zarb to 'lq in i hosil bo ‘ ladi.

Bu zarb to ‘ lq in  natijasida yulduz portlaydi — o ‘ta  yangi yu lduz paydo 
bo‘ lad i, bunda yulduzning tashqi qobiqlari o ‘ta z ich lashad i, tem peratura 
yuqori ko ‘tarilad i. Buning natijasida kengayuvchi qobiqlarda bir qator 
yadro  reak s iya la r i, jum ladan  ^ B i209 v ism utdan og‘ ir  n uk lid la r sin tezi 
ham  bo‘lad i. Bunday o ‘ta yangi yulduz portlash ida, r-protsess im koni 
bo‘lad igan  kuchli neytronlar oqim i kuchli nurlanish b ilan  k.echadi. Bunda 
yu lduzlarn ing tashqi qobiqlar (0 ,3 M Q tartibdagi m assali) ju d a  katta tezlik  
(taxm inan  15000 km /sek) b ilan yu lduzlararo  fazoga tarqalib  ketadi. 0 ‘ta 
yangi yulduz portlashi bir necha hafta davom etadi. Qo'shni, Katta M agellan 
Buluti deb nom lanuvchi, G alaktikada chaqnagan (1987-y .) o ‘ta yangi 
yu lduz 1987 A ni tadqiq qilish ko 'rsatd ik i, portlash natijasida taxm inan  
0,1 M 0 m iqdorda radioaktiv №NP* sintez bo‘Igan va undan ß^-yem irilish  
tu fayii 27Co56 va bundan lbFe% e lem entlar hosil bo 'lgan.

0 ‘ta  yangi yulduzlar -  tabiatning buyuk hodisasi bo‘ libgina qolm ay, 
ular yulduzlar evolutsiyasida, va demak Olam evolutsiyasida m a’lum  burilish, 
bosqich rolin i o‘ynaydigan juda m uhim  jarayon  ham dir. H aqiqatan ham 
o ‘ta yangi yulduz portlaganda, yu lduzlar evolutsiyasida yangi bosqichdagi 
davr boshlanishiga unikal, noyob im koniyat yaratilad i (tug‘ ilad i). Bu yangi 
davrda tab iatdagi barcha kim yoviy elem entlar: stabil (turg‘un) va nostabil 
izotoplar, jum ladan , siyrak, kam  tarqalgan elem entlar paydo bo‘lishiga 
imkon tug‘iladi; yulduzlararo, galaktikalararo inuhitdagi kim yoviy elem entlar 
tarkibi keskin o ‘zgaradi: m a’lum  tem peraturalarda portlash natijasida hosil 
bo‘lgan elem entlardan molekulalar va ulardan murakkab m olekulalar zanjiri 
ham da jon li tabiatning yanada murakkab qurilish «g ‘ isht» cha lari paydo 
boelishi uchun dastlabki shart-sharoitlar vujudga keladi.
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O 'ta yangi yu lduzlar portlaganda, un ing yorituvchan lig i keskin  ortadi, 
so‘ngra nisbatan sekin u so‘nib boradi. Bunda yorugMik energ iyasi o 'z in ing 
quw atiga ko‘ra yuz m illiardlab yulduzlariga ega bo lgan  galaktika nurlanishi 
q u w atiga  tenglashad i; portlash tu fayli 1053 erg m iqdor ta rtibda energ iya 
a jra lad i. So lish tirish  uchun aytish  m um kinki, b ir necha 10 m lrd yil 
davom ida ham  Quyosh fazoga buncha energ iyan i tarqata o lm aydi.

1987 y iln ing  23 fevraliga o 'ta r kechasi kanadalik  astronom  YA .Shelton 
tom onidan qo 'shn i galak tika Katta M agellan  Bulutida o ‘ta  yang i yulduz 
portlashini kuzatish astronom iyada haqiq iy sensatsiya bo‘ldi. Bu gravitatsion 
kollapsni o ‘rganish , og‘ir  e lem en tlar sintezi ham da bunda kuch li neytrino 
nurlan ish i m avjud ekan lig in i ko‘rsatdi.

Bu o ‘ta  yan g i yu lduz 1987 A  ni kom pyuterda m o d e lla sh tir ilish  
ko 'rsatd ik i, portlagan yu lduz 11 m in y il o ld in  paydo bo ‘lgan  va uning 
massasi I8 A/n atrofida bo‘ lgan.

A m erikalik  f iz ik lar S .V usli va T. U iver hisoblashi b o 'y ich a  o lingan 
yu lduzlar qobiqlarin ing yonish d inam ikasi quyidagi 4 ,2 -jadvalda berilgan.

4.2 jadval

Term oyadro reaksiyasi T em peratura К Yonish (reaksiya) vaqti

H->He 4 - 106 107 y il

H e-»C , 0

sOОON 106 y il

C -»N e , M g, N a 7- 10s 1 ,2 - 104 y il

N e-»S i 1,6 109 12 y il

0->S 3,1 • 109 4 y il

S i, S -»N i,F e 3 ,4 - 109 1 hafta

Quyidagi rasmda 1987 A o ‘ta yangi yulduzning portlash oldidagi tuzilishi 
sxem atik ko ‘rsatilgan

Bevosita kollaps bo‘ lish i o ld ida 18M 0 m assali C H  1987 A yu lduzn ing 
tuz ilish i sxem atik  ko ‘rsatilgan . Y u lduzn ing tashqi q o b ig 'in in g  radiusi
2-10''km  ga, krem niy qobig‘ i rad iusi 1000 km  ga yaqin . K ollaps tufayli 
paydo bo ‘ lad igan kuch li zarb to ‘ lq in i qobiqlarn ing yadrodan  zarb bilan 
uchib ketish iga olib kelad i va shu b ilan bir vaqtda u larda qo ‘sh im cha 
term oyadro reaksiyalari so d irb o ‘hb, og‘ ir  yadrolar sin teziga sabab bo‘ladi.
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6 -§ . Oq niitti yulduzlar

1. A stro flz ika  g a laktikadag i tip ik  yu lduzla rn ing  ta rk ib in i, u la rn ing  
evolutsiyasini o ‘rganadi. Quyosh ham shu yu lduzla r safiga k ira d i.

Odatdagi yu lduzlarn ing , jum ladan , Q uyoshning m arkaz iy  q ism ida 
term oyadro reaksiyalar jarayon lari borib, bunda yuqori tem peratura tufayli 
katta gaz bosimi PT va nurlanish bosimi Pn yulduz moddalarini kengaytirishga 
harakat qiladi. Ammo yulduz moddalarining o ‘zaro gravitatsiya kuchlari 
tufayli hosil bo'lgan bosim P  yulduzlar m oddasining kengayish iga imkon 
bermaydi. Shunday qilib, yulduzlarda dinamik muvozanat holati sodir bo‘ladi.

Bunday ho latlardaga yu lduzlarn i xarak terlayd igan  (tavsiflayd igan) 
param etrlar, m asalan , nurlan ish , bosim , z ich lik  va boshqalar, o 'zaro  
b ir -b ir ig a  m uvo fiq lash gan  b o 'lad i. S h u la rg a  q a rab , yu ld u z la rn in g  
param etrlarin i m a’lum an iq lik  bilan hisoblash m um kin. M asalan , Quyosh 
m arkazida massa zich lig i p «  160 gr/sm 3 , tem peratura T  «  1 ,6 -107 grad. 
Quyosh radiusi Re »  6 ,96  ■ 1010 sm Yer shari rad iusidan 109 m arta katta; 
Quyosh massasi M e «  1 ,99 -10” gr Yer m assasidan 333000 m arta katta; 
Erkin tushishi tezlan ish i g  =  G M % / R 2& «  2 ,7 4 -104 sm /sek2; nurlanish 
q u w ati 3 ,86 .1033 erg/sek.

Vaqt o 'tishi b ilan yulduzlardagi yadro yoqilg ‘i zaxirasi vodorod kam aya 
boradi. M asalan , Quyosh har sekundda nurlanishi tufayli o ‘zin ing 4,5 m ln 
tonnaga yaqin massasini yo 'qotadi. Umuman yadro yoqilg ‘ i kam aya borishi 
tufayli (bu m illiard  y illa r  davom etadigan jarayon) tem peratura kam ayish i



va dem ak gaz bosim i, nurlanish bosim i kam ayishi sababli m uvozanatli 
holat buzila boradi va gravitatsion siqilish kuchaya boradi.

Yulduzning tashqi qob ig 'ida esa hali proton — proton siklli term oyadro 
reaksiyalari davom  etish i tu fayli yu lduz kengaya borib Quyosh sistem asi 
tartib idagi o ‘ lcham ga tenglashad i. Y erdagi harorat 700-1000K  tartibda 
b o 'lad i, y a ’ni yu lduz q iz il g igan tga ay lanad i. Q iz il g igantning sovishi 
n a tijasida tashqi qobig‘i  fazoga sochilib  ke tad i; uninggeliydan ibo ra t qolgan 
zich yadrosi oq m itti yu lduz deyilad i. Bu 105AT tem peraturali oq m itti 
yu lduzlar (Quyosh ham  shu tip d ag i yu lduz) issiqlik  zaxirasi va g rav i­
tatsion siq ilish hisobiga nurlanad ilar va natijada 10s y illa r  davom ida sovub 
boradilar. Y ulduzlar boshidan kechad igan  bu evolyutsion ja rayo n da , o ‘z 
m assalarin ing k ich ik  yoki katta lig iga  qarab, oq m itti (karlik ) yu lduzga 
(ferm i-gaz) yoki neytron yu lduzga (ferm i-suyuqlik ) yoki kvark yu lduzga 
(ferm i-gaz) yoki qora tesh ikka ay lanad ilar.

Sh u n d ay  q ilib , yu ld u z la rn in g  bu evo lyu tsion  e tap id ag i h o la t in i 
o ‘ rgamsh uehun u lam i xarak terlayd igan  param etrlar (m asalan , bosim , 
tem peratura va boshqalar) ni an iq lash  uchun kvant statistikaga, jum ladan , 
ferm i statistikasiga asoslan ish zarur bo‘ lad i.

Agar yulduz massasi A i «  l,4A/e ga teng va bundan kichik bo‘ lsa, 
gravitatsion siqilish tufayli u oq mitti yulduzga aylanadi. Bu jarayonda modda 
(elektronlar) ferm i-gaz hossasini ola boradi. Bunday oq m itti yu lduzlarda 
zich lik  taxm inan 1,5 - 10 6 gr/sm 3 (Van M aanen yulduzida) bo‘ lganda gaz 
(ferm i-gaz) bosimi bilan gravitatsiya siq ilish i natijasidagi bosim tenglasnib, 
oq m ittida dinam ik m uvozanatli holat sodir bo 'lad i, uning o 'icham i Y er 
radiusi (/? ~ 10 4 km ) b ilan  solishtirarli darajada kichik bo'ladi.

D inam ik m uvozanat buzilgandan  keyin , b a ’zan gravitatsiya siq ilish i 
jud a  tez sodir b o lish i m um kin. Bunda issiqlik ajralib chiqishi, m uvozanatli 
ho latdagiga nisbatan kech ik ish i natijasida kuchli zarb to ‘ lqin hosil boMib, 
u yu lduzn ing m a’ lum  q ism in i (b a ’zan katta q ism in i) fazoga u loqtirib  
tarqatib  yuboradi. Bu holda ju d a  yuqori tem peraturadagi siq ilgan  gazda 
term oyadro reaksiyalari tu fay li ju d a  katta nurlanish (chaqnash) sodir 
bo‘ lad i va o 'ta  yangi yu lduz paydo bo ‘ lad i.

Oq m itti yu lduzlarn i o 'rgan ish  shuni ko 'rsatd ik i, uning x ira  rangli 
ekan lig i yu lduzlardagi energ iyan ing  asosiy m anbai bo‘ lgan vodorodning 
yon ib  tam om  bo‘ lgani va dem ak , u larn ing tarkib i asosan ge liydan  iborat 
boM ganligidandir. U ndag i x ira  ravshanlik asosan issiqlik  energ iya zaxirasi 
h isobidan nurlanishi sabab li ham da bu yulduzlarn ing sek in -asta s iq ilish i 
tu fayli gravitatsiya energ iyasin ing  a jra lib  ch iqshidandir. H ozirgi zam on 
tasaw uriga  binoan, bu oq m itti yu lduzlar yu lduzlar evolutsiyasining oxirgi 
bosqichin i boshidan kech irayo tgan  bo‘ lad i.
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Oq m ittilardan  bizga eng yaq in i S iriusning yo ‘ ldoshi h isoblanadi. U 
Q uyosh s is tem asid an  8 yorugM ik y i l i  m asofada. Bu x ira  yu ld u zn i 
q u ro llan m agan  ko ‘z ko ‘ ra o lm ayd i. B unday oq m itt ila rn in g  ich k i 
tem peraturasi r « 1 0 7AT atrofida. Bunday tem peraturada g e liy  to ‘ la 
ionlashgan bo ‘ladi. Boshqacha aytganda, bunday yu lduzlar ge liy  yadro lari 
va e le k tro n la rd a n  ib o ra t. B u n d ay  m odel aso san  oq m itt ila rn in g  
p a ram e tr la r in i an iq lash i m um kin . H isoblash k o 'rsa tad ik i, oq m itti 
yulduzning massasi M  Quyosh M 0 atrofida bo‘ lib, uning yuqori chegarasi 
(C h an d rasek ar chegarasi 1931 y  an iq lan gan ) M e = l,4 M e ga teng. 
Binobarin, oq m ittilarning massalari 1,4 M & dan katta bo lm aydi. Demak, 
M 6 m assali yoki shunga yaq in  m assali yu lduzlar, ju m lad an , b izning 
Quyoshim iz ham  «um ri»n ing oxirida oq m itti yulduzga ay lanad i.

Agar yu lduz massasi jud a  katta bo‘ lib, gravitatsion siq ilish  davom 
etib, yadro  m oddasi zich lig i 10^g/sm * gacha borsa, u holda neytron lan ish  
hodisasi yuz beradi va natijada o‘ta yangi yulduz o ‘m ida asosan neytronJardan 
iborat neytron yulduz hosil bo‘ladi. Bunda zichlik oq mitti yulduz zichligidan 
bir necha m illion  m arta katta bo 'lad i. Oq m itti b ir necha m ing k ilom etr 
radiusga ega boMsa, neytron yulduz atig i bir necha k ilom etrli rad iusga ega 
bo ‘ladi.

Bu yerda shuni ta ’kidlash lozim ki, yulduzdagi proton va elektron 
neytronni hosil q ilish i uchun qo 'sh im cha energ iya — grav itatsiya siqish 
kuchi hisobidan olinadi. N atijada proton va elektron neytronga ay lanad i va 
yulduz asosan neytronlardan iborat bo‘ lib qoladi.

U m um an oq m ittilarda ferm i-gaz (e lektron lar) bosim i grad iyen ti 
gravitatsion siqilish kuchi bilan muvozanatda bo‘ladi. N eytron yu lduzlarda 
esa ayn igan  gaz neytronlar bosimi grad iyenti b ilan grav itatsiya siq ilish  
kuchi m uvozanatda bo‘Iadi.

Oq m ittilarn ing radiusi Quyosh radiusiga nisbatan yuz m artacha kichik. 
D em ak, p~ \/F ?  bo 'lgan idan  oq m ittilardagi massa zich lig i Q uyoshdagi 
z ich likdan  (p »  1,41 gr/sm 3) m illion m arta katta. Bunday z ich likda  oq 
m itti yu/duzlardagi bosimni aynigan e lektron la r bosim i ta sh k il etadi. Shu 
sababli ham oq m itti yu lduzla rn i aynigan yu lduzla r ham deb a ta lad i.

Shunday q ilib , m a’lum m assadan ortiq bo‘lm agan  m assali norm al 
yu ld u z la r , u la rd a  term oyadro  yo q ilg ‘ isi am a ld a  qo lm agandan  k ey in  
gravitatsion siq ilish  natijasida ham da tashqi qobig 'idan qutilgandan  keyin  
oq m itti yu lduzlarga aylanad i. Bunda aw a l tem peratura yuqori bo‘ lib u
2-105 K atrofida bo‘ladi, so'ng oq mitti sovib boradi. U lam ing nurlanishidagi 
energiya m anbai asosan ionlam ing issiqlik eneigiyasid ir. H isoblashga ko 'ra, 
galak tikadag i yu lduzlam ing 3-10 foizini oq m itti yu lduzlar tashkil etad i.
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Endi siqilishga qarshi ferm ionlam ing ko‘rsatayotgan bosim ini ko'raylik. 
Pauli p r in s ip ig ak o ‘ra, har bir kvant holatda b ittadan ortiq ferm ion bo‘ la 
o lm aydi. B irlik  hajm dagi p ,p+dp  im puls in tervalidag i kvant ho latlar soni 
(2 s +  \)4T ip2d p / ifoda b ilan an iq lanad i. F erm ion lar uchun spin 5= 1/2 
boMgani uchun (2s+ l)= 2 .

Juda past tem peraturada (T = 0K ) har bir kvant holatda bittadan fermion 
bo'ladi. Demak, birlik hajmdagi zarralar soni n ni topish uchun kvant holatlar 
sonini topish kerak. Buning uchun, m a’lumki, yuqoridagi ifodani (0, p F) 
intervalda integrallash lozim ; bunda pF Fermi sathidagi fermion impulsi:

pfF
f8n/? dp  8tc ,

n =  ! ~ = w p '  <8>0
B undan im puls p F n i an iq laym iz

p F=  (3 /  $ n )V3 h n m  (9)
Ferm i sath idagi zarra energ iyasi eF norelyativistik ho lda

e F =  p \ ! 2 m  = (1 / 2m )(3  / S n)2 n h 2n 213 ( 10)
relyativ istik holda esa

e F =  cpF =  h c ( 3 / S n ) U3n 13 ( 11 )
ifodalar b ilan an iq lanad i. A ynish tem peraturasi 7’ =e//k m unosabatdan 
top ilad i; bosim P  (e lek tron lar uchun)

2  u 2 « e ,

T  =  " T ^  ( l 2 )
ifoda orqali top ilad i. ( 12) dan norelyativistik hoi uchun

Pc = 2 ,3 - 102V n dn/srn1 (13)
re lyativ istik  holat uchun

Pc -  2 ,7 -  10~" n U3 dn/sm 2 (14)
natijan i o lam iz.

Bu yerda shuni t a ’k id lash  jo izk i, z ich lik  ortish i b ilan  elektronlarn ing 
tezlig i ortib, yo rug 'lik  tezlig iga yaq in lasha boradi. Bu ho lda (14) ga asosan 
bosim P~p4/3 qonun asosida ortib , oq m ittilarda d inam ik  m uvozanatni 
ta ’m in lashga im kon yara tilad i.

= ! " £ , =  y f e t f / S T i r V ”  (15)

ikkinchi tomondan gravitatsion siqilish tufayli hosil bo‘ lgan yulduzdagi bosim
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ifoda b ilan  an iq lanad i (aw l). A gar Pg>PH bo 'lsa , yu lduz siq ilish i davom 
etadi. S tatsionar yu lduzlar uchun P№~PH shart bajarilad i. (15) va (16) ni 
o ‘zaro tenglashtirib

2 h c (  3 T *  4/r

s c l t e j  " <17)
tenglikn i o lam iz. Bundan n = M /m V \a V~R3 ni nazarda tutib , oq m itti
yu lduzn ing massasi uchun C handrasekar chegarasi

_____________________________________________ _ . 3 ____________________________

M ~ — f  *  lAMe ( 1 8 )
m N

q iym atn i o lam iz: mN — nuklon (proton) m assasi, w yp lan keo n  massasi. 
(18) ifodadan Quyosh massasi uchun

5 m 3

" • = <I9)
ifoda o ‘ rin li ekanlig i ko 'rinadi.

Agar siqilish kuchi katta bo'lib , yulduzda turg 'unlik  (m uvozanatli holat) 
buzilsa, y a ’ni P r> ?v bajarilsa, siqilish davom etadi, neytronlashish hodisasi 
yuz beradi, um um an yulduz kollapslanib, neytron yulduz paydo bo‘ ladi.

7 -§  Neytron yulduzlar

Y ulduzlar m assalariga qarab, har x il evolyutsion ja rayo n lam i boshdan 
kecharad ilar. Term oyadro yoq ilg ‘ i zaxirasi tugagandan keyin , massasi 
Quyosh m assasi tartib idagi yu lduzlar portlash natijasida (yoki tinch  yo ‘ l 
b ilan ) oq m itti yu ld uz la rga  a y la n a d ila r , m assiv  yu ld u z la r  portlash  
natijasida (yoki tinch yo ‘ l bilan) neytron (yoki kvark) yulduzlarga aylanad i; 
bulardan ham  katta m assali yu lduz lar portlasa, u lar qora tesh ik larga 
ay lan ish i m um kin. Yulduzlarning tinch  yo ‘l b ilan  ko llapslan ish i ja rayo n i 
sekundlarda, xatto sekundning u lush i davom ida sodir bo 'lish i m um kin 
va bunda neytron yulduzning massasi l,4A/0 dan ortiq bo‘ lad i. N eytron 
yulduz o ‘ta  yangi yulduzning portlash yo ‘ li b ilan paydo bo ‘ lsa, uning 
m assasi M < \,A M e bo 'lish i lozim .

S h u n i t a ’k id la ym izk i, oq m itt i yu ld u z la r  va ney tron  yu ld u z la r  
m assalarin ing yuqori chegaralari — Chandrasekar chegara lari mavjud. 
M agn itsiz  ay lan ishga ega bo‘lm agan  (sovuq) yu lduzlarn ing m assalari M

P№=aGAf/R> (16)
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va u lam ing  m arkaziy q ism idagi zich lik lari p m o rasidagi bog‘ Ianish 4 .4- 
rasmda keltirilgan.

Olta katta z ich likka p= (2- 10 l5- 1016) gr/sm 3 ega neytron yulduzn ing 
m aksim al m assasi uchun  C h an d rasekar ch egaras i A/mut* ( l  ,4 -2 ,7 )M e 
q iym at o linad i. O datda m aksim um  uchun M  ~2M a, m inim um  uchun

_ ,  # m a x  t )

1M 0 q iym atlarm , z ich lik  uchun esa p~2-1014 gr/sm 3 q iym at qabul 
qilingan. U m um iy nisbiylik nazariyasi effekti hisobga olinm aganda, neytron 
yu lduz uchun C handrasekar chegarasi M  «5 ,7 3 M a dan iborat.

m a x  '  y

M max~ 1,3 A/0 massa I i neytron yu lduzn ing asosiy param etrlari quyidagi 
jadvalda berilgan.

4.3-jadval

Radius R *  18-10 km
G ravitatsion radius rp »  4 km
M arkaziy zich lik PM sr 3-1014-2-1015-g/sm3
A ylan ishn ing m inem al davri *min »  (8 -3 ) -10'4 sek

M assaning gravitatsion effekti A M *  (0,1 -0 ,4 ) m 

AM - c2 =  (1 ,8  -7 ,2 ) 1053 erg

4 .5-rasm da: neytron yulduzn ing sxem atik kesim i ko 'rsatilgan . U nda 
1. Aynigan neytronlardan iborat suyuq yadro: bunda kam  sondagi ayn igan  
p ro ton lar va e lek tro n lar  m avjud. 2. N eytro n lar b ilan  boyigan atom  
yadro lari; bunda ayn igan  kam  sondagi erkin neytron lar va e lektron lar 
m avjud; 3. Fe'1’ yad ro lar kristall pan jarasidan  iborat tashqi qatlam : bunda 
ayn igan  e lektron lar mavjud.

\  > Hl
\ №

0 12 15 16

8 -  №  276

radius, km 

4.5-rasm . 
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Shunday qilib , massiv yulduzlarda term oyadro yoq ilg ‘ i zaxirasi tam om  
bo ‘lgandan keyin , gravitatsiya t a ’sirida hosil bo‘ lad igan og‘ ir lik  kuchi va 
unga qarshi bosim orasida dinam ik muvozanat buziladi va yulduz gravitatsiya 
kuchi ta ’siri ostida siqila boshlaydi. Bu muvozanat buzilishi natijasida siqilish 
jarayon i — gravitatsiya kollaps 1 sekund, hatto sekundning qismi davomida 
yuz berib , m assa zich lig i, yadro  m oddasi z ich lig i, 2 ,8-1014 g/sm 3 gacha 
ortada. Bu vaqt davom ida bir tom ondan neytronlashish ja rayo n i borsa, 
ikkinch i tom ondan kuchli zarb to ‘lq in  hosil bo‘ lib, buning natijasida 
yu lduzdagi kobiq (ta layg ina yu lduz m assasi) fazoga tarqalib  (sochilib) 
ketadi. Bu holda zarb to ‘lqin tufayli qobiqlar tem peraturasining ko‘tarilishi 
va shu sababli term oyadro reaksiyalari sodir bo 'lib , kuchli nurlan ish i yuz 
beradi. Bu jarayon larda o ‘ta  yangi yu lduz paydo bo 'lib , kuchli chaqnash 
sodir bo‘Iadi.

G ravitatsion kollaps -  siq ilish  jarayon ida m odda z ich lig i ortib boradi; 
e lek tron  g az , ayn igan  fe rm i-g az  e lek tronn ing  en erg iyas i shu qadar 
ortad ik i, uning energ iyasi energetik  to 'siqn i o‘tib , proton tom onidan 
ushlashib neytronga ay lanad i, y a ’ni quyidagi reaksiya sodir bo‘ldi:

e~ + p  —> n + ve
Boshqacha aytganda, p -protsessga teskari bo'lgan protsess boradi va 

bunda neytrinonurlanishi hosil bo ‘ladi. Yulduzlar evolutsiyasidagi bu stadiyani 

neytronlashish deyiladi.
Ana shu neytronlashish hodisasi tufayli o ‘ta yangi yu lduz o ‘rnida, 

un ing m arkaziy yadrosini tashkil etgan ju d a  katta z ich lik li (p>1014 g r/s rrf) 
neytron yulduz paydo bo‘ ladi. G ravitatsiya t a ’sirida ju d a  kuch li siqilish 
natijasida aylanuvchi yulduz neytron yulduzga aylanganda un ing radiusi 
jud a  k ichik ( r ^  10 km) bo‘ lad i. Shu sababli, xarakat m iqdori m om enti (va 
m agn it m om enti) saq lan ish i qonun iga asosan , neytron  yu lduzn in g  
aylan ish  tezlig i va magnit m om enti jud a  ortib ketadi. A ylanish davri 1 
sekund va undan ham kichik bo‘ lishi mumkin. M asalan , norm al yu lduzlar 
uchun 7?~10H sm bo‘ lgani holda, neytron yu lduzlarda R~ 106 sm bo‘lgani 
uchun harakat m iqdori m om enti M ~R2cp saqlanganda aylan ish  davri 10 lü 
m arta kam ayad i. Agar yulduz siq ilish ida m agnit oqim i ham  saq lanad i deb 
h isoblansa, un ing m agnit oqim i 10 12- 10 13 m artaga ortadi. M asalan , 1054 
y i ld a g i o ‘ ta  y an g i yu ld u z  p o rt la sh id an  qo lgan  q isq ich b aq as im o n  
tum an likn ing m arkazida joylashgan  AT 0531 — pulsam ing ay lan ish  davri 
0 ,033 sekundga teng. Vaqt o ‘tish i b ilan pulsam ing ay lan ish  davri ortib 
boradi. N urlan ish  h isobiga neytron yu ld uz la r b ir n echa m ing y il la r  
davom ida sovib boradi. R ad iopulsarlarn ing nurlanish q u w ati b ir necha
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o ‘n M Bt/sm 2, Quyoshning nurlanish quw ati 7000Bt/sm 2. Statistik baholash 
ko ‘rsatad ik i, ga lak tikada o ‘ rtacha har 10 y ild a  b itta neytron yu lduz paydo 
bo 'lad i. Bu holda galaktikada m illiard neytron yu lduzlar — pulsarlar bo‘ lishi 
lozim  edi. Am mo astronom ik kuzatish larga ko ‘ra, hozircha 400 ga yaq in  
pu lsarlar qayd (kash0  etilgan .

B irinch i m arta neytron yulduzn i — rad ionurlan ish  m anbai — pu lsam i 
ingliz olim i E.Xyuish o ‘zining xodim lari bilan 1967-yilda kuzatgan. Rentgen 
nurlan ish li pulsar 1971 -y ild a  kuzatilgan . G am m a chaqnash ham  neytron 
yu lduz evolutsiyasidagi b ir davr bo 'lish i m um kin.

1. G ravitatsiya tufayli hosil b o ig a n  bosim  P  r nurlan ish bosim i PH 
dan katta bo 'lganda, yu lduzda siqilish davom etad i. Y uqorida aytilgandek 
z ich lik  p « 1010 gr/sm 3 boMganda neytronlashish hodisasi elektron larn ing 
yadroga “bosib tu sh irilish i” natijasida e~ + p  — > n + v ,  reaksiya asosida 
elektron va proton neytronga ay lan ish i ja rayo n i kechad i. N eytron larn ing 
ko 'payish i tufayli ham da neytrinoning eneig iyan i olib chiqishi tufayli yadro 
energ iyasi bog 'lan ish i susaya boradi, yu lduz m arkazi yanada (sovishi 
tufayli) tezroq siqila boradi. N atijada yulduz m arkazi tom on siqilish tezlasha 
boradi va yadro lar yem irilib , oqibatda neytron lardan iborat m odda ho lati 
sodir b o iad i. Bu katta «atom  yadrosi» ning z ich lig i p ~ \0 i4g/sm 3 atrofida, 
y a ’ni yadro  m ateriyasi z ich lig i tartib ida bo 'lad i. Boshqacha aytganda, bu 
neytron lar ayn igan ferm i sistem an i tashkil etad i. U n ing bosim i norelya- 
tiv istik  holda

2 ÎXT V '5 *2h

m v mn \  Il y
104p snr(C u da) (20)

H osil bo‘ lgan neytron yu lduzn ing statsionar bo 'lish i uchun bu bosim 
gravitatsion siqilish tufayli yuzaga kelgan bosim

Pgr *  G M ] / R l (21)
b ilan  teng b o iish i lozim :

1 0 4p 5/3 » GM] / R* (22)
Z ich lik  uchun p «  Mi: / ifodadan foydalanib, neytron yulduz radiusin i 
(22 ) asosida baholaym iz:

1 0 4M  5/5 «  GM2R5 /RA R «n n n n n
n

A gar yu lduz massasi M n «  M e bo 'lsa , (23) asosida Rn « 1 0  km  q iym at
o linad i.
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Yulduzlar o ‘z gravitatsiya m aydonida siqilishida uning impulsi momenti 
saq lanadi:

M o /?2 = const
D em ak,

Md)R2 = M ® X  ( 2 4 )

bundan Quyosh uchun Me »  2 • 10'° kg, (o? «  3 ■ 1CT6 rad/sek, RB «  7 • 108 
/n ekanligini nazarda tutib, Quyosh tip idagi yulduzlar, neytron yulduzlarga 
aylanganda, aylanish chastotasi ortishi quyidagicha bo‘ladi:

N urlanish
qonuni

M agnit qutblarining 
trayektoriya lari

4.6-rasm .

®„ = rad/sek
R

(25)

aylan ish  davri esa in~0,001 sek atrofida. Shuningdek, neytron yu lduz hosil 
bo‘hshida m agnit m aydonning oqim i ham  saqlanadi, y a ’n i H R 2=const 
yoki bundan

H .. =  H (26)

O datda neytron  yu ld u z la rn in g  m agn it m om en tlari P  a y lan ish  
chastotasi yo 'n a lish i b ilan  b ir x il bo ‘lm agan i sababli, m agnit m om entlar
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fazoda neytron yu lduzn ing ay lan ish ida konik sirt hosil q ilad i (4 .6 -rasm .) 
Neytron yulduzlarda um um iy elektr zarad bo‘lm agani va sferik — simmetrik 
bo 'lgan idan undan  m agn itod ipo l nurlanishi sodir bo ‘ ladi. Bu nurlanish 
J, o 'lch am la r  nuqta i nazaridan  qaraganda, m agn it m om enti Pm g a , 
aylan ish  chastotasi a> ga va do im iy c ga quyidagicha bog‘lan ishda bo 'lad i:

/ = 4 p y . . . .  (27)
c

3

n ~ ~n(a ~  b ir tartib idagi o 'lch am siz  do im iylik , an ig ‘i a = 2/3). A gar Pm ~  H nR 
ni e ’tiborga olsak,

j *  4 / / ; * > :
c

ifodani o lam iz ; neytron yulduz uchun

H N ^  10 in E, f lf S T  106 sin, oT * 104 / sek 

qiym atlam i quyib, m agn it-d ipo l nurlanishi q uw ati / u ch un  ushbu taqribiy 
q iym atn i topam iz:

J  ~ lO40 erg/sek =  1033 Vt (28)
Bu bir necha o ‘n m illion  quyoshlar nurlan ish iga teng!

Neytron yu lduzning nurlan ish i m agnit m om enti vektori l \  boy ich a  
yo ‘nalgan bo ‘ladi. Shu sababli, neytron yulduz yerdagi kuzatuvchi tomonidan 
“ ay lanuvch i m aya k-m a sh ’a l”  ka b i b o ‘la d i, y a ’n i undan kelayotgan 
nurlanishning alohida im pu ls la ri kuzatilad i. Shu sababli neytron yu lduz la r 
pu lsa rla r deyiladi.

Tco^
M asa la  4 .3 . N eytron yulduzning aylanm a harakati energiyasi E  = 

ni baholang va o lingan natijan i izohlang.

Yechish. / = M R 2, E  ~ M a 2R 2n ~ 1030 • (lO4)2 • ( l 0 4J  ~ 1046 /

Izoh. Bu q iym atn i (28) ga bo‘lib , ay lanm a harakat energ iyasi qancha 
vaqtga yetish in i baholaym iz:

E  If)4*
-  *  *  1 0 1’ sek -  10 6 y i l
J  1033

D em ak, pulsarning nurlan ish davri taqriban m illion  y il atroflda bo 'lad i. 
M asa la  4 .4 . Quyosh tip id ag i pu lsarn ing z ich lig in i baholang.
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Y ech ish . o *  ~ I M jl, . m  «  M_ «  2 - 1030 Jfcg,/e «  104 m
' " V 4 tcí? *n n

Bularni nazarda tutib , o lam iz p n »  5 • 1017 £g//n3 =5- 1014g/5/w3. Bu yadro 
maLeriyasi (m oddasi) z ich lig id ir.

M asala 4 .5 . Nevtron yu lduzlar kv'ant statistika obyekti ekan lig in i 
isbotlang. i

N y  

V ,
de Broyl io ‘lqin uzunligi Xbtartibida bo‘lsa, bunday sistema kvant statistikasi 

asosida q ara iish i lozim . B aho lay lik : neytron  m assasi m n ~ 10~24 gr.

' i v  ,
neytronlar/srri‘= 10jS neytronlar/sm 3. D em ak, bundan

Yechish. B izga m a’íum ki, zarralar orasidagi o ‘rtacha m asofa

A O  p J  10 14 )

v y

J f j

' 10

1 0 '”  )

/  i n  Nr

10 39 sw as 2 - 10 13 Endi Afl n i baholaylik : R elyativ istik
y

ho lda pn~-m c boMgani uchun

h h 6 - 10-27
= — = -------------- ——- ——— 5/Tí «  2  • 10  ' sm

p  m nc 10  - 3 - 1 0
D em ak, neytron yulduzlar hciatlari aniq tavsiílanishi uchun kvant statistika

asosida qaraiish i lozim , chunki u lar uchun
V

XB shart bajarilad i.
N  

V  .
Izoh. N eytron lar yarim  spinli bo ‘lgani uchun neytron yu lduz -  pulsar 

ferm i-sistem adir. Pulsarlarda sp in lari qaram a-qarsh i yo 'n a lgan  neytron 
juftlari — bozonlar paydo bo‘lishi ham  mumkin. Bu holda neytron yulduzda 
o 'ta  oquvchan boze — suyuqlik m avjud bo‘ lishi m umkin.

Shuningdek, neytron yulduzdagi protonlar va e lektron lar aralashm asi 
mavjud. Protonlar spinlari qaram a-qarsh i yo ‘nalgan juftlar — boze zarralar 
hosil q ilib , unda o ‘ta o 'tkazuvchaniik  ho latin i hosil q ilish  m um kin. 

N eytro n  yu lduzn in g  g rav ita ts iy a  m ayd o n in i q a ray lik . B ir j in s li
g t 2

grav itatsiya m aydonidagi jism  harakati v  =  g t,h  =  — —  b ilan  yok i bundan

v 2 = 2 gh (h  -  óanandjiuK )  ifo d a la r  b ilan  x a rak te r lan ad i. Ikk in ch i 
tom ondan F=m g da g —  tezlan ish , shu b ilan  b irga b irlik  m assaga to ‘g ‘ ri
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keluvchi m aydon kuchlangan ligi (K ulon m aydon idagi F  =  qÉ  kab iday; 
bunda E  =  - g r a d q ,  cp -po tensia l). Agar grav ita tsiya m aydoni uchun 
potensial ф tushunchasin i k iritsak, ayonki, uni

ko‘ rin ishda o lin ad i, yoki

gravitatsiya m aydon i uchun

M  «  c 2

shart bajarilad i va kuchsiz deb hisoblanadi.

|ф|
M a sa la  4 .6 . G ravitatsiya m aydoni uchun  —  n i a) Yer uchun , b)с

Quyosh sirti uchun , v) M itti yu lduz sirti uchun , g) N eytron yu lduz 
uchun baholang.

Bu ifodani à  g a  bo ‘lib , yozam iz:

—bizga m a ’lum ki, g2 < < ! bo‘ lganda N yuton nazariyasi o ‘rin lid ir. Bunda

a) javob " I  ~ 10  10
с

|ф| _6
b) javob —  ~ 10

с

у) javob ^ y ~ 10“3 
с
|ф|

g) javob —  ~ 0,3 
с

form uladan foydalaning.
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Neytron yulduz uchun jcp| ~ c 2 ekan lig idan uning gravitatsiya m aydoni 
kuch lid ir va uning sirtidagi zarra lar tez lig i v, yorug‘ lik  tezlig i c ga yaq in  
bo ‘ladi. O lingan |(p| ~ c2 ga ko‘ra , pu lsarlarn ing gravitatsiya xossalarin i, 
k u ch li m aydon  b o 'lg an i u ch u n , E yn sh teyn n in g  u m u m iy  n isb iy lik  
nazariyasi asosida qarash lozim  bo'ladi. Bu nazariyaga ko ‘ra, neytron yulduz 
atrofi yaq in ida  fazo xossasi R im an geom etriyasi asosida tavsiflanadi, u 
fazoning o ‘zi egrilikka ega bo‘lad i; soatlarn ing yurish i, vaqtning o ‘tish i 
kuch li gravitatsiya m aydoni tu fayli sezilarli darajada sekin lashadi.

N eytron yu lduzlam ing  tug ‘ ilish ida kuch li neytrino lar oqim i hosil 
bo‘ladi. Shu sababü, neytrino astrofizika fanining rivojlanishi tadqiqotchilar 
qo 'liga  yu lduzlarn i o 'rgan ish  uchun kucliü  qurol bergan bo‘la r  edi.

Tarixiy ma’iumot. 1932 y i ld a  n ey tro n  k a sh f  e t il is h i  b ilan o q  
(K opengagenga Kem brijdan neytron kashf e tilgan i haq ida xabar kelgan 
kuni, kechqurun N .Bor, L .R ozenfeld  (b e lg iya lik  fiz ik) va L .L andau  
m uhokam a qilish chog 'ida) Landau neytron yu lduz haq idagi g ‘oyan i 
bildiradi. Ikki yildan keyin  V .Baade va F .Svikki bu g ‘oyan i rivojlantirdilar. 
U lar yuqori tem peraturali, zich lik li va k ich ik  o ‘lcham dagi bunday kosm ik 
obyektlar o ‘ta  yangi yu lduzlar portlashidan hosil bo 'lib , massiv yu lduzlar 
evolutsiyasining oxirgi stad iyasi ekan lig in i aytad ilar.

Ammo, 1967 yilda pulsar kashf etilgandan keyin va neytron yulduzlar 
nurlanishi nazariyasi rivojlantirilgandan keyingina bunday obyektlar ham m a 
tom onidan tan  olingan fizik reallik  bo ‘ lib qoldi. A ngliyadagi Kembrij 
universitetining M yullard radioastronom iya observatoriyasida prof. Entoni 
Xyuish boshchiligida 3,7 m radioto‘ lqinni qabul qiluvchi an tennali, yuqori 
sezgirli radioteleskopda osmonni 1967-yil iyundan boshlab m untazam  
kuzata boshladilar. Kuzatish boshlangandan 1 oy o ‘tgandan keyin aspirantka 
Jokelin  Bell osmondan davriy  ravishdä kelayotgan (paydo bo ‘layotgan) 
radio im pulslarn i sezib qoldi. Bu b irinch i m arta kosmosdan kelayotgan 
rad ionurlan ish  m anbain in ing kuzatilish i ed i. O ktabrda X yuish ilgari 
nom a’ lum  bo 'lgan  yangi hodisa kuzatilayotgan iga ishonch hosil q ild i. 
Noyabrda Xyuish va uning xodim lari birinchi m arta osmondagi manbadan 
m untazam  ravishda kelayo tgan  im pu ls larn i an iq lad ila r . Bu regu lyar 
signallar qayerdan kelayotgan in i an iq lash  lozim  edi. Hatto u lam i Yerdan 
tashqaridagi siv ilizatsiya ( “k ichk ina yash il odam lar”) yuborayotgan bo 'lsa 
kerak degan taxm in lar ham  yo ‘q em as edi. Bu m uam m oni hal q ilish  
uchun yana ikki oy qattiq  tadqiqot ish lari olib borishdi va nihoyat 1968- 
y il fevralda “N eycher” jum alida bu kashfiyot haqidagi maqola e ’lon qilindi 
(H ew ich A , Bell S .J va boshqalar. N ature, London., 217,709,1968. Russ.
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ta ijim a  «sb “ Pulsarb i”» nashriyot. M ir  . M .1971, bet 27). Bu m aqo lada 
signal m anbai neytron yulduz bo 'lish i m um kin ligi ay tilgan  ed i. O 'sha 
1968-yilda F .P ach in i va T .G old pu lsarlar ay lanuvch i neytron yu lduz lar 
ekan lig in i n azariy  jih a td an  asoslad ilar. K eyingi paytda bunday rad io , 
rentgen, gam m a nurlan ish larn ing m anbalari bo ‘ lgan pulsarlar ko ‘plab 
kuzatild i; hozirgi vaqtda u lar 400 taga yaqin .

U m um an, prof. E .Xyuish va aspirant J . Bell tom onidan 1967-yilda 
pulsarlarn ing kashf e tilish i, relikt nurlan ishn ing kashf etilish i b ilan  b ir 
qatorda, astrofizikaning buyuk yutuqlaridand ir.

8-§ . Kvark yulduzlar. Qora teshiklar

Z ich lik ju d a  katta p > 1 0 p 0 bo 'lganda bo‘ lganda (p 0 yadro  z ich lig i) 
neytron lar b ir-b iriga ju d a  yaq in lash ib , b ir-b irin i q ism an yopib yuboradi. 
Bu holda kvarklar bir neytrondan ikkinch isiga o ‘tish i m um kin bo‘lib 
qolad i. Shunday q ilib , u ltrakatta z ich likda kvarklar gaz yoki suyuq likdagi 
kabi erk in  harakatlan ish i m um kin bo ‘ ladi.

80-yillarda neytron yulduzlar holatin i tah lil q ilib , neytron yu lduzlar 
zich lig idan ortiq zich lik larda erkin kvarklar paydo bo‘ lishi m um kin ligi 
taxm in q ilinadi. Boshqacha aytganda, juda yuqori zich lik larda kvarklardan 
iborat yulduzlar bo'lishi mumkinligi aytildi. 1989-yil yanvar oyida Berklidagi 
Lourens nom li laboratoriyada o ‘ta  yangi 1987 A yulduz tadqiq q ilin ib , 
uning m arkazida pulsar mavjudligi kashf etild i. Bu pulsam ing qiziq ligi 
shundaki, u sekundiga 2000 m arta ay lanad i; u bu paytgacha kashf etilgan 
pulsarlarning eng tez ay lanad igan idan  ham 3 m arta tez aylanad i. Bunday 
tez aylanish sababini tadqiq qilib , N .G lendenin  o 'ta  yangi 1987 A  ning 
m arkazidagi pulsar — kvark yulduz degan fikrga keldi. Analiz ko‘rsatdiki, 
kvark yulduz bo‘lishi uchun zichlik 12p 0 dan ortiq b o iish i zarur.

G lendenin  m odeliga qaraganda o ‘ta yangi 1987 A dan qolgan yadro — 
pulsar u, d  va s kvarklardan tashkil toptan. U n ingcha, neytron yu lduzdagi 
bosim m a’ lum  kritik  q iym atdan  katta bo 'lsa , neytron yu lduz sponton 
ravishda (fazoviy o ‘tishga o 'xshash) kvark yu lduzga aylanada.

Kvark yulduzlam ing yana b irxususiyati shundan iboratki, ularda boshqa 
yulduzlar, jum ladan , neytron yulduzlardagiday gravitatsiya tortishish kuchi 
asosiy rolni o 'ynam ay, balki bunda kuchli o ‘zaro ta ’sir muhim  rol o 'ynayd i. 
G ravitatsiya m aydoni qo 'sh im cha yordam chi rolni o 'ynayd i.

Hozirgi zamon tasaw urlariga ko‘ra, neytron yulduz kvark yulduzga 
sponton o 'tishda neytron yulduzning o ‘ lcham i keskin kam ayadi va buning 
natijasida zichligi ortishi tufayli uning aylanish tezligi, momentning saqlanish
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qonuniga asosan, ortadi. Shu tufayli kvark yulduzlar — pulsarlam ing aylanish 
tezligi neytron yulduzlar -  pulsarlam ing aylan ish tezligidan katta bo‘ladi.

Kvark yu lduzlar haqidagi bunday ta saw urlarga  asosan, b a ’zi pulsarlar 
kvark yu lduzlardan iborat deyilish iga olib keldi. Jum ladan , bizdan 40 
m ing yorug 'lik  y ili masofadagi rentgen nurlari m anbai bo 'lgan  Oqqush 
X-3 kvark yulduz deb taxmin qilinmoqda. O 'ta yangi 1987 A yulduz o'm idagi 
pulsar bizdan 180 m ing yorug‘lik  yili uzoqlikda.

Juda katta massali yuduzlarda term oyadro yoq ilg ‘i zaxirasi tugab, unda 
dinam ik m uvozanat buzilganda gravitatsion kollaps n atijasida siqilish 
shunday davom etad ik i, z ich lik  hatto yadro z ich lig iga teng bo‘lgandan 
so‘ng ham  siqilish davom etaveradi va nihoyat yulduz “qora o ‘pa”ra aylanadi. 
S iq ilish  davom  etib, gravitatsiya m aydoni n ihoyatda kuchayganda klassik 
f iz ik a d a g i N y u to n n in g  b u tu n  O lam  to r t is h is h  q o n u n i o ‘ rn ig a  
Eynshteynning um um iy n isb iylik nazariyasin ing form ulasi

_  GM m  
F  =

r 2

1
f  r  \

1— 5- 
V r  )

(29)

0 ‘r in li bo 'lad i. Bunda

2 G  » ,rg = ~ j M  (30)

gravitatsiya radiusi, M  massa m arkazi atrofidagi rg radiusli sferani Shvarsshild 
sferasi deyiladi. (29) form uladan ko 'rinad ik i, ikki m assa m va A/-orasidagi 
r  gravitatsiya radiusi r  ga yaqin lashganda, u lar orasidagi kuch F  jud a  
kattalashad i, r  = r  boTganda cheksiz katta boMadi. Boshqacha aytganda, 
rg yoki undan k ich ik radiusli hajm dagi M  m assali yu lduz -  qora o‘ra r<  rg 
masofadagi barcha jism larn i, jum ladan , fotonlarni ham o 'z iga tortib oladi? 
U ndan yorug ‘lik ham  chiqa olm aydi!

(30) ifodaga asosan, gravitatsion rad ius r  Quyosh uchun p » 2,96 
km, Yer uchun r*0 ,8 8 6  sm q iym atlarga ega, Quyosh m assasiga teng 
b o ig an  qora o‘pa m assasining zich lig i p~2-1016 g /sm \ Bu yadro  moddasi 
zich lig idan ikki tartibga ortiqdir (p*2-1014 g/sm 3). Bunday katta zichlikdagi 
qora o ‘ra (yulduz) fazo xossasiga (uning egrilig in ing hosil bo 'lish iga) ta ’sir 
etibgina qo lm ay, u o ‘zin ing atrofidagi ja rayo n la r  te z lig ig a , vaqtn ing 
o‘tish iga ham  ta ’sir etadi.

Qora o‘ra atrofida /-uzoqlikdagi sfera ustida ikki voqyea sodir bo 'lgan  
bo‘lsin. U lam ing  orasidagi vaqt (xususiy vaqt) shu sirt ustidagi kuzatuvchi 
nuqtai nazaridan A r ga teng bo'lsin. S irtdan yetarli darajada uzoqdagi
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kuzatuvchi nuqtai nazaridan bu ikki voqyean ing orasidagi vaqt A t bo‘ lsa, 
u ho lda um um iy n isb iylik  nazariyasiga asosan.

.  A t 
Д t  =

' l _ ^ L  ( 3 D

m unosabat o 'r in li. Bu munosabatdan ko 'r in ad ik i, agar r y e ta r li  darajada 

r*katta bo 'lsa , y a ’ni —  «  1 bo‘ lsa , bu hodda ikk i kuzatuvchilar vaqtlari 
r

A t va Ax b ir-b iriga deyarli teng bo ‘!ad i. A gar sirt radiusi r  gravitatsiya 
radiusi r  g a  yaq in lashsa , A t kattalasha boradi va n ihoyat r= r bo‘ lganda 
Д/ —» oo buladi.

A i vaqt elektrom agnit to 'lq in  davri T0 =  'k0l c  bo 'lish i m um kin. Bu 
holda uzoqdagi kuzatuvchi nuqtai nazaridan  bu to ‘ lqin davri TboMadi. U 
holda to iq in  uzunlig Я quyidagicha an iq lanad i:

i
X  =  -

(32)

(31) va (32) m unosabatlardan nurinadak i, katta m assali yu lduz atrofida 
(yaq in ida) vaqtn ing sekin lash ish i, q iz il siljish effekti (to ‘ lqin uzun lig in ing 
kattalash ish i) e ’tibo iga  olinishi lozim  bo‘ lad i. A gar ru= rg bo ‘Isa, yo k i r  
rad ius li s irt Shvarsshild sferasi ichida bo ‘Isa, uzoqdagi kuzatuvchiga signal 

(elektrom agnit to ‘Iq in) borm aydi (A t —» oo ;  X  —» oo), qora o ‘pa tom onidan 
ushlanib qolinadi. Shu sababli Shvarsshild sferasi voqyealar gorizonti deyiladi.

Qora tesh ik  o 'lch am i, tem peraturasi va bug‘ lanishi.
M ashur ing liz  o lim i S tiv in  X okingn ing  kvant n azariyasiga  ko ‘ ra 

um um tasaw urdan  farqli, qora tesh ik m a ’ lum  tem peratura Г  ga ega.

T.. = IO-7g M
*  к (33)

bug‘lan ish  vaqtiga ega:
i  = 1 0 35 № y i l  (34)

B iz quy id a , um um iy  n isb iy lik  n aza r iy a s ig a  va Kvant n azariyaga  
tayanm agan  holda, qora tesh ikn ing odd iy tavsifin i keltiram iz.

Shvarssh ild  rad iu s i. A w a l qora tesh ikn ing o ‘ lcham in i an iq laylik :
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Sferik simmetriyaga ega M massaJj obyektdan (yulduzdan) r masofadagi 
jismning gravitatsion maydondagi potensial energiyasi

, ,  Gm
UPo , = ~ ~  (35)

Ifoda orqali aniqlanadi. Uning kinetik energiyasi

V» = -y -2 (36)

(35) va (36) ni miqdor jihatdan bir-biriga tenglashtirib yoki energiya 
E = Ekin+ Ep(JI ni nolga tenglashtirib , jism ning statsionar holati uchun 
quyidagi munosabatni olamiz.

2 GM
r = - ^ T  (37)

N isbiylik nazariyasiga asosan 9 < c va demak, M  massali sferik 
obyektning (yulduzning) o 'icham i

2GM
rs = —  (38)

bilan aniqlanadigan sferadan kichik bo'lolm aydi, y a ’ni
r > r g (39)

(38) bilan aniqlanadigan rg ni qora o 'raning Shvarsshild radiusi deyiladi.

m Q ~
Juda katta tezlikli hollarda kinetik energiyaning klassik ifodasi ——

taqribiydir. Shuning uchun (35) dan foydalanib olingan ifoda (38) ham 
taqribiydir. Obyektning (yulduzning) minimal radiusini boshqa usul bilan 
aniqlaylik.

Sferik simmetriyaga ega M  massali obyektning gravitatsion maydonida 
r  masofada aylanayotgan m  massali jism ning markazdan qochma kuchi

(40)

ifoda bilan aniqlanadi. Gravitatsion maydon tomonidan m massali jismning 
markazga tortilish kuchi, Nyuton qonuniga asosan

mM
Fs = G—  (41)

Ifoda bilan aniqlanadi. Statsionar holat uchun esa har ikki kuch tengligi 
F = F g talab, etiladi, y a ’ni
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G M

yoki bundan

r = •
a2 (42)

A/massali obyektning eng kichik radiusi v=c bo‘lganda sodir b o iad i, 
y a ’ni

G M
( « )

Obyektning massasi bilan o ‘lcham i orasidagi bog‘lanishning, yana 
bir usulini ko‘ raylik.

Plank erasidagi Olamning massasi mp oMchami /. vaqti m a’lum ki,

ifodalar bilan aniqlanadi. (44) dan

i i I
h e

tr = (44)

G m n
lp = - I e- ( 4 5 )

c
munosabat kelib chiqadi. (43) va (45) ni taqqoslashdan ko‘rinadiki, Olam 
Plank erasidagi singulyarlik holatda qora teshikdan iborat ekan. Bu muhim 
xulosa. Shuningdek, (43) va (45) ga asosan obyektning m inim al radiusi

GA'i
uchun rg =  —— ifoda olindi, y a ’ni qora teshikning minimal radiusi an ’ana-

viy qarashga nisbatan 2 marta kichik bo‘ladi.
Olamning singulyarlik holatdagi param etrlari m a’lum b o igan i uchun 

qora o‘raning temperaturasi Tg ni va uning bugManish vaqti Tbug. ni aniqlaylik. 
Qora teshik temperaturasi. Bizga m a’lum, qora o ‘ ra o ‘lcham i (45)

GM
fg =  —— va Kompton to ‘lqin uzunligi

he
K  =  rs = —  (46)

p
ifodalardan



r  fie c 2
h p =  — 7 7  (47)mp G  v ’

munosabatni olamiz. (47) Plank erasidagi qora teshik uchun o ‘rinli. (47)ni
ekstropalyatsiya qilib, barcha qora teshiklar uchun o ‘rinli deb hisoblaylik.
Bu holda, qora o‘ra uchun quyidagi qonuniyat kelib chiqadi:

hc c 2

= <48>
ñ c va — ni hisoblaylik:

c2
h c — =26,52-1022 eV  g  (49)

G
(49)ni temperaturada aniqlash uchun uni 1,16 104 ga ko'paytirish kerak.

c 1
hc— =30,76 1026 g K  (50)

G
Demak (48)ni temperatura orqali yozamiz:

r  = 30,76 1026 g K /M  (51)
Quyosh massasi M = 2-1033 orqali (51) ni yozaylik.

M
T  = 1,54—y - • ÎO'6^  (52)

8 M
Bu (52) temperatura Xoking oigan temperatura (33) dan bir tartibga 

farqlanadi.

tic ^2
—  = M = 2,1810 '5 qiymatlardan foydalanib, (52)
G

asosida Plank erasidagi Olamning temperaturasini topamiz:
7^=1,41-1032 K  (53)

Xoking formulasi (33) bo‘yicha T  hisoblanganda odatdagi 7^1032 K  
dan bir tartibga kam chiqadi. Plank erasidagi temperatura o‘ta yuqori bo‘lgani 
uchun singulyarlik holatida Olam bir onda «bug‘lanish». Boshqacha aytganda, 
«Katta Portlash» mexanizmi — bu «bug‘lanish»dir. Endi bu bug‘lanish 
vaqti Tbug. ni aniqlaylik.

Qora teshik bug‘lanish vaqti. Gravitatsiya maydonida massa qancha 
katta bo‘ lsa, tortishish kuchi shuncha katta bo‘ladi va demak bug‘lanish
shuncha qiyin boMadi. Boshqacha aytganda, massa ortishi bilan bug‘lanish
vaqti kattalashadi. Bug‘lanish vaqti rhug. qora teshik massasining kubi A/3 ga 
bog‘iiqligi aniqlagan.

M = 2-1033 va
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Yuqoridagi bizning tasaw urim izga asosan, Olamning P lank erasi 
davomiyligi t shu singulyarlik -  qora teshikning bug‘lanish vaqti rbug. 
ning o‘zidir. Ьеш ак,

ä g V G >  з G 2
c 5 j  \ h c  )  h c

Biz (54) asosida barcha qora teshiklar uchun formula olamiz.

т А_ = ^ - г М 3 (55)
6>* hc4 ~»2

Bunda M grammlarda hisoblangan qora teshik massasi - j~ j  -  1,66-10 3

ekanligidan qora teshik bug'lanish vaqtini topamiz:
,-37 y il

Т б у г  =1j66-10 (56)
2-

Singulyarlik holatidagi Olam 5,34-10 44 sekundda bug‘ lanadi (Л/ »  
2,18-10 5 g). M asalan, Quyosh qora teshikka aylangan bo‘lsin. U holda 
an ’anaviy tasaw ur va Xoking nazariyasiga ko‘ra uning parametrlari r =  3 
km, T=IO'7 К, r. ,=1065 yil qiym atlarga ega.

Bizning natijalarim izga asosan param etrlar r « l , 5  km, T~\ ,54-10‘6 
K, /»1,33-1063 yil qiym atlarni qabul qiladi.

slumday qilib, Katta Portlash Xoking nazariyasiga asosan singulyar- 
likning bir onda, 5-10 44 sekundda bug'lanishidir.

Qora teshikning to ‘ liq nurlanish quw ati
L = 102,I(10I5/A/)2 erg/sek = 2,5-10-l7(Me/M)2 erg/sek (57) 

m a’lum (q. «Ф изика космоса» kitobi, M. 1986 y, 718-bet). Bizning tasav- 
vurim izga binoan, singulyarlikning — qora teshikning to 'liq  nurlanish 
(bug'lanish) quw ati

E„ m„c2 _ Пс6 1

^  = (G2A c X  “ ö X  <58)
yoki barcha qora teshiklar uchun

(59)
formula olamiz. Bundan (57) ga yaqin

L = 4,30-10-l7(Me/M)2 erg/sek (60)
qiym at olamiz



V b o b. ZICHLIK MATRITSASI (OPERATORI)

l-§ . Kirish

Ta’rif. Qaralayotgan sistemaning holatlari \|/a>, va ularga Ermit
qo‘shaloq holatlar vj/a*, i|/V , bo'lsin. Bular o‘zaro ortogonal va normaldirlar:

_ -------  ( l )
Agar sistemani a  holatda bo‘lish ehtimoli wo bo‘lsa, u holda bu sistemaning 
statistik xossalari quyidagi zichlik matritsasi (operatori) bilan aniqlanadi:

P = ^ w av|/*«,\|/B. ( = X  |a>w„<a|) (2)
Bunda w uchun normalash sharti

w . = 1 (3)

Gilbert fazosida ixtiyoriy ortonormalli bazis vektorlar cpn= \n > ( n =  1 ,2 ...) 

berilgan bo‘lsin. Bu bazisda zichlik matritsasi

< n\p\n >= ^  < n|a > tv„ < a |n > ^
a

ko‘rinishga ega bo'ladi. Bunda diagonal elementlarining y ig ‘ indisi yoki 
matritsa (operator) shpuri birga normalangan bo'ladi:

< n\p\n > = S p  =  1 (5)

2-§. Dinamik kattalikning o‘rtachasi

Berilgan operator (matritsa) ning statistik ansambli asosida d i—namik 
kattalikning o ‘rtacha qiym ati quyidagicha aniqlanadi:

A = X  W“(a lAla ) = ^ pA (6)
a

S ppA — ikki matritsa p  va A ning ko'paytmasidan iborat bo'Igan 
matritsaning diagonal elementlarining yig'indisidir. Eslatamiz: Matritsaning 
diagonal elemantlari yig ‘indisi (ya’ni matritsa shpuri) invariant kattalikdir; 
u  koordinatalar sistemalariga bog‘liq emas.
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Kanonik taqsim otni ifodalovchi z ich lik  m atritsasin ing ko‘rinishi 
quyidagichadir:

p  =  Z 'V P"  =  Z e‘ ß£( p F c p F  S  e~p£ \E! x  E‘\
E  E ‘

p . i  (7)
kT

cp£, = IE  >  — gam iltonian ^  ning xususiy vektori (fiinksiyasi), y a ’ni 

H  I f ' ,  =  E'(f>r \ h\E' >= £ '|£ ' > J  (8)

Z = V -'"  = S  <•"' (9)
E '

Kanonik taqsimot asosida dinam ik kattalik A ning o‘ rtacha qiym ati 
quyidagicha ko‘rinishda aniqlanadi.

-  5 Ae
A =  —  (10)-p H

3-§. Ossillyator koordinatasi va impulsining 
ehtimollari taqsimotlari

Qattiq jism atomlari yoki molekula atomlari kichik tebranayotgan bo'lsin. 
Bu holda ossillyatorning energiyasi

£ = î Z (/>- ( i d
a

ifoda bilan aniqlanadi; Pa va qa umumlashgan impuls va umumlashgan

fk
(normayal) koordinatalar; coa = J — normal tebranish chastotasi. Kvant

V m
m exanikada ham ossillyatorning energiyasi

(12)

alohida ossillyatorlar energiyalari y ig ‘ indisidan iborat bo'ladi. Ossillyator 
koordinatasi qiymatlari ehtimollari taqsimotiga qaraylik. Klassik statistikada 
bu taqsimot
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dW {q) =  A e kTdq  = Ae UT dq <l J >
dan iborat.

Kvant mexanikada shu masalani hal etaylik. H ar bir ossillyatorning 
energiyasi______________________________________________

s = ft© (14)

ifoda balan aniqlanadi.
q,q +  dq intervalda ossillyator koordinatasi qiymati bo‘lishi ehtimoli, 

umumiy ta’rifga asosan,

dw {q) =  p(q)dq =  d q ^  wm\\f2n

w =  ae  , (3 = —  
kT

(15) va (16) dan ko‘rinadiki

p (? )  = « J ]  e ^ \ \ r { q )
n

(17) dan hosila olamiz.

Ms) = 2a£
dq dq

(15)

(16)

(17)

(18)

•* ^m ^ _  ekanligini va n —» n ± 1 o‘tishlar realizatsiyasi bo‘li-

shini e ’tiborga olib, (18) ni yozamiz (impuls matritsasi elementlari uchun 
n —> n ±  1 o'tishlargina mavjud)

d p (g )  
dq

—Be
- P V .

Lft
= e-pE"vl/„[pii. liiv + p„+l„i|/„J

ft V
= - i a ) P „ +,.„ = *©<?„+,,„ ni e ’tiborga olib davom ettiramiz:

dpjg)= 2oro ^  -  4„+lnV|/„i|/„+]]
^  ft V

n -  1 —> n almashtiramiz.



d p ^ ) =  2oco Y [ e - * - q m+(M/ -  q ^ y \ [ i n+ie ^ '  ]= 
dq n -

2öto

ft

(19)
dq  ft

Endi g  p ni aniqlaylik

w = q a £ / i* nV » = öX e^" ^ nv J = a X e^ ”[vy'19<.-,,1Mv1 + v .? ir t .v « i]=

= [ h -1 -» h  almashtiramiz\ =  a

= fl(l + ̂ * ) E ^ , W ^ ^ ” (20)
n=0

(19) va (20) dan olamiz:

ßftco ßfttD

# ( * )  -  2co l - < f pto_ 2co -  g~~ _ 2eo fcßJto

dq ^  ft ' 1 + <fP"“ ft ?P E? ft ° ( }

(21) dan

ft

yoki

dp 2(0 , ßftco ,
=  7~ th q • dq

p ft 2

ln p  { q ) = - q 2 - t h ^  +  \ n C  
ft 2

p ( q ) = C e - r - T

Shunday qilib, izlanayotgan taqsimot p(q) ni olamiz:

p ( i )  = C  exp
i co ftco

— q ‘ — t h ------
H h  2kT
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+00

j d w q =  jp (q )d q  =  1 

shartdan foydalanib, doimiy son С ni topamiz:

C  =

2n ^ - c h ^
I 2(0 2

to , ЙС0 
—  th
nh 2k T

Shunday qilib, oxirgi natijani (F.Bloch, 1932) olamiz:

(22)

__ ,_ _(._\ - /_\ £ 2 ,  СО ЙС0
dw4 =  p{q)d{q) = —  th —  

{n h  2kT  )
exp -  q~ — t h ------

h 2kT_
dq (23)

-P*„ yoki
1

ko 'rin ishda bo‘ lib , bunda ß klassik fiz ikadag i —  dan farq lid ir :
kT

„ _  2 йсо \
^ ~ ^ chegaraviy holda, temperatura yuqori bo‘lganda —
ga o‘tadi.

Izoh 1. Blox natijasi (23) ni mazkur kitobdagi metod bilan osongina 
olish mumkin, Haqiqatan, (11) ni nazarda tutib yozamiz:

bunda
pu> 4

f{q)=A e 2
p/

f(p )= B e  2
V 1

Ossillyator uchun v = 1, ß = — = ----------:
U < б >

1 Йсо , Йсо
— =< £ >= —  cth ------
ß 2 2 kT

(24)

(25)

(26)

(27)

(27) ni (25) ga qo‘yib, taqsimot fuknsiyasi f(q )  ni Blox taqsimoti 
(23) bilan bir hil ekanligini ko‘ ramiz.
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Izoh 2. (27) ni (26) ga qo‘yib , umumlashgan impuls q iym atlari 
ehtimoUari taqsimotini olamiz:

p 2 j  /i(o

f ( p ) = p ( p ) = B e  ^ ' 2tT (28)
(25) va (26) (yoki (28) taqsimot funksiyalaridagi A va V ni normalash 
shartlari

j/faM *) =
-ce

1

asosida topiladi:

2n

ßo r
;A  =

^ßco2 ^  
2n

'2 n  >¡2 (  ß "l
B '  = ; B  =

u  , , 2 л ,
M asa la  5.1 . Garmonik ossillyatorning zichlik matritsasi q tasaw urda 

aniqlansin.
Yechish. Muvozanat holatdagi ossillyatoriar ansambli uchun zichlik 

matritsasi, ta ’r if buyicha,

n=0
ifoda bilan aniqlanadi. 0 ‘zgamvchilarni quyidagicha almashtiraylik:

Hosila
v S i  JT

q = r  + s ,  q =  r  -  s

ni topaylik:

q - q  = 2 s

dpdq  _ dpdq J  dp dp

d s ) T dqds d q d s  ydq 5q

у  е * . ^ и р М
dq dndq

(1)

(2)

(3)

(4)

(5)
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(8)

, 9v|/n л л . д 
bunda — lh ~  РУп’ Р — ~ 1 Ь ~  impuls operatori. Ossillyator uchun

dq_______________ dq
matritsa elementlari noldan farqli bo'Iadi: n —> n ± 1 o 'tish lar uchun 
(tanlash qoidasi). Bularni e ’tiborga olib yozamiz

d \u (q )  i л i r ]
- = 7  P  V . = 7  L a . + A+uV.+iJ =

dq n n

=  г [ -  г'ю<7п-,„ЧЛ,-,(‘7)  + я (7)

= 7 b . - . . V ^ . f e ) - 9 , +i.V ,+ife)]
n

Xuddi shuningdek, tenglikni yozamiz:

- = " b  q •♦‘■V.+.fa')]aq  n
(5) ni (7) ni nazarda tutib qayta yozamiz:

~  = — Z  (g Ъ„-,„V„ ( ? ) “  V rt (? )]=
dq ft n

{ n ~ l —> n  alm ashtiram iz )

= — pt" 'X '„(я t e  -  É  „(q ) v Л ч \ „
Jj Ln=О Л=0

Shuningdek, yozamiz:

=— Z ̂  V, V„-i (? У  4U, VU (? ' )]=
П

=—j Z e_fíe' V » fek-. (9 к-... - Z  ̂ >„(9)^1 {q\n
ft "="

n almashtiramiz =

=— j z ^ ’^vi/^, (?V ,(?  L - í ^ v i í k i W . ̂ Ln=0 n=0
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(9) va (10) ni nazarda tutib, (4) ni yozamiz:

dp dp 
_dq dq

= — /(e"1’*” ~ (e^ "  + )y„ ,(?)iU ,}  =
fi L « J

Endi sp ni aniqíaylik. q = r+ s , q = r - s  dan q + q  = 2 r; q-q =z2s; s  =

qç> q p 
Demak —  v a  lam i aniqlash kerak.

2 2

f a -

qp =  a ^ e ^ S a M ) =
n

= п(я )\>  Л яУ ],,-и  + Е еН5£"^„(?')и„+1( ? к +1л} =

Z  „(Ô V  M \ m« +  Z
_  /I я

<7Р = о + Z e41e"v̂ , ( ? V .+. f e ' k +i,.
_ м я

(12) va (13) dan foydalanib olamiz:

ч> = ^ (а  -  я )> = 1 10 -  e'p" ° E  +

+ (e pte -  l)^v .* .(? ')v .(«)? .H

=  f  (~ 1 +  ) +  V « ,(ff ')v .(ï)] ï.* „

D em ak,(11) va (14) dan aniqlaym iz:

'd p  

¿/i yr
2aco + e -P №>

-ß*“
)  4w
<• Р^ = -------
) Ti

pscth
ß#o

yoki bundan
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(15)
22о ,рЛо i

p (r ,s ) =  A (r)e  s 2 ,ß =  —
kT

A w alg i o'zgaruvchilar q, q ga o'taylik:

r  =  i ± ±  s  =  k — û  
2 ' 2

Demak,

p(g, ç ) =  A(r)e 2* 2

q +  q =  r ,q  =  q  bo'lgandaawalgimasalanmg natijasi olinishi zarur, ya’ni

(16)

pW = A(q)-1 =
to , tico 

th exp
Knh  2kT

yoki q, q da ^ = 4 q2 ni e’tiborga olib yozamiz

-  q ' —  th
to , h a

P.fe.?’) = ~ t h

h o
I

V

expi
Knh  2kT

(17) ni (16) ga qo'yib, oxirgi natijani olamiz:

{q +  q j
Ah

h 2 kT

Йсо
со th-

2 kT

p (q,q) = CD
th

fao ^
nh  2 kT

e x p s -
coi

Ah 2 kT

(17)

® { q - q ) 2 cth
Йсо

(18)
4 Й -  2kT\

Izoh 1. Matritsa p (q ,q  ) ning diagonal elementlari p {q ,q ) (18) dan
q =  q  bo‘lganda olinadi. Bu diagonal elementlar esa awalgi masalaning 
natijasidir.

Izoh 2. Bu  diagonal elementlarning klassik holdagi ifodasi kT  »  Йсо 
shart bajarilganda (18) dan olinadi:

20 ЙС0
p (q ) =  A e "  =  A e  w (19)

Normal koordinata <?dan tabiiy koordinataga o‘taylik: со q =  — m x =  kx .
m

Bu  holda
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р (л )  = Ae 2кТ (20)

кх2
Potensial energiya bo‘lgandagi m a’lum Gibbs (yoki Bolsman)

taqsimoti ifodasi kelib chiqadi.
Izoh 3. /ко »  kT  bo‘lganda zich lik matritsasi diagonal elementini 

aniqlaylik:
wq2 1 toq2

p{ q ) =  Ae * 1 = |vi/„W;v|i0 = А ге 2Л (21)

\|/0 ( ç ) - ossi llyato rning asosiy holati to ‘lqin funksiyasi (q  -  tasaw urlar). 
Masala 5.2. Ossillyator uchun zichlik matritsani p  tasawurda aniqlang. 
Javob:

Z ' h iVco7i/z 2 k l  J  I  4йсо 2 kT

( p - p Y  j Й0) )— L J - c t h  \ (22)
4йсо 2 k T  j  v '

Ko‘rsatma. A w alg i masalani yechgandagi usul qo'llanadi.
Izoh 1. Zichlik matritsa p(p, p ) ni diagonal elementlari ifodasi p = p  

da olinadi:

p (p )  =  A exp
p 2 , Йсо л 

-  — th (23)
сой 2 kT

Asosiy matndagi umumiy ifodadan bu (23) ifodani quydagicha olinadi:

p (p ) = A eJ j^  ; ß  = — —  =  — th —  (24)
H < s  > йсо 2kT

ß ning bu qiym atini nazarda tutib, (24) ifoda (23) taqsimot bilan bir 
xil ekanligiga qanoat hosil qilinadi. A normallash shartidan aniqlanadi. 

Izoh 2. klassik holda (k T  »  /гсо shart bajarilganda) (24) yoki (23) dan

p (p ) = A e nr 
Maksvell taqsimoti funksiyasi chiqadi.

137



Izoh 3. »  kT  holda (24) dan

p(/>) = Ae *• = \v X p T (26)

1 P "

taqsimotni olamiz. Bunda \|/0(p ) =  A ze 2"“ ossillyatorning asosiy holati

to 'lq in funksiyasidir.
Izoh 4. p(p) yoki p(q) ni p(q ) =  |Vj/(g)| deb tasaw ur etilsa, umumiy 

holda \j;(o) funksiya qanday tenglamaning yechirai bo‘ladi?
IV oW  va v|/0(/?)-Shred inger tenglamasining yechim il 
Izoh 5. Garmonik ossillyatorning zichlik matritsasi

p = Z~‘ exp^- P H  J  H  = p 2\2m + ma)2q 2\2 

9 -tasavvurdagi matritsa elementlari

-P H
p { q , q ' ) = lz < q q > =  M )

Zs n
(9)

ifoda bilan aniqlanadi. Bunda E„ -  

kelgan to 'lq in funksiyalar

n +  —
v 2 ,

hususiy qiym atlarga mos

¥ „ (? ) =
^ meo \  

y n h  j

H n(4 ) Ermit polinomi

E M / j
V2>?!

f  „ Imco

y i T q,\  ' j

f d  v
c 2S +00

= [(- 2m)'euK̂ JdU
V  71

ning ifodasidan foydalanib, zichlik matritsasi elem entlari p(q , q ) 
uchun (18) ifodani olish mumkin. Ammo bu usul yetarli darajada murakkab 
bo‘lgani uchun bu yerda uni qaytarmasdan, bu usul ham yana aw alg i 
natijaga olib kelishini qayd etish bilan chegaralanamiz.



VI b o b. FLUKTUATSIYA NAZARIYASI

l-§ . Kirish

Statistik  fizikan ing asosiy vazifasi — term odinam ik qonunlar va 
m unosabatlarn i asoslash , u larn i isbot q ilish  xam da term odinam ik 
funksiyalam i m olekular - kinetik nazariya asosida xisoblashdan iborat. 
Bunda fizik kattaliklarning o‘rtacha qiym ati hisoblaniladi. Kattaliklarning 
haqiqiy qiym atlarin ing o'rtacha qiym atdan chetlanishini (og'ishini) ham 
muvozanatli statistik fizika tadqiq qiladi, o 'rganadi.

Fizik kattaliklar haqiqiy qiymatlarining ulam ing o'rtacha qiymatidan 
tasodifiy chetlanishigaßuktuatsiya hodisasi deyiladi. Moddalaming mikroskopik 
xossalariga fluktuatsiya ta’sir qiladi. Demak, bu xossalami chuqur tushunish 
uchun fluktuatsiyaning ta ’sirini hisobga olish zarur. Shu sababli, fluktuatsiya 
hodisasini o'rganish — tadqiq qilish katta aham iyatga ega. Fluktuatsiya 
nazariyasining aham iyati shundan ham iboratki, u muvozanatli holat 
nazariyasi bilan nomuvozanatli holat nazariyasi o‘rtasida ko‘prikni tashkil 
etadi. Sistema muvozanatli holatdan chetlanishi statsionar bo'lishi mumkin. 
Bu nomuvozanatli jarayonlarni o rganish usuli kinetika deyiladi. Fluktuatsiya 
nazariyasi kinetik nazariya usullarini o'rganishga qo‘yilgan qadamdir.

Ixtiyoriy m iqdor x fluktuatsiyasin ing m iqdoriy o ‘ lcham i sifatida
L  _  ~Y kattalik qabul qilinadi. Aksariyat masalalami yechishda /7=2 bo'lgan

holda foydalanish yetarli bo'ladi. Bu holda _  jj-jr ni x kattaligining 
o <rtacha kvadratik fluktuatsiyasi yoki dispersiyasi deyiladi.

2-§. Fluktuatsiyaning termodinamik nazariyasi

Faraz q ilay lik ,sistema X(xvxv ...) param etrga nisbalan aniqlangan 
bo‘lib, buning o ‘rtacha qiymati quyidagicha bo‘lsin:

x ( x , , x 2>...)
Biz A'ning haqiqiy qiym atlarin ing o 'rtacha qiym at x  ^an chetlanishi 

qonuniyatini, y a ’ni ^ n in g  qiymatlari ehtimollari taqsimotini aniqlashimiz 
lozim.
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Fluktuatsiyani aniqlash uchun (o‘lchamsiz) entropiyaning umumiy ta’rifi
5  = - < l n / ( £ ) >  (1)

ifodadan foydalaniladi; bunda kanonik taqsimotni quydagicha aniqlaymiz:

/ (£ ) = Z - V » , P = ^  (2)

bunda Z — statistik integral (yig‘indi), U — ichki energiya, 2v — sistemaning 
gam ilton ian in i an iqlovchi param etrlar soni; yuqori tem peraturada, 
energiyaning erkinlik darajalari bo'yicha teng taqsimlanishi qonuni o 'rin li 
bo‘lganda (2) taqsimot Gibbsning kanonik taqsimotiga o ‘tadi. Bundan 
kanonik ansambl entropiyasini topamiz:

S  -  v + ln Z (3)
Sistema yoki uning biror qismini xarakterlayd igan fîzik kattalik

AT(x,, x2, . . )  ning o ‘zgarishi bilan sistemaning holati o 'zgaradi. Faraz
qilaylik, entropiya tenglamasi (3) faqat muvozanat holatidagi sistema 
uchun o'rinli bo‘lmasdan, X ning barcha qiym atlarida ham o 'rin li bo‘lsin:

S ( * )  = v ( x ) + ln Z ( x )  (4)
Fluktuatsiya hodisasida erkinlik darajalari soni doim iy deb, (3) va (4) 

ifodalardan quyidagiga ega boMamiz:

0 j  = e x p [ s ( x ) - 5 ( x ) i  (5)

Bunda S ( x ) - s ( x ) =  A S(X )<  0 va dem ak nisbat (0 ,1)

intervalda o'zgaradi va sistemaning muvozanatli holatdan chetlanishi 

ehtimoli w (x ,  x )  ni aniqlaydi, ya ’ni

w ( x , x ) =  A exp [A 5 (x )] (6)
bunda A — normallash shartidan aniqlanadi.

w ( x .  x )  = | | | j ; A 5 (x ) = S ( x )  -  s ( x )

(6) ifodani Eynshteyn formulasi deyiladi.
Quyidagi bir o'zgaruvchan X(jc,) = x  bo'lgan holni qarab chiqaylik. 

Parametr x  ning o'rtacha qiymati x  dan chetlanishi kichik bo'lsin. By 
holda S(x) ni qatorga quyidagicha yoyaylik:
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5(х) = s(x)+ =-о(х -х )+ ~-  4 | | - ( х  -  xf + ...1 d2S
ÔX 2 д Х

(7)

x  = x  bo'lganda entropiya S(x) maksimum qiymatga ega bo‘Iadi. Shuning uchun

^ 1  - = 0, 
d X 'xmx

d 2s  

d X 2
- <  0

(8) ga asosan

bunda

S{x) -  s(jc) = AS(jc) = -  — (jc -  д:)2

(8)

(9)

P =
ô 2S

д Х 2
> 0

(9) ni nazarda tutib, (6) formulani quyidagi ko‘rinishda yozamiz:

Ифс) = A exp 

(10) dagi A quyidagi normallash sharti
3C
Jw (;c> ¿r = 1

- g ) * - ? (10)

(И )

(  ß >dan topiladi. (10) ni (11) ga qo 'yib , A = —  ekanini topamiz (6 .1-
\ 2 n J

masalaga qarang). Shunday qilib, x  kattalikning fluktuatsiyasi qiym atlari 
uchun quyidagi taqsimot funksiyasini olamiz:

Ифг) =
ß

2 Ï | e p
(12)

Bu taqsimot Gauss taqsimoti (yoki normal taqsimot) deyiladi. Bu taqsimot 
simmetrikdir va x  =  x  da maksimumga ega (6.1 rasm).

Kvadratik fluktuatsiya o'rtachasi ^  -  x j  ni (12) asosida aniqlaym iz 
(6.1, 6.2-m asalalarga qarang):
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X
6.1-rasm.

D smak,

(x -  x j  =  j( jt  -  x )  W (x)dx = —
-70 P

( x - x j
W (x) = 2n(x -  x f

(13)

(14)
l [ x  -  _

Yuqorida bir parametming fluktuatsiyasini qaradik. Xuddi shuningdek, 
ko‘p parametrlar fluktuatsiyalarini ko‘rishimiz mumkin. Bu holda sistema 
entropiyasi shu parametrlar x {, x2,..., x n ning funksiyasi bo‘ladi:

S (x )  = S fa .x ,

Bu holda parametrlaming o'rtacha qiymatlaridan chetlanishi ehtimoli W(X) 
ni quyidagicha yozamiz:

W {x]dxtdx2...dxn =  A c ^ S { x ) } l x d x 2.. dxn (15)
bunda

X  =  X (x l,x 2,...,xn)

S(X ) ni (x  -  x¡) darajalar bo'vicha qatorga yoyam iz, (xi -  x )  ni kichik 
deb, ikkinchi tartibli hadlarni hisobga olish bilan chegaralanam iz, y a ’ni

S ( x ) - í ( x ) + x £ . . : U - í ) +

+ l £ - í * _  .o xt=x,x,=x\ ' 'A ; i)2 Tj dxd x j 
yoki (8) ga asosan
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S (X ) - s ( x ) =  - ¿ ¿ Р , , . ( д г ,  -  x , \ x ,  -  * , )  ( ,6 )

(16) ni (15) ga qo‘yib, aniqlashim iz lozim bo‘lgan fluktuatsiya ehtimollari 
taqsimotini topamiz.

W (x )  - A exp

Bunda A  normallash sharti
+00 +00
J ... \w {x )d x ,d x 2...dxn =  1

(17)

(18)
— oo —oo

dan topiladi:

A = (27it)"* л/ß
ß-m atritsa ning determ inanti (6.1, 6.2 - m asalalarga qarang). 

M asa la la r .
6.1. (10) ifodadagi A ni aniqlang.
Yechish. Qulaylik uchun * = o deb, (10) ni (11) ga qo‘yam iz

+00

[exp 21- - ß *
J

— 00 2
dx =  1

yoki

Á -
bundagi 1 Pausson integralin i topamiz:

+00
I  = fe ~ r dy

— 00

Buning uchun P  ni yozib, so‘ng qutb koordinata sistemasiga o‘tib, 
integrallash am alini bajaramiz, y a ’ni

? + » 2л + » 1

I 2 = j  j  e~xl~r dxdy = j í /ф fre ~ r d r  = 2л  - — = л

Demak, / = ~ Jñ . Shunday qilib, Л J L
2л
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6.2. (17) ifodadagi A  ni aniqlang.
Yechish. (18) integral ifodani hisoblash uchun x. ustida shunday chiziqli 

almashtirish

X.u =  Z  a* xk (1)
к

ni bajaraylikki, kvadratik forma Z  , Д  ]xjx j natijada Z  ,x * gaaylansin, 
ya’ni

Z ß u * « * >  = Z * ?  = Z * í* A j  (2)
» ¡,j

(1) ni (2) ga qo‘yib, quyidagini hosil qilamiz:

Zß a a =  ôr  i , j  im j n  m ,n  1 ^ ) 1

Bunda chap tomondagi matritsa determinantlari ß  =  p. j, a = \aim|, o‘ng 

tomondagi matritsa determinanti esa |SimJ =  1. Shuning uchun

ßfl2 =  1 (4)

tenglikka ega bo‘lamiz.
(18) integralni chiziqli almashtirgandan keyin, yakobian doimiy va a ga 
teng ekanligini nazarda tutib, quyidagini yozamiz:

+OC +ac -юс +x -i
J .. . I a W (x  )dxldx2...dxii =A a  J . . .  J e x p  Z  x *

2 i-ao —X
dxidx2...dxn -

— A /7

1 +
i h

J|
~

X, <
1 и

— 4  í l (  Т Г  ^ 2  — 1— r\(l r  t i \
o o  _

yoki (4) ni e’tiborga olib, aniqlanishi lozim bo‘lgan A  ni quyidagicha 
ekanligini topamiz:

A = (2 n)~-y[$

6.3. Sistema qismining holatini ifodalaydigan parametr x bo‘lsin. 
Entropiya ifodasi (3) asosida X  ning fluktuatsiyalari taqsimotining

(*■*.)
W { X ,X 0) = C e ^  8 (O

ko‘rinishga ega ekanligini ko'rsating. Bunda ДA m¡n —  sistema qismining 
muvozanatli holat X0 dan X = X 0+ A X  holatga o ‘tishda bajarilishi zapyp 
bo‘lgan minimal ish.
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Yechish. To‘la sistema holati o‘zgarganda bajariladigan ish termodinamika 
qonunlariga asosan

d A > d U -  QdS 
yoki kvazielastik (qaytuvchan) jarayon lar uchun

dA = d U -  OdS (2)
min

bo‘ladi. Bunda U v a S  sistemaning ichki energiyasi va entropiyasi. To‘la 
sistema yakkalangan, y a ’ni dU =0  bo'lsin. Sistema qismi yetarli darajada 
kichik bo'lsa, sistema parametri ning o'zgarishini hisobga olmaslik mumkin. 
Bu holda snstemaning X0 holatdan X=X0+&X holatga o‘tishi uchun (2) 
asosida quyidagini yozamiz:

M m,  =  - e [ s ( x ) - s ( x Q)] 0 )

(3) ni (6.6) ga qo'yib, isbot qilinishi lozim bo‘lgan (1) ga ega bo‘lam iz. 
Term odinam ik parametrlarning o ‘ rtacha qiym atlaridan chetlanishi, 

y a ’ni fluktuatsiyasi tegishli (mos) ish bajarilishi bilan sodir bo 'ladi.

3-§. Termodinamik parametrlar fluktuatsiyasi

Termodinamik parametr X  ning AA'ga o'zgarishi tufayli sistemaning 
ichki energiyasi Ut entropiyasi S  va hajmi V ning o‘zgarishIari A U, A S  va 
AV  bo‘ lsin. 0 ‘zgarmas temperatura va bosimdagi sistemada fluktuatsiya 
sababli tashqi kuchlar bajargan ish termodinam ika asosida quyidagicha 
aniqlanadi:

dA > dU  +  pdV  -  TdS 
(bunda QdS =  kTdS =  TdS0 : qulaylik uchun indeks nol yozilm aydi). 
Bundan m inim al ish uchun

dA =  d U  +  p d V - T d S  (19)
min i

ifodaga ega bo'lamiz. By ifodada T va P muvozanatdagi qiymatlar. U xúA U  
va A S  darajalari bo‘yicha qatorga yoyamiz:

d S  dV  2
™ (A Sy  +  d- ^ ( A Vy  +
d S 2 J dV  ’

+ 2 - ^ - A S A V  
dSdV

+ ... (20)

M a ’lum ki, bu ifodada hosilalar uchun ularning muvozanatdagi 
q iym atlari olinadi.
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T  =  ™ - p  =  ™
d S  ’ ÔV

larni nazarda tutib, T va P  parametrlarning o'zgarishini yozamiz:

АГ = л Г ^ 4
l ÔS

d 2U  AC , Ô2U  AT/ 
* A S  H A V

- A P  =  A
dV

d S

d 2U

d V ‘
AV  +

dVdS

d 2U

dSdV
AS

(22) ni A S  ga, (23) ni esa A V ga  quyidagicha ko'paytiramiz:

ASAT =  ^ { A S f  +  - ^ - A V A S  
d S 2 dVdS

-  APAV  = —  (AV)2 + - ~ r — ASAV

(22)

(23)

(24)

(25)

(21)

dV 2 '  ÔSÔV 
(21), (24) va (25) larn i nazarda tutib , (20) tenglikn i quyidagi 

ko'rinishda yozamiz:

A U  =  TAS -  pA V  + ^ (Д ГД ^ -  APAV ) (26)

X  ning chekli o'zgarishi X +A X  uchun (19) ni

AAmin= A U - T A S + P A V
ko‘rinishda yozib, bu ifodaga (26) dan A U ni olib kelib qo‘ysak, quyidagi 
munosabat hosil bo‘ ladi:

= | ( Д Г Д У - Д Л ^ ) (27)
AAmin ning bu ifodasini

W (X ,AX ) = С exp AA
kT

ga quyib, termodinamik parametrlar fluktuatsiyalari uchun quyidagini 
olamiz:

JV (X ,A X )=  С  exp 

Bu yerda 0 = kT  deb qabul qilindi,

^ ( Д Р Д К - Д Т М ) (28)
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Masalalar.
6.4. (A V )2,(AT)~  va AVAT o 'r tach a  kvadratik  flu k tu a ts iya la r 

aniqlansin.
Yechish. Erkin o'zgaruvchilar Kva 7 b o ‘lsin. U holda

AP  =
dP_

\d T  yv
A 7  +

a p

d V Jr
AV

AS = í —
1 0 7

A T +
A

55
^0V

AV

Term odinam ikadan m a’lumki,

05
07

CVÍ0S  
7 ’ l 0V /7

/7

r d P ^  

\d T

(3) ni e ’tibo iga olib, (2) ni quyidagicha yozamiz:

f dP_

\ d T  j \
A S = AV +  — A T 

7
(1) va (4) larn i (4.28) ga quyib, quyidagi ifodani hosil qilam iz:

W (AV, A T  )=  C  exp

0P
d V /7 ( a f J  — ^ ~ ( a t  y
2k T 2kT

0 )

(2)

(3)

(4)

(5)

AVAT  ga mutanosib boMgan hadlar (5) ifodada ishtirok etm ayotir, 
demak, hajm Kva temperatura 7fluktuatsiya lari bir-biriga bog‘liq emas, 
y a ’ni AVAT =  0.

(5) dan ko 'rinadiki, hajm va tem peratura kvadratik fluktuatsiyalari 
uchun quyidagilarga egamiz:

(AV)2 = - k T  =  kTl r V
d P J t

(A T f  =
k T 2
G

(6)

(7)
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1
bunda Хт -  ~ —

' д У л

V дР /Т
izotermik siqiluvchanlik. Termodinamik

tengsizliklardan C v > 0  va yví, > 0 fluktuatsiyalaming (Д77)2 va (A V f  
rnusbat ekanligi m a’lum.

6.5. (a P )2,(A S )2 va APAS fluktuatsiyalami aniqlang.
Yechish. Erkin o'zgaruvchilar P  va S  bo'lsin.

AV =
\ d P  Js

AP
r dV_л
\ d S ; P

A S (1)

(0 T K d7I'дт \
A T  =

Termodinamikadan ma

J d S '

U  T )

—  AP +
y d P Js
’lumki,

- r  i dv
p P\ d S ,

J S ,

l - (

M  (2)
'P

S T )
dP  (3)Js

(3) ni e ’tiborga olib, (1) va (2) ni quyidagicha yozamiz:

.d P
A P +

h
(д Т Л  

A T =  —
,d P  J s

(4) va (5) ni (28) ga quyib,

( 5 ) ,
A S

A P +  —  AS
C„

(4)

(5)

TJ/Í АПА сЛ Л 1 ' d V N(W Ao ) =  ( exp
_2kT кдР  j

V
S

-  ̂ ( л o\2
2 tC , (A'5 ) j <c;

ekanligini aniqlaym iz.
(6) dan bosim va entropiya fluktuatsiyalari bir-biriga bog‘ liq emasligi, 

y a ’ni ASAP =  0 ekan lig i ko ‘ rinadi. Entropiya va bosim  kvadratik 
fluktuatsiyalari uchun (6) dan quyidagilarga ega bo‘lamiz:

(A S)2 = kCp

(AP j  =  -k T
dP

dV Js

kT

n .

(7)

(8)

bunda Xs -  — —
1 (d V

V \ d P adiabatik siqiluvchanlik.



6.6. Ichki energiya kvadratik fluktuatsiyasi (д [/ )2 ni aniqlang. 
Erkin o‘zgaruvchilar qilib, F  va Г  ni oling.
Yechish.

f  я гг  "\
A U  =

d U

ÔT
A T  +

л

dU_

dV
AV

/ Т

Buni kvadratga ko 'paytirib, so‘ng o‘rtachalaym iz.

(9)

(10)

(А Г )2 va (AK)2 larn ing o ‘ rniga u larn ing q iym atlarin i qo 'ysak , 
quyidagiga ega bo‘lamiz:

( A U j  = С Д 7 2 -  k l
' d V >

2
=  kT TC, +  vy„, — T

Kd F ; Ж 1 7 < dV  J 7

4-§. Zarralar soni fluktuatsiyasi

Sistemaning bir qism i hajmining fluktuatsiyasi uchun (6.4 - masalaga 
qarang).

r Ô V 4
(A V )2 = - k T

Vd P J t
(29)

tenglik o 'rinlidir. Agar sistema qismi N  ta  zarralardan iborat bo‘ lsa, (29) 
ni N1 ga bo‘lsak, solishtirma hajm fluktuatsiyasi uchun quyidagi tenglik 
hosil bo'ladi:

AV

N

V _ _ k T ( d V

N ’ K ô P ) ,  (30)
Bu fluktuatsiya sistem a hajmi yoki zarralar soni o‘zgarm as deb

qaralayotganiga bog‘liq  emas. Shuning uchun, (30) asosida m a’lum
hajmdagi zarralar soni fluktuatsiyasini aniqlashim iz mumkin.

Haqiqatan ham,

= ~ J ï AN ( 3 D

Buni kvadratga ko'tarib , so‘ng o 'rtachalab quyidagini topamiz:
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V 2

N 4
{a n )2 = V -

N

\ 2

yoki (30) ni e ’tiborga olib, quyidagi zarralar fluktuatsiyasi ifodasini yozamiz:

kTN 2 ( d V '
(A N ?  =  - '

dP
(32)

V J r

Kritik hoJatda
dV

dP
siqiluvchanük cheksizlikka intiladi. Shuning uchun

(31) dan ko 'rinadiki, zarralar soni fluktuatsiyasi cheksizlikka intiladi. 
Shu sababli, kritik holatdagi jarayon lar maxsus qaralishi lozim.

M asala lar.
6.7. Zarralar soni fluktuatsiyasi quyidagi

{A N )2 =  kT (1)
s T  y

ko‘ rinishga ega bo'lishini isbot qüing.

f d V ^
Yechish. Hosila

f e v '

dP

8P
ni o'zgarmas A^da yozamiz, y a ’ni

St

-  K -
/ T ,N N \ d P

d N 
N V

J t .n

F 2

N

d N  

d P  V T ,N

Bu yerda o‘zgaruvchan parametr deb, V ni emas, N  ni olish mumkin 
((36) formula rrmnosabati bilan aytilgan izohni qarang). U holda

' dV1
NdP dP /T,VVUJ J t,n 

termodinamik potensial
d®  =  d{N \x) =  - S d T  + V dP + \xdN

yoki
Nd\i =  S d T  +  VdP

dan quyidagini olamiz
N  

V
(3) ni e ’tiborga olib, (2) ni quyidagicha o'zgartirib yozamiz:
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( dV^

d P  ) T.N

г д Р л f

N 2 дц n  у

ЭЛЛ _ _ v ^ _  

d P j j y ~  N 2

8N_

Ф Л ;
(4)

Endi (4) ni (32) ga qo‘yib, zarralar soni fluktuatsiyasi (1) ni hosil
qilam iz. _____

6.8. Klassik ideal zarralar uchun (AiV)2 ni aniqlang.
Yechish. Bizga m a’lumki,

(a n J  = -
kT N 2 f  Дт/ Лev_

dP л
(1)

Ideal gaz tenglam asi P V =n kT  va um um iy m atem atik munosabat
РХ?Ц = 1 êa asosan (1) dan klassik zarralar fluktuatsiyasi uchun

N
(A N )’  = (2)

ifodaga ega bo‘lam iz; bunda ц — korrelyatsion parametr. Ideal gaz uchun 
;u=l ekanligidan izlanayotgan fluktuatsiya ifodasi

kelib chiqadi.
(A N )2 =  N (3)

5 -§ . Kvant ideal zarra lar soni fluktuatsiyasi

Ideal kvant zarralar sistemasining muvozanat holati uchun Fermi- 
D irak taqsimot funksiyasi

1

+ 1
(32)

Boze - Eynshteyn taqsimot funksiyasi

1
(33)

e kT - 1
o‘rinli; bunda w, -  s ( eneigiyali / kvant holatdagi zarralaming o‘rtacha soni. 

Sistemadagi kvant zarralar soni n. ning fluktuatsiyasini quyidagi

(An. У =  к  T
' дп, '

Jj
(34)

151



formula (6.7-m asala (1) formuiaga qarang) asosida aniqlaymiz.

(32) va (33) lardan 
gaz uchun

r  d r t i  ^

J r

Boze-gaz uchun

5p

(A «,)2 = «y(l - n ¡ )

ni topib, so‘ng (34) ga qo‘yib , Ferm i-

(35)

( k n . f  -  n ,(l + Mí) (36)
ifodalami olamiz.

Klassik ideal gaz uchun Bolsman taqsimotidan foydalansak, (34) 
formula asosida

(A n¡ )2 = n¡ (37)
ekanligini topamiz (6.8 masalaning (3) formulasiga qarang). Klassik ideal 
gaz uchun olingan (37) natija (35) va (36) formuladan n, « 1  boMgan 
chegaraviy holda kelib chiqadi.

Masala. 6.9. Eritmadagi konsentratsiya fluktuatsíyasini aniqlang. 
Ko'rsatma: (34) formuladan foydalaning.

Yechish. (34) formulan i yozamiz:

(A/7, J  = kT (1)

bunda « . va ¡ i ¡ eritmadagi i — xildagi modda zarralarining soni va kimyoviy 
potensiali.

n,
(1) ni zarralam ing umumiy coni N 2 ga bo'lib, konsentratsiya l  , = 

ning fluktuatsiyasi uchun quyidagi fónnulani olamiz:
N

( Á q J =
kT

N

kT

N 2
dn¡

(2)
A

6-§. Fluktuatsiyalar munosabatlari

Faraz qilaylik, sistema (yoki uning qismi) undagi fluktuatsiya jarayonlari 
tufayli o'zining muvozanatli holatidan nomuvozanatli holatiga o‘tgan bo‘lsin. 
Sistema holatining bu o'zgarishini “fluktuatsiyalovchi kuch” F  (umumiy 
holda tashqi kuch) ta ’sirida sodir bo'layapti deb tasaw ur etish mumkin. 
Bu kuch f ’ta ’siri tufayli unga mos umumíashgan koordinata o ‘zgarishining
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o‘rtacha qiymatidan chetlanishini x bilan belgilayiik. Bu holda bajarilgan ish 
F xga teng bo‘ladi. Nomuvozanatli holatdagi sistemaning gamiltoniani, ayonki 
H =H n-Fx bo‘ladi; bunda H0 muvozanatli holatdagi sistemaning gamiltoniani. 
Lokal muvozanat haqidagi farazga asoslanib, kanonik taqsimot funksiyasini

/ (/ i)= ^ e x p [ -ß ( i/ 0- F x ) ]  (38)

ko'rinishda yozamiz.
Bu yerda maxsus shuni ta ’kidlaym izki, ideal sistema qaralayotganda 

(klassik yoki kvant hoi bo'lishidan qat’i nazar) dinam ik param etr x bitta 
zarraga tegishli bo‘lishi mumkin.

Sistemadagi x  ning o‘rtacha qiymati umumiy usul bilan quyidagicha 
topiladi:

-  j x (p , <?)exp[- ß (# „ - F x )}ip d q

j exp [- ß (# 0-  F x  ty p d q  (39)
x  =

V
bunda p  va g-zarralaming umumlashgan impulslari va koordinatalari, ß =

(39) dan quyidagi hosilani olamiz:

'dx_ ß j x2 e\p[~ р(/У„ -  Fx)}lpdq f j s  exp[- ß(-fl,,~ Fx fypdq  j
Jexp[- ß(/y„-  Fxtypdq  | jexp[- Ç>{H-  F xfypdq  j

= ß ( ? - ( x ) 2)= ß (Ä if

Shunday qilib, x  parametrning fluktuatsiyasi uchun

d x

d F
(Ax)2 = 0 •—  ,0  = -  (40)

/0 P
ifodaga ega bo‘lamiz. _____
Xuddi shuningdek, fluktuatsiyalovchi kuchlaming fluktuatsiyasi ( \ F  )2 uchun

(41)
r d F  л

/0
( A F j = f )

^ OX

ifodani olamiz. (40) va (41) qo'shaloq param etrlam ing (jumladan statistik 
kattaliklam ing) fluktuatsiyalarini aniqlash metodlaridir.

f  dx Ô F  ^
(40) va (41) lam i bir-biriga ko‘paytirib va —— —— = 1 deb hisoblab

l ô F  dx L
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[(A F)2(a^  = 0 (42)
munosabatni olamiz. (42) ni birinchi fluktuatsiya munosabati deb ataymiz.

Fluktuatsiya uchun F=coP  ekanligini nazarda tutib (buni keyin asos- 
laym iz), (42) ni

( A x J V j f  =  -  (43)
co

ko‘rinishda yozaxniz. (43) ni ikkinchi fluktuatsiya munosabati deb ataymiz.

7-§. Parametrlarning korrelatsiyasi

Fluktuatsiyalar simmetrik b o igan i uchun, y a ’ni ularning haqiqiy 
qiymatlari o 'itacha qiymatdan ikki tomonga bir xil chetlanganliklari uchun 
fluktuatsiyalarning o‘ rtachasi 53c har doim nolga teng bo‘lad i, ya ’ni

Ax =  (x  -  x )  =  x  -  x  = 0
Sistema param etrlari x  va y  ning fluktuatsiyalari ko'paytmasining 

o‘rtachasi AxAy ni ko‘ raylik.

ÄxAy =  (x  -  x f y  - y ) = r y - x y  (44)
x  param etrn ing q iym atlari y  param etrn ing q iym atlariga bog‘liq 

bo‘hnasa, ya ’ni ularning qiymatlari ehtimollari bir-biriga bog‘liq bo‘lmasa, 
xva vni alohida-alohida o‘rtachalash mumkin. Bu holda x y  =  xy  va demak 
AxAy =  0 bo‘ ladi. Agar xva y parametrlar qiymatlarining bir-biriga ta ’siri 
bo isa , y a ’ni ularning ehtimollari bir-biriga bog‘liq bo^lsa, tabiiyki, x va y 
lam i alohida-alohida o ‘rtachalab bo‘lmaydi va demak x y  *  xy  boMadi. Bu 
holda AxAy & 0 boMadi va parametrlar xva y  orasida korrelatsiva mavjud 
bo‘ladi. Korrelatsiyaning o'lchovi sifatida

AxAy =  x y - x y  (45)
ifoda qabui qilinadi. Agar x = y  bo‘lsa, (45) fluktuatsiyani ifodalaydi.

Umumlashgan Ft va F2 kuchlaiga mos, sistemani xarakterlovchi pa­
rametrlar x, va x2 bo‘lsin. Temperatura Tbolgan termostat bilan sistema kon- 
taktda turibdi deb x, va x2 parametrlarning korrelatsiyasi Ax. Ax, ni aniqlaylik. 

Sistemaga Ft va F2 kuchlar ta’sir etayotgan bo‘lsa, uniñg gamiltoniani H

H  =  H o -  -  F 2X2
ko'rinishga ega buladi.

Bunda x, va x2 umumlashgan koordinatalar q va umumlashgan impulslar 
p  ning funksiyalaridir.
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Bir o'zgaruvchi parametr bo'lganda (Дх2) ni aniqlaganim iz kabi, 
kanonik taqsimot

/ (Я )  = Z '1 exp [tf0 -  Ftx t -  F2x J  
asosida quyidagilam i ham osonlikcha aniqlashim iz murnkin:

f  Sx, '
Дх ,Ах2 =  0

Дх.Лх, = 0

(46) va (47) ning chap tomonlari tengligidan

í  dx. ^

dF,

(46)

(4 7 )

(48)
I /9

ekanligi kelib chiqadi. Bu (48) munosabat x, ning o'zgaríshi x2 ga ta ’siri 
qanday bo'lsa, x, ning o‘zgarishi x2 ga shundayligini ko‘rsatadi (Onzager 
prinsipi: F t ning x2 ga ta ’siri F2 ning x, g a ta ’siriga teng).

Masalalar.
6.10. (40) asosida sistema hajmi V ning o‘rtacha kvadratik fluktuatsiyasini 

aniqlang.
Yechish. Hajmga mos umumlashgan kuch -  manfiy ishorali bosimdir. 

Binobarin, aniqlanishi lozim bo'lgan fluktuatsiya uchun (40) asosida x  ni 
V bilan va .Fni (-P) bilan almashtirib.

dV
(Д К )2 = - 0  - =Q V Xr

d P

1

(1)
/ Т

dV
ifodaga ega bo'lam iz; bunda I r  ~  — izotermik siqiluvchanlik.

v \ o r  J T
6.11. 0 ‘zgarmas hajmli sistema 7’temperatunili termostat bilan kontaktda 

bo’lsin va zarralar manbai bilan zarralar almashib turishi mumkin bo‘ lsin. 
Bu hodda sistema holati katta kanonik taqsimot

= ex p [- P (E r -  цп )]

Z  exrf~  P(£ , “  n O l (1)

bilan ifodalanadi. Bunda ц -  zarraning kimyoviy potensiali, nr va E r esa r 
holatdagi zarralar soni va energiyasidir.
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Ma'lumki, makroskopik sistema uchun o‘rta qiymatlar «  va Ë  ni odatda 
termodinamik muvozanatdagi qiymatlar bilan almashtiriladi, mikroskopik 
sistemalarga doir masala qaralganda esa n \ a  E  parametrlar ñ va E  bilan 
a lm ash tir ilad i. Shu la rni nazarda tu tib , z a rra lar soni va en erg iya  
fluktuatsiyalari va [A E J  ni hamda AF.An korrelatsiyalami aniqlang.

a) (An)2 ni amqlang.-------
Yechish. (39) bilan bu masaladagi (1) ni solishtirsak, ko'ram izki, 

zarralar soniga mos umumlashgan kuch — bu kimyoviy potensialdir. 
Shuning uchun, (40) ga asosan. zarralar soni fluktuatsiyasini yozamiz:

(Art)2 = 0
'  dn >

/O'*V / (2)
0

b) AEAn ni aniqlang. 
Yechish. E  uchun yozilgan

Ë  =  Z  rE r exp [- P(£ -  pn )]

Z  5eXP [- P(£* -  ^ « 5 )]
(3)

ifodadan ¡i bo‘yicha hosila olamiz (hosiladagi £  ni E  bilan almashtiramiz):

/0

rn rEr exp [-  P (g  -  V-n)]

Z  *exp[ -  P f c  -  y *,)]

_ p £  .E. « p l-g g .  -  A  « r i -  f e  -  n",)l = .  En\ =
(Z  5eXP[~ P(̂ S -  V"s)]}

Bundan:
= p((£ -  E \ n  -  n )) = fiAEAn

AEAn =  0
' d E '

dyi Ja
(4)

Izoh. Agar (4) ifodada E m n  bilan almashtirilsa, bizga m a’Ium zarralar 
soni (An)2 fluktuatsiyasi olinadi.

c) (a e J  ni aniqlang.
Yechish. Bu masalani yechish uchun (3) ifodani p  bo‘yicha differen- 

siallaym iz:
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= Z  rE r(ßr -  \Mr) e x p [ -  ß (£  -  Ц Л , ) ]
Z  *exPi“  ß f e  -  Vns)]

+  Z  Л  exPÍ~ ß(E r -  H”, ) E  -  цид)е х р [-  ß (£ t -  ц яд)] =

Í Z  s exd ~  ß (^s -  W sW

= - £ ( £  -  цп) + E ( E  -  цп) = - [(¿F  -  £ 2) -  (Ën  -  £ ñ )] = 

■{a e J  - ц м л й ]

(5)

(4) va (5) ifodadan quyidagini olamiz:

f  я г  N f
[A E )2 =  0 0

ÔE 

v ô 0 y M
ÔE

Ф
, 0 = -  

P
(6)

Izoh. Berk sistema uchun (Д£)" = 6 ' — ■■ “Ossillyatorlar to 'p lam i”
00

modeliga asosan e  = 0 • Demak, ( a e ) 2 = 0 2 ■ Klassik holda Q =  kT  bu
holda taqsimot funksiya kanonik taqsimotdan iborat bo‘ ladi. Kvant holda

h ®  пса /  ч i i2
У = —- c m —— va bu holda taqsimot funksiya f \ E )  = Ы , bunda y  —

A* Z*Kl
ossillyatoming to ‘lqin funksiyasidir.

8-§. Ideal gaz zarralari taqsimoti

Faraz qilaylik, berilgan ixtiyoriy К hajmda ixtiyoriy /Vsondagi zarralar 
bo‘lsin. Shu zarralar soni ehtim ollari taqsimotini topaylik. Ideal gazning 
umumiy hajmi V0 zarralarining um um iy soni N0 bo‘lsin.

Agar bir jin sli gaz muvozanat holatda bo‘lsa, biror ixtiyoriy zarraning

V hajmda bo‘lish ehtimoli

V da bo‘lish ehtimoli esa

t y \

f y \ N

v ñ y

ga teng bo‘ladi. Bir vaqtda N  ta zarraning

ga teng. Xuddi shuningdek, biror ixtiyoriy 

Vn - V
zarraning V hajmda bo‘lmaslik ehtimoli ga teng, 7V0-7Vzarralaming
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V hajmda bo‘lmaslik ehtimoli esa

/ \n0-n

v. /
ga teng bo‘ladi. Shuning

uchun V hajmda ixtiyoriy N  ta  zarralarning bo'lish ehtim oli W(N) 
quyidagicha aniqlanadi:

w (n )
f Tr \N

VKro y

V -  V r 0 r
VV o /

N

V\ ro /
1 ------

Sistem abirjinsli boiganda y  ~  ly  bo‘ladi, chunki j f y  =  N  , nV0 =  N0.

Bulam i e’tiborga olib, quyidagini yozamiz:

w (n )
r j ? v r

J
1 -

N
\Na-N

N.

N0, V0 va V lar uchun N 0 - »  o o , V(| —> oo va y  <  oo qabul qilib, W'j'TV} 

uchun quyidagini olamiz:

w (w ) =  c o n s t N Ne N (49)
Normallash sharti

¿ w ( w ) =  1

dan

ni topamiz. Shunday qilib,

const
1

w {n ) =

N\

N ” e N

N\
(50)

Bu W(N) ideal zarralar taqsimoti uchun ohngan Puasson taqsimotidir.
M a’lum N  uchun, leknn uzluksiz o‘zgaruvchi param etr N  uchun 

ehtim ollar taqsimoti (50) ni yozish mumkin:

d W ( N ) =  w (N )d N  =  C „ N Ne Nd N

yoki
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dJV(x)= w(x)dx = CNx * e xdx  (51)
Normalash shartidan

x
C N\ x " r d x  =  C T ( n  + l ) =  1

0
CN ni topamiz,

C " ~  r (A 1 +  l ) ’ (52)
bunda Y(N+\) gamma-funksiya. N  butun son bo'lganda G(N+\)=N]. 
bo 'ladi; demak,

dW(N) =  ,NNê*dN

bunda w(^V)= — i)A 7 e — gamma-taqsimotdir.

M asa la la r .

6.12. TV2 ni aniqlang.
Yechish.

N N N N

N 2 =  Ë N 2f T ( N )=  g AT ; ~- ,  +  =  N 2 +  N  n )
fco v 7 h ( N - 2 )  £ î(A T - l)  { )

Shunday qilib, idéal gaz zarralari soni kvadratik iluktuatsiyasi uchun 
quyidagini olamiz:

[a n J  =  N  (2)
6.13. Muvozanatli berk sistema energiyasi qiymatlari taqsimotini aniq­

lang va

/ ,.(£ > £  = ^ E - ' e * d E  ( l )

ekanligini isbot qiling. Bunda v — erkinlik darajalari soni, Y(v) — gam m a-
funksiya, p~l=Q erkinlik darajasnga to ‘g ‘ri kelgan o'rtacha energiya.
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w

Yechish. n va v erkinlik darajalariga ega bo'lgan sistem alam ing ener- 
g iyalari En, E v qiymatlari tekis taqsimlangan va n >  v , v  < co bo isin .

M a’lum bir erkinlik darajasiga mos keluvchi energiya qiymatining (0,£) 
intervalda bo‘lish ehtimoli, ehtimollar taqsimotining teng taqsimlanish 
haqidagi farazimizga asosan, interval uzunligi E  ga proporsional bo‘ladi, 
m a’lum v ta erkinlik darajalariga mos keluvchi energiya qiymatining 
intervalda (0 ,E) bo‘lish ehtimoli P ( E J  esa ehtimollar ko‘paytmasi E? ga 
proporsional, y a ’ni

p {e v) ~ e ;  (2)
Agar E  uzluksiz o'zgarsa, m a’lum erkinlik darajalariga mos energiya 

qiym atlarining Ev, E v + d E v intervalda bo'lish ehtimoli d P ( E J  uchun
(2) ifodaga asosan, quyidagini yozamiz:

d P {E ) ~ E v-'dE  
(bunda va bundan keyin indeks v ni tushirib qoldiramiz).

Xuddi yuqoridagidek, m a’lum erkinlik darajasiga mos kelgan energiya 
qiymatining (0 ,E )  da bo'lmaslik ehtimoli (E n-E) ga proporsional, m a’lum 
n-v ta erkinlik darajalariga mos kelgan energiya qiymati (0 ,E ) ga bo'lmaslik 
ehtimoli esa (E n-E)"'v ga proporsionaldir.

Ixtiyoriy v ta erkinlik darajali sistema eneigiyasining E, E + d E  intervalda 
bo'lish ehtimolligi dW (E) yuqoridagi ehtimollar ko‘paytmasadan iborat, 
ya ’ni

dW (E )  ~ (£ )v_1 (£„ -  E )" 'v d E  (3)
Endi hisoblaymiz:

n —» oo, lim
V n

Bu farazimiz, m a’lum m a’noda Gibbs ansambliga ekvivalent, 0 esa 
bir erkinlik darajasiga to ‘g ‘ ri kelgan o‘ rtacha energiya, y a ’ni v erkinlik 
darajasiga ega bo'lgan sistemaning ichki energiyasi U=vO bo‘ladi. (4) ni 
nazarda tutib, (3) ifodani o'zgartirib yozamiz:

r _ E _ yV  r,>v 

. E mJ
i - A

E . j

E

d E  =  n '^Q '-vE v-'e 6 d Ed W {E )~ \ \m E '” E v 

yoki
E

d W (E )=  Cn"-v0"~vE v~le ^ d E ,  ^
bunda
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i - J L =  1 -
E/Q \ n

= -e  6, « —>00

1 -
E /Q v v

-> 1 ,  V < co

ekani hisobga olindi.
Normalash shartidan C ni topamiz:

Bunda

¡dW {E )=  C «',-v0"“v j £ vV ec/£ = 1
0 0

] Ev~" -  e~*dE =  Qv j x v_V Ií/£ = 0 vr ( v )

ni bilgan holda C ni aniqlaymiz:

____________  . _________C  =  l/n" V0 T ( V)  — — --- --------
Shunday qilib, (5) ehtim ollik uchun:

dW(E)= /*(£ )» - ^ E - e ' U E  (6)

Bundan isbot qilinishi lozim bo‘lgan ehtim ollik zichligi (1) n i, 0 = —

ekanligini nazarda tutib, olamiz.
6.14. A w alg i 6.13-m asalan ing (6) ifodasidan quyidaga Puasson 

taqsim otini oling:

W (v )=
—v—Vv e

r ( v  + l ) (1)

Yechish. Bu masalada energiya 9 m a’lum, lekin erkinlik darajalari soni 
v o'zgaradi:

v  = 0 ,1 ,2 ,...
Bu holda erkinlik darajalari sonining bir birlikka o 'zgarishi, energiya E  
ning 9 ga o ‘zgarishiga olib keladi, y a ’ni

A£ = 0 ;P A £  = 1 (2)
(2) ni e ’tiborga olib, gamma-taqsimot ifodasini

d W (E )=
1

quyidagicha yozamiz: 

1 1  -  №  2 7 6

0 V+T (v  + 1)
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w  (v )= J & f f )  e -P£((3d É ) =  e~*E
pA )  r ( v  + 1) ^ d h )  r ( v  + l )  (3)

v ni aniqlaymiz:

V - ¿ v i^ ly F t ^ ^ r  ‘ v  =P EÍr^rr*-K =ß£
v=i v=i v i ( y j  t í  1 ( y )

Demak, v = ß £ . Bu yerda

_________________2 > ( v ) = l  ____________
V = 1

ekani nazarda tutildi. Shunday qilib, (3) ifoda Puasson taqsimoti (1) 
bilan bir xiJ.

6.15. Quyidagi ehtimollik ifodasi

M  ,£ )  „ M , /  V ¡ d E  ( , )

dan (6.13-masaladagi (6) formulaga qarang) berk sistema (ya ’ni berilgan 
ma’lum son) uchun taqsimot funksiyasini aniqlang.

Yechish. v o‘lchovli fazodagi radiuslari E v a E + d E b o ‘lgan gipersferalar 
orasidagi elementar hajm dTE m a’lumki, E?-ld E  ga proporsional, y a ’ni

dTf ~  E v~'dE

Gi persharning hajmi Tf esa

1 - A £  m
b o iad i yoki bundan

dTE =  v A E v~'dE,

bunda A — har bir konkret hol uchun alohida aniqlanadi.
Umuman, dTE bo‘yicha integrallash o ‘rniga elementar giperkublar 

(katakchalar, “holatlar”) hajmlari dY=dY(p,q), bo‘yicha hisoblash mumkin. 
Bu holda

dTE =  g d T (p ,q ) ,  (4 )

bundat/T giperkub hajmi, £  energiyali holatlar soni g gateng deb olindi.
(3) va (4) larni nazarga olib, (1) ifodani qayta yozamiz:
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E

yoki

d W {É )=  f ( É ) d n , (5)
bunda

E

f ( E ) ~  Z ”'e 8 > (6)

z .  _  gh '
0 v/ ir(v  + l ) (7)

dn -  —  o ‘lchamsiz son, h — Plank doimiysi.

(6) ifoda aniqlanishi zarur bo‘lgan taqsimot funksiyasidir; Z  — shu 
sistemaning statistik integrali (y ig ‘indisi).

Izoh: Puasson taqsimoti, gam m a-funksiya hamda berk sistema uchun 
taqsimot fiinksiyasi

orasida shunday bog‘lanish borki, ular m a’lum shartlar bajarilganda bir- 
b irlariga o‘tishlari mumkin.

9-§. Chiziqli garmonik ossillyator koordinatasi va impulsi 
qiymatlari fluktuatsiyalarining taqsimoti

S istem a ho latin i xarak terlo vch i h ar qanday fiz ik  ka tta likn in g  
fluktuatsiyalari taqsimoti shu sistema holatlari taqsimoti funksiyasi orqali 
an iq lan ad i, y a ’ni ho latlar taqsim oti funksiyasi (eh tim o llar z ich lig i) 
fluktuatsiya nazariyasi uchun asos bo‘ ladi.

Berk sistema (v =  consí) uchun

£
f { E ) = Z - \ (8)

f ( É )  =  Z~'e~pE 0 = p '  = - (53)v
Ossillyator uchun
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r  P 2 K x 2 ,
E  =  r 4- +  - r — > kj =  rrua (54)

2 m 2
/ r A  r r  Tico , ftco
(£ ) = £/ = —  cí/z  (55)

----------------------------------S— L-------------2------- 2kT-__________________L j L
ifodalar m a’lum.

Ossillyatorlar ansambli uchun (53) ni qo'llaym iz. (54) va (55) larni 
(53) ga qo‘yamiz:

_______ f { E ) =  f { x , p I ) =  C, exp -  C2 exp

yoki bundan
2 (Á Í 7 j

/(£■) = C, exp 

A px) = c 2 exp

bunda

2(Ax)"

P\

2(a¿ 7

(Ax)2 s  (a*(co))2 = ^ -  cth
hco

2 meo 2kT  meo2

(Ap j  = (Apx(to))2 = ^  c th ^ f  =
2 2kT

Cl va C2 larni normalash shartlari uchun yozilgan

J / ( x )ú6c =  1, j f ( p x)p x =  l

ifodalardan aniqlaymiz:

c ; '  =
nh , feo 
-----cth -------

1
2 ~2n {E Y

i
_m(o 2kT meo2

C  =2 Timfm cth
ñ(o

2kT
= [27iw(£')]i

(56)

(57)

(58)

(59)

(60)

(56) va (57) ifodalar x  va px fluktuatsiyalari taqsimoti funksiyalaridir. Bu 
taqsimot funksiyalar Gauss taqsimotidir. Bu yerda eslatamiz: x2 bu x  = 0 
dagi (x - x ) \  y a ’ni
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x 2 =  (x  -  x )2, x  = O 
Endi (56) va (57) funksiyalarning xususiy (chegaraviy) hollarini ko 'raylik.

1. Klassik hol: P^g» «  1, P = -—
kT

Bu holda
, p/zco 2kT

c th  » -------, (E )  »  kT  (61)
h a

2. Kvant hol: p/ko »  1 
Bu holda

Cth№ heo
(62)

2 ' ' ' 2
(57) va (59) larga asosan ideal zarralar impulsi qiymatlari taqsiraotí uchun

/ ( p J  =
1

- e x p  -

Bundan klassik hol uchun Maksvell taqsimotini olamiz:

2 m (É )

f Á P , ) = - 7= — exp 
Vznm kT

n (62) ni 

fÁ P < )  =

2m kT
Kvant hol uchun (62) ni hisobga olib, (63) dan

p]

1 p :

m

(64)

(65)---------
n m ^ e o  ” [_ m f ¡co

nitopam iz. Bilamizki, f kj( j)x') =  hunda ) — ossillyatorasosiy
holatining to‘lqin funksiyasidir.

Koordinata qiym atlari taqsimot funksiyasi (56) klassik holda

f A x ) =
2nkT

e x p
mto2x 2

2 kT
Bolsman taqsimoti funksiyasidan iborat bo‘lad i,

/ - & ) - = «  p
nh )

meo2x 2

(66)

evant holda esa,

(67)

bo'ladi. B ilam izki, fkS( x ) =  bunda \ | í ( x )  ~ ossillyator asosiy
holatining to‘lqin funksiyasidir.
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M asala. 6.16. Normal koordinata va normal impuls qiymatlari taqsimoti 
funksiyalari aniqlansin.

Yechish. Ossillyator energiyasini quyidagicha yozamiz:

E =  p ^ + h s L  =  L ( P i + ( 0 i qi )
2m  2 2 '

Bunda normal koordinata qa va normal impuls pa quyidagi ko‘rinishda aniq- 
lanadi:

-  n
qa = m 2x, pa =  ^  

m *
quyidagi f { q j d q a =  f { x ) d x ,  f { p a )dpa = f { p ) d p ,  tengliklardan izlana- 
yotgan taqsimot funksiyalari (ehtimoUik zichlLklari) quyidagicha aniqlanadi:

/(?«)= m 2f ( x )  f ( p a ) = m 2f ( p j

10-§. Elektromagnit maydon fluktuatäiyasining spektral zichligi va
Plank formulasi

M a’lum ki, elektromagnit maydon energiyasi zichligi

^(co) =  —— £°(co) (68)
bo'ladi.

Taqsimot funksiyasi

f ( ( o ) = - e  <s> (69)j  z

ni muvozanatli nurlanish uchun tatbiq etamiz.
(68) ni (69) ga qo‘yib,

\ [  £ 2(co)/ ( g = - e x  p
2 • 27t(£ (70)

[_ Z. ■

ni topamiz.
Bundan elektromagnit maydon fluktuatsiyasining spektral zichligin i 

topamiz:
(£ 2(cd)) = 27r(^(co)) (71)

Bir ossillyator uchun, fluktuatsion-dissipatsion teorem a(FD T) ga(13- 
§ ga qarang) asosan, fluktuatsiya spektral zichligi quyidagicha aniqlanadi:
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(е(ш)) • а "  (со), (72)
bunda (s(co)) ossillyator energiyasining o ‘rtacha qiymati

I ( w Лео , ßftco _ 1
( Ф ) )  = у < * А  — , ß = —  (73)

a"(co) qabul qiluvehanlik koeffitsiyentining mavhum qismi.
Birlik chastota intervalidagi holatlar (ossillyator) soni g(co) quyidagicha 

bo'ladi:

<?(“ ) =  (74)Ti C
Demak, fluktuatsiya ( e 2(co)) uchun (72) va (74) larga asosan,

(£ 2(w)) = a'(co)g(coXs(co)) (75)
yoki

(£ 2(co)) = a"(a> )>(&>) (76)
munosabatga ega bo‘lamiz. Bunda p(co) = g(co)(s) — nurlanish energiyasi 
spektral zichligining ifodasi.

Vakuum uchun sindirish ko‘rsatkichi n = \  va a"  = 1. By holda (71) va 
(76) dan

( E 2{co» = p(co)= 2ji($(<d)) (77)
tenglamalar o ‘rinli; bunda nurlanish energiyasi zichligi p(m) elekgromagnit 
maydon fluktuatsiyasi spektral zichligiga teng. Bu esa p(co) ning yoki Plank 
formulasining yangi (boshqacha) interpretatsiyasidir.

/ £ 2(co)\
Elektromagnit maydon energiyasi zichligining o‘rtacha qiymati ( ' J

nurlanish energiyasi zichligi p(co) ning 7n ga bo‘linganiga teng.

l l - § ,  Fluktuatsiya va noaniqlik munosabati

Ossillyator koordinatasi va impulsi qiymatlarining fluktuatsiyalari bizga 
m a’ lum:

6 ! »
'  2nuo 2 (78)

i . \2 mñ(o . ßfao
(A P J = г  eth —— (79)

Bu ikki (a * )2 va (a/? )2 ifodadan fluktuatsiyalar ko'paytmasi uchun 
quyidagi qiymatni olamiz:
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Ax) Apj M , h®
c th ------

2 2kT
(80)

(80) ifodaning fluktuatsiyalar uchun universal xarakterga ega ekanligini 
ko‘rsataylik.

6.2-rasm.

Fluktuatsiyalar o 'rtacha qiymatga nisbatan simmetrik bo‘lgani uchun 
(6.2-rasm) bu iluktuatsiyalam i mos ravishda bir-biriga “ulasak” (“tiksak”), 
bu “ulangan” ossillyatorlar to'plam ini hosii qiladi; “yarim  ossillyatorlar” 
ning statistik ansambli -  fluktuatsiyalar to‘plamidan iborat. Shunday qilib, 
fluktuatsiyalam i qarash ossillyatorlar ansamblini qarashga olib keladi. 
F luktuatsiyalam i bunday usul bilan qarashni “ossillyatorlar to‘p lam i” 
modeli deb atashimiz mumkin. Demak,

+ — — = £(co), = m(ùJ
2m

ifodada xva px fluktuatsiyalanuvchi umumlashgan koordinata, umumlashgan 
impulsdir. U m um iy holda ulam ing fluktuatsiyalari (78) va (79) ifodalar 
bilan, ulaming ko‘paytmasi esa (80) ifoda bilan aniqlanadi. Demak, birinchi 
va ikk inch i fluktuatsiya m unosabatlari (42) va (43) dagi 6 — bu 
ossillyatorning o‘rtacha energisi

8  -  {£> =
fico

cth
2 2kT

dan iboratdir. Shunday qilib, ikkinchi fluktuatsiya munosabati (80) 
universal xarakterga ega bo‘lib, klassik va kvant hollarda, y a ’ni ixtiyoriy 
temperaturada o ‘rinlidir.
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Temperatura (о, со) in tebaida o‘zgaiganda cth 

o‘zgarishini e ’tiborga olib (6.3-rasm ), (80) ni

[лх )2Др()2| 

ko‘rinishda yozishim iz mumkin.

cth X

Йсо
2kT

( l, oo) intervalda

(81)

X =
2 kT

6.3-rasm.

Bu (81) Geyzenberg noaniqlik munosabatidir.
(80) dan ko‘rinadiki, fluktuatsiya munosabati temperaturaga bog'liq

va temperaturaga bog‘liq bo'lmagan qism (buni vakuumqism cth
2 kT

h
holat uchun o ‘rinli bo ‘Igan qismi deyiladi) — ko'paytm alaridan iborat.

Klassik hol ß ЙСО «  1 bo‘ lganda (80) dan

(82)
со

tenglikni, kvant hol ßfico »  bo'lganda, ya ’ni fizik vakuum uchun (Г О  
bo'lganda)

(83)

munosabatni olamiz.
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12-§. Korrelatsiya parametri va fazoviy korrelatsiya 
orasidagi bog‘lanish

Bir jinsli izotrop sistemada (suyuqlik yoki gazda) molekulalar teng 
ehtimollik bilan joylashadi. Lekin zarralar bir-biri bilan o‘zaro ta ’sirda 
bo'lganligi sababli, ular orasida korrelatsiya mavjuddir. M asalan, agar 
ikki zarrani bir vaqtda qarasak, birining joylash ish iga ikkinchisining 
joylashishi ta ’sir etadi, y a ’ni u lar orasida korrelatsiya mavjud.

VA makroskopik hajmdagi zarralar soni NA bo'lsin; m (r)  funksiyani 
quyidagicha aniqlaylik:

m<r>
[1, a g a r  r  hajm  VA ichida b o ' l s a ,

[O, a g a r  r  hajm  VA tash q aris id a  bo ‘I s a .

Funksiya m (r )  yordamida N A ni

N Á= Í M r , )
i=J

ko'rinishda yozish mumkin; N — sistema zarralarining soni; A'ta zarralaming 
taqsimot funksiyasini (ehtimollar zichligi) F N{r^r2,...,rN)  bilan belgilay- 
lik. Bu holda o‘itacha qiymat ( N ni aniqlaymiz:

( N a )  =  Î 1  =

=  N ¡■■■jm(rl )drr  F (r t,r2,...,rN)ciF2dF3,...drN =

=  ¡n í{r)F ¡(rí)dr =  nV A (84)
Bu yerda bir jinsli sistema (gaz yoki suyuqlik) uchun birzarraviy 

taqsimot funksiyasi quyidagicha aniqlanadi:

F ( r ) = N j - - - j F ( r l,r2,...,rH)dr2dr3,...dFK (85)

—» 0 0  bo'lganda F l( r ) = n  kabi aniqlanadi, n — zarralar zichligi. 
Demak, bulardan

{ N A) =  nV A (86)
ni yozish mumkin.
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= = ^ Z ^ ) + Z Z w (^ )w(F, ) j )  (87)

Blinda w (r )w (r  )=  w (r )  ekanligi hisobga olinadi. M a’lumki,

¿ > (F )\  = « F , .  (88)

ni aniqlaylik :

(87) dagi hadni yozamiz:

S X  j  =
i*j **j

=  jV(./V- 1)J- • ■ Jw(^)m(F2)^ î/F2 • F (r l,r1,...,rN)dr3dr4 ...drN =

= J  J m{rx)m(r2)F 1(rl,r 1 ]drtdr2 = n2 J  J g f o r2)drxdr2 . (89)
Blinda ikki zarraviy taqsimot funksiyasi quyidagicha aniqlanadi:

F 2(rx,r2) =  N ( N - 1)J- • • J f ( â ; , r2, . . . , rN)dr3dr4 . . .d r N =  n2g {r x, r2) .  (90)

Korrelyatsion funksiya g(^ ,F2) birinchi zarra cfrl hajm elementda 
bo iganda, ikkinchi zarraning dr2 hajm elementida bo'lish ehtiinolini 
ko‘rsatadi (yoki aksincha, ikkinchi zarra dr2 da bo‘lganda birinchi zarraning 
drx da bo'lish ehtiinolin i aniqlaydi).

Endi (87), (88) va (89) larni hisobga olib, zarralar soni fluktuatsiyasini 
aniqlaym iz:

N 2a) - ( N a } 2 ( (A N ,)1)  nV  n  ̂ ,  .

^  ( ï è r = W = WY+ W)U r M  ~{ t)=

yoki

(91)

Suyuqlik va gazsimon (izotrop) sistemalar uchun korrelyatsion funksiya 
g ( r ; ,r 2) ikki zarra orasidagi masofa r  = \r2 — gagina bog‘liq bo'ladi.
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Shuning uchun f\ va fn bo‘yicha integralni ^ va r  = r, — ^ o'zgaruvchilar 
bo‘yicha integrallash bilan almashtirib, Yakobianning biiga teng ekanligini 
hisobga olsak, (91) tenglama quyidagicha yoziladi:

= 1 + -  l ] r f r . ------------------- (92)—

Ba’zan korrelyatsion funksiya quyidagicha aniqlanadi: c ( r )  = g ( r )  — 1 

Endi zarralar soni fluktuatsiyasi {(AN)2} bilan hajm fluktuatsiyasi 
orasidagi munosabatini aniqlaylik. Buning uchun aw a l TV ni

doim iy deb hisoblab yozamiz: AV -  NA 

deb, N  ni o ‘zgaruvchi deb hisoblab

'  1

NV-“ v /
; so‘ng bunda V ni doim iy

A V  =  N V A
\ N  j

1
=  A N

N
tenglikni yozamiz. Bu tenglikni kvadratga ko‘tarib, so‘ng o ‘rtachalab, 
izlanayotgan

{(AN j ) = n * ( ( A V f ) (93)

u

munosabatni olamiz.
Um umiy metodimiz asosida hajm fluktuatsiyasi

f dV_

\ ô p  ) ;
ifoda bilan aniqlanadi. Ikkinchi tomondan

1 Î 8 P ^

d V  d P  c - c p
—  +  ~  = 0> nc =  —V c — c„

V

dT
ÔV

dT

P
a

JP
holat tenglamasi bizga m a’lum ( I qism IV bobga qarang). Bu tenglama

dV  _  V 

dP  P\xnc

ko‘rinishga yoki izotermik protsess uchun (c  —» oo, n r = l )
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dV_

d P /r P ii
(94)

kiritsak,
/7

1 ( d V
ko‘rinishga keladi. Izotermik siqiluvchanlik %T=  \~ d P

oxirgi tenglikdan quyidagi sodda, lekin muhim

P n T =  1 (95)
munosabatni olamiz.

(95) ni nazarda tutib, hajm fluktuatsiyasi uchun

' ( " ? )  = g  „ 6 ,

ifodani olamiz. Zarralar fluktuatsiyasi uchun, (96) ni nazarda tutib,

(AAf)! )  = A ^ i  (97)

ifodani olamiz.
Idéal gaz uchun 9 = k T  va n = \  ekanligidan (97) ifodadan m a’lum

( A N )2  ̂ =  N  tenglik kelib chiqadi. Umumiy holda, P =n 9  ekanligini

nazarda tutsak, real gaz zarralarining soni fluktuatsiyasi idéal holdagi 
farqlanishini ko'ramiz:

(AN f )  ,
(98)

N  ^
(92) va (98) larn ing o ‘ng tom onlarini tenglashtirib , ko/relatsiya

parametri ¡i bilan korrelyatsion funksiyasi g ( r )  orasidagi bogian ishni
ifodalovchi yangi um um iy tenglam ani olamiz:

p.-1 = 1 + n J [ g ( r  ) -  1 ]d r  . (99)

Bu tenglamani (95) dan foydalanib

P X T =  1 + n J [ g ( r )  -  1 \ i f  (100)

ko‘rinishda yozamiz. Bu tenglamada, agar bosim P uchun idéal gaz holdagi 
ifoda P0= n k T qabul qilinsa, tenglam a (100) taqribiy
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ko‘rinishni oladi. (101) tenglam a O rnshteyn-Sem ike tenglam asidir. 
Demak, bizning umumiy va aniq tenglam am iz (99) yoki (100) dan 
taqribiy holda Ornshteyn—Sem ike tenglamasi (101) kelib chiqadi.

Izotrop sistema uchun korrelyatsion funksiya masofaga bog'liq bo‘lib, 
yo‘nalishga bog‘liq emas, ya ’ni g ( r )  = g ( r ) .

Izoh.
1. Ideal gaz uchun n = l ,  demak, g(r)= 1 bo‘ladi, y a ’ni kutilganidek, 

zarralar orasida korrelatsiya yo’q.
2. Aniq munosabat (95) dagi ko'paytm a P ' i T ning birdan farqliligi 

korrelatsiya parametri /j ni va u orqali korrelyatsion funksiyasi g(r) ni 
aniqlashga imkon beradi.

P
3. a  va /3 term ik koeffitsiyentlardan M- = — ni va demak, korrelatsiyani

a
aniqlash mumkin.

4. Real izoterma va real adiabataning taqribiy tenglamalari P V 11 =  const 
va P V m -  con st asosida/i va demak, g(r) haqida ma’lumot olish mumkin.

13-§. Fluktuatsiyalarning vaqt bo‘yicha korrelyatsiyasi

Muvozanatli sistemannng biror parametri x  ni ko‘raylik. Bu parametr 
vaqt o‘tishi bilan o‘zining o'rtacha qiymati atrofida fluktuatsiyalanadi. 
Qulaylik uchun o‘rtacha qiymat ( x )  ni nolga teng deylik: unda o‘rtacha 
qiymat bilan x ning haqiqiy qiymati orasidagi farq x(t) dan iborat bo'ladi

Hap xil vaqtlardagi x(t) ning qiym atlari orasida m a’lum korrelatsiya 
bo‘ ladi, y a ’ni x(t) ning m a’ lum (biror) vaqt t dagi qiym ati boshqa vaqt 
t +  r da qabul qilishi mumkin bo'lgan qiymatlari ehtimollariga ta ’sir 
ko‘ rsatadi. Bunda vaqt korrelyatsion funksiya yoki avtokorrelatsiya (p(r) 
katta lik  x (t )x ( t+ r )  ning o 'rtach a  q iym ati b ilan  an iq lan ad i, y a ’ni 
cp(x) = (x(t)x(t +  t)) . Bu yerda rva t+ r  vaqtlarda x  kattalikning qabul qilishi 
mumkin bo'lgan barcha qiymatlari bo‘yicha o‘rtachalanadi. Bunday statistik 
o ‘rtachalanish vaqt bo‘yicha o ‘rtachalashga ekvivalentdir, y a ’ni

1 T
cp(t) =  ( x ( t ) x ( t  +  t)) =  pm  -  Jx(i)x (i +  x ) d t  (102)

x(t) param etm i Furye integrali ko‘rinishida ifodataylik:

n k T x T =  1 +  n j [ g ( r ) -  1 ] d r  (101)
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1 +oo
4 t ) =  —  \ x a e ' m'd (0 , ( 103)

Furye — komponenta xa quyidagicha aniqlanadi:
+00

= [ x i t y ^ ' d t . (104)
—00

Furye integral (104) ni korrelyatsion funksiya (p ( f '- i )  = (x (z ')x (r ')) 
ga qo‘yib,

-l +00+00

• P ( i '- i )  = J  j x . x .  e - ‘( M  >d<odo>' (105)
\2,Ti J -00 — 00

ifodani hosil qilam iz. (105) da o'ng tomondagi integral faqat f —f  ning
funksiyasi bo‘lishi uchun integral ishorasi ostidagi ifodada delta funksiya 
boMishi shart. Shuning uchun, ta ’rif bo 'yicha, qabul qilam iz:

= 2 n x l 8 ( p  + to ') (106)
(106) ni (105) ga qo‘yib,

1 +CO+OC  -i +oo__
( p ( i ' - i )  =  —  f  i ; c > - i(<0' + “ r ) 8 ( c o  +  (o')d(od(o' =  —  \x 2e~ia,(,'-,)dco  

271 2ti

yoki
1 +x

<p(T) = v r  (107)m  _ x

m unosabatn i o lam iz. Bunda q>(x) = cp(r’—r) ning §(co + to') d e lta- 
funksiyaning xossasiga asosan, faqat, = - o '  dagina noldan farqli bo'lishi 
hisobga olindi.

Xususiy hoi t = 0 da (107) dan
J  +00__

<p(°) = —  (108)

Ikkinchi tom ondan, cp(0) = ( x ( t ) x ( t ) )  =  ( x 2( t )) param etrn ing
kvadratik fluktuatsiyasining o‘rtachasidir. Shunday qilib,
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  +00__
x 2{ t )  =  —  j x (;dco (109)

271
Diskret hoi uchun bu ifoda quyidagicha yoziladi:

  J  +00______  J +00_____
x 2( r )  = —  \ x ld ( ö  =  —  \ x 2d n  (HO)

271 27t _w
(107) va (109) lardan ko‘ rin ad ik i, x 2a ~ param etrn ing kvadratik 
fluktuatsiyasi o'rtachasining spektral zichligi, ikkinchi tomondan x 2a ~  
korrelyatsion funksiyaning Furye komponentasidir, y a ’ni

  +00
K  =  jcp(T > ,<0,dT (111)

-00
(107) va (111) munosabatlar Viner-Xinchin teoremasidir. Bu teorema 

korrelyatsion funksiya <p(x)  b ilan x(t) ning kvadratik fluktuatsiyasi 
o ‘rtachasi orasidagi bog‘lanishni ifodalaydi.

14-§. Fluktuatsion - dissipatsion teorema

Sistemaga ta ’sir etayotgan umumlashgan kuch f(t)  bo‘lsin. Bu kuch 
sababli sistema muvozanat (eng katta ehtimolli) holatdan og'adi, ya ’ni 
sistemaning reaksiyasi — javobi yuz beradi. Bunda sistema fizik kattaligining 
og‘ishini x(t) bilan belgilaylik.

Sistemaning javobi x(t) bilan umumlashgan kuch orasidagi bog‘lanish 
quyidagicha aniqlanadi:

+oo
x ( t ) =  \ a { x ) f { t  -  x )dx   ̂ ( i i 2 )

—oo
bunda a(x )  -  sistemaning xossasiga bog‘liq bo‘lgan vaqt funksiyasi va x<  0 
bo'lganda a(x ) =  0 bo'ladi, chunki x  ning t paytdagi qiym ati x(t) shu 
paytgacha bo‘lgan vaqtgagina bog'liq bo'lishi mumkan. Boshqacha aytganda, 
x(t) ga f ( t ' )  kuchning r' > t dagi qiym atlari ta ’sir ko‘rsatishi mumkin 
emas (sababiyat prinsipigaasosan).

x(t) va f ( t )  larni Furye qatoriga yoyib, (112) ga qo‘ysak,

ni hosil q ilam iz, bunda
\  =  « ( » ) / „  <113)
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a(o>) = ja ( x ) e í”VT ( 1 1 4 )
— 00

boTlb, KO bo‘ lganida a (r )= 0 shart bajariladi. a(co)  -  berilgan kuch 
ta ’sirida sistemaning umumlashgan qabul qiluvchanligi bo‘lib, umumiy 
holda uni kompleks ko‘ rinishda quyidagicha yozish mumkin:

a(ro) = a '(to ) + /a^ro) (115)
(114) dan ko‘rinadiki,

a ( -  w ) = a '(ro ), a ' ( -  ro) = a'(co), cT (- co) = -a " (c o ) ,
ya ’ni a'(co) — chastotaning juft, a^co) toq funksiyalaridir,

Sistemaga ta ’sir qiluvchi kuchlar, masalan, tasodifiy kuchlar tufayli 
sistema tomonidan yutiladigan energiya umumlashgan qabul qiluvchanlikning 
mavhum qismi, ya ’ni a"(co) = Jma(co) bilan bog'langan, shuning uchun 
tasodifiy kuchlaiga sistema reaksiyasidasodir bo‘luvchi eneig iyad issipat- 
siyasi qaralganda a ( a )  ning mavhum qismi Jma(a>) ishtirok etadi.

Sistemaning muvozanatli holatdagi fluktuatsialari spektral zichligi j r  
bilan uning nomuvozanatli xossasi — umumlashgan qabul qiluvchanlik
a(co) orasidagi bog‘lanish X .Kallen va T.Velton nomlari bilan ataluvchi
teorem a— fluktuatsion — dissipatsion teorema(FDT] orqali quyidagicha 
aniqlanadi:

x'~ =  ha"((o)cthñ(i> / 2k T , (116)

blinda x l =  2x1 spektral zichlik (109) formula bilan aniqlanadi:

  2 __
* 2 = T ~  ¡ x »d (0- (H 7)

—oo

Biz quyida FDT ning oddiy isbotini bayon qilamiz. Ossillyator ansambli 
uchun

* 2 = = fcr ‘ (roX£(®)) 0  18>2mco 2 kT
ekani (58) dan m a’lum edi, bunda ^(co) = mro2. (118) ni quyidagicha 
yozamiz ((110) ga qarang).

= * r ‘(®Xe(œ)>, (119)
bunda x l va *;(<») fiz ik  k a tta lik  x (t)  n ing o ‘ rtachasi kvad ra tik  
fluktuatsiyasining spektral zichliklarid ir, y a ’ni

+30
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* 2(f)  = ]*„2(û ï)* î (120)

(117) va (120) lam i mos ravishda quyidagicha yozamiz:
-ню ao oo -----------------jr  ̂/ \------1 1 / \ 1 Í ■» / * _____

2 7 1 X 0 =  Jx m(co)/cd = \ 2 x id a  = j ;
-oc 0 0

+00 X X
2 n x 2(t) = J x^((ù)dn = ^2x]{m)dn = J x 2 (со)dn _

Bulardan chastotanyang musbat q iym atlari uchun yozilgan spektral

zichliklar x,2 va x 2 (со) uchuno>+ n+ V /

< = 2  x 2; x 2 (co) = 2 x 2(co) (121)
ni olamiz. Xuddi shuningdek, x(t) uchun

x 2(i)  = 2 x 2(r) (122)
(117) va (120) lardan, (121) larni nazarda tutib, quyidagi ifodani olamiz:

x 2(co) = cox2 = cox2+ /2 (123)
Demak,

x 2(co) = cox2 = ^ (© X e H ) (124)
yoki chastotaning musbat qiymatlari uchun

< ( œ )  = ® x^ = 2/c“'(co)(s(co)) 
tenglik bajariladi. Bundan

(125)

/ / \\ ЙС0 , Й00
(slcol) = — c th ------
X '  2 2 kT

ekanhgini e ’tiborga olsak,

(125)

Щ  (afcth
2 kT

(126)

ni hosil qilamiz. (116) va (126) formulalarni bir-biri bilan solishtirishdan 
ko‘rinadiki, FDT dagi a"(co) rolini Аг“‘(ю) o‘ynayapti, ya ’ni

a'(co)£,(co)=l (127)
muhim munosabat o‘rinli ekanligi kelib chiqadi.
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(124) va (127) larni nazarda tutib, x(t) ning fluktuatsiyalari uchun 
quyidagilam i olamiz:

x 2( t ) =  I  j — a "{e((o)) = ~  ]ck o a”{(s>)cth
7Z o CO q ¿LK-1

* ! ( * ) = -  J— '« '(s (® ))  = - ) ^ a K{ ( a ) c t h ^ -
TT q CO Jl 0 Z/ii

Agar fluktuatsiya hodisasida kichik chastotaning kichik intervali muhim 
rol o‘ynasa, (ya’ni <w»Aö) oxirgi tenglikdan quyidagi taqribiy ifodani olamiz:

x+2( r ) »  -«"(coXeCw)) = — « " ( p j c t h ^ -  (128)
7i 71 2k T

Bu ifoda Naykvist form ulasi deyiladi.
Klassik holda Naykvist formulasi

x 2+{ t ) * - a " k T  (129)
7t

Shunday qilib, fluktuatsayaning spektral zichligi x 2 yoki x] sistema 
xossasiga bog'liq bo'lgan umumlashgan qabul qiluvchanlik a(co) ga (yoki 
&,(co) ga) bogMiq.

Shuni ta ’kidlash lozimki, termodinamik fluktuatsiya bo‘lgan holda 
spektral zichlik x 2 ning chastotaga oshkor bog‘ liqligini aniqlash mumkin. 
Agar 1) ßuktuatsiya yuz beigan sistemachaning o ‘zi muvozanatda bo ‘lib, 
lekin sistemaning qolgan qismlariga nisbatan (og'ishgan) cheüangan b o ‘lsa, 
2) 6u og'ish termodinamik fizik param etr x(t) qiymatining berilishi bilan 
an iq lan ish i mumkin b o 'lsa , bunday flu k tu atsiy a larn i term odinam ik 
ßuktuatsiyalar deyiladi. Bunda birinchi shart sistemachaning flutktuatsiya 
vaqti r fizik kattalik x(t) ning o'zgarishi uchun xarakterli bo‘lgan vaqtdan

dx{t)
yetarli darajada kichik boMganda bajariladi, ikkinchi shartdan esa — —L

dt
ning faqat x(t) ga bogMiqligi kelib chiqadi, y a ’ni

^  (130)
dt t

Agar o ‘rtacha qiymat x  noldan farqli bo'lsa, (130) tenglama quyidagi 
ko'rishshda yoziladi:
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^ - V * )  (131)
d t  t

Agar sistemaga w chastota bilan o ‘zgaruvchi davriy kuch f(co) ta ’sir 
etayotgan boMsa, ta ’rifga ko‘ra

x(oj) = a(co)/(co) (132)

x = a(0)/(co) (133)
bo'ladi.

(132) va (133) lam i (131) ga qo'yib, qo'yidagi munosabatni olamiz: 

-  /a)xa(co) = -a(co ) + a (o )
yoki

a(a>) = (134)
1 -  1(01

bunda t fizik kattalik (oqim) x  ning relaksatsiya vaqti.
Umuman aylganda, (132) munosbatni nomuvozanatli termodinamika 

chiziqli qonunining umumiy ko‘rinishi deb qarash mumkin. xo va f o Furye- 
komponentlar orasidagi bog'lanish quyidagicha edi:

x . = a (co )/(œ ).
Bundan

yoki

-  ■ { < )  ■  a (c o )x (-  w )/ j =-|a.(tn](2/,2 — —
(116) dan foydalanib, tasodifiy kuch Furye-komponenti uchun olamiz:

_  ha"(a) ha
* ~ 2 ¡ ¡ ¡ ( á ¡ f Ct 2kT  <135)

yoki

-pr _  ha" (aï) ha
|a(coJ2 Ct 2 kT <136>

Masala. 6.17. Chiziqli garmonik ossillyatorlar sistemasi uchun FDT 
ning o‘rinli ekanini isbotlang.
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Yechish. M a ’lum ki, chiziqli garmonik ossillyator uchun 2U (x )  = 
= kt (co)x'(co), bunda U(x) -  potensial energiya. Bu ifodani ossillyatorlar 
ansamblibo‘yichao ‘rtachalaymiz: 2U (x)=  fc,((ú)x2(co) yoki 2 l/ (x) = (s(co))

ekanidan
(e(to)) = fc,(wK ((o)

Bundan K Í® ) ~  .1 ekanini nazarda tutib , quyidagini olamiz:
а  (со;

a^íco Хе(°) )) = = ЫХ1

yoki bunda 2 x l =  x 2a+ ekanligidan FDT kelib chiqadi.

15 -§ . Korrelyatsion teorema

Faraz q ilaylik , /=0 vaqtdan boshlab, H0(p,q) energiyali sistemaga 
f ( t )  kuchlar ta ’sir qila boshlasin. Kuch ta ’sirida sistemaning energiyasi 
o ‘zgaradi. Vaqt At davomida f k(t) ta ’sirida sistemaning gam iltoniani H

H  =  E n -  £  /t(/ K (p . 0  (137)
к

ko‘rinishda yozilishi mumkin. (6-§ qarang). Bunda Axk =  x k( p ,q , t )  
“mikroskopik” oqimlar; f kx k esa sistema tomonidan bajarilgan “mikroskopik” 
ishlar, qulaylik uchun quyida yig'indi ishorasini tushirib yozamiz.

Demak, sistemaning lokal taqsimoti funksiyasi p¡(p, q, t) quyidagicha 
aniqlanadi:

p ,{p ,q ,t )=  Z -  е х р {-р [£ о-дс4( ^ , ^ / ) / * ( 0 ] }  ( 138)

Z l =  j dpdq exp{- p[E0 -  x k(p , q, í )/*(*)]} ( 139>

Termodinamik kattalik x, ni aniqlaylik;

x, = j  dpdqx,( p , q , t ')p, ( p , q , t )  ?  >  t (140)
(138) va (139) ni hisobga olib, (140) dan

ifodani hosil qilam iz. Bunda Axi(t')Axk(t) — korrelyatsion funksiya.
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Sistem aning qabul q iluvchanlik koeffitsiyentin i, t a ’rifga ko ‘ra, 
quyidagicha aniqiaymiz:

dxÁt’ ) _ n ( j  A
~ d fJJ) ~  a Á t  '  /} (142>

(By yerda r<  0 bo‘lganda a(x ) = 0 ekanligi nazarda tutildi). (142) ifoda 
chizíqli qonunni ifodalaydi:

+00
XÁ 0  =  [ a j x ) / ^  -  x)dx (143)

—00
Bundan Furye-komponentlari uchun quyidagi munosabatni olamiz;

--------------------------- (144)
+00

« , * ( “ ) =  J a j ? y ,xd x ,  (145)
—co

bunda a je o )  -  utnumlashgan qabul qiiuvchanlik deyiladi. (144) dan 
munosabaí kelib chiqadi.

<9x,(co) /
0 4 6 )

(142) ni hisobga olib, korrelyatsion funksiya ifodasi (141) ni

Ax,.(r')Axk(t) = « „ ( ? ' -  r> (147)
ko‘rinishda yozamiz.

Furve-komponentlari orasida esa

Ax,. (co)á x k (ro) = [x  (co)xt (co)-  x^w ) x*(co)]= a ik(co)9 (148) 
shaklda yoziladi. (147) va (148) ni korrelyatsion teorema ifodalan deb ataymiz. 

Shuni ta ’kidlaymizki, korrelyatsion fimksiyalaming quyidagi ifodalaridan

* , ( 0 * i ( 0  = x k( í ) x .( t )

x, (co)xt (co) = x i (co)xi (co) 
koeffitsiyentlarning quyidagi tengligi (simmetriyasi) kelib chiqadi:

a Á t ' "  0  = < *A f  ~  t)

« » M  = a «(©)
Xususan, i= k  bo‘lganda fizik kattalikning vaqt bo‘yicha korrelatsiyasi yoki 

boshqacha aytganda, uning o‘rtacha kvadratik fluktuatsiyasi ífodasini olamiz:
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x (t ')x (t )  = ct(f' -  í)0  •
Izoh. Fluktuatsiyaga oid m asalalam i qaralganda Q kattalikni

n U rr ftco . Jvo
0 = — = U  = —  cth

v 2 2kT  ’
ya ’ni ossillyatorning o'rtacha energiyasi ekanligini nazarda tutmoq lozim.

16-§. Umumlashgan qabul qiluvchanlik bilan kinetik koeffitsiyentlar
bogianishi

Nomuvozanatli termodinamika chiziqli munosabati quyidagi ko'rinishga 
ega edi:

ÍÍÓ ) = a , ( 0 ) / ,  = L , f „  (149)

bunda xfO) -  termodinamik oqim, ctlk(o )  = Lit — kinetik koeffitsiyentlar.

Termodinamik kattalik relaksatsion tenglamani qanoatlantirsin 
(14-§ ga qarang):

td )=  < & ° ) -  xX0) (l5°)
bunda x t (0 ) kattalik x : (t) ning t=0 dagi qiymati; (150) dan Furye- 
komponentlari uchun quyidagi tenglikni olamiz:

-  koxÇÔ) = (151)
(144) va (149) ifodalarni (151) ga quyib,

“ «(O) = K  =  a ttW -  ícoT,ma mt(co)
munosabatni hosil qilamiz.

Bu munosabat umumlashgan qabul qiluvchanlik a .k(œ) bilan kinetik 
koeffitsiyent L¡k lar orasidagi bog'lanishni ifodalaydi. Faqatto‘g ‘ri effektlarni 
e ’tiborga olsak, bu tenglik

a (o )  = a(co) -  /coa((o) 
ko'rinishga keladi. Bundan

/ \ a Í 0 )  
ct(co) = - - -v y-  (152)

1 -  KOT
kelib chiqadi.
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17-§. Oichov asboblarining sezgirligiga fluktuatsiyalarning ta’siri

Yuqori d ara jad ag i sezg ir asbob larda, ju m lad a n , ta ro z ila rd a , 
galvanometrlarda va shunga o'xshash asboblarda issiqlik harakati tufayli 
yuzaga keladigan fluktuatsiyalami hisobga olish ahamiyatga ega. Haqiqatan, 
agar o 'rganilayotgan kattalikning qiym ati asbobning xususiy fluktu- 
atsiyasidan kichik bo'lsa, u holda fizik kattalikni bevosita bir marta 
oMchaganda, o ‘rganayotgan kattalikni emas, balki asbobning xususiy 
fluktuatsiyasini qayd etiladi. Boshqacha aytganda, issiqlik harakati (fon) 
va shu bilan bog‘liq fluktuatsiya har bir asbobning sezgirligini chegaralab 
qo‘yadi. Fizik kattalikning qiymati issiqlik harakati fonidan kichik bo'lganda 
(undan past bo'lganda, uning ichida bo'lganda), u qiymatni o'lchash 
uchun va demak, sezgirlik darajasini yuqorilash uchun ko‘p marta o'lchash- 
lar yoki yangi asboblar yaratish lozim.

Agar asbob fluktuatsiya bilan bog'liq bo'lgan o‘zining xususiy harakatini 
qayd qilsa, u holda m a’lumki, asbob ko'rsatishlarining o'rtacha qiymati 
nolga teng bo iad i.

Agar fonga tashqi ta 's ir qo'shilsa, asbob yangi holat atrofida fluktu- 
atsiyalanadi va o'rtacha og'ish (chetlanish) bu holda noldan farqli bo'ladi. 
Bunda qancha ko‘p marta o'lchash o'tkazilsa, shuncha kichik miqdorni 
qayd qilish imkoni tug'iladi.

Bir necha asbobning bir marta o'lchashdagi sezgirliklarini ko'raylik.
1. Gazli termometr. Gazli termometr vositasida temperaturani o'lchash 

uchun o'zgarmas bosimda hajmning o ‘zgarishidan foydalaniladi. Bu holda 
o ‘lchanayotgan temperatura hajm fluktuatsiyasi tufayli uzluksiz fluktu- 
atsiyalanib turadi.

Faraz qilaylik, teim om etidagi gaz Klapeyron tenglamasini qanoat- 
lantirsin. U holda, hajmning A Kga o ‘zgarishi temperaturaning quyidagi 
o ‘zgarishiga olib keladi:

A T  =  — AV 
V

Agar hajm va temperatura o‘zgarishlari AV va A T  fluktuatsiyalar sababli 
bo‘ lsa, u holda:

AV =  V(AV)2 =  I- k l f —  V  =  - Ï -  n 5 3 v 
vv ’  V \ d p j  4 Ñ  ( 153)

AT = J w f  = ~  (154)
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A gar AT ~ 1020 bo ‘lsa, AT -  ÍO ' T  bo 'lad i. Tem peraturaning bu 
m in im al q iym ati 10"10 T term om etr yordam ida o ‘lchanadigan tem peratura 
o ‘zgarish iga nisbatan ju d a  ham  kichikdir.

2. Osilgan ko‘zgu. F izik katta likn i o ‘ lchash uchun ingichka, odatda 
kvarsdan yasalgan ip ga  osilgan  yengil ko 'zgudan foydalan ilad i. Bu od- 
d iyg in a ham da juda sezgir asboblardan hisoblanadi. Asbobning sezgirlik  
darajasi, ip ga  osilgan ko 'zgun ing qanday k ich ik  burchakka burilish in i 
qayd eta olin ish i bilan an iq lanad i. Odatda, bu burilish burchagi n ihoyatda 
k ich ik  bo 'lad i. 0 ‘lchan ish i lozim  bo 'lgan  eng k ich ik  burilish burchagi 
ko ‘zgu vaipn ing  m olekulalari issiqlikharakati tufayli bo‘ladigan fluktuatsiya 
natijasida tasodifan burilad igan  burchakdan katta bo 'lish i kerak. Ko‘z- 
guning m uvozanatli holati <p =0 dan m olekular issiqlik harakati tufayli 
tasodifan <p burchakkaburilish i uchun ipn ing  elastik lik  kuch in i yengib , 
m a’lum  ish bajarilad i.B u  ish ipn ing  potensial energ iyasigaay lanad i.A gar 
burchak cp k ich ik  bo‘ lsa, bu potensial energ iya quyidagicha an iq lanad i:

ga teng, bunda r  — ipn ing  radiusi,/ — uning uzunlig i, g  — ipn ing  siljish 
koeffitsiyenti. Bu yerda ko‘zgu faqat b itta ay lan ish  erk in lik  darajasiga ega 
deb qaralad i.

U(cp) ni o ‘ rtachalab, fluktuatsion — dissipatsion teorem aning ifodasini 
o lam iz:

i / y

bunda k / a )  — e lastik lik  koeffitsiyenti bo ‘lib , u

2 t/ (cp )=  A:,(co)cp2(io )

yoki

(155)

bunda Í7(cp) = (e(co)) va \ hisobga olinadi.
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2. Klassik holda (s(cd)) ~ kT  demak,

<PJ(ro) =
kT

fc,(co) (156)

Bu (156) adabiyotda uchrayd igan  odatdagi ifodadir.
F luktuatsiya ta ’sirida ko‘zguning burilish burchagini baholaylik. 7—300 

K, ju d a  ing ichka kvars ip  bo ‘lganda a  ~ IO“5 e r g  bo ‘lad i. Bu holda

V(A(p)2 ~ 10 4. Agar o ‘lchanayotgan kattalik  bundan kich ik  burchakka 
ko 'zguni bursa, b ir m arta o 'lchash  natijasida bu burchakni fluktuatsiya 
tufayli burilad igan ko‘zguning xususiy burchagidan ajratib  bo ‘lm aydi. 
Am m o juda ko‘p m arta o ‘lchab, tashqi ta ’sir tufayli noldan farqli o ‘rtacha 
q iym atni aniqlash mumkin. Hatto fizik kattalikn ing ta ’siri fondan kichik 
bo‘lganda ham.

3. E lektr tok fluktuatsiyasi. Elektr zanjirda tasodifiy EYUK ning ta ’siri 
tufayli e lektr tok yoki kuchlanishning fluktuatsiyasi paydo bo‘lad i. FDT 
asosida bu fluktuatsiyalarn i an iq laylik .

EYUK va e lek tr tok spektral z ich lik la r i s ( c o )  va J ( c o )  o rasidag i 
b o g ian ish n i an iq laylik . K vazistatsionar tok lar uchun Om qonuni

d t  c  d t

o 'rin li. Furye kom ponentalariga nisbatan, J a = - w q a 

nazarda tu tilsa, bu qonun

i  = Z (co X
k o ‘rinishga keladi; bunda to ‘la  qarshilik

1

coc
Z(co) = R + i

(158) ni “oq im ” orqali yozaylik

= a(co )B  ,

-  coL

bunda

a(co ) =  a '(co) +  ¡^"(co) =
i iR

<oZ co|Z| 
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(157)

d J  . T 
—  = -rcoJ 
d t

(158)

(159)

(160)

- ( ö L  (161)



Bundan

a"(co) = —— (162)

FDT ga asosan

(163)

Klassik ho lda (ftco «  k T ),  y a ’ni yuqori tem peraturada (163) form ula

ko ‘rin ishga kelad i. Bu Naykvist form ulasi. _____  __
Tok kuch i J ( c o )  ga nisbatan Naykvist form ulasi (164) |j(co)|2 = a>2q l  

n i e ’tiborga o lin ib ,

um um iy o lda esa

ko‘rin ishda yoz ilad i. (117) ga asosan tok kuch i J ( t )  n ing fluktuatsiyasi

b ilan  an iq lanad i.
F luktuatsion tok lar, katoddan ch iqad igan  e lektron lar soni fluktu­

atsiyasi b ilan bog'liq  b o ig an  “pitra effekti” ’ hozirgi zam on elek tr asboblar 
sezgirlig in i chegaraiab  qo‘ydi.

(166)

(167)

18-§. Zichlik fluktuatsiyalarida yorug‘lik sochilishi

B ilam izk i,



Bulardan zich lik  fluktuatsiyasin i o lam iz:

( i p y - ^ v y —
f d V 4

Ф /Г

yoki

(Ap)2 _  _ k T dV_

d p
(168)

p У
Zich lik  fluktuatsiyalan ish i sababli m uhitn ing dielektrik koeffitsiyenti 

ham fluktuatsiyalanadi:

As =
08

dp ^p; E F  = y  P p 7У 1 Ф /
Dielektrikdan o'tayotgan yorug‘lik to 'lq in  uning dielektrik kirituvchanlik 

s  fluktuatsiyasi sababli sochiladi. Shu sochilishni qaraylik .

(169)

Qutblanish vektori P  -  

chan lig i sababli o ‘zgaradi:
4 tt

E d ielektrik  koeffitsiyent s  o ‘zgaruv-

AP =  — Ё  
An

Agar Ё = É0 cosco t  bo‘lsa, AP  uchun quyidagin i yozam iz:

bunda
AP = A P0 cos cor,

A P  = ^

(170)

(171)

471
0 ‘zgaruvchan qutblanish vektori ДР ni shu chastota bilan tebranuvchi 

d ip o l d ey ish im iz  m um kin . T eb ran u v ch i d ip o l shu ch a s to ta  b ilan  
elektrom agn it to 'lq in  nurlatad i. Shunday q ilib , d ie lek trikn i shunday 
d ipo llar to ‘plam idan iborat deb qarash mumkin. D ipollar soni vau larn ing 
d ipo l m om enti ДP 0 fluktuatsiyalar soni v au larn ing  katta lig i, z ich lik  
fluktuatsiyalar soni va ularning kattalitiga bogMiq. D ielektrikdan o‘tayotgan 
yorug‘lik  to ‘lq in i energiyasin ing bir qism i anashu  tebranuvchi d ip o llar 
tom onidan har tom onga soch ilad i (tarqalad i).
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B irlikvaq td a  di pol nudanish i intensivligi /q u y id ag ich a  an iq lanad i:

1 = (172)

bunda с  — yorug‘ likn ing vakuum dagi tezlig i. B undan  sochilgan yo rug 'lik  
nuri itensiv ligin ing o 'rtachasin i topamiz:

7 = —
3cJ

( a p J (173)

(173) f o r m u l a d a n  к о ‘ramizki, s o c h i l g a n  y o r u g ' l i k  n u r i n in g  o ‘r t a c h a  
i n t e n s i v l i g i  t u s h a y o t g a n  y o r u g ' l i k  t o ‘l q in i  Ё  c h a s t o t a s i n i n g  t o ‘r t i n c h i  
d a r a ja s i g a  m u ta n o s i b  ( y ok i  to  ‘Iqin u z un l i g in in g  to  ‘r t i n c h i  d a r a ja s i g a  teskar i  
m u ta n o s ib ) .  Bu b o g ‘la n i s h n i  R e l e y  q o n u n i  d e y i la d i .  Shu qonun asosida, 
atm osfera z ich lig i fluktuatsiyalarida yo rug 'lik  nurlari socliilish i asosida, 
osm onning m oviy ham da Quyoshning ch iq ish i va botish ida to ‘q sariq 
bo‘ lish lig i rashuhtirilgan .

(173) form ulan i, AP ning o‘m iga uning q iym atin i qo 'ygandan  keyin , 
o ‘zgartirib  yozam iz:

(174)

Bu form uladan ko ‘rinad ik i, agar = 0 bo‘lsa , m asalan , m odda
S T

/

kritik ho latda bo 'lsa , z ich lik  fluktuatsiyasi eng katta va dem ak, yo rug 'lik  
nuri soch ilish i eng ko ‘p bo‘ladi. H aqiqatda, y o ru g lik n in g  kritik  holatda 
eng ko‘p sochilish i (deyarli toMa sochilishi) hodisasi kuzatilada. Bu hodisa 
kritik  opalessensiya deyalad i.

19-§ . Broun harakati nazariyasi. Lanjeven tenglamasi

R .Broun 1827-yilda suyuqlikdagi m ayda (ko llo id ) zarra lar uzluksiz, 
tartibsiz harakat q ilayotgan in i kuzatdi. Bu Broun harakati nazariyasin i 
1905-yilda A .Eynshteyn va 1906-yilda M .Sm oluxovskiy yaratd ilar.

Suyuqlikdagi og‘ ir  (kollo id) zarra harakatin i teksh iraylik . Bu m asala 
nom uvozanatli sistem a m asala laridan b irid ir.
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M  massali zarraga suyuqlik yopishqoqligi tufayli ishqalin ish  kuchi f  
ta ’sir qiladi, Bu kuch f  shu zarraning tezligi v ga proporsional (Stoks 
qonun i), y a ’ni

/  = - Щ у ,  (175)

bunda £, - ishqalanish koeffitsiyenti. Suyuqlik  m oleku lalari zarra b ilan  
to 'qnashib, unga ta ’sir ko‘rsatadi. Bu ta ’sirlam ing natijav iy kuchini M R (t ) 
b ilan belgilasak, broun zarrasining harakat tenglam asi quyidagicha bo ‘ ladi:

?  = + ( 176)
Bu Lanjeven tenglam asi.
M ikroskopik m iqyosda qat’ iy  qaralganda ishqalan ish  koeffitsiyenti 

vaqtning funksiyasi va

R ( t )  = H *  -  * ) , ( i  77)

bo‘ladi. Bu holda Lanjeven tenglam asi

к 0 = ч (/ М ' ) + F (* ~ T) (178)

ko‘rin ishda bo‘ lad i. Inersion kuch e ’tiborga o linm asa, (178) dan

(179)

tengläm a kelib chiqadi.
Bu (112) m unosabatning xususiy holi va dem ak,

v(co) = (i(œ )F(co) (180)

ц(оо) -  ~ zarra harakatchanügin ing Furye-kom ponenti.

M oleku la lar b ilan  Broyn zarrasi har b ir to 'qnashganda o ‘z trayek - 
toriyasidan chetlanad i. Bunday og‘ish lar ham  kattalik  (m iqdor), ham  
yo ‘nalish jih a td an  ju d a  har x il va nihoyatda betartib bo‘ ladi. Shu sababli 
bu og‘ ish larn i, y a ’ni R ( t )  ning vaqt bo ‘y icha o ‘zgarish idagi q iym atin i va 
dem ak, Broun zarrasining har bir vaqt mom entidagi aniq o‘m i va tezlig in i 
am alda an iq  b ilib  bo ‘lm ayda. Am mo Broun zarra b ilan m o leku la lar
tuqnash ish larin ing o ‘rtacha ta ’siriga asoslanib, Broun zarrasi h arakatin i
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qarash im iz m umkin. Shu m azm unda Lanjeven tenglam asi (176) staxostik 
tenglam alarn ing tip ik  m isolidir.

Lanjeven tenglam asin i yech ishda quyidag i shartlar bajarilsin :
1. t  =0 vaqtdagi (m om entda) v0 tez lik li Broun zarralari ansam bli 

b o 'y ich a  olingan ./?(/) ning o 'rtach a  q iym ati nolga teng:

( * W ) Vo = 0  (181)

Bu shart Broun zarrasining o ‘rtacha tezligi makroskopik tenglam a (175) 
b ilan  an iq lan ish in i ta ’m in layd i.

2. Betartib to ‘qnashishlar, agar vaqt bo 'y icha yetarli darajada bir-biridan 
a jra lgan  bo 'lsa , b ir-b iri b ilan  statistik  b o g iiq  em as, deb h isob lanad i. 
Boshqacha aytganda, va /, paytlardag i kuch lar R ( t )  ko rre la tsiyasi 
to ‘qnash ish  vaq ti zc < t2 -  /, bo ‘ lg an d a  no ldan  fa rq li, t c > t2 -  t x 
boMganda nolga tent deb qara lad i, y a ’ni: ___

( « 0 , ) % } , _ = (182)

Bunda korrelyatsion funksiya F(t2- t t)  grafig i t2- t  = 0 bo ‘lganda keskin 
tik likka  (cho ‘qqiga) ega b o 'lad i; t2- t i>rc bo 'lganda esa am alda nolga teng 
bo ‘ lad i (6 .4-rasm ).

6.4-rasm.

n 0 — f. < T
H t ,  - 0 = 1  C

V- [= 0  t2 - t l > xc

B ir jin s li bo‘lm agan d ifferensial teng lam a (176) ning yech im in i

v = v„ + v„
ko 'rin ishda izlaylik , bunda
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V, =  v0e~4'

b ir j in s li ten g lam a v = —t y  n ing um um iy ye ch im i, VH esa (176) 
tenglam an ing xususiy yech im id ir:

v H = ^ d x e l 'R (x )
0

Shunday q ilib , (176) tenglam an ing yech im i
t

v = v0e~1' + \dxe^R{x) (183)

ko‘rinishga ega. Bunda R (t )  — nom a’lum , (183) yech im nnng ham m a 
had larin i ansam bl bo 'y icha o ‘rtachalaym iz:

(v) = (v,**) + \dxe^R(i}j (184)

Bunda

(v0̂ ' )  = v0eH' (185)

(e - *)d u F 8 {T }j = e-*'jdT e«(ti(i)) (186)

(181) shartni hisobga olsak, (184) ifodani quyidagi ko ‘rin ishda yozish 
m um kin: _________________

W  = W *  (187)

Bu esa makroskopik tenglam a ^ ning yechim idir.

(183) ifodani kvadratga ko‘tarib , so‘ng uni o ’rtachalab

( v ! )  = ( v „ V *  + j * .  | d T ^ '" - > ( « ( T , ) « ( x : ))\  (188)
\ 0 0 /

ifodaga ega b o iam iz . Bunda (181) shart hisobga o lindi. (188) ifodada
o ‘zgaruvchilarn i

x i + x 2 = X>*2 -  T. = J  
m unosabatlar vositasida alm ashtirib ,
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a  (/)= J<is<j>(s) (189)
-/

Jrfc, ]dx2e ^ '^ )(R(xi)R(x2)) = |  jifa|>(s) j ^ x =
** -I

+1

funksiyani k iritam iz. Bunda

_ a ( t )
(190)

2 4
(190) ni nazarda tutib , (188) ni quyidag icha yozam iz:

( v 2)  =  v0V *  +  ^ ( l - « - w )  ( „ I )

Bu teng lam ada kuzatish vaqti t  to ‘qnashish vaqti rc dan yetarli darajada 
katta bo ‘lsa, y a ’ni t  »  t  bo 'lsa , a ( t )  ning o 'rn iga  uning vaqtga bog‘liq  
bo ‘lm agan  q iym ati

a  = j£ifa<))(j)
— oO

ni o lish  m um kin. (191) form uladan  ko ‘ rin ad ik i, 1 n ing ju d a  k ich ik  
q iym atlari i/ «  (2^)~‘ ) da tez lik  fluktuatsiyasi tezlikn ing bosh lang 'ich  
q iym ati v0 o ilan an iq lanad i, am m o t  ning ju d a  katta q iym atlarid a bu 
boshlang‘ ich tezlikn ing roli um um an yo 'qo lad i (esdan ch iqad i) va tezlik

a
kvadratik fluktuatsiyasi doim iy kattalik 2 ;  ga intilad i; boshqacha aytganda,

bu fluk tuats iya  b u tun lay  to ‘qnash ish lar m exan izm iga bog ‘ liq  bo‘ lib , 
boshlang‘ ich tezlik  v0'  ga bog‘ liq bo ‘ lm ayd i. t  - >  +oo bo‘lganda sistem a 
m uvozanat ho latiga kelad i, dey lik , u ho lda (191) dan

(7 > = f  ««>
(59) form uladan m a ’lum ki, p 2x(co) = m ( e )  ■ By form ulani ikki o ‘ lcham li 

hoi uchun yozsak bo ‘lad i:

(p;(co)) = 2M(s(co))

yoki

(” ’ (“ )} -  ^
Bundan klassik hoi uchun
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( ✓ ) -
2kT

yoki (192) n i e ’borga olsak, ^

a_ _  2 kT

-2 Ç . ~ -M
ekani kelib ch iqad i. Buni e ’tiborga olib, (191) ifodani

<v-)= 2 kT
-------- h

M v l  -
2 kT

e  (193)
M  _

shaklda yozamiz. (193) formuladan ko 'rinadik i, Broun zarralari vaqt o‘tishi 
b ilan o ‘zin ing boshlang'ich tezlig in i esdan ch iqara boradi va suyuqlik  
m olekulalari b ilan  to ‘qnashishlari tufayli muvozanat holatiga kela boradi.

Form ula (193) “y ir ik  s truk tu ra li” yoki vaqt bo ‘y ich a  tek islangan  
(silliq langan) m anzarani ifodalaydi. Bu esa makroskopik ja rayon larda 
kuzatiluvchi qaytm aslik m ikroskopik jarayon larn i vaqt bo‘y ich a  yaxlitlash  
orqali nazariyaga kirad i, deyishga asos b o iad i.

Broun zarrasi siljish larin ing shu zarra ham da m uhitning xossalariga 
bog 'liq lig in i ko 'ray lik . Buning uchun zarra harakati tenglam asin i inersiya 
kuch in i hisobga olm asdan yozaylik :

 ̂F = R(t) (194)
Bu tenglam aning yech im i

r - r 0 = l  )dxR(t )  =  i  jd F { t )
S  o S  û

(195)

bo 'lad i, bunda d F ( t )  = — kuch im pulsi va r0 — radius-vektor r
ning / = 0 dagi qiym ati. (195) ifodani kvadratga ko‘tarib , ansambl bo‘y icha 
o ‘rtachalaylik : 1 , ,

<(? - n ) ! > = 7 7  ¡ ¡{ d F ( t ,) d F (h )} =
S oo

S o  o
i l ,  ! (196)

= —  ¡dxt Jrfc2<(> (t2 -  T,) =  —  a(t)tS o o Ç
Vaqt katta bo ‘lganda, (192) dan foydalanib, (196) ifodani
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АкТ

ko‘rin ishda yozish murnkin. Bundan Eynshteyn form ulasi kelib ch iqad i:

(A r)3 = 2 D b  ( 198>
bunda

^  2kTD .  —  (199 )

6лг| a
diffuziya koeffitsiyenti. Ctoks qonuni bo‘y ich a  s — ^  va dem ak:

kT
D  = - ------- , (200)

3 nr\a
bunda r\ — suyuqlikning yopishqoqlik koeffuiiyenti. a  — Broun zarrasining 
radiusi.

(198) va (200) m unosabatiam ing o ‘rinli ekanini J .Perron va T.Svedberg

• m - Rta jribada ko ‘rsatdilar. U lar Bolsm an doim iysi к  va Avagadro som л  ~ ^

ni tajribada an iq lad ilar va bulam ing q iym ati boshqa metodlar b ilan olingan 
q iym atlarga mos ekan lig in i ko ‘rsatdilar.

Masalalar.

6.18. H arakatchanlik Iя (®) = j  nin8  Furye komponenti aniqlansin.

Yechish. (180) tenglam aga asosan

v(cú) = |í ((d)f (íd)  (O
FD T asosida

ц ( » )  = = 0 ‘ '( « X V'(® )) = (2)

( A r ) ~ - - t  (1 9 7 )

ekan in i an iq laym iz. Bunda

0 ((o )=  _ L  = — c th ЙСО

ß(co) 2 2 kT

(V(co)y tez lik  avtokorrelatsiyasi Furye-kom ponentin ing kvadratidir.
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6.19. H arakatchanlik p  (yoki ishqalanish koeffitsiyenti ^ ) ni aniqlang. 
Y ech ish . (184) teng lam an i ye ta r li d ara jada k ich ik  vaqt in tervali

t' -  t = x —» 0 uchun yozam iz:
d v ( t )  = M.(/' -  t )F { t )d t  = |a(V -  t ) d F ( t )  (3)

Bunda j l lÍ í ) k inetik koeffitsiyent (harakatchan lik  “z ich lig i”), d F ( t )  
— kuch im pulsi. (3) dan korrelyatsion teorem a asosida

p (x ) = 0"‘<vv(x)) (4)
munosabatni olam iz, Bu ifodani vaqt bo‘y icha integrallab , harakatchanlik 
(yoki ishqalanish koeffitsiyenti) ning um um iy ifodasi uchun

V , s j - =  = e " ‘ J < * ( w ( x ) )  (5 )
S/ 0 0

tenglam aga ega bo lam iz .
Eslatma: Statsionar holat uchun quyidagi

r

p. = l im p  = 0 “1 lim  Jdx(vv(x)) (6)
0

integral mavjud deb qaralad i.
6.20. D = 0 ^ '  = 0p  tenglikni isbot q iling, bunda D -  diffuziya koef­

fitsiyenti.
Yechish. aw a lg i m asalan ing yech im idan m a’lum ki, (5) tenglam a:

7  = J ¿T{VV(T)) (7)
S 0

D em ak,
i

D = j¿x (v v (x )) (8)
0

ekan lig in i isbot q ilish kerak.

1) R (t) = ¡ ;v ( t )  ni nazarga olib, (189) ni quyidag icha yozam iz:

a ( í )  = j¿x (v v (x )) = 2£,2 }c/x(vv(x)) = 2 $ 2( t )  (9)
-f 0

(9 )n i (196) ga qo 'yib , o lam iz:

(A r)2 = 2 D (r) -  t  (10)
t yetarli darajada katta boMganda, y a ’ni / » r  bo‘lganda. D ni do im iy deb 
qarasak , (10) ifoda Eynshteyn form ulasiga o ‘tad i, Bu esa d iffuziya
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koeffitsiyenti D ifodasi (8 ) b ilan  aniqlangan tezlik avtokorrelatsiyasin ing 
integrali ekan lig in i isbotlaydi.

2) ikkinch i usu l,
v =

yoki chekli o ‘zgarish uchun
A r = pArF 

K orrelyatsion teorem aga asosan

0f-iA/ = (ArAr(x)y 
yoki har ikki tom onga siljishn i e ’tiborga olsak,

20}J.Ai = (ArAr(x)^ = 2 D  At

bo 'lad i. Bundan

___________D = 9 fi = e ^ '1____________________________
ekan lig i keüb  ch iqad i.

6 .21 . Broun zarrasin ing r  masofaga siljish eh tim olin i an iq lang. 
Yechish. Berilgan ho latdan  Broun zarrasin ing siljish lari tasod ifíy va 

sim m etrikd ir. Shu sabab li s iljish la r  norm al (G auss) taqsim o ti b ilan  
an iq lanad i:

d W (x )  = A exp 

Shuningdek, d y  ga siljish ehtim oli 

d W { y )  = A exp

2 (A v)2
dx

2(Ay f
d y

( I I )

(12)

bo‘lad i. Broun zarrasinnng r g a  siljish ehtim oli (11) va (12) eh tim o llarn i 
ko ‘payirib , so‘ng burchak lar bo ‘y ich a  in tegrallab  topilad i:

d W ( r )  = C  exp
-  r

r d r (13)

bunda (A r) ' = 2 D t . Bu ifodadan ko 'rin ad ik i, (13) taqsim ot vaqt o‘ tishi 
b ilan yoyilib  ketadi.
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