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С У З  Б О Ш И

Ушбу кулланма Р>—460100 (математика) на В—480100 
(амалнй математика ва информатика) таълимн йупалишн 
буйича университетларда тахсил олаётган талабалар учун 
мулжалланган.

Бу укув кулланмада функционал аналнздан масалалар 
ечшп учун талабаларга ордам бершпни асосий максад килиб 
олнндн. Чунки функционал аналнздан масалалар ечпшда та- 
лабалар куигина кнйинчиликка дуч келадилар, яъни мухокама 
— мулохаза юритишда камчилик ва хатоларга йул куядилар. 
Ш у нуктаи назардан бу ерда масалалар ечиб- курсатнлди. Бу 
эса улар олган назарий билпмларпн чукуррок ургапшига ва 
мавзуларни туб мохиятп билан англаб олпшга ёрдам беради.

Ф ункционал анализ кенг маънода айтганда математик би- 
лимларнмнг таркнбнй цисмларини ташкил этиб, хозирш  замой 
математика (|>анн учун умумийдир. Ш уиинг учун у математик 
бнлимларда асосий ахамиятга эга.

Ф ункционал анализ физика, техника маоалаларини ечиш- 
да ва математик пазарняпп рнвожлаптпршпда кенг ургаии- 
ланилади.

Ф ункционал анализ хозирги замой математикасининг ти- 
лидан иборат. Лекин бу тнлни талабалар томонидан узлаш- 
тирнш осой эмас. Уин узламгшрнш учун албатга масалалар 
счнш талаб этилади.

Ушбу кулланма функционал анализдап масалалар ечишда- 
ги куп йиллнк таж рибалар асосида, яъни универеитетда олиб 
борилган кун пнллик назарий на амалнй маинулотлар асосида 
тайёрланди.

Ушбу кулланма хакида фикр-мулохазаларини билдир- 
ган шахсларга миннатдорчилик билдирамнз.

М уаллш /кш /)
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1-§. ТУПЛАМААР НАЗАРИЯСИНИНГ ЭЛЕМЕНТЛАРИ 

1. Асосий тушунчалар

Агар А ка В туплам элемептлари орасида у;5а Р° бир 
цпйматли м ослик урнатилган булса, А ва В туиламлар эквива- 
леш ’ дейилади ёки тенг цувватли туиламлар дейилади.

Эквивалеитлик ~  деб белгиланадн, яъни Д МВ.
Иккита чекли А ва 15 туттламлардаги элемептлар сопи бнр 

хил булса, бундам Л ва В туиламлар эквивалент ёки тенг 
кувватлн буладп.

Ш ундай цнлнб тунламларпинг тенг цувватли (бнр хил 
кувватлилик) тушунчаси чекли туиламлар элемептлар соии- 
пинг бир хилл и к тушуичасинииг йириндисидан иборат.

Ихтиёрий А тупламнинг кувватиип А ёки т (А )  деб бел- 
гилаймиз. Чекли туплам кувва ги туплампи таш кил этувчн эле- ,
меитлар сонидап иборат. ^

Масалаи: А  = {аь а2, .... язЬ  А =  23, т (А )  = 23.
Агар А туплам N =  {I, 2 , 3 ,...}  патурал соплар туиламлга 

эквивалент булса, А сапоклп туплам дейилади.
Саноцли тупламнинг цувватинн Х 0 харф бплан белгнлай-

миз:
11|(М ) = Х 0 ёки N =

Патурал сонлар тупламнга эквивалент булмаган чексиз тун- 
лам саноцсиз туплам дейилади.

Теорема. [0,1] кесмадаги нуцталар туплами саноксиздпр.
Т аъиф . [0,1] кесмадаги нукталар туилам и га эквивалент ^

булгап туплам континуум цувватли туплам дейилади.
Континуум туплам кувватини с харф  билан белгнлаймиз.

=  )■ 
II =  [0 , 1] , т ( и )  = с  ёки и  = с
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2. Асосий теоремалар

1.1-теорема. ( Кантор-Бернш тейн) агар А тунламнинг А| 
кием туилами А| В булиб 15 туплампипг 151 кием туилами

1>1~ д  булеа, у холда Л~ 15 буладн.
1.2-теорема. Чеклп ёки еанокли мпкдордагп чеклп ёкн са- 

ноцлп тунламларпппг бпрлашмаеп, яка чеклп ёки еанокли туп- 
ламдан иборат.

1.3-теорема. Агар А тунламнинг элементлари чеклп пара- 
метрлар билаи аниклангаи булиб, хар бири бир-бирига боглпк 
бул маган холда еанокли тупламлар цийматларнпи кабул килса, 
у х,олда бундай А - { а 1 (п} тунламнинг куннати

т ( А ) = Х 0 буладн.
Бу теоремами куйидагича хам келтириш мумкнп. 
1.3А-теорема. Агар А туплампипг элементлари и параметр 

билап аниклангаи булиб, буларнииг хар бири бошкаеига 
боглиц булмагап х°лДа еанокли туплам кийматларппп кабул 
килса, яъпи

А =  { а г  г г }’ х к = { Х1 х2к ’ " У ’ *  =  1 .2 , . . . ,  Я■̂1 *> Ч • • • 9 „

булеа, у х<>лда П|(А) = буладн.
1.4-теорема. Чекли ёки еанокли микдордаги континуум туп- 

ламларнинг бпрлашмаеп япа континуум тупламдап иборат.
1.4А-теорема. Хар кап дай [а, Ь] еегмептдагп пукталар тун- 

лами континуум купнатлп туиламдир.
1.5-теорема. Агар А тунламнинг элементлари .4 = {а, , , ,...}

еаноцли параметрлар билаи аниклангаи булиб х,ар бири бир- 
бирига боглиц булмаедан иккита хар хил кийматларни кабул 
килса, у х,олда бундай А туплам куннатп т (А )= с  буладн.

1.6-теорема. Ага|) А тунламнинг элементлари Л = {а, , , ,...}

-* чекли ёки еанокли нараметрла|> таплаш билаи аниклангаи бу
либ, хар бири бошкаеига боглик булмагап холда континуум 
Кпйматнп кабул килеа, у х,олда буи дай А туплам 1̂ уннатн 

* ш (А )=е буладн.
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1.7-георема. Узлукеиз функциялар туплами континуум
ш (С |а , Ы ) = с

1.8-теорема. Ф араз цилайлик, М ихтиёрий тунлами бул- 
еин. Агар элемеитлари Мнинг хамма кием тупламларидан ибо- 
рат булга и туплам ÎÏI булса, у холда Ш нинг кувватн берилгап 
М тупламнииг кувватидан катга булади, т .и и

m(ïïl) >  т (М ).
Демак, биз берилгап М ихтиёрип тупламдап куввати ундан 

катга булга!I 171 туилампи тузн п п тн з мумкнн за бупдап яна 

Куввати Ш никидан к а п а  булган бонIка тупламии тузишимиз 
мумкии. Ш уидай цилиб биз кувватлариииг юкоридан чегара- 
ланмагаи шкаласипи хосил килпшимпз мумкии.

Агар Мнинг кувватипи а  десак, у холда Шпмнг куввати 2“ 
булнб, 1.8 -теореманн

а < 2 “
тенгсизлик куриппшда ифодалаш мумкии. Бу тенгсизлик М 
чекли туплам булганда куршшб турибди.

Агар «  =  К 0 булса, у х,олда К 0 < 2 Х" , яъни натурал сон-
лар туплам иди п тузилгаи цисм тупламлар чупламнинг куввати, 
натурач сонлар тупламнииг кувватпдаи кагга.

1.9-теорема. Натурал сонлар туплам шпшг хамма кием 
тупламларидаи тузилгап тупламнииг куввати континуумдир, 
яънн

2 х"
1.10-теорема. Чекли ёки сапоклн микдордаги санаклп туи- 

ламларпииг Д екарт купайтмаси саиокли тупламдпр.
l . I ï -теорема. /ч а р  А ва Б тунламлар континуум кушштга 

зга булса, у х,олда улариииг Д екарт купайтмаси АхВ хам кон
тинуум кувватга эга булади.

Агар а  = с континуум бупса, у холда 2Г — гпперконтпнуум 
дейилади.

1. 12-теорема. [О, IJ сегментда берилгап х,акицим фуикция- 
лар туплампппнг куввати 2е га тенг, яъни гиперконтипуум 
кувватидан иборат.

1.13-теорема. Тугри чизпкнинг барча кпемларидап тузил- 
гаи туплам лар тнзпмининг куввати 21' га тепг.
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О, 1, 2 , 3 , 4 , 5, 6, 7, 8, О 
цийматлардан кабул килади на туккиз ракам л и ёйилмада мум- 
кин булган

О, 1 , 2 ,  3 , 4 , 5 , 6 , 7,  8 
цийматлардан кабул цилади.

1.7-масала.
Л { (х ,у )еН 2: |х |+ х= |у |+ у , х2+у2<1}

тупламнннг куввати иимага тенг?
Ечиш. М аркази координат бошида ва радиусп бнрга тенг 

булга и доиранинг нукталар тупламини Л | деб белгилайлик. То- 
кисликмипг учипчп чоракдагн пуцталар тупламини (чегараси- 
дагилар билан биргаликда) ва у=х, х>() нурда ётувчи нуцталар 
тупламини Аа деб белгилайлик. У холда,

Л=А|ПЛ2 
А |={(х, у )е И 2: х2+у2<1}

А2={ (х, у ) е  К2: х| +х= У +у}

буладн (шаклга кар ан г):
У

А сИ 2 булганда т ( А ) < т ( И 2 )=с.
Эйди

В={(х,у )е  В2: у=х, х>0, х2+у2<1}
булеин.

У х,олда В сА  ва т(В )=< : ак а н л и т  курннпб турнбди.
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Ш ундай килиб,
c=ni(B )<m (A )

Энди c<m (A) ва m (A )<e тенге изликлардан
га(А )=с

келиб чикади. 1
1.8-масала. А=[(), 1J, B = Q n[(),IJ булса, у ^олда Е)=АхВ 

тунлам куввагипи топинг. Бунда Q радионал сонлар туплами. )
Ечиш. А ва В тупламларнннг Д екарт купайтмасп (х, у) 

ж уф тлар тупламидан иборат булиб хеА , у еВ  лардап иборат- 
дир. Ш унннг учу|i L) тунлам цупидагича ифодаланади.

D={(x, y ) e R 2: ()<х<1, j ^ a ,  a e B }

Энди D c R 2 булганидан n i(D )< m (R 2)=c 
И ккинчи томондан [0,1]сГ> булганидан

п |([0 ,1 ] )=c<ni(D )

Демак, m (D )= c
1.9-масала. «Агар А санокли тунлам булса, у холда А туп- * 

лам х,ам саноклп» деб тасдицлаш мумкпнмн? А эса Аиниг ту- 
таш масн.

Ечиш. Ф араз кплаилик, Q рацнонал сонлар туплами бул- *
сип, ш>ни

Q cR = (-°°,

У холда

» * ( 0 = « О

Энди g = R  булганидан ва n i(R )=c булганидан

n \ ( Q ) = c

хоспл буладп. Демак, масаладагн тасднк уринлн эмас.
1.10-масала. Комплекс текисликда sin z ф ункция ф а кат 

мавх,ум кийматга л га буладигаи пуцталар туплампиииг 
Кувватини топинг. '” г '

Ечиш. Изланаетган туплампи А деб белгилайлик
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sin z -  sin(x + iy) -  sin xchy + i eos xshy 
, e'y + e-‘y , e'y -  e~'y

булганидап Л чупламда фа кат s¡ilycIh =0
буладпгап К2 фазонинг нукталарп киради. Лекии diy^O, у с ! ’.. 
Шуиипг учуи А ={(х,у)е К2: sinx=0, У <°°} А с В 2 булгани-
дап т (А )< с .

Иккннчи томондан
В={(х, у )е И 2: х=0 , У <°°) 

туплам А тун лам нчида жойлаш ган, яъни В сА .
Энди т (В )= с  эканлигини цайд килсак ва В сА  муносабат- 

1111 эътиборга олсак,
c=ni(B )<ni( А)

Нихоят т (А )< с  на ni(A )>c тенгсизликдан m (А)=<• келиб 
чицадн, яъни масала шартидаги туплам кувнатн коитннуумга 
ген г.

1 .11-масала. [0 , 1] ва [0,1  ] \ | —|  тУплам элементлари ора-

сида узаро бир кийматли мослик урнатинг.
Ечиш. А на В титлам элемептлари ораенда узаро бпр 

кийматли мосликии куппдагича у[>натип1 мумкин.
Ф араз килайлик:

A, = { х б  [0,1]: х  =  & ,  n e N }  4̂ =  [0,1]

B, = { х е [0,1]: х  = ± , n e N } ,  Я =  [0,1]\{^}

Энди

л /2  1 л /2  1
С  i — А \  В  \ |^1, 2  ’  2  ’  4  5 3  9 ***

деб белгиланлик.
В] ва С| тупламлар санокли. Ш унииг учуй упинг элемент- 

ларн ораенда узаро бпр цийматли моелнкни ракамлаш  коидаси 
буйича Урнатиш мумкин.

A/Ci=B/Ai
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булгапи учу! I бу туплам элементлари орасида узаро бир 
Кийматли мосликни «узини узига» цондаси билан урнатиш мум- 
кин.

Бу эса А ва В туплам элементлари ораенда узаро бпр 
кийматли мослик урнатиш мумкин эканлигини курсатади.

4. Мустак,ил ечиш учун масалалар

I. А={х(1) е С [ 0 , 1]: х Г П > 0 } туплам цувватн цандан була-
^2) 

ди?
2. Ф араз цнлайля.'с, А турри чизицда саноцли туплам бул- 

син. Бу А тупламни а  мивдорга ( осе II) силжишдан хоепл бул- 
гап Аа билан кесшимайдиган цилиб силжитиш мумкннмп?

3. А туплам узи билан устма-уст тушмапдигап кием туп- 
ламга эквивалент булгандагина чексиз туплам булимииш ис- 
ботланг.

4. [а,Ь] кесмада берилган ва бу кесманинг хеч булмаса 
битта нуктасида узилншга эга булган функциялар тупламининг 
куввати ка и да II булади?

о. Х,амма мопотоп функциялар тупламииимг к_увватм 
кандай топилади?

0. Ф араз цилайлик, [а, Ь] кесмада берилган х(1)  функ-
циялар хар бир ( 1„6 [а, Ь ]) нуктада локал минимумга эга 
булсин.

Буидай х(1)  функциялар [а, Ь]да хар хил кийматларии 
сони сапоклпдан ортик булмаслиги мсботлансии.

7. [0,1]  ва [0,1 ] / 0  туплам элементлари орасида узаро бир 
Кийматли мослик урнатнлемн. Буида Q рациопал сонлар туп- 
лами.

8. [-1, 1] кесмадаги рациопал нукталар туплами А ва 
В = {(х ,у )б  К2, х 2+у2<1} булса, у х,олда 1)=АхВ туплам куниатп 
каидаи булади?
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2-9. УЛчивЛИ ТУПЛАМЛАР

1. Масалаларни ечиш учун зарурий тушунчалар

Ф араз килайлик а = ( а 1: а2,,..., a j  ва b=(b, ,  Ь2,..., Ь„) лар К 
фазонннг и к-кита нуцтасп булпб a,<b, (i—1, 2,..., п) булсин. У|ибу 

G={xeRn, х= (хь х2, Хц), а,<х,<Ь,} 
туплам К„ <|)азода п улчовли очи к параллелепипед дейилади 
ва

F={xeRn, х= (xi, х2 хп), а,<х,<Ь,}
туплам R,, фазода и улчовли ёинк параллелепипед дейила- 
ди.

G c D c F  шартни каноатлантирувчп [) туплам учи а ва Л 
нуцталарда булган n-улчовли параллелепипед дейилади.

Агар A cR „ тупламни узаро кесишмайдиган (1)^} паралле- 
лепипедлариниг бпрлашмаси куршшшда ифодалаш мумкпп 
булса (A =uD [c), у халда А элементар туплам дейилади.

Ушбу

/л A -  inf YjWD,
AcsJk Dk к К

сои A (A cR „ ) тупламнипг ташци улчови дейилади, бунда

mD=Yl(b .-a. )
Г=1 1 1 ■

сон и улчовли параллелепипед ёки F(G - очмц ёки F -ёниц)- 
иинг хажми дейилади.

Таъриф. Агар Ve>() учуй шундай элемеитар B cR „ туплам 
мавжуд булиб, А сК „ булганда

j u * ( A & B ) < e

булса, у  х°лда А туплам Лебег буйича улчовли дейилади.
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Лебег буиича вдю лаётган улчовли туиламлардагн Л туп- 
ламнннг тапщп улчови шу тунламиипг Лебег улчовп дейила- 
ди ва цА  деб ёзилади. Ташки улчов билан бир вактда нчкп 
улчовни хам цайд цпланлик.

Ушбу ц*А=ш1)—//(С лО ), 1)к
к

сон А тупламнннг нчкп улчови деннладн.
Энди А тунламиипг Лебег улчовини куипдагнча гаърпфлаш 

мумкин.
Таъриф. Агар таш ки ва ички улчовлар тенг булса, у халда 

/\ ТуиЛ&м уЛЧОБЛИ денилади ва бу сон унинг Лебег улчови деб 
аталади ва

и А=цЛ=цА
деб ёзилади.

Агар бу тенглик бажарилмаса туплам улчовсиз дейилади.
Агар н=1 булса, у холда А сК [ тупламнннг улчовини чи- 

зикли (бир улчовли), н=2  булса АСК2 тупламнннг улчовини 
ясси (текис икни улчовлн) деб атаймиз. Ихтиёрий к улчовли 
( 1<к<и) АсН„ тунлам учуи я улчовли улчовип (к<й<н) тушуп- >
часини кпрнтиш мумкин.

Тупламнннг улчови чексиз цийматнн х,ам кабул килишн 
мумкин. Бу хакда куйидагнни цайд этамнз. (Замокли «
мнкдордагн чекли улчовга зга булгап тупламлар бирлашмаси- 
иннг улчови чексиз кипматпн кабул кнлиши мумкпн.

2. Асосисй теоремалар

2.1-теорема. Улчовли тупламнннг тулдирувчиси яна улчов
ли тупламдан иборат.

2.2-теорема. Улчовли тупламлар! 1 и и г бирлашмаси, кесими, 
айирмаси, симметрии айирмаси яна улчовлн тупламдир.

2.3-теорема. Улчовли тупламни улчови нолга тенг булгап 
тупламга узгартпрпш унинг улчовнга таъенр цнлмайди. |

2 .4-теорема. Хар кандай параллелепипед улчовлидир ва 
унинг улчови п-улчовли хджмга тенг.

2.5-теорема. Х,ар кандай злементар туплам улчовли ва 
унинг улчови унн таш кил килгаи параллелепипедлар улчовла- 
рннпнг йпгиндиснга тенг.
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2 .6 -теорема. Санокли микдордаги улчовли тупламлар бир- 
лашмасп ва кесишмаси улчовли тунламдан иборат.

2.7-теорема. Ихтиёрий ёг ищ (очиц) туплам улчовлидир.
2.8-теорема. Агар улчовли А), А2 ,... тупламлар кенгаювчи 

\iC A 2CA3C ... оки цискарувчи А ^А гЭ А зЭ ... кетма-кетликни 
тапткил этиб мое равипща

ёки 00
А= и  А А= П  А

1 к 1 кк = 1  к = 1
булса, у холда хар икки х,олатда

Нгп I 
п—>00

булади.

Н т  ( М п )= /М

2.9-теорема. Агар А = и  Ак булиб, Ак (к  = 1, 2, 3 ,...)
к=1

тупламлар улчовли булса, у холда

к
2 .10-теорема. Агар А|< (к  =  I, 2, 3 ,...)  улчовли тупламлар 

булиб А — и  АК ; А |П А ^ 0 ; булса, у х,олДа цА - У" Ак
К

булади.
Зиди улчовсиз туплам х,акида тухталпб утамиз. 
Чегаралалгап улчовсиз туиламиииг мавжудлпги кушщаги 

м исолда курсатилади.

Аввало,  !_ _
2 '  2 .

леитлик тушупчаси киритилади. Агар х  ва у  иинг айирмаси х — 
у  сон рационал булса, улар эквивалент дейиладн ва х -у  деб 
ёзамиз. Бу эквивалентами куйидаги хоссаларга эга:

1) Снмметрнклнк: агар х -у  булса, у-х .
2) Траизитивлик: агар х~у, у~г  булса, х~г.
3 ) Рефлексивлнк: цар как дан х  элемент учун х~х.

|  Г
2 ’  2\

ментлардан иборат булган К (х ) сии(|)ларга ажратилади

сегментиинг иукталари орасида эквнва-

Бу ерда, асосан сегмент, узаро эквивалент булган эле-
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(хе
2 ’ 2

). Бу ерда пккита хар хил К( х )  сниф  узаро ке-

спшмайди. Ш ундай цилиб,
_ 2 ’  2

сегмент узаро кееишмаиди-

ган сиифларга булинади.
Энди бу синфларнинг хар биридан бигтадан элемент тан- 

лаб олнб, бу танлаб олинган элементлар тупламинм А билан 
белгиланади. Бундай А тупламнинг улчовсиз эканлиги, яъни

/и* А ф ц , А
муносабат [1] нинг 22 -§  да батафсил баён цнлинган.

шаСалаларН cMiiiii учуй Куй ИД«ПLitiрКЯ ЗС иЛ Т И С  yTSМ1 *3.

1. Т уф и  чизикдаги £ нуцт анинг ат рофи деб ш у нуцтанн 
уз ичига олган орялнккя (интервалга айтнлади).

2 . Тугри чизивда бирор С  нукта ва Е туплам берилган 
булсмп. Ага[> Е, нуктаппнг хар цандай атрофида Е тупламнппг 
с, дан фарцли камнда бптта нуктаси булса, у холда ^ нукта Е 
тупламнинг лимит нуцт аси дейилади.

3. Е тупламнинг барча лимит нуцталаридан иборат булган 
туплам Е тупламнинг х,осила туплами дейилади ва уни Е ’ би
лан белгалаймпз.

4 . Е  - E k j E'  туплам Е тупламнинг ёпплмаси дейилади.

3. Масалалар ечиш намуналари

1-масала. A={(x,y)eR2, у=2х, у=2‘2х, у<4} тупламнинг ул- 
ЧОВИНИ топинг?

Ечиш: Масала шартндан 2Х= 4 , 2 '2х=4 булганда Х]=2, Х2=-1 
топамиз. А туплам цуйидаги чизмада (1-чизма) текисликнинг 
штрихланган цисмидан иборат.

1‘У /
y = 2 - ^ W /

1 __—1

7 Ш
1

"■ -  - ... .. ____

-1
' X 
2

1-чизмн.
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Бу туплам спи к ва 2.7-теоремага acocan улчовли, упинг 
улчоии ц А  эса штрихлаигяы юза га мое келади. Ш упинг учуп

О 2
¡ l A -  J ( 4 -  2~2x)d x  + J ( 4 - 2 ï )c/x =

- i  о

.о 2 2х ,о ,2 2 "  ,2 , „  9
=  4х  /  Н---------- /  + 4 х  / -- / —12' -1 О 1„ Т ' -1 /О О |„ О ' о2 In 2 /0 2 In 2 2 ln 2

2-масала. Ф араз дилаилик, А тупламшшг ёпилмаси Л

булсин. «Агар цА =0 булса, у холда ju A - \ )  буладп» деб тас-

дицлаш мумкинми?
Туи лам туташмасиии эслатнб утамиз.
А тупламшшг х,«силавий туплами А' булсин. У холда

A  U  А ' -  А  туплам А тупламиинг туташмаси дейплади. (А' — 
бу Анинг лимит пуцталар туплами).

Ечиш. Ф араз килайлик, хамма хаки кий укдаги рацпонал 
сонлар туплами Q булсип. Q туплам саноцлп булгапи учуй 
упинг нукталарппп рацамлаб (номсрлаб) чицамиз:

1̂> ^2» 7 з> "■
У холда

оо

Q  =  и  { тк )
к  = 1 К

Энди (k^s) булга! i и дан.

Теорема 9 га acocan

чумки j U { z ^ } =  О

ц 0 =  I  М{*к }=0 
к = 1

Иккмнчи томопдап Q  -  Rx булиб уннпг чизпцли улчокн

m Q = /uR - ° °

Демак, « /¿ 4  =  0  булса, у холда / л А = 0  булади» деб гас- 

диклаш потурридмр.
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3-масала. А чуплам [О,]] пукталарнпи унли каср сои- 
лар курппишнда ифодалаганда I иа 4 рацамлар цатпашмаП- 
диган пукталар тупламидан иборат булпш. Бундай А чуплам- 
мппг улчови ипмага тенг?

Ечиш. [0,1]  космами 10 та тенг бупакларга буламиз 
на хар бир булакнн 5?сувчи 0 , 1 ,2 ,...,9  ракамлар оркали бсл- 
гплаймиз. А чупламда биринчи уили разами 1 на 4  булга и 
пукталар катпашмаГщп ( 2-чнзмага караиг).

0 1 2  3 4 5 6 7 8 J)

2- ч и ж и .

Бу эса бизга [О, 1] кесмадаи [J_ — \ на [ jL А  | пи-
10 ’ 10 10 ’  10

тервалларни чицариб ташлашни бнлднради, яънп биримчи
2ка дам да [О, IJ кесмадаи узуилигп —  булга и иккича нптер-
10

вални чикариб ташлаш ксрак. (Долгам саккпзч'а кесмада шун- 
дап мухокамапи юрнтамнз: хар бпрннн 10 та тем г булакка

буламиз на узуилиги га гонг булган иккитадаи интер-
102

вални ташлаймиз, яъни иккиичн кадамда [О, I] кесмадаи
2

улчови 8  булган гуилампи чпцариб ташлаймиз ва х,ока
102

зола р. Нихоят [0 ,1 ] кесмадаи улчови

2 i 2 1 00 2-8" 1 1 00 ' лЛП
ju G -— f-8———+8 — г-+...— X  ----------—— X

10 Ю2 103 n= 1 10" 4 « = 1 •

булган G очиц тутаам чицариб ташланади. Энди A = [ 0 ,1 ] \G  
булл б

juA=A ОД]—/^7=1—1=0

булишн у.з-узндан равшан.
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4-масала. Улчовн пол га тепг булган хар ка и дай бушмас isa 
ёнпц туп лам хеч цаерда зич эмаслиги исботланспп.

Масаланн ечшидаи аввал туплампинг зичлнк таърифинн 
.чслаймпз. Агар туплампинг бнрорта хам ёлтз (дискрет) 
пуцтаси булмаса, бупдай тупламии узида зич туплам дейилади.

Агар Аиинг тугашмаеи булган A~DВ булса, у холда А туп
лам В тун лам да зич дейилади. Агар А туплам хеч кап дун 
ииарда зич булмаса, у холда А туплам хеч каерда знч эмас 
дейилади, яъни х,ар бир В  С  шарда бошка В ' а  В  шар
мавжуд булиб А туплам билам умумий нуцтага эга булмаса, 
А х,еч касрда зпчмас дейилади.

В ' г л А = 0
М асала ечими. Ф араз кмлайлпк, F С  Rn туплам улчовп 

нолга тепг булгап бушмас спиц туплам булсин. В(»,г) с  R„ 
оса B(»,r) п  F—0  булгап ихтиёрий очи к. шар булсин.

Агар В(*.г) с  F булса, у холда

0 < / / £ ( • ,  r ) < j u F

Ленин бупдай булнши мумкип эмас, чупки
< u F = О

Демак, шундай xG В {».г) мавж уд булиб x&F ■ У холда 
X&CF ■ Лекии CF очи к, туплам. Ш унинг учун Хпинг атро- 
фи булган Л (х )

A ( x ) n F = 0

мтарт!i и ка i юатла i iti |рувч и
А (х ) с  GF

булган А (х) тунлам мавжудднр. .')иди И(• , г) — очпк туплам 
булгани учун

t / ( x ) c B ( .  г )

булган U (x ) тупламнп олайлик. Ф араз килайлик,
V(x)=A(x)nU(x)

буленн. У холда V (x) туплам х пукта атро(|)идпр ва
V(x)cA(x), A (x )nF=0

булга нидан
V ( x ) n F  =0
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Бу мухокамаларга acocan

В(», r ' ) n F = 0
б5'либ

В(», г') с  V(x) a  U(x) с  В(*, г)

бул га н В («, г ’ ) очпк шар мавжуд.
Демак F туплам хеч цаерда зич эмас.
5-масала. Агар —1< х < 0 булганда f (x )= -х2 ва 0<  х  < 1 

булганда Г(х)=1 булса, у холда мхтиёрий ае И| сон учун 
Г ( 1>а ) т ^ л а м  улчовли буладпми?

Ечкш. Агар а > ! булса E (í > а } = 0  Агар 0 < а< ! бул

ca, E (f > а ) = ((), IJ. Агар - I  < а< 0 булса, Е (О а ) = ( - у / —а ,  IJ. 
Пихояг агар а <  - i  булса, у холда E (í > а) = [ —i ,  i ] ,  Энди 

0 ,  ( 0 , 1 J, ( - у / —a  | j ,  [ -1 , 1J тупламлар улчови булга ни дан 

V a eR i учун E (í‘>a) туплам улчовли булади.

4. Мустакдл ечиш учун масалалар

1. Агар
A ={te [О, I]: х ’ (1 )= 0 , х ’( t )е С [0 , IJ}

булса у холда
|дА=0

булишини исботла иг.
2. Агар [О, 1J кесманииг кием туплами булган А к 

(к = 1 ,2 ,. . . ,п ) туплам учуй

Ÿ j M k  >  п - \  булса, у х<>лда ^  Д  А к j  > О

булишиии исботланг.
3. [О, I] кесманииг хамма улчовли кием тупламлар тупла- 

мииинг куввати континуум кувватдаи кагта экаилиги исбот- 
лансин.

4. Текислпкнинг бнрлпк квадратдагн |s¡na| < \  ва cos(;t + у)

иррационал сон буладнгаи (х , у )б  II2 нукталар тупламининг 
кием туплам улчовиии топинг.
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5 .Сонни 5'нли сапок тизимида ёзганда, 2 ракам 3 рацамдан 
аввал учрайдиган [О, 1J кесманииг кием тунлам улчотш и то- 
пинг.

6 . Ф араз цплайлнк, С айлаиапипг узунлнги J га тсиг бул- 
<•1!!! вя а  бмрор иррационал сон булсин. С айламапп и -ап  (п- 
бутуп сон) бурчакка буригада бирор пукта айлапанинг бошка 
иуктасига утувчи пуцталарии бир сиифга киритамиз. By синф- 
ларпннг хар би|)и питаларнинг санокли тупламндан нборат 
буладп. Хар бир синфда бпттадан пукта танлаймиз. Бундаи 
нукталар туттламини 'I',, дсб белгилаймиз. Ф 0 тупламнинг уп- 
човсиз гжанлигини курсатипг (курсатма (4] 2 0 4 -2 6 5  бетга 
царанг)
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3-§. УЛЧОВЛИ ФУНКЦИЯЛАР

1. Зарурий тушунчалар

Улчовли Е туп лам да берплгам Г(х) функция ва ихтиёрий 
аб R] сом учуи

Е(К >а)={хеЕ : Г(х)>а}

тутмам 5’лчошж булса, у холда !’(х ) Е туиламдл улчовли функ- 
ция дейилади.

Агар
/л {хе Е, I Г(х) I =°°}=()

булса, у холда Е тупламда берилган Г(х) функция дсярлп 
хамма жойда чскли дейилади.

Агар

lim  ц { х е  E : f  (x ) - f i  f ( x ) }  =  О 
п—>°° п

булса, у холда {Г„(х)} <|)ункциялар кетма-кетлиги Е тупламда 
Г(х) функцияга деярли хамма жойда якиплашувчп дейилади. 

Агар ихтиёрий е>() учуй

lim  / u { x e E \ f n ( x ) - f ( x )  
п —

> f} = 0

б \л са , у холда {Г„(х)} фуикциялар кегма-кетлиги Е чуиламда 
берилган 1(х) (()ункцняга улчов бумича якммлашадн дейилади.

Агар Г(х) ва ф( х )  фуикциялар Е улчовли гунламда берил
ган булиб

ц{хе1С: Г (х)^ф (х)}=()

булса, у холда С(х) ва ф( х)  фуикциялар Е тупламда эквива
лент дейилади на Г (х)~ф (х) деб белгилаиади.
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2 Асосий теоремалар

3.1-теорема. Агар Г(х) функция Е тупламда улчовли 
булса, у холда бу функция Е тупламнииг улчовли кием туп- 
ламида улчовли булади.

3.2-теорема. Агар Г(х)ва £ (х ) функциялар Е тупламда 
улчовли булса, у холда

/ ( х ) ± я ( х ) , / ( х ) ^ ( х ) , ^ у ^ ^ ( х ) ф О )
Я(х)

функциялар Е тупламда улчовли буладп.
3.3-теорема. Ага|> улчовли ва деярли хамма жойда чеклн 

{Г,,(х)} функциялар кетма-кетлиги Е тупламнииг деярли 
Хамма жойида Г(х) фуикцияга якинлашеа, у холда бу Г(х) 
функция Г тупламда улчовли булади.

3.4-теорема. Агар улчовли функциялар {Г,,(х)} кетма- 
кетлиги Е тупламнииг деярли хамма жойида Г(х) фуикцияга 
якнплаш еа, у холда бу кетма-кетлнк шу С(х) фуикцияга ул- 
чо1! буйича якиплашади.

3.5-теорема. (Ф .Р и сс). Улчов бунпча 1'(х )га якинлашувчи 
хар кандай (х )} функциялар кетма-кетлигидаи шу Г(х)га 
деярли хамма жойда якинлашувчи циемпн

{ / „  (х)} 
п к

кетма-кетликларии (хар хил булиши мумкин) ажратиш мум- 
кнп.

3.6-теорема. (Д .Ф .Егоров, 1911 йнл). Агар улчовли ф унк
циялар {(ц(х)} кетма-кетлиги Е тупламнииг деярли хамма 
жойида 1(х) фуикцияга якинлашеа, у холда У5>() учун шун- 
дай Ей (Е5С1 Е) улчовли киемпй туплам мавжуд булпб куйпда- 
гилар бажарилади:

1) |1Ез>р,Е-8
2) Ев тупламда {Г„(х)} кегма-кетлнк Г(х) (фуикцияга теш к: 

якиплашади.
3.7-георема. (Н .Н .Л узнн,1913 й ). [а, Ь] кесмада бернлган 

Г(х) функция улчовли булиш учун Vе>() учун [а, Ь] кесмада 
шундай ф (х ) узлуксиз (|)упкция мавжуд булиб,

/ л { х е  [а,  Ь] :/ ( х ) Ф с р ( х ) } < е  

булиши .¡арур на кнфоя.
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3. Масалалар ечиш

1-масала. f (x )  функция Е тупламда ( Е с К |)  уачовли. 
ex p f(x )= ef(x> функция хам Е тупламда улчовли буладимп? 
Ечиш. Ага[) а<() сим булса, у холда Е{е‘<х)>а} туплам Е тун-

лам билам уетма-уст тушади. Бу холда Г(х) функция Еда ул- 
човлидир.

Лгар а>() булса, у холда

E{ef<x>>a}=E{f(x)>lna}

булиб, Е{('(х)>1па} улчовли тумлам булганидан, таърифга асо- 
сан f ( x)  функция Е тупламда улчовли булади. Бу холда дам  
(.НХ) функция Еда улчовли. Демак, e f(x> функция Е туп
ламда улчовли булади.

2-масала. [О, 1J кесмада улчовли булган F (x ) «функция 
фа кат битта иуктада узлуксиз буЬпгага мумкинми?

Ечиш. Ф араз цилайлик, f (x )= x -D (x ) булиб, бунда Т)(х) 
Дирихле фуикцнясндан нборат б$ГС1снп, яънп х е  [0 ,1 J да

D ( x ) =  <

1, х-рационал иуктада

О, х-иррационал иуктада

У долда f ( x)  (функция (0,1]  ярим интервал! mi ir хар бир
нуктаеида узмлишга эга, чунки х рациона.! нукта булса,
l ' í x ) ^ ^ ;  х иррацнонал нукта булса, f(x )= (). Эпдн х„—>0,
(н—>оо) ихтиёрий {х„}с((),1 ] кетма-кетликми олайлик. У холда 
х„->() да f (x n)—>f‘(0 )= 0  бÿлaдм, чунки Г(х|1)= х 11-П (хп);»дн. Д е 
мак, f (x )  функция Гейне таърифмга а сосан х=0 иуктада уз
лу кснздир.

Ш ундай килнб факат битта ноль иуктада f (x)  функция  
узлуксиз. Энди 1 (х )= х-1)(х ) функциянииг улчовли эканлнгмни 
KÿpcaTMiii кифоя.

I'l(x)=x функция узлуксиз функция булганидан улчовли- 
днр. Дирихле фуикцияси 1)(х) эса чегараланган (функция, 
яъни улчовли функция. Демак, 3.2-теоремага acocan  
Г (х)=х-1)(х) функция улчовлпдир. Шундай кмлиб, Еда улчов-
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ли булган (функция <|>акаг битта нуцта узлуксиз булиши мум- 
кин, кол гаи барча пуктдллрда узнлишга :>га бупади.

3-масала. Фар&з цилайлик, Г(х) функция [0 , 1] кеомада 
улчовлп булснн. У холда ихтпёрпи очнк О  туп л у м  учун 
( (/С [и , 1])  унинг аслн í ! ( í ’ i улчонлн ¡’унлам ;.»канлигппи иг. 
ботланг.

Ечиш. С туплампп узаро кесншмайдиган санок.™ пптор- 
валларпипг бирлашмаси к^финишпда тасвирлаймпз, лънп

G - v j { a k , ß k )
к

—  - - v-i ,  (7\ ¡ z ¿ i

( а . , р . ) г > ( а . , р  j ) = ~

Энди (ajt, ßk) иптервалпи

( a k , ß k ) = ( - ° ° ,  ß k ) o ( a k , 00)

куриншпда цараймпз. Берилган Г(х) <|»ункция [О, I |д а  улчовлп 
булганида

E ( f ( x ) > a k ) = / -1  ( (ак  ,оо)

E ( f ( x ) < ß k ) = f - \ ( - o , ß k )) 

тупламлар улчовлидир. У холда

у - Ч ( а к ,Р к) ) = Г Ч ( а к ," ) )ъ / - Ч ( - ~ >  ß k))

булгапидан 2 .2 -теоремага асосан саноц-'ш булган

г Ч ( « к, / у
тупламларнинг хар бири улчовли тупламлардан нборатдир.
Энди

f - \ G ) = < j f - \ ( c c k, ßk))

тенгликнп гуьтнборга олпб 2.6-теоремага асосан, Г 1 (С ) Tÿn- 
ламнниг улчовлп эканлигини тасдицлаймиз.
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* •1u,iJ-ia ЛгаР {1ц(х)} ita {g„(x)} фупкциялар к<?гма- 
котликлар мое равшпда С(х) на g (x )  фупкцияларга R Tÿri- 
ламда V.140Ü буйича якпплашга, у холда уларпипг йишпдпсп 
{ í n ( x ) + g „ ( x ) >  хам К тупламда í'(x )+ g(x ) фупкциялар йнкппдп- 
сига улчоп буйича яцинлашишинп исботлаиг.

Ечшп. ( f„(x)} на {g,, ( X )} кетма-кстликлариипг jbnonii 
буйича 1'(х)на g ( x )  лкиплашпшдаи цуйидагилар келиб чикадп. 
Хар ка и дай е>0 учун п—>°° да

2

<~\

• )пди

£ ( |[ /„  W + S „  M ] - № ) + g ( x ) ] |  ^ £)  С  ( * )

^ f n ^ ) - f { x ) \ A y j E ( \ g n( x ) - g ( x ) \ A = A
А

эканлигини курсатампз. 
Хацицатап, агар x g Л, у холда

на

* £ £ (  | / и ( х ) - / ( х ) |> | )  

x ^ E ( g n (x ) - g ( x j ^ ~

By эса V x5¡£ Л j'Hj'H
£

<—

\ g n ( x ) - g ( x ) \ < -

1 ('in спзликларгшнг оажарилишппн курсатади. liy  охирги тенг- 
сизлмклардап

| [ / „  ( * ) + # „  0 ) H / 0 ) + g ( * ) ] |  <  £

келиб чицади.
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X g  £ ■ ((][/ ;, ( x)+g„  ( * ) ] - [ / ( A - ) + g ( x ) ] | > C T )

, | ,ем ак ,

Шундай цилиб (* ) мупосабат исботлапди ва бундам Ve>0  
учуи и—

ME{[fn ( x ) + g n (x ) ] - [ f {x)+g(x) j>(T}->0

мупосабат келиб мм кади. Шу билам маеала гула ечилди.
5-масала. Хар капдай

хп

п i_i пН о с

кегма-кетлик учуп яцинлашши турларини курсатппг.
Ечиш. Агар х=0 булса, у холда Vn£ N учуй Г( х ) —0 па х—О 

пуктада п—>°°да Г„(х)—>0. Агар ()<х<1 булса, у холда мц—>°°
да X11—^0. Ш упппг учуй и —>°<= да Г„( х ) —:>0. Агар х=1 булса, у

холда V u e N учуй f„(x) = — , яъии х=1 пуктада п—>°°да

1ц(х )~> — ■
2

Фара.ч килайлик, ()<х<1 булганда 1'о(х)=0 ва х=1 булганда 

/ п(х) -  — булспп. У холда юкорпдаги мухокамаларга acocan

i l —>оо д а  Г„(х)—>1‘о( X ) келиб ч и  кади. Кетма-кстликпинг 
нуцтавий якинлаш шшщан хамма жойда доярли яцинлатш пи 
иа улчов буиича якиплашишп (3 .4-теорема) келиб чицкаплнгп 
учун берилгаи кетма-кетлик (о( х ) фупкцияга якпнлашади ва 
х,амма жойда деярли яцинлашади хам да улчов буиича х,ам 
яциплашади. Лекпп бу кетма-кетлик l'o(x) фуикцияга текпс 
яцинлашмайди, чунки акс холда I'o(x) функция узлуксиз 
функциядан пборат бул пн ш ксрак эдп.

6 -масала. (Лебег теоремасига дойр, яъии 3 .4 -теорем а га 
Дойр)

Фара:! кплаплик,
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/„ (* )=
1+-

/7+1 Я + 1
<  X < 1 б у л г а н д а ,

X  =  -
1

п + 1
булганда

ф упкциялар кетма-кетлнги берилган булсин. Бу кетма- 
кетликпипг

1 , 0 <дг< 1 

, х = 1
ф ункцияга улчов буйича яцинлашиши курсатилсин.

Ечиш. Берилган функцияпинг шаклм цуйидагича.

/00  =

3

2

1

А I
1
1
1

•

I

1
_______ J__

1

í(x j “

1

П

fl

h

d=3

4 3 2

Берилган {fn(x)} функциялар кегма-кетлнгинипг Е=[0, 1] 
д а т  f(x) ф ункцияга яцпилашмайдпгап муцталар тупламш ш  Б 
деб белгилайлик,

Яна куйидаги белгилашларни олайлпк

л  =  я ( | / |  =  ~ П  

Ап = 4 / п \ = ~ м

( i )

(2)
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Q = A K j \ v ^ A „ j \ j B  ■

Бу белгилашларга асосан

Л = { 1 } ,  A n = i — — 1 В - { 0 . 1 } .
I « + 1 J

«-{'•И 4
Бундап

MQ =  0 (3)
эканшш курами:!. Демак,

^ f n = fп—>°©
мупоеабат Е тупламиинг деярли х,амма нукталарида бажарнла-
Д И .

Энди

Ek( a )  =  E(\fk - f \ > a ) ,  (4)

R , X o - ) y E k((r),к=п

M  = \ j R ( c r )
/7=1

булсин. Лгар а = 3  дсеак, у холда

яънн Е п (3 ) туплам иккита х =  —-— , х  = 1 пукталардап нбо-
п +  1

pa r i!a

^ ,(3 )= i 1, —Ц , ... , 0 I, М = { 0 , 1 }булиб, Ек, R ., М
п п+1

тупламлар улчовлидир ва улчовларн иол га тснг.

/ г , ( а ) з Л 2( о - ) з Л , ( о - ) з . . .

булганда и н >°о да (улчовли тупламлар кетма-кетлигипииг 
хоссасига асоеан)

ММ (5)
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Энди масалани ечиш учун
М  С  Q (6 )

мупосабатни куреатши кифоя, чунки ((i) курсатилеа, (3 )  га 
acocan |лМ=0 ва (5 )  дан п—>°° да

juRn(cт) = 0 (7)
эканлиги келнб чпкади. Супгра 

£ „ ( с г ) с Д „ ( с г )  

булганидан

En((J ) -*  О
о у л п б ,  ívi¿iv cuici гмнлгг:;¡ б у л а д я .

Ш упдай килнб (6 )п и  курсатамиз. Агар х о0 О  булеа, у 
.\олда

|im /*(jf0) = / ( * o )к-^оо

мавжуд булнб, барча 

f \ ( Xо ) ’ f l ( Xо)? ••• 

чеклп сонлардир ва уларпинг лимиты f ( x 0) хам чекли сон бу- 

лади. Шуыинг учун k > n  булганда

\ f k ( xo ) ~ f ( x o)\ <  & 
буладиган н сонини топпш мумкын. Бундан (4 )га  acocan 

x0 <BEk{ a ) ,  k >  п

эканлиги кслиб чикади. Шунга acocan
x0 e R n(cГ), Х0 е м

Демак,
М  a Q

7-масала. (Рисс теоремасига дойр) Хар бир нагурал к ва 
s= l, 2, к  сонлар учун [0 ,1) оралитеда аникланган (k  = 1, 2 ,...)

'1 .

[ 0 , х г  [ f , f )

фуикциялар кетма-кетлыгинниг улчов буйича яцинлашишн 
ку’реатилсин ва бундан деярлп якинлашувчн цисмый кетма- 
кетлик ажратылсим.

30



Ечиш. Берилгаи функциялар кетма-кетлигини ц ’̂йидаги 
курннишда ёзампз:

<Р\ w  =  / ¡ (l)w ,

<P,(X) =  f l - ’ (X),

<p2(x )  =  f ]u \ x l

Arap <PU ( x )  — f {s (x )  булса, у холда хар кандам g  с о н

буладп. Бундан

Е ^ „ | >  сг}  =
5 - 1  5Г

м (е \<Р„\ >  с г } )=  ~

ва м—->оо да к—>°° учун

м (е У „ |>  о - } ) - >  О (А )

Дсмак, берилгаи функциялар кетма-кетлмгм улчов буйича пол
га яцннлашади.

Энди (А) муносабат бажарилгаплиги учуй

n 1<n2<...<nk<...

буладнгап натура л сонларни

4^14})* 2̂- 
1> 1

(В)

шартлар бажарпладигап кплпб танлаймиз. 
Масалан, (рп (х )  функциями
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<P„. w  =
1, хе 

0. .te

S - 1  s 
л, ’ и,

S - 1  i

L л, ’ л,

деб танлаш мумкин.
Бу \рп (х)} ф ункцнялар кетма-кетлипнш нг Е=[0,1 ) rÿn-

ламда деярлн яцннлашувчи аканлнгинн куреатампз.

к=т к + 1

Q = n R
т = ]

тупламларнн тузайлик. Бу ерда
KiDRa^R.sD...

булгани учун уЪтчовли тупламлар кетма-кстлпгпнпнг хоссасига 
acocan m—>°°да

B i l l ) - Н ^ -

Иккничи томоидап, (В ) тоигсизликларга Kÿpa
°° 1 1

s=m *•
Д емак ni—»«> да

М-( )—̂ 0-
Бундан

n (Q H >
тенглик келиб ч и кади.

Энди Е/Q  тупламнинг х,ар бнр нуцтасида (х)} функ-

циялар кетма-кетлигинииг якинлашувчи гжанлигиии ку|м:ата- 
миз.

Й хш ёрип х„е E/Q учун х„€ Кш буладиган ш = т„  ни тоннш 

мумкин. Агар k>m„ булеа, у холда Х0 £  Rm¡¡ дан

х„ €  е \\(Р I > —-— i  келиб чицадп. Д смак, k>m0 булганда
0 I 1 1 к + 1J
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<рЛх  о ) <
i

к  + 1

Лекнн к—>°° д а ----------- >0 булгани учун
к  +1

#!*(*<о ) ^ 0 ,  ( к —>оо)9

«> К  с * )}  кетма-кетлик Е туиламда дсярлп пол га"к
яциплашади.

8-масала (Егоров теоремаспга дойр). Фа раз килайлик, Е 
чегаралангаи туиламда f(x)  апнкланггш ва улчовли функция  
булсш i. F ç E  буладнган F туиламда узлуксиз ва f(x)  функцияга 
текис яцпнлашадиган {fn(x)} функциялар кетма-к<гглипшн кур- 
сатипг.

Ечиш. Ш артга acocan f(x)  функция Е да аиицлаигаи, чек- 
ли ва улчовли булгани учун

{I ffx / | < 1 } с {  | f (x ) \< 2 }çz . . .  ва u { \ f ( x ) \ < N } = E

дсб ёза оламиз.
У *олда

lim //{¡У(х)| < iv}= цЕ  < 

ва п х т и ё р и й  Е м у с б а т  с о и  у ч у й

l i \ f { x ) \ < N } > ß E - ^

муносабат бажарилади.
Энди [-N , NJ кесмаии ш та тенг ораликка буламиз:

-N=y(,<yi<y2<-<ym=N

ва У к—Y k - l= v  дсб белгилаймиз.
Энди

Е к = { у к -1 ^ (х )< у к }  

тупламнн караПлик. Шакл цуйпдагича
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Ек тупламлар уетма-уст тушмайди на

Е ,и Е 2и . . .и Е шэ{| f(x )| <N} 

Хар бир Ek тупламда улчови
С

fiFk > р Е к -
4 т

бугладнган Fk TÿroiaMiin оланлик, чунки
(   ̂

ш  U Fk > j u E - е
j

Энди u F k=Fw тупламда fEV(x) функциянн

fev(x)=yk, x e F k

дсб белш лаймиз. Бундай fEV(x) фупкциялар дар бир F k да уз- 
луксиз (ÿarapM ac). Демак, fEV(х ) функция FEV да узлуксиз ва 
шу билан бирга

I fEV(x ) - f (x )  |< v

тенгсизлик FEV нинг хамма нудталарида бажарилади.
Энди

булган ek (k=I, 2,.. .) мусбат еонларни на м—>°° да V,,—>0 була- 
дигаи V,, мусбат еонларни олайлпк. Хар бир (£ ,v )= (£ n,v „ )  
жу(|)тлик учуй худди юцоридагидек

I'll—Fev, in ( х ) —Ifev(x)
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ларни тузайлик. У холда {fn(x)} кетма-кетликлар F =nF „ да 
хам мл fn (x) функциялар апиклангаи, узлуксиз булиб f(x)  
функцпяга текис яцннлашадн, чулки

|l„ ( x ) - f ( x )  |<v„

теигсизлик ихтиёрий x e F c F ,,  учу и бажарилади. Ш ундай цилиб 
Г тупламда f(x)  функция узлуксиз булиб, текпс якинлашунчи 
узлуксиз {fn(x)} (|)уикциялар кстма-кетлигининг лимигидаи 
нбо[)атди|) на ш у била и бирга F c E ,

p ,(E /F )=n(uE /E n)<e!+E2+...<E.

4. Мустакдл ечиш учун масалалар

I. Агар Г(х) улчовли (функция булса, у холда 1 м | | ( х ) |  
улчовли функция буладими?

2. Агар Г(х) (функция п  л  
~2 ’ ~2

кесмада улчовли булса на

| / ( х ) | < 1  булса, у холда arcsin l(x ) функция улчовли булади

ми?
3. Агар К тупламда | l ( x ) |  (функция улчовли булса, у 

Холда Г(х) функция Е тупламда улчовли буладими?
4. [0, 1]  кесмада улчовли булиб, фацат битта пуктада узи- 

лишга :>га булган, хеч ка и дай узлуксиз функцияга эквивалент 
булмагаи (функция булиши мумкиими?

5. Агар f ( x)  функция хар кандай [а , |3] с  (a , b) кесмада 
улчовли булса, у х,олда С(х) функция [а, 1>] кесмада хам 
улчовли булншини исботланг.

(5. Ф араз кплайлик, {1п(х) }  функциялар кетма-кетлиги 
Г(х) функцияга улчов буйича якннлашсин ва ихтиёрий и 
патурал сон учун f„ (x )< a , x e [ 0 , l j  булсии. У холда [0 ,1 ]  кес- 
манннг деярли х,амма жойида 1(х)<а тепгсизликнииг бажари- 
лншини исботланг.

7. Агар 1(х) функция [а, Ь] кесманниг ха |) бир нуктаспда 
х,оснлага эга булса, у х,олда [а, Ь] кесмада бу х,осила улчовли 
фуикциядаи нборатлиги нсботлансин.
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4-§. ЛЕБЕГ ИНТЕГРАЛИ. ИНТЕГРАЛ ОСТИДА 
ЛИМИТГА УТИШ.

РИМАН ВА ЛЕБЕГ ИНТЕГРАЛЛАРИНИ 
СОЛИШТИРИШ

1. Зарурий тушунчалар

Агар ('(х ) функцпянпнг Е тупламдагп хар хил цнпматлар 
сони санокли тунламдап ортиц булмаса, у х,олда буидай Г(х) 
функция К тупламда содда функция дейилади.

Агар Ек туплам улчовли цЕк ва

Е к = { х е Е : / ( х ) = С к }

оулио

^ Ск Г Ек
к

катор яцинлашувчи булса, у хрлда Е тупламда берилган ва ул- 
човли булган С(х) содда функция Е гуплам буйича Лебег 
маъносида пнте1'раллаиувчн дейилади.

Агар Е тупламдагп Г(х) содда функция интегралланувчи 
булса, у холда

1̂ Ск\лЕк 
к

катор Лебег питеграли дейилади ва

|  / ( х)ск 
Е

деб белгилаиади.
Агар Е туплам деярли х,амма жойида 1(х) функцияга текпе 

якиплаигувчи интегралланувчи содца {Гп (х )} функцпялар кет- 
ма-кетлнгп мавжуд булса, у холда улчовлп ва деярли хамма 
жойда чекли булган Г(х) функция Е туплам буйича Лебег 
маъносида интегралланувчи дейилади.
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Лгар Г(х) функция 15 тупламда имтеграллапувчи булеа. у 
х,олда

I'm \ f n{x)dx 
п~ >0° Е

К туплам 6ÿiîii4a Лебег интеграпи дейилади на
\ f {x )d x
Е

деб бел шла пади.

2. Асосий теоремалар

4Л-теорема. Фараз циланлик, Г(х) еодда функция

E = vjE , (Е =  { х £  Е; /  (х )  =  С } < Е n  Е =  0 ,  k * s  
/с /с К К S

тупламда берплган булсии. Агар 15к туплампппг хар бири ул- 
чонлп булса, у х,олда Г(х) функция Е тупламда улчовли була- 
дп.

4.2-теорема. Улчонп пол oÿ.iran туплам буйича ихтиёрий 
f'(x) функциядап олппгап интеграл нога тенг.

4.3-теорема. Улчонп пол булган тупламдагп иптегралла- 
пунчи <}>ункциянинг узгариши, унинг интеграл кпйматшш ул- 
гартирмайдп.

4.4-теорема (аддитпнлик хоссасн ). Фара:* кплайлик, Е 
туплам А к тупламларппнг бпрлашмаен снфатпда тасвпрлаигап 
6ÿjin6 Акларнпнг ихтиёрий бпр жуфти кееншмайдиган булспн 
на {А̂ } туплам сопи canoiyin тупламдап ортнк бупмаеин. Агар 
Г(х) (функция К тупламда ннтегралланувчи булса, у холда 1(х) 
хар бпр Ак тупламда ннтегралланувчи буладн на

1 / ( * М в = Е \ / Ш и
Е k A k

шу бплан бирга

I  Ц / ( х ) Ц и < ~

k Ak
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4.5-теорема. Ф арш  цилайлик, Е туплам Ак тупламларнинг 
бирлашмаси снфатнда тасвирлапгап булиб, А^ларнинг ихтиё- 
рий бир жуфти кесишмайдиган булсин ва {A|J туплам сапокли 
туламдаи ортиц булмасин. Агар Г(х) функция з^ар бир Ак туи- 
ламларда ннтегралланувчи булса ва

к л к

булса, у холда 1'(х) функция Е туи л ям да ннтегралланувчи бу- 
лади.

4.6-теорема (абсолют узлуксизлик хоссасн). Агар f (х) 
функция Е тупламда ннтегралланувчи булса, у холда \/е>(), 
Э5=5(е)>0 булиб, ихтиёрий есЕ  (це<8) учун

е
буладп.

4.7-теорема (А.Л.Лебег). Фараз кнлайлнк, {f,,(х )} функ- 
цпялар кетма-кетлпгн Е тупламда Г(х) функция га улчов бунп- 
ча якинлашснп ва Е тупламда ннтегралланувчи булган ф(х) 
учун

f n(x)<<p(x),VneN
тенгсизлнкни Е тупламда деярли бажарилсин. У холда 1'(х) 
функция Е тупламда ннтегралланувчи булади ва

lim í f„(x)d/¿= \ {Y\mfn {x))dpi 
п £  Е п

тенглнк урнпли буладп.
4.8-теорема (Б.Л еви). Фараз килайлик, (í„(x)} функция- 

лар кетма-кстлнги куй и д а т  шартларни цаноатлантирсин:
1) {Í„(х )} кетма-кетлик камаймадиган (усмайдигап) бул

син;
2) Е тупламда 1‘„ (х ) функциялар иптегралланувчп булиб

\ f n (x)dx<K, \fneN = { 1, 2, 3 ,...}  
Е

38



булсии. У холда

lim f n (x)=f(x)  
п—>°°

манжуд на С(х) функция Е да интегралланувчи булади на шу 
биляи бпрга

lim 1 f n (x)d¡u= \ lim f  {x)dfi= \ f{x )dx
n—>°°E £

Натижа. Агар манфий булмагаи {Г„(х)} функцпялар кет- 
ма-кс'тлиги учун Е тупламда

С О

I  Í f n(x)dM 
/7=1 Еп

катор якинлашунчи булса, у холда
ОО

! / „ ( * )
/7 — 1

катор Е тупламда деярли хамма жойда якиплашунчи булади на

í i f n( x ) d j u = i \ f  (x)dM
Е п = \  п  п = \ Е

тенглик бажариладп.
4.9-теорема (II.Ф ату). Агар манфии булмагаи {Г„(х)} 

(|)ункциялар кетма-кетлиги Е тупламда f(x) функция деярли 
якинлашувчи булиб, Е тупламда 1ц(х) функцпялар интеграл- 
ланупчи булса ва нхтиёрий и н атк ал  сон учуй

J /  (x )d jU < K , к  = const  
Е П

булга, у х«»лда f(x) (|>ункция Е тупламда интегралланувчи бу
лади ва

¡f(x)dju<K
Е

булади.

39



4.10-теорема, [а, Ь] кеемада берилган ((х ) функция Ри- 
ман буннча интеграл шнувчи булиши учун Г( х ) функция чега- 
раланган ва [а, Ь] кеемада деярли хамма жойда узлуксиз бу
лишн зарур ва кифояднр.

3. М асалалар  ечиш

4.1-маеала. [-1.1] кеемада интегралланмайднган еодда 
функцияии тузинг.

Ечиш. Г(х) функциями куйидагпча тузам мз. Агар

х€
п п

1 I
п+Г п+1

п = 1 2,3,...

булса, Г(х)=п деб оламнз ва х=0 булса, Г(х)=() деб оламиз. У 
х,олда Г(х) еодда ва улчовли фуикциялардан иборат булади. 
Агар

" 1  1
Е  =Г) п п п+ Г /7+1

булса, у холда Е„ улчови

" п(п+1)
Г) иди

0 0  С О  1

1  п(/лЕ )=2 I  — -=со 
П= 1 ”  п = \п+х

булга!ш учун С(х) функция [-1,1] кеемада ннтегралланувчи 
эмас.

4.2-маеала. Агар Р ва <̂ п_| туплам Кантор гупламлари 
булиб

х£ Д„

булга! I да
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f(x )= (akll-x)(x-Pkll)

f (x)=0

б^лса, у холда
1

J f(x)dx
0

интеграл ни хи еоблан г.
Ечиш. Бундай берилган Г(х) функция [0,1] кесмада уз-

луксиз. Шунинг учун [0,1J да Лебег маъпосида на демак
Рнман маъпосида хам ингеграллашувчи. 4.4-теоремага acocan

) f (x )dx=  \ f {x )dx+  \ f (x )dx  ' P u Q=
0 P Q

Энди цР=0 булгани учун 4.2-теоремага кура,

¡f(x)dx= О
р

Ьу теигликни эътиборга олиб 4.4-теоремага acocan тенг- 
лнкка цуйидагипн тонамнз.

I -  ~ 2и_! \
j /(*)<&= X \ f (x )dx=  X X í (ак -xYJSu -x)dx=
0 П-1 д п=1 к=1 сс>п Кп

булса lia xe  P 65'лганда

.-,2n+\ 12 " \ 2 7 /  150/7=13 /1=1
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4.3-масала. Фараз килайлик, pA<°° булиб, Л тупламшшг 
хамма жойнда деярли Г(х )>0 булсин. Агар

¡f(x)dx= О
А

бупса, у холда ju.A=<) экаплиги исботлансин.
Ечиш. В туп лам ни куйидагича аниклаймиз

В={хеA; f(x)<0}

У холда цВ—0 ¡жанлиги масала шартндан келиб чикадп.
4.3-теоремани эътиборга ал сак, А тупламда Г(х)>0 деб 
караШйМИЗ мумКйН.

Энди фараз кнланлнк, цА?Ю булсин. У холда (.iF^O 6>ÿjica 
F d  А, берк кием туплам мавжуддир в« F тупламда f(x) функ
ция узлуксиз булади (Лузин теоремасига каранг). F туплам- 
иннг ихтиёрий X нуктаси учуп f(x)>0 булга пи дан ва f(x) 
функция F тупламда узлуксиз булганидан Г(х)>С тенгеизлик 
уринли буладиган С>() сон мавжуд.

Энди
0 =  \ f ( x ) d ß t  \ f { x ) d p i > C - { f j F ) >  0 

A F
Бу царама-царшилик (зыддият) бнзнинг фаразимиз но- 

TÿFpn эканлнгинн курсатади.
Демак, |дА=0.
4.4-масала.

\хр~{ \n ( \ -x q)dx,p > \,q > 0  
о

11 нтегрални хисобла нг.
Ечиш. Маълумки, 1п(1-хЯ); функцнянн [0,1) оралпкда уш- 

бу ' .......
-  xkq

- S - г
к=1 « , ; ,

дара жал н каторга ёйиладн. By катор [0,1 ) да текис 
якинлашувчпдир. Демак, цатор 1п(1-хч) функцняга [0,1) хам
ма жойнда деярли якннлашадн.
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Энди
и Xkq+P~X

/ ( * ) = - £
"  *=1 Л

део фа раз K n . i a i i j i i i K .  í u ( x j  i k i  i,i уемайдш ; ш  к*  ¡’M¿¡-
кетликни ташкил киладп ва унинг интеграл»

¡ f n(x)dx
П 1 , и 1 , И 1 , п 1

: у  _______ =  - У --------------- < 1  V -------- < 1  У -----

k=\k{kq+p) íik=\k(k+ j)  qk=\k2 ^ * = 1 /г"
- <  о о

Бу эеа {Г„(х)} кетма-кетлнкнинг 4.8-теорема шартларшш 
ка 11 оатла пти р и i и и и и куреатади.

Демак,

JХр~] l n ( l - x 2)¿x=lim j f  ( x ) d x = -£  1 -Г
0 «-»-о "  к=\к ^кЧ ^ Р )

4.5-масала. Ушбу
л/х sinx 
х+100

(функция [0, °°) оралицда:
а) Риман буйича интеграллаиувчи буладими? 
в) Лебег буйича интеграллаиувчи буладими?
Ечиш. Куппдагнча белгнлаш кнламиз.

f ( x )  =— --------> g(x)  =  s inx
х+100

f(x) функция х—>°°да монотон камаювчидир ва Í(х ) —><). g(x)
.функцияипнг [О, AJ ораликдаги бошланшч фу'нкцнясн текне 
чегаралаиган. Шунипг учуй [0, °°)да l(x )-g (x) фупкциянииг 
Риман интеграл и мавжуд (Дирихле аломатига аеоеан).

Лебег маъноеида f(x)-g(x) ва I í(x)-g(x) I (|)ункциялар бнр 
вацтда ёки интеграллаиувчи ёки иитеграли мавжуд эм ас. 
[0,<х>)да | Г(х)*g(х ) | функцияиинг интеграллаиувчи эмас »кап
ли гм ии куреатамиз.

43



Х,ацикаган хам. агар |f(х )-g(х )|нптсграллануичи булга, у 
холда sin2x^ sinx | ( Vx6  К) га ас.осан

2 1 1/(x)sin x = - f ( x ) - —f ( x ) cos2x

sin2 x=^(l-cos2x)j

функция хам интегралланувчи булади.
Демак, [0, °°)да f(x) ва f(x)cos2x функцнялар ннтеграл- 

лаиувчи.
Лекии

7 dt п
Н  - - —а
Jn t¿+ a 2 2

булгани учуй

Л  . *=:2
dx=2tdt

= 2\-~ ----- d t = \ d t - \0л=с
oí +100 о

бу ох ирги карама-царшилик (зиддият) i f(x)-g(x) I фупкция- 
нииг [0,со) да интегралланувчи эмае экаилигини куреатади.

Демак, бу функцияиинг Лебег интеграли мавжуд омас.
4.6-маеала. Г(х) функцняшшг нхтиёрин [а , 3]да 

( [сс,Р]с(а,Ь )) Римаи интеграли мавжуд. Бу функцияиинг 
[a, bj кесмада интеграли мавжудми?

Ечиш. Юцоридагп 4 .10-теоремага acocan Г(х) функция че-
гараланган ва [а, Ь] нииг деярли хамма жойида узлукеиз бу-
лншп керак.

Ихтиёрий [а, (3]с(а, Ь) кесмада f(x) функция нитегралла- 
нувчи булганлнгидан 1'(х) функция (а, Ь) интервалда деярли 
хамма жойда узлукснзлиги келиб чицади. У холда [а, Ь] кес- 
манииг хамма жойида деярли узлукеиз. Лекии ихтиёрий 
[а, Р ]с (а , Ь) кесмада 1(х)нннг чегараланганлигидан [a, bj 
кесмада чегараланганлиги келиб чицади. Хавдщатан хам, агар

1 ^у ' = --  булса, у холда í(x) (функция [a, bj кесмада че-
х - а
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гараланмаган, леки» ихтиёрнй [а, р]с(а, !>)да (функция чегар- 
лапган.

Демак, Г(х) функцияпииг [а, 1)] кеемада Риман иптеграли 
мавжуд булмаелиги мумкнн.

4.7-масала. Агар
/(д :)-)гхе~пх

булеа
1 I

^\/Лх)сЬ=\\\т/ (х)сЬс, и=1, 2 ,...
" о " о » и

тенглик уринли буладими?
Ечиш. (х )} функциялар кетма-кетлиги [0,1] кеемада

молга яцинлашади. Демак, {(„(х)} кетма-кеглик и— улчон 
буйича нолга лкпнлашади. Ву :к:а Лебег теоремаеипииг (4 .7 - 
теор<>ма) биримчи шарти бажарнлишипи куреатади.

Энди

\пхе~"х с1х=~п\е п{Ж = - ( ]  — е ~ п) —>— ,и — 
о 2 о 2 2

булгани учун Лебег теоремасининг иккинчи шарти бажарнл- 
маелигини курамиз.

Шундай кнлиб {(ц(х)} функциялар кетма-кетлиги учуп ин- 
тегралланувчи можаронта (таккоелапувчи) функция мавжуд 
эмаелигини таедиклаймиз.

Демак, берилган (функция учун

\\т\/п(х^хФ\(\\т /„(*))<&
" о о

4.8-масала. Агар

/п (х) = па х(\-х)П

булеа, у холда аиинг ка и дай кийматларида

1>т  I /„ (х)<1х=\(П т /„  (х))ск  
о о

тенглпк уринли булади?
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Ёчиш. Ихтиёрип neN ={l, 2, ...} учуй 

/ й( 0 ) = / л (1* = 0

Bv эеа i)—>°° да х=0 , х=1 нукталарда (,,(х)—>0 .'жанлипиш 
курсатади. Агар ()<х<1 булса, у xy.i.ia (XI-х -0 ва

п а (\ -в )0 п =па 0 п - п а 0 п ^

Ихтиёрни oceRe(-°°, °°) учуй 11-»00 да п“0 "—>0 булгаиидан 
и—>°° да [0,1] кесмада f„(x)-^0, aeR .

¡liyHüiü учу:: aeR  булмб ü— да

J ( l im f n(x))dx—>Q 
о

Иккпнчи томондан

Бу охирги тенглик а <2 булганда 

1
lim j f n(x)dx=0.n-^>°° 

п o'
тенгликни келтириб чикаради.

Демак, бернлган функция учун курсатилган тенглик а<2 
х,амма ципматлар учун бажарилади.

4 .9 -маеала. [О, 1] кесмада куйпдагп шартни каиоатлап- 
тирувчи {Г„(х)} интегралланувчи фупкциялар кетма-кетлигини 
тузинг:

1) п - > о о  д а  Г„(х)—> f'(x) деярли хамма жопда;
2 ) Г(х) функция [0 , 1] да ннтегралланувчп;

« о
Ечиш. {Г,, (X)} фупкциялар кетма-кетлигини куйидагича

тузамиз:
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Г
и2,

1
0<х< — 

п
1‘п(х)= <

 ̂ <х<10,
Ч. п

[0,1] кесмада деярли, и—>°°да Г„(х)—> 0 эканлиги куриниб 
турпбди ва игу бнлан бирга

j(lim/„(x))dx=0
о

Бу эса 1) ва 2) шарт бажарилишпни курсатади. Л скин
I

1' . , "  
l im \ \fn{x\dx= lim  п  J йх=°°ФО
л —> "  о  л —»“  о

Бу 3) шарт бажарилишини курсатади.
4Л0-масала. Агар

г  г

С..(х)= <

1пх | ,

2
C O S ^ X  ,

1
0<х< — 

п

-< х < 1
п

булса, у х,олда [0,1] кесмада {f„(x)} функциялар кетма- 
кеглигипинг лимит фупкцияеи интегралланувчи буладими?

Ечиш. Хар ка и дай х>0 учуй — < х буладигаи П0=Пц(х)

сон топилади. Бу эса п>по булганда ихгиерий х>0 учуй 
fn(x)=cos2x, яъни и— да ихгиерий х>0 учуй f„(x)—»eos2x 
муносабатни бнлдпради. Агар х=0 булса, у х,олда пхтиёрий 
и (ne N ) учуй Г„ (х}=°°. Демак, и— да деярли хамма жойда 
Гц(х)—»cos2x ва бу лимит функция [ОЛ]да ннтегралланувчн- 
дир.

47*



Энди чегараланмаган фупкциянинг Лебег интегралига дойр 
маеалалa pi ш кураилик.

Лввало, чегаралапмагап фупкциянинг Лебег иитеграли 
туш yi 14 aei 11111 :»ел ан л 1 (к.

Фараз килалйлнк, f(x )> 0  функция булепи ва [f(x)]„ эеа 
куйндагича аииклансип.

W ) \ A n x ) ' f ^ n
[ и, f (x )  > п

By {Г(х)}„ функция чегаралангап ва улчовли. Демак, у пн- 
тегралланувчи.

Энди f(x) функциядаи Г туплам буйича плинган интепмш- 
ни [f(x)]n функция ннтегралининг лимити енфатида апик- 
лайлнк (лимит мавжуд 65'лган холда), яъни

\ f{x )dx  = lim \ [ f (x )\ dx

4Л1-маеала. Ушбу
I

интеграл а-пииг кап дай цийматларида мавжуд? 
Ечиш. Ви.чда а(ч)=м “ бернлган. Шунинг учун

х~°, х е п  ",1

п, х е О, я
деб оламиз.

Энди Лебег буйнча интеграл куйндагича

I
\х~а dx -  lim
* П—

/ ~ I
\ndx + \x~adx

1 -  а

бунда, ()<а<1; агар а =1 б5;лса интеграл мавжуд эмас. 
Демак, бернлган интеграл 0 <а<1 да мавжуд.
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| с!х ннтегралнн х.ис'обллмг, бунда [х] эса хнннг бутун 

о 1
к ием и

2. Фара» килайлик, |М< булпб, Г(х) функция Л тунлам- 
да интегралланувчи на деярли Аннпг доярлн хамма жойида 
| Й'(х) |<И1 буланI, А тунламда ('(х)й(х) функцняппиг пнтсг- 
ралланувчп эканлиги псботлапсин.

3. [О,«>) да
 ̂ ’ р>-2, р«|<р+1

функция Рпмап на Лебег буйнча пнтеграллапувчн буладпмн?
4.

4. М устакдл ечиш  учун масалалар

пптегрални хисобланг.
5. Агар

' БШ X ,
~ 2 ^

о ! + х

булса, у холда

Пт \ / п(х)с1х=\(У\т / п(х))с1х
п—>°° 0 о

тонглик уринлими:
0. Агар

1'п(х)= ■<

с1{рс, 0<х<

I, - < х <1 
п

булга, V холда

49



lim \ f n (x)dx=  J (lim f n (x))dx
о 0

уринлимп?
7. Фа раз циланлик, чегараланган, мап(|)иймас {('„(х)} ул- 

човли функциялар кетма-кетлиги учун и—»«»

¡ f n(x )d x ->  О 
Е

булат. У холда Е тртыаммииг деярлп хамма жонида Г(х >—>0 
неб тагпиклаш мумкинми?

8 .  Агар Г(X ) = ( c ( > s m ! n x булса,

\ f { x ) d x
0

пнтсгрални хиеобланг.
9.

1
Jin ^dx
о

11 нтеграл пи хисобла! i г?
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5-§. М ЕТРИК ФАЗОЛАР. 
КЕТМ А-КЕТЛИКНИНГ М ЕТРИК ФАЗОДЛ ЯКИНААШ ИШ И

1. А с о с и й  ту ш у н ч ал ар

Фара.» цмлайлмк, X ихтиёрпи буш булмаган туплам бутепн.
I »у туи лам да манфий бугсмаган иккп 5?згарувчили р(х, у)><) 
(функция цуйидаги шартларнн (аксиомаларии) капоатлаитир- 
са, бупдай р(х, у) функция X тупламда метрика (ёки маео- 
ф а) дейилади:

1) р (х, у)=0<н> х=у
2) Р (х, у)= р (у, х)
3) р (х, у)<  р (х, z )+ р (z, у), Vx, v. z€X
Бир жуфт (X, р) метрик фа»» дейилади. Агар чизпкли 

фазога метрика тушупчаеп кпрптплса, у чизпкли метрик фа- 
зо дейпладп.

Агар и—»°°да р (х„, х )—>0 булеа, {Х„}сХ кстма-кетлик х 
пуцтага якиилашунчи дейилади. Буни и—>°°да х„—>х ёки
lim А" = Х  деб белгилаймиз.

/7—»<*>

В(х„, 1-)={леХ: р(х„, х )<г} 
туплам г радиуелп x<)GX марказлн очик шар деб аталадн на

ß (x „ , г)~{.*еХ: р(х„, х)<г} 
туплам г радиуелп маркази хцб X пуцтада булгаи ёппц шар 
дейилади. Агар А тупламни (А сХ ) бнрор (очпк ёки ёпик) 
шар билап ураб олиш мумкпп булса, у холда А туплам чега- 
ралаигаи дейилади. Агар ni, п—>°°да р(х„, хт ) —>0 булса, у 
холда {Х|1} сХ  кетма-кетлик (})ундамептал дейилади.

Агар и—>°°да х„—>хо дам l(x )—>f(xo) келиб чикса, у холда 
X пи У га I' акслаптириш х<) пуктада ( х^Е X ) узлукеиз де- 
йплади, бунда хцеХ, V{x„}cX, l'(x)eY , l'(xo)G Y на X, У мет
рик фазолар. Агар Хни Уга акелаптирунчи Г, яъпи f: X—>Y.
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X метрик фазойииг хар бир нуктаеида узлукеиз булеа, у 
Холда Г акелантнрнш X метрик фазода узлукеиз дейнлади.

Агар X метрик фазода ихтйёрий (фундамента;! кетма- 
кетлнк якпнлашувчн булса, у холда буидан X метрик фазода 
тула дейилади.

2. Зарурий теоремалар

5.1-теорема. Агар {х„}сХ кетма-кетлик х£ X элемептга
якинлашеа, у холда буидай х лимит элемент фа кат битта- 
дир.

5.2-теорема. Агар {хп}сзХ к<?тма-кетлик хбгХ элемептга
якинлашеа, у холда бу кетма-кетлпк чегараланган.

5.3-теорема. Агар {х„}сХ кетма-кетлпк якинлашеа, у
холда буидай кетма-кетлпк фуидамептал кегма-кетликдап ибо- 
рат. Агар {x„}(zX кетма-кетлпк фуидамептал булмаса, у хол
да буидай кетма-кетлик якинлашунчи булмайди-

3. Масалалар ечиш

5.1-маеала. Х=(-°°,°°) тупламда метрика

р(х, у) = |е х-еУ|

деб анпклапгам. Метрика акеиомаларнннг бажарилншинн тек- 
шпрппг.

Ечиш. Агар р (х , у)=0 булса, у холда |е х-еУ|=0, яъпп х=у 
isa акеипча, агар х=у булеа, у хшда ex=ev на р (х , у)~0. 
р (х , у )-р (у , х) уз-узидан равшан. Михоят

р (х, у) = | ex-e-v | = | ex-ez+ez-e-v | < | ex-ez | + 1 ez-e-v | =
= p(x , /.)+ p(z, y).

Демак, X тупламда метрик шартлари бажарилдн, яъпп 
х= ( °°, о«) метрик фазо.

5.2-маеала. Фараз цилаилпк, С1 [a, bj туплам [a, bj кее- 
мадагн узлукеиз на бириичп тартибли хосиласи хам узлукеиз 
булган функцпялар туплампдан пборат булепн. Бу тупламда 
метриканн
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р ( х . у )  = max \ x ( t )  -  j ( r ) |  + max \ x ' ( t )  -  y ' { t ) \
a<t<b /6 {a .h}

деб апнкдамлик.
Метрика аксиомаларммнмг бажарилишипи текширииг. 
Ечшп. Агар р(х, у)=0 булеа, у хрлда шах | х(1 )— у(1 ) | =0 

ва max I х'( I )->'( ! ) I =0 . У хрлда х (1)=у(1д. яъпп х=у. Аксип- 
ча, ага]> х=у булеа, у хрлда x(t)=y(l) на х'(I )у'(I ). Шуиинг 
учуй р(х,у)”(). Иккппчн аксиома уз-узидам рашпаи. Учничп 
аксиомами тешиирамнз. Абсолют кийматлар хоссасига асоосам.

|x ( l) -y ( l )  | + |х '(1  ) - / ( ! )  |< |x ( l) -z ( l£ j  + |z ( l ) -y ( l)  | +
|x'(t)~-z'(t) | + |z'(t)--y '(l)l < max

i 1 X ( 1 ) —Z ( 1 ) 1 +

1 z( 1 )—;y(t) |+  max x '(l)- z'(l) | + max |z '(t)-y '(l)  1

У(1)
У холда

р(х, у)< р(х, z)+p(ж, У)

Демак, метрика аксмомалари бажарнладм. Шундаи килиб 
( 1̂ [а, 1)| метрик (|)азо.

5.3-масала. К„ Евклид (|)азосмда иккита

х=(хи х2,..., хп) ва у= (у,, у 2,..., у п)

элемент (вектор) учуй метрика
, i

р{х, у)=  '¿{хк- у к)2
Ч*=1 J

деб амиклапгап. Метрика шартларшшиг бажарилишинм тек- 
ширмпг.

Е ч и ш .  I )  Агар р ( л', у )  = 0  булеа, у хрлда ( X k - y k ) 2=;0 ,  я ъ м м  

Хк=Ук, к=1, 2,..., и. Демак, х=у.
Агар х=у бл̂ лса, у холда х^-ук (к=1, 2,...,м). Демак, 

р(х ,  .) )=().
2) p(.v, у)=  p (j; А") теиглпк бажармлмшн '̂з-узидаи рашпаи.
3) Учбурчак тенгсизлигп, яъмм р(л', у ) < р(л', /,)+ р [г, у )  

:>са, z=(z|, Z2 , ..., z„) деб ка рал гам да
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к Х-=] у  4=1 4=1

Кошн-Буняковскнп теигеизлигидап келпб чпкади. Шуидап 
кнлпб чеклн н-улчовлн Евклид фазоси метрик (|)азодир.

5.4-масала. Чексиз улчовли Евклид фазоси 12 булсип. Бун
да элемептлар Х=(Х}, х 2, ■■■, х п ,...) булпб, упииг координата- 
лари

X * .2

111 артн 11 цаноатлантирсш I. 
Метриками

/?(*>>■)= Ё ( ^ - л ) 2

деб аниклаб 12 нинг метрик фазо эканлиги текширнлсин.
Ечиш. Метрик <|>азо шартларинн ху;щи аввалги мисолдаги- 

дек тскширамиз. Демак, чекснз улчовли Евклид (|)азоси 12 мет
рик фазодан пборат.

5.5-масала. Хамма чегараланган хаки кип сопли кетма- 
кетлнкдан иборат булгап фазо ш булсин. Бунда пккига 
х= {а^= (аи  а2, - а п, ...) ва у={Ъп}=(Ьъ Ь2, Ьп, ...) эле
мент учун метрика

р ( х , у )  =  з и р \ а к - Ь к \ 
к

деб ашщлангаи булсип. Бу т  фазо метрик фазо зкаплигпни 
текшнрпнг.

Ечиш. Метрнканинг бирипчи ва иккипчи шартлари бажа- 
рилиши равшан, чумки бу ерда хамма и учуй | а п| <А, I Ьл| <В. 
Учинчи шартни цунидагпча текшнрамнз. х = { с п} = ( с ] , с 2 , . . . , с п , . . . ) ,

| сп| <С булга и и учун

р ( х ,  у )  =  5 и р |я *  - Ь к \ <  э и р ^ .  -  с  к | +  з и р | с А - Ь к | =  р ( х ,  г )  +  р ( г ,  у )
к к к

5.6-масала. Элемемтлари х={ап} мхтиёрпй чекснз кетма- 
кетлнкдаи ибо|>ат булгап фазо Я булсип. Иккита х={ап}= (а/, 
а2, ап, ...) ва у={Ьп}=(Ъь Ъ2, Ъп, ...) элемент учун
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буленн. S-фазонпнг метрик фазодап иборатлпги текширилсип.
Ечшп. Метрика!mur бнрипчи па нккиичи шартларипн 

текшприш цппин ;>мгн . Учпнчи шартнннг бажарнлишинн кур- 
сатиш учуй

п- 1

\а +  b\ N , 11*1
1 + \а + Ь\Г Ч «

тенгеизликпи эътиборга оламиз. Бу (*) теигеизлик [I |иииг 
2 (! бсггида исботлангаи.

Агар биз z={cn} ихтиёрии кетма-кетликпм олеак, у холда 
(*) тенгспзликдан р(х, у)<р(х, z)+p(z, у )  келпб чикадн, яънп 
S <|>азо метрик фазодан иборат.

5.7-маеала. [a, bj кесмада апиклангаи «а узлукеиз булгаи 
x(t) функцняларпииг фазосипи [а, bj деб белгилайлик. Бу 
(¡[a, bj фазода иккита x(t) на y ( t )  фупкциялар учун

р (х ,  у )  ~ max|x(Y) -  jv(r)|
a < l <h  '

деб анпклапснп. С [а, Ь] метрик фаз» оканлнги текширилсип.
Ечиш. Метриканинг бпрппчп на иккинчи шартларн бажа- 

рилиши раншаидир. Учинчи шартнинг бажарилиши 
Кунидагпдаи келиб чикадн (анализ куреидаги Венерштрасс 
теоремаенга acocan )

/x(t)-y(t)/</x(t)-z(t)/  + /z(t)-y(t)/<
< m a x  /x(t)—z(t)/+max /z(t)—y(t)/

Бу теигеизлик ихтиёрии t£[a,b] иуцта на ихтиёрии x(t), 
y(t) , z(t)  узлукеиз функциялар учуй бажарилади.

Демак, ( 11 a, bj фазо метрик фазодан иборат.
5.8-масала. [a, bj ксемада апиклангаи узлукеиз функцня- 

лар фазоен учун метрика
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Л

деб аницланган. Метрика шартларини текши ринг.
Ечиш. Метриканипг учинчи шартнни текшириш била и кн- 

фоялапамиз. Иуиииг учуй Бупяковскийнинг ушбу

2 [ /)
< 1 { к о ]2 л  I

тенгсизлигидан

|[х(П + Я /)]2л \  <\ |[л(/)]2л \  + \ |Ы о Г л

тенгеизликнп хрсил циламия.
,г)нди бундам

р (х ,  у )< р (х ,  г ) + р ( г ,  у )

тенгенялнкнн хрсил к 11 л 11П1 кийин эмас. Шундай килиб 
царалаётган фазо метрик фазодан нборатдир. Виз бундай мет- 
рик фазой и С[ \а, Ь) деб белгилаймия.

5.9-маеала. Метрика

р ( х , у ) =  Х К _ ^ Г
V к = \

Р > 1

деб аиицлапган, элементлари Х = ( Х ] ,  Х2,---, хп,...) кетма-кет- 
ликдан тузилгаи 1р фаяонинг метрик <|)азодап иборат лканлиги 
неботлапеии, бу ерда х={хп}=(х;, Х2, --, х п,...) учуй

, к Г  < о °
к =1

шарг бажариладп деб каралсип.

56



Ечиш. Метрик фазонинг бирипчи ва иккинчи шартлари 
бажарилишп равшан. Учинчи i i u i | ) t  бажарилиши

1 М * . Г  s  I W '  +  I I * .
/  V*=i /  V*=t

(a)

теигсизликдаи келиб чикади. Бу (А) тенгеизликни уз вактида 
куйидаги Гельдерпинг

V *=1 У V к= \
(б)

теигсизликдаи келиб чикади. Юцоридаги (а) ва (в) тенгсиз- 
ликлар [4]нииг 52 бетдаги (13), (14) тенгеизликлардап ли- 
митга ути m i билап хосил цилниади.

5.10-маеала. Агар i=n да Е,'' = 1 ва ten, булганда £¡¡ =0

булгаи Х„={ и=1, 2, 3,... кетма-кетлик фазода якиила-
шадими?

Ечиш. l-¿ фазо тула. Шунииг учуй {X,,} кетма-кетликнинг 
якинлаипнппни текшириш учун унинг фундаменталлигиии 
курсатиш кифоя. {X,,} кетма-кетликминг аишутанишидан и̂ тн 
булганда £ ” = 1, ^  =0 теигликлар £т=1, £ ”=() булганда бажа- 
рилади. У холда

р<*,„

теигликшшг уиг томоиндаш йипшдида факат 2 та душилувчи 
нолдан фарцли, шу бнлан бирга иккаласи хам 1га теиг, яъпи

демак,

I I C - Í . 1  = 1  +  1 =  2  
/=1

Р (-̂ п’ Х ш )-Л , m 1,2t ...
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by •)<«) {x„} кстма- кетликн и 11 г фундамента л эмаслигини курса- 
гади. .\ холда 5.3-теоремага acocan {х,,} кетма-кетлик якии- 
лашмайди.

5.11 -масала. Агар

* „ = { £ " }  (» = 1 ,2 ,3 , . . . )
оулса бу кетма-кетлик /., (1<р<2) фазода яцпнлашунчи була- 
дими?

Бунда i=n, ii+ l,... 2м-1 булганнда

tin  _  1

~  i
ПП‘

на i< II , i > 2ii булга и да = о

Ечиш. /р фазо тула булгани учуи {х,,} кетма-кетлнкнинг 
фупдамептал эканлигини текширгап кнфоя, фараз циланлнк, 
2m< 1 1 + 1  булсин у холда

, ч í 2ÍZJ. , ¿m -l ,,_ j „„

si#; - e |  + 1 ]е -  Г  Г+ II#; ■- г г +E|¿r -¿гV,_| ,=т 1=2т /=2м

ЭНДИ II, т  сонларпниг танланппшга acocan на {х,,} кетма- 
кетликнинг аннцланишига acocan i<m-l, 2in < I < п — I на i > 
2n булганда = 0

in < i < 2m —I булганда

|£ " - £ Т  =
m

n < i < 2m —1 булганда

| C - i , T = -
1 n

эканлиги келиб чикади.
Буларнн эътиборга олсак ихтисрий и, ni = I, 2, 3 ,...., 

2 п к  1 1 + 1  учу»



булади. By эеа {х,,} кстма-кетликнинг фундамента;! эмаелигипи 
курсатадп. У холда 5.3-теоремага acocan, {хп} кетма-кетлик 
/р метрик фазода якинлашмайди.

5.12-масала. Агар 0 < 1<— булганда x„(l)=  -ill +1 на
п

— < / < 1 булганда х„(1 )=0 булса, у х,олда {х„(1)} кетма- 
п
кстлнк С2[0,1] фазода якшыашувчп буладими?

Ечиш. Фара:) килаплнк, Х(1)= 0 булсин. У х,олда х(1)е 
С2[0,1] булишп равшан. Энди

i i
/ X x „ ,* ) = ( |W 0 - * ( o |2^ ] 2 = i [ v M d t y  = 

= ( [ '  k c o ] 2^  + _f k ( 0 F ¿ 0 2 =
n

1

булгани учуй н—>°° да С2 [0,1] метрик фазода Хп( 1)—> 0  ке- 
либ чицади. Демак, берилган {х„(t )} кетма-кетлик С2 [0,1] 
метрик фазода якинлашувчидир.

5.13-масала. С:[0 , 1] фазода х„( 1 )=t2l,-t3n кетма-кетлик 
яктшлашувчи буладими?

Ечиш. Ихтиёрий п=1, 2, 3,.... булганда x„(0)=xn( I )=0, 
11—>оода ихтиёрий le (0,1) учун xn(t)—> 0. By эса [0 , 1] кес- 
мада {х„(1)} кетма-кетликнннг пол элементга якпплапппнипп 
курсатадн. Лекин бу яциплашиш [0,1 ]да текнс яцпплапипи
:>мас. Хакикатан хам, агар и—>°°да max I х„(1)1 —> 0 булса,

0</<1
у холда С[0 ,1] фазода н—>°°да x,,(t)—> 0 булади. |x „ (t) | 
(|)упкцпя 11 соннннг хар бир танин цииматида бирор 
1„е (0 , 1 ) нуктада узининг :>нг катта цийматига эрншади.
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х1 ( 0  = 2т  2"~' -  3/7/ 3”~' = 0 ,

У
Шупппг учуп

тах|хя(/)| = *„(/) =
л2 \3 _4_

27

1

булганидаи {х„(1)} кстма-кетлик и—>°°да нолга якннлашмайди.
Демак, берплган (хм(1)} кетма-кстлик С [0 ,1 | фазода 

икшмашмаидп.
5.14 -масала. 7()(1<р<оо) (фазода

1 1
(к=1,2...}

/=0
кетма-кстлик якиилашадимп?

Ечиш. Ха м ма 1, 2, 3 ,. . . сонлар учун к—>°°да
_ 1_

2 1к
1 = 0  булганда ихтиёрий к учу и

Энди {хк} кетма-кстликни

х=&}=(1, О, ()...)

олемснтга яцпнлашадп дсб фараз кплпш мумкин.
Хакикатап хам

Р = [ £  ( — г ) :
/= о

р Г 1 ^

/
—> 0 , к—̂ °°

Демак, берплган {хк} кетма-кстлик Д, метрик (фазода якпн- 
лашувчн.

5.15-масала. Агар
Г: Сь[(), 1]-^ Н 

Г(х)= х( I)
булса, у холда С акслаятириш узлуксиз буладнмн?
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Ечиш. {x„(L)> фуикциялар кетма-кетлигини куриб утай-

лнк. Агар 0<1<1 булса, x„(l)=0 ва I -  — < I < I булса, v
п ' п

Холда Хм(1)=п|+,'(1-!ч ), 0< Е< I булснн олайлик.
п

Ci ДО, IJ фазода бу кетма-кетлик пол элемснтга яцинла- 
шади. Хаки катя и хам,

, \
/э(х„,0 ) = ||х „ (О -0!^=  | |  Xn(t jd t=  |_ ,я ‘ / - 1+ - d t =

= n l=f [’td t= — , >0, « -> оо
1 2«‘-f

.Пекин, f(x )=x„( I )=пе—>°°, il—>oo.
Демак, Г акслантириш узлуксиз омас.

5.16-масала. Xtt={^“j} (п=1, 2, 3 ,...) кетма-кетлпк учун ni 
фазода яцннлашиб 1 \ фазода гщиплашмайдиган {х,,} кетма- 
к<угликни курсатииг.

Ечиш. Цуйидаги xn={£"¡} (п=1, 2,...) кетма-кетликни олиб 
карайлнк.

Агар i < il ва i>2n+l булганда
£"¡=o

па ii+l<i<2n булганда

P ¡ =~i
булсин.

Бу кетма-кетлик ni (фазода пол элементга яцинлашади,

чупкп il—>°ода р(хп ,о) = su p H  = —  > 0 •
1 1 и +1

Бу кетма-кетлик 1\ фазода фундаментал эмас. Хаки катан 
Хам, 2 ш<п деб караб р(х„, хш)ни пастдан чегаралаймиз

00 Ъп 1 Ъ) 1

^ . . 0 = 2 ? - « ■ ! = !  + I  V S “ 1,=1 Н,м1 ,=,,н ' 2w 2п
5.17-масала. С[0, I] фазода x(t)=  s i i m l  ва у (()= ;г'г элс-

2
мснтлар ораеидаги масофани топииг.
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Ечиш.

р{х„, хт) = max sin 7П -  —

булгаии учун аввало, 1е [О, IJ иуктапи топамиз.
7П

ф  ( I  )  = s i  11 7X1------------
2

функциям! и ir .жстремумини аннклаимнз.
Л

ф  ( t ) = 7 i e o s n t  = 0 ,  
2

• 1
c o s 7 t ( l ) = —  , Ik = —h 2k, (k=0, ±1 , ±2...)

2 3
Энди l|< нуцталардаи факат [ 0 ,  i j  га тушадиганларнпи 

ажратамиз. Бу фа цат битга, яъни
1

- = з
Бу пуктада

/  1 Л
Ф(Ы=Ф =  л/з

л  „
1=0 ва 1=1 пуцталарда ф(0 )=0 , ф( I )= — булганм учун

, Л
р(х. у)=шах{ф(0), Ф(1П)< Ф(1)}= —

Демак, берилган элементлар ораеидаги маеофа
Л

Pix, У )- -

4. Мустацил ечиш учун масалалар

1. С[0,1] тупламда метрика
хЦ)-у( г)|

Pix у ) = У1 ~i\ х
- d t

,, 1+ИО-ХО!
деб аникланган. Метрика шартларишшг бажарилигаинн тек- 
ширинг.
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2 . N натурал еоилар чуиламида метрика
г  1

1+ , а^т,
п + т

Р (|1. м )= ч!
0 , 11=т

деб аммклангам. Метрика шартлариии текпшрмнг.
3. С*") эломептлари [а ,Ь] сегментда апнкламгам на п- 

тартибла узлукеиз хреалага ага булга и x(t) фуакцаялар фазоси- 
дап иборат булсмп. Бу фазода x(t) ua y(t) фуакциялар учуп мет
риками

Р(х, у) = ¿  niaxlx1*1 (í) -  y (t) (/)|
k=0 '

деб аммклаб, COO фазонинг метрик фазо окамлигимм исбот- 
ламг.

4. С[_[а, Ь] фазо олемеатлара [а, Ь] сегмем гда аммкламгам па 
узлукеиз булга и x(t) фуикциялар фазоепдаи иборат oÿjierni. 
Метриками

h
у) = J|x(0 -  y(t)\dt

_____ _____ —а--
деб кабул цнлммгам булеа, Cl [а, b] (|>азо мет[)ик фазо буладм- 
ми?

5. и-улчовли R,, Евклид фазоенда метриками

р ( х ,у )  = maxlv,. - x J\<к<п 1

деб олипса, р(х, у)  метрика шартлариаи кааоатлантирадими?
6. Элемеитлари ха к и кий еоилар кетма-кетлигидаи иборат 

булга и х=(х/, Х2, .... ж,,) ва коордипаталари

А - = 1

шартни цаиоатлантирган фазода метриками
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деб олниеа, бундан фаз» метрик фазода н иборат .жян.шги 

нсботлане.нп.
7 . X метрик фазода и—>°°да УкеN=11 , 2 ,...} булганда 

х к —$ х к ва к—>°° да хк-*°° буладигап \х к \°° » (к=1,2,3,...)П .
Ы =\

кетма-кетлик бе])илган. Буидай кетма-кетлик учун >°°да х€Х  
элсментга якинлашувчн ва

х к}  \ c \ x i

оуладнган

К'1
кпсмнй кетма-кетлик мавжудми?

8. И1 фазода якинлашувчн ва 1р ( 1<р<°°) фазода якппла-
шувчн кетма-котликни тузннг. 

9 . 12 фазода ва 1\ фазода якнплашмайдпган кетма-кетлпк-
Ш 1 т у з н н г .

10. Ьр[0 ,и  фазода якинлашувчн ва С[0.1 ] фазода явдш- 
лашмайдиган кегма-кетликни тузннг.

11. Унтбу
{': С—>К, 1( 1̂,

акслантириш узлукснз буладимп? 
12 . Ушбу

Г: 1Т1->/2, / ( £ ,  4 ,  =

акслантириш уалуксиз буладимп?
13. Агар (X, р) метрик (|>азода п— да х„—>х ва и—>°° да

А|Г->Х ({А.11}сК=(-°°; °°)) булса, у холда н-»°° да х,Д|Г->хЛ бу- 
лншиин исботланг.

14. 111 фазода
11 И

Х =Ш ’ у ж Ь Р .

элемептлар орасндагп масофапп топинг.
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6-§. МЕТРИК Ф АЗОДА ОЧИК, ВА ЁПИК, ТУПЛАМЛАР

1. А сосий туш унчалар

X метрик фазода маркази х нуктадаги ихтнёрий шар (очик 
ёки ёшщ шар) х еХ  нуктаннпг сферик атрофи дейилади.

х нуцтапинг сферик атрофии и уз ичига олган ихтнёрпн 
А сХ  туплам х нуктанинг атрофи дейилади ва О (х) деб белги- 
лаиади.

Агар ихтиёрий О (х) да х,еч булмаганда битта у€А  иукта 
мавжуд булса, у холда хеХ  иукта А сХ  тупламнииг уриниш 
иуктаси дейилади.

А сХ  тупламнииг хамма уриниш иуцталар тунлами А гуп- 
ламнииг туташ тунлами дейилади ва уни А деб белгиланади.

Агар О (х) атроф биНта у^х, ус А иукта пи уз ичига олса, у 
холда хеХ  иукта А тупламнииг (А сХ ) лимит нук^аси дейила
ди.

А сХ  тупламнииг лимит иукталар тунлами х;осилавий туи- 
лам дейилади ва Aé деб белгиланади.

2. А сосий теорем ал ар

6.1-теорема. Ихтиёрий х иукта (хеХ ) А тупламнииг 
(А сХ ) лимит нуцтасп булиши учун п^ш булганда х.^х,,, булпб 
п—>оо да х„—>х буладиган {хп} кетма-кстликнинг ({хп}сА) 
мавжуд булиши зарур ва кифоя.

Таъриф. Агар А = А булса (А сХ ), у х,олда А туилам 
ёник дейилади.

6.2-теорема. А туилам (А сХ ) X фазода ёшщ булиши учун 
AécA булиши зарур ва кифоя.

Таъриф. Агар х иукта пинг атрофи б у л г а  и О (х) мавжуд 
булиб, 0 (х )с А  булса, у х,олда бупдай х иукта (х е А с Х ) А 
тупламнииг ички иуктаси дейилади.
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Агар А туплам (А сХ ) фа цат ички нуцталардан тузилган 
булса, у холда /V туплам очик; туплам дейнладн.

6.3-теорема.. А туплам (А сХ ) X фазода очик булшпи учун 
упипг тулдирунчи булган СА туплам X метрик фазода ёпик бу- 
лппти зарур ва кпфоя.

Таъриф. Агар Л^>В булса, у холда А туплам (А сХ ) 15 
тупламда (В сХ ) зич дейнладн.

Агар А = X  булса, у холда А туплам (А сХ ) X метрик 
фазоппнг хамма жойида зич деиилади.

Таъриф. Агар ихтиёрий 1>(х,г) учун шупдай Н ( Х | ,  Г | )  

мавжуд булпб 1 > ( Х | ,  Г | ) п А = 0  булса, у холда А туплам (А сХ ) 
X метрик фазонипг х,еч цаерда зич эмас депиладп.

Таъриф. Агар х пукта атрофи ()(х ) да А тупламда ётувчи 
ва А тупламда (А сХ ) ётмапднган х нуцталар булса, у холда 
бунда¡1 х (хе X ) пукта А туплампинг чегаравпй нуктлс.и дойи- 
лади.

3. Масалар ечиш

6.1-масала. Агар А={хе т ,  х={^}, ¡^—>0} булса, у
х,олда А туплам т  фазода ёпик буладими?

Ечиш. Аётупламдаи ихтиёрий х„ олайлик. У холда 6.1- 
теоремага асосап ихтиёрий не N учун х„*х11+|, х,г ^х„ ва пхтиё-
рпй учун х х  =1р ° \  буладигап {х„} кетма-

п 1Ь' Г  о /  
кетлик ({хц}сА) мавжуд.

Ихтиёрий не N учун ¡—>°°да ^ ” —>0 булгани учуй хар

цапдай е учун шундай ¡„=¡„(6) мавжуд булпб ¡>1„ булганда

г \ < -= 1 ,2 ,. . .  (1)
1 2

буладп. .Пекин ¡бХ булпб, п—>°°да ^ . Шупнпг учун

(1)да и—>°°да лнмнтга утнб _ ни хосил циламиз, ( ¡>1„)
I I-  9

яъни ¡—>°°да Ву эса х„ нуктапппг х„еА .-жамлпгпнн ва
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6 .2-теорем ara acocan Л туплам ni фазода ёпик. эканлигиии кур- 
сатади.

6.2-масала. С[0,1] фазода A ={x(t)eC lO ,l); х (0)<х(1)} 
туплам спиц буладими?

Ечиш. Фараз цплаплик, х06 Aé  булс.пи. У холда и—>°°да 
хп—>х„ буладиган {х„}сА кетма-кетлик мавжуд ((>. 1-тсорсмага 
карайг) ва п=1, 2 ,... учуп

х„(0 )<хп( 1 ) (2 )

{х„(1)}сС[0,1] кетма-кетлик 10,1] кесмада текис яцпшшшади. 
Шупииг учун {х„(0)} ва {х„(1)} сопли кетма-кетликлар мог 
равишда хо(0) ва х„(1)ларга яциилашади.

Энди (2)дан лимитга утпб х„(0)<х„( I ) топгсизликни хоспл 
цмламмз, яъни х0еА  ва 6.2-теоремага acocan А туплам ёпик. 

б.З.масала. С[-1,1] фазода
о

Л = { х ( О е  С [ —1,1 ]: | | х ( О И  = 1 }
-i

туплам ёпик. буладими?
Ечиш. x„eAé олампз. У холда 6. 1-теоремага acocan, 

и—>°ода х„—>х„ буладиган {х,,} кетма-кетлик ({х„}сА) мавжуд. 
Эидп и—>°°да

о о

| х „ ( о И  | к ( о И  (3)
-1 -1

муиосабатпи курсатамнз. Бунииг учуй

Г 0 ,0  < t < 1

\ l , - l  < t < 1 

деб оламиз. У холда
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\\x„(t)\dt -  \\x0(t)\dt = J p (0 |* e(0 |- |* b ( 0 |] *  -
-I -1 -1

1 1 
< |^>(/)||хя(0 | - |x 0(/)||díf < \(p(t)\xn{ t ) - x 0{t)\dt < p (x„ ,xQ)

и и 1

Энди и—>°°да р (х„,Х()) —>0 буладигап (3) мупосабат келиб 
ч и цп ши н и курамиз.

о
í l x  (t)\dt =  1j  i « v '  i

-i

тснгликдаи лимитга угии

U

J |*o(O H  =  1

хоспл кнламиз, льни х„€Л экан. Шундай килнб, А туплам 
спиц.

6.4-масала. R2 фазода

Л={(х,у)£ R2, I у I —ysinx}

туплам спиц буладими?
Ечиш. Фараз цнлайлик, (х„, y„)eA é булсин. У холда R2 

даги метрика буйича н—>°°да (х„, у,,)—>(х0, у()) буладигап 
{(хи, у,,)} кстма-кстлик ({х„, у„}сА) мавжуд, яъни н—>°°да ко- 
ордппаталар буйича хп—>х„, у„—>уп. | У -  У | < | а - в |  тепгсиз- 
лпкдан |yj —> lyj (n—>°°) келиб чикади. Энди sinx (функция уз- 
лукспз булганидан п—>°°да sinx,,—>s¡nx0. Масала шартнга асосан 
пхтпёрпй п учун |y,J =y„s¡nX|l булганндап и—>°°да бундам лп- 
митга утиб |yj =y0sinx0 ни хоспл циламиз.

Демак, (х0, у0 )еА. Шундай килнб А туплам ёпиц.
6.5-масала. Ц ( 0 , 1 ) фазода
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£/;(°Л) = |*(0 : |*(0Г<*<ooj,p>q>  1

туплам очик буладимн?
Ечиш. \ввало |)>(| булганда Ц (0,1  ) с 1.,,(0,1 ) оканлнгинн 

цайд килями.!. Ихтнёрий х (1 )е  Е,,(0,1 ) олиб

A={te [0,1]; x(t)< l}
деб белгилаймиз ва

B={t€ [0,1]; x(t)> 1/

доб белшлаймпз. X ( I ) функция улчовли булгапп учун А ва В 
туиламлар улчовлидир. А тунламда |х(1)И<1, яъни х(1) (функ
ция улчовли ва чегараланган. Демак, интегралланувчи, яъни

| |  x(t)\4 d t
А

мавжуд. В гупламда |х( I )| Р> |x(l )| fl. 11 lyiiiinr учун

\ \x { t) \4 dt <  / | х ( 0 Г  dt <  oo
к в

Демак, |x ( t ) |(l функция А ва В тупламларда интегралла- 
иувчи. У холда Лебег интегралининг хоееаларига acocan 
1х(«)| Функция [0,1 I да иитегралланувчи. Шундан килиб 
L p(0,1 )cL q (0 ,l )< (p>q>l) жоплаштнрнш псботлаидн.

Агар туплам фа кат ички нукталардан тузилган 6ÿjic.a, буп- 
дай туплам очиц булади.

Масалан, Ьр(0,1)да ётувчи 0 нуцта Lp(0 ,I)  учун ички 
иукта эмаслигини курсагампз. Бунинг учун

_ i
x ( t )  = t~"

функциями олайлик. By (функция Ер(0,1)да ёгмайди. Лекпи

А, (*,#) = 

яъни ч(1 ) е  Lp(0 , 1 ).

> - ч 
\t pd t

Vo

i>'
1 i/

\
Р

p - q
< ° ° .

V
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Ихтиёрни е>() учун

*ЛО = - е
p - q

Р
x{í)

функциями олайлик. Бу функция учун

, ( ^ ( ¿ <  V
p q(xe, f f ) = - s

1
/  л (\ Я Л

р - ч у fr pdt
, р  ) J

)
— — £<£, 

2

яънн xE( l)e L ,j(0 ,1 ). Леким x£(t)g L p(0 ,l) .
Шупдай цилиб нхтнёрнй 0 £(6) атрофда ётувчи х£(1) 

функция L p(0 ,l) да ётмайди, яъни xe(t)g  Lp(0,l )■
Бу эса фацат Lp(0 ,l)  тунламннпг нуцталаридап пборат 

булган 0 нуцтаппнг атрофп мавжуд .шаелигипп курсатади. 
Демак, Lp (0,1 ) туплам Ц (0 ,1 ) фазода очи к эмас.
6.6-масала. С [0,1] фазода

Г ОА = { х е  С[0,1] : х -  > 0

туплам очнк буладпми? 
Ечиш.

СА = { х е  С[0,1] : х > 0

тупламнп олмб карайлик. Агар СА ёпик, булса, у холда 6.3- 
теоремага асосан, А туплам очи к булади. Фа раз цилайлик, 
х„6 (CA)é булсин. У холда и— да х„—>х„ буладигап {хп} кст- 
ма-кетлик ({х„}с(СА)) мавжуд. С[0,1] фазода {x„(t)} кетма-

кетлмк текнс якпплашадп. Шуннпг учун J r | ~  11. сонлп кетма-

кетлик х„

"12

га якинлашади. Ихтиёрий н=1, 2, 3, ... учун

< о булган и учун бундан лимитга утиб < 0 хосил

кмламиз, яъни х0е  (СА). Шундай кнлпб СА туплам ёпик. У
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холда (>.3-тсирсмага acocan Л туп лам (1(0,11 фазода очи к буля- 
ДИ-

6.7-масала. С[-1, 1] фазода

А = {x(Qe С[-1,1] : х2(0  < у  е f-l.HI

гуилам очпк буладими?
Ечиш. х2 ( 1)< |, te [-1,1] шарт |х( 1)1 <1, le  1-1,1] шарт 

билап теп г кучлн. Ихтиёрпн х„еА оламиз. х„(1) узлуксиз 
функция 6ÿjira мидам на |х„(1) |<1 булгапидан

буладигам 8>() маижуп.
(  F Л

Т - г )
шарми олиб В С

Х°'2
СА муносабатни Kÿpcara

миз. 

le [-1, 1] да |* ( /) -х „ (0 | < | ,  x ( t )€  £j ёки

* .(0 - £2 <x(t)<x0 + 2 (5)

Эиди (4) тенгликни бундам ёзамиз

- |*«(0 ¡} = 1 + min{- x a ( t )  } = £
У холда

1 -  £ = шах|хо(/)|
ёкм

|х,//)| <1-£,/е  [-1,1],

£ - \ ^ x n( t ) < \ - £  ((i)

бу ((J) тенгсизлик (5) га acocan цуиидагича курииишга эга бу- 
лади.
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x ( t ) <  x o(0 + l - e  + J =  l ~ j <  ь

£ £ £
x( t )  > x „  > £ - 1 -----= --------1 > — 1,

2 2 2

Гяъни |x( L)I < I . Бу била и В Х 0 , —  сА муноеабат исботландп,
V

яъни х,ар ка и дай х(,еА нукта узинипг бирор ат|>офи билам А 
тумламга киради.

Демак, С[-1,1J фазода А очик туплам.
6 .8 -масала. Фараз кмланлнк,

А  = | х е  т ; х  = { £ } , £ | £ |  < ■

бупсин. У холда А = с0 генгликни исботламг. Бунда «о эса нол-
га яциилашувчи кстма-кетликлар фазоси.

Ечиш.

E l i ,  i <  ОО

булга il идам ихтиёрий хе А учуй i—>°° да Ъ\—>0, бу эса Асец му- 
м ос.абат! i и билди ради.

Иккничн томондан ихтиёрий хесо ва е>() учум 
р(х„,х) = sup|£| < £  (х ес0, 1->°° да £¡—>0)

i>n+ 1

буладнгаи

{*„}=  f ó } " G А
кетма-кетлик мавжуд, яъни А туплам со фазомииг х,амма 
жойида знч. Демак, А=с0 тепглик уринли.

6.9-масала. m фазода

А = | х е  т ;х  = { £ } , £ | £ |  <

туплам хсч каерда зпч эмаслиги исботланснп.
Ечиш. Ихтиёрий В(х, г) шарни ni фазода курпб утайлик 

(шаклга каранг).
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Лгар бу шар Л тунламнинг иукталаринм уз ичига олмаса, у 
холда масала ечилган булади.

Фараз килайлик, х„еА, х0={^}, х0еР«(х, г) булоип. У х,ол-

I ,да у  = < 1 —  > элемент ш фазода ётади ва у фацат А тупламда
I Л

ёгмасдан ха п о с() фазода хам ётмайди, чупкп
О

/=1
1,/ —»

у холда ихтиёрий £>() учун

х  =
/  1 л

х о + - £ У
\  ¿ у

элемент учун
2

х £ А,х £ с 0

муносабат бажарнлади.
Энди е>()ии В(х0, £) С В (х , г) булади га и килнб аниклай- 

миз. Вуиипг учун ё=г-р(х, х„) деб олиш кифоя.
Энди

р ( х ,х 0) = эир г 1
£ + т £'м - 1

и:
е

= -Б ир Г.-1 1
/>1 2 2 />1 1 и

£
= < £ 

2

булганпдап ихтиёрий £ учун

73



X е  В(х0,е), 0 < £ < г -  р(х,х0)

Бу х элемент учу и х е  (Сг ) муносабат бажариладп. Юко-

ридаги 6 . 1-масалада Со тупламнинг ёницлигн исботланган. 
Шунинг учун унипг тулдирувчиси Сг туплам очивдир- Де-

эканлиги тушунарлидир на Ассо булгаиидан (6 .8 -теоремага 
царанг)

муносабат келиб ч и кади, яъни А туплам т  фазонинг хеч 
каерда зич эмас.

6 .1 0 -масала.

А={хб ¡ 2 - х={^}, £¡*0  [ нинг чекли цийматп учун}
тупламнинг туташмасп А тупламни топннг.

Ечиш. А тупламнинг Ь> <|)азоиииг хамма жойида зич экан- 
лигини курсатамиз. Ха кика та и хам, ¡2  фазога

/=1
шартни цапоатлантирувчи х~-{^} элементлар кирадн. Шуннпг 
учун хе ¡2  ва е>() булганда.

мак? х €  (Сг ) элемент узииинг бнрор атрофи билан В(х ,3 )  

шарда ётади. Бу ерда 8>0 сонни

В { х , 5 ) а  В (х 0,£)
муносабат бажариладнган кил и Г) олиш мумкин. 

Бундам холатда,
В ( х , ^ ) п  с„ = 0

В(х,3)глА =0

1=П„ +1
буладиган ио(х,е) натурал сон мавжуд. 

’’нраз килайлмк,
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булсин. У холда ХЕ А  булиши тушунарлидир. Шундай кил но
ихтиёрий х € l-¿ на ихтиёрий е>0  учун ß ( x , x ) < £  буладигаи X 
элемент (х&А) мавжуд, яъни А туп лам I-¿ фазонинг хамма 
жойида зич. Шунинг учун А=^ тснглнк уринли.

туилам ёгшк буладими?
2 . l ‘¿ фазода

А={хб h  '■ x={4 i}, £,¡̂ 0 , i нинг чекли кийматларида)

T ÿ n . i a M  ёпиц буладими?
3. ip фазода

туплам ёпик буладими?
4. 1-, (])азода

А={х€ 1$: x={£,¡}, i нинг чекли кийматларида}

туплам очик буладими?
5. ¡2 фазода

4. Мустакдл ечиш учун масалалар

I. ш фазода

А = х е  т \ х  = {£}>X  1 £ Г  <°°’1 -  Р < °°

туплам очик буладими? 
6. in фазода

туплам очик буладими?
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7. С[-1,1] фазода m o h o t o i i  узлуксиз функциялар туплами 
ёпик буладими?

8 . С[а, Ь] фазода даражаси и дан ошманднган алгебраик 
купхадлар туплами х,ем цаерда змч эмаслпгп исботлаиспп.

9. L¿ фазода

л  =  | * е / 2 , х  =  { £ } , £ £  =  о !

туплам хамма жойда зпч экаялнги исботлансин.
10 . ni фазода

А -  i x e  т : х = iâ.\.'S'\â\p < оо 1 < п < оД
I »=i J

туплам хеч каорда зпч эмаслпгп исботлансин.
I !!!.; 1<1|:!Л’1. 1Г >■ 4 F  Л
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7-§. МЕТРИК ФАЗОНИНГ ТУЛАЛИГИ 
БА СЫдАРАЬЬЛЛИГИ

1. Асосий тушунчалар ва теоремалар

Агар X метрик фазода х,ар цандай с|)уидамс а н т а л  К 1“ г м а -  

кетлик якиплашувчи булеа, у хо.тда X тула метрик фазо дейн- 
лади.

Агар У фазо тула булиб У да зич булган Ъ к, и гм туплам 
мавжуд (Z cY ) на У фазо X фазо билам изометрик булса, у 
долда У метрик сразо X фазошшг тулдирувчисн дсйилади.

Ага[> X метрик фазо хамма жойда зич булган саноклн туп- 
ламни уз ичига олса, у холда X сепарабел фазо денилади.

7.1-теорема. X метрик фазо тула булпши учуй и—>°°да ра- 
диуслари г,,—>0 бир-бирига жойлашадигаи хяр ка и дай ёиик 
шарлар кетма-кетлпги буш булмаган кесимга эга булиши зарур 
ва ки(|к»я.

7.2-теорема. X сепарабел с|)азонинг А кием туплами 
(А сХ ) япа сепарабел (|>азодир.

тупламда /] фазонииг метрикаси кирнтилган булса, у холда 
бундай А фазо тула буладими?

2. Масалалар ечиш

7.1-масала. Агар

элемеитлар А тупламда ётади.
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Энди х0е/] булиши учун н—>°°да

Р (xô’xo) = ¿  \€°\ О 
/ = « + 1

булади. Бу аса /] фазода кетма-кетликнниг х() элементга

якнплашпшннн курсатадн. У холда {х”} кетма-кетлпк 1\ фазо- 
да фундаментал булади. Дсмак, бу А фазода хам фундамоитал 
булади. Агар А фазо ту л а булгаида Х(,6 А булар эди. Лекин Ху 
элемент РО ганокли сонлар танланиши билан аницланганлигн

учун X()g А булади. Демак, А фазо туча эмас.
7.2-масала. Агар

А={(х,у)е R2: 0<х2+у2<2}
туиламда R2 фазонинг метрикаси цабул цилинган 65'лса, А фа
зо тула буладими?

1Ечиш. Фа раз цилайлик, А туиламда В в , i n e  N uiap-

лар кетма-кетлиги булсии. Бу ерда, и—>°°да радмуслари

гп =  >0 , булга и шарлар бир-бпрнга жойлашганлиги Kÿpii-
п

ииб турибди.

в, -
п

Энди R2 фазода 0еА  ва в е  В

п в [ в , ± ] = { в }

n e  N

п =  \

булганидан А тупламда

п = 1

Демак, А туилам т\'ла эмас.
7.3-масала.

С 2[0,1] =  | х ( О е С [ 0 , 1 ] ; / И о | 2^ <  

фазо тулами?
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Ечиш. Фараз килайлик,

í - 1 , 0  <  t < 7 —-2 11

X n ( 0 = ‘ « ( /- { ) ,  \ - - < t  < \ + 1v 2 / 5  2 n 2 / 7

1 , 4 + i < r < 12 n

булсип ( шаклн цунпдагпча караиг).

х„(1)

by x„(l), U6 N узлукеиз фупкциялардап »борат. {х„(1)} 
кетма-кетликнинг С2 [0,1] фазода фундамента.! эканлигинп 
курсатамиз.

111>н булганда

= 2 j(m(t -  i ) -  n(t -  ±)Jdt + 2 J (l- n ( t - \ ) 2d t}  =
i i +12 m

-L i  >

2(m -  n)2 j t 2dt + 2 j(l -  n t fd t

3 m

n,m —> °°

/ v3> 2 -  / \ 2 \
2 m - n 2

1 - -
3/7 К nt ,y 3

\ «l m , /

—» 0,

n . , n
—  < 1, 1----
m V rn j

\2
<1, n ,m e N
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Агар т<п булеа, худди шумдай ш,и—>°° да р(хп,хп|)—>0 ис- 
ботланади.

Шундай килиб С2 [0 , 1] фазода {х,,(I)} кетма-кетлик фун
даментал.

Фараз цилайлик,

Бу аса {хи(1)} кетма-кетлнкнипг хо(1) е 1,2 [0 , 1[ элемента 
яцинлашишннн курсатади. Ленин хоО)йС2 [0,1] булгани учуй 
{х„(1)} кетма-кетлик С2 [0,1 ] фазода яцинлашмайди.

Демак, С2 [0,1] фазо тула эмас.
7.4-масала. Агар X тула метрик фазодаги В[х, г] шарда 

метрика X дагидек аиикланган булса, у холда В[х, г[ шар тула 
метрик фазодан иборат эканлиги исботланеин.

Ечиш. Фараз килайлик, В[х, г] шарда {х„(1)} фундамен- 
тал кетма-кетлик булспн.

булганидан бу кетма-кетлик X да хам фундаментал булади. X 
тула фазо. Шунинг учуй н— да хп—>х„еХ на В[х,г].

X да ёпиц. Демак, х0 (1)еВ [х, г]. Шундай килиб В[х, г] 
даги нхтиёрий фундаментал кетма-кетлик В(х, г)да якинла- 
шувчи, яъни В[х,г] фазо тула.

7.5-масала. Агар

— < Г < 1 
2

2

1,
2

булсин. У холда |0 ,1 ] фазода
( \

Р(х„,х о ) =  | х „ ( 0 - Х о ( 0 | 2^
/

/
Г 1 \

П —> оо
0

V /

{хм( 1)}сВ[х, г]
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тупламда L¿ фазоиипг м<ггрикаси цабул кил miran булса, у xo.i- 
да Л фазо гула буладими?

Ечиш. Юцоридаги (>.4-теоремага acocan, Л тупламиинг 
ёпиц эНаилпгинп курсатнш кп(|)оя. Фарш цнлаилнк, x„(l)GAé 
У х,олда II—>°°да х„—>х() буладпгаи {х„(1)}сЛ кетма-кетлик 
мавжуд. ¡2  даги яцинлашиш координаталар буиичадир. Бу аса 
х  -{^ ° }̂  х 0 = { ^ 0} булганда и—>°о да ¡6 Мда экапли-

гинн курсатади. Ленин

< a, i ,n E  N

Шунипг учуп II— да лимитга у т и  б

| £ ”| < а ,  / е  N
зкапини топамиз.

Демак, Л туплам ёпиц, шуиинг учу>i А гула метрик фазо
дан ибораг.

7.6-масала. Лгар

А={(х, y )e R 2: |х| <1, х2+у2<4}

тупламда К2 фазонинг метрикаси цабул цилингап булса, у хол- 
да А сепарабел фазо буладими?

Ечиш. R2 сепарабел фазодан иборат. Шуиинг учуй 7.2- 
теоремага acocan Л сепарабел ((>азо буладн.

7.7-масала.

C \ a , b ] = |.v (í)  е  С[а,Ь], \\x(t)\dt < o o j

(|)азонпиг тулдирувчисини топипг.
Ечиш. С \ а ,  Ь\=Ца, Ь\ муиосабатнн курсатиш кнфоя.

L[a, bj фазо гула ва бу фазода уз-узига изометрик булган 
С1 [а, Ь] фазонп олиш мумкнн.

Аввало,
0[а, b] = L[a, А]

Л = { х е / 2 : x = { Q,  \£\<a,  i e N
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мупосабатни курсатамиз, бунда О [a, bj билап [a, bj кесмада 
улчовли ва чегараланган фуикциялар фазоси болгиланган. 
0 \а ,Ь \  эка унииг туташмаси. 

Фараз кнлайлик,

Ап = {t € [ a , b ] \  x ( t )  > п \

А =  {г е  [ а , Ь] ;  | х ( 0 |  =  00 }

бу'лсип. У холда, цА=0 ва АпэА„+|, не N

£  А * =  А

эканини курсатамиз. Агар 1еА булса, |х (1 )|= °° ва демак, neN  
учун I х ( t ) ¡ =°°>п. Бу эса n eN  да teA „ ни курсатади. Аксиича, 
агар булса, у холда 1еА„, ne N. fh.nn neN  учуй

Л=1 "
I X ( I ) I >11

Охнргп тенгсизликдап лимитга утиб |х (1 )|> °°, лъни 
I х (t ) | = 0 0  иа le А хосил кпламиз. 

Энди улчовнинг узлуксизлигига асосан

lim /иАп -  juA~ 0 (1)II—о

эканини тонами».
Бу (1) тенгликдан ихтиёрий 8>0 учун и>н0(8) да

ju4n < S  (2)

буладнган п0(5) натурал сон тоиилиши келиб чикади.
Энди

('х(Г), t e [ a , b ] \ An

i  ° ’ te<
деб кара им из. 

[а', Ь] кесмада |x (1 )|> iiq  буладнган I нукталарни ташлаб 
юборсак, у холда \a ,b \ l  Afí туиламда | x ( l)  I <и0 булади. .Пекин

нхтнёрий le  \а, учун | y (l)  I=1 х(1) | <11„, яъни ye О [a, b j.

У(  0  = •

82



h
р ( х ,у ) =  \ \x ( t) -y ( t) \d t  = \\x(t)\dt (3)

° A»o
эканими курсатам1ьз.

Г,у (3) дан Лебег интегралининг абсолют узлукеизлик хос- 
сае.ига (4-§даги 4.0-теоремага гарант) acocan (2) тсигеизлик- 
дан ихтиёрий е>() учун

р (х ,у )  < 2 (4)

буладнган 5>0 сон пи танлаш мумкин эканлигп келиб ч и кади.
Шупдай г^ил и б О [а, Ь] туплам L |a , Ь]нииг хамма жоп п да 

зичдир. Лузин теоремас.ига (3-§даги 3 .7-теорема га карапг) 
а(-осан ихтиёрнй Г|>0 учун Ц.1>=|Д{16 |а.1>|: z(l )£у(1 )}<Г| буладн
ган [a, bj да узлуксиз z(l) функция мавжуд. У холда Лебег 
интеграл hhhi ir абсолют узлуксизлик хоссаспга acocan Tj>0 соп- 
пи

p ( y , z )  = -  z{t)\dt < у  (5)
В

буладнган килиб таплаш хам мумкин.
Энди (4) ва (5)ларга acocan

р ( х .  z) < р (х ,  у )  + р ( у .  z ) < £

Демак, С1 [a, l)J фазонипг тулдирувчпеп L[а, l)J (|)азодап 
пборат.

7.8-масала. L ,,(0,1), 1<р<°° фазода x „ (t)= tín-t(m кетма-
кетлик фундамента л буладими?

Ечиш. Юцорпдагн 7.3-масалага acocan {xn ( I )} кетма- 
кеглнкнипг Lp(0 ,l)  да яцинлашишпнн курсатнш ки(|)оя. п—>°°да 
10,1] кесмада хи(1)—>0 куриниб турибди. Энди Ц,(0,1 )да 
хп(1)—>0, п—>°° булншннп курсатамиз.

«)нди
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le  [0,1 J на | l - l3n| < l  булгаиидап

i i
f|,3" - M ' d t  < \ tin”dt = ---- -----
o o 3np + \

Шупппг учун
1  
Pp(x„,  0 ) <

3 np +1

Д ем ак, {x„ ( t )} кетма-кетлик L,, (U, i ), ( l <p<°°) да фунда- 
мепталдир.

7.9-масала. (' [0 ,1J фазода 7.8-масаладаги кетма-кетлик 
фупдаментал буладимп ?

Ечиш. Ф а рая цплайлпк, м=2т булепн, яъни п > т  ва
i

t --j Зя. У холдаП
р (х п,хт) = maxir3" - t 6n + tbm - r 3m I >

> у »  _  ,3« + f6-i I  _  1  — 1 + 1  = з — 1 > 0
1 1 2 4 V2 2 4 V2

iieN  ва n=2 т .
Демак, {х„(1)} кетма-кетлик С[0,1] (|>азода фупдаментал 

эмае.

3. Мусгацил ечиш учун масалалар

1. Хар кандай тула метрик фазонинг ажримсиз нукталари 
еаиоксиз туплам эканлиги исботлансин.

2. Саноклп мивдордаги хамма жойда зич булган туликмас 
метрик фазонинг очик тупламлар кесимн хамма жойда знч 
эмаелигига мисоллар келтиринг.

3. С1 [а, !>] тула фазоми?
4. Сапокли мивдордаги хамма жойда зич булган тула мет

рик фазонинг очик тупламлар кеенмп хамма жойда зич туплам 
эканлпгнш i i к'ботлаиг.
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5. S сепарабел фазо буладими? Бунда S сопли кетма- 
кетликлар фазоюi.

G. S[a, Ь] сепарабел фазо буладими? Бунда, S[a, Ь] фазо 
[а, 1>] кесмада улчонлп булгап функднялар фазоснднр.

7. Хамма сопли кетма-кетликлар тупламида метрика

ч \ь ,-Ч ,\р (х ,у )  = sup-^—  ¡-г

формула билан аннцланган. Бу фазо сепарабел фазо буладп- 
ми?

8. С( - о о 5 о о )  сепарабел фазо б уладим и?
9. Лгар X метрик фазода пхтиёрпп кетма-кетлик (фунда

мента л кетма-кетликнн уз ичига олса, у х,олда X сепарабел <|>а- 
•зо эканлпгпнп исботланг.

10. С[0, 1| фазода xn(t)=tn-t4M, (neN ) кетма-кетлик фун- 
дамеитал буладими?



8-§. МЕТРИК ФАЗОДА КОМПАКТ ТУПААМЛАР 
ВА К.ИСКДРТИРИШ ОПЕРАТОРИ

1. Асосий тушунчалар

Х=(Х, р) метрик (|)азодагп К тупламиинг ихтпёрнй пле- 
ментлар кетма-кстлигадан лкинлашувчи кетма-кетликнп ажра- 
тиб олиш мумкин булса, у холда К туплам (К сХ ) нисбий 
компакт дейилади.

Агар К с (Х , р) ту и лам нисбий компакт булса ва ёшщ бул
са, у холда К туплам (Х ,р) метрик фазода компакт дейилади. 

Агар ихтиёрий £>() ва ихтпёрий х еК  учун (K<z(X, р)

р(х, у)<е

буладпган уеА мавжуд булса (А с(Х ,р) у холда бундан А туп
лам 1\С(Х, р) туплам учуй £ - тур дейилади.

Агар хар цандай е>0 учун ва К туплам учун чоклп £ тур 
мавжуд булса, у холда 1\С(Х, р) туплам батамом (тула) чега- 
ралапгап дейилади.

Компакт булгаи X метрик фазо компакт дейилади.
Агар К туплам (К с(Х , р ))  чегаралангаи булса, у холда 

х (1 )еК  «функция текис чегаралангаи дейилади, яъпн 1е [а, bj 
булгапда хамма х (1 )еК  учун (>() сон мавжуд булиб |x (t) |< C  
булса, у холда х(1) фупкциялар текис чегаралангаи дейилади.

Агар хар кандай £>0 ихтиёрий tj, [а, bj учун шундай 
8>0 мавжуд булиб

|l2-til <5

булганда x (t)eK cC [a ,fa] функциялар учун

|х( 1-2)-х(11 )1 <£

булса, у холда х(1) функциялар бир хил даражали узлуксиз 
функц! шла р деш 1лад 11 .
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Агар А оператор учуй ()<а<! сои мавжуд булиб (Л: X—>Х), 
Х=(Х, р)

р(Ах, А у)<ар(х, у), х, уеХ

булса, у х,олда А цнсцартириш оператори деиилади.
Агар Ах=х булса, у холда хеХ  нукта А операторнипг 

Кузкалмас нуктаси деиилади.

2. Асосий теоремалар

8.1-теорема. X чекли улчовли метрик фазодагп К туплам 
нисбий компакт булиши учун X фазода К туплам чегаралаиган 
булиши зарур ва кифоядир.

8.2-теорема. (Хауедорф). К туплам (К сХ ) нисбий ком
пакт булиши учун X нинг тула булиши зарур ва X нинг тула- 
лиги К нинг батамом чегаралаиган булиши учун ки(|)оя.

8.3-теорема. (Арцела) К сС [а, bj нисбий компакт булиши 
учун К пипг функциялар туплами текие чегаралаиган ва тек и о 
(бпр хил) даражада узлуксиз булниш зару[) ва кпфоя.

8.4-теорема. Кискартнрувчп А оператор (А: X—>Х) учун 
тула метрик X (разода биргина цузгалмас пукта мавжуд.

3. Масалалар ечиш

8.1-масала. Агар

К={(х, у ) е R2: х2+у2<1, х>0}

булса, у холда К туплам К2 да компакт буладнмп?
Ечиш. К туплам чоч'аралаиган. Шунииг учуй 8 .1 -теоремага 

асосан К нисбий компактдпр. Лекнн бу туплам ёпик эмас,
чупки 0 (0 , О) нукта У туплам учун лимит нукта булиб
0 ( 0 ,  0 )й К .

Демак, К компакт эмас.
8.2-масала. Агар

1<={(х, у )е  R2: |y|=ycosx, lyl < I }

булса, у холда К туплам 15- (разода компакт буладпмн?
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Ечиш. Агар у>0 булса, у холда cosx=I, х=2кл (k e Z ). Агар 
у<0 булса, у холда cosx=-1, х=(2к+1)л (к е Z ). Нихоят у=0 да 
Ы =ycosx тенглик хар ка и да ¡i хе R учун уринлп.

Шундай цилиб, К туплам

{(2кп,0<у<\)}О^0к+\)п, -1<>><0)}и^ k e Z

курим иш да гм мукталар тупламмдам иборат. Бу туплам ОХ ук 
бумлаб чегаралапмагаи, яъни 8.1-теорема шартм бажарилмай- 
ди.

Демак, К туплам компакт эмас.
8.3-масала. Агар

*  = * =  {£}, ¿ | í , | '  =  lj

булса, у холда К туплам фазода ниобий компакт буладими? 
Ечиш. /р фазода

{е„}, ел = (0 , 0,..., 1, О,...)

кетма-кетликнп курнб утаммз. Бу ерда

деб таплаймиз. У холда х,арЭНДИ 8 сонни 0< £< 2 ч 1 , 1

р(еп,ех) = 2 \  n ,se  N,n Ф s
l

, —+ —=1 
I Р Ч

кап дай Ое(х) да (х б /р) е„ куримишда биггадан нукта булади, 
яъпи берилган £>() учуй К нннг чекли е-турп мавягуд булман- 
ди.

Шунинг учун 8.2-теоремага асосан, К туплам нпсбпй ком
пакт була олмайди.

8.4-масала. Агар

А={(х, y )e R 2, х2+у2<1, х>()}

Булпб, В туплам [-1, [] коомадагп рациоиал сонлардан иборат 
булса, у х;олда К=АхВ туплам R3 фазода компакт буладими?

Ечиш. К туплам R3 да чегаралапгаи. Шунимг учун 8.1- 
теоремага acocan К ниобий компакт. Лекпн К туплам R;! да 
омнк. эмас. Буни цуйидагича курсатамиз.
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Фа раз кил аил ик, {гк} кетма-кетлик В тупламдан олингап
Гурацнонал соплар кетма-кетлиш булпб, к—>«= да у  _>

к 2
булсин. 

булга! ща

{5„}={(*к. Ук)}с:А

¿п~ (й111 ^ц), 11Ё N

кетма-кетликии олиб караилик. {Б,,} кетма-кетлик чегаралан-

ган булгани учун н^— да $ — > 5  буладиган 1  с 1  ман-
пк \ пк

жуд, бунда \к  ]н р
11 к \ 1

Л туплам ёпик. Шупппг учун яе Л. Лскин

Пгпг = - — £  В
п п 2

Демак, 1 кетма-кетлик К3 дагп ( 5  ] элемеитга
к

якиплашадн, чуики

К } г »  }■ * .к - \ ' гкУ

Шундай килиб •У,- элемент К=АхВ тупламга тегишлн

булмагапндан К компакт була олмаГгди.
8.5-масала.

К={х(1)еС[0,1], х (0 )=0 , |х(1,)—х(12 ) |< |||-1 21 ,
1|,12е  [0,1]}

туплам учун е=0 , 2  — тур тузинг.
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Ечиш. К тупламдаги х(1) функцияларнинг графиклари 
ОЛВ учбурчакка жойлаштприлган (шаклга каранг).

V

К

11—1г1 <0,2 шартга асосан [0,1] космами 5 тадан кам булмагам 
булакка булиш керак. Худдм шуидай АС ва ВС кесмаларпи 
Хам шунча булакка булиш керак, чум км

|х(1, ) - х ( 12) |< || |-У  <0 ,2

булиннш пукталардап координата укларига мараллел чизмклар 
утказамиз. Натижада, ОАВ учбурчакда чур хоспл киламиз.

Фараз цнлайлнк, С туплам турда мавжуд булишм мумкмм 
булган смммк чпзн^лар тумламм булпб, учларн турнинг тугун- 
ларида булсим. У холда ихтиёрмй х еК  учун

тах |х (Г )- у(!)\ < 0 ,2

буладмган у ( I) мавжуд (у (I) 6  С ), яъии и чум лам К туплам 
учун 0 ,2  турдан иборат.

8.6-масала. А оператор

Л = Е аЛ + ^» (к = \, 2„..,п)
7=1

темглик билаи анмцламган булмб В" ми В" га акеламтиради, 
яъни

А: В"->В"

Агар пхтпёрий к, ]=1, 2,..., п учун
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а,  . : 
kj

. 1
'ил/3

6ÿjica, у х,олда Л кнскартириш оператори буладлми?
Ечиш. Фа раз цилаилик, х( 1 > на х(2* пукталар R" фазо- 

ппнг ихтиёрий нувдалар булеин У холда,

р ( А х {' \ А х г-]) = ~ ^ í 2’) 2
V*=l

п (  п „ V

É  É  s * ' 0 -  É  а *,*/2)¿ = 1^7 = ! 7 = 1 У

= 1  I  * № ' - * ? !
к =1 у / = )

(О

Бу (1)даги ички йигиидига Коши — Буняковский гсигсиз- 
лигини куллаймиз.

п / « y

7=1 V>] У

Ä * (V 2))

Бу (2) га acocan (1) куйидагича

7=|

Г » "i2
i

V/=I У
I * ; .

p(Ax°\Ax í2>) <

/ i
п Í  n Л 2

I Y A / ? ( x (1), x (2)
*=1

у

_ V /

=  уО(х(1), х (2))
л/ ri

i z « (3)
V*=l 7=1 /

булади. Ихтиёрий k, j=l, 2, 3,..., и учуй масала шартига i<ÿpa,
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(4)

Энди (4 ) пи эътиборга олсак (3) дан

р ( А х т ,Ах(2)) < ~ р ( х 0), х {2))
л/3

Хошл булади. Бу эеа А кискартирнш операторн эканлигини 
курсатадн.

8.7-масала. А оператор х=(х], х2, хд, Х4, Х5 , Х(;, Х7 ) эле
мент учун

А х  у  , 2.х2 - у  х̂ , х ,̂ Ьх$, — , /  Ху )

тепглик билан алпщланган на А: В7—>В7
Бундай оператор циоцартириш операторн буладими?
Ечиш. Ф араз килайлик

2 |= 0= (0 , О, 0, 0, 0, 0, 0) на Х2=(1, 1, О, О, 1 ,0 , 1) 

булсин. У холда

Аг!=(0, 0, 0, 0, 0, 0, 0) на Аг2=(1, 2, 0, О, 5, 0, 7) 

булиб

п  ''-V  ~  ^р { г у, г 2) =  2, р(Аг , , Лг2) =  л/79
яъпи

р (А г ], Аг2)  = 4 1 9  > 2 =  г 2)

Демак, А цнсцартириш операторн булмайдп.

8 .8 -масала. Агар хе С л Л0, — элемент учун А оператор
2 ,

Ах(Г) = — 1х(з)8т(с083с/я

тенглнк билан аницланган булса, у холда А кискартнриш опе- 
ратори буладими?
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p ( A x t, Ax 2) = m^ax \  f[x,(s) -  x 2(s)]sin  t cos sds <

0
tr

< j  [cos s max |x ,(s )  -  x 2(i)|<is =  j /0 ( x , ,  x 2)
~  *  S

cos s max
50

Демак, А кпскартпршп опсраторидан пборат.
8.9-масала. Фараз килайлик, Л: X—>Х бунда X компакт

на

булсйп. У холда А операторпинг цузкалмас нуктаси мавжуд 
эканлиги иеботланснн.

Ечиш. Тескарндап фараз циламиз. Бундам холатда X фа-
зода

буладигап {х,,} ва {у,,} кетма-кетликлар топилади. X ком
пакт булганн учуп пк—>°°да xnk—НХ ва Упк- * У булади- 
ган мое равишда {хпк}, {хпк} С {х„}, {упк}, {упк} С {у,,} кет- 
ма-кетликлар мавжуд.

Бундай кетма-кетликлар учуп хам (Н) тепгсизлик сацла- 
падп. Энди пк —> °°да ((5)дап лимитга утиб

тепгеизлнкни хосил цнламиз, бунда А оператор ва р(х,у) 
лар узлуксизлпгн зътнборга олнндн. Охпргн (7) тенгсизлпк 
(5 )га  зиддият А оперторпинг кузгалмас нуцгаси мавжуд 
экаилигини курсатади.

8.10-масала. Фараз цилайлик, {Ап} бушмас тупламлар X 
метрик фазонинг

р(Ах, Ау)<р(х, у), х, убХ (5)

р(Ах, Ау)> р (х, у) ( 7 )
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А] 3  А2 3  Л;( D . . . 
компакт тупламлари булсин.

П а * 0
Я=1

экапли ги исботлаi i c n i  i .

Ечиш. Хар бир Ап тупламдап а„ нукта таплаймиз. 
{А,,} кетма-кетликлар кпскарпб борувчи булгаипдан

{а„}с А,
А] туплам компактдир. Шунииг учун {ап} кетма- 

кетлик якиплашувчп {а пк } Кисмий кетма-кетликни уз ичи
га олади.

nk —>°°да а - > а е  А|.

Энди иК Сонни ашщлаймиз. У холда

ва кетма-кетлик хам a элементга яцинлашгапи учун
яЕ А  , nk= J ,2 

пк

яънн a e f ) A „t = f ) An
к= 1 я = 1

Демак, [ ) А „ Ф 0
п=\

4. Муста1диА ечиш учун масалалар

1. С[а, Ь] фазодаги чогаралангаи алгобраик куп^адлар туп- 
лами ннсбий компакт эканлпгп псботланспи.

2. Агар К={(х, у )е  R2: ( 1—х2— |l -x 2| )2+у2=0} 6ÿ;ica, у хол- 
да К туплам R2 да компакт буладпмп?

3. A: m—>ш ва

Бу А киска ртнрит опеаратори буладпмп?
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K={x(t)eC[(), I]: x’( i)e C [0 , 1], lx’(t ) l<l}
4 .

туплам C[0, 1] фазода фа кат ихтиёрий х е К  учун

I J х ( t ) dt I < М
lo

буладиган M>ü сон мавжуд булгандагнна ниобии компакт 
бул ин in исботлаi inn i.

5. {sinat}, (a e A c R )  функциялар туплами С [О, IJ фазода 
фа кат А туплам R фазода чогараланган булгандагнна нисбпй 
компакт булнши исботлаисин.

(5. /,, (фазода бирлик шар ннсбий компакт эмаслигп исбог- 
лапсин.

7. Агар КсХ компакт булнб х(1)бХ булоа, у х,олда р(х,  
К)=р(х,  а)  буладиган а элемент ( аеК)  мавжуд эканлиги ис- 
ботлансии.

8. Агар К сХ  туплам компакт булса, у холда

sup р ( х , у )  = р (а .Ь )
Х,)'€ К

буладиган а, в эломоитлар (а, в€К)  мавжуд эканлиги иебот- 
лапсин.

Í). Чексиз улчовли фазода хар каидаи компакт туплам хеч 
цаерда зим эмаслигп исботлаисин.

Ю.Узининг хусусий к, и ом фазосига изометрик аколапувчи 
компакт мавжуд эмаслиги исботлаисин.
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К.'УШИМЧА
Ихтиёрий вектор фазоларда чизикди операторлар

1. Асосий тушунчалар

Агар хар бир aeV  векторга бир цийматли аиицлангаи 
в=ф (а ) вектор мое куйилса на куйидаги шартлар бажар(глса, 
V вектор фазода чизикли операторлар аницлаиган дейилади.

1- Ф(х+у)= ф(х) + ф(у), Vx, убУ
2 . ф(А.х) = Х ф (х), V x e V , V X eR

Агар Аф матрица уетунларининг элемеитлари, {е(, е2,...,е„} 
базнсдаги е ,=ф(е| ) ,  е; =ф(е2 ),..., е„=Ф(о„) базис вектор об-

разларининг координаталаридап тузилгаи булеа, у холда Аф 
матрица ф чизикли операторпинг {е|, е2,...е„ } базиедаги 
матрицаси дейилади.

Агар V фазода иккита {еь  е2,...е„ } ва {í|, f2,...f„ } 
базиелар берилган булыб, ф чизикли оиераторнинг бу базис- 
лардаги матрицалари Аф ва 13ф булеа, у хрлда бу матрицалар 
куйидаги формула билаи боглаиади.

Вф= С 1- Ар-С

Бу ерда, С -  {eh е2,...еп } базисдан {f], f2, . . .f„ } базис- 
га утувчн матрица. V (фазодагм иккита ф ва 'F  чизикли не- 
раторларпииг фН|/ йигиндмеи, ф-\|/ купайтмаеи ва a -ф а  со- 
нмнииг ф чизикли оиераторга купайтмаеи мое равшмда 
куйидаги теигликлар билам ифодаланади:

(ф+ ¥ ) ( х )=ф (х)+\|/(х);
(ф -\|/)(х)=ф (у(х));
(а-ф )(х)=а(ф (х)).
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Агар X сон мавжуд булиб, х нолмас вектор учун

ф(х)=Хх

шарт бажарнлса, х вектор V вектор фазодагн ф чнзнцлн оие- 
раторниш михсус векторн дейилади. А сон — х векторга мое 
келувчи махеуе сон дейпладп.

Энди чекеиз улчовли фазоларни царайлик. Фараз килай- 
лик, К фазо ихтиёрип чексиз улчовли Евклид фазоси булсин.

К чекеиз улчовли (|>азода базис тушунчаси цуйидагича ки- 
ритилади.

Таъриф: Агар И чексиз улчовли фазодаги

е,, е 2, .... вп, ... (1)

векторларнииг бирортаси х,ам шу тизимнинг чекли микдордаги 
боища вскторларининг чизицли ифодаси булмаса, у холда бун- 
дай (1) векторлар тизими чизицли богланмаган дейилади ва И 
дат  хар кандай чнзицли богланмагап векторлар тизими шу 
фазонипг базиси дейилади.

Энди бнрор чексиз улчовли фазонпнг (масалан 12 нннг) ба
зиси

е (1>, е<2)......е (п>, ... (2)

берилган булсин. Б у гизимдан олииган чекли микдордаги их-
тнёрий векторларнииг чизпклп

х = Л1е (п') + Л2е (п>) +.. .  + Лте м  (3)
(Хк -  сонлар, к=1, 2, ..., т )  

пфодалариинг тунламинн М деб белгилайлик. Бу М туи лам

е(”' \ е (Я2),...,е(й”) (4)

тизимнинг чпзицли кобиги дейилади.
М чизикли цобикнинг ёпики Ь туилам (2) тизимнинг век- 

горларн хосил кнлган (фазонипг (масалан, /у нинг) кием фазо- 
сп дейилади. Демак, Ь туилам га (3) к^ринишдаги векторлар 
ва бундай векторлар кетма-к<“гликлариннпг лпмитлари киради.

Таъриф: Агар (2) тнзим базисдан булиб ихтиёрий иккита 
Хар хил векторларнииг скаляр куиантмаеи
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(е(,и ы ) = 0 ,  ]  (5)

булса, у х,олда (2) ортогонал базис дейилади ва

булса ортонормал базис дейилади.
Ортогоиал тнзнм учун куйндаш хоссаларнп келтмрамиз.
1-теорема. I. кием фазо куйидагм ихтиёрий векчорлар тн- 

311МИ
у (,), у <2), . . . , у (т\... (6)

дан хоспл кплипган булиб, 2 вектор ( ге1 2) (б) дагм векторлар- 
пинг хар бири билап ортогонал булгап булса, у холда г вектор 
Ь дат  ихтиёрий х векторга хам ортогонал булади.

2-теорема, /¿даги х вектор Ь фазода ётиши учун уиннг

курннишда нфодаланиши зарур ва кпфояднр. Бунда

векторлар Ь кием фазонинг ортомормал базиендан нборат ва

1-масала. Х=(Х|, х2, хз) векторнн

Ф (х) = (4х1-3х2+2х;5, Х1+Х2, ЗХ |-Х 3 )

формула бнлан алмапгтнрнш чпзиклн оператор булпшпнп пс- 
ботланг ва

<„=(*> У"0), т  = 1,2,3,...

2. Масалалар ечиш

А, -  (3 ,2 ,3)
■ Ь2 = ( - 4 - 3 - 5 )  

¿з=  (5,1-1)
баяиеда пгу операторннпг матрицаеннн топппг.
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Ечиш. Чизицлилик шартларини текширайлик.
а. ф (х + у )= (4 х |-3 х 2 + 2 х .{+ 4 у ]-3 у 2 + 2 у з , Х1+Х2+У1+У2 ,

Зх i -хд+Зу i—уз )=( 4х i+4у i -3х2-3уг+2хз+2уз,
X ]+У1+Х2+У2 , Зх i+ 3 у ,- х з - у з  ) =ф ( X )+ф ( у )

I). ф(Х-х)=(À4x|—Я.3х2+А.2хз, À.X1+ÀX2 , ХЗх[—Ххд) =Хф(х )

ф опсраторнинг («i, (‘2 , <'з) базисдаги Аф матрицами цуйпдагп 
курппишга эга

(4 -3  2
1 1 О

(з о - U
<р

ф оиераториинг (Ь|, 1>2, Ьз} базисдаги матрицасини

В^нЯ-Дф-С

<|)омула билап аншушнмпз, бу ерда,

Í3 - 4  5 

2 - 5  1

\

( I )

С -
i3 - 3  -1

J

(’ матрицага тескари матрицами апиклаб куйидатга эга 
булампз.

-8  29 -1 fl

С 4 -

У холда

В  =
<р

-8  29 -11
-5 18 -7  
1 -3  1

4 -3  2' 
1 1 О
3 0 - 1

-5  18 -7  
1 -3  1

3 - 4  5
2 - 4  1
3 -5  -1

f  -17 10 -122л 
-12 8 79

, 3  -3  13,

2-масала.

А  =
<Р

1 3
-2 -1
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матрица ф операторнинг

К  = ( - ы )  
I «2 = 0 ,2 )

бал меда гм матрица«!,
2 1

У<Р 1-1 3 

матрица эса \|/ операторнинг

Г6, = ( 1 , - 1 )
1 Ъ2 = (1 ,2 )

базисдаги матрицаси булсин.
ф-\|/ чмзицлн операторнинг {е|, е2} базисдаги матрицаси 

тониленп.
Ечиш. С| на С2 матрицалар {о|, е2} базисдаи мое равишда 

(а Ь а2} ва {1>1, Ь2} базисларга утувчи матрнцалардир. С( на С2 
матрицаларга тескари матрицалар кунндагича булади.

С :
г- \  1

С :
1 о

■1 2

Бу ордам С] ва С2 ларни аницлаш мум км м.

С , =
( _ 2  I  

3 3
1  1

V 3 3 )

(1  о л
1  1
2 2

Ф в*1 V операторларнииг {о|, е2} базисдаги матрицаларнни
Еф ва Е¥ деб белгнланмиз. У х,олда юкоридагм ( I ) формула га 
асосан

' 1  - 1 Л 
3 3Ер = с ; ' - А ^ с , =
1  - 1  
.3 3
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Булардап

*г С2 =

XI 33^
6 6
41 1

V 6

(N

I Í 5 14
2 - 3  5

1Í31 -33  

6 41 -1

3-масала. 1̂ уйида матрица куринишда бсрнлган ф чпзнцли 
онераторнинг махсус вектор! i ita махсус сошнш томинг,

А  =
<р

\

з 1 1л
2 1 1

- 2  0 1/

М П З .
Ечиш. Характеристик тенглама оркали махсус сопни топа-

3 -Л  1 1
2 1 -Л  1

- 2  О 1-Л
= О

Xя -  6Х2 + 1IX -  X = о 

Бу тенглама цупидаги илдпзларга :>га 

Х |=], X¿=2, X¡}=3 

\а р  бнр махсус сон учун тенгламалар тнзпмн тузнладн. 

Г2 х х + х 2 + х 3 = О

2 .

-  2 х , = О 

*, + х 2 + х 3 = 0  

2х , + х 3 = 0
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2  |  х 2 + х 3 = О

| 2 х х -  х 2 + х 3 -  О

Бу тизимларни ечиб, уларнинг умумий ечимини хосил 
киламиз.

х=а(0, - 1 , 1) ,  у=|3(1,1, -2), г=7 ( - 1 , -1, 1)
(а ,  р , т * 0 ,  а ,  р, у е Н )

х, у, /. векторлар берилгаи чпзикли оиераториинг махсус 
векторларндир.

4-масала. 12 д а т  х  вектор Ь фазода ётиш шартп пимадан 
пборат?

Ечиш. Ортонормал базис сифатида куйидашнн оламиз

{У,т>} = { е 2т} , т = 1 ,  2 , 3 ...........

у (,)=е2=(0, 1 , О, О, О, О,...), 
у <2)=е4=(0, 0, 0, 1 , О, О,...),

Бундам базисдан хосил булгаи Ь Ц1 к' \1 фазо 

х  = ' ^ а2те2т = ( ^ а 2 , 0 , а 4,...)
т=1

курипшидаги векторлардаи иборат, яъни бу векторларнинг ток 
рацамли коордииа галари нолга тенг булиб,

<1 т=(х, у (т))=(х, е2п1)= а2т

Энди х е Ь  векторлар учун (хе12)

{х,х)2 = ¿ 4 , ,
/77=1

Агар хв1 2 вектор Б да ётмас, у холда а2т̂  ларнинг бирорта- 
си албатта, полдан фаркли булиб

{х, х)2 = £  а\т + £  «2/77-1 > X  а гт = £
т= 1 /77=1 /77=1 /77=1

буладн.
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Д е м а к , x e l¡  д а т  х  в е к то р  L кием  ф а зо д а  ёти ш и  учуп

(*.*)■- Z 1*.
2 
/и

т=1
булиши шартдир

5-масала. x-(x¡, х 2,- ., х,„ вектор учун Ах=у оператор
цуиидагн тенгламалар тизнмини ифодалаеин

у 1=а,,х,+а12х2+ - + а 1пх„+... 
У2=а21Х1+а22Х2+— +а2пх„+...

y „ = a klX i+ak2X2+.. .  + а ппхп+...

Бунда

¿ а „ л <00’ п =  1 ,2 ,... 
* =  1

капдай шарт бажарплганда

/ =  1,2,...
i=i

цаторлар яцинлашувчн буладн.
Ечиш. Масала шартига кура

4=1

А узгармас сон. Энди

£ 4 < с  п = 1 ,2,...
к=1

(*)

деб фа раз к, и л сак, у холда Коши-Буняковский тенгсизлигига 
acocan

1
2 I оо I 2

Z k * x*I -  j Z j  Z ^ С 1 А ~2 = (С А )
¿=i U=i J U=i
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Демак, агар (*) тизимнинг коэффициентларидан тузил ran

2 X , Î > L , . .
к=1 к=\

каторлар яцинлашувчи булса, у холда

< оо n = 1, 2,...Е к л
к =1

каторлар яциилашувчи булади, шу билаи бирга

У=(У1.Уъ.... Ун,...)

Íy,J <К, п=1, 2,...
учуй

тенгаьзлик бажарилади ва у  вектор т фазонипг векторидан 
иборат, ует .

3. Мустак,ил ечиш учун масалалар

1. X=(x|, Х2 , хз) векторни

Ф( X )= (  З х i —х 2+ 2 х з , х )+ х 2- х з ,  2 х ]+ х 2- З х 2 )

(формула билаи алмаштириш чпзикли оператор эканлигиии ис- 
ботлаиг ва

К  = ( 1 ,2 -3 )

Ъ2 = ( - 1,0,1)
. Ъъ = (0,2,3)

базиеда шу операторнипг матрицаспии топпиг.

2- А =
1 3 
1 1

матрица ф оиераториппг а, = (-3,1)
базис-

«2 = 0,1)

даги матрица«!, В —
- 3  1 

2 1
матрица эса Ц! операторпииг

6, = (3 ,-2 )
базпсдаги матрицаси булспп. vjí-ф чизикли опера-

¿2 = (U )
торппнг {сi, ('2 } базпсдаги матрицаси топилспн.

104



3. Матрица курииишда бсрилган чизикли операторнинг 
махсус вектори ва махсус сонимн топинг.

/ 1 1 3 ^

i i
U - 2

4. Ортогонал базисни

{У(т>} 4 е ы - , }  т = 1 ,  2 , 3 , . . .
¥

деб таила ганда l-¿ даги х вектор L кием фазода ётадими?
5. Ах=у {хе12) оператор чекспз улчовлн (фазода берилиб

Л = Х а « Л ’ n = 1, 2,...
*=i __

тепгламалар тпзнмйпп ифодалаепп на бунда

х=(хи Х2,..., хп ,...) У=(У1, У2,-< Уп <■■■)

булса, куиидагилар аншуюиснн:
1) Бу онераторнинг чизикли зкаплиги текширилеин.
2) X ва у  векторлар s хам да фазоларпнпг элементлари 

бу.ча оладимн?

Мустакил ечиш учун берилган масалаларнинг 
жавоблари ва курсатмалари

1-§-
2. Х>а, мумкин.
4. Континуум.
5. Континуум.
8. Континуум

2 - § .
I. А туплам ёник ва ихтнёрнн б>0 учун |д( G/A)<ô булади- 

гаи G оч и к туилам (С зА ) мавжуд.
Энди

X ( A ) a X ( G )  = X ( U a t ,ß t )) = y X ( a , , ß , )
к к

.жаплиги курпниб турибди.
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Шунинг учун

JUA = / iX{A)<'£iM(X(ak,ßt )) =

= Z  sup - inf x (0  = Z  ) ) =
к V < ' У k

И-

A
<

к a k G  G \A

Ихтиёрмй e>0 учун ô=5(e) connu

t < £
•  G \ A

буладигаи килнб танлаимиз.
n

•t A  — гл A s ^2. л  i l  ^  деб олаилпк, y хрлда

/7

/¿4 =  1 -  / / ( C 4 )  = 1 -  u  G4* I >

(t=l *=1

3. Фараз циланлпк, [0, I] кссманинг ха мм я кием тунлам- 
лар туплами А булс.ии, М f, эса Кантор туплами булган Р пинг 
кием тунламлар туплами булсин. ц(Р)=0 булгани учун ВеМр 
туплам улчовлидир. ni(p)=c булгапидан

ni(Mp)>2c

Ленин MpdA шунинг учуп

m(A)>m(Mp)>2':>c

4. Жавоб: —
6

5. Жавоб: 0,5
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3-§.
1. Ха, булади.
2. Ха, булади.
3. Ха, булади.

4. Ха, булади. Маеалан, х(/) = sign{ t — 1)

0. Буиииг учун 3.5-тсоремадан фойдалаиииг.

4 - § -

1. Жавооп:
ОС 1

У -
ТАк\

3. Риман буйича интегралланувчи, Лебег буйича интеграл- 
лаиувчи эмас.

4. Жавоби:
о° 1

- У   ____
Го (2 к + I)2

5. Ха, уринли.
(5. Йуц, уринли эмас.
7. Йук, тасдиклаш мумкин эмас.
8. Жавоби: 0

5-§-
2. Метрика шартлари бажариладн.
7. Метрика шартлари бажарилади.
8. Ха, мавжуд.
9. Фараз цилайлик, х  = |^ " |  булнб бунда

1

&

булсин. У холда и—>°° да

| п р, / < п\ 

0, 1 > п

_ I
р ,Л х п’ 0 ) = п р - > 0 ; 
р , ( х п, в )  = 1, п е Ы
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10'• Ф араз килайлпк, = \ ^  \  булиб бунда

. 1 ,
■» i ^ n ;

п
О, i > п

булсин. У холда и—><» да

Ры (Хп i @) = я  2 —> 0;

PiM»’0) = 1 ’  « e v V
Фараз килайлпк,

x„(l)=t", „=1, 2,...

У Xoл да il—>°о да

Р,.г( ^ д ) = ( п Р + \ у  -»о.

•Пекин х„( I ) >Х() ( t ), il—>оо булиб, бунда

Г О ,  0  <  /  <  1
t  =

Х 0 ( 0  =

11 Ха булади. Чупкн

| / ( * i ) ~ / ( * 2)| =  jlirn ь,!1’ -  lim ^ 2)| < 

£ ' } - £ 2)\ = Р т( х „ х 2).

12. Ха булади. Чупкн

(  ОС \  2

X  к2 Р ( х 1>хг)
\  к=i J

13. Жавоби: р(х. у )= 15,5
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6 -§ .

1. Й ук , б ^л м аи д и . Б ун и н г учун м асал ан

х*=\ п  = 1, 2,...
U ' J/=i

кетма-кетликни куриб утинг.
2. Йук булмайдн.
3. Йук, булмайдн. Масалан,

Х„ = Щ " , и =  1 ,2 ,...п

кетма-кетликни олиб карат кифоя.
4. Пук, булмайдн. Бунинг учун хсч цандап атроф мавжуд 

эмаслигинп курсатинг. Масалан, А тупламнпмг иукталаридан 
тузилган 9 пукта царалсин.

5. Йук, булмайдн. Масалан, х()=(1, -1, 0,...) нукта А туп- 
ламда ётадн, лекин А туплам нукталаршш уз ичига олувчи Xq 
пуктанинг хсч кандай атрофлари мавжуд омас.

3. И ук, бу'лмайди. Бунинг учун {х„}еА

кетма-кегликии куриб утиш кифоя.
4. Йук булмайдн. Бунинг учун 

Xll(l)= (l+ l)n, не N
кетм а - кетл 11 кда 11 фойдала ниш мумш i и .

5. Аввало, (1[а, hj фазода даражаси и дай ошмайдиган 
купх,адлар туплам и ёшщ эканлиги курсатилсин, сунгра нхтиё- 
рий В(х(), г) туплам хсч б5?лмаганда битта функцияни уз ичига

I олиши ва бу функция даражаси п дан ошмайдиган куих.ад
эмаслиги курсатилсин.

7-§-
I. Х={хк} булспи. Xk^Bly^, rkJ буладнган на к—>°°да —>0 

( буладнган {В[ук, rkJ} ёнпк шарлар кстма-кетлигини тузннг
хамда X фазоиннг тулалигпдан фойдалаиипг.

109



2. (2 тупламда К фазонинг мсгрикасини киритинг ва
Рц={гЬ г2,-"> гкЬ гкб(^, 

ёинк тупламларшшг тулдирувчиси булгаи очик тупламлар ти- 
зимини куриб утинг.

3. Ха, тула фазо булади.
4. Х>ар кап дай е>0, хеХ  учуй

В[х!, г1] с О Е(х )п О ь Г]<I

буладнгап В[х],п] ёиик шар мавжуд.
Худди шупдай

В 1х2, г2]сВ [х ь г ^ п 0 2, г2< 1

буладнгап В[х2, г2! мавжуд ва х«казо.
Них,оят ихтиёрий уб()Е(х) учун

оо
у е  п( В[ хк,гк] п в к)

к — \

муносабатни хосил килами:!.
5. Ха, булади.
(5. Х,а, булади.
7. Йук, булмайди. Бунп куппдагича изохлаймпз.
Фараз килайлик,

А={х: х={^}, £¡=0 ёки £¡=1, i=N}

У х<>лда
ш(А)=с, р (х ,у )= 1 , (х,уеА), х*у 

2
8. Йук, булмайди. Були куйидагича курсатиш м ум кип.
Х,ар бпр

{^}, «;к|1 ‘=14

к <ггм а - кетл п к ка кунндаги узлуксиз фупкцияни мог: келтирамиз

О, ¡е[п ,п  + 1], 4  = °
х(/) = чизикди функция, (п, п + ¿), (п + -5 , п + 1) да, £ „ = 1  

О, 1 < 1
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x (n + — ) = l, x(ll)=x(ll+I )=()
2

Бундай x ( l)  функциялар тупламипи Л деб белгилайлнк. У 
Х .О Л Д Э  т (А )= с  па р(х, у)=2, х, уеА , х*у бупади.

8 -§ .
2. Ха, булади.
3. Ха, булади.
5. Ушбу

|sin a t ] -  sin cut2 ! = 2 cos a -^ -^ s in  a - ~

< |<зг||г, -  t2\ < \a\S < e
тенгеизлпкдан фойдапанииг.

9. Фараз км лай лик, К компакт (К сХ ) туплам булсин. X 
фазода ихтиёрий В(хо,г) очпк шарнм олайлнк ва

K nB [x0, г |* 0

булсин. В(хо, г) шар учун

В(х0, г)<2КпВ[хо, г] 

муносабат курпииб тури бди, яъни

yg KnB [х(), rj

буладнган уб В(хо, г) очпк шар мавжуд. У холда К п В |х (), г] 
'l’ÿiuiaM учун

O£(y)<ZKnB[x0, г]

буладнган О е ( х )  атроф мавжуд.
Энди

0 , ( у ) с  В(х0, г)

буладнган е>() сонни танлаш кифоя.
10. Фараз цнлайлик,

А: Х ->Х ,сХ , Х/Х,*0 . 

буладнган изометрик А акслантириш мавжуд булсин.
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р(Лх, Ау)=р(х, у)

булгапидан А узлуксиз акслантирншдан иборат.
Демак,

А(X )=Хi

компактдпр. X/X|?tO бучгаиндан шундай х0 (х0е Х ) мавжуд бу- 
либ, Х0г х ,  ва

р(х„, Ах0)>е ( I)

буладигап е>0 сон мавжуд. Бу жараённи санокли марта так- 
рорлаб

р{л"х„ A ~ ' x0)= р (а - ' х А’*"-'х,)=

= р(х0, Арх0) > £ ,  xlt = A"x0

буладигап {х,,} кетма-кетликни хосил киламиз. X компакт бул- 
гапидан П|<—>°° да

буладигап

kl
цнсмий кстма-кетлик мавжуд ва

КМ*«}
булади. У холда пк, ns—>°° да

Р ( Хпк>Хп, ) ^ > 0  

лекин iik^iig булганда ( 1 ) га acocan

P(x»t >xn,) = р {Ап'хо,Ап‘хо) > £

Б у зиддйятднр.
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