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M a z k u r  d a r s l i k m n g  ik k i n c h i  n a s h r i  c h i q q a n i g a  h a m  10 y il  
b o 'ld i .  B u  v a q t  o r a l i g 'i d a  R e s p u b l i k a m i z  h a y o t i d a ,  a y n iq s a  
o q i s h — o 'q i t i s h  s o h a s id a  t u b  o 'z g a n s h l a r  s o d i r  b o 'ld i .  S h u la r d a n

_________p n g  m i i h i m l a r i  o l i v  t a ' l i m n in q  i k k i b o s q i c h l i  t i z im g a  o t i s h i d i r .
B u  e s a  o 'z  n a v b a t i d a  o 'q i t i l a d ig a n  p r e d m e t l a r n i n g  d a s t u r l a n ñ i  
q a y ta  k o 'r i b  c h i q i s h n i  t a q o z o  q i la d i

B o s h q a  p r e d m e t l a r  s i n g a r i  m a t e m a t i k  a n a l i z  k u r s in i  h a m  
q a y ta  " ta f t i s h "  q i l i s h  z a r u r a t i  p a y d o  b o 'ld i .  I k k i n c h i  to m o n d a n ,  
o 'q i t i s h  m e t o d i k a s i d a g i  z a m o n a v iy  y a n g i  t e x n o l o g iy a l a r  — 
o ’q i t i s h n i n g  i n t e n s i v  u s u l l a r i  h a m  b u  m a s a l a m  d o lz a r b  q i l ib  
q o 'y d i .

S h u  s a b a b l a r g a  k o 'r a  m u a l l i f l a r  o ld i n g i  " M a te m a t ik  a n a l iz "  
d a r s l ig i  z a m i n i d a  " M a tp m a t ik  a n a l i z  a s o s la r i "  b a k a l a v r l a r  u c h u n  
b i r  m u n c h a  i x c h a m  d a r s l ik  y a r a t i s h n i  o 'z  o l d i l a r ig a  v a z if a  q i l ib  
q o 'y d i l a r .

D a r s l i k d a  t o 'p l a m l a r  n a z a r i y a s i n in g  e l e m e n t l a r i ,  h a q iq i y  
s o n l a r  n a z a r i y a s i n i n g  e le m e n t l a r i ,  f u n k s iy a  t u s h u n c h a s i ,  b i r  
o 'z g a r u v c h i l i  f u n k s iy a  ( s h u  j u m l a d a n  k e t m a  — k e t l ik )  v a  u n i n g  
l im i t i ,  u z lu k s iz l ig i ,  b u n d a y  f u n k s iy a l a r n in g  x o s s a l n  b a ta f s i l
b a y o n  q i l i n g a n .  S h u n in g d e k ,  b i r  o 'z g a r u v c h i l i  f u n k s iy a l a r n in g  
d i f f e r e n s i a l  v a  i n t e g r a l  h i s o b la r i  h a m d a  s h u  h i s o b la r n i n g  b a ’zi 
t a d b i q l a r i  k e l t i r i l g a n .  A n ’a n a g a  k o 'r a  m a z k u r  d a r s l i k n i n g  b i r i n c h i  
t o m i  s o n l i  q a t o r l a r  m a v z u s i  b i l a n  y a k u n l a n a d i .

S h u n i  a y t i s h  k e r a k k i ,  d a s r l i k  m a v j u d  d a s t u r  a s o s id a
y o z i lg a n .  H a r  b i r  b o b  o x i r id a  h a m  n a z a r iy ,  h a m  a m a l iy  
a h a m í y a t g a  e g a  b o 'l g a n  m a s h q l a r  k e l t i r i l g a n .  D a r s l ik n i
o 'z l a s h t i r i s h  d a v o m i d a  k i t o b x o n  s h u  m a s h q l a m i  h a m  y e c h a  
b o r i s h i  lo z im . K i to b d a  m a t e m a t i k  b e lg i l a r d a n  k e n g  f o y d a l a n i s h  
b i l a n  b i r  q a t o r d a  t a s d i q l a r  i s b o t i n in g  b o s h l a n g a n l i g i  " -4 "  b e lg i ,  
t u g a g a n l i g i  e s a  b e l g i  o r q a l i  i f o d a la n g a n .

K ito b  q o 'l y o z m a s in i  s i n c h ik l a b  o 'q ib ,  u n i  i lm iy  v a  m e t o d ik  
j i h a t d a n  y a x s h i l a n i s h i g a  o 'z  h i s s a la r in i  q o 's h g a n l a r i  u c h u n  
p r o f e s s o r l a r  S h .A lim o v , R. G 'a n i x o 'j a y e v  v a  d o t s e n t  
B .S h o im q u lo v l a r g a  m u a l l i f l a r  t a s h a k k u r  iz h o r  q i l a d i l a r .  
S h u n i n g d e k ,  d a r s l i k n i  n a s h r g a  t a y y o r l a s h d a  q a t n a s h g a n  
A .E s h q o b i lo v ,  J .X u r r a m o v a ,  A .X u s a n b o y e v  v a  N .U s m o n o v a la r g a  
i n n a t d o r c h i l i k  b i l d i r a d i l a r .

M u a l l i f la r .



TO ’PLAM HAQIDA TU SH U N C H A

U s h b u  b o b d a  m a te m a t ik a  f a n m in g  b a r c h a  ta r m o q l a r id a  
k e n g  q o 'l l a n i l a d i g a n  to 'p l a m  tu s h u n c h a s i  h a q id a  b a 'z i  
m a 'l u m o t l a r  b e r i l a d i .

I —§. To 'p lam . To 'p lam lar ustida am allar

1°. To 'p lam  tushunchasi. T o ’p la m  t u s h u n c h a s i  
m a t e m a t i k a n i n g  b o s h l a n g 'i c h  t u s h u n c h a l a r i d a n  b i r i  b o 'l ib ,  u  
m i s o l l a r  y o r d a m i d a  tu s h u n t i r i l a d i .  M a s a la n ,  s h k a f d a g i  k i to b la r ,  
b a r c h a  t o 'g 'r i  k a s r l a r ,  q u y o s h  s i s t e m a s i d a g i  s a y y o r a la r ,  b e r i l g a n  
n u q t a d a n  o ' t u v c h i  t o ’g 'r i  c h iz i q la r  t o ’p la m i  h a q i d a  g a p i r i s h  
m u m k in .  T o 'p l a m n i  t a s h k i i  e t g a n  n a r s a l a r  ( p r e d m e t la r )  u n in g  
e l e m e n t l a r i  d e b  a t a l a d i .

O d a td a ,  t o 'p l a m l a r  b o s h  h a r f la r  b i la n ,  u n i n g  e l e m e n t l a r i  e s a  
k i c h i k  h a r f l a r  b i l a n  b e lg i l a n a d i .  M a s a la n ,  ¿ , B , C .... l a r n i  t o 'p l a m ,  
a ,6:c,... j a r n i e s a  t o 'p l a m  e le m e n t i  d e y i s h  m u m k in .

A g a r  A  t o 'p l a m n i n g  e l e m e n t i  a  b o 'l s a ,  a e A  y o k i  A ^ a  k a b i  
y o z i l a d i  v a  " a  e l e m e n t  A  t o 'p l a m g a  te g i s h l i "  d e b  o 'q i l a d i .  A k s  
h o l d a  a e A  y o k i  a t  A  d e b  y o z i l a d i  v a  " a  e l e m e n t  A  t o 'p l a m g a  

t e g i s h l i  e m a s "  d e b  o ’q i la d i .  M a s a la n ,  A  =  {2,4,6,8,10} b o 'l s a ,  6 e a ,  

A  b o 'la d i .
C h e k l i  s o n d a g i  e l e m e n t l a r d a n  t a s h k i i  t o p g a n  to 'p l a m  c h e k l i  

t o 'p l a m  d e b  a t a l a d i .  M a s a la n ,  y u q o r i d a  k e l t i r i l g a n  t o 'p l a m l a r d a n  
s h k a f d a g i  k i t o b l a r  c h e k l i  t o 'p l a m n i  t a s h k i i  e ta d i .

M a t e m a t i k a d a  k o 'p i n c h a  c h e k l i  b o 'l m a g a n  to 'p l a m l a r n i  — 
c h e k s i z  t o 'p l a m l a r n i  q a r a s h g a  t o 'g ’r i  k e la d i .  M a s a la n ,  b a r c h a  
to 'g 'r i  k a s r la r ,  b a r c h a  n a t u r a l  s o n la r ,  b e r i l g a n  n u g t a d a n  o 't u v c h i  
b a r c h a  t o 'g 'r i  c h i z i q l a r  to 'p l a m i  c h e k s i z  t o ’p l a m la r g a  m is o l  b o 'l a  
o la d i .  B a r c h a  n a t u r a l  s o n l a r d a n  ib o r a t  t o 'p l a m  N h a r f i  b i l a n  
b e lg i l a n a d i  v a  N  = { 1 , 2 , 3 , y o k i  ,v = {«:« = 1,2,3,...} k a b i  y o z la d i .  
Y a n a  b i r  m is o l  s i f a t i d a  B  =  { x : x 2 - 5 x + 6  =  0 } t o 'p l a m n i  k e l t i r a y l ik .  B u  
t o 'p l a m  jr4 — 5jc + 6 = 0 t e n g l a m a  i l d iz l a r i d a n  t a s h k i i  t o p g a n .

Y u q o r id a  b iz  t o 'p l a m  u n i n g  b a r c h a  e l e m e n t l a r i  u c h u n  
x a r a k t e r l i  b o ' l g a n  x u s u s iy a tn i ,  q o id a n i  k e l t i r i s h  b i l a n  b e r i l i s h in i ,  
s h u n i n g d e k ,  u n i n g  b a r c h a  e l e m e n t l a r i n i  b e v o s i t a  k o 'r s a t i s h  b i l a n



b e r i l i s h in i  k o ’r d ik .  A v r im  v a q t l a i d a  t o p l a m  q a n d a y  x a r a k t e r l i  
x u s u s i y a t g a  e g a  b o  lg a n  e l e m e n t l a r d a n  ta s h k i l  t o p g a n l ig i  m a ’lu m  
b o l s a  h a m , b u n d a y  x u s u s iy a t l i  e l e m e n t l a r  m a v ju d  b o 'lm a s l i g i  
m u m k ín .  M a s a l a n ,  A to  p l a m  m + \= n  t e n g l a m a n i n g  ( n e  V. m e . v ,  
n <rn) n a t u r a l  s o n l a r  t o 'p l a m i d a g i  í l d i z l a n d a n  t a s h k i l  t o p g a n  
d e y i l s a ,  b u — t o 'p l a m n i n g  b i t t a  h a m  e l e m e n t i  y n V jlig j m a 'l u m  
bo lcT d i. B u n g a  s a b a b ,  b e r i í g a n  t e n g l a m a n i n g  n a t u r a l  s o n l a r  
t o p l a m i d a  i l d iz g a  e g a  e m a s l ig id i r .  B u n d a n  k o 'r i n a d i k i ,  
e l e m e n t g a  e g a  b o l m a g a n  t o p l a m l a m i  h a m  k o r i s h g a  t o ’g r i  
k e la d i .

B i t ta  h a m  e l e m o n tg a  e g a  b o  lm a g a n  t o  p la m  b o s h  t o  p la m  
d e y i l a d i  v a  0  k a b i  b e lg i l a n a d L ___________________________

S h u n i  t a k i d l a s h  lo z im k i ,  t o  p la m n i  a n i q l a s h d a  u n í  t a s h k i l  
e t g a n  e l e m e n t l a r  o r a s id a  a y n a n  b i r  — b i r i g a  t e n g  b o l g a n  
e l e m e n t l a r  t o 'p l a m n i n g  e l e m e n t i  s i f a t i d a  f a g a t  b i r  m a r t a g i n a  
o l in a d í .  M a s a l a n ,  r t o p l a m  x1-$x+ 2  = 0 t e n g l a m a n i n g  
i l d i z l a r i d a n  ib o r a t  b o  ls in .  B u  t e n g l a m a n i n g  i ld iz la r i  
x, = ],x2 = l ,x , = -2  b o 'l ib ,  u l a r d a n  t u z i lg a n  b  t o  p la m  d e g a n d a  b iz  
1 v a  —2 e l e m e n t l a r d a n  tu z i l g a n  £  = {1- 2} to  p l a m n i  tu s h u n a m i z .

K o 'p i n c h a  to 'p l a m l a r ,  u l a r  c h e k l i  y o k i  c h e k s i z  b o 'l i s h i d a n  
q a t  iy  n a z a r ,  s im v o l ik  r a v i s h d a  t e k i s l i k d a  b i r o r  s h a k l ,  m a s a la n ,  
d o i r a c h a l a r  b i l a n  ta s v i r l a n a d i .  B u  e s a  t o 'p l a m l a r  u s t i d a  b a j a r i l g a n  
a m a l l a r n i  t a s a w u r  q i l i s h d a ,  u l a r  o r a s id a g i  m u n o s a b a t l a r n i  
o  r g a n i s h d a  a n c h a  g u la y l ik  t u g 'd i r a d i .  (1 — c h iz m a  ).

A g a r  b  t o 'p l a m n i n g  h a r  b i r  e l e m e n t i  A  t o 'p l a m n i n g  h a m  
e l e m e n t i  b o  Isa , B t o  p l a m  A t o 'p l a m n i n g  q is m i  y o k i  q is m iy  
t °  p la m i  ( t o p l a m  o s ti)  d e b  a t a l a d i  v a  B c z A  k a b i  b e l g i l a n a d i  (2 — 

c h iz m a ) .  M a s a l a n ,  B = {24.6.8}. a ={ 1 ,2 ,3 ,4 ,5 ,6 ,7 ,8 } b o 'l s in .  B u n d a  
B e  A  e k a n l i g i n i  k o 'r i s h  q iy in  e m a s .

B o 's h  t o 'p l a m  0  h a r  q a n d a y  A  t o 'p l a m n i n g  q is m i  (q i s m iy  
to 'p l a m i )  d e b  h i s o b la n a d i .  B iro r  a  t o 'p l a m  b e r i l g a n  b o l s í n .  B u  
t o 'p l a m n i n g  b a r c h a  q is m iy  t o 'p l a m l a r i d a n  ib o r a t  to  p l a m n i  F{A) 
k a b i  b e l g i l a y m iz .  R a v s h a n k i ,

& e  F(A ) , A e  F .



1 - c h iz m a . 2 - c h i z m a .

F(.4) t o 'p l a m  e l e m e n t l a r i n i n g  o 'z i
M a s a la n , »  =  {1 ,2 .3}

to 'p la m d i r .
to 'p l a m u c h u n

F(^)={{1},{2},{1,2},0}},
F (S )= {  { 1 } ,{ 2 } , {3} ,{  1 ,2} ,{  1 ,3 } ,{ 2 ,3 } I{ 1 ,2 ,3 } ,0 }  b o 'la d i .

1 - t a ’r i f .  A g a r  A c B ,  B e .  A  b o ’ls a , A  v a  B  t e n g  to 'p l a m l a r  
d e y i l a d i .  B u  h o i  ~ a ~ b  k a b i  y o z i l a d i .  M a s a la ir ,  Ttr’p l a m  k n  

k o 'r i n i s h d a g i  s o n l a r d a n  i b o r a t  b o 'l s in ,  b u n d a  k = 0 , ± l , ± 2 ,... y a ’n i  
A  = {a :a= kn ,k  = 0,±\,...}, B  t o 'p l a m  e s a  s i n x = 0  t e n g l a m a n i n g  
y e c h i m l a r i d a n  ib o r a t  b o 'l s in ,  y a 'n i  B  = { x :  s in *  =  0 } . A g a r  s i n x = 0  

t e n g l a m a n i n g  b a r c h a  y e c h im la r i  x = kn.k = 0,±1,±2,... f o r m u l a  b i l a n  
y o z i l i s h in i  h i s o b g a  o ls a k , a = b  b o 'l i s h in i  k o ’ra m iz .

2°. To 'p lam lar ustida a m a lla r. B iz  q u y id a  t o 'p l a m l a r  u s t i d a  
b a j a r i l a d i g a n  a m a l l a m i  k e l t i r a m iz .

3—chizm a. 4—chizm a.
2—ta 'rif. A  v a  B  t o 'p l a m l a r n i n g  b a r c h a  e l e m e n t l a r i d a n  

t a s h k i l  t o p g a n  C  t o 'p l a m  A  v a  B  t o 'p l a m l a r n i n g  y i g ' i n d i s i  d e b  
a t a l a d i .  A  v a  B  t o 'p l a m l a r n i n g  y ig 'i n d i s i  C = A ^ > B  k a b i  
b e lg i l a n a d i  (3 - c h iz m a ) .

M a s a la n ,  /* = { 2 ,4 ,6 ,8}, e = { l ,2 ,3 ,4 } ,  E = { 2 ,4 ,6 ,8 , . . .} ,

«■



/j  =  { I .3 .5 .7 . .} b o 'l s a ,  u n d a  u l a r n in g  y ig ' i n d i l a r i  q u y id a g i  
t o 'p l a m l a r d a n  ib o r a t  b o 'l a d i .  /)'j5={L 2-U fi.8). E < uD  = {\.2,3....} = N.  

Avj E  = {2.4.6.X. .}.
Y u q o r id a  k e l t i r i l g a n  2 - t a ' r i f d a n :  A ^ A  = A  A<uB = ß u A  k e l ib  

c h iq a d i ,  s h u n i n g d e k ,  a g a r  A c H  b o l s a ,  u n d a  a ĵ B = B b o  la d i .
3 —t a ’r i f .  a  v a  B  t o 'p l a m l a r n i n g  b a r c h a  u m u m iy  

e l e m e n t l a n d a n  t a s h k i l  t o p g a n  / 7  t o 'p l a m  a ~  v a  B  t o 'p l a m l a r n i n g  
k o 'p a y tm a s i  d e y i l a d i .  a  v a  8 t o 'p l a m l a r n i n g  k o 'p a y tm a s i  
D  = A n B  k a b i  b e l g i l a n a d i .  (4 — c h iz m a ) .  M a s a la n ,  ^  =  { 2 ,4 ,6 ,8 }, 
B = { 1 ,2 ,3 ,4 }  b o 'l s a ,  u l a r n i n g  k o 'p a y t m a s i  A r ^ B  = { 2 A ]  t o 'p l a m  
b o 'l a d i .  3  — t a n f d a n  b e v o s i t a  A n A = A ,  A ^ B = B n A  k e l ib  
c h iq a d i ,  s h u n i n g d e k ,  a g a r  A e B  b o l s a ,  u n d a  A n > B  = A  b o  la d i .

A g a r  A r\B  = v> b o 'l s a  A v a  B  k e s i s h m a y d i g a n  to 'p l a m l a r  
d e y i l a d i .  M a s a la n ,  £  = {2.4,6,.},F = {1,3,1...} to 'p l a m l a r
k e s i s h m a y d i g a n  t o ’p l a m l a r  b o 'l a d i ,  c h u n k i  E n F  = 0 .

B iz  t o 'p l a m l a r n i n g  y ig 'i n d i s i  x a m d a  k o  p a y tm a s i  ta 'r i f l a r in i  
i k k i  t o 'p l a m g a  n i s b a t a n  k e l t i r d i k  A g a r  V V - A  to 'p l a m l a r  
b e r i l g a n  b o 'l s a ,  u l a r n i n g  y i g ' i n d i s i  A , v A , u . . . v A „  h a m d a  
k o 'p a y t m a s i  A,r\Al r\...riAn y u q o r i d a g i g a  o  x s h a s h  t a  r i f la n a d i .

4-ta 'r if .  A  t o 'p l a m n i n g  b  t o 'p l a m g a  t e g i s h l i  b o l m a g a n  
b a r c h a  e l e m e n t l a r i d a n  t u z i lg a n  E  t o 'p l a m  A  t o 'p l a m d a n  b  

t o 'p l a m n i n g  a y i r m a s i  d e b  a t a l a d i .  A  d a n  B  n i n g  a y i r m a s i  a \ b  = e  

k a b i  b e l g i l a n a d i  (5 — c h iz m a ) .  M a s a la n ,  a = { 1 , 2 ,  3 ,4 ,5 } , 
ß = { 3 ,6 ,9 , 12} b o 'l s a ,  /5\ ß  = { 1 .2 .4 .5 }  v a  js \^ = { 6 ,9 ,1 2 }  b o 'l a d i .

A g a r  A  t o 'p l a m  5 t o 'p l a m n i n g  q i s m i  ( y a ’n i  A < = s )  b o 'l s a ,  
u s h b u  S \ A  a y i r m a  A  t o 'p l a m n i  S  g a  t o ’l d i r u v c h i  t o 'p l a m  d e b  
a t a l a d i  v a  C A k a b i  y o z i l a d i :

C  A =  S \ A
5 - t a ’r if . A  t o 'p l a m n i n g  B  t o 'p l a m g a  t e g i s h l i  

b o  l m a g a n  b a r c h a  e l e m e n t l a r i d a n  v a  B  t o  p l a m n i n g  A  

t o 'p l a m g a  t e g i s h l i  b o  l m a g a n  b a r c h a  e l e m e n t l a r i d a n
t u z i l g a n  t o 'p l a m  ^  v a  s  t o ’p l a m l a r n i n g  s i m m e t r i k  a y i r m a s i  
d e b  a t a l a d i .  S i m m e t r i k  a y i r m a  a A B  k a b i  b e l g i l a n a d i  (6 — 

c h i z m a ) .
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5 -c h ¡zm a  6 -c h iz m a
T a 'rifg a  k o r a

A A B = (A \B )v(B \A) .
M asalan . ag a r  A = {1,2.3,4,5,6}. Æ = H,5,6,7.8,9} b o ’lsa  bu  t o 'p lam la rn in g  

s im m etrik  ay irm asi AAB = {1,2,3,7.8,9} b o 'la d i.

Ikki A  v a  в  to ’p lam  b e rilg a n  b o 'ls in . B irinch i e lem en ti A  to 'p la m g a , 
ik k in ch i e lem en ti в  to 'p la m g a  teg ish li b o 'lg a n  ta r tib la n g a n  (a,A) 
ju f tlik la rn i qaray lik : ae  A, b e B .

6- t a 'r i f .  B archa {a,b) k o n n is h d a g i  ju f tlik la rd a n  tu z ilg an  to p la r r r  л 
v a  в  to  p lam la rn in g  D ek art к о  p a y tm a s i deb a ta lad i. T o p la m la m in g  
D ek a rt k o p a y tm a s i  А х в  k ab i b e lg ilan ad i. O da tda  A * A  to p l a m  A  deb 
b e lg ilan ad i: a x a  = A 2 . B u n d a  (u.b) v a  (b,a) ju f tl ik la r  А х в  to p la m in g  
tu r li e lem en tla ri h iso b lan ad i.

M asa lan , A  = {1,2}, В = {2 ,3} to ’p lam la r u ch u n

/ ¡ x s = { ( 1 .2 ) , ( U ) .  (2 ,2 ),(2 ,3 )} , B x A  = { (2 ,1 ),(2 ,2 ),(3 ,1 ),(3 ,2 )}  b o  ladi.
Y u q o rid a  to p la m la m i v a  u la r  u s tid a  b a ja r ilg an  a m a lla m i ta sv irla sh  

u ch u n  ish la tilg an  sh ak lla r E y le r-V iy e n  d iag fam m ala ri d eb  a ta lad i (1 -6 - 
ch izm ala r).

l.l.misol. A . B , C  to 'p la m la r  u ch u n  ( ^ u f i ) n C  = ( i n C ) u ( f i n C )  
te n g lik n in g  o ’rin li b o 'l i s h i  isb o tla n s in .

-^ A y tay lik . a e (A < jB )^ C  b o 'ls in .  U n d a  a e ( A \ j B \ a e C  b o la d i .  

a e A ,a e C  bo  lg an d a  a e A n C  bo  lib , a e  (A n C ) u ( B n C ) ,  a eB .  a 6 С 
b o 'lg a n d a  а е В г ^ с  b o 'l ib ,  yana  a e ( ,4 n C ) u ( ß n C )  b o 'la d i .

D em ak.
( Л и 8 ) п С С ( / ) п С ) и ( 8 п С )  (1 .1 )

b o 'la d i.
A y tay lik , a e ( / ) r \ C ) u ( 5 n C ) ,  b o 'ls in . U nda a e A n .C  b o 'lg a n d a  

а е Д а е С  b o l ib .  a s ( A u  В) r\C  ; a e B n , C  b o 'lg a n d a  a e B . a e C  bo  lib , 

y an a  о б ( .4 и В ) п С  b o 'lad i.
D em ak.
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( , i n f ’) u ( s n r ) c ( . 4u « ) n C  (1 .2 )
b o 'la d i. (1 .1 ) va  (1 .2 ) m u n o sab a tla rd an  ( A u B ) n r = ( / 4n ( ’ ) u ( s n C )  
bo  lish i k e lib  c h iq a d i .^

1 .2 .m iso l. A v a  B to 'p la m la rd a  u sh b u
(.'1 \  B )v jB = A

n 'r in l i  b n -lish i u ch un B r  i b o  lish i za ru r  v a  y e ta r li ekan lig i
isbo tlan sin .

■4A y tay lik  ( A \ B ) u B c A  b o 'Ism . Q o 's h ilu v c h ila m in g  h a r  b iri 

v ig ' in d in in g  q ism i b o 'lis h id a n . B e  A ekan lig im  topam iz .
A ytay lik , A c  B b o 'ls in . U nda b o 'l ib ,  (A B ) u B  = A

b o 'la d i ►
3°. Universal to'plam. Y u q o n d a  k ir itilg a n  am alla r lx tiyo riy  

to 'p la m la r  u c h u n , to 'p la m la m in g  ta b ia tig a  hech  qanday  sh a rt qo  v m asd an  
ta 'r ifland i. A m m o  b u n d a y  " u m u m iy lik  " b a ’zan  k o n k re t h o lla rd a  
m a 'n o n in g  y o  q o lish ig a  o lib  k e lish i h am  m um kin . M asa lan , A to 'p la m  
sifa tida  2 ,4 .6 .8 ,1 0  so n la r to 'p la m in i: A = {2,4,6,8,10}, b  to 'p la m  sifa tid a  
quy o sh  s is te m a s id a g i sa y y o ra la r to 'p la m in i o lsak . u la m in g  y ig 'in d is i  va  
k o 'p a y tm a s i fo rm a l av tila  o lin sa  ham . m u ay y an  g 'a y r ita b iiy lik k a  o lib  
k e lish i rav sh an . B u n d ay  m a 'n o s iz lik  h o lla rin i is tisn o  q ilish  u ch u n , o d a td a  
b archa  a m a lla r  b iro r  u n iv e rsa l to 'p la m  d eb  a ta lu v ch i to 'p la m n in g  q ism iy  
to 'p la m la ri u s t id a  b a ja r ila d i deb  h is o b la n a d i.B u  u n iv e rsa l to 'p la m  U y o k i 
Q  b ila n  b e lg ila n a d i. M aca lan , y u q o n d a  k e ltir ilg an  so n li m iso lla rd a  
u n iv e rsa l to 'p la m  s ifa tid a  n a tu ra l so n la r to 'p la m i U = N  = {1.2,3,...} o lin ish i 
m um kin . E y le r-V iy e n  d iag ram m ala ri u c h u n  esa  u  s ifa tid a  tek is lik n in g  
n u q ta la ri to 'p la m i o lin ish i m u m k in .

M a te m a t ik  a n a l iz  k u rs i d a v o m id a , u n iv e r s a l  to 'p l a m  s i fa tid a  
a so s a n  h a q iq iy  s o n la r  t o ’p la m i (q a ra n g  2 -b o b . 4 -§ )  q a ra la d i.

4°. T o 'p lam iii bo'laklash. B iro r  A to 'p la m  b e r i lg a n  b o 'l ib .  
A,, A1, ..4 , t o 'p la m la r  u n in g  q ism iy  to 'p la m la r i  b o 'l s in :  A kczA

(¿ = 1,2,...,»)
A g a r { Al,A2,..jiK} q is m iy  to 'p l a m la r  s is te m a s i u c h u n :

1) A, u . . , u ^  = A, ,

2 ) Ai n,Al =6 (k* i ,k , i  = \,2,...,n)
s h a r t la r  b a ja r i l s a ,  { 4 , ^ , . . 4 ,}  s is te m a  A d a  b o 'la k la s h  b a ja rg a n  y o k i A 
to 'p la m  A,, Al, . .4  to 'p la m la rg a  b o 'la k la n g a n  d e y ila d i. B a 'z a n  

{A,,A1, ..4 ,}  n i  A d a g i b o 'la k la s h .  a la r in i e sa  b o 'la k la s h n in g  

e le m e n tla r i  d e y ila d i. Ik k a la  sh a r t b irg a l ik d a  a d ag i h a r  b i r  e le m e n t



b o  la k la s h n in g  b it ta  va  faq a l b it ta  e le m e n tig a  te g is h l i  b o 'l i s h in i  
ta ' m in la y d i.

Tabiiyki. bitta A to'plañida lurli bo'laklashlar bajarilgan bo lishi 
mumkin.

1 .3 - m iso l. -4 !={ 1.2},,4 2= ‘ 3,4 ) 3= { 5 .6 ) to 'p la m la r
-4 = 1 1 .2 .3 .4 ,5 .6 }  to 'p la m d a  b o 'la k la s h  b a ja r is h i k o 'r s a t i l s in .

T o 'p la m la r  y ig  in d is i ta 'r i f td a n  fo y d a la m b  to p a m iz :
A 3={ 1 ,2 } lj{ 3 ,4 } w { 5 ,6 } = {  1 .2 ,3 .4 ,5 ,6 }  =  /4.

T o 'p la m la r  ko p a y tm a s i ta 'r if ig a  k o  ra
A  ;={ 1 .2 } w { 3 .4 }  = 0, A 2n A  3 = { 3 .4 } u { 5 .6 }  =  0,

A i o ^ 3 = { l , 2 } u { 5 ,6 }  =  0
b o l a d i .

S h u n d a y  q il ib , { a } , a 2, a 3}  s is te m a  u c h u n  1 ),2 ) sh a r tla r  b a ja r i la d i 
va  d e m a k , u  A d a g i b o 'la k la s h  b o  lad i.

2-§. T o 'p lam larn i taqqoslash

O d a td a , k o  p in c h a  tu r li to  p la m la rn i ta q q o s la s h g a , y a 'n i  u la rn i 
e le m e n tla r in in g  m iq d o ri bo  y ic h a  s o l is h t ir is h g a  to  g 'r i  k e la d i .

A g a r A v a  b  l a r  c h e k li to 'p l a m la r  b o  lsa , u  h o ld a  u la rn in g  
d c m c n t la n n i  b e v o s i ta  sa n a s ii b i la n  e) e in en  l la r  so n i y o k i b ir -b ir ig a  
te n g lig in i y o k i A to 'p la m n in g  e le m e n tla r i  so n i B to 'p la m n in g  
e le m e n tla r i  so n id a n  k o 'p  y o k i k a m  e k a n in i a n iq la sh  m u m k in .

A g a r A v a  b  to 'p l a m la r  c h e k s iz  to 'p l a m la r  b o 'l s a ,  u n d a  b u  
to 'p la m la r n in g  e le m e n tla r in i , ra v s h a n k i, s a n a s h  y o 'l i  b i la n  ta q q o s la b  
b o  Im ay d i. A m m o , b u  to 'p la m la r n i  u la rn in g  e le m e n tla r in i  b ir -b ir ig a  
m o s q o 'y i s h  y o 'l i  b ila n  ta q q o s la s h  m u m k in .

A g a r A  to 'p la m n in g  b it ta  h a r  b i r  e le m e n tig a  B to 'p la m n in g  b it ta  
e le m e n ti sh u n d a y  m o s q o 'y i l s a k i ,  b u n d a  B n in g  e le m e n tig a  m o s 
k e l t ir i lg a n  A  n in g  e le m e n ti y a g o n a  b o 'l s a ,  A v a  B to 'p l a m  e le m e n tla r i  
o ra s id a  o 'z a r o  b ir  q iy m a tii m o s lik  o 'r n a t i lg a n  d e y ila d i.

7 - t a ' r i f .  A g a r  A v a  B to 'p l a m  e le m e n tla r i  o ra s id a  o 'z a r o  b ir  
q iy m a ti i  m o s l ik  o 'm a t i s h  m u m k in  b o 'l s a ,  u la r  b ir -b ir ig a  e k v iv a le n t 
to 'p la m la r  d e b  a ta la d i.

E k v iv a le n t A v a  B to 'p la m la r  A ~ B  k a b i b e lg i la n a d i .  M a sa la n . 
t o g ’ri b u rc h a k li  A B C  u c h b u rc h a k  ( Á A B C )  b e r i lg a n  b o 'l s in .  (7 - 
c h iz m a ).
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7- chizma.
Bu uchburchakning gipotenuzasi A B ning nuqtalaridan ¡borat 

to'plamni F  deb. A C  katetni tashkil etgan nuqtalar to'plamini esa E  

deb olaylik. Bu E va F  to'plamlarning elementlari orasida o'zaro bir 
qiymatli moslik o'rnatish inumkiri. F  to'plamda olingan har bir p 
nuqtaga shu nuqtadan A C  ga tushirilgan perpendikularning asosi a  ni 
mos qo'yaniiz va aksincha. Bu esa e  va f  to'plam elementlari 
orasida o'zaro bir qiymatli moslik mavjud ekanligini ko'rsatadi. 
Demak, ta'rifga binoan, e - f  bo ladi.

Shuningdek, A = {1.2,3,4.5,6), B = {2.4 .6 .8 .10 ,12J, N = {1,2,3,..

N’ = fl, 1- .1 to'plamlar berilgan bo'lsa, unda A~ B va N — N'
2 3 n

ekanini ko'ramiz. Ekvivalentlik tushunchasi to'plamlarni sinflarga aj- 
ratisli imkonini beradi. Masalan, quyidagi to'plamlar berilgan bo'lsin : 

^ = {2 ,4 ,6 ,8 ,10 ,12} ,  B = {  1.2}, C = {  10,11}, D = {  1,3,5.7,9,11}, £ = { 1 } .  
Bu to'plamlar orasida a  va d to'plamlar, b  va C  to'plamlar 
ekvivalent: a - d , 8 ~ C .  Bunda b  va c to'plamlar bitta 6 elementli 
to'plamlar sinfiga kirsa, B va C  to'plamlar esa boshqa 2 elementli 
to'plamlar sinfiga kiradi. Animo £ to'plam a , b , C , d  to'plamlarning 
birontasiga liam ekvivalent emas. U bir elementli to'plamni tashkil 

. etadi.
Natural sonlar to'plami N berilgan bo'lsin. Bu to'plamga  

ekvivalent bo'lgan to'plam larga misollar keltiraylik:

N' = (l.—-.—....
2 3 /í n

N "  = ¡2 ,4 ,6 ,8 ,... ,2 /; ,. ..¡ ,  n  <-> 2 n  

N "  =  {1,3,,5,7,...,2/7 n  <-> 2 «  - 1

8 - t a ' r i f .  Natural sonlar to'lami N ga ekvivalent bo'lgan har 
qanday to'plam sanoqli to'plam deb ataladi.

Natural sonlar to'plami A ga ekvivalent bo'lgan barcha 
to'plamlar sanoqli to’plamlar sinfini tashkil etadi.



Qmidagi ikki. N — \ 1,2.3.....n,...}. .v"={2.4 .6 ......2n....J to'plam
bcrilgan b o ls in .  Bunda v " c A  ekanligi ravshan. Ammo yuqorida 
A  ~ . V  M ekanligini ta'kidlagan edik. Demak. N " c z N ,  N " ~ N .

To plamning qismi o z ig a  ekvivalent bolish i  faqat cheksiz 
to plamlargagina xosdir.

B i/  yuqorida misol tariqasida keltirgan toplamlarimiz asosan 
chekli to plamlar yoki sanoqli to pi ami ar edi. Tabiiyki. cheksiz, ammo 
sanoqli bo lmagan to plamlar bormi?, — degan savol lug'iladi. 
Bunday to'plamlar mavjud (qaralsin,[l]).

Ekvivalent to'plamlar sinfining miqdoriy xarakteristikasi sifatida 
to plamning quvvati tushunchasi kiritiladi. Chekli to'plamlar uchun 
quvvat to'plam elementlarining sonidan iboratdir.

3-§. M atcm etik belgilar

To'plam tushunchasi bilan tamshishda biz ba'zi bir matematik 
belgilarni ishlatdik. Masalan, " a to plamning elementi a" yoki " a 
element A to plamga tegishli" deyilganda a e A  deb tegishlilik belgisi 
"e" ni ishlatdik. Shuningdek, „ c "  yoki , ,o "  belgi bir to'plam ikkinchi 
to plamning qismi bo'lganida qo'llanilgan edi.

Matematikada ba'zi hollarda yozuvni qisqartirish maqsadida tez-tez 
uchraydigan so z va so z birikmalari o rniga maxsus belgilar 
ishlatiladi,

"Agar ... bo lsa. u holda ... bo ladi " iborasi ==> implikatsiya belgisi 
orqali yoziladi.

Masalan, a , b  va c  to'plamlar berilgan bo lsin. "Agar A c z b , b c z C  

bo Isa, u holda a c z C  bo ladi" iborasini quyidagicha ifodalash mumkin: 
a <^b , b c C = > a c z C .

Ikki ekvivalent tasdiqlar ekvivalentlik belgisi o  orqali yoziladi. 
Masalan, ( a \ b )^j ( b \ a )=Q o  ( / f u s ) \ ( / i n B ) = 9

“Har qanday", "ixtiyoriy", "barchasi uchun" so'zlari o rniga ,,V" 
umumiylik kvantori belgisidan foydalaniladi.

"Mavjudki", "topiladiki" so'zlari o'rmga „3" mavjudlik kvantori 
belgisi ishlatiladi. Masalan:

1) "Ixtiyoriy n liamda m  natural sonlar yig'indisi yana natural 
sonlar bo ladi” iborasini \/neN , Vm eN  =>(n+m)eN kabi yozish 
mumkin.

2) "Ikki a  va b  to'plamlar ko'paytmasi bo'sh emas" degan



iborani .1 0 5 ^ 0  yoki 3a: « e a , a e  fi kabi ifodalasli mumkin
Shunday qilib, e , g = > ,< = > ,V ,3  matematik belgilariii ko'rib 

o tdik. Biz ulardan qulav kelganda. foydalanib boramiz.
Matematik belgiiarning ishlatilish mazmuni quyidagi jadvalda 
il'odalangan:

№

\ 7

M a t e m a t i k
b e l g i l a r

M a t e m a t i k  b e l g i i a r n i n g  i s h l a t i l i s h  m a z m u n i

e T e g i s h l i l i k  b e lg i s i ,  n e l e m e n t  ,i t o 'p p l a m n i n g  
e l e m e n t i  b o 'l s a ,  a a A k a b i  y o z i la d i .

2 . T e g i s h l i  e m a s l i k  b e lg i s i .  b e l e m e n t  B 

t o 'p l a m n m g  e l e m e n t i  b o 'lm a s a ,  b^B k a b i
i f o d a la n a d i .

3. q is m  b e lg i s i .  A t o 'p l a m  B t o 'p l a m n i n g  q is m i  
b o 'l s a ,  u  A c  B k a b i  y o z i l a d i .

4. V U m u m i y l i k  k v a n to r i  b e lg i s i .  " H a r  q a n d a y " ,  
" ix t iy o r iy " ,  " b a r c h a s i  u c h u n "  s o 'z la r i  v a  s o 'z  
b i r i k m a la r i  o ’r n i d a  i s h la t i l a d i .

5. 3 M a v j u d l i k  k v a n to r i  b e lg i s i .  " M a v ju d k i" ,  
" to p i l a d ik i " ,  o 'r n i d a  i s h la t i l a d i .

6 . =>' I m p l i k a t s i y a  b e lg i s i .  " A g a r  ... b o 'l s a ,  u  h o l d a  ... 
b o 'l a d i "  ib o r a s i  o 'r n i d a  i s h la t i l a d i .

7. E k v iv a l e n t l i k  b e lg i s i .

4-§. M atem atik  induksiya metodi

Har bir fanni egallash undagi turli-tuman faktlarni, asosiy 
qonuniyatlarni bilib olish bilan birga shu fandagi tadbiq qilish 
metodlarini o'zlashtirishni ham taqozo qiladi. Qadimiy va navqiron 
matematika fanida ham u o'rganadigan obyektlarni qonuniyatlarni 
ochuvchi qator metodlar yaratilgan. Ularning ba'zilari muayyan 
masalalar uchun maxsus yaratilgan bo'Isa. ayrimlari umummatematik 
ahamiyatga egadir.

Ana shunday umumiy xarakterdagi metodlarni mukammal egallash 
matematika fam sohasida yaxshi mutaxassis bo'lishning. uning ichki 
sirlarini anglab yetishning zaruriy shartidir.

Matematik induksiya metodi matematikaning turli-tuman. hatto bir- 
, birid^n juda olis sohalarida muvaffaqiyat bilan keng qo'llaniladigan 
metoddir. Avvalo. bu metod o 'zining juda sodda bo'lgan g'ovasi bilan
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e'tiborga sazovor. Ikkinchidan, bu inetod isbotlanayotgan gipotezaning 
yoki teoremaning aniq bayonini keltirishda mal um ”topog'onIik"ni 
talab etishi bilan ham xarakterlidir.

Matematik induksiya elementar matematikaning barcha 
sohalaridagina emas. balki hozirgi zamonaviy matematikaning turli 
bo'limlarida ham yangi-yangi faktlarni isbot qilishning muhim 
omilidir.

1 . Deduktiv va induktiv fikriash. Odatda, biror jarayon yoki 
voqea to grisida llkr yuritishning ikki formasi farq qilinadi: deduktiv 
fikriash va induktiv fikriash.

Deduksiya-fikrlashning umumiy tasdiqlardan xususiy tasdiqlarga 
o tish formasidir (deduksiya so'zi mantiqiy xulosani bildiradi). 
Misollar ko'raylik.

1.4-misol. Bir va o'zidan boshqa bo’luvchilarga ega bo'lgan
sonlar murakkab sonlar to'plainini tashkil etadi. (A)
9 soni I va 9 dan boshqa 3 ga bo'linadi. f ß )
Demak, 9 soni -  murakkab son (C)

1.5-misol. Barcha to'rtburchaklar ko'pburchaklar oilasiua 
tegishli. (A) "

1 V C D  trapetsiya-to'rtburehak.
(B)

Domak, a b  C o  trapetsiya ko'pburchaklar oilasiga tegishli. (C) 
Hai ikkala misolda ham (A) umumiy tasdiqdan (B) tasdiq vordamida 

(C) xususiy tasdiq hosil qilinadi.
Induksiya-tikrlashning xususiy tasdiqlardan umumiy tasdiqlarga

o'tish formasidir.
1.6-misol. 140 soni 5 ga bo'linadi. (A) 
Demak, Nol bilan tugaydigan barcha sonlar 5 ga bo'linadi. (B)
1.7-misol. 140 soni 5 ga bo'linadi. (A)

1 75 soni 5 ga bo’linadi (B)
425 soni 5 ga bo'linadi ‘ (C)

Demak, barcha uch honali sonlar 5 ga boMinadi. (D)
1.6-misolda (A) hususiy tasdiqdan (B) umumiy tasdiq hosil 

qilinadi. (B) tasdiq to 'g ’ridir.
1.7-misolda (A) (B) (C) hususiy tasdiqlardan (D) umumiy tasdiq 

hosil qilindi. Lekin (D) tasdiq noto’g ’ridir.
Tadqiqotchi biror faktni isbotlashdan avval, turli mulohazalar 

yordamida bu faktning borligini fahmlashi, uni isbotlashga kirishishdan 
avval esa isbotlash g'oyalarini anglab yetishi kerak bo'ladi.
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Deduksiya va induksiya bir-birini to'ldiruvchi fikrlash formalaridir. 
Haqiqatan ham, isbotlanishi kcrak bo'lgan tasdiqlar (gipolezalar) 
kuzatishlarga asoslangan holda induktiv yo l bilan hosil qilmadi. 
so'ngra bu tasdiqning to 'g’riligi isbotlashning biror deduktiv metodi 
yordamida ko'rsatiladi.

induksiya me-todi ti/ik a . kim yo va boshqa tabiiy Can larda. 
shuningdek, m atem atikada ham keng qo 'llan ilad i, ya 'n i bu metod 
yordam ida turli m atem atik tasdiqlar (gípotezalar) hosil qilinadi. Bunga 
m isollar keltiraylik:

1.8 - m i s o l .  2 s o n i n i n g  k e t m a  — k e t  k e l g a n  u c h t a  
d a r a j a s i n i n g  y i g ' i n d i s i n i  q a r a y l ik :

2' + 2l + T  =14 
H o s i l  b o ' l g a n  s o n  7 g a  b o ' l i n a d i .  E n d i

2 l + 2 ¡ + 2 "  = 2 8

h o s i l  b o ' l g a n  s o n  y a n a  7 g a  k a r r a l i .  N a v b a t d a g i  d a r a j a l a r n i  
q o 's h a y l i k :

2 3 + 2 4 + 2 '  = 5 6  
h o s i l  b o ' l g a n  s o n  y a n a  7 g a  k a r r a l i .

B a j a r i l g a n l a r g a  a s o s l a n i b  u s h b u  g i p o t e z a n i  a y t i s h  
m u m k in :  2 s o n n i n g  i x t i y o r i y  u c h t a  k e t m a  — k e t  k e l g a n
d a r a j a s i n i n g  y i g ' i n d i s i  7 g a  k a r r a l i d i r ,  y a 'n i  VneAf u c h u n  
2" + 2"'1 + Y*2 y i g ' i n d i  7 g a  q o l d i q s i z  b o ' l i n a d i .

2 o. M a te m a tik  in d u k s iy a  m eto d i. Y u q o r i d a g i  m i s o l l a r n i  
t a h l i l  n a t i j a s i d a  u s h b u  s a v o l  t u g i l a d i .  B ir  q a n c h a  x u s u s i y  
h o l l a r d a  t o  g ’r i  b o ' l g a n  b i r o r  t a s d i q  b e n l g a n  b o ' l s i n .  B u  
t a s d i q n i n g  t o 'g r i l i g i n i  k o 'r s a t u v c h i  b a r c h a  c h e k s i z  k o 'p  
x u s u s i y  h o l l a r n i  k o 'r i b  c h i q i s h  i n s o n  q o ' l i d a n  k e l m a y d i  
( b a r c h a  n a t u r a l  s o n l a r  u c h u n  c h i q a r i l g a n  t a s d i q l a r  s h u l a r  
j u m l a s i d a n d i r ) .

X u s u s i y  h o i i a r  c h e k s i z  k o 'p  b o 'I g a n i  u c h u n  i o ’ia  
i n d u k s i y a n i  q o ' l l a s h  i m k o n i y a t i g a  e g a  e m a s m iz ,  x u s u s i y  
h o l l a r g a  a s o s l a n i b  c h i q a r i l q a n  t a s d i q  e s a  x a t o  b o 'l i s h i  
m u m k i n .

I n d u k s i y a  y o r d a m i d a  b i r o r  A(n) g i p o t e z a  b a y o n  e t i l g a n  
b o 'l i b ,  b u  i n u l o h a z a n i n g  i x t i y o r i y  n a t u r a l  s o n  n u c h u n  
r o s t l i g i n i  i s b o t l a s h  k e r a k  b o ' l s i n  h a m d a  A(n)  m u l o h a z a n i n g  
t o ' g ’r i l i g i n i  b a r c h a  n l a r  u c h u n  b e v o s i t a  t e k s h i r i b  k o ' r i s h n i n g  
i l o j i  b o ' l m a s i n .  A(n)  m u l o h a z a ,  m a t e m a t i k  i n d u k s i y a  p r i n s i p i g a  
a s o s a n ,  q u y i d a g i c h a  i s b o t l a n a d i :

B u  t a s d i q n i n g  t o ’g 'r i l i g i ,  a w a l o  « = l u c h u n  t e k s h i r i l a d i .



S o 'n g ra  a y t i lg a n  ta s d iq n i  n-k u c h u n  ro st b o  ls in  d e b  ta ra z  
q ilib , u n in g  ro s t l ig i  « = £ + 1 u c h u n  is b o tla n a d i . S h u n d a n  so  ng, 
A(n) ta s d iq  b a rc h a  n («e N) la r u c h u n  isb o tla n g a n  h is o b la n a d i .

B u la rg a  a so sa n , a g a r  A(n) ta s d iq  n= i d a  ro s t b o l s a ,  u 
n a v b a td a g i  o = 1 + 1 =2 s o n  u c h u n  h a m  ro s t b o la d i .  I a s d iq n in g  
r  = 2  u c h u n  r o s t l ig id a n  u n in g  « = 2 + 1 = 3 u c h u n  ro s t l ig i  k e lib  
c h iq a d i.

B u n d a n  e sa  ta s d iq n in g , o 'z  n a v b a tid a , n = 4 u c h u n  
ro s t l ig i  k e lib  c h iq a d i  v a  h o k a z o . S h u  y o 's in d a , ix t iy o r iy  n  

n a tu ra l  s o n g a c h a  y e tib  b o ra m iz . D em ak , A(n) ta s d iq  ix tiy o r iy  
n  u c h u n  o ’r in lid ir .

A y ti lg a n la rn i  u m u m la s h tir ib , u s h b u  u m u m iy  p r in s ip n i  
ifo d a la y lik :

1. «=1 d a  A(n) m u lo h a z a n in g  ro s t l ig i  te k s h ir i la d i:
2. n  = k d a  A(n) m u lo h a z a  ro s t  b o 'ls in  d eb  fa ra z  q ilib , 

n = k +1 u c h u n  A(n) m u lo h a z a n in g  r o s t l i g i r y a 'n i  -Affi -jn4(*++) 
is b o t la n a d i .  S h u n d a n  so 'n g , A(n) m u lo h a z a  b a rc h a  n la r  u c h u n  
ro s t d e b  x u lo s a  q il in a d i .

1 .9 -m is o l. Y u q o rid a g i p r in s ip g a  a so s la n ib , ix t iy o r iy  n 
n a tu r a l  s o n  u c h u n  u s h b u  te n g l ik n i  is b o tla n g .

n(n +1)1 + 2 + 3 + ... + íj = --------
2

B u y e r d a  v a  b u n d a n  k e y in g i  m is o ld a g i  ta s d iq n i  A(n) d eb  
b e lg ila y m iz .

1. n = \ b o ’lg a n d a  i = d e m a k  /1(1) to 'g 'r i .

2. Ix tiy o r iy  k n a tu r a l  so n  u c h u n  A(k) n in g  to  g 'r i l ig id a n  
A(k +1) n in g  k e lib  c h iq is h in i  isb o tla y m iz .

, k(k + 1)
1 + 2 +  3 +...+k —-----------

2
to 'g 'r i  b o 'ls in . Y u q o r id a g i  m u n o s a b a td a n  fo y d a la n sa k :

k(k +1) (* + 1)[(* +1) +1)l + 2 + 3 + ... + ̂ + ( í  + l) = —— + (k + 1) =  ---------- L--- 1
2 2

h o s il  b o  lad i, b u  e s a  A(k + \) n in g  o 'z id ir .
Bu e sa , t a s d iq n in g  b a rc h a  « la r  u c h u n  o 'r in l i  b o  l is h in i 

b i ld ira d i.
M a te m a tik  in d u k s iy a  p r in s ip ig a  a s o s la n g a n  is b o tla r  

i s b o t la s h n in g  m a te m a t ik  in d u k s iy a  m e to d i  d e y ila d i .
M a te m a tik  in d u k s iy a  m e to d ig a  a s o s la n ib  b iro r  ta s d iq n i  

i s b o t la s h d a  y u q o r id a  k o 'r s a t i lg a n  1 v a  2 p u n k t la r n in g  h a r



b i r i n i  t e k s h i r i s h  ( i s b o t l a s h )  j u d a  m u h i m d i r  A g a r  u l a r d a n  
b i r o r t a s i n i  h i s o b g a  o lm a s a k ,  c h i q a r i l g a n  x u l o s a  t o 'g r i  b o ' l m a y  
q o l i s h i  m u m k i n .

M a s h q la r .
1 .4 . U s h b u  O a D = ( 0 ^ 0 ) \ ( D " 0  t e n g l i k  i s b o t l a n s i n .

— I -S □  v a  □  ( h a r r h a h i  1 t u n  s o n l f l r d a n  i b o r a t  t o 'p l a m )  la r  

u c h u n  [ ] j Q  L D n D , Q Q  D O  t o ’p l a r n l a r  t o p i l s i n .
1.6 . A n ü  t o 'p l a m l a r  u c h u n

a) D ~ Q  6 ) o n  => O Q  c) O Q  D ~ G  => O O  b o ' l i s h i  
i s b o t l a n s i n .

1 .7 . A g a r  Ö D - Ö D  b o 'l s a ,  D ~ D  b o ' l i s h i  i s b o t l a n s i n .
1 .8 . Q a v a r i q  □  k o 'p b u r c h a k  d i a g o n a l l a r i d a n  t a s h k i l  

t o p g a n  t o 'p l a m n i n g  e l e m e n t l a r i  s o n i  0 .5 q  (Q -3 ) g a  t e n g  b o ' l i s h i  
i s b o t l a n s i n .

1 .9 . E l e m e n t l a r i  s o n i  □  t a  b o ' l g a n  t o 'p l a m n i n g  b a r c h a  
q i s m i y  t o 'p l a m l a r i d a n  t u z i l g a n  t o 'p l a m n i n g  e l e m e n t l a r i  s o n i  2n 
g a  t e n g  b o ' l i s h i  i s b o t l a n s i n .

1 .1 0 . S o n l a r  o 'q i d a  N v a  z  t o 'p l a m l a r n i n g  g e o m e t r i k  
t a s v i r l a r i  t o p i l s i n .

1 .1 1 . I x t iy o r i y  n a N u c h u n  n(n2 + >) i f o d a  6 g a  k a r r a l i  e k a n in i

i s b o t l a n g .
1 .1 2 . A g a r  p t u b  s o n  b o 'l s a ,  np - n  son p g a  b o 'l i n i s h i n i  

i s b o t l a n g .  ( F e r m a n i n g  k i c h i k  te o r e m a s i ) .
1 .1 3 . I x t iy o r iy  neN  u c h u n  33"+j+ 24” ‘ y i g ' i n d i n i n g  11 g a  

b o ’l i n i s h in i  i s b o t l a n g .
1 .1 4 . Q u y i d a g i  K o s h i  t e n g s i z h g i n i  i s b o t l a n g :  I x t iy o r iy  * t a  

m a n f iy  b o ’l m a g a n  a,,az: s o n l a r n in g  o ’r t a  a r i tm e t i g i  s h u  
s o n l a r n i n g  o ’r t a  g e o m e t r i g i d a n  k i c h i k  e m a s ,  y a m

0, + a, +...«, . I------------3--- 1--- -A.>«/£z,-a2...o„ .
n

B u  t e n g s i z l i k  ax = ar =...= an b o ’l g a n d a  v a  f a q a t  s h u  h o l d a g i n a  

t e n g l i k k a  a y la n a d i .



II BOB

Haqiqiy sonlar. H aqiqiy  s o n la r  to'plam i va  
uning xossalari

Son tushunchasi uzoq o'tm ishdan ma'lum. Odamlar sanash 
laqazosi bilan dastlab 1. 2. 3. ... -natural sonlarni qollaganlar. So ngra 
manfiy son, ratsional son va. nihoyat. haqiqiy son tushunchalari 
kiritilgan va organilgan. Albatta. bu tushunchalar kitobxonga o rta 
maktab matematika kursidan, litsey va kollejlardan ma'lum. Shuning 
uchun ham qu> ida (shu bobning l-§ ida) ratsional sonlar 
toplam larin ing muhim xossalari qisqagina bayon etilgan. Haqiqiy son

> tushunchasiga kelganda shuni aytish kerakki, uning kiritilishi
matematik analiz uchun qanoallanarli darajada emas. Shu sababga 
ko ra quyida (shu bobning 2-5§ larida) haqiqiy son tushunchasini 
Dedekind bo'yicha kiritamiz va haqiqiy sonlar to 'plam inm g 
xossalarini batafsil o'rganamiz.

l -§ . Ratsional sonlar to 'p lam i va uning xossalari

1°. R atsional sonlar. U sh b u  q isq a rm a y d ig a n

r = ̂ :peZ,neN k a s r  k o 'r in is h id a  ta sv ir la n a d ig a n  h a r  b ir  son

ratsional son deyiladi. B archa ra ts io n a l so n la r to 'p la m in i Q d e b  
b e lg ilaym iz :

Q = { r : r  = —, p e Z , n e  N} 
n

. R avshank i,
I  N a  Z a  Q .

R atsio n a l so n la r to 'p la m id a  q o 'sh is h  (r  + s;r  s  Q, s e Q ), 
t  ay irish  ( r - s ; r e < 2 , s e O ) ,  k o 'p a y tir is h  {rs : r  e Q,s e Q ) h a m  da

b o 'l is h  (r : s;r e q , s  e Q ,s  * o) am alla ri, s h u n in g d e k  ra ts io n a l 
so n n in g  d a ra ja s i ( r " ; r  e Q , n  e Z ), ra ts io n a l so n d a n  o lin g a n  ild iz  
(\fr\r e Q,n e N ) a m a lla r  k ir itilg a n  b o ’lib, a m a lla rn in g  m a 'lu m  
x o ssa la ri o rin li b o ’ladi.

2°. Ratsional sonlar to ’p lam in in g  ta rtib lan g an lig i. 
R atsio n a l so n la r  to 'p la m i Q d a n  o lin g a n  ix tiy o riy  ra ts io n a l r,s,t 
so n la r  u c h u n  q u y id a g i ik k i ta sd iq  o 'r in li b o 'lad i.

1). r = s . r > s , r < s  m u n o s a b a tla rd a n  b itta s i va  fa q a t b itta s i
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o 'r in l i ,
2 ). /•< . ', .? < »  t e n g s i z l i k l a r d a n  r < i  t e n g s i z l i k n i n g  o 'r i n l i

b o 'l i s h i  k e l i b  c h iq a d i .
B u  h o l  r a t s io n a l  s o n l a r  t o 'p l a m i  Q n in g  t a r t i b l a n g a n l ig i  

x o s s a s in i  i f o d a la y d i .
3U. Ratsional sonlar to'plamining zichligi. Faraz qilayhk,

r e  Q , i e  Q v a  /• < / b o l s í n .  U  h o l d a  e Q  v a  r < r * - < t  b o 'l a d i .

Bu esa  r  v a  / ra ts io n a l so n la r  o ra s id a  — rat s ional  son  b o r
2

e k a n l i g in i  k o 'r s a t a d i .  r~ ^ -  s o n n i  .? b i l a n  b e lg i la b ,  r  v a  s s o n l a r

o ras id a  jo y la s h g a n  h a m d a  5  v a  t o ra s id a  jo y la sh g a n  s-—
ra ts io n a l so n la r  b o rlig in i ko 'ram iz:

r + s r + t s + tr < ---------<  <  < t
2 2 2 

B u ja ra y o n n i is ta lg a n c h a  d av o m  e ttir ish  y o 'li b ila n  ix tiyo riy  
r v a  1 r a ts io n a l so n la r  o ra s id a  c h e k s iz  k o 'p  ra ts io n a l so n la r 

b o rlig i a n iq la n a d i. M a n a  sh u  x o ssa  ra ts io n a l so n la r to 'p la m i Q 
n in g  z ich lig i x o ssasi d ey ilad i.

F a raz  g ilay lik , A  ra ts io n a l so n la rd a n  tu z ilg a n  b iro r  to 'p la m  
bo 'ls in : Ac. Q

1-ta'rif. A g a r sh u n d a y  r ’ e  A to p ilsak i, VreA u c h u n

r  < r '  te n g s iz lik  bajarilsa , r  * ra ts io n a l son  A  to  p la m n in g  e n g  
ka tta  e lem en ti deyiladi.

2-ta'rif. A g a r  s h u n d a y  r, e  A  t o p i l s a k i ,  Mr a A u c h u n  r  > r. 
t e n g s i z l i k  b a ja r i l s a ,  r  . r a t s io n a l  s o n  A t o 'p l a m n i n g  en g  kich ik  
elem enti d ey ila d i

4o. Ratsional sonlarni geometrik tasvirlash. S on lar o 'q i va 
b u  o 'q d a  O n u q ta n i  o laylik . Bu O n u q ta n i no l so n in in g  
g e o m e tr ik  ta sv iri d eb  qaraym iz.

N a tu ra l va b u tu n  so n la rn i g e o m e tr ik  ta sv irla sh  o 'q u v c h ig a  
m a ’lu m . Ix tiy o riy  ra ts io n a l so n n i g e o m e tr ik  ta sv ir la sh d a n  a w a l  
b ir lik  k e sm a  (m assh tab  b irlig i) n in g  n (nzN) q ism in i to p ish n i 
a y tib  o 'tam iz .

Bir k a te t i  b irlik  k e sm a  O E  ik k in c h i k a te ti  b ir lik  k e sm a m  n 
m a rta  q o 'y is h d a n  h o sil b o 'lg a n  O F  kesm aclan  ibora t, o p f  to 'g 'r i  
b u rc h a k li  u c h b u rc h a k n i q a ray lik  (8 —chizm a). Bu OFE  n in g  O F



t o m o n i d a g i  1 ,2 ,3 ,..., « - 1 s o n l a r n i  t a s v i r l o v c h i  n u q t a l a r
/• ',. /• 2 ^,-1 b o  ls ín .  N a t i j a d a  o f  k a t e t d a  b i r  — b i r i g a  t e n g
b o l g a n  « t a  OF ,, F J - \   / k e s m a la r  h o s i l  b o  la d i .

8 — c h iz m a
E n d i  OF k a t e t d a g i  F t , F t ,..., F , . ,  n u q t a l a r d a n  fE  

g i p o t e n u z a g a  p a r a l l e l  t o g r i  c h iz iq la r  o 'tk a z a m iz .  B u  to 'g 'r i
c h i z i q l a r n i n g  OE k a t e t i  b i l a n  k e s i s h g a n  n u q t a l a r i  £ , , £ .......  e „
b o 'l s in .  R a v s h a n k i ,  b u  n u q t a l a r  OE d a  OE ,. E ,E  E„_,E 
k e s m a l a r n i  h o s i l  q i l a d i  D e m a k , OE b i r l i k  k e s m a  n ta
OF.   k e s m a l a r g a  a j r a ld i .  F a le s  t e o r e m a s i g a  k o r a
b u  k e s m a l a r  b i r - b i r i g a  t e n g  b o 'l a d i .  D e m a k , OE, k e s m a  OE

k e s m a n i n g  -  q is m ig a  te n g .

M a s s h ta b  k e s m a  OE n i n g  -  q i s m i  b o  l g a n  OF, k e s m a n i  0Yl
n u q t a d a n  b o s h la b  o 'n g  v a  c h a p  to m o n la r g a  q o 'y a m iz .  B u  
k e s m a n m g  b i r  u c h i  O n u q t a d a  b o 'l i b ,  i k k i n c h i  u c h i  e s a  o 'n g  
t o m o n d a g i  n u r d a  M , , c h a p  to m o n d a g i  n u r d a  e s a  M

* n

n u q t a l a r n i  b e lg i la y l ik .  E n d i  -  v a  - -  s o n l a r g a  A/, v a  M  ,
n  t l -n n

n u q t a l a r n i  m o s  q o 'y a m iz .  OE, k e s m a n i  O n u q t a d a n  u n i n g  o 'n g  v a  
c h a p  to m o n la r id a g i  n u r g a  k e t m a  — k e t  m m a r t a  q o 'y i s h

n a t i j a s i d a  — h a m d a  r a t s i o n a l  s o n la r n i  q e o m e t r i k  t a s v i r l o v c h in n
v a  M  „ n u q t a l a r n i  to p a m iz .  S h u  y o 'l  b i l a n  s o n l a r  o 'q id a

r = ~ e Q  s o n n i  g e o m e t r i k  ta s v i r l o v c h i  n u g t a  t o p i l a d i .  M a s a la n ,

u s h b u  ~ e <2 s o n n i  t a s v i r l o v c h i  n u q ta n i  t o p i s h  u c h u n  a w a l

m a s s h t a b  b i r l ig in i  0  n u q t a d a n  o 'n g  t o m o n g a  b i r  m a r ta  
jo y l a s h t i r i b ,  m , n u q t a  t o p i l a d i .  S o 'n g r a  b u  M, n u q t a d a n  b o s h la b



m a s s h t a b  b i r l i g i n i n g  1 q i s m in i  q o 'y ib ,  5 s o n n i  g e o m e t r i k
4 4

i f o d a lo v c h i  A/, n u q t a n i  to p a m iz .
4

S h u n d a y  q i l ib ,  r a t s i o n a l  s o n la r  t o 'p l a m i d a n  o l i n g a n  ix t iy o r iy  

r= -  Uñs  z , n e  /V) s o n g a  t o 'g 'r i  c h iz i q d a  b i t t a  — n u q t a  m o s
n

k e la d i .
B u n d a n  k e y i n  q u l a y l i k  u c h u n  r e O  s o n g a  t o 'g 'r i  c h i z i q d a  

m o s  k e l a d i g a n  n u q t a n i  A/, k a b i  b e l g i l a m a s d a n  r  n u q t a  d e b  
o la v e r a m iz .  R a t s i o n a l  s o n g a  m o s  k e l a d i g a n  t o 'g ' r i  c h i z i q d a g i  
n u q t a  r a t s i o n a l  n u q t a  h a m  d e b  a t a l a d i .

5°. Ratsional sonlar to'plamini kengaytirish zaruriyati. 
B iz  a w a l g i  b a n d d a  h a r  b i r  r a t s io n a l  s o n g a  t o 'g 'r i  c h i z i q d a  b i t t a  
n u q t a  ( r a t s io n a l  n u q t a )  m o s  q o 'y i l i s h i m  k o 'r i b  o 't d i k .  A m m o  
to 'g 'r i  c h i z i q d a  s h u n d a y  n u q t a l a r  b o r k i ,  u l a r  b i r o r t a  h a m  
r a t s i o n a l  s o n g a  m o s  q o 'y i l g a n  b o 'lm a y d i .  S h u n i  k o 'r s a t a y l i k .

T o m o n i  b i r  b i r l i k k a  t e n g  b o 'l g a n  OABC k v a d r a t n i  q a r a y l ik  
(9 — c h iz m a ) .

C _________________________________ B
\

\
\
\
\
ll

A
1
1

0 0
9 — c h iz m a

B u  k v a d r a t n i n g  d i a g o n a l i  OB rt n in g  u z u n l i g i  \Í2 g a  t e n g .  
S i r k u ln i n g  u c h i n i  O  n u q t a g a  q o 'y ib ,  r a d i u s i  OB  g a  t e n g  b o  l g a n  
a y l a n a  c h iz a y l ik .  B u  a y l a n a  OA t o m o n  jo y l a s h g a n  t o  g  r i  c h iz iq n i  
D  n u q t a d a  k e s a d i .

U A < O B  b o 'l g a m  u c h u n  D  n u q t a  A  n u q t a d a n  o n g d a  
j o y l a s h g a n  b o 'l a d i .  R a v s h a n k i ,  OB = 0 D  = v'2 d e m a k ,  D  n u q t a g a  4 l  
s o n  m o s  k e l a d i .  e s a  r a t s io n a l  s o n  e m a s .  B u  q u y id a g i
t e o r e m a d a  i s b o t l a n a d i .

1—teorema. R a t s io n a l  s o n la r  to 'p la m i  Q d a  k v a d r a t i  2  ga  
t e n g  b o ' lg a n  r a t s io n a l  s o n  m a v j u d  em as .



- ^ T e s k a r i s i n i  f a r a z  q i la y l ik ,  y a 'n i  Q t o p l a m d a  s h u n d a y  

q i s q a r m a y d i g a n  1 ( p e Z . n e  N)  k a s r  k o r i n i s h d a  v o z i l a d ig a n  

r a t s i o n a l  s o n  b o rk i ,  b u

t e n g l i k  o r i n l i  b o  ls ín . Y u q o r id a g i  t e n g l i k n i  q u y d a g i c h a

p 2 = 2n~
y o z ib  o la m iz .  B u n d a n  p j u f t  s o n  e k a n l i g i  k o 'r i n a d i .  D e m a k , 
p - 2 m  m a l . N a t i j a d a

ir =2 nr
h o s i l  b o ' l a d i .  B u  e s a  n s o n n i n g  h a m  ju f t  e k a n l i g in i  k o 'r s a t a d i .  
D e m a k , y u q o r i d a g i  f a r a z d a n  p v a  n s o n l a r  ju f t  s o n l ig i  k e l ib

c h iq a d i .  B in o b a r in ,  u l a r  u c h u n  2 u m u m i y  k o 'p a y t u v c h i . B u  e s a  ^
n

s o n n i n g  q i s q a r m a y d i g a n  k a s r  e k a n i g a  z id  ►
S h u n d a y  q il ib , t o 'g ’r i  c h i z i q d a  o l in g a n  h a r  b i r  n u q t a g a  Q  

to  p l a m d a  u n g a  m o s  k e l a d i g a n  r a t s i o n a l  s o n  m a v ju d  b o 'l a v e r m a s  
e k a n .

A y n i  p a y td a

x2 - 2  = 0
t e n g l a m a  h a m  r a t s io n a l  s o n l a r  t o 'p l a m i  Q  d a  y e c h i m g a  e g a  
b o 'lm a y d i .  B u n d a n  r a t s io n a l  s o n l a r  t o 'p l a m i n i  k e n g a y t i r i s h  
z a r u r a t i  k e l i b  c h iq a d i .  D e m a k , r a t s i o n a l  s o n l a r  t o 'p l a m i g a  y a n g i  
t i p d a g i  s o n l a r m  q o 's h ib ,  u n i  s h u n d a y  k e n g a y t i r i s h  k e r a k k i ,  b i r  

t o m o n d a n ,  s o n l a m i n g  b u  k e n g a y t i r i l g a n  t o 'p l a m i d a  x 2 - 2 = 0  
t e n g l a m a n i  y e c h i s h  v a  s h u  k a b i  k o 'p g i n a  m a s a la l a r m  h a l  q i l i s h  
m u m k i n  b o 'l s in ,  ik k i n c h i  t o m o n d a n  e s a , r a t s io n a l  s o n l a r  
t o 'p l a m i n i n g  b a r c h a  x o s s a la r i  s o n l a m i n g  k e n g a y t i r i l g a n  
t o 'p l a m i d a  h a m  o 'r in l i  b o 'l s in .

R a t s io n a l  s o n la r  t o 'p l a m i n i  k e n g a y t i r i s h d a  b i r  — b i r ig a  
e k v iv a l e n t  b o 'l g a n  b i r  n e c h t a  u s u l l a r  m a v ju d  (K o s h i u s u l i ,  
K a n to r  u s u l i ,  V e y e r s h t r a s s  u s u l i  h a m d a  D e d e k in d  u s u l i ) .  B iz 
q u y id a  D e d e k i n d  u s u l in i  k e l t i r a m iz .

2—§. Ratsional sonlar to'plamida kesim

Io. Kesim. Irratsional son ta'rifi. Q t o p l a m d a  b a ja r i l g a n  
k e s im  t u s h u n c h a s i  b i l a n  t a n i s h a y l ik .



5 - t a ' r i f .  R a t s i o n a l  s o n l a r  t o p l a m i  <J s h u n d a y  A v a  A' 
t o 'p l a m l a r g a  a j r a t i l s a k i ,  b u n d a

1). A*Q>,A'* 0 ,
2). A u A '= 0 ,
3). Va e A, Va' e A '=> a < a'

s h a r t l a r  q a n o a t l a n t i r i l s a ,  A  v a  A' t o 'p l a m l a r  Q t o p l a m d a  k e s i m  
b a ja ra d i  d e b  a y t i l a d i .  B u n d a  A  t o  p l a m  k p s i m n i n g  q u y i  s in f i ,  A' 
e s a  y u q o r i  s in f i  d e y i l a d i .

M a s a la n :  1). 5  v a  u n d a n  k j c h i k  b o  l g a n  b a r c h a  r a t s io n a l  
s o n l a r d a n  i b o r a t  t o 'p l a m  A , 5 d a n  k a t t a  b o ' l g a n  b a r c h a  r a t s io n a l  
s o n l a r  to  p la m i  Á  b o 'l s in :  A  = {/•: r  e  Q ,r  < 5}, A '  -  {r : r e  Q ,r  > 5}
B u  A v a  A' t o  p l a m l a r  u c h u n  5 — t a 'r i f d a g i  u c h c h a l a  s h a r t n i n g  
b a ja r i l i s h in i  k o  r i s h  q iy i n  e m a s .  D e m a k ,  b u n d a y  tu z i lg a n  A  v a  
A '  t o  p la m la r  Q d a  k e s i m  b a ja r a d i .

2 ). B t o 'p l a m  d e b  1 v a  2 r a t s io n a l  s o n l a r  o r a s id a g i  b a r c h a  
r a t s io n a l  s o n l a r d a n  i b o r a t  b o ' l g a n  R  =  { r  : r  e  0 , 1  < r <  2} to 'p l a m n i ,  B '  

to 'p l a m  d e b  1 v a  u n d a n  k ic h i k  b o ' l g a n  b a r c h a  r a t s io n a l  s o n l a r  
h a m d a  2 v a  u n d a n  k a t t a  b o 'l g a n  b a r c h a  r a t s io n a l  s o n l a r d a n  
ib o r a t

B' = { r : r e Q , r < \ } ' u { r : r e Q , r > 2 ]  
t o ’p la m n i  o la y l ik .  R a v s h a n k i ,  b * o , B ' * < 3  h a m d a  B u B ' = Q ,  a m m o  
B  t o 'p l a m d a n  o l i n g a n  h a r  b i r  r a t s io n a l  s o n  B '  t o 'p l a m d a n  
o l i n g a n  i s t a l g a n  r a t s io n a l  s o n d a n  h a r  d o im  k i c h i k  b o 'lm a g a n l i g i  
s a b a b h ,  b u n d a y  t u z i l g a n  B  v a  B '  t o 'p l a m l a r  Q  t o 'p l a m d a  k e s im  
b a j a r m a y d i  ( k e s im  ta 'r i f i d a g i  u c h in c h i  s h a r t  b a ja r i lm a y d i ) .

3). U s h b u  C = { r : r e Q,r < l}, C'  = { r : r e 0,\ < r < 5} t o 'p l a m l a r n i  
o la y l ik .  B u n d a  C * 0 , C ‘*t» b o 'l ib ,  C t o 'p l a m n i n g  h a r  b i r  e l e m e n t i  
C'  t o 'p l a m n i n g  i s t a l g a n  e l e m e n t i d a n  k ic h i k d i r .  A m m o  C u C ' * Q  
b o  lg a m  u c h u n  b u  C  v a  C '  t o p l a m l a r  Q  d a  k e s im  b a ja r m a y d i  
(k e s im  t a  r i t i d a g i  í k k m c h i  s h a r t  b a j a r i im a y d i j .

2 . 1 - m i s o l .  A y ta y l ik  f0 e Q  b o 'l i b ,  A = {r r e Q ,r < r „ }  v a  

A' = {r . r  e Q , r  > r0} b o 'l s in .  B u  to 'p l a m l a r  Q d a  k e s im  b a ja r i l i s h i n i  

k o 'r s a t i l s in .

■4O l i n g a n  r0 e.Q s o n  A t o ’p l a m g a  t e g i s h l i .  B m o b a r in  A*%.
E n d i

r0 e  Q  , ru +  1 e  Q  v a  r0 +1  >  r0 
b o 'l i s h id a n  r0 + 1  e  A'  e k a n l i g i  k e l ib  c h iq a d i .  D e m a k , A ' * 0



R a v s h a n k i ,  .■I o  A'  = { r : r  e  O. r < r0} u { r : /•„ e  (J. / >»•„}=£' B u  k p s im  
t a 'n f i n i n g  ik k in c h i  s h a r t i  b a ja r i l i s h in i  k o r s a t a d i .  A g a r  
V a e  ,4 ,V a’ e  / ) ’ b o  lsa , u n d a n  a < /• „ .« ’ >/•„ y a 'n i  a < r0 < a' e k a n i  

k e l i b  c h iq a d i  D e n ra k , « < « '  v a  k p s im  t a  r i f in in g  3 — s h a r t i  h a m  
b a j a r i l a d i .  S h u n d a y  q i l ib ,  A v a  A' t o p l a m l a r  o  d a  k e s im  
b a j a r a d i > -

O d a t d a  b u  k e s im n i

'«i -  (A,  A ' )
k a b i  h a m  b e lg i l a n a d i .  B u  k e s i m n i n g  q u y i  s in f i  A  t o ’p la i n d a  
( u n i n g  e l e m e n t l a r i  o r a s id a )  e n g  k a t t a  e l e m e n t  m a v j u d  b o  lib , u  

r o e k a n l i g i  r a v s h a n d i r .  A m m o  k e s i m n i n g  y u q o r i  s in f i  A '  
t o  p l a m d a  e s a  ( u n in g  e l e m e n t l a r i  o r a s id a )  e n g  k i c h i k  e l e m e n t  
m a v j u d  e m a s .

- A ') k e s i m n i n g  y u q o r i  s in f i  A' e l e m e n t l a r i  o r a s id a  

e n g  k i c h i g i  m a v ju d  b o 'l s i n  d e b  f a r a z  q i la m iz .  U n i  r  d e b  

b e lg i l a y l ik :  r '  e  A ' . K e s im  t a ’r i f ig a  k o  ra  rt < r ’ b o 'l a d i .  R a ts io n a l  

s o n l a r  t o 'p l a m i  z ic h  t o 'p l a m  b o 'l g a n i  u c h u n  s h u n d a y  t  r a t s io n a l  

s o n  m a v ju d k i .  r0 < t < r  b o 'l a d i .  .4' n in g  t u z i l i s h i g a  b i n o a n  

t o p i l g a n  t u c h u n  t e  A ’ b o l i s h i  k e r a k .  D e m a k , A ’ d a  r  d a n

k i c h i k  b o  lg a n  t s o n  m a v j u d .  V a h o la n k i ,  b iz  r*  n i A'  n i n g  e n g  
k i c h i k  e l e m e n t i  d e b  o l g a n  e d i k .►

B u n d a y  k e s im la r n i  q u y i  s in f i  y o p iq ,  y u q o r i  s in f i  o c h iq  

k e s i m l a r  v a  r0 s o n n i  e s a  A  t o 'p l a m n i  y o p u v c h i  e l e m e n t  d e b  
a t a l a d i  (10 ( a ) —c h iz m a ) .

A _ :  fc - J L-------H-----
a

\

A fc A
6

A r0 A
e

10 — c h iz m a
2 . 2 - m i s o l .  U s h b u  B = {r : r e  Q, r  < r0} v a  B' = {r : r e  Q. r  > /5}



t o 'p l a m l a r  O d a  k e s im  b a ja r i s h i  k o 'r s a t i l s in .
• ^ Y u q o r id a  k e l t i r i l g a n  2.1 — m i s o l d a g id e k  k o 'r s a t i s h  

m u m k in k i ,  O d a  b u  H v a  B' t o 'p l a m l a r  ( b , B ') k e s im  b a j a r i l a d i . ^
B u  h o ld a  (B . B ') k e s i m n i n g  q u y i  s in f i  B  t o ’p l a m d a  ( u n in g

e l e m e n t l a r i  o r a s id a )  e n g  k a t t a  e l e m e n t  m a v ju d  e m a s ,  k e s i m n i n g  
y n g n r i  s in f i  R ‘ t o p l a m n i n q  e l e m e n t l a r i  o r a s id a  e n g  k i c h ik  
e l e m e n t  m a v ju d .  B  q u y i  s in f  o c h iq ,  y u q o r i  s in f  B ' e s a  y o p iq  

b o 'l i b ,  r 0 r a t s i o n a l  s o n  e s a  B '  t o ’p l a m n i  y o p u v c h i  e l e m e n t

b o 'l a d i .  (10(6 ) — c h iz m a ) .
2 .3 -m iso l. K u b i  2  d a n  k i c h i k  b o ' l g a n  b a r c h a  r a t s io n a l  

s o n l a r d a n  l b o r a t  t o 'p l a m  C,  k u b i  2 d a n  k a t t a  b o 'l g a n  b a r c h a  
r a t s i o n a l  s o n l a r d a n  i b o r a t  t o 'p l a m  C'  b o 'l s in :  K u b i  2 g a  t e n g  
b o ' l g a n  r a t s io n a l  s o n  m a v ju d  e m a s l i g i  1 —t e o r e m a d a g i d e k  i s b o t  
e t i l a d i

C = {r : r e  0 . r3 <  2 } , C' = {r : r & Q.r ' > 2)
B u  C v a  C  t o 'p l a m l a r  Q d a  k e s im  b a j a r i s h  k o 'r s a t i l s in .

< C  v a  C ‘ t o 'p l a m l a r  t u z i l i s h i d a n  k e s i m  t a ’r i f id a g i  b a r c h a  
s h a r t l a r i n i n g  b a j a r i l i s h i n i  to p a m iz .

B u  m is o l d a g i  ( C, C)  k e s i m d a ,  k e s i m n i n g  q u y i  s in f i  C 
t o 'p l a m  e l e m e n t l a r i  o r a s id a  e n g  k a t t a  e l e m e n t ,  s h u n i n g d e k  
y u q o r i  s in f i  C' t o 'p l a m  e l e m e n t l a r  o r a s id a  e n g  k i c h i k  e l e m e n t  
m a v j u d  e m a s l i g in i  k o 'r s a t a m i z .  C t o 'p l a m d a n  r0 s o n n i  

(r0 e A ,r0 > 1) o lib ,  u n i n g  y o r d a m i d a  u s h b u

= r„ +
3r0 + 3ro + 1

0 <
3 r„ + 3r0 + 1

< 1

l a t s i u n a l  s o n n i  h o s i l  q i la m iz .  B u  ;; r a t s io n a l  s o n n i n g  k u b i  2  d a n

k i c f u k  b o i a d i :  r{ < 2 .  H a q i q a i d a u  ham

3r0 + 3r0 + 1 = ro + 3 3 r0 + 3r0 +1

+ 3:

+  3 r,

( O 3 ^2 ~ r0
2

f  2 -  r 3^ 'o
\

,3 r02 + 3  r0 + \ j ro
13r02 + 3ro + U

2 - r * 2 3
-  ro

k 5 4 -

< r0’ +3 r02 2 ~~ ro
3r0 + 3r0 +1

- +

3r02 +3/-0 + l 3r02 + 3r0 +1 3 r0‘ + 3 r0 + 1
(3 r07 + 3r0 +1) = 2

„2 . 1 -  . 1 u '

D e m a k ,  r0 < rt e C  y a ’n i  r„ e  C  s o n d a n  k a t t a  b o 'l g a n  r, r a t s i o n a l



s o n  h a m  ( ' t o ’p l a m g a  Ip g is h l i  b o 'l a d i .
S h u n d a y  q i l ib ,  jx t iy o r iy  r0 e C r a t s io n a l  s o n  b e r i l g a n d a

h a m , k a m i d a  b i t t a  s h u n d a y  r t r a t s i o n a l  s o n  to p i l a r  e k a n k i ,  u

i) > i'n v a  / • , £ ( ' .  B u e s a  ('  t o 'p l a m n i n g  p le in p n t l a r i  o r a s id a  e n g  
k a t t a s i  m a v ju d  p m a s l ig in i  k o ’r s a ta d i .

E n d i  ( ( '.< " )  k p s i m n i n g  y u q o r i  s in f i C' t o 'p l a m n i n g  
p l e m e n t l a r i  o r a s id a  e n g  k ic h ig i  m a v j u d  e in a s l i g im  is b o t l a y m iz .

r¿ 6 C ' ( r 0' > 1) b o ’ls in .  D e m a k , f Q < ^  •

r a t s i o n a l  s o n n i  q a r a y l ik .  B u  r,' r a t s i o n a l  s o n n i n g  k u b i  2  d a n  
k a t t a  b o 'l a d i :  i f  > 2. H a q i q a t a n  h a m ,

D e m a k ,  r ¡< r^ C '  y a ’n i  ^  e  C  s o n d a n  k i c h i k  b o ' l g a n  r t’ 
r a t s i o n a l  s o n  h a m  C" t o 'p l a m g a  t e g i s h l i  b o 'l a d i .

S h u n d a y  q i l ib ,  i x t iy o r iy  e  C '  r a t s i o n a l  s o n  b e r i l g a n d a  

h a m  k a m i d a  b i t t a ,  s h u n d a y  / , '  r a t s i o n a l  s o n  to p i l a r  e k a n k i ,  u  

rí < ró v a  r ¡ e C ’ . B u  e s a  C' t o 'p l a m n i n g  e l e m e n t l a r i  o r a s id a  e n g  

k i c h i g i  m a v j u d  e m a s l i g in i  a n g l a t a d i .  ►
S h u n d a y  q i l ib ,  k o 'r s a t i l a y o t g a n  m i s o l d a  (C 7C )  k e s i m  

u c h u n  q u y i  s in f  C h a m , y u q o r i  s i n f  C' h a m  o c h iq  b o 'l ib ,  C v a  C' 
t o 'p l a m l a r n i n g  y o p u v c h i  e l e m e n t l a r i  m a v ju d  e m a s  ( 1 0 ( b ) — 
c h iz m a ) .

2 . 4 - m i s o l .  R a t s i o n a l  s o n l a r  t o 'p l a m i  Q  d a  h a m  q u y i  s i n f — D  

t o 'p l a m i n i n g  e l e m e n t l a r i  o r a s id a  e n g  k a t t a s i ,  h a m  y u q o r i  s in f  — 
D' t o 'p l a m i n i n g  e l e m e n t l a r i  o r a s id a  e n g  k i c h i g i  b o ' l g a n  ( D . D ') 
k e s i m  r i ia v ju d  e m a s l i g i  i s b o t l a n s in .

- < F a ra z  q i l a y l ik ,  Q  t o p l a m d a  s h u n d a y  ( D , D ' )  k e s i m  

m a v j u d  b o  ls in k i ,  a 0 s o n i  D t o ’p l a m n i n g  e n g  k a t t a  e le m e n t i ,  a '0 
e s a  D '  t o 'p l a m n i n g  e n g  k i c h i k  e l e m e n t i  b o 'l s in .  U  h o l d a  k e s i m

U s h b u



t a 'r i f i g a  k o r a  o 0 < a n t e n g s i z l i k  o r i n l i  b o l a d i .  

R a v s h a n k i ,
'(i °o

“ ° '  2

B u n d a  T ^ ~  r a t s io n a l  s o n  ~D to ^ p la iu g d  le g i s h l i  e m a s ,

c h u n k i  a  0 s o n  l)  t o 'p l a m n i n g  e n g  k a t t a  e l e m e n t i  v a

a0 4" a0 (7 q ~h a o
a0 < — 2—  • S h u n i n g d e k ,  ----- -------  r a t s i o n a l  s o n  O' t o 'p l a m i g a

h a m  t e g i s h l i  e m a s ,  c h u n k i  a'0 s o n  D' t o 'p l a m n i n g  e n g  k i c h i k

a 0 a o < ~ --- ------
e l e m e n t i  v a  -------   <  a o ■ D e m a k ,  —    r a t s io n a l  s o n  D

t o 'p l a m g a  h a m ,  D‘ t o 'p l a m g a  h a m  t e g i s h l i  b o 'lm a y d i .  B u  e s a  
k e s i m  t a ' r i f i g a  z id d i r .  S h u n d a y  q i l ib ,  b i r  v a q t d a  g u y i  s in f id a  e n g  
k a t t a  e l e m a n t ,  y u q o r i  s in f id a  e s a  e n g  k i c h i k  e l e m e n t  b o 'l g a n

k e s i m  m a v j u d  e m a s .  ►
R a t s i o n a l  s o n l a r  to 'p l a m i  Q  d a  b a j a r i l g a n  k e s im  t a 'r i f i  v a  

k e s i m g a  k e l t i r i l g a n  m i s o l l a r d a n  q u y i d a g i  x u lo s a n i  k e l t i r ib  
c h iq a r i s h  m u m k i n .  Q  t o  p l a m d a  b a j a r i l g a n  ( A ,  A ' )  k e s im  f a q a t  

u c h  tu r l i  b o  l i s h i  m u m k in :
1). K e s im n in g  q u y i  s in f i  A d a  e n g  k a t t a  e l e m e n t  ( >'0 

r a t s io n a l  s o n )  m a v ju d ,  k e s i m n i n g  y u q o r i  s in f i A'  d a  e s a  e n g  

k i c h i k  e l e m e n t  m a v j u d  e m a s .  B u n d a  r0 r a t s io n a l  s o n  q u y i  s in f

y o p u v c h i  e l e m e n t i  b o  la d i .
2). K e s im n in g  q u y i  s in f i  A d a  e n q  k a t t a  e l e m e n t  m a v ju d

e m a s ,  k e s i m n i n g  y u q o r i  s in f i  A' d a  e s a  k ic h i k  e l e m e n t  ( ra' 

r a t s i o n a l  s o n )  m a v ju d .  B u n d a  r 0' r a t s i o n a l  s o n  y u q o r i  s i ru  A'

n i n g  y o p u v c h i  e l e m e n t i  b o 'l a d i .
3). K e s i m n i n g  q u y i  s in f i A d a  e n g  k a t t a  e l e m e n t  m a v ju d  

e m a s ,  k e s i m n i n g  y u q o r i  s in f i  A'  d a  e n g  k i c h i k  e l e m e n t  m a v j u d  
e m a s .  B u n d a  q u y i  s in f  A  d a , y u q o r i  s in f  A' d a  y o p u v c h i
e l e m e n t l a r  m a v j u d  e m a s .

B i r in c h i  v a  i k k i n c h i  t u r  k e s m l a r d a  u l a r n m g  q u y i  y o k i  
y u q o r i  s i n f l a n  y o p i q  b o 'l ib ,  y o p u v c h i  e l e m e n t l a m i  b i r  s i n f d a n  
ik k in c h i  s i n f g a  o 'tk a z ib ,  h a r  d o im  b i r  t u r d a g i  k e s m g a  — q u y i  
s in f i  o c h iq ,  y u q o r i  s in f i  e s a  y o p i q  b o ' l g a n  k e s i m g a  k e l t i r i s h  
m u m k in .  B iz  b u n d a n  b u y o n  b i r i n c h i  v a  i k k i n c h i  t u r  k e s i m l a r



o 'r n i g a  b i r  t u r  k e s im n i ,  q u v i  s i n f d a  p n g  k a t t a  e l e m e n t  m a v ju d  
b o  I m a g a n  (o c h iq  s in f) , y u q o r i  s i n f d a  e s a  e n g  k i c h i k  e l e m e n t  
m a v j u d  b o  l g a n  ( y o p iq  s in f)  k e s im n i  q a r a y m iz .  B u n d a y  
k e s i m l a r n i  r a t s io n a l  k e s im  d e b  a ta y m iz .

I x t iy o r iy  r e O  r a t s io n a l  s o n  u c h u n  Q t o 'p l a m d a  b a r  d o im  
(A .  A')  k e s i m  b a ja r i l i s h i  m u m k in k i ,  b u  k e s i m  r a t s io n a l  k e s im  
b o 'l a d i ,  b u n d a  A  t o 'p l a m  o c h iq  s in f, A '  t o 'p l a m  y o p i q  s in f, 
y o p u v c h i  e l e m e n t  r  s o n n i n g  o 'z i  b o 'l a d i .  D e m a k , Q  t o 'p l a m d a  
o l i n g a n  h a r  b i r  r a t s io n a l  s o n g a  Q  d a  b a j a r i l g a n  r a t s io n a l  k e s im  
m o s  k e la d i .

A k s in c h a ,  Q  t o 'p l a m d a  ( A , A ' )  k e s im  b a j a r i l g a n  b o 'l ib ,  
k e s i m n i n g  q u y i  s in f i  A  o c h iq ,  y u q o r i  s in f i  A '  y o p i q  h a m d a  
y o p u v c h i  e l e m e n t  r  b o 'l s a ,  b u  k e s im  r  r a t s i o n a l  s o n n i  
i f o d a la y d i .

D e m a k ,  Q  d a  b a j a r i l g a n  h a r  b i r  r a t s io n a l  k e s i m  b i t t a  
r a t s i o n a l  s o n n i  a n iq l a y d i .

S h u n d a y  q il ib .  0  t o 'p l a m  e l e m e n t l a r i  b i l a n  Q t o 'p l a m d a  
b a j a r i l g a n  r a t s io n a l  k e s i m l a r  t o 'p l a m i n i n g  e l e m e n t l a r i  o 'z a r o  b i r  
q iy m a t l i  m o s l i k d a  b o 'l a d i .

R a t s i o n a l  s o n l a r  t o 'p l a m i  Q  d a  b a j a r i l g a n  u c h in c h i  t u r  
k e s i m  q u y i  s in f  h a m ,  y u q o r i  s in f  h a m  o c h iq  b o 'l g a n  k e s im  
i r r a t s io n a l  k e s im  d e y i l a d i .

6 - t a ’r i f .  R a ts io n a l  s o n l a r  t o 'p l a m i  O d a  b a j a r i l g a n  
i r r a t s io n a l  k e s im  i r r a t s i o n a l  s o n n i  a n ig l a y d i  d e y i la d i .

I r r a t s io n a l  s o n l a r  t o 'p l a m i n i  u  h a r f  b i l a n  b e lg i la y l ik .

3 -§ . Haqiqiy sonlar. Haqiqiy sonlar to'plamining 
tartiblanganlik va zichlik xossalari.

R a ts io n a l  s o n l a r  t o 'p l a m i  Q  d a  b a j a r i l g a n  k e s im  f a q a t  ik k i  
t u r — r a t s io n a l  y o k i  i r r a t s i o n a l  s o n n i  a n iq l a s h i n i  b iz  y u q o r i d a  
k o 'r d i k .

7 - t a ' r i f .  R a ts io n a l  h a m d a  i r r a t s io n a l  s o n l a r  u m u m i y  n o m  
b i l a n  h a q i q i y  s o n la r  d e b  a t a l a d i .

B a r c h a  h a q i q i y  s o n la r  t o 'p l a m i  R  h a r f i  b i l a n  b e lg i l a n a d i .  
T a 'r i f g a  k o r a ,  R = Q<j U.  R —  l o t i n c h a  R e a l i s — " h a q iq iy "  d e g a n  
m a ’n o n i  a n g la t u v c h i  s o  z n in g  b o s h  h a r f i .

S h u n d a y  q i l ib ,  r a t s io n a l  s o n l a r  to 'p l a m i  Q n i  h a q i q i y  s o n l a r  
t o 'p l a m i  R  g a c h a  k e n g a y t i r i l d i .



Io. Haqiqiy sonlar to'plamining tartiblanganligi. Avval 
h aq iq iy  sonlar to 'p lam id a  tenglik , k a tta  va k ich ik
tu sh u n ch a la rin i kiritam iz.

A y ta y l ik ,  X  v a  y  h a q i q i y  s o n l a r  b e r i l g a n  b o 'l s i n :  x ^ R . y e R  
M a 'l u m k i ,  h a r  b i r  h a q i q i y  s o n  r a t s io n a l  s o n la r  t o p l a m i  O d a
b ajarilgan  kesim  h ilan  a n iq lan adi. Binobarin, x  va y  larni
a m q l o v c h i  ( A. A")  v a  ( B , B ‘) k e s i m í a r  b e f l lg a ñ l  

*  = ( A.  A ’) ,  y  = ( B , B ' )
B u  k e s i m l a r n i n g  q u y i  s in f l a r i  A , R la r  u c h u n  y o k i  A = R (b u  
h o l d a ,  a lb a t t a ,  A' = B' b o 'l a d i ) ,  y o k i  A * B  (b u  h o l d a  A' ±B' )  
m u n o s a b a t l a r d a n  b i r i  o r i n l i  b o  la d i .

A g a r  A  = B b o  ls a ,  ( A . .  A ' )  v a  (/?, B ') k e s i m l a r  b i r  —b i r i g a  
t e n g  d e y i l a d i :  ( A . A ' )  = (B,B'). B u  h o l d a  u l a r  a n i q l a n g a n  x  v a  
y  h a q i q i y  s o n l a r  h a m  b i r  — b i r ig a  t e n g  d e y i l a d i :  x  = y  .

E n d i  A * B  b o 'l s in .  U n d a  s h u n d a y  r, e A b o r k i ,  r, e  B b o l a d i ,  

y o k i  s h u n d a y  r2e B  b o r k i ,  >\ <i A b o 'l a d i .  B ir in c h i  h o l d a  rt &Ar^B'  
e k a n l i g i  k e l i b  c h iq a d i .  K e s im n in g  t a 'r i f i g a  k o 'r a ,  b u  h o l d a  S c  A 
b o 'l a d i .  I k k i n c h i  h o l d a  e s a  r2 eBr>A'  e k a n l i g i d a n  A c B  k e l ib  

c h iq a d i .
S h u n d a y  q i l ib ,  a * b  b o ' l g a n d a  y o  A a B  y o k i  B<zA b o 'l a r

e k a n .
A g a r  A c:B  b o ’ls a ,  ( A , A ' )  k e s i m  (B , B ') k e s i m d a n  k i c h i k  

d e y i l a d i .  B u  h o l d a  a: h a q i q i y  s o n  y  h a q i q i y  s o n d a n  k i c h i k  d e b  

a ta l a d i :
A g a r  A=>B b o 'l s a ,  ( A ,A ' )  k e s i m  ( B ,B ' )  k e s i m d a n  k a t t a  

d e y i l a d i .  B u  h o l d a  .v h a q i q i y  s o n  y  h a q i q i y  s o n d a n  k a t t a  

d e y i l a d i :  x  > y .
S h u n d a y  q i l ib ,  ix t i y o r iy  ik k i  r v a  v h a q iq i v  s o n l a r  b e r i l g a n  

b o 'l s a ,  u n d a
x  = y ,  X < y , X > y  

m u n o s a b a t l a r d a n  b i t t a s i  v a  f a q a t  b i t t a s i  o 'r i n l i  b o 'l a d i .
E n d i  x e R , y e R , z e R  s o n l a r  u c h u n  u s h b u  x < y ,  y < z  

t e n s i z l i k l a r d a n  x  < z  t e n g s i z l i k  k e l ib  c h iq i s h n i  i s b o t l a y m iz .  
x, y ,  z  s o n l a m i  a n iq l o v c h i  k e s i m l a r

x = ( A ; A ' ) , y  = ( B . B ’) , z  = ( C , C )
b o 'l s in .

A y ta y l ik ,  x < y  v a  y  < z  b o 'l s in .  T a 'r i f g a  a s o s a n
x < y = >  A c B , y < z = $ B < z C



/ I c ü . Ä c l ' ^ . - I c C .
B u n d a n  x  < z  b o  l i s h i  k e l ib  c h iq a d i .

K t o ’p l a m n in g  b u n d a y  x u s u s i y a t g a  e g a  b o l i s h i  u n i n g  
t a r t i b l a n g a n l i g i n i  i f o d a la y d i .

2". H a q i q i y  s o n l a r  t o p l a m i n i n g  z i c h l ig i .  F a r a z  q i la y l ik ,  
x e R . y e R  v a  x < y  b o l s i n .  U  h o ld a  s h u n d a y  r  r a t s io n a l  s o n  
m a v ju d k i ,  s h u  s o n  u c h u n  u s h b u  x < z < y  t e n g s i z l i k l a r  o r i n l i  
b o 'l a d i .  S h u m  is b o t ia y l ik .

’ Q t o  p l a m d a  b a j a r i l g a n  ( B , B ') k e s i m l a r  v v a  y
s o n l a r n i  a n iq l a n s i n :  x  = ( A , A ' ) ,  y = ( B . B ' ) .  U  h o l d a  x < y  d a n  
A<zB k e l ib  c h iq a d i .  D e m a k ,  B t o 'p l a m d a  s h u n d a y  r a t s io n a l  s o n  

r„e£  m a v ju d k i ,  r0i A  b o 'l a d i .  r0e ß .  U n d a  r0eA b o 'la d i  v a  d e m a k ,  

x < r 0 t e n s i z l i k  o r i n l i  b o 'l a d i .  I k k i n c h i  t o m o n d a n ,  y  = (ß,B'),  r „ e B ß  
t o 'p l a m n i n g  e l e m e n t l a r i  o r a s id a  e n g  k a t t a s i  m a v j u d  e m a s l ig i  
s a b a b l i ,  s h u n d a y  r a t s io n a l  s o n  r  e  R m a v ju d k i ,  < r v a  r  <>■ 

b o 'l a d i .  N a t i j a d a  x<r0<r<y  t e n g s i z l i k l a r g a  e g a  b o 'l a m iz .  B u n d a n  
e s a  x < r < y  e k a n l i g in i  k o 'r a m iz .  S h u  u s u l  b i l a n  x e R , y ^ R  v a  x >  y  
b o ' l g a n d a  h a m  x > r > y  m u n o s a b a t l a r n i  q a n o a t l a n t i r u v c h i  
r a t s io n a l  s o n  r  m a v j u d  e k a n l i g i  k o 'r s a t i l a d i .  S h u n d a y  q il ib ,  
ix t i y o r iy  i k k i t a  b i r  —b i r i g a  t e n g  b o 'l m a g a n  h a q i q i y  s o n l a r  o r a s id a  
k a m i d a  b i t t a  h a q i q i y  s o n  m a v ju d .  B u n d a n  e s a  u l a r  o r a s id a  
c h e k s i z  k o 'p  h a q i q i y  s o n  m a v j u d l i g i  . k e l i b  c h iq a d i .  R 
t o 'p l a m n i n g  b u n d a y  x u s u s i y a t i g a  e g a  b o  l i s h i  u n i n g  z i e h  t o 'p l a m  
e k a n i n i  i f o d a la y d i .

4-§ . H aqiqiy sonlar to 'plam ning to'liqligi.
D e d e k i n d  t e o r e m a s i

A g a r  h a q iq i y  s o n l a r  to 'p l a m i  R d a  h a m  b a j a r i l g a n  k e s im  
t u s h u n c h a s i  k i r i t i l s a ,  r a t s i o n a l  s o n l a r  t o 'p l a m i  Q d a  s o d i r  
b o ' l g a n i d e k ,  R n i h a m  k e n g a y t i r i s h  z a r u r a t i  s o d i r  b o ’la d im i  y o k i  
y o 'q m i  d e g a n  t a b i iy  s a v o l  tu g 'i l a d i .  Q u y i d a  b iz  b u n d a y  h o la t  
b o 'lm a s l ig in i ,  y a 'n i  R d a  b a j a r i l g a n  h a r  q a n d a y  k e s i m  f a q a t  
b i r i n c h i  t u r  k e s im  b o l i s h i n i  k o 'r s a t a m iz .  O d a t d a  b u  x o s s a  
h a q i q i y  s o n la r  to 'p l a m i  R n i n g  t o ' l i q l i k  x o s s a s i  d e y i l a d i .  
D a s t a w a l ,  R d a  b a j a r i l g a n  k e s i m  tu s h u n c h a s i  b i l a n  t a n i s h a y l ik .

8~ t a 'r i f .  H a q i q i y  s o n l a r  t o 'p l a m i  R s h u n d a y  E v a  E' 
t o 'p l a m l a r g a  a j r a t i l s a k i ,  u n d a

b o ’ladi Ravshanki,

¿9



l j  E *  W, E '  * (I,
2) E kj £ '  = R.
3) Vjt e  E,  V.v' e  E ' => x  < x '

s h a r t l a r  b a ja r i l s a ,  E  v a  E ' t o p l a m l a r  R  t o ' p l a m d a  k e s i m  b a j a r a d i  

d e y i l a d i  v a  ( £ . £ ’) k a b i  b e l g i l a n a d i  (5 — t a r i f g a  q a r a n g ) .
— A w a t g i d e k ,  t: t o p l a m  k e s im n in g  quyi sirdi, l o p l a m  e s a  

k e s i m n m g  yuqori sinfi d e y i l a d i .
M a s a la n ,  u s h b u
E = {x : x e  R .x  < x 0 } , E ' = { x : x  e  R ,x  > x 0} (x„ e R)

t o p l a m l a r  R d a  ( E , E ' )  k e s i m  b a ja r a d i .  B u  k e s i m n i n g  q u y i  s in f i  
E  d a  e n g  k a t t a  e l e m e n t  ( ; x ,  g a  t e n g )  b o  lib , y u q o r i  s in f i  E  d a  

e n g  k i c h i k  e l e m e n t  b o  lm a y d i .
U s h b u

F  -  { x . x  e R , x  < x 0} , F '  = { x : x e R , x > x 0} (xn e  R) 
t o p l a m l a r  h a m  R d a  ( F . F ')  k e s i m i n i  b a ja r a d i .  B u  k e s i m n i n g  
q u y i  s in f i  F  d a  e n g  k a t t a  e l e m e n t  b o  lm a s d a n ,  y u q o r i  s in f i  F '  d a  
e n g  k i c h i k  e l e m e n t  (v  x„ g a  te n g )  b o l a d i .

2.5—mi sol. H a q iq iy  s o n l a r  t o  p la m i  R d a  q u y i  s in f  
t o  p l a m n i n g  e l e m e n t l a r i  o r a s id a  e n g  k a t t a ,  y u q o r i  s in f  G 
to  p l a m n i n q  e l e m e n t l a r i  o r a s id a  e n g  k ic h i k  e l e m e n t  b o r  b o  lg a n  
(G, G')  k e s i m  m a v ju d  e m a s l i g i  i s b o t l a n s in .

■4 (G .G ')  k e s i m  R d a  b a j a r i l g a n  k e s im  b o  lib , u n d a  G n in g  

e n g  k a t t a  e l e m e n t i  x0 v a  G' n i n g  e n g  k i c h i k  e l e m e n t i  y 0 b o 'l s in .  

K e s im  t a 'r i f i g a  k o  ra ,  x„ < y 0 b o  la d i .  R t o  p l a m n i n g  z ic h l ik  

x o s s a s ig a  b i n o a n  s h u n d a y  us.R  s o n  m a v ju d k i ,  x0 < u < y 0 b o l a d i .  
K e y in g i  t e n g s i z l i k l a r d a n  k o  r i n a d ik i ,  u s o n  G g a  t e g i s h l i  e m a s , 

c h u n k i  x0 s o n  G d a  e n g  k a t t a  e l e m e n t  v a  xo <u  S h u n in g d e k ,  

u < y 0 v a  v 0 s o n  G' t o  p l a m n i n g  e n g  k i c h i k  e l e m e n t i  e k a m d a n  u 
s o n n i n g  G' g a  t e g i s h l i  e m a s l i g i  k e l ib  c h iq a d i .  S h u n d a y  q il ib , 
u z R  s o n  G v a  G' t o p l a m l a r n i n g  b i r o r t a s i g a  h a m  te g i s h l i  
b o 'lm a y d i .  B u n d a n  G v a  G' t o p l a m l a r  R d a  k e s im  b a ja r i lm a s l ig i  
k e l ib  c h iq a d i .  B u  e s a  y u q o r i d a g i  f a r a z g a  z id . ►

D e m a k ,  R t o 'p l a m d a  b i r  v a q td a  q u y i  h a m d a  y u q o r i  s in f la r i  
y o p i q  b o  l g a n  k e s im  m a v j u d  e m a s .

2—teo re m a  (D edek ind  teo rem asi). H aqiq iy sonlar top lam i 
R da bajarilgan har q anday  ( E. E' )  kesim  uchun fa q a t quyidag i 
ikk i holdan  biri bo'lishi m um kin:
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a). K e s i m n i n g  q u y i  s in f i— E d a  e n g  k a t t a  e l e m e n t i  m a v ju d ,  
y u q o r i  s i n f  - i - r  d a  e s a  e n g  k i c h i k  e l e m e n t  m a v j u d  em as:

b). K e s i m n i n g  q u y i  s in f i  — E d a  e n g  k a t ta  e l e m e n t  m a v ju d  
e m a s ,  y u q o r i  s i n f  — E ‘ d a  e s a  e n g  k i c h i k  e l e m e n t  m a v ju d .

- 4 F a r a z  q i l a y l ik ,  R d a  b i r o r  ( E, E' )  k e s im  b a j a r i l g a n  b o 'l s in .  
E t o 'p l a m n i n g  b a r c h a  r a t s io n a l  s o n l a r i  to 'p l a m i n i  A, E‘ 
t o p l a m n i n g  b a r c h a  r a t s io n a l  s o n l a r i  t o 'p l a m i n i  A' d e y l ik .  
R a v s h a n k i ,  A c  E.A ' c  E ' . B u  tu z i l g a n  a  v a  A' to 'p l a m l a r  Q d a  
{A.A') k e s i m  b a ja r i s h i n i  k o 'r s a t a m i z .  A w a l o  A v a  A' 
t o 'p l a m l a r n i n g  b o  s h  e m a s l ig in i  i s b o t l a y l ik .

E * 0 b o ' l g a n i  u c h u n  3jc0 e  R , x 0 e E . A g a r  x a r a t s io n a l  s o n  

b o ’Isa , x0 e A  b o 'l i b ,  A * 0 b o 'l a d i .  A g a r  x0 i r r a t s io n a l  s o n  b o 'l s a ,  
t a 'r i f i g a  k o r a  u  0  t o p l a m d a g i  i k k i n c h i  t u r  k e s i m  b i l a n  

a n i q l a n a d i .  D e m a k , x 0 = ( / l 0, S 0) .  B u n d a  A 0 * 0  b o ' l g a n i  s a b a b l i ,  

r„ e-A-j- b o 'l a d i .  A m m o  r0 < x0 v a  x „ e E  b o ' l g a m d a  e s a  

>o e  A e k a n i  k e l i b  c h iq a d i .  D e m a k ,  A * 0 x u d d i  s h u n i n g d e k ,  
A '  * 0 e k a n i  h a m  k o 'r s a t i l a d i .  R = d a n  v a  A,  A'
t o 'p l a m l a r n i n g  t u z i l i s h i g a  k o  r a  A<j A' = Q b o 'l a d i .

CE , E ’) k e s i m  [< d a  b a j a r i l g a n  k e s i m l ig i d a n  v a  A c E . A ' c E '  
d a n  m o s  r a v i s h d a  A v a  A' t o 'p l a m l a r g a  t e g i s h l i  a Ba a' 
e l e m e n t l a r  u c h u n  a < a '  t e n g s i z l i k  o 'r i n l i .  D e m a k ,  ( A ,A ' )  k e s im .  B u  
k e s i m  b i r o r  h a q i q i y  a s o n n i  ( r a t s io n a l  y o k i  i r r a t s io n a l  so n n i)  
a n iq l a y d i :  a  = ( A , A ' ) . a e R .  K e s im n in g  2) s h a r t i g a  k o r a  a  s o n  y o k i  
E t o 'p l a m g a ,  y o k i  E ’ t o 'p l a m g a  t e g i s h l i  b o 'l a d i .  a e E  b o 'l s in .  
E n d i  a  s o n  E t o 'p l a m  e l e m e n t l a r i  o r a s id a  e n g  k a t t a s i  e k a n in i  
i s b o t l a y m iz .  T e s k a r i s in i  f a r a z  q i l a y l ik ,  y a 'n i  a  s o n  to 'p l a m  E 
e l e m e n t l a r i  o r a s id a  e n g  k a t t a s i  b o l m a s i n .  U n d a  3 x z E . a < x  
b o ’la d i .  H a q i q i y  s o n l a r  t o 'p l a m i  z ic h l ig i g a  k o r a  s h u n d a y  r 
r a t s io n a l  s o n  m a v ju d k i ,  a < r< x  t e n g s i z l i k l a r  o 'r i n l i  b o 'l a d i .  U s h b u  
x e E  v a  r < x m u n o s a b a t l a r d a n  r e E  v a  d e m a k ,  r e  A k e l ib  
c h iq a d i .  A m m o  a = (A .A ’) k e s i m n i n g  q u y i  s in f i  — A  t o ’p l a m d a g i  r  

s o n  b u  (A, A ')  k e s i m  a n i q l a g a n  s o n d a n  k a t t a  b o 'l i s h i  m u m k in  
e m a s .  B u  z id d iy a t l ik .  D e m a k , a  s o n  E t o 'p l a m  e l e m e n t l a r i  
o r a s id a  e n g  k a t t a s i  b o 'l a d i .

S h u n g a  o 'x s h a s h  m u l o h a z a  b i l a n  a e E '  b o ' l g a n d a  a  s o n  E‘ 
t o 'p l a m  e l e m e n t l a r i  o r a s id a  e n g  k i c h i g i  e k a n i  k o 'r s a t i l a d i .  ►

D e d e k i n d  t e o r e m a s i g a  k o 'r a  h a q i q i y  s o n l a r  to 'p l a m i  R d a  
b a j a r i l g a n  h a r  q a n d a y  (E, E' )  k e s i m  u c h u n  ik k i  h o i  b o 'l a d i .
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B u n d a  / y o k i  E' s m f la r n in g  y o p u v c h i  e l e m e n t l a r i n i  b i r i d a n  
ik k m c h i s ig a  o ' t k a z i s h  y o 'l i  b i l a n  b i t t a  h o lg a ,  k e s in in i  b i r  t u r  
k e s i m g a  k e l t i r i s h  m u m k in .  B iz  « d a  b a j a r i l g a n  h a r  q a n d a y  k e s im  
( £ . / ' )  d a  k e s i m n i n g  q u y i  s in f i E d a  e n g  k a t t a  e l e m e n t  y o q ,  
y u q o r i  s m f  E ‘ d a  e s a  e n g  k i c h i k  e l e m e n t  b o r  b o  lg a n  k e s i m  d e b  
q a r a y m iz .  B u  e s a  D e d e k in d  t e o r e m a s i n i q u y i d a q i c h a  h a m  
i f o d a la s h  m u m k in í ig i n i  k o r s a t a d i .

3—teorema. R d a  b a j a r i l g a n  h a r  q a n d a y  (/•. E ' )  k e s i m  

y a g o n a  h a q i q i y  s o n r i i  a n i q l a y d i .
V a e R  s o n  y o r d a m i d a  h a r  d o im  R d a  a = (E,E') k e s i m  b a j a r i s h  

m u m k in k i ,  b u n d a  h a q i q i y  s o n  a  k e s i m n i n g  y u q o r i  s in f i  E' g a  
te g i s h l i  b o l i b ,  u n i n g  e n g  k i c h i k  e l e m e n t i  b o 'l a d i .  A k s in c h a ,  R 
d a  i £V-E') k e s i m  b a j a r i l g a n  b o  ls in .  2 — t e o r e m a g a  v a  y u q o r i d a g i  
k e l i s h u v i m i z g a  k o  ra  b u  k e s i m n i n g  y u q o r i  s in f i  E '  d a  e n g  k i c h i k  
e l e m e n t  m a v j u d  b o  lib , k e s im  s h u  s o n n i  i f o d a la y d i .

D e m a k , h a q i q i y  s o n l a r  to  p la m i  R s h u  t o 'p l a m d a  b a j a r i l g a n  
k e s i m l a r  to  p l a m i  b i l a n  o 'z a r o  b i r  q iy m a t l i  m o s l i k d a  b o 'l a d i .

5 -§ . Sonli to'plam lam ing chegaralari

1°. Sonli to'plamlar. E le m e n t l a r i  h a q i q i y  s o n l a r d a n  ib o r a t  
b o 'l g a n  to 'p l a m  s o n l i  t o 'p l a m  d e y i l a d i .  M a t e m a t i k  a n a l i z  k u r s id a  
a s o s a n  s o n l i  t o 'p l a m l a r  q a r a l a d i .

M asalan,

A = {0,1,i ,  j , . . . } ,  B = {x : x e  R , x 3 -  x  = 0}

s h u n i n g d e k
N , Z , Q  , R

l a r  s o n l i  t o 'p l a m l a r  b o 'l a d i .
K u í s  d a v o m i d a  hax  d o im  u c n r a b  t u r a a i g a n  s o n i i  

to 'p l a m l a r n i  k e l t i r a m iz .
D cki a e R .b e R  s o n  b e r i l g a n  b o 'l ib ,  a<b  b o l s i n .  U s h b u

{ x  : x  6 R , a < x < b} 
t o 'p l a m  s e g m e n t  d e b  a t a l a d i  v a  u  | a,b\ k a b i  b e lg i l a n a d i :

\ a .b \  = {x x  e R ,a  < x  < b)
B u n d a  a v a  b s o n l a r  [a,b] s e g m e n t n i n g  c h e g a r a v i y  n u q ta la r i  y o k i  
c h e g a r a la r i  d e y i l a d i .

U s h b u
{ x : x  e R , a < x < b }



to 'p l a m  i n t e r v a l  d e y i la d i  v a  u  ( u . h ) k a b i  b e lg i l a n a d i :
(<i , b )  = { x  x  e R .  a < x < b}

Q u y i d a g i
{ x  x e  R . a < x < b \ ,  { x . x e  R , a  < x < b )

t o 'p l a m l a r  y a r i m  s e g m e n t  d e y i l a d i  v a  u l a r  m o s  r a v i s h d a  \ a , h )  v a  

(a .b \  k a b i  b e lg i la n a d i :
[a b )  = { x : x e R . a < *  < h}  , ( a , b ]  = { x  : x e  R . a < x < b} 

K e y in g i  m u l o h a z a l a r d a  a s o s a n  s o n l i  to  p l a m la r  b i l a n  is h  
k o 'r i l a d i .  S h u n in g  u c h u n  b u n d a n  k e y i n  E  s o n l i  t o  p la m  d e 'y is h
o r n i g a  q i s q a c h a  " to 'p la m "  s o 'z in i  y o k i  E c R  be l g i l a s h n i

i s h la t a m i z .
2°. To'plamning aniq yuqori va aniq quyi chegaralari.

B ir o r  E a R  t o 'p l a m  b e r i l g a n  b o 'l s i n .
9 - t a ’r i f .  A g a r  s h u n d a y  M  s o n  m a v j u d  b o  ls a k i ,  V x e £  u c h u n  

x < M  t e n g s i z l i k  b a ja r i l s a ,  E  to  p la i n  y u q o n d a n  c h e g a r a l a n g a n  

d e y i l a d i ,  M  s o n  e s a _E m n g  y u q o r i  c h e g a r a s i  d e y i la d i .
B u  ta 'r i f n i  q i s q a c h a ,  q u y i d a g i c h a  a y t s a  b o l a d i ,  a g a i

3 M  e R , V x e E : x < M  
b o  ls a , E to 'p l a m  y u g o r i d a n  c h e g a r a l a n g a n  d e y i l a d i ,  M  s o n  e s a  
E  n i n g  y u q o r i  c h e g a r a s i  d e y i l a d i .

1 0 - t a ’r i f .  A g a r
VW e  R  ,3 jc0 e E  : x 0 > M  

b o 'l s a ,  E  t o 'p l a m  y u q o n d a n  c h e g a r a l a n m a g a n  d e y i l a d i .
1 1 - t a ' r í f .  Agar

3 m  e  R , V  x  e E . x  i  m 
b o 'l s a ,  E  t o 'p l a m  q u y i d a n  c h e g a r a l a n g a n  d e y i la d i ,  m s o n  e s a  t  

n i n g  q u y i  c h e g a r a s i  d e y i l a d i .
12-ta'rif. A g a r

V/« e R ,  3.v0 e  E  : x 0 < m
b o 'l s a ,  E  t o 'p l a m  q u y i d a n  c h e g a r a l a n m a g a n  d e y i la d i .

1 3 - t a ’r i f .  A g a r  E c R  t o 'p l a m  h a m  q u y id a n ,  h a m  y u q o r i d a n  
c h e g a r a l a n g a n  b o 'l s a ,  E t o 'p l a m  c h e g a r a l a n g a n  d e y i l a d i .

M a s a la n ,

t o 'p l a m  c h e g a r a l a n g a n ;
M = {1,2,3, . . .}

t o 'p l a m  g u y i d a n  c h e g a r a l a n g a n ,  y u g o r i d a n  c h e g a r a l a n m a g a n ,
F = {  x . x  e R . x < 0}



t o 'p l a m  e s a  q u y i d a n  c h e g a r a l a n m a g a n ,  y u q o r i d a n  c h e g a r a l a n q a n  
to 'p l a m  b o 'l a d i .

2 .6 -m iso l. U s h b u

b o 'l i s h in i  e ’t i b o r g a  o ls a k ,  u n d a  a  t o 'p l a m n í n g  y u q o r i d a n  
c h e g a r a l a n g a n l í g i n i  t o p a m iz .  ►

Y u q o r id a  k e l i t í r i l g a n  t a 'r i f  v a  m i s o l l a r d a n  k o r i n a d i k i ,  a g a r  
E  t o 'p l a m  y u q o r i d a n  c h e g a r a l a n g a n  b o l s a ,  u n i n g  y u q o r i  
c h e g a r a s i  c h e k s i z  k o 'p  b o 'l a d i .  B u  t a s d iq  M s o n d a n  k a t t a  b o l g a n  
h a r  q a n d a y  h a q i q i y  s o n  E t o 'p l a m n í n g  y u q o r i  c h e g a r a s i  b o 'l a  
o l i s h i d a n  k e l ib  c h iq a d i .

S h u n in g d e k ,  a g a r  E t o 'p l a m  q u y i d a n  c h e g a r a l a n g a n  b o  ls a , 
u n i n g  q u y i  c h e g a r a s i  h a m  c h e k s i z  k o 'p  b o 'l a d i .  B u  e s a  m s o n d a n  
k i c h i k  b o l g a n  h a r  q a n d a y  h a q i q i y  s o n  E  t o 'p l a m n i n g  q u y i  
c h e g a r a s i  b o ' l a  o l i s h i d a n  k e l i b  c h iq a d i .

4 - te o re m a . H ar q a n d a y yuqoridan chegaralanqan to'plam  
uchun un ing  yuqori chegaralari orasida en g  kich ig i m avjud.

<  E  t o 'p l a m  y u q o r i d a n  c h e g a r a l a n g a n  b o 'l s in ,  y a 'n i  
s h u n d a y  h a q i q i y  M s o n  m a v ju d k i ,  V .ve£ u c h u n  x < M  t e n g s i z l i k  
o 'r in l i .

E  n i n g  e l e m e n t l a r i  o r a s id a  e n g  k a t t a s i  m a v j u d  b o 'l s in .  U n i  

Xq d e b  o la y l ik .  D e m a k ,  V x e E  u c h u n  * < x 0 b o 'l i b ,  b u  e s a  s o n  
E  n i n g  y u q o r i  c h e g a r a l a r i  g a t o r i d a  b o  l i s h in i  k o r s a t a d i .  A m m o  E 

t o 'p l a m n i n g  y u q o r i  c h e g a r a s i  b o l m i s h  h a r  q a n d a y  M s o n  

s o n d a n  k i c h i k  b o 'lm a y d i ,  y a 'n i  x„<M c h u n k i  x0e E .  B u  e s a  x0 s o n  
E  n in g  y u q o r i  c h e g a r a l a r i  o r a s id a  e n g  k i c h i g i  e k a n l i g in i  
b i l d i r a d i .  B u  h o l d a  t e o r e m a  i s b o t  b o 'ld i .

E n d i  E  t o 'p l a m  e l e m e n t l a r i  o r a s id a  e n g  k a t t a s i  m a v ju d  
b o 'l m a g a n  h o ln i  q a r a y m iz .  E  n in g  y u q o r i  c h e g a r a l a r i d a n  ib o r a t  
t o 'p l a m  F ‘ b o 'l s in .  B u  F'  t o 'p l a m g a  t e g i s h l i  b o ' l m a g a n  b a r c h a

to 'p la m n in c f  c h e q a r a l a n q a n l i g i  k o  r s a t i l s in .  
■4 R a v s h a n k i ,  V n e  .v d a

b o 'l a d i .  D e m a k ,  A t o 'p l a m  q u y id a n  c h e g a r a l a n g a n .  
A g a r

0 < (m -  1 )2 = « 2 -  2n + 1 => 2ii < n 3 + 1 =>



h a q i q i y  s o n l a i d a n  ib o r a t  t o ’p l a m n i  / d p y l ik .  R a v s h a n k i ,  £ 'c / -  • /• 
v a  t "  t o p l a m l a r  R d a  ( F , F ' )  k e s im  b a ja r a d i .  E¡zh  v a  £ 
y u q o r i d a n  c h e g a r a l a n g a n l i g i d a n  e k a n i  k e l ib  c h iq a d i ,
s h u n i n g d e k ,  f  v a  F'  l a r n in g  t u z i l i s h i d a n  o s a  F ^ F ' = R  v a  
V x e  F,  V x ' e  F'=> x < x'  b o l a d i .  D e d e k in d  t e o r e m a s ig a  k o  ra  b u  
( F . F ') k e s i m  b i r o r  a  h a q i q i y  s o n n i  a n iq l a y d i :  a = ( F , F ') B u  a  
s o n  ta b i iy k i ,  F t o  p l a m n i n g  v a  d e m a k ,  Ec: F  b o  l g a n i d a n  £ 
t o p i a m n i n g  h a m  y u q o r i  c h p g a r a s id i r ,  y a ’n i  a e F '  s h u  b i l a n  
b i r g a  u  F'  t o  p l a m n i n g  e l e m e n t l a r i  o r a s id a  e n g  k ic h ig i .  ►

1 4 —t a 'r i f .  Y u q o r id a n  c h e g a r a l a n g a n  E t o  p l a m n in g  y u q o r i  
c h e g a r a l a r i n i n g  e n g  k i c h i g i  E n i n g  a n i q  y u q o r i  c h e g a r a s i  d e b  
a t a l a d i .  U  supli  k a b i  b e lg i l a n a d i .

B u  l o t i n c h a  s u p r e m u m  " e n g  y u q o r i "  d e g a n  m a  n o n i  
a n g l a t u v c h i  so  z d a n  o lin g a n ..

5 —t e o r e m a .  H a r  q a n d a y  q u y i d a n  c h e g a r a la n g a n  t o p l a m  
'u c h u n  u n i n g  q u y i  c h e g a r a la r í  o r a s id a  e n g  k a t ta s i  m a v ju d .

B u  t e o r e m a  y u q o r i d a g i  4 — t e o r e m a  k a b i  i s b o t l a n a d i .  U n in g  
i s b o t i n i  o  q u v c h ig a  h a v o la  q i la m iz .

1 5 —t a ’r if .  Q u y i d a n  c h e g a r a l a n g a n  E t o p l a m n i n g  q u y i  
c h e g a r a l a r i n i n q  e n q  k a t t a s i  E n i n q  a n i q  q u y i  c h e g a r a s i  d e b  
a t a l a d i .  U  in f E  k a b i  b e lg i l a n a d i .

B u  lo t i n c h a  in f im u m  " e n g  q u y i"  d e g a n  m a 'n o n i  a n g la t u v c h i  
s o  z d a n  o l in g a n .

Y u q o r id a  k e l t i r i l g a n  t e o r e m a l a r d a n ,  h a r  q a n d a y  
c h e g a r a l a n g a n  E t o p l a m n i n g  a n i q  y u q o r i  v a  a n i q  q u y i  
c h e g a r a l a r i  m a v ] u d  b o 'l ib ,

inf E  < sup E
b o  l i s h i  k e l i b  c h iq a d i .

E n d i  t o 'p l a m n i n g  a n i q  y u q o r i  h a m d a  a n iq  q u y i  
c h e g a r a l a r i n i n g  m u h im  x o s s a s in i  k e l t i r a m iz .

A y ta y l ik ,  E c R  t o ’p l a m  u c h u n
a = sup E ( a e  R)

b o 'l s in .  U  h o ld a :
1) Vxe E d a  x< a ,
2) V é-> o s o n  o l i n g a n d a  h a m , s h u n d a y  x ' s E  s o n  to p i l a d i k i ,
x ' > a - e  b o l a d i .
•4 T o 'p l a m n i n g  a n i q  y u q o r i  c h e g a r a s i  t a ’r i f id a n  V x e E  

u c h u n  x <a  b o 'l a d i .
a = sup E  b o l s a  h a m  2) - s h a r t  b a ja r t l l t i a s i n  d e b  f a r a z

m¡



q i la y l ik .  U n d a ,  s h u n d a y  e>0  to p i la d i ,  Vx e E  u c h u n  x '  > a -  e 
b o 'l ib ,  a = sup E  b o 'l a d i .  N a t i j a d a  a<a-¡:  m a n o s i z  tp n g s iz l ik k a ,  
y a n i  z i d d i y a t g a  k e la m iz .  D e m a k ,  2 ) —s h a r t  o r i n l i  b o  la d i .  ►

I s b o t l a s h  m u m k in k i ,  a g a r  v a  a e R  u c h u n  1 ) — , 2 ) —

s h a r t l a r  b a ja r i l s a ,

A y ta y l ik ,  EczR  t o 'p l a m  u c h u n
b = in f  E  (í>e R)

b o  ls ín .  U  h o ld a :
1) V x d a  x>b
2 ) Vff >0 s o n  o l i n g a n d a  h a m  s h u n d a y  x ' e E  s o n  to p i l a d i k i ,

x '  < b +  e  b o 'l a d i .
B u  t a s d i q  y u q o r i d a g i  k a b i  i s b o t l a n a d i .  I s b o t la s h  m u m k in k i ,  

a g a r  EczR  v a  b e R  u c h u n  1) — , 2) — s h a r t l a r  b a ja r i l s a

t o 'p l a m n m g  a n iq  y u g o r i  h a m d a  a n iq  q u y i  c h e g a r a l a r i  to p i l s in .  

■4 Vn e N d a

b o 'l a d i .  D e m a k ,  B t o 'p l a m  c h e g a r a l a n g a n .  Y u g o r id a  k e l t i r i l g a n  
t e o r e m a l a r g a  k o 'r a  b u  to 'p l a m n i n g  a n ig  c h e g a r a l a r i  m a v ju d  

b o 'l a d i .  A y n i  p a y td a :
„2

1) V n e N  u c h u n  —— -< 1
t i . 4

2) V í > 0 s o n  o l i n g a n d a  n0 e  W n i

a = sup E

b o 'la d i .

b = in f  E
b o 'l a d i .

2 .7 -m is o l. U s h b u

d e b  o l in s a ,  u n d a  n>»„ d a
n > 1 -6 :

n 2 + 4
b o 'l a d i .  D e m a k ,

sup B  = 1

X u d d i  s h u n g a  o 'x s h a s h
in f  B = 0



b o 'l i s h i  k o  r s a t i l a d i .  ►
H a q i q i y  s o n l a r  to 'p l a m i  K t a r k i b i g a  -®  v a  + x  s im v o l la r n i  

Vx e R  u c h u n  x>-oc v a  x<+x  x u s u s iy a t  b i l a n  q o  sh ib , R t o 'p l a m n i  
h o s i l  q i la m iz :

R = t i  u  { +oc } u  f -oo }

B u  s i m v o l la r n i n g  k i r i t i l i s h i  c h e g a r a l a n m a g a n  to 'p l a m l a r n i n g  
a n i g  y u q o r i  v a  a n i q  q u y i  c h e g a r a l a r i n i  k i r i t i s h  lm k o n in i  b e r a d i .

A g a r  E  y u g o r i d a n  c h e g a r a l a n m a g a n  b o 'l s a ,  sup E  = +001 
q u y id a n  c h e g a r a l a n m a g a n  b o  Isa , in f  E  = -oc d e b  o l in a d i .  
D e m a k , s h u  k e l i s h u v i m i z g a  k o  ra

sup N  = sup{ 1,2,3,...} = +=c, ini'{ x : x  e R , x  < 0} = -qo
b o 'la d i .

6-§ . Haqiqiy sonlar ustida am allar

1°. Haqiqiy sonlar yig'indisi. I k k i  a  v a  p  h a q i q i y  s o n l a r  
b e r i l g a n  b o 'l s in ,  B u  s o n l a r  r a t s i o n a l  s o n l a r  t o 'p l a m i  Q d a  
b a j a r i l g a n  u s h b u  a = ( A , A ' ) ,  p  = (B ,B ’) k e s i m l a r  b i l a n  a n ig l a n s i n .  
K e s im la r n i n g  q u y i  s in f la r i  A v a  B t o 'p l a m l a r d a n  m o s  r a v i s h d a  a 
v a  b s o n l a r in i  o lib , u l a r n i n g  y ig 'i n d i s i  c  = a  + b n i  tu z a m iz .  B u n d a y  
y i g  i n d i l a r d a n  ib o r a t  t o 'p l a m n i  c  b i l a n :
C = {c :c e Q ,c  = a + b;a e A,b e B ] , s o  n g  Q \C  t o  p l a m n i  e s a  C' b i l a n  
(C ' = Q \ C)  b e lg i la y m iz .  T u z i l i s h ig a  k o 'r a  Q = C u C ' .

E n d i  C v a  C' t o 'p l a m l a r  Q d a  ( C ,C ')  k e s im  b a j a r i s h i n i  
k o 'r s a t a m i z .  a = ( A , A ' ) ,  p  = (B,B')  l a r  Q d a  b a j a r i l g a n  k e s i m l a r  
b o 'l g a n i  u c h u n

A *■ 0, A ' * 0; A u  A'  = 0 : a e  A,  a ' e  A'  => a < a
s h u n i n g d e k ,

B & 0, B'  * 0, B u  B'  = Q, b e B ,  b ' e B ' = > b < b ' ,  
b o 'l ib ,  u n d a n  a w a l o  C±Q e k a n i  k e l i b  c h iq a d i .  S o 'n g r a  h a r  d o im  
a + b < a '  + b'  b o ' l g a n i  u c h u n  C t o 'p l a m  y u q o r i d a n  c h e g a r a l a n g a n  
b o 'l ib ,  sup C = r  m a y ju d d i r .  A m m o  J  v a  i  t o 'p l a m  e l e m e n t l a r i  
o r a s id a  e n g  k a t t a s i  m a v ju d  b o 'l m a g a n i  u c h u n  a + b < y , (a e A , b e B )  
b o 'l a d i .  U n d a  a' +b' >y , (a ' e  A' , b ' & B' ) ,  b o 'l ib ,  a' + b ' s C .  B u n d a n  
a'+b' s Q \ C  = C '. D e m a k ,  C V O  s h u n i n g d e k ,  c = a + b e C  v a  
c < c ’= a' + b ' e Q \ C  e k a n i g a  i s h o n c h  h o s i l  g i la m iz .

S h u n d a y  q il ib ,  C v a  C' t o 'p l a m l a r  Q d a  (C ,C ')  k e s i m  
b a ja r a d i .

16-ta'rif. ( C ,C )  k e s i m  b i l a n  a n i q l a n a d i g a n  y h a q i q i y  s o n



x va p  h aq iq iy  son larn ing  y ig 'indisi deb  a ta lad i Yig'indi n + p
t a b i  b e lg i l a n a d i .

Endi h aq iq iy  sonlarni qo 'sh ish  am alin ing  ba'zi xossalarin i
keltiram iz. F araz qilavlik, a e R , / 3 e R , S e R  bo'lsin. U  h o ld a  
quvidaqi ten q lik la r o’rinli.
 f) znt- f i - f i+ a ;  -

2) («+/:>') + <? = «  + (/? + <5)
3) N ol soni u ch u n

a + 0 = 0 + a = a  
Biz u la rd an  b in n in g , m asalan, 3) n in g  isbotin i keltiram iz.

M M a'lum ki, 0 soni Q to 'p lam d a  (£?_,£?.) kesim  b ilan
a n iq l a n a d i :

Q_ = {r : r e Q ,r < 0}, Q t = {r :r e Q , r >  0},
o - ( e . , e +)

a e R  s o n  e s a  a  = (A, A ’) k e s im  b i l a n  a n iq l a n s in .  T a 'r i f g a  k o 'r a  

a + 0  = ( C , C )  b o 'l i b ,  b u n d a
C = {a + r;a e A,  r e  Q _}

A m m o  a e R ,  r e Q.  b o ' l g a n d a  a + r < a  m u n o s a b a t  o 'r in l i .

S h u n i n g  u c h u n  C e  A b o ’la d i .  B u n d a n
a  +  0 < a  (*)

e k a n i  k e l i b  c h iq a d i .
A t o 'p l a m d a n  ix t iy o r iy  a s o n n i  o la m iz .  A d a  e n g  k a t t a  

e l e m e n t  m a v j u d  b o 'l m a g a n i  u c h u n  a<a, t e n g s i z l ik n i  
g a n o a t l a n t i r a d i g a n  a , e A  s o n  m a v ju d .  U n d a  a = a , + ( a - a ¡) 
t e n g l i k d a n  r = a - a ¡ <  o b o 'l i s h i n i  h i s o b g a  o lib , A  t o 'p l a m n i n g  h a r  
b i r  e l e m e n t i n i  a + r ( a s A , r e Q ) k o 'r i n i s h a a  y o z i s h

m u m k in l ig i n i  a n ig l a v m iz .  B u  e s a
A c  {a + r : a e  A, r  e Q} = C

y a 'n i  A c C  e k a n i n i  k o r s a t a d i .  D e m a k ,
a  < a  + 0 (**)

E n d i  (*) v a  (**) m u n o s a b a t l a r d a n  o+0=a t e n g l i k k a  e g a  b o l a m i z .  ► 
2o. Haqiqiy sonlar ustida bajariladigan keyingi amallan 

a y i r i s h ,  k o 'p a y t i r i s h ,  b o 'l i s h ,  d a r a j a g a  k o 't a r i s h ,  i l d iz  c h ig a r i s h  
a m a l l a n ,  s h u n i n g d e k ,  h a q i q i y  s o n l a r n i  g e o m e t r i k  t a s v i r l a s h l a r n i  
m a z k u r  b o b n i n g  o x i r id a  m a s h q  t a r z i d a  b a y o n  e ta m iz .

3«



7~§. H a q iq iy  so n n in g  a b s o lu t  q iy m a ti v a  u n in g  
x o ssa la r i

M a'lum ki, x  e R so n n in g  ab so lu t (m utloq) q iym ati 
q u y id ag ich a  an iq lanadi:

, , fx, agar x> 0 bo'Isajr = <
[ - j r y agar x < 0  bo'Isa

H aq iq iy  sonn ing  abso lu t q iym ati xossalarin i keltiram iz.
1°. x  e R son u ch u n

I* I > 0 , |.r I = | -  x\ ,  x  < |x |, — x < \x I 
■r m u n o sab a tla r o'rinli. Bu m u n o sab a tla r sonn ing  abso lu t qiym ati

ta 'r if id an  kelib  chiqadi.
2°. A gar x e  R son  |x j<  a (a>0) tengsiz likn i qanoa tlan tirsa , 

b u n d a y  x son  -  a < x < a tengsiz lik larn i ham  q an o a tlan tirad i 
va aksincha . B oshqacha q ilib  a y tg an d a  y u q o rid ag i tengsiz lik lar 
ekv ivalen t ten g siz lik la rd ir

|jc j < «  <=> -  a < x  < a

<  |* | < a tengsizlik  o 'rin li bo 'lsin : x  e R , jx | < a . 1° —
x o ssag a  k o 'ra  -  | . r j <  a- <  |x | b o 'lish id an  h am d a  -  a  < -\x\
ten g s iz lik d an  topam iz: -  a < -|x | s  x  ^ |x| < a . B undan  esa
-  a < x  < a ekani kelib  ch iqadi.

Endi -  a<  x  < a  tengsiz lik lar o 'rin li bo 'lsin: x & R ,
— a < x  < a .

A gar x >  0 bo'lsa, |x |= x  bo 'lib , \x\< a bo 'lad i. A gar x<0 
bo 'lsa, |.vj = - \  bo 'lib , - x < a  b o ’lg an id an  esa  |x|< a ek an in i topam iz. 
D ernak, -  a < x  < a b o 'lg an d a  har do im  jx|< a bo 'lad i. ►

Bu xossa q u y id ag i {x : * e Â,|x|< a)  va { x : x e R , - a < x < a )
h aq iq iy  son lar to 'p lam larin ing  bir — b iriga  ten g lig in i iiodalaydi.

3°. A gar x e R son lar |.v| < « tengsiz likn i qanoa tlan tirsa , 
b u n d a y  x
so n lar -a< x< a  tengsiz lik la rn i h am  q an o a tlan tirad i va aksincha, 
y a 'n i <=>~a<x<a,
Bu xossa 2 ° — xossa kabi isbo tlanad i.

4°. Ikki x  e R va y  e  R h aq iq iy  son  y ig 'in d is in in g  abso lu t 
q iym ati bu  son lar ab so lu t q iym atla rin ing  y ig 'in d is id an  k a tta  
em as, y a 'n i |x + y j s |.r | + \y | .
< A gar x  + y>  0 b o 'lsa  x + y = \x + y | bo 'lib , x s  |*|, y<\y\
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ten g siz lik lam i h iso b g a  o lg an  ho lda
|jc + y  | = X  + y < ¡A' | + \y | 

bo 'lish in i topam iz. A gar x  + y <  0 bo 'lsa , u n d a  
Jx+>|=-{*+^=-x+(-y)sl*|+H b o 'lad i. ►

Bu m u n o sab a t q o 'sh ilu v ch ila r son i ik k ita d an  k a tta  bo  lgan  
ho lda ham  o 'rin li bo 'ldai:

 + X, + ... + .T-„.| S |.V| | + |j  J  + + |y ,-| 
5°. x  s  R , y  e R son lar uchun

I* -  y 1^ 1*1 ~ M
tengsiz lik  o 'rinli.

■^Ravshanki, x={x- y ) +y .  U nda 4n —x o ssag a  b inoan  
jx | = |u- _ y)+ v|< [A- -  v| + jy| bo 'lib , bu te n g s iz lik d an  \x- y\> |*j-|j/|

bo 'lish i kelib  ch iqad i. ►
6°. x  e  R , y e R so n lar uch u n

I* .v I = M  M
ten g lik  o'rinli.

Bu ten g lik  sonn ing  abso lu t q iym ati ta 'r if id an  kelib  ch iqadi. 
7°. x  e  R , y  e R , y  * 0 son lar u ch u n

\y \y\
ten g lik  o 'rinli.

<4 deb  olaylik . B undan * = ry bo 'lish in i topam iz.
y

  jjfl
A nim o 6 ° -  x o ssag a  k o 'ra  |jc| = |-[-1v| va b u n d a n  1-1= H  ten g lik  

kelib  ch iqadi. ►

lrratsional sonni taqribiy hisoblash

Biror a irra tsional son  b erilgan  bo 'lib , u o  to 'p lam d a  b a ja rilg an  
kesim  b ilan  an iq lan g a n  bo 'lsin: a = (A.A'). B utun  son lar to 'p lam i 
z  ra ts io n al so n la r to 'p lam in in g  qism i



son lar to p lam i z  ra tsional son lar to  plam ining qism i 
bo 'lg an lig id an  ketm a —ket k elgan  ü0 va a0 +1 b u tu n  sonlar 
top ilad ik i, ushbu  «0< a < a 0 + i tengsiz lik lar o 'rinli bo 'ladi. B ü 
h o ld a  r0 = a0 son a  irratsional sonni "kami" bilan, r0' = a0 + ] esa 
"o rtig i"  b ilan  taqrib iy  ifodalaydi.

Endi

a0’au + j(y a0 + JQ’ - a0 + ]0 ’a° +1
sonlarn i olam iz. a0 < a < a 0 + l b o lg a n i u ch u n  bu sonlar o rasida 
k e tm a  —ket k elgan  sh u n d ay  ikk ita

at +1

sonlar top ilad ik i, u sh b u

a, -i a, + •
0 10 0 10

. a 1 a l 1+  — — , <  a  < a  a +  — — +  —  
10 0 10 10

tengsiz lik lar o 'rinli bo 'ladi, b u n d a  a, son  0, 1, 2, ... , 9 son lardan  
biridir. Q uyiday i

r‘ = + = ° ° ' ai ’
, a, 1 1r. =a„ +—s-H---- =a„,a, -̂----
1 0 10 10 0 1  10

son lar a sonni m os rav ishda "kami" h am d a  "ortiq 'i" b ilan  —=oi
10

an iq lik d a  taqrib iy  ifodalaydi. So 'ngra
a\ a\ 'a 0 +  —  , a a +  —  +  — -
10 10 1 0 2

a , 2  a.  9  a,  1
a 0 H 1----------~  £20 H 1 r , # o  h H-------

10 102 0 10 10' 0 10 10
^  sonlarni olamiz. A gar u sh b u  

L

a i ci « '
+  — — <  a  < a  n +  — =- +  —  

10 0 10 10

tengsizlik lar o 'rinli ekanin i e ’tiborga olsak, u  ho lda yuqoridagi
sonlar orasida sh u n d ay  ketm a —ket k e lg an  ikkita

a,  a ,  a. a.  + 1
a„ H— L H— \ , a 0 + - L +  - J — -  

10 102 10 102
sonlar topiladiki, u la r u ch u n  ushbu

a l + 1a„+ —i- + —V < a < a „  + — -r----—
0 10 102 0 10 102

tengsizlik lar o 'rinli bo 'ladi, bunda a2 son 0, 1, 2, ... , 9 son lardan  
biridir. Q uyidagi



, а  cuк =ö„ н—- + = j,„aa, +—-
2 10 ] 02 1 02 102

son lar a  sonni m os rav ishda "kami" h am da "ortig 'i" bilan

- - L -=0,01 aniglikda taqribiy ifodalaydi.__

Bu jaray o n n i davom  e ttira  borib n ta  q ad am d an  key in  
sh u n d ay  ik k ita

a, a, a
a c. , a , a 7. . û  =  a Q +  —-  H— г  + . . .  4— —,

°’ 1 2 " ° 10 10' 10"
1 a.  a ,  a ,  + 1

an, a,a~...a ч-------- an н н— — -к., н —.
10 10 Ю2 IO"

so n lar top ilad ik i, u la r u ch u n  u shbu
a .  a ,  a .  a, a2 , an+^

a„  H— — -i г  +  ... h------------- < öl <  Or. H— ■ H г  +  . ..  H------—10 10' 10” 10 10* 10"
tengsiz lik lar o 'rinli bo 'ladi, b u n d a  a i , a 2,..., а n so n larn in g  h a r
b iri 0, 1, 2, ... ,9 so n lard an  b irig a  tengdir.

Q uyidagi
1

r„ = а 0, а 1а г ...ая, rn -  a0,ala 2...a„ + —

so n lam in q  har b iri or irra tsional sonni —  an iq likda taq rib iy  

ifodalaydi.
S h u n d ay  qilib, yuqoridag i m unosabatdan  ko ’rinadiki, « ni 

y e ta r lich a  k a tta  qilib olish h isobiga a  sonni is ta lg an ch a  
an iq lik d a  f„ va r'n ra tsional son lar (o'nli kasrlar) yordam ida

taq rib iy  h isob lash  m um kin- n  » r„ .ar « r ’ Y uqoridagi r„ va r'„ 
ra tsio n al son larn i m os rav ishda "kami" ham da "ortig 'i" b ilan  a 
sonn ing  o 'n li yaq in lashuvch ilari deb ataladi.

Mashqlar.
2.8. M a ’lum ki, q isqarm ayd igan  r = — ,{p  e Z ,n  e N )  kasr

П

k o 'rin ish id a  tasv irlanad igan  h ar b ir son ra tsional son  dey ila r edi. 
S hunirigdek, cheksiz  davriv  o 'nli kasr k o 'r in ish id a  
tasv irlan ad ig an  h a r b ir son ham  ratsional son dey ilad i. Bu 
ta 'r ifla rn in g  ekvivalen tlig i isbotlansin .



2 .9 . U s h b u

M = ; n ■ n e N,{¡ + ( - 1)" I« + -—  ̂ — 1
n J

t o 'p l a m  c h e g a r a l a n g a n l i k k a  t e k s h i r ü s in .
2 .1 0 .  U s h b u  lg 2,logj ? s o n l a r n i n g  r a t s io n a l  s o n  e m a s l ig i  

i s b o t l a n s in .

2.11. U s h b u  д /Г Г 7 2 +  .. + V ñ ( и  > i)  s o n n i n g  r a t s io n a l  s o n  
e m a s l i g i  i s b o t l a n s in .

2 Л 2 .  U s h b u

A  = {r :r & Q , r  < 0 } o  {r . r  & Q , r  > 0 , r 2 < 2 },

A '  = j r : r 6 g , o 0 , r : > 2 }  

t o 'p l a m l a r n i n g  Q d a  k e s im  b a j a r i s h i  v a  A  t o 'p l a m d a  e n g  k a t t a ,  
A'  t o 'p l a m d a  e n g  k ic h ik  e l e m e n t  m a y ju d  e m a s l ig i  k o 'r s a t i l s in .

*  2.13. A g a r  EczR  t o 'p l a m  c h e g a r a l a n g a n  b o 'l ib ,  í , c í  b o 'l s a ,
inf E < inf E i < sup E x < sup E 

tengsizliklarning bajarilishi isbotlansin.
2.14. A y ta y lik ,

A = { r  : r  €  Q }  , A '  = { r 1 : r '  e  Q }  
t o  p l a m l a r  Q d a  (A,  A' )  k e s i m  b a ja r ib ,  u  a  h a q i q i y  s o n n i  
a n iq l a s in :

a  = (A,  A' )
U s h b u

-  A'  = { - /• ' :  r'  e  A'} r - A = { - r : r e A }  
t o p l a m l a r  Q d a  k e s im  b a j a r i s h i  k o 'r s a t i l s i n .  (B u  k e s im
a n i q l a n g a n  s o n  a  s o n ig a  q a r a m a  — q a r s h i  s o n  d e y i l a d i  v a  u  — a 
k a b i  b e lg i l a n a d i ,  q a r a ls in ,  [1 J, 2  — b o b ) .

2.15. a , p  h a q i q i y  s o n l a r  (A ,A ’), (B,B‘) k e s i m l a r  b i l a n
a n iq l a n s i n :

a  = ( A , A ’) ,  ß  = (B,B’) ( a  > 0, ß  > 0)
L U s h b u

С = {r : r e Q , r  < 0 } u  {r ■ t : r e A ,  r > 0 , t  e  В  , t  > 0 \  C’ = Q \ C  
t o p l a m l a r  Q d a  k e s im  b a ja r i s h i  k o 'r s a t i l s in .  (B u  k e s im
a n i q l a n g a n  s o n  a  v a  p  h a q i q i y  s o n l a r  k o 'p a y tm a s i  d e y i l a d i  v a  u
а -p  k a b i  b e lg i l a n a d i ,  q a r a l s in ,  [ 1], 2 — b o b ) .

2 .1 6 . A y ta y l ik ,  a > 0  h a q i q i y  s o n  Q d a  b a j a r i l g a n  ( A, A' )  
k e s i m  b i l a n  a n i q l a n g a n  b o 'l s i n .  U s h b u

C  = { r r s g , r < 0 } u { 0 } u j !  r e A ' V  C ' = Q \ C

«3



to 'p l a m l a r  Q d a  k e s im  b a ja r i s h i  k o  r s a t i l s i n .  (B u  k e s im
a n i q l a n g a n  s o n  a  h a q i q i y  s o n q a  n i s b a t a n  t e s k a r i  s o n  d e y ú a d i  v a

u  1 k a b i  b e lg i l a n a d i ,  q a r a l s in ,  [1], 2 —b o b ) .
u .

2 .1 7 . H a q i q i y  s o n n i n g  b u t u n  d a r a j a s i ,  h a q i q i y  s o n d a n
o l in g a n  i ld iz  L a m d a  h a q i q i y  s o n n i n g  r a t s io n a l  d a r a ja s i  t a  r i f la r i  

k e l t m l s m .
2 .1 8 . A y ta y l ik ,  a  e  R ,  a  > 1 v a  p  m u s b a t  h a q i q i y  s o n  Q d a  

b a j a r i l g a n  (B , B ‘) k e s i m  b i l a n  a n i q l a n g a n  s o n l a r  b o l s i n .  U s h b u

E  = { x  . x  e  R , x  < 0} u  { a b :b e  B}

E '  = R \ E
t o  p la m la r  R tió  k e s i m  b a ja r i s h i  k o  r s a t i l s i n .  (B u  k e s im
a n i q l a n g a n  s o n  a  h a q i q i y  s o n n i n g  — p  d a r a j a s i  d e y i l a d i  v a  u

a fi k a b i  b e l g i l a n a d i  q a r a l s in ,  ( 1], 2 —b o b )
2 .1 9 . A y ta y l ik ,  x e  R  , y  e R  b o  ls in .  U s h b u

p ( x , y )  =  ¡x  -  y \  

m i q d o r  x  v a  y  n u q t a l a r  o r a s id a g i  m a s o f a  d e y i l a d i .  M a s o f a

q u y id a g i
1) p ( x ,  y )  > 0 ,  p ( x ,  >•) =  o <=> x — y
2) P ( x , y )  = p ( y , x )
3) p ( x , y )  < 0 , p ( x , z )  +  P ( z , y )  ( z z R )  

x o s s a i a r a a  e g a  e k a n l i g i  i s b o t l a n s in .
2 .20 . y¡2 s o n  t a q r i b i y  h i s o b la n s in .
2 . 21. 7t ir r a t s io n a l  s o n n i n g  g e o m e t r i k  ta s v ir i  to p i ls in .
2 .2 2 . H a q i q i y  s o n l a r n in g  g e o m e t r i k  t a s v i r l a r i  to p i ls in .



Ill BOB 

Funksiya

F unksiya m a tem a tik  an a lizn in g  asosiy  tu shunchasi.
T ab ia tda , tex n ik ad a  va  fan n in g  turli sohalarida  

u ch ray d ig an  k o 'p g in a  ja ra y o n la r funksiya  tu sh u n ch asi b ilan  
bog 'liq  (bu ja ra y o n la rn in g  m atem atik  m odellari funksiyalar 
b ilan  ifodalanadi). B inobarin , bu ja ray o n la r b ilan  b o g 'liq  
m asa la la rn i o rgan ish  va yech ish  funksiyalarn i o 'rg an ish n i 
taqozo  e tad i.

l - § .  Funksiya tushunchasi

1°. O'zgaruvchi va o'zgarmas miqdorlar. Biz tab ia tn i 
k u za tish  va o rg an ish  ja ra y o n id a  uzunlik , yuz, hajm , vaqt, 
tem p era tu re , m assa k a b i m iq d o rla rg a  d u ch  kelam iz. K o n k re t 
sh ero itd a  bu  m iq d o rlar b a 'zan  tu rli q iym atlarn i q ab u l qilsa, 
b a 'zan  b ir xil q iy m atg a  te n g  bo 'lad i. M asalan, a g a r 
au d ito riy ad ag i ta lab a la rg a  ay lan a  ch izish  tak lif etilsa, u n d a  
ta lab a  tu rli k a tta lik d ag i rad iu s  b ilan  ay lana ch izyan in i 
ko 'ram iz. B unda ay lana rad iusi tu rli q iym atlarn i q ab u l q ilg an i 
u ch u n  o 'zg aru v ch i m iq d o r bo 'lad i.

M a’lum ki, h a r q a n d a y  ay lana uzun lig i S n in g  u n in g

diam etri 2 r ga  n isbati ~  o 'zg arm as son ,t = 3,14... ga tengd ir.

S h u n d ay  qilib, ik k i xil o 'zgaruvch i ham da o 'zg arm as 
m iq d o rlar bo 'lad i. O d a td a  o 'zg aru v ch i .* , y,  r ,.„ h arflar o rqa li 
belg ilanad i.

A gar o 'zg aru v ch in in g  q ab u l q ilad ig an  q iy m atla rid an  
tuzilgan  to 'p lam  m a’lum  bo 'lsa, o 'zgaruvch i berilg an  d eb  
h isoblanadi. O 'zgarm as m iq d o rn i ham  o 'zgaruvch i d e b  q arash  
m um kin. B unda o 'zg aru v ch in in g  qabu l q ilad ig an  q iy m atla rid an  
tashk il to p g an  to 'p lam  b ittag in a  e lem e n td a n  iborat bo 'ladi.

M atem atik ad a  b ir n ec h a  o 'zgaruvch i m iqdorlar h am d a  b u  
o 'zgaruvch i m iq d o rla r o rasid ag i b o g 'lan ish la r o 'rgan ilad i. 
A ylana rad iusi r ham , ay lana uzun lig i ham  o 'zgaruvch i m iq d o r 
bo'lib , s  = 2nr m u n o sab a t bu o z g a ru v c h ila r  s o rasidag i 
bog  lan ishn i ifodalaydi. Bu erd a  r - e r k l i  rav ishda o 'zg arad ig an  
o 'zgaruvch i bo 'lib , s  esa u n g a  bog 'liq , erksiz o 'zgaruvch id ir. 
A ylana rad iu si A = {r:reR,0<r<oo} to 'p lam d ag i q iym atla rn i q ab u l 
qilsa, ay lana

k s



u z u n l i g i  .S' n i n g  q i y m a t l a r i  r g a  b o g  l i q  b o  l g a n  h o l d a  
R =  ¡.v s e  R, 0  <  a < ac} t o 'p l a m n i  t a s h k i l  e ta d i .

S h u n d a y  q i l ib ,  i k k i  x il: e r k l i  h a m d a  e r k s iz  o 'z g a r u v c h i l a r  
b o 'l a r  e k a n .

2 ° . F u n k s i y a  t a ' r i f i .  X  v a  Y l a r  h a g i q i y  s o n l a r n in g  b i r o r
t o 'p l a m la r i  ( .V -c R . ) c  H)- b o 'l i b ,  x  v a  t  o 'z g a r u v c h i l a r  m o s
r a v i s h d a  s h u  t o 'p l a m l a r d a  o 'z g a r s in :  xe.V . y&Y

1 - ta 'r i f .  A g a r  X  t o 'p l a m d a g i  h a r  b i r  x  s o n g a  b i r o r  /  
q o i d a g a  k o  r a  y t o 'p l a m d a n  b i t t a  y  s o n  m o s  q o 'y i l g a n  b o  ls a , X  
t o 'p l a m d a  fu n ksiya  berilgan  d e b  a y t i la d i .

B a ’z a n  f u n k s i y a  X t o 'p l a m d a  b e r i l g a n  d p y i s h  o 'r n i g a  
f u n k s iy a  t o 'p l a m d a  a n i q l a n g a n  d e b  h a m  y u r i t i la d i .  F u n k s i y a  

/ : * - > •  y  y o k i  y  = f  ( ^ )

k a b i  b e l g i l a n a d i .
B u n d a  A' f u n k s i y a n i n g  aniqlanish to'plam i (sohasi), Y e s a  

f u n k s iy a n in g  o zgarish to p lam i (sohasi) d e b  a t a l a d i ,  X erkli 
o'zga iuvch i y o k i  f u n k s i y a n i n g  a r g u m e n t i ,  v  erksiz o 'zgaruvchi 
y o k i  x  o ’z g a r u v c h i n i n g  fu n ksiya si d e y i la d i .

F u n k s i y a g a  m i s o l l a r  k e l t i r a m iz :
1). x = ( - 0 0  .+oo ) , Y = ( 0 ,+oo ) b o 'l s in ,  /  q o i d a  s i f a t i d a

/  : x  -¥  y  = x 1 + 1 
n i  o la y l ik .  B u  h o ld a ,  r a v s h a n k i ,  h a r  b i r  x e X  u c h u n  b i t t a  x! + ! 

t o p i l a d i  v a  x 2 + l e Y  b o ’la d i .  D e m a k , X  d a  y  = x 2 +l  f u n k s iy a  
a n i q l a n g a n .

2 ). X  = R, Y = z  v a  /  — h a r  b i r  h a q i q i y  x s o n g a  u n i n g  b u t u n  
q is m i  [x ] n i  m o s  q o 'y u v c h i  q o id a  b o 'l s in .  D e m a k ,

/  : x -> [x] y o k i  y  = [a ] 
f u n k s i y a g a  e g a  b o 'la m iz .

3). H a r  b i r  r a t s io n a l  s o n g a  1 m , h a r  b i r  i r r a t s io n a i  s o n g a  u 
n i  m o s  q o 'y i s h  n a t i j a s i d a  f u n k s iy a  h o s i l  b o 'l a d i .  B u  D ir ix le  
f u n k s iy a s i  d e y i l a d i  v a  D(x) k a b i  b e lg i l a n a d i :

fl. asar x ratsional son bo'Isa
£>(*)= \  ,[0. agar x irratsionai son bo Isa

F u n k s i y a  t a ’r i f id a  X J  t o 'p l a m l a r n i n g  h a m d a  /  q o id a n i n g  
b e r i l i s h i  m u h im d i r .  K o 'p in c h a ,  a m a l iy o td a  f u n k s iy a n in g  
a n i q l a n i s h  s o h a s i  X  h a m  s h u  q o id a g a  k o  ra , y a ’n i  f u n k s io n a l  
b o g 'l a n i s h n i n g  x a r a k t e r i g a  k o 'r a  to p i la d i .

M a s a l a n  , u s h b u



X  4- ]

X 1 -  5 X +  6
f u n k s i y a n i n g  a n iq l a n i s h  s o h a s i ,  t a b i iy k i  r  =2 , x  =3 n u q t a l a r n i  
o 'z  i c h i q a  o lm a s l iq i  k e r a k .

U shbu
{ /(* )  : x e X  }

to 'p lam  fu nksiyan ing  qiym atlari to 'p lam ) deyiladi va Yf  kabi 
belg ilanadi:

Y f  =  { / ( * )  ■ x e  X  }

R a v s h a n k i ,
Yf  с  Y

K e l t i r i l g a n  1 — m i s o l d a  Yf  = [] ,+ « ], 2  — m i s o l d a  Y , = Z , 3 —m i s o l d a  

e s a  YD = {0,1} b o 'l a d i .
Biror X  to 'p lam d a y  = f ( x )  funksiya  an iq langan  bo 'lsin. 

Xq в X  ga m os k e lu v ch i >-0 m iq d o r v = f (x)  funksiyan ing  x = x  
m iq tad ag i xususiy  q iym ati deb  a ta lad i va u f { x a) = y<¡ kabi 
belg ilanad i. M asalan, 2 —m isolda х0 = л b o 'lg an d a  y0 =[* 1 = 3 
bo 'ladi.

T ek islikda D ekart k o o rd in a ta la r sistem asini olamiz. 
T ek islikn ing  (x, f(x))  n u q ta la r id an  ibo ra t ushbu

{ ( * , / ( * ) ) } =  i x , f ( x ) ) : x e  X , f ( x ) e  У} 
to 'p lam  у  = f i x )  funksiyan ing  grafigi deb  ataladi. Ravshanki, 
{(x, f ( x) ) }c  XxY bo 'lad i. M asalan, y = x3 funksiyani X  =l-U¡ 
to 'p lam d a  qaraylik. Bu funksiyan ing  grafigi 11 — chizm ada 
ifodalangan . B unda XxY to 'p lam  sh trix lar b ilan  k o 'rsa tilg an  
k vadratn i b ild irad i.

11 — c h iz m a .



3U. F u n k s iy a n in g  b erilish  u su lla ri. Funksiya ta 'rifidagi har 
b ir x g a  b itta  y  ni m os q o y a d ig a n  qo ida yoki gonun  turli u su ld a  
berilish i muxnkin. Biz u larni q isqacha qarab  o tamiz.

Ko p in ch a  a -  va y  o zg a ru v ch ila r  orasidagi b o g la n ish  
form ulalar y o rd am id a  lfodalanadi. B unda argum en t * n ing  har 
b u  q iym attg a  mo s  keladrgan  , funksiyan ing  g iym atin i x u s tid a  
turli am allar — g o sh ish , ayirish, k o p ay tirish , b o ’lish, darajaga 
ko tarish, ild iz  chiqarish , logarifm lash va h.k. am allarn i bajarish  
natijasida  top ilad i. O d a td a  b u n d ay  usul funksiyan ing  analitik  
usulda berilishi deyiladi.

M i s o l l a r  k e l t i r a y l ik :
1). x v a  y  o  z g a r u v c h i l a r  u s h b u

y  = 4 1 -  x :
form ula y o rd am id a  bog  lan g an  b o ls in . Bu funksiyan ing  
an iq lan ish  sohasi X  ={*:xe/?,-l<jr<l} = [-l,l] to p la m d a n  iborat. 
B unda h ar b ir * g a  m os k e lad ig an  y n ing  qiym ati a w a lo  x ni 
k v ad ra tg a  k o  tarish, so ng ra  un i 1 dan  ayirish  va bu  ay irm adan  
kvadrat ildiz ch iqarish  kabi am allarn i bajarish  natijasida  topiladi.

2 ). x v a  j  o z g a r u v c h i l a r  o r a s id a g i  b o g l a n i s h  g u y i d a g i  
f o r m u la l a r  y o r d a m i d a  b e r i l g a n  b o l s i n :

,  „ \l. agar x  > 0 bo'Isa
y= / ( * )H

ĵ—1. agar x<\) bo Isa
Bu funksiyan ing  an iq lan ish  sohasi A = K\{o} b o lib , u n in g  

g iym atlari sohasi r  = {-u} to  p lam d an  iborat. O d a td a  bu  funksiya
y  -  signx

kab i be lg ilan ad i. B unda sign lo tincha signum  so 'z idan  o lingan  
b o lib , "belgi", "ishora" d eg an  m a 'non i ang la tad i

B u  y  = signx f u n k s i y a n i n g  x = 0 n u q t a d a g i  q iy m a t i  n o lg a  t e n g  
u e b  q a b u i  q i l s a k ,  u  R t o p l a m d a  a n i q l a n g a n  b o l a d i .  (12 — 
c h iz m a ) .
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12 —chizm a.
B az i h o lla rd a  x(x e X )  va y (y  e  Y) o 'zg aru v ch ila r o rasidag i 

b o g  lan ish  form ulalar yo rdam ida b erilm asd an  jadval o rqa li 
b e r ilg a n  bo 'lish i m um kin. M asalan , kun  dav o m id a  havo  
h a ro ra tin i kuza tgan im izda , it v aq td a  havo h aro ra ti Ttj .  v aq td a  
h avo  h a ro ra ti T va h .k. bo'Jsin. N atijada  q u y id ag i jadvalga  
kelam iz:

V aq t ,  t t i t2 t 3 t 4 tk

Harorat, T T, T 3 T , T k

Bu jadva] t vaq t bilan h aro ra ti T o rasid ag i funksional 
b o g  lan ish n i ifodalaydi, b u n d a  t a rgum en t, T esa  funksiya 
b o 'lad i. B og 'lan ishn ing  b u n d ay  berilishi, jadval u su lid a  berilish i 
d eb  a talad i.

xoy  tek is lig id a  sh u n d ay  L ch iziq  b erilg an  bo 'lsinki, ox  
o  q id a  jo y lash g an  n u q ta la rd an  shu  o q q a  o  tkazilgan  
p e rp e n d ik u lä r  bu L chiziqni faqat b itta  n u q ta d a  k esib  o 'tsin.

OX o 'q id ag i b u n d ay  n u q ta la rd an  iborat to 'p lam n i X  orqali 
belg ilay lik . x  to 'p lam d an  ixtiyoriy * ni olib, bu n u q tad an  ox  
o q ig a  p e rp e n d ik u lä r  o 'tkazam iz. Bu p e rp en d ik u la rn in g  L 
ch iziq  b ilan  k esish g an  n u q tasin in g  o rd in a ta sin i _y b ilan  
belg ilaym iz va o lingan  x ga bu v ni m os qo 'yam iz. N a tijad a  X  
to  p lam d an  o lingan  h a r b ir * ga  y u q o rid a  k o 'rsa tilg an  q o idaga  
k o 'ra  b itta  v m os qo 'yilib , funksiya hosil bo 'lad i. B unda * va v 
o zg a ru v ch ila r o rasida b o g 'lan ish  L ch iziq  y o rdam ida  berilgan  
b o 'lad i (13 —
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b o 'l a d i  (13  — c h jz m a j .
O d a t d a  /  n i n g  b u n d a y  b e r i l i s h i  u n i n g  g r a f i k  usulda  

berilishi d e b  a t a l a d i .

S h u n d a y  q i l ib ,  b iz  f u n k s i y a n i n g  a n a l i t i k ,  j a d v a l ,  g r a f ik  
u s u l l a r d a  b e r i l i s h i n i  k o 'r i b  o 'td ik .  * v a  y  o  z g a r u v c h i l a r  o r a s id a g i  
f u n k s io n a l  b o g ' l a n i s h  y u q o r i d a g i  u c h t a  u s u l  b i l a n g i n a  b e r i l i b  
q o lm a s d a n ,  b o s h q a c h a ,  f a q a t g i n a  i b o r a l a r  b i l a n  h a m  b e r i l i s h i  
m u m k in .  M a s a l a n ,  h a r  b i r  n a t u r a l  n  s o n g a  u n i n g  b o 'l u v c h i l a r i  
s o n i n i  m o s  q o 'y a y l i k .  B u  m o s l ik m  <p o r q a l i  b e lg i la y m iz .  

X u s u s a n ,
(p(}) =  1, <p(2) = 2, <p{3) = 2 ,cp(4 ) =  3 ,<p(5) =  cp{ 12) =  6

O d a t d a  b u  f u n k s i y a  Eyler funksiyasi d e y i la d i .
M a t e m a t i k  a n a l i z  k u r s i d a  a s o s a n  a n a l i t i k  u s u l d a  b e r i l g a n  

f u n k s iy a l a r  o 'r g a n i l a d i .
X t o  p l a m d a  v = f ( x ) f u n k s iy a  a n i q l a n g a n  b o 'l s in .  A g a r  b u  

f u n k s iy a  q i y m a t l a r i d a n  t u z i lg a n
Y,  = {f{x}  : x e I )

t o 'p l a m  y u q o r i d a n  (q u y id e u i)  c h e g a r a l a n g a n  b o  ls a , f ( x)  f u n k s iy a  
X t o 'p l a m d a  yuqoridan  (quyidan) chegaralangan  d e b  a ta la d i ,  
a k s  h o l d a  e s a  f u n k s iy a  yuqoridan (quyidan) chegaralanm agan  
d e y i l a d i .  A g a r  f ( x )  f u n k s iy a  X  t o 'p l a m d a  h a m  y u q o r i d a n ,  h a m  
q u y i d a n  c h e g a r a l a n g a n  b o 'ls a ,  f u n k s iy a  c h e g a r a l a n g a n  d e y i l a d i .

3 . 1 - m i s o l .  U s h b u

f u n k s i y a n i n g  c h e g a r a l a n g a n l i g i  k o 'r s a t i l s in .
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■4 B u  f u n k s iy a  /? = ( - cc,°c) d a  a r u q l a n g a n  b o 'l ib ,  v> e R d a
f ( x ) >  0 b o l a d i .  D e m a k , b e r i l g a n  f u n k s iy a  q u y id a n
c h e g a r a l a n g a n .

R a v s h a n k i ,

(l -  x J )J > o => 1+ x4 > 2 x 2 =■ — —  < -
1 + x 4 2

U n d a ,  V x e  R u c h u n
, ,  l + x 2 1 X1 , 1 3

/  ( x )  = ---------  = ------- -  + ---------- < 1 +  -  =  -
1 + x 4 l + x  l + x  2 2

b o 'l i s h in i  to p a m iz .  D e m a k , b e r i l g a n  f u n k s iy a  y u q o r i d a n  h a m
c h e g a r a l a n g a n .  ►

X  t o 'p l a m d a  a n i g l a n g a n  ik k i  /( * )  h a m d a  <p(x) f u n k s iy a la r n i  
q a r a y l ik .

A g a r  V x e X  d a  /(x )  = ^(x) b o 'l s a ,  b u  f u n k s iy a l a r  X  t o 'p l a m i d a  
bir biriga ten g  funksiya lar  d e y i l a d i .

.V t o 'p l a m d a  a n i q l a n g a n  F(x)= f(x)+<p(x) f u n k s iy a  f ( x )  v a  
<p(x) f u n k s i y a l a r m n g  y i g ' i n d i s i d a n  i b o r a t  I k k i  f u n k s iy a  a y ir m a s i ,  
k o 'p a y t m a s i  v a  n i s b a t i  h a m  s h u n g a  o 'x s h a s h  t a 'r i f l a n a d i .

4o. J u f t  va toq  fu n k s iy a la r . A g a r  VxeX  u c h u n  - x e X  b o  ls a  X  
t o  p l a m  O n u q t a g a  n i s b a t a n  sím m etrik  to'plam  d e y i la d i .

O n u g t a g a  n i s b a t a n  s i m m e t r i k  b o  l g a n  X  t o 'p l a m d a  ,v = /(x )  
f u n k s iy a  a n i q l a n g a n  b o 'l s in .  A g a r  V x e X  u c h u n

/ ( - * )  =  f ( x )
b o 'l s a ,  f ( x )  j u f t  f u n k s iy a  d e b  a ta l a d i .  A g a r  Vx e X  u c h u n

/ ( - * ) - - / ( * )  
b o 'l s a ,  f ( x)  t o q  f u n k s iy a  d e b  a ta l a d i .  M a s a la n ,

y  = eos x, y  = |x|

f u n k s i y a l a r  u c h u n
cos( - x )  = eos x , |-  x| = )x| 

b o ' l q a n i  s a b a b l i  u l a r  ju f t  f u n k s iy a la r d i r .
U s h b u

y  =  s in  X ,  y  =  x 3
f u n k s i y a  u c h u n

sin( - x )  =  -  sin x , ( - x ) 3 =  - x 3 

b o 'l g a n i  s a b a b l i  u l a r  t o q  f u n k s iy a la r d i r .
S h u n i  t a ’k i d l a s h  lo z im k i ,  f u n k s iy a  h a r  d o im  ju f t  y o k i  to q  

f u n k s iy a  b o 'l a v e r m a y d i .  B u n d a y  f u n k s iy a l a r  g a
f (*) =  x 2 - x .<p(x) = s in x - cosx  l a r  m i s o l  b o l a  o la d i .  B u  f u n k s iy a la r  j u f t  
h a m  e m a s ,  t o g  h a m  e m a s .
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J u f t  f u n k s i y a n i n g  g r a f ig i  o r d i n a t a  o 'q ig a  n i s b a t a n  s i m m e t r i k  
j o y l a s h g a n d i r .  H a q iq a t a n ,  b u n d a y  f u n k s iy a l a r  u c h u n  (x . f ( x )) 
n u q t a  f u n k s i y a  g r a f ig id a  y o t g a n  b o 'l s a ,  (-xj(x))  n u q t a  h a m  s h u  
g r a f ik d a  j o y l a s h g a n  b o  la d i  (1 4  — c h iz m a ) .

T o g  f u n k s i y a n i n g  g r a f ig i  k o o r d i n a t a  b o s h i g a  n i s b a t a n  
s i m m e t r i k  j o y l a s h a d i .  H a q i q a t d a n ,  b u  f u n k s iy a  g r a f ig id a  ix. f i x) )  
n u q t a  b i l a n  b i r g a  h a r  d o im  ( - x - / U ) )  n u q t a  y o ta d i .

5 ° . Davriy funksiyalar. A y ta y lik ,  f i x )  f u n k s i y a  x<zR  
t o 'p l a m d a  b e r i l g a n  v a  T e R  b o 'l i b ,  T * 0 b o 'l s in .

2-tarif. A g a r
1) V x e X  d a  x - T e X  , x + T e X
2) f ( x  + T) = f ( x )  (3 .1) 

b o 'l s a ,  f ( x)  davriy  funksiya , T s o n i  e s a  f u n k s iy a n in g  davri 
d e y i l a d i .

A g a r  f i x )  d a v r iy  f u n k s iy a  b o 'l ib ,  u n in g  d a v r i  T g a  (T*0)  
t e n g  b o 'l s a ,  kT (k = ±i,±2,±3,...) k o r i m s h d a g i  s o n l a r  h a m  s h u  
f u n k s i y a n i n g  d a v r i  b o 'l a d i .  f i x )  f u n k s i y a n i n g  m u s b a t  d a v r la r i  
t o 'p l a m i n i  M  d e b  b e lg i a y l i k .  A g a r

Tu = inf M
h a m  f ( x)  f u n k s i y a n i n g  d a v r i ,  y a ’n i  T0s M  b o 'l s a ,  u  e n g  k i c h i k  
m u s b a t  d a v r  ( a s o s iy  d a v r )  d e y i l a d i .  E n g  k i c h i k  m u s b a t  d a v r  
m a v j u d  b o 'l i s h i  h a m  m u m k in ,  m a v ju d  b o 'lm a s l i g i  h a m  m u m k in .

M i s o l l a r  q a r a y l ik .  1). f ( x)  = smx  f u n k s iy a  d a v r iy  f u n k s iy a .  
U n i n g  d a v r l a r i  to 'p l a m i  {2nk-.k = ±l,i2,...} b o 'l i b ,  e n g  k i c h i k  m u s b a t  
d a v r i  r 0 = 2n b o 'l a d i .

2 ). f ( x)  = {x} f u n k s iy a n i  q a r a y l ik ,  b u n d a  {x} -  q a r a l a y o t g a n  x



r u n g  k a s r  g is m i  {*} =  x - | x |  b u  d a v r iy  f u n k s iy a d i r .  U n in g  

d a v r l a r i  to 'p l a m i  [ m : m  =  ± 1.± 2 ,...}  b o 'l i b ,  e n g  k i c h i k  m u s b a t  

d a v r i  T0 =  1 b o 'la d i .

3)- f ( x)  = C b o 'l s in ,  b u n d a  C - c o n s t .  B u  h o l d a  e n g  k i c h i k  
m u s b a t  d a v r  m a v ju d  e m a s .

4 ). D i r ix le  f u n k s iy a s i

{1 , a g a r  x  r a t s io n a l  s o n  b o 'l s a ,

0 , a g a r  x  i r r a t s io n a l  s o n  b o 'l s a

n i  q a r a y l ik .  A y ta y l ik ,  T  — b i r o r  r a t s io n a l  s o n  (7” * 0) b o 'l s in .
>  U  h o l d a

r a t s i o n a l  so n , a g a r  x  r a t s io n a l  s o n  b o 'l s a
'Y  x + T  =

b o 'l a d i .  D e m a k ,

i r r a t s i o n a l  s o n , a g a r  x  i r r a t s i o n a l  s o n  b o 'l s a

D(x + T)--
1, a g a r  X r a t s i o n a l  s o n  b o 'ls a ,  

0 , a g a r  x i r r a t s i o n a l  s o n  b o 'l s a

S h u n d a y  q i l ib ,  V* u c h u n  T  r a t s io n a l  s o n  b o 'l g a n d a  
D (x  + T) = D{x)  (* )

b o 'l a d i .  D e m a k , D ir ix le  f u n k s iy a s i  d a v r iy  f u n k s iy a ,  i x t i y o r iy  T *  0 
r a t s io n a l  s o n  b u  f u n k s iy a n in g  d a v r i .

E n d i  b i r o r  t  i r r a t s io n a l  s o n n i  o la y l ik .  U n d a  Vx u c h u n  (3.1) 
m u n o s a b a t  o 'r i n l i  b o 'lm a y d i ,  c h u n k i  * r a t s io n a l  s o n  b o 'l g a n d a  
x + T i r r a t s io n a l  s o n  b o 'l i b ,  D(x)  = i , D(x + T ) - o .  D e m a k  
i r r a t s io n a l  s o n l a r  D ir ix le  f u n k s iy a s i  u c h u n  d a v r  e m a s .  B in o b a r in ,  
D ir ix le  f u n k s iy a s i n in g  d a v r l a r i  t o 'p l a m i  Q \ {0} d a n  ib o r a t .  E n g  
k i c h i k  m u s b a t  d a v r  e s a  m a v ju d  e m a s  — b a r c h a  m u s b a t  r a t s io n a l  
s o n la r  t o 'p l a m i n i n g  in f im u m i  n o l  b o 'l i b ,  u  g \ { 0} g a  t e g i s h l i  e m a s .

6°. Monoton funksiya. Teskari funksiya. M urakkab 
funksiya. F a r a z  q i l a y l ik ,  /( * )  f u n k s iy a  X a R  t o 'p l a m d a  b e r i l g a n  
b o 'l s in .

3 - t a ’r i f .  A g a r  Vx, e X  , Vx2 & x  u c h u n

< *2 => f i x ,) S f ( x 2) 
b o 'ls a ,  f ( x )  f u n k s iy a  X  t o 'p l a m d a  o 'su vch i ,

X\ < X2 = > / ( * |) < / ( * 2)
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b o 'ls a ,  f ix)  f u n k s i y a  X t o 'p l a m d a  qat'iy o su vch i  d e y i la d i .
4—t a ’r if .  A g a r  Vx, e .V , Vx, e ,v u c h u n

X, < x ,  => / ( x , ) > / ( x 2) 

b o 'l s a  f ( x ) f u n k s iy a  .V to 'p la m d a  k a m a y u v c h i ,  

x , < x 2 = > / ( x , ) > / ( x 2) 
bo '4sa. f i :x )  f u n k s iy a  .v to  p la m d a  q a t ' i y  k a m a y u v c h i  d oy ila c h -

O ’s u v c h i  h a m d a  k a m a y u v c h i  f u n k s iy a la r  m o n o t o n  
f u n k s iy a l a r  d e b  a ta l a d i .

3 .2 -m iso l. / ( x )  = x J f u n k s iy a  X  = R d a  q a t ' i y  o  s u v c h i  b o 'l i s h i  

k o 'r s a t i l s in .
<  D a r h a q iq a t ,  \ /x ,e R ,  Vx7e R  n u q t a l a r  o lib , <x2 b o ' l s i n  <  

d e b  q a r a y l ik .
U  h o l d a

f  (X2 ) — f ( x ] ) = X2 ~ X1 = (x2 ~ Xi X-*2 +X2X1 + *1 ) — (X2 ~ Xl)

b o 'l ib ,

f ( X2 ) > f ( Xl )
b o 'l a d i .  D e m a k ,

Xj < X2 ^  f  iX\ ) ^  f  (X2 )
b o 'l i s h i  to p i ld i .  ►

X c z R  t o 'p l a m d a  y = f ( x )  f u n k s iy a  a n i q l a n g a n  b o 'l ib ,  Yf  e s a

f u n k s iy a  q i y m a t l a r i d a n  i b o r a t  t o 'p l a m  b o 'l s in :  Y} -  { / ( x ) : x e  A'}.
E n d i  Yj  t o ’p l a m d a n  o l i n g a n  h a r  b i r  y  g a  X  t o 'p l a m d a n  f a q a t  

b i t t a  ( f ( x )  = y  b o 'l g a n )  x  n i  m o s  q o 's h i s h  m u m k i n  b o 'l s in .  B u  
h o l d a  Y,  t o 'p l a m d a n  o l i n g a n  h a r  b i r  y  g a  X  t o ’p l a m d a  b i t t a  x  
m o s  g o 'y i l i s h i n i  i f o d a l a y d i g a n  f u n k s iy a g a  k e la m iz .  O d a td a ,  b u  
f u n k s iy a  y  = f ( x )  g a  n i s b a t a n  t e s k a n  f u n k s iy a  d e y i l a d i  v a  u  
x = f ~ \ y )  k a b i  b e lg i l a n a d i .  D e m a k , x = f~ ' iy )  s h u n d a y  f u n k s iy a k i ,  

f - ' ( y )  = r ' (/(.*))=x  b o 'l a d i .
A g a r  x = f \ y )  f u n k s iy a  y  = f ( x )  g a  n i s b a t a n  t e s k a r i  f u n k s iy a  

b o 'l s a ,  .y  = f ( x ) f u n k s iy a  x = f ~ \ y )  g a  n i s b a t a n  t e s k a r i  b o 'l a d i .  
S h u n i n g  u c h u n  h a m  y  = / ( x ) ,  x - f ~ \ y )  f u n k s i y a l a r  o 'z a r o  te s k a r i  

f u n k s iy a l a r  d e y i l a d i .
R a v s h a n k i ,  q u y id a g i

/ ( / ■ ‘(v)) = y, /  1 (/(* )) = *
x o s s a l a r  o  r in l i .

M a s a la n ,  f ( x ) - 2 x  + \ f u n k s iy a n in g  [0 ,1 ] o r a l i q d a g i

(x2 + l xi)2 + 7x,2 >0
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q iy m a t l a r i  [1 ,3 ] o r a l iq n i  t a s h k i l  e t a d i  v a  [1 ,3 ] o r a l iq d a  

a n i q l a n g a n  * = /  ' ( v ) = 1^ 1 f u n k s iy a  b e r i l g a n  > = 2 x - l  f u n k s iy a g a

n i s b a t a n  t e s k a r i  f u n k s iy a  b o l a d i .
E n d i  m u r a k k a b  f u n k s iy a  t u s h u n c h a s i  b i l a n  t a m s h a m iz .
y - f 0*0 f u n k s iy a  .V s o h a d a  a n i q l a n g a n  b o l i b ,  Y,  e s a  

f u n k s i y a  q i y m a t l a r i d a n  ib o r a t  t o p l a m  b o l s i n :  Yf  ={ f ( x ) :  x e  X } . 
S o n g r a  Yf  t o p l a m d a  o z  n a v b a t i d a  b i r o r  z - q iy )  f u n k s iy a  

b e r i l g a n  b o  ls in .  N a t i j a d a  x  t o p l a m d a n  o l i n g a n  h a r  b i r  i  g a  Yf  

t o p l a m d a n  b i t t a  > (/:x -> v) s o n  v a  Y} t o  p l a m d a n  o l i n g a n  b u n d a y  

y  s o n g a  b i t t a  z(< p:y -> z)  s o n  m o s  q o y i l a d i :

X— — > y  — — * z
D e m a k ,  X  t o 'p l a m d a n  o l i n g a n  h a r  b i r  x  g a  b i t t a  z s o n  m o s  
q o y i l a d i .

O d a td a ,  b u n d a y  h o l d a  /  v a  (p f u n k s i y a l a m i n g  m u r a k k a b  
f u n k s iy a s i  b e r i l g a n  d e y i l a d i  v a  u  z = <p(/(x)) k a b i  b e lg i l a n a d i .

M a s a la n ,  z  = J x + 1  f u n k s iy a n i  q a r a y l ik .  B u  f u n k s iy a  z = J y , 
y  = x + 1 f u n k s iy a l a r  y o r d a m i d a  h o s i l  b o 'l g a n  y  =  x  + l f u n k s iy a  

R = ( - oo,+oo) d a  a n i g l a n g a n  b o 'l i b ,  z  = j y  f u n k s iy a  e s a  y > 0 y a 'n i

x  +  l > 0  d a  m a v ju d  b o  la d i .  D e m a k , z =  V x + 1 m u r a k k a b  f u n k s iy a  

u s h b u  J = { i : x e f i , x > - 1 ) t o 'p l a m d a  a n iq l a n g a n .

2 -§ .  E lem en ta r fu n k s iy a la r

M a 'l u m k i ,  o 'r t a  m a k t a b  m a t e m a t i k a  k u r s i d a  e l e m e n t a r  
f u n k s iy a l a r  v a  u l a r n in g  b a 'z i  b i r  x o s s a l a r i  o 'r g a n i la d i .

F u n k s i y a  — m a t e m a t ik  a n a l i z d a  o 'r g a n i l a d i g a n  a s o s iy  o b y e k t  
b o 'l g a n i  u c h u n  b iz  u s h b u  p a r a g r a f d a  e l e m e n t a r  f u n k s i y a l a r g a  
to 'x t a la m iz .

E l e m e n t a r  f u n k s iy a l a r  s in f i  a s o s a n  e r k l i  o 'z g a r u v c h i  x 
( x e R )  h a m d a  o 'z g a r m a s  s o n l a r  u s t i d a  q o 's h i s h ,  a y ir is h ,  
k o 'p a y t i r i s h ,  b o 'l i s h ,  d a r a j a g a  k o ' t a r i s h  h a m d a  lo g a r i f m la s h  
a m a l l a r in i  b a j a r i s h  n a t i j a s i d a  h o s i l  b o l a d i .  B u  h o s i l  b o ' l g a n  
i f o d a l a r n i n g  m a v ju d l ig i  2  —b o b d a  q a r a b  o ' t i l g a n  h a q i q i y  
s o n l a r n in g  y ig 'i n d i s i ,  a y i r m a s i ,  k o 'p a y tm a s i ,  n is b a t i ,  s h u n i n g d e k ,  
h a q i q i y  s o n n i n g  h a q i q i y  d a r a j a s i ,  h a q i q i y  s o n  lo g a r i f m in i n g  
m a v j u d l i g id a n  k e l i b  c h ig a d i .
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1°. Butun va kasr ratsional funksiyalar. U shbu
y  = a0x" + a {x"~' + ... + an ,x + a„

ko 'rin ishdag i fun k siy a  (bunda new va a0,av an. , .a ,  — о zgarm as 
sonlar) butun ratsional funksiya  deb  ataladi. Butun ratsional 
funksiya ko'pxad  deb ham  yuritiladi. B utun  ratsional funksiya 
~R = ( - 00,-юс) d a  an iq langan . X ususan, у = ax + h chiziqli funksiya 
va у = ax2 + bx + с k v ad ra t u ch h ad la r b u tu n  ra tsional 
funksiyalar dir. M a'lum ki, chizigli funksiyan ing  grafigi tek islikda 
to 'g 'ri chiziqni, kvad ra t u ch h ad n in g  grafigi esa parabo lam  
ifodalaydi. K vadrat uch h ad  grafigm ing ho lati a koeffitsien t 
h am d a d isk rm in an t d=b2-4ac n ing  ishoralariga b o g 'liq  bo 'ladi. 
15 —chizm a p arab o lan in g  tek islik d a  tu rlich a  joy lan ish  holatlari 
ko 'rsa tilgan .

15 —chizma.
Ikki b u tu n  ra tsio n al funksiyaning  n isb a tid an  tuzilgan

а 0х " + a i x "^ ' + ... + а„_,л- + a„

У ~ b , x m + b l x ^ 1 + ... + b m, l x  + b m 

funksiya k asr ra tsional funksiya deb ataladi. Kasr ra tsional 
funksiya

x  = R  \ { x : x e  R , b 0x m + b , x w~' + ... + b m_ ,x  + b m = 0} 
to 'p lam da, y a ’ni m axrajni no lga aylan tiruvchi n u g ta la rd an  fargli 
bo 'lgan  b a rch a  h ag iq iy  son lardan  iborat to 'p lam da an iq lanqan .

X ususan, у = — va y —  lar kasr ra tsional funksiyalar’ ' X CX+d



bo 'lad i.

M alu m k i, y= — funksiya grafigi ten g  yonli g iperbo ladan
X

ib o ra t (17 — chizma).

17 — chizma.
2°. Darajali fimksiya. U shbu

у  = x"
k o 'r ia isn d a g i funksiya d e ra jaa  »uaksry-i deb  aU le^ i, b u n d a  p  
ix tiyo riy  o 'zgarm as h ag iq iy  son. Darajali funksiyan ing  an ig lan ish  
sohasi p  ga  bog 'liq . p  b u tu n  son b o 'lg an d a  ra tsional funksiyaga 
eg a  b o ’Iamiz.

A gar p  ratsional, m aselan  // = — >0 bo'lsa, m ju ft b o 'lg an d a
.П1

x*1 -  x "  funksiyan ing  an iq lan ish  schasi X=iG,+x)l tog  b o 'lg an d a  
esa fu n k siy an in g  an iq lan ish  sohasi R=(-<ç^ o ra lig d an  iborat 
b o 'lad i. p  irra tsional b o 'lg an d a  x>o deb  olinadi. Darajali 
fu n k siy an in g  grafigi p>  0 b o 'lg an d a  h a r doim  tek is lik n in g  (0,0) 
h am d a  (1,1) n u g ta la rid an  o 'tad i (18 —chizma).

s  I



18 —chizm a. i 9 —chizma.
Darajaii funksiya  ,y = xß u shbu  (0,a>) o ra liqda ,«>0 

b o 'lg an d a  o 'suvchi, ß< 0  b o 'lg an d a  esa kam ayuvchi bo'ladi.
3°. Ko'rsatkichli funksiya. U shbu

y  = a*
k o 'rin ish d ag i funksiye. ko 'rsa tk ich li funksiya  deb  a ia lad i o u n ce  
a>0 va a*\. K o 'rsatg ich li funksiyan ing  an ig lan isn  sohasx R 
to 'p lam d an  iborat bo'lib, funksiya giym atlari esa h a r doim  
m usbat bo 'lad i. Bu funksiyan ing  grafigi OX o 'g idan  y u g o rid a  
joy lashgan  va doim  tek islikm ng  (0,1) n u g tas id an  o 'tadi. (19 — 
chizma)

4°.Logarifmik funksiya. U shbu
y  = log, X

ko 'rin ish d ag i funksiya  logarifm ik funksiya deb ataladi, bu.r.da 
a> 0 va a ? i .  Logarifm ik funksiya in te rva lda  ani a langen.
Bu funksiyan ing  grafig: or  o 'c in i o 'ng  íom onida joylashg.^n va 
do im  tek is iik n in g  (1,0) n u g tas id an  o 'tad i (20 —chizma).



20 — chizm a. 2 1 —chizma.
5°. Trigonoinetrik funksiyalar. tOY tek islikda, m arkazi 

k o o rd in a ta la r boshida, radiusi 1 ga teng  bo 'lgan  t2 + y 2 =1 
ay lanan i olaylik. (2 1 —chizma). Bu ay lanan ing  C(1,0) n u q ta s id an  
u n g a  CP urinm a o 'tkazam iz. K oord ina ta  bosh idan  ch iq q an  va 
Ot o'q b ilan  * b u rchak  tashkil e tg an  o l  nui ay lanani A  

n u q tad a , CP urinm ani B  n u q ta d a  kesadi. Bu A  va B 
n u q ta la rn in g  koord inata lari m os rav ishda ( 1 ,> 2 ) bo 'lsin .
Ravshanki, A  va B n u q ta la rn in g  o 'rn i x b u rch ak k a  bog 'liq . 
Dem ak, har b ir x e R  son u ch u n  Oi o 'q  b ilan  x b u rchak  tashk il 
e tad ig an  o l  n u r o 'tkazilsa, bu  n u rn in g  ay lana va u rinm alari b ilan  
k esish g an  n u q ta lrin in g  koord in a ta la ri t ,y y,y 2 lar x  ga  bog 'liq . 
H ar b ir x ga shu  k o ord ina ta la rin i m os qo 'yaylik .

f  '■ x  - >  i ,
<P ■ x  -> y  i ,
(f> : x  -» y  2

O datda , <p : x -> v, g a  s i n x , / :x-> i g a  cosx, ^: x— ga  tgx 
funksiya  deb  ataladi:

jy, =sinx, y 2 =tgx, 1= cosx 
B unda y,  = sinx , /= cosx funksiyalar r  da an iq lan g an  2n davrli 
funksiyalar bo 'lib , u lar u ch u n  VxeR da

-l<sinr<l, -l<eoi>x<l 
tengsiz lik lar o 'rinli bo 'iadi.

y 2 — tgx funksiya X  = R\ j.r:xeÎf,x=(2Ar-(-l)^,A'=0,±l,...|



t o 'p l a m d a  a n iq la n g a n .

X
s x ......................7 --fcr - i *  ;• ?  y o  -3 T v .  w /2 v  X

1 l
secx = ------- , cos ec x = - ----

cos x  sm x

22 —chizma.
ctgx , sec x, cos ecx  funksiyalar sin x, cos x va tgx funksiyalar orqali 
q u y id ag ich a  aniqlangan:

1
ctgx = ----

tgx
U shbu  sin x, cos x, tgx va ctgx funksiyalarn ing  grafiklari 22 

ch izm alarda tasvirlangan.
6°. G ip e r b o lik  fu n k s iy a la r . U shbu v e'  k o ' T s a t k i c h l i

fnnlr^iira t ?r\rri 3  m lrl a hl7l]rfan mnnHam 
1  U l l X V O i  V U  j  V 4 . U i l l 4 . \ A U

e x — e~ l e* + e~x e x -  e~x e* + e~x 
2 ’ 2 ’ £‘ + e" ’ e' -  e-'

funksiyalar g iperbolik  (mos rav ishda giperbolik  sinus, g iperbolik  
kosinus, g iperbo lik  tangens, g iperbolik  kotangens) funksiyalar 
deb a ta lad i va u lar shx , chx . thx, cthx kab i belgilanadi:

ex +  e~
shx

e - e chx thx cthx =
e +e~

2 ( 2 ex +e x i - e  "

s h x ,  c h x ,  thx funksiyalar R da, cthx  funksiya esa X = R \ { 0} 
to 'p lam d a  an iq langan .

G iperbo lik  funksiyalar orasida ham  trigonom etrik



funksiyalar o rasidagi bo g 'lan ish g a  o 'xshash m un o sab atla r 
m avjud. M asalan ,

tJix -   ̂ c ihx s h 2 x  =  I s h x c h x
chx shx

7°. T e s k a r i  tr ig o n o m e trik  fu n k s iy a la r .  M a’lum ki, > = siw 
funksiya  a  d a  an iq langan  bo'Iib, u n in g  qiym atlari {v e ft : - I < y  S 1}

to ’p lam ni tash k il etadi. A gar biz a rg u m en t x  ning x e X = i ~ ^ , ~ l

seg m en td ag i qiym atlarini qarasak, y = sin.*r funksiyan ing
71 7T

qiym atlari ham  Y  = [-1,1] seg m en td a  o'zgarib, bunda =

to 'p lam n in g  elem entlari ) =[-1,1] to 'p lam n in g  e lem en tla ri b ilan  
o 'zaro  b ir q iym atli m oslikda bo 'lad i. Bu hoi y  =  s i n x  funksiyaga 
n isb a tan  tesk ari funksiyani q a rash  im konin i beradi. y  = sin x 
fu n k siy ag a  tesk ari funksiya y  = a r c s m x  kabi belg ilanad i. Demak, 
y  = arcsin x  funksiya X  =[-1.1] to 'p lam d a  an iq lan ag n  bo'Iib, 

o 'zgarish  sohasi to 'p lam ni tashkil etadi.

X udd i sh u n g a  o 'xshash, y  = cos*, y  = tgx,y  = ctgx  funksiyalarga 
n isb a tan  te sk a ri bo 'lgan  funksiyalar ham  tesk ari trig o n o m etrik  
funksiyalar deyilib, u la r m os rav ishda
y  = arccos x . y  = arc tgx , y  = arcctgx k ab i belg ilanad i.

y  = arccos x funksiya A" = [-1,1] d a  an iq langan  bo'Iib, un ing  
q iym atlari Y =  10, r̂ ] to 'p lam d an  iborat. y =arctgx y  = arcctg: 
funksiyalar R da an iq langan . Bu funksiyalam ing  o 'zgarish  
sohalari m os rav ishda f_ —, - j  va (0,tt) to 'p lam lard an  iborat.

23 — ch izm alarda teskari trigonom etrik  fu n k siy a lam in g  
grafik lari tasvirlangan.
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с). I d).
23 —chizm a.

Endi funksiya tu sh u n ch asig a  doir ba'zi m isollarni 
keltiram iz.

3 .3 -m iso l. U shbu
f { x )  =  -J[x] -  *  

funksiyan ing  an iq lan ish  sohasi topilsin.
■4 Ravshanki, Vx e R u ch u n

[ x ]  < X

b o ’ladi. Deinak, л/l v¡ - x ifoda m a 'noga  ega b o lish i u ch u n
y a 'n i x = к ( A g Z )  

b o ’lishi kerak. B erilgan funksiyan ing  an iq lan ish  sohasi X=Z
bo 'lad i. ►

3 .4 -m is o l. U shbu

/(*)=* + -  
X

funksiyan ing  (0,+°c ) o ra liqdag i qiym atlari orasida en g  k ich ig i 
topilsin .

■4 B erilgan funksiya u ch u n
1 x 2 +1 ( x - 1 ) 2 + 2 x  ( x - 1 ) 2 , ,  л1ч „



bo 'lib  V , r e ( 0 .+ æ )  da / ( x ) > 2  bo 'lad i. Demak, l \ x ) = x +  1
X

funksiyan ing  (0 .+<» ) dag i eng  k ich ik  q iym ati 2 ga teng . ►
3.5— m iso l U shbu

/ (  x )  = log „(x + л/х2 + 1 ) (о  > 0. a * \ )

funksiyan ing  toq  funksiya ekanin i k o ’rsatilsin.
< Bu funksiya R = (-00 ,+x; ) da an iq langan . B erilgan 

funksiyan ing  - x  n u q tad ag i qiym atin i topam iz:

/ ( - x )  =  log 0 ( —x  +  л/х2 +  I ) =  log a  =
X + л/х2 +1

= -  lo g „ (x  + л/х2 + 1) = - / ( x )
Dem ak, /(л) to q  funksiya. ►

3 .6 -m is o l. U shbu
f ( x  ) = a  s in (bx  + c ) , a ,b ,c  -  o 'zg arm as sonlar (b # 0) 

funksiyan ing  davri topilsin.
< D avriy funksiya ta 'r if id an  ifodalanib,

a  sin[ b ( x  + T )  + c]  =  a  sin( bx + c )
deym iz. U nda

bo 'lib ,

-, • bT  . .  h T . „2 s i n  cos( bx + с  + ----- ) =  0
2 2

■ hT n s in  = 02
bo 'lad i. K eyingi ten g lik d an  topam iz:

bT , 2kx
— - - k n  y a ’ni T = —-— (к -  ± 1Д2....)

I b
T opilgan  7'ning qiym atlari o rasida eng  k ich ik  m usbati

T = —
0 b

bo 'lad i. ►
3.7—misol. Agar

1
/ ( x ) 1 — X

bo'lsa, / ( / ( / ( x ) ) )  topilsin .
Ravshanki, /  funksiya A' = ( - »  ,1) и  (L +oo)  to 'p lam d a  

an iq langan .
M urakkab  funksiya tu sh u n ch asid an  foydalanib topam iz:



^ - ))=Г Г 7 7 Г ; 7 - Г = - —í - x

/(А Л *)»

I I 1 -  .r

I -  X  

X
i - /■</(■*» , + L

Bu funksiya (-0 0  ,0) о  (0,1) и  (l.+oc ) to 'p lam d a  an iq langan . ►

3 - § .  N a t u r a l a rg u m e n t li fu n k s iy a la r  
(S o n la r  k e tm a —k e t lig i)

Faraz qilaylik, /(*) funksiya /V = { 1 ,2 ,3 ,.n,...) to 'p lam d a 
an iq lan g an  bo 'ls in . Bu ho lda funksiyam ng argum en ti natu ra l son 
b o 'lad i. S hun ing  u ch u n  funksiyani natu ral a rg u m en tli funksiya 
deyilad i va f(n) kab i yoziladi.

Bu funk siy an in g  qiym atlari
x„ = f  (” ) (” = 1Д.З, )

dan  tashkil to p g an  ushbu
x ] , x 2 , x„ .... (3.2)

to 'p lam  sonlar k e tm a - k e t l ig i  deyiladi, to 'p lam n m g  elem en tlari 
esa k e tm a  —k etlik in in g  hadlari deyiladi.

O datda , (3.2) sonlar k e tm a - k e t l ig i  u n in g  um um iy hadi 
X (и — hadi) o rqa li belg ilanad i. M asalan,

=  I :1  A r i  I , . . .
n 2 3 n

x„ = n!: If.2 ! , 3 ! и!, . . .  ,

ï ,  = <?” : q . q 2, q \ - ,  q " , 
x „ = ( - l Г  :-1,1 -1 ,1 ,- ,( - I ) " , - .

= 1 :1,1,1,... n l -  
lar son lar k e tm a  -  ketlik lari bo 'lad i.

Shum  ta 'k id la sh  lozimki, * „ sonlar k e tm a - k e t l ik n in g  
(n = 1,2,3,...) h ad lari soni cheksiz  b o 'lg an  ho lda  bu k e tm a — 
k etlik n in g  b arch a  had laridan  tuzilgan to 'p lam  cheksiz  yoki

chek li to 'p lam  bo 'lish i m um kin. M asalan, 1 , 1 . k e t ma  — 

k etlik  h ad la rid an  tuzilgan  | i , ÿ . ^ . .  j to 'p lam  cheksiz, 1, —1,1,—

1,... ketm a —k etlik n in g  had laridan  tuzilgan  { — 1,1} to 'p lam  esa

<.4



ch ek li to 'p lam dir.
C hegaralangan lik , m onoton lik  ta 'riflari sonlar k e tm a -  

k e tlig i
x , . x , . x , ,.... x „ ,... 

u c h u n  q u y idag icha  lfodalanadi:
5 - ta 'r i f .  A gar

3 M  g R . V n e N  : j c ,  < M  
tengsiz lik  bajarilsa, (3.2) k e tm a —ketlik  y u qoridan  
chegara langan ,

3 m e  R , V n e N : x n > m 
tengsiz lik  bajarilsa, (3.2) ketm a —k etlik  quyidan chegaralangan 
deyiladi.

6—ta 'rif. A gar (3.2) k e tm a —k etlik  ham  quyidan, ham  
y u q o rid an  ch eq ara lan ag n  b o ’lsa, u  chegaralangan deyiladi.

3 .8—m isol. Ushbu
i 1 !" n f  10

* „ = - —  ■■ -  -  ( n  =  1,2,3, . . .)
■Jn 2 + 1

k e tm a  — k e tlik n in g  chegara lanagan lig i isbotlansin.
■4 Ravshanki,

| ( - l ) " n  + 1 0 | <  | ( - 1 ) " i i |  +  1 0  =  n  +  1 0 ,

\ l i i2 +1 > n
U n d a

(-1 )"n +10
•\//? *+ 1 

y a 'n i
— 11 < x ,  <  11 (n e N )

bo 'lad i. ►
7—ta'rif. A gar V« e N  uchun

X, * Xn + 1
tengsizlik  bajarilsa, (3.2) k e tm a  —k etlik  o 'suvchi,

+ i
tengsizlik  bajarilsa, (3.2) ketm a -k e tlik  q a t 'iy  o 'suvchi deyiladi.

8—ta'rif. A gar V« e N  u ch u n

tengsizlik  bajarilsa, (3.2) ketm a —ketlik  kam ayuvchi,



> Ж«*1
tengsizlik  bajarilsa, (3.2) k e tm a — ketlik  q a t 'iy  kam ayuvchi 
deyiladi.

O 'suvchi va kam ayuvchi k e tm a — ketlik la r um um iy  nom  
bilan  m onoton  ketm a —ketlik la r deyiladi.

3.9-misol. U shbu ___  __  ___

П
k etm a — k e tlikn ing  kam ayuvch i ekan i isbotlansin. 

< B erilgan k e tm a — k e tlik n in g

= (1 n + 1
had larin i olib,

n isbatn i qaraym iz. U ni q u y id ag ich a  yozib olamiz:

G + - )
1 V n+1

n _ n (» + !)- 
n(n + 2) n + 1

=  1 +  -
1

n(n + 2) « + 1

B ernulli tengsizlig iga (ushbu (1 + « )"  > 1 + cm (a  > - 1) tengsiz lik  
B ernulli tengsizlig i deyiladi. (qaralsin, [ l j ,  2 —bob  )) asosan

1 + 1 > 1 + (w + 2)   --------=  I +  1
n(n + 2) nn(n + 2)

bo 'lish in i h iso b g a  olsak, n a tijad a  V n e N  u ch u n

( , + i i
X . , И и + 1n + 1

bo 'lish in i to p am iz>
Aytaylik, ikk i

y a ’ni x„ S x„ + x

Xn ■ х1гх 1гх3,..., X ,
У п  ■ У  i > У  2 > У  з У п , -  . 

k e tm a  — ketlik la r b e rilg an  bo 'ls in . Q uyidagi
X, + y , , x 2 + y 2 , x 3 + y ,,. .. ,  x„ + y n ,... ,

x \ ~  У \ , х 2 -  У 7 - Х з -  У э > - >  х „ -  У п ,  -  , 

Х \ ' У 1 ’ Х 2 ' У - 2 ’ Х 1 '  У з - ;  Х п ■ У  П . -  ,

у*

*
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X , X ,  X ,  ' X „
- ,•••= (y *0,n = L2....)

y   ̂ y  2 y  3 „

k etm a — ketlik la r m os rav ishda x „ va y  „ ketm a — ketlik la rn ing  
y ig 'ind isi, aylrm asi, k o 'pay tm asi va n isb a tan  deyiladi va u lar

x n + y  n ~ x „ ~ y n’ x „ ' y n>~~ kab i belg ilanadi.
J n

M asalan,
1 n -  1x n = — , y „ = ---------n n

k e tm a  — ketlik la r u ch u n
, 2 i n - 1 Xn 1= hX„~y „  = - - \  , x„-y„ = — =  r  („*!)

h n y n n -1
bo 'lad i.

Mashqlar.
3.10. U shbu

a) / ( x ) = lg x : b ilan  <p(x) = 2 l g |x | ,

b) / (x )  = lg x 2 b ilan  <p(x) = 2\g x ,
sj / ( . x )  = arcsin x  bilan  <p(x) = arccos ( o s i s i )

funksiyalar b ir —biriga  aynan  tengm i?
3.11. A gar f(x ) funksiya  (0.1) in te rva lda  an iq lag an  bo 'lsa,

/ ( r 2 ), / ( s in  f), / ( l n  o ,
X

funksiyalarn ing  an iq län ish  sohalari topilsin.
3.12. A gar

(0, agar |jc) < 1 bo’Isa (x1-1, agar lxl< 2 bo'lsa/MH , i tf’MH i i
[1, agar |x| > 1 bo'lsa (—L agar |x|> 2 bo’lsa

bo 'lsa , f ( q > ( x ) )  topilsin .
3.13. 0 n u q tag a  n isb a tan  sim m etrik  b o 'lg an  X  c z R  to 'p lam d a  

an iq lan g an  har q an d ay  funksiya ju ft va toq  funksiyalar y ig 'ind isi 
k o 'r in ish id a  ifodalan ish i isbotlansin .

3.14. A gar y = f ( x ) ju ft funksiya, x  -  ( p ( t )  esa toq  funksiya 
bo 'lsa , u  h o ld a  y  =  f  (<p(t j )  n in g  to q  funksiya  b o ’lishi isbotlansin.

3.15. Ikki toq  funksiya  k o 'p ay tm asin in g  ju ft funksiya 
b o 'lish i isbotlansin .

3.16. A gar /(*) va g(;c) funksiyalar X c R  to 'p lam d a  o 'suvchi 
b o ’Jib, C = c o n st  bo 'lsa , u  ho lda
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a) / ( A - t + C  o 'suvch i funksiya,
b) C f (  x). (' > 0 o ’suvchi, С < () da kam ayuvchi, 
s) / ( л -  i + x ( x )  o ’suvchi funksiya

bo 'lish i isbotlansin .
 3.17. ü sh h u __________________________________

(« = 1 ,2 ,3 ..)

k e t m a  —k etlik n in g  o 'suvchi bo 'lish i isbotlansin.
3.18. U shbu

(n  = 1,2,3,...)
и

k etm a — k etlik n in q  y u q o rid an  chegara langan lig i isbotlansin.
3.19. U shbu

k e tm a - k e t l ik  uch u n
(« = 2,3,4,...)

i < 'V r̂ < (i + - ! = ) 2

tengsiz likn ing  bajarilish i isbotlansin.
3.20. T om onlari a va  b b o 'lg an  (a> 0 ,6 > 0 ) to 'g ’ri 

to r tb u rc h a k  sh ak lidag i tu n u k a  p lastinkan ing  uch laridan  tom oni 
X ga ten g  kvadratlar kesib  ta s h la n g a n _________ _

24 — chizm a
S o 'n g  ch izm ada k o ’rsa tilg an  pu n k tir chiziq lar bo 'y lab  bukib 

id ish  hosil qilingan. Ravshanki, b u  id ishn ing  hajm i x ga b o g 'liq  
b o 'lad i. Shu b o g 'lam sh n i ifodalovchi funksiyani topilsin.

3.21. U shbu  /0 c )  = x (x + l)U + 2 X *  + 3) funksiyan ing  eng  
k ich ik  q iym ati topilsin.
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F u n k s iy a  lim iti

F unksiya limiti (limitga o 'tish  am ali) m atem atik  analizn ing  
dastlabk i m uhim  tushunchalaridan . Ayni pay tda u  key in roq  
k iritilad ig an  asosiy tu sh u n ch ala r u ch u n  zam in bo 'lib  hizm at 
qiladi.

F unksiya limiti nazariyasin i dastlab  sodda hoi — sonlar 
k e tm a  — ketlig i (natural arg u m en tli funksiya) uchun  o rganam iz.

l - § .  Sonlar ketm a- ketligi limiti

1°. Sonlar ketm a-ketlig i limiti ta'rifi. Biror
x n : x p i 2 , x „  (41)

-k e tm a  — ketlik  ham da biio i a e R son berilgan  b o ’lsin.
1 - ta 'r if .  Agar Ve > 0 o lin g an id a  ham  natu ral son  e N 

m avjud  b o ’lsaki, n>n0 tengsiz likn i qanoatlan tiruvch i barcha 
n a tu ra l son lar u ch u n

\ x n -  a  | < £ (4.2)
ten g siz lik  bajarilsa, a son x n ketm a—ketlikning limiti deb
atalad i.

Limit u ch u n
lim x n =  a  yoki hm x„ = a  , yoki da r .-»a
n  —> X) '

b e lg ilash la rd an  foydalaniladi.
Bu ta 'rifn i quy idag icha ifodalash  m um kin:

V e > 0 3 /j0 = n 0( e )  e  A f , V n > « 0 : | x „ - a | < e .
M a'lum ki, \x„ -  a \ <  e ten g siz lik  a - e < x „  < a + s  ten g siz lik  — 

la rg a  ekvivalentdir.
O datda , { a - e , a  + e)  in terval, y a 'n i

U e (a) = {x : x  e R , a  -  s  < x  < a + e}
to 'p lam  a n u q tan in g  atrofi (£ — atrofi) deyiladi.

K eltirilgan  ta 'r ifd an  (4.1) k e tm a - k e t l ik  had lari u ch u n  (4.2) 
ten g siz lik n in g  bajarilishi sh u  h ad la rn in g  a n u q tan in g  s  —atrofi 
U s(a) to 'p lam g a  teg ish lilig i kelib  chiqadi.

Demak, (4.1) k e tm a - k e t l ik  lim itini q u y id ag ich a  ham

IV BOB
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ta ’ñ flash  m um kin.
2-ta'rif. A gar и n u q tan in g  ix tiyoriy  I ' , . ( « ) atrofi

olinganida ham  x „ ketm a -  ketlikn ing  b iror had idan  kpyingi 
barcha hadlari shu  a tro fg a  tpgishli b o ’lsa, a son x n ketm a— 
ketlikning lim iti d eb  ataladi.

Shuni ta k id la s h  lozimki, ketm a k e tlik  limiti ta 'rifidag i e
ixtiyoriy m usbat son  b o ’lib, natu ra l son  n0 esa shu s  ga va
qaralayotgan  k e tm a  —ketlik k a  b o g 'liq  ra \ish d a  topiladi.

4 .1 -m iso l. x „ = — : 1. — , — —,... k e tm a  —k etlik n in g  lim iti 0
n 2 3 n

ga ten g  bo 'lish im  k o 'r s a t in g ._________   _ _ _ _ _
•« Ixtiyoriy m usbat e sonni olaylik. Shu e ga k o 'ra

n,» = + 1 ni topam iz. U ho lda b arch a  n > n0 son lar u ch u n

1
\x.  -  a = i - 0 ■ <  £

+ 1

m unosabat o ’rinli. Dem ak, ta 'rifga  k o 'ra  lim — -  0 . ►

4 . 2 —m i s o ! .  U shbu = ( - 1 ) ” - 1 ,1 - 1 ,  , ,( - l) \ . .  k e t m a -
ketlikn ing  lim iti m avjud  em asligini k o 'rsa ting .

•4 \/azR  sonni olaylik. A gar a = l b o ’lib, u n in g  (\ + e , \ + e )  
atrofi (0 <e < 1) olinsa, k e tm a — k e tlik n in g  b iro r h ad id an  boshlab  
keyingi b a rch a  had lari shu atrofi teg ish li bo 'lm aydi 
(-1 i  (l + s,l + «■)). B inobarin, a = l k e tm a — k e tlik n in g  limiti emas. 
X uddi sh u n d ay  vaziyat VaeR u ch u n  yuz beradi.

Demak, b e rilg an  k e tm a  —ketlik  lim itga eg a  em as. ►
4.3—misol. U shbu 0,3: 0,33: 0,333:..., 0.33...3, ... k e tm a —

ketlikn ing  lim iti ga ten g  bo 'lish im  ko 'rsa ting .

4  V e> 0 so n  olib, 10.33...3- ni qaraym iz. Ravshanki,

1 33...3 1 99...9 -10"
0.33...3—  =

3 100...0 3 3 10"

-1
3 • 10"

0 . 3 3 . . . 3 - -
3 3 1 0 "

Endi £ > 0  ga k o 'ra  shunday  n0 e N  son top ish  kerakki,

na tijada  « > « 0 la r u ch u n
3 1 0

<e  tengsiz lik  o 'rin li bo 'lsin .

J
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K eyingi tengsiz lik  « > - l g ( 3 f )  b o 'lg a n d a  o 'r in li b o 'lish i 
ravshan . D em ak, biz «„ sifa tida  [- lg (3 f)] sonn i o lishim iz etarli.

Bu e sa  q ara lay o tg an  k e tm a  —ketlik  lim itin ing  j  ga  ten g

b o 'lish in i k o 'rsa tad i. ►
2o. C heksiz k ichik  miqdorlar.

3 -ta 'r if . A gar x n k e tm a  — k e tlik n in g  lim iti n o lg a  ten g  
b o ’lsa, x n o z g a ru v c h i cheksiz  k ich ik  m iq d o r d eb  atalad i, 

teg ish li x n esa cheksiz kichik ke tm a—ketlik  deyiladi.
K etm a —ketlik  lim iti ta 'r ifid a  a = 0 deb  o lin ad ig an  b o lsa , 

u n d a  b a rch a  n a tu ra l n > son lar u c h u n  (4.2) tengsiz lik
\x» ~ a\-\x»\< e  ten g siz lik k a  kelad i. D em ak, cheksiz  k ichik  
m iq d o r o 'zg aru v ch i m iq d o r bo 'lib , u o 'z g a rish  ja ray o n id a  
ab so lu t q iym ati b o 'y ich a  a w a ld a n  b erilg an  h a r q a n d a y  kich ik  
jn u s b a t e so n d an  k ich ik  bo 'lad i.

M asalan , xn = — k e tm a  —k etlik  ch ek siz  k ich ik  m iqdor

b o 'lad i.
4 .4 - m is o l.  U shbu

x„ = -L- [a e > 1)
a 1

k e tm a —k etlik  cheksiz  k ich ik  m iqdor ek a n lig í isbo tlansin .
< \a\=]-f=S deylik . U nda S  = ja| - 1 > 0 bo 'lad i. B ernulli
ten g siz lig ig a  k o ’ra

(1 + <5)" > I + n ó  > n ó
b o 'lib , V «e/V  uchun

b o 'lad i. D em ak, 

tengsiz lik , b arch a  

b o 'lg a n d a  o 'rin li. A gar

n§

= —  < s
M"

n >
sS

nn =
eS
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deyilsa , V « > « l)u ch u n

bo'ladi. Demak,

lim —  = 0
a g----

x H = —— ketm a —ketlik  ch ek siz  k ichik  m iqdor. ►a
4.5—m isol U shbu

x „  =  a "  (a  e i? . |a |<  1)
k e tm a —k etlik  cheksiz  k ichik  m iqdor ekani isbotlansin.

4  A gar a *  0 b o ’lg an d a  —=b deyilsa, u ho lda | t | > l  va 

a " -  ~  bo 'lib ,

lim a "  — lim —— = 0
/?-»■» n <c h n

b o 'lad i. ►
A ytaylik, x, ■.

x , , x 2 , x , x  n .... 

k e tm a —k etlik  va  a son  (ae/i) berilgan  bo 'lsin.
1-teorem a. a son x r ketm a—ketlikning limiti bo'lishi uchun 

« „  =  x„ -  a ( »  = 1 , 2 ,3 , . . . )

ketm a—ketlikning cheksiz kichik m iqdor bo'lishi zarur va yetarli.
■4 Zarurligi. Faraz qilaylik,

lim x „ =  a
n -* oo

b o ’lsin. Limit t a ’rifiga b inoan
V £■ > 0 ,  3 « 0 e  N  , V n > n 0 ■ \x n -  a \ <  s

A gar xn -  a -  a n deyilsa, u n d a  \a „ | < £ bo 'lib ,
lim a  „ -  0
n -> 03

bo 'lad i.
Yetarliligi. Aytaylik, a n = x n -  a bo 'lib ,

lim s ,  = 0
n -» 00

bo 'ls in . Y ana lim it ta 'r ifig a  k o 'ra



V  £ > 0,3 « o e  N  . V  n > n „ : jar „ | < k  

bo 'lad i. U nda |*„ -  a |<  e b o ’lib,

b o 'lad i ► 
M asalan,

k e tm a  —k etlik  u ch u n

b o ’lganlig i sababli

lim x  „ = a
n -> •»

x n = 1 + — , lim — = 0n >1~* •*> n

.. n +  1 
lim ---------
n -» 00 yj

b o 'lad i.
Endi cheksiz  k ichik  m iqdorlar haq ida ba'zi tasd iq larn i 

keltiram iz.
1-lem m a. C h ek li sondagi ch ek siz  k ich ik  m iqdorlar y ig 'in d is i 

cheksiz  k ich ik  m iqdor bo 'ladi.
< A ytaylik, a„ va /?„:

a  , , a  2 , a  3 ,..., a  „ ....

* >•- P a
cheksiz  k ich ik  m iqdorlar bo 'lsin :

lim a  „ =  0  t l im  ¡i  „ =  0» co fi -> oo
U n d a

^  V £ > 0 , ^ , 3 « ;  6 i V , V n  > » ;  : | « , | <  y -

v  V e > 0 , | - , 3 i . ; '  e  ,V n  > <  : |/?„ | < y

bo 'lad i. A gar «„ = max{ « ;,«"} deyilsa, Vn>n„ u ch u n

| « » | <  j ,  K l <  j  =
bo 'lib .

I«» + l“ »l + \P"\< y  + j =  «
tengsiz lik  bajarilad i. B undan

lim ( a  „ +  / ? „ )  =  0
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lim («„ +/?„)  = On -* r:

b o 'lish i k e lib  ch iq ad i. A gar '/„ h am  ch ek siz  k ich ik  m iq d o r 
b o ’lsa,

a „ + ß n + Y „ = { o i n + ß „ )  + y n 

n in g  ch ek siz  k ic h ik  m iq d o r b o 'lish i y u q o rid a g id e k  k o ’rsatilad i. 
►

2 —lem m a. C h eg a ra lan g an  k e tm a  — k e ttik  b ilan  cheksiz
k ich ik  m iq d o r k o 'p a y tm as i cheksiz  k ich ik  m iq d o r b o 'lad i.

< A ytaylik , xn c h e g a ra la n g an  k e tm a  — k e tlik , a„ e sa  cheksiz  
k ich ik  m iq d o r b o ’lsin:

3 A/ e R  , M  > 0, V  n  e  N \x„ \ < M  ,

V e  > 0, ——, 3 n „ c N . V n > «.. : ¡a „ 1 < ^   5------- — 11 r —1 M—
Bu m u n o sab a tla rd an

U „ «  | = \x „ | • |a  „ | < M —— = f

bo 'lish i k e lib  ch iqad i. Dem ak,
l im  ( x  „ ■ a  )  = 0  , ►
n -* X

3°. Cheksiz katta miqdorlar. Biror
x n  : X  I > X  2  > *  3  V  X  „

k e tm a  —k e tlik  b e r ilg a n  bo 'lsin .
4-ta'rif. A g ar h a r q an d ay  m usbat M so n  b e r ilg a n d a  ham  

sh u n d ay  nlte N  so n  top ilsak i, b a rch a  n > n„ la r u c h u n
|*„| > M

ten g siz lik  o 'r in li  bo 'lsa , xa o 'zg aru v ch i cheksiz? k a tta  m iq d o r 
d eb  a talad i, teg ish li x„ k e tm a  —k etlik  cheksiz katta  ke tm a— 
ketlik  dey ilad i

D em ak, ch ek siz  k a tta  m iqdor o 'zg aru v ch i m iq d o r bo 'lib , u 
o 'zg a rish  ja ra y o n id a  ab so lu t q iym ati b o 'y ic h a  a w a ld a n  b e rilg an  
h a r q a n d a y  m u sb a t so n d an  k a tta  b o 'lad i.

R avshanki, cheksiz  k a tta  m iqdorlar chek li lim itga  e g a  em as. 
Q u lay lik  n u q ta i n aza rid an  cheksiz k a tta  m iq d o rlam in g  lim iti 
cheksiz  y o k i cheksiz  k a tta  m iqdorlar ch ek sizg a  in tilad i deb  
o lin ad i va

l im  x„ =  =o y o k i  x„  - >  oon —> X J
k ab i yoziladi.

A gar
V M  > 0 , 3 n 0 e N , V n > n 0 : x n > M

r
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lim x H = +00 kabi yoziladi.
Agar

V M  > 0 , 3 n 0 e  /V , V n > n 0 : x n < -  M  
b o 'lsa , xn k e tm a  — ketlik n in g  limiti deb o linadi va 
lim x n = —oo kabi yoziladi.n -> <o J

M asalan, ■*„ = (-1 )"n,y„ = - n . z „ = n k e tm a  — ketlik la rn ing
lim iti m os rav ishda «; +oo bo 'ladi.

5-ta'rif. C hekli lim itga  ega b o 'lg an  k e tm a  — ketlik
yaqinlashuvchi ketm a—ketlik  deyiladi.

6 - ta ’rif. A gar k e tm a  — k etlik n in g  limiti cheksiz  yoki lim iti 
m avjud  b o ’lm asa, u  nzoqlashuvchi ketm a—ketlik  deyiladi.

/7 +  1
M asalan, x„ = ----------  k e tm a —ketlik  yaqinlashuvchi,n

- y .  = C-l)" + ~ - z« = n k e tm a  —k eth k la r esa uzoq lashuvch i bo 'ladi.

2 -§ . Yaqinlashuvchi ketm a-ketliklarning xossalari

Y aqinlashuvchi k e tm a  — k etlik la r q ato r xossalarga ega.
1—xossa. A gar xn k e tm a —ketlik  yaq in lashuvch i va

lim x n = a bo 'lib , a>p (a<q) bo 'lsa , u  h o ld a  k e tm a — k e tlik n in g
b iro r h ad id an  key ing i b a rch a  hadlari ham  p so n d an  k a tta  ( q 
so n d an  kichik) bo 'lad i.

< x„ a bo 'lib , a> p bo 'lsin , e>0 sonni u n in g  ix tiyoriy lig idan  
foydalanib, s<a~p  tengsiz likn i q an o a tlan tirad ig an  qilib olaylik.

K etm a — k etlik n in g  chekli a lim itga ega ek an lig id an  V¿ -> 0  

son u chun , ju m lad an  0 < e  < a -  p uchun , sh u n d ay  n0 e N  son  to p ish  
m um kinki, « > « „ = >  |x„ -  a\< e <=> - e  < x„ -  a < e b o 'lad i. N atijada 
n>n0 tengsiz likn i q an o a tlan tiru v ch i b a rch a  n a tu ra l son lar u ch u n  
— e < x n -  a v a  s  <a -  p  ten g siz lik la r o 'rin li bo 'lib , u n d a n  xn > p 
b o 'lish i kelib  ch iqadi. ( a <q  hoi u ch u n  xossa x u d d i 
y u q o rid ag id e k  isbot e tila d i)>

Bu x o ssad an  quy idag i natija  kelib  chiqadi.
1-natija. A gar xn k e tm a  — k etlik  yaq in lashuvch i va 

lim x „ = a bo 'lib , a >0 (a<0) b o ’lsa, u ho lda k e tm a — k e tlikn ing  
b iro r h ad id an  keyingi b arch a  had lari m usbat (manfiy) bo 'lad i.



2 -x o s s a . A gar xh k e tm a —ketlik  yaqin lashuvchi bo 'Isa, u 
ch eg ara lan g an  bo 'lad i.

hm x n = a bo 'lsin . T a 'rifga  k o 'ra  V>;>0 b e n lg a n d a  ham
n » -x

sh u n d ay  n„eN  son topiladiki, tengsizlikn i
q an o a tlan tiru v ch i b a rch a  natu ra l sonlar u ch u n \x „ -  u \ <  e 

b o 'lad i, y a 'n i xn k e tm a  —k etlik n in g  <»„ + 1) — h ad id an  boshlab  
keying) b arch a  had lari u ch u n  a - e < x n < a  + s  tengsiz lik lar 
bajarilad i. Demak, x, ketm a - k e t l i k  oshib borsa,
x,,x2,....xn3 h ad lari a-e<xn<a+e tengsizlik larn i qanoatlan tirm aslig i 
m um kin. A gar __________________

1 fl — £ 1 1 a + r. 1. I v . 1. 1 JC , 1I 11 I' l 1 1 l - i • I " o 1
so n lam in g  en g  k a tta s in i U deb  olsak, u  ho lda b erilgan  k e tm a  — 
k e tlik n in g  b a rch a  had lari

K | < M  („ = 1 , 2 , 3 , . )
tengsiz likn i qanoatlan tirad i. Bu esa x„ k e tm a  —k etlik n in g  
ch eg ara lan g an lig m i bild iradi. ►

1—e s la tm a . Sonlar k e tm a — k etlik n in g  ch eg ara lan g an lig id an  
u n in g  y aq in lashuvch i bo 'lish i h ar doim  kelib chiqaverm aydi. 
M asalan , x„ = ( -  1)” - 1 ,1 ,-  1 ,- ,  (~  1 ) " k e t ma - k e t l i k
ch eg ara lan g an . Ayni v aq td a  un ing  liiniti m avjud em asligi 
y u q o rid a  k o 'rsa tilg an  edi.

3 -x o ssa . A gar k e tm a  —ketlik  yaq in lashuvchi bo 'lsa , un ing
lim iti yagonad ir.

T eskarisin i faraz qilaylik. xr ketm a —ketlik  ikk ita  a va b 
(a * b) lim itlarga ega bo'lsin:

l im  x n = a  , l im  x n =  b (a  * b)

Limit ta 'r if ig a  k o 'ra
V e > 0 , 3 n J  s  N  ,V  n > n'0 : |x „ -  a | < e  ,

V e  > 0 , 3  „ ö e  N  n > n Ö' : |x „ -  b | < e , 

b o 'lad i. A gar n'0 va n’a n a tu ra l son larn ing  kattasin i na desak,
V« > n0 da

|jc n -  a | <  e  , \x n -  b \ < £

bo 'lib ,
I*. “ a \+ K  ~ h\ <

b o 'lad i. Ravshanki.



\a -  />| = |a -  x n +  x n -  b | <  | x n -  a |  + |x„ -  />|

Demak: | < ; - / ) | <  2e . ¿->o n in g  ix tiyoriy lig ida a -  b b o ’lishi 
kelib  c h iq a d i>

4 -x o s s a . Y aqinlashuvchi kn tm a —ketlik la r u stida  arifm etik 
am allar.

2 —teo rem a. Agar xn va y,, ketm a—ketliklar yaqinlashuvchi 
bo'lsa, x„ ± y, ketm a—ketlik ham yaqinlashuvchi va

lim( ± y „ ) =  lim x„ ± lim y„ 
formula o'rinli bo'ladi.

M lim x n = a , lim y n -  h bo 'lsin . 1 — teo rem aga m uvofiq 
x „ = a + a n , y„=a + p n b o 'lad i, b u n d a  p, lar cheksiz kichik 
m iqdorlar. U ho lda  x„ ± y n u c h u n  quy idag i

■r „ ± = (a ± b) + ( a n ± /3 J  = a ± b + y n
ten g lik k a  kelam iz, b u n d a  y„ = a n ± p n cheksiz  k ich ik  m iqdor. 
Rundan  esa, yana o 'sha  1 — teo rem ag a muvofiq

lim( x n ± y n) = a ± b  = lim x n ± lim y n 
b o ’lishi kelib  c h iq a d i>

Bu teo rem a ikki yaq in lashuvch i ketm a — ketlik  y ig 'ind isin ing  
limiti bu  k e tm a — k etlik la r lim itlarin ing  y ig 'ind isiga  ten g  degan  
qo idan i ifodalaydi.

Isbot e tilg an  teo rem a go 'sh ilu v ch ila rn in g  soni ik k itad an  ortiq 
(chekli) b o 'lg an  h o ld a  ham  o ’rinli b o 'lish in i ko 'rsa tish  m um kin.

3 —teo rem a. Agar xr va yr ketm a—ketliklar yaqinlashuvchi 
bo'lsa x„ y, ketm a—ketlik ham yaqinlashuvchi va

lim( x„ ■ y „)= lim • lim y„ 
formula o'rinli bo'ladi.

< lim x n = a  , lim y n — b  bo 'lsin . U ho lda  x n = a + a n , 
y„ = a +  pn, a„ va pn la r cheksiz  k ich ik  m iqdorlar. U nda

x „ y „ =  (a  + a  a){b + P „ ) =  ah + ( a p „  + b a n + «„/?„) 
bo 'lad i. C heksiz  k ich ik  m iqdorlar haq idagi 1 — va 2 — 
lem m alarga asosan 5 n =apn + ba„ + <xjin ketm a — k e tlik  cheksiz 
k ichik  m iqdor bo 'lad i. Demak,

=  ah + S n
b o ’lib, bundan

lim( x H ■ v „ )  =  ah = l im  x„ ■ l im y „  

e k a m  k e l i b  c h i q a d i >
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Bu teorem a íkkita yaqin lashuvchi ketm a -  ketlik  
k o'p aytm asin in g  lim iti bu ketm a ketliklar lirm tlarim ng  
ko'paytm asiga  ten g  b o'lish ím  iíodalaydi.

X ususan, agar x, k e t m a - k e t l ik  yaq in lashuvch i bo'lsa , unda

lim x; = (lim x „ ) 2 bo'ladi.
— Agar X—ke tm a —ketlik  y aqinlnsh.uy.chi bo'lsa, unda г  = const 

u ch u n  Cr, k etm a  —ketlik  ham yaq in lashuvch i va 
lim( C x , ) = С \im X„ form ula o ’rinli b o ’ladi.

4 -te o r e m a . A g a r  xn v a  y r k e tm a —k e t l i k la r  y a q in la s h u v c h i

b o 'l ib ,  V n e N  u c h u n  y „  * 0  va  l im y . * 0  b o 'ls a , ~  k e tm a —k e t l i k

h a m  y a q in la s h u v c h i h a m d a
x_ lim X.

lim
У „  l i m  У п  

fo r m u la  o ' r in l i  b o 'la d i.
■4 lim v„ = a , lim y „  = b  bo'lsin . U  holda x „ = a  + a „ ,  

у  n = b + ß „  b u n d a  o t „ ,ß „  ch ek siz  k ich ik  m iqdorlar. Shuni 
e'tiborga  olib topam iz:

X a  a  + ex. a 1 , »-------- = ----------- s-------- = ------------------ ( b a  „ -  a  B „ ).
y  n b b +  ß  „ b b ( b  +  ß  „ )

C h ek siz  k ich ik  m iqdorlar haq idagi 1 — va 2 — lem m alarga

asosan b a n -  a ß n ch ek siz  k ich ik  m iqdor bo'lib, b b̂ +  ß  ) esa

chegaralangan  (chunki b -  chekli, ßr -> 0 )  m iqdor b o'lgan i

uchun  Y„ = , . -— { b a n -  a ß n ) ch ek siz  k ich ik  m iqdor bo'ladi.
b ( b  + P„ )

D em ak,
X  n

У  n

Bundan
X a lim

um — -V b lim V
m unosabatlar o'rinli ekan i kelib  ch iq a d i>

Shunday qilib, yaq in lashuvch i ketm a — ketliklar n isb atin in g  
lim iti u larning limitlari n isbatiga ten g  (bunda inahraj noldan  
farqli b o ’lish i lozim ).
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2 —esla tm a . Dtki xH va y r ketm a — ketlikn ing yig'indisi, 
ayirm asi, ko'paytm asi va n isbatidan iboiat bo'lgan  ketm a — 
ketlikn ing  yaq in lash u vch i bo'lish idan  bu .v. va y, ketm a — 
ketlik larn ing har b in  yagin lash u vch i bo'lish i har doim  kelib
ch igaverm aydi. Nlasalan, x „ = J n  + 1 -  J n  -  1 k e tm a -k e t l ik

yagin lash u vch i, chunki lim( Jn  + I -  -J n -  l ) = lim  ---- - =  = 0
■Jn + 1 + J n  -  1

am m o J n + \ va J n -1 ketm a — ketlik larn ing  yaqin lashuvchi 
em aslig i ravshan.

Ravshanki, -  n ketm a —k etlik  y a g in lash u vch i (uning lim iti 1

hr ga ten g). Lekin 1 ketm a —ketlik  yaqin lashuvchi, n ketm a —

k etlik  esa  yaq in lash u vch i em as.
5 -x o ssa  Tenglik hamda tengsizliklarda lirnitga o'tish.

K etm a — ketlik lar lim itin inq m avjudligin i k o ’rsatish va lim iti 
m avjud b o 'lg a n  ketm a — ketlik larn ing lim itlarni topish kabi 
m asalalarni hal qilishda ten g lik  ham da tengsizlik larda lim itga  
o 'tish  goidalari tez  —tez  go'llan ilib  turadi. Biz ularni keltiram iz.

1). x- va y„ k etm a — ketliklar yaq in lash u vch i bo'lib, lim x n =  a ,  

lim y „  = b  bo'lsin . Agar Vne .N  u ch u n  x n = v„ bo'lsa, u h o ld a  a =  6 
bo'ladi.

Bu g o id a  yaq in lash u vch i ketm a — ketlik  lim itin ing  
y a g on a lig id an  k elib  chiqadi.

2). x r va yn k etm a — ketliklar yaq in lash u vch i bo'lib, lim x n = a ,  

lim y „  =  b b o 'lsin . Agar VweA  ̂ u ch u n  x n < y n { xn > y „ )  bo'lsa, u
■f h o ld a  a < b  ( a > b )  bo'ladi.

<  T eskarisini faraz g ilaylik , ya'n i k eltir ilgan  shartlar bajarilsa 
ham  a > b  bo 'lsin . a > c > b  tengsizlik larn i qanoatlantiruvchi c sonn i 
olaylik . Dem ak, lim x n = a  va a> c .  Y aqinlashuvchi ketm a — 
ketlik larn ing  1 — xossasiga  (shu b ob n in g  3 —§ ig a  qarang) ko'ra  
sh u n d ay  n0 e N  m avjudki, barcha n > n 0 lar u ch u n  x n >c  bo'ladi. 
Sh u n in gd ek , l im  y „ = b  , b < c .  Yana o 'sha  xossaga  m uvofig  

sh u n d ay  n'0 e N  m avjudki, barcha n > n ' 0 lar u ch u n  y n <c bo'ladi. 

Agar n =  max{ n 0 , n '0 } deyilsa , unda barcha n > no lar u ch u n  bir 

vagtd a  x n > c ham da c > y n tengsizlik lar o'rinli bo'lib, undan  
x , > y ,  bo'lish i kelib  ch igadi. Bu esa  x„<yn
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n = 1.2.3...  t e n g s iz lik k a  zid d ir. D e m ak, a < b  b o ’ladi.
X u d d i s h u n g a  o 'xsh ash , lim x„ =  a , lim y„ = /> ham da \ / n e N  

u ch u n  x„>yn b o 'lish id a n  a>b te n g s iz lik  k e lib  ch iq ish i 

k o ’r s a t ila d i>
3 —e slatm a . __xt  v a  y,  k e tm a  — k e tlik la r  y a q in la sh u v ch i bo'lib , 

lim x n = a , lim y„ = b b o 'lsin .
B a rch a  n = 1,2,3,...  lar u ch u n  x , < y ,  q a t'iy  te n g s iz lik la rn in g  

b a ja rilish id a n  a<h te n g s iz lik  ham m a vaqt k e lib  ch iq averm ayd i. 

M asalan , -  —. — ke tm a — k e tlik la r  ya q in la sh u v ch i. B u
n ' n

ketm a — ketlik larda V^e/V u ch u n  bo'lsa  ham
—  .....................................................................................................    n n

l i r a (  -  - )  =  l i m  -  =  0  b o ’lad i. n n
2 - n a t i ja .  A g a r  x, ke tm a — k e t lik  y a q in la sh u v ch i b o 'lib , VneN

u c h u n  x„<c (xn >c) bo'lsa, u h o ld a  linuc„<c (lim x, > c )  b o ’lad i

(bunda c o ’z g a rm a s  son).
B u  n a t ija n in g  isb o ti y u q o rid a g i 2) da y„=c,  n = 1,2,3,... deb

o lin ish id a n  k e lib  ch iq ad i.
3). x. v a  z„ k e tm a  — k e tlik la r  y a q in la sh u v ch i bo 'lib ,

lim x n =  lim z„ =  a  b o 'lsin . A g a r  V n e N  u c h u n  < y ,  £ z ,  b o'lsa , u  

h o ld a  y n k e t m a - k e t l i k  ham  y a q in la sh u v c h i va  lim y n = a  b o ’lad i.
•<Ketma — k e t l ik n in g  lim iti ta ’r if ig a  asosan  V i  > 0  b e rilg a n d a  

ham  s h u n d a y  n 0 e N  to p ila d ik i, b arch a  n > n0 lar u ch u n  

\xr - a \ < e  y o k i a - s < x n < a  + s  te n g s iz lik la r  o ’r in li b o ’ladi. 

S h u n in g d e k , o ’sha e>0 o lin g a n id a  ham  sh u n d a y  n'a e N  to p ila d ik i, 

b arch a  n > n'0 la r  u c h u n  |z„ -  a\ < e y o k i a c < z „  < a  + s 

te n g s iz lik la r  o 'r in li b o 'lad i. E n d i no = max{ n 0,n'0} d e y lik . U n d a

n > n  0 b o 'lg a n d a  b ir v a q td a  a - e < x „ < a  +  e ,  a - e  <  z„ <a + s 

te n g s iz lik la r  o 'r in li b o 'la d i A m m o  shartga  ko 'ra  V n e N  u ch u n  

x„ < y„ < z„ te n g s iz lik la r  o 'rin li. S h u n in g  u ch u n  n>m> b o 'lg a n d a  

a - s < x „ < y „ < z „ < a  + e y a 'n i a - s < y n <a + s  b o ’lish i k e lib  

c h iq a d i. B u  esa y n ke tm a — k e tlik n in g  y a q in la sh u v c h ilig in i va  

lim y „ = a  e k a n lig in i k o 'r s a ta d i>
4 .6 -m iso l. U sh b u

X „  =  („ = 1,2,3,...)
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ketm a —ketlik n in g  limiti topilsin . 
■4 Bu ketm a - k e t l ik  uchun

1 < Vn” < il  + - j = ) 2 (4.3)
Vn

bo'lad i (qaralsin, 3 - b o b ,  3 .1 9 -m a s h q ) .
Ravshanki,

-(!'?.(■ * x ) )  ■'
(4.3) m unosabatdan, n-»oo da lim itga  o'tish bilan

lim \ f ñ  - 1
п - »  *

bo'lish n i to p a m iz>

4 .7 -m is o l .  U shbu *„ = n -  V«3 -  n 2 k etm a — ketlik n in g  lim itin i 
top ing .

<  B erilgan k e tm a — k etlik n in g  um im iy hadi x, ni qu yid ag ich a  
yozib  olamiz:

x  „ = n -  К/  n 3 -  n 2 =

(n -  л/я 3 -  n l )(n 2 + и л/и 3 -  n 2 + л/ ( » ] - я 2) 2 ) 
n 1 + n \¡n 3 -  n 2 + \/(n 3 -  n 2 ) 2 

 1____________

Bundan esa

lim x n = lim( n -  Mn1 - n 2 ) = lim

lim

1 +

£
' 3

b o'lish i kelib  c h ig a d i>
3—§. Sonlar ketma—ketligi lim itining mavjudligi 

haqida teoremalar

K etm a —k etlik n in g  qachon ch ek li lim itga eg a  bo'lish i 
haqidagi m asala limitlar nazariyasin ing m uhim  m asalalandan  
biri. U sh b u  paragraida, a w a l m on o to n  ketm a —k etlikn ing  limiti 
haqida, s o ’n g  ixtiyoriy  ketm a —k etlik n in g  lim itga ega  bo'lish in i



ifodalayd igan  teorem alarn i keltiram iz.
l ü. M onoton ketm a- ketlikning limiti haqida teoremalar.
5 —teorem a. A g a r  x„ k e tm a —k e t l i k  o 's u v c h i b o 'l ib ,  y u q o n d a n  

c h e g a ra la n g a n  b o 'ls a , u c h e k l i  l im i t g a  e g a : a g a r  xn k e tm a —k e t l i k

y u q o r id a n — c h e g a r la n m n g n n  b o 'ls a , i l  h o ld a  k e tm a —k e t l i k n in g
l i m i t i  + =o b o 'la d i.

<  A w a lo , x, k etm a  —ketlik  o 'su vch i va yuqoridan  
chegaralangan b o 'lg a n  holn i qaraymiz. K etm a —k etlik  yuqoridan  
ch egara lan gan lig i u ch u n  sh u n d ay  M  son  m avjudki, VnsyV son  
uchun xn < M  ten g siz lik  o'rinli bo'ladi. Bu esa  ketm a — ketlik n in g  
barcha hadlaridan tuzilgan {*„} to 'p lam n in g  yuqoridan  
ch egara lan gan lig i ifodalaydi. U nda to 'p lam n in g  aniq  yuqori 
chegarasi h aq id ag i 3 —teorem aga asosan  b u  to'p lam  uchun  
sup{jc„) m avjud b o 'lad i. Biz uni a  b ilan belgilaylik : sup{.t„}=a . 
Endi a  son  xn k etm a  —ketlik n in g  lim iti b o 'lish in i ko'rsatam iz.

A niq yu q ori ch egaran in g  ta'rifiga ko'ra, b irinchidan, {*,} 
to 'p lam ning har bir e lem en ti u ch u n  xn <a  ten g siz lig i o'rinli 
bo'lsa, ikk inchidan , Ve>0 o lin gan d a  ham  ketm a — k etlik n in g  
shunday x „ o hadi topiladiki, bu had u ch u n  > a - s

ten gsiz lik  o 'rin li bo'ladi.
Dem ak,

■ xn > 0, V n e N
sup{x„}=

<  e

Q aralayotgan  xn ketm a — ketlik  o 'suvch i. Dem ak, 
n >  „0 x n > x Kt . Shu sababli n >  n0 b o ’lganda
0 < a -  x n <  a -  < e  ten gsiz lik  bajariladi. Shund ay qilib, Ve>0
olin gan d a  ham  sh u n d ay  «0 e N  son  top ilad ik i, « > « 0 b o 'lgan d a  
\ x „  -  a | < e ten g siz lik  bajariladi. Bu esa  a  son  x„ ketm a —
k etlik n in g  lim iti ekan in i ko'rsatadi.

Endi xn ketm a —ketlik  o'suvchi bo'hb, yuqoridan  
ch egaralan m agan  bo'lsin . U nda har qanday katta m usbat A son  
o lin gan d a  ham  x„ ketm a —ketlik n in g  sh u n d ay  x ,Slj hadi 

top ilad ik i, ' x >  A  bo'ladi. A m m o barcha n > n0 lar uchun  

x „  ^ ten g siz lik  o'rinli bo 'lgam  sababli xH> A  ten gsiz lik  ham



bajariladi. Bu esa  lim * = +co b o'lish in i b ild irad i>
O u yidagi teorem a ham xuddi yu q o n d a g i teorem aga o'xshash  

isbotlanadi.
6 —teorem a. A g u í  xr k e tm a —k e tü k  k a m a y u v c h i b o 'l ib ,  q u y id a n

c h e g a ra la n g a n  b o 'ls a , u  c h e k l i  l im i t g a  e g a : a g a r  xH k e tm a —k e t i i k

q u y id a n  c h e g a ra la n m a g c in  b o 'ls a , u  h o ld a  k e tm a —k e t l i k n in g  
l i m i t i  -«o b o 'la d i.

4 .8—m iso l. U shbu x n = —— ketm a —k etlik n in g  lim itini toping.

< A w a lo , bu ketm a —ketiik  lim itin ing m avjudligin i 
ko'rsatam iz.

Ravshanki,

r  _  C» +  l)! k !x n-M
( «  +  1)" + 1 n "  ( n  +  1 ) __________

'B undan  barcha /7>i lar ucnun < x  n Lengsiz,;k n in g  o ’rinli
ekani kelib  chiqadi. Bu esa  berilgan  ketm a —Ketiik kam ayuvchi 
ekanin i ko rsatadi. Ketm a —k etlik n in g  har bir hadi m usbat, 

> 0, n = 1,2,..., . D em ak, u quyidan  cheqaralangan. Shund ay
. /7!

qilib, ■*„ = ketm a —ketiik  kam ayuvchi va quyidan

chegaralangan . 5 — teorem aga ko'ra bu ketm a —k etiik  ch ek li 
lim itga ega. Biz uni a  b ilan belgilaylik :

. n !Iim —— = a 
n  "

Ravshanki, a>0.  Bernulli ten gsiz lig id an  foydalanib  topam iz:

í  1 +  —  I  >  1  +  n  ■ —  =  2.n - \ n ) n
Bundan esa \ n  + 1)" > 2n ” kelib  chiqadi. U  holda

" (n + 1)"

> JT 2 n " ~ = x "r' "  =
(n + 1)” (n + 1)"

(w + 1)" + n" 
,  (» + !)•

_4)q lib, natijada quyidagi .v, > 2 x bM ten gsiz lik k a  kelam iz. Bu 
ten gsizlik d a  lim itga  o'tam iz: lim-jc,- >2  l;mjc„. U ndan $ > 2a v&|«é<) ni 
hisobga olsak, a = o ekani kelib  chiqadi. D em ak,

n\liin — = 0 >  n "

X f f T r q T -  j  í  t - . ' j c G i i i j í U i u á '  ¡ i< J i.  p"n.



' ’ . • • in • 1 t • nqim}* i$0
4 .9 —m isol. O u y id a g i v . i . p - v

a + , -yjo + V a + -J~cT

-yĵ Ü ■+ ü + .. ->J Ü -r . .T + ^

(a > o ) k e t m a -  ketlik n in g  linntim  top ing . “
•*Bu ketm a — ketlik n in g  n — hadi

x n = -\J <1 + ~\l~a +  ̂ •>/ u
n

deyilsa,

+  x* • n - '  o
bo'lib , u n dan  *„ ketm a -  k etlikn ing  o'suvch i va yuqoridan  X “
ch egara lan gan lig i m atem atik  induksiya u su li yordam ida
ko'rsatiladi: Ravshanki,

Endi k - n o m e r  u ch u n  x*_, < x t ten gsiz lik  bajarilsin deyilsa , (’) 
m unosabatdan  _____

xk = yja + xt’, < yja + x, = x,.,

ten gsiz lik  k elib  chiqadi. Dem ak, VweA' uchun x  n < x B+1 bo'ladi. 
S h u n in gd ek , {*) dan foydalanib  V n e N  uchun

1 + -J\ + 4a
X "  <  2

isbotlanadi. M on oton  ketm a -  k etlikn ing  lim iti haq idagi 5 -  
teorem aga k o ’ra b erilgan  k e t m a - k e t l ik  chek li lim itga  ega. Biz 
um  >■ bilan  b elg ilay lik . lim a-,; -  y  so ’ngra x ]  =  a +  *„ , tenq likda  
hadlab lim itga  o'tish  am alini bajarib topam iz: lim x 2„ = a +lim x„_, 
yok i y z = a  + y .  N atijada >• ni top ish  u ch u n  kvadrat ten g lam aga  
kelam iz. Bu kvadrat ten g lam an in g  ildizlarim  yozamiz:

1+ Vl  + 4a 1 - V l  + 4 a
y> -  2 > y  2 2

K etm a —k etlik n in g  hadlari m usbat bo'lgani uchun

= l + VT+ 4a_ son  k etm a — k etlik n in g  lim iti b o ’ladi. Dem ak,
' 2

(  I I 1 + V l  + 4«
lim x n = lim | \  a  + V  a + ... + V a  — -  ■ ►
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X ususan, ushbu

vr, -\f~3 + V i. + л/з + vT,...,
, "\/з + у /3 + ~  + ^/з _

ketm a —ketlik  yaqin lashuvchi va lin ing limiti 1 +  ̂ 2.30 ga

teng.
M on oton  ketm a — ketlik n in g  lim iti haqidagi teorem alarning  

m atem atik  analiz kursida qaraladigan b a ’zi m asalalarga tatbiq 
etilish in i qarab o'tamiz.

2°. e son i. Q uyidagi = 1 +

1 + rJ v  + j j  41 + ij - l 1 + d  -■ (44>
ketm a — ketlik  berilgan bo'lsin . Bu kptma —ketlik  lim itining  
m avjudligin i ko'rsatam iz. Berilgan (4.4) ketm a —ketlik  bilan  
birga ushbu

У,, = ( l  + (n = 1,2,3,...)

ketm a — ketlikm  ham qaraymiz. Bu ketm a —ketlik  kam ayuvchi 
ekanliq i 3 —bob, 3 —§ da ko'rsatilgan.

Bckinchi tom ondan, y „  = |̂ I + — j k etm a — k etlikn ing  har bir 

hadi m usbat b o ’lgani uchun u quyidan chegaralangandir. 

Shund ay qilib y„ = i l  + — ketma*-- ketlik  kam ayuvchi va

quyidan  chegaralangandir. 6 —teorem aga k o ’ra bu y n ketm a  
ketlik  lim itga  ega.

Agar

+ -  i = л 11 + -  
n ) I n

ten g lik d an  -  >■„ ■ ~  y ten g lik n in g  kelib  ch iq ish in i va

l im "n + l =1 ekanin i e'tiborga olsak, unda l i mxn =lim>'„ ga  ega

bo'lam iz. Bu esa  (4.4) ketm a —ketlik  lim itin ing m avjudligini 
ko'rsatadi.
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7 -ta 'r ii. Berilgcin v„=ji  + - j  ketm a —ketlik n in g  lim iti £' s o n i

deb ataladi:

lim | 1 + — | = e

Bunda e lo tm cha e x p o n e n lis " k o isa tish , k o ’rsatgich , n am oyish 
qilish" so ’zin in g  dastlabki harfini ifodalaydi.

3U. I c h m a -ic h  jo y la sh g a n  seg m en tla r  prinsip i
7 -te o r e n . 1. I k k i t a  x„ v a  y n k e tm a — k e t l i k  b e r i ig a n  b o 'is in .

A g a r
1). xn o 's u v c h i,  y ,  k a m a y u v c h i k e tm a —k e t l ik ,  r

2 ). V„e/V lar u c h u n  x„<y„
3).  lim( y„ -  x „) =  0 b o 'ls a , v a  y n k e tm a —k e t l i k la r

y a q in la s h u v c h i v a  Inn xn = lim y„ te n g l ik  o ' r in l i  b o 'la d i.

■4 x„ ketm a —ketlik  o'suvchi, y n ketm a —k etlik  esa
kam ayuvchi ham da har bir n e N  u ch u n  x„<>„ ten g siz lik  o'rinli 
b o ’lganidan, v«sA' u ch u n  x„<y,,  y , ^ x, tengsizlik lar bajariladi.
Bu esa x„ ketm a —ketlik  yuqoridan, y„ k e t m a - k e t l ik  esa  
quyidan  chegara lan gan lig in i bildiradi. M onoton  k etm a —
k etlik n in g  lim iti h aq id agi teorem alarga asosan  x, va y„ ketm a — 
ketlik lar v^q n ltsh u v r lii bo'lad i. Shuning u ch u n  

lim(y„ - x j  = limy„ -limx„ 
bo'lib , teorem aning u ch in ch i shartidan esa

lim y n -  lim x„ = 0 , lim x„ = lim y n

bo'lish i kelib  chiqadi. ►
M a'lum ki, { x : x e R ,a < x < b) to'p lam  [« , fc] segm en t deb atalar

ed i. Agar [a,,£>,] <= [ a , b \  b o lsa , [a ,;^ ,] seg m en t \ a , b ]  y  

seg m en tn in g  ich iga  joy lash gan  deyiladi.
Agar

[ a , , 6 , ] ,  [ a 2 , b 2 ],..., [ a „ , Z> „ 
segm en tlar  ketm a —k etlig i q u yidagi

[ a , , Z > , ]  ^  [ a 2 , b 2 ] [ a 3 , b 3 ] =) ... =5 =>

m unosabatda bo'lsa, bu segm entlar ic h m a - ic h  joy lash gan  
segm en tlar ketm a —k etlig i deyiladi.

3 -n a t ija . Agar i c h m a - ic h  joylashgan
[ a , , b x ], [ a 2 , b 2 ], [ a 3,fc, [ a „ , b „ ],...

segm en tlar ketm a — k etlig i uchun  !im( A„ -  a„) = 0 bo'lsa, u  holda

8«



a „  va h „ k e tm a -k e t lik la r  bitta lim itga  ega  ham da bu limit 
barcha segm en tlarga  teg ish li b o 'lgan  yagon a  nuqta bo'ladi.

•*[«, .  h,  |. | a 2. i ,  |  i c h m a - i c h  joy lash gan
segm en tlar ketm a —ketlig i bo'lib,

lim ( b „ -  a n)  =  0

b o  lsin. Bunda & n ketm a ketlik  o 'suvchi, ¿ „ e s a  kam ayuvchi 

ketm a — ketliklardir va barcha n ^ N  lar uchun bo'lad i.

Dem ak, ctn va ¿ „ k e t m a  ketlik lar 5 va 6 — teorem alarning  

barcha shartlarini qanoatlantiradi, bu teorem alarga ko'ra a „  va 

b „ ketm a — ketlik lar yaq in lashuvch i va
lim a  n = lim b n

bo'ladi.
Endi lim <7 „ = lim b a = c deb  belg ilab , c nuqta barcha  

n = 1,2,3, . . .  segm en tlarga  teg ish li b o ’lgan  yagon a  

nuqta ekan in i ko'rsatam iz. a „  ketm a —ketlik  o'suvchi va 

lim a h = c b o 'lgan id an  an < c , «  = 1,2,3,  shuningd ek ,

b „ ketm a — k etlik  kam ayuvchi va lim b n - c  bo'lgan idan  esa  
b „ ^ c ,  n = 1,2,3, . . .  bo 'lish i kelib  chiqadi. Dem ak, a n < c < b nl  

n  = 1,2,3, . .  bo'lib , c nuqta barcha segm en tlarga  tegishli: 
n = 1,2,3,. . .  Agar shu  c nuqtadan farqli va 

segm en tlarn in g  barchasiga teg ish li c ' , c '  e [ a K, b n ], (n =  1,2,3,...) 
nuqta ham  m avjud deb qaraladigan bo'lsa, unda  

h n ~ a H > \c -  c' \  > 0  

bo'lib, bu m unosabat lim (¿„-aj = o shartga zid b o ’ladi. Dem ak, 
c = c'  . ►

K eltirilgan natija i c h m a - ic h  joy lash gan  segm entlar prinsipi 
deb yuritiladi.

4°. Qismiy ketm a-ketliklar. Bolsano-Veyershtrass lemmasi
Biror x n ■ x  , , .v 2 , x  , x  „ .... ketm a —ketük berilgan

bo'lsin . Bu ketm a — k etlikn ing  biror n, nom erli x n¡ hadini olam iz. 
S o ’ngra nom eri «, dan katta bo 'lgan  „2 nom erli hadini olam iz. 
Shu usul bilan x^ ,  x,u va hokazo hadlarni olish  m um kin. N atijada



nom erlari nk < ...  tengsizlik larm  qanoatlantira —
digan hadlar tan langan bo'ladi. Bu hadlar ushbu

x  , x  («, < « 2 < «j < • • ■ < « * <  ) (4.5)
ketm a —ketlikn i tashkil etadi.
- O datd ñ (4 S  v.. ketm a -  ketlik n in g  qism iy

k e t m a - k e t l ig i  deb  ataladi va x n kabi b elg ilanad i. B a’zida .r, 

k e tm a -k e t l ik d a n  k e tm a -k e t l ik  ajratilgan deyiladi.
Q ism iy  ketm a —ketlik m n g tuzilishidan ravshanki, ¿->cc da «. 

ham  ch ek siz lik k a  intiladi:
M asalan. 1). quyidagi

1 ,3 ,5 ,7 __ 2̂  w -  1 ....
2 , 4  , 6  , 8  ....... 2 n .....

1 ,4  ,9  ,16 n - .....
ketm a — ketlik lar natural soniar k e t m a - k e t l ig i  1.2.3 r... n in g
qism iy k etm a —ketliklari bo'ladi:

2). U shbu

i A- - 1 - , . . .
10 10 2 10 "

ketm a — ketlik
i J_ L  J_

’ 2 ’ 3 ’ ’ n ’ 
ketm a — k etlik n in g  q ism iy ketm a —ketligidir:

3). Q u y id ag i
1 , - 1 , 1 , -  I , - ,  ( -  1) "

ketm a —ketlikdan , m asalan, ushbu
1 ,1 ,1 1 .

-  1 1 , -  1 -  1 .... 
qism iy k etm a  —k etlik lam i ajratish m um kin.

K etm a —k etlik  lim iti bilan uning q ism iy ketm a — ketliklari 
lim iti orasidagi m unosabatn i quyidagi teorem a ifodalaydi.

8 - te o r e m a . A g a i  x, k e tm a —k e t l i k  l im i t g a  (c h e k li,  y o k i  +«=, 
y o k i  -c e ) e g a  b o 'ls a , u n in g  h a r  q a n d a y  q is m iy  k e tm a —k e t l i g i  h a m  

s h u  l im i t g a  e g a  b o 'la d i.

4 lím xn = a  bo'lsin , ketm a —k etlik n in g  biror

q ism iy k etm a —k etlig in i olaylik.



"T

Limit ta'rifiga ko'ra Ví>0 o lin gan id a  ham, shunday n„ e ,Y 
son m avjudki, barcha « > « 0 lar u ch u n  jjr„ -  « |<  e bo'lad i. A--»« 
da «,-><* bo'lish idan  sh u n d ay  son topiladiki, «„>«„
ten gsiz lik  o'rinli bo'ladi. Dem ak, barcha k > m  lar uchun  
r» . " a \ < c  ten gsizlik  bajanladi Bu esa limx„t -  a lim itn ing  
o'rinli ekanin i ifodalaydi. X uddi shun ingd ek , limx n = +oc(-oc) 
b o'lgan id a  ham  xn ketm a —k etlik n in g  har qanday qism iy  
ketm a — k etlig i + * ( - «  ) ga intilish i ko'rsatiladi. ►

4 —esla tm a . Ketm a — ketlik  q ism iy  k e tm a —ketlik larinm g limiti 
m avjud b o'lish id an  b en lg a n  ketm a —ketlikn ing  limiti mavjud 
b o'lish i har doim  ham kelib  chiqaverm aydi. Masalan:

1 ,-  1 , 1 , -  1 ( -  1 ) " +1 .... 
k etm a  —k etlik n in q  ushbu

1 ,1 ,1   1 ,
-  1 , -1 , -1 ,~, -1, . .  

qism iy  ketm a — ketliklari lim itga  e g a  (ular m os ravishda 1 va — 1
larga teng). A m m o berilgan  ( - 1 ) " +I k etm a —ketlik  lim itga ega  
em as.

D em ak, berilgan  ketm a —k etlik  lim itga  eg a  bo'lm asa ham  
u n in g  q ism iy  ketm a —ketlik lari lim itga eg a  b o'lish i m um kin
ekan.

8 -ta 'r if . xR ketm a — k etlik n in g  q ism iy  ketm a —ketlig i limiti 
b erilgan  ketm a —k etlik n in g  q is m iy  l i m i t i  deb ataladi.

3 - le m m a  (Bolsano —V eyershtrass lem m asi). Agar 
chegara lan gan  b o ’lsa, bu ketm a —ketlikdan shunday q ism iy  
ketm a —k etlik  ajratish m um kinki, u yaqinlashuvchi bo'ladi.

<  xn ketm a —ketl ik ch egaralan gan  bo'lsin. Demak, ketm a — 
k etlik n in g  barcha hadlari biror [ a , b ]  seg m en tg a  teg ish li b o ’ladi.

[ a , b ] seg m en tn i ten g  ikki q ism ga ajratib, a + ba.-------
2

va

segm entlarn i h osil qilam iz. Berilgan k e tm a -
a + b . b

2

k etlik n in g  barcha hadlari [a , b ]  da bo'lgani sababli, u n ing

ch ek siz  k o ’p son d agi hadlari a .  va a~  ^

seg m en tla m in g  kam ida b ittasiga  teg ish li bo'ladi. Endi 
ketm a —k etlik n in g  ch ek siz  ko'p  sondagi hadlari bo'lgan

89



segm entn i, ya 'n i
a + b 

a .   — . Л ni (agar ikkalasidayoki

ham ketm a — k etlik n in g  ch ek siz  ko'p sondagi hadlari bo'lsa, 
ulardan ixtiyoriy  birini) [ я , , М  deb b elg ilaym iz. Ravshanki,

[д, , />. ] n in g  u zu n lig i b o ’ladi. Y uqoridagiga o'xshash,

va[ a t , h t ] seg m en tn i ten g  ikki q ism ga ajratib,

qi segm en tlarn i hosil q ilam iz va bu segm entlardan  x,

ketm a — k etlik n in g  ch ek siz  sondagi hadlari bo'lgan in i \ а г , Ь г ] 

deb olam iz. Ravshanki, \ a 2. b 2 ) seg m en tn in g  uzunlig i 

bo'ladi.
Bu jarayonni davom  ettirish natijasida ushbu  

[a i > ¿1 ]> ta 2 » b 2 ]»•■■» [a n ■ b „ ]»•■• 
segm entlar ketm a -  k etlig i hosil bo'ladi. T uzilish iga ko'ra har bir 
[ a k , b t ], n  = 1,2,3, . . .  segm en td a  x„ ketm a -  k etlik n in g  ch ek siz  
ko'p son d agi hadlari bo'ladi.

Ravshanki,

[ a k , b k ] seg m en tn in g  uzunlig i bk ~ a k = ——  bo'lib, k - > <*> da

n olga  intiladi. Ichm a —ich  joylash gan  segm entlar prinsipiga  
ko'ra a> va bt  k etm a  -  ketliklar um um iy (bitta) chekli lim itga  
ega:

lim a k =  lim b t -  с 

Endi x, k e tm a -k e t l ik n in g  [a, A ]  dagi birorta hadini olaylik. 
U n, — had bo'lsin: х Я| e [ a , , b , ]  so'ngra, x, n in g  [ a z , b 2 ] dagi 

birorta hadini olaylik. U  n1 — had bo'lsin: x„2 e [ a 2,fc.2]
qaralayotgan seg m en tla m in g  har birida ketm a — ketlik n in g  
ch ek siz  k o ’p hadlari b o ’lgan lig i uchun, ravshanki, n, >«, qilib  
olishim iz m um kin.

X uddi shu n in gd ek , x„ m n g [ a 3> M  dagi x ^ ,  hadlaridan
k ey in  k e lad igan  birorta hadini (n, < « 2 < « ,)  olam iz. Bu 

jarayonni davom  ettirib, к — qadam da, segm en td a g i x„

>-
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ketm a -  ketlik n in g  v „ ,  r  „ v„ lardan keyin

keladigan  hadlaridan biri r( ni olam iz va h.k N atijada * 
ketm a — ketlik  hadlaridan tashkil topgan ushbu

X n, ■ X n 2 - X „ ■■■; X „t _ .... ( « ,  <  « 2  <  <  < n k < ...)

qism iy ketm a —ketl ik hosil b o ’ladi. q ism iy \  ketm a -  ketlikn ing  
hadlari uchun

a k ^  x ni < b k 
tengsizlik lar o'rinli bo'lib , unda /.-->* da

lim x n¡ = c

bo'lish i kelib  chiqadi. ►
5 —eslatma. K eltirilgan lem m ada ketm a — ketlikn ing  

chegaralangan  b o 'lish i m uhim  shartdir. Shu shart bajarilmasa, 
lem m aning xu lo sa si o'rinli bo'lm asdan qolish i m um kin. M asalan,

- ch ega ia lan m agan  ushbu
1 , 2 , 3 , . . . ,

natural sonlar ketm a —k etlikn ing  har qanday q ism iy  ketm a — 
k etlig i ham + oc g a  intiladi.

5". Koshi teoiem asi (yaqinlashish mezoni). Biror ketm a — 
ketlik  berilgan  bo'lsin .

9 —ta'rif A gar Vs->0 olinganda ham shunday n0 a N  son  
m avjud bo lsaki, barcha n  > « 0 va barcha m > «0 lar uchun

l * „  "  x m \ <  e  (4 .6 )

ten gsiz lik  bajarilsa, fu n d a m e n ta l k e tm a —k e t l i k  deb ataladi.

4 . 10—misol. x n = -----------  Bu ketm a — k etlik  uchun (4 .6 )
-< « +  1 ' '

shart ni ng bajarilishi ko'rsatilsin.
-4 Haqiqatan,

n  +  m  1 1<  = —  + —.

n m  m nn + 1 m +
A gar Ve->0 son ga  ko'ra natural «0 sonni

_21+1

deb olsak, u ho ld a  barcha « > n„ va barcha m > n 0 lar uchun

I i 1 1K  -  I < -----+ ------< e
n° n°

b o ’lish in i topam iz. Dem ak, berilgan ketm a —ketlik



fundam entaldir. ►
4 . 1 1 - m i s o l .  Q uvidagi

x, = 1 + 1 + I + ... + I
2 3 n

ketm a — k etlik n in g  fundam ental ketm a— kotlik------- em a sligi
k o ’rsatilsin:

<  R avshanki,
1 1 11.1 + — ,1 +  1- ,
2 2  3

ketm a — k etlik  uchun har qanday m > l o lgam m izda ham
171  ~Z  X I  “T “  i i iIjc — x = —-—-4- — h . . . ------------- —

” m  +  1 m + 2  2 m 2 m  2
b o'lish i k e lib  chiqadi. Bu h o l berilgan  ketm a —k etlik n in g
fundam ental em aslig in i ko'rsatadi. ►

9 —teo rem a . (K oshi teo rem a si). K e tm a —k e t l i k  y a q in la s h u v c h i
b o 'l is h i  u c h u n  u fu n d a m e n ta l  b o 'l is h i z a r u r  v a  y e ta r l i .

<  Z aru rlig i. ketm a —k etlik  yaq in lashuvch i bo'lib, lim x„ = a

bo'lsm . Limit ta'rifiga m uvofiq, V e >o berilganda ham  ga ko'ra

sh u n d ay  „„ <= N  son  topüadik i, barcha n > n „ sonlar u ch u n  
\xn - a \ < £ ten g sizh k  o'rinli bo'lad i. Dem ak, ix tiyoriy  n > «„ va  
m > n„  sonlar uchun

|*„ - x m\ = \xn + - a \  + \xn - a \ < s
Bu esa  x„ fundam ental k e tm a —ketlik  ekan in i ko'rsatadi.

Y eta r lilig i. x„ fundam ental ketm a —k etlik  bo'lsin . Dem ak, 
Vs->0 u ch u n  sliunday «, € A' son  topiladiki, m > n„  lai
u ch u n  |x„ - x „ | < e  ten gsiz lik  o'rinli. Bu ten gsizlik d a « son  («„ 
dan katta) ix tiyoriy  bo'lish in i qoldirib, m natural son n in g  dan  
katta biror tay in  qiym atini olib, yuqoridagi tengsizlikn i qu yid ag i 

x m -  e  <  x „  <  x m +  s  

k o'rin ishda yozib  olam iz, D em ak., « > « 0 da x„ k etm a  — 
k etlik n in g  x,  hadlari (*„ - e , x m +  s )  intervalda teg ish li bo'lib , 
u n dan  k etm a  — ketlik n in g  ch egara lan gan lig i kelib  chiqadi. 
B olsano —V eyershtrass lem m asiga  ko'ra x,  ketm a —k etlik d an
ch ek li so n g a  intiluvchi \  q ism iy  k e tm a -k e t l ik  ajratish  
m um kin. Bu q ism iy k e tm a —k etlik  lim itini a b ilan b elg ilay lik :



t1™ a - F.ndi a son .r, ketm a — ketlik m n g liniiti ekanini

k o ’rsatam iz. Darhaqiqat, bir tom ondan xn¡ -+a  bo'lgam  uchun  
Vs>0  ga ko ra shunday k„  e N  son topiladiki, k > lar uchun  
\x ~ a \ <  v  tengsizlik  bajariladi.

Ikkinchi tom ondan, m = nt bo 'lganda \ x „ - x „ \ < £  tengsizlik  
hain bajariladi. Y uqondagi tengsizhk larga  k o ’ra

lx" ~ a \ = K  ~ v», + x„„ -  a\<  |r„ -  xHi |+ |.v„t -  a\ < 2e 
b o  hshi kelib  chiqadi. Bu esa  lim x H = a  ekanini k o 'rsa ta d i>

Isbot e tilgan  teorem a K oshi teorem asi yoki yaqin lash ish
m ezon i (kriteriysi) deb yuritiladi. Bu teorem a m uhlm  nazariy  
aham iyatga  ega.

6U. K etm a—k etlik n in g  yuqori va  quyi liin itlari
A ytaylik  x „  :

x ,  ,  X  2 ,  X  3 . . .  ,  X .................

k etm a  —ketlik  berilgan b o ’lib, x „ t •

X  n l 1 X  n , ’ X  „ 1 X  n,

b erilgan  k e tm a -k e t l ik n in g  q ism iy  k etm a--k etlik lar i bo'lsin.
M a lum ki, \  k e tm a -k e t l ik n in g  limiti *„ n in g  q ism iy  limiti 
d ey ilar edi.

10—ta'rif. x, k e tm a -k e t l ik  q ism iy  lim itlarning en g  kattasi a, 
ketm a -  ketlik n in g  y u q o r i  l i m i t i  d ey ilad i. U

lim x n
kabi belg ilanad i.

*„ k e tm a -k e t l ik  q ism iy  lim itlarning en g k ich ig i berilgan  
k etm a —k etlik n in g  q u y i  l i m i t i  d ey ilad i. U

\m _x n
kabi belg ilanad i.

M asalan, ushbu x  n :

1 , 2 , 3  , 1 , 2  ,3 , 1 , 2 , 3 , . . .  
k etm a — k etlik n in g  yuqori limiti

lim x n = 3
quyi lim iti esa

l im x  = 1 -------- n



bo'ladi.

4 - § .  F u n k siy a n in g  lim iti

Biz y u q o n d a  natural argum entli funksiya - sonlar k e t m a -  
k etlig i va u n in g  Timitnrr o'rgandtk. E nd*-argum ents haq iq iy  son  
b o'lgan  funksiya lim itini qaraym iz. A w a lo  sonli to p lam ning  
lim iti nuqtasi tushunchasi b ilan  tam sham iz.

1°. To'plamning limiti nuqtasi. Ma'lumki,
U e ( a )  =  {x  : x  e  R . a  -  s  < x < a  + s }  

to'p lam  a n uqtan ing  atrofi ( e — atrofi) deb atalar edi. Shunqa
o'xsh ash  ushbu

U* (a) = {x  : x e R ,a  < x < a  + e) 
to ’plam  a n u q tan in g  o 'n g  atrofi.

i 7 J ( a )  = { x  : x  e  R . a  -  e < x < a }  

to 'p lam  a nuq tan in g  chap atrofi,
£ / c (oo)  =  { x  : x e  /? , | x |  > c }  ,

U c(+qo ) = {x : x e  R , x > c } ,

U c ( - o c ) =  { x  : x  e  R , x  <  - c )

to'plam lar esa  m os ravishda « , + *  va - »  "nuqta” larning a t r o f i
deb ataladi. Yuqorida keltirilgan  e va c lar ix tiyoriy  m usbat 
h aq iq iy  sonlar.

X  biror sonli to'plam , a  biror nuqta bo'lsin .
l l- ta 'r if . Agar a  n uqtan ing  har bir atrofida X  to 'p lam ninq  

a  dan farqli kam ida bitta nuqtasi bo'lsa, 
ya'n i

V s  > 0 , 3 . x e  X  , x  *  a , :  |x -  a \ <  £ 

bo'lsa, a  nuqta X  to 'p lam ning l i m i t  n u q ta s i  d ey ilad i. M isollar  
qaraylik.

1). U shbu [ 0, 1]= { x : x  e  R ,0  < x <  1} to 'p lam ning har bir
nuqtasi shu to'p lam ning lim it nuqtasi b o ’ladi:

2). U shbu  N ={1,2,3, . . . }  to'p lam  lim it nu q taga e g a  emas:
3). U shbu (0,1) = {x :x e  R , 0 <  x  < 1} to 'p lam ning har bir

nuqtasi shu to ’p lam ning limit nuqtasi b o ’ladi va yana
x = 0 , x = 1 nuqtalar ham  (0.1) uchun  lim it nuqtalardir.

4) F  -  [0,1] segm en t ham da 2 sonidan iborat to ’plam  bo'lsin,



ya ni 1' — |d. | ] vj {2}.  Bu to'plam  uchun  x =  2 lim it nuqta em as.
Agar a  nuqta  ,v to 'p lam ning lim it nuqtasi bo'lsa, to'plam  

nuqtalaridan a  ga in tiluvchi *„ ( *„  6 ^  x „ *  = 1.2,...)
ketm a — k etlik  tuzish  m um kin

■4 T o'p lam ning lim it nuqtasi ta'rifiga binoan:
k  =  1 u c h u n  3-v, e  X  , jr, *  a : | v, -  a 

s  = J  u c h u n  3.v2 e  X  , x 2 *  a : |.v2 -  a 

1
e  = — u c h u n  3 x ,  e  X  , x } *  a : | x ,  -  a

£ = —  u c h u n  3 x n e  X  , x n *  a : \ x n -  a

< 1,
1< —. 
2 '
1< —. 
3

1
< —, 

n

bo'lad i N atijada, xr ketm a ketlik  hosil bo'lib , V n e N  uchun

\X n -  a I < —
n

bo'lad i. Bundan
lim x  = a
n -» CO

bo'lish i kelib  chiqadi. ►
Bu k e ltin lg a n  m ulohazalardan ko'rinadiki, b u n d ay  ketm a — 

ketliklarni ko'p lab  tu zish  m um kin.
12-ta'rif. Agar a  n u q tan in g  har bir o ’ng (chap) atrofida 

X  to 'p lam n in g  a  dan farqli kam ida bitta nuqtaci b o ’lsa, a  nuqta  
A n i n g  o 'n g  ( c h a p )  l i m i t  n u q ta s i  deb ataladi.

13—ta'rif. A gar har bir i / c (co) atrofida A 'to'plam ning kam ida  
bitta nuqtasi bo'lsa, «  "nuqta" x to ’plam ninq l i m i t  n u q ta s i  
deyilad i.

+ oor-oo “nuqta" la m in g  limit nuqta bo'lish i ham  yuqoridagi 
singari ta ’riflanadi.

M asalan, + °c "nuqta" n  = {1, 2,3 ,...} to 'p lam ning limit 
nuqtasi bo'ladi.

2°. Funksiya limitininq ta'rifi. X  < z R  to'p lam  berilgan  bo'lib , 
a  nuqta u n in g  lim it nuqtasi bo'lsin. Bu to'p lam da f ( x )  funksiya  

aniq langan  deylik . M odom iki, a  nuqta X  n in g  lim it nuqtasi 
ekan, x  to 'p lam n in g  nuqtalaridan a  ga  in tiluvch i turli,
(•*„ e X  , x n *  a , n  = 1 , 2 , 3 , . . . )  ketm a — ketlik lar tuzish



mumkin: lim x„ =  a  . Ravshanki, x n e X  (и -  1. 2,3,...) sh u n in g  
ach u n  bu nuqtalarda ham  f ( x )  funksiya aniqlangan. N atijada  
{x j ketm a — k etlik  bilan birga /(*„):

/ О , ) ,  f ( x 2 ), f ( x y ),..., /(*„)>••
■y^lar IfPtmfl — kp tlig iga  ham eg a  bo'lam iz.

14-ta 'rif. A gar X to 'p lam ning nuqtalaridan tuzilgan, a  ga  
in tiluvchi har qanday * a .«  = 1,2,3,. . .) ketm a — ketlik
olqanim izda ham  m os f ( x „ )  k e t m a - k e t l ik  ham m a vaqt yagona  
b (chekli yo k i cheksiz) lim itga intilsa, shu b ga f ( x )  

funksiyan in g  a n u q ta d a g i l i m i t i  deb  ataladi. Funksiya lim iti У

lim / (x)  = b k ab i b elg ilanad i.
Funksiya lim ih g a  berilgan  bu ta'rif G eyn e  ta'rifi deb ataladi. >
Ba'zan b n i f ( x )  n in g  x - * a  dagi lim iti deyilad i va 

x - > a  da f i x )  ->  b

kabi belg ilan ad i.
K eltirilgan ta'rifning ushbu m uhim  tom on iga  o ’q u vch inm g  

e ’tiborini jalb qilaylik: a  ga in tiluvchi har qanday
x „ ( x n *  a n = 1,2,3, . . .) ketm a —ketlik  u ch u n  xn - * a  da /(*„ )  
ketm a — k etlik n in g  lim iti o lingan  x, ketm a -k e t l ik k a  bog 'liq  
b o 'lm aslig i kerak.

4 .1 2 —m iso l. U shbu

f ( x )  = , l ~l + x '
funksiyan in g  л-»0 dagi lim iti 1 ga ten g  ekanini ko'rsating.
•4 N o lg a  in tiluvchi ix tiyoriy  k e tm a -k e t l ik  olaylik: lim x n = 0 . 

U h o ld a  funksiya qiym atlaridan iborat k e tm a -k e t l ik

/ ( * „ )  = 7 - Ц -

bo'lad i. R avshanki, x„ -> 0 da

lim / ( x „ )  = l im — !—— = 1.
1 + x :

D em ak, ta ’rifga k o ’ra

li „ . .
д ; - » 0  .t - > 0  ]  ^
lim /  (x) = lim —— — = 1. ►
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f  ( x )  = sin — x *  0
X

funksiyaning x-»o dagi limiti mavjud em aslig i ko'rsatilsin. 

•4 H aqiqatan, n olga  in tiluvch i ikkita turli = —

4 .1 3 -m is o l  Q uyidagi

x ’„ = ————  ketm a — ketlikni olaylik . Bunda(4« + l) r̂ J

/ « )  = = - ] ,  / 0 0 = sin ̂ p - 7 T = l ,

bo'lib, 
l i m /« )  = - l ,  l im /0 O  = l

bo'ladi.

Bu esa  sin funksiyanm g x - * 0  da limiti mavjud em aslig in i 

ko'rsatadi. ►
F unksiya lim itin i boshqacha ham  ta ’riflash mumkin.

15 -ta 'r if. A gar V e > 0  son  u ch u n  shunday S >0 so n  top ilsaki, 
argum ent x  n in g  0 < \x -  a\ < S ten gsiz lik n i qanoatlantiruvchi

barcha qiym atlarida \ f ( x ) - b \ < e  ten g siz lik  bajarilsa, b son  / (x )  
funksiyan in g  a  n u q ta d a g i l i m i t i  d eb  ataladi.

16 -ta 'r if. A gar \ /e > 0 son  u ch u n  shunday <5>0 son  topilsaki, 
argum ent x  n in g  0 < |* -  a| < S ten gsiz lik n in g  qanoatlantiruvchi 

barcha qiym atlarida | / ( x ) |  > s  (/(* )>  e,/(x)<  -e )  bo'lsa, / (x )  
funksiyan in g  a  n u q ta d a g i l i m i t i  oo(+oo ; - c o  ) deyiladi.

F unksiya lim itiga berilgan b u  ta'rif K oshi ta’rifi deb ataladi.
x  5

4 .1 4 -m iso l. U shbu /(* )  = ——— fu n k siyan in g  x -»5 d a g i lim iti

— b o'lish in i isb o t etinq.10 3
<. 10t

<  V e > 0  son  olaylik . Bu s  ga  ko'ra S ni = d eb  olsak, u  

holda o < | x - 5 | <£  bo'lganda

|x -  5| A'x -  5 1 1 x  -  5
x : -  25 10 10 x + 5 10 (10 |x -  5|) < 10 -  8  < £ 

ten gsiz lik  bajariladi. Bundan, ta'rifga ko'ra
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lim f  (a.-) = lim
x  -  5

kelib c h iq a d i>
4 15-misol. U shbu /(*)=---- funksiya u ch u n  x->l  da

   X —  1__________________________________________________________________

bo'lish in i ko'rsating.

< V f  > 0 so n  u ch u n  8  = — deb olinsa, u ho ld a  0 < | * - l | < < 5
s

ten gsiz lik n in g  bajarilishidan

-  25 10

> s 

1
- = oo >

1 / ( 4 =

tengsizlik  k elib  chiqadi. Dem ak,

3°. F u n k s iy a n in g  bir tom onli limitlari. X  biror h aq iq iy  
sonlar to 'p lam i b o ’lib, a  u n in g  o 'ng  (chap) lim it nuqtasi bo'lsin . 
Bu to'plam da f ( x )  fu n k siya  aniq langan deylik .

17-ta'rif. (G eyne). A gar X  to 'p lam ning nuqtalaridan tuzilgan  
va har bir hadi a  dan  katta (kichik) b o ’lib, a  ga  in tilu vch i har 
qanday x n k etm a  —k etlik  o lganim izda ham  m os /(*„ ) ketm a — 
k etlik  ham m a vaqt y a g o n a  b ga intilsa, shu b ni f i x )  
funksiyaning a n u q ta d a g i  o 'n g  (c h a p )  l im i t i  deb ataladi.

18-ta'rif. (Koshi). Agar V e > 0  son  u ch u n  sh u n d ay ¿>0  son  
topilsaki, argum ent X ning a < x < a  +  8  ( a  -  S  <  x  < a)  
tengsizlik larni qanoatlantiruvchi barcha qiym atlarida  
\ f ( x )  -  b\ < s ten g siz lik  bajarilsa, b son  f i x )  fu n k siyan in g
a  n u q ta d a g i o 'n g  (c h a p )  l im i t i  deb ataladi.

F u n k siyan in g  o ’n g  (chap) lim iti qu y id ag ich a  belgilanadi:
lun f ( x ) = b y Ok i f ( a  +  0 ) = b  { b m ^ f i x )  =  b y o k i f ( a - 0 )  =  b )  

Agar a = o b o ’lsa, x ->0 + 0 (jc-> o- o) o ’rniga * ->+0 ( x - » - o )  deb  
yoziladi.

F u n k siyan in g  o ’n g  va chap limitlari, u n in g  bir tom onli 
limitlari deyilad i.

4 .1 6 -m is o l .  U shbu

f i x ) — . - (x=aO)
\x\

funksiyanin g o ’ng va chap limitlari topilsin. 
■4 Har biri n o lg a  in tiluvchi ikkita
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*m ' X '„ -> ° ( <  > 0 , »  = 1,2,3....),
< : *: -»■ (h x ;  < o ,«  = 1,2.3,...)  

ketm a — ketlikn i olaylik . Bu k e t m a — ketliklar uchun

/ ( 0 = i r  = I ->  1, f ( x ’m) = -Z*T = - 1 - > - 1
-  x„

bo'ladi. Dem ak,

lim /  ( x ) = lim —  = 1. lim f  (x )  = lim = -  1 ►* -» + 0 *-..{> Î j «-»-o' «—, - o |x I

Endi i - » «  da funksiya lim iti tushunchasin i keltiramiz.
X  to ’plam  berilgan bo'lib, oo(+oo ;-oo ) u n in g  limit "nuqta" 

si bo'lsin . Bu to'plam da /(x )  funksiya an iq langan  deylik.
17-ta'rif .  (Geyne). Agar x  to ’p lam ning nuqtalandan tuzilgan  

har qan d ay  ch ek siz  katta (musbat ch ek siz  katta: m anfiy ch ek siz  
katta) x n ketm a —ketl ik olganim izdc ham  m os f ( x n) ketm a — 
k etlik  ham m a vaqt yagon a  b ga intilsa, shu b ni /(x )  
funksiyan in g  x->«(x-»-wo, x -*-*>) d a g i  l i m i t i  deb  ataladi.

18—ta ’rif. (Koshi). A gar v«->0 son  u ch u n  sh u n d ay S > 0 son  
topilsaki, argum ent x  n in g  |x| > S (x  > 6 .x  <  - 5 )  tengsizlikn i

qanoatlantiruvchi barcha qiym atlarida \ f ( x ) - b \ < e  tengsizlik  
bajarilsa, b so n  /(x )  funksiyaning x-»oo(x-»+«>,x-»-«>) d a g i  limiti 
deb ataladi. F unksiya lim iti

l i m / ( x )  = 6 (l im f ( x )  =  b , lim / ( x )  =  6 )
X — X —>+<0 X  —► —cC

kabi begilanad i.
4 .1 7 —m isol. U shbu

ten g lik n i isbotlang. 
<  U shbu

.. sin Xlim --------- = 1 (4.7)
x 0 v- v '

sin x < x < tgx ( 0 < X < | )

tengsizlik lar o'rinli. Bu m aktab m atem atikasidan  m a'lum . sinx>0 
bo'lgan i uchun  bu tengsizlik larni

1 <
sm x

ko'rin ishda yozilish i m um kin. U ndan
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Sin A , j q\
0  <  1  ------- < 1  -  c o s y  ( 4 . 8 )

x
tengsizlik lar kelib  chiqadi.

Biz (4.8) tengsizlik larni ix tiy o n y  x e  ((),—) uchun isbot qildik.

sin — (x * 0) va cos x funksiyalarning juftligidan bu
X

tengsiz lik larn in g  barcha x  e ( -  \ {0} uchun  to g riligini

topam iz. Shu bilan birga 0 < | x | < y  da

Ixl
1 _ cos X  = 2 sin 2 ^  < 2 y  = |xj ten gsiz lik n in g  o'rinli bo'lish in i

e 'tiborga  olsak, yuqoridagi (4.8) tengsizlik lar quyidagi

0 < < x

ko'rin ishga k elish in i topam iz.
Agar Vt>0 son berilganda ham <5>0 deb £  va -  sonlarning

k ich ig i olinsa, argum ent X  n in g  0 < |x| < S tengsizlik larni 
qanoatlantiruvchi barcha q iym atlanda

1 sin X sin x j < E

ten g siz lik  o'rinli b o ’ladi. Bu esa funksiya lim itin ing K oshi 
ta'rifiga ko'ra (4.7 ) lim itn ing to'g'rilig in i anglatadi. ►

4 .1 8 -m is o l . Q uyidagi

lim (1 + —) * =  e (4.9)
X

ten g lik n i isb otlan g  (bunda e = 2.71... )
<  B un ing uchun  + *  ga in tiluvch i ixtiyoriy xB k e t m a -  

k etlikn i olaylik . Bu ho ld a  barcha k = 1,23,... lar uchun x * > l  deb  
qarash m um km . Har bir x k n in g  butun  qism ini n k orqali 
b elg ilab , ush b u  [x t ] = n k (* = 1,2,...) +® ga in tiluvchi
n, , n2,-- , nk >••• natural sonlar ketm a — k etlig in i hosil qilam iz. 

M a'lum ki,

lim (1 + —)" = e
»->00 Y]

1
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Bu m unosabatdan

*

r

Iim (1 + — )"' = t-

ekani kelib  chiqadi 
Endi ushbu

[** ] = «* n k <  x k < n k + 1 
1 1

n k +  1 x t
1 + 1

nk + 1
m unosabatlar o'rinli bo 'lish in i e'tiborga  olib, topamiz:

V'* /  j \  x k f  ,  \  »( * I
1 +

nk + 1 1 + 1 + —  
n (4.10)

Biroq
\ " k

1 +
n k + 1

= lim ('♦nk +cc I » ,

* /

+1 r
1 + = e.

l i m  1 + —  =  l i m

lim itlai o rinli bo'lgan i uchun (4.10) tengsizlik larda (bunda  
•r, -»+« ) lim itga  o'tsak, izlangan (4.9) lim it kelib chiqadi.

Endi -cc ga  in tiluvch i ix tiyoriy  x n k e tm a -k e t l ik n i olaylik . 
Bunda ** < -1 (k = 1,2....) deb qarash m um kin. Agar y t = - x t deb  
belgilasak , unda y t -»+» va y t >1 ( k - 1,2,...) bo'ladi.

Ravshanki,
t  . V* f  

1 +  -

U ndan

! — — 
y * j

-yt /  \>» /
y>

lim
Xt -> —«

1 + - lim>'* -»+<* 1 +

U * - i  

1

1 +-
y t - 1

yt  -1
1 + yt -1

= e

Shund ay qilib, - »  ga in tiluvchi har qanday x k ketm a —ketlik  

olinganda ham  / ( * )  = (1 + i)*  funksiya qiym atlaridan tuzilgan

M ) =  1 + —
I **

ketm a —ketlik  ham m a vaqt e lim itga  ^ga ekani isbotlanadi.
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Funksiya lim itin ing G eyn e ta'rifiga ko'ra

* 7 ] =r
lim it ham  o'rinli bo'lad i. ►

4". Cheksiz kichik hamda cheksiz katta funksiyalar. Faraz 
qrlaylik, ■■u(jQ v a  /Six) funksiyalar to'plain  da berilgan  bo'lib,
a shu to 'p lam n in g  lim it nuqtasi bo'lsin .

19-ta'rif. A gar
lim a  ( x ) = 0
x - *  a

bo'lsa, a(x) fu n k siya  x - * a  d a  c h e k s iz  k ic h ik  fu n k s iy a  d iy ila d i. 
M asalan, x -*0 da a ( x )  =  sin x funksiya ch ek siz  k ich ik  funksiya  
bo'ladi.

A ytaylik, /(x ) funksiya X  to 'p lam da berilgan  b o ’lib,
lim / ( x )  = b
x  a

bo'lsin . U  h o ld a
a  00 = f i x ) -  b

funksiya x->a da ch ek siz  k ich ik  funksiya bo'ladi.
■4 H aqiqatan  ham, funksiya lim iti ta'riflariga ko'ra

lim /  (x )  = b => I /  ( x )  -  b \ <  e => \a  ( x) |  < e => lim a  ( x )  = 0
x  - »  a x  - >  a

bo'ladi.
D em ak, bu ho ld a

/ (x)  = b +  a  (x)
bo'ladi. ►

20-ta'rif. A gar
lim P (x )  = 00
x -> a

bo'lsa, p (x) fu n k siya  x-»a d a  c h e k s iz  k a t ta  fu n k s iy a  deyiladi. 

M asalan, x ->0 da /?(*) = -  funksiya  ch ek siz  katta funksiya bo'ladi.

5 -§ . Chekli lim itga ega bo'lgan funksiyalarning 
xossalari

C hekli lim itga  eg a  b o 'lgan  funksiyalar ham yaqin lashuvchi 
ketm a — ketlik lar singari qator xossalarga ega. U larning isbotlari 
ham  yaq in lash u vch i ketm a — ketliklarninq m os xossalari isbotlari 
kabidir.

1°. Tengsizlik belgisi bilan ifodalanadigan xossalar x  cR



to  plam b en lg a n  bo'lib , ci esa u n in g  limit nuqtasi b o is in . Bu 
to 'p lam da / ( jc) funksiya aniqlangan.

1). Agar ushbu lim / ( . v )  = 6 lim it m avjud bo'lib , b> p  (b < q )

b o  Isa, ci n in g  yetarli k ich ik  atrofidan o lingan  * ( x *q )  nin g  
qiym atlarida f ( x ) >  p ( f ( r ) < q )  b o ’ladi.

Agar ushbu lim f ( x ) = b  limit m avjud bo'lib, b > 0 (A<0) bo'lsa,

a  n in g  yetarli k ichik  atrofidan o lin gan  x ( x * 0 )  n in g  qiym atlarida
/00  >0 (/(* )< 0) b o ’ladi.

2). Agar ush b u  lim  ̂ f  ( x )  lim it m avjud bo'lsa, a  n in g  etarli

k ich ik  atrofidan olingan  x ( x * a )  n in g  qiym atlarida /(*) funksiya  
ch egaralangan  bo'ladi.

6 - e s la t m a .  F unksiya ch egara lan gan lig id an  u n in g  chekli 
lim itga  eg a  bo'lish i har doim  ham kelib  chiqaverm aydi. M asalan,

' / (* )= sin- funksiya chegaralangan, am m o *-»0 da bu  funksiya  

lim itga  ega  em as.
A to  plam da /,(*) va / , ( x) funksiyalar aniq langan bo'lib, 

a  esa  x  n in g  lim it nuqtasi bo'lsin.

3). Agar argum ent x  n in g  a  n u q tan in g  biror U ¡¡(a ) atrofidan  
o lin gan  barcha qiym atlarida

/ i  O )  i  f 2 (x)
ten gsiz lik  o rinli b o ’lib, Hm /; (* )  , lim f 2(x )  lim itlar mavjud  
bo'lsa, u holda

lim /  (* )  < lim f 2 ( x )
x -> a  x ->  a

ten gsiz lik  o'rinli bo'ladi.

4). Agar argum ent a- n in g  a  n u q tan in g  biror U s (a ) atrofida  
o lin gan  barcha qiym atlarida.

/ , ( * ) <  / ( x ) <  / 2 (X)
ten gsiz lik  o rinli b o 'lsa  va lim /,(-«■), lim / 20 ) lim itlar m avjud

x -* a  x-> a '  J
bo'lib,

lim / , ( x )  = hm f 2( x )  = b
x  a  x -±  a

bo'lsa, u holda
lim f i x ' )  =  b
x - *  a

bo'ladi.
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hm x  ■ cos — (x * 0)
■t ->0 X

lim it topilsin .

 -щ Paygh^nki, bir tom on d an  * cos — funksiya uchun
—  x ----------------------------------------------------------------------------------

-  |.v|< л: cos — < |jc| tengsizlik lar bajariladi, ikkinchi tom ondan,

lim ( — 1x 1) = lim Ixl = 0*->0 11  v -> о

D em ak, yuqoridagi 4) — x o ssa g a  ko'ra lim x cos—= 0 . ►

2°. Chekli lim itga ega bo'lgan funksiyalar ustida arifmetik 
ammalar. X  to'p lam  berilgan  bo'lib, a  u n in g  lim it nuqtasi 
b o'lsin . Bu to ’plam da f { x )  va g(x) funksiyalar aniqlangan.

1). Agar x~ >a  da /(*) va g(.v) funksiyalar lim itga eg a  b o ’lsa, 
f ( x )± g(x) fu n k siya  ham  funksiya  ham  lim itga  eg a  va

Hm ( / ( x )  ± g ( x ) ) =  lim / ( x )  ± lim g ( x )
X —> a x —> о x У о

te n g lik  o'rinli.
2). Agar x - > a  da f ( x )  va g(x)  funksiyalar lim itga eg a  bo'lsa, 

/(x) ■ g(x) fu n k siya  ham  lim itga  e g a  va
lim ( / ( x ) - g ( x ) ) =  lim / ( x ) - l i m  g ( x )
X  —> О  X  —> С! X —> Cl

te n g lik  o'rinli.
4-natija. Agar л->а da /(*) funksiya  lim itga ega  bo'lsa, unda  

kf(x)  fu n k siya  ham  lim itga  eg a  va
lim ( k f  (x ) ) = к  lim f  ( x ) ( к = co ns t)
x  > a x - > a

ten g lik  o'nnh .
3). Agar da /(x) va g(.xr) funksiyalar lim itga e g a  bo'lib,

Hm g ( x )  ф 0 bo'lsa , — -  fu n k siya  ham  lim itga eg a  va
gW

f i x )  lim 
-l-*° g ( x )  lim g ( x )a

te n g lik  o'rinli.
7-esla tm a. 1). Yuqorida keltirilgan  1 — va 2 — xossalar  

qo'sh iluvchilar, ko'paytuvchilar som  ixtiyoriy ch ek li b o 'lgan
h o ld a  ham  o'rinli.

2). x - > a  da f ( x )  va g(x)  funksiyalarning y ig 'ind isi,

4 .1 8 -m is o l . U shbu
1



ko paytm asi va nisbatidan iborat bo'lgan funksiyalarning liin itiga  
eg a  b o'lish id an  bu funksiyalarning har birining lim itga ega  
b o ’lishi doirn kelib  ch iqavennaydi. M asalan,

/ ( j c )  =• l  -  s i n  1 g ( r ) = s i n  1 funksiyalar y ig 'ind isi / ( . r )  + *;(*)=!

bo'lib, j c —>o da j \ x )  +  g ( x ) - ►  l bo'ladi. A im no . * • - > < )  da J \ x )  va g ( x )  

fu n k siya iam in g  har biri limrtga eg a  em as.
4 .1 9 —m iso l Q u yid ag i

X + x  2 +  -V -1 +  ... +  x "  -  n 
h m --------------------------------------------------
x —> 1 X -

lim itni h isob lang.
<  Sodda alm ashtirishlar yordam ida topamiz:

lim —+ * 2 + x * + ■■■+ x " ~  n _  Hm ( .* - l)  + ( s 2 - l )  + ..,+ U ' ' - l )  
*->| ,v — 1 *-*i x — 1
11 ni ~ OH + (•<• + 1) + (Xa + x + 1) + ... + (x"~^_+ x " l l  + ... + X + 1) 1
r-*' X -  I

= 1 + 2 + 3 +  ... + « = «(« + 1)
2

Dem ak,

X + X ~ + x 3 + ... + x"  -  1 « («  + 1)
lim
*-*' jc -  1

6 §. Funksiya lim itining mavjudligi haqida teoremalar

1°. Monoton funksiya lim itining mavjudligi. x  to'plam  
berilgan bo'lib , a  (chekli yok i «  ) esa  shu to 'p lam ning lim it 
nuqtasi va barcha x e X  lar u ch u n  x < a  bo'lsin . Bu x  to'plam da  
f ( x )  funksiya  aniqlangan.

10—teorema, /(x) fu n k s iy a  x  to 'p la m d a  o 's u v c h i b o 'l ib ,  u 
y u q o r id a n  c h e g a ra la n g a n  b o 'ls a ,  fu n k s iy a  a  n u q ta d a  c h e k l i  
l im i t g a  e g a , y u q o r id a n  c h e g a ra la n m a g a n  b o 'ls a , u n in g  l i m i t i  +°o 
b o 'la d i.

X  to'plam  berilgan bo'lib, a  (chekli yok i - o c  ) esa shu  
to 'p lam ning lim it nuqtasi va barcha x e X  lar uchun x > a  b o ’lsin. 
Bu X  to 'p lam da f ( x )  funksiya aniqlangan.

11—teorema. A g a r  f ( x )  fu n k s iy a  x  to 'p la m d a  k a m a y u v c h i  
b o 'l ib ,  u q u y id a n  c h e g a ra la n g a n  b o 'ls a , f ( x )  fu n k s iy a  a  n u q ta d a  
c h e k l i  l im i t g a  eg a , q u y id a n  c h e g a ra la n m a g a n  b o 'ls a , u n in g  l im i t i



-  =c b o 'la d i.
Bu teorem alar m on oton  ketm a — k etlik m n g  lim iti m avjudligi 

haqidagi teorem alar kabi isbotlanadi.
2°. K oshi teorem asi. Endi funksiya lim itin ing m avjudligi 

haqidagi u m u m iy  teorem ani keltiram iz.
.v c:R  to 'p lam  berilgan  bo'lib, a  u n in g  lim it iiuqtasi bo'lsin . 

Bu to'p lam da f ( x )  funksiya berilgan.
21 -ta 'r if . A gar Vt  >0  son  u ch u n  sh u n d ay ¿>0 son  topilsaki, 

argum ent x  n in g  0 < \ x ' - a \ <S,  o < !x"- <j| < s tengsizlik larn i 
qanoatlantiruvchi ix tiyoriy  x  va x" qiym atlarida

| f ( x " )  -  / ( * ' ) ]  < e  
tengsizlik  o 'rin li b o ’lsa, f ( x )  funksiya u ch u n  a  n u q ta d a  K o s h i  
s h a r t i  b a ja r i la d i  deyilad i.

4 .20—m iso l U shbu / ( * )  = xsin — funksiya uchun  jc = 0 nuqtada
X

K oshi shartin inq bajarilishini ko'rsating.

-« H aqiqatan, Vs> 0 son olib, 8 n i d' = deb  qaralsa, u holda

m ng

0 < |jc' — 0 |  =  |jf'| < y , 0 < \ x" -  0 |  =  |x"| <  —

tengsizlik larin i qanoatlantiruvchi ix tiyoriy  x ' , x "  q iym atlari u ch u n  
q u y id ag iga  e g a  bo'lam iz:

1/ ( 0 -- / ( * ' ) | = ’ " ' 1
1 „ • 1 ,  . 1

— < .V sin — + x  s in  —
X ' x" a:'

x = 0

<|x"| + |x'|< e. 

nuqtada K oshi sharti

K oshi shartim ng

Bu b erilgan  funksiya  u ch u n  
bajarilishini k o ’rsatadi. ►

f ( x )  fu n k siya  u ch u n  a  nuqtada  
bajarilm asligi q u y id ag in i anglatadi:

V i > 0 so n  o lgan im izd a  ham  shunday ¿ >0 va 0 < |x' - a| < S,  

0<|jc*-o|<<5 ten gsiz lik larn i qanoatlantiruvchi x ' , x "  ( x '  e X  , x "  e X  ) 

qiym atlar top ilad ik i,
|/ ( * " ) -  f ( x ')|>  £

bo'ladi.
M asalan,

f ( x )  = cos — 
x

fu n k siya  u ch u n  x = 0 nuqtada K oshi sharti bajarilm aydi.



H aqiqatan  Vd >0 o lganiin izda ham  ¿-=1 va
I . 1

■V =  -------------- . X  = ------------------
2 k 71 (2k  + l);r

nuqtalar uchun  | /> > | b o ’lgan d a \x '\ < 8 , j*"| < 8  bo'lish i

ravshan,
| f ( x ' )  -  /  ( x")|  = |cos( 2 k  +  1 -  cos 2 tt\ -  2 > e

bo'lad i.
1 2 ~ teo rem a .(K o sh i). f ( x) fu n k s iy a  a  n u q ta d a  c h e k l i  l im i t g a  

e g a  b o ' l is h i  u c h u n  b u  f u n k s iy a  u c h u n  a  n u q ta d a  K o s h i  
s h a r t in in g  b a ja r i l is h i  z a r u r  v a  y e ta r l i .

<  Z arurlig i. x -> a  da f ( x )  funksiya  chek li lim itga e g a  bo'lib, 
/ ( ■ * ) = £  b o ’lsin. Funksiya Iimiti ta'rifiga ko'ra V s>0 son

-o lin g a n d a  ham  - ga asosan  sh u n d ay  tf>0 son  top iladiki,

argum ent x  n in g  0 <  | x  -  a \ <  d  ten gsizlik larn i qanoatlantiruvchi 
qiym atlarida

ten gsiz lik  o'rinli bo'ladi. X ususan, ushbu

0 < |x' -  a \ < 5  => )f { x ' )  -  b \ <  ~

0  <  |x" -  a \ <  8  •=> \ f i x " )  -  b \ < ~

m unosabatlar o'rinli. Bundan
I/ ( * ' ) -  f i x " ) | <  \ f i * ' ) - b \ + \ f i x " ) -  b \<  e  

ten g siz lik n in g  o'rinli bo'lishi kelib  chiqadi. Bu esa  f i x )  funksiya  
u ch u n  a  nuqtada Koshi sharti bajarilishini ko'rsatadi.

Y eta r lilig i. f ix)  funksiya u ch u n  a  nuqtada K oshi sharti 
bajarilsin, ya'n i V e > 0  son  o lin g a n d a  ham  sh unday 5 >  0 son
topilad ik i, x n in g  o < \x' -  oj < 8, tengsizlik larn i

qanoatlantiruvchi ixtiyoriy *\a-" qiym atlarida \ f { x ' )  -  f  ix")\ < e 
ten g siz lik  o'rinli. Bu holda  f ( X) fu n k siya  x^>a da ch ek li lim itga  
eg a  b o 'lish in i ko'rsatam iz.

a  nu q ta  x  to 'p lam ning lim it nuqtasi. Shunin g  uchun  
to 'p lam n in g  nuqtalaridan x n (x„ *  a , n  = 1,2,3,...) k e tm a -k e t l ik



tuzish  m um kinki, l i mr „ =o  bo'ladi. K etm a — ketlik  lim iti ta ’rifiga 
ko'ra, yuqorida o lin gan  a > 0  son  u ch u n  shunday «„ e N son  

topiladiki, barcha n > n„  lar uchun  0 < |.v„ -  a | <: S va  

Q<|*„ - a \ < 8 - .  tengsizlik lar o'rinli bo'lad i Bu tengsizlik larn ing

\ . f (xnln, ) ~ / ( O l  < £
bo'ladi. D em ak, / O , ) fundam ental k e tm a -k e t l ik . U  
yaqm lashuvchi. Biz /(* „ )  k e t m a - k e t l ik  lim itini b b ilan  
belgilaylik , iim / ( * „ )  = 6 . Endi .r to 'p lam n in g  nuqtalaridan

tuzilgan  va fl ga  in tiluvch i íxtiyoriy  x'n ketm a —ketlik  
x'„ -*  a ,x '„  *  a , ( n  = 1,2,3,...) o lin gan d a ham  /(x) funksiya  
qiym atlaridan tu zilgan  f(x 'n) m os k e t m a - k e t l i k  ham o'sha b ga  
in tilish in i ko'rsatam iz.

Faraz q ilaylik , x'n a , ( x '„  *  « , «  = 1-2,... ) da f(x [)^> b ' 

bo'lsin . x n va  x'n k etm a  — ketliklar hadlaridan ushbu  
X l , X l , X 2 , X ¿ , X y , X } ...., x  n , x  n ,... 

k e tm a -k e t l ik n i  tuzaylik . Ravshanki, bu k e tm a -k e t l ik  a  ga  
intiladi. U  ho ld a
f ( x , ) , f ( x [ ) , f ( x , ) , f ( x ' 2) , f ( x 3) , f ( x ' i ) . . . . , f ( x n), / « ) , . . .  (4.11) 
k e tm a -k e t l ik  fundam ental bo'lib, chekli lim itga  ega. Bu lim itni 
b* b ilan b e lg ilay lik . Agar f ( x n) va / « )  ketm a - ketlik larning  
har biri (4 .11) k etm a  —ketlik n in g  q ism iy ketm a — ketliklari 
ekanini e 'tiborga  olsak, u holda  f ( x n ) - > b  , f { x ' „ ) - ^ - b

bo'lish in i topam iz.
Dem ak,

b* - b = b'.
Shunday qilib, /(x) funksiya uchun  a  nuqtada K oshi sharti 

bajarilishidan X to'p lam  nuqtalaridan tuzilgan  va a ga intiluvchi 
har qanday x n ( x ' K * a , n  =  1,2,3, . . . )  k etm a —ketlik  o lin gan d a  
ham  m os / ( x n) k etm a —ketlik  bitta son ga  intilish in i topdik . Bu 
esa funksiya lim itin ing  G eyne ta'rifiga ko'ra f ( x )  funksiya  
a  nuqtadan ch ek li lim itga  ega  b o'lish in i bildiradi. ►

8- e s la tm a . K oshi sharti va K oshi teorem asi x -* a + o. x - * a -  o 
b o'lgan  hollarda ham  yu qoridagiga  o 'xshash  ifodalanadi va isbot 
etiladi.



1

7—§. F u n k siya larn i ta q q o s la sh

A' to 'p lam da f ( x )  va g( \> funksiyalar an iq langan  bo'lsin. Biror 
a  n uqtan ing  (a ) c  X  atrofida f ( x )  va g(x) funksiyalarni 
taq q oslash  m asalasini qaraym iz.

2 2 -ta 'r if  Agar f ( x ) va j¿(x) funksiyalar uchun  shunday ¿>0 
va c >  o son  lar top ilsak i, bai cha x e U 6 ( a )  lar uchun

\ f  ( x ) \ <  (' |g  ( jc) |  (4.12)
ten gsiz lik  bajarilsa, x - * a  da f ( x )  fu n k siya  g(x) fu n k s iy a g a  
n is b a ta n  c h e g a ra la n g a n  deyiladi va f ( x )  = 0 ( g ( x ) )  kabi 
b elg ilanad i.

Shuni ta ’k id lash  lozim ki, bu ta'rifidagi x -> a  b e lg i
qaralayotgan  (4.12) m unosabatn ing  a  nu q tan in g  biror atrofida  
o'rinli bo'lish in i ifodaiaydi.

M asalan, *->o da x 2 = 0 ( x )  bo'ladi. H aqiqatan, ixtiyoriy
*e{/,(0) lar uchun, ya 'n i jre(-l,l) lar uchun  !*J|áj*j ten gsiz lik  
bajariladi.

Agar / ( a )  fu n k siya  a  n uqtan ing  biror atrofida chegaralangan
bo l s a ,  y x -+ a  da /(->0 = 0 ( 1) kabi yozilad i. M asalan,

1̂

/0 0  -  (1 + ' funksiya  a' = 0 nuqta atrofida chegaralangan (chunki

lim (1 -f- x ) x -  e )
x -* 0  1

S h u n in g uchun  (1 + *)* = 0 (1) deb  yoz ish  m um kin.
23— ta'rif. A gar x -> a  da f ( x )  va g(x) funksiyalar u ch u n

f ( x )  = 0 ( g ( x )) va ^ ( ^ )  = 0 (/(.v ))m u n osab atlar  o ’rinli bo'lsa, x - * a  
da f ( x )  va g{x) funksiyalar b u  x i l  t a r t ib l i  f u n k s iy a la r  deb ataladi. 

M asalan, /(*) = *, g(x) = 2jr + xsinx bo'lsin . Ravshanki, a--»0 da  
|x | < |2 x  + x  sin x  | < 3 |x| 

tengsizlik lar o'rinli. Bu esa
x  ^  0 ( 2 x  + sin x), 2 x  + jcsin x  = O(.v) 

bo'lish in i bildiradi. D em ak, x - * 0  da / ( * )  =  * .  g ( x ) = 2 x  +  x  s i n *  

funksiyalar bir x il tartibli funksiyalar b o ’ladi.
Yuqorida kelitir ilgan  ta’riflardan, x - * a  da
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f ( . x ) = 0 ( f A x ) ) , f ( x )  = 0 ( / ,  ( r)) => f  (■*) = Oi l ,  (*));
/; (.v) = 0 ( f 2( x )), / ,  i x )  = 0 ( f 4(x ) )  => / ,  (* )/,(* }  = O y f A x )  / ,(* ) ) ,
/ ,  ( . V )  =  0 ( / ( - V ) ) ,  / 2 (  V )  =  « ( / ( *  ) > = >  / ,  ( .V )  +  =  « ( / ( X I )

kabi m unosabatlarn ing o'rinli b o  lishini ko'rsatish qiyin emas.
13—teorem a. Agrar /(x) va  g(x) ( x * a  d a  f i x ) * 0 .  g ( x ) * o )

f u n k s iy a la r  u c h u n  u s lib u

x"° g (x)
l im i t  m a v ju d  v a  o < | C | < ®  b o 'Is a , x —>a d a  f ( x )  v a  g(x) b i r  x i l  

t a r t ib l i  f u n k s iy a la r  b o 'la d i.
<  U shbu

Urn ¿1^1 = C 
g ( x )

lim it m avjud va 0 < |C-| < «> bo'lsin . U  holda

/00
f ( x )  Cg ( x )

bo'lad i, b u nda y , ( x)  va y2(x) funksiyalar ch ek siz  k ich ik  
funksiyalar lira / , (*)  = 0; lirn̂  y ^ x )  = 0, .  Dem ak, a  nuqtan ing yetarli

k ich ik  atrofi Us(a) da y f x )  va y2{x )  funksiyalar chegaralangan  
b o ’ladi. U  ho ld a  barcha x e U e[a) lar uchun

| r , ( x ) | < * .  | / 2 (-«)| < k (k  =  c o n s t )

ten q sizlik lar o'rinli bo'lib , va funksiyalar uchun
a g(,x) f i x )

/ ( * ) < \ C \ +  k , g(x)
f ( x )g(x)

ten gsiz lik larga  kelam iz. Dem ak,
j / ( x ) |  < (|C I + fr ) |g (* ) | ,

r—r + k
PI

M - O l i  P i * k

Bu esa
f ( x )  =  0 ( g ( x ) )  , g ( x )  =  0 ( f ( x ) )

ek an in i b ild iradi. ►
2 4 —ta'rif. Agar x - * a  da f ( x )  va g(x) funksiyalar ( x t a  da 

g ( x ) * 0 )  u ch u n
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' “ « ( ' I
bo'lsa, x  >ii f ( x )  va «(x) la r  e k v iv a le n t  fu n k s iy a la r  deb ataladi. 
E kvivalent iunksiyalar

/(•* ) ~ X ( x )
kabi b elg ilan ad i.

M asalan, x->Q  da f ( x )  = x, g(x)  = smx  funksiyalar ek v iva len t 
funksiyalar: .t~sinx.

Agar x - ^ a  oa  f  ( x )  ~ g ( x ) ,  g ( x )  ~  s ( x )  bo'lsa, u holda x - * a  da  
f ( x ) ~  s ( x )  bo'Iadi. Darheqiqat, x - > a  da f ( x ) ~  g ( x )  bundan

«21 = a  da # ( * ) - * ( ■ * ) ,  bundan lim ^  ^  =  1g ( X )  *->a . f ( x )
kelib  chiqadi, ulardan

l . m  -  l i .  - ¿ i i l i i m  I
v °  s ( x  ) *-* a g  ( V ) * -> a .S ( X )

lim itga  ega  bo'lam iz. Demak, f ( x )  ~ s ( x )
2 5 - t a ‘rif. Agar /(*) v a  g (x) ch p k siz  k ich ik  lunksiyalai uchun  

f  ( x )  =  a  ( r )  g ( r )  
ten g lik  o'rinli bo'lib, bunda lim u ( x )  = 0 bo'lsa, x —>a da /(.r)

fu n k siya  g( r) g a  n is b a ta n  y u q o r i  t a r t i b l i  c h e k s iz  k ic h ik  fu n k s iy a  
deb ataladi. U

/  ( x ) = o ( g  ( x ))
kabi b sig ilan a-ii.

A gar f ( x )  funksiya a  nu q tan in g  biror atrofida ch ek siz  k ich ik  
fu nkriya  (ya'ni x -> a  da / ( * ) - > o ) bo'lsa , u f ( x )  = o ( \ )  kabi 
yozilad i.

Ravshanki, agar x -> a  da f ( x )  va  g(x)  funksiyalar uchun  
f ( x ) =  o ( g ( x ) )  ten g lik  o'rinli bo'lsa, u h o ld a  bu funksiyalar uchun  
f ( x )  = 0 ( g ( x ) )  ten g lik  ham o ’rinli b o ’Iadi.

Y ugorida kelitirilgan  ta ’iiflardan  foydalanib  "katta o "  va  
k ich ik  o " orasidagi b og'lan ish larn i ifodalaydigan  q u yid ag i 

m unosabatlarni keltirib chiqarish m um kin:
, ' ( x )  = <^(/20 ) ) , / 2(x) = 3 ( / 3(x)) => / ,(* )  = o (/,(x )), 
f \ ( x ^  = o ( f 2( x ) ) , f 2 (x) = 0 ( / , ( x ) )  => j \  (x) = o ( /3(x)),
/ , ( x )  = 0 ( / ( x ) ) , / 2(x) = o ( g ( x ) )  => / , ( x ) / , ( x )  = o ( f ( x ) g ( x )) 

Katta O'  va "kichik o "  ishtirok e tg a n  tenglik larning od d iy  
ira 'n od agj ten g lik lar em aöligini ta 'k id laym iz.



M asaîau, ¿a J , ( x )  = o (g -,x )). / ,( .v )  = o { g ( x ) )

xnuiiDsatdîlf:r J-:ji / ¡ ( x ) = y . ( x )  o eb  -:u.Iosô chiq&rish xato  bc'ladi.
Endi 'kichik o ' va  ekvivalentiiK  ~ belgilari bilan b og  langan  

funksiyalar orasidagi m unosabatlarni ifodalayd igan  teorem ani 
keltiram iz.

 14—teore m a, x >» d a  /(.r) va g(x) f u n k s iy a la r  ( x *  a - d a _ J l¿ i* iL_
g( r) * o )  e k v iv a le n t  b o 'l is h i  u c h u n

g ( x )  -  / ( x )  = o ( g ( x ) )  ,
y o k i

/(-*■) " g O )  = o ( / ( x ) )  
t e n g l ik n in g  o ' r i r d i  b o 'l is h i  z a r u r  v a  e ta r l i .

<  Zarurligi. x ^ a  da /(x) va *(*) funksiyalar ekvivalent
/(* )

bo'lsin . / ( x )  ~  j ( x ) . U h c la a  ta'rifga k o ’ra h m - ^  = l bo'lib , 

u’id s n

ïr ,  : i -  .  fc , £ i ± l ^ £ i £ i

kelib  chiqadi. D em ak, g ( x )  -  / ( x )  = o (# (x )) .
Y etar lilig i. x —>a da g  ( x ) - / ( x )  = o ( g ( x ) )  b o ls ín . U  holda  

x - » a  da
j _  / ( x )  _  g ( x )  -  / ( x )  = o ( g ( x »  

g ( * )  g ( x )  g ( x )
b o ’lib, undan

au 2 ^ 2 . .  o
'-*J V g  \X > J x^ a g ( x )  

kelib  ch iq ad i. Bu esa  lim ^ ( x )  -  I ya 'n i f ( x )  g ( x )  ekanini1 ,->» g(x)
k o 'rsa ta d i>

5 —natija . Agar, x~>a  da /(x) va g(x) fu n k siya lir  uchun

lu.; = C  := 0
x~*u / ( x ,

bo'lsa, u h o ld a  ushbu
g ( * )  -  c/  ( * )

va
g (* )  = cf  (*) + o ( / ( x ) )  

m unosabatlar o'rinli bo'ladi.
Shartga ko'ra

m



bundan

lim - £ & -  =  1 
c f  (x )

k elib  ch iqadi D em ak, g(.x)  ~ c f  <x) .

Y uqorida isbot etilgan  14 — teorem aga asosan  
cf  ( * ) -  g ( x )  = o ( c f  (x)) = o ( / ( x ) )  k o ’rinishda yozish  m um kin, 
undan

g ( x )  =  c f  ( x )  + o { g \ x ) )  
ekan i kelib  chiqadi. ►

Endi funksiyalarn ing ekv iva len tlig iaa  asoslangan  ham da  
funksiyalarn ing lim itin i h isob lasbda tez  —tez foydalanib  
turilad igan  teore.nan i ksltirem iz.

1 5 - t e o r e ^ e  Acjcr da f(-x \ f K.-•) va g(x)  g f x )  bo'lib,
ushbu

lim - A l i i  
g, ( x )

l i m i t  m a v ju d  b o 'ls a , u h o ld a  lim l im i t  h a m  m a v iu d  va
x- a g ( x )  J

Jim J A I L  = lim M .x \
x~a g ( x) £, (*)

t e n g l ik  o ' r i n l i  b o ’la d i.

<  Shartga ko'ra x - * a  da f ( x ) ~ f ( x ) ,  g ( x )  ~ g l ( x ) . U  holda  
ushbu

*  f i x )  =  f ( x )  +  o ( / j ( x ) )  ,

i i x )  = S i O )  + o ( g , ( x ) )  
t. ten g lik lar o'rinli bo'ladi. N atijada

*-« f i x )
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g . U )
b o 'lish i к-эНЪ cbiqadi. ►

Funksiyaiarni u larga Hi-vi' к  c a-, i.'L r .V /á  í ’. ~ "_n ïa.>htirish 
natijasida k o 'p g iiia  funk^iyalam ing limitlari sodaa hisoblanadi. 

4.2 i  -snisol. J sh b a
eos r -  ccs 2 x

Hm
í-»0

limitni hisoDlang. 
-4 Ravshanki.

З х  . X 
„  l  sin  —  sin  —cos X -  cos i x  ?

lim     =  l i m  ^  —,x->0 X x_>0 X
E ndi x -> 0  da

З х  З х  X  X
s m — = —  + o ( x ) ,  s m - = -  + o ( x )

m unosabatlarn i e ’tiborga olib topamiz:

2 sin 7*- sin — ( — X + o(x) ) (  ^-x  + o ( x ) )
lim ---------- —2------- — = 2 lim --------------------^ -----------------
* - » 0  X  x~*° X

3

= 2 l im —
X 2 + o ( x 2 )

X 2 2
Demak,

cos X — eos 2 X 3 
:’m -----------5---------- = — >
->° X' 2

9 —esla tm a . Biz 1 - b a i . a ' ó  '(/■', "  "T. “  " oe  gllar bilan
b c g ’len g a n  fu rJ csi.^ .^ iii o 'rgardik . B anda a  ch ek ’i deb qaraldi. 
a  = oc b o 'lgan  noida  ham  yuqo.‘idc.gi¿ek 'u sh u n ch a  va  
teorem alar ta'riflanadi va o'rganiladi.

M ashqlar.



4.22. Sonlar ketm a — k etlig i limitlari ta ’riflarining  
pkvivalentlig i isbotlansin.

4 .23 . Sonlar ketm a — k etlig in in g  chegaralanm aganlig i ta'rifi 
kelitirilsin . C hegaralanm agan ketm a —ketl ik ch ek siz  katta  
m iqdor bo'ladim i?

4 .24 . U shbu
(-1)"

sin( -Jn  — ) (/ /  =  1 ,2 ,3 ,.. .)
yfn 2

k etm a —k etlik n in g  ch ek siz  k ich ik  m iqdor ekani isbotlansin.
4.25. U shbu

=l g7  + 18^ + -  + 1g Ĵ '  (n = 1,2,3, . . . )
1 2 n

k etm a  —k etlik n in g  ch ek siz  katta m iqdor ekani isbotlansin .
4 .26 . A gar x n va y „  ketm a — ketlik lar lim itga eg a  bo'lm asa, 

x „ + y „  , x „ y „  ketm a —ketliklar lim itga  eg a  bo'lish i m um kinm i?
4.27. Agar

lim x  =  0 , lim y „  -  0
/»-><o rt->00

x  n
bo'lsa , — ketm a — ketlik n in g  lim iti to 'g 'risida nim a d ey ish

y  n

m um kin? (Odatda, un i ~ k o 'rin ish d agi aniqm aslik  deyiladi.)

4 .28. Agar
lim x  = oo lim = oo»-»« " ' n->« "

x n
bo'lsa , ketm a —k etlik n in g  lim iti to 'g 'risida nim a deyish

n

m um kin? (Odatda, uni -  k o 'rin ish id ag i an iqm aslik  deyiladi).
00

4.29 . Agar
lim x  — 0 l i m  v = oon I •/ n« - > »  n—»00

bo'lsa, x „ y n k e tm a —k etlik n in g  lim iti to 'g 'risida nim a d ey ish  
m um kin? (Odatda, uni 0-oo k o 'rin ish idagi an iqm aslik  deyiladi).

4 .30 . Agar
lim x n = + oo (_<»)
» —>•»

lim y n = -oo (+o0)
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bo'lsa, x„ + y n ketm a — ketlikn ing  lim iti to 'g 'risida  nim a d eyish  
m um kinki? (Odatda, uni =c-» ko'rin ishdagi aniqm aslik  
d ey ilad i).

4 .31. e son in in g  irratsional son ekani isbotlansin .
— 4.32 . e soni laq iib iy  h isoblcuisin.

4 .33. Ushbu

lim it isbotlansin.
4 .34. Agar ic h m a —ich  joy lash gan  segm entlar prinsip ida  

barcha segm entlar m o s intervallarga aylantirilsa, prinsip o'rinli 
b o ’ladim i?

4.35. Har qanday sonlar ketm a —k etlig m in g  yuqori va quyi 
lim iti m avjud b o'lish i isbotlansin .

4.36. T o'p lam ning limit nugtasi ham to'p lam ga teg ish li 
bo'ladim i?

4.37. /(*) funksiya a  nuqtada b lim itga  eg a  bo'lish i u ch u n  
u n in a  shu nuqtada o 'nq  va  chap lim itlari m avjud b o ’lib,

/ O  + 0) =  f ( a  -  0) =  b 

tenglik lar o'rinli b o 'lish i zarur va yetarli b o 'lish i isbotlansin .
4 .38. U shbu

lim / (x)  = +oo lim f  ( x )  =  -oo ( lim /  ( x)  = +oo (
n —> +°0 n—> + 0 0  « —>—<*

lim f  ( x )  = -oo
Tl  —> —CO

lim itlam in g  ta'riflari kelitirilsin.
4 .39. Funksiya lim iti K oshi va G eyn e  ta'riflarining  

ekviva len tlig i isbotlansin .
4 .40. U shbu

lim it h isoblansin .
4 .41. Agar

bo'lsa
/ ( x )  = lim / „ ( x )

topilsin .



a) / ( x )  = e ' ,  g ( x )  = \ 00  + X ;

b) / ( * ) = — , g U )  = -p— ;
X  ln V

v) / ( * ) =  r -  g ( x ) =  X

2 + sin — 
x

funksiyalarning bir x il tartibli bo'lishi isbotlansin.

4.42. л-—»0 da

/

i
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V  BOB

F u n k siy a n in g  u z lu k s iz lig i

Fu n k siy an ing u zluksizligi m atem atik  an alizn inq  m u h im
tushunchalaridan  bo'lib , u funksiya lim iti tushunchasi bilan  
b evosita  b o g 'lan gan .

l - § .  F u n k siy a  u z lu k s iz lig i ta'rifi

1°. F u n k s iy a n in g  n u q ta d a  u z lu k s iz lig i. Xc z R  to 'p lam da  
f ( x )  an iq lan gan  bo'lib , a e X  esa  X  to 'p lam ning lim it nuqtasi 
bo'lsin .

1—ta'rif. Agar
lim / ( x )  = f ( a )  (5.1)
X—* o

bo'lsa, f ( x )  fu n k siya  a nuq ta d a  uzluksiz  deb  ataladi. M asalan:
!)• /(x ) = xJ +x +1 funksiya V a eK  nuqtada uzluksiz, chunki

lim / ( x )  = lim (x 2 + x  + 1) = a 1 + a  + 1 = / ( a )
x  —> (1 x - » a

2). U sh b u  funksiya
1, agar x * o  bo'lsa,

/ ( x)  = (signx)r =

u c h u n  Vo e R d a
lim /  (x ) = 1

bo'lad i. A m m o / ( 0 )  = 0 b o 'lgan i uchun
lim / ( * ) * / ( 0 )
x-+  0

D em ak, f ( x )  = (.ngnx)1 funksiya a  = 0 n uqtada u zlu k siz  em as, 
b osh q a  ham m a a  *  0 nuqtalarda esa  uzluksizdir.

F u n k siya  lim itn in g  G eyn e va  K oshi ta'riflardan foydalanib , 
fu n k siyan in g  a  nuqtada u z lu k siz lig in i q u y id ag ich a  ham  
ta'riflash m um kin .

2 —ta'rif (G ey n e). Agar x < z R  to 'p lam n in g  elem entlaridan  
tu zilgan  va  a  ga in tiluvch i har qanday x  „ ketm a — k etlik  
o lin gan d a  ham  funksiya qiym atlaridan tuzilgan  m os f ( x r ) 

ketm a —k etlik  ham m a vaqt /(a ) ga intilsa, /(x) fu n k siya  a 

n u q ta d a  u z lu k s iz  deb ataladi.
3 —ta'rif (K osh i). Agar w > 0  son  u ch u n  sh u n d ay  <5>0 son

0, ag ar * = 0 b o 'lsa

n a



topilsaki, lunksiya  argum enti x n in g  |* - j |< < 5  tenqsizlikn i 
qanoatlantu avchi barcha qiym atlarida

|/ ( * ) -  / ( « ) | <  e
ten gsiz lik  bajarilsa, ya 'n i

" e  > 0 , 3 d  > 0 , \ /x  e X  n  V  5 (a)  : | f ( x ) ~  f  (a)  | < e 

bo'lsa, f ( x )  funksiya a n u q ta d a  uzluksiz  deb ataladi.
5 .1 -m is o l .  U shbu  f ( x )=  \[x + 4 fu n k siyan in g  x = 5 nugtada  

uzlu k siz  b o'lish in i ko'rsating.
•4 Vff>o son  olib, bu e son ga  ko'ra <5>0 sonni <5 = 3«- deb  

qaralsa, u holda |* -  5 |<  6 bo'lganda

| / ( , ) - / ( 5)| = |7 7 T T - 3| = j  = -
1 y / x  +  4 + 3  3  3

bo'ladi. Bu esa yu q orid ag i ta'rifga ko'ra, /(*) = -Jx + 4 funksiyan in g  
x = 5 nuqtada u zlu k siz  b o'lish in i bildiradi. ►

Koshi ta'rifidagi \ x ~ a \ < S  va | / ( a )  - f ( a ) \  < s tengsizlik lar  
m os ravishda

x e U s (a) v a  / W e i / s ( / ( a ) )  
ko'rinishda ham  y o z ilish i m um kin ek an lig in i h isob ga  olsak, atrof 
tushunchasi yordam ida funksiyaning uzliksizlig in i q u yid agich a  
ham  ta'riflash m um kin.

4 -ta 'r if . A gar
V e > 0 ,  3 < J > 0 , V x  e U s (a): f ( x ) e U  s ( f ( a ) )  

bo'lsa, f ( x )  fu n k siya  a n u q ta d a  uzluksiz  deyilad i.
5 .2 -m iso l. U shbu 

x ,  ag a r x ra tsional son bo 'lsa ,
/(* )  =

-  x , ag a r x irra tsional son b o 'lsa

funksiya x = 0 n u q ta d a  uzluksiz b o ’lishi k o ’rsatilsin.
■* H aqiqatan , V s >0  son u ch u n  ¿ > 0  sonni S = s  deb olinsa, u  

ho lda V x e i/^ O )  la r u ch u n  f ( x ) e U c{0) kelib  chiqadi. ►
Ravshanki, (5.1) o 'rin li bo 'lsa , u shbu  lim [/(*) -  f {a) \  = 0

s-a->0
lim it ham  o 'rin li bo 'lad i. O d a td a  x - a  ay irm a arg u m en t 
orttirm asi, f ( x ) - f ( a )  ay irm a esa fu nksiyan ing  a n u q tad ag i 
o rttirm asi deyiladi. U lar m os rav ishda Ax va a y  (yoki y )  kab i 
belg ilanadi:

Ax  = x - a ,  Ay  = A f  = / ( * )  -  / ( „ )
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Bu te n g lik la rd a n  fo y d a lan ib  yozam iz:
.V = a + \x  , \ y  -  J \ a  + Yr) -  f ( a )

N a tija d a  (5 1) m u n o sa b a t
lim  А у  =  0A X  ► 0

k o ’r in ish g a  e g a  b o ’ladi. D em ak , fpo fu n k s iy a m n g  a n u q ta d a  
u z lu k s iz lig i b u  n u q ta d a  a rg u m e n tn in g  c h e k s iz  k ic h ik  
o rttirm a s ig a  fu n k s iy a n in g  h a m  c h e k s iz  k ic h ik  o rttirm asi m o s 
k e lish i s ifa tid a  h a m  ta 'r if la n ish i m u m k in .

5 .3 - m is o l .  y = sinA- va  y = cosx fu n k s iy a la m in g  \/aeR n u q ta d a  
u z lu k s iz  b o ’lish in i k o 'rsa tils in .

< Va e R n u q ta  olib, u n g a  Ax o r ttirm a  b e ra y lik . N a tija d a  
у = sin x fu n k s iy a  h am  u sh b u

Ду  = sin(a + Дх) -  sin a 
orttirm aga e g a  bo'lib , -  n  < Дх < n  b o 'lgan d a

|Av| = |sin( a + Ax)  -  sin a | = 12 sin ^-cos( a + 
te n g s iz lik k a  e g a  b o la m iz . B u n d a n  iim ̂ A y  = 0 b o ’lish i ke lib

ch iq ad i. D em ak , y = sinx fu n k s iy a  aeR  n u q ta d a  uzluksiz . X u d d i 
s h u n g a  o ’x s h a s h  > = c o s x  fu n k s iy a n in g  h am  VaeR  d a  u z lu k s iz  
b o ’lish i k o 'rs a ti la d i.  ►

2°. F u n k siy a n in g  bir to m o n li u z lu k s iz lig i. x<zR to 'p la m d a  
f(x) fu n k s iy a  a n iq la n g a n  b o 'l ib , a e X  e s a  X  to 'p la m n in g  о n g  
(chap) lim it n u q ta s i  b o 'ls in .

5 -ta 'r if . A g ar x^a + 0 (x -> a -0 ) d a  f(x) fu n k s iy a n in g  o 'n g  
(chap) lim iti m a v ju d  va

f ( a  + 0) =  lim / ( x )  = / ( a ) ,  ( / ( a - 0) = lim f ( x )  = f {a))
t->o+0 x->a- 0

b o 'lsa , f(x) fu n k s iy a  a n u q ta d a  o 'ngdan  (chapdan ) uzluksiz  
d ey ilad i.

M a sa la n . U sh b u

/(* )= ■ '

a g a r  x=0 

f u n k s iy a  u c h u n

— -——, a g a r  x*0 
\ + 2 7

0 ,

120



lim / ( x )  = lim — - = 0  = /(0 )v->+0 ,v-»+0 1
1 +  2 *

lim / ( x )  = lim — —-  = 1 * /(())r->-0 .T-+-0 1 ,7
1 +  2 '

bo lgan lig i sababli, berilgan funksiya x = ü nuqtada o 'ngdan  
u zlu k siz  b o ’lib, chapdan  esa  u zlu k siz  em as.

Y uqorida keltirilgan  ta'riflardan ko'rinadiki, agar f ( x )  
funksiya  a nuqtada ham  o'ngdan, ham  chapdan bir vaqtda  
uzluksiz  bo'lsa, funksiya shu nuqtada u zlu k siz  bo'Iadi.

6 -ta 'r if . Agar f ( x )  funksiya x  c  r to ’plam ning har bir 
nuqtasida u zlu k siz  bo'lsa, funksiya x  t o ' p l a m d a  u z l u k s i z  deb  
ataladi.

M asalan, /(x) funksiya (a. A) in terva ln in g  har bir nuqtasida  
uzlu k siz  bo'lsa, funksiya shu intervalda uzluksiz deb ataladi.

/(*) funksiya \ a , b \  segm en td a  b erilgan  bo'lsin . Agar bu  
funksiya  (a,A) da uzluksiz  bo'lsa, ham da a nuqtada o'ngdan, h 
n uqtada chapdan uzluksiz  bo'lsa, funksiya [a, A] seg m en td a  
u zlu k siz  deb ataladi.

5 .4 —m iso l. U shbu f ( x ) - \ í x  fu n k siyan in g  R to'plam da uzluksiz  
b o 'lish in i ko'rsating.

<  A w a l Va e /í \ {0} nu q tad a  m azkur funksiyan in g  
u zluksizlig in i ko'rsatam iz. V f>0 son  olib, bu son ga  ko'ra <5>0

sonni s = j  i f a ^s  deb qaraylik. N atijada ¡x -  a\ < 5 b o ’lganda

ten gsiz lik  kelib  chiqadi. D em ak, fu n k siya  V a e f í \ { 0} nuqtada  
uzluksiz.

Endi a = 0 b o 'lgan  holda, Vr>0 son ga  ko'ra 8 sonni S =  e y deb  
olib, \x -  a \ =  |x| < 8 b o 'lgan d a

\ f { x ) - / ( 0 ) 1 =  |3V 7 | <  Kfs = e 
ten gsizlik k a  eg a  b o ’lamiz. Bu esa b erilgan  funksiyaning a = o 
nuqtada uzluksiz  bo'lishini ifodalaydi. Dem ak, berilgan funksiya
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R to ’plam da uzluksiz. ►

2 - § .  F u n k siy a n in g  u z ilish i. U z ilish n in g  turlari

f ( x )  funksiya  ,v <- R  to 'p lam da an ig lan agan  bo'lib, a e A  

nuqta -V tu'plam  lim it nuqtasi b o 'ls in .—
7 -ta 'r if . A gar x - > a  da f ( x )  funksiyan in g  lim iti mavjud, ch ek li 

bo'lib, iim f ( x )  = b * f ( a )  yok i lim / ( * )  = «> (+oo; - :c ) b o'lsa  yok i
x  —> a x~*a

funksiyaning lim iti m avjud bo'lm asa, f ( x )  funksiya a n u q t a d a  

u z i l i s h g a  e g a  dey ilad i.
Funksiyan in g  a  nuqtada uzilishga  eg a  bo'lad igan  hollarini 

alohida qarab o'tam iz.
1°. x —>a da f ( x )  fu n k s iy a n in g  lim iti m avjud , ch ek li b o lib , u

/ ( a )  ga  te n g  bo'lmasin:

Shund ay qilib, berilgan  fu nksiyam izn ing  bitta a nu q tad agi 
qiym atini o ’zgartirib (/(a) o ’rniga b olib) a nuqtada u zlu k siz  
fu nksiyaga e g a  bo'lam iz. Shuning uchun, bu holda f ( x )  funksiya  
bartaraf q ilish  m um kin b o ’lgan  u zilish ga  eg a  deyiladi.

M asalan, ush b u

funksiya u ch u n  liin /C x) = 0 *  / ( 0 )  m unosabat o ’rinli. D em ak, bu

funksiya x = 0  n uqtada bartaraf q ihsh  m um kin b o ’lgan  uzilishga  
eg a  (25 —chizm a).

lira /  (x )  = b *■ f  ( a ) ( b — ch ek li son)

Bu holda, ushbu

funksiya a n u qtada uzluksiz  bo'ladi:
lim / * 0 )  = lim / O )  = b = / ' ( a )

1, agar x = 0

u  z
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25 — ch izm a

2°. Endi x -+ a  da /(*) fu n k siy a n in g  lim iti m avjud  em as  
d ey lik . Bu holat, aw a lo , x —m  da  f(x) funksiyan ing  o 'n g  va cliap 
lim itlari m avjud va chek li bo 'lib , / ( a -  0 ) /  / ( a  + 0) b o 'lg an d a  ro 'y  
berad i. Shu h o ld a  funksiya  a n u q tad a  b irinch i tu r  uzilishga eg a  
dey ilad i va /(a  + 0 ) - / ( a -  0) ayirm a funksiyaning  a n uq tadag i 
sakrash i deyiladi. x  ->a  d a  f ( x )  n in g  limiti m avjud bo 'lm ayd igan  
b o sh q a  ham m a ho lla rd a  funksiya a n u q ta d a  ikk inch i tu r 
uzilishga ega deyiladi.

M asalan, 1) ushbu

I
, , ag ar **0 b o 'lsa

1 + 2 7
/ ( * ) =  J

0, ag a r x = 0 b o 'lsa

funksiya  u ch u n
lim / ( x )  = 0 ,  lim / ( jc) = 1



Y  t

уЛ 1

— ' 7 i
2 i

o í X
.

y

0

i

r - *

r - t lП  ! ....
з\ 2j c :  

1—►

1 2  3 X

2 7 - c h iz m a

D c m a k , b e r i lg a n  fu n k s iy a  r = 0 n u q ta d a  b ir in rh i tu r  u z ilish iq a  
eg a .

U n in g  0 n u q tad ag i sakrash i — 1 ga ten g  (26 — chizm a).
2). Q u y id a g i

/ ( * )  = [*]
fu n k siy a  x = p ( p — b u tu n  son) n u q tad a  birinchi tu r  uzilishga 
ega, ch u n k i (27—chizma):

lim / ( jс ) = lim [x]- p - \
x-> p- 0 *-» p - 0
lim f  (x)  =  lim [ x ]  = p

x - >  p  + О X  -»  p  + 0

3). U s h b u



/0 0  =
sin 7 , agar a- > 0  

- x , agar r < 0

fu n k siya  x = 0 nuqtada ikk inch i tur uzilishga ega, chunki x-*.+o da  
/ ( x )  = sin |  fu nksiyanm g lim iti m avjud em as.

4). D irixle funksiyasi

D(x)  =
1, agar x irratsional son bo'lsa, 

0, agar x  ratsional son  bo'lsa

R  to 'p lam n in g  har bir a n uqtada ikkinchi tur u zilish ga  ega, chunki
i-> o  da D ( x ) fu n k siyan in g  o 'n g  lim iti ham, chap lim iti ham  
m avjud em as.

5). U shbu

funksiya  uchun

. . —, agarx >0 bo'Isa
/ ( * )  =  \ x

[x, agar x < 0  bo'lsa

Jim/(*)=+*> l im / (* )= °
bo'hb, bu h in k siya  x=o nuqtada ikk inch i tur u zilish ga  eg a  bo'ladi 
(28 — chizm a).

28 — chizm a

6). U shbu f ( x )  = tgx  fu n k siyan in g  x = — nu q tad agi o 'n g  va chap  

lim itlari

/2.5*

f



lim 'gx = ^  \\m '^x = +x

bo'lad i. Deraak, i ' (x)  = tgx funksiya x = ^  nuqtada ikkinchi tur 

Jizilishga-ega.    ________________

bo'lsin . U nda fu n k siyan in g  o 'n g  va chap lim itlari ham  «>(+«;-«) 
bo'lad i. Bu holda  ham  /(* )  funksiya a nuqtada ikkinchi tur 
u z ilish ga  eg a  deyilad i.

M asalan, ushbu

D em ak, b erilgan  fu n k siya  x = o  nuqtada ikk inch i tur uzilishga  
ega.

Shund ay qilib, f ( x )  fu n k siya  a e X  nuqtada
1. uzluksiz  b o ’ladi yok i,
2. bartaraf q ilish  m um kin b o 'lgan  y ok i b irinchi tur uzilishga  

eg a  bo'lad i, y o k i
3. ik k in ch i tur u z ilish g a  eg a  bo'ladi.
1 -e s la tm a . A gar a e X  nuqta to 'p lam n in g  bir tom onli 

(ya'ni o 'n g  y ok i chap) lim it nuqtasi b o ’lsa, yu q orid ag id ek  
fu n k siyan in g  bu nuqtada uzilish i (o'ngdan y o k i chapdan  uzilishi) 
ta'rifi keltiriladi

2 -e s la tm a . f [ x )  fu n k siya  X  to 'p lam da u zlu k siz  bo'lib, 
a e X  nuqta X  to 'p lam n in g  lim it nuqtasi b o ’lsin. Bu holda  
fu n k siyan in g  a n u q tad agi qiym ati an iq lanm agan b o ’lsa  ham  
x - * a  da f ( x )  n in g  lim iti m avjud va chekli, ya'n i Urn/ ( * )  = £

{b — ch ek li son) b o 'lish i m um kin. Bu lim it m unosabatdan  
foydalan ib  X u  {a} to 'p lam da uzluksiz  b o 'lgan  funksiya tuzish  
m um kin. H aqiqatan, agar

3°. Endi x-»c i da

/(*) = _ (* *  o), /(o) = o

fu n k siyan in g  x->0 dagi lim iti +*> dir (bu holda

f ( x ) ,  agar x e X  b o ’lsa,
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deb olinsa, natijada to 'p lam da uzluksiz /* (* )  funksiya
hosil bo'ladi.

M asalan, ( =-s-!5-i funksiya ( - o c ,0 ) u ( ( » ,+ o o )  da an iq langanX
va uzluksiz. M a'lum ki,

sin X 
lim — —  = 1*-,0 x

Bu m unosabatdan  fovdalanib tu zilgan  ushbu

/* (* )  =

sin X , agar x * 0  b o 'lsa

1, agar x = 0 b o 'lsa  

funksiya R da uzluksiz  bo'ladi.

3 - § .  M o n o to n  fu n k s iy a n in g  u z lu k s iz lig i va u zilish i-

/(* )  fu n k siya  X  oraliqda an iq lan gan  bo'lsin .
1—teo ren ia . Agar / ( i )  fu n k siya  A" oraliqda m on oton  bo'lsa, 

u shu oraliqn ing  istalgan nuq tasid a  y o  uzluksiz bo'ladi, y o k i  
faqat birinchi tur u zilish ga  eg a  bo'ladi.

<  f ( x )  funksiya  X  oraliqda o 'su vch i b o ’lsin . X  n in g  
sh u n d ay  a nuqtasin i olaylikki, biror <5>0 uchun (a-rf,a+rf)c X  

bo'lsin . Shartga ko'ra V x e (a -S ,a )  u ch u n  f ( x ) < f ( a )  va Vxe(a ,a+ £ )  

u ch u n  f ( x ) >  / ( a )  bo'ladi. D em ak, f ( x )  funksiya (a - S , a ) da  
yuqoridan, ( a , a  +  S )  da quyidan chegaralangandir. M on oton  
funksiya  lim iti haq idagi teorem aga asosan

lim / ( * )  = f ( a - 0 ) <  f ( a \  (*)
x - > a -  0

lim / ( j c ) = / ( a  + 0 ) a / ( a ) ,  (**)
x - * a  + 0

bo'ladi. Agar / ( a - 0 )  = / (a  + 0) = /(a )  bo'lsa , funksiya a  n uqtada  
uzlu k siz  bo'lad i. A gar / ( a - 0 ) < / ( a  + 0) bo'lsa, shu n u qtada  
funksiya  b irinchi tur uzilishga  eg a  b o ’ladi.

A gar a nu q ta  X  oraliqning ch etk i n u q tasi bo'lsa, yu q orid ag i 
kelish u vim izga  ko'ra, bu nuqtadagi bir tom onli lim itn in g  
m avjudlig in i ko'rsatish  kifoya.

Ravshanki, f ( x )  funksiya  X  oraliqda kam ayuvchi b o 'lg a n  
holda ham m ulohazalarim iz xuddi yu q orid ag id ek  bo'ladi. ►
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E n d i m o n o to n  fu n k s iy a n in g  u z lu k s iz  b o 'lish i h a q id a g i 
te o re m a n i k e ltiram iz .

2 -te o r e m a .  Agar f(x) funksiya x oraliqda monoton bo'lib, 
uning qiymatlari to'plami Yj={f(x):xe X ]  biror oraliqdari 
iburat boHsa, a- holda bu funksiya X- danzluksiz bo'ladi.___________

< A n iq lik  u c h u n  /(*) fu n k s iy a  x d a  o ’su v ch i b o ’lsin . F araz  
q ilay lik , fix) fu n k s iy a  te o re m a n in g  sh a r tla r in i q a n o a tla n tirsa  
ham , u b iro r  a e  X  n u q ta d a  u z lu k s iz  b o 'lm a s in . U  h o ld a  1 — 
te o re m a g a  k o 'r a  u  b ir in c h i tu r  u z ilish g a  e g a  b o 'la d i. Y a'n i

f  (a -  0) < f{a  + 0) 
b o ’lad i (agar a n u q ta  X  o ra liq n in g  c h e tk i n u q ta s i b o ’lsa, (*) 
y o k i (” ) te n g s iz lik  o ’rin li b o 'la d i) . N a tija d a  

x<a, b o 'lsa , f ( x ) <  f(a-0) 
x > a, b o 'lsa , f ( x ) > f ( a  + 0) 

b o 'lib , f(x) fu n k s iy a  ( / ( a - 0 ) , / ( a  + 0)) in te rv a ld a g i fia) d a n  b o sh q a  
q iy m a tla rn i h e c h  b ir  x e X  d a  q a b u l q ila  o lm ayd i. Bu e sa  fix) 
n in g  q iy m a tla ri to 'p la m i Yf b iro r  o ra liq d a n  ib o ra t e k a n lig ig a  
zidd ir. D em ak , fu n k s iy a  a n u q ta d a  b ir in c h i tu r  u z ilish g a  e g a  
b o 'la  o lm ayd i. ►

4—§. U z lu k s iz  fu n k siy a la r  u stid a  arifm etik  am allar.
M u rak k ab  fu n k s iy a n in g  u z lu k s iz lig i

l u. U z lu k s iz  fu n k s iy a la m in g  y ig ’in d isi, ay irm asi, 
k o 'p a y tm a si v a  n isb a tin in g  u z lu k s iz lig i.

3 - te o r e m a . A gar f i x )  va g(x) funksiya lar X  c  R to 'plam da  
aniqlangan bu'lib, u larn ing  har biri a e X nuq ta d a  uzluksiz  
bo'lsa,

/ (* )f{x) ±  g(x), fix) -g{x), (g(x)*0, Vxe X )
funksiya lar ha m  shu  nuq ta d a  uzluksiz  bo'ladi.

< Bu te o re m a n in g  isbo ti lim itg a  e g a  b o ’lg an  fu n k s iy a la r  
u s tid a  a r ifm e tik  am a lla r  h a q id a g i te o re m a la rd a n  b e v o s ita  ke lib  
ch iq ad i. M a sa la n , ik k ita  u z lu k siz  fu n k s iy a  k o 'p a y tm a s i y a n a  
u z lu k siz  fu n k s iy a  b o 'lis h in i k o 'rs a ta y lik . fix) v a  g(x) fu n k s iy a la r  
a n u q ta d a  u z lu k s iz  b o 'ls in :

lim f ix )  = f i a )  , lim g ( x )  = g ( a )  .



U  h o ld a
Inn ( / ( j r ) g ( j r ) )  = lim f ( x )  ■ lim g(.v) = f ( o ) e l a )* +a jl -*a x-ta *■

bo'lib, u n dan  f ( x )  gfx)  fu n k siyan in g  a  nuqtada u zlu k siz  bo'lish i 
kelib  chiqadi. ►

3 —e sla tin a . Ikkita funksiya yig'ind isi, ayirmasi, ko'paytm asi 
va nisbati uzluksiz bo'lish idan  bu funksiyalarning har birining  
uzluksiz  bo'lish i kelib  chiqaverm aydi.

M asalan. Q uyidagi /(*) = * va

cos j r , agar **0  bo'lsa,
g(x) = <

' 0, agar x = 0 bo'lsa

funksiyalar ko paytm asidan tuzilyan  <p(x) —~v-cos^ tunksiya R da 
u zlu k siz  b o  lgan  holda g(x)  funksiya x  = 0 nuqtada uzluksiz
em as.

Y uqorida kelitirilgan  teorem a qo'shiluvchilar ham da  
k o'paytuvch ilar soni lx tiyoriy  ch ek li b o ’lgan holda ham  o'rinli 
b o'lish in i k o ’rsatish qiyin em as.

Endi teorem aning q o ’llan ilish iga  m isollar keltiraylik.
1) y  = a x " , a  = const . n e /V funksiya  R da uzluksiz.
^  Ravshanki, f ( x )  = x funksiya  R da uzluksiz. Agar berilgan  

funksiyani

k o ’rinishda ifodalash  m um kin lig in i e'tiborga olsak, 3 — 
teorem aga k o ’ra y  = ax* fu n k siyan in g  r  da uzluksizlig i kelib  
ch iqadi. ►

K eltirilgan m isol va 3 —teorem adan butun va kasr ratsional 
funksiyalar

p(x) = a0x" + atxn~' + ... + a„_,x + an,
Q ( x )  = a °X " + ‘ + -  + a , . l x  + a n

b0x m +  b l x m~' + ... + b m_,x  + b n

i ,  o 'zgarm as sonlar, n e N . m e N )  o'z  
an iq lan ish  to'plam larida u zlu k siz  bo'lish i kelib  chiqadi.

2 ) . y  = igx, y  = ctgx. y  = see y  = cos ecx funksiyalar o' z an iq lanish  
sohalarida uzluksiz. H aqiqatan, bu funksiyalar uzluksiz

1?9



fu n k s iy a la rn in g  n isb a ti o rq a li ifo d a lan ad i.
2U. M urakkab fu n k s iy a n in g  u z lu k siz lig i у = Д х )  fu n k siy a  Л 

to 'p ia m d a , 2 — <p(y) fu n k siy a  esa  ) to  p la in d a  a n iq la n g a n  bo  lib, 
u la r  y o rd a m id a  r -<p(J\x)) nnurakkab  fu n k siy a  tu z ilg a n  b o  lsin  (4 
b o b n in g  1 -  § ig a  q a ran g ).

4 - t e o re m a  Agar 7  = / и )  funksiye- a e X — wiqtada, : = g>(y) 
funksiya esa a nuqtaga mos kelgan ya = Д а )  nugtada uzluksiz 
bo'lsa, 2 = <p{f(x)) murakkab funksiya a nugtada uzluksiz bo'ladi.

■4 у = f[x) fu n k s iy a  a e X  n u q ta d a , z  = ?>(.v) fu n k s iy a  esa  m os 
va = Д а )  n u q ta d a  u z lu k s iz  b o 'ls in .

T a 'r ifg a  k o 'r a
Vs > 0.3 O- > 0,|v -  y„\< V : \<p(y) -  <Р(Уй)\ < b  
a  > 0 , 3 S  > 0 , \ x - a \ <  5  : |  / ( * ) -  f ( a )  |<  cr

b o 'l ib ,
V s  > 0 ,3  ,? > 0 , |ж -  a I < S '■ \<p ( f  (x)) - ( /  ( a )) | < e -

b o 'la d i. D em ak , r = <p(Rx)) fu n k s iy a  a n u q ta d a  u zluksiz . ►
M iso lla r q a ray lik . 1) = (e>l) R to 'p ia m d a  o 'su v ch i

fu n k siy a . H a r  b ir  y> 0 d a  *=log, y n in g  m av ju d  b o 'l is h id a n  
b e r ilg a n  fu n k s iy a n in g  q iy m a tla n  Y = {a* : xz R} = (0,-н») o ra liq n i 
ta sh k il e tish i k e lib  ch iq ad i. D em ak, y=a*  fu n k s iy a  R d a  uzluksiz .

2). _у = 1оа^х ( a>l )  Bu fu n k siy a  ^ = ( 0 ,+®) o ra liq d a  o 'su v ch i. 
U n in g  q iy m a tla ri }’ = {log „ л:: л е  (0,+ao)} = R n i to  ld irad i, ch u n k i 
h a r  b ir  y e R  u c h u n  x  = a y m avjud . D em ak , y  = log„x (я>1) 
fu n k siy a , (0,+cc ) d a  u zluksiz .

Y u q o rid a  k e ltir i lg a n  k o 'rsa tg ic h li va lo g arifim ik  
fu n k s iy a la rn in g  0<a< i  b o 'lg a n d a  u z lu k siz  ek an lig i h am  2 
te o re m a d a n  k e lib  ch iq ad i.

3). у = хр (л>0) d a ra ja li fu n k siy an i q aray lik . Bu fu n k siy an i

У = X м =  a M'°ê° x ( a > 0 , а Ф 1 )
k o 'r in is h d a  ifo d a la sh  m u m k in . A gar /¿log „ x fu n k s iy a  (0 ,+® ) da, 
a” fu n k siy a  e sa  R d a  u z lu k s iz  ek an in i e 't ib o rg a  olsak , и h o ld a  
m u ra k k a b  fu n k s iy a n in g  u z luksiz lig i h a q id a g i te o re m a g a  
a so s lan ib  y  = x» fu n k s iy a n in g  (0.+® ) d a  uzluksiz. b o 'lish in i 
topam iz .

5 —§. Lim itlarni h iso b la sh d a  fu n k siy a n in g  u z lu k siz lig id a n
foy d a la n ish



y  = f ( x ) funksiya X c : R  to 'p lam da an iq lan gan  bo'lib, a nuqta  
X  n ing lim it nuqtasi b o ’isin. r = </>(y) funksiya esa  Y c R  
to 'p lam da aniq langan. Bu funksiyalai yordam ida z = tp(f(x)) 
m urakkab funksiya tuzilgan  bo'lsin.

Agar b m f ( x )  = y a m avjud bo'lib, z = <p(y) funksiya i , n u qtada  

uzluksiz  bo'lsa, u holda lim <p{ f ( x ) )  m avjud va 

lim < p ( f ( x ) )  = < p ( y a )
x  —> a

ten g lik  o ’rinli bo'ladi.
A ytaylik  x~> a da f ( x )  -> va <p(y ) funksiya >■„ nuqtada  

uzluksiz, ya'n i y - > y 0 da <p(y) -> <p(y0 ) bo'lsin . U  holda murakkab  
fu nksiyanm g lim iti haqidagi teorem aga asosan (qaralsin, [1], 
4 —bob) x —>a da <p(f(x)) funksiya liin itga  eg a  va  

lim ( p { f ( x ) )  = lim < p ( y )  =  < p ( y 0 )
x - > a  y->> '„

tenglik lar o'rinli. Bu tenglik lardan uzluksiz  funksiyalar uchun  
funksiya ishorasi ostida lim itga o 'tish  qoidasi kelib  chiqadi:

lim < p ( f  ( x ) )  = i» (lim f { x ) )
x  a  x  - f  a

X ususan, f { x )  = x  bo'lsa,
lim (p ( x ) = (p i  lim x ) =  cp i  a )

a  x-> a

5 .5 —m isol. Q u y id ag i

lim (1 + p x )  T i p  e R , u  *  0 )0
lim itni h isob lang.

<  Biz buni lim (1 + p x ) ^  = lim ((1 + p x ) TT) M k o ’rinishda
x  0 x  -> 0

yozib  olam iz. R avshanki, x - > 0  da y  =  t a -> 0 bo'ladi. Bundan  
q u yidagin i topam iz:

lim (( 1 + p  x ) M = lim (1 +

Shu m iso ld an  foydalanib , lim (1 + —)" lim itni ham h isob lash

y - >  0

x,1 +
“ Tl

m um kin. B undan x s R ,  x * Q .  Ravshanki, - e R  da va da
n

— ^ y —yO. Shunin g u ch u n

lim (1 + —)" = lim ((1 + y ) ' ) x = (lim (1 + y ) f ) ‘  =  e x .*-* « n 0 >—0



5 .6 —m is o l  Q u y id ag i lim itlarn i h isoblang.

a) lim log ° (-1 + x \ . = ioy „ <? (birinchi m uhim  limit,
A'

a > 0, a ^  1 )

b) lim - = In a (ikkinchi m uhim  lim it a >  0, a *  1 )

v) lim +---~------ = a  (uchunchi m uhim  lim it).
j -»0 X

■4 Bu m unosabatlarni isb otlash d a  logarifm ik, ko'rsatkichli va  
darajali funksiyalarn ing u zlu k sizh g id an  foydalanam iz. 
Darhaqiqat,

a) h o ld a

lim log o(1 + = lim log ( \  + x)* = log a (lim (1 + x ) ?) = log a e
x->  0 Y or—> 0 x - » 0

b) holda esa  a' -1 = t deb x —>0 da t —>0 b o'lish in i e'tiborga olib  
topam iz:

lim —------ = lim   ------   = --------------------— = - -  = In a
,.*> x ,-,0 log (1 + 1) - l oga e

log a (lim (1 + 0 )
/-*0

N ih oyat v) h o ld a  (l + *)“ - 1 = r deb, so'ngra a = v a  -r_^0 da

i-+0 b o ’l is h in i  h i s o b g a  o lsak ,
,. (l + x )a - I  ,. t  (  t ln(l + 0  ln (l+x)
lim -   = l im - = lim ---------------—   ----------------
x->0 X  *-»° X  *-“ \ l n ( l  +  i )  l n ( l  +  x )  x

k e l ib  c h iq a d i .
5 . 7 —m i s o l .  Tkkita f ( x )  va g {x) funksiya  X a R  to 'p lam da  

an iq lan gan  v a  f ( x ) > 0. a nuqta X  to 'p lam n in g  lim it nuqtasi 
bo'lsin .

A gar
lim /  (x) = b <b> 0), lim g  (x) = c
x -+ a

lim itlar o'rinli bo'lsa,
l im ( / ( x ) ) g(‘) = h c
x —*a

. b o 'l i s h i  is b o t la n s in .
<  H a q iq a ta n ,  ( J ( x ) ) g'x! tu n k s iy a n i

( / ( * ) )  gU) = e g{xVjlfM 
ko'rin ishda ifodalab, so'ngra ko'rsatk ich li ham da logarifm ik  
funksiyalarning u zlu k sizlig id an  foydalanib, quyidagim  topam iz:
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lim (/•(*))*■*> = lim = , . h?.'f,' ,h !i= . '<' ) =
, r - > «  .v —» tj

e ' 1,1 * = e 1,1" = h
O d a td a  (J  (x))* ' funksiya darajali —ko 'rsa tk ich li funksiya deb 
a taladi.

D ara ja li— ko 'rsa tk ich li ( /  ( v))*(v’ funksiya quy idag i
1) I™ f ( x )  = 1, lim g (x ) = oo •

x —>n x  ■ >a

2) lim / (x) = 0. lim g (x )  = 0
.x - > o  x~> a

3) lim f ( x ) =  + c o  i lim g( x )  = 0
-v—>a ' x - > o

h o lla rd a  a w a l (4—bob, m ashqlar) o 'tgan im izga o 'xshash,
an iqm aslik larn i ifodalaydi. x —>a d a  ( / ( x ) ) '?(v) funksiya 1) ho lda 
1 * 2) h o ld a  0° 3) ho lda x° k o 'r in ish d ag i an iqm aslik lar deyiladi.

5 .8 —m isol. U shbu

f  a '  + h x -
(a > 0, b > 0)lim «-> o

lim itn i hisoblang.

+ b x V  ,
     ifoda x —»0 da 1 ko'rin ishdagi aniqm aslikdan

iborat. Uni och ish  uchun lim it ishorasi ostidagi funksiyani qu lay  
ko'rin ishda yozib  olib, keyin  lim itga  o ’tamiz:

a*-l+bx-l
\L ~ 71 f "  2 ) u

\ a’ - \ + b '  - \  V I, a’ -1 + bx~\(ilm ~ lim - -  r  + 1 =lim 1 +

j.. | , a' -1 + 6*-1V
* H  "2 1 + ------ ;------  = £- =

-l-H&M 2x

D em ak, .v-M) da berilgan fu n k siyan in g  lim iti Jab ga  ten g . ►

6 —§. U z lu k siz  fu n k s iy a la r n in g  x o ssa lar i

Biz ushbu paragrafda n u qtada ham da oraliqda uzluksiz  
b o'lgan  funksiyalarning xossalarin i o'rganam iz.

1°. N u q ta d a  u z lu k siz  b o 'lgan  fu n k s iy a n in g  x o ssa la r i (lokal 
x o ssa la r ). /(.<■) funksiya x ^ R  to ’plam da aniqlangan,
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-v0 е Л \ х „ ) с: X  : (S  > <>) bo'lib , / ( x)  funksiya r0 nuqtada  
uzluksiz bo'lsin:

lim / ( x )  = / ( x 0)

C hekli lim itga  ega  bo'lgan  funksiyalarning xossalaridan  (3 — 
b ob n in g  4 —§ ig a  qaralsin) ioyddldiiib,— *, n uqtada uzlu k siz  
b o'lgan  funksiyalarning ham  quyidagi xossalarini ayta olamiz:

1). Agar /(* ) fu n k siya  x 0 nuqtada u zlu k siz  bo'Isa, u h o ld a  x 0 
nuqtan ing etarli k ich ik  atrofida funksiya chegaralangan  bo'ladi.

2). Agar f ( x )  funksiya  x 0 nuqtada uzluksiz va f ( x ) *  0 bo'lsa, 
u holda, x 0 n u q tan in g  yetarli k ich ik  atrofidan o lin gan  barcha x 
nuqtalarda funksiya  q iym atlarining ishorasi /(*„■> ning ishorasi 
kabi bo'ladi.

1 -n a ti ja .  A gar /(x) funksiya x 0 nuqtada u zlu k siz  bo'lib , bu  
n uqtan ing  yetarli k ich ik  atrofidan o lingan  .* nuqtalarda un ing  
qiym atlari m usbat ham m anfiy ishorali b o ’laversa, funksiyan in g  
x 0 n u q tadagi qiym ati n o lg a  ten g  bo'ladi.

3). Agar f ( x )  funksiya x 0 nuqtada u zlu k siz  bo'lsa, u holda  
V e > 0  uchun  x 0 nu q tan in g  shunday yetarli k ich ik  atrofi 
topiladiki, bu  atrofdan o lingan  ix tiy o n y  x ' , x "  uchun  
\ f ( x ' ) -  f i x " ) \ < s  bo'lad i.

■4 H aqiqatan, f { x )  funksiya x 0 nuqtada uzluksiz

b o 'lg a n lig id a n  Ve > 0 son olinganda ham, -  ga ko'ra sh u n d ay

<5>0 son top ilad ik i, | x - x 0|< £  ten gsiz lik n i ganoatlantiradigan

barcha x  lar u ch u n  |/(x )  -  /(x„)| < |  ten gsiz lik  bajaiiladi. x 0

n uqtan ing  yetarli k ich ik  atrofidan o lingan  x ' , x "  nuqtalar uchun  
ham

| / ( x ' ) - / ( X o ) | < | ,  | / ( x " ) - / ( x 0) |<  I

tengsizlik lar o ’rinli bo'lib, undan | / ( x ' ) - / ( x * ) |<e  ten gsiz lik  kelib  

chiqadi.
F u n k siyan in g  nuqta atrofidagi xossalari u n in g  lokal xossalari 

deyiladi.
2°. S e g m e n td a  u z lu k siz  bo'lgan  fu n k siy a la rn in g  x o ssa la r i 

(g lo b a l x o ssa la r ). A ytaylik, f ( x )  funksiya



■A

| a , b ] = { t  : x  e R , a < x < h \ 
seg m en td a  an iq lan g an  bo 'lsin .

5 -te o r e m a . (B olsano—K oshining birinchi teoreinasi). Agar 
f( . \ )  funksiya  | j . / . | segm entda  uzluksiz bo'lib seg m en tn in g  chetk i 
nugta larida  har xil ishorali qiym atlarga ega bo'lsa, u holda  
sh u n d a y  c (a < c < b) n u g ta  topiladiki, u nuq ta d a  fu n ksiya  nolga  
a y  lañad i:

f i e )  =  0
Bu teo rem a geom etrik  n u q tay i nazardan, uzluksiz egri chiziq 

OX o 'q in in a  bir tom onidan  ikk inchi to m o n iaa  o 'tish d a  uni

X

< f ( x )  funksiya  \a.b\ d a  uzluksiz  bo 'lib , f ( a ) < 0 , f ( h ) > 0  bo 'lsin ,
( / ( a )  >0, f (b)  < 0 b o ’lg an  hoi ham  sh u n g a  o 'x shash  qaralish i

m um kin). [a ,6) seg m en tn in g  — h n u q tasin i olib, b u  n u q ta d a

f ( x )  funksiyan ing

qiym atin i qaraym iz. A gar / ( a + ̂ ) = 0 bo 'lsa, c= ^^~  deb  olinib, 

u n d a  / ( c )  = 0 va dem ak, teo rem a  isbot e tilgan  b o 'lad i. A gar 

/ ( - y - ) * 0 bo 'lsa , , — +—~, b seg m en tla rd an  chetki

n u q ta la rid a  f ( x )  funksiya  tu rli ishorali q iym atga eg a  
b o 'lad ig an in i olib, un i |a,,2>,] orqali belgilaym iz. Demak, 
/(a ,) < 0,/(A,) > 0 bo 'lib , I«,,*,] seg m en tn in g  uzun lig i esa

b, — ax = ——- b o 'lad i. S o 'ng  [ax, b x\ seg m en tn in g  a' +b' nuq tasin i
2 2

olib, bu  n u q tad a  f ( x )  n ing  q iym atin i qaraym iz. A gar / ( - ' - L) = 0



b o'lsa  c = a-  + h' deb  olinib, unda f \ c )  = 0 va bu holda  teorem a
2

a ,  + b,
isbot bo'ladi. Agar y(°'*-'L)*0  bo'lsa,

segm en tlard an  chetki nuqtalarida /(*) funksiya turli ishorali 
qiym atqa eq a b o'lad iganin i olib, uní \ a 1.b ¡ | deym iz. Bu holda

/(<*,) < 0,/(í>2) >0 va |o 2.AJ seg m en tn in g  uzunlig i A2- a 2= - - -

b o ’ladi. Bu jarayonni davom  ettiraveram iz. N atijada y o  chekh  
son d agi qadam dan  k ey in  segm en tlarn in g  o'rtalarini ifodalovchi 
nuqta sifatida shunday c nuqtaga kelam izki, u nuqtada funksiya  
n o lga  aylanadi, dem ak teorem a isbot bo'ladi, yok i jarayon  
ch ek siz  davom  etib, ichm a —ich  joylash gan

[ a ,  , b l ], [ a  2 , b 3 [ a „  , b „  ],... 
segm en tlar  ketm a —ketlig i h osil bo'ladi. Bu ketm a —k etlik n in g  
um um iy hadi da /(a„)< 0, / ( f c j >0 bo'lib, n in g

u zlu k siz lig i = 0 da) bo'ladi.

Ichm a —ich  joy lash gan  segm en tlar  prinsipiga asosan  sh u n d ay  
n u q ta  m avjudki

limo„ = limbn - c  ( c  e  ( a , b) ) .

f ( x )  íu n k siyan in g  \ a . b \  da  u zlu k siz  bo'lish idan  foydalanib, 
topam iz:

a n —> c = > f ( a n) - >  f ( c )  v a  f ( a „  ) < 0 => / ( c )  < 0, 
6 , - > c = * / ( é „ ) - > / ( c )  v a  f ( b j > 0 = > / ( c ) > 0 ,

K eyingi tengsizlik lardan  esa /(c) = 0 b o 'lish i kelib  chiqadi. ►
Isbot etilgan  teorem a k o 'p g in a  tatbiqlarga ega, jum ladan u 

ayrim  tenglam alar yech im in in g  m avjudligini ko rsatish va ularni 
taqribiy y e c h ish  im konini beradi. M asalan,

sin x -  x + 1 = 0 (5 .2 )
ten g lam an i qaraylik. Ravshanki, / ( x )  = s in x - x  + l R da uzluksiz. 
Jum ladan, bu  funksiya |0 ,t t ]  seg m en td a  ham uzluksiz  bo'lib , 
seg m en tn in g  chetki nuqtalarida: /(0 )  = I > ()./(*•) = - n  + 1 < 0

5 — teorem aga  asosan f ( x )  funksiya |0 ,t t ]  oraliqning h ech  
b o'lm agan d a  bitta nuqtasida n o lga  aylanadi, ya'ni berilgan  (5.2) 
ten g lam an in g  |o . ?r ] oraliqda y ech im i mavjud. |0 ,tt]  segm en tn i

[0?y ]  va  [ - - ■ * ]  segm entlarga  ajratib, [ y . f f ]  n in g  ch etk i
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Dem ak, (5.2) tenglam aning y ech im i I oraliqda yotadi. Bu

jarayonni davom  ettiraverish natijasida sin x  -  x  +  1 = 0 
ten g lam an in g  taqribiy yech im i kerakli an iglikda topilish i 
m um kin.

6 —teorem a. (B o lsa n o -K o sh in in g  ik k in ch i teorem asi). Agar 
f ( x )  fu n ksiya  (u . fc | segm en tda  uzluksiz  bo'lib, u n in g  cfretki 
nuqta larida  f ( a )  = A.  f ( b )  = b  qiym atlarga ega va A * B bo'lsa, A 
va B orasida har qanday C son o linganda ham  a bilan b orasida  
fkam ida  bitta) sh u n d a y  c nuq ta  topiladiki,

f ( c ) = C
bo'ladi.

<  A niq lik  uchun  a < b  b o 'ls in . Lxtiyoriy C e ( A ; B )  olaylik . 
Yordam chi <p(x) = f ( x )  -  C fu n k siya  tuzamiz. Ravshanki, bu  
funksiya seg m en td a  uzluksiz va bu segm en tn in g  chetk i 
nugtalarida ¡p(a) = A - C < 0  <p(h)= B -  C > 0 qiym atlarni qabul qiladi. U  
holda B o lsa n o -K o sh in in g  b irinchi teorem asiga k o ’ra a b ilan h 
orasida sh u n d ay  c nugta top ilad ik i, <p(c) = 0 ya'ni f { c )  =  C bo'ladi. 
►

2—natija . Agar /(x) funksiya  biror x  oraliqda (yopiq  yok i 
ochiq , chek li yok i cheksiz) u zlu k siz  bo'lsa, u holda funksiyan in g  
barcha qiym atlari to'plam i biror Y oraliqdan iborat bo'ladi.

J = { f i x ) : x  e X )  t o ’p lam n in g  aniq quyi chegarasi m aniq  
yuqori ch egarasi M  b o ’lsin:

m = inf Y , M  = sup Y
*eX x̂ .X

Bunda m va M  lar ch ek li son  yo k i oc bo'lish i m um kin. A nig  
chegaralarn ing  ta'rifiga binoan, V x e X  uchun m< f ( x ) < M  bo'ladi. 
Endi /(.r) funksiya qiym atlari to 'p lam i (m . M  ) intervalda tashkil 
etish in i ko'rsatam iz. Bu intervalda ixtiyoriy C sonni olaylik: 
m < c < M . U h o ld a  sh u n d ay A  va B  sonlar topiladiki,

m < A < C < B < M 
b o  ladi. Bu A  va b  sonlarni A  =  f ( a ) , f í  = f ( b )  deb  qarash  
m um kin ( a e A . b e  X  ) . Isbotlangan  teorem aga asosan a bilan b 
orasida sh u n d ay c son  m avjudki, f ( c )  = C b o ’ladi. O lingan  C son  
{ m . M )  in tervaldagi ix tiyoriy  so n  bo'lgan idan , bu interyaldagi 
barcha qiym atlarni f ( x )  funksiya q ab u l q ilish i kelib chiqadi. ►

7 —teorem a. (V ey ersh tra ssn in g  b irinchi teo rem a si). Agar

n u q ta la r id a  f  ( — ) = 2 -  ~  > o j  ( n  ) < 0 bo 'l ish in i topam iz .
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j  (x) funksiya  [a,A] seg m en td a  uzluksiz  b o ’lsa, funksiya shu 
seg m en td a  ch eg ara lan g an  bo 'lad i.

•4 T eskarisin i faraz qilaylik, y a 'n i [a. A] da uzluksiz  b o 'lg an  
/(x ) funksiya  u n d a  ch eg ara lan m ag an  bo 'lsin . U ho lda [a.b\ da 
sh u n d ay  x„ n u q ta  topiladiki, shu n u q ta  u ch u n  |/(x ) |> n  (n = l,2. ...) 
Tengsizhk o ’rinli bo 'ladi. x„ k e tm a —i c e t l i k d a n Bolsano 
V eyersh trass lem m asiga asosan  yaq in lashuvchi qism iy x„t 
k e tm a —k etlik  ajra tish  m um kin: x„ ->x0.jc0e [<?,*] /(x ) funksiya
\a,b\ da uzluksiz. U nda / ( x „ J - + / ( x 0) b o 'lad i. Bu esa | / ( x j | > n  ya 'n i 
/ (* .) -» 00 deb  q ilgan  farazim izga ziddir. D em ak, funksiya [a, 6] da
cheg ara lan g an . ►

4 -e s la tm a .  K eltirilgan teorem a shartidag i oraliqn ing  
seg m en t b o 'lish i m uhim dir. Bu shart bajarilm asa, teo rem a o'rinli

b o 'lm asd an  qolishi m um kin. M asalan, / (* )= -  funksiya (0.1)

o ra liqda uzluksiz  b o 'lsa  ham, shu  ora liqda chegaralanm agan .
5 -e s la tm a .  Funksiyan ing  b iror o ra liqda chegara langan  

b o ’lishidan, u n in g  shu oraliqda uzluksiz  bo 'lish i har doim  ham  
kelib  ch iqaverm aydi. M asalan, D irixle funksiyasi D(x)  

ch eg a ra lan g an  b o 'lsa  ham  u uzluksiz  em as.
8 —teorem a. (V eyershtrassning ikk inch i teorem asi). A gar 

f ( x)  funksiya  [a,b\ seg m en td a  uzluksiz  b o ’lsa, funksiya shu 
seg m en td a  o 'z in ing  an iq  yuqori h am da an iq  quyi chegara lariga  
erishadi, y a ’ni [a,b] da  sh u n d ay  x, va x; n u q ta la r topiladiki,

/(x.) = sup{/(*)}, / U H n f  {/(*)}•
«jai]

ten g h k la r  o 'rin li b o ’lddi.
< V eyersh trassn ing  birinchi teo rem asiga  k o 'ra  /(x ) funksiya

[a,b\ da chegara langan . M odom iki, {/(x):xe [a:í>]} to 'p lam  
ch eg a ra lan g an  ekan, un d a  b u  to 'p lam n in g  aniq yuqori ham da 
an iq  quyi ch eg ara la ri mavjud.
Biz u larn i

su p  {/(*)}=Â  in f  {/(*)} =
•xe[a,£)] ■*e[o,6]

orqali belgilaylik .
Endi [a,b] seg m en td a  /(x) funksiya M va m q iym atlam i 

qabul q ilad igan  n u q ta la r m avjudligm i ko'rsatam iz. Teskarisini
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faraz qilaylik , ya'nj / (v) funksiya [a,ft] segm en td a  o'zin ing aniq 
yuqori chegarasi A/ ga erishm asin. U holda Vxe[w./>] lar uchun  
f { x ) < M  ten g siz lik  o'rinli bo'ladi. Q uyidagi

funksiyan i qaraylik. Ravshanki, bu funksiya [a,b\ segm en td a  
uzluksiz. V eyershtrassn ing birinchi teorem asiga ko'ra tp(x)

funksiya  [u,/>] da chegaralangan. Dem ak, Vxe[a,A] lar uchun  
ushbu

ai(.v) = ------ !----- (a = const, a >O')

ten g sizh k  o'rinli. Bundan

f ( x ) < M - ^ ~

bo'lish i kelib  ch iqadr Bu esa u  = sup{/(i-)} ekani zid. Dpmak, /(* )  
fu n k siya  \a,b] seg m en td a  o'zin ing  aniq yuqori chegarasiga
erishadi, ya 'n i [a,*] da shunday x, nu q ta  mavjudki,

/(*,)=sup {/(*)}
bo'lad i. H uddi shunga o'xshash  /(* )  funksiya [a,b] segm en td a  
o 'z in in g  aniq  quyi chegarasiga erish ish  k o ’rsatiladi. ►

6 -e s la tm a . A gar /(:«) funksiya  och iq  oraliqda (intervalda) 
u zlu k siz  bo'lsa, funksiya shu oraliqda o 'zin in g  aniq  chegaralariga  
erishm aslig i m um km . M asalan, /(x )  = x! funksiya (0.1) intervalda  
uzluksiz. Bu funksiya uchun  sup*2 =l.infV = 0 bo'ladi. Am m o
fu n k siya  o 'z in in g  sup va inf q iym atlariga (0.1) intervalda
erishm aydi.

O datda fu n k siyan in g  biror oraliqdagi xossalari un ing  g lobal 
xossalari deb ataladi.

9 - te o r e m a . (teskari fu n k siyan in g  m avjudligi). Agar f ( x )  

fu n k siya  X  oraliqda aniq langan, u zlu k siz  va qat'iy  o'suvchi
(qat’iy  kam ayuvchi) bo'lsa, bu funksiya qiym atlaridan iborat 
Y = { f ( x ) : x e x }  oraliqda teskari f ' ( y )  funksiya m avjud bo'lib, u 
uzlu k siz  va q at'iy  o'suvchi (qat'iy kam ayuvchi) bo'ladi.

■4 /(x )“ fu n k siya  X  oraliqda uzluksiz b o ’lgani uchun uning  
qiym atlari Y oraliqni tu tash  t o ’ldiradi. Dem ak, har bir y 0 e  Y 
u ch u n  X  da sh u n d ay *0 top ilad ik i, f ( x 0) = y0 bo'lad i. Bunday
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yae)  ga m o s k e la d ig a n  x„ nuqta X  da y agon a  bo'ladi. 
H aqiqatan ham, agar A' oraliqda v, dan katta yok i k ich ik  
b o'lgan  x  nuqta  o lin ad igan  bo'lsa, f ( x )  funksiya o'suvchi 
b o'lgan i uchun  f { x ' )  = y ‘ ham  >•„ dan katta yok i k ichik bo'ladi. 
Shunday qilib, ) oraliqdan olingan har bir y  ga A' da unga m os 
k elad igan  yagoria shunday x  topiladiki, f { x ) = y  b o 'la d i. D em ak,- 
Y oraliqda teskari x = /''(>') funksiya m avjud. Endi x = j  ' ( y )  

funksiyam ng ) da qat'iy  o 'suvchi bo'lish in i, ya'ni 
y,eY.  y1eY,y l < y 2 b o 'lg a n d a  x1<x,  ten gsiz lik  o'rinli 
(x, = / ' ,(>I),xJ = y^1(yJ)) b o 'lish in i ko'rsatam iz. Teskarisini faraz 
qilaylik: y, < y,  b o 'lg a n d a  x,>x2 bo'lsin . U h o ld a  y  = f { x )  funksiya  
X  da qat'iy  o 'su vch ilig id an  /(x ,)> /(x ,)  ya'n i y , > y 2 bo'lad i Bu 
esa  >,<>2 deb  o lin ish iga  ziddir. Dem ak, x = f - ' ( y )  funksiya ) da  
qat'iy  o'suvchi.

N ihoyat, m on oton  funksiyaning uzlu k sizlig i haqidagi 
teorem aga k o ’ra, x = /  '(;■■) funksiya Y oraliqda uzluksiz bo'ladi.

y = f ( x )  funksiya X  da kam ayuvchi b o 'lgan d a  ham teorem a  
yu q orid ag id ek  isbotlanadi. ►

7 - § .  F u n k siy a n in g  tek is  u z lu k s iz lig i.
K antor teorem asi

y  — f i x )  fu n k siya  X  to 'p lam da aniq langan bo'lib , x0 e  X  
nuqtada u zlu k siz  bo'lsin . Funksiya u zlu k sizlig i ta'rifiga ko'ra, 
Ve>0 son u ch u n  sh u n d ay  <50 >o  son  top ilad ik i, | x - x 0|<<50 
tengsizlik  o'rmli bo'lish id an  | / ( x ) - / ( x 0)|< e  ten gsiz lik n i o'rinli 

bo'lish i kelib  chiqadi. Bu ta'rifdagi S 0 son  a w a l ta'kidlab  
o 'tgan im izd ek  e  ga bog'liq : <50 = <50(e). A ytaylik  /(x) funksiya X  

n in g  (X j * x 0) n u q tasid a  ham  uzluksiz bo'lsin . Yana ta'rifga 
ko'ra, Vf>0 son  u ch u n  shunday S l > 0 son  top iladiki, |x-x,|<<5, 
dan | / ( x ) -  / ( x 0 ) | <  e  k elib  chiqadi.

f ( x )  fu n k siyan in g  x =  x0, x  = x, nuqtalarida uzluksizlig i 
ta'rifidagi ^>0 son bir hil bo 'lgan  holda ham u n ga m os 
kelad igan  S„ va S, sonlar, um um an, turlicha bo'ladi, ya'ni 
funksiya bir n ech a  nuqtalarda uzluksiz bo'lganda, uzluksizlik  
ta'rifidagi 5>0 son faqat s > 0 gagina b o g 'lig  bo'lm asdan,
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qaralciyotgan nuqtaga ham bog'liq  bo'ladi. Shuru ham aytish  
kerakki, agar 8 -  min{ 8a, 8 l } deb olinsa, bu ¿> 0  son x„ va x, 
nuqtalarga baravar yarayvpradi, chunki |jr-.r0|<rt dan |a -jt0| < î 0 
va |.v x, |<îî dan |jc -  *, | < 8t kplib chiqadi. Misollar qaraylik:

l )  f ( x ) =x1 funksiya [ 0 , i ]  segm en td a  uzluksiz, jumladan  
o e  (0 . 1 1 nuqtada uzluksizdir. Ta'rifga ko'ra, Vk> 0  son u chun  
S = Jli' + e -  a deb olinsa, \ x - a \ < S  bo 'lganda

IJ  (x )  -  f  (a)  | = |x " -  a 21 = |r — a||jc -  a + 2a\ < S  (8  + 2a)  =

= (y/a 2 + e -  a ) 1 + ( J a  2 + s  -  a ) ■2 a  < e

b o  ladi. D pinak, 8 = Ver + e -  a b o 'lib , £->0 b ila n  b irg a  q a ra la y o tg a n  
a e (0.11 n u q ta g a  h am  b o g 'l iq  ek an . B iroq,

ô  = min S  = min ( V a 2 + e -  a)  = min — ■ — ------= ------- --------
-  —  - 1 °‘ia" y [ ^ TT 7 - + a  I +  V T + T

deb olinsa, \ x - a \ < 8  dan \x -  u\< 8 kelib chiqadi. Shu sababli bu  
<S>0 son  [0 , 1] seg m en tn in g  barcha nuqtalariga to'g'ri keladi.

Shund ay qilib, / (  x) = x* funksiya  [0,1J seg m en tn in g  
nuqtalarida uzluksiz bo'lish i ta 'n fid agi ¿>0 son ¿->0 son b ilan  
birga qaralayotgan nuqtalarga b o g 'liq  b o'lsa  ham, sh u n d ay iî>0  
topiladiki, u [0,1] seg m en tn in g  barcha nuqtalariga yaraydi, 
b osh q ach a  qilib aytganda, shu 8 > 0 son  fagat e gagina  b o g 'liq  
bo'lib , qaralayotgan nuqtalarga b o g 'liq  em as.

2 ) f(x )= ~  fu n k s iy a  (0,1] o ra liq d a  uzluksiz , ju m la d a n  a e (0 ,1] 

n u q ta d a  u z lu k s izd ir . T a 'r ifg a  k o 'r a  Ve>0 so n  u c h u n  S = — — d eb
1 + as

o lin sa , \x -  a\< 8 b o 'l g a n d a

| / ( * ) -  / 0 0 |
1 1 | * - « |  1 e a 1 1 < — •    — = e

ax a 1 +  a e  ea

1 +  a e
bo 'lad i. Demak, 5 n in g  tan lan ish  e > o  bilan  b irga « e(0 .l]  
n u g ta g a  b o g ’lig. Biroq, bu  h o ld a  8 n ing  a e (0 ,l | b o 'y ich a  
m inim um i

~  e a 2S = min S  = min ---------- = 0
«¿[o.i ] \ + a g

Bu esa /(* )= -  funksiya (0,1] o ra liqn ing  n u q ta larid a  uzluksiz



b o ' l i s h i  t a ’r if id a g i  ¿¡>0 s o n  ¡. s o n  b i la n  b ir g a  q a r a la y o t g a n  
n u q t a la r g a  b o g ' l i q  v a  ( 0 ,  ] ] o r a l iq n in g  b a r c h a  n u q t a la r ig a  
y a r a y d i g a n  ä > 0  s o n  m a v j u d  e m a s l ig i n i  k o 'r s a t a d i .

8 - t a ' r i f .  A g a r  V s > 0  s o n  u c h u n  s h u n d a y  л > 0  s o n  t o p i l s a k i ,  X 
t o ' p l a m n i n g  |x ' -  x"| < 6 t e n g s i z l i k n i  q a n o a t la n t i r u v c h i  i x t iy o r iy  

x' v a  x" ( x '  e  X  . x "  e  X )  n u q t a la r id a

I f i x ' )  -  /  (дг")| < £• 
t e n g s i z l i k  b a ja r i ls a ,  f ( x ) f u n k s iy a  X t o ' p l a m d a  t ek i s  u z l u k s i z  d e b  

a t a la d i .
f \ x )  f u n k s iy a n in g  t e k i s  u z l u k s i z l ik  t a 'r i f id a g i  S>  0 s o n  s>  0 

s o n g a g i n a  b o g ’l i q  b o ' la d i .
5 .9 -m iso l.  U shbu

f ( x )  = \ [ x
f u n k s iy a n in g  X  =  [1.2] s e g m e n t d a  t e k i s  u z l u k s i z l i g i  k o 'r s a t i ls in .

4  V e > 0  uchun  <5 > 0 sonn i s = 3 f  deb olsak, u holda  
Vx' e  [1,2]. Vx" e  [1,2] lar uchun |x" -  x'| < S ten gsiz lik  bajarilganda

i /—  i—  i \x " -  x '\ \x " -  x '\ sk / ^  -  \ß ? \ = 1 ____ 1 , =  < L— — 1 < T  = «
1 1 + V Ï V  + V x ^  3 3

bo'ladi. D em ak, у  =  Vx  ̂ funksiya [1,2] oraliqda tek is uzluksiz. ►
5 .1 0 -m is o l . Q u yid ag i

f ( x )  = sin —
— x

f u n k s iy a  X  = (0,1) in t e r v a l  d a  t e k i s  u z lu k s i z  e m a s l ig i  k o 'r s a t i l s in .

<  H aqiqatan  ham, e>0 sonni, m asalan, e = -  deb  olib,

x . x " e (0,1) nuqtalar sifatida
1 » 2x =  , x  = — ——  ( n e N )

пж (2n + 1 ) tc

qaralsa, u  h o ld a  |x " -x '| ayirm a uchun
, „ 1

n n ( 2 n  + 1)
ni topam iz. Endi ô n i ( « ni katta qilib olish h isobiga) har gan ch a  
k ich ik  qilib o lish  m um kin b o ’lsa  ham

I f { x " )  -  / ( x ' ) |  = |sm (2n2l)- - ~  sin nJ t  I = 1 > e = \

bo'ladi. Dem ak, berilgan  funksiya (0.1) da tek is uzluksiz em as. ►
1 0 -te o r e m a . (K antor teorem asi). A g a r  f ( x )  f u n k s i y a  \ а , ь \



s e g m e n t d a  u z l u k s i z  bo ' l sa ,  f u n k s i y a  sh u  s e g m e n t d a  t e k i s  u z l u k s i z  
b o ' l a d i .

<  f ( x )  funksiya | ü.6 | seg m en td a  uzluksiz  b o'lsin  Faraz 
qilaylik, fu n k siya  shu seg m en td a  tek is uzluksiz bo'lm asin. 
Dem ak, bu holda biror e > 0  son  va ixtiyoriy k ich ik  rf>0 son  
u ch u n  [a ,b \  seg m en td a  sh u n d ay  x' va x" nuqtalar topiladiki, 
\ x " -  x ' \< S  ten gsiz lik  bajarilsa ham

| / ( * " )  -  f { x ' ) \ >  £ 
ten gsiz lik  o'rinli bo'ladi.

N o lg a  in tiluvchi m usbat sonlar ketm a — ketlig in i 
:<?i o lay lik  (Sn -» 0,<y„ > 0,n = 1,2,3,...).

Farazim izga ko'ra, yu q orid ag i ¿>0 son  va ixtiyoriy
> 0 >(” = 1-2,3....) son u ch u n  |a ,6] seg m en td a  sh u n d ay x'K va x'  

(n = 1,2,3,...) nugtalar top ilad ik i, ular u ch u n  guyidagi 
m unosabatlar o ’rinli bo'ladi:

|jr,"- * ,'|<  S t =$ | f ( x " ) -  f (  x ¡ ) \ >  e ,

\x" -  x't | < S 2 => \ f ( x " )  -  f ( x 2 ) | >  £ ,

\x ñ -  x ' A  <  = >  | / ( - 0  -  f  ( x ' „ ) \ >  £  ,

x" k etm a  —k etlik  chegaralangan . Bu ketm a —ketlikdan  
B olsano —V eyershtrass lem m asiga  ko'ra ch ek li songa intiluvchi 
g ism iy  x ' nt ketm a —ketlik  ajratish mumkin:

(Jf, € [« ,* ])
U  holda

¿„->0
b o'lgan id an  x " t ketm a —k etlik  ham  x 0 ga  intiladi: x " t -> x 0. 
f ( x )  fu n k siyan in g  (a,6 | da u zlu k siz  bo'lishidan:

/ « , ) - »  / ( * , ) ,  / ( < ) - >  / ( * , )  
bo'lib, ular dan  esa

/ ( < ) - / ( * ; ■ > - >  o
kelib  chiqadi. Bu esa  vne,v u ch u n  \ / { x ’ )  -  f ( x ' ñ )\ > e dey ilgan  
yuqoridagi tasd iqqa zid. ►

/(*) fu n k siya  x  to ’p lam da an iq lan gan  bo'lsin .
9 -ta 'r if . Q u yidagi



sup{/U)}-inf{/(x)!
x ? X  .x t y

ayirm a f ( x )  fu n k siyan in g  X to 'p lam dagi tebranish  deb aytiladi 
va w orqali belg ilanadi:

(,) = <o ( / :  .V) = sup{/ ( x )  | -  inf { / ( x ) ;
,-a-

/•(.t) fun k giy a™n g  to 'p lam dagi tebranishi q u y id a q i_____________
<y = sup { \ f  (x") -  /( .v ') |}

x'.x’eJT
ko'rinishda ham  ta ’riflanish m um kin.

Kantor teorem asid an  m uhim  natija kelib  chiqadi.
3 -n a t ija . A gar f ( x )  funksiya \ a ,b\  segm en td a  uzluksiz bo'lsa, 

u holda Vff>0 son  uchun  sh u n d ay ¿>0 son topiladiki, [a,fc] 
seg in en tn i uzunliklari S dan k ich ik  bo'laklarga ajratilganda  
funksiyan in g  har bir b o ’lakdagi tebranishi e  dan kichik  bo'ladi.

■4 f ( x )  fu n k siya  \ a,b]  segm en td a  uzluksiz bo'lsin . Kantor 
teorem asiga  ko'ra bu funksiya [ a .b ]  da tek is uzluksiz b o  ladi.

T ekis u zlu k siz lik  ta’rifiga ko'ra Ve>0 uchun  shunday S>  0 
topiladiki, \ x ' - x " \ < S  shartni qanoatlantiruvchi ixtiyoriy

x '  e [o,A], x "  e [ a , b ]  lar u ch u n  \ f  ( x ' )  -  f  i x " ) \ <  k bo'ladi. Endi 
shu S ni olib, \ a ,b \  segm en tn i diam etri S b o 'lgan  ixtiyoriy  

p - { x 0 . x l. x 1 ....,xli} bo'laklashn i olam iz. U holda, ravshanki, 
Vx, E[xt ,jc^1],Vx"e[jct ,x ti,] nuqtalar u ch u n  \x" -  x ' \ <  S va dem ak, 

\ f ( x " ) - f ( x ' ) \ < £  bo'ladi. Bundan, ixtiyoriy  bo'lakcha  

uchun
o =  sup | / ( x " )  -  / 0 ')| ^ e

b o ’ladi.
M ashqlar.
5 .1 1 . U s h b u

f ( x )  = |*|, g ( x )  = K f x , < p i x )  = —

funksiyalarning aniqlanish  sohalarida uzluksizlig i isbotlansin.
5.12. A gar f i x )  funksiya R da uzluksiz  b o ’lsa, j/(x)j 

funksiyan in g  ham  R da uzluksiz b o ’lishi isbotlansin.
5 .13. U shbu

| 0, agar * ratsional son b o ’lsa,
/(*) = <

[ at2-1, agar j  irratsional son
bo'lsa
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funksiyan in ng r  to 'p lam n in g  faqat x = . - l . x = l  nuqtalarida  
u zlu k siz  bo'lish i isbotlansin .

5 .14. Ushbu

/ ( ■ * )  =  s i g n  1 * 0  -  X 2 )] 

funksiyan in g  nzilish nuqtalari topilib, turli aniqlansin.
5 .15. Agar f ( x )  funksiya  a nuqtada uzluksiz, g(x)  funksiya  

shu  nuqtada uzilishga eg a  bo'lsa, /(*) + g{x) funksiyaning a 
nuqtada uzilishga eg a  bo'lish i ko'rsatilsin.

5 .16. Agar R to 'p lam da u zlu k siz  b o 'lgan  f ( x )  funksiya uchun  
V x e R \ {0} da

| / ( * ) |  < |* | 
ten g siz lik  bajarilsa, / ( 0) = 0 b o'lish i ko'rsatilsin.

5 .17 . Ushbu

lit» n 2 ( y f x  -  " ' ^x )  -  In x

ten g lik  isbotlansin .
5 .18 . Ushbu

f ( x )  =  iim ( x  -  1 )ar ctgx
H-» *

fu n k siya  uzluksizlikka tekshirilsin .
5 .19 . Ushbu

/ « =  <
- x 2 + i, agar - l s * < 0  

0, agar r = 0 
x 2 - \ ,  agar 0< x< l

fu n k siya  [ - 1 , 1 ]  da o 'z in in g  e n g  katta va e n g  k ich ik  
qiym atlariga erishadim i?

5 .20 . Ushbu
/  ( x  ) = sin x

fu n k siyan in g  ( - c o  +  oo) da tek is u zlu k siz  bo'lish i ko'rsatilsin.
5.21. Agar f \ x) funksiya  [O.-k») da uzluksiz  b o ’lib,

lim / ( x )
X  —> -MO

ch ek li bo Isa, /(*) n in g  |<X+°o) da tek is uzluksiz bo'lish i 
ko'rsatilsin .
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F u n k siy a n in g  h o s ila s i va d ifferen sia li

F u n k s i y a n i n g  h o s i l a s i  v a  d i f f e r e n s ia l i  t u s h u n c h a la r i
m a t e m a t i k  a n a l i z n i n g  f u n d a m e n t a l  t u s h u n c h a la r id a n d ir .

B Iz  u s h b u  b o b d a  f u n k s iy a  h o s i l a s i  v a  t k f íe r e n s r a l i
t u s h u n c h a l a r i  b i la n  t a n is h a in iz ,  f u n k s iy a l a r n i n g  h o s i la s i  v a  
d i f f e r e s ia l in i  h i s o b la s h n i ,  s h u n in g d p k ,  d i f f e r e n s ia l  h i s o b r u n g  
a s o s i y  t e o r e m a la r in i  o 'r g a n a m iz .

l - § .  F u n k siy a n in g  h o s ila s i

Io. F u n k siy a  h o s ila s in in g  ta'rifi. F a r a z  q i la y l ik ,  y  = f ( x )  
f u n k s iy a  (a,b) in t e r v a ld a  b e r i lg a n ,  x 0 e  (a, b ) , ( x 0 + A x )e  (a, b)

b o ' l s i n .
M a ' lu m k i ,

A y = A f  (x 0) = / ( x 0 + \x )  -  / ( . r 0) 

f u n k s iy a  o r t t ir m a s i  m u a y y a n  f u n k s iy a  v a  x0 n u q t a la r d a  Ax g a  

b o g ' l i q  b o ' l a d i .
1 - t a ' r i f .  A g a r

Ay /  O 0 + A x) -  / ( x 0)
lim —— = lim     -----------------
aat->o á x  Ax~> 0 Ax

m a v j u d  v a  c h e k l i  b o ’ls a ,  b u  l im it  f ( x )  f u n k s i y a m n g  x0 n u q ta d a g i
hosilasi d e b  a t a la d i .  F u n k s i y a n i n g  x0 n u q t a d a g i  h o s i l a s i  o d a t d a ,

dy |
/ ' ( x 0) y o k i  , y o k i  ^  |x = x 0

b e l g i l a r  y o r d a m i d a  y o z i l a d i .
D e m a k ,

A y  _ [im / ( x 0 + Ax)  -  / ( x 0)
A x -> 0  ^  x  A .t->  0 A  X

B u n d a  x 0 +Ax = x  d e b  o la y l ik ,  u n d a  A x = x - x 0 v a  A *-> 0  d a  x - » x 0 

b o ’lib ,  n a t i j a d a

]¡m i y  = m  lim / ( * > - / & >
a*->o Ax a*-» o A x  *-**« x -  x 0

b o ' la d i .  D e m a k ,  f ( x )  f u n k s iy a n in g  x0 n u q t a d a g i  h o s i l a s i  x -> x„  d a

V I BOB

/  (x 0) — limn— = Jnn
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/ (  v) -  / ( * „  ) 
v -  x 0

n isbatnm g lim iti sifatida ham ta'riflanish m um kin.

/'(x„) =  l i r a  / I * )  ~  / ( * o ) (6.1)

R a v sh a n k i, f ( x)  f u n k s iy a  (a.b) in te r v a ln in g  h a r  b i r  x  n u q ta s id a  
h o s i la g a  e g a  b o 'l s a ,  b u  h o s ila  x  o 'z g a r u v c h in in g  fu n k s iy a s i  
b o 'la d i .

M is o l la r  q a ra y lik .
a ) /(•*) =  C = const fu n k s iy a  u c h u n ,  Ay = 0

lim = 0
A * - > 0  \ x

b o 'l ib ,  y ' ~ o  b o 'la d i ,
b )  f ( x ) = x  f u n k s iy a  u c h u n  Ay = Ax

lim ~ lim = 1
A x - » 0  A .x - » 0  A x

b o 'l ib ,  >>' = 1 b o 'la d i ,
v) f{x)  = \x\ f u n k s iy a  u c h u n ,  x0 = 0  n u q ta d a  A>> = |Ar|

b o 'l ib ,

lim = lim ^
&x=*0 A x  A * - > 0  A x

lim it m avjud bo 'lm aydi. Dem ak, bu  funksiya *0=O n u q tad a  
hosilaga eg a  em as.

6 .1 -m iso l. f ( x )  = ex funksiyan inq  x  = 1 n u q tad ag i hosilasini 
top ing .

< F unksiya  hosilasin ing  (6.1) ta 'r if id an  foydalanib, topam iz:
e x -  e e'*1 -  e e ' -  1t_, = l im ----------= l im ------------= e lim  —  = e In e = e.

*-»1 x  — 1 /->0 t /->0 I

Dem ak, (O U i =*•►
6.2—m isol.  f ( x ) = \nx  (x>0)  fu nksiyan ing  ix tiyoriy  x >o 

n u q tad ag i hosilasin i hisoblang.
-^Berilgan fu n k siy an in g  x  n u q tad ag i orttirm asi

A  XA y  = ln( x + Ax) -  In x = ln( 1 + — ) f (x>0)
X

bo'lib,

1 * 7



Ax \ x  x  x x
bo'ladi. M a'lum ki

Ax — 
lim ln( x  H ) ajt = 1______________________ ijr >o_______ x________

(qaralsin 5 — bob). U nda lim -  -  = — lim it o'rinli bo'ladi. Dem ak,
4 « -»0  A .V  .T

(ln.r)’= — ►X
6 .3 -m is o l .  f (x)  = cosx fu n k siyan in g  ixtiyoriy x e R  n u q tadagi 

h osilasin i h isob lang.
<B u funksiya uchun

_ . , Ax Ax
A y  = cos( x + Ax) -  cos x = - 2  sm( x + -^ -) sin —-

bo'lib,
Ax

A > Ax SU1 —
lim —— = -  lim sin( x + ——) ■ lim —  2 = -  sin x

A x  -> 0 A  X A x -» 0  2 A jc-»0  A x

2
bo'lad i. D em ak, (cos*)'= - sin* (Vxe.R)>

6 .4 -r n iso l. f (x)  = six (x>0) funksiyan in g  Vxe(0,+°o) nuqtadagi 
h osilasin i top ing.

<  Bu fu n k siyan in g  hosilasi, x o'zgaruvch in ing  ushbu

, V x + Ax — * J x  1 1
y  = lim —-----------------------= lim , — = j =  = ---- 7=

A*-»0 Ax Aj:->0 x Ax + v x  2a/X
funksiyasi b o 'la d i>

2 —ta'rif. A gai

lim A L =  lim + ! l l
aj:->+o A x  a*-»+o A x

lim lim / ( » • ) .
A x - » - 0  Ax A x-» - 0  Ax

m avjud va ch ek li bo'lsa, bu lim it f ( x )  funksiyaning x 0 n u q ta d a g i
o 'n g  (chap) hosilasi deb ataladi. Funksiyaning x„ nu q tad agi o 'ng
(chap) h osilasi /'(*„ +0) (/'(x0-0)) kabi belgilanadi.

O datda funksiyan in g  o 'n g  va chap hosilalari bir tom onli
hosilalar deb  ataladi.



M asalan, / (jr) = Ijc funksiya uchun Hm - ^ - = 1J \*->+0 \ x
\ y

i ,“ 1- o \ 7  = bo'ladi. Dpmak, /(x) = |x| funksiyan in g  x = 0  

n u q tad agi o 'ng  hosilasi 1 ga, chap hosilasi —1 ga teng.

1— e s la tm a  Agar Ax->o da nisbatning lim iti aniq ishorali

ch ek siz  bo'lsa, uni ham f (x)  funksiyan in g  x0 nuqtadagi hosilasi 
d eb  yuritiladi. Bunday holda /(x) funksiyaning x0 nuqtadagi 
h osilasi + »  (yoki -*> ) ga ten g  deyiladi.

2 . H o s ila n in g  g eom etr ik  v a  m ex a n ik  m a'nolari.
a) H o s ila n in g  g eo m etr ik  m a'n osi. /(*) fu n k siya  (a.b) 

in tervalda uzluksiz bo'lib, x0s (a,b) nuqtada f ' ( x 0) h osilaga  eg a  
bo'lsin .

/ ' ( x 0) = lim / O o  + A * )~  / ( * „ )
__ A r > 0 \  y  ______

/(x) funksiyan in g  grafigi biror r  chiziqni ifodalasin  d ey lik  
(30 — chizm a).

Endi r ch iziqqa uning M 0( x 0. f ( x 0)) nuq tasid a  urinm a  
o 'tkazish  m asalasini qaraymiz.

Y

%
'

/ 7

0

r

> y

p

X < p |
x  X0 x„+Ax x

30 — chizm a.
r ch iziqda nuqtadan farqli M ( x 0 + A x , / ( x 0 + Ax)) nuqtani olib, 

bu nuqtalar orqali t  k esu vch i o'tkazam iz. ( k esu vch in in g  OX 
o ’qi bilan tashkil e tgan  burchakni <p b ilan  belg ilay lik . Ravshanki, 
<p burchak Ax ga b o g ’liq bo'ladi: ip = cp(t±x).
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Agar i  k esu v ch in m g  M  nuqta t ch iziq  bo'ylab  M „ ga 
in tilgandagi (ya'm  Av-»o dagi) lim it holati m avjud bo'lsa, 
k esu vch in in g  bu  lim it holati r ch iziqqa nuqtada o'tkazilgan  
urinm a deb ataladi. U rinm a — to'g'ri ch iziqdan iborat.

M a'lum ki, A/„ nuqtadan o'tuvchi to 'g'ri chiziq  A /0 nuqtaning  
koordinatalari ham da bu ch iziqn ing  burchak k oeffitsien ti orqali 
to 'liq  aniqlanadi.

/ ( x )  funksiya  grafig iga  A /0 n u gtad a o 'tkazilgan  urinm aning  
m avjud b o'lish i uchun

lim (p ( A x) =  a
4.t-> 0

lim itn ing m avjudligin i ko'rsatish yetarli, b u nda a urinm aning
OX o 'q  b ilan  tashkil e tgan  burchagi. AK' IM0P  dan

/ \ \ M P  Ay / ( x 0 + A x) -  / ( x 0 )
t g c p (  A x) = — = —  =    ,

M  0P  Ax Ax
undan  esa

, A N . / U o  + A x) _ / ( * « )(A x ) = arctg  ---------------------- —— —
Ax

b o'lish im  topam iz. u = arctgi fu n k siyan in g  u zlu k sizlig id an  
foydalansak,

/ ( x „  + A x) -  / ( * „ )  _
lim <p (A x ) = lim arctg
A x -»  0  A x -> 0  A X

= arctg
lim / ( x 0 + A x) -  / ( x „ ) arctg f ( x 0)

Ax
b o'lish i k elib  chiqadi. Dem ak, lim ® (A x) m avjud va

a  ~ lim iP(Ax) -  arctg  / ' ( x 0)
A x - » 0

K eyingi ten g lik d an
f ' M  = tga

b o 'lish in i topam iz. Shund ay qilib, f ( x )  funksiya x„ e{a.b)  nuqtada  
f ' ( x 0) h osilaqa  eg a  bo'lsa, bu funksiya grafigiga M 0(x 0, / ( x 0)) 
n u qtada o 'tk azilgan  urinm a m avjud. F unksiyan in g x0
n u q tasid ag i h osilasi /'(x0) esa  bu urinm aning burchak
k o effitsien tin i ifodalaydi. U rinm aning ten glam asi esa ushbu  

y  = / ( x 0) + / ' ( x 0)(x -  x 0)
k o ’rin ishda b o ’ladi.

b) H o s ila n in g  m e x a n ik  m a'nosi. M od d iy  nu gtan in g  harakati
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л = /(о  qoida bilan ifodalangan bo'lsin , bunda i vaqt, v shu vaqt 
ich id a  o 'tilgan  y o ’l (masofa). Bu qonun bo'yicha harakat 
q ilayotgan  nuqtaning /„ m om en td agi on iy  tezlig in i top ish  
m asalasin i qaraylik.

i vaq tn in g  t0 q iym ati bilan birga /0+Д/ (A/>0) qiym atini ham
olib, bu nuqtalarda л = f ( i )  n in g  qiym atlarini topam iz. M od d iy  
n u q ta  А/ vaqt ich ida

Д л  =  / ( / 0 +  A i )  -  / ( / „  ) 

m asofani o'tad i va u n ing  [ i 0 , t 0 + Ai) segm en td ag i o'rtacha  
tez lig i

= / ( / 0 + A /)  -  / ( r 0)
\ t  A t

bo'lad i. Aí ->o da ~  n isbatning iim iti m oddiy nuqtan ing i„ 

m om en td agi on iy  tez lig i v ni ifodalaydi:

v »  lun A U  lim А О - / ( , , )
Д /-- .0  Д I  & l - f O  Д /

H osila  ta'rifiga ko'ra

lim / ( '° + A t )  ~ •/Г(/°-> = f ' ( t 0 )
*'-><> Д/ °

D em ak, v = /(/) funksiyan in g  /„ n u q tadagi h osilasi m exan ik  
n u gtay i nazardan s = f \ t )  q onun  b ilan  harakat q ilayotgan  m od d iy  
n u q tan in g  r„ m om en td ag i o n iy  tez lig in i bildiradi.

3°. F u n k siy a n in g  u z lu k s iz  b o ’lish i b ilan  u n in g  h o s ila g a  eg a  
b o 'lish i o ra s id a g i b o g 'lan ish . f ( x )  funksiya  (a,b) intervalda  
an iq lan gan  b o ’lib, x0 e (a.b) nuqtada ch ek li /'(*<,) h osilaga  eg a  
bo'lsin:

/ ■ < « . ) -  lim lim / ( J .  - / < « . )
Л х - > 0  Д х  Á x - t  О Д х

U shbu

a  = - 2 — f i x  о) (6.2)
Aï

m iqdor Ac ga  b o g 'lig  va  Ac-»o da n o lg a  intiladi.
(6.2) ten g lik d an  topamiz:

Ау = / ' ( х 0)Дд:+а;Ах (6.3)
O datda (6.3) form ula funksiya orttirm asining form ulasi deb  
ataladi. Bu form uladan
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lim A y  = Hm ( f ' ( x 0 ) \ x  + u t A x ) = O
A x  ‘ O A x  > 0

kelib  chiqadi.
Shund ay qilib, ] \ x )  funksiya x0 e (a.b) nuqtada ch ek li f \ x a) 

h osilaga  ega  bo'lsa, funksiya shu nuqtada uzluksiz  bo'ladi.
2 ~ es la tm a . F unksiyanm g biror nuqtada uzluksizlig idan  unm g  

shu nuqtada chekli h osilaga  ega bo'lish i har doim  kelib  
chiqaverm aydi.

M asalan, y=¡*¡ funksiya x = 0 nuqtada uzluksiz, am m o u shu  
nuqtuda h osilaga  eg a  em as.

2 - § .  T eskari fu n k s iy a n in g  h o s ila s i. M urakkab fu n k siy a n in g
h o s ila s i

I o. T eskari fu n k s iy a n in g  h o sila si. f(x) funksiya (a, b) 
intervalda an iq langan  bo'lib, bu funksiya teskari funksiyaning  
m avjudligi haq idagi teorem aning (qaralsin 5 —bob) barcha  
shartlañni qanoatlantirsin.

1- te o r e m a . f(x) funksiya  (a,6) da uzluksiz va q a t'iy  o 'suvchi 
(qat'iy  kam ayuvch i) bo'lsin. A g a i f(x) funksiya  .r0 e (a,b) nuq tada  
f'(x0)*o hosilaga ega bo'lsa, bu funksiyaga teskari x=f~'(y) 
funksiya  x0 nuq tada  mos bo'lgan y0 (y„ = /(*«)) nuqtada  
hosilaga ega va

( /  O O ),.,, =

tenglik o'rinli.
M /(*) funksiya x06 (a.b) nuqtada / ’(*„)* o hosilaqa eq a  bo'lsin .

(6.3) form uladan foydalam b topam iz: y
f ( t ) - f ( x 0) =  f \ x 0) ( t - x 0)  +  a ( t ~ x 0) (t e (a.b)) (6.4)

bunda da a  = a( t )^>0.  Endi /(*) funksiyan in g  t nuqtadagi „
qiym atini f ( t )  = z deb belgilaym iz. U nda t = f~ \z )  shuningd ek , 
x0 = /'*(>’„) bo'ladi. N atijada (6.4) tenglik  ushbu

z - y0= /'(*<,)(/"1 (*) -  r '  M  + «(/■’ COX/“ (*) -  f l (yo)) =
= ( / "  (2) -  r '  (y0))(/'(xo) + « (/ '■  (*)))

k o ’rinishda keladi. K eyingi ten g lik d an  esa
r 1( z ) - / ~ ‘(v») 1

2 - y „  f \ x „ )  +  a ( f - \ z ) )
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kolib chiqadi z-> y0 da limitqa o'tib topamiz:
r \ z ) - f - \ y 0) | i

lllll — —f  —  = lun----------------- —— = -------- .
z — y0 --*> f \ x 0 ) + a ( f  (z)) f \ x j

Demak,

lim r \ z ) - r \ . v  „)
z ~ y 0 /'(*<,)

Hosila ta'rifiga k o ’ra

Z-y0
bo'lib, bundan

( /  (v » U ,

ten g lik n in g  o'rin li ekani kelib  ch iqadi. ►
2°. M urakkab  fu n k s iy a n in g  h o s ila s i. u = / ( x) funksiya (a, b) 

intervalda, y  = F(u)  funksiya esa  (c,d)  intervalda an iq langan bo'lib, 
bu funksiyalar yordam ida y  = F(f(x) )=<p(x)  murakkab funksiya  
tuzilgan  b o 'ls in  (bunda, albatta, xz(a,b)  da u  =  f ( x ) e (c,d)  b o 'lish i 
talab qilinadi).

2 - le o r e m a . A gar u = f ( x )  funksiya  x0e(a,b) nuq ta d a  /'(x0) 
hosilaga ega bo'lib, y = F ( u )  fu n ksiya  esa  x0 nuqtaga  m os u0 
(«„=/(*„)) n u q ta d a  F' (u0) hosilaga ega  bo'lsa, u holda m urakkab  
funksiya  <fi(x) = F ( f { x ) )  ham  jc0 n u q ta d a  hosilaga ega va

^'(x„) = (F ( /(x ) ) )U Io = F ' ( u 0 ) - f ' ( x 0)  (6 .5 )

form ula o'rinli.
<u  = f ( x )  fu n k siya  x0 s (a,b) nuqtada, y  = F(u) funksiya esa  m os  

"o («o =/(*<>)) nuqtada h osilaga  eq a  bo'lsin . (6.3) form uladan  
foydalanib  topam iz:

/ ( 0  -  f ( x 0) = f ' ( x 0)(/ -  x0) + a(t)(t -  ,r0), (6 .6 )

F ( s ) - F  («0) = F'(«0)(5 -M0).+ /y(5) ( i - í / 0), <6 -7 )
bunda

lim a ( / )  = 0 , lim /?(.*) = 0.t —> Xq S -» u j
M urakkab funksiya  <.<Kx) = F( f ( x ) )  n in g  nuqtadagi orttirmasi 
<p(t) -  <p(x0) ni yu q orid ag i (6.6) va (6.7) m unosabatlardan  
foydalanib, q u y id ag ich a  yozish  mumkin:

1 5 3



<pil)-<p(x0) = F i f  it)) -  F i f  {x0)) = F \ u „ ) i f ' i x 0 V  ~ x 0) +
+ a(l)(t  -  x 0)) +  ß i f i O X f i O -  / 0 0 )  =  F' iu0) f \ x „  ) ( t - x 0) +
+ F' (u0) a ( l ) ( t - x 0) + ß ( f ( t ) ) U ( 0 - JXx«))- 

Endi bu ten g lik n in g  har ikki tom onini t - x 0 ga bo'lib, so'ngra  
r-».r0 da lim itga o'tam iz:

lim (pit)— <pOO =  F \ u 0) f ' ( x 0) + F' (u0) lim a( t )  +

+  lim  ß i f i O )  ■ lim
H X ,  »-»*¡> Í  — X 0

Bundan i->x„ da a (/)->■ 0 ,/? ( /( /) ) -*  0 ek an in i e'tiborga olsak,
(6.5) form ula k e lib  chiqadi. ►

3 - § .  H o s ila  h iso b la sh n in g  so d d a  q o id a lari.
E lem en tar fu n k siy a la rn in g  h o sila la r i

Biz ushbu paragrafda ikk i funksiya y ig 'ind isi, ayirm asi, 
ko'paytm asi va n isb atin in g  hosilalarini top ish  qoidalarini 
keltiram iz. So'ngra elem entar funksiyalarning hosilalarini 
hisoblaym iz.

f i x )  va g ( x )  funksiyalar (a , b ) intervalda an iq langan  bo'lsin .
1°. Ikki fu n k s iy a  y ig 'in d is i h am da a y irm a sin in g  h o s ila s i.

Agar f i x )  va g ( x )  funksiyalarning har b in  x e ( a , b )  nuqtada f i x )  

va g ' ( x )  h osila larga  eg a  bo'lsa, u holda f i x ) ± g { x )  funksiya ham  * 
nuqtada h o silaga  eg a  va

i f  ix)  ±  g(x))' = f \ x )  ± g \ x )  (6 .8 )
form ula o'rinli.

< H aq iqa tan  ham, f ( x )  va g { x )  funksiyalar x £ { a , b )  n u q tad a  
f i x )  va g \ x )  hosila la rga  eg a  bo 'lsin :

/-,*  I  -  X  » - *  t — X

Endi F(x)  = f i x ) ± g ( x )  deb  belgilab , topamiz:
Fj t )  -  Fj x)  f ( t )  -  f j x )  ±  gj t )  -  gj x)

t -  x  t - x  t  -  X

Bu ten g lik d a  t -*x  da lim it o'tsak, q u y id ag iga  eg a  bo'lamiz:
 ..............  F ( t ) - F i x )  , f i t ) - f i x )  , , . . .  g ( t ) - g ( x )  _F ix) =  lim  — —-------—  =  lim  — -----------— ±  u m   ----------------

/ _ x  <-»* t - x  '-** t - x
= f i x )  ± g' ix).
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Bu esa (6.8) form ulani isbotlaydi. ►
2 . Ikki fu n k siy a  k o 'p a y tm a sin in g  h o sila s i. Agar f \ x )  va g(x)

Junksiyalarn ing  har biri xe(u .h)  n u q tad a  j \ x )  va g'(x) hosilalarga 
f>ga bo 'lsa , u holda / ( r ) - g ( x )  funksiya ham  a- nuq tada hosilaga 
eg a  va

( f (x)g(x)) '  = f \ x ) g ( x )  + / ( x)g'(x) (6  9)
form ula o'rinli.

<p{x) = f ( x)-g(x) deb  belgilab, n isbatn i quyidagi

<p(t)-<p(x)  / ( 0 - A x )  | g ( D - g ( x )
I -  X  t  -  X  I -  X

k o 'r in ish d a  yozib  olamiz. Bu ten g lik d a  r->x da lim itga o 'tib, 
topam iz:

»,<,>-*00 = r |im / ( » - / ( X )  t  f
I - X  L '^  t - x  1 - x

= g(x) ■ lini — — ’ + lirrr / ( / )  lim ==
t  — X  t -*x t  — X

= g( x ) f ' ( x )  + / (x)g' (x) .
Bu esa (6.9) form ulani isbotlaydi. ►

3°. Ikki fu n k siy a  n isb a tin in g  h o s ila s i Agar f ( x )  va g(x)
funksiyalarn ing  har biri xz(a,b) n u q tad a  /'(x) va g'(x) hosilalarga

eg a  bo 'lib , g(x)* 0 b o ’lsa, u h o ld a  funksiya  ham  x h u g tad a
g ( x )

hosilaga  ega va

<p'(x) = lim

J \x ) _ J  ' (x)g(x)  -  f ( x ) g ' ( x )
2 f , (6.10)

g (*} ', « w .
form ula o'rinli.

(6.10) form ulani isbo lashdan  a w a l funksiya hosilasi
ta 'r if id an  foydalanib  —— (g(x)*0) funksiyan ing  xe(a.b) nuqtadacri

g(x)
hosilasin i hisoblaym iz:

1 1__  g ( x )  -  g (Q
1 ^ = | im S_C0-----£ 0 0  = ij , g (J ) g { x )  =

g ( x ) < - x t - X  » - » *  t  — X

lim  g ( ° - g ( x ) . l im — -------g '(y )

Demak,
g ( x )  / - X  g ( t )  g \ x )

li*



£ '( * )
Endi (6.9) va (6.11) form ulalardan foydalanib  topam iz:

f i x )
= /(* ) • = / ' ( * ) • ——  + / ( * ) ■  

g (x )l  g(Jt)
/ ' ( - 0  / ( Q g ' Ú )  f ( x ) g j x )  -  f j x ) g ' j x )

g \ x )

- 4 —
g ( * )

g U )  g 2 0 )

Bu (6.10) form ulan ing o ’nn li ekanini isbotlaydi. ►
1 -n a tija . 1) Yuqorida kelitrilgan  (6.8) va (6.9) formulalar 

yordam ida q o ’shiluvchilar ham da k o ’payuvchilar son i ix tiyoriy  
ch ek li b o 'lg a n  h o ld a  ham  teg ish li form ulalam i isb otlash  m um kin.

2) (6.9) form uladan g ( x )  -  c, c = const b o 'lg a n d a

(<•/<») = < / '(* )
form ula k elib  ch iqadi. Bundan o'zgarm as sonn i hosila  
ishorasidan tashgariga  chiqarish m um kinlig i kelib  chiqadi.

4°. E lem en tar fu n k s iy a la m in g  h o sila lar i. F unksiya hosilasi 
ta'rifidan foydalanib , e lem entar fu n k siya lam in g  hosilalarini 
topam iz.

1) y  = x“  (*>0) darajali fu n k s iy a n in g  h o s ila s i. Bu funksiya  
u ch u n  q u y id a g ig a  egam iz:

Ay  = (x + Ax)-“ - i "  = *'“

va

Ay
Ax

1 + t ' - 1 1 - Ä  -1

Ax Ax
x

M a'lum ki, lim ^ +- - ----- - = a (qaralsin 5 —bob) unda

r  Vlim  = lim x
1 + -  -1

V  x  ) ____________= x M lim
4*->o Ax a»-*o Ax At->o Ax

X  X

bo'ladi.
D em ak, O")' = . U m um an, bu  form ula y  = xM fun k siyan in q

I + Ax -1
= f i x



an iq lan ish  sohasidagi ix tiyony  л- uchun o 'rin lid ir. X ususan  ц = -\ 
b o 'lg an d a

( 7 ) = " T 5"’* * 0
2) y = a' (<i>0.a*\) k o 'rsa tk ich li fu n k s iy a n in g  ho silas i Bu

funksiya u ch u n  quy idag iga pgamiz:
д у  = a l x^ ' ) - a *  = û ' ( a 41 -  1)

va
Ay a \ a ^ - \ )

Ax Ax

M a'lum ki, lim--— - =lna (qaralsin 5 —bob). U nda

г  Av ,• .  a * - 1  x .. a * - 1hm —  =  lim  a x ------------- =  a  l i m  =  a  In a.
Лдг_>0 Ax Лх~,° Ax ддг-*о Дх

b o ’ladi
Demak,

y , = (a*Y = axlna.
X ususan, (exy  ~ e

3) y = logox ( a > 0 , a *  l,r  >0) logar ifm ik  fu n k s iy a n in g  h o sila s i.
Bu funksiya u ch u n  q u y id ag ig a  egam iz:

Ax
Ay = log л (x  +  A x ) -  lo g  „ x  =  lo g  I 1 + -—

x
va

à y  1 , (  Ax') 1
log .11 + —  I = - l o g

M a 'lu m k i lim

A x  A x  

log a (1 + д-)

1 + A x 1 4 *

\ o g a e (qaralsin  5 —bob). U nda

lim  =  lim  — lo e
Дд:->0 Ддг—>0 y

1 +
Ах^лд-

=  -  lo g  „ e 
x

bo 'lad i.
Demak,

X ususan,

У  = (log0 x)' = -  logo e.
X

157



(ln x ) '  - —.
X

4) T r ig o n o m etr ik  fu n k s iy a la r n in g  h o sila lar i. U shbu  >> = sinx 
funksiya  u ch u n  q u y id ag iga  egam iz:

 7 — . —Ax   Ax --------------------
■\y = sin( x + Ax) -  sin x = 2 sm —  cos( x + — )

va
Ay  . A i sin= cos( V + -----) • ■ - ■
Ax 2 Ax

2
K eyingi ten g lik d a  Ar->0 da lim itga o'tib topamiz:

Ay _ u . Ax sin ~
lim — - = lim cos( x  +  lim —— — = cos x.
A x —> 0 A.T-» 0 2  Ajc-»0 ¿ S X

~2
Dem ak,

y ' = (sin xY = cos x
Shunga o'hshash  (6 —b ob n in g  1 — § ga garang) (cosx)' = -s in x  
form ula ham isbotlanadi,

Endi y = tgx funksiyan in g  h osilasin i tgx = n isbatn ing

h osilasi form ulasidan foydalanib  topam iz:
t

sm x  \  (sin x) '  cos x  -  sin x(cos x)' _ cos1 x  + sin2 x  _ 1
y  = (tgx) '  = 

D em ak,
cos x

{tgx)' - 1
COS“ X

H uddi sh u n g a  o'hshash  quyidagi form ulalar ham  isbotlanadi:
1 s in *  , v  co sx

( c t g x Y  = ------ —  ,(sec x) = ------—-,(co secx ) = -  . , ■
sm 2 x cos x  sm ' x

5) T esk ari tr ig o n o m etr ik  fu n k s iy a la rn in g  h osila lari. Teskari
fu n k siyan in g  h osilasin i top ish  q oidasidan  foydalanib, teskari
trigonom etrik  funksiyalarning hosilalarini h isoblaym iz. U shbu
y  = arcsin X fu n k siyan i olaylik. Bu funksiya x = siny fu n k siyaga

teskari bo'lib , un i ( - - . - )  intervalda qarasak,
2 2

l i i  i
y  = (arcsin x)' =

(sinyY  COŜ  ^/l — sin2 y  yj 1 - x 2 

kelib  ch iqadi. D em ak,

IS S



X udd i shunga o 'xshash  quy idag i fo rm ulaíar ham  isbotlanadi:

( « r C C O S r ) ' = - . ^ _ L _  ( - , < * < , )

(arc/g.v ) '  =  — 1L _ s (arcctex )' = --------!—
1 + x  " I + x 2

6). G ip erb o lik  fu n k s iy a la rn in g  h o s ila la ri. Endi g iperbolik  
fu nksiya lam ing  hosilalarini hisoblaym iz. Bunda hosila 
h isob lashdag i sodda  qo idalardan  va ko 'rsa tk ich li funksiya 
hosilasi form ulasidan  foydalanam iz. Sodda hisoblash íar 
y o rdam ida v = shx  u ch u n  topam iz:

y  = (shx)' = [1 (e* -  = ]-(ex -  J - ) '  = i (í ■* + e '*) = chx
z 2. e 2

S hunqa o xshash  quyidagi form ulaíar ham  ísbotlauadi:

(chx ) '  =  shx , ( /A r ) '  =  - L - ,  (cthx)' = - - L  ( ^ 0)

4°. H o sila la r jad v ali. Biz ushbu b a n d d a  e lem en tar funksiyalar 
hosilalari u ch u n  top ilqan  form ulalarni jam lab, ularm  jadval 
sifatida keltiram iz:

1 ). (x^ )'= (x>0),
2). (a‘)' = a' Ina (a>0.a*l)

3)- (loga x)’ = - lo g 4 e (x > 0.a >0. a *¡)X
X ususan,

(lnx)' = — (x>0):X
4 ) .  ( s í n x ) '  =  COSX

5). (cosa-)' = -sin X

6 ) .  (tgx)’ =  —  (X * w- + kn . k  = 0.±1. )
eos2 .v 2

7). (c/gx)' = -  -  —_  ( x * k i r . k  = 0.±1,...)
Sin A'

8 ). (aresin x )'=  --J ----  (-1 < x <  1)
\l l - x !

9 ) .  ( a r c c o s x ) '  =  — ¡ = =  ( - 1  < j c < 1)
V I - x 2

( a r c s i n  * ) ' =  - ■ —  ( - | < x < l )
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10). (a r c tgx  )' = —
I + X-

11) .  ( a r c c r c c )'  =    ;
1 +  X "

13). (chx)' = shx
  1
i 4 j .  (inx) = -  —

C/2 JC

15). (cthx)' — ~
sh  X

6 .5 —in iso l. Agar a > o , a *  i.x*o bo'lsa,

(l0goH)' = —p—
X In a

b o 'lish i isbotlansin .
■4 A ytaylik , x > 0  bo'lsin . U n d a  |x |= x  bo'lib,

(10ga *)' = - J —  x ln a
bo'ladi.

A ytaylik , x < 0  bo 'lsin . U nda |x| = -x  bo'lib, 

loge|*l = loge(-x)
bo'lad i. M urakkab fu n k siyan in g  hosilasin i top ish  q o id asiga  ko'ra

(loga (-*))' = - — “T— ( - 1) = —j—(—x)lna xlna
bo'lad i. ►

6 .6 —m iso l. Agar u(x) va v(x) funksiyalar h osilaga  e g a  b o  lib, 
«(x) > 0 bo'lsa ,

У = 0 ' ( x ) ) v(x> 
fu n k siyan in g  h osilasi topilsin .

<  R avshanki,
In у  = v(x) In и (x)

M urakkab funksiyan in g  h osilasi va k o ’paytm aning h osilasi 
u ch u n  te g ish li form ulalardan foydalanib  topam iz:

—  y '  =  v ' ( x ) l n  H ( x )  +  v ( x )  — « ’( x ) ,  
y u(x)
y ' = y(v'(x)ln u(x)+ v(x)”-^ y ) = ^  (6.12)

и  \  )
= (m ( x ) ) ' u l  ( v ' ( x )  In и ( x )  +



f ( x )  = л- ' ,<p(x) = x x ' 
iu n k siy a larn in g  hosilalan  topilsin.

■* (6.12) form ulaga ko  ra

f  (х ) = ( х ' ) ' = х л( ] п л г + 1)
bo 'lad i. Ravshanki,

<p(x) =. x x' = x /(x) 
y an a  (6.12) form ulaga k o 'ra

<p'(x) =  ( x f i x>)' = <p(x)ln X  • / ' ( * ) +  f ( x ) x f(x)~'
b o ’lib,

<p'(x) = Xх' ln X  ' x x (In x  + l)  + x* - x 1' -1 =

6 .7 - m is o l .  U sh b u

=  X
x x + x - l

(xl n X (ln X  +  1 )  +  1 )

b o 'la d i. ►
6 .8 -m iso l U shbu

*-! sin~ , ag ar *#0 bo 'lsa,
X

/(*) =
0, ag a r x=o bo 'lsa

funksiyan ing  hosilasi topilsin.
< A ytaylik, x*o  b o ’lsin. U nda

f  (x) -  2л: sin f  X ~ cos — (---- - )  = 2x  sin — -  cos —

bo 'lad i. * X * * V

topam izylÍk * = ° b °  ls in ' Bu h o ld a  hosila tarifidan  foydalanib

Ад:2 sin —
=  —  A x  = lim Ax sin —  = 0 .ЙДГ-.0 Д х  Дх_,0 Д

Demak,



4 ~ § . F u n k siy a n in g  d ifferen siya li

Io. F u n k siy a n in g  d ifferen sia lla n u v ch i b o 'lish i 
tu sh u n c h a s i. f { x ) funksiya (a,h)  intervalda aniqlangan,

x0 + A x e ( a b )  bo 'lsin . U holda / ( x )  funksiya ham x„ 

nuqtada Ay = /(*„ + A x)-/(x0) oriirm aga^ega bo'ladi
3 -ta 'r if . Agar f ( x )  funksiyanin g .v„s (u,b)  nuqtadagi 

ortirmasi Ay ni
Ay = AAx+aAx  (613 )

ko'rin ishda ifodalash  m um kin bo'lsa, f ( x )  funksiya  x0 nuqtada  
differensiallanuvchi deb ataladi, bunda A - A x  b o g ’liq  bo'lm agan  
o'zgarm as, a  esa  Ax ga  b o g 'liq  va A x -> 0 da «  = « (Ax)^*o  

Agar A t-> 0  da
a ■ Ax = a  (Ax) Ax = o( Ax) 

ek an in i e'tiborga olsak, u h o ld a  yuqoridagi (6.13) ifoda ushbu
Ay = y4Ax+0(Ax)

ko'rin ishni oladi. F unksiya orttirmasi u ch u n  (6.13) form ulada  
,4-Ax ifod a  orttirm aning b o sh  qism i deb yuritiladi.

3 - te o r e m a . / ( x )  funksiyan in g  x e  (a,b) nuqtada  
differensiallanuvchi b o'lish i u ch u n  u n in g  shu nuqtada chekli 
h osilaga  e g a  b o 'lish i zarur va etarli.

-^Zarurligi. f ( x )  funksiya xe (a ,b )  nu qtada d ifferen sia l— 
lanuvch i bo'lsin: U nda

bo'lib ,

b o ’ladi. Dem ak,

Ay = /4-Ax + 0(Ax), —  = .4 + —  ̂
V ; Ax Ax

f ' ( x )  = A
Y eta r lilig i. f ( x )  funksiya xe (a . b )  nuqtada ch ek li f ' ( x )  

h o silaga  eg a  bo'lsin:
,,r X Ay ,• f { x + A x ) - f ( x )

/ ( * ) = l im — = h m ---------t -------
A x—»0 A X  A x—»0 A X

Agar

Ax
deb olsak, undan
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A y  =  / ’ (.Y I Vr + n A x

ekan in i topam iz. Bu tenqlikdaqi « m iqdor Ax ga b og'liq  va 
Ax->0  da « -> o . Dem ak, /(.v) funksiya xe(a ,b)  nuqtada
d ifferensiallanuvchi bo'lib , A = /'( v) b o 'la d i>

Isbol etilgan  teorem a f ( . \ )  funksian ing xe(a ,b)  nuqtada  
ch ek li / ' ( x)  h osilaga  eg a  bo'Hshi b ilan  u n in g  shu nuqtada  
differensiallanuvchi bo'lish i ekvivalent ekanin i ko'rsatadi.

2°. F u n k siy a  d ifferen sia li v a  u n in g  g eo m etr ik  m a'n osi. 
f ( x )  fu n k siya  xe(a,b)  nuqtada differpnsiallanuvchi b o ’lsin:

Ay = A&\ + 0( Vv)
b u nda A - f ' ( x )  bo'lad i. Bu ten g lik d a  funksiya orttirmasi Aj/ ikki 
q o ’shiluvchi: argum ent orttirmasi Vc ga nisbatan chiziqlL4Ar 
ham da Av ga n isbatan yuqori tartibli (Ar-»o) ch ek siz  k ich ik  
m iqdorlar y ig ’indisidan  iborat ekan i k o’rinadi.

4 -ta 'r if . f ( x )  funksiya orttirmasi Ay ning Ex ga n isbatan  
ch iziq li bosh  qism i A - A x  =  f ( x ) Ax berilgan  / ( x )  fu n k siyan in g  * 
nuqtadagi d ifferensiali deb ataladi. F u nksiyan in g  differensiali dy 
yok i d f ( x )  kabi belgilanadi: d y =  d f ( x )  = A - , \ x =  f ( x ) A x . Endi x e ( a , b )  

nuqtada differensiallanuvchi b o ’lg a n  f ( x ) fu rk siyan in g  grafigi 
31 — chizm ada k o ’rsatilgan ch iziqni lfodalasin  deylik.
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Bu ch iziqn ing  ( x . f ( x ) ) . ( x + \ x , f ( x  + Vr)) nuqtalarini m os ravishda F 

va 8 bilan belg ilay lik . U nda I 'C = ,\x,BC = \i bo'ladi. / ( x) funksiya  
xz(a,b)  n uqtada differensiallanuvchi b o ’lgani uchun u x nuqtada  
chekli f ' ( x )  h o sila g a  ega. Dem ak, f ( x )  funksiya  grafigiga un ing  
F[x,  /(v ))  juuqlasida crtkazftgari ~Ftr u i nuim m avjud ' m — b u  
urm m aning burchak k oeffitsien ti fga = f ( x ) .  Shu FL urinm aning  
b( biia.ii k esish g a n  iiuq iasin i ü  uiian ueiyüciyiik. Ravi>iiaiiki, 

DC
M'DC  dan = iga va undan  DC = ixa-FC = f ' ( x )  A* ekani kelib  

chiqadi.
Dem ak, f i x )  funksiyan in g  x_ nuqtadagi d ifferensiali 

dy = f ( x ) A x  funksiya  grafig iga F (x ,/(x)) nuqtada o 'tkazilgan  
urinma orttirm asi DC ni [DC = dy)  ifodalaydi. X ususan, / ( x)  = x 
bo'lganda bu fu n k siyan in g  differensiali

d y - f ' ( x )  Ax = Ax

bo'lib,
dy = dx = Ax

b o ’ladi. Bu h o l f ( x )  funksiyan in g  x nu q tad agi differensialin i 
quyidagi

dy= f ‘(x)dx = y'dx (6.14)
ko'rin ishda ifodalash  m um kin ekanini anglatadi.

Endi fu n k siya  differensialin ing (6.14) ifodasidan  foydalanib, 
elem entar funksiyalarn ing differensiallari jadvalin i keltiram iz:

1) /¿r" 'dx (x>0);

2) d(a* ) = ax ln adx (a>0,a;É l)

3) ¿(log, x ) == — loga. edx
X

4) á(sinx) = eos xdx

5) d(cosx) = -  sin xdx

6) d ( tgx) = - —̂ — dx \ x  = ~  + kn , k  =0.±t,
eos x  v. í

7) d(ctgx) = ------ —  dx (x* kn.k  = 0,±1,...)
sin x

8) d ( arcsin x ) = . ' t dx ( - I <x <I )
7 l - x 2

1Í4



9) ¿(arccos*) = —y J ^ d x  ( - 1 < л- < 1 )
VI —X

10 ) d(,irclgx) = ----   J\
l+l

11) d  ( arcctgx ) =  r dx
I +  V

12) d(shx) = chxdx

13) d( thx)  = xhxdx ,

1 4) d(thx) = - ^ r dx
ch X

15) d(cthx) =  \ - d x
ih X

3°. D ifferen s ia lla sh n in g  so d d a  q o idalari. M urakkab  
fu n k s iy a n in g  d ifferen sia li. f \ x )  va g(x)  funksiyalar (a.b) 
intervalda an iq langan  bo'lib, x ë ja .b )  nuqtada ularning
differensiallari df(x),dg(x) m avjud b o ’lsin. U holda

/M ± .?(x), f ( x )  g(x)  va (x(x) * 0) funksiyalarning ham  shu

xe(<-i.h) n u q tad a  diffprensiallari m avjud  va ular uchun  quy idag i
d W(x)  ± g (x ))  =  df  (x) ±  dg(x), d( f ( x)  ■ g(x)) = f (x)dg(x) + g(x)df(x),

J f / W '  =  g ^ ) d j \ x ) - f ( x ) d g ( x )
W )  ' g \ x )  1 Ы х ) * 0)

form ula o'rinli.
Bu tasd iglarning isboti funksiya d ifferensialin ing (6.14) 

ko rinishda ifodalan ish idan  va funksiyan in g  hosilalarm i top ish  
qoid&l'aridan kelib  chiqadi.

Faraz qilaylik, „  = f ( x )  fu n k siya  (a, b) intervalda, v =  F(u)  
funksiya  esa  (с, d) intervalda an iq langan  bo'lib, bu  funksiyalar  
yordam ida y  = F(f(x) )=<p(x)  m urakkab funksiya tuzilgan  b o ’lsin.

M urakkab funksiyan in g  h osilasi uchun  top ilgan  (6.5) 
form uladan foydalanib, shu murakkab funksiyanin g  
differensialin i topam iz:

d<p{x) = d ( F ( f ( x ) ) )  = ( F ( f ( x ) ) ' d x  = F '(it ) f ' ( x ) d x  = F \ u ) d u  
Shuni ta k id lash  lozim ki, bu h o ld a  du m iqdor argum ent « 

nin g  erkli orttirm asi em as, u x  o 'zgaru vch in in g  funksiyasidir.
4U. F u n k siy a  d ifferen sia li va  ta q r ib iy  form ulalar N azariy va 

am aliy  m asalalarini y ech ish d a  teg ish li funksiyalarning nuqtadagi 
qiym atlarini h isoblash  zarurati tu g ’iladi. K o'pincha, bunday
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funksiyalar m urakkab bo'lib, ularning nuqtadagi qiym atlarini 
top ish  ancha q iy in  bo'ladi. Bu hol funksiyaning nuqtadagi 
qiym atini Uiqribiy h isob lash  (u lam i h isob lash  uchun taqribiy  
form úlala! topish) m asalasim  yu zaga keltiradi. F unksiyaning  
differensiali esa taqribiy form ulalarni top ish  im konini beradi

J\x)  fu n k siya  TaTP] in tei valda—aniqlangan—b o'lib,— x„ g(u,¿>) 
nuqtada chek li 0 h osilaga  ega  bo'lsin . Bu holda funksiya
C rttlT IIi< iS ir ii ü S h b i i

Ay = f ' ( x  J A x  + o( Ax) 
ko'rinishda yoz ish  m um kin. Bu form ulani ham da funksiya  
differensiali u ch u n  dy -  / '(x„) • Ax form ulani e'tiborga olib topam iz:

llm S U  lim + = lim
a*-o dy f ' ( x 0) A x  f ' ( x 0)  A x

Shund ay qilib, A y  -  d y . N atijada quyidagi
A y ~ d y

ya'n i
/ (x 0 + Ax) a  /(*•») + / ' ( x 0) - A x  (6.15)

taqribiy ten g lik k a  kelam iz. Ravshanki, Ay  - d y  =  o (A x). Shunin g  
u ch u n  Ax -> 0 da (6.15) taqrfjiy ten g lik n in g  n isb iy  xatosi nolga

intiladi, ya'ni A-— ->0
Ax

(6.15) form ula e (a.b) nuqtada d ifferensiallanuvchi f ( x )  

fu n k siyan in g  x0 nuqtadagi orttirmasi Ay ni u n in g  shu n u gtad ag i 
differensiali dy bilan  alm ashtirish m um kinlig i ko'rsatadi. Bu 
alm ashtirishning qulaylig i, funksiya orttirmasi Ay argum ent 
orttirm asi Ax n in g  um um an aytganda, m urakkab funKaiyasi 
b o'lgan  holda, funksiya differensiali dy esa  Ax ning ch izig li 
fu nksiyasi b o ’lishidadir. Agar A x = x - x 0 ekanin i e'tiborga olsak, 
unda x0 +A x = x bo'lib , (6.15) form ula quyidagi

/ 0 0  * f ( x a) +  f  O 0)(x  -  *„) (6.16)
ko'rin ishga keladi. Bunda x0 e ( a , i )  nuqta xe(a ,b)  nuqtadan katta  
farq qilm aydigan, am m o /(*„) qulayroq hisoblanadigan  nuqtadir.

M asalan, / ( x )  = sinx bo'lib, sin29° ni h isoblash  talab etilgan  
bo'lsin . Bu h o ld a  *„=30° d ey ish  qulay. (6.16) form ulaga k o ’ra

sin 29° = sin 30° + cos 300 (29° -  30°) ■ = 0.5 -  ^  a a4848360° 2 360“
Bunda radian o 'lchovida  yozish  zarur, chunki b osh ga  hadlar

, + 1 ° ( A x ) = 1
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radianlarda berilgan. Deinak, чп 29° = o;484x (10 4 aniqlikda) 
Y uqoridagi (6.16) form ula л-„=0 b o'lgan d a ushbu

Д * Ь  ДО)+ /'(()) ■ a
ko'rinishni oladi. Bu form ula (I + x ) “ J l  + x , e ' , Ini I + x). sin X .  tgx 
funksiyalar u ch u n  quyidaqicha bo'ladi:

(1 +  X ) “ ~  1 +  f J X ,

-\/l + .V « 1 + — x ,
2

<?Л »  I +  X ,

ln( 1 + x )  « X ,

Sin X X X ,  
tgx «  x.

5 —§. Y uqori tartib li h o s ila  va d ifferen sia lar

1". F u n k siy a la rn in g  yuqori tartib li h osila lari. f (x )  funksiya  
(a.h) intervalda an iq lanqan bo'lib, u n in g  har bir a- nuqtasida f ( x )  
hosilaqa eg a  bo'lsin . Ravshanki, f \ x )  h osila  x  o 'zgaruvch in ing  
funksiyasi bo'ladi. Bu f ’(x) h osila  ham  o ’z  navbatida biror 
xo e (a.h) da h osilaga  eg a  bo'lish i m um kin.

5 -ta 'r if . A gar f ( x) funksiya (a,b) in tervaln ing har bir xe(a.b)  
nuqtasida / ' ( a )  h osilaga  eg a  bo'lib, bu / ' ( * )  funksiya x 0 e ( a . b )  

nuqtada hosilaga  eg a  bo'lsa, u Д х )  fu n k siyan in g  a0 nuqtadagi 
ikk inchi h osilasi deb ataladi. F unksiyan in g  ikkinchi tartibli

dx
b elg ilarn in g  b in  orqali yoziladi.

Д х )  fun k siyan in q  uchinchi, to 'rtinch i va h.k. tartibdagi 
hosilalari xuddi shunga o ’xshash  ta'riflanadi. Um um an, /(a) 
funksiya  (a,b) in tervaln ing har bir xe (a ,b )  n ugtasid a  ( n - 1)-tartibli 
/ ‘" " ( a )  h osilaga  eg a  bo'lsin . Bu / ' " ' ’’ ( a )  funksiyan in g  x0 e(a,b) 

n u gtad agi h osilasi (agar u m avjud bo'lsa) Д х )  funksiyaning x0 

n u q t a d a g i  n - t a r t i b l i  h o s i l a s i  deb  ataladi va

larning biri orqali belg ilanad i. O datdadx '

Д х )  fu n k siyan in g  f ' ( x ) , f m(x).. hosilalari un ing  yuqori tartibli 
hosilalari deyilad i.

ie  7



S hunday  qilib, f(x) funksiyan ing  xe(a.h) da  и -ta r tib li 
hosilasin ing m avjudligi bu  funksiyaning  shu n u q ta  atrofida 1 ,
2 —......  (и- i ) - ta r tib li  hosilalari m avjudligm i taqozo  etadi. A m m o
bu hosila larn ing  m avjud lig idan  « -ta r tib li hosila m avjudligi,

um um an ay tganda , kelib  chigaverm aydi. M asalan, y = -*~

funksiyaning  hosilasi i ‘ = vi fao'hb, bu  funksiya— da  hoslIaga_ 
ega em as, y a 'n i berilgan  funksiyan ing  д = 0 d a  b irinchi tartib li 
поы’т ы  m avjud, ikk inch i tartih li hosilasi psa m aviud emas. 

M isollar garaym iz,
1) y = x* b o 'ls in  (л:>0 va /j <=R) . Bu funksiyan ing  hosilalarini 

ketm a — k e t hisoblaym iz:
—у'  = цх"^гЦ - 

y ’ = ( / ) '  = ( /" " “' )' = -  D^""2 :
у я = C O ' = - 1)-*""2 )' = м(м -  -  2)Х" У

B erilgan funksiyan ing  n - ta rtib li hosilasi uchun  ushbu
= /¿ 0 ;-  \ Х ц - 2 ) . . \ ц - п  + \)х“-" (6.17)

form ulan ing  o ’rinli bo 'lish in i m atem atik  induksiya usuli 
y o rd am id a  k o 'rsa tish  qiyin em as. M a'lum ki, и=1 da

y' = fjxu- \
bo 'lad i. Endi (6.17) form ula « = * da o'rinli, ya 'n i

y U) = lü(/U -l)...(/U -n + l)x'“ * 
bo 'ls in  deb, un ing  n = *fc + 1 d a  o 'rin li bo 'lish in i ko 'rsa tam iz . 
T a 'rifga k o 'ra  у*л)={у*)' • D em ak

= ( /  )' = -  1)(// -  2)...(// -  k+ ])x’- k )' =

= //(/i -1 )(/i -  2 ) Ä +1XA -  
Bu esa (6.17) form ulaning  n = k + l da ham  o 'rm li bo 'lish ini 
bild iradi. D em ak, (6.17) form ula ixtiyoriy ñeN  u ch u n  o'rinli.

(6.17) d a  ц ix tiyoriy hag iq iy  son. X ususan, // = -1 bo 'lsin ,

U n d a y = -  fu nksiyan ing  и-ta r tib li  hosilasiX
(-)'"> = (-1X -2 = (~ 1}. . , ' - ! (6-18)X x

bo 'lad i.
2) y = \nx (x>0) funksiyan ing  n - ta rtib li hosilasini topam iz. Bu 

funksiyan ing  hosilasi /  = -  b o 'lish id an  ham da (6.18) form uladan
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, « - ( , ■ >  - ( 1 ) "

form ula kelib  chiqadi. Dem ak,

qn x r , '(d ) ^ L -. ?)! (x>0)X
3) y = a ’ (a>0,a # i) bo'lsin . Bu funksiyaning hosilalarini

ketm a — ket hisoblaym iz:
y  = a * In a,

y" = (a* In a)'  = a x In ‘ a. 

y ” = (a* In2 a) -  a '  In ’ a.

Bu m un o sab atla rg a  qarab  y = a‘ funksiyan ing  « - ta r tib li  hosilasi 
u ch u n  ushbu

y (n) = a* In" a
form ulani yozam iz. U ning  to 'g 'r il ig i yana  m atem atik  induksiya 
usuli yordam ida osongina isbotlanadi. Demak,

(a x)(n) = a x \n"a.
X ususan, V n e W  u ch u n  (e*) '"'=e’ .
4 ) . y — s in x  bo 'lsin . M a'lum ki, b u  funksiya u ch u n  y '  = coax.  Biz 

un i guy idag i

y ' = (sin x)'  = COS X = sin( X +

k o 'r in ish d a  yozib olamiz. S o 'n g ra  y = sinx funksiyan ing  keyingi 
tartib li hosilalarin i hisoblaym iz:

y"  =  (cos *)' =  - s i n *  = sin(jc + 2-^-).

y "  =  ( -  sin  x)'  = -  cos x  =  s in (x  +  3 ~ ),

y " 1 ’ =  ( - c o s  x)'  = sin X =  sill(.V + 4 - ) ,

Bu ifodalardan  esa  y  = s i n x funk siy an in g  « -ta rtib li hosilasi u ch u n

y <”) = sin( x + n —)
2

formula kelib chiqadi. U ning  to 'g ’riligi yan a  m atem atik  
induksiya  usu li b ilan  isbotlanadi. Dem ak,

(sin x )  =  sin( X + 11 — ).

X uddi shunga o 'xshash
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(eos x)'"’ = «--OSÍ x  + II —) .

2 ° .  S odda q o id a la r . (x) v a  g(x)  f u n k s iy a la r  (u.b) in t e r v a ld a
a n i q la n g a n  b o ' l ib ,  u l a i  xe(a ,b)  r m q ta d a  « - t a r t ib l i  / [’” (x ), g '“’ (x)  
h o s i l a l a r g a  p g a  b o l s í n .  B u n i q u y i d a g i c h a  t u s h i n i s h  lo z n n :  f ( x )  v a  
g(x)  f u n k s iy a la r  a- n u q t a m  o ’z  i c h i g a  o i g a n  ( a , f U c ( a , h )  in t e r v a ld a

f - . f " ... / '  1 h am d a  g'-g", ~,gír" hosila larga ega bo 'lib , .v
n u q lad a  esa J '  ,g'"'  hosiiaga ega. U holda

1) (c f  ( x ) ) <M = c f  {") ( x ) , c  = comí;
2) ( / ( x )  ± g(x))in) = /"•' (x) ± g l” ( x \

3 j í f ( ,x)g(x))M = f M (.x)g(x) + C'nf í"-"(x)g' (x)  + C': /"("-2’(x),tí"(x)-+ ...+

-  №(fe)gW(x) l ...+  / (x jg W (¿ )
b o ' la d i ,  b u n d a

c u _ n(n - ! ) . . . ( «  -  k + 1) 
k\

6 .9 -m iso l. U shbu

f ( x )  — z2x + 3 x * 2 .x * 3
x — 5x +  6

funksiyan ing  » -ta r tib li hosilasi topilsin.
< berilgan  funksiyan i q uy idag icha

, ,  ,  7 9
/0 0  = ------r  + — rx -  2 x - 3

y o z i b  o la m iz .  S o ' n g

1 (-1)«!
x + a j  (x + a)"*1

form uladan foydalanib  topam iz:
2x  + 3 n1. 9 (-1 )" «!

-  5x + 6 J (x  -  2 ) ,,+1 ( x -  3 )”*1

3°. M urakkab fu n k s iy a n in g  yuqori tartib li h o sila la r i. u = f ( x )
funksiya (a,b) intervalda, y  = F(u)  funksiya esa (c,d)  in tervalda  
an iq langan  bo'lib , ular yordam ida y  = F( f ( x ) )  m urakkab funksiya  
tu zilgan  bo'lsin . n = f ( x) funksiya  xe(a,A) nuqtada ik k in ch i tartibli 
f ( x ) , y  = F(u)  fu n k siya  esa  m os u(u =  / (* ) )  nuqtada ik k in ch i tartibli 
F ’(u) h osiiaga  eg a  bo'lsin . Ikkinchi tartibli hosila  ta ’rifiga ko'ra 

v’ = (F(/(x)))" = [(F (/(x)))T  
bo'ladi. M urakkab fu n k siyan in g  hosilasm i h isoblash  form ulasi
(6.5) dan ham da k o ’paytm aning  hosilasin i h isob lash  form ulasi 
(6.9) dan foydalanib  topam iz:
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\ ( l -XAx))) ' \  = \ F \ f ( x ) y f ' ( X) \  = [ F \ J ( x ) ) \ f \ x )  +
+f'"U'(x)) (f \x)) '  = F \ f x ) )  f \ x )  ■ f ( x )  + F'UXx)) • f \ x )  =
= F \ f ( x ) ) f 2 ( * )  +  F\f (x))  ■ /T v )

Demak,
/  = |П / '( * ) ) Г  = F \ f ( x ) ) f ' \ x )  + F \ f ( x ) ) f \ x ) .

X uddi shunga o 'x sh ash  « = /(*) funksiya xe(a.b) n u q tad a  f"(x) va 
y  = F(u) funksiya esa m os «(« = /(*)) n u g tad a  F"(u) hosilaga ega 
b o ’lsa, m urakkab  j = F(f{x)) funksiya ham  ie(a,6) n u q tad a  3 — 
tartibli hosilaga ega bo 'lad i. Bu hosila quy idaq icha hisoblanadi: 

v ' = [ F ( f ( x W  = т Я х ) ) У Г  = [ F " ( f ( x ) ) f ' \ x ) + F X f ( x ) y / '( a ) ] '  =

=  F ' C / -W )  / ' ' ( X )  + F ' ( / ( j - ) ) • 2 f \ x ) ■ f i x )  + F ’(J(x))■ f'(x )■ f i x )  +

+ П / М )  • f "  = /r"(/(-v)) • ix ) f \ x )  + 3/•’" ( / (*)) • / ' (* )  / ' ( л )  + F ' ( / W )  • f i x ) -  
Shu y o 'l bilan m urakkab  funksiya y  = F(f ( x) )  ning istalgan  

tartibli hosilalari ham  hisob lan ish i m um kin.
4°. F u n k siy a n in g  yuqori tartibli d ifferensia llari 
Faraz gilaylik, f ( x) funksiya xe(a.b)  n u q tad a  ikk inchi 

ta iübli f"(x) hosilaga eg a  bo 'lsin .
4a'rif. f ( x )  funksiya  differensiali dyninq xe(a ,b)  n uq tadag i 

differensiar. funksiyaning  ikkinch i tartibli d ifferensia li deb 
ataladi. F u n k s i^ ^ jg  ik k inch i tartibli differensiali d 2 f ix')  yoki 
d zy  kab i belgilanacn,

d 2y  = d{dy) Y o k j cl2 f i x )  = d(dfix)).
Endi d ifferensiallash  qoia»sicjan  foydalanib topamiz:

d 2 y  = d(dy) = diy'dx) = dxa(y') = dx. y "dx =  y'(dx)2
Dem ak,

d ly  = y"dx2 (6 .1 9 )
bunda

dx2 = dxdx =  i d x f  
X uddi yu qoridagiga  o ’xsh ask  r e (a.b) nugtada funksiyaning  

3 — tartibli d ifferensiali ta'riflanadi:
d i y  = d ( d 2y )  *  d i y ’dx '  ) =  dx’diy")  =  y ”dx* 

bu n d a  dx1 =(dx)2. U m um an funksiyaning  (w-1) -  tartibli differensiali 
J ("'ny dan  o lingan  differensial f(x) funksiyaning xe{a,b) 
n u g tad ag i и -ta r tib li differensiali deb  ataladi va u d*y yoki d"f(x) 
kab i belgilanadi:

d ny  = d(d"~'y) yoki d " f i x )  = d id‘,"lf (A)
Bu ho lda funksiyan ing  n - ta r tib li differensiali un.-, g „ - ta rtib li
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d" y  = y l"'dx"
ko rinishda ifodalanadi. U ning to 'g'rilig in i m atem atik induksiya  
usu li yordam ida isbotlash  m um kin.

/(v) va ^(a) funksiyalai (a.h) îu le i valda aiiiqlaixgaii bo'lib, ular 
xE{a,b)  nu q tad a  « -tartib li d ifferensialga eg a  bo'lsin. U  holda  
ushbu

1 ) d" (c ■ j (.v)) = cd* f(x) ,c  = const
2 )  d" (  f ( x )  ± g(x)) =  d ' / ( a )  ±  d"g(x)\
3) d ' ( f {x )g (x) )  = d°"(x)g{x) + C ' d ('- t>J\x)-dg(x)  + ...+ J (x )dMg(x) 

form ulalar o'rinli bo'ladi.
Endi m urakkab funksiya y  = F(/(x))  n in g differensialin i 

hisoblaym iz. M a'lum ki, y  = F(f(x))  = tp(x) funksiyan in g  differensiali
dy  = <p\x)dx = ( F ( x  ))'dx 
(F( f (x ) ) ) '  = F ’( f { x ) ) -  f ( x )

bo'lib , u
dy = d(F(x)) = F \ f ( x ) ) f \ x ) d x  = F'(f(x))df(x) (6 .20 )

ko'rin ishga e g a  bo'ladi.
D em ak, funksiya m urakkab b o 'lgan  holda ham funksiya  

differensiali funksiya hosilasi F'(f(x))  bilan (bu holda argum ent 
f ( x)  b o'lad i) argum ent f ( x ) n in g  d ifferensiali df(x) 
k o'p aytm asid an  lborat ek an lig in i ko'ram iz. O datda bu xossan i 
differensial fom iasin in g  invariantligi deyiladi. B unda (6 .14) 
form uladagi dx argum ent x  n in g  ixtiyoriy  orttirmasi Ax ni 
(Ax = dx) bildiradi, ( 6 .2 0 )  form uladagi df(x) esa  x o 'zgaruvch iga  
b og 'liq  bo'lad i.

Endi y = F ( f (  a-)) m urakkab funksiyan in g  ikk inchi tartibli 
differensialin i hisoblaym iz. Ta'rifga ko'ra

d ty = d 1(F(f(x)i) = d(dF(f(x))) 
b o  ladi. D ifferensiallash  qoidasidan  foydalanib  topainiz:

d 1y  = d (F\ f ( x ) )  ■ df(x)) =  d(FX/(.x)))d/(x) + F'(f(x)) ■ d(f(x))  =

=  F \ f ( x ) ) d f 2(x) + F.\f4(x)) ■ d 2f(x),  
b u n d a  d f 2(x) = df{x) df{x) = (df(x))1..

D em ak,
d2y = d2 (F(f(x)) = F\f(x))df2 (x) + F\f (x))-d2f(x)  (6.21 )

Bu (6 .2 1 ) form ula b ilan  (6 .1 9 ) form ulani ta q q oslab , 
ik k in c h i tartib li d ifferen sia llar  d ifferen sia l fo rm a sin in g  
in v a r ia n tlig i x o s sa s ig a  e g a  em a slig in i k o ’ramiz.

y = F ( f ( x ) )  fu n k siyan in g  u ch inch i va hokazo  tartibli

hosilasi o rqali q u y id ag i



6 —§. D ifferensia l h iso b n in g  a s o s iy  teorem alari

U shbu p arag ra fda  differpnsial h isobn ing  asosiy  teorem alarin i 
koltirarriiz. Bu teo rem alar kelgusida, ayniqsa funksiyalarni 
tek sh irish d a  m uhim  roi o 'ynaydi.

4 - te o re n ia  (Ferm a teorem asi). /(x) funksiya  biror X  <= R 
oraiiqda aniq langan va bu oraliqning ichki c nuq tasida  o 'zin ing  
en g  ka tta  (eng  k ich ik ) q iym atiga  erishsin. Agar bu nuq tada  
funksiya  chekli f ' ( c )  hosilaga ega bo'lsa, u holda

f ' { c) = 0
bo'ladi.

< f ( x )  funksiya  c n u q ta d a  en g  k a tta  q iym atga ega, ya 'n i 
VxeX  da  f (x)<f(c)  tengsiz lik  o 'rinli, shu b ilan  b irga  b u  c 
n u q tad a  chekli ~fXcT  hosila m avjud bo ’lsin. Ravshanki

Ac)=iun ,im t a  M z li‘2.
mc X-C X-C »-M-c X-C

Ayni p ay td a
hm / (£ w m < o. te,

X-4C + 0 x — C X-4X-C x — C
b o ’ladi.

Y uqoridagi m u nosabatla rdan
. f \ c )  = 0

ekan i kelib  ch iqadi. ►
S hunga o ’xshash, funksiya c n u q ta d a  eng  k ichik  q iym atga 

ega va bu n u q ta d a  chekli /'(c) hosilaga  eg a  b o ’lganda ham  
f ' ( c) -  0 bo 'lish i ko 'rsa tilad i. ► (qaralsin  32 —chizma)

differpnsia llar i  y u q o r id a g id e k  b ir in  — k e t in  h isob lanad i.



5 —teorem a. (Roll teo rem asij. /(.<■) funksiya  [ «A| segm entda  
uzluksiz, f (a )  = f (b)  bo'lsin. Agar bu funksiya  (./.6) intervalda  
chekli hosilaga ega bo'Isa, u holda sh u n d a y  c ia<c<b) nugta  
topiladiki,
____________________________ /V) = Q_____________________________
bo'Iadl.

<  f ( x )  funksiya [a,A| seg m en td a  uzluksiz. Dem ak,
   z _________________   : / c  i i_ n c \  l .  „ »—  u , „

V c ^ c j i a i i u a a a a i n y  L » i l  i l l C - l A l  i r u i  ^ l i i c i a i y  c i  \u l / u u ,  /  y j  i v w  i a  l » u

o ra liqda fun k siy a  o 'z in ing  eng  k a tta  q iym ati M  va en g  k ichik  
q iym ati m ga erishadi.

1) m = M  bo 'lsin . Bunda f (x)-consi ,  xe(a.b)  bo'ladi. Ravshanki, 
bu holda Vc6(a,i) uchun f \ c )  = 0 b o ’ladi.

2) m < M  bo 'lsin . Bu ho ld a  f (a)  = f ib)  b o ’lgam  u ch u n  /(*) 
funksiya  o 'zin in g  en g  katta qiym ati M , en g  k ich ik  qiym ati 
m larn ing  kam ida b ittasiga  \a,b\ seg m en tn in g  ichki c 
(a<c<b~) n uq tasid a  erishadi. Ferm a teorem asiga  asosan  bu 
n uqtada

/ ' ( c )  = 0
bo'lad i. ►

6 —teo rem a . (L agranj teo rem asi). f i x )  funksiya  [a,b\
segm en tda  uzluksiz  bo'lsin. A gar bu fu n ksiya  (a,b) intervalda  
chekli f i x )  hosilaga ega bo'Isa, u holda sh u n d a y  c (a<c<b)
nuqta  topiladiki, bu nuq tada

= (6.22)
b - a

bo'ladi.
■4 f (x)  funksiya  [a,b] seg m en td a  uzluksiz b o ’lib, u n in g  ichki 

n u q ta la r id a  chekli f i x )  hosilaga ega bo 'lsin . Bu funksiya 
y o rd am id a  quy idag i

F(x) = / ( * )  -  f  (a) + (x-a).
b - a

funksiyan i tuzaylik . R avshanki, bu  funksiya [a, b] seg m en td a  
uzluksiz  bo 'lib , (a. b) in terva lda  esa

n x ) = n x ) . m z m
b - a

h osilaga  ega. F{x)  funksiyan in g  x = a va x = b  nuqtalardagi 
qiym atlarini hisoblaym iz: F(a) = F(b) = 0 Dem ak, F ix )  funksiya Roll 
teorem asin in g  barcha shartlarini qanoatlantiradi. U h o ld a  a va b 
orasida sh u n d ay  c ( a < c < b )  nuqta topiladiki, F'{c)  = 0 b o ’ladi. 
Shund ay q ilib ,
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va b u n d an  (6.22) form ula kelib  chiqadi. ► (qaralsin  33 — 
chizma)

7 - te o re m a . (K osh i teo rem asi). /(*) va g(x) funksiya lar  [a,b) 
segm en tda  u zlu ksiz  bo'lsin. A gar bu funksiya lar Ja7b) intervalda  
chekli f ‘(x) va g'(x) hosilalarga ega bo’lib, V x e (a ,è )  uchun g \ x )  * 0  
bo'lsa, и ho lda  sh u n d a y  с (и<с<Ь) n u q ta d a  topiladiki,

m z m . m  ,6.23,
g(b)~g(a) g \c )

tenglik o'rirüi bo'ladi.
■4 (6.23) ten g lik  m a 'n o g a  eg a  bo 'lish i uchun  g(b)*g(a)  

bo 'lish i kerak . Bu esa  teo rem adag i g ' ( x )*o ,  ( x e ( a ,b ) )  sh artd an  
kelib  ch iqad i. H aq iq a tan  ham , agar g(h) = g(a) b o 'h b  q o lad ig an  
bo 'lsa , u h o ld a  g(x)  funksiya Roll teo rem asin ing  b arch a  
shartlarin i qanoa tlan tirib , b iro r ce (a ,b )  n u q tad a  (bunday n u q ta  
Roll teo rem asig a  k o 'ra  topiladi) g \ c )  = 0 b o ’lib qoladi. B u esa 
\ txe(a,b)  da  g'(x) * 0 sh artg a  ziddir. Dem ak, g(b)*g(a)

Endi f ( x )  va g{x) funksiyalar y o rdam ida  quy idag i

F(x)  = f ( x ) -  Д а )  -  f- ~ ~ \ g U )  -  *(«)!■ g(b)~ g{a)
funksiyani tuzaylik . Bu funksiya [a,b\ seg m en td a  uzluksiz bo 'lib , 
(a, b) in terva lda

F'(x)  = f ' ( x )  -  / ( *} ~  / ( a )  • g \ x )  
ë(b)  — g(a)

hosilaga ega. S o ’n g ra  F(x)  funk siy an in g  x  = a. x  = b n u q ta la rd ag i 
q iym atlarin i hisoblaym iz: F (a) = F(b) = о . Demak, F(x)  funksiya 
i a,b\ se g m en td a  Roll teo rem asin in g  b archa shartlarin i

<75



qanoatlantiradi. Shuning u ch u n  a  va b lar orasida sh u n d ay  c 
( a < c < b )  top ilad ik i, F \ c )  = o bo'ladi. Shund ay gílib,

0 = F' (x)=f (x) - f((h)~ f(ia)- ^ x).
g (b ) -g (a )

va un d ay  (6.23) ten g lik n m g o'rinli ekani kelib  chiqadi. ►
—X ususan ,— g(T )=x  bo 'lgau d a— K oshi— tporem asidan Lagranj 

teorem asi k elib  chiqadi.

7 ~ § . T eylor form ulasi

Io. Funksiyani yaqinlashtirish haqida M a'lum ki, funksiya 
m atem atik  an a liz  o ’rgan ilad igan  asosiy  tushuncha. K o 'p g in a  
m asala lar esa  funksiyani h isoblash  (berilgan n u q tad a  q iym atin i *- 
topish) b ilan  b o g ’liq. F unksiyan ing  m urakkab  bo 'lish i b u n d ay  
h iso b lash la rd a  k a tta  q iy inchilik lar tu g 'd irad i. N atijada n o qu lay  
va m u rak k ab  funksiyani o 'z iga  q a rag an d a  sodda  va h isob lashga 
gu lay  b o 'lg a n  funksiya b ilan  yaq in lash tirish  — taq rib iy  ifodalash  
m asalasi y u zag a  keladi. Bu m asalan i ha] q ilishda k o ’p ho llarda  
Teylor fo rm u lasid an  foydalaniladi.

Shuni ay tish  kerakki, xususiy  h o ld a  b u n d ay  m asala  b ilan  
funksiya  o rttin n asi Ay ni u n in g  differensiali dy bilan  taq rib iy  
ifodalash  ( A y d y )  ja ray o n id a  tan ish g an  edik. M a’lum ki, f ( x )  

funksiya  x Q e ( a , b )  da d ifferensiallanuvchi b o ’lsa, u n i quy idag i
f ( x)  = f ( x a ) + f ' ( x a) ( x - x a) + o(x -  x0) *

k o 'r in ish d a  yozish  m um kin. Bu esa n u q tan in g  etarli k ich ik  
a tro fidag i x n u q ta la rd a  f(x) funksiya  ushbu

P ¿ x )  =  f ( . x a)  + f ' ( x  o)(.X-JT0) 

chiziqli funksiya  (birinchi darajali ko 'phad) b ilan  taq rib iy  y 
ifodalan ish in i k o ’rsatadi.

2°. K o'p h ad  u ch u n  T eylor form u lasi U shbu *
= +a1(x -x 0) + a ,(x -x 0)2 + ...+ a„(x -x0)n (6.24)

(bunda a 0 , a l , a 2, . . . , a a va x 0 o ’zgarm as h aq iq iy  sonlar, n e N )  

k o ’p h ad n i qaraylik . Bu k o ’p h ad n i ketm a —ket „ m arta  
d ifferensia llab  topam iz:

K ( x )  =  a , +  2 o 2( x - x 0) +  3 a 3( x - x 0 ) 2 + . . .  +  Í7a n ( x - x oy  

P ¿ ( x )  = 2 a 1 +  3 • 2 a ,  (x  -  x 0) + ... +  n ( n -  \ )a„ ( x  -  x 0 ) '1"2,

PJ Xx)  =  3 - 2 a ¡ +  ... + n ( n - \ ) ( n - 2 ) a n( x - x 0 ) " ^ ,  (6.25)

PrM ( x )  = n ( n  - 1  ) ( n  -  2).. 2o„



Bu (6.24) va (6.25) ten g lik la rd a  л = х0 deb  olinsa, u n d a  b en lg an  
f\(x) k o 'p h a d  va u n m g  hosilalari /'"'(*) (¿ = 1,2,...«) n ing  .t„
uu q tad ag i q iym atlari topiladi:

P ^xJ  = a<s<
p;(xa) = v,ax,
P"(x„) = 2\a2.

C \ x 0) = n\a„.
U lardan

«0 =Pn(x o). 
K Ma. =--------- .

1 1!
P .'MC,2 ~ -------- .2! = = = _ _ _    _

Pn"\X o) 
и!

kelib  chiqadi.
S hu n d ay  qilib, P„(x) k o ’p h ad n in g  koeffitsien tlari k o 'p h ad  va 

u n in g  hosila larin ing  x0 n u q tad ag i q iym atlari o rqali ifodalanadi. 
K oeffitsien tlarn ing  b u  q iym atlarin i (6.24) ga qo 'ysak, u n d a

^ (* )= Л < * .)+ 2 Щ  (*-*,)+ ...+  (x -xor  (6.26 )1! я!
b o 'lad i

(6.26) fo rm u la  k o 'p h a d  u c h u n  T ey lo r fo rm u lasi d eb  a ta lad i. 
3°. Ix tiy o riy  fu n k s iy a  u c h u n  T ey lo r fo rm ulasi. /(*) funksiya 

(a,b) in te rva lda  an iq lan g an  bo 'lib , u  x0 e (a,b) n u q tad a  
/ ‘"’(jr0) h o sila la rg a  ega b o ’lsin. F unksiyan ing  nu q tad ag i 

hosila laridan  foydalan ib , quyidagi

P. ( /;  x)=Pn(x)= /(* , ) + (*_*„) + (x _ *o у» +... + {x- x 0r
1! 2! я!

k o ’phadn i tuzaylik.
A gar q ara lay o tg an  f(x) funksiya w -daraja li k o 'p h ad  bo 'lsa, 

un d a  y uqorida  (2 —b an d d a) ay tilganga ko 'ra
f(x) = Pn(,f:x)

y a ’ni

nx)=f M + q ^ (x- Xo)+ q ^ (x- x j > +...+£ ^ ( x - Xir
1! 2! n!
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bo 'lad i.
A gar f(x) funksiya k o 'p h a d  bo 'lm asa, ravshanki,

f(x)*P,(J' -*)
bo 'lib , u la r  o rasida farq y u zag a  keladi. Biz u n i /?.(.r) orqali 
belgilaylik:

--------------ft.W -  (/■*)--------------------------------------
N atijada  ushbu

f ( x )  =  P J f : x ) + R  ( x )

y a 'n i

f ( x )  = f ( x 0) + f ^ - ( x - x 0)+ ^ - ^ - ( x - x 0)1 +. .+ ̂ - ~ ~ ( x - x oy  + R Jx) (6 .2 7 )
1! 2! n!

fo rm ulaga kelam iz. Bu (6.27) form ula f ( x )  funksiya u ch u n  Teylor 
form ulasi deb  ataladi. R J x j  esa Teylor form ulasin ing  qold iq  hadi 
deyiladi.

f ( x )  funksiyam ng  P,( f \x)  k o 'p h ad  b ilan  taq rib iy  f ( x)  ~ Ph( f x )  
ifo d a la sh d a  Teylor fo rm ulasidan  ken g  foydalaniladi. B unda 
qo ld iq  h ad  R,.(x) ni b ah o lash  m uhim . Bu m asalani hal qilish 
u c h u n  f(x) funksiyaga "o g ’irroq" shart q o 'y ish g a  to 'g 'r i  keladi.

f(x) funksiya  (a,b) in te rv a ld a  an iq lan g an  b o 'hb , u shu 
in te rv a ld a  uzluksiz  f ' ( x \ f " ( x ) , . . . , f ' h\ x )  hosila larga eg a  b o ’lsin 
d eg a n  ed ik . Endi (a,b) in terv a ld a  b u  funksiyan ing  («+l)-tartib li 
f * ‘)(x) hosilasi ham  m avjud bo 'ls in  deym iz. (a, b) in terva lda  
a rg u m e n t * n in g  ix tiyoriy  qiym atin i tayinlab  quyidagi

X 22  
1! 2!

- ( x - t ) " (6.28)F ( t ) = f ( x ) - f ( t ) -

y o rd am ch i funksiyani tuzam iz va uni [x0.x ]c :(a,b)  (yoki 
[A,x0]c;(a,6)) seg m en td a  qaraym iz. F(t) funksiyan ing  (6.28) 
ifo d asid an  u m n g  |.v0!x) segm en tda  uzluksiz b o ’lishini k o 'rish  
q iy in  em as. Bu funksiya (x0.x) in terva lda  hosilaga ham  ega. 
H a q iq a ta n  ham ,

F X O  =  - / ' ( / )

7 (”+,,( o

f X Q
1!

f ' XO
( x -  t y  r o )

n\

Dem ak,

( x - t ) "

FXO-

, r \  0
( n  -  1)!

(x~t )"-

2!

0

( x - t )

( x - r y

(x-t )" (6.29)

Endi [x0,.v] seg m en td a  uzluksiz va (x0.x) in terva lda  chekli (nolga
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ten g  bo'lm agan) h o sila g a  ega  bo'lgan biror <p(t) funksiyani 
olaylik .

/■'(/) va <p(t) funksiyalarga v| segm en td a  K oshi teorem asini 
qo'llan ib  topam iz.

P(x) ~ F(X0) _  F  (c) ir- 'yr\\
<P(x)-<p(x o) <p\c)

bunda,
xa < c< x  (c = + 0(x -  .va).0 <(9 < 1)

Y uqoridagi (6.28) funksiya  uchun
F ( x )  = 0, F ( x 0 ) = /?„(•*) 

ten g lik larga  egam iz. Endi (6.29) ten g lik d an  t = c da

F X e ) - - £ ^ ¿ - c )n\
b o 'lísh in i e ’tiborga olsak, u n d a  (6.30) ten g lik d an

  (631)
<p(c) ni

(c = x0 + & ( x - x c)) form ula k elib  chiqadi.
S h u n d ay  qilib, T eylor form ulasin ing qoldiq  hadi u ch u n  (6.31) 

form ula top ild i. Bu ho ld a  f ( x )  funksiyan in g  T eylor form ulasi 
q u yid ag i

f(x) = f ( x J  + J ^ ( x - x j  + £ ^ ( x - x oy +... + ^ £ ^ ( x - Xl,y  +

, V(x)-<?(*<,) / ^ ‘V ) ,
<p\c) n\

(c = *0 + 0(x — x0),0 < 0 < 1) (6.32)
ko'rin ishda yozilad i.

T eylor form ulasidan ken groq  foydalanish  m aqsadída, u n ing  
q o ld iq  h ad in in g  turli ko'rin ishlarin i keltiram iz.

1). K oshi k o 'r in ish d a g i q o ld iq  h a d li T eylor form ulasi. 
Yuqorida qaralgan <p{i) fu n k siya  sifatida ¡p(t) =  x - t  funksiyani 
olaylik . Ravshanki, bu  fu n k siya  [x0,x ]c(a ,¿ )segm en td a  uzluksiz, 
(x0.x) intervalda esa  ch ek li <p\t) = -1 h osilaga  ega. Bu funksiya  
u ch u n  tp(t) = or <p(x j  = x -  x0 bo'ladi. N atijada (6.31) form ula  
q u yid agi

^ (x)= (x-x,  )=
«! n\ ni

(o<e<\)
ko'rin ishni oladi. Q o ld iq  h ad n in g  bu ifodasin i (6.32) ga  qo'yib  
topam iz:
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+ f , ""'(-Cl ( x - x j ' 0 ~ O r  nl
Bu (6.33) form ula f{x) lu n k siy an in g  K oshi k o 'rin ishdag i qo ld iq  
hadli T eylor form ulasi deb  afäiadi.

2). Lagranj ko'rinishidagi qoldiq hadli 1 eylor formulasi
b n d i < p( t )= (x ~ iy "  funksiyani olayliU Ru funksiva ham  |x 0, x ] c («,*) 

seg m en td a  uzluksiz, (xt,r) in terva lda  esa chekli <p'(t) = -(n + \)(x-ty  
hosilaga  ega. Bu funksiya u ch u n

V(x) = 0,<p(x0) = (x  -  x „ ) " * ‘________________________

(p'(c) = - ( « +  1)(.t -  c)",(c = x 0 +&(x -  x„X0 < ß < 1) 
b o ’ladi. U  ho lda yuqoridag i (6.31) form ula ushbu

(c). -  ( y - ^ r ‘ _ ) \n+l

k o 'r in ish n i o ladi Q old iq  h ad n in g  b u  ifodasim  (6.32) ga q o ’yib, 
topam iz:

(634)

t i r n i r (x- x'r ‘
Bu form ula /(x) funksiyan ing  Lagranj k o 'rin ish idag i qo ld iq  

had i T eylor form ulasi deb ataladi.
T ey lo r form ulasi qo ldiq  had in in g  b u  k o ’rinishi sodda bo 'lib , u 

(6.34) fo rm uladag i n avba tda  k e lad ig an  hadni eslatad i. Faqat 
b u n d a  funksiyan ing  («+ l)-tartib li hosilasim ng x0 n u q tad ag i 
q iym ati o’rn iga  hu hosilaninq c (c = x0 + 9(x -  x ,)) n u q tad a  qim ati 
olinadi.

3). Peano ko'rinishidagi qoldiq hadli Teylor formulasi /(*)
fu n k siy a  Teylor form ulasinm g P eano  k o 'rin ish idag i q o ld iq  hadin i 
ch iq arish d a  /(x) funksiyaga n isbatan  qo y ilgan  shartn i
"eng illash tirish" m um kin.

/(x) funksiya x0 e (a, b) n u q tan in g  b iror L', (x0)c  (a,6) a tro fida
f \ x ) , f " ( x ) , . . . , f w (x )  hosila larga  eg a  bo 'lib , /'"(x ) hosila esa
n u q ta d a  uzluksiz bo 'lsin . Bu funksiya u ch u n  xzUs(xa) da  u shbu

/ ( x )  =  / ( x 0 )  +  ^ l ( x - x 0 )  +  ^ ( x - x 0 ) 2 +  ... +  ^ ( x - x j  +  ^  ^

(/ 7 - 1 ) !  n\

x„

lto



(bunda c son bilan .<■ orasida) form ula o'rinli.
H aq iq a tan  ham , y u q o rid ag i (6.34) form ulada „ ni « - 1  ga 

alm ashtirsak , u ho lda (6.34) fo rm uladan  (6.35) kelib chiqadi.
Ravshanki, a-->x0 da c - > * 0 bo 'lad i. f" (x )  esa xa n u q tad a  

uzluksiz. Dem ak,
lim / ("V)= lim / (”(c) = f ("\x0).
X  —»V,J C—

U holda

►- «! ;?!
ten g lik  o 'rin li b o ’lib, lima(jc) = 0 bo 'lad i.

v—>xg

A gar x->x0 d a  or(x)(jc-xs)" = o((x-xoy )  bo 'lish in i e 'tib o rg a  olsak, 
n a tijad a  (6.35) fo rm ulan ing  qo ld iq  had i u ch u n  ushbu

_~ *o)* = — (x ~ *0 )* + Q((x -*.)*) (636)
n\ n\

form ulani topam iz. Endi (6.35) va (6.36) form ulalardan

/ «  = /(*„)+ + 11*A(X- Xi¡y  + ...+ ^ ' ^ \ X- X0y  + (ß 3?)

+ o((x-x0Y)
fo rm ulaga kelib  ch iqadi. Bu form ula /(*) funksiyan ing  Peano 
k o 'rin ish id ag i q o ld iq  had li Teylor form ulasi d eb  ataladi.

Demak, x-+x0 d a  (6.37) form ulan ing  qold iq  hadi no lga intilib, 
u  (6.37) fo rm u lad a  o 'z id an  o ld in  k e lad ig an  har b ir  h ad g a  
q a rag an d a  yuq o ri tartib li cheksiz  k ich ik  m iqdor bo 'lad i.

S h u n d ay  qilib, biz y u q o rid a  f(x) funksiya T eylor form ulasi 
qo ld iq  h ad in in g  turli ko 'rin ish larin i keltird ik . Y echilayofgan 
m asalan ing  ta lab ig a  q arab  u yoki bu ko 'rin ishdag i qo ld iq  hadli 
T eylor fo rm ulasidan  foydalan ilad i. M asalan, biror x0 n u q ta  
a tro fidag i x (1 * 1,)  n u q ta la rd a  f(x) funksiyan ing  qiym atlarin i 
taq rib iy  h isob lash  k e rak  bo 'lsa , Koshi yoki Lagranj k o 'rin ish id ag i 
qo ld iq  had li T eylor fo rm ulala ridan  foydalangan  m a'qu l, x->x0 da 
qo ld iq  hadi n o lg a  in tilish  ta rtib in ig in a  bilish lozim  b o 'lsa  yoki x0 

n u q ta  atro fida  funk siy an in g  bosh  qism ini ajra tish  kerak  bo 'lsa , u 
ho lda Peano k o 'r in ish d ag i q o ld iq  hadli Teylor fo rm ulasidan  
foydalan ish  m aq sad g a  m uvofiq bo 'lad i.

4U. Makloren formulasi. f(x) funksiyan ing  (6.27) Teylor 
form ulasida x0=o deb  olinsa, u shbu
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/(jr)=/(0) + S M x+n 2 ) x* + . ^ ¿ !^ !1  x- + rjjc) ,6.38) 

form ula hosil b o ’ladi. Bu ho lda qold iq  had  r,:(x) quyidagicha:

a) Koshi ko 'rin ish ida: — x**'(1 -  9 ) '  f ' 1 " ( 0 x) =  rh(x),
’ n\

—b) Lagranj k u 'iin ish id a : <J-0 * |); ' " V M .

v) P eano  ko 'rin ish ida : r,(x) = o(x')
(0 < 0 < 1) yozilishi m um kin.

Y uqoridagi (6.38) form ula /(x) funksiyaning  M akloren  
form ulasi deb  ataladi.

U shbu
f X 0) / " ( 0 )  2 / ' " " ( ö t )  „+,

/ ( x )  = /  (0) + -  x  + x  + . + J— -----^ - - X
j  \  i  j  \  > j |  2 !  ( „  + 1 ) !

(0 < 6>< l) Lagranj k o 'rin ish id ag i qoldiq hadli M akloren 
form ulasim  qaraylik . Bu form ulaning  qo ld iq  hadini baholaym iz. 
Faraz qaraylik, sh u n d ay  M son m avjud bo  lsinki, a iq u m en t x 
n ing  x„ = o n u q ta  atrofidagi q iym atlarida ham da neN  n in q  b archa
q iym atla rida

| / w(x)|<A/
tengsiz lik  bajarilsin . U ho lda u shbu

\x\
<M

i 1

(« + 1)!(n + 1)!
ten g siz lik k a  ega bo 'lam iz. x n ing  har b ir tayin  q iym atida

i
lim — = 0
”-*<0 (n +1)!

lim it o 'n n li bo 'lish in i e 'tib o ig a  olsak, u  ho lda n n ing  e tarli katta 
q iym atla rida  rjx)  ye tarli k ich ik  bo 'lish in i ko 'ram iz. Dem ak, xo = 0  

n u q ta  atro fida  /(x) funksiyani
f X 0) f \ 0) 2 / w (0) „/70) +  X  +  x 2 +  . . . + -  X

1! 2!
k o 'p h a d  b ilan  alm ashtirish  m um kin. N atijada ushbu

f X 0) / ”(0) 2 / ' " ’ (0) „/ ( x ) ~  / ( 0 )  + ^ - ^ x  + ^ 4 - ^ x 2 + .. — — x
J  \ J v ], 2! n\

taq rib iy  form ula kelib chiqadi.
5°. Elementar funksiyalar uchun Makloren formulasi 1).

f(x) = e b o 'ls in . Bu funksiya uchun  f {" \ x ) = e ’ va / ( 0)= 1 ,
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/"" (0) = u » =  1,2,3,...). U h o ld a
T ,  X X x"

<' =  1 +  — + —  + ... + ----- +  r (x)
1! 2! »! ' ’

b o ’lib, un ing  qold iq  had i esa Lagranj ko 'rin istn d a  quy idag icha
yoziladi:

H ar b ir xe[-a,a] (a>0) da |«fc|<  e° bo 'lish in i e 'tib o rg a  olsak, 
u n d a

n (»+1)!
a W+1

te n g s iz lik  k e lib  c h iq a d i va  d a  --------- e° ifo d a  va d e m a k
(» + !)!

r„(x) h a m  n o lg a  in tila d i. N a tija d a  /(x )= e ‘ fu n k siy a  u c h u n  
q u y id a g i

x , x  x 2 x "e » 1 + — + ---- + ... + ----
1! 2! n\

ta q r ib iy  fo rm u la q a  e g a  b o 'lam iz . Bu fo rm u lad an , x u su sa n , x = l  
b o ’lg a n d a , e so n in i ta q r ib iy  h iso b la sh  im k o n in i b e ra d ig a n  u sh b u

x , 1 I 1e » 1 + — + — + ... + —
1! 2! n\

fo rm u la  hosil b o 'la d i. Bu h o ld a  k ( l ) |< — -—
1 1 0» + 1)!

2). /(*) = sin* b o ’lsin . M a 'lu m k i, b u  fu n k s iy a n in g  » - ta r t ib l i

h o s ila s i u c h u n  f M (x) = (sin x)M = sin(x + «• - )  fo rm u la  o 'rin li.2
R av sh an k i, / ( 0) = 0 va

0, a g a r  n — ju f t b o 'lsa ,

f in) (0) = sin —  = t 
2

n-1
v (-1) 2 , a g a r  n — to q  b o 'ls a .

/(x) = sinx fu n k s iy a n in g  M a k lo re n  fo rm ulasi n to q  son  
b o 'lg a n d a

x 3 * 5 x 7 —  x "sin x  = x  + ------ -  + ... + ( - l ) J —  + r ( x )
3! 5! 7! n\

k o 'r in is h d a  y ozilad i. Bu fo rm u la n in g  q o ld iq  h a d i Lagranj
k o 'r in is h d a  q u y id a g ic h a  yozilad i:



X  7Г
г , I х)  = ------------- sin( Ох + н ------Н тг) (0 < 9 < 1)
" (я+2)! 2

Ravshanki, Vxe[-a.c¡] (а><>) da 

__________________________ K (jf)|s
2 )!

bo'Iib, и->оо d a  ---------  îfoda va dem ak, /■ (x) ham  no lga intiladi.( -L 9 M V” ■ — J-
S h u n d ay  qilib, n — to q  son b o 'îg a n d a  ush b u

3 5 7 " 1 „  «

s in  x  «  x  1 t - ... +  ( - 1  ) • • — -
____________________   3! 5! 7!__________ n\_______
taq rib iy  h isoblash  form ulasiqa eqam iz.

3 ). f(x) — cosx bo 'lsin . Bu funksiyaning  n — tartib li hosilasi

u ch u n  f w (x) = (cosxy' = c o s ( x + « •--) fo rm ulaga egam iz. Ravshanki,

/ ( 0) = 1 va
0 , ag a r n — to q  son bo 'lsa,

/ (” ) ( 0 )  =  c o s - ” 7 r

2

^(-l)2, agar n — ju ft son b o 'lsa

/ ( x )  =  c o s x  funksiyan ing  M ak lo ren  form ulasi q u y idag icha  yoziladi.
2 4 6 я и

cos дг =  1 — —— t- — —  + . . .  +  ( - 1  ) 2   H r  ( x )
2! 4! 6 ! и!

(bunda n — ju ft son), un ing  qo ld iq  had i Lagranj k o 'r in ish id a  
q u y id ag ich a  yoziladi:

D em ak,

г”т2 я-
/-„(x) -   ----------- cos( 9 x  I n  + ff) (O<0<1)

(n  +  2)! 2

2 4 6 n n
X  X  *  /  , ч Т

COS JT «  1 ---------- 1------------------H ... +  ( - 1 ) '  • —г
2! 4! 6 !  h !

4 ) . / ( x )  = ln(l +  x) bo 'lsin . M a'lum ki, b u  funksiyan ing  n — tartib li 
hosilasi u c h u n  ushbu

• (n) / - \ n~r 1 , „\\(») _ / 1\»-1 (n Щ/  (•*) — (ln( 1 + ■*)) = ( - 1 ) " (1 + X)"
fo rm ula  o ’rinli. Ravshanki, / ( 0 ) = 0  //;/ = (-1)" ' -(«-l)i- Shuni
e 'tib o rg a  olib, berilg an  funksiyan ing  M akloren  form ulasini
yozam iz:



ln(l + x) = X -  —  +   —  + .. + ( - I )" 1 • —  + r„(x) (6.38)
2 3 4 n

Bu form ulaning qold iq  hadi r„(x) ni baho lashda u n in g  Lagranj 
ham da Koshi k o 'rin ish larid an  foydalanam iz.

a) o < x< l bo 'lsin. Bu ho lda (6.38) form ulaninq  Lagranj 
ko 'rin ish idag i

r . W -(/?+1X1+ &)"*' 
qo ldiq  hadini olib, un ing  u ch u n  quyidagi

(-1)"*"*1
K W |  = (» + 0(1 + &)"■' n + 1

b ahoga ega b o ’lamiz.
b) -a<x <o 0 <a <] b o 'ls in . Bu ho lda (6.38) form ulaning  Koshi 

ko 'rin ish idag i

r„(x) = (-])" x" (0 < 0, < 1) (6.39)(1 + 0 ¡x) '" '
q o ld iq  h ad in i olam iz. (6.39) te n g lik n i q u y id a g ic h a  yozam iz:

" (l+0,jrj 1 + 0,*
o 'zgaruvchi x n in g  -a< x ¿ 0  (0 <a<l) q iym atlarida

1-0,
1 + 0, x

<1

tengsizlik  o 'rin li b o 'lish in i h isobga olib, topam iz.

k w |  = ( - 1)" •í I -« ,  ]” x- 1 ✓
n+1X an+1

1 + 0 ,X
N

1 + Qxx 1 -  a
< Demak, ln(l + x) funksiya  u ch u n  quyidagi

ln( 1 + x ) X + xiX ~~2~ + T 4 n
taq n b iy  hisoblash form ulasi hosil bo 'ladi.

5). /(*) = (l+x)“ bo 'lsin , b u n d a  aeR.  Bu funksiyan ing  n — 
tartibli hosilasi u ch u n  / ("'(*) = (0 + .r)°)(,° = a (a - l) . ..(a -n + 1X1 + *)*''’ 
form ulaga egam iz. Ravshanki, / ( 0) = 1, / <",(0) = a(a-l)...(a -n+ l).
/(x) = (i + x)a fu nksiyan ing  M akloren  form ulasi quy idag icha
yoziladi:

. .  , a a ( a - 1) , a(a  -  l)...(a -  n + 1) „ , ,
(1 + x)a = l + - x  + — -----—x1 + ...+  — — ------------- x  + r„(x),

1! 2! n\
qold iq  had  r„(x) esa ushbu

1 8 5



„ t « ( « - 1). (a -  ii + 1)l*„ (-V) = ------------------------ (1 + <«)

Koshi k o 'r in ish id a  yoziladi. Endi ;.v|<l b o ’lganda
l -  o

k„(-v)| = a(\ - —XI -  -  - ) d  +&)"
 1_____ 2______ h _ 1 + tix

a ( i _ f . x l _ ^ .)...(i _fL)(1 + ÖS) - l|x|"‘l 
1 2 «

bo 'lib , d a  n o lg a  in tiladi.
X ususan, a  = n bo 'lsa , u  h o ld a  r„(*) = 0 bo 'lib , u shbu

n n(n — 1) 2 n(n — l)...(n - » + 1) ,(l + .r)" =l + - x +    ¿x1+... + —----- —---------- x
U 2! w!

N y u to n  b inom i form ulasiga kelam iz.
S hu n d ay  qilib, b u  h o ld a  ush b u

(1 + xy  . ,  + £  *+ + ...+ f c i W ^ ± ! ) x.
1! 2! n\

taq rib iy  fo rm u lag a  egam iz.
Biz y u q o rid a  e lem en ta r funksiyalarn ing  M ak lo ren  

fo rm ulalarin i keltird ik . Bu form ulalarm ng qold iq  had larin i asosan 
Lagranj k o 'r in ish id a  yozib, so 'n g ra  u larni baholad ik . E lem en tar 
fu n ksiya larn ing  M ak lo ren  fo rm ulalarida u lam in g  qo ld iq  
h ad larin i b o sh q a  k o 'r in ish la rd a  ham  yozish  m um kin. M asalan, 
e lem en ta r funksiyalarn ing  P eano  k o 'rin ish d ag i q o ld iq  hadli 
M ak lo ren  form ulalari q u y id ag ich a  yoziladi, (*->0)

,, , x  x 2 x " „1) e = 1 + —  + —  +  o ( x  )

x 7 —  jc”£ - + . . .  + (-1 ) 2 —  + <,(*■) 
7! n\

1! 2 !

je3 x s
2) sin x  = x  1----

'  3! 5!
(bunda  n — to q  son),

3) cos .v = 1 + ( -l)T —  + o ( x " )
' 2! 4! 6 ! n\

(bu n d a  n — ju ft son),

4) Ln(l +  x )  = x  —  + £ —  — ■ + ... + (-1)" 1 • -— f o { x " )

c. „ , a  a ( a - 1) , a ( a  -  l)...(a -  n  +1) „ ,
5  (l  + x-)° = 1  + - x  +  —i-------- x - + . . . +  — -------- —  --------------------- + o ( i  )

1! 2! n\
O d a td a  b u  form ulalar asim pto tik  form ulalar deyiladi.



M a s h q l a r .

6.10. Ushbu

{0 , agar x ra tsional son  bo 'lsin,

x1, agar r irra tsional son bo 'lsa, 
lunK siyanm g x = o n u q tad ag i hosilasi topilsin.

6.11. 1) A gar f(x) funksiya n u q tad a  f ‘{x0) hosilaga ega 
bo 'lsa , u ho lda shu n u q tad a  funksiyan ing  o 'n g  hosilasi / K + 0) 
chap  hosilasi / '(* „ - 0) lar m avjud va /'(*„ + 0) = /'(*„ -()) = /'(*„) 
b o ’lishi isbotlansin . 2) Agar f(x) funksiya  x0 n u q tad a  o 'n g  hosila 
/'(x „+ 0) chap hosila / '( * „ - 0) Iarga eg a  b o ’lib, f'(x„ + 0) = /'(x 0 - 0) 
bo 'lsa , u ho lda shu  n u q ta d a  fu nksiyan ing  /'(*„) hosilasi m avjud 
va /'(*„) = f'(xa + 0) = /'(x 0 - 0) b o 'lish i isbotlansin.

6.12. Bir tom onli ham  da cheksiz  hosilalarning geom etrik  
m a 'no lari kelitin lsin .

6.13. U shbu

/(*) =

0 , aq ar x = 0 bo 'lsa,
1 1 i l 'ia q a r  < * < - bo Isa,
n n + 1 n
-  - ,  aq ar - - < * < — — b o 'lsa  

n n n + 1
funksiyan ing  x = 0  n u q tad a  d ifferensiallanuvchi bo 'lish i 
isbotlansin .

6.14. Agar f(x) va <p(x) funksiyalari x  = a n u q tad a  hosilaga ega 
b o ’lmasa,

f ( x )  + < p ( x ) , f ( x ) -  < P ( x ) , ^ -  (<p{x)* 0)
<p(x)

funksiyalar shu  n u q tad a  hosilaga ega bo 'lad im i? M isollar 
keltirilsin .

6.15. Ushbu

$ = / ' «ax
b elg ilashda chap to m ondag i ifodani k asr deb garash  m um kinm i?

6.16. A gar f(x) va g(x) funksiyalar x e ( a , b ) n u q tad a  n — tartib li 
f M{x),gw(x) hosilalarga ega bo 'lsa,

/ ( * )  • g(x)
funksiyan ing  » —tartib li hosilasin i top ish  form ulasi keltirib 
chiqarilsin . (O datda bu form ula Leybnis form ulasi deyiladi).

6.17. Ferma, Roll, Lagranj teo rem alari qan d ay  geom etrik
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m a'n o g a  еда? 
6.18. U shbu

a) f ( x ) =  - b) f { x )  = in— '
v'l + X x -  ■*

funksiyalarn ing  M ak lo ren  form ulalari yozilsm .
6.19. A sim ptotik  form ulalardan  foydalanib, ushbu

lim(cos x + '*X—>0 2

6.20. U shbu
/(x) = |x|3 JC = 0 da

funksiya a: = 0  da  uch in ch i tartib li hosilaga egam i? |xj chi?
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VII  BOB

DifferensiaJ hisobning ba'zi bir tatbiqlari

U shbu bobda funksiyaning hosilalari yordam ida un ing  
o 'zgarish  xarak teri (oraiigda o 'zgarm as giym atni saqlashi, 
o 'suvch i yoki kam ayuvchi bo 'lish i, m aksim um  va m inim um  
qiym atlari), sh u n in g d ek  funksiya grafigini teksh irish  (funksiya 
grafig in ing  qavariq  yoki botiqligi, burilish  nuq ta larin i aniqlash) 
kab i m asala lar o 'rganilad i.

à'
1 —§. Funksiyaning o’zgarib borishi

1". Funksiyaning o'zgarmas qiymatni saqlashi f(x) funksiya 
(a.b) in terva lda  an iq lan g an  b o ’lsin.

1-teorem a, f ( x ) funksiya (a,b) intervalda chekli f '(x)_  hosilaga 
ega bolsín. Bu funksiya (a.b) intervalda o'zgarmas bo'lishi uchun 
shu intervalda

f ' { x )  = 0
bo'lishi zarur va yetarli.

Z am rlig i. Shartga k o 'ra  /(*) funksiya (a,b) in tarva lda  
o 'zgarm as, y a 'n i f ( x )  = c ,c  = const . R avshanki, b u  h o ld a  (a.h) 
in terva lda  f \ x )  = o bo 'ladi.

Yefarliligi. S hartga  k o 'ra  /(*) funksiya  (a.b) in terv a ld a  chekli 
f[(x) hosilaga eg a  va f(x)= 0 . Endi (a.b) in terva lda  is ta lg an  x  va 
tay in langan  x0 n uq ta larn i olib, [ r0..r | yoki [x,x0\ segm en tn i 
qarayhk: \x0 .x]c (a.b), \x,x0 \(z(a.b) Lagranj teo rem asig a  (6  — bobdagi 
7 —teorem aga qarang) k o 'ra  x0 b ilan  jc n u q ta la r o rasida shunday  
c ( c 6 ( x 0,x)) n u q ta  m avjudki, (/'(x) = 0 b o 'lish in i h isobga oigan 
holda)

f ( . x ) - f ( x 0) = f ( c ) ( x - x o) = 0 (7.1)
ten g lik  o 'rin li bo 'lad i. (7.1) ten g lik d an  esa  /(*) =/(*„) kelib 
chiqadi. Bu f ( x ) funksiyan ing  (a,b) in tervalda o 'zgarm as ekanini 
ang la tad i. ►

1— natija. A gar f ( x ) va g(x) funksiyalar (a.b) in terv a ld a  chekli 
f ( x )  va g \x)  hosila larga  ega bo 'lib , shu  in tervalda

f(x) = g\x)
teng lik  o 'rin li bo 'lsa , u ho lda /(x) bilan  g(x) funksiyalar (a.b) 
in terva lda  b ir b irid an  o 'zgarm as songa farq qiladi:

I
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/(*) = a( x ) +C (C = com-r)
•4 H aq iq a tan  ham,

F(x) = f ( x ) - g ( x )  (7.2)
deb, (a,b) d a
   F X x ) -  f ' ( x )— y'(.v)-»-----------------------------
b o 'lish in i topam iz. Isbot e tilg an  teo rem ag a  k o 'ra  F(X) = C bo 'lad i.
(7.2) m u n o sab a td an  f(x)  = x (x )+C  ekan i kelib  chiqadi. ►

2 °. F u n k s iy a n in g  m o n o to n  bo 'lish i. f i x ) funksiya (u.fc) 

in te rva lda  an iq lan g a n  bo 'lsin .
2 —teo rem a . f i x )  funksiya (a,b) intervalda chekli f ' { x )  hosilaga 

ega bo'lsin. Bu funksiya shu intervalda o'suvchi (kamayuvchi) 
bo'lishi uchun  (a,b) intervalda

f\x)>  o (/'(*) < 0)
tengsizlik o'rinli bo'lishi zarur va yetarli.

< Zarurligi. S hartga  k o 'ra  f ( x )  funksiya  (a.6) da  chek li f ' (x )  
hosilaga eg a  bo 'lib , u  (a,b) in te rv a ld a  o 'suvch i (kam ayuvchi). 
V x e ( a ,6 )  n u q ta n i olib, u  b ilan  b irg a  ( x + A x ) e ( a , b )  n u q tan i ham  
qaraym iz. U h o ld a

A x > 0  d a  f ( x ) < f ( x  + Ax) ( f ( x ) > f ( x  +  Ax))
i\x < 0 d a  f i x )  > f ( x  + Ar) ( / ( x ) < / ( x  + Ax))

m u n o sab a tla r o 'rin li b o 'lad i va b u  m u n o sab atla rd an  har doim
f j x  + Ax) -  f i x )  ^  0 < f j x  + Ax) -  f j x )  ^  0 '|

Ax " l, Ax J
tengsiz lik  k e lib  chiqadi.

M a'lum ki,
1|m / ( x  +  Ax) - / ( x )  _  f ^ x) ( ?  4 )

A x-*0  , \ x

(7.3) va (7.4) m u n o sab atla rd an  (4 —b o b n in g  4 —§ ig a  qarang) 
in te rv a ln in g  b a rch a  n u q ta larid a

f \ x ) >  0 ( / ' ( x ) <  0)

tengsiz lik  o 'r in li bo 'lish in i topam iz.
Yetarliligi. S hartga  k o 'ra  fix) fun k siy a  (a,b) in te rv a ld a  chek li 

/'(*) h o silag a  eg a  bo 'lib , shu  in te rv a ld a  fix)>  0 {.fix) < 0)
tengsizlik  o 'rin li.

\ / xe{a,b)  va (x+Ax)e(a,b) ,  Ax>0  n u q ta lam i olaylik. Bu h o ld a  
[x ,x  + Ax] c  ia,b) b o ’hb, (x ,x  + Ar] seg m en td a  f i x )  funksiya Lagranj
teo rem asin in g  b archa shartlarin i qanoatlan tirad i. Lagranj
teo rem asig a  m uvofiq x va x + Ax n u q ta la r o rasida sh u n d ay
c(x < c < x + Ax) n u q ta  m avjudki, u sh b u
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J(x + Ax)- f(x)= f '(c)Ax
ten g lik  o 'rin li bo 'ladi.

D em ak,
f ( x  + . \x )~  j ( x ) >  0 (/(r + Ax)- f (  x )< 0 )

B undan  f ( x ) funksiyan ing  (a,b) in terva lda  o 'suvchi (kam ayuvchi) 
b o ’lishi kelib  chiqadi. ►

2 - § .  F u n k s iy a n in g  ek strem u m  q iy m atla ri

f ( x )  funksiya (a,b) in te rva lda  berilg an  bo 'lib , x,€(o,i) va 
f',’i(Xo) = (x0 - S , x 0 +rf)c(a,/i)

bo 'ls in .
1-ta'rif. A gar V*ei/f(x0) u ch u n

/(x) </(*„) (/(x) >/(*„))
b o ’lsa, f ( x ) funksiya x0 nuqtada ■ lokal maksimumga (lokal 
minimumga) ega deyiladi. f ( x 0) qiym at j \ x) funksiyaning  V t {xt ) 

dagi lokal maksimumi (lokal minimumi)  deyiladi.
2-ta'rif. Agar Vxei/f(*0)\{x,,}=l/f(;c0) uchun

f ( x ) < f ( x „ ) (/(*)>/(*„))
bo 'lsa , f ( x )  funksiya x0 n u q tad a  q a t'iy  lokal m aksim um qa (qat'iy  
lokal m inim um ga) ega deyiladi, /(x0) qiym at /(x) funksiyan ing  
i/„.(x0) dagi qat'iy maksimumi (minimumi)  deyiladi.

Y uqoridagi ta 'riflardagi x0 n u q ta  f ( x ) funksiyaga m os ravishda 
m aksim um  (minimum), q a t 'iy  m aksim um  (qa t'iy  m inim um ) 
q iym at b erad ig an  n u q ta  deb  ataladi.

Funksiyan ing  Ue(x0) dag i m aksim um  (minimum) qiym atlari
/(*„) = max {/(x)} (/(X0) = min {/(x)})X€ >JS (A 0 ) X€.tJs (x0 )

kab i belgilanadi. B unda max ( mi n)  lo tincha m axim um  (minimum) 
so 'z id an  o lingan bo 'lib , en g  k a tta  (eng kichik) deg an  ina 'non i 
ang latad i.

F unksiyan ing  m aksim um  v a  m inim um  um um iy nom  bilan  
u n in g  ekstrem um i deb  ataladi.

M asalan, /(x) = \/T-x2 funksiya  x = 0 n u q tad a  m aksim um ga 
erishadi. C hunki V xeL ^x jcd -i.i]) (<5>0) u ch u n  /(x )< /(0) ya 'm

/(*) = >/T-V < /(0) = l
bo 'lad i.

Funksiya hosilalari y o rd am id a  u n in g  ekstrem um lari ham da 
funksiyaga ekstrem um  giym at b e rilad ig an  n u q ta la r topiladi.

1 0 :



1). E k s trem u m n in g  za ru riy  sh arti. f(x) funksiya x0 e(a.6) 
n u q tad a  m aksim um  (m inimum ) ga erishsin. T a 'rifga  ko 'ra,
VxetJ.Xx„)  d a  f ( x 0) > f ( x )  ( / ( . r „ ) < / ( x ) )  b o ' l a d i .

3 —teo rem a . Agar f ( x )  funksiya  x0 e (a.b) nuqtada chekli f ' ( x 0)
hosilaga ega bo'lsa. u holda______________________________________

A * 0)=o
bo'ladi.

< Bu teo rem an in g  isboti h en n a  teo rem asm i q o 'lla sh  b ilan  
kelib  chiqadi. ►

Biroq, f ( x )  funksiya  u ch u n  biror x'  e  (a,b) n u q ta d a  chekli 
hosilasi m avjud  va /'{x') = 0 b o 'h sh id an  u n in g  x ' n u q ta d a  
ek strem u m g a eg a  b o 'lish i har doim  kelib  chiqaverm aydi. 
M asalan  f ( x )  = x ‘ funksiya u ch u n  f i x )  = 3x2 va *  = 0  n u q tad a  
/ ' ( 0 )  =  0  b o 'lsa  ham  u  a  =  0  n u q tad a  ekstrem um ga ega em as (bu 
funksiya  q a t 'iy  o 'suvch i ekan lig i b izga m a’lum),

Dem ak, y u q o rid ag i teo rem a funksiya  ek strem u m g a 
e rish ishn ing  zaru riy  shartin i ifodalaydi.

O d a td a  funksiya hosilasin i no lga ay lan tirad igan  n u q ta la r 
funksiyan ing  s ta tsionar (turg 'un , kritik) nuq talari deb ham  
ataladi.

Biz f ( x )  = |x| funksiyan ing  * = 0 n u q tad a  (6 —bob, 1 — §) hosilasi 
m avjud  em aslig in i k o 'rg a n  edik. Bu funksiya a- = 0  n u q tad a  
m in im um ga eg a  b o 'lish i ravshandir. Demak, funksiya  hosilaga 
eg a  b o ’lm ag an  n u q ta la rd a  ham  ek strem u m g a erish ish  m um kin.

S h u n d ay  qilib, f(x) funksiyaga ekstrem um  qiym at b e rilad ig an  
nuq talarn i:

F un k siy an in q  sta tsionar nuqtalari, funksiyan ing  hosilasi 
m av jud  b o 'lm ag an  n u q ta la ri o rasidan  izlash k e rak  ekan. O d a td a  
b u n d a y  n u q ta  funksiya  ekstrem um ga s inalad igan  n u q ta  deb 
ataladi.

2). E k s tre m u m n in g  y e ta r li sh a r tla r i. / ( x )  funksiya  x0 

n u q ta d a  uzluksiz  bo 'lib ,
^¿(*o) = (*0-^ * 0+<*)'{*<)} (<*>°)

d a  chek li f \x )  h o silag a  eg a  bo 'lsin .
a) A gar

Vx e (x0 -¿>.x0) u ch u n  f'(x) > 0 
Vx e (x0.x0 +5) u ch u n  f(x)  < 0 

b o ’lsa, y a 'n i f \x )  hosila  x0 n u q tad an  o 'tish d a  o 'z  ishorasini “+"



■4 H aq iqa tan  ham, (*,-»>'.*„) da f(x) funksiyan ing  q a t'iy  
o ’suvclii va

lim f(x) = f(x„)
t - * x  6 '"

bo 'lish idan , Vxe(x0 - S , x a) da
/(•*)</(■*„)

tengsizlik  kelib  chiqadi.
S h u n in g d ek  {x^xe+S) da  j(x) funksiyan ing  qat'iy  kam ayuvchi

d a n  " g a  o ' z g a r t i r s a ,  f ( x)  f u n k s i y a  x0 n u q t a d a  m a k s i m u m q a

e g a  b o ' l a d i .

va
lim, /(* )= /(* 0)*-wr0->Ci

b o 'lish id an  Ухе  (x0,x0 +<У) da
/(* )< /(* ,)

bo 'lish in i topam iz.
Dem ak, Vxeüt(xa) u ch u n

/"(*) </(*„)
b o ’lib, f{x) funksiya  *0 n u q tad a  m aksim um ga e g a b o 'la d i .  ►

b) A gar
V xe (x 0- á . x a) u ch u n  f \ x ) <  0 

V x€ (x0.x„ + Й) u ch u n  f \ x ) >  0 
b o ’lsa, y a 'n i f \ x )  hosila x0 n u q tad an  o 'tish d a  o 'z ishorasin i “ — " 
dan  "+’ ga o 'zgartirsa, /(*) funksiya  xtt n u q tad a  m in im um ga ega 
bo 'lad i.

< H aq iq a tan  ham, (x0 -  & *0> da f ( x )  funksiyan ing  q a t'iy  
kam ayuvchi va

lim f ( x ) = / ( x 0)
x~>xa-0

bo 'lish idan , v*6 (r0 -ó,x4) da
/(*)>/(*„)

tengsizlik  kelib  chigadi.
S hun ingdek , (x0,x0 + á) d a  f(x) funksiyan ing  q a t'iy  o 'suvch i va

lira / ( * ) = / ( * „ )
x -* x 0+0

bo 'lish idan , V*e (*„,xt +S) da

/(*)>/(*„)
bo 'lish in i topam iz.

Demak, \ /xeú f(x0) uchun
f ( x ) >  f ( x . )
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b o ' l i b ,  Их )  f u n k s i y a  x 0 n u q t a d a  m i n i m u m g a  e g a  b o ' l a d i .  ►

o 'z  ishorasin i o 'zgartirm asa, u ho lda f(x) funksiya л„ n u q tad a  
ek strem u m g a ega bo 'lm aydi.

S h u n d ay  qilib, ek strem u m g a sana layo tgan  n u q tam  o ’tish d a  
funksiya hosilasi ishorasin ing  o 'zgarish i un ing  ek strem u m g a 
erish ishn ing  y e tarli shartid ir.

7.1-misol. /(х) = (х + з)гу'(х-1}’ funksiyan ing  ekstrem um in i
toping.

M B erilgan  funksiyan ing  hosilasin i topam iz:

Ravshanki, hosila  л- = 0 , x = -3 n u q ta la rd a  no lga  aylanadi, x=l 
n u q ta d a  esa  chek ii hosila m av jud  em as. Demak, fu n k siy ag a  
ekstrem um  b erad ig an  n u q ta lam i *= 0 , * = -3, x = \ n u q ta la r 
o rasidan  izlash  kerak.

b o 'lish in i topam iz. Dem ak, /'(*) hosila x = 0  n u q tan i o ’tish d a  o 'z 
ishorasin i " + " d an  " —" ga o ’zgartiradi. Ravshanki, b e rilg an  
funksiya  x  — 0  n u q ta d a  uzluksiz. Dem ak, b e rilg an  funksiya  x  = 0 
n u q ta d a  m aksim um ga eg a  va  u n in g  m aksim um  qiym ati / ( 0) = 9.

f ‘(x) hosila  x0 n u q tan i o ’tish d a

(7.5)

A w a l x = 0  n u q tan i olaylik. Bu n u q tan in g  (- *, —) atrofin i olib, 

hosila  u c h u n  (7.5) ifodani e 'tib o rg a  olsak,
Vx6 ( - 2-.0) u c h u n  f \ x )<о

v*e(o.-) u c h u n  f\x)>  о 
2

7 5 •E ndi X = -3 n u q tam  qaraylik . Bu n u q tan in g  atrofin i

olib, (7.5) d an  foydalansak,
V xe(-^-3) u ch u n  /'(*)< 0

Vjr e (—3,— u ch u n  /'(*)> 0
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bo 'lish in i topam iz Demak, f \x )  hosila x = -3 n u q tan i o ’tishda o 'z  
îshorasini “ — " dan  " + " ga o 'zgartirad i. B erilgan funksiya x = -3 
n u q tad a  uzluksiz, dem ak, u x = - 3 n u q tad a  m inim um ga ega va 
u n in g  m inim um  qiym ati y(—3) = 0 . N ihoyat x=l n uq tada  berilg an  
funksiya  m inim um ga eg a  b o ’lishi yu q o rid ag id ek  ko 'rsa tilad i. ►

3°. Funksiya ekstremumini topishda uninq yuqori tartibli 
hosilalaridan foydalanish.

I{x) funksiya  x0 £(a,b) n u q tad a  hosilalarga eg a
b o ’lib, b iro r «> 2 son u ch u n

/X *„) = / ' ( * o ) = / ' (',V , ) * o  (7 -6)

bo 'lsin .
a) A gar « - ju f t son, y a 'n i n = 2m (meN) bo 'lib ,

/ (”,(x0) = / ,2"'(.v0)< 0 
bo 'lsa , /(x ) funksiya  x0 n u q tad a  m aksim um ga,

^  _ =  «

bo'lsa, f { x ) funksiya x0 n u q tad a  m in im um ga ega bo 'ladi.
< H aq iq a tan  ham , /(x) funksiya u ch u n  ush b u

/(*) = /(*„ )+^ ~ °  - (x -  X„ ) +... + (X-x„ r 1 +1! n\

ni
T eylor fo rm ulasidan  yuqoridag i (7.6) shartlarn i e 'tib o rg a  olib 
topam iz:

f M (x , )  + a ( x ) ,
/W  = / K ) + y—  -(* -* .)"ni

b u n d a  x->x0 da  a (i)-> 0 . K eyingi teng likn i q uy idag icha  yozib 
olamiz:

/(*) - f ( x a ) = —  — o) + a(X- (jr— jc0 )" (7 ■7 )
/7!

/ (,,|(x0)* o va x x0 da a(x) -> 0 b o 'lg an i sababli, x n in g  x0 ga 
yetarli y aq in  q iym atla rida  (x e{/,(*„) lar uchun) f M(x0) + a(x) n in q  
ishorasi / w(x0) n in q  ishorasi kabi bo 'lad i.

Ravshanki, « = 2m b o 'lg an d a  (x-x„)” = (x -x0)2" >o bo'lib , xêü,.(x,) 
da /(x)-/(x0) ay irm aning  ishorasi / <n)(*0) n in g  ishorasi b ilan  bir xil 
bo 'lad i. Demak, / l"’(x0) < 0 b o 'lg an d a  \/xeÜt.(xt) uchun  /(x)-/(x0) < 0 

y a 'n i /(x)</(x0) bo 'lib , /(x) funksiya x„ n u q ta d a  m aksim um ga eg a  
bo 'lad i. .fM(x0) > o b o 'lg an d a  esa, Vxei/,.(x0) u ch u n  /(x)-/(x0)>o 
y a 'n i /(x)>/(x0) bo 'lib , /(x) funksiya x0 n u q ta d a  m inim um ga ega

!<»■>



bo 'lad i. ►
b) A gar « - to q  son, y a 'n i n = 2m+\ (we N) bo 'lsa , J(x) funksiya 

a- n u q tad a  ek strem u m g a ega bo 'lm aydi.
< H aq iqatan ,

_____________________ V xe (x„  - S , x n) uchun  ( x - x „ ) '  >o_____________________
V i6 (i,..v#+'i) u ch u n  (x -x 0)“ <O 

tengsiz lik lar o 'rin li b o ’lib, x„ n u q tan in g  (/o.(.v0) atro fida (x-x0)"
nm g ishorasi saq lanm aydi. Bu ho lda (7.7) dan ko 'rinad ik i, f {n\ x 0)
n in g  ishorasi har q an d ay  b o 'lg an d a  ham  /<v)-/(*,) ay irm aning  
ishorasi o 'zgarad i. Bu esa *0 n u g tad a  ekstrem um  yo 'q lig in i 
a n g la ta d i.—►—

7.2-m isol. f(x) = e* + e" + 2 cos x fu n k siy an i ekstrem um ga 
tekshiring .

■4 Bu funksiya  u ch u n  /'(x) = e r-e  *- 2 sinx b o ’lib, u  x = 0  n u q tad a  
no lga ay lanadi. Demak, x = 0  s ta tsionar n uq ta . B erilgan 
fu nksiyan ing  yuqori tartib li hosilalarin i topib, u la rn in g  x=0  
n u q tad ag i q iym atla rin i hisoblaym iz:

f ( x )  = e' +e-2cosx. /"(0) = 0
f " ( x )  - e J - e~' + 2sin x , /'(0) = 0

f irv\ x )  = e '  +e~* +2cosx., / (i,,)(0) = 4
Ju ft tartib li h osila  x = 0 n u q tad a  n o ld an  farqli bo 'lib , u  m usbat 

b o 'lg an i u c h u n  b erilg an  funksiya a  = 0  n u q ta d a  m inim um ga ega 
bo 'lad i. Shu n u q ta d a  funksiya qiym atin i hisoblaym iz: / ( 0) = 4 ►

Y uqorida k e ltirilgan  qoidadan , xususan , n = 2  b o 'lg an d a  
quy idag i n a tija  kelib  chiqadi.

2-natija. A gar x0 n u q ta  f{x)  funksiyan ing  statsionar nuq tasi 
bo 'lib , /'(*„)< 0 bo 'lg an d a , f ( x) fun k siy a  x0 n u q tad a  
m aksim um ga, /*(x0) > 0 b o 'lg an d a  f(x) funksiya  x0 n u q tad a  
m in im um ga eg a  bo 'lad i.

4°. Funksiyaning eng katta va eng kichik qiymatlari. Biz 
a w a lq i b an d la rd a  funksiyan ing  ekstrem um larin i o 'rg an d ik  va 
funksiya  b iro r o ra liq d a  b ir necha  m aksim um  va m in im um larga 
eg a  b o 'lish i m um kin lig in i aytib o 'td ik .

Endi fun k siy an in g  en g  k a tta  va en g  k ich ik  q iym atla rin i top ish  
m asalasin i qaraym iz.

f(x) funksiya  [a,b\ seg m en td a  an iq lan g an  v a  uzluksiz  bo 'lsin . 
V eyersh trassn ing  lkk inch i teorem asiga k o 'ra  ( 5  —b o b d ag i 8  — 
teo rem ag a qarang) funksiyan ing  [¿j, b] da en g  k a tta  h am da eng

i.o*



k ich ik  q iym atlari m avjud b o 'lad i va bu qiym atlarga [a.b\ 
seg m en tn in g  n u q ta larid a  erishiladi. F unksiyaoing eng  k a tta  
q iym ati quy idag icha top ilad i

1 ) f ( x )  funksiyan ing  (■(./>) mtc-rvaldagi m aksim um  qiym atlari 
top ilad i. F unksiyan ing  ham m a m aksim um  q iy m atlan d an  iborat 
to 'p lam  {max/(x)i bo 'lsin .

2) Funksiyaning  | a  6] seq m en tn in g  chegaralaridagi, ya 'n i 
x = a. x = b n u q ta la rd ag i f \ a )  va ] \b)  qiym atlari hisoblanadi. 
S o 'n q ra  {max/(x)} to 'p lam m n g  b a rc h a  e lem entlari b ilan  /(a) va 
fib) lar taqqoslanad i. Bu q iym atlar ich ida eng  kattasi /(x) 
funksiyan ing  \a,b\ segm en tdag i en g  k a tta  qiym ati bo 'lad i.

S hunga o"Xshash funksiyan ing  en g  k ich ik  giym ati topiladi:
1 ) /(x) fu nksiyan ing  (a,b) in terva ldag i barcha m inim um  

qiym atlari topilib, u lardan  {min/(*)} to 'p lam  tuziladi.
2 ) \a,b\ seg m en tn in g  chegaralari x = a , x = b  n u q ta la rd a  /(*) 

funksiyan ing  / (o ) , / ( 6) qiym atlari h isoblanadi.
{min f ( x ) } to 'p lam n in g  barcha e lem entlari ham da f ( a ) , f ( b )  

qiym atlari ich ida enq  kichigi f ( x ) funksiyan ing  |a,è] segm en tdag i 
en g  k ich ik  qiym ati bo 'ladi.

7.3—m isol. U sh b u  /(x) = sin(x2) funksiyan ing  [-■4n. 1 \¡iñ \
seg m en td a  en g  k a tta  va eng  k ich ik  g iym atlarin i toping.

< Funksiya hosilasini no lga teng lab ,
f ' ( x ) = 2x cos(x2 ) = 0

sta tsionar n u q ta  ekan in i topam iz. B erilgan  funksiyaning  lkk inch i 
tartib li hosilasini hisoblaym iz:

f \ x )  = 2cos(x!) - 4 x2 sin(x2)
Bu hosilan ing  s ta ts io n ar n u q ta la rd ag i q iym atlarin i topamiz:

teng lam an i qaraym iz. Uni yech ib  x = 0 , lar

B undan  /(x) = sin(x2) funksiya x = 0 n u q ta d a  m inim um ga, X = va

n u q ta la rd a  esa  m aksim um ga erish ish i kelib chiqadi. 

F unksiyan ing  sta tsionar n u q ta la rd ag i qiym atlari



bo 'lib , u n in g  |-ч я ^ \ 5л-| seg m en tn in g  chegara laridag i qiyrnatlari

i— i /—f ( - 4 ñ  ) =  0 : У ( - л / 5 л г) =  -  —

b o 'ladi. Bu q iym atla rn i taqqoslab , / ( x )  =  sin(x?) funksiyan ing  

|-v*.  ̂ segm pn tdag i en g  k a tta  qiym ati 1 ga, eng  k ich ik

qiym ati esa -  len g  bo 'lish in i topam iz. ►

3—§. Funksiyaning qavariqligi va botiqligi

f(x) fun k siy a  [a,b) in terv a ld a  an iq lan g an  bo 'lib , b u  in terva ldan  
o lingan  г, e ( a :6) n u q ta la r  u ch u n  *,<*. bo 'lsin . Ravshanki,
( x , , x , ) c ( a , i > ) .

Endi f(x) fun k siy a  g rafig ida  Л(х,, /(jc,)),5(jc,, / ( x 2)) n u q ta larn i 
olaylik. M a'lum ki, bu  A(xl, f ( x ])),B(x2:f ( x 2)) n u q ta la rd an  o 'tuvchi 
to 'g 'r i  ch iziq  ten g lam asi quy idag i

y - A xi) _ *-*■
Д *2) - / ( *  l) 

k o 'r in ish g a  eg a  bo 'lad i. U ni
■̂ 2 у  / \  ^  /V  \

>' =  — -------/ ( * , )  + ----------- /(x,_).

kabi yozib  olib, qu lay lik  u ch u n  b u  ten g lam am n g  o 'n g  tom onin i 
l(x) orqali belg ilaylik :

/(X) = bZJL  /(X, ) +
x 2 - x ,  x 2 - x ,

Dem ak, y = /(x) teng lam a ¿ (л ,,/(.*,)) va Æ(x2, / ( x 2)) n u q ta la rd an  
o ’tuvch i to 'g 'r i  chiziqni ifodalaydi.

3-ta'rif. A gar har qanday  (x,,x2)c(a,b) o lin g an d a  ham
V x e ( x , , x 2) u ch u n

/ ( x ) < / ( x )  ( / ( x ) < / ( x ) )

tengsiz lik  o 'rin li bo 'lsa, /(x) funksiya  (a.h) in te rva lda  bo tig  
(qa t'iy  botiq) funksiya  deb  ataladi.

Botiq funksiya  grafigi (34— chizma) A va в n u q ta la rd an  
o 'tuvch i l(x) v a ta rd an  p as td a  joy lashgan  bo 'lad i.

We



34 — chizma.

4 ta'rif A gar har q an d ay  (x,,x2) c (а,Ь) o lin g an d a  ham
V x e ( x , , x 2) u ch u n

/(*)>/(*) (f(x) > /(X))
tengsiz lik  о rinli bo 'lsa, J(x) funksiya  (a,b) in terva lda  qavariq 
(qat'iy qavariq) funksiya  deb ataladi.

Q avariq  funksiya grafigi (34 —chizm a) a va в  n u q ta la rd an  
o 'tuvch i /(x) v a tard an  yu q o rid a  joy lashgan  b o ’ladi.

F unksiyan ing  hosilasi yo rdam ida u n in g  bo tiq lig i ham da 
gavariq lig in i teksh irish  m um kin.

f(x) funksiya (a,b) in tervalda an iq langan  bo 'lib , bu  in tervalda 
chek li /'(x) hosilaga ega bo 'lsin .

4-teorem a. f ( x )  funksiya (a,b) in terva lda  bo tiq  (q a t'iy  botiq) 
bo 'lish i u ch u n  un ing  f \ x ) hosilasi (a,b) da o 'suvch i (qat'iy  
o 'suvchi) b o 'lish i zaru r va yetarli.

■4 Zarurligi. /(x) funksiya (a,b) da bo tiq  b o ’lsin. Demak, 
X, e(a.b),x2 e (a , fc ) ,  x, < x 2 b o 'lg an d a  V x e ( x , , x 2) u ch u n

f i x )  * /(*, ) + — -ii- f ( x 2 ).
х г - х ,  х г -  x,

bo 'lad i. B undan
(X1 -  x ) f (x l )+ (x, -  хг ) f(x )  + (x -  X, ) / ( x 2 ) > 0. 

bo 'lish i kelib  chiqadi. K eyingi ten g siz lik d a  x ,-x '= (x ,-x )  + (x-x,) 
deb q u y idag in i topam iz:

/ ( * ) - / ( * . ) c /(*,)- f ( x )  p
X  -  X , x2 -  X

Shu (7.8) tengsizlikda a w a l x-»x, da, so 'n g  x->x, d a  lim itga 
o 'tsak, u h o ld a

/ ' ( x ,  ) = I im < lim ~ Хг )
*-**1 x —x, X, — X X, -  X.

14?



Л Ч )=  Hm / ( А ) “ / (Л ) > lim М - Н хА = Л ъ Ъ П х , 1
лг-лг, ■- ДГ-.Г,

bo 'lib , n a tijad a  quy idag i

№ i ) < № :H W < r(Ij)
Л-, -  X,

tengsizlik lar k e lib  chiqadi. Dpmak, Г(х,)< f ’(x2). S h u n d ay  qilib, 
*,<*, b o 'Ig an d a  / '(* ,)< / '(x2) bo 'lad i. Bu esa (а,Ь) in terva lda  f ix )  
rung о suvchi ek an in i bildixadi.

Endi f(x) funksiya  (a,b) in tervalda q a t'iy  bo tiq  bo 'lsin . Bu 
holda (7.8) tengsiz lik  ushbu

f j x )  -  /(JC, ) ^  ß x ,  ) -  f {x )  J  g

X - x,  r, - X.
k o 'rin ish d a  b o 'lad i.

Lagranj teo rem asig a  (6 —bobdag i 7 —teo rem ag a  qarang) k o 'ra
f i x )  -  / ( * , )  , , —  -------   /  (íi), (*, < #, < x),

/ ( * ;  ) -  / ( * )_ v = /  (#г)Д* < <f2 < х г )

bo 'lad i. S o 'n g ra
x1<£, b o 'Ig an d a  /'(*,)</'(«*)
£  < * 2 b o 'Ig an d a  A l 2) ^ /'(* ,) 

tengsizlik  о rinli b o ’lishini ham da (7.9) tengsiz likn i e 'tib o rg a  olib, 
topam iz:

f ( x 2)>r(£2)> f(4 )¿ f (x l)
Demak, f(x,)<f(x2). S hu n d ay  qilib, b o 'Ig an d a  /'(*,)<
bo 'lad i. Bu f (x )  funksiyan ing  q a t'iy  o 'suvch ilig in i anglatad i.

Y etarlilig i. f (x) funksiya (a.b) in terva lda  chekli f ix )  hosilaga 
ega bo lib, u o 'suvch i (qa t'iy  o 'suvchi) bo 'lsin. Demak, 
V*, eia,b%\/x2 e{a,b) u ch u n  x¡ <x2 b o ’Ig an d a  f 'ixl)<f'ix1) 
(fXxi)< f\x2)) tengsiz lik  o ’rinh. Yana Lagranj teo rem asidan  
foydalanib  topam iz:

/ ( x ) - / ( x , )  . . . . . . .
------------------  = /  (£|)»(*j <4, <x),

x ~ x , (7.10)

/ ( * 2  )  ~  / ( * )  , . , , r  - ,  . (7.11)   = /  (g2X(x<42 < * 2)
b u n d a

X, < 4 , < X < 4 2 < x 2 (7.12)
Demak, £  <Ç2 b o 'Ig an d a  /'(# ,) * А & ) (/'(# ,)>A«?,)) tengsiz lik



o 'r in li bo 'lad i. U holda (7.10) va (7.11) m unosabatlardan  
/(* ) - / ( * , ) < nx_, ) - /(* )  ( f(x)“ /( ' ,)  < ÍJx, ) - / (Jr)'|

X - X ,  X ,  - . í  {  X - X ,  ^  x t - . \  J
bo 'lish i kelib chiqadi. S hunday  qilib, Vx, e (a. />). Vx; e (</./>) va x , < x ,  

b o 'lg a n d a  (bu holda (7.12) ga k o 'ra  £ < £  bo'ladi)
/(x)-/(x,) £ /(*,)-/(.r) í /(* ) - / & )  < l (*¡ )-/(*)

x-x, ( x — x, x,-x
tengsiz lik lar o 'rin li b o 'lad i N atijada (7.8) m unosabatlarm
e 'tib o rg a  olib, / ( x )  funksiyan ing  (a ,¿ )  in tervalda bo tiq  (qat'iy  
botiq) ek an ig a  ishonch  hosil qilamiz. ►

X uddi shunga o’xshash  quy idag i teo rem a ham  isbotlanadi.
5—teo rem a, /(x) funksiyci (a.b) intervalda qavariq (qat'iy

qavariq) bo'lishi uchun uning f'(x) hosilasi (a,b) da kamayuvchi 
(qat'iy kamayuvchi) bo'lishi zarur va yetarli.

f ( x )  funksiya  ( a . h )  in terva lda  an iq lan g an  bo 'lib , shu  in tervalda 
u ikk inchi tartib li f \ x) hosilaga ega bo 'lsin . B undan tashqan , 
(a,b) in terv a ln in g  h ar q an d ay  (a,ß) ((a,ß)<z(a.b),a* ß) q ism ida f ’(x) 
ay n an  nolga te n g  bo 'lm asin .

6 ~ teo rem a . /(x) funksiya (a.h) intervalda botiq (qavariq)
bo'lishi uchun shu intervalda

/•'(*) >0 (/'(*)< 0) 
tengsizlik o'rinli bo'lishi zarar va yetarli.

< Z arurlig i. /(x) funksiya (a,b) in te rv a ld a  bo tiq  (qavariq) 
bo 'ls in . U h o ld a  y uqorida  keltirilgan  teo rem alarga  k o ’ra, 
funksiyan ing  / ' ( x )  hosilasi (a.h) in tervalda o ’suvchi (kam ayuvchi) 
bo 'lad i. F unksiyan ing  m ono ton  bo 'lish i hag idag i 2 —teorem aga 
k o 'ra  / " ( x ) > o  ( f ( x ) < 0 )  bo 'lish in i topam iz.

Y etarlilig i. Endi (a,b) in terva lda  funksiyan ing  ikk inchi tartibli 
hosilasi uchun  ush b u  / '(x ) > 0  (/'(x )< 0) ten g siz lik  o 'rin li b o ’lsin. U 
ho ld a  yana funksiyan ing  m onotonlig i haq idag i 2  —teorem aga 
k o 'ra  f'(x) hosila  (a,b) in te rv a ld a  o ’suvchi (kamayuvchi) bo 'ladi. 
B undan  4 —teo rem ag a  (5 —teorem aga) asosan  / ( x )  funksiyaning  
(a,b) in terva lda  bo tiq  (qavariq) b o ’lishi kelib  ch iq ad i. ►

7.4—m isol U shbu

funksiyan ing  qavariqligi, bo tiq lig i an iq lansin .
■4 B erilgan funksiya (0 ,+*>) da an iq lan g an  bo'lib , * = 1  n u q tad a  

hosilaga ega b o ’lm asdan, qo lgan  barcha n u q ta la rd a  hosilaga ega.

( * ,  < X < X 2 )



A g a r  x e ( o . i )  b o ' l s a ,

4 X ' ~Jx 
хб(1,+ос) b o ’lsa,

3 r - S
   / ( * )  = - -4 у3 J~x--------- -------------------------------
bo 'lad i. Dem ak, /(x) funksiyan ing  ikk inch i tartibli hosilasi л-= 5 
n u q tad a  n o lg a  teng , x=\ n u q ta d a  esa m avjud emas.

Ravshanki,
re  (0.1) da  /'(x) > 0,
X 6 (i,5) da f(x)<  0,

X 6 (5,+°o) da f \ x )  > 0,
bo 'ladi.

Dem ak, b e r ilg a n  funksiya (0.1) o ra liqda botiq , (1.5) ora liqda 
qavariq, (5,-н») o ra liq d a  bo tiq  bo 'lad i.

2°. F u n k s iy a n in g  eg ilish  n u q ta la r i.  Funksiya hosilasi 
yo rdam ida u n in g  eg ilish  nuq ta larin i top ish  m um kin. f{x) 
funksiya x :) n u q tan in g  Us (xt ) atro fida an iq lan g an  bo 'lsin .

5 - ta 'r i f .  A gar f(x) funksiya (x„~S,x0) o ra liqda b o tiq  (qavariq) 
bo 'lib , (x0,xt f S) o ra liq d a  esa qavariq  (botiq) bo 'lsa, u  ho lda x0 

nuqta funksiyaning (funksiya grafigining) egilish nuqtasi  deb 
ataladi.

f(x) funksiya  u s(x0) d a  ikk inchi tartib li f \ x )  hosilaga  eg a  
bo 'lsin . A gar

V x e ( x 0 -<5,x0) u ch u n  f\x)>  0 ( f ‘(.x) < 0 )
V x e ( x 0,x 0 + ¿ )  u ch u n  / " ( * ) <  0 ( f"(x)> 0  )

tengsizlik  o 'rin li bo 'lsa , u ho lda (x0 -<5,x„) da  f \x )  o 'suvch i 
(kam ayuvchi), (r0,x0 + <5) d a  f \x )  kam ayuvchi (o'suvchi) bo 'lib , 
f \x )  fu n k siy a  х0 n u q ta d a  ek strem u m g a erishadi. U ho lda x0 

n u q ta d a  /"(x0) = 0 bo 'lad i.
Demak, f(x) funksiyan ing  egilish  n u q tas id a  ikk inchi tartibli 

hosila /*(x) n o lg a  ten g  bo 'lad i.
7 .5 -m is o l .  f(x) = e x' funksiyan ing  eg ilish  nuq ta lari topilsin.
A R avshanki,

f (x )  = 2e ,‘(2 x1 - 1)
¡2

bo'lib , u faq a t x = ± — n u q ta la rd a  no lga aylanadi



Bu funksiyaning  ikk inch i tartib li hosilasi (-ac.- v/2) va < ' 2 +xi
2 2

in terva lda  /*(.r)>0; | - ~ , ^ |  seg m en td a  esa f ( X)<o bo 'ladi.

D em ak, f(x) = e funksiya (-=c.— 2) in terva lda  qavariq, | - v— — |
2 2 ' 2

seg m en td a  bo tiq  va (— ,+<*>) in tervalda y an a  qavariq  bo 'ladi.

* /2 - f? -F unksiya grafig in ing  (-—. e 5) nuq ta lari un ing  egilish

^ nuq talarid ir. ►
3°. Funksiya grafigining asämptotalari. f ( X) funksiya aeR 

n u q tam n g  b iror atrofida an ig lan g an  b o ’lsin.
6 - t a 'r i f  A gar ushbu

lim f(x). lim f(x).0 x-»a-0
lim itlardan  biri yoki ikkalasi cheksiz  bo 'lsa , x = a to ’g ’ri chiziq 
/(x) funksiya grafig ining vertikal asim ptotasi deb ataladi.

M asalan, y= 1 funksiya graiig i u ch u n  * = 0 to 'g ’ri chiziq vertikal

asim p to ta  bo 'lad i.
A ytaylik  y = j \ x) funksiya («,+«;), ((-», a)) o ra liqda an iq langan  

bo 'ls in .
7-ta'rif. Agar sh u n d av  k va b sonlar m avjud bo 'lsak i, x —> +O0 

d a  / (x) funksiya ushbu
f(,x) = kx+b + a(x)

i  k o 'r in ish d a  ifodalansa, (bunda iima(x) = 0 ) y = kx+b to 'g ’ri chizig
je-»-*®

f(x) funksiya  grafig in ing  og’ma asimptotasi deb  ataladi. 
t  M asalan,

funksiyani

/ (x) = x - 4 + — —  x+1
k o 'r in ish d a  yozash m um kinlig i va x-»+°c da a(x) = ------->0x + l
b o 'lish id an  y = x - 4 to 'g ’ri chiziq  funksiya g rafig in ing  og ’m a 
asim pto tasi ekan i kelib chiqadi.

7 - te o re m a . /(x) funksiya  grafigi y  = kx + b o g 'm a asim pto taga
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e g a  b o ' l i s h i  u c h u n

Jim — Л̂  = k. lim ( t\x)  -  кх) = h.
X

lim itlarn ing  o ’rinli b o 'lish i zarur va yetarli.
< Z aru rlig i f ( x ) funksiya grafigi y  = kr + h og 'm a asim pto taga 

c ga b o 'ls in. O g 'm a  asim pto ta  ta 'r ifig a  ko 'ra----------------------------------
f ( x )  = kx + b + nc(x)

bo 'lib , b u n d a  x->+æ da a(.v)^>o bo 'lad i. U ho lda  quyidagxlarga 
egamiz:

f ( x )  kx + b + a (x )  (  b a(x)A
lim - -  =  U m --------------—  = lim £ + -  +  ——  \ = k,

X  *-> *«  X  X  X  )

lim ( f ( x ) - k x ) =  lim (b + a(x)) = b
'S—»+CO X-»+<¿

Y etarlilig i. U shbu

lim = k, lim (/(*)- bx) = 0
.ï —>+to х-)+^

lim itlar o 'rin li bo 'lsin . U holda,
lim( f ( x ) - kx) = b, dan  f { x ) - k x - b  = a{x: ) - > 0  kelib chiqadi. Demak,
X —»+<0

X —» +00 da
f ( x ) = k x + b  + a (x )

bo 'lib , lim a ( x )  = 0 bo 'lad i. Bu esa y = kx+ b to 'g 'r i  chiziq funksiya 
g rafig in ing  o g ’m a asim pto tasi ekan in i bildiradi. ►

7 .6 -m is o l U shbu /(*) = -■-- funksiya grafig in ing

asim p to ta la ri topilsin.
•4 Bu funksiya  u ch u n

к = lim — — = lim ———r- = 1 dem ak, к = i ;
X—»+«> X  x - i+ * c  Ç x  —  1 ) ”

b= lim ( f ( x ) -kx )  = lim [ —  X [ = 2  dem ak, 6 = 2.
•U*-«1 J

S h u n d ay  qilib, b erilgan  funksiya grafig in ing  o g ’m a asim pto tasi 
y = x+ 2 to ’g ’ri ch izigdan  iborat. ►

4 ~ §. Funksiyalarni tekshirish. Grafiklarni yasash

Biz u sh b u  b o b n ing  o ’tg an  paragraflarida  funksiyalarn ing  
o ’zgarish  x arak terin i hosilalar yordam ida o ’rgandik . Bu hol 
funksiyalarn i yaqqo l ta s a w u r  etishda, shuningdek , funksiya

r.ne



grafigini an iq ro q  yasashda qo 'l keladi.
F unksiya larn i teksh irish  va u larn ing  grafiklarini yasashni 

quy idag i sxem a b o 'y ich a  olib borish m aqsadga m uvofiqdir;
1. F u n k siy an in g  an iq lan ish  sohasin i topish;
2. F unksivan i uzluksizlikka teksh irish  va uzilish n u g ta larin i 

topish ,
3. F u n k siyan ing  juft, toq  ham da davriyligini aniqlash;
4. F unksiyan i m ono ton likka tekshirish ;
5. F unksiyan i ekstrem um ga teksh irish ;
6 . F u n k siy a  grafig in ing  qavariq  h am d a  botiq lig in i aniqlash , 

eg ilish  n u q ta larin i topish;
7. F u n k siy a  g rafig in ing  asim p to ta larin i topish;
8 . F u n k siy an in g  haq iq iy  ildizlarini (agar ular m avjud bo 'lsa), 

sh u n in g d ek  a rg u m en t x n in g  bir n ech ta  x arak terli 
q iy m atla rid a  funksiyan ing  q iym atla rin i yasash.

7 .7 -m iso l. U shbu
x 2 - 1

funksiyan i tek sh irin g  va grafigini yasang .
A B erilgan fun k siy a  /? = (-*>„+=o) d a  an iq lan g an  va uzluksiz. Bu 

funksiya  u ch u n  /(-x) = /(r)  ten g lik  o 'rinli. Demak, /(x) ju ft 
funksiya  (un ing  grafigi OY o 'q ig a  n isb a tan  sim m etrik  bo 'lad i), 
uni [ 0 , 4 « )  o ra liq d a  teksh irish  yetarli.

F u n k siy an in g  b irinch i va ikk inch i tartib li hosilalarini topam iz:
4x  s 4(1 - 3 x 2)

( (x2 +l)f ’ (x2+l)3

F u n k siy an in g  b irinch i tartib li hosilasi (0,+co) oraliqda m avjud 
va x  =  0 n u q ta d a  n o lg a  ay lanadi. Shu x  = 0 n u q tad a  ikk inch i 
tartib li hosilan i hisoblaym iz: / ’(0) = 4>0. B undan  berilqan  /(x) 
fun k siy a  x = 0 d a  m in im um ga eg a  va [0,+co) da min/(x) = - i  b o 'lad i. 
Endi x  > 0 d a  / ' ( x ) >  0. b o ’lg an id an  b erilg an  funksiyaning  [0,+®) 
o ra liqda o ’suvchiliq in i topam iz. S o 'n q ra  ushbu

i = l , „  / « = , „ „  4 = 1 . 1 . *

x2 - 1
b -  lim ( f ( x ) - kx) = lim — — - = 1

x-v+*> *->+« -j- -f- ]

lim itlarga k o 'ra  y = \ gorizontal to ’g ’ri chiziq /(x) funksiya 
g rafig in ing  asim pto tasi ekan iga va

x2 - 1 -2f(x) -  1 = ----- 1 =  < 0J xz + l x +1
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tengsiz likka k o 'ra  funksiya grañg i as im p to tad an  p astd a  
joy lashgan  b o ’lish iga  ishonch  hosid  qilamiz.

F unksiyan ing  ik k inch i tartib li hosilasi [0,+oc) o ra liqn ing  x= 4=
V 3

n u g tas id a  n o ig a  a y lan ad i. Ravshanki, 0 <s<  d a

~<х<+<к da  f"(x) < 0 . D em ak, f(x) funksiya  (0,4-) in terval da 
v3 v3

botiq, (-j=,+oo) in te rva lda  qavariq  bo 'lad i. x = -L- n u q ta  funksiya

grafig in ing  eg ilish  n u q tas id an  iborat. B erilgan funksiyan ing  
grafigi 35 — ch izm ada tasv irlangan . ►

Y i

1

\  1 1 /
у  1з ■J3 f

- 1 \  0 / 1  X

-1

35 — chizma.

5 -§ . Aniqmasliklarni ochish. Lopital qoidalari

Biz fu n k siy a larn in g  lim itim  o 'rgan ish  ja ray o n id a

^ -,^ ,0 -œ,ac-ao,0 °,oo0, r  k o 'rin ish d ag i an iqm aslik larn i och ish  b ilan

sh u q 'u lla n g a n  edik. Tegishli funksiyalarn ing  hosilalari m avjud 
b o 'lg an d a , b erilg an  an iqm aslik larn i och ish  m asalasi b irm u n ch a  
yeng illashad i. O d a td a  hosila lardan  foydalanib  an iqm aslik larn i 
och ish  Lopital qo idalari deb ataladi.

Io. Ц ko'rinishdagi aniqmaslik. M a'lum ki, x ->a d a  /(x )-» 0 ,

g(.x) —» 0 bo 'lsa , n isbat ^ k o 'rin ish d ag i aniqm aslikni

ifodalaydi. K o 'p in ch a  x —>a d a  —— n isb a tn in g  lim itini top ishga
g(.x)
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q arag an d a  n isbatm ng  lim itini topish oson bo 'lad i. Bu

n isb a tla r lim itlarning teng lig in i quy idag i teorem a k o ’rsatadi.
8 - te o re m a . (ä.b) intervalda uzluksiz /(.x) va g(x) funksiyalar 

uchun ushbu shartlai bajarilgan bo'lsin:
1 ) IM f\x) = 0. lim g(x) -- 0;

X . X -k.-

(a.b) da chekli /'(x) va g'{x) hosilalar inavjud va g ' ( x ) * 0

3) Hm = k (k .chekli yoki cheksiz).

U holda

"SW  g '(x)
tenglik o'rirdi bo'ladi.

< A gar
f ( a) = 0 , g(fl) = o (7.13)

deb olinsa,
lim /(x) = 0 = 7 fS)7 lim g(x) = 0 ^g(a)

bo 'lib , f(x) va g(.r) funksiyalar |a.b) o ra liqda uzluksiz bo 'lad i.
Vxe(o,A) n u q ta  olib, («. v] seg m en td a  f(x) va g(x) funksiyalam i 

qaraym iz. Koshi teo rem asiga k o 'ra  a b ilan  x o rasida sh u n d ay  c 
( a < c < x ) n u g ta  topiladiki, u shbu

f ( x ) - f (a )_ f(c )  
g(x)~s(a) g'(c)

ten g lik  o ’rinli bo 'lad i. Bu ten g lik d an  esa  (7.13) ga k o ’ra
/(*) _ /'(c)
g(x) g'(c)

b o ’lishi kelib  chiqadi. Ravshanki, x->a da c->«. Demak,
lim Z W  = |im/'(c) = A. ►
™  g(x) g'(c)

7 .8 -m iso l. Ushbu
e2* ~ln(.r + e)lim----- 2—— -

'-*0 arcsin x
lim itni hisoblang.

Bu holda
/ (x) = e21 -  ln(x + e).g(x) = arcsin x

bo 'lib , u lar u ch u n  8  — teo rem an in g  b arch a  shartlari bajariladi. 
H aq iqa tan  harn,

1) lim / ( x )  = lim(e2' - ln(x + e)) = 0. lim g ( x ) = lim arcsin x  = 0 .
x--»0 i —>0 ji —>0 je—>0



tf'(x) = 7=̂  ==,, ix) < I: 
V 1 - x

lim = lim A f)  = 2 _ 1
»-*11 arcsin x -->a <j'(x) e

bo 'lad i. ►
Lapital qo idalarin i ifodalovchi key ing i teo rem alam i isbotsiz 

keltiram iz.
9 - te o re m a . (c\+=c) intervalda aniqlangan f ( x )  va g(x) funksiya  

uchun ushbu shartlar bajarilgan bo'lsin:
1) lim f ( x)  =  0, lim g(x) = 0;

*-»+<» X->f^

2 ) (c,+oc) da chekli f ' (x)  va g \x )  hosilalar mavjud va g'(x) * 0

3) lim JLjU. = k (k chekli yoki cheksiz). U holdag (X)

lim =  l i m  £ ! W  =  k  
g(x) g'(x)

tenglik o'rinli bo'ladi.
7 .9 -  m isol. U shbu

lim e 1
larctgx — n

lim itn i hisoblang.
_l_

< Bu y erd a  f(x) = e‘* - 1 , g(x) = 2 arctgx‘ - n bo 'lib , ular u c h u n  9 — 
teo rem an in g  b a rch a  shartlari bajariladi, jum ladan

A x )  =  - A e ?  g \ x )  =  . 4 x
x3 1 + x “

bo 'lib ,
A x )  .. . 2 x j r 1 + x4 1 + x4 1lim —  ---= lim ( - ) e x ------   - lim  —  = ---g x 4  ̂ 2x 2

b o 'lad i. 9 —teo rem ag a  k o 'ra

/(x) ex‘ - i  1lim Um   ---- = - - ►
*~>+" g(x) 2arctgx - n  2

2°. — k o 'r in ish d a g i an iq m aslik . M a’lum ki, x - > a  da /(*)->•», 
00 /

g(x)-»<*> b o ’lsa, n isbat — ko 'rin ish d ag i an iqm aslikn i

ifodalaydi. B unday  an iqm aslikni och ishda ham  /(*) va ^(x)
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funksiyalarn ing  hosila laridan  foydalanish  m um kin.
1 0 —teo rem a. (a,b) intervalda fix) va g(x) funksiyalar и с hurl 

ushbu shartlar bajarilgan bo'lsin:
1 ) lim/(.r) = œ. lirrig(jc) = oo;

» -»а x —»a

2 ) (a.b) intervalda chekli f \x ) ,  g'(x) hosilalar mavjud va
g'(x) * 0

3) l i m (k chekli yoki cheksiz). U holda>-* g \ x )

limm =Vnnm . =k
g(x) g (X)

tenglik o'rinli bo'ladi.
1 1 - te o re m a .  (c ,+ o c ) intervalda f(x) va g(x) funksiyalar uchun 

ushbu shartlar bajarilgan bo'lsin:
1 ) lim f ( x ) = oo, lim g(x) = oo;

X x->+*o

2 ) (c,+oo) intervalda chekli f'(x), g'(x) hosilalar mavjud va

3) lim —  = к (к chekli yoki cheksiz).
**~g'(x)

U holda
,• f ( x) ,• f \ x) ,lim = lim ■ ■■ - = к‘g(x) g (x)

bo'ladi.
3°. B o sh q a  k o 'r in ish d a q i an iq m as lik la r. M a'lum ki, lim/(*)=■©,

х—ъв

lim g(x) = oc b o 'lg an d a  f(x)g(x) ifoda 0 » k o 'r in ish d ag i an iqm aslik  
b o ’lib, un i quy idag i

f(x)g(x)=m = ß f i  

i w  7 w
kabi yozish  orqali -  yo k i -  k o 'r in ish d ag i an iqm aslikka keltirish

0 oc
m um kin.

Shuningdek , limf ( x )  = +®, Inng(x) = + x  b o 'lg a n d a  f ( x ) - g ( x )  ifoda
x-*a x -*a

x - к  k o 'r in ish d ag i an iqm aslik  bo 'lib , un i ham  quy idag i
_1 i_

f v - g i x ^ m l m  

T w ' i w
kabi o 'zgartirish  n a tija s id a  ~ k o 'r in ish d ag i an iqm aslikka keltirish
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m um kin.
S h u n d ay  qilib, funksiya  hosilalari yo rd am id a  0 -« h am da cc-œ

k o 'r in ish d ag i an iqm aslik larn i ochishda, u larn i ^ yoki ^

k o 'r in ishdag i an iq m aslikka k e ltu ib , so 'n g  y u q o rid ag i teo rem alar 
qo 'llan ilad i.

M a'lum ki, x -»a d a  f'(x) funksiya  1 , 0 va *  ga, g(x)  funksiya 
esa m os rav ishda  », 0  va  0  qa in tilq an d a

( / « Г ’
darajali — k o 'rsa tk ic h li ifoda Г ,00,ос0 k o 'r in ish d ag i an iqm aslik lar 
edi. Bu k o 'r in ish d ag i an iqm aslik larn i och ish  u ch u n  a w a l 
У= (/W)*(" logarifm lanadi: \ny = g(x)\nf(x). x-*a d a  g(x)ln/(x) ifoda 
О ® k o 'r in ish d ag i an iqm aslikn i ifodalaydi. Aytaylik,

lim (g(x)ln f (x) )  = b

(è ch ek li yok i cheksiz) bo 'lsin . U nda
lim.y =  lim [/(x )]ill) =  = e b
x—*a x—f j  x-*a

bo 'lad i.
1 -e s la tm a . A gar f ( x )  va g(x)  fu n ksiya larn ing  f ' (x)  va g \ x )  

hosilalari ham  /(x) va  g(x) lar s ingari y u q o rid a  ke ltirilgan  
teo rem ala rn in g  b a rch a  shartlarin i qanoatlan tirsa , u  h o ld a

iimz w =Iimr w =limr n
g(x) g (x) g (x)

ten g lik la r o 'r in li b o 'lad i, y a 'n i b u  h o ld a  Lopital qo idasin i tak ro r 
q o ’llash  m u m k in  b o 'lad i.

7 .10—m iso l. U sh b u  sin* \
*-*> x

lim itn i h isoblang.
1

< R avshanki, x - > 0  da  = ifoda 1“ k o 'rin ish d ag i
X

aniqm aslik . S o d d a  h isob lash lar y o rd am id a  topam iz:
. sinx „  sinx ., x x c o s x - s in x
in   (In  )   r -------

lim In v = lim   — = lim ------- f —  = lim-5ÍQx----- —  =

D em ak,

1 ,. x c o s x - s in x  1,. (x co sx —sinxY 1,. x sin x  1= —lim   = — urn--—  — = —  lim---------— = —
2*-»o x 2 2 (x  ) ’ 2 « »  3 x  6

sinx  -r — ^  
lun( )x = e 6 .►
j-,0  x

2 1 0



Mashqlar.
7.11. (a,h) d a  chek li f'(x) hosilaga ega b o 'lg an  f(x) funksiya 

(a,b) da q a t'iy  o 'suvch i (qa t’iy  kam ayuvch i) bo 'lsa,
f ' ( x)  > 0 ( / ' ( * ) <  0)

bo 'lad im i?  M isol keltiring .
7.12. H osilasi no lga ten g  b o 'lg an  n u q tad a  funksiya 

ek strem u m g a erish ish  shartm i?
7.13. U shbu

/(x) = c o s n l x (l^o)
fu nksiyan ing  o 'su v ch i ham da kam ayuvchi b o ’lad igan  oraliqlari 
topilsin.

7.14. U shbu
f ( x )  = chx+ cosx  

funksiya ek strem u m g a tekshirilsin .
7.15. U shbu

f ( x )  <* A Sin ni x
funksiya  [0 .1] dagi cheksiz  sondag i n u q ta la rd a  m aksim um ga, 
cheksiz  so n d ag i n u q ta la rd a  m in im um ga erish ish  ko 'rsa tilsin .

7.16. B erilgan  sh ar ich iga  yon  sirti en g  k a tta  b o 'lad ig an  
silindr joy lash tirilsin .

7.17. U shbu
/(x) = (x-3)2ew

fu nksiyan ing  [-1,4] dag i en g  k a tta  va en g  k ich ik  q iym ati topilsin .
7.18. U shbu

MJ /(*) = - -p
X \ / X

funksiyan ing  qavariq , b o tiq  b o 'lad ig an  ora liq lari h am d a  egilish 
nu q ta lari top ilsin .

7.19. U shbu
,  s i n 1 X /(•*) = :2 + sir X

funksiya  to 'Iiq  teksh irils in , grafigi chizilsin.
7.20. Lopital q o id a la rid an  foydalanib, u sh b u  lim itlar 

hisoblansin :
va

a) lim —¡r- (a  > 0, ß  > 0)

b) lim(-“ <%2x)*->" X
v) lim (sin x ) ,sx
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Aniqmas integral

M a'lum ki, h a rak a td ag i n u q tan in g  tezlig in i topish, shun ingdek ,
egri ch iz iqqa u rin m a o 'tkaz ish  k a b i  m a s a l a l a r  (6  — h o b n i n g  1 — §
ig a  q a ran g ) funksiyan i d ifferensiallash  tu sh u n ch asig a  olib k e lg an  
edi.

N u q tan in g  h a r  b ir vaq t m om en tiuay i teziig i m a ium  b o 'lg a n d a  
u n in g  h arak a t q o n u n in i topish, egri ch iziqni u n in g  har b ir 
n u q ta la rid ag i u rin m alarig a  k o ’ra an iq lash  kab i m asala lar ham  k o ’p 
uch rayd i. B unday  m asala la r y u q o rid a  eslatib  o 'tilg an  m asala la rga 
teskari bo 'lib , u lar funksiyani in teg ra llash  tu sh u n ch asig a  olib 
keladi.

l - § .  Aniqmas integral tushunchasi

1°. Aniqm as integral ta'rifi. Faraz qilaylik, fix) funksiya (a,b) 
in te rv a ld a  (bu in terva l chek li yoki cheksiz  b o ’lishi m um kin) 
an iq lan g an  b o 'lib , F(x) funksiya  esa  shu in terva lda  
d ifferensia llanuvch i bo 'lsin .

1-ta'rif. A gar Vxe(a,i) da
F'(x) = f(x) yok i dF(x)~ f{x)dx

bo 'lsa, F(x) fu n k siy a  (a,b) d a  f{x) ning boshlang'ich funksiyasi 
deyilad i.

M asalan,
1 ) f { x )  = x 2 fu n k siy an in g  « = (-» ,+oo) dag i b o sh lan g 'ich  funksiyasi

F(x) = - x 3 b o ’ladi, chunki 3

F ' ( * ) =  xz =/(*),

2 ) f(x) = — -==== fu nksiyan inq  (-1,1) in terv a ld ag i b o sh lan g 'ich
y] \ - x 2

funksiyasi F(x) = %,i - x J bo 'lad i, chunk i

F\x) = ( v W y  = = f(x).
Vl - x2

A ytaylik, f{x) funksiya  [a,6]d a  an iq lan g an  bo 'lib , F(x) funksiya  
shu  seg m en td a  differensiallanuvchi bo 'lsin .

2 —ta'rif. Agar



b o iib ,
F"(a + 0) = /(«). F'(¿>-0) = f ( b ) ,

b o ’lsa, /-’(r) funksiya [<¿ b\ da  J \x )  ning boshlang'ich funksiyasi 
deyiladi.

8 . 1 — m isol. U shbu
r

1 , ag ar x> 0..
/(*) = J 0 , ag ar x=o,

— 1 , agar x < o

F ‘ ( x )  =  f ( x )  (x e i a . b ))

funksiya (- 1,1) in terva lda  b o sh lan g 'ich  funksiyaga ega em asligi 
k o ’rsatilsin.

< T eskarisin i faraz qilaylik. Biror F(x) funksiya  ( - 1,1) da  f ( x )  
n in g  b o sh lan g 'ich  funksiyasi bo 'lsin : (-1,1) da

F \ x )  = f ( x )
Lagranj teo rem asiga k o ’ra [0,jc] da (0 <*<l)

F ( x ) - F ( Q )  = F \ c ) x =  f \ c ) x  = x  (Occcjt)
b o 'lad i. Keyingi ten g lik d an  topam iz:

F \+ 0 )=  lim F(x)-F<0K ¡.*-,<0 x
Bu esa F'(+0) = F'(0) = / ( 0) = 0 b o 'lish ig a  zid. ►

1 -e s la tm a . K eyinchalik, F (x ) funksiya /(x) n ing  b o sh lan g 'ich  
funksiyasi b o 'lad ig an  oraliqn i ko 'rsa tib  o 'tirm aym iz. O raliq  
sifatida /(*) n in g  an iq lan ish  o ra lig ’i X  k o ’zda tu tilad i va X  
sifatida

\a, b\7 (a, b), (a, b],[a, b \ (-00. a\, (—00, a).
[6.4-co)? (¿ ,+oo), (—oo,+co)

lar o lin ishi m um kin.
1- te o re m a . Agar f ( x )  funksiya x  oraliqda uzluksiz bo'lsa, 

f ( x )  shu oraliqda har doim boshlang'ich funksiyaga ega bo'ladi. 
Bu teo rem an in g  isboti 9 —b o b d a keltiriladi.
F (x) va í>(x) fu n k siy a larn in g  har biri f ( x ) funksiya  uchun  

b o sh lan g 'ich  funksiya bo 'lsin :
F \ x )  = f ( x ) ,  ®'(x) = /(x)

Dem ak, F'(x) = <í'(x). B undan  7 — bobdag i 1 — natijaga  k o 'ra  
F  (x) = <t>(x) + C (C - c o n s t)

ten g lik  kelib  chiqadi.
Demak, /(x) fu n k siy an in g  b arch a  b o sh lan g 'ich  funksiyalari
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bir — b iridan  o ’zgarnuis songa farq  qiladi va istalgan  b o sh lan g 'ich  
funksiyasi u sh b u  k o 'r in ish d a  ifodalanadi; F(x) + C (c' = com i)

3 —ta 'rif . f ( x ) funksiya b o sh lan g 'ich  funksiyalarn ing  um um iy  
ifodasi F (x)  + C (C=c<//(5y) shu  f ( x )  funksiyaning aniqmas integrali 
deb a la lad i va—

\ f ( x ) d x

kabx bely ilanad i. B unda j- in te rv a ld a  belgisi, f ( x ) in teg ra l 
ostidag i funksiya, f ( x )d x esa in teg ra l ostidag i ifoda deyiladi. 

Dem ak,
¡ f ( x ) d x = F ( x )  + C.

M asalan,

[2xd x = —  + C 1 ln 2
b o 'lad i, chunk i hosila olish so d d a  qo idalariga  ko 'ra

2o. A n iq m as  in te g ra ln in g  so d d a  x o ssa la ri
1 ) f(x) funksiya  an iqm as in teg ra li ff(x)dx n inq  d ifferensiali

f(x)dx ga  teng :
/(*>*)= f(x)dx

< H aq iq a tan  ham , F(x) funksiya  f(x) n ing  b o sh lan g 'ich  1

funksiyasi bo 'lsin : F\x) = f(x ) . U  h o ld a
f/(x)dx = F(x) + C 

b o 'lad i. K eyingi ten g lik d an  topam iz:
¿(j f(x)dx)-. d{F(x) + dF(x) = F\x)dx = f(x)dx> „

Bu xossa a w a l  differnsial belg isi d , s o ’n g ra  in teg ra l belg isi |  
kelib , u la r y o n m a —y o n  tu rg an d a  o 'zaro  b ir —birin i y o 'q o tish n i ¿
k o 'rsa tad i.

2). F unksiya d ifferensialin ing  an iqm as in teg ra li shu  funksiya 
b ilan  o 'zgarm as son y ig 'in d is ig a  teng:

J dF(x) = F(x) + C
< F(x) funksiya f(x) n in g  b iro r bosh lan g 'ich  funksiyasi 

bo 'ls in : F\x)~f(x).  U ho lda
\f(x)dx = F(x) + C 

ten g lik  o 'rin li bo 'lad i. Ikkinchi tom ondan,
J f\x)dx = j  F\x)dx = j  dF(x)
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O xirgi ikk i ten g lik  2). — xossani isbot etadi. ►
Y uqorida keltirilgan lardan . diffprpnsiallash (funksiyaning 

hosilasini hisoblash) h am d a in tegra llash  (funksiyaning an iqm as 
in teg ra lin i hisoblash) am allari o 'zaro  teskari am allar pkanligi 
kplib ch iqadi

Ayni p ay td a  funksiya hosilasi h isob langanda  n a tija  b itta  
funksiya  bo 'lsa , u n in g  an iqm as intpqrali h isob langanda psa natija 
cheksiz  k o ’p funksiya (ular b i r - b i r id a n  o ’zgarm as songa  farq 
qiladi) b o ’ladi. A niqm as in teq ra l dpb yuritilish ining boisi ham  
shu.

3°. Integrallashning sodda qoidalari. 1) A gar /(*) funksiya 
b o sh lan g 'ich  funksiyaga ega bo 'lsa , u ho lda  kf(x) (£ o 'zgarm as 
son) ham  b o sh lan g 'ich  funksiyaga eg a  va k* 0 da

^k f(x )dx  = k ^  f ( x ) d x (8.2)
form ula o 'rin li bo 'lad i.

< /(*) funksiyan ing  b o sh lan g 'ich  funksiyasi F(x) b o ’lsin. U
ho ld a  F '(x)  = f { x ) va j  f ( x ) d x  = F(x) + C bo 'lib ,

k f  f ( x ) d x  = k(F (x )  + C) = kF(x) + k( ' (8.3)
bo 'lad i, b u n d a  C — ix tiyoriy  o 'zqarm as son. U shbu

(kF(x))1 = k F \ x )  = kf(x)  
ten g lik  o 'rin li b o ’lish idan  k f(x ) funksiyaning  b o sh lan g ’ich  
funksiyasi kF(x) ekan in i topam iz. Demak,

f k f ( x ) d x  = kF(x) + C, (8.4)
b u n d a  C, ix tiyoriy  o 'zgarm as son. Endi (8.3) va (8.4) 
m u n o sab atla rd an  C va C, o 'zgarm as so n lam in g  ixtiyoriyligi 
h am d a k * 0 b o 'lish id an  (8 .2 ) form ulan ing  o 'rin li ekani kelib 
chigadi. ►

Shunga o 'x sh ash  in teg ra ln in g  quyidagi xossasi isbotlanadi:
3) A gar f ( x ) va g(x ) funksiyalar b osh lang 'ich  funksiyalarga ega 

bo 'lsa , f ( x ) + g ( x ) ham  b o sh lan g 'ich  funksiyaga ega va
} (/(*) + g(x))dx = j  f ( x ) d x + J g(x)dx (8.5)

form ula o 'rinli.
O d a td a  b u  xossa in teg ra ln in g  additiv ik  xossasi. deyiladi.
2-eslatm a. Y uqorida keltirilgan  (8.2) va (8.5) teng lik larn i 

h am da k e lg u sid a  u ch ray d ig an  sh u n g a  o 'x shash  ten g lik la rn i o 'n g  
va chap  tom on laridag i ifodalar orasidagi ayirm a o 'zgarm as songa 
barobarlig i m a 'n o sid ag i (o 'zgarm as son aniqlig idan) ten g lik la r 
deb qaraladi.
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4°. Elementar funksiyalarninq aniqmas integrallari.
B osh lang 'ich  funksiya ta 'r ifid an  h am d a e lem en tar funksiyalar 
hosilalari jad v alid an  (6 —bobnm g 3 —§ iga qarang) foydalan ib  
e lem en ta r funksiyalar an iqm as in tpgrallari jadvalini keltiram iz

sohasida  qaraladi):
1) |  Odx = C = const;
2) f \dx = J dx — x + C;

3) fx"<& = —  + C (//#1);
u- J H + 1

4 ) f-<&= f— = ln|xj + C (** 0);
} X 1 X

5) \ - ^ d x =  \ -^ - i  = arctg+C\
’ J 1+X 1 \ + X

6 ) f ^ L = < f r = i^ = = a r c s in x  + C;
J V l-x2 J VTx2

>

-i

7) + C; (o > 0 )
J In a

8 ) |  sin x«& = -  cos x + C;
9) |  cos xcic = sin x + C;

1 0 ) f—]— dx=\-^-=-ctgx + C; 
3 sin2 X J sin X

11) f — dx= f —% - = t g x + C ;
J C O S' X COS X

12) | shxdx = cfcc + C;
13) f cfecdr =  jfoc + C;

14) f — d x = -c th x  + C: 
1 sh x

15) f - \ - d x =  thx + C,
r h  v

8 .2 -m is o l .  U shbu J(1 + Jx)*dx in teg ra ln i hisoblang.
< Bu in teg ra ln i h isoblash  u ch u n  a w a l (8.2), (8.5)

form ulalarn i, so 'n g ra  jadvalni qo 'llaym iz:
_  1 4 l x2

j ( l  + J x ' ) 1dx = j ( l  + 2yfx + x ) d x ^ j l d x  + 2 j x - d x  + j x d x  = x  + - x z + —  + C. ►
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2 -§ . Integrallash usullari

1°. O'zqaruvchilarni almashtirib integrallash usuli U shbu
an iqm as m teg ra ln i h isoblash talab e tilgan  bo 'lsin . B unda

/(x) funksiya b iro r X = (a. h) in terva lda  an iq lan g an  va
/(*) = <p{gM) g'(x) (8 .6 )

k o 'r in ish d a  yozilishi m u m k in  deylik.
A gar <p(t) funksiya r  = (f,,/,) in terva lda  bo sh lan g 'ich  funksiya 

<!>(/) ga eg a  bo 'lib , g(x) funksiya X =(a,b) in terva lda  (bunda 
g(x)<zT) differensiallanuV chi bo 'lsa , u  holda

| f ( x )d x  = j <p{g(x))g\x)dx = <D(g(x)) + C  (8.7)
fo rm ula  o 'rinli.

< H aqiqatan , fO(g(x))]' = <D'(g(*))- g \ x )  = <p(g{x))g'(x). ►
O d a td a  in teg ra ln i b u n d a y  usul b ilan  hisoblash  o 'zgaruvch in i 

a lm ash tirish  usu li b ilan  in teg ra llash  deb ataiadi.
O ’zgaruvch ilarn i a lm ash tirish  usu lin ing  m uhim  tom oni 

o ’zgaruvch ilarn i ju d a  k o ’p  u su l b ilan  alm ashtirish  im kon iyati 
b o 'lg a n  h o ld a  u la r ich id an  in teg ra ln i sodda va h isoblash  u ch u n  
q u lay  ho lqa  k e ltirad iq an in i tan lab  o lishdan  iborat.

8.3—misol. f xclx (a = const) n i hisoblanq.
1 x 2 + a 2

■4 B erilgan in teg ra ld a  o ’zgaruvchi x ni x 2 + a 2 = t kab i
alm ashtiram iz. B unda 2xdx = dt bo'lib , ((8 .6 ) va (8.7) larga garang)

\ - ^ —  = - \ —  = - \n Y [+ C  = - \ n ( x % + a 2) + C>-
1 X 2 +a2 21 t 2 1 2

8.4-m isol. jV°"sin xdx n i h isoblang .
< Bu in teg ra ld a  cosx = t a lm ashtirishni bajaram iz. N a tijad a

-sin x d x - d t bo 'lib ,
Je"*' sin xdx = - J e'dt = - e '  + C  = - e c°" + C

b o ’ladi. ►
2°. Bo'laklab integrallash usuli. Ikki u = u(x) va v = v(*)

funksiya  (a.b) in te rv a ld a  uzluksiz  u'(x) va v'(x) hosila larga ega 
bo 'ls in . M a'lum ki, (6  —b o b n in g  4 —§ ga qarang)

d(u(x) ■ v(x)) = u(x)d\{x) + v(x)du(x)
Bu ten g lik d an

u(x) • dv(x) = («(x)v(x)) - v(x)du(x). (8 .8 )
b o 'lish i kelib  ch iq ad i.

Endi (8 .8 ) ten g lik n i in teg ra llab  topam iz:
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f u(x)dv(x) = J (c/(m{jc)v( jc))) — J v(x)du = «(x)v(x)- J vt x)dn 
S h u n d ay  qilib, quyidagi

J u(x)dv(x) = u(x)v(x) -  jv(x)du (8.9)
fo rm ulaqa kelam iz. Bu (8.9) form ula bo 'lak lab  in teq ra llash  
form ulas! deyiladi.

B o 'lak lab  integrallasH  form ulasidan  foydalan ish  u ch u n  
in teg ra l ostidaq i ifodani u(x) ham d a <Mx) lar k o ’pay tm asi
Ä W  X XJL1XOllVXU y UZJU UH11UU1| UUllUU OlUUllU UV\A) HUIUUU V\SL)IAU

ifo d ala rn in q  in teq ra llarin i oson h isob lana olinishi lozim liqini 
e ’tib o rd a  tu tish  kerak .

8 .5 -m iso l. | in xdx pi h isoblang.
< In tegral ostidagi in xdx ifodan i u=\nx,dv = dx lar ko 'p ay tm asi 

deb  olam iz. U h o ld a  du = -dx,v = x bo 'lad i. B o 'laklab in teg ra llash
X

fo rm ulasidan  foydalanib, topam iz:
f In xdx = xlr\ x  -  \ x — dx = x\n x  -  x + C = x ln — + C ►
} J x  e

8 .6 -m is o l .  Jn = J - (n = 1,2,3...) ni hisoblang.
(*

< Bu in terv a ld a
1 , . , 2nxdx,dv = dx du = -(xz + a1)” ' (xz + a 2 )',+1

b o 'lad i. (8.9) fo rm uladan  foydalan ib  topam iz:

~ f— ^  7— +2ni— X — -rdx (8.10)” J (x2 + a 2)" ’ ( x ' + a ' y *
X 2Bu te n g lik n in g  o 'n g  tom onidag i J—— ni

f—  X .— - d x - f—  — dx — a1 f— T-— j— 7
1 (x’+a2)"1  ̂(x +a )" ' (x + a )

k o 'r in ish d a  yozsak, u n d a  (8 .1 0 ) m unosabat ushbu

J „ = — X —  + 2 n -J -  2nd1 ■ J ." (x + a )" '
k o 'r in ish n i oladi. K eyingi ten g lik d an  esa quyidaqi

l x 2« - 1 l
2 n a 1 (x2 + a 2)" 2 n a

re k u rre n t form ula kelib  chiqadi. 
R avshanki, n = l b o 'lg an d a

rJ. (8-11)
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r c/x 1 f  ̂  ̂ 1 *
./ ,  =  [  , V  =  - j — --------- =  a r c t K  +  C

J x  + a '  a J (+ ( * y  a ll
a

bo 'lad i.
n>2 b o ’Iganda, m os Jn in teg ra lla r (8.11) rek u rren t form ula 

y o rd am id a  top ilad i. M asalan:
i f dx 1 x 1 , 1 x 1 x „ ^J,  = -------—  --------------- h--j  = -----------------   + — - arctg -  +  C. ►
• ! ( x * + a 2f  2 a 1 x 2 + a2 2a2 1 2a2 x2 + a 2 2 a 3 a

3 -§ . Ratsional funksiyalarni integrallash

U shbu  p arag ra fd a  ra tsional funksiyalarn i in teg ra llash  b ilan  
shug 'u llanam iz. B uning u ch u n  a w a l algebra kursidan  biz u ch u n  
za ru r b o 'lg an  m a 'lu m o tlarn i keltiram iz.

1°. Ko'phad va uning ildizlari hagida. Biror
P(x) = a0 + a,x + a2x2 + .. . + Jnx" (8.12)

k o 'p h a d  berilg an  bo 'ls in , b u n d a  a,,al,at .....,aK o 'zgarm as haq iq iy  
sonlar, an*o,neU  e sa  k o 'p h a d n in g  darajasi.

M a ’lum ki, b iro r aeR  son u ch u n  P(a) = 0 bo 'lsa, a son P(x) 
k o 'p h a d n in g  lldizi deb ataladi. U  h o ld a  Bezu teo rem asig a  k o 'ra  
P(x) x - a  ga go ld iqsiz  bo 'lin ib , u  quy idag i

P (x )  =  (x  -  a ) Q ( x )
k o ’rin ish d a  ifodalanadi, b u n d a  g(x)- (m- 1) - darajali k o 'p h ad .

A gar (8.12) k o 'p h a d  ( x - a /  (keN)  ga qo ld iqsiz  bo 'linsa, a son 
(8.12) k o 'p h a d n in g  k karrali ildizi bo 'lad i. Bu h o ld a  P(x) 
k o 'p h a d n i u sh b u

P(x) = (x-a )t R(x)
k o ’rin ish d a  ifodalash  m um kin, b u n d a  R(x)-(n-k)~ darajali 
k o 'p h a d .

A g ar z = a + iß k o m p lek s  son P(x) k o 'p h a d n in g  ildizi bo 'lsa , u  
h o ld a  z = a - i ß  k o m p lek s  son ham  b u  k o 'p h ad n in g  ildizi bo 'lad i. 
S h un ingdek , z = a + iß son  P(x) n in g  k karrali ildizi bo 'lsa, z = a - i ß  
son ham  b u  k o 'p h a d n in g  k karra li ildizi bo 'lad i.

D em ak, P(x) k o 'p h a d  z = a + iß k o m p lek s ildizga eg a  b o 'lg an d a  
u n in g  ifodasi (x - z ) k o 'p ay tu v ch i b ilan  b irga  x - z  k o 'pay tuvch i 
ham  qatnashad i. B unday  ho lda P(x) k o 'p h a d n in g  ifodasi 
q u y id aq i

( x -  z ) (x — z) = \ x - ( a  + >ß)\[x- (a -  iß)] = x2~ 2ax  + a ‘ + ß 2 = x2 + px + q
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( p = - 2 a .  q -  a 2 + p 2) 
k v ad ra t u ch h ad  k o 'p ay tu v ch i b o 'lib  qoladi.

Faraz qilaylik,
P(x) = a0 + a,x + a , x 2 +... + anx"

k o 'p h a d  b erilg an  bo 'lib , a,, a , , l a r  u m n q  m os rav ishda 
karrali h aq iq iy  ildizlari, zv z2,...,zs 2 =S,  + íry U = 1,2,...,0)

lar esa k o 'p h a d n in g  m os rav ishda /,,y 2,...,/. karra li kop leks 
iia íz iari b o ’lsin. Bu k o ’p h ad n i u n in g  íid iz lariga k o 'ra  
k o 'p ay tu v ch ila rg a  ajra tish  h aq id ag i ushbu  teo rem an i isbotsiz 
keltiram iz.

2 —teo rem a. H a r qanday  « -  darajali
P(x) = a0 + a,x + a2x z + ... + anx n 

ko'phad (alral,a2,...,aH o'zgarmas haqiqiy sonlar, * 0 ) ushbu 
P (x)  = ( x - a J)A( x - a 2)i'- . . . ( x - a , ) ^  (x2 + + + p 2x  + q2)h ...(x1 + p ,x + q ¡f

ko'rinishda ifodalanadi, bunda
\+ Á2 +...+ Ai +2(/l +y1+...+r,) = n 

bo'lib, x -  + P . x + q . =  0 (j = 1.2,....i) tenglamalai haqiqiy ildizga ega 
emas.

2o. S o d d a  k a s r la r . T o 'g 'ri k a s r la rn i so d d a  k a s r la r  o rqa li 
ifo d a la sh . U shbu

1 B x + C - ~m (m = 1,2,3...) (8.13)O  - a ) (x + p x + q)
k o 'r in ish d aq i kasrlar so d d a  kasrla r deb ataladi, b u n d a  A,B,C
h am d a  a ,p ,q la r o 'zgarm as sonlar, x l + p x + q  kvadrat u ch h a d  esa
h aq iq iy  ild izga eq a  em as.

M a'lum ki, quy idag i
P(r)= fl0 + atx  + a2x l + + anx"

va
Q(x) = 6(| + fc,x + b2x 1 + ... + 6vxv 

k o ' p  h ad la rn in g  o 'zg arm as sonlar,
neN,veN)  n isb a ti

P{x) _  a0 + a¡x + a2x 2 + ... + a„x”
Q(x) f>0 +b¡x  + b2x 2 +... + bvx v 

k asr ra tsional funksiya deyiladi, «<v b o 'lg an d a  esa u  to 'g 'r i  kasr 
deb  ataladi.

H ar q an d ay  to 'g 'r i  k asr (8.13) sodda  kasrla r orqali 
ifodalanad i. B uni isb o tla sh d an  aw a l, ikk ita  lem m ani keltiram iz.
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P(x)1 -lem m a . Agar to 'g 'r i  kasr m ahrajidagi Q(x) k o ’phad

Q ( x )  = ( x - a ) " Q , ( x )  ( n i e N )
k o 'r in ish d a  bo'lib , Q,(x) k o 'p h a d  esa x - a  ga bo 'lm m asa, u  ho lda 
b erilg an  to 'g 'r i  kasr quy idaq i

Plx).  4 .  , , , A, , /»,(*)
Q(x) (x - a ) m ( x - a ) ” '' x - a  Q t(x) 

k o 'r in ish d a  ifodalanishi m um kin, bunda A , ,A í ....,Am o'zgarm as
h aq iq iy  sonlar, P,(x) k o 'p h ad .

P ( x \  f
•4 to  q 'ri kasrni quy id ag i k o 'rin ish d a  yozib olamiz.

P ( x ) _  P(x) A m ^ P ( x ) - A mQl(x) 8 14)
Q(x) ( x - a ) ” Q,(x) ( x - a ) "  (*-«)"£,(*)

Ravshanki, (8.14) m u n o sab atla rd ag i P (x)~  A mQ,(x) ayirm a A m songa
h o g 'liq . Bu sonni sh u n d ay  tan lab  olamizki, natijada P ( x ) - A mQl (x) 

k o 'p h a d  x - a  ga bo 'linsin . B uning  u ch u n
P W - A „ Q ¿ a )  = 0 

ten g lik  o ’rinli bo 'lish i kerak . Dem ak,

4 . - 3 *
deb  olinsa, u  holda P ( x ) ~  A„Q,(x) k o 'p h a d  x - a  ga bo 'linad i. 

S hunday  qilib,
P ( x ) - A mQ¡(x )  = ( x z a ) P „ ( x )  

b o 'lad i, b u n d a  p„(x) — k o ’phad.
N atijada (8.14) m un o sab at quy idaq i

= _ 4=—  +--------------------------   (8.15)
Q(x) ( x - a ) m ( x - a ) m-'Q ,(x)  

k o 'r in ish q a  keladi, b u n d a  Am son  y u q o rid ag id ek  an iq lanadi.
Endi

£(*) A.- , , P J x ) - A m_,Q¡(x)
( x - a y - ' Q ^ x )  ( x - a ) " - 1 ( x - a ) m 'Q¡(x)

ten g lik n in g  o 'n g  tom onidagi A„_, sonni sh u n d ay  tan lab  olam izki, 
Am_,Q,(x) k o 'p h a d  x - a  g a  bo 'lin sin . B uning u ch u n

P Ja)-A m.,Ql(a) = 0 

ten g lik  o ’rinli bo 'lish i kerak . Dem ak,

A - Pja)
a  (a )

deb  olinsa, u  ho lda  Pm(x)- Am_,Q,(x) k o 'p h a d  x - a  ga bo 'linad i.

u s h b u
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S hunday  qilib,
Л.М - A ,  ,(4 W = (x -a )-C ,W  <8 1 6 )

bo 'lad i, b u n d a  P„ ,(*) — k o 'p h ad .
(8.15) va (8.16) m u n o sab atla rd an  topam iz:

p(*) _ Am | Am_, | Л-.ОО . (8.17)
Q(x) (ж-«)" — (i-a)-!a(t)______________________________

X u d d i sh u n q a  o 'x sh ash  har qal kasrn i ifodalovchi
y Qkx)

ten q lik n in g  o 'n g  to m o n id ag i oxiri had idan , y u q o n d ag id ek

 '■—  qism ini ajra tib  topam iz:
( x - a ) ‘

  (8.18)
(ж -a ) ’ - 2 2 ,pc) (.v -a )”“ 2 (x-a)m3Qt(x)

va  h.k.
AW  _ A  , f iW (8.19)

(x-a)-ß,(x) х - а  0Дх)
(8.17), (8.18), (8.19) ten q lik la rd an

P(x) _ Am | A„_, | | .4, t />,(*)
2(X) (x- a)1" ~(x- e)"“1 * - «  2,(x)

b o 'lish i kelib  ch iqadi. ►
2 -le m m a . A gar to 'g 'r i  kasr m axrajidagi £>(*) k o 'p h a d

Q(x) = ( x 1 + px + q Y  Q,(x)  
k o 'r in ish g a  eg a  b o 'lib  (x * + p x  + q kvadrat u ch h ad  h aq iq iy  ild izga 
ega emas), ß,(x) k o 'p h a d  x z + px + q ga b o ’linm asa, u  holda 
b erilg an  to 'g 'r i  kasr q u y id ag i k o 'r in ish d a  ifodalan ish i m um kin:

P ( x ) _  Bnx + C n | В._,х + С_, 1 [ B.x + C, t P,(x)
0(x) (x 2 + p x  + q Y (x2 + px + g)”'1 x2 + />x + ¡? £?,(*)

b u n d a  в 1,в г,..£„с1, с г,- ,с я o 'zgarm as sonlar, P,(x) k o 'p h a d .

•4 to ’g 'ri kasrn i q u y idaq icha  yozib olamiz:

P(x)_ P(x) B nx + С л | P(x)-(B,x + C,)fl(x)
2 W  (x2 +px + g)',2,(x) (x2 +px + <j)" (x2 + p x  + q Y Q ](x)

Bu ten g lik d an q i
P(x)-(Bcx -C jö ,(x ) (8.20)

k o 'p h a d  ß„ va С, son larga  b o g 'liq . En di B„ va С. sonlarni 
sh u n d ay  tan lab  olish m um kinlig in i ko 'rsa tam izki, n a tijad a  (8 .2 0 ) 
k o 'p h a d  x2 + px + q ga bo 'linsin . A w a lo  P(x) va g,(x) 
k o 'p h a d la rn in q  har b irin i x* + px + q kvad rat u ch h ad q a  bo 'lib
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J M _ . « x )+- S i ±
л + p x + q  x ' + px+ q

^ l î L . î ( I ) + - a £ i i L  '  1

л + p x + q  r 2 + px + q
h u n d a  /?(*, va .V(jr) - k o ’p h ad .a , ü  hoida

Pix^ ' b x - J ' M i r y  _  f \ x )  ( f t x + c j _ C W

t o p a m i z :

X + px + ̂  x‘ + p x  + q n X + px  + o

= R (x)- (B ,,x + C„)Л'(х) + Л-,:'ьЬ1~ (Д»^+ С «Ха2у j A )  _
x2 + px + q

=  R ( x ) - ( b rx  - s - c ,  > '  ( * ) + + Í S  y v - ? A ) - '4 ë Æ Z ± ~ Ç :A
x l -p x  -. q

bo 'lad i. Bu ten g lik d an  k o ’rinacI'V.:, i (x) -(#„*-• "„X?, [*) hed  
x2 + px + i’ ga b c 'lin ish i u ch u n  x n ing  uarcha -jiyr.iótlarida

(°i + P , p a 2 - C Kc.1 — B,b2)x + Bnqa2 + b¡ -  C nb2 =0,
y a ’ni

Bn(a2p  6,) - C \a 2 + a, =0 
B, qa2 - C na2 +6, =0r (8.22)

bo  lishi kerak. ß„ va C„ larga n isbatan  (8.22) sistem aning  
d eterm inan ti

 ̂ a ,p -6 ,,-a ,D= гУ 2 2 *()
a,?, -b 2

bo 'lad i. Buni isbotlaym iz. Teskarisini faraz qilaylik, ya 'n i
D = - b 2(a2p  - b 2) + a \q = 0 (8.23)

bo 'lsin .
Agar a2=o b o ’lsa, u n d a  ¿ 2 = 0  bo 'lib , natijada (8.21) dan  o,(x) 

k o 'p h a d  x 2 + p x  + q g a  bo 'lin ish i kelib  chiqadi. Bu esa 0 ,(x) 
k o ’p h ad  x* + px + q ga bo 'linm aydi, deb olinishiga ziddir. Demak, 
a2 *o. Bu ho lda (8.23) t&nglikdan ushbu

! + p { ~  — 1 + 9 = 0 
aiJ \  a i )  

bk o 'r in ish g a  ega bo 'lib , h aq iq iy  son x 1 + Px  + q = o
a 2

te n q lá ' ann.f . ú í  ^ o T a - j r .  ^i'raniik. ~i\: <r ... :-*-rpx--. Kvadrat 
u ch h ad  haqiqiy ilá izg a  e y a cl-.J zidcür.
Demók, (3.22' sis tem anm g de*e.ininanti n c ld an  iarqh  ykan. U 
holda, bu s is tem ad an  y ag o n a  Bn va C„ sonlar topiladi Bu 
sonlarni (8.20) ga qo 'ysak , natijada P{x)- (Brx -C , )Q, (x )  k o 'p h ad



x z + px + q ga bo 'lin ib , kasr psa u shbuP(x)

P(x) _ _ l\x)______   B„x + C„ __ P,(x)
Q(x) (x2 + p x +  q)"Q,(x)  ( x 2 + px + q) ( x 2 + px + q)” 'Q¡(x)

P .w (8.24)

k o 'r in ish g a  keladi, b u n d a  P„(x)~ k o 'p h ad . 
X u d d i shu y o 'l b ü a r—

PAX) ___ = + _  _ p.-M) (8.25)

(8.26)
( x 2 + p x  + q Y ’- Q ^ x ) (y2 + p x +  q ) " 1 (x2 + px +

va h.k.
pA*)   Blx+C¡ 1 p,(x) (8.27)

(x2 + p x  + q)Q,(x) x 2 + p x  + q Q,(x)
b o 'lish i top iladi.
(5.24|, (8.25), (8.26), (3.27) te n ji ik la rd a n

F(x) _  j^L+i7 +  lili-1 _  +  + B>x +  C¡ o. pA í \
Q íx) (x + />;: + íj)’' (x2 + p x  ; -q Y '  x* + p x + q  Q, (x)

b o 'lish i kví;ij chiqadi.
3 —teo re m a . Har qanday to'g'ri kasr sodda kasrlar yig'iridisi 

orqali iíodalanadi.
< ^(x) to 'q 'r :  k asr bo 'lsin . Qtx) esa » -d a ra ja li  k o 'p  h ad  bo 'lib ,Q(x) J

0(x) = (x-a,)”'(x-a2)"! •... ■ (x-a*.)"' -(x2 + />,x +g,)'”* ■
•(x2 +  p2x +  g 2) ” , -,„ (x2 +  p , x +  q , ) m' 

b o ’lsin, b u n d a
n , -t->¡2 + . . . +  nt  +  2  (m t + ml +.. .+  m t ) = n

b o ’lib, X 2 + P , x + q ,  0=1,2,...,/) kvadrat u ch h ad la r haq iq iy  ild izqa
eg a  em as.

Q(x) (x-a1)"'(x-az)”1...(x-ai)"* -(x?+p1x+ql)’'...(x‘ + p¡x+ql)"'
k o ’rin ish d a  yozib, bu  ten g lik n in g  o ’n g  tom oniga 1 —lem m aning  
b ir n ec h a  m arta  («, + «2+...+ n> m arta) q o ’llanib  topam iz:

P-x- to ’q ’ri kasrn i quy idaq i
Q(x) y J a

P(x) _ p {x)
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*-«* a w
b u n d a

O, (x) = (x2 + p,x + 9l)"■ • (x2 + p2x + <72)m¡ •... • ( j r  + p¡x  + <7,)"■
P  (x)

Endi Trri  kasrg a  2 - le m m a n i  bir n ech a  m arta  qo'llab,8 ,M  H
topam iz:

J j ( * ) ______________________________________
'.?>(*) + A *  T 9|)"' • (■*’ P2x  + <h)"h — (x2 p ,x + q¡)''

. . . . . . c ^’-  K ,
(~‘ + / V  + ‘-.)" v-T + /y: K,,f : ^ x : ¥ p  x  + q¡

, + | , | B¡2)x  + C¡' ' i >8 29)
(jr2 + p 2x  + q7)m‘ (x 2 + p 2x  + qz)m-'' x 2+ p 2x + q 2

, f f i r + Cff t + + B £ x + c r _
(x 2 + p lx  + q,)’"' (x- + p lx + q ¡)"'-' ' + x 2 + p¡x  + q,

(8.28) va (8.29) m u n o sab a tla rd an  teo rem an inq  isboti kelib 
ch iqadi. ►

Y uqorida isb o tlan q an  teorem adag i o 'zgarm as sonlarni 
boshqacha--R oiuvi ’um  .¡o Mfitaienílar usuíi a^b  a ta lg an  usu!
h ilen  ’la .a  m ur.tkr.1. 3 u r  la  to 'g 'r i  kasr nom a'lum
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koeffitsientlari b o 'lg an  so d d a  kasrlarga yoyilib, so 'n g  ten g lik n in g  
o 'n g  tom onidagi so d d a  kasrla r y ig 'ind isi um um iy  m axrajga 
keltiriladi.

N a lijada
P(x) P'X) ■

Q(x) Q M
ten g lik  hosil b o 'lad i v a  u n d an  b archa x lar u ch u n  o rinli b o 'lg an

P( x ) = R(x)
ten g lik  kelib chiqadi. Bu ten q lik n in q  har ikki tom onidag i a- n ing  
b ir xil darajalari o ld id a  tu rg an  koeffitsien tlarn i tenglashtirib , 
sistem a hosil qilinadi.



8 .7—rnisol ——  to 'g 'r i  kasrn i sodda kasrla rga ajrating .
X  - 5 j c  +  6

< Bu k asrn in g  m axraji v; -5* + 6 = (x-3)(*-2) b o ’lgan i u ch u n  
ieo rem ag a  k o 'ra
___________________________  2 x - \  A В ____________________________

X1 - 5x + 6 X — 3 x - 2
bo 'lad i. Uni

2 x - i  A  a  _ A (x - 2) + B (x - 3) 
x 2 —5x + 6 x — 3 x - 2  (x- 2)(x-3)

k o 'r in ish d a  yozib, ushbu
2x -  1 = ,l(x-2) + B(x -3) yoki 2 x - \ - ( A  + B ) x - ( 2 A  + 3B)______________________
ten g lik k a  kelam iz. Ikki k o 'p h a d n in g  ten g lig id an  foydalanib, A  
va в  la rg a  n isb a tan  ushbu

\A + B = 2 (8.30)
[2A + 3ß = 1 ' '

sis tem ag a  kelam iz. (8.30) d an  A = 5 ,B  = -3 bo 'lad i. S h u n d ay  qilib, 
b e rilg an  to 'g 'r i  k asr so d d a  kasrla r o rqali q u y id aq ich a  
ifodalanadi:

2x - 1 5 -3— =  h . ►л"-5х+6 jt-3 x - 2
3°. S o d d a  k a s r la m i in te g ra lla sh . S odda kasrla rn ing  an iqm as

in teg ra lla rin i hisoblaym iz.

1 ). so d d a  k asrn in g  an iqm as inteqrali:
X — a

2 х  — 1

f — -dx = A \ a) - A l n |x -a l  + C
• 'Y - — n  •' V — /7x  — a

2). -— (m > 1) sodda kasrninq aniqmas inteqrali ham tez 

hisoblanadi:
r Adx r d (x  -  a) r A 1 _J--—  = A \    —  = A ] ( x  — a) d (x  - a )  = -   r^r + C
J (x — a) J (x  — a) J 1 - m  ( x -  a)

3). - Bx+C sodda kasrning (bunda x 2 + px + q kvadrat uchhad
x + px + q

Bx Сh aq iq iy  ild izga eg a  em as) m teg ra li f— ------- dx ni h isob lash
x~ + p x+  q

uchun a w e i kasrning maxrajida turgan хг + p x  + q kvadrat 
uchhadni ushbu

2

x 1 + px + q = (x  + ~  )2 + q - ~2 4
k o ’rn ish d a  yozib  olamiz. U h o ld a



b o  ladi, b u n d a  u7=q . Bu in teg ra ld a  x+-=i  alm ashtirishni4 2
bajaram iz:

i

3 x 2 + p x  +  q  V + u 2 2 4 *  + a 2 2 '  I 1 +  < r

- = -^ In (Г2 + a 2) + ( C -  —  ) - a r c t g - +C. = 
\2 2 2 a a2 a I+( )3

x + p
,  ’  4 2 C - Ä p  2  ^= — )n(jr +  / «  +  </) +  — = = £ = a r c tg -= = â =  + C r

2f Z  Г 7
Dem ak,

YA-P
¡ Bx + C J B x , 2 s 2 C - B p  * + ?I— --------dv = — ln(jc + p x  + q ) - i - a r c l g  - ¡ = á ^ -  + C,
' x ' + p x  + q 2 л / 4 ^ 7 ' “ ‘

b u n d a  C, ixtiyoriy o 'zgannas.

4)- [xT + px + ?)"~ (w>1) sodda  kasm ing  in tegra li
fix+0

■/ » а / (жг + ni  h isob lash  u ch u n  3) — h o ld ag id ek

o 'zgaruvch in i alm ashtiram iz: x + ~ - t  N atijada quy idag iga  ega 

bo 'lam iz:

(x2 + p x + q r  \ { x + P f + q _ t r  J (г’+в*Г 
2 4

ñ f^Çr + o2) ßp г dl В 1 1 5d f a>egfrf(r + a ) + (С_ Ф )Г Л _Д 1 1 Др ,
2 ’ (1г + аг )т 2 М ( ! + и!)" 2 1-m (t2 + <S)m'* 2 ''('2 + *T

dlBu m unosabatdag i ^ L _  in teg ra l ushbu bob n in g  2 —§ ida

k e ltirilg an  in tegral bo 'lib , u re k u rren t form ula orqali hisoblanadi.
4°. R a ts io n a l fu n k s iy a la rn i in te g ra lla sh  M a'lum ki, ra tsional 

funksiya ikk ita  P(x) va 0 ( x ) b u tu n  ratsional funksiyalar



/(A-) = ̂ °
QM

P( k)A gar n o to 'g 'n  kasr bo 'lsa, un ing  b u tu n  qism ini ajratib,

kiuLim ralsioiia]___ funksiya hainda tcLg’ri__kasr y ig 'ind isi
k o 'r in ish id a  q u y id aq ich a  ifodalab  olinadi:

Q(x) ' '■ ' Q(x)
U h o ld a

 f = f  <8'31)___
bo 'lad i.

(8.31) m u nosabatdag i f R(x)dx in teg ra l b u tu n  ra tsional funksiya 
(ko’phad) n in g  in teg ra li b o ’lib, u  oson h isoblanadi.

T o 'g 'r i  k asrn i in teg ra llash  u ch u n  a w a l  b u  kasrn i 3 — 
teo rem ad an  foydalanib , sodda  kasrla r o rqali ifodalab olinadi, 
so ’n g ra  u larn i 3 ° — b a n d d a  k o 'rsa tilg an d ek  in teg ra llanad i.

8 .8 -m iso I . n i h isoblang.

< In tegral ostidag i -1— kasrn i sodda  k asrla rg a  ajratam iz:
x -1

1 1 A B  Cx + D- +  + -

n i s b a t i d a n  l b o r a t :

x"-l (x-l)(x + l)(xJ+1) x-l x + 1 x 2 +1
Bu ten g lik n i q u y id aq ich a  yozib olamiz:

1 _ /4(x + l)(*2 + l) + fi(>-l)(*2 +1 )+ (C x+ D )(x ! -1)
x “- i ~  ( x - i ) ( x + l ) ( x 2 +1)

U h o ld a
1 = A (x + l)(.v2 +1) + B(x -  l)(xz +1) + (Cx + D)(x2 -  1)

y a 'n i
1 = (A  + B + C)xs + ( A -  B + D ) x 2 +(A  + B  -  C)x + ( A -  B - D )  

b o 'lad i. N a tijad a  A ,B ,C .D  larn i top ish  u ch u n
A + B + C = 0,
A -  B + D = 0,
A + B -  C = 0,
A - B - D = 1. 

s is tem aq a kelam iz. Bu sistem ani echib,

/l = --.B = --.C = 0,D = — - 4 4 '  2



bo 'lish in i topanu. Demak,
I__ = 1 I _ I l _ l t_

v4 -1 4 x - I 4 x +1 2 x 1 + 1
bo 'llb ,

dx 1 (• Jx 1 f Jx 1 r dx I 1 .x- — 1! 1r dx _ l r dx 1 r dx 1 r dx I 1 x - 1 j
-VJ -1  4 J .r-1 4 J x  + 1 2 .v2 +1 4 ln|r + ]

bo 'lad i. ►

arctvx + ('
2

4 §. Ba'zi irrasional funksivalarni integrallash

Ikki u va v o 'zgaruvch ilar berilg an  bo'lib, bu o 'zgaruvch ilar 
y o rdam ida

u‘vJ (/ = 0.1,2,.. , 7  = C,l,2,...) 
k o 'p ay tm ala rn i tuzamiz. Bu k o ’pay tinalardan  tuzilgan u sh b u  

P(u,v) = am + a,0u + a 0lv + a 20u 2 + anuv + a02v 2 +
+  -+ a „ y  + %  |„«*~1 V + ... + ¿»„..„«y*-1 +  a V*____

funksiya u va v o 'zgaruvch ilarn ing  k o 'p h ad i deb  ataladi, b u n d a
aoo.aio.a ii’  «o, o ’zgarm as h aq iq iy  sonlar (koeffitsientlar).

P(u,v) h am d a  Q(u.v) lar u va  v o 'zgaruvch ilarn ing  k o 'p h ad la ri

bo 'lsin . U shbu v|  (0 (k,v)*0) n isbat u va v o 'zgaruvch ilarn ing  

ra tsional funksiyasi deb a talad i va u R(u,v) orqali belg ilanadi:

«(«.v) = ̂ 4  (G(«.v)* 0)ö(w,v)
Endi u va v o 'zgaruvch ila rn ing  har biri o 'z  navbatida  b itta  x  
o 'zg aru v ch in in g

u = tp(x) 
v = </>( x)

funksiyalar bo 'lsin . U  h o ld a  R(-i, v) funksiya <p(x) va iß(x) 
funksiyalarn ing  ra tsional funksiyasi bo 'lad i. M asalan, u sh b u

x -  2 \ f x 2 - 1 + 1
/W  = :

yjx + if.x - 1
funksiya  u = -Jx, v  = Vx2 - 1 la rn in g  ratsional funksiyasidir, chunki,

K2 — 2v +1R(u,v) =  - u + v
X ususan, (p(x) va t/>(x) la rn in g  h a r biri * o 'zgaruvch in ing  ra tsional 
funksiyalari bo 'lsa, u  holda u shbu

R(u, v) =  R(<p(x). </>(x)) -  R(x)
funksiya shu  x o 'zg aru v ch in in g  ra tsional funksiyasi bo 'lad i.



H aqiqatan , * o 'zg aru v ch in in g  ra tsional funksiyalaridan  iborat 
<p(x) va 0(x) iar u stida  qo 'sh ish , ayirish, ko 'pay tirish , harnda 
b o 'lish  am allari bajarilsa, na tijada  a- n in g  yana  ra tsional 
funksiyasi hosil b o ’ladi

1°. R(x,y(x)) k o ’rin ish d a g i fu n k s iy a la rn i in te g ra lla sh . U shbu 
j R{xr>ix))dx (8.32) ‘

in teg ra ln i qaraylik , b u n d a  R(x, y(x)) funksiya x va y(x) la rn ing  
ra ts io n al funksiyasidir.

A gar y(x) funksiya  * n in g  ra tsional funksiyasi bo 'lsa , u sh b u
^ R(x, y(x))Jx

in teg ra l ra tsional funksiyan ing  in tegra li bo 'lad i. Bunday 
in teg ra lla r 3 —§ da batafsil o 'rganild i.

A gar y(x) fun k siy a  a- o 'zgaru v ch in in g  ra tsional funksiyasi 
bo 'lm asa , u  ho i da  ravshanki, R(x, y(x)) ham  a- o 'zgaru v ch in in g  
ra ts io n a l funksiyasi bo 'lm aydi. Bu ho lda a: o ’zgaruvchini
a lm ash tirish  yo rd am id a  R(x.y(x)) ni
ra tsio n al funksiyaga  keltirish  m asalasi kelib chiqadi. A qar biz 
sh u n d ay  x = <p(t) a lm ash tirish  topsakki, n a tijad a  * = ip{t), y(x) = y(<p(t)) 
lar t n in q  ra ts io n al funksiyalari bo 'lsa, (bunda x'~<p'(t) ham  
ra tsio n al funksiya bo 'lad i), u  ho lda

J R(x, y(x))dx = J R(<p(t), y(tp(t)y)-<p’(t)dt 
bo 'lib , |  R(x,y(x))dx in teq ra ln i h isoblash  u shbu

\  R(<p(.Q, y(<p(t))) ■

ra ts io n al funk siy an in g  in teg ra lin i h isob lashga keltiriladi.
E nd i y(x) fu n k siy an in g  ba 'z i b ir k o n k re t k o 'r in ish g a  ega 

b o 'lg a n  hollarin i qaraym iz:
1). (8.32) in te g ra ld a

y (x) = ! ax + b
V cx + d

bo 'ls in , b u n d a  a ,b ,c ,d o 'zqarm as sonlar, n e M . Bu h o ld a  (8.32) 
in teq ra l quy idag i

(a 3 3)
k o 'rin ish n i oladi. B unda a ,b ,c ,d son lardan  tuzilgan  d e term in an t 
n o ldan  farqli, y a 'n i

a.b
c . d

deb  qaraym iz. A gar

A  = 0



«. h Л = = 0
К* г d

bo'Isa, a va b sonlar c,d son larga  proporsional bo 'lib , -ax + -ex + d
n isbat a- ga b o g 'liq  b o 'lm ayd i va funksiya  дг

V ex + J
o 'zg aru v ch in in g  ratsional funksiyasi bo 'lib , qoladi. Bu ho lda 
(8.33) in teg ra l 3 —§ da o 'rg an ilg an  in teg ra lg a  keladi. S hunday  
qilib, key inq i m ulohazalarda л * 0  deym iz.

(8.33) in tpg ra lda
[ax + b

'~\ lœ + d
alm ash tirish  bajaram iz. N atijada

4
ax + b d t "  -  b
  t . * = — — Г = ViOex + d  a -  et

( a d  — bc )nt
dx = cp (t )d t  —     —  dt

( a - c t n Ÿ
bo 'lib , (8.33) in tég ra l ushbu

J -  f« ^ 4 . 0 ^ <*J \  e x+  d  J j a - c t "  ( a - e t  Y
k o ’rin ishni oladi.

Dem ak, qara lay o tg an

A ) dxa

in teg ra ln i hisoblash  u shbu  Æ(-(— —  ratsional
a - c t " (a - c t " ) 2

fu nksiyan ing  in teg ra lin i h isob lashga keladi.
8 .9 -m iso l. U shbu

dx  
- X

in teg ra l h isoblansin .
Bu in teg ra ln i hisoblash  u ch u n

* X 
- X

deb olamiz. U h o ld a

ç il + X dx
' Vr~ A 1 ~

tichun
/Г+3

Чгг,

bo 'lib ,

r  -1 , 4 tdtX = — , dx = —-,-----r
/* + 1 (t +1)

Í
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f fi + x Jx __ _г t fd i
4 i  X  1 ~. v / 2 +  1

bo 'ladi. N a tijad a  berilg an  in teg ra l u ch u n  topamiz:
r !l.+ jr abc _ r i 2dt _ .  í l + х  1 + л, ---= 2 \ -----= 2t — larcij,! + С  = 2 — la rc tg. +C ►

\  1 — Л" 1 " X  3 t - +  1 V l - *  V 1 -  Л

Q üyidagi

1 *  (8.34)
\  1 Л Т Ы  C X  T" Cl L X  - T U  J

in tegraln i qaraylik . A gar г,.гг,....гп ra tsional sonlarni u m u m iy  m 
m axrajga keltirib , (8.34) in teg ra ld a

ax+b  
t =  у  ■ —— V c x + d—

alm ashtirish  bajarilsa , n a tijad a  (8.34) in tegra ln i h isob lash  
ra tsional funksiyan i in teg ra llash g a  keladi.

8.10—m iso l U shbu
<• dx

•Jx + \ fx
in tegra ln i h isoblang.

< Bu in teg ra ld a  t =%Tx a lm ash tirish  bajaram iz. N atijada
X  — t 6, dx = 6 /5 dt

bo'lib , b e rilg a n  in teg ra l u ch u n  topam iz:

f = —  = 6 f ( ( í 2 - í  + l ) — —  )d t= 6 ( - ~  —  + i - ln l /  +  ll)
J Æ + 3Æ Jí + i J t + i 3 2

+ c=
►

= — - -• +  \[x -  \n\ fx  + lj) + С = 2 \ x  -  3 six +  6 %Jx — 6 \ n f x  + lj + C.
3 2

2). (8.32) in te g ra ld a  у  = y(x) = '¡ax1 + b x + c bo 'lsin , b u n d a  a,b,c
o 'zgarm as son lar bo 'lib , ax2 +hx + c kvad ra t u ch h ad  ten g  ild izlarga 
ega em as. (8.32) in teg ra l quy idag i

J * *  \!ax2 +bx+c)dx (аФ 0) (8.35)
k o ’rin ish d a  oladi.

Q uy ida  k e ltirilad ig an  u ch ta  a lm ash tirish  y o rd am id a  (8.35) 
in teg ra l ra tsio n al funksiya in teg ra lig a  keltiriladi.

a) a > 0 b o 'ls in . Bu ho lda (8.35) in teg ra l
t — \lax + \lax2 +bx+c (8.36)

(yoki t = - 4 ax + \¡ax2 + bx + с ) 
a lm ash tirish  n a tija s id a  ratsional funksiyani in teg ra llash g a  kelad i.



I  U { x ,  у / ил + h x  +  с  ) t i r  =

, Г  -  с -Jut2 + hl + с 4 а 2(■>JTii ' + bl + c-Ja) ,= /<(—=—- , ------ = -------- 1-------- =----------- dt.
3 2-fai + b 2 J a i + h (2síut + Ь)г

b) c > 0  bo 'lsin . Bu ho lda  (8.35) integral

I = - (\lux‘ + bx + с -  \¡c) (8.37)
X

(yoki t  = ~(\1ахг +bx + c + Vf)|
X

a lm ash tirish  yo rdam ida rasional funksiyani in teg ra llash g a  kelad i
2J c l - b  -Jet1 - b l  + a Je 2(~Jct* + bt + -Jca)r„, / ; : , v «  — oi -г и\iсJ R(X, \lax- +bx + c )dx = j R( - —  -—    )

a — t2 a - l 2 ' (a - t 2)1
Jt

v) ax1 +bx  + c kvad ra t u ch h a d  h ar xil x, va х г h aq iq iy  ildizlarga 
eg a  bo 'lsin . M a'lum ki, jc¡ va х г ildizlar ôrgali ax2 +bx + c kvadrat 
u ch h ad n i

ax1 + bx + c = a(x  -  x, )(x - X¡ )
k o 'rin ish d a  ifodalash  m uink in  Bu holda (8.35) in tégral u shbu

/ =  -Jäx2 +bx+c (8.38)
дг-jr,

alm ashtirish  b ilan  u shbu

3 3 Г - a  t - a  (J - a )
k o 'r in sh g a  keladi. Bu ten g lik n in g  o 'n g  tom on idag i in tegral 
ostidag i funksiya / o 'zgaru v ch in in g  ra tsional funksiyasidir.

O d a td a  (8.36), (8.37) va (8.38) alm ashtirish lar Eyler
alm ashtirish lari deb atalad i.

8 . 1 1 -m is o l  f------ — 1-------dx in teg ra ln i hisoblang.
X + \ lx2 + Х +  1

< Bu in teg ra l u c h u n  (a = I) E ylerning b irinch i alm ashtirishin i 
((8.36) ga qarang) bajaram iz:

I = x+  yjx1 + X+I
U ho lda

/ 2 -1  /—j ■ /1 + / +1 j  + l j,
x = — — .v x  + л- + 1 = ------- . a x = 2 ------ - a l

1 + 21 1+21 (1 + 20
bo 'lib , berilgan  in teg ra l u ch u n

f 1 г Г  + ( + ! ,( ------ = = = < ¿ c  = 2 | ------------dt
x + \¡x2 + x+ 1 /(1 + 2/ )

bo 'lad i. Endi



/(1+21)1 / 1 + 2/ (1 + 2/)2 
b o 'lish in i e 'tib o rg a  olib, topam iz:

f ...  = d x - 21n/|- -Inil + 2/1 + — -- 1-- f С =
x + J x 2 + x + 1 2 ' 2  1 + 2/

= 21njx + \ / х г + x+  1 -  — In |l + 2x +  2 \ / x 2 + X + lj +  ^----------------1  - —  +  С
—'—2—i + 2x + 2vX2 + X -fi —

2°. Binomial differensiallarni integrallash. U shbu
x"’(u+ b x ' Y d x

d iiferensia l if oda binom ial d ifferensial deb ataladi, b u n d a  a,h 
o 'zg arm as sonlar m ,n ,p  ra tsional sonlar.

U shbu
J x m{a + bx" Y dx (8.37)

in teg ra ln i h isob lash  m ,n ,p  ra tsional son larga bog 'liq . M ashhur 
ru s  m atem atig i P.L. C h eb ish ev  ko 'rsa tgank i, (8.37) in teg ra l 
q u y id ag i u ch ta

1 ) p b u tu n  son,

2 ) ULtl b u tu n  son,
П

3 ) i l  + p b u tu n  son, 
n

h o ld ag in a  ra tsional funksiyalarm ng  in tegrali orqali ifodalanadi.
1) p -butun  son bo'lsin. Bu ho lda m  va n  ra tsional sonlar 

(ya 'n i kasrlar) m axra jin ing  eng  k ichik  um um iy  bo 'luvch isin i S  

o rqali belg ilab , (8.37) in teg ra ld a  x = ts alm ashtirish  bajarilsa, 
in teg ra l ostidagi funksiya ra tsioanl funksiyaga aylanib, (8 .3 7 ) 
in teg ra l ra tsional funksiyan ing  in teg ra lig a  keltiriladi.

2) -b u tu n  son bo'lsin. A w al (8.37) in teg ra lda
1

X  =  t *

a lm ash tirish  bajaram iz. N a tijad a  (8.37) in teg ra l quy idag i
1 ”+1 1 j x m(a + bxn)pdx = — ̂ (a + bt)pt * dt (8.38)

k o 'r in ish n i oladi. Q isqalik  u ch u n
m + 1  ,

q = ------ 1n
d eb  belgilaym iz. Bu h o ld a  p  kasr sonn ing  m axrajin i л b ilan  
belg ilab , (8.38) in teg ra lda

I i
z = (a + b t)s =(a + bxn) s
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a lm ash tirish  bajarilsa, natijada in teg ra l ostidagi iloda ratsional 
(unksivaga aylanib, vana (8.37) in tegra l ratsional funksiya 
in tegra lin i h isoblashga keltiriladi.

3) p + с/ b u tu n  son ' bo 'lsin . Y uqoridagi (8.38) in teg ra ln i 
q u y id ag ich a  yozib olamiz:

j U'+hty i dt = f
Agar key ing i in teg ra lda

I
alm ashtirish  bajarilsa, (8.37) in teg ra l ratsional funksiyan ing  
in teg ra lig a  keladi.

8 .1 2 -m iso I U shbu

J (1 + \fcy
in teg ra l hisoblansin.

■4 Bu in teg ra ln i (8.37) in tegra l b ilan  taqqoslab, p = - 2  (butun 
son) ekan lig in i aniglaym iz. Y uqorida qaralgan  1 ) ho lga k o 'ra  

(r = \fx) alm ashtirish  bajarib  topam iz:-V

. A = 6
J л .L. lfZ\2 j n t - \ z'd + VxV J (l+r1)1 

Bu ten g lik n in q  o 'n q  tom onidaqi in teg ra l ostidagi funksiyani
t 1 1

= t 4 - 2 t 1 + 3-4- — —  +
(i+ /2)2 /2+i (/2 + i):

k o ’rin ish d a  yozish  m um kin ekanin i e 'tib o rg a  olsak, u ho lda

f = --2---H 3< — 4arclgt + f---— --
J (l + i2)2 5 3 ^  J(r2+1)2

bo 'lad i. O xirgi in teg ra l shu  b o b n in g  2 - §  ida ke ltirilgan  (8.17)
re k u rren t m unosabat yordam ida o sonq ina  hisobalnadi.

'  d, 1 1 1
i ^ W = 2 ^ + 2 arCtg, + C

N atijada q u y idag iga  ega bo 'lam iz:
r •* . 1 5 2 » „ 7 l l—  f +3/ arctgt + —  • — + C
J ( l  + / 2 ) 2 5 3 2 2 r  + 1

Demak, t = \[x ekan in i e 'tib o rg a  olib, uzu l — kesil yozamiz:

Í —  ~f= ~r dx — — V ?  - 4 j x  + 18̂ /x - 21 arctgMx + 3 + С  ►
J(1 + Vxf  5 Vx + 1
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8 .1 3 - m is o l .  f ~ =  in te g r a ln i  h is o b la n g .
\/l + \[x'~

d x  -  '
<  B u in te g r a ln i  f — = |.<r(i + x3) '-dx k o 'r in i s h d a  y o z ib ,

l + \lx2

m  = \ . n = - . p  = -  b o 'l i s h in i  to p a m iz . Bu h o ld a  m + 1 = 3 b o 'l ib ,
  3 _  2  ^  __2 I

i = (l + x5)’!
a lm a s h t ir is h n i  b a ja ra m iz .  U n d a

" i  I 3 i1 + x 3 = t 2, x  = ( t 2 - l ) 2 v a  dx  = — ( t 2 -  l)1 2 ,d t

b o 'l ib ,  b e r i l g a n  in te g r a l  u c h u n  u s h b u
------  2 ------- J--- I I

J jc (1  + x 3 ) 2dx = 3^ ( t7 - l ) V < *  =  3 y - 6 y +  r3 + C ?» =  Vl + x 3 . 

i f o d a  to p i la d i .  ►

5 - § .  T rig o n o m etrik  fu n k s iy a la rn i in te g ra lla sh

Y u q o r id a g id e k , R (sinxcosx) o rq a li  sinx v a  cost la rn in g  r a ts io n a l  
f u n k s iy a s in i  b e lg ila y lik .  B u n d a y  i fo d a n in g

| R ( s m  x ,cos x )d x  (8.39)
in te g r a ln in g  q a ra y lik .

A g a r  (8.39) in te g r a ld a
x  ,

t = t g  -  ( ~ l t  < X < 7 l )

a lm a s h ti r is h  b a ja r i ls a ,  u  h o ld a  (8.39) in te g r a l  o s t id a g i  R(sm x, cosx) 
ifo d a  t o 'z g a r u v c h m in g  ra ts io n a l  fu n k s iy a s ig a  a y la n ib , (8.39) 
in te g r a ln i  h is o b la s h  r a ts io n a l  fu n k s iy a  in te g r a l in i  h is o b la s h g a  
k e la d i .

D a r h a q iq a t ,  q u y id a g i

2 tsm x -  -  —

1+i

cosx = ------ = ---2 * 1 + t 2
g  2

2d<x = 2 arctgt . ax -  ---- —1 + t •

2 3 6



I R(sin X. cosx)A = J /i|

Я

m unosabatlarn i e 'tib o rg a  olsak, u  holda (8.39) in tegra l quyidagi
1-/M 2<*
' l+/: Jl+/2

k o 'rin ish g a  keladi. Ravshanki,
2i 1 -r  2

^1+/J ’ 1 + r J 1 + f2
funksiya t o 'zgaruvch in ing  ratsional funksiyasi. Dem ak, (8.39) 
in teg ra ln i h isoblash  ra ts io n al funksiya in tegra lin i h isob lashga 
keladi.

8 .1 4 -m iso l. Í——— in teg ra ln i hisoblang.
1 3 + sin x

< Bu in teg ra ld a  t = tg|  a lm ashtirish  bajarib toparniz:

dt
+ 21 +.Vf —  —  = 2 f —J 3 + sinx J 3 2f l + г2 J 3f2

1+/2
j -i + -) о d(l + -) гг I + -

2Í—   ----= -f — "  -5-- = 2 f - —  3-  = ̂ a r c t g S - ß ,arctg'i — js- + С

3
Demak,

 ̂3 + sin * 2 l 4 l

,  rz 3 tg X-  + \
Г dx V 2 2 , ;—  = —  arcfi?----=—  + С w

J  4  4- s i n  r  7

Shuni ta 'k id lash  lozim ki, J Ä(sin x, cos x)dx in teg ra ld a  / = fg^
alm ashtirish  universal a lm ash tirish  bo'lib, u (8.39) in tegra ln i har 
doim  ra tsional funksiya in teg ra lig a  k eltirsada k o 'p in ch a  b u  
alm ashtirish  m urakkab  h isob lash larga  olib keladi.

Ayrim  ho llarda trig o n o m etrik  funksiyalarni in teg ra llash d a  
i = /gx/ = sinx,/ = cosx alm ash tirish lar qu lay  b o ’ladi.

8 .15—m isol. f ^  - in teq ra l hisoblansin.
1 COS4 X

■4 Agar bu  in teg ra ld a  r = tgX- universal a lm ashtirish  bajarilsa, 

u  ho lda
г _ ^ _  = 2г ( 4 £ ^
cos'1 X J (l-/2)4 .

b o 'lad i. Biroq q ara lay o tg an  in teg ra lda  t = tgx a lm ashtirish  
bajarilsa, u ho lda

? 3 7



f— X -= \(\+tg'-.r)dtgx= f(1 + t 2)dt
J COS X  J J

b o 'l ib ,  u n d a n
! dx t 2 ig}x
j — T“ = , + T +( =i^ + — +cJ cos x 3 3

b o 'I is h in i  to p a m iz  ►
M a s h q l a r
8 .1 6 . U s h b u

f { x )  = x\x\.<p(x) = e 'x  ( x e R )

f u n k s iy a la r n in g  (-CO.-boo) d a g i  b o s h la n g 'i c h  fu n k s iy a la r i  to p ils in .
8 .1 7 . U s h b u

f - . -  -------
y](x - a)(è - x)

in te g r a l  h is o b la n s m .
8 .1 8 . U s h b u

Je“ cos bxdx

in te g r a l  h is o b la n s in .
8 .1 9 . Q u y id a g i

1) f - r - ^ ___= lt\\x + J x 2 ± a 2\ + C (a > 0)
J ± х г

2) f J ^ _ =±v/a»± ^  +C (o>0)
1 у1̂ аГ ± х 2

3) [%/a2 -  x 2 d x = —y]a2 -  x 2 + — arcsin— + C  
J 2 2 a

4) f \¡x2 ± a 2 dx = — \ lx 2 ± a 2 ± —  ln|x+ -Jx2 ± a2 1 + С
J 2 2 I I

t e n g l ik la r  is b o t la n s in .
8 .2 0 . U s h b u

r sin 4x j
J ~  î~^rJ sin x  +  cos X

in teg ra l hisoblansin.



IX BOB

Aniq integral

F unksiyan ing  aniq m tegrali m atem atik  analizn ing  m uhim  
tu sh u n ch a la rid an  biri.

T abiatda, tex n ik ad a  va fann ing  turli sohalarida uchrayd iqan  
k o 'p g in a  m asala lar (shaklning yuzi, egri ch iziqninq uzunligi, 
b a jarilq an  ish m iqdori, inersiya m om enti, jism ning  hajm i va h.k. 
larn i top ish  m asalalari) aniq in teg ra l yordam ida hal etiladi.

U sh b u  b o b d a  fu n k s iy an in g  an iq  in te g ra li  n azariy as in i 
b a ta fs il b a y o n  etam iz.

l - § .  A niq  in te g ra l  tu sh u n c h a s i

1°. [a,b] ni bo'laklash Biror |a,6]cfl segm en t b erilgan  b o ’lsin. 
U ning  u shbu

«0 = x0 < x, < Xj <... < x,_, < x„ = 6 
m u n o sab a td a  b o 'lg an  chekli sondagi ixtiyoriy x„jcj,...,x,
n u q ta la ri sistem asini olaylik. A gar A, =[jr,.„x,]p ¿ = 1.2, . . . . ,«  deb
belg ilasak , u  h o ld a  ravshanki,

1) <jAz u...uAn = \a,b\:
2 )  At n A j  = 0,(&,j’ =  l,2,...,n)

M azk u r k u rsn in g  1 —bobidag i to 'p lam n i b o 'lak la sh
tu sh u n ch asi t a ’rifiga b inoan  {Al ,A l  A J  sistem a fa,bj da
b o 'lak la sh  b a jarg an  b o 'lad i, va aksincha, ag ar b izga \a.b\ 
seg m en tn in g  b iro r chekli {Br Bz,...,BJ b o ’laklashi berilgan  b o ’lsa, u 
u sh b u

a = y» <,vi <yi <-<ym =h 
m u n o sab a td a  b o 'lg an  chekli sondag i y<,,yl,y2. - ,ym_l,ym n u q ta la r 
sistem asini aniqlaydi. B inobarin, biz to 'p lam ni b o 'lak lash  ta 'rifiga  
ekvivalen t b o 'lg an  quy idag i ta 'rifn i k irita  olamiz.

1-ta'rif. [«, b] seg m en tn in g  ushbu
a = x0 < x, < Xj < ...< xn_t <xn-b

m u n o sab at b o 'lg an  ix tiyoriy  chekli sondagi x„x2,x„...,x̂ 1,xn 
n u q ta la ri sistem asi |a.b] segmentda bo'laklash bajaradi deyiladi. 
U

/ 5 = {x0,x ..... ,x„}

kab i belg ilanadi.
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H ar b ir  x, (k =0.1,...,«) n u q ta  b o 'la k la sh n in g  b o 'lu v c h i n u q tas i, 
l r/-*t+1] U' = 0.1,...,» -1) se g m e n t esa  P b o 'la k la s h n in g  o ra lig 'i 
d ey ilad i.

P b o 'la k la s h  o ra liq la ri u zu n lig i = xitl -x ,  (k =0,1....,»-1) e n g
k a tta s i, y a 'n i  u sh b u

Xp = max{Avt} = max{ Vc0. \x,,...,Axt,..., (
m iq d o r  p b o 'la k la s h n in g  d iam e tri deb  a ta lad i. \a,h] se g m e n t 
b e r iig a n  h u id a  b u  se g m e n in i tu r ii  u su iia r  b iia n  is ta lg a n  so n d a g i 
b o 'la k la sh la rn i tu z ish  m u m k in  ek an . Bu b o 'la k la s h la rd a n  ibora t 
to ’p la m n i F b ila n  be lg ilay m iz : F = {P}

2 o. In te g ra l  y ig 'ind i. \a.b\ se g m e n td a  /(* ) fu n k siy a  
a n iq la n g a n  b o 'ls in . S h u  se g m e n tn i

P = {x0,xl,x2,...,xk,...,xn} e F  
b o 'la k la s h i v a  b u  b o 'la k la s h n in g  h a r b ir  [xt ,xt+1] (¿ = 0,l,...,»-l) 
o ra lig 'id a  ix tiy o riy  (£* e |x t ,xt„]) n u q ta  o lam iz. B eriigan
fu n k s iy a n in g  <*. n u q ta d a g i  q iy m ati /(# ,)  n i Ax, = xí+1 -  x, ga  
k o 'p a y tir ib , q u y id a q i y ig 'in d in i tuzam iz:

*  = A í 0) A x 0 + f ( £ l ) A x 1 + . . . + f ( £ t )&xk + . . : + / ( C i ) ^  =  £ / ( # * ) A x * .

2 - ta 'r i f .  U sh b u

°' = Z/(#*)A*t (9.1)*=0
y ig 'in d i /(x) fu n k s iy a n in g  integral yig'indisi d e b  a ta lad i.

Masalan, 1) /(x) = x funksiyaning [a,b\ segm entdagi integral 
yig'indisi

ÍV(f*)Axt = y ^ A x 4
i=o uo

b o 'la d i, b u n d a
(* = 0 ,l,...,n -l)

3) D irix li fu n k siy as i

D ( x )  =
l .a g a r x€\cub\ ra tsional son bo'lsa, 

l 0 , agar xe(a,¿>j irra tsional son bo 'lsa. 

n in g  in teg ra l y ig 'ind isi quyidagi

2 4 0



£ W * )A * ,=  <

b-a,  ag a r b a rch a  ra tsional son bo 'lsa, 

0 , agar b arch a  <f, irra tsional son bo 'lsa

k o 'r in ish g a  eg a  bo 'ladi.
R avshanki, /(x) funksiyan ing  in teg ra l y ig 'ind isi a a) /(x) 

funksiyaga, b) |a,b] segm entn i b o ’laklash usu liga  v) har bir 
[xt:x,j seg m en td an  olingan  n u q ta la rg a  b o g ’liq bo 'lad i.

3". A niq  in te g ra l ta 'r ifi. /(x) funksiya [a, b\ segm entda 
an iq lan g an  bo 'lsin . \a.b] seg m en tn in g  shunday

(9.2)
(P„eF.m = 1,2,...) b o 'lak lash la rn in g  qaraym izki, u larn ing  m os 
d iam etrla rid an  tashkil topgan

■̂p, ’ ¿p, >
k e tm a - k e t l ik  no lga  intilsin: XF ->o.

B unday  Pm (m = 1,2,...) b o 'lak lash la rg a  n isbatan  /(x) 
funksiyan ing  in tegra l y ig 'in d ila rin i tuzam iz. N atijada [a. h] 
seg m en tn i (9.2) b o 'lak lash la rg a  m os /(x) funksiyan ing  in tegra l 
y ig 'in d ila ri q iym atlaridan  iborat quy idag i

k e tm a — ketlik  hosil bo 'lad i. Ravshanki, bu  k e tm a  — ketlikn ing  
h a r b ir hadi n u q ta la rg a  b o g 'liqd ir.

3 - ta 'r i f .  A gar [a, b\ seg m en tn i har qanday  (9.2) bo 'lak lash lar 
k e tm a — ketlig i {Pj o lin g an d a  ham  u n g a  m os in teg ra l y ig 'ind i 
q iym atla ridan  iborat {o-m} ketm a — ketlik  n u q ta la rn in q  tanlab  
olin ish iqa b o g ’liq b o 'lm ag an  rav ishda ham m a vaq t b itta  J songa 
intilsa, bu  J son  a y ig 'in d in in g  ZF->o dagi limiti deb  ataladi. U

n—1
lim er =  lim ' T f ( L ) t S x .

kabi belg ilanad i.
Y ig 'indi lim itini q u y id ag ich a  ham  ta 'riflash  m um kin.
4 —ta 'rif. A qar v* :> 0  son o lin g an d a  ham  sh u n d ay  s>o son 

topilsaki, |a,b) seqm en tn i d iam etri l p <s b o 'lg an  har q an d ay  p 
b o 'lak lash  u ch u n  tuzilgan a y ig 'in d i ixtiyoriy £  n u q ta la rd a

| <r-j\<e
tengsizlikn i qanoatlan tirsa , ./ son <r y ig 'in d in in g  o dagi

2 4 1



limiti  d e b  a t a l a d i
5 —ta 'r i f .  A g a r  /  -> o d a  t\x)  f u n k s i y a n i n g  i n t e g r a l  y i g ' i n d i s i  

(9 .1) c h e k l i  l i m i t g a  e g a  b o 'l s a ,  u  h o l d a  /(.v) f u n k s iy a  | j> ]  
s e g m e n t d a  i n t e g r a l l a n u v c h i  d e y i l a d i ,  <x y i g ’in d i n in g  c h e k l i  l im i t i  
J e s a  — f (x )  f u n k s i y a n i n g  \a,b] s e g m e n t d a g i  aniq integrali d e b  
a t a l a d i . F u n k s i y a n i n g  a n iq  in t e g r a l i

|  f(x)dx
a

k a b i  b e lg i l a n a d i .
Demak,

J  f ( x )d x  = Jim £ / ( £ *  )Avs .
 a— ----*- *=0

B u n d a  a s o n  i n t e g r a l n i n g  q u y i  c h e g a r a s i ,  b s o n  e s a  i n t e g r a l n i n g  
y u q o r i  c h e g a r a s i ,  \a,b\ s e g m e n t  i n e g r a l l a s h  o r a l i g 'i  d e b  a ta l a d i .

A g a r  x p o d a  y i g ' i n d i n i n g  l im i t i  m a v ju d  b o 'l m a s a  y o k i  u n i n g  
l im i t i  c h e k s i z  b o ’ls a , u  h o l d a  /( * )  f u n k s iy a  \a,b\ s e g m e n t d a  
i n t e g r a l l a n m a y d i  d e y i l a d i .

9 . 1 - m i s o l .  f ( x) = C = const  f u n k s i y a n i n g  [a. A] s e g m e t n d a g i  
i n t e g r a l i  h i s o b la n s i n .

< \a,b) s e g m e n t n i  i x t iy o r iy
P  =  {Xq, x„. . . , xJ  (a =  x0 < x ,  < . . . < * „  = b )

b o 'l a k l a s h n i  o lib ,  /(x )  = c  f u n k s i y a n i n g  i n t e g r a l  y i g ’in d i s i n i  
to p a m iz :

o - = ^ C - A x *  = C ] T  Axk =  C [ ( ^ - * 0) + ( * 2 - * 1) 4v ..  +  ( x „ - ; t j,_1)] =
k=0 k=0

~C(xn- x l)=C(b-a).
R avshank i,

lim er = lim C (i> -a )  =  C ( i - a ) .af-> 0 ¿f-»0 7
Demak,

b
jCdx = C ( b - a )>

X u s u s a n ,  /(* )  = l b o ' l g a n d a  q u y i d a g i g a  e g a m iz :
b b
^ \ 'dx= ^dx  = b — a.

9 .2 ~ m is o l .  U s h b u  f ( x )  = x f u n k s iy a n in g  \a,b\ s e g m e n t d a g i  
i n t e g r a l i  h i s o b la n s i n .

<  M a 'l u m k i ,  ¡a,b] s e g m e n t d a  f ( x )  = x  f u n k s iy a n in g  i n t e g r a l
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y ig 'i n d i s i

f7 = Z í * 4 -
к- О

b o 'l i b ,  b u n d a  A r,  = х , . , - х ,  v a

rí ¿ í* s ** ,
B u  t e n g s i z l i k n i  ,\v'. >0 g a  k o 'p a y t i r i b  to p a m iz :

** -Д х , S f ,  • Ax, <  x . ■ А х , ( i  =  0 ,1 .....я  - 1)

K e y in g i  t e n g s i z l i k l a r d a n  e s a
л-1 л-l n -1

í 'E f> Ax> s S * » .A*=0 í=0
t e n g s i z l i k l a r  k e l ib  c h iq a d i .

D e m a k ,
fi-1 И-1
£ х ,Д х >  < с т < £ х , , , Д х 4
í=0 ¿=0

л-1 и-l
E n d í  £ х * Д х *  v a  £ * м Д х4 y i g ' i n d i l a r n i  q u y i d a g i c h a  o 'z g a r t i r i b

i=SL i~Q
y o z ib  o la m iz :

И-1 я-l J n-l j Г,-1 j

^XjAx, = X xt (xt*i ~ x„ ) = -  X  (*ín ~ Г ~ )*= T (*í ~ *• ) -
t'^O *=o ¿  *=0 * = 0 2

^ V ' a  2 b z — а 2 2
*=0 ¿  z  *=o

A g a r  * í 4, = x t + A r t e k a n i n i  e ’t i b o r g a  o ls a k ,  u  h o l d a

D e m a k ,

Y j x*+IAxt  =  £  (xt  + Дх* )Д х ,~ ]Г  х>Щ Дх2 =  ~ —  + i ] T  Ах*
*=0 í=0 * = n <r=0 ¿ ¿ /-=0

*2- ° г 1 ^  _¿2- a 2 1^ л г->  Д х ; < с т < ----------------------------- +  - >  Д х;.2 *) / * “) О ' *z *=0 Z Z j.=0
B u  m u n o s a b a t d a n

„ 2  —аer-
¿ *=0

1 «-1

t e n g s iz l ik  k e l i b  c h iq a d i .  S o 'n g r a  - ] Г л х 2 u c h u n
2 >=0

' 1 > 2 < я  Д х . ^ Я ,¿ fr=0  ̂¿=0 ¿
( b u n d a  ЯР =max{Axt }) b o 'l i s h i d a n  Я, -» о d a

l
Д д х ; - > о
¿ i=0

b o 'l i s h in i  to p a m iz .  
D e m a k ,



h2 -  a1IllTl IT = --------
A ? .0 2

Bu esa t a ’rifga k o 'ra

ekan lig im  bxldiradi. ►
9 .3 -m iso l. [a.b\ seg m en td a  Dirixle funksiyasi u ch u n  an iq

i n t r i r r r a l  m
m c i  v j u u  r - i u u u M i y i n i  r v u  1 3 C U H 3 1 1 I ,

■4 D irixle funksiyasi D(x) uchun  in teg ra l y ig 'ind i q u y idag icha  
b o 'lish im  k o 'rq a n  edik:

b -a ,  ag ar b a rch a  ^  ra tsional son bo 'lsa,
<7 =

0, agar b a rch a  <*. irra tsional son bo'lsa.

Ravshanki -^o d a  a  y ig 'in d i lim itga eg a  em as. D em ak, D irixle 
funksiyasi [a, b\ seg m en td a  in tegrallanm aydi. ►

O d a td a , y u q o r id a  k e ltir ilq a n  an iq  in te g ra l R im an in teg ra li, 
in te g ra l y ig ’in d i R im an y ig 'in d is i d ey ilad i.

1—esla tm a . A gar /(*) funksiya [a,b] seg m en td a
ch eg ara lan m ag an  bo 'lsa , u  shu  seg m en td a  in tegrallanm aydi.

4°. D arb u  y iq 'in d ila ri. fix) funksiya \a,b) o ra liqda am q lan g an  
bo 'Iib , shu  o ra liq d a  ch eq ara lan q an  bo'lsin:

i e  [a,h\
[a,b] o ra liqn i b iror

P  ={*<,,x% , . . , i , ) 6 F

(a=x0 <*, <.-<x„ =b) b o ’lak lashni olaylik. Bu funksiyan ing  an iq  
chegara la ri

m k = ^ { f i x ) } , x e [ x ^ x ktl],
M  j  =  s u p {  / ( * ) } ,  x  e  

m avjud  (2—bob, 6 - § ) .
R avshanki, ix tiyoriy  ¿;t e[xt ,xM ] u ch u n

m, s /K J s M ,  (9.3)
b o ’ladi. E ndi mk va M k sonlarni 1 ,̂**+,] o ra liqn ing  uzunlig i 

- xi (k = 0,1.,...« -  !)ga k o 'p ay tin b  quy idag i
n-\
V  m k Axy = m „  A r 0 +  m,Ax,  + ... + m t Axt + ... +  m ^ A x ^
t=0 

h -1

^  M  * AXfr = M  0 Ax'0 +  M ! A x, +  ... +  M  ¿Axk +  ... +  A '/w_1 A x;!. ,

Pin



y i g ’i n d i l a r n i  tu z a m iz .
6 - t a ' r i f .  U s h b u

i; I * I
s — V m, Ax, . S - У  Xtt Ax,

.-a - o

yig 'indxlar m os ravishda Darbuning quyi ham da yuqori 
yig'indilari  deb  ataladi.

D arbu yig 'ind ilari, funksiyaga h am da p bo lak lashga bog 'liq :
\  = s(p),S =S(P)

va h ar doim
s(p)<S(P)

bo 'lad i.
(9.3) tengsizlik larn i 4rt ga k o ’pay tirib  topamiz:

mtAxt < f(^ i )Axt (k = 0.1,....и-1)
Keyingi tengsiz lik lardan  esa

X  éít- á X  ÎC èL M t’< о к 0 О
tengsiz lik lar kelib  chiqadi. Demak,

s (p )< c T < S (P )
S h u n d ay  qilib, f(x) funk siy am n g  in teg ra l y ig ’indisi har doim  
u n in g  D arbu y ig 'in d ila ri o rasida b o 'la r  ekan.

(9.3) m u n o sab atd an  y an a  b itta  x u lo sa  ch iqarish  m um kin: 4k 
n u q tan i tan lab  olish h isob iqa  / (^ , ) ni mk sh u n ingdek , W_. 
q iym atla rga  h ar qan ch a  y aq in  keltirish  m um kin. B undan  esa 
D arbun inq  quyi va yuqori y ig 'ind ila ri b erilq an  b o ’lak lash  u ch u n  
in teg ra l y iq ’ind in inq  m os rav ishda an iq  quyi ham da an iq  yuqori 
ch eg ara la ri b o ’lishi kelib chiqadi:

■V = inf{cr},5 = sup{<r}
{* 4

A niq ch eg ara la r xossalaridan  foydalan ib  topam iz:
m<mk,Mt <M (£ = 0,l,...,n — 1)

N atijada

^  = m(-b -*=0 *=0

5(/>) = £л/,Дх* =M(b-a)
t=0 r=0

bo 'lad i.
Ravshanki,

л-1

Y  Axt = b-a
* = 0

Dem ak, VP e  F  u ch u n  quy idag i

■/&



m(b-a) <s(P)<S(F)<M(b-u)  (9.4)
t e n g s i z l i k l a r  o 'r i n l i  b o 'l a d i .  B u  e s a  D a r b u  y i g ' i n d i l a r i n i n g  
c h e g a r a l a n g a n l i g i n i  b i l d i r a d i .

5 ° . A n iq  i n t e g r a l n i n g  b o s h q a c h a  t a 'r i f i .  /(.v) f u n k s iy a  \u.h\ 
o r a l i q d a  a r a q l a n g a n  b o 'l i b ,  u  s h u  o r a l i q d a  c h e g a r a l a n g a n  b o 'l s in .  
\<i-b\ o r a l i q n i  b o 'l a k l a s h l a r  t o 'p l a m i  F = {P) n in g  h a r  b i r  P e F  
b o 'l a k l a s h i  u c h u n  f(x )  f u n k s i y a n i n g  D a r b u  y i g ’in d i l a r i  s(F\S(P) 
ш  tu z ib ,

{s(P)},{S(P))
t o 'p l a m l a r n i  q a r a y m iz .  B u  t o 'p l a r n l a r  (9.4) g a  k o 'r a  
c h e g a r a l a n g a n  b o 'l a d i .

7 —ta 'r i f .  {s(P)\ t o 'p l a m n i n g  a n i q  y u q o r i  c h e q a r a s i  f ( x )  

f u n k s i y a n i n g  [a,b] oraliqdagi quyi integrali d e b  a ta l a d i .  U
b

¿  = f f ( x)dx
a

k a b i  b e lg i l a n a d i .
{,S(P)} t o 'p l a m n i n g  a n iq  q u y i  c h e g a r a s i  f(x )  f u n k s iy a n in g  \a,b\ 

o r a l i q d a q i  y u q o r i  i n t e g r a l i  d e b  a t a l a d i .  U
b

J  = J /(*)<&
a

k a b i  b e lg i l a n a d i .  D e m a k ,
b

Z = J /W i& = sup{s(P)},
a
b

J  =  ] n . x ) d x  =  mi {S{P) }

8 - t a ' r i f .  A g a r  f ( x )  f u n k s iy a n in g  \a,b\ o r a l i q d a g i  q u y i  h a m d a
y u q o r i  i n t e g r a l l a r i  b i r  b i r i g a  t c n g  b o ’ls a , /( * )  f u n k s iy a  \a,b\
o r a l i q d a  in t e g r a l l a n u v c h i  d e y i l a d i ,  u l a r n i n g  u m u m iy  q iy m a t i

b b
J = \  f(x)dx = ̂  f{x)dx

a a
f (x)  f u n k s i y a  [a,b\ oraliqdagi aniq  integrali d e y i la d i .  A g a r

b b
j  f{x)dx Ф j  f(x)dx
a a

b o ’ls a , f ( x )  f u n k s i y a  \a,b\ o r a l i q d a  i n t e g r a l l a n m a y d i  d e y i l a d i .  
D e m a k ,

b b à

{  / ( * )  = {  f ( x ) d x  =  I  f ( x ) d x .



2—§. A niq  i n t e g r a t i n g  m av ju d lig i

1°. D arb u  y ig 'in d ila rn in g  x o ssa la ri. F a r a z  q i la y l ik ,  /7 = {P} 
t o 'p l a m  [a.ft| o r a l iq n i n g  b a r c h a  b o ’la k l a s h l a r id a n  i b o r a t  t o 'p l a m  
b o 'l s i n .  A g a r  l \ e F  b o ' l a k l a s h n i n y  h a r  b i r  b o 'l u v c h i  n u q t a s i  P ^ F  
b o ' l a k l a s h n i n q  h a m  b o 'l u v c h i  n u q t a s i  b o ’ls a , P2 b o ’l a k l a s h  P\ n i 
e r g a s h t i r a d i  d e y i l a d i  v a  / '  c  />, k a b i  b e lg i l a n a d i .

A y ta y l ik ,  j \ x )  f u n k s iy a  |a,6] o r a l i q d a  c h e q a r a l a n g a n  b o ’lib , 
P ,eF  v a  P ,e F  b o 'l a k l a s h l a r i  u c h u n  D a r b u  y i g ’in d i la r i

* ( / > , ) ,* ( / % ) . S(P2)
b o 'l s in .

1). A g a r  P, c P 2 b o ’ls a , u  h o ld a
^ ), s  5 (/>)

b o 'l a d i .
2). VP, € F , VP2 g F  u c h u n

s(P,)<S(P,)
b o 'l a d i .

3). D a r b u  y i g ' i n d i l a r i d a  t u z i lg a n
{*(/>)}, (P e F )

t o 'p l a m  u c h u n
sup{j(/>)}<inf{5(P)>

f ( f  Ff.F
y a 'n i

J< J
b o 'l a d i .

4). I x t iy o r iy  £->0 o l i n g a n d a  h a m  s h u n d a y  <5>o to p i la d i k i ,  
d i a m e t r i  X., <s  b o ' l g a n  \a,b] o r a l i q n i n g  P b o ' l a k l a s h l a r i  u c h u n

S{P)<mi'{S(P)} + £:
S(P) > SUp{ .5(j°)} -  £

y a 'n i

S (P )<  J  + e , s ( P ) > l - e
b o 'l a d i .

B u  x o s s a l a r d a n  b i n n i n g  m a s a l a n  2) — n i n g  i s b o t in i  k e l t i r a m iz .  
■4 A y ta y l ik ,  Pt v a  P, l a r  |a,b] o r a l i q n i n g  ix t iy o r iy  b o 'l a k l a s h l a r i  

b o 'l s i n .  B u  b o ’la k l a s h l a r n in g  b a r c h a  b o 'l u v c h i  n u q t a l a r i  
y o r d a m i d a  \a,b\ n i n g  y a n g i  P  b o 'l a k l a s h i n i  h o s i l  g i l a m iz .  
R a v s h a n k i ,

P,<zP,P2c P
b o ’la d i .  P b o > 'la k la s h  u c h u n  tu z i l g a n  D a r b u  y ig ' i n d i l a r i  s(P) v a
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SU') la r  u c h u n  1 )— xossaga  k o 'r a
.yCP, ) < s(P),S(P) < S(Pt )
■v(/'2)<  s (P) ,S (P)<S(Pt )

b o ’lib , u la rd a n
______________sV‘,)<síP)<S(P)<S(P,)__________________________

y a 'n i
s(Pi)<S(Pt)

b o ' l i s l i i  k e l ib  c n iq a d i. ►
B u  xossa \a.b\ o ra l iq n i  b o 'la k la s h la r  u c h u n  tu z ilg a n  q u y i 

y ig ' in d i la r  to 'p la m i {s{P)} n in g  h a r b i r  e le m e n ti y u q o r id a  
y ig ' in d i la r  t o ’p la m i {S(P)} n in g  is ta lg a n  e le m e n tid a n  k a tta  
e m a s lig in i b i ld ir a d i.  (Q o lg a n  x o s s a la r in in g  is b o t i [1) n in g  9 — 
b o b id a n  q a ra ls in ) .

2o. A niq  in te g ra ln in g  m av jud lig i. A y ta y l ik ,  f(x)  fu n k s iy a  \a:b\ 
o ra liq d a  c h e g a ra la n g a n  b o 'ls in .

1- te o re m a . f(x) funksiya  [a,b] oraliqda integrallanuvchi  
bo'lishi uchun  V e>0 olinganda ham  sh u n d a y  S>0 son topilib, 
[a , b \  oraliqni diam etri X t < s  bo'lgan har qanday  p  bo'laklashi 
uchun  Darbu yig'indilari

S(P)~s(P)<e
tengsizlikni qanoatlantirishi zarur va yetarli.

<  Z a r u r l i g i .  /(x )  fu n k s iy a  [a, b] o ra liq d a  in te g ra l la n u v c h i 
b o 'ls in .  T a ’ r i fg a  k o 'r a  .J = .J =J  b o ’ la d i, b u n d a

J_ =  s u p { . v ( P ) } ,  J  =  i n f { S ( P ) }

V¿-> 0 o lin g a n d a  h a m  s h u n d a y  <5>0 son to p i la d ik i ,  | a,b\ 
o ra l iq n in q  d ia m e tr i z f < 8 b o 'lg a n  h a r q a n d a y  p  b o 'la k la s h id a  
D a rb u  y ig ' in d i la r i  u c h u n  I o — d a q i 4) xossaga  k o 'ra

S ( P ) - J < ~ , j - s ( P ) < -  te n g s iz l ik la r  o 'r in l i  b o 'l ib ,  u n d a n  S(P)- s(P)< e

te n g s iz l ik  k e l ib  c h iq a d i.
<  Y e ta rlilig i. V e>0 o l in g a n d a  h a m  s h u n d a y  <5>0 son  to p i l ib ,  

[ a , 6]  o ra l iq n i  d ia m e tr i < ó b o 'lg a n  h a r q a n d a y  P b o 'la k la s h id a  
D a rb u  y ig ' in d i la r i  u c h u n

S(P) - s (P)<e
te n g s iz l ik  o ' r in l i  b o 'ls in .  / ( x )  fu n k s iy a  [a.b] o ra liq d a  
c h e g a ra la n g a n lig i u c h u n  u n in g  q u y i  h a m d a  y u q o r i  in te g ra l la r i

J  =  s u p { . s ( P ) } .  J  =  i n f { S ( P ) }  

m a v ju d  va  I o. d a q i 3) — xossa q a  k o 'ra  ¿ < J  te n g s iz l ik  o 'r in l i  
b o ’ la d i.  R a vsh a n k i,
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Bu m u n o sab atd an

b o 'l i s h i n i  to p a m iz .  D e m a k , V í;>o s o n  u c h u n  o < j - j < e  b o 'l ib ,  
u n d a n  7 = 7  b o 'l i s h i  k e h b  c h iq a d i .  B u  e s a  /(* ) f u n k s iy a n in g  [«.A] 
o r a l i q d a  i n t e g r a l l a n u v c h i  e k a n l i g in i  b i l d i r a d i .  ►

A g a r  a w a l g i d e k  f (x )  f u n k s iy a n in g  [xt .xi+1] (>t = o.i....,« — i)
o r a l i q d a q i  t e b r a n i s h i n i  ro. o r q a l i  b e lg i l a s a k ,  u  h o ld a

S(P)  -  s (P )  =  ]T (A Y t  -  m,. = Y t a A ' ct
k=0 ir-o

b o 'l i b ,  y u q o r i d a  k e l t i r i l g a n  t e o r e m a  q u y i d a g i c h a  i f o d a la n a d i .
2 - te o re m a . f (x )  fu n k s iy a  \a.b\ o ra liq d a  in te g r a lla n u v c h i  

b o 'l is h i  u c h u n  Ve >0 son  o l in g a n d a  h a m  s h u n d a y  S>  o s o n  to p ilib , 
|cí;é) o r a liq n i d ia m e tr i  l : < S b o 'lg a n  h a r  q a n d a y  P b o 'la k la s h d a

^  ofj. Art < t  (9.5)
*=0

t e n g s iz l i k n in g  b a ja r ilish i z a r u r  v a  ye ta r li.
Ravshanki, (9.5) m unosabatn i quy idaq i

n-1
lim Y  cOi A** =0 

* *
k o 'r i n i s h d a  h a m  y o z is h  m u m k in .

3 -§ .  In te g ra lla n u v c h i fu n k s iy a la r  sinfi

U s h b u  p a r a g r a f d a  a n iq  i n t e g r a l n i n g  m a v ju d l ig i  h a q i d a q i  
t e o r e m a d a n  f o y d a la n ib ,  b a 'z i  f u n k s iy a l a r n in g  s in f i  
i n t e g r a l l a n u v c h i  b o 'l i s h in i  k o 'r s a t a m i z .

f ( x )  f u n k s iy a  [a, b\ o r a l iq d a  a n i q l a n g a n  b o 'l s in .
3 - te o re m a . Agar f(x) funksiya  [a.b\ oraliqda uzluksiz bo'lsa, u 

shu oraliqda integrallanuvchi bo'ladi.
< f ( x )  f u n k s iy a  \a.b\  o r a l iq d a  u z lu k s iz  b o 'l s in .  

V e y e r s h t r a s s n i n g  b i r in c h i  t e o r e m a s i g a  (5 —b o b d a g i  7 —
t e o r e m a g a  q a r a n q )  k o ’r a  f u n k s iy a  \a.b] d a  c h e g a r a l a n g a n .  
I k k i n c h i  t o m o n d a n ,  K a n to r  t o e r e m a s i n i n g  (5 —b o b d a g i  10 — 
t e o r e m a g a  q a r a n g )  3 — n a t i j a g a  k o 'r a  Ve>0  o l i n g a n d a  h a m  
s h u n d a y  <5>0 s o n  to p i la d ik i ,  \a,b] o r a l iq n i  u z lu k l a r i  5  d a n  k ic h i k  
b o ' l g a n  b o 'l a k l a r g a  a j r a t i l g a n d a  f u n k s i y a n i n g  h a r  b i r  b o ' l a k d a g i  
t e b r a n i s h i  u c h u n  <ot < s  t e n g s i z l i k  o 'r i n l i  b o 'l a d i .  D e m a k , [a,b\  
o r a l iq n i  d i a m e t r i  X, < 8 b o ' l g a n  h a r  q a n d a y  p  b o ' l a k l a s h d a

0<7 -7  <



b o 'l i b ,  u n d a n

lim V  ro, Axt =0

k ^ l ih  r h ig a r l i  D p m a k , r ( r )  f u n k s iy a  la.A! d a  i n t e g r a l l a n u v c h i .  ►
4 -te o re m a . A g a r  f(x) f u n k s i y a  \a.h\ o r a l iq d a  c h e g a r a la n g a n  

va  m o n o to n  bo 'lsa ,  f u n k s i y a  sh u  o ra l iq d a  in te q r a i la n u v c h i  bo 'lad i .
4  f(x)  f u n k s i y a  \a,b\ d a  c h e g a r a l a n g a n  v a  s h u  o r a l iq d a ,  

a y ta y l ik ,  o 's u v c h i  b o ’ls in . V t> 0  s o n n i  o lib ,  u n g a  k o ’r a  S> 0 s o n n )  
q u y id a g i c h a  t a n l a y l ik :

8 =    > o
m - f ( a )

S o 'n g r a  |a,b) o r a l i q n i  d i a m e t r i  Zp < 8 b o ' l g a n  P b o 'l a k l a s h i  u c h u n  
D a r b u  y i g ' i n d i l a r i  S(P) v a  s(P) n i  tu z a m iz .  U  h o l d a

s(P)-.5(P)=x ®>Ax**=0 t --0 J  \ Ö) ~  J \ a )  0

m - f w

/ ( 6 ) - / ( a )  f ( b ) ~  f ( a )
D e m a k , /(x )  f u n k s i y a  \a,b\ o r a l i q d a  i n t e g r a l l a n u v c h i .  ►

C h e g a r a l a n g a n  h a m d a  k a m a y u v c h i  f u n k s iy a n in g
i n t e g r a l l a n u v c h i  b o ' l i s h i  h a m  x u d d i  s h u n g a  o 'x s h a s h  i s b o t l a n a d i .

5 - te o re m a . A g a r  f ( x )  f u n k s i y a  [a, b\ o r a l iq d a  c h e g a r a la n g a n  
v a  bu  o r a l iq n in g  c h e k l i  s o n d a g i  n u q ta la r id a  u z u l i s h g a  e g a  bo'lib,  
q o lg a n  b a rc h a  n u q t a l a r i d a  u z lu k s i z  bo 'lsa ,  f u n k s i y a  s h u  o ra l iq d a  
in t e g r a l la n u v c h i  bo ' la d i .

M /(x )  f u n k s iy a  [a.b] d a  c h e g a r a l a n g a n  b o 'l i b ,  s h u  
o r a l i q n i n g  f a q a t  b i t t a  x *  ( x * e [ a , 6] )  n u q t a s i d a  u z i l i s h g a  e g a , 
q o l g a n  b a r c h a  n u q t a l a r i d a  u z lu k s iz  b o 'l s in .

Ve>0  s o n  o lib ,  x*  n u q t a n i n g
U s (x*) = { x . x  & R , x * - s  < x < x *  +e} 

a t r o f in i  tu z a m iz .  B u  a t r o f  \a.b\ o r a l ig n i
ü c (x*), [a. ä] \ U c(x*) = [a .x *  -£-]u [x * +e,b]  

q i s m l a r g a  a j r a ta d i .
S h a r t g a  k o 'r a ,  / ( x )  f u n k s iy a  [a ,x * - e ]  v a  [x*+s,b] o r a l iq l a r n in g  

h a r  b i r i d a  u z lu k s iz .  B u  o r a l iq l a r n in g  h a r  b i r i g a  a l o h i d a  K a n to r  
t e o r e m a s i n i n g  n a t i j a s in i  ( 5 —b o b d a g i  3  — n a t i j a n i  q a r a n g )



q o  l l a n a m iz .  U  h o ld a  o l i n g a n  v>:>0 s o n  u c h u n  s h u n d a y  ¿¡,>0 v a  
л'г >0 s o n l a r  t o p i l a d i k i ,

d a  A r( < ó', d a n  
IЛ- * +t:.b\ d a  Ax¡ < S, d a n  a>k < 

t e n g s i z l i k l a r  о  r in l i  e k a n i  k e l ib  c h iq a d i .  A q a r  ¿  = min{/>,,<$,} d p b  
o ls a k , u  h o ld a  i k k a l a  o r a l iq  u c h u n  b ir  v a q t d a

< 6 d a n  a>t < к
t e n g s i z l i k n i n g  o ’r in l i  e k a n i  k e l ib  c h iq a d i .

E n d i  y u q o r i d a q i  V t->0 s o n g a  k o ’ra  ¿ > 0  s o n n i  S < s  d e b  
o la y l ik .

|и.Л| o r a l i q n i  d i a m e t r i  Xp <s  b o ' l g a n  b o ’l a k l a s h l a r i  u c h u n  f (x)  
f u n k s iy a n in g  D a r b u  y i g 'i n d i l a r in i  tu z ib ,  q u y id a g i

S ( P ) - s(P) = YJ a > ^ t (9 .6)

a y i r m a n i  q a r a y m iz .  (9 .6) y i g ' i n d i n i n g  h a r  b i r  h a d id a  )
(*= 0 .l я - i ) o r a l i q m n q  u z u n l ig i  Av. q a t n a s h a d i  B u
o r a l iq l a r n in q  л* n u q t a n i n g  Ut (x*) a t r o f id a n  t a s h q a n d a  
jo y l a s h q a n i g a ,  y a 'n i  ] n { / t (je*) =  0 m u n o s a b a t  o 'r i n l i
b o ' l a d i g a n i q a  m o s  k e l a d i g a n  (9 .6) y ig ' i n d i n i n g  h a d l a r i d a n  
tu z i l g a n  y i g ’in d i

Z X A * »

b o ’ls in .  (9 .6) y i g ’i n d i n i n g  q o l g a n  b a r c h a  h a d l a r i d a n  t a s h k i l  
t o p g a n  y i g ' i n d i

Х'ЧЛ***
b o  ls in , b u n d a  l ^ t , ^ > 4 ] c i / r ( r * )  y o k i  [xt ,xt ^ ] r \{x * -e }* Q  y o k i  
|*4,* и .,)п {х * + е}*  0 b o 'l a d i .

N a t i j a d a  (9 .6 ) y i g ' i n d i  i k k i  g i s m g a  a j r a la d i :
n-l

=  £ ’ú>f Axt +  £ " « > *  Дг* ( 9 . 7 )
*=0 * *

E n d i  b u  y i g ' i n d i l a r n i  b a h o la y m iz .  Y u q o r id a g i  (9 .6)
m u n o s a b a t d a n  f o y d a la n ib ,  to p a m iz :

Z 'ú ^ A r*  < Z ' C ' = e ( b - a )  (9 .8 )
* i *=0

I k k in c h i  y i g ' i n d i  u c h u n

s Z ’' Q Ar* = Q Z " A r»i i Í
b o 'l i s h i n i  to p a m iz ,  b u n d a  Q - f ( x )  f u n k s i y a n i n g  \a,b\ o r a l iq d a q i  
te b r a n i s h i .
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A g a r  UJx*\ a t r o f d a  b u t u n l a y  jo y l a s h g a n  o r a l iq l a r i
u z u n l i k l a r in i n g  y i g ' i n d i s i  2>: d a n  k i c h i k l i g in i  h a m d a  x * >: v a  
x * + e  n u q t a l a m i  o ’z  i c h i g a  o ig a n  ( x , , . y , . , |  o r a l iq l a r  i k k i t a  b o 'l ib ,  
u l a r n i n g  u z u n l i k l a r i  y i g ’in d i s i  h a m  2e ( c h u n k i  S < e ) d a n  k ic h i k  
b o ’l i s h in i  e ' t i b o r g a  o ls a k , u  h o ld a

------------------ < 4c------------------------------------------------------{9.9)---------------------------
i

b o 'l a d i .  N a t i j a d a  (9 .7), (9 .8) v a  (9 .9) i n u n o s a b a t l a r d a n

< e ( b - a )  +  4 e Q  = e  | ( 6 - í j )  +  4 Q ] 

e k a n i  k e l i b  'c h iq a d i .  D e m a k ,
n-1

-----------------------------  lim  Y  (o, Ax.  =  0
Xp_,0¿=o

B u  /(* )  f u n k s i y a n i n g  j a ,b\ d a  i n t e g r a l l a n u v c h i  b o 'l i s h i n i  b i l d i r a d i .
f (x)  f u n k s i y a  \a.b\ o r a l i q n i n g  c h e k l i  s o n d a g i  n u q t a l a r i d a  

u z i l i s h g a  e g a  b o 'l i b ,  q o l g a n  b a r c h a  n u q t a l a r i d a  u z lu k s iz  b o 'l s a ,  
u n i n g  [a, b] d a  i n t e r a l l a n u v c h i  b o ’l is h i  y u q o r i d a g i d e k  i s b o t  
e t i la d i .  ►

2—esla tm a . f(x )  f u n k s iy a  \a.h\ o r a l i g d a  i n t e g r a l l a n u v c h i  
b o 'l s i n .  B iz

c b
\ f ( x )d x  = - \ f ( x ) d x
b a

h a m d a

] f(x )áx  = (¡

t e n g l i k l a r  o 'r i n l i  d e b  k e l i s h ib  o la m iz .

4 -§ .  A niq in te g ra ln in g  x o ssa la ri

E n d i  f (x )  f u n k s i y a  a n iq  i n t e g r a l i n i n g  x o s s a la r i n i  o 'r g a n a m iz .
1 -x o ssa . A g a r  / ( x )  f u n k s iy a  [a,b\  o r a l iq d a  i n t e g r a l l a n u v c h i  

b o 'l s a ,  u  i s t a l g a n  \a ,p \c \a ,b \  o r a l i q d a  h a m  i n t e q r a l l a n u v c h i  
b o 'l a d i .

< / ( x )  f u n k s i y a  [a,b] d a  i n t e g r a l l a n u v c h i  b o ’ls in .  U  h o l d a  1 — 
t e o r e m a g a  k o ' r a  V e> 0  o l i n g a n d a  h a m  s h u n d a y  <5>0 s o n  
to p i l a d i k i ,  [a,b\ o r a l i q n i  d i a m e t r i  Xt < s  b o ' l q a n  h a r  q a n d a y
/, = {x0,x 1,..„x„} b o ' l a k l a s h  u c h u n

S(P)-.i(P)<e  (9 .10 )
te n g s i z l i k  b a ja r i l a d i .



n > faru rya ■
' í ■ L ’■ • ' ■

r  b o ’lák lashn ing  bo 'luvch i n ü q tá la n  .\-0.x, r, qato riqa a
h am da /) nuq talarn i qo 'shib, \cub\ ornliqfii yanqi 7> b o ’lakJashni 
hosil qilam iz. Ravshanki, P c P ,  bo 'lad i. U ho lda  Darbu 
y iq 'in d ila rin in g  xossasiga k o ’ra  (ushbu bobning 4 —§, 2 —
b an d ig a  qarang)

•*.; v(/,)<í(/>),.S(P1)<.V(P) (9.11)
ten g siz lik la r o 'rin li bo 'lad i. (9.10) va (9.11) m unosabatlardan

• - ' • (9.12)
b o 'lish i k e lib  ch iqad i.

[ a , P ]  ora liqdag i Pt b o 'lak lash n in g  bo 'luvchi n u q ta larin i |u . [ i \  

¿r o ra liq n in g  b iror P , b o ’lak lashn ing  b o 'luvch i nuq talari sifatida
qaraym iz. Bu />, bo 'lak lash  u ch u n  f(x) funksiyaninq  Darbu
y ig 'in d ila ri i(P2),.s’(P2) bo 'lsin . U  h o ld a

S(P, ) -  S( P ¡ ~  )A r» ■
i»¿i

S(P1) - s ü P 1) =  X ( .W ,  

y iq 'in d ila rn i taqqoslab ,
S(P2) - s ( P t ) < S ( P t ) - . * / > )  

b o 'lish in i topam iz. N atijada (9.12) m unosabatn i e 'tib o rg a  olsak
S(Pi ) - s ( P 1) < £

kelib  ch iqadi. B undan 1 —teo re m ag a  k o 'ra  /(*) funksiyanm g
\n.p\ o ra liq d a  in teqrallanuvch i ekan i kelib  chiqadi. ►

2 -x o s s a .  A gar /'(*) funksiya  \a,c] h am da |c,b\ o ra liq larda 
in teg ra llan u v ch i bo'lsa, u  h o ld a  funksiya (a,b) o ra liqda ham  
in teg ra llan u v ch i b o 'lad i va u sh b u

f  f(x)dx = |  f(x)dx + |  f(x)Jx
a a c -

form ula o 'rinli.
■4 f(x) funksiya \a,c\ h am d a  [c,.ti\ o ra liq larda in tegra llanuvch i

► b o 'ls in  (a<c<b). U holda Vs>0 o lin g an d a  ham  songa k o ’ra

sh u n d ay  8,> 0 son topiladiki, |a,c) ora liqn i d iam etri x,.<8, 
b o ’lg an  h a r g an d ay  Pt b o ’lak lash ida  D arbu y ig 'ind ila ri u ch u n

S(Pl ) - s ( P ¡) < F-

tengsizlik  o 'rin li bo 'ladi. S huningdek , o 'sha  |  songa k o 'ra

sh u n d ay  8, >0 son top ilad ik i, |c.b) oraliqni d iam etri Xt t <8t 
b o 'lq an  har qan d ay  P2 bo 'lak lash ida  D arbu y iq 'ind ila ri u ch u n
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Х(/'; )-*(/’: ><!
tpngsizlik  o ’rm li b o ’ladi Endi = min{¿,.¿>2¡ deb, |arA| oraliqni 
d iam etri Я, < d '  b o ’lg an  ixtiyoriy P ,  bo 'lak lash n i olaylik. Bu 
b o 'lak lash n in g  bo 'lu v ch i nuqtalari q a to rig a  с (a < c < b ) n u q tan i 
ham  qo 'shib , [a.b\ oraliqn i yangi /' b o ’lak lashni hosil qilam iz. Bu 
b o 'lak lash  u c h u n  D arbu y iq 'ind ila ri S(P),s(P)  b o ’lsin. | a.c] 
oraliqdagi P bo 'lak laslm in y  uo 'Iuvchi iiuqLaia.iini shu  \a,c] 
oraliqni b iro r p¡ b o 'lak la sh n in q  b o ’luvchi n u q ta la ri \c.b\ oraliqni 
b iro r P¡ b o 'lak la sh n in g  bo 'luvch i n u q ta la ri sifatida qaraym iz. Bu 
b o ’lak lash lar u ch u n  D arbu y ig 'ind ila rin i tuzam iz: 

5 (Р ,')^ (Р Д 5 (Р 2');Л(Р^)
Ravshanki, b u  y ig ’ind ilar u ch u n  m os rav ishda yuqo rid ag i 

(9.13), (9.14) tengsiz lik la r o ’rinli b o ’ladi:
S(Pt' ) - S( P' )<  | ,

Bckinchi tom ondan ,

b o ’lib, n a tijad a

s (p; ) - s(p;x ^ ,

S(P) = 5(P1') + 5(P2'), 
s(p) = s(p;)+s(p;)

S ( P ) -  МР) = [S(P/) -  4P,')] + \S (P ')  -  л(Р2')] < |  + I  ■= *

b o ’lishi kelib  ch iqadi. Demak, Ve>0 o lin g an d a  ham  sh u n d ay  
¿>0 son top ilad ik i, [a,b] oraliqni d iam etri X„<s b o ’lq an  har 
qanday  p b o 'la k la sh id a  D arbu y iq 'ind ila ri u ch u n

S(P)-T(P)<e
b o 'lad i. Bu esa  1 — teo rem ag a  k o 'ra  f ( x )  funksiyan ing  [a,b\ 
oraliqda in teg ra llan u v ch i ekan in i ko 'rsa tad i.

Y uqoridagi p  b o 'lak lash  u ch u n  f ( x )  funksiyan ing  [a,b\ 
oraliqdagi in teg ra l y ig 'ind ila rin i tuzib, u larni m os rav ishda 
quyidaqi

2 / % , .  i f W & k  Z W * * *p ]  [:b] ■
ko 'rin islida  belg ilasak , u  holda

' (У ТЬ)
(e.èj [íí] [c,b]

bo 'ladi. f(x) funksiya  |u,cj, \c,b) h am d a  \a,b\ o ra liq larda 
in teg ra llanuvch i b o 'lg án i u ch u n
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I'm  V / ( j , ) A x .  = f  f ( x )d \ .
*"l«l 1

lim Z  /'(£, )A*i = f /(-*•)*.
o

Jim X/(i*)Ar* = //(* )* ,

ten g lik la rg a  egam iz. (9.15) ten g lik d an  -> o d a  izlangan  form ula 
kelib  chiqadi.

E ndi c  n u q ta  [a , A] ora liqdan  tash q arid an  yotsin, y a ’ni c n u q ta  
c<a<b yok i a<b<c tengsizlikn i qanoatlan tirsin . A gar c<a<b 
b o 'lsa , u  h o ld a  \a,b\<z[c,b\ b o 'lg am  u ch u n  1 — x ossaga  k o 'ra  f(x) 
fun k siy a  | a,b] d a  in teg ra llanuvch i bo'lib , y u q o rid a  isbot
e tilg an ig a  asosan

b o b
f  f{x)dx = J /(x)t& + J f(x)dx
c c a

form ula o 'rin li b o 'lad i. B undan  esa, 2 —esla tm adan  foydalanib
b a b c b
J f(x)dx = - j  f(x)dx + |  f(x)dx = |  f(x)dx + J /  (x)dx
a c e a c

bo 'lsh in i topam iz.
X u d d i sh u n g a  o ’xshash, a<b<c b o 'lg a n d a  ham  f(x) funksiya 

[a, b\ d a  in teg ra llan u v ch i b o 'lish i va teg ish li form ulan ing  o 'r in li 
ek an i ko 'rsa tilad i. ►

3 -x o s s a .  A gar / ( x )  funksiya  [a ,A ) ora liqda in teg ra llanuvch i 
bo 'lsa , u  h o ld a  cf(x) (c = const) ham  shu  o rah q d a  in teqra llanuvch i 
b o 'la d i va u sh b u

b b
|  cf(x)dx = cf f(x)dx.
a a

fo rm ula  o 'rinli.
< f(x) funksiya  [a,b] o ra liq d a  in teg ra llan u v ch i bo 'ls in . Demalc,

n 1 »
lim  a = lim  "S' f(£.)Ax. = f f(x)dx 

E ndi cf(x) fu n k siy an in g  m os in tegra l y ig ’ind isin i yozamiz:
w-1

cri= 'Zcf (-&)Ax>
U h o ld a

<?i =  (4t  )A xt =  c - X  f ( 4 t ) Ax* =  c  • a
*=0 ¿-=0

B undan  ->o d a  quy idag i
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lim ст. -  lim сст = с  lim ст = c\ f ( x ) J x
Àp->0 - .0 Àp ->0 J

а

t e n g l i k  k e l ib  c h iq a d i .  B u  i z l a n g a n  f o r m u la n i n g  o 'r i n l i  e k a n in i  
a n g l a t a d i .  ►

4 —xo ssa  A g a r  /(*) f u n k s iy a  |a,¿] d a  i n t e g r a l l a n u v c h i  v a

f ( x ) > d > 0 b o 'l s a ,  u  h o ld a  ——  f u n k s iy a  h a m  s h u  o r a l i g d a
/(*)

i n t e g r a l l a n u v c m  D o ia c u .
< fix) f u n k s iy a  [а,Ь\ d a  i n t e g r a l l a n u v c h i  b o ’ls in . D e m a k , V*- > 0 

o l i n g a n d a  h a m  d2s g a  k o 'r a  s h u n d a y  ¿> >0 to p i l a d ik i ,  [a,h\ 
o r a l iq n i  d i a m e t r i  Xf  < 6 b o ’l g a n  h a r  q a n d a y  P b o ' l a k l a s h  u c h u n

S ( P ) - s ( / ' ) = ] T ( <d2ek=0
b o 'l a d i .  B u n d a

=sup{/(r)¡, jre (j„x w ] 
m„ = inl'{ /(*)}, x e [ i„  xt+1 ].

f(x)>d>0 b o ' l g a n l i g i n i  e ' t i b o r g a  o lib ,  — • f u n k s iy a  u c h u n
f ix )

M j*= sup{— }, x e [ x „ ,x M \
Ax)

x <E:[Xí ,Xm)
f i x )

m a v j u d  b o ’l i s h in i  a n iq l a y m iz .  R a v s h a n k i ,

b o 'l a d i .  N a t i j a d a

S(P) -  JCP) = Ü  W* * -Щ *)Axt = g  i ^ T -  J-)AKt = g  àxk <
k=Q ä-=o fnk M k k=0 mkM k

j  n-i

a ¿=o
b o 'l a d i .  B u  e s a  — -  f u n k s i y a n i n g  [a,b] d a  i n t e g r a l l a n u v c h i

fix)
e k a n i n i  b i l d i r a d i .  ►

5 -x o s s a .  A g a r  fix)  v a  #(*) f u n k s iy a l a r  \a.b\ o r a l i q d a  
i n t e g r a l l a n u v c h i  b o ’ls a ,  u  h o l d a  /( x )± g (x )  f u n k s iy a  h a m  s h u  
o r a l i q d a  i n t e g r a l l a n u v c h i  b o ’la d i  v a  u s h b u

)  I f i x )  ±  g i x) ]dx  - 1  f i x ) d x  ±  I  g{x)dx
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form ula o 'rin li bo 'lad i.
< f(x) va g(x) funksiyalar \a.b\ o ra liqda in tegrallanuvch i 

bo 'lsin . Demak,
« 1 Ь

lir2,°'i= \f{*)dx,>F i
л-1 ь

= = í  g(v)í¿r

Endi f(x)±g(x) funksiyaning  | a,b\ o ra liqdagi m os in tegra l 
y ig 'ind isin i yozamiz:

or=Z i^ í» ) ±(í:»)iAxí= Z /" (^ )Ax»± Z s ^ )Ax't - a\ - ai
«•=o ¿=o í=0

B undan  л , -* o d a  quy idag iga egam iz:
b o

Ь " = ± = J / м л + 1g{x)dx<3 a
Bu izlangan  form ulan ing  o 'rin li ek an in i anglatad i. ►

6 ~ x o ssa . A gar /(.x) va g(.r) funksiyalar (a, 6) ora liqda 
in teg ra llanuvch i bo 'lsa, u ho lda /(x) g(x) funksiya ham  shu 
o ra liqda in teq ra llanuvch i bo 'ladi.

< f(x) va g(x) funksiyalar \a.b\ o ra liq d a  in tegra llanuvch i 
bo 'lsin . U h o ld a  in teg ra ln ing  m avjud lig i haqidagi teo rem ag a  
k o 'ra

lim(S/ (P ) - r /.(P)) = Jim ¿ (A /*  - m k)Axk =0 , (9.16)

lim(S ( P ) - í  (/>)) = lim = 0 . (9.17)Лр ->0 *  Ä Xf -*0 ~  '

A w a l b a rch a  *€[a,A] lar u ch u n  /(x) > 0. g(x) > 0 deb  qaraylik . U 
h o ld a  V x e [ x k, x t t i ] u ch u n

0 <m, < f(x)<Mt 
0<m'k <g(x)<M'k 

tengsizlik lar o 'rin li bo 'lib , u n d an  qu y id ag i
0 <mkm‘k < f(x)g(x)<,MkMk

tengsizlik  kelib  chiqadi.
R avshanki, [xt ,xt„ | (A = o,i,...,n-i) o ra liq d a  /(x) g(x) funksiyan ing  

q uy idaq i an iq  chegaralari
m°k =inf{/(x)g(x)},

= sup{/(x)g(x)}
m avjud b o ’lib, u la r uchun

mim'k <m° <Wj <MkM'k 
tengsizlik lar o 'rin li bo 'lad i. U h o ld a  quy idag i
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A / °  — m°k < M  lrM ' < -  m f m \  — M  '¿(Ad ¿. — m i ) +  m . ( A / -  — m t ) .  

h i  =  s u p  { / ( * ) }  > M  ..  M ‘ =  s u p { # ( * ) }  ^  A ' / '
asx<6 ¡ii'D

te n g s iz l ik la m i e 't ib o rg a  o lib  ( / ( x )  va  g(x) fu n k s iy a la r  [a. 6] da  
c h e g a ra la n g a n lig i u c h u n  M <ao,M'<*> b o 'la d i) ,  to p a m iz :

s t  ~ sm (p )= S  W *~ m°) ̂  -  M 'Z  + M Z  _ K  )Art
i; / n  1 lx

q u y id a g i

*=o/n 1 a\ in n \  -----------v,~*i j — f j „i  ---------- ,, u^i
l u u i  v c i  \ r7.  x  / j n i u i i v - i s a u a  i i a i u . a u  l u y u a i a n s a r L ,  u .  u u i u a

Iim(S (P )-s  (P)) = lim £ ( M t° =0Af->0 Ap-tO k=Q
t e n g l i k  k e l ib  c h iq a d i .  D e m a k , / ( * )  g(x) f u n k s iy a  \a.b\ o r a l i q d a  
in t e q r a l l a n u v c h i .

E n d i  /( x )  v a  g(x) f u n k s iy a l a r  ix t iy o r iy  i n t e g r a l l a n u v c h i  
f u n k s iy a l a r  b o ’ls in .  B ir  t o m o n d a n  V xe[a,6] l a r  u c h u n  

/(x ) - .n t{ /(x )}  = / ( x ) - m > 0 .  
g(x) -  inf{g(x)} = g(x) -  m’ > 0. 

t e n g s i z l i k l a r  o ’r in l i .  I k k i n c h i  to m o n d a n ,
f(x)g(x) = [ f(x)-m][g(x)-m ']  + mg(x) + m f(x ) -m m '  d e b  y o z a  o la m iz . 

Y u q o r id a  i s b o t  e t i l g a n i g a  h a m d a  4 — x o s s a n in g  n a t i j a s i g a  ( 1 — 
n a t i j a s ig a  q a r a n q )  k o 'r a ,  / ( x )  g ( x )  f u n k s iy a  [a,b\ o r a l iq d a  
i n t e g r a l l a n u v c h i  b o 'l a d i .  ►

4) — v a  5) — x o s s a l a r d a n  q u y i d a q i  n a t i j a  k e l i b  c h iq a d i .
1 -n a ti ja .  A g a r  /(x ) g(x) f u n k s iy a l a r  \a,b\ d a  i n t e g r a l l a n u v c h i

v a  g(x)><si>0 b o ’ls a ,  u  h o l d a  - ----  f u n k s iy a  h a m  [a,b\ o r a l i q d a
«(*)

i n t e g r a l l a n u v c h i  b o 'l a d i .
7 -x o s s a . A g a r  /(x ) f u n k s iy a  [a,i] o r a l iq d a  in t e g r a l l a n u v c h i  

b o 'l i b ,  Vxe[a,6) l a r  u c h u n  / ( x )> 0 b o 'l s a ,  u  h o l d a
b
|  f(x)dx > 0 (a<b)

b o 'l a d i .
T a 'r i f g a  k o ' r a  u s h b u

»-1
lim <7 = lim V  /(£.)AxtAp-+0

l im i t  m a v ju d .  M o d o m ik i ,  V xe[«,6] l a r  u c h u n  / (x) > 0 e k a n ,  u n d a

CT = I ',№*)**■'> o 
*•=0

va
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j'™ £ /(# ?  )**.■h * t=o
bo 'lad i. Demak,

b
|  f { x ) d r > 0  ►

2 -n a ti ja .  Agar /(*) va g(x) funksiyalar | a.h] ora liqda 
in tegra llanuvch i b o ’lib, \ / x z \ a , b \  lar uchun  /(.*•)<£(*) tengsizlik  
o 'rin li bo 'lsa , u  ho lda ush b u

b o
$ f (x ) dx  < j g ( X)d\
a &

tengsiz lik  ham  o 'rin li b o 'lad i.
■* H aq iq a tan  ham , /(*) va  g(x) funksiyalar \a.h] d a  

in teg ra llanuvch i b o 'lg an id an  g ( x ) - f ( x ) >  0 funksiyaning
in tegra llanuvch ilig i 4 —x o ssad an  kelib  chiqadi. 6 —xossaga k o 'ra  
bu  ho lda

b
Jf i?(x)-/(*))*>()
a

tengsiz lik  kelib  chiqadi. B undan  izlangan tengsizlikka ega 
bo 'lam iz. ►

3 -n a ti ja .  (K o sh i-B u n y a k o v sk iy  ten g siz lig i). A gar f ( x )  va 
g(x) funksiyalar |a.^| o ra liq d a  in tegra llanuvch i b o ’lsa, u  h o ld a  
(yuqoridagi xossalarga k o ’ra) ushbu  /(x)-ag(x)  ( a -  ixtiyoriy 
o 'zgarm as) funksiya ham  \a,b) o ra liqda in teqra llanuvch i b o 'lad i 
va

b
\ \ f ( , x ) - a g ( x ) ] 2d x >0
a

tengsiz lik  o 'rinli.
Demak, ix tiyoriy  o 'zg arm as a  son u ch u n

b b b
a  2 j  X 2 ( x)dx  -  2 a  j  f ( x ) g ( x ) d x  +  j  f 1(x)dx  > 0

a a a
tengsiz lik  o 'rin li. Bu ten g siz lik n in g  chap  tom onidag i ifoda a g a  
n isb a tan  kvadrat u ch h ad  bo 'lib , u a  n ing  b archa haq iq iy
q iym atlarida m anfiy em as. Demak, bu kvadrat u ch h ad n in g  
d isk rim inan ti m usbat em as, ya 'n i

N a tija d a  q u y id a q i

}  i ( x ) g ( x ) d x  ~ j f 2 ( x ) d x j  g 2 (x)dx < (



jj J (x )g (x )Jx  < j /4 v ) ^ jV < v W v

te n g s iz l ik k a  k e la m iz . B u  te n g s iz l ik  K o s h i -  B u n y a k o v s k iy
te n g s iz l ig i  deb  a ta la d i.

8 —xossa. A g a r  J(x) fu n k s iy a  [д./>| o ra liq d a  in te g ra lla n u v c h i 
- W l s a n r l lu ld d ' f { xi fu n k siy a  h a m  shu  o ra liq d a  in te g ra l la n u y c h i_

b o ’ la d i  va

\f(x)dx\<[\f(x)\dx
lc \ a

te n g s iz l ik  o 'r in l i  b o 'la d i.
<  ]\x)  fu n k s iy a  \a,b] o ra liq d a  in te g ra lla n u v c h i b o 'ls in .  U  h o ld a  

V f > 0 o lin g a n d a  ham  s h u n d a y  <5>0 son  to p i la d ik i ,  \a.b\ o ra l iq n i
d ia m e tr i XF<S  b o 'lq a n  h a r q a n d a y  P = {x„, x, x j  b o ’ la k la s h

u c h u n
л-1

S(P)-  = < e
;-=o

b o 'la d i,  b u n d a  <*>„ -  f(x)  fu n k s iy a n in g  K - v , |  o ra liq d a g i 

te b ra n is h i.
R a vsh a n k i, V x 'e |a,b\, Vx'e|i3,6] la r  u c h u n  q u y id a q i

te n g s iz l ik  o 'r in l i  b o 'l ib ,  u n d a n
s u p | / ( x ' ) |  - 1 f ( x ' ) | |  <  s u p | / ( x ' )  -  f ( x ’) I 

te n g s iz l ik  k e l ib  c h iq a d i.  D e m a k , a>t <cot , b u n d a  <ot - |  f (x)\  

fu n k s iy a n in g  lxt ,xi+1l d a g i te b ra n is h i. N a tija d a

f|£| S|/| = TL -  Z  ^
b o 'la d i .  B u n d a n  /(x ) | fu n k s iy a n in g  o ra liq d a  in te g ra lla n u v c h i

b o ’ l is h i  k e l ib  c h iq a d i.
/( .r)  h a m d a  j/(x)| fu n k s iy a la rn in q  |a,b] o ra liq d a g i in te g ra l

y i g ’in d i la r in i  yo za m iz :

í =0

U  h o l d a

M= I / f e ) ^
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b o  ladi va / ->o da lim itg a  o 'tib  iz langan tengsizlikning o 'rin li 
ekan iga  ishonch  hosil q ilam iz ►

5 —§. O 'r ta  q iy m a t h aq id aq i teo rem ala r

/(.«■) funksiya \a.b\ o ra liqda an iq lanqan  va chegaralangan  
bo 'lsin . U holda [a.b\  o ra liq d a

m =  in t '{ /( .v )} ,A '/  = s u p { / ( .v ) }  

m avjud va yXa\a,b) u c h u n
m < f(x)<M  (9.18)

tengsiz lik lar o 'rin li b o 'lad i.
6 - te o re m a . Agar f ( x )  funksiya  \a,b\  oraliqda integrallanuvchi 

bo lsa, u holda s h u n d a y  o 'zgarmas fi son m avjudk i
ushbu

b
j  f ( x ) d x  = / t ( b -  a)
a

tenglik o'rinli bo'ladi.
(9.18) ten g siz lik la rd an  föydalanib  topam iz:

b b b
j  mdx  < |  f ( x ) J x  ^  j  Mdx
d a  a

B undan
b

m ( b - a ) < j  f  ( x)dx < M ( b  -  a)
a

Bu tenqsizlik larni b - a > 0 songa b o ’lamiz:

}  f ( x ) dx
m <  -------- ^ M

b - a
A gar

b
I  f ( x )dx

deb  olsak, u  ho lda iz lan q an  ten g lik  kelib chiqadi. ►
4 -n a ti ja .  A qar /(*) funksiya  [a,b\  oraliqda uzluksiz  bo'lsa, u 

ho lda  bu oraliqda sh u n d ay  c (ce[a.*|) n u q ta  topiladiki,
b
j  f ( x )dx  =  f ( c ) ( b  -  a)
a

ten g lik  o 'rinli bo 'ladi.
7 - te o re m a . Agar f ( x )  va g ( x )  funksiyalar [a.b\ oraliqda
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integrollanuvchi bo'lib, g{x) funksiya shu oraliqda о z  ishorasmi  
o'zgartirmasa, и holda sh u n d a y  o'zgarmas ^  (m<fi<M) son
m avjudki,

\  J \ x ) g (x ) dx  =  ц  \  g(x)cix ( 9 - 1 9 )
-, a

tenglik  o'nnli bo'ladi.
< A niq in teg ra ln in g  5 — xossasiga asosan /(x) g(x) funksiya 

[a,ij o ra liqda in teg ra ilan u v ch i b o 'lad i. Endi s ( x )  funksiya \a,b\  

o ra liq d a  m anfiy bo 'lm asin , y a 'n i Vre[a,6] lar u ch u n  g(x)>0 bo  Ism 
deylik . U h o ld a  m < f { x ) < M  tenqsizlik larn i g( x)  ga ko 'pay tirib ,
so 'n g ra  hosil b o 'lg a n  u sh b u

mg(x) < /(*)&(x) < Mg(x) 
tengsiz lik la rn i b\ o ra liqda in tegra llab  topam iz:

o b  à
mj g(x)dx < I f(x)g(x)dx < M I g(x)dx. (9.20)

a a a
Ikki ho ln i qaraylik:

b
a) J g{x)dx -  0 bo 'ls in . U ho lda

a

\  f ( x ) g ( x ) d x  =  Q
a

b o 'lib , b u n d a  p d eb  tengsizlik larn i
q an o a tlan tiru v ch i ix tiyoriy  sonni olish m um kin.

b) ]g(x)dx> 0 bo 'lsin . Bu h o ld a  (9.20) tengsiz lik lardan

]  f ( x)g(x)dx
m<i—t   <M

I  g(x)dx

b o ' l i s h i  k e l i b  c h iq a d i .  A g a r
b
\  f ( x ) g (x ) dx

--------
J g(x~)dx
a

d eb  olsak, u n d a
à *
I  f ( x ) g ( x ) d x  -  g(x)dx
a a

b o 'lad i.
[a,b] o ra liqda £(x)<0 b o ’lq an d a  (9.19) form ula x u d d i shunga



tenglik o'rinli bo'ladi.
Bu natijaning isboti (9.19) tenglikka asoslanadi.

6 -§ . Chegaralari o’zgaruvchi bo'lgan aniq integrallar

f i x ) f u n k s i y a  [o.fc] o r a l iq d a  in t e g r a l l a n u v c h i  b o 'l s i n .  U  h o ld a
a n iq  i n t e g r a l n i n g  1 ) — x o s s a s ig a  k o ’ra  f ( x )  f u n k s iy a  i s t a l g a n

[o ,x ]c [a ,6 ]  (a<x<b) o r a l iq d a  h a m  in t e g r a l l a n u v c h i  b o ’ld i .
R a v s h a n k i ,

\ f ( t)d t

in t e g r a l  .r g a  b o g 'l i q .  U n i  F(x) d e b  b e lg i la y m iz :

F(x)= jf{ t)d t

E n d i  / (x) f u n k s i y a g a  k o 'r a  F(x) f u n k s i y a n i n g  x o s s a la r in i  
( u z lu k s iz l ig i ,  d i f f e r e n s ia l l a n u v c h i  b o 'l i s h in i )  o 'r g a n a m iz .

8-teorem a. Agar f i x )  fu n k s iy a  [0.6] oraliqda integrallanuvchi  
bo'lsa, Fix) funks iya  shu  oraliqda uz luks iz  bo'ladi.

•4 f i x )  f u n k s iy a  i n t e g r a l l a n u v c h i  b o ' l g a n i  u c h u n  
supi/f.r')} = л/ <00 b o ’la d i . Mx^\a.b] n u q t a  o lib ,  u n g a  s h u n d a y  Дх>о 

o r t t i r m a  b e r a y l ik k i ,  u +д* ) e |« .J ]  b o 'l s in .  U  h o ld a  F(x) 
f u n k s i y a n i n g  o r t t i r m a s i  u c h u n  q u y i d a g i g a  e g a  b o 'l a m iz :

 f *  \v------------ V------------  r+Av

AF{x) = Fix + Д х ) -  F (дг) = J f ( r ) d l - j f ( l ) d t  = jf( t)d t
V H V

A n iq  i n t e g r a l n in g  7) — x o s s a s id a n  fo y d a la n ib ,  to p a m iz :
ЛГ+ \r ,V+ Vv TV \v

|Af(.v)|= j f ( t )d t  < \\fit)\dt<M \dl = M Ax
X X  V

D e m a k ,

lA F U ) ! < M  Ax

B u n d a n  e s a

l i m  AFix) =  0
\ r -> + 0

l i m i t  k e l ib  c h iq a d i .  Дл-сО b o ’l g a n d a  h a m  x u d d i  y u q o r i d a g ig a  
o 'x s h a s h  lim AF(x) = o b o ' l i s h i  k o 'r s a t i l a d i .  B u  e s a  F(x)

\r -* -U

f u n k s i y a n i n g  д-б[о.й] n u q t a d a  u z lu k s i z l i g i n i  b i l d i r a d i .  ►

9-teorema. A gar f i x )  funksiya  [a.b] oraliqda
integrallanuvchi bo'lib, x„ e[a.6] nuq tada  uzluksiz  bo'lsa, и holda  
Fix) funksiya  x„ n uq ta d a  differensiallanuvchi bo'ladi va
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l im i t  k e l ib  c h iq a d i .  A x < 0  b o ' l q a n d a  h a m  x u d d i  y u q o r i d a q i q a  
o x s h a s h  lim  A F (x )  =  0 b o ’l i s h i  k o ’r s a t i l a d i .  B u  e s a  F(x)

Ax-.-O

f u n k s i y a n m q  x e | a,b]  n u q t a d a  u z lu lc s iz l iq in i  b i l d i r a d i .  ►
9 —teo rem a. A gar f ( x )  funksiya \a,b)  oraliqda

inteqrallanuvchi bo'lib, x „ e \ a , b \  n u q ta da uz iuksiz bo'lsa, u holda  
h ( x )  funksiya  x0 n u q tada  differensiallanuvchi bo'ladi va

F"(x0) =  f ( x 0).

<  F(x)  f u n k s i y a n i n q  x 0 n u q t a d a q i  o r t t i r m a s i :

A F (x 0) =  j  f ( t ) d t  ( A x > 0 )
x0

n i  o lib , q u y id a q i

Ax
a y i r m a n i  q a r a y m iz .  A n iq  i n t e q r a l n i n q  x o s s a l a r i d a n  f o y d a la n ib  
to p a m iz :

i F M  № . ) - i j f (T)dt  -  f ( x a) fdr ~  U m - A x 0))dt. 
Ac 1Ax Ax

B u  m u n o s a b a t d a n

-  /(* ,) s  J -  0jT/(O-/(x„)|<*- (9-21)
1 Ax Ax f

t e n q s i z l i k  k e l i b  c h iq a d i .
S h a r t g a  k o ’r a  f { x )  f u n k s iy a  x 0 n u q t a d a  u z lu k s iz .  T a ’r i f q a  

a s o s a n ,  V e > 0  o l i n g a n d a  h a m  s h u n d a y  S >  0  s o n  to p i l a d i k i ,  
\ x - x 0\ < S  b o ’l q a n d a  \ f ( x ) ~ f ( x 0) \ < e  b o 'l a d i .  A q a r  Ax<<5 d e b  o ls a k ,  u  

h o l d a  Vf e [x0, x0 + Ax) u c h u n

b o ' l a d i .  N a t i j a d a  (9 .2 1 ) t e n q s i z l i k  q u y id a q i
|AF(x0) J «• “*rx.

\ dt- E
x c +Ax

Ax ” ' |  Ax

k o 'r i n i s h q a  k e l a d i .  D e m a k ,
x,

B u n d a n
! Ax

lim ^ >  = /(x„)
Ax-*+0 /\x

y a  m
F ' ( x D+ 0 ) =  / ( x o )

t e n g i l k  k e l i b  c h iq a d i .  Y u q o r id a g i d e k ,  A x < 0  b o ' l g a n d a
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y a 'n i
b ' \ x 0 ~ 0 )  = / ( x o) 

teng lik  ham  o 'rin li bo 'lish i ko’rsatiladi. ►
Agar Дх) funksiya \a,b\ ora liqda in tegrallanuvchi bo'lib, x  = a  

va x = b n u q ta lard a  uzluksiz (bunda funksiyaning x = a da 
o 'ngdan , x = b  da esa chapdan  uzluksizlig i tushuniladi) bo 'lsa, u 
ho lda

F ' ( a  + 0 )  =  / ( a  + 0 ), F'(b -  0) =  f ( b  -  0 ) 

b o ’lishi yuqoridag iga  o 'xshash  k o ’rsatiladi.
6 -n a t i ja  f ( x )  funksiya [a,6) o ra liqda uzluksiz bo'lsa, u ho lda 

Vx€[a,6] u ch u n
F\x) = f{x)

bo 'lad i.
Dem ak, F ( x )  funksiya f ( x )  n in g  \a,b\  dagi b o sh lan g 'ich  

funksiyasi.
Endi quyi cheqarasi o 'zgaruvchi b o 'lg an  aniq in tegraln i

qaraym iz. Дх) funksiya [a,*]oraliqda in tegrallanuvch i bo 'lsin . U
ho lda bu funksiya [ x , b \ c . \a , b ]  ( a  < x < b )  oraliqda ham  
in teg ra llanuvch i va bu  in tegral * ga  b o g 'liq  bo 'lad i. Uni

b
<KX) =  j f ( t ) d t

deb belqilaym iz. A niq in tegra l xossasidan  foydalanib topam iz:
b X b
I f (  t)d  = { f{t)dt + j  f{t)dt = F(x) + ф(х). (a<x<b)
a a X

B undan  esa
b

<Kx) =  \ f ( t ) d t - F { X )
a

bo 'lish i kelib chiqadi. Bu tenglik, ф(х)funksiyan ing  xossalarin i 
Д х )  ham da F(x)  funksiyalarn ing  xossalari orqali o 'rgan ish  
m um kinlig in i ko 'rsa tad i. Jum ladan , ag ar Д х )  funksiya [a,fe] 
o ra liqda uzluksiz bo 'lsa , u ho lda

ф\ х)  = - / ( х )
b

bo 'lad i. H aq iqa tan  ham , bu  holda j  f ( t ) d t  m avjud va u chekli son,

F(x) funksiya esa y u q o rid a  keltirilgan  teo rem aga ko 'ra  [a,¿] va 
F \ x )  hosilaga eg a  bo 'lib ,
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7 -§ . Aniq integrallarni hisoblash

Integral m avzusin ing  asosiy m asalalaridan b in  fun k siy a  
in tegra lin ing  m av jud lig i bo 'Isa , ik k in ch is i fu n k siy a  in tegralin i 
h isoblashdir.

I o. N y u to n -L e y b n is  fo rm ulasi. U shbu  bandda, 
fu n k siy a iarn in q  an iq  in teqra llarin i h isoblashda ken q  
q o ’llanadigan  form ulani keltiram iz.

M a'lum ki, f i x )  fu n k siy a  \ a,b]  oraliqda uz luksiz  bo 'lsa , u  
holda

X

F ( x ) = ¡ f ( t ) d t

funksiya  shu  oraliqda f ( x )  fu n k siy an in g  b o sh lan g 'ich  funksiyasi 
bo 'lad i. Bu b ir  tom ondan.

Ikk inch i tom ondan , f i x )  fu n k siy an in g  ix tiyoriy  b o sh lan g 'ich  
funksiyasi ф(х)  berilgan  b o sh la n g 'ic h  fun k siy a  F(x)  dan  ix tiyoriy  
o 'zgarm as q o 'sh ilu v ch ig a  farq q iladi, y a 'n i

</>{ x) =) f ( t )d t  + C

b o 'lad i. Bu teng likdan , a w a l x  = a  deb,
ф(а) = С (9.22)

so 'n g ra  x  =  b deb,
h

ф(Ь)= j f { i ) d t  + c  (9.23)

teng lik larin i topam iz. (9.22) va (9.23) teng lik la rdan  ixtiyoriy 
b o sh lan g ’ich fun k siy a  ф(х)  u c h u n  u sh b u

h
jf(x)dx-<fi(b) ф(а)  (9.24)

form ula kelib  chiqadi. Bu (9.24) form ula N y u to n -L e y b n is  
form ulasi deb ataladi.

Odatda, (9.24) ten g lik n in g  o ’n g  tom onidagi Ф{Ь) - Ф(а) ayirm a 
ф{jt)|* kab i yoziladi:

ф ( Ь ) ~ ф ( а ) - ф { : r)|*

Demak,
h
j f ( x ) d x  =  ф(х)\^

M asalan,
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Demak,

\  Ц х ) с к  = ф(х)\*а

M asalan,

2U. O 'z q a ru v c h ila rn i a lm a sh tir ish  usu li. f(x )  funksiya |j.6] 

o ra liqda an iq lan g an  va uzluksiz  b o ’lsin. Ravshanki, f f(x )d x
a

m avjud bo 'lad i.
Faraz qilaylik, aniq in teq ra ld a  o 'zgaruvch i x  ush b u  x  = <p(t) 

form ula b ilan  alm ash tirilqan  b o 'lib , b u n d a  quyidagi shartlar 
b a jarilg an  bo 'lsin :

a) <p(i) funksiya  biror \a,f)\ o ra liq d a  an iq lanqan  va uzluksiz, t 
o 'zgaruvch i \a,ß\ o ra liqda o 'z g arg an d a  tp(i) funksiyanm g 
qiym atlari \a,b] o ra liqda chiqm aydi:

b) <р(а) = a, <p(ß) = b;
v) <p(t) funksiya  \a ,ß ] o ra liqda uzluksiz  <p\t) hosilaga  ega. U 

ho lda
b P
I f(x)dx = J f(>p'i)),p\i)di (9.25)
a a

t e n g l i k  o 'r i n l i  b o ’la d i .
/Xх) funksiyan ing  \a.h\ o ra liqda b o sh lan g 'ich  funksiyasi ф(х) 

u ch u n  (9.24) form ula o'rinli.
\a ,ß I o ra liq d a  ф(<р{t)) funksiyani qaraylik . Bu funksiya |u,ß\ 

o ra liqda uzluksiz  va
(ñvK‘))Y = Ф\<р(0) ■ 9>Ш 

K eyingi ten g lik d an  ф\х) = Дх) ek an in i e 'tib o rg a  olib topam iz:
(<К<Р(.0)У=

Bu esa funksiya \n .ß \ d a  f(<p(t)) funksiyan ing
b o sh lan g ’ich  funksiyasi b o ’lishini b ild iradi. N yuton  — Leybnis 
fo rm ulasiga  k o ’ra,

p
j  f  (<Pi>))<p’(<)d< -  </>(<P(ß)) -  Ф(Ч>(а))
a

Dem ak,
p
j  = Ф(Ь) -  ф(а) (9.26)
a

S hunday  qilib, (9.24) va (9.26) m unosabatla rdan  (9.25) teng lik
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kelib  chiqadi. ►
9.4 —m isol. Q u y i d a g i

1 ;__________

I  \  I -  X 2 dx 
о

in teg ra ln i o 'zg aru v ch im  alm ashtirish  u su li b ilan  hisoblang.
< Bu in teg ra ld a  x = sin/ alm ashtirishn i bajaram iz. U holda 

(9.25) form ulaga k o 'ra  topam iz:
’ i  i  *

J vi -X 1 dx = f \ fl  -  <in2 f costdt = I cos: = J[ — + - cos2r]cÄ = ( - 1 + -  sin 2r)| = —.
о о о o ^  2 2  4  l0 4

3°. B o 'lak lab  in te g ra lla sh  usu li. u(x)va v(x) funksiyalam ing
har b in  [a, b\ o ra liq d a  uzluksiz u'(x) va v'(x) hosila larga  ega
bo 'lsin . U h o ld a

b b
Ju(x)dv(x) = |m(x)v(x)]|‘ -  j  v(x)du(x) (9 .2 7 )
<z a

form ula o 'rinli.
A R avshanki,

[«(x)v(x)]' = h'(x)v(x) + it(x)v'(x)
Demak, u{x) v(x) funksiya \a,b\ o ra liqda u’(x)v(x)+«(x)v'(x) 

funksiyan ing  b o sh lan g ’ich  funksiyasi b o ’lib, N y u to n  — Leybnis 
form ulasiga k o ’ra

J [и '(x)v(x) + u(x)v'(x)]dx = (u(x)v(x))|*

b o ’ladi. A niq  in teg ra l xossasidan  foydalan ib  topam iz:
b b
J u'(x)v(x)dx + j u(x)v'(x)dx -  (m(x)v(x))|‘
a a

Bu ten g lik d an  esa ( 9 .4 5 )  form ula kelib chiqadi. ►
b b

(9 .2 7 )  fo rm ula  |и (х )Л (х )  in teg ra ln i h isob lashn i jv(x)du(x)
а &

in teg ra ln i h iso b lash g a  olib keladi. B unda u(x) h am d a  d\{x) larni
b

shun  day  tan lash  lozim ki, J v(x)du(x) in teg ra l im koniya t bo rich a

so d d a  hisoblansin .
2

9 .5 -m iso l. j in xdx in teg ra ln i hisoblang.
1

•4 A gar u(x) = \nx,dv=dx deb  olinsa, u  ho lda

du = - dx. v(x) = X 
X
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bo 'lib , (9.27) form ulaga k o 'ra  topam iz.
! 2 ,
|In x d x — (x In  a*)!,1 -  Jx-cfe = (xln jc)ĵ  -  jc<* =  2 l n  2 — I ►
i i x

9 .6 -m iso I . ./, = Jsin xdx in teg ra ln i hisoblang, b u n d a  « = 0.1,2.
0

Bu in tegral, xususan  /< = 0,» = ! b o 'lg an d a  osongina hisoblanadi:
n r
2 7T 2

./„  = |  dx =  —. 7 , =  |  sin xdx = I
o 2 0

« > 2 b o 'lg a n d a  berilg an  in teg ra ln i
n r
7 I

J , =  J  s in " xdx  =  |  sin  x d ( -  co s x)
0 0

k o 'r in ish d a  yozib, u nga  b o 'lak lab  in tegrallash  form ulasin i 
qo 'llaym iz. N a tijada

J. i —  -

=  ( - s i n “"1 x c o s x ) |2 +  ( n —1) | s i n '  2 x c o s 2 xdx = (n - 1) | s i n ” 2 x ( l - s i n ; x)cix =

L L
= (n-l)J sin" 2 x d x - ( n - \ ) j sin" xdx = ( n - l ) J " _ t - ( n - l ) J n 

0 0
bo 'lib , u n d a n  u sh b u

J , - —n
re k u rren t form ula kelib  chiqadi. Bu form ula yo rdam ida berilgan  
in teg ra ln i n = 2.3,...  b o 'lg an d a  ketm a —k et h isoblash  m um kin. Biz 
q u y id a  n ju ft va to q  b o 'lg a n d a  b erilg an  in teg ra ln ing  q iym atin i 
keltiram iz:

n = 2m- ju f t  son  b o 'lg an d a
_  2m -1 2 m - 3  5 3 1 _ ( 2 i » - l ) ! i  «■ Q _

2m 2m - 2  6 4 2 0 ( 2 m)l! 2 ’ * '

/7 = 2m +1 — to q  son b o 'lq an d a

(9.29)
2 m +  1 2 m - 1  7 5 3 1 (2m  +  l ) ü  1 '

B unda mW simvol m dan  k a tta  b o ’lm agan  va u bilan b ir xil 
ju ftlikka  eqa b o ’lg an  natu ral son larn ing  k o ’paytm asin i bildiradi. 

S h u n d ay  qilib,
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f sin " xdx =

(2m 1)!! a „ = 2/7? juft bo 'lsa,
(2m)ü 3

- ag ar íT=2m + f t o q  bo 'lsa .
(2m + 1)!!

4°. V a llis  fo rm ulasi. Y uqorida k e ltirilqan  9 .6 —m iso ldan  
foydalanib, n son in i ifodalovchi form ulani keltiram iz. R avshanki,

0 <x<~  b o 'lq an d a

sin2"*1 í < s i n 2'1 x <  sin2“' 1 X (rt = 1 , 2 , )

tenqsiz lik la r o 'rinli. Bu tenqsizlik larn i [0,^1 o ra liqda in teg ra llab
í. L L
2 г  г

I  s i n 2”*1 xdx < J s i n 2" xdx < j  s in  2”“‘ xdx 
o 0 0

s o 'n g ra  (9.28), (9.29) fo rm ulalardan  foydalanib  topam iz:
(2 n )ü  (2 /7 -1 )! !  n  ^ ( 2 /7 - 2 ) ! !

(2/1 +  1)!! (2 л)!! 2 (2/7 -1)!!

B u n d an
(2« )ü  ‘ 1 n '  (2» )ü  ‘ 2 1

(2/7-1)!! 2/7 +  1 2 (2/7-1)!! 2/7

ten g siz lilik la r kelib  chiqadi. Am m o b u  tengsiz lik larn ing  
ch ek k a la rid a  tu rg an  ifodalar ayirm asi

(2/7)!!

(2n -1)!! 2 n
(2/7)!!

(2 n - l)ü
1

2/í +1
(2/7)!!

(2/í 1)!!
i i  _L

2/7 +  1 2/7 2 2/7

bo 'lib , « ->oo da n o lg a  in tilgan i u ch u n  ushbu

—  =  lim  
2 »-*“

(2/i)ü
_ ( 2 » - l ) ü

fo rm ula  o 'rin li bo 'lad i. Demak,
n  2  2  4  4  2/7 2/7
— = lim ---------

2 /7 + 1

2  *-*“  1 3 3 5 2 /7 -1  2/7 +  1
Bu (9.30) form ula V allis form ulasi deyiladi.

(9.30)

8 -§ .  A niq in te g ra lla m i ta q rib iy  h iso b la sh

Biz y u q o rid a  in teg ra l ostidag i funksiyaning  b o sh lan g 'ich
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funksiyasi m a’lum bo 'lsa, an iq  m teq ra lm  N yuton  —Leybnls 
form ulasi yo rd am id a  hisoblash m um kinlig in i ko 'rd ik . Ammo 
b o sh lan g 'ich  funksiyan i topish  m asalasi doim  osongina hal 
bo 'lav en n ay d i. A gar in tegral ostidag i funksiya m urakkab bo'lsa, 
tegishli an iq  in tegra ln i h isoblashning  tagrib iy  usullarini qo 'llash  
lozim. Bu usu llar in tegral ostidagi f ( X) funksivani uni taq rib iy  
ifodalovchi k o 'p h a d  bilan alm ash tirishga ( / ( * ) =  P, (xj) asoslanadi.

1°. T o 'g 'ri to ’r tb u rc h a k la r  fo rm u lasi. f{x) funksiya | a,b] 
o ra liqda uzluksiz  b o ’lib, un ing

b
\ f (x )d x
a

in teqralin i h isob lash  talab etilsin. A w a lo  Vxe\a,b\ u ch u n

/ ( * )  == f C 1— -) =  const

deb olib, quy idag i

f/(*)<& a) (9 31)
a ^

form ulani hosil qilam iz.

Bu taqrib iy  form ula (3 6 -ch izm a) /(*)> 0 b o 'lg an d a  aABb  egri 
chiziqli trap e tsiy an in g  yuzini aA'B'b to ’g ’ri to ’rtburchak  yuzi b ilan  
alm ashtirilish ini k o ’rsatadi. (9.31) fo rm ulan ing  an iq lig in i oshirish 
m aqsad ida  [a ,b) o ra liqn i a = x „ , x l , x 1,. . . ,xK = b  n u q ta la r yo rdam ida n 

ta  ten g  b o 'lak k a  b o ’lib, har b ir b o ’lakda (9.31) form ula
q o ’llaniladi. U ho lda

f / ( x ) d x «  f ( ^ J ^ L ) ( x i t ,
2

bo 'lad i, b u n d a
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Yl
N atijada q u y id ag ig a  eg a  bo'lam iz:

 ̂ X,___________Z 2 >̂*1 ^
\ f(x)dx= J/(x)cA+J f(x)dx + ...+ J ](x)dx~\ .. I I / ( 0 ^  ~ +—

+ ——-/(^ )  + -- + -—“ / (jft )+... + —   J (/(-to )+/(*•,)+ + /(*» ,))
n n n n

b
Shunday  qilib, J/Wabc in teg ra ln i h isoblash  u ch u n  quyidagi

____  a
taq n b iy

f / ( x ) i& «  — — ( /  (Jr0 )-(- / (X , ) + ...+ f (x„  ) + ...+ f ( x n_t)) = —  Z / ( x j  (9  .32)
; л « ¿«o

form ulaqa kelam iz.
(9.32) form ula to 'g 'r i  to 'r tb u rch ak la r form ulasi deb  ataladi. 
O datda, taq rib iy  form ula ch iqarilqanda, a lb a tta  uni 

q o 'llan ilg an d a  y o 'l q o 'y ilad ig an  xato likn i an iq lash  (yoki 
baxolash) taq azo  etiladi. B uning natijasida  taq rib iy  form ulalar 
o 'zaro  taqqoslanad i.
(9.32) fo rm ulan ing  xato lig i ushbu

Л. = f f(x)dx -  -—-  g  f(x t )
a ”

ayirm a b ilan  ifodalanadi. Uni baholaym iz. B uning u c h u n  /(*) 
funksiya  [a,b] o ra liq d a  uzluksiz /*(x) hosilaga eg a  b o 'ls in  deb 
qaraym iz.

A niq in teg ra ln m g  xossalaridan  foydalanib, Rn n i quy idaq i

* , = £ [  f(x)dx -  - 2 ] /(xt )= Z  í / ( * ) * - ¿  J f M dx=H \ i/(*)-/(*»)!<*
*=0 i, Л ^  i=0 v  »-=0 Jjr

k o 'r in ish d a  yozish  m um kin. Teylor form ulasi
/ ( X )  -  f ( x t ) =  / ' ( x t  ) (x  -  X* ) +  i  f \ 4 t  ) (x  -  x t  ) г

dan  foydalanaylik , b u n d a  son x  va xt sonlari o rasida bo 'lad i. 
N a tijada



bo 'lad i
O 'rta  qiym at haq id ag i G — teore inan ing  5 —natijasiga ko 'ra

J  У ” ( - ' f  )(r-x,ÿdx = / * ( ? %  ) }  (  V -  Y ,  ) !  < i r  =  ( r l i " - í í - L  / " < £ * )  =

r  /'«**>= c* -o 3
I2»3

b o 'lad i. S h u n d ay  qilib, Rr uchun  quyidagi

2 r=0 12/7 24/7 /7
ifodaga kelainiz. Ravshanki, ushbu

1 | W  «) -  r t i > * ) + n m +  ■+/*(!»*)
n i=o ’ n

(i**e|e,ft]sft = 0.i,2..... л- l )  m iqdor / V )  n ing  (a,¿) ora liqdagi eng 
k ich ik  m” harnda en g  k a tta  M" q iym atlari o rasida b o ’ladi:

,*”< I  ¿ *><ЛГ
n . =0

/ ’(x) funksiya [а.л| o ra liqda uzluksiz. Bolsano —K oshining 
ikk inch i teo rem asiga  k o 'ra  (5—bobdagi 9 — teo rem aga qarang), 
(a.b) in terva lda  sh u n d ay  £, n u q ta  topiladiki,

W ¿=0
b o 'lad i. N atijada /?„ u shbu

R, = ~ T ~ f X t )
24  „

k o ’nn ish n i oladi. D em ak,

f / (*)<&=— + (9.32)
'  n 24n

S h u n d ay  qilib, \a,b] o ra liqda ikk inchi tartib li uzluksiz hosilaga
b

ega b o 'lg an  f(x) funksiyan ing  in teg ra ln i (9.32) to 'g 'r i

to 'rtb u rch ak la r form ulasi yordam ida taq rib iy  hisoblansa, bu 
taq rib iy  h isoblash  xato lig i quyidagi

(#6 te» »
24/7

form ula b ilan  ifodalanadi.
2Ü. T ra p e ts iy a la r  fo rm ulasi. /(*) funksiya  \a,b] oraliqda 

uzluksiz bo 'lsin . V x e [ a ,A )  u ch u n

il: 7 i



d e b  o lib , \ f ( x ) d x  in te g r a ln i  ta q r ib iy  i fo d a lo v c h i u s h b u

form ulani hosil qilamiz. (9.33) m unosabatdag i
f  (k) -  f  {a)  hf( a)  -  af {  b)

b — a b -  a
if oda  (a. f ( a ) l  (b,f(b)) n u q ta la rd an  o 'tuvch i to 'g 'r i  chiziq
n u q tas in in g  oTdinatasini ifodalaydi. (9.34) taqrib iy  form ula 
/(*)> 0 (Vxe[a,6]) b o 'lg a n d a  (3 7 -c h iz m a ) aABb egri chiziqli 
trap e tsiy an in g  yuzini a4Bb trap e tsiy a  yuzi b ilan  alm ashtirilish ini 
ifodalaydi.

37 — c h iz m a .
E ndi (9.34) form ulaning  an iq lig in i oshirish m aq sad id a  \a,b\  

oraliqni а =  хл =Ь n u q ta la r  yordam ida n ta ten g  b o 'lak k a

b o 'lib , har bir b o 'la k d a  /(*) funksiyan ing  \ f ( x ) d x

in teg ra lig a  n isb a tan  (9.34) form ulani qo llaymiz. II h o ld a

0  a b X

bo 'lib , n a tijad a  ush b u



fl ¿1 t_ s.. .
j / ( x ) J x  =  J / ( x ) d r +  J / ( . r ) e f r  + . ..+  j / ( x ) c f r + . .  + J / ( x ) « &  *= 0 *+ - / - V |* (x , -  A- J  +

Jl*,)+_A*i)(x . / ( * - > + / ( 0 ,2 ' •'i ) + •••+------    (*.-*„ .) =

/X*o ) + /(*„)

fo rm ulaga kelam iz. Demak,

J / ( x ) < &  =
b - t

+  / ( * ,  ) +  f ( x 2) + . . .  +  / ( X , . , ) (9.35)

Bu (9.35) form ula trape tsiya lar form ulasi deb ataladi.
/(.r) funksiya  \a,h] o ra liqda f \ x )  hosilaga ega b o ’lib, u shu 

o ra liqda uzluksiz b o ’Ism. U ho lda
b —a

n ~ £ n ? >  (feta*)) (9.35) 
12«

bo 'lad i.
3°. P a ra b o la la r  (S im pson) fo rm u las i Bu ho lda  |a.b] ora liqda

b
uzluksiz  /(x) funksiyaning  j f ( x ) d x  in teg ra lin i taq rib iy  hisoblash

a

u ch u n  /(x) funksiyani ham  da (6,/(A))

n u q ta la rd an  o 'tuvchi y  =  A x 2 + B x  + C  p arab o la  n uq tasin ing

o rd in a tasi b ilan  alm ashtiram iz. B erilgan  Q : f { a ) \ ( -  + b , / ( a--~)) va

(*-/(*)) n u q ta la r  orqali p a rab o la  o 'tkaz ish  m um kin. B unday 
parabo la  y ag o n a  bo 'ladi. H aq iq a tan  ham , y = A x l + B x + C  parabola 
yuqorida  ay tilgan  n u q ta lar orqali o ’tqan i u ch u n  ushbu

A a 2 +  Ba  +  C  =  f ( a ) .

(9.36)¿ (£ ± V + *(£ ± * )+c  = / -(£±*x
A b 2 + B b  +  C  =  f ( b )

ten q lik la r o ’rinli bo 'ladi. Bu sistem aning  koeffitsien tlaridan  
tuzilqan

2
b ,  1

determ in an t har doim  n o ldan  farqli (chunki a * b ) .  Demak, (9.36)

( a  - b y

'/7*9



sistem a y ag o n a  ech im g a ega. Bu hoi (a.f(a)).(u + h- . l'C'--h)) ham da

(A. f (h) )  n u q ta la rd an  y ag o n a  y  = A x 2 + Bx +  C  p arab o la  o 'tish in i 
bildiradi.

Endi | ( Ax 2 + Bx + C)U\ in teg ra ln i berilgan  j / ( x ) d x  in teg ra ln ing
c ~ "

tag rib iy  q iym ati deb  quyidagi
b

J f ( x ) d x  ~ j  ( A x 1 +  Bx + C)<i<
: a

b
form ulani hosil qilarniz. Bu taqrib iy  fo rm uladag i J (A x 2 + Bx + C)dx

a
in teg ra ln i hisoblaym iz:

b :< j '  2
f (Ax2 +  Bx +  C)dx  - A — +  B —
J 3 ’ 2a u  u

=  - — ~ ] 2 A ( b 2 +  ba + a ‘ ) + i B ( b -  a) +  6C j =  —- — [(Aa'  + B a + C ) +  4(A( ) +
6 6 2

+  B ( ~ - )  +  C )  +  (Ab-  +  Bb +  C )] =  + 4  / ( — -) +  / ( b ) ]

b
S hunday  gilib, J /(*)<&■ in teg ra ln i taq rib iy  h isob lash  u ch u n  ushbu

a

\  f ( x ) d x  » + 4 / ( ^ ) +  /(6)1 (9.37)

form ulaga kelam iz.
Bu (9.37) form ula f ( x ) >0 b o ’lganda 3 8 -c h iz m a d a  k o 'rsa tilg an  

aAJBb egri chiziq li trap e tsiy a  yuzin i a A H B b  egri chiziqli trap e tsiy a  
yuzi b ilan  a lm ash tirilish in i ifodalaydi.

+ CxI* = A   —  + B  ---- —  + C (b-a )  =
3 2

(9.37) fo rm ulan ing  an iq lig in i osbirish u ch u n  |a,b] ora liqn i



 xu  v xu . t . x u  =  h
(х,<х,<хг <...<хи <дги„ <...<x2„ 2 <jr2„ , <.r2J

n u q ta la r yordarruda in ta  teng  b o 'lak k a  bo 'lib , har b ir \хи:х2Ы1] 
(A- = 0,1 ./7-1) oraliq  b o 'y icha  o lingan in teg ra lga  (9.37) formulani 
q o ’llanam iz. U holda oraliq uchun

T  4 Л ^ , ) + Л * а * . ) 1  =
ХП

b—a
= ~ ^ Ш * и  ) +  4 / ( x 2/tl ) +  / ( * 2t«  )] (*  =  0 , 1,..., п  - 1 )

fo rm ulaga egamiz.
N atijada an iq  in teg ra ln ing  xossasidan foydalanib, quyidagi 

ifodaga ega b o ’lamiz:
b *» ** . *3»
$ f ( x ) d x  =  j f { x ) d x  +  J / (x)dx  + . ..  + I  f ( x ) d x ~
“ Ь "i-i

ä - ^ K / K )  +  4 / U , )  +  / ( ^ ) )  +  ( / ( ^ )  +  4 / ( x, ) + / ( a:4 ))  +  . . . + ( / < * , „ _ , ) +

+ 4  / ( * 2. - ,  ) + / ( ^ ) !  =  ^ ( ( / Ú „ )  +  / ( ^ ) )  +  4 ( / ( x 1) +  / ( x 3) +  . .  +  / ( * „ _ ,  )) +

+ 2 ( /(X j  ) +  / ( х 4 ) + . . .+  / ( ^ „ _ 2 ))]

S hu n d ay  qilib, /(*) funksiyan ing  aniq in tegralin i taqrib iy  
ifodalaydigan  quy idag i

f / ( * ) < & «  [ ( / ( л , ,  ) + / ( * , „  ) ) + 4 ( Д х ,  ) + / ( X ,  ) ) +  (g  3 8 J

+ 2(/(дг2 ) + /(x4 ) + ... + / ( ^ _ 2 ))] 
fo rm ulaga kelam iz. Bu form ula parab o la iar (yoki Simpson) 
form ulasi deb ataladi.

Faraz qaraylik, f(x) funksiya \a, b\ o ra liqda uzluksiz  / ('V1 (x) 
hosilaga  ega bo'lsin.

U ho lda
i .

f f{ x ) d x  =  — -  [ ( / ( * ,  ) +  f { x u  )) +  4 ( / ( . r ,  )  +  / ( X 3 )  + . . .  +  / ( X j , . ,  ) )  +

+ 2(f(xz)+ /(x 4)+ ... + / (* „ .,))]-
2880/7

bo 'lad i, b u n d a  £e(a,¿).
ь

Biz y uqorida  |/(.г)А  in tegra ln i taq rib iy  h isoblash  u ch u n
<2

to 'q 'r i  to 'rtbu rchak lar, trap e tsiy a la r ham da S im pson form ulalarini 
keltird ik . Bu taqrib iy  fo rm ulalarn ing  hatolik larin i taqqoslab ,

yn



Sim pson fo rm ulasin ing  an iq lik  darajasi to 'g 'r i  to 'r tb u n  haklar 
h am d a trape tsiya la i form ulalarin ing an iq lig iga  q arag an d a  vuqori 
ekan lig in i ko 'ram iz .

9 .7—m isol U shbu
 1 ________________________________________________________________________________

J e  dx 
0

in tegra l to ’g ’ri to ’rtburchak lar. trape tsiya la r va Sim pson 
form ulalari y o rd am id a  taq rib iy  hisoblaym iz.

[0,l]oraliqni 5 ta  ten g  b o 'la k k a  b o ’lamiz. Bo’lin ish  nuq ta lari 
A-0 =  0 , A-, =  0 .2 . X ,  =  0 .4 . JC, =  0 ,6 , x 4 = 0 ,8 , X ,  =  1,0  

b o ’lib, b u  n u q ta la rd a  / (  x) = e funksiyan ing  qiym atlari
q u y id aq ich a  b o ’ladi:

f ( x a) = 1,00000 ,
/(y ,)  = 0,96079 ,
/(X j) = 0,85214 , 
f ( x 3)= 0.6976X .
/(* .,) = 0,52729 .
/ ( x 5) = 0,36788 .

H ar b ir b o ’lak n in q  o ’rtasin i ifodalovchi n u q tan in g
koord inata lari =0,l,x3 = 0,3,.*:, = 0,5.x7 = 0,7,*, =0,9 b o ’lib, bu

2 2 2 2 2

n u q ta la rd aq i funksiyan ing  q iym atlan  q u y id aq ich a  b o ’ladi:
f(xt ) =  0 ,9 9 0 0 5  ,

f(x 3 ) = 0,91393 ,

2

/ ( * ,  ) = 0,77680 ,
2

f(x7 ) = 0,61263 ,
2

/ ( * , ) =  0,44486 .
2

a) T o’q ’ri to ’rtb u rch ak la r form ulasi ((9.32) qaranq) b o ’y icha
1 -j
|е~д' oEc« -(0,99005 + 0,91393 + 0,77680 + 0,61263 + 0,44486) =
0 ^

= — 3.74027 ~ 0.74805.
5

\R„[<- -— = —— «0.003 1 1 12 25 300
b) T rapetsiyalar form ulasi ((9.35) qarang) b o ’y icha



r , I 1 .00000 +0.3678X
J e d * *  , (  - + 0 ,9 6 0 7 9  +  0.X5214 +  0 .69768  + 0 .52729) =
o 2

=  -  (0 ,6X 394 + 3 .0 3 7 9 0 ) =  1 3.721 84  = 0 .74437

I n ‘ - 1 1R„ | < - -----= ------- = 0 .006
' ■ 6 - 2 5  150

v) S im pson form ulasi ((9.38) qarang) b o 'y ich a  
}• 1
j e  d x ~  — 1(1,00000 +  0 ,36788) +  4 (0 .9 9 0 0 5  +  0 ,91393  + 0 ,77680  +0 31)
+ 0 .61263  +  0 .444X 6) +  2 (0 .9 6 0 7 9  + 0 ,85214  4 0 .6 9 7 6 8  +  0 ,52729)] =

=  3' ,  (U 6 7 X 8  + 4  ■ 3 .74027  +  2 ■ 3 ,03790) =  j -  (1 ,36788 +  6 ,07580  +  14,96108) s

= 0 ,74682

/? „ !<  ^ - ¡ -  =  0 .7 - 1 0 '
! ! 2 8 8 0 -5 "

T aqrib iy  form ulalar yordam ida hisoblab, topiigari j e x'ér
0

m ieg ra ln i.ig  qiym atin :, u n in q
1
J a " o ! v  =  0 ,7 4 4685 ...
0

qiym ati b ilan  taqqoslab , S im pson form ulasi yordam ida top ilgan  
in teg ra ln in g  taq rib iy  q iym ati an iqroq  ekan lig in i ko 'ram iz. ►

M ash q la r
9 .8 . U shbu

f(x) = x (xe[a,b])
funksiyan ing  yuq o ri h arada quyi in teg ra lla ri topiisin.

9 .9 . Aytaylik, /(x )  funksiya [a,b] da  ch eg ara lan g an  bo 'lib , pt 
va pt lar (a,b\ o ra liqn inq  b o 'lak lash la ri bo 'ls in . Agar P, c  P,  bo 'lsa, 
u sh b u

s ( P , ) < S( P 2l S ( P t ) > S ( P 2) 
tengsiz lik lar isbotlansin .

9 .1 0 . Aniq in tég ra l ta 'rifla rin ing  ekvivalen tlig i isbotlansin.
9 .1 1 .  A gar V.Y6(a,6] u ch u n  f(x)<g(x) bo 'lsa ,

S 1 ( P ) < S J P ) , . s f ( P ) < ^ ( P )

bo 'lish i isbotlansin.
9 .1 2 . U shbu



/(■*)=

sin 1 , ag ar xe(0,l]
X

0, ag ar x = o
':unk>'iy;: ^ing [0,1] da m tegr ilanuvc’ i b o  lisbi co'rs<<U'sin. 
 9 .!3 . J.'.hLu—

i n t e g r a l  b a h o l a n s i n .
9 .1 4 .  U s h b u

z ---------
i \l\ + cos1 xdx

I0V2 0 vl + X
t e n g s i z l i k l a r  i s b o t l a n s in .

9 . 1 5 .  U s h b u

f

i n t e g r a l ,  a  N y. ti'-i — T.e y b r i y a  f o r m u la s in i  q o ' l l a s h  m u m k in m i?
9  l b  J s h b u

1 2
J /(sin  x)dx = J f  (cos x)dx 
0 0

t e n g l i k  i s b o t l a n s i n ,  b u n d a  /(x ) f u n k s i y a  [0,l| d a  u z lu k s iz .
9 .  i 7 .  A n iq  i n t e g r a l  t u s h u n c h a s i d a n  f o y d a la n ib ,

. .hm----n
l im i t  t o p i l s in .

9 . 1 8 .  T rapetsiya lar fo rm ulasim ng xatolig i topilsin.
9 . 1 9 .  A g a r  /(x )  f u n k s iy a  \a,b\ s e q m e n t d a  ik k i n c h i  t a r t i b l i  

u z l u k s i z  /"(x ) h o s i l a g a  e g a  b o 'I s a ,

lim  n
B-»«®

b o 'l i s h i  i s b o t l a n s i n .
9 .2 0 .  U s h b a

I f ( x ) d x -  - £ / ( - )  
{ n U,  r,

m - m
2

cosx
f i 'x )=  [cos 7ii3at

smx
iu n k siy x iin g  ’lOs.ilasi topilsin.

 ̂0



X BOB

A niq in te g ra ln in g  ba 'z i ta tb iq la ri

M atem atika , fizika, m ex an ik a  ham da fan va tex n ik an in g  
b o sh q a  so h alarid a  uch ray d iq an  ko ’p g in a  m asala lam i yechish  
m a'lum  funksiyalarn ing  in teg ra llan n i hisoblashqa keltiriladi.

U sh b u  b o b d a  eqri chiziq yoy in ing  uzunliqi, eg ri chiziqli 
trap esiy an in g  yuzi, o zg a ru v ch i k u ch n in g  bajargan  ishi ham da 
m assaga eg a  bo lgan  egri ch iz iqn ing  m erg iya m om enti an iq  
in teg ra lla r orqali hisoblanishi k o rsa tilad i.

l - § .  Y oy u zu n lig i va u n in g  a n iq  in te g ra l o rq a li ifo d a la n ish i

f (x )  funksiya  [a,¿] o ra liq d a  an iq langan  ixtiyoriy uzluksiz 
funksiya  bo 'ls in . Bu funksiya grafig i [a.b] o ra liqda egri chiziq 
yoyini tasvirlasin . Uni AB d eb  belqilaym iz. [a.i] o ra liqn ing  
ix tiyoriy

P  =  {x0, x , , х л }■ ( Û = x„ <  X, < . . .  < x„ =  b)

b o 'lak lash in i olib, bo 'luvch i xt (A- =0,1,2,..,«) n u q ta la r orqali OY  

o 'z ig a  p ara lle l to 'g ’ri ch iziq lar o 'tkazam iz. Bu to 'g 'r i  
ch iz iq lam in g  AB  y o y  b ilan  k esishgan  nuq talari 
A ( xt’f ( xi)) (¿ = 0,1.2,...,«. A ^ - A , \  = B )  bo 'lad i. AB  y oydag i bu 
n u q ta la rn i bir — biri b ilan  to 'g ’ri chiziq kesm alari yo rd am id a  
b iriashtirib , Z sin iq  chiziqni hosil qilam iz. L yoyga chizilgan 
sin iq  chiziq  deb  ataladi. Bu siniq chiziq  perim etri

L = Z  \/(x*+i -  xt f  + [ / (  ■xm  ) -  f ( x> )]!
bo 'lad i.

R avshanki, siniq chiziq p erim etri L  q ara lay o tg an  f ( x )  

fu n k siy ag a  b o g 'liq  bo 'lish i b ilan  b irq a  [a.6] o raliqni b o 'lak lash g a  
ham  b o g 'liq  bo 'lad i; L = L ( P ) .

A gar Pt va pt lar [a.¿] o ra liqn i ikk ita  b o ’lak lash  b o ’lib, Р , с . Р г 

b o 'lsa , u ho lda  bu b o ’lak lash larg a  m os AB yoyga chizilgan  siniq 
ch iziq lar perim etrla ri uchun

!,(/>)< M A )
tengsiz lik  o ’rinli bo 'ladi.

D em ak, P b o 'lak lash n in g  b o 'lu v ch i nuqtalari sonini orttirib

281



borilsa, AB  y o y g a  ch izilgan  m os siniq ch iziq lar perim etrlari ham  
ortib  boradi.

P  b o 'lak la sh m n g  d iam etri Xp nolga in tila  borganda, AH 

yoyiga ch izilgan  bu  b o 'lak lash g a  m os siniq chiziq shu AB  yoyga 
b o rg an  sa r i yacjinlasha boradi, siniq  chiziq p e rim etn  esa AH 

yoyning  uzun lig in i b o rg an  sari an iq roq  ifodalay  boradi, deb 
qarash  tabiiydir.

1—ta 'rif . A gar AB  yoyiga ch izilgan  ([a,ej o ia liq n i har q an d ay
P  b o 'lak la sh g a  mos) sin iq  chiziq perim etri

i ‘A p ) =  Z  >/(**♦<-** ) ! + [ A % r t ) - / ( * * ) Tk=Q
Xp ->0 da chekli lim itga eg a  bo 'lsa, AB  yoy  u zun likka ega deb 
a ta lad i va shu

lim M ^ )= L-̂>0
lim it AB y o y n in g  uzun lig i deyiladi.

Endi y o y  u zun lig in ing  an iq  in teg ra l o rqali q an d ay  
ifodalan ish in i ko 'rsatam iz.

f{x)  funksiya  [a,i] o ra liqda uzluksiz  h am d a uzluksiz / ’(*) 
hosilaqa eg a  bo 'lsin . Bu funksiyan ing  [a ,  6] ora liqdaq i grafigi AB  

yoyni tasvirlasin, deylik . [a,b\ o ra liqda ixtiyoriy
P  =  { x „ x l ,. . . ,xK)  ( a  =  x0 <  x , < . . .  <  xn = 6 ) 

b o 'lak lash n i olib, AB  yoyiga ch izilgan u n g a  m os sin iq  chiziqni 
hosil qilam iz. Bu sin iq  chiziqning  perim etrin i yozamiz:

*=o
H ar b ir o ra liqda /(*) fnnksiyaga Lagranj teorem asin i

qo 'llanam iz:

Demak,

h  ( p ) =  Z  V1 +  f ' 2M - ( x ^ - x t ) =  f i ^  +  r  (r> )Ax,
i-=0 *=0

b u n d a  xt <r t < x M . K eyingi ten g lik n m g  o 'n g  tom onidag i y ig 'in d i 
¡̂\+ f 11 (x) fu n k siy an in g  in teg ra l y ig 'ind isin i eslatadi. U ning 

in teg ra l y ig 'in d id an  farqi shuki, in tegra l y ig 'in d id a  & e [ x * , x M ] 

n u q ta  ix tiyoriy  b o 'lg a n  holda, yuqoridag i y ig 'in d id a  esa r, n u q ta  
o ra liqdag i tay in  nuqtadir. Am m o . f i + f ' 2(x )  funksiya
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in teg ra llanuvch i b o ’Iganligi (chunki, shartga  ko 'ra, /'(* ) 
uzluksiz) sababli ¿¡t =r., deb olish m um kin.

Demak,

l ir n ^ / i p )= l i m Z V 1 + / ' ! = \iyJ\+fl (x)dx
\  »0 -*o <=a Jc

ten g lik  kelib chiqadi, Demak, AB  yoy  uzunlikka ega va bu  yoy 
uzun lig i quy idag i

L = ] yl\ + f 1(x)dx (10.1)
a

form ula yordam ida h isoblanadi.
10.1— m isol. [-a.a] (a >0) o ra liqda ushbu

/(* ) = ̂ ( e', +e 

zanjir chiziq yoyn ing  uzunlig in i toping.
A w a l f ( x ) funksiyan ing  hosilasini hisoblab, + f a (*) ni 

tipam iz:

J] + f ' 2(x) = -^e ‘ +e »j ►

Endi (10.1) form ulaga k o 'ra  zanjir chiziq yoyining [-a.a] 
o ra liqdag i yoyi uzun lig in i hisoblaym iz:

( £ - 1  \ e‘ + e  0 <&■ = - ea - e  a
a

« « M lI  J 2 I  J -a I  e)
Q uyidag i

(x =  /p( t )
{ ,-„ ( ,) •  H021

ten g lam alar sistem asi orqali ifodalangan  egri chiziqni qaraym iz 
(bu ho lda egri chiziq p a rem e tn k  h o ld a  b erilgan  deyilib, (10.2) 
sistem a egri ch iziqn ing  p a rem e tn k  teng lam alari deyiladi). Bunda 
<p(t), ij/(t) lar \a.p] o ra liqda uzluksiz  funksiyalar b o ’lib, t 
o ’zgaruvchi p a rem e trn in g  [«./9] ora liqdag i ix tiyoriy  ikk ita  turli r, 
va 11 (>,*>2) q iy m atg a  m os k e lad ig an  (10.2) chiziqdagi
4 (x , , y , ) ,  A 2 ( x 1 , y J )  n u q ta la r (x, = < p ( i , ) , y ,  ^ ( r ,) ;  = < p ( t t ) , y 2 ham



t u r l i c h a  b o 'l s i n .  B u n d a n  t a s h q a r i ,  p a r a m e t r  / n i n q  /, v a  /, 
q i y m a t l a r i g a  m o s  k e l a d i g a n  (10 .2) c h i z i q d a g i  ^ ( ^ y , ) ,  A,(x2.yz) 
n u q t a l a m i  r ,< /2 b o 'l g a n d a ,  .4, n u q t a  A, n u q t a d a n  k e y in  k e la d i  
d e b  q a r a l a d i .  S h u  b i l a n  e g r i  c h i z i q d a  y o 'n a l i s h  o 'r n a t i l a d i .

F a r a z  q i l a y l ik ,  ; = « ,  t = p  q iy m a t l a r g a  (10 .2 ) c h i z i q d a  I v a  B 
n u q t a l a r  m o s  k e l s i n . B u  c h i z i q n i n g  .-us y o y i  u z u n l iq i  a n i q  
i n t e g r a l  o r q a h  q a n d a y  i f o d a l a n i s h in i  k o 'r s a t a m i z .

A w a l  y u a o r i d a q i d e k  AB y o y n in g  u z u n l i g in i  a n iq la y m iz .  

[a ,p ] o r a l i q n i  i x t iy o r iy

( «  =  ' o < f i < •  < ' .  =  £ )

b o ' l a k l a s h n i  o lib , b u  b o ’l a k l a s h n i n q  b o ’l u v c h i  tt (£ = 0.1,...,n) 

n u q t a l a r i g a  m o s  k e l g a n  AB y o y d a g i

A  = 4  =<?>('*)’ yi =V/ (rt))  n u q t a l a m i  b i r - b i r i  b i l a n  t o 'g ' r i

c h i z i q  k e s m a la r i  y o r d a m i d a  b i r l a s h t i r ib ,  AB y o y g a  c h i z i lg a n  
s i n iq  c h iz i q n i  t o p a m iz .  B u  s i n iq  c h i z i q n in q  p e r i m e t r i  q u y id a g i

£ = Z  \ / W J '  )12 + )]2¿■=0
(10.3)

fo rm ula  b ilan  ifodalanadi. Ravshanki, L cp{t), \j/(t) funksiyalarga 
h am d a  [a,p] oraliqn i b o 'lak la sh q a  b o g ’liq: L = LW(P)

Y u q o r id a g l d e k ,  Xp 0 d a  s in iq  c h iz iq  p e r i m e t r i  L = LW(P) 

c h e k l i  l i m i tg a  e g a ,  y a 'n i
lim L„{P) = l

b o 'l s a ,  AB y o y  u z u n l i k k a  e g a  d e y i l a d i ,  b u  l im i t  1 e s a  AB 
y o y n i n g  u z u n l i g i  d e y i l a d i .

A y ta y l ik ,  <p(t ) v a  'v(r) f u n k s iy a la r  K P] o r a l i q d a  u z lu k s i z  <p(t) 

v a  v ( t )  h o s i l a l a r g a  e g a  b o 'l s i n .  H a r  b i r  [*k>W ]  (k = 0 ,l,...,n -l) 
o r a l i q d a  <p(t) h a m d a  v M  f u n k s iy a l a r iq a  L a n g r a n j  t e o r e m a s in i  
q o 'l l a b  to p a m iz :

<p(tk+1 ) -  «PÎtk ) = <p’(rk -  h ) ( 1 0 .4 )
'K tk+1)-H <tk)=H''(et XtktI- t k) (io.5)

b u n d a  rk s [tk ; tk+| ̂  ek e [tk, tkil]
B u  (1 0 .4 ) , (10 .5 ) m u n o s a b a t l a r d a n  f o y d a la n ib ,  (1 0 .3 ) s in iq  

c h i z i q  p e r i m e t r i n i  q u y i d a q i c h a  y o z a m iz :

LW(P) = Z  \V l(^X^.i = Z  vV’f o W ’to )*=0 *=0
(Aff
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b u n d a  rk g [tk,tk ,} 0k e [ik. ik ;]
Bu h o ld a  ham, yuqoridagi

v/(p'z(t)+»|/V)
funksiyan ing  in teg ra l y ig 'ind isin i eslatad i Farqi £ke[ik.tktl] 
íxtíyoriy n u q ta  b o ’lgan  holda, n, va 0k la r shu [tk, <k«,] o ra liqdagi 
tayin  nuqtalig id ir.
M odom iki,

V<p,!(t)+V(/'!(t)
funksiya [a,p] d a  uzluksiz, b inobarin  m teg ra llanuvch i ekan, u n d a

lim Z  j'P'2(r>) + V/,2(&,)^t, = I'm X  + = J yj<p'-(t) + v '2(l)dl

bo 'lad i.
Demak,

p ________
lim  L W (P ) =  f V<p'2( l ) +  V z(t)d t

Bu esa AB yoyn ing  uzun likka ega bo 'lish in i va un lng  uzunlig i 
u ch u n

e ._________
/  =  }  xl<p'1{t)+v'1{t)dt ( 1 0 . 6 )

form ula o 'rinli ekan in i bildiradi.
X ususan, ag a r (10.2) sistem a ushbu

K i r  r a
k o 'r in ish d a  bo 'lsa, bu  sistem a y = »t/(x) (a<x<b) k o 'r in ish n i oladi. 
AByoyning uzun lig i uchun

1 =  |  •J<p'1(x)+ \|/!(t)dt= j x/i + H''2(x)dx
a  »

form ulaga ega bo 'lam iz. Bu (10.1) form ulaning  o 'zidir.
10.2—m isol. U shbu

{x = rcost. , .
( 0 < a < t < p <  2it) (10.7)

y = rsmt ' '
ch iziqn ing  uzun lig in i toping.

< [a.p] o ra liqda x = q>(t)=rcost, v = vy(t) = rsin t (r > 0)
funksiyalar uzluksiz  hosilalarga ega. (10.7) sistem a m arkazi
k o o rd in a ta  boshida, rad iusi r g a  ten g  b o ’lgan  ay lana yoyini
ifodalaydi. U ning  uzun lig in i (10.6) form ula yordam ida topam iz:
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|>. I 7i Т  ,—  —  , -« £
I = J^(rcos) +(rsint) dt = J Vr'(sin: I+cos! l)dt = rjdl = r ( p - a ) . ►

и а  и

Y u q o r id a g i  (1 0 .2 ) s i s t e m a  b i l a n  i f o d a l a n g a n  AB y o y n i  

q a r a y l i k .  B u  y o y d a  p a r a m e t r n i n g  t ( a < t < p )  q iy m a t i g a  m o r  

k e l a d i g a n  n u q t a n i  С d e y l ik .  R a v s h a n k i ,  AC y o y n in g  u z u n l i g i  t 
"g a rb u y ’l i q  b o ' l i b , u \{ H ).6 7  f o r m u la g a  k o 'r a  Jm ] o r a l i q d a

(> )+ i/f'2 (l \iL__________  7
- - \

k o 'n n i s h d a  i f o d a l a n a d i .  Bu y u q o r i  c h e g a r a s i  o ’z g a m v c h i  b o ’lg a n  
a n i q  i n t e g r a l d i r .  Ü m n g  h o s i l a s i  ( 9 —b o b n i n g  9  — § ig a  q a r a n g ) :

S'{t)=yi<p'i (t) + V',2{t)
K e y in g i  t e n g l i k n i  k v a d r a t g a  k o ’ta r ib ,  s o 'n g r a  h a r  i k k i  

to m o n in i  dt1 g a  k o 'p a y t i r s a k ,  n a t i j a d a
S '2( t ) d t 2 =  ( p ' ! ( t ) d t 2 +  \ y ' z ( t ) d t J

y a 'n i
d s z  =  d x z  +  d y z

m u n o s a b a t  h o s i l  b o ' l a d i .  B u  m u n o s a b a t  y o y  d i f f e r e n s ia l in in g  
k v a d r a t in i  i f o d a ia y d i .

E n d i  t e k i s l i k d a  q u t b  k o o r d i n a t a l a r d a  b e r i l g a n  e g r i  c h iz iq  
y o y i  u z u n l i g i n i n g  h a m  a n i q  i n t e g r a l  o r q a l i  i f o d a s in i  k o ’r s a ta m iz .

F a r a z  q i l a y l ik ,  e g r i  c h iz iq  q u tb  k o o r d i n a t a  s i s t e m a s i d a  
q u y id a g i

r = g(e) (a < 0 < p) (10.8)
f u n k s iy a  b i l a n  b e r i l g a n  b o 'l s i n ,  b u n d a  g(&) f u n k s iy a  [a.p] o r a l iq d a  
u z lu k s i z  g'(0) h o s i l a g a  e g a  b o 'l s i n  d e y l ik .  B iz  (10 .8 ) k o 'n n i s h d a  
b e r i l g a n  e g r i  c h iz iq  t e n g l a m a s in i  q u y id a g i

í x  = g(e) e o s  e {a s 0 £ p )  
y  =  g ( 6)  s i n  0

p a r a m e t r i k  k o 'n n i s h d a  i f o d a la b ,  (10 .6 ) f o r m u la d a n  f o y d a la n a m iz :

= J )/[g ('0)1eos10]2 + [s (10):sin в]1M =

-jy¡\g'(e)cose-g(e)smÉ^+[g'(e)sm0+g(0)a3í;eJde=j^g'1(0)+g7(0)d0
a o

D em ak,

| = 1 № 8 !( Ф  (Ю .9 )
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r = a -0  (a = const 0 < 0 < a )
egri chiziq  (Arximed spirali) yoyin ing  uzunlig i topilsin.

•4 Y uqoridagi (10.9) form ulaga k o 'ra  hisoblaym iz:

-Ju i)2 + — In 1(9 + Vi + «9̂1 
2 2 I

10.3—miso) Ushbu

a  a _____
= |  ' ° ' r ) +  ('a ■ d 0  =  a\  V i + O1 dU = a

= —kWl + cr + ln(er+Vl + a * ) |.^

2-§ . Iekis shaklning yuzi va uning  aniq integral orqali
ifodalanishi

M a'lum ki, tek islikda yop iq  sin iq  chiziq b ilan  chegara langan  
k o 'p b u rch ak  yu zag a  ega. U ning yuzi u ch b u rch ak  yuzalan  
y ig 'in d is i sifatida topiladi.

Endi tek islikda b iror chegara langan  (Q) shaklni qaraylik.
(39-chizma)

Yu

39-chizma.
Bu (g) shak ln ing  ich iga (A) ko 'p b u rch ak lar, so 'n g ra  (g) 

shak ln i o 'z  ich ig a  o igan (B) k o 'p b u rch ak la rn i chizam iz. (A) 
k o 'rb u rch ak la rn in g  yuzini ,sA bilan, (B) k o ’p b u rch ak lam in g  
yuzini SB bilan  belgilaylik . N atijada (Q) shakliga ichki chizilgan 
k o 'p b u rch ak  yuzlaridan  iborat {sA} to 'p lam , (Q) shaklini o 'z  
ich iga  oigan k o 'p b u rch ak  yuzlaridan  iborat {sB} to 'p lam lar hosil 
b o 'lad i. {sa } to 'p lam  yuqoridan , {sB} to 'p lam  quyidagi 
chegara langan . Demak, Sup(sJ = Q. inf{sB}=Q m avjud va Q < Q

2 - t a ’rif. A gar Q = 0  bo'lsa, (q) shak l yu zg a  ega deyiladi va
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0  = Q = Q m iq d o r (Q ) s h a k ln in g  y u z i  d ey lad i. D em ak,

O = Sup{S j } = inf{s„} h a m d a  b o s h i d a g i  / ( * )  f u n k s i y a  [a,b] o r a l i q d a
u z lu k s iz  b o ' l i b ,  Vx e [a,b] / ( .x) f u n k s i y a  [a ,b ]  o r a l i q d a  u z l u k s i z
b o 'l i b ,  Vx s  [ a ,b ]  u c h u n  f ( x ) > o b o 'l s i n .

Y u q o rid an  f ( x ) fu n k siy a  grafigi, y o n  to m o n la rd an
x = a , x = b  v ertik a l ch iz iq la r h am d a  p as td an  o x  abssissa  o 'q i 
b ilan  c h e g a ra ia n g a n  shak ln i, y a 'n i
trap e ts iy an i qaray lik . (4 0 - c h iz m a )

Y

aABb e g r l  c h iz iq l i

O a b *
40-chizma.

[a ,b ] o ra liq n in g  ix tiyoriy
P = { x „ ,x „ . .. ,x „ }  (a =  x„ < x , < . . .  < x„ =  b)

b o 'lak la sh i u c h u n  h a r b ir [xk,xk+l] (k = 0>l,...,n-l) o ra lig 'id a  
inf\ f { x ) } = m t , Sup{ f {x ) \  =  M k 

k = 0 , 1,2 , . . , « - ! )

m avjud  b o 'lad i.
Q u y i d a g i

n-l n-l
SA= I m kMk. S, = X  MkAxt

k=n k=0
y ig 'in d ila rn i tuzam iz. Bu y ig 'in d ila rn in g  b irin ch is i a A B b  egri 
chiziq li tra p e ts iy a n in g  ich ig a  ch iz ilgan  k o ’p b u rc h a k n in g  yuzini 
(40 - ch izm ada  b u  yuz sh trix langan), ikk inch isi esa aA B b  egri 
chiziq li trap es iy an i o 'z  ich ig a  o ig an  k o 'p b u rc h a k n in g  yuzini 
ifodalaydi.

R avshanki, bu  k o 'p b u rch ak la r , dem ak , u la rn in g  yuzlari 
ham  /(;x) fu n k siy ag a  h am d a  [a .b ] o ra liqn i b o 'la k la sh g a  b o g 'liq  
bo 'lad i:

S A = S A(P). S „  =  S B(P )

[a .b ]  o ra liq d a  tu rli b o 'lak la sh la r  olinsa, u la rg a  n isb a tan  aA B b 

eg ri chiziq li trap e ts iy an in g  ich iga ch iz ilgan  h am d a  .bu egri 
ch iziq li trap e s iy an i o 'z  ich iga o ig an  tu rli k o 'p b u rc h a k la r  
yasalad i. N a tiiad a  bu  k o 'p b u rc h a k  y u z la rid an  ibo ra t q u y id aq i

{SA(P)}, {S„(p)}
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to p lam lar hosil bo 'ladi. B unda {•v, ( / ’)¡ to 'p lam  yuqoridan , {.v (z1)}
to 'p lam  psa quy idan  ch eg ara lan g an  b o ’ladi. D em ak, bu 
to 'p lam la rn in g

Sup{SA( P )}. in l {S„( P )}

an iq  ch e g a ra la n  mavjud.
S hartga  k o ’ra f(x) funksiya  [a,b] o ra liqda uzluksiz. U holda

K antor teo rem asin in g  natijasiga asosan  V s > o son o lin g an d a  ——
b - a

songa k o 'ra  sh u n d ay  6>o son topiladiki, [a.h] oraliqm  d iam etri 
b o ’lq an  har q an d ay  p b o 'lak lash  uchun  har bir [x,. xtt, ] 

o ra liqda funksiyan ing  tebranish i
W 8N1k - m k < - —  b -a

b o 'lad i. U nda

- int {s b(P )}~ S up {Sa ( P )} ^  S J e ) ~ s J P ) = - ^  (M k _ m k)A xk <
k =0 k = 0 k -0

r——Y, = ----- (b-a)=sb -a ¡^  b —a '
Dem ak, [a ,b ] oraliqni d iam etri < 8  b o 'lg an  h a r qan d ay

b o 'lak la sh  o lin g an d a  ham  bu  b o ’lak lash g a  m os aABb egri chiziqli
trap esiy an in q  ich ig a  ch izilgan ham da b u  trapesiyani o 'z  ich iga
oigan k o 'p b u rc h a k  yuzlari u ch u n  har doim

0 < ml {SE(P )} -S U P {SA(P)} <  e

tengsiz lik  o 'rin li bo 'ladi. B undan  esa
“> « ■ & № ■ % & (/’)} (10.10)

ten g lik  kelib  chiqadi.
(10.10) ten g lik  aA B b egri chiziq li trape tsiyan ing  yuzaga 

ega b o ’lish in i bild iradi.
Endi y u q o rid a  o ’rgan ilgan  sA(p), sB(p) y ig 'ind ila rn i D arbu 

y ig 'in d ila ri (9 —b o b d ag i 5 —ta 'r ifg a  qarang) b ilan  taqqoslab , SA(P ) 

h am d a s„(P) y ig ’indilar f(x)  funsk iyan ing  [a .b ] ora liq d a  m os 
rav ishda D arbuning  quyi h am d a y u q o n  y ig 'ind ilari ekan in i 
topam iz. S h u n in g  u ch u n  (9 —b o bdag i 6 —ta 'rifga  asosan) ushbu

Sup{SA(P)}. inf{SB(P)} 

m iq d o r la r  f(x) fu nksiyan ing  quyi h am d a yuqori in teg ra llari 
bo 'lad i:

h *
Sup{SA(P )} =  J f ( \ ) d x .  in f{S B(P )} =  J f ( x ) d x

ä a
Y uqorida isb o tlan g an  (10.10) m u n o sab a tg a  k o ’ra
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I t'(x)dx = J t(\)dx
5 a

ten g lik  o 'rin li ek an i ko 'rin ad i. Demak,
t.

b  b

______________________I f(x)dx = I f(x)dx= [f(x)dx_____ _______________
a  5 a

Dem ak, aA Bb eg ri chiziqli trap e tsiy an m g  y u z i  

Q  =  | l ( x ) d x  (10.11)
a

b o 'lad i.
1 0 .4 -m iso l. Q uyidag i

у = о, у  = ^ x \  N = 1, X = i

chiziq lar b ilan  ch eg ara lan g an  sh ak ln ing  yuzini toping. ( 41-
c h i  zma)

< (10.11) fo rm uladan  foydalanib, topam iz:

x 2dc = - x 3 
2 6

2 7 _ i = 13 
T  6 _  3

A gar te k is lik d a  (Q ) shakl quy idag i
y  =  f , ( x ) ,  y = f 2(x), X = a, X = b

chiziq lar b ilan  ch eq ara lan g an  shaklni ifodalasa (42 — 
ch iz m a )(b u n d a  /,(*) va / 2(х ) funksiyalar [a ,b ] o ra liqda uzluksiz 
b o ’lib, b u  o ra liq d a  / 1(х)>0, / 2(х) > 0. /¡(x) > / г(х) ) u  h o ld a  bu
shak ln ing  y u z i u c h u n  u sh b u

Q  =  J f , ( x ) d x  -  j f 2(x )d x  =  I  [ f , ( x ) -  f 2(x  )]dx ( 10. 12)

form ula o 'rin li b o 'lad i.
>■

2? A
41 — c h i  zm a. 42-chizma. 4 3 - c h i z m a .

10.5—m isol. U shbu  f  (x) = ̂ 2px, / 2(x) = -^-*2 (p > 0) ch iziq lar b ilan
2 P
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ch eg ara lan g an  shakln ing  yuzin toping. (43— chizma)

Izlangan yuz y = Jïpx va > = - L . r 2( ^ > 0) parabolalar bilan
2  p

chegara langan . Shu parabo lalar (0, 0) va (2/). 2p) n u q ta lard a  

kesishad i. D em ak  izlangan yuza x=0,x = 2p va y=yjïpx, >, = _Lr 2

chiziq lar b ilan  chegara langan  shak ln ing  yuzi. Shuning  u ch u n  
(10.12) form uladan  foydalanib topam iz:

1 -e s la tm a .  Y uqoridagi (10,12 ) form ula [a .i .]  oraliqda f { x ) > 0  

b o 'lq an d a  aABb  egri chiziqli trap e tsiy an in q  yuzini ifodalashini 
ko  rd ik . A gar f ( x )  funksiya ¡a.b] orliqda uzluksiz bo'lib, unda 
ishora saqlam asa, (10,11) form uladagi in tegral egri chiziqli 
trap e tsiy a la r yuzlarin ing  y ig 'ind isi ibo ra t bo 'ladi. B unda ox  
o 'q in in q  y uqoridag i yuz m usbat ishora bo 'lsa, OX  o 'q in ing  
pastidag i yuz esa m anfiy ishora bilan olinadi.

2 -e s Ia tm a . T ek is shak ln ing  yuzini quy idag icha ham  ta 'riflash  
inum kin. lek is lik d a  (O) shakl berilgan  (3 9 —chizm aga qarang). 
{/?„} shu shakl ich iga ch izilgan k o 'p b u rch ak la r ketm a —ketligi. 
{,B„} esa O shakli o 'z  ich iga  o igan  k o 'p b u rch ak la r ketm a — ketli 
bo 'lsin . A„ ham da B„ k o 'p b u rch ak la r yuzlari mos ravishda
va SB" bo 'lib , u la rd an  tuzilgan  ketm a —ketlik la r esa } ham da 

} bo 'lsin . A gar „ -> »  da } h am d a } ketm a —ketlik la r 
chek li Iim itga eg a  bo 'lib , lim  S A =  lim  S B ten g lik  o 'rin li bo 'lsa ,

co n n—>*» n
(g) shakl yuzga ega deyiladi, ushbu

m iqdor Q  shakl yuzi deb  ataladi.
O u tb  k o o rd in a ta  sistem asida ushbu p = p[0){a<9<p) funksiya 

tasv irlagan  ÀB  yoy  ham da OA va OB  rad ius vektorlar b ilan  
ch eg ara lan g an  shakl — egri chiziqli sek to rn i qaraylik. B unda 
p(d) funksiya [a.ß] o ra liqda uzluksiz h am da V 0 <[«./*] uchun  
p ( 9 ) >  0 .

Q -  lim  S A =  lim  S B
y >—X n 1 K  M n

•¿W



4 4 — c h i z m a .
Bu o a b  se k to r y u zg a  e g a  b o 'lib , u n in g  yuzi

Q  =  ±  [ p 2<0) d£>

bo 'lad i.
1 0 .6 -m iso l. U shbu

p  =  p(Q)  =  a (1 -  co s  6 ) ( a  =  cons*, 0 <  9  < 2 x)

funksiya  grafig i b ilan  c b e g a ra la n g a n  sh ak ln in g  yuzin i top ing .
■4 Bu fun k siy a  k a rd io d a n i ifodalaydi. M a ’lu m k i , k a rd io d a  

— rad iu si a g a  ten g  b o 'Ig an  ay lan an in g  shu  rad iusli ik k in ch i 
q o 'z g 'a lm a s  ay lan a  b o ’y lab  h a ra k a tg a  (s irg 'an m asd an  
yum alash i) n a tija s id a  b irin ch i ay lan a  ix tiyoriy  n u q tas in in g  
ch izg an  ch iz ig 'id ir. (44 —chizm a).

K a rd io id a  q u tb  o 'q ig a  n is b a ta n  s im m e tr ik  b o 'lg a n i  
sa b a b li y u q o r i  y a r im  te k is l ik d a g i  s h a k ln in g  y u z in i to p ib , 
s o 'n g ra  u n i  ik k ig a  k o 'p a y tir s a k , iz la n a y o tg a n  y u z  k e lib  
c h iq a d i.

6 o 'zg a ru v ch i [o,#] o ra liq d a  o ’zg a rg an d a  p rad iu s  — v ek to r 
k a rd io id a n in g  y u q o ri yarim  tek is lik d ag i q ism in i chizadi. 
S h u n in g  u c h u n

0  =  2 - -  [ p 2(6rl<t0 =  f tr ’ d - c o s 9 ) 2 d 9  = a 2 1 — 2 cos<5' i * -co s2 #
? J J <TL2 2

d e  =
’ o

= a 21 — # -2 s in #  +  — •—s in  2#
j_2 2 2

3 ?
D e m a k ,  Q = - x a i  ►2

3~§ Aylanm a sirtn ing yuzi va uning aniq in tegral orqali
ifodalanishi

f i x )  fun k siy a  [ a , b ]  o ra liq d a  uzluksiz bo 'lib , V x e [ a , 6]  u ch u n  
/(* )> 0  b o 'ls in . Shu fu n k siy a  g ra fig in in ing  A(a , /(a)) va B ( b , f ( b ) )  

n u q ta la r  o rq a s id a g i b o 'lag in i AB  yo y  deb  yuritam iz. Shu  a b

29Z



yoyni ü.Y o 'q i atrofida ay lan tirishdan  hosil b o ’lgan  sirt aylanm a 
sirt deb a talad i. (45 — chizma).

45 — c h iz m a .
Bu sirtn ing  yuzini aniqlab, un ing  an iq  in tég ra l o rqali 
ifodalan ish in i ko 'rsa tam iz. [a, h] oraliqni ixtiyoriy

^  .......... *„} ( a  =  x 0 < x ,  < x n = b )

b o 'lak lash n i olaylik. P  b o 'Iak lash n in g  har bir xk (k  =  0 ,1 ,....,« ) 

b o 'luvch i n u q ta la ri orqali OY  o 'q ig a  parallel to ’g 'ri ch iziq lar 
o 'tkazib , u la rn in g  AB  yoyi b ilan  kesishgan  n u k ta la rn in g
Ak(xk-f(.xk)) b ilan  belgilaylik . Bu Ak (xk , f ( x k ))

(k =  0, L . A0 =  A,  A„ =  B)  nuq ta larn i o 'zaro  to 'g 'r i  chiziq kesm alari 
b ilan  b irlash tirib , A B  yoyiga T} sin iq  ch iziq  chizamiz.

A B  yoy in in g  O X  o 'q i a trofida ay lantirish  b ilan  b irga  siniq 
chiziqni ham  shu  o 'q  atrofida aylantiram iz. N atijada kesik  k o nus 
sirtlardan  tashk il to p g an  sirt hosil b o 'lad i. Bu sirtn ing yuzi u shbu

k=0 ^

=  2 *  X / ( ^ ) + / ( ^ y (^ „ - x t )2 + [ / ( x K 1) - / f e ) ] ; (10 ,13)
£=0

form ula b ilan  ifodalanadi.
P b o 'Iak lash n in g  diam etri -î.p - > 0  da AB  yoyiga ch izilgan  Z

siniq chiziq p erem etri L (shu b o b n in g  1 — §  d a  k o 'rsa tilg an ig a  
k o 'ra  ) AB  yoyi uzun lig iga  intiladi.
Buni e 'tib o rg a  olib, Ap ->0 d a  L sin iq  chiziqni OX o ’qi atrofida 
ay lan tirishdan  hosil b o 'lg an  (kesik ko n u s sirtlaridan  tashkil 
topgan) sirtn in g  yuzi q n ing  lim itin i biz izlayotgan ay lanm a 
sirtn ing  yuzi d eb  qarash  tabiiy.

Endi ay lanm a sirt yuzining an iq  in tég ra l orqali ifodalash  
m aqsad ida qara lay o tg an  f ( x )  funksiyani [a, 6] o ra liqda uzluksiz 
f \ x )  hosilaga eg a  b o ’lsin deb qaraym iz. A w a l f ( x )  funksiya [a, ¿]



o ra liqda uzluksiz b o 'lg an i u ch u n  | o r a l i q d a  ham  uzluksiz  
bo 'iib , u n d a  sh u n d ay  4k n u q ta  topiladiki.

ten g lik  o 'rin li b o 'lad i Bu bir tom ondan . Bckinchi tom ondan , 
Lagranj teo rem asig a  k o 'ra  [xk , xk+x) o ra liqda shunday  r^n u q ta
to p i l a d i k i ,

f(.xk) = f'(Tk)(xk + l -  xk), Zk s\xk,xk+X\
teng lik  ham  o 'rin li b o ’ladi. N a tijad a  (10,13) m unosabat ushbu

q =  2 )r  1 / ( 4 )  \ ( * k - \ - x k )2 +  f ' 2 ('k)(~xk + 1 - x fc)2 =  
k=0

= nY f i 4 k  > V1 ±  f ' 2 ( * k ) t e k (A r*  = x k+ x- x k )
k =0

k o 'r in ish n i oladi.
Bu ho lda ham  y u g o n d ag i y ig 'in d i

/ ( x )v l  + / ,2W
funksiyan ing  in tegra l yig ind isin i eslatadi. Farqi, % e ]
ix tiyoriy  n u q ta  b o 'lq an  holda, va ik lar shu [x̂ .,x k _ ] ] o ra liqdagi 
tay in  nuq ta larlig id ir.

M odom iki,
f (x ) y j \  +  / ' 2 ( x )

funksiya  [a, b\ da uzluksiz, b inobarin  in tegralanuvchi ekan,
- _̂____ s ____

lim  Y  E / ( % ) ’/ 1 +  / ,I('7») ‘A *  “ / / t o  V l +  f ' \ x ) d x
-W* '~v f-o o

bo 'lad i.
D em ak, ay lanm a sirtn ing  yuzi

b ___________ _
Q = 2 x f f ( x )  Vl +  f ' l ( x ) dx  (10,14)

a
bo 'lad i.

1 0 .7 -m iso l. [0,a] (a> 0) o ra liqda

z a n j i r  c h iz i q n i  OX o 'q i  a t r o f id a  a y l a n t i r i s h d a n  h o s i l  b o ' l g a n  
a y l a n m a  s i r t n i n g  v u z in i  to p in g .

-« A w a lo  (1 0 .1 5 ) f u n k s iy a n in g  h o s i l a s i n i  h is o b la y m iz :
i f  i

/'(*) = d  e °~e ‘
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So'ngra, (10,14) fo rm uladan  foydalanib, izlanayotgan  ay lanm a 
sirtn ing  yuzini topam iz:

£ ?  =  2î r | ^ | e *  + < •  a  | - «  0 J  =  e °  +e *  J  dx =

a
_ /T(3 f

? J
-  2 +  &

2 S - ( -» +. - +4j

4~ § . O 'zgaruvchi k uchn ing  bajargan ish i va uning aniq  
intégral orqali ifodalanish i

F a r a z  q i la y l ik ,  b i r o r  j i s m  OX o 'q i  b o ’y la b  F k u c h  t a ’s ir i  o s t id a  
h a r a k a t  q i l a y o t g a n  b o 'l s in .  B u n d a  F  k u c h  j i s m n in g  o x o 'q i d a g i  
h o l a t i g a  b o g ’lig , y a ’n i  F = F(x)  v a  u n i n g  y o ’n a l i s h i  h a r a k a t  
y o 'n a l i s h i  b i l a n  u s t m a  — u s t  t u s h s in ,  d e y l ik .  B u  k u c h  t a ’s i r id a  
j i s m n i  a n u g t a d a n  b n u q t a g a  o ' t k a z i s h  u c h u n  b a j a r i l g a n  i s h n i  
t o p i s h  m a s a la s i  y u z a g a  k e la d i .  M a 'l u m k i  F  = Fjx)  k u c h  [a,A] 
o r a l i g d a  F(x) = c = const b o ' l s a ,  j i s m n i  a n u q t a d a n  b n u q t a g a  
o ' t k a z i s h  u c h u n  b a j a r i l g a n  i s h  A = C (b -a )  A n n u la  b i l a n  
i f o d a la n a d i .

F(x) k u c h  [a,b] o r a l i g d a  * o 'z g a r u v c h i n i n g  ix t iy o r iy  u z lu k s iz  
i u n k s i y a s i  b o 'l s i n .  U  h o l d a  [a,£] o r a l i g n i  i x t iy o r iy

P = k* ’xv  >*„} (<* = *„ < * i <xn =b)
b o 'l a k l a s h n i  o lib , b u  b o ' l a k l a s h n i n g  h a r  b i r  [xir,xi+1] (A = 0,1,. ...,» - l)
o r l i g ' i d a  ix t i y o r iy  & (&  <a{xk,xk+l],k = o x  n - 1) n u q t a  o la m iz .

A g a r  h a r  b i r  [xk,xk+]\,k=ti,\....,n-\) o r a l i q d a  j i s m g a  t a ’s i r  
e t a y o t g a n  F(x) k u c h n i  o 'z g a r m a s  v a  F(Çk) g a  t e n g  d e b  o ls a k , u  

h o l d a  [xk,xk+l\ o r a l i g ’i d a  b a j a r i l g a n  i s h  t a x m in a n  F (&  )•(***-**) 
f o r m u la  b i l a n ,  [a,b] o r a l i q d a  b a j a r i l g a n  i s h  e s a ,  t a x m in a n

a ~ Y  ) ( * * * - * , )  =  )A it  (10,16)
^0 *=0

f o r m u la  b i l a n  i f o d a la n a d i .
F  = F(x) k u c h  t a 's i r i d a  j i s m n i  a n u q t a d a n  b n u q t a g a  o 't k a z i s h  
u c h u n  b a j a r i l g a n  i s h n i  i f o d a lo v c h i  (10 . 16) f o r m u la  ta q r ib id i r .

n-i
R a v s h a n k i ,  Y.F{Çk )àxk y i g ' i n d i n i  F  = F(x) f u n k s iy a g a  b o g 'l i q

k=o
b o ’l i s h i  b i l a n  b i r g a  u  [a,b] o r a l iq n i  b o ’l a k l a s h g a  h a m d a  h a r  b i r  
\xk , x k+\ \  o r a l iq d a  o l i n g a n  fJk n u q t a l a r g a  b o g 'h q .

u
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E n d i  P b o ' l a k l a s h m n g  d i a m e t r i  n o lg a  i n t i l a  b o r s in .  U  

h o l d a  y u q o r i d a g i  y i g ' i n d i n i n q  q iy m a t i  b i z  í z l a y o tg a n  is h
m i q d o r i n i  t o b o r a  a n i q r o g  i f o d a la y d i .  D e m a k ,  /¡.¿,->0 d a

y u q o r i d a g i  y i g i n d i n i n g  c h e k l i  l im i t in i  b a j a r i l g a n  is h  d e o  a y t i s h  

ta b i iy d i r .
— 1 (10  If ii v m 'i n d i  [a,b] o r a l iq m  b o ’l a k l a s h  u s u l ig a

h a m d a  gk n u q t a n i  t a n i a b  o l i s h q a  b o g ' l i q  b o ’l m a g a n  h o ld a  c h e k l i  
A s o n g a  in t i l s a ,  b u  A s o n  o ’z g a r u v c h i  F(x) k u c h n i n g
* [a ,¿> ]o ra liq d ag i b a j a r g a n  is h i  d e b  a ta l a d i .  D e m a k  ,

n - \  . , ..
A =  lim Y , F ^ k )Áxk 

¿„->0 lc=0
Y u q o r id a g i  (1 0 ,1 6 ) y i g ' i n d i  F(x) f u n k s iy a n in g  fa,b] o r a l i q d a g i
i n t e g r a l  y i q ’in d i s i  e k a n i n i  p a y q a s h  q iy in  e m a s .  Q a r a l a y o t g a n  
F(x) f u n k s iy a  Ia.b] o r a l i q d a  u z lu k s i z  b o ’lg a n i  u c h u n  u  s h u  
o r a l i q d a  i n t e g r a l l a n u v c h i  b o 'l a d i .  D e m a k ,

lim  " y F (£ k ) Axk =  I F(x)dx
yip —»0 ¡C—0 a

S h u n d a y  q i l ib ,  o 'z g a r u v c h i  F(x) k u c h n i n g  [a.b] o r a l i q d a g i  

b a j a r g a n  i s h i

A  =  f  F(x)dx  
a

f o r m u la  b i l a n  i f o d a la n a d i .
1 0 . 8 - m i s o l .  V in t s im o n  p r u j in a n i n g  b i r  u c h i  

m u s t a h k a m l a n g a n ,  i k k i n c h i  u c h i g a  e s a  F = F(x) k u c h  t a 's i r  e t ib ,

4 6  — c h i z m a .
A g a r  p r u j i n a n i n g  q is i l i s h i  u n g a  t a 's i r  e t a y o t g a n  F ( x )  k u c h g a  
p r o p o r s i o n a l  b o 'l s a ,  p r u j in a n i  a  b i r l i k k a  q i s i s h  u c h u n  F ( x)  

k u c h n i n g  b a j a r i l g a n  i s h in i  t o p i n g .
< A g a r  F ( x )  k u c h  t a 's i r i d a  p r u j in a n i n g  q i s i l i s h  m i q d o r i n i  x 

o r q a l i  b e lq i l a s a k ,  u  h o l d a
F(x)=kx
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b o ’ladi, b u n d a  k — proporsionallik koeffitsienti (qisilish 
koeffitsienti). Y uqoridagi form uladan foydalanib bajarilgan ishn i 
hisoblaym iz:

her ^

5 -§ .  In c rs iy a  m om enti

M exanikada inersiya momenti tushunchasi m uhim b o ’lib, u 
masalaJar yechishda ko p qo llaniladi. Tekislikda m massaga ega 
bo 'lgan  A m oddiy  nngta berilgan bo 'lib , bu nuqtadan biror f 
o 'qqaclia (yoki 0 nuqtagacha) bo 'lgan  masofa /■ ga teng bo 'lsin .

M a'lum ki, u shbu  J = mr2 m iqdor A m oddiy  n uq tan ing  f o 'q n i 
(0 nuqtaga) n isbatan  inersiya mom enti deb ataladi.

M asalan, tek islikdag i m m assaga ega b o 'lgan  A=A(.r, v) m oddiy  
n u q tan in g  koord inata o 'q lariga  ham da koordinata boshiga 
n isbatan inersiya m om ent lari mos ravishda

Jx -  mx~> Jy = my1, -h -  + y~ )
form ulalar b ilan  ifodalanadi.

Endi tek islikda har biri mos ravishda  mn | m assaga eg a
bo 'lgan  Aq,A\, -1„_| m oddiy  nuqtalar sistemasi berilgan bo 'lsin .
Bu sistem anlng  biror t o ’qqa (0 nuq taga ) nisbatan inersiya 
m om ent har bir nu q tan in g  shu ( o 'q g a  (0 nuqtaga) n isbatan

inersiya m om entlari y ig 'in d is i J„ = " t m kr? sifatida ta’riflanadi,

bunda rk m iq d o rAk nuq tadan  c o 'q q ach a  (0 nuqtagacha) b o 'lg an  
masofa.

Masalan, tekislikda har biri mos ravishda m0 , mh . ,mn , m assaga
ega b o 'lg an  /)0(.v0,v0), .....*»-]{xn-],yn-\)m odd iy  nu q ta lar
sistem asin ing  koordinata o 'q lariga ham da koordinata boshiga 
nisbatan inersiya m om entlari m os ravishda

A ' 0 = I J (y ] = I mky ] ,  J Ï n) = I n ,k ( x l+ y ] )
k=0 4=0 A=0

formula bilan ifodalanadi.
Biror y = f(x) eg ri chiziq yoyi bo 'y icha m assa tarqatilgan  

bo 'lsin . Bu m assala egri chiziq  yoy in inq  koordinata o 'q la ri ham da 
koordinata boshiga n isbatan inersiya m om entini
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aniqlaym iz.
f ( x )  fu x ik s iy a  [ a , b ]  o r a l i q d a  u z lu k s i z  h a m d a  u z lu k s i z  f ' ( x )  

h o s i l a g a  e g a  b o 'l s i n .  B u  f u n k s i y a  g r a f ig i  AB y o y in i  t a s v i r l a s in ,  
d e y l ik .  AB y o y i  b o 'y i c h a  z i c h l i g i  o 'z g a r m a s  v a  1 g a  t e n g  b o ' l g a n  
m a s s a  t a r q a t i l g a n ,  R a v s h a n k i ,  b u  h o l d a  m a s s a  y o y  u z u n l i g i g a  
t e n g  v a  (1 0 ,1 )  f o r m u l a g a  k o ' r a
--------------------------------------------- k ! ~ -_____________________________

m = J'-y/i + f ' 2{x)dx

b o 'l a d i .
[a, b] o r a l i q n i  i x t i y o r iy

=   >*„} (û  =  <  x ,  <x „  = b )

b o ' l a k l a s h n i  o la y l ik .  B u  b o ' l a k l a s h  AB y o y n i  Ak (xk , f ( x k)) 
(k = 0 ,1 ,...,« -1.A0 = a ,An_i = B) n u q t a l a r  b i l a n  n t a  AkAk+] b o ' l a k k a  

a j r a ta d i .  B u n d a  Ak Ak+1 b o ' l a k n i n g  m a s s a s i  (1 0 ,1 )  f o r m u l a g a  k o 'r a  
t o p i la d i :

mk — |y / l  + f ' 1 (x)dx (k = 0 ,1 ,2 ,...,«-I)

O 'r t a  q i y m a t  h a q i d a g i  t e o r e m a g a  a s o s a n  s h u n d a y  
ck (gk n u q t a  t o p i l a d i k i ,

xt , i
mk =  J  V 1 +  f ' 1 (x)dx  =  +  A xt

**
b o 'l a d i ,  b u n d a  /sxk = xk + i - x k .

Y u q o r i d a g i  m u n o s a b a t l a r g a  m u v o f iq  (£* /(£*)) (* = 0 J  « —t)
m o d d i y  n u q t a n i n q  k o o r d i n a t a  o 'q l a r i g a  h a m d a  k o o r d m a t a  
b o s h i g a  n i s b a t a n  i n e r s i y a  m o m e n t l a r i  m o s  r a v i s h d a

Jl, =^V1 + /'H i<)Ax1,

j ' i  -  / :(* V»,- -  >Vi + / ' , (f*)A»*.

■t. = ( £ + / 2 li* »». = «? + f  <#* ))n/i+/'!(* )Ax1 .
f o r m u la  b i l a n ,  (#0 , /(£ „ )) , ( i ,  , / ( # ,  )),......( i„ _ ,, /( ? „ _ ,) )  m o d d i y  n u q t a l a r
s i s t e m a s i n i n g  i n e r s i y a  m o m e n t l a r i  e s a  m o s  r a v i s h d a

<=<1

■ C ’ =  I / 2&  )V Î  + / ' 2l Î t ) A * t . .  (10,17)i=0

J ir  = £ ( t f  + / * &  )Vl + / ' J( f1)Art ,
k=Ù

f o r m u l a l a r  b i l a n  i f o d a l a n a d i .
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Endi P b o 'lak lash n in g  diam etri xf , nolga in tila  borsin. U nda 
har b ir AkAk^  yoyn ing  uzunlig i ham  no lga in tila  borib, Ah.Ak+\ 
yoyi esa n u q ta g a  aylana boradi. Bu ho i tab iiy  ravishda Xa o da

(10,17) fo rm ulalar b ilan  ifodalangan  y ig 'in d ila rn in g
limitTni m assag a  eg a  b o 'lg an  m oddiy  egri chiziq yoy in ing  
ko o rd in a ta  o 'q la ri ham da k o o rd in a ta  bosh iga n isbatan  inersiya 
m om enti deb  q arash g a  olib keladi.

Xp -» 0 d a  y ig 'in d ila rn in g  lim iti m oddiy  egri chiziq
yoy in ing  k o o rd in a ta  o 'q la rig a  h am da koord inata  bosh iga 
n isbatan  inersiya  m om enti deb a ta lad i va u lar m os rav ishda 
Jx, J y , J 0 k ab i belg ilanad i.

Dem ak,

J ,  =  lim  y «  =  lim §  £  V l 7 7 X ) A r t ,
"Who

J f _= lim  J ”  =  lim  V / z( 4 ) >/ l  +  / ' 2( 4 ) A r t ,
f k=0

Jo =  Bm •/<"> = lim = £ ( £  +  / : ( i t ) )%/l +  / ' 2(^ )A x ,

(10.17) m u n o sab atd ag i y ig 'n d ila rn i (a, ¿>] ora liqda m os rav ishda 
quyidagi

. r \ / l  + / ' 2(x), f 1(x)yll + f ' \ x ) ,  (x 2 + / 2(x)W l + / ' 2W

funksiyalarn ing  in teg ra l y ig ’indilari ekan lig in i p ay q ash  q iyin  
em as. S hartga  k o ’ra  /(x) funksiya  [a,6] da uzluksiz h am d a 
uzluksiz / '( x) hosilaga ega. S hun ing  u c h u n  y u q o rid ag i
funksiyalar [a , A] da in tegra llanuvch i. Dem ak,

lim l ‘ d  v 'l + / ' 2 (ife)A xfe =  I * 2 v/l + / ,2 W

lim " ¿ ' / 2 ( 4 )\/l + / ' 2 (<f* )Axi = ]  f 2(x)J\  + f ' 2(x) dx,
¿p - * ° k = 0 a

lim " s  ( d  + f 2 (Sk )){l + f 2(5k ) t a k = J (* 2 + / 2 (X))j l  + f ' 2(x)dx.
Ap - > c £ = 0  a

N atijada ushbu
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J v = í / 2(-Ov! 1 + / ' 2(*)Л ,

,fQ -=](>-2 + /-2ЛхУК'1+ f ' 2 (.x)dx_____________________________
а

Mashqlar

1 0 .9 .  U shbu  ^

parab o lan in g  (0,0) va (x,y) nuq ta lari orasidag i yoyin ing  uzunlig i
V r-,  Г P,  y + s l y *  + P 2— —

na te n a  b o 'lish i isbotlansin .
1 0 . 1 0 .  P aram etrik  k o 'r in ish d a  (*=#*/)> y= w )\  i e[a,ß\ ) b en lg an

eqri chiziq y o y in in g  uzunligi
ß  Ö---¿  = \y¡<p'2{t) + <p'~(t) di
a

bo 'lish i isbo tlansin .
1 0 . 1 1 .  U shbu

—  - ^ -  =  1, x  =  c  ( c >  a)
cp. 2

chiziqlar bilan chegaralangan shaklning yuzi topilsm.
1 0 . 1 2 .  R adiusi r b o ’lg an  (r>0) shar s irtin ing  yuzi topusm .

ío r m u la la r g a  е д а  b o  lam iz .

¿oo



Biz m azkur bobda, sonli qato rlam i, u larn inq  yaqinlashishi, 
uzoqlashishi, yaqin lash ish  a lom atlari ham da yaq in lashuvch i 
q a to rla rn in g  xossalarini o 'rganam iz.

l - § .  A sosiy  tu s h u n c h a la r

U sh b u

 ( I l l )
h aq iq iy  son lar ketm a —ketlig i b e rilg an  bo 'lsin .

1 - ta 'r if .  Q uyidagi
a\ + a2+a-} + ...+ a„ + ... (11.2)

lfoda q a to r  (so n li q a to r j  deb a talad i. Uni kabi belg ilanad i
n-\

CO

Y .a n ~ a \ + ° 2  + a3 +  • + a n +  •••/2=1
( H I )  k e tm a —k etlikn ing  al,a2,a3,...,a„,... e lem entlari q a to m in g  
had lari deyiladi, u„ esa q a to rn in g  um um iy ( л —chi) hadi 
deyiladi. (11.2) q a to rn ing  h ad la rid an  quy idag i

A  =
A2 = a , + a 2 

A,  =  a ,  +  a2 + a,

XI BOB

S o n l i  q a t o r l a r

A H= a t +  a2 +  . . .+  a„

y ig 'm d ila rn i tuzam iz. U lar q a to rn in g  q ism iy  y ig 'ind ila ri deyiladi.
Dem ak, (11.2) q a to r b erilgan  h o ld a  har doim b u  q a to rn in g  

qism iy y ig 'in d ila rid an  iborat u sh b u  A„:

А) ,А2 , Аз , —,А„, . . .  

sonlar k e tm a —ketlig in i hosil q ilish  m um kin.
2 ~ ta 'rif . A gar n-> x  d a  (11.2) q a to m in g  qism iy 

y ig ’ind ila ridan  iborat A„ k etm a —k etlik  chekli lim itga ega, y a ’ni
lim  A„ = A (A 6  R)

«—>00
b o ’lsa, q a to r  y a q in la s h u v c h i  deyiladi.

Bu lim itn ing  qiym ati A son (11.2) q a to rn ing  y ig 'ind isi

¿«1



A =  a x +  ¿z, + . . .+  <•/, + . . .  =  '*y',ar.
n- 1

3 —ta 'r i f .  A g a r  *-► «> d a  (11 .2 ) q a t o r n i n g  q is m iy  
y i g ' i n d i l a r i d a  i b o r a t ^ ,  k e t m a  -  k e t l i k n i n g  l im i t i  c h e k s i z  b o ' l s a  
y o k i  b u  l im i t  m a v ju d  b o ' l m a i a  u  h o l d a  (1 1 .2) q a to r  
u z o q la s h u v c h i  d e y i l a d i .  M a s a la n :

1) U s h b u

1 + — + - i -  + ..+ —^— + .
1 -2  2 - 3  ( n - l ) n

q a t o r  y a q i n l a s h u v c h i ,  c h u n k i

M.fi n-..

d e y i la d i  v a  q u y id a g ic h a  y o z ila d i:

1 -2  2 - 3  (n - l ) n  I  2 )  V2 3 )  U - l  »

lim A„ = 2 ,
«->oo

2) Q u y i d a g i
1 + 2 +  3 +  ...+  77+---

q a t o r  u z o q la s h u v c h i ,  c h u n k i
« («  + 1)

An = 1  +  2  +  3 +  ... +  »  =  — - —

b o 'l i b ,
lim A„  =  °o

3) Q u y i d a g i
1-1 + 1-1 + .... 

q a t o r  h a m  u z o q la s h u v c h i ,  c h u n k i
[0. agar n juft son bo'lsa

AK 1 ! +  ...+  ( 1) so n  bo 'lsa

b o 'l i b ,  A„  k e t m a  - k e t l i k  l i m i tg a  e g a  e m a s .

11.1 m isol. G e o m e t r i k  p r o g r e s s i y a  a,aq, . . . , aq” ' 1,.. h a d l a r i d a n  

t u z i l g a n
a  +  aq +  a q 2 +  . . . ,+aqn 1 +•■ 

q a t o r n i  y a q i n l a s h u v c h i l i k k a  t e k s h i r i l s i n .  O d a t d a  b u  q a t o r  

g e o m e t r i k  q a t o r  d e y i l a d i .
< R a v s h a n k i ,

0 n — 1 ^ / _ t  1 \
An =  a  +  aq  +  aq +. . . ,+aq  =  ——  W  *  *’1 c/

A g a r  )qr] < l b o ' l s a



lim  A n = a 
n >/• \ - q

b o 'la d i. D em ak , b u  h o ld a  g e o m e tr ik  q a to r  y a q in la sh u v c h i v a

u n in g  y iq 'in d is i  — s o n g a  te n g .
\ - q

A g ar q > 1 b o 'lsa , lim . l„ = °c b o 'lib , q a to r  u z o q la sh u v c h i
Ot:

b o 'la d i.
A g a r  q= I b o 'lsa , n->x d a  A„=na-+x b o 'l ib , q a to r  

u z o q la sh u v c h i, g < -1 b o 'lg a n d a  e sa  A„ k e tm a  — k e tlik  Iim itg a  e g a  
eraas. D em ak , b u  h o ld a  h am  q a to r  u z o q la sh u v c h i b o ’lad i.

S h u n d a y  qilib , g e o m e tr ik  q a to r  jg |< l b o 'lg a n d a  
y a q in la sh u v c h i, |<?|>1 va 'q = ±\ b o 'lg a n d a  u z o q la sh u v c h i b o 'la d i. 
►

11.2—m iso l. Q u y id a g i

1+ 1 + -  + ...+ —+... (11.3)
2 3 «

q a to rn i u zo q la sh u v c h i b o 'lis h i k o 'rsa tils in  Bu q a to r  g a rm o n ik
q a to r  d eb  a ta la d i.

< (11.2) q a to rn in g  b ir in c h i 2k ta  (keN) h a d id a n  tu z ilg a n
, 1 1 1  l l

A 1 k  = 1 +  T + o  +  "7 +  - + _ i ~ i -------- +  " 72 3 4 2 +1 2
q ism iy  y ig 'in d is in i  olib, u n i q u y id a g ic h a  y oz ib  olam iz.

. f. f l  l H l  1 l , n  f l  l
^ 2k ~  ^ --H  *-------------  *------ *----------* P i  *-K . . H  + . . . +\ 27 U  41 I s  6 7 HJ ^9 10 16J

1 1
- +  . . .+ -

2K‘ + 1 2*~‘ + 2 2
E n d i u sh b u

1 1 1 1 1
3 4  4 4 2
1 1 1 1 1 1 1 1 , 1 1-  + - + —+ - > -  + -  + -  + -  = 4-- = — . 
5 6 7 8 X 8 8 8  8 2
1 1 1  1 1 1
— +  ...H------^ ------t-...H-----— 8 ----------—
9 16 16 16 16 2

1 1 1 1 1  1 1 1
-------------- 1----------------- H ...+  —  > —  + ------ K...H------- = 2   =  —
2*-l+i 2*-1+2 2k 2k 2k 2k 2k 2

te n g s iz lik la rn i e 't ib o rg a  olsak , u n d a

Ajk > !+ £ --
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tp n g s i z l i k n i n g  o 'r i n l i  b o 'l i s h i  k e l ib  c h iq a d i .  R a v s h a n k i .  A lk  

k p tm a  — k e t l i k  o 's u v c h i  v a  inn A2k = *  S h u n d a y  q i l ib ,  g a r m o n ikn
q a to r  u z o q la s h u v c h i .  ►

1 1 .3  m is o l .  U s h b u

2 3 4  n
q a to r n i y a q in la s h u v c h i l ig i ,  y ig ' in d is i  in 2 g a  t e n g l ig i  k o 'r s a t ils in .

< B u q a to r n in q  q is m iy  y ig ' in d is in i  y o z a m iz .

A  = i - - + - - - + . . . + ( - i ) "  -
2 3 4 n

M a 'lu m k i,

. . .  ! í 2  i 3  x4 ,  . . n * ” —
ln(l +  x)= x -  —  + ----------------+  ... +  ( - 1 )  — + r „ ( i

2 3 4 n
b u n d a  o < x < i u c h u n

rnWj- —“
« ■ + 1

t e n g s iz l ik  o ’r in li (6 b o b , 7  — § n in g  6 — b a n d id ig a  q a r a n g ) .  
Y u q o r id a g i fo r m u la d a  x = \ d e b  to p a m iz .

In 2 =  A„ +  r„(l)

n a t ija d a  u s h b u

K - 'n 2 |  = K ( l ) | < ^  

t e n q s iz l ik k a  k e la m iz . U n d a
lim An =  In 2.

«- >>30

k e lib  c h iq a d i .  D e m a k . (11 ,4 ) q a to r  y a q in la s h u v c h i v a  u n in g  
y ig ' in d i s i  In 2 g a  t e n g >

A y ta v lik

V  an =  a, +a2 +  . . . +  a n +  . . .

«=1
q a to r  b e r i lg a n  b o ’ls in . B u  q a to r n in g  d a s t la b k i m ta  h a d in i  
t a s h la s h  n a t i ja s id a  h o s i l  b o ’lg a n  u s h b u

< W + 4 . - 2 + -  =  ¿  a ,  ( H - 5 )

q a to r  q a to r n in g  (m — c h i h a d id a n  k e y in q i)  q o ld ig ’i d e y ila d i .



2 - § .  Y a q in la s h u v c h i  q a t o r n i n g  x o s s a la r i  
K o s h i t e o r e r n a s i

1 ° . Y a q in la s h u v c h i  q a to r n in q  x o s s a la r i .  B iror

^ an = <J\ + (/*» + ... + an + ... (11.2)
n=1

q a to r  b p r ilg a n  b o ’ls in . A g a r  q a to r  y a q in la s h n v c h i b o ’lsa , u  
m a 'lu m  x o s s a la r g a  e g a  b o 'la d i.

1 - x o s s a .  A g a r  (11 .2 ) q a to r  y a q in la s h u v c h i b o 'isa . u n in g  
i s ta lg a n  (11 .5 ) q o ld ig ' i  h a m  y a q in la s h u v c h i b o 'la d i  v a  a k s in c h a .

(11 .2 ) q a to r  b e r i lg a n  b o 'ls in . B iror m n a tu r a l s o n i  
ta y in la b , (1 1 .5 )  q a to r n in g  q is m in i  y ig ' in d is in i  Ak b ila n  
b e lg i la y l ik .

^k ~ am+ 1 am+2 am+k
R a v sh a n k i,

A  = = 4 .  + A-m (ji> m)
( 11.6 )

b u n d a  4 >= a l +a, + . + a . b o 'la d i.

(1 1 .2 ) q a to r  y a q in la s h u v c h i b o 'ls in . T a 'r ifg a  k o 'ra  
liin Am+k =A. (A — c h e k l i  so n )

k -->oo

b o 'la d i.  ¿ - + + 0 0  d a  (11 .6 ) t e n g l ik d a  l im i t g a  o 't ib  to p a m iz :
lim Ak = A .-A m

k —>oo
B u  e s a  (1 1 .5 ) q a to r n in q  y a q in la s h u v c h i e k a n in i  b ild ir a d i.

E n d i (1 1 .5 ) q a to r  y a q in la s h u v c h i b o 'l s in .  U  h o ld a  ta 'r ifg a  
k o 'ra .

Hm Ak =  A. ( A — c h e k l i  so n )
k —>co

b o 'la d i.  (1 1 .6 ) t e n g l ik d a  « - > «  d a  l im itg a  o 't sa k , u  h o ld a
lim A„ =  A. +  Am

k
b o 'l is h i  k e lib  c h iq a d i .  Bu e s a  (11 .2 ) q a to r n in q  y a q in la s h u v c h i  
e k a n in i  b ild ir a d i. ►

S h u n d a y  q ilib , q a to r n in g  d a s t la b k i c h e k l i  s o n d a g i  h a d la r in i  
ta s h la b  y u b o r is h  y o k i  q a to r n in g  b o s h ig a  c h e k l i  s o n d a g i  y a n g i  
h a d la r n i q o 's h is h  u n in g  y a q in la s h u v c h id a g i  x a r a k te r g a  ta 's ir  
q ilm a y d i.

1 - n a t i j a .  A g a r  (11 .2 ) q a to r  y a q in la s h u v c h i  b o 'is a , u n in g  
q o ld ig ' i

r m  ~  a m +1 +  a m +1 • • • ' * '  a m+k +  •••■

10 b



m —> og d a  n o lg a  in u la d i.
< H a q iq a ta n  h a m  (11 .2 ) q a to r  y a q in la s h u v c h i b o 'l ib , u n in g  

y iq ' in d is i  A b o ’ls in . u  h o ld a
A = Am + r„.

b o 'lib ,
lim rm = A .-A  =0

m —>co

b o 'la d i .  ►
2 - x o s s a .  A g a r  (11 .2 ) q a to r  y a q in la s h u v c h i b o 'l ib , u n in g  

y ig ' in d is i  A g a  t e n g  b o ' i s a ,  u  h o ld a

Y .can ^cal + ca 2 + ■■■ + ca„ + ... (11.7)
n=\ ^

q a to r  h a m  y a q in la s h u v c h i  v a  u n in q  y ig ' in d is i  cA g a  t e n g  b o ' la d i  
c* 0 — n g a  b o g ' l iq  b o ' lm a g a n  o 'z g a r m a s  so n ) .

<  (1 1 .2 ) q a to r n in g  q is m iy  y ig ' in d is i  Al„  b ila n  b e l g i l a s a l t u  

h o ld a
A\ = cat +cat + ... + car =  c ( a ,  +  a ,  +  . . . +  a „ )  =  c4„

b o 'h b , u n d a n
lim A'n. = cA

w —><»

b o ' l is h i  k e l ib  c h iq a d i.  B u  e s a  (11 .7) q a to r n in q  y a q in la s h u v c h i  
b o ' l is h in i  v a  u n in g  y ig ' in d is i  cA g a  t e n g  e k a n in i  b ild ir a d i. ►

B u  x o s s a  y a q in la s h u v c h i  q a to r la r d a  u sh b u
c ( a ]  +  ¿*2 +  + an + . . . )  =  câ  4- cci2  +  ... + can + . . .

m u n o s a b a tn in g  o 'r in li b o 'l is h in i  lfo d a la y d i .
3 - x o s s a .  A g a r

CO

=fll + a 2 +  —  +  a n  + —»
«=1

CO
y \ b r  =  ¿>i +  ¿2 +  . . . + b n  +  . . .

«=1
q a to r la r  y a q in la s h u v c h i  b o 'l ib , u la r n in g  y ig ' in d is i  m o s  r a v is h d a  
A v a  B g a  t e n g  b o 'isa , u  h o ld a

¿(a„ + 6„)=(ai + *\)+(<,2 + *2)+- +(a. *K)+-•• (118)
n=I

q a to r  h a m  y a q in la s h u v c h i v a  u n in q  y ig ' in d is i  A+B  g a  t e n g  
b o 'la d i.

:■ ■< v a  Y.'°n q a to r la r  y a q in la s h u v c h i .  D e m a k , b u
n=1 n=1

q a to r la r n in g  q is m iy  y ig ' in d i la r i  ( A„ v a  B„ lar) u c h u n  lim An. = A



, liin B„ =B  t e n g l ik la r  o 'r in li (11 .8 ) q a to r m n g  q is m iy  y ig ' in d ila r i
/1

( „ b ila n  b e lg i la b  to p a m iz :
i  , .= (ci| + Aj) + (t/, + / i j) + ... + (i?n + 6̂  ) = ( Oj + a, +. . + a . ) + (bt + bj +.... + />. ) = Ari + Bn. 

B u n d a n
lira Cn = A + B

K e y in g i  t e n g l ik d a n  x o s s a n in g  is b o t i  k e lib  c h iq a d i. ►
CO CO

2 —n a t ija . A g a r  v a  q a to r la r  y a q in la s h u v c h i  b o 'lsa ,
n- 1 / 7 =1

u  h o ld a

+/*„)
»=1

q a to r  h a m  y a q in la s h u v c h i  v a

¿ ( ca, +n>„)i=c'Za*+,'Lb"
n = 1 «=1 ,1 = 1

t e n g l ik  o 'r in li b o ' la d i  (b u n d a  c ,/-w  ga  b o g ' l ik  b o 'lm a g a n  
o 'z g a r m a s  so n la r )

4 - x o s s a .  A g a r  (11 .2) q a to r  y a q in la s h u v c h i  b o 'lsa , b u  
q a to r n in q  u m u m iy  h a d i a„, n->°o d a  n o lg a  in t ila d i.

(11 .2 ) q a to r  y a q in la s h u v c h i  b o 'ls in , y a ’n i lira A„=A  ( A —
n —>oo

c h e k l i  so n ) . A g a r

an ~ n̂ ~
b o 'l is h in i  e 't ib o r g a  o ls a k , u  h o ld a  lim it la r  x o s s a la r ig a  k o 'r a

lim a„= lim (A„ -  An j ) = A -  A = 0
H -» c o  n —><o

b o ’l is h in i to p a m iz . ►
E s la t m a .  Q a t o r n in g  u m u m iy  h a d i «->oo d a  n o lg a

in t i l is h d a n  u n in g  y a q in la s h u v c h i  b o 'l is h i  h a r  d o im  k e lib
c h iq a v e r m a y d i .

co J j
M a s a la n .  G a r m o n ik  q a to r  £  n in g  u m u m iy  h a d i a„ = -

n=1 n  »

b o 'l ib , u  « —> co d a  n o lg a  in t ila d i, a m m o  b u  q a to r  u z o q la s h u v c h i.
Y u q o r id a  k e lt ir i lg a n  4 — x o s s a  q a to r  y a q in la s h is h n in g

za r u r iy  sh a r t in i i f o d a la y d i .
2 ° . K o s h i  t e o r e m a s i .  A y ta y lik ,

co
Z an =al +a2 + -. + a„ +...,

q a to r  b e r ilg a n  b o ’lib,
An — flj + ¿ ¿ 2  + • • • + £ 7 7



u n in g  q is m iy  y ig ' in d is i  b o 'ls in .

1 - t e o r e m a .  ¿ a „  qatorning yaqinlashuvi bo'Iishi achun
n~]

y í.- > o olinganda ham shunday n0 e N topilib, Vn>«„ va m = 12,3... 

lar uchun__________________________________ ____________
\ - ^ n + n i ~ - ^ n  =  l '- 'n + l  +  a n + 2  + ....... +  a n + n i  < f c

tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli.
■< B u  t e o r e m a n in g  is b o t i  3  —b o b , d a  k e lt ir i lg a n  K o sh i 

t e o r e m a s id a n  k e lib  c h iq a d i. ►
B u  te o r e m a  m u h im  n a z a r iy  a h a m iy a tq a  e g a  b o 'l ib , u n d a n  

a m a l iy  m a s a la la r n i h a l e t i s h d a  fo y d a la n is h  q iy in  b o 'la d i.

3 ~ § .  M u s b a t  q a to r la r

I o. M u s b a t  q a t o r la r n in g  y a q in la s h u v c h i  b o 'I is h i s h a r t i
B iror  (11 .2 ) q a to r  b e r i lg a n  b o ’ls in .

y  (2n = ¿i, + U-, + ... + Cln + ... (11 .2)
K=»

A g a r  an >0  (« = 1,2,3, ) b o ' ls a ,  u  h o ld a  (11 .2 ) q a to r  m u s b a t
h o ld a  q a to r  y o k i ,  q is q a c h a , m u s b a t  q a to r  d e b  a ta la d i.

2 —t e o r e m a . Ushbu £ a „  musbat qator yaqinlashuvchi
n= 1

bo'Iishi uchun uning qismiy yig'indilari ketma— ketligi yuqoridan 
chegaralangan bo'Iishi zarur va yetarli.

M Z a r u r lig i . q a to r  y a q in la s h u v c h i b o 'ls in :  lim A„=A
«=i

( A - c h e k l i  so n ) . U  h o ld a  4„ k e t m a - k e t l i k  y a q in la s h u v c h i  
b in o b a r in  c h e g a r a la n g a n , ju m la d a n  u  y u q o r id a n  c h e g a ia la n g a n  
b o 'la d i.

Yetarliligi. q a to r n in g  q is m iy  y ig ' in d i la r i  k e tm a  —
n=1

k e t l ig i  A„ y u q o r id a  c h e g a r a la n g a n  b o 'ls in .
S h u  q a to r n in g  h ar b ir  h a d i m a n f iy  b o 'lm a g a n i u c h u n

■̂n +1 ~ — An
t e n g s iz l ik  o 'r in li. An k e tm a  — k e t l ik  o 's u v c h i. S h u n in g  u c h u n  3 — 
b o b d a g i  7 — te o r e m a g a  k o 'r a  An k o tm a  — k e t l ik  c h e k l i  lim itg a  

eg a :



lim .I„ = .1. Bu esa s_ ,jn qatorning yaqinlashuvchi ekanini
n  ->v „  ,

b ild ir a d i ►
1 1 .4  m is o l .  U sh b u

1 , i i i
N  - = ]  +  —  + — +  . . . +  —  +  . . .

,  -ya an-]  n  Z 3 n

q a t o r n i  ( u m  u m u m l a s h g a n  g a r m o n ik  q a t o r  d e y i l a d i )  a > \  
b o ' l g a n d a  y a q i n l a s h u v c h i  e k a n l i g i  k o ’r s a t i l s in .

< R a v sh a n k i q is m iy  y ig ' in d i la r d a n  tu z i lg a n
„ , 1 1 1A. = 1  +  —  + —  +  .. . .  +  —

2" 3 " na
k e tm a  —k e t l ik  o 's u v c h i .  D e m a k  A„ <A2„+i (h = 1.2,....) A y n i p a y td a

, 1 , 1 1 , í 1 1 1 1 1 1 ,A't — 1 +  i + — -í --— 1 + -------k —  L + . . .+ ------- 1------------- < 1 +
2 “  3“  (2/7+ 1)“  U "  3a )  ((2 /7 )*  (2 /7+1)“  J

2 2 2 , 1H 1 H H-------- = 1 H----- 7
2a 4a  (2/7)“  2

b o 'la d i.
O x ir g i  ik k i  m u n o s a b a td a n  u s h b u

Án < 1+ - ^ r i An
f p n g s iz l ik  k p l ib  c h i q a d i  B u n d a n  « > l b o ' l q a n d a

^a- 1
A„<i + —  (/7 =  1,2,....)

t e n q s iz l ik  h o s i l  b o ’la d i. B u  e s a  A„ k e tm a  — k e t l ik n in g  y u q o r id a n  
c h e g a r a la n g a n l ig in i  b ild ir a d i . 2  — t e o r e m a g a  k o ’ra b e r i lg a n  q a to r  
y a q in  — la s h u v c h id ir . ►

3 - n a t i j a .  M u s b a t  q a to r n in g  q is m iy  y i g ’in d ila r id a n  ib o r a t  
k e tm a  —k e t l ik  y u q o r id a n  c h e g a r a ln m a g a n  b o 'ls a , q a to r  
u z o q la s h u v c h i  b o 'la d i.

2 o. M u s b a t  q a to r la r n i  t a q q o s la s h  h a q id a  te o r e m a la r .  
M a 'lu m  m u s b a t  q a to r n in g  y a q in la s h u v c h a n l ig i  y o k i
u z o q la s h u v c h i l iq in i  b i lg a n  h o ld a , h a d la r i b u  q a to r  h a d la r i b ila n  
b iro r  m u n o s a b a td a  b o ' lg a n  ( ta q q o s la n g a n )  ik k in c h i  m u s b a t  
q a to r n in q  y a q in la s h u v c h i l ig i  y o k i  u z o q la s h u v c h i l ig in i  a n iq la s h  
m u m k in . U la r  q u y id a g i  te o r e m a la r  b i la n  ifo d a la n a d i.

00 00

Ik k ita  m u s b a t  2> „ v a  £ bn q a to r  b e r i lg a n  b o ’ls in .
«= 1 /1=1

3 —t e o r e m a , n ning biror /?0(/?n > l) qiymatidan boshlab

3o»



barcha n > n0 lar uchun

tengsizlik o'rinli bo'lsin. Agar a) '_hn qator yaqinlashuvchi
n i

a-» 00bo'lsa, Уa„ qator ham yaqinlashuvchi bo'ladi. b) Van qator 
i —

uzoqlashuvchi bo'lsa. Y.b„ qator ham uzoqlashuvchi bo'ladi.
n= \

-*U sh b u  b o b n in g  2  — § id a  a y t ib  o 'td ik k i ,  q a to r n in g
y a q in la s h u v c h i  (u z o q la s h u v c h i)  b o ' l i s h ig a  u n in g  c h e k l i  s o n d a g i  
d a s t la b k i h a d la r in in g  ta 's ir i b o 'lm a y d i .  S h u  sa b a b li (11 .9)
t e n g s iz l ik  л0 =1 d a n  b o s h la b  o 'r in li b o 'ls in , drt> q a ra sh  m u m k in .
D e m a k , a„<bn (n = 1.2,... /» te n g s iz lik  o 'r in li. U  h o ld a  b e r i lg a n  ^

q a to r la r n in q  q is m iy  y ig ' in d i la r i
An = ci] + flo + • • • +
B„ =h\ 4- ¿2 + ... + bn

u c h u n  u s h b u
An <B„ (n = 1,2.) (1 1 .1 0 )

t e n g s iz l ik  h a m  o 'r in li b o 'la d i.

A w a l  Vbn q a to r  y a q in la s h u v c h i b o ’ls in . U  h o ld a  2  —
П=1

t e o r e m a g a  k o 'r a  B„ k e t m a - k e t l i k  y u q o r id a n  c h e g a r a la n g a n

b o 'l a d i :  B„ <M  (n= 1,2,3,...)
B u n d a n  (11 .1 0 ) t e n g s iz l ik k a  a s o s a n  A„ <M  (« = 1,2,3,...) 

t e n g s iz l ik  h a m  o 'r in li e k a n i k e lib  c h iq a d i. D e m a k , A„ k e t m a -  
k e t l ik  h a m  y u q o r id a n  c h e g a r a la n g a n . Y a n a  o 's h a  2 — te o r e m a g a

k o 'ra  v a„ q a t d in in g  y a q in la s h u v c h i b o 'l is h i  k e lib  c h iq a d i

E n d i q a to r  u z o q la s h u v c h i b o ’ls in . U  h o ld a  A„
« = 1

k e t m a - k e t l i k  y u q o r id a n  c h e g a r a la n m a g a n . (1 1 .1 0 ) t e n g s iz l ik k a  
a s o s a n  B„ k e t m a - k e t l i k  h a m  y u q o r id a n  c h e q a r a la n m a g a n

b o ’la d i. B u n d a n  e s a  q a to r n m g  u z o q la s h u v c h i b o 'l is h i  k e lib
n=i

c h iq a d i .  ►
1 1 .5 - m i s o l .  Q u y id a g i

7Г . 71 . 7Г 7Г
sin —  +  s in  —  +  sin —  + .......+  s in  —  + . . .

I2 2 32 >T

«„±bn (11.9)

31



q a to r  y a q in la s h u v c h i l ig in i  t e k s h ir m g .  
■4 B u  q a to r  h a d la r i u c h u n

0 < sin Л. < Я, (n = 1,2.

t e n g s iz l ik  o 'r in li b o 'l is h in i  k o 'r s a t is h  q iy in  e m a s . D e m a k ,

b e r i lg a n  q a to r n in q  h ar b ir  h a d i y a q in la s h u v c h i  у  J- q a to r n in g
n 1 n

rn os h a d id a n  k ic h ik . 3  —t e o r e m a g a  a so s a n  b e r i lg a n  q a to r  
y a q in la s h u v c h i  ►

4-teorema. Ushbu
lim —  = к (0 < к < oo)П->со b„

limit mavjud bo'lsin. Agar: a) к < ж va  vf>n qator yaqinlashuvchi
n=1

or-

bo'Isa, и holda qcitor ham yaqinlashuvchi bo'ladi: b) k> 0 va
/7=1

Ш  CO

V6„ qator uzoqlashuvchi bo'lsa, и holda v a„ qator лат
/7=1 /7=1

uzoqlashuvchi bo'ladi.
oo

■4 а) к <cc b o 'l ib , Y.bn q a to r  y a q in la s h u v c h i  b o ’ls in . L im it
/7 =  1

t a ’r if ig a  k o 'ra , V e > 0  s o n  o l in g a n d a  h a m  s h u n d a y  n0 e /V so n  
to p i la d ik i ,  b a r c h a  n > л01аг u c h u n

— —k < €

y a 'rn
( k - s )  b„<a„ <(k + e) b„ (1 1 1 1 )

t e n g s iz l ik la r  o 'r in li b o 'la d i.
cc

S h a r tg a  k o 'r a  q a to r  y a q in la s h u v c h i .  S h u n in g  u c h u n
/7 -1

CO

Y.(k + s)bn q a to r  h am  y a q in la s h u v c h i .  U  h o ld a  (11 .11 )
/7=1

00
t e n g s iz l ik d a n  v a  3 — te o r e m a d a n  V an q a to r n in g  y a q in la s h u v c h i

/7=1

b o 'l is h i  k e l ib  c h iq a d i.
CO

b) ¿->o b o 'l ib . Y.b„ q a to r  u z o q la s h u v c h i  b o ' l s in .  A q ar
/7=1

<ix



0 < ¿i <k o lsa k , u h o ld a  lim a" = k lim it  o 'r in li e k a n id a n  v a  k ■ k\
n—>x hn

b o ’l is h id a n  s h u n d a y  n0 e ¿V s o n  to p ila d ik i,  rc>«0 b o ' lg a n d a  ■ k, 

t e n q s iz l ik  o 'r in li b o 'la d i.  D e m a k  « > « „  b o 'lg a n d a  bn < j  an
a

t e n g s iz l ik  b a ja r ila d i. B u n d a n  3 — t e o r e m a g a  a s o s a n
n -  I

q a to r n in g  u z o q la s h u v c h i  b o ' l i s h i  k e lib  c h iq a d i >
4 - n a t i j a .  A g a r  u s h b u

lim -?- = kn—>co bn

l im it  o 'r in li b o 'l ib , o < £ < so b o 'lsa , u  h o ld a  Y.an v a  i bn q a to r la r
«=1 «=1

b ir  v a q td a  y a q in la s h u v c h i ,  y o k i  b ir  v a q td a  u z o q la s h u v c h i b o 'la d i.  
1 1 .6  m is o l .  U s h b u

l
E -  ,«=i i+-

q a to r n i y a q in la s h u v c h i l ik k a  te k s h ir in g .

< B u  q a to r n i g a r m o r u k  q a to r  £  -  b i la n  ta q q o s la y m iz . B u
n = 1 n

lk k i q a to r  u m u m iy  h a d la r n i n is b a t in in g  l im it in i to p a m iz :

i+I
lim — -— = lim ——— = lim —!=

>00 1 M —>CO j  + _  rx—>■» f t y j Y l

ri
D e m a k , 4  — n a t ija g a  k o ’ra  b e r ilg a n  q a to r  u z o q la s h u v c h i b o ’l a d i >

5 —t e o r e m a .  neM ning biror n0 qiymatidan boshlab barcha 
n>n0 lar uchun

^±L<^±L (11.12)
b„

tengsizlik o'rinli bo'lsin. U holda a) qator yaqinlashuvchi
«=1

co
bo'lsa, Ya„ qator ham yaqinlashuvchi bo'ladi: b) qator

n=i «='
uzoqlashuvchi bo'lsa, qator ham uzoqlashuvchi bo'ladi.

/1=1



A w a J  a y tg a n im iz d e k  (1 1 .1 2 ) t e n g s iz l ik  « = 1.2. 
q iy m a t la r d a  b a ja i i la d i  d e b  h is o b la s h  m u m k in . S h u n d a y  q ilib ,

t e n g s iz l ik  o 'm l i  d e b  q a r a y m iz  U n d a  q u y id a g i  

- -  t e n g s iz l ik  k e l ib  c h iq a d i .  B u n d a n  u sh b u
“ I a 2 an - \  *1 V l

a» ^ hn (1 1 .1 3 )

t e n g s iz l ik k a  e g a  b o ’la m iz
« » .

A g a r  Y.bn q a to r  y a q in la s h u v c h i b o 'ls a , u n d a  ¿  q a to r
n=l n=1 />,

h a m  y a q in la s h u v c h i  b o 'la d i. U n d a  (1 1 .1 3 ) t e n g s iz l ik  v a  3 -
cfj

t e o r e m g a  a s o s a n  q a to r n in g  y a q in la s h u v c h i b o 'l is h i  k e lib
/1=1

c h iq a d i.

(1 1 .1 2 )  t e n g s iz l ik  o 'r in li b o ’lg a n d a  Va„ q a to r n in g
П- 1

CO

u z o q la s h u v c h i  b o ’l i s h id a n  ¿6„ q a to r n in g  h a m  u z o q la s h u v c h i l ig i
П= 1

k e l ib  c h iq is h i  s h u n g a  o 'x s h p s h  i s b o t la n a d i>
3°. Musbat qatorlar uchun yaqinlashuvchilik alomatlari.

B iz  y u q o r id a  m u s b a t  q a to r la m i ta q q o s la s h  te o r e m a la r n i k e lt ir d ik .  
G a r c h i b u  te o r e m a la r  y o r d a m id a  t e k s h ir i la d ig a n  q a to r  h a d la r n i  
lk k in c h i  q a to r  h a d la r i b ila n  ta q q o s la b , q a r a la y o tg a n  q a to r n in g  
y a q in la s h u v c h i l ig i  y o k i  u z o q la s h u v c h i i ig i  m a s a la s i  h a l b o 'ls a  
h a m  ta q q o s la s h  te o r e m a la r i m a 'lu m  n o q u la y l ik la r g a  e g a . B u n d a y  
n o q u la y l ik la r id a n  b ir i b e r i lg a n  q a to r  b ila n  t a q q o s la n a d ig a n  
q a to r n i ta n la b  o l i s h n in g  u m u m iy  q o id a s i  y o 'q l ig id ir .

B e r ilg a n  q a to r n i g e o m e t r ik  h a m d a  u m u m la s h g a n  g a r m o n ik  
q a to r la r  b ila n  ta q q o s la b , q a to r n in g  y a q in la s h u v c h i l ig i  y o k i  
u z o q la s h u v c h i l ig in i  i f o d a la y d ig a n  a lo m a tla r n i k e lt ira m iz :

a) Koshi alomati. M u sb a t  q a to r  £ a„ b e r i lg a n  b o 'ls m . A g a r
/1=1

neN  n in g  b iro r  n0(n0 > 1) q iy m a tla r id a n  b o s h la b  b a r c h a  n>n0 
q iy m a tla r i u c h u n

sfc< q <  1 (v4 г l)
CO

t e n g s iz l ik  o 'r in li b o 'lsa , Tan q a to r  y a q in la s h u v c h i
n=i



(u z o q la s h u v c h i)  b o 'la d i.

< A .w a l y ./„  q a to r  u c h u n  « > b o ' l g a n d a  ja„<q<  1
— i

t e n g s iz l ik  o 'r in l i  b o 'ls in . B u  t e n g s iz ik  u s h b u  an<q" t e n g s iz l ik k a  

e k v iv a le n t  dir  3... l i e a r e m a g a .  ko'-ia  — q a to r . y a q iiiia sh u v rc lu
/7—1

b o 'la d i.
A g a r  b a r c h a  « > h0 lar u c h u n  > i y a 'n i  a„ > 1 t e n g s iz l ik

o 'r in li b o ' l s a ,  u  h o ld a  b e r i lg a n  q a to r n in g  h ar b ir  h a d i
00

u z o q la s h u v c h i  v  l q a to r n in g  m o s  h a d id a n  k ic h ik  b o 'lm a y d i .
— ik ------------------------------------------------------------------------------------

     CO   : :-----

Y a n a  o 's h a  3  — te o r e m a g a  k o 'ra , ]>>„ q a to r  u z o q la s h u v c h i
H= 1

b o 'la d i. ►
A m a liy  m a s a la la r n i h a l q i l is h d a  k o 'p in c h a , K o s h i  

a lo m a t in in g  q u y id a g i  l im it  k o 'r in is h id a n  fo y d a la n ila d i.
A g a r  u s h b u

limu/a = k
n ->a>

l im it  m a v ju d  b o ' l s a ,  u  h o ld a  ¿ a n q a to r  ¿<1  b o 'lg a n d a
n=l

y a q in la s h u v c h i ,  k > l  b o ' lg a n d a  e s a  u z o q la s h u v c h i  b o 'la d i.

1 1 .7 —m i s o l .  Q u y id a g i  + J $  + .-+ ( ^ . )  + ~

q a to r n in g  y a q in la s h u v c h i l ig i  k o 'r s a t ils in .
B e r i lg a n  q a to r  u c h u n

______  l--  n +1 .. f— 1
\  a  = »  =  — . l u l l  V  a  =  —
V " VUn + lJ 2n +1 * 2

b o 'la d i.
D e m a k , K o s h i a lo m a t ig a  k o 'r a  b e r i lg a n  q a to r  

y a q in la s h u v c h i .
b) Dalamber alomati. A g a r  neN  n in g  b iror  n0 (n0 > l)  

q iy m a t id a n  b o s h la b  b a r c h a  n > n 0 q iy m a tla r i u c h u n

^  < q < 1 i - “*1 >1
a n ^  a n

t e n g s iz l ik  o 'r in li  b o 'lsa , ¿ a .  q a to r  y a q in la s h u v c h i
n-1

(u z o q la s h u v c h i)  b o 'la d i.



< B e r i lg a n  X a» q a to r  b ila n  b ir g a  y a g in la s h u v c h i
n~l

Х У  =ч + ч: + ч’ + •••■+4" + ••■ (0 < q < 1)
Il I

g e o m e t r ik  g a lo r n i  q a ra y lik . U s h b u  -  < q < I t e n g s iz h k n i
a „

Я_ - < Ч = Ч^ 
a„ <1°

k o 'r in is h d a  y o z ib , so 'n g r a  ta q q o s la s h  5  — te o r e m a n i q o 'l la y m iz .  

S h u  t e o r e m a g a  k o 'r a  ¿ q "  q a to r n in g  y a q in la s h u v c h i l ig id a n  ¿ a ”
п — 1 и=1

q a to r n in g  y a q in la s h u v c h i l ig i  k e l ib  c h iq a d i. ^  > 1  b o ' lg a n d a  X a n
a n n t  1

q a to r n in g  u z o q la s h u v c h i  b o 'l is h i  r a v s h a n >
D a la m b e r  a lo m a t in i  h a m  lim it  k o 'r in is h id a  ifo d a la s h  

m u m k in . A g a r  u s h b u

lim â i  =  d
n - » «  a

l im it  m a v ju d  b o 'lsa , u  h o ld a  d < ! b o ' lg a n d a  q a to r  y a q in la s h u v c h i ,  
d > l b o ’lg a n d a  e s a  q a to r  u z o q la s h u v c h i  b o 'la d i.

1 1 .8 —m is o l .  U sh b u
2! 3! n!1 + — H —  +
2 1 3 3 n"

q a to r  y a q in la s h u v c h i l ig in i  t e k s h ir in g .
-*Bu q a to r  u c h u n  q u y id a g i la r g a  e g a m iz .

a =^1 r" -  1 
" и " ’ a, (n + 1)”'1 n\ f.

l im itg a  o 't ib  to p a m iz :

(  l Y1 + i
V n)

lim “sü

D a la m b e r  a lo m a t ig a  k o ’ra b e r i lg a n  q a to r  y a q in la s h u v c h i>

v )  R a a b e  a lo m a t i .  U s h b u  X a,, m u s b a t  q a to r  b e r ilg a n
n - l

b o ’ls in . A g a r  neN  n in g  b iro r  n0 ( n 0 > l )  q iy m a t id a n  b o s h la b  
b a r c h a  n > n „  q iy m a t la r  u c h u n



t e n g s iz l ik  o 'r in li b o 'ls a . Y a„ q a to r  y a q in la s h u v c h i
n -1

(u z o q la s h u v c h i)  b o 'la d i .

+ A w a l  n > n 0 lar  u c h u n  n i l - ^ ' j > r > l  t e n g s iz l ik  b a ja r ils in ,

rlpy l ik  Rn t p n g s iz l ik n i  q u y id a q i______________________________ __________

^  ' < l -  -

a,. n ( 1 1 1 4 )
k o ’r in ish d a  y o z ib , s o ’n g  r > u > l  t e n g s iz l ik n i  q a n o a t la n t ir a d ig a n  
a s o n  o la m iz . M a ’lu m k i,

, - i T - i
I- 4 1*7l m i  4----------- 5----------- =  a

n
(5 —b o b n in g  6  — § ig a  q a r a n g ). T a n la n is h ig a  k o 'r a  a < r  b o 'lg a n i  
u c h u n  s h u n d a y  «0 e  N  s o n  to p i la d ik i,  b a r c h a  n > n ’o lar u c h u n

 <r
_2 

n
t e n g s iz l ik  o 'r in li  b o 'la d i .  U n d a n  u s h b u

1--LÏ > i - I  (1 1 .1 5 )
n  )  n

t e n g s iz l ik  k e l ib  c h iq a d i. E n d i m a x { n 0. n 0 } =  n 0 d e b  o ls a k , b a r c h a  
n > n 0 la r  u c h u n  (1 1 .1 4 ) v a  (11 .15 ) te n g s iz l ik la r d a n

\  К ",
t e n g s iz l ik k a  e g a  b o 'la m iz . A g a r  (11 16) te n g s iz l ik n i  u s h b u

l

(n -or
« 1

k o ’r in is h d a  y o z s a k , u n d a  b e r i lg a n  q a to r  h a d la r i b i la n  X  —
п = 1 П

u m u m la s h g a n  g a r m o n ik  q a to r  h a d la r i o r a s id a  (11 .12) 
k o ’r in is h d a g i m u n o s a b a t  b o r lig in i p a y q a y m iz . M a 'lu m k i, a > i  d a

u m u m la s h g a n  g a r m o n ik  q a to r  y a q in la s h u v c h i .  D e m a k , 5 
t e o r e m a g a  k o 'r a  b e r ilg a n  q a to r  y a q in la s h u v c h i b o 'la d i.

E n d i b a r c h a  n > n 0 lar u c h u n



n| l - a" ' I<1aM
t e n g s iz l ik  o 'r in li b o 'ls in . U n d a n

K.i < n 
a 1

(n - l )

t e n g s iz l ik  k e l ib  c h iq a d i. S h u n in g  u c h u n  5  —t e o r e m a g a  a s o s a n  
“ 1

X -  g a r m o n ik  q a to r n in g  u z o q la s h u v c h i  b o ’l is h id a n  b e r i lg a n
n = l ^
q a to r n in g  u z o q la s h u v c h i  e k a n i k e lib  c h iq a d i .

B u  a lo m a tn i  h a m  q u y id a g ic h a  lim it  k o 'r in is h d a  if o d a la s h  
m u m k in . A g a r  u s h b u

l i m n  1 — —  =  g  ( g  =  c o n s t )

. l im i t  o 'r in li b o 'ls a , g > l  b o 'lg a n d a  q a to r  y a q in la s h u v c h i ,  g < l  
b o ' lg a n d a  e s a  q a to r  u z o q la s h u v c h i  b o 'la d i.

1 1 .9 - m i s o l .  Q u y id a g i
1 1 3 1  1 3 5 1  1 3 5 7 1  ( 2 n - l > !  .1 1 * —  h — *----- *---— — * —   h .. H  r   V ...
2 2 4 2  2 4 6 3  2 4 6 X 4  (2n)l! n

q a to r n i y a q in la s h u v c h i l ik g a  te k s h ir in g .
< B u  q a to r  u c h u n

„  « W  /, (2«  +  l)!! 1 (2n)!! » 3n2 —3k .. „  artl N 3 ,„(1 _  =  „(1 _  ^ ----------------------------------- ) =  _ -------------------- l i m  n ( l  -  = 2 1 8 = )  =  —  >  1
a„ (2«+2)!! 1 + n (2«-1)!! 1 2n~ + 4n + 2 »->- a„ 2

b o 'la d i .  D e m a k , R a a b e  a lo m a t ig a  k o 'r a  b e r i lg a n  q a to r
y a q in la s h u v c h i .  ►

g )  I n t e r g a l  a lo m a t  ( K o s h in in g  in t e g r a l  a lo m a t i ) .  U sh b u

¿ X  m u s b a t  q a to r  b e r i lg a n  b o 'ls in .
n=l

F a ra z  q ila y lik , [l.+°c] o r liq d a  a n iq la n g a n , u z lu k s iz ,  
o 's m a y d ig a n  h a m d a  m a n f iy  b o ' lm a g a n  f(x) fu n k s iy a  u c h u n
f(n) = an (n = 1.2,..) b o ' ls in . U  h o ld a  b e r i lg a n  q a to r  q u y id a g i

0=1 n=l
k o ’r in ish n i o la d i . R a v sh a n k i, n < x < n  + l b o ' lg a n d a

f(n)> f(x)>  f(n + l)
y a 'n i  a„ > f(x) > an+1 t e n g s iz l ik la r  o 'r in li . K e y in g i  te n g s iz l ik la r n i  
[n,n + 1] o r a liq  b o 'y ic h a  in te g r a lla b  to p a m iz :
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antl < j t ' (x)dx<a„ (11.17)
n

E n d i b e r i lg a n  q a to r  b ila n  b ir g a  u sh b u

¿ J f ( x ) d x  (11.18)
n=l n

q a t o im  h a m  q a r a y lik . B u q a to r n in g  q is m iy  y ig ' in d is in i  y o z a m iz :

X  j  f(x)dx= jf(x)dx (11.19)
* = « k I

F a ra z  q ila y lik , f(x) f u n k s iy a  [t^®] o r a liq d a  F(x) b o s h la n g  ic h  
f u n k s iy a g a  e g a  b o 'ls in  (f'(x)= f(x)) [l,+®] o r a liq d a  f(x)>0 b o 'lg a n i
u c h u n  F(x) fu n k s iy a  sh u  o r a liq d a  o 's u v c h i  b o 'la d i. F(x) fu n k s iy a n i  
y u q o r i  c h e g a r a s i  o 'z g a r u v c h i b o ’lg a n  a n iq  in té g r a l  k o 'r in is h d a  

y o z i s h  m u m k in :

F(x)= Jf(t)dt, F(l) = 0 
1

N a t ija d a  (1 1 .1 9 )  t e n g l ik  u s h b u
» k+1

X  j  f(x)dx = F(n + 1)
k

k o 'r in is h g a  k e la d i .  D e m a k , (11 .1 8 ) q a to r n in g  q is m iy  y ig ' in d is i  

F(n +1) g a  t e n g .
A g a r  n —> oo d a  F(n + l) c h e k l i  s o n g a  in t ilsa , s h u  q a to r  

y a q in la s h u v c h i  b o 'la d i.  U n d a  (1 1 .1 7 ) t e n g s iz l ik  h a m d a  5 -  
t e o r e m a g a  k o 'r a  q a r a la y o tg a n  q a to r  h a m  y a q in la s h u v c h i  b o 'la d i.  
n ->oo d a  F (x )-> »  b o 'ls a , b e r i lg a n  q a to r  u z o q la s h u v c h i b o 'la d i.

S h u n d a y  q ilib , q u y id a g i  in t é g r a l a lo m a t ig a  (K o sh i 
a lo m a t ig a )  k e la m iz :
A g a r  f(x) fu n k s iy a  [l.+x] o r a liq d a  a n iq la n g a n , u z lu k s iz  v a  
o 's m a y d ig a n  b o 'l ib  F(x) s h u  fu n k s iy a  u c h u n  b o s h la n g ' ic h

fu n k s iy a  v a  q a to r  u c h u n  f(n) = a„ (n = 1.2...) b o ' ls a , u  h o ld a
n-l

b e r i lg a n  q a to r  lim F(x) = A lim it  c h e k l i  b o ' lg a n d a  y a q in la s h u v c h i ,  

c h e k s iz  b o ' lg a n d a  u z o q la s h u v c h i b o 'la d i.

1 1 .1 0 —m is o l .  Q u y id a g i  u m u m la s h g a n  g a r m o n ik  q a to r
n=l n

y a q in la s h u v c h i l ik k a  te k s h ir ils in .

^  f(x) = - ( «> 0) d e b  o la y lik . R a v sh a n k i, b u  fu n k s iy a  [i,+®]

d a  u z lu k s iz ,  k a m a y u v c h i h a m d a  sh u  o r a liq d a  m a n f iy  e m a s . S h u
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b ila n  b ir g a  \  = n b o 'lg a n d a  r(x)= 1 . R a v sh a n k i,
n

F(x)= j / ( / ) C* = f - ~ d t =  ' - = 1 f -  - i l .
\ l - « | ,  i - « U " -  J

B u n d a n  q u y id a g i  n a tija  k e lib  c h iq a d i:

r ci \ i I f  I —■—• agar a>  1 bo'lsa
î -«

A g a r  a  = l b o ’lsa , \  —> CC d a

,,... f 1

œ . a g a r  i l  <  1 b o ' l s a

(x) = f-d 1 = ln x -» o o  
1 t

b o 'la d i.
D e m a k , in té g r a l a lo m a t ig a  k o 'r a  b e r ilg a n  q a to r  a > l  

b o ' lg a n d a  y a q in la s h u v c h i ,  a < i  b o ' lg a n d a  u z o q la s h u v c h i b o 'la d i.  
►

4 - § .  I x t iy o r iy  h a d l i  q a to r la r

1°. Q a t o r n in g  ¿ ib s o ly u t  v a  s h a r t l i  y a q in l a s h u v c h i l ig i .
I x t iy o r iy

=  a , + a 2 + . . .  +  a H +  ... 

sin . B u  q a to r

Z : a»i =  lail + !a:l + -  +  !a.l + -

q a to r  b e r i lg a n  b o 'ls in . B u  q a to r  h a d la r in in g  a b s o ly u t  
q iy m a tla r id a n  q u y id a g i

q a to r n i tu z a m iz .

6 - t e o r e m a .  Agar V  a> qator yaqinlashuvchi bo'lsa, u holda
n = l

X a„ qator ham yaqinlashuvchi bo'ladi.
n=l

U s h b u  t e o r e m a n in g  is b o t i  y u q o r id a g i  1 — te o r e m a d a n  
o s o n g in a  k e l ib  c h iq a d i.

4 - t a 'r i f .  A g a r  ¿ l a„| q a to r  y a q in la s h u v c h i b o 'ls a , V a n qator
n=l n—1

absolyut yaqinlashuvchi d e y ila d i.

5 - t a 'r i f .  A g a r  ¿ a „  q a to r  y a q in la s h u v c h i b o 'l ib , ¿ ¡ a n q a to r
n = l 0 = 1

u z o q la s h u v c h i b o 'lsa , ]Tan qator shartli yaqinlashuvchi d e y ila d i.
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4 - e s l a t m a .  X ,a.. q a to r n in g  u z o q la s h u v c h i b o 'l is h id a n  X a»
n -1 n= l

q a to r n in g  u z o q la s h u v c h i  b o 'l is h i  h a r  d o im  c h ig a v p r m a y d i.  
M a sa la n , 1) U s h b u

i l l  ( - 1 ) ” 'l —  + ---------- +  . . . +  —  + . . .
_____________________________ 2 3 4 n____________ _____ ______ ^

( 1 — § d a g i (11 .4 ) q a to r n i q a r a n g ) . Q a to r  h a d la r in in g  a b s o ly u t  
q iy m a t la r id a n  tu z i lg a n

,  1 1 11 +  -  +  -  +  . . . +  - + . . .
2 3 n

q a to r  u z o q la s h u v c h i .  D e m a k , b e r i lg a n  q a to r  sh a r tli
y a q in la s h u v c h i .  _________________________

2) U s h b u
1 1 1 1  ( - i  r 1 ,----------1---------— + ... H------ ——I-...

I2 2 2 3 2 4  n 2
q a to r  h a d la r in in g  a b s o ly u t  q iy m a t la r id a n  tu z i lg a n

1 1 1  1—+ — + — + —
l 2 2 2 3 2 n ‘

q a to r  y a q in la s h u v c h i .  D e m a k , b e r i lg a n  g a to r  a b s o ly u t  
y a g in la s h u  v c h i .

B iror  ix t iy o r iy  ¿ a „  q a to r  b e r i lg a n  b o ’ls in . Q a r a la y o tg a n
n=l

q a to r  h a d la r in in g  a b s o ly u t  q iy m a tla r in i o lib , u la r d a n  ¿ | a j  

q a to r n i tu z a m iz . S h u  V 'a j  q a to r n in g  m u s b a t  g a to r l ig in i  e 't ib o r g a
n=l

o lib , q a r a la y o tg a n  q a to r n in g  a b s o ly u t  y a q in la s h u v c h i l ig in i  
i f o d a la s h  a lo m a t la r d a n  b ir in i -  D a la m b e r  a io m a t in i k e lt ir a m iz .

D a la m b e r  a lo m a t i .  A g a r  ¿  a,, q a to r  u c h u n
n=l

.. K+l| , lim —p = I
K~*'° ,an\

l im it  o ’r in li b o 'ls a , u  h o ld a  ¿ a „  q a to r  /<1 b o ' lg a n d a  a b s o ly u t
n —I

y a g in la s h u v c h i  b o 'la d i.
11.11— m is o l .  U s h b u

<o v°
S  (x#±,)n = l  1 A

q a to r  y a q in la s h u v c h i l ik k a  te k s h ir ils in .
< B u  q a to r  u c h u n  q u y id a g in i  to p a m iz :
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/ = lim
l-.v*

x

1 -  y' =  l i m
f|jr|. ugai |^<I ho'lsii 
1, a g a r  |.vj>l h t / I s a

D e m a k , j\ < i d a  b e r ilg a n  q a to r  a b s o ly u t  y a q in la s h u v c h i b o 'la d i.  

| x >1  b o ’lg a n d a  e s a  q a to m in g  x a ra k tp r i to 'q 'r is id a  D a la m b p r  

a lo m a t i b iro r  x u lo s a  b e r m a y d i. A m m o  |xj> i b o ’lg a n  h o ld a  n - > o  

d a  q a to r n in g  u m u m iy  h o ld a  n o lg a  in t i lm a g a n l ig i  s a b a b l i  (u n in g  
l im it i  1 g a  te n g )  q a to r  u z o q la s h u v c h id ir >

2 ° . H a d la r n in g  is h o r a la r i  n a v b a t  b i la n  o 'z g a r ib  k e la d ig a n  
q a to r la r . L e y b n is  t e o r e m a s i .  B iz  q u y id a  ix t iy o r iy  q a to r la r n in g  
b it ta  m u h im  h o l in i  q a ra y m iz .

U s h b u

c j - c 2 +  c j -  c < +  ••■+(— î ) 1 c o +  . . .  ( 1 1 2 0 )

q a to r n i q a r a y lik , b u n d a  c„ >o (n = 1,2,3...)
O d a td a  b u n d a y  q a to r  h a d la r in in g  ish o r a la r i n a v b a t  b ila n  

o 'z g a r ib  k e la d ig a n  q a to r  d e b  a ta la d i.
Q u y id a g i

, l l 1 , 11 - -  + ------+ ...+(-lr
2 3 4 v ,i

, 1 1 1 1 1  1 11- + ----- +------ +...H------------ +
3 2 5 3 7  n 2n + 1

q a to r la r  h a d la r in in g  ish o r a la r i n a v b a t  b ila n  o 'z g a r ib  k e la d ig a n  
q a to r la rd ir .

7 —t e o r e m a  (L e y b n is  t e o r e m a s i) .  Agar (11.20) qatorda
c » . i  < c n ( n  =  1, 2, . . . )  ( 1 1 . 2 1 )

tengsizliklar o'rinli bo'lib,
Jimc,=0 (11.22)

bo'lsa, (11.20) qa tor yaqinlashuvchi bo'ladi.
■4 B e r ilg a n  (1 1 .2 0 ) q a to r n in g  2m (m&N)  ta  h a d id a n  ib o ra t  

u s h b u
A 2m = c , - c 2+ c , - c 4 + . . . +  c 2, n . 1- c 2m 

q is m iy  y ig ' in d is in i  o la y lik . R a v sh a n k i,

A î (n i- H )  =  ^ 2 «  + ( C 2nn.l — C 2 m .2 )

T e o r p m a n in g  s h a r t ig a  k o 'r a  c2m+2< c 2mi) b o 'l ib , n a tija d a

A 2(m+l) >  A 2„

t e n g s iz l ik k a  k e la m iz . Bu e s a  a 2„ k e tm a  —k e t l ik n in g  o 's u v c h i  
e k a n l ig in i  b ild ir a d i.

E n d i A2m n i q u y id a g ic h a  y o z a m iz :

_ C 1 _ ( C2 _ C 3 ) _ ( t 4 — Cs ) _  •••— ( Cî , - 2  - C 2 m - | ) _ C 2nv

I -  r**’



R a v sh a n k i, (I 1.21) g a  k o ’ra
c , - c ,  > 0 ,  c4 — c ,  >  0 ,   > 0

S h u n in g  u c h u n  A,„, <c, t e n g s iz l ik  o 'r in li. D p m a k , A2„, k e tm a  — 
k e t l ik  y u q o r id a n  c h e g a r a la n g a n . S h u n d a y  q ilib , A,n, k e tm a  — 
k e t l ik  o 's u v ctn  v a y u q o n d a n  c h e g a r a la n g a n . D p m ak , h u  k p tm a ^ -  
k e t l ik  c h e k li  l im itg a  ega :

lim A 2m =  A  (A  — c h e k l i  so n ) (11 .23 )

E n d i (1 1 .2 0 ) q a to r n in g  2m-\ (mzN)  ta  to g  s o n d a g i  h a d id a n  
ib o r a t  u s h b u

A 2m-1 =  C 1 _ C 2 +  C 3 _  C 4 +  ‘ ■+ C 2B,- I .

q is m iy  y ig 'm d is in i  o la y lik .
R a v sh a n k i,

A = A + c2m -1 2m 2m

B u n d a n  (1 1 .2 2 ) v a  (1 1 .2 3 ) la r g a  a s o s a n  to p a m iz :
Hm Aj„_,  =  U m f A j .  +  c 2„ ) =  A

S h u n d a y  q ilib , (11 .20 ) q a to r n in g  q is m iy  y ig 'm d i la r d a n  ib o r a t  
k e t m a - k e t l i k  c h p k li l im itg a  e g a  e k a n im  k o ’r sa td ik . D e m a k ,  
(1 1 .2 0 )  q a to i  y a q in la s h u v c h i .  ►

M a s a la n , y u q o r id a  k o 'r s a t i lg a n  u s h b u

2 3 4 n
q a to r  u c h u n  t e o r e m a  b a r c h a  sh a r t la r in in g  b a ja r ih sh m i k o  r sa t ish  
q iy in  e m a s . L e y b n is  t e o r e m a s ig a  k o 'r a  b e r i lg a n  q a to r  
y a q in la s h u v c h i  b o 'la d i.

5 - § .  Y a q in la s h u v c h i  q a t o r la r n in g  x o s s a la r i

B iz  u s h b u  p a r a g r a fd a  y a q in la s h u v c h i  q a to r la r d a  h a d la r n i  
g u r u h la s h , a b s o ly u t  y a q in la s h u v c h i  q a to r la rd a  e s a  h a d la r n in g  
o 'm in i  a h n a s h t ir is h  k a b i x o s s a la r g a  to 'x ta la m iz .

1°. G u r u h la s h  x o s s a s i .  B iror  ¿ a „  q a to r  b e r i lg a n  b o 'ls in . B u
n — 1

g a to r  h a d la r in i  g u r u h la b , q u y id a g i  q a to r n i tu za m iz:
(a, + a, + ... + an )+(a„itl + a„_ + ...+ an! )+... (1 1 2 4 )

b u n d a  n„n,. (n, < n , < ...) lar n a tu r a l so n la r  k e tm a  — k e t l ig in in g
b iro r  iij. q is m iy  k e tm a  — k e t l ig i  b o ’lib , k-><« d a  nk -»*>•

A g a r  ¿ an q a to r  y a q in la s h u v c h i b o ’lib , u n in g  y ig ' in d is i  

A  s o n g a  t e n g  b o 'ls a , u  h o ld a  b u  q a to r n in g  h a d la r in i



g u r u h la s h d a n  h o s i l  b o 'lg a n  (11 .2 4 ) q a to r  h am  y a q in la s h u v c h i va  
u n in g  y ig ' in d is i  h am  A s o n g a  t e n g  b o 'la d i.

■4 T a 'r ifg a  k o 'ra  b e r ilg a n  q a to r n m g  q is m iy  y i g ’in d is i
u c h u n  i i m.A, =A (A  — c h e k li  so n ) lim it  o 'r in li. E n d i (11 .2 4 )

q a to r n in g  q is m iy  y i g ’in d is in i y o z a m iz :

\  =(t!. +uz + •••• + <J,,)+ k.„ + V : + ■+««,)+ + K  +l 
B u q is m iy  y ig ' in d i la r d a n  tu z i lg a n

\> A t \ - -
k e tm a  — k e t l ik n i  q a ra y lik . R a v sh a n k i, b u  A„ k e tm a  — k e t l ik n in g  
q is m iy  k e tm a  — k e t l ig id ir . U  h o ld a  3  — b o b d a g i 12 — te o r e m a g a  
k o 'ra , An¡ k e tm a  — k e t l ik  y a q in la s h u v c h i v a  u n in g  lim iti h a m  A  
g a  t e n g  b o 'la d i.

lim A. = An k
B u e s a  (1 1 .2 4 ) q a to r n in g  y a q in la s h u v c h i  b o ’lish in i v a  u n in g  
y ig ' in d is i  A  g a  t e n g  e k a n in i b ild ir a d i. ►

2°. O 'r in  a lm a s h t i r i s h  x o s s a s i .  Ix t iy o r iy  X a„ q a to r  b e r i lg a n
n-1

b o 'ls in . B u q a to r  h a d la r in in g  o 'r in la r in i a lm a sh tir ib , q u y id a g i

XaL=»¡  + a¡ + + a[,+... (11 .2 5 )
n = l

q a to r n i h o s i l  q ila m iz . B u  (1 1 .2 5 ) q a to r n in g  har b ir  a„ h a d i ¿ a n
n=l

q a to r n in g  ta y in  b ir  an h a d in in g  a y n a n  o 'z id ir .

A g a r  ¿ a o q a to r  a b s o ly u t  y a g in la s h u v c h i  b o ’lib , y ig ' in d is i  A
n=l

s o n g a  t e n g  b o ’lsa , u  h o ld a  b u  q a to r  h a d la r in in g  o 'r in la r in i  
ix t iy o r iy  r a v is h d a  a lm a sh tir ish d a n  h o s i l  b o 'lg a n  (1 1 .2 5 ) q a to r  
y a q in la s h u v c h i b o 'la d i  va  u n in g  y ig ' in d i s i  h a m  A  s o n g a  t e n g  
b o 'la d i.

•4 B u  x o s s a n i  X a,, q a to r  m u s b a t  h a m d a  ix t iy o r iy  h a d li
n=l

b o 'lg a n  h o lla r i u c h u n  a lo h id a  is b o t la y m iz .
1) B e r ilg a n  q a to r  m u s b a t  q a to r  b o 'l ib , u y a q in la s h u v c h i va  

y ig ' in d is i  A  s o n g a  t e n g  b o 'ls in . T a ’r ifg a  k o 'ra  limA„ = A. A„

o 's u v c h i  k e tm a  — k e t l ik  b o ' lg a n id a n  A0 < A  te n g s iz l ik  o 'r in li  
b o 'la d i. E n d i (1 1 .2 5 ) q a to r n in g

A't =a¡ + a', + ...+ a¡1
q is m iy  y ig ' in d is in i  g a ra y lik . B u n d a  d-= a  . a \= a  .....  a \ = a  .J wl ' **
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R a v s h a n k i, Aw o 's u v c h i .  Agar n = m ax{n„n,,...nj d e b  o ls a k ,  u  
h o ld a  A i  < A., t e n g s iz l i k  h a m  o 'r in l i  b o ' la d i .  S h u n in g  u c h u n  
A k < A t e n g s iz l i k  o 'r in li .  S h u n d a y  q il ib , A i  k e t m a  — k e t l ik  
o 's u v c h i  va y u q o r id a n  c h e g a r a l a n g a n .  D e m a k ,  u c h e k l i  l im itg a  
e g a :

lim 4  = A' Va A’ < A 

A g a r  X an q a t o r n i  ( 11 . 25)  q a t o r  h a d la r in in g  o 'r in la r in i

a lm a s h t ir i s h d a n  h o s i l  b o ' l g a n  q a t o r  d e b  q a r a y d ig a n  b o ' l s a k ,  
u n d a  y u q o r id a  k e l t i r i l g a n  m u * o h a z a g a  a s o s la n ib ,  ( 11 . 25)  
q a t o r n in g  y a q in l a s h u v c h i  v a  y ig ' in d i s i  A' s o n g a  t e n  g  ,
b o ’l i s h id a n  b e r i l g a n  q a t o r n in g  h a m  y a q in la s h u v c h i l ig in i  v a  
u n in g  y ig ' in d i s i  A u c h u n  a < a ’ t e n g s iz l i k  o 'r in li b o ' l i s h in i
to p a m iz .  Y u q o r id a  a ' < a  e k a n i  k o 'r s a t i l g a n  e d i .  S h u  ik k i  *
t e n g s i z l i k d a n  A -  A' b o ' l i s h i  k e l i b  c h iq a d i .

2) X a» ixtiyoriy had li q a to r  bo'lib, u absolut

y a q in la s h u v c h i  v a  y ig ' in d i s i  A s o n g a  t e n g  b o ' l s in .  S h u  q a t o r

had larin ing  o ’rin larin i a lm ash tirishdan  hosil bo 'lg an  JV .

q a to r n i  q a r a y l ik .  M o d o m ik i ,  X a.. q a t o r  a b s o lu t  y a q in la s h u v c h i
n=l

e k a n ,  u n d a  XKI q a t o r  y a q in la s h u v c h i  b o ' la d i .  Bu m u s b a t  q a t o r

bo ’lganligi sabab li 1) ho lda  isbo tlangan iga  k o ’ra XKI qa to r

h a m  y a q in la s h u v c h i  b o ' la d i .  S h u n in g  u c h u n  Va;, q a to r

y a q in la s h u v c h id ir .  j

E n d i X o'. q a t o r  y i g ’in d i s in in g  h a m  A s o n g a  t e n g  e k a n in i  ^

ko 'rsatam iz. X a» qato rn ing  m usbat ishorali va no lga ten g

b o ’lgan  a,,a, .... h a d la r id a n  X a.» h am da m anfiy ishorali a, a,.,...

h a d la r in in g  a b s o lu t  q iy m a t la r id a n  X|a, q a to r ia r n i  tu z a m iz .

Q u la y l ik  u c h u n  a,k=bt , ja, | = c„ d e b  b e lg i la s a k ,  u sh b u

5 X  = b. • b. <. ,+bk •
k=!
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q a to r la r  h o s i l  b o 'la d i. S h a r tg a  k o 'r a  X 1'»! q a to r  y a q in la s h u v c h i .
n I

D e m a k , b u  q a to r n in g
A  „ =  |a ,¡  +  | a 2 | + .-. +  |a„|, n = 1,2.3,...

q is m iy  y ig ' in d i la r id a n  tu z i lg a n  A'„ k e tm a  —k e t l ik  y u q o r id a n  
c h e g a r a la n g a n , y a 'n i  VneN d a

A"» < A" A' — o 'z g a r m a s  s o n  (1 1 .2 6 )

t e n q s iz l ik  o 'r in li. E n d i jTan q a to r n in g  q is m iy  y ig ' in d is in i  A„ b ila n
n = l

b e lg i la b  to p a m iz :

A „ = ¿ a i = £ h , - ¿ Ci= B k- C„ (11. 27)
i=l i=l i=l

b u n d a  n = k + m b o 'l ib ,  k - A„  g is m iy  y ig ' in d id a  ¿ a „  q a to r n in g
it=l

m u s b a t  is h o r a s i, m e s a  u n in g  m a n f iy  is h o r a s i h a d la r in in g  so n i.  
B iz  e n g  m u h im , n-»<» v a  m -> «¡ h o ln i  q a ra sh  b ila n  
c h e g a r a la n a m iz .

R a v sh a n k i,

Bt < A„ \  c . < A ' .  (11 . 28)

(11 . 26)  va  (11 . 28)  m u n o s a b a t la r d a n  ¿ b k, ¿ c .  q a to r la r n in g
k~! m=l

q is m iy  y i g ’in d ila r i va  C m y u q o r id a n  c h e g a r a la n g a n l ig i  k e lib  

c h iq a d i .  2 — t e o r e m a g a  k o 'r a  ¿ b t , q a to r la r  y a q in la s h u v c h i
k=l m=l

b o  la d i. B u q a to r la r n in g  y ig ' in d i la r in i  rn o s  r a v is h d a  B v a  c  b ila n  
b e lg i la y l ik :

limBk = B  (B — c h e k l i  so n ) , l i m C m = C '  (C  — c h e k l i  so n ).

E n d i (11. 27)  t e n g l ik d a  l i in i tg a  o ’tsa k , q u y id a g ig a  e g a  b o 'la m iz :  
lira A = l¡m(B. - c m)= lim B.. - l i m C  = B - Cn->» n n *■ k_>«, k «

B u  e s a  X a» q a to r n in g  y a q in la s h u v c h i  v a  u n in g  y ig ' in d is i  A
n=l

u c h u n  A = B -  c  fo r m u la  o 'r in li e k a n in i a n g la ta d i.

B e r ilg a n  q a to r  h a d la r in in g  o 'r in la r i a lm a s h t ir ilg a n d a  ¿ b k
k =1

v a  X cai q a to r la r  h a d la r in in g  h a m  o ’r in lari a lm a s h a d i v a  1 —
ni = 1

h o lg a  a s o s a n  b u  q a to r la r  y ig ' in d i la r i  m o s  r a v is h d a  B va  C  g a



t e n g  b o 'l ib  q o la v e r a d i .  D e m a k , \  = B -C  t e n g l ik k a  k o 'r a  X a,
n = l

q a to r n in g  y ig ' in d i s i  h a m  A  s o n g a  t e n g  b o 'la d i.  ►
A b s o ly u t  y a q in la s h u v c h i  b o 'lm a g a n  q a t or lar  h a d la r in in g  

o 'r in la r in i a lm a s h t ir is h d a n  h o s il b o ' lg a n  qat orlar  h a q id a  q u y id a g i  
t e o r e m a  o 'n r th . B iz  b u  te o r e in a m  is b o t s iz  k e lt ir a m iz .

8 - t e o r e m a .  (R im a n  t e o r e m a s i ) .  Agar X a» qator shartli
ii I

yaqinlashuvchi bo'lsa, u holda hai qanday A (chekli yoki cheksiz) 
olinganda ham berilgan qator hadlarining o'rinlarini shunday 
almashtirish mumkinki, hosil bo'lgan qatorning yig'indisi xuddi 
shu A ga teng bo'ladi.

M a s h q la r
1 1 .1 2 . A g a r

¿ a ,  (a„äO, n = L2.3,...)
0—1

q a to r  y a q in la s h u v c h i  b o 'ls a ,

0  =  1

q a to r n in g  h a m  y a q in la s h u v c h i b o ’lish i is b o t la n s in .
1 1 .1 3 . K o s h i t e o r e m a s id a n  fo y d a la n ib  u s h b u

sin n
¿—i jn0=1 ^

q a to r n in q  y a q in la s h u v c h i  b o ’l is h i is b o t la n s in .
1 1 .1 4 . U sh b u

¿ a 1”
0 = 1

q a to r  y a q in la s h u v c h i l ik k a  te k s h ir ils in .
1 1 .1 5 . A g a r

¿ a .  (a„ >0. n = 1,2.3,..)
0 = 1

q a to r  u c h u n
a) lim yaa = 1

b) lim = 1
n-»« an

b o ’lsa , b e r i lg a n  q a to r  y a q in la s h u v c h i b o 'la d im i?  M is o lla r  
k e lt ir in g .

3 2 6
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q a t o r  y a q in la s h u v c h i l ik k a  t e k s h ir i l s in .

11. 16. U shbu
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M u n d a r ij a

1 — b o b .  T o ’p la m  h a q id a  tu s h u n c h a .
1 — §. T o 'p la m . T o 'p la m  u s t id a  a m a lla r .
2 — §. T o ’p la m la r n i  t a q q o s la s h .
3 — §. M a t e m a t ik  b e lg i la r .
4 — §. M a t e m a t ik  in d u k s iy a  u s u l i .
M a s h q la r .

2  — b o b .  H a q i q iy  s o n la r  t o 'p la m i  va  u n in g  x o s s a la r i

1 — §. R a ts io n a l  s o n la r  t o 'p la m i  v a  u n i n g  x o s s a la r i .
2  — §. R a t s io n a T s o n la r  t o ' p ia m id a  k e s im .
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t e o r e m a s i .
5 — §. S o n l i  t o 'p la m la r n in g  c h e g a r a la r i .
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5  — §• C h e k l i  l im i t g a  e g a  b o ' lg a n  fu n k s iy a la r n in g
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x o s s a la r i .
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M a s h q la r .
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1 — § . F u n k s iy a n i n g  h o s i la s i .
2  — § .T e s lc a r i f u n k s iy a n in g  h o s i la s i .  M u r a k k a b  
f u n k s iy a n in g  h o s i la s i .
3  — §. H o s i l a  h i s o b la s h n i n g  s o d d a  q o id a la r i .  E le m e n t a r  
f u n k s iy a n in g  h o s i la la r i .
4 — §. F u n k s iy a n in g  d if f e r e n s ia l i .
5  — §. Y u q o r i t a r t ib l i  h o s i la  v a  d if f e r e n s ia l la r i
6  — § . D if f e r e n s ia l  h i s o b n in g  a s o s i y  t e o r e m a la r i .
7  — § . T e y lo r  fo r m u la s i .
M a s h q la r .

7 — b o b .  D if f e r e n s ia l  h i s o b n in g  b a 'z i  b ir  ta tb iq la r i .

1 — §. F u n k s iy a n i n g  o 'z g a r ib  b o r is h i .
2  — §. F u n k s iy a n in g  e k s t r e m u m  q iy m a t la r i .
3  — §. F u n k s iy a n in g  q a v a r iq l ig i  v a  b o t i q l i g i .
4 — §. F u n k s iy a la r n i  t e k s h ir is h .  G r a f ik la r n i y a s a s h .
5  — §. A n iq m a s l ik la r n i  o c h is h .  L o p ita l  q o id a la r i .
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M a s h q la r

8 —b o b .  A n iq m a s  in t e g r a l .

1 — §. A n iq m a s  in t e g r a l  t u s h u n c h a s i .
2 — §. I n t e g r a l la s h  u s u l la r i .
3 — §. R a t s io n a l  f u n k s iy a la r n i  in t e g r a l la s h .
4  — § . B a 'z i  ir r a t s io n a l  fu n k s iy a la r n i  in t e g r a l la s h .
5 — § . T r ig o n o m e t r ik  f u n k s iy a la r n i  in t e g r a l la s h .  
M a s h q la r .

9 — b o b .  A n iq  in t e g r a l .

l - § . A n iq  in t e g r a l  ta 'r if la r i.
2  — §■ A n iq  in t e g r a ln i n g  m a v j u d l ig i .
з - § . I n t e g r a l la n u v c h i  f u n k s iy a la r  s in f i.
4  — § . A n iq  in t e g r a l  x o s s a la r i .
5 - § . O 'r ta  q iy m a t  h a q id a g i  t e o r e m a la r .
6 - § . C h e g a r a la r i  o 'z g a r u v c h i  b o ' lg a n  a n iq  in t e g r a l la r .
7 - § . A n iq  in t e g r a l la r n i  h is o b la s h .
8 - § . A n iq  in t e g r a l la r n i  ta q r ib iy  h is o b la s h .
M a s h q la r .

1 0 —b o b .  A n iq  in t e g r a ln i n g  b a 'z i  b ir  ta d b iq la r i .

1 — § . Y o y  u z u n l i g i  v a  u n in g  a n iq  in t e g r a l  o r q a l i  
i f o d a la n i s h i .
2  — §. T e k is  s h a k ln in g  y u z i  v a  u n in g  a n iq  in t e g r a l  
o r q a l i  i f o d a la n is h i .
3  — §. A y la n m a  s ir t n in g  y u z i  v a  u n in g  a n iq  in t e g r a l  
o r q a l i  i f o d a la n is h i .
4  — §. O 'z g a r u v c h i  k u c h n in g  b a ja r g a n  i s h i  v a  u n in g  
a n iq  in t e g r a l  o r q a li i f o d a la n i s h i .
5  — §. I n e r s iy a  m o m e n t i .
M a s h q la r
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1 — §.  A s o s i y  tu s h u n c h a la r .
2  — § . Y a q in la s h u v c h i  q a t o r n in g  x o s s a la r i .  K o s h i  
t e o r e m a s i .

_________ 3  — M  u sb  at q a to r la r .
4  — § . I x t iy o r iy  h a d l i  q a to r la r .
5  — § . Y a q in la s h u v c h i  q a t o r la r n in g  x o s s a la r i .
M a s h q la r .

«M atem atik  analiz asoslari» 2 -q ism in ing  mundarijasi.

! . l — bob. Sonli  q a t o r l a r .

1 2  — b o b .  K o 'p  o 'z g a r u v c h i l i  fu n k s iy a la r ,  u la r n in g  l im i t i ,  
u z l u k s i z l i g i .

1 — § . R"‘ f a z o  v a  u n in g  to 'p la m la r i .
2 — §.  Rm f a z o d a  k e t m a  — k e t l ik  v a  u n in g  lim it i.
3 — §.  K o 'p  o 'z g a r u v c h i l i  f u n k s iy a  v a  u n in g  l i mi t i .
4 — §.  K o 'p  o 'z g a r u v c h i l i  f u n k s iy a n in g  u z lu k s iz l ig i .
5  — § . U z lu k s i z  f u n k s iy a la r n in g  x o s s a la r i
6  — § . K o 'p  o 'z g a r u v c h i l i  f u n k s iy a n in g  t e k i s  
u z l u k s i z l i g i .  K a n to r  t e o r e m a s i .
M a s h q la r .

1 3 — b o b .  K o 'p  o 'z g a r u v c h i l i  f u n k s iy a n in g  h o s i la  v a  
d if f e r  e n s i y a l l a r i .

1 — § . K o 'p  o 'z g a r u v c h i l i  f u n k s iy a n in g  x u s u s i y  
x o s i la l a r i .
2 — §. K o ’p o 'z g a r u v c h i l i  f u n k s iy a la r n in g  

d i f f e r e n s i y a l  — la n u v c h i l i g i
3 — §. Y o 'n a l i s h  b o ’y ic h a  h o s i la .
4 — §. K o 'p  o 'z g a r u v c h i l i  m u r a k k a b  f u n k s iy a la r n in g  

d i f f e r e n s i y a l l a n u v c h i l ig i .  M u r a k k a b  f u n k s iy a n in g  
h o s i la s i .

5 — §. K o 'p  o 'z g a r u v c h i l i  f u n k s iy a n in g  d i f f e r e n s iy a l i .
6  — §. K o 'p  o 'z g a r u v c h i l i  f u n k s iy a n in g  y u q o r i  ta r t ib l i  

h o s i la s i  v a  d if f e r e n s ia l la r i .
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7 — §. O  rta q iy in a t  h a q id a  tP o r e m a .
8 — §. K o 'p  o 'z g a r u v c h i l i  f u n k s iy a n in g  T e y lo i  
fo r m u la s i .
9  — §. K o 'p  o 'z g a r u v c h i l i  t u n k s iy a n in g  e k s t r e m u m

q iy m a t la r i .  E k s t r e m u m n m g  z a r u r iy  sh a r t i.
1 0 -  § . F u n k s iy a  e k s t r e m u m in in g  y e ta r l i  sh a r t i.
11 — §. O s h k o r m a s  fu n k s iy a la r .
M a s h q la r .

1 4  —b o b .  F u n k s io n a l  k p tm a  — k e t l ik la r  v a  q a to r la r .

1 — §. F u n k s io n a l  k e t m a  — k e t l ik la r .
2 — §. F u n k s io n a l  q a to r la r .
3 — §. T e k is  y a q in l a s h u v c h i  f u n k s io n a l  k e t m a  — k e t l ik

v a  q a t o r n in g  x o s s a la r i .
4 — §. D a r a ja li q a to r la r .
5 — §. D a r a ja li q a t o r la r n in g  x o s s a la r i .
6  — §. T e y lo r  q a to r i .
M a s h q la r .

1 5 —b o b .  X o s m a s  in t e g r a l la r .

1 — §. C h e k s iz  o r a liq  b o 'y i c h a  x o s m a s  in t e g r a l la r .
2 — §. C h e g a r a la n m a g a n  f u n k s iy a n in g  x o s m a s
in t e g r a l la r i .
3 — §. M u h im  in is o l la r .
M a s h q la r .

1 6 — b o b .  P a r a m e tr g a  b o g ' l i q  in t e g r a l la r .

1 — §. L im it f u n k s iy a .  T e k is  y a q in l a s h i s h .  L im it  
f u n k s iy a n in g  u z lu k s iz l ig i .

2 — §. P a r a m e tr g a  b o g ' l i q  in t e g r a l la r .
3 — §. P a r a m e tr g a  b o g ' l i q  x o s m a s  in t e g r a lla r .

I n t e g r a ln in g  t e k i s  y a q in la s h i s h i .
4  — §. T e k is  y a q in l a s h u v c h i  p a r a m e t r g a  b o g ' l i q  x o s m a s

in t e g r a l la r n in g  x o s s a la r i .
5  — §. E y le r  in t e g r a l la r i .
M a s h q la r .
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1 — §.  T e k is  s h a k ln in g  v u z i  h a m d a  f a z o d a g i  j i s m m n g  
h a jm i h a q id a g i  b a 'z i  m a ' lu m o t la r .

2 — §.  Ik k i k a r r a li in t e g r a l  ta 'r if la r i.
3  — §. Ik k i k a r r a li m t e g r a l l n m g  m a v j u d l ig i .
4  — § . T n te g r a lla n u v c h i fu n k s iy a la r  s in f i.
5 — §. Ik k i k a r r a li in t e g r a ln in g  x o s s a la r i .
6  — §. Ik k i k a r r a li in t e g r a l la r n i  h is o b la s h .
7 — §. Ik k i k a r r a li  in t e g r a l la r d a  o ’z g a r u v c h ila r m

a lm a s h t ir is h .
8 — §. Ik k i k a r r a li  in t e g r a ln i  ta q r ib iy  h is o b la s h .
9 — §. Ik k i k a r r a li in t e g r a ln i  b a ’z i b ir  ta tb iq la r i .
10 — §. U c h  k a r r a li in t e g r a l .
M a s h q la r .

1 8  — b o b .  E g r i c h iz iq l i  in t e g r a l la r .

1 — § . B ir in c h i  tu r  e g r i  c h iz iq l i  in t e g r a lla r .
2 — § . I k k in c h i  tu r  e g r i  c h iz iq l i  in t e g r a lla r .
3 — § . G r in  f o r m u la s i  v a  u n in g  ta tb iq la r i .
4  — § . B ir in c h i  v a  ik k in c h i  tu r  e g r i  c h iz iq l i  in t e g r a lla r

o r a s id a g i  b o g ’la n is h .
M a s h q la r .

1 9 — b o b .  S ir t in t e g r a l la r i .

1 — §. B ir in c h i  tu r  s ir t  in t e g r a lla r i .
? — § I k k in c h i  tu r  s ir t  in t e g r a lla r i .
3  — §. S t o k s  fo r m u la s i .
4 — §.  O s t r o g r a d s k iy  fo r m u la s i .
M a s h q la r .

2 0 — b o b .  F u r y e  q a to r la r i.

1 — §. B a ’z i  m u h im  t u s h u n c h a la r .
2 — §. F u r y e  q a t o r n in g  t a ’rifi.
3 — § L e m m a la r . D ir ix le  in t e g r a l) .
4  — §. F u r y e  q a t o r n in g  y a q in la s h u v c h i l ig i .
5 — §. Q i s m iy  y i g ’in d i n in g  b ir  e k s t r e m a l  x o s s a la r i .

1 7 —bob.  Karral i  in tegra l lar .



B e s s e l  t e n g s i z l i g i .
6  — §. 'W iq in la sh u v c h i F u r y e  q a to i  y ig ' i n d i s i n i n g

f u n k s io n a l  x o s s a la r i .
7  — §. F u n k s iy a la r n i  t r ig o n o m e t r ik  k o 'p h a d  b i l a n

y a q in la s h t ir is h .
8 — §. O 'r ta c h a  y a q in la s h i s h .  F u r y e  q a t o r n in g  o ’r ta c h a

y a q m la s h is h i .
9  — §. F u n k s iy a la r n in g  o r t o g o n a l  s i s t e m a s i .

U m u m la s h g a n  F u r y e  q a to r i .
Mashqlar.
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