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Ucf)mhi nashriga so'zboshi

Mazkur darslikmng ikkinchi nashri chigganiga ham 10 yil
bo'ldi. Bu vaqt oralig'ida Respublikamiz hayotida, aynigsa
0 gish—o'qgitish sohasida tub o'zganshlar sodir bo'ldi. Shulardan
png miihimlari oliv ta'limning ikki bosqichli tizimga otishidir.
Bu esa 0'z navbatida o'gitiladigan predmetlarning dasturlanfi
gayta ko'rib chigishni tagozo qiladi

Boshga predmetlar singari matematik analiz kursini ham
gayta "taftish" qilish zarurati paydo bo'ldi. lkkinchi tomondan,

o'gitish metodikasidagi zamonaviy yangi texnologiyalar —
o’qitishning intensiv wusullari ham bu masalam dolzarb qilib
go'ydi.

Shu sabablarga ko'ra mualliflar oldingi "M atem atik analiz"
darsligi zaminida "M atpmatik analiz asoslari” bakalavrlar uchun
bir muncha ixcham darslik yaratishni o'z oldilariga vazifa qilib

go'ydilar.

Darslikda to'plamlar nazariyasining elementlari, haqiqiy
sonlar nazariyasining elementlari, funksiya tushunchasi, bir
o'zgaruvchili funksiya (shu jumladan ketma —ketlik) va uning
limiti, wuzluksizligi, bunday funksiyalarning xossaln batafsil
bayon qilingan. Shuningdek, bir o'zgaruvchili funksiyalarning

differensial va integral hisoblari hamda shu hisoblarning ba’zi
tadbiglari keltirilgan. An’anaga ko'ra mazkur darslikning birinchi
tomi sonli gatorlar mavzusi bilan yakunlanadi.

Shuni aytish kerakki, dasrlik mavjud dastur asosida
yozilgan. Har bir bob oxirida ham nazariy, ham amaliy
ahamiyatga ega bo'lgan mashqglar keltirilgan. Darslikni

o'zlashtirish davomida kitobxon shu mashqglami ham vyecha
borishi lozim. Kitobda matematik belgilardan keng foydalanish
bilan bir gatorda tasdiglar isbotining boshlanganligi "-4" belgi,
tugaganligi esa belgi orqali ifodalangan.

Kitob qgo'lyozmasini sinchiklab o'qib, uni ilmiy va metodik
jihatdan yaxshilanishiga o'z hissalarini qo'shganlari wuchun

professorlar Sh.Alimov, R. G'anixo'jayev va dotsent
B.Shoimqulovlarga mualliflar tashakkur izhor giladilar.
Shuningdek, darslikni nashrga tayyorlashda gatnashgan

A .Eshqgobilov, J.Xurramova, A.Xusanboyev va N.Usmonovalarga
innatdorchilik bildiradilar.
Mualliflar.



TO’PLAM HAQIDA TUSHUNCHA

Ushbu bobda matematika fanming barcha tarmoqlarida
keng go'llaniladigan to'plam tushunchasi haqgida ba'zi
ma'lumotlar beriladi.

|—8. To'plam. To'plamlar ustida amallar

1°. To'plam tushunchasi. To’plam tushunchasi
matem atikaning boshlang'ich tushunchalaridan biri bo'lib, u
misollar yordamida tushuntiriladi. Masalan, shkafdagi kitoblar,
barcha to'g'ri kasrlar, quyosh sistemasidagi sayyoralar, berilgan
nugtadan o'tuvchi to’g'ri chiziglar to’plami haqida gapirish
mumkin. To'plamni tashkii etgan narsalar (predmetlar) uning
elementlari deb ataladi.

Odatda, to'plamlar bosh harflar bilan, uning elementlari esa
kichik harflar bilan belgilanadi. M asalan, ¢,B,C... larni to'plam,
a,6:c,.. jarni esa to'plam elementi deyish mumkin.

Agar A to'plamning elementi a bo'lsa, aeA yoki Ara kabi
yoziladi va "a element A to'plamga tegishli" deb o'giladi. Aks
holda aeAa yoki ata deb yoziladi va "a element A to'plamga
tegishli emas" deb o’giladi. Masalan, A ={2468,10} bo'lsa, 6ea,

A bo'ladi.

Chekli sondagi elementlardan tashkii topgan to'plam chekli
to'plam deb ataladi. Masalan, yuqorida keltirilgan to'plamlardan
shkafdagi kitoblar chekli to'plamni tashkii etadi.

M atem atikada ko'pincha chekli bo'Imagan to'plamlarni —
cheksiz to'plamlarni garashga to'g’ri keladi. Masalan, barcha
to'g'ri kasrlar, barcha natural sonlar, berilgan nugtadan o'tuvchi
barcha to'g'ri chiziglar to'plami cheksiz to’plamlarga misol bo'la
oladi. Barcha natural sonlardan iborat to'plam N harfi bilan
belgilanadi va N={1,2 ,3 ,yoki v={«:«=123.} kabi yozladi.
Yana bir misol sifatida B = {x:x2-5x+6 =0} to'plamni keltiraylik. Bu
to'plam jd—5jc+6=0 tenglama ildizlaridan tashkii topgan.

Yuqorida biz to'plam uning barcha elementlari wuchun
xarakterli bo'lgan xususiyatni, qoidani keltirish bilan berilishini,
shuningdek, uning barcha elementlarini bevosita ko'rsatish bilan



berilishini ko’rdik. Avrim vaqtlaida toplam qanday xarakterli
xususiyatga ega bo Igan elementlardan tashkil topganligi ma’lum
bolsa ham, bunday xususiyatli elementlar mavjud bo'Imasligi
mumkin. Masalan, A to plam m+\=n tenglamaning (ne V. me.v,
n<rn) natural sonlar to'plamidagi fldizlandan tashkil topgan
deyilsa, bu—to'plamning bitta ham elementi ynVjligj ma'lum
bolcTdi. Bunga sabab, beriigan tenglamaning natural sonlar
toplamida ildizga ega emasligidir. Bundan ko'rinadiki,
elementga ega bolmagan toplamlami ham korishga to’gri
keladi.

Bitta ham elemontga ega bo Imagan to plam bosh to plam
deyiladi va 0 kabi belgilanadL

Shuni takidlash lozimki, to plamni aniglashda uni tashkil
etgan elementlar orasida aynan bir—biriga teng bolgan
elementlar to'plamning elementi sifatida fagat bir martagina

olinadi. M asalan, r toplam x1-$x+2 =0 tenglamaning
ildizlaridan iborat bo Isin. Bu tenglamaning ildizlari
X, =],Xx2=1,x, = -2 bo'lib, ulardan tuzilgan b to plam deganda biz

lva —2 elementlardan tuzilgan £ ={l-2} to plamni tushunamiz.

Ko'pincha to'plamlar, ular chekli yoki cheksiz bo'lishidan
gat iy nazar, simvolik ravishda tekislikda biror shakl, masalan,
doirachalar bilan tasvirlanadi. Bu esa to'plamlar ustida bajarilgan
amallarni tasawur qilishda, wular orasidagi munosabatlarni
organishda ancha gulaylik tug'diradi. (L—chizma ).

Agar b to'plamning har bir elementi A to'plamning ham
elementi bo Isa, B toplam A to'plamning qismi yoki qgismiy
te plami (toplam osti) deb ataladi va Bcza kabi belgilanadi (2—
chizma). Masalan, B={2468} a={1,2,3,4,56,7,8} bo'lsin. Bunda
Be A ekanligini ko'rish giyin emas.

Bo'sh to'plam O har ganday A to'plamning qismi (qismiy
to'plami) deb hisoblanadi. Biror a to'plam berilgan bolsin. Bu
to'plamning barcha gismiy to'plamlaridan iborat to plamni F{A)
kabi belgilaymiz. Ravshanki,

&e F(A), Ae F.



l1-chizma. 2-chizma.

F(.4) to'plam elementlarining o'zi to'plamdir.
M asalan, »={1,2.3} to'plam uchun
F(M)={{1}.{2}.{1.2},0}},
F(S)={ {1} {2}, {3}.{ 1,2} ,{1,3},{2,3}1{1,2,3},0} bo'ladi.

1-ta’rif. Agar AcB, Be.A Dbo’lsa, A va B teng to'plamlar
deyiladi. Bu hoi ~a~b kabi yoziladi. Masalair, Ttr')plam  kn
ko'rinishdagi sonlardan iborat bo'lsin, bunda k=0,x1,x2,.. yani
A ={a:a=kn,k=0,4\...}, B to'plam esa sinx=0 tenglamaning
yechimlaridan iborat bo'lsin, ya'ni B ={x:sin*=0}. Agar sinx=0
tenglamaning barcha yechimlari x=knk=0x1+2,.. formula bilan
yozilishini hisobga olsak, a=b bo'lishini ko’ramiz.

2°. To'plamlar ustida amallar. Biz quyida to'plamlar ustida

bajariladigan amallami keltiramiz.

3—chizma. 4—chizma.
2—ta'rif. A va B to'plamlarning barcha elementlaridan
tashkil topgan c¢ to'plam A va B to'plamlarning yig'indisi deb

ataladi. A va B to'plamlarning vyig'indisi C=aAr>8B kabi
belgilanadi (3 -chizma).
M asalan, /*={2,4,6,8%, e={l,2,3,4}%}, E={2,4,6,8,...},

K |



/j={1.3.57. } bo'lsa, wunda ularning yig'indilari quyidagi
to'plamlardan iborat bo'ladi. /)'j5={L2-Ufi.8). E<uD ={\.2,3..}=N.
AvjE ={246X }.

Yuqorida keltirilgan 2-ta'rifdan: A"A =A A<uB=BuA kelib
chigadi, shuningdek, agar AcH bolsa, unda a’§B =B bo ladi.

3 —ta 'rif. a va B to'plamlarning barcha umum iy
elementlandan tashkil topgan /7 to'plam a~va B to'plamlarning
ko'paytmasi deyiladi. a va 8 to'plamlarning ko'paytmasi

D =AnB kabi belgilanadi. (4 —chizma). Masalan, ~={2,4,68},
B={1,2,3,4} bo'lsa, wularning ko'paytmasi Ar~B ={2A] to'plam
bo'ladi. 3 —tanfdan bevosita AnA=A, ArB=BnA kelib
chigadi, shuningdek, agar AeB bolsa, unda An>B =A bo ladi.

Agar Ar\B =v bo'lsa A va B kesishmaydigan to'plamlar
deyiladi. M asalan, £={246,}F={131.} to'plamlar
kesishmaydigan to’plamlar bo'ladi, chunki Enr =0 .

Biz to'plamlarning vyig'indisi xamda ko paytmasi ta'riflarini
ikki to'plamga nisbatan keltirdik Agar V V-A to'plam lar
berilgan bo'lsa, ularning yig'indisi A,VA,u...vA, hamda
ko'paytmasi A,r\Alr\...riAn yuqgoridagiga o xshash ta riflanadi.

4-ta'rif. A to'plamning b to'plamga tegishli bolmagan
barcha elementlaridan tuzilgan e to'plam A to'plamdan b
to'plamning ayirmasi deb ataladi. A dan B ning ayirmasi a\b =e
kabi belgilanadi (5—chizma). M asalan, a={1,2,3,4,5},
R={3,6,9,12} bo'lsa, /BB ={1.2.4.5} va js\*={6,9,12} bo'ladi.

Agar A to'plam 5 to'plamning qismi (ya’ni A<=s) bo'lsa,
ushbu s\va ayirma A to'plamni s ga to’ldiruvchi to'plam deb
ataladi va CA kabi yoziladi:

C A=S\A
5-ta’rif. A to'plamning B to'plamga tegishli
bo Imagan barcha elementlaridan va B to plamning A
to'plamga tegishli bo Imagan barcha elementlaridan
tuzilgan to'plam " va s to’plamlarning simmetrik ayirmasi

deb ataladi. Simmetrik ayirma aAB kabi belgilanadi (6—
chizma).



5-chjzma 6-chizma
Ta'rifga kora
AAB=(A\B)Vv(B\A).
Masalan. agar A={123456} A=H)5,6,789} bo’lsa bu to'plamlarning
simmetrik ayirmasi AAB ={12,37.8,9} bo'ladi.

Ikki A va B to’plam berilgan bo'lsin. Birinchi elementi A to'plamga,
ikkinchi elementi B to'plamga tegishli bo'lgan tartiblangan (aA)
juftliklarni garaylik: ae A beB.

6-ta'rif. Barcha {ab) konnishdagi juftliklardan tuzilgan toplarrr n
va B to plamlarning Dekart ko paytmasi deb ataladi. Toplamlaming
Dekart kopaytmasi AxB kabi belgilanadi. Odatda A=A toplam A deb
belgilanadi: axa = a2 Bunda (u.b) va (b,a) juftliklar AxB toplaming
turli elementlari hisoblanadi.

M asalan, A = {12} B = {2,3} to’plamlar uchun
lixs={(1.2),(U). (2,2),(2,3)}, BxA ={(2,1),(2,2),(3,1),(3,2)} bo ladi.

Yuqorida toplamlami va ular ustida bajarilgan amallami tasvirlash
uchun ishlatilgan shakllar Eyler-Viyen diagfammalari deb ataladi (1-6-
chizmalar).

l.I.Lmisol. a.s.c toplamlar uchun (~ufi)nC =(inC)u(finC)
tenglikning o’rinli bo'lishi isbotlansin.

-A"Aytaylik. ae(A<jB)*C bo'lsin. Unda ae(A\jBl\aeC boladi.
aeA,aeC bo Iganda aeAnC bo lib, ae(AnC)u(BnC), aeB. abC
bo'lganda aeBr”c bo'lib, yana ae(,4nC)u(BnC) bo'ladi.

Demak.

(Mn8)mnCC(/)nC)n(8ncC) (1.1)
bo'ladi.

Aytaylik, ae(/)r\C)u(5nC), bo'lsin. Unda aeAn.C bo'lganda
aeflaeC bolib. as(AuB)r\C; aeBn,C bo'lganda aeB.aeC bo lib,
yana 06(.4nB)nC bo'ladi.

Demak.



(,inf)u(snr)c(.4u«)nC (1.2)
bo'ladi. (1.1) va (1.2) munosabatlardan (AuB )nr=(/4n (’)u(snC)
bo lishi kelib chigadi.”

1.2.misol. A va B to'plamlarda ushbu

("1\ B)vjB=A
n'rinli bn-lishi uchun Br i bo lishi zarur va yetarli ekanligi

isbotlansin.

miAytaylik (A\B)uBcA bo'lsm. Qo'shiluvchilaming har biri
vig'indining qgismi bo'lishidan. Be A ekanligim topamiz.

Avytaylik, Ac B bo'lsin. Unda bo'lib, (A B)uB =A
bo'ladi »

3°. Universal to'plam. Yugonda Kkiritilgan amallar Ixtiyoriy
to'plamlar uchun, to'plamlaming tabiatiga hech ganday shart qo vmasdan
ta'riflandi. Ammo bunday " umumiylik " ba’zan konkret hollarda
ma'noning yo qolishiga olib kelishi ham mumkin. Masalan, A to'plam
sifatida 2,4.6.8,10 sonlar to'plamini: A = {2,4,6,8,10}, b to'plam sifatida
quyosh sistemasidagi sayyoralar to'plamini olsak. ulaming yig'indisi va
ko'paytmasi formal avtila olinsa ham. muayyan g'ayritabiiylikka olib
kelishi ravshan. Bunday ma'nosizlik hollarini istisno qilish uchun, odatda
barcha amallar biror universal to'plam deb ataluvchi to'plamning qismiy
to'plamlari ustida bajariladi deb hisoblanadi.Bu universal to'plam U yoki
Q Dbilan belgilanadi. Macalan, yuqonda keltirilgan sonli misollarda
universal to'plam sifatida natural sonlar to'plami U =N ={123..} olinishi
mumkin. Eyler-Viyen diagrammalari uchun esa u sifatida tekislikning
nuqtalari to'plami olinishi mumkin.

M atematik analiz kursi davomida, universal to'plam sifatida
asosan haqiqiy sonlar to’plami (garang 2-bob. 4-8) garaladi.

4°. To'plamiii bo'laklash. Biror A to'plam berilgan bo'lib.
ALAL.4 to'plamlar uning qismiy to'plamlari bo'lsin: AkczA
(¢ =12..7)

Agar {AlA2,.jiK} gismiy to'plam lar sistemasi uchun:
1) A u..,u”™ =A,,
2) AinAl=6 (k*ik,i=\2,.,n)
shartlar bajarilsa, {4,~,..4,} sistema A da bo'laklash bajargan yoki A
to'plam ALAl. .4 to'plamlarga bo'laklangan deyiladi. Ba'zan

{A,AL.4} ni A dagi bo'laklash. a larini esa bo'laklashning
elementlari deyiladi. lkkala shart birgalikda a dagi har bir element



bo laklashning bitta va faqal bitta elementiga tegishli bo'lishini
ta' minlaydi.

Tabiiyki. bitta A to'plafida lurli bo'laklashlar bajarilgan bo lishi
mumkin.

1.3- misol. 41={12},,42+34) 3={5.6) to'plam lar
4=11.2.3.45.6} to'plamda bo'laklash bajarishi ko'rsatilsin.

To'plamlar yig indisi ta'riftdan foydalamb topamiz:

A 3={1,2}1j{3,4}w{5,6}={1.2,3.4,5,6} =/4.
To'plamlar ko paytmasi ta'rifiga ko ra
A ;={1.23}w{3.4}=0, A2nA 3={3.4}u{5.6} =0,

A io”3={1,2}u{5,6} =0
boladi.
Shunday qilib, {a },a 2a 3} sistema uchun 1),2) shartlar bajariladi
va demak, u A dagi bo'laklash bo ladi.

2-8. To'plamlarni tagqoslash

Odatda, ko pincha turli to plamlarni taggqoslashga, ya'ni ularni
elementlarining miqdori bo yicha solishtirishga to g'ri keladi.

Agar A va b lar chekli to'plamlar bo Isa, u holda ularning
decmecentlanni bevosita sanasii bilan e)einenllar soni yoki bir-biriga
tengligini  yoki A to'plamning elementlari soni B to'plamning
elementlari sonidan ko'p yoki kam ekanini aniglash mumkin.

Agar A va b to'plamlar cheksiz to'plamlar bo'lsa, unda bu
to'plamlarning elementlarini, ravshanki, sanash yo'li bilan tagqoslab
bo Imaydi. Ammo, bu to'plamlarni ularning elementlarini bir-biriga
mos qo'yish yo'li bilan tagqoslash mumkin.

Agar A to'plamning bitta har bir elementiga B to'plamning bitta
elementi shunday mos qo'yilsaki, bunda B ning elementiga mos
keltirilgan A ning elementi yagona bo'lsa, A va B to'plam elementlari
orasida o'zaro bir qiymatii moslik o'rnatilgan deyiladi.

7-ta'rif. Agar A va B to'plam elementlari orasida o'zaro bir
giymatii moslik o'matish mumkin bo'lsa, ular bir-biriga ekvivalent
to'plamlar deb ataladi.

Ekvivalent A va B to'plamlar A~B kabi belgilanadi. Masalan.
tog’ri burchakli ABC wuchburchak (AABC) berilgan bo'lsin. (7-
chizma).



7- chizma.

Bu uchburchakning gipotenuzasi AB ning nuqtalaridan jborat
to'plamni F deb. A c katetni tashkil etgan nuqtalar to'plamini esa E
deb olaylik. Bu E va F to'plamlarning elementlari orasida o'zaro bir
giymatli moslik o'rnatish inumkiri. F to'plamda olingan har bir p
nuqtaga shu nuqtadan A c ga tushirilgan perpendikularning asosi a ni
mos qo'yaniiz va aksincha. Bu esa e va f to'plam elementlari
orasida o'zaro bir qgiymatli moslik mavjud ekanligini ko'rsatadi.
Demak, ta'rifga binoan, e- £ bo ladi.

Shuningdek, A ={1.2,3,4.5,6), B ={2.4.6.8.10,12J, N ={1,23,.

N’:ﬂ,zl.% to'plamlar berilgan bo'lsa, unda A~B va N—N'
n

ekanini ko'ramiz. Ekvivalentlik tushunchasi to'plamlarni sinflarga aj-
ratisli imkonini beradi. Masalan, quyidagi to'plamlar berilgan bo'lsin :
~={2,4,6,8,10,12}, B={ 1.2}, c={ 10,11}, p={ 1,3,5.7,9,11}, £={1}.
Bu to'plamlar orasida a va d to'plamlar, b va c to'plamlar
ekvivalent: a- d, 8~C. Bunda o va c to'plamlar bitta 6 elementli
to'plamlar sinfiga kirsa, B va c to'plamlar esa boshga 2 elementli
to'plamlar sinfiga kiradi. Animo £ to'plam a,b,C,d to'plamlarning
birontasiga liam ekvivalent emas. U bir elementli to'plamni tashkil
. etadi.
Natural sonlar to'plami N berilgan bo'lsin. Bu to'plamga
ekvivalent bo'lgan to'plam larga misollar keltiraylik:

N =(l.—..
( 23 i n
N" = i2,4,6,8,....2/;,...i, n <>2n
N" = {1,3,57,..,2/7 no <>2«-1

8-ta'rif. Natural sonlar to‘lami N ga ekvivalent bo'lgan har
ganday to'plam sanoqgli to'plam deb ataladi.

Natural sonlar to‘plami A ga ekvivalent bo'lgan barcha
to'plamlar sanoqli to’plamlar sinfini tashkil etadi.



Qmidagi ikki. N-\1,2.3...n,...}. .v"={2.4.6....2n.... to'plam
becrilgan bolsin. Bunda v™cA ekanligi ravshan. Ammo yugorida
» -.v Mekanligini ta'kidlagan edik. Demak. N"czN, N"~N.

To plamning qismi oziga ekvivalent bolishi faqgat cheksiz
to plamlargagina xosdir.

Bi/ yuqgorida misol tarigasida keltirgan toplamlarimiz asosan
chekli to plamlar yoki sanoqli to piamiar edi. Tabiiyki. cheksiz, ammo
sanogli bo Imagan to plamlar bormi?, — degan savol lug'iladi.
Bunday to'plamlar mavjud (qgaralsin,[I]).

Ekvivalent to'plamlar sinfining migdoriy xarakteristikasi sifatida
to plamning quvvati tushunchasi kiritiladi. Chekli to'plamlar uchun
qguvvat to'plam elementlarining sonidan iboratdir.

3-8. Matcmetik belgilar

To'plam tushunchasi bilan tamshishda biz ba'zi bir matematik
belgilarni ishlatdik. Masalan, "a to plamning elementi a" yoki "a
element A to plamga tegishli” deyilganda aeA deb tegishlilik belgisi
"e" ni ishlatdik. Shuningdek, ,,c¢™ yoki ,,0" belgi bir to'plam ikkinchi
to plamning gismi bo'lganida qo'llanilgan edi.

Matematikada ba'zi hollarda yozuvni qisqartirish maqsadida tez-tez
uchraydigan so z va so z birikmalari o rniga maxsus belgilar
ishlatiladi,

"“Agar ... bo Isa. u holda ... bo ladi " iborasi ==> implikatsiya belgisi
orgali yoziladi.

Masalan, a ,o va ¢ to'plamlar berilgan bo Isin. "Agar Aczb, bczC
bo Isa, u holda aczC bo ladi" iborasini quyidagicha ifodalash mumkin:
a<™, bcC=>aczC.

Ikki ekvivalent tasdiglar ekvivalentlik belgisi o orqgali yoziladi.
Masalan, (a\b )Y (b\a)=Q o (/fus)\(/inB)=9

“Har ganday", "ixtiyoriy", "barchasi uchun" so’zlari o rniga ,,V"
umumiylik kvantori belgisidan foydalaniladi.

"Mavjudki*, "topiladiki** so'zlari o'rmga ,,3" mavjudlik kvantori
belgisi ishlatiladi. Masalan:

1) "Ixtiyoriy n liamda m natural sonlar yig'indisi yana natural
sonlar bo ladi” iborasini \/neN, VmeN =>(n+m)eN kabi yozish
mumkin.

2) "lkki . va » to'plamlar ko'paytmasi bo'sh emas"™ degan



iborani .105~0 yoki 3a: «ea, ae fi kabi ifodalasli mumkin
Shunday qilib, e,g=>,<=>,V,3 matematik belgilariii ko'rib
o tdik. Biz ulardan qulav kelganda. foydalanib boramiz.

Matematik belgiiarning ishlatilish mazmuni quyidagi jadvalda
il'odalangan:

Neo M atematik M atem atik belgiiarning ishlatilish mazmuni

belgilar

\7 e Tegishlilik belgisi, n element ,i to'‘pplamning
elementi bo'lsa, aaA kabi yoziladi.

2. Tegishli emaslik belgisi. b element B
to'plamnmg elementi bo'Imasa, b*B kabi
ifodalanadi.

3. gism belgisi. A to'plam B to'plamning qismi
bo'lsa, u Ac B kabi yoziladi.

4. vV Umumiylik kvantori belgisi. "Har ganday",
"ixtiyoriy", "barchasi uchun" so'zlari va so'z
birikmalari o’rnida ishlatiladi.

5. 3 M avjudlik kvantori belgisi. "M avjudki",
"topiladiki", o'rnida ishlatiladi.

6. = Implikatsiya belgisi. "Agar ... bo'lsa, u holda ..
bo'ladi" iborasi o'rnida ishlatiladi.

7. Ekvivalentlik belgisi.

4-§. Matematik induksiya metodi

Har bir fanni egallash undagi turli-tuman faktlarni, asosiy
gonuniyatlarni bilib olish bilan birga shu fandagi tadbiq qilish
metodlarini o'zlashtirishni ham taqozo giladi. Qadimiy va navqgiron
matematika fanida ham u o'rganadigan obyektlarni gonuniyatlarni
ochuvchi qator metodlar yaratilgan. Ularning ba'zilari muayyan
masalalar uchun maxsus yaratilgan bo'lsa. ayrimlari umummatematik
ahamiyatga egadir.

Ana shunday umumiy xarakterdagi metodlarni mukammal egallash
matematika fam sohasida yaxshi mutaxassis bo'lishning. uning ichki
sirlarini anglab yetishning zaruriy shartidir.

Matematik induksiya metodi matematikaning turli-tuman. hatto bir-
,birid”n juda olis sohalarida muvaffagiyat bilan keng go'llaniladigan
metoddir. Avvalo. bu metod o'zining juda sodda bo'lgan g'ovasi bilan

@



e'tiborga sazovor. Ikkinchidan, bu inetod isbotlanayotgan gipotezaning
yoki teoremaning anig bayonini keltirishda malum “topog'onlik'ni
talab etishi bilan ham xarakterlidir.

Matematik induksiya elementar matematikaning barcha
sohalaridagina emas. balki hozirgi zamonaviy matematikaning turli
bo'limlarida ham yangi-yangi faktlarni isbot qilishning muhim
omilidir.

1. Deduktiv va induktiv fikriash. Odatda, biror jarayon yoki
voqea to grisida llkr yuritishning ikki formasi farq qilinadi: deduktiv
fikriash va induktiv fikriash.

Deduksiya-fikrlashning umumiy tasdiglardan xususiy tasdiglarga
o tish formasidir (deduksiya so'zi mantiqgiy xulosani bildiradi).
Misollar ko'raylik.

1.4-misol. Bir va o'zidan boshqga bo’luvchilarga ega bo'lgan

sonlar murakkab sonlar to'plainini tashkil etadi. (A)

9 soni | va 9 dan boshga 3 ga bo'linadi. f3)
Demak, 9 soni - murakkab son (©)
1.5-misol. Barcha to'rtburchaklar ko'pburchaklar oilasiua
tegishli. (A) ™
1VCD trapetsiya-to'rtburehak.
(B)

Domak, ab Co trapetsiya ko'pburchaklar oilasiga tegishli. (C)
Hai ikkala misolda ham (A) umumiy tasdigdan (B) tasdiq vordamida
(C) xususiy tasdiq hosil gilinadi.
Induksiya-tikrlashning xususiy tasdiglardan umumiy tasdiglarga
o'tish formasidir.

1.6-misol. 140 soni 5 ga bo'linadi. (A)
Demak, Nol bilan tugaydigan barcha sonlar 5 ga bo'linadi. (B)
1.7-misol. 140 soni 5 ga bo'linadi. (A)
175 soni 5 ga bo’linadi (B)
425 soni 5 ga bo'linadi ‘ (©)
Demak, barcha uch honali sonlar 5 ga boMinadi. (D)

1.6-misolda (A) hususiy tasdigdan (B) umumiy tasdiq hosil
gilinadi. (B) tasdiq to'g’ridir.
1.7-misolda (A) (B) (C) hususiy tasdiglardan (D) umumiy tasdiq
hosil qilindi. Lekin (D) tasdiq noto’g’ridir.
Tadqiqotchi biror faktni isbotlashdan avval, turli mulohazalar
yordamida bu faktning borligini fahmlashi, uni isbotlashga kirishishdan
avval esa isbotlash g'oyalarini anglab yetishi kerak bo'ladi.
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Deduksiya va induksiya bir-birini to'ldiruvchi fikrlash formalaridir.
Haqgigatan ham, isbotlanishi kcrak bo'lgan tasdiglar (gipolezalar)
kuzatishlarga asoslangan holda induktiv yo | bilan hosil gilmadi.
so'ngra bu tasdigning to'g’riligi isbotlashning biror deduktiv metodi
yordamida ko'rsatiladi.

induksiya metodi ti/ika. kimyo va boshga tabiiy Canlarda.
shuningdek, matematikada ham keng qo'llaniladi, ya'ni bu metod
yordamida turli matematik tasdiglar (gipotezalar) hosil gilinadi. Bunga
misollar keltiraylik:

1.8-misol. 2 sonining ketma —ket kelgan uchta
darajasining yig'indisini qaraylik:
2 +21+T =14

Hosil bo'lgan son 7 ga bo'linadi. Endi
21 +2j+2" =28
hosil bo'lgan son yana 7 ga karrali. Navbatdagi darajalarni
go'shaylik:
23+24+2' =56
hosil bo'lgan son yana 7 ga karrali.

B ajarilganlarga asoslanib ushbu gipotezani aytish
mumkin: 2 sonning ixtiyoriy uchta ketma—ket kelgan
darajasining vyig'indisi 7 ga karralidir, ya'ni VneAf uchun
2'+2M1+Y*2yig'indi 7 ga qoldigsiz bo'linadi.

20. Matematik induksiya metodi. Yuqoridagi misollarni

tahlil natijasida ushbu savol tugiladi. Bir gancha xususiy
hollarda to g’ri bo'lgan biror tasdig benlgan bo'lsin. Bu
tasdigning to'griligini ko'rsatuvchi barcha cheksiz ko'p

xususiy hollarni ko'rib chigish inson qo'lidan kelmaydi
(barcha natural sonlar uchun <chigarilgan tasdiglar shular
jum lasidandir).

Xususiy hoiiar cheksiz ko'p bo'lgani uchun io’ia
induksiyani go'llash imkoniyatiga ega emasmiz, Xxususiy
hollarga asoslanib chigarilgan tasdiq esa xato bo'lishi
mumkin.

Induksiya yordamida biror A(n) gipoteza bayon etilgan
bo'lib, bu inulohazaning ixtiyoriy natural son n wuchun
rostligini isbotlash kerak bo'lsin hamda A(n) mulohazaning
to'g’riligini barcha n lar uchun bevosita tekshirib ko'rishning
iloji bo'Imasin. A(n) mulohaza, matematik induksiya prinsipiga
asosan, quyidagicha isbotlanadi:

Bu tasdigning to’g'riligi, awalo «=I uchun tekshiriladi.



So'ngra aytilgan tasdigni Nn-K uchun rost bo Isin deb taraz
qgilib, uning rostligi «=£+1uchun isbotlanadi. Shundan so ng,
AN tasdig barcha n («e N) lar uchun isbotlangan hisoblanadi.

Bularga asosan, agar Af) tasdiq r=i da rost bolsa, u
navbatdagi o=:1+1=2 son uchun ham rost boladi. lasdigning
r =2 uchun rostligidan uning «=2+1=3 uchun rostligi kelib
chigadi.

Bundan esa tasdigning, o0'z navbatida, N=4 uchun
rostligi kelib chigadi va hokazo. Shu yo'sinda, ixtiyoriy n
natural songacha yetib boramiz. Demak, AN tasdig ixtiyoriy
n uchun o’rinlidir.

Avytilganlarni umumlashtirib, ushbu umumiy prinsipni
ifodalaylik:

1. «=1 da AN mulohazaning rostligi tekshiriladi:

2. n=K da AN mulohaza rost bo'lsin deb faraz qilib,
Nn=k+l uchun AN) mulohazaning rostligirya'ni -Affi-jn4(*++)
isbotlanadi. Shundan so'ng, A(n) mulohaza barcha n lar uchun
rost deb xulosa qilinadi.

1.9-misol. Yuqoridagi prinsipga asoslanib, ixtiyoriy n
natural son uchun ushbu tenglikni isbotlang.

l+2+3+.,,+|’j:-r(—%t1-)

Bu yerda va bundan keyingi misoldagi tasdigni AQn) deb
belgilaymiz.

1. N=\ bo’lganda i= demak /1(1) to'g'ri.

2. Ixtiyoriy K natural son uchun AWK ning to g'riligidan
AKk+1) ning kelib chigishini isbotlaymiz.
1+2+3+...+R—k(k+1)

to'g'ri bo'lsin. Yuqgoridagi munosabatdan foydalansak:
—+ * *
[+2+3+..+7M+ (i +]) = k(k—-i-(z 2l k-+1)= (--T--l-)-[g-;l)lf—l—)l

hosil bo ladi, bu esa AK+Y ning o'zidir.

Bu esa, tasdigning barcha « lar uchun o'rinli bo lishini
bildiradi.

M atematik induksiya prinsipiga asoslangan isbotlar
isbotlashning matematik induksiya metodi deyiladi.

M atematik induksiya metodiga asoslanib biror tasdigni
isbotlashda yugorida ko'rsatilgan 1 va 2 punktlarning har



birini tekshirish (isbotlash) juda muhimdir Agar ulardan
birortasini hisobga olmasak, chigarilgan xulosa to'gri bo'lmay
golishi mumkin.

Mashglar.

1.4. Ushbu OaD=(0"0)\(D "0 tenglik isbotlansin.

—I1 S O va O (harrha hiltun sonlflrdan iborat to'plam) lar

uchun []1jQ LDnD, Q Q D O to’plarnlar topilsin.

16.Ani to'plamlar uchun

a) D~Q 6)on ==00Q ¢) O0Q D-~G =>00 bo'lishi

isbotlansin.

1.7. Agar OD -0 D bo'lsa, D~D bo'lishi isbotlansin.

1.8. Qavarig O ko'pburchak diagonallaridan tashkil
topgan to'plamning elementlari soni 0.5q (Q-3) ga teng bo'lishi
isbotlansin.

1.9. Elementlari soni O ta bo'lgan to'‘plamning barcha
gismiy to'plamlaridan tuzilgan to'plamning elementlari soni 2n

ga teng bo'lishi isbotlansin.

1.10. Sonlar o'gida N va z to'plamlarning geometrik
tasvirlari topilsin.

1.11. Ixtiyoriy naN uchun n(n2+>) ifoda 6 ga karrali ekanini
isbotlang.

1.12. Agar p tub son bo'lsa, np-n son pga bo'linishini
isbotlang. (Fermaning kichik teoremasi).

1.13. Ixtiyoriy neN wuchun 3PB+j+24’¢ yig'indining 11 ga
bo’linishini isbotlang.

1.14. Quyidagi Koshi tengsizhgini isbotlang: Ixtiyoriy * ta
manfiy bo’lImagan a,az sonlarning o’rta aritmetigi shu
sonlarning o’rta geometrigidan kichik emas, yam

Bu tengsizlik ax=ar=..=an bo’lganda va fagat shu holdagina
tenglikka aylanadi.



I BOB

Haqiqgiy sonlar. Haqiqiy sonlar to'plami va
uning xossalari

Son tushunchasi uzoq o'tmishdan ma'lum. Odamlar sanash
lagazosi bilan dastlab 1. 2. 3. ... -natural sonlarni qollaganlar. So ngra
manfiy son, ratsional son va. nihoyat. haqiqiy son tushunchalari
kiritilgan va organilgan. Albatta. bu tushunchalar kitobxonga o rta
maktab matematika kursidan, litsey va kollejlardan ma'lum. Shuning
uchun ham qu>ida (shu bobning [|-§ ida) ratsional sonlar
toplamlarining muhim xossalarigisqagina bayon etilgan. Hagigiy son
tushunchasiga kelganda shuni aytish kerakki, wuning  kiritilishi
matematik analiz uchun ganoallanarli darajada emas. Shu sababga
ko ra quyida (shu bobning 2-58 larida) hagigiy son tushunchasini
Dedekind bo'yicha kiritamiz va haqiqiy sonlar to'plaminmg
xossalarini batafsil o'rganamiz.

I-§. Ratsional sonlar to'plami va uning xossalari

1°. Ratsional sonlar. Ushbu gisgarmaydigan
r=":peZ,neN  kasr ko'rinishida tasvirlanadigan har bir son

ratsional son deyiladi. Barcha ratsional sonlar to'plamini Q deb
belgilaymiz:

Q={r:r =?,peZ,ne N}

Ravshanki,
NaZaQ.

Ratsional sonlar to'plamida qo'shish (r+s;rs Q, SeQ),
ayirish (r-s;re<2,se0), ko'paytirish {rs:re QseQ) hamda
bo'lish (r:s;req,seQ,s*o0) amallari, shuningdek ratsional
sonning darajasi (r";re Q,ne Z ), ratsional sondan olingan ildiz
(\Nfr\reQ,neN) amallar kiritilgan bo’lib, amallarning ma'lum
xossalari o rinli bo’ladi.

2°.  Ratsional sonlar to’plamining tartiblanganligi.
Ratsional sonlar to'plami Q dan olingan ixtiyoriy ratsional r,s,t
sonlar uchun quyidagi ikki tasdiqg o'rinli bo'ladi.

1). r=.r>s,r<s munosabatlardan bittasi va faqat bittasi

OQUVM T~ e



o'rinli,

2). [+<.,.?<» tengsizliklardan r<i tengsizlikning o'rinli
bo'lishi kelib chigadi.

Bu hol ratsional sonlar to'plami Q ning tartiblanganligi
xossasini ifodalaydi.

3U Ratsional sonlar to'plamining zichligi. Faraz gilayhk,

reQ,ie Q va /f</ bolsin. U holda eQ va r<r*-<t bo'ladi.
Bu esa r va / ratsional sonlar orasida - ratsional son bor
ekanligini ko'rsatadi. #”- sonni ? bilan belgilab, r va s sonlar

orasida joylashgan hamda s va t orasida joylashgan S—

ratsional sonlar borligini ko'ramiz:

r+s r+t s+t
| R — < < < t
2 2 2

Bu jarayonni istalgancha davom ettirish yo'li bilan ixtiyoriy
r va 1 ratsional sonlar orasida cheksiz ko'p ratsional sonlar
borligi aniglanadi. Mana shu xossa ratsional sonlar to'plami Q
ning zichligi xossasi deyiladi.

Faraz gilaylik, A ratsional sonlardan tuzilgan biror to'plam
bo'lsin: Ac.Q

1-ta'rif. Agar shunday r’e A topilsaki, VreA uchun

r <r' tengsizlik bajarilsa, r * ratsional son A to plamning eng
katta elementi deyiladi.
2-ta'rif. Agar shunday r, e A topilsaki, MraA uchun r >r.

tengsizlik bajarilsa, r . ratsional son A to'plamning eng kichik
elementi deyiladi

40. Ratsional sonlarni geometrik tasvirlash. Sonlar o'gi va
bu o'qda O nugtani olaylik. Bu O nuqtani nol sonining
geometrik tasviri deb garaymiz.

Natural va butun sonlarni geometrik tasvirlash o'quvchiga
ma’lum. Ixtiyoriy ratsional sonni geometrik tasvirlashdan awal
birlik kesma (masshtab birligi) ning n (nzN) gismini topishni
aytib o'tamiz.

Bir kateti birlik kesma OE ikkinchi kateti birlik kesmam n
marta go'yishdan hosil bo'lgan OoF kesmaclan iborat, opf to'g'ri
burchakli uchburchakni qaraylik (8—chizma). Bu OFE ning OF



tomonidagi 1,2,3,..., «-1 sonlarni tasvirlovchi nuqtalar
[s',. [+2 A-1 bolsin. Natijada of katetda bir—biriga teng

bolgan « ta OF,, FJ-\ / kesmalar hosil bo ladi.
8 —chizma

Endi OF katetdagi Ft,Ft,. F,, nugqgtalardan fE
gipotenuzaga parallel togri chiziglar o'tkazamiz. Bu to'g'ri
chiziglarning OE kateti bilan kesishgan nuqtalari £,,£ ... e,
bo'lsin. Ravshanki, bu nuqtalar OE da OE, E,E E,_.E
kesmalarni hosil qiladi Demak, OE birlik kesma n ta
O~ kesmalarga ajraldi. Fales teoremasiga kora

bu kesmalar bir-biriga teng bo'ladi. Demak, OE, kesma OE

kesmaning - gismiga teng.

M asshtab kesma OE ning ¥ gismi bo lgan OF, kesmani O

nugtadan boshlab o'ng va chap tomonlarga qo'yvamiz. Bu
kesmanmg bir uchi O nuqtada bo'lib, ikkinchi uchi esa o'ng

tomondagi nurda M,, chap tomondagi nurda esa M

*
n

nuqtalarni belgilaylik. Endi - va -- sonlarga A/, va M ,
tl -

n
n n

nuqgtalarni mos qo'yamiz. OE, kesmani O nuqtadan uning o'ng va
chap tomonlaridagi nurga ketma—ket m marta qgo'yish

natijasida n hamda n ratsional sonlarni geometrik tasvirlovchi

va M ,, nuqtalarni topamiz. Shu yo'l bilan sonlar o'gida

r=~eQ sonni geometrik tasvirlovchi nugta topiladi. Masalan,

ushbu ~e<2 sonni tasvirlovchi nuqtani topish uchun awal

masshtab birligini 0 nuqgtadan o'ng tomonga bir marta
joylashtirib, m, nuqta topiladi. So'ngra bu M, nuqtadan boshlab



masshtab birligining i. gismini qo'yib, 2 sonni geometrik

ifodalovchi A/, nuqgtani topamiz.
.

Shunday qilib, ratsional sonlar to'plamidan olingan ixtiyoriy
=h Ufis z,ne /V) songa to'g'ri chizigda bitta —nuqta mos
keladi.

Bundan keyin qulaylik uchun reO songa to'g'ri chizigda
mos keladigan nuqtani A/, kabi belgilamasdan r nuqta deb
olaveramiz. Ratsional songa mos keladigan to'g'ri chizigdagi
nuqta ratsional nugta ham deb ataladi.

5°. Ratsional sonlar to'plamini kengaytirish zaruriyati.
Biz awalgi bandda har bir ratsional songa to'g'ri chizigda bitta
nuqta (ratsional nuqta) mos qo'yilishim ko'rib o'tdik. Ammo
to'g'ri chizigda shunday nuqtalar borki, wular birorta ham
ratsional songa mos gqo'yilgan bo'Imaydi. Shuni ko'rsataylik.

Tomoni bir birlikka teng bo'lgan OABC kvadratni garaylik
(9 —chizma).

Cc B

\

9 —chizma
Bu kvadratning diagonali OB rt ning uzunligi \2 ga teng.
Sirkulning uchini O nuqtaga qo'yib, radiusi OB ga teng bo Igan
aylana chizaylik. Bu aylana OA tomon joylashgan to g ri chizigni
D nuqtada kesadi.

UA<OB bo'lgam wuchun D nuqgta A nuqtadan ongda
joylashgan bo'ladi. Ravshanki, OB =0D =v2 demak, D nuqtaga 4l
son mos keladi. esa ratsional son emas. Bu quyidagi
teoremada isbotlanadi.

l—teorema. Ratsional sonlar to'plami Q da kvadrati 2 ga
teng bo'lgan ratsional son mavjud emas.



-"Teskarisini faraz qilaylik, ya'ni Q toplamda shunday
gisqarmaydigan 1 (peZ.ne N) kasr korinishda voziladigan

ratsional son borki, bu

tenglik orinli bo Isin. Yuqoridagi tenglikni quydagicha
p2=2n~
yozib olamiz. Bundan p juft son ekanligi ko'rinadi. Demak,
p-2m mal. Natijada
ir =2nr
hosil bo'ladi. Bu esa n sonning ham juft ekanligini ko'rsatadi.
Demak, yuqoridagi farazdan p va n sonlar juft sonligi kelib

chigadi. Binobarin, ular uchun 2 umumiy ko'paytuvchi. Bu esa "
n

sonning qgisgarmaydigan kasr ekaniga zid »
Shunday qilib, to'g’ri chizigda olingan har bir nuqgtaga Q

to plamda unga mos keladigan ratsional son mavjud bo'lavermas
ekan.

Ayni paytda
x2-2 =0
tenglama ham ratsional sonlar to'plami Q da yechimga ega
bo'Imaydi. Bundan ratsional sonlar to'plamini kengaytirish

zarurati kelib chigadi. Demak, ratsional sonlar to'plamiga yangi
tipdagi sonlarm qo'shib, uni shunday kengaytirish kerakki, bir
tomondan, sonlaming bu kengaytirilgan to'plamida x2- 2=0
tenglamani yechish va shu kabi ko'pgina masalalarm hal qilish

mumkin bo'lsin, ikkinchi tomondan esa, ratsional sonlar
to'plamining barcha xossalari sonlaming kengaytirilgan
to'plamida ham o'rinli bo'lsin.

Ratsional sonlar to'plamini kengaytirishda bir—biriga
ekvivalent bo'lgan bir nechta wusullar mavjud (Koshi wusuli,
Kantor wusuli, Veyershtrass usuli hamda Dedekind wusuli). Biz

quyida Dedekind usulini keltiramiz.
2—8. Ratsional sonlar to'plamida kesim

lo. Kesim. Irratsional son ta'rifi. Q toplamda bajarilgan
kesim tushunchasi bilan tanishaylik.



5-ta'rif. Ratsional sonlar toplami < shunday A va A’
to'plamlarga ajratilsaki, bunda

1). A*Q>A'* 0,

2). AuA'=0,

3). Vae A Va'e A'=>a<a'
shartlar ganoatlantirilsa, A va A' to'plamlar Q toplamda kesim
bajaradi deb aytiladi. Bunda A to plam kpsimning quyi sinfi, A’
esa yuqori sinfi deyiladi.

M asalan: 1). 5 va undan Kkjchik bo Igan barcha ratsional
sonlardan iborat to'plam A, 5 dan katta bo'lgan barcha ratsional
sonlar to plami A bo'lsin: A={/reQ,r <5} A'-{r:reQ,r >5}
Bu A va A toplamlar uchun 5—ta'rifdagi uchchala shartning
bajarilishini ko rish qgiyin emas. Demak, bunday tuzilgan A va
A' to plamlar Q da kesim bajaradi.

2). B to'plam deb 1 va 2 ratsional sonlar orasidagi barcha
ratsional sonlardan iborat bo‘'lgan R={r:reo,1 <r< 2} to'plamni, B8
to'plam deb 1 va undan kichik bo'lgan barcha ratsional sonlar
hamda 2 va undan katta bo'lgan barcha ratsional sonlardan
iborat

B'={r:reQ,r<\}'u{r:reQ,r>2]
to’plamni olaylik. Ravshanki, b*o,B'*<3 hamda BuB'=Q, ammo
B to'plamdan olingan har bir ratsional son B to'plamdan
olingan istalgan ratsional sondan har doim kichik bo'Imaganligi
sababh, bunday tuzilgan B va B' to'plamlar @ to'plamda kesim
bajarmaydi (kesim ta'rifidagi uchinchi shart bajarilmaydi).

3). Ushbu C={rireQ,r<I},C'={r:re0,\ <r<5} to'plamlarni
olaylik. Bunda C*0,C‘*t» bo'lib, C to'plamning har bir elementi
C' to'plamning istalgan elementidan kichikdir. Ammo CuC'*Q
bo Igam uchun bu c va c' toplamlar @ da kesim bajarmaydi
(kesim ta ritidagi ikkmchi shart bajariimaydij.

2.1-misol. Aytaylik f0eQ bo'lib, A={r reQ,r<r,} va
A'={r.reQ,r >r0} bo'lsin. Bu to'plamlar Q da kesim bajarilishini
ko'rsatilsin.

m40 lingan r0e.Q son A to’plamga tegishli. Bmobarin A*%.
Endi

r0e Q, ru+1le Q va ro+1>10
bo'lishidan rO+1e A' ekanligi kelib chigadi. Demak, A'*0



Ravshanki, #®Mo A'={r:re O.r <r0}u {r:f,e (J./ >»+,}=£' Bu kpsim
ta'nfining ikkinchi sharti bajarilishini korsatadi. Agar
Vae ,4,Va’e /)’ bolsa, undan a</s,«’>/, ya'ni a<rO0<a' ekani
kelib chigadi Denrak, «<«' va kpsim ta rifining 3 — sharti ham
bajariladi. Shunday qilib, A va A' toplamlar o da kesim
bajaradi>-
Odatda bu kesimni
W - (A, A)

kabi ham belgilanadi. Bu kesimning quyi sinfi A to’plainda
(uning elementlari orasida) eng katta element mavjud bo lib, u
ro ekanligi ravshandir. Ammo kesimning yuqori sinfi A’
to plamda esa (uning elementlari orasida) eng kichik element
mavjud emas.

-A") kesimning yuqori sinfi A' elementlari orasida

eng kichigi mavjud bo'lsin deb faraz qilamiz. Uni r deb
belgilaylik: r' e A'. Kesim taifiga kora rt <r’ bo'ladi. Ratsional
sonlar to'plami zich to'plam bo'lgani uchun shunday t ratsional

son mavjudki. r0<t<r bo'ladi. .4' ning tuzilishiga binoan
topilgan t uchun te A’ bolishi kerak. Demak, A’ da r dan

kichik bo lgan t son mavjud. Vaholanki, biz r* ni A" ning eng
kichik elementi deb olgan edik.»

Bunday kesimlarni quyi sinfi yopiq, yuqori sinfi ochiqg
kesimlar va r0 sonni esa A to'plamni yopuvchi element deb
ataladi (10(a)—chizma).

A _ 1 - fet-—-- -JL N

(o]

A 10 A

e
10 —chizma

2.2-misol. Ushbu B={r:reQ,r <m0} va B' ={r:reQ.r>/5}



to'plamlar O da kesim bajarishi ko'rsatilsin.

*AYuqorida keltirilgan 2.1 —misoldagidek ko'rsatish
mumkinki, O da bu H va B' to'plamlar (b,B') kesim bajariladi.®

Bu holda (B.B')kesimningquyi sinfi B to’plamda (uning
elementlari orasida) eng katta element mavjud emas, kesimning
yngnri sinfi R‘ toplamning elementlari orasida eng kichik
element mavjud. B quyi sinf ochiq, yuqori sinf B' esa yopiq
bo'lib, rQ ratsional son esa B' to’plamni yopuvchi element
bo'ladi. (10(6)—chizma).

2.3-misol. Kubi 2 dan kichik bo'lgan barcha ratsional
sonlardan lborat to'plam C, kubi 2 dan katta bo'lgan barcha
ratsional sonlardan iborat to'plam C' bo'lsin: Kubi 2 ga teng
bo'lgan ratsional son mavjud emasligi 1—teoremadagidek ishot
etiladi

C={r:re0.r3<2}, C={r:r&Q.rr>2
Bu Cva C to'plamlar Q da kesim bajarish ko'rsatilsin.

<C va C* to'plamlar tuzilishidan kesim ta’rifidagi barcha
shartlarining bajarilishini topamiz.

Bu misoldagi (C,C) kesimda, kesimning quyi sinfi C
to'plam elementlari orasida eng katta element, shuningdek
yuqgori sinfi C' to'plam elementlar orasida eng kichik element
mavjud emasligini ko'rsatamiz. C to'plamdan ro sonni
(r0e A,r0>1) olib, uning yordamida ushbu

0< <1

=r,t
3r0 +3ro+1 3r, +3r0+1

latsiunal sonni hosil gilamiz. Bu ;; ratsional sonning kubi 2 dan

kicfuk boiadi: r{ <2. Hagigaidau ham

30 +3r0+41 0 3310 +3r0+1
2 \
( ~ " f2- -
2 P-rd o 03 <rg+3r@ 270 4
3r@+3r0+\j 13r@ + 3r0 + U 3r0 +3r0 +1
2-1* 2. 18
-r - 1o s 4 (3r@ +3r0 +1) =2

3r@+3/-0+1 3r®+B8r0+E U 3r0 +3r0+ 1

Demak, rO<rteC ya’ni r,e C sondan katta bo'lgan r, ratsional



son ham (' to’plamga Ipgishli bo'ladi.

Shunday qilib, jxtiyoriy rOe C ratsional son berilganda
ham, kamida bitta shunday rt ratsional son topilar ekanki, u
i) >inva /«,£('. Bu esa (' to'plamning pleinpntlari orasida eng
kattasi mavjud pmasligini ko’rsatadi.

Endi (.<" kpsimning yuqori sinfi C' to'plamning
plementlari orasida eng kichigi mavjud einasligim isbotlaymiz.
i, 6C' (r0 > 1) bo’lsin. Demak, fQ < ~ «

Ushbu

ratsional sonni qaraylik. Bu r," ratsional sonning kubi 2 dan
katta bo'ladi: if >2. Hagigatan ham,

Demak, rj<r”C' yani ~ e C sondan kichik bo'lgan rt’
ratsional son ham C" to'plamga tegishli bo'ladi.

Shunday qilib, ixtiyoriy e C' ratsional son berilganda
ham kamida bitta, shunday /," ratsional son topilar ekanki, u
ri<rdo va rieC’. Bu esa C' to'plamning elementlari orasida eng
kichigi mavjud emasligini anglatadi. »

Shunday qilib, ko'rsatilayotgan misolda (C7C) kesim
uchun quyi sinf C ham, yuqori sinf C' ham ochiq bo'lib, C va C'
to'plamlarning yopuvchi elementlari mavjud emas (10(b)—
chizma).

2.4-misol. Ratsional sonlar to'plami @ da ham quyi sinf—p
to'plamining elementlari orasida eng kattasi, ham yuqori sinf—
D' to'plamining elementlari orasida eng kichigi bo'lgan (D.D")
kesim riiavjud emasligi isbotlansin.

-<Faraz qilaylik, @ toplamda shunday (p,D") kesim
mavijud bo Isinki, aOsoni D to’plamning eng katta elementi, a0
esa D' to'plamning eng kichik elementi bo'lsin. U holda kesim



ta'rifiga kora 00 < an tengsizlik orinli boladi.

Ravshanki,
‘i °o
& O ' 2
Bunda T ~ ~ ratsional son ~D to”plaiugd legishli emas,
chunki a0 son 1) to'plamning eng katta elementi va
a04'a0 (fg-hao
a0<— 2— +« Shuningdek, -—--—-—- ratsional son O' to'plamiga

ham tegishli emas, chunki a0 son D' to'plamning eng kichik

. a0 ao < ~ )
elementi va - <aomDemak, — ratsional son D
to'plamga ham, D to'plamga ham tegishli bo'Imaydi. Bu esa
kesim ta'rifiga ziddir. Shunday qilib, bir vagtda guyi sinfida eng
katta elemant, yuqori sinfida esa eng kichik element bo'lgan
kesim mavjud emas. »

Ratsional sonlar to'plami Q da bajarilgan kesim ta'rifi va
kesimga keltirilgan misollardan quyidagi xulosani Kkeltirib
chigarish mumkin. Q toplamda bajarilgan (A, A') kesim faqgat
uch turli bo lishi mumkin:

1). Kesimning quyi sinfi A da eng katta element (30
ratsional son) mavjud, kesimning yuqori sinfi A" da esa eng
kichik element mavjud emas. Bunda r0 ratsional son quyi sinf
yopuvchi elementi bo ladi.

2). Kesimning quyi sinfi A da enq katta element mavjud
emas, kesimning yuqori sinfi A" da esa kichik element (rd
ratsional son) mavjud. Bunda rO ratsional son yuqori siru A’
ning yopuvchi elementi bo'ladi.

3). Kesimning quyi sinfi A da eng katta element mavjud
emas, kesimning yuqori sinfi A' da eng kichik element mavjud
emas. Bunda quyi sinf A da, yuqori sinf A" da yopuvchi
elementlar mavjud emas.

Birinchi va ikkinchi tur kesmlarda ularnmg quyi yoki
yuqori sinflan yopiq bo'lib, yopuvchi elementlami bir sinfdan
ikkinchi sinfga o'tkazib, har doim bir turdagi kesmga — quyi
sinfi ochiq, yuqori sinfi esa yopiq bo'lgan kesimga keltirish
mumkin. Biz bundan buyon birinchi va ikkinchi tur kesimlar



o'rniga bir tur kesimni, quvi sinfda png katta element mavjud
bo Imagan (ochiq sinf), yuqori sinfda esa eng kichik element
mavjud bo Igan (yopig sinf) kesimni qaraymiz. Bunday
kesimlarni ratsional kesim deb ataymiz.

Ixtiyoriy reO ratsional son uchun Q to'plamda bar doim
(A.A") kesim bajarilishi mumkinki, bu kesim ratsional kesim
bo'ladi, bunda A to'plam ochiq sinf, A" to'plam yopiq sinf,
yopuvchi element r sonning o'zi bo'ladi. Demak, Q to'plamda
olingan har bir ratsional songa Q da bajarilgan ratsional kesim
mos keladi.

Aksincha, qQ to'plamda (A,A') kesim bajarilgan bo'lib,
kesimning quyi sinfi A ochiq, yugqori sinfi A yopig hamda
yopuvchi element r bo'lsa, bu kesim r ratsional sonni
ifodalaydi.

Demak, Q@ da bajarilgan har bir ratsional kesim bitta
ratsional sonni aniglaydi.

Shunday qilib. 0 to'plam elementlari bilan Q to'plamda
bajarilgan ratsional kesimlar to'plamining elementlari o'zaro bir
giymatli moslikda bo'ladi.

Ratsional sonlar to'plami Q da bajarilgan wuchinchi tur
kesim quyi sinf ham, yuqori sinf ham ochig bo'lgan Kkesim
irratsional kesim deyiladi.

6-ta’rif. Ratsional sonlar to'plami O da bajarilgan
irratsional kesim irratsional sonni aniglaydi deyiladi.

Irratsional sonlar to'plamini u harf bilan belgilaylik.

3-8. Haqiqiy sonlar. Haqiqgiy sonlar to'plamining
tartiblanganlik va zichlik xossalari.

Ratsional sonlar to'plami Q da bajarilgan kesim faqgat ikki
tur— ratsional yoki irratsional sonni aniglashini biz yuqorida
ko'rdik.

7-ta'rif. Ratsional hamda irratsional sonlar umumiy nom
bilan haqiqiy sonlar deb ataladi.

Barcha haqiqgiy sonlar to'plami R harfi bilan belgilanadi.
Ta'rifga kora, R=Q<jU. R — lotincha Realis—"haqiqgiy" degan
ma’noni anglatuvchi so zning bosh harfi.

Shunday qilib, ratsional sonlar to'plami Q ni haqiqgiy sonlar
to'plami R gacha kengaytirildi.



lo. Haqiqiy sonlar to'plamining tartiblanganligi. Avval
haqiqiy sonlar to'plamida tenglik, katta va kichik
tushunchalarini Kiritamiz.

Aytaylik, X va y haqiqiy sonlar berilgan bo'lsin: x*"R.yeR
Ma'lumki, har bir haqgiqgiy son ratsional sonlar toplami O da
bajarilgan kesim hilan aniglanadi. Binobarin, x va vy larni
amgqglovchi (A.A") va (B,B) kesimiar befllgafl

*=(A.A’), vy =(B,B")
Bu kesimlarning quyi sinflari A,R lar uchun yoki A=R (bu
holda, albatta, A" =B bo'ladi), yoki A*B (bu holda A'tB'")
munosabatlardan biri orinli bo ladi.

Agar A=B bolsa, (A.A") va (/?,B') kesimlar bir—biriga
teng deyiladi: (a.A)=(B,B'). Bu holda ular aniglangan x va
y haqgiqiy sonlar ham bir—biriga teng deyiladi: x =y .

Endi A*B bo'lsin. Unda shunday r,eA borki, rreB boladi,
yoki shunday r2eB borki, A <A bo'ladi. Birinchi holda n&Ar*B'
ekanligi kelib chigadi. Kesimning ta'rifiga ko'ra, bu holda Sc A
bo'ladi. Ikkinchi holda esa r2eBr>A' ekanligidan AcB kelib
chigadi.

Shunday qilib, a*b bo'lganda yo AaB yoki B<zA bo'lar
ekan.

Agar Ac:B bo’lsa, (A,A') kesim (B,B') kesimdan kichik
deyiladi. Bu holda a haqigiy son y haqigiy sondan kichik deb
ataladi:

Agar A=>B bo'lsa, (A,A') kesim (B,B') kesimdan katta
deyiladi. Bu holda ~ haqiqgiy son y hagigiy sondan katta
deyiladi: x >y .

Shunday qilib, ixtiyoriy ikki r va v haqiqgiv sonlar berilgan
bo'lsa, unda

X=y, X<y, X >Y
munosabatlardan bittasi va fagat bittasi o'rinli bo'ladi.

Endi xeR,yeR,zeR sonlar uchun ushbu X<y, y<z
tensizliklardan X <z tengsizlik kelib chigishni isbotlaymiz.
X,Y,Z sonlami aniqlovchi kesimlar

x=(A;A"),y =(B.B’),z=(C,C)
bo'lsin.

Aytaylik, X<y va Yy <Z bo'lsin. Ta'rifga asosan

x<y=> AcB,y<z=$B<zC



bo’ladi Ravshanki,
[lcu.Acl'~r.-lcC.
Bundan x <z bo lishi kelib chiqgadi.

K to’plamning bunday xususiyatga ega bolishi wuning
tartiblanganligini ifodalaydi.

2". Hagqiqiy sonlar toplamining zichligi. Faraz qilaylik,
xeR.yeR wva x<y bolsin. U holda shunday r ratsional son
mavjudki, shu son uchun wushbu x<z<y tengsizliklar orinli
bo'ladi. Shum isbotiaylik.

*Q to plamda bajarilgan (B,B") kesimlar v va vy
sonlarni aniglansin: x =(A,A"), y=(B.B'). U holda x<y dan
A<zB kelib chigadi. Demak, B to'plamda shunday ratsional son
r,eE mavjudki, OiA bo'ladi. Mel. Unda meA bo'ladi va demak,
x<r0 tensizlik orinli bo'ladi. Ikkinchi tomondan, y =(B8,B'), r,,eBR
to'plamning elementlari orasida eng kattasi mavjud emasligi
sababli, shunday ratsional son re R mavjudki, <r va r<a
bo'ladi. Natijada x<rO<r<y tengsizliklarga ega bo'lamiz. Bundan
esa X<r<y ekanligini ko'ramiz. Shu usul bilan xeR,y*R va x>y
bo'lganda ham X>r>y munosabatlarni ganoatlantiruvchi
ratsional son r mavjud ekanligi ko'rsatiladi. Shunday qilib,
ixtiyoriy ikkita bir —biriga teng bo'Imagan haqiqiy sonlar orasida
kamida bitta haqigiy son mavjud. Bundan esa ular orasida
cheksiz ko'p haqgigiy son mavjudligi .kelib chigadi. R
to'plamning bunday xususiyatiga ega bo lishi uning zieh to'plam
ekanini ifodalaydi.

4-8, Haqigiy sonlar to'plamning to'ligligi.

Dedekind teoremasi

Agar haqgiqiy sonlar to'plami R da ham bajarilgan kesim
tushunchasi kiritilsa, ratsional sonlar to'plami Q da sodir
bo'lganidek, R ni ham kengaytirish zarurati sodir bo’ladimi yoki
yo'qmi degan tabiiy savol tug'iladi. Quyida biz bunday holat
bo'Imasligini, ya'ni R da bajarilgan har ganday kesim faqgat
birinchi tur kesim bolishini ko'rsatamiz. Odatda bu xossa
haqiqiy sonlar to'plami R ning to'liglik xossasi deyiladi.
Dastawal, R da bajarilgan kesim tushunchasi bilan tanishaylik.

8~ta'rif. Haqiqiy sonlar to'plami R shunday E va F
to'plamlarga ajratilsaki, unda

9



Ij E* WE"™* (l,
2) EkWE =R
3) Vjte E, V.w'e E'=> x <Xx'
shartlar bajarilsa, E va E' toplamlar R to'plamda kesim bajaradi
deyiladi va (£.£°) kabi belgilanadi (5 —tarifga garang).
—Awatgidek, t: toplam kesimning quyi sirdi, loplam esa
kesimnmg yuqori sinfi deyiladi.

M asalan, ushbu

E={x:xeR.x<x0}, E'={x:xeR,x >x0} (x, € R)
toplamlar R da (E,E') kesim bajaradi. Bu kesimning quyi sinfi
E da eng katta element (;x, ga teng) bo lib, yuqori sinfi E da
eng kichik element bo Imaydi.

Ushbu

F - {x.xeR,x <x0}, F'={x:xeR,x>x0} (xne R)
toplamlar ham R da (F.F') kesimini bajaradi. Bu kesimning
quyi sinfi F da eng katta element bo Imasdan, yuqori sinfi F' da
eng kichik element (v x, ga teng) boladi.

2.5—misol. Hagiqiy sonlar to plami R da quyi sinf
to plamning elementlari orasida eng katta, yuqori sinf G
to plamning elementlari orasida eng kichik element bor bo Igan
(G,G") kesim mavjud emasligi isbotlansin.

M (G.G') kesim R da bajarilgan kesim bo lib, unda G ning
eng katta elementi x0 va G' ning eng kichik elementi y0 bo'lsin.
Kesim ta'rifiga kora, x,<y0 boladi. R to plamning zichlik
xossasiga binoan shunday us.R son mavjudki, x0<u<yO boladi.
Keyingi tengsizliklardan ko rinadiki, u son G ga tegishli emas,

chunki x0 son G da eng katta element va xo<u Shuningdek,

u<yOva v0 son G' to plamning eng kichik elementi ekamdan u
sonning G' ga tegishli emasligi kelib chigadi. Shunday qilib,
uzR son G va G' toplamlarning birortasiga ham tegishli
bo'Imaydi. Bundan G va G' toplamlar R da kesim bajarilmasligi
kelib chigadi. Bu esa yuqoridagi farazga zid. »

Demak, R to'plamda bir vaqtda quyi hamda yuqori sinflari
yopiq bo Igan kesim mavjud emas.

2—teorema (Dedekind teoremasi). Haqiqiy sonlar toplami
R da bajarilgan har ganday (E.E') kesim uchun fagat quyidagi
ikki holdan biri bo'lishi mumkin:

30



a). Kesimning quyi sinfi—E da eng katta elementi mavjud,
yuqgori sinf -i-r da esa eng kichik element mavjud emas:

b). Kesimning quyi sinfi —E da eng katta element mavjud
emas, yuqori sinf —E‘ da esa eng kichik element mavjud.

-4Faraz qgilaylik, R da biror (E,E') kesim bajarilgan bo'lsin.
E to'plamning barcha ratsional sonlari to'plamini A E°
toplamning barcha ratsional sonlari to'plamini A" deylik.
Ravshanki, Ac E.A'c E'. Bu tuzilgan a va A to'plamlar Q da
{A.A") kesim bajarishini ko'rsatamiz. Awalo A wva A
to'plamlarning bo sh emasligini isbotlaylik.

E*0 bo'lgani uchun 3jc0e R,x0e E. Agar xa ratsional son

bo’lsa, x0eA bo'lib, A* 0 bo'ladi. Agar x0 irratsional son bo'lsa,
ta'rifiga kora u 0 toplamdagi ikkinchi tur kesim bilan
aniglanadi. Demak, x0=(/10,S0). Bunda A0*0 bo'lgani sababli,

r,, e-A-j- bo'ladi. Ammo r0<x0 va Xx,eE bo'lgamda esa

e A ekani kelib chigadi. Demak, A *0 xuddi shuningdek,
A'"*0 ekani ham ko'rsatiladi. R = dan va A, A
to'plamlarning tuzilishiga ko ra AGA'=Q bo'ladi.

CE,E’) kesim |[< da bajarilgan kesimligidan va AcCE.A'cE’
dan mos ravishda A va A" to'plamlarga tegishli a Ba a
elementlar uchun a<a' tengsizlik o'rinli. Demak, (A,A') kesim. Bu
kesim biror haqigiy a sonni (ratsional yoki irratsional sonni)
aniglaydi: a =(A,A').aeR. Kesimning 2) shartiga kora a son yoki
E to'plamga, yoki E’ to'plamga tegishli bo'ladi. aeE bo'lsin.
Endi a son E to'plam elementlari orasida eng kattasi ekanini
isbotlaymiz. Teskarisini faraz qilaylik, ya'ni a son to'plam E
elementlari orasida eng kattasi bolmasin. Unda 3xzE.a<x
bo’ladi. Haqiqgiy sonlar to'plami zichligiga kora shunday r
ratsional son mavjudki, a<r<x tengsizliklar o'rinli bo'ladi. Ushbu
xeE wva r<x munosabatlardan reE va demak, reA kelib
chigadi. Ammo a=(A.A’) kesimning quyi sinfi —A to’plamdagi r
son bu (A /A') kesim aniglagan sondan katta bo'lishi mumkin
emas. Bu ziddiyatlik. Demak, a son E to'plam elementlari
orasida eng kattasi bo'ladi.

Shunga o'xshash mulohaza bilan aeE' bo'lganda a son E°
to'plam elementlari orasida eng kichigi ekani ko'rsatiladi. »

Dedekind teoremasiga ko'ra haqiqiy sonlar to'plami R da
bajarilgan har ganday (E,E') kesim uchun ikki hoi bo'ladi.



Bunda / yoki E' smflarning yopuvchi elementlarini biridan
ikkmchisiga o'tkazish yo'li bilan bitta holga, kesinini bir tur
kesimga keltirish mumkin. Biz « da bajarilgan har ganday kesim
(£./') da kesimning quyi sinfi E da eng katta element yoq,
yuqori smf E‘ da esa eng kichik element bor bo Igan kesim deb
garaymiz. Bu esa Dedekind teoremasini quyidagicha ham
ifodalash mumkiniigini korsatadi.

3—teorema. R da bajarilgan har gqanday (/*.E') kesim
yagona haqiqiy sonrii aniglaydi.

VaeR son yordamida har doim R da a=(E,E') kesim bajarish
mumkinki, bunda haqgiqiy son a kesimning yuqori sinfi E' ga
tegishli bolib, uning eng kichik elementi bo'ladi. Aksincha, R
da i£V-E') kesim bajarilgan bo Isin. 2—teoremaga va yuqoridagi
kelishuvimizga ko ra bu kesimning yuqori sinfi E' da eng kichik
element mavjud bo lib, kesim shu sonni ifodalaydi.

Demak, haqiqgiy sonlar to plami R shu to'plamda bajarilgan
kesimlar to plami bilan o'zaro bir giymatli moslikda bo'ladi.

5-8. Sonli to'plamlaming chegaralari

1°. Sonli to'plamlar. Elementlari hagiqiy sonlardan iborat
bo'lgan to'plam sonli to'plam deyiladi. M atematik analiz kursida
asosan sonli to'plamlar garaladi.

Masalan,

A={01,i,j,.}, B={x:xe R,x3- x=0}

shuningdek
N,Z,Q0 ,R
lar sonli to'plamlar bo'ladi.
Kuis davomida hax doim ucnrab turaaigan sonii
to'plamlarni keltiramiz.
Dcki aeR.beR son berilgan bo'lib, a<b bolsin. Ushbu
{x :x6 R,a<x <bh}
to'plam segment deb ataladi va u |ab\ kabi belgilanadi:
\a.b\ ={x xe R,a <x <b)
Bunda a va b sonlar [ab] segmentning chegaraviy nuqtalari yoki
chegaralari deyiladi.

Ushbu
{x :xe R,a<x<b}



to'plam interval deyiladi va u (u.h) kabi belgilanadi:
(d,b) ={x xeR.a<x <b}
Quyidagi
{x xe R.a<x<b\, {x.xe R,a <x<b)
to'plamlar yarim segment deyiladi va ular mos ravishda \a,h) va
(a.b\ kabi belgilanadi:
[a b) ={x:xe R.a< *<h}, (a,b] ={x:xe R.a<x <b}
Keyingi mulohazalarda asosan sonli to plamlar bilan ish
ko'riladi. Shuning uchun bundan keyin E sonli to plam de'yish
orniga gisqacha “to'plam” so'zini yoKki EcR Itelgilashni
ishlatamiz.
2°. To'plamning anig yuqori va aniq quyi chegaralari.
Biror EaR to'plam berilgan bo'lsin.
9 -ta’rif. Agar shunday M son mavjud bo Isaki, Vxef uchun
X<M tengsizlik bajarilsa, E to plain yugondan chegaralangan
deyiladi, M son esa_E mng yuqori chegarasi deyiladi.
Bu ta'rifni gisqacha, quyidagicha aytsa boladi, agai
3M eR,VxeE:x<M
bo Isa, E to'plam yugoridan chegaralangan deyiladi, M son esa
E ning yugori chegarasi deyiladi.
10-ta’rif. Agar
VW e R ,3jc0e E :x0>M
bo'lsa, E to'plam yuqondan chegaralanmagan deyiladi.
11-ta'rif. Agar
3m e R,Vxe E .xim
bo'lsa, E to'plam quyidan chegaralangan deyiladi, m son esa t
ning quyi chegarasi deyiladi.
12-ta'rif. Agar
V/i« e R,3.v0e E :x0<m
bo'lsa, E to'plam quyidan chegaralanmagan deyiladi.
13-ta’rif. Agar EcR to'plam ham quyidan, ham yuqoridan
chegaralangan bo'lsa, E to'plam chegaralangan deyiladi.
M asalan,

to'plam chegaralangan;
M= {1,2,3,...}
to'plam guyidan chegaralangan, yugoridan chegaralanmagan,
F ={x.xe R.x <0}



to'plam esa quyidan chegaralanmagan, yuqoridan chegaralangan
to'plam bo'ladi.
2.6-misol. Ushbu

to'plamnincf cheqaralanganligi ko rsatilsin.
® Ravshanki, vne .V da

bo'ladi. Demak, A to'plam quyidan chegaralangan.
Agar

0<(m- 1)2=«2-2n+1=2ii<n3+1=

bo'lishini e’tiborga olsak, unda a to'plamning yuqoridan
chegaralanganligini topamiz. »

Yuqgorida kelitirilgan ta'rif va misollardan korinadiki, agar
E to'plam yugqoridan chegaralangan bolsa, wuning vyuqori
chegarasi cheksiz ko'p bo'ladi. Bu tasdig M sondan katta bolgan
har ganday haqiqiy son E to'plamning yuqori chegarasi bo'la
olishidan kelib chigadi.

Shuningdek, agar E to'plam quyidan chegaralangan bo Isa,
uning quyi chegarasi ham cheksiz ko'p bo'ladi. Bu esa m sondan
kichik bolgan har qanday haqiqiy son E to'plamning quyi
chegarasi bo'la olishidan kelib chigadi.

4-teorema. Har ganday yuqoridan chegaralangan to'plam
uchun uning yuqori chegaralari orasida eng kichigi mavjud.

< E to'plam yuqoridan chegaralangan bo'lsin, ya'ni
shunday haqiqiy M son mavjudki, V.veE uchun x<M tengsizlik
o'rinli.

E ning elementlari orasida eng kattasi mavjud bo'lsin. Uni
Xq deb olaylik. Demak, VxeE uchun * < x0 bo'lib, bu esa son
E ning yuqgori chegaralari gatorida bo lishini korsatadi. Ammo E
to'plamning yuqori chegarasi bolmish har ganday M son
sondan kichik bo'Imaydi, ya'ni x,,<M chunki x0eE. Bu esa x0son
E ning yuqori chegaralari orasida eng kichigi ekanligini
bildiradi. Bu holda teorema isbot bo'ldi.

Endi E to'plam elementlari orasida eng kattasi mavjud
bo'Imagan holni garaymiz. E ning yuqori chegaralaridan iborat
to'plam F* bo'lsin. Bu F' to'plamga tegishli bo'Imagan barcha



hagiqiy sonlaidan iborat to’plamni / dpylik. Ravshanki, £'c/- ¢ /e
va t" toplamlar R da (F,F") kesim bajaradi. Ejzh va £
yuqoridan chegaralanganligidan ekani kelib chigadi,
shuningdek, f wva F' larning tuzilishidan osa F”A"F'=R wva
Vxe F,Vx'e FF=>x <x" boladi. Dedekind teoremasiga ko ra bu
(F.F") kesim biror a haqiqiy sonni aniqlaydi: a = (F,F') Bu a
son tabiiyki, F to plamning va demak, Ec:F bo lganidan £
topiamning ham yuqori chpgarasidir, yani aeF' shu bilan
birga u F' to plamning elementlari orasida eng kichigi. »

14—a'rif. Yuqoridan chegaralangan E to plamning yuqori
chegaralarining eng kichigi E ning aniq yuqori chegarasi deb
ataladi. U supli kabi belgilanadi.

Bu lotincha supremum "eng yuqori" degan manoni
anglatuvchi so zdan olingan..

5—teorema. Har ganday quyidan chegaralangan toplam
'uchun uning quyi chegaralari orasida eng kattasi mavjud.

Bu teorema yuqoridagi 4—teorema kabi isbotlanadi. Uning
isbotini o quvchiga havola gilamiz.

15—a’rif. Quyidan <chegaralangan E toplamning quyi
chegaralarining enq kattasi E ning anig quyi chegarasi deb
ataladi. U inf E kabi belgilanadi.

Bu lotincha infimum "eng quyi"” degan ma'noni anglatuvchi
so zdan olingan.

Yuqorida keltirilgan teoremalardan, har ganday
chegaralangan E toplamning aniq yuqori va anig quyi
chegaralari mav]ud bo'lib,

inf E <sup E
bo lishi kelib chigadi.

Endi to'plamning aniq yuqori hamda anig quyi
chegaralarining muhim xossasini keltiramiz.

Aytaylik, EcR to’plam uchun

a=sup E (ae R)
bo'lsin. U holda:

1) VxeE da x<a,

2) Vé->o son olinganda ham, shunday x'sg son topiladiki,

x'>a-e boladi.

¢4 To'plamning aniq yuqgori chegarasi tarifidan VxeE
uchun x<a bo'ladi.

a=sup E bolsa ham 2) - shart bajartlltiasin deb faraz
mi



gilaylik. Unda, shunday e>0 topiladi, VxeE wuchun x'>a-e

bo'lib, a=sup E bo'ladi. Natijada a<a-j: manosiz tpngsizlikka,
yani ziddiyatga kelamiz. Demak, 2)—shart orinli bo ladi. »

Isbotlash mumkinki, agar va aeR wuchun 1)—, 2)—
shartlar bajarilsa,

a=sup E

bo'ladi.

Aytaylik, EczR to'plam uchun

b =inf E (i>e R)

bo Isin. U holda:

Hvxda x>b

2) vit>0 son olinganda ham shunday x'eE son topiladiki,
Xx'<b+ e bo'ladi.

Bu tasdiq yuqoridagi kabi isbotlanadi. Isbotlash mumkinki,
agar EczR va beR uchun 1) —, 2) — shartlar bajarilsa

b=inf E

bo'ladi.

2.7-misol. Ushbu

to'plamnmg aniq yugori hamda aniq quyi chegaralari topilsin.
® VneN da

bo'ladi. Demak, B to'plam chegaralangan. Yugorida keltirilgan
teoremalarga ko'ra bu to'plamning anig chegaralari mavjud
bo'ladi. Ayni paytda:
1) VneN uchun .«
ti .4
2) Vi>0 son olinganda nOe W ni

deb olinsa, unda n>», da
>1-6:
n2+4
bo'ladi. Demak,
sup B =1
Xuddi shunga o'xshash
inf B =0



bo'lishi ko rsatiladi. »

Hagiqiy sonlar to'plami K tarkibiga -® va +x simvollarni
VxeR uchun x>-oc va x<+x xususiyat bilan qo shib, R to'plamni
hosil gilamiz:

R =tiu {+oc }u f-o00}

Bu simvollarning kiritilishi chegaralanmagan to'plamlarning
anig yuqori va anig quyi chegaralarini kiritish Imkonini beradi.

Agar E vyugoridan chegaralanmagan bo'lsa, supE = +001
quyidan chegaralanmagan bo Isa, inf E = -oc deb olinadi.
Demak, shu kelishuvimizga ko ra

sup N =sup{1,2,3,..} = +=¢, ini"{x:xeR,x <0} =-qo
bo'ladi.

6-8. Hagiqiy sonlar ustida amallar

1°. Haqiqiy sonlar yig'indisi. Ikki a va p haqiqiy sonlar
berilgan bo'lsin, Bu sonlar ratsional sonlar to'plami Q da
bajarilgan ushbu a=(A,A'), p =(B,B’) kesimlar bilan aniglansin.
Kesimlarning quyi sinflari A va B to'plamlardan mos ravishda a
va b sonlarini olib, ularning yig'indisi c=a+b ni tuzamiz. Bunday
yig indilardan iborat to'plamni c bilan:
C={c:ceQ,c=a+b;aeAbeB], song Q\C toplamni esa C' bilan
(C'=Q\C) belgilaymiz. Tuzilishiga ko'ra Q=CuC".

Endi C va C' to'plamlar Q da (C,C') kesim bajarishini
ko'rsatamiz. a=(A,A"'), p=(B,B') lar Q da bajarilgan kesimlar
bo'lgani uchun

Am0,A'"*0;Au A'=0:aeA a'e A'=a<a
shuningdek,

B &0,B'*0,Bu B'=Q, beB, b'eB'=>b<b’,
bo'lib, undan awalo CxQ ekani kelib chigadi. So'ngra har doim
a+b<a' +b" bo'lgani uchun C to'plam yuqoridan chegaralangan
bo'lib, sup C=r mayjuddir. Ammo J va i to'plam elementlari
orasida eng kattasi mavjud bo'Imagani uchun a+b<y, (aeA,beB)
bo'ladi. Unda a'+b'>y, (a'e A',b'&B'), bo'lib, a'+b'sC. Bundan
a'+b'sQ\C =C'. Demak, CVvoO shuningdek, c=a+beC va
c<c’=a'+b'eQ\C ekaniga ishonch hosil gilamiz.

Shunday qilib, C va C' to'plamlar Q da (C,C') kesim
bajaradi.

16-ta'rif. (C,C) kesim bilan aniglanadigan y hagqigiy son



X va p haqiqgiy sonlarning yig'indisi deb ataladi Yig'indi n+p
tabi belgilanadi.

Endi haqgiqiy sonlarni go'shish amalining ba'zi xossalarini
keltiramiz. Faraz qilavlik, aeR,/3eR,SeR bo'lsin. U holda
quvidaqi tengliklar o’rinli.

f) znt-fi-fi+a;

2)  («H>)+ L=« +(?7+

3) Nol soni uchun

a+0=0+a=a
Biz ulardan binning, masalan, 3) ning isbotini keltiramiz.
M Ma'lumki, 0 soni Q to'plamda (E?_£?.) kesim bilan
aniglanadi:
Q ={rireqQ,r<0}LQt={r:reqQ,r> 0},
0-(e.,e+)
aeR son esa a=(A A’) kesim bilan aniglansin. Ta'rifga ko'ra
a+0 =(C,C) bo'lib, bunda
C={atr;aeAre Q_}

Ammo aeR, reQ. bo'lganda a+r<a munosabat o'rinli.

Shuning uchun Ce A bo’ladi. Bundan
a+0<a *)

ekani kelib chigadi.
A to'plamdan ixtiyoriy a sonni olamiz. A da eng katta

element mavjud bo'Imagani uchun a<a, tengsizlikni
ganoatlantiradigan a,eA son mavjud. Unda a=a,+(a-aj)
tenglikdan r=a-aj< o bo'lishini hisobga olib, A to'plamning har
bir elementini a+r (asA,reQ) ko'rinishaa yozish

mumkinligini aniglavmiz. Bu esa
Ac {at+tr:aeAreQ}=cC
ya'ni AcC ekanini korsatadi. Demak,
a<a+0 *9

Endi (*) va (**) munosabatlardan o+0O=atenglikka ega bolamiz. »

20. Haqiqiy sonlar ustida bajariladigan keyingi amallan
ayirish, ko'paytirish, bo'lish, darajaga ko'tarish, ildiz chigarish
amallan, shuningdek, haqiqiy sonlarni geometrik tasvirlashlarni
mazkur bobning oxirida mashq tarzida bayon etamiz.



ar

7~8. Haqiqiy sonning absolut giymati va uning
xossalari

Ma'lumki, xe R sonning absolut (mutlog) qiymati
quyidagicha aniqlanadi:
"r’:LX’ agar x>0 bo'lsa
[-jryagar x<0 bo'lsa
Hagqiqiy sonning absolut giymati xossalarini keltiramiz.
1°. x e R son uchun
1> 0,[rl= |- x\, x < |x|,—x < \xI
munosabatlar o'rinli. Bu munosabatlar sonning absolut giymati
ta'rifidan kelib chigadi.
2°. Agar xe R son |xj< a (a>0) tengsizlikni ganoatlantirsa,
bunday x son - a < x < a tengsizliklarni ham ganoatlantiradi
va aksincha. Boshgacha qilib aytganda yuqoridagi tengsizliklar
ekvivalent tengsizliklardir
icj < « < a <x <a

< |*| <a tengsizlik o'rinli bo'lsin: x e R,jx|<a. 1°—

xossaga ko'ra - |.ri< a < |X| bo'lishidan hamda - . <-\\
tengsizlikdan topamiz: -a<-|x|sx”"|x<a. Bundan esa
- a <x <a ekani kelib chigadi.

Endi - a< x <a tengsizliklar  o'rinli  bo'lsin: X &R,
—a <X <a.

Agar x> 0 bo'lsa, |x|=x bo'lib, \x\< a bo'ladi. Agar x<0
bo'lsa, |j=-\ bo'lib, -x<a bo’lganidan esa |x|< a ekanini topamiz.
Dernak, - a<x <a bo'lganda hardoim jx|< a bo'ladi. »

Bu xossa quyidagi {x:*e A|x|<a) va {x:xeR,-a<x<a)

haqgiqiy sonlar to'plamlarining bir—biriga tengligini iiodalaydi.
3°. Agar xe R sonlar |M<« tengsizlikni ganoatlantirsa,

bunday x
sonlar -a<x<a tengsizliklarni ham ganoatlantiradi va aksincha,
ya'ni <=>~a<x<a,
Bu xossa 2°— xossa kabi isbotlanadi.

4°. lkki x e R va y e R haqiqiy son yig'indisining absolut
giymati bu sonlar absolut giymatlarining yig'indisidan katta
emas, ya'ni [x +y]Js |r|+\y] .
< Agar x+y>0 bo'lsa x +y =\x +y]| bo'lib, x s [¥|, y<\y\
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tengsizliklami hisobga olgan holda
ic+ yl=x+y < iAl+ \y]
bo'lishini topamiz. Agar x+y< 0 bo'lsa, unda
Ix+>|=-{*+"=-x+(-y)sI*|+H bo'ladi. »
Bu munosabat qo'shiluvchilar soni ikkitadan katta bo Igan
holda ham o'rinli bo'ldai:
+ X+ TS M+ I+ +y.A
5°. x s R,y e R sonlar uchun
*- yin 1*1~- M
tengsizlik o'rinli.
m~Ravshanki, x={x-y)+y. Unda 4n—xossaga binoan
xI=u-_y)+ vI<JA- v+jy| bo'lib, bu tengsizlikdan \x- yY\>|*j-|j/|
bo'lishi kelib chigadi. »
6°. x e R, ye R sonlar uchun
* vi=M M
tenglik o'rinli.
Bu tenglik sonning absolut giymati ta'rifidan kelib chiqadi.
7°. xe R,yeR,y *0 sonlar uchun

VR

< deb olaylik. Bundan *=ry bo'lishini topamiz.
y

tenglik o'rinli.

Animo 6°- xossaga ko'ra |id=|-[-M va bundan 1—1:Ijj|ﬂ tenglik
kelib chigadi. »

Irratsional sonni taqribiy hisoblash
Biror a irratsional son berilgan bo'lib, u o to'plamda bajarilgan

kesim bilan aniglangan bo'lsin: a=(AA"). Butun sonlar to'plami
z ratsional sonlar to'plamining qismi



sonlar toplami z ratsional sonlar to plamining qismi
bo'lganligidan ketma—ket kelgan @0 va a0+l butun sonlar
topiladiki, ushbu «0<a<aO+i tengsizliklar o'rinli bo'ladi. B
holda r0=a0 son a irratsional sonni "kami" bilan, r0=a0+] esa
"ortigi" bilan taqribiy ifodalaydi.

Endi

a0’au+ j(y a0+JQ’ -a0+]0’a° +1
sonlarni olamiz. a0<a<aO+I| bolgani uchun bu sonlar orasida
ketma —ket kelgan shunday ikkita

. at +1
a, A a, +
0 10 0 10
sonlar topiladiki, ushbu
+ —al, < a < aa + —a|—+ —1
10 0 10 10
tengsizliklar o'rinli bo'ladi, bunda a son 0, 1, 2, .. , 9 sonlardan
biridir. Quyidayi
rl = + _Oolai!

1
r'=a, +—oH-—=a,a, A=
1 0 10 10 01 10

sonlar a sonni mos ravishda "kami" hamda "ortiq'i" bilan —=oi
10
aniglikda taqribiy ifodalaydi. So'ngra
a0+§\,aa+é\+—-
10 10 102

, 9 a,
oM i B ' 1% 0D
sonlarni olamiz. Agar ushbu
i a«
+ ——< a < an + —=-+ —
10 0 10 10
tengsizliklar o'rinli ekanini e‘tiborga olsak, u holda yuqoridagi
sonlar orasida shunday ketma—ket kelgan ikkita
a, a, a. a. +1
"™ 102 %" 6 " o2
sonlar topiladiki, ular uchun ushbu

—|—+ V<a +— 2l
%" 10 0" 0 102
tengsizliklar o'rinli boladl, bunda a2son 0, 1, 2, .. , 9 sonlardan

biridir. Quyidagi



K =0, =+ X =j,,aa, +—

2 10 102 102 102
sonlar a sonni mos ravishda "kami" hamda "ortig'i" bilan
--L 0,01 aniglikda taqribiy ifodalaydi.___

Bu jarayonni davom ettira borib n ta gadamdan Kkeyin
shunday ikkita

a, a, a
a%,,ala72u —aQ°+1—O HEO'r 4—1OI
a. a a, +1
an,a,a~...a w-i[-)---- anH 10 H—m K., H g
sonlar topiladiki, ular uchun ushbu
a. a, a. a, a2 . an+/
a, H— ~-i [ R | S <6l < Q. H—_uH r+ . Hee——
10 10 10” 10 10* 10"

tengsizliklar o'rinli bo'ladi, bunda ai,a2,., an sonlarning har
biri 0, 1, 2, ... .9 sonlardan biriga tengdir.
Quyidagi
1
r, =a0,alar...aqa, rn- a0,ala2..a, +—

sonlaming har biri or irratsional sonni — aniqlikda taqribiy

ifodalaydi.
Shunday qilib, yuqoridagi munosabatdan ko’rinadiki, « ni

yetarlicha katta qilib olish hisobiga a sonni istalgancha
aniglikda f,, va rn ratsional sonlar (o'nli kasrlar) yordamida
tagribiy hisoblash mumkin- n » r,.ar « r’ Yugqoridagi r, va r,,

ratsional sonlarni mos ravishda "kami" hamda "ortig'i" bilan a
sonning o'nli yaqginlashuvchilari deb ataladi.

Mashglar.
2.8. Ma’lumki, qgisqarmaydigan r :H—,{p eZ,neN) Kkasr

ko'rinishida tasvirlanadigan har bir son ratsional son deyilar edi.
Shunirigdek, cheksiz davriv o'nli kasr ko'rinishida
tasvirlanadigan har bir son ham ratsional son deyiladi. Bu
ta'riflarning ekvivalentligi isbotlansin.



2.9. Ushbu
M=;nme N{j +(- D" l«+—" —1
n J

to'plam chegaralanganlikka tekshirdsin.
2.10. Ushbu Ig2logj? sonlarning ratsional son emasligi
isbotlansin.

2.11. Ushbu pg/fr72+ .+ VA ( >i) sonning ratsional son
emasligi isbotlansin.
2N12. Ushbu
A={rir&Q,r<o0}o {r.r&Q,r>0,r2< 2},
A'=jr:r6g,00,r:>2}
to'plamlarning Q da kesim bajarishi va A to'plamda eng katta,
A" to'plamda eng kichik element mayjud emasligi ko'rsatilsin.
2.13. Agar EczR to'plam chegaralangan bo'lib, i,c i bo'lsa,
inf E <inf Ei <sup Ex<sup E
tengsizliklarning bajarilishi isbotlansin.
2.14. Aytaylik,
A={r:r€Q}, A'={rl:r'e Q}
to plamlar Q da (A, A') kesim bajarib, u a haqgiqgiy sonni
aniglasin:

a =(AA")
Ushbu
A" ={-/":rreA}r -A={-r:reA}
toplam lar Q da kesim bajarishi ko'rsatilsin. (Bu kesim
aniglangan son a soniga garama —qarshi son deyiladi va u —a

kabi belgilanadi, garalsin, [1 J, 2 —bob).

2.15. a,p hagigiysonlar (A,A%), (B,BY) kesimlar bilan
aniglansin:

a =(A,A’), R=(B,B) (a>0,8>0)
Ushbu
C={r:reQ,r <Q}u {rm:re A,r >0,te B,t >0\ C’=Q\C

toplam lar Q da kesim bajarishi ko'rsatilsin. (Bu kesim
aniglanganson a va p haqiqiy sonlar ko'paytmasideyiladi va u
a-p kabi belgilanadi, garalsin, [1], 2—bob).

2.16. Aytaylik, a>0 haqigiy son Q da bajarilgan (AA")
kesim bilan aniglangan bo'lsin. Ushbu

C={rrsg,r<0}u{0}uj! reA'v C'=Q\C

«3



to'plamlar Q da kesim bajarishi ko rsatilsin. (Bu kesim
aniglangan son a haqiqiy songa nisbatan teskari son deyuadi va

u 1 kabi belgilanadi, garalsin, [1], 2—bob).
u .
2.17. Haqiqiy sonning butun darajasi, haqgigiy sondan
olingan ildiz Lamda haqiqiy sonning ratsional darajasi ta riflari

keltmlsm.
2.18. Aytaylik, a e R,a >1 va p musbhat haqigiy son Q da

bajarilgan (B,B) kesim bilan aniglangan sonlar bolsin. Ushbu
E ={x.xe R,x <0}u {ab:be B}

E'=R\E
to plamlar R tié kesim bajarishi ko rsatilsin. (Bu kesim
aniglangan son ahaqiqiy sonning —p darajasi deyiladi va u

a fi kabi belgilanadi garalsin, (1], 2—bob)
2.19. Aytaylik, Xe R, ye R bolsin. Ushbu
p(x.,y) = ix - y\
migdor X va Yy nugqtalar orasidagi masofa deyiladi. Masofa

quyidagi
1) p(x,y) >0,p(x, >)=0< X —Y
2) P(x,y) =p(y,x)
3) p(x.,y) <0,p(x,z) + P(z,y) (zzR)

xossaiaraa ega ekanligi isbotlansin.
2.20. yj2 son taqribiy hisoblansin.
2.21. 7t irratsional sonning geometrik tasviri topilsin.
2.22. Haqiqiy sonlarning geometrik tasvirlari topilsin.



111 BOB
Funksiya

Funksiya matematik analizning asosiy tushunchasi.

Tabiatda, texnikada va fanning turli sohalarida
uchraydigan ko'pgina jarayonlar funksiya tushunchasi bilan
bog'lig (bu jarayonlarning matematik modellari funksiyalar
bilan ifodalanadi). Binobarin, bu jarayonlar bilan bog'liq
masalalarni o rganish va yechish funksiyalarni o'rganishni
taqozo etadi.

I-§. Funksiya tushunchasi

1°. O'zgaruvchi va o'zgarmas miqdorlar. Biz tabiatni
kuzatish va organish jarayonida uzunlik, yuz, hajm, vaqt,
temperature, massa kabi miqdorlarga duch kelamiz. Konkret
sheroitda bu miqdorlar ba'zan turli giymatlarni qgabul qilsa,

ba'zan bir xil giymatga teng bo'ladi. Masalan, agar
auditoriyadagi talabalarga aylana chizish taklif etilsa, unda
talaba turli kattalikdagi radius bilan aylana chizyanini

ko'ramiz. Bunda aylana radiusi turli giymatlarni gabul gilgani
uchun o'zgaruvchi migdor bo'ladi.
Ma’lumki, har qganday aylana uzunligi S ning uning

diametri 2r ga nisbati ~ o'zgarmas son ,t=314.. ga tengdir.

Shunday qilib, ikki xil o'zgaruvchi hamda o'zgarmas
miqgdorlar bo'ladi. Odatda o'zgaruvchi *, y, r,,, harflar orqgali
belgilanadi.

Agar o'zgaruvchining qabul qiladigan qgiymatlaridan
tuzilgan to'plam ma’lum bo'lsa, o'zgaruvchi berilgan deb
hisoblanadi. O'zgarmas migdorni ham o'zgaruvchi deb qarash
mumkin. Bunda o'zgaruvchining gabul giladigan giymatlaridan
tashkil topgan to'plam bittagina elementdan iborat bo'ladi.

M atematikada bir necha o'zgaruvchi migdorlar hamda bu
o'zgaruvchi miqgdorlar orasidagi bog'lanishlar o'rganiladi.
Avylana radiusi r ham, aylana uzunligi ham o'zgaruvchi migdor
bo'lib, s=2nr munosabat bu ozgaruvchilar s orasidagi
bog lanishni ifodalaydi. Bu erda r-erkli ravishda o'zgaradigan
o'zgaruvchi bo'lib, s esa unga bog'lig, erksiz o'zgaruvchidir.
Avylana radiusi A={r:reR,0<r<oo} to'plamdagi giymatlarni qabul
gilsa, aylana
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uzunligi S ning qiymatlari r ga boglig bolgan holda
R =ijv seR,0<ac<ac} to'plamni tashkil etadi.

Shunday qilib, ikki xil: erkli hamda erksiz o'zgaruvchilar
bo'lar ekan.

2°. Funksiya ta'rifi. X va Y lar hagiqgiy sonlarning biror
to'plamlari (.V-c R.) ¢ H)- bo'lib, x va t o'zgaruvchilar mos
ravishda shu to'plamlarda o'zgarsin: xe.V. y&Y

1-ta'rif. Agar X to'plamdagi har bir x songa biror /
goidaga kora y to'plamdan bitta y son mos qo'yilgan bo Isa, X
to'plamda funksiya berilgan deb aytiladi.

Bazan funksiya X to'plamda berilgan dpyish o'rniga
funksiya to'plamda aniglangan deb ham yuritiladi. Funksiya

[:*->e¢ y yoki y =f ()
kabi belgilanadi.

Bunda A funksiyaning aniqlanish to'plami (sohasi), Y esa
funksiyaning ozgarish toplami (sohasi) deb ataladi, X erkli
o'zgaiuvchi yoki funksiyaning argumenti, v erksiz o'zgaruvchi
yoki x o’zgaruvchining funksiyasi deyiladi.

Funksiyaga misollar keltiramiz:
1). séz (-00 400 ), Y = (0,400 ) bo'lsin, / qoida sifatida

/ :x -¥y=x1+1
ni olaylik. Bu holda, ravshanki, har bir xeX uchun bitta x!+!
topiladi va x2+leY bo’ladi. Demak, X da y =x2+l funksiya
aniglangan.

2). X=R, Y=z va / —har bir haqiqgiy x songa uning butun
gismi [x] ni mos qo'yuvchi gqoida bo'lsin. Demak,

/[ :x -> [x] yoki y = [a]
funksiyaga ega bo'lamiz.

3). Har bir ratsional songa 1 m, har bir irratsionai songa u
ni mos qo'yish natijasida funksiya hosil bo'ladi. Bu Dirixle
funksiyasi deyiladi va D(x) kabi belgilanadi:

fl. asar x ratsional son bo'lsa
£>(*):\[0. agar x irratsionai son bo Isa

Funksiya ta’rifida XJ to'plamlarning hamda / qoidaning
berilishi muhimdir. Ko'pincha, amaliyotda funksiyaning
aniglanish sohasi X ham shu qoidaga kora, ya’ni funksional
bog'lanishning xarakteriga ko'ra topiladi.

M asalan , ushbu



X 41
X1- 5X+ 6
funksiyaning aniqlanish sohasi, tabiiyki r =2 , x =3 nuqtalarni
o'z ichiga olmasliqgi kerak.
Ushbu

{/(*) :xe X}
to'plam funksiyaning gqiymatlari to'plam) deyiladi va Yf kabi
belgilanadi:
Yf = (/(*) mXe X }
Ravshanki,
YfcY

Keltirilgan 1—misolda Yf =[],+«], 2 —misolda Y, =Z, 3—misolda
esa YD={0,1 bo'ladi.

Biror X to'plamda y =f(x) funksiya aniglangan bo'lsin.
XyBX ga mos keluvchi >0 migdor v=f(x) funksiyaning x=x
miqtadagi xususiy gqiymati deb ataladi va u f{xa)=yq kabi
belgilanadi. Masalan, 2—misolda x0=n bo'lganda y0=[*1=3
bo'ladi.

Tekislikda Dekart koordinatalar sistemasini  olamiz.
Tekislikning (x,f(x)) nuqtalaridan iborat ushbu

{(*,/(*)}= ix,f(x)):xe X,f(x)e Y}
to'plam y=fix) funksiyaning grafigi deb ataladi. Ravshanki,
{xf(x))tc XxY bo'ladi. Masalan, y=x3 funksiyani X =I-Uj
to'plamda qaraylik. Bu funksiyaning grafigi 11 —chizmada
ifodalangan. Bunda XxY to'plam shtrixlar bilan ko'rsatilgan
kvadratni bildiradi.

11 —chizma.



3U Funksiyaning berilish usullari. Funksiya ta'rifidagi har
bir x ga bitta y ni mos qoyadigan qoida yoki gonun turli usulda
berilishi muxnkin. Biz ularni gisqacha garab o tamiz.

Ko pincha . va y ozgaruvchilar orasidagi boglanish
formulalar yordamida Ifodalanadi. Bunda argument * ning har
bu giymattga mos keladrgan , funksiyaning giymatini x ustida
turli amallar—goshish, ayirish, kopaytirish, bo’lish, darajaga
ko tarish, ildiz chigarish, logarifmlash va h.k. amallarni bajarish
natijasida topiladi. Odatda bunday usul funksiyaning analitik
usulda berilishi deyiladi.

M isollar keltiraylik:

1). x va y o zgaruvchilar ushbu

y =41- x:

formula yordamida boglangan bolsin. Bu funksiyaning
aniqglanish sohasi X ={*:xe/?,-I<jr<I} =[-I,I] toplamdan iborat.
Bunda har bir * ga mos keladigan y ning giymati awalo x ni
kvadratga ko tarish, songra wuni 1 dan ayirish va bu ayirmadan
kvadrat ildiz chigarish kabi amallarni bajarish natijasida topiladi.

2). x va j ozgaruvchilar orasidagi boglanish guyidagi
formulalar yordamida berilgan bolsin:

., . e \l.agar x >0 bo'lsa
yzl(*)Hj'\—l. agar x<\) bo Isa

Bu funksiyaning aniqglanish sohasi A=K\{o} bolib, uning

giymatlari sohasi r ={-u} to plamdan iborat. Odatda bu funksiya

y - signx
kabi belgilanadi. Bunda sign lotincha signum so'zidan olingan
bolib, "belgi", "ishora" degan ma'noni anglatadi

Bu y =signx funksiyaning x=0 nuqtadagi giymati nolga teng
ueb gabui qilsak, u R toplamda aniglangan boladi. (12—
chizma).



12 —chizma.

Bazi hollarda x(xe X) va y(y e Y) o'zgaruvchilar orasidagi
bog lanish formulalar yordamida berilmasdan jadval orqgali
berilgan bo'lishi mumkin. Masalan, kun davomida havo
haroratini kuzatganimizda, it vaqtda havo harorati Ttj. vaqtda
havo harorati T va h.k. bo'Jsin. Natijada quyidagi jadvalga
kelamiz:

Vaqt, t ti t2 t3 t4 tk

Harorat, T T, T3 T, Tk

Bu jadva] t vaqt bilan harorati T orasidagi funksional
bog lanishni ifodalaydi, bunda t argument, T esa funksiya
bo'ladi. Bog'lanishning bunday berilishi, jadval usulida berilishi
deb ataladi.

xoy tekisligida shunday L chizig berilgan bo'lsinki, ox
o gida joylashgan nuqtalardan shu o0qgga o tkazilgan
perpendikuldr bu L chizigni fagat bitta nuqtada kesib o'tsin.

ox o'gidagi bunday nuqtalardan iborat to'plamni x orqgali
belgilaylik. x to'plamdan ixtiyoriy * ni olib, bu nuqtadan ox
0 giga perpendikular o'tkazamiz. Bu perpendikularning L
chizig bilan kesishgan nuqtasining ordinatasini y bilan
belgilaymiz va olingan x ga bu v ni mos go'yamiz. Natijada X
to plamdan olingan har bir * ga yugorida ko'rsatilgan goidaga
ko'ra bitta v mos qo'yilib, funksiya hosil bo'ladi. Bunda * va v
0 zgaruvchilar orasida bog'lanish L chiziqg yordamida berilgan
bo'ladi (13 —
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bo'ladi (13 —chjzm aj.
Odatda / ning bunday berilishi uning grafik usulda
berilishi deb ataladi.

Shunday qilib, biz funksiyaning analitik, jadval, grafik
usullarda berilishini ko'rib o'tdik. * va y o zgaruvchilar orasidagi
funksional bog'lanish yuqoridagi uchta wusul bilangina berilib
golmasdan, boshgacha, faqatgina iboralar bilan ham berilishi
mumkin. Masalan, har bir natural n songa uning bo'luvchilari
sonini mos qo'yaylik. Bu moslikm < orqali belgilaymiz.
Xususan,

(P} =1<p2) =2 PB)=2,cp(4) =3, PE) =  pf12) =6
Odatda bu funksiya Eyler funksiyasi deyiladi.

M atem atik analiz kursida asosan analitik usulda berilgan
funksiyalar o'rganiladi.

X toplamda v=f(x) funksiya aniglangan bo'lsin. Agar bu
funksiya giym atlaridan tuzilgan

Y, = {f{x} : xel)
to'plam yuqoridan (quyideui) chegaralangan bo Isa, f(x) funksiya
X to'plamda yuqoridan (quyidan) chegaralangan deb ataladi,
aks holda esa funksiya yuqoridan (quyidan) chegaralanmagan
deyiladi. Agar f(x) funksiya X to'plamda ham yuqoridan, ham
quyidan chegaralangan bo'lsa, funksiya chegaralangan deyiladi.
3.1-misol. Ushbu

funksiyaning chegaralanganligi ko'rsatilsin.
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mBu funksiya /?=(-cc°c) da aruqlangan bo'lib, v>eR da

f(x)>0 boladi. Demak, berilgan funksiya quyidan
chegaralangan.
Ravshanki,
(I-xJ)J>0=1+x4>2x2-=m — — < -
1+ x4 2
Unda, Vxe R uchun
I"(x) = I+—X—2 = ---»-1--- + ____2?_];__ < 1+1. 3; -
1+ x4 I+ x I+ x 2 2

bo'lishini topamiz. Demak, berilgan funksiyayuqoridan ham
chegaralangan. »

X to'plamda aniglangan ikki /(*) hamda <pX) funksiyalarni
garaylik.

Agar VxeX da /(x)="(x) bo'lsa, bu funksiyalar X to'plamida
bir biriga teng funksiyalar deyiladi.

V to'plamda aniglangan F(x)=f(x)+<p(x) funksiya f(x) va
<p(X) funksiyalarmng yig'indisidan iborat Ikki funksiya ayirmasi,
ko'paytmasi va nisbati ham shunga o'xshash ta'riflanadi.

40. Juft va toq funksiyalar. Agar VxeX uchun -xeX bo Isa X
to plam O nugtaga nisbatan simmetrik to'plam deyiladi.

O nugtaga nisbatan simmetrik bo Igan X to'plamda v=/(x)
funksiya aniglangan bo'lsin. Agar VxeX uchun

1(-*) = f(x)
bo'lsa, f(x) juft funksiya deb ataladi. Agar Vxe X uchun
1(-*)=-1(*)

bo'lsa, f(x) toq funksiya deb ataladi. Masalan,
y = e0s X,y =[x
funksiyalar uchun
cos(-Xx) = eos X,|- X| =)X
bo'lgani sababli ular juft funksiyalardir.
Ushbu
y =sin x, y = x3
funksiya uchun
sin( -x) = - sin X,(-x)3=-x3
bo'lgani sababli ular toq funksiyalardir.

Shuni ta’kidlash lozimki, funksiya har doim juft yoki togq
funksiya bo'lavermaydi. Bunday funksiyalarga
f (*)=x2- x.<p® =sinx- cosx lar misol bola oladi. Bu funksiyalar juft
ham emas, tog ham emas.
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Juft funksiyaning grafigi ordinata o'giga nisbatan simmetrik
joylashgandir. Hagigatan, bunday funksiyalar uchun (x.f(x))
nuqta funksiya grafigida yotgan bo'lsa, (-xj(x)) nugta ham shu
grafikda joylashgan bo ladi (14 —chizma).

Tog funksiyaning grafigi koordinata boshiga nisbatan
simmetrik joylashadi. Hagigatdan, bu funksiya grafigida ix.fix))
nuqgta bilan birga har doim (-x-/U)) nuqta yotadi.

5°. Davriy funksiyalar. Aytaylik, fix) funksiya x<zR
to'plamda berilgan va TeR bo'lib, T*0 bo'lsin.

2-tarif. Agar
1) VxeX da x-TeX , x+TeX
2) f(x +T)=f(x) (3.1)
bo'lsa, f(x) davriy funksiya, T soni esa funksiyaning davri
deyiladi.

Agar fix) davriy funksiya bo'lib, uning davri T ga (T*0)
teng bo'lsa, kT  (k=#i,+2,#3,..) korimshdagi sonlar ham shu
funksiyaning davri bo'ladi. fix) funksiyaning musbat davrlari
to'plamini M deb belgiaylik. Agar

Tu=infM
ham f(x) funksiyaning davri, yani TOsM bo'lsa, u eng kichik
musbat davr (asosiy davr) deyiladi. Eng kichik musbat davr
mavjud bo'lishi ham mumkin, mavjud bo'Imasligi ham mumkin.

M isollar garaylik. 1). f(x)=smx funksiya davriy funksiya.
Uning davrlari to'plami {2nk-k==l,i2,...} bo'lib, eng kichik musbat
davri rO=2n bo'ladi.

2). f(x) ={x} funksiyani qaraylik, bunda {x}- garalayotgan Xx



rung kasr gismi {*}=x-|x| bu davriy funksiyadir. Uning
davrlari to'plami [m:m =x1+2..} bo'lib, eng kichik musbat
davri T0=1 bo'ladi.
3)- f(x)=C bo'lsin, bunda C-const. Bu holda eng kichik
musbat davr mavjud emas.
4). Dirixle funksiyasi
, agar x ratsional son bo'lsa,

0, agar X irratsional son bo'lsa
ni garaylik. Aytaylik, T —bfor ratsional son (7”* 0) bo'lsin.
U holda
ratsional son, agar X ratsional son bo'lsa
X+T =
irratsional son, agar x irratsional son bo'lsa

bo'ladi. Demak,
1, agar X ratsional son bo'lsa,
D(x +T)--
0, agar x irratsional son bo'lsa

Shunday qilib, V¥ uchun T ratsional son bo'lganda

D(x +T) =D{x) ™)
bo'ladi. Demak, Dirixle funksiyasi davriy funksiya, ixtiyoriy T* 0
ratsional son bu funksiyaning davri.

Endi biror t irratsional sonni olaylik. Unda VX uchun (3.1)
munosabat o'rinli bo'Imaydi, chunki * ratsional son bo'lganda
X+T irratsional son bo'lib, D(x) =i, D(x+T)-o. Demak
irratsional sonlar Dirixle funksiyasi uchun davr emas. Binobarin,
Dirixle funksiyasining davrlari to'plami Q\{0} dan iborat. Eng
kichik musbat davr esa mavjud emas—barcha musbat ratsional
sonlar to'plamining infimumi nol bo'lib, u g\{0} ga tegishli emas.

6°. Monoton funksiya. Teskari funksiya. Murakkab
funksiya. Faraz gilaylik, /(*) funksiya XaR to'plamda berilgan
bo'lsin.

3 -ta’rif. Agar Vx,e X, Vx2&x uchun

<*2 =>fix,)Sf(x2)
bo'lsa, f(x) funksiya X to'plamda o'suvchi,

X\ <X2=>/(*)</(*2)
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bo'lsa, fix) funksiya X to'plamda qat'iy osuvchi deyiladi.
4—ta’rif. Agar W eV, Vx,e v uchun
X <x, =>/(x,)>/(x2)
bo'lsa f(x) funksiya .V to'plamda kamayuvchi,
X, <x2=>/(x,)>/(x2)
bo'dsa. fix) funksiya .v to plamda gat'iy kamayuvchi doyilach-
O ’suvchi hamda kamayuvchi funksiyalar monoton
funksiyalar deb ataladi.
3.2-misol. /(x)=xJ funksiya X =R da qat'iy o suvchi bo'lishi
ko'rsatilsin.
< Darhagigat, \/x,eR, Vx7eR nuqtalar olib, <x2 bo'lsin
deb qgaraylik.
U holda

£ (X2)—F(X]) = X2~ XL = (x2~ XiX*2 +XXL1+*1 ) X2~ XI) (x2+ Ixi)2+7x2 >0
bo'lib,
f(X2)>f(XI)
bo'ladi. Demak,
Xp<Xen fix\)N f (X2)
bo'lishi topildi. »

XczR to'plamda y=f(x) funksiya aniglangan bo'lib, Yf esa
funksiya gqiymatlaridan iborat to'plam bo'lsin: Y}- {/(x):xe A'}.
Endi Yj to’plamdan olingan har bir y ga X to'plamdan faqgat
bitta (f(x) =y bo'lgan) x ni mos go'shish mumkin bo'lsin. Bu
holda Y, to'plamdan olingan har bir y ga X to’plamda bitta x
mos go'yilishini ifodalaydigan funksiyaga kelamiz. Odatda, bu
funksiya y =f(x) ga nisbatan teskan funksiya deyiladi va u
x=f~\y) kabi belgilanadi. Demak, x=f~'iy) shunday funksiyaki,
f-"(y) =r " (/(.*))=x bo'ladi.

Agar x=f\y) funksiya y =f(x) ga nisbatan teskari funksiya
bo'lsa, y =f(x) funksiya x=f~\y) ga nisbatan teskari bo'ladi.
Shuning uchun ham y=/(x), x-f~\y) funksiyalar o'zaro teskari
funksiyalar deyiladi.

Ravshanki, quyidagi

[(/m*(v)) =y, /() =*
xossalar o rinli.

M asalan, f(x)-2x +\ funksiyaning [0,1] oraligdagi
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giym atlari [1,3] oraligni tashkil etadi va [1,3] oraligda
aniglangan *=/ '(v)=1n1 funksiya berilgan >=2x-1 funksiyaga

nisbatan teskari funksiya boladi.

Endi murakkab funksiya tushunchasi bilan tamshamiz.

y - f0*0 funksiya V sohada aniglangan bolib, Y, esa
funksiya giymatlaridan iborat toplam bolsin: Yf ={f(x): xe X}.
Songra Yf toplamda oz navbatida biror z-qiy) funksiya
berilgan bo Isin. Natijada x toplamdan olingan har bir i ga Yf
toplamdan bitta >(/:x->v) son va Y} to plamdan olingan bunday
y songa bitta z(<p:y->z) son mos qoyiladi:

X——>y — —*7
Demak, X to'plamdan olingan har bir x ga bitta z son mos
goyiladi.

Odatda, bunday holda / va (p funksiyalaming murakkab
funksiyasi berilgan deyiladi va u z =<p(/(x)) kabi belgilanadi.

M asalan, z=Jx+1 funksiyani garaylik. Bu funksiya z=Jy,
y =x+ 1 funksiyalar yordamida hosil bo'lgan y=x+1 funksiya
R=(-o00,+00) da aniglangan bo'lib, z=jy funksiya esa y >0 ya'ni
x+1>0 da mavjud bo ladi. Demak, z=Vx+1 murakkab funksiya
ushbu J={i:xefi,x>-1) to'plamda aniglangan.

2-8. Elementar funksiyalar

Ma'lumki, o'rta maktab matematika kursida elementar
funksiyalar va ularning ba'zi bir xossalari o'rganiladi.

Funksiya —matem atik analizda o'rganiladigan asosiy obyekt
bo'lgani uchun biz ushbu paragrafda elementar funksiyalarga
to'xtalamiz.

Elementar funksiyalar sinfi asosan erkli o'zgaruvchi x

(xeR) hamda o'zgarmas sonlar ustida qo'shish, ayirish,
ko'paytirish, bo'lish, darajaga ko'tarish hamda logarifmlash
amallarini bajarish natijasida hosil boladi. Bu hosil bo'lgan

ifodalarning mavjudligi 2—bobda garab o'tilgan hagiqgiy
sonlarning yig'indisi, ayirmasi, ko'paytmasi, nisbati, shuningdek,
hagigiy sonning haqiqiy darajasi, haqigiy son logarifmining
mavjudligidan kelib chigadi.
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1°. Butun va kasr ratsional funksiyalar. Ushbu
y =a0x" + a{x™~" + ..+ an,x + a,,

ko'rinishdagi funksiya (bunda new va a0,av an,.a, —0 zgarmas
sonlar) butun ratsional funksiya deb ataladi. Butun ratsional
funksiya ko'pxad deb ham yuritiladi. Butun ratsional funksiya
~R=(-00,-0c) da aniqlangan. Xususan, y=ax+h chizigli funksiya
va y=ax2+hbx+c kvadrat uchhadlar butun ratsional
funksiyalardir. Ma'lumki, chizigli funksiyaning grafigi tekislikda
to'g'ri chizigni, kvadrat uchhadning grafigi esa parabolam
ifodalaydi. Kvadrat uchhad grafigming holati a  koeffitsient
hamda diskrminant d=b2-4ac ning ishoralariga bog'lig bo'ladi.
15—chizma parabolaning tekislikda turlicha joylanish holatlari
ko'rsatilgan.

15 —chizma.
Ikki butun ratsional funksiyaning nisbatidan tuzilgan
a0x" + aix"M + .+ a, -+ a,

Y~b,xm+blx"1+ .. +bmlx +bm
funksiya kasr ratsional funksiya deb ataladi. Kasr ratsional
funksiya

x =R \{x:xe R,bOxm+b,xw" + __+bm_X +bm=0}

to'plamda, ya’ni maxrajni nolga aylantiruvchi nugtalardan fargli
bo'lgan barcha hagigiy sonlardan iborat to'plamda aniglangan.

Xususan,, lar kasr ratsional funksiyalar

YEX Y Y o



bo'ladi.
Malumki, y=— funksiya grafigi teng yonli giperboladan
iborat (17 —chizma).

17 —chizma.
2°. Darajali fimksiya. Ushbu
y =X
ko'riaisndagi funksiya derajaa »uaksry-i deb aUle”i, bunda »p
ixtiyoriy o'zgarmas hagiqiy son. Darajali funksiyaning aniglanish
sohasi p ga bog'lig. p butun son bo'lganda ratsional funksiyaga
ega bo’lamiz.
Agar p ratsional, maselan //=F>O bo'lsa, m juft bo'lganda
1 .

x*1 - x" funksiyaning aniglanish schasi X=iG,+x)l tog bo'lganda
esa funksiyaning aniglanish sohasi R=(-<¢" oraligdan iborat
bo'ladi. p irratsional bo'lganda x>0 deb olinadi. Darajali
funksiyaning grafigi p> 0 bo'lganda har doim tekislikning (0,0)

hamda (1,1) nugtalaridan o'tadi (18 —chizma).



18 —chizma. i9—<chizma.

Darajaii  funksiya y=xf ushbu (02> oraligda ,«>0
bo'lganda o'suvchi, <0 bo'lganda esa kamayuvchi bo'ladi.

3°. Ko'rsatkichli funksiya. Ushbu

y=a*

ko'rinishdagi funksiye. ko'rsatkichli funksiya deb aialadi ounce
a>0 va a*\. Ko'rsatgichli funksiyaning aniglanisn sohasx R
to'plamdan iborat bo'lib, funksiya giymatlari esa har doim
musbat bo'ladi. Bu funksiyaning grafigi OX o'gidan yugorida
joylashgan va doim tekislikmng (0,1) nugtasidan o'tadi. (19—
chizma)

4°.Logarifmik funksiya. Ushbu

y =log, X
ko'rinishdagi funksiya logarifmik funksiya deb ataladi, bu.r.da
a>0 va a?i. Logarifmik funksiya intervalda anialangen.

Bu funksiyaning grafig: or o'cini o'ng fomonida joylashg.*n va
doim tekisiikning (1,0) nugtasidan o'tadi (20 —chizma).



20 —chizma. 21—chizma.

5°. Trigonoinetrik funksiyalar. toy tekislikda, markazi
koordinatalar boshida, radiusi 1 ga teng bo'lgan t2+y2=1
aylanani olaylik. (21—chizma). Bu aylananing C(1,0) nuqtasidan
unga CP urinma o'tkazamiz. Koordinata boshidan chiggan va
ot 0'g bilan * burchak tashkil etgan o1 nui aylanani A
nuqtada, CP urinmani B nuqtada kesadi. Bu A va B
nuqgtalarning koordinatalari mos ravishda (1,>2) bo'lsin.
Ravshanki, A va B nuqtalarning o'rni x burchakka bog'lig.
Demak, har bir xeR son uchun Oi o0'g bilan x burchak tashkil
etadigan ol nur o'tkazilsa, bu nurning aylana va urinmalari bilan
kesishgan nuqtalrining koordinatalari t,yy,y2 lar x ga bog'liq.
Har bir x ga shu koordinatalarini mos qo'yaylik.

f omx -> i,

Pmx >y,

EG:x -» y2
Odatda, <p:x->v, ga sinx,/:x->i ga cosx,":x— ga tgx
funksiya deb ataladi:

Jy, =sinx, y2=tgx, 1=cosx

Bunda vy, =sinx, /=cosx funksiyalar r da aniglangan 2 davrli
funksiyalar bo'lib, ular uchun VxeR da

-I<sinr<l, -I<eoi>x<I
tengsizliklar o'rinli bo'iadi.

y 2 —gx funksiya X =R\ j_r:xelTf,x=Ar-(-1)",A"=0, 1, .. _|



to'plamda aniglangan.

S
-fer -i* 2?2 y O é( Ty, e w2 v X

22 —chizma.
ctgx ,sec X, cos ecx funksiyalar sinx,cosx va tgx funksiyalar orqgali
quyidagicha aniglangan:
ctgx =-— SEeCX = -—-----,  CO0S eCX=----
tgx cos X sm X
Ushbu sinx,cosx, tgxva ctgx funksiyalarning grafiklari 22
chizmalarda tasvirlangan.
6°. Giperbolik funksiyalar. Ushbu v e' ko'Tsatkichli
PGSR PP NRymitle h17rfan manHam
ex —e~l e* + e~x ex - e~x e* +e~x
2 ’ 2 O£ +e" 7 el - et
funksiyalar giperbolik (mos ravishda giperbolik sinus, giperbolik
kosinus, giperbolik tangens, giperbolik kotangens) funksiyalar

deb ataladi va ular shx,chx.thx,cthx kabi belgilanadi:
- ~ e +e~
shx & ¢ chx exr e thx cthx =
2 ( 2 ex +e X i -e "
shx, chx, thx ~ funksiyalar R da, cthx funksiya esa X=R\{0O}

to'plamda aniglangan.
Giperbolik funksiyalar orasida ham trigonometrik



funksiyalar orasidagi bog'lanishga o'xshash munosabatlar
mavjud. Masalan,

tlix - A cihx sh2x = Ishxchx
chx shx

7°. Teskari trigonometrik funksiyalar. Malumki, >=siw
funksiya a da aniglangan bo'lib, uning giymatlari {veft:-i<y s g

to’plamni tashkil etadi. Agar biz argument x ning xeX=i~",~1I

segmentdagi giymatlarini  garasak, y =sin*r  funksiyaning
T

giymatlari ham Y =[-11] segmentda o'zgarib, bunda =

to'plamning elementlari ) =[-1,1] to'plamning elementlari bilan
o'zaro bir giymatli moslikda bo'ladi. Bu hoi y =sinx funksiyaga
nisbatan teskari funksiyani qgarash imkonini beradi. y =sinX
funksiyaga teskari funksiya y =arcsmx kabi belgilanadi. Demak,
y =arcsinx funksiya X =[-1.1] to'plamda aniglanagn bo'lib,

o'zgarish sohasi to'plamni tashkil etadi.

Xuddi shunga o'xshash, y =cos*y =tgx,y =ctgx funksiyalarga
nisbatan teskari bo'lgan funksiyalar ham teskari trigonometrik
funksiyalar deyilib, ular mos ravishda
y =arccos Xx.y =arctgx,y =arcctgx kabi belgilanadi.

y =arccos X funksiya A=[-11] da aniglangan bo'lib, uning
giymatlari Y =107r] to'plamdan iborat. y =arctgx y =arcctg:
funksiyalar R da aniglangan. Bu funksiyalaming o'zgarish

sohalari mos ravishda f_—-j va (0,tt) to'plamlardan iborat.

23 —chizmalarda teskari trigonometrik funksiyalaming
grafiklari tasvirlangan.
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c). | d).
23 —chizma.

Endi  funksiya tushunchasiga doir ba'zi misollarni
keltiramiz.
3.3-misol. Ushbu
f{x)=-I[x]- *
funksiyaning aniglanish sohasi topilsin.
mRavshanki, WeR uchun
[x] <X
bo’ladi. Deinak, Jlvj-xifoda ma'noga ega bolishi uchun
ya'ni x=kK (AgZ)
bo’lishi kerak. Berilgan funksiyaning aniglanish sohasi X=Z
bo'ladi. »
3.4-misol. Ushbu
()=*+:

funksiyaning (0,+°c) oraligdagi qgiymatlari orasida eng Kichigi
topilsin.
® Berilgan funksiya uchun
1 x2+1 (x-1)2+2x (x-1)2 ,, nly



bo'lib Vv,re(0.+&) da /(x)>2 bo'ladi. Demak, N\x)=x+ 1
X

funksiyaning (0o.+» ) dagi eng kichik giymati 2 ga teng. »
3.5— misol Ushbu
/( x) =log ,,(x + n/x2 + 1) (0 >0.a*\)
funksiyaning toq funksiya ekanini ko’rsatilsin.

< Bu funksiya R = (-00 ,+x; ) da aniglangan. Berilgan
funksiyaning -x nuqtadagi giymatini topamiz:

/(-x) =1log0(—x + n/x2+ 1) = log a =
X+ n/x2 +1
= - log,,(x + n/x2+ 1) = -/(x)
Demak, /(n) toq funksiya. »
3.6-misol. Ushbu
f(x )=asin(bx +c), a,b,c - o'zgarmas sonlar (b#0)
funksiyaning davri topilsin.
< Davriy funksiya ta'rifidan ifodalanib,
asin[ b(x +T) +c] = asin( bx +¢)

deymiz. Unda
7sin b'2|' cos(bx +¢ + D-ZT-) =0
bo'lib,
shhT - p
2
bo'ladi. Keyingi tenglikdan topamiz:
bT . 2kx
m --kn yani T =5 (k - £102...)
Topilgan 7'ning giymatlari orasida eng kichik musbati
T = —
0 b
bo'ladi. »
3.7—misol. Agar
1(x)

bo'lsa, /(/(/(x))) topilsin.
Ravshanki, / funksiya A =(-» ,1)u (L+oo) to'plamda
aniglangan.
Murakkab funksiya tushunchasidan foydalanib topamiz:



| | 1-r

N N=FT770;7-[=-—
1-X

[(ANT*)» i s L X

Bu funksiya (-00,0)0 (0,1) u (l.+oc ) to'plamda aniglangan. »

3-8. Natural argumentli funksiyalar
(Sonlar ketma—ketligi)

Faraz qilaylik, /(*) funksiya ~M={1,2,3,.n,..) to'plamda
aniglangan bo'lsin. Bu holda funksiyamng argumenti natural son
bo'ladi. Shuning uchun funksiyani natural argumentli funksiya
deyiladi va f(n) kabi yoziladi.

Bu funksiyaning giymatlari

X,=f (") ("=143, )
dan tashkil topgan ushbu

x], x2, Xyy v (3.2)
to'plam sonlar ketma-ketligi deyiladi, to'plamnmg elementlari
esa ketma —ketlikining hadlari deyiladi.

Odatda, (3.2) sonlar ketma-ketligi uning umumiy hadi
X (n —hadi) orqali belgilanadi. Masalan,

=LA L
n 2 3 n
X,, = nl:1£21, 3 1 ul,..

i, =< :q.92,9\-, g " ,
X,=(-1r -1,1-1,1,-,(-)",-.
=1:111,..nl-
lar sonlar ketma - ketliklari bo'ladi.
Shum ta'kidlash lozimki, *, sonlar ketma-ketlikning
(n=1,23,.) hadlari soni cheksiz bo'lgan holda bu ketma—
ketlikning barcha hadlaridan tuzilgan to'plam cheksiz yoki

chekli to'plam bo'lishi mumkin. Masalan, 1 , 1 . ketma—

ketlik hadlaridan tuzilgan |i,y.~.. j to'plam cheksiz, 1, —1,1,—
1,... ketma —ketlikning hadlaridan tuzilgan {—1,1} to'plam esa



chekli to'plamdir.

Chegaralanganlik, monotonlik ta'riflari sonlar ketma-
ketligi

XX o Xy e Xy iy
uchun quyidagicha Ifodalanadi:
5-ta'rif. Agar
3M g R.Vne N :jc, <M
tengsizlik bajarilsa, (3.2) ketma —ketlik yugoridan

chegaralangan,
3me R,Vne N :xn>m
tengsizlik bajarilsa, (3.2) ketma—ketlik quyidan chegaralangan
deyiladi.
6—ta'rif. Agar (3.2) ketma—ketlik ham quyidan, ham

yuqoridan cheqgaralanagn bo’lsa, u chegaralangan deyiladi.
3.8—misol. Ushbu

i 1Mn 10
* —_._ " m oL (n =1,23,..)
mn2+1
ketma —ketlikning chegaralanaganligi isbotlansin.
m Ravshanki,
l(-1)"n +10]|< |(-1)"ii] + 10 = n + 10,
\lii2+1 >n
Unda
(-1)"n +10
LY/ !
ya'ni
—1<x, <1 (ne N)
bo'ladi. »
7—ta'rif. Agar V«e N uchun
X, * Xntl

tengsizlik bajarilsa, (3.2) ketma —ketlik o'suvchi,

+1
tengsizlik bajarilsa, (3.2) ketma -ketlik gat'iy o'suvchi deyiladi.
8—ta'rif. Agar V«e N uchun

tengsizlik bajarilsa, (3.2) ketma—ketlik kamayuvchi,



> kel
tengsizlik bajarilsa, (3.2) ketma —ketlik qat'iy kamayuvchi
deyiladi.
O'suvchi va kamayuvchi ketma —ketliklar umumiy nom
bilan monoton ketma —ketliklar deyiladi.
3.9-misol. Ushbu

M
ketma —ketlikning kamayuvchi ekani isbotlansin.
< Berilgan ketma —ketlikning

=@ n+1
hadlarini olib,

nisbatni garaymiz. Uni quyidagicha yozib olamiz:

n_ CFW O+ - L

= 1+ -
n(n+2) n+1 n(n+2) «+1

Bernulli tengsizligiga (ushbu (1+«)" >1+cm (a >- 1) tengsizlik
Bernulli tengsizligi deyiladi. (qaralsin, [lj, 2 —bob )) asosan

1

+ >1+W+2) e =1+1
n(n + 2) n(n + 2) n
bo'lishini hisobga olsak, natijada Vne N uchun
(, + i i ya’ni x, S X, #X
X n+1 7 m o+ 1
bo'lishini topamiz>
Avytaylik, ikki
Xn mx1rx1rx3,..., X ,
Yn mYi>yY 2>Y3 yn,- .
ketma —ketliklar berilgan bo'lsin. Quyidagi
X+ Yy, X2+ y2,Xx3+Y,..., X, +yn,..,
X\ ~ ¥\, x2- Y7-X3- Ys>-> X, - ¥Yn, -
X\V'Y1'X2'Y-2"X1" Y 3-; Xnmay .-



X, X, X, "X,
- == (y *O,n=L2..)
y - y 2 y s
ketma —ketliklar mos ravishda x, va y ,, kEIma—ketllkIarnlng
yig'indisi, aylrmasi, ko'paytmasi va nisbatan deyiladi va ular

XN+ yn~x,,~yn’x,,'yn>~~ kabi belgilanadi.

Jn
Masalan,
_ 1 _n -1
XN= G Y, = e
ketma —ketliklar uchun
= = - ! - :l l )<n: 1 *|
hX,,~Y., \ XY, N yn Iy (*"
bo'ladi.
Mashqlar.
3.10. Ushbu

a) /(x)=lgx: bilan <p(x) = 2lg]|x],
b) /(x)=lgx2bilan <p(x)=2\g X,
Sj /(.x) =arcsin x bilan <p(x)=arccos (osisi)

funksiyalar bir—biriga aynan tengmi?
3.11. Agar f(x) funksiya (0.1) intervalda aniqglagan bo'lsa,

[(r2), I(sin f), /(In o,

funksiyalarning anigléanish sohalari topilsin.

3.12. Agar
(0, agar < 1bo’lsa x1-1, aga.erI<2 bo'lsa
IMH ™M
[1, agar |’5<| >1bho'lsa —1 agar |x|> 2 bo’lsa

bo'lsa, f(q>(x)) topilsin.

3.13. 0 nuqtaga nisbatan simmetrik bo'lgan x czrR to'plamda
aniglangan har ganday funksiya juft va toq funksiyalar yig'indisi
ko'rinishida ifodalanishi isbotlansin.

3.14. Agar y=f(x) juft funksiya, x - (p(t) esa togq funksiya
bo'lsa, u holda y = f (<p(tj) ning toq funksiya bo’lishi isbotlansin.

3.15. Ikki toq funksiya ko'paytmasining juft funksiya
bo'lishi isbotlansin.

3.16. Agar /(*) va g(c) funksiyalar x cR to'plamda o'suvchi
bo’Jib, C=const bo'lsa, u holda
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a) ia-tvc 0'suvchi funksiya,
b) cf(x). (" >0 o’suvchi, C < () da kamayuvchi,
s) /(n-i+x(x) o’suvchi funksiya
bo'lishi isbotlansin.
3.17. Ushhu

(« =1,2,3.)

ketma —Ketlikning o'suvchi bo'lishi isbotlansin.
3.18. Ushbu

(n=123,..)

n
ketma —ketlikning yuqoridan chegaralanganligi isbotlansin.
3.19. Ushbu

(« = 2,3,4,..)
ketma-ketlik uchun

i<VIY<(i+-1=)2

tengsizlikning bajarilishi isbotlansin.

3.20. Tomonlari a va b bo'lgan (a>0,6>0) to'g™i
tortburchak shaklidagi tunuka plastinkaning uchlaridan tomoni
X ga teng kvadratlar kesib tashlangan

24 —chizma
So'ng chizmada ko’rsatilgan punktir chiziglar bo'ylab bukib
idish hosil gilingan. Ravshanki, bu idishning hajmi x ga bog'liq
bo'ladi. Shu bog'lamshni ifodalovchi funksiyani topilsin.
3.21. Ushbu /0c) =x(x+l)U+2X* +3) funksiyaning eng
kichik giymati topilsin.
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v BOB
Funksiya limiti

Funksiya limiti (limitga o'tish amali) matematik analizning
dastlabki muhim tushunchalaridan. Ayni paytda u Kkeyinroq
kiritiladigan asosiy tushunchalar uchun zamin bo'lib hizmat
giladi.

Funksiya limiti nazariyasini dastlab sodda hoi—sonlar
ketma —ketligi (natural argumentli funksiya) uchun o rganamiz.

I-§. Sonlar ketma- ketligi limiti

1°. Sonlar ketma-ketligi limiti ta'rifi. Biror
Xn:xpi?2, X, (41)

-ketma —ketlik hamda biioi ae R son berilgan bo’lsin.

1-ta'rif. Agar Ve >0 olinganida ham natural son e N
mavjud bo’lsaki, n>n0 tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha
natural sonlar uchun

\xn- a|< £ 4.2)

tengsizlik bajarilsa, a son xn ketma—Kketlikning limiti deb
ataladi.

Limit uchun

lim xn = a yoki hm x,, = a, yoki da r.-»a

n —>X) .
belgilashlardan foydalaniladi.
Bu ta'rifni quyidagicha ifodalash mumkin:

Ve >0 3/j0 =n0(e) e Af,Vn>«0:|x,-a|<e.
Ma'lumki, \x, - a\< e tengsizlik a-e<x,, <a+s tengsizlik —
larga ekvivalentdir.
Odatda, {a-e,a +e) interval, ya'ni
Ue(a) ={x:xe R,a - s <x<a +e}
to'plam a nuqtaning atrofi (£ —atrofi) deyiladi.

Keltirilgan ta'rifdan (4.1) ketma-ketlik hadlari uchun (4.2)
tengsizlikning bajarilishi shu hadlarning a nuqtaning s —atrofi

Us(a) to'plamga tegishliligi kelib chigadi.
Demak, (4.1) ketma-ketlik limitini quyidagicha ham
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ta’fiflash mumkin.
2-ta'rif. Agar U nuqtaning ixtiyoriy I',.(«)atrofi

olinganida ham x,, ketma- ketlikning biror hadidan kpyingi

barcha hadlari shu atrofga tpgishli bo’lsa, a son xn ketma—
ketlikning limiti deb ataladi.

Shuni takidlash lozimki, ketma ketlik limiti ta'rifidagi e
ixtiyoriy musbat son bo’lib, natural son nOesa shu s ga va
garalayotgan ketma —ketlikka bog'lig ra\ishda topiladi.

4.1-misol. x,,=—:1L — — —,...ketma —ketlikning limiti 0

n 23 n
ga teng bo'lishim ko'rsating.__
« Ixtiyoriy musbat e sonni olaylik. Shu e ga ko'ra

n»= +1 ni topamiz. U holda barcha n>n0 sonlar uchun
\X. - a = |'O 1 u< £
+1
munosabat o’rinli. Demak, ta'rifga ko'ra lim —- 0. »
4.2—miso!. Ushbu =(-1)" -1,1-1, ,,(-D\.. ketm a-

ketlikning limiti mavjud emasligini ko'rsating.

4 \/azR sonni olaylik. Agar a=l bo’lib, uning (\+e,\+e)
atrofi (0 <e <1) olinsa, ketma—ketlikning biror hadidan boshlab
keyingi barcha hadlari shu atrofi tegishli bo'Imaydi
(-1i (I +s,l +«m). Binobarin, a=1 ketma —ketlikning limiti emas.
Xuddi shunday vaziyat VaeR uchun yuz beradi.

Demak, berilgan ketma —ketlik limitga ega emas. »

4.3—misol. Ushbu 0,3: 0,33: 0,333:..., 0.33..3, .. ketma—

ketlikning limiti  ga teng bo'lishim ko'rsating.
4 Ve>0 son olib, 1033..3- ni garaymiz. Ravshanki,

1 33.3 1 99..9-10" -1
0.33..3— = 0.33...3--
3 100..0 3 3 10" 310" 3 310"

Endi £>0 ga ko'ra shunday nOe N son topish kerakki,

natijada «>«0 lar uchun 510 <e tengsizlik o'rinli bo'lsin.
1



Keyingi tengsizlik «>-1g(3f) bo'lganda o'rinli bo'lishi
ravshan. Demak, biz «, sifatida [- Ig(3f)] sonni olishimiz etarli.
Bu esa gqaralayotgan ketma—ketlik limitining j ga teng
bo'lishini ko'rsatadi. »
20. Cheksiz kichik miqgdorlar.

3-ta'rif. Agar xn ketma—ketlikning limiti nolga teng
bo’lsa, xn ozgaruvchi cheksiz kichik miqgdor deb ataladi,
tegishli xn esa cheksiz kichik ketma—ketlik deyiladi.

Ketma —ketlik limiti ta'rifida a=0 deb olinadigan bolsa,
unda barcha natural n> sonlar uchun (4.2) tengsizlik
X»~a\-\x»\<e tengsizlikka keladi. Demak, cheksiz kichik
migdor o'zgaruvchi miqgdor bo'lib, u o'zgarish jarayonida
absolut giymati bo'yicha awaldan berilgan har ganday Kkichik
jnusbat e sondan kichik bo'ladi.

Masalan, xn=— ketma—ketlik cheksiz kichik miqdor
bo'ladi.
4.4-misol. Ushbu
, = -L- a > 1
x, =L [ae >
ketma —ketlik cheksiz kichik miqgdor ekanligi isbotlansin.
< \a\=]-f=S deylik. Unda S=ja- 1>0 bo'ladi. Bernulli
tengsizligiga ko’ra
Ql+<G" >1+n6 >no
bo'lib, V«e/V uchun

n§
bo'ladi. Demak,
=— <S§
M
tengsizlik, barcha
n>
sS
bo'lganda o'rinli. Agar
nn=
eS

7



deyilsa, V«>«ljuchun

bo'ladi. Demalk,

lim — =20
a g

XH = ru ketma —ketlik cheksiz kichik migdor. »

4.5—misol Ushbu
x, = a" (ae i?.]al< 1)
ketma —ketlik cheksiz kichik migdor ekani isbotlansin.

4 Agar a* 0 bo’lganda —=b deyilsa, u holda |[t|>] va
a"- ~ bo'lib,
P, 2t —lime g = 0
bo'ladi. »
Avytaylik, x, m
X,,X2,X , X n..

ketma —ketlik va a son (ae/i) berilgan bo'lsin.

1-teorema. a son xr ketma—ketlikning limiti bolishi uchun

«, =X, - a (» = 1,2,3,...)

ketma—ketlikning cheksiz kichik migdor bo'lishi zarur va yetarli.

w Zarurligi. Faraz gilaylik,

II1|_r,1;|(mx,,: a
bo’lsin. Limit ta’rifiga binoan
Vam>0,3«0e N,Vn>n0 mxn - a\< s

Agar xn- a- an deyilsa, unda \a ,,|< £ bo'lib,

imga . - 0
bo'ladi.
Yetarliligi. Aytaylik, an=xn- a bo'lib,
lim s, =0
n-» ®

bo'lsin. Yana limit ta'rifiga ko'ra



VE>0,3«oe N.Vvn >n, -jr,|<k
bo'ladi. Unda |*, - al< e bo’lib,

lim x, = a

n->e
bo'ladi »

Masalan,

ketma —ketlik uchun

et ey =0
bo’lganligi sababli

. n+ 1

lim - —

n-» @ Vi

bo'ladi.
Endi cheksiz kichik miqgdorlar haqgida ba'zi tasdiglarni
keltiramiz.
1-lemma. Chekli sondagi cheksiz kichik migdorlar yig'indisi
cheksiz kichik miqgdor bo'ladi.
< Aytaylik, a, va /2,
a,,a 2,a 3,.., a ,..
*>e- P a
cheksiz kichik miqgdorlar bo'lsin:
>I)imGDa . =0t hir};mii,, =0
Unda

VE>0,"3«; 6iV,Vn > »; |«,|< y-
Ve >0,-,3i.;"¢e€ Vn > < :]?,|<vy
bo'ladi. Agar «, = max{ «;,«"} deyilsa, Vn>n, uchun
[«»|< j, Kl< j =
bo'lib.
l«» + ol +\P"\<y +j= «

tengsizlik bajariladi. Bundan
lim (a, + /?,) =0
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fim (<, +/2,) = O

bo'lishi kelib chigadi. Agar ',, ham cheksiz kichik miqgdor
bo’lsa,

a, +Bn+Y,={oin+R,) +yn
ning cheksiz kichik migdor bo'lishi yugoridagidek ko’rsatiladi.
>
2—emma. Chegaralangan ketma —kettik bilan cheksiz

kichik migdor ko'paytmasi cheksiz kichik migdor bo'ladi.
< Aytaylik, xn chegaralangan ketma—ketlik, a,, esa cheksiz
kichik migdor bo’lsin:
3A/ e R,M >0,vne N \x,\< ™,
V. > O,A—,3n5_c___l}l_i/n > < .faLF M
Bu munosabatlardan
U,« |=WX,]|*la ,|][<M —=Tf
bo'lishi kelib chigadi. Demak,
rl]i_r;lx(x,, ma )= o0 ,»

3°. Cheksiz katta migdorlar. Biror
ketma —Kketlik berilgan bo'lsin.

4-ta'rif. Agar har ganday musbat M son berilganda ham
shunday nlteN son topilsaki, barcha n>n, lar uchun

[*l > M
tengsizlik o'rinli bo'lsa, xa o'zgaruvchi cheksiz? katta miqdor
deb ataladi, tegishli x, ketma—ketlik cheksiz katta ketma—
ketlik deyiladi

Demak, cheksiz katta miqgdor o'zgaruvchi miqgdor bo'lib, u
o'zgarish jarayonida absolut giymati bo'yicha awaldan berilgan
har ganday musbat sondan katta bo'ladi.

Ravshanki, cheksiz katta miqdorlar chekli limitga ega emas.
Qulaylik nuqtai nazaridan cheksiz katta migdorlaming limiti
cheksiz yoki cheksiz katta miqdorlar cheksizga intiladi deb
olinadi va

lim, X,, = =0 oki X,, -> o0
LSV X »

kabi yoziladi.
Agar
VM >0,3n0eN,Vn>n0:xn>M



lim xH= +00 kabi yoziladi.
Agar
VM > 0,3n0e MN,Vn >n0:xn<-M
bo'lsa, xn ketma —ketlikning limiti deb olinadi va
rI]ir_r;@xn = —e0 kabi oniladi.

Masalan, w,=(-1)"ny,, =-n.z,,=n ketma —ketliklarning
limiti mos ravishda «; +00 bo'ladi.
5-ta'rif. Chekli limitga ega bo'lgan  ketma—ketlik

yaginlashuvchi ketma—ketlik deyiladi.
6-ta’rif. Agar ketma—ketlikning limiti cheksiz yoki limiti
mavjud bo’lmasa, u nzoqglashuvchi ketma—ketlik deyiladi.

Masalan, Xyy = =mmmmmmm-- ketma —ketlik yaginlashuvchi,

y. =C-I)" +~-z«=n ketma—kethklar esa uzoqglashuvchi bo'ladi.

2-8. Yagqinlashuvchi ketma-ketliklarning xossalari

Yaginlashuvchi ketma —ketliklar qator xossalarga ega.
1-xossa. Agar xn ketma—ketlik yaginlashuvchi va

lim xn=a bo'lib, a>p (a<qg) bo'lsa, u holda ketma—ketlikning
biror hadidan keyingi barcha hadlari ham p sondan katta ( g
sondan kichik) bo'ladi.

< %, a bo'lib, a>p bo'lsin, e>0 sonni uning ixtiyoriyligidan
foydalanib, s<a~p tengsizlikni ganoatlantiradigan qilib olaylik.

Ketma—ketlikning chekli a limitga ega ekanligidan V;->0
son uchun, jumladan O<e<a- p uchun, shunday nOeN son topish
mumkinki, «>«,=> |x, - a\<e <-e <x, - a<e bo'ladi. Natijada
n>n0 tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha natural sonlar uchun
—e<xn-a va s<a-p tengsizliklar o'rinli bo'lib, undan xn>p
bo'lishi  kelib  chigadi. (a<q hoi uchun xossa xuddi
yuqoridagidek isbot etiladi)>

Bu xossadan quyidagi natija kelib chigadi.

l-natija. Agar xn ketma—ketlik yaqginlashuvchi va
lim x,,= a bo'lib, a>0 (a<0) bo’lsa, u holda ketma —ketlikning

biror hadidan keyingi barcha hadlari musbat (manfiy) bo'ladi.



2-xossa. Agar xh ketma—ketlik yaqginlashuvchi bo'lsa, u
chegaralangan bo'ladi.
hm xn = a bo'lsin. Ta'rifga ko'ra V>>0 benlganda ham

n »-x
shunday n,,eN son topiladiki, tengsizlikni
ganoatlantiruvchi barcha natural sonlar uchun \x,, - u\< e

bo'ladi, ya'ni xn ketma—ketlikning <», +1) —hadidan boshlab
keying) barcha hadlari uchun a-e<xn<a+s tengsizliklar
bajariladi. Demalk, X, ketma-ketlik oshib borsa,
X,,X2,....xrBhadlari a-e<xn<a+e tengsizliklarni ganoatlantirmasligi
mumkin. Agar
o= + =¥l -i e 1 -1

sonlaming eng kattasini U deb olsak, u holda berilgan ketma —
ketlikning barcha hadlari

K|<M (», = 1,2,3,.)
tengsizlikni ganoatlantiradi. Bu esa X, ketma—ketlikning
chegaralanganligmi bildiradi. »

l—eslatma. Sonlar ketma—ketlikning chegaralanganligidan
uning yaqinlashuvchi bo'lishi har doim kelib chigavermaydi.
Masalan, X, =(-1)" -1,1,-1,-, (=1 ) " ketma-ketlik
chegaralangan. Ayni vaqtda uning liiniti mavjud emasligi
yuqorida ko'rsatilgan edi.
3-xo0ssa. Agar ketma —ketlik yaqinlashuvchi bo'lsa, uning
limiti yagonadir.
Teskarisini faraz gilaylik. xr ketma —ketlik ikkita a va b
(a * b) limitlarga ega bo'lsin:
lim xn =a , lim xn=">b (a * b)
Limit ta'rifiga ko'ra
Ve >0,3n) s N,Vn>n0:|x,- al<e,
Ve > 0,3,0e N n >n0:X, - b|<e,
bo'ladi. Agar r0 va na natural sonlarning kattasini na desak,
V«>n0 da
licn - aj< e, \xn- b\<¢£
bo'lib,
I* “a\+ K ~h\<
bo'ladi. Ravshanki.



\a- A=]a-xn+ xn- b|<|xn- al+|x, - H
Demak: |<;-/)|< 2e . (>0 ning ixtiyoriyligida a- b bo’lishi
kelib chigadi>

4-xossa. Yagqinlashuvchi kntma—ketliklar ustida arifmetik
amallar.

2—teorema. Agar xn va vy, ketma—Xketliklar yaqinlashuvchi
bo'lsa, x, ty, ketma—ketlik ham yaginlashuvchi va
lim( ty,,)= lim x, £ lim vy,
formula o'rinli bo'ladi.
M lim xn = a, lim yn - h bo'lsin. 1—teoremaga muvofiq

X,,=a+an, y,,=a +pn bo'ladi, bunda p, lar cheksiz kichik
miqgdorlar. U holda x,, xyn uchun quyidagi
., + =(axhb)+(ant/3)J =az+tb+yn

tenglikka kelamiz, bunda y,, =an%pn cheksiz kichik miqgdor.
Rundan esa, yana o'sha 1—teoremaga muvofiq
lim(xntyn)=axb =lim xnxlim yn

bo’lishi kelib chigadi>

Bu teorema ikki yaqinlashuvchi ketma —ketlik yig'indisining
limiti bu ketma—ketliklar limitlarining yig'indisiga teng degan
goidani ifodalaydi.

Isbot etilgan teorema go'shiluvchilarning soni ikkitadan ortiq
(chekli) bo'lgan holda ham o’rinli bo'lishini ko'rsatish mumkin.

3—teorema. Agar xr va yr ketma—ketliklar yagqinlashuvchi
bo'lsa x,y, ketma—ketlik ham yaqinlashuvchi va

lim( x,, w )= Ilim e<limy,,

formula o'rinli bo'ladi.

< Ilim xn=a, lim yn—b bo'lsin. U holda xn=a+an,
y, =a+ pn, a, va pnlar cheksiz kichik migdorlar. Unda

x,¥n=(a+ad)fb+P,)= ah + (ap, +ban+«,/?,)
bo'ladi. Cheksiz kichik miqgdorlar haqgidagi 1— va 2—
lemmalarga asosan 5n=apn +ba,, +<xjin ketma —ketlik cheksiz
kichik migdor bo'ladi. Demak,
= ah + Sn
bo’lib, bundan
lim( x Hmv,,) = ah = lim x,, mlim y,,

ekam kelib chigadi>

7



Bu teorema ikkita yaginlashuvchi ketma - ketlik
ko'paytmasining limiti  bu ketma ketliklar lirmtlarimng
ko'paytmasiga teng bo'lishim iiodalaydi.

Xususan, agar x, ketma-ketlik yaqinlashuvchi bo'lsa, unda

lim x; = (lim x,)2 bo'ladi.
—Agar X—ketma—ketlik yaqininsh.uy.chi bo'lsa, unda r =const
uchun Cr, ketma —ketlik ham yaqinlashuvchi va

lim( cx,)=c\im X,, formula o’rinli bo’ladi.
4-teorema. Agar xn va yr ketma—ketliklar yagqginlashuvchi

bo'lib, VneN uchun y, *0 va limy. *0 bo'lsa, - ketm a—ke tlik

ham yaqginlashuvchi hamda

. X_ lim X.

lim
Y., lim yn

formula o'rinli bo'ladi.

 lim v, = a ,lim vy, =b bo'lsin. v holda x,=a +a,,
yn=b + &, bunda ot,,8, cheksiz kichik miqgdorlar. Shuni
e'tiborga olib topamiz:
X LI W S L (ba, - aB,,).
yn b b+ R, b b(b +B,)
Cheksiz kichik miqdorlar haqidagi 1— va 2— lemmalarga

asosan ban- aBRn cheksiz kichik migdor bo'lib, bbv+R ) esa

chegaralangan (chunki b - chekli, Rr->0) miqgdor bo'lgani
uchun v, = , . -—— {ban- aRn) cheksiz kichik migdor bo'ladi.
b(b +P,,)

Demak,

X n

Y n
Bundan

X a lim

S VA Y

munosabatlar o'rinli ekani kelib chigadi>

Shunday qilib, yaqginlashuvchi ketma —ketliklar nisbatining
limiti ularning limitlari nisbatiga teng (bunda inahraj noldan
fargli bo’lishi lozim).



hr

2—eslatma. Dtki xH va yr ketma—ketlikning vyig'indisi,
ayirmasi, ko'paytmasi va nisbatidan iboiat bo'lgan ketma —
ketlikning yagqginlashuvchi bo’'lishidan bu v~ va vy, ketma—
ketliklarning har bin yaginlashuvchi bo'lishi har doim kelib
chigavermaydi. Nlasalan, X, =Jdn +1-Jn -1 ketma-ketlik
yaginlashuvchi, chunki im(Jn +1--Jn-1)=1Iim —-= =0

mn+1+Jn-1

ammo Jn+\ va Jn-1 ketma—ketliklarning yaginlashuvchi
emasligi ravshan.

Ravshanki, - n ketma —ketlik yaginlashuvchi (uning limiti 1

ga teng). Lekin 1 ketma—ketlik yaginlashuvchi, n ketma—

ketlik esa yaqginlashuvchi emas.

5-xossa Tenglik hamda tengsizliklarda lirnitga o'tish.
Ketma —ketliklar limitining mavjudligini ko’rsatish va limiti
mavjud bo'lgan ketma —ketliklarning limitlarni topish kabi
masalalarni hal gqilishda tenglik hamda tengsizliklarda limitga
o'tish goidalari tez —tez go'llanilib turadi. Biz ularni keltiramiz.

1). x- va y, ketma —Kketliklar yaqinlashuvchi bo'lib, limxn=a,
limy, =b bo'lsin. Agar vne.N uchun xn=v, bo'lsa, u holda a=6
bo'ladi.

Bu goida yaqinlashuvchi ketma —ketlik limitining
yagonaligidan kelib chigadi.

2). xr va yn ketma —ketliklar yaqginlashuvchi bo’lib, limxn=a,
limy, =b bo'lsin. Agar VWweA™ uchun xn<yn {xn>y,) bo'lsa, u
holda a<b (a>b) bo'ladi.

< Teskarisini faraz gilaylik, ya'ni keltirilgan shartlar bajarilsa
ham a>b bo'lsin. a>c>b tengsizliklarni qanoatlantiruvchi c sonni
olaylik. Demak, 1lim xn= a va a>c. Yaginlashuvchi ketma—
ketliklarning 1—xossasiga (shu bobning 3—8 iga qarang) ko'ra
shunday n0eN mavjudki, barcha n>n0 lar uchun xn>c bo'ladi.
Shuningdek, Iim y,=b , b<c. Yana o'sha xossaga muvofig
shunday noeN mavjudki, barcha n>n'0 lar uchun yn<c bo'ladi.
Agar n = max{ n0,n0} deyilsa, unda barcha n>no lar uchun bir

vagtda xn >c¢ hamda c>yn tengsizliklar o'rinli bo'lib, undan
X,>Y, bo'lishi kelib chigadi. Bu esa X, <YyN
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n = 1.2.3... tengsizlikka ziddir. Demak, a<b bo’ladi.

Xuddi shunga o'xshash, lim x,, =a, limy, =/ hamda \/neN
uchun x,,>yn bo'lishidan a>b  tengsizlik kelib  chiqgishi
ko’rsatiladi>

s —eslatma. _xt va y, ketma —ketliklar yaqinlashuvchi bo'lib,
lim xn=a, lim Yy, =b bo'lsin.

Barcha n = 1,2,3,... lar uchun x,<y, qat'iy tengsizliklarning
bajarilishidan a<h tengsizlik hamma vaqt kelib chigavermaydi.

Masalan, - —.— ketma—Kketliklar  yagqinlashuvchi. Bu
n'n

ketma —ketliklarda Vel uchun bo'lsa ham
— nn

lira( - ﬁ = dim rn: o bo’ladi.

2-natija. Agar x, ketma—ketlik yaqginlashuvchi bo'lib, VneN
uchun x,<c (xn>c) bo'lsa, u holda linuc,<c (limx, >c) bo’ladi
(bunda c o’zgarmas son).

Bu natijaning isboti yuqoridagi 2) da y,=c, n=123,... deb
olinishidan kelib chigadi.

3). X. va z, ketma—ketliklar yaqinlashuvchi bo'lib,

limxn=1limz, =a bo'lsin. Agar VneN uchun <y, £z, bo'lsa, u
holda yn ketm a-ketlik ham yaqinlashuvchi va limyn=a bo’ladi.

e<Ketma —ketlikning limiti ta’'rifiga asosan vis>o berilganda
ham shunday nOeN topiladiki, barcha n>n0 lar uchun

\xr -a\<e yoki a-s<xn<a+s tengsizliklar o’rinli bo’ladi.
Shuningdek, o’sha e>0 olinganida ham shunday naeN topiladiki,
barcha n>n0 lar uchun |z,- a\<e yoki a c<z, <a+s
tengsizliklar o'rinli bo'ladi. Endi no = max{ n0,n'0} deylik. Unda
n>n0 bo'lganda bir vaqtda a-e<x, <a+e, a-e<z,<a+s
tengsizliklar o'rinli bo'ladi Ammo shartga ko'ra VneN uchun
X,, <V, <2, tengsizliklar o'rinli. Shuning uchun n>m> bo'lganda
a-s<x,,<y,<z,<a+e ya'ni a-s<yn<a+s bo’lishi kelib
chigadi. Bu esa yn ketma —ketlikning yaqinlashuvchiligini va
limy,,=a ekanligini ko'rsatadi>
4.6-misol. Ushbu

X, = (, =1,23,..)
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ketma —ketlikning limiti topilsin.
w Bu ketma -ketlik uchun

1<Vvnr<il +-j=)2 4.3
\J/n) (4.3)

bo'ladi (garalsin, 3-bob, 3.19-mashq).
Ravshanki,

("?.m*x)) o
(4.3) munosabatdan, n-»00 da limitga o'tish bilan
lim \fa -1
Mo =
bo'lishni topamiz>
4.7-misol. Ushbu *,=n-V«3-n2 ketma—ketlikning limitini
toping.
< Berilgan ketma—ketlikning umimiy hadi x, ni quyidagicha
yozib olamiz:
X, =n- Kn3-n2-=
(n-nAa3-nl)n2+unm3- n2+n/(»]-92)2)
nl1+n\in3-n2+\/(n3-n2)2
1

Bundan esa

limxn = lim(n- Mnl-n2)=lim
1+

lim

bo'lishi kelib chigadi>
3—8. Sonlar ketma—ketligi limitining mavjudligi
haqgida teoremalar

Ketma —ketlikning qachon chekli limitga ega bo’lishi
hagidagi masala limitlar nazariyasining muhim masalalandan
biri. Ushbu paragraida, awal monoton ketma—ketlikning limiti
haqida, so’ng ixtiyoriy ketma—ketlikning limitga ega bo'lishini



ifodalaydigan teoremalarni keltiramiz.
[0. Monoton ketma- ketlikning limiti hagida teoremalar.
5—teorema. Agar X, ketma—ketlik o'suvchi bo'lib, yugondan
chegaralangan bo'lsa, u chekli limitga ega: agar xn ketma—ketlik

yugqoridan—chegarlanmngnn bo'lsa, il holda ketma—ketlikning
limiti +=0 bo'ladi.
< Awalo, X, ketma —ketlik  o'suvchi va yuqoridan

chegaralangan bo‘'lgan holni garaymiz. Ketma —ketlik yugoridan
chegaralanganligi uchun shunday M son mavjudki, VnsyV son
uchun xn<M tengsizlik o'rinli bo'ladi. Bu esa ketma —ketlikning
barcha hadlaridan tuzilgan {*,} to'plamning yuqoridan
chegaralanganligi ifodalaydi. Unda to‘'plamning aniq yuqori
chegarasi haqidagi 3—teoremaga asosan bu to'plam wuchun
sup{jc,) mavjud bo'ladi. Biz uni a bilan belgilaylik: sup{.t,}=a
Endi a son xn ketma —ketlikning limiti bo'lishini ko'rsatamiz.
Anig yuqori chegaraning ta'rifiga ko'ra, birinchidan, {*}
to'plamning har bir elementi uchun xn<a tengsizligi o'rinli
bo'lsa, ikkinchidan, Ve>0 olinganda ham ketma —ketlikning

shunday x,o hadi topiladiki, bu had wuchun >a-s
tengsizlik o'rinli bo'ladi.
Demak,
mxn>0, VneN
sup{x,,}=
<e

Qaralayotgan xn ketma —ketlik o'suvchi. Demak,
n>,0 xn> xKt. Shu sababli n> no bo’lganda
0<a- xn<a- < e tengsizlik bajariladi. Shunday qilib, Ve>0
olinganda ham shunday «0e N son topiladiki, «>«0 bo‘lganda
\x, - a|< e tengsizlik bajariladi. Bu esa a son x, ketma—
ketlikning limiti ekanini ko'rsatadi.

Endi xn ketma—ketlik o'suvchi  bo'hb, yuqoridan

chegaralanmagan bo'lsin. Unda har ganday katta musbat A son
olinganda ham %, ketma —ketlikning shunday x .3 hadi

topiladiki, 'x > A bo'ladi. Ammo barcha n>n0 lar uchun

X, N tengsizlik o'rinli bo'lgam sababli xH>A tengsizlik ham



bajariladi. Bu esa lim* =+ bo'lishini bildiradi>

Ouyidagi teorema ham xuddi yuqondagi teoremaga o'xshash
isbotlanadi.

6—teorema. Agui xr ketma—ketiitk kamayuvchi bo'lib, quyidan
chegaralangan bo'lsa, u chekli limitga ega: agar xH ketma—ketiik

guyidan chegaralanmagcin bo'lsa, u holda ketma—ketlikning
lim iti -«<0 bo'ladi.

4.8—misol. Ushbu xn =—ketma —ketlikning limitini toping.
<Awalo, bu ketma —ketiik limitining mavjudligini
ko'rsatamiz.
Ravshanki,
)r(nM_ C» + I)! k!
(« + 1)"+1 n" (n +1 )
'‘Bundan barcha /7> lar ucnun < x n Lengsiz,;kning o’rinli

ekani kelib chiqadi. Bu esa berilgan ketma —Ketiik kamayuvchi
ekanini ko rsatadi. Ketma—ketlikning har bir hadi musbat,
>0,n=12,.,. Demak, u quyidan cheqaralangan. Shunday

qillib, w, = ’ ketma —ketiik kamayuvchi va quyidan

chegaralangan. 5—teoremaga ko'ra bu ketma—ketiik chekli
limitga ega. Biz uni a bilan belgilaylik:
" n!
Iim ——= a
non
Ravshanki, a>0. Bernulli tengsizligidan foydalanib topamiz:
i1+ = > 1+ - = 2
n- \""'n) " "
Bundan esa \n + 1)" > 2n” kelib chigadi. U holda
(W+ 1)ll +nll
"(n+ D" , (> + 1D
ST 2n" ~ = x"pr =
(n + l)” (n + 1)!!
_4)q lib, natijada quyidagi .v, > 2xbM tengsizlikka kelamiz. Bu
tengsizlikda limitga o'tamiz: limjc->2 I;mjc,,. Undan $>2a v&]|«é<) ni
hisobga olsak, a=0 ekani kelib chigadi. Demak,

.. \
liin nl =0 >

.
X ffTrqT - it ‘je G iiijiv iuar jicdi. PN



YT ein ¢« 1 t ¢ ngim}*i$0
4.9—misol. Ouyidagi V.i.p-V

a + ,-yjo + Va + -J<T
WUm 0+ FU01. T+ A

(a>0)ketma- ketlikning linntim toping.
*Bu ketma —ketlikning n —hadi

xn= AJ4+ Va + "y
n

deyilsa,

+ X* - n-' ¢}
bo'lib, undan *, ketma- ketlikning o'suvchi va yuqoridan
chegaralanganligi matematik induksiya usuli yordamida

ko'rsatiladi: Ravshanki,

Endi k -nomer uchun x*, <xt tengsizlik bajarilsin deyilsa, ()
munosabatdan

xk = yja + Xt’, <yja+X, =X,.,
tengsizlik kelib chigadi. Demak, VweA' uchun xn < xBtl bo'ladi.
Shuningdek, {*) dan foydalanib vneN uchun
1+ -\ + 4a

xo< 2
isbotlanadi. Monoton ketma- ketlikning limiti haqidagi 5 -
teoremaga ko’ra berilgan ketma-ketlik chekli limitga ega. Biz
um = bilan belgilaylik. lima,; -y so’ngra x] =a+ *,, tenqlikda
hadlab limitga o'tish amalini bajarib topamiz: limx2 =a +lim x,_,
yoki yz=a+y. Natijada > ni topish uchun kvadrat tenglamaga
kelamiz. Bu kvadrat tenglamaning ildizlarim yozamiz:
1+ VI + 4a 1-VI+4a
y> - 2 >y 2 2
Ketma —ketlikning hadlari musbat bo'lgani uchun

=1+ VT+4a son ketma —ketlikning limiti bo’ladi. Demak,

; . | | 1+ VI + 4«
lim xn=Ilim[\a+Vva+ ..+Va — - [ 13
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Xususan, ushbu
vr, ¥3+Vi. +mM+Vl,..,
, V3 o+ y/3+ ~ + N3
ketma —ketlik yaqginlashuvchi va lining limiti 1+ ~230 ga

teng.

Monoton ketma —ketlikning limiti haqidagi teoremalarning
matematik analiz kursida garaladigan ba’zi masalalarga tatbiq
etilishini garab o'tamiz.

2°. e soni. Quyidagi = 1+

I+ v +jj 414) -11+d m @
ketma —ketlik berilgan bo'lsin. Bu kptma—ketlik limitining

mavjudligini ko'rsatamiz. Berilgan (4.4) ketma—ketlik bilan
birga ushbu

Y, =( + (h=1.23,..)

ketma —ketlikm ham gqgaraymiz. Bu ketma —ketlik kamayuvchi
ekanligi 3 —bob, 3 —§ da ko'rsatilgan.

Bckinchi tomondan, y, =N + —j ketma —ketlikning har bir
hadi musbat bo’lgani uchun u quyidan chegaralangandir.
Shunday qilib Y, =il + — ketma*-- ketlik kamayuvchi va

gquyidan chegaralangandir. 6 —teoremaga ko’ra bu yn ketma
ketlik limitga ega.
Agar

+- 0 =n1l+-
n) 1 n

tenglikdan ->a,w y tenglikning kelib chiqishini va

lim n% ] =1 ekanini e'tiborga olsak, unda limxn=lim>',, ga ega

bo'lamiz. Bu esa (4.4) ketma—ketlik Ilimitining mavjudligini
ko'rsatadi.
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7-ta'rii. Berilgcin v,,=ji +-j ketma —ketlikning limiti £ soni
deb ataladi:
lim|1+ —| =e

Bunda e lotmcha exponenlis "koisatish, ko’rsatgich, namoyish
gilish™ so’zining dastlabki harfini ifodalaydi.

3U Ichma-ich joylashgan segmentlar prinsipi

7-teoren. 1 Ikkita X, va yn ketma—ketlik beriigan bo'isin.
Agar

1). xn o'suvchi, y, kamayuvchi ketma—ketlik,

2). V,e/V lar uchun x,,<y,,

3). lim(y,-x,)=0 bo'lsa, vayn ketma—ketliklar
yaginlashuvchi va Innxn=Ilimy, tenglik o'rinli bo'ladi.

M X, ketma —ketlik  o'suvchi, ynketma—ketlik esa
kamayuvchi hamda har bir neN uchun x,<>, tengsizlik o'rinli
bo’lganidan, v«sA' uchun x,<y,, y,”"x, tengsizliklar bajariladi.
Bu esa x, ketma—ketlik yuqoridan, vy, ketma-ketlik esa
quyidan chegaralanganligini  bildiradi. Monoton  ketma —
ketlikning limiti haqidagi teoremalarga asosan x, va vy, ketma—
ketliklar v~qg nltshuvrlii bo'ladi. Shuning uchun

lin(y,, - xj = limy,, -1imx,,
bo'lib, teoremaning uchinchi shartidan esa
limyn-1limx, =0, lim x, =Ilimyn
bo'lishi kelib chigadi. »

Ma'lumki, {x:xe R,a <Xx<b) to'plam [«, fc] segment deb atalar
edi. Agar [a,£>] <[a,b\ bolsa, [a,;™] segment \a,b]
segmentning ichiga joylashgan deyiladi.

Agar

[a,,6,], [a2,b2],..., [a.,, 2,
segmentlar ketma —ketligi quyidagi
[a,,Z2>,] » [a2,b2] [a3,b3] =) .. =5 =
munosabatda bo'lsa, bu segmentlar ichma-ich joylashgan
segmentlar ketma —ketligi deyiladi.
3-natija. Agar ichma-ich joylashgan
[a, bx], [a2,b2], [a3,fc, [a,,b,]..
segmentlar ketma —ketligi uchun !m(A,- a,)=0 bo'lsa, u holda
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a, va h,ketma-ketliklar bitta limitga ega hamda bu limit
barcha segmentlarga tegishli bo'lgan yagona nuqta bo'ladi.
*l«,. h, |.]a2.i, | ichma-ich joylashgan

segmentlar ketma —Kketligi bo'lib,

lim (b, - an) =0
bo Isin. Bunda &n ketma Kketlik o'suvchi, ¢,esa kamayuvchi
ketma —ketliklardir va barcha n~N lar uchun bo'ladi.
Demak, ctn va ¢,ketma Kketliklar 5 va 6—teoremalarning
barcha shartlarini ganoatlantiradi, bu teoremalarga ko'ra a, va
b, ketma —ketliklar yaqginlashuvchi va

lim an=1lim bn

bo'ladi.
Endi lim «, =limba=c deb belgilab, ¢ nuqta barcha
n = 1,23,... segmentlarga tegishli bo’lgan yagona
nuqta ekanini ko'rsatamiz. a, ketma —ketlik o'suvchi va
lim ah=c bo'lganidan an<c, « = 1,2,3, shuningdek,

b, ketma —ketlik kamayuvchi va Ilim bn-c bo'lganidan esa
b,~c, n = 1,2,3,... bo'lishi kelib chiqadi. Demak, an<c<bnl
n =1,2,3,.. bo'lib, ¢ nuqta barcha segmentlarga tegishli:
n = 1,23,... Agar shu c nuqtadan fargli va
segmentlarning barchasiga tegishli c'.c'e[aK,bn], (n=123,..)
nuqta ham mavjud deb garaladigan bo'lsa, unda
hn~aH> \c- c'\> o0

bo'lib, bu munosabat lim(¢,-aj=0 shartga zid bo’ladi. Demak,
c=c.»

Keltirilgan natija ichma-ich joylashgan segmentlar prinsipi
deb yuritiladi.

4°. Qismiy ketma-ketliklar. Bolsano-Veyershtrass lemmasi

Biror xnwmx,, Vv2,x, X gy eeee ketma —ketik berilgan
bo'lsin. Bu ketma —ketlikning biror n, nomerli xn hadini olamiz.
So’ngra nomeri « dan katta bo'lgan ,2 nomerli hadini olamiz.
Shu usul bilan x*, xu va hokazo hadlarni olish mumkin. Natijada



nomerlari nk <... tengsizliklarm qganoatlantira —
digan hadlar tanlangan bo'ladi. Bu hadlar ushbu
X , X («, < «2< «j <sem<«*< ) (4.5)

ketma —ketlikni tashkil etadi.
- OdatdA (4 S V. ketma - ketlikninggismiy
ketma-ketligi deb ataladi va xn kabi belgilanadi. Ba’zida
ketma-ketlikdan ketma-ketlik ajratilgan deyiladi.

Qismiy ketma —ketlikmng tuzilishidan ravshanki, ¢->cc da «

ham cheksizlikka intiladi:
Masalan. 1). quyidagi

1,35,7 2w - 1..
2 ,4 .6 ,8 ... 2 n ..
1,4 ,9 ,16 [
ketma —ketliklar natural soniar ketma-ketligi 1.2.3 r.. ning
gismiy ketma —ketliklari bo'ladi:
2). Ushbu
i A- Sl
10 10 2 10 -
ketma —ketlik
i J_ L J_
2 3 n
ketma —ketlikning gismiy ketma —ketligidir:
3). Quyidagi
1,-1,1,- 1,-, (-1)"
ketma —ketlikdan, masalan, ushbu
11,1 1.
-1 1,-1 - 1.

gismiy ketma —Kketliklami ajratish mumkin.

Ketma —ketlik limiti bilan uning qismiy ketma —ketliklari
limiti orasidagi munosabatni quyidagi teorema ifodalaydi.

8-teorema. Agai x, ketma—ketlik limitga (chekli, yoki +«=
yoki -Ce) ega bo'lsa, uning har qanday qgismiy ketma—ketligi ham
shu limitga ega bo'ladi.

4 limxn=a bo'lsin, ketma —ketlikning biror

gismiy ketma —ketligini olaylik.



Limit ta'rifiga ko'ra Vi>0 olinganida ham, shunday n,e)Y
son mavjudki, barcha «>«0 lar uchun jjr,, - «|< e bo'ladi. A--»«
da «,-><* bo'lishidan shunday son topiladiki, «,,>«,,
tengsizlik o'rinli bo'ladi. Demak, barcha k>m lar uchun
r». " a\< c tengsizlik bajanladi Bu esa limx,t- a Ilimitning
o'rinli ekanini ifodalaydi. Xuddi shuningdek, limxn = +oc(-oc)
bo'lganida ham xn ketma—ketlikning har ganday qismiy
ketma —ketligi + *(-« ) ga intilishi ko'rsatiladi. »

4—eslatma. Ketma —ketlik gismiy ketma—ketliklarinmg limiti
mavjud bo'lishidan benlgan ketma —ketlikning limiti mavjud
bo'lishi har doim ham kelib chigavermaydi. Masalan:

1,-1,1,-1 (- 1) "+1..
ketma —ketlikning ushbu
111 1,
-1,-1,-1,~,-1,..
gismiy ketma —ketliklari limitga ega (ular mos ravishda 1va —1
larga teng). Ammo berilgan (-1)"H ketma —ketlik limitga ega
emas.

Demak, berilgan ketma —ketlik limitga ega bo‘'Imasa ham
uning qismiy ketma —ketliklari limitga ega bo'lishi mumkin
ekan.

8-ta'rif. xR ketma —ketlikning qismiy ketma—ketligi limiti
berilgan ketma —ketlikning gismiy lim iti deb ataladi.

3-lemma (Bolsano —Veyershtrass lemmasi). Agar
chegaralangan bo’lsa, bu ketma —ketlikdan shunday qismiy
ketma —ketlik ajratish mumkinki, u yaqginlashuvchi bo'ladi.

< xn ketma —ketlik chegaralangan bo'lsin. Demak, ketma—
ketlikning barcha hadlari biror [a,b] segmentga tegishli bo’ladi.

[a,b] segmentni teng ikki qgismga ajratib, {:1.—6!—;::-}:2 va
a+hb b . . . . .
2 segmentlarni hosil qilamiz. Berilgan ketma-

ketlikning barcha hadlari [a,b] da bo'lgani sababli, uning

AN

cheksiz ko’p sondagi hadlari a. va a~

segmentlaming kamida bittasiga tegishli bo'ladi. Endi
ketma —ketlikning cheksiz ko'p sondagi hadlari bo'lgan



segmentni, ya'ni a.- th ok N1 ni (agar ikkalasida

ham ketma—ketlikning cheksiz ko'p sondagi hadlari bo'lsa,
ulardan ixtiyoriy birini) [a,,M deb belgilaymiz. Ravshanki,

[&,,/~] ning uzunligi bo’ladi. Yuqoridagiga o'xshash,
[at,ht] segmentni teng ikki qismga ajratib, va
qi segmentlarni hosil gilamiz va bu segmentlardan x,

ketma —ketlikning cheksiz sondagi hadlari bo'lganini \ar,br]
deb olamiz. Ravshanki, \a2.b2) segmentning uzunligi

bo'ladi.
Bu jarayonni davom ettirish natijasida ushbu

[ai>1 Pta2»b 2} [anmb,, =
segmentlar ketma - ketligi hosil bo'ladi. Tuzilishiga ko'ra har bir

[ak,bt], n = 1,2,3,... segmentda x, ketma- ketlikning cheksiz
ko'p sondagi hadlari bo'ladi.

Ravshanki,
[ak,bk] segmentning uzunligi bk ~ak=—— bo'lib, k-><¢ da
nolga intiladi. Ichma—ich joylashgan segmentlar prinsipiga

ko'ra a va bt ketma- ketliklar umumiy (bitta) chekli limitga
ega:
lim ak = lim bt - ¢
Endi x, ketma-ketlikning [a, A ] dagi birorta hadini olaylik.
U n,—had bo'lsin: x4 e[a,,b,] so'ngra, x, ning [az,b2] dagi
birorta hadini olaylik. U n1— had bo'lsin: x,2e [a2,fc2]

garalayotgan segmentlaming har birida ketma —ketlikning
cheksiz ko’p hadlari bo’lganligi uchun, ravshanki, n, >« qilib
olishimiz mumkin.

Xuddi shuningdek, x, mng [a3>M dagi x», hadlaridan
keyin keladigan birorta hadini (n, < «2< «,) olamiz. Bu
jarayonni davom ettirib, xk — gadamda, segmentdagi x,

90



ketma - ketlikning V,, , r,, v,, lardan keyin
keladigan hadlaridan biri r( ni olamiz va h.k Natijada *
ketma —ketlik hadlaridan tashkil topgan ushbu

Xn mXn2-Xx, mm X,t .. (« <« < < < nk< .)
gismiy ketma —ketlik hosil bo’ladi. gismiy \ ketma - ketlikning
hadlari uchun

ak » xni < bk
tengsizliklar o'rinli bo'lib, unda /.-->* da
lim xn =c¢

bo'lishi kelib chigadi. »

5—eslatma. Keltirilgan lemmada ketma —ketlikning
chegaralangan bo'lishi muhim shartdir. Shu shart bajarilmasa,

lemmaning xulosasi o'rinli bo'Imasdan qolishi mumkin. Masalan,
-chegaialanmagan ushbu

natural sonlar ketma —ketlikning har ganday qismiy ketma—
ketligi ham +oc ga intiladi.
5". Koshi teoiemasi (yaginlashish mezoni). Biror ketma —

ketlik berilgan bo’lsin.
9—a'rif Agar Vs->0 olinganda ham shunday noaN son
mavjud bo Isaki, barcha n >«0 va barcha m > «0 lar uchun

I*, " xm\< e (4.6)
tengsizlik bajarilsa, fundamental ketma—ketlik deb ataladi.

4.10—misol.  xn = e Bu ketma —ketlik uchun  (4.6)
shartning bajarilishi ko'rsatilsin.

-4 Haqiqatan,

n+1 m+ nm m n
Agar Ve->0 songa ko'ra natural «0 sonni

21+
deb olsak, u holda barcha«>n, va barcha m> no lar uchun

k - dlelce

n
bo’lishini topamiz. Demak, berilgan ketma —ketlik



fundamentaldir. »
4.11-misol. Quvidagi

X, =1+1 +1 + . +1
n
ketma —ketlikning fundamental ketma— kotlik------- emasligi
ko’rsatilsin:
< Ravshanki,
1 1.1

11+—,1+ 1
2 3

ketma —ketlik uchun har qanday m>| olgammizda ham

RN Ae S S R

m+1 m+2 2m 2m 2
bo'lishi kelib chigadi. Bu hol berilgan ketma—ketlikning
fundamental emasligini ko'rsatadi. »

9—teorema. (Koshi teoremasi). Ketma—ketlik yagqinlashuvchi
bo'lishi uchun u fundamental bo'lishi zarur va yetarli.

< Zarurligi. ketma —ketlik yaqginlashuvchi bo'lib, limx,, =a

bo'lsm. Limit ta‘'rifiga muvofiq, ve>0 berilganda ham ga ko'ra

shunday ,,, <N son topladiki, barcha n>n, sonlar uchun

\xn-a\< £ tengsizhk o'rinli bo'ladi. Demak, ixtiyoriy n>«, va
m >n, sonlar uchun

|*, - x mi=\xn + -a\ +\xn -a\<s
Bu esa x, fundamental ketma—ketlik ekanini ko'rsatadi.
Yetarliligi. x, fundamental ketma —ketlik bo'lsin. Demalk,

Vs->0 uchun sliunday «, € A son topiladiki, m >n, lai
uchun |x, -X,,|<e tengsizlik o'rinli. Bu tengsizlikda « son («,
dan katta) ixtiyoriy bo'lishini goldirib, m natural sonning dan

katta biror tayin giymatini olib, yuqoridagi tengsizlikni quyidagi
Xm- e < X, < Xm+ s
ko'rinishda yozib olamiz, Demak., «>«0 da x, ketma—
ketlikning x, hadlari (*,, -e,xm+ s) intervalda tegishli bo'lib,
undan ketma —ketlikning chegaralanganligi kelib chiqadi.
Bolsano —Veyershtrass lemmasiga ko‘ra x, ketma—ketlikdan
chekli songa intiluvchi gismiy ketma-ketlik ajratish
mumkin. Bu qgismiy ketma—ketlik limitini a bilan belgilaylik:



tm™ a- F.ndi a son., ketma —ketlikmng liniiti ekanini

ko’rsatamiz. Darhaqigat, bir tomondan xn -+a bo'lgam uchun
vs>0 ga ko ra shunday k, e N son topiladiki, k> lar uchun
x ~ al\< v tengsizlik bajariladi.

Ikkinchi tomondan, m=nt bo‘'lganda \x,-x,\<£ tengsizlik

hain bajariladi. Yuqondagi tengsizhklarga ko’ra
X"~a\=K ~wv» +X,,- a\< |r,, - XH|+ |yt - a\ < 2e
bo hshi kelib chiqadi. Bu esa limxH=a ekanini ko'rsatadi>

Isbot etilgan teoremaKoshi teoremasi yoki yaqinlashish
mezoni (kriteriysi) deb vyuritiladi. Bu teorema muhlm nazariy
ahamiyatga ega.

6U Ketma—ketlikning yuqori va quyi liinitlari

Aytaylik x,

X, X 2 X 3 . ), S—

ketma —ketlik berilgan bo’lib, x,t e

Xnli1Xn,”X ,,1 X n,

ketma-ketlikning qgismiy ketma--ketliklari  bo'lsin.

berilgan
* limiti

Ma lumki, \ ketma-ketlikning limiti *, ning qismiy
deyilar edi.
10—ta'rif. x, ketma-ketlik qismiy limitlarning eng kattasi a
ketma - ketlikning yuqori lim iti deyiladi. U
lim xn
kabi belgilanadi.
*, ketma-ketlik qismiy limitlarning eng kichigi berilgan
ketma —ketlikning quyi lim iti deyiladi. U
\m_xn
kabi belgilanadi.
Masalan, ushbu xn :
1,2,3,1,2 ,3,1,2,3,...
ketma —ketlikning yuqori limiti
lim xn = 3
quyi limiti esa



bo'ladi.
4-8. Funksiyaning limiti

Biz yuqonda natural argumentli funksiya- sonlar ketma-
ketligi va uning Timitnrr o'rgandtk. End*-arguments haqgiqiy son
bo'lgan funksiya limitini qaraymiz. Awalo sonli to plamning
limiti nugtasi tushunchasi bilan tamshamiz.

1°. To'plamning limiti nuqgtasi. Ma'lumki,

Ue(a) = {X :xe R.a-s <x<a+s}
to'plam anuqtaning atrofi ( e— atrofi) deb atalar edi.Shunga
o'xshash ushbu
U*(a) ={x :xe R,a<x<a +¢e)
to’plam a nuqtaning o'ng atrofi.
i7J(a) ={x:xe R.a- e <X <a}
to'plam a nuqtaning chap atrofi,
£/c(oo) = {x :xe /?,|X] > c} ,
Uc(+tqo) = {x :xe R,x >c},
Uc(-0C)={x :xe R,x < -c)
to'plamlar esa mos ravishda «, +* va -» "nuqtalarning atrofi
deb ataladi. Yugorida keltirilgan e va c¢ lar ixtiyoriy musbat
haqiqgiy sonlar.

X biror sonli to'plam, a biror nuqta bo'lsin.

Il-ta'rif. Agar a nuqtaning har bir atrofida x to'plamning
a dan farqli kamida bitta nuqtasi bo'lsa,
ya'ni

Vs >0,3.xe X ,x * a,:|x - a\< £
bo'lsa, a nuqta X to'plamning limit nuqtasi deyiladi. Misollar
garaylik.

1). Ushbu [0,1]= {x:x e R,0 < x< 1} to'plamninghar bir
nuqtasi shu to'plamning limit nuqtasi bo’ladi:

2). Ushbu N ={1,2,3,...} to'plam limit nuqtaga ega emas:

3). Ushbu (0,1)={x:xeR,0< x<1} to'plamning har bir
nuqtasi shu to’plamning limit nuqtasi bo’ladi va Yyanha
x = 0, x = 1 nugtalar ham (0.1) uchun limit nuqtalardir.

4) F - [0,1] segment hamda 2 sonidan iborat to’plam bo'lsin,



ya ni 1 —d.[]vj {2}. Bu to'plam uchun x = 2 limit nuqta emas.
Agar a nuqta ,vto'plamning limit nuqtasi bo'lsa, to'plam
nuqtalaridan a ga intiluvchi * (%, 6~ x, * =12,..)
ketma —ketlik tuzish mumkin
w To'plamning limit nuqtasi ta'rifiga binoan:

k = 1uchun 3v,e X ,jr,* a:|v, - a <1
1

s =J wuchun 3wv2e X ,x2* a :|v2- a <2—i
1 1

e = — uchun 3x, e X ,x}* a:|x, - a < —
3
1

£ = — wuchun 3xne X ,xn* a :\xn- a < —,
n

bo'ladi Natijada, xr ketma ketlik hosil bo'lib, vneN uchun

\Xn - al< —
n

bo'ladi. Bundan
Iim x = a

n-» @

bo'lishi kelib chigadi. »

Bu keltinlgan mulohazalardan ko'rinadiki, bunday ketma —
ketliklarni ko'plab tuzish mumKkin.

12-ta'rif. Agar a nugtaning har bir o’ng (chap) atrofida
X to'plamning a dan farqli kamida bitta nuqtaci bo’lsa, a nuqta
Aning o'ng (chap) limit nuqtasi deb ataladi.

13—ta'rif. Agar har bir i/c(co) atrofida A'to'plamning kamida
bitta nuqtasi bo'lsa, « ™"nuqta"™ x to’plamning limit nuqtasi
deyiladi.

+ oor-00 “nugta™ laming limit nuqta bo’'lishi ham yuqoridagi
singari ta’riflanadi.

Masalan, +°% "nuqta” n ={1,23.} to'plamning limit
nugtasi bo'ladi.

2°. Funksiya limitining ta'rifi. x <zr to'plam berilgan bo'lib,
a nuqta uning limit nuqtasi bo'lsin. Bu to'plamda f(x) funksiya
aniglangan deylik. Modomiki, a nuqta x ning limit nuqtasi
ekan, «x to'plamning nuqtalaridan a ga intiluvchi turli,
(**, e X ,xn* a,n =1,2,3,...) ketma —ketliklar tuzish



mumkin: lim x,, = a . Ravshanki, xnex (- 123,.) shuning
achun bu nugtalarda ham f(x) funksiya aniglangan. Natijada
{x j ketma —ketlik bilan birga /(*,,):

1O,), £(x2) f(xy)y [(*,)>ee
my~lar IfPtmfl —kptligiga ham ega bo'lamiz.

l4-ta'rif. Agar X to'plamning nuqtalaridan tuzilgan, a ga
intiluvchi har qanday * a.« = 1,23,..) ketma —ketlik
olganimizda ham mos f(x,) ketma-ketlik hamma vaqt yagona
b (chekli yoki cheksiz) limitga intilsa, shu b ga f(x)
funksiyaning a nuqtadagi limiti deb ataladi. Funksiya limiti
lim/ (x) =b kabi belgilanadi.

Funksiya limihga berilgan bu ta'rif Geyne ta'rifi deb ataladi.

Ba'zan b ni f(x) ning x-*a dagi limiti deyiladi va

x->a da fix) -> b
kabi belgilanadi.

Keltirilgan ta'rifning ushbu muhim tomoniga o’quvchinmg
e’tiborini  jalb  qilaylik: a ga intiluvchi har ganday
x,(xn* a n =123,.) ketma—ketlik uchun xn-*a da /(*,)
ketma —ketlikning limiti olingan x, ketma-ketlikka bog'liq
bo'Imasligi kerak.

4.12—misol. Ushbu
f(x) = I+I)Z'
funksiyaning n-»0 dagi limiti 1 ga teng ekanini ko'rsating.
4 Nolga intiluvchi ixtiyoriy ketma-ketlik olaylik: lim xn =0.
U holda funksiya giymatlaridan iborat ketm a-ketlik

I(*,) =7-1 -
bo'ladi. Ravshanki, x,->0 da
lim /(x,) =lim— +—=1
+ X:

Demak, ta’rifga ko’ra

lim/ (x) = lim ———=1»
n;-»0 77 >0 ] ~



4.13-misol Quyidagi

f (x) = sin — x* 0
X
funksiyaning x-»o0 dagi limiti mavjud emasligi ko'rsatilsin.

4 Hagqgiqatan, nolga intiluvchi ikkita turli =—

X :Wr ketma —ketlikni olaylik. Bunda

[« ) = =-], /00 =sin*p-7T=1,
bo'lib,
lim/«)=-1, Iim/00 =I
bo'ladi.
Bu esa sin funksiyanmg x-*0 da limiti mavjud emasligini

ko'rsatadi. »
Funksiya limitini boshgacha ham ta’riflash mumkin.

15-ta'rif. Agar ve>0 son uchun shunday s>0 son topilsaki,
argument x ning 0O<\x- a<s tengsizlikni ganoatlantiruvchi
barcha giymatlarida \f(x)-b\<e tengsizlik bajarilsa, bson /(x)
funksiyaning a nuqtadagi lim iti deb ataladi.

16-ta'rif. Agar \/e>0 son uchun shunday $>0 son topilsaki,
argument x ning 0<|*- al<s tengsizlikning ganoatlantiruvchi
barcha qiymatlarida [|/(x)|>s (/(*)>e,/(X)<-e) bo'lsa, /(x)
funksiyaning a nuqtadagi lim iti 00(+00 ;-co ) deyiladi.

Funksiya limitiga berilgan bu ta'rif Koshi ta’rifi deb ataladi.

x 5

4.14-misol. Ushbu /(*)=——— funksiyaning x-»5 dagi limiti

) bo'lishini isbot etln%.
. . PN (0

< Ve>0 son olaylik. Bu s ga ko'ra s ni = deb olsak, u

holda o<|x-5|<£ bo'lganda
x-5 1 1 x-5 [x - 5] A
x:-25 10 10 x+5 10(10|x-5)<10-8 <¢£

tengsizlik bajariladi. Bundan, ta'rifga ko'ra



-5
lim f (a-) = lim
- 25 10
kelib chiqadi>

4 15-misol. Ushbu /(*)=---- funksiya uchun x->| da

X — 1

bo'lishini ko'rsating.
< Vf>0 son uchun 8 = — deb olinsa, u holda o0<|*-I|<<5
S

tengsizlikning bajarilishidan

1/(4= =S
l -
tengsizlik kelib chigadi. Demak, "=0>
3°. Funksiyaning bir tomonli limitlari. X biror haqiqiy

sonlar to'plami bo’lib, a uning o'ng (chap) limit nuqtasi bo'lsin.
Bu to'plamda f(x) funksiya aniqlangan deylik.

17-ta'rif. (Geyne). Agar X to'plamning nuqgtalaridan tuzilgan
va har bir hadi a dan katta (kichik) bo’lib, a ga intiluvchi har
ganday xn ketma —ketlik olganimizda ham mos /(*,) ketma —
ketlik hamma vaqt yagona bga intilsa, shu bni fix)
funksiyaning a nuqtadagi o'ng (chap) limiti deb ataladi.

18-ta'rif. (Koshi). Agar ve>0 son uchun shunday ¢(>0 son
topilsaki, argument Xning a<x<a +8 (a-S<x<a)
tengsizliklarni ganoatlantiruvchi barcha giymatlarida
\f(x) - b\<s tengsizlik bajarilsa, b son fix) funksiyaning
a nuqtadagi o'ng (chap) limiti deb ataladi.

Funksiyaning o’ng (chap) limiti quyidagicha belgilanadi:
lun f(x)=byoOkif(a +0)=b {bmAfix) = b yoki f(a-0) =bh)
Agar a=o bo’lsa, x->0+0 (je>o- 0) 0’rniga *->+0 (x-»-0) deb

yoziladi.
Funksiyaning o’ng va chap limitlari, uning bir tomonli

limitlari deyiladi.
4.16-misol. Ushbu

fix)—, - xaQ

funksiyaning o’ng va chap limitlari topilsin.
m Har biri nolga intiluvchi ikkita
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m ' X, -> °(< >0,» =1,23..),
< :*: -m (hx; <0,« =1,2.3,..)
ketma —ketlikni olaylik. Bu ketma—Kketliklar uchun

/(0 =ir=1->1 f(xM=-2*T=-1->-1

bo'ladi. Demak,

L «I-i>r>T-10' f(x)= I<i(m,—0|X |: - 1>

Jimg/ (0 = ime =

Endi i-»« da funksiya limiti tushunchasini keltiramiz.

X to’plam berilgan bo'lib, oo(+00 ;-00 ) uning limit "nugta"
si bo'lsin. Bu to'plamda /(x) funksiya aniqlangan deylik.

17-ta'rif. (Geyne). Agar X to’plamning nuqgtalandan tuzilgan
har ganday cheksiz katta (musbat cheksiz katta: manfiy cheksiz
katta) xn ketma —ketlik olganimizdc ham mos f(xn) ketma—
ketlik hamma vaqt yagona b ga intilsa, shu b ni /(x)
funksiyaning x->«(x-»-wo,Xx-*-*>) dagi lim iti deb ataladi.

18—ta’rif. (Koshi). Agar v«>0 son uchun shunday s>0 son
topilsaki, argument x ning [x>S(xx>6.x<-5) tengsizlikni
ganoatlantiruvchi barcha qiymatlarida \f(x)-b\<e tengsizlik
bajarilsa, b son /(x) funksiyaning X-»00(X-»+«>X-»«>) dagi limiti
deb ataladi. Funksiya limiti

XIim/(x) =6 (XILrQOf(x) = b,xlm/(x) = 6)

kabi begilanadi.

4.17—misol. Ushbu

lim 21X = @.7)
tenglikni isbotlang.
< Ushbu
sin X < x < tgx (0<X<])

tengsizliklar o'rinli. Bu maktab matematikasidan ma'lum. sinx>0
bo'lgani uchun bu tengsizliklarni
1<
sm X
ko'rinishda yozilishi mumkin. Undan
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0 <1 -

tengsizliklar kelib chigadi.

Biz (4.8) tengsizliklarni ixtiyony xe ((),—) uchun isbot qildik.

sin — (x*0) va cos x funksiyalarning juftligidan bu
X

tengsizliklarning barcha xe (- \ {0} uchun to g riligini

topamiz. Shu bilan birga O<|x|<y da

) M N o S
1 cosx =2sin2” <2y =|xj tengsizlikning o'rinli  bo'lishini
e'tiborga olsak, yuqoridagi (4.8) tengsizliklar quyidagi
0< < X
ko'rinishga kelishini topamiz.
Agar Vt>0 son berilganda ham <550 deb £ va - sonlarning
kichigi olinsa, argument X ning O0<|x<s
ganoatlantiruvchi barcha giymatlanda

tengsizliklarni

1 sin x sin X j<E

tengsizlik o'rinli bo’ladi. Bu esa funksiya limitining Koshi

ta'rifiga ko'ra (4.7) limitning to'g'riligini anglatadi. »
4.18-misol. Quyidagi

lim (1 + Y)* = e (4.9)

tenglikni isbotlang (bunda e =2.71... )
< Buning uchun +* ga intiluvchi ixtiyoriy xB ketma-
ketlikni olaylik. Bu holda barcha k=123,... lar uchun x*>| deb
garash mumkm. Har bir xk ning butun gqismini nk

orqali
belgilab, ushbu [xt]=nk (*=12..) +®

ga intiluvchi
n,,N2~, nk > natural sonlar ketma —ketligini hosil gilamiz.
Ma'lumki,

i + )" =
lim @+ " =e

i00



Bu munosabatdan

lim L+ — )" =t
ekani kelib chiqadi
Endi ushbu
[**] = «* nk < xk < nk + 1
1 1 1+ 1
nk + 1 xt nk +1
munosabatlar o'rinli bo'lishini e'tiborga olib, topamiz:
v* JV oxk ot (I
1+ + -
nk + 1 1 1+n*/ (4.10)
Biroq
\"k Hr
1+ = i —
T+l r&lm1€C (-‘ 1+ = e
»,
lim 1+ — = lim

limitlai o rinli bo'lgani uchun (4.10) tengsizliklarda (bunda
T, -»+« ) limitga o'tsak, izlangan (4.9) limit kelib chiqadi.

Endi -cc ga intiluvchi ixtiyoriy xn ketma-ketlikni olaylik.
Bunda **<-1 (k=12..) deb garash mumkin. Agar yt =-xt deb
belgilasak, unda yt -»+» va yt >l (k-12..) bo'ladi.

Ravshanki,
t DVE Mo/ >
1+ - [ y= 1+-
y* U*-i yt -1
Undan
. . 1
dm, 1+ e T 1+yt_1

Shunday qilib, -» ga intiluvchi har gqanday xk ketma —ketlik

olinganda ham /(*) =(L+i)* funksiya giymatlaridan tuzilgan

M )= 1+ —

I **

ketma —ketlik hamma vaqt e limitga “~ga ekani isbotlanadi.
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Funksiya limitining Geyne ta'rifiga ko'ra

*q ] =r
limit ham o'rinli bo'ladi. »

4", Cheksiz kichik hamda cheksiz katta funksiyalar. Faraz
griaylik, m(jQ va /six) funksiyalar to'plainda berilgan bo’lib,
a shu to'plamning limit nuqtasi bo'lsin.

19-ta'rif. Agar

Ixirpaa (x)=0
bo'lsa, a(x) funksiya x-*a da cheksiz kichik funksiya diyiladi.
Masalan, x-*0 da a(x) =sin x funksiya cheksiz kichik funksiya
bo'ladi.

Aytaylik, /(x) funksiya X to'plamda berilgan bo’lib,

Ixima /(X)) =b
bo'lsin. U holda
a00=fix)-b
funksiya x->a da cheksiz kichik funksiya bo'ladi.
w Haqigatan ham, funksiya limiti ta'riflariga ko'ra
lim / (X) =b => I (X) - b\< e => \a(x)| < e =>lim a (x) =0
X» a x->a

bo'ladi.
Demak, bu holda
/ (X) = b+ a(x)
bo'ladi. »
20-ta'rif. Agar
Ixir>na P(x)=Q
bo'lsa, p(x) funksiya x-»a da cheksiz katta funksiya deyiladi.

Masalan, x->0 da /?(*)=- funksiya cheksiz katta funksiya bo'ladi.

5-§. Chekli limitga ega bo'lgan funksiyalarning
xossalari

Chekli limitga ega bo'lgan funksiyalar ham yagqinlashuvchi
ketma —ketliklar singari gator xossalarga ega. Ularning isbotlari
ham yaqginlashuvchi ketma —ketliklarning mos xossalari isbotlari
kabidir.

1°. Tengsizlik belgisi bilan ifodalanadigan xossalar x cR



to plam benlgan bo'lib, ci esa uning limit nuqgtasi boisin. Bu
to'plamda /(jo funksiya aniqglangan.

1). Agar ushbu lim /(.v) =6 limit mavjud bo'lib, b>p (b<q)
bo Isa, ci ning yetarli kichik atrofidan olingan * (x*q) ning
giymatlarida f(x)>p (f(r)<q) bo’ladi.

Agar ushbu limf(x)=b limit mavjud bo'lib, b>0 (A<0) bo’'lsa,
a ning yetarli kichik atrofidan olingan x (x*0) ning giymatlarida
/00>0 (/(*)<0 bo’ladi.

2). Agar ushbu limf (x) limit mavjud bo’'lsa, a ning etarli
kichik atrofidan olingan x (x*a) ning qiymatlarida /(*) funksiya
chegaralangan bo'ladi.

6-eslatma. Funksiya chegaralanganligidan wuning chekli
limitga ega bo'lishi har doim ham kelib chigavermaydi. Masalan,

[(*)=sin- funksiya chegaralangan, ammo *-»0 da bu funksiya
limitga ega emas.

A to plamda /,(*) va /,(x) funksiyalar aniqlangan bo'lib,
a esa x ning limit nuqtasi bo'lsin.

3). Agar argument x ning a nuqtaning biror Ujj(a) atrofidan
olingan barcha giymatlarida

/1 O)i f2(x)
tengsizlik o rinli bo’lib, Hn /;(*) , lim f2(x) limitlar mavjud
bo'lsa, u holda
lim / (*) < lim f 2(x)

tengsizlik o'rinli bo'ladi.

4). Agar argument a ning a nugtaning biror Us(a) atrofida

olingan barcha giymatlarida.
[,(*)< 1(x)< [2(X)
tengsizlik o rinli bo'lsa va Ixi_r*na /,(-«m), l!r)naIZO) limitlar mavjud
bo'lib,
Ixima /,(x) = )f(][rna f2(x) =b
bo'lsa, u holda i
lim fix') = b

bo’ladi. o
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4.18-misol. Ushbu

hm x mcos - (x*0)
-0 X

limit topilsin.

w Paygh”nki, bir tomondan _ *cos — funksiya uchun

- |v|< nmcos —< |id tengsizliklar bajariladi, ikkinchi tomondan,

I.u_go(—%(ll) = I\l/r_r;olxl =0
Demak, yuqgoridagi 4) — xossaga ko'ra limxcos—=0 . »

2°. Chekli limitga ega bo'lgan funksiyalar ustida arifmetik
ammalar. x to'plam berilgan bo'lib, a uning limit nuqtasi
bo'lsin. Bu to’plamda f{x) va g(x) funksiyalar aniglangan.
1). Agar x->a da /(*) va g(v) funksiyalar limitga ega bo’lsa,
f(x)x g(x) funksiya ham funksiya ham limitga ega va
XHm (/(x) £g(x))= lim / (x) £ Iir;] g(x)
tenglik o'rinli.
2). Agar x->a da f(x) va g(x) funksiyalar limitga ega bo'lsa,
/(x) m(x) funksiya ham limitga ega va
lim (/(x)-g(x))= lim /(x)-lim g(x)
tenglik o'rinli.
4-natija. Agar n->a da /(*) funksiya limitga ega bo'lsa, unda
kf(x) funksiya ham limitga ega va
lim (kf (X))= « lim & (X) (x =const)
tenglik o'nnh.
3). Agar da /(x) va gx) funksiyalar limitga ega bo'lib,
Hng(x) » 0 bo'lsa, _W funksiya ham limitga ega va
g

fix) lim
1-*° g(x) lim, g(x)
tenglik o'rinli.
7-eslatma. 1). Yuqgorida keltirilgan 1— va 2— xossalar
go'shiluvchilar, ko'paytuvchilar som ixtiyoriy chekli bo'lgan
holda ham o'rinli.
2). x-»a da f(x) va g(x) funksiyalarning vyig'indisi,



ko paytmasi va nisbatidan iborat bo'lgan funksiyalarning liinitiga
ega bo'lishidan bu funksiyalarning har birining limitga ega
bo’lishi doirn kelib chigavennaydi. Masalan,
[y =1 - smn 1 g(n=sin 1 funksiyalar yig'indisi /(. +*;(*)=!

bo'lib, ;c—>0 da j\x)+ ¢xy-» | bo'ladi. Aimno -.-c) da J\x) va g¢x)
funksiyaiaming har biri limrtga ega emas.
4.19—misol Quyidagi
h X+x2+ Vi+ ..+ X" -n
X X -
limitni hisoblang.
< Sodda almashtirishlar yordamida topamiz:

lim—+*2+ x*+ mm x"~n _ HM (. *-1) +(s2-1) +..,+U""-1)

* v—1 *4 x—
Ini ~OH +(e+ )+ (Xatx+1D)+. . +x~r+x"ll+.. +x+ 11
r-* X- 1
— 140434 4= «(« +1)
Demalk, ?
im XX+ x3+ L xt -1 «(«t ]
*_kt j’)' 1

6 8. Funksiya limitining mavjudligi hagida teoremalar

1°. Monoton funksiya limitining mavjudligi. x to'plam
berilgan bo'lib, a (chekli yoki « ) esa shu to'plamning limit
nuqtasi va barcha xeX lar uchun x<a bo'lsin. Bu X to'plamda
f(x) funksiya aniqlangan.

10—eorema, /(x) funksiya X to'plamda o'suvchi bo'lib, U
yugoridan chegaralangan bo'lsa, funksiya a nuqtada chekli
limitga ega, yuqoridan chegaralanmagan bo'lsa, uning lim iti +°
bo'ladi.

X to'plam berilgan bo'lib, a (chekli yoki ... ) esa shu
to'plamning limit nuqtasi va barcha xex lar uchun x>a bo’lsin.
Bu x to'plamda f(x) funksiya aniglangan.

11—teorema. Agar f(x) funksiya x to'plamda kamayuvchi
bo'lib, u quyidan chegaralangan bo'lsa, f(x) funksiya a nuqtada
chekli limitga ega, quyidan chegaralanmagan bo'lsa, uning lim iti



- =X bo'ladi.

Bu teoremalar monoton ketma—ketlikmng limiti mavjudligi
haqidagi teoremalar kabi isbotlanadi.

2°. Koshi teoremasi. Endi funksiya limitining mavjudligi
hagidagi umumiy teoremani keltiramiz.

VcR to'plam berilgan bo'lib, a uning limit iiugtasi bo'lsin.
Bu to'plamda f(x) funksiya berilgan.

21-ta'rif. Agar vt >0 son uchun shunday ¢(>0 son topilsaki,
argument  x ning 0<\x'-a\<s, 0<IX"- q<s tengsizliklarni
ganoatlantiruvchi ixtiyoriy x va x" giymatlarida

f(x") - 1(*")] <e

tengsizlik o'rinli bo’lsa, f(x) funksiya uchun a nuqtada Koshi
sharti bajariladi deyiladi.

4.20—misol Ushbu /(*) = xsin — funksiya uchun jc=0 nuqtada
X
Koshi shartining bajarilishini ko'rsating.
-« Hagigatan, Vs>0 son olib, 8 ni d= deb garalsa, u holda

mng
0 < lic' —0] = [if|<y ,0<\'-0]=[x< —

tengsizliklarini ganoatlantiruvchi ixtiyoriy x',x" qiymatlari uchun
quyidagiga ega bo'lamiz:

1 . 1 a1 " .
1(0 -/(*)]=""" 1 — < wisin—= + x sin— <|XM|+ X< e.

X X" a
Bu berilgan funksiya uchun x=0 nuqtada Koshi sharti
bajarilishini ko’rsatadi. »

f(x) funksiya uchun a nugtada Koshi shartimng
bajarilmasligi quyidagini anglatadi:

Vi>0 son olganimizda ham shunday ¢>0 va O0O<[|x-al<s,
0<|jc*-0|<<5 tengsizliklarni ganoatlantiruvchi x',x" (x'e X ,x"e X))
giymatlar topiladiki,

[F(=")- (x> £
bo'ladi.

Masalan,

f(x) =cos —
X

funksiya uchun x=0 nuqtada Koshi sharti bajarilmaydi.



Hagigatan Vd>0 olganiinizda ham (=l va

YA .......I ....... . X "= ...........1. ......
2k 71 2k +I;r
nuqtalar uchun |AF> | bo’lganda \x\ <8, j*|<8 bo'lishi
ravshan,
[f(x") -/ (x")] =|cos( 2k + 1 - cos 2tt\- 2 > e
bo’'ladi.

12~teorema.(Koshi). f(x) funksiya a nuqtada chekli limitga
ega bo'lishi uchun bu funksiya uchun a nuqtada Koshi
shartining bajarilishi zarur va yetarli.

< Zarurligi. x->a da f(x) funksiya chekli limitga ega bo'lib,

/(m*)=£ bo’lsin. Funksiya limiti ta'rifiga ko'ra Vs>0 son

-olinganda ham - ga asosan shunday tf>0 son topiladiki,

argument x ning 0-< - a\<d tengsizliklarni ganoatlantiruvchi
giymatlarida

tengsizlik o'rinli bo'ladi. Xususan, ushbu

0< |x'-a\<s => )f{x') - b\< ~

0 < |x"-a\<8 o= \fix") - b\< ~

munosabatlar o'rinli. Bundan

V(*')y- fix ™)< \fi*x")-b\+\fix")- b\< e
tengsizlikning o'rinli bo'lishi kelib chiqadi. Bu esa fix) funksiya
uchun a nuqtada Koshi sharti bajarilishini ko'rsatadi.

Yetarliligi. fix) funksiya uchun a nuqtada Koshi sharti
bajarilsin, ya'ni ve>0 sonolinganda ham shunday 5>0 son
topiladiki, xning o0<\x- g<s§, tengsizliklarni
ganoatlantiruvchi ixtiyoriy *\a-" qiymatlarida \f{x') - f ix")\ < e
tengsizlik o'rinli. Bu holda f(x) funksiya x~>a da chekli limitga
ega bo'lishini ko'rsatamiz.

a nugta x to'plamning limit nuqtasi. Shuning uchun
to'plamning nuqtalaridan xn (X,, * a,n =1,23,..) ketma-ketlik



tuzish mumkinki, limr,,=o0o bo'ladi. Ketma—ketlik limiti ta’rifiga
ko'ra, yuqgorida olingan a>0 son uchun shunday «,eN son

topiladiki, barcha n>n, lar uchun O<|v, - a]<sva

Q<|*, -a\<s8-. tengsizliklar o'rinli bo'ladi Bu tengsizliklarning

\.f(xnn)~ /(O | <£

bo'ladi. Demak, /10 ,) fundamental ketma-ketlik. U
yagmlashuvchi. Biz /(*,) ketma-ketlik Ilimitini b bilan
belgilaylik, iim /(*,) =6. Endi .r to'plamning nugqtalaridan

tuzilgan va fl ga intiluvchi ixtiyoriy xn ketma —ketlik
x', -* ax', * a,(n =123,..) olinganda ham /(x) funksiya
giymatlaridan tuzilgan f(x'n) mos ketma-ketlik ham o’'sha b ga
intilishini ko'rsatamiz.

Faraz qilaylik, x'n a,(x', * «,« = 1-2..) da f(xDr>b!
bo'lsin. xn va xn ketma —ketliklar hadlaridan ushbu

X1, X1,X2,X¢, Xy, X} .. X n, xn,.
ketma-ketlikni tuzaylik. Ravshanki, bu ketma-ketlik a ga
intiladi. U holda
FOx L) (X D), F(x,) f(x'2),f(x3),f(x'i)...., f(xn), /«),... (4.11)
ketma-ketlik fundamental bo'lib, chekli limitga ega. Bu limitni
b* bilan belgilaylik. Agar f(xn) va /«) ketma- ketliklarning
har biri (4.11) ketma—ketlikning gismiy ketma —ketliklari
ekanini e'tiborga olsak, u holda f(xn)->b , f{x',)-*-b
bo'lishini topamiz.

Demalk, b* b b'

Shunday qilib, /(x) funksiya uchun a nuqtada Koshi sharti
bajarilishidan X to'plam nuqtalaridan tuzilgan va a ga intiluvchi
har ganday xn(xK*a,n = 1,2,3,...) ketma—ketlik olinganda
ham mos /(xn) ketma —ketlik bitta songa intilishini topdik. Bu
esa funksiya Ilimitining Geyne ta'rifiga ko'ra f(x) funksiya
a nuqgqtadan chekli limitga ega bo'lishini bildiradi. »

8-eslatma. Koshi sharti va Koshi teoremasi x-*a+o0. x-*a-0

bo'lgan hollarda ham yuqoridagiga o‘'xshash ifodalanadi va isbot
etiladi.



7—8. Funksiyalarni tagqoslash

A to'plamda f(x) va g(\> funksiyalar aniglangan bo'lsin. Biror
a nuqtaning (a)c X atrofida f(x) va g(x) funksiyalarni
taggoslash masalasini garaymiz.

22-ta'rif Agar f(x) va j¢X) funksiyalar uchun shunday ¢>0
va c> o sonlar topilsaki, baicha xe U 6(a) lar uchun

V()N (U g (Jo)l (4.12)
tengsizlik bajarilsa, x-*a da f(x) funksiya g(x) funksiyaga
nisbatan chegaralangan deyiladi va f(x) =0(g(x)) kabi
belgilanadi.

Shuni  ta’kidlash lozimki, bu ta'rifidagi x->a belgi
garalayotgan (4.12) munosabatning a nuqtaning biror atrofida
o'rinli bo'lishini ifodaiaydi.

Masalan, *->0 da x2=0(x) bo'ladi. Hagigatan, ixtiyoriy
*e{/,(Q) lar uchun, ya'ni jre(-L,I) lar uchun J4j* tengsizlik
bajariladi.

Agar /@, funksiya . nuqtaning biror atrofida chegaralangan

bolsa, y x-+a da /(->0=0(1) kabi yoziladi. Masalan,
T

/00 - 1+ ' funksiya @=0 nuqgta atrofida chegaralangan (chunki

Ixi_r*rg)(l £x)x - e }

Shuning uchun (@1 +**=0() deb yozish mumkin.
23—ta'rif. Agar x->a da f(x) va g(x) funksiyalar uchun
f(x) =0(g(x)) va ~(*)=0(/(.v))munosabatlar o’rinli bo'lsa, x-*a
da f(x) va g{x) funksiyalar bu xil tartibli funksiyalar deb ataladi.
Masalan, /(*)=* g(x)=2jr+xsinx bo'lsin. Ravshanki, a-»0 da
X| < |2x + x sin x| < 3|x|
tengsizliklar o'rinli. Bu esa
X A 0(2x +sin x), 2x +jcsinx =0O(.v)
bo'lishini bildiradi. Demak, x-*o0o da /()-+ g(X)=2X + Xsin*
funksiyalar bir xil tartibli funksiyalar bo’ladi.
Yuqorida kelitirilgan ta’riflardan, x-*a da

Jo9



f(.x)=0(fAX)).f(x)=0(/, (r)=>f @)=0il, (¥));
[ (V) =0 (f2(x),/,ix) =0 (fax)) =>1, (*),(*} =oyfAx) [,(*)),
I, (V)= 0(I(-V)), I 2(V)= « ([(* )>=>1, (.V)+ =« (I(X1)
kabi munosabatlarning o'rinli bo lishini ko'rsatish qiyin emas.
13—eorema. Agrar /(x) va g(x) (x*a da fix)*0. g(x)*o)
funksiyalar uchun uslibu

X* g(x)

limit mavjud va 0<|C|<® bo'lsa, x—>a da f(x) va g(x) bir xil

tartibli funksiyalar bo'ladi.

< Ushbu
Un¢ il =C
g(x)
limit mavjud va 0< |G| <« bo'lsin. U holda
/00
g(x) f(x) ¢

bo'ladi, bunda vy,(x) va y2x) funksiyalar cheksiz kichik
funksiyalar lira/,(*) =0; limy~x) =0,. Demak, a nuqtaning yetarli

kichik atrofi Us(a) da yfx) va y2{x) funksiyalar chegaralangan
bo’ladi. U holda barcha xeue[a) lar uchun
[ (x)[<*. [12(-9] < k (k = const)

ten%sizliklar o'rinli bo'lib, va funksiyalar uchun
g(.x) fix)

/(*) < \C\+ k g(X) + k
o(x) o Pl
tengsizliklarga kelamiz. Demak,
)< (C 1+ fr)lg(™)],

M-Oli Pi*k

Bu esa
f(x) =0(g(x)) ., g(x) =0(f(x))
ekanini bildiradi. »
24—a'rif. Agar x-*a da f(x) va g(x) funksiyalar (xta da
g(x)*0) uchun
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|
bo'lsa, x >ii f(x) va «(X) lar ekvivalent funksiyalar deb ataladi.
Ekvivalent iunksiyalar
[(«*) ~ X (x)
kabi belgilanadi.
Masalan, x->Q da f(x)=x, g(x)=smx funksiyalar ekvivalent
funksiyalar: .t~sinx.
Agar x-"a oa f (x) ~g(x), g(x) ~ s(x) bo'lsa, u holda x-*a da
f(x)~ s(x) bo'ladi. Darheqgiqat, x->a da f(x)~ g(x) bundan

«l g(x) = a da #(*)-*(m*), bundan l,j_%/_\f(x)A -1

kelib chigadi, ulardan

I.m - liL o -giiliim I

v ° s(Xx) **a g (V) *>a S(X)
limitga ega bo'lamiz. Demak, f(x) ~ s(x)

25-ta‘rif. Agar /(*) va g(x) chpksiz kichik lunksiyalai uchun
f(x) =a(r) g(r)
tenglik o'rinli bo'lib, bunda Ilimu(x) =0 bo'lsa, x—a da /(.r)
funksiya g(r) ga nisbatan yuqori tartibli cheksiz kichik funksiya
deb ataladi. U
I (x)=o0(g(x)

kabi bsigilana-ii.

Agar f(x) funksiya a nuqtaning biror atrofida cheksiz kichik
funkriya (ya'ni x-»>a da /(*)->0 ) bo'lsa, u f(x) =o(\) Kkabi
yoziladi.

Ravshanki, agar x->a da f(x) va g(x) funksiyalar uchun
f(x)=o0(g(x)) tenglik o'rinli bo'lsa, u holda bu funksiyalar uchun
f(x) =0(g(x)) tenglik ham o’rinli bo’ladi.

Yugorida Kkelitirilgan ta’iiflardan foydalanib "katta o" va
kichik o™ orasidagi bog’'lanishlarni ifodalaydigan quyidagi
munosabatlarni keltirib chigarish mumkin:

() =<M/20)),72(x) = 3(/3(x)) =>1,(*) = o(/,(x)),

f\(x~ = o (f2(x)),f2(x) = 0(/,(x)) =>j\ (x) = 0(/3(x)),

1,(x) =0 (/(x)),/2x) =o(g(x)) =>1,(X)/,(X) =o(f(x)g(x))
Katta o' va '"kichik o" ishtirok etgan tengliklarning oddiy
ira'nodagj tengliklar emadligini ta'kidlaymiz.



Masafau, éa J,(x) =o(g-x)). /,(.v) = o{g(x))
xnuiiDsatdilf:r J-:ji /j(x)=y.(x) oeb -:u.losd chig&rish xato bc'ladi.
Endi ‘'kichik o' va ekvivalentiiK ~ belgilari bilan bog langan
funksiyalar orasidagi munosabatlarni ifodalaydigan teoremani
keltiramiz.
14—eorema, x >» da /(.r) va g(X) funksiyalar (x*a-da_Jl¢i*iL_
g(r)*o0) ekvivalent bo'lishi uchun
g(x) - I(x) =o0(g(x)) ,
yoKki
/(-*m) " g0 ) = o(/(x))
tenglikning o'rirdi bo'lishi zarur va etarli.
< Zarurligi. x~a da /(x) va *(*) funksiyalar ekvivalent
*
bo'lsin. / (x) ~ j(x). U hclaa ta'rifga ko’ra h m/(- ’\) =1 bo'lib,
u’idsn
Tr, :i- . fc, £ixlINEIE|

kelib chigadi. Demak, g(x) - /(x) = o(#(x)) .
Yetarliligi. x—a da g(x)-/(x) =o(g(x)) bolsin. U holda
x-»a da
J_ 1 (x) _g(x) - /1(x) =o(g(x»

g(*) g(x) g(x)
bo’lib, undan

au2 "™ 2 ..0
-*JV g \X>J x*a  g(x)

kelib chi(iadi. Bu esa Ii_g)Ag(%-l ya'ni f(x) g(x) ekanini

ko'rsatadi>
5—natija. Agar, x~>a da /(x) va g(x) funksiyalir uchun

lu.; =C =0
xu (X,

bo'lsa, u holda ushbu
g(*) - d (%)

va

g(*) =d (*) +o(/(x))
munosabatlar o'rinli bo'ladi.
Shartga ko'ra



*-« fix)

bundan
lim-£&-=1
cf (Xx)
kelib chigadi Demak, g(.x) ~ cf <x) .
Yugorida isbot etilgan 14 —teoremaga asosan

d (*)- g(x) =o(cf(x)) = o(/(x)) Kko’rinishda yozish mumkin,
undan
g(x) = cf (X) +o{g\x))
ekani kelib chigadi. »
Endi funksiyalarning ekvivalentligiaa asoslangan hamda

funksiyalarning limitini hisoblasbda  tez—tez foydalanib
turiladigan teore.nani ksltiremiz.
15-teore”™e Acjcr da f(-x\ f K< va g(x) gfx) bo'lib,
ushbu
lim -Alii
g,(x)
lim it mavjud bo'lsa, u holda lim limit ham maviud va
X- ag(x) J
Jm sa i = lim m  xo
x-a g(x) £,(%)

tenglik o'rinli bo’ladi.
< Shartga ko'ra x-*a da f(x)~f(x), g(x)~gl(x). U holda
ushbu
fix) =f(x) + o(/j(x)) .
iix)=Si0) +o0(g,(x))
tengliklar o'rinli bo'ladi. Natijada
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g.U)
bo'lishi ksHb cbigadi. »
Funksiyaiarni ularga Hi-vik ca, i.'Lr.V/ai’. ~"n Ta.>htirish
natijasida ko'pgiiia funk”~iyalaming limitlari sodaa hisoblanadi.
4.2i -snisol. Jshba
€0S I - CCS 2x

Hm
i-»0
limitni hisoDlang.
-4 Ravshanki.
| si . X
i 008 X- cosix S s =
0 X h x_gb X
Endi x->0 da
3x 3x X X
sm— =— +o0(x), sm - = - + 0(x)
munosabatlarni e’tiborga olib topamiz:
2sin 7*-sin — (—X+ o(x))( M-x + 0(x))
lim - —2-——-—= 21lim n
*-» 0 X X~*° X
X2+ 0(x2)
= 2lim —
X 2 2
Demak,
o Cos X —£0s 2X 3
> X S 2
9—eslatma. Biz 1-bai.a'é '(m, "oeT, " oe gllar bilan

bcg’lengan furJcsi.A.2iii o'rgardik. Banda a chek’i deb qgaraldi.
a = oc bo'lgan noida ham yuqo.idc.gicek ‘ushuncha va
teoremalar ta'riflanadi va o'rganiladi.

Mashqlar.



4.22. Sonlar ketma —ketligi limitlari ta’riflarining
pkvivalentligi isbotlansin.

4.23. Sonlar ketma —ketligining chegaralanmaganligi ta'rifi
kelitirilsin. Chegaralanmagan ketma —ketlik cheksiz katta
miqdor bo'ladimi?

4.24. Ushbu

-n*
yfn
ketma —ketlikning cheksiz kichik migdor ekani isbotlansin.

4.25. Ushbu

sin( -dn — /I = 1,2,3,...
(-an 2) ( )

:I971+18’2\ +- +1;J\n' (n =1,2,3,..)
ketma —ketlikning cheksiz katta migdor ekani isbotlansin.
4.26. Agar xn va y, ketma —ketliklar limitga ega bo'lImasa,

x, +y,, x,y, ketma—ketliklar limitga ega bo'lishi mumkinmi?
4.27. Agar
limx =0, limy, -0

I»-><0 rt->00
Xn
bo'lsa, — ketma —ketlikning limiti to'g'risida nima deyish
yn
mumkin? (Odatda, uni ~ ko'rinishdagi anigmaslik deyiladi.)
4.28. Agar
lim x,,= o0, lim W= 00
MK 1228
Xn
bo'lsa, ketma—ketlikning limiti to'g'risida nimadeyish
n
mumkin? (Odatda, uni - ko'rinishidagi anigmaslik deyiladi).
4.29. Agar
MM Xn =0y Jim, Yn = 0

bo'lsa, x,yn ketma—ketlikning limiti to'g'risida nima deyish
mumkin? (Odatda, uni O-0 ko'rinishidagi anigmaslik deyiladi).
4.30. Agar

. _ <
)l)l_r)n») xn = +o0 (<)

lim yn

-00  (+00)
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bo'lsa, X, + yn ketma—ketlikning limiti to'g'risida nima deyish
mumkinki?  (Odatda, uni =c-» ko'rinishdagi anigmaslik
deyiladi).

4.31. e sonining irratsional son ekani isbotlansin.
—4.32. e soni laqiibiy hisoblcuisin.

4.33. Ushbu

limit isbotlansin.

4.34. Agar ichma—ich joylashgan segmentlar prinsipida
barcha segmentlar mos intervallarga aylantirilsa, prinsip o'rinli
bo’ladimi?

4.35. Har ganday sonlar ketma —ketligming yuqgori va quyi
limiti mavjud bo'lishi isbotlansin.

4.36. To'plamning Ilimit nugtasi ham to'plamga tegishli
bo'ladimi?

4.37. /(*) funksiya a nuqtada b limitga ega bo'lishi uchun
unina shu nuqtada o'ng va chap limitlari mavjud bo’lib,

/O +0)= f(a - 0)= b
tengliklar o'rinli bo'lishi zarur va yetarli bo'lishi isbotlansin.
4.38. Ushbu

lim / (x) = +oo lim f (x) =-00 ( lim / (X) = +o0 (
n—+0 N—+00 « —>—<*

lim f (x) = -o0

mn— —

limitlaming ta'riflari kelitirilsin.

4.39. Funksiya Ilimiti Koshi va Geyne ta'riflarining
ekvivalentligi isbotlansin.

4.40. Ushbu

limit hisoblansin.
4.41. Agar

bo'lsa
[(x) = lim /,,(x)

topilsin.



4.42. n—~»0 da
a) /(x)=e", g(x) =\00 + X ;

b) 1(*)=—, gU) = p

v) [(*)= - g(x) = x
2 + sin —
X

funksiyalarning bir xil tartibli bo'lishi isbotlansin.

117



V BOB
Funksiyaning uzluksizligi

Funksiyaning uzluksizligi matematik analizning muhim
tushunchalaridan bo'lib, u funksiya limiti tushunchasi bilan
bevosita bog'langan.

I-8. Funksiya uzluksizligi ta'rifi

1°. Funksiyaning nuqtada uzluksizligi. XczR to'plamda
f(x) aniglangan bo'lib, aeX esa X to'plamning limit nuqtasi
bo'lsin.

1—ta'rif. Agar

QLDO/(X) =f(a) (5.1)
bo'lsa, f(x) funksiya a nuqtada uzluksiz deb ataladi. Masalan:
Ne /(x) =xJ+x +1 funksiya VaeK nuqtada uzluksiz, chunki
!iLrl/(x) =lim(x2+x+)=a1+a +1=/(a)
2). Ushbu funksiya
1, agar x*o bo'lsa,
[ (x) = (signx)r =
0, agar *=0 bo'lsa
uchun VoeR da
lim/ (x)=1
bo'ladi. Ammo /(0) =0 bo'lgani uchun
lir+nol(*)*/(0)
Demak, f(x)=(ngnx)1 funksiya a=0 nuqtada uzluksiz emas,
boshga hamma a * 0 nuqtalarda esa uzluksizdir.

Funksiya limitning Geyne va Koshi ta'riflardan foydalanib,
funksiyaning a nugqtada uzluksizligini quyidagicha ham
ta'riflash mumkin.

2—ta'rif (Geyne). Agar x<zR to'plamning elementlaridan
tuzilgan va aga intiluvchi har ganday x, ketma—ketlik
olinganda ham funksiya qiymatlaridan tuzilgan mos f(xr)
ketma —ketlik hamma vaqt /(a) ga intilsa, /(x) funksiya a
nuqgtada uzluksiz deb ataladi.

3—ta'rif (Koshi). Agar w>0 son uchun shunday <5>0 son
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topilsaki, lunksiya argumenti x ning [|*-j|<<5 tengsizlikni
ganoatlantu avchi barcha giymatlarida
F(*)- 1(«)[< e
tengsizlik bajarilsa, ya'ni
"e >0, 3d >0, \/xe X nV5(@a) :|f(x)~ f(a)|<e
bo'lsa, f(x) funksiya a nuqtada uzluksiz deb ataladi.
5.1-misol. Ushbu f(x)=\[x+4 funksiyaning x=5 nugtada
uzluksiz bo'lishini ko'rsating.
4 Vff>0 son olib, bu e songa ko'ra <5>0 sonni <$=3 deb
garalsa, u holda |* - 5|]< 6 bo'lganda
(C)-1(9)I=177TT-3= j=-
1 y/x + 4+ 3 3 3
bo'ladi. Bu esa yuqoridagi ta'rifga ko'ra, /(*)=-x+4 funksiyaning
x =5 nuqtada uzluksiz bo’lishini bildiradi. »
Koshi ta'rifidagi \x~a\<S va /(.) -f(a)\<s tengsizliklar
mos ravishda
xeUs(a) va /W eils(/(a))
ko'rinishda ham yozilishi mumkin ekanligini hisobga olsak, atrof
tushunchasi yordamida funksiyaning uzliksizligini quyidagicha
ham ta‘riflash mumkin.
4-ta'rif. Agar
Ve>0, 3<J>0, vxeUs(a): f(x)eU s (f(a))
bo'lsa, f(x) funksiya a nuqtada uzluksiz deyiladi.
5.2-misol. Ushbu
x, agar Xxratsional son bo'lsa,
1(*) =
- X, agar x irratsional son bo'lsa

funksiya x =0 nuqtada uzluksiz bo’lishi ko rsatilsin.

w Hagigatan, Vs>0 son uchun (>0 sonni S=s deb olinsa, u
holda Vxei/*O) lar uchun f(x)eU c{0) kelib chigadi. »

Ravshanki, (5.1) o'rinli bo'lsa, ushbu S_Iei1[r>10[/(*)-f{a)\=0
limit ham o'rinli bo'ladi. Odatda x-a ayirma argument
orttirmasi, f(x)-f(a) ayirma esa funksiyaning a nuqtadagi
orttirmasi deyiladi. Ular mos ravishda Ax va ay (yoki y) kabi
belgilanadi:

Ax =x-a, Ay =Af=/(*)-1/(,)
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Bu tengliklardan foydalanib yozamiz:
V=a+ \x, \y-J\a + Yr- f(a)
Natijada (5 1) munosabat

Jm AY =0

>

ko’rinishga ega bo’ladi. Demak, fpo funksiyamng a nugtada
uzluksizligi bu nuqtada argumentning cheksiz kichik

orttirmasiga funksiyaning ham cheksiz kichik orttirmasi mos
kelishi sifatida ham ta'riflanishi mumkin.

5.3-misol. y=sinA va y=00sX funksiyalaming \/aeR nuqtada
uzluksiz bo’lishini ko'rsatilsin.

< VaeR nuqta olib, unga AX orttirma beraylik. Natijada
y=sinx funksiya ham ushbu

Iy =sin(a + Ax) - sina
orttirmaga ega bo'lib, - n<[Ox<n bo'lganda
|Av| = |sin( a + AX) - sin a| = 2 sin *-cos( a +

tengsizlikka ega bolamiz. Bundan iim”Ay =0 bo’lishi kelib

chigadi. Demak, y=sinx funksiya aeR nuqtada uzluksiz. Xuddi
shunga o’xshash >=cosx funksiyaning ham VaeR da uzluksiz
bo’lishi ko'rsatiladi. »

2°. Funksiyaning bir tomonli uzluksizligi. X<zR to'plamda
f(x) funksiya aniglangan bo'lib, aeX esa X to'plamning o ng
(chap) limit nuqgtasi bo'lsin.

5-ta'rif. Agar x™a-+0 (x->a-0) da f(X) funksiyaning o'ng
(chap) limiti mavjud va

f(a +0)= t!;r(gol(x) =/(a), (/(a-O):XI_i>r3.1_Of(x) =f{a))

bo'lsa, f(X) funksiya a nuqtada o'ngdan (chapdan) uzluksiz
deyiladi.

Masalan. Ushbu

— ——, agar XxX*0
\+27
1()=w
agar x=0

funksiya uchun
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00 =y =0 =1(©)

1+ 2 *

N/ (x) = Jmy——3 = 1% 40O)
1+ 2
bo lganligi sababli, berilgan funksiya x=iU nuqtada o'ngdan
uzluksiz bo’lib, chapdan esa uzluksiz emas.

Yuqorida keltirilgan ta'riflardan ko'rinadiki, agar  f(x)
funksiya a nuqtada ham o'ngdan, ham chapdan bir vaqtda
uzluksiz bo'lsa, funksiya shu nuqtada uzluksiz bo'ladi.

6-ta'rif. Agar f(x) funksiya x cr to’plamning har bir
nuqtasida uzluksiz bo'lsa, funksiya x to'plamda uzluksiz deb
ataladi.

Masalan, /(x) funksiya (a.A) intervalning har bir nuqtasida
uzluksiz bo'lsa, funksiya shu intervalda uzluksiz deb ataladi.

/(*) funksiya \a,b\ segmentda berilgan bo'lsin. Agar bu
funksiya (a,A) da uzluksiz bo'lsa, hamda a nuqtada o'ngdan, h
nuqtada chapdan uzluksiz bo'lsa, funksiya [a, A] segmentda
uzluksiz deb ataladi.

5.4—misol. Ushbu f(x)-\ix funksiyaning R to'plamda uzluksiz
bo'lishini ko'rsating.

< Awal Vae /i \ {0} nuqtada mazkur funksiyaning
uzluksizligini ko'rsatamiz. Vf>0 son olib, bu songa ko'ra <5>0

sonni s = j ifars deb garaylik. Natijada jx- a <5 bo’lganda

tengsizlik kelib chigadi. Demak, funksiya Vaefi\{0} nuqtada
uzluksiz.

Endi a=0 bo'lgan holda, Vr>0 songa ko'ra 8 sonni S=ey deb
olib, \x- a\= |x| <8 bo'lganda
\f{x)-/(0)1= [w7|< Kfs =¢

tengsizlikka ega bo’lamiz. Bu esa berilgan funksiyaning a=o
nuqtada uzluksiz bo'lishini ifodalaydi. Demak, berilgan funksiya
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R to’plamda uzluksiz. »
2-8. Funksiyaning uzilishi. Uzilishning turlari

f(x) funksiya <R to'plamda aniglanagan bo'lib, ae A
nuqta V tu'plam limit nuqtasi bo'lsin—

7-ta'rif. Agar x->a da f(x) funksiyaning limiti mavjud, chekli
bo'lib, iiﬂf(x) =b*f(a) yoki um/(*) =« (+00;-:c) bo'lsa yoki
funksiyaning limiti mavjud bo'Imasa, f(x) funksiya a nuqtada
uzilishga ega deyiladi.

Funksiyaning a nuqtada uzilishga ega bo'ladigan hollarini
alohida garab o'tamiz.

1°. x—a da f(x) funksiyaning limiti mavjud, chekli bolib, u
/(a) ga teng bo'lmasin:

lira/ (X) =b=f (a) (b —chekli son)

Bu holda, ushbu

funksiya a nuqtada uzluksiz bo'ladi:
lim /*0) =1lim /O ) =b=/"(a)

Shunday qilib, berilgan funksiyamizning bitta a nuqtadagi
giymatini o’zgartirib (/(a) o’rniga b olib) a nuqtada uzluksiz
funksiyaga ega bo'lamiz. Shuning uchun, bu holda f(x) funksiya
bartaraf qilish mumkin bo’lgan uzilishga ega deyiladi.

M asalan, ushbu

1, agar x=0

funksiya uchun liin/Cx)=0* /(0) munosabat o’rinli. Demak, bu

funksiya x=0 nuqtada bartaraf gihsh mumkin bo’lgan uzilishga
ega (25 —chizma).

uz
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25 —chizma

2°. Endi x-+a da /(*) funksiyaning limiti mavjud emas
deylik. Bu holat, awalo, x—m da f(x) funksiyaning o'ng va cliap
limitlari mavjud va chekli bo'lib, /(a- 0)/ /(a +0) bo'lganda ro'y
beradi. Shu holda funksiya a nuqtada birinchi tur uzilishga ega
deyiladi va /(a+0)-/(a-0) ayirma funksiyaning a nuqtadagi
sakrashi deyiladi. x->a da f(x) ning limiti mavjud bo'Imaydigan
boshga hamma hollarda funksiya a nuqtada ikkinchi tur
uzilishga ega deyiladi.

Masalan, 1) ushbu

|
, , agar **0 bo'lsa

1+ 27
I(*)= 1
0, agar x=0 bo'lsa

funksiya uchun
lim /(x) =0, lim/(jo=1



oi X

r-*

o frth ..
agdC. 12 3 X

-»

27-chizma

Dcmak, berilgan funksiya r=0 nuqtada birinrhi tur uzilishiga
ega.
Uning 0 nuqgtadagi sakrashi —1 ga teng (26 — chizma).
2). Quyidagi

1(*) =1*]
funksiya x=p (p — butun son) nuqtada birinchi tur uzilishga
ega, chunki (27—chizma):
Jim of () = Jim ([X]-p -\

iy 09 = lim x] = p

3). Ushbu



sin 7 , agar a>o

/00 =
- x, agar r<o

funksiya x=0 nugtada ikkinchi tur uzilishga ega, chunki x-*+o0 da
/(x) =sin | funksiyanmg limiti mavjud emas.
4). Dirixle funksiyasi

1, agar x irratsional son bo'lsa,
D(x) =
0, agar x ratsional son bo'lsa

R to'plamning har bir a nuqtada ikkinchi tur uzilishga ega, chunki
i->0 da b (x) funksiyaning o'ng limiti ham, chap limiti ham

mavjud emas.
5). Ushbu
. . _— agarx >0 bo'lsa
1(*) =\x
[x, agar x<0 bo'lsa

funksiya uchun

Jim/(*)=+*> lim/(*)="°
bo'hb, bu hinksiya x=0 nuqtada ikkinchi tur uzilishga ega bo'ladi
(28 — chizma).

28 —chizma
6). Ushbu f(x)=gx funksiyaning x=— nuqtadagi o‘ng va chap

limitlari

[2.5*



lim'gx=" \\m'Ax=+x

bo'ladi. Deraak, i'(x)=tgx funksiya x=~ nuqtada ikkinchi tur

Jizilishga-ega.
3°. Endi x-»ci da

bo'lsin. Unda funksiyaning o'ng va chap limitlari ham «>(+«;-«)
bo'ladi. Bu holda ham /(*) funksiya a nuqtada ikkinchi tur
uzilishga ega deyiladi.

Masalan, ushbu

I(*)=_(**0), /(o) =0

funksiyaning x->0 dagi limiti > dir (bu holda

Demak, berilgan funksiya x=o nuqgtada ikkinchi tur uzilishga
ega.
Shunday qilib, f(x) funksiya aeX nuqtada
1. uzluksiz bo’ladi yoki,
2. bartaraf gilish mumkin bo'lgan yoki birinchi tur uzilishga
ega bo'ladi, yoki
3. ikkinchi tur uzilishga ega bo'ladi.
l-eslatma. Agar aeX nuqta to'plamning bir tomonli
(ya'ni o'ng yoki chap) limit nuqtasi bo’lsa, yuqoridagidek
funksiyaning bu nuqtada uzilishi (o'ngdan yoki chapdan uzilishi)
ta'rifi keltiriladi
2-eslatma. f[x) funksiya X to'plamda wuzluksiz bo'lib,
aeX nugta X to'plamning limit nuqtasi bo’lsin. Bu holda
funksiyaning a nugqtadagi qiymati aniglanmagan bo’lsa ham
x-*a da f(x) ning limiti mavjud va chekli, ya'ni Urn/(*) =£
{o — chekli son) bo'lishi mumkin. Bu Ilimit munosabatdan
foydalanib X u {a} to'plamda uzluksiz bo'lgan funksiya tuzish
mumkin. Haqgigatan, agar
f(x), agar xe X bo’lsa,
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deb olinsa, natijada to'plamda uzluksiz /*(*) funksiya
hosil bo'ladi.
Masalan, (:'955(4 funksiya (-oc,0)u((»,+00) da aniglangan

va uzluksiz. Ma'lumki,
.osin X
iy =5 =1

Bu munosabatdan fovdalanib tuzilgan ushbu

sin X ,agar x*0 bo'lsa
/*(*) =
1, agar x=0 bo'lsa

funksiya R da uzluksiz bo'ladi.

3-§. Monoton funksiyaning uzluksizligi va uzilishi-

/(*) funksiya X oraligda aniglangan bo'lsin.
1—teorenia. Agar /(i) funksiya A' oraligda monoton bo'lsa,
u shu oraligning istalgan nuqtasida yo uzluksiz bo'ladi, yoki

fagat birinchi tur uzilishga ega bo'ladi.
< f(x) funksiya X oraligda o'suvchi bo’lsin. X ning

shunday a nugqtasini olaylikki, biror <50 uchun (a-rf,a+rf)c X
bo'lsin. Shartga ko'ra vxe(a-S,a) uchun f(x)<f(a) va Vxe(a,a+£f)
uchun f(x)> /(a) bo'ladi. Demak, f(x) funksiya (a-S,a) da
yuqoridan, (a,a + S) da quyidan chegaralangandir. Monoton
funksiya limiti hagidagi teoremaga asosan

x_Iiran_ol(*) =f(a-0)< f(a\ (*)

lemol(jc):/(a +0)al/(a), (**)
bo'ladi. Agar /(a-0)=/(a+0)=/(a) bo'lsa, funksiya a nuqtada
uzluksiz bo'ladi. Agar /(a-0)</(a+0) bo'lsa, shu nuqtada
funksiya birinchi tur uzilishga ega bo’ladi.

Agar a nuqta X oraligning chetki nuqtasi bo'lsa, yuqoridagi
kelishuvimizga ko'ra, bu nuqtadagi bir tomonli limitning
mavjudligini ko'rsatish kifoya.

Ravshanki, f(x) funksiya X oraligda kamayuvchi bo'lgan
holda ham mulohazalarimiz xuddi yugoridagidek bo'ladi. »
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Endi monoton funksiyaning wuzluksiz bo'lishi haqidagi
teoremani keltiramiz.
2-teorema. Agar f(X) funksiya x oraligda monoton bo'lib,
uning qgiymatlari to'plami Yj={f(x):xe X] biror oraliqdari
iburat boHsa, a- holda bu funksiya X- danzluksiz bo'ladi.
< Aniqglik uchun /(*) funksiya X da o’suvchi bo’lsin. Faraz
gilaylik, fix) funksiya teoremaning shartlarini ganoatlantirsa
ham, u biror ae X nuqtada uzluksiz bo'Imasin. U holda 1—
teoremaga ko'ra u birinchi tur uzilishga ega bo'ladi. Ya'ni
f(a- 0)<f{a +0)
bo’ladi (agar a nuqta X oraligning chetki nuqtasi bo’lsa, (¥
yoki () tengsizlik o’rinli bo'ladi). Natijada
X<a, bo'lsa, f(x)< f(a-0)
x>g, bo'lsa, f(x)>f(a +0)
bo'lib, f(X) funksiya (/(a-0),/(a +0)) intervaldagi fia) dan boshqga
giymatlarni hech bir Xe X da gabul gila olmaydi. Bu esa fix)
ning giymatlari to'plami Yf biror oraligdan iborat ekanligiga
ziddir. Demak, funksiya a nuqtada birinchi tur uzilishga ega
bo'la olmaydi. »

4—8. Uzluksiz funksiyalar ustida arifmetik amallar.
Murakkab funksiyaning uzluksizligi

lu. Uzluksiz funksiyalaming yig’indisi, ayirmasi,
ko'paytmasi va nisbatining uzluksizligi.

3-teorema. Agar fix) va g(x) funksiyalar X ¢ R to'plamda
aniglangan bu'lib, ularning har biri ae X nuqtada uzluksiz
bo'lsa,

f{x)+ g, fix) =g, ') (g(0*0, Vxe X )

funksiyalar ham shu nuqtada uzluksiz bo'ladi.

< Bu teoremaning isboti limitga ega bo’lgan funksiyalar
ustida arifmetik amallar haqidagi teoremalardan bevosita kelib
chigadi. Masalan, ikkita uzluksiz funksiya ko'paytmasi yana
uzluksiz funksiya bo'lishini ko'rsataylik. fix) va o) funksiyalar
a nuqtada uzluksiz bo'lsin:

lim fix) =fia) , lim g(x) = g(a)



U holda
M%UUUQUU):|w%HX)ﬂQ%MN)ZfW)Na)

bo'lib, undan f(x) gfx) funksiyaning a nuqtada uzluksiz bo’lishi
kelib chigadi. »

3—eslatina. Ikkita funksiya vyig'indisi, ayirmasi, ko'paytmasi
va nisbati uzluksiz bo'lishidan bu funksiyalarning har birining
uzluksiz bo'lishi kelib chigavermaydi.

Masalan. Quyidagi /(*)=* va

cos jr, agar **0 bo'lsa,

g =<
0, agar x=0 bo'lsa

funksiyalar ko paytmasidan tuzilyan <p(x)—=v-cos™ tunksiya R da
uzluksiz bo Igan holda g(x) funksiya x=0 nuqtada uzluksiz
emas.

Yuqgorida kelitirilgan teorema go'shiluvchilar hamda
ko'paytuvchilar soni Ixtiyoriy chekli bo’lgan holda ham o'rinli
bo’lishini ko’rsatish qiyin emas.

Endi teoremaning qo’llanilishiga misollar keltiraylik.

1) y =ax",a =const .ne NV funksiya R da uzluksiz.

~ Ravshanki, f(x) =x funksiya R da uzluksiz. Agar berilgan
funksiyani

ko’rinishda ifodalash mumkinligini e'tiborga olsak, 3—
teoremaga ko’ra y=ax* funksiyaning r da uzluksizligi kelib
chiqgadi. »
Keltirilgan misol va 3—teoremadan butun va kasr ratsional
funksiyalar
p(x) =ax" +atxn* +... +a, X+an

Q(x) = a°X" + ‘“+- +a,.Ix+an
bOx m+ blxm~ + .. +bm ,x +bn
i, o'zgarmas sonlar, neN.meN) 0'z

aniglanish to'plamlarida uzluksiz bo'lishi kelib chiqadi.
2). y =igx,y =ctgx.y =see y =cos ecx funksiyalar o'z aniqlanish
sohalarida uzluksiz. Hagigatan, bu funksiyalar uzluksiz
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funksiyalarning nisbati orqali ifodalanadi.
2U Murakkab funksiyaning uzluksizligi y=ax) funksiya n
to'piamda, 2—<p(y) funksiya esa ) to plainda aniglangan bo lib,
ular yordamida r —<p(\X) nnurakkab funksiya tuzilgan bo Isin (4
bobning 1- §iga garang).
4-teorema Agar 7 =/n) funksiye- ae X —wiqtada, : =gxy)
funksiya esa a nuqgtaga mos kelgan ya=fa) nugtada uzluksiz
bo'lsa, 2=<f(X) murakkab funksiya a nugtada uzluksiz bo'ladi.
m y=f[X)funksiya aeX nuqtada, z=72>(v) funksiya esa mos
va=[a) nuqtada uzluksiz bo'lsin.
Ta'rifga ko'ra
Vs >0.30 >0,|v - y,\< V:\<p(y) - PMi\<b
a >0,3S >0,\x-a\< 5 :|/(*)- f(a)|< o

bo'lib,
Vs > 0,32>0,pk- al< S o (X)) -(/ (a))|< e-
bo'ladi. Demak, r =<p(Rx)) funksiya a nuqtada uzluksiz.
Misollar qaraylik. 1) = (e>l) R to'piamda o'suvchi

funksiya. Har bir y>0 da *=log,y ning mavjud bo'lishidan
berilgan funksiyaning giymatlan Y ={@ :xz R} =(0,-4») oraligni
tashkil etishi kelib chigadi. Demak, y=a* funksiya R da uzluksiz.

2). y=1loa™x (a>l) Bu funksiya "= (0,+t®) oraligda o'suvchi.
Uning giymatlari ¥ ={log, n:ne (0,+a0)} =R ni to Idiradi, chunki
har bir yeR uchun x =ay mavjud. Demak, y=og,x (8>1)
funksiya, (0,+cc ) da uzluksiz.

Yuqgorida keltirilgan ko'rsatgichli va logarifimik
funksiyalarning 0O<a<i bo'lganda uzluksiz ekanligi ham 2
teoremadan kelib chigadi.

3). Y= (n>0) darajali funksiyani garaylik. Bu funksiyani

Y = Xm=aMex (a>0,a dl)
ko'rinishda ifodalash mumkin. Agar /ilog, X funksiya (o,#® ) da,
a” funksiya esa R da uzluksiz ekanini e'tiborga olsak, n holda
murakkab funksiyaning uzluksizligi haqidagi teoremaga

asoslanib y=® funksiyaning (0.+® ) da wuzluksiz. bo'lishini
topamiz.

5—8. Limitlarni hisoblashda funksiyaning uzluksizligidan
foydalanish



y =f(x) funksiya Xc:R to'plamda aniglangan bo'lib, a nuqta
X ning limit nuqtasi bo’isin. r=<>y) funksiya esa YcR
to'plamda aniglangan. Bu funksiyalai yordamida z=tp(f(x))
murakkab funksiya tuzilgan bo'lsin.

Agar bmf(x) =ya mavjud bo'lib, z=<p(y) funksiya i, nuqtada
uzluksiz bo'lsa, u holda lim <p{f(x)) mavjud va

lim <p(f(x)) = <p(ya)
tenglik o’rinli bo'ladi.

Aytaylik x~>a da f(x)-> va <p(y) funksiya >m, nuqtada
uzluksiz, ya'ni y->y0 da <p(y) -> <p(y0) bo'lsin. U holda murakkab
funksiyanmg limiti haqidagi teoremaga asosan (qaralsin, [1],
4 —bob) x—a da <p(f(x)) funksiya liinitga ega va

I|m (p{f(x)) = y|_i>n>1 <p(y) = <p(y0)
tengliklar o'rinli. Bu tengliklardan uzluksiz funksiyalar uchun
funksiya ishorasi ostida limitga o'tish qoidasi kelib chigadi:
lim <p(f (x)) = i»(lirp f{x))
X a x-fa
Xususan, f{x)=x bo'lsa,
lim ((x) = (pilim x) = cpia)
5.5—misol. Quyidagi
|im0(1+px)T ip e R,u * 0)
limitni hisoblang.

< Biz buni Iimo(l + px)~ = Ii(po((l + px)TNM Kko’rinishda
yozib olamiz. Ravshanki, x->0 da y=ta->0 bo'ladi. Bundan
quyidagini topamiz:

lim ((1+ px) M= lim (1 +

y-> 0
Shu misoldan foydalanib, lim (1 + ')I(I_)" limitni ham hisoblash
mumkin. Bundan xsR, x*Q. Ravshanki, -neR da va da

—~y 0. Shuning uchun

Jip @+ )" = lima(( +y))x= (UmyL+y)f) = ex.
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5.6—misol Quyidagi limitlarni hisoblang.
a) lim log °(-'1A+ x\.= ioy ,, € (birinchi muhim limit,

a>0,a”1l)

b) lim- =Ina (ikkinchi muhim limit a > 0,a * 1)
v) lim e =a (uchunchi muhim limit).
j-»0
w Bu munosabatlarni isbotlashda logarifmik, ko'rsatkichli va
darajali funksiyalarning uzluksizhgidan foydalanamiz.
Darhaqiqat,
a) holda
lim log o(1 + =1lim log (A + X)* =log a(lim (1+ x)?) =log ae
x-> 0 Y o—0 X-»0
b) holda esa a' -1=t deb x—0 da t—0 bo'lishini e'tiborga olib
topamiz:
lim—-—---=1i S - =1
,.I’U>1 X |r(r)1 log (1+1) ] - logae na
Ioga(lll_p&(1+0)
Nihoyat v) holda (I+*)“- 1=r deb, so'ngra a= va +_"0 da

i-+0 bo’lishini hisobga olsak,

+ - + +
fim {02 i (L A0 ()
x->0 X *5° X *=\In (1 +10) In(l+x) X
kelib chigadi.

5.7—misol. Tkkita f(x) va g{x) funksiya XaR to'plamda
aniglangan va f(x)>0. a nuqta X to'plamning limit nuqtasi
bo’lsin.

Agar

lim/ (x)=b <b>0), limg(x)=c
limitlar o'rinli bo'lsa,
lim (/(x))g() =hc

.bo'lishi isbotlansin.

< Hagigatan, (J(x))g'x tunksiyani

(/(*)) gu) = eg{xVjltM

ko'rinishda ifodalab, so'ngra ko'rsatkichli hamda logarifmik
funksiyalarning uzluksizligidan foydalanib, quyidagim topamiz:
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lim (/+(*))*m*> = lim = R hliE. Q) =
>« V> tj
e'N*=¢ell" =h
Odatda (J (x))* ' funksiya darajali —ko'rsatkichli funksiya deb
ataladi.
Darajali—ko'rsatkichli (/ (v))*(v' funksiya quyidagi
1) ™ f(x) =1 Ixin_lag(x) =00
2) lim/ (x) =0. limg(x) =0
3) lim f(x)= +co i lim g(x) = o
hollarda awal (4—bob, mashqglar) o'tganimizga o'xshash,
anigmasliklarni ifodalaydi. x—a da (/(x))'A¥ funksiya 1) holda
1* 2) holda 0° 3) holda x° ko'rinishdagi anigmasliklar deyiladi.
5.8—misol. Ushbu

. fa'" +hx -
lim (a >0,b >0)

limitni hisoblang.

+bxV | o . . .
ifoda x—»0 da 1 ko'rinishdagi anigmaslikdan
iborat. Uni ochish uchun limit ishorasi ostidagi funksiyani qulay
ko'rinishda yozib olib, keyin limitga o’tamiz:

\L ~ 71 f "2

. \a -\+b' -\ AV | 7-1 +bx~\
(ilm ~lim & % +17 =lim 1+ % X

a*-1+ox-
u

Demak, .v-M) da berilgan funksiyaning limiti Jab ga teng. »
6—S8. Uzluksiz funksiyalarning xossalari
Biz wushbu paragrafda nuqtada hamda oraligda uzluksiz
bo'lgan funksiyalarning xossalarini o'rganamiz.

1°. Nuqgtada uzluksiz bo'lgan funksiyaning xossalari (lokal
xossalar). /(<) funksiya xR to’plamda  aniqglangan,
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e N1\ x, )a X:(S>< bo'lib, /(x) funksiya r0 nuqtada
uzluksiz bo'lsin:
lim /(x) =/(x0)

Chekli limitga ega bo'lgan funksiyalarning xossalaridan (3—
bobning 4—8 iga qaralsin) ioyddldiiib,—*, nuqtada uzluksiz
bo'lgan funksiyalarning ham quyidagi xossalarini ayta olamiz:

1). Agar /(*) funksiya x0 nuqtada uzluksiz bo'lsa, u holda x0
nuqtaning etarli kichik atrofida funksiya chegaralangan bo'ladi.

2). Agar f(x) funksiya x0 nuqgtada uzluksiz va f(x)* 0 bo'lsa,
u holda, x0 nuqtaning yetarli kichik atrofidan olingan barcha x
nuqtalarda funksiya qiymatlarining ishorasi /(*,® ning ishorasi
kabi bo'ladi.

l1-natija. Agar /(x) funksiya x0 nugtada uzluksiz bo'lib, bu

nuqtaning yetarli kichik atrofidan olingan * nuqtalarda uning
giymatlari musbat ham manfiy ishorali bo’laversa, funksiyaning

x0 nugtadagi qiymati nolga teng bo’'ladi.
3). Agar f(x) funksiya x0 nuqtada uzluksiz bo'lsa, u holda
Ve>0 uchun x0 nuqtaning shunday vyetarli kichik atrofi

topiladiki, bu atrofdan olingan ixtiyony  x',x" uchun
\f(x')- fix")\<s bo'ladi.

» Hagiqatan, f{x) funksiya x0 nuqtada wuzluksiz
bo'lganligidan Ve>0 son olinganda ham, - ga ko'ra shunday

<5>0 son topiladiki, |x-xO0|]<£ tengsizlikni ganoatlantiradigan
barcha x lar uchun [|/(x) - /(X,,)] <] tengsizlik bajaiiladi. x0

nuqtaning yetarli kichik atrofidan olingan x',x" nuqtalar uchun
ham

[I(x")-1(Xo)|<], [(x")-1(x0)< I
tengsizliklar o’rinli bo'lib, undan |/(x")-/(x*)|<e tengsizlik kelib
chigadi.
Funksiyaning nuqta atrofidagi xossalari uning lokal xossalari
deyiladi.

2°. Segmentda uzluksiz bo'lgan funksiyalarning xossalari
(global xossalar). Aytaylik, f(x) funksiya



la,b]={t:xe R,a <x <h\

segmentda aniglangan bo'lsin.

5-teorema. (Bolsano—Koshining birinchi teoreinasi). Agar
f(.\) funksiya |j./.| segmentda uzluksiz bo'lib segmentning chetki
nugtalarida har xil ishorali qgiymatlarga ega bo'lsa, u holda
shunday ¢ (a <c <b) nugta topiladiki, u nuqtada funksiya nolga
aylafiadi:

fie) =0

Bu teorema geometrik nuqtayi nazardan, uzluksiz egri chiziq

ox o'ginina bir tomonidan ikkinchi tomoniaa o'tishda uni

< f(x) funksiya \a.b\ da uzluksiz bo'lib, f(a)<0,f(h)>0 bo'lsin,
(/(a) >0,f(b) <0 bo’lgan hoi ham shunga o'xshash qaralishi

mumkin). [a,6) segmentning — h nuqtasini olib, bu nuqtada
f(x) funksiyaning
giymatini garaymiz. Agar /(a+”")=0 bo'lsa, c=""~ deb olinib,

unda /(c)=0 va demak, teorema isbot etilgan bo'ladi. Agar

/(-y-)*0 bo'lsa, , —+—b segmentlardan chetki
nuqtalarida  f(x) funksiya turli ishorali giymatga ega
bo'ladiganini olib, wuni |[a,2>] orgali belgilaymiz. Demak,
/(a,)<0,/(A))>0 bo'lib, l«,,*, segmentning uzunligi esa

b, —ax=—- bo'ladi. So'ng [ax,bx\ segmentning a‘;b‘ nuqtasini

olib, bu nugtada f(x) ning qgiymatini garaymiz. Agar /(-'-D=0



bo'lsa c=a +h' deb olinib, unda f\c)=0 va bu holda teorema
2

.+
isbot bo'ladi. Agar y(°'*-'D*0 bo'lsa, *b
segmentlardan chetki nuqtalarida /(*) funksiya turli ishorali
giymatqa eqa bo'ladiganini olib, uni \al.bj| deymiz. Bu holda

I(<*)<0/(i>2>0 va |02.AJ segmentning uzunligi MA-a2=---

bo’ladi. Bu jarayonni davom ettiraveramiz. Natijada yo chekh
sondagi gadamdan keyin segmentlarning o'rtalarini ifodalovchi
nuqta sifatida shunday c nuqtaga kelamizki, u nuqtada funksiya
nolga aylanadi, demak teorema isbot bo'ladi, yoki jarayon
cheksiz davom etib, ichma—ich joylashgan

[a, ,bl1],[a2,b3 [a,.b, ]..
segmentlar ketma —ketligi hosil bo'ladi. Bu ketma —ketlikning
umumiy hadi da /(a,)<0/(fcj>0 bo'lib, ning
uzluksizligi = 0 da) bo'ladi.

Ichma —ich joylashgan segmentlar prinsipiga asosan shunday
nuqta mavjudki
limo,, = limbn - ¢ (c e (a,b)).
f(x) funksiyaning \a.b\ da wuzluksiz bo'lishidan foydalanib,
topamiz:
an—>c=>f(an)-> f(c) va f(a,)<0=>/(c) <0,
6,->c=*/(¢é,)->/(c) va f(bj>0=>/(c)>0,
Keyingi tengsizliklardan esa /(c)=0 bo'lishi kelib chigadi. »
Isbot etilgan teorema ko'pgina tatbiglarga ega, jumladan u
ayrim tenglamalar yechimining mavjudligini ko rsatish va ularni
taqribiy yechish imkonini beradi. Masalan,
sinx- x+1=0 (5.2)
tenglamani garaylik. Ravshanki, /(x) =sinx-x +1 R da uzluksiz.
Jumladan, bu funksiya |0,tt] segmentda ham uzluksiz bo'lib,
segmentning chetki nuqtalarida: /(0) =1>()./(**) =-n +1<0
5 —teoremaga asosan f(x) funksiya |0,tt] oraligning hech
bo'Imaganda bitta nuqtasida nolga aylanadi, ya'ni berilgan (5.2)
tenglamaning |o.%] oraligda yechimi mavjud. |0,tt] segmentni

[0?y] va [--m*] segmentlarga ajratib, [y.ff] ning chetki



nuqtalarida f(—)=2- -~ >0 j (n)<O0 Dbo'lishini topamiz.

Demak, (5.2) tenglamaning yechimi | oraligda yotadi. Bu

jarayonni davom ettiraverish natijasida sinx-x+1=0
tenglamaning taqribiy yechimi Kkerakli aniglikda topilishi
mumkin.

6—teorema. (Bolsano-Koshining ikkinchi teoremasi). Agar
f(x) funksiya (u.t|] segmentda wuzluksiz bo'lib, uning cfretki
nuqtalarida f(a) =A.f(b) =b qgiymatlarga ega va A*B bo'lsa, A
va B orasida har ganday c son olinganda ham a bilan b orasida
fkamida bitta) shunday c nuqta topiladiki,

f(c)=C

bo'ladi.

< Aniqlik uchun a<b bo'lsin. Lxtiyoriy C e (A;s) olaylik.
Yordamchi <p(x) =f(x) - ¢ funksiya tuzamiz. Ravshanki, bu
funksiya segmentda uzluksiz va bu segmentning chetki
nugtalarida ip(@=A-C<0 <ph)=B-C>0 giymatlarni gabul giladi. U
holda Bolsano-Koshining birinchi teoremasiga ko’ra a bilan h
orasida shunday c¢ nugta topiladiki, <=0 ya'ni f{c)=C bo'ladi.
>

2—natija. Agar /(x) funksiya biror x oraligda (yopig yoki
ochiq, chekli yoki cheksiz) uzluksiz bo'lsa, u holda funksiyaning
barcha giymatlari to'plami biror Y oraligdan iborat bo'ladi.

J={fix):xeX) to’plamning aniqg quyi chegarasi m aniq
yuqori chegarasi M bo’lsin:
m=inf Y M =sup Y
*eX XA X
Bunda m va M lar chekli son yoki a bo'lishi mumkin. Anig
chegaralarning ta‘rifiga binoan, vxeX uchun m< f(x)<M bo'ladi.
Endi /(.r) funksiya qgiymatlari to'plami (m.M ) intervalda tashkil
etishini ko'rsatamiz. Bu intervalda ixtiyoriy C sonni olaylik:
m<c<M .U holda shunday A va s sonlar topiladiki,
mM<A<C <B<M
bo ladi. Bu A va b sonlarni a = f(a),fi =f(b) deb qarash
mumkin (aeA.be X ). Isbotlangan teoremaga asosan a bilan b
orasida shunday c¢ son mavjudki, f(c)=C bo’ladi. Olingan C son
{m.M) intervaldagi ixtiyoriy son bo'lganidan, bu interyaldagi
barcha giymatlarni f(x) funksiya gqabul qilishi kelib chigadi. »
7—teorema. (Veyershtrassning birinchi teoremasi). Agar
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j (x) funksiya [aA] segmentda uzluksiz bo’lsa, funksiya shu
segmentda chegaralangan bo'ladi.

4 Teskarisini faraz qilaylik, ya'ni [a A da uzluksiz bo'lgan
/(x) funksiya unda chegaralanmagan bo'lsin. U holda [ab\ da
shunday x, nuqta topiladiki, shu nuqta uchun |/(x)|>n (n=12...)
Tengsizhk o’rinli  bo'ladi. x, ketma—cetlikdanBolsano
Veyershtrass lemmasiga asosan yaqinlashuvchi qismiy xt
ketma —ketlik ajratish mumkin: x, ->x0jd0e [29 /(x) funksiya
\a,b\ da uzluksiz. Unda /(x, J-+/(x0) bo'ladi. Bu esa |/(xj|>n ya'ni
/(*.)-»® deb qilgan farazimizga ziddir. Demak, funksiya [a,6] da
chegaralangan. »

4-eslatma. Keltirilgan teorema shartidagi oraligning
segment bo'lishi muhimdir. Bu shart bajarilmasa, teorema o'rinli

bo'Imasdan qolishi mumkin. Masalan, /(*)=- funksiya (0.1)

oraligda uzluksiz bo'lsa ham, shu oraligda chegaralanmagan.

5-eslatma. Funksiyaning biror oraligda chegaralangan
bo’lishidan, uning shu oraligda uzluksiz bo'lishi har doim ham
kelib  chigavermaydi. Masalan, Dirixle funksiyasi D(x)
chegaralangan bo'lsa ham u uzluksiz emas.

8—teorema. (Veyershtrassning ikkinchi teoremasi). Agar
f(x) funksiya [ab\ segmentda uzluksiz bo’lsa, funksiya shu
segmentda o'zining anig yuqori hamda aniq quyi chegaralariga
erishadi, ya’ni [ab] da shunday x va x; nuqtalar topiladiki,

I(x.)=supl/()}, /U H nf{(}
«]
tenghklar o'rinli bo’lddi.

< Veyershtrassning birinchi teoremasiga ko'ra /(x) funksiya
[ab\  da chegaralangan. Modomiki, {/(x):xe[a:F]} to'plam
chegaralangan ekan, unda bu to'plamning anig yugori hamda

aniq quyi chegaralari mavjud.
Biz ularni

sup {/()}=A" inf{/(*)}=
xe[a,£)] we[0,6]
orqgali belgilaylik.

Endi [ab] segmentda /(x) funksiya M va m qiymatlami

gabul giladigan nugqgtalar mavjudligmi ko'rsatamiz. Teskarisini



faraz qilaylik, ya'nj /(v) funksiya [aft] segmentda o'zining aniq
yuqori chegarasi A ga erishmasin. U holda vxe[w./>] lar uchun
f{x)<M tengsizlik o'rinli bo'ladi. Quyidagi

funksiyani qaraylik. Ravshanki, bu funksiya [aby segmentda
uzluksiz. Veyershtrassning birinchi teoremasiga ko'ra tp(x)
funksiya [u/fs] da chegaralangan. Demak, Vxe[a,A] lar uchun
ushbu

ai(.v) = - l—-(a =const, a >0)

tengsizhk o'rinli. Bundan
f(X)<M-A~

bo'lishi kelib chigadr Bu esa u =sup{/(i-)} ekani zid. Dpmak, /(*)
funksiya \a,b] segmentda o'zining aniqg yuqori chegarasiga
erishadi, ya'ni [a,*] da shunday x nuqta mavjudKki,
1*,)=sup{/(*)}

bo'ladi. Huddi shunga o'xshash /(*) funksiya [a,b] segmentda
o'zining aniq quyi chegarasiga erishish ko’rsatiladi. »

6-eslatma. Agar /(:«) funksiya ochiq oraligda (intervalda)
uzluksiz bo'lsa, funksiya shu oraligda o'zining anig chegaralariga
erishmasligi mumkm. Masalan, /(x)=x! funksiya (0.1) intervalda
uzluksiz. Bu funksiya uchun sup*2=LinfV =0 bo'ladi. Ammo
funksiya o'zining sup va inf giymatlariga (0.1) intervalda
erishmaydi.

Odatda funksiyaning biror oraligdagi xossalari uning global
xossalari deb ataladi.

9-teorema. (teskari funksiyaning mavjudligi). Agar f(x)
funksiya X oraligda aniglangan, uzluksiz va qat'iy o'suvchi
(gat’iy kamayuvchi) bo'lsa, bu funksiya qiymatlaridan iborat
Y={f(x):xex} oraligda teskari f'(y) funksiya mavjud bo'lib, u
uzluksiz va gat'iy o’'suvchi (gat'iy kamayuvchi) bo'ladi.

m /(x)*“ funksiya X oraligda uzluksiz bo’lgani uchun uning
giymatlari Y oraligni tutash to’ldiradi. Demak, har bir yOeY
uchun X da shunday *0 topiladiki, f(x0)=y0 bo'ladi. Bunday
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yae) ga mos keladigan x, nuqta X da yagona bo'ladi.
Hagiqgatan ham, agar A oraligda v, dan katta yoki Kkichik
bo'lgan x nuqta olinadigan bo'lsa, f(x) funksiya o'suvchi
bo'lgani uchun f{x')=y* ham >, dan katta yoki kichik bo'ladi.
Shunday qilib, ) oraligdan olingan har bir y ga A da unga mos
keladigan yagoria shunday x topiladiki, f{x)=y bo'ladi. Demak,
Y oraligda teskari x=/"(>") funksiya mavjud. Endi x=j '(y)
funksiyamng ) da gat'iy o'suvchi bo'lishini, ya'ni
y,eY. yleY,yl<y2 bo'lganda x1<x, tengsizlik o'rinli
x=/",cD)xJ=y™(yJ)) bo'lishini ko'rsatamiz. Teskarisini faraz
gilaylik: vy, <y, bo'lganda x,>x2 bo'lsin. U holda y=1f{x) funksiya
X da gat'iy o'suvchiligidan /(x,)>/(x,) ya'ni y,>y2 bo'ladi Bu
esa >,<>2 deb olinishiga ziddir. Demak, x=f-'(y) funksiya ) da
gat'iy o'suvchi.

Nihoyat, monoton funksiyaning wuzluksizligi haqidagi
teoremaga ko’ra, x=/ ‘(m funksiya Y oraligda uzluksiz bo'ladi.

y=1f(x) funksiya x da kamayuvchi bo'lganda ham teorema
yugoridagidek isbotlanadi. »

7-8. Funksiyaning tekis uzluksizligi.
Kantor teoremasi

y —fix) funksiya x to'plamda aniglangan bo'lib, x0e X
nugtada uzluksiz bo'lsin. Funksiya uzluksizligi ta'rifiga ko'ra,
Ve>0 son wuchun shunday <®>o0 son topiladiki, |x-x0[<<50

tengsizlik o'rmli bo'lishidan |/(x)-/(x0)|<e tengsizlikni o'rinli
bo'lishi kelib chigadi. Bu ta'rifdagi so son awal ta'kidlab
o'tganimizdek e ga bog'liq: ®=48)(e). Aytaylik /(x) funksiya X
ning (Xj * x0) nuqtasida ham uzluksiz bo'lsin. Yana ta'rifga
ko'ra, Vf>0 son uchun shunday siI > 0 son topiladiki, |x-x,|<<5,
dan |/(x)- /(x0)|< e kelib chiqgadi.

f(x) funksiyaning X = X0,X =X, nuqtalarida uzluksizligi
ta'rifidagi ~>0 son bir hil bo'lgan holda ham wunga mos
keladigan s, va s sonlar, umuman, turlicha bo'ladi, ya'ni

funksiya bir necha nuqtalarda uzluksiz bo'lganda, uzluksizlik
ta'rifidagi 5>0 son fagat s>0 gagina bog'lig bo'Imasdan,
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garalciyotgan nuqgtaga ham bog'lig bo'ladi. Shuru ham aytish
kerakki, agar 8- min{8a,81} deb olinsa, bu (>0 son x, va X,
nuqtalarga baravar yarayvpradi, chunki |jr-.rQ<rt dan |a-jt0|<10
va |[v x|<IT dan Jic- *|<8t kplib chigadi. Misollar garaylik:

1) f(x)=x1 funksiya [0,i] segmentda uzluksiz, jumladan
oe (.11 nuqgtada uzluksizdir. Ta'rifga ko'ra, Vkso son uchun
S=JIi' +e - a deb olinsa, \x-a\<S bo'lganda

W(x)-f(@)|=|Ix"-a2l=|r —aljc- a +2a\<S(8 + 2a) =

=(y/a2+e - a)l+(Ja2+s - a)mac<e

bo ladi. Dpinak, 8=Ver+e-a bo'lib, £>0 bilan birga garalayotgan
ae (0.11 nuqtaga ham bog'lig ekan. Biroq,

6 =min S =min (Va2+e - a) =min — B— -—-—-Z e —omme
- -1 “la"y[ATT7-+a 1+ VT+T

deb olinsa, \x-a\<8 dan \x- u\< 8 kelib chigadi. Shu sababli bu
<S>0 son [0,1] segmentning barcha nuqtalariga to'g'ri keladi.

Shunday gilib, /(%) =x* funksiya [0,13 segmentning
nugtalarida uzluksiz bo'lishi ta'nfidagi ¢>0 son ¢->0 son bilan
birga garalayotgan nuqtalarga bog'lig bo'lsa ham, shunday ii>0
topiladiki, u [0,1] segmentning barcha nuqtalariga yaraydi,
boshgacha qilib aytganda, shu 8>0 son fagat e gagina bog'liq
bo'lib, garalayotgan nuqtalarga bog'lig emas.

2) f(x)=~ funksiya (0,1] oraligda uzluksiz, jumladan ae (o,1]

nuqtada uzluksizdir. Ta'rifga ko'ra Ve>0 son uchun S=1—— deb
+asS
olinsa, \x- a\< 8 bo'lganda
1 1 * o«
1/(*)- 100] "ol L, eal t—=e
ax a 1+ ae ea

1+ ae
bo'ladi. Demak, 5 ning tanlanish e>o bilan birga «e(0.1]
nugtaga bog’lig. Birog, bu holda 8 ning ae(0,l] bo'yicha
minimumi

S = min S = mjn

Bu esa /(*)=- funksiya (0,1] oraligning nugqtalarida uzluksiz



bo'lishi ta’rifidagi ¢i>0 son j son bilan birga qaralayotgan
nuqtalarga bog'lig va (0,]] oraligning barcha nuqtalariga
yaraydigan 4>0 son mavjud emasligini ko‘rsatadi.

8-ta'rif. Agar Vs>0 son uchun shunday n>0 son topilsaki, X
to'plamning |x'- x"| <6 tengsizlikni qganoatlantiruvchi ixtiyoriy
X" va x" (x"e X .x" e X) nugtalarida

fix') - / (@) < g

tengsizlik bajarilsa, f(x) funksiya X to'plamda tekis uzluksiz deb
ataladi.

fix) funksiyaning tekis uzluksizlik ta'rifidagi S>0 son s>0
songagina bog’lig bo'ladi.

5.9-misol. Ushbu

f(x) =\[x

funksiyaning X =[12] segmentda tekis uzluksizligi ko'rsatilsin.

4 Ve>0 uchun <$>0 sonni s=3f deb olsak, u holda
Vx'e [1,2]. VX" e [1,2] lar uchun |x"- Xx'|<s tengsizlik bajarilganda
’('l/_"-\d.?\IZ ¥'I- X]‘} , = <|}X:-_X'}_<.|S:«

3

1 1 +VIV +Vx» 3

bo'ladi. Demak, y = W funksiya [1,2] oraliqda tekis uzluksiz. »
5.10-misol. Quyidagi

f(x) =sin —
—X
funksiya X =(0,1) intervalda tekis uzluksiz emasligi ko'rsatilsin.
< Haqigatan ham, e>0 sonni, masalan, e=- deb olib,

x .x" e (0,1) nuqtalar sifatida

X = 1 ,x»:— 2— (neN)
K (2n + )t
garalsa, u holda |x"-x'| ayirma uchun
- 1
nn(2n + 1)

ni topamiz. Endi 6 ni (« ni katta qilib olish hisobiga) har gancha
kichik gilib olish mumkin bo’lsa ham
F{x") - /[(x"')] = |sm (2n2)y-~ sin nJt 1= 1>¢e =\

bo'ladi. Demak, berilgan funksiya (0.1) da tekis uzluksiz emas. »
10-teorema. (Kantor teoremasi). Agar f(x) funksiya \a,b\



segmentda uzluksiz bo'lsa, funksiya shu segmentda tekis uzluksiz
bo'ladi.

< f(x) funksiya |U.6] segmentda uzluksiz bo'lsin Faraz
gilaylik, funksiya shu segmentda tekis uzluksiz bo'Imasin.
Demak, bu holda biror e>0 son va ixtiyoriy kichik rf>0 son
uchun [a,b\ segmentda shunday x' va x" nugqtalar topiladiki,
\x"- x'\< S tengsizlik bajarilsa ham

[[(*") - f{x")\> £
tengsizlik o'rinli bo'ladi.

Nolga intiluvchi musbat sonlar ketma —ketligini
<2 olaylik (Sn-» 0<y,,>0,n=1,23,..).
Farazimizga ko'ra, yugoridagi >0 son va ixtiyoriy

>0>" =1-23..) son uchun |a,6] segmentda shunday xKva x'
(n =1,23,..) nugtalar topiladiki, ular uchun guyidagi
munosabatlar o’rinli bo'ladi:
r,™- *'|< St =$ |f(x™)- f( xj)\> e ,
X" - X't|< S2= \f(x") - f(x2)]|> £,

X f - x'A < => |/ (-0 - f (x',)\> £

x" ketma —ketlik chegaralangan. Bu ketma—ketlikdan
Bolsano —Veyershtrass lemmasiga ko'ra chekli songa intiluvchi
gismiy x'nt ketma —ketlik ajratish mumkin:

(f, €[«,*])
U holda
in>0
bo'lganidan x"t ketma —ketlik ham x0 ga intiladi: x"t -> x0.
f(x) funksiyaning (a,6] da uzluksiz bo'lishidan:
[« ,)=-» [(*), I(<)-> I(*))
bo'lib, ulardan esa
[(<)-/(*;m>-> 0
kelib chigadi. Bu esa vne,v uchun \/{x’)- f(x'A)\>e deyilgan
yugoridagi tasdiqqa zid. »
/(*) funksiya x to’plamda aniglangan bo'lsin.
9-ta'rif. Quyidagi



sup{/U)}-inf{/(x)!

Xty

ayirma f(x) funksiyaning x to'plamdagi tebranish deb aytiladi
va w orqali belgilanadi:

() =<o(/: V)= sup{/(x) |- inf{/(x);
-a
I(t) funkgiya™ng to'plamdagi tebranishi quyidaqi
y = sup {\f (x") - /(.vI)[}
X XeJl

ko'rinishda ham ta’riflanish mumkin.

Kantor teoremasidan muhim natija kelib chigadi.

3-natija. Agar f(x) funksiya \a,b\ segmentda uzluksiz bo'lsa,
u holda Vff>0 son uchun shunday ¢>0 son topiladiki, [afc]
seginentni uzunliklari s dan Kkichik bo'laklarga ajratilganda
funksiyaning har bir bo’lakdagi tebranishi . dan kichik bo'ladi.

w f(x) funksiya \a,b] segmentda uzluksiz bo’'lsin. Kantor
teoremasiga ko'ra bu funksiya [a.b] da tekis uzluksiz bo ladi.

Tekis uzluksizlik ta’rifiga ko‘'ra Ve>0 uchun shunday s>0
topiladiki, \x'-x"\<S shartni ganoatlantiruvchi ixtiyoriy
x"e [0,A],x" e [a,b] lar uchun \f(x') - f ix")\< k bo'ladi. Endi
shu s ni olib, \a,b\ segmentni diametri S bo'lgan ixtiyoriy
p -¢xo.xi.x1....xiiy bo'laklashni olamiz. U holda, ravshanki,
Vx, E[xt,jcM],Vxe[jct,xti,] nuqtalar uchun \x"- x'\< S va demak,
\f(x")-f(x')\< £ bo'ladi. Bundan, ixtiyoriy bo'lakcha
uchun

0= sup [/(x™)-10 9 ™e

bo’ladi.

Mashqlar.

5.11. Ushbu

f(x) = [*], g(x) = Kfx,<pix) = —

funksiyalarning aniqlanish sohalarida uzluksizligi isbotlansin.
5.12. Agar fix) funksiya R da uzluksiz bo’lsa, j/(x)j
funksiyaning ham R da uzluksiz bo’lishi isbotlansin.
5.13. Ushbu
| 0, agar * ratsional son bo’lsa,
I(*) = <
[#2-1, agar j irratsional son
bo'lsa



funksiyaninng r to'plamning faqat x=.-l.x=1 nuqtalarida
uzluksiz bo'lishi isbotlansin.
5.14. Ushbu

/(m*) = sign 1*0 - X2)]
funksiyaning nzilish nuqtalari topilib, turli aniglansin.

5.15. Agar f(x) funksiya a nuqtada uzluksiz, g(x) funksiya
shu nuqtada wuzilishga ega bo'lsa, /(*)+g{x) funksiyaning a
nuqgtada uzilishga ega bo'lishi ko'rsatilsin.

5.16. Agar R to'plamda uzluksiz bo'lgan f(x) funksiya uchun
vxeR\{0} da

()] < %]
tengsizlik bajarilsa, /(0)=0 bo'lishi ko'rsatilsin.
5.17. Ushbu
lity n2(yfx - "'~x) - Inx

tenglik isbotlansin.
5.18. Ushbu
f(x) = H_[)TL(X - Darctgx

funksiya uzluksizlikka tekshirilsin.
5.19. Ushbu

-x 2+i, agar -ls*<0
l« = < 0, agar r=0
x2-\, agar 0<x<I

funksiya [-1,1] da o'zining eng katta va eng Kichik
giymatlariga erishadimi?
5.20. Ushbu
/ (x) = sin x
funksiyaning (-co+o0) da tekis uzluksiz bo'lishi ko'rsatilsin.
5.21. Agar f\x) funksiya [O-k») da uzluksiz bo’lib,
lim /( x)

X — -MO

chekli bo Isa, /(*) ning [<X%+°0) da tekis uzluksiz bo'lishi
ko'rsatilsin.
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V1 BOB
Funksiyaning hosilasi va differensiali

Funksiyaning hosilasi va differensiali tushunchalari
matem atik analizning fundamental tushunchalaridandir.

Blz ushbu bobda funksiya hosilasi va tkfierensrali
tushunchalari bilan tanishainiz, funksiyalarning hosilasi va
differesialini hisoblashni, shuningdpk, differensial hisobrung
asosiy teoremalarini o'rganamiz.

I-§. Funksiyaning hosilasi

lo. Funksiya hosilasining ta'rifi. Faraz qilaylik, y=f(x)
funksiya (a,b) intervalda berilgan, x0e (a, b),(x0 + Ax)e (a, b)
bo'lsin.
Ma'lumki,
Ay = Af(x0) =/(x0+ \x) - /(.r0)
funksiya orttirmasi muayyan funksiya va X0 nuqtalarda Ax ga
bog'lig bo'ladi.
1-ta'rif. Agar
. Ay . / O0+ Ax) - /(x0)
lim = lim_ et
aat->0 ax A0 AX
mavjud va chekli bo’lsa, bu limit f(x) funksiyamng X0 nuqtadagi

hosilasi deb ataladi. Funksiyaning X0 nugtadagi hosilasi odatda,

dy |
/"(x0) yoki , yoki " |x=x0
belgilar yordamida yoziladi.
Demak,
. Ay _ [im /(x0+ Ax) - / (x0)
/[ (x0) —limn— :Enn
Ax->0 " x A.t->0 A X
Bunda x0+Ax =x deb olaylik, unda Ax=x-x0 va A*->0 da x-»x0
bo’lib, natijada
lim iy =m lim /(*>-/& >
a*->o0 AX a*»0 AX FAIH X - x0

bo'ladi. Demak, f(x) funksiyaning X0 nuqtadagi hosilasi x->x, da
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ICv)- 1(*x)
v - x0
nisbatnmg limiti sifatida ham ta'riflanish mumkin.

/'(X,,) = lira / | *) ~ | (*o) (6.1)

Ravshanki, f(x) funksiya (a.b) intervalning har bir x nuqtasida
hosilaga ega bo'lsa, bu hosila x o'zgaruvchining funksiyasi
bo'ladi.
Misollar garaylik.
a) /(**)=C=const funksiya uchun, Ay=0
lim =0
A*->0 \ x
bo'lib, y'~o bo'ladi,
b) f(x)=x funksiya uchun Ay=Ax
lim ~ lim =1

AXx-»0 AXx-»0 A X
bo'lib, >=1 bo'ladi,
v) f{x) =W funksiya uchun, x0=0 nuqtada As>=|Ar
bo'lib,
lim = lim »
&X=*0 A x A*->0 A x
limit mavjud bo'Imaydi. Demak, bu funksiya *0=0 nuqtada
hosilaga ega emas.
6.1-misol. f(x)=ex funksiyaning x =1 nuqtadagi hosilasini
toping.
< Funksiya hosilasining (6.1) ta'rifidan foydalanib, topamiz:

_“mex-e_l. e'*l-e_el. e'-_l_ ne = e
ol e iy 1V el AU S LA

Demak, (OUi =*p

6.2—misol.  f(x)=\nx (x>0) funksiyaning ixtiyoriy x>0
nugtadagi hosilasini hisoblang.

-"Berilgan funksiyaning x nugqtadagi orttirmasi

Ay = In(x + AX) - Inx = In(1+ A—X)f (x>0)
X
bo'lib,
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AX \x X X X
bo'ladi. Ma'lumki

. AX —
Ijjll’m>0In(X H « )ait = 1

(garalsin 5—bob). Unda lim - - = — limit o'rinli bo'ladi. Demak,
4«-»0 AV T

(In.ry’= 7»

6.3-misol. f(x)=cosx funksiyaning ixtiyoriy xeR nuqtadagi
hosilasini hisoblang.
<Bu funksiya uchun

. AX
Ay = cos(X + AX) - cos X = -Z sm( X +-"-) sin —
bo'lib,

AX

. A> . . AX . L .
lim =- lim sin( X + ) mlim — 2 =-sin X
Ax >0 A X Ax-»0 Ajc-»0 A x

bo'ladi. Demak, (cos*)'=-sin* (Vxe.R)>

6.4-rnisol. f(x)=six (x>0) funksiyaning Vxe(0,+°0) nuqtadagi
hosilasini toping.

< Bu funksiyaning hosilasi, x o‘zgaruvchining ushbu

Y= lim VX + AX —Jx _ lim 1 L 17_
- %) AX A0 X Ax + Vx . 2aIX
funksiyasi bo'ladi>
2—ta'rif. Agai
lim AL= lim + (NN
g->toAx a*-»to AX
lim lim [(» ).
Ax-»-0 AX  Ax-» -0 AX

mavjud va chekli bo'lsa, bu limit f(x) funksiyaning xo0 nuqtadagi
o'ng (chap) hosilasi deb ataladi. Funksiyaning X, nuqtadagi o'ng
(chap) hosilasi /'(*,, +0)  (/'(x0-0)) kabi belgilanadi.

Odatda funksiyaning o‘ng va chap hosilalari bir tomonli
hosilalar deb ataladi.



Masalan, I(Gn=k funksiga uchun \I*—]m -N-=1

>+0 \x
\y
i,“1-0\7 = bo'ladi. Dpmak, /(xX)=|d funksiyaning x=0

nuqtadagi o'ng hosilasi 1 ga, chap hosilasi —1 ga teng.
1— eslatma Agar Ax->0 da nisbatning limiti aniq ishorali

cheksiz bo'lsa, uni ham f(x) funksiyaning x0 nuqtadagi hosilasi
deb yuritiladi. Bunday holda /(x) funksiyaning x0 nugqtadagi
hosilasi +» (yoki -*> ) ga teng deyiladi.

2 . Hosilaning geometrik va mexanik ma'nolari.

a) Hosilaning geometrik ma'nosi. /(*) funksiya (a.b)
intervalda uzluksiz bo'lib, x0s (a,b) nuqtada f'(x0) hosilaga ega
bo'lsin.

/['(x0)=1lim /O0o +A*)~ /(*,)

_ Ar >0 \y

/(x) funksiyaning grafigi biror r chizigni ifodalasin deylik
(30 —chizma).

Endi r chizigga uning M 0(x0.f(x0)) nuqtasida urinma
o'tkazish masalasini garaymiz.

Y

%
/7
>y
r
p
0 X<p|
X X0 X, tAX .
30 —chizma.
r chizigda nuqtadan fargli M(x0+Ax,/(x0+Ax)) nuqtani olib,

bu nuqgtalar orgali t kesuvchi o'tkazamiz. ( kesuvchining 0OXx
0’qi bilan tashkil etgan burchakni < bilan belgilaylik. Ravshanki,
B burchak ax ga bog’liq bo'ladi: P=cp(tx).
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Agar i kesuvchinmg ™M nuqta t chizig bo'ylab ™M, ga
intilgandagi (ya'm Av-»0 dagi) limit holati mavjud bo'lsa,
kesuvchining bu limit holati r chizigga nuqtada o'tkazilgan
urinma deb ataladi. Urinma —to'g'ri chizigdan iborat.

Ma'lumki, A/, nuqtadan o'tuvchi to'g'ri chizig A/ nuqgtaning
koordinatalari hamda bu chizigning burchak koeffitsienti orqali
to'liq aniglanadi.

/(x) funksiya grafigiga A/ nugtada o'tkazilgan urinmaning
mavjud bo’lishi uchun

i p(AX) = @

limitning mavjudligini ko'rsatish yetarli, bunda a urinmaning
ox o'q bilan tashkil etgan burchagi. AK'IMOP dan

MP Ay /(x0+ Ax)- /(x0)

/A \
tgc X) =
gep( ) M OP AX AX

undan esa
(A(j\lz arcrg _/__LJ__Q___T__A_Z(.).“. L(_* «_).
AX

bo'lishim  topamiz. u = arctgi funksiyaning uzluksizligidan

foydalansak,

. . (X, +AX) - I(*,) _

lim 9(Ax) = lim arctg

Ax-» 0 Ax->0 A X

lim /(x 0+ Ax) - /(x,,)
AX

bo’lishi kelib chigadi. Demak, lim ®(Ax) mavjud va

= arctg arctg f ( x 0)

a ~ lim iP(Ax) - arctg /" (x 0)

Ax-»0

Keyingi tenglikdan
f'M =tga

bo’'lishini topamiz. Shunday qilib, f(x) funksiya x,e{a.b) nuqtada
f'(x0) hosilaga ega bo'lsa, bu funksiya grafigiga M 0(x0,/(x 0))
nuqtada o'tkazilgan urinma  mavjud. Funksiyaning x0
nuqgtasidagi hosilasi  /'(x0) esa bu urinmaning burchak
koeffitsientini ifodalaydi. Urinmaning tenglamasi esa ushbu

y =/(x0)+/"(x0)(x - x0)
ko’rinishda bo’ladi.

b) Hosilaning mexanik ma'nosi. Moddiy nugtaning harakati
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n=/(o qoida bilan ifodalangan bo'lsin, bunda i vaqt, v shu vaqt
ichida o'tilgan yo’l (masofa). Bu gqgonun bo'yicha harakat
gilayotgan nuqtaning /, momentdagi oniy tezligini topish
masalasini garaylik.

i vaqtning to giymati bilan birga /0+4/ (A/>0) giymatini ham
olib, bu nuqtalarda n=f(i) ning qgiymatlarini topamiz. Moddiy
nuqta A/ vaqt ichida

4n = /(/0+ AQ) - /(/.,)
masofani o'tadi va uning [i0,t0 + Ai) segmentdagi o'rtacha
tezligi

= /(/0+ Al)y- I(r0)

\t At
bo'ladi. Ai->0 da ~ nisbatning iimiti moddiy nugtaning i,
momentdagi oniy tezligi v ni ifodalaydi:

v» lun A U Ilim AO-/(,,)
4/--0 4 1 &I1-fo o/

Hosila ta'rifiga ko'ra

Li_r>n<>/( o+ Aﬁ)/ ~ IO (/°->= ' (tQ)

Demak, v=/(/) funksiyaning /, nuqtadagi hosilasi mexanik
nugtayi nazardan s=f\t) gonun bilan harakat gilayotgan moddiy
nugtaning r, momentdagi oniy tezligini bildiradi.

3°. Funksiyaning uzluksiz bo’lishi bilan uning hosilaga ega
bo'lishi orasidagi bog'lanish. f(x) funksiya (a,b) intervalda
aniglangan bo’lib, xoe(ab) nuqtada chekli /'(*<) hosilaga ega
bo'lsin:

/m<«.)- lim lim /(J. /<« )
Nx->0 [ x Ax-t 0 I x

Ushbu

a :-;&T_ fix 0) (6.2)
miqdor Ac ga bog'lig va Ac-»o0 da nolga intiladi.
(6.2) tenglikdan topamiz:
Ay =/"(x 0)[n:+a;Ax (6.3)
Odatda (6.3) formula funksiya orttirmasining formulasi deb
ataladi. Bu formuladan
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lim Ay = Hm (f'(x0)\x + utAx)= O
Ax ‘0 Ax >0
kelib chiqadi.
Shunday qilib, 1\x) funksiya xoe(a.b) nuqtada chekli f\xa)
hosilaga ega bo'lsa, funksiya shu nuqtada uzluksiz bo'ladi.
2~eslatma. Funksiyanmg biror nuqtada uzluksizligidan unmg

shu nuqtada chekli hosilaga ega bo'lishi har doim kelib
chigavermaydi.

Masalan, y=i*j funksiya x=0 nuqtada uzluksiz, ammo u shu
nuqgtuda hosilaga ega emas.

2-§. Teskari funksiyaning hosilasi. Murakkab funksiyaning
hosilasi

lo. Teskari funksiyaning hosilasi. f(x) funksiya (ab)
intervalda aniglangan bo'lib, bu funksiya teskari funksiyaning
mavjudligi haqidagi teoremaning (garalsin 5—bob) barcha
shartlafini ganoatlantirsin.

1-teorema. f(x) funksiya (a,6) da uzluksiz va gat'iy o'suvchi
(qat'iy kamayuvchi) bo'lsin. Agai f(x) funksiya .0Qe(ab) nuqtada
f'(x0)*o hosilaga ega bo'lsa, bu funksiyaga teskari x=f~'(y)
funksiya x0 nuqtada mos bo'lgan y0 (., =/(*«)) nugtada
hosilaga ega va

(/ 00),,, =

tenglik o'rinli.

M /(*) funksiya x06(a.b) nuqtada / (*,,)* o hosilaga eqa bo'lsin.
(6.3) formuladan foydalamb topamiz:

f(t)-f(x0)=f\x 0)(t-x0)+a(t~x0) (te (a.b)) (6.4)
bunda da a=a(t)*>0. Endi /(*) funksiyaningt nuqtadagi
giymatini f(t)=z deb belgilaymiz. Unda t=f~\z) shuningdek,
x0=/"*(>")) bo'ladi. Natijada (6.4) tenglik ushbu

2-yO=/(*<J("1)- 1" M +«(/wCOX/" (*)- f 100)) =

=" (@) - 1" (yO)(/'(x0) +«(/'m (*))
ko’rinishda keladi. Keyingi tenglikdan esa

r Az)-/~*(v») 1
2-y, fix,) +a(f-\z))
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kolib chigadi z->y0 da limitga o'tib topamiz:

|||||L\Z) ff \yo) | !

—*>f\x0)+a(f (2)) f\x;'

Demak,
mr\z)-r\.v,)

z~y0 I(*<)

Hosila ta'rifiga ko’ra
Z-y0
bo'lib, bundan
(/1 (v»U,

tenglikning o'rinli ekani kelib chigadi. »

2°. Murakkab funksiyaning hosilasi. u=/(x) funksiya (ab)
intervalda, y =F(u) funksiya esa (c,d) intervalda aniqlangan bo’lib,
bu funksiyalar yordamida vy =F(f(x))=<p(x) murakkab funksiya
tuzilgan bo'lsin (bunda, albatta, xz(a,b) da u-=-tcxye ¢c.a» bo'lishi
talab qgilinadi).

2-leorema. Agar u=f(x) funksiya xoe(a,b) nuqtada /'(x0)
hosilaga ega bo'lib, y=rF(u) funksiya esa x0 nuqtaga mos u0
(«,,=/(*,,)) nugtada F'(uo) hosilaga ega bo'lsa, u holda murakkab
funksiya <i(x)=F(f{x)) ham jO nuqtada hosilaga ega va

NM(X,) = (FU/(X)))Ulo=F'(u0)-f'(x0) (6.5)

formula o'rinli.

<u =f(x) funksiya x0s(ab) nuqtada, y =F(u) funksiya esa mos
"o (@w=/(*<>)) nuqtada hosilaga eqa bo'lsin. (6.3) formuladan
foydalanib topamiz:

/(0 - f(x0)=f"(x0)(/- x0) +a(t)(t - ,r0), (6.6)
F(s)-F («0) = F'(«0)(5-M0).+ /y(5) (i-i/0), 6-7)
bunda
tIg(jla(/) =0, E[T»LJ 12(.*) = 0.
Murakkab funksiya <<®=F(f(x)) ning nuqtadagi orttirmasi

)- 00) ni  yuqoridagi (6.6) va (6.7) munosabatlardan
foydalanib, quyidagicha yozish mumkin:
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<pil)-<p(x0) = Fifit)) - Fif{x0)) = F\u,,)if'ix0V ~x0)+
+a(l)(t-xo0) +RifiOXfiO-/00) =F'iu0)fix,, )(t-x0) +
+ F'(u0)a(l) (t-x0) +RB (f(t)) U (0 -IXx«))-
Endi bu tenglikning har ikki tomonini t-x0 ga bo'lib, so'ngra
r-».r0 da limitga o'tamiz:

lim (pit)— <poo = F\u0)f'(x0)+ F'(u0) lim a(t) +

+1lim BifiO) Mim )
H X, »»¥i> i —xo

Bundan i->x,, da a(/)->m0,/?(/(/))-* 0 ekanini e'tiborga olsak,

(6.5) formula kelib chiqadi. »

3-8. Hosila hisoblashning sodda qoidalari.
Elementar funksiyalarning hosilalari

Biz ushbu paragrafda ikki funksiya vyig'indisi, ayirmasi,
ko'paytmasi va nisbatining hosilalarini topish qoidalarini
keltiramiz. So'ngra elementar funksiyalarning hosilalarini
hisoblaymiz.

fix) va g(x) funksiyalar (a,b) intervalda aniqlangan bo'lsin.

1°. Ikki funksiya yig'indisi hamda ayirmasining hosilasi.
Agar fix) va g(x) funksiyalarning har bin xe(a,b) nuqtada fix)
va g'(x) hosilalarga ega bo'lsa, u holda fix)tg{x) funksiya ham *
nuqtada hosilaga ega va

ifix) £g(x))"' =f\x) £g\x) 6.8)
formula o'rinli.

< Hagqgiqgatan ham, f(x) va g{x) funksiyalar xt{a,b) nuqtada
fix) va g\x) hosilalarga ega bo'lsin:

/-,* |- X »-* t—X
Endi F(x)=fix)tg(x) deb belgilab, topamiz:
Fjt) - Fjx)  f(t) - fjx) = gjt) - gjx)

t- x t-x t- X
Bu tenglikda t-*x da limit o'tsak, quyidagiga ega bo'lamiz:
............. F(t)- le) ) f|t) f|x) - g(t)-g(x) _
Fix) = I|m—— ------- [T R — £um, T ST
/_X <»* t-X - t-x
=fix) £g'ix).
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Bu esa (6.8) formulani isbotlaydi. »

2 . Ikki funksiya ko'paytmasining hosilasi. Agar f\x) va g(x)
Junksiyalarning har biri xe(u.h) nuqtada j\x) va g'(x) hosilalarga
f>ga bo'lsa, u holda /(r)-g(x) funksiya ham & nuqtada hosilaga
ega va

(f(x)g(x))" =f\x)g(x) +/(x)g'(x) (6 9)
formula o'rinli.
PR =F(x)-g(x) deb belgilab, nisbatni quyidagi
<p(t)-<p(x) /(0-AXx) | 9(D-g(x)
- x t- X - X

ko'rinishda yozib olamiz. Bu tenglikda r->x da limitga o'tib,
topamiz:

D) = lim »,<,>-*00 =r|im/(»-/(X) t f
- X L'~ t-X 1-x
=g(x) mini — + lirrr /(/) lim =
t—X t-*x t —X

=g(x)f"(x) +/(x)g"(x).
Bu esa (6.9) formulani isbotlaydi. »
3°. Ikki funksiya nisbatining hosilasi Agar f(x) va g(xX)
funksiyalarning har biri xz(a,b) nuqtada /'(x) va g'(x) hosilalarga
ega bo'lib, g(x)*0 bo’lsa, u holda funksiya ham x hugtada
9(x)
hosilaga ega va

I\X) I (x)g(x) - fF(x)g'(x)

2f
LW g (*}
formula o'rinli.
(6.10) formulani isbolashdan awal funksiya hosilasi

ta'rifidan foydalanib 700 (9(x)*0) funksiyaning xe(a.b) nuqtadacri
g(x

(6.10)

hosilasini hisoblaymiz:

1 1 g(x) - 9(Q
1 ~ =|im SCO—£00 =i ,g0)g{x) =
g(X) <-X t-X »-»* t — X
lim ° - x).lim — e '
0O 90 g o im gy TR

Demalk,

li*



£'(*)
Endi (6.9) va (6.11) formulalardan foydalanib topamiz:

R 765 (VRN TLIC0 P Sy
| g(Jt) g(x) 9(*)

I'(-0 1(QgrU)  f(x)gjx) - fix)g'jx)

gu) g 20) g\x)

Bu (6.10) formulaning o’nnli ekanini isbotlaydi. »

1-natija. 1) Yugqorida kelitrilgan (6.8) va (6.9) formulalar
yordamida qo’shiluvchilar hamda ko’payuvchilar soni ixtiyoriy
chekli bo'lgan holda ham tegishli formulalami isbotlash mumKkin.

2) (6.9) formuladan g(x) - c,c =const bo'lganda

(<el<») =</'(*)

formula kelib chigadi. Bundan o'zgarmas sonni hosila
ishorasidan tashgariga chigarish mumkinligi kelib chiqgadi.

4°. Elementar funksiyalaming hosilalari. Funksiya hosilasi
ta'rifidan foydalanib, elementar funksiyalaming hosilalarini
topamiz.

1) y =x*  (*>0) darajali funksiyaning hosilasi. Bu funksiya
uchun quyidagiga egamiz:

Ay = (X + A)-“ - =
va
. 1-A -1
Ay 1+t -1
AX Ax AX
X
Ma'lumki, lim N +---—--=a (qaralsin 5—bob) unda
AX
14 - 1 I+ -1
[im = ¥m x Y * ) =xM lim = fix
4*>0 AXx  a»*o AX At->0 AX
X X
bo'ladi.

Demak, O")'= . Umuman, bu formula y=xm funksiyaninq



aniglanish sohasidagi ixtiyony a uchun o'rinlidir. Xususan y =-\
bo'lganda

(7) ="T8'**0
2) y=a' (<i>0.a*\) ko'rsatkichli funksiyaning hosilasi Bu
funksiya uchun quyidagiga pgamiz:
oy = alxr*)-a* =0"(adl- 1]

va
Ay ala~”-))
AX AX
Ma'lumki, lim— -=Ina (garalsin 5—bob). Unda
hm AV - fim ax-200hs a Xiim 27 Ly e
JHOAX  x=° AX ar’o  Ox
bo’ladi
Demalk,

y,=(a*Y =axlna.
Xususan, (exy ~e
3) y=logox (a>0,a*1,r>0) logarifmik funksiyaning hosilasi.
Bu funksiya uchun quyidagiga egamiz:

AX
Ay = log n(x + Ax) - log ,,x =log 11+ —
X

va
a 1 AX' 1 AX 14*
y iog .1(1 +— )I=-Iog 1+ H
AX AX
\ .. logal+pm) .
Ma'lumki lim \ogae (garalsin 5—bob). Unda
) ) AXnp-
lim = lim —loe 1+ = - log ., e
An:->0 Aar—0 y X
bo'ladi.
Demak,
Y = (log0x)'=- logoe.
X
Xususan,
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(In x)" - —.
X

4) Trigonometrik funksiyalarning hosilalari. Ushbu >=sinx
funksiya uchun quyidagiga egamiz:

va

Keyingi tenglikda Ar->0 da limitga o'tib topamiz:

lim &Y = Hm cos(x + A% Ilim M7 - cos x
Ax—0 AT» 0 2 Ajc-»0 ¢SX
~2
Demalk,
y '= (sinxY =cosx
Shunga o'hshash (6—bobning 1—8§ ga garang) (cosx) =-sinx
formula ham isbotlanadi,

Endi y=tgx funksiyaning hosilasini tgx= nisbatning
hosilasi formulasidan foydalanib topamiz:

t
smx \ (sinx)'cosx - sinx(cos x)" _ cosix +sin2x _ 1
y =(tgx)' =
oS X
Demak,

{to) - 1
COS“X
Huddi shunga o'hshash quyidagi formulalar ham isbotlanadi:
1 sin* v
(ctgxY = - — ,(sec x) = --—- ,(cosecx) =- ,
sm2 X cos x sm"' X
5) Teskari trigonometrik funksiyalarning hosilalari. Teskari

funksiyaning hosilasini topish qoidasidan foydalanib, teskari
trigonometrik funksiyalarning hosilalarini hisoblaymiz. Ushbu
y =arcsinX funksiyani olaylik. Bu funksiya x=siny funksiyaga

teskari bo'lib, uni (--2.-2 intervalda qarasak,

COSX

y =(arcsinx)' = )
(sinyY COS™ ~Ml—sin2y  yjl-x2

kelib chigadi. Demalk,
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(arcsin *)'=s - m— (-l<x<l)

Xuddi shunga o'xshash quyidagi formulaiar ham isbotlanadi:

(«rCcCOSr)'=-.~_L _ (-,<*<))
(arc/lg.v )'= — L _s (arcctex ) = - —
1+x" I+ x2
6). Giperbolik funksiyalarning hosilalari. Endi giperbolik
funksiyalaming hosilalarini hisoblaymiz. Bunda hosila

hisoblashdagi sodda qoidalardan va ko'rsatkichli funksiya
hosilasi formulasidan foydalanamiz. Sodda  hisoblashiar

yordamida v=shx uchun topamiz:
y =(shx)' =[1 (e* - =]-(ex - J-)"' =i (iM+e"™)=chx
z 2. e 2
Shunga o xshash quyidagi formulaiar ham isbotlauadi:
(chx)' =shx, (Ar)y ' =-L -, (cthx)'=--1L (~ 0)

4°. Hosilalar jadvali. Biz ushbu bandda elementar funksiyalar

hosilalari uchun topilgan formulalarni jamlab, ularm jadval
sifatida keltiramiz:

1). (xn)'= (x>0),

2). (@')'=a'lna (a>0.a*l)

3)- (Iogax)’:>kog4e (x>0.a>0.a *j)
Xususan,
(Inx)'=X (x>0):

4). (sinx)'= COSX

5). (cosa-)' =-sin X

6). (tgx)’=eosz—V (X*\év+kn.k=0¢1.)

7). (clgx)' =- - — *kir.k = 0.£1,...

). (c/gx) e )

8). (aresinx)'= --J ---- (-1<x<)
\IT-x1

9). (arccosx)'=— j= = (-1 <je< ]
Vi-x2



10). (arctgx )' = T+ X

11). (arccrcc)' = ;
1+ X"

13). (chx)'=shx
id4j. (inx) = - l

C/2 I
15). (cthx)' — N
S

6.5—inisol. Agar a>o0,a* i.x*o bo'lsa,

(10goH) :Yﬂﬁ
bo'lishi isbotlansin.
w Aytaylik, x>0 bo'lsin. Unda |x|=x bo’lib,

(152’ = 375
bo'ladi.
Aytaylik, x<0 bo’'lsin. Unda |{=-x bo'lib,

loge*l = loge(-x)
bo'ladi. Murakkab funksiyaning hosilasini topish qoidasiga ko'ra

(loga(-))" = - 53T (9 = xha
bo'ladi. »
6.6—misol. Agar u(x) va v(x) funksiyalar hosilaga ega bo lib,

«(xX)>0 bo'lsa,
Y =0"(x))we
funksiyaning hosilasi topilsin.
< Ravshanki,
Iny =v(x) Inn(x)
Murakkab funksiyaning hosilasi va ko’paytmaning hosilasi
uchun tegishli formulalardan foydalanib topamiz:

-yt = ovi(x)In H(X) + v(x) — « (X)),
y u(x)
y =y )In u(x)+ v(x)"-ry) = A (6.12)

= (m(x))'ul (v'(x) Inn(x) +
n\ )



6.7-misol. Ushbu
f(x) =n",<p(x) = xx'

iunksiyalarning hosilalan topilsin.

w (6.12) formulaga ko ra

f (x) =(x")'=xn(lnnr+1)
bo'ladi. Ravshanki,
<p(x) = xx' = x/(x)
yana (6.12) formulaga ko'ra
<p'(x) = (xfix>)' = <p(X)In x e/ (*)y+ f(x)xf(x)~
bolib,
<p'(X) = XX'In x "xx(In x +1) + x* -x1-1 =

XX+X -1

= X (xIn x(In x + 1) + 1)
bo'ladi. »
6.8-misol Ushbu
*-!sinx~ , agar *#0 bo'lsa,

)=

0, agar x=o0 bo'lsa

funksiyaning hosilasi topilsin.
< Aytaylik, x*o bo’lsin. Unda

f (x)- 2msin f Xx~cos—(---) = 2x sin—- c0s —

bo'ladi. * X * * \Y

topamizylik *=° Db° Isin' Bu holda hosila tarifidan foydalanib
Ap:2sin —
= o o= Ax :moAxsin T =0.
Demak,



4~8. Funksiyaning differensiyali

lo. Funksiyaning differensiallanuvchi bo’lishi

tushunchasi. f{x) funksiya (a,h) intervalda aniqglangan,
x0+ Axe(ab) bo'lsin. U holda /(x) funksiya ham x,

nuqtada Ay=/(*,,+Ax)-/(x0) oriirmaga”ega bo'ladi

3-ta'rif. Agar f(x) funksiyaning .,s(ub) nuqtadagi
ortirmasi Ay ni

Ay = AAX+aAx (613)

ko'rinishda ifodalash mumkin bo'lsa, f(x) funksiya x0 nuqgtada
differensiallanuvchi deb ataladi, bunda A-Ax bog’lig bo'Imagan
o‘'zgarmas, a esa Ax ga bog'lig va Ax->0 da « =«(Ax)**o

Agar At->0 da

a MAx = a (Ax) Ax=0(Ax)
ekanini e'tiborga olsak, u holda yuqoridagi (6.13) ifoda ushbu
Ay =y4Ax+0(AX)

ko'rinishni oladi. Funksiya orttirmasi uchun (6.13) formulada
A4-Ax ifoda orttirmaning bosh gismi deb yuritiladi.

3-teorema. /(x) funksiyaning xe (a,b) nuqtada
differensiallanuvchi bo'lishi uchun uning shu nuqgtada chekli
hosilaga ega bo'lishi zarur va etarli.

-~Zarurligi. f(x) funksiya xe(a,b) nuqtada differensial—
lanuvchi bo'lsin: Unda

Ay=/4-Ax+0£,/Ax?,XX=.4+— n

AxX
bo'lib,

bo’ladi. Demak,
fr(x) =A
Yetarliligi. f(x) funksiya xe(a.b) nuqtada chekli f'(x)
hosilaga ega bo'lsin:

LEX Ay o f{x+Ax)-f(x)
[(*)=1im = =hm === tol
Ax—»0 A X Ax—»0 A X
Agar
AX

deb olsak, undan
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Ay =1/ "(YIVr+nAx
ekanini topamiz. Bu tenqlikdagi « miqdor Ax ga bog'lig va
Ax->0 da «->0. Demak, /(.v) funksiya xe(a,b) nugtada
differensiallanuvchi bo'lib, A=/'(v) bo'ladi>
Isbol etilgan teorema f(.\) funksianing xe(a,b) nugqgtada
chekli /'(x) hosilaga ega bo'Hshi bilan uning shu nuqtada
differensiallanuvchi bo'lishi ekvivalent ekanini ko'rsatadi.
2°. Funksiya differensiali va uning geometrik ma'nosi.
f(x) funksiya xe(a,b) nuqtada differpnsiallanuvchi bo’lsin:
Ay = A&\ +0( W)
bunda A-f'(x) bo'ladi. Bu tenglikda funksiya orttirmasi A/ ikki

go’shiluvchi: argument orttirmasi MW ga nisbatan chiziqlL4Ar
hamda Av ga nisbatan yuqori tartibli (Ar-»0) cheksiz kichik

miqdorlar yig’indisidan iborat ekani ko’rinadi.

4-ta'rif. f(x) funksiya orttirmasi Ay ning Ex ga nisbatan
chizigli bosh qgismi a-ax=f(x)AX berilgan /(x) funksiyaning *
nuqtadagi differensiali deb ataladi. Funksiyaning differensiali dy
yoki df(x) kabi belgilanadi: dy= df(x) =A-,\x= f(x)Ax. Endi xe(a,b)
nuqtada differensiallanuvchi bo’lgan f(x) furksiyaning grafigi
31 —chizmada ko’rsatilgan chizigni Ifodalasin deylik.
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Bu chizigning (x.f(x)).(x+\x,f(x + vr)) nuqgtalarini mos ravishda F
va 8 bilan belgilaylik. Unda 1I'c =\x,BC=\i bo'ladi. /(x) funksiya
xz(a,b) nuqtada differensiallanuvchi bo’lgani uchun u x nuqtada
chekli f'(x) hosilaga ega. Demak, f(x) funksiya grafigiga uning
FIx,/(v)) juuglasida crtkazftgari ~Ftr uinuim mavjud 'm—bu
urmmaning burchak koeffitsienti fga=f(x). Shu FL urinmaning
b( biia.ii kesishgan iiugiasini o uiian ueiylciyiik. Ravi>iiaiiki,
M'DC dan I:)C=iga va undan DC=ixa-FC=f'(x) A~ ekani Kkelib
chigadi.

Demak, fix) funksiyaning x nuqtadagi differensiali
dy=f(x)Ax funksiya grafigiga F(x,/(x)) nuqtada o'tkazilgan
urinma orttirmasi DC ni [DC=dy) ifodalaydi. Xususan, /(x)=x
bo'lganda bu funksiyaning differensiali

dy-f'(x) Ax= Ax
bo'lib,
dy =dx =Ax
bo’ladi. Bu hol f(x) funksiyaning x nuqtadagi differensialini
quyidagi
dy=f ‘(x)dx =y'dx (6.14)
ko'rinishda ifodalash mumkin ekanini anglatadi.

Endi funksiya differensialining (6.14) ifodasidan foydalanib,

elementar funksiyalarning differensiallari jadvalini keltiramiz:

1) fert tdx - (x>0);

2) d(a*)=axInadx (a>0,a;El)
3) ¢(log, x) = ogaedx

4) 4(sinx) = eos xdx

5) d(cosx) = - sinxdx

6) d(tgx)=-—"—dx \x =~ +kn,k =0.xt,
€0S X v

7) d(ctgx) =-———dx (x* kn.k =0,1,..)
sin x

g) d(arcsinx)= . ' tdx (-l<x<lI)
71-x2
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9) ¢(arccos*)=—yJrdx (-1l<n<))
‘ V=X

10y d(,irclgx) :I—_;—I N\

11) d(arcctgx)= rdx

I+ V

12) d(shx) = chxdx
13) d(thx) =xhxdx ,

14) d(thx) =é'r‘]rxdx

15) d(cthx) = \-dx
) d( ) ih X

3°. Differensiallashning sodda goidalari. Murakkab
funksiyaning differensiali. f\x) va g(x) funksiyalar (a.b)
intervalda aniglangan bo'lib, xéja.b) nuqtada ularning
differensiallari df(x),dg(x) mavjud bo’lsin. U holda

IM £ .2(x), f(x) g(x) va (x(x) *Q funksiyalarning ham shu

xe(<-i.hy nuqgtada diffprensiallari mavjud va ular uchun quyidagi
dW(x) £g(x)) = df(x) + dg(x), d(f(x) m(x)) = f(x)dg(x) +g(x)df(x),
Jfiw = gM)dj\x)-f(x)dg(x)
w ) g \x) 1 bl x)* 0)
formula o'rinli.

Bu tasdiglarning isboti funksiya differensialining (6.14)
ko rinishda ifodalanishidan va funksiyaning hosilalarmi topish
goid&lI'aridan kelib chigadi.

Faraz qilaylik, ,=1f(x) funksiya (ab) intervalda, v=F(u)
funksiya esa (c,d) intervalda aniqlangan bo'lib, bu funksiyalar
yordamida y =F(f(x))=<p(x) murakkab funksiya tuzilgan bo’lsin.

Murakkab  funksiyaning hosilasi uchun topilgan (6.5)
formuladan foydalanib, shu murakkab funksiyaning
differensialini topamiz:

d<p{x) =d (F (f(x))) = (F(f(x))'dx = F '(it)f"(x)dx =F\u)du

Shuni ta kidlash lozimki, bu holda du migdor argument «
ning erkli orttirmasi emas, u x o'zgaruvchining funksiyasidir.

4U Funksiya differensiali va taqribiy formulalar Nazariy va
amaliy masalalarini yechishda tegishli funksiyalarning nuqtadagi
giymatlarini hisoblash zarurati tug’iladi. Ko'pincha, bunday
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funksiyalar murakkab bo'lib, ularning nuqtadagi giymatlarini
topish ancha qiyin bo'ladi. Bu hol funksiyaning nuqtadagi
giymatini Uigribiy hisoblash (ulami hisoblash uchun taqribiy
formualala! topish) masalasim yuzaga keltiradi. Funksiyaning
differensiali esa taqribiy formulalarni topish imkonini beradi

J\x) funksiya TatP] inteivalda—aniglangan—bo'lib,— x, g(u,¢>)
nuqtada chekli 0 hosilaga ega bo'lsin. Bu holda funksiya
CretITHi<iSirii GShbii

Ay = f'(x JAx + 0(AX)

ko'rinishda yozish mumkin. Bu formulani hamda funksiya
differensiali uchun dy-/ '(x,,)*A formulani e'tiborga olib topamiz:

Im S U lim + =lim »* 1 °(Ax) _4
a*-o dy f'(x 0)AX f'(x0) AX
Shunday qilib, ay- dy. Natijada quyidagi
Ay~dy
ya'ni
I (X0 + AXx) a /[(*e») + ["(x0) -Ax (6.15)

taqgribiy tenglikka kelamiz. Ravshanki, Ay-dy =0(Ax). Shuning
uchun Ax->0 da (6.15) taqrfjiy tenglikning nisbiy xatosi nolga
intiladi, ya'ni A— ->0

AXx

(6.15) formula e(a.b) nuqgtada differensiallanuvchi f(x)
funksiyaning x0 nuqtadagi orttirmasi Ay ni uning shu nugtadagi
differensiali dy bilan almashtirish mumkinligi ko'rsatadi. Bu
almashtirishning qulayligi, funksiya orttirmasi Ay argument
orttirmasi Ax ning umuman aytganda, murakkab funKaiyasi
bo'lgan holda, funksiya differensiali dy esa Ax ning chizigli
funksiyasi bo’lishidadir. Agar Ax=x-x0 ekanini e'tiborga olsak,
unda x0+Ax=x bo'lib, (6.15) formula quyidagi

/00 * f(xa)+ f O0)(x - *,) (6.16)
ko'rinishga keladi. Bunda x0e(a,i) nuqta xe(a,b) nuqtadan Kkatta
farq gilmaydigan, ammo /(*,,) qulayroq hisoblanadigan nuqtadir.

Masalan, /(x)=sinx bo'lib, sin29° ni hisoblash talab etilgan

bo'lsin. Bu holda *,=30° deyish qulay. (6.16) formulaga ko’ra
sin 29° =sin 30° + c0os300(29° - 30°) m

0.5 - a4848
O“a

3600~ %" "2 36
Bunda radian o'lchovida yozish zarur, chunki boshga hadlar
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radianlarda berilgan. Deinak, un29°=0/484x (10 4 aniqglikda)
Yugoridagi (6.16) formula n-,=0 bo'lganda ushbu
A*b 0O)+/'(()) m
ko'rinishni oladi. Bu formula (I +x)* JI +x,e",In1+x).sinx. tgx
funksiyalar uchun quyidaqgicha bo'ladi:
@+ x)y= ~ 1+ fix,

A+ Ve 1+ —x,
2

<1 » 1 + X,
In( 1+ x) « X,
Sin XXX,

tgx  « X.
5—8. Yuqori tartibli hosila va differensialar

1". Funksiyalarning yuqori tartibli hosilalari. f(x) funksiya
(a.h) intervalda aniglangan bo'lib, uning har bir .. nuqtasida f(x)
hosilaga ega bo'lsin. Ravshanki, f\x) hosila x o'zgaruvchining
funksiyasi bo'ladi. Bu f'x) hosila ham o0’z navbatida biror
xoe (a.h) da hosilaga ega bo'lishi mumkin.

5-ta'rif. Agar f(x) funksiya (a,b) intervalning har bir xe(a.b)
nuqtasida .y hosilaga ega bo'lib, bu /(~) funksiya xoe(a.b)
nugtada hosilaga ega bo'lsa, u Ax) funksiyaning a0 nuqtadagi
ikkinchi hosilasi deb ataladi. Funksiyaning ikkinchi tartibli

dx belgilarning bin orqgali yoziladi.

Ax) funksiyaning uchinchi, to'rtinchi va h.k. tartibdagi
hosilalari xuddi shunga o’xshash ta'riflanadi. Umuman, /(a)
funksiya (a,b) intervalning har bir xe(a,b) nugtasida (n-1)-tartibli
/ =-(ay hosilaga ega bo'lsin. Bu /@) funksiyaning x0e(a,b)
nugtadagi hosilasi (agar u mavjud bo'lsa) Ax) funksiyaning xo
nuqtadagi n-tartibli hosilasi deb ataladi va
dx’ larning biri orgali belgilanadi. Odatda

Ox) funksiyaning f'(x),fnfx).. hosilalari uning yuqori tartibli
hosilalari deyiladi.
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Shunday qilib, f(x) funksiyaning xe(a.h) da wu-tartibli
hosilasining mavjudligi bu funksiyaning shu nuqta atrofida 1
2—...... (n-i)-tartibli hosilalari mavjudligmi tagozo etadi. Ammo
bu hosilalarning mavjudligidan «-tartibli hosila mavjudligi,

umuman aytganda, kelib chigavermaydi. Masalan, y=-*~

funksiyaning hosilasi i‘=v fao'hb, bu funksiya— da hosllaga_
ega emas, ya'ni berilgan funksiyaning p=0 da birinchi tartibli
noblt bl mavjud, ikkinchi tartihli hosilasi psa maviud emas.
Misollar garaymiz,
1) y=x* bo'lsin (n:>0 va /j<R . Bu funksiyaning hosilalarini
ketma —ket hisoblaymiz:

_y' :ux"ﬂn_l_
y =)=y -
ya=CO'= - D*"2)' =m(m - -2)X"Y

Berilgan funksiyaning n-tartibli hosilasi uchun ushbu
=/¢0;-\Xu-2)..\yg-n +\)x“" (6.17)
formulaning o’rinli  bo'lishini matematik induksiya usuli
yordamida ko'rsatish giyin emas. Ma'lumki, n=1 da
y' =fixu\
bo'ladi. Endi (6.17) formula «=* da o'rinli, ya'ni
yU = L(/U-I)...(/U-n + )x"“ *
bo'lsin deb, wuning n=%+1 da o'rinli bo'lishini ko'rsatamiz.
Ta'rifga ko'ra y*n)={y*)' « Demak
=(/)= - D - 2)..(/ - k+]x-k) =
=/I(i-1)(li-2 ) A+1XA-
Bu esa (6.17) formulaning n=k+l da ham o'rmli bo'lishini
bildiradi. Demak, (6.17) formula ixtiyoriy fieN uchun o'rinli.
(6.17) da u ixtiyoriy hagiqiy son. Xususan, //=-1 bo'lsin,

Unda y=¢, funksiyaning wm-tartibli hosilasi

X

(%> = (-1X-2 = (3! (6-18)

bo'ladi.
2) y=\nx (x>0) funksiyaning n-tartibli hosilasini topamiz. Bu

funksiyaning hosilasi / =- bo'lishidan hamda (6.18) formuladan
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y<-(,m> -(1)"
formula kelib chiqgadi. Demak,
gn x r, '(d)"* - (x>0)

3) y=a’ (a>0,a#1i) bo'lsin. Bu funksiyaning hosilalarini
ketma —ket hisoblaymiz:

y =a*lIna,
y"=(a*Ina)' =axIn‘a.
y”=(a*In2a)-a'In’"a

Bu munosabatlarga garab y=a‘ funksiyaning «-tartibli hosilasi
uchun ushbu

y(=a*In"a
formulani yozamiz. Uning to'g'riligi yana matematik induksiya
usuli yordamida osongina isbotlanadi. Demak,

(ax)(m =ax\n"a.
Xususan, vnew uchun (e*)'"'=e’.

4). y—sinx bo'lsin. Ma'lumki, bu funksiya uchun y-=coax. Biz
uni guyidagi

y' = (sin x)* = cos X= sin( X+

ko'rinishda yozib olamiz. So'ngra y=sinx funksiyaning keyingi
tartibli hosilalarini hisoblaymiz:

y" = (cos*)' = -sin* = sin(jc + 2-"-).
y" = (-sinx)" =- cosx =sin(x +3~),

y"1’ = (-cos x)' =sinX=sil(V+4-),
Bu ifodalardan esa y =sinx funksiyaning «-tartibli hosilasi uchun
<) = sin +n—
y <) = sin(x 2)

formula kelib chigadi. Uning to'g’riligi yana matematik
induksiya usuli bilan isbotlanadi. Demak,

sin x) = sin( X+,

Xuddi shunga o'xshash
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(e0s X))’ = «H X + 1l —) .

2°. Sodda qoidalar. (X) va g(x) funksiyalar (ub) intervalda
aniglangan bo'lib, ulai xe(a,b) rmqtada «-tartibli / [”(x), g " (x)
hosilalarga pga bolsin. Buni quyidagicha tushinish loznn: f(x) va
g(x) funksiyalar a nuqtam o’z ichiga oigan (a,fUc(a,h) intervalda
f-.f*../' 1 hamda g¢'-g",~gir" hosilalarga ega bo'lib, v
nuqglada esa J' ,g'"" hosiiaga ega. U holda
1) (cf(x))M=cf {")(x),c = comi;
2)  (I(x)xgx)in=/""(x)xgI”(x\
3j IMf(,x)g(x))M =f M(.x)g(x) + Cnfi"-"(x)g"(x) +C': ["("-2(x),ti" (X)-+ ...+
- Ngfe)gW(x) | ..+ /(xjgW (¢)
bo'ladi, bunda
cu_n(n-N..(«-k+1
K
6.9-misol. Ushbu

f(x) — z2x+3 X*2.Xx*3
X —b5x+ 6
funksiyaning »-tartibli hosilasi topilsin.
< berilgan funksiyani quyidagicha

7
/00 =g +— 1
yozib olamiz. So'ng
1 (-1)«!
X+aj x+a)*1
formuladan foydalanib topamiz:
2x +3 nl 9(-1)"«!

- 5x+6J (x-2),# (x-3)™*1

3°. Murakkab funksiyaning yuqori tartibli hosilalari. u=f(x)
funksiya (ab) intervalda, y=F(u) funksiya esa (c,d) intervalda
aniqlangan bo'lib, ular yordamida y=F(f(x)) murakkab funksiya
tuzilgan bo'lsin. n=f(x) funksiya xe(a,A) nuqtada ikkinchi tartibli
f(x),y =F(u) funksiya esa mos u(u=/(*)) nuqtada ikkinchi tartibli
F’(u) hosiiaga ega bo’'lsin. Ikkinchi tartibli hosila ta’rifiga ko'ra

vi= (RN =[(FUGONT

bo'ladi. Murakkab funksiyaning hosilasmi hisoblash formulasi
(6.5) dan hamda ko’paytmaning hosilasini hisoblash formulasi
(6.9) dan foydalanib topamiz:
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V(I-XAX)))'V=VEAR(X) Y £ (X)\ =[FAI (X)) \FAx) +
+"U'(X)) (f\x))' =F\fx)) fix) s(x) +F'UXx)) «f\x) =
=F\f(x))f2*) + F\f(x)) mTv)
Demak,
I =[O7(*)F = F\f(x))f'\x) +F\f(x))f\x).
Xuddi shunga o'xshash «=/(*) funksiya xe(a.b) nuqtada f"(x) va
y =F(u) funksiya esa mos «(«=/(*)) nugtada F"(u) hosilaga ega
bo’lsa, murakkab j =F(f{x)) funksiya ham ie(a,6) nuqtada 3—
tartibli hosilaga ega bo'ladi. Bu hosila quyidagicha hisoblanadi:
V' =[F(f(xW =1 Ax))YT =[F"(f(x))f"\x)+FXf(x)y/'(a)]"' =
=F'C/W) /"(X)+F (/(j-))2F\x)mfix) +F’(J(x))mf'(x)fix) +
+ /M ) of ™ = /e (I(-v)) oix) FAX ) + 3™ (/(*)) /' (*) I'(n) +F (/W ) ofix)-
Shu yo'l bilan murakkab funksiya y=F(f(x)) ning istalgan
tartibli hosilalari ham hisoblanishi mumkin.
4°. Funksiyaning yuqori tartibli differensiallari
Faraz gilaylik, f(x) funksiya xe(a.b) nuqtada ikkinchi
taitbli f"(x) hosilaga ega bo'lsin.
da'rif. f(x) funksiya differensiali dyning xe(a,b) nuqgtadagi
differensiar. funksiyaning ikkinchi tartibli differensiali deb
ataladi. Funksi®”jg ikkinchi tartibli differensiali d2fix') yoki
dzy kabi belgilanacn,
dy =d{dy) Yokj clXix) =d(dfix)).
Endi differensiallash qoia»sigan foydalanib topamiz:
d % =d(dy) =diy'dx) = dxa(y') = dx.y 'tx = y'(dx)2
Demak,
dly =y"dx2 (6.19)
bunda
dx2 =dxdx = idxf
Xuddi yugqoridagiga o’xshask re(ab) nugtada funksiyaning
3 —tartibli differensiali ta'riflanadi:
diy =d(d2y) * diy’dx') =dx’diy") =y 7dx*
bunda dx1=(dx)2 Umuman funksiyaning (w-1)- tartibli differensiali
J("ny dan olingan differensial f(x) funksiyaning xe{a,b)
nugtadagi wm-tartibli differensiali deb ataladi va u d*y yoki d"f(x)
kabi belgilanadi:
dny =d(d"~'y) yoki d"fix)=did"1f(A)
Bu holda funksiyaning n-tartibli differensiali un.-,g ,-tartibli
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hosilasi orgali quyidagi

d"y =yI"dx"
ko rinishda ifodalanadi. Uning to'g'riligini matematik induksiya
usuli yordamida isbotlash mumKkin.

/(v) va ~a) funksiyalai (a.h) Tuleivalda aiiiglaixgaii bo'lib, ular
xE{a,b) nuqtada «-tartibli differensialga ega bo'lsin. U holda
ushbu

1) d"(c m (v))=cd*f(x),c = const

2y d"f(x)£g(x))=d"sa) £ d"g(x)\

3) d'(f{x)g(x)) =d°"(x)g{x) +C"d (- B\x)-dg(x) +...+ I(x)dMg(x)
formulalar o'rinli bo'ladi.

Endi murakkab funksiya y=F(/(x)) ning differensialini
hisoblaymiz. Ma'lumki, y =F(f(x)) =tp(x) funksiyaning differensiali
dy = <p\x)dx = (F(x))'dx
(F(f(x)))" = F'(f{x))- f(x)

bo'lib, u
dy =d(F(x)) = F\f(x))f\x)dx =F'(f(x))df(x) (6.20)
ko'rinishga ega bo'ladi.

Demak, funksiya murakkab bo'lgan holda ham funksiya
differensiali funksiya hosilasi F'(f(x)) bilan (bu holda argument
f(x) bo'ladi) argument f(x) ning differensiali df(x)
ko'paytmasidan Iborat ekanligini ko'ramiz. Odatda bu xossani
differensial fomiasining invariantligi deyiladi. Bunda (6.14)
formuladagi dx argument x ning ixtiyoriy orttirmasi Ax ni
(Ax=dx) bildiradi, (6.20) formuladagi df(x) esa x o'zgaruvchiga
bog'lig bo'ladi.

Endi y=F(f(a) murakkab funksiyaning ikkinchi tartibli
differensialini hisoblaymiz. Ta'rifga ko'ra

dty =d 1(F(f(x)i) =d(dF(f(x)))
bo ladi. Differensiallash qoidasidan foydalanib topainiz:
dly =d(F\f(x)) mf(x)) = d(FX/(.x)))d/(x) + F'(f(x)) m(f(x)) =
= F\f(x))df2(x) + F.\f4x)) = 2f(x),
bunda df2x) =df{x) df{x) = (df(x))1..

Demak,

d2y =d2(F(f(x)) = F\f(x))df2(x) + F\f(x))-d 2 (x) (6.21)

Bu (6.21) formula bilan (6.19) formulani taqgqoslab,
ikkinchi  tartibli  differensiallar differensial formasining

invariantligi xossasiga ega emasligini ko’ramiz.
y = F(f(x)) funksiyaning uchinchi va hokazo tartibli



differpnsiallari yugoridagidek birin —ketin hisoblanadi.
6—S8. Differensial hisobning asosiy teoremalari

Ushbu paragrafda differpnsial hisobning asosiy teoremalarini
koltirarriiz. Bu teoremalar kelgusida, aynigsa funksiyalarni
tekshirishda muhim roi o'ynaydi.

4-teorenia (Ferma teoremasi). /(x) funksiya biror X <R
oraiigda aniglangan va bu oraligning ichki ¢ nuqtasida o'zining
eng katta (eng kichik) qiymatiga erishsin. Agar bu nuqtada
funksiya chekli '(c) hosilaga ega bo'lsa, u holda

f'{c)=0
bo'ladi.

< f(x) funksiya ¢ nuqtada eng katta giymatga ega, ya'ni
VxeX da f(x)<f(c) tengsizlik o'rinli, shu bilan birga bu c¢
nuqgtada chekli ~fxcT hosila mavjud bo’lsin. Ravshanki

Ac)ziun o~ im »t_S_CM)éélz'
Ayni paytda

hm /(Ew m <o. te,
XACH - x —C X4%C  x —C
bo’ladi.

Yuqoridagi munosabatlardan

.f\c) =0

ekani kelib chigadi. »

Shunga o’xshash, funksiya c¢ nuqtada eng Kkichik giymatga
ega va bu nuqtada chekli /'(c) hosilaga ega bo’lganda ham

f'(c)- 0 bo'lishi ko'rsatiladi. » (qgaralsin 32 —chizma)



5—teorema. (Roll teoremasij. /<@ funksiya [«A segmentda
uzluksiz, f(a)=f(b) bo'lsin. Agar bu funksiya (/.6) intervalda
chekli hosilaga ega bo'lsa, u holda shunday c¢ ia<c<b) nugta
topiladiki,

V) =Q
bo'ladl.
< f(x) qunksiya [aA segmentda uzluksiz. Demalk,
VeArcjiaiiuaaaainy L»ililfC-TA |ru|/‘iiciaiyci:«ﬁl il/uEJ_, i )(/.;]\ Ilvw»:) ?»'U

oraligda funksiya o'zining eng katta giymati M va eng kichik
giymati m ga erishadi.
1) m=M bo'lsin. Bunda f(x)-consi, xe(a.b) bo'ladi. Ravshanki,
bu holda Vc6(a,i) uchun fic)=0 bo’ladi.
2) m<M bo'lsin. Bu holda f(a)=fib) bo’lgam wuchun /(¥*)
funksiya o'zining eng katta qiymati M, eng kichik qgiymati
m larning kamida bittasiga \ab\ segmentning ichki ¢
(a<c<b~) nuqtasida erishadi. Ferma teoremasiga asosan bu
nuqgtada
I"(c) =0
bo'ladi. »
6—teorema. (Lagranj teoremasi). fix) funksiya [a,b\
segmentda uzluksiz bo'lsin. Agar bu funksiya (ab) intervalda
chekli fix) hosilaga ega bo'lsa, u holda shunday c¢ (a<c<b)
nuqgta topiladiki, bu nuqtada
= ba (6.22)
bo'ladi.
m f(x) funksiya [ab] segmentda uzluksiz bo’lib, uning ichki
nuqgtalarida chekli fix) hosilaga ega bo'lsin. Bu funksiya
yordamida quyidagi

FO)=/()-T@+ | . (ca).

funksiyani tuzaylik. Ravshanki, bu funksiya [ab segmentda
uzluksiz bo'lib, (a.b)intervalda esa

nx)=nx).m zm
b-a

hosilaga ega. F{x) funksiyaning x=a va x=b nuqtalardagi
giymatlarini hisoblaymiz: F(a)=F(b)=0 Demak, Fix) funksiya Roll
teoremasining barcha shartlarini ganoatlantiradi. U holda a va b
orasida shunday c¢ (a<c<b) nuqta topiladiki, F'{c)=0 bo’ladi.
Shunday qilib,
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va bundan (6.22) formula kelib chigadi. » (garalsin 33 —
chizma)

7-teorema. (Koshi teoremasi). /(*) va g(x) funksiyalar [a,b)
segmentda uzluksiz bo'lsin. Agar bu funksiyalar Ja7b) intervalda
chekli fx) va g'(x) hosilalarga ega bo’lib, vxe(a,2) uchun g\x) *0
bo'lsa, n holda shunday ¢ (u<c<b) nuqtada topiladiki,

m zm .m ,6.23,
g(b)~g(a) g\c)
tenglik o'rirti bo'ladi.

m (6.23) tenglik ma'noga ega bo'lishi uchun g(b)*g(a)
bo'lishi kerak. Bu esa teoremadagi g'(x)*o, (xe(a,b)) shartdan
kelib chigadi. Hagigatan ham, agar g(h)=g(a) bo'hb qoladigan
bo'lsa, u holda g(x) funksiya Roll teoremasining barcha
shartlarini ganoatlantirib, biror ce(a,b) nuqtada (bunday nuqta
Roll teoremasiga ko'ra topiladi) g\c)=0 bo’lib goladi. Bu esa
\txe(a,b) da g'(x) *0 shartga ziddir. Demak, g(b)*g(a)

Endi f(x) va g{x) funksiyalar yordamida quyidagi

PO =100~ Aa) - G gV ) - "

funksiyani tuzaylik. Bu funksiya [ab\ segmentda uzluksiz bo'lib,
(a,b) intervalda

F'(x) = f'(x) - /"%*)}~ /%ag *g\x)
é(b) —g(a
hosilaga ega. So’ngra F(x) funksiyaning x=ax=b nuqtalardagi

giymatlarini hisoblaymiz: F(@=F()=0. Demak, F(x) funksiya
ia,b\ segmentda Roll teoremasining barcha shartlarini
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ganoatlantiradi. Shuning uchun a va b lar orasida shunday c
(a<c<b) topiladiki, F\c)=0 bo'ladi. Shunday gilib,

0=F"'(x)=f(x)-f((h)~f(ia)- " x).
()=10)-T(R)=F2)- %)
va unday (6.23) tengliknmg o'rinli ekani kelib chigadi. »

—Xususan,— g(T)=x bo'lgauda—Koshi— tporemasidan Lagranj
teoremasi kelib chigadi.

7~8. Teylor formulasi

lo. Funksiyani yaqginlashtirish hagida Ma'lumki, funksiya
matematik analiz o’rganiladigan asosiy tushuncha. Ko'pgina
masalalar esa funksiyani hisoblash (berilgan nuqtada giymatini
topish) bilan bog’lig. Funksiyaning murakkab bo'lishi bunday
hisoblashlarda katta qiyinchiliklar tug'diradi. Natijada noqulay
va murakkab funksiyani o'ziga garaganda sodda va hisoblashga
gulay bo'lgan funksiya bilan yaginlashtirish —taqribiy ifodalash
masalasi yuzaga keladi. Bu masalani ha] qgilishda ko’p hollarda
Teylor formulasidan foydalaniladi.

Shuni aytish kerakki, xususiy holda bunday masala bilan
funksiya orttinnasi Ay ni uning differensiali dy bilan taqribiy
ifodalash (Aydy) jarayonida tanishgan edik. Ma’lumki, (x)
funksiya xqe(a,n) da differensiallanuvchi bo’lsa, uni quyidagi

f(x) =f(xa)+ f'(xa) (x-xa)+ o(x- x0)
ko'rinishda yozish mumkin. Bu esa nuqtaning etarli kichik
atrofidagi x nuqtalarda f(x) funksiya ushbu
P¢x) =f(.xa) +f'(x0)(.X-JT0)
chizigli funksiya (birinchi darajali ko'phad) bilan taqribiy
ifodalanishini ko’rsatadi.
2°. Ko'phad uchun Teylor formulasi Ushbu

= +al(x-x0)+a,(x-x02+..+a,,(x-x0)n (6.24)
(bunda ao,al,a2...,aa Vva xo 0’zgarmas haqigiy sonlar, nen)
ko’phadni qgaraylik. Bu ko’phadni ketma—ket , marta

differensiallab topamiz:
K (x)=a, + 202(x-x0)+ 3a3(x-x0)2+... + i7an(x - x oy
P¢(x) =2al+ 3¢2a,(x- x0)+ ...+ n(n- \)a, (x - x0)'1'2,
PIXX) = 3-2aj+..+n(n-\)(n-2)an(x-x0)"A, (6.25)

P (x) =n(n -1)(n - 2).. 20,



Bu (6.24) va (6.25) tengliklarda n=x0 deb olinsa, unda benlgan
f\(x) ko'phad va unmg hosilalari /™'(*) (¢6=12,..«) ning i,
uuqtadagi giymatlari topiladi:

P AxJ =a<

p;(xa) =v,ax,

P"(x,,) =2\a2.

C \x 0) =n\a,,
Ulardan
«0 =Pn(xo).

Pn"\Xo)

kelib chigadi.
Shunday qilib, P,(X) ko’phadning koeffitsientlari ko'phad va

uning hosilalarining x0 nuqtadagi qiymatlari orgali ifodalanadi.
Koeffitsientlarning bu giymatlarini (6.24) ga go'ysak, unda
"(*):I'I<*.)+2ij_lI (*-*)+...+ d (x-xor (6.26)
bo'ladi
(6.26) formula ko'phad uchun Teylor formulasi deb ataladi.
3°. Ixtiyoriy funksiya uchun Teylor formulasi. /(*) funksiya
(a,b) intervalda aniglangan bo'lib, u x0Oe(ab) nuqtada
/ “"(jr0) hosilalarga ega bo’lsin. Funksiyaning nuqtadagi

hosilalaridan foydalanib, quyidagi

P.(/;X)=Pn(x)=/(*,) + 1 (*_*,)+ 2 (X_*o»+...+ d {x-x0r
ko’phadni tuzaylik.

Agar qaralayotgan f(x) funksiya w-darajali ko'phad bo'lsa,
unda yuqorida (2—bandda) aytilganga ko'ra

f(x) =Pn(,f:x)
ya’ni
nx)=fM +q ~ (x- Xo)+ qZ A (X-Xj>4LHE N (X - Xir
1 ! n!
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bo'ladi.
Agar f(x) funksiya ko'phad bo'Imasa, ravshanki,
fO)*P,(3'-%)
bo'lib, ular orasida farq yuzaga Kkeladi. Biz uni /2.(r) orgali
belgilaylik:
—————————————— ft W - (/)

Natijada ushbu
f(x) =PJf:x)+R (x)

ya'ni

f(x):f(x0)+f"]1(x - X O)+"-2’I‘-(x-x0)1+. .+"-~'~ (x-xoy +RJIx) (6.27)
! n!

formulaga kelamiz. Bu (6.27) formula f(x) funksiya uchun Teylor
formulasi deb ataladi. RJxj esa Teylor formulasining qoldiq hadi
deyiladi.

f(x) funksiyamng P,(f\x) ko'phad bilan taqribiy f(x) ~Ph(fx)
ifodalashda Teylor formulasidan keng foydalaniladi. Bunda
goldig had R,.(x) ni baholash muhim. Bu masalani hal qilish
uchun f(x) funksiyaga "og’irroq" shart qo'yishga to'g'ri keladi.

f(x) funksiya (ab) intervalda aniglangan bo'hb, u shu
intervalda uzluksiz f'(x\f"(x),...,f'"n\x) hosilalarga ega bo’lsin
degan edik. Endi (ab) intervalda bu funksiyaning («+l)-tartibli
f* 9(x) hosilasi ham mavjud bo'lsin deymiz. (ab) intervalda
argument * ning ixtiyoriy giymatini tayinlab quyidagi

F(D)=f(x)-(1)- X342 . S(x-t)"  (6.28)

yordamchi funksiyani tuzamiz wva uni [x0.x]c:(a,b)  (yoki
[AXO]c;(a,6)) segmentda qaraymiz. F(t) funksiyaning (6.28)
ifodasidan umng |WIx) segmentda uzluksiz bo’lishini ko'rish
giyin emas. Bu funksiya (x0x) intervalda hosilaga ham ega.
Hagigatan ham,

FXO =-/"(/) fxf féo(x-ty- ro) (x-t)
7 (4.0 ;y yn P NO o va 0,
o (x-t) " 1)!(X t) (x-ry
Demak,
FXO- (x-t)" (6.29)

Endi [x0N segmentda uzluksiz va (x0.x) intervalda chekli (nolga

tit



teng bo'lmagan) hosilaga ega bo'lgan biror <) funksiyani

olaylik.
/m() va <) funksiyalarga v| segmentda Koshi teoremasini
go'llanib topamiz.
P(x)~ F(X0)_ F (c) ir- 'yr\\
<P(x)-<p(x0)  <p\c)
bunda,

xa<c<x (c= +0(x- va).0<0O<)
Yuqoridagi (6.28) funksiya uchun
F(x) =0, F(x0)=/2,(*)
tengliklarga egamiz. Endi (6.29) tenglikdan t=c da

FXe)--%"g-c)
bo'lishini e’tiborga olsak, unda (6.30) tenglikdan
<p(c) ni (631)
(c=x0+&(x-xc)) formula kelib chigadi.

Shunday qilib, Teylor formulasining goldiq hadi uchun (6.31)
formula topildi. Bu holda f(x) funksiyaning Teylor formulasi
quyidagi

fX)=F(xJ+HI M (Xx-X] +HEN(X-XOy +.+ £ (x-Ny +

VX)-=<A<) 17 V),

<p\c) n\
(c=*0+ 0(x—x0),0<0<1) (6.32)
ko'rinishda yoziladi.

Teylor formulasidan kengroq foydalanish magsadida, uning
goldiq hadining turli ko'rinishlarini keltiramiz.

1). Koshi ko'rinishdagi qoldig hadli Teylor formulasi.
Yugorida garalgan <pf) funksiya sifatida ipt)=x-t funksiyani
olaylik. Ravshanki, bu funksiya [x0,x]c(a,;)segmentda uzluksiz,
(x0.x) intervalda esa chekli <pt)=-1 hosilaga ega. Bu funksiya
uchun tp(t)=or<p(xj=x- x0 bo'ladi. Natijada (6.31) formula

quyidagi

" (9= (xx)=
« n\ ni
(o<e<))
ko'rinishni oladi. Qoldig hadning bu ifodasini (6.32) ga qo'yib
topamiz:
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+f,"H(-0(x-xj'0~Or
Bu (6.33) formula f{x) lunksiyaning Koshi ko'rinishdagi qoldig
hadli Teylor formulasi deb afdiadi.

2). Lagranj ko'rinishidagi qoldig hadli 1leylor formulasi
bndi <p(t)=(x~iy™ funksiyani olayliU Ru funksiva ham |x0,x]c («*)
segmentda uzluksiz, (xt,r) intervalda esa chekli <g@)=-(n+\)(x-ty
hosilaga ega. Bu funksiya uchun

V(x) = 0,<p(x0) = (x - x,)"*"

(p'(c) =-(«+ 1)(t- ¢)",(C =x0+&(x - x,,X0 <B <)
bo’ladi. U holda yuqoridagi (6.31) formula ushbu
(c). -(y-~rfo_ ) \H

ko'rinishni oladi Qoldig hadning bu ifodasim (6.32) ga qo'yib,
topamiz:

(634)

tirnir(x-x'r °

Bu formula /(x) funksiyaning Lagranj ko'rinishidagi qoldiq
hadi Teylor formulasi deb ataladi.

Teylor formulasi goldiq hadining bu ko’rinishi sodda bo'lib, u
(6.34) formuladagi navbatda keladigan hadni eslatadi. Fagat
bunda funksiyaning («+I)-tartibli hosilasimng xo nuqtadagi
giymati o’rniga hu hosilaning ¢ (c=x0+9(x- x,)) nuqtada gimati
olinadi.

3). Peano ko'rinishidagi goldiq hadli Teylor formulasi /(*)
funksiya Teylor formulasinmg Peano ko'rinishidagi qoldig hadini
chigarishda  /(x) funksiyaga nisbatan qo yilgan shartni
"engillashtirish™ mumkin.

/(x) funksiya xoe(ab) nuqtaning biror L', (x0)c (a,6) atrofida
fA\x), " (x),..., fw (x) hosilalarga ega bo'lib, /™(x) hosila esa x.
nuqgtada uzluksiz bo'lsin. Bu funksiya uchun xzUs(xa) da ushbu

/(x):/(x0)+’\l(x-x0)+/\(x-x0)2+.A.+,\(X'XJ+ ~A A

(/7-1)! n\

Ito



(bunda c son bilan sorasida) formula o'rinli.
Hagigatan ham, yuqoridagi (6.34) formulada , ni «-1 ga
almashtirsak, u holda (6.34) formuladan (6.35) kelib chigadi.
Ravshanki, a-->xo da c->*0 bo'ladi. f"(x) esa xa nuqtada

uzluksiz. Demak,
lim/ (*V)= lim/ (*(©) =f ("\x0)
U holda

« A
tenglik o'rinli bo’lib, Igbn@a(jc):o bo'ladi.
Agar X->xo da or(X)(jc-xs)" =o((x-xoy) bo'lishini e'tiborga olsak,
natijada (6.35) formulaning qoldiq hadi uchun ushbu

e )0 Q) (636)
formulani topamiz. Endi (6.35) va (6.36) formulalardan
[« =/(*,)+ +11*AK- Ay +..+ 2 "AMAX- Xy + (R 3?)
+0((x-x0Y)

formulaga kelib chigadi. Bu formula /(*) funksiyaning Peano
ko'rinishidagi qoldiq hadli Teylor formulasi deb ataladi.

Demak, x-+xo da (6.37) formulaning goldiq hadi nolga intilib,
u (6.37) formulada o'zidan oldin keladigan har bir hadga
garaganda yuqori tartibli cheksiz kichik migdor bo'ladi.

Shunday qilib, biz yuqorida f(x) funksiya Teylor formulasi
goldig hadining turli ko'rinishlarini keltirdik. Yechilayofgan
masalaning talabiga garab u yoki bu ko'rinishdagi qoldig hadli
Teylor formulasidan foydalaniladi. Masalan, biror xo nuqta
atrofidagi x (1*1,) nuqtalarda f(x) funksiyaning qiymatlarini
taqribiy hisoblash kerak bo'lsa, Koshi yoki Lagranj ko'rinishidagi
goldig hadli Teylor formulalaridan foydalangan ma'qul, x->xo da
goldig hadi nolga intilish tartibinigina bilish lozim bo'lsa yoki xo
nuqta atrofida funksiyaning bosh gismini ajratish kerak bo'lsa, u
holda Peano ko'rinishdagi qoldig hadli Teylor formulasidan
foydalanish magsadga muvofig bo'ladi.

4U Makloren formulasi. f(x) funksiyaning (6.27) Teylor
formulasida x0=o0 deb olinsa, ushbu
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[(jr)=/(0) +S M X+n 2 ) x*+. N IM1 x- +TrjjC) ,6.38)
formula hosil bo’ladi. Bu holda qoldig had r:(x) quyidagicha:

a) Koshi ko'rinishida: rk—x**'(l - 9)" "1 "(0x)= rh(x),

—b) Lagranj ku'iinishida: <J-0* ;' "VM.

v) Peano ko'rinishida: r,(x)=0(x")

(0<o0<1) yozilishi mumkin.

Yuqoridagi (6.38) formula /(x) funksiyaning Makloren
formulasi deb ataladi.

Ushbu

() =1 0+ X Dxs OV 2, IR D,
oy gy il 2! (, +1)!

(0 <exl) Lagranj ko'rinishidagi qoldiqg hadli Makloren
formulasim qaraylik. Bu formulaning qoldiq hadini baholaymiz.
Faraz qaraylik, shunday M son mavjud bo Isinki, aiqument x
ning x,=o nuqta atrofidagi giymatlarida hamda neN ning barcha
giymatlarida

[/ w(X)[<A/
tengsizlik bajarilsin. U holda ushbu i1
X\
<M
(n + 1) (« + )

tengsizlikka ega bo'lamiz. x ning har bir tayin giymatida
i

lim— =0

(n +1)!
limit o'nnli bo'lishini e'tiboiga olsak, u holda n ning etarli katta
giymatlarida rjx) yetarli kichik bo'lishini ko'ramiz. Demak, Xo=0
nuqta atrofida /(x) funksiyani

/70)+ fXO)x+ f\o) X%+ .. +—/ W(O)X"
u 21

ko'phad bilan almashtirish mumkin. Natijada ushbu

16~ KQ) +Af>-;p)x +/\zi,2(r0’)x%+.. /lr:'(ro)x”

taqribiy formula kelib chigadi.
5°. Elementar funksiyalar uchun Makloren formulasi 1).
f(x)=e bo'lsin. Bu funksiya uchun f{\x)=e’ va /(0)=1,



/""(0)=u»=123.). U holda

o, XX X
< =14+ 4 + 1 (X)
r 2 '

bo’lib, uning qoldig hadi esa Lagranj ko'rinistnda quyidagicha
yoziladi:

Har bir xe[-a,a] (a>0) da |«fc|< e® bo'lishini e'tiborga olsak,
unda

n (»+1)!
- . . . aw. | .
tengsizlik kelib chigadi va da --—---—--- €’ ifoda va demak

r,(x) ham nolga intiladi. Natijada /(x)=e* funksiya uchun
quyidagi
X » 1+_+ _X__2_ +_)_(:_
12 n\
tagribiy formulaga ega bo'lamiz. Bu formuladan, xususan, x=I
bo’lganda, e sonini taqribiy hisoblash imkonini beradigan ushbu

» 1!-—+1| +. +—1

1 2! n\

formula hosil bo'ladi. Bu holda k(I)|<—-—
1 O»+ 1

2). [/(*)=sin* bo’lsin. Malumkl, bu funksiyaning »-tartibli
hosilasi  uchun fM(x):(sinx)M:sin(x+«--2) formula  o'rinli.

Ravshanki, /(0)=0 va
0, agar N— juft bo'lsa,
fil’)(O):sin7: t
-1
v (-1) 2, agar n—toq bo'lsa.
/(x)=sinx funksiyaning Makloren formulasi N tog son
bo'lganda
x3 *5 X7 — X"
inx =x 4 - S+ (-3 2
sin X = X 3!+ 5 7 + o+ (1) n\+r(x)
ko'rinishda yoziladi. Bu formulaning qoldiq hadi Lagranj
ko'rinishda quyidagicha yoziladi:



r,Ix) = ——g—;————:— sin( Ox +H ———7;———H‘|T) (0<9<)
Ravshanki, Vxe[-a.cj] (&) da

K(f)ls

2)

bo'lib, n->00 da +--7-z& ifoda va demak, m(x) ham nolga intiladi.
(7' |9B’| ® g

Shunday qilib, n — toq son bo'lganda ushbu

3 5 7 "1, «

sin X « X 1 35 7 t-o. + (-1) .F\-

taqribiy hisoblash formulasiga egqamiz.
3). f(x)—eosx bo'lsin. Bu funksiyaning n—tartibli hosilasi

uchun fw(x)=(cosxy' =cos(x+«*-) formulaga egamiz. Ravshanki,

/(0)=1 va
0, agar n—toq son bo'lsa,

/ (")(0) = cos-" Tr
~(-12, agar n—juft son bo'lsa

/(x) =cosx funksiyaning Makloren formulasi quyidagicha yoziladi.
2 4 6 a n

cos ﬁr=1—7 t——4! E!+...+(-1)2 " Hr (x)

(bunda n— juft son), uning qoldig hadi Lagranj ko'rinishida
quyidagicha yoziladi:

I-(X) - ———r———-l—?———cos( 9x In *, ff) (0<0<1)
(n + 2)! 2
Demak,
2 4 6 n n
008 JT ¢ 1 oot i+ (-1 e—r
2! 41 61 h

4). I(x)=In(l+x) bo'lsin. Ma'lumki, bu funksiyaning n —tartibli
hosilasi uchun ushbu

O ik ) <ot (0

formula o’rinli. Ravshanki, /(0)=0 /I;/ =(-0)""-(«-)i- Shuni
e'tiborga olib, berilgan funksiyaning Makloren formulasini
yozamiz:



In(l +x) =X- - + s +.+(-D)" 1-? +1,,(X) (6.38)

Bu formulaning qoldiq hadi r,(X) ni baholashda uning Lagranj

hamda Koshi ko'rinishlaridan foydalanamiz.
a) o<x<| bo'lsin. Bu holda (6.38) formulaning Lagranj
ko'rinishidagi
F-W - prixie gy
goldig hadini olib, uning uchun quyidagi
_
KWI_(»+O(]_+8§"I' n+1

bahoga ega bo’lamiz.

b) -a<x <0 o0<a<] bho'lsin. Bu holda (6.38) formulaning Koshi
ko'rinishidagi
r,X) =(-D"x" ] .
QO=CD" 0<0.<)  (6:39)

goldiq hadini olamiz. (6.39) tenglikni quyidagicha yozamiz:

" (1+0,jrj 1+0*
o'zgaruvchi x ning -a<x;, 0 (0<a<l) giymatlarida
1-0,
1+0x
tengsizlik o'rinli bo'lishini hisobga olib, topamiz.

<1

. 1
Jl-«, ] X-1 N X ant

kw | = (-0 140X  1+Qx  1-a

Demak, In(l+x) funksiya uchun quyidagi

In(1+ x) §“2~f|_.)f-l 4 n
tagnbiy hisoblash formulasi hosil bo'ladi.

5). /(*)=(+x)* bo'lsin, bunda aeR. Bu funksiyaning n—
tartibli  hosilasi uchun [/ ("(*)=(0 +r)°) =a(a-1)...(a-n+Dxa+*)*"
formulaga egamiz. Ravshanki, /(0)=1 / £ (0)=a(a-l)...(a-n+1).
/(x)=(@+x)a funksiyaning Makloren formulasi quyidagicha
yoziladi:

a(a-1

@+x)a=1+ -} = 1+..+ AT X+ 1),

goldiq had r,(x) esa ushbu
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I*(’.\j:«(«_l)' (a- ii+l)(1+<«)
Koshi ko'rinishida yoziladi. Endi ;Vvi<l bo’lganda

. -0
kil =al - - - )d H&)T
a(i_f.x1_~)..(i _fL)(1+ G - lx|™
1 2 «
bo'lib, da nolga intiladi.

Xususan, a=n bo'lsa, u holda r.=0 bo'lib, ushbu

A+ =1+ Ef(+ n-D 2, +00D-@o2*D

w
Nyuton binomi formulasiga kelamiz.

Shunday qilib, bu holda ushbu
A+xy ., +£*+ + LHfciW A ED) X
il 2 n
taqribiy formulaga egamiz.

Biz yuqorida elementar funksiyalarning Makloren
formulalarini keltirdik. Bu formulalarmng qgoldiq hadlarini asosan
Lagranj ko'rinishida yozib, so'ngra ularni baholadik. Elementar
funksiyalarning  Makloren  formulalarida ulaming qoldiq
hadlarini boshga ko'rinishlarda ham yozish mumkin. Masalan,
elementar funksiyalarning Peano ko'rinishdagi qoldig hadli
Makloren formulalari quyidagicha yoziladi, (*->0)

X X 2 x"

H e =1+ -+ + o(x ")
12
in x = B8 xs X7 L )7 4 cpm
R A e

(bunda n —toq son),

3) cos v=1 o1 A 6l +(-D)T —n\ +0(x")

(bunda n— juft éon),

4) Ln(l + x) = x — +E£—- — m .+ (-1D)" 1e— To{x")
5C' (] + X-)° :1’ + iax + a_i(__a___-__?-)x Jy L+ _aS:a___:_ Q“'_(E__-___n__f_:!-_)____z’_-y 0 ( i ’ )
1 2 n

Odatda bu formulalar asimptotik formulalar deyiladi.



M ashgqglar.

6.10. Ushbu
ar X ratsional son bo'lsin,

agar r irratsional son bo'lsa,
lunKsiyanmg x=o nytadagi hosilasi topilsin.

6.11. 1) Agar f funksiya nuqtada f{x0) hosilaga ega
bo'lsa, u holda shu nuqtada funksiyaning o'ng hosilasi /K + 0)
chap hosilasi /'(*,-0) lar mavjud va [/'(*,+0)=/'(*,-0)=/'(*,)
bo’lishi isbotlansin. 2) Agar f(x) funksiya xo nuqtada o'ng hosila
/'(x,,+0) chap hosila /'(*,-0) larga ega bo’lib, f(x,, +0)=/'(x0-0)
bo'lsa, u holda shu nuqtada funksiyaning /'(*,) hosilasi mavjud
va ['(*,)=f"(xa+0)=/'(x0- 0) bo'lishi isbotlansin.

6.12. Bir tomonli hamda cheksiz hosilalarning geometrik
ma'nolari kelitinlsin.

6.13. Ushbu
0, agar x=0 bo'lsa,
- — 1 1 xcd 'l
(%) = soagar bo<r<s bo isa,
--, agar --<*<—— bo'lsa
n n+1
funksiyaning X=0 nugtada differensiallanuvchi bo'lishi
isbotlansin.

6.14. Agar f(x) va <px funksiyalari x=a nuqtada hosilaga ega
bo’lmasa,
f(x) +<p(x),f(x)- <P (x),"- (<p{x)* 0
<p(x)
funksiyalar shu nuqtada hosilaga ega bo'ladimi? Misollar
keltirilsin.
6.15. Ushbu

§X: /'«
belgilashda chap tomondagi ifodani kasr deb garash mumkinmi?
6.16. Agar f(x) va g(xX) funksiyalar xe(a,b) nuqtada n — tartibli
f M{x),gw(X) hosilalarga ega bo'lsa,
1(*) +g(x)
funksiyaning »—tartibli hosilasini topish formulasi keltirib
chiqgarilsin. (Odatda bu formula Leybnis formulasi deyiladi).
6.17. Ferma, Roll, Lagranj teoremalari qganday geometrik
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ma'noga ega?
6.18. Ushbu
a) f(x)= - b) f{x)=in-
ViI+ X X- W
funksiyalarning Makloren formulalari yozilsm.
6.19. Asimptotik formulalardan foydalanib, ushbu

Wggoosx + o N

6.20. Ushbu
/(X) =|x3 =0 da

funksiya a=0 da uchinchi tartibli hosilaga egami? ¥ chi?
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VIl BOB
DifferensiaJ hisobning ba'zi bir tatbiqlari

Ushbu bobda funksiyaning hosilalari yordamida wuning
o'zgarish  xarakteri (oraiigda o'zgarmas giymatni saqglashi,
o'suvchi yoki kamayuvchi bo'lishi, maksimum va minimum
giymatlari), shuningdek funksiya grafigini tekshirish (funksiya
grafigining gavariq yoki botigligi, burilish nuqtalarini aniglash)
kabi masalalar o'rganiladi.

1—8. Funksiyaning o’zgarib borishi

1". Funksiyaning o'zgarmas qgiymatni saqlashi f(x) funksiya
(a.b) intervalda aniqlangan bo’lsin.

1-teorema, f(x) funksiya (ab) intervalda chekli f(x)_ hosilaga
ega bolsin. Bu funksiya (ab) intervalda o'zgarmas bo'lishi uchun
shu intervalda

f'{x) =0
bo'lishi zarur va yetarli.

Zamrligi. Shartga ko'ra /(*) funksiya (ab) intarvalda
o'zgarmas, ya'ni f(x) =c,c=const . Ravshanki, bu holda (ah)
intervalda f\x) =o bo'ladi.

Yefarliligi. Shartga ko'ra /(*) funksiya (ab) intervalda chekli
f[(x) hosilaga ega va f(x)=o0. Endi (a.b) intervalda istalgan x va
tayinlangan x0 nugqtalarni olib, [ro.r] yoki [x,x0\ segmentni
garayhk: Wo.x]c (ab), \x,xo\(z(a.b) Lagranj teoremasiga (6 —bobdagi
7 —teoremaga qarang) ko'ra xo bilan jc nuqtalar orasida shunday
c(c6(x0,9)) nuqgta mavjudki, ¢ ey=0 bo'lishini hisobga oigan
holda)

f(.x)-f(x0)=f(c)(x-x0)=0 (7.1)
tenglik o'rinli bo'ladi. (7.1) tenglikdan esa /(*)=/(*,) kelib
chigadi. Bu f(x) funksiyaning (ab) intervalda o'zgarmas ekanini
anglatadi. »

1— natija. Agar f(x) va g(x) funksiyalar (a.b) intervalda chekli
f(x) va g\x) hosilalarga ega bo'lib, shu intervalda
f(x) =9\)

tenglik o'rinli bo'lsa, u holda /(o bilan geo funksiyalar (a.b)
intervalda bir biridan o'zgarmas songa farq qiladi:
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/() =a(x)+C (C = com-r)
4 Haqgigatan ham,
FO) =f(x)-g(x) (7.2)
deb, (ab) da
FXX)- f'(X)= Yy (V) =»—mm e e e e

bo'lishini topamiz. Isbot etilgan teoremaga ko'ra F(X)=C bo'ladi.
(7.2) munosabatdan f(x) =x(x)+C ekani kelib chigadi. »

2°. Funksiyaning monoton bo'lishi. fix) funksiya (ufc)
intervalda aniglangan bo'lsin.

2—teorema. fix) funksiya (ab) intervalda chekli f{x) hosilaga
ega bo'lsin. Bu funksiya shu intervalda o'suvchi (kamayuvchi)
bo'lishi uchun (ab) intervalda

f\x)>o (/'(*) <o)

tengsizlik o'rinli bo'lishi zarur va yetarli.

< Zarurligi. Shartga ko'ra f(x) funksiya (a.6) da chekli f(x)
hosilaga ega bo'lib, u (ab) intervalda o'suvchi (kamayuvchi).
vxe(a,6) nuqtani olib, u bilan birga (x+Ax)e(a,b) nuqtani ham
garaymiz. U holda

Ax>0 da f(x)<f(x +Ax)  (f(x)>f(x +Ax)
i\x<o0 da fix) >f(x +Ar)  (/(x)</(x +AX)

munosabatlar o'rinli bo'ladi va bu munosabatlardan har doim

fix +Ax)- fix) ~ 0 <fjx +Ax)- fjx) * 0
AX " I, AX J
tengsizlik kelib chigadi.
Ma'lumKki,
Um /(x + Ax)-/(x) _frX) (? 4)
Ax-*0 Ax

(7.3) va (7.4) munosabatlardan (4—bobning 4—8§ iga qarang)
intervalning barcha nuqtalarida

fix)> 0 (/" (x)< 0)
tengsizlik o'rinli bo'lishini topamiz.

Yetarliligi. Shartga ko'ra fix) funksiya (ab) intervalda chekli
I'(*) hosilaga ega bo'lib, shu intervalda fix)>0 {.fix) <o)
tengsizlik o'rinli.

\/xe{a,b) va (X+Ax)e(a,b), Ax>0 nugtalami olaylik. Bu holda
[x,x+AxC ia,b) bo’hb, (xx+Arl segmentda fix) funksiya Lagranj
teoremasining barcha shartlarini  ganoatlantiradi. Lagranj
teoremasiga muvofig x va x+Ax nugqtalar orasida shunday
c(x <c<x+Ax) nuqta mavjudki, ushbu
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J(x+AX)- f(x)= f'(c)Ax
tenglik o'rinli bo'ladi.
Demak,
f(x +.\x)~j(x)>0 (/(r+ AX)- f(x)<0)
Bundan f(x) funksiyaning (ab) intervalda o'suvchi (kamayuvchi)
bo’lishi kelib chigadi. »

2-§. Funksiyaning ekstremum qgiymatlari

f(x) funksiya (ab) intervalda berilgan bo'lib, x,€(0,i) va
fi(X0) = 0-S,x 0+rfH)c(a,/i)
bo'lsin.
1-ta'rif. Agar V*ei/f(x0) uchun
709 </, CO>/(*.))
bo’lsa, f(x) funksiya xo nuqtada mlokal maksimumga (lokal
minimumga) ega deyiladi. f(x0) giymat j\x) funksiyaning vt{xt)
dagi lokal maksimumi (lokal minimumi) deyiladi.

2-ta'rif. Agar Vxei/f(*O\{x, }=l/f(;d uchun

f(X)<f(x,) LI/
bo'lsa, f(x) funksiya xo nuqtada qat'iy lokal maksimumgqga (qat'iy
lokal minimumga) ega deyiladi, /(x0) giymat /(x) funksiyaning
il,,.(x0) dagi gat'iy maksimumi (minimumi) deyiladi.

Yugoridagi ta'riflardagi xo nuqta f(x) funksiyaga mos ravishda
maksimum (minimum), qat'iy maksimum (gat'iy minimum)
giymat beradigan nuqta deb ataladi.

Funksiyaning Ue(x0) dagi maksimum (minimum) giymatlari

1) = a5/} 0= gig {(X)D)
kabi belgilanadi. Bunda max (min) lotincha maximum (minimum)
so'zidan olingan bo'lib, eng katta (eng kichik) degan ina'noni
anglatadi.

Funksiyaning maksimum va minimum umumiy nom bilan
uning ekstremumi deb ataladi.

Masalan, /(x)=VT-x2 funksiya x=0 nuqtada maksimumga
erishadi. Chunki VxeL”xjcd-i.i]) (<6>0) uchun /(x)</(0) ya'm

1(*) =>T-V </(0) =1
bo'ladi.

Funksiya hosilalari yordamida uning ekstremumlari hamda
funksiyaga ekstremum giymat beriladigan nuqtalar topiladi.
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1). Ekstremumning zaruriy sharti. f(x) funksiya xoe(a.s)
nugtada maksimum (minimum) ga erishsin. Ta'rifga ko'ra,
VxetJ.Xx,,) da f(x0)>f(x) (/(.r,,)</(x)) bo'ladi.

3—teorema. Agar f(x) funksiya xoe(ab) nuqtada chekli f(x0)
hosilaga ega bo'lsa. u holda

A*0=0

bo'ladi.

< Bu teoremaning isboti henna teoremasmi qgo'llash bilan
kelib chigadi. »

Birog, f(x) funksiya uchun biror x'e(ab) nuqtada chekli
hosilasi mavjud va /4x"=0 bo'hshidan wuning x' nuqtada
ekstremumga ega bo'lishi har doim kelib chigavermaydi.
Masalan f(x) =x* funksiya uchun fix)=3x2 va *=0 nuqtada
/"(oy=0 bo'lsa ham u a-=o0 nuqgtada ekstremumga ega emas (bu
funksiya gat'iy o'suvchi ekanligi bizga ma’lum),

Demak, yuqgoridagi teorema  funksiya ekstremumga
erishishning zaruriy shartini ifodalaydi.

Odatda funksiya hosilasini nolga aylantiradigan nuqtalar
funksiyaning statsionar (turg'un, kritik) nuqtalari deb ham
ataladi.

Biz f(x) =]{ funksiyaning *=o0 nuqtada (6 —bob, 1—8) hosilasi
mavjud emasligini ko'rgan edik. Bu funksiya .=o0 nuqtada
minimumga ega bo'lishi ravshandir. Demak, funksiya hosilaga
ega bo’Imagan nuqtalarda ham ekstremumga erishish mumkin.

Shunday qilib, f(x) funksiyaga ekstremum giymat beriladigan
nuqtalarni:

Funksiyaning statsionar nugqtalari, funksiyaning hosilasi
mavjud bo'lmagan nuqtalari orasidan izlash kerak ekan. Odatda
bunday nuqta funksiya ekstremumga sinaladigan nuqta deb
ataladi.

2). Ekstremumning yetarli shartlari. /(x) funksiya xo
nuqtada uzluksiz bo'lib,

7 (*0) =(0-N* O} (<)
da chekli f\x) hosilaga ega bo'lsin.
a) Agar
Vxe (Xo-,>x0 uchun f'(x) >0
Wxe (xo.x0+5) uchun f(x) <0
bo’lsa, ya'ni f\x) hosila xo nuqtadan o'tishda o'z ishorasini “+"



dan " ga o'zgartirsa, f(Xx) funksiya X0 nuqtada maksimumga
ega bo'ladi.
ml Hagigatan ham, (*»>'*) da f(x) funksiyaning qat'iy
o’suvclii va
‘|Il’p f(x) =f(x,,)
bo'lishidan, Vxe(xo-s,xa) da
1(+*)<l(w*,)
tengsizlik kelib chigadi.
Shuningdek {x"xe+S) da j(x) funksiyaning qat'iy kamayuvchi
va
g/ (*)=1(*0)
bo'lishidan Yyxe (xo,x0+) da
o . 1(5)<I(*.)
bo'lishini topamiz.
Demak, Vxelt(xa) uchun
FY<I(*.)
bo’lib, f{x) funksiya *0 nugqtada maksimumga egabo'ladi. »
b) Agar
Vxe(x0-a.xa) uchun fix)<o
Vx€ (x0.x,, + ) uchun f\x)> 0
bo’lsa, ya'ni f\x) hosila x0 nugtadan o'tishda o'z ishorasini
dan "+’ ga o'zgartirsa, /(*) funksiya xt nuqtada minimumga ega
bo'ladi.
< Hagigatan ham, (x0-&*0> da f(x) funksiyaning qat'iy
kamayuvchi va

13

im (x)=/(x0)
bo'lishidan, v*e6(ro-6,x4 da
1(*)>1(*..)
tengsizlik kelib chigadi.
Shuningdek, (Xo,xo+a) da f(x) funksiyaning gat'iy o'suvchi va
Jira J(*)=1(*.,)
bo'lishidan, V*e (*,,xt+S) da

o . 1(*)>1(*.,)
bo'lishini topamiz.
Demak, \/xedf(xQ) uchun

f(x)> f(x.)
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bo'lib, WX) funksiya XOnugqtada minimumga ega bo'ladi. »

fx) hosila xo nuqtani o’tishda

0'z ishorasini o'zgartirmasa, u holda f(x) funksiya n, nuqgtada
ekstremumga ega bo'Imaydi.

Shunday qilib, ekstremumga sanalayotgan nuqtam o’'tishda

funksiya hosilasi ishorasining o'zgarishi uning ekstremumga
erishishning yetarli shartidir.

7.1-misol. /(x) =(x+3)ry'(x-1}  funksiyaning ekstremumini
toping.
MBerilgan funksiyaning hosilasini topamiz:
(7.5)

Ravshanki, hosila #=0, x=-3 nuqtalarda nolga aylanadi, x=I
nuqtada esa chekii hosila mavjud emas. Demak, funksiyaga
ekstremum beradigan nugqtalami *=o0, *=-3, x=\ nuqtalar
orasidan izlash kerak.

Awal x=o nuqtani olaylik. Bu nuqtaning (- *,— atrofini olib,
hosila uchun (7.5) ifodani e'tiborga olsak,
Vx6 (-2-.0) uchun f\x)<o

v*e(o.é) uchun f\Ax)>o

bo'lishini topamiz. Demak, /'(*) hosila x=o nuqtani o’tishda o'z
ishorasini "+" dan "—" ga o’zgartiradi. Ravshanki, berilgan
funksiya x — nuqtada uzluksiz. Demak, berilgan funksiya x =0
nuqtada maksimumga ega va uning maksimum giymati /(0)=9.

Endi X=-3 nuqtam qaraylik. Bu nuqtaning [ atrofini
olib, (7.5) dan foydalansak,
Vxe(-*-3) uchun /'(*)<o

fre(3— wuchun /'(*)>o0
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bo'lishini topamiz Demak, f\x) hosila x=-3 nuqtani o’tishda o'z
ishorasini “—" dan "+" ga o'zgartiradi. Berilgan funksiya x=-3
nuqgtada uzluksiz, demak, u x=-3 nuqtada minimumga ega va
uning minimum qiymati y(-3=o0. Nihoyat x=I nuqtada berilgan
funksiya minimumga ega bo’lishi yuqgoridagidek ko'rsatiladi. »

3°. Funksiya ekstremumini topishda uning yuqori tartibli
hosilalaridan foydalanish.

I{x) funksiya xo£(ab) nuqtada hosilalarga ega
bo’lib, biror «>2 son uchun

IX*)=1 " (. * o ) = | ' (V,)*o (7-6)
bo'lsin.

a) Agar «-juft son, ya'ni n=2m (meN) bo'lib,
[ Cx0)=/2"(v0)<0
bo'lsa, /(x) funksiya X nuqtada maksimumga,
bo'lsa, f{x) funi(siya X0 nuqtada minimumga ega bo'ladi.
< Hagigatan ham, /(x) funksiya uchun ushbu

1(*) :/(*")+A~ﬂ° -(x- X))+ + i (X-x,r 1+

ni
Teylor formulasidan yuqoridagi (7.6) shartlarni e'tiborga olib
topamiz:
f M(x,) +a(x),
W =/K)+y— fi -(*-* )"
bunda x->xo0 da a(i)->0. Keyingi tenglikni quyidagicha yozib

olamiz:

/Y- f(xD=~ ~ P+alx GrjoY’ )
[ (JX0O*0o va x x da a(x)->o0 bo'lgani sababli, x ning xo ga
yetarli yaqin giymatlarida (xe{/,(*,) lar uchun) fMx0+a(x) ning
ishorasi /w(x0) ninq ishorasi kabi bo'ladi.

Ravshanki, «=2m bo'lganda (x-X,)”=(x-x02 >0 bo'lib, x&u,.(x,)
da /(x)-/(x0) ayirmaning ishorasi / 9¥*0) ning ishorasi bilan bir xil
bo'ladi. Demak, /I"(xQ <0 bo'lganda \/xeUt.() uchun /(x)-/(x0)<0
ya'ni /(x)</(x0) bo'lib, /(x) funksiya x, nugtada maksimumga ega
bo'ladi. .fM(x0)>0 bo'lganda esa, Vxei/,.(x0) uchun /(x)-/(x0)>0
ya'ni /(x)>/(x0 bo'lib, /(x) funksiya x0 nuqtada minimumga ega



bo'ladi. »
b) Agar «-toqg son, ya'ni n=2m+\ (weN) bo'lsa, J(X) funksiya
«- nuqtada ekstremumga ega bo'Imaydi.
< Hagiqatan,
vxe(x,, -S,xn) uchun (x-x,,)" >o

Vie (i,..v#+'l) uchun (x-x0*“<O
tengsizliklar o'rinli bo’lib, xhuqtaning (/o(v0) atrofida (x-x0)'
nmg ishorasi saglanmaydi. Bu holda (7.7) dan ko'rinadiki,f fix0)
ning ishorasi har ganday bo'lganda ham /<v)-/(*,) ayirmaning
ishorasi o'zgaradi. Bu esa =*0 nugtada ekstremum vyo'gligini
anglatadi.—»—

7.2-misol. f(x) =e*+e" +2cosx  funksiyani  ekstremumga
tekshiring.

m Bu funksiya uchun /'(x)=er-e *- 2sinx bo’lib, u Xx=0 nuqtada
nolga aylanadi. Demak, x=o statsionar nuqta. Berilgan

funksiyaning yuqori tartibli hosilalarini topib, ularning x=0
nuqtadagi giymatlarini hisoblaymiz:
f(x) =e' +e-2cosx. /"(0)=0
f"(x)-eJ-e~"+2sinx, /7(0)=0
f inAx) =e' +e~* +2cosx., 7/ @ )X0=4

Juft tartibli hosila x=0 nuqtada noldan farqgli bo'lib, u musbat
bo'lgani uchun berilgan funksiya = =0 nuqgtada minimumga ega
bo'ladi. Shu nuqgtada funksiya giymatini hisoblaymiz: /(0)=4 »

Yuqgorida keltirilgan qoidadan, xususan, n=2 bo'lganda
quyidagi natija kelib chigadi.

2-natija. Agar x0 nuqgta f{x) funksiyaning statsionar nuqtasi
bo'lib, /'(*,)<o bo'lganda, f(x) funksiya x0 nuqtada
maksimumga, /*(x0)>0 bo'lganda f(x) funksiya X0 nuqtada
minimumga ega bo'ladi.

4°. Funksiyaning eng katta va eng kichik qgiymatlari. Biz
awalqi bandlarda funksiyaning ekstremumlarini o'rgandik va
funksiya biror oraligda bir necha maksimum va minimumlarga
ega bo'lishi mumkinligini aytib o'tdik.

Endi funksiyaning eng katta va eng kichik giymatlarini topish
masalasini qaraymiz.

f(x) funksiya [ab\ segmentda aniglangan va uzluksiz bo'lsin.
Veyershtrassning lkkinchi teoremasiga ko'ra (5—bobdagi 8 —
teoremaga qarang) funksiyaning [jb] da eng katta hamda eng



kichik qgiymatlari mavjud bo'ladi va bu qgiymatlarga [ab\
segmentning nuqtalarida erishiladi. Funksiyaoing eng Kkatta
giymati quyidagicha topiladi

1) f(x) funksiyaning (/> mtc-rvaldagi maksimum qiymatlari
topiladi. Funksiyaning hamma maksimum giymatlandan iborat
to'plam {max/(x)i bo'lsin.

2) Funksiyaning |ae] seqmentning chegaralaridagi, ya'ni
x=ax=b nuqtalardagi fla) va 1\b) qiymatlari hisoblanadi.
So'ngra {max/(x)} to'plammng barcha elementlari bilan /@) va
fib) lar taggoslanadi. Bu gqiymatlar ichida eng kattasi /(x)
funksiyaning \ab\ segmentdagi eng katta gqiymati bo'ladi.

Shunga o0"Xshash funksiyaning eng kichik giymati topiladi:

1) /(x) funksiyaning (ab) intervaldagi barcha minimum
giymatlari topilib, ulardan {min/(*)} to'plam tuziladi.

2) \ab\ segmentning chegaralari x=a,x=b nuqtalarda /(*)
funksiyaning /(0),/(6) giymatlari hisoblanadi.

{minf(x)} to'plamning barcha elementlari hamda f(a),f(b)
giymatlari ichida enq kichigi f(x) funksiyaning |a,e] segmentdagi
eng kichik giymati bo'ladi.

7.3—misol. Ushbu /(x)=sin(x2) funksiyaning  [#n.1\jifi\

segmentda eng katta va eng kichik giymatlarini toping.
< Funksiya hosilasini nolga tenglab,
f'(x) = 2x cos(x2)= 0

tenglamani garaymiz. Uni yechib x=o, lar

statsionar nuqta ekanini topamiz. Berilgan funksiyaning lkkinchi
tartibli hosilasini hisoblaymiz:

f\x) = 2cos(x1)- 4x2sin(x2)
Bu hosilaning statsionar nuqtalardagi giymatlarini topamiz:

Bundan /700 =sin(x2) funksiya x=0 nuqtada minimumga, X= va

V2 nugtalarda esa maksimumaga erishishi kelib chigadi.

Funksiyaning statsionar nuqtalardagi qiymatlari



bo'lib, uning |-u g ~\sn segmentning chegaralaridagi qiyrnatlari

f(-4iﬁ_):0:}’(—in/é7r):»—
bo'ladi. Bu giymatlarni tagqoslab, /(x)=sin(x?) funksiyaning

[-v*. segmpntdagi eng katta qiymati 1 ga, eng kichik

giymati esa - leng bo'lishini topamiz. »

3—8. Funksiyaning gavariqligi va botigligi

f(x) funksiya [ab) intervalda aniglangan bo'lib, bu intervaldan
olingan r, e(a:6) nugqtalar uchun *,<*. bo'lsin. Ravshanki,
(x,,x,)c(a,i>).

Endi f(x) funksiya grafigida J(x,,/(jc,)),5(jc,, /(x2)) nugqtalarni
olaylik. Ma'lumki, bu A(xl,f(x])),B(x2:f(x2)) nugtalardan o'tuvchi
to'g'ri chizig tenglamasi quyidagi

y-Axi) _ **m
A*2)-1(*1)
ko'rinishga ega bo'ladi. Uni
ST 7R SN 4 |

kabi yozib olib, qulaylik uchun bu tenglamamng o'ng tomonini
I(x) orgali belgilaylik:

1)=bZJIL I(X,)+
X2-X, X2-X,

Demak, y=/(x) tenglama ¢(n,,/(.*,)) va A(Xx2,/(x2) nuqtalardan
o’tuvchi to'g'ri chizigni ifodalaydi.

3-ta'rif. Agar har ganday (x,x2)c(a,b) olinganda ham
Vxe(x,,x2) uchun

1(x)</(x) (1(x)<I(x))

tengsizlik o'rinli bo'lsa, /(x) funksiya (ah) intervalda botig
(gat'iy botig) funksiya deb ataladi.

Botig funksiya grafigi (34— chizma) A va B nuqtalardan
o'tuvchi I(x) vatardan pastda joylashgan bo'ladi.



34 —chizma.

4 ta'rif Agar har ganday (x,x2)c(ab) olinganda ham

Vxe(x,,x2) uchun
1)>1(*)  (f(x) >9)

tengsizlik o rinli bo'lsa, J(X) funksiya (ab) intervalda qavariq
(gat'iy gavariq) funksiya deb ataladi.

Qavariq funksiya grafigi (34 —chizma) a va B nuqtalardan
o'tuvchi /(x) vatardan yuqorida joylashgan bo’ladi.

Funksiyaning hosilasi yordamida uning botigligi hamda
gavarigligini tekshirish mumkin.

f(x) funksiya (ab) intervalda aniqlangan bo'lib, bu intervalda
chekli /'(x) hosilaga ega bo'lsin.

4-teorema. f(x) funksiya (ab) intervalda botiq (gat'iy botiq)
bo'lishi uchun wuning f\x) hosilasi (ab) da o'suvchi (qgat'iy
o'suvchi) bo'lishi zarur va yetarli.

w Zarurligi. /(x) funksiya (ab) da botig bo’lsin. Demak,
X e(a.b),x2e(a,fc), x, <x2 bo'lganda vxe(x,,x2) uchun

fix) * XT-X, /(*,)+X—r_;(=|—f(x2)
bo'ladi. Bundan
(XL- x)f(xD)+(x, - xr)f(x) + (x- X)/(x2)>0.
bo'lishi kelib chigadi. Keyingi tengsizlikda x,-x'=(x,-Xx) +(x-X,)
deb quyidagini topamiz:
1(*)-1(*) e 7¢e)-1(x) p
X - X, X2- x

Shu (7.8) tengsizlikda awal x-»x, da, so'ng x->x, da limitga
o'tsak, u holda

1'(x,)=1i <lim~ Xr
() JQ%_ X —X, m X,)—X X,- X

14?



n 4)= Hm/(A}Ij_r/Ign )>“r_nM lEl_[—il_xA:J'lbbl'lx,l
bo'lib, natijada quyidagi
Ne i)<Ne :H W < r(lj)
n-, - X,
tengsizliklar kelib chigadi. Dpmak, T[(x,)<f’(x2). Shunday qilib,
*<* bo'lganda /'(*,)</'(x2) bo'ladi. Bu esa (ab) intervalda fix)
rung o suvchi ekanini bildixadi.
Endi f(x) funksiya (ab) intervalda qat'iy botiq bo'lsin. Bu
holda (7.8) tengsizlik ushbu
fjx) - /3C,) "B x, )- f{x) Jg
X=X, r,- X
ko'rinishda bo'ladi.
Lagranj teoremasiga (6 —bobdagi 7—teoremaga qarang) ko'ra

fIX) E____)__ I (i), (*, <#, <Xx),
1) - ()

=/ (#r)f* < <R <xr)
bo'ladi. So'ngra

X1<f, bo'lganda /'(*,)</'(«*)

£ <*2 bo'lganda A I12"/'(*,)
tengsizlik o rinli bo’lishini hamda (7.9) tengsizlikni e'tiborga olib,
topamiz:

f(x2)>r(£2)>f(4)¢f(xI)
Demak, f(x,)<f(x2. Shunday qilib, bo'lganda /'(*,)<
bo'ladi. Bu f(x) funksiyaning qat'iy o'suvchiligini anglatadi.
Yetarliligi. f(x) funksiya (ab) intervalda chekli fix) hosilaga

ega bolib, u o'suvchi (gatiiy o'suvchi) bo'lsin. Demak,
V&, eig,b%\/x2 e{a,b) uchun Xj <x2 bo’lganda fixl)<f'ix1)
(fXxi)<f\x2) tengsizlik o’rinh. Yana Lagranj teoremasidan
foydalanib topamiz:

/_(_)f_)_-./..(.).(.--)- I ED>(*] <4, <x), (7.10)

/(*2)~/( =/"@((X<42<*2) (7.11)
bunda
X <4, <X<s12<X2 (7.12)
Demak, £ <C bo'lganda ['(#,)*A&) (I'(#,)>A«?)) tengsizlik



o'rinli bo'ladi. U holda (7.10) va (7.11) munosabatlardan
I)-1(* )< )-1%) (FO)“/(") < 13x) - /(@)
X - X, X, -.i { X -X, A Xt -\ J

bo'lishi kelib chigadi. Shunday qilib, vx, e(am. vx;e (/) va x,<x,
bo'lganda (bu holda (7.12) ga ko'ra £<£ bo'ladi)

70O)-/(x,) £/7(*,)-/(D) /Y-8 <L Cd-/CD
X=X, ( x-x X, =X o e
tengsizliklar  o'rinli bo'ladi Natijada (7.8) munosabatlarm

e'tiborga olib, /(x) funksiyaning (a:) intervalda botiq (qat'iy
botiq) ekaniga ishonch hosil gilamiz. »

Xuddi shunga o’xshash quyidagi teorema ham isbotlanadi.

5—teorema, /(x) funksiyci (ab) intervalda gavariqg (gat'iy
gavariq) bo'lishi uchun uning f'(x) hosilasi (ab) da kamayuvchi
(gat'iy kamayuvchi) bo'lishi zarur va yetarli.

i(x) funksiya () intervalda aniglangan bo'lib, shu intervalda
u ikkinchi tartibli f\x) hosilaga ega bo'lsin. Bundan tashgan,
(&b) intervalning har ganday (a,8) ((a,R)<z(a.b),a*R) gismida f’(X)
aynan nolga teng bo'Imasin.

6~teorema. s¢o funksiya (ah) intervalda botig (gavariq)
bo'lishi uchun shu intervalda

['(*)>0 (I'(*)<0)
tengsizlik o'rinli bo'lishi zarar va yetarli.

< Zarurligi. /(x) funksiya (ab) intervalda botiq (qgavariq)
bo'lsin. U holda yuqorida keltirilgan teoremalarga ko'ra,
funksiyaning /'(x) hosilasi (ah) intervalda o’suvchi (kamayuvchi)
bo'ladi. Funksiyaning monoton bo'lishi hagidagi 2—teoremaga
ko'ra /~(x)>o (1(x)<o0) bo'lishini topamiz.

Yetarliligi. Endi (ab) intervalda funksiyaning ikkinchi tartibli
hosilasi uchun ushbu /'(x)>0 (/'(x)<o0) tengsizlik o'rinli bo’lsin. U
holda yana funksiyaning monotonligi haqgidagi 2—teoremaga
ko'ra f'(x) hosila (ab) intervalda o’suvchi (kamayuvchi) bo'ladi.
Bundan 4 —teoremaga (5—teoremaga) asosan /(x) funksiyaning
(ab) intervalda botig (gavariq) bo’lishi kelib chigadi. »

7.4—misol Ushbu

funksiyaning qavariqgligi, botigligi aniglansin.
m Berilgan funksiya (0, da aniqglangan bo'lib, *=1 nuqtada
hosilaga ega bo’Imasdan, qolgan barcha nuqtalarda hosilaga ega.



Agar xe(o.i) bo'lsa,

4 X'~
x6(1,+c) bo’lsa,
3 r-s
1) = 4y3 9~x

bo'ladi. Demak, /(x) funksiyaning ikkinchi tartibli hosilasi =5
nuqgtada nolga teng, x=\ nuqtada esa mavjud emas.
Ravshanki,

re (0.) da /'(x) >o,
Xe (i,5 da f(x)<0,
X6 (5+°0) da f\x) >0
bo'ladi.
Demak, berilgan funksiya (0.1) oraligda botig, (1.5) oraligda
gavariq, (5-H») oraligda botig bo'ladi.
2°.  Funksiyaning egilish nuqtalari. Funksiya hosilasi
yordamida uning egilish nugqtalarini topish mumkin. f{x)
funksiya x) nuqtaning us(xt) atrofida aniglangan bo'lsin.
5-ta'rif. Agar f(x) funksiya (x,,~S5,x0) oraliqda botig (qgavariq)
bo'lib, (x,xt fS) oraliqda esa qavariq (botiq) bo'lsa, u holda xo
nuqta funksiyaning (funksiya grafigining) egilish nuqtasi deb
ataladi.
f(x) funksiya us(x0) da ikkinchi tartibli f\x) hosilaga ega
bo'lsin. Agar
Vvxe(x0-<5x0) uchun fix)>0 (f ‘(X <0)
Vxe(x0,x0+¢) uchun /m(x)<o (f"(x)>0)
tengsizlik o'rinli bo'lsa, u holda (x0-<56x, da f\x) o'suvchi
(kamayuvchi), (roxo+<€§ da f\x) kamayuvchi (o'suvchi) bo'lib,
f\x) funksiya xo nuqtada ekstremumga erishadi. U holda xo
nuqtada /"(x0)=0 bo'ladi.
Demak, f(x) funksiyaning egilish nuqtasida ikkinchi tartibli
hosila /*(x) nolga teng bo'ladi.
7.5-misol. f(x)=eX funksiyaning egilish nuqtalari topilsin.
A Ravshanki,
f(x) =20 ,"(2x1- 1)

i2
bo'lib, u fagat x=% Lk nuqtalarda nolga aylanadi



Bu funksiyaning ikkinchi tartibli hosilasi (-ac.- véZ) va <'22 +Xi
intervalda /*(.r)>0;|-~ ,~| segmentda esa f(X<o bo'ladi.
Demak, f(x)=e funksiya (-:c.—22) intervalda qavariq, |-v2—.—2|

segmentda botig va (— 4 intervalda yana qavariq bo'ladi.

Funksiya grafigining 2 - (-fo—'.eé) nuqtalari uning egilish
nuqtalaridir. »

3°. Funksiya grafigining asamptotalari. f(X funksiya aeR
nugtamng biror atrofida aniglangan bo’lsin.

6-ta'rif Agar ushbu

Iimof(X). X_l)%nbf(x).

limitlardan biri yoki ikkalasi cheksiz bo'lsa, x=a to’g’ri chiziq
/(x) funksiya grafigining vertikal asimptotasi deb ataladi.

Masalan, y=1 funksiya graiigi uchun *=0 to'g’ri chiziq vertikal

asimptota bo'ladi.

Aytaylik y=j\x) funksiya («+«), ((-», @) oraligda aniglangan
bo'lsin.

7-ta'rif. Agar shundav k va b sonlar mavjud bo'lsaki, x—+®
da / (x) funksiya ushbu

f(,x) =kx+b +a(x)

ko'rinishda ifodalansa, (bunda J_Lij)r,%a(x):o ) y=kx+b to'g’ri chizig
f(x) funksiya grafigining og'ma asimptotasi deb ataladi.

Masalan,

funksiyani

/)=x-4+——
X+1

ko'rinishda yozash mumkinligi va x-»+°c da a(x):----i-->0
X+

bo'lishidan y=x-4 to'g’ri chiziq funksiya grafigining og’ma
asimptotasi ekani kelib chigadi.
7-teorema. /(x) funksiya grafigi y =kx+b og'ma asimptotaga



ega bo'lishi uchun
Jm —m=k lim(t\x) - kx)=h
X

limitlarning o’rinli bo'lishi zarur va yetarli.
< Zarurligi f(x) funksiya grafigi y =kr+h og'ma asimptotaga

cga bo'lsin. Og'ma asimptota ta'rifiga ko'ra
f(x) =kx+b+nc(x)
bo'lib, bunda x->+& da a(v)*>o0 bo'ladi. U holda quyidagxlarga
egamiz:
f(x) kx +b+a(x) ( b a(x)A

lim -~7 = Um----mms =lim £+- +
X *o> X X

—= \=k,
X )

Jdim @(x)-kx)= lin(b+a(x)) =b
Y etarliligi. Ushbu
Jim =k Min(/()-b)=0
limitlar o'rinli bo'lsin. U holda,
lem(f(x)-kx)Zb, dan f{x)-kx-b =a{x)->o kelib chigadi. Demak,
X—>+00 da
f(x) =kx+b +a(x)
bo'lib, lima(x) =0 bo'ladi. Bu esa y=kx+b to'g'ri chiziqg funksiya

grafigining og’ma asimptotasi ekanini bildiradi. »
7.6-misol Ushbu 1(*) == funksiya grafigining

asimptotalari topilsin.
*4 Bu funksiya uchun

K=1im- —= 1in——-=1 demak, K=i;
K—mte> X X-it+*c Cx — 1 ) "
b= lim (f(x)-kx) = lim [— X[=2 demak, 6=2.
U*-«1 J

Shunday qilib, berilgan funksiya grafigining og’ma asimptotasi
y =x+2 to’g’ri chizigdan iborat. »

4~8. Funksiyalarni tekshirish. Grafiklarni yasash
Biz ushbu bobning o’tgan paragraflarida funksiyalarning

o’zgarish xarakterini hosilalar yordamida o’rgandik. Bu hol
funksiyalarni yaqqgol tasawur etishda, shuningdek, funksiya

rre



grafigini aniqroq yasashda qo'l keladi.
Funksiyalarni tekshirish va wularning grafiklarini yasashni
quyidagi sxema bo'yicha olib borish magsadga muvofiqdir;
1. Funksiyaning aniglanish sohasini topish;
2. Funksivani uzluksizlikka tekshirish va uzilish nugtalarini

topish,

3. Funksiyaning juft, toqg hamda davriyligini aniglash;

4. Funksiyani monotonlikka tekshirish;

5. Funksiyani ekstremumga tekshirish;

6. Funksiya grafigining qavariq hamda botigligini aniqlash,
egilish nuqtalarini topish;

7. Funksiya grafigining asimptotalarini topish;

8. Funksiyaning haqiqiy ildizlarini (agar ular mavjud bo'lsa),
shuningdek argument Xx ning bir nechta xarakterli
giymatlarida funksiyaning giymatlarini yasash.
7.7-misol. Ushbu

x2-1

funksiyani tekshiring va grafigini yasang.

A Berilgan funksiya /?=(*>j=0) da aniglangan va uzluksiz. Bu
funksiya uchun /(-x)=/(r) tenglik o'rinli. Demak, /(x) juft
funksiya (uning grafigi OY o'giga nisbatan simmetrik bo'ladi),
uni [o,a«) oraligda tekshirish yetarli.

Funksiyaning birinchi va ikkinchi tartibli hosilalarini topamiz:

4x s 4(1-3x2)
(  (e+Dhf’ (x2+D3

Funksiyaning birinchi tartibli hosilasi (0,+c0) oraligda mavjud
va x=0 nuqgtada nolga aylanadi. Shu x=0 nuqtada ikkinchi
tartibli hosilani hisoblaymiz: /’@)=4>0. Bundan berilgan /(x)
funksiya x=0 da minimumga ega va [o,+0) da min/(x)=-i bo'ladi.
Endi x>0 da /'(x)> 0. bo’lganidan berilgan funksiyaning [0,¥®)
oraligda o’suvchiligini topamiz. So'nqra ushbu

i=1,, l«=,,, 4=1.1.%

b Fim (f(x)-kx) = lim )7(2_;1]-: 1
limitlarga ko'ra y=\ gorizontal to’g’ri chizig /(x) funksiya
grafigining asimptotasi ekaniga va

1= = <
E(X) ! Xz+I ! X +1 0



tengsizlikka ko'ra funksiya grafigi asimptotadan pastda
joylashgan bo’lishiga ishonch hosid gilamiz.

Funksiyaning ikkinchi tartibli hosilasi [o,+oc) oraligning X:<'B:
nugtasida noiga aylanadi. Ravshanki, 0<s< da
;3<X<+<K da f"(x)<o. Demak, f(x) funksiya (O,\A;é) intervalda

botiq, (4j=+o00) intervalda qavariq bo'ladi. x=-L- nuqta funksiya

grafigining egilish nuqtasidan iborat. Berilgan funksiyaning
grafigi 35 —chizmada tasvirlangar_l. >

Y

35 —chizma.
5-8. Anigmasliklarni ochish. Lopital goidalari
Biz funksiyalarning limitim o'rganish jarayonida

N- N 0-ee,ac-a0,0°000,r ko'rinishdagi anigmasliklarni ochish bilan

shuq'ullangan edik. Tegishli funksiyalarning hosilalari mavjud
bo'lganda, berilgan anigmasliklarni ochish masalasi birmuncha
yengillashadi. Odatda hosilalardan foydalanib anigmasliklarni
ochish Lopital qoidalari deb ataladi.

lo. L ko'rinishdagi anigmaslik. Ma'lumki, x->a da /(x)-»0,
g(X)—0 bo'lsa, nisbat ~ ko'rinishdagi anigmaslikni

ifodalaydi. Ko'pincha x—a da o nisbatning limitini topishga
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garaganda nisbatmng limitini topish oson bo'ladi. Bu

nisbatlar limitlarning tengligini quyidagi teorema ko’rsatadi.
g-teorema. (Ab) intervalda uzluksiz /(.X) va g(X) funksiyalar
uchun ushbu shartlai bajarilgan bo'lsin:
1) le\x) =0. limg(x) -0;

(a.b) da chekli /'(x) va g'{x) hosilalar inavjud va g'(x)*0

3) Hm =k (k .chekli yoki cheksiz).
U holda
"SW 9'(x)
tenglik o'rirdi bo'ladi.
< Agar
f(a)=o, g(fl)=o0 (7.13)
deb olinsa,

lim/(x) =0 =797 limg(x) =0”g(a)

bo'lib, f(x) va g(r) funksiyalar |ab) oraligda uzluksiz bo'ladi.
Vxe(0,A) nuqta olib, (« V] segmentda f(x) va g(X) funksiyalami
garaymiz. Koshi teoremasiga ko'ra a bilan x orasida shunday c
(a<c<x) nugta topiladiki, ushbu
f(x)-f(a)_f(c)
g(x)~s(a) g'(c)
tenglik o’rinli bo'ladi. Bu tenglikdan esa (7.13) ga ko’ra
1(*) _1'(c)
9(x) g
bo’lishi kelib chigadi. Ravshanki, x->a da c->«. Demak,
Ilimz W =Jlim/"(c)=A. >
"ogCo g©
7.8-misol. Ushbu
inS2 G+ 9
'*0  arcsinX
limitni hisoblang.
Bu holda
/ (X)=e2 - In(x+e).g(x) = arcsin X
bo'lib, ular uchun 8 —teoremaning barcha shartlari bajariladi.
Hagigatan harn,

1 )!__i)rB/(x) = iI_i}rg(eZ' - In(x+ e)) = 0.j!Lrgg(x) = jIeigq)ansinx =0.



tFx)=7"=, K<Lk

V1-x

lim =limAf) =2_1
»*  arcsinx —=ajg'® e
bo'ladi. »
Lapital qoidalarini ifodalovchi keyingi teoremalami isbotsiz
keltiramiz.
9-teorema. (cw=c) intervalda aniglangan f(x) va g(x) funksiya
uchun ushbu shartlar bajarilgan bo'lsin:
1) Jim f(x) =0, Jim g(x) = 0;
2) (c+oc) da chekli f'(x) va g\x) hosilalar mavjud va g'(x) *o
3) lim ‘&H%:k (k chekli yoki cheksiz). U holda

m = gim £1w =K
9(x) g'(x)
tenglik o'rinli bo'ladi.

7.9- misol. Ushbu

lim e 1
larctgx —n
limitni hisoblang.

L
< Bu yerda f(x)=e*-1, g(X)=z2arctgx‘- n bo'lib, ular uchun 9—
teoremaning barcha shartlari bajariladi, jumladan

Ax)=-A e? g\x) = . 4x
x3 1+ x*
bo'lib,
- AXx) - 2 X ir 1+ x4 _ 1+ x4 1
lim — =%—= Iim —e;( —————— - lim — = ——3
"3 C i~ 2x 2

bo'ladi. 9 —teoremaga ko'ra

Iim/(x) um eX‘-I_:__l>

*>t' g(x) 2arctgx -n 2

2°. ;ko'rinishdagi anigmaslik. Ma’lumki, x->a da /(*)->-»,
gX)»<=> bo’lsa, nisbat — ko'rinishdagi anigmaslikni

ifodalaydi. Bunday anigmaslikni ochishda ham /(*) va *(X)
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funksiyalarning hosilalaridan foydalanish mumkin.
to—teorema. (ab) intervalda fix) va g(x) funksiyalar wuchurl

ushbu shartlar bajarilgan bo'lsin:

1) lim/(r) =ce_lirig(ic) =

2) (ab) intervalda chekli f\x), g'(x) hosilalar mavjud va
g *o

31 i m (k chekli yoki cheksiz). U holda

>*g\x)
limm =Vvhnm . =k
9(x) g
tenglik o'rinli bo'ladi.
11-teorema. (c+oc) intervalda f(x) va g(x) funksiyalar uchun
ushbu shartlar bajarilgan bo'lsin:
1) ><|imf(X) = oo, ><_|>i'_rl1og(X) = oo;

2) (c+oo intervalda chekli f'(x),g'(x) hosilalar mavjud va

3) Jl”lg — =K (K chekli yoki cheksiz).

')
U holda
fim, FO9 = fim %Xl: K
_ a(x) g ()
bo'ladi.
3°. Boshga ko'rinishdaqi anigmasliklar. Ma'lumki, leﬁm/(*):l©,
limg(X) = bo'lganda f(x)g(x) ifoda o » ko'rinishdagi anigmaslik
bo’lib, uni quyidagi
f(x)g(x)=m =Rfi

iw 7w

kabi yozish orqgali : yoki - ko'rinishdagi anigmaslikka keltirish
oc

mumkin.
Shuningdek, Linf (x) =+, )@(x):w bo'lganda f(x)-g(x) ifoda
X-K ko'rinishdagi anigmaslik bo'lib, uni ham quyidagi
1 L
fv-gix”~mIm
Tw'iw
kabi o'zgartirish natijasida ~ ko'rinishdagi anigmaslikka keltirish

209



mumkin.
Shunday qilib, funksiya hosilalari yordamida 0-« hamda cc-ce

ko'rinishdagi anigmasliklarni ochishda, ularni ~ yoki ~

ko'rinishdagi anigmaslikka keltuib, so'ng yuqoridagi teoremalar
go'llaniladi.

Ma'lumki, x-»a da f(x) funksiya 1,0 va * ga, g(x) funksiya
esa mos ravishda », 0 va 0 ga intilganda

(l«l "
darajali—ko'rsatkichli ifoda I,00,0c0 ko'rinishdagi anigmasliklar
edi. Bu ko'rinishdagi anigmasliklarni ochish uchun awal
Y=(/W)*(" logarifmlanadi: \ny=g(x)\nf(x). x-*a da g(x)In/(x) ifoda
O® ko'rinishdagi anigmaslikni ifodalaydi. Aytaylik,
lim(g(x)Inf(x)) = b
(échekli yoki cheksiz) bo'lsin. Unda
lmy = limUeolin = =eb

bo'ladi.

l-eslatma. Agar f(x) va g(x) funksiyalarning f'(x) va g\x)
hosilalari ham /(x) va g(x) lar singari yugorida keltirilgan
teoremalarning barcha shartlarini ganoatlantirsa, u holda

iimzw =limr w =limr n
9(x) g 9

tengliklar o'rinli bo'ladi, ya'ni bu holda Lopital goidasini takror
go’llash mumkin bo'ladi.

7.10—misol. Ushbu sin* \
Ee X
limitni hisoblang.
1
< Ravshanki, x->0 da = ifoda 1“ ko'rinishdagi
X
anigmaslik. Sodda hisoblashlar yordamida topamiz:
. sinx . Sinx,, X Xcosx-sinx
in (In ) [
liminv=lim —=lim-——- f— =lim-5IQx-——-— =

14 Xcosx-sinx _ 1, xcosx—sinxY . _1,. Xsinx 1
=—im :—um(— —_—— |Iml-- —_—=—
2*-»0 X2 2 (x ) 2«» 3x 6

Demak,
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Mashglar.
7.11. (ah) da chekli f'(x) hosilaga ega bo'lgan f(x) funksiya
(ab) da gat'iy o'suvchi (gatiy kamayuvchi) bo'lsa,
f'(x) >0  (/'(*)<0)
bo'ladimi? Misol keltiring.
7.12. Hosilasi nolga teng bo'lgan nuqtada funksiya
ekstremumga erishish shartmi?

7.13. Ushbu
/(x) = cosnlx (1™0)
funksiyaning o'suvchi hamda kamayuvchi bo’ladigan oraliglari
topilsin.
7.14. Ushbu

f(x) = chx+ cosx
funksiya ekstremumga tekshirilsin.
7.15. Ushbu
f(x) <<ASinni x
funksiya [0.1]] dagi cheksiz sondagi nuqtalarda maksimumga,
cheksiz sondagi nuqgtalarda minimumga erishish ko'rsatilsin.
7.16. Berilgan shar ichiga yon sirti eng katta bo'ladigan
silindr joylashtirilsin.
7.17. Ushbu
/() = (x-3)2ew
funksiyaning [-1,4] dagi eng katta va eng kichik giymati topilsin.
7.18. Ushbu
)=,
funksiyaning qavariq, botiq bo'ladigan oraliglari hamda egilish
nuqtalari topilsin.
7.19. Ushbu

sinlX
)= 2+ sirxX

funksiya to'liq tekshirilsin, grafigi chizilsin.
7.20. Lopital qoidalaridan foydalanib, ushbu limitlar

hisoblansin:

va
a) lim—jr- (a >0,8 >0)

b) lim(sy <%

v) lim(sinx) &
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Anigmas integral

Ma'lumki, harakatdagi nuqtaning tezligini topish, shuningdek,
egri chiziqga urinma o'tkazish kabi masalalar (6 —hobning 1—8§
igda garang) funksiyani differensiallash tushunchasiga olib kelgan
edi.

Nuqgtaning har bir vaqgt momentiuayi teziigi ma ium bo'lganda
uning harakat qonunini topish, egri chizigni uning har bir
nuqtalaridagi urinmalariga ko’ra aniglash kabi masalalar ham ko’p
uchraydi. Bunday masalalar yuqorida eslatib o'tilgan masalalarga
tkeslkg_ri bo'lib, wular funksiyani integrallash tushunchasiga olib
eladi.

I-§8. Anigmas integral tushunchasi

1°. Anigmas integral ta'rifi. Faraz qgilaylik, fix) funksiya (ab)
intervalda (bu interval chekli yoki cheksiz bo’lishi mumkin)
aniglangan bo'lib, F(x) funksiya  esa shu intervalda
differensiallanuvchi bo'lsin.

1-ta'rif. Agar Vxe(a,i) da

F'(x)=f(x) yoki dF(x)~f{x)dx

bo'lsa, F(x) funksiya (ab) da f{x) ning boshlang'ich funksiyasi
deyiladi.

Masalan,

1) f{x) =x2 funksiyaning «=(-»,+00) dagi boshlang'ich funksiyasi

F(x) :éxa bo’ladi, chunki

Fr(x) = xz=I(*),
2) f(x):—y]-\ﬁ funksiyaning (-11) intervaldagi boshlang'ich

funksiyasi F(x)=%-xJ bo'ladi, chunki
F\X)=(vW y = =f(x).
M - x2
Aytaylik, f{x) funksiya [a,6]da aniqlangan bo'lib, F(xX) funksiya
shu segmentda differensiallanuvchi bo'lsin.
2—ta'rif. Agar



F ‘(x) = f(x) (xeia.b))
boiib,
F'@a+0)=/(9. F(-0=10n).
bo’lsa, F(r) funksiya [gB da J\x) ning boshlang'ich funksiyasi
deyiladi.
8.1— misol. Ushbu
r
1, agar x>o.
/(%)= 0, agar x=o,
—1, agar x<o

funksiya (-11) intervalda boshlang'ich funksiyaga ega emasligi
ko’rsatilsin.

< Teskarisini faraz qgilaylik. Biror F(x) funksiya (-31) da f(x)
ning boshlang'ich funksiyasi bo'lsin: (-11) da

F\x) =f(x)
Lagranj teoremasiga ko’ra [o0,jg da (0<*<I)
F(x)-F(Q) =F\c)x= flc)x =x (Occcjt)

bo'ladi. Keyingi tenglikdan topamiz:
F\+0)= J_Eg)F(x))(—ROK i-

Bu esa F'(+0)=F'(0)=/(0)=0 bo'lishiga zid. »
l-eslatma. Keyinchalik, F(x) funksiya s¢o ning boshlang'ich
funksiyasi bo'ladigan oraligni ko'rsatib o'tirmaymiz. Oraliq
sifatida s ning aniqglanish oralig’i x ko’zda tutiladi va x
sifatida
\a, b\7(a, b), @, b],[a,b\ (-0.a\, ®,a).
[6.4-c0)?(¢,+00), (—00,+C0)
lar olinishi mumkin.
1-teorema. Agar f(x) funksiya x oraligda uzluksiz bo'lsa,
f(x) shu oraligda har doim boshlang'ich funksiyaga ega bo'ladi.
Bu teoremaning isboti 9 —bobda keltiriladi.
F(x) va i>x) funksiyalarning har biri f(x) funksiya uchun
boshlang'ich funksiya bo'lsin:
F\x) =f(x), ®)=/()
Demak, F ()=<i"¢d. Bundan 7- bobdagi 1- natijaga ko'ra
F(x)=<t>(x)+C (C-const)
tenglik kelib chigadi.
Demak, /(x) funksiyaning barcha boshlang'ich funksiyalari
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bir—biridan o’zgarnuis songa farq qiladi va istalgan boshlang'ich
funksiyasi ushbu ko'rinishda ifodalanadi; F(x)+cC (¢’ =comi)

3—ta'rif. f(x) funksiya boshlang'ich funksiyalarning umumiy
ifodasi F(x)+Cc (cc/(y) shu f(x) funksiyaning anigmas integrali
deb alaladi va—

\f(x)dx

kabx belyilanadi. Bunda j-intervalda belgisi, f(x) integral
ostidagi funksiya, f(x)dx esa integral ostidagi ifoda deyiladi.

Demak,

if(x)dx=F(x) +C.

Masalan,

2xdx=—_+C
{XX In2

bo'ladi, chunki hosila olish sodda goidalariga ko'ra

20. Anigmas integralning sodda xossalari
1) f(x) funksiya anigmas integrali ff(x)dx ning differensiali
f(x)dx ga teng:
1(*>*)=f(x)dx
< Hagqgigatan ham, F(X)funksiya f(x) ning boshlang'ich
funksiyasi bo'lsin: F\x) =f(x). U holda
f/(x)dx =F(x) +C
bo'ladi. Keyingi tenglikdan topamiz:
A TOYAX)-. d{F)+  dF(X) =F\x)dx =f(x)dx>
Bu xossa awal differnsial belgisi d, so’ngra integral belgisi |
kelib, ularyonma—yon turganda o'zaro bir—birini yo'qotishni
ko'rsatadi.
2). Funksiya differensialining anigmas integrali shu funksiya
bilan o'zgarmas son yig'indisiga teng:
JdR(X) = F(x) + ¢
< F(x) funksiya f(x) ning biror boshlang'ich funksiyasi
bo'lsin: F\x)~f(x). U holda
\f(x)dx =F(x) +C
tenglik o'rinli bo'ladi. Ikkinchi tomondan,
Jf\X)dx =j F\x)dx =j dF(X)
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Oxirgi ikki tenglik 2). — xossani isbot etadi. »

Yuqorida keltirilganlardan. diffprpnsiallash  (funksiyaning
hosilasini hisoblash) hamda integrallash (funksiyaning anigmas
integralini hisoblash) amallari o'zaro teskari amallar pkanligi
kplib chigadi

Ayni paytda funksiya hosilasi hisoblanganda natija bitta
funksiya bo'lsa, uning anigmas intpqrali hisoblanganda psa natija
cheksiz ko’p funksiya (ular bir-biridan o’zgarmas songa farq
giladi) bo’ladi. Anigmas inteqral dpb yuritilishining boisi ham
shu.

3°. Integrallashning sodda qoidalari. 1) Agar /(*) funksiya
boshlang'ich funksiyaga ega bo'lsa, u holda kf(x) (£ o'zgarmas
son) ham boshlang'ich funksiyaga ega va k*o da

Akf(x)dx =k~ f(x)dx 8.2
formula o'rinli bo'ladi.

< /(*)funksiyaning boshlang'ich funksiyasi F(x) bo’lsin. U
holda F'(x) =f{x) va jf(x)dx =F(x) +C bo'lib,

kff(x)dx =k(F(x) +C) =kF(x) +k(* @.3)
bo'ladi, bunda C—ixtiyoriy o'zgarmas son. Ushbu
(kF(x))1= kF\x) =kf(x)

tenglik o'rinli  bo’lishidan «kf(x) funksiyaning boshlang’ich
funksiyasi kF(x) ekanini topamiz. Demak,

fkf(x)dx =kF(x) +C, (8.4)
bunda C, ixtiyoriy o'zgarmas son. Endi (83) va (8.4)
munosabatlardan C va C, o'zgarmas sonlaming ixtiyoriyligi
hamda k*o bo'lishidan (8.2) formulaning o'rinli ekani kelib
chigadi. »

Shunga o'xshash integralning quyidagi xossasi isbotlanadi:

3) Agar f(x) va g(x) funksiyalar boshlang'ich funksiyalarga ega

bo'lsa, f(x)+g(x) ham boshlang'ichfunksiyaga ega va

FU(*) +g(x))dx =j f(x)dx +Jg(x)dx (8.5
formula o'rinli.

Odatda bu xossa integralning additivik xossasi. deyiladi.

2-eslatma. Yuqorida keltirilgan (8.2) va (8.5) tengliklarni
hamda kelgusida uchraydigan shunga o'xshash tengliklarni o'ng
va chap tomonlaridagi ifodalar orasidagi ayirma o'zgarmas songa
barobarligi ma'nosidagi (o'zgarmas son aniqgligidan) tengliklar
deb garaladi.
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4°,  Elementar funksiyalarning anigmas integrallari.
Boshlang'ich funksiya ta'rifidan hamda elementar funksiyalar
hosilalari jadvalidan (6 —bobnmg 3 —8 iga garang) foydalanib
elementar funksiyalar anigmas intpgrallari jadvalini keltiramiz

sohasida garaladi):

1) | Ok=C=const;

2) f\dxk=Jdx—x+C;

3) X'<&=— +C /1#1);

U-) J H+1 Vr#);

4) f-<&=f—=1Inxj+C **0);

) Fe&= fo= I (**0)

5) \-~dx= \:"-i =arctg+C\
J1+X 1\ +x

6) fAL=<fr=zir==arcsinx +C;
JVI-x2 JVTx2

7 +C; 0

) J Ina (0>0)

8) | sinx&=- cosx+C;

9) | cosxcic=sinX+c;

10 fﬂ; dx=\-"-=-ctgx +
)3si>< Jsin X 9x+G

11) f— dx=f—%-=tgx+C;
Jcos X cos X

12) |shxdx = cfc+ C;
13) fcfecdr = jfoc+ C;

14) f— dx=-cthx +C:
1sh x

15) f-\-dx= thx+C,
rh v

8.2-misol. Ushbu Ja+JX)*dx integralni hisoblang.

< Bu integralni hisoblash uchun awal (8.2), (8.5)
formulalarni, so'ngra jadvalni go'llaymiz:
1

B} 41 x2
JO+Ix)Ldx =j (1 +2yfx +x)dxMjldx + 2jx-dx + jxdx =x +-xz+ — + C. »
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2-8. Integrallash usullari

1°.0'zgaruvchilarni almashtirib integrallash usuli Ushbu
anigmas mtegralni hisoblash talab etilgan bo'lsin. Bunda
/(x)funksiya biror X =(@h) intervalda aniglangan va
1(*) =p{gM) g'(x) (&)
ko'rinishda yozilishi mumkin deylik.

Agar <) funksiya r =(f,/,) intervalda boshlang'ich funksiya
<d4) ga ega bo'lib, g(x) funksiya X=(ab) intervalda (bunda
g(x)<zT) differensiallanuVchi bo'lsa, u holda

1f(x)dx =] <p{g(x))g\x)dx = D@ECP) + C ®.D
formula o'rinli.

< Hagigatan, fO(g(x)I' =<D(@(*))-g\x) =<p(g{0)g'(x). »

Odatda integralni bunday usul bilan hisoblash o'zgaruvchini
almashtirish usuli bilan integrallash deb ataiadi.

O ’zgaruvchilarni almashtirish  usulining muhim tomoni
o’zgaruvchilarni juda ko’p usul bilan almashtirish imkoniyati
bo'lgan holda ular ichidan integralni sodda va hisoblash uchun
qulay holga keltiradiganini tanlab olishdan iborat.

8.3—misol. f xcx  (a=const) ni hisoblang.
1x2+a2

ml  Berilgan integralda o°’zgaruvchi x ni x2+a2=t kabi
almashtiramiz. Bunda 2xdx=dt bo'lib, ((8.6) va (8.7) largagarang)

a2 21
8.4-misol. jV°"sin xdx ni hisoblang.
< Bu integralda cosx=t almashtirishni bajaramiz. Natijada
—sinxdx-dt bo'lib,
Je"*'sinxdx =-Je'dt =-¢' +C =-ec" +C

=-\nY[+C =-\n(x% a2) +C>-
2 1 2

bo’ladi. »

2°. Bo'laklab integrallash usuli. Ikki u=u(x) va v=v®
funksiya (ab) intervalda uzluksiz u'(xX) va V(x) hosilalarga ega
bo'lsin. Ma'lumki, (6 —bobning 4 —8§ ga qgarang)

d(u(x) sv(x)) = u(x)d\{x) + v(x)du(x)
Bu tenglikdan
U(X) =dv(x) = («(X)V(X)) - v(x)du(x). (8.8)
bo'lishi kelib chigadi.
Endi (8.8) tenglikni integrallab topamiz:
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fu(x)dv(x) = J (d(mfiom(jg)) — v(x)du = «(X)v(x)- Jutx)dn
Shunday qilib, quyidagi

Ju()adv(x) = u(x)v(x) - jv(x)du (8.9)
formulaga kelamiz. Bu (8.9) formula bo'laklab inteqrallash
formulas! deyiladi.

Bo'laklab integrallasH formulasidan foydalanish  uchun

integral ostidaqi ifodani u(x) hamda <Mx) lar ko’paytmasi
AW XXOLDOIMU  y UZJU  UHI1UUL] UURIUU  OIUUIIU  UWA) HUIUUU  M)IAU

ifodalarning inteqrallarini oson hisoblana olinishi lozimligini
e’tiborda tutish kerak.

8.5-misol. |inxdx pi hisoblang.

< Integral ostidagi inxdx ifodani u=\nx,dv=dx lar ko'paytmasi
deb olamiz. U holda du=-dx,v=x bo'ladi. Bo'laklab integrallash
formulasidan foydalanib, t(x)pamiz:

finxdx =xInx- \x—dx =x\nx-x+C=xIn—+C »
} J X e

8.6-misol. Jn=J- (n=123..) ni hisoblang.
*
< Bu intervalda
1 dv = dx il =- 2nxdx
(xz+aly'” (xz+a2y#

bo'ladi. (8.9) formuladan foydalanib topamiz:

~f— N —+2ni— X —-rdx (8.10)
7 J(x2+a2)" T(x'+a'y*
Bu tenglikning o'ng tomonidagi J . ni
= X — -dx- £ —dx—alfT— j—7
1(x’+a2)"1 AN(x +a )" "(x +a)

ko'rinishda yozsak, unda (8.10) munosabat ushbu

J,=— X — +2n-J - 2ndlm] .
"o +a)" !
ko'rinishni oladi. Keyingi tenglikdan esa quyidaqi
1 X 2« -1 II’J (8'11)

2nal (x2+a2)" 2n a
rekurrent formula kelib chiqadi.
Ravshanki, n=l bo'lganda
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bo'ladi.
n>2 bo’lganda, mos Jn integrallar (8.11) rekurrent formula
yordamida topiladi. Masalan:

N
4= f_ L X (R S— X+ Larctg-%e '»
e I (x*+a2f 2al x2+a2 2a2 1 2a2x2+a2 2a3 a

3-8. Ratsional funksiyalarni integrallash

Ushbu paragrafda ratsional funksiyalarni integrallash bilan
shug'ullanamiz. Buning uchun awal algebra kursidan biz uchun
zarur bo'lgan ma'lumotlarni keltiramiz.

1°. Ko'phad va uning ildizlari hagida. Biror

P(X) =ao +a,x +azx2 +...+Jix" (8.12)
ko'phad berilgan bo'lsin, bunda a,,al,at....aK o'zgarmas hagqiqiy
sonlar, an*o,neU esa ko'phadning darajasi.

M a’lumki, biror aeR son uchun P(@)=0 bo'lsa, a son P(x)
ko'phadning Illdizi deb ataladi. U holda Bezu teoremasiga ko'ra
P(X) x-a ga goldigsiz bo'linib, u quyidagi

P(x) = (x- a)Q(x)
ko’rinishda ifodalanadi, bunda g(x)- (m 1)-darajali ko'phad.

Agar (8.12) ko'phad (x-a/ (keN) ga qoldigsiz bo'linsa, a son
(8.12) ko'phadning k karrali ildizi bo'ladi. Bu holda P(x)
ko'phadni ushbu

P(x) =(x-a)t R(x)
ko’rinishda ifodalash mumkin, bunda R(x)-(n-k)~ darajali
ko'phad.

Agar z=a+i kompleks son P(X) ko'phadning ildizi bo'lsa, u
holda z=a-if kompleks son ham bu ko'phadning ildizi bo'ladi.
Shuningdek, z=a+ifl son P(X) ning k karrali ildizi bo'lsa, z=a-if}
son ham bu ko'phadning k karrali ildizi bo'ladi.

Demak, P(x) ko'phad z=a+il kompleks ildizga ega bo'lganda
uning ifodasi (x-z) ko'paytuvchi bilan birga x-z ko'paytuvchi
ham gatnashadi. Bunday holda P(X) ko'phadning ifodasi
quyidaqi

(x- z)(x—z) =\x-(a +>B)\[x- (a- iR)] =x2~2ax+a ‘+R2=x2+px+q
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(p=-2a.q-a2+p2)
kvadrat uchhad ko'paytuvchi bo'lib goladi.
Faraz qilaylik,
P(x) =a0+ a,x + a,x2 +... +anx"
ko'phad berilgan bo'lib, a,a,,lar umng mos ravishda
karrali haqiqiy ildizlari, zvz2..zs 2 =S, +iry U=12..0)
lar esa ko'phadning mos ravishda /,y2../. karrali kopleks
iiaiziari  bo’lsin. Bu ko’phadni uning fiidizlariga ko'ra
ko'paytuvchilarga ajratish hagidagi ushbu teoremani isbotsiz
keltiramiz.
2—teorema. Har ganday «- darajali
P(x) =a0+ a,x+ aXz+ ..+ anxn
ko'phad (alral,az,...aHo'zgarmas haqiqiy sonlar,  *o) ushbu
P(x) =(x-aJA(x-a2i-...(x-a,)" (x2+ + +pX +qg2h..(x1+p,x+qif
ko'rinishda ifodalanadi, bunda
\+A2+.+A +2(/l +yl+..+r)=n
bo'lib, x-+pP.x+q.=0 (j=12...i0) tenglamalai haqiqgiy ildizga ega
emas.

20. Sodda kasrlar. To'g'ri kasrlarni sodda kasrlar orqgali
ifodalash. Ushbu

1Bx+C-~m (m=123.) (8.13)
0 -a) x +px+q)
ko'rinishdaqgi kasrlar sodda kasrlar deb ataladi, bunda A,B,C
hamda a,p,q lar o'zgarmas sonlar, xI+px+q kvadrat uchhad esa
haqiqiy ildizga eqa emas.
Ma'lumki, quyidagi

P(r)=fM+ atx +a2| + +anx"
va

QO) =] + fcx+ bXx1+ .+ 6wxv
ko'phadlarning o0'zgarmas sonlar,
neN,veN) nisbati

P{x) _ a0 +ajx+ax2+ ..+ a,x”

Q(x) ®O+bjx +bXx2+... +bvxv
kasr ratsional funksiya deyiladi, «<v bo'lganda esa u to'g'ri kasr
deb ataladi.

Har ganday to'g'ri kasr (8.13) sodda Kkasrlar orqali
ifodalanadi. Buni isbotlashdan awal, ikkita lemmani keltiramiz.
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P()

l-lemma. Agar to'g'ri kasr mahrajidagi Q(x) ko’phad

ushbu
Q(x) =(x-a)"Q,(x) (nieN)
ko'rinishda bo'lib, Q,(x) ko'phad esa x-a ga bo'Immasa, u holda
berilgan to'g'ri kasr quyidaqi
P|X). 4, , s . A , I»(%)
Q(x) &-a)m (x-a)”" x-a Qt(x)
ko'rinishda ifodalanishi mumkin, bunda A, Ai..,Amdzgarmas
haqiqiy sonlar, P,(x) ko'phad.
o4 ree tofq'ri kasrni quyidagi ko'rinishda yozib olamiz.
P(x)_ P(x) Am AP (x)-AmQI(x) 8 14)
Q(x) (x-a)”Q.(x) (x-a)"  (-Q"E,(*)
Ravshanki, (8.14) munosabatlardagi P(x)~ AmQ,(x) ayirma Am songa
hog'lig. Bu sonni shunday tanlab olamizki, natijada P (x)-AmQl(x)
ko'phad x-a ga bo'linsin. Buning uchun
PW-A,,Q¢a) =0
tenglik o’rinli bo'lishi kerak. Demak,
4 -3 *
deb olinsa, u holda P(x)~ A,.Q,(x) ko'phad x-a ga bo'linadi.
Shunday qilib,
P(x)-AmQi(x) =(xz a)P..(x)
bo'ladi, bunda p,,(X) — ko’phad.
Natijada (8.14) munosabat quyidaqi
= 4=—+ (8.15)
Q(x) (x-a)m (x-a)m'Q,(x)
ko'rinishga keladi, bunda Am son yuqoridagidek aniglanadi.
Endi

£(*) A.-, , PJIx)-Am,Qi(x)
(x-ay-'Q"x) (x-a)"-1 (x-a)m'Qi(x)
tenglikning o'ng tomonidagi A,_ sonni shunday tanlab olamizki,
Am,Q(x) ko'phad x-a ga bo'linsin. Buning uchun
PJa)-AmQl(a) =0
tenglik o’rinli bo'lishi kerak. Demak,
AT
deb olinsa, u holda Pmx)- Am,Q(x) ko'phad x-a ga bo'linadi.
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Shunday qilib,
N.M-A, ,(4W =(x-a)-C,W 816)
bo'ladi, bunda P, ,(*) — ko'phad.
(8.15) va (8.16) munosabatlardan topamiz:

p*)_ Am | Am | N1-00 . (8.17)
Q(XX)  (Ok-«)™ — (i-a)-la(t)
Xuddi shung/a o'xshash har qal kasrni ifodalovchi

tenglikning o'ng tomonidagi oxiri hadidan, yuqondagidek
®— qismini ajratib topamiz:

(x-a)*
(8.18)
(k-a)-22.,pc) (.v-a)y«2 (x-a)msQt(X)
va h.k.
AW _ A L fiw (8.19)
x-a)-B,(x) x-a 04x)
(8.17), (8.18), (8.19) tengliklardan
P)_ Am | A, | | 4 ti®
2() (x-a)r ~(x-e)" o 2,0
bo'lishi kelib chigadi. »
2-lemma. Agar to'g'ri kasr maxrajidagi £(* ko'phad

Q(x) = (x1+px+qgY Q,(x)
ko'rinishga ega bo'lib (x*+px +q kvadrat uchhad haqiqiy ildizga
ega emas), B,(x) ko'phad xz+px+q ga bo’linmasa, u holda
berilgan to'g'ri kasr quyidagi ko'rinishda ifodalanishi mumkin:

P(x)_ Bmx+Cn IB._,x+C_, 1 B-x+C, tP,
ox) (2+px+qY (x2+px+g)’ X2 + /x+ 2 £2,()
bunda B1,BT,..£,,C1,CT,-,Cq 0'zgarmas sonlar, p,eo ko'phad.
o4 to’g'ri kasrni quyidaqicha yozib olamiz:
P(X)_ PG Bnx+Cn | P(X)-(B,x +C,)FI(X)

2W (R2+px+9%2,00  (R+px +J)* 2+px +qYQJ(x)
Bu tenglikdangqi
P(x)-(Bcx-Cjo,(x) (8.20)
ko'phad B, va C, sonlarga bog'liq. Endi B, va C. sonlarni
shunday tanlab olish mumkinligini ko'rsatamizki, natijada (8.20)
ko'phad x2+px+q ga bo'linsin. Awalo P(X) va g,x)
ko'phadlarning har birini x*+px+q kvadrat uchhadga bo'lib
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topamiz:

JM X )E-S i E
n +px¥q X'+ px+q
~ 1L T(1)+ - a £ iil ' 1
n +px+q r2+px+q

hunda /2(*, va Mj)-k o '‘phad.a, 0 hoida
Pix*'bx-J'Miry _ f\x) (ftx+cj_ CW
X +px+" X“+px+q n X +px+o

=R(x)-(B,,x + C,, ') + JI-,-bbl~ (I»"+ C «Xayj A )
X2+ px+q

s R(x)-(brx-s-c,>' ( * ) + +18 you -2A )-46/E Z+~C A
xI -px -=q
bo'ladi. Bu tenglikdan ko’rinacl'V.;, i (X)-(#,*-*"X[® hed
X2+px+i’ ga bc'linishi uchun x ning uarcha -jiyr.iétlarida
Ci+P,pa2-Ck.1-B,b2)x + Bnga2+ bj - Cnb2=0,

ya’ni

Bn(a2p 6,)-Cla2+a, =0

B, ga2-Cna2+6, =0r (8.22)
bo lishi kerak. B, va C, larga nisbatan (8.22) sistemaning
determinanti

/\
r9 30

bo'ladi. Buni isbotlaymiz. Teskarlsml faraz gilaylik, ya'ni
D=-b2(a2p -b2)+a\q=0 (8.23)
bo'lsin.

Agar a2=0 bo’lsa, unda ;2=0 bo'lib, natijada (8.21) dan o0,(x)
ko'phad x2+px+q ga bo'linishi kelib chigadi. Bu esa 0,(x)
ko’phad x*+px+q ga bo'linmaydi, deb olinishiga ziddir. Demalk,
a2 *0. Bu holda (8.23) t&nglikdan ushbu

' +p{~-_ 1+9=0
ait P @)

ko'rinishga ega  bo'lib, b2 haqigiy —son  x1+Px+q=o
a

tenqld' ann.f .0 i ~oTa-jr. “i'raniik. ~\: < .. -*-rpx--. Kvadrat
uchhad haqiqiy ildizga eya cl-.J zidcur.
Demdk, (3.22' sistemanmg de*e.ininanti ncldan iargh ykan. U
holda, bu sistemadan yagona Bn va C, sonlar topiladi Bu
sonlarni (8.20) ga qo'ysak, natijada P{x)-(Brx-C,)Q,(x) ko'phad



P() kasr psa ushbu

P _ I\x) B,X + C, B.(

xz+px+q ga bo'linib,

- (8.24)
Q(x)  (x2+ px+ q)"Q,(x) (x2+px+q)  (x2+px+0q)”'Qi(x)
ko'rinishga keladi, bunda p,(x)~ ko'phad.
Xuddi shu yo'l buar—
PAY) ___ = t_ _ p-M) (8.25)
(8.26)
(x2+px+q VY 1Q”"x) ((Y2+px+q)"l (xX2+px+
va h.k.
pA¥*) BIx+Cj 1p,(X (8.27)

x2+px +q)Q,(x) x2+px+qg Q,(x)
bo'lishi topiladi.
(5.24], (8.25), (8.26), (3.27) tenjiiklardan
F(X)_ JAL+|7 + Iili-1_+ + Bx+ C| o.mi\
Qix) (x + A+ 1i)7 (x2+px ;-qY’ X* +px+q Q&
bo'lishi kvi;ij chigadi.
3—teorema. Har ganday to'g'ri kasr sodda kasrlar yig'iridisi
orgali iiodalanadi.

< Q88 to %r: kasr bo'lsin. Qtx) esa »-darajali ko'p had bo'lib,

000) = (x-a,)" (x-a2)"l «_m(x-a*.)"" -2+ />x+g,)""*nm
e(X2+ p2xX+g2)”, -, (X2+ p,x+ q,)m
bo’lsin, bunda
n, t>2+...+ nt +2(mt +ml +...+ mt) =n
bo’lib, x2+p,x+q, 0=1,2,.../) kvadrat uchhadlar haqiqiy ildizga
ega emas.
g&e) to 9 ri kasrni qugldagl
P(x) _ p{x)
Q(x) (x-aD" (x-az)l...(x-aiy*-(x?+pk+ql)”...(x* +px+ql)”
ko’rinishda yozib, bu tenglikning o’ng tomoniga 1 —lemmaning
bir necha marta (« +«2+..+r> marta) qo’llanib topamiz:

224



** aw
bunda

O,(X) =(X2+ p,x +9l)me(x2+ p2xX+22)m o...o(jr + piX + &)™

P
Endi gr('al kasrga 2 -lemmani bir necha marta 9_|o'llab,

topamiz:

Jj(*)

"2 +A* TOI™ =@ PX +<h)"h—(x2 p,x+qi)"

. . . . . c/t K,
S+ /V +2) W +/yn K, F o: AX:I¥pX+Qj

, + | , | Bi2gx +Ci"" i >8 29)
grr+px+q7)m  (x2+pX +qz)m" X2+pX+q2

, ffir+Cf t + + BEx+cr_
(x2+plx +g,)™  (x- +plk+qgp)™-" ' +x2+pix +q,

(8.28) va (8.29) munosabatlardan teoremaning isboti kelib
chigadi. »

Yugorida isbotlangan teoremadagi o'zgarmas sonlarni
boshgacha--Roiuvi 'um .jo Mfitaienilar usuii a”“b atalgan usu!
hilen ’la.a mur.tkr.1. 3ur la to'g'ri kasr noma'lum

200
koeffitsientlari bo'lgan sodda kasrlarga yoyilib, so'ng tenglikning
o'ng tomonidagi sodda Kkasrlar yig'indisi umumiy maxrajga
keltiriladi.

Nalijada
P(x) P'X) m
Q(x) QM
tenglik hosil bo'ladi va undan barcha x lar uchun o rinli bo'lgan
P(x) = R(x)

tenglik kelib chigadi. Bu tenqlikning har ikki tomonidagi a ning
bir xil darajalari oldida turgan koeffitsientlarni tenglashtirib,
sistema hosil gilinadi.



2x —1

8.7—nisol to'g'ri kasrni sodda kasrlarga ajrating.

X -5jc+ 6
< Bu kasrning maxraji v;-5*+6=(x-3)(*-2) bo’lgani uchun
ieoremaga ko'ra

2x-\ A B
X1-5x+6 X—3 x-2
bo'ladi. Uni
2x-i A a _Ax-2+B(x-3
Xx2—5x+6 x—-3 x-2 (x- 2)(x-3)

ko'rinishda yozib, ushbu

2x - 1=,1(x-2) +B(x-3) yoki 2x-\-(A +B)x-(2A +3B)
tenglikka kelamiz. lkki ko'phadning tengligidan foydalanib, A
va B larga nisbatan ushbu

\A+B=2 (8.30)
[2A+3R=1 : '
sistemaga kelamiz. (8.30) dan A=5,8=-3 bo'ladi. Shunday qilib,
berilgan to'g'ri  kasr sodda kasrlar orqgali quyidagicha
ifodalanadi:
_2x-1 _ 5 -3

n"-5x+6 _jt—3 X-2
3°. Sodda kasrlami integrallash. Sodda kasrlarning anigmas
integrallarini hisoblaymiz.

1). y sodda kasrning anigmas inteqrali:

—a

f— -dx=A \na)—AIn|x—aI+C

OY-—a ¢ V—
2). — (m>1 sodda kasrning anigmas inteqrali ham tez
hisoblanadi:
[ AdG TR yd(x-a) =- A parst -
J (x—a) J (x—a) J rm (x- a)

3). - Bx+Csodda kasrning(bunda x2+px +q kvadrat uchhad

X +px+q

haqiqgiy ildizga ega emas) mtegrali * BX_ S _4x ni hisoblash

X~ + px+ q
uchun awei kasrning maxrajida turgan Xxr+px+q kvadrat
uchhadni ushbu

2

x1+ px+q=(x+~2)2+q -~4
ko’rnishda yozib olamiz.U holda



bo ladi, bunda u7=q A Bu integralda x+—2=i almashtirishni
bajaramiz:

3x2+px +( V + u 2 2 4* +a2 2 11+ <r

-=-~Inl2+a2)+(C-— )-arctg - +C. =
2 a |+( )% 2 2 a a

x

P

=G+ J« + </i+—zécff:parctg-—r=7: +Cr

Demak,
—B—X—J:—C——— Jv—— In(]c +px + ) _B cl -'I—ée_i%‘- +C
X'+px +q 2 P /4/\7 9 imanL v oy
bunda C, ixtiyoriy o'zgannas.
4)- [XT +px+?)~ (w>1) sodda kasming integrali
fix+0 . . .
w»a/ O+ ni  hisoblash uchun 3) —holdagidek

o'zgaruvchini almashtiramiz: x+~-t Natijada quyidagiga ega

bo'lamiz:
(x2+px+qr \ {x+Pf+q_ tr J @+B*l
2 4
egfffer +a)+(C_d)F M _B 1 1 5y f e
27 (Ir+ar)T 2 M(+ub)" 2 1-m (12+<Sm= 2 '('2+*T
Bu munosabatdagi 9UL_ integral ushbu bobning 2—§ ida

keltirilgan integral bo'lib, u rekurrent formula orqgali hisoblanadi.
4°, Ratsional funksiyalarni integrallash Ma'lumki, ratsional
funksiya ikkita P(x) va o0(x) butun ratsional funksiyalar



nisbatidan Ilborat:
((SEDN
=3

P(K noto'g'n kasr bo'lsa, uning butun qismini ajratib,

Agar
kiuLim  ralsioiia]___ funksiya hainda tcLg’ri__kasr yig'indisi
ko'rinishida quyidagicha ifodalab olinadi:

Qx) "'m' QX
U holda

bo'ladi.

(8.31) munosabatdagi fR(X)dx integral butun ratsional funksiya
(ko’phad) ning integrali bo’lib, u oson hisoblanadi.

To'g'ri kasrni integrallash uchun awal bu kasrni 3—

teoremadan foydalanib, sodda kasrlar orqgali ifodalab olinadi,
so’ngra ularni 3°—bandda ko'rsatilgandek integrallanadi.

8.8-misol. ni hisoblang.

< Integral ostidagi 1T kasrni sodda kasrlarga ajratamiz:
X -

1 1 A_B 4+ Cx+D
x"-1 x-Dx+ DEJI+1) x-1 x+1 x2+1
Bu tenglikni quyidagicha yozib olamiz:
1 _ A+ DE2+ D+ FiG-D(*2+1)+(Cx+D)(x! -1)
X“-i~ (x-i)(x+1)(x2+1)
U holda
1=A(x + D(2+1) + B(x - DCz+1) + (Cx+ D)(x2- D
ya'ni
1=(A +B +C)XS+ (A- B +D)x2+(A +B - C)X+(A- B-D)
bo'ladi. Natijada A,B,c.D larni topish uchun

A+B+C=0,
A-B+D =0,
A+B-C =0,
A-B-D=1

sistemaqga kelamiz. Bu sistemani echib,

A=-—-B=--.C=0,D=—-
4 4 2



bo'lishini topanu. Demak,
=11 _1 1 _I t
V-1 4 x-1 4 x+1 2 x1+1
bo'llb,
r dx _Ledx nrfdx 1wmradk I %15 1
N1 431 4 J3x+1 2 M2+l 4lnjr+]
bo'ladi. »

arctvx + ('

4 8 Ba'zi irrasional funksivalarni integrallash

Ikki u va v o'zgaruvchilar berilgan bo'lib, bu o'zgaruvchilar
yordamida
u'vd (=012..7=Cl2.)
ko'paytmalarni tuzamiz. Bu ko’paytinalardan tuzilgan ushbu
P(u,v) =am +a,0u +allv+a2u2+anuv+aly2+
+otva,y 4% NV Loy e e VW
funksiya u va v o'zgaruvchilarning ko'phadi deb ataladi, bunda

aooaioaii’ «0, 0°’zgarmas haqiqiy sonlar (koeffitsientlar).
P(uv) hamda Qu.v) lar u va v o'zgaruvchilarning ko'phadlari
bo'lsin. Ushbu v (0(k,v)*0) nisbat u va v o'zgaruvchilarning

ratsional funksiyasi deb ataladi va u R(uyv) orqali belgilanadi:

CWBuhy (G0

Endi u va v o'zgaruvchilarning har biri o'z navbatida bitta x
o'zgaruvchining

u =tp(x)

v =4K)
funksiyalar bo'lsin. U holda RH,v) funksiya <p® va iRX
funksiyalarning ratsional funksiyasi bo'ladi. Masalan, ushbu
X - 2\fx2-1+1

/W = .

yjx+ifx -1
funksiya u=-Jx,v=Vx2-1 larning ratsional funksiyasidir, chunki,

R(u V)__Kz—2v+1
T Uy
Xususan, (pX) va t™ larning har biri * o'zgaruvchining ratsional
funksiyalari bo'lsa, u holda ushbu
R(u, v) = R(<p(x). <) - R(x)

funksiya shu x o'zgaruvchining ratsional funksiyasi bo'ladi.



Hagigatan, * o'zgaruvchining ratsional funksiyalaridan iborat
<p® va o(x) iar ustida qo'shish, ayirish, ko'paytirish, harnda
bo'lish amallari bajarilsa, natijada . ning yana ratsional
funksiyasi hosil bo’ladi

1°. R(x,y(x)) korinishdagi funksiyalarni integrallash. Ushbu

j R{xr=ix))dx (8.32) °
integralni garaylik, bunda R(y(x)) funksiya x va y(x) larning
ratsional funksiyasidir.

Agar y(x) funksiya * ning ratsional funksiyasi bo'lsa, ushbu

AR(X, Y(X))Ix
integral ratsional funksiyaning integrali bo'ladi. Bunday
integrallar 3—8§ da batafsil o'rganildi.

Agar Yy(x) funksiya a o'zgaruvchining ratsional funksiyasi
bo'Imasa, u hoida ravshanki, R(Yy(X) ham a o'zgaruvchining
ratsional funksiyasi bo'Imaydi. Bu holda a o’zgaruvchini
almashtirish yordamida R(x.y(x)) ni
ratsional funksiyaga keltirish masalasi kelib chigadi. Aqgar biz
shunday x=<) almashtirish topsakki, natijada *=ipff),y(x)=¥<p({)
lar t ning ratsional funksiyalari bo'lsa, (bunda X~<p'(f) ham
ratsional funksiya bo'ladi), u holda

JR(x, y())dx = J R<p(), (tp(Oy)-<p'(t)ctt
bo'lib, | R(xy(X))dx inteqralni hisoblash ushbu

\ RE(Q y(<p(t))) m

ratsional funksiyaning integralini hisoblashga keltiriladi.

Endi y(X) funksiyaning ba'zi bir konkret ko'rinishga ega
bo'lgan hollarini garaymiz:

1). (8.32) integralda
00 o
bo'lsin, bunda a,b,c,d 0'zgarmas sonlar, nem. Bu holda (8.32)
inteqral quyidagi

(a33)
ko'rinishni oladi. Bunda a,b,c,d sonlardan tuzilgan determinant
noldan fargli, ya'ni
a.b
A = 0
c.d

deb garaymiz. Agar



n= «. h -0
K d

bo'lsa, a va b sonlar c,d sonlarga proporsional bo'lib, gid

nisbat a bog'li bo'Imaydi va funksiya
a ¢ g'liqg y Vex+J ya [

o'zgaruvchining ratsional funksiyasi bo'lib, qoladi. Bu holda
(8.33) integral 3—§ da o'rganilgan integralga keladi. Shunday
gilib, keyingi mulohazalarda n*o deymiz.

(8.33) intpgralda

[ax +b
"~\lee +d
almashtirish bajaramiz. Natijada
ax +b dt" - b .
4 j.*=——l=Vi0o
ex + a- et
(ad —bc)nt
dx = )dt — - dt
(a-ctnY

bo'lib, (8.33) intégral ushbu

-faen4 . 0N
i a-ct

g \ ex+d J (a-et Y
ko’rinishni oladi.
Demak, garalayotgan
At
integralni  hisoblash  ushbu A-+ —  ratsional
a-ct" @-ct")2

funksiyaning integralini hisoblashga keladi.
8.9-misol. Ushbu
¢ il +X dx
"Vr~Al=x
integral hisoblansin.
Bu integralni hisoblash tichun
T+
4rry
deb olamiz. U holda

bo'lib,
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ffi+x Ix _ _r tfdi

4 i X 1 ~v 12+ 1
bo'ladi. Natijada berilgan integral uchun topamiz:
. . ]
r’.I.+Jr ﬁz?\r—L%df—=m—larcij,! +C=2 fex Iarctg.1+r| +C »

Vi-Mm1ex o 3t-+1 ViI-* V1- n

Qiuyidagi
1* (8.34)
\ 110 Thbl cx T'cl LX -TU J

integralni garaylik. Agar r,.r,..m ratsional sonlarni umumiy m
maxrajga keltirib, (8.34) integralda
ax+b
2 ex+d=
almashtirish  bajarilsa, natijada (8.34) integralni hisoblash
ratsional funksiyani integrallashga keladi.
8.10—misol Ushbu
« dx
oJx +\fx
integralni hisoblang.
< Bu integralda t=dx almashtirish bajaramiz. Natijada
X —t6,dx = 6/5dt
bo'lib, berilgan integral uchun topamiz:
3#E+ZE = Ji—+i_65((|2-| +|)—t+—|)dt—6§-~—2+|-|n|/+ I +c= R

= ) _-2--+ \[X - \n\fx +1j) + C =2\x - 3six + 6%x—6\nfx +j+ C.

2). (8.32) integralda y=y(x)='ijax1+bx+c bo'lsin, bunda a,b.c
o'zgarmas sonlar bo'lib, axe +hx+c kvadrat uchhad teng ildizlarga
ega emas. (8.32) integral quyidagi
J* * \laxz +hx+c)dx (aPo) (8.35)

ko’rinishda oladi.

Quyida Kkeltiriladigan uchta almashtirish yordamida (8.35)
integral ratsional funksiya integraliga keltiriladi.

a) a>o bo'lsin. Bu holda (8.35) integral

tlax+\laxz +Hox+c (8.36)
(yoki t=-sax+\jaxe +bx+c)

almashtirish natijasida ratsional funksiyani integrallashga keladi.



l U{x, ylun + hx + c)tir =

_-c -Jut2 ;hl +c4a12(iTii '=+bl + c_:g_a_)dt,

3 2-fai +b’  2Jai +h (2sfut +b)r
b) c>o0 bo'lsin. Bu holda (8.35) integral
1=- (Mux* +bx+c - \jc) (8.37)

(yoki t :5<(\1axr +bx+c + VH|

almashtirish yordamida rasional funksiyani integrallashga keladi
fF?(X\(ax-; +bx+c)dx:jR(2_J cl-b \Oetl—lﬂ'-gm\ié: 2(~Jet* + bt + -Jea)
a—t2 a-12 ! @-t2)1

V) axl+bx +C kvadrat uchhad har xil x, va xr haqiqiy ildizlarga
ega bo'lsin. Ma'lumki, jg va xr ildizlar 6rgali ax2+bx+c kvadrat
uchhadni

axl+bx +c=a(x- x, )X- Xj)
ko'rinishda ifodalash muinkin Bu holda (8.35) intégral ushbu
/= . -Jax +hx+c (8.38)
&,

almashtirish bilan ushbu

3 3 r-a t -a @ -a)

ko'rinshga keladi. Bu tenglikning o'ng tomonidagi integral
ostidagi funksiya / o'zgaruvchining ratsional funksiyasidir.

Odatda (8.36), (8.37) va (8.38) almashtirishlar Eyler
almashtirishlari deb ataladi.

g8.11-misol f---—-- — - dx integralni hisoblang.

X+ \Ix2+X+ 1

< Bu integral uchun (a=I) Eylerning birinchi almashtirishini

((8.36) ga garang) bajaramiz:

I =x+ yjx1+X+1

U holda
X = 12;1 v/x_J-+ -+ ?: —/—]'—t—/—tla& =2 -':Iajl’
1+21 1+21 @+20
bo'lib, berilgan integral uchun
E ______ = % =<¢C =2 l-__r___-t_g_-t_!_dt
X+\jx2+x+1 w+2l)

bo'ladi. Endi



/a+2n1 /[ 1+2/ (@+2))2
bo'lishini e'tiborga olib, topamiz:

i = x-21n/]- -Inil + 2/1+ - — +— fC =
X+JIx2+x+1 2 "2 1+
= 2Injx + \/Xr + X+ 1 - —In|l + 2X + 2\/x2 + X+ [j + Necoommeeeeoeeee

——2—|+2><+2v)<2+xﬁ—C
2°. Binomial differensiallarni integrallash. Ushbu
X"'(u+ bx'Ydx
diiferensial ifoda binomial differensial deb ataladi, bunda ah
o'zgarmas sonlar m,n,p ratsional sonlar.
Ushbu
Jxm{a+bx" Y dx (8.37)

integralni hisoblash m,n,p ratsional sonlarga bog'lig. Mashhur

rus matematigi P.L. Chebishev ko'rsatganki, (8.37) integral
quyidagi uchta
1) p butun son,

2) UIn_tI butun son,
3) ri1| +p butun son,

holdagina ratsional funksiyalarmng integrali orqgali ifodalanadi.

1) p-butun son bo'lsin. Bu holda m va n ratsional sonlar
(ya'ni kasrlar) maxrajining eng kichik umumiy bo'luvchisini s
orgali belgilab, (8.37) integralda x=ts almashtirish bajarilsa,
integral ostidagi funksiya ratsioanl funksiyaga aylanib, (8.37)
integral ratsional funksiyaning integraliga keltiriladi.

2) -butun son bo'lsin. Awal (8.37) integralda
1

X = t*

almashtirish bajaramiz. Natijada (8.37) integral quyidagi
X ma-+ba)pdx =—5(a +bpt -+t (8.38)
ko'rinishni oladi. Qisqgalik uchun
q=-—=--- 1

deb belgilaymiz. Bu holda » kasr sonning maxrajini n bilan
belgilab, (8.38) integralda

| i
z=(a+bt)s=(a+bxn)s



almashtirish bajarilsa, natijada integral ostidagi iloda ratsional
(unksivaga aylanib, vana (8.37) integral ratsional funksiya
integralini hisoblashga keltiriladi.

3) p+d butun son 'bo'lsin. Yuqoridagi (8.38) integralni
quyidagicha yozib olamiz:
jU+htyi dt=f

Agar keyingi integralda

|
almashtirish bajarilsa, (8.37) integral ratsional funksiyaning
integraliga keladi.

8.12-misol Ushbu

J(@+\fcy
integral hisoblansin.
m Bu integralni (8.37) integral bilan tagqoslab, p=-2 (butun
son) ekanligini aniglaymiz. Yuqorida qgaralgan 1) holga ko'ra
v (r=\fx) almashtirish bajarib topamiz:

IR pperay
Bu tenglikning o'ng tomonidaqi integral ostidagi funksiyani
_t =t4-2t1+3—4—__1_+ 1_
(i+/2)2 12+ (12+i):
ko’rinishda yozish mumkin ekanini e'tiborga olsak, u holda
Javige 527" - 2R [y
bo'ladi. Oxirgi integral shu bobning 2-8 ida keltirilgan (8.17)
rekurrent munosabat yordamida osongina hisobalnadi.
: d 1 1 1
i"W =2 ~ +2aQg +C
Natijada quyidagiga egabo'lamiz:
r o . 1 52 » , 7 1 1
- f +3/7  arctgt + — =— +C
J(+12)2 5 3 2 2 r +1
Demak, t=\[x ekanini e'tiborga olib, uzul —kesil yozamiz:

I- ~f=-rdx—=V ? -4jx + 18V¥x - 2larctgMx + 3 +Ch»
J@+Vxf 5 W +1
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8.13-misol. f -~ = integralni hisoblang.

M + \[x'~
< Bu integralni £ o = |.<r(i +x3) ax ko'rinishda yozib,
1 +\1x2
m:\.n:é.p =- bo'lishini top\amiz. Bu holda m+1=3 bo'lib,
2
i=(+x5)1

almashtirishni bajaramiz. Unda

i | 3 i
I+ x3=t2,x =(t2-1)2 vadx=—(t2- 1)12,dt

bo'lib, berilgan integraluchun ushbu

—————— 2 e EE | |
Jicw + x3) 2dx =37 (t7-1)V<* =3y -6y + r3+C?»=VI+x3.

ifoda topiladi. »
5-8. Trigonometrik funksiyalarni integrallash

Yugoridagidek, R(sinxcosx) orgali sinx va cost larning ratsional
funksiyasini belgilaylik. Bunday ifodaning
| R(sm x,COSx)dx (8.39)
integralning garaylik.
Agar (8.39) integralda

t=tg - (~1t <x<71)

almashtirish bajarilsa, u holda (8.39) integral ostidagi R(sm x, COSX)
ifoda t o'zgaruvchming ratsional funksiyasiga aylanib, (8.39)
integralni hisoblash ratsional funksiya integralini hisoblashga
keladi.

Darhaqgiqgat, quyidagi

2t

smx- - —
1+i
COSX = ———mmm = ——
2*  1+t2
g 2
X = 2arctgt .ax - _2d<
1+ te

236



munosabatlarni e'tiborga olsak, u holda (8.39) integral quyidagi
- 1-/IM x*
IR (sIinx. cosx)A = J A
N+/: 1472
ko'rinishga keladi. Ravshanki,
a 1-r 2
AH/3714 1 I 1+ R
funksiya t o'zgaruvchining ratsional funksiyasi. Demak, (8.39)
integralni hisoblash ratsional funksiya integralini hisoblashga
keladi.
8.14-misol. |

13+ sinx

integralni hisoblang.

< Bu integralda t=tg| almashtirish bajarib toparniz:

f dt
J3R +24+V

f— J—
J3+sinx J3 2F 1+ 12

1+/2
j i + 9 o d(l +-) m I+ -
21— ———=-f- " 5-=2F - — 3 =" a @aeatg'B~ Rjs-+ C

Shuni ta'kidlash  lozimki, JAginx,cosX)dX integralda /=g~

almashtirish universal almashtirish bo'lib, u (8.39) integralni har
doim ratsional funksiya integraliga keltirsada ko'pincha bu
almashtirish murakkab hisoblashlarga olib keladi.

Ayrim hollarda trigonometrik funksiyalarni integrallashda
i = 7/gx/ =sinx,/ = cosx almashtirishlar qulay bo’ladi.

8.15—misol. f ~ - inteqral hisoblansin.
1 COSs4 X

m Agar bu integralda r=tgX universal almashtirish bajarilsa,

u holda

r N _ =2r(4en

os"IX I (1-/2)4 .
bo'ladi. Biroqg garalayotgan integralda t=tgx almashtirish
bajarilsa, u holda
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— X -= \(\+tg -.r)dtgx= f(1+t2)dt
J cos

bo'lib, undan

I odx ig}x
bc_osT = +'£+( _|’\+— +c
bo'lishini topamiz »
M ashqlar
8.16. Ushbu
f{x) =x\X\.<p(x) =e 'x (xeR)

funksiyalarning (-00-boo) dagi boshlang'ich funksiyalari topilsin.
8.17. Ushbu

yl(x - )@ - x)
integral hisoblansm.
8.18. Ushbu

Je* cosbxdx

integral hisoblansin.
8.19. Quyidagi

1) f r-A =It\W\x+Jx2+a2\+C (@a=>0)
£XT

2) f J N =xviant”™ +C (0>0)
Lyre +x2

3) [Wa2- x2dx=—yla2- x2+ — arcsin-+C
J 2 2 a

4) fAjx2ta2dx=—\Ix2+ a2+ - In|x+-Jx2+ a2k C
J 2 2 | |

tengliklar isbotlansin.
8.20. Ushbu

r sin4x j
= I~’{I’
sin X+ cos' X

integral hisoblansin.



IX BOB
Aniq integral

Funksiyaning anig mtegrali matematik analizning muhim
tushunchalaridan biri.

Tabiatda, texnikada va fanning turli sohalarida uchraydigan
ko'pgina masalalar (shaklning yuzi, egri chizigning uzunligi,
bajarilgan ish miqgdori, inersiya momenti, jismning hajmi va h.k.
larni topish masalalari) aniq integral yordamida hal etiladi.

Ushbu bobda funksiyaning aniq integrali nazariyasini
batafsil bayon etamiz.

I-8. Aniq integral tushunchasi

1°. [a,b] ni bo'laklash Biror |a,6]cfl segment berilgan bo’lsin.

Uning ushbu

@=x0<X, <X <c..<X,_, <X,=6
munosabatda bo'lgan chekli sondagi ixtiyoriy Xuf Clyeenr X,
nuqtalari sistemasini olaylik. Agar A =[jr,.,x,]Jp ¢=12,.....« deb
belgilasak, u holda ravshanki,

1)  gAzu...uAn=\ab\:

2) AtnAj =0,(&j'=12,...,n)

Mazkur kursning 1—bobidagi to'plamni bo'laklash
tushunchasi ta’rifiga binoan {Al,Al AJ sistema fabj da
bo'laklash bajargan bo'ladi, va aksincha, agar bizga \ab\
segmentning biror chekli {BrBz...,.BJ bo’laklashi berilgan bo’lsa, u
ushbu

a=y» <Vi <yi <-<ym=h
munosabatda bo'lgan chekli sondagi ysyl,y2.-,ymlym nuqtalar
sistemasini aniqlaydi. Binobarin, biz to'plamni bo'laklash ta'rifiga
ekvivalent bo'lgan quyidagi ta'rifni kirita olamiz.

1-ta'rif. [«b] segmentning ushbu

a=x0<x, <X <..<xt<xn-b
munosabat bo'lgan ixtiyoriy chekli sondagi x,x2,x,...,x*,xn

nuqtalari sistemasi |ab] segmentda bo'laklash bajaradi deyiladi.
U

/5= {X0,X ......X,}
kabi belgilanadi.
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Har bir X (k:O.l,..,,«) nuqta bo'laklashning bo'luvchi nuqtasi,
Ir/-*t+#1] U=01,.»-1) segment esa P bo'laklashning oralig'i
deyiladi.

P bo'laklash oraliglari uzunligi =xitl -x,  (K=0,1...,»-1) eng
kattasi, ya'ni ushbu
Xp =max{Avt}=max{ Vc0. \X,, ..., AXE,..., (

migdor P bo'laklashning diametri deb ataladi. \aH segment
beriigan huida bu segmenini turii usuiiar biian istalgan sondagi
bo'laklashlarni tuzish mumkin ekan. Bu bo'laklashlardan iborat
to’plamni F bilan belgilaymiz: F =P}

20. Integral yig'indi. \ab\ segmentda /(*) funksiya
aniglangan bo'lsin. Shu segmentni

P ={x0,xI,x2,....xk,...,.xnte F

bo'laklashi va bu bo'laklashning har bir [xt,xtt] (;=0,l,...,»-I)
oralig'ida ixtiyoriy (E* e|xt,xt,]) nuqta olamiz. Beriigan
funksiyaning < nuqtadagi qiymati /(#,) ni Ax,=x#l-X, g@a
ko'paytirib, quyidaqi yig'indini tuzamiz:

*=A T0)AXx0+ f(EI)AXI+ ... +f(Et)&xk+ ..:+ /1 (C i)~ = E/(#*)A x*.

2-ta'rif. Ushbu

*=ZjH)At 9.1)
yig'indi /(x) funksiyaning integral yig'indisi deb ataladi.
Masalan, 1) s¢o=x funksiyaning [ab\ segmentdagi integral
yig'indisi
TV(F*)Axt=y"Ax 4
i0 uo
bo'ladi, bunda
(*=0,1,....n-1)
3) Dirixli funksiyasi

l.agar x€\cub\ ratsional son bo'lsa,
D(x) =

I o0, agar xe(a¢>j irratsional son bo'lsa.

ning integral yig'indisi quyidagi
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b-a, agar barcha ratsional son bo'lsa,
EW *)A* = <

0, agar barcha < irratsional son bo'lsa

ko'rinishga ega bo'ladi.

Ravshanki, /(x) funksiyaning integral vyig'indisi a a) /(x)
funksiyaga, b) |ab] segmentni bo’laklash usuliga v) har bir
xt:x,j segmentdan olingan nugtalarga bog’liqg bo'ladi.

3". Aniq integral ta'rifi. s¢o funksiya b\ segmentda
aniglangan bo'lsin. \ab] segmentning shunday

(9.2)
(P,,eF.m =12, bo'laklashlarning garaymizki, ularning mos
diametrlaridan tashkil topgan
m’ep, >
ketma-ketlik nolga intilsin: XF->o.

Bunday Pm  (m=12,.) bo'laklashlarga nisbatan /(x)
funksiyaning integral vyig'indilarini tuzamiz. Natijada [ah|
segmentni (9.2) bo'laklashlarga mos /(x) funksiyaning integral
yig'indilari qiymatlaridan iborat quyidagi

ketma —ketlik hosil bo'ladi. Ravshanki, bu ketma —ketlikning
har bir hadi nuqtalarga bog'liqdir.

3-ta'rif. Agar [ab\ segmentni har ganday (9.2) bo'laklashlar
ketma —ketligi {Pj olinganda ham unga mos integral yig'indi
giymatlaridan iborat {on} ketma —ketlik nuqtalarning tanlab
olinishiga bog’lig bo'Imagan ravishda hamma vaqt bitta J songa
intilsa, bu J son a yig'indining ZF->0 dagi limiti deb ataladi. U

lim er = lim 'n'Flf(L)tSX.

kabi belgilanadi.
Yig'indi limitini quyidagicha ham ta'riflash mumkin.
4—a'rif. Agar v=>0 son olinganda ham shunday s>0 son
topilsaki, |ab) seqgmentni diametri Ip<s bo'lgan har ganday p
bo'laklash uchun tuzilgan a yig'indi ixtiyoriy £ nuqtalarda
I<r-j\<e
tengsizlikni ganoatlantirsa, ./ son < yig'indining o dagi
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limiti deb ataladi

5—ta'rif. Agar / ->0 da t\x) funksiyaning integral yig'indisi
(9.1) chekli limitga ega bo'lsa, u holda /() funksiya [j>]
segmentda integrallanuvchi deyiladi, «x yig’indining chekli limiti
J esa —f(x) funksiyaning \ab] segmentdagi aniq integrali deb
ataladi. Funksiyaning aniq integrali

| f(x)dx
a

kabi belgilanadi.
Demak,

Jf(x)dx =Jim £/(£* )Avs.
a— -k )

Bunda a son integralning quyi chegarasi, b son esa integralning
yuqori chegarasi, \a,b\ segment inegrallash oralig'i deb ataladi.

Agar Xp o da yig'indining limiti mavjud bo'Imasa yoki uning
limiti cheksiz bo’lsa, u holda /(*) funksiya \ab\ segmentda
integrallanmaydi deyiladi.

9.1-misol. f(x)=C=const funksiyaning [a.AA segmetndagi
integrali hisoblansin.

< \ab) segmentni ixtiyoriy

P = {Xq, x,,..-, xJ (a=x0<x, <...<*, =b)

bo'laklashni olib, /(x)=c funksiyaning integral yig’indisini
topamiz:

0-=AC-Ax* :CEOAxk:C [(A-*0)+ (*2-* 1) dv.. + (x,-;tj_1)] =

~C(xn-x1)=C(b-a).
Ravshanki,

ilaj%ar = (l}_r)rbC(i>-a) =C (i-a)7

b
jCdx=C(b-a)>

Demak,

Xususan, /(*)=1 bo'lgand%quyigagiga egamiz:
M'dx="dx =b—a

9.2~misol. Ushbu f(x)=x funksiyaning \ab\ segmentdagi
integrali hisoblansin.

< Ma'lumki, jab] segmentda f(x)=x funksiyaning integral
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yig'indisi

bo'lib, bunda Ar, =x,.,-x, va
ri¢i*s*,
Bu tengsizlikni W. >0 ga ko'paytirib topamiz:
** _Nx, Sf, «AXx, <x. ®AX, (i=01..a-1)

Keyingi tengsizliklardan esa
n1 n-1 n-1

{'Ef>Aecs %*» A

*f)
tengsizliklar kelib chigadi.
Demak,
fi-l 1
£x,0x> <cT<£x,,, [ x4
=0 )
H 7] ¢

Endi £x*Ax* va £ *wm x4 yig'indilarni quyidagicha o'zgartirib
(=38 HQ

yozib olamiz:

m a-1 J n-l j [-1 j
AXjAX, = X * ~x,)=- X (*in~ r ~ )*=T* ~*)-
oIV = X Xt %) ¢ *:0( *=0 ) 2 ( )
"V'a 2 bz—a2 2
*=0 2 z *=0

Agar *i4=xt+Art ekanini e’tiborga olsak, u holda

Y jpHAXE = £ (xt + D<) A x,~]T x> 2=~ — +ilT Ax*
Hy m“ Ac)Ax g$m ﬁﬁ( ¢ ?m
Demak,
22T ke o e2-a2 1N T
R R - P
Bu munosabatdan
er- —
0

tengsizlik kelib chigadi. So'ngra —Jqfnxz uchun
>=f)

'1 > 2<1 X .N4a
g,]fr:O ACFOA 12
(bunda AP=max{Axt}) bo'lishidan 4 -»o0 da

haxi->o

¢ 1=0
bo'lishini topamiz.
Demak,



= -h-?--f’l-l

Bu esa ta’rifga ko'ra

ekanligim bxldiradi. »
9.3-misol. [ab\ segmentda Dirixle funksiyasi uchun aniqg

intrirrral m
mcivijuu r-ivuuM iyini rvu 13CUH311I,

ml Dirixle funksiyasi D(x) uchun integral yig'indi quyidagicha
bo'lishim ko'rgan edik:
b-a, agar barcha ™ ratsional son bo'lsa,
g=
0, agar barcha < irratsional son bo'lsa.

Ravshanki -~o da a yig'indi limitga ega emas. Demak, Dirixle
funksiyasi [a b\ segmentda integrallanmaydi. »

Odatda, yuqorida keltirilgan aniq integral Riman integrali,
integral yig’indi Riman yig'indisi deyiladi.

l—eslatma. Agar 1(*) funksiya [ab] segmentda
chegaralanmagan bo'lsa, u shu segmentda integrallanmaydi.

4°, Darbu yiq'indilari. fix) funksiya \ab) oraligda amqlangan
bo'lib, shu oraligda chegaralangan bo'lsin:

ie [ah\
[ab] oraligni biror
P ={*<,%,..,i,)6F
(a=x0<*, <.-<x,, =b) bo’laklashni olaylik. Bu funksiyaning aniq
chegaralari
mk ="{fix)},xe[x*xktl],
Mj = sup{/(*)}, x e

mavjud (2—bob, 6-8).

Ravshanki, ixtiyoriy ¢t e[xt,xM] uchun

m, s/IKJsM , (9.3)
bo’ladi. Endi mk va Mk sonlarni 18**+] oraligning uzunligi
- xi (\k:O,l,...«- Nga ko'paytinb quyidagi

mKkAXy =m, Ar0+ mAX, +..+mtAxt +..+ m A x"

{0

h-1
A M *AXfr =M 0AX'0+ M 1AX, + ...+ M (AXK + ...+ A'w1AX;!.,

Pin



yig’indilarni tuzamiz.
6-ta'rif. Ushbu

il *
sA_/am,Ax, . S- Y XttAx

yig'indxlar mos ravishda Darbuning quyi hamda yuqori
yig'indilari deb ataladi.
Darbu yig'indilari, funksiyaga hamda p bo laklashga bog'liq:
\ =s(p),S =S(P)
va har doim

s(p)<S(P)
bo'ladi.
(9.3) tengsizliklarni 4rt ga ko’paytirib topamiz:
mtAxt <f("i )Axt (k=01,...n-1)
Keyingi tengsizliklardan esa
X, éit-ax iceL Mt
tengsizliklar kelib chigadi. Demak,
s(p)<cT<S(P)

Shunday qilib, f(x) funksiyamng integral yig’indisi har doim
uning Darbu yig'indilari orasida bo'lar ekan.

(9.3) munosabatdan yana bitta xulosa chigarish mumkin: 4k
nuqtani tanlab olish hisobiga /(~,) ni mk shuningdek, W.
giymatlarga har qgancha yaqin keltirish mumkin. Bundan esa
Darbuning quyi va yuqori yig'indilari berilgan bo’laklash uchun
integral yig’indining mos ravishda aniq quyi hamda aniq yuqori
chegaralari bo’lishi kelib chigadi:

[ 1= ir%cf{cr},S = s%{q}

Aniq chegaralar xossalaridan foydalanib topamiz:

m<mk,Mt <M (E=0l..n—
Natijada
=) g =MD
5(/>)=£n/,0x* =M(b-
(%)=£nlfx< - =M(b-a)
bo'ladi.
Ravshanki,
VAxt:b-a
*f)

Demak, vpeF uchun quyidagi
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m(b-a) <s(P)<S(F)<M(b-u) (9.4)
tengsizliklar o'rinli bo'ladi. Bu esa Darbu yig'indilarining
chegaralanganligini bildiradi.

5°. Aniqg integralning boshgacha ta'rifi. /(.v) funksiya \u.h\
oraligda araglangan bo'lib, u shu oraligda chegaralangan bo'lsin.
\<i-b\ oraligni bo'laklashlar to'plami F={P) ning har bir PeF
bo'laklashi uchun f(x) funksiyaning Darbu yig’indilari s(F\S(P)
w tuzib,

{s(P)}.{S(P))
to'plamlarni garaymiz. Bu to'plarnlar (9.4) ga ko'ra
chegaralangan bo'ladi.

7—ta'rif. {s(P)\ to'plamning anig yuqori chegarasi f(x)
funksiyaning [a,b] oraligdagi quyi integrali deb ataladi. U

b

¢ =Ff(x)dx
a

kabi belgilanadi.
{S(P)} to'plamning aniq quyi chegarasi f(x) funksiyaning \ab\

oraligdaqi yuqgori integrali deb ataladi. U
b

J =J/(*)<&
(%)
kabi belgilanadi. Demak,
b
Z=1/W i&=sup{s(P)},
a
b
J =]n.x)dx = mi{S{P)}
8-ta'rif. Agarf(x) funksiyaning \a,bloraligdagi quyihamda

yuqori integrallari bir biriga tcng bo’lsa, /(*)funksiya \ab\

oraligda integrallanuvchi deyiladi, ularning umumiy qiym ati
b b

J =\ f(x)dx =" f{x)dx
a a
f(x) funksiya [ab\ oraligdagi aniq integrali deyiladi. Agar
b b
j f{x)dx @j f(x)dx
a a

bo’lsa, f(x) funksiya \ab\ oraliqda integrallanmaydi deyiladi.
Demak,
b b a
{7(%) ={f(x)dx =1 f(x)dx.



2—8. Aniqg integrating mavjudligi

1°. Darbu yig'indilarning xossalari. Faraz qilaylik, /7={P}
to'plam [a.ftf oraligning barcha bo’laklashlaridan iborat to'plam
bo'lsin. Agar I\eF bo'laklashniny har bir bo'luvchi nuqgtasi P F
bo'laklashning ham bo'luvchi nugtasi bo’lsa, P2 bo’laklash P\ ni
ergashtiradi deyiladi va /' c /> kabi belgilanadi.
Avytaylik, j\x) funksiya [a,6] oraligda cheqgaralangan bo’lib,
P,eF va P,eF bo'laklashlari uchun Darbu yig’indilari
*(1>,),* (/% ).S(P2)
bo'lsin.
1). Agar P,cP2bo’lsa, u holda
N, s5(/>)

bo'ladi.

2). VP, €F, VW2gF uchun

s(P,)<S(P,)

bo'ladi.

3). Darbu yig'indilarida tuzilgan

{>h (PeF)
to'plam uchun
supf{g'$/>)}<inf{&$_P)>
ya'ni
J<J

bo'ladi.

4). Ixtiyoriy £>0 olinganda ham shunday <5> topiladiki,
diametri X, <s bo'lgan \ab] oraligning P bo'laklashlari uchun
S{P)<mi'{S(P)} +£:
S(P) >Sp{5()}- £
ya'ni
S(P)<J +e,s(P)>1-¢e
bo'ladi.
Bu xossalardan binning masalan 2) — ning isbotini keltiramiz.
m Aytaylik, Pt va P, lar |a,b] oraligning ixtiyoriy bo'laklashlari
bo'lsin. Bu bo’laklashlarning barcha bo'luvchi nugtalari
yordamida \ab\ ning vyangi P bo'laklashini hosil gilamiz.
Ravshanki,
P,<zP,P2cP
bo’ladi. P bo>'laklash uchun tuzilgan Darbu vyig'indilari s(P) va
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SU') lar uchun 1l)—xossaga ko'ra
YR ) <s(P),S(P) <S(Pt)
m(/2)< s(P),S(P)<S(Pt)

bo’lib, ulardan
sV, )<siP)<S(P)<S(P,)

ya'ni
s(Pi)<S(Pt)
bo'lislii kelib cnigadi. »

Bu xossa \ab\ oraligni bo'laklashlar uchun tuzilgan quyi
yig'indilar to'plami {s{P)} ning har bir elementi yuqorida
yig'indilar to’plami {S(P)} ning istalgan elementidan katta
emasligini bildiradi. (Qolgan xossalarining isboti [1) ning 9 —
bobidan garalsin).

20. Aniq integralning mavjudligi. Aytaylik, f(x) funksiya \a:b\
oraliqgda chegaralangan bo'lsin.

1-teorema. f(x) funksiya [ab] oraligda integrallanuvchi
bo'lishi uchun ve>0 olinganda ham shunday S>0 son topilib,
[a,0\ oraligni diametri xt<s bo'lgan har ganday p bo'laklashi
uchun Darbu yig'indilari

S(P)~s(P)<e
tengsizlikni ganoatlantirishi zarur va yetarli.

< Zarurligi. /(x) funksiya [ab] oraligda integrallanuvchi
bo'lsin. Ta'rifga ko'ra J=.J=J bo’ladi, bunda

J = sup{.v(P)},J =inf{S(P)}

V¢->0 olinganda ham shunday <5>0 son topiladiki, ]ab\
oraligning diametri zf<8 bo'lgan har ganday p bo'laklashida
Darbu vyig'indilari uchun lo — daqgi 4) xossaga Kko'ra

S(P)-J<~,j-s(P)<- tengsizliklar o'rinli bo'lib, undan S(P)- s(P)<e

tengsizlik kelib chigadi.

< Yetarliligi. Ve>0 olinganda ham shunday <5>0 son topilib,
1.6 oraligni diametri <6 bo'lgan har ganday P bo'laklashida
Darbu yig'indilari uchun

S(P)-s(P)<e
tengsizlik o'rinli bo'lsin. 1(x) funksiya [a.b] oraligda
chegaralanganligi uchun uning quyi hamda yuqori integrallari
3= sup{s(P)}.1 = inf{s(P)}

mavjud va lo. dagi 3) — xossaqa ko'ra ¢<J tengsizlik o'rinli
bo’ladi. Ravshanki,
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Bu munosabatdan
0<7-7 <
bo'lishini topamiz. Demak, Vi;>0 son uchun o<j-j<e bo'lib,
undan 7=7 bo'lishi kehb chigadi. Bu esa /(*) funksiyaning [«A]
oraligda integrallanuvchi ekanligini bildiradi. »
Agar awalgidek f(x) funksiyaning [xt.xi+l] (t=o0.i....,.«—)
oraligdaqi tebranishini ro. orgali belgilasak, u holda

S(P) - s(P)=]T(AYt - m. =YtaA'ct
[39]

bo'lib, yuqgorida keltirilgan teorema quyidagicha ifodalanadi.
2-teorema. f(x) funksiya \ab\ oraligda integrallanuvchi

bo'lishi uchun Ve >0 son olinganda ham shunday S>o0 son topilib,

|ci;é) oraligni diametri |: <S bo'lgan har qanday P bo'laklashda

N djArt <t 9.5
*__001 (9.5)

tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli.
Ravshanki, (9.5) munosabatni quyidaqi
nl

limyY oA =0
*  x

ko'rinishda ham yozish mumkin.
3-8. Integrallanuvchi funksiyalar sinfi

Ushbu paragrafda aniq integralning mavjudligi haqidaqi
teoremadan foydalanib, ba'zi funksiyalarning sinfi
integrallanuvchi bo'lishini ko'rsatamiz.

f(x) funksiya [a b\ oraligda aniglangan bo'lsin.

3-teorema. Agar f(x) funksiya [ab\ oraligda uzluksiz bo'lsa, u

shu oraligda integrallanuvchi bo'ladi.

< f(x) funksiya \a.b\ oraligda uzluksiz bo'lsin.
Veyershtrassning birinchi teoremasiga (5—bobdagi 7—
teoremaga gqaranq) ko’ra funksiya \a.b] da chegaralangan.
Ikkinchi tomondan, Kantor toeremasining (5—bobdagi 10—
teoremaga gqarang) 3—natijaga ko'ra Ve>0 olinganda ham
shunday <5>0 son topiladiki, \a,b] oraligni uzluklari 5 dan kichik
bo'lgan bo'laklarga ajratilganda funksiyaning har bir bo'lakdagi
tebranishi uchun <t <s tengsizlik o'rinli bo'ladi. Demak, [ab\
oraligni diametri X, <8 bo'lgan har ganday p bo'laklashda



bo'lib, undan
limV ro,Axt =0

k~lih rhigarli Dpmak, r(r) funksiya la.Al da integrallanuvchi. »
4-teorema. Agar f(x) funksiya \a.h\ oraligda chegaralangan
va monoton bo'lsa, funksiya shu oraliqda inteqrailanuvchi bo'ladi.
4 f(x) funksiya \ab\ da chegaralangan va shu oraligda,
aytaylik, o'suvchi bo’lsin. Vt>0 sonni olib, unga ko’ra S>0 sonn)
quyidagicha tanlaylik:
8= fay 7°
So'ngra |ab) oraligni diametri Zp<8 bo'lgan P bo'laklashi uchun
Darbu yig'indilari S(P) va s(P) ni tuzamiz. U holda

s(P)-.HP)=x,®Ax

t-0 J\O~J\a) o
m -fw
1(6)-1(a) f(b)~ f(a)
Demak, /(x) funksiya \a,b\ oraligda integrallanuvchi. »
Chegaralangan hamda kamayuvchi funksiyaning

integrallanuvchi bo'lishi ham xuddi shunga o'xshash isbotlanadi.

5-teorema. Agar f(x) funksiya [ab\ oraligda chegaralangan
va bu oraligning chekli sondagi nuqtalarida uzulishga ega bo'lib,
golgan barcha nuqtalarida uzluksiz bo'lsa, funksiya shu oraligda
integrallanuvchi bo'ladi.

M /(x) funksiya [ab] da ~chegaralangan bo'lib, shu
oraligning faqgat bitta x* (x*e[a,6]) nugtasida uzilishga ega,
golgan barcha nuqtalarida uzluksiz bo'lsin.

Ve>0 son olib, x* nuqtaning

Us(x*) ={x.X &R,x*-s <x<x* +e}
atrofini tuzamiz. Bu atrof \a.b\ oraligni
i c(x*), [a & \U c(x*) =[a.x* -E-]u [x * +e,b]

gismlarga ajratadi.

Shartga ko'ra, /(x) funksiya [a,x*-e] va [x*+s,b] oraliglarning
har birida uzluksiz. Bu oraliglarning har biriga alohida Kantor
teoremasining natijasini (5—bobdagi 3 —natijani garang)



go llanamiz. U holda olingan Vv>:>0 son uchun shunday ¢j,>0 va
ar>0 sonlar topiladiki,
da Ar(<¢, dan
IA*+:b\ da Axj <S, dan ak<
tengsizliklar o rinli ekani kelib chigadi. Aqgar ¢ =min{/>,<$} dpb
olsak, u holda ikkala oralig uchun bir vaqtda
<6 dan &t <K
tengsizlikning o’rinli ekani kelib chigadi.
Endi yuqoridagi Vt->0 songa ko’ra (>0 sonni S<s deb
olaylik.
M. oraligni diametri Xp<s bo'lgan bo’laklashlari uchun f(x)
funksiyaning Darbu yig'indilarini tuzib, quyidagi

S(P)-s(P)=YJa>"t (9.6)
ayirmani qaraymiz. (9.6) yig'indining har bir hadida )
(*=0.1 a-i) oraligmng wuzunligi Av. qgatnashadi Bu
oraliglarning n* nugtaning Ut (x*) atrofidan tashganda
joylashganiga, ya'ni In{/t(e*)=0 munosabat o'rinli

bo'ladiganiga mos keladigan (9.6) vyig'indining hadlaridan
tuzilgan yig’indi

ZXA*»
bo’lsin. (9.6) vyig’indining gqolgan barcha hadlaridan tashkil
topgan yig'indi
x'Yn**
bo Isin, bunda I~t,A>4]ci/r(r*) yoKki Dt xtA"]r\{x*-e}*Q  vyoki
*4,*n.,)n{x*+e}* 0 bo'ladi.
N atijada (9.6) yig'indi ikki gismga ajraladi:
n-l

= £ CBFAXE + £7 > fir* (9.7)

*f)
Endi bu yig'indilarni baholaymiz. Yuqoridagi (9.6)
munosabatdan foydalanib, topamiz:

Z'G"NAr* <Z7'C' =e(b-a 9.8
o | - (b-a) (9.8)
Ikkinchi yig'indi uchun

i $Z"Q Ar=Q Z"Ap
bo'lishini topamiz, bunda Q-f(x) funksiyaning \ab\ oraligdaqi
tebranishi.

251



Agar UJx*\ atrofda butunlay joylashgan oraliglari
uzunliklarining vyig'indisi 2= dan Kkichikligini hamda x* = va
x~+e nNuqtalami o’z ichiga oigan (. .y...,, oraliglar ikkita bo'lib,
ularning uzunliklari yig’indisi ham 2e (chunki S<e) dan kichik
bo’lishini e'tiborga olsak, u holda

<4 {9.9)
|

bo'ladi. Natijada (9.7), (9.8) va (9.9) inunosabatlardan
<e(b-a)+4eQ =¢e |(6-7j)+4Q]

ekani kelib 'chigadi. Demak,
n-l
----------------------------- limY (0,AX.=0
) 050
Bu /(*) funksiyaning ja,b\ da integrallanuvchi bo'lishini bildiradi.
f(x) funksiya \ab\ oraligning chekli sondagi nuqtalarida
uzilishga ega bo'lib, qolgan barcha nuqtalarida uzluksiz bo'lsa,
uning [ab] da interallanuvchi bo’lishi yuqoridagidek isbot
etiladi. »
2—eslatma. f(x) funksiya \ah\ oraligda integrallanuvchi
bo'lsin. Biz
c b
\f(x)dx =-\f(x)dx
b a

hamda
If(x)ax=(

tengliklar o'rinli deb kelishib olamiz.
4-8. Aniq integralning xossalari

Endi f(x) funksiya aniq integralining xossalarini o'rganamiz.

l-xossa. Agar /(x) funksiya [ab\ oraligda integrallanuvchi
bo'lsa, u istalgan \a,p\c\a,b\ oraligda ham inteqrallanuvchi
bo'ladi.

< /(x) funksiya [ab] da integrallanuvchi bo’lsin. U holda 1—
teoremaga ko'ra Ve>0 olinganda ham shunday <5>0 son
topiladiki, [ab\ oraligni diametri Xt<s bo'lgan har ganday
/,={x0,x1,..,x,,} bo'laklash uchun

S(P)-.i(P)<e (9.10)

tengsizlik bajariladi.



n >faru rya ]

rl-l_ao’léklas.hning bo'luvchi anté.Ian..\er, r, qatoriga a
hamda /) nuqtalarni go'shib, \cub\ ornligfii yangi 7 bo’lakJashni
hosil qgilamiz. Ravshanki, pcp, Dbo'ladi. U holda Darbu
yig'indilarining xossasiga ko’ra (ushbu bobning 4—§ 2—
bandiga garang)

Ll wv,)<i(/>),.S(PY<.V(P) (9.12)
tengsizliklar o'rinli bo'ladi. (9.10) va (9.11) munosabatlardan
. - '+ (9.12)

bo'lishi kelib chigadi.

[a,p] oraligdagi pt bo'laklashning bo'luvchi nuqtalarini ju.[i\
oraligning biror p, bo’laklashning bo'luvchi nuqtalari sifatida
garaymiz. Bu & bo'laklash uchun f(x) funksiyaning Darbu
yig'indilari i(P2),s(P2) bo'lsin. U holda

S(P,)- S( P ~ YATr» m

i»}j
S(P1)-siiP1)= X (W,
yiqg'indilarni tagqoslab,
S(P2)-s(Pt)<S(Pt)-.*/>)
bo'lishini topamiz. Natijada (9.12) munosabatni e'tiborga olsak
S(Pi)-s(P1)< £

kelib chiqgadi. Bundan 1—teoremaga ko'ra /(*)funksiyanmg
\n.p\ oraligda inteqrallanuvchi ekani kelib chigadi. »

2-xossa. Agar [(*) funksiya \ac] hamda |cb\ oraliglarda
integrallanuvchi bo'lsa, u holda funksiya (ab) oraligda ham
integrallanuvchi bo'ladi va ushbu

f f(x)dx =] f(x)dx +| f(x)JIx
a a c-
formula o'rinli.
m f(x) funksiya \a,c\ hamda [c.ti\ oraliglarda integrallanuvchi
bo'lsin (a<c<b). U holda Vs>0 olinganda ham songa ko’ra

shunday 8,>0 son topiladiki, |[a,c) oraligni diametri x,.<8,
bo’lgan har ganday pt bo’laklashida Darbu yig'indilari uchun

S(Pl)-s(Pi)<F
tengsizlik o'rinli bo'ladi. Shuningdek, o'sha | songa ko'ra

shunday 8, >0 son topiladiki, |c.b) oraligni diametri Xtt<8t
bo'lgan har ganday p2 bo'laklashida Darbu yiq'indilari uchun
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X()-* (1% ><!
tpngsizlik o’rmli bo’ladi Endi  =min{;,.;>2; deb, |arA oraligni
diametri A <a- bo’lgan ixtiyoriy e, bo'laklashni olaylik. Bu
bo'laklashning bo'luvchi nuqtalari gatoriga ¢ (a<c<b) nuqtani
ham qo'shib, [ab\ oraligni yangi /' bo’laklashni hosil gilamiz. Bu
bo'laklash uchun Darbu vyiq'indilari s(P),s(P) bo’lsin. Jac]
oraligdagi P bo'laklaslminy uo'luvchi iiugLaia.iini shu \a.c]
oraligni biror pj bo'laklashning bo’luvchi nuqtalari \c.b\ oraligni
biror P bo'laklashning bo'luvchi nuqtalari sifatida garaymiz. Bu
bo’laklashlar uchun Darbu yig'indilarini tuzamiz:
S(P,)NPAS(P2);N(PY)
Ravshanki, bu vyig’indilar uchun mos ravishda yuqoridagi
(9.13), (9.14) tengsizliklar o’rinli bo’ladi:

S(Pt)-S(P")<|,

s(p;)-s(pyx ",
Bckinchi tomondan,
S(P)=5(P1) +5(P2),
s(p) =s(p:)+s(p:)
bo’lib, natijada
S(P)- MP) =[S(P/) - 4P)] +\S(P') - n(P2)]<| + 1| m=*

bo’lishi kelib chigadi. Demak, Ve>0 olinganda ham shunday
(>0 son topiladiki, [ab] oraligni diametri X,,<s bo’lgan har
ganday p bo'laklashida Darbu yiq'indilari uchun

S(P)-T(P)<e
bo'ladi. Bu esa 1—teoremaga ko'ra f(x) funksiyaning [ab\
oraligda integrallanuvchi ekanini ko'rsatadi.

Yuqoridagi p bo'laklash uchun f(x) funksiyaning [ab\
oraligdagi integral vyig'indilarini tuzib, ularni mos ravishda
quyidaqi

2 1% . Hw&k Eqw***
ko'rinislida belgilasak, u holda

e 0 & &
bo'ladi. f(x) funksiya |ucj, \c,b) hamda \ab\ oraliglarda
integrallanuvchi bo'lgani uchun
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I'm V /(j,)A x. = f f(x)d\.
el 1'%

imZ I'(E, )&% = FI(-)*.

(o]
Jim XI(i*)Ar* =//(*)*,

tengliklarga egamiz. (9.15) tenglikdan ->0 da izlangan formula
kelib chigadi.

Endi ¢ nuqta [a,a] oraligdan tashgaridan yotsin, ya’ni ¢ nuqta
c<a<b yoki a<b<c tengsizlikni ganoatlantirsin. Agar c<a<b
bo'lsa, u holda \ab\<[c,b\ bo'lgam uchun 1-—xossaga ko'ra f(x)
funksiya |ab] da integrallanuvchi bo'lib, yuqgorida isbot

etilganiga asosan
b 0 b
ff{x)dx =J /(x)t& + J f(x)dx
c c a

formula o'rinILbo'Iadi. Bundan esa, 2—es|atm€dan foydalanib
a c
JE(x)dx =-j f(x)dx +]| f(x)dx =| f(x)dx +J/ (x)dx
a c e a c

bo'lshini topamiz.

Xuddi shunga o’xshash, a<b<c bo'lganda ham f(x) funksiya
[ab\ da integrallanuvchi bo'lishi va tegishli formulaning o'rinli
ekani ko'rsatiladi. »

3-xo0ssa. Agar s(x) funksiya [aa) oraligda integrallanuvchi
bo'lsa, u holda cf(x) (c=consty ham shu orahgda inteqrallanuvchi
bo'ladi va ushbu

b b
| cf(x)dx =cf f(x)dx.
a a
formula o'rinli.
< f(x) funksiya [ab] oraligda integrallanuvchi bo'lsin. Demalc,
»
lim @ = lim 'r'1S‘lf(£.)Ax. =ff(x)dx

Endi cf(x) funksiyaning mos integral yig’indisini yozamiz:
wl

ai="Zd (&)Ac
U holda

<= (4t)Axt = c-X f(4t)Ax* = c-a
*0 &
Bundan ->0 da quyidagi
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gn;bcr _Iinbos:T:cAi)t‘_Q)cr:c}f(x)Jx
tenglik kelib chigadi. Bu izlangan formulaning o'rinli ekanini
anglatadi. »
4—xossa Agar /(*) funksiya Ja,] da integrallanuvchi va
f(x)>d>0 bo'lsa, u holda E funksiya ham shu oraligda
integrallanuvcem Doiacu.
< fix) funksiya [ab\ da integrallanuvchi bo’lsin. Demak, V>0
olinganda ham dZ ga ko'ra shunday &>0 topiladiki, [ah\
oraligni diametri Xf <6 bo’lgan har ganday P bo'laklash uchun
S (P )_sl&{l): 1T (<d2
bo'ladi. Bunda
=sup{/(r)i, jre(j,xw]
m,=il{/(*)}, xe[i, xt].

f(x)>d>0 bo'lganligini e'tiborga olib, . « funksiya uchun
ix
Mj*=sup{— } xe[x,,,xM\
i p{Ax)} [
x €0, Xm)

fix)

mavjud bo’lishini aniglaymiz. Ravshanki,

bo'ladi. Natijada
S(P)- JCP)=U W* *-LLL *Axt =g i7T- J-)AKt = axk <
(P)- JOR)= v =L =g el Rk K =g ik
jondi
a o
bo'ladi. Bu esa i) funksiyaning [ab] da integrallanuvchi
ekanini bildiradi. »
5-xossa. Agar fix) wva #(*) funksiyalar \ab\ oraligda

integrallanuvchi bo’lsa, u holda /(x)*xg(x) funksiya ham shu
oraligda integrallanuvchi bo’ladi va ushbu

) Ifix) £ gix)]dx- 1fix)dx + 1 g{x)dx
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formula o'rinli bo'ladi.

< f(x) va g(x) funksiyalar \ab\ oraligda integrallanuvchi
bo'lsin. Demak,

«1 b
:Ip,"'i: }f{*)dx,
It b
= =ig(V)i¢gr

Endi f(x)xg(x) funksiyaning |ab\ oraligdagi mos integral
yig'indisini yozamiz:
orz%i’\|'»)J_r(i»)iM:Z:/"(")Ao(»J_rEUs At - al-ai
Bundan n,-*o da quyidagiga egamiz:
b o}
b "= + =3 ™ n + 1g{x)dx

Bu izlangan formulaning o'rinli ekanini anglatadi. »

6~xossa. Agar /(X)) va g(r) funksiyalar (a6 oraligda
integrallanuvchi bo'lsa, u holda /(x)g(x) funksiya ham shu
oraligda inteqrallanuvchi bo'ladi.

< f(x) va g(x) funksiyalar \ab\ oraliqda integrallanuvchi
bo'lsin. U holda integralning mavjudligi haqgidagi teoremaga
ko'ra

lim(S/ (P)-r/.(P)) = Jim ¢ (A/* -mK)Axk =0, (9.16)

MS*(P)"'A(b)):J&% - =0. (9.17),
Awal barcha *€[aA] lar uchun /(x)>0.g(x)>0 deb garaylik. U
holda vxe[xk,xtti] uchun
0<m, <f(x)<Mt
O0<mk <g(x)<M'k
tengsizliklar o'rinli bo'lib, undan quyidagi
0 <mkmk <f(x)g(x)<,MkMk
tengsizlik kelib chigadi.
Ravshanki, [xt,xt,| (A=o0,i,..,n-i) oraligda /(x) g(x) funksiyaning
quyidaqi aniq chegaralari
ik =inf{/(x)9(x)},
=sup{/(x)9(x)}
mavjud bo’lib, ular uchun
mink <m°® <Wj <MkV'k
tengsizliklar o'rinli bo'ladi. U holda quyidagi
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A/ —nfk <M IM'<- mfm\ —M "((Adg—mi )+ m.(A/7- —mt).
hi = sup{7(*)} >M .. M “= sup{# (*)} » A'/"
asx<6 jii'D
tengsizliklami e'tiborga olib (/(x) va g(x) funksiyalar [a.6] da
chegaralanganligi uchun M <ao,M'<*> bo'ladi), topamiz:

st ~sm(p)=S W *~m°)" -M'Z:’Q +MZ _K)Ar
lu u IX /m 1&\ vei I\rl']?.r)] >j -r:-i-u-i-i-v--i-s-yh: ilia iJ:A Ifu y‘L a’l'a! n-s--a-r-rj_--u’.’ u u,\iu a
quyidagi

Aj%S (P)-s (P))=%%Mf =0
tenglik kelib chigadi. Demak, /(*)g(x) funksiya \ab\ oraligda
inteqrallanuvchi.
Endi /(x) va g(x) funksiyalar ixtiyoriy integrallanuvchi
funksiyalar bo’lsin. Bir tomondan Vxe[a,6] lar uchun
[(x)-.nt{/(x)} =/(x)-m>0.
9(x) - inf{{g(x)} = g(x)- m*>0.
tengsizliklar o’rinli. Ikkinchi tomondan,
f(x)g(x) =[f(x)-m][g(x)-m'] +mg(x) +mf(x)-mm' deb yoza olamiz.
Yuqorida isbot etilganiga hamda 4 -—xossaning natijasiga (1—
natijasiga qarangq) ko'ra, /(x) g(x) funksiya [a,b\  oraligda
integrallanuvchi bo'ladi. »
4) —va 5) —xossalardan quyidaqi natija kelib chigadi.
1-natija. Agar /(x)g(x) funksiyalar \a,b\ da integrallanuvchi

va g(x)><si>0 bo’lsa, u holda ----- funksiya ham [ab\ oraligda
*

integrallanuvchi bo'ladi.
7-xo0ssa. Agar /(x) funksiya [a,i] oraligda integrallanuvchi
bo'lib, Vxe[a,6) lar uchun /(x)>0 bo'lsa, u holda
b

| f(x)dx >0 (a<b)

bo'ladi.
Ta'rifga ko'ra ushbu

»1
m<7= limV /(£.)Ax
limit mavjud. Modomiki, Vxe[«,6] lar uchun /(x)>0 ekan, unda
a=1 'Ne)**m'>0
*f)

va
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gy ? )
bo'ladi. Demak,
b
| f{x)dr>0 »

2-natija. Agar /(*) va g(x) funksiyalar |ah] oraligda
integrallanuvchi bo’lib, \/xz\a,b\ lar uchun /(*)<£(*) tengsizlik

o'rinli bo'lsa, u holda ushbu
0

$f(x)dx <jg (X)d\
a &

tengsizlik ham o'rinli bo'ladi.

o Hagigatan ham, /(*) va g(x) funksiyalar \ah] da
integrallanuvchi bo'lganidan g(x)-f(x)> 0 funksiyaning
integrallanuvchiligi 4 —xossadan kelib chigadi. 6 —xossaga ko'ra

bu holda
b

Hi2()-1(*))*>()

tengsizlik kelib chigadi. Bundan izlangan tengsizlikka ega
bo'lamiz. »

3-natija. (Koshi-Bunyakovskiy tengsizligi). Agar f(x) va
g(x) funksiyalar |a.*| oraligda integrallanuvchi bo’lsa, u holda
(yuqoridagi xossalarga ko’ra) ushbu /(x)-ag(x) (a- ixtiyoriy
o'zgarmas) funksiya ham \ab) oraligda inteqrallanuvchi bo'ladi

va
b
\WF(,x)-ag(x)]2dx>0
a

tengsizlik o'rinli.
Demak, ixtiyoriy o'zgarmas a son uchun
b b

a2 X2(x)dx - 2aj f(x)g(x)dx +j f 1(x)dx >0
a a a
tengsizlik o'rinli. Bu tengsizlikning chap tomonidagi ifoda a ga
nisbatan kvadrat uchhad bo'lib, u a ning barcha haqiqgiy
giymatlarida manfiy emas. Demak, bu kvadrat uchhadning
diskriminanti musbat emas, ya'ni

Fi()g(x)dx  ~jf2(x)dxjg2(x)dx <(

Natijada quyidaqi



JIX)g(x)Ix < jlAv)N]V <VW v

tengsizlikka kelamiz. Bu tengsizlik Koshi- Bunyakovskiy
tengsizligi deb ataladi.

8—xo0ssa. Agar J(x) funksiya [o/Y oraligda integrallanuvchi
-W Isanrlluldd' f{xi funksiya ham shu oraligda integrallanuychi_

bo’'ladi va

\F(x)dx\<[\f(x)\dx

lc \ a
tengsizlik o'rinli bo'ladi.

< ]\x) funksiya \ab] oraligda integrallanuvchi bo'lsin. U holda

V>0 olinganda ham shunday <5>0 son topiladiki, \ab\ oralign
diametri XF<S bo'lgan har qganday P={x,x, Xj bo’laklash
uchun

1l
S(P)- . <e
bo'ladi, bunda &, f(x) funksiyaning K-v,| oraligdagi

tebranishi.
Ravshanki, Vx'e|a,b\, Vx'e|i3,6] lar uchun quyidaqi

tengsizlik o'rinli bo'lib, undan
supl/ o) - T o< supirooy - F(x7)]
tengsizlik kelib chigadi. Demak, at <cot, bunda < -|f(x)\

funksiyaning Ixt,xi+ll dagi tebranishi. Natijada

flEl 9| =TL -z A
bo'ladi. Bundan /(x)| funksiyaning oraligda integrallanuvchi
bo’lishi kelib chigadi.

/(.r) hamda j/(x)] funksiyalarning J|ab] oraligdagi integral

yig'indilarini yozamiz:

U holda



bo ladi va / ->0 da limitga o'tib izlangan tengsizlikning o'rinli
ekaniga ishonch hosil gilamiz »

5—8. O'rta qiymat hagidaqi teoremalar

/(<@ funksiya \ab\ oraligda aniglangan va chegaralangan

bo'lsin. U holda [a.bv oraligda
m=int'{/(v)},A'/ =sup{/(.v)}
mavjud va yXa\a,b) uchun
m<f(x)<M (9.18)

tengsizliklar o'rinli bo'ladi.

6-teorema. Agar f(x) funksiya \a,b\ oraligda integrallanuvchi
bolsa, u holda shunday o'zgarmas fi son mavjudki

ushbu
b

i f(x)dx =/t(b- a)
a

tenglik o'rinli bo'ladi.
(9.18) tengsizliklardan foydalanib topamiz:
b b b
j mdx <] f(x)Ix ~ j Mdx

d a a

Bundan
b

m(b-a)<jf (x)dx <M (b - a)
a
Bu tengsizliklarni b-a>0 songa bo’lamiz:

}f(x)dx

Agar

1 f(x)dx

deb olsak, u holda izlangan tenglik kelib chigadi. »
4-natija. Aqgar /(*) funksiya [ab\ oraligda uzluksiz bo'lsa, u
holda bu oraliqda shunday c (ce[a.*]) nuqta topiladiki,
b

j f(x)dx=f(c)(b - a)
a
tenglik o'rinli bo'ladi.
7-teorema. Agar f(x) va g(x) funksiyalar [ab oraligda



integrollanuvchi bo'lib, g{x) funksiya shu oraligda oz ishorasmi
o'zgartirmasa, u holda shunday o'zgarmas " (m<fi<M) son
mavjudki,

VW) g(x)dx =1 \g(x)cix (9-19)
3 a

tenglik o'nnli bo'ladi.

< Aniq integralning 5-—xossasiga asosan /(x) g(x) funksiya
[a,ij oraligda integrailanuvchi bo'ladi. Endi sx) funksiya \ab\
oraligda manfiy bo'Imasin, ya'ni Vre[a,6] lar uchun g(x)>0 bo Ism
deylik. Uholda m<f{x)<m tngsizliklarni g(x) ga ko'paytirib,
so'ngra hosil bo'lgan ushbu

mg(x) </(*)&(x) <Mg(x)

tengsizliklarni b\ oraligda integrallab topamiz:

o b a
mj g(x)dx <1 f(x)g(x)dx <M 1 g(x)dx. (9.20)
a a a
Ikki hglni garaylik:
a) Jg{x)dx- 0 bo'lsin. U holda
a

VF(x)g(x)dx =Q
a
bo'lib, bunda p deb
ganoatlantiruvchi ixtiyoriy sonni olish mumkin.
b) Jg(x)dx>0 bo'lsin. Bu holda (9.20) tengsizliklardan

tengsizliklarni

1 f(x)g(x)dx
m<i—t <M

1 g(x)dx

bo'lishi kelib chigadi. Agar b
\ f(x)g(x)dx

Jg(x~)dx
a

deb olsak, unda
a *
1 f(x)g(x)dx - g(x)dx
a a
bo'ladi.

[ab] oraligda £(x)<0 bo’lganda (9.19) formula xuddi shunga



tenglik o'rinli bo'ladi.
Bu natijaning isboti (9.19) tenglikka asoslanadi.

6-8§. Chegaralari o’zgaruvchi bo'lgan aniq integrallar

fix) funksiya J[ofc] oraligda integrallanuvchi bo'lsin. U holda
aniq integralning 1)—xossasiga ko’ra f(x) funksiya istalgan
[0o,x]c[a,6] (a<x<bhb) oraligda ham integrallanuvchi bo’ldi.
Ravshanki,

\f(t)dt
integral r ga bog'lig. Uni F(x) deb belgilaymiz:
F(x)= jf{t)dt

Endi /(x) funksiyaga ko'ra F(x) funksiyaning xossalarini
(uzluksizligi, differensiallanuvchi bo'lishini) o'rganamiz.

8-teorema. Agar fix) funksiya [0.6] oraligda integrallanuvchi
bo'lsa, Fix) funksiya shu oraliqda uzluksiz bo'ladi.

4 fix) funksiya integrallanuvchi bo'lgani uchun
supi/f.r)} =n/ <00 bo’ladi. MxMa.b] nugqgta olib, unga shunday /Ax>o0
orttirma  beraylikki, u +a*)el«.J] bo'lsin. U holda F(x)
funksiyaning orttirmasi uchun quyidagiga ega bo'lamiz:

A N e r+Av
AF{x) = Fix + ox)- F(@)= Jf(r)dl-jf(l)dt= jf(t)dt
Aniq integralning 7) —xossasidan foydalanib, topamiz:
JT+\r MW TV \v
[Af(V)|=  jf(t)dt < Wfit)\dt<M \dl =M Ax
X X \%
Demak,

IAFU)I<M Ax
Bundan esa

\|jn1+UAFiX)=o
limit kelib chigadi. AncO bo’lganda ham xuddi yuqoridagiga
o'xshash Jim AF(x) =0 bo'lishi  ko'rsatiladi. Bu esa F(x)

funksiyaning pg-6[o.h] nuqgtada uzluksizligini bildiradi. »

9-teorema. Agar fix) funksiya [a.b] oraligda
integrallanuvchi bo'lib, x,e[a.6] nugtada uzluksiz bo'lsa, n holda
Fix) funksiya x, nuqtada differensiallanuvchi bo'ladi va
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limit kelib chigadi. Ax<0 bo'lganda ham xuddi yugoridagiqa
oxshash AIimQAF(x):O bo’lishi ko’rsatiladi. Bu esa F(x)
funksiyanmaq xelab] nuqtada uzlulcsizligini bildiradi. »

9—teorema. Agar f(x) funksiya \a,b) oraligda
inteqrallanuvchi bo'lib, x,e\a,b\ nuqtada uziuksiz bo'lsa, u holda
h(x) funksiya xo nuqtada differensiallanuvchi bo'ladi va

F"'(x0) = f(x0).
< F(x) funksiyaning x0 nuqtadaqi orttirmasi:

AF(x0)= j f(t)dt (Ax>0)
x0
ni olib, quyidaqi

AX
ayirmani qaraymiz. Anigq inteqgralning xossalaridan foydalanib
topamiz:

i|:A>|>/| No )A,X j f(T)dt - f(xa) fdr . lUm-AxO))dt.

Bu munosabatdan

D 1) s - GTHOA) I (9-21)

tenqgsizlik kelib chigadi.

Shartga ko’ra f{x) funksiya x0 nuqtada uzluksiz. Ta’rifga
asosan, Ve>0 olinganda ham shunday S>>0 son topiladiki,
\x-x0\<S bo’lganda \f(x)~f(x0)\<e bo'ladi. Agar Ax<<5 deb olsak, u
holda Vfe[x0,x0+Ax) uchun

bo'ladi. Natijada (9.21) tenqgsizlik quyidaqi

|AF(x0) NI ¢
AX 7 AX \dt- E

X,

ko'rinishga keladi. Demak,

Bundan

lim~ > =/(x,)
A0 /X
ya m

F'(xD+ 0)=/(x0)

tengilk kelib chigadi. Yuqgoridagidek, Ax<0 bo'lganda
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ya'ni
b'\x0~0) =/(x0)
tenglik ham o'rinli bo'lishi ko’rsatiladi. »

Agar [Ox) funksiya \ab\ oraligda integrallanuvchi bo'lib, x=a
va x=b nuqtalarda uzluksiz (bunda funksiyaning x=a da
o'ngdan, x=b da esa chapdan uzluksizligi tushuniladi) bo'lsa, u
holda

F'(a+0)=/(a +0), F'(b-0)=f(b-0)
bo’lishi yuqoridagiga o'xshash ko’rsatiladi.

6-natija f(x) funksiya [a,6) oraligda uzluksiz bo'lsa, u holda
Vx€[a,6] uchun

F\x) =f{x)
bo'ladi.

Demak, F(x) funksiya f(x) ning \ab\ dagi boshlang'ich
funksiyasi.

Endi quyi cheqgarasi o'zgaruvchi bo'lgan aniq integralni
garaymiz. [Ax) funksiya [a,*]oraligda integrallanuvchi bo'lsin. U
holda bu funksiya [x,b\c.\a,b] (a<x<b) oraliqgda ham

integrallanuvchi va bu integral * ga bog'liq bo'ladi. Uni
<|<x):j)f(t)dt
deb belqilagmiz. AXniq int%gral xossasidan foydalanib topamiz:
Lf(t)d :gf{t)dH'&f{t)dt:F(x)+q1x). (a<x<b)

Bundan esa
b

<Kx)=\f(t)dt-F{X)
a

bo'lishi kelib chigadi. Bu tenglik, o(x)funksiyaning xossalarini
ax) hamda F(x) funksiyalarning xossalari orgali o'rganish
mumkinligini ko'rsatadi. Jumladan, agar gax) funksiya [afe]
oraligda uzluksiz bo'lsa, u holda
h\x) =-/(x)
b

bo'ladi. Hagigatan ham, bu holda jf(t)dt mavjud va u chekli son,

F(x) funksiya esa yuqorida keltirilgan teoremaga ko'ra [a¢] va
F\x) hosilaga ega bo'lib,
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7-8. Aniq integrallarni hisoblash

Integral mavzusining asosiy masalalaridan bin funksiya
integralining mavjudligi bo'lsa, ikkinchisi funksiya integralini
hisoblashdir.

lo. Nyuton-Leybnis formulasi. Ushbu bandda,
funksiyaiarning aniq inteqrallarini hisoblashda keng
go’llanadigan formulani keltiramiz.

Ma'lumki, fix) funksiya \ab] oraligda uzluksiz bo'lsa, u
holda

X

F(x)=if(t)dt

funksiya shu oraligda f(x) funksiyaning boshlang'ich funksiyasi
bo'ladi. Bu bir tomondan.

Ikkinchi tomondan, fix) funksiyaning ixtiyoriy boshlang'ich
funksiyasi ao(x) berilgan boshlang'ich funksiya F(x) dan ixtiyoriy
o'zgarmas qo'shiluvchiga farq qiladi, ya'ni

</>{x)=)f(t)dt +C

bo'ladi. Bu tenglikdan, awal x=a deb,
t(a)=C (9.22)
so'ngra x=h deb,

b(b)= jf{i)dt +C (9.23)

tengliklarini topamiz. (9.22) va (9.23) tengliklardan ixtiyoriy
boshlang’ich funhksiya ¢d(x) uchun ushbu

JfOQdx-<fi(b) o(a) (9.24)
formula kelib chigadi. Bu (9.24) formula Nyuton-Leybnis
formulasi deb ataladi.
Odatda, (9.24) tenglikning o’ng tomonidagi b - da@) ayirma
ofjt* kabi yoziladi:

d(b)~t(a)-p{:n®*

Demak,
h

IO dx = g\

Masalan,
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Demak,
\ Lx)ck = d(x)\*a

Masalan,

2U O'zgaruvchilarni almashtirish usuli. f(x) funksiya [j.6]

oraligda aniglangan va uzluksiz bo’lsin. Ravshanki, ff(x)dx
mavjud bo'ladi. a

Faraz qilaylik, aniq inteqralda o'zgaruvchi x ushbu x=<1)
formula bilan almashtirilgan bo'lib, bunda quyidagi shartlar
bajarilgan bo'lsin:

a) <) funksiya biror \a,f)\ oraligda aniglangan va uzluksiz, t
o'zgaruvchi \a,B\ oraligda o'zgarganda tp{i) funksiyanmg
giymatlari \ab] oraligda chigmaydi:

b) @=a PR =0

v) <) funksiya \a,R] oraligda uzluksiz <p\) hosilaga ega. U

holda b 5
| f(x)dx =Jf(=>p'i)),p\i)di (9.25)
a a

tenglik o'rinli bo’ladi.
/Xx) funksiyaning \ah\ oraligda boshlang'ich funksiyasi X
uchun (9.24) formula o'rinli.
\a,Bl oraligda dtpf)) funksiyani qaraylik. Bu funksiya |u,R\
oraligda uzluksiz va
(AVKY))Y =d<p(0) =1L
Keyingi tenglikdan ¢\)=[4x) ekanini e'tiborga olib topamiz:
(<K<PO)Y=
Bu esa funksiya \n.R\ da f(<p@) funksiyaning
boshlang’ich funksiyasi bo’lishini bildiradi. Nyuton —Leybnis
formulasiga ko'ra,

p
ja f (PPEd<- <HFR) - Aa)

Demak,

p
{:i =o(b) - @) (9.26)

Shunday qilib, (9.24) va (9.26) munosabatlardan (9.25) tenglik
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kelib chigadi. »
9.4 —misol. Quyidagi

I

1\ 1- X2dx
0

integralni o'zgaruvchim almashtirish usuli bilan hisoblang.
< Bu integralda x=sin/ almashtirishni bajaramiz. U holda
(9.25) formulaga ko'ra topamiz:
’ i i *
Jvi-X1dx=f\n . <in2fcostdt =lcos: =J[—+- cos2rlcA=(-1+- sin2r) =—
o 0 [ on 2 2 4 10 4

3°. Bo'laklab integrallash usuli. u(x)va wv(x) funksiyalaming
har bin [ab oraligda uzluksiz u'(x) va V(xX) hosilalarga ega
bo'lsin. U holda

iu(x)dv(x) = MOV - § V(ALY ©.27)
a

formula o'rinli.
A Ravshanki,
[«OIVO)] = h'()v(X) + itV (X)
Demak, u{X)v(x) funksiya \ab\ oraligda u(X)v(x)+«(X)v'(x)
funksiyaning boshlang’ich funksiyasi bo’lib, Nyuton —Leybnis
formulasiga ko’ra

I V) + UGV () ]dx = UEIV)*
bo’ladi. Aniq integral xossasidan foydalanib topamiz:
S0V UV - MRV
Bu tenglikdan esaa(9.45) forn?ula kelib chigadi. »

(9.27) formula :)m(x)}'l(x) integralni hisoblashni })v(x)du(x)
integralni hisoblashg: olib keladi. Bunda u(x) hamda d\f)L() larni
shunday tanlash lozimki, tjv(x)du(x) integral imkoniyat boricha
sodda hisoblansin.

9.5-misol. ilinxdx integralni hisoblang.

4 Agar u(x)=\nx,dv=dx deb olinsa, u holda
du=- dx. v(x)=X
X

r«B



bo'lib, (9. 27) formulaga ko' ra topamiz.
||nxdx—(xma)\1-\]x Cfe (Xln]C)]A W 2021 p»

9.6-misol. ./, :Jsin xdx integralni hisoblang, bunda «=012
Bu integral, xususan k=0»=! bo' Iganda osongina hisoblanadi:

n
2 m 2

J, =] dx=—. 7,:6sinxdx:|
0 2

«>2bo'lganda berilgan integralni
r
|

sin" xdx = | sin  xd(- cosx)

o“ ~NS

ko'rinishda yozib, wunga bo'laklab integrallash formulasini

go'llaymiz. Natijada

«

N (—sin‘"‘lxcosx)fZ+(n—1)|sin' 2xcos2xdx = (n - l)isin” 2x (I-sin; x)cix =

L L
:(n-I)Josin" 2xdx-(n -\)(j)Sin"xdx=(n-I)J"_t-(n -1)Jdn
bo'lib, undan ushbu

J,-—

n
rekurrent formula kelib chigadi. Bu formula yordamida berilgan
integralni n=23,.. bo'lganda ketma—ket hisoblash mumkin. Biz
quyida n juft va toq bo'lganda berilgan integralning giymatini
keltiramiz:
n=2m-juft son bo'lganda
~2m-1 2m-3 5 3 1 _(2i»-1)ti @ 0
2m  2m-2 6 4 2 0 (2mll 2’ *
[7=2m+1 —toq son bo'lganda
. {9.29)
2m+1 2m-1 7 5 3 1 (2m+1)i
Bunda mV simvol m dan katta bo’lmagan va u bilan bir xil
juftlikka eqga bo’lgan natural sonlarning ko’paytmasini bildiradi.
Shunday qilib,
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2m v a =27 juft bo'lsa,
(2m)u 3

fsin " xdx =

- agar iT=2m+ftoq bo'lsa.
(2m +

4°. Vallis formulasi. Yuqorida keltirilgan 9.6—misoldan
foydalanib, n sonini ifodalovchi formulani keltiramiz. Ravshanki,

0<x<~ bo'lganda
sin2*1i<sin21x< sin2*1X rt=1,2,)
tengsizliklar o'rinli. Bu tengsizliklarni [0"1 oraligda integrallab
i L L

r r

I sin2"*1xdx <J sin2" xdx <j sin 2" xdx

so'ngra (9.28), (9.29) formulalardan foydalanib topamiz:
(2n)i (2/7-1)11 n ~(2/7-2)1
@1+ @mn 2 (@7-1)1
Bundan
(29u roon o (@e 21
-1y 27+1 2 (-0 27
tengsizliliklar ~ kelib  chigadi. Ammo bu tengsizliklarning
chekkalarida turgan ifodalar ayirmasi
@mn mn 1 2mn i i L
@n-p 20 (2n-pu 241 (2 DN ems1 2 2 o
bo'lib, «->00 da nolga intilgani uchun ushbu

@l

lim,
» (25 -1)a 2/7+1

2
formula o'rinli bo'ladi. Demalk,

N im2l2 4 217 207 (9.30)

2 *=*1 3 3 5 2/7-1 27+ 1
Bu (9.30) formula Vallis formulasi deyiladi.

8-8. Aniq integrallami taqribiy hisoblash

Biz yugorida integral ostidagi funksiyaning boshlang'ich
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funksiyasi ma’lum bo'lsa, aniq mteqralm Nyuton —Leybnls
formulasi yordamida hisoblash mumkinligini ko'rdik. Ammo
boshlang'ich funksiyani topish masalasi doim osongina hal
bo'lavennaydi. Agar integral ostidagi funksiya murakkab bo'lsa,
tegishli aniq integralni hisoblashning tagribiy usullarini go'llash
lozim. Bu usullar integral ostidagi f(x) funksivani uni taqribiy
ifodalovchi ko'phad bilan almashtirishga (/(x)= p, (xj) asoslanadi.
1°. To'g'ri to’rtburchaklar formulasi. f{x) funksiya |ab]

oraligda uzluksiz bo’lib, uning
b

\f(x)dx
a
inteqralini hisoblash talab etilsin. Awalo Vxe\a,b\ uchun
/(*) =fC 1 -)=const
deb olib, quyidagi
fl(*)<& R a) (9 31)
a

formulani hosil gilamiz.

Bu taqribiy formula (36-chizma) /(*)>0 bo'lganda aABb egri
chizigli trapetsiyaning yuzini aa'8'n to’g’ri to’rtburchak yuzi bilan
almashtirilishini ko’rsatadi. (9.31) formulaning aniqligini oshirish
maqsadida [a,b) oraligni a=x,,xI,x1,...xk=b nuqtalar yordamida n
ta teng bo'lakka bo’lib, har bir bo’lakda (9.31) formula
go’llaniladi. U holda

fl(x)dx«f(AIAL)(xit,
2

bo'ladi, bunda



Y
Natljada quyldaglga ega bo' Iamlz
X~ 72

A

\ f(x)dx=J/(X)cA+J f(x)dx +.. +J 109dA . TTH/(0N ~ +—

el () bt ([t — JUCO) (R )+ +1(*> )
b
Shunday qilib, J/Wabc integralni hisoblash uchun quyidagi
a
tagnbiy
f1(X)i& « — —(1 @O)(-/(X, )+ .. 4f(x,, )+ . +f(xnt))=— Z/(x] (9.32)
; n « &0
formulaga kelamiz.
(9.32) formula to'g'ri to'rtburchaklar formulasi deb ataladi.
Odatda, taqgribiy formula chiqgarilganda, albatta uni
go'llanilganda yo'l qgo'yiladigan xatolikni aniglash (yoki
baxolash) tagazo etiladi. Buning natijasida taqribiy formulalar

0'zaro tagqoslanadi.
(9.32) formulaning xatoligi ushbu

N =ff(x)dx- -— g f(xt)

ayirma bilan ifodalanadi. Uni baholaymiz. Buning uchun /(*)
funksiya [ab] oraligda uzluksiz /*(x) hosilaga ega bo'lsin deb
garaymiz.

Aniq integralnmg xossalaridan foydalanib, Rn ni quyidaqi
* = - - = {/(*)*-; = H(*Y-[(*p)l<*

, ;%[I f(x)dx A 21/(xt)=2Z 1/1(*) .‘:o\;fM dx >|:|:0.]\r|/( )-1(*»)1<
ko'rinishda yozish mumkin. Teylor formulasi

/(X)) - f(xt)=/7"(xt)(x- X)+i f\4t)(x- xt)r

dan foydalanaylik, bunda son x va xt sonlari orasida bo'ladi.
Natijada



bo'ladi
O'rta gqiymat hagidagi G—teoreinaning 5—natijasiga ko'ra

3 y"(-'i)(r-X,de:/'(?% )P (V- Y, )rl<ir= (rli"-ii-L ["<£*) =

=Cc*-
C|2»0§3/"‘**>

bo'ladi. Shunday qilib, Rr uchun quyidagi

210 1217 247 1
ifodaga kelainiz. Ravshanki, ushbu

1w Q- rti>*)+nm+ m/*(I»*)
n Fo ’ n
(i**ele,ft]sft=0.i,2...n-1) migdor /V) ning (a¢) oraligdagi eng
kichik m” harnda eng katta M" giymatlari orasida bo’ladi:
*77 s *
The T

/’(x) funksiya [a.n| oraligda wuzluksiz. Bolsano—Koshining
ikkinchi teoremasiga ko'ra (5—bobdagi 9 —teoremaga qarang),
(a.b) intervalda shunday £ nuqta topiladiki,

W0
bo'ladi. Natijada /2, ushbu
R, = ~21'“~th)
ko’nnishni oladi. Demalk,
f/(*)<&=— + (9.32)
! n 24n

Shunday qilib, \ab] oraligda ikkli)nchi tartibli uzluksiz hosilaga
ega bo'lgan f(x) funksiyaning integralni (9.32) to'g'ri

to'rtburchaklar formulasi yordamida taqribiy hisoblansa, bu
tagqribiy hisoblash xatoligi quyidagi

(#6te»»
2417

formula bilan ifodalanadi.
20 Trapetsiyalar formulasi. /(*) funksiya \ab] oraligda
uzluksiz bo'lsin. vxe[a,aA) uchun
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deb olib, \f(x)dx integralni taqribiy ifodalovchi ushbu

formulani hosil gilamiz. (9.33) munosabatdagi
f(k)- f{a)  hf(a)- af{h)
b—a b-a

ifoda (a f(a)I(b,f(b)) nuqtalardan o'tuvchi to'g'ri chiziq
nugtasining oTdinatasini ifodalaydi. (9.34) taqribiy formula
/(*)>0 (Vxe[a,6]) bo'lganda (37-chizma) aABb egri chizigli
trapetsiyaning yuzini a4Bb trapetsiya yuzi bilan almashtirilishini
ifodalaydi.

0 a b X

37 —chizma.
Endi (9.34) formulaning aniqgligini oshirish maqsadida \a,b\
oraligni a= xn=b nugqtalar yordamida n ta teng bo'lakka

bo'lib, har bir bo'lakda /(*) funksiyaning \f(x)dx

integraliga nisbatan (9.34) formulani go llaymiz. Il holda

bo'lib, natijada ushbu



' i t S.

JI(x)Ix = 3/ (x)dr+ J/(.r)efr+..+ j/(x)cfr+.. + J/(X)«& *=  0*+/-V[*(x, - AJ +

A(*->+/(0

‘]|*’)+2_A*i)(x i) eentl *.-*, )=

IX*0)+/(*,,)

formulaga kelamiz. Demak,
b -
H(x)<& = ‘ (5 )+ F(X2) 4.+ I(X ) (9.35)
Bu (9.35) formula trapetsiyalar formulasi deb ataladi.
/(.r) funksiya \ah] oraligda f\x) hosilaga ega bo’lib, u shu
oraligda uzluksiz bo’lsm. U holda
b—a

~ l£2«n ? > (feta*)) (9.35)

n
bo'ladi.
3°. Parabolalar (Simpson) formulasi Bu holda |ab] oraligda
b

uzluksiz /(x) funksiyaning jf(x)dx integralini taqribiy hisoblash
a

uchun /(x) funksiyani ham da (6,/(A))
nuqgtalardan  o'tuvchi  y=Ax2+Bx+C parabola nugtasining
ordinatasi bilan almashtiramiz. Berilgan Q:f{a)\(- +b,/(a--~)) va
(*-/(*)) nuqtalar orgali parabola o'tkazish mumkin. Bunday
parabola yagona bo'ladi. Haqgigatan ham, y=AxI+Bx+Cc parabola
yugorida aytilgan nuqtalar orgali o’tgani uchun ushbu

Aa2+ Ba+ C = f(a).

GE £V +*(Ex*)+c =/ -(E+*x (9.36)

Ab2+Bb + C = f(b)

tengliklar o’rinli bo'ladi. Bu sistemaning koeffitsientlaridan
tuzilgan

2
b, 1
determinant har doim noldan fargli (chunki a*b). Demak, (9.36)

7*9



sistema yagona echimga ega. Bu hoi (a.f(a)).(u+h.I'C'--h)) hamda

(A.f(h)) nugqtalardan yagona y=Ax2+Bx+C parabola o'tishini
bildiradi.
Endi |(Ax2+Bx+C)W integralni berilgan i1(x)dx integralning
tagribiy q(i;ymati deb quyidagi
3F(x)dx ~jb(Ax1+ Bx + C)<i<

a
b

formulani hosil gilarniz. Bu taqribiy formuladagi J(ax2+Bx+C)dx
a

integralni hisoblaymiz:
b <j' 2

i(Ax2+Bx+C)dx—A?’ +B— +CxF=A 3—+B . +C(b-a) =

u 2 u

= -5 "12A(b2+ ba+a)+iB(b- a)+6Cj = ——[(Aa' + Ba+C)+ 4(A( , )+
+B(~-)+C)+ (Ab- + Bb+C)] = +4/(— )+ /(b)]
b
Shunday gilib, J/(*)<&m integralni taqribiy hisoblash uchun ushbu
a

\F(x)dx » +4 /(") + /(6)1 (9.37)

formulaga kelamiz.

Bu (9.37) formula f(x)>0 bo’lganda 38-chizmada ko'rsatilgan
aAJBb egri chiziqli trapetsiya yuzini aaHBb egri chiziqli trapetsiya
yuzi bilan almashtirilishini ifodalaydi.

(9.37) formulaning aniqgligini oshirish uchun |ab] oraligni



XU Vv xu.t.xu =h
(X, <X,<XT<..<X1 <gm,, <..<X2, 2<jr2,, <.r2
nuqtalar yordarruda in ta teng bo'lakka bo'lib, har bir \xu:x2bl]
A=01 ./7-1) oralig bo'yicha olingan integralga (9.37) formulani

go’llanamiz. U holda oralig uchun
;‘I'_I 4N A+ *a* )l =
b—a
S~ AW *u )+ 4 (x2/t)+ (> 2t )] (*=0,1,.,n-1)

formulaga egamiz.
Natijada aniq integralning xossasidan foydalanib, quyidagi
ifodaga ega bo’lamiz:

b * fad . B
$F(x)dx =jf{x)dx+J/ (x)dx+...+ | f(x)dx~
2 b i

a-"K /K ) +4/U )+ /(")) + (/[ (") +4](x)+ [(ad))+ ... +(<*,,_)+

FAL(X2-)+ /(MY = A (IO L) 1 (M) +AU(XD+ (X3 + ..+ 1(*,_, )+

F2(/(X])+ (x4 +.+ (", _2))]
Shunday qilib, /(*) funksiyaning aniq integralini taqribiy
ifodalaydigan quyidagi

fl(*)<&« [((n,, )+ 1(*,, )+4(Ax,)+/(X, )+ (g 381J

+2(/(m)+/(x4)+..+/ (" _2)]
formulaga kelamiz. Bu formula parabolaiar (yoki Simpson)
formulasi deb ataladi.

Faraz qaraylik, f(x) funksiya \ab\ oraligda uzluksiz / (\(X)
hosilaga ega bo'lsin.

U holda

1 .
fi{x)dx=— - [(J(*,)+ f{xu )+ 4((r,)+ I(X3)+...+ [(X],.,)) +

+2(f(x2)+ /(x4 + ..+ (*,,..)]-
bo'ladi, bunda £e(a,:).

2880/7
b
Biz yuqorida |/(.r)A integralni taqribiy hisoblash uchun
2

to'q'ri to'rtburchaklar, trapetsiyalar hamda Simpson formulalarini
keltirdik. Bu taqribiy formulalarning hatoliklarini taqgqgoslab,

yn



Simpson formulasining aniqglik darajasi to'g'ri to'rtbun haklar
hamda trapetsiyalai formulalarining aniqligiga garaganda vuqori
ekanligini ko'ramiz.

9.7—misol Ushbu

1

Je dx
0

integral to’g’ri  to’rtburchaklar. trapetsiyalar va Simpson
formulalari yordamida taqribiy hisoblaymiz.
[O,1]oraligni 5 ta teng bo'lakka bo’lamiz. Bo’linish nuqtalari
AO=0,A =02.X, =04.C,=06,x4=08,X, =10
bo’lib, bu nugtalarda /(x)=e funksiyaning qgiymatlari
quyidagicha bo’ladi:
f(xa) =1,00000 ,
/(y,) =0,96079 ,
/(Xj) =0,85214 ,
f(x 3)= 0.6976X .
/(*.,) =0,52729 .
/(x5)=0,36788 .

Har bir bo’lakning o’rtasini ifodalovchi nuqtaning
koordinatalari =0,1,x3 =03.*=0,5x7=0,7,*%, =0,9 bo’lib, bu
nuqtalardaqi funksiyaning giymatlan quyidagicha bo’ladi:

f(xt) = 099005 ,

f(x:)=0,91393 .
/(> 2 )=0,77680 ,
f(x27) = 0,61263 ,
/(*,2): 0,44486 .
a) To’q’ri to’rtburchaklar ;ormulasi ((9.32) garanq) bo'yicha
|;(Le~p‘. o« -1,-\(0,99005 +0,91393 + 0,77680 + 0,61263 + 0,44486) =

= 54.74027 ~0.74805.

XR,,_[<12 = = ﬁ«0.00:%
b) Trapetsiyalar formulasi ((9.35) garang) bo’yicha



r ) I 1.00000 +0.3678X
Je d** ( 2 - +0,96079 + 0.X5214 + 0.69768 + 0.52729) =

= - (0,6X394 +3.03790) = 13.72184 = 0.74437

'Q, < - 1.1, 0.006
B 6-25 150
v) Simpson formulasi ((9.38) garang) bo'yicha
> 1

jda dx~ g)l(l,OOOOO + 0,36788) + 4(0.99005 + 0,91393 + 0,77680 +
+ 0.61263 + 0.444X6) + 2(0.96079 + 0,85214 4 0.69768 + 0,52729)] =
=3, (U67X8 + 4 m3.74027 + 2 m3,03790) = j- (1,36788 +6,07580 + 14,96108) s
=0,74682

/?,1< N-j-=0.7-10"
1 2880-5"

Taqribiy formulalar yordamida hisoblab, topiigari jeXér
0
miegralni.ig giymatin:, uning
1
Ja"olv =0,744685...
0

giymati bilan tagqoslab, Simpson formulasi yordamida topilgan
integralning taqribiy giymati aniqroq ekanligini ko'ramiz. »

Mashqlar
9.8. Ushbu
f(x) =x (xe[a,b])
funksiyaning yuqori harada quyi integrallari topiisin.

9.9. Aytaylik, /(x) funksiya [ab] da chegaralangan bo'lib, pt
va pt lar (@b\ oraligning bo'laklashlari bo'lsin. Agar p,c P, bo'lsa,
ushbu

s(P,)<S(P2IS(Pt)>S(P2)
tengsizliklar isbotlansin.
9.10. Aniq intégral ta'riflarining ekvivalentligi isbotlansin.
9.11. Agar V.Y6(a,6] uchun f(x)<g(x) bo'lsa,
S1(P)<SJP),.sf(P)<~(P)
bo'lishi isbotlansin.
9.12. Ushbu



sin 1, agar xe(0,I]
()=
0, agar x=o0
“unk>'iy;:*ing [01] da mtegr ilanuvc’i bo lisbi co'rs<<U'sin.
9.13. J."hLu—

i \I\ + coslxdx

integral baholansin.
9.14. Ushbu

I0V2  Ovl+X
tengsizliklar isbotlansin.
9.15. Ushbu
f
integral, a Ny. ti'-i—T.eybriya formulasini go'llash mumkinmi?

9 Ib Jshbu

1 2
J/(sin x)dx =J f (cos x)dx
0 0

tenglik isbotlansin, bunda /(x) funksiya [0l] da uzluksiz.
9.i7. Aniq integral tushunchasidan foydalanib,

hm---
n

limit topilsin.
9.18. Trapetsiyalar formulasimng xatoligi topilsin.
9.19. Agar /(x) funksiya \ab\ seqmentda ikkinchi
uzluksiz /"(x) hosilaga ega bo'lsa,
m -m
Lim n }f(x)dx- h%,/(-r), 2
bo'lishi isbotlansin.

9.20. Ushba
X
fi'x)=[cos 7ii3at
X
iunksiyxiing ’lOs.ilasi topilsin.

"0

tartibli



X BOB
Aniq integralning ba'zi tatbiglari

M atematika, fizika, mexanika hamda fan va texnikaning
boshga sohalarida uchraydigan ko’pgina masalalami yechish
ma'lum funksiyalarning integrallanni hisoblashqa keltiriladi.

Ushbu bobda eqri chizig yoyining uzunliqi, egri chiziqli
trapesiyaning yuzi, ozgaruvchi kuchning bajargan ishi hamda
massaga ega bo lgan egri chizigning mergiya momenti aniq
integrallar orgali hisoblanishi korsatiladi.

I-§. Yoy uzunligi va uning aniq integral orqgali ifodalanishi

f(x) funksiya [a¢] oraligda aniglangan ixtiyoriy uzluksiz
funksiya bo'lsin. Bu funksiya grafigi [ab] oraligda egri chiziq
yoyini tasvirlasin. Uni AB deb belgilaymiz. [a.i] oraligning
ixtiyoriy

P={x0,x,,xnkm (0=x,<X <..<x,=h)
bo'laklashini olib, bo'luvchi xt (A=0,12,.«) nuqtalar orgali ov
o'ziga parallel to'g’ri chiziglar o'tkazamiz. Bu to'g'ri
chiziglaming AB yoy bilan kesishgan nuqtalari
A(xt’f(x)) (¢=012..« A~-A,\ =B) bo'ladi. AB yoydagi bu
nuqtalarni bir—biri bilan to'g’ri chizig kesmalari yordamida
biriashtirib, Z sinig chizigni hosil gilamiz. L yoyga chizilgan
siniq chizig deb ataladi. Bu siniq chizig perimetri

L=Z V(xx- xtf +[/(mn)- f (S
bo'ladi.

Ravshanki, sinig chiziq perimetri L qaralayotgan f(x)
funksiyaga bog'lig bo'lishi bilan birga [a6] oraligni bo'laklashga
ham bog'liq bo'ladi; L=L(P).

Agar pt va pt lar [a¢] oraligni ikkita bo’laklash bo’lib, p,c.Pr
bo'lsa, u holda bu bo’laklashlarga mos AB yoyga chizilgan siniq
chiziglar perimetrlari uchun

L(/>)<MA)
tengsizlik o’rinli bo'ladi.
Demak, P bo'laklashning bo'luvchi nuqgtalari sonini orttirib
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borilsa, AB yoyga chizilgan mos siniq chiziglar perimetrlari ham
ortib boradi.

P bo'laklashmng diametri x nolga intila borganda, aH
yoyiga chizilgan bu bo'laklashga mos siniq chiziq shu A yoyga
borgan sari yacjinlasha boradi, siniq chizig perimetn esa AH

yoyning uzunligini borgan sari aniqroq ifodalay boradi, deb
garash tabiiydir.

1—ta'rif. Agar AB yoyiga chizilgan ([a,ej oialigni har ganday
P bo'laklashga mos) siniq chizig perimetri

i'Ap)= J(**e<-** Y1+ [A % rt)-/(**)T
x ->0 da chekli limitga ega bo'lsa, A yoy uzunlikka ega deb
ataladi va shu
I,j_gBM’\)=L
limit AB yoyning uzunligi deyiladi.

Endi yoy uzunligining aniq integral orqgali ganday
ifodalanishini ko'rsatamiz.

f{x) funksiya [a,i] oraligda uzluksiz hamda uzluksiz /(*)
hosilaga ega bo'lsin. Bu funksiyaning [a,6] oraliqgdaqi grafigi AB
yoyni tasvirlasin, deylik. [ab\ oraligda ixtiyoriy

P = {x,xl,..., xK) (a=x0<x,<...<Xn=6)
bo'laklashni olib, A yoyiga chizilgan unga mos sinig chizigni
hosil gilamiz. Bu sinig chizigning perimetrini yozamiz:

*p

Har bir oraligda /(*) fnnksiyaga Lagranj teoremasini
go'llanamiz:
Demak,

h (p):%‘__OV1+f'2M—(x"—xt):§‘__6"+r (r>)Ax,
bunda «xt<rt <xm. Keyingi tengliknmg o'ng tomonidagi yig'indi
M\+HfI(x)  funksiyaning integral yig'indisini eslatadi. Uning
integral yig'indidan farqi shuki, integral yig'indida &e[x*,xM]
nuqta ixtiyoriy bo'lgan holda, yuqoridagi yig'indida esa r, nuqta
oraligdagi tayin nuqtadir. Ammo .fi+f'2(x) funksiya
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integrallanuvchi  bo’lganligi  (chunki, shartga ko'ra, /'(*)
uzluksiz) sababli &=, deb olish mumkin.
Demak,

I\irQ)A/ip)Zli%éV /1 :}CiyJ\+fI(x)dx
tenglik kelib chigadi, Demak, aB yoy uzunlikka ega va bu yoy
uzunligi quyidagi

L=]y\+f 1(x)dx (10.1)
a

formula yordamida hisoblanadi.
10.1— misol. [-a.a] (a>0) oraligda ushbu

1(*)="(e, +e
zanjir chiziq yoyning uzunligini toping.
Awal f(x) funksiyaning hosilasini hisoblab, +fa*) ni
tipamiz:

J+f'2(x) =-"e‘+e »] »

Endi (10.1) formulaga ko'ra zanjir chiziq yoyining [-a.a]

oraligdagi yoyi uzunligini hisoblaymiz:
a

(e£+e'01¢:- ea-e a ««M |
I J 2] Ja e)

Quyidagi
(x=1Ip@)
{l_n(!). H021

tenglamalar sistemasi orqali ifodalangan egri chizigni garaymiz
(bu holda egri chiziq paremetnk holda berilgan deyilib, (10.2)
sistema egri chizigning paremetnk tenglamalari deyiladi). Bunda
<), i) lar \a.p] oraligda wuzluksiz funksiyalar bo’lib, t
o’zgaruvchi paremetrning [«/9] oraliqdagi ixtiyoriy ikkita turli r,
va 1 (>*=2 qiymatga mos keladigan (10.2) chiziqgdagi
4(X,.y). a2(x1,y3) nuqtalar (x,=<p(i).y, 2(r,);  =<pgt).y2 ham



turlicha bo'lsin. Bundan tashqari, parametr / ning [/ va |/
giymatlariga mos keladigan (10.2) chiziqdagi ANy L), Al(x2yz)
nuqtalami r,</2 bo'lganda, .4, nuqta A nuqtadan keyin keladi
deb qaraladi. Shu bilan egri chizigda yo'nalish o'rnatiladi.

Faraz qilaylik, ;=«, t=p qiymatlarga (10.2) chizigda lva B
nuqtalar mos kelsin. Bu chizigning .-us yoyi wuzunligi aniq
integral orqgah ganday ifodalanishini ko'rsatamiz.

Awal yuaoridagidek AB yoyning wuzunligini aniglaymiz.
[a,p] oraligni ixtiyoriy

(« ='o<fi<e <'. = £)
bo'laklashni olib, bu bo’laklashning bo’luvchi t® (£=0.1,..,n)
nuqtalariga mos kelgan AB yoydagi
A =4 =<?>(*)’ yi =V/(1t)) nuqgtalami bir-biri bilan to'g'ri

chizig kesmalari yordamida birlashtirib, AB yoyga chizilgan
siniq chizigni topamiz. Bu siniq chizigning perimetri quyidagi

£:¢Z-o \/W J 2+ )2
(10.3)
formula bilan ifodalanadi. Ravshanki, L off), \/(t) funksiyalarga
hamda [ap] oraligni bo'laklashga bog’lig: L=LW(P)

Yuqgoridagldek, Xp 0 da siniq chizig perimetri L=LW(P)

chekli limitga ega, ya'ni
limL,,{P) =I
bo'lsa, AB yoy uzunlikka ega deyiladi, bu limit 1 esa AB
yoyning uzunligi deyiladi.

Avytaylik, <t) va 'v(r) funksiyalar KP] oraligda uzluksiz <p(t)
va v(t) hosilalarga ega bo'lsin. Har bir f%W] (k=0,l,...,n-1)
oraligda <p(t) hamda vM funksiyalariga Langranj teoremasini
go'llab topamiz:

<pltktl) - «Pitk ) = P(rk -hy (10.4)
'Ktk#D)-H <tk)=H"(et Xtktl- t k) (i0.5)
bunda rks [tktkt” eke [tk tkil]

Bu (10.4), (10.5) munosabatlardan foydalanib, (10.3) siniq
chizig perimetrini quyidaqicha yozamiz:

LW(P) =Z, \V (X", =4 VV'foW °to)

(At
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bunda rkg[tktk,} Oke [ik ik;]
Bu holda ham, yuqoridagi
V([Pz(t)+»|/V)
funksiyaning integral yig'indisini eslatadi Farqi £ke[iktkt]
ixtiyoriy nuqgta bo’lgan holda, n va Oklar shu [tk 4] oraligdagi
tayin nuqtaligidir.
Modomiki,
V! (H)+V(/1(t)
funksiya [ap] da uzluksiz, binobarin mtegrallanuvchi ekan, unda

imZ j'P'2(r)+V,2(&)t, =I'mX + =Jyj<p-(t)+v ' 2(Ddl

bo'ladi.
Demalk,

lim LW(P) = f V<p2(1)+ V z(t)dt

Bu esa AB yoyning uzunlikka ega bo'lishini va uning uzunligi
uchun

e .
/=3 AQt)+v't)dt (10.6)

formula o'rinli ekanini bildiradi.
Xususan, agar (10.2) sistema ushbu

Kir r a

ko'rinishda bo'lsa, bu sistema y=»/(x) (a<x<b) ko'rinishni oladi.
AByoyning uzunligi uchun

1= | °J<Fﬂ(X)+\|/'(t)dt—J i + H'2x)dx

formulaga ega bo' Iamlz Bu (10.1) formulanlng o'zidir.
10.2—misol. Ushbu

= rcost. , .
(0<a<t<p< 2it) (10.7)
{;rsmt ' !
chizigning uzuhligini toping.

< [a.p] oraligda x=g>(t)=rcost, v=w)=rsint (r>0)
funksiyalar uzluksiz hosilalarga ega. (10.7) sistema markazi
koordinata boshida, radiusi r ga teng bo’lgan aylana yoyini
ifodalaydi. Uning uzunligini (10.6) formula yordamida topamiz:
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5>.| 7i T — - o« £
I=J7(rcos) +(rsint) dt=JVr(sin:I+cos!dt=rjdl =r(p-a). »
n a n
Yuqoridagi (10.2) sistema bilan ifodalangan AB yoyni
garaylik. Bu yoyda parametrning t (a<t<p) giymatiga mor
keladigan nuqtani C deylik. Ravshanki, AC yoyning uzunligi t
"garbuy’lig bo'lib, u\{H).67 formulaga ko'ra Jn ] oraligda
(>)+ilf2(NiL 7
- \
ko'nnishda ifodalanadi. BU yugori chegarasi o’zgamvchi bo’lgan
aniq integraldir. Umng hosilasi (9—bobning 9 —8§ iga garang):
S'{t)=yi<p'i (t) +V',2{1)
Keyingi tenglikni kvadratga ko’tarib, so‘ngra har ikki
tomonini dtl ga ko'paytirsak, natijada
S'Zt)dtZ: (p‘!(l)d12+ \y'z(t)dtd
ya'ni
dsz = dxz+ dyz
munosabat hosil bo'ladi. Bu munosabat yoy differensialining
kvadratini ifodaiaydi.
Endi tekislikda qutb koordinatalarda berilgan egri chiziq
yoyi uzunligining ham aniq integral orqgali ifodasini ko’rsatamiz.
Faraz qilaylik, egri chizig qutb koordinata sistemasida
quyidagi
r=g(e) (a<0<p) (10.8)
funksiya bilan berilgan bo'lsin, bunda g(& funksiya [a.p] oraligda
uzluksiz g'(0) hosilaga ega bo'lsin deylik. Biz (10.8) ko'nnishda
berilgan egri chizig tenglamasini quyidagi
ix =g(e) eos e {asO0£p)
y = 9(6)5in0

parametrik ko'nnishda ifodalab, (10.6) formuladan foydalanamiz:

=J)/[g(0)kosD]2+[s (D)snB]IM =
-iyi\g'(e)cose-g(e)smE~+[g'(e)sm0+g(0)a3i;eJde=j*g'1(0)+g7(0)d0

a 0
Demak,

[=1 Ne 8 (O (10.9)
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10.3—miso) Ushbu
r=a-0 (a=const 0<0<a)
egri chizig (Arximed spirali) yoyining uzunligi topilsin.
4 Yugoridagi (10.9) formulaga ko'ra hisoblaymiz:
a a

= "°'r)+ (am d0=a\Vi+OldU=a ;Jui)2+2—|n19+\/1+<91
|

=—kWI+cr +In(er+VI+a*)|."

2-8. lekis shaklning yuzi va uning aniq integral orqali
ifodalanishi

Ma'lumki, tekislikda yopiq siniq chiziq bilan chegaralangan
ko'pburchak yuzaga ega. Uning yuzi uchburchak yuzalan
yig'indisi sifatida topiladi.

Endi tekislikda biror chegaralangan (Q shaklIni qaraylik.
(39-chizma)

Yu

39-chizma.

Bu (g) shaklning ichiga (A) ko'pburchaklar, so'ngra (g)
shaklni o'z ichiga oigan (B) ko'pburchaklarni chizamiz. (A)
ko'rburchaklarning yuzini ,sA bilan, (B) ko’pburchaklaming
yuzini SB bilan belgilaylik. Natijada (Q shakliga ichki chizilgan
ko'pburchak yuzlaridan iborat {4 to'plam, (Q shaklini o'z
ichiga oigan ko'pburchak yuzlaridan iborat {8} to'plamlar hosil
bo'ladi. {ua} to'plam yuqoridan, {sB to'plam quyidagi
chegaralangan. Demak, Sup(sJ=Q inf{sB=Q mavjud va Q<Q

2 -ta’rif. Agar Q=0 bo'lsa, (q) shakl yuzga ega deyiladi va
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0=Q=Q miqdor () shaklning vyuzi deyladi. Demak,
O=Sup{Sj}=inf{s,,} hamda boshidagi /(*) funksiya [ab] oraligda

uzluksiz bo'lib, Vxe [ab] /(.X) funksiya [a,b] oraligda uzluksiz
bo'lib, Vxs[ab] uchun f(x)>0 bo'lsin.
Yuqoridan f(x)funksiya grafigi, yon tomonlardan

X=a, X=b vertikal chiziglar hamda pastdan ox abssissa o0'gi
bilan chegaraiangan shaklni, ya'ni aABb egrl chizigli
trapetsiyani gqaraylik. (40-chizma)

Y

O a b *
40-chizma.
[a,b] oraligning ixtiyoriy
P = {X,,X,.... X, } (a=x,<x, <...<X, =b)
bo'laklashi uchun har bir [xkxkH] (k=0%,...,n-1) oralig'ida
infif{x)}=mt,  Sup{f{x)\= Mk
k=0,12,..,«-1)
mavjud bo'ladi.
Quyidagi

- -
sa=Tm MK S, =X MkAxt
kn 0

yig'indilarni tuzamiz. Bu yig'indilarning birinchisi aABb egri
chiziqgli trapetsiyaning ichiga chizilgan ko’pburchakning yuzini
(40 - chizmada bu yuz shtrixlangan), ikkinchisi esa aaBb egri
chizigli trapesiyani o'z ichiga oigan ko'pburchakning yuzini
ifodalaydi.

Ravshanki, bu ko'pburchaklar, demak, ularning yuzlari
ham /(;X) funksiyaga hamda [ab] oraligni bo'laklashga bog'liq
bo'ladi:

SA=SA(P). S, = SB(P)
fa.b] oraligda turli bo'laklashlar olinsa, ularga nisbatan aaBb
egri chizigli trapetsiyaning ichiga chizilgan hamda .bu egri
chizigli trapesiyani o'z ichiga oigan turli ko'pburchaklar
yasaladi. Natiiada bu ko'pburchak yuzlaridan iborat quyidaqi
{SAP)}  {S.(m}
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to plamlar hosil bo'ladi. Bunda {v, (/)i to'plam yuqoridan, {v (z1}
to'plam psa quyidan chegaralangan bo’ladi. Demak, bu
to'plamlarning
SUp{SA(P)}. inl {S,(P)}
anig chegaralan mavjud.
Shartga ko’ra f(x) funksiya [ab] oraligda uzluksiz. U holda

Kantor teoremasining natijasiga asosan vs>o0 son olinganda P
a

songa ko'ra shunday 6>0 son topiladiki, [ah] oraligm diame_tri
bo’lgan har ganday p bo'laklash uchun har bir [x,.xtt]

oraligda funksiyaning tebranishi

Wk-m k<b_8
-a
bo'ladi. Unda
- int{sb(P)}~Sup§a(P)}"SJe)~sJP)=I{’:‘O -0 0 (Mk_m k)Axk <
—Y = -a)=
[)-ai"’ b—a(b a)=s
Demak, [ab] oraligni diametri <8 bo'lgan har ganday

bo'laklash olinganda ham bu bo’laklashga mos aABb egri chiziqli
trapesiyaning ichiga chizilgan hamda bu trapesiyani o'z ichiga
oigan ko'pburchak yuzlari uchun har doim

0 < ml {SE(P)}-SUP{SA(P)} < e
tengsizlik o'rinli bo'ladi. Bundan esa

“>«m&Nem% & (/)} (10.10)
tenglik kelib chigadi.
(10.10) tenglik aaBb egri chiziqli trapetsiyaning yuzaga

ega bo’lishini bildiradi.

Endi yuqorida o’rganilgan sAp), sBp) yig'indilarni Darbu
yig'indilari (9—bobdagi 5—ta'rifga garang) bilan tagqoslab, sae)
hamda s,(P) yig’indilar f(x) funskiyaning r[ab] oraligda mos
ravishda Darbuning quyi hamda yuqon vyig'indilari ekanini
topamiz. Shuning uchun (9—bobdagi 6 —ta'rifga asosan) ushbu

Sup{SA(P)}. inf{SB(P)}
migdorlar f(x) funksiyaning quyi hamda yuqori integrallari
bo'ladi:
h *
Sup{SA(P)}=J f(\)dx. inf{SB(P)}= J f(x)dx
a a

Yuqorida isbotlangan (10.10) munosabatga ko’ra
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I tdx =J t(\)dx

tenglik o'rinli ekani ko'rinadi. Demak,

t

| fodx =1 fdx= [F(x)dx

Demak, aaBb egri chizigli trapetsiyanmg yuzi

Q = [I(x)dx (10.11)

bo'ladi.
10.4-misol. Quyidagi
y=o, y="x\ N=1 X=i
chiziglar bilan chegaralangan shaklning yuzini
chizma)
< (10.11) formuladan foydalanib, topamiz:
27_i=13
T 6_3
Agar tekislikda (@) shakl quyidagi
y="f(x), y=f2x), X=a X=b
chiziglar  bilan cheqgaralangan shaklIni ifodalasa (42 —
chizma)(bunda /,(*) va s2(x) funksiyalar [a,b] oraligda uzluksiz

bo’lib, bu oraligda /1x)>0, 12x)>0. /i(x)>/r(x)) u holda bu
shaklning yuzi uchun ushbu

toping. (41-

x2dc =-x3
2 6

Q= \]f,(x)dx - Jf2(x)dx = 1 [f,(x)- F2(x)]dx (10.12)

formula o'rinli bo'ladi.
]

2 A
41 —chi zma. 42-chizma. 43-chizm a.
10.5—misol. Ushbu f (x)="2px, /2(x):-"F;*2(p>O) chiziglar bilan
2
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chegaralangan shaklning yuzin toping. (43— chizma)

Izlangan yuz y=Jipx va >:-2L.r2(">0) parabolalar bilan
P

chegaralangan. Shu parabolalar (0, 0) va (2).2p) nuqtalarda
kesishadi. Demak izlangan yuza x=0,x=2p va y=yjipx, >=_Lr2

chiziglar bilan chegaralangan shaklning yuzi. Shuning uchun
(10.12) formuladan foydalanib topamiz:

l-eslatma. Yuqoridagi (10,12 ) formula [a.i] oraligda f{x)>0
bo'lganda aABb egri chizigli trapetsiyaning yuzini ifodalashini
ko rdik. Agar f(x) funksiya jab] orligda uzluksiz bo'lib, unda
ishora saglamasa, (10,11) formuladagi integral egri chizigli
trapetsiyalar yuzlarining vyig'indisi iborat bo'ladi. Bunda ox
o'gining yuqoridagi yuz musbat ishora bo'lsa, ox o0'gining
pastidagi yuz esa manfiy ishora bilan olinadi.

2-eslatma. Tekis shaklning yuzini quyidagicha ham ta'riflash
inumkin. lekislikda (O) shakl berilgan (39—chizmaga qarang).
{7} shu shakl ichiga chizilgan ko'pburchaklar ketma —Kketligi.
{B.} esa O shakli o'z ichiga oigan ko'pburchaklar ketma —ketli
bo'lsin. A, hamda B, ko'pburchaklar yuzlari mos ravishda

va SB'bo'lib, ulardan tuzilgan ketma —ketliklar esa } hamda

} bo'lsin. Agar ,->» da } hamda } ketma —ketliklar

chekli limitga ega bo'lib, 1im sA = 1im sB tenglik o'rinli bo'lsa,
® n n=» n

(g) shakl yuzga ega deyiladi, ushbu
Q- Ilim SA = lim SB

migdor @ shakl yuzi deb ataladi.

Outb koordinata sistemasida ushbu p =p[0){a<9<p) funksiya
tasvirlagan AB yoy hamda oA va oB radius vektorlar bilan
chegaralangan shakl — egri chizigli sektorni garaylik. Bunda
p(d) funksiya [a.f] oraligda uzluksiz hamda vo <[«/*] uchun
p(9)>o.
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44—chizma.
Bu oab sektor yuzga ega bo'lib, uning yuzi

Q =+ [ p2<0) d&>

bo'ladi.
10.6-misol. Ushbu
p=p(Q)=a(- cosb) (a =cons*, 0<9 <2x)
funksiya grafigi bilan cbegaralangan shaklning yuzini toping.

ml Bu funksiya kardiodani ifodalaydi. Ma’llumki , kardioda
— radiusi a ga teng bo'lgan aylananing shu radiusli ikkinchi
go'zg'almas aylana bo’ylab harakatga (sirg'anmasdan
yumalashi) natijasida birinchi aylana ixtiyoriy nuqtasining
chizgan chizig'idir. (44 —chizma).

Kardioida qutb o'giga nisbatan simmetrik bo'lgani
sababli yuqori yarim tekislikdagi shaklning yuzini topib,
so'ngra uni ikkiga ko'paytirsak, izlanayotgan yuz Kkelib
chigadi.

6 o'zgaruvchi [o#] oraligda o’zgarganda p radius — vektor
kardioidaning yuqori yarim tekislikdagi qismini chizadi.
Shuning uchun

0 =2-- [p2(6r<t0= ftr'd-c0s9)2d9 =a21— 2cos<5 i *-cos2# de =
e J <TL2 2

= a2]1_§#-23in# + §-§sin 2#

3.2
Demak, Q=-2xa| >

3~8 Aylanma sirtning yuzi va uning aniq integral orqali
ifodalanishi

fix) funksiya [a,b] oraligda uzluksiz bo'lib, vxe[a,61 uchun

/(*)>0 bo'lsin. Shu funksiya grafiginining A(a,/(a)) va B(b,f(b))
nuqtalar orqgasidagi bo'lagini AB yoy deb yuritamiz. Shu ab
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yoyni .Y o'qi atrofida aylantirishdan hosil bo’lgan sirt aylanma
sirt deb ataladi. (45 —chizma).

45 —chizma.
Bu sirtning yuzini aniglab, uning aniq intégral orqgali
ifodalanishini ko'rsatamiz. [a h] oraligni ixtiyoriy
N *, (a=x0<x, <xn=b)
bo'laklashni olaylik. p bo'laklashning har bir xk(k=01,..)
bo'luvchi nuqtalari orgali oy o'giga parallel to’g'ri chiziglar
o'tkazib, wularning AB yoyi bilan kesishgan nuktalarning
Ak(xk-f(.xK)) bilan belgilaylik. Bu Ak (xk,f(xk))
(k=0, L . A0O=A, A, =B) nuqtalarni o'zaro to'g'ri chiziq kesmalari
bilan birlashtirib, AB yoyiga T siniq chizig chizamiz.
AB Yyoyining ox o'qi atrofida aylantirish bilan birga siniq
chizigni ham shu o'q atrofida aylantiramiz. Natijada kesik konus
sirtlardan tashkil topgan sirt hosil bo'ladi. Bu sirtning yuzi ushbu

Icg AN
= 2% >£<;0/(A YHI(A Yy (M -x )2+ /(XKD -/fe)]; (10,13)

formula bilan ifodalanadi.

p bo'laklashning diametri -p ->0 da AB yoyiga chizilgan z
siniq chizig peremetri L (shu bobning 1—s da ko'rsatilganiga
ko'ra ) AB yoyi uzunligiga intiladi.

Buni e'tiborga olib, Ap ->0 da L sinig chizigni OX o’gi atrofida
aylantirishdan hosil bo'lgan (kesik konus sirtlaridan tashkil
topgan) sirtning yuzi g ning limitini biz izlayotgan aylanma
sirtning yuzi deb garash tabiiy.

Endi aylanma sirt yuzining aniq intégral orgali ifodalash
magsadida qaralayotgan f(x) funksiyani [a 6] oraligda uzluksiz
fix) hosilaga ega bo’lsin deb garaymiz. Awal f(x) funksiya [a ¢]



oraligda uzluksiz bo'lgani uchun |oraliqda ham uzluksiz
bo'iib, unda shunday 4k nuqta topiladiki.

tenglik o'rinli bo'ladi Bu bir tomondan. Bckinchi tomondan,
Lagranj teoremasiga ko'ra [xk,xk+x) oraligda shunday r”~nuqta

topiladiki,
f(xk) =F'(TK)OkH - xK), 2k s\xk,xkX\

tenglik ham o'rinli bo’ladi. Natijada (10,13) munosabat ushbu

g=2)y 1 /(4 ) \(*k-\-xk)2+ f'2(Ck)(~xk+1- xfc)2 =
k=0

= W fidk >Viz £ 2(*k)tek (Ar* =xk+x-x k)
k=0

ko'rinishni oladi.
Bu holda ham yugondagi yig'indi
[(x)vI+] 2W
funksiyaning integral yig indisini eslatadi. Farqi, %e ]
ixtiyoriy nuqta bo'lgan holda, va ik lar shu [¥\xx_]] oraligdagi
tayin nuqtalarligidir.
Modomiki,
f(x)yj\ + /" 2(x)
funksiya [a b\ da uzluksiz, binobar/i\n integralanuvcshi ekan,

lim Y - 1(% )11+ [ 1(T») “A* “ [/to VI+f\x)dx
W ~vfo 0

bo'ladi.
Demak, aylanma sirtning yuzi
b

Q=2xff(x) VI+ f'l(x)dx (10,14)
a
bo'ladi.
10.7-misol. [0,a] (a>0) oraligda

zanjir chizigni OX o'qi atrofida aylantirishdan hosil bo'lgan
aylanma sirtning vuzini toping.
-«Awalo (10.15) funksiyaning hosilasini hisoblaymiz:
if i
['(*)=d e°~e "
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So'ngra, (10,14) formuladan foydalanib, izlanayotgan aylanma
sirtning yuzini topamiz:

e 20 e s | 0l s ttet | k=
t
_rgsj .24 8 ) S-(-»+_-+4j

4~§. O'zgaruvchi kuchning bajargan ishi va uning aniq
intégral orqali ifodalanishi

Faraz qilaylik, biror jism OX o'qi bo’ylab F kuch ta’siri ostida
harakat qgilayotgan bo'lsin. Bunda F kuch jismning oxo'gidagi
holatiga bog’lig, ya’ni F=F(x) va wuning yo’'nalishi harakat
yo'nalishi bilan ustma —ust tushsin, deylik. Bu kuch ta’sirida
jismni a nugtadan b nugtaga o'tkazish uchun bajarilgan ishni
topish masalasi yuzaga keladi. Ma'lumki F =Fjx) kuch [aA]
oraligda F(x)=c=const bo'lsa, jismni a nugqtadan bnuqtaga
o'tkazish uchun bajarilgan ish A=C(b-a) Annula bilan
ifodalanadi.

F(x) kuch [ab] oraligda * o'zgaruvchining ixtiyoriy uzluksiz
iunksiyasi bo'lsin. U holda [a£] oraligni ixtiyoriy

P=k*xv >*} (&=%*,<*i <xn=b)
bo'laklashni olib, bu bo'laklashning har bir [xirxi+1] (A=01,....,»-1)
orlig'ida ixtiyoriy & (& <afk,xk+l],k=0x n-1) nuqgta olamiz.

Agar har bir [xk,xk+]\,k=ti\....,n-\) oraligda jismga ta’sir
etayotgan F(x) kuchni o'zgarmas va F(Ck) ga teng deb olsak, u
holda [xk,xk+I\ oralig’ida bajarilgan ish taxminan F(&)e(***-**)
formula bilan, [ab] oraligda bajarilgan ish esa, taxminan

~-Y *EELx ) = Ait 10,16
a X )( ) ) JAI ( )

formula bilan ifodalanadi.
F =F(x) kuch ta'sirida jismni a nugtadan b nugtaga o'tkazish
uchun bajarilgan ishni ifodalovchi (10. 16) formula taqribidir.

n-1
Ravshanki, I(Y.F{(;k)é\xk yig'indini F=F(x) funksiyaga bog'liq
=0)

bo’lishi bilan birga u [ab] oraligni bo’laklashga hamda har bir
\xk,xk+\\ oraligda olingan ©k nuqtalarga bog'hq.
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Endi P bo'laklashmng diametri nolga intila borsin. U
holda yuqgoridagi vyig'indining qiymati biz f{zlayotgan ish
miqgdorini tobora aniqrog ifodalaydi. Demak, li.¢,->0 da
yuqoridagi yigindining chekli limitini bajarilgan ish deo aytish
tabiiydir.

— 1 (10 Ifii vm'indi [ab] oraligm bo’laklash usuliga
hamda gk nuqgtani taniab olishga bog'liq bo’Imagan holda chekli
A songa intilsa, bu A son o’zgaruvchi F(x) kuchning
*[a,;>]oraligdagi bajargan ishi deb ataladi. Demak ,
n-\ L m
A= lim Y ,F~rk)Axk
>0 10
Yuqoridagi (10,16) yig'indi F(x) funksiyaning fab] oraligdagi
integral yiqg’indisi ekanini payqgash qiyin emas. Qaralayotgan
F(x) funksiya la.b] oraligda uzluksiz bo’lgani uchun u shu
oraligda integrallanuvchi bo'ladi. Demak,
lim  "yF(Ek)Axk = | F(x)dx
yip—=0 G0 a

Shunday qilib, o'zgaruvchi F(x) kuchning [ab] oraligdagi

bajargan ishi

A = fF(x)dx
a

formula bilan ifodalanadi.
10.8-misol. Vintsimon prujinaning bir uchi
mustahkamlangan, ikkinchi uchiga esa F=F(x) kuch ta'sir etib,

46 —chizma.
Agar prujinaning qisilishi unga ta'sir etayotgan F(x) kuchga
proporsional bo'lsa, prujinani a birlikka qisish uchun F(x)
kuchning bajarilgan ishini toping.
<Agar F(x) kuch ta'sirida prujinaning qisilish migdorini X

orqali belgilasak, u holda
F(X)=kx
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bo’ladi, bunda k — proporsionallik koeffitsienti (qisilish
koeffitsienti). Yuqoridagi formuladan foydalanib bajarilgan ishni
hisoblaymiz:

her

5-8. Incrsiya momenti

Mexanikada inersiya momenti tushunchasi muhim bo’lib, u
masalaJar yechishda ko p qo llaniladi. Tekislikda m massaga ega
bo'lgan A moddiy nngta berilgan bo'lib, bu nuqtadan biror f
o'ggqaclia (yoki 0 nugtagacha) bo'lgan masofa mga teng bo'lsin.

Ma'lumki, ushbu J=mr2 migdor A moddiy nuqtaning f o'gni
(0 nugtaga) nisbatan inersiya momenti deb ataladi.

Masalan, tekislikdagi m massaga ega bo'lgan A=A(.r,v) moddiy
nuqtaning koordinata o'glariga hamda koordinata boshiga
nisbatan inersiya momentlari mos ravishda

IX - mx~>Jy =myl, -h- +y~)
formulalar bilan ifodalanadi.
Endi tekislikda har biri mos ravishda mn | massaga ega

bo'lgan AgA\, -1,|] moddiy nugqtalar sistemasi berilgan bo'lsin.
Bu sistemanling biror t o’qgga (0 nuqtaga ) nisbatan inersiya
moment har bir nuqtaning shu ( o'gga (0 nuqtaga) nisbatan

inersiya momentlari yig'indisi J,, ="tmkr? sifatida ta’riflanadi,

bunda k migdorAk nuqtadan c¢ o'ggacha (0 nuqgtagacha) bo'lgan
masofa.

Masalan, tekislikda har biri mos ravishda mo,mh. ,mn ,massaga
ega bo'lgan /O(WO,v0), .. *»-]{xn-],yn-\)moddiy nuqtalar
sistemasining koordinata o'glariga hamda koordinata boshiga
nisbatan inersiya momentlari mos ravishda

A'0 :kLO Jy]:41_0nky], Jln):A!__On,k(xHy])

formula bilan ifodalanadi.

Biror y=f(x) egri chiziq yoyi bo'yicha massa tarqgatilgan
bo'lsin. Bu massala egri chiziq yoyining koordinata o'qlari hamda
koordinata boshiga nisbatan inersiya momentini

29?



aniglaymiz.

f(x) fuxiksiya [a,b] oraligda wuzluksiz hamda uzluksiz f'(x)
hosilaga ega bo'lsin. Bu funksiya grafigi AB yoyini tasvirlasin,
deylik. AB yoyi bo'yicha zichligi o'zgarmas va 1 ga teng bo'lgan
massa tarqatilgan, Ravshanki, bu holda massa yoy uzunligiga
teng va (10,1) formulaga ko'ra

k!~ -

m = Jyfi +f ' 2{x)dx

bo'ladi.
[a, b] oraligni ixtiyoriy
= >* 3 (0= < X, <X,, =b)
bo'laklashni olaylik. Bu bo'laklash AB yoyni  Ak(xk,f(xk))
(k=0,1,....«<-1A0 = a,An_i =B) nuqtalar bilan n ta AkAk+] bo'lakka
ajratadi. Bunda AkAk+l bo'lakning massasi (10,1) formulaga ko'ra
topiladi:

mk— |y /I +f" 1(x)dx (k=0,1,2,...,«-1)
O 'rta giym at haqidagi teoremaga asosan shunday
ck (gk nuqta topiladiki,
X,
mk= J V1+ f'1(x)dx = + Axt
*k

bo'ladi, bunda /sxk =xk+i-xk.
Yuqoridagi munosabatlarga muvofiq (E*I(E£%)) (*=0J «—1)

moddiy nuqtaning koordinata o'glariga hamda koordmata
boshiga nisbatan inersiya momentlari mos ravishda

Ji, ="V 1+H'Hi9QAY,
NG SMi+/ (A,
mt. = (£ + /2Ai*»». =«? +f F))n/i+/"1(* )AL
formula bilan, (#0,/(£,)), (i, J(#,)),...(i,,_,,/(?,_,)) moddiy nuqtalar
sistemasining inersiya momentlari esa mos ravishda
<«
mC’= i:d 2& IVT+/21TH)A *t.. (10,17)
Jir :ﬁ:t(J” +/* & WI+ /' I(fL)Art,

formulalar bilan ifodalanadi.
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Endi r bo'laklashning diametri xf, nolga intila borsin. Unda
har bir AkAk™ yoyning uzunligi ham nolga intila borib, AhAKH
yoyi esa nuqtaga aylana boradi. Bu hoi tabiiy ravishda Xa o da
(10,17) formulalar bilan ifodalangan yig'indilarning
limitTni massaga ega bo'lgan moddiy egri chizig yoyining
koordinata o'gqlari hamda koordinata boshiga nisbatan inersiya
momenti deb garashga olib keladi.

Xp -»0 da yig'indilarning limiti moddiy egri chiziq
yoyining koordinata o'glariga hamda koordinata boshiga
nisbatan inersiya momenti deb ataladi va ular mos ravishda
Jx,Jy,J0 kabi belgilanadi.

Demalk,

J, =limy« =1im§ £ VI7T7X)Art,
"Who

Jf =1imJ” = 1limV /z(4)>1+/"2(4)Art,
f ko

Jo=Bme<>=lim=£ (£ +/ :(it)%W+/"2NAx,

(10.17) munosabatdagi yig'ndilarni (a & oraligda mos ravishda
quyidagi

VL +102(x), 10OV +FrAx), (x2+ [ 2()WI+ /' 2W
funksiyalarning integral vyig’indilari ekanligini paygash qiyin
emas. Shartga ko’ra /(x) funksiya [a6] da uzluksiz hamda
uzluksiz ~ /'(x) hosilaga ega. Shuning uchun yuqoridagi
funksiyalar a,a] da integrallanuvchi. Demak,

lim | *d vI+/'2(ife)Axfe= 1*2v/il+/ ,2W

lim "¢'/ 2(4 VI+/ " 2(<F)AXI = 1F 2(x)I\ +F' 2(x) dx,

ip-*°k=0 a

lim s (d +f2(sk)){l+ f2(k)tak = J(*2+/ 2(X))jl + f' 2(x)dx.
a

Ap->ce=0
Natijada ushbu
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Jv=1i/2(-0vi+/ " 2(*)N,

fQ-=1(>-2 + [-2/IxYK'1+ ' 2(.x)dx

a
iformulalarga ega bo lamiz.

Mashqglar
10.9. Ushbu n

parabolaning (0,0) va (x,y) nuqtalari orasidagi yoyining uzunligi

vV or-, r P, y+sly*+p2

na tena bo'lishi isbotlansin.
10.10. Parametrik ko'rinishda (*=#*)> y=w)\ ie[a,f\) benlgan

eqri chiziq yoyining uzunligi .
¢ = Y2 +<20 di
a

bo'lishi isbotlansin.

10.11. Ushbu

C—pl-"é=1x=c (c> a)

chiziglar bilan chegaralangan shaklning yuzi topilsm.

10.12. Radiusi r bo’lgan (r>0) shar sirtining yuzi topusm.
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Xl BOB

Sonli gatorlar

Biz mazkur bobda, sonli gatorlami, ularning yagqinlashishi,
uzoglashishi, yaqinlashish alomatlari hamda yaqinlashuvchi
gatorlarning xossalarini o'rganamiz.

I-8. Asosiy tushunchalar

Ushbu
(1)
haqgigiy sonlar ketma—ketligi berilgan bo'lsin.
1-ta'rif. Quyidagi
al+a2+a-} +.+a, +.. (11.2)

Ifoda gator (sonli qatorj deb ataladi. Uni . kabi belgilanadi
n_

co
é_.fn~a\+°2 +a3+ . +an+ e

(HI) ketma—ketlikning al,a2,a3,...,a,,... elementlari gatoming
hadlari deyiladi, u, esa gqatorning umumiy (n—chi) hadi
deyiladi. (11.2) gatorning hadlaridan quyidagi

A =

A2=a, +a2

A, =a,+a2+a,
AH=at+ a2+ ..+ a,

yig'mdilarni tuzamiz. Ular qatorning gismiy yig'indilari deyiladi.

Demak, (11.2) gator berilgan holda har doim bu gatorning
gismiy yig'indilaridan iborat ushbu A,:

A),A2,A3,—A,,...

sonlar ketma —ketligini hosil gilish mumkin.

2~ta'rif. Agar n->x da (11.2) gatoming qgismiy
yig’indilaridan iborat A, ketma —ketlik chekli limitga ega, ya’ni
lim A, = A (ABR)

bo’lsa, gator yaginlashuvchi deyiladi.
Bu limitning gqiymati A son (11.2) qatorning vyig'indisi

il



deyiladi va quyidagicha yoziladi:

A=ax+ iz +...+ 9 +... ="ar
1
3—ta'rif. Agar ~p da (11.2) gatorning
yig'indilarida iborat”, ketma- ketlikning limiti cheksiz
yoki bu limit mavjud bo'lmaia u holda (11.2)

uzoqglashuvchi deyiladi. Masalan:
1) Ushbu
I+— +-i-+.+ —"— +
1-2 2-3 (n-1)n
gator yaqginlashuvchi, chunki

12 2-3 (n-NHn Io2) V2 30 "

lim A, =2,
«->00

u -1 »

2) Quyidagi
1+ 2+ 3+ .+ 77+
gator uzoglashuvchi, chunki
«(«+ 1)
AN=1+2+3+..+»= — -—
bo'lib,

lim A, = °0

3) Quyidagi
1-1+1-1+..
gator ham uzogqlashuvchi, chunki

[0. agar njuft son bo'lsa
AK 1 '+.+( 1 son bo'lsa

bo'lib, A, ketma-ketlik limitga ega emas.

11.1 misol. Geometrik progressiya a,aq
tuzilgan
a+ag+ag2+...,+agn 1l+-m
gatorni vyagqginlashuvchilikka tekshirilsin. Odatda bu
geometrik qator deyiladi.
< Ravshanki,

0 n—" [
An=a+aq+aq +...+aq = w *

3
1d

Agar Xxl<I bo'lsa

gismiy
bo'lsa
gator

..... ag”'1l.. hadlaridan

gator



lim An= a
n >/ \-q

bo'ladi. Demak, bu holda geometrik qgator yaqinlashuvchi va
uning yiq'indisi v songa teng.
-q

Agar Q>1 bo'lsa, Iim@.l,,=°c bo'lib, gator uzoqlashuvchi
bo'ladi.

Agar Ol bo'lsa, Nn->X da A,=na-+X bo'lib, qator
uzoglashuvchi, g<-1 bo'lganda esa A, ketma —ketlik limitga ega
eraas. Demak, bu holda ham qator uzoqlashuvchi bo’ladi.

Shunday qilib, geometrik gator jgl<l bo'lganda
yaginlashuvchi, |<?>1 va 'g=: bo'lganda uzoglashuvchi bo'ladi.
>

11.2—misol. Quyidagi

1+ %+-3+,_<,<+—+,,, (11.3)

gatorni uzoqlashuvchibo'lishi ko'rsatilsin Bu gator garmonik
gator deb ataladi.
< (11.2) gatorning birinchi 2k ta (keN) hadidan tuzilgan
, 111 | |
ALk =1+ pvge g+ v gimigps " J
gismiy yig'indisini olib, uni quyidagicha yozibolamiz.

. f fy AH1T 1 I,n flI 1
B N A R R TS - A M T T0 A 1V A
1 1
K+l 2442772
Endi ushbu

11111
3 4 4 4 2
LU S I S SRR
56 78 X 888 8 2
PP U ST S
9 16 16 16 16 2

1 1 111 1 1
= >

= > ~H 2
LA PR o R g O S 2
tengsizliklarni e'tiborga olsak, unda

Ajk >1+£--
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tpngsizlikning o'rinli bo'lishi kelib chigadi. Ravshanki. Alk
kptma —ketlik o'suvchi va r{nn A% =* Shunday qilib, garmonik

gator uzoqlashuvchi. »
11.3 misol. Ushbu

2 3 4 n
gatorni yaginlashuvchiligi, yig'indisi in2 ga tengligi ko'rsatilsin.
< Bu qgatorning gismiy yig'indisini yozamiz.

ASi--+---+.+(-1)" -
2 3 4 -1) n
Ma'lumki,
ln'(]+X5: X-i—; LI §f+ +(-1) il +r, (i
bunda o<x<i uchun
rnWJ-ﬁ+1

tengsizlik o’rinli (6 bob, 7—8§ ning 6 — bandidiga
Yugoridagi formulada x=\ deb topamiz.
In2= A, + r,(l)

garang).

natijada ushbu
K-"n2|=K (I)|<»

tenqgsizlikka kelamiz. Unda

lim An=1in2.
«->>30

kelib chigadi. Demak. (11,4) qator yaginlashuvchi va uning
yig'indisi In2 ga teng>
Aytavlik
v - a+a2 s an+ .
<l
gator berilgan bo’lsin. Bu qatorning dastlabki mta hadini
tashlash natijasida hosil bo’lgan ushbu

<W+4.-2+-= ¢ a, (H -5)

gator gatorning (m—chi hadidan keyinqgi) qoldig’i deyiladi.



2-8. Yaqginlashuvchi gatorning xossalari
Koshi teorernasi

1°. Yaqinlashuvchi gatorning xossalari. Biror
Nan=<d+ P+ ..+tan+.. (11.2)
n=1

gator bprilgan bo’lsin. Agar qator yaqinlashnvchi bo’lsa, u
ma'lum xossalarga ega bo'ladi.
l-xossa. Agar (11.2) gator yagqginlashuvchi bo'isa. uning
istalgan (11.5) goldig'i ham yaqinlashuvchi bo'ladi va aksincha.
(11.2) gator berilgan bo'lsin. Biror M natural soni
tayinlab, (11.5) gatorning gismini yig'indisini Ak  bilan
belgilaylik.
Ak ~am1 amt2 am+k
Ravshanki,
A= =4, +A-m Gi>m
(11.6)
bunda 4>=al+a,+. +a. bo’'ladi.
(11.2) qator yaqinlashuvchi bo'lsin. Ta'rifga ko'ra

liin Amtk =A. (A— chekli son)
K-->00

bo'ladi. (-t+t00 da (11.6) tenglikda limitga o'tib topamiz:
lim Ak =A.-Am
k—o

Bu esa (11.5) gatorning yaqinlashuvchi ekanini bildiradi.
Endi (11.5) gator yaginlashuvchi bo'lsin. U holda ta'rifga
ko'ra.
Hm Ak = A. (A —chekli son)

k—co
bo'ladi. (11.6) tenglikda «->« da limitga o'tsak, u holda
k|im A, =A.+ Am

bo'lishi kelib chigadi. Bu esa (11.2) qatorning yaginlashuvchi
ekanini bildiradi. »

Shunday qilib, gatorning dastlabki chekli sondagi hadlarini
tashlab yuborish yoki gatorning boshiga chekli sondagi yangi
hadlarni qo'shish uning yaginlashuvchidagi xarakterga ta'sir
gilmaydi.

l-natija. Agar (11.2) qator yaqinlashuvchi bo'isa, uning
qoldig'i

m o~ am+ls amtl v amek + —m



M—agda nolga inuladi.
< Hagqigatan ham (11.2) qator yagqginlashuvchi bo'lib, uning
yigq'indisi A bo’lsin. u holda

A= Amtr,.
bo'lib,
lim Mm=A.-A =0
m—Co
bo'ladi. »

2-xossa. Agar (11.2) qator yaqinlashuvchi bo'lib, uning
yig'indisi A ga teng bo'isa, u holda

Y.can cal +ca2 + mm+ca,, +.. (11.7)

n=\ A
gator ham yagqinlashuvchi va uning yig'indisi cA ga teng bo'ladi
C*0 — n ga bog'lig bo'Imagan o'zgarmas son).

< (11.2) gatorning qismiy yig'indisi Al bilan belgilasaltu
holda
A\ =cat+cat +..+car=c(a, + a, +...+a,) = c4,
bo'hb, undan
lim An.=cA

bo'lishi kelib chigadi. Bu esa (11.7) qgatorning yagqinlashuvchi
bo'lishini va uning vyig'indisi cA ga teng ekanini bildiradi. »
Bu xossa yaginlashuvchi gatorlarda ushbu
cal + &2+ +an. ..y - s 0k + ..+CAN- ..
munosabatning o'rinli bo'lishini Ifodalaydi.
3-xo0ssa. Agar

[e0)

«l

[ee)

=fll +a2+ —+an +—>

y\br =i+ (:2+...+hn + o

«l
gatorlar yaqginlashuvchi bo'lib, ularning yig'indisi mos ravishda
A va B ga teng bo'isa, u holda

¢(a,, +6,)=(@i+*\)+(2+*2)+- +(a *K)+-= (118)
gator hamrH yaqginlashuvchi va uninq vyig'indisi A+B ga teng
bo'ladi.
1 va Y.'n qatorlar vyagqinlashuvchi. Demak, bu
qatorlanr_nling qism?yjlyig'indilari (A, va B, lar) uchun 1im An.=A



,/JI_iin B,, =B tengliklar o'rinli (11.8) gatormng qismiy yig'indilari

(, bilan belgilab topamiz:
i,.=(d+A)+ M, +/ij)+..+(M+6")=(F+a, + .+a.)+(bt+hj +....+ /=)= Ai +Bn.
Bundan

liraCh=A+B
Keyingi tenglikdan xossaning isboti kelib chiqadi. »
co [oe}
2—natija. Agar va gatorlar yaqinlashuvchi bo'lsa,
n-l /7=1
u holda
+H*,,
1 )

gator ham yaqinlashuvchi va

(08, 4> Ji=CZar s, b
tenglik o'rinli bo'ladi (bunda <c¢,/-w ga bog'lik bo'Imagan
o‘zgarmas sonlar)
4-xossa. Agar (11.2) gator yaqinlashuvchi bo'lsa, bu
gatorning umumiy hadi &, n->°0 da nolga intiladi.
(11.2) gqgator yaginlashuvchi bo'lsin, ya’ni lira A,,=A (A —

chekli son). Agar
an~"™M~
bo'lishini e'tiborga olsak, u holda limitlar xossalariga ko'ra
lim a,,= lim (A, - An j)=A- A=0

H-»co n —><o
bo’lishini topamiz. »

Eslatma. Qatorning umumiy hadi «->00 da nolga
intilishdan uning yagqinlashuvchibo'lishi har doim kelib
chigavermaydi.

©J

M asalan. Garmonik qator £ ning umumiy hadi a,=-

n=1n »

bo'lib, u «—m da nolga intiladi, ammo bu gator uzoqglashuvchi.
Yuqorida keltirilgan 4 —xossagator yaginlashishning
zaruriy shartini ifodalaydi.

2°. Koshi teoremasi. Aytaylik,
(9]
Zan=al +a2+ -+a, +...,

gator berilgan bo’lib,
An —ﬂ_] + .2 + ooty



uning qismiy yig'indisi bo'lsin.
1-teorema. ¢a, gatorning yaginlashuvi bo'lishi achun

]
yi->0 olinganda ham shunday nOe N topilib, Vvn>«, va m=123..
lar uchun

\-An+ni~-*n = I"'n+l + an+2 + ... + an+ni <fc
tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli.
K Bu teoremaning isboti 3—bob, da keltirilgan Koshi
teoremasidan kelib chiqadi. »
Bu teorema muhim nazariy ahamiyatga ega bo'lib, undan
amaliy masalalarni hal etishda foydalanish qiyin bo'ladi.

3~8. Musbat gatorlar

lo. Musbat gatorlarning yagqginlashuvchi bo'lishi sharti
Biror (11.2) gator berilgan bo’lsin.

y @=¢+U+..+0n.. (11.2)
S8

Agar an>0(«=123, ) bo'lsa, u holda (11.2) gator musbat
holda gator yoki, gisqacha, musbat gator deb ataladi.

2—teorema. Ushbu £a, musbat qator yaginlashuvchi
=1

bo'lishi uchun uning qgismiy yig'indilari ketma—Kketligi yuqoridan
chegaralangan bo’'lishi zarur va yetarli.

M Zarurligi. gator yaqinlashuvchi bo'lsin: lim A,,=A

«=1
(A-chekli son). U holda 4, ketma-ketlik vyaginlashuvchi

binobarin chegaralangan, jumladan u yuqoridan chegaialangan
bo'ladi.

Yetarliligi. gatorning qismiy yig'indilari ketma —
=1
ketligi A, yuqorida chegaralangan bo'lsin.

Shu gatorning har bir hadi manfiy bo'Imagani uchun

. ~ —An
tengsizlik o'rinli. An ketma —ketlik o'suvchi. Shuning uchun 3 —
bobdagi 7 —teoremaga ko'ra Al kotma —ketlik chekli limitga

ega:



lim.l,=.1 Bu esa s,jn gatorning yaqinlashuvchi ekanini

bildiradi »
11.4 misol. Ushbu
1, i i i
N S= ]l = o+ — o+ — o+
n-In 2% 3 n?
gatorni  (um umumlashgan garmonik qator deyiladi) a>\
bo'lganda yaqginlashuvchi ekanligi ko’rsatilsin.
< Ravshanki gismiy yig'indilardan tuzilgan
A’.=1’+7l+7l+“..+7l
2" 3" na
ketma —ketlik o'suvchi. Demak A,<A24+ (h=12..) Ayni paytda

At —a+ 1p Lo Logeddglhe s dog 1o dog

2 3 (2/7+ 1)* Uu" 3a) ((217)*  (217+1)* 3
H?2 12 H H-tez14—7
2a 4da 217y« 2
bo'ladi.
Oxirgi ikki munosabatdan ushbu
An<i+-~riAn
fpngsizlik kplib chigadi Bundan «>1 bo'lganda
- Ma-1
A, <l +— (7=12,..)

tengsizlik hosil bo’ladi. Bu esa A, ketma —ketlikning yugqoridan
chegaralanganligini bildiradi. 2—teoremaga ko’ra berilgan gator
yaqgin —lashuvchidir. »

3-natija. Musbat gatorning qismiy yig’indilaridan iborat
ketma —ketlik yuqoridan chegaralnmagan bo'lsa, gator
uzoglashuvchi bo'ladi.

20. Musbat qatorlarni taqqoslash haqgida teoremalar.
Ma'lum musbat gatorning yaqinlashuvchanligi yoki
uzoqlashuvchiligini bilgan holda, hadlari bu gator hadlari bilan
biror munosabatda bo'lgan (tagqgoslangan) ikkinchi musbat
gatorning yaqinlashuvchiligi yoki uzoglashuvchiligini aniglash
mumkin. Ular quyidagi teoremalar bilan ifodalanadi.

lkkita musbat §0>1,,va g)bn gator berilgan bo’lsin.

« =
3—teorema, N ning biror m¢xm>1) giymatidan boshlab
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barcha n>r0 lar uchun
«,,£bn (11.9)

tengsizlik o'rinli bo’lsin.  Agar a) ' hn gator yaginlashuvchi
ni

bo'lsa, %,, gator ham yaginlashuvchi bo'ladi. b) @an gator
i —

uzoqglashuvchi bo'lsa. Yb,, gator ham uzoglashuvchi bo'ladi.
n=\

-*Ushbu bobning 2 —8ida aytib o'tdikki, gatorning
yaqinlashuvchi (uzoqglashuvchi) bo'lishiga uning chekli sondagi
dastlabki hadlarining ta‘'siribo'lmaydi. Shu sababli (11.9)
tengsizlik n0=1 dan boshlab o'rinli bo'lsin, drt> gqarash mumkin.
Demak, a,<bn (n=12../»tengsizlik o'rinli. U holda berilgan
gatorlarning qgismiy yig'indilari

An =d] + flo + e+
B,, =h\ 4-¢2 + ..+ bn
uchun ushbu
An <B,, (n=12) (11.10)
tengsizlik ham o'rinli bo'ladi.
Awal Vbn gator yagqginlashuvchi bo’lsin. U holda 2—

M1
teoremaga ko'ra B, ketma-ketlik yuqgoridan chegaralangan

bo'ladi: B,, <M (n=123,..)

Bundan (11.10) tengsizlikka asosan A, <M («=123..)
tengsizlik ham o'rinli ekani kelib chigadi. Demak, A, ketm a-
ketlik ham yuqoridan chegaralangan. Yana o'sha 2 — teoremaga

ko'ra va, gatdining yaqinlashuvchi bo'lishi kelib chiqadi

Endi gator wuzoglashuvchi bo’lsin. U holda A,
«=1

ketm a-ketlik yugoridan chegaralanmagan. (11.10) tengsizlikka
asosan B,, ketma-ketlik ham yuqoridan cheqgaralanmagan

bo’ladi. Bundan esa gatornmg uzoqlashuvchi bo'lishi kelib
n=i
chigadi. »
11.5-misol. Quyidagi
T . T T
SIn — + sIn — + SIn — + ....... +sin—_+...
12 2 32 ST
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gator yaqinlashuvchiligini tekshirmg.
mBu qator hadlari uchun

0<sin JI< 4 (n=12
tengsizlik o'rinli bo'lishini ko'rsatish giyin emas. Demak,

berilgan gatorning har bir hadi yaqginlashuvchi y J- qatorning
n In

rnos hadidan kichik. 3 —teoremaga asosan berilgan qator

yaginlashuvchi »

4-teorema. Ushbu

IJ.'E\(DE’:K (0< K< 00)

limit mavjud bo'lsin. Agar: a) K<><va vf>n gator yaginlashuvchi
n=1

bo'lsa, n holda /;;1 gcitor ham yaginlashuvchi bo'ladi: b) k>0 va

*/6,, gator wuzoglashuvchi bo'lsa, w»n holda §7a,, gator naT

17=1 17=1

uzoglashuvchi bo'ladi.

00
ml a) K<cc bo'lib, Y.bn gator yaginlashuvchi bo’lsin. Limit

=1
ta’rifiga ko'ra, ve>0 son olinganda ham shunday n0 e/Vson
topiladiki, barcha n>n0lar uchun

——k <€

ya'rn
(k-s) b,,<a,, <(k+e) b, (1111)
tengsizliklar o'rinli bo'ladi.

@
Shartga ko'ra gator yagqinlashuvchi. Shuning uchun
17-1

[ee]
Y.(k+s)bn gator ham  yaginlashuvchi. U  holda (11.11)

17=1
@

tengsizlikdan va 3 —teoremadan Van gatorning yaqinlashuvchi
17=1

bo'lishi kelib chigadi.

co
b) ¢->0 bo'lib. Ybh, gator uzoglashuvchi bo'lsin. Agar
17=1

<ix



0<¢i <k olsak, u holda lim ﬁ::k limit o'rinli ekanidan va k m
n—=x
bo’lishidan shunday nOe ¢V son topiladiki, rc>«0 bo'lganda K,

tengsizlik o'rinli  bo'ladi. Demak «>«, bo'lganda bn<j an

a
tengsizlik bajariladi. Bundan 3 —teoremaga asosan

gatorning uzoqglashuvchi bo'lishi kelib chigadi>
4-natija. Agar ushbu

ot ™

limit o'rinli bo'lib, o<f£<so bo'lsa, u holda Y.an va i bn qatorlar
«1 «l

bir vaqtda yaqinlashuvchi, yoki bir vagtda uzoqglashuvchi bo'ladi.
11.6 misol. Ushbu
|

Eim i
gatorni yaqginlashuvchilikka tekshiring.
< Bu qatorni garmoruk qgator £ - bilan tagqqoslaymiz. Bu

n=1n

Ikki gator umumiy hadlarni nisbatining limitini topamiz:

i+l
lim = lim = lim =
>00 1 M—>C0 j+ _ rx—>m» ftyjYl
n

Demak, 4 —natijaga ko’ra berilgan qgator uzoglashuvchi bo’ladi>
5—teorema. neM ning biror no giymatidan boshlab barcha
n>n0 lar uchun

"iL<’\4_B’L (11.12)

tengsizlik o'rinli bo'lsin. U holda a) o gator yaqinlashuvchi
<«

bo'lsa, %?_a,, gator ham yaginlashuvchi bo'ladi: b) gator
= «

uzoqglashuvchi bo'lsa, gator ham uzoglashuvchi bo'ladi.

=1



Awal aytganimizdek (11.12) tengsizlik «=12.
giymatlarda bajaiiladi deb hisoblash mumkin. Shunday qilib,

tengsizlik o'mli deb garaymiz Unda quyidagi

-- tengsizlik kelib chigadi. Bundan ushbu
VoI

a» N (11.13)

tengsizlikka ega bo’lamiz

Y S

Agar .0oN gator yaqinlashuvchi bo'lsa, unda ¢ gator
n=l =15

ham vyagqginlashuvchi bo'ladi. Unda (11.13) tengsizlik va 3 -

cfj
teoremga asosan 1 gatorning yaqinlashuvchi bo'lishi kelib

chigadi.
(11.12) tengsizlik o'rinli bo’lganda Va,, gatorning
i

o
uzoglashuvchi bo’lishidan I'<§261 gatorning ham uzoqglashuvchiligi

kelib chiqishi shunga o'xshpsh isbotlanadi>

3°. Musbat gatorlar uchun yaqinlashuvchilik alomatlari.
Biz yuqorida musbat gatorlami taggoslash teoremalarni keltirdik.
Garchi bu teoremalar yordamida tekshiriladigan gator hadlarni
Ikkinchi gator hadlari bilan tagqgoslab, garalayotgan gatorning
yaqginlashuvchiligi yoki uzoqglashuvchiiigi masalasi hal bo'lsa
ham taqqoslash teoremalari ma'lum noqulayliklarga ega. Bunday
noqulayliklaridan biri berilgan gator bilan taqqoslanadigan
gatorni tanlab olishning umumiy qoidasi yo'qligidir.

Berilgan gatorni geometrik hamda umumlashgan garmonik
gatorlar bilan tagqoslab, qatorning yagqinlashuvchiligi yoki
uzoqglashuvchiligini ifodalaydigan alomatlarni keltiramiz:

a) Koshi alomati. Musbat qator £a, berilgan bo'lsm. Agar

neN ning biror no(n0>1) gqiymatlaridan boshlab barcha n>n0
giymatlari uchun

sfc<g< 1 (varl)

[ee)
tengsizlik o'rinli bo'lsa, T_anqator yaginlashuvchi
=]



(uzoqglashuvchi) bo'ladi.

<A.wal y./l, gator uchun « > bo'lganda ja,,<q<1
-1

tengsizlik o'rinli bo'lsin. Bu tengsizik ushbu an<qg" tengsizlikka

ekvivalentdir 3. liearemaga. ko'-ia —qator. yaqiiiiashuvrclu
/1—1

bo'ladi.

Agar barcha «>h0 lar uchun >jya'ni a,>1 tengsizlik
o'rinli bo'lsa, u holda berilgan qatorning har bir hadi

00

u_zlgqlashuvchi v | gatorning mos hadidan Kkichik bo'Imaydi.
-1

co B B
Yana o'sha 3 —teoremaga ko'ra, 1>>, gator wuzoglashuvchi
H1

bo'ladi. »

Amaliy masalalarni hal gilishda ko'pincha, Koshi
alomatining quyidagi limit ko'rinishidan foydalaniladi.

Agar ushbu

I[mu/a =k

limit mavjud bo'lsa, u holda ¢an qator ¢<1 bo'lganda

n=l

yaqinlashuvchi, k>I bo‘lganda esa uzoglashuvchi bo'ladi.
11.7—m isol. Quyidagi +JP +4(N )+~

gatorning yaqginlashuvchiligi ko'rsatilsin.
Berilgan gator uchun

- n+1 . !
— \'a =» = — . lullv a = —
V" VUn+1J 2n+1 * 2
bo'ladi.
Demak, Koshi alom atiga ko'ra berilgan gator

yaqinlashuvchi.
b) Dalamber alomati. Agar neN ning biror n0o (n0>l)
giymatidan boshlab barcha n>n0 giymatlari uchun

N o<g<l1 i-“1>1

an Noan

tengsizlik o'rinli bo'lsa, i a. gator yaqginlashuvchi
nl

(uzoqglashuvchi) bo'ladi.



< Berilgan )é.la» gator bilan birga yaginlashuvchi

XY =y+Y +Y +emi] +em (0<g<)

geometrik galorni garaylik. Ushbu - <g<|I tengsizhkni
A-< Y=y~
a,, <&

ko'rinishda yozib, so'ngra taqqoslash 5 —teoremani qo'llaymiz.

Shu teoremaga ko'ra (,cl gatorning yagqinlashuvchiligidan ¢ a”

n

gatorning yagqginlashuvchiligi kelib chigadi. ~ >l bo'lganda Xan
an nt
gatorning uzoglashuvchi bo'lishi ravshan>
Dalamber alomatini ham limit ko'rinishida ifodalash
mumkin. Agar ushbu
limai=d
limit mavjud bo'lsa, u holda d<! bo'lganda gator yaqinlashuvchi,
d>I| bo’lganda esa gator uzoqlashuvchi bo'ladi.
11.8—misol. Ushbu
21 3! !
1+—H Iy
21 33 n"
gator yaqinlashuvchiligini tekshiring.
-*Bu gator uchun quyidagilarga egamiz.
a =" r-

1
"n" a  (n+)"1ln f'1+i|Y

V n)
limitga o'tib topamiz:

lim “st
Dalamber alomatiga ko’ra berilgan qator yaqginlashuvchi>
v) Raabe alomati. Ushbu X a, musbat gator berilgan
bo’lsin. Agar neN ning biror n(;rl(n0>|) giymatidan boshlab
barcha n>n, qgiymatlar uchun



tengsizlik o'rinli bo'lsa. Ya,, gator yaqinlashuvchi
n-1
(uzoqglashuvchi) bo'ladi.
+ Awal n>no lar uchun nil-~"j>r>1 tengsizlik bajarilsin,

ripylik Rn tpngsizlikni quyidaqi

a, n (1114)
ko’rinishda yozib, so’ng r>u>l tengsizlikni ganoatlantiradigan
a son olamiz. M a’lumki,

l-iT'i
LA TR

n
(5—bobning 6 —8 iga garang). Tanlanishiga ko'ra a<r bo'lgani
uchun shunday «0en~x son topiladiki, barcha n>no lar uchun

<r
_2

n
tengsizlik o'rinli bo'ladi. Undan ushbu

1--LT >i-1 (11.15)
n) n
tengsizlik kelib chigadi. Endi maxtnOn0O;= nO deb olsak, barcha
n>n0lar uchun (11.14) va (11.15) tengsizliklardan

\ K ™
tengsizlikka ega bo'lamiz. Agar (11 16) tengsizlikni ushbu
|

(n-or
« 1
ko’rinishda yozsak, unda berilgan qator hadlari bilan X —

umum lashgan garmonik gator hadlari orasida (11.12)
ko’rinishdagi munosabat borligini payqaymiz. Ma'lumki, a>i da

umumlashgan garmonik qator yaqginlashuvchi. Demak, 5
teoremaga ko'ra berilgan gator yaqinlashuvchi bo'ladi.
Endi barcha n>n0 lar uchun



n I-aaM|<l

tengsizlik o'rinli bo'lsin. Undan

Ki< n
a 1
(n-1)
tengsizlik kelib chigadi. Shuning uchun 5 —teoremaga asosan

X garmonik qatorning wuzoqglashuvchi bo’lishidan berilgan

HA
gatorning uzoqlashuvchi ekani kelib chigadi.
Bu alomatni ham quyidagicha limit ko'rinishda ifodalash

mumkin. Agar ushbu
limn 1— — =g (g = const)

Jdimit o'rinli bo'lsa, g>l bo'lganda qator yaqinlashuvchi, g<I
bo'lganda esa qator uzoqlashuvchi bo'ladi.
11.9-misol. Quyidagi
1,131 1351 13571 (2n-1>1 1
27242 2463 246X4 et n "
gatorni yaqinlashuvchilikga tekshiring.
< Bu gator uchun

”(17 «W = "(1’7 ,\(2« + I)!,!,,,,,,,,,,EIL,,,,,,,,,,,,,,(,gﬂ)!! i =_ 3@2,::,3,},(,,,,,”,“ n(l- =218=) :a£t|> Pi 3
s (2«+2)!1 1+ n (2«-1)II 1 2n~+4n+2 »> a,2
bo'ladi. Demak, Raabe alomatiga ko'ra berilgan gator

yaqinlashuvchi. »
g) Intergal alomat (Koshining integral alomati). Ushbu

¢ X musbat gator berilgan bo'lsin.

n=I

Faraz qilaylik, [1.+°c] orligda aniqlangan, uzluksiz,
o'smaydigan hamda manfiy bo'Imagan f(x) funksiyauchun
f(n)=an(n=1.2,.) bo'lsin. U holda berilgan gator quyidagi

G ™
ko’rinishni oladi. Ravshanki, n<x<n +1 bo'lganda
f(n)> f(x)> f(n + 1)
ya'ni a,>f(x)>antl tengsizliklar o'rinli. Keyingi tengsizliklarni
[nn+1] oralig bo'yicha integrallab topamiz:

317



antl < jt'(x)dx<a,, (11.17)

Endi berilgan gator bilan birga ushbu

¢ Jf(x)dx (11.18)
n=l n
gatoim ham qaraylik. Bu gatorning qismiy yig'indisini yozamiz:
X j f(x)dx= jf(x)dx (11.19)
*=« k I
Faraz qilaylik, f(x) funksiya [t"®] oraligda F(x) boshlang ich
funksiyaga ega bo'lsin (f'(x)= f(x)) [I,l+®] oraligda f(x)>0 bo'lgani
uchun F(x) funksiya shu oraligda o'suvchi bo'ladi. F(x) funksiyani
yugori chegarasi o'‘zgaruvchi bo’lgan aniqg intégral ko'rinishda
yozish mumkin:

F(x)= Jf(t)dt, F()=0
1
Natijada (11.19) tenglik ushbu
»
X jfx)dx=Fn+1)
k

ko'rinishga keladi. Demak, (11.18) gatorning qismiy yig'indisi
F(n+1) ga teng.

Agar n—omw da F(n+l) chekli songa intilsa, shu qgator
yaginlashuvchi bo'ladi. Unda (11.17) tengsizlik hamda 5 -
teoremaga ko'ra gqaralayotgan gator ham yaqinlashuvchi bo'ladi.
n->00 da F(x)->» bo'lsa, berilgan gator uzoqlashuvchi bo'ladi.

Shunday qilib, quyidagi intégral alom atiga (Koshi
alomatiga) kelamiz:

Agar f(x) funksiya [l.+x] oraligda aniglangan, uzluksiz va

o'smaydigan bo'lib F(X) shu funksiya wuchun boshlang'ich

funksiya va gator uchun f(n)=a, (n=12.) bo'lsa, u holda
n-1

berilgan gator |Iim F(X)=A limit chekli bo'lganda yaqinlashuvchi,

cheksiz bo'lganda uzoglashuvchi bo'ladi.

11.10—misol. Quyidagi umumlashgan garmonik gator

n=In

yaqginlashuvchilikka tekshirilsin.

~ f(X) =- («>0) deb olaylik. Ravshanki, bu funksiya [i,+®]

da uzluksiz, kamayuvchi hamda shu oraligda manfiy emas. Shu

318



bilan birga \=n bo'lganda r(x)= 1. Ravshanki,
n

FX)=jr(nc=f--at= "= = 1 f - -il.
() { l-«|, i-«U ™ - J
Bundan quyidagi natija kelib chiqadi:
r ci \ i 1 —m—ggar a>1 bho'lsa
-« ce. agar il <1 bo'lsa
Agar a=1bo’lsa, \ =c da

~(x) = fdd1=Inx-»00
1t

bo'ladi.

Demak, intégral alomatiga ko'ra berilgan gator a>|
bo'lganda yaqginlashuvchi, a<i bo'lganda uzoglashuvchi bo'ladi.
>

4-8. Ixtiyoriy hadli gatorlar
1°. Qatorning ¢ibsolyut va shartli yaginlashuvchiligi.
Ixtiyoriy
= a,+a2+...+ aH+ ..

gator berilgan bo'lsin. Bu gator hadlarining absolyut
giymatlaridan quyidagi

Z:a»i= hil+ a:l+- +lal+-
gatorni tuzamiz.

6-teorema. Agar \raa> gator yaqginlashuvchi bo'lsa, u holda

)n(:la" gator ham yaginlashuvchi bo'ladi.

Ushbu teoremaning isboti yugoridagi 1—teoremadan
osongina kelib chigadi.

4-ta'rif. Agar ¢la, gator yaginlashuvchi bo'lsa, Van qator
) - n
absolyut yaqinlashuvchi deyiladi.

5-ta'rif. Agar (I:F? gator yaginlashuvchi bo'lib, ¢jan gator

0=

uzoqglashuvchi bo'lsa, ]Tan gator shartli yaginlashuvchi deyiladi.
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4-eslatma. X,a. qatorning uzoqglashuvchi bo'lishidan X a»
n= n=|
gatorning uzoglashuvchi bo'lishi har doim chigavprmaydi.
M asalan, 1) Ushbu

2 3 4 n A

(1—8 dagi (11.4) gatorni qgarang). Qator hadlarining absolyut
giymatlaridan tuzilgan

1 ..+1.+.
3 n
mak, berilgan gator shartli

1. L.

1
2
gator uzoglashuvchi. De
yaqinlashuvchi.
2) Ushbu

.......... il o 4-.'.r 1.

12 22 32 4
gator hadlarining absolyut qumatlarldan tuzilgan
ETE .
12 22 32 ne
gator yaqginlashuvchi. Demak, berilgan gator absolyut
yaginlashuvchi.

Biror ixtiyoriy ¢a, qator berilgan bo’lsin. Qaralayotgan

n=I

gator hadlarining absolyut qiymatlarini olib, wulardan ¢|aj

gatorni tuzamiz. Shu V'aj gatorning musbat gatorligini e'tiborga

n=l|

olib, garalayotgan qgatorning absolyut vyaqinlashuvchiligini
ifodalash alomatlardan birini- Dalamber aiomatini keltiramiz.

Dalamber alomati. Agar ¢ a, gator uchun

n=I

')
im —p=1
K&,

limit o’rinli bo'lsa, u holda ¢a, qgator /<1 bo'lganda absolyut

n—+
yaginlashuvchi bo'ladi.
11.11—misol. Ushbu
9 V
nS:I 1 A (X#i

gator yaqinlashuvchilikka tekshirilsin.
< Bu gator uchun quyidagini topamiz:
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= lim x flif. ugai  |"<Il ho'lsii
I-.v* Ly 1= rrxe 1L agar |Vj>l ht/isa
Demak, j\ <i da berilgan gator absolyut yaqginlashuvchi bo'ladi.
Ix >1 bo’lganda esa qatoming xaraktpri to'q'risida Dalambpr
alomati biror xulosa bermaydi. Ammo |xj>i bo’lgan holda n->o0
da gatorning umumiy holda nolga intilmaganligi sababli (uning
limiti 1 ga teng) gator uzoqlashuvchidir>
2°. Hadlarning ishoralari navbat bilan o'zgarib keladigan
gatorlar. Leybnis teoremasi. Biz quyida ixtiyoriy qatorlarning
bitta muhim holini qaraymiz.
Ushbu

cj- C2+ Cj- c<+ eom+(—T7)1 coO+ ... (1120)

gatorni garaylik, bunda c, >0 (n=123.)
Odatda bunday qator hadlarining ishoralari navbat bilan
o'zgarib keladigan qator deb ataladi.

Quyidagi
1--' +-|----1+.. +$-Ir 1
2 3 4 J
1_1_'_1___]_.__'1. 1 +H 1 1 +
32537 n 2n+:
gatorlar hadlarining ishoralari navbat bilan o'zgarib keladigan

gatorlardir.
7—teorema (Leybnis teoremasi). Agar (11.20) gatorda
v <en =12 (11.21)
tengsizliklar o'rinli bo'lib,
Jimc,=0 (11.22)
bo'lsa, (11.20) gator yaginlashuvchi bo'ladi.
Wl Berilgan (11.20) gatorning 2m (m&N) ta hadidan iborat
ushbu
Am=c,-c2c -ca+..+c Llcom
gismiy yig'indisini olaylik. Ravshanki,
Af(ni-H) = A2« + (C2nn.l —C2m.2)
Teorpmaning shartiga ko'ra c2m2<c2m) bo'lib, natijada
A2(mH) > A2,
tengsizlikka kelamiz. Bu esa a2, ketma —ketlikning o'suvchi
ekanligini bildiradi.
Endi Adnni quyidagicha yozamiz:

_C1_(C2_C3)_ (t4—Cs)_ s—(CP,-2 -C 2m-|)_C 2v



Ravshanki, (I 1.21) ga ko’ra
c,-c, >0, c4d—c, >0, >0
Shuning uchun A,, <c, tengsizlik o'rinli. Dpmak, A2, ketma —
ketlik yuqoridan chegaralangan. Shunday qilib, An ketma —
ketlik o'suvctn va yugondan chegaralangan. Dpmak, hu kptma”-
ketlik chekli limitga ega:
limAaan=A (A —chekli son) (11.23)

Endi (11.20) gatorning 2m-\ (mzN) ta tog sondagi hadidan
iborat ushbu

AZmi=Cl.C2+ C3_ Ca+ ' mC28-l
gismiy yig'mdisini olaylik.
Ravshanki,
A1 ™ A
Bundan (11.22) va (11.23) larga asosan topamiz:
Hm Aj,,_, = UmfAj. +c2,)= A

Shunday qilib, (11.20) qgatorning qismiy yig'mdilardan iborat
ketm a-ketlik chpkli limitga ega ekanim ko’rsatdik. Demak,
(11.20) gatoi yaqinlashuvchi. »

M asalan, yuqorida ko'rsatilgan ushbu

2 3 4 n
gator uchun teorema barcha shartlarining bajarihshmi ko rsatish
giyin emas. Leybnis teoremasiga ko'ra berilgan gator

yagqginlashuvchi bo'ladi.
5-8. Yaqinlashuvchi gatorlarning xossalari

Biz ushbu paragrafda yaqginlashuvchi gatorlarda hadlarni
guruhlash, absolyut yaqinlashuvchi qatorlarda esa hadlarning
o'mini ahnashtirish kabi xossalarga to'xtalamiz.

1°. Guruhlash xossasi. Biror ¢a, qator berilgan bo'lsin. Bu
nt

gator hadlarini guruhlab, quyidagi gatorni tuzamiz:

(@, +a, +..+an)+(a,itl +a, +..+an)+.. 1124)
bunda n,n,. (n,<n, <..) lar natural sonlar ketma —ketligining
biror iij. gismiy ketma —ketligi bo’lib, k-><« da nk-»*>e

Agar ¢ an gator yaginlashuvchi bo’lib, uning yig'indisi

Asonga teng bo'lsa, u holda bu gatorning hadlarini



guruhlashdan hosil bo'lgan (11.24) gator ham yagqinlashuvchi va
uning yig'indisi ham A songa teng bo'ladi.

m Ta'rifga ko'ra berilgan gatornmg gismiy yig’indisi
uchun iim. A=A (A —chekli son) Ilimit o'rinli. Endi (11.24)
gatorning gismiy yig’indisini yozamiz:

\os(th izt et )+K, HV o+ B KA
Bu qgismiy yig'indilardan tuzilgan

\>At \--
ketma —ketlikni garaylik. Ravshanki, bu A, ketma —ketlikning
gismiy ketma —Ketligidir. U holda 3—bobdagi 12 —teoremaga
ko'ra, An ketma —ketlik yaqginlashuvchi va uning limiti ham A
ga teng bo'ladi.

HmA'k:A
Bu esa (11.24) qatorning yagqinlashuvchi bo’lishini va wuning
yig'indisi A ga teng ekanini bildiradi. »

2°. O'rin almashtirish xossasi. Ixtiyoriy X a, gator berilgan
nl
bo'lsin. Bu gator hadlarining o'rinlarini almashtirib, quyidagi

XalL=»j +aj+ +a[,+.. (11.25)

n=l

gatorni hosil gilamiz. Bu (11.25) gatorning har bir a, hadi ¢an
rH
gatorning tayin bir an hadining aynan o'zidir.

Agar ¢ ao gator absolyut yaginlashuvchi bo’lib, yig'indisi A

n=|
songa teng bo’lsa, u holda bu gator hadlarining o'rinlarini
ixtiyoriy ravishda almashtirishdan hosil bo'lgan (11.25) qator
yaqinlashuvchi bo'ladi va uning yig'indisi ham A songa teng
bo'ladi.

4 Bu xossani )riia" gator musbat hamda ixtiyoriy hadli
bo'lgan hollari uchun alohida isbotlaymiz.

1) Berilgan qgator musbat gator bo'lib, u yaqinlashuvchi va
yig'indisi A songa teng bo'lsin. Ta’rifga ko'ra IlimA, =A. A,

o'suvchi ketma —ketlik bo'lganidan A0<A tengsizlik o'rinli
bo'ladi. Endi (11.25) gatorning

At =aj +a, +..+ gl
gqismiy yig'indisini garanlik. Bunda d-=awa\=a*\— ..... a\=a
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Ravshanki, Aw o'suvchi. Agar n=max{n,,n,,...nj deb olsak, u
holda Ai <A, tengsizlik ham o'rinli bo'ladi. Shuning uchun

Ak <A tengsizlik o'rinli. Shunday qilib, Ai ketma —ketlik
o'suvchi Va yuqoridan chegaralangan. Demak, u chekli limitga
ega:

limd =A Va A’<A
Agar Xan gqatorni (11.25) gqator hadlarining o‘rinlarini

almashtirishdan hosil bo'lgan qgator deb qgaraydigan bo'lsak,
unda vyuqorida keltirilgan mu*ohazaga asoslanib, (11.25)
gatorning yaginlashuvchi va yig'indisi A songa teng ,
bo’lishidan berilgan qgatorning ham vyaqinlashuvchiligini va
uning vyig'indisi A uchun a<a’ tengsizlik o'rinli bo'lishini
topamiz. Yugqorida a'<a ekani ko'rsatilgan edi. Shu ikki *
tengsizlikdan A- A bo'lishi kelib chigadi.

2) Xa ixtiyoriy hadli gator bo'lib, u absolut
yaqginlashuvchi va yig'indisi A songa teng bo'lsin. Shu gator
hadlarining o’rinlarini almashtirishdan hosil bo'lgan JV.
gatorni garaylik. Modomiki, Xa. gator absolut yaqginlashuvchi

n=l

ekan, unda XKI qgator yaginlashuvchi bo'ladi. Bu musbat gator

bo’lganligi sababli 1) holda isbotlanganiga ko’ra XKI qator

ham vyaginlashuvchi bo'ladi. Shuning wuchun Va;, gator
yaqginlashuvchidir. j
Endi X o' gator yig’indisining ham A songa teng ekanini n

ko'rsatamiz. Xa» gatorning musbat ishorali va nolga teng
bo’lgan a, .. hadlaridan Xa» hamda manfiy ishorali a a,.,..

hadlarining absolut giymatlaridan X|a, gatoriarni tuzamiz.
Qulaylik uchun ak=bt, ja, |=c, deb belgilasak, ushbu

5X =h *b < ,+bke

k=!
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gatorlar hosil bo'ladi. Shartga ko'ra XII»! gator yaqginlashuvchi.
n

Demak, bu gatorning
A, = a,i+ la2|t+ -+ [a,], n=123,..
gqismiy vyig'indilaridan tuzilgan A, ketma —ketlik yugoridan
chegaralangan, ya'ni VneN da
A» < A" A' —o'zgarmas son (11.26)
tenqsizlik o'rinli. Endi jTan gatorning qismiy yig'indisini A, bilan

n=|

belgilab topamiz:

A,=¢ai=£h,-¢ Ci=Bk-C,, 11.27
9 5E T R (11.27)

bunda n=k+m bo'lib, k-A, gismiy yig'indida ¢a, gatorning
it4

musbat ishorasi, m esa uning manfiy ishorasi hadlarining soni.

Biz eng muhim, n-»<» va m->«j holni garash bilan
chegaralanamiz.
Ravshanki,
Bt <A\ c.<A". (11.28)

(11.26) va (11.28) munosabatlardan '&ka ﬁ:ﬂc' gatorlarning
gismiy yig’indilari va cm yugoridan chegaralanganligi kelib
chigadi. 2—teoremaga ko'ra i‘,dbt, il gatorlar yaqginlashuvchi

bo ladi. Bu gatorlarning yig'indilarini rnos ravishda B va c bilan
belgilaylik:
limBk=B (B —chekli son), timcm=c' (C —chekli son).

Endi (11.27) tenglikda liinitga o’tsak, quyidagiga ega bo'lamiz:
licg, n:Hm(B,.-CrT)ZIQQSBk—IimC«:B—C

Bu esa )r%a» gatorning yagqinlashuvchi va uning vyig'indisi A

uchun A=B-c¢ formula o'rinli ekanini anglatadi.

Berilgan gator hadlarining o'rinlari almashtirilganda ¢ bk
kil

va X cd gatorlar hadlarining ham o’rinlari almashadi va 1—

ni=1

holga asosan bu gatorlar yig'indilari mos ravishda B va C ga



teng bo'lib golaveradi. Demak, \=B-C tenglikka ko'ra X a,

n=|
gatorning yig'indisi ham A songa teng bo'ladi. »
Absolyut yaqinlashuvchi bo'lmagan qgatorlar hadlarining
o'rinlarini almashtirishdan hosil bo'lgan gatorlar haqida quyidagi
teorema o'nrth. Biz bu teoreinam isbotsiz keltiramiz.

8-teorema. (Riman teoremasi). Agar X a» qgator shartli

yaginlashuvchi bo'lsa, u holda hai ganday A (chekli yoki cheksiz)
olinganda ham berilgan gqator hadlarining o'rinlarini shunday
almashtirish mumkinki, hosil bo'lgan gatorning yig'indisi xuddi
shu A ga teng bo'ladi.

M ashgqlar

11.12. Agar

63.—’ (a,,a0, n=123,...)

gator yagqinlashuvchi bo'lsa,

0=1
gatorning ham yaqinlashuvchi bo’lishi isbotlansin.
11.13. Koshi teoremasidan foydalanib ushbu
sinn
'@im
gatorning yaqinlashuvchi bo’lishi isbotlansin.
11.14. Ushbu

Car
o1
gator yaqinlashuvchilikka tekshirilsin.
11.15. Agar
sa. (&, >0. n=123,.)
0=1
gator uchun
a) limyaa=1
b) lim =1
x an

bo’lsa, berilgan gator yaginlashuvchi bo'ladimi? Misollar
keltiring.
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11.16. Ushbu
Ti-ofcU

gator yaqginlashuvchilikka tekshirilsin.
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1—bob.

2 —bob.

3 —bob.

4 —bob.

Mundarija

To’plam hagida tushuncha.

1—8. To'plam. To'plam ustida amallar.
2—8 To’plamlarni taggoslash.

3—8§ Matematik belgilar.

4 —8 Matematik induksiya usuli.

M ashqglar.

Haqiqgiy sonlar to'plami va uning xossalari

1—8. Ratsional sonlar to'plami va uning xossalari.

2 —8§. RatsionaTsonlar to'piamida kesim.

3—8. Hagqiqiy sonlar. Hagqiqgiy sonlar to'plamining
tartiblanganlik va zichlik xossalari.

4 —8§. Haqiqiy sonlar to'plamining to'ligqligi. Dedekind
teorem asi.

5—8. Sonli to'plamlarning chegaralari.

6 —8§. Haqiqgiy sonlar ustida amallar.

7—8. Haqiqiy sonning absolyut qgiymati va uning
xossalari.

8 —§. Irratsional sonni tarkibiy hisoblash.

M ashqlar

Funksiya.

1—8. Funksiya tushunchasi.

2 —8. Elementar funksiyalar.

3 —8. Natural argumentli funksiyalar. (Sonlar ketma -
ketligi).

M ashqglar

Funksiya limiti.

1—8§. Sonlar ketma —ketligi limiti.

2 —8. Yaqinlashuvchi ketma —ketliklarning xossalari.
3—8. Sonlar ketma —ketligi limitining mavjudligi
hagida teoremalar.

4 —8§. Funksiya limiti.

5—8 Chekli limitga ega bo'lgan funksiyalarning
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5—bob.

6 —bob.

7 —bob.

>
xossalari.

6 —8§. Funksiya limitining mavjudligi haqgida
teoremalar.

7—8. Funksiyalarni taggoslash.

M ashqglar

Funksiyaning uzluksizligi.

1—8. Funksiya uzluksizligi ta'rifi.

2 —8. Funksiyaning uzilishi. Uzilishning turlari.

3 —8§. Monoton funksiyaning uzluksizligi va uzilishi.
4_—_§. Uzluksiz funksiyalar ustida arifmetik amallar.
Murakkab funksiyaning uzluksizligi.

5 —8§. Limitlarni hisoblaslida funksiyaning
uzluksizligidan foydalanish.

6 —8. Uzluksiz funksiyalarning xossalari.

7 —8§. Funksiyaning tekis uzluksizligi. Kantor
teorem asi.

M ashqlar.

Funksiyaning hosila va differensiali.

1—8§. Funksiyaning hosilasi.

2 —8§.Teslcari funksiyaning hosilasi. Murakkab
funksiyaning hosilasi.

3 —8§. Hosila hisoblashning sodda qoidalari. Elementar
funksiyaning hosilalari.

4—_§. Funksiyaning differensiali.

5 —8§8. Yugqori tartibli hosila va differensiallari

6 —8. Differensial hisobning asosiy teoremalari.

7—8. Teylor formulasi.

M ashqglar.

Differensial hisobning ba'zi bir tatbiqglari.

1—8§. Funksiyaning o'zgarib borishi.

2 —8. Funksiyaning ekstremum qgiymatlari.

3 —8. Funksiyaning gavariqligi va botiqgligi.

4 —§. Funksiyalarni tekshirish. Grafiklarni yasash.
5 —8. Anigmasliklarni ochish. Lopital goidalari.
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8 —bob.

9 —bob.

Mashqlar
Anigmas integral.

1—8. Anigmas integral tushunchasi.

2 —8. Integrallash usullari.

3 —8§. Ratsional funksiyalarni integrallash.

4 —§. Ba'zi irratsional funksiyalarni integrallash.
5—8. Trigonometrik funksiyalarni integrallash.
M ashqlar.

Aniq integral.

I-§. Aniq integral ta'riflari.

2 —8 Aniq integralning mavjudligi.

3-§. Integrallanuvchi funksiyalar sinfi.

4 —§. Aniq integral xossalari.

5-8. O'rta giymat hagidagi teoremalar.

6-8. Chegaralari o'zgaruvchi bo'lgan aniq integrallar.
7-8. Aniq integrallarni hisoblash.

8-8. Aniq integrallarni taqribiy hisoblash.

M ashqlar.

10—bob. Aniq integralning ba'zi bir tadbiqglari.

1— §. Yoy wuzunligi va uning aniq integral orqali
ifodalanishi.

2 —8. Tekis shaklning yuzi va uning aniq integral
orgali ifodalanishi.

3 —8. Aylanma sirtning yuzi va uning aniq integral
orgali ifodalanishi.

4 —8§. O‘'zgaruvchi kuchning bajargan ishi va uning
aniq integral orgali ifodalanishi.

5 —8§. Inersiya momenti.

M ashqglar
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v.1—bob. Sonli gatorlar.

1—8§. Asosiy tushunchalar.

2 —8§. Yaqginlashuvchi gatorning xossalari. Koshi
teorem asi.
3 — Musbat gatorlar.

4 —8§. Ixtiyoriy hadli gatorlar.
5 —8. Yaqinlashuvchi gatorlarning xossalari.

M ashqglar.

«Matematik analiz asoslari» 2-gismining mundarijasi.

12 —bob. Ko'p o'zgaruvchili funksiyalar, wularning limiti,
uzluksizligi.

1—8§. R"fazo va uning to'plamlari.

2 —§. Rmfazoda ketma —ketlik va uning limiti.
3—8. Ko'p o'zgaruvchili funksiya va uning limiti.
4 —8 Ko'p o'zgaruvchili funksiyaning uzluksizligi.
5 —8. Uzluksiz funksiyalarning xossalari

6 —8§. Ko'p o'zgaruvchili funksiyaning tekis
uzluksizligi. Kantor teorem asi.
M ashqlar.

13—bob. Ko'p o'zgaruvchili funksiyaning hosila va

differensiyallari.

1—8§. Ko'p o'zgaruvchili funksiyaning xususiy

xosilalari.

2 —8. Ko’p o‘zgaruvchili funksiyalarning
differensiyal —lanuvchiligi

3—8. Yo'nalish bo’yicha hosila.

4 —8 Ko'p o'zgaruvchili murakkab funksiyalarning
differensiyallanuvchiligi. Murakkab funksiyaning
hosilasi.

5—8 Ko'p o'zgaruvchili funksiyaning differensiyali.

6 —8. Ko'p o'zgaruvchili funksiyaning yuqori tartibli
hosilasi va differensiallari.
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7 —8. O rta giyinat hagida tPorema.

8 —8§. Ko'p o'zgaruvchili funksiyaning Teyloi
formulasi.
9 —§. Ko'p o'zgaruvchili tunksiyaning ekstremum

giymatlari. Ekstremumnmg zaruriy sharti.
10- §. Funksiya ekstremumining yetarli sharti.
11 —8§. Oshkormas funksiyalar.
M ashqlar.

14 —bob. Funksional kptma —ketliklar va gatorlar.

1—8§. Funksional ketma —ketliklar.

2—8. Funksional gatorlar.

3—8§. Tekis yaginlashuvchi funksional ketma —ketlik
va gatorning xossalari.

4 —8§. Darajali gatorlar.

5 —8§. Darajali gatorlarning xossalari.

6 —8§. Teylor gatori.

M ashqglar.

15—bob. Xosmas integrallar.

1—8. Cheksiz oralig bo'yicha xosmas integrallar.

2—58. Chegaralanmagan funksiyaning Xosmas
integrallari.

3—§. Muhim inisollar.

M ashqglar.

16—bob. Parametrga bog'lig integrallar.

1—8. Limit funksiya. Tekis yaqginlashish. Limit
funksiyaning uzluksizligi.

2—§. Parametrga bog'liq integrallar.

3—s. Parametrga bog'liqg Xosm as integrallar.
Integralning tekis yaqginlashishi.

4 —§. Tekis yaginlashuvchi parametrga bog'lig xosmas
integrallarning xossalari.

5 —8§. Eyler integrallari.

M ashqlar.
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17—bob. Karrali integrallar.

1—8§. Tekis shaklning vuzi hamda fazodagi jismmng
hajmi haqidagi ba'zi ma'lumotlar.

2 —8. Ikki karrali integral ta'riflari.

3 —8§. lkki karrali mtegrallnmg mavjudligi.

4 —8§. Tntegrallanuvchi funksiyalar sinfi.

5 —8§. Ikki karrali integralning xossalari.

6 —8. Ikki karrali integrallarni hisoblash.

7 —8§. Ikki karrali integrallarda o’zgaruvchilarm
almashtirish.

8 —8§. lkki karrali integralni taqribiy hisoblash.

9 — 8. Ikki karrali integralni ba’zi bir tatbiqglari.

10 —8§. Uch karrali integral.

M ashqlar.

18 —bob. Egri chiziqli integrallar.

1—8. Birinchi tur egri chiziqli integrallar.

2—§. Ikkinchi tur egri chizigli integrallar.

3—8. Grin formulasi va uning tatbiglari.

4 —8§. Birinchi va ikkinchi tur egri chizigli integrallar
orasidagi bog’lanish.

M ashqlar.

19—bob. Sirt integrallari.

1—8§. Birinchi tur sirt integrallari.
? —8§ |Ikkinchi tur sirt integrallari.
3 —8§. Stoks formulasi.

4 —8§. Ostrogradskiy formulasi.

M ashqlar.

20 —bob. Furye qgatorlari.

1—8. Ba’zi muhim tushunchalar.

2—8§. Furye qatorning ta’rifi.

3—8§ Lemmalar. Dirixle integral).

4 —8§. Furye gatorning yaqinlashuvchiligi.

5—8. Qismiy yig’indining bir ekstremal xossalari.



Bessel tengsizligi.

6 —8§. '‘Wiginlashuvchi Furye gatoi yig'indisining
funksional xossalari.

7 —8. Funksiyalarni trigonometrik ko'phad bilan
yaqginlashtirish.

8 —§. O'rtacha yagqinlashish. Furye gatorning o’rtacha
yagm lashishi.

9 —8§. Funksiyalarning ortogonal sistem asi.
Umumlashgan Furye gatori.

Mashqlar.
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