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0 ‘quv go‘llanma Buxoroyuqori texnologiyalar
muhandislik-texnika institutining 30yilligiga bag ‘ishlanadu

SO‘Z BOSHI

Mualliflar Buxoro yugori texnologiyalar muhandislik-texnika insti-
tutidagi ko‘p vyillik tajribalariga tayanib, o‘tgan darslar davomida
vujudga kelgan mulohazalar asosida o ‘quv dasturiga mos keluvchi o‘quv
go‘llanma yozib, uni o‘guvchilar muhokamasiga tagdim etyaptilar. Uni
yozishda mualliflar zamonamizning mashhur olimlari tomonidan
yaratilgan darsliklardan hamda Buxoro institutining «Oliy matematika»
kafedrasi o'gituvchilari tomonidan yaratilgan ma’ruzalar matnlaridan
keng foydalandilar.

O'quv qo‘llanmani yozish jarayonida uning ayrim gismlari
kafedraning uslubiy seminarida ko‘p marta muhokama gilindi. 0 ‘quv
go‘llanma shubhasiz, kamchiliklardan holi emas. Bu kitob to‘g‘risidagi
hurmatli kitobxonlaming tanqidiy fikr va mulohazalarini mualliflar
chuqur mamnuniyat bilan gabul giladilar.

Mualliflar.



KIRISH

MATEMATIKANING ASOSIY RIVOJLANISH
BOSQICHLARI.
HOZIRGIZAMON MATEMATIKASINING TARKIB1,
AHAMIYATI VA TATBIQLARI

Eng awalo «Matematika» fani nimani o‘rgatadi, degan savolni
go‘yamiz. Bu juda murakkab savol bo‘lib, unga ta’lim darajasi har xil
bo‘lgan insonlar turli xil javoblar beradilar. Masalan, boshlang‘ich sinf
o'quvchilari matematika-narsalami sanash qoidalarini o‘rgatadi deb
javob beradilar va bu javobni noto‘g‘ri deb bo‘lmaydi. Chunki bu
matematikaning muhim qismi boimish arifmetikaning mohiyatini
tashkil etadi va u dastlabki tarixiy davrlarda matematikani to‘liq o‘z
ichiga oigan. Olrta siuf o‘quvchilari bu javobga matematikani chiziglar,
figuralar, jismlami, ya’ni geometrik obyektlami ham o‘rganadi deb
go‘shimcha qiladilar. Yuqgori sinf o‘quvchilari esa bu savolga
matematika funksiyalami o'rganishini ham ilova etadilar. Talabalar oliy
o‘quv yurtlarida matematikaning diiferensial tenglamalar, ehtimolliklar
nazariyasi va matematik statistika kabi yangidan-yangi bo‘limlarini
o'rganadilar va shu sababli, ulaming javoblari o‘quvchilar javobiga
nishatan kengroq vato ‘laroq bo'ladi.

Ammo barcha bu javoblar bir tomonlama xarakterga ega bo‘lib,
matematikaning u yoki bu yo‘nalishlarini ifodalaydi. Bu savolga
umumiy holda javob berish uchun juda ko‘p matematiklar, faylasuflar
harakat gilganlar. Hozircha bu savolga eng gonigarli javob XX asming
buyuk matematigi A.N.Kolmogorov (1902-1987) tomonidan quyida-
gicha keltirilgan:

Ta’'rif: Matematika haqigiy olamning miqdoriy munosabatlari va
fazoviy formalari hagidagi fandir.

Matematika so‘zi grek tilidan olingan bo'lib, migdorlar hagidagi fan
degan ma’noni bildiradi.

Matematika boshqga tabiiy fanlardan shu bilan farq giladiki, u real
olarnni, atrofimizdagi obyekt va jarayonlami abstraktlashtirilgan holda
o‘rganadi va shu sababli uning natijalari umumiy xarakterga ega.



Masalan, biologiya tirik hayotni o‘rganuvchi fan bo‘lib, unda
go‘llaniladigan usullar xususiy xarakterga ega va bu usullami fizikaga
yoki tilshunoslikka tatbig etib bo'Imaydi. Xuddi shunday gaplami fizika,
kimyo, geologiya va boshqga fanlar to‘g ‘risida ham aytish mumkin.

Ammo arifinetikaning qonun - goidalarini biologiya obyektlariga
ham, fizik-kimyo tadgigotlarga ham, iqtisodiy masalalami yechishda
ham, gishloq xofjaligi masalalarida ham bir xil muvaffagiyat bilan
go‘llash mumkin. Shu sababdan ham XEX asming buyuk matematigi
Gauss  «Arifmetika - matematikaning podshohidir, matematika esa
barcha fanlaming podshohidir.» -deb bejiz aytmagan.

Albatta, matematika bunday ulkan bahoga erishishi uchun uzoq
taraqgiyot yo‘lini bosib o‘tishga to‘g‘ri kelgan. A.N.Kolmogorov
0°‘zining 1954-yilda qobusnoma uchun yozilgan va «Matematika» deb
atalgan magolasida bu taragqgiyotni ushbu to‘rt davrga ajratadi.

. Matematikaning shakllanish davri.

Il.  Elementar matematika davri.

I1l.  O'zgaruvchi migdorlar matematikasi davri. Bu davmi shartli
ravishda «Oliy matematika» davri deb ham aytish mumkin.

IV. Hozirgi zamon matematikasi davri.

Shuni ta’kidlab o‘tish kerakki, har bir keyingi davrda elementar
matematikani rivojlanishi to‘xtab qolgan emas.

l. Matematikaning shakllanish davri eramizdan oldingi VI-V
asrgacha davom etdi. Bu davrda insoniyat turli predmetlami sanashni
o‘rgandi. Sanoq sistemalari oldin og‘zaki holda ishlatilgan. Yozma
sanoq sistemalarini kashf etilishi bilan natural sonlar ustida turli
arifmetik amallar bajarish gonun-qoidalari topila boshlandi. Yo‘llami
uzunligini o‘Ichash, daromadlami va yetishtirilgan hosilni tagsimlash
kabi masalalar natijasida kasr sonlar tushunchasi va ular ustida arifmetik
amallar bajarish goidalari ishlab chigildi.

Natijada, eng gadimiy matematik fan - arifmetikaga asos solindi.
Maydonlami o'lchash, jismlar hajmlarini hisoblash, turli ish qurollarini
yaratishga ehtiyoj paydo boMishi bilan geometriyaning kurtaklari
shakllana boshlandi. Shunisi qgizigki, bu jarayonlar turli xalglarda bir-
biriga bog‘ligmas ravishda, parallel ko‘rinishda amalga oshdi.

Aynigsa, bu jarayonlar  Misr va Vavilon davlatlarida yaqqol
namoyon bo‘ldi.

Il. Elementar matematika davri eramizdan awalgi V asrdan boshlab
XVII asr boshlarigacha davom etdi. Oldingi davrdagi matematik
bilimlar tarqog, xususiy ko‘rinishdagi natijalardan, gonun-qgoidalardan
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iborat edi. Ulami birlashtirish, umumiy ko‘rinishga keltirish gqadimgi
Gretsiyadan boshlandi va matematika fanini ilmiy poydevoriga asos
solindi.

Evklidning «Negizlar» asarida elementar geometriya fani
aksiomatik ravishda ifodalandi va bu asar ikki ming yil davomida
boshgqa matematik fanlami asosini yaratishga misol, namuna sifatida
xizmat qitib keldi. Qadimgi Grétsiyada matematikaning (asosan
geometriyani) rivojlanishiga Pifagor, Aristotel, Arximed, Geron,
Diofant, Ptolomey, Evklid kabi mutafakkirlar katta hissa qo‘shdilar.
Turli gidrotexnik qurilishlar (masalan, Arximed vinti), harbiy
mashinalar, Arximedni tosh otuvchi qurilmalari, oynalar sistemasida
kemalami yondirib yuborish, dengizda suzish uchun kerakli bilimlar,
geodeziya va kartografiya, astronomik kuzatishlar bilan bog-‘liq
masalalar matematikani rivojlanishiga katta turtki bo‘ldi.

Ko'rilayotgan davming IX-XV asrlari davomida matematikaning
rivojlanishiga 0 ‘rta Osiyo olimlarining hissasi katta bo‘ldi. Bu vaqtda
arablarjuda ko‘p yerlami bosib olib, arab xalifaligiga birlashtirdilar. Bu
yerlarda olimlar yagona arab tilidan foydalana boshladilar va bu ular
orasidagi alogalami mustahkamlanishiga olib keldi. Bundan tashqari
o0‘sha davrda katta ilmiy tadgiqodlar davlat tomonidan moliyalashtirila
boshlandi. Bu omillar bu yerda ilmni rivojlanishiga, katta kutubxonalar
tashkil etilishiga, rasadxonalar qurilishiga olib keldi.

IX asrda yashab ijod etgan xorazmlik olim Muhammad ibn Muso al-
Xorazmiy birinchi bo‘lib o‘zining «Al-jabr» asarida algebra faniga asos
soldi. Yevropalik olimlar bu kitob orgali kvadrat tenglamalami yechish
usuli bilan tanishdilar. X asrda Beruniy *3+l1=:x ko'rinishdagi kub
tenglamani taqribiy yechish usulini topdi. X 1-X 11 asrda yashagan Umar
Xayyom kub tenglamalami umumiy holda tekshirdi, ulami sinflarga
ajratdi va yechilish shartlarini topdi. XIIl asrda ijod etgan ozarbayjon
matematigi Nasriddin Tusiy sferik trigonometriyani asos solinishiga
yakun yasadi va Evklidning «Negizlar» kitobini arab tiliga taijima qildi.
XV asrda buyuk astronom va matematik Mirzo Ulug‘bek (1394-1449)
«Ziji Ko‘ragoniy» asarida 1018 tayulduzning koordinatalarini nihoyatda
katta aniglik bilan hisoblab berdi. Bu ishda rasadxonada eng zamonaviy
aniq asboblardan foydalanilgani bilan bir gatorda yirik matematiklar
ham ishlaganini ko‘rsatib o‘tish kerak. Ulardan eng mashhuri
G'iyosiddin Jamshid ibn Masud Ali Qushchi bo‘lib hisoblanadi. U o ‘nli
kasrlar ustida arifmetik amallar bajarish qonun-qoidalarini batafsil
bayon qilib berdi (ungacha 0 ‘rta Osiyoda asosan oltmishlik sanogqg



sistemasi qo‘llanilgan). Yevropada bu natijalarga atigi XVI asrda
erishildi. Ali Qushchi Nyuton binomi formulasini natural sonlar uchun
og‘zaki ko'rinishda ifodaladi, «Aylana haqgidagi risola» asarida n sonini
17 xona aniglikda hisobladi, astronomik hisoblashlar uchun kerak
bo‘lgan sinuslar jadvalini tuzish uchun tenglamalami iteratsion usulda
sonli yechish yo‘lini ko'rsatdi.

Hindiston olimlarining matematikaga qo‘shgan eng katta hissasi —
o'nli sanoq sistemasi uchun ragamlar va nolni kashf etilishidir. Bu
ragamlar yevropaliklarga arab matematiklari asarlari orgali ma’lum
boigani uchun hozirgi paytda noto‘g‘ri ravishda «arab ragamlari» deb
ataladi.

Elementar matematikaning rivojlanishiga Xitoy olimlarining ham
katta ulushi bor.

XII—XV asrlar davomida G‘arbiy Yevropa matematiklari asosan
gadimgi Gretsiya va Shargq matematiklarining ishlarini o‘rganish bilan
shug‘ullanib kelganlar, matematik bilimlami ommalashtirish magsadida
turli asarlar yozganlar, matematik simvollami kashf etganlar. Ammo
XVI asrdan boshlab bu yerlik olimlar tomonidan yirik kashfiyotlar gilina
boshlandi va yuksalish davri boshlandi.  Masalan, polyak olimi
Kopemikning astronomik kashfiyoti, italiyalik olim Galileyning
mexanika bo‘yicha gator kashfiyotlari matematikani rivojlanishiga turtki
bo‘Idi.

Italiyalik matematiklar Tartaliya, Ferrari, Kardano uchinchi va
to‘rtinchi  tartibli algebraik tenglamalami yechish usullarini topdilar
(oldin bu tenglamalar tagribiy yechilar edi). Fransuz matematigi Viet n-
darajali tenglama ildizlari  bilan uning koeffitsiyentlari  orasidagi
munosobatlami topdi.

IILOliy matematika davri XVII asrdan boshlandi. Elementar
matematikada kattaliklar va geometrik obyektlar qo‘zg‘almas,
o‘zgarmas miqdorlar kabi qaralar edi. Matematikada endi
harakatlanuvchi va o‘zgaruvchi migdorlami ko‘rishga to‘g‘ri kela
boshladi. Masalan, Boyl-Mariott (1662) gaz hajmi bilan uning bosimi
o'rtasida o‘zaro bog‘lanish mavjud ekanligini, Guk (1660) esa gattiq
jismning deformatsiyalanishi e va kuchlanishi a orasida a=ae
ko‘rinishdagi chizigli bog'lanish mavjud ekanligini anigladilar. Bu
gonunlarda ikki o'zgaruvchi miqgdor orasidagi o‘zaro bog‘lanishni
o‘rganishga to‘g‘ri  keldi va bunday bogianishlar funksiya
tushunchasiga olib keldi. Elementar matematikada (arifmetikada) son
ganday asosiy ahamiyatga ega bo‘lsa, oliy matematikada funksiya
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shunday asosiy ahamiyatga egadir. Funksiyalami o'rganish matematik
tahlil degan fanga olib keldi. Bu fanda limit, hosila, intégral kabi
tushunchalar kiritildi. Nemis matematigi Leybnits 1682-1686-yillarda
va ingliz matematigi, mexanigi Nyuton 1665-1666-yillarda differensial
va intégral hisobni kashfetdilar.

Bu davrda matematikani rivojlanishiga Dekart, Fuiye, Paskal,
Ferma, Gyugens, Bemulli, Eyler, Lagranj, Dalamber, Koshi kabi buyuk
olimlar katta hissa qo‘shdilar. Bu davrda matematik tahlilni
rivojlantirish bilan bir qatorda analitik geometriya, differensial
tenglamalar, ehtimollar nazariyasi kabi yangi fanlarga asos solindi.

V. Hozirgi zamon matematikasi davri XIX asr boshidan
hisoblanadi. Oldingi davrlarda matematikaning rivojlanishi amaliy
masalalami yechish natijasida amalga oshgan boMsa, endi matematika
0°‘z ichki gonuniyatlari bo‘yicha ham rivojlana boshladi. Bu rivojlanish
oldin topilgan tushunchalami, natijalami umumlashtirish, ulami
mantiqiy jihatdan tugallanganligiga erishish, oldingi natijalami hozirgi
zamon yutuqglari asosida qayta ko‘rib chigish, tahlil etish kabi
yo‘nalishlarda amalga oshadi. Masalan, kvadrat tenglama ildizga ega
ekanligi ma’lum, ammo unga juda o'xshash tenglama haqiqiy sonlar
ichida ildizga ega emas. Shu sababli haqigiy sonlardan kengroq,
umumiyroq bo'lgan kompleks sonlar tushunchasini kiritishga to‘g‘ri
keldi. X1X asrda kompleks sonlar va ulaming funksiyalarini o'rganish
natijasida «Kompleks tahlil» fani paydo bo‘ldi. Bu nazariyaning
amaliyotga tatbiqglari keyinchalik topildi.

Algebraik tenglamalami yechish masalalari bilan shug'ullanish
natijasida Abel, Galua (1820) tomonidan guruhlar nazariyasi yaratildi.
XX asrdagina guruhlar nazariyasi kristallami o‘rganishda, kvant
fizikasida oz tatbig‘ini topdi.

X1X asrda matematika fanining juda ko‘p sohalarga go‘llanilishi,
tarkibini juda kengayishi natijasida uning poydevorini ilmiy nugtayi
nazardan qayta ko‘rib chigish yoki vyaratish masalalari muhim
ahamiyatga ega bo‘ldi. Matematik fanlaming asosiy poydevori sifatida
to‘plamlar nazariyasi va matematik mantiq olindi. XX asrda juda ko‘p
matematik fanlar poydevori to‘plamlar nazariyasi asosida yaratildi.
XIX-XX asrda yangi matematik fanlarga ham asos solindi va
rivojlantirildi. Masalan, to‘plamlar nazariyasi, matematik mantiq,
haqigiy o°‘zgaruvchili funksiyalar nazariyasi, funksional tahlil,
topologiya, matematik fizika tenglamalari.



0 ‘zbekistonda matematika fanining rivojlanishiga to‘xtalib o‘taylik.
O‘zbekistonda matematika fani bo‘yicha yutuglar Toshkentda 1920-
yilda universitet tashkil etilishi bilan bog‘lig. 0 ‘zbekistonga kelgan rus
olimlari ichida V.l.Romanovskiy ham bor edi. U matematik statistika
bo‘yicha ko‘zga ko‘ringan olim edi va u o‘zbek matematika maktabini
yaratishga katta hissa qo‘shdi. O'zbek matematiklaridan birichi bo‘lib
akademik Qori-Niyoziyni ko‘rsatish mumkin. U matematika bo‘yicha
katta ilmiy ishlar gilmagan boisada, matematikani targ‘ib gilish, o‘zbek
tilida darsliklar yozish bilan 0 ‘zbekistonda matematikani rivojlanishiga
katta hissa go‘shdi. Dunyoga tanilgan matematiklarimizdan akademik
T.A.Sarimsoqov (1915-1995), akademik S.X. Sirojiddinov (1920-
1988), akademik M.S.Salohitdinov funksional tahlil, matematik
statistika, matematik fizika tenglamalari bo‘yicha juda katta
kashfiyotlar qilib, 0‘zbek matematika maktabini jahonga tanitdilar.

Matematikaning amaliy tatbiglari bo‘y*cha ba’zi bir misollami
keltiramiz.

1 1845-yilda fransuz matematigi Leverye Uran planetasi
trayektoriyasi tenglamasini tekshirib, bizga noma’lum osmon jismi
borligini, uning trayektoriyasini va massasini nazariy yo‘l bilan, ya’ni
«galam uchida» hisoblab topdi. U ko‘rsatgan koordinatalar bo‘yicha
1846-yil 22-sentabr kuni nemis astronomi Galley teleskopda Neptun
planetasini kashfetdi.

2. Neytron, kvark kabi elementlar zarrachalaming mavjudligi va
ulaming xossalari tajribalar asosida emas, hisoblashlar asosida kashf
etildi.

3. Samolyotlaming uchish uzogligi kattalasha borishi bilan ulami
avtomatik  boshgarish masalasi paydo boidi. Bu masalani
L.S.Pontryagin (Rossiya) va Belman (AQSH) kabi matematiklar hal
qgilib, optimal boshgarish nazariyasi degan yangi fanga asos soldilar.
4. Telefon alogasini rivojlanishi bilan aloga bo‘limlarida abenentlaming
navbatda qancha kutib turish vaqtlari kabi masalalar natijasida
amerikalik olim Erlang «Ommaviy xizmat ko'rsatish nazariyasi» nomli
yangi matematik fanga asos soldi.

5. Kosmosni o‘zlashtirish muammolarini yechishda matematika roli
benihoyat kattadir. Akademik Keldish (Rossiya) rahbarlik gilgan
«Amaliy matematika» ilmiy-tekshirish institutida bu masalalami yechish
usullari ishlab chigildi va ular EHM lar yordamida amalga oshirildi.

6. Igtisodiyotda xalg xofjaligini boshqgarish uchun amerikalik
igtisodchi olim Leontyev tomonidan tarmoglararo muvozanatning



matematik modellari ishlab chiqildi va uning tenglamalari yechilib,
ishlab chigarishni ogilona boshqarishga erishildi.

7. Akademik Kantorovich (Rossiya) materiallardan andoza
olishning kamchiqgim yo‘llarini axtarish bilan shug‘ullandi va natijada
«Chizigli dasturlash» nomli yangi matematik fanga asos soldi. Bu fan
natijalari asosida xalg xo‘jaligida juda katta igtisodiy foydaga erishildi
va shu sababli Kantorovich igtisodiyoT bo'yicha Nobel mukofotiga
sazovor bo‘ldi.

Bunday misollami yana ko‘plab keltirish mumkin.

8. Nemis matematigi Georgiy Kantor (1845-1918) tomonidan
to‘plam nazariyasining kirib kelishi akademik A.N.Kolmogorovning
matematika fanini to'plam asosida gayta qurishiga, ya’ni yangi
aksiomatik qurilishning dunyoga kelishiga sabab bo‘ldi.

O ‘z-o‘zini tekshirish uchun savollar

1. Matematika fani predmeti akademik A.N. Kolmogorov va
T.A.Sarimsoqov tomonidan ganday ta’riflangan?

2. Matematika boshga tabiiy fanlardan ganday xususiyati bilan
ajralib turadi?

2. Matematikaning rivojlanish davri A.N. Kolmogorov tomonidan
nechadavrga ajratilgan?

4. Matematikaning shakllanish davri ganday xususiyatlarga ega?

5. Elementar matematika davri qaysi asrlarga to‘g‘ri keladi?

6. Elementar matematika davri ganday xususiyatlarga ega?

7. 0 ‘rta Osiyolik olimlaming elementar matematika rivojlanishiga
go‘shgan hissalarini  ko‘rsatib o‘ting.

8. Oliy matematika davri qaysi asrlarga to‘g‘ri keladi?

9. Oliy matematika davrining asosiy xususiyatlari nimalardan
iborat?

10. Hozirgi zamon matematikasining asosiy xususiyati nimadan
iborat?

11. 0 ‘zbek matematiklaridan kimlami bilasiz va ulaming xizmatlari
nimadan iborat?

12. Matematikaning amaliy masalalami yechish tatbiglaridan gaysi
birini bilasiz?
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| bob. MATRITSALAR VA DETERMINANTLAR
Bobning o‘quv magqgsadi

Matritsalar va determinantlar nazariyasi bugungi kunga kelib, juda
keng o‘rganilgan.

Ulaming xususiyatlaridan, qonuniyatlaridan foydalanib, matema-
tikada, fizikada, igtisodda va boshga fanlarda uchraydigan ko‘pgina
masalalar yechimi topiladi.

Mazkur bobning o‘quv magsadi quyidagilardan iborat: matritsalar
va ular ustida amallar, determinantlar va ulaming xossalari,
determinantlami hisoblash kabi malakalami talabalarga yetkazish.

Igtisodiy jarayonlami o‘rganish turli igtisodiy ko'rsatkichlaming
giymatlaridan tuzilgan jadvalni tahlil gilish yordamida olib boriladi.
Unda turli gipotezalar tekshiriladi, talab va taklif funksiyalarining
elastikligi hisoblanadi, iqtisodiy jarayonni ifodalab beradigan empirik
formulalar, matematik modellar quriladi va h.k.. Gapning lo'ndasini
aytganda, statistik ma’lumotlardan tuzilgan jadval iqtisodchilar uchun
muhim ahamiyat kasb etadi.

Determinant so‘zi-lotincha «determino» —«topish» so‘zidan olinib,
uni Koshi O. 1815 vyilda Kkiritgan (hozirgi ba’zi adabiyotlarda
«determinant» so‘zi 0‘miga «aniglovchi» so‘zi ishlatiladi). Determinant
belgisini esa ingliz matematigi Keli V. ifodalagan. Koshi Ogyusten Lui-
fransuz matematigi birinchi bo‘lib «determinant» tushunchasini Kiritib,
matritsalar nazariyasini rivojlantirgan.

Fransuz matematigi Laplas P'er Simon esa matematika sohasida
determinantni minorlar ko‘paytmasining yig‘indisi shaklida ifodalagan.

Determinantlar nazariyasining asoschilaridan biri Kramer G. 1750-
yilda «Kramer usuli» nomi bilan atalgan teoremani isbot gildi. Matritsa
va uning rangi tushunchasini 0‘z asarlarida ingliz matematigi Sil'vester
Dj. qoilagan. Matritsalar nazariyasi fagatgina chizigli tenglamalar
sistemasini tekshirishda, shu bilan birga matematik analizning ko‘pgina
masalalarida, mexanika va fizikada qo‘llanadi.

Tanigli matematiklar K.Veyershtrass, M.Jordan va F.Frobenius
matritsalar nazariyasini rivojlantirishga katta hissa qo‘shganlar.



1.1-8. MATRITSALAR VA ULAR USTIDA AMALLAR

1-ta’rif. Ixtiyoriy m tasatr va n ta ustundan iborat quyidagi

anai2..MlIn
p a2\a22""Cl2n

amiam2"-amn J

to‘g‘ri to‘rtburchak shaklidagi m n ta sondan tuzilgan jadval matritsa
deb ataladi. Matritsalar A,B,C kabi bosh lotin harflar bilan, ulami
tashkil etuvchi sonlar esa ay, By, c* j =\2,..n kabi belgilanadi.
Bu sonlar shu matritsaning elementlari yoki hadlari deb ataladi. Agar A
"n
matritsa fagat satri yoki fagat ustuni, ya’ni (a,, an, .. aln), 2

garalsa, ular mos ravishda satr yoki ustun matritsa deyiladi. Bu yerda i -
element joylashgan satmi, j esa ustunning tartib ragamini bildiradi.

Matritsaga A=Q " *3J ,satr 1 -3 12) va ustunga misol bo‘ladi.

2- ta’rif. m satrli va n ustunli ikkita A va B matirtsadan birining
hamma  elementlari ikkinchisining mos  elementlariga  teng
bo‘lgandagina, bu matritsalar teng (bir xil) deb hisoblanadi.
Matritsalaming tengligi A=B ko‘rinishida yoziladi.

Bu ta’rifdan, bir matritsaning aqalli bitta elementi ikkinchisining
mos elementiga teng boMmasa, matritsalar ham teng emas (har xil)
ligi ko‘rinadi va bu hoi a*b shaklida yoziladi.

Matritsalar uchun «kichik» va «katta» tushunchasi yo‘q.

Agar A matritsaning hamma elementlari biror P sonlar maydoniga
tegishli bo‘lsa, A ni P maydondagi matritsa deb ham aytadilar.
Masaian,

N
o

o
N

12



matritsa ratsional sonlar maydonidagi uch satrli va to‘rt ustunli
matritsadir. Quyidagi:

i 2
-1 3/
A= o 1
-/ 4
I 1-i

matritsa esa kompleks sonlar maydonidagi besh satrli va ikki
ustunli matritsadir.
3-ta’rif. A matritsadagi hamma satrlami quyida ko ‘rsatilgancha
ustunlar gilib, (va, demak, aksincha, ustunlarini satrlar gilib) yozsak,
ushbu
"l (31
oy K a2

a23 «33 mefl-3

ko‘rinishdagi yangi matritsa hosil bo‘ladi. A matritsani bu xilda
almashtirish uni transpozitsiyalash (transponirlash) deyiladi. A matritsa
A" matritsani transpozitsiyalash natijasida vujudga kelgan. Aksincha, A
ni transpozitsiyalash natijasida A ning hosil bo‘lishi ravshan.
Masalan,
1 4) _ o
A= 2 matritsa, A:4 . 3
-7
matritsani transpozitsiyalashdan hosil bo'ladi.
Transponirlash xossalari;
D@ )=A; 3tA+B) =A'+B"\
2){IA) =M ; 4)(AB) = A'B".
4-ta’rif. Agar Ak, matritsada m = n boisa, u kvadrat, m * n
bo‘lsa to‘g‘ri to'rtburchakli matritsa deyiladi.

Bunda, agar m= 1 bo‘lsa satr, n= 1bo'lsa ustun va m=l van
=1 bo‘lsa bitta soni boMgan matritsaga ega bo‘lamiz .

A={%} matritsada a, ko'rinishdagi elementlar diagonal
elementlar deyiladi. Agar ay =ajj bo‘lsa, A kvadrat matritsa bosh
diagonalga nisbatan simmetrik matritsa deyiladi.

5-ta’rif. Bosh diagonal elementlaridan tashgari hamma elementlari
nollardan iborat bo‘lgan matritsa diagonal matritsa deyiladi.

13



Barcha diagonal elementlari birga teng (ai=l), qolgan barcha
elementlari esa nolga teng (‘ay =0, i *j ) bo‘lgan kvadrat matritsa birlik

matritsa deyiladi va E kabi belgilanadi:
Ct

0
E= 0 10
0O 0V
Barcha elementlari nolga teng (ajj =0) bo‘lgan matritsa nol matritsa

deyiladi va 0 kabi belgilanadi: o 8 81
@00,

b 0.0

0 0O
0 0 a

(0 0 0 0).

Simmetrik matritsa 0‘zining transpozitsiyalangan matritsasi bilan bir
xil boiadi. Bir xil tartibli A va B matritsalar yig‘indisi yoki
ayirmasi deb shunday m=*n tartibli C matritsaga aytiladiki, uning
elementlari Cy= ay*\_r By kabi aniglanadi vaC=A+B deb yoziladi:

di«a- (4171 92¢h.. pti q> —
A _ °1\ + . Ai - - C]z & ron
o bgifyc—" n«L+U, sSm (74 @Iﬂ
Masalan,

D~

(5+1 3+0 -1+1W 6 30
[0+2 7+(-3) 2+4) \2 46
Ap. Pl 30 -1-1W 4 3 -2
[o-2 7-(-3) 2-4) -~.2 10-2
Matritsalar yig‘indisi uchun
A+B=B+A  (kommutativlik);
A+(B+C) = (A+B)+C  (assotsiativlik),
gonunlari o‘rinli bo‘ladi. Bundan tashgari A-A = 0. A0 = A, A+A
=2A tengliklar ham o‘rinli boiadi. Berilgan matritsani o‘zgarmas A
soniga ko‘paytirish, matritsaning har bir elementlarini shu songa
ko‘paytirish demakdir, ya’ni matritsani 0‘zgarmas songa ko‘paytirish,

matritsalar uchun
A+B=

14



ixtiyoriy mxn tartibli A ={%} matritsaning i songa ko‘paytmasi deb
aa = a{ajj} Matritsaga aytiladi. Demak,

02 'Xan Xxan .. -a,'

X - & _ Xeu Adjj . ton

anmd an y anm C<*2 hd
5 4 .
Masalan, a = j| matritsa uchun
0o 2™

(6-5 6-4 6 (-i)» 30 24 .
T 1606267 j 0 12 42

Matritsalami qo‘shish va songa ko‘paytirish amallan uchun
quyidagi tengliklar o“rinli:

A,(A+B)= XA+ AB, (X +n)A = XAijiA,
0<A=0,

Ikkita matritsani ko‘paytirish. A * va Bgn matritsalar uchun r=gq
shart bajarilganda ulaming ko‘paytmasi (AB) deb shunday cij matritsaga
aytiladiki, uning Gyelementlari ((i=\-m ; j= )) ushbu

P
j é'\ii Bif;

tenglik biian aniqlanacfji. Agar

6A

nY A3 % A2
A= Q1 @3, 5= D 3
A2 3, Jhi *2

boisa, bunda

au aan "6\\6R2*13 7
A'B=CHM22 23 &1 62 623

BAEN 6,

«te v rac21+fib«s, a\ll8n +an«n+anen  aH«!13+fl12e23+ ai3«33
«21®U "fa 22021 "*"«23@31  «21@12 ~a2B2 ~a2X12  ti21e13 * aHel  «23@33

a3l«ll+ fI32ff21 + «33*31 a3l«l2+ a 32«22+ a 33e32 «31«13 + fI32«23 +«33«33 ,

Shunday qilib, cij element A matritsaning i - satr elementlarini
B matritsaning j - ustun mos elementlariga ko‘paytirib, ulami go‘shib
chigishdan hosil gilinadi, ya’ni «satmi ustunga ko‘paytirish» qoidasi
bilan topiladi. Masalan,

15



3 r
0-2, An=°"*
@ 1 ' 1 2
Y
matritsalar uchun m=2, r=q=2, n =2 bo‘lgani uchun ulami
ko‘paytirish mumkin va AB=C3@ matritsa quyidagicha boMadi:
'36+1-1 3-(-4)+1-2 19 -Iff
07r= 0-6+(-2)-1 0-(-4)+(-2). -2 -4
4-6+5 1 4-(-4)+5-2 | 29 .§,

Matritsalar ko‘paytmasi uchun AB”BA, ya’ni kommutativlik
gonuni  o‘rinli  bo‘lmaydi. Ammo (kA)B=A(kB) (K=const)
A(BC)=(AB)C (assotsiativlik), A(B+C)=AB+AC, (A+B)C=AC+BC
distributivlik qonunlari bajariladi.

Darajaga ko‘tarish. Kvadrat A matritsani, butun musbat k darajaga
ko'tarish deyilganda « ta matritsalar ko‘paytmasi tushuniladi,

A* = AA-...AL
K

Bundan ko‘rinadiki, darajaga ko‘tarish amali fagat kvadrat
matritsalar uchun Kiritilgan. Ta’rifbo‘yicha

A°=E, A'=A, A"™-A"=A’+(ap} =A".

Ikkita kvadrat matritsa ko‘paytmasi nol matritsa bo‘lishi
mumkin.

Masalan,

;ih ik}

Ammo A' =o tenglikdan A=(0) ekani doim kelib chigavermaydi.

Bundan tashgari AE=EA=A, AO=0-A=0, x A)B=A (XB)
tengliklar ham o‘rinli bo‘ladi, ya’ni

“ w1 \flo. .0

. . .0
AE:EA:\IO” a,,. 01
,0 0.

1.2-8. ANIQLOVCHILAR (DETERMINANTLAR) VA
ULARNING XOSSALARI

Determinant  tushunchasi  fagat kvadrat matritsalar uchun
kiritilgan bo‘lib, u matritsani xarakterlaydi. Bu tushuncha chizigli
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tenglamalar sistemasini yechish bilan bevosita bog‘langan. Birinchi
tartibli matritsaning determinanti deb elementning o‘ziga aytiladi:
A=1"=0,,; *=@ boisa, a ="=3.

Kvadrat matritsaning hadlaridan (o‘rin almashtirmasdan) tuzilgan
sonli ifodaga berilgan matritsaning determinanti yoki aniglovchisi
deyiladi va a bilan belgilanadi. Masalan, ikkinchi tartibli aniglovchi
deb, ikkinchi tartibli kvadrat matritsadan quyidagicha hosil gilingan va
belgilangan sonli ifodaga aytiladi:

_(an a2 a L2 .
A_I«II ) A= o «22—u,, iun Un *Qr (i.1)

Bu yerda aju an va aj2, a2\ lar mos ravishda ikkinchi tartibli

aniglovchining birinchi va ikkinchi diagonali elementlaridir.

Masalan,
3 4 5 4

=3-6-4-5=18-20 = —2, S 4=5-10-4-(-2)=50+8=58
5 6 -2 10

Uchinchi tartibli aniglovchi esa quyidagi sonli ifoda kabi aniglanadi:

I «12 «13

«l
ASny w2 w5 =all-an a3itailali-ajl+a0 ajlall-
(1.2)

-aa’On-<hi-Oa'au 'asj-'"* 12 «b
Uchinchi tartibli aniglovchini hisoblashga misol keltiramiz:
2 6-2
A= 5 4 =2-5.0+6-4-3+1'(-Ne(-2)-
41
-(-2)-5-3-61-0-2-(-1)-(4) =112
Aniglovchilar va matritsalar orasida quyidagi o‘xshashlik va
farglar mavjud:
1) matritsa sonlar jadvali bo‘lsa, aniglovchi esa sonli ifoda bo‘lib,
uning giymati sondan iboratdir;
2) matritsa yoysimon chiziglar bilan belgilansa, aniglovchi to‘g‘ri
chiziglar bilan belgilanadi;
3) ular ichidagi sonlar elementlar deyiladi;
4) ular satrlar va ustunlardan iborat;
5) aniglovchilarda ustun va satrlar soni teng boMishi kerak, ammo
matritsalarda esa bunday boiishi shart emas.
Aniglovchilarning xossalari. Aniglik va soddalik uchun bu
xossalami uchinchi tartibli aniglovchilar uchun ifodalaymiz.

Toshkent *xbc exnolosiyalari Universitet/

m5? J 9 £ 9



1-xossa. Agar aniglovchining barcha satrlari mos ustunlar bilan
almashtirilsa, determinant (yoki aniglovchi ) ning giymati o ‘zgarmaydi.
Masalan,

«11 «12 «13 «11 °2\ad\
«21a2«3 - a\l2<R°32

«31 °32 «33 «13«23 a3
Bu xossadan aniglovchining satr va ustunlari teng mohiyatli ekanligi
kelib chigadi.
2-xossa. Aniglovchining ikkita ixtiyoriy satrlari (ustunlari) o‘mi
o‘zaro almashsa, aniglovchining fagat ishorasi teskarisiga o‘zgaradi,
ya’ni

«11 «12  «13 w1 &2 «23
«1 %22 «23 T T «ll  «12  «13
«31 «32 «33 «31  «32 «33

Ikkita satmi (ikkita ustunni) o‘rinlari ikkinchi marta almashtirish
aniglovchini dastlabki ishorasiga keltiradi.

3-xossa. Agar aniglovchining ikkita satr (ustun) elementlari bir xil
boisa, u holda uning giymati nolga teng. Masalan:

¢1l ¢n o 13 (11 ¢12 «13
G o« «23 = g1 12 13 =0
31 ¢31 ¢33 03, 32 ¢33

4-xossa. Satming (ustunning) umumiy ko‘paytuvchisini aniglovchi
belgisidan tashqariga chigarib, ko‘paytma shaklida yozish mumkin.

5-xossa. Agar aniglovchining biror satri (ustuni) nollardan iborat
boisa, u holda aniglovchining giymati nolga teng boiadi:

0 aa w3 0 0o o
00y w3 = i «2 «3 =0
0 "32 «33 «31 «32 °33

6-xossa. Agar aniglovchining ixtiyoriy ikkita satr (ustun)
elementlari o‘zaro proporsional boisa, u holda uning giymati nolga teng
boiadi.

7-xossa. Agar aniglovchining biror satri  (ustuni) ikki had
yigindlsidan iborat boisa, u holda bu aniglovchi ikkita mos
aniglovchilar yigindisiga yoyiladi.
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Masalan,
«n ~N2 0, a1 «12 «13 a1 «12 «13

«21 2 «23 T 2«2 @B T wr «22 «23
B3l + B3l «32 +BR i133+B 3 @3l «32 «33 »3l B32 B33
Umumiy holda n - tartibli (neN) aniglovchi quyidagicha yoziladi:
1«2 QY

aa «2 0/3. »r~ ..aM =A

at €2 «3e"V “.aui

Yuqori tartibli aniglovchilami umumiy holda hisoblash formulalari
juda murakkab ko‘rinishda bo‘ladi. Shu sababli elementining algebraik
toidiruvchi tushunchasi kiritiladi.

7-ta’rif. ajj (i=l,/w , j=1,«) elementning At algebraik toidiruvchisi
deb aniglovchining /-satri vaj- ustunini tashlab yuborishdan hosil
boigan (n-1) tartibli aniglovchi giymatini (-1)3 ga ko'paytmasiga
aytiladi va Apkabi belgilanadi. Masalan,

A= az ax B

«!l «32 «33

aniglovchining quyidagi to‘qqizta algebraik toidiruvchilari mavjud:

a 22 a 23 a 22 a 23 a,2 a 13 a,2 a i3
A l-(-1)w - A .= (-D 2tl -
a 32 a 33 a 32 a 33 a 32 a 33 a 32 a 33
»21 a 23 a 21 a 23 —_ e an a i3 “13
A,=(-D 2 - - An =(-1)H2
331 a3’ a3 dass a3l a33 »33
a2l a2 —a2 a2 ail  ai2 a2
— ! )
As =(-1)'- 9 A23=(-1)M
a3 a3 a3l a3 a3l a3 »
ai2 a i3 ai2 a i3 an a,3 a il a i3
4 ,= H )W - > NZ 2= (-1)3+2 -
a2l a 23 a2l a 23

a 22 a 23 a 22 a 23
i a i2 a il ai2

~33=("1)3

a2l a 22 a 21 a 22
Xuddi shunday, n - tartibli aniglovchining algebraik toidiruvchilari

n2ta (n- iy tartibli aniglovchilardan iborat boiadi.
Yugori tartibli aniglovchilami hisoblash algebraik toidiruvchilar

yordamida quyidagi teorema orgali osonroq bajariladi.
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Teorema (Laplas): Aniglovchining giymati uning istalgan satr
(ustun) elementlarini  ulaming mos algebraik toidiruvchilariga
ko‘paytmalarining yig‘indisidan iborat bo‘ladi, ya’ni masalan, uchinchi
tartibli aniglovchi uchun:

A= an-A, +aR «AR+;B AB
A= A+ 2 A2+28 . p%  ° (1.3)
A= 31'AT+E2 A2+iB AB

yoki
A= &, ®An+a2l m\j[ +43
A_CJZAU - A2z +i32"' Az (14)
O—¢13°AuU +§j3 *Ajj +(BA3
Bu tengliklaming o‘rinli ekanligini to‘g‘ridan-to‘g‘ri hisoblashlar
yordamida ko‘rsatish mumkin. (1.3)- yoki (1.4)- aniglovchini satrlar
yoki ustunlar bo‘yicha yoyilmasi deyiladi.
Masalan, quyidagi aniglovchini birinchi satr elementlaming
algebraik to‘ldiruvchilari yordamida hisoblaylik,

8 7-2. 83 5 61 3. m -3 -2 1
6 1
=3 5-3 6 -75-3 & p(2)5 5 6
3 e 6-5 0 2-5 0 2 6 0
-5 0
-3 2
5 5 =909,
2 6

Yugori tartibli aniglovchi giymatini topishda hisoblashlami
kamaytirish maqgsadida uning nollari ko‘prog bo‘lgan satr yoki ustun
bo'yicha yoyish magsadga muvofiqdir.

Misol: To‘rtinchi tartibli aniglovchini ikkinchi satr bo‘yicha yoyib,
giymatini Lalplaf1 t2eolremasi orqali hisoblaymiz.

141 142
0%  =(-ip350 2+(-ir 50 1=36518=19818=18)
233

Izoh: Aniglovchining biror satr (ustun) elementlarini boshga satr
(ustun) mos elementlarining algebraik toidiruvchilariga ko‘paytirib,
ko‘paytmalami qo‘shib chigsak, yig‘indida doimo O hosil boiadi.
Masalan,

aUn21 + g2 -n22 +an A

[l
®

fl12 [l 1+ °22 <r21 4+ 32 A1 = 0 ¢
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8-ta’rif. Berilgan matritsaning minori deb, uning bir necha yoi va
ustunlari chizib o'chirgandan keyin matritsaning golgan elementlaridan
ulaming o‘mini o‘zgartirmasdan tuzilgan aniglovchiga aytiladi.

9-ta’rif. A matritsaning noldan fargli minorlaridan eng yuqorisining
tartibi bu matritsaning rangi deb ataladi.

Misol.

A=

00}—\1\3

-1
4
3

= - o

3

-2

: 1,
matritsaning hamma to‘rtta 3-tartibli minorlari nolga teng (buni

tekshirib ko‘ring), lekin

2-

I

Demak, r(a)=2.

matritsaning rangi 1 gateng, ya’ni r{B)=i (tekshirib ko‘ring).

Endi, matritsani elementar almashtirishlarga o‘tamiz.

10-ta’rif. Matritsani elementar almashtirishlari deb:

1. Transpozitsiyalashni.

2. Istalgan ikki satr (ikki ustun) ni o‘zaro almashtirishni.

3. Istalgan satr (ustun) ning elementlarini noldan fargli har ganday
m songa ko ‘paytirishni.

4. Bir satr (ustun) ning elementlarini istalgan m songa (m=0 boiishi
mumkin) ko‘paytirib, boshga satr (ustun) ning mos elementlariga
go‘shishni aytamiz.

Teorema. Elementar almashtirishlar  matritsaning  rangini
0°‘zgartirmaydi. Demak, A matritsaning, shuningdek, transponirlashdan
hosil boigan matritsaning rangi ulardagi bir xil minorlar bilan
aniglanadi. Shu sababli,

r{A) = r(A").
Misol.
L Ushbu matritsani rangini hisoblaymiz:
13 2-7-4>
As -5-15-10 3 20
01 2167 3
14 28 60+



Awal 2- satmi 5 ga gisqatirib (ya’ni | ga ko'paytirib),
'13 2-7-4
-1-3-2 7 4
0 12167 3°
k1 423 60-1,
soiigra hosil boigan 2 - satrni 1- satrga qo‘shanriz:
'o o o o0 o0
-1 -3-2 7 4
0 1 21 67 3
"lLo4 23 60 -1,
Endi, 2 —satmi 4 - satrga go‘shamiz, 3 - satmi esa 4 - satrdan
ayiramiz :
" 0 0 0 O ro 0 0 0O 0 0O O 0 O
13 -2 74 -1 -3 -2 74 -1 -3 -2 74
0 1 21 673 0 1 20 673 0 1 21 67 3
0 1 21 673 0 1 22673 o9 0 0 0 g
Bu so'nggi matritsada hamma 4 - va 3 —tartibli minorlar nolga teng.
Lekin
2 - tartibli minorlardan, masalan,

noldan fargli, demak, r(A)=2.
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XULOSA

Matritsalar va aniglovchllar ta’riflarini, ular usiida bajarilishi
mumkin boigan amallami kuzatsak, matritsalar va aniglovchilar orasida
farq va o‘xshashliklar borligini ko‘ramiz. Masalan, 3x3 oichamli
matritsa va uchinchi tartibli aniglovchi ifodalari, bir garashda, kam farq
giladi:

r >
a\ an «3 “n 01 Yy,
A=a2 @ a*, A= “a ans
B

Matritsa jadval boiib bir giymatga ega boimasada, uning ustida
elementar almashtirishlar, amallar bajarish, ya’ni matriisalami songa
ko‘paytirish, matritsalami qo'shish, ko‘paytirish, matritsaga teskari
boigan matritsani hisoblash kabi amallami bajarish mumkinligi kelib
chigadi. Aniglovchilarga kelganda, har bir aniglovchiga uning giymati
mos go‘yilgan. Aniglovchilar xossalaridan birini ko‘raylik. Aniglov-
chida yonma-yon turgan ikkita satr yoki ustun o‘rinlari almashtirilsa,
unda aniglovchining ishorasi o‘zgaradi. Bunday amal esa matritsani
0'zgartirmas ekan.

Shunga garamasdan, matritsa va aniglovchilami o‘rganish parallel
ravishda olib borildi. Bu masalan, matritsa rangini hisoblashda, teskari
matritsani hisoblashda aniglovchilardan foydalanishga imkon berdi.

Mazkur bobda matritsa va aniglovchilaming asosiy xossalari, ular
ustida bajarilishi mumkin boigan amallar o‘rganildi. Ulaming tatbiglari
va ko‘p masalalarda uchraydi. Igtisodda masalan, mahsulotni ishlab
chigarishda toiiq sarflanishlar matritsasi, mexanikada deformatsiya,
kuchlanish, bosim kabi matritsalar ishlatiladi.

Mazkur bobni o‘zlashtirgan kitobxon matritsa va aniglovchilami
masalalarga tatbiq gila olishini xulosa sifatida aytish mumkin.

1-BOBGA DOLR TESTLAR

1, Matritsa mazmuni gayerdato‘g ‘ri ko‘rsatilgan?
A) sonlar yigindisi; B) sonlar ko ‘paytmasi;
C)sonlarto ‘plami; D) sonlarjadvali;

E) sonlar birlashmasi.

2. N P’5 matritsaning tartibini aniglang.

A) 2x3; B) 2x2; C)2x4; D)2xl; E) 3x2.
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2.Elementlari ay bo‘lgan matritsa gachon nol matritsa deyiladi?

A)barcha ay elementlaryig‘indisinolgateng boisa;

B) barcha ay elementlar nolga teng boisa;

C) barcha ay elementlar ko‘paytmasi nolga teng boisa;

D) biror satrdagi barcha ay elementlar nolga teng boisa;

E) biror ustundagi barcha ay elementlar nolga teng boisa.

4. Biriik matritsani ko‘rsating.

10 10 ii 01 0o

A o, ©) 01 B) i D) 10

5.Qaysi shartda A va B matritsalar teng deyiladi?

A) A va B bir xil tartibli matritsalar boisa;

B) A va B har xil tartibli matritsalar boisa;

C) A va B matritsalar har xil tartibli va ulaming mos elementlari
0°‘zaro teng boisa;

D) A va B matritsalaming faqgat diagonal elementlari o‘zaro teng
boisa;

E) A va B matritsalaming tartiblari bir xil va mos elementlari 0'zaro
teng boisa.

6. A= 37 matritsa bo'yicha 2A matritsani toping.

529
2614 137 237 167 2614
,C ;

A) 104 18 B) 10 4 18 ) 1029 D) 549 E 10 418
7.A=I%-2 yag= % O Tmatritsalaming yigindisini toping.

b o 032

420 42 17 7-2 R
A 532 Bsz 9, D) g ,  Elyigiindi

aniglanmagan.
8.Qaysi shartda A va Bpy matritsalami ko'paytirish mumkin?
A)m=p; B)m=q; C)n=p; D)n=g; Eﬁm:?\:np-
f f-1)

9. Matritsalar ko'paytmasini toping: A=\, B=\
pay ping \I Q UJ
A) AB= 10 B) AB:“1 3 C) AB mavjud emas;
rl On 10
D = E =
) AB o 1 ) AB 1
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2 314

107 107 matritsadagi 7-elementining algebraik
42 2j
to‘Idiruvchisini toping.

A) A2=10; B) A2=12; C) A2=-8; D) AZ2=8; E) A2=-10.

11. Berilgan A- 1 va 5=i32 é ?)N matritsalar uchun C=2A+2B
A ]
matritsani toping.
A) C=(1;0;12) ; B) C-(9;4:8); C) C=(6:0,0);
D) mavjudemas; E) C=(£:3 1024
2 31 i 4
12 A= 0 -2 va 5=1 3 matritsalar uchun C=2A-B
~JL -3 2,
matritsani ko'rsating.
r 1 M 61 = e
A c= -1 -C}; Byc=0-4; C)c= -1 -3
D —4j 2 -2 3 -2,
10
D) c=0 1 £) c= 5 o
{£ 3)
-2 .
13. Agar matritsalar m = L2 N= bo‘lsa, M+N ni
1.0 11
toping.

40 4 0 12 2 -2m -
A)21;'3)01’0)00 D) o;E?JE 22
14. 224 aniglovchini hisoblang.

A) 14; B) -26; C) 26; D)-14;, E)O.

3-5 1
15. 0 4 2 aniglovchini hisoblang.

0 0-1
A) 0; B) 12; C) 10; D) -10; E) -12.

X 1 0
16. 0 -1 4=5 tenglamani yeching.

2 0 2
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A) x=1; B) x=1,5; C) x=-1,6; D) yechimyo‘q; E) x=6.
17. Quyidagi aniglovchilardan o ‘zaro tenglarini ko'rsating.
2 3 1 1 1 0 6 2 -7 14 5
A,=0 0 0 A2—2 -3 0 A3=1 3 5 AN =14 -2
7 4 -3 1 4 0 13 5 14 0
A)A)=A2=2; B) Ai=A2=1;--—--- G )o ‘zarcrtengiari yo'q;
D) A]=A2—A2=A4=0; E) Ai=A2=A4= —16.
18. Aniglovchini hisoblang: 2 i
A) 0; B) -12; C) 1z2; D) 2; E) 2.
1 3 2
19. Aniglovchini hisoblang: 2 2 4
31
A) 1; B) 0; C) -2; D) 4; E) 12.
1 2
20. Tenglamani yeching: X 1 1=0
12 2
A)x=1; B) x=2.5; C) x=0.5; D) x=0; E) x=-1.

O ‘z-o‘zini tekshirish uchun savollar

1. Matritsa deb nimaga aytiladi?

2. Matritsalarni transponirlash deb nimaga aytiladi?

2. Kvadrat matritsa nima?

4, Matritsalar ustida chizigli amallar ganday aniglanadi?

5. Qanday kvadrat matritsalar uchun AB=BA bo‘ladi?

6. Ikkinchi va uchinchi tartibli aniglovchilami hisoblash uchun

formulalar yozing.

7.
8.

Uchinchi tartibli aniglovchilarining xossalarini aytib bering.
Uchinchi tartibli aniglovchi biror elementning minori deb

nimaga aytiladi?

9.

Uchinchi tartibli aniglovchi biror elementining algebraik toidi-

ruvchisi deb nimaga aytiladi?
10. Uchinchi tartibli determinant biror elementlarining algebraik
minori va algebraik toidiruvchisi o‘zaro ganday bogiangan?
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Il bob. CHIZIQLI TENGLAMALAR SISTEMASI

Algebra va geometriya - shunday yagona mamlakat-
iarki, ularda jimlik va tinchlik hukm suradi.
M.Anezi

Bobning o‘quv magsadi

Bobning o'quv magsadi talabalarga chizigli tenglamalar
sistemasining nazariyasi asoslarini, ulami Kramer, Gauss va matritsa
usullarida yechish kabi malakalami yetkazishdan iborat.

Kardano Jirolamo - italiyalik matematik «Buyuk san'at yoki
algebra qoidalari hagida» (1545) kitobida uchinchi va to‘rtinchi darajali
bir noma’lumli tenglamalami va ikkita chizigli tenglamalar sistemasini
yechish formulasini tenglamalar koeffitsiyentlari orgali ifoda gilgan.

Fransuz matematigi Lagranj Jozef Lui birinchi bo‘lib, uzluksiz
kasrlar yordamida ikkinchi darajali ikki noma’lumli (anigmas)
tenglamalar sistemasini yechdi.

Buyuk ingliz matematigi Isaak Nyuton o‘zining «Umumiy
arifmetika» (1707) kitobida kvadrat tenglama va kvadrat tenglamalar
sistemasini yechish masalalarini yoritdi.

Shvetsariyalik matematik Kramer Karl Haral'd 1750-yilda chop
etilgan «BBefeHve B aHann3 anrebpanyeckmx KpuBuxX AUHWUA» nomli
asarida Kramer usuli deb atalgan metod yordamida chizigli tenglamalar
sistemasini  yechimlarini ko‘rsatdi va aniglovchilar nazariyasini
yaratishga kirishgan birinchilardan hisoblanadi.

XVII-XVIIl asrlarda P.Ferma, I|.N'yuton, J.Lagranj, L.Eyler,
E.Bezu va boshqgalar, chizigli tenglamalardan noma’lumlami yo‘qotish
usulini yaratganlar.

Harflami indeks orgali ifodalash birinchi bo‘lib, nemis matematigi
G.Leybnits tomonidan 1675-yilda foydalanilgan.

Koordinatalar usuli yordamida ikki nomaiumni tenglamaning
geometrik yechimini  XVII asrda P.Ferma, R.Dekart o‘z asarlarida
bayon gilganlar.
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Agar (2.3) ni  (2.2) ga qo‘ysak, u holda yechimi quyidagi
ko‘rinishda bo'ladi:
ja=AJA va x2=A2A (2.4)

Ular (2.1) sistema yechimi uchun Kramer formulalari deb
yuritiladi.

Misol. Quyidagi 12*' * sistemani yeching.
Yechish. Sistema aniglovchisi noldan fargli , A=f* y=_4-3---7,

demak, sistema Kramer formulalari bilan aniglanuvchi yagona
yechimga ega bo‘ladi. Yuqorida keltirilgan (2.2) va (2.3) formulalarga
asosan,

=-16+9=-7 va A= =-6-.8 =-14.
3 2 1-3

Endi Kramer formulalariga asosan

A =

1 A -7 A -7
Noma’lum x; va x2ning topilgan giymatlarini berilgan sistemaga
go‘yib, yechimning to‘g‘ri topilganligiga ishonch hosil gilishimiz
mumkin.
Endi uch nomaiumli uchta tenglamalar sistemasini garaylik. Bu
sistemaning yechimi uchun ham Kramer formulalarini chigarish giyin
emas.

«11*1 + ai2X2 + «13*3 ~
' «21*1 "*"«22%2 +«23*3 ~ N2 (2'5)
aiix|+OyiX2+ ax3*3 —3
Quyidagi asosiy aniglovchini kiritamiz:
au ai2 al3
A= a2\ a2 «X3
Gl P 33

Bunda y-ustunni bi, b2 t38 0zod hadlar ustuni bilan almashtirib, A
i= 1,2,3 yordamchi aniglovchilami hosil gilamiz, ya’ni

«12 «13 «11l 1 «13 «1l «12 1
A = @2 «@3 A>S= @1 2«23, 3 = «21 «22 42
*3 %32 «33 «31 ¢3 «33 «31 «32 *3
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Agar a*o boisa, (2.5) sistemaning yechimi yagona boiib,
quyidagi Kramer formulalari yordamida aniglanadi:

X,=AilA, x2=A2/A, xFAIA
Misol: Sistema Kramer usulida yechilsin:

| x,+2 Olj+3x3=1
2x,+3x2+x3=0

2xi+x2-2 x,=0
Yec?i;h: Asosiy va yordamchi aniglovchilami hisoblaymiz:
123
A=23 =-7, A-031=-7,
2 1 012
113 121
a2=20 1=s, A3=230=4
2 02 210

Kramer formulalariga asosan,
xi = AjJ/A= 1, x2= A2A=-6/7, x3=AFA=4/7.
Endi quyidagi n ta nomaiumli n ta tenglamalar sistemasini
ko‘ramiz:

W11*1 + aaX> ot CEF =
a21*l + < + £93x3 T et «2»*, =
(2.6)
+ a,2%2 + «-3*3 + amx, =
Bu yerda av, /=12." j=\2..n koefFitsiyentlar, b,bt, berilgan

sonlar, X,X2.jc,- noma’lumlar. Sistemaning asosiy aniglovchisini
tuzamiz:
an a3..'fa

a2l Ojj

A=

Mumkin boigan eng soddauch hoi bilan tanishamiz.

1) Sistemaning asosiy aniglovchisi nolga teng emas: a*o, bunda
sistema yagona yechimga ega boiadi va Kramer formulalari bilan
aniglanadi:

A2 /\:K\’ *":/\ ) (2.7)
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(2.7) da keltirilgan a,, a2....a, aniglovchilar sistemaning asosiy
aniglovchisi a ning j - ustunida turgan alpatj,..ai elementlari bl,b2..b,,
ozod hadlar ustuni bilan almashtirish natijasida hosil gilinadi.

2) Sistemaning aniglovchisi nolga teng: a=o0, shu bilan birga
a,,a,,..a, aniglovchilardan noldan farglilari ham mavjud. Bu holda
(2.6) sistemayechimga ega bo‘Imaydi.

3) a=a,=Aj=..=a,=0 Va a aniglovchining hech bo‘lmasa (n-1) -
tartibli minorlaridan birortasi noldan fargli boisin. Bunda n ta
tenglamalardan iborat sistema n-1 ta tenglamalar sitemasiga keltiriladi
va tekshirish keyingi sistema uchun davom ettiriladi.

1 - teorema (Kroneker - Kapelli). (2.6) chizigli tenglamalar
sistemasi birgalikda boiish uchun sistemaning matritsasi

Al U .t

____________ A O anau -3,

- -

R ~ B < R

bilan kengaytirilgan matritsa
au al2 ... 6, '

ning ranglari teng, ya’ni rA=rH boiishi zarur va yetarli.
Isboti zarurligi. (2.6) sistema birgalikda va
*1 =cej, x2=o0cl,...,.xn—a,,
yechimga ega boisin. r(A}= r(fi)ekanligini isbotlaymiz.
a,,lami (2.6) sistemadagi nomaiumlar o‘miga qo‘yib,
ushbu m ta tenglik hosil gilamiz:

anaij-+aiaz+ ~a,.a, =b,
afia™+anal+..&Alnan=bl

a*at+ + eoeecx0r = K
B matritsaning so‘nggi ustunidan a, ga ko‘paytirilgan birinchi
ustunni, keyin a2 ga ko‘paytirilgan ikkinchi ustunni va hokazo, nihoyat
a,, ga ko'paytirilgan n - ustunni ayiramiz. 8 matritsaga ekvivalent ushbu
matritsani olamiz, unda so‘nggi ustunda nollar boiadi:
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«u-“ta0 "'

B~Bj= a*°24

fa=rB ekanligi ravshan, chunki 5/ matritsa B matritsadan elementar
almashtirishlar natijasida hosil boidi. Demak, ra=r8 boiishi zarurligi
isbotlandi.

Yetarliligi. Endi r(A)=r(B) ekanligi ma’lum boisin. (2.6) - sistema
birgalikdaekanligini isbotlaymiz. r-tartibli noldan fargli Ar aniglovchi A
matritsaning ham, B matritsaning ham yuqori chap burchagida
joylashgan deb faraz gilish mumkin, ya’ni

«n art -
Ales holda noma’lumlar va tenglamalaming o‘rinlarini almashtirib

A ni aytilgan joyiga keltira olamiz. Matritsaning rangi uning chizigli
erkli satrlaming maksimal soniga teng boiganligi uchun A va B
matritsalaming birinchi r ta satming chizigli kombinatsiyasi sifatida
ifodasi birinchi r ta tenglamaning natijalari, degan so'zdir. Shuning
uchun ulami tushirib goldirish mumkin, berilgan sistema birinchi r ta
tenglamalardan iborat, ushbu sistemaga teng kuchlidir:

ailXl * a\Ix2 +o =b

N+ &2 & mm2.x,, = (2.6.1)

arx, +arx2+ p ==

Ushbu ikki hol bo‘lishi mumkin: r=n yoki r <n.

Agar r=n boisa, (2.6.1) sistemaning tenglamalari soni uning
nomaiumlar soniga teng, shu bilan birga bu sistemaning determinanti
nolga teng emas. Demak, bu sistema yagona va Kramer formulalari
yordamida topish mumkin boigan yechimga ega.

Agar r<n boisa, u holda tenglamalar soni nomaiumlar sonidan
kichik. (2.6)- da x.,.t x,2.js, nomaiumlar 0‘z ichiga olgan hadlami
tenglamalaming o‘ng tomonlariga o ‘tkazib,

aux,+anx2+. m-arxr =, -a,
.+a2xr =h2-a2,+i w1 -...-aUXN

+a12x2+e
(2.6 .2)

ey arnxi . o FEXIEDr-ar -...-anxn
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sistemara hosil gilamiz. xrtl,x,,2,.jc, 0zod noma’lumlarga » , * 4 ,
giymatlami berib, r ta x,, nomaiumlarga nisbatan r ta tenglamalar
sistemasiga kelamiz:

EhX +al2x2+..+ alrxr —b{  axri&rix .3

abxl+anx2+. AN 2axr=b2-a2 MAH - _«2,

anXl +arlX2 +*>+anxr =br -arr«Ar+l-.

Bu sistemaning A aniglovchi noldan fargli boiganligi uchun u

yagona yechimga ega.

giymatlar ixtiyoriy boiganligi uchun (2.6.2) sistema,
binobarin, unga teng kuchli boigan (2.6) sistema ham cheksiz ko‘p
yechimlar to‘plamiga ega.

Shunday gilib, A va B matritsalaming ranglari nomaiumlar soniga
teng, ya’ni r(A)=r(B)=n boisa, u holda (2.6) sistema yagona yechimga
ega.

Agar matritsalar rangi uchun r(A)=r(8)<n boisa, u holda (2.6)
tenglamalar sistemasi cheksiz ko‘p yechimlar to‘plamiga ega. Teorema
isbotlandi.

b) Gauss usuli

Endi (2.6) sistemani Gauss usulida yechishni ko'rib chigamiz.
Gauss usuli nomaiumlami ketma-ket yo‘qotish usuli boiib, bunda
elementlar almashtirishlar yordamida tenglamalar sistemasi unga teng
kuchli boigan pog‘onali (yoki uchburchak) ko‘rinishidagi sistemaga
keltiriladi. So‘ngra tartib bo‘yicha oxirgi nomaiumdan, hamma
nomaiumlaming qgiymatlari topib olinadi. Tenglamalar sistemasida
birinchi tenglamadagi x\ o‘zgaruvchi oldidagi koeffitsiyent a,*o
deb faraz gilamiz (agar bunday boimasa, sistema tenglamalarining
o‘rinlarini almashtirib, bunga erishish mumkin).

Birinchi gadam. Birinchi tenglamani mos ravishda

oi  a .——a;l_ larga ko‘paytirib, hosil boigan tenglamalami mos
ravishda ikkinchi, uchinchi va hokazo n-tenglamalarga qo‘shamiz.
Natijada ikkinchi tenglamadan boshlab barcha tenglamalarda X
nomaium yo‘qgoladi:



aifix1+.....+ aRM= 6w,
Bu yerda af ko'rinishdagi koeffitsiyentlar birinchi gadamdan
keyin hosil boigan yangi koeffitsiyentlami ifodalaydi.
Ikkinchi gadam. a®*0 deb faraz gilamiz (agar bunday
bo'Imasa, tenglamalar joylashish o‘rinlarini almashtirib, bunga erishish

mumkin) (2.8) da ikkinchi, uchinchi va hokazo n-tenglamalami

aW a@ fl© . o ] . .
il Ay W lar8a ko‘paytirib, hosil bo'lgan tenglamalami
uchinchi, to‘rtinchi va hokazo n- tenglamalarga qo‘shsak, uchinchi
tenglamadan boshlab, hamma tenglamalarda x2 noma’lum yo‘qoladi. Bu
jarayonni davom ettirib va noma’lumlami ketma- ket yo‘qotib, (n-i) -
gadamdan keyin quyidagi sistemaga kelamiz:

A1 +d2*2 40,3*3 +» ...+ 0D, =6,
a®x. +a®x3+t. +< & .=#

WaF. | +ef). 430 (2.9)

3-gadam. Uchburchakli (2.9) sistemaning oxirgi tenglamasidan
boshlab, birin-ketin noma’lumlami ketma-ket topamiz.
Bu Gauss usulining teskan yo'li deb ataladi.

Misol:
25,-352+4S3=20

35, +4d2-203=-11
4d,+2d2+4d3=9
Yechish: Ikkinchi va uchinchi tenglamalardan Xi noma’lunmi

yugotamiz:
(2d, -302+403=20
I -17d2+163 =82

( -8x2+4x3=31
Endi uchinchi tenglamadan x2 noma’lumni yugotamiz:
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2Xji—Iix2+4xj - 20
S\x 1+ 163=82
60x, =129
Uchinchi tenglamadan so'ngra ikkinchi tenglamadan

><2:—§8 va ni'hoyat birinchi tenglamadan x, =3 ekanligini topamiz.

Kramer va Gauss usullarining qulayliklari va kamchiliklarini
ko‘rsatamiz.

1) Kramer formulalari ixtiyoriy chizigli sistema uchun bir xil
ko‘rinishga ega.

2) Kramer formulalarida yechimlaming ixtiyoriy biri topilishi
mumkin.

3) Kramer formulasi ikki va uch noma’lumli sistema uchun qulay.

4) To‘rt va undan ortig noma’lumli sistema uchun Kramer
formulalaridan foydalanish murakkab.

5) Gauss usuli aniglovchilami hisoblashni talab etmasdan, fagat
koeffitsiyentlar va ozod hadlar ustida arifmetik amallar bajarish orgali
amalga oshiriladi.

6) Gauss usulini kompyutyerda amalga oshirish oson.

7) Gauss usulidajuda ko‘p arifmetik amallar bajarish talab etiladi.

8) Gauss usulidanoma’lumlardan fagat birini topib bo‘lmaydi.

2.2-§.BIR JINSLI SISTEMALAR

Endi bir jinsli tenglamalar sistemasini mukammal ko‘rib
o‘taylik:
«lA +<XP + W< X, =0

* ®azx, =0
@Q1¥1 +«22%2 +m W a2 (2.10)

«I*] +«-2%2 + -ta,mx, =0

Bunday sistemalar uchun asosiy va kengaytirilgan

fan @ = fan a2 . a, 0'

A= QA X2 - w - Q@ 2 «@- 0

Vam  «»2- mJ Lol w2 ©o-. °
matritsalaming ranglari bir xil. Demak, o‘tgan paragrafdagi teoremaga
(yechilish alomatiga) asosan, (2.10) sistemani x, =0,x2=0,....x, =0
giymatlar ganoatlantiradi. Shunday qilib, bir jinsli sistema har vaqt

35



quyidagi yechimga ega: * =g x1=0,.xn=0. Bu nol yechim (trivial
yechim) deyiladi.
Agar(2.10) sistema yechimini tashkil etuvchi:

ala2..,a,
sonlar orasida  bittasi nolga teng bo‘lmasa, bu yechim nolmas
yechim deb ataladi. Yechilish alomatiga asosan, s=n bo‘lgan holda
bunda s bilan A va B matritsalaming rangini belgiladik, (2.10)
sistema bitta yechimga, demak, nol yechimgagina ega; s<n
boiganida esa (2.10) sistemaning cheksiz ko‘p yechimlari mavjud
bo‘lib, ulaming bittasi nol yechim, demak, qolganlari nolmas
yechimlardan iborat. (2.10) sistemaning m=n bo‘lgandagi xususiy
holiga to‘xtab o'tamiz. Agar (2.10) sistemaning

A 2 -m

D= @2 2 - Q

@ a2 -m
aniglovchi noldan fargli bo‘lsa, (2.10) sistema bitta yechimga,
demak, nol yechimgagina ega. Bunga yana quyidagicha ishonch hosil
gilish ~ mumkin: d*o bo‘lishi shuni bildiradiki, A va B
matritsalaming rangi n ga teng; bunday holda, ma’lumki, (2.10)
sistema bittagina yechimga ega bo'ladi. Kramer formulalari yordami
bilan ham xuddi shu natijaga kelish mumkin. Hagigatan, (2.10)
sistema uchun D, =0 bo'lishini e'tiborga olsak (chunki D, ning

ustuni ozod hadlardan, demak, nollardan iborat),
=~ =N =° (*:U ........ n) )

kelib chigadi. Qanday shanlarda (2.10) sistema nolmas yechimlarga
ega ekanini quyidagi teorema ko‘rsatadi.

Teorema, n noma’lumli n ta bir jinsli tenglamalar sistemasi
nolmas yechimlarga ega bo‘lishi uchun, sistema determinanti nolga
teng bo‘lishi zarurva yetarli.

Isbot. 1.(2.10) sistema ai,at....,a, holmas yechimga ega deb faraz
gilaylik.  (2.6) sistemaga nisbatan  gilingan = mulohazalami
(2.10)sistemaga nisbatan ham takrorlasak,

d-x,=d,
tenglamalarga kelamiz. Ma’lumki, (2.10) sistemaning yechimi bu
tenglamalami ham ganoatlantiradi, ya’ni
Da.=D,
yoki
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Da, =0 (2.11)

(chunkiz?, =0 ). Endi, teorema shartidan va (2.11) dan D-0 kelib
chigadi.

2. Aksincha, (2.10) sistema uchun D=0 bo‘lsin. Bu vaqtda A va
B matritsalaming rangi n dan kichik bo‘lib, (2.10) sistema nolmas
yechimlarga ega bo‘ladi.

Misollar.
20! -x 2+x3=0
1wt +22-3x}=0
+x2+x3=0
sistema uchun:
=15*Q

Demak, sistema bittagina 0,0,0 yechimga ega.

X —3x2~x3=0
2. X - 4x2+2x3=0
Xj - ™x2+x3=0
sistemaning aniglovchisi esa:
2 -3 -1
D=1-4 2
3-7 1

shusababli, sistema nolmas yechimlarga ega. Ulardan bittasi: 2,1, 1
Fundamental yechimlar sistemasi. (2.10) sistema cheksiz ko'p
yechimlarga ega (demak, ) bo‘lgan holni ko'ramiz.
Ta'rif. (2.10) tenglamalar sistemasining
dan iborat bitta yechimi o‘zaro chizigli bog‘lanmagan bo‘lib, (2.10)
sistemaning istalgan yechimlar orgali chizigli ifodalansa, ya’ni
A=ci’n +cAi +—+Pn

JR=cial2+call+... +clal (2.12)

fin Ciai» + C2a2» + - + Cia

tengliklami qanoatlantiruvchi cxCc2.£, sonlar topilsa, (2.12) sistema
fundamental yechimlar sistemasi deyiladi.
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Teorema. (2.10) tenglamalar sistemasining asosiy A matritsasi
noma’lumlar sonidan kichik rangga ega (j-cn) bo‘lsa, bu sistema uchun
fundamental yechimlar  sistemasi mavjud va  fundamental
sistemaga  kiruvchi yechimlar soni parametrlar soniga teng.
Teoremani isbotsiz gahiil gilamiy

Misol.  Quyidagi bir jinsli sistemaning fundamental yechimlar
sistemasini va umumiy yechimini toping:

i -4x2+53+3x4=0,
3 —6x2+4x3+2xt =0, .

4x] -8x2+17x, +1Ix4=0

Yechish. Bu sistemaning matritsasini tuzib olamiz:
(2-4 5 3
A=3-6 4 2
K-8 17 1,

M= 5r(g);_zz(;%kshiring!). Bazis minor sifatida, masalan,
ni olishimiz mumkin. U holda sistemaning 3-tenglamasini tashlab
yuborib, uni quyidagi ko‘rinishga keltiramiz:

5 +3x4=-2xt +4x2,
4X, +2d4=-3x, +62
Agar x =c, %=c2 desak, uholda
H—2C+5C2 x4 -561—702
topiladi, Demak, sistemaning umumiy yechimi

(C ‘
X =(c,c= ~£.45C,,
Firrg,

bo‘ladi. Bundan mos ravishda c,=i, c2=0 va ¢,=0, c2=i deb
fundamental yechimlar sistemasini topamiz:
Y
0 o
fox a0 9 2=X=(QD)= .
7 ll?,
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Yuqoridagi  (2.10) sistema uchun m=n bo‘lib, sistemaning
aniglovchisi esa noldan fargli boisa, bunday sistema fagat nol yechimga
ega boiishi Kramer teoremasidan kelib chigadi. Noldan fargli yechimlar
esa, chizigli bir jinsli tenglamalar sistemasida tenglamalar soni
noma’lumlar sonidan kichik yoki unga teng bo‘lgan holda, sistema
dederminanti nolga teng boiganda mavjud boiishi mumkin. Aksincha,
chizigli bir jinsli tenglamalar sistemasi noldan fargli yechimlarga fagat
va fagat uning noma’lumlari oldidagi koefBtsiyentlaridan tuzilgan
matritsa rangi noma’lumlar sonidan kichik, ya’ni r{A)<n boiganda ega
boiadi. (2.10)-sistemaning =k, 2=K2..j ,,=k yechimini ej=(kj, k2..., kj
satr kabi belgilaymiz. Chizigli bir jinsli tenglamalar sistemasining
yechimlari quyidagi xossalarga ega boiadi.

1) Agar ej=(kjk2... k,) (2.10) sistemaning yechimi boisa,
Pe=(AAR.... AJ ham bu sistemaning yechimi bo‘ladi.

2) Agar ei=(Kj, k2 ,...k,) va e2=(ij, i2, ..... ij lar (2.10)-
sistemaning yechimlari boisa, ixtiyoriy cj va c2 lar uchun ej va e2
laming chizigli kombinatsiyasi cjei+c22=(cik]+c2j, cjk2+c2?2 .....
c]kn+c2i,,) ham bu sistemaning yechimi boiadi.

Yechimlarining bu xossalarga ega ekanligiga ulami tenglamalar
sistemasiga qo‘yish yoii bilan ishonch hosil gilish mumkin. Keltirilgan
xossalardan ko‘rinadiki, chizigli bir jinsli tenglamalar sistemasi
yechimlarining har ganday chizigli kombinatsiyasi ham shu tenglamalar
sistemasining yechimi boiadi.

Shuning uchun ham (2.10) tenglamalar sistemasining shunday
chizigli bogianmagan yechimlarini topish zaruriyati tugiladiki, uning
golgan barcha yechimlari chizigli bogianmagan yechimlaming chizigli
kombinatsiyasi orgali ifodalansin.

Ta’'rif: Agar (2.10) sistemaning har bir yechimi chizigli
bogianmagan yechimlar sistemasi ej, €2 ....,eK laming chizigli
kombinatsiyasi orgali ifodalansa, ej, €2 ...,eK lar fundamental
yechimlar sistemasi deyiladi.

Isbotiga to‘xtalmagan holda quyidagi teoremani keltiramiz:

Teorema. Agar (2.10) bir jinsli tenglamalar sistemasi
nomaiumlari oldidagi koeffitsiyentlardan tuzilgan matritsa rangi r
noma’lumlar soni n dan kichik boisa, (2.10) sistemaning har ganday
fundamental yechimlari sistemasi (n-r) ta yechimdan iborat boiadi.

Demak, (2.10) sistemaning umumiy yechimi e  quyidagi
ko ‘rinishni oladi:

e =Cle/+C22+ ... + 9% .
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Buyerdaeb e2, .... .eK- ixtiyoriy fiindamental yechimlar sistemasi cj, G,
,CK - ixtiyoriy sonlarva k=n-r.
Bir jinsli sistemani ko‘ramiz.
aux]+ai22+0i%3=0) 2
P+« 22+ (218=
Bu sistema birgaHkda bo4ib, uni yeehimi *=o0, >=0, z=o0
boiadi. Sistemaning nolga teng bo‘lmagan yechimini topishni
ko‘ramiz.
Buning uchun

<{|1§+ <{|2§= 13

KX _
(ﬂxﬂ@x——-«zg
vafaraz qilaylik,

_dl &2
D_@. @ 0

u holda,

- 1«3 L. 1482 B
B B K2 @2 &B
2 1 a1 43 14 B
X Daa-&8 Da &
Yugorida keltirilgan (2.14) sistemani koeffitsiyentlaridan matritsa
tuzamiz.
(@ @2 & (2.15)
il 2 B
Ikkinchi tartibli aniglovchi 0,, n2, 0, (2.15) matritsadan olinadi
A L2 B 1 B L
’ A B
Bu belgilash yordamida quyidagi tenglamani yozish mumkin.
i =0- 2 A
X 0’ X £3
Demak,
2

_ ~
& B D
Agar t orqali proporsionallik koeffitsiyentini  ifodalasak, u

holda
x,=Dijt; X=2)4; x, =D3 (-<»-<i4+00).
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Misol:
x-2y +3z=0
4x+5y-62 =0
Koeffitsiyentlaridan tuzilgan matritsa quyidagicha bo‘ladi.

ftt«)
Bu matritsadan
= =12-45=-3
5 -6
1 3_ o
A=, =—6—12=-18:

1-2
A= 4 5—5+8—13
Yugorida keltirilgan formuladan foydalanib,
X=-3i, y=18i, z=13/,buyerda -<><k<ke,
Agar t=Iboisa, uholda *=-3: >=18: r=i3 boiadi.

2.3-8. TESKARI MATRITSA. TENGLAMALAR SISTEMASINI
MATRITSALAR USULIDA YECHISH

Ta’rif: Berilgan A kvadrat matritsaga teskari matritsa deb shunday
A'lkvadrat matritsaga aytiladiki, uning uchun A~'A= AA1=E (E-birlik

matritsa) tenglik o‘rinli boiadi. A‘=fa'} teskari matritsaning
elementlari quyidagi formula asosida hisoblanadi:

q= AH

427 4co-
Agar
°\\ aRaU
A=
va
A=det(A)= ar *0

boisa, u holda
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4A 4
A'L= (UA) Al AR 2
4334}
bo‘ladi. Bu yerda a = &(a) - aniglovchi, Ay lar mos elementlaming
algebraik toMdiruvchilari. Demak. herilgan A  matritsaga teskari
matritsani  topish uchun, awalo a =a(a)*0 va Ay algebraik
to‘ldiruvchilami hisoblash, keyin esa A'lni topish kerak. Algebraik
to‘ldiruvchilardan tashkil topgan
rAn Alx Vv

= A2 A2 A2
A3 An A33l

matritsa A ga biriktirilgan matritsa deyiladi. Biriktirilgan matritsa
A vateskari matritsa a~ orasidagi quyidagi bog‘lanish mavjud:

A(A)
Agar berilgan matritsa  teskari matritsaga  ega bo'lsa,
maxsusmas, aks holda maxsus matritsa deyiladi. A matritsaga teskari
matritsa mavjud bo‘lishini Laplas teoremasi yordamida ham ko ‘rsatish
mumkin. Bunda Ay - A matritsaning ay elementining algebraik
to‘ldiruvchisi (i=1,2,3; j=1,2,3).
Teorema. Agar A matritsa maxsusmas boisa, unga teskari
matritsa mavjud va u yagonadir.
Isbot. Teskari matritsani hisoblashning turli usullari mavjud.
Uni sodda holda algebraik to'ldiruvchilar yordamida quyidagicha
yozish mumkin:

THZA. T,
mT,.T,

\Tu = .
bunda f matritsa t =(r..) matritsadan transponirlash yordamida hosil
gilinadi.
Teskari matritsani hisoblash algoritmi quyidagicha:
1) Berilgan A matritsani aniglovchisini hisoblaymiz;
2) Agar Ao boMsa, A matritsa elementlarining algebraik

to‘Idiruvchilari r.. lami hisoblaymiz;
3) t=(r.) ni tuzib, uni transponirlab, f matritsani hosil gilamiz;
4) a-' ni oxirgi formula yordamida hisoblaymiz;
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5) Teskari  matritsa to‘g‘ri
kerakligiga asoslanib tekshiramiz.

Maxsusmas matritsalar uchun quyidagi xossalar o‘rinli:
4*1=N; 3.NY=(Y;

2.(if*)'1=A;  4(AB)" =BrATL
Misol : Teskari matritsa topilsin:

(2 -3 4°
A= 3 4 -2
4 2 3,
Yechish.
2-3 4
A=det(/i)=3 4 -2=43
4 2 3

Dastlab A matritsa elementlarining algebraik to‘ldiruvchilarini
topamiz:

4 34
, J=12+4=16 AT

-2 3
= P =-9-8 =-17; An = A2, 43 6-16 =-10
=6-16=-10 D iu=£ (-4 +12)=-16;
-3 4 _ .
4.2 =6—36=—0;
A, :;_24 =—(4-12)=16;
2 -3
3 4—8+9-17
Natijada teskari matritsa ko‘rinishi quyidagicha bo‘ladi:
16 17 -10)
A'1=1/43 -17 -10 16
-10 -16 17
Tekshirish o‘tkazamiz. Hagigatan,
6 17 -10' '2-34' 4300" '100'
- -17-10 16 34-2 =1/43 0430 = 010 =E.
-10-16 17, 4 2 3j 0043, \p0d/

Bu tenglikdan teskari

matritsa to‘g‘ri topilganligiga ishonch hosil
gilamiz.

topilganini aa~'=e bo‘lishi



Endi uch noma’lumli uchta chizigli tenglamalar sistemasini
yechishning matritsalar usuli bilan tanishamiz. Quyidagi yordamchi
matritsalami kiritamiz:

an an an
A= alanaa ,5 = 4«2] X = %
On an a3y (U]

Matritsalami ko‘paytirish ta’rifiga asosan (2.5) sistemani AX=B
ko‘rinishda yoza olamiz. Oxirgi matritsali tenglamani har ikkala
tomonini chapdan A~ ga ko‘paytiramiz va x yechimlar matritsasini hosil
gilamiz:

A-1AX = A-1 B =>X = A“*B.
Misol : Tenglamalar sistemasi matritsa usulida yechilsin:
2%, - 3*2+4*3=20
m3* + 42 - 23 = -11
4% + 22+33=9
Yechish: Bunda A matritsa
{2-3 4)
N=13 4-2
4 2 3
ko‘rinishga ega va unga teskari a~' matritsa oldingi misolda aniglangan.

Qaralayotgan sistema uchun yugorida topilgan formulalarga

asosan, quyidagi tengliklami yoza olamiz :

20n (16 17 -10~ 20 \ 43 ' @1
B= -11 X = A'B=1/43 -17-10 16 -11 =1/43 -86 = -2
9 10-16 17 9 vi2o 3

Dcmak, sistemaning yechimi xi = 1, X2=-2 ,x3=3 bo‘ladi.

Shuni aytish kerakki, teskari matritsa tushunchasi ixtiyoriy n-
tartibli kvadrat matritsa uchun ham yugoridagidek aniglanadi. Matritsa
usuli har ganday sondagi tenglamalar sistemasi uchun (A®Q) ham
go‘llanilishi mumkin va tenglamalar sistemasi, uning yechimlari
matritsa ko‘rinishida ixcham ifodalanadi. Bu usulning kamchiligi
shundan iboratki, teskari matritsani topish jarayoni murakkab va juda
Ko‘p hisoblashlami talab etadi.
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XULOSA

Matritsalar va aniglovchilar nazariyasi bu kunga kelganda, keng
rivojlangan bo‘lib matematika, mexanika, igtisod va boshga fanlarda
uchraydigan masalalami yechishda ishlatiladi. Bu nazariyaning faqat
asoslari «Oliy matematika» kursida kiritildi.

Jumlada, chizigli tenglamalar sistemasini yechishda matritsa va
aniglovchilardan teng kuchli foydalaniladi.

Misol uchun, mazkur bobda chizigli tenglamalar sistemasini
matritsalar usuli bilan yechish tartibini ko‘rdik. Bunda Gauss usulini
ham aytish mumkin.

Hagiqgatda ham, quyidagi

1 al\x+aiiy+anz- b
d2x +auy +a&x =h2
aHk +ally +a,,z =h}
tenglamalar sistemasi koeffitsiyentlaridan tuzilgan kengaytirilgan
(au a2 a3 6"’
aii an an M2
\43 a3 aB 3
matritsani elementar almashtirishlar orgali diagonal matritsaga keltirilsa:
Ui “R “B h
a3 2w
{ K
unda mos tenglamalar sistemasi
\aux+4,y +a,,2=hi
a2y+auz =h2
a,z=h,
ildizlari odatdagiday aniglanadi.

Mazkur bobni 0O‘zlashtirgan kitobxon chizigli tenglamalar
sistemasini Kramer, Gauss va matritsalar usullaridan foydalanib yechib
bilishini xulosa sifatida aytish mumkin.

2-BOBGA DOIR TESTLAR

1. Ushbu chizigli tenglamalar sistemasi ildizlari yig‘indisini toping.
[3%, -2x2=5
[2*, —3x2=0
A) 10; B)O; C) 5; D) 15; E) to‘g‘rijavob yo‘q.
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2. Ta’rifni to'ldiring:

Ta’rif: a, B va y sonlarga uch noma’lumli chizigli tenglamalar
sistemasining yechimi deyiladi, agarda ular sistemaning .......
tenglamalarini ganoatlantirsa.

A) birinchi;  B) ikkinchi; C) birorta; D) kamida bitta; E) uchala.

3. Ushbu ikki noma’lumli chizigli tenglamalar sistemasining asosiy
aniglovchisi gayerdato‘g‘ri ko‘rsatilgan?

ianX\ +a\2x2 =4
M2 @22 ~"2
an bx bx ap an 6
C t}
& ot ® )2 a2 ) ap 2
au al2 A\ a\P
D) a2 az’ B) bx b2

4. Tenglamalar sistemasini yechishda Kramer usulini ganday
hollarda goilash mumkin?

A) sistemaning asosiy aniglovchisi noldan fargli bo‘lsa;

B) sistemaning yechimi uchta bo‘lsa;

C) sistemaning ozod hadlari o'zaro teng bo‘lsa;

D) sistemaning koeffitsiyentlari proporsional bo‘lsa;

E) Noma’lumlar oldidagi koeffitsiyentlar bir xil bo“Isa.

5. Gauss usulining mazmuni gayerda to‘g‘ri ifodalangan?

A) Aniglovchilar hisoblanadi;

B) Matritsalar topiladi;

C) Teskari matritsa aniglanadi;

D) Noma’lumlar birin-ketin yo‘qotiladi;

E) To'g’rijavob keltirilmagan.

6. Ikki noma’lumli ikkita chizigli tenglamalar sistemasi berilgan.

(aux + al2y - b x

\a2lx +a22y=">b2
Agar

A= «i =0

al
bo'lsa, quyidagi mulohazalardan gaysi bin to‘g‘ri ?
A) sistemaning yechimi yo‘g;  B) sistema yagona yechimga ega;
C) sistema cheksiz ko‘p yechimga ega; D) sistemaning yechimi
ikkita;

E) sistemaning yechimi yo‘q yoki cheksiz ko‘p yechimga ega.

46



7. Agar ikki noma’lumli ikkita chizigli tenglamalar sistemasida
Jaux+al2y =l
\a2x +a2y =h?2
koeffitsiyentlar va 0zod hadlar uchun
olLL £1l=1
ad a2 "
shart bajarilsa, u holda sistemaning yechimi to‘g‘risida nima deyish
mumkin?
A) yechim yagona; B) yechim cheksiz ko‘p; C) yechim mavjud
emas;
D) yechimiar o‘zaro teng; E) yechimlar proporsional.
8. Agar ikki noma’lumli ikkita chizigli tenglamalar sistemasida
fa,x+o1p=6
(@2x+ay =2
koeffitsiyent uchun

shart bajarilsa, u holda sistemaning yechimi to‘g‘risida nima deyish
mumkin?
A) yechim yagona; B) yechim cheksiz ko‘p; C) yechim mavjud
emas; D) yechimlaro‘zaroteng; E) yechimlar proporsional.
9Agar ikki noma’lumli ikkita chizigli tenglamalar sistemasida
fanx+aij =bh;
\ai\x+auy =h2
koeffitsiyentlar va ozod hadlar uchun
n-firM
ad 02
shart bajarilsa, u holda quyidagi mulohazalardan gaysi biri to‘g‘ri?
A) sistema yagona yechimga ega; B) sistema cheksiz ko‘p
yechimga ega;
C) sistema yechimga ega emas; D) sistemaning yechimlari o‘zaro
teng;
E) sistemaning yechimlari proporsional.
I0.Tenglamalar sistemasi uchun
3x, +x3=1
*2Xx2+*3=6
— Xj +x2=0
quyidagi mulohazalardan qaysi biri to‘g‘ri?

47



A)sistema yagona yechimga ega; B) sistema cheksiz ko‘p
yechimga ega;

C) sistema yechimga ega emas; D) sistemaning yechimlari o‘zaro
teng; E) sistemaning yechimlari proporsional.

i o . f2x+y=3
11. Tenglamalar sistemasini yechmg. #
—y
A) x=ly=2; B) x=0,y=l; C) x=2,y=I; D) x=lLy=l; E)
x=0,y=I.
12. Tenglamalar sistemasini yeching.
3x+5y-32=8
2x-2y +z=-3
Xx+3y+4z=-1
X = | =0 x =1 X =2 X =
A y-1. B y=i: ¢y, == °y=u; E)-vy=2
2= 2 z2=-1 2=1 = z=2
14. Sistemaning xususiy yechimlaridan bittasini ko‘rsating.
2x-2y +z=1
X+y-z=1
T=: Nﬁo T=C He== N o=}
A) y=1, B) =0 = =~ D) y=L E)y—2
7Z=5 z="° z=-1 Z= z=-2

15. Agar uch noma’lumli uchta tenglamalar sistemasi uchun asosiy
aniglovchi A%0 bo‘lsa, sistemaning yechimi hagida nima deyish
mumkin?

A) sistema yechimga ega bo‘Imaydi; B) sistema cheksiz ko‘p
yechimga ega;

C) sistema yagona yechimga ega bo'ladi; D) sistema 2 ta
yechimga ega; E) sistema uchta yechimga ega bo'ladi.

16. A matritsa va unga teskari A-1 matritsalar ko‘paytmasi uchun
gaysi tasdiq o‘rinli?

A) A A | fagat O lardan iborat matritsa boiadi;

B) AA“1 fagat 1 lardan iborat matritsa bo‘ladi;

C) AA-1 asosiy diagonalida 0 lar va golgan joylarida fagat 1 lardan
iborat matritsa bo‘ladi;

D) AA-1 asosiy diagonalida 1 lar va golgan joylarida fagat O lardan
iborat matritsa bo‘ladi;

E) AA-1 jxtiyoriy kvadrat matritsa bo‘ladi.
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17. UshbuA matritsaga teskari A 1 matritsa topilsin. A=\I1 g

A) A~':2 3 B) A=t 03 C) A_C -~

10 1 -2
@ © 1
D) A°=73 s =1 2
U o 3 3
((I) 21 martrisaga tesraki A 1matritsa topilsin.
,_0 -1 12 0 1
A) A= B)A~_O_1 (:)A—I_22
_-10 .
D) A= E) mavjudemas.

2 1

19. A va unga teskari A'I matritsalar uchun quyidagi tengliklardan
gaysi biri noto‘g‘ri (E - birlik matritsa, O - nol matritsa)?

A) A*Al=A-1+A; B) A-A1=E;, C) A_1A=E;

D) AA-l- A1A=0; E) A-A 1=0.

20. Agarda A kvadrat matritsa aniglovchisi Abo‘lsa, gaysi shartda

A-1 teskari matritsa mavjud boimaydi?
A) A=0; B) A<0; C) A>0; D) A"O; E) Aixtiyoriy

giymatli.

0 ‘z-o‘zini tekshirish uchun savollar

1. Kramer qoidasini aytib bering.

2. Chizigli tenglamalar sistemasi gaysi holda birgina yechimga
ega?

2. Ikkita va uchta tenglama sistemalari uchun buni geometrik
nuqtayi nazardan ganday talgin etish mumkin?

4.Chizigli tenglamalar sistemasini yechishning Gauss usulining
mohiyati nimadan iborat?

5. Qanday matritsa berilgan matritsa uchun teskari matritsa deb
ataladi ? Teskari matritsa ganday topiladi?
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11 bob. VEKTORLAR ALGEBRASI

Sonlar tabiatni migdor jihatda
boshgaradi deb aytish mumkin.
J.Maksvell

Bobning o‘quv magsadi

Mazkur bobda talabalarga quyidagilami yetkazish magsad qilib
go‘yilgan: vektor migdorlami Kiritilishi zaruriyati, vektor miqdorlaming
berilish usullari, vektor miqgdorlar ustida amallar bajarish, xossalari,
tatbiglari.

Vektor miqdori matematika fanining eng asosiy va muhim
tushunchalaridan biri bo‘lib hisoblanadi. Vektor hisobi, ya’ni
yo‘nalishga ega bo‘lgan kesmalar bilan hisob hozirgi darajasiga fagat
XIX asming oxirida bu tushunchaning fizika va mexanika fanlarida
keng qo'llanilishi tufayli erishdi.

Biz bu yerda vektor hisobi deb shartli ravishda yo‘nalishga ega
kesma deb olayapmiz, Nazariy jihatdan olganda vektor - bu kesma
emas. Chunki kesma nugtalar to'plami bo‘lib, vektor bu tushuncha
(psixologik tushuncha) bo‘lib, ular bir jinsli matematik tushunchalar
emas, ya’ni kesmadan foydalanib ikkinchisiga ta’rif berib boMmaydi.
Parallelogramm, to‘g‘ri burchak, kvadrat - bir jinsli tushunchalar.
Kesma va vektor bir jinsli emas. Kesma - nugtalar to'plami vektor esa
nugtalar to‘plami emas.

Miqgdorlami kesmalar bilan ifodalash va geometrik hisoblashning
asosini biz gadimiy yunon matematikasidan topamiz. XVI asming
oxirida - XVII asming boshlarida Leonardo da Vinchi, Galileo Galiley
va boshqa bir gancha olimlar fizikada kuchlami yo‘nalishga ega boigan
kesmalar sifatida ifodalay boshladilar. Og‘ma tekislikda jismlaming
muvozanatini o‘rganish jarayonida Simon Stevin ham shu yo‘l bilan
kuchlami tashkil etuvchilarga ajratishga kelib qoldi va kuchlami
go'shishning parallelogramm qoidasini ochadi.

Kepler ham planetalaming harakat gonunini o‘rganish jarayonida
doimo yo‘nalishga ega bo‘lgan kesmalar bilan ish olib boradi. Hozirgi
zamongacha vektor hisobining o‘sishi XIX asrga to‘g‘ri keladi. Vektor
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hisobining taragqgiyoti uch yo‘nalishda bordi: geometrik, fizik va
algebraik. Yo‘nalishga ega bo‘lgan kesmalar hisobi birinchi marta 1799-
yilda norvegiyalik olim Kaspar Vesselning «Tekis va sferik
ko‘pburchaklami yechishda yo'nalishlami analitik ifodalash va uning
go llanishi tajribasi» nomli kitobida chop etilgan. XVTII asrda Kaspar
Vessel tekislikda vektor algebrasini ganday tartibda yoritgan bo‘lsa,
hozirgi darsliklarda xuddi shunday gilib yoritish saglanib qolgan. Misol
tarigasida uning turli yo'nalishlarga ega boigan kesmalaming
yig‘indisini topish qoidasini keltiramiz: «lkkitadan ko‘p bo'lgan
kesmalami qo‘shish uchun quyidagi qoidaga amal qgilish kerak: ulami
shunday joylashtirish lozimki, birinchi kesmaning boshi bilan, ikkinchi
kesmaning oxiri esa uchinchi kesmaning boshi mos kelsin va h.k.. eng
oxirida esa birinchi kesmaning boshlang‘ich nugtasi bilan eng oxirgi
kesmaning oxirgi nugtasini kesma bilan tutashtiramiz va shu kesmani
hamma kesmalaming yig‘indisi deb ataymiz».

Fransuz matematigi L.Kamoning ishlarida hozirga gadar saglanib
golgan ba’zi bir atama va belgilami, xususiy holda, vektomi ab va a
kabi belgilashini ko'rish mumkin. Vektor hisobining keyingi o‘sish
davri u. Gamilton ishlari bilan bogiigdir. U birinchi marta «vektor»
atamasini ishlata boshladi va «skalyar» atamasini kiritdi. Vektor hisobi
XIX asming oxiridan boshiab muntazam ravishda elektromagnit
maydoni va gidrodinamika nazariyalarida, XX asrda esa nazariy
mexanikada hamda analitik va differensial geometriyada keng qo‘llanila
boshlandi.

3.1-8. VEKTORLAR VA ULAR USTIDA AMALLAR

Fizika, mexanika, texnika va matematikada asosan ikki xil
kattaliklar bilan ish ko‘riladi. Ulardan biri 0‘zining son giymati
bilan to‘la aniglanib, o‘zgarmas miqdorlar deb ataladi. Bunday
kattaliklarga yuza, hajm, temperatura, issiglik migdori,elektr miqdori
va boshgalar misol bo‘ladi. Ikkinchi tur  kattaliklami to‘la
xarakterlash uchun esa ulaming son giymatlarigina yetarli bo‘lmay,
balki yo‘nalishi ham berilgan bo‘lishi kerak. Bunday kattaliklarga
kuch, tezlik va tezlanish kabilar misol bo‘ladi. 0 ‘zining miqdori
bilan birga yo‘nalishi bilan ham xarakterlanadigan kattaliklar vektor
miqdori yoki vektorlar deb ataladi

Bu ta’rifdan  ko‘rinib turibdiki, geometriyadagi yo‘nalgan
kesma vektor kattalikni ifodalaydi. Vektorlar boshlanish va tugash



nuqgtalari orgali ab, bc, cd kabi, ko‘pincha s, b, ¢ kabi belgilanadi.
Biz kelgusida dastlabki ikki xil belgilashdan foydalanamiz. Vektorlar
son giymati shartli ravishda uning moduli yoki uzunligi deyiladi va
la simvol bilan ko‘rsatiladi.

Agar vektorlar bir to‘g‘ri chiziqda yoki parallel to‘g‘ri chiziglarda
yotsa, bunday vektorlar shartli ravishda kollinear vektorlar deyiladi.
Agar ikki vektoming: 1) modullari teng, 2) kollinear va 3)
yo‘nalishlari bir xil bo‘lsa, bunday vektorlar bir-biriga teng boiadi.
BoshlangMch nugtasi tekislik yoki fazoning har ganday nuqtasida
yotishi mumkin bo‘lgan vektorlar ozod vektorlar deyiladi. Biz
kelgusida ozod vektorlar bilan ish ko'ramiz. Faraz gilaylik,
quyidagicha a vektor berilgan va 5 vektoming uzunligi bir birlikka
teng g, vektor yo‘nalishi ustma- ust tushsin.

Uzunligi  bir birlikka teng bo‘lgan vektor birlik vektor
deyiladi. Agar &0birlik vektor bo‘lsa, |aj =a bo‘lsa, unda 5=3|50 ekani
ravshan.

Bu tenglilikdan:

Bitta tekislikda yoki parallel tekisliklarda yotgan vektorlar
komplanar vektorlar deyiladi. Boshi va uchi bitta nugtadan iborat
bo‘lgan vektor nol vektor deyiladi. Nol vektor 0 kabi belgilanib, uning
moduli |0=0 bo‘ladi. Bu vektor yo'nalishi to‘g‘risida so‘z yuritib

bo‘Imaydi. Nol vektor 0 har ganday a vektorga kollinear deb
hisoblanadi. Ikkita a, e vektorlar teng deyiladi va  a=e kabi
belgilanadi, agarda quyidagi uchta shart bajarilsa:

a va e vektorlar kollinear;

ava« vektorlar bir xil uzunlikka ega, ya’ni jaj=el|; a va e bir xil

yo‘nalishga ega.

Masalan, ABCD parallelogrammda AD=BC, AB = DC
bo‘ladi. Bu yerdan vektorlami parallel ko‘chirish mumkinligi kelib
chigadi.

Endi ikkita a va e vektorlami go‘shish va ayirish amalini
kiritamiz. Buning uchun parallel ko‘chirish orgali ulaming boshlarini
bitta A nugtaga keltiramiz. Unda bu vektorlami a=AD, e=AB kabi
belgilab, ABCD parallelogrammni hosil gilamiz. Bu holda ava e
vektorlaming yig'indisi deb parallelogrammning A uchidan chiquvchi
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diagonalidan hosil gilingan ac  vektorga aytiladi va a+e kabi
belgilanadi (3.1-chizma). Bu vektorlaming a-e ayirmasi parallelog-

rammning B uchidan chiquvchl diagonalidan hosil gilingan Bp vektor-
ga aytiladi (3.1-chizma).

Vektorlami go‘shish amali quyidagi xossalarga ega:

1. a+e=e+a 2. (ate)+tc=a+(«+c)

3. atO—a

a) 0 ‘rin almashtirish qonuni. Ikki & va s vektorlami
go‘shishda ulaming o‘rinlarini almashtirish mumkin.

b) Gruppalash qonuni. Bir nechta vektomi qo‘shishda ulami
gruppalash mumkin.

s) Har ganday vektomi nol vektorga qo‘shish mumkin.

a vektomi x songa (o‘zgarmasga) ko'paytmasi deb, xa kabi
belgilanadigan  va quyidagi shartlar bilan aniglanadigan vektorga
aytiladi:

1. |xaj=xj *Jal, ya’ni vektoming uzunligi {4 marta o‘zgaradi;
2. Xa va a vektorlar kollinear;
3. A>0 bo‘lsa xa va a birxil yo‘nalgan,

A<0 bo‘lsa, xa va a garama-garshi yo‘nalgan.
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Masalan, ABCD trapetsiya bo‘lib, uning asoslari |JL0=8 va

\BN=4 bo‘lsa, unda Ap=2BCc va AD=-—2cB tengliklar o‘rinli

bo‘ladi.

X=0 bo‘lsa, har ganday a vektor uchun 0-a=0 bo‘ladi.

Vektomi songa ko ‘paytirish amali quyidagi xossalarga ega:

1. mia)=P(A,a) 2. (X,xP)a=Xax(3a 3. X"ate)=XaxtXe
Buyerda a vap ixtiyoriy sonlar, a va e ixtiyoriy vektorlardir.
(-N& vektor a vektorga garama-garshi vektor deyiladi va -a kabi

belgilanadi. Bundadoimo a+(-a)=0 bo'ladi.

Endi bir tekislikda joylashgan vektorlaming koordinatalari
tushunchasini kiritamiz. Buning uchun bu tekislikda XOY koordinatalar
sistemasini olamiz.OX(0Y) koordinata o‘gida joylashgan, musbat
yo'nalishda  yo‘nalgan va uzunligi birga teng boigan i(J)
vektomi Kkiritamiz.

Kiritilgan i va j vektorlar ort vektorlar yoki gisgacha ortlar deb
ataladi. Endi berilgan a vektomi shartli ravishda yo'naltirilgan kesma
sifatida garab, uning OX va OY o°‘qdagi proyeksiyalarini garaymiz. Bu
proyeksiyalar a vektoming OX va OY o'qgdagi proyeksiyalari deb
ataladi va ax, ay kabi belgilanadi. Unda, vektorlami qo‘shish ta’rifidan
foydalanib, s=axi+ay] tenglikni yozish mumkin.

Endi a vektor proyeksiyalarining uzunligini a, =x, af =y kabi
belgilaymiz. U holda tekislikdagi ixtiyoriy a vektomi i va j ortlar
orqali

a=xi+yj (3.2)
ko‘rinishda yozish mumkin.

(3.2) tenglik a vektoming ortlar bo‘yicha yoyilmasi, x va y
sonlari esa uning koordinatalari deb ataladi va a(x;y) kabi
ifodalanadi.

Masalan, a=2i—2j vektoming koordinatalari x=2, y= -2 bo‘ladi.

Nol vektor uchun 0=0m i+0-j bo‘lgani uchun uning koordinatalari

x=0,jy=0 bo‘ladi.
Har ganday a vektor 0'zining x va y koordinatalari bilan (3.2)
tenglik orgali to'lig aniglanadi. Koordinatalari bilan berilgan

vektorlaming tengligi, kollinearligi va ular ustidagi qo‘shish, ayirish,
songa ko‘paytirish amallarining natijalari oson aniglanadi.



Ikkita a(xQyi) va B(x”"r) vektorlar teng bo‘lishi uchun ulaming
mos koordinatalari teng, ya’ni X\WwX2*Yryr bo‘lishi zarur va yetarli.
a(xb y{) va e(x2 y2) vektorlar kollinear bo‘lishi uchun ulaming

mos koordinatalari proporsional, ya’ni
X

— =— =*=> xl=kx1,yx=ky2
2 >

bo‘lishi zarur va yetarli.
Masalan, a(3;-2) va e(9;-6) kollinear vektorlar, chunki 9/3=(-6/-2)=3.

Vektorlarni go‘shish. a(x\, ‘M) va efe; Y2 vektorlar yig‘indisi
yoki ayirmasi mos koordinatalaming yig‘indisi yoki ayirmasiga teng
bo'ladi, ya’ni

a(xdyi)te(x2y2)= c{xitx2,y\ ty2)

Masalan, a (4;-2) va €(5;9) bo‘lsa, a+e={4+5;-2+9}={9;7},
a-e={4-5;-2-9} = {-1;-1 1} koordinatali vektorlardan iborat bo‘ladi.

a(x;y) vektorni X songa ko‘paytmasi uning har bir koordinatasini
X songa ko ‘paytirishdan hosil bo‘ladi, ya’'ni X-a (x;y)=c(Ax; Ay).
Masalan, a(4;-7) bo‘lsa, 2a={2-4; 2-(-7)}={8;-14} koordinatali vektor
boiadi.

Fazodagi vektorlaming koordinatalari tushunchasini kiritish uchun
OX, OY va OZ o‘glari bo‘yicha i,j va k ort vektorlarni kiritamiz. Unda
yugorida ko ‘rsatilgan singari, fazodagi ixtiyoriy a vektomi

a—Xi+yj+zm

ko'rinishda yozish mumkin bo‘ladi. Bu tenglik a vektoming ortlar
bo‘yicha yoyilmasi deb atalib, undagi x, y va z sonlari uning
koordinatalari deyiladi va a(x;y;z) kabi yoziladi. )

Vektorlaming proyeksiyasi. | 0‘q va undayotmagan AB vektor
berilgan bo'lsin.

3.3 - chizma.

55



A va B nuqgtalardan | o‘qga peipendikular tushiramiz. C va D
nuqtalar ab vektorlaming A boshi va B oxirining T o' qga proyeksiyalari
deyiladi.

Ta’rif: AB vektorlaming / 0'qga proyeksiyasi deb CD kesmaning
uzunligiga aytiladi va quyidagicha beigilanadi.

\(D\=npTAB.
Proyeksiyalaming asosiy xossalarini garaymiz:

1. a vektoming | o'qga proyeksiyasi a vektor modulining bu
vektor bilan o'q orasidagi burchak kosinusiga ko‘paytmasiga teng, ya’ni
rip-5 =|&|cos«p.

Bu 3.3.a-chizmadan ko'rinib turibdi.

2. Ikki vektor yig'indisining 1 o'qga proyeksiyasi qo‘shiluvchi
vektorlaming shu o' qga proyeksiyalari yig‘indisiga teng

\pj@+b)=Tlp-a-+lipjb .

Bu xossato'g'riligini 3.3.b-chizmada ko'rinib turibdi.

3.A sonning a vektorga ko'paytmasining / o'qga proyeksiyasi X
sonni a vektoming shu o!qqga proyeksiyasi ko'paytmasiga teng :

TpjAd = AXlpja

Bu xossato'g'riligini 3.3.c-chizmadan ko‘rish mumkin.

4. ava b vektorlar 9 burchak tashkil etsin. Agar / o'q sifatida b
vektor olinsa, u holda 5 vektomi b vektorga proyektsiyasi, ta'rifga
asosan np4a = |5-cose boiadi.

3.2-8. VEKTORLARNING SKALYAR KO‘PAYTMASI, UNING
XOSSALARI VA TATBIQLARI

Ta’rif: 5 va é vektorlaming skalyar ko‘paytmasi deb &-e

yoki (5; &) kabi belgilanadigan va

5-é= |a-|«-coscp (3.3)
formula bilan aniglanadigan songa aytiladi. Bu yerda qorgali 5va &
vektorlar orasidagi burchak belgilangan.

a va & vektorlami (3.3) formula orgali ko'paytirilganda son,
ya'ni skalyar kattalik hosil bo‘ladi va shu sababli 5-& vektorlaming
skalyar ko'paytmasi deyiladi.

Skalyar ko'paytmaning mexanik ma’'nosini ko'‘ramiz. F kuch
moddiy nuqtaga ta’sir etib, uni to'g'ri chiziq bo‘ylab S vektor bo‘yicha
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harakatlantirgan bo‘lsin. Agarda kuch va harakat yo ‘nalishlari orasidagi
burchak (pbo‘lsa, bajarilgan A ish miqgdori
A= 1n- -coscp

formula bilan aniglanishi bizga fizika kursidan ma’lum. Ammo bu
formulani (3.3) ga asosan A=FS deb yozish mumkin. Demak, F
kuch va S ko'chish vektorlarining skalyar ko‘paytmasi bajarilgan ishni
ifodalaydi.

Skalyar ko‘paytmaning ta’rifidan uning quyidagi xossalari kelib
chigadi:
1.56=¢-a 2. 4-Sa2 3. A.O-=5-Xé 4. (axé)-c=5-c*é-c

Ta’rif: &va é vektorlar orasidagi burchak (p=90° bo‘lsa, ular
ortogonal vektorlar deyiladiva 5 L& kabi belgilanadi.

Masalan, oldingi paragrafda ko‘rib o‘tilgan ort vektorlar
ortogonaldirlar, ya’ni LLj, itk va jtKk.

Teorema. Noldan fargli 5 va & vektorlar ortogonal bo'lishi
uchun ulaming skalyar ko‘paytmasi a-é=0 bo‘lishi zarur va yetarli.

Zaruriyligi. SJLé bo‘lsin. Unda ular orasidagi burchak (p=90°
bo‘ladi va skalyar ko'paytma ta’rifiga asosan

5e8=|5]| «|é| -coscp=|a| *|é] -c0s90° = || *|&| -0=0

Yetarliligi.  \&{*0, \éYO bo‘lib, 5-8=0 bo‘lsin. Unda skalyar

ko‘paytma ta’rifidan
0-&= \Ae|gecos(p=0=>cos(p=0=>cp=900=> & L&
ekanligi kelib chigadi.

Endi tekislikda yotuvchi va koordinatalari bilan berilgan a(xi,yi),
&(x2y3d vektorlaming skalyar ko‘paytmasini topamiz. Buning uchun
[4=/12=1, ] j=i va 1-]J=0 va 7-*-0 ekanligidan va skalyar
ko‘paytmaning 2) va 4) xossalaridan foydalanamiz.

a-e=(x\i+y\j)(x2i +y2 )=xix2/i+ *1* ij +yXej i+ye&2jj=

= XX2-1 + x ly2-0+ Y\X2-Q+y\y2-1 = Xix2+ y\y2

Demak, a (x,; Yi)-e(Xx2 y2= xt&2+ yiy2, ya'ni vektorlaming
skalyar ko‘paytmasi ulaming mos koordinatalari ko‘paytmalarining
yig'indisiga teng bo‘ladi.

Masalan, 5(2;6) va é(5;-2) bo‘lsa, a~=2-5+6-(-2)=10-12=-2
natijani olamiz. Xuddi shunday tarzda fazodagi 5 (x0 Y\, 2\) va e(X2
y2,z2 vektorlaming skalyar ko‘paytmasi uchun

57



a(x\,y\, Zi)-e(xZ;yz;ZZ)"XiX2+y\y2+Zi22 (34)
formula o‘rinli bo'lishini ko‘rsatish mumkin.
Endi skalyar ko‘paytma tatbiglari sifatida quyidagi masalalami
ko‘ramiz.
1I-masala. s (x:y ;2) vektorning modulini toping.
Yeehish.  Skalyar ko‘pavtmaning 2- xossasiga va (34)
formulaga asosan

|c’\:-Ja-a:ny-x+y-y+z-z:-J><2+y2+22 (35)

Masalan, 5(2; 4; 12) vektorning moduli
[y=V32+42+122=V9 + 16 +144 =VI69 =13.

2-masala. a(xu yu z\ va e (x2; y2; 22) vektorlar orasidagi (p
burchakni toping.

Yeehish. Skalyar ko'paytma ta'rifi, (3.4), (3.5) formulalarga
asosan
~ fi-, XX*+™ +77> (3.6)
MH A2+y\ +zf + y I + A

Masalan, 5(1; 0; I)va e (0; 1; 1) vektorlar orasidagi tp burchak
uchun

-O+01+1-1 1
natijani olamiz va undan (p=60° ekanligini topamiz.

3-masala. a(xu yu 2() VA € (x2;y2; z2) vektorlaming ortogonallik
shartini toping.

Yeehish. aze bo'lgani uchun ular orasidagi burchak 9=90°
bo'ladi vashusababli coscp=0. Unda (3.3), (3.4) formulalardan

x\x2+yiy2+ziz2 =0 (3.7)
tenglikni hosil gilamiz. Bu ikki vektorning ortogonallik shartidir.

Masalan, 5(3; -2; 1) va e (5; 7; -1) vektorlar ortogonaldir,
chunki

Xix2+yjy2+ziz2= 3-5+(-2>7+I-(-1) = 15-14-1=0

4-masala. Fazodagi vaB(x2y 2;.2) nuqtalar orasidagi
d masofani toping.

Yeehish. Bu nuqtalami kesma bilan tutashtirib, s vektomi hosil
gilamiz. Ma’lumki, bu vektorning koordinatalari uning uchi bilan boshi
koordinatalari ayirmasiga teng bo‘ladi, ya'ni as (x2xi,y2yi,z2zi).
Unda (3.5) formulaga asosan,
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£=\W"=TJ0q - xXF +(y2—yt)2+(z2-2,)2 (3.8)

tenglikka ega bo'lamiz.

Masalan, A(5; -3; 1) va B(8; 1, 13) nuqtalar orasidagi masofa
d=V(8- 5)2+ (1- (-3))2+ (13- 1)2 = W9+ 16+ 144 = V169 = 13bo’ ladi.

Skalyar ko'paytmaning igtisodiy ma’nosini ko‘rsatish uchun uch
xil mahsulotlaming narx va miqdorlarini ifodalovchi ushbu p (pu pi,
p2 va aq{q\.g-1,qi) vektorlami kiritamiz. Unda ulaming skalyar
ko'paytmasi p g =pxgx+ Plgr +Pig%uchala mahsulot giymatini ifodalaydi.

5-masala. Korxona 4 ta P\, P2 P3, Paturdagi 50; 80; 20; 120
birlik miqdorida mahsulot ishlab chigaradi, xomashyoning xarajat sarfi
normasi esa har bir mahsulot turiga 7; 2,5; 10; 4 kg ni tashkil etadi.

Korxona Ph P2 P3, P4 mahsulotni ishlab chigarishi 5; -4; -2; 10
birlikka o‘zgargan holda xomashyo xarajatlari yig'indisini aniglang.

Yechish: Mahsulot ishlab chigarish vektori x = {50; 80; 20; 120},
xomashyo sarfi vektori esa y= {7; 2,5; 10; 4}, me={5-4-2;i0} bo'lsin.

U holda xomashyo sarfi yig‘indisi S esa x va p vektorlaming
skalyar ko'paytmasi bo'ladi, ya'ni: S=50-7+80-2,5+20-10+120-4=1210
kg. Vektorlaming skalyar ko'paytmasining xossasiga ko‘ra, xomashyo
sarflari yig'indisiningo‘zgarishi : aS =(x+n4Xx)-y-(x;y)=(AX"'yY=5-7-4-2,5-
2-10+10-4=41 kgbo'ladi.

6-masala. a va * vektorlaming skalyar ko'paytmasini
proyeksiyalar orgali ifodalang.

Yechish:  (a-€)=|4|-|¢|cos™=j¢|npes. Bu  yerda  Mpea=|<-cosp
tenglikdan foydalandik.

3.3-§. VEKTORIAL KOTAYTMA, UNING XOSSALARI VA
TATBIQLARI

> N
Ta’rif: a vektoming B vektorga vektorial ko‘paytmasi deb,

quyidagi uchta shartni ganoatlantiruvchi yangi c=a\B vektorga
aytiladi:
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3.4 - chizma.

?L c n.ing uzunligi a va T vektorlarda qurilgan paralelleogramm
yuzini ifodalovchi songa teng bo‘lib, quyidagicha ifodalanadi:
kl= axe - la | =]e| sin ¢ bu yerda<p=aAe, ya’ni vektorlar orasidagi

burchakni ifodalaydi.

2. ¢ vektor a va e vektorlar yotgan tekislikka perpendikular, ya’ni
c=axeJ a, axel6,

3. ¢ vektor shunday yo‘nalganki, uning uchidan garaganda a

vektordan e vektorga gisqa burilish soat strelkasi harakatiga teskari

bo‘ladi.

Agarda F radius vektori bo‘lib r esa A moddiy nuqtaga ta’sir
etuvchi kuch bo‘lsa, u holda Fxr vektorial ko‘paytma F kuchni A
nugtaga nisbatan momentini ifodalaydi (3.4-chizma).

Vektorial ko‘paytma quyidagi xossalarga ega:

1.Vektorial ko‘paytmada ko'paytuvchilaming o‘mi almashsa,

ko‘paytmaning fagat ishorasi o‘zgaradi, ya’ni axe--(ex a)
2. 0 ‘zgarmas  ko‘paytuvchini vektorial ko‘paytma belgisidan
tashqariga chigarish mumkin, ya’ni
ax (Xe)=(Xa) xe = X(axe)
3. Vektorial ko‘paytma uchun tagsimot gonuni o‘rinli, ya’ni
ax(e+m)=axe+axm

> -
Teorema. lkkita nolmas a va e vektorlar kollinear bo‘lishlari
uchun ulaming vektorial ko‘paytmasi nolga teng bo‘lishi zarur va
yetarli, ya’ni

a||e<=>axe=0
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Isbot: a ||Ie bo‘Isin. U holda =0 yoki ¢=n va sin ¢=0. Demak,
axe =lalelB | sin ¢p=1a I«1B 1-0=0. Uzunligi nolga teng bo‘lgan

vektorningo‘zi ham nol vektor bo‘ladi, ya’ni axe =0.

Endi, aksincha axa=0 boisin. U holda la I+| s |sing=lax s I=0
bo‘ladi. Bunda la 1*0, |B |*0 boigani uchun fagat sin =0, ya’'ni
®=0 yoki =71 ekanligi kelib chigadi. Buesa a | | e ekanligini bildiradi.

Natija: Ixtiyoriy a vektor uchun axa=o0 bo‘ladi.
Misol: (a 2 e)x(2a+e) ko‘paytmani soddalashtlrlng
Yechish: (a 2e)x(2a+e) 2axa+axe- 2ex2a 2exe Saxe

Vektorial ko‘paytmani koordinatalarda hisoblash

Awal koordinata o‘glaridagi i, j va k ortlaming vektorial
ko‘paytmasini hisoblaymiz. Vektorial ko'paytmaning ta’rifiga asosan
> * m S x
[ X/=0, jXj=0  KXK=0
Endi ix j vektomi hisoblaymiz. Ort vektorlar ta’rifiga asosan

lil=1J1=1 i-i-J, lixj 1=1/1-1j Isinj=1.

Bu yerdan va vektorial ko‘paytmaning ta’rifidan i x j vektor OZ
0‘gi bo'ylab yo‘nalgan va uning uzunligi 1 ga teng. Demak, i xj = K
ekan. Xuddi shunga o'xshash j x k =i, kxi =j. Vektorial ko‘paytmaning
1- xossasiga asosan

> » > =»=-»-» -

ixi= —k, kxj=—i, ixk=—j
svae vektorlar 0'zining koordinatalari bilan berilgan bo‘lsin, ya’ni
. a= &i +ayj +azk\ B =BXi tBy] +BXK
A >
a va B vektorlaming vektorial ko‘paytmasini topamiz. VVektorial
ko‘paytma xossalari va ortlaming vektorial ko‘paytmasiga asosan
axe—(aXi +ayj+ K)x(Bx| +Byj +B"K) axBx(| x 1+ aBy(i xj )+
S>>

+asz(/x£)+ abe(J Xi )+ayBy(yXJ )+ a>BZ(Jxk)+ azBx(kxi)+
az By(£Xj )+asz(¢ X | )=0+ aXByK— axbzy— ayBXK +0+ ay®i + azB<j>+
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+azBy /+0 = (aybz azBy) /+ (azb*- axBz)] + (axBy- aybx)K =CXi+

G A.

Bunda Cx c2 koordinatalar orgali mos qavslardagi ifodalar
belgilandi. Bu koordinatalami mos ravishda aniglovchilar yordamida
ham ko‘rsatsa bo ‘ladi:
ax

axez i+
eT e. 8. e

yoki

axe— a,

Misol. a(2; 2; -1) va e(2; -1; -4) vektorlaming vektorial
ko‘paytmasini toping.
Yechish:

» ! > » m
axe—2 J2 -1--9|+6J 6k

Endi vektorial ko* paytmanlng ba’zi bir tatbiglarini ko‘ramiz.

I-masala. 5(ax; ay, ad va eex ey; eJ vektorlar bilan yasalgan
parallelogrammning yuzini toping.

Yechish: Vektorial ko‘paytmaning ta’rifiga asosan
parallelogramm yuzi quyidagicha topiladi:

2 _
oV + + X ay

ay a4 a g
Misol. a(2; 2; -1) va e(2; -1; -4) vektorlarda yasalgan
parallelogramm yuzasini toping.

Yechish: Oldin ko* rsatllganga asosan
> >
axe=-9i+6j- 6k

bo‘lgani uchun, izlangan S yuza
S=V(-9)2+62+(-62=>81+36+36 = I53
Natija. a va « vektorlardan yasalgan uchburchakning yuzi
SAE-laXe]

=|laxe|=| c\="cl +c* +c] =

formula bilan topiladi.



2-masala. a(ax; ay, az) va e(ex ey, ez) vektorlaming kollinearlik shartini
toping.
Yechish: Oldin ko‘rilgan teoremada a va B vektorlar kollinear

boiishi uchun ulaming vektorial ko‘paytmasi axe=0 boMishi kerak
ekanligi ko‘rsatilgan edi. Bu tenglikni koordinatalarda ifodalaymiz:
»- 1 Y *
axB—ar ay az-—9.

» o o», .

Bu aniglovchining birinchi satri vektorlardan, ikkinchi va uchinchi
satrlari esa skalyarlardan iborat boMgani uchun, yuqoridagi tenglik fagat

ex ey e

bo‘lganda o‘rinli bo‘ladi. Bu tenglik vektorlaming kollinearlik shartini
ifodalaydi.

3-masala. a(m; 3; 2) va <X4 6; ri) vektorlar m va n
parametrlaming ganday giymatlarida kollinear bo‘lishini toping.
Yechish. Kollinearlik shartiga asosan

m: 3—2_:>»7:2,|/|:4.
4 6 n

3.4-§. VEKTORLARNING ARALASH KO‘PAYTMASI, UNING
XOSSALARI VA TATBIQLARI

Uchta a b, ¢ vektorlami o‘zaro ko‘paytirish masalasini ko‘raylik.
Agar 3 va b vektorlami skalyar ko‘paytirib, natijani ¢ vektorga
ko‘paytirsak, u holda c¢ vektorga kollinear vektor hosil bo‘ladi. Agarda
birinchi ikkita vektomi vektorial ko‘paytirib, so‘ngra hosil bo‘lgan
natijani uchinchi c¢ vektorga yana vektorial ko'paytirsak, natijada yana
bir yangi vektor hosil gilamiz. Bundan tashqari, uchta vektomi quyidagi
usulda ham ko‘paytirish mumkin.

1- ta’rif: a,b,c vektorlaming aralash ko‘paytmasi deb a
vektorial ko‘paytmani ¢ vektorga skalyar ko‘paytmasi kabi
aniglanadigan songa aytiladi va a-b ¢ kabi belgilanadi.

Shunday qilib ta’rifga asosan aralash (vektor - skalyar) ko‘paytma

a-b-c = (adx¢)c

ko‘rinishda bo*ladi.
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2- ta’rif: ~ Vektorlar komplanar deyiladi, agarda ular bitta

tekislikda yoki parallel tekisliklardajoylashgan bo‘lsa.

Aralash ko‘paytmaning geometrik ma’nosini ko'rib o‘taylik.
Buning uchun komplanar bo‘lmagan a,S,c vektorlami qaraylik.
Ma’lumki, a x b uzunligi ko‘paytuvchi vektorlardan tuzilgan parallelog-
rammning yuzasiga teng va Parallelogramm tekisligiga perpendikular
yo‘nalgan vektordan iborat bo‘ladi.

Agar a x b vektorga z vektomi proyeksiyalasak, u holda shu
proyeksiya parallelogramm tekisligiga perpendikuldr bo‘lib, uning
moduli a b, Z vektorlarga qurilgan parallelopiped balandligi H giymatini
ifodalaydi. Unda bu parallelopiped hajmi uchun

V=Saooc-H=|(ax6 )c|
formulaga ega boiamiz. Shunday qilib, aralash ko‘paytma parallele-
piped hajmini ifodalar ekan.

Endi aralash ko'paytmaning xossalarini ko‘rib o‘tamiz:

1.Aralash ko'paytmada vektorial va skalyar ko‘paytma amallari
o‘mini almashtirish mumkin, ya’ni

(3x5) -z —a *(bxz).

Shu sababli aralash ko‘paytmada amallami ko‘rsatmasdan,
gisgacha aiz kabi yozish mumkin.

2.Aralash ko‘paytmada ko'paytuvchilar o‘mini soat miliga teskari
yo‘nalish bo'yicha doiraviy ravishda almashtirilsa, uning giymati
0‘zgarmasdan qoladi, ya’ni

aiz — zab —bza

Bunga aralash ko‘paytmaning aylanma xossasi deb yuritishadi.

3.Aralash ko‘paytmada yonma-yon turgan vektorlami o‘mi
almashtirilsa, uning ishorasi teskarisiga o‘zgaradi, ya’ni

abc=- baz =- zba =- azb

Skalyar hamda vektorial ko‘paytmalaming ganday sharoitda nolga
teng bo'lishini tahlil gilgan edik. Bu savolni endi aralash ko‘paytma
uchun ko‘rib chigaylik. Quyidagi hollar bo ‘lishi mumkin:

- ko‘paytuvchi vektorlardan kamida bittasi nol vektor;

- ko‘paytuvchi vektorlardan kamida ikkitasi kollinear;

- ko‘paytuvchi vektorlar komplanar.

Birinchi holda aralash ko‘paytmaning nol bo‘lishi 0‘z-0‘zidan
kelib chigadi. Ikkinchi holda, ya’ni ikkita vektor kollinear bo‘lsa, unda
ulaming vektorial ko‘paytmasi nol va shu sababli aralash ko‘paytma
ham nolga teng bo‘ladi. Uchinchi holda &xb va c¢ vektorlar
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perpendikuldr bo‘ladi va shu tufayli ulaming skalyar ko‘paytmasidan
hosil bo‘lgan aralash ko‘paytma nol bo‘ladi.

Natijada quyidagi tasdigni olamiz:

Teorema. Noldan fargli uchta vektoming komplanar bo'lishi
uchun ulaming aralash ko'paytmasi nolga teng bo‘lishi zarur va
yetarlidir.

Koordinatalari bilan  berilgan 3=(ax,ay,az), S=(exey,e2),
c=(cxcy,cz) vektorlaming aralash ko‘paytmasini hisoblash formulasini
keltirib chigaramiz. Vektorial ko‘paytmani hisoblash formulasiga asosan

axb = oy az =(ayez- azey) 7+ (azex-aez) J +
°X
+ (axBy —#yBx) K = AT+8B]+CK .
Skalyar ko'paytmani hisoblash formulasi va yuqoridagi tenglikka
hamda aniglovchining satr bo‘yicha yoyilmasiga asosan
Gc e
(&xé)c = Acx+ BCy + Ccz - mex
X g d
Demak, aralash  ko‘paytma  ko‘paytuvchi  vektorlaming
koordinatalaridan tuzilgan 11 tartibli aniglovchi kabi hisoblanadi.
Masalan, &=(2; 1; -2), ¢(=(4; 0; 1), c=(0; 2; -1) vektorlaming
aralash ko‘paytmasini topamiz:

2 1 -2
abc —4 0 1 164+4=-16
02 -1

Aralash ko‘paytmaning koordinatalardagi ko'rinishidan foydalanib,
uchta vektorlaming komplanarlik shartini topamiz:

=0

Aralash ko‘paytmadan foydalanib, quyidagi masalalami yechamiz:

1-masala: abc vektorlardan tuzilgan uchburchakli piramida
hajmini toping.

Yechish: Berilgan ab va c¢ vektorlardan tuzilgan piramidaning
asosidagi 5,b vektorlar hosil gilgan uchburchak yuzasini S, balandligi
|axi| =hvahajmini Vdeb olsak, F=SIv3 tenglik o‘rinli bo‘ladi.
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Demak,

formula bilan hisoblanadi.
2-masala: Fazodagi to‘rtta M\ (xx yu z\ ), M2 (X2, y2 ¢2), Af3 (X3,
M; z3) va M4 (X yA, z4) nugtalami  bir tekislikda yotish shartini
toping.
____Yechish: M\, M2 M3 va M4nugtalar bir tekislikda yotishi uchun
M\M2 =(x2-xi ;y2~yu z 2-zi =(x3-Xxuy3-yu z3-zX),
M\Ma = (x4-xi; y4~yn z4 -zi ) vektorlami komplanar bo‘lishi zarur
va yetarli, ya’ni

x-XI y2-yi 22 -Zi
X3-X,  yi-yx Z3-Zi =0
Xa-Xi YA-y\  Z-Zi

shart kelib chigadi.
3.5-8. CHIZIQLI OPERATOR HAQIDA TUSHUNCHA

vektorlarva AA2...x, sonlami garaymiz.

Ta’rif: . ..... vektorlar uchun kamida bittasi noldan fargli
shunday sonlar mavjudbo ‘Isaki,

+-ij52+..+Am,,=0

boisa, a ,, 3 a, vektorlar chizigli bog'liq vektorlar deb aytiladi. Aks
holda bu vektorlar chizigli erkli deb aytiladi.

Vektorlar fazosini qaraylik.

Ta’rif: Agar fazoda har bir 5 vektorga o‘sha fazoning aniq y =Ax
vektori mos go‘yilgan bo‘lib, u ushbu

APDHXID) =" Axi +HA2BX2 (3.9)
chiziglilik shartiga bo'ysunsa, buyerda \ va X, (garalayotgan
fazoning ixtiyoriy vektorlari, \ va * istalgan sonlar, u holda

bu fazoda A chizigli operator (yoki chizigli almashtirish) berilgan
deb aytiladi. y vektor x  vektoming aksi deb aytiladi
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3.5 -chizma.

1-masala. Fazoning har bir x vektoriga o‘sha x vektorining o ‘zini
mos qo‘yadigan E operator chizigli operator ekanini ko‘rsating.
Yechish. Shartga ko‘ra
Ex =x
E operatomi x =ax,+ax2 vektorga qoMlab,

EAx +AX)=  +Ei2=A0+R (3.10)
ni hosil gilamiz, bundan (3.9) shartning bajarilishi va E chizigli
operator ekani ko‘rinib turibdi. U birlik operator yoki ayniy
operator deb ataladi.

2-masala. Fazoning har bir x vektorini o‘sha kK marta (k-
noldan fargli istalgan son) cho‘zadigan A operator chizigli
operatordir.

Yechish. Shartga ko‘ra Ax=ia ga egamiz. A operatomi
i =nr, +*x2 vektorga qo'llab, quyidagini hosil gilamiz:

T, + T5)=NANXL+ XeAXT = J1,(kx,)+ (o) = kx
Bu yerda (3.9) shartning bajarilishi va A operator chizigli ekani
ko‘rinib turibdi. Bunday operator o‘xshashlik operator deyiladi.

3-masala. Biror tekslikda yotadigan har bir 5 vektomi biror O
nugta atrofiga bir xil tomonga va bir xil a burchakka buradigan B
operator chizigli operatordir (3.5-chizma).

Yechish. y=Bx bo‘lsin, bu yerda y vektor 5 vektomi berilgan
burchakka burish  bilan hosil gilingan. 3.4-shakldan (3.9) shartning
bajarilishi va B chizigli operator ekani  ko‘rinib turibdi. Bunday
operator burish operatori deyiladi.
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Chizigli operator va uning berilgan bazisdagi matritsasi
hagida tushuncha

Chizigqli operator va kvadrat matritsa orasidagi bog‘lanishni
ko'rib chigamiz. Fazoda biror bazis vektorlami tanlaymiz va bazis
vektorlami har biriga A chiziqli operatomi tatbiq qilamiz:

(f)=/ =a,A+a2e+ak3

'Ne2)=/2=aixl+auel+a¥ (3-11)

(fa)=fR3 =a*A+az&+a A
Bu yerda X,, xit x, vektorlar e, € ¢ vektorlaming
obrazlari, ular e, «* g bazis bo'yicha yoyiladi. (3.11)

formulalaming berilishi bilan A chizigli operatomi aniqlashni
ko'ramiz.
Fazoning ixtiyoriy vektorini olamiz va uni bazis bo‘yicha

yozamiz:
X =xle, +x22+x33
Bu yerda X, lar e2 €3 vektoming bazisdagi
koordinatalari. U holda y=Ax=A(Xg +x22+x32,)= X,A(e,)+ X:A€2)+ x,A(€3).
(3.11) formuladan foydalanib va o‘xshash hadlarini ixchamlab,

quyidagini hosil qgilamiz:
y =Xl(ael +aZe2+a3e3+xAang +ane2+a3k,))+x,(a, i +a&2+aR3) =
=(a,*, +alx2+al3d + (a2 +aZ, +ak )e2Ha,x, +0 " +053e3

j? vektoming e, €2 e3 bazisdagi koordinatalarini y,y2y, orqali
belgilab, ulami aniglaydigan formulalami hosil gilamiz:

P1=(afi+a,A+aBQ
jy2=fai*. +a2x2+a2xJ) (3.12)
U> =fai*i +"22+*3%)

Bu formuladan ko‘rinib turibdiki, fazoda ixtiyoriy vektoming
aksi (3.11) formula bilan berilgan ai(j,y=u) koeffitsiyentlari orgali bir
giymatli aniglanadi.

Shunday qilib, fazoda ta’sir etayotgan A chiziqli operatorga
e, €2 e bazisda (3.12) tengliklaming o‘ng tomonlaridagi

koeffitsiyentlaridan tuzilgan ushbu matritsa mos qo‘yildi:
al a2 B

A= W “B (3.13)
lad 2 fi3
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A matritsa berilgan chizigli operatorining e, €2 €3 bazisdagi
matfftsasi  deyiladi. Agar vektorlaming bu bazisdagi koordinatalari
ustun-matritsa shaklida yozsak, u holda (3.13) dagi A matritsa” chizigli
operatomi ushbu formula bo‘yicha aniglaydi:

y “2 03 *
y2 -2 y (3.14)
W '

Boshgacha aytganda, y=M vektoming koordinatalarini
topish uchun A chizigli operator matritsasini 5 vektor koordinatalari
ustuniga ko‘paytirish lozim.

Aksincha, berilgan bazisda operatorga to‘la bir giymatli ravishda
A matritsa to‘g‘ri keladi va operatoming ta’siri (3.13) yoki
(3.14)formula bo‘yicha amalga oshadi.

Demak, fazoda ta’sir etadigan chizigli operatorlar bilan kvadrat
matritsalar orasida bir giymatli moslik mavjuddir.

R2 va R1 dagi chizigli operatorlarga misollar
I.Birlik operator. E birlik operator boisa, u holda
Bx=x, y=Ex va x vektoming ixtiyoriy e, € €3 bazisdagi
koordinatalari ushbu
yljkn )Q;*Z y’:h
moslik bilan bog‘langan. Bu formulalami (3.12) formulalar
ko‘rinishida yozsak, quyidagini olamiz:
y, =1%,+0-x2+0-"*5
y2=0-" +1-X +0-*,
yj=0x1+0-x2+1-jc,

Bundan chizigli operatoming ixtiyoriy bazisdagi E
matritsasi
0o¢
£=010
001

ko‘rinishida bo‘lishi kelib chigadi.
Shunday qilib, birlik operator matritsasi birlik matritsa bo'ladi.
2.0 ‘xshashlik operatori. A operator ft3 da ta’sir etayotgan
o‘xshashlik operatori bo‘Isin. U holda Ax=kx, y=Axvax vektorlaming
ixtiyoriy bazisdagi koordinatalari ushbu munosabatlar bilan
bog‘langan:
y, =%, S22 BBy
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Bu munosabatlami (3.12) formulalar ko'rinishida yozib,
quyidagini olamiz:
J,=A+0- 0-je
y2=0X| Hac2+0+jc3
yi =X +Qx1+k-x3
Bu yerda— o‘xshashlik

matritsasi
(04
0
*

O @ O

'k
A=(
K

ko‘rinishida bo‘lishi kelib chigadi.

S.Burish operatori. B- biror R2 tekislikda ta’sir etayotgan
burish  chizigli operatori  bo‘lsin. Bu tekislikda bazisni (o‘zaro
perpendikuldr birlik vektorlami) olamiz.

3.6 -chizma.

Qutb koordinatalar sistemasini kiritamiz (3.6-chizma). U holda
vektorining koordinatalari

L=pcos@ x2=psirup, p =« <p=x8X
ko‘rinishida yoziladi. y =Bx vektor x vektomi O nugta atrofida a
burchakka burish bilan hosil gilingani uchun uning koordinatalari
quyidagicha yoziladi:
Yi =p cos(p+a) = /»(costp-cosa -sin ©sina\
y2=/»sm(i) +a)=/j(cosi>sina+smi»cosa)
Bundan burish chizigli operatorining B matritsasi 7,/ bazisda

ushbu
feosa -sino’)
(sino: cosa

ko‘rinishda bo‘lishi kelib chigadi.
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3.6-8. CHIZIQLI OPERATORLARNING XOS VEKTORLARI
VA XOS QIYMATLARI

Agar biror hagigiy son va har ganday nolmas vektor uchun

Ax=X (3.15)
boisa, x vektor A chizigli operatoming xos vektori, X soni esa
shu chizigli operatoming xos gqiymati deb ataladi. Agar biror
bazisda A chizigli operator va x vektor

«l 02 731 Vv
HB3, X=%
d &/

matritsalar bilan berilgan boisa, u holda (3.15) tenglikka ushbu
uchta
N wall*1 +aix3="1
_ 28X WAHD "B 3= I
OnX+anx2+a, X3=A3

yoKi

(an-A)x, +alx2+0338=0

<HH@22-0*2+aB3=" (3-16)

djf§ +03x2+ (03— =0
tenglamalar sistemasi mos keladi. Hosil gilingan x, X larga
nisbatan chizigli tenglamalar sistemasi determinanti nolga teng
boigan holda va fagat shundagina (3.16) sistema noldan fargli
yechimga ega boiadi (i*o bo‘lgani uchun nol yechim bizni
gizigtirmaydi).Bundan

ati~X af2 a,3
a a-A @ =0 (3.17)
at an  °B-A

tenglama berilgan chiziqli operator matritsasining xarakteristik
tenglamasi deb ataladi.

Bu tenglamaning har bir x hagiqiy ildizi chizigli operatoming
X0s giymati bo‘ladi. 1 songa mos xos vektoming koordinatalari
(3.16) sistemadan topiladi.

1-izoh. Agar x vektor berilgan chizigli operatoming xos
vektori boisa, u holda unga Kkollinear boigan har ganday nolmas
vektor ham berilgan operatoming o‘sha xos sonli xos vektori
boiadi.
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2-izoh. Agar barcha xos qiymatlar hagiqiy sonlar boisa, u
holda ularga xos vektorlar doimo chizigli erkli bo‘ladi va ulami
yangi bazis sifatida qgabul qilish mumkin. Bu yangi bazisda A
matritsa ham soddalashadi:

oo
A=o0 ™ o
~S> 0 A)
3-izoh. Agar A simmetrik matritsa boisa, u holda uning barcha xos
giymatlari haqiqiy sonlar boiadi, xos vektorlar esa o‘zaro
perpendikuléar boiadi.
Misol. Biror bazisda ushbu
"3 2 0~
A= 2 4 -2
0_2 5,

matritsa bilan berilgan chizigli operatoming xos giymatlarini va xos
vektorlarini toping.

Yechish: Matritsa simmetrik, shu sababli, uning barcha xos
giymatlari haqgigiy sonlar boiadi. Ulami topamiz. Buning uchun
xarakteristik tenglamani tuzamiz:

3-/1 2 0
2 4-A -2 =0 (3.18)
0 -2 5-A

Aniglovchini hisoblab,
A3-12A1+39A-28 = 0
tenglamani olamiz. Bu tenglamaning koeffitsiyentlari yigindisi nolga
teng boigani uchun uning ildizlaridan biri Ai =1 boiadi.
A?-12 Al+39/1-28 ko‘phadning qolgan ildizlarini topish uchun uni (A-\)
ga boiib, ushbu kvadrat tenglamaniolamiz:
Al-11/1+28=0.
Bu tenglamaning ildizlari a2=4, a,=7 boiadi. Shunday qilib,
xarakteristik tenglama ildizlari: A =i, A =4, A =7 ni berilgan chiziqgli
operatoming xos qiymatlarini topdik. Xos vektorlami topish uchun
(3.16) tenglamalar sistemasi
i(3-7+25, =0
J2a +(@- H)P—a3=o0 (3.19)
[- 252+ (5—A)83= 0

ni A-\, A=A A=A da yechamiz.

1) x=\=\ boisin, uholda (3.19) sistema ushbu ko‘rinishni oladi.
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B-h*, +2n =0, 2x1 + 2x2= 0,
2+(4-1)x2-2x3=0 yoki <X +3x2-2x, =0

-2Xj +(6- )* =0 [-2xj +4x, =6
yoki
lu|"l+>q =O!
X1+ 3xr-2xr =0
X—2§=0

Bu bir jinsli sistemaning (3.18) determinanti nolga teng
bo‘lgani uchun u nolmas yechimlarga ega. Demak, tenglamalardan bin
(masalan, ikkinchi tenglama) qolgan tenglamalaming chizigli
kombinatsiyasidan iborat. ikkinchi tenglamani tashlab yuborib,
quyidagini hosil gilamiz:

U+Xj =o,
(2—23=0

«Ozod nomaium» bitta. Natijada sistema yechimini hosil

gilami?.:

«0zod noma’lum» ga ixtiyoriy giymat berib, istalgan nolmas
yechimni olamiz. xr=2 boisin, u holda x=-2, x,=\ .Demak, 4=1

X0s giymatga mos xos vektor ? ushbu ko'rinishda bo‘ladi:
-2
x’= 2 yoki x'=-21+2j+ic

bunga kollinear istalgan vektor ham xos vektor boiadi.

2) n= =4 xos giymatga mos xos vektomi ham shunga O‘xshash
aniglaymiz.
Ushbu
sistemasini yechib, *2 % ni topamiz. Bu sistemadagi birinchi

tenglamani tashlab yuborib,
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ni hosil  gilamiz. «Ozod nomaiumga» ixtiyoriy qgiymat berib,
istalgan nolmas yechimni olamiz. x,=2 boisin. U holda
Xi~ X 1
Demak, ™ =4 xos giymatga mos xos vektor x' ushbu ko‘rinishda
boiadi:
'?
f'= | -yokr x’=2i+7+2*
A
3)Xuddi shunga o'xshash, uchinchi x =Is=i xos giymatga mos
xos vektomi ham ushbu

-4x1+27=0,
mx, -3jc2- 2x3=0
-2X,—2X, =0
tenglamalar  sistemasidan hosil  gilamiz. Sistemadan ikkinchi
tenglamani tashlab yuborib,
u =-*i

yechimlami hosil gilamiz.
x2=2 boisin, u holdax, =I, x,=-2. Demak, Xx,=7 Xxo0s giymatga
mos xos vektor quyidagicha boiadi:
fl'
2 yoki x =I+2j-2k

A matritsa simmetrik edi. Uchala xos vektor o‘zaro perpendikuldr
ekanini  tekshirish oson, chunki x'x'=o0, x'-x'=0, x'x”=0. Bu Xxos
vektorlami yangi bazis sifatida olish mumkin va unda A matritsa
o0
¢'=0 40
001%
koinishida boiadi.

Kvadratik formalarni kanonik ko‘rinishga keltirish. Kvadratik
forma deb  <t>=cull+bx\+cxxx  ko‘rinishdagi  ifodaga  aytiladi.
0 ‘zgaruvchilami fagat kvadratlarini 0‘z ichiga olgan kvadratik forma
kanonik ko‘rinishga ega deyiladi. Shu sababli kvadratik formani
kanonik ko'rinishga keltirish degan so‘z shunday yangi bazisni
(yangi koordinatalar sistemasini) topishdan iboratki, unda kvadratik
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forma o'zgaruvchilarining ko‘paytmasini 0‘z ichiga olmasin. Bu

yangi bazisda kvadratik forma ushbu
F-atif+bW (3.20)

ko‘rinishni oladi yoki uning matritsa shaklidagi yozuvi

-(0 1} X'=xX)
ko‘rinishida boiadi. Buni quyidagicha yozish mumkin:
F =x"mAX

Bunda x'= j x vektoming yangi bazisdagi koordinatalaridan

tuzilgan ustun, transponirlangan ustun, *'=(*;*;) kvadratik formaning
yangi bazisdagi matritsasi. Yugqorida aytilganidek, agar yangi bazis
sifatida A matritsaning xos vektorlari olinsa, u holda A matritsa bu
yangi bazisda bosh diagonalda xos giymatlar joylashgan

diagonal matritsa ko'rinishini oladi. U holda (3.20) kvadratik forma
ushbu

ko‘rinishni oladi, bu yerda A,, ~ lar A matritsaning xos giymatlari.
Shunday qilib, A matritsani kanonik ko‘rinishga keltirish uchun A
matritsaning xos giymatlarini va xos vektorlarini topish lozim.

Misol.  F{xi,x1)=Sxf+4x,x1+2xl  kvadratik formani  kanonik
ko‘rinishga keltiring.

Yechish. Bu kvadratik formaning matritsasi

boiadi. A" matritsaning tuzish uchun A matritsaning xos sonlarini
topamiz:
5-A 2

5 Ix =0, X,=Il, ¢j=6.

Demak, °j boiadi va berilgan kvadratik forma quyidagi

koanonik shaklni oladi.
F(x;+x')=(x,)2+6(x')2.
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XULOSA

Mexanika, gidrodinamika, aerodinamika, astronomiya, geodeziya
va boshga bir gator sonlarda uchraydigan masalalami yechishda
o‘zgarmas sonlami borligi kifoya gilmadi. Yangi xususiyatlarga ega
boigan miqdorlami kiritilishida ehtiyoj paydo boidi. Sunday miqdorlar
vektorlar deb ataldi va ular yo‘naltiruvchi kesma ko'rinishda tasvirlanib,
shu kesmaning uzunligi va yo‘nalishi bilan xarakterlandi.

Vektorlar to‘plami Kkiritilgan ekan, ular ustida amallar bajarish,
ulaming xossalarini, tatbiglarini o‘rganish masalalari hosil boidi. Bu
masalalami yechish mazkur bob oldiga go‘yildi. Bob mavzularida
vektorlaming bir gator xususiyatlari yoritildi. Misol uchun haqiqgiy
sonlami bir xil usul bilan ko‘paytirish mumkin. Vektor migdorlami esa
songa ko‘paytirish, vektorlaming skalyar, vektorial, aralash, qo‘sh
vektorial ko‘paytmalari mavjud.

Skalyar ko‘paytmasi orgali kuchlami bajarilgan vektorlaming ishi
kattaligini aniglash, vektorial ko'paytma orqgali parallelogramm,
uchburchaklar  yuzlarini  hisoblash, aralash ko‘paytma orqali
parallelepiped va piramida hajmlarini hisoblash kabi xususiyatlar
haqiqiy sonlar ichida bevosita uchramaydi.

Mazkur bobda vektorlar fazodagi chizigli operatorlar ta’riflandi va
ularga bir gator misollar keltirildi. Masalan, chizigli operatorlaming xos
sonlarini va xos vektorlarini aniglab bilish ko‘p masalalar yechimi
aniglanishini osonlashtiradi.

3-BOBGA DOIR TESTLAR

1. Vektor deb ganday kattaiikka aytiladi?

A) AB kesmaga vektor deyiladi;

B) Yo‘nalishga ega kesma vektor deyiladi;

C) Yo‘nalishga ega ikki kesma vektor deyiladi;

D) Parallel ko‘chirishga vektor deyiladi;

E) Qiymati son boigan kattalik vektor deyiladi.
2.Quyidagilardan gaysi biri vektor bo‘Imaydi?

A) Kuch; B) Masofa; C) Harakat;

D) Yo‘naltirilgan kesma; E) Bosim.

3. ab vektoming uzunligi (moduli) deb nimaga aytiladi?
A) AB kesmaning boshiga; B) AB kesmaning oxiriga;
C) AB kesmaning o‘rtasiga; D) AB kesmaning uzunligiga;
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E) To‘g‘rijavob keltirilmagan.

4. AB vektor uchun quyidagi tasdiglardan gaysi bin noto*g‘ri?

A) A nugta vektoming boshi deyiladi;

B) B nuqgta vektoming uchi deyiladi;

C) AB kesma uzunligi vektoming moduli deyiladi;

D) AB=-BA tengliko‘rinli bo‘ladi;

E) barcha tasdiglar to'g'ri.

5. Agar a=b bo‘lsa, quyidagi tasdiglardan qaysi bin o‘rinli
boimaydi?

A) |o=]i[; B) a va b kollinear; C) atb;

D) a va b birxilyo‘nalgan; E)a-b=0.

6Agar a=a b boia, quyidagi tasdiglardan gaysi biri noto‘g‘ri?

A) a va b birxil yo‘nalgan; B) |a|=|a] |i];

C) a va b kollinear; D) a- ab=0;

E) a vektor yo‘nalishi a ko‘paytuvchi ishorasiga bogiiq.

7. Qarama-garshi vektorlar deb ganday vektorlarga aytiladi?

A) bir tekislikda joylashgan vektorlarga garama-garshi vektorlar
deyiladi;

B) uzunliklari teng, ammo yo‘nalishlari teskari vektorlarga garama-
qgarshi vektorlar deyiladi;

C) parallel vektorlarga garama-garshi vektorlar deyiladi;

D) perpendikular vektorlarga garama-qarshi vektorlar deyiladi;

E) bir tekislikda yotmagan vektorlarga garama-qgarshi vektorlar
deyiladi.

8.Qarama-garshi a,-a vektorlaming xususiyatlari qayerda
noto‘g‘ri ko'rsatilgan?

A) -a =(-1) a; B) |a |=|-al; C) -a va a kollinear;

D) -a va a garama-garshi yo‘nalgan;

E) Barcha xususiyatlar noto‘g‘ri ko‘rsatilgan.

9.Vektorlar yig“indisi gaysi qoida asosida topiladi?

A) to‘rtburchak; B)to‘g‘ri to'rtburchak; C) trapetsiya;

D) parallelogramm; E) romb.

10. ABCD parallelogramm bo‘lsa, unda AB , AD vektorlaming
yig‘indisi nimaga teng bo'ladi?

A) BD; BYBC; C) CB; D) AC; E) CA

11. Vektorlar yig‘indisi xossalari gayerda noto‘g‘ri ifodalangan?
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A) a+b=b+a; B) a+a=a; C) a+(-a)=0;

D) a+0 =4&; E) ad+ab=a(a+b).

12. ABCD parallelogramm bo‘tsa, unda AB , AD vektorlaming
ayirmasi nimaga teng bo‘ladi?

A)BD; B)BC; C)DB; D) AC; E)CA

13. Birlik ortlar deb fazodagi ganday vektorlarga aytiladi?

A) Ixtiyoriy i,j,k vektorlarga;

B) ixk,kJj shartlarni ganoatlantiruvchi vektorlarga;

C) [lI=i4=I8=1, 1il_j,iLk,jxk shartlarni ganoatlantiruvchi

vektorlarga;

D) it j, j Wk shartlarni ganoatlantiruvchi vektorlarga;

E) j+k=i, i+k=j, j+i-k shartlarni  qganoatlantiruvchi
vektorlarga.

14. Fazodagi i, j, k ort vektorlaming xossalari gayerda noto‘g‘ri
ifodalangan?

A) Ulaming uzunliklari birga teng;

B) Ular o‘zaro perpendikular;  C) ular komplanar;

D) Ulaming yo‘nalishi mos koordinata o‘glarining musbat
yo‘nalishi kabi;

E) Barcha xossalarto‘g‘ri ifodalangan.

15.  &-371-2]~ Sitvektoming koordinatalari qgayerda to‘g‘ri
ko‘rsatilgan?

A) {2;2;5}; B) {2;-2;5},; C) {-2:2;5};
D) {3;-2;-5>; E) 2+(-2)+(-5)"4.
16. a(x; y; z) vektoming i, j, kK ortlar bo‘yicha yoyilmasi

gayerdato'g'ri ko‘rsatilgan?

A) a={x+y+2)(i+j +k);  B) a=xj+yk+zi;

C)0 =xk +yj+zi; D) a=xi+yj+zk; E) a=x+y-+z.

17. 0,(1,,~,n) va &2(x2,y2:z2) vektorlar gaysi shartda teng
bo‘ladi?

A) R =x2,yx*y2,2x*22); B) X=x2,yi-y2zy =23,

C) x1*x2,yl=y2,z,=z2; D) X *x2)y, *y2,zx*z2;

E) X =y, =z,, x2=y2=z2.

18. a(x,y,z) vektomi a songa ko‘paytirishdan hosil bo‘lgan aa
vektoming koordinatalari gayerda to‘g‘ri ko‘rsatilgan?
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A) (ax;y; 2); B) (x; ay; 2); C) (x;);az);

D) (ax; ay; az); E) to‘g‘rijavob yo‘a.

19, ax(xx,yxzx) va az2(x2,y2,22) Vektorlar yig‘indisining
koordinatalari ganday topiladi ?

A) (xx2,y¥2,2%2); B) (xx-x2,yx-y2,zx-22);

C) (xi+x2,y1+y2,2x+z22); D) (xirx2,yxiy2,2xi22);

E) (xx+yx+2zx, x2+y2+1z2).

20. a(3;-2;5) va i>(4;-3;-2) vektorlar yig‘indisining koordinatalarini

toping.
A) (7:5:7); B) (7:-5;7); C) (7:-5:2);
D) (7;-5;-2); E) to‘g‘rijavob keltirilmagan.

0 ‘z-o‘zini tekshirish uchun savollar

I.Qanday vektorlar kollinear, komplanar, teng deb ataladi?

2.Vektoming moduli nima ?

3.Vektorlar ustidagi qaysi amallar chizigli amallar deb ataladi?

4. Qanday vektorlar chizigli bogMiqg va qanday vektorlar
chizigli erkli deb ataladi?

5.Fazoning bazisi va oMchami nima?

6.Vektoming o‘qdagi tashkil etuvchisi nima?

7.Vektoming o‘qga praeksiyasi nima?

8. Chizigli operatoming matritsasi nima?

9.Chiziqli operatorga misol keltiring va uning matritsasini yozing.

10.Chizigli operatoming xos giymatlari va xos vektorlari deb
nimaga aytiladi?

Il .Chizigli operator matritsasini xarakteristik tenglamasi nima?

12.Chiziq!i operatoming xos giymatlari va xos vektorlarini topish
usulini aytib bering.
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IV bob. ANALITIK GEOMETRIYA

Dekartning buyuk ishi u analitik
geometriyani yaratishi bilan algebra
va geometriya orasida ko‘prik yasadi.
S. L Vavilov
Bobning o‘quv magsadi

Ma’lumki, analitik geometriya fani geometriya fani masalalarini
chizmasiz o‘rganish masalasidan hosil boigan. Keyinchalik kerak
bo‘lganda chizmalar chizilgan, ammo analitik geometriya nomi saglanib
golgan.

Mazkur bob oldiga tekislikda to‘g‘ri chizig tenglamalari, ikkinchi
tartibli chiziglar elementlari, fazoda tekislik va to‘g‘ri chiziq
tenglamalari, ba’zi sirtlar tenglamalari mavzularini yoritish magsad qilib
go'yilgan.

Analitik geometriya so‘zini birinchi bor fransuz matematik-
akademigi Lakrua (1762-1848) XVIII asming oxirida Kiritdi. Fransuz
matematigi Pyer Ferma (1601-1665) analitik geometriya asoschisi
sifatida Dekartga garaganda ilgariroq va izchilrog to‘g‘ri burchakli
koordinatalami kiritdi, koordinatalar usulini bayon qildi va uni
geometriyaga tatbiq qildi.Yunon matematigi Apolloniy Pergskiy
ishlarini davom ettirib, Ferma to‘g‘ri chiziglarga birinchi darajali
tenglamalar, konussimon gismlarga ikkinchi tartibli tenglamalar mos
kelishini ko'rsatdi.

Analitik geometriyaning asoschilaridan biri yana bir fransuz
matematigi René Dekart (1596-1650) hisoblanadi. Dekartning asosiy
xizmati shundaki, u tabiat hodisalarini fan yordamida tushuntirdi.

Dekart koordinatalar usulini yaratdi, uning yordamida geometriya
va algebra o‘rtasida mustahkam aloga o‘matdi. Dekart abssissalar o‘qi
«0» sanoq boshi hisoblangan O nuqta belgilangan to‘g‘ri chizigni Kiritib,
birorta kesmani birlik sifatida tanladi, uning yordamida har ganday
kesmaning uzunligini o‘lchash mumkinligini ko‘rsatdi. Dekart
geometriyasining asosiy g‘oyasi shundan iboratki, chiziglaming
geometrik  xossalarini, ulaming tenglamalari ustida algebraik
almashtirishlami bajarib o‘rganish mumkin. Dekartning «Geometriya»

80



asari matematika rivojiga ulkan ta’sir o‘tkazib, deyarli 150 yil davomida
algebra va analitik geometriya Dekart ko‘rsatgan yo ‘nalishlar bo‘yicha
rivojlandi. Analitik geometriya rivojiga matematiklar Neyl, Paran,
1.Nyuton, K.Klero, L.Eyler, G.Monj, Lagranj katta hissa go'shgan.
Analitik geometriyadan birinchi kitob Lakruaning darsligi edi, unda
birinchi bor analitik geometriya tushunchasi berilgan.

4.1-8. TEKISLIKDA ANALITIK GEOMETRIYA
TO'G‘RI CHIZIQ TENGLAMALARI

Tekislikda xOy Dekart koordinatalar sistemasi kiritilgan boisin.
Bu holda tekislikdagi har bir M nugta uning koordinatalari deb
ataladigan (xy) sonlar juftligi bilan to'lig aniglanadi va M(xy) kabi
yoziladi. Tekislikdagi turli geometrik obyektlami nugtalar to‘plami
kabi garash mumkin.

Ta’rif 1: Tekislikdagi geometrik obyektlami ulaming M(x; y)
nugtalarining  koordinatalari orgali ifodalovchi tengliklar  shu
obyektning tenglamasi deb ataladi.

Tenglama odatda F(x; y) = 0 ko‘rinishda yoziladi. Agarda MO(xq;
y0) nugta uchun F(xo; yo) = 0 shart bajarilsa, MO shu tenglama bilan
aniglangan geometrik obyektga tegishli bo'ladi. Aks holda Mo nuqgta bu
obyektga tegishli bo‘lmaydi. Shunday qilib, geometrik obyekt 0‘zining
F(xj>)=0 tenglamasi bilan to‘liq aniglanadi.

Ta'rif 2: Geometrik obyektlami ulaming tenglamalari orgali
o‘rganuvchi matematik fan analitik geometriya deb ataladi.

Analitik geometriya asoschisi bo‘lib fransuz matematigi va
faylasufi Rene Dekart hisoblanadi.

Analitik geometriyada asosan ikidta masala garaladi:

1. Berilgan geometrik obyektning tenglamasini topish.
2.Geometrik obyektning tenglamasi bo‘yicha uning xossalarini o‘rganib,
obyektni aniglash.

Bu masalalami yechishda vektorlar algebrasidan keng foyda-
laniladi. Misol tarigasida analitik geometriyaning quyidagi masalalarini
ko‘ramiz.

Dekart koordinalar sistemasi. Tekislikda o‘zaro perpendiku-
lar ikkita to‘g‘ri chiziq berilgan bo‘lsin. Ulaming kesishish nugtasi O
(0;0)-koordinatalar boshi deyiladi. Koordinatalar sistemasida Ox 0°‘g-
abssissalar o‘qi, Oy o‘qi esa ordinatalar o‘qi  deyiladi. Tekislikda
ixtiyoriy M nugtani tanlab olamiz va Ox, Oy o‘glarga perpendikulér
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tushiramiz. OP=x va ON-y mos ravishda M nugtaning abssissasi va
ordinatasi deyiladi.x vay lar M nugtaning koordinatalari deyiladi va
quyidagicha belgilanadi: M(x ;y). Shunday qilib, tekislikda har bir
nugta (x ;y) bilan berilgan bo‘ladi.

Qutb koordinatalar sistemasi. Tekislikda biror O nugta
berilgan bo‘lsin. undan  o‘tuvchi to‘g‘ri  chizigni Ox  bilan
belgilaymiz. Bunda O qutb, Ox esa qutb o‘gi deb olamiz.Tekislikda
M nuqta qutbr va? koordinatalar bilan belgilangan bo‘lsin, ya’ni
M(r; <€) OM=r -qutb radiusi, o esa qutb burchagi va 8<<p<2n. Har
bir r va <psonlariga tekislikda fagat bitta nuqta mos keladi (4.1-
chizma). aim , dan

[5= rcosp 14
\y =rsin<p
kelib chigadi. Bu formula qutb koordinatalar sistemasidan Dekart

Misol: Nugtaning qutb koordinatalari berilgan, ya’ni a/[4j.

Uning dekart koordinatalarini toping.
Yechish.

r=4; = (4.1)- formulaga ko‘ra;
X=recosO=4ec0s— =4 =27;
v 4 2

V=T Sind=4 sin- =4e— =2/2
4 2

Demak, m{2*2\i41) nugtaning  dekart  koordinatalaridagi
ifodasidir.
Agar (4.1) ikkala tomonini kvadratga ko ‘tarsak, unda
Xe=r2QHlip,yl = r 1sir2i
bo‘ladi va
X1+y2=r2(cos2/>+sin2¢>)=>x2 +y 2= r2,
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tenglikni olish mumkin, bundan
r=Jx2+yz, gp=— (4.2)

boiadi. (4.1) tengliklar M nugtaning Dekart koordinatalaridan qutb
koordinatalariga o‘tish formulalari deb aytiladi.

Misol: m(S, i) nuqtasining qutb koordinatalarini toping.

Yechish.
— A i SN ==
Bu yerda x=V3; y -1, (4.2) formulaala binoan: <73 <p=6"
r= =V3+1=2
Shunday qilib, berilgan nugtaning qutb koordinatalari j2;
bo‘ladi.
Tekislikdagi va M2Ax2;y2) nuqtalar orasidagi d masofani

topish masalasini garaylik.
Berilgan nugtalar bo‘yicha MtM2={\2-\\, y2vyi} vektomi hosil gilamiz.
Berilgan nuqtalar orasidagi masofa shu vektoming uzunligiga teng,
ya’'ni

d=\MIM2A=R(x2 - X 1) 2+(y2- Y 1)2 (4.3)

formulaga ega bo'lamiz.
Masalan, M\(2; 1) va MZ-2; 6) nugqtalar orasidagi masofa (4.3) ga
ko‘ra
d=V( 2- 3)J+(6- D2=V50=W2.
Uchlari jN) va M2Ax2, y2) nugtalarda joylashgan M\M2
kesmani berilgan X >0 nisbatda bo‘luvchi MOQXo) yo) nugta
koordinatalarini toping.
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MiMO={xQxu yo-y\} va AlBM2={x2-Xo; Y2-Y0} vektorlarni garaymiz. Ular
bir to‘g‘ri chiziqda yotgani uchun kollinear va masala shartiga ko‘ra
H mO

Avytilganlarga asosan M\M0 =XMoM2 deb yozish mumkin. Bu
tenglikni vektorlarning koordinatalari orgali ifodalaymiz (koordinatalar
kd‘rinishidagi  ikki vektor teng bo‘lishi uchun ulaming mos
koordinatalari teng bo'lishi kerak):

Xo-Xy = X (x2- X0) ,Yo~Y1=X(y2-yo).
Bu tengliklardan izlangan xOva 70 koordinatalami topamiz:

EARL N Py N 45

10 141 1+ (4.5
Xususiy, X - 1, holda MjM2kesmaning o'rta nuqtasi koordinatalari
Yo y1-|2-y2 (4.6)

ko‘rinishda bo‘ladi.
Masalan, MxX3; -5) va M&I; 1) nugtalami tutashtiruvchi

kesmaning o‘rta nuqtasi
3+l_o -5+1_ .
X~ 2 7 Yo 2
koordinatalar bilan aniglanadi.

4.2-8. TO‘G'RI CHIZIQNING TURLITENGLAMALARI

1 To‘g‘ri chizigning normal tenglamasi. Tekislikda biror ()
to‘g‘ri chiziq berilgan bo‘lsin va uning tenglamasini topish talab etilsin.
Buning uchun bu to‘g‘ri chizigga perpendikuldr boMgan s birlik vektor
va koordinata boshidan bu to‘g‘ri chizigqacha boMgan masofa [OP[ = p
ma’lum deb olamiz.
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Agarda n vektor Ox koordinata o‘gi bilan a burchak tashkil
etgan bo‘lsa,
h = {cos a; siaa} deb yozish mumkin. N(x; y) berilgan to‘g‘ri
chiziqdagi ixtiyoriy bir nugta n va ON vektorlar orasidagi burchak <
bo‘Isin(ZPCW=(p). Hosil bo‘lgan n ON skalyar ko‘paytmani ikki
usulda hisoblaymiz.
n-ON=xcosa+ysina ;
n -ON=| n| -|QN] coscp = |[CW- cos(p n,_ ON=p.
Demak, berilgan to‘g‘ri chizigdagi barcha N(x;y) nugtalar uchun
X cosa+y sina =p=>ccosa+ysina-p =0
tenglik o‘rinlidir. Bu tekislikdagi to‘g‘ri chizigning normal tenglamasi
deyiladi.
Agarda K(x0; y0O) berilgan (/) to‘g‘ri chizigda yotmagan nugta
bo‘lsa, undan bu to‘g‘ri chiziggacha bo*lgan d masofa
d=\x0cosa +y0sina - p\

formula bilan aniglanishini isbotlash mumkin.

Yuqorida to‘g‘ri chizigning normal tenglamasi ko‘rsatilgan edi.
Endi to‘g‘ri chiziglaming boshga ko‘rinishdagi tenglamalari bilan
tanishib chigamiz.

2.To‘g‘ri chizigning umumiy tenglamasi. Berilgan M\(x\, i)
nugtadan o‘tuvchi va berilgan n(A; B) vektorga perpendikulér bo‘lgan
to‘g‘ri chiziqg tenglamasini chigaramiz.

Izlanayotgan / to‘g‘ri chizigning V M(x; j) nugtasini olamiz va
MtM vektomi hosil gilamiz (4.4-chizma). Unda m,m =(x-xi,y-yi) bo‘lib,
masala shartiga ko‘ra n vektorga perpendikular boiadi. Vektorlaming
ortogonallik shartiga ko‘ra

85



n-M,M=0=>A(x-XJ+B(y-yl)=0, Ax+By+C=0, C=-Ax,-By, (4.7)
tenglamani olamiz. Shunday gilib, M(x; y) nuqta (/) da yotsa, u holda
m,m va n vektorlar perpendikuldr. Aks holda esa UJi-n*0 boiadi,
ya’ni M(x\ y) nuqgta (4.7) tenglamani ganoatlantirmaydi. To‘g‘ri
chizigning (4.7) ko‘rinishdagi tenglamasi to‘g‘ri chizigning umumiy
tenglamasi deb aytiladi. —

Misol: M(2; -5) nugtadan o‘tuvchi va n=n-2j vektorga
perpendikuldr bo‘lgan to‘g‘ri chiziq tenglamasini toping.

Yechish: (4.7) tenglamaga asosan 2(x-2)-2(y+5)=0, bu yerda 2x-
2y-14=0 izlanayotgan to‘g‘ri chiziq tenglamasini ifodalaydi.

To‘g‘ri chizigning umumiy tenglamasi (davomi). Yuqorida
to‘g‘ri chizigning tenglamasi ikki noma’lumli chizigli tenglama bo'lishi
kelib chiggan edi (analitik geometriyaning birinchi asosiy masalasi).

Endi bo‘lsa ixtiyoriy ikki noma’lumli chizigli tenglama

Ax+ By+ C =0 (4.8)
tekislikda to‘g‘ri  chizigni ifodalashini ko‘rsatamiz  (analitik
geometriyaning 2-asosiy masalasi). Berilgan tenglamani shaklini
quyidagicha almashtiramiz:

Ax+ByXC= Ax+B(yrCIB)=0=>A(x-0)+B(y-(-C/B))=0

Bu esa, oldingi punktdagi (4.7) ga asosan, n(A; B) vektorga
perpendikuldar va M(0; -C/B) nugtadan o‘tuvchi to‘g‘ri chiziqg
tenglamasidir. Ko‘rinib turibdiki, (4.8) tenglamada A va B
koeffitsiyentlar bir vaqtda 0 ga teng bo‘Imasligi kerak.

a (A; B) vektor esa shu to‘g‘ri chiziqga perpendikulér bo‘lib,
uning normal vektori deyiladi.

Agar C=0 bo‘lsa, Ax+By=0 tenglama hosil bo‘ladi. Bu tenglamani
0(0:0) nugta koordinatalari ganoatlantirganligi uchun, u koordinatalar
boshidan o'tuvchi to g'ri chiziglartenglamasini ifodalaydi.

Xususan, y=0 (A=0, C=0, B*0) Ox o‘gining, x=0 (A*0, C=0, 5=0)
esa Oy o‘gining tenglamasidir.

3.To‘g‘ri chiziglarning kesishish nugqtasi. Ikkita to‘g‘ri chiziq
umumiy tenglamalari a*+b*y+c*O va ax I H2=0 bilan berilgan
boisin. To‘g‘ri chiziglarning M(x0; y0 kesishish nuqgtasi har ikkala
to‘g‘ri chizigga tegishii boigani uchun uning koordinatalari quyidagi
tenglamalar sistemasini ganoatlantiradi:

[alx+ b,y +cl=0 ialx + 6ly = -c,

[ax + by +c2=0 Ya2ir+ by =-c2
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Olingan sistemaning yechimi to‘g‘ri chiziglaming kesishish
nuqtasi boiadi.

1-misol: 2x+y-\=0 va x+2y+I=0 to‘g‘ri chiziglaming MO(xq;
j>0)kesishish nugtasini toping.

Yechish.

4. To‘g‘ri chizigning kesmalardagi tenglamasi. Koordinata
boshidan o'tmaydigan to‘g‘ri chiziqg Ox va Oy o‘glaridan uzunligi [ va
|G bo‘lgan kesmalar ajratgan bo‘lsin. Bu to‘g‘ri chizig tenglamasini
topish uchun M(a,0) va N{0,b) nugtalar unda yotishidan foydalanamiz.
Bu nugtalar koordinatalarini Ax+By+C=0 umumiy tenglamaga qo‘yib,
A=-Cla, B=-Clb ekanligini topamiz. Bu yerdan
Ax+By+C=0 => (-C/a)x+(-Cfb)y+C=0 => -C(x/a+y/b-1)=0 => x/a+y/b=1
Demak, izlangan to‘g‘ri chiziq tenglamasi

N a *
bo‘ladi. Bu tenglama to‘g‘ri chizigning kesmalardagi tenglamasi
deyiladi.

45-chizma.
2-misol: 2x+2y-6=0to‘g‘ri chizigni yasang.

Yechish: Uni Ox o‘gi bilan kesishish nugtasi M ni topamiz.
Buning uchun quyidagi sistemani yechish kifoya:

Demak, berilgan to'g‘ri chizigning OX o‘qi bilan kesishish nugtasi
topildi. Endi uning Oy o‘qgi bilan kesishgan nugtasi N ni topamiz:
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M va N nugtalami yasab va ulardan o‘tuvchi izlangan to‘g‘ri
chizigni hosil gilamiz (5.5-chizma). Bu yerdan berilgan to‘g‘ri
chizigning kesmalardagi tenglamasi x!3+yl2=1ekanligini ko ‘ramiz.

4.3-8. TO'G‘RI CHIZIQNING KANONIK, BURCHAK
KOEFFITSIYENTLI VA IKKI NUQTADAN 0 ‘TUVCHI
TENGLAMALARI

I.To‘g‘ri chizigning kanonik tenglamasi

Tekislikdagi (/) to‘g‘ri chizigning biror M\(xi;yi) nugtasi berilgan

hamda S=m ?+n } vektor shu to‘g‘ri chizigga parallel boisin. U
_>

holda berilgan M\ nuqgta va S vektor to‘g‘ri chizigning holatini to‘la

belgilaydi. Shu sababli S to‘g‘ri chizigning yo naltiruvchi vektori
deyiladi.
Berilgan to‘g‘ri chizigda yotuvchi ixtiyoriy M(x; y) nuqgtani olamiz

va MIM={x-xi-, y-yi) vektorni hosil gilamiz. Shartga asosan bu m,m va

S vektorlar  kollinear, ya’ni ulaming mos koordinatalari
proporsionaldir(4.6-chizma):

Hosil boigan (4.9) tenglama berilgan to‘g‘ri chizigning kanonik
tenglamasi deyiladi.
N Izoh: Agar to‘g‘ri chiziq Ox o‘qgiga parallel, ya’ni to‘g‘ri cliiziq
i vektorga parallel boisa, u holda m=0 boiadi va uning kanonik
tenglamasi
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0" T T X K)= G-y )=y =y

Shunday qilib, Ox o‘giga parallel to‘g‘ri chizigning tenglamasi
y=y\ bo‘ladi. Aksincha to‘g‘ri chiziq Oy o‘giga parallel boisa, uning
kanonik tenglamasi x = Xi boiadi.

2. Berilgan nuqtadan berilgan yo‘nalish bo‘yicha o‘tuvchi to‘g‘ri
chiziq tenglamasi. To‘g‘ri chiziglar dastasining tenglamasi

Aytaylik (/) to‘g‘ri chiziq va Ox o‘qgi orasidagi burchak a boisin.
Agar to‘g‘ri chizig Ox o‘giga parallel yoki u bilan ustma-ust tushsa,
unda a=0 boiadi. Agarda a*o, a*90° boisa, u holda to‘g‘ri chizigning
holati a burchak va (/) gategishli boiib, koordinatalari M\(x\,yi) nugta
toia aniglanishini ko‘rsatamiz. Yo‘naltiruvchi vektor sifatida (/) ga

parallel boigan, ya’ni Ox o‘gi bilan a burchak tashkil giluvchi e birlik
vektomi garaymiz. Maiumki ixtiyoriy birlik vektor 0°‘zining

yo‘naltiruvchi kosinuslari bilan aniglanadi, ya’ni e=cosai+cospj .

Bunda cos(i=sina boigani uchun
e=cosai+sinaj .
To‘g‘ri chizigning (4.9) kanonik tenglamasiga m=cosa va «=sina
deb, quyidagi natijani olamiz:
V—\, X-X, . .
. T e =>|ga (x-Xi)=y-Vyi.
sma cosa
Agar bunda k=tga deb olsak, u holda
y-yirk (x-xi) (4.10)
tenglamaga ega boiamiz. (4.10) tenglama berilgan nugtadan berilgan
yo‘nalish bo‘yicha o‘tuvchi to‘g‘ri chiziq tenglamasi boiib, unda k -
to‘g‘ri chizigning burchak koeffitsiyenti deyiladi.
Misol: M(1; 2) nugtadan o‘tib, Ox o‘qgi bilan n/2 burchak tashkil
giluvchi to‘g‘ri chizig tenglamasini tuzing.
Yechish: lzlanayotgan to‘g‘ri chizigning burchak koeffitsiyentini
topamiz:

k=tga=tg~=S.

Natijada to‘g‘ri chizigning tenglamasi (4.10) ga asosan quyidagicha
boiadi:
y-yi=k(x-xi)=>y-1-VI(x-1) =>"3 x-y+2-V3 =0.
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Tekislikning biror MO nugtasi orgali o‘tuvchi to‘g‘ri chiziglar
to‘plami to‘g‘ri chiziglar dastasi, umumiy nugta MO esa dastaning
markazi deyiladi.

(4.10) ga asosan MO nugtadan o‘tuvchi to‘g‘ri chiziq dastasi
tenglamasi -

y -y e=k(x-x0)
ko ‘rinishda bo‘ladi. Bunda «fo> ixtiyoriy giymat gabul gilishi mumkin.

3. To‘g‘ri chizigning burchak koeffitsiyentli tenglamasi

To‘g‘ri chizig Ox o‘qgi bilan a burchak tashkil gilib, Oy o'gini
B(0,b) nugtada kesib o‘tsin. Shu to‘g‘ri chiziq tenglamasini topamiz.
Buning uchun (4.10) tenglamaga -*i=0, y\=b qo‘yib,

y-b=k(x-0) =>y=kx+b (4-11)
tenglamani olamiz. (4.11) tenglama to‘g‘ri chizigning burchak
koeffitsiyentli tenglamasi deyiladi. Xususan, agar 6=0 bo‘lsa, y=kx
koordinatalar boshidan o‘tuvchi to‘g‘ri chiziq tenglamasini ifodalaydi.
Agarda k=0 boisa, u holda Ox o‘qgiga parallel to‘g‘ri chizigning y=b
tenglamasiga ega boiamiz.

4. Berilgan ikki nuqta orqali o‘tuvchi to‘g‘ri chiziq tenglamasi

Tekislikda M\(x\, y\) va M2x2; y2) nuqtalar berilgan boisin. Shu
nugtalardan o‘tuvchi to‘g‘ri chiziq tenglamasini topish uchun Mi(x0 >>)

nugtani ~ boshlangich, MIM2 =(x2-x I,y2-yi) vektomi  esa

yo‘naltiruvchi vektor deb olish mumkin. Shu sababli izlangan to‘g‘ri
chizigning kanonik tenglamasi
SR AL
*2-*1  Y2-yl
ko‘rinishda boiadi.
Masalan, M (2; 1) va MZX-3; 0) nuqtalardan o‘tuvchi to‘g‘ri
chiziqg tenglamasi quyidagicha boiadi:

-£22 =7 7 |=>-G2= -5y+5 =>x-5v+3 =0.
-3-2 0-1
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44-§. TO‘G'RI CHIZIQLARGADOIR AYRIM MASALALAR

Ikki to‘g‘ri chiziq orasidagi burchak. Tekislikning biror M
nugtasida kesishuvchi ikkita to‘g‘ri chiziq orasidagi burchakni topish
bilan shug‘ullanamiz. Bu to‘g‘ri chiziglar o‘zlarining burchak
koeffitsiyentli tenglamalari bilan berilgan boisin, ya’ni

yi=k )X+b\ va y 2~k2X+Hy'2-

Bu to‘g‘ri chiziglar orasidagi burchakni @ bilan va ulaming Ox
o‘gi bilan hosil gilgan burchaklarini mos ravishda ai va a2 bilan
belgilaymiz (4.7-chizma). Chizmaga asosan izlanayotgan burchak
tangensini topamiz:

th-tg(aZ—al)—lgttgalt %Iai

Bunda tga; =kx va tga2 =k2 ekanligini hisobga olsak va cp™90°

shartni ganoatlantirsa, u holda to‘g‘ri chiziglar orasidagi burchakni
Y= 1+ k2 mkx (412)
formula orqali aniglashimiz mumkin.

Agar to‘g‘ri chiziglar *jx+5iy+Ci=0 va A*Bjy+ C f* umumiy
tenglamalari bilan berilgan boisa, ulaming n,(Ai; B\) va «A"2 B2
normal vektorlariga murojaat gilamiz. Unda izlangan (p burchak normal
vektorlar orasidagi burchak bilan teng boiadi va vektorlar orasidagi
burchak formulasiga asosan

cos<P= :J':')A'é'?-Jr—BI'B—ZAZ
a?+b?-4£ +bl
formula bilan topiladi.

To‘g‘ri chiziglarning paralleilik va perpendikularlik shartlari.
Agar ikkitato‘g‘ri chiziq parallel yoki ustma-ust tushsa, y holda,
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ai =a2=>tgai=tga2=>ki=k2

Aksincha, agar ky = k2 boisa, u holda tg =0 => 9= 0. Shunday
gilib, ikki to‘g‘ri chizigning parallel boiishining zaruriy va yetarli
sharti ki = k2boiadi.

1-misol. y=4x+i va y=4x-7 to‘g‘ri chiziglar o‘zaro ganday
joylashgan.

Yechish. Bu to‘g‘ri ehiziglaming burchak koeffitsiyentlari bir xil,
k,=4, k2=4 boiganligi sababli ular o‘zaro parallel joylashgan.

Agar to‘g‘ri chiziglar penpendikular bo‘lsalar, u holda (4.12)
formula ma’nosiz boMadi. Aytaylik 0<<p<90° boisin. Bunda coscp™O,
sincp*0 boigani uchun < burchakni kotangensini (4.12) ga asosan
quyidagicha yozish mumkin:

ctg<p=l/tgcp =(1+ tg ai tg a2)/ (tg a2-tga,) = (1 + k, k2 / (k2- kj)

Bu formulada = tz/2 desak, ctg cp=0 => kx2= -1 natijani olamiz.
Aksincha bu tenglik bajarilsa, u holda ctgcp =0=>(p=Tt/2 ekanligini
ko‘rish giyin emas.

Demak, ikkita to‘g‘ri chizigning perpendikularligining zaruriy va
yetarli sharti  k\ k2=-1 boiadi.

2-misol:  4x+2y-1=0 va x2y+2 =0 to‘g‘ri ehiziglaming
perpendikularligini ko ‘rsating.

Yechish: 2y =-4x+l 2y = x+2

y~2x+1/2 _y=Xx72+I
ki=-2 k2=1/2

Natijada kxk2 = -1 ekanligini ko'ramiz, ya’ni (p= 90° va bu to‘g‘ri
chiziglar o*‘zaro perpendikulér ekan.

3-misol: M(-3; -1) nugta orgali o‘tuvchi va -1/2x+y-2=0 to‘g‘ri
chiziqga perpendikulédr boigan to‘g‘ri chiziq tenglamasi topilsin.

Yechish: Berilgan to‘g‘ri chizigning burchak koeffitsiyenti k\=-
1/2 ga teng. Demak, unga perpendikuldr boigan to‘g‘ri chizigning
burchak koeffitsiyenti
k2~ \Ik =2 va uning tenglamasi y=2x+b ko'rinishga ega. A/(-3; -1) nuqta
izlanayotgan to‘g‘ri chizigda yotgani uchun uning koordinatalari bu
tenglamani ganoatlantiradi:

-1=2-(-3)+6=>¢=5.
Natijada izlangan to‘g‘ri chizig tenglamasi y=2x +5 ekanligini topamiz.

To‘g‘ri chizigning umumiy tenglamasini normal ko‘rinishdagi
tenglamaga keltirish. To‘g‘ri chizigning umumiy tenglamasi

Ax+By+C=0 (4.13)
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berilgan bo‘Isin. Uni normal ko‘rinishidagi tenglamaga keltirish uchun
hamma hadlami normallovchi ko‘paytuvchi M ga ko‘paytirish kerak,
ya’ni
MAx+MBy+MC=a. (4.14)
Oxirgi tenglamaga
MA-cosa, U R=sina, M c=-p.
deb belgilab olsak, unda xcosa+ysma-p=0 bo‘ladi.
(4.14) da MA va MB lami kvadratga ko‘tarib go‘shamiz:
I 2AI=COs2a\M 2Al + M 2Bl =hMI(A2+B>)=1"
M B 2=sin2a J
Unda normallovchi ko‘paytuvchi M ning giymati M_i\J/_A_:B_
boiadi.
M ning ishorasi berilgan tenglamaning ozod hadining ishorasiga
garama-garshi  olinadi. M ning qgiymatini (4.14) ga qo‘ysak,
"gayldagitef Iwuil b»iadi:

N
cosa-i-r--A sina:i-T:Eé r; -p =t-t= - —
mh2+b2 Ja2+b2 mhl+b2

+Ja2+bh2 +Ja2+b2 +-Ja +b2 ’

Bu to‘g‘ri chizigning normal ko‘rinishidagi tenglamasi deyiladi.

Misol: 2x-3y-6=0 tenglama bilan berilgan to‘g‘ri chizigning
tenglamasini  normal ko‘rinishga keltiring™= 2; B= -3; = -6
boiganligi uchun normallovchi ko ‘paytuvchi

I [
+-Ja2+B2 V4+9 VI3

giymatga ega boiadi. Unda berilgan tenglamaning ikkala tomonini
bu ko‘paytuvchiga ko‘paytirib, quyidagini hosil gilamiz:

AN <3--Lo—"==0, bundan cosa=-5=; sina=—1=; p=-0=.

Vi3 Vi3 Vi3 Vn VB Vi3

Nugtadan to‘g‘ri chiziggacha boigan masofa. Aytaylik Aio (*o;
M) nugta va undan o‘tmaydigan biror to‘g‘ri chizig o‘zining umumiy
tenglamasi bilan berilgan boisin. Berilgan nugta va shu
to‘g‘ri chiziq orasidagi masofani topish masalasini qo‘yamiz. Berilgan
to‘g‘ri chizigga perpendikuldr boigan n=(A-B) va M\M(f={xo-Xi, yo-yi)
vektorlar parallel boiadi (4.8-chizma). Bunda n to‘g‘ri chizigning
normal vektori, Mi esa to‘g‘ri chizigga MO nuqtada o‘tkazilgan
perpendikuldr asosini ifodalaydi. 4.8- chizmaga asosan va skalyar
ko‘paytmaning har ikkala ko ‘rinishiga binoan
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formula bilan ham topilishi ravshan.

5-masala. Bir partiya detallami tayyorlashga sarflanadigan xarajatlar
quyidagi formula bilan aniglanadi y=ax+e, bu yerdax - partiya hajmi. |
chi variantdagi texnologik jarayon uchun y=1,45x+20 , Il chi variant
uchun quyidagilar maium: j=157,5 (so‘m) -jc=100 (det.), boiganda va
y= 452,5 (so‘m) - x =200 (det.) boiganda. Bir tomondany - xarajat
hamma, ikkinchi tomondan y - mahsulotlar soni. Texnologik
jarayonning ikkita variantiga baho bering va ikkala variant uchun x=200
(det.) bo‘lganda mahsulot tan narxini hisoblang.

Yechish: Il variant uchun «a» va «b» parametrlami quyidagi
tenglamalar sistemasidan aniglaymiz:
|I57,S=a-100+b
|425,S=a-300+b

Bu yerdan 0=1,475 va e =10, ya'ni y=ax+e =>y=I[,475 x+ 10 (jo0;y0)-
ikki to‘g‘ri chiziq kesishishi nugtasini quyidagi tenglamalar
sistemasidan topamiz:

ly-i*475x +io yerdan xo=400 va >0=600 boiadi.

Bu yerdan kelib chigadiki, partiya hajmi x < 400 boigan holda
texnologik jarayonning Il chi varianti samarali va x >400 boiganda |
variant samarali boiadi.

Mahsulot tan narxi r=200 boiganda 1 chi variant bo'yicha
quyidagicha boiadi:

y= 1,45*200 + 20 = 200 so‘m,
va Il chi variant bo‘yicha:
7=1,475 *200+10=205 so‘m.

4.5-8. IKKINCHI TARTIBLI CHIZIQLAR. AYLANA VA ELLIPS

Ushbu Il darajali tenglama
Ax2+ Bxy+ Cy2+Dx +Ey + F=0 (4.17)

tekislikdagi ikkinchi tartibli chizigning umumiy tenglamasi deyiladi. Bu
yerda A, B, C lardan kamida bittasi nolga teng emas. (4.17) tenglama
koeffitsiyentlarining giymatlariga qgarab turli ikkinchi tartibli chiziglami
tasvirlashi mumkin. Biz quyida shu egri chiziglami tenglamalari bilan
tanishamiz.

Aylananing umumiy tenglamasi. Ta’rif: Aylana deb har bir
nugtasidan berilgan nuqtagacha (aylananing markazi) masofalari
(aylananing radiusi) bir xil boigan tekislik nugtalarining geometrik
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o‘miga aytiladi. Radiusi r ga teng va markazi C(a;b) nuqtada yotgan
aylana tenglamasini keltirib chigaramiz. M(x,y) shu aylanadagi ixtiyoriy
bir nugta boisin. Ikki nugta orasidagi masofani topish formulasiga va
Pifagor teoremasiga asosan (4.9-chizma).

\VJ NKXry)
— T .
Yo \ O‘ooya) |
4 I s
0 X 20
4.9-chizma.

IMC\ =J(x-a)1+(y-b)2:=MJ25CP2+Afif=> (x-af + (y-bf=rz
(4.18)

Bu markazi C(a;b) nugtada boiib, radiusi r ga teng boigan
aylananing tenglamasidir. Agar a=b=0 bo‘lsa x2+ y?=r2 Bu markazi
koordinatalar boshida yotgan aylananing tenglamasidir. (4.18)
tenglamadagi gavslami ochsak,

X2+y 22ax-2ey+a2+e2- r2- 0,
ya’ni (4.17) ko‘rinishdagi tenglamani olamiz. Oxirgi tenglamada
D=-2a; E=-2b; F=a+bW
belgilashlami qo‘yib, ushbu
X2+y2+Dx+Ey+F= 0
aylananing umumiy ko‘rinishdagi tengiamasi deb ataluvchi tenglamani
olamiz.

Shunday qilib, ikkinchi tartibli (4.17) umumiy tenglama
aylananing tengiamasi bo'lishi uchun x2vay1oldidagi koeffitsiyentlar
teng va xy ko‘paytma oldidagi koeffitsiyentning nolga teng boiishi
zarur va yetarlidir.

Masalan, x 2+y22x+3y+2= 0 tenglamani ko‘ramiz. Bu tenglamada
XxVvay gatnashgan hadlami alohida - alohida guruhlab, va to‘la kvadrat
ajratib, quyidagi aylana tenglamasini hosil gilish mumkin:

x2-2x +1-1+¥Y2+3y+ 9/4-9/4+ 2 = (x-1)2+ (y+3/2)2-5/4 = 0
(x-)2+ (y +3/2) =5/4

Bu markazi C(l,-3/2) nugtada joylashgan va radiusi r =V5/2

boigan aylana tenglamasidir.
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Ellips va uning kanonik tenglamasi. Ikkinchi tartibli chiziq
(4.17) ellipsning tenglamasini ifodalashi uchun koeffitsiyentlardan
tashkil topgan AC >0 boiishi kerak.

Ta’rif: Ellips deb, har bir nugtasidan berilgan ikki nugtagacha
(fokuslargacha) masofalaming yig‘indisi o‘zgarmas 2a soniga teng
boigan tekislik nugtalarining geometrik o‘rniga aytiladi. Biz F\ va F2
fokuslami koordinatalar boshiga nisbatan simmetrik gilib olamiz (4.10-
chizma).Unda fokuslar F2-c;0) va F{(c;0) koordinatalarga ega bo‘ladi.
Agar M{xy) ellipsda yotgan ixtiyoriy nuqgta boisa, unda ellips ta’rifiga
asosan F\M +F2M yigindi o‘zgarmas son bo‘lishi kerak, bu masofani la
ga teng deb olamiz, ya’ni

\EM+HRW\=2a . (4.19)

Ikki nuqta orasidagi masofani topish formulasiga asosan
\RM=J(x-0)*+y2, |2/ =yj(x+cy+yl. Bu natijalami (4.19) tenglikka
go'‘yib, uni soddalashtiramiz:

Ng+c)2+y2+ J(x-c)2+yl = 2a
yjix+cf+yl-2a- J(x-cf +y2
X2+ 2XC+ c2+ Y2 AC?-4aj(x - c)2+ Y2+ X2-2XC+C2+y?2
4a2-4xc=4a™(x-c)2+y2; azxc=a"(x-c)2+y2

a2(x22xc+c2+V) =ad-2aXc+xx2

aX2+o0x2+ad 2= ad+x?c2 (cM-chx2+ad 2=aa2c) (4.20)

F@F2 uchburchakdan \mfj\x\mf2> RF2, bundan esa 2a>2c, a>C

boiishi kerakligi kelib chigadi.

i
FA-c;0) 0

4.10-chizma.

Natijada a2- ¢"O bo‘ladi va uni a2- c2= b2deb belgilab olish
mumkin. Bu holda (4.20) tenglik ¢V + a2y2= c?b2ko‘rinishga keladi.
Bu tenglamani cfb2ga bo‘lib, ushbu tenglamaga kelamiz:

Hosil boigan tenglama ellipsning kanonik tenglamasi deyiladi.
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Ellipsning shakli. Ellipsning kanonik tenglamasiga asosan (X; y)
nugta ellipsda yotsa, u holda  (-x; y), (-X; -y), (X; -y) nugtalar ham unda
yotadi. Shuning uchun ham koordinata o‘glari ellips uchun simmetriya
o'qlari bo‘lib hisoblanadi.

Ellipsning koordinata o‘glari bilan kesishgan nugtalari ellipsning
uchlari deyiladi. Ulami topish uchun (4.21) ga mos ravishdax= 0 vay —
0 giymatlarni qo'yib, hosil boigan tenglamalami yechamiz:

X:O:SB =l=>y =b my=tb, >= 0=>:— =|=>x2-a2=>x=z*a-
Natijada ellipsning quyidagi to‘rtta uchlari hosil boiadi: Ai(a;0), AX-
a;0), BX0;b), B20-,-b). AA2=2a - ellipsning katta o‘qgi, B\B2=2b - kichik
0°‘gi, a va &esa uning yarim o‘glari deyiladi. Kanonik tenglamadan

ail <l=>jc2<ar =>fxj<a, %§< I=>y2<,e2=>\y\<e,

natijalami olamiz. Demak, ellips chegaralangan egri chizig boiadi.
Koordinata o‘glari ellips uchun simmetriya chiziglari ekanligidan
uning shaklini fagat birinchi chorakda aniglash kifoya. Birinchi
chorakda x>0, y>0 boigani uchun (4.21) tenglamadan y=~-Ja2-x1
a

fiinksiyani hosil gilamiz. Bu funksiya uchun xe[0;a] boiib, x oshib
borganda, y o°‘zgaruvchi b dan boshlab nolgacha kamayib boradi va
ellipsning birinchi chorakdagi qismini hosil giladi. Bu qgismni
simmetriya asosida davom ettirib, ellips shakli quyidagicha boiishini
topamiz (4.11-chizma):

B,(0:b)
M (x;y
AaO *
Ba(0;-b)
4.11-chizma.

Ellipsning ekssentrisiteti. Ta'rif: Ellipsning fokuslari orasidagi 2c
masofani uning katta o‘gi uzunligi 2a ga nisbhati ellipsning
ekssentrisiteti deb ataladi va s kabi belgilanadi.
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yaqginlashgandagi holi
4.12-chizma.

Ta’rifga asosan e=2c/2a=c/a va ce(0;a) boigani uchun O<e <1
go‘sh tengsizlik o‘rinli boiadi. Kanonik tenglama bo‘yicha e
quyidagicha topiladi:

SmER- b2=>i

Bu yerda s =0 boisa, a=b boiadi va ellips aylanaga o‘tadi.
Demak, aylana ellipsning xususiy holi boiadi. e birga yaginlashgan sari
ellips Ox o‘giga yaginlashadi, ya’ni b nolga yaqgin boiadi (4.12-chizma).

Ellips nuqtasining fokal radiuslari. Ellipsning ixtiyoriy M(xmy)
nugtasidan F\ va F2 fokuslarigacha boigan ri va r2 masofalar shu
nugtaning fokal radiuslari deyiladi. Ellips ta’rifiga asosan ri+r2 =2a
boiadi. Ikki nugta orasidagi masofa formulasiga asosan

ry=MF\ =-J(x-¢c)2+y2, r2=MF2=-J(x+Xx)2+y2.

Bu fokal radiuslami kvadratga ko‘tarib ayirsak, u holda r2-
r?=4cx va rj+r2=2a tenglamalar sistemasi hosil boiadi va uni yechib
fokal radiuslar uchun quyidagi formulalami olamiz:

ri~a- Sx,r2—a +ex

Ellipsning direktrissalari. Ellipsning katta o‘giga perpendikular
va kichik o*giga parallel boigan x=+/ (/>0) to‘g‘ri chiziglami garaymiz.
Ellipsning ixtiyoriy M{x\y) nugtasidan shu nugtaga yaqin x=zl (!>0)
perpendikuldr to‘g‘ri chiziggacha (d\) hamda yaqin fokusigacha boigan
ri masofalar nisbatini olamiz:

a-£x _ "_X

da = I
Agar | sifatida I—a/e olinsa, u holda yuqoridagi nisbat o0‘zgarmas
boiib, doimo e ga teng boiadi. M(x; y) nugtadan x= -l to‘g‘ri

chizigigacha boigan masofani d2 orgali belgilasak, u holda

99



yuqoridagidek mulohazalar yuritib, r2d2 = e tenglikni hosil gilamiz
(4.13-chizma). Ellips markazining chap va o‘ng tomonida bir xil
masofada joylashgan x=za/s to‘g‘ri  chiziglariga ellipsning
direktrissalari deyiladi. Aylanada direktrissa boimaydi, chunki unda
e=0. Shunday qilib, ellipsning ixtiyoriy nugtasidan fokusigacha va mos
direktrissasigacha boigan masofalar nisbati o‘zgarmas son boiib,
doimo s gateng bo‘ladi.

x=ale

4.13-chizma.

Misol: x2+4y2=4 ellipsning barcha xarakteristikalarini toping.
Yechish: Dastlab ellipsning kanonik tenglamasini hosil gilamiz:

” + &= 1,=>c?=4; b2=| =>c2=a2h2= 3.

Unda fokuslar F2(-J3,0) va Fi(V3,0), yarim o‘qlar a=2 va b=1
bo‘ladi. Bulardan ekssentrisitet va direktrissalami topamiz:

a 2 e 2 S
Fokal radiuslar r, =2- ~x, r2=2 +~-x formulalar bilan topiladi.

4.6-§. GIPERBOLA VA PARABOLA

Ta’rif: Giperbola deb, tekislikning har bir nugtasidan berilgan ikKki
nugtagacha (fokuslarigacha) masofalarining ayirmasi O‘zgarmas 2a
songa teng boigan tekislikdagi nugtalaming geometrik o‘miga aytiladi.
Bu o‘zgarmas 2a soni fokuslar orasidagi 2c masofadan kichik boiishi
kerak. Fokuslami koordinatalar boshiga nisbatan simmetrik qgilib olamiz.

Unda ulami Fi(c,0) va FZ-c,0) deb ifodalash mumkin. M(xy;)
giperboladagi ixtiyoriy bir nugtaboisin (4.14-chizma).
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4.14-chizma.

Ta’rifdan foydalanib, giperbola tenglamasinl chigaramiz. Ta’rifga
asosan, \F2VI\-1F\M\ =2a boiadi. Bu yerda
|[FM\ =v e +ey)2 +yl, MFEX =7(x-cf +y2
va bu masofalami yuqoridagi tenglikka go‘yib, soddalashtiramiz:
mJ(x+C)2+y 2— ->j(x-cf +y1=2a,
X2+2cx+c2+y2=4a2+4an(x- ¢)1+y 14 x22cx+c2+y2=>
aj(x-c)T+yT=cx-a2
a2x-C)2+ a2y 2= cx2-2cx a2+ a4
dX2-2cxa +a2c +a2y2=cX22cx a2+ a4
(c2-a2x2-ay=a2c2ad).
FXMF2  uchburchakdan \F2A4\-1F\M\ < \F\FA=>2a<2c=>a<c
boigani uchun b2- c2-a2deb belgilash mumkin va oxirgi tenglikni al-b2
boiib, ushbu tenglamani hosil gilamiz:

Bu tenglamaga giperbolaning kanonik tenglamasi deyiladi.
Ellipsdagidek bu yerda ham r2 ~\F2W\ va r\ =\FXM\ giperbolaning
fokal radiuslari deyiladi.
Giperbolaning koordinata o‘glari bilan kesishgan nugtalarini
topamiz:
y=0=> X2=a2=>x =ta
a2

Agar x=0 desak, u holday2 -e2=>ye0 boiib, giperbolani Oy
o‘qi bilan kesishmasligiga ishonch hosil gilamiz. Shunday qilib,
giperbolani Ox o‘gidagi kesishish nuqgtalari j(6;0) va AZ-a;0) boiib,
ular giperbolaning uchlari deyiladi.

Giperbola uchlari orasidagi 2a masofani giperbolaning haqiqiy
o‘qi va Bi(0',b), B20; -b) nugtalar orasidagi 2b masofani esa
giperbolaning mavhum o‘qi deb ataladi. Mos ravishda a va b sonlariga



giperbolaning yarim haqgiqiy va yarim mavhum o‘glari deyiladi.
0 ‘glaming o‘rta nuqtasi giperbolaning markazi deyiladi (4.15-chizma).
Giperbolaning shakli. Agar (x; y) giperbolada yotgan nugta
boisa, u holda, (xx; £y) nugtalar ham giperbolaga tegishli boiadi, ya’ni
giperbola koordinata o‘qglariga nisbatan simmetrikdir.
Giperbolaning kanonik tenglamasidan

§ == =

Agar ellipsga qaraganimizda, fagat  birinchi chorak bilan

kifoyalansak, u holda

y=a—4s"7
funksiyada x o‘zgaruvchi a dan o gacha o‘zgarib borganda, vy
o'zgaruvchi 0 dan oo gacha o‘sadi, ya’ni giperbola chegaralanmagan
egri chiziqdir. I-chorakdagi giperbola grafigini simmetriya bo'yicha
davom ettirib, giperbola ikkita boiakdan iborat egri chiziq boiishini
ko‘ramiz. Bu boiaklar giperbolaning shoxlari deb ataladi.

Giperbolaning asimptotalari. Ta'rif: ~ Berilgan egri chiziq
asimptotaga ega deyiladi, agarda shunday (/) to‘g‘ri chiziq mavjud
boisaki, egri chiziq assimtota deb atalmush bu to‘g‘ri chiziqga cheksiz
yaginlashib borib, ammo uni hech gachon kesib o‘tmaydi.

Giperbolaning A\A=2a va BB\-2b o'glaridan yasalgan to‘g‘ri
to‘rtburchak diagonallari yotgan to‘g‘ri chiziglar giperbolaning
asimptotalari bo‘lishini ko‘rsatish mumkin.

Giperbolaning grafigi va asimptotalari quyidagi chizmada
ko‘rsatilgan (4.15-chizma):

4.15-chizma.
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Asimptotalaming tenglamalari quyidagi ko‘rinishga ega:
(4-23)
a
Agarda a=b boisa, giperbola teng yonli deyiladi. Unda y=+x
asimptotalami Dekart koordinatalari sifatida olsak, giperbola tenglamasi
bizga maktabdan tanish boiganx-y=k=>y=kJx ko'rinishga keladi.
Misol. a=3 va b=2 ga teng boisa, giperbola va uning asimptotalari
tenglamasi yozilsin.
Yechish. Giperbolaning (4.22) kanonik tenglamasi va (4.23)
asimptotalar tenglamasiga asosan ushbu natijalami olamiz:
X2_y2-4  ye~2
32 21 3
Giperbolaning ekssentrisiteti. Ta’rif: Giperbolani fokuslari
orasidagi 2c masofani uning haqgigiy o‘gi uzunligi 2a ga nisbati
giperbolaning ekssentrisiteti deyiladi va ekabi belgilanadi.
Ta’rifga asosan
2c ¢ -~F+bl
o 2a a a V a (4-24)
Agar a parametr b ga nisbatan kichik boisa, giperbolaning shoxlari Ox
o‘giga garab sigiq boiadi, b gancha a ga yaqin boisa, uning shoxlari
shuncha yoyiq boiadi.
Giperbolaning M nugtasidan F\ va F2 fokuslarigacha boigan
masofalar shu nugtaning fokal radiuslari deyiladi.
Ellipsning fokal radiuslarini topish usulidan foydalanib,
giperbolaning fokal radiuslarini topamiz:
r;~ -atex, r2=a+€x (o‘ng shox uchun), ri=a - ex, r2=-a-sx (chap shox
uchun)
1-misol: x /\6 - y / 9=1 giperbolaning abssissasi 8 ga teng,
ordinatasi musbat boigan nugtasining fokal radiuslari hisoblansin.
Yechish: Masala sharti va (4.24) formulaga asosan
x=8, y>0, a=4, b=3, c=V16+9 =5, e=§=-j
va yuqorida ko ‘rsatilgan formulaga asosan o0‘ng shox fokal radiuslari
rij=~a+ex=-4+54-8=6, r2=a+ex=4+94-8=14.
Giperbolaning direktrissalari. Ta’rif: Giperbolaning
direktrissalari deb uning markazidan tale masofada o‘tib, fokal o‘giga
perpendikuldr boigan to‘g‘ri chiziglarga aytiladi.
Ta’rifga asosan direktrissa tenglamalari x=+alsboiadi.
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Ekssentrisitet g>\ boigani uchun a/e<a. Demak, direktrissa O
markaz bilan A\ vaA uchlar orasidan o‘tadi.

Teorema: Giperbolaning ixtiyoriy nugtasidan fokusigacha
masofaning mos direktrissagacha masofasiga nisbati o'zgarmas boiib,
ekssentrisitetga teng boiadi, ya’ni r/d=8. Teorema isbotinl o‘quvchiga
havola gilamiz.

Ta’rif: Parab6Ta deb, har bir nugtasidan berilgan nuqtagacha
(fokusigacha) va berilgan to‘g‘ri chiziggacha (direktrissagacha)
masofalari 0'zaro teng boigan tekislik nugtalarining geometrik o‘miga
aytiladi.

Bunda direktrissa fokusdan o‘tmasligi kerak.

Parabola tenglamasini topish uchun F fokus va (J) direktrissa
orasidagi masofani FD=p, koordinata boshini ular o‘rtasida deb olamiz.
Unda fokus F{pl2,0), direktrissa tenglamasi x=-p/2 boiadi (4.16-
chizma). Parabolaga tegishli ixtiyoriy M(x,y) nugtani olamiz.

4.16-chizma.
Ta’rifgako‘ra tmi=\mF\ va

boigani uchun quyidagi tenglikni hosil gilamiz:
+3M=] X =X2-Xp - Hy2=x2HpH-=>y2=2px- (4.25)

Hosil boigan (4.25) tenglama parabolaning kanonik tenglamasi
deyiladi. Bu parabola Ox o‘giga nisbatan simmetrik boiadi va p
parabolaning parametri deyiladi.

Parabolaning ixtiyoriy M nugtasidan direktirissagacha boigan
masofani |cm|=d, fokusigacha boigan masofani \rm\=r deb belgilasak,

ta’rifga asosan r=d va parabolaning ekssentrisiteti e=r/d =1 boiadi.
Parabola uchun direktrissa tenglamasi x=-pl2, boiadi.

Misol: Ox o‘gi parabolaning simmetriya o‘gi, uning uchi
koordinatalar boshida yotadi. Parabola uchidan fokusigacha boigan
masofa 4 birlikka teng. Parabola tenglamasini tuzing.
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Yechish: Masala shartiga va (4.25) formulaga asosan,
OF=4 =>p/2=4 =>p=8 =>y2=2px =>y 2=2 -8, y 2=16x.

4.7-8. FAZODA TEKISLIK TENGLAMALARI

Tekislikning umumiy tenglamasi. Aytaylik, fazoda ixtiyoriy
Oxyz dekart  koordinatalar sistemasi berilgan boisin, unda x\y,z
o‘zgaruvchili istalgan birinchi tartibli tenglama berilgan sistemaga
nisbatan tekislikni ifodalaydi. Bunday tenglamaning  ko‘rinishi
quyidagicha boisin:

A+By+Cz+D=0 (4.26)

Bu yerda A,B,C va D lar ixtiyoriy o‘zgarmaslar boiib, A,B,C lar
birpaytda nolgateng boimaydi. (4.26) tenglamani ganoatlantiradigan
hech boimaganda bitta MaPOyaz0 nugtani belgilab olamiz, ya’ni

AQ+By0+C20+D=0 4.27)
tenglik o'rinli boisin Agar (4 26)- dan (d 97) ni avirsak, tekislikning
(4.26) ga teng kuchli

A(X-x"+B(y-y0)+C(z-z =0 (4.28)
ko‘rinishidagi tenglamasini hosil qgilamiz. Endi (4.28) tenglama
MGo,yQz0)  nugtadan o‘tuvchi, A={AB,c] vektorga perpendikulér
tekislikni ifodalashini ko‘rsatamiz. A vektor nol vektor emas,
chunki A,B,C lar bir paytda nolga teng boiolmaydi.

Agar hagigatan ham, m(x Y, z) nuqta tekshirilayotgan tekislikda
yotsa, uning koordinatalari (4.28) tenglamani ganoatlantirishi kerak.
Demak, bu paytda shu tekislikda yotgan f=MrM={x-x0,y-y0z-20}
yo‘nalgan kesma (radius-vektor) va fi={ab,c} o‘zaro perpendikuldr
(ortogonal) boiishi, ulaming skalyar ko'paytmasi esa

(Ar) =(A-MaV)= A{x-x0+B(y-y0)+C(z-z0=0 (4.29)
boiishi kerak, aks holda garalayotgan vektorlar o‘zaro perpendikular
boiolmaydi. A vektor fagat tekislikdagina yotgan istalgan bir
yo‘nalgan kesmaga perpendikuldar boiishi mumkin. Shunday qilib,
(4.28) va demak, (4.26) tenlama fazoda tekislikni ifodalab, unga
tekislikning umumiy tenglamasi deyiladi. «={a,b,c} vektorga esa
tekislikning normal vektori deyiladi.

Tekislikning umumiy tenglamasini tekshirish. Tekislikning
umumiy ko‘rinishidagi (4.26) tenglamasida A, B, C va D lar noldan
fargli boisa, unda (4.26) ga to‘la tenglama deyiladi. Agar A, B, C,
D lardan birortasi nolga teng boisa, toia boimagan tenglama
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deyiladi. Quyida toia boimagan tenglamaning ba’zi xususiy hollari
bilan tanishib o ‘tamiz.

1) /5=0; tenglama Ax+By+Cz=0 ko‘rinishini olib, kordinatalar
boshidan o‘tuvchitekislikni ifodalaydi.

2) A=0; tenglama By+Cz+D =0 ko‘rinishini olib, Ox o0°‘giga
parallel tekislikni ifodalaydi. Chunki bunday tekislikning «={0,5,c}
normal vektor Ox o‘giga perpendikulardir.

3) 5=0 tenglama Ax+Cz+d =0 ko‘rinishini olib, Oy o0°‘giga
parallel tekislikni ifodalaydi. Chunki bunday tekislikning h={a,0c}
normal vektori Oy o‘giga perpendikulardir.

4) c =o0; tenglama Ax+By+D =0 ko‘rinishini olib, 0Oz o‘giga
parallel tekislikni ifodalaydi. Chunki bunday tekislikning h={a,b,0}
normal vektori Oz o‘giga perpendikulardir.

5) B=o,c =0 tenglama Ax+D=0 yoki X:~K ko‘rinishini oladi.

Agar “= deb olsak, x=a tenglama Oyz koordinata tekisligiga

parallel va Ox o‘gidan a ga teng kesma ajratuvchi tekislikni
ifodalaydi.

6) a=0,b=0; tenglama Cz+D=0 yoki z=~ ko‘rinishni oladi.

Agar c=~8- deb olsak, z=c tenglama Oxy koordinata tekisligiga

parallel va Oz o‘gidan c ga teng kesma ajratuvchi tekislikni
ifodalaydi.

7) a=0,c =0; tenglama By+D =0 YyokKi y="gB ko‘rinishini
oladi. Agar b= deb olsak, y =b tenglama Oxz kordinata tekisligiga

parallel va Oy o‘gidan b gateng kesma ajratuvchi tekislikni ifodalaydi.

8) b=o,c=0o,d=0 tenglama Ax=o0 Kko‘rinishini olib, Oyz
koordinata tekisligini ifodalaydi.

9) a=0,C-o,d=0 tenglama By=o0 ko‘rinishini  olib, Oxz
koordinata tekisligini ifodalaydi.

10) a-o,b=od=o0 tenglama Cz=o0 ko'rinishini olib, Oxy
koordinata tekisligini ifodalaydi.

Tekislikning kesmalar bo‘yicha tenglamasi. Tekislikning (4.26)
ko‘rinishidagi umumiy tenglamasini yozibolamiz:

Ax+By+Cz+D=0
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Tenglamada D koeffitsiyentni tenglikning o‘ng tomoniga o‘tkazib,
hamma hadlami (-£>) ga boiib chigamiz:

Ags‘By+-£-2=1 4.30
Axe’Byt-£ez (4.30)
yoki
X 'y 2 (4.31)
~EZ+1T1+
a B C
(4.31) tenglamada a=—%5§—2 va c=—% belgilashlami

kiritamiz, a,b,c lar tekislikning mos ravishda ox,0y,0z o‘glardan
ajratgan kesmalarini ko‘rsatadi (4.17-chizma). Unda (4.31) tenglama

ia+/t\3+/<§=i (4.32)

ko‘rinishini  olib, tekislikning  kesmalar bo‘yicha  tenglamasi
deyiladi.

Masala. Tekislikning umumiy tenglamasi 2x-y-4z+20 =0 ni
uning kesmalar bo‘yicha tenglamasiga keltiring.

Yechish. Tenglamaning ozod hadi 20 ni tenglikning o°‘ng
tomoniga o‘tkazib, hamma hadlarini -20 ga bo‘lamiz:

2x-y-47 =-20, -mm ), GRS - z=1

yoki tekislikning
£ Y £ i Xoki JL-+JL+1=1
U =20 =20 -10 20 5
2 1 4
ko‘rinishidagi kesmalar bo‘yicha tenglamasini hosil gilamiz. Demak,
berilgan tekislik Ox o‘gidan a=-10, Oy o‘gidan (=20 va Oz o‘gidan
¢ =5 gateng kesmalar ajratar ekan.
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Natijada (4.35) ni (4.36) yordamida quyidagi ko‘rinishda yozish
mumkin:
xmsa+yco&R+zvosy—p =0 ---—- —(4.37)
(4.37) tekislikning koordinatalar shaklidagi normal tenglamasidir.
Tekislikning umumiy tenglamasini normal ko‘rinishiga
keltirish. Yuqorida tekislikning (4.37) ko‘rinishidagi tenglamasini ikkita
a={aB,c} va f=m,m vektorlaming skalyar ko‘paytmasi ko'rinishida
yozish mumkinligini ko‘rsatgan edik. Endi tekislikning (4.37)
ko‘rinishidagi tenglamasining
Ax+By+Cz+D=0 (4.38)
ko‘rinishini (4.38) dan foydalanib, quyidagi a=fbc} va r={xyz}
vektorlaming skalyar ko'paytmasi (fir}= Jk+By+Cz yordamida o'zgartirib
yozamiz. Unda tekislikning vektor ko‘rinishidagi tenglamasi
(i?)+D=o0 (4.39)
ko‘rinishini oladi. Bu yerda a - tekislikning normal vektori esa f
tekislik nugtasining radius-vektoridir. Agar normal vektomi
W=n-LL=i"n (4.40)
ko‘rinishida yozish mumkinligini e’tiborga olsak, (4.39) ushbu
ko‘rinishga keladi.

(nr)i+D=0 (4.41)
(4.41) tenglikni (xn) ga boisak,
+(AF) ++°r-] =0 (4.42)

hosil boiadi. Quyidagi
D—~0 da =-p
-

(4.43)
D<o da i‘r]-~—p
belgilashlami Kiritib, tekislikning ushbu
+(AT)-p=0

normal tenglamasini hosil gilamiz. Demak, tekislikning (4.38)
ko‘rinishidagi  tenglamasini  normal  ko'rinishga keltirish uchun

tenglamaning hamma hadlarini  £n ga boiish yoki M-+—nga

ko‘paytirish kerak. Agar n=yla*+82+c2 ekanini e’tiborga olsak,

U=t -1 - (4.44)
VA +B2+C2



ga ega bo'lib, unga normallovchi ko'paytuvchi deyiladi. Agar d>o0
boisa, M maniiy ishora bilan, agar boisa, Mmusbat ishora
bilan olinadi.

Shunday qilib, (4.38) tenglamani M ga ko‘paytirsh namunasiga
(4.37) ko‘rinishidagi normal tenglama ko‘rinishiga keladi.

MAx+NMBy+MCz+NMD=0 (4.45)
(4.45) va (4.37) ni solishtirib, quyidagi tengliklarga egaboiamiz.
=i = A — = .',LJ B
cosa =t - A2+ E£2+C2 cos ) " Ja2+b2+c2
C D
=X, N , p=%/ > —m
V=N TFFrc2 P TV A+p2ch

Misol.  Tekislikning 6x+7y+6z-34 =0 ko‘rinishidagi umumiy
tenglamasi berilgan. Bu tekislikning normal tenglamasini tuzing va
normalining yo‘naltiruvchi kosinuslarini toping.

Yechish. Berilgan tenglamada: a=(>b=i,C-6,d =-34 (4.44)
formulaga asosan normallovlchi ko‘path\I/chinitoriamiz.

m —
+V02+72+62 +V36+49+36 1
Berilgan umumiy ko‘rinishdagi tenglamani ™ ga ko‘paytirib,

tekislikning
6.,7.,,,.6, 34_
VT R i

ko‘rinishidagi normal tenglamasini hosil gilamiz. Bu yerdan esa
yo‘naltiruvchi kosinuslarini topamiz:

cosa =§ Cf)S'.Zz— cosyzﬁ.

iy T n

Berilgan nugtadan teklslikkacha boigan masofa. Berilgan
M{xl,yvZl) nuqtadan tekislikkacha boigan masofasini  topish
masalasini garaymiz. Bu chetlanishni s deb, M nuqgtadan tekis-
likkacha boigan masofani d deb olsak, ularorasida quyidagi muno-
sabat mavjud: agar M nugta va koordinatalar  boshi tekislikning
har tomonida boisa, d=s aks holda, ya’ni M nuqgta va koor-
dinatalar boshi tekislikning bir tomonida boisa, d=-s boiadi. Biz
birinchi hoi bilan chegaralanamiz. 4.19-chizmadan koiinib turibdiki,

&=\P$ =pG\-\OP\ (4.46)

shu bilan birga, OM vektoming n birlik normal vektorga proyeksiyasi
ikki vektoming skalyar ko'paytmasiga teng:

Agar «={cosa; coscosy}, om={x\yl\zi} ekaniigini nazarda tutsak,

110



|OR| = xlcosa+>1cos™+z1cosy (4.47)
ni topamiz. or\= Pligini (I punktga garang) e’tiborga olib, (4.46) ni
(4.47) yordamida gayta yozamiz:

S =xlcosa+ylcosB +zicosy-p (4.48)

Bu nugtaning tekislikdan chetlanishidir. Nugtadan tekislikkacha
boigan masofa quyidagi formula yordamida topiladi:

d =djilcosa+j'loos/S+zIcos>'"-/] (4.49)

Masala. a/(2,i,2) nugtadan ex+7>+6z-34 =0 tekislikkacha bo‘lgan
masofani toping.

4.19-chizma.

Yechish. Yuqorida bu tekislik tenglamasi normal ko‘rinishiga
keltirilgan edi:

6., 7 446 34_
T T TLa T
(4.39) formulaga asosan, X, =2,y, =i va z =2 ligini e’tiborga olib, d ni
topamiz:
d=i,,2+z,1+A,2_34 12+7+12-34 -3 3
n 11 n 1 1 n il
Demak, d:?
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Ikki tekislik orasidagi burchak. Ikki tekislikning parallellik va
perpendikularlik shartlari. Ikki tekislik o0‘zining (4.39) ko‘rinishidagi
tenglamalari bilan berilgan boisin:

(rnh)+DI =0, (rm2)+D2=0
bu yerda, va a, -tekisliklaming normal vektorlaridir. Bu ikki
tekislik orasidagi burchak ikki yoqli burchak bilan aniglanib, u esa

0°‘z navbatida o‘zining chizdgli burchagi abc =¢ bilan o‘Ichanadi
(4.20-chizma).

Shu bilan birga ikki tekislik orasidagi burchak ulaming normal
vektorlari orasidagi burchakka tengdir. Shuning uchun ham berilgan
ikki tekislik orasidagi burchakni ulaming normallari, ya’ni ikki
vektor orasidagi burchak sifatida aniglaymiz.

Ma' lumki, cosg= KIKI mAgar berilgan tekisliklar bir-biriga parallel

boisa, ulaming normal vektorlari kollinear boiadi va shuning uchun
tekisliklar parallelligining zarur va yetarli sharti
n =Ar2
tenglik bilan ifodalanadi, bu yerda A biror o‘zgarmas son. Shunga
o‘xshash berilgan tekisliklaming perpendikularlik sharti, ulaming
normallarining perpendikularlik shartigateng boiib, bu shart normal
vektorlari skalyar ko“paytmasining nolga teng boiishi bilan aniglanadi.
(n,-n2=0
Endi tekisliklar ~ umumiy tenglamalari bilan  berilganda,
yugoridagi shartlar ganday ko‘rinishda boiishini aniglaylik. Ushbu
Atx +Bly +Clz +D, =0
va
AX+BY +C2 +D2=0
tekisliklar berilgan boisin. Bu tekisliklaming normal vektorlari
n,=(4,B, ,c,} va m2={&2B1,cZ} boidi. Unda ikki vektoming skalyar
ko‘paytmasi ta’rifidan foydalanib, ikki tekislik orasidagi burchakni
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(ulaming normallari orasidagi burchak) hisoblash formulasini quyidagi
ko‘rinishda olamiz:

as= (4.50)
Ikki tekislikning parallellik sharti (normallarining parallelligi)
A=A =£1 (4.51)
A b2 C2

koiinishni oladi.
Va nihoyat ikki tekislikning perpendikularlik sharti (normallarining
perpendikularligi)
a,a2+b,b2+c,c2=0 (4.52)
ko‘rinishini oladi.
Masala. 2x+y-3z+3 =0 va x-y+ 2z-4 =0 tekisliklar orasidagi

burchakni toping.
Yechish. Bu yerda

A =2, B,=1, C=-3

4 =1, B2=-1, C2=2

Unda (4.50) formulaga asosan
2 l+1(-1)+(-3)-2 -5 s
oS J21+id+ (-3 Vid+ (-D2+ 7 vi4-J6 2 fi\

z/%}-lt—armzfﬁ

Bir to‘g‘ri chizigda yotmagan uch nuqgtadan o‘tuvchi
tekislikning tenglamasi. Fazoda bir to‘g‘ri chizigda yotmaydigan
uchta Mfa.y,,r,), M2x2,y2,Zj) va M,(x,y},z}) nuqta berilgan boisin.
Shu nuqgtadan o‘tuvchi tekislikning tenglamasini topamiz. Shartga
ko‘ra  nugqtalar bir to‘g‘ri chizigda  yotmagani uchun,
MM2={R-x1,y2-yl,z2-zi) va al,al3={jcj-j: ,y,-y,z,-"} vektorlar
kollinear bo'lolmaydi, ya’ni ular parallel yoki bir to‘g‘ri chiziqda
yotmaydi. Shuning uchun ham ixtiyoriy M(x,y,z2) nuqgta mvm2 va My
nuqtalar bilan bir tekislikda yotishi uchun mm2min, va
m,m = {x-xt,y-y, z-zI} vektorlar komplanar va shu sababli ulaming
aralash ko'paytmasi nolga teng  boiishi shart. Shunday qilib,
MtM2, va vektorlaming komplanarlik sharti yoki m,m,,m2
va m, nuqtalaming bir tekislikda yotish sharti quyidagidan iborat
ekan:
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Y-y, --2
2~ Y2y, 4~Z, =0-
X3-X, ¥,-¥, h-z,
Bu esa birto‘g‘ri chizigda yotmagan uch nugtadan O‘tuvchi
tekislikning tenglamasidir.
Masala. A4 25, s(0;7,2 va ¢(0;3;7) nugtalardan O‘tuvchi
tekislikning tenglamasini tuzing.
Yechish. Berilishiga ko‘ra
X =4, y,=21 Z =5
X wr=1' Zj=2
*3=°> Y3=3. Z=7
Bu giymatlardan foydalanib tekislikning tenglamasini tuzamiz:

x-4 y-2 z-5 X-4 y-2 z-5
0-4 7-2 2-5 =0, -4 5 -3 =0
0-4 3-2 7-5 -4 1 2

5-3 . m4-3 -45 _
(X_4) 1 2 'IV'2) m 2+(Z_5) 41 =0
(x-4X5-2-1(-3)]-(y-2X (-4)-2-(-3X-4)]+(z-5X(-4)I-5(-4)] =0
Bx- 4)+20(y- 2)+16(z- 5=0

Demak, tekislik tenglamasi
13x-52+20.y-40+162-80=0

13+20j+162-172=0  921€NY-

Tekislik tenglamasiga doir masala.
Berilgan nuqtadan o‘tuvchi tekisliklar dastasi tenglamasi masalasi.

Aytaylik, tekislik berilgan yU zj) nugtadan o‘tsin va uning
tenglamasini topish talab etilsin. Izlanayotgan tekislikning umumiy
tenglamasini garaymiz:

Ax+By+Cz+D =0
Mi nuqgta tekislikda yotgani uchun uning koordinatalari bu
tenglamani ganoatlantirishi kerak:
Axj+ Byi+ Cz% D =0
Hosil bo‘lgan bu tenglikni yugoridagi tenglamadan ayirib, izlangan
A(x-x]) +B(y-y{) +C(z-2) =0,
ya’ni berilgan M\ nugtadan o‘tuvchi tekisliklar tenglamasini hosil
gilamiz. Undagi koeffitsiyentlarga turli giymatlar berib, Mx nugtadan
o ‘tuvchi tekisliklar dastasini olamiz.
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4.8-§. FAZODAGITO‘G‘RICHIZIQ TENGLAMALARI

Fazodagi (/) to‘g‘ri chizigga parallel boigan har ganday s
vektorga shu to‘g‘ri chizigningy o ‘naltiruvchi vektori deyiladi. Aytaylik
MO(x0; y0; zg) to‘g‘ri chizigning ma’lum bir nugtasi, M(x; y, z) esa
to‘g‘ri chizigning ixtiyoriy nugtasi boisin. MO shu to‘g‘ri chizigning
boshlang‘ich nuqtasi deyiladi. Bu nuqgtalaming radius-vektorlari
r0(x0,y0,z0), r(x,y,z) va MdM (x-x0, y-y0, z-z0) vektomi olamiz. Unda,

4.21-chizmaga asosan, r=r0+MQM tenglikka ishonch hosil gilish
mumkin:

S — 4.21-fhirma.

Agar s(m; n;p) shuto‘g‘ri chizigning yo‘naltiruvchi vektori boisa, u
holda va s(m\ n; p) vektorlar kollinear (4.21-chizma), ya’ni
MOM—t-s, bunda t - o‘zgarmas son. Natijada ushbu tenglamani hosil
gilamiz:

r =r0+ ts. (4.53)

Bu fazodagi to‘g‘ri chizigning vektor ko‘rinishidagi tenglamasi
deyiladi. Agar (4.53) vektor tenglamani koordinatalarda ifodalasak, u
holda

(X y; 2)r (x0;y 0;20) +t(m; n; /2)=> (X;y; 2)= (XO+tm;y O+tn; zO+tp) =>

=>x=x0+tm, y=yo+tn, z=zO0+Hp (4.54)
bo'ladi.

Hosil boigan tenglamalarda t parametr o‘zgarishi bilan (x; y, z)
o‘zgamvchilar to‘g‘ri chizigning turli nugtalarini ifodalaydi, ya’ni (4.54)
to‘g‘ri chizigni toiig aniglaydi. Shu sababli (4.54) to‘g‘ri chizigning
parametrik tenglamasi deyiladi. Agarda (4.54) dan t ni topsak, u holda

t x~xo f_y-y0 t-z~z%2 x~x&y-Vo (4.55)
m n p m n p
(4.55) tenglama to‘g‘ri chizigning kanonik tenglamasi deyiladi.

Unda maxrajdagi m,n,p sonlari yo‘naltimvchi vektor koordinatalari,
suratdagi XoyoZo sonlari esa boshlangich nugtaning koordinatalari



boiishini ta’kidlab o‘tamiz. Bu tenglamani ? va mGn vektorlarning
kollinearlik shartidan ham bevosita olishimiz mumkin edi. To‘g‘ri
chizigning ushbu kanonik tenglamasi berilgan boisin:

X-*0 "y-y0=z-z0

m n p
Bundap# 0 deb olamiz. Bu tenglamani ikkiga ajratib,
X~x0_2z-20 -y-yoSz-z,, = e (4.56)
m p n p
(4.56) tenglamalar sistemasini hosil gilamiz va bu sistema ham

to‘gri chizigni ifodalaydi. Ammo ulaming har biri tekislik
tenglamasidir. Birinchi tenglama Oy o‘qgiga parallel, ikkinchi tenglama
esa Ox o‘giga parallel tekislikni ifodalaydi. Bu tekisliklaming
kesishmasida (4.56) kanonik tenglamasi bilan berilgan to‘g‘ri chiziq
hosil boimogda.

Umuman olganda, fazoda to‘g‘ri chizigning nuqgtalari ikkita tekislik
tenglamalaridan tuzilgan quyidagi sistemaning yechimlaridan iborat
boiadi:

i~Ajx+Biy+CiZ+Di=0
M XHB-2y+C2+D2=0

Bu tenglamalar sistemasi fazodagi to‘g‘ri chizigning umumiy
tenglamasi deyiladi. Bu to‘g‘ri chizigning yo'naltiruvchi vektori s
tekisliklaming

fi,=("i; B\, Cj), ,,=(¢2, B2, C2
normallariga perpendicular boiadi. Shuning uchun ham to‘g‘ri chiziqga
parallel A,XA2 vektomi uning yo‘naltiruvchi vektori sifatida olish
mumkin.
1-misol: Fazodagi to‘g‘ri chizigning umumiy tenglamasini
kanonik ko‘rinishga  keltiring.
2x-3y +z-5 =0
3x+y-2z-4 =0
Yechish: lIzlanayotgan to‘g‘ri chizigda yotuvchi biror Mo
nugtaning  koordinatalarini  aniglaymiz. Tenglamalar sistemasida
noma’lumlar 3 ta, lekin tenglamalar soni esa ikkita. Shuning uchun bitta
nomaiumni erkin gilib olamiz. Masalan, z=l deb olamiz. Natijada
berilgan sistema

116



pox - 3y=4
(s
ko‘rinishni oladi. Bu sistemadan x=2. v=0 ekanligini topamiz. Demak.

AQ(2;0;1) nugta to‘g‘ri chizigda yotadi. Yo‘naltiruvchi vektor esa
tekisliklaming s, va ,f normallari vektorial ko‘paytmasi kabi topiladi:

7 j K
fixAl=2 -3 1 =-17+?j+H\k
31 -2

Demak, yo‘naltiruvchi vektor j(-7;7;11).Unda to‘g‘ri chizigning
kanonik tenglamasi quyidagicha boiadi:
X-2_y-0_z-1
i~ 01 Tr
2-misol. To‘g‘ri chizigning umumiy tenglamasini parametrik va
kanonik ko‘rinishga keltiring:

[26+0z+1=0
[2x-y +22=0
Yechish: Tenglamalami har birini x va y ga nisbatan yechamiz:
. x-215
f 26+0=z-1 0=2-z /s

\3g->=3-22° [5"=7z-9' . Y+9/5
715

Natijada to‘g‘ri chizigning ushbu kanonik tenglamasiga kelamiz:

x-215 y +9/5_1z

-1/5 _ 7/5 1
Bu yerdan parametrik tenglamalami olish giyin emas. Darhaqgigat,
har bir nisbatni t ga tenglashtirsak, u holda
X:i +2_; y:7_t___9_; z=t

5 5 5 5

izlangan parametrik tenglama bo‘ladi.

4.9-8§. FAZODAGI TO‘G‘RI CHIZIQLARGA DOIR
MASALALAR

I.Ikki to‘g‘ri chiziq orasidagi burchak. Fazoda ikkita to‘g‘ri
chiziq o‘zlarining kanonik tenglamalari bilan berilgan bo‘Isin:
£25 =217Z1=£7£]1 va X~2*_y~y* rz~"
11N px m 17 p2
Ular orasidagi a burchakni topish masalasini ko‘ramiz. Bu
masalani ulaming yo‘naltiruvchi vektorlari orasidagi burchakni topish
masalasiga keltirish mumkin.
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Yo‘naltiruvchi S ={m,;n];pL,s2={m2;n2;p2} vektorlar orasidagi
burchak quyidagi formula yordamida topiladi:
mim2 + + ptp2 (4.57)
+n\ +p\
Misol: Kanonik tenglamalari bilan berilgan quyidagi to‘g‘ri
chiziglar orasidagi burchak topilsin:
X-\_ 'y _z+3 X_y+2_ 12

cosa = -

1 ~-~4~ 1 ° 2~ -2 ~~1
Yechish: (4.57) formulaga asosan
cosg=1-2+(-4X-2)+1(-D 1.
V+16+WA+4+1 V2
Demak, 2 to‘g‘ri chiziq orasidagi burchak a =45 gateng ekan.

2. To‘g‘ri chiziglarning parallellik va perpendikularlik
shartlari. Agar to‘g‘ri chiziglar perpendikuldr boisa, u holda (4.57)-
formulada cosa=0 bo'ladi. Bundan esa ikki to‘g‘ri chizigning
perpendikularlik sharti kelib chigadi:

mim2+ ni n2+ pipj =0.

Agar to‘g‘ri chiziglar parallel boisa, u holda ulaming
yo‘naltiruvchi vektorlari ham o‘zaro parallel boiadi va bundan ikki
to‘g‘ri chizigning parallellik sharti kelib chigadi:

mi _ni _Pi
m2 n2 P2

3.Berilgan nugtadan o‘tuvchi va berilgan to‘g‘ri chizigga
parallel boigan to‘g‘ri chiziq tenglamasi. Aytaylik, fazoda M(a;e\c)
nuqta va kanonik tenglamasi

X-X, y~y, Z-Z|
m, n, pl
boigan to‘g‘ri chiziq berilgan boisin. Berilgan M nugtadan O‘tuvchi
to‘g‘ri chiziq tenglamasini
Xx-a y-b _z-e
m n p
kabi ifodalash mumkin. To‘g‘ri chiziglarning parallellik shartiga asosan
m n p
m, n, o8
munosabat o‘rinli boiadi. Bundan, m=mb n=n! va p=pi deb olish
mumkinligini ko‘ramiz. Demak, izlanayotgan to‘g‘ri chizig tenglamasi
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X-a _y-B _z- C
g ni Pi
ko‘rinishda boiadi.

4. Berilgan ikki nuqgtadan o‘tuvchi to‘g‘ri chiziq tenglamasi.
Aytaylik, fazoning ikkita nugtasi o‘zining koordinatalari bilan berilgan
boisin. Ular Mi(xi;yi;zi) va M2(x2,y2,z2) boisin. Shu nugtalardan
o'tuvchi to‘g‘ri chizig tenglamasini topamiz.

Izlanayotgan to‘g‘ri chizigning kanonik tenglamasini tuzish uchun
unda yotuvchi biror nuqtaning koordinatalarini va yo‘naltiruvchi
vektorini bilish kifoya. Shunday nugta sifatida berilgan nugtalardan
istalganini, masalan M, ni olamiz.

Yo‘naltiruvchi vektor sifatida esa unda yotuvchi m,m2(x2-xi; y2-y,;
z2-zi) vektomi tanlaymiz. Natijada berilgan ikki nugtadan o'tuvchi
to‘g‘ri chiziq tenglamasini hosil gilamiz:

X-X, Ny-y, N Z-Zi
X2~X, y2-yi z2-z,'

5. To‘g‘ri chiziqg va tekislik orasidagi burchak. Aytaylik, to‘g‘ri
chizig va tekislik mos ravishda o‘zlarining kanonik va umumiy
tenglamalari bilan berilgan bo‘lsin:

x-a=y-B=z-75 Ax+By+Cz+D=0.
m n p

Ma’lumki tekislik va uni kesuvchi to‘g‘ri chiziq orasidagi burchakni
aniglash uchun shu to‘g‘ri chizigni tekislikka proeksiyalab, hosil boigan
chizigli burchak topiladi. Uni a orgali belgilaylik. Shu burchakning
sinusini  to‘g‘ri chizigning s(m; n; p) yo‘naltiruvchi vektori va
tekislikning n(A\ B; Q normal vektori orgali topamiz:

Sina=cos(90°-a)= ,, . & .
AALHALHE2Im2+n +p2

6. To‘g‘ri chizig va tekislikning parallellik va perpendikularlik

shartlari. Aytaylik, quyidagi

= Ac+By+Cz+D=0
m n p
tenglamalari bilan berilgan to‘g‘ri chiziq va tekislik o‘zaro parallel
bo‘lsin. U holda to‘g ‘ri chizigning yo‘naltiruvchi vektori s(m; n; p) va
tekislik normali n(A; B; C) o‘zaro perpendikular boiadi. Bundan to‘g‘ri
chizig va tekislikning parallellik sharti quyidagicha ekanligi kelib
chigadi:
Am + Bn +Cp =0.
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Bu tenglikni sin <x=0 shartdan ham keltirib chigarish mumkin edi.

Endi berilgan to‘g‘ri chiziq va tekislikning perpendikularlik shartini
keltirib chigaraylik. To‘g‘ri chizigning yo‘naltiruvchi vektori va tekislik
normali kollinear vektorlar ekanligidan, ikki vektoming kollinearlik
shartiga asosan
_ abe
boiadi. Bu to‘g‘ri chizig va tekislikning perpendikularlik shartini
ifodalaydi.

7. Berilgan nuqtadan o‘tuvchi va berilgan chizigga parallel
bo‘lgan tekislik dastasining tenglamasi. Berilgan M(a; B; ¢) nugtadan
o'tuvchi to‘g‘ri chiziglaming kanonik tenglamasini yozamiz:

X—a_ y—B_Z-C
m n p

Bu to‘g‘ri chiziqga parallel boigan tekislik tenglamasi
Ax+By+Cz+D=0 boisin. To‘g‘ri chiziq va tekislikning parallellik
shartidan Am+Bn+Cp=0 munosabatni olamiz.  Nisbatlaming
tengligidan esa m=x-a, n=y-e, p=z-c deb olishimiz mumkin. U holda
izlanayotgan tekisliklar dastasining quyidagi tenglamasini hosil gilamiz:

A(x-a)+B(y-e)+C(z-¢)=0.

8. Ikki to‘g‘ri chizigning bir tekislikda yotish sharti. Ikkita

to‘g‘ri chizig o‘zlarining kanonik tenglamalari bilan berilgan bo‘lsin:

=f£=* yoki */NwWE-
m n p

X-Xy My-y, z2z2-21 X-XT_y-yrh-z2
Ulaming yo‘naltiruvchi vektorlarini mos ravishda 5,(wi;  p{) va

sqm2n2;p2) kabi belgilaymiz. To‘g‘ri chiziglaming M\(xx y\, zX) va
M2(x2]yr, z2) boshlangMch nugtalarining radius-vektorlarini ®(xi y\, zX
va f2(x2; ¥2, z2) kabi belgilaymiz. Unda bu nugtalaming biridan
ikkinchisiga yo‘nalgan vektor r2-ft boiadi. Vektorlami ayirish
goidasiga asosan m-r={x2-x\, yj-yu z2z\} tenglikni yoza olamiz.
Geometrik mulohazalarga asosan berilgan ikkita to‘g‘ri chizigning bitta
tekislikda yotishi uchun  s2 va r2r, vektorlaming komplanar boiishi
zarur va yetarlidir. Bundan aralash ko‘paytma (r2rj s2=0 yoki

14~X1 Y2-Y1 Z2%ZI

mj n, p, - 0

m2 A2 P2
boiadi. Bu ikki to‘g‘ri chizigning bir tekislikda yotish shartini
ifodalaydi.
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4.10-§. IKKINCHITARTIBLI SIRTLAR

Ma’lumki, fazodagi sirt uchta o‘zgaruvchi x,y,z ni bogiaydigan
tenglama bilan aniglanadi.

X,y va z ga nisbatan ikkinchi darajali algebraik tenglama bilan
aniglangan sirt ikkinchi tartibli sirt deb ataladi. Bunday sirtning
umumiy tenglamasi quyidagi ko‘rinishda boiadi:

AXx2+By*+Cz2+2Dxz +2Eyz+2Fxy+ax+by +cz+d =0, (4.58)
bunda A, B,c,p E, F koeffitsiyentlaridan agalli bittasi noldan fargli.
A, B,c,D E,F,a,bc,d o0°‘zgarmas koeffitsiyentlaming qiymatlariga
bog‘lig ravishda bu tenglama turli sitrlarini aniglashi mumkin.

4.22-chizma.

Masalan:* =R =c =1,2)=£ =F =0,a=6=c =0>d =-Ai bo‘lsa, bu
tenglama x2+y2+z2=R2 ko'rinishini oladi, bu esa radiusi R ga teng va
markazi koordinatalar boshida boMgan sfera tenglamasidir. Agar
markazi 2,) nugtada bo‘lgan sferani garaydigan bo‘lsak, uning
tenglamasi bunday bo'ladi:

(x-~y +Cy-yo0)2+ (z-z0Y =R2
buni
X1+yr +22-2xx0-2yy0-2zz0+xI+yl -R2=0
ko‘rinishga keltiramiz va sitming umumiy tenglamasi (4.58) bilan
solishtiramiz. Ravshanki,
A=l 5=1 C=I, D=e=F=0, a=-2x0, b=-2y0,
c=-2z0, d=x¢ +yj+zjj-R 2.

Shunday qilib, sfera ikkinchi tartibli sirtdir. Ikkinchi tartibli
sirtlami  xususiy hollarini ko'rib chigamiz.

1 Yasovchilari koordinata o‘glaridan biriga parallel bo‘lgan
sirtlar. Biror berilgan chizigni kesuvchi to‘g‘ri chizigning bu



chizig bo‘ylab va berilgan yo‘nalishga parallel harakatidan hosil
boigan sirt silindrik sirt deb ataladi. Harakatlanuvchi to‘g‘ri chiziq
yasovchi, berilgan chiziq esa yo‘naltiruvchi deb ataladi.

Yasovchi Oz o'qga parallel yo‘naltiruvchi chiziq esa Oxy tekislikda
yotadigan va F(xy)=o0 tenglama bilan aniglanadigan holni garaymiz
(4.22-chizma). Sirtning yasovchisida ixtiyoriy M(xy,z) nugta olamiz,
uning birinchi ikkita koordinatasi N(x,yfi) nugta koordinatalari bilan bir
xil  boiadi. Shu sababli silindrik sirtning M(x,y,2) nugtasining
koordinatalari  yo‘naltiruvchi  chiziq tenglamasi  F(xy)=0 ni
ganoatlantiradi.

Demak, bu tenglama yasovchilari Oz o‘qga parallel silindrik
sirtning tenglamasidir. Shunday qilib, z koordinatani 0z ichiga olmagan
va fazoda garalayotgan F(x,y)=o0 tenglama yasovchilari Oz o0‘qqa parallel
va yo‘naltiruvchisi Oxy tekislikda yotgan silindrik sirtni aniglaydi.
Shunga o'xshash x koordinatani 0‘z ichiga olmagan F(y,zZ)=o0 tenglama
va y koordinatani o‘z ichiga olmagan f(x,z)=0 tenglama yasovchilari
mos ravishda Ox va Oy o‘glariga parallel boigan silindrik sirtlarini
aniglaydi.

1-misol. y1+Z1=R2 tenglama bilan aniglanadigan sirt silindrik sirt
boiib, u doiraviy silindr deb ataladi. Uning yasovchilari Ox o‘gga
parallel, Oyz tekislikdagi yo‘naltiruvchi esa radiusi R va markazi
koordinatalar boshida boigan y2+z2=R2aylana tenglamasidir.

4.23-chizma.
2-misol. Ushbu ’6‘1—+’B—=ltenglama bilan aniglanadigan silindrik

sirt elliptik silindr deb ataladi.
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Uning yasovchilari Oz o‘gqga parallel, Oxy tekislikda
yo‘naltiruvchisi esa yarim O‘glari a va b boigan ellipsdir (4.23 a-
chizma). u

3-misol. Ushbu

tenglama bilan aniglanadigan silindrik sirt giperbolik silindr deb ataladi.
Uning yasovchilari Oz o‘qqa parallel, Oxy tekislikdagi yo‘naltiruvchisi
esa hagiqiy o‘gi a va mavhum o‘gi b bo‘lgan giperboladir (4.23,b-
chizma).
4-misol. Ushbu
X2=2py

tenglama bilan aniglanadigan silindrik sirt parabolik silindr deb ataladi.
Uning yasovchilari Oz o‘qqa parallel, Oxy tekisligidagi yo‘naltiruvchisi
esa paraboladir (4.24-chizma).

2. Aylanish sirtlari. Oyz tekislikdagi F(y,2=0 tenglama bilan
berilgan L chizigni garaylik. Bu chizig Oy o‘qi atrofida aylanishidan
hosil boigan sirt tenglamasini topamiz. Bu sirtda ixtiyoriy M(xy,z)
nugtani olamiz va u orqgali aylanish o‘giga perpendikular tekislik
o‘tkazamiz. Kesimda markazi aylanish o'gidagi n(-y- 0) hugtada bo‘lgan
aylana hosil boiadi. Bu aylana -)2+z2 radiusiga ega (4.23,b-chizma).
Lekin ikkinchi tomondan, bu radius berilgan L applikatasining
absolyut giymatiga teng, ordinatasi chizigdagi nugtalar x vay ga teng.
Demak, _

r=y, z=+M+z22

izlanayotgan aylanish sirtning ushbu tenglamasini hosil gilamiz:
F{y,+NTT?)=0.

Shunday qilib, L chizigning Oy o‘qi atrofida aylanishdan hosil
boigan sirt tenglamasini olish uchun bu chizig tenglamasida z ni
+Jx2+21 ga almashtirish kerak. Shunga o‘xshash goida chiziglaming
boshga koordinata o‘glari atrofida aylanishdan hosil boigan sirtlar
uchun ham o‘rinlidir.
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4.24-chizma.

5-misol. Oxz tekislikda joylashgan ~ + ~ =1 ellipsning Ox o‘qi

atrofida aylanishdan hosil bo‘lgan sirt tenglamasini z ni +jy1+zl ga

almashtirib, x koordinatani esa o‘zgarishsiz qoldirib, hosil gilamiz, ya’ni
a b

Agar ellips Oz o‘gi atrofida aylanayotgan bo‘lsa, u holda uning

tenglamasida x koordinatani +Vx2+z2 ga almashtirish, z koordinatani
esa 0 ‘zicha qoldirish lozim. Natijada

N 721
bo‘ladi. Hosil bo‘lgan sirtlar aylanish ellipsoidlari deb ataladi. a =c
bo‘lganda sferaga ega boiamiz.

4.25-chizma,
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4.26-chizma.

6-misol. Oyz tekislikda joylashgan

giperbolaning Oz o‘qi atrofida aylanishdan hosil bo‘lgan sirt tenglamasi

ii-bZL -L -

c2
bo‘ladi. Bu bir pallali aylanish giperboloidi deb ataladigan sirtdir
(4.26.a-chizma).

Agar shu giperbolaning o‘zini Oy o‘qi atrofida aylantirilsa, hosil
e£+£:1 tenglamaga ega bo‘ladi. Bu ikki pallali
giperboloid deb ataladigan sirtdir (4.26,b-chizma).

7-misol. Oyz tekislikda joylashgan y2=2pz parabolaning Oz o‘qi
atrofida aylanishidan hosil bo'lgan sirt tenglamasi

boigan sirt %2+

X+yr=2pz
bo‘ladi. Bu aylanish paraboloidi deb ataladigan sirtdir.
3. Konussimon sirtlar. Konussimon sirt deb konusning uchi deb

ataladigan berilgan nugtadan o'tuvchi va konusning yo‘naltiruvchisi
deb ataladigan berilgan chizigni kesuvchi barcha to‘g‘ri chiziglardan
tashkil topgan sirtiga aytiladi. Bunda berilgan nugta berilgan chizigda
yotmaydi. Konussimon sirt tashkil etadigan to‘g‘ri chiziglaming har biri
konusning yasovchisi deb ataladi.

Uchi koordinatalar boshida bo‘lgan ikkinchi tartibli konussimon
sirt har doim x,y vaz koordinatlariga nisbatan ikkinchi darajali bir jinsli
tenglama bilan berilishini isbotsiz aytib o'tamiz. Masalan, x2+y2-z2=0
tenglama uchi koordinatalar boshida bo‘lgan doraviy konusni aniglaydi
(4.25,a-chizma).
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4, Asosiy ikkinchi tartibli sirtlar tenglamalarining kanonik
shakli. Sirtlarni kesimlar usuli bilan tekshirish. Ikkinchi tartibli sirtlar
tenglamalarining kanonik shakllarini garaymiz. Bu sirtlarining
xususiyati shundaki, koordinata o‘glari ular uchun simmctriya o ‘glari
boiadi, ulaming uchi'simmetriya markazi yoki koordinatalar boshi bilan
ustma-ust tushadi. Sirtning tenglamasi bo‘yicha uning ko'rinishi hagida
kesimlar usuli yordamida tasawur hosil gilish mumkin bo‘lib, u
quyidagidan iborat. Berilgan sirt koordinata tekisliklari yoki koordinata
tekisliklariga parallel tekisliklar bilan kesiladi va olingan kesimlarini
turi bo‘yicha sirt turi tekshiriladi.

Ellipsoid. Kanonik tenglamasi

4+n+4=1 (4.59)
a (0] C

ko‘rinishida bo‘lgan ikkinchi tartibli sirt ellipsoid deb ataladi, bu yerda
a,b,c - berilgan o‘zgarmas musbat sonlar.

Ellipsoidning shaklini aniglaymiz. (4.59) tenglama
koordinatalarining fagat kvadratlarini 0‘z ichiga oladi. Shu sababli
ellipsoidga M{x,y,2) nuqgta tegishli boisa, u holda unga ishoralari
istalgancha kombinatsiyalangan m(xx+y+z) nugtalar ham Kkiradi.
Demak, ellipsoid koordinatalar boshi va koordinata o‘glariga nisbatan
simmetrikdir.

Bu ellipsoidni koordinata tekisliklari bilan kesimlarini garaymiz.
Ellipsoid Oxy koordinata tekisligi (z =o tekislik) bilan kesilganda yarim
o‘glariavab bo‘lgan

X \2_

2
ellips hosil bo‘ladi. Ellipsoid Oyz koordinata tekisligi (x=0 tekislik)
bilan kesilganda yarim o“‘glari b vac boigan

b2 c2
ellips hosil boiadi. Ellipsoid Oxz koordinata tekisligi (=0 tekislik)

bilan kesilganda yarim o‘glari a vac boigan
X1 z2

—_—t =
a'c
boigan ellips hosil boiadi. Ellipsoidning Oxy koordinata tekisligiga

parallel z=h tekislik bilan kesimini ko ‘ramiz. Ushbu

(4-60>
tenglamani olamiz. Agar h- :c boisa, u holda (4.60) tenglama
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ko‘rinishga keladi, (0,0:c) nugtalariga aylanadi.

Agar M>« bo‘lsa, u holda g+’5r<0 boiadi va (4.60) chiziq

mavhum ellipsni aniglaydi, ya’ni ellipsoidning z=h tekislik bilan
kesishish nugtalari yo‘q.
Agar [9<c boisa, u holda (4.60) ni bunday ifodalash mumkin.

Bu tenglama z=h tekislikda yarim o‘qglari

boigan ellipsni aniglaydi. \\ kamayganda ai va bi ning giymatlari orta
boradi va eng katta giymatlariga a=o0 da erishadi. U holda ellipsoidning
Oxy(z=0) koordinata tekisligi bilan kesimida yarim o‘glari a,=a,b,=b
boigan eng katta ellips hosil boiadi.

Shunday qilib, garalgan kesimlar ellipsoidni yopiqg oval sirt sifatida
ifodalash imkonini beradi. a,b,c kattaliklar ellipsoidning yarim o‘glari
deb ataladi, agar a,b,c sonlar orasida tenglari boimasa, ellipsoid uch
o‘gli ellipsoid deb ataladi. Agar a,b,c sonlar orasida gandaydir ikkitasi
0°‘zaro teng boisa, u holda aylanish ellipsoidiga ega boiamiz (4.27-
chizma).

Bir pallali giperboloid. Kanonik tenglamasi

boigan sirt bir pallali giperboloid deb ataladi, bu yerdan a,b,c musbat
sonlar.

Bir pallali giperboloidning shaklini aniglaymiz. (4.61) tenglama
koordinatalarining fagat kvadratlarini o‘z ichiga oladi. Shu sababli bu
sirt koordinatalar boshi va koordinata o‘glariga nisbatan simmetrik.
Giperboloidning koordinata tekisliklari bilan kesimini garaymiz.
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4.27-chizma.

Giperboloidning Oxy(z=0) koordinata tekisligi bilan kesimida yarim
o'glari a va b boigan p-+|r=i ellips hosil bo‘ladi. Giperboloidning

Qxz(y=0) koordinata tekisligi bilan kesimida yarim o‘glari a (haqigiy
0‘g) va ¢ (mavhum o‘q) bo‘lgan

giperbola hosil boiadi. Giperboloidning oyz(x =0) koordinata tekisligi
bilan kesimida yarim o‘glari b va ¢ bo‘lgan

giperbola hosil boiadi. Berilgan giperboloidning Oxy koordinata
tekisligiga parallel z=h tekislik bilan kesimini qgaraymiz. Ushbu
tenglamani olamiz:

Bu tenglama z =n tekislikda yarim o‘qglari

A=l b LT

boigan ellipsni aniglaydi. Bu yarim o'glari eng kichik giymatlariga h=o0
da erishadi, ya’ni berilgan giperboloidning oxy{z =0) koordinatlar bilan
kesimida a,=a va b,=b yarim o‘qli eng kichik ellips hosil boiadi.
A-x» da ai va b, ning giymatlari cheksiz ortadi. Shunday qilib, bu
ko‘rib chigilgan kesimlar bir pallali giperboloidni Oxytekisligidan
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(ikkala tomonga) cheksiz uzoglashgan sari kengayib boradigan cheksiz
quvur sifatida tasvirlash imkonini beradi. a,b,c kattaliklar bir pallali
giperboloidning yarim o‘glari deb ataladi. Agar a=b bo‘lsa, u holda bir
pallali aylanish giperboloidi hosil bo‘ladi (4.26, a-chizma).

Ikki pallali giperboloid. Kanonik tenglamasi

$4 -7 - (462)
boMgan ikkinchi tartibli sirt ikki pallali giperboloid deb ataladi, bunda
a,b,c - berilgan o‘zgarmas musbat sonlar. (4.62) tenglama

koordinatalarining fagat kvadratlarini 0‘z ichiga oladi, shu sababli sirt
koordinata o‘glariga va koordinata boshiga nisbatan simmetrik.
Giperboloidning oxz(y =0) koordinata tekisligi bilan kesimida yarim
o‘glari a (mavhum o0°‘q) va c (hagigiy 0‘g) boMgan

al cl
giperbola hosil bo‘ladi. Giperboloidning oyz(x=0) koordinata tekisligi
bilan kesimida yarim o‘qglari b (mavhum o‘q) va c (haqgigiy o0°‘g) bo‘lgkin

giperbola hosil bo‘ladi. Giperboloidning Oxy koordinata tekisligiga
parallel z =h tekislik bilan kesimini ko‘ramiz:

(4.63)

(4.63) tenglamadan kelib chigadiki, L>c boMganda tekislik
giperboloidni

yarim o‘gli ellips bo‘yicha kesadi va h  ® da a,* lar ortib boradi. h ==c
boMganda (4.63) tenglamani (QQc) va (0-g-C) nuqtalar ganoatlantiradi
(ya’'ni z=xc tekisliklar bu sirtga urinadi). A<c boiganda (4.63)
tenglama mavhum ellipsni aniglaydi, ya’ni giperboloid z=h tekislik
bilan kesishmaydi.

Shunday qilib, ko‘rib chigilgan kesimlar ikki pallali giperboloidni
ikkita alohida palladan iborat sirt sifati tasvirlash imkonini beradi. a,b,c
kattaliklar ikki pallali giperboloidning yarim o‘glari deb ataladi. Agar
a=A bo‘lsa, u holda ikki pallali aylanish giperboloidi hosil bo‘ladi
(4.26,b-chizma).
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Elliptik paraboloid. Kanonik tenglamasi
—+ ¢ =2 (4.64)
P 9
bo'lgan ikkinchi tartibli sirt elliptik paraboloid deb ataladi, bu yerda p
vaqbir xil ishoraliberilgansonlar(masalan, q>0,p>0) ).

Elliptik paraboloidning shaklini aniglaymiz. (4.64) tenglama x va
y koordinatalarining kvadratlarini 0‘z ichiga oladi, shu sababli mx;y.z)
nugta paraboloidga tegishli bo‘lsa, unga ishoralari istalgancha
almashtirilgan M (xx\ty;z) nuqtalar ham tegishli bo‘ladi. Demak, sirt
oxz, oyz koordinata tekisliklariga va o: koordinata o'giga nisbatan
simmetrik. Paraboloidning koordinata tekisliklari bilan kesimini
garaymiz. Paraboloidning oxz(y =0) koordinata tekisligi bilan kesimida
uchi koordinata boshida va simmetriya o‘qi oz boigan parabola hosil
bo‘ladi.

xl =2pz (4.65)

Paraboloidning oyz(x=0) koordinata tekisligi bilan kesimida uchi
koordinatalar boshida va simmetriya o‘qi Oz bo‘lgan

yl=2qz
parabola hosil bo‘ladi.

Paraboloidning oxy koordinata tekisligiga parallel z=h tekislik
bilan kesimini garaymiz

(4.66) tenglamasidan ko‘rinadiki, h>o0 bo‘lganda z=n tekislik
elliptik paraboloidni yarim o‘glari

a, = -JTph, b, = -J2gh
bo‘lgan ellips bo'yicha kesadi. ft-*® da a va ~ nugtaning kattaliklari
ortadi. h=0 da ellips nugtaga aylanadi. h<0 bo‘lganda (4.66) tenglama
mavhum ellipsni aniglaydi, ya’ni z=h tekislik paraboloid bilan
kesishmaydi.

Shunday qilib, ko‘rib chigilgan bu kesimlar elliptik paraboloidni
cheksiz gavariq idish sifatida tasawur gilishga imkon beradi. 0@Q00)
nugta elliptik paraboloidning uchi, p va g sonlar uning parametrlari deb
ataladi. p=q bo‘lganda aylanma paraboloid hosil bo‘ladi (4.28,a-
chizma).

Giperbolik paraboloid. Kanonik tenglamasi

- =22 (4.67)
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bo‘lgan ikkinchi tartibli sirt giperbolik paraboloid deb ataladi, bu yerda
p va q bir xil ishorali berilgan sonlar (masalan, p>0, g>o0).

Giperbolik paraboloid shaklini aniglaymiz. (4.67) tenglama x va y
koordinatalarining kvadratlarini o‘z ichiga oladi, shu sababli, bu sirt
0OXZ,0YZ koordinata tekisligiga va @ o'qiga simmetrik.

Giperbolik paraboloidning koordinata tekisliklari bilan kesimlarini
garaymiz. Giperbolik paraboloidning ox: koordinata tekisligi bilan
kesimida uchi koordinatalar boshida, simmetriya Qz o‘qi bo'lgan

X2=2pz
parabola hosil bo‘ladi. Bu parabola yuqoriga yo‘nalgan.

Sirtni Oxz koordinata tekisligiga y=h parallel tekisliklar bilan

kesimida ham yuqoriga yo'nalgan

¢=2P(z+'iﬁ)

parabola hosil bo‘ladi.

Berilgan giperbolik paraboloidning Oyz(x=0) koordinata tekisligi
bilan kesimida pastga yo'nalgan, Oz o‘qga nisbatan simmetrik va uchi
koordinatalar boshida bo‘lgan parabola hosil boMadi. Giperbolik
paraboloidning Oyz koordinata tekisligiga parallel x=h tekislik bilan
kesimini garaymiz. Ushbu tenglamani olamiz:

Bundan kelib chigadiki, istalgan x =nh kesimdan pastga yo‘nalgan,
giperbolik paraboloidda yotadigan parabola hosil bo‘ladi.

4.28-chizma.
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Nihoyat giperbolik paraboloidning oxy koordinata tekisligiga
parallel z =h tekisliklar bilan kesimlarini garaymiz. Bu kesimda

£pL_z&—2.a 3nk| 2h 2
chiziq hosil bo‘ladi. Bundan kelib chigadiki, h>0 bo‘lganda kesimda O«
tekislikni kesib o‘tadigan giperbolalar, h<O bo‘lganda oy: kesimda
tekislikni kesib o‘tadigan giperbolalar hosil bo‘ladir *=0 bo‘lganHa
giperbola kesishuvchi to‘g‘ri chiziglarjuftiga aylanadi
va * +-f=o.
W -Jg Vp  <q

Shunday qilib, ko‘rib chigilgan kesimlar giperbolik paraboloidni
egarsimon sirt sifatida ifodalashga imkon beradi. 00Q0 nugta
giperbolik paraboloidning uchi, p va g sonlar esa uning parametrlari
deb ataladi (4.28,b-chizma).

XULOSA

v bobni analitik geometriya deb atadik. Analitik geometriya
degani bu - geometrik figuralami algebraik tenglamalar orqali ifodalash
degan ma’noni bildiradi.

Analitik geometriyani biz tekislikdagi analitik geometriya va
fazodagi analitik geometriyaga ajratib o'rganamiz.

Tekislikdagi analitik geometriya qismida tekislikda to‘g‘ri
chiziglar, ulaming tenglamalari, ikki to‘g‘ri chizigning o‘zaro
joylashishi masalalari, shuningdek, ikkinchi tartibli to‘g‘ri chiziglaming
tenglamalari, shakli, asosiy parametrlari garalgan. Tekislikda analitik
geometriya gismini o‘rgangan kitobxon chizigning tenglamasidan
foydalanib uning to‘g‘ri chiziq, aylana yoki ellips, parabola yoki
giperbola ekanligini, shuningdek, uning asosiy parametrlaridan
foydalanib chizig hagida yetarli tasawurga ega bo‘ladi.

Fazodagi analitik geometriya bo‘limida tekislik tenglamalari,
fazodagi to‘g‘ri chizigning tenglamasi, tekisliklaming va fazodagi
to‘g‘ri chiziglaming o'zaro joylashishi masalalari garalgan. Shuningdek,
ikkinchi tartibli sirtlar ham ushbu boiimdan o‘rin olgan.
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4-BOBGA DOIR TESTLAR

1. Ta’rifni to“‘Wiring.

Geometrik obyekt tenglamasi deb uning ... aytiladi.

A) Chizmasiga; B) Proeksiyalariga; C) Nugtalariga;

D) Nugtalar koordinatalariga;

E) Nugtalar koordinatalari orasidagi bogianishni ifodalovchi
tenglikka.

2.Analitik geometriyada geometrik obyekt nima asosida
o‘rganiladi?

A) Tenglama; B) Chizma; C) Proeksiya; D) Ta’rif;

E) To‘g‘rijavob yo‘q.

3. Sonlar o‘gida A(x) va B(y) nugtalar orasidagi masofani topish
formulasini ko‘rsating.

A) \x-y\-, B) jx2+y2; C) Mx2-y2) D)(x-yf; E)(x+yf]

4. Agar A(2), B(-4) bo‘lsa, A va B nugtalar orasidagi masofani
toping:’ —

A) -7; B) 2; C) 6; D) 4; E) 1.

5.Tekislikda ikki nuqta orasidagi masofani topish formulasini
ko'rsating.

A) IR -X,j +[>2 B) W2-x A+\y2-y I\;

c) #2 -Jfil+V k -yiU

D) VI(*2-X,)2+(>2->i)25 E) J(x2+X)2+(y2+",)2.

6. M(2,2) va N(-2, 2) nugtalar orasidagi masofani hisoblang.

A) VI5; B) V26; C) 423; D) V9 E) 4.

7. Agar A(-4;2) B(0;-1) bo‘lsa, A va B nugtalar orasidagi
masofani toping.

A) 5; B) VI5; C)4; D)I; E) -2.

8. Agar A(l;-1) B(-1;0) C(-1;-2) bo‘lsa, ABC
uchburchakning yuzini toping.

A) 2; B) 4; C)2; D) 1; E) 5.

9. Markazi M(a;b) nuqgtada va radiusi R bo‘lgan aylana
tenglamasini ko‘rsating.

A) (x+a)2+(y+b)2=R2; B) (x+b)2+(y+a)2=R2 C) (x-a)2+(y-b)2=R2,

D) (x-b)2+(y—a)2=R2 E) (x—a)+(y-b)=R.

10. Agar aylana markazi (2;4) nuqgtada, radiusi 5 ga teng bo‘lsa
A(-11), B(2;9) va C(4;1) nuqtalardan gaysi biri aylanada yotadi?



A) ABC; B) B,C; C) AC; D) A; E) B.

11. Uchlari A(xu yu z,) va B(*2 y2 z2 nuqgtalarda joylashgan
kesmani X nisbatda bo‘luvchi C(xn, v0-z0) nuataning koordinatalari gaysi
formula bilan topiladi?

Ax2 -*
A) 0-%" Y y2 _

5 T 2
E) K;/W, TG R
) 0 M0 Y VR L
D) 0="1n o mAc o T
B) @ XV 0 VW om P

12, Uchlarl A(2, 1) va B(-2, 9) nuqgtalarda joylashgan kesmani 1/2
nisbatda bo‘luvchi M(jc0,yo) nugta koordinatalarini toping.

A) M(l, 7/2); B) M(l, 7/2); C) M(2/4, 4/2); D) M(2/4,2);
E)M(2/3, 11/3).

13. Uchlari A(xi,yi, Zj) va B(x2y2 z2 nuqtalarda joylashgan
kesmaning

Qxo>0, zg) 0‘rta nugtasi koordinatalari gaysi formulabilan topiladi?

. *1~*2 . Z,‘ZZ.
AT wg 4 4
B) *0:!_*“2(2. >_o_>.+2>2 *1 A2..
C) %_ XZXZ . >1jA\2 +22
D) » *,“2*2'* - y>2V2‘ % ,—222..

E) w="" §- A *2-f4

14. Agar A(2;6), B(l;-2) boMsa, AB kesma o‘rtasining
koordinatalarini toping.

A) (1,52); B)(2;2); C) (-2); D) (-1;-4); E)

15. Nugtaning (x,y) Dekart koordinatalaridan (p<p) qutb
koordinatalariga o‘tish formulasini ko‘rsating.

A) p =ylx+y,<p=arctg—, B) P=yjx—y, (p=arctg y—;

C) p--Ix2~+y2,¢ =arctg—\ D) p=~x2-y 1,(p-arctg—\
X X
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E) To‘g‘rijavob keltirilmagan.

16. Dekart koordinatalar sistemasida berilgan M(1,0) nugtaning
qutb koordinatalardagi M(p,cp) ifodasini toping.

A M(l, 0); B.M(l, 20°); C.M(4,45°); D.M(2,ti/2>, E. M(l, nil).

17. Nuqgtaning (pcp) qutb koordinatalaridan (x,y) Dekart
koordinatalariga o‘tish formulasini ko‘rsating.

A) x=ptg<p.,y =pctgqy, B) x=p-sin<p,y =p-cos<p;

C) x=p mosp,y =p mimp; D) X =p-<p,y =p/<p;

E) x=p.y =<

18. Qutb koordinatalari bilan berilgan M(l/2,7t/6) nugtaning
Dekart sistemasidagi koordinatalarini toping.

A) M(I/4, V3/4);  B) M(I/4,4/V3);  C) M( V3/4, 1/4);

D) M(l, 1); E) m(t, D).

19. Qutb koordinatalar sistemasida berilgan A(V3/2), T7i/3)
nugtaning Dekart koordinatalarini toping.

A) A(l, 2); B) A(-2, 1); C) A(-2, -1); D) A(l, -2);
E)A(J5/4,3/4). S — R

20. M(0, 2) nugtaning qutb koordinatalarini toping.

A) M(0, 1); B) M(l, 20°); C) M(4, 45°); D) M(2, jil2); E)
M(2, n/2).

0 ‘z-0‘zini tekshirish uchun savollar

1 Analitik geometriyada chiziq deb nimani tushunasiz? Chiziq
tenglamasi deganda nimani tushunasiz?

2. Tenglamalari berilgan ikki chizigning Kkesishish nugtasini
ganday topish mumkin?

3. Tenglamani har doim ham tekislikda biror chizigni aniglaydimi?
Misol keltiring.

4. Fazoda chiziq tenglamasi ganday aniglanadi?

5. Tenglama har doim ham biror sirtni aniglaydimi? Misol
keltiring.

6. Nugta berilgan chiziqda va sirtda yotishiga ganday ishonch
hosil gilish mumkin?

7 Dekart koordinatalarida tekislik tenglamasi boshga sirtlaming
tenglamalaridan ganday xarakterli belgi bilan farg giladi?

8. Fazodagi to‘g‘ri chizigning yo‘naltiruvchi vektori nima?
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9. Agar fazodagi to‘g‘ri chizig umumiy tenglamalari bilan berilgan
bo‘lsa, uning yo‘naltiruvchi vektorini ganday aniglash mumkin?
10. Tekislikdagi to‘g‘ri chizigning normal vektori nima?

nl'lrlnr-i’'n..n_ lrani oVitvtOPL
Iwolormituol

}11 i\</uuiuiiiaia u iMicuimiig, iwuuiumoia iviuoiuucuiuiiig
sifatida garab, ulaming tenglamalarini yozing.

12. To‘g‘ri chizigning vektor tenglamasini keltirib chigaring.

13. To‘g‘ri chizigning kanonik tenglamasini keltirib chigaring.

14. Tekislikda nugtadan to‘g‘ri chiziggacha bo‘lgan masofa
formulasini keltirib chigaring.

15. Qanday chiziq ellips deb ataladi? Uning kanonik tenglamasini
yozing.

16. Qanday nuqta ellips markazi deb ataladi?

17. Qanday nugtalar ellipsning uchlari deb ataladi?

18. Ellipsning ekssentrisiteti deb nimaga aytiladi va u doimo
ganday tenglikni ganoatlantiradi?

19. Ellipsning direktrissasi nima? Ellipsning fokuslari gayerda
yotadi? Ular ganday xossa bilan bog‘langan?

20. Qanday chiziq giperbola deb ataladi? Uning  kanonik
tenglamasini yozing.

21. Qanday nugqta giperbolaning markazi deb ataladi?

22. Qanday nuqtalar giperbolaning uchlari deb ataladi?

23. Giperbolaning ekssentrisiteti deb nimaga aytiladi va u doimo
ganday tenglikni ganoatlantiradi?

24. Giperbola direktrissasi nima? Giperbolaning fokuslari gayerda
yotadi?

25. Giperbolaning asimptotalari nima?

26. Qanday chiziq parabola deb ataladi? Uning kanonik
tenglamasini yozing.

27. Parabolaning fokusi va direktrissasi nima?

28. Uch noma’lumli ikkinchi darajali umumiy tenglama qaysi
shartlarida markazi koordinatalar boshida bo‘lgan sferani aniglaydi?

29. Analitik geometriyada sirt tenglamasi nima?

30. Silindrik sirtning ta’rifini aytib bering. Yo‘naltiruvchisi Oxy
tekisligida yotadigan va yasovchisi Oz o‘qga parallel silindrik sirtning
tenglamasini keltirib chigaring.

31. Quyidagilami yozing: a) yasovchisi Ox o‘giga parallel elliptik
silindr tenglamasini, b) yasovchisi Oy o‘giga parallel giperbolik silindr
tenglamasini,
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d) Oxy tekislik simmetriya tekisligi va yasovchilari Oy o‘giga
parallel bo‘lgan parabolik silindr tenglamasini.

32. Uch o‘qgli ellipsoidning kanonik tenglamasini yozing va uning
shaklini kesimlar usuli bilan tekshiring.

33. Elliptik paraboloidning kanonik tenglamasini yozing va uning
shaklini kesimlar usuli bilan tekshiring.

34. Giperbolik paraboloidning kanonik tenglamasini yozing va
uning shaklini kesimlar usuli bilan tekshiring.

35. Bir pallali giperboloidning kanonik tenglamasini yozing va
uning shaklini kesimlar usuli bilan tekshiring.

36. Ikki pallali giperboloidning kanonik tenglamasini yozing va
uning shaklini kesimlar usuli bilan tekshiring.

37. Yassi chizigning Ox o‘qi atrofida aylanishidan hosil bo‘ladigan
sirt tenglamasi ganday ko‘rinishda boiadi?

38. Parabolaning Oy simmetriya 0'qi atrofida aylanishidan ganday
sirt hosil boiadi?

39. Giperbolaning Ox o‘gi atrofida, Oy o‘qi atrofida aylanishidan
ganday sirt hosil boiadi?

40. Qanday shartda elliptik silindr o‘gi Oz boigan aylanish sirti
boiadi?



Vbob. MATEMATIK TAHLIL ELEMENTLARI

To*plamlarning elementlari turli xil narsalar: harflar, atamalar,
sonlar, funksiyalar, nugtalar va h.k. bo‘lishi mumkin. Bu yerda eng
awal to‘plamlar nazariyasining juda ham Kkengligi va uning
bilimlarning ko‘pgina sohalariga (matematikaga, mexanikaga,
fizikaga) tatbiqg qilinishi ravshandir.

Bobning o‘quv maqgsadi

XIX asrdan boshlab to‘plamlar nazariyasi matematik fanlaming
asosiy poydevori sifatida olindi.

Bu nazariya elementlarini yoritish bilan u ganchalik oliy
matematikaning matematik tahlil bo‘limiga muhim ekanligini
talabalarga yetkazish mazkur bob oldiga magsad gilib qo‘yilgan.

Fransuz matematigi X.Kramp birinchi bo‘lib, fanga 1-2-3 4 ..
ko'paytma ko‘rinishdagi murakkab ifodani qisqgacha (R !) shaklda
yozishni va «factorial» tushunchasini kiritdi. Ingliz matematik - logik
B.Rassel o‘zi-o‘ziga tegishli bo‘lImagan to‘plamlar hagida fikr yuritib,
ulami normal yoki oddiy to‘plamlar deb atagan. Masalan, sonlar
to‘plami, natural son emas. Demak, natural sonlar to‘plami oddiy
to‘plamdir. F.Xausdorf nemis matematigi to‘plamlar nazariyasi sohasida
ijod gilgan. Natijada, u «To‘plamlar nazariyasi asosi» (1914) kitobida
topologik fazoda birinchi bo‘lib, to'la ta’riflab berdi. To‘plam
nazariyasiga tayanib tuzilgan bu kitob, matematika taraqqiyotiga ijobiy
ta’sir ko;rsatdi.

To‘plam o‘lchovli, to‘plam va gruppalar nazariyasi, matematik
tahlilga doir ko‘pgina teoremalar Xausdorf nomi bilan yuritiladi. XX
asming oxirlarida tanigli rus matematigi N.Kolmogorov to‘plam
nazariyasi tushunchasini boyitdi va aksiomatik qurilishni to‘plam
asosida berdi. Bunda to‘plam va son tushunchalari algebrada
boshlang‘ich tushuncha; geometriyada esa - nuqta, to‘g’ri chiziq,
tekislik; fazoda esa - sirt tushunchalar boshlang‘ich tushuncha boiib
hisoblanadi.

N.Kolmogorov aksimotikasining dunyo matematiklari gizigtirgan
tomoni shundaki, bu yerda to‘plam (figura) o‘zi-o‘ziga teng, ya’ni
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uzunligi teng boigan ikkita kesma teng emas, balki kongurientdir. Bu
yerda funksiya bir giymatli akslantirish bo‘lib, har ganday funksiyaga
teskari funksiya mavjud emas.

Masalan, y=x1ga >==+4x moslik teskari funksiya emas.

Nemis matematigi G.Kantor (1845-1918) tomonidan to‘plam
nazariyasining kirib kelishi bilan A.N.Kolmogorov (1902-1987) fanda
katta yo‘nalishni boshladi va matematika fanini gayta qurdi. 1969 —
1970-yillarda Kolmogorov aksiomatikasi dunyoga keldi. y=x2 x>0
bo'lsa, funksiya bo'ladi va unga teskari funksiya (bir giymatli moslik)
mavjud.

Xuddi shunday y=x2 x<o bo‘lganda y=-ax teskari funksiya
mavjud. Umumiy holda y =x2teskarilanuvchi funksiya emas.

I va Il holda birgalikda garasak y=+Jx funksiya emas. IKkKi
tomonlama akslantirish funksiya emas. Funksiya - bir tomonlama
akslantirishdir. Demak, y=x2 funksiya (-®0oJu[0«) oraligda mavjud
bo‘lib, (-aod kamayadi. [0;«)o‘sadi. Kritik nugta kamayish oralig‘iga
ham, o‘sish oralig'iga ham kiradi.

Agar y nugta kirmasa undan keyingi (yoki oldingi) nugta Kirishi
kerak, y nugtaning mavjudligi natural sondan keyin keladigan natural
son mavjud (Peano aksiomalari) yoki 1 dan boshga istalgan natural
sondan oldin keladigan natural son mavjud. Bu aksiomani nugtalar
to‘plami uchun tatbig etib bo‘lmaydi. Shuning uchun kritik nugtani
A.N.Kolmogorov ham kamayish oralig‘iga, ham o‘sih oralig‘iga
Kiritishga majbur bo‘Idi.

51-8. TO‘PLAMLAR VA ULAR USTIDA AMALLAR

To'plamlar nazariyasi deyarli barcha matematik fanlaming asosida
yotadi. Bu nazariya asoslari 1879-1884-yillarda nemis matematigi
Georg Kantor tomonidan chop etilgan bir gator maqolalarda yoritib
berildi. To'plam tushunchasi matematikaning asosiy tushunchalaridan
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bo‘lib, u juda umumiy xarakterga ega va shu sababli unga aniq ta’rif
berib boimaydi. Masalan, institutimizdagi | kurs talabalari to‘plami,
[0;1] kesmadagi nugtalar to‘plami, natural sonlar to‘plami, biror
zavoddagi stanoklar to‘plami va hokazo. Shunday qilib, to‘p'am.
deganda ko‘pincha bir umumiy xususiyatga ega boigan turli
ko‘rinishdagi  obyektlar majmuasini tushunamiz. Matematikada
to‘plamlar A,B,C,D,... kabi bosh lotin harflari bilan belgilanadi.
To‘plamga kiruvchi obyektlar uning elementlari deyiladi va mos
ravishda a,B,s,d,... kabi belgilanadi. «a element A to‘plamga tegishli»
degan ibora simvolik ko‘rinishda aeA kabi yoziladi. be A kabi
yozuvlar esa b element A to‘plamga tegishli emasligini bildiradi.

1- ta’rif: Agar A to‘plamga tegishli har bir a element boshga bir B
to‘plamga ham tegishli bo‘lsa (aeA=>aeB), u holda A to'plam B
to‘plamining gismi deyiladi va Acfi (yoki Bz>A) kabi belgilanadi.

Misol: Iqgtisod yo‘nalishdagi talabalar to‘plami oliygoh talabalar
to‘plamining gism to‘plami bo‘ladi.

2- ta’rif: Agarda A va B to‘plamlar uchun AcB va BcA shartlar bir
paytda bajarilsa, bu to‘plamlar teng deyiladi va A=B kabi yoziladi.

Misol: 1) A={-1;1}, B={x2-1=0 tenglama yechimlari} uchun A=B
bo‘ladi.

2) A={to‘g‘ri burchakli uchburchaklar}, B={tomonlari a,B,c boigan
va c2=a2+B2 shartni ganoatlantiruvchi uchburchaklar} to'plamlar uchun
A=B.

3)A= {badiiy asami yozish uchun ishlatilgan harflar},

B= {alfavitdagi harflar} boisa, A=B bo‘ladi,

3-ta’rif: Birorta ham elementga ega boimagan to‘plam bo‘sh
to‘plam deyiladi va 0 kabi belgilanadi.

Ixtiyoriy A to‘plam uchun AcA va 0cA shartlar doimo
bajariladi. Arifmetikada 0 soni ganday vazifani bajarsa, to'plamlar
nazariyasida 0 to‘plam shunga o‘xshash vazifani bajaradi.

Misol: {sinx=2tenglamaningyechimlari}=0, {perimetri 0
bo‘lgan kvadratlar}=0.

Arifmetikada hagiqiy sonlar ustida go‘shish va ko‘paytirish amallari
kiritilgan. Bu amallar shunday Kiritilganki, qo‘shish va ayirish natijasida
yana haqiqiy sonlar paydo boiadi va bu amallar ma’lum bir xossalarga
(gonunlarga) ega boiadi. Bu amallami va ulaming xossalarini bilmasak,
ko‘p arifmetik masalalami yecha olmas edik. Xuddi shunday sababga
ko‘ra to‘plamlar ustida qo‘shish va ko'paytirish amallarini kiritishga
ehtiyoj paydo boidi.
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Ammo bu amallar arifmetikadagi qo'shish va ko ‘paytirish
amallaridan farqgiladi.

4-ta’rif: A va B to‘plamlaming yig‘indisi (birlashmasi) deb
shunday C to‘plamga aytiladiki, uning elementlari A va B to'plamlardan
hech bo‘lmaganda bittasiga tegishli bo'ladi va C=A+B yoici C=AUB
kabi belgilanadi.

5.1-chizma.

Shunday qilib, AUB to‘plam elementlari yoki A ga, yoki B ga
yoki ham A ga, ham B ga tegishli elementlardan iboratdir, ya’ni ceAUB
=>c eAyoki ceB yoki ceAva ceB (5.1-chizma).

Xuddi shuningdek Ai,A2, A3 ..., A, -to‘plamlar yig‘indisi

C=A,uA2uA3 U ..UA, = U A, kabi belgilanadi. Bu yerda C hech

bo‘lmaganda bitta AKto‘plamga tegishli elementlar to'plami sifatida
aniglanadi.

Misol. 1) A={juft sonlar}, B={ toq sonlar}=>AUB=Z={butun
sonlar}.

2) Ai ={ 1kurs talabalari}, A2={2 kurs talabalari},... . A5={5 kurs
talabalari}=> Aiu A2...UA5={ institutdagi barchatalabalar}.

3) A={1,2,3,4,5}, B={2,4,6,8}=> AUB={1,2,3,4,5,6,8}.

4) A={juft sonlar}, B={ to‘rtga bo'linadigan sonlar}=> AUB=A.
Umuman olganda BcrA yoki B=A bo‘lsa, uholda AUB=A bo‘ladi.

Demak, to‘plamlarda arifmetikadagi qo'shish amali uchun «B?O
bo‘lsa, unda A+B”A bo‘ladi» degan tasdiq o‘rinli bo‘Imasligi mumkin
ekan. Ammo arifmetikadagi A+0=A degan xossa to‘plamlar uchun
saglanib goladi, ya’ni VA to‘plam uchun AUO=A bo‘ladi.

Arifmetikada go‘shish amali uchun a+s=B+a (kommutativlik) va
(at+B)+c=a+(B+c) (assotsiativlik) qonunlari o‘rinli. Bu qonunlar
to‘plamlami qo‘shish amali uchun ham saglanib goladi, ya’ni VA va
B,C to‘plamlar uchun quyidagi tengliklar o‘rinli:

AUB =BUA, (AUB)UC=AU(BUC)

Bu tengliklar go'shish ta’rifidan bevosita kelib chigadi.
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5-ta’rif: A va B to‘plamlaming ko‘paytmasi (kesishmasi) deb
shunday C to‘plamga aytiladiki, uning elementlari ham A ga, ham B ga
tegishli bo‘ladi va C=AB yoki C=Af|B kabi belgilanadi (5.2-chizma).

Shunday qilib, ceAf)B=>ceA, ceB. Xuddi shuningdek Aj, A2
n
A3,...Aa to‘plamlaming ko‘paytmasi C=A[f|A2f|... fIAKf-| Ak kabi

belgilanadi va C to‘plam barcha A* larga tegishli elementlardangina
iborat bo‘ladi.

Misol: 1) A={juft sonlar}={2,4,6,8,10,12...}, B={3 ga bo'linadigan
sonlar}={3,6,9,12...} bo‘lsa, uholda

AnB={6,12,18,...}={ 6 ga bo‘linadigan sonlar}

2) A={talabalar}, B={futbolchilar}=>Afl B={futbol bilan
shug‘ullanuvchi talabalar}.

Avrifinetikada sonlami ko‘paytirish uchun kommutativlik va
assotsiativlik gonunlari o‘rinli. To‘plamlar ko‘paytmasi ta’rifidan bu
gonunlar bu yerda ham saglanib golishini ko‘rish mumkin, ya’ni

AnB=BDA (AOB) nC=Afl (BfIC).

Avrifinetikada go‘shish va ko‘paytirish amallari o‘zaro distributivlik
gonuni bilan bog‘langan, ya’ni (a+B)c=ac+Bc. Bu qonun to‘plamlar
uchun ham o‘rinlidir, ya’ni

(AUB)nC=(AnC) U (BDC).

Shu tenglikni isbotlaymiz.

xe(AUB)nC bo‘lsin. Unda xeAUB va xeC bo‘ladi. xeAUB =>
xgA yoki xeB bo‘lsin. Bundan xeADC yoki xeBflC. Bundan
xe(AnC) U (BnC).

xgAUB =>xe A va xeB hol ham xuddi shunday garaladi.

Shunday qilib, xe(AUB) fIC =>xe(AnC) U (BDC), ya'ni

(AUB) nCc (ADC) U (BHC) (5.1)

Endi je(AnC) U (BfIC) bo‘lsin. Unda "eARC yoki yeBDC
yoki yeAflCva ye BDC.

yeAfIC bo‘lsin. UholdayeAyGC=>yeAUB,yeC=>ye(AUB)f|C.
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yeATllC, yeBMC=>yeA, yeB,y 6C=>yeAunB,
y eC=>ye(AUB)NC.
Demak, ye(AMC) U (BIMC) =>y e(AUB) NC, ya’ni
(AMC) U (BNIC) ci (AUB) NC. (5.2)

(5.1) va (5.2) munosabatlardan, 2- ta’rifga asosan, AllB)MC=
=(AMNC)n(BMNC) ekanligi kelib chigadi.

Xuddi shunday tarzda yana bir ushbu distributivlik qgonunini
isbotlash mumkin:

(AMB) UC=(AUC) N (BUC)

6- ta’rif: A va B to‘plamlaming ayirmasi deb, shunday C
to'plamga aytiladiki, u A ga tegishli, ammo B ga tegishli bo‘lmagan
elementlardan tashkil topadi va C=A\B kabi belgilanadi.

Demak, xeA\B xeA va xeB. VA to‘plam uchun A\A=0,
A\0=A, 0\A =0 munosabatlar o‘rinlidir.

Misol: 1) Z={ butun sonlar}, B={juft sonlar} bo‘lsa, Z\B={toq
sonlar}.

2) A={barcha talabalar}, B={l kurs talabalari} bo‘lsa, A\B={ll-1VV
kurs talabalari}.

3) A={1,2,345}, B={1,3,79} bo‘lsa, A\B={2,4,5},
B\A={7,9}.

7-ta’rif: A va B to'plamlaming dekart ko'paytmasi deb AxB kabi
belgilanadigan va (x,y), xeA, yeB ko‘rinishdagi juftliklardan tuzilgan
yangi to‘plamga aytiladi.

Masalan, A=[0;1], B=[0;1] bo'lsa, AxB uchlari Mi(0,0), M21,0),
MJI,1) va M4(0,l) nugtalarda joylashgan to'rtburchakdagi nugtalami
ifodalaydi. Agarda A=R, B=R (R- haqgigiy sonlar to'plami) bo‘lsa,
AxB=R2, ya’ni tekislikdagi barcha nugtalami ifodalaydi.Dekart
ko‘paytmasi  uchun  AxB”BxA, ya’ni kommutativlik gonuni
bajarilmaydi.

5.2-§. CHEKLI VA CHEKSIZ TOTLAMLAR.
TO‘PLAMLARNING EKVIVALENTLIGI

1-ta’rif: A to‘plam chekli deyiladi, agarda uning elementlarini
bittadan birin -ketin ola boshlasak, ma’lum bir gadamdan keyin bo‘sh
to‘plam hosil bo‘lsa.
Misollar: 1) 0 ‘quv guruhidagi talabalar to‘plami;
2) Yer yuzidagi barcha odamlar to'plami;
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3) Ko‘pburchakning tomonlari to'plami;
4)1000 dan kichik bo‘lgan tub sonlar to‘plami;
5) Kitobdagi varaqglar to*‘plami;

W BT 4RYAOGF A7 SRATGIaTh e jFAUR ERT Tu piduid.

Ba’zi hollarda chekli to‘plamdagi elementlar sonini aniq ko‘rsatib
bo‘ladi, ba’zi hollarda esa bu sonni aniq ko ‘rsatib boimaydi.

Masalan, marketing yo‘nalishi bo'yicha 1kurs talabalari to'plami
chekli va uning elementlar soni aniq bir giymatga, (masalan 125 ga) ega
bo‘ladi. Yer yuzidagi barcha suv molekulalaridan tashkil topgan to'plam
ham chekli, ammo undagi elementlar sonini anig ko‘rsata olmaymiz.

Umumiy holda A chekli to‘plamdagi elementlar sonini aia2...an
bilan belgilasak, u holda A={aia2...an} deb yozish mumkin.

2-ta’rif: A to‘plam cheksiz deyiladi, agarda uning elementlarini
bittadan birin- ketin olganimizda hech gachon bo‘sh to‘plam hosil
bo‘Imasa.

Misollar: 1) Natural sonlar to‘plami N;

2)Ratsional sonlarto'plami Q;

3) [0;1] kesmadagi nugtalar to‘plami;

4) sinx=a (|Ja| <1) tenglama yechimlari to‘plami;
5) Tekislikdagi barcha to‘g‘ri chiziglar to'plami.

Agar A va B chekli to‘plamlar bo‘lsa, ulami elementlar soni
bo‘yicha o‘zaro solishtirish mumkin. Ulaming elementlari sonini n(A),
n(B) deb belgilasak, n(A)>n(B), n(A)=n(B), n(A)<n(B) bo‘lishi
mumkin. Chekli to'plamlami ikki xil usulda solishtirish mumkin.

1-usul: A va B to‘plamdagi elementlami sanab, n(A) va n(B) ni
topamiz, keyin n(A) va n(B) lami solishtiramiz.

2-usul: A to‘plamdagi har bitta a elementga B to‘plamning bitta
va faqat bitta b elementini mos qo‘yamiz va aksincha. Agarda A va B
elementlar orasida bunday o‘zaro bir giymatli moslik o‘matib bo‘lsa, u
holda n(A)=n(B) bo‘ladi (bunda n(A) va n(B) giymatlarini bilishimiz
shart emas). Agarda bu o‘zaro bir giymatli moslikda A ning elementlari
ortib qolsa, u holda n(A)>n(B) va B ning elementlari ortib golsa,
n(A)<n(B) bo‘ladi.

Misol: A={auditoriyadagi talabalar}, V={auditoriyadagi stullar}.
Talabalar va stullar sonini sanamasdan har bitta stulga bittadan talabani
0‘tgazamiz. Hamma talabalarga joy yetsa va stullar ortib golmasa
n(A)=n(B), agar talabalarga stul yetmasa n(A)>n(B) va stullar ortib
golsa, n(A)<n(B) bo‘ladi.
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Har ganday chekli A to‘plamning elementlar soni har ganday
cheksiz B to‘plamdagi elementlar sonidan kichik ekanligi tushunarli.
Endi A va B cheksiz to‘plamlar boisin. U holda ulami solishtirib
bo‘ladimi, degan savol paydo boiadi.

Masalan, tekislikdagi doiralar (A to‘plam) ko‘pmi yoki ratsional
sonlar (B to‘plam) ko‘pmi? A va B cheksiz to‘plam bo‘lgani uchun bu
savolga javob berish uchun birinchi usul yaramaydi. Birinchi usul bilan
fagat chekli to‘plamlami solishtirish mumkin. Ammo ikkinchi usulni
cheksiz to‘plamlarga ham qo‘llash mumkin.

Misol: A={toq sonlar}, B={juft sonlar} bo'lsin. Unda 2n-
leAo2neB, ya’ni lo2, 3=+, 506, ..., 2n-lo2n,... ko‘rinishda A
va B to‘plam elementlari o‘rtasida o'zaro bir giymatli moslik o'matiladi.
Demak, A va B elementlar soni bo‘yicha bir xil cheksiz to‘plamlar
bo'ladi.

3-ta’rlf: A va B to‘plamlar ekvivalent deb ataladi, agarda ulaming
elementlari o‘rtasida o'zaro bir giymatli akslantirish mavjud bo‘lsa.
Ekvivalent to‘plamlar A~B kabi belgilanadi. Chekli A va B to'plamlar
ekvivalent bo'lishi uchun albatta n(A)=n(B) boMishi HTb

Cheksiz to‘plamlar ichida eng «kichigi» natural sonlar to‘plami
N={l,2,3,4,...,n,...} bo‘libhisoblanadi.

4-ta’rif: Natural sonlar to‘plami N ga ekvivalent ixtiyoriy cheksiz
to‘plam sanogli to‘plam deyiladi.

Agarda A~N bo‘lsa, A elementlarini ragamlab chigish mumkin,
ya’ni A={ai, a2 a3,.. .,an...} deb yozish mumkin.

Misol: 1) Z={butun sonlar}={...-2,-1,0,1,2,...} sanogli to‘plam
bo‘ladi. Bunga Ze no2n+1eN, agar n>0 bo‘lsa va Zen<=>2 |n | eN,
n<0 bo'lsa, ya’ni musbat butun sonlarga toq natural sonlami, manfiy
butun sonlarga esa juft natural sonlami mos qo‘yish bilan ishonch hosil
gilish mumkin.

2) A={2,4,8,...2n...} ~N. Bunga A32"oneN orgali ishonch hosil
gilish mumkin.

4) A={2,4,6,8,....2n,...} ~N. Buni A32n O neN orqgali ko‘rish
mumkin.

1-teorema: Ratsional sonlar to‘plami Q sanoqli.

Ishot: Har ganday ratsional sonni a =p/q ko‘rinishda yozish
mumkin. Bu yerda g- natural son, p- butun son bo‘lib, ular o‘zaro
gisqarmaydigan sonlardir. Bu  sonning balandligi deb h=|p|+q songa
aytiladi. Balandligi h=m bo‘lgan ratsional sonlar soni chekli va ulami



balandligi oshib borishi bo‘yicha birin-ketin ragamlab chigish mumkin.
Natijada Q~N ekanligini ko'ramiz.

2-teorema: Sanogli to‘plamning gism to ‘plami chekli yoki sanoqli
oM Keg()i

3-teorema. Chekli yoki sanoqgli sondagi sanogli to‘plamlar
yig‘indisi yana sanoqli to'plam bo‘ladi. Masalan, ratsional koeffitsiyent-
li kvadrat uchhadlar, tekislikdagi butun koordinatali nugtalar,
tekislikdagi ratsional koordinatali nugtalar to'plamlari sanoqgli bo'ladi.

5-ta’rif: Sanoqgli bo‘Imagan cheksiz to‘plam sanogsiz to‘plam deb
aytiladi.

4-teorema: 0 va 1 orasida joylashgan barcha haqigiy sonlar
to‘plami sanogsizdir, ya’ni [0,1] kesmadagi nuqgtalar to‘plami
sanogsizdir.

Masalan, Va,B (B>a) uchun [a,B] ~[0,1], ya’ni sanogsiz to‘plam
bo'ladi. Bunga y=a+(B-a)x (ye[a,B], xe[0,I]) 0‘zaro bir giymatli
akslantirish orgali ishonch hosil gilish mumkin.

5-teorema: Agarda A~B, B~C bo‘lsa, A~C bo'ladi.

Isbot: A~B bo‘lgani uchun Aaa <=>BeB, B~C bo‘lgani uchun
BaBOceC.U holda AaaoceC desak, A va Cto‘plamlaro‘rtasida
o‘zaro bir giymatli moslik o‘matiladi, ya’ni A ~C bo‘ladi.

Natija: 1) A va B ixtiyoriy sanoqgli to‘plamlar bo‘lsa, undan A~B
bo'ladi.

2) Ixtiyoriy ikkita [a,b] va [c,d] kesmalar uchun [ab]~[c,d]. 3)

(0;1) ~(-00;00). Bunga xe(-adao iarctgx+|/2=ye(0,|) 0°‘zaro bir

giymatli akslantirish orgali ishonch hosil gilish mumkin.

6-teorema: Har ganday cheksiz to‘plam o°‘zining gandaydir bir
gismiga ekvivalent bo‘ladi.

Masalan, (0;1)<” (-0j,0j) va(0;l) ~(-00;00), {2n}e{n} va {2n} ~{n}.
6-ta’rif: Agarda A~B boMsa, A va B to‘plamlar bir xil quwatga
ega deyiladi.

Chekli to‘plamning quwati undagi elementlar soniga teng bo‘ladi.
Sanogli to'plamlaming hammasi o'zaro ekvivalent bo‘lgani uchun ular
bir xil quwatga ega vay a0 (alfa nol) kabi belgilanadi. [0,1] va unga
ekvivalent barcha to‘plamlar quwati C orqgali belgilanadi va ular
kontinium quwatga ega deyiladi.

Agar A va B to'plamlar quwati m(A) va m(B) bo‘lsa, bu yerda
yoki m(A)=m(B) yoki m(A)<m(B) yoki m(A)>m(B) bo‘ladi.
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m(A)=m(B) tenglik A~B ekanligini bildiradi. m(A)>m(B) yozuv A ning
bir gismi B ga ekvivalent, ammo B da A ga ekvivalent gism yo‘qligini
bildiradi.
a0 quwatli sanoqgli to‘plamlar «eng kichkina» cheksiz to'plamdir. C

quwatli to‘plamlar «kattarog» cheksiz to‘plamdir. Eng katta quwatli
cheksiz to‘plam bormi degan savolga quyidagi teoremajavob beradi:

7-teorema: A to‘plam quwati m(A) bo'lsin. U holda A
to‘plamning barcha gism to‘plamlaridan iborat B to‘plam quwati
m(B)>m(A) bo‘ladi.

Agarda m(A)= 0 bo‘lsa, u holda m(B)=C bo‘ladi, ya’ni sanogli
to‘plamning barcha gism to‘plamlari kontinium quwatli to‘plamni
tashkil etadi.

5.3-8. ASOSIY ALGEBRAIK STRUKTURALAR

Bizga ixtiyoriy a to‘plam berilgan bo‘lib, uning har ganday ikkita
a va b elementlariga biror cea elementni mos qo'yadigan gandaydir (»)
binar amal Kiritilgan bo‘lsin. Masalan, ct hagigiy sonlar to‘plami bo‘lsa,
amal sifatida sonlami qo‘shish (+) yoki ko'paytirish (x) amalini, ct
to‘plamlardan tashkil topgan bo‘lsa, (*) sifatida to‘plamlar birlashmasi
(V) yoki kesishmasi (flI) amallarini olish mumkin.

1-ta’rif: To‘plam va unda aniglangan (*) amaldan tashkil top-
gan <ct, » > sistema gruppa deb ataladi, agarda quyidagi shartlar
bajarilsa:

1Va,B,CGCT uchun a* (B«c)=(a*B) «c (assotsiativlikgonuni);

2. Shimday e € at e element mavjudki, a uchun a*e=e*a=a;

3. Vaec uchunshunday a element mavjudki, a* a =s *a=e.

Bu holda e element gruppaning birlik elementi, a esa a elementga
teskari element, (¢) esa gruppaviy amal deyiladi.

Misollar: 1) a=Z butun sonlar to'plami bo‘lib, unda * sifatida
qo‘shish (+) amali olinib, birlik element e=0 va teskari element a=-a
kabi aniglansa, (Z,+) sistema gruppani tashkil etadi.

2) <Z, x> sistema gruppani tashkil etmaydi, chunki bu yerda e=I
va a=a'lbo‘lib, a=0 element uchun teskari element mavjud emas. Z-Z -
{0} deb olsak, <Z', x> gruppani hosil giladi.

3) Q - ratsional sonlar to‘plami bo‘lsa, <Q,+> va <Q-{0}x >
sistemalar gruppani tashkil etadi.
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Gruppada bo‘lish (/) amalini a/le=a*e kabi aniglash mumkin. Bu
holda gruppada a*x=e tenglama doimo yechimga ega bo‘ladi va bu
yechim x= *e kabi topiladi. Hagigatan ham, bu holda a*x=a*
(4 *e)=(a* &)*e=e*e=e.

Gruppada natural daraja tushunchasi an=a*a*...*a kabi Kiritilishi
mumkin. Bunda darajaga xos barcha xossalar saglanadi.

2-ta’rif : Agarda {a , »} gruppa bo‘lib, unda V a,Becj uchun
a*B=B*a shart (kommutativlik gonuni) bajarilsa, u kommutativ yoki
Abel gruppasi deb ataladi.

Yuqorida ko‘rib o‘tilgan gruppalar kommutativlik qonuniga
bo‘ysimadi. Kommutativ bo‘lmagan gruppalarga misollami kelgusida
ko‘rib o‘tamiz (matritsalar algebrasiga garang).

3-ta’rif: <a*> sistema yarim gruppa deyiladi, agarda unda fagat
(a*B)*c=a* (b*c) shart bajarilsa.

Masalan, ot(A) orgali A to‘plamning barcha gism to‘plamlaridan
tashkil topgan to'plamni belgilasak, <a(A),U> yoki <aofA),D>
sistemalar yarim gruppani tashkil etadi, ammo gruppani tashkil etmaydi.
Bunda U va D amallar mos ravishda to‘plamlar birlashmasi va
kesishmasini ifodalaydi.

Har ganday gruppa albatta yarim gruppani tashkil etadi.
Yarim gruppalar tushunchasi avtomatik qurilmalar nazariyasida keng
go‘llaniladi.

4-ta’rif: Agar ct to‘plamda ikkita ®,® binar amallar aniglangan
bo‘lib, <ct,©,0> sistema uchun quyidagi shartlar bajarilsa, u halga
deyiladi:

1) <a© > - kommutativ gruppa; 2) <0 > -yarim gruppa;

3) a <8>(BCx)=(a<8>B)+{a®x), 4) (a©B)®c = (a®c)©(BO0c).

Bunda © - gruppaviy qo‘shish, ®- gruppaviy ko'paytirish amali,
3-shart esa distributivlik yoki tagsimot gonimlari deyiladi.

Qo‘shish amaliga nisbatan birlik element eo shu halganing noli
deyiladi va 0 kabi belgilanadi.

Agarda Vaecr uchun a®e=e0a=a shartni ganoatdantiruvchi eec
element mavjud bo‘lsa, u birlik element deyiladi.

Misollar : 1) ct ={juft sonlar}. Bu holda <ct,+,x> halgani tashkil
etadi (bunda nol element e0=0, birlik element e mavjud emas). Ammo
<et,x,+ > halgani tashkil etmaydi.
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2) <cr(A), U, fI> to‘plamlar sistemasi halgani tashkil etadi va
unda birlik element e=A, nol element esa 0=0, ya’ni bo‘sh to‘plam
bo‘ladi.

3) Barcha ko‘phadlar to‘plami go‘shish va ko‘paytirish amallariga
nisbatan halga tashkil etishini ko'rsatish mumkin.

5-ta’rif: Agarda <a,©,®> halgada ® amaliga nisbatan e birlik
element mavjud bo‘lsa, bu halga algebra deyiladi.

Masalan, <Z,+,x> yoki <Q,+x> yoki <R,+x>yoki <c(A),u,n
> halgalar algebrani tashkil etadi.

6-ta’rif : Agarda <a,©,®> halgada < ko‘paytirish amali
kommutativlik qonuniga bo‘ysunsa va unda bu halga maydon deb
ataladi.

Masalan, <R,+,x> hagiqiy sonlar maydonini tashkil etadi.

7-ta’rif : a to‘plam va ©, ® binar amallardan tuzilgan <ct ©,®>
sistema struktura deyiladi, agarda quyidagi shartlar bajarilsa:

1)Ixtiyoriyaeo uchun a®a=a,a®a=a (idenpotentlikqonuni);

2) Ixtiyoriy uchun a,eeo uchun a®e=e®a . a®e=e®a
(kommutativlik gonuni);

3) (a©e)©c=a®(e©c), (a®e)®c=a®(e®c) (assotsiativlik qonuni);

4) (a®e)@a=a , {a®e)®a=a (yutilish gonuni).

Masalan, <a{A), f|, U)> sistema strukturani tashkil etadi. Bunda
a(A) A to‘plamning barcha gism to‘plamlarini, f| va |J esa to‘plamlar
ustida ko‘paytirish (kesishma) va qo'shish (birlashma) amallarini
ifodalaydi.

<R,+,x> sistema esa strukturani tashkil etmaydi, chunki unda 2) va
3) qonunlar bajarilib, 1) va 4) gonunlar esa bajarilmaydi.

5.4-8§. KOMBINATORIKA ELEMENTLARI

1-ta’rif: Biror chekli to‘plam elementlari ichidan ma’lum bir
xossaga ega boigan elementlardan iborat gism to‘plamlami tanlab olish
yoki to‘plam elementlarini ma’lum bir tartibda joylashtirish bilan
bog‘lig masalalar kombinatorik masalalar deyiladi.

2-ta’rif: To'plamlar nazariyasining kombinatorik masalalar bilan
shug'ullanadigan gismi kombinatorika deyiladi.

Masalan, o‘nta talabani ikki kishilik partali sinfga necha xil usulda
o‘tkazish mumkinligi, molekulada atomlar ganday usullarda birlashishi
mumkinligi (kimyo), ogsil moddalarda aminokislotalaming ganday



tartiblarda joylashtirish mumkinligi (biologiya), turli bloklardan iborat
mexanizmda bu  bloklami  turlicha tartiblarda  birlashtirish
(konstruktorlik), bir necha dala uchastkalarida turli xil ekinlarini har xil
tartibda ekish (agronomiya), chtirnolliklar nazanyasming turli
masalalarini yechishda natijalami u yoki bu guruhlarini qurish
kombinatorik masalalarga misol bo‘ladi va kombinatorikani ham
matematikada, ham insonning boshqga faoliyatlarida qo'llanilishini
ko‘rsatadi.

Kombinatorikada qo‘shish va ko‘paytirish qoidasi deb ataluvchi
ikkita asosiy qoida mavjud. Ulami ifodalash uchun dastlab to‘plamlar
nazariyasiga doir bir teoremani keltiramiz.

Teorema: Agarda A va B chekli to'plamlar bo‘lib, ulardagi
elementlar soni n(A) va n(B) bo‘lsa, u holda AUB to'plamdagi
elementlar soni n(AUB) quyidagicha topiladi:

n(AUB)=n(A)+ n(B), agarda Af[B=0 bo‘lsa,
n(AUB)= n(A)+ n(B> n(AfIB), agarda AnB*0 bo‘lsa.

Bu teoremadan kombinatorikaning qo‘shish qoidasi kelib
chigadi

Qo‘shish qoidasi: Agarda biror a tanlovni n (a) usulda, P
tanlovni esa n(P) usulda amalga oshirish mumkin bo‘lsa va bu yerda a
ni ixtiyoriy tanlash usuli p ni ixtiyoriy tanlash usulidan farg gilsa, u
holda «a yoki p» tanlovni amalga oshirish usullari soni

n(a yoki P)=n (a)+n (P)
formula bilan topiladi.

Misol: Korxonada 10 erkak va 8 ayol xodim ishlaydi. Shu
korxonadan bitta xodimni necha xil usulda tanlab olish mumkin?

Yechish: a -erkak xodimni tanlash, P - ayol xodimni tanlash
bo‘lsin. Unda

n(a) - 10, n (p) = 8 va bitta xodimni
n(ayokiP)=n(a)+n(P)=10+8= 18
usulda tanlash mumkin.

Ko‘paytirish qoidasi. Agarda biror a tanlovning (a) usulda, P
tanlovni n(p) usulda amalga oshirish mumkin boisa, u holda «a va P»
tanlovni (yoki (a,P) juftlikni) amalga oshirish usullari soni

n(avaP)=n(a)n(P)
formula bilan topiladi. Masalan, korxonada 10 erkak va 8 ayol ishlasa,
ulardan bir erkak va bir ayol xodimdan iborat juftlikni n (a va P) - 10
8 = 80 usulda tanlash mumkin.
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Misol: 10 talabadan iborat guruhga ikkita yo‘llanma berildi. Bu
yo‘llanmalami necha xil usulda targatish mumkin ?

Yechish: a | yo‘llanmani, p esa Il yo‘Hanmani tarqatish usullari
bo‘lsin. Unda n(a)=10 vali ( P) = 9, chunki bitta talabaga | yo‘llanma
berilganda Il yo‘llanmaga 9 talaba ega bo‘lishi mumkin. Demak, ikkita
yoilanmani targatishlar soni  (a va P)=10- 9 =90 bo‘ladi.

Umumiy holda ab a2 ....am tanlovlami mos ravishda n(ai),
n(a?d , n ( a m usullarda amalga oshirish mumkin bo‘lsa,

n(a Jyokia2yoki...yokiam)=n(a,)+n(a2)+....+n(aj,
n(aivaa 2va...vaam)=n(ai)en(a 2) n (otm)
formulalar o‘rinli bo“ladi.

3-ta’rif: ntaelementli to'plamning k (k < n) ta elementli ixtiyoriy
gism to‘plami n ta elementdan k tadan olingan kombinatsiya deyiladi
va ulaming soni C* kabi belgilanadi.

Fagat elementlaming joylashish tartibi bilan farq giladigan barcha
gism to'plamlar bitta kombinatsiya hisoblanadi.

Kombinatsiyalarda elementlaming joylashish tartibi ahamiyatga
ega emas va bu gism to‘plamlar bir-biridan kamida bitta elementi bilan
farqg qilishi kerak.

Masalan, {a.e,c} n=3 elementli to‘plamdan ikkita elementli
kombinatsiyalar {a;e}, {a;c}, {e;c} bo'ladi. Bu yerda {e;a}={a;e},
{c;a}={a;c}, {e;c}={c;a} deb hisoblanadi.

Umumiy holda quyidagi formula o'rinli:

C*=—
K\(n-k)I
Bu yerda n! (en faktorial) = 1 *2-3-....... - nva 0! = 1 deb olinadi
Misol:  Beshta odamdan uch kishidan iborat komissiyani

(5.3)

5 3Ix2!
usulda tuzish mumkin:

4-ta’rif: n ta elementdan iborat to‘plamning elementlarini
joylashish tartibini o‘zgartirish natijasida hosil bo‘lgan n ta elementli
ixtiyoriy to‘plam o‘rin almashtirish deb ataladi va ulaming soni Pnkabi
belgilanadi.

Misol: 1)n= 2 => {a-e},{e\a}=> P2=2

2) n=3=>{ae;c}{a;c;e}{c;a;e},{0;a;c}{e;c;a],{c;e;a}=> P3=6

Umumiy holda n elementli o‘rin almashtirishlar soni uchun
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Pn=n! (5.4)

formula o‘rinli.

Misol: Navbat kutib turgan 5 ta odamni P5= 5! = 120 usulda
navbatgajoylashtirish mumkin.

5-ta’rif: n ta elementlardan iborat to‘plamning k ta elementdan
iborat gism to‘plamlari bir-biridan elementlari yoki elementlaming
joylashish tartibi bilan farg gilsa, ular n ta elementdan k tadan
o‘rinlashtirish deb ataladi va ulaming soni A* kabi belgilanadi.

Misol : 1) {a;e;c} n=3, k=2
=>{a;e}{a;c} {e;c}.{e;a}.{c;a},{c;e}=>Aj=6.

2) {a;e;c;d} n=4, k=3 =>{a\s;c}{a-,c;B},{B;a-,c},{c;a;B},{c;B;a}
..=> A*=16.

Umumiy holda o‘rinlashtirishlar soni quyidagicha topiladi:

Masala : Talaba 8 kunda 4 ta imtihon topshirishi kerak. Buni
necha xil usulda amalga oshirish mumkin?

Yechish: Kunlami 1,2,3, ... , 8 kabi ragamlab chigsak, imtihonlar
go‘yilish kunlari {1;2;3;4}, {1;3;2;5} kabi to‘rtliklardan iborat va
ulaming soni

AJ =8 76 5= 1680.

Shuningdek, takrorlab  o‘rinlashtirish mumkin. Agar takrorlab
O‘rinlashtirish bo‘lsa, u holda Am=mi" ko‘rinishda izlanadi.

Masalan, 1; 2; 3 sonlaridan 2 xonali sonlami yozing. 12; 13; 23; 31; 32
6 ta. Takrorlansa yana 3 ta 11; 22; 33 qo‘shiladi va 9 ta bo‘ladi.
A\ =32=9. Buxoroda telefonlar taxminan ag =io5=100000 tagacha telefon
bilan ta’minlanadi. Toshkentda - a®=io6=1000000, Moskvada taxminan
Ajj, =107 =10000000. Bu hisoblar aholi soni bilan bog'liq

C* sonlari yordamida quyidagi formulani yozish mumkin;

(a+ef=C° abDe® +C, 0"lel+...+ C* cP*ek+..+Cp
d B°="cm-*bK (5.6)
&0
Bu Nyuton binomi formulasi deyiladi, C* esa binomial
koeffitsiyentlar deb ataladi. Nyutondan oldin bu formulani natural daraja
uchun Umar Xayyom (1048-1131), Giyosiddin ali - Qushchi (1430)
ham bilishgan. Nyutonning xizmati shuki, u (5.6) formulani nafagat
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natural n daraja uchun, balkim kasr darajalar uchun ham o‘rinli
ekanligini ko‘rsatgan.

Nyuton binomidan va ta’rifdan C* uchun quyidagi kombinatorik
ayniyatlar kelib chigadi:

1) a=e=\=>;c;=2n 2) a=l, B=1 =* ;{(-1)"=0

3)q=Cr* 4) C2=C: =1
Bu ayniyatlaming to ‘g ‘riligini tekshirish talabalarga havola gilinadi.

XULOSA

\ bob matematikaning fundamental asosi bo‘lgan to‘plamlar
nazariyasiga bag‘ishlangan.To‘plam matematikaning boshlang’ich
tushunchasi boiib, to‘plamga ta’rif berib bo‘Imaydi. To‘plam bu bir
umumiy xususiyatga ega boMgan obyektlar majmuasidir.

To'plamlar ustida xuddi arifmetikadagiga o'xshash amallar
bajarish mumkin. Bu amallami kiritishdan magsad - berilgan
to‘plmalardan yangi to‘plamlar yaratishdan iborat.

To‘plamlar ustida amallardan tashqgari to'plamlami sinflarga ajratib
chekli va cheksiz, shuningdek, sanogli va sanogsiz to‘plamlar
o‘rganilgan sanogsiz to‘plam elementlari soni cheksiz bo‘lishi bilan
birga ulami nomerlashning ham iloji yo‘q. Shu sababli to‘plamlami
solishtirganda ulaming quwati hagida gapirish o‘rinlidir, ya’ni bunday
to‘plam!ar quwatiga ko‘ra solishtiriladi.

Shuningdek, bu bo‘limdan asosiy algebraik strukturalar va
kombinatorika elementlari o‘rin oigan. Asosisy algebraik strukturalarda
halga, gruppa maydon tushunchalari keltirilgan. Agar to‘plamda ma’lum
amallar bajarilishi bilan birga, bu amallarga nishatan ma’lum xossalar
o‘rinli bo'lsa, u 0z navbatida gruppa, halga yoki maydon bo‘lar ekan.

5-BOBGA DOIR TESTLAR

1.Quyidagi to ‘plamlardan gaysi biri bo‘sh to'plam emas?
A) Kvadrati manfiy bo‘lgan hagiqiy sonlar;

B) sinx = 2 tenglama yechimlari to‘plami;

C) Ikkita burchagi o‘tmas bo‘lgan uchburchaklar to'plami;
D) Kubi manfiy bo‘lgan sonlar to‘plami;

E) Ikkiga bo‘linmaydigan juft sonlar to ‘plami.

2.Qachon A to‘plam B to‘plamning gismi deyiladi ?
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A) Agar A va B bir xil elementlardan tashkil topgan bo‘lsa;

B) Agar A va B har xil elementlardan tashkil topgan bo‘lsa;

C) Agar B to‘plamning har bir elementi A to‘plamga tegishli
bo‘lsa;

D) Agar A to‘plamning har bir elementi B to‘plamga tegishli
bo‘lsa;

E) To‘g‘ri javob keltirilmagan.

3. Quyidagi tasdiglardan gaysi biri noto‘g‘ri?

A. Bo‘shto‘plam barchato‘plamlaming to'plam ostisi hisoblanadi;

B. Har bir to‘plam o‘zining to‘plam ostisi;

C. Agar AczB va CczA bo‘lsa, unda CcB;

D. Agar AczB va CclAbo'lsa, unda AnC=C;

E. Agar AcrB va CciA bo'lsa, unda AuC=B.

4.X vay to‘plamlar birlashmasi gaysi chizmada ifodalangan?

a>

5.To‘plamlar birlashmasi amalining xossasi gayerda noto‘g‘ri
ko'rsatilgan (Q-universal to‘plam, 0 - bo‘sh to‘plam)?
A) AkiB =B A B) AUO=A; C) AuA =A
D)Avn=n; E) Barcha xossaiar noto‘g‘ri
ko‘rsatilgan.
6. A=[-3;0] va B=(-I; 5] to‘plamlar birlashmasi gayerda to‘g‘ri
ko‘rsatilgan?
A)[-3;5]; B)[31; C)(-1,0); D)(0;5;  E)[-;5].
7. X va Y to‘plamlar kesishmasi amali gayerda to‘g‘ri
ifodalangan?
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A)XunY; B)YXnY; C)XCY; D)X€Y; E)X\Y.
8. X va Y to'plamlar kesishmasi gaysi chizmada ifodalangan?

a) M ESM )

Q. To‘plamlar birlashmasi amalining xossasi gayerda noto‘g‘ri

ko‘rsatilgan (Q-universal to‘plam, 0 - bo‘sh to‘plam)?
A) AnB =BNA; B) Jin 0 =0; C)AanaAa=0;

D) An(BnC)=(AnR)nC; E) Ann =A

10. A=[-3,0) va B=(-1,5] to'plamlar ayirmasi A\B gayerda to‘g‘ri
ko'rsatilgan?

11. 12 universal to‘plamga tegishli A to‘plam to'ldiruvchisi A
ta’rifi gayerda to‘g‘ri ko‘rsatilgan?

A) A =A\M; B) A =A\0; C) A =0\A; D) A=QWA; E)Aa =
A\A,

12.A={0;1;3;5} va B={12;3;4;6} to‘plamlaming birlashmasi va
kesishmasini toping.

A. AuB={0;l;3;5}%, AoB=0;

B. AuB={0;1;2;3;4;5;6}, AnB={ 1;3>;

C. AuB={0;5}, Ar>B={-2;3;5};
D. AuB={0;6}, AnB={-2;3;5};
E. AuB=0, AnB={2;4,6}.

13. Agar A=(-00;4); B=(0;4) bo‘lsa, quyidagilardan gaysi biri
noto‘g‘ri?
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A. AnB=B; B. AuB=A; C. A/B={-00;0]; D.B/A=0;

E. AuB=B.

14. Agar A=(2,13), B=(-cc;15) bo‘lsa, quyiaagilardan gaysi biri
noto‘g‘ri?

A. AnB=A; B. AuB=B; C. A/B=0; D.B/A=B;

E. AuO=A.

15. Agar AcB bo‘lsa, quyidagi tengliklardan gaysi biri noto‘g‘ri?

A. AuB=B; B. AnB=A; C.A/B=0; D.B/A=A;

E. BUuA =B.

16. Agar AcB bo‘lsa, quyidagilardan gaysi biri to‘g‘ri?

A. 1=B; B.B=A, C.AuB=A; D.AoB=A; E B/A=0.

17. Quyidagi tasdiglardan gaysi biri noto‘g‘ri ?

A. Bo‘sh to‘plam barcha to‘plamlaming to‘plam ostisi hisoblanadi;

B. Har bir to‘plam o‘zining to‘plam ostisi;

C. Aga AcB va CcrA boMsa, unda Cc:B;

D. Agar AcB vaCcA bo‘lsa, unda AnC=C;

E. Agar AcB va CcrA bo‘lsa, unda AuC=B.

18. Agar A-barcha to‘rtburchaklar, B-barcha parallelogrammliir va
C-barcha romblar to‘plaml£ui bo‘lsa, unda ulaming kesishmasi topilsin.

A. AnBnC=0; B. AnBrC=A; C. AnBnC=B;

D. AnBnC=C; E. AnBoC={barcha kvadratlar}.

19. Agar N, Z, Q va R mos ravishda natural, butun, ratsional va
haqiqiy sonlar to‘plamlari bo‘lsa, unda quyidagi munosobatlardan gaysi
biri noto‘g‘ri ekanligini ko‘rsating?

A.NczZcQcR; B.NnZ=N; C.zZnQ=Z; D.QnR=Z;

E. QUR=R.

20. Agar N, Z, Q va R mos ravishda natural, butun, ratsional va
hagiqiy sonlar to'plamlari bo‘lsa, unda quyidagi munosobatlardan gaysi
biri noto‘g‘ri ekanligini ko'rsating?

A.ZcrR; B.NcR; C.ZuN=Z; D.NnR=Q; E. ZUR=R.

O‘z-o‘zini tekshirish uchun savollar

1 To‘plam deganda nima tushuniladi ?
2. To‘plam elementi ganday aniglanadi ?
3. To‘plamlarga misollar keltiring.

4. Qism to‘plam ganday ta’riflanadi ?

5. Qachon ikkita to‘plam teng deyiladi ?
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6. Qanday to'plam bo‘sh to‘plam deyiladi ?

7. To'plamlar yig‘indisi ganday ta’riflanadi ?

8. To‘plamlar yig‘indisi amali ganday xossalarga ega?

9. To'plamlar ko‘paytmasi ganday ta’riflanadi ?

10. To'plamlar ko‘paytmasi amali ganday xossalarga ega ?
11. To'plamlar ayirmasi ganday ta’riflanadi ?

12. To‘plamlar ustidagi amallar chizmada ganday ifodalanadi ?
13. To‘plamlaming dekart ko‘paytmasi ganday aniglanadi ?
14. Qanday to‘plamlar chekli deyiladi ?

15. Chekli to‘plamlarga misollar keltiring.

16. Cheksiz to*‘plamlarga misollar keltiring.

17. Ekvivalent to‘plamlar ganday ta’riflanadi ?

18. Qaysi shartda chekli to‘plamlar ekvivalent bo‘ladi ?

19. Qanday to‘plamlar sanoqli deyiladi ?

20. Sanogli to‘plamlarga misollar keltiring.

21. Sanogli to‘plamlar ganday xossalarga ega ?

22. Sanogsiz to‘plam ganday ta’riflanadi ?

23. Gruppa ganday ta’riflanadi ?

24. Gruppalarga misollar keltiring.

25. Qaysi shartda gruppa kommutativ deyiladi ?
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VIbob. FUNKSIYA

Funksiya tushunchasi to‘plam

tushunchasi kabi asosiy va

boshlang‘ich hisoblanadi.
F.Xausdorf

Bobning o‘quv magqgsadi

Arifmetikada son ganday ahamiyatga ega bo‘lsa, oliy matemati-
kada funksiya shunday asosiy ahamiyatga egadir.

Funksiya tushunchasi ganchalik fanlarga kirib qgolganini, funksiya
ta’rifmi, xususiyatlarini, uning ustida bajariladigan amallarni, tatbig-
larini talabalarga yetkazish mazkur bob oldiga magsad qilib qo‘yilgan.

«Funksiya» so‘zi lotincha «functio» so‘zidan kelib, u «bajarish»
so'zini ifodalaydi. Birinchi bo‘lib, funksiya, o‘zgaruvchi va o‘zgarmas
migdor kabi termin va tushunchalami G.Leybnits Kiritdi. Funksiyani
matematiklar quyidagicha belgilashgan:

EylerL -/: u;fi(x+c)

Leybnits G. - /1 (x) va/>(x) o‘miga X' vax

Dalamber J. - r , (t+S)

Funksiyaga birinchi bo‘lib, Bemulli 1. 1718 yilda quyidagicha
ta’rif bergan: «Funksiya - bu o'zgaruvchi va o‘zgarmasdan tuzilgan
migdordir». F.Xausdorfga ko‘ra, funksiya ham xuddi to‘plam tushun-
chasidek dastlabki va asosiy tushunchadir. Funksiya tushunchasini
rivojlantirishga L.Eyler, J.Fur’e, O.Koshi va yana ko‘pgina olimlar o‘z
hissalarini qo‘shganlar.

6.1-§. FUNKSIYAVA UBILAN BOG‘LIQBO‘LGAN
TUSHUNCHALAR

Tabiat, fan va texnika masalalarida bir migqdoming ikkinchi
miqdorga bog‘lig o‘zgarishini ko‘p kuzatamiz. Shu sababli o‘zgaruvchi
miqdor tushunchasi matematikada asosiy tushunchalardan hisoblanadi.

Atrofimizdagi turli jarayonlami matematik usullarda tadgiqot
gilayotganixnizda o‘zgarmas va o‘zgaruvchi migdorlarga duch kelamiz.
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1-ta’rif: Fagat bitta sonli giymat gabul giladigan kattaliklar
o‘zgarmas miqdorlar deyiladi.

Masalan, yorug'lik o‘lchami c, erkin tushish tezlanishi g, aylana
uzunligini uning diametriga nisbati n, izotermik jarayonlarda harorat t°
0‘zgarmas miqdorlardir.

2-ta’rif: Turli sonli giymatlar gabul qila oladigan Kkattaliklar
o0‘zgaruvchi migdorlar deyiladi.

Masalan, tekis harakatda vaqt t va bosib o‘tilgan masofa s
o‘zgaruvchi miqgdorlardir.

Biror jarayonni o‘rganayotganimizda bir nechta o‘zgaruvchi
miqdorlar o‘rtasidagi 0'zaro bog‘lanishlarga duch kelamiz.

Masalan, tekis harakatda tezlikni v, vaqtni t va bosib o'tilgan
yo'Ini s desak, u holda bu o‘zgaruvchilar o'zaro s=v*t ko‘rinishda
bog‘lanadi. Bunday bogManishlami juda ko‘p keltirish mumkin va shu
sababli ulami atroflicha o‘rganish magsadida funksiya tushunchasi
kiritiladi.

3-ta’rif:  Agarda x o'zgaruvchini har bir mumkin bo'lgan son
giymatiga y o°‘zgaruvchining yagona bir son giymati mos qo'yilgan
bo‘lsa,j> 0‘zgaruvchi x o‘zgaruvchining funksiyasi deyiladi.

Biror y o‘zgaruvchi x o‘zgaruvchining funksiyasi ekanligi y=f(x)
kabi belgilanadi (f harfi o‘miga F, h, g, pkabi boshga harflami ham
go‘llash mumkin). Bu yerda x erkli o‘zgaruvchi yoki argument, y esa
erksiz o‘zgaruvchi yoki funksiya deb ataladi.

4-ta’rif: y-f(x) funksiyada x argumenming y funksiya ma’noga
ega boMadigan barcha son giymatlari to‘plami shu funksiyaning
aniglanish sohasi deyiladi va D{f} kabi belgilanadi. Funksiya gabul
giladigan barcha giymatlar to‘plami esa shu funksiyaning o‘zgarish
sohasi deyiladi va E{f} kabi belgilanadi.

Masalan, f(x) =sinVx funksiya uchun D{f}=[0,00), E{f}=[-I,I]
bo‘ladi.

Quyidagi funksiyalar asosiy elementar funksiyalar deb aytiladi:

1.Darajali funksiya y=x“,a e R. Masalan, y=x2, y=Vx, y= 1/x.

2. Ko‘rsatkichli funksiya y=ax(a>0,a”l). Masalan, y=3x y=(1/10)x

3.Logarifinik  funksiya y=logaX, (a>0,a*l). Masalan, y=log2X
y=Ilgx,y=Inx.

4. Trigonometrik funksiyalar y=sinx, y=cosx, y=tgx, y=ctgx.

5.Teskari  trigonometrik  funksiyalar  y=arcsinx, y=arccosx,
y=arctgx,

y=arcctgx.
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5-ta’rif. Asosiy elementar funksiyalardan chekli sondagi
munosabatlar yordamida hosil gqilinadigan  funksiyalar elementar
funksiyaiar deyiladi.

Masalan, ushbu

o lgx-e2*
Y =V RS+ T
funksiya elementar funksiya deyiladi. Ammo y=W\y=[X] (X ning
butun gismi-ante) funksiyalar noelementar funksiyalardir.

Elementar funksiyalar algebraik va noalgebraik (transendent)
fimksiyalarga bo‘linadi.

Algebraik funksiya deb argumenti ustida chekli sonda algebraik
amallar bajarilgan  funksiyaga aytiladi. Bunday fimksiyalarga
quyidagilar Kiradi:

1) Butun ratsional funksiya (ko'phad yoki polinom):

y:as("+ +..+a, X+a,,

2) Kasr-ratsional fimksiya-ikki ko‘phad nisbati;

3) Irratsional funksiya (argumentdan ildiz chigarish amali bor
bo‘lganda).

Har bir noalgebraik funksiya trasnserdent funksiya deyiladi.
Trasnsendent fimksiyalarga ko‘rsatkichli logarifmik, trigonometrik,
teskari trigonometrik funksiyalar kiradi.

Funksiyani iqtisodiyotda go‘llanilishini misolda ko‘raylik.

1) y=er im0 demografiyada qo‘llaniladigan, Maltus funksiyasi
deb ataladigan funksiya;
2) y=/(*)- o‘rtacha mehnat unumdorligi, k- qurollanganlik;

3) Talab funksiyasi: a) y-kx+b,k<Q b) y=-+b,a>o0;

4) Taklif funksiyasi: a) y =kx+b,kyQ\ b) y=ajx +Hha>0

5)Ishlab chiqgarish funksiyasi.

6) Turli tovarlarga bo‘lgan talabning daromadga bog‘ligligi
funksiyasi (Tornkvist L. funksiyalari)

Bitta koordinata sistemasida narxga nisbatan talab va taklif
funksiyalarini ko‘rilsa, ulaming kesishish nugtasi egar nuqtasi (tovar
realizatsiya bo‘ladigan hol).Uning abssissasi esa muvozanat narxi
deyiladi.
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6-ta’rif : Agar har bir natural son n ga biror goida yoki qgonun
yordamida fagat bitta am n=1,2,..., son mos qo'yilgan bo‘lsa, unda
{o} sonli ketma-ketlik berilgan deviladi va u quyidagicha voziladi:
{a faua2..
Boshgacha aytganda, sonli ketma-ketlik natural  argumentli

funksiyalar:

an=/(«)
Unda ataz.....a, sonlar ketma-ketligi hadlar deyiladi.
Misollar:
1) {2n},2,4,8,..2n,....,
2) «.1,1.1,.....1,......
CON Ry S
+WNrlo i 2
4) n % IZ’ i3 4 5 \ /

7-ta’rif : Berilgan {8} ketma-ketlik va A son uchun ixtiyoriy
(xohlagancha) kichik musbat son evo berilganda ham shunday N
(n=N()) nomer topilsaki,

n>- N bo‘lganda,
b -A\<e

tengsizlik o‘rinli bo‘lsa, A son {a, ketma-ketlikning limiti deyiladi va
liman=A ko‘rinishida yoziladi.
Limitga ega bo‘lgan ketma-ketlik yaginlashuvchi, aks holda,
uzoglashuvchi deyiladi.
Misol: lim l1+——)=i ekanini isbotlaymiz. Unda

A=l, <e dan kelib chigadi.
Demak, N- (butun gism) deb olinsa, n>N bo‘lganda ta’rif sharti
bajariladi.

8-ta’'rif: XOY tekislikdagi (x, f(x)), xeD{f}, koordinatali
nugtalaming geometrik o‘mi y=f(x) funksiyaning graflgi deyiladi.

Masalan, y=x2 fimksiya grafigi paraboladan, y=cosx fimksiya
grafigi cosinusoidadan, y=2x+5 funksiya grafigi esa to‘g‘ri chizigdan
iboratdir.
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Funksiyalar analitik ko‘rinishda, ya’ni formulalar orgali, jadval
yoki grafik ko‘rinishda berilishi mumkin.

Masalan, aylana radiusi X va uning yuzasi y orasidagi bog'lanish
funksiyasi y=7x2 formula orqali analitik ko‘iinishda, Bradisning
matematik jadvallar kitobchasida funksiyalar jadval ko‘rinishida, yurak
ishlashini ifodalovchi funksiya kardiogramma orqgali grafik ko‘rinishda
ifodalanadi.

9-ta’rif: y=f(x) funksiya biror DcrD{f} sohada o‘suvchi
(kamayuvchi) deyiladi, agarda Vxi, x2eD uchun x>»xx2=>f(X])<f(x2)
(f(xi)>f(x2)) shart bajarilsa.Masalan, y=x2 funksiya (-°0;0) sohada
kamayuvchi, (0,00) sohada esa o'suvchi boMadi.

10-ta’rif: y=f(x) funksiya nol nuqtaga nisbatan simmetrik bo‘lgan
D{f>
aniglanish sohasida juft (toq) deyiladi, agarda VxeD{f} uchun f(-x)=
f(x)

(f(-x)=-f(x)) shart bajarilsa. Masalan, f(x)=x2 - juft funksiya, f(x)=x3 esa
toq funksiya bo‘ladi. Lekin f(x)=x2-3x+1, f(x)=2x -3 funksiyalar najuft
va na toqdir.

11-ta’rif: y=f(x) ftinksiya davriy deb ataladi, agarda shunday T>0
son mavjud boisaki, VxeD(f) uchun f(x+T)=f(x) shart bajarilsa. Bu
shartni qanoatlantiruvchi eng kichik T soni shu funksiyaning davri
deyiladi.

Masalan, y=sinx davri T=2n , y={x} (x ning kasr gismi) davri T=1
bo‘lgan davriy funksiyalardir. y=x2 funksiya esa davriy emas.

12-ta’rif:  y=f(cp),cp=9 (x) funksiyalar berilgan bo‘lib, xeD{cp}
bo‘lganda E{(p}cD{f} shart bajarilsin. Bu holda, F(x)=f((p(x)) funksiya
ma’noga ega boMadi va u murakkab funksiya deb ataladi. Bu yerda 9
ichki,/esa tashqi funksiya deyiladi.

Masalan, y=sinx2 funksiya uchun <p(x)=x2 ichki, f(<p)=sin(p esa
tashqi funksiya boiadi. y=sin2x murakkab funksiyada esa cp(x)=sinx
ichki, "p)=(p2 tashqgi funksiya bo‘ladi.

13-ta’rif: y=f(x) funksiyadan X argumentni y funksiya orqali
ifodalashdan hosil bo‘lgan x=(p (y) ko‘rinishidagi < funksiya /
funksiyaga teskari funksiya deb ataladi va f ! kabi belgilanadi.

Odatda argument X, funksiya esa y orqali belgilanganligi uchun,
teskari funksiya y=(p(x) yoki y=f '(x) ko‘rinishda yoziladi. Teskari
funksiyani f(y)=x tenglama yechimi kabi topishimiz mumkm. Masalan,
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f(x)=3x-1 boisa, 3y-l=x tenglamadan bu funksiya uchun teskari
funksiya/'1(x)=(x+1)/3 ekanligini aniglaymiz.

Shuni ta’kidlab o‘tish kerakki.ounda E{f}=E{/" 1}, E{/'*} = E{f}
munosabatlar o ‘rinli bo‘ladi.

6.2-8. FUNKSIYA LIMITI VA UNING XOSSALARI

Oliy matematikaning muhim tushunchalaridan bin limit bo‘lib,
uning yordamida egri chiziqga urinma, egri chiziq yoyi uzunligi,
funksiya uzluksizligi va hosilasi, aniq integral kabi juda ko‘p
tushunchalar Kiritiladi.

Ta’rif: Agarda oldindan berilgan ixtiyoriy e>0 son uchun unga
bog‘liq shunday ©6=8(e)>0 son topilsaki, 0<|x-a|<5 shartni
ganoatlantiruvchi har ganday xeD {f} uchun |f(x)-A|<e tengsizlik o‘rinli
boisa, A soni y=f(x) funksiyaning x—a boigandagi limiti deb ataladi
va bu tasdiq

X_*a/\ N
ko‘rinishda yoziladi.
Misol sifatida, limx2=9 ekanligini ko‘rsatamiz. Bu yerda Xx-»3
jt->3

boigani uchun 2<x<4, ya’ni |x+3|<7 deb olishimiz mumkin. Bu holda
ixtiyoriy >0 uchun

[f(X)-A]=|x2-9|=|x+3||x-3|<7|x-3 |<e
tengsizlik o‘rinli bo‘lishi uchun |x-3|<e/7, ya’ni 5(e)=e/7 deb olish
mumkin. Demak, limit ta’rifiga asosan, Iirr31x2=9 tenglik o‘rinli bo‘ladi.

Ta'rif: y=f(x) funksiya x->a boMganda cheksiz (+<» yoki -00)
limitga ega deyiladi, agarda har ganday katta N>0 son uchun shunday
6=5(N)>0 son mavjud boisaki, 0<|x-a|<S shartni ganoatlantiruvchi har
ganday xeD {f} uchun [f(x)j>N tengsizlik o ‘rinli bo‘lsa.

Ta’rifdagi tasdiq limf(x)=too ko‘rinishda yoziladi.
X—n
Masalan, >I(i_g(x3—8)'2:°o ekanligini ko‘rsatish mumkin.

Ta’rif: A soni y=f(x) funksiyaning x—+o00 bo‘lgandagi limiti
deyiladi, agarda har ganday kichik e>0 son uchun shunday katta
M=M(e)>0 son mavjud boisaki, |[X|>M shartni ganoatlantiruvchi barcha

xeD {f} uchun |f(x)-A|<8 tengsizlik o'rinli boisa.
Bu tasdig lim f(x)=A ko‘rinishda yoziladi.
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M asalan, ,jm*+»=1 ekanligini ko‘rsatamiz. Ixtiyoriy Kichik s>0

x-**> X

uchun .
|f(x)-A|:|—'—I|:|I/x|<8 tengsizlik bajarilishi uchun, |x|>s*, ya’ni
X

M (e)=g'l deb olishimiz mumkin. Bu yerdan, ta’rifga asosan, yugoridagi
tenglik o'rinli ekanligi kelib chigadi.

Ta'rif: y=f(x) funksiyaning x—t00 bo‘lgandagi limiti cheksiz
deyiladi, agarda har ganday katta N>0 soni uchun shunday M=M(N) son
mavjud boisaki, |[X|>M shartni qanoatlantiruvchi barcha xeD {f} uchun
[fix)[>N tengsizlik o‘rinli bo‘lsa, ta’rifdagi tasdiq X_[!in;(]>f(x):i<>>

ko‘rinishda yoziladi.
. +o . - s -
Masalan, J(I:_|>erx3=_ 0, *])%XT 00 ekanligini ta’rif bo‘yicha

isbotlash mumkin.
Ba’zi hollarda funksiyaning chap va o‘ng limiti tushunchalari kerak
bo‘ladi.

Ta'rif: y=f(x) funksiyaning argumenti x gandaydir a soniga fagat
chap (x<a) yoki o‘ng (x>a) tomondan yaginlashib borganda funksiya
limiti biror A] yoki A2sonidan iborat bo‘lsa, u funksiyaning a nugtadagi
chap yoki o‘ng limiti deb ataladi va X_I*[am_of(x):Ai yoki X_!Lrprof(.x:):AZ

ko‘rinishda yoziladi.
I,x>0
Masalan, sgnx= 0,x=0 funksiya uchun
-1,x<0

At= lim sgnx—1, A2= lim sgnx=l.
X-»0-0 x->0+0

Agarda biror a nuqtada y=f(x) funksiya A limitga ega, ya’ni
limf(x)=A bo‘lsa, u holda Ai=A2=A tenglik o‘rinli boiishi chap va

x-+a

o‘ng limit ta’rifidan kelib chigadi. Aksincha, agar chap va o‘ng limitlar
teng boisa, u holda limitning ta’rifidan funksiya limiti mavjudligi kelib
chiqadi.

Shuni ta’kidlab o‘tish kerakki, funksiya limiti har doim ham
mavjud boiavermaydi. Masalan, y=sgnx funksiya x-»0 bo‘lganda
limitga ega emas, chunki bu holda A)=-1 va A2=1 bo‘lib, A|*A2. Ammo
bu funksiya x-»a, a¥0O boiganda 1yoki 1 limitga egadir.
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Teorema: Agar x-*a bo‘lganda funksiya limiti mavjud boisa, u
holda bu limit yagona boiadi.

Isbot: Teskarisini faraz gilaylik, ya’ni funksiya x->a bo‘lganda
ikkita A va B limitlarga ega boisin. Limit ta’rifiga ko‘ra, har ganday
kichik e>0 son uchun shunday 8[=8i(e)>0 va 82=82(e)>0 sonlar
topiladiki, 0<|x-a|<82 shartlarda
[f(x)-Al<ej va |f(x)-B | <s2tengsizliklar bajariladi. Agar 5=min(8i,82) deb
olsak 0<|x-a|<8 bo‘lganda

| A-B|=|A- f(x)+ f(x)+B|< [f(X)-Al+ |f(x)-B|<e/2+E/2=6
tengsizlik o‘rinli boiadi. Bu yerda«- ixtiyoriy Kichik son bo‘lganidan va
A, B sonlar X ga bogiiq emasligidan |A-B|=0, ya’ni A=B ekanligi kelib
chigadi. Demak, funksiya limiti mavjud boisa, u fagat yagona boiadi.
Limitlarga doir turli tasdiglami isbotlashda cheksiz kichik migdor
va ulaming xossalari muhim ahamiyatga ega.

Ta’rif: a (x) funksiya x—a(jaj<oo yoki a=+00) boiganda cheksiz

kichik miqdor deb ataladi, agarda )!ig;a(x)zo shart bajarilsa.

Teorema : Agar x—a boiganda a(x) va P(x) cheksiz kichik
miqdorlar bo‘lib, f(x) biror M soni bilan chegaralangan, ya’ni If(x)|<
M boisa, u holda a(x)xP(x); a(x) P(x); f(x) a(x); ca(x) (c = const)
funksiyalar ham cheksiz kichik migdorlar boiadi.

Isbot : a(x) va P(x) cheksiz kichik migdorlar, ya’ni )!_iﬂ;nla(x):o,
Iin; P (x)=0 boigani uchun limit ta’rifiga asosan ixtiyoriy e>0 son uchun
o
shunday 8>0 topiladiki, 0<|x-al<8 shartlarda |a(x)|<e/2, [p(X)j<e/2
tengsizliklar bir paytda o‘rinli boiadi. Natijada 0<|x-a|<8 bo‘lganda

[a(x)xp(x)|< [a(x)[+[p(X)[ <e/2+e/2=e,
[a(x) P(X)|= |la(X)] [p(X)| <e/2 e/2=e2/2,

[f(x)a ()= [0l la ()| <M[e/2, |ca(x)=[c| [a(x)| < |c| e/2

tengsizliklar o ‘rinli boiadi. Bulardan va limit ta’rifiga asosan
lim(a(x)xP(x))=0, lima(x) p(x)=0
x—a X->a

lim f(x) a (x)=0, lim ca(x)=0
x-+a X-ya

natijalami olamiz. Teorema isbotlandi.
Natija: Chekli sondagi cheksiz kichik miqdorlaming algebraik
yig‘indisi, ko‘paytmasi yana cheksiz kichik migdordan iborat bo‘ladi.
Bu natijani oldingi teoremani bir necha marta qoilab isbotlash
mumkin.
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Lemma: Q%f (x)=A tenglik o‘rinli bo‘lislii uchun f(x) fimksiya
f(x)=A+a(x) ko'rinishda bo‘lishi zamr va yetarli. Bunda lim a(x)=0;
X-*a
ya’ni a(x) cheksiz kichik migdordir.
Lemma isboti limit va cheksiz kichik miqgdor ta’rifidan kelib
chigadi.
Asosiy teorema: Agar x->a bo‘lganda f(x) va g(x) funksiyalar
chekli limitlarga ega bo‘lsalar, unda
lim [f(x)£ g(x)] = limf(x)% lim g(x)
X-+a X-*a X-*a
limcf (x)=c limf (x)
X— X-+a
lim f(x) g(x) = lim f(x) limg(x)
tengliklar o ‘rinli boMadi. Agar limg(x)*0 bo‘lsa,
X-*a

lim fix)_

tenglik o‘rinlidir.
Isbot. limf (x)=A, limg(x)=B bo‘lsin. Bu holda, lemmaga asosan,
x-+a X-*a

f(x)=A+a(x), g(x)=B+B(x) deb yoza olamiz. Bu yerda a(x) va B(x)
funksiyalar x-»a bo‘lganda cheksiz kichik miqgdorlardir. Bu
tengliklardan foydalanib,
f(X)x g(x) =(A+a(x)) £ (B+B(x)HAxBH a(x) xB(x))
natijani olamiz. Cheksiz ~ kichik miqgdorlar xossasiga asosan bu
yerda y(x)=a(x) x(x) funksiya x—a bo‘lganda cheksiz kichik miqgdor
boiadi. Bu holda yuqoridagi tenglikdan va lemmaga asosan,
iim (f (x)x g(x)) =AxB= lim f(x)x lim g(x)
x-ta X->a X-+a
tenglik o‘rinli ekanligiga ishonch hosil gilamiz.
Teoremadagi golgan tengliklar ham shu tarzda isbotlanadi.
Yuqorida ko‘rsatilganidek, funksiya har doim ham limitga ega
bo‘lavermaydi. Shu sababli funksiya limitini hisoblashdan oldin uning
mavjudligini tekshirib ko‘rishga to‘g‘ri keladi. Shu magsadda quyidagi
teoremalami isbotsiz keltiramiz:
1-teorema: Agar ¢ (x)<~x)<y(x) tengsizliklar ixtiyoriy X uchun
o‘rinli bo‘lib, x-»a bo‘lganda g>(x) va vy(x) fimksiyalarining limitlari
mavjud va lim<p(x)= limy(x)=A bo‘lsa, u holda x->a bo‘lganda f(x)
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funksiya uchun ham limit mavjud bo‘lib, limf(x)=A munosabat o ‘rinli
X-*a

bo‘ladi.

2-teorema: Agarda f(x) funksiya o‘suvchi (kamayuvchi) boiib,
yugoridan (quyidan) biror M (yoki m) soni bilan chegaralangan bo‘lsa, u
holda bu funksiya x->a bo‘lganda limitga ega va bu limit uchun
)!iﬂf(x)<M (Xli>rT;f(x)>m) munosabatlar o ‘rinli bo‘ladi.

Turli  funksiyalarning limitini hisoblashda quyidagi tengliklardan
foydalanish mumkin:

lim— —=1s limfl + - =e=2.7182818284..........
x->0 X X-*E»\ X)
(g aYy . i In(l+a0 _
lim*1+ =y =6, lim=y
. * _ w
lim(l Faxfx = e*, lim3ile oo gim-EXMIZL_,
x->0 X x->0 X

Bular matematikada ajoyib limitlar deb ataladi va ulaming isboti
kelgusi ma’ruzalarda beriladi.

6J-§. UZLUKSIZ FUNKSIYALAR VA ULARNING
XOSSALARI

y=f(x) funksiya Xo nuqtada va uning biror atrofida aniglangan
boisin.
Ta’rif : y= f(x) funksiya Xo nuqtada uzluksiz deyiladi, agarda u
bu nugtada aniglangan va quyidagi shart bajarilsa:
xl-ig(]q ~x)="Xo) (6.1)

XIirTX1Dx=X0 ekanligini hisobga olib, (6.1) uzluksizlik shartini
~H
lim f(x)= f( lim x)
x>0 X*XQ
kabi yozish mumkin.
Demak, f(x) funksiya xo nuqtada uzluksiz boiishi uchun funksiya

olish va limit olish amallarini o‘mini almashtirish mumkin bo‘lishi
kerak ekan.

Amaliy masalalarda funksiya uzluksizligini orttirma tushunchasi
orgali tekshirish qulay.
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Agar X nuqta xo nuqgta atrofidan olingan boisa, x-xo ayirma
argument orttirmasi deyiladi va Ax kabi belgilanadi. Bu holda f(x)-f(xo)
ayirma funksiya orttirmasi deyiladi va Afyoki Ay kabi belgilanadi.

Demak, Ax argumentning o‘zgarishini, Afesa funksiya o ‘zgarishini
ifodalaydi. Agarda x->xq boisa, u holda Ax-»0 bo'ladi. x=xo+ Ax
ekanligidan foydalanib, (6.1) uzluksizlik shartini

lim f(xo+Ax)=f(xo ) (6.2)

ko‘rinishida yozish mumkin. Bu shartni Af=f(x)-f(xo)=f(xo+Ax)-f(x0)
ekanligidan foydalanib,

Jimy Af=0 (6.3)

ko‘rinishda yozish mumkin. Demak, f(x) funksiya uzluksiz boiishi
uchun argumentning «kichik»  Ax o°‘zgarishiga funksiyaning ham
«kichik» Afo ‘zgarishi mos kelishi kerak.
Misol sifatida y=x2 funksiyaning har ganday x. nugtada uzluksiz
ekanligini (6.3) shart yordamida ko‘rsatamiz:
Ay=Af=f(x0+AXx)-f(x0)=(x0+Ax)2-X02=
=x| +2x0mAx+ (Ax2) - x| :(2xO+Ax)Ax:>/!ri_rpOA/-:O.

Teorema: Agarda f(x) va g(x) funksiyalar xo nuqtada uzluksiz
boisa, u holda /(*)xg(x), /(*)*$(*) funksiya ham bu nuqtada uzluksiz
boiadi. Agarda qo‘shimcha ravishda g(xo) *0 shart bajarilsa, f(x)/g(x)
nisbat ham xo nugtada uzluksizdir. Agarda Uo=g(xo) nuqgtada f(x)
funksiya uzluksiz boisa, f(g(x))=F(x) murakkab fiinksiya ham xo
nuqtada uzluksiz boiadi.

Isbot: Teoremaning isboti limitlar xossalaridan va uzluksizlikning
(6.1) shartidan kelib chigadi.

Masalan, h(x)=flx)tg(x) funksiyaning xo nuqtada uzluksizligini
ko‘rsatamiz. Teorema shartiga asosan
XI-ItXmQ f(x)=f(xo), X[I,[;gq g(x)=g(xo0)
boigani uchun
lim h(x)= lim [f(x)xg(x)]= lim f(x)x lim g(x)= f(xo0)xg(x0)= h(xo).
X—%q X=X X-*Xq X-*Xq

Ta'rifga asosan h(x) funksiya x. nuqtada uzluksiz boiadi.
Teoremaning golgan gismini isboti talabalarga mustaqil ish sifatida
tavsiya etiladi.

Asosiy teorema va bu teoremadan quyidagi natija kelib chigadi.

168



Natija: Barcha elementar funksiyalar aniglanish sohasidagi har bir
Xo nuqgtasida uzluksiz boiadi.
Ta’rif: y=f(x) funksiya biror chekli yoki cheksiz (a.gl intervalning
har bir nugtasida uzluksiz boisa, u shu intervalda uzluksiz deyiladi.
Masalan, y=(I-x2)"12 moslik (-1,1) da uzluksizdir.
Ta'rif:y=f(x) funksiya a nuqtada aniglangan boiib,
lim f(x)=f(a+0)=f(a) ( Iim0 f(x)=f(a-0)=f(a))

x-+a+0
shartni ganoatlantirsa, u holda f(x) funksiya a nuqgtada o°‘ngdan
(chapdan) uzluksiz deyiladi.
Masalan,

" (M)

funksiya x=0 nuqtada o‘ngdan uzluksiz, chunki

SIS i =1=1(0)

Ammo

ya’ni je=0 nuqgtada funksiya chapdan uzluksiz emas.
Agarda y=f(X) funksiya x=a nuqtada uzluksiz boisa, u holda bu
funksiya shu nugtada ham chapdan, ham o‘ngdan uzluksiz boiadi.
Aksincha, x=a nuqgtada funksiya chapdan va o'ngdan uzluksiz
boisa, bu nugtada funksiya uzluksizdir.
Shunday qilib,f(x) fimksiyaning a nugtada uzluksiz boiishi uchun
limf(x)= lim f(x)=f(a) (6.5)

x-+a+Q
shart zarur va yetarlidir.

Ta’rif : y=f(x) funksiya uchun biror a nugtada (6.5) tenglik
bajarilmasa, u shu nugtada uzlukli, a esa uning uzilish nuqtasi deyiladi.

Masalan, (6.4) funksiya uchun x=0, y = { 1-jc2)'2 funksiya uchun esa
x=z%I uning uzilish nugtasi boiadi.

Agarda a nugta y=f(x) funksiyaning uzilish nugtasi boiib, bu
nugtada funksiyaning chap va o‘ng limitlari chekli sonlardan iborat
boisa, x=a funksiyaning I tur uzilish nuqtasi deyiladi. Masalan, (6.4)-
funksiya uchun x=0 I tur uzilish nugtasi boiadi. Bu holdaf(a+0)-f(a-0)
funksiyaning a nuqtadagi sakrashi deb ataladi.

Agarday=f(x) funksiyaning a uzilish nugtasida uning chap va o‘ng
limitlaridan kamida bittasi cheksiz yoki mavjud boimasa x=a Il tur
uzilish nuqtasi deyiladi.
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Masalan,
_ X1x>0
~ r-2.r=.o
fimksiya x=0 nuqtada I tur uzilishga ega, chunki _/(+0)=0, A-O)=00
boMmoqda.

Xuddi shunday, f(x)-(x-2)"1 fimksiya uchun x=2 Il tur uzilish
nuqtasi bo‘ladi, chunki2-0)=-00,42+0)=ao0.

Ta’rif: y=f(x) funksiya [a, B] kesmada uzluksiz deyiladi, agarda
y(a, B) intervalda uzluksiz, x=a (x=e) chegaraviy nugtada o‘ngdan
(chapdan) uzluksiz bo“lsa.

Masalan, y=sinx fimksiya har ganday [a, B] kesmada uzluksizdir.

Agarda fimksiya [a,B] kesmada uzluksiz bo‘lsa, uning grafigining
shu kesmaga mos keluvchi gismi yaxlit (uzluksiz) chizigdan iborat
bo‘ladi. Agarda f(x) funksiya xo nugtada uzilishga ega bo‘lsa, uning
grafigi ham shu nuqtada uziladigan chizigdan iborat bo‘ladi.
Uzluksizlikning bu geometrik talgini uzluksiz fimksiyalaming quyidagi
xossalari va ularning isbotini tasawur etishga imkon beradi.

1 xossa: Agardaf(x) fimksiya [a, e] kesmada uzluksiz bo‘lsa, bu
kesmada kamida bitta shunday xj(x2) nugta mavjudki, har ganday xe[a,
B] uchunZxO~/(x) (f(x<Rx)) munosabat bajariladi.

Bu xossadagi AxO yoki fIx2) berilgan fix) funksiyaning [a, B]
kesmadagi eng kattayoki eng kichik giymati deb ataladi va

M :mf(x), mzxg;i’rg\f(x)

kabi belgilandi. Hagigatan ham, fimksiya grafigining eng baland yoki
eng past joylashgan nugta yoki nugtalaridan birining abssissasi X\ yoki
x2deb olsak, xossada aytilgan tasdiq kelib chigadi.

Masalan, ffx)=x2 xe[2,4] funksiya uchun Xxx=4, x2=2 bo‘ladi,
chunki bu kesmada A<y”<\6, ya’ni fI2)<fix)<fi4) munosabat o'rinli.

2 xossa: Agar f(x) funksiya [a,B] kesmada uzluksiz va uning
chegaralarida turli ishorali giymatlarni gabul gilsa, ya'nifia)fie)<0 shart
bajarilsa, u holda kamida bitta shunday ce (a, e) nuqta mavjudki, unda
fic)=0 tenglik bajariladi.

Bu xossaning geometrik ma’nosi shundan iboratki, ko‘rsatilgan
shartlarda funksiya grafigi [a,B] kesmada uzluksiz chizigdan iborat
bo‘lib, uning bir uchi OX koordinata o‘gidan pastda, ikkinchi uchi esa
undan yugorida bo‘ladi. Shu sababli fimksiya grafigi Ox o‘gini kamida
bitta X=c nugtada kesib o‘tadi va shu nugtadafix)=0 bo‘ladi.
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Bu xossa yordamida ko'rinishdagi tenglamaning ildizlari
yotgan oraliglami topish mumkin. Masalan, X-cosx==0 tenglama (0,tt)
oraligda ildizga ega, chunkif(x)=x-cosx fimksiya [0, 2] kesmada uzluksiz
\&f(0)=-1<0,f(n)= +1>0.

Demak, gandaydir x0e(0,”r) nugtada/O”aH) boiadi va jc0 berilgan
tenglama ildizini ifodalaydi.

3 xossa: Agardaf(x) fimksiya [a, €] kesmada uzluksiz va fia)=A,
fie)=B, A&B boisa, har ganday fie(A, B) son uchun kamida bitta
shunday ce (a, €) nugta topiladiki, undaf(c)= jutenglik o ‘rinli boiadi.

Bu xossani geometrik nuqgtayi nazardan quyidagicha talgin etish
mumkin. Oy koordinata o‘gida joylashgan va A<ju<B shartni
ganoatlantiradigan p nuqtadan Ox o‘giga parallel to‘g‘ri chiziq
o‘tkazsak, bu to‘g‘ri chiziq y= fix), xe[a,e], funksiya grafigini hech
bo‘lmaganda bitta M nugtada kesib o‘tadi. Shu nuqtaning abssissasi X=C
uchunf(c)=/i tenglik bajariladi.

Masalan, fix)=xi, xe[l,3], funksiya uchun A=1, 5=27 va har
ganday pe (1,27) uchun c=\[p deb olsak, fic)rc3=(\[ji )3=// tenglik
bajariladi. Bu xossadan ushbu natijani chigarish mumkin:

Natija: Agardaf(x) funksiya [a, e] kesmada uzluksiz va bu yerda
uning eng katta va eng kichik giymatlari M va m boisa, u holda
funksiya giymatlari fm,M] kesmani to‘liq toidiradi.

XULOSA

6-bob matematik tahlilning bosh tushunchasi boigan funksiya
tushunchasiga bagishlangan. Funksiya - bu ikkita to‘plam elementlari
o0 ‘rtasida o‘matilgan moslikni bildiradi. Agarda bu moslik bir giymatli
boisa, funksiya ham bir giymatli funksiya, ko‘p giymatli bo‘lsa, ko‘p
giymatli funksiya deyiladi.

Funksiya  tushunchasining  Kiritilishi ~ bilan  funksiyaning
xususiyatlari [va ular wustida bajariladigan amallar] to‘g‘risida
gapirganda, awalo o‘zgarmas funksiya, chizigli funksiya, kvadratik
funksiya, kasr-ratsional funksiya, ko‘rsatkichli fimksiya, logarifmik
funksiya, trigonometrik kabi funksiya teskari trigonometrik fimksiyalar
asosiy elementar funksiyalar va ulaming xossalarini esga olish kerak.
Asosiy elementar funksiyalar ustida amallar bajarish natijasida
elementar funksiyalar tuziladi.
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Funksiyani  xarakterlashda uning limiti va uzluksizligi
tushunchalari muhim o‘rin tutadi. Funksiyaning biror X0 nugtadagi limiti
funksiya qiymatlari aandaydir no nomerdar. boshlab qolgan barcha
giymatlari AO giymatiga yetarlicha yagin atrofida yotsa, A0 ga
funksiyaning X0 nuqtadagi limiti deyiladi. Limit degani chegara
ma’nosini berib, funksiyaning X0  nuqtadagi giymatining
chegaralanganligini bildiradi. Agar bu limit » bo‘lsa, funksiya *> limitga
ega yoki chegaralangan degan ma’noni bildiradi.

Funksiyaning xqg nuqgtada uzluksizligi tushunchasi funksiyaning
limiti tushunchasi bilan uzviy bogiiq. Funksiya X0 nugtada uzluksiz
boiishi uchun funksiyaning xo nuqtada chap va o‘ng limitlari mavjud
bo‘lib, bu limitlar funksiyaning X0 nugtadagi giymatiga teng boiishi
shart.

Funksiyaning x0 nuqtadagi wuzilishi biz uch guruhga boiib
o‘rganamiz: yo‘qotiladigan uzilish nugqtasi, | tur uzilish nuqtasi, Il tur
uzilish nuqgtasi. Bu uzilish turlari funksiyaning x0 nugtadagi chap va o‘ng
limitlarining, shuningdek, X0 nugtaning o‘zida gqabul giladigan giymatiga
bog'lig boiadi.

6-BOBGA DOIR TESTLAR

1. Ta’'rifni toidiring.

Ta’rif: 'y =f(x) funksiyaning aniglanish sohasi D{f) deb.............
aytiladi.

A) f(x) funksiya gabul giladigan giymatlar to‘plamiga;

B) X argument gabul giladigan giymatlar to‘plamiga;

C) f(x) funksiyaning musbat giymatlari to‘plamiga;

D) f(x)=0 tenglama ildizlari to‘plamiga;

E) f(x) funksiyaning manfiy giymatlari to'plamiga.

1 AN 0, N
2.y= \:Jl y funksiyani/r(;g aniglanish sohasi gayerda to‘g‘ri

ko'rsatilgan?
A) [-l;+00); B) [-1; 1); C) (-00; 1); DX-00j+00); E)x*I.
3. Ushbu f(x)=V~I+-Ja+x funksiyaning aniglanish sohasini
toping.
A. [0,+00); B. (-00;0); C. [~4,+00); D. [0,4];
E. [ 40],
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4, Ushbu funksiyaning aniqglanish sohasini toping:
[(*)= V2x+I-1gx

A. (-1,+00); B. (0+00); C. (2,11); D. (-00,+00); E. (l,+00).

5. Ushbu funksiyaning aniglanish sohasini toping: f(x) =wn-3x-1

A. [1,+co); B. [0,+°0); C. (-co,+00); D. (-o00,l); E. (1,+co)-

6. Ushbu  funksiyaning aniglanish  sohasini  toping:
/ (X)=arcsm —

A. [0,1]; B. [1,2]; C. (-®f+o0); D.[-1,3]; E. [-1,1].

7. Ushbu funksiyaning aniqglanish  sohasini  toping:
f(x) =arctg z-

A. [0,1]; B. [1,2]; C. (Mo,*+co); D. [-1,3]; E. [-1,1].

8. Agar f(x)=x2 va g(x)=V3-X boisa, ulaming aniglanish
sohalari bo‘yicha D {i}n D{g} to‘plamni toping.

A. R; B. (-00;33; C. (»>,2]; D. [2,3]; E. (-3;0].

9. Ta’rifni toMdiring.

Ta’rif: 'y =f(x) funksiyaning o‘zgarish sohasi E{f} deb
aytiladi.

A) f(x) funksiya gabul giladigan giymatlar to'plamiga;

B) X argument gabul giladigan giymatlar to‘plamiga;

C) f(x) funksiyaning musbat giymatlari to‘plamiga;

D) f(xX)=0 tenglama ildizlari to‘plamiga;

E) f(x) funksiyaning manfiy giymatlari to‘plamiga.

10. jv=V 4-x2 funksiyaning o'zgarish (giymatlar) sohasini toping.

A) [04]; B)[02]; C)[05]; D) [-1,3];  E) [0,3].

11. Qaysi shartda y=f(x) funksiya albattajuft bo‘ladi?

A) f(xX)f(-x)>1; B) f(x) -f(-x)=0; C) f(x)+f(-x)=0;
D) f(x)f(-x)<0; E) If(x) 1= 1f(-x) I.

12. Quyidagi funksiyalardan gaysi biri juft emas?

A) y = cos3x; B)y=-x4 C)y=Ix|

D)y = sin3x; E) y = sinx2

13. Toq funksiya deb ganday funksiyaga aytiladi?

A. y=f(x) funksiya uchun f(-x)= f(x) tenglik Vxe[a;b] da
bajarilsa, unga toq funksiya deyiladi;

B. Y=f(x) funksiyaning aniglanish sohasi D(f) nol nuqgtaga
nisbatan simmetrik soha bo‘lib, Vxg D(f) uchun f(-x)= -f(x) tenglik
bajarilsa, unda bu funksiya toq funksiya deyiladi;
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C. Agar biror xeD(f) uchun f(-x)= -f(x) tenglik bajarilsa, unda
y=f(x) toq ftinksiya deyiladi;

D. y=f(x) fimksiya uchun t(-x)= xf(x) tenglik bajarilsa, unga toq
funksiya deyiladi;

E. y=f(x) fiinksiya uchun f(x-T)=f(x) tenglik bajarilsa, unga toq
funksiya deyiladi.

14. Qaysi shartday = f(x) funksiya albatta toq bo‘ladi?

A) fix) -f(-x)>0; B)f(x)-f-x) =0; Cf(x) +f(-x) = 0;

D) fix) -f(-x) <-1; E) W =\f(-x)\.

15. Quyidagi funksiyalardan gaysi biri tog?

A)y=sin3x; B)y=cos3; C)y=|x|3 D)y=(x-1)4;

E) y=(x+1)4

16. Ushbu f(x)=1+sinx, g(x)=Il-cosx, d(x)=x+x2 funksiyalardan
gaysi birlari toq funksiya emas?

A f(x);  B. G(x); C.cp(¥); D. F(x),9(x); E. f(x),9(x),
D(x).

17.Funksiya limiti ta’rifini toidiring:

Ta’rif: y=fIx) funksiya X-*a bo‘lganda A soniga teng limitga ega
deyiladi va %(*):A kabi belgilanadi, agarda ixtiyoriy e > 0 soni

uchun shunday 5 > 0 son topilsaki.............

A) |x-a| < 6 boMganda \f(X)+ A\< e boisa;

B) |x-a| < e boiganda \f(x) -A\< O bo‘lsa;

C) \x+a I< 6 bo‘lganda f(x) +A| < e bo‘lsa;

D) |x+a| < 8 boiganda jf(x) -A\ < e boisa;

E) |x-a] < 6 bo‘lganda f(x)-A\ < e boisa.

18. Agarda ;g%fl(x)=Al va !'@ﬂ/’(*)z N, boisa, quyidagi
tengliklardan gaysi biri har doim harn o'rinli emas?

A) M(c,/l(x)+c2/ 2(x))=c1+c2A2;

B) i/ (0=, ()= A, A2

C) lim(/,(00-F20))=A A2;
D) Iim~"M =A;

E) Barcha tengliklar har doim o‘rinli boiadi.
19.Qaysi shartda liﬂ[/(x) +g(x)] = Iiry/(x) + limg(x)tenglik o‘rinli
- X-> X->a

bo‘ladi?
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A) Agarda Q_%f(x) mavjud boisa;
B) Agarda E@g(x) mavjud bo‘lsa;
C) Agarda limf(x) va limg(x) limitlardan kamida bittasi

mavjud bo‘lsa;
D) Agarda |ir>ﬂf(x) va limg(x) limitlardan faqat bittasi mavjud
X->a X-*a
bo‘lsa;
E) Agarda 'L'IH(X’ va limgO) limitlaming ikkalasi ham mavjud
X X-*a

bo‘lsa.
20. l-ajoyib limitni ko‘rsating.

A) limil+—4 =¢; B) limSp*=1; C) lim--—-=lIna;
) X) ) I—>OS,B]( )X~M X
D) limin(l+¢gQ)=a; E) lim@1l+J)"~-=a.

1-»0 X X

0 ‘z-o‘zini tekshirish uchun savollar

1. Qanday migdorlar o‘zgarmas deyiladi? Misollar keltiring.
2. Qanday miqdorlar o‘zgaruvchi deyiladi? Misollar keltiring.
3. Funksiya ganday ta’riflanadi?

4. Funksiyaning aniglanish sohasi deb nimaga aytiladi?

5. Funksiyaning o‘zgarish (qiymatlar) sohasi ganday ta’riflanadi?
6. Funksiya grafigi deb nimaga aytiladi?

7. Funksiya ganday usullarda berilishi mumkin?

8. Qaysi shartda funksiya o ‘suvchi (kamayuvchi) deyiladi?

9. Qaysi shartda funksiya juft (toq) deb ataladi?

10. Davriy funksiya deb ganday funksiyaga aytiladi?

11. Murakkab funksiya ganday ta’riflanadi?

12. Teskari funksiya ganday aniglanadi?

13. Qaysi funksiyalar asosiy elementar funksiyalar deyiladi?
14. Elementar fimksiyalar deb ganday funksiyalarga aytiladi?
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VIl bob. DIFFERENSIAL HISOB

Matematik analiz haqli ravishda matematik
fanlar ichida birinchisi hisnhlanadi.
P.E.Apple

Bobning o‘quv maqgsadi

Bir o‘zgaruvchili funksiyaning differensial hisob usullarini,
xossalarini, tatbiglarini talabalarga yetkazish mazkur bob oldiga magsad
gilib go‘yilgan.

Shvetsariyalik matematik Luivil Simon Antuan Jan limitlar
nazariyasi ustida ishlab «Yuqori hisoblash prinsiplaming sodda bayoni»

(1786) kitobida birinchi boiib, lim ’AX belgilashni Kiritdi, limitlar

nazariyasini kengaytirib, cheksiz kichik miqdorlar ustida amallar
bajarishning umumiy teoremalarini isbotladi.

N belgisi Leybnis G. tomonidan birinchi bo‘lib kiritilgan. Uning

asosiy tushunchasi hosila emas, balki differensial bo‘lgan.

0 ‘zguruvchi migdorlaming orttirmasini, ya’ni Ay=y2-yi va ax=x2-
Xj ni birinchi boiib, Eyler L. XVIIl asrda «a« grek harfi bilan
belgilagan. Shu belgilar hozirgacha saglanib kelinmogda. «Hosila»
termini - fransuzcha «derivee» so'zidan olingan boiib, L. Arbogastning
«Hosilalami hisoblash» (1800) kitobida birinchi bo‘lib foydalanilgan;
0O.Koshi esa shu terminning birinchi harfidan foydalanib, hosilani
quyidagi belgilar, ya'ni Dy yoki Df(x) ko‘rinshida belgilagan.

Differensialning ma’nosi va termini birinchi boiib, G.Leybnis
tomonidan Kiritilgan.

Ingliz matematigi Isaak Nyuton o‘zgaruvchilami «flyuenta»,
flyuentaning harakat tezligini esa «flyuksiya» —(vaqt bo‘yicha hosila)
deb atagan. Agar flyuentani «y» deb belgilasak, uning birinchi
fiyuksiyasi - Yy, ikkinchisi esa y va hokazo boiadi. Hosilaning asosiy
tushuncha sifatida bayon qilinishi I.Nyuton va G.Leybnisda har xil
berilgan.
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I.Nyutonda flyuksiya - bu flyuentaning o‘zgarish tezligi boisa,
G.Leybnitsda esa differensiallar nisbati ko'rinishda berilgan.

Lekin matematiklar differensial va integral hisobida G.Leybnis
tomonidan qoilangan terminologiya va belgilash, ya’ni flyuksiya va
flyuenta o‘miga hosila va integral, oniy hisob o‘miga - differensial
hisob deb foydalanib kelinmogdalar.

7.1-8. FUNKSIYA HOSILASI VA UNING GEOMETRIK,
MEXANIK MA’NOSI

>>=f(x) funksiya (a,b) oraligda aniglangan boiib, x va x+Ax shu
oraligdagi nuqtalar bo‘lsin. Bu holda argumentning Ax orttirmasiga
funksiyaning Af=f(x+Ax)-f(x) orttirmasi mos keladi.

Ta’rif: >"=f(x) funksiya Af orttirmasining Ax argument
orttirmasiga nisbati Ax->0 boMganda chekli limitga ega bo‘lsa, bu limit
giymati funksiyaning x nuqtadagi hosilasi deb ataladi va f'(x) yoki
y(x) kabi belgilanadi.

Ta’rifga asosan

£0)-Ym=um (.
Misol sifatida ffa~*x2 funksiya hosilasini ta’rifga asosan topamiz:
Af=f(x+AX)-f(X) = (X+Ax)2-Xx2=2xAX +(AX)2,

f1(x) =&%71*:&r%2jc+Ax)= 2X.
Demak, (x2)'=2x bo‘lar ekan.
y=f(x) funksiya hosilasining geometrik ma’nosini aniglash uchun
bu funksiyaning grafigida abssissasi x va x+Ax, ordinatalari esa f(x) va
f(x+Ax) bo‘lgan M va N nuqgtalami olamiz. Bu nugtalardan o ‘tuvchi
MN kesuvchining OX o‘gining musbat yo‘nalishi bilan hosil qgilgan
burchagini p kabi belgilaymiz. Bu holda tegishli chizmani chizib, tgP

:Xx natijani olish mumkin. Endi Ax—0 bo‘lsin. Bu holda N nugta M

nuqgtaga yaqinlashib boradi, MN kesuvchi esa funksiya grafigining M
nuqtasiga o ‘tkazilgan urinmaga yaginlashib boradi. Bu urinmaning OX
0‘gi musbat yo‘nalishi bilan hosil gilgan burchagini a deb belgilasak,
yuqgorida aytilganlarga ko‘ra Ax—0 boiganda p— yoki tg p—>tga
munosobat o‘rinli boiadi. Demak,
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tga= qu;otgfi:,ki,_% Ay=f'(x).

Shunday qiiib, f(x) nosiia giymati funksiya grafigining rvi(x,f\x))

nuqgtadagi urinmasining k=tga burchak koeffitsiyentiga teng ekan.
Hosilaning mexanik ma’nosini ko‘rsatish uchun X argumentni
vagt momenti, >>=f(x) funksiyani esa to‘g‘ri chiziq bo‘ylab
harakatlanayotgan moddiy nuqtaning X vaqt momentigacha bosib o‘tgan
masofasi deb garaymiz. Bu holda Af orttirma Ax vaqt ichida moddiy
nugtaning bosib o‘tgan yo‘lini, Af/Ax nisbat esa uning v (o‘rtacha)
tezligini ifodalaydi. Ax-»0 boiganda v (o‘rtacha) tezlik moddiy
nuqtaning x vagqt momentidagi v (oniy) tezligiga yaqinlashib boradi,
ya’ni
v(oniy) = A|>I(n;10 v(o'rtacha) = Alrlmo pe =/ @)
Demak, /'(x) hosila f(x) funksiyaning o°‘zgarish tezligini ifodalaydi.

Agar y=f(x) funksiya x nugtada chekli f(x) hosilaga ega bo‘lsa, u
shu nuqtada differensiallanuvchi deyiladi. Funksiyaning
differensiallanuvchanligi va uzluksizligi orasidagi bog‘lanish quyidagi
teorema orgali ifodalanadi.

Teorema: Agarda y=f(x) funksiya x nuqtada differensiallanuvchi
boisa, u shu nugtada uzluksiz boiadi.

Isbot: Funksiya uzluksizligi ta’rifiga asosan

lim AM) (7.2)
A0

munosabatni ko‘rsatish kifoya. Hosila ta’rifini ifodalovchi (7.1) tenglik
va limitni mavjudligi hagidagi oldin ko‘rib o‘tilgan lemmaga asosan:

. f'(x)+a(Ax)

tenglikni yozish mumkin. Bu yerda Ax—0 boiganda a(Ax) cheksiz
kichik miqgdor bo‘ladi. Bu holda, limit hisoblash goidalariga asosan,
lim Af= lim ( /"(x)Ax+a(Ax) Ax) = f'(X) lim Ax+ lim a(Ax) Ax =0.
Aj-,.0 Ar-A-0 &t-»0

Demak, (7.2) munosabat o‘rinli va shu sababli f(x) funksiya x
nuqtada uzluksiz bo‘ladi.

Izoh : Teoremadagi tasdigning teskarisi umuman olganda o‘rinli
emas.

Masalan, f(x)=|x| funksiya x=0 nugtada uzluksiz, ammo bu
nugtada differensiallanuvchi emas. Hagigatan ham, x=0 nuqtaga Ax
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orttirma berganimizda Af=f(0+Ax)- f(0)=Ax tengik o‘rinli bo‘ladi. Bu
yerdan
hm, 2F = AX_y im AT A
ASOIx [0 Ox Hc»-0 fix  [1>0 [ix

Demak, Ax->0 bo‘lganda Af/Ax nisbat limitga ega emas, ya’ni
/'(0) hosila mavjud emas.

Ta’rif: y=f(x) funksiya (a,b) oraligning har bir nugtasida
differensiallanuvchi boisa, u shu oraliqda differensiallanuvchi deb
ataladi.

Masalan, y=x2 funksiya har ganday oraligda differensiallanuvchi.
y=J) funksiya esa x=0 nuqgtani o‘z ichiga olmaydigan oraliglarda
(masalan, (-1,0), (0,1), (2,4) oraliglarda) differensiallanuvchi, x=0
nugtani o0‘z ichiga oluvchi oraliglarda (masalan, (-1,1), (-5,3)
oraliglarda) differensiallanuvchi boimaydi.

-1.

7.2-8. FTINKSIYANIDIFFERENSIALLASH QOIDALARI.
HOSILALAR JADVALI

Umumiy holda y=f(x) fimksiyaning hosilasini topish, ya’ni uni
differensiallash, quyidagi algoritm bo‘yicha amalga oshiriladi:

1) Xargumentga Ax*0 orttirma berib, x+Ax nuqtani topamiz;

2) Funksiya orttirmasini Af= f(x+Ax)-f(x) tenglik bo‘yicha
hisoblaymiz;

3)Af7AXx nisbatni topamiz va uning Ax->0 bo‘lgandagi limitini
hisoblaymiz.

Bu limit mavjud boisa, uning giymati /*(x) hosilani aniglaydi.

Misol sifatida f(x)=sinx funksiya hosilasini yuqoridagi algoritm
bo‘yicha topamiz:

1) x va x+Ax nugtalarda funksiyani hisoblaymiz;

2) trigonometrik formuladan foydalanib, funksiya orttirmasini
guyidagicha yozamiz;

Af=sin(x+Ax)-sinx= 2sin( Ax/2)cos(x+Ax/2)
3) Af/Ax nisbatni tuzamiz va uning limitini hisoblaymiz;
(sinx) = (Af/AX)= In¥"2sin(Ax/2)cos(x+Ax/2)/Ax=

= lim sin(Ax/2V(Ax/2> lim cos(x+Ax/2)=]-cosx=Cc0sX.
x—0 x>0
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Bu yerda ko‘paytmaning limiti, )I(L[Blsinx/le ajoyib limitdan va

y=cosx fiinksiya uzluksizligidan foydalanildi. Demak, (sinx)'=cosx
bo‘ladi. Xuddi shunday usulda

(cosx)'= -sinx, (¢/)'= cflna, (logaX)'= ;(Iogae

ekanlieini isbotlash mumkin. -

Ammo, har ganday funksiya hosilasini bu algoritm bo‘yicha
hisoblash oson emas va muhimi shart ham emas. Umumiy holda
funksiya hosilasini hisoblash quyidagi differensiallash qoidalari
bo‘yicha amalga oshirish mumkin.

1-cpida 0 ‘zgarmas C sonning hosilasi nolga teng, ya’ni (C)'=0.

Isbot: o ‘zgarmas C sonni X argumentning har ganday giymatida
bir xil giymat gabul qiluvchi f(x)=C funksiya deb garash mumkin. Bu
holda,

Af= f(x+Ax)-f(x)=C-C=0,  Af/Ax=0,
fA\x) =lim— =1lim0=0 boiadi.
A0\ X A-=>0

2-goida: u=u(x), v=v(x) fimksiyalarx nugtada differensiallanuvchi
boisa, bu nugtada u v, uv va v(x)fO shartda u/v funksiyalar ham
differensiallanuvchi boiib, ulami hisoblash uchun

(uxv) —To'tv\ (u-v) '=u‘—v +u—v', | =—

formulalar o‘rinli bo‘ladi.
Isbot: Funksiya orttirmasi ta’rifidan foydalanib, har ganday Ax
argument orttirmasida A(u £v) =Au =Av ekanligini ko‘rsatish mumkin.

Bu holda limit xossasi va hosila ta’rifiga asosan,
o = gAY i AURAY e AU AV
&K TN Tk T AROAK T AS0AX '
Xuddi shunday,

A(U-) = UAV +VA U+A UAY, A=

UAV- LAY
\Y

munosobatlardan foydalanib, 2-qoidadagi qolgan formulalami ham
isbotlash mumkin.

Natija 1: Funksiyaga ixtiyoriy C o‘zgarmas sonni gqo‘shsak, uning
hosilasi o ‘zgarmaydi.

Hagigatan ham (f(x)+C) '=f(x)+C'= f '(x)+0= f '(x).

Natija 2: 0 ‘zgarmas C ko‘paytuvchini hosila belgisi oldiga
chigarish mumkin.

180



Haqigatan ham, ko‘paytmaning hosilasi formulasi va 1-qoidaga
asosan,

(C-f(x)'=C"-f(x)+Cf'(x)=0-f(x)+C-f'(x)=C f *(X).
Natija 3: (tgx)' =1/ cos , (ctgx)' = -1/ sin .
Hagigatan ham, bo‘linmaning hosilasi formulasiga ko‘ra
(toxy - f _ (sta*) cosx-sinx(cosx) _
\cosxJ cosIx
_ cosxcosx-sinx(-smx) _ 1
00S2X COS2x *

Xuddi shunday, ravishda (ctgx)' hosila topiladi.

3-qoida: y=f(u) murakkab funksiyada f(u) va u(x) funksiyalar
argumentlari bo‘yicha differensiallanuvchi boisin. Bu holda y=flu)
murakkab funksiyax bo‘yicha differensiallanuvchi bo‘lib, uning hosilasi

[>1»-«"(X)

formula bilan topiladi.

Isbot : u(x) funksiya differensiallanuvchi bo'lganligidan uning
uzluksizligi kelib chigadi va shu sababli Ax->0 bo‘lganda  Au-*0
bo‘ladi. Hosila ta’rifiga asosan,

fx=1lim , =£%\—jjm='y‘%ﬁ -&%ﬂ =/."(a) u’(x).
Masalan, (sinx2)” [bunda z-x2 desak] =(sin i)'x= cos i « f =2x
COSX2.
Bu qoidaning tatbigi sifatida y=xa darajali funksiyaning /
hosilasini topamiz. Bu holda
Iny = Inxa=a Inx => (Iny)'x=(a Inx)'=>

bo‘ladi.

4-qoida: y =/ (x) differensiallanuvchi va /' (x) ~ 0 bo‘lsa,
x=r'(y) teskari funksiya ham differensiallanuvchi bo‘ladi va uning
hosilasi X” =-i- formula bo‘yicha topiladi.

y X
Isbot: x=f '(y) teskari funksiyaning argument orttirmasi Ay "0

boigandagi  orttirmasi Ax bo'lsin. Berilgan f(x) funksiya
differensiallanuvchi bo‘lgani uchun uzluksizdir va shu sababli, unga
teskari F'(y) funksiya ham uzluksiz bo‘ladi. Demak, Ay—»0 bo‘lganda
Ax—+0 bo‘ladi. Bu holda, hosila ta’rifiga asosan,

Xy = I|m— = I| f—;
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Misol sifatida y=arcsinx fixnksiya hosilasini topamiz.

Bu yerda D{f}=[-I;1], E{f}=[-Jt/2, rc/2] boigani uchun, x=siny
teskari funksiyaning hosilasi Xy=os>>*0, y e(-Ji/2 ti/2), shartni
ganoatlantiradi. Bu holda

(arcsinje)— =4-=— —
ammoye(-i/2 7¢/2) bo‘lganda cos>,> 0 va

cosy=71-sin2y =VI-Jc2,xe(-1,1)
tenglik o‘rinli. Bu natijani oldingi tenglikka qo‘yib,

(arcsinx)'= -
«Jl-x1
formulani hosil gilamiz. Xuddi shunday, usulda
(arccos x)'= —=L==, (arctgx)'=—L ., (arcctgx)'=- — 7
Vi-jc2 |+ x I+ x

formulalami hosil gilish mumkin.

Shunday qilib, barcha asosiy elementar funksiyalar aniglanish
sohasida differensiallanuvchi va ulaming hosilalari quyidagi formulalar
bilan hisoblanadi:

1) (x “)=a-xa'l, a ixtiyoriy haqiqiy son;

2) ()= </-Ina, (ex) = ex; 3) (Iogzx)':;\iog,,e, (Inx)':X—.
4) (sinx)- cosx, (cosx)--sinx, (tgx)' =— _, (ctgx)'=- 1
) (siny (cosn)--sinx, () == (otgx)' =+ 1
5) (arcsinx)'= - (arccosx)' = . 1 -, (arctgx)'-- (arcctgx)- --—]j
VI'X2 1+ X
Bu hosilalar jadvalidan va ko‘rib 0 ‘tilgan
L(C)y=0 D. (Uzv)'~u'xv', 1L (Uv) '=U'-v+ UV,
V. f«l = v R uxe v X = -7
Kv) \2 y X

hosila olish goidalaridan foydalanib, har ganday elementar funksiyaning
hosilasini hisoblash mumkin.
Masalan,
(exsin 2x)'= (ex) 'sin 2x + ex(sin 2x)'= ex-sin 2X + ex-cos 2x-(2x)'=
= (sin 2x +2 -cos 2X) ex,

(Insinx) = —_-l——— (s#lx)\l =C—_OSX =Ctgxm
sinX Sinx
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7.3-8. KESMADA DIFFERENSIALLANUVCHI FUNKSIYALAR
HAQIDAGI TEOREMALAR

Biz quyida differensial hisobning asosiy teoremalaridan boiib
hisoblanadigan teoremalami keltiramiz.

1-teorema (Roll teoremasi): f(x) funksiya [a, b\ kesmada uzluksiz
va uning ichki nugtalarida differensiallanuvchi bo‘lib, chegaralarida teng
giymatlar gabul qilsin, ya’ni f(a)=f(i) boisin. U holda shu kesma ichida
kamida bitta shunday «c» nuqta topiladiki, unda funksiya hosilasi nolga
teng, ya’ni /' (c)=0 bo‘ladi.

Isbot: Kesmada uzluksiz funksiya shu kesmada o°‘zining eng
kichik (m) va eng katta (M) giymatlariga erishishi bizga ma’lum.

Agar m=M bo‘isa, ti holda albatta f(x)=const bo‘ladi va teorema
tasdig‘i kesmaning har bir nugtasida bajariladi.

Aytaylik, m<M bo‘lsin. Kesma chegaralarida funksiya giymatlari
o‘zaro teng boigani uchun funksiyaning eng katta va eng Kkichik
giymatlari kesmaning faqat ichki nuqtalarida erishiladi.

Agar biror a<c<b nuqgtada f(c) = M boisa, u holda Af(c)=f(c+Ax)-
f(c) < 0 boiadi. Bu yerdan quyidagi natijalar kelib chigadi:

-(c_%;(_ <o, agar Ax>0 boisa,

f(c + A)—f(c) »~ agar "x<qgboisa.
Ax

Kesmaning ichki nuqgtalarida funksiyaning differensiallanuvchan-
ligidan foydalanib, yuqoridagi munosabatlarda limitga o‘tsak, u holda
quyidagi xulosalarga kelamiz:

f ()= lim {E2AX)S 26 va fYo)=1i

Ammo /'(c)>0 va [/'(c)<O0 tengmzhklar faqat /' (c)=0
boigandagina birgalikda boiadi. f(c)=m hol ham xuddi shunday
ko‘riladi. Teorema isbot gilindi.

Shunday qilib, differensiallanuvchi funksiyaning teng giymatlari
orasida funksiya hosilasining hech bo‘Imaganda bitta noli mavjud ekan.

Roll teoremasi quyidagi geometrik talqginga ega: uzluksiz funksiya
(a, b) oraligdagi har bir nugtada yagona urinmaga ega boisa va
kesmaning chegaralarida bir xil giymatlar gabul gilsa, u holda shu
urinmalar orasida kamida bittasi OX o‘giga parallel boiadi.

f(c +Ax) )-f(c) B
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2-teoremB.  (Lagranj teoremasi): f(x) funksiya [a,ti] kesmada
uzluksiz va kesmaning ichki nuqtalarida hosilaga ega boisa, u holda
(a,b) oraiigda kamida bitta shunday «c» nugta topiladiki, unda
f(b)-f(a)=fl(c) yok. m _f(a)=fXc)(b_a)

b-a
tenglik o ‘rinli bO'ladl.
Isbot: Teorema shartini ganoatlantiruvchi f(x) funksiya orgali
ushbu yordamchi funksiyani Kiritamiz:

=) - No - fe>p=L(a) (x- a).

Bu funksiyaning (a,b) oraligdagi hosilasini topamiz:

rtM -rw m b-am ,

Kiritilgan ~ <p(X) funksiya o<a)=0 va <=0 shartlami
ganoatlantiradi. Unda Roll teoremasiga asosan kamida bitta shunday c
nugta topiladiki, ce (a,ti) va <p'(c)=0 bo’'ladi. Bundan

b-a b-a
natija kelib chigadi. Teorema isbot bo‘ldi.

Lagranj teoremasining geometrik ma’nosi shundan iboratki, f(x)
funksiya grafigining A(a, iXa)) va B(6, f(é)) nugtalarini tutashtiruvchi
AB vatarga parallel va gandaydir C(c, f(c)) nuqtadan o ‘tuvchi urinma
mavjud.

3teoremB (Koshi teoremasi): f(x) va g(x) fimksiyalar [a,b]
kesmada uzluksiz va uning ichki nugtalarida differensiallanuvchi
boisin. Agar Vxe(a,b) uchun g‘(x)*0 boisa, u holda kamida bitta
shunday ce(a,b) nugta topiladiki, unda ushbu tenglik o ‘rinli boiadi:

f(b)-f(a)_f'(c)
g(b)-g(a) g'(c)

Isbot: Teorema shartiga ko‘ra Vxe(a,¢) uchun g*(*)*0 ekanligidan
g(b)¢g(a) kelib chigadi. Hagigatan ham, agar g(b)=g(a) boisa, unda
Roll teoremasiga asosan, kamida bitta «c» nugtada g‘(c)=0 bo‘lar edi.
Bu esa teorema shartiga zid. Shu sababli quyidagi yordamchi funksiyani
kiritish mumkin:

F{x)=f(x)-f(a) g(b)-g(a)
Bu funksiya [a,b] kesmada aniglangan va uzluksiz boiib,

FXX)=f'(X)-fg%gsjé‘85)g'(X)
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hosilaga ega. Kiritilgan yordamchi F(jc) fimksiya F(a)=F(6)=0 shartni
ganoatlantirishini tekshirib ko'rishimiz mumkin. Demak, F(x) funksiya
[a,b] kesmada Roll teoremasining bamma shartlarini ganoatlantiradi.
Shuning uchun [ab] kesma ichida kamida bitta shunday ¢ nugta
(a<c<b) topiladiki, unda F'(c)=0 boiadi, ya’'ni

PR R Sy geHeR=0
Bundan esa teorema tasdig‘i to‘g ‘ri ekanligi kelib chigadi, ya’ni
Ne -Ne _f(c)
g(b)-g(a) g'(c)

Izoh: Koshi teoremasidan xususiy g(x)=x holda Lagranj teoremasi
kelib chiqadi. Ko‘rib o‘tilgan bu uchta teoremaning ahamiyati
funksiyani hosila yordamida toia tekshirish  va anigmasliklami
ochishda ko ‘rinadi.

7.4-§. FUNKSIYA DIFFERENSIALI. YUQORI TARTIBLI
HOSILA VA DIFFERENSIALLAR

Berilgan jv=f(j:) funksiyada x argument orttirmasi Ax boiganda
funksiya orttirmasi Af=f(x+Ax)-f(x) kabi aniglanishini eslatib o ‘tamiz.

Ta’rif: Agarda Ax->0 boiganda funksiya orttirmasini

Af=AAXx+ct(AXx) Ax (7-3)

ko‘rinishda ifodalab boisa, unda A-Ax ifoda shu funksiyaning
differensiali deyiladi va df kabi belgilanadi. Bunda A Ax ga bogiiq
emas, a(Ax) esa cheksiz kichik migdordir.

Demak, funksiya differensiali uning orttirmasini Ax ga nisbatan
chiziqli gismini ifodalaydi.

Ta’rif bo'yicha, ya’ni (7.3) tenglik orqgali funksiya differensialini
topish ancha murakkab masaladir. Shu sababli uni osonroq usulda topish
masalasi paydo bo‘ladi. Bu masala quyidagi teoremada o ‘z yechmini

topadi.

Teorema: Agar y=f(x) funksiya biror (aB) oraligda
differensiallanuvchi, ya’ni /'(x) hosilaga ega boisa, uning
differensiali

df= /"(x)-Ax (7.4)
formula bilan topilishi mumkin.
Isbot: Hosila ta’rifi va limitning mavjudligi hagidagi lemmaga
asosan quyidagi tengliklami yozish mumkin:
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lim A f'(x):>A;( =f'(X) + a(AX)=>¢ f = f'(X) Ax + a(AX)AX

Qxirgi tenglikni (7.3) bilan solishtirib va diifcrens
foydalanib, (7.4) formulaga ega bo‘lamiz. Teorema isbot boidi.

Endi f(x)=x xususiy holni ko‘ramiz. Bu holda df =dx bo‘ladi va
(7.4) formulaga asosan dx=(x)'-Ax=Ax. Demak, X erkli o°‘zgaruvchi
(argument) uchun Ax=dx, ya’ni orttirma va differensia! tushunchalari bir
narsani ifodalaydi. Shu sababli difFerensialni hisoblashning (7.4)
formulasini

df=/" (x)dx (7.5)
ko‘rinishda yozish mumkin. Demak, funksiya differensialini topish
uchun uning hosilasini dx ga ko*paytirish kifoya.

Masalan, dx2= (x2)'dx=2x dx, dsinx=(sinx)'dx=cosx dx bo‘ladi.

(7.5) formuladan hosilani /'(*) =d_x kabi belgilash ma’nosi kelib

chigadi.

(7.3) tenglik va differensial ta’rifidan

Af =df +a(Ax)Ax (7.6)

tenglikni yozish mumkin. Bu tenglikdan argument orttirmasi Ax kichik
boMganda funksiya orttirmasi Af va differensiali df qiymatlari bir-
biriga yaqin bo‘lishini, ya’ni Af«df boiishini ko‘ramiz.

1-misol. f(x)=x2 funksiyaning x=40 va Ax=0,01 bo‘lgandagi
orttirmasi va differensiali topilsin.
Yechish. dfi=2xdx=2-40-0,01=0,8

Af=(x+Ax)2-x2=2xAx+(Ax)2=2-40-0,01+0,0001=0,8+0,0001=0,8001.

Bu natijalardan ko‘rinib turibdiki, (a/- va df giymatlari ganchalik
yaqgin ekan. Shu sababli (7.6) formuladan ushbu taqribiy hisoblash
formulasini keitirib chigarish mumkin:

f(x+ Ax) « f(x)+ /' ( x)AdX. (7.7)

(7.7) formula tagribiy hisoblashlarda keng foydalaniladi.

2-miscl. sin31° hisoblansin.
Yechish. f(x)=sinx fiinksiyani kiritamiz. Unda f '(x)=cosx. va x=30°,
Ax=I° holda (7.7) formuladan quyidagi natijani olamiz:

sin31°=
sin(30°+10>»sin300+¢c0s30°-1°— + — m— =- +/~ - A =(52
2 2 180 2 2 180

Bunda 1°=7t/180 ekanligidan foydalandik. Demak, sin31°«0,52.
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3misal. 25,002 ifoda hisoblansin.
Yechish. f(xy=ylx funksiyani kiritsak /'(x)=I/2v'jr ekanligini hisobga
olib va x=25, Ax=0,002 desak, u hoida (7.7) tagribiy hisoblash
formuladan,
J 25,002 « V25 + -4 = «0,002=5+ =5,0002
2V25 10
tagribiy giymatni olamiz.

Shunday qilib, differensialni hisoblash funksiya hosilasini
argument differensialiga ko‘paytirish bilan aniglanadi. Shuning uchun
ham hosila hisoblash qoidalari osongina differensial hisoblash uchun
ko‘chiriladi:

1 dC=0, C=const 2. dCf(x) = Cdf(x) 3. d[/ft)xg(x)]=
df(x)xdg(x)

4. df(x)g (xy=f(x)dg(x)+g(x) dfix)

1001 _ <p{x)df{x)- f{x)d<p(x)

~ w I
Endi y=f(u), u=u(x), murakkab funksiyaning differensialini
hisoblash masalasini ko‘ramiz. Bunda tashqgi f(u) va ichki u(x)
funksiyalar difFerensiallanuvchi deb qaraladi. Differensialni hisoblash
(7.5) formulasi va murakkab funksiya hosilasini hisoblash qoidasiga
asosan ushbu tenglikni yozish mumkin:
df(u) = (f(u))'dx = /" («) su'dx=/"(«) «du. (7.8)
Bu yerdan, (7.5) va (7.8) formulalami taqqgoslab, oddiy va
murakkab funksiya differensiali bir xil usulda hisoblanishini ko‘ramiz.
Bu differensialning invariantlik xossasi deyiladi. Demak, y=f(x)
funksiyada X o'miga biror u=u(x) funksiya go‘yib, f(u) murakkab
funksiya hosil gilinsa, uning differensiali ko‘rinishi o‘zgarmay qoladi.

Masalan, y=cosVx funksiya uchun dy:-sinVJS\/:dx =-
X

sin4xd(-Jx).

Endi differensialning geometrik ma’nosini ko‘ramiz.

Aytaylik, K=f(jc) funksiya grafigi quyidagi ko‘rinishda bo‘lsin va
uning M(x;f(x)) nuqtasiga o‘tkazilgan urinma OX o°‘gining musbat
yo ‘nalishi bilan ¢ burchak hosil qilsin (7.1 - chizma).

Agar X argumentga Ax orttirma bersak, u hoida funksiya Af
orttirma oladi. Chizmada Mi(x; f(x)), M2(x+Ax; f(x)) nuqtalami
garaymiz. Grafikning Mi(x;f(x)) nuqgtasiga o‘tkazilgan urinmaning T
nugtasini olamiz. Ma’lumki, Af=MM2, Ax=MiM2 bo‘ladi.
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Endi M1TM2 to‘g‘ri burchakli uchburchakdan va hosilaning
geometrik ma’nosidan ushbu tenglikni olamiz:

i T M 2T = gepamM 1 1" (XA
i = = = tgcpm = X)AX

Bu yerdan va differensial ta’rifidan M2T=df tenglikni olamiz.

Endi funksiyaning yuqori tartibli hosilasi va differensiali
tushunchalarini kiritamiz.

Ma’lumki, y=f(x) funksiyaning birinchi tartibli hosilasi \ x),
umuman olganda, x o‘zgaruvchining yangi funksiyasi boiadi. Shu
sababli t'(x) funksiyaning hosilasi to‘g ‘risida so‘z yuritish mumkin.

Ta’rif: Agar /'(*) differensiallanuvchi funksiya bo‘lsa, uning
hosilasi y=f(x) funksiyaning I tartibli hosilasi deyiladi va f "(x)
yoki f (2)(x) kabi belgilanadi.

Demak, I tartibli hosila /*(x) = kabi hisoblanadi.
Masalan, f(x)=x4 funksiya uchun /" (x )5 *3, f'(x)=(4x3y=12x2.

Birinchi tartibli hosila /"(x) tezlikni ifodalasa, ikkinchi tartibli
hosila tezlanishni ifodalaydi.

Hosila tartibi tushunchasi Kiritilgach, /*(x) hosila I tartibli, f(x)
funksiyaning o ‘zi esa 0 - tartibli hosila, ya’ni f(x)= f (0I(x) debqaraladi.

Xuddi shunday tarzda uchinchi tartibli f "*(x), to‘rtinchi tartibli
~D(x) va hokazo n- tartibli hosilalar tushunchasi Kiritiladi. Umuman
olganda n-tartibli hosila quyidagi rekurent formula orqali topiladi:

f)(x)= [fA*Cx)]', n=1,2,3,... (7.9)

Masalan, f(x)=x3 uchun ~N(x)=3x2, "2)(x)=6x , *3(x)=6 va n>4

bo‘lganda f)(x)=0 boMadi. Ba’zi funksiyalar uchun yuqori tartibli
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hosilalar ifodasini birdaniga yozish mumkin. Masalan, f(x)=ox boisa,
~avx),=ax(Ina)n f(x)=sinx boisa, i<4)x)=sin(x+7tn/2) boiadi.

df=/"(x)dx ifodada birinchi ko‘paytuvchi X argumentning
funksiyasi, ikkinchi ko‘paytuvchi dx = Ax esa x ga bogiig boimagan
0‘zgarmas son boiadi.

Demak, df differensial ham x o'zgaruvchining funksiyasi ekan.
Undan (7.5) formula bo‘yicha differensial olamiz va natijada hosil
boigan ifodani ikkinchi tartibli differensial deb ataymiz va d2f kabi
belgilaymiz:
d2f=d(df)=d(/"(x) dx)=dx d (/"(x))=dx f "(x)dx= f "(xXdx)2= f ""(x)dbr.
Xuddi shunday tarzda n - tartibli differensial

drf=d(dnlf)= f(N(xXdx)n= fa)(x)dxn
kabi aniglanadi. Masalan, ffx”~x3 uchun df=6x2 dx, d2f=12xdx2. Yuqori
tartibli differensiallardan foydalanib, yuqori tartibli hosilalami

FW o - g ? e

kabi yozish mumkin.

Ta’rif: Agar x vay o‘zgaruvchilar orasidagi bogianish uchinchi
bir t o‘zgaruvchi (parametr) orgali x=(p(t) va y=y (t), a< t < B,
funksiyalar ko‘rinishda berilgan boisa, x vay orasidagi y=f(x) funksiya
parametrik ko‘rinishda berilgan deyiladi.

Masalan, x=t2, y=t6 parametrik ko‘rinishda berilgan funksiya
y = ffr~x3funksiyani ifodalaydi.

Parametrik ko‘rinishda berilgan funksiyani har doim ham dastlab
,y=f(x) ko‘rinishda yozib, so'ngra uning hosilasini hisoblab bo‘Imaydi.
Shu sababli parametrik ko‘rinishda berilgan funksiyaning hosilasini
topish masalasini ko‘ramiz. Aytaylik y=f(x) funksiya x=tp(t) va y=\|/(t)
parametrik ko'rinishda berilgan boisin. Agar (p va f  funksiyalar
keraklicha differensiallanuvchi boisa, u holda quyidagi formulalar
o‘rinli boiadi:

y =cfy=dy/dt_v'(t)
dx dx/dt <p'«’
dyv dx dy dy dX

. s 4 dt de d dtl
VIERGE & A (oo,
{dt \dt)1 o
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4-misol: y=f(x) fimksiya x=2cost va y=3sint funksiyalar orgali
parametrik ko‘rinishda berilgan bo‘lsin. y'(x) va y"(x) hosilalar topilsin.
Yechish: Yugoridagi formulalarga asosan
_ 3cosf __3 ,_ (3cosr) (-2siiu)-3cosf(-2sint) _ -3
~-2sin/ 2° y (-2sin/)3 4sinJ/’

7.5-8. FUNKSIYANIHOSILA YORDAMIDA TEKSHIRISH

y=f(x) funksiya differensiallanuvchi boisa, uning juda ko‘p
xususiyatlarini hosila yordamida aniglash mumkin. Shu sababli hosila
funksiyani tekshirish uchun asosiy va kuchli qurol boiib hisoblanadi.

I. Funksiyaning monotonlik oraliglari

1-ta’rif : Agarday=f(x) funksiya (a,b) oraligda aniglangan va bu
oraliqdagi Xj<x2 nugtalarda f(xi)<f(x2) (f(xi)>f(x2) shartni
ganoatlantirsa, u shu oraligda o‘suvchi (kamayuvchi) deb ataladi.

Masalan, y=x2 funksiya (-<»,0) oraligda kamayuvchi, (0,00)
oraligda esa o‘suvchi boiadi.

Funksiyaning o‘sish va kamayish oraliglari birgalikda uning
monotonlik oraliglari deyiladi. Bu oraliglami hosila orgali ganday
topish mumkinligi ushbu teoremadan kelib chigadi.

1-teorema : a) Agarda differensiallanuvchi f(x) funksiya biror
kesmada o°‘suvchi (kamayuvchi) bo‘lsa, uning hosilasi bu kesmada
f'(x)>0 (/'(x)< 0) shartni ganoatlantiradi.

b) Agarda biror oraligda funksiyaning hosilasi /*(x)>0, (/'(x)<0)
shartni ganoatlantirsa, u holda shu oraligda funksiya o ‘suvchi
(kamayuvchi) bo‘ladi.

Izoh: Teoremaning a) va b) qismlari funksiya monotonligining
zaruriy va yetarli shartlarini ifodalaydi.

Isbot: a) y=f(x) funksiya [a,b] kesmada o‘suvchi va x, x +Ax
nugtalar shu oraligga tegishli boisin. .Agarda Ax>0 boisa,

x+Ax>x=>f(x+Ax) > f(x) Af=f(x+Ax)-f(x)>0 => Af7TAx>0
munosabatlar o‘rinli boiadi. Xuddi shunday Ax<0 boiganda ham
Af7TAx>0 boiadi. Bu yerdan, hosila ta’rifi va limit xossasiga asosan,

h ¥ byt o
ekanligi kelib chigadi.
Xuddi shunday usulda kamayuvchi y=f(x) funksiya uchun f'(x)<0

ekanligi isbotlanadi.
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b) Funksiyaning hosilasi (a,b) oraligdagi har bir x nugtada
/'(x)>0 shartni ganoatlantirsin. Bu holda, chekli orttirmalar hagidagi
Lagranj teoremasiga asosan, bu oraligdagi har ganday X»<x2 nugtalar
uchun

f(x2) -f OY) = (XX,) /" (£), X< £<Xx2
tenglik bajariladi. Bu tenglikda x2-xi >0 va /'(£)>0 boigani uchun
undan
ffeH (xi)>0 => f(xi)<f(x2)

ekanligi, ya’ni iunksiya o ‘suvchi ekanligi kelib chigadi.

Xuddi shunday wusulda /'(x)<0 bo‘lsa, funksiya kamayuvchi
ekanligi isbotlanadi.

Demak, berilgany= f(x) funksiyaning o ‘sish (kamayish) oraliglarini
topish uchun f(x)>0 (f'(x)< 0) tengsizlikni yechish kerak.

Masalan,  f(x)=x+I/x funksiya  uchun  /"(x)=1-1/x2>0
tengsizlikning yechimi ~ (-00,-1) u (1,00 ) sohadan iborat va bu sochada
berilgan funksiya o‘suvchi boladi. x=0 nugtada funksiya

aniglanmaganligini hisobga olib, u (-1, 0)u(0, 1) sohada kamayuvchi
ekanligini ko‘ramiz.

I1. Funksiya ekstremumlari

2-ta’rif : y= f(x) funksiya biror x0 nugta va uning atrofidagi
ixtiyoriy X nugtalar uchun aniglangan boiib, f(x0)> f(x) (f(x0) < f(x))
shartni ganoatlantirsa, u shu joO nugtada maksimumga (minimumga)
erishadi deb ataladi.

Masalan, f(x)=sinx funksiya x=n/2 nugtada sin(7t/2)=I
maksimumga, Xx=3n/2 nuqtada esa sin(37¢/2)=-1 minimumga erishadi.

Funksiyaning maksimum va minimum giymatlari birgalikda uning
ekstremumlari deyiladi.

2-teorema: (Ekstremumning zaruriy sharti): Agarda
differensiallanuvchi y=f(x) funksiya X0 nugtada ekstremumga ega bo‘lsa,
u holda uning hosilasi bu nugtada /'(x 0)=0 shartni ganoatlantiradi.

Isbot: Aniqglik uchun funksiya x0 nugtada maksimumga ega
boMsin. Bu holda | Ax| vyetarli kichik boisa, f(x0+Ax) < f(x0) =>
Af=f(x0 +Ax) - f(x0) <0 tengsizlik bajariladi. Bundan Ax >0 (Ax <0)
boiganda, Af/Ax <0 (Af/Ax >0) ekanligi kelib chigadi. Shu sababli bir
tomondan



ikkinchi tomondan esa
f'(x0) =ArL_J*_0n1 No .

Teorema shartiga ko‘ra /'(x0) hosila mavjud boigani uchun, bu
ikkala tengsizlikdan f\x 0)=0 ekanligi kelib chigadi.

Funksiya X0 da minimumga ega boigan hoi ham xuddi shunday
garaladi.

Masalan. f(x) =sinx funksiya X=nJ2 nugtada maksimumga ega va
bu nugtada uning hosilasi f '(7t/2)=cos (nJ2}=0 tenglikni ganoatlantiradi.

f(x) =|x| funksiya x=0 nuqtada minimumga ega, ammo uning
hosilasi bu nugtada mavjud emas.

Xulosa: Uzluksiz funksiya ekstremumga hosilasi nolga teng yoki
mavjud boimagan nuqtalardagina ega boiishi mumkin.

3-ta’rif: Funksiya hosilasi nolga teng yoki mavjud boimagan
nugtalar shu funksiyaning kritik yoki statsionar nuqtalari deyiladi.

Demak, funksiya x0 nugtada ekstremumga ega boisa, jo nhuqgta
uning kritik nugtasi boiadi. Ammo bu tasdigning teskarisi har doim
ham o'rinli boimaydi, ya’ni ekstremumning yuqorida ko‘rsatilgan
zaruriy sharti doimo ham yetarli emas.

Masalan, y=x3 funksiya uchun x=0 kritik nugta boiadi, lekin bu
nugtada funksiya ekstremumga ega emas.

3-teorema: (Ekstremumning yetarlilik sharti). Agarda Xo kritik
nugtani chapdan o ‘ngga garab bosib o‘tishda f ’(X) hosila 0‘z ishorasini
o°‘zgartirsa (ya’ni X0 kritik nugtaning biror atrofidagi har ganday xi<x0,
*2>Xo nugtalar uchun /*(x,)- f'(x2)<0 shart bajarilsa), u holda X0 kritik
nugtada f(x) funksiya ekstremumga erishadi. Jumladan, f'(x,)>0,
f'(x2)<0 (/'(x,)<0, /'(x2)>0) boisa, X0 kritik nugtada funksiya
0°‘zining maksimumiga (minimumiga) erishadi.

Isbot: Dastlab /'(*)< 0 (x<Xgq) va /'(x)>0 (x>Xo0) holni
ko‘ramiz. Bu holda, 1-teoremaga asosan, X0 nuqtaning chap atrofida
funksiya kamayuvchi, o‘ng atrofida esa o‘suvchi boiadi. Demak, xo
nugtada funksiya minimumga erishadi. Xuddi shunday tarzda f'(x)>0
(x<xo0) va / (x)< 0 (x>x0) shartlarda funksiya x0nuqgtada maksimumga
ega boiishi isbotlanadi.

Masalan, fAx~x2+1 funksiya hosilasi /'(x)=2x boiib, X0 =0 kritik
nuqgta boiadi. Bu funksiya hosilasi x<0 boiganda manfiy va x>0
boiganda musbat giymat gabul giladi. Demak, funksiya x0=0 kritik
nuqtada minimumga ega va uning minimum giymati f(0)=1 boiadi.
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Izoh: Agarda funksiya hosilasi x0 kritik nugtadan o‘tishda
ishorasini  0°‘zgartirmasa, bu nuqtada funksiya ekstremumga ega
boimaydi.

Hagigatan ham, x<6c0 yoki x>x0 boiganda /'(x)>0 (/'(x)<0)
boisin. Bu holda x0 nuqgtaning chap atrofida ham, o‘ng atrofida ham f(je)
funksiya o‘suvchi (kamayuvchi) boiadi va shu sababli x0 nuqtada
ekstremumga ega boimaydi.

Masalan, f(x)=x3 funksiyaning hosilasi /'(x)=3x2 kritik x=0
nugta atrofida fagat musbat giymatlami gabul giladi va shu sababli, bu
nugtada funksiya ekstremumga ega emas.

Agarda funksiya o°‘zining x0 kritik nuqtasida ikki marta
differensiallanuvchi boisa, uning ekstremumini quyidagi teorema orqali
aniglash qulayroqdir.

4-teorema : Agarda Xo kritik nugtada f\x0)=0 va f"(x0)*0
boisa, x0 nugtada f(x) funksiya ekstremumga ega. Jumladan, f**(x0) <0
boisa, f(xo) funksiyaning maksimumi, f"(x0)>0 boisa, f(xo)
funksiyaning minimumi boiadi.

Bu teoremani isbotsiz gabul gilamiz.

Masalan, f(x)=x44x funksiya uchun /'(x)=4x34=4(x31)=0
tenglamadan xo=I kritik nugta ekanligini aniglaymiz. Funksiyaning Il
tartibli hosilasi f "(x)=12x2 bu kritik nugtada f "(1)=12>0 giymatni
gabul giladi. Demak, berilgan funksiya x0=1 kritik nugtada minimumga
ega va bu minimum f(l)=1-4=-3 boiadi.

Izoh: Agarda x0 kritik nugtada ikkinchi tartibli hosila f *"(x0)=0
boisa, unda funksiyaning x0 nuqtada ekstremumga ega boiishi yoki
boimasligi, birinchi tartibli hosila orgali, 3-teorema yordamida
aniglanadi.

Il Funksiya grafigining gavariqglik va botiqlik sohalari

4-ta’rif: y= f(x) funksiya grafigi (a,b) oraligda gavariq (botiq)
deyiladi, agarda u o ‘zining har ganday M(x, f(x)), nuqgtasiga olkazilgan
urinmasidan pastda (yuqorida) joylashgan boisa.

Masalan, y=sinx funksiyaning grafigi (0,7i) oraligda gavariq,
(71,271) oraligda esa botig boiadi.

5-teorema: Agarda f(x) funksiya (a,b) oraligning har bir nugtasida
ikki marta differensiallanuvchi va ixtiyoriy Xe(a,b) nugtada f "(x)>0 (f
""(x)<0) shart bajarilsa, funksiya grafigi bu oraligda botiq (qavariq)
boiadi.
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Bu teoremaning isbotini adabiyotlar ro'yxatida ko‘rsatilgan
darsliklardan ko‘rish mumkin.

Misol: f(x)=x3 funksiya uchun f ”(x)=6x>0 tengsizlik yechish (O,»)
sohadan iborat va bu sohada uning grafigi botiq boiadi. Xuddi shunday
f "'(x)=6x<0 tengsizlik yechimi bo‘lmish (-°0;0) sohada funksiya grafigi
gavariqg boiadi.

5-ta’rif: Funksiya grafigi biror M(x0, f(xo0)) nugtadan o ‘tayotganda
botigligini gavariglikka yoki aksincha qgavariqligini botiglikka
0°‘zgartirsa, bu nugta uning burilish (egar) nuqtasi deyiladi.

Masalan, ko‘rib o‘tilgan f(x)=vc3 funksiya uchun koordinatalar
boshi 0(0,0) burilish nuqgtasi boiadi.

6-teorema: Agarda biror Xo nuqtada ikkinchi tartibli hosila f
"(x0)=0 boiib, bu nugtadan o‘tishda f "(x) o‘z ishorasini 0°‘zgartirsa,
M(x0, f(x0) nugta funksiya grafigining burilish nuqtasi boiadi.

Isbot: f "(x)<0, x<x0 va f "(x)>0, x>xo0 holni ko‘ramiz. Oldingi
teoremaga asosan, Xo nuqtaning chap tomonida funksiya grafigi qavariq,
0‘ng tomonida esa botiq boiadi. Demak, M(xo, f(xo0)) nugta atrofida
funksiya grafigi botiglikni qavariglikka o°‘zgartiradi, ya’ni bu nugta
grafikning burilish nuqtasi boiadi.

Misol sifatida f(x)=x3-3x2 funksiya grafigining burilish nugtasini
topamiz. Bu yerda f " (x)=6x-6=0 tenglamadan x0=1 natijani olamiz. Bu
yerdax<I| boiganda
f "(x)<0 (grafik qavarigq) va x>l boiganda f "(x)>0 (grafik botiq)
boigani uchun M(i,-2) nuqta funksiya grafigining burilish nuqgtasi
boiadi.

IV. Funksiya grafiginig asimptotalari
6-ta’rif: y= kx+b tenglama bilan berilgan to‘g‘ri chizig f(x)
funksiya grafigining og*ma asimptotasi deyiladi, agarda

g f(x) - foc- 6]=0
shart bajanisa.
7-ta’rif: x=a tenglamali vertikal to‘g‘ri chiziq y= f(x) funksiya
grafigining vertikal asimptotasi deyiladi, agarda x argument a nugtaga
yaqinlashib borganda, funksiyaning chap va o‘ng
xl-i*rarlogi\)/()J 9 xl-!>g+]0f(>2()'

limitlaridan kamida bittasi cheksiz bo‘lsa.
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Odatda vertikal asimptotalar funksiyaning aniqlanish sohasi
bo‘yicha uning uzilish nugtalari orgali topiladi. Masalan, f(x) =l/(x -
1) fimksiya grafigi uchun x=1 to‘g‘ri chiziq vertikal asimptota bo‘ladi.

Funksiyaning og‘ma asimptotalarining mavjudligi va ulaming
tenglamasi quyidagi teorema bo‘yicha aniglanadi.

7-teorema: y=f(x) funksiya grafigi og‘ma asimptotaga ega
bo‘lishi uchun
J(I% X =k, )l(_l;g\)[/(X)-AX]ZG
limitlar mavjud hamda chekli boMishi zarur va yetarlidir. Bu holda
og‘ma asimptota y=kx+b tenglama bilan topiladi.

Zaruriylik sharti. y= kx+b to‘g‘ri chiziq og‘ma asimptota bo‘Isin.

Unda 6-ta’rifva limit xossalariga asosan quyidagilami yozish mumkin:

HRL/(x) - kx- b]=mA—, ~*- d=0=*
Iim[~N - ft- °A lim - *. lim~r="°
Bu yerdan eng so‘nggi limit giymati nol boigani uchun,

e ) ="
ekanligi kelib chiqgadi. Og‘ma asimptota ta’rifidan yana bir marta
foydalanib,
fim[/(jt)-fac] = ¢
natijani olamiz.
Yetarlilik sharti. Teorema shartidagi ikkinchi limitga asosan
) - kx- &3=0
tenglikni yoza olamiz. Bu yerdan, 6-ta’rifga asosan, y= Kx+b to‘g°ri
chizig funksiyaning grafigi uchun og‘ma asimptota boiishi kelib
chigadi.
Masalan, f(x)=(2x2+3x-5)/x funksiya uchun
A:!(i_ga:f(x)/x =2, b :m[/(x) -2x]=3
ekanligini topamiz. Demak, bu funksiyaning grafigi uchun y=2x+3
to‘g‘ri chiziq og‘ma asimptota boiadi.
Yugorida olingan natijalar bo‘yichay=f(x) funksiya xususiyatlarini
guyidagi tartibda toiiq tadgiqot qilish mumkin:
1. Funksiyaning D{f} aniglanish sohasini topamiz.
2. Funksiyani juft yoki toglikka tekshiramiz.

195



3. Funksiyani davriylikka tekshiramiz, davriy bo‘lsa, uning
davrini aniglaymiz.

4. Funksiyaning uzilish nugtalarini topamiz va ulaming turini
aniglaymiz.

5. f(x)=0 tenglamadan funksiya nollarini topamiz va ular orgali
funksiya o‘z ishorasini saglaydigan oraliglami va OX o‘gi bilan
kesishish nugtalarini aniglaymiz,—

6- f'(x)X) va f\x)<O0 tengsizliklami yechib, funksiyaning
o‘sish va kamayish, ya’ni monotonlik sohalarini aniglaymiz. Bu yerda
quyidagi goidadan ham foydalanish mumkin: kritik nugtalar aniglanish
sohani o ‘sish (f'(x)70) va kamayish (/' (*) <0) oraliglariga ajratadi.

7. f(x) =0yokif'(X) = + oo shartlardan kritik nugtalami topamiz
va bu nuqtalarda funksiyani | yoki |l tartibli hosila yordamida
ekstremumga tekshiramiz.

8. f ™ (X) >0 va/ ”(x)i 0 tengsizliklami yechib, funksiya
grafigining botiglik va qavariglik sohalarini topamiz. Bu yerda quyidagi
goidadan foydalanish mumkin: ikkinchi tartibli hosilaning ildizlari
aniqlanish sohani gavariglik va botiglik intervallariga ajratadi.

9. / "(X)= 0 yoki / "(X)= x oo shartlami ganoatlantiruvchi
nugtalami topib, ulaming orasidan funksiya grafigining  burilish
nugtalarini aniglaymiz.

10. Funksiya grafigining asimptotalarini, agarda ular mavjud
bo‘lsa, topamiz.

11. 1-10 gadamlarda olingan natijalar asosida funksiya grafigini
chizamiz.

Misol. Quyidagi munosabatni hosila yordamida tekshirib grafigini
chizing:

Yechish. Yuqorida ko‘rsatilgan tartibda berilgan munosabatni
tekshiramiz.

L Funksiya s - xsitQ X*#2, ~c(-<0;-2)u (- 22)u (2:00) dAANIGIANGAN.
2. Funksiya juft, chunki =_£_y.Demak, uning grafigi OY

o‘gida nisbatan simmetrikjoylashgan ekan.
3. Funksiya davriy emas
4, x=#2 nugtalar berilgan munosabatning uzilish nuqgtalari.
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5. f(x)=o= > =0=>x=0.Demak, *=o tenglikning ildizi ekan va

u yaginlanish sohani bir xil ishorali intervallarga ajratadi:
(-®;-2)1(-2;0H0a),(2;«).

Funksiyaning berilishiga garab, quyidagilarga ishonch hosil gilish
mutnkin:

(-0>;-2) da funksiya manfiy, (-2;0] da fiinksiya musbat, (2;0]da
funksiya musbat, (2;°0) da funksiya manfiy.

6. Kritik nugtani aniglash uchun f'(x)=0 tenglamaning ildizlarini
topamiz.

/W =(irp-) =(&£ f fb)= 0~ jry =0=>x=0.
Demak, funksiyaning aniglanish sohasi quyidagi monotonlik

oraliglariga ajraladi: (-®:2),(-20;2),2;<=°)- Funksiyaning f(x)=(48a7
-4c

hosilasiga garab, quyidagi xulosalami chigarish mumkin: (-w-2) da
f'(x)<, 0, shu sabab bu yerda funksiya kamayuvchi, (2;0] da/'(*)<0, shu
sababli bu yerda funksiya kamayuvchi, [0;2)da f'{x)00, shu sababli bu
yerda funksiya o‘suvchi, (2;® da/’(*)>0, shu sababli bu yerda funksiya
o0‘suvchi.

7. Funksiya hosilasi *=0 kritik nuqtaning chap tomonida manfiy,
o‘ng tomonida esa musbat ishoralarga erishadi. Demak, *=o0 nugta
maksimum nugqtasi ekan max/(x)=/(0)=0 ga teng boiar ekan.

8. Funksiyaning ikkinchi tartibli hosilasining ildizlarini topamiz.

, _ X 24x2+32_*61
I'(*)=
L 4-x 2 (4-x20

Funksiya juft ekanligi uchun ikkinchi tartibli hosilaning
ishoralarini (02) va (2;«) oraliglarida tekshiramiz. (02) da /'(*)>0 va shu
sababli bu yerda funksiya botig. (2;») da f'(X)<0 va shu sababli bu yerda
funksiya gavariq.

9.Berilgan funksiya burilish nuqtalarga ega emas, chunki
aniglanish sohasida /'(*) ¢po.

10. a) Og‘ma assimptotani aniglaymiz.
L

=limo-r—=lim —=0, b=limf X m—0m) = lim
““I—r x*a 4 j *-kcna_ X X-»* 4 j

X
Demak, y =kx+b=sy =-\ to‘g‘ri chiziq assimptota ekan.

=-1.

K- lim
KA X
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b) Vertikal assimptotalami aniglaymiz. lin/(*)= lim

bo'lgani uchun x=:2 to‘g‘ri chiziglar vertikal assimptotalar bo‘lar
ekan.
11. Olingan natijalar asosida funksiya grafigini chizamiz.

V. Funksiyaning kesmadagi eng katta va eng kichik giymatlari

6.3-8da [a,b] kesmada uzluksiz bo‘lgan y=f{x) funksiya shu
kesmada 0°‘zining eng katta va eng kichik giymatlariga erishishi mumkin
ekanligi aytilib o ‘tilgan edi. Shu giymatlarai topish masalasini qaraylik.

Kesmada uzluksiz funksiyalar xossalarini kuzatsak, ular o‘zining
eng katta giymati M va eng kichik giymati m ga yoki kritik nugtalarida
yoki kesmaning chegaraviy nugtralarida erishishini hamda funksiyaning
eng katta va eng kichik giymatlari funksiyaning ekstremumlari bilan
ustma-ust tushishi mumkinligini ko'rish oson

Undan chigadi, y =f(x) funksiyaning [a,b] kesmada eng katta va
eng kichik giymatlarini aniglash uchun quyidagilami bajarish kerak:

1)  Funksiyaning kritik nuqtalarini aniglash.

2)  Funksiyaning kritik nugtalaridagi va [a,b] kesmaning boshlanish
va tugash nugtalaridagi giymatlarini hisoblash.

3) Topilgan giymatlardan eng katta va eng kichik giymatlarini
tanlash.

4) Tanlangan giymatlaming eng kattasi kuzatilayotgan
funksiyaning eng katta giymati M va eng kichik giymati m boiishiga
xulosa chiqarish.

M va m giymatlar ba’zan M=sup/(x), m=inff(x) kabi ham belgilanadi.
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Misol: >=x-sin2i ning kesmada eng katta va eng kichik

giymatlari topilsin.
Yechish: 1) Funksiyaning kritik nugtalarini aniglaymiz.
y'=(X-sin2X) —-2c0s2x.
y'=0=>|-2cosx =0, 0052*:2—, 2>(:2fortarccosz—-2kni’\3—.

Berilgan kesmaga X:ie—kritik nugtalar tegishJi.

2) Kritik nugtalarda va kesmaning chegaraviy nuqtalarida
funksiyaning giymatini topamiz.
A 1 1) gJ .r-( an] 4 n X i3
2

b>

+SUIT= -8
2

3) Funksiyaning aniglangan -’\6+—2; 6 2 , 3 giymatlar
orasida eng kattasi y , eng Kkichigi -y ekan.

4) Xulosa: Berilgan funksiyaning eng katta giymati X=~ nuqtada
erisliiladi va M= =* bo‘ladi, eng kichik giymati esa *=-y nuqtada
erishiladi va m= =  bo‘ladi.

7.6-§. ANIQMASLIKLAR VA ULARNI LOPITAL
QOIDALARI YORDAMIDA OCHISH

I-ta’rif: Agar f (x) vag (x) ftmksiyalarx-»a da cheksiz kichik
miqdorlar bo‘lsa, ya’ni
lﬁgf(x) =0, Xligpg(x):o
munosabatlar o ‘rinli bo‘lsa, munosabat x->a da - ko‘rinishdagi

g(x) 0
anigmaslik deyiladi.

199



I\/Iasalan, munosabat x—0 da, %211 munosabat x->1 da,
X -

N+ funksiya esa x-»00 da 5 ko‘rinishdagi anigmasliklardan iborat.

1
e‘-1

2-ta’rif: Agar f (x) va g (x) munosabatlarx-*a da cheksiz katta

miqgdorlar boisa, ya’ni
limf(x) =#c,  limg(jc) =400
munosabatlar o ‘rinli boisa,/W munosabat X—ada —
o ] ] ] gu) 00
ko‘rinishdagi anigmaslik deyiladi.
Masalan, Ipl smx i munosabat x—0 da, i-ti) munosabat x—00
Injd +1

da © ko‘rinishdagi anigmaslikdir.

3-ta’rif: o yoki = ko‘rinishdagi anigmaslikning x—*a dagi

9(x)
limitini topish shu anigmaslikni ochish deb ataladi.
Shuni ta’kidlab o‘tish kerakki, anigmaslikni ochish, ya’ni lim ;gg

limitni hisoblash uchun boiinmaning limiti formulasidan foydalanib
boimaydi, chunki, limg(x) =0 (maxraj nolga teng)yoki surat va maxraj

limitlari chekli emas.

Limitlar mavzusi bo‘yicha misollar yechganimizda anigmasliklami
ochish masalasi bilan shug‘ullangan edik. Ammo wunda har bir
anigmaslikni ochish uchun ko‘paytuvchilarga ajratish, qo‘shilmasiga
ko'paytirish, eng katta darajasiga boiish, ajoyib limitlarga keltirish kabi
sun'iy usullardan foydalanilgan edi. Shunday qilib, har bir anigmaslikni
ochish uchun o'ziga xos xususiy usuldan foydalangan edik. Endi
anigmasliklami ochishning umumiy qoidasini ko‘rib chigamiz. Bu
goidani fransuz matematigi Fransua Lopital (1661—704y.) o°‘zining
1696-yilda bosmadan chiggan «Cheksiz kichik miqgdorlar tahlili» degan
kitobida birinchi marta keltirgan va shuning uchun u Lopital goidasi
nomi bilan tarixga kirgan. Aslida bu qoidani Lopitalning ustozi va
do‘sti, shvetsariyalik matematik logann Bemulli (1667-1748) topgan.
I. Bemulli Parijga kelgan paytida boy oiladan chiqgan va matematika
bilan giziquvchi Lopital bilan tanishadi. Lopitalning iltimosiga ko‘ra u
o‘sha paytlarda Leybnits va Nyuton tomonidan yangi yaratilgan
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differensial hisob bo‘yicha Lopitalga ma’ruzalar o'giydi. Lopitalning
xizmati shundan iboratki, u bu ma’ruzalar asosida differensial hisob
bo‘yicha birinchi boiib darslikni yozdi.

1-teorema: f(jt) va g(x) funksiyalar a nugta atrofida aniglangan va
differensillanuvchi boiib, g‘(x) * 0 va

XI_i*rp/(jc) =0, XI_i*rapg(x) =0 (7.10)
tengliklar bajarilsin. Bu holda, agarda f((x)) mavjud boisa,
g(x
f(X
Iim"’\(y-3)/ ham mavjud boiadi va ushbu tenglik o'rinli boiadi:
lan/W = limZ 7.11

Isbot: Awal a < oo holni ko‘ramiz. Teorema shartiga ko‘ra a
nugta atrofida f (x) va g(x) funksiyalar differensiallanuvchi bo‘lgani
uchun, ular bu yerda uzluksiz boiadi va shuning uchun ham, (7.10)
ghartpa Ira*»», '

f(4) =lim/(x) =0,  g(@)=limg(x)=0 (7.12)
tengliklar o‘rinli boiadi. a nuqta atrofidagi ixtiyoriy (a,x) oraligni
garaymiz. Teorema shartlariga asosan bu oraligda f(x) va g(x)
funksiyalar uzluksiz, differensiallanuvchi va g‘(x)*0, ya’ni ular Koshi
teoremasi shartlariga bo‘ysunadi. Shuning uchun, Koshi teoremasiga
asosan, shunday ce (a, x) nugta mavjudki,

I1(*)-1(a) _f'(c) /(*)_F'(c) (7.13)
9(x)-9(a) g 9x g
Bu yerda (7.12) tengliklardan ham foydalanildi. (7.13) tenglikda x ->a
da limit olamiz va bunda c—a boiishidan, chunki ce (a, X), foydalanib,
ushbu natijalami olamiz:

imZW =iim/M _=lilly M (7.14)

9 *g'c)  d@©
Limitning giymati undagi o‘zgaruvchi migdomi ganday belgilanishiga
bogiig emas va shuning uchun (7.14) tenglikni quyidagicha yozish
mumkin:

lim/M_ =ijm/M (7.15)
g *dK
(7.14) va (7.15) tengliklardan isbotlanishi kerak boigan
limzZW =lim/ M (7.16)
9 g

natijani olamiz.
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Endi a=00 holni ko‘ramiz, ya’ni x —mco. Bu holda z:)-( yangi

o°‘zgaruvchini kiritsak, unda X—* o0 boiganda z—0 boiadi. Bu yerda

Xzi boigani uchun va (7.16) tenglikka asosan

o a-r P fi(h  —TTx)
— **) Wr o1l ~Vflvly A "W
*> [4]

natijani olamiz. Teorematoiiq isbot boidi.

2-teorema: f () va g (x) fimksiyalar 1-teorema shartlarini
ganoatlantirsin, ammo

!im/(x):°o, Xlipgg(x): (7.17)
munosabat o‘rinli bo‘lsin. Bu holda ham (7.11) tenglik o‘z kuchini
saglab qoladi.
Bu teoremani isbotsiz gabul gilamiz.

Shunday qilib - yoki — ko‘rinishdagi =% anigmaslikni Lopital
0 a> 9(x)

goidasi yordamida ochish uchun f (x) suratva g (x) maxrajdan alohida-

alohida hosila olib, 7' hosilalar nisbatining limitini topish kerak.
X
Lopital goidasining tatbiglari sifatida oldin ko‘rib o‘tilgan va
matematikada ajoyib limitlar deb ataluvchi bir nechta limitni
hisoblaymiz.
1. f (x) =sinx, g (x) = x fixnksiyalar x->0 da cheksiz kichik

miqdorlar boiadi va shuning uchun « ifoda x->0 da ’6
ko‘rinishdagi anigmaslik boiadi. Lopital goidasiga asosan
. sinx . (sinx)" .. cosx
I’!ra---)-(---z '%‘“(xy—= I|m---i---= le
Bu natija I ajoyib Umitni ifodalaydi.
2. f(x)=In (1+x), g (X)=x funksiyalar uchun f(0)=Inl=0,g
(0)=0. Demak, x->0 boiganda = ifoda - ko‘rinishdagi
a(x) X 0

anigmaslikdan iborat.
Bu anigmaslikni ochish uchun Lopitalning goidasiga murojaat
gilamiz:
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fenW =z *I=toM £ fl="fen =lin
*x+0 X x>0 X' x> | x>0\-\-X 1+0

Bu limit mat_ematikada 11 ajoyib limit deb ataladi.
Xuddi shunday ravishda
|inﬂgn(!i‘_]t) —lim99_6 = iogle = 1

Jv+0 1+ X ID @

ekanligini ko‘rsatish mumkin.
3. f(x)=ex-I, g (xX)=x differensiallanuvchi fiinksiyalar uchun
f(0)=0, g(0)=0 boiadi. Unda

X0 X 0 x* x x*1 1
Bu natija IV-ajoyib limit deyiladi.
Talabalarga mustaqil ish sifatida

ekanligini ko‘rsatish tavsiya etiladi.
4. f(x) ={\+x)a-1 (a-V hagigiy son) va g (x)=x fiinksiyalar
x=0 nugqta atrofida differensiallanuvchi va f(0)=0, g(0)=0. Bu holda

Mm(Ilillzie (' 1 ) , ,1imEfl£StI»a .(1+0)* ...
i»0 X 0 x0 X 1
Bu natija V- ajoyib limit deyiladi.
Izohlar: 1. (7.11) formulada ) ifoda x->a boiganda yana
g(x

0/0 yoki oofoo ko'rinishdagi anigmaslikdan iborat boiib, f\x) va g*(x)
hosilalar 1-teorema yoki 2-teorema shartlarini ganoatlantirsin. Bu holda

lim~ mavjud boisa, quyidagi tenglik o ‘rinli boiadi:
g\x)

G gy 1Y G 19

Shunday qilib, anigmaslikni ochish uchun Lopital goidasini bir
necha marta ketma-ket qoilash mumkin. Buning uchun har gal teorema
shartlarini tekshirib ko‘rish kerak.

Misol sifatida quyidagi limitni hisoblaymiz:
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2. Iim-ﬂ-)52 mavjud boisa, unda Iimmx—)'\ mavjud. Ammo teskari
m g(x) g(x)

tasdig doimo ham o‘rinli boiavermaydi, ya’ni Iim&% mavjud bo‘lib,
lim '
Misol: / (x)=x+sinx, g(X)=x, X-»00. Bu holda

mavjud boimasligi mumkin.

um/M =falE+*££=F* 1=um(i + “E£)=
9(X) X \°°) *0 X

o . sin* _ _
fpirhipste0=1

Ammo
IjmA *) =)im(fc+ sinxy = liml + Q08X _

gicx) ** X 1
= lim(l + cos X) = 1+ limcosx
X X2

boigani uchun bu limit mavjud emas.

Shartli ravishda gyoki% kabi belgilangan anigmasliklardan

tashgari shartli ravishda 00O, 0° 00°, 1® o - 00 kabi belgilanadigan
anigmasliklar ham mavjud.
4-ta’rif: Agarda Ep;lf(x)=0, limg(x) =00 boisa, fix)-g(x) ifoda

X-*a boiganda 0-00 ko‘rinishdagi anigmaslik deyiladi.
Bu anigmaslikni ochish uchun uni fix) -g(x)=~" ko‘rinishda
9(x)
yozib, 0 anigmaslikka yoki fix)-g(x)=—~1- ko‘rinishda yozib,

1(*)
anigmaslikka keltiriladi va so‘ngra Lopital qoidasi goilaniladi.
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Misol:
i
mieinit=C-0=Hg" Spg=im 1 - gy =-er=0
X X
5-ta’rif: Agarda lim/(x) =Uimg(x) =a bo‘lsa, [ffr)]800 ifodax->a

bo‘lganda 1*° ko‘rinishdagi anigmaslik deyiladi.
Bu anigmaslikni ochish uchun y=[f(x)]gX) deb belgilaymiz. Bu
tenglikni ikkala tomonidan logarifm olamiz:
Iry~Infflx)]  =g(xX)Infljc)=[Inf(x)]g(x) ,
limf(x)=l=>lirnInf(r>=In[ iimf(x)]=In 1=0 .

Demak, [Inf(x)]g(x) ifoda 0-00 ko‘rinishidagi anigmaslik va uni

Lopital goidasi yordamida ochish mumkin. Faraz qilamiz
Hminy = HM{[In/ (X)Jg(X)} = b

bo‘Isin. Bu yerdan kelib chigadiki,
limInj~Inflimy]”~ => limy=e6=> lim [11Jc)le=eb.

Misol sifatida /{ X) =1 + %, g(x)=x, x->00 deb olib,

ya’ni ikkinchi ajoyib limitai isbotlaymiz.

>=(1+£ f =>Iny=In?,+£)'=xla(i+1j=(co-0)="¢) =g ,

Shunday qilib, bizning misolda b=1 chiqdi. Demak,

boiib chigadi.
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7.7-8. TEYLOR VA MAKLOREN FORMULALARI

1 Teylor formulas!. y=f{x) funksiya x=a nuqgtaning biror
atrofida (n+i)-tartibgacha hosilaga ega boisin. x=a nuqgtadagi giymati
va n-tartibgacha boigan hosilalarining x=a nuqtadagi giymatlari /(x)
ftmksiyadan shu nugtada olingan mos hosilalari qgiymatlariga teng
boigan y =P,{X ko‘phadni, ya’ni

I>»=1(4 a»=TfU P&)=/’(aUK"Ka)=/<">(*) (7.19)
shartni qanoatlantiradigan ko‘phadni topamiz.Bu ko‘phadni quyidagi
ko‘rinishda izlaymiz:

PAX)~Ca+C,(x-a)+C2x-a)2+...+C,,(x-a)", (7.20)
c0c2¢,,...c,, koeffitsiyentlami (7.19) shartlar bajariladigan qilib
aniglaymiz.

M) ning hosilalarini topamiz:

P;(x)=C +2Cx-a)+... +nC.(X-a)-",

P;(X) =2C2+3-2C,(x-a)+... +n(n~1)c, (x-a)""2, ~o2])

i>W(x)=n(n- iXn- 2)-3 <2 mmg..
(7.20) va (7.21) tengliklarga x=a giymatni go‘yamiz, natijada
ushbuga ega boiamiz:
= p;@=c, />»=210... (722)
P*Ka)=n{n- \\n - 2)..3+2.1.C,.
(7.22) tengliklaming chap tomonlarini (7.19) tengliklar asosida

almashtiramiz, natijada ushbuga ega boiamiz:
f(a)=C0, f(o)=c,, f{a)=2 \Cl,..,

=n(n- IXn- 2).3 «2«1<C,,,
bundan koeffitsiyentlaming giymatlarini topamiz:

Co=/(4 C,=/(4 C2=yl'(a>--
C,=¢/W(@)

Bu CQCF,C,,..C,, giymatlami (7.20) formulaga go‘yamiz va izlanayotgan
ko‘phadga ega boiamiz:

PNix)=Nab/~(x~a)+" ( X-al +.+"(x-aY. (7.23)

Bu ko‘phad /(*) funksiyaning Xx=a ning darajali bo'yicha Teylor
ko‘phadi deyiladi.
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Berilgan /(x) iunksiya bilan tuzilgan P,(x) ko‘phad ayirmasini R{X)
bilan belgilaymiz:
R.(x)=f(x)-PM (7.24)
bundan f(X)=P,{})+R,,(X) yoki yoyib yozilganda:
[¢xX)=f(@)+N ( Xa)+N (x-ay+.+N(x-aY +*(%) (7.25)

(7.25) formula f(X) funksiya uchun Teylor formulasi deb aytiladi.
«,(X) ni Teylor formulasining qoldiq hadi deyiladi. U quyidagi

"W_ (n+1) (r Q)
formula orqali hisoblanadi (Lagranj shakli), bunda ¢e(a,x). Natijada
(7.25) formula

f(x)=/(a)+"(x-a)+ " (x-ay+.+" (x -ay + " -(x-ar,

ko‘rinishni oladi.

2. Makloren formulasi. Teylor formulasining a=o dagi xususiy
ko‘rinishi Makloren formulasi deyiladi:
1(*)=f(°)+ +~20* 2+ - +-00°%- X +R{(4 (7-26)

bunda rAX)z_(ﬁH(X_a)""’a<A<X' Bu formula funksiyaning erkli

0 ‘zgaruvchi X ning darajalari yoyilmasini beradi.
1 f(X) =eT funksiyani Makloren formulasi bo'yicha yoyish. ex
funksiya barcha xe (- cg+e) lar uchun har ganday tartibli hosilalarga ega.
Shu hosilalaming X=0 nuqtadagi giymatlarini hisoblaymiz:
/(x)=e* [(0)=I
[ (*)=e*x [(<>)=1
fr(x)=e* ['(0)=1

[ wx)=e* [ WO0)=I

| (*D(x) = e* = bunda 0< <x
Hosilalarga topilgan giymatlarini (7.26) Makloren formulasiga qo‘yib,
e’ ning ushbu yoyilmasini hosil qilamz:

e =l +x+N-+. +A T+ N - e {. 7.27
21 n J(n+ 1/{ ( )
2. /(x)=sinx funksiyani Makloren formulasi bo‘yicha yoyish.

Funksiya barcha xe (m»;+c) lar uchun har ganday tartibli hosilalarga
ega. Shu hosilalaming x=0 nugtadagi qiymatlarini hisoblaymiz:
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/(je) =sinn

fix ) = cosX =Sinfx+y

["(X)=cosucty j =siX+2yj

/M(jO -sin?ictHyj. -
/(0)=0

/'(0)=1

/'(0)=0

/'(0)=-i

/«(0)=sin«y, /<«m>#H)=sin(#+Wwm+1)yj, 0<C<x.

Tartibi juft bo‘lgan hosilalaming hammasi x=0 nuqtada nolga teng.
Topilgan giymatlami (7.2e6) Makloren formulasiga qo‘yib, sinx uchun
ushbu yoyilmani hosil gilamiz:
*4 4 -.*% (-rg £ M <7-28>
3. f(x) =cosx funksiyani Marloren formulasi bo‘yicha yoyish.
Funksiya barcha « (- g+ lar uchun har ganday tartibli hosilalarga

ega. Shu hosilalaming x=0 nuqgtadagi giymatlarini hisoblaymiz:
/(x)=cosx /(0)=1

f'(x) —=sin X —COS™X+Yy j /(<0)=0

/'(x)=-sinfx+yj =cosjf™+2yj /'(0)=-i
/ w(x)=cosjx+nyj / w(0)=cos™nyj

/<"#(i)=cosff+(n+ 1)0

Bunda toq tartibli hosilalaming hammasi x=o0 da nolga teng.
/(x)=cosx funksiya uchun Makloren formulasi ushbu ko‘rinishni oladi:
X2 x" /W xz  xze o (@20+2) A
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4, f(x)=in(i+X) funksiyani Makloren formulasi bo‘yicha yoyish.
Funksiya barcha x>-i lar uchun har ganday tartibli hosilalarga ega.
/(jc)funksiyaning *=0 nuqtadagi hosilalarini hisoblaymiz:

1(X)=In(1+Xx) /(0)=0

I'(*)=gise (i+*r ['(0)=i
/m(r)=-1(1+x)-2 /*(0)=-I
1'(x) = 1-2(1+x)-3 '(0)=2!

1<) (*)=(-i)*t,(n-i) (i+4"™ / m(oT (n-0

I KX)={-iY o (i+x)~\ M(X)=-HT(TT?)

Hosilalarning topilgan giymatlarini (7.26) Makloren formulasiga
go‘yamiz:

v 20 3 A X 7o
Qisqartirishlardan keyin:
i+ X)=X-N+N-Nt |+ (-ir—+3
In(i+x) x2 AR (-ir . a, W (7.30)

5./(x)=(1+x)" funksiyani Makloren formulasi bo‘yicha yoyish.
/(i)=(i+xf funksiyaning X=0 nugtadagi hosilalarini hisoblaymiz:

1(%)=(i+*T 1(0)=1

I"(x)=a(l+x'jrd f(0)=a

f'(X)=a(a -1x1+xy-2 I'(0)=a(a- 1)

I w(x)=a(a-IXa-2)..(a-n + IXI+xf" / (H0)=a(a-I)..(a- n+2
S

INMS>SW =a(«-IM «-» X 1+ xr-*-1, O,(x)="a(«-1)..(+#T --

Hosilalarning topilgan giymatlarini (7.26) Makloren formulasiga
go‘yamiz:
(I+Xy ={+BX+ +“(n- + +«(a-U ?-nH)x.+ (4 (731)
v 1 2 3 n

a ko‘rsatkich n dan katta boimagan butun musbat son bo‘lgan

xususiy holda R,(X) nolga teng bo‘ladi, (7.31) tenglik esa Nyuton binomi
formulasiga aylanadi.
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XULOSA

Differensial hisob matematikaning boiimi boiib, funksiyalami
hosila va differensiallar yordami bilan tekshiriladi. Differensial
hisobning asosiy tushunchalari hosila va differensial boiib, bular o‘z
navbatida ketma-ketlik yoki funksiyaning limiti bilan bogiangan.

Funksiya hosilasini bilish funksiyaning kasrda o°‘sishi yoki
kamayishi, kasrda maksimumga, minimumga va burilish nuqtaga ega
ekanligi hagida mulohaza yuritishga imkon beradi. Bu tushunchalar ko‘p
o ‘zgaruvchili funksiyalarini o‘rganishga ham tatbiq etiladi.

Egri chiziglarga urinma o‘tkazish masalalarini o'rganish yoiida
XVII asr matematiklaridan Dekart va Ferma differensial hisob yaratish
sohasida birinchi gadam qo‘ygan edilar. Differensial hisobning uzil-kesil
yaratilishi 1.Nyuton va G.Leybnisning ilmiy ishlari bilan bogiiqdir.

Biologiyada hosila yordamida mikroorganizmlaming ko‘payish
tezligini topish mumkin va bu orgali muhim ishlab chigarish
masalalarini yechish mumkin. Xuddi shunday iqtisodiyotda ham
mahsulot sarfini ifodalovchi mahsuldorlik funksiyasini hosilasi iqtisodiy
masalalami yechish mumkin boiadi.

Berilgan /(x) funksiyadan tayin x=x0 nuqtada olingan hosilasi deb

chekli HL@E limitga aytiladi, bu yerda Ay=/(x0+Ax)- /(*,,)- funksiyaning

ortirmasi, Ax- argument orttirmasidir. Agar shu nugtada /(x) funksiya
hosilaga ega boisa, u holda /(x) bu nuqtada uzluksiz boiadi. Hosila

quyidagi simvollar bilan belgilanadi, (Leybnis Kkiritgan),

dx’  dx
y', /(x) (Nyuton kiritgan), Dy,Df{x) (Koshi kiritgan). Koshi kiritgan
simvollar kam qoilaniladi. Matematika, fizika, texnika va boshqa
fanlaming ko‘p masalalari hosila tushunchasiga olib keladi. Ulardan eng
muhim boiganlaridan bin to‘g‘ri chiziq bo‘yicha harakat giluvchi
nugtaning tezligini aniglash. Nugtaning harakati s =f{i) funksiya bilan
ifodalanadi, bu yerda S - nugtaning i paytdagi vaziyati (bosib o‘tgan
yoi). Nugtaning t paytdagi haqiqgiy (oniy) tezligi limitga o‘tib topamiz

3= ft"R]ﬁ .
Shunday gilib, nugtaning hagiqiy $ tezligi S=/(/) funksiyadan
olingan hosila.
Demak, umumiy holda hosila funksiyaning (argumentga nisbatan)
o0‘zgarish tezligidir. y=f(t) funksiya x, nuqtada hosilaga ega boisa, u
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holda nugtada funksiyaning grafigiga o ‘tkazilgan urinma mavjud bo‘ladi
va Iga=|im%:/ = bo'ladi (bu yerda K - wurinmaning burchak
koeffitsiyenti).

7-BOBGA DOER TESTLAR

1. y=f(x) funksiya hosilasining ta’rifi gayerda to‘g‘ri ko‘rsatilgan?
A) ()= e BYPO9=Jmyy s ©) ()= fimgh

D) /'(*) :ﬂ(m@ﬂﬂ E) f'(x) = “@gﬁf .

2. y=x3funksiyaning Ay orttirmasi gayerda to‘g ‘ri ko‘rsatilgan?

A)3x2Ax; B)3x(AX)2; C) (A*)3;

D) 3xAx(x+ Ax); E) BxXAX+ Ax)+ (Ax)3 .

3. y=x3 funksiya uchun orttirmalar nisbati Ay/Ax gayerda to‘g‘ri
ko‘rsatilgan?

A) 3x2+ (AX)2; B) 3x2+ 3xAx + (Ax)2; C) 3x2 + 3xAX ;

D) 3x(x +30x); E) 3xAx(x + Ax)+ (AX)3 .

4. Qachon y=f(x) funksiya Xo nuqtada differensiallanuvchi
deyiladi?

A) y=f(x) funksiya Xo nuqtada musbat giymat gabul qilsa;

B) y=f(x) funksiya xo nugtada manfiy giymat qabul qilsa;

C) y=f(x) funksiya Xo nugtada noldan farqgli giymat gabul qilsa;

D) y=f(x) funksiya Xonugtada chekli hosilaga ega bo‘lsa;

E) y=f(x) funksiya x->Xo bo‘lganda chekli limitga ega bo‘lsa.

5.Hosilaning mexanik ma’nosi qayerda to‘g‘ri ko‘rsatilgan?

A) Harakatda bosib o‘tilgan masofa;

B) Harakatda sarflangan vaqt;

C) Harakatda oniy tezlik;

D) Harakatda to‘xtash holati;

E) To‘g‘ri javob keltirilmagan.

6. Hosilaning geometrik ma’nosi qayerda to‘g‘ri ko'rsatilgan?

A) Chiziqqa o'tkazilgan kesuvchining burchak koeffitsiyenti;

B) Chizigga o ‘tkazilgan urinmaning burchak koeffitsiyenti;

C) Chizigga o ‘tkazilgan normalning burchak koeffitsiyenti;

D) Ikkita chiziglar orasidagi burchakning kosinusi;

E) To‘g‘rijavob keltirilmagan.
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7. Quyidagilardan gaysi bin y=f(x) funksiya grafigiga (xo, yo)
nugtada o'tkazilgan urinma tenglamasini ifodalaydi?

A) y-y0=Ff\x0Xx-x0); B) y-y0=f’(x0)x\

¢) y~y0=f"(x0)x0; D) x~x0=f\x 0){y- yo0Y,

8. Quyidagilardan gaysi bin y=f(x) fiinksiya grafigiga (xo, y<)
nuqtada o ‘tkazilgan normal tenglamasini ifodalaydi?

A)y-y0=/’(*0)(*-*0); B) y-y0=f\xQx\

Q y-y0=f"(x0)x0; D) x-x0=f"(x0Xy-y0);

E) y-yo=7i(r*-é)(.x-x0).

9. y=f(x) funksiya hosilasini ta’rif bo‘yicha hisoblashda
guyidagilardan gaysi biri qo‘llaniladi?

A) Argument orttirmasi Ax hisoblanadi;

B) Funksiya orttirmasi Af hisoblanadi;

C) Af7Axnisbat hisoblanadi;

D) Af/Ax nisbaming Ax-»0 bo‘lgandagi limiti hisoblanadi;

E) Ko‘rsatilganlaming barchasi qo‘llaniladi.

10. Teoremani yakunlang.

Teorema: Agar y=f(x) funksiya x=xo nuqgtada differensiallanuvchi
boisa, unda............

A) y=f(x) funksiya x=xo nuqtada uzlukli boiadi;

B) y=f(x) funksiya x=xo0 nugtada aniqlangan bo‘ladi;

C) y=f(x) funksiya x=Xo nuqtada uzluksiz bo‘ladi;

D) y=f(x) funksiya x=Xo nugtada musbat giymat gabul etadi;

E) y=f(x) funksiya x=xo nugtada manfiy qiymat gabul etadi

1 l.y=x3 funksiya grafigining x=2 abssissali nuqtasiga o ‘tkazilgan
urinmatenglamasini toping?

A)y=16x+12; B)y=16x-12; C)y=12x+16; D)y=12x-16;

E) y=8x+12.

12. y=x3 funksiya grafigining x=2 abssissali nuqgtasiga o ‘tkazilgan
normal tenglamasini toping.

A) y =—Dx+5—; B)y=—jr-7—; C)y=7—X+—;
)Y 2 6 ) 2" % )Y 6

12
Byy-t7 -k ), , -2+ 2
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13. Nugta S(t)=2t3-3t gonuni bo‘yicha to‘g‘ri chizig bo‘ylab
harakat gilmoqda. Nuqtaning t=2 vaqtdagi tezligini hisoblang.

A) 19; B) 21; C) 18; D) 0.2; E)40.

14. y=x3 funksiya y' hosilaning x= -2 nuqtadagi y'(-2) giymatini
hisoblang.

A)y'(-2)=-12; B)y'(-2)=-8; C)y'(-2)=12; D)y'(-2)=8;

E)y'(-2)=0.

15. Differensiallash goidalari gayerda xato ko‘rsatilgan?

A) (cu)'=cu’; B) (uxv)'=u'tv'; C) (u-v)'=u'v+uv’;
D) =-w . £)m y= f(u) u,

16. y=xa darajali funksiya hosilasi gayerda to‘g‘ri ko‘rsatilgan?
A) y'=ax“"', B) y'=axa; C) y'=axatl; D) y'=xatl/(a+l);

E) y'=xa.
17. y=a* ko‘rsatkichli funksiya hosilasini toping.
A) 57=0%; B) y'=xa X 1; C)y'= A\mi ; D)y~log”;

E) To‘g‘rijavob ko‘rsatilmagan.
18. y=logaX funksiya hosilasini toping.

—-_ - v — - = . A= _ri
A)/ =50 §)y —Ina ; C)y 2 D) ')%arl
E) To‘g‘rijavob ko‘rsatilmagan.
19. Qaysi trigonometrik funksiya hosilasi xato ko‘rsatilgan?

A) (sinx)'=cosx; B) (cosx)'=sinx; O(tgx)' =—ij-;

sin X
E) Barchajavoblar to‘g‘ri.

0 ‘z-o‘zini tckshirish uchun savollar

1.Ta’rifbo‘yicha funksiya hosilasini topish algoritmi ganday
gadamlardan iborat?

2. 0 ‘zgarmas sonning hosilasi nimaga teng?

3. Funksiyalar algebraik yig‘indisini hosilasi ganday hisoblanadi?

4. Funksiyalar ko*paytmasining hosilasi ganday topiladi?

5. Funksiyalar nisbatining hosilasi ganday hisoblanadi?

6. Hosila olishda o ‘zgarmas ko'paytuvchini nima gilish mumkin?

7. Murakkab funksiyaning hosilasi ganday topiladi?

8. Teskari funksiyaning hosilasi ganday topiladi?



9. Asosiy elementar funksiyalaming hosilalarini yozing.

10. Funksiya differensiali ganday ta’riflanadi?

11. Funksiya differensiali hosila orqali ganday topiladi?

12. Funksiya orttirmasi va differensiali orasida ganday bog‘lanish
mavjud?

13. Differensialning geometrik ma’nosini ko ‘rsating.

14. DHferensiallash qoidalari nimalardan iborat?

15. Differensialning invariantlik xossasi nimadan iborat?

16. Yugqori tartibli hosilalar ganday aniglanadi?

17. Yugori tartibli differensiallar ganday ifodalanadi?

18. Parametrik ko‘rinishda berilgan fiinksiyaning hosilasi ganday

topiladi?
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VIl bob. KO*P 0 ‘ZGARUVCHILI FUNKSIYALAR

Funksiya - bu o‘zgaruvchiva o‘zgarmasdan
tuzilgan migdordir.
LBernulli

Bobning o‘quv magsadi

Bir o‘zgaruvchili funksiyaning rivoji sifatida ko‘p o‘zgaruvchili
funksiyaning kiritilishini, bir o‘zgaruvchili funksiya ustida ganday
amallar bajarilsa, ko‘p o0‘zgaruvchi funksiyalarda ham o'xshash amallar
mavjudligini, qolaversa, ko‘p o'zgaruvchili funksiyalaming o‘ziga xos
xossalari, gonuniyatlari borligini talabalarga yetkazish mazkur bob
oldiga magsad qilib go‘yilgan.

8.1-8. IKKI OZGARUVCHILI FUNKSIYA LIMITIVA
UZLUKSIZLIGI

1. Ko‘p o°‘zgaruvchili funksiyalar

Agar X,Y,z, ...u, t, o‘zgaruvchilaming har bir giymatlar to'plamiga
o°‘zgaruvchi w ning anig giymati mos kelsa, w ni X,y,z, ... u, t, erkli
o‘zgaruvchilaming funksiyasi deb aytiladi va w - f (x, y, z,... u, t)
ko‘rinishida yoziladi. Buyerda X , y , z erkli o'zgaruvchilar.

0 ‘zgaruvchilar X, y, z,...u , t ko‘p o‘zgaruvchili funksiyaning
argumentlari deyiladi. Agar argumentlaming har bir sonli giymatlar
guruhiga bitta w mos kelsa, u holda ko‘p o'zgaruvchili fixnksiyaga bir
giymatli deyiladi. Aksincha, argumentlaming qiymatlar guruhiga w ning
bir necha giymati mos kelsa, u holda ko‘p o‘zgaruvchili funksiyaga ko‘p
giymati deyiladi.

Misol:

(a=-yjl-x2-y2-z2-u2
erkli o‘zgamvchilar soni to‘rtta, ya’ni X, Y, z, U, shuning uchun u to‘rt
o ‘zjpruvchili funksiya deb aytiladi.
1-x -y2-z2-u2>0 munosabatni ganoatlantimvchi giymatlarda
aniglangan.
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2. Ikki o‘zgaruvchili funksiya

Ta’rif: Agar bir-biriga bog‘lig boimagan ikki o‘zgaruvchi x vay
biror D o‘zgarish sohasidagi har bir gqo‘sh (I y ) giymatiga z migdoming
aniqg bir giymati mos kelsa, z ikki erkli o'zgaruvchi X va y ning D
sohada aniglangan funksiyasi deyiladi va quyidagicha belgilanadi:

z=f(xjy) z=0(x,y) va hk.

Ta’rif: Z=f(xly) funksiya aniglangan X va Yy qo‘sh (x,y)
giymatlaming to‘plami funksiyaning aniglanish sohasi yoki mavjudlik
sohasi deb aytiladi va D orgali belgilanadi.

Ikki o‘zgaruvchili funksiyaning aniglanish sohasi geometrik tarzda
ko‘rgazmali tasvirlanadi (8.1-chizma). Funksiyaning aniglanish sohasi
tekislikdagi  nugtalaming biror to‘plami Kko‘rinishida tasvirlanadi.
Funksiyaning aniglanish sohasi, jumladan, butun tekislik bo‘lishi ham
mumkin. Bundan buyon asosan tekislikning chiziglar chegaralangan
gismidan iborat boigan sohalar bilan ish ko‘ramiz. Berilgan sohani
chegaralovchi chizigni sohaning chegarasi deb aytamiz. Sohaning
chegarada yotmagan nugqtalarini sohaning ichki nugtalari deb aytamiz.
Faqat ichki nuqgtalardan iborat boigan soha ochiq soha deyiladi. Agar
sohaga chegaraning nugqtalari ham kirsa, soha yopiq soha deb aytiladi.

z

Misol: Ushbu z= 1 funksiyaning  aniglanish sohasini
RZ-x2-y?2

toping.
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Yechimi: Funksiyaning aniglanish sohasi 1 ifoda
R2-x2-y2

aniglangan nugtalar to‘plami, ya’ni R2-x2-y2*0 yoki x2+y2* r2
bajariladigan nugtalar to'plami boiadi. Bu to‘plamga tekislikning
radiusi R boigan aylana nuqtalaridan tashqari hamma nugtalari tegishli
boiadi.

Misol : Ushbu z=In(y2-4x+8) funksiyaning aniglanish sohasini
toping.

Yechimi: Funksiya y24x+8X) da aniglangan.Tengsizlikni
y2>4(x-2) ko‘rinishda yozamiz. Aniglanish sohasi parabola va uning
ichki gismida yotmagan barcha nuqtalari to‘plami boiadi.

Misol: z=,Jx+y funksiyaning aniglanish sohasini toping.

Yechimi: Kvadratik ildiz nol va musbat sonlar uchun aniglangan
boiadi, shuning uchun ushbu tengsizlik ganoatlanishi kerak: x +y > 0,
y> -X.

Demak, aniglanish sohasi y=-x to‘g‘ri chizigda va undan
yuqoridagi yarim tekislikda yotgan nugqtalar to'plamidan iborat.

Ikki o °‘zgaruvchili funksiyaning geometrik tasvirlash quyidagicha
boiadi: OXY tekislikdagi D sohada aniglangan z = /(xy)

funksiyani va XOYZ to‘g‘ri burchakli Dekart koordinatalari sistemasini
garaymiz. D sohasining har bir (x0, yo) nugtasidan OXY tekislikka
perpendikular oikazamiz va unda/ (x0j>0) ga teng kesma ajratamiz (8.2-
chizma).

U holda fazoda koordinatalari x0, y0, f (X0 yo) boigan P nugtani
hosil gilamiz. P nugtalaming geometrik o‘mi ikki o‘zgaruvchi
funksiyaning grafigi deb ataladi.
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8.3 - chizma.

M isol: Z=x2+y2 funksiyaning grafigini chizing.

Yechimi: Analitik geometriyadan maiumki, z=x2+y* funksiyaning
grafigi aylanish paraboloiddan iborat (8.3-chizma).

3. Bir necha o‘zgaruvchili funksiyaning limiti va uzluksizligi.

Berilgan nugta atrofi tushunchasini kiritamiz. MoOtoj‘0) nugtaning r
radiusli atrofi deb ~(X-xOF +(y-y6f<r tengsizlikni ganoatlantiradigan
(x,y) nuqtalar to‘plamiga aytiladi.

Ta’rif: Agar har ganday musbat e son uchun shunday r>0 son
topilsaki, MMo<r tengsizlik ganoatlanadigan barcha M(xj>) nugqtalar
uchun

\f(x,y)-A\<z (8.1)
tengsizlik ganoatlansa, o‘zgaruvchi M(x*y) nugta Mo(x0tyo) nuqtaga
intilganda/ (x y) fiinksiya A limitga intiladi deyiladi va quyidagicha
belgilanadi:

limf(x,y) = Ae
y90

Ta’rif: Mo(*o,yo) nugta fixy) funksiyaning aniglanish sohasidagi
nugta boisin. Agar M(xly) nuqgta funksiyaning aniglanish sohasida
golgan holda MO (xOly0) nuqtaga ixtiyoriy usulda intilganda
ushbu tenglik

3/_!é%())f(x,y) =f(xQy0) (8 2)

o'rinli boisa, z = / (x_y) funksiya MO0 (x0”0) nuqtada uzluksiz deyiladi.
Biror sohaning har bir nugtasida uzluksiz boigan funksiya shu
sohada uzluksiz deyiladi. Quyidagicha beigilash kiritamiz.
X=X,,+AX, y=y0+Ay,
U holda (8.2) formuladan
%'%/(HO+AX, y,, +Ay) =/(x0,y0)

yoki
liml/A+Ar, YatAy)-/(x0y0)]=0
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bo‘ladi.  Agar  Xx-x0=\x,y-y0=\y  argument orttirmalari va
[(*,,+JT_ V,+A>f(xr.v,)=Az funksiya orttirmasi kabi belgilashni
kiritsak, u holda (8.2) tenglik quyidagi ko‘rinishni oladi:

lim#z=0

AD

Agar biror N(x, ) nugtada yoki nuqtalar to‘plamida (8.2) tenglik

bajarilmasa, N(x, ¥) nugta (yoki nuqtalar to‘plami) z = fix y)
funksiyaning uzilish nugtasi (yoki uzilish nugtalari to‘plami) deyiladi.

Misol: z:X" funksiyaning uzilish nugqtalarini aniglang.
-y

Yechimi: Berilgan funksiya y =+x  to‘g‘ri chizigda yotgan
nugtalarda uzilishga ega, chunki bu nugtalar uchun (8.2) tenglik
bajarilmaydi.

Misol: z2=x2+y2 funksiyani uzluksizlikka tekshiring.

Yechimi: Berilgan funksiya uchun 7 va y ning har ganday
giymatlarida (8.2) tenglik bajariladi. Funksiya OXY tekislikda
uzluksizdir.

Yopiqg va chegaralangan sohada wuzluksiz boigan ko‘p
o ‘zgaruvchili funksiyaning bir necha muhim xossalarini isbotsiz aytib
o0 ‘tamiz.

1-xossa: Agar/ (xy,...) funksiya yopiq va chegaralangan D sohada
aniglangan va uzluksiz boMsa, shu D sohadan kamida bitta shunday N
(x0, yo, ...) nugta topiladiki, sohaning boshga hamma nugqtalari uchun
ushbu

f(x0y0~) Zf(x,y,...)
munosabat bajariladi va kamida bitta shunday M(x0y0,...) nuqta
topiladiki, sohaning boshga hamma nuqtalari uchun
/(x~ y~...)< f(X,y,...) munosabat bajariladi. Funksiyaning f(x0,y0...)=A
giymati / (X, ¥, ...) funksiyaning D sohadagi eng katta giymati deb,
f(x0,y0,..) = a giymatini esa eng kichik giymati deb aytiladi.

2- xossa: Agar/(ry... ) funksiya yopig va chegaralangan sohada
uzluksiz bo‘lib, musbat va manfiy giymatlarga ega bo‘lsa, u holda shu
soha ichida berilgan / (x>'...) funksiya nolga aylanadigan nugtalar
topiladi.



8.2-8 IKKI 0 ‘ZGARUVCHILI FUNKSIYANING HOSILALARIT
I.Funksiyaning xususiy va to‘la orttirmasi

Ushbu z=/(x ,y) funksiya D sohada uzluksiz bo‘Isin.

Erkli o ‘zgaruvchi x ga Ax orttirma beramiz, unda z orttirma oladi,
bu orttirma z ning x bo‘yicha xususiy orttirmasi deb ataladi va Axz bilan
belgilanadi, ya’ni

A*z=/(x +Ax,y)-fix ,y).

Shunga o‘xshash agar x giymatni saglab, y ga Ay orttirma bersak,
z ham orttirma oladi, bu orttirma z ningy bo'yichi xususiy orttirmasi
deb aytiladi va Ayz bilan belgilanadi:

Ayz=I(xj> +Ay)-f(x,y).

Nihoyat argument x ga Ax orttirma va argument y ga Ay
orttirma berib, z uchun yangi orttirma gilsak, bu orttirma z ning to‘la
orttirmasi deb aytiladi:

Az=/(x + AX,y+ Ay) -f(x,y).
Ikkitadan ortiq o'zgaruvchilar fimksiyasining xususiy va to‘la
orttumalari shu kabi ta’riflanadi. Chunonchi, u=f(x,y,z) uchun :
Ajrw= / (x + AX,y,2) -T(X,y ,2),
AyU=f(x,y +Ay ,z) -fix,y ,2),
A2u=f(x,y, z +Az) -f(Xx,y ,2),
Au=/(x + Ax™ + Ayj +Az)-f{x,y ¢).
Misol: z=xy funksiyaning xususiy va to‘la orttirmalarini toping.
Yechimi:
Axt=(x +AX)y-xy =yAX
Ay Z=X(y +AY) -Xy = XAy
Az = (x+ AX)(y + Ay) -Xy =yAX + XAy + AxAy.

2.Bir necha o‘zgaruvchili funksiyaning xususiy hosiiasi

Ta’rif: 2=fix,y) funksiyaning x bo‘yicha xususiy hosiiasi deb,
xususiy orttirma Axz ning Ax orttirmaga nisbati Ax nolga intilishidagi
limitiga aytiladi.

z =/ (Xy) funksiyaning x bo'yicha xususiy hosiiasi quyidagi
simvollar bilan belgilanadi:
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Ta’rifgako‘ra

—=lm ~=lim

dx i "0 Ox *em' -N*—
Shunga o‘xshash z =/ (x,y) fiinksiyaning y bo‘yicha xususiy

hosilasi ta’riflanadi:
™V = lira

dy ,zb{),ﬂ,y *:r»o ny
Misol: z=x siny fiinksiyaning xususiy hosilalarini hisoblang.
Yechimi: y o‘zgaruvchini o‘zgarmas deb X ga nisbatan xususiy

hosilani topamiz:

d;—— (Jf35|ny)x b—xgsmg

X 0‘zgaruvchini o'zgarmas deb turib” ga nisbatan xususiy hosilani
hisoblaymiz:
dz

3 3

=0 3st2)Y =x3cosy-

Har gancha o‘zgaruvchili funksiyalaming xususiy hosilalari ham
shunga o‘xshash topiladi:
u=f(x,y,z,t),

'éé—g] n= o0 Ji7)
Qu_limAu )im/(a,Y,Z,t+A)~f(X,2,2,Q
Q monar po il
i . =XIi -t- _ ="
Misol: u=Xi+/+Xx-t-z & &G &
Yechish:

du_ .2 du I du 3b
— =3j +1.r,— =3y — =« = =xz-
x Py T T ow
Bir o°‘zgaruvchili funksiya hosilasining geometrik mazmuniga

o‘xshash ikki 0 ‘zgaruvchili fiinksiyaning xususiy hosilalarining

geometrik mazmuni mavjud: 3—; hosilaning son giymati z=/(x, _y) sirtni

x=const tekislik bilan kesganda hosil bo‘lgan egri chizigga urinma
og ‘ish burchagining tangensiga teng.

Shuningdek, g_)z( xususiy hosilaning son giymati z=/(x ,Yy)

sirtning y=const tekislik bilan kesimiga urinmaning og°‘ish burchagi
tangensiga teng.
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3. Murakkab funksiyaning hosilasi. To‘la hosila

Ushbu z=f (u v) tenglamada u va v migdorlar x,y erkli
o‘zgaruvchilaming funksiyalari u=<p(xy),v=y/(x,y) boisin. Bu holda z
funksiya X va y ning murakkab funksiyasi deyiladi.

Misol:  z=u2v2+u+v+4, u=x+y, v=e*y.

Murakkab funksiyaning X va y bo‘yicha xususiy hosilalari
quyidagi formulalar orgali hisoblanadi:

dz_dz du dz 5v dz dz du|dz dv
dx du dx dv 8 dy dudy dvdy

Murakkab funksiya quyidagicha berilgan bo‘Isin:

z =f(u;v),u =¥ v=(K*)» n

Bunday holda z dan X bo‘yicha hosila to‘la hosila deyiladi va

guyidagicha hisoblanadi:
dz_dz du o adv /o
dx du dx dv dx

M isol: Quyidagi funksiyaning to‘lig hosilasini toping.
Z=X2+y2 x=-X% y=e2.
Yechish: Xususiy hosilalami hisoblaymiz.

— = - * N = [V—
& 2w wom G2
Yugqorida keltirilgan (8.3) formuladan foydalanib, toia hosilani
topamiz:

—=2X ~ + 2y 2e2 Ki Ne=1+4«".
o X 5t Yy YOKI a «

4. Har xil tartibdagi xususiy hosilalar

1) n - tartibli xususiy hosila (n-1) tartibli xususiy hosilaniug
birinchi tartibli xususiy hosilasidir. z=fix,y) funksiya berilgan bo‘Isin.

Unda ddy xususiy hosilalar X va 'y  o°‘zgaruvchilarmng
X’

funksiyalaridir. Snuning uchun ulardan yana hosila topish mumkin.
Ikkinchi tartibli hosilalar quyidagicha belgilanadi:
dz dz 82
dx2’ dxdy’ dy2
Uchinchi tartibli xususiy hosilalar bunday belgilanadi:
d¥ d¥ dx d¥ d3 dx dx dzx
dx3’ dxaly’ dxdy2’ dxdydx’ dydxdy’  dyax’ dydx2’dy3
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Teorema: Agar z=ftjc,y) fimksiya va uning z'l5 z'y, z'~, z'A

hosilalari M (x,j) nuqtada va uning biror atrofida aniglangan va
uzluksiz bo‘lsa, bu nugtada fxy~fyx bo‘ladi. Teoremani isbotsiz gabul
gilamiz.

Misol: Agar z=arag- funksiya uchun teorema shartlari bajarilgan
boisa, fv = ekanligini ko‘rsating.

Yechish: va lami topib ular teng ekanligiga ishonch hosil
dxdy dydx

gilamiz:

&g 1 oy &_ 1 i_x :

dx~ 1+x_2 y~ y1l+x2’ dy~ 1+;T*\ yl)  y2+

52 f y Y yjx2+yd)-y(x2+y2y" x2-y2

dy [ x * (H)* (2+yX
S Y = X'(XxX2+y2)-x(x2+y2x = x2-y?2

dyox 4 x2+y2], (x2+y2T (2+y2T

5. To‘la orttirma va to‘la differensial

z =fix,y) funksiya to‘la orttirmasi ta’rifiga ko‘ra
Az=[(x + AX, y+Ay)-/(jc,>>)=
= [/(* + Ay + Ay)- T(X,y + Ay)1+ (XY + Ay)- fix,>)] »

fix,y) funksiya qaralayotgan (x,y) nuqtada uzluksiz xususiy
hosilalarga ega bo‘lsin. (8.4) tenglikni quyidagi ko'rinishda yozish
mumkin:

Az=il(x+a*, YHAjY)-F(x> >+Av)-/(jt.J)] » (8.5)
Qavslardagi ayirmasiga Lagranj teoremasini qoilab,

H{x,y+Ay)-f{x,y)= & Ay. (8.6)
f(x+*x,y+Ay)-fix,y+¢y)=V(*'y +*y)ix (8.7)

tengliklami hosil gilamiz. Bunda Xx<x<x+Ax, y<y<y+&y boiadi.
Farazimizga ko ‘ra xususiy hosilalar uzluksiz boigani uchun

hmdf(x,y +¢y) =a/(xLy) (88)
m dx SX
lim t Ax->0, \y-+0=>X-¥X,y-my (8-9)
K &
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o‘rinli boiadi.
(8.8), (8.9) Ilami limitlar xossasidan foydalanib, quyidagi
ko‘rinishda yozamiz:
« f e t (8.10)

(8*11)—

------------ N

Bu yerda yx va y2 lar axdy larga nisbatan cheksiz kichik
miqdorlardir. Ketma-ket (8.10), (8.11) lami (8.6) va (8.7) larga va (8.6)
va (8.7) lami (8.5) tenglikka qo‘ysak, funksiyaning orttirmasi ushbu
ko‘rinishga keladi:

(8.12)

(8.12) dagi ox —(’j\yy—Ay itoda funksiya orttirmasming bosh

bo‘lagini tashkil etadi, <t yoki df bilan belgilanadi va z=/(*;?)
funksiyaning berilgan (x,y) nuqtadagi differensiali deb aytiladi. Agar
ax=dx va ay=dy deb olinsa, funksiyaning differensiali quyidagi
ko'rinishga keladi:

d2=" h & dx+" 1y)(ty_ (813)
OX dy

Natijada (8.12) tenglik Az=dz+yt& +ylAy ko'rinishga keladi. Ar,Ay
nolga intilganda y,Ax+yzAy nolga intiladi. Bu yig‘indini e’tiborga
olmasak katta xato qilmaymiz, ya’ni oxirgi tenglikdan Az* dz va

f(x+AXY +AY)*f(x,y)+" ’éxl’\dx+|'~d§,\ dy (8.14)

formulani olamiz. (8.14)dan taqribiy hisoblashlarda foydalanish
mumkin.
Misol. Quyidagi (102)"" migdoming tagribiy giymatini toping.
Yechish. f{X,y)=xy funksiyani kiritamiz. Bu funksiya (1;3) nugtada
differensiallanuvchi. x=i, y=3, Ax=0,02, Ay=001 deb olsak, (8.14)
formulaga asosan quyidagini aniglaymiz:

(Lo23a =f{x +ax, y+Ay)kf(x,y)+ & Ax+ & my=
=1+y X*'Al+x* Inx = 1+ 0,06 = 1,06.
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8.3-8. IKKI1 0 “ZGARUVCHILI FUNKSIYANING EKSTREMUMI
1. Esktremumning zaruriylik va yetarlilik shartlari

Ta’rif: Agar Mo(xg, j0) nugtaga yetarli darajada yagin bo‘lib,
undan fargli hamma (X,y) nuqgtalar uchun/ (x0, I (x,y) boisa, z=f(x
,¥) funksiya Mo(xo, yo) nugtada maksimumga ega deymiz.

Xuddi shunga o'xshash, agar Mo(xo, M) nugtadan boshga va
unga yetarli yagin turgan hamma (x,y) nugtalar uchun fix?, y0) <f (x,y)
bo‘lsa, z=_/(x,y) funksiya Mo(x0,y0) nugtada minimumga ega deymiz.
Funksiyaning maksimumi va minimumi funksiyaning ekstremumlari
deyiladi.

Misol: 8.4-chizmadan ma’lumki, z=i-sin(*2+?2 funksiya x=0,

y=0 nugtada maksimumga erishadi,
maxf(x,y) =/(0;0)=j.

Funksiya ekstrimumining zaruriy shartini beruvchi quyidagi
teoremani isbotsiz gabul gilamiz.

8.5-chizma.
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Teorema: Agar z=flx,y) funksiya (X,y) nugtada ekstremumga
erishsa, u holda bu funksiyaning har bir birinchi tartibli xususiy hosilasi
argumentlarining shu giymatlarida yo nolga teng boiadi, yo mavjud
bo‘lmaydi.

Bu teorema funksiyaning ekstremal qiymatlari haqidagi
masalani tekshirish uchun yetarli bo‘lmasa ham, lekin maksimum yoki
minimumning mavjudligiga oldindan ishonchimiz bo‘lgan hollarda bu
giymatlami topishga imkon beradi. Aks holda go‘shimcha tekshirish
zarur bo‘ladi.

Misol : T2 funksiyaning hosilalari d—:2jc,d—:-2y bo‘lib,
X y

ular (0:0) nugtada nolga aylanadi. Lekin bu funksiya shu giymatlarda
(8.5-chizmaga garang) maksimumga ham, minimumga ham erishmaydi.

z=f(x,y) funksiyaning &=o (yoki mavjud bo‘lmagan) va a‘y=0 (yoki

mavjud bo'lmagan) nuqtalari uning kritik nuqtalari deb ataladi.

Agar funksiya biror nuqtada ekstremumga erishsa, bu hol fagat
kritik nugtalardagina yuz berishi mumkin.

Teorema: (Ekstremumning yetarlilik shartlari). Z=J[X,y) funksiya
MO(xOA0) nugtani o ‘z ichiga oigan biror sohada ikkinchi tartibli uzluksiz
xususiy hosilalarga ega boisin, undan tashgari MO(x0, yo) nugta j{xy)
funksiyaning kritik nuqtasi, ya’ni ff\g(oj _ G & )=0 bo‘lsin.U vaqtda

(xJ9 nugtada:

a) agar d2awv ) f/IWoly >0
e dy2 dxdy
va d2fd(Xl|\/b) ,0bolsa,/ (x,y) funksiya Mo nuatada maksimumga ega
bo‘ladi;
b) agar 0).g2i%0) _¢ ¥Wo\ 2>0
a2 dy2 dxdy
va b /d(x”‘ >0 bo‘lsa,/(x,y) funksiya Mo nugtada minimumga ega
X2
bo‘ladi;
d) agar 0 d ey <0

bo‘lsa, / {X,y) funksiya maksimumga ham, minimumga ham ega
bo‘Imaydi;
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e)T r~ ) dX(M0) dF(M0)2_0
d2 oyl dxdy
bo‘lsa, j{x,y) funksiya ekstrimumga ega bo‘lishi ham, boMmasligi ham
mumkin. Bu holda tekshirishni davom ettirish kerak.
Teoremani isbotsiz qabul qilamiz va uning qoMlanilishiga misol
garaymiz.
Misol: /(*,>>) =x3+Y -3xy funksiyani ekstremumga tekshiring.

Yechish:

1;5( =3x2-3y & =3y2-3X,

N

& 3-3y=0 00
3>2-3ar=0  [M(LY,

1) Po (0,0) kritik nugtani tekshiramiz:
£ £ =6x, U =6Prwd =-3
X ny dxdy
x=0 va y=0 giymatida 8 =0, 3 =0« Demak,

dx dy
82f(Po) dZ(po ,m2(PO\ 2_
ax2 oyl dxdy
funksiya P0O(0,0) nuqtada ekstrimumga ega emas, ya’ni teoremadagi
d) holi.
2) Pi (1,1) kritik nugtani tekshiramiz:
d2w , d¥(Py dAP.)
dx2 dy2 ” dxdy

Demak, =27>o0.

dx2 dy2 dxdy

E!dl'llr|1>o, teoremaning b) holiga asosan funksiya P I(l,I) nuqgtada
X

minimumga erishadi, minf(x,y) =/(1;1)=-1.
2. Sbartli ekstremum

Ta’rif: z =/ (X)) funksiyaning shartli ekstremumi deb, bu
funksiyaning xvay o°‘zgaruvchilarini bog‘lash deb ataluvchi gix,y) =0
tenglama bilan bog‘langanlik shartida erishadigan ekstremumga aytiladi.
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M(0,01)

[s "4,

A
x 8.6-chizma.

Agar z=/(x,y) fimksiya va OXY tekislikda (x,;y)=0O tenglama
bilan L chiziq berilgan bo‘lsa, y holda z=flx,y) funksiyaning qiymati bu
fimksiyaning L chizigning PO(x0y0) nugtaga yagin nuqgtalardagi giymat-
lariga nisbatan eng katta yoki eng kichik bo‘ladigan L chiziqga tegishli
Po(*0,Y0) nuqgta shartli ekstremum nugqtasi deyiladi. Ravshanki, shartli
ekstremum nugtasi shartsiz ekstremum nuqtasi bo‘Imasligi mumkin.

Misol: z=Ji-x2-y2 fimksiya grafigi yuqori yarim sfera bo‘ladi va
bu fimksiya koordinata boshida maksimumga ega va unga yarim sferada
M(0,0,1) nugta mos keladi. L chiziq A(1;0) va B(0;1) nugtalardan
o'tuvchi to‘g‘ri chizig bo‘lsin, uning tenglamasi x + y-1=0 bo‘ladi.
Geometrik nuqtayi nazardan, bu chizigning nuqgtalari uchun z ning eng

katta giymati A va B orasidagi FO(~;”) nuqtada erishadi. Bu nuqtaga

esa sirtda Mo nugta mos keladi.

Amalda shartU ekstremum nugtalarini topish uchun oldin bog‘lash
tenglamasida y ni x orgali oshkor ifodalash kerak: y=y(x), keyin zi=f(x,y)
funksiyaning ifodasida y(x) funksiyani qo‘yib bir o‘zgaruvchili fimksiya
hosil gilinadi: z=f(x,y(x)\ undan keyin fimksiya ekstremumga tekshiriladi.

Qaralayotgan misolda y=1-x, r=V2Xx-2X2. Bu fimksiya x=j da
maksimumga erishadi. Bog‘lash tenglamasidan Yy -- ekanligi kelib

chigadi. shartli ekstremum nuqtasi aniglandi.
3. Ikki o zgaruvchili funksiyaning yopiqg sohadagi eng katta va eng
kichik giymatlari

Yopig D sohada uzluksiz bo‘lgan z=f{x,y) funksiyaning xossalaridan
biri 0‘zining eng katta giymati M va eng kichik giymati m ga erishishi
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xossasidir. Bu giymatlarga 2=f(x,y) funksiya kritik nugtalarida yoki D
soha chegarasida erishishlga ishonch hosil gilish giyin emas.

Yugorida aytilganga ko‘ra D yopig sohada uzluksiz 2=/(x,y)
funksiyaning eng katta giymati M va eng kichik giymatini m ni aniglash
uchun quyidagi amallami bajarish kerak:

1) Soha ichida joylashgan kritik nuqtalami topish va funksiyaning
bu nuqgtalardagi giymatlami hisoblash.

2) Soha chegarasida joylashgan kritik nugtalami topish va
funksiyaning bu nugtadagi giymatlami hisoblash.

3) Funksiyaning soha chegarasining turli qismlari tutashgan
nuqtalaridagi giymatlami hisoblash.

4) Topilgan barcha giymatlar ichidan eng kattasini M va eng
kichigini m izlanayotgan giymatlar deb xulosa chigarish.

Misol: [(X,y)=X2+2xy-y2+4x funksiyaning
D:{xz-2; y¢-2; x+y<6) yopiq sohadagi eng katta va eng Kkichik
giymatlari topilsin.

Yechish: 1) Funksiyaning D sohadagi kritik nugtalarini va ulardagi
funksiyaning giymatlarini aniglaymiz.

y [V =2x+2y+4
B(-2;8 dx y
“ W =22
r%(;o i2x+2?2+4=0  x=-1
V- y=-1
0 \ " dy
A(-2;-2) C(8:;-2)

2) Berilgan funksiyani D sohaning chegarasida tekshiramiz.
a) D sohaning AB chegarasini garaymiz. Bunda x=-2, ye[-2]8],
f(~2;y)=-y2-4y-4, f(-2;y)=0=>-2y-4- 0=>y=-2.
f(-2;-2) =0.
b) D sohaning BC chegarasini garaymiz. Bunda y=6-x, xe[-28].
f(x,6-x)=-2x2+28x-36, f(X,6-jc)=0=>~4x=28=>x=7, y=-K
I(7;—1)=62m
d) D sohaning AC chegarasini garaymiz. Bunda y=-2, X&[-2:].
f(x~2)=2¢, f(x-2=0 f(xr-2)=x2-4=>x=0y=-2,
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3) Endi funksiya soha chegarasining tutashgan giymatini a{—Z;Z),

b{-28, ¢ (8 2 nugtalarda hisoblaymiz:
I~/(-2;2)=0, /(-2;8)=-100, /(8;-2)=60|

4) To‘g‘ri  burchakli to‘rtburchaklar bilan chegaralangan
funksiyaning yettita nuqtalardagi giymatlari aniglandi. Bulardan eng
kattasi 62. Demak, berilgan funksiyaning D sohadagi eng katta giymati
M=/(7;-i)=62, eng kichigi -100. Demak, berilgan funksiyaning D
sohadagi kichik giymati m=/(-2;8)=-100 bo‘lar ekan.

8.4-8. YO'NALISH BO*YICHA HOSILA. GRADIYENT

D sohada «=f{x,y,z) va M(x,y,2) nugtani, M nugtadan yo‘naltiruv-
chi kosinuslari cosa, eosp, eos/ bo‘lgan s vektomi garaymiz. s vektor
m(x+ax, y+Ay, z+Az) nugtadan o ‘tadi (8.7- chizma).

f{x,y,z) funksiya D sohada uzluksiz hosilalarga ega deb faraz
qgilamiz. (s.12) formulaga o‘xshash bu funksiya uchun quyidagi tenglik
o‘rinli bo‘ladi:

AUZHXAX+EyA_}/+HZAZ+yAX+y.Ay+fOAZ (8.15)
Tabiiyki, | | =as=Va*2+Ayl+Az2 nolga intilganda y,, ya I, lar
nolga intiladi.

(8.15) tenglikning ikkalla tomonini ASgabo'lib as->-0 intilgandagi
limitini garaymiz:

Au = dfIKy) ax | df{xy) Ay |df(x,y) Az  Ax Ay Az ("8 16)

AS dx AS dy AS dz AS 1as 1AS 3AS' V

Bu yerda
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bo tib, a, R, r burchaklar, mos ravishda, s vektor va 0X, 0Y, 0Z o &
leri orasidagi burchaklar bo 1, (8-16) tenglik quyidagi ko"rinishni oladi:

OI( \4) .COSa + df(X—X) cos/9+di(x y) cosr
dS X

Bu yerdagi hosila u—f{x,y,z) funksiyaning s yo falishi

ds
bo §icha hosilasi deb aytiladi.
Xususiy hosilalar yo fialish bo §icha hosilalaming xususiy holidir.

Masalan, a=0; 8 =~- r=y bo tganda

du _du oy du oK, du du
& Tax dyC dCZdeOHﬂ

Misol: u=xs+y’ +z* funksiyaning M( 1;1;1) nugtadagi 5=2/+J+3A
vektor yo falishi bo ficha hosilasi topilsin.

Yechish:
_2_ _ 2. 1 1 _ 3 _ 3
cosa=-p = = =-r=; cosf= =-p=; cos/ = ==
+1+9 n/14 V4+1+9 i na+1+9 n14
=32- -3 ®=3 3 — an(m) 3
dx dx dy Y’ dy Todz oAz
Demak,

"3 e 13 L #3 sl
as Vi 14 V14 r|/14

Ta’rif: u=f(x,y,z) funksiya D sohada aniglangan bo tib, D
sohaning har bir M(x,y,z) nugtasiga s vektor mos qo §ilgan bo Tsin.
Agar s vektoming koordinatalari

an(v)  du[M)  du{M)\
dx dy dz j

tartib bo §icha hisoblansa, u holda s vektor u-f(x,y,z) funksiyaning
gradiyenti deb aytiladi vagrad v kabi belgilanadi, ya i

8radU d.SXA )7+ iF.
dy dz
Misol: u=x*+y, +zi funk3|yan|ng M(1 ;X;D nugtadagi gradiyentini
toping.
Yechish:
AL =2xlI- M AL -3- BL=3yi- M EE =322 3
'L X dXI 3 & yi- I\);I) .y EE = 3@

Demak, gradu=ii+3y+3; ekan.



XULOSA

Ko‘p o‘zgaruvchili funksiya argumentlari deb ataladigan n ta
X,,X2...xn erkli o‘zgaruvchilardan iborat. Har bir x,xly..xi giymatlarga
bitta haqiqiy qiymat z mos qo'yiladi. Ikki X va y o'zgaruvchining
2=/(Xy) funksiyasi fazoda Oxyz to‘g‘ri burchakli koordinatalari
sistemasida z=f{x,y) munosabat orgali bog‘langan nuqtalaming
geometrik o‘mi sifatida, ya’ni sirt sifatida tasvirlanadi. Ko‘p
o‘zgaruvchili fiinksiya n oMchovli fazodagi x=(xIxIr..x,) nugtaning
funksiyasi deb ham ataladi. Ko‘p o°‘zgaruvchili funksiyalar ham bir
o‘zgaruvchili funksiyalar singan limitga ega bo‘lish va bo‘lmasligi
mumkin. Agar har qanday e>0 son uchun shunday S >0 son mavjud

bo‘lsaki K2-xj\<6,...,\x'-x°\<s va p*pébo‘lganda (pax?Xj,....X°))
tengsizlik o‘rinli boMsa, b son y=
funksiyaning p-+p0 dagi, ya’ni »Xf,x2-% x| >, -=>x° dagi limiti

deyiladi. Ko‘p o‘zgaruvchili funksiyada limit tushunchasi cheksiz
limitlar uchun ham umumlashtiriladi. Ko‘p o'zgaruvchili funksiyani uch
xil hosilasi mavjud bo‘ladi. Ular xususiy, to‘la va aralash hosilalardir.
Birinchi tartibli hosila olinganda fagat xususiy va to‘la hosila bo'ladi.
Yugori tartibli hosila uchun esa aralash hosila tushunchasi qo‘shiladi.

Masalan, «=/(*>) funksiyaning xususiy hosilalari tx="-=f'My)

_g . I Ady A - .
va d f'(x,y), to‘lahosilasi esa du 0de+ Oydy gatengbo‘ladi. Ko‘p

o‘zgaruvchili funksiyaning ekstremumlari ham xususiy hosilalar
yordamida topiladi. Funksiya ikki o‘zgaruvchili, ya’ni u=f(x,y) bo‘lgan
holda (X,,yn) nugtadagi x xususiy hosilaning geometrik ma’nosi
quyidagidan iborat: y=y0 tekislik u=f(x,y) sirtni biror / egri chiziq
bo‘yicha kesib o‘tsa, undan tashgari ~ mavjud bo‘lsa, u holda
hi\x,,,ya f(x0y0)) nugtada i egri chizigga urinma o ‘tkazish mumkin bo‘lib,

u —=tga gateng bo‘ladi.
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8- BOBGA DOIR TESTLAR

1. Ikki o‘zgaruvchili funksiyani ko‘rsating.

A. f(x) =ax2 +sx +C, B. f(x;y)=x + -; C.f(y) =y +-;
y y
D.st)y=t2+i+1; E. f(x) =ax2 +e.

2. Ikki o‘zgaruvchili fimksiya z = ning aniglanish sohasini toping.

X -y
A. j-co;l); B.x*y; C.{1,2,3,...}; D. R; E. (-co;+00).
3. 7=22 ;\Lz funksiyaning (0;0) nuqgtadagi limitini toping.
X +y
A. 0; B. 1; C. N; D. Mavjud emas; E. 2.

4. z=f(x;y) funksiya D sohada qachon uzluksiz deyiladi?
A. Agar z:rl;n(x;y) funksiya uchun  limf(x;y) =f(xo0;y0) bo‘lsa;

Yo
B. Agar z=f(x;y) funksiyauchun limf(x;y) = A bo‘lsa;
5o

C. Agar z=f (x;y) funksiya D sohaning har bir nugtasida uzluksiz
bo‘lsa;

D. Agar z=f (x;y) funksiya uchun (x0;y0)->(x;y)ga
yaqinlashganda f(xo;yo0)-e ayirmacheksizkichikbo‘lsa;

E. Agar z=f (x;y) funksiya uchun (x;y)-+(x0;y0) g@a
chegaralanmagan holda yaginlashganda, f(xo;y9)-e ayirma cheksiz
kichik bo‘lsa.

5.  Quyidagi funksiyalardan qgaysi birining aniglanish sohasi
y*X bo‘ladi ?

A Z=ill—x2-y 2 ; B. z=—5— ; C. z=arcsin—;
X -y y
p. l-2x c 1
u. z =arccos-------- ; E.z=—+y .
y X
6. z=tgxy funksiyaningx bo‘yicha xususiy orttirmasini ko ‘rsating.
A. Axz=tgAxy; B. Ax=tg(x+Ax)y-tgxy; C. Axz=tgxAy;

D. Axz=ctgAxy, E. Az=tgx(y+Ay)-tgxy.
7. z=f(x;y) funksiyaningy bo‘yicha xususiy orttirmasini ko‘rsating.

A AYZEY; B. Ayz= f (x;y) -tg(x); C. Ag=~;



D. Ayz=f(x;y+Ay) - f (x1y) ; E. Ayz=f(x+Ax,y)-f(x;y).

8. z=x2+y2+2xy funksiyaning to‘la orttirmasini toping.
A. Az=2Ax+2Ay; B. Az=2(AX)2+2 (Ay)2+2-(Ax>Ay;
C. Az=2xAXx+2yAy+2(xAy+yAx)+ (Ax)2+(Ay)2+2AXAy;
D. Az=2xAx+2yAy; E. Az=2x+2y+2 (Ax+Ay).
9. To'lig difietensialfonnutasmi korsatmg.
A bz —- (& B. dz=ZAH-22Av ; C.dz=2 |
dx dy dx dy dx
D. d2=—; E. dz=— ax+ N<fy.
dy dx dy

10. Agar z=xsiny bo‘lib, x=2t-v, y=3t-2v boMsa, dz ni ko'rsating.
dt

A. % = 2sin(3t- 2v)+3(2/- v)cos(3/- 2v);
ot

B Lz dxydr dy C' = (2/-v)cos(3/-2v);
dt dx dt dy dt dt

D. d—Z:xcosy—sinjy; E. d—Z:-sm(3/-2v)+(2r-v)cos>'.
dt dt

11. Agar y=f (x) funksiya F(x;y)=0 oshkormas ko‘rinishda
berilgan bo‘lsa, y, ganday topiladi?

A.yS B C
F,1(*>>) * Fw ) Ax
D v = Af(jr) . p ~ALF(x;?)
* AV ’ AX

12.  z=f (x;y) funksiyadan P(xo;yo) nugtadagi a={ai, 02} vektor
yo‘nalishi bo‘yicha olingan hosilani ko‘rsating.

A dz(x9;y j=dz(x0;y?)cosa; B ~ ) =M £>C0S/?;
30 2X da dy
C. m~~lccsa+”™lcosp; D i;
da dx dy P Qa dx )
E &(/0"™g(p), °i & a2
dx Jaf+ al dy +al !

13.  z=x2+y2+2xy funksiyaning P(1;2) nugtadagi gradiyentini toping.
A. grack(p) = +~7'; B. gradz(p)=6/+6y ; C. gradz(p)=~1i;
dy

0X 0X

D. gradz(p):gcosa +ECOS/?; E. gradz(p)=6i.
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14. Qachon POnugta f (x;y) funksiyaning D sohadagi maksimum
nugtasi bo‘ladi?

A. Agar V(x;y)eD uchun f(x;y)<f(P0) bo‘lsa;

B. Agar V(x;y)eD uchun f(x;y)>f(Po) bo‘lsa;

C. Agar V(x;y)eD uchun f(x;y)=f(Po) bo‘lsa;

D.Agar V(x;y)eD uchun XIirpf(x; y) =f(x0;y0) bo‘lsa;

E. Agar V(x;y)eD uchun (x;y>£ (xo;yo0)eD f (x;y)< f (xo;y0) bo‘lsa.
15. z=(x-1)2Ky+2)2+1 funksiyaning ekstremum nugtalarini ko‘rsating.
A.x=2,y=1; B.x=Il,y=-2; C.x=ly=-2; D.x=-l,y=2;

E. x=0,y=0.

16. Ekstremum mavjudligining zaruriy shartini ko‘rsating.

|- -0 -0 } —0- o) —

A .1};()\{(\/1),5).:0 B. Axz = 0; C. dz=0; D. BX+%y 0; E./I(r,?)=0.
17. Ekstremum mavjudligining yetarli shartini ko‘rsating.

A. &=AC-B2<0; B. A=z' -zj >0; C. A=zZ -z Xky>0;

d. ¢=z:(p0) 2y (p0)-(zwF9)Y>0; e. a= (p0)>tn=

18. z=x2y2 funksiyaning x2+y2<4 doiradagi eng kichik
giymatlarini toping.

A. Zexich=0; B. Zeiah—4; C. ZejQh 4, D. Zgiack 8,

E. Zekich= _2.

0 ‘z- o‘zini tekshirish savollari

1. Ko'p o‘zgaruvchili funksiyalami ta’riflang.
2. Aniglanish sohasi nima ?
3. Ikki o*zgaruvchili funksiyaning grafigiga misol keltiring.
4. Ikki o‘zgaruvchili funksiyaning limiti va uzluksizligi nima ?
5. Xususiy va toMa orttirmalami ta’riflang.
6. Xususiy hosilalami ta’riflang.
7. Murakkab funksiyaning hosilasini ta’riflang.
8. To‘la hosila nima ?
9. Ikki o'zgaruvchili funksiyaning maksimumi va minimumiga
ta’rif bering.
10. Ekstremumning zaruriy va yetarli shartlarini keltiring.
11. Shartli ekstremum nima ?
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IXbob. INTEGRAL HISOB

Inson taffakkuri integral hisobda
0 Z faoliyatining tuganmas sohasini topdi.
0.Kant

Bobning o quv magsadi

Bir o Zgaruvchili fiinksiyani differensiallash amalidan keyin
integrallash amali muhim o fin tutadi.

Hayotda matematika, fizika, mexanika va boshga fanlarda
uchraydigan masalalami yechishda integral hisob kuchli qurol sifatica
ishlatiladi.

Integrallashning asosiy usullari bilan tanigitirish, anigmas integral
va aniq integrallar orasidagi bog fanish va farglani, aniq integralning
tatbiglarini talabalarga yetkazish mazkur bob oldiga magsad qilib
qo”yilgan.

Nemis matematigi G.Leybnis 1816-yilda birinchi bo T, J integral
belgisini fanga kiritdi. Keyinchalik uning o"quvchisi LBemulli.
«integral»-lotincha «integer»(gayta tiklangan) termindan foydalandi.
I.Kepler - nemis matematigi va astronomi tekis figuralar yuzini
hisoblashda, oldin uni kichik yuzalarga (kichik migdor tushunchasi)
integral tushunchasiga kelgan. G.Leybnis uchun integral, bu cheksiz
ko p gokhiluchilar yighindisi, ya i hozirgi paytda, bu aniq integral
tushunchasidir.  Integral G.Leybnis uchun «yigTndi» ma fosini
bildirgan.

B_Riman birinchi bo fib, aniq integralning tafifini berdi va
integralIni yig Tndi bilan kelgiladi. U hozirgi paytda «Riman yig fndisi»
deb wuritiladi. Fransuz matematigi 0.Koshi aniq integralni integral
yig Tndisining limita sifatida caradi, f()dx belgi esa J.Fur & tomonidan
tklifgilingan.

Fransuz matematigi B.Paskal yuza va hajmlami hisoblashda
qo Tlangan usullari difierensial va integral hisobning yaratilishiga asos
bo Tgen.
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9.1-8. BOSHLANG'ICH FUNKSIYA VA ANIQMAS INTEGRAL
a) Boshlang‘ich funksiya va uning xossalari

Ta’rif: Biror oraligda aniglangan f §), fix) funksiyalar uchun bu
oraligning hamma nugtalarida
F\x)=fix)
tenglik o finli botx, u hoida F(X) funksiya fix) funksiyaning
boshlang ¥ch funksiyasi deyiladi.

Misol: 1) F(X)="- , (a*\,a>0) funksiya sonlar o §ida/(x)=a*

7’
In a

funksiyaning boshlang fch funksiyasi bo Tedi, chunki x ning istalgan
giymatida

nx)=(f-y=a'=Ax)

In a

tenglik to § Ti boladi .
2) F(x)=— funksiya soniar o"gining hamma nugtalaridaf(x)= xA

funksiyaning boshlang fch funksiyasi bo®ladi, chunki x ning istalgan
giymatida

F'(*)=(yy= 4= 100
tenglik o finli bo Tedi.

Berilgan funksiyaning boshlang®ich funksiyasini topish masalasi bir
giymatli hal gilinmaydi. Hagigatan, agar F(X) funksiya f(X) ning
boshlang Tch funksiyasi bo 1=, u holda F(xX)+C funksiya ham (bunda C
ixtiyoriy o Zgarmas son) T (x) ning boshlang fch finksiyasi bo fedi,
chunki C ning istalgan giymati uchun (F(x)+C)"=/(x) bo Tadi.

Misol 1 F(X)= X funksiya f(x)=ax funksiyaning boshlang Tch
Ina
funksiyasi ekanligi yugorida ko faldi.

(F(x)+C)'=| +CJ=ax=/(*)
tenglikdan esa vl c funksiya ham funksiyaning boshlang™ich
funksiyasi ekanligi kelib chigadi.
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Yuqoridagi mulohazalardan boshlang Tch funksiyalaming quyidagi
xaossasi kelib chigadi.

Lemma: Agar F(xj va o(jc) Tunksiyalar fix) funksiyaning
boshlang®ich funksiyalari bo 1, u holda 0(x) = F(xj+C tenglik o finli
bo Tedi, bunda C ixtiyoriy 0 Zgarmas son.

Isbot: F(x) va <3xX) funksiyalar f(X) ning boshlang fch funksiyalari
bo tgani uchun

F'(x)=f(x) va &'(x)=f(x)
tenglikto § fibo Tedi.
Yordamchi Q(x) funksiyani kiritamiz:
0(x) - F(x) = Q(x).
Uning hosilasi x ning hamma giymatlaridanolga teng, hagigatan
Q"(¥) = [DX)-FC:1"=0 \x) -F "()=/()-/()=0.

Endi Q*(x)=0 tenglikdan Q(x) funksiyaning o Zgarmas son ekani
kelib chigishini ko fsatamiz. Faraz qilaylik, xo  argumentning
tayinlangan giymati, X esa uning istalgan giymati bo Tsin. [X0-x] oraligda
Lagranj formulasini tuzamiz:

Q()-Q(x0)=Q* (*-"0) ,
bundaxg<g<x bo ¥i.

Bu yerdan Q"(X) =0 tenglik x ning hamma giymatida, shu
jumladan &da ham Q*(™)=0 bo Tgani uchun Q(X)- Q(x0)=0 yaTi
Q(x)=Q(x0) ni hosil gilamiz. Bu holda Q(x) funksiyaning qiymati x ning
hamma giymatida bir xil bo tishini bildiradi. Shunday qilib, Q(x)=C
yoKi

0(x> F(x; =C
tenglik o finli bo Tedi. Lemma isbotlandi.

Isbotlangan lemmadan, berilgan funksiyaning ikkita boshlang fch
fimksiyasi bir-biridan fagal o Zgarmas songa farq qilishi kelib chigadi.

b) Anigmas Integra! va uning xossalari

Ta'rif: Agar F(X) funksiya biror oraligda T (X) funksiyaning
boshlang ch fimksiyasi bo &8, u holda F(x)+C (bunda C ixtiyoriy
0 Zgarmas) funksiyalar toplami shu kesmada f (X) funksiyaning
anigmas integrali deyiladi va

\f(x)dx =F(x) +C
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kabi belgilanadi. Bu yerda J - integral belgisi, f(x) integral ostidagi
fixnksiya, f(x)dx integral ostidagi ifoda, X integrallash o‘zgaruvchisi
deyiladi.

Anigmas integralni topish jarayoni integrallash deyiladi. Kesmada
uzluksiz bo‘lgan istalgan funksiya shu oraligda boshlang‘ich funksiyaga
ega, demak, anigmas integralga ham ega ekanini isbotsiz aytib o‘tamiz.

Misol: 1) faxdx=— +C , 2 *dx=- +C, 3) f—=Inx+C.
)1axx Ina )jx X 5 ) X

Anigmas integral quyidagi xossalargaega:
I Anigmas integralning hosilasi integral ostidagi funksiyaga teng,
ya’ni
(Jtod*)'=/(*).
Chunki ({f(x]dx)’= (F(xX) + C)'= F'(x) =f(x).
I1.Anigmas integralning differensiali integral ostidagi ifodaga teng,
ya’ni

I1l. Biror funksiyaning hosilasidan olingan anigmas integral shu
funksiya bilan ixtiyoriy o‘zgarmasning yig‘indisiga teng, ya’ni

iF'(xX)dx=F(x)+C.

IV. Biror funksiyaning differensialidan olingan anigmas integral
shu funksiya bilan ixtiyoriy o‘zgarmas yig‘indisiga teng, ya’ni

\dF(x)=F(x) +C.

V. 0 ‘zgarmas k Kko‘paytuvchini integral belgisi tashgarisiga

chigarish mumkin, ya’ni
\kf(x)dx = k\f(x)dx.

V1. Chekli sondagi funksiyalaming algebraik yig‘indisidan olingan
anigmas integral shu funksiyalaming har biridan olingan anigmas
integrallaming algebraik yig‘indisiga teng, ya’ni

JA)+/2M ~fi M)dx =}/, (x)dx+ 1 f2(x)dx - j f, (x)dx.
I va VI xossalar to‘g‘riligi anigmas integral ta’rifidan kelib
chigadi. Asosiy elementar funksiyalar hosilalaridan foydalanib quyidagi
integrallar jadvalini keltirish mumkin:

d) Asosiy integrallar jadvali
_«H

L \dx=x+c 2. \xadx=----+¢ (a*--D
J 1 a +\
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4. ,* . * S +c

3-JX_2=_X+C
5. f— = Injxj +c 6. faxdx=—+c
b J Ina
7. jexdx=ex +c 8. $sinxdx =-cosx +c¢
—9. | cosxdx- SinX+<r 10. J- G - =tgx +c¢
COos2 X
d
11. f = ~ctgx +c 12. S x =\n<g+ +cC
Sin X cm v !
13,3 & XM 14. JfgxcEt= -Injcosx| + ¢
cos*
N .
. J- dx =-Iarchjg+c
X+ a a a
+c 3. f 2(—r= arcsin>+c
X -a X +a Jy[g~2_x~2 a
19. f N — =1Inlx+Vx2+a2 +C

9.2-§. INTEGRALLASH USULLARI

a) Bevosita integrallash usuli deb V va VI xossalami go‘llash va
asosiy integrallar jadvalidan foydalanib integrallashga aytiladi.
Misol: Integral™ toping:
(1x-5x2+ 1x
* X2
Yechish: Suratni maxrajga bo'lib, keyin V va VI xossalami
go‘llab, integral ostidagi ifodani shakl almashtiramiz va integrallar
jadvalidan foydalanamiz:
¢*=1(1-5+\)dx=i\--5\dx+\*=i\n\x\-5x -+ +c.
J X X X X X X
b) Differensial belgisi ostiga kiritish usuli anigmas integralning
ushbu invariantlik xossasiga asoslangan:
JI (X)dx = F(x) + c=>ff(u)du = F(u) +c.
Bu yerda u=u(x) tegishli differensiallanuvchi funksiyani ifodalaydi.

Misol: 1)J(x + 4)5afc=f(x + 4)5d(x +4) = -* fe-
Bu yerda dx=d(jt+4) ligidan foydalandik.
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2)Jng =1fJi* If?gi~ =ltoq+,y c.
I+x2 2J1+*2 2 1+%*2 2

Bu yerda oldin integralni 2 songa ko‘paytirdik va ayni shu paytda
uni 2 songa bo'ldik. Undan keyin 2xdx=dx2 =d(l+jc2) ekanligidan
foydalandik.

3) f——=-{—
4jc—11 4 4jc—11 4 4jc—11

In|4x-11I+c.

d) Anigmas jntegralda o‘zgaruvchilarni almashtirish usuli.
Integrallar jadvaliga kirmagan integralni hisoblash kerak bo‘lsin. x ni t
erkli o‘zgaruvchining biror differensiallanuvchi funksiyasi orgali
ifodalab, integrallashning yangi t o°‘zgaruvchisini kiritamiz: x=(p(f),
bunga teskari t=y(x) funksiya mavjud bo‘Isin, u holda

dx=<p'(t)dt
bo‘lib,
jf(x)dx =Jf(w)) "0
ekanini isbotlaymiz. Tenglikning har ikkala tomonining hosilalari teng
ekanligini ko‘rsatamiz va uning to‘g ‘riligiga ishonch hosil gilamiz:
(\Mf(x)dxy=m,

Q/(2()) «<P'Ne)', =(If(<)p ) , £ =F(<pft)) mp)m =

=/(<p(0)=/(C*)m
Misol: 1) i—gX: r integralni toping.

X-Jx + 4
VX +4=Fx+4=/2
Yechish: inX4 X=12-4
+
Xy oik= 2/df
— 2tdt =2f_A_=Ita{'2 +C:_|an+4—2 +C-
(12-4)- i+2 2 V*+4+2

Misol: 2) {yjl-x2dx integralni toping.
. . rx=cosi dx=-sintdt
Yechish:  jvl-xx<& ) .
Vi-x2=Vi-eos2/=sinr

= _Jsinztat= - j 176952 ce= 1 osoiar- L=

::fc0|'2|'d2|' - 0—#: g‘,sin2|'-7~f +c:4—sin2aror;05x - |7 arccosx +c=
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AN AN ' 1 R
=%sin arccos X mcoS arccos X —; arccos X +c=X V2 X ---2- arccosjt+c.
e) Bo‘laklab integrallash usulL Faraz gilaylik, u(X) va v(x)

funksiyalar x ning differensiallanuvchi funksiyalari bo‘lsin. Bu
funksiyalar ko‘paytmasining differensialini topamiz:
d(uv) =vdu +udv .

Bundan
udv-d (uv)- vdu.
Oxirgi tenglikning ikkala gismini integrallab, quyidagini hosil
gilamiz:
Judv =\d (uv)-\vdu,
yoki —
Judv = «v - 1vdu
o‘rinli bo‘ladi.
Bu formula boMaklab integrallash formulasi deyiladi.
Odatda, X" cosxdx, jxrsin xdx, MeJatxidx,x'a’dx, fx" inxé&x Vva shularga
o‘xshash integrallar boMaklab integrallash formulasi orgali hisoblanadi.

Misol: 1) fy/l-x2dx integralni toping.
) J1-%x2=u,dx=dv

Yechish: foll-x2dx =  —xdx
7=du,x=v

_ e Fi-*2-0 4,
=W -*2+j-jL £==xJ\-x2-] vi dx=
vV j—
dx

- X-J1-x2- J4\-x2dx +]j

=x-JI-x2-f-J1-x2dx-arccosx +C
Quyidagi tenglik hosil bo‘ldi:
i4Vv-x2dx=W l-x2-j-VI-x 2dx - arccosx +C
Demalk,
r-vVi-; arccos*

iJT7dx = +C.
2 2

Misol: 2) Jxe5Xdx integralni toping.

. X =u,5*dx =dv
Yechish: fx-5*dx= = iA | — —fbr<fc=A-"A-—L .-51 +C.
dx=du.— =v Zf5 /»5J /1«5 Inis
'Ins
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9.3-8. KVADRATIKUCHHAD QATNASHGAN BA’ZI
FUNKSIYALARM, ENG SODDA RATSIONAL KASRLARNI
VA TRIGONOMETRIK FUNKSIYALAR QATNASHGAN BA’ZI
IFODALARNI INTEGRALLASH

a) Kvadratik uchhad gatnashgan ba’zi funksiyalarni integrallash.
Ushbu integrallami garaymiz:

4 ax2+bx+c A - I"'iax2'9r‘bx +C
Maxrajdagi kvadratik uchhadni quyidagi ko‘rinishga keltiramiz:

+ . . 7)2+¢g 2
XHEIHCorygen y [ xi+2i x+(0 278 Pia

mYi K

bu yerda

= K2
a 4a2

belgilash kiritildi. Shunday qilib,

dx . dx X+£ =t 1f dt
A= Xgdrex+cA AI(X+ B Yz g g AU TEKT
2a
Bu esajadvaldagi integraldir. Shu kabi,
dx X+— =t 1 dt
B — 4 2a I
n f'iaxl+ex+c -ia dx—t mja* -Jt2 + k2

Misol : Ushbu integralni hisoblang :

I'2x2 +8jc+20
Yechish:
dx ) dx ) dx _ dx
Sox2+ 8y +20 Aol 24 ax+ 1A 2y xT+ax+as10- 4A 27 (X +2)2+6
X+2=t S A dt =arctg—g—§’7+0 ?”‘arctg X+2 +C.

dx-dt 2w +6 216

b) Umumiyroq ko‘rinishdagi integrallarni garaymiz:
N /I'x+$:| , r o (x+A&E A

72=] w( fex + CdX |2 ) vV ax2 +6“)-(-:':-C
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/2 integralni qgaraylik. Integral ostidagi funksiya suratida
maxrajidagi kvadratik uchhadning hosilasini tashkil etamiz:

A Aa
a -(2ax +e)+(B-—)
ax. +ex+c ax +6X+C
_ Ar(2ax+e)dx | iR Ae? &k Ar(ax+e)dx
2a*ca2+8x+c 2a Jax2+ex+¢ P9 ax+ex+c vV = EN T
ax +«*+c=i

(2ax+e)dx =dt
/2= 17 In|4+(5-’\A)S7, =-£-Injar2+ «x+cj+ (fl-~)/, +C.

Bu yerdagi Ix integralni hisoblash tartibi yugorida ko‘rsatilgan.

Shukabi i2 integral ham hisoblanadi.
A Caxte)+ As

" - % dx-
dax‘ +«x+c
A * +
-A _A, 2ax+e okt
Bx +6x+c 2a Vax2+ax+c 2a -Jaxl+ex+c

ax2+bx+c=t Ardt i

+(B-"-)7,= —
(B-%) {lax+b)dx—dt - ~ v r is [>=

—W7+(£--2)/i =—Vox2+ex+cC+ (# +C
2a 2a

/, integralni yechilishi tartibi yugorida ko ‘rsatilgan.
M isol: Quyidagi integralni hisoblang :
5x + 3

i dx
4x2+4x+10
-(r2x+4;+73-i0;
Yechish: J 5X+3 -dx =
Vx2 +4x+10 VX2 +4X + 10
=5f 2x+4 .
dx-\- 7i&

2 WR+4x+10 -J(X+2)2+6
-5MX2+4x +10-7/«jx + 2+Vx2+4x +lo| +C.

d) Eng sodda ratsional kasrlarni integrallash
Quyidagi ratsional kasrlarga eng sodda ratsional kasrlar deb
aytiladi:
N n X JIT Ax+B 7 (Actg)
X-a x-aY X +px+q  (x1+px+q)”
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I va Il turdagi oddiy kasrlami integrallash jadval integrallariga oson
keltiriladi:

L\AL =A"rZ  i=Alr\x-~"C.

1x -a X -a
U.\AAdX:—Aﬁt‘X’—ard(x—a):/ﬁx‘_a—r—':-C—n—: A -i-+C
3(x-a)* -*+1 a-*X*-a)
2
i turdagi oddiy kasming integralini garaymiz: p
unda
,Ms+B>fr r2 2 tfe_
Jje2+/w +9 X2+px+q
_Ar(2x+p)dx Apr
2" X2+px+q 2 X2+px+(q
X2+ pX+q =t
(x+p)ix=dt 2 t 2 ‘X +px+q

+ +0~—
(X+=T +q~—

X+P
=~IrNx2+px +q\-(B-"-)--=2==arctg-==L= +C

T AV
tengliklar o ‘rinli bo‘ladi.
Endi 1V turdagi oddiy kasming integralini hisoblaymiz.

iy f (Ax+B)dx _ tl 2x+P>+B~~Y . At (2x+p)dx

(x1+px+q)” (x2+px +0)" 2> (x2+px +q)"
O (PR Ry Y (B )Y
Bu yerda
! (2x+p)a\x d(X+,~) 2

i(x2+px+qr, (x+7) 2+ g-~-)n
bo‘ladi.
1) /_ f (2x+p)dx - X1+ px+qg=t -

1(x1+px+q)" (2x+p)dx=dt ! +pX+q)"-*]_+C-
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a23(t2+azy-' a2 (t2+a2)"
Oxirgi integralga bo'laklab integrallash formulasini qo‘llaymiz:

tdt
u=t,dv =
J t dt (t +a )
(t2+a2)" du=dtv- 1
2(\-n)(t2+a2)"-
1 r dt
2(l-n)(t2+a2 2(n-\)s(t2+a2)n
_y g Gt . . .
Agar /_/"_{(t1+a2)" belgilash kiritsak, u holda (9.1) dagi formula
guyidagi ko‘rinishni oladi:
/= o w= o, 9.2)
2(n-\ai(ti +a2)"-1 2(n-1)a
Bu formula bo‘yicha integralni /,,_2 orgali ifodalaymiz,

so‘ngra /,,_2 ni /,,_3 orgali ifodalaymiz va hokazo. Bu jarayon quyidagi
integralni hosil gilgunimizcha davom etadi:

rod = iarctg —-IC.”

t2+a2 a a
(9.2) formulakeltirish yoki rekurrent formula deyiladi.

Misol: r_<x~Xdx__integralni hisoblang.

JTX2+2x+3)2
Yechish; j (x-Ndx
(x2+2x +3)2
1(2x +2)-2 . dx
-------------- dx = (2x +2) dX "
BT gi(x2+2x+3)2 2] (x2+2x+3)2
1 1 dx 11

. . 9.3
2(x2+2x+3Y " q (x2+2x+3)2  2(x2+2x+3) h 3:3)

f2integralni hisoblaymiz:



dx x+1=/

W k2 ax+ g2 7Y 2 B g
dt =lr /2 2Zii"=1 N
“Jiz+2): 93 (¥2+9)3 272+2
t2dt 1 t2dt

1(f1+2Y2 » Koarct% 23(f2+2)2
Oxirgi integralni garaymiz:

f-xo* = f =-- ftd(—-— ;=
J(1I+2)2 23 (/2+2)2 2 12+ 2
u-t,dv =d( !
i2+2 1, dt
3 g o
du=dtv= 2/2+2 97 P2+ 2
f2+2
S 1—arctg;}-+c_ G0 Lrerg™LalC,
2t+2 2-N 2(x +2x+3) 2/2 5
Demak,
=1 x+1 | X 41 1 X+ 1
em 370" *T [ _5 ~2(x2+2x+3)+247arCg -]
bo‘ladi.

Jj integral giymatini (9.3) tenglikka gqo‘ysak, berilgan integralning
giymati kelib chigadi:

fopchdx o X2 nlzarctng+1+C.
(Xr+2x+Db)2 2(x +2x+3) 4 V2
e) Trigonometrik  funksiyalar  gatnashgan ifodalarni
integrallash.

1. Ji?(sinx,cosx) ko‘rinishdagi integral har doim <= almashtirirsh

yordamida ratsional kasrlami integrallashga olib keladi. Tabiiyki,

X=larctgt, ax=- 2
1+

2X . 2X 1/\2/\

o T T2 12
2—+sin2— |+tgl>< z f2" 0 2 cos’ —eur L i#)ilt 1£ r 9

Bulami berilgan integralga go‘yib, quyidagi tenglikni hosil
gilamiz:
j«(smx,0037~ =2 } ~ A Ay A
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Misol: 3 & integralni toping.

sinx + cosx
Yechish: Berilgan integralda t=tg”™ almashtirishni bajaramiz:
x o, 2
r 1 26 r o
Peinx + cosx It 1171 2t
1+f2 T1+i2 1+/3 +1+r
Iv2-i+/«i
e AV 2] +C:-I-|n +C.
\ S uJ V2+1-<g’

2. Agar Ji?(sinx,cosx)& integral ostidagi funksiya uchun
R{-sinx, cosjc)= -R(sinX, cos X)
tenglik o‘rinli bo‘lsa, u holda berilgan integralni topish uchun /=cosx
almashtirishni bajarish magsadga muvofigdir. gR(C(BX)SﬁleX

ko‘rinishdagi integrallarda ham bunday almashtirishni bajarish mumkin.
Misol: 558/>ZdX|ntegraln| toping.
Yechish: /=cos* almashtirish bajaramiz:
Jsinsxdr cosx 1_ fI-t2  [dt tdt 1 1 1 |

= -, —=3— = — —_ e o — -+
cos4x —.smxi€) T 1S I t+3tr+c 3c0s X COSX ¢

3. Agar ji?(sinx,cosx)& integral ostidagi funksiya uchun
[2(-sinx, cosx)=-A(sinx, cosx)
tenglik o‘rinli bo‘lsa, u holda berilgan integral%i topish uchun /=sinx

almashtirishni bajarish maqgsadga muvofigdir. |«(sinx)cosxdx
a

ko‘rinishdagi integrallarda ham bunday almashtirishni bajarish mumkin.

Misol: Jsin2xcos3x& integralni toping.
Yechish: /=sinx almashtirish bajaramiz.

[sin2xc0s5xrx= £5in1 X Q0 XC06Xife [&t SIX ik =

=J/2(1-f2# =jtalt-jt*di = +C ="sin3x-"sin5x+C.

4. Agar Jj2sinx,cosXdk integral ostidagi funksiya uchun
A(-sinx,-cosx) = A(sinx,cosx)
tenglik o‘rinli bo‘lsa, u holda berilgan integralni topish uchun t=1tgx
almashtirish bajarish magsadga muvofiqdir.
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Misol:

dx t=tox
f <D fcos6X .f 1 1 da _ a AT
Wsin3CA0B*  *Sin3Y ~cos4jt tIgX QRIX

= +rgxf =(l+<2f

Fo*ji7*i**—5r*)*4[*7*c —

9.4-8§. ANIQ INTEGRAL TUSHUNCHASIGA OLIB KELUVCHI
MASALALAR ANIQ INTEGRALNING TA’RIFI VA
XOSSALARI

1. Egri chizigli trapetsiya yuzini hisoblash masalasi

y=f(x) yzluksiz funksiya grafigi, x=a, x=b, y=0 chiziglar bilan
chegaralangan figuraga egri chizigli trapetsiya deb aytamiz.

Shu figura yuzini hisoblash masalasini ko‘raylik.

[a; b] kesmani Xxj< x2 <...< Xj < ... < X,.i bo‘lgan n-1 ta nuqgta
yordamida bo‘laklarga bo‘lamiz. Bunda z=x0 va b=x,, deymiz. Bo‘lish
nuqtalari [a; b] kesmani n ta kichik kesmalarga ajratadi:

[XOPCi] , [X,PC2] ,e*e [Xi-lXi] ,.... [Xn-IPCj.

Bo‘linish nuqtalaridan OY o‘giga parallel to‘g‘ri chiziglar
0 ‘tqazib, egri chiziqgli trapetsiyani n ta kichik egri chiziqli trapetsiyalarga
ajratamiz, (9.1-chizma). Ravshanki, egri chiziqgli trapetsiya ABba ning
yuzi n ta kichik egri chizigli trapetsiyalarning yuzalari yig‘indisiga teng.
Agar ABba egri chizigli trapetsiyaning yuzi S, asosi [xj.i; Xj],
>(i=1,2,3,...,n) bo‘lgan egri chizigli kichik trapetsiyalarning yuzalari AS;
bilan belgilansa, quyidagi tenglik o‘rinli bo‘ladi:
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S=ASi+AS2+ ... +ASj+...+ASn, yoki S='_’\IiASi. (9-4)
1=

AS; laming aniq giymatini topib bo‘lmaydi, takribiy giymatlami
aniglash uchun esa [Xj.i; x,] kesmalaming har birida ixtiyoriy ~ nuqtadan
tanlab olamiz va bu nuqgtalarda f @6) ordinatalami yasaymiz. 9.1-
chizmadan quyidagilar ko'rinadi:

& S\~Ne 0 (x\-Xo0J, AS2« [~ (™ 2-ii),, ASj*/(%)(xr X j.i)A S m/rJ(xn-
XA, (9.5)

Agar Xi-Xi_i=Axj belgini kiritib (9.5)-lami (9.4)-ga go'ysak, ABba

egri chiziqgli trapetsiya yuzining taqribiy giymatini topgan bo‘lamiz:

$-£/«,)A*,. 9.6
2 ) (9.6)

(9.6) ifodaga/ (x) funksiyaning [a; b] kesmadagi integral yig“indisi
deb aytiladi.

2.0 ‘zgaruvchi kucb bajargan ish hagidagi masala

Mexanikadan ma’lumki, agar F kuch ta’sirida moddiy nugta |

masofaga siljigan bo‘lsa, bajarilgan ish A quyidagiga teng:
A=F-*, (9.7)

Bu yerda F kuch Kkattaligi bilan ham, yo‘nalishi bilan ham
o'zgarmas. Endi F kuch o‘zgarmas yo‘nalishni saqglasa ham, sonli
kattaligi bo‘yicha o‘zgargan holni garaymiz. Aytaylik, bu kuch ta’sirida
moddiy nuqgta kuchning ta’sir chizig‘i yo‘nalishi bo‘ylab yo‘nalgan
to‘g‘ri chizig bo‘ylab harakat gilsin. Bunda F kuch bajargan ishni
hisoblash masalasini garaymiz.

Moddiy nuqta harakat gilayotgan chizigni OX o°‘qi deb gabul
gilamiz:

0 a Xiezx2 Xjii X b x

9.2- chizma.

YoMning boshlanish va tugash nugtalari mos ravishda a va b, (a<b)
abssissalarga ega bo‘lsin.[a;6] kesmaning har bir nuqgtasida kuchning
kattaligi ma’lum giymatga, ya’ni F=f(x) funksiya kabi berilgan bo‘lsin.
Bu funksiyani uziuksiz deb hisoblaymiz. [a; 6] kesmani n ta kichik
kesmalarga bo‘lamiz (9.2- chizma).
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PO;xa], [xu X2, ... Pg-EX] - PH;Xj-
(0=x0, b=x0
Ulaming uzunligi mos ravishda
AXi=Xrx0, Ax2=x2-xi,..., AXpXj-Xj.1 AXrexnxni bo‘ladi.
[xu; xj kesmada F kuchning bajargan ishi AA, bo‘lsin, u holda [a;
b] kesmada bajarilgan ish quyidagiga teng:
A=tAAt. (9.8)
i=I
AAj laming anig giymatini hisoblab bo‘lmaydi. Ulaming taqribiy
giymatlarini hisoblash uchun [xu; X] laming har birida ixtiyoriy »
nugta tanlab olamiz va shu nugtalardagi F=/(x) funksiyaning
giymatlarini hisoblaymiz. (9.7) formulaga ko‘ra
AAj« Axi, AAXT(1,d Ax2,..., AAI&Sfc) A x A A x/(~J Axn.
Bulami (9.8) tenglikka qo'yib izlanayotgan ishning tagribiy
giymatini integral yig‘indi ko‘rinishida topamiz:

N«EI(E)A X,.
jﬁ_( )

3.Aniq integralning ta’rifi

y=f(x) funksiya [a; b] kesmada uzluksiz bo‘lsin.

a=x0<x,<x2 <...< X <...< b=x,, bo‘lish nugtalari yordamida [a\b]
kesmani n ta kichik kesmalarga ajratamiz (9.1 -chizma).

xo; xi, [xi;x2], ... [x™ix(\... [xni; Xj.

[xi_i; xj, i=1,2,3,...,n kichik kesmalaming har birida ixtiyoriy
nugtani tanlaymiz. / (X) funksiyaning 4; nuqtadagi giymatini mos
kesmaning xrXj_i=Axj uzunligiga ko‘paytirib (9.6) kabi integral yig‘indi
tuzamiz:

S*+m,)AX. 9.9)
Ml

Ta’rif: Agar S integral yig‘indi [a; b] kesmani [xj.j; xj kesmalarga
ajratish usuliga va ulaming har birida nugta tanlashga bog‘lig
boMmaydigan | limitga ega bo‘lsa, u holda bu | son [a; b) kesmada f(x)

funksiyadan olingan aniq integral deyiladi va /{f(x)dx kabi belgilanadi:

/= lim t/(x,)Ax, =ff(x)dx.

iml

251



Bu yerda a-quyi chegara, ¢>-yuqori chegara, f(x) -integral ostidagi
fun k siy a,—integral ostidagi ifoda deyiladi.

[a; b] kesmada Jf(X)dx integrali mavjud bo‘lgan f (x) funksiya bu
a

kesmada integrallanuvchi funksiya deb aytiladi.
Oldin ko‘rilganlarga asosan egri chizigli trapetsiyaning aniq yuzasi
S va o ‘zgaruvchi kuch bajargan ishning aniqg miqdori A
S=/f(x)dx, A=ff(x)dx

kabi topilishi kelib chigadi. Bu aniq integralning geometrik va mexanik
ma’nolarini ifodalaydi.

Funksiya integralining iqtisodiy ma’nosi. z=f(t) funksiya vaqt
o‘tishi bilan qgaysidir ishlab chiqarishning unumdorligini ifodalasin.
[0,T] vaqgt oralig‘ida ishlab chigarilgan mahsulot migdori u ning
giymatini topamiz. U holda, At vaqt ichida ishlab chigarilgan mahsulot
miqdori Au=f(t)-At bilan aniglanadi yoki Au«f(£)At, t+At]. [0,T]
kesmani O=to<ti<t2<...<tn=T nugqtalar yordamida
[ti.i,tj] /'=1,2,...n Kichik kesmalarga ajratamiz va ulaming har birida
ixtiyoriy £j nugta tanlaymiz, u holda Aujwfl®-Ati, ~e[t, tj+AtJ Ba

U=2AUI~J/(M)-Ati, u=Jirn™£ / (E)*Atj=J/ (t)dt hosil bo‘ladi.
H 1 Inh q

Demak, agar f(t) mehnat unumdorligi bo‘lsa, u holda J/(t)dt integral
S

[0,T] davr oralig‘ida ishlab chigarilgan mahsulot migdorini ifodalaydi.

4_Aniq integral xossalari
a) }(*)&=0.
b) JKF(X)dx =k F(x)dx.
d) jW +V)dx:£fdx+ja<pfe—

e) a<c<b uchun J/(x)dx=ff (x)dx+J/ (x)dx.
a a C
f)Agar [a;b] kesmada f(x)>0 bo‘lsa \f(x)dx >0_
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f)Agar [a; b] kesmada f(x)>cp(X) bo‘lsa, \f(x)dx > <p{X)cx

bo‘ladi.
j) Agar f(x) funksiya [aH kesmada uzluksiz bo‘lsa, u holda shu kesmada
X=C, a<c<b nuqgtatopishmumkinki

\f{x)dx =f(c\b-a)
tenglik o‘rinli bo‘ladi.
9.5-8. NYUTON -LEYBNITS FORMULASI VA ANIQ
INTEGRALNI HISOBLASH USULLARI

l.Integralning o‘zgaruvchi yuqori chegarasi bo‘yicha hosilasi

y=Rjx) funksiya [a;b\ kesmada uzluksiz bo‘lsin. |/ (X)dx integralni

garaymiz. Agar b yugori chegara o'zgaruvchan X boMsa, unda yuqori
chegarasi o0 ‘zgaruvchan bo'lgan integral hosil bo‘ladi:

a

1-teorema: Agar f (jc) uzluksiz funksiya bo‘lsa,
/') =(/<)<*) -/ (*)

tenglik o ‘rinli bo‘ladi.
Isbot : X argumentga Ax orttirma beramiz. U holda aniq
integralning xossasiga asosan

X+ AX X x+Ax
[(*+A%)* | f(O)di=jf(t)dt+ //(t)dt

bo‘ladi.
1(x) funksiyaning ortirmasini yozamiz:

X X+AX X

AI)=I(x+AX)-1()=j f(t)dt + j f(t)dt-\f(t)dt,

ya’ni a X a

X+AX

Al(x)= \f(t)dt (9.10)

ga teng.
Aniq integral ningj) xossasiga asosan (9.10) integral
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A/= \f()di=M)(x+Ax-x) =fM)Ax

ko‘rinishga keladi, bunda %ning giymati X bilan X+AX orasida yotadi.
Hosilaning ta’rifiga asosan

ANl A i _
I (X)_iz!&po AX _HJI& &X _/ «
gateng (Ax-»0 intilganda intilishi nazarda tutiladi).
Teorema isbotlandi.
2. Nyuton - Leybnits formulasi
Teorema: Nyuton - Leybnits teoremasi. Agar F(x) uzluksiz f(x)
funksiyaning biror boshlang‘ich funksiyasi bo‘lsa, u holda
HW 7~ =F(x)|" =F(b)-F(a)
tenglik o ‘rinlidir. Bu tenglik Nyuton-Leybnits formulasi deyiladi.

Isbot: F(x) funksiya uzluksiz f(x) funksiyaning biror boshlang‘ich

r
funksiyasi bo‘lsin. I-teoremaga asosan Jf(t)dt funksiya ham f(x)

funksiyaning boshlang‘ich funksiyasi bo‘ladi. Ammo, har ganday ikkita
boshlang‘ich funksiya bir-biridan o‘zgarmas C qo‘shiluvchi bilan farq
giladi:

) f(Hdt=Y (x)+c. (9.11)

Bu tenglamada x=a deb olsak, aniq integralning a) xossasiga
asosan
0=F(a)+ C
va bundan
C=-F(a)
gateng bo'ladi. C ning giymatini (9.11) ga qo‘yamiz.

j/(0<*=F(x>F(a).

Endi bu tenglikda x=b desak, Nyuton-Leybnits formulasi hosil
bo‘ladi.

I\ dt=F (*=F(e)—F(ij). (9.12)

Teorema isbotlandi.



Aniq integralni bevosita integrallash, differencial ostiga Kiritish
usullari xuddi anigmas integraldagi singari bo‘ladi va shu sababli
ulaming qoMlanilishini (9.12) formulani nazarga olib, misollar orgali

ko'rsatamiz:
i

i 2 -
I-misol : js[xdx=-x 2
0
b * 1
2-misol : fX"dx = - —b]m —a
| fli+1 n+1
3-misol : }AA =JIn*#In*-A dne-in 1 fhZe-.
i X i 2
de 4a
: . _ g —e
4-misol : J e4|dx—Ae 4 4
i
5-mi'so| . } , dx - :arcszQ:arcs'mj::l
t 0 2 6
1/ ad i |
6-misol : frmmm = | =arctgl =—.
miso e gxo g y

7-misol: f  **==1j N2 f (+ . A=V TAM=2-i=i-

0 "JI+X1 2 0 nl o+ X2 20

12 1 * J 1
(l;in 2jcEic= —IsinIxdIx =— cos2xj2 =— cosn + —€0sO = I.
20 2 2 2

3. Bo‘laklab integrallash usuli

nva Vfiinksiyalar X ning differensiallanuvchi funksiyalari bo‘Isin.

U holda
d(mv)=vd«+wdv

bo‘ladi.
Bu tenglamaning ikkala tomonini a dan b gacha integrallaymiz:

b b b b b
jd(u,v)=jvdu+Judv, kvk=jvdu+judv .
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Chap tomoniga Nyuton-Leybnits formulasini go‘llagandan keyin
oxirgi tenglikni quyidagi ko'rinishda yozish mumkin:

Ji#t/v=(u-v)|*- J viu. (9.13)
(9.13) tenglik aniq integralni bo‘laklab integrallash formulasi
deyiladi.
i X =W, cos xdx = dv . .
1-misol : JXcosxdx = =x *sinx)2 - Jsin xiic =
dx = du, sinx =v
n N T - Tt-2
= —+ coslql* =—1=
2 D 2 2
2- misol :
. Inx =u, -l==dv 2
flnx )
VX = @n/xInx)[ -2|n/x — =4e-(4-/x)|i =
Lvx — =du, 2wv/x=V
. X
=4e—4e+4 =4
3-misol:
n arctgx-u, dx-dv ,
j arctgxdx - dx . J =x-arc/ngg§— Jf-XdX
I R = A ‘
70 IJ+XI s X \% n “+ X
VI fw1exr = A-1|n 4 =AT-1n2.
3 21 372 3

4. Aniqg integralda o‘zgaruvchini almashtirish

3-teorema: Jf(x)dx integralda x=<p(0 tenglik orgali yangi t
a
0°‘zgaruvchi kiritilgan bo‘Isin.
Agar 1) dp(a)=a , <p(R)=£, 2) cp(t) va cp'(t)lar [a,8] da uzluksiz
funksiyalar bo‘lsa, 3) f [<p(t)] funksiya [a,B] kesmada aniglangan va
uzluksiz bo‘lsa, u holda

\f{x)dx=]f[qtt)y(t)dt (9.14)

tenglik o‘rinli bo‘ladi.

Bu tenglik aniq integralda o ‘zgaruvchilami almashtirish formulasi
deb ataladi.

Isbot: F(x) funksiya f(x) funksiyaning boshlang‘ich fimksiyasi
bo‘lIsin.

Unda quyidagi tengliklami yozish mumkin:
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1f(x)dx = F(xfa=F(b)-F(a),

P
f(<p(/W (/)dt=~<p())* =FavNe - nvia)) =F(b) - F{a).
Natijada (9.14) tenglamaning chap tomoni o‘ng tomoniga teng
ekanligi kelib chigdi.Teorema isbotlandi.
1-misol:
mx+H =t,  x=I1~\ A 1)
xdx ok x=0daa =1 . (t1~\)-2tot
o OxH " x=3dafi-2 t

23 (/*-1yt- =
2-misol:

L— X =sm/;<€c = cos&/i,|-x2=cos11

j;) m]l-xldx= x=0daa =0,
x=10daP ="

2 U

=] cos2tdt=-j (L+ cos2t)dt—{/+
n~4°¢

9.6-§. XOSMAS INTEGRALLAR HAQIDA TUSHUNCHALAR

1. Chegarasi cheksiz xosmas integrallar. Ta’rif: [a;co) intervalda
uzluksiz bo‘lgan/(3c) funksiyaning xosmas integrali deb

lim
@
limitga aytiladi va  jf(x)dx kabi belgilanadi, ya’ni

°jf(x)dx= lim f/(x)dx. (9-15)

Agar (9.15)-limit mavjud va chegaralangan bo‘lsa, u holda xosmas
integral  yaqinlashuvchi deyiladi, agarda ko‘rsatilgan limit
chegaralanmagan yoki mavjud bo'lmasa, xosmas integral uzoqlashuvchi

deyiladi.
(-00;2z5], (-00;c0) intervallarda xosmas integral shunga o‘xshash

aniglanadi.
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Jf(x)dx = jln Jf(x)dx,
—0 a

00 [ 00 C b
J(x)cfe= JF(X)dx +If(X)dx = lim J/ (x)<fr+ lim Jf(x)dX.
00 Jy

Misol :  T------ r- integralni hisoblang.

01+X
y:
m =10 Tonnur
X
9.3 - chizma.
Yechish: f-'"~-r=lim f-~ = limarc/gjJ = lim(arc/g;>- arctgO)=".
1+ X »-*7 1 4*n 2

Qaralgan integral 9.3-chizmada shtrixlangan cheksiz egri chizigli
trapetsiyaning yuzini ifodalaydi.

Ba’zi bir hollarda berilgan integralning yaqinlashuvchi yoki
uzoglashuvchi ekanini bilish va uning giymatini baholash yetarli bo‘ladi.
Quyidagi teoremalar isbotsiz keltiriladi.

1-teorema: Agar barcha Xx(x>a) lar uchun 0 <f(x)< <p(x

@
tengsizliklar bajarilsa va Jo(jciet yaginlashuvchi bo‘lsa, u holda

a

O.OJ/(X)dX ham yaginlashuvchi va jf(xX)dx<jg>(x)dx tengsizlik o-‘rinli

bo'ladi.
Misol: f— —---- integral yaqinlashuvchi ekanligi tekshirilsin.
\x2(\+e2)
Yechish: x> bo‘lganda
T <—
x1(1+e2) X2

tenglik bajariladi. Lekin

258



Demak, £ , ~ —xosmas integral 1-teoremaga asosan,
I* 1+ e2)
yaginlashuvchi ekan.
2-teorema: Agar barcha Xx(x>a) lar uchun 0 < <pX) < f(x)
)]

tengsizliklar bajarilsa va shu bilan birga j <p(X)dx uzoglashuvchi boMsa,

a

o
uholda jf(x)dx integral ham uzoglashuvchi bo‘ladi.

a

. . X+4 .
Misol: i —=dx tekshirilsin.
i Vv?
. +
Yechish: X2 % >3-4 , ammo
? - h = li ;- =
? tI)!1\rr';>2r|/xlII tl)lgé(Zvc 2)= 0

2-teoremaga asosan berilgan integral uzoglashuvchi bo‘ladi.

3-teorema: Agar J|/(jc)jEEt integral yaginlashuvchi boisa, jf(x)dx

a

integral ham yaginlashuvchi bo‘ladi. Bu holda Jf(X)dx integral absolyut
a

yaqinlashuvchi integral deyiladi.

Misol: f ——dx integralning yaginlashishini tekshiring.
1 X

Yechish: *"" < % boiishi ma’lum.
X X

o 111
AMMO 2 Ho=lim (-A)l =3P (2~ +2)=T

Demak, 3-teoremaga asosan j ssr%tll= integral yaginlashuvchi va u
|

bilan birga 1 a integral absolyut yaqinlashuvchidir.
|

2. Cheksiz funksiyalarning xosmas integrallari. Ta’rif: (a;b]
intervalda uzluksiz va x=a da aniglanmagan yoki uzilishga ega bo‘lgan
f(x) funksiyaning xosmas integrali deb

Jf(x)dx =jim ff(x)dx (9.16)
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limitga aytiladi. Agar (9.16)- limit mavjud va chekli giymatga ega
bo'lsa, u holda xosmas integral yaqinlashuvchi deyiladi. Aks holda
xosmas integral uzoglashuvchi deb aytiladi.

[a;b) intervalda uzluksiz va x=b da aniglanmagan f(x)
funksiyaning xosmas integrali ham shunga o ‘xshash ta’riflanadi:

JE)dx =t1im f/(x)dx.

Misol: J © integralni tekshiring.
<1 %
Yechish: x=0 da fiinksiya aniglanmagan.Quyidagilar o‘rinli
bo‘ladi:
| dx _ °rdx+ \dx
Yol 452 L2

1
= 00.
e-*0 otg X o8

Demak, ko‘rsatilgan xosmas integral uzoglashuvchi ekan.

9.7-8. ANIQ INTEGRALNING BA’ZI TATBIQLARI
I.Yassi figuralar yuzalarini hisoblash. a) Aniq integralning
ta’rifidan, agar [0;6] kesmada f(x)>0 bo‘lsa, u holda y=f(c) egri chiziq,

OX o‘gi va x=a hamda x=b to‘g‘ri chiziglar bilan chegaralangan egri
chizigli trapetsiyaning yuzi

S=\f(x)dx (9.17)

a
gateng. Agar [a;6] kesmada f(x)<0 bo‘lsa, tegishli trapetsiyaning yuzi
S = jf(x)dx (9.18)

gateng bo‘ladi.

>Ni=f(x) va y2=<? (X) egri chiziglar hamda x=a va X=b to‘g‘ri
chiziglar bilan chegaralangan D figuraning yuzini hisoblash kerak
bo‘lsin (9.4-chizma).

260



9.4-chizma.

U holda (9.17) formuladan ikki marta foydalanib quyidagini hosil
gilamiz:

5=} (/W -pW)&.

b) Qutb koordinatalar sistemasida yassi figura p=p((p) egri chiziq va
qutb markazidan chiquvch (p = a, @ = P nurlar bilan chegaralangan
boisin (9.5- chizma). U holda ABO egri chizigli uchburchak yuzi
quyidagi formula orgali hisoblanadi:

S="™"\plPdp.

2. Aniq integralning jismlar hajmini hisoblashga tatbiqgi. a)
Jismning hajmini ko‘ndalang kesimning yuzi bo‘yicha hisoblash.
Biror bir jismning V hajmini hisoblash talab etilsin. Bu jismning OX
o'giga perpendikular tekislik bilan kesimining yuzi S(x) ma’Jum bo‘lsin.
(9.6-chizma).

9.5 - chizma.
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t - i
* — n - X
0 b - i X,
9.6 - chizma.
fa\b] kesmani ao=xojcij 2.~ -~n=b huqtalar bilan ixtiyoriy n ta

bo‘laklarga bo'lamiz va bu nuqtalar orgali OX o‘qiga perpendikular
tekisliklar o‘tkazamiz (9.6-chizma). Bu tekisliklar jismni n ta qatlamga
ajratadi, ulaming hajmlarini AVi, AV2,...,AVn bilan belgilaymiz. U
holda

V=]lAK
H
boiadi.
i- chi gatlamning hajmi AVj «S(®j)Axj ekanligini nazarga olsak,
V= Um
max Ar->0 *=| b
va hajmni hisoblash uchun quyidagi formula kelib chigadi:
K=} S(x)dx.
b) Aylanma jismlarning hajmini hisoblash. Agar jism y=f(x),

X=a, X=b, >=o chiziglar bilan chegaralangan egri chizigli
trapetsiyaning OX o‘q atrofida aylanishdan hosil boisa, OX o‘giga
perpendikuldr kesim doiradan iborat bo‘lib S(x)=ity2 yuzaga teng
bo‘ladi (9.7-chizma).
Demak, bu holda

V =n] (f(x))2dx

a

boiadi.
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=1(*)

3. Yassi egri chiziq yoyi uzunligini aniq integral yordamida
hisoblash.
a) y=f(x) chizigning x=a va x=b to‘g°‘ri chiziglar orasida joylashgan
gismi / uzunligini quyidagi formula orqali hisoblaymiz:
I=\jujy?dx-
b) Agar egri chiziqg parametrik tenglamalar orgali berilgan bo‘lsa,
ya’ni

IX=P8 071702
y="
u holda chizigning 0] va 02orasidajoylashgan gismi uzunligi

formula orgali hisoblanadi.
d) Agar egri chizig qutb koordinatalarda berilgan boisa, ya’ni

p=p(cp). a<pP<B,
u holda, egri chizigning 9 =a va @ =B nugtalar orasida joylashgan
gismi uzunligi

I=]Jpz+(pfd<p

formula orqali hisoblanadi.
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9.8-§. ANIQINTEGRALNI TAQRIBIY HISOBLASH

B
To‘g‘ri to‘rtburchaklar formulasi. jf (X)dx aniq integralni tagribiy
a

hisoblash talab qilinsin. Bunda f(x) berilgan [a;b] kesmada uzluksiz
funksiyasidir.

[a; b] kesmani a=x0, xb X2,..., x,,=e nugtalar bilan uzunligi Ox
bo‘lgan n ta teng bo‘laklarga ajratamiz:

So‘ngral/(x) funksiyaning x0, x\,X2,...,X,, nugtalardagi giymatlarini
Yo,YLY2-~Yn-uyn, orgali belgilaymiz, ya'ni
yo=f(x0), y\-f(xx),..., yn=f(xn.
Ushbu yig‘indilami tuzamiz (9.8 a-chizma):
y OmAx+ yy Ox+... +ynv Ax
Yy Ax+>>2" Ax+...+ Ya Ox.
Bu yig‘indilaming har biri fix) uchun [a; b] kesmada integral

yig‘indilari £/(jc,)ax,, Y~f(xi)axi boiadi va shuning uchun [f(x)dx
0 1

integralning tagribiy ifoda etadi, chunki bunda integral yig'indilardan
limit hisoblanmagan:

)F(x)dx « B="-(y0+yl+y2+ ..Aynl),
« n

[f(x)dx«r—A-(yl+y2+... +yn).
a ok

Bular taqribiy hisoblashning to‘g‘ri to‘rtburchaklar formulasi deb
aytiladilar. (9.8.a-chizma).
To‘g ‘ri to‘rtburchaklar formulasining xatoligi

formula bilan baholanadi. Bunda M! integral ostidagi funksiya hosilasi
absolyut giymatining integrallash oralig‘idagi eng katta giymatini
ifodalaydi. Bu tengsizlikdan, ganchalik n katta bo‘lsa, shunchalik
integral anigroq hisoblanishi ko‘rinib turibdi.

2. Trapetsiyalar formulasi
Agar berilgan y=fix) egri chizigni to‘g‘ri to‘rtburchaklar
formulasida boigandagidek zinapoyasimon chiziq bilan
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almashtirmasdan, balki ichki chizilgan sinig chizig (vatar) bilan
almashtirsak, u holda aniq integrating ancha anigroq taqgribiy giymati
hosil bo‘lishini kutish tabiiydir (9.8.b-chizma).
Ac AS A-
a2
A IT!
"1

Yo M.iyz M %

0 0 X X Xl b=x

b)

9.8 - chizma.

Bu holda egri chizigli aABe egri chizigli trapetsiyaning yuzi
yugoridan
AAi AiA2 An.i B
vatarlar bilan chegaralangan to‘g‘ri burchakli trapetsiyalar yuzlarining
yig‘indisiga teng bo‘ladi.

Ammo bu trapetsiyalardan birinchisining yuzi AX,
ikkinchining yuzi y' +y—AX va hokazo boMgani sababli

1f(x)dx>
yoki
\f(x)dx ° 720 ;y Y14y 24~ +Ynd)-
«
Bu esa trapetsiyalar formulasidir.
Trapetsiyalar formulasining xatoligi
p'<M. (b'ay
\2n2

formula bilan baholanadi. Bunda M2 integral ostidagi funksiyaning Il

tartibli hosilasi absolyut giymatining integrallash oralig‘idagi eng katta
giymatini ifodalaydi.
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3. Simpson formulasi
Bu yerda, [a; b) kesmani a=x0, xb X2..., X,,=b nugtalar bilan
uzunligi Axboigan ntateng boiaklarga ajratamiz:

So‘ngra funksiyaning bu nuqgtalardagi yO=f (xn). v,=ffai)...« yarf
(xn) giymatlarini hisoblaymiz. Bunda bo‘linish nugtalaming soni n juft
bo‘lsin deb talab gilamiz. 7 =f(x) egri chizigning X_i, Xj, XjH abssissali
An, Aj, Aiti nuqgtalari orasidagi yoyini shu nugtalardan o‘tuvchi
parabola bilan almashtiramiz. Unda quyidagi munosabat o ‘rinli bo'ladi:

]f(x)dx * (yo+yny2+yax+ ey, 2)+ 4(yi+t y3+ ... +ynl))-

Bu formula Simpson formulasi bo‘lib, uni isbotsiz gabul gilamiz.
Simpson formulasining xatoligi

A<A/4" ~ a)S
«

formula bilan baholanadi. Bunda M4 integral ostidagi funksiyaning 1V
tartibli hosilasi absolyut giymatining integrallash oralig'idagi eng katta
giymatini ifodalaydi.

Ko‘rib o‘tilgan formulalar matematikada kvadratur formulalar deb
ataladigan va umumiy formulalaming xususiy hollari bo‘lib hisoblanadi.
Kvadratur formulalar sohasida matematika bo‘yicha buxorolik birinchi
fan doktori G.N.Salixov katta ilmiy natijalarga erishgan.

Misol: Ushbu

o= a&
1x
integralni to‘g‘ri to‘rtburchaklar, trapetsiyalar va Simpson formulalari
orgali hisoblang.
Yechish: [1; 2] kesmani 10 ta teng bo‘lakka ajratamiz.

AX = n=101
10
deb olib, integral ostidagi iunksiya giymatlari jadvalini tuzamiz:
X0=1 , 70=l. 00000, *1=11 | Yi:O,90909
x2=1,2 , 72=0,83333 . x3=I1,3 , 73=0,76923
x4=1,4, 74=0,71429, x5=1,5 | 75=0,66667
x6=1,6, 76=0,62500, Xe=1,7 77=0,58824
xg=1ls. 78=0,55556, x9=1,9 .  79=0,52632
Xio=2 . kio=0,50000 .
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1) To‘g ‘ri to‘rtburchaklar formulasini tatbiq etamiz:

—*0,1(1+0,90909-K),83333+0,76923+0,71429+0,66667+0,625+
X

+0,58824+0,55556+0,52632)=0,1-7,18773=0,71877
2) Trapetsiyalar formulasini tatbiq etamiz:

I\ — » O,l{ ) + 0,83333+ 0,76923 + 0,71429 + 0,66667 + 0,625 +
X
4

+0,58824 + 0*55556 + 0,52632 =0,69377.
/
3) Simpson formulasini tatbiq etamiz:

f dxe 01(1+0,5+2.2,72818 + 43,45955) = 0,69315.
i X 3
Hagiqatda,

In2=f — =0,6931472
\ £

yettinchi kasr xona birligigacha aniqglikda bo'ladi.
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XULOSA

Intégral hisob matematikaning bir bo‘limi bo‘lib, unda integrallami
hisoblash usullari va ulaming xossalari o‘rganiladi. Integrallami tagribiy
hisoblash usullari ham bunga garashli. Intégral hisobning boshlang‘ich
tushunchalari aniq davrda yuza va hajmlami topishga doir masalalardan
kelib chiqggan bo‘lib, keyinchalik XVII-XVI1II asrlarda I.Nyuton va
G.Leybnis asarlarida nihoyasiga yetkazilgan.

Integrallar ikki xil, anigmas va aniq integrallar bo‘ladi. Anigmas
intégral boshqacha aytganda, boshlang‘ich funksiyalardir.

Boshlang'ich funksiyalami umumiy holda

JI(x>fc=F(x)+C
yoziladi. Shunday qilib, anigmas intégral tushunchasi hosil boiadi.

Agar y =f(x) funksiya xe[a,b] oraligda aniglangan va uzluksiz
boisa, [a,b] oraligni n ta boiaklarga boiish usuli bilan f(x)
funksiyaning intégral yig‘indisi tuziladi.

Natijada, aniq intégral tushunchasiga kelinadi:

ltat/fo)A x =} (*)&.

Aniq intégral JPf(x):F(b)-F(a) Nyuton-Leybnis formulasi bilan
a

hisoblanadi.
Aniq interalning ba’zi tatbiglarini aytib o‘tish mumkin:
1) Yassi figuralaming yuzasi

S =\f{{x)dx yoki S =\y{x)-¢c{x)\ix
formula bilan hisoblanadi.
2) 0 ‘zgaruvchi kuch f(x) ta’sirida [a,b] vaqt oraligda bajarilgan
ish
A- T F)dx
formula bilan hisoblanadi.
3) Notekis harakatda [to,T] vaqt oraligda bosib o‘tilgan yo‘1
S =\3{t)dt-
)

formula bilan hisoblanadi.
4)  Aylanmajism hajmi
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V=x\yldx

formula bilan hisoblanadi.
5)  Mikroorganizmlami [to,T] vaqt oraligda o ‘sish tezligi

®
formula bilan hisoblanadi.

9-BOBGA DOIR TESTLAR

1. Trigonometrik funksiyali ifodalami ratsional funksiyaga
keltiruvchi universal almashtirmani ko‘rsating.
A) sinx=f;  B) cosx=t; C) tgx=/; D) ctgx=t\ E) tg(x/2)=t.

2. t=tg™ universal almashtirishda qatnashgan quyidagi
tengliklardan gaysi biri noto‘g‘ri ?

1—I2
A) sinx =----- B) cosx = -----—-—-- C) dx= - ® D) x=2arctgr;
1+t I+t 1+t

E) keltirilgan barcha tengliklar noto‘g*ri.

3. J'R(cosx’)sinxdx ko'rinishdagi integrallami hisoblash uchun

gaysi almashtirmadan foydalaniladi?
A) cosx=/; B) sinx=/;  C) tgx=t; D) ctgx=f;
E) tg2x=i.
4,  Trigonometrik ifodali |(1 - cos4X)smxdXintegralni hisoblang.

A i *
RYcosx-sirt® x+C\  Bsm*—X4e C)-cosx + 0 4g,

D)sinx---s—l—qs—s-)-(+ C; E)-cosx + §-I%--J—C+(’J.

5. JAsinx)cosxdx ko‘rinishdagi intégral ganday almashtirish
yordamida hisoblanishi mumkin ?

A) cosx=i; B)sinx=/; C)tgx=t; D) ctgx=/; E) tg2x=i.

6. fl—_sx?dx intégral javobi gayerda to‘g‘ri ko'rsatilgan ?
-sinj

A)-*1i-+C; b) _E!f_+c; C)ix ~ +C;
1- cos* T1- sinx 1-sin*

D) -In|l-sin™| +C; E) In|l- cos*)+C.
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7. Quyidagi almashtirmalaming qaysi biridan \R(tgz)dx
ko‘rinishdagi integralni ratsional funksiyali integralga Kkeltirishda
foydalanib boiadi?

A) i=tgx; B) /=sinx; C) r=ctg*; D)/ =tgn;

E) Ko‘rsatilgan barcha almashtirmalardan foydalanib bo'ladi.

8: Jsm2’+lo:cos™ Xdx integralni  hisoblash uchun qaysi
almashtirmadan foydalanish qulay ?

A) sinx=t, B) cosx=t; C) tgx=/; D) ctgx=i; E) sin2x=t.

9. Jsin3xcos5jake integralni hisoblang.

A4 cos8* cos6* _ r,, sin8* cos6* cos8*  sin6*
8- i~ +C ;B )" i i;~+C; C)_ | - i~ +C”’
D) sin4_sn”~+sind+c E)A™ +~ N +C.
' 8 3 4 ! 8 6

10. Jsin"*coe2#lxdx integralni  hisoblash  uchun qaysi

almashtirmadan foydalanish qulay ?
A) sinx=/; B) cosjc=t; C)tgx=t; D) ctgx=/; E)cos2x=t.
11. Isin5xcos3xdx integralni hisoblang.

AN SETX | COBBH, o .gt) SI6Z oS8T,  cos6T syneT .
' 6 8 ' 6 8 6 8
sind_sin™*+c N cos\* + cos*+cC
6 8 6 8

12, Jsin""2*cos2™£&  integralni hisoblash ~ uchun  qaysi
almashtirmadan foydalanish qulay ?
A) sinx=/; B) cosx=t; C)tgx=r, D) cos2Xx=t; E)sin'x=t.

13. jcos xdx ,ntegra}ni hisoblang.

sin *
A) _~E +c; B) -i™ +C; C) +C;
D) -~ 1 +¢; E)-~~+C.

3 3sin *

14.  Jsin2”*cos~2nxdx integralni hisoblash uchun gaysi

almashtirmadan foydalanish qulay ?
A) sinx=r, B) cosx=V, C) tgx=i; D) cos2 X=t, E) sin2
X—t

15.  J-n—2 integralni hisoblang.
cos *
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A) gCjUr; B) +C; c) ~ +C;

D) ~ i +C; E)
3 3cos [
16.  Jsm_2"xcos“ZE;c  integralni  hisoblash ~ uchun  qaysi
almashtirmadan foydalanish qulay ?
A) sinx=f-, B) cosx=f, C)tgx=f; D) cos2x=t, E)sin2x=t.

17. \— Z integralni hisoblang.
sin ATCOS X

A ) oeeee +C; B)-——-F—+C; C )~ +— +C;
SMXCOSX sinocos* sin* cos*

D) tgx+ctgx+C; E) tgx-ctgx+C.

18. JsinmxcosnxdX,m*n,integral gaysiusuldahisoblanadi ?

A) 0 ‘zgaruvchilami almashtirish; B) Boiaklab integrallash;

C) Yoyish; D) Universal almashtirmadan foydalanish;

E) Aniq bir usulni ko‘rsatib boimaydi.

19. -10|sin3xcos2nEcintegralni hisoblang.

A) cosb5x+5cosx+C; B) sinbx+5cosx+C; C) cosbx+5sinx+C;
D) sin5x+5sinx+C; E) -cos3xsin2x+C.

20. jcosmXcoshnxdX, m*n, integral gaysi usulda hisoblanadi ?

A) 0 ‘zgaruvchilami almashtirish; B) Boiaklab integrallash;
C) Yoyish; D) Universal almashtirmadan foydalanish;

E) Aniq bir usulni ko‘rsatib bo‘Imaydi.

0 ‘z-0‘zini nazorat etish savollari

1. Berilgan funksiyalaming boshlang‘ich funksiyasi deb nimaga
aytiladi?
2. Boshlang‘ich funksiya qanday xossalarga ega?
. Berilgan fimksiyaning anigmas integrali deb nimaga aytiladi?
. Anigmas integralning eng oddiy xossalarini keltiring.
. Integrallar jadvalini yozing.
. Bevosita integrallash usuli ta’rifini keltiring.
. Differensial ostiga kiritish usuli nimadan iborat ?
. Boiaklab integrallash formulasini chigaring.
. Anigmas integralda o ‘zgaruvchilami almashtirish usuli nimadan

©O© oo NO 01w

iborat?
10. Eng sodda ratsional kasr deb nimaga aytiladi ?
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11. Integralda universal almashtirish nima ?

12. Aniq integralga ta’rif bering.

13. Aniq integralning xossalarini keltiring.

14. Xosmas integrallarga ta’rif bering.

15. To‘g‘ri burchakli to'rtburchaklar, trapetsiyalar va Simson
formulalami keltiring.

16. Aniq integralning qanday tatbiglarini bilasiz?
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ELOVA
(LUG'AVIY MA’NOSI)

Aksioma - biror matematik nazariya yaratishda boshlangich fakt
(asos) deb qaraladigan va isbotsiz gabul gilinadigan jumla. Matematik
nazariyani asoslashning mantigiy poydevori hisoblangan aksoimalar
sistemasi hamma vaqt ham tugallangan va takomillashgan boimaydi,
balki aksiomalaming o°zi kabi o‘zgarib va takomillashib turadi.
Grek.a*UDjia-hurmatga sazovor boigan shubhasiz jumla; hurmat,
ehtirom, obrol

Algebra - (aljabr) matematik fan boiib, unda gruppa, halga,
struktura va shu obyektlar o ‘rganiladi. Algebraning alohida shoxobchasi
algebradir. Qisqgaroq ma’noda algebra tenglamalar yechish hagidagi
taiim deb garaladi. Ancha keng ma’noda algebra deganda ixtiyoriy
tabiatli to‘plamning elementlari ustida sonlami qo'shish va ko‘paytirish
kabi odatdagi amallami umumlashtiruvchi va amallami o‘rganuvchi fan
tushuniladi.

Algoritm - biror operatsiyalar (amallar) sistemasini maium
tartibda bajarish haqida anig qoida boiib, maium sinfga oid masalalami
yechishga imkon beradi.

Tahlil -nomaiumdan ma’lumga, izlanayotgan berilganga o ‘tish
yoii bilan fikr yuritish yoki isbotlash metodi (usuli).

Matematik analiz - funksiya va limitga o‘tish tushunchalariga
asoslangan bir gator matematik fanlaming umumiy nomi matematik
analizga odatda differensial va integral hisoblari, gatorlar nazariyasi,
differensial tenglamalar nazariyasi, analitik funksiyalar nazariyasi,
variatsion hisob, integral tenglamalar nazariyasi, funksional analiz
kiritiladi.

Analitik geometriya - matematikaning boiimi boiib, unda
obrazlar koordinatalar usulida asoslanib algebra vositalari bilan
tekshiriladi.

Arab ragamlari - quyidagi o‘nta matematik ishoraning nomi:
0,1,2,3,4,5,6,7,8,9. 0 ‘nli sanoq sistemasida istalgan kichik va istagancha
katta boigan har ganday sonni arab ragamlari bilan yozish mumkin.

Arifmetika - (hisob) sonlar va ular ustida bajariladigan amallar
haqidagi fan. Arifinetikada birinchi navbatda natural va kasr sonlar
o‘rganiladi. Arifinetika inson bilimining eng gadimgi tarmoglaridan
biridir. Arifinetika o‘quv predmeti sifatida maktabda I-VI sinflarda
o‘gitiladi va tasviriy ta’riflarga asosan quriladi. Pedagogika institutlari



fizika-matematika fakultetlarining uchta nazariy kursida: ratsional sonlar
arifmetikasi, sonlar nazariyasi va arifmetika asoslarida arifmetika ancha
chuqur o‘rganiladi.

Arifmetik son - dastlabki tushunchaga ko‘ra, har ganday manfiy
bo‘lmagan son. Birmuncha keng ma’noda har ganday son arifmetika son
deb qaraladi.

Oliy matematika - oliy o‘quv yurtlarida o‘gitiladigan matematik
fanlar turkumi boiib, unga analitik geometriya, differensial va integral
hisoblari, differensial tenglamalr, differensial geometriya va boshqalar
kiradi. Lekin bu termin ancha shartli termindir. Elementar matematika
asosan o°‘zgarmas miqdorlar tekshirilgani va matematik masalalami
tekshirishda xususiy metodlar goMlanilgani holda oliy matematikada
o'zgaruvchi miqgdorlar tekshiriladi va tekshirishning umumiy metodlari
goMlaniladi. Bular orasida keskin farq yo‘q, ular bir-biridan fagat
mamlakatimizda ta’lim berish sistemasining tuzilishi va maktabda
matematika o ‘gitish metodikasiga bog‘lig ravishda shunday ajratilgan.

Geometriya - dastlab geometriya shakllar hagidagi, ulaming turli
gismlarining o°‘zaro joylanishi va oichamlari haqgida, shakllaming
almashtirilishi hagidagi fan..

Gradus - tekis burchaklarining o‘lchov birligi, ya’ni u to‘g‘ri

burchakning i gismiga teng bo‘lgan tekis burchak. Grek.gradus-

gadam, bosqich.

Differensial hisob - matematikaning bo‘limi bo‘lib, funksiyalami
hosila va differensiallar yordami bilan tekshiradi. Differensial hisobning
asosiy tushunchalari hosila va differensial bo‘lib, bular o‘z navbatida
ketma-ketlik yoki fiinksiyaning limiti va cheksiz kichik migdorlar
tushuchalari bilan bog‘langan. Funksiya hosilasini bilish funksiyaning
gayerda o‘sishi yoki kamayishi, gayerda maksimumga, munimumga va
burilish nuqtasiga ega ekanligi hagida mulohaza yuritishga imkon
beradi. Bu tushunchalar ko‘p o'zgaruvchili funksiyalami o°‘rganishda
ham tatbiq etiladi. Egri chiziglarga urinma o‘tkazish hagidagi
masalalami yechish munosabati bilan XVII asr matematikalaridan
Dekart, Ferma va boshgalar differensial hisob yaratish sohasida birinchi
gadam qo‘ygan edilar. Differensial hisobning uzil-kesil yaratilishi
I.Nyuton va G.Leybnisning ilmiy ishlari bilan bog‘ligdir.

Differensial tenglamalar - noma’lum funksiyalar ulaming har
ganday tartibli hosilalari va erkli o‘zgaruvchilami o‘z ishiga oigan
tenglamadir.
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Differensiallash - differensial yoki hosila, xususiy hosila, to‘la
differensiallaming hisoblash. Differensiallash differensial hisobning
asosiy amali bo‘lib, bunda differensiallash goidalari va differensiallash
formulalari keltirilib chugariladi.

Isbot - biror tasdiq (mulohaza, fikr, teorema) ning hagigatan yoki
noto‘g ‘ri ekanligini aniglashga imkon beradigan fikr yuritish. Teoremani
isbot qilishda biz tushunchalarga berilgan ta’riflardan foydalanib,
aksiomalarga yoki oldin isbot etilgan teoremalarga tayanamiz. Isbotlash
usulida garab ular quyidagilarga bo‘linadi: analitik; sintetik; induktiv;
deduktiv usullari, teskaridan isbotlash yoki bema’nilikka (ziddiyatlikka)
keltirish yo‘li bilan isbotlash usullari.

Kommutatiblik gonuni - binary operatsiyasi bo‘ysunishi mumkin
bo‘lgan gonun. Agar binary operatsiyasini ko‘paytirish deb tushunilsa, u
holda kommutatiblik gonuni bunday ko‘rinishda bo‘ladi: ab=bc.
Kommutatiblik qonuni ko'pincha o‘rin almashtirish qonuni deb
kommutatiblik qonuniga bo‘ysunuvchi operatsiyalarga misol qilib
sonlari qo‘shish va ko‘paytirish, to‘plamlaming kesishmasi hamda
to‘plamlar birlashmasini ko‘rsatish mumkin.

Kibernetika - mashina, tirik organizm va ulaming birikmalari kabi
tashkil qilingan sistemalarda boshgarish va aloga protsesslarining
umumiy gonuniyatlari birikmalarida informatsiya idrok etish, yetkazish,
saglash, foydalanish va qayta ishlash hagidagi fan sifatida ham ta’riflasa
bo‘ladi.

Koordinatalar - ma’lum tartibda olingan va nuqtaning chizigdagi,
tekislikdagi sirtdagi yoki fazodagi vaziyatini xarakterlaydigan sonlar.
Biror obyektni tekshirish xarakteri va magsadiga garab har xil
koordinata sistemalari tanlanadi, bular yordamida fazoning har bir
nuqtasiga aniqg sonlar to'plami - nuqta koordinatalari mos keltiriladi.

Kontangens - trigonometrik funksiyalardan biri bo‘lib, cigx (x-
argument) orgali belgilanadi. Lotincha co (complementum - toidirish
so‘zining gisqartirilgani) va tangens so‘zlaridan yasalgan.

Koeffusiyent - algebraik ifodadagi koeffitsiyent - bu ifodadagi
ko‘paytuvchidir. Undosh harf bilan boshlanuvchi lotincha so‘z orgali
birikkanda «co» ga aylanadigan «cum» va efficiens (qaratgich kelishigi -
efficientis) —tayyorlovchi, biror narsaga sabab bo‘luvchi so‘zlaridan
yasalgan (kofunksiya, kologarifm bilan solishtiring); so‘zma-so‘ziga;
koefRtsiyent-ko‘maklashuvchi.

Chizigli algebra -  algebraning boiimi boiib, unda chekli
o‘lchovli chizigli fazolardagi chizigli almashtirishlar o‘rganiladi.
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Chizigli algebra chizigli tenglamalar sistemasini, ya’ni o°‘zgaruvchiga
(noma’lumga) nisbatan birinchi darajali bo‘lgan tenglamalami yechish
munosabati bilan paydo bo‘lgan. Chizigli algebraning yaxshi rivojlangan
bo‘limlari matrisalar nazariyasi, formaiar (xususan, kvadrat formalar)
nazariyasi, invariantlar nazariyasidir.

Logarifm - N sonining a asosga ko‘ra logarifm deb shunday n
soniga aytiladiki, a asosni (@>0, a*i) n- darajaga ko‘targanda N soni
hosil boiadi. Kompleks o‘zgaruvchili funksiyalar nazariyada kompleks
sonlarining logarififi (natural logarifm) lari qaraladi. Ta’rifiga ko‘ra, z
kompleks sonning logarifm (Ln z bilan belgilanadi) quyidagiga teng:

Lnz =injz| + iArgz.
Logarim XV-XV1 asrlarda astronomiya va dengizda suzishning barq
urib rivojlanganda kishilik jamiyatining hisoblashga bo‘lgan ehtiyojiga
javob sifatida paydo bo‘ladi.

Matematik logika - matematik isbotlami o°‘rganadigan fan.
Matematik logikaning tekshirish obyektlari firk (mulohazalar) bo‘lib,
ular ustida ham algebradagi sonlar ustida bajariladigan amallarga
o‘xshash amallar bajariladi. Matematik logika ba’zan matematika deb
ham ataladi. Matematik logika elektron hisob mashinalari nazariyasida
goilanadi.

Matematik statistika - eksperiment natijalarini ishlab chigishning
umumiy usullari hagidagi fan. Fizika, kimyo, biologiya, meditsina va
boshqa fanlarda eksprementlar natijasiga faqatgina eksperimentator
boshgaradigan faktorlargina emas, balki juda ko‘p boshga tasodifiy
faktorlar ham ta’sir etadi. Demak, eksprement natijasi odatda tasodifiy
migdor bo‘ladi. Olinaning vazifasi tasodifiy tebranishlarga suyanib turib
bunga sabab bo‘lgan qonun ta’sirini ko‘ra bilishdan iborat. Bunda
go'llaniladigan usullar har xil fanlar uchun umumiy bo'lishi mumkin.
Xuddi ana shu usullar matematik statistikada o ‘rganiladi.

Natural logarifm - asosi e=limj\+£j =2,71828.. transcendent son

boigan logarifm (InN bilan belgilanadi). Natural logarifm Neper nomi
bilan bogianadi, biroq logarifm jadvallarini Neper, Brigg, Byurgi va
boshga matematiklar bir-birlaridan mustaqil ravishda deyarli bir vagtda
tuzdilar.
Teskari trigonometrik funksiyalar -

sinr, cosi, tOX CigX seex, coseci  trigonometrik funksiyalarga teskan
bo‘lgan funksiyalardir. Teskari trigonometrik funksiya ko‘pgina
ratsional kasrlar va kvadratik irratsionalliklami integrallashda hosil
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bo'ladi. Teskari trigonometrik funksiya arkfunksiyalar, ba’zan esa
arkukslar deb ham ataladi. Teskari trigonometrik funksiya trigonometrik
funksiyalar bo‘la olmaydi, shuning uchun ulami trigonometrik
funksiyalarga teskari bo'lgan funksiyalar yoki akrfianksiyalar deb atash
to‘g‘ri bo‘lar edi. Lotincha arcus —yoy (burchak).

Poiensirlash - logarifmlashga teskari amal potensiallash -
berilgan logarifmga garab sonning o°‘zini toping. Potensillash
tushunchasi logarifinik tenglamalami yechishga go‘llaniladi. Nemischa
potenzieren, Potenz - daraja so‘zidan olingan.

Tadbigiy matematika - bu termin matematikani fan va texnikaning
boshga sohalariga (fizika, kimyo, astronomiya, iqtisod, geodeziya,
harbiy ish va injenerlik ishlari va boshgalari) tatbiq etish to‘g‘risida
gapirilganda go‘llaniladi. Tatbigiy matematika bilan tatbiqiy bo‘lmagan
matematika orasida aniq chegarayo‘q.

Radikal - (yoki ildiz) biror a sondan n - darajali ildiz chigarish
amalini ifodalovchi tf matematik ishora, bu bunday yoziladi; Vo-
Lotincha radix - ildiz.

Radius - aylananing har ganday nuqtasini markazi bilan
tutashtiruvchi kesma. Bu kesmaning uzunligi ham radius deb ataladi.
Aylananing radiusi aylana bilan chegaralangan doiraning (shaming)
radius deb ham ataladi. Lotincha radius - g'ildirakning kegayi, nur.

Signum ot x - x ning signumi - hagigiy x sonning funksiyasi
bo'lib, x musbat bo‘lganda funksiya 1 ga teng, x nol bo‘lganda nolga
teng, x manfiy bo‘lganda - 1 ga teng. Bu funksiya Signx yoki sgn*
simvol bilan belgilanadi. Lotincha singnum - ishora.

Sofizm - ataylik chiqarilgan noto‘g‘ri xulosa, biror jumlaning
noto‘g ‘ri isboti. Bunda isbotdagi xato isbotning biror bosgichida ancha
ustalik bilan bilintirmay yuboriladi.

Steradian - fazoviy burchakning o‘lchov birligi. Bir steradian uchi
O(R) sfera markazida bo‘lgan va shu sfera sirtida yuzi R2 gat eng
boigan figura ajratuvchi fazoviy burchakdir. Butun sferada steradian
burchak bo‘ladi. Grekcha orepeoC - fazoviy, radian lotincha radius -
nur, kegay so‘zlaridan olingan.

Tangens - trigonometrik funksiyalardan biri. Lotincha tangens -
urinma (tango - urinaman).
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