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С ^З  БОШ И

Ушбу китоб 1993 (1 том) ва 1995 (II том) йилларда 
уцув кулланма сифатида чоп этилган «Математик анализ 
курсидан мисол ва масалалар туплам»ларининг давоми 
булиб, у комплекс узгарувчили функцияларнинг анализи 
буйича мисол ва масалаларни уз ичига олади.

Бу китобда \ам  аввалгиларидаги анъаналар, жумладан 
таърифлар, теоремалар, тасдицлар киска, аник, ва равон 
булишига, уларга дойр мисол ва масалаларк-« ечиб курса- 
тишда дастлаб содца ва муайян тасаввур \осил . .млинган- 
дан кейингина мураккабларини ечишга утг.иш ига ало- 
х,ида эътибор бердик.

Мисол ва масалаларни шар\лаб, уларни ечиб куфса- 
тишдан кузланган максад, бир томондан, комплекс ана
лиз курсидан олинган назарий билимлардан мисол ва 
масалаларни ечишда фойдалана борилишини намойиш 
Килиш булса, иккинчи томондан, табиий фанларга оид 
масаааларни ечишга тайёрлашдан иборатдир.

Маълумки, х^ки^ий ва комплекс узгарувчили функ- 
циялар анализи орасида ухшашликлар Ва тафовутлар бор. 
Виз мазкур китобнинг х,ар бир бобида келтирилган мисол 
ва масалаларда ана шу ухшашликлар ва тафовутларни анг- 
латиб боришга ,\аракат цилдик. Айни вактда комплекс ана- 
лизга хос булган усуллар ало\ида таъкидланди ва улар 
ёрдамида алгебра ва х.акикий узгарувчили функциялар 
анализининг айрим масалаларини (масалан, чегирмалар 
ёрдамида аник, интегралларни \исоблаш) содда х,ал эти- 
лиши курсатилди.

Мазкур китоб университетлар ва педагогика институт- 
лари талабалари учун мулжалланган булиб, укув адабиёти 
Давлат таълим стандартининг бакалавр мутахассислиги 
Б.01.01.00 — «Математика», Б.01.02.00 — «Татбикий ма
тематика ва информатика» ва Б.01.03.00 — «Механика» 
йуналишларига мос келади.
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Кулланма олти бобдан иборат булиб, унда комплекс 
сонлар, комплекс аргументли функциялар, элементар 
функциялар ва улар ёрдамида бажариладиган конформ 
акслантиришлар, комплекс аргументли функциянинг 
интеграли, кдгорлар, чегирмалар назарияси мавзулари 
оаен этилган.

билан таъминланган х,амда 2076 та мисол ва масалалар 
мустакдл ечиш учун тавсия этилган.

Кулланма кулёзмасини укиб, унинг мукаммаллашишига 
уз хиссаларини кушган Тошкент давлат университети ма
тематик анализ кафедраси аъзоларига муаллифлар уз мин- 
натдорчиликларини билдирадилар.



I боб 

КОМПЛЕКС СОНЛАР

1 - § .  К о м п л е к с  с о н  т у ш у н ч а с и .

К о м п л е к с  с о н л а р  у с т и д а  а м а л л а р

Комплекс сон тушунчаси укувчига алгебра курсидан 
маълум. Мазкур курсда аргумента комплекс узгарувчи 
булган функцияларга дойр мисол ва масалалар билан шу- 
рулланишимизни эътиборга олиб, комплекс сонлар тугри- 
сидаги маълумотларни келтирамиз.

Маълумки, комплекс сон
1 = х + ¡у = ( ')

куринишда ифодаланади, бунда л: ва у лар \акикий сон
лар, / эса (г2= - 1) мав^ум бирликдир.

Одатда х  х.ак.ик.ий сонга I комплекс соннинг хациций 
к,исми дейилиб, у Яег каби белгиланади:

х =  Яег
(Яе — лотинча геаИБ — «^ак^кий» деган маънони англа- 
гувчи суздан олинган).

у ^ак,ик,ий сонни эса I  комплекс соннинг мавхум кис'  
ми дейилиб, у 1т г  каби белгиланади:

у  = 1ггц;
(1т  — лотинча ¡тацтапга — «мав\ум» деган маънони анг- 
латувчи суздан олинган).

Агар (1) да у= 0 булса,
1 = х  + / 0 =  х

булиб, I х,акик,ий х сонга тенг булади.
Агар (1) да х=0 булса,

г =  0 + / > =  ¡у

булиб, бу хрлда г соф мав\ум сон булади.
( 1) да х=0, у=0 булса, г комплекс сон 0 га тенг бу

лади.
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Иккита

¿ Г Х1+‘Уг *2=Х.2+1У2 (2)
комплекс сонлар берилган булсин.

Агар (2) да х = х 2, у,=у2 булса, у \олда г, ва z2 комплекс 
сонлар бир-бирига тенг дейилади ва каби ёзилади.

Агар (2) да х2=*р у2=—у, булса, у \олда г, комплекс 
сон z{ га ъушма комплекс сон дейилади ва г, каби белгила
нади. Демак,

I  = х+1у  булса, г = х + /> = * - / >  булади.

Масалан, I  = 5 + ^ / комплекс соннинг кушмаси

¿ = булади, г= 2—3/ комплекс соннинг кушмаси
I = 2 + 3/ булади.

Энди комплекс сонлар устида амалларни келтирамиз. 
Иккита
£,=*,+/>, ва z1:=xЛiy2 комплекс сон берилган булса, 

ушбу (х, +х2)+/(у|+у2) йигинди *ам комплекс сон булиб, 
zl ва г, комплекс сонларнинг йигиндиси дейилади ваг, +г2 
каби белгиланади:

г| +г2=(дс1+х2)+/(.у| +>>2).
Кушиш амали куйидаги хоссаларга эга:
1 +z2—z:!+z] (коммутативлик).
2°. z.+(z2+'zJ)=(,ẑ  +г2)+г3 (ассоциативлик).
Ушбу

комплекс сон z l ва z2 комплекс сонларнинг купайтмаси 
дейилади ва z x̂ Z2 каби белгиланади:

z¡■z1:=(x¡■x2- y |■y2)+i(xty2+y|x2).

zl ẑ2 купайтма (х|+/>'|) (х2+/>’2) ифодани хадма-хад купай- 
тир'ишдан Х.ОСИЛ булишини куриш к,ийин эмас:

(х,+/>1)(х 2+/у2)=х,х2+х| •/>2+/у| -х2Н 2у,у2= 
=(ххх2- у ху2)+Цхху2+ухх 2). '

К уп ай ти р и ш  амали куйидаги хоссаларга эга:

1°. г, г 2= г ,  г| (ком м утативлик).
2е. г,(г2 г з )= (г ,г 2)г3 (ассоциативлик).
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3°. (г|+г2)-г,=г|г3+г2г3 (дистрибутивлик).
Ушбу

ХЛ+У1У2 , ;У1х2~х>Уг ) 2 ■) 2 4+У2 Х2+У2

комплекс сон г, ваг2 комплекс сонларнинг нисбатинет- 

ла т  ва ^  каби белгиланади. ^  = *'2+!у2 нисбатни \исоб-

лашда касрнинг сурат ва махражини г2=х2—¡у2 га купайти- 
рилади:

А _ -У|+<>1 _ (ЛГ| )(-Х'2~'>2) _ Х\Х2+У\У2 + I У\Х2~Х\У2
12 х2 +'>2 (х2 + 1Уг)(х2-‘У2) х] +У2 Х2+У2 ’

Бирор г комплекс сон берилган булсин. Ушбу
I  ■ £•••■•£

** ;

комплекс сон г комплекс соннинг п — даражаси дейила- 
ди ва I" каби белгиланади:

г" = г ■ г-■■■■г
п та

1-м  и с о л .  Ушбу

г, = 1 + / Л ,  г2 = 1 -  / Л

комплекс сонларнинг йигиндиси, айирмаси, купайтмаси 
ва нисбатини топинг.

Юкррида келтирилган коидалардан фойдаланиб топа-
м и з :

+ г2 = 1 + / Л  + 1 — / Л  = (1 + 1) + ( Л  -  Л ) /  = 2, 

^ —£ 2 = 1 +  / Л  -  1 + / Л  = (1 -  1) + ( Л  + Л У  — 2Л /, 

г, •*, = ( 1 + / Л ) ( 1 - / Л )  =

= ( 1 1 -  Л ( - Л ) )  + /(1 ( - Л )  +  Л  • 1) = 4 +  / ■ 0 = 4,

г]_ _  1+<ч/3 _  11+УЗ(-УЗ) • Л  | - 1 ( - Л )  _  
г2 1-/-УЗ 12+ (-7 з )2 12+ ( - Л ) 2

_  ^2  + / 2л/3 = _ 1  + /  VI
-  X  + ' 4 2 2



и ф о д а н и н г  к ,и й м а т и н и  т о п и н г .
А г а р

1 ± /  =  _ I 1 + Í ) Í _  =  J ± 2 / + ¿  _  2/ I  ;
I- i  (1-|)(1+0 1_,-2 2 ’

\ а м д а

(1 + /л/3)" = 1 + 2л/3/ + 3 i 2 = -2 + 2л/3/ 

б у л и ш и н и  э ъ т и б о р г а  о л с а к ,  у н д а  

{?/ + (1 + Ÿ = i - 2  + 2 л/3 / = - 2  + (1 + 2 >/з )/

э к а н л и г и н и  т о п а м и з .
3 - м  и с о л .  У ш б у

a) Zi +  Zi  =  ¿ i  +  г 2,

б)  Zi -Z2 = 1 \  ■ Z2

т е н г л и к л а р н и н г  у р и н л и  б у л и ш и н и  к у р с а т и н г .  
А й т а й л и к ,

*,+'>„ Z2= x 2+iy2

б у л с и н .  У н д а

Z, =  я ,  -  /V,, г2 =  х 2 -  iy2 

б у л а д и .  Р а в ш а н к и ,

г,+г2= (*,+/>,, )+(x2+í>2) =
Д е м а к ,

Si +Z2 =(Jf|+JC2)-/-(y,+y2).

И к к и н ч и  т о м о н д а н :

(х,+*2) - /  (>',+>>2) = ït + Ï2

б у л а д и .  К е й и н г и  и к к и  т е н г л и к д а н
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б у л и ш и  к е л и б  ч и к а д и .
Э н д и  б )  т е н г л и к н и н г  у р и н л и  б у л и ш и н и  к у р с а т а м и з .  
Р а в ш а н к и ,

г ]̂ 2Н х у+1у1)(х2+1уг)=(х1хг у,у2)+Кх,у2+х2у 1).

Ун да

2 :2 2  = (х | -х2- .у |;у2) - / ( х 1.у2+ х 2у 1)

б у л а д и .  А г а р

(х1 х2- у |>'2)-/'(х|у2+х>у|)=х|(х2-/у2) - у |0 ’2+/х2)=

=х, (х~1у2)+>>,(/7У2-/х2)=х, (х2-  />2) - />, (Х2 Ч у 7)= 

=(х-/у,)(х2-/>2)= 1\ ■ Ъ

б у л и ш и н и  \ и с о б г а  о л с а к ,  у  * о л д а  к е й и н г и  и к к и  т е н г л и к -  
д а н

г\ 1г = Ь ■ 1г

э к а н л и г и  к е л и б  ч и к а д и .

г , ,  z v  1п к о м п л е к с  с о н л а р  у ч у н

г, + z2+■■■+zп = I, + г2+ ..+ г„ .

Z¡ ' — Z| ' Z2'•■■'Z„

б у л и ш и  ю к р р и д а г и д е к  к у р с а т и л а д и .

МИСОЛ ВА МАСАЛАЛАР

К у й и д а г и  к о м п л е к с  с о н л а р н и н г  \ а к ; и к и й  в а  м а в х у м  
^ и с м л а р и н и  т о п и н г :

1. а )  } ;  б )  ; в)  Д .

2. а) -р^; и ! ’ в  ̂ 1+',Л •
2 2

3 а \ ±  + 1 ' б) (1+0(1~2-^ а> 1+1 1-1 ’ ' 1-1
9
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4' а) П + /хЬ т); «>И  + М -

*• • > ' Ч + £ - £ -

<•■ «> 7+ 7 ; О  ¿ й ______________
---------- 7 ЬГ1

7- о ) (Й Й 7 ; ^ ( т - Р 7 ) ( 1 + ^ ) .

8- А)(1+ /)(1- 2|)(1 - / ) ;  б)
У М )

9 И Х Ч )
' И > - •

Куйидаги тенгликларни исботланг: 

1Ъ.а) 1 + 1 = 2К ?ъ б ) г - 1  = 2/ 1шг;
в )  ( г )  =  г .

П . с) (гГ -г2)= г , - г 2;

^ ^ 1  = =  (*2 * 0).?2

2 - § .  К о м п л е к с  с о н н и н г  г е о м е т р и к  т а с в и р и .  

К о м п л е к с  т е к и с л и к

Текисликда тугри бурчакли Оху Декарт координаталар 
системасини олаилик. Охукда (абсциссалар укида) комп-

хацикий кисмини’ °У ухда (ординаталар 
ук, да) мос комплекс соннинг мавхум кисмини жойлаш- 
тирамиз. Натижада,

I  =  х +/у

комплекс сон текисликда координаталари х  ва у булган 
М(х, у) нуктани ифодалайди (1- чизма).

Шу М ( х ,  у )  нукта 1—х + 1у  комплекс соннинг геометрик 
тасвири деиилади. Масалан, / комплекс соннинг геомет-
0И-ч и зт )ВИРИ текисликнинг Л(0,1) нуктаси булади
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1- чизма

Демак, \ар  бир комплекс сон текисликда битга нукта- 
ни ифодалайди.

Аксинча^текисликдаги \ар бир нукта хак,ик,ий кием и 
шу нук,танинг абсциссасига, м ав^м  к^геми эса ордината- 
сига тенг булган комплекс сонни ифодалайди.

Бу \ол комплекс сонлар туплами билан текислик нук,- 
талари туплами орасида узаро бир кийматли мослик бор- 
лигини курсатади. Шуни эътиборга олиб, комплекс сон де- 
ганда текислик нуцтасини, текислик нуктаси деганда ком
плекс сонни тушунавериш мумкин.

1- чизмада ОМ векторга Mix, у) нуктанинградиус век- 
тори дейилиб, бу векторнинг узунлиги г га zr=x+iy комп
лекс соннинг модули дейилади. Комплекс соннинг модули 
|г| каби белгиланади. Пифагор теоремасига кура

r = yf s 7 /  О

булади. ОМ вектор билан ОХ вектор орасидаги<р бурчак z 
комплекс соннинг аргумента дейилади ва (p=arg z каби 
белгиланади.

arg z =

arctg ̂ , агар х  > 0, у > 0 булса, 

arctg ̂  + л, агар х  < 0 б^лса, 
arctg ̂  + 2л, агар х  > О, у  < 0 булса.

(**)

тенгликнинг уринли булишини куриш кийин эмас.
И



1 - чизмадан

сс« ф = ± , бш ф = -̂

эканлиги ва бундан
I =  х+гу =  Г с тр + г  япф = г (сояр + / апф) (3)

ифидага эга буламйзГБу ифода г комплекс соннинг триго
нометрии: ифодаси (шакли) дейилади.

Одатда
е^= со5ф+/5Шф (4)

тенгликни Эйлер формуласи дейилади. Бу муносабат ке- 
йинрок,, н~е~ функцияси урганилганда, исбот килинади. 
(3) ва (4) муносабатлардан

г  — ге"°

булишлиги келиб чикдди.
1 - т е о р е м а .  Иккита г,  ва ^  комплекс сон купайтма- 

сининг модули шу комплекс сонлар модулларининг купайт- 
масига тенг:

к'-г21 =  к 1|-к2|.
Иккита комплекс сон купайтмасннинг аргументи шу комп
лекс сонлар аргументларининг йигиндисига тенг/'

а ^ ^ - г ^ а г ^ + а щ ^ .
2- теорем а. Ушбу

И  = |г|",
1 1 1 1  ( лб АО (5)
яг%гл = тх%г

тенгликлар уринлидир.

3 - т е о р е м а .  Иккита комплекс сон нисбати ~  учун

а ^ - ^ а ^ - а ^

тенгликлар уринлидир.

1 Комплекс сонлар аргументларига дойр келтириладиган тенглик- 
ларда комплекс сон аргументи шу сонга мос радиус векторнинг те- 
кисликдаги х,олати маъносида тушунилади.
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(3) му,носабат ва 2- теоремадан
\г (со5ф+/ 5тф)1'| =  /*(соБ/гф+г Бшяф) ___ ___(6)

булиши келиб чикдди. Бу Муавр формуласи дейилади.
4-м и с о л . Ихтиёрий г, \амда г2 комплекс сонлар учун

1к ,1 — 1̂ 11 ^ к,-»-г2| < к,| + к2| 
б^лишини курсатинг.

г, ва 12 комплекс сонлар 2- чизмада курсатилган ОА 
\амда О В векторлар оркдли ифодаланган дейлик. Унда ОС 
вектор г,+г2 комплекс сонни ифодалайди. ОА векторнинг 
узунлиги \г}, о в  векторнинг узунлиги |г2| хдмда ОС век-
торнинг узунлиги эса |г,+г2| эканлиги ва учбурчак бир то- 
монининг узунлиги крлган икки томони узунликлари йи- 
яиндисидан катта эмас, айирмасидан эса кичик эмасли- 
гидан берилган тенгсизликнинг уринли булиши келиб 
чикдци.

5- м и с о л .  Куйидаги

1 ) г  =  3 /, 2 )  г  =  1 +  с о 8 у  +  / в т - у  3) г  = - ^  0  -  О

комплекс сонларнинг модули \амда аргументини топинг.
Берилган комплекс сонларнинг модули \амда аргумент - 

ларини (*) ва (**) формулалардан фойдаланиб топамиз:
1) г=3/ комплекс сонда х=0, у= 3 булиб,

\1\ = у1х 2 +У> = л/9 = 3-
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2) ^= l+ cosy  + / s i nу  комплекс сонда

X  =  1 +COS у ~ y  =  s i n f

булади. Унда

И  = А 2 + У2 = -Jo + COS f ) 2 + (sin f ) 2 =

= ^ 2(1 + cos у) = ^4 cos2 - i  = 2cos-¡^

булади.
Берилган комплекс сон учун .х>0, у>0 б^лганлиги са- 

бабли

агвг  = arc<g í - ю с Ц ^ г -

2sin-j7-cosA _
= arCtg~ 2cos2^  =аГС^ и )  = И -1 ч

булади. Демак,

1 + cos ̂  + / sir. f  I = 2 cos -гг ,
I '  7 |  14

arg(l + cos f  + / sin -I) = гг •
/  7 14

3) г -  ') комплекс сонда x =  , у =— була
ди. Унда 4

И = J 7 7 7  = = ,

булади. Кдралаётган комплекс сон учун *>0, у<0 булган- 
лиги сабабли

arg¿ = arctg ~ + 2к = -arctgl + 2тс = - ^  + 2тг = ^
л  4 4

14
>

_____ __ .... ................. ....J

яъни ф = у  булади.

Демак, |3 /| =  3, arg(3/) =  у  .



U k c i - ' f c h

• Ч * « 1

6- м и с о л  . Ушбу

Z = -1 + />/3

комплекс сонни тригонометрик шаклда ифодаланг. 
Берилган комплекс сонда х = -1 ,  y = -J3 булиб,

г = |г| = у]х2 + у 1 = J 1 + 3 = 2.

Ф = arg г = arctg j  + я = arctg(—Уз) + я = -у-

булади. У хрлда (3) формулага кура берилган комплекс
сон ушбу

Z = -1 + /л/3 = 2(cos Др- + i sin l f )

тригонометрик куринишга эга булади.
7 -м  и с о л .  Агар P{z)=aj¿ + a lz r i+ - +an̂ iz+an, (a& R,j= \ ,

2, я) булса, у х,олда p (z ) = P ß )  булишини курсатинг.

Ихтиёрий иккита комплекс сон zv Z2 учун

Z\ ■ Zi = Z\ ■ Z2, Z\ + Zi = Z\ + Z2,

тенгликлар уринлидир (к.. 3- мисол).
Бундан

7(Z) = atíz" +ö,Z"-1 +...+a„_,z + an =

= ä„ ■ z" + atz n~'+- -+án-1 z + ä„ =

= an ■ z" + atz"-' +...+o„-i ■ г + ая = ^(г).

8- м и с о л .  Ушбу
А„ = 1 + гсовф + г2 соз2ф+..+/'''"1 cos(« -  1)ф.

= /-5Шф + г1 5т 2ф+..+г"'1 sin (« - 1)ф

йириндиларни топинг.

булади. Д ем ак ,

15



Бу тенгликлардан иккинчисини/ га купайтириб, сунгра 
уларни хдцлаб кушамиз:

Л,+ ,5п= (1+/' С08Ф+/' 2с052ф+...+/"'“1С05(«-1)ф) + 
+ /(r s in ç+ r ! sin2 9 + ...+ r ’,_lsm(n—1 )ф )=

= 1+Г(С05ф+/51Пф) + /-2(С052ф+/51п2ф) + . . .+
----t-r "_ /(COS(/7—ty p  1 7  sin(w—typ):—

Агар
Z= F (С 05ф +  i вШф)

дейилса, у \олда
A/+iß/i=l+z+z2+...+z"~l

булади. Геометрик прогрессиянинг \адлар йигиндисини 
топиш формуласидан фойдалансак, унда

А„ + iB„ = 1- г

булиши келиб чикдди.
Равшанки,

1- г "  _  l- / - ”(cos<p-H/sin<[>)” (!-/•” cos n<p)—ir" sin лф 
1- г  1 —/"(eos ф+/ sin ф) (1- r  c o s ç ) - /r  sin ф

Демак,
А + i В -  ^ ~ r " cos sin ЯФ

" " (1—г cos ф)—/7* sin ф

Кейинги тенгликнинг унг томонидаги касрнинг сурат ва 
махражини махражнинг кушмасига купайтириб, топамиз:

^  + D _  1(1—г" cos nq>)-irn sin mp][(l- r  cosф)+ir sin ф] _
 ̂  ̂ zi ч2 2-2(1 ~ f  cos ф) +л sin ф

_  (1 - г я cos mp)(l- г  cosф)+/-л'1'1 sin ф sin иф
2 л , +Г -2ГС05Ф + 1

, ; ( 1 - r "  COS Лф)г sin ф -(1—reos ф)г" sin Лф“Г I г - —
г  - 2 r c o s < f + l

_  ГЛ+' cos( Л—] )ф —г '1 COS Лф-Г COS ф + 1 
/• -2/-С05Ф+1

+ 1. Гп*1 5т(л-1)ф-г” sin Лф+rsin ф
г2-2гсо5ф+1
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Комплекс сонларнинг х.ак.ик.ий \амда мавхум к,исмла- 
рини тенглаштириш натижасида

12. Ушбу ва 12=х2+1у2 комплекс сонлар учун 
1\+г2 ва г~ 1 2 ларнинг геометрик маъносини антуганг ва 
уларни чизмада тасвирланг.

13. Агар г,, г2, г3 нукталар параллелограммнинг кетма- 
кет жойлашган учлари булса, у \олда параллелограммнинг 
г7 га кдрама-карши булган г4 учини топинг.

Куйидаги комплекс сонларнинг модули ва аргументи- 
ни топинг \амда уларни тригонометрик шаклга келти- 
ринг:

18. а) -  ссву + /вШ у; б) Ы (М )).

19. а) —со5ф-(51пф; б) \ —с о з а + /8 т а .
20. —5та+ /(1+ со5а), 0<а<л.
21. Муавр формуласидан фойдаланиб, созЗф функция- 

ни совф ёрдамида ифодаланг.

Гп+[ С05(Л—1)ф-г” С05Лф-/-С05ф + 1
Г2 - 2 Г С С «ф  +  1

г"+1 5Ш(Я-1)ф-г" 51~П ИфН-Гвтф 
Г2 - 2 /" С 0 5 ф  +  1

булади.
Демак,

1+ Г  С 0 5 ф + Г 2С 0 5 2 ф + .. Л  Г" 'С 0 5 ( « - 1  ) ф =

_  г " +1 С 0 5 ( /! - 1 )ф - г "  с о $ т р - г с о $ < р + 1  

г 2 - 2 г с с к ф + 1

Г 5 т ф + Г !8 т 2 ф + . . . + Л ' 15 т ( я — 1 ) ф =

_  г " +1 5 |П (п -1 )ф - /~ "  5Ш П ф + Г Б Ш  ф 

Г2 - 2 г С 0 5 ф  +  !

МИСОЛ ВА МАСАЛАЛАР

14. а) /'; б) - 3 .

15. в ) - 1  + 4 ;  « ) - 1 - 4 -  

16. а) 1  + 4 ;  «) 1 - 4 -

2-952 ,  — <7

| чктд аж н  зал



22. Муавр формуласидан фойдаланиб, 5т 5ф функция- 
ни втср ёрдамида ифодаланг.

Амалларни бажаринг, х;осил булган комплекс сонлар- 
нинг модули ва аргументини топиб, уларни комплекс те- 
кисликда тасвирланг:

23. а) (1+/Уз )3; б) ( - 4+31гУ.____________________

24. а) (1+/)10; б) (1 +/)8( 1 —/>/3 )~6.

2 5 .« , ( 1 „ ( - * ♦

26.«) + 6)

К у р с а т м а .  23-27- мисолларни ечишдакомплекссон- 
нинг тригонометрик шакли ва Муавр формуласидан фой- 
даланинг.

28. Ушбу

к  +*2|2 + к  - г 2|2 = 2(|г,|2 + |г2|2)

тенгликни исботланг.
Муавр формуласидан фойдаланиб 29—33- мисоллардаги 

ифодаларни соддалаштиринг.
29 .(73-0".
30. (1+ол.

32. О + сова+ ^та)"

33- ( г ^ |а )  (а  — хдк^кий сон).

34. Агар г  + 7  = 2 « к  а  булса, у \олда г" + = 2соз па
z  г

тенгликнинг уринли эканлигини исботланг.
35. ^ ) = а 0?+ а]?~'+...+ап булсин. Ушбу

а) Я(г) = Щ  б) Р(1) = -Р(Т)
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тенглик z нинг ихтиёрий цийматида уринли булиши учун 
P(z) куп\аднинг коэффициентлари к,андай булиши керак?

Йириндиларни топинг:
36. a) 1 + c o sx + c o s  2 x + ...+ co s  их; 

б) sin x + sin  2 x + ...+ s in  пх.
37. a) c o sx + c o s  Зх+ ...+ c o s  (2л~1)х; 

б) sin x+ sin  Зх+ ...+ s in  (2л—1)х.
38. sin л—sin 2 х + ...+ (— íy^'sin пх.
39. a) co sa + co s(a + P )+ ...+ co s(a + /i( i);

6) s in a + sin (a + P )+ ...+ sin (a + /? p ).

3 - § .  К о м п л е к с  т е к и с л и к д а  с о х , а

Г. Маълумки, текисликнинг барча ну^талари туплами 
билан барча комплекс сонлар туплами орасида узаро бир 
кийматли мослик мавжуд. Бунда барча \акик,ий сонлар- 
нинг геометрик тасвири абсциссалар укини, барча соф 
мав\ум сонларнинг геометрик тасвири ((0,0) нуктадан 
фаркди) эса ординаталар ук^ни ифодалайди. Шунинг учун 
абсциссалар уцини %ациций щ , ординаталар укини эса 
мав^ум ук дейилади.

хОу текисликнинг \ар бир нук,таси комплекс сонни 
ифодалаганлиги сабабли шу текисликни комплекс текис- 
лик дейилади ва С \арфи билан белгиланади. Комплекс 
сонлардан ташкил топган бирор тупламнинг С  текислик- 
даги геометрик тасвири шу текисликда, табиийки бирор 
шаклни аникдайди.

9- м и с о л . z{,=х0+/>пе Стайинланган нук,та булсин. Ушбу
I Z—Zg I <р тенгсизликни к.аноатлантирувчи барча нук;та- 

лар тупламини С текисликда тасвирланг. Б.у ерда р>0 
х.ак.ик.ий сон.

Z комплекс сонни x+iy га тенг деб оламиз. Унда
г - г 0= (х + /у ) - (х 0+/>0) = ( х - х 0) + /(у -у 0) 

булиб, бу z~zt) комплекс соннинг модули

\z -  Zo\ = y¡(x -  xQ)2 + (у -  у0)2 

булади. Натижада, к^аралаётган тенгсизлик куйидаги 

у] ( х  -  х 0)2 + (у -  уп)2 < р,
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куринишга келади. Бу маркази (х0, у0) нуктада, радиуси р 
га тенг булган очик доирадир.

Демак.

к -^ К р
тенгсизликни каноатлантирувчи нукталарнинг геометрик 
урни С да маркази ^  нуктада, радиуси р булган очик, дой
ра булар экан.

10- м и с о л . Комплекс текислик С да ушбу

\z -  а\ < |1 -  az\

тенгсизликни каноатлантирувчи нукталарнинг геометрик 
урнини топинг, бунда а — х^кикий сон.

Аввалгидек,
2 = x+iy

деб оламиз. Унда z = х  -  iy булади.
Равшанки,

Z~a=x+ iy—a=x—a+iy,
\ ~ a z = l ~(ax—iay)= 1 —ax+iay.

Бу комплекс сонларнинг модуллари

\z - c \  = у](х -  а)2 + у 2, |1 -  az\ = У(1 -  ах)2 + а2у 2

булиб, берилган тенгсизлик куйидаги

-J (x -a )2 + у 2 < 7(1 -  ах)2 +а2у 2

куринишни олади. Бу тенгсизликда содда алмаштиришлар 
бажариб ушбу

( 1—fl2)(x2+y2)< (l—а2)
тенгсизликка келамиз.

а) агар 1— а2>0 булса, у \олда
х2+у2<1

булиб, бу маркази (0, 0) нуктада, радиуси 1 га тенг булган 
очик дойра булади.

яъни

(_X -A -o)2+ ( y - J / n) 2 < p 2

20



б) агар 1— а2<0 булса, у х,олда______
х2+У >1

булиб, бу маркази (0, 0) нуктада, радиуси 1 га тенг булган 
ёпик, доиранинг ташци цисми булади.

2°. Энди комплекс текисликда эгри чизик, \амда со\а 
тушунчаларини келтирамиз.

Айтайлик,
х = х(0, у  = у( О

функциялар [а, р] да ([а, Р]с:/?) аникданган ва узлуксиз 
булсин. Унда

I  = *+/>
комплекс сон \ак,ик,ий узгарувчи ? га боглик, булиб, 

___________  Z = 1(1) = хЦ)+¿уи)
\ак,ик,ий аргументли комплекс к,ийматли функцияга эга
буламиз.

Равшанки, г узгарувчи [а, (3] сегментда узгарганда z(t) 
функциянинг к,ийматлари С да узгариб, бирор эгри чи- 
зик,ни ташкил этади. Шу сабабли

1 =  г(() ( а  <  /  <  р )

функцияга эгри чизикнинг параметрик тенгламаси дейи
лади.

Агар 1=1^ )  да V г,, г2е [сх, р] учун г,*г2 булишидан 
г(Г,)*г(^2) булиши келиб чикса, у х,олда г=г(0 эгри чизик, 
содда чизик дейилади.

Агар г(а)=г(Р) булса, г=г(0 эгри чизик\ёпик чизик дей
илади.

11- м и с о л . Ушбу
г = 1^) = Тъ+ге*' (-л  < / < к) (7)

функция аникдаган эгри чизик,ни топинг, бунда ^  — ком
плекс сон, г>О узгармас сон.

Агар
г = х+1у, 10= х 0+1у п

дейилиб,
е"= С05Н-/8Ш? 

булишини эътиборга олсак, унда (7) тенглик
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Х + (у  =  Х „+ /> 0=  Г  СО Б/+ /Г вШ /,

ЯЪНИ

Х+1у = (Х0+/-СО5Г)+/(у0+Г5(пГ)
куринишга келади. К ейинги тенгликда \ак,ик;ий ва мав\ум  
кисмларини б и р - б и р и г а  тенглаб,

тенгликларни х^осил циламиз. Бу маркази (х0, уп) радиуси 
г булган айланадир. Демак,

функция маркази (х0, у0) нук,тада радиуси г га тенг булган 
айланани ифодалар экан.

И з о х : бу айланани |г—̂01=г тенглама билан х,ам ифо- 
далаш мумкин.

12- м и с о л . Ушбу

функция аникдайдиган эгри чизицни топинг, бунда а, Ь
— узгармас х1ак>ик>ий сонлар.

I  комплекс сонни г=х+/у деб, сунгра

муносабатлардан фойдаланиб,
X + ¡у = (сов ? + / 5Ш /) + (СО$ / -  / БШ ()\

булишини топамиз. Кейинги тенгликда х.ак.ик.ий ва мав\- 
ум кисмларни бир-бирига тенглаштириб,

тенгликларга келамиз. Бу ярим укдари а ва Ь булган эл- 
липсдир. Демак,

г = г(0=г0+ге/'

е"= сое Н7 5тг, 
еч'= сом— / вт?

яъни
х+/у = а соь1+1Ь втг

(О < / < 2п)
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функция эллипсни ифодалар экан.
13- м и с о л  . Ушбу

z -  a(cos3í+ i sin3/) (0< í <2п)
функция аник^аган эгри чизикни топинг, бунда а — узгар
мас мусбат сон.

Агар z=x+iy  дейилса, унда
x+iy =  a (cos3t+¿ sin3/) =  acos3t+ia  sin3/

булиб,

* = « .«*’ г1 (0s, s2e)

у =  b sin3 / j

булади. Кейинги тенгликларни
2 2 

X 3 =  ü 3 • COS“ / ,
2 2 , 

у 3 = а 3 ■ sin /

куринишда ёзсак, ундан
2 2 2 

х 3 + у 3 -  а 3

булиши келиб чикдди. Бу чизик, астроидадир. Д емак, 

z =  fl(COS3/+ /s in 3/)

3-чизма

астроиданинг параметрик тенгламаси (3- чизма).
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3°. Комплекс текислик Сда бирор г,, нукта (г0е С) \амда 
е>0 сон олайлик.

1 - т а ъ р и ф . Ушбу

{г е С : |г —20| < е}

туплам г0 нуктанинг е атрофи дейилади ва РЩ~ е) каби 
белгиланади:

У(г0, е) = {геС  : — ̂ 0| < е}.

Равшанки, г: нуктанинг е атрофи маркази ^  нуктада, ра-
диуси е булган очик дойра 
булади (4- чизма).

С да бирор В туплам бе- 
рилган булсин (£>сС). Агар 
^,е О нуктанинг шундай е 
атрофи К(гп, е) мавжуд 

■“ о] *" х булсаки, бу атрофнинг бар-
ча нукталари шу О тупламга 

4-чизма тегишли булса (У(^, е)с£>),
у х,олда г(1 нукта й  туплам-

нинг ички нуктаси дейилади.
2 - т а ъ р и ф .  Агар О тупламнинг %ар бир нуктаси унинг 

ички нуктаси булса, у х,олда О очик туплам дейилади.
Сда бирор / ’туплам берилган булсин (/сгС).
3- т а ъ р и ф . Агар С нуктанинг ихтиёрий У(^, г) 

атрофида (е — ихтиёрий мусбат сон) /  тупламнинг г,, нуц- 
тадан фаркли камида битта нуктаси булса, z0 нукта Т7 
тупламнинг лимит нуктаси дейилади.

4- т а ъ р и ф .  Агар Р тупламнинг ( / с  С) барча лимит 
нукталари шу тупламга тегишли булса, / ёпик туплам дейи
лади.

5-т а ъ р  и ф . Агар /) тупламнинг (ОсС) ихтиёрий z^, 12 
(г,е Д  Z2̂ D) нукталарини бирлаштирувчи шундай узлуксиз 
у эгри чизик топилсаки, у £) тупламга тегишли булса (ус/)),
О богламли туплам дейилади.

6- т а ъ р и ф . Агар 0( Ос:С) туплам очик хамда боглам
ли туплам булса, б у н д а й  т у п л а м  с о \  а д е б  а т а - 
л ад и .

/) со^анинг узига тегишли булмаган лимит нукталари- 
дан ташкил топган туплам О сохранит чегараси дейилади 
ва Э/) каби белгиланади.
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Ушбу
Я Ш /)

туплам /) каби белгиланади.
Демак,

£ > =  £>11Э £

Агар £) сох,анинг чегараси Э£> богламли туплам^ булса,
О бир богламли, акс хрлда эса куп богламли сощ дейилади.

¿) со\а чегараси Э£) нинг богламли компоненталари 
сонига кдраб £> сох,ани бир богламли, икки богламли, ... п 
богламли сох,а деб атаймиз. и о и

Со\а чегарасининг мусбат йуналиши деб шундаи иуна- 
лишни к,абул киламизки, кузатувчи бу йуналиш буйлаб 
\аракат к,илганда со\а унга нисбатан \ар доим чап томон-
да жойлашган булади.

Масалан, 5- чизмада а) бир богламли, б) икки оог- 
ламли, в) уч богламли со\алар тасвирланган булиб со^а 
чегараларининг мусбат йуналишлари стрелкадар билан 
курсатилган.

5-чизма

14- м и с о л . Комплекс текислик С да ушбу 

0<Яе(/<:)<1
тенгсизликни кдноатлантирувчи нуцталарнинг геометрик 
урнини топинг.
1=х+ ¡у булсин дейлик. Унда

Яе(/г) = Ие(/(л:+/») = Яе(~у+1х) = - у
булиб, берилган тенгсизликлар

0<—у< 1,
яъни

— 1<у<0
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тенгсизликларга келади. Стекисликнинг мавхум к,исми — 
1<у<0 тенгсизликларни кдноатлантирувчи z нукталари 
туплами у = —\ ва у= 0  горизонтал тугри чизи^лар ораси- 
даги текислик кисмидан иборат булади. Бу со\а 6- чизма- 
да тасвирланган.

О
Ш Ш Ш / , W / / / / / / / / / / / / Í  л/ 11 1 t 1 IL l.L t 1 { ( ( 1 (

"I

6-чизма

15 - м и с о л . С да ушбу
I Z~i I + I z+i I <4

тенгсизликни к,аноатлантирувчи нуцталарнинг геометрик 
Урнини топинг.

Равшанки, куйидаги

[z е С :|z -  /| + \z + /| = 4}

туплам со^анинг чегараси булади. Агар z= x + iy  дейилса, 
унда

I Z~~i I + I Z+i I = I X+iy—i I + I x + iy + i  j =
= U+Cr-1)/| + |x+(y+l)/| =

= ylx2 +( У-  l )2 + y¡X2 +(y+  l)2 

Vx2 + ( y -  l)2 + Vx2 + (y  + I)2 = 4,

булиб,

яъни

булади. Бу эса ярим укутри VI ва 2 бУлган эллипсдир.
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Демак, изланаётган нукталар тупламининг чегараси 
эллипс булиб, берилган тенгсизликни к,аноатлантирувчи 
нукталарнинг геометрик урни шу эллипс билан уралган

7-чизма

текислик кисмидир Бу нукталар туплами бир богламли 
со\а булиб, у ва унинг чегарасининг мусбат йуналиши 7- 
чизмада тасвирланган.

1 6 - м и с о л .  Ушбу

й - 1
< а 1£ г , ( г * 0)

тенгсизликни исботланг.
I  комплекс сонни

г = гё'}

курсаткичли куринишида ёзамиз. Бунда г — I  комплекс 
соннинг модули, (р эса унинг аргумента.

Унда берилган тенгсизликни куйидашча

яъни
|е*"-Т |<Ф

куринишда \ам ифодалаш мумкин.
Маркази (0, 0) нуктада, радиуси 1 га тенг б^лган ай- 

ланани олайлик (8- чизма).
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8-чизма

Бу айланадаги z=\ \амда z=e* нукталарни тугри чизик, 
кесмаси билан бирлашгиришдан \осил булган ватарнинг 
узунлиги

к ф- 1 1,
айлана ёйининг узунлиги эса ср га тенг булади.

Маълумки, ватарнинг узунлиги шу ватарга тортилган 
ёй узунлигидан катта булмайди:

I е'ф— 1 I <ф .
Бу эса берилган тенгсизликнинг уринли булишини 

курсатади.

М И С О Л  В.А М А С А Л А Л А Р

Куйидаги функциялар аникдаган эгри чизикларни то- 
пинг:

40. Z -  1 - it ,  0< t< 2.
41. z — a+(b—a)t, 0<t< 1; a, be C.
42. a) z=  Re", 0 < f < |  (/? > 0),

б) <:=Re", к < t < 2n (R > 0);
в) z = Re", 0 < t < 2n (R > 0).

43. z = t + j ,  -  °o < / < 0.

44. z = t + it2, 0 < t < ».

45. z = t- + it4, — °° < t < oo.
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46. z = a(cos/ + /sin /), ^ < t < Y  (a > 0).

47. z = ae" + <̂? "• 0 < t < 2 n  (a > 1).

48. z = 1+<?“", 0 < t<2n.
4 9 .z = e2" - \ ,  0<t<2n.

\eKi', 0 < r < 1,
11 -  2 1 < / < 3.50. г =

51. z ~  icost, 0  <r<2n.
52. z = l+/cos2f, 0<t<2n.
53. z = t + /л/l - t 2, -1 ^ t< 1 (арифметик илдиз олинади).

54_ z = - t  + /л/1 -  t2, —1<Г<0 (арифметик илдиз оли

нади).
55. z — a(t+i—ie~")\ — a>0.
56. z= a+at-ibe~", 0 < Г< 2л:, a>0, ¿>0.
Айтайлик у этри чизик, г~с(0 » 0 < t< 1, функция ёрда- 

мида берилган булсин. Куйидаги тенгламалар ёрдамида бе- 
рилган Z=Z,(0, 0<Г<1 функциялар аникдаган эгри чизик,- 
ларни топинг.

57. Z,( t)  =  z 0 ~ 0 -  

[¿(20, 0< i <^  .
58. 2,(0 = z(2- 2t), \ < t <  1.

59. z,(t) = z ( s in 2m).
Куйидаги тенгламалар ёрдамида берилган чизикдар 

оиласини аникданг:

60. a) Re -  = с ; б) Im j - = с (-°о<с<+°°).
Z ~

61. a) Rez2 = с; б) Irru2 = с ( - о о < с < + о о ) .

62. Z-Zi
г-г2 = X (X > 0); zt, Zi е С

63. arg = ос (0 < ос < 2п); z „ Z 2 e C .
Z Zi

64. Ушбу
a) z = I ; 6) z=  | z I; в) z=argz.

тенгламаларни кдноатлантирувчи гларни топинг.
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Чегараси 6 5 -6 9 - мисоллардаги функциялар ёрдамида 
аникданган Э/) чизикдан иборат булган /) со\ани тенгсиз- 
ликлар ёрдамида ифодаланг ва чизмада тасвирланг:

65 . 1 =  а+ре",
66. г = -и ,
67. г =  !*,

_6» .Т = 7+ Р ,
1
¿769. г = й<?" + - е

0 <Г<2л, р>0.
--- о о < / < + о о .

—ооК^оо.
— о о < С /< С + о о .

О <^<271, я> 1.

Комплекс текислик С да куйидаги шартларни к,аноат- 
лантирувчи нукталарнинг геометрик уринларини топинг 
ва уларни чизмада курсатинг:

70. а) Яег>2;
71. а)
72. а)
73. а)

Яег |<1; 
г |< 2; 
г - / 1> I ;

74. а) 1<|г-1 |<3;

75. а) 0 < а г в ^

б) 1пи<0.
б) |1 т г |< 1 ,  0<Яег<!.
б) |г + / |> 1.
б> 0< и + /|< 2.
б) О < агв г < | .

г+< < 2

76. а) 1т = О

77. а) и + / 'Н г - / '|;
78. а) Яе1 = 1 ( а> 0 ) ;

б)

б)

б)

| я - а ! в г | < ^  •

Яе 4  = 0 ./

79. а) 1т г-1 _ 
г+! 0 ;

80. а) Яе ^ <  4г 2

81. а) 11+ г |<| 1- г | ;
82. а) |г |> ]-Я е г ;
83. а) | г~г, = 1 г -г 2 

б) | г—1 =Яег.
84. а) а<аг§г<Р;

85. |г|=Яег+1.
86.1 2г I > I I +г21.

б)

б)

б)

б)

Я е ^1+а

|г+11+| г~11=4.
Яе^ 4  = 0 .г+1

О (а > 0).

| г - 21- |  г+2 |<2.

К е к ( 1 - / ) ] < ‘Л -
б) Яег4>1т г 4.
г2е С;

б) а<агя(г-г(!)<р. 
( 0 < а < р < 2 7 г ) .

87. а) | г агар 0 < ‘¿̂ тgz < 2л булса;
б) | г |<аг§г, агар 0 < аг§г ^ 2л булса.

Комплекс текислик С нинг куйидаги тупламларини 
тенгсизликлар ёрдамида ёзинг.
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88. а). Мав^ум укнинг унг томонида жойлашган ярим 
текислик;

б). Биринчи квадрат.
89. а). Хакик,ий увдан юкорида ва ундан 2 бирлик масо- 

фа узокликда жойлашган ярим текислик;
б). Ихтиёрий нуктасидан мав^ум укгача булган масофа 

1 дан кичик булган йулак.
90. Маркази г=0 нуцтада, радиуси 1 га тенг булган ва 

мав^ум укдан чап томонда жойлашган ярим дойра.
91. Фараз к,илайлик, А, Е  — \акикий, В — комплекс 

сон булиб, АЕ<| В |2 шарт бажарилсин. У \олда ушбу

А - \ $  + Вг+ В1 + Е  = 0 (Л > 0)

тенглама айлананинг тенгламаси эканини исботланг ва бу 
айлананинг маркази \амда радиусини топинг.

92. Айтайлик, а комплекс сон 1ша>0 шартни каноат-

Й-1лантирувчи ихтиёрий сон булсин. Ушбу н и с б а 1нин!

куйи ярим текисликда бирдан катта, юкори ярим текис- 
ликда бирдан кичик ва х,акикий укда бирга тенг эканли- 
гини исботланг.

4 - § .  К о м п л е к с  с о н л а р  к е т м а - к е т л и г и  в а  у н и н г  

л и м и т и

Фараз килайлик, /  \ар бир п(пе /V) натурал сонга би- 
рор 1Л ну^тани (г„е С) мос куювчи акслантириш булсин:

/ :  N  -» С (я -> гл).
Бу акслантириш тасвирларидан тузилган

£3» **ч
ифода комплекс сонлар кетма-кетлиги дейилади ва у {г„}
каби белгиланади.

1 + / + -1- / + /1 +  1, 2 +  2 ’ 3 3 ’ я я ’

комплекс сонлар кетма-кетлигидир.
Бирор {г„}:

^2’ 3̂* **’’ •••
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комплекс сонлар кетма-кетлиги \амда а комплекс сон 
берилган булсин.

7- т а ъ р и ф . Агар Ve > О сон олинганда х,ам шундай на- 
турал п= па(г) сон топилсаки, барча п>пп сонлар учун

I z - a  |<е
тенгсизлик бажарилеа, а комплекс сон {zj к е т м а -к е т -  
ликнинг лимиты деб аталади  ва

lim z„ = а ёки п °° да -» а
п—*°° _

каби белгиланади.
Агар [ z } комплекс сонлар кетма-кетлиги а(ае Q  ли- 

митга эга булса, у яцинлашувчи кетм а -к етл и к  дейилади.
8- т а ъ р и ф . Агар Ve > 0 сон олинганда х,ам шундай на-

турал п= пй(Е) сон топилсаки, барча натурал п>п0 сонлар 
учун

тенгсизлик бажарилеа, {z j кетма-кетликнинг лимити чек- 
сиз катта сон дейилади ва

lim z„ = °° ёки п -> °° да z„ -»<*>
П—>оо

каби белгиланади.
Бирор {г„} комплекс сонлар кетма-кетлиги берилган 

булиб, z„ нинг хдкикий кисми хп: x =Rez „, мавхум кисми 
y„-y=lmzn булсин (л= 1, 2, 3, ...)

Унда
Z=x+i y„  («= 1, 2, 3, ...)

булади. Натижада иккита {хл} хдмда {yj  \ак,ик,ий сонлар 
кетма-кетлигига эга буламиз.

4- т е о р е м а .  {гя} комплекс сонлар кетм а-кетл и ги  
(z = x + iy n, л=1, 2, ...) яцинлашувчи булиши учун {дсл} ва 
{_уд} сонлар кетма-кетликларининг яцинлашувчи булиши 
зарур ва етарли.

Бу теорема комплекс сонлар кетма-кетлигининг ли- 
митини урганишни х,акикий сонлар кетма-кетлигининг 
лимитини урганишга келтирилишини ифодалайди.

Маълумки, [1] да х.акик.ий сонлар кетма-кетлиги ва 
унинг лимитига дойр мисол ва масалалар ва кетма-кет- 
ликлар устида амаллар батафеил урганилган.
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5-теорема. Иккита {z.} ва {г'я) яцинлашувчи кетма- 
кетликлар берилган булиб,

lim z„ = а, lim z'„ = а', (а e С, а' е С)
п—*°° п-*°°

булсин. У  х;олда
1) lim (z„ ± z'n)  = а± а';л—>°°
2) Иш г* z .=  а а’;

П-̂ оо

п->°о п

тенгликлар уринлидир.
Бу тенгликларнинг биттасини, мисол учун 2) ни ис- 

ботлаймиз.
Айтайлик,

Zn = x n +iy„, Z'„ =x'n +iy'„, 
а = а  + iß, a ' = а ' + iß'

булсин. Унда 4- теоремага кура
lim х„ = а , НтУ„ = ß,
Л-» оо П—*°°
\imx'„=a.', lim К  = ß'

булади.
Энди

^  = (хя + iyn)(x'„ +iy'n) =
= (х„ X'n - y n - у ’„) + Кх„ У'л +х'п у„)

\амда
lim (хп ■ х'„ -  у„ у'„) = сих' -  ßß% 

limU„ Уп +х'„ У„) = aß ' + «'ß

булишини эътиборга олиб,
lim (zn z'„)= (a a ' -  ßß') + /(aß' + a 'ß) = a a'
Я—>°°

эканини топамиз.
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17-ми с о  л .  Ушбу

•- f r } “ {«'} ( à s Q

комплекс сонлар кетма-кетлигини якинлашувчиликка 
текширинг.

Ихтиёрий е>0 сонни олиб, унга кура пй натурал сон- 
ни куиидагича .

яо= «о(£) = [ 1оВ,.|е ]
аникланса, (у | в )<1 булганда |а|?<е тенгсизликни ечиб 
топил ади):

I ы |"<е => log, J  a i">îog(al е =* «>iogla,e .
У \олда барча п>па учун

U J  = I а |и<е
тенгсизлик бажарилади. Бу эса 7- таърифга биноан 

\imz„ = lim a”.-  ОЯ—Í* Я—>00 е

бупишини билдиради.
Демак, берилган кетма-кетлик, | а|<1 булганда як,ин- 

лашувчи булиб, унинг лимити 0 га тенгдир.
e= 1 булса, lim = 1 эканлиги'равшан. Бошк;а \аммаЯ—»во

\олларда, яъни | а |>1, аФ 1 булганда {zn} кетма-кетликнинг 
узо*утшувчи эканлигини кУрсатиШ кийин эмас.

18-м и с о л .  Ушбу ;

{гя} = {¿.(1 + е*+  ei2*+...+ein?} (0 < Ф < 2л)

кетма-кетликнинг лимитини топинг.
Берилган кетма-кетликнинг умумий \ади

гл = 1(1 + ^  + е'г*+...+е1* )

булиб, прогрессия ^адлари йигиндисини топиш форму- 
ласига кура

булади. Демак,

1 +е"> +е‘̂ +...+ет =



Агар 0<ф<2тг булганда l-e 'V O  булишини хисобга ол- 
сак, унда

1-е,Пф 
I -е"р

микдорнинг чегараланганлигини ани^айм из.
Унда шундай узгармас М>О сон топиладики, V7» е N

учун

тенгсизлик бажарилади. Демак,

0 <U„|< J-л / .I '•/и п

Кейинги тенгсизликдан

l im |z j  = О
П—>во

булиши келиб чик,ади. Унда

lim 7 = l im ~ ( l  + е * +  еа*+ ...+е ‘"*) = О
п— п—>°°

булади.
/?3 фазода (^, r|, Q Декарт координаталари системаси- 

ни олайлик. Бу фазода S={($, л, 0 е Я3: ^2+т12+ С2=0  
сферани цараймиз Фараз килайлик ^ ва г| уклар мое ра- 
вишда х ва у билан устма-уст тушсин (9- чизма).

Равшанки, каралаётган S сфера Оху текислигига коор
дината бошида уринади. Комплекс текисликда z^-xn+iy0 
нукта олиб, бу нуктани сферанинг Р нуктаси билан тугри 
чизик кесмаси ёрдамида бирлаштирамиз. Натижада бу туфи 
чизик сферани Л/((^п, п0> О  нуктада кесади. Демак, ком
плекс текисликдаги \ар бир нукта S  сферадаги бирор нукта 
билан ифодаланади, ва аксинча, S сферадаги кар бир н у к -  
тага (Р нуктадан бошка) комплекс текисликда ягона н у к 
та мос келади.

Шундай килиб, SM /5} туплам билан комплекс текис- 
лик уртасида узаро бир кийматли мослик урнатилади. Одат- 
да бу мослик комплекс текисликнинг стереографик проек- 
цияси дейилади. Агар г,, нукта га интилса, бу z„ нуктага 
S  сферада мос келувчи нуктанинг Р га якинлашишини

35



9-чизма

куриш к,ийин эмас. Бу \ол Р нуктага комплекс текислик- 
да г=°° нуктани мое куйиш табиийлигини курсатади. Де
мак, комплекс текислигидаги ягона г=°° нукта 5  сферада 
Р нук,та билан ифодаланади. Комплекс текислик чексиз 
узоклашган нукта г=°° билан биргаликда кенгайтирилган 
комплекс текислик деб аталади ва £  каби белгиланади. 5
сферадаги л, С) ва комплекс текисликдаги г=х+/у
нукта орасидаги мослик куйидаги формулалар ёрдамида 
аникданади:

93. {гл} комплекс сонлар кетма-кетлиги берилган булсин. 
Игл 1„ -°°  булиши учун

тенгликнинг бажарилиши зарур ва етарли эканлигини 
исботланг.

МИСОЛ ВА МАСАЛАЛАР

Нт = ОЯ—>си



94. {г„} кетма-кетлик °° га интилиши учун \ак,ик,ий сон- 
лар кетма-кетлиги {| г„|} нинг лимита +°°булиши зарур ва 
етарли эканлигини исботланг.

95. Айтайлик, {г,,} комплекс сонлар кетма-кетлиги бе- 
рилган булиб, бирор п0еЫ  номердан бошлаб барча п>п0 
лар учун 11„\<М<°° булсин. У х>олда {г„} кетма-кетликдан
чекли лимитга якинлашувчи {г„к } кисмий кетма-кетлик

ажратиш мумкин эканлигини исботланг.
96. Ихтиёрий {гл} кетма-кетликдан чекли ёки лимит

га як,инлашувчи {г„к} пиемий кетма-кетлик ажратиш мум

кин эканлигини исботланг.
Куйидаги мисолларда а параметрнинг кдндай киймат- 

ларида берилган кетма-кетликларнинг якинлашувчи ёки 
лимити булишини аникданг.

97. {па"\.

Кетма-кетликларнинг лимитларини \исобланг:

Ю5. |^ ( 1  —е,ф+е2,9-...+ (-1)"е'л<') | ,  -л<ср<к.

106. Пт = Л ф °о булса,

тен гл и кн и  исботланг.



кетма-кетликларнинг лимитлари \ак,ида нимадейиш мум- 
кин?

108. Хисобланг:

110—112- мисоллардаги тупламларнинг лимит нукта- 
ларини топинг:

Куйидаги кетма-кетликларнинг якинлашувчи эканли- 
гини исботланг ва лимитини \исобланг:

114. { ¿ т [2/г + 1 - ( 2 / 1 - 1 ) г 2 + ( 2 я - З к 4- . . .+ ( - 1 ) лг 2"]} 

\z\< 1, z *  ±/.

116. lim Z„ * 0 лимитнинг мавжуд булиши учун ушбуn—*oо

lim|z„| ^0 ва lim arg z„ лимитларнинг мавжуд булиши за-

рур ва етарли эканлигини исботланг. Кайси лолларда {zn} 
кетма-кетликнинг якинлашиши факат {j zn]} кетма-кетлик- 
нинг якинлашишига тенг кучли булади? "

117. Фараз килайлик, ф — \акикий сон булсин. 116- 
мисолдан фойдаланиб ушбу

ш - { ^ т [ «  + 1 + яг + ( и - 1 ) г 2+ ...+ г я}, |г |< 1 , z *  1.

тенгликни исботланг.



118. С комплекс текисликдаги ушбу

a) z=  1; б) г — —1; в) г =  *; v)

нук.таларнинг 5 Риман сферасидаги образларини топинг.
119. Агар M(z) нуктанинг S  сферадаги координаталари

(4, г|, О булса, у холда

a) M(~z)\  б) M(z)\ в) м (\)-

нук,таларнинг сферадаги координата!арини топинг.
Стекисликдаги куйидаги тупламларга Риман сфераси- 

да кандай тупламлар мос келишини аникданг:
120. a) Rez>0; б) Rez<0.
121. a) lmz>0; б) 1т г < 0.
122. а ) | г | > 1; б) U |< 1.
123. Риман сферасидаги О ва Р дан фаркди Miz,) ва 

M(z2) нуцталар факдт
Z,-z2= - 1

шарт бажарилгандагина диаметрал карама-карши нук,та- 
лар булишини исботланг.

124. Риман сферасидаги х,ар бир айланага комплекс 
текисликда айлана ёки тугри чизик. мос келишини, жум- 
ладан, тугри чизик,нинг фацат Риман сферасининг Рнук,- 
тасидан утган айланаларгагина мос келишини исбот
ланг.

125. а параметрнинг кдндай к,ийматида ушбу айлана- 
лар Риман сферасининг катта айланаларига мос келади:

a ) | z - a | = a  (а > 0); 6 ) | z  + f | = e  (а > 0);
в) |z - i\= а (а > 0); r ) \ z -2 a i ] =a  (а> 0)?

126. Сфера кандай алмаштирилганда z нук,танинг обра- 
зи 7 нуктанинг образига утади?

127. Айтайлик, zv г2е С нукталар берилган булсин. Сфе- 
рик метрикадаг, ва z2 нукталарнинг орасидаги масофа де- 
ганда, уларнинг Риман сфераси 5  даги образлари ораси
даги масофа тушунилади ва у р(г,, Z2) каби белгиланади. 
Ушбу
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а) р(г,, 12) = -1-* ^  (г, * г2 *  °°),

б) Р(г,
т/Нг|

формулаларни исботланг._______  _____ __________
Комплекс сонлар текислиги С даги ушбу тенгсизлик- 

ларни к.аноатлантирувчи нукталар тупламини топинг:
128. р(г, 0)</?; 0<Л<1.
129. р(г, °°)<Я; 0<Я<1.
130. 0(7, /)> ^

131.1 < р (г , 1) <

132. Текисликдаги параллел тугри чизикдар оиласига 
Риман сферасида нима мос келади?

133. Стереографик проекция натижасида сферадаги чи- 
зик^лар орасидаги бурчак ва уларнинг текисликдаги об- 
разлари орасидаги бурчак бир-бирига тенг булишини ис
ботланг.



I I  б о б
КОМПЛЕКС АРГУМЕНТЛИ ФУНКЦИЯЛАР

1 - § .  К о м п л е к с  а р г у м е н т л и  ф у н к ц и я л а р ,  

у л а р н и н г  л и м и т и ,  у з л у к с и з л и г и

Г . К о м п л е к с  а р г у м е н т л и  ф у н к ц и я  т у ш у н -  
ч а с и . Комплекс сонлар текислиги С да бирор Е  туплам 
берилган булсин (ЕсС).

1 -т а ъ р и ф . Агар Е тупламдаги х,ар бир г комплекс сонга 
/  ъоида ёки к,онунга кура битта комплекс сон мос куй ил- 
ган булса, Е тупламда функция берилган (аницланган) деб 
аталади ва у

/ :  г —> н» ёки \v~f lz)

каби белгиланади.
Бунда Е  туплам функциянинг аницланиш туплами, I  эр- 

кли узгарувчи ёки функция аргументи, к» эса I  узгарувчининг 
функцияси дейилади.

М асалан,/ — \ар бир комплекс г сонга унинг квадра- 
тини мос куювчи коида булсин. Унда

/ : г ->£2 ёки

функцияга эга б^ламиз.
Айтайлик,

функция бирор Е (Е с :0  тупламда берилган булсин. Бу 
функцияни

и> = и+п> = /1х+1у) (хе /?, уе К)

куринишда х,ам ёзиш мумкин. Бу эса £ тупламда икки узга- 
рувчили иккита

\и = и(х,у),
{ V = У(х,у)
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функцияларнинг аникданишига олиб келади. Бундан бит 
та комплекс узгарувчили функциянинг берили
ши иккита икки узгарувчили \акикий функциялар

И = ч(х,у) ,
V = У(х, у)

берилишига эквивалент эканлиги келиб чикади. 
Масалан,

и' = г2 — Сх+ 1у)2 — х2—у2+Иху

муносабат ушбу (и>=м+/у)

и = х2—у2, 
у = 2 ху

муносабатларга эквивалент булади.
1-м и с о л . Ушбу

л > = - Ш

функциянинг х,ак,икий ва мав^ум кисмларини топинг.
А£) функциянинг \акикий к,исмини и, мав^ум кисми- 

ни эса у  деб олайлик. Унда

/(г) = и+/у

булади. %=х+1у булишини эътиборга олиб, топамиз:

и + /у = ^±1 = х+У+З = 
г + 5 х + + 5

_  [(х + 3)+/>][(х + 5)-6>1 _  х2 +у2 +8х + 15
(х+5)2 + у 2 х2+у2 + Юх+25

+ /■----  2У
х2+у2 + Юх+25

Демак,

и = и(х,у) = 4 ^ У,2+8х+15 ,дг+у +10х+25

у = у(х,у) =
^ + у 2+10дг+25
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и̂ =Дг) функция ЕаС тупламда берилган б^либ, г узгарув- 
чи Е тупламда узгарганда функциянинг мое кийматлари- 
дан иборат туплам

Р={Аг) : геЕ)
ни карайлик. Одатда бу туплам функция цийматлари тупла- 
ми дейилади.

Демак, Е тупламда (£сС)

*>=Ал)
функциянинг берилиши Оху — комплекс текислигидаги 
Е тупламни (туплам нук,таларини) Ои\ — комплекс те
кислигидаги Е тупламга (туплам нук,таларига) акс этти- 
ришдан иборат экан. (10-чизма). Шу сабабли №=1(1) ни Е 
тугыамни Е тупламга акслантириш деб \ам юритилади.

*1 V

ш ^
уАу7//ЛТ''н/У/у  

-__________ » |<

0 X 0

10-чизма

1А-

Айтайлик, \v~fiz) функция Е тупламда (ЕаС) берил 
I ан булиб, Р эса шу функция к,ийматларидан иборат туплам 
булсин:

/г= { А д ' & Е } .

Сунфа /  тупламда уз навбатида бирор ^=ф(и>) функция 
берилган булсин. Натижада £тупламдан олинган \ар бир 
I га /тупламда битта н1 (/:г—>и0 сон ва /■'тупламдан олин- 
ган бундай ш сонга битта \  (ф:и>->0 сон (С,е С) мос куйи- 
лади:

I — ——

Демак, Е тупламдан олинган \ар  бир I  га битта С, сон (^е С) 
мос куйилиб, функцияси Х.ОСИЛ булади.
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Одатда бундай функция мураккаб функция дейила- 
ди ва

С = Ф(Лг))
каби бедгиланади.

™=Аг) функция Е тупламда берилган булиб, /туплам  
эса шу функция к,и йм атл а ри д а н и борат туплам булсин. 
Энди /•" тупламдан олинган х,ар бир и> комплекс сонга Е 
тупламда факат битта г сон мос келсин дейлик. Бу *олда /  
тупламдан олинган \ар бир уу га Е тупламда битта I  мос 
Куйилишини ифодалайдиган функцияга келамиз. Одатда 
бу функция и>=/(г) функцияга нисбатан тескари функция 
дейилади ва у г = / 1(\\>) каби белгиланади.

Фараз «.илайлик, ы=А1) функция Е (ЕсС)  тупламда 
берилган булсин.

2-т а ъ р и ф . Агар аргумент z нинг Е  тупламдан олинган 
ихтиёрий I, ва г2 кийматлари учун булишидан/(г)* 
булиши келиб чицса, / ( 1)  функция Е тупламда бир я прокси 
(ёки бир варацли) функция деб аталади.

2 - мис ол  . Ушбу

/ и ) - - ¿ Г

функциями Е={1с С : I г I < 1} да бир япрокдикка текширинг. 
Фараз кдлайлик, г,, лар учун

Az,) =Л г2),
яъни

1 _ 
г, -1 г2-1

булсин. Кейинги тенгликдан

г — 1 = г2—I
ёки

*, = ¿2
булиши келиб чикиб, бу /(г) функциянинг бир япрокди 
эканлигини курсатади.

2'. Ф у н к ц и я  л и м и т и .  Фараз килайлик, ^=А^) 
функция Е (ЕсС)  тупламда берилган булиб, ^  нукта шу 
Е тупламнинг лимит нуктаси булсин.

3-таъ р и ф . Агар V е>0 сон учун шундай 5=8(е)>0 сон 
топилсаки, аргумент г нинг 0<|г—^<8  тенгсизликни цаноат- 
лантирувчи барча да Е (3 % ) кийматларида
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\ A z ) - A \ < z

тенгсизлик бажарилса, у %олда А комплекс сон f(z) функци- 
янинг z—̂Zq Оаги лимиты öeö аталади ва

lim f {z )  = А

каби белгиланади.
f=u+iv функциянинг лимитини ^исоблаш и ва v лар- 

нинг лимитларини ^исоблашга келтирилиши мумкин.
1 -т е о р е м а . w=f{z) функция (г0=дс0+/>0) да А =<x+/ß 

лимитга эга

lim f(z) = А
z - t z 0

булиши учун

lim и(х, у) = а ,
------

lim v(x,y) = ß
х->д:0
У^>У0

булиши зарур ва етарли.
Демак,

lim f ( x  + iy) = а  + zß <=>
г-»го

lim и(х, у) = а,
X->XQ
у-> уо

lim и(х, >') = ß
Х->ЛГ()
У~>У0

( 1)

булади.
3-мисол . Ушбу

/( г )  = ^  ( г *  0)

функциянинг z->0 даги лимита мавжуд буладими?
Аввало берилган функциянинг х а к ^ и й  \амда мавхум 

кисмларини топайлик:

-  ±  -  х + ‘у -  х + г у
14 , Jx2 + у 2 J x 2 + y 2 у]х2+ у 2
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и(х, у) =_ __ X

Чх, у)  =
■Jx2+y2 

л-»0, у-»0 да

и(х, у) =_ __ Л_
^  +у-

функциянинг лимити мавжуд эмас, чунки 
х-*0, у  = for->0 (к  — const)

да

булиб, А; нинг турли цийматида функция лимити турлича 
булади.

Юкорида келтирилган 1-теоремага кура г-»0 да берил- 
ган функциянинг лимити мавжуд булмайди.

4-м и с о л .  Ушбу

f ( z )  = (z * 0)

функциянинг *->0 даги лимитини топинг.
Берилган f(z) функциянинг хак;икий ва мав^ум к,исм- 

ларини топамиз:

f ( z )  =  iR e i  _  (x + iy )x  _  х 2 +  . __

М -Jx2+ y2 -Jx2+ y2 

и(х,  у )  =  , v (x , у )  =  - г -^ ~

и 2+у2

Г2 Г * /V*+У Vх 2 + у 2

Равшанки,

lim  и (х , у )  =  lim  = 0,
д -.о  л - ,0  7 ^ 7 7у—>0 у-»0

lim  v(x,y) = lim  х " =  0.
■V—»0 л-—»0 J v 2 +  V2>-->0 у-»0 * -
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Яна 1-теоремага кура

------ Hm f { z )  -  Hm =  О
г-.о г-*о |q

булади.
Айтайлик, /¡(г) \амда f 2( z )  функциялар Е тупламда 

берилган (EczC) булиб, нук,та шу Е  тупламнинг лимит 
нуктаси булсин.

Агар
lim /,(г )  = А„ lim f 2(z) = Л2

Z - > Z o  Z —* Z n

булса, у х,олда
Ит[/,(г)±/2(г)] = Л, ± А 2
Z-*ZO

И т [ / , ( г ) / 2(г)] = А, -Л2,
Z->Zp

•»
булади.

3 ° . Ф у н к ц и я н и н г  у з л у к с и з л и г и .
Фараз килайлик, w = f( z ) функция Е (£сС ) тупламда 

берилган булиб, z(l нукта шу Е  тупламнинг узига тегишли 
булган лимит нуктаси булсин.

4-тл ъ р и ф . Агар v  е>0 сон учун шундай 5=5(е)>0 сон
топилсаки, аргумент z нингI z—zd <5 тенгсизликни цаноат- 
лантирувчи барча z& Е цийматларида

\ f ( z ) - f ( z j  <е
тенгсизлик бажарилса, у х,олда f(z) функция г,, нуцтада уз- 
луксиз деб amaiiadu.

(Равшанки, бу хрлда

lim f(z) = f(Zn)
Z-Zq

булади).
Одатда z—z  ̂ айирма функция аргументининг орттир- 

маси дейилиб, уни Az каби белгиланади:

Дг = z — z „ ,
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f(z) f ( z j  айирма эса функция орттирмаси дейилиб, уни 
А/ каби белгиланади:

Аf= f(z )~ f(z0).

Шу тушунчалардан фойдаланиб, ^  нук^тада функция 
узлуксизлиги 4-таърифини куйидагича \ам айтиш мум- 
кин:
Агар

lim  А / = О
Дг->0

булса, f(z) функция zt) нуцтада узлуксиз дейилади.
5-т а ъ р и ф . Агар f(z) функция Е тупламнинг х,ар бир нук;- 

тасида узлуксиз булса, у  у,олда f(z) функция Е тупламда уз
луксиз дейилади.

5-м и с ол . Ушбу

f(z) = Z1

функциянинг ихтиёрий Iq нуцтада узлуксизлигини исбот- 
ланг.

f( z )~ f(z j  айирмани к,арайлик:

f(z)~ f(z0)~ zi z t = ( z -  z ,)iz2 + гго + z j ) ■

Z-^Zf, булгани учун шундай М>О сон топиладики,

\z \<M,  \ zJ<M 

тенгсизликлар уринли булади.

Энди у  е>0 сонга кура 8 ни 5 = —̂  деб олсак, у х,олда
ЗМ

I Z— ̂ 1 <8 тенгсизликни к,аноатлантирувчи барчаг лар учун

k 3 -  ô3| = \z -  Zo\\z2 + ZZo+ Zo| <

< ЗМ2[г -  ô| < 3M28 = e

муносабат бажарилади. Бу эса 4-таърифга кура, f(z)=z3 
функциянинг ихтиёрий ну^тада узлуксиз эканини бил- 
диради.
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6- мисол . Ушбу

fU )  = \  (z * 0)

функцияни узлуксизликка текширинг.
V z^e С  ( ^ 0 )  нуцтани олайлик. Бунга Az орттирма бе-

риб, функция орттирмасини топамиз:

д /  = / ( г 0 + Az) - A z  о) = ^  -  ^  = -го(^ Дг).

Энди Az—>0 да А / нинг лимитини \исоблаймиз:

lim Af = lim Г -  7 -7^ 77- г  = 0 .
Дг-»0 J д г ^о1- *o(zo+A*)J

Демак, берилган функция у  г,,е С, (z^O) нуктада узлук-
гмч йуияпи------------------------ -----------  ■

2-т е о р е м а . f(z) = и(х, у) +iv(x, у) функциянинг z0— xß+iy„ 
нуктада узлуксиз булиши учун и =  и(х, у) х,амда v =  v(x, у ) 
функцияларнинг (х^ y j  нуктада узлуксиз булиши зарур ва 
етарли.

w=f(z) функция Е  (EczC) тупламда берилган булсин.
6- т а ъ р и ф .  Агар у  е>0 сон учун шундай 6=5(е)>0 сон

топилсаки, Е тупламнинг I z'—z " I <5 тенгсизликни цаноат- 
лантирувчи ихтиёрий z ' ва z'' (z' е Е, z"  е Е) нуцталарида

I f ( z ') - f( z " l  <е
тенгсизлик бажарилса, f(z) функция Е тупламда текис уз
луксиз дейилади.

3 - те о р е ма  ( К а н т о р  т е о р е м а с и ) .  Azapf(z) функ
ция чегараланган ёпик, тупламда узлуксиз булса, функция 
шу тупламда текис узлуксиз булади.

7 - м и с о л . Ушбу

f(z) = e |г|

функция E={ze С:0<| z\ ^R} тупламда текис узлуксиз була
ди ми?

Берилган функция Е тупламда узлуксиз булади, чунки
_  L 

f(z) = e & + ?

4 - 9 5 2  4 9



булиб, и(х, у) = е Jxi+y2 , v(x, у)=0 функциялар {(х, у)е К1.
0<x2+yl<R2} да узлуксиз.

Агар

_L

lim f ( z )  =  lim е ^  -  О
г-»0  г-»0

булишини эътиборга олсак ва

Л 0) = 0

булсин деб кдрасак, унда берилган функция чегараланган 
ёпик {да С: I г I </?} тупламда узлуксиз булиб к,олади. Кан
тор теоремасига кура бу функция {да С: \z \ <Ä} да текис 
узлуксиз булади. Бундан эса берилган функциянинг Е да 
текис узлуксизлиги келиб чикади.

8- м и с о л . Ушбу

/ ( * > = £

функция Е={да С: 0<| zl <R) тупламда текис узлуксиз була- 
дими?

V  §>0 сон олинганда хам е=1 ва Е  тупламга тегишли 
булган

нуцталар учун

булиб, п нинг етарлича катта килиб олиниши хисобига 
уни у  8 дан кичик кила олиш мумкин б^лсада

\Az')-Az")\ = l л2- ( - я 2)1 = 2л2> 1=е

булади. Бу эса берилган функция £ ={даС:  0<| г I </?} 
тупламда текис узлуксиз эмаслигини билдиради.
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М И С О Л Л А Р  ВА М А С А Л А Л А Р

Функцияларни берилган со^аларда бир япрокушкка 
текширинг:

1 -Az) = z?, 
2. Az)  =  z?,

Е  = 
Е  =

{Re¿>0}.
{Im¿>0}.

3 .Az) = г2, Е = {0< a rg z < f}.

4. Az)  = г2, Е  = {Ы <1}.
5. Az)  = г2, Е = {Id <1, 0<argz<-y-}.

6. Az)  = г2, Е  = {1 d >2}.

7-Лг) = î ( z  + î ) , £  = {I d < 1}-

М г ) = 4 (г + {), 

„ _  i / J

Е = {ld<2}. 

/I J
M * ) "  2 г / » Е  — {1 a >2}.

1<Мг) = i ( z  + î ) , Е  = {1т г > 0}.

11.Лг) =  г (г + 7 ) ’ Е = {Re<:>0}.

12.Л г)=  | ( г + { ) , Е —{ ^ < a r gz < ^} .

13. Az)  = y+ï • Е = {1 d <2}.

14. Az)  = 7±2 - Е= {Id >2}.

15. Лг) = т Ь  - Е = {Rez>3}.

16. Лг) = e'(cosy + ísiny),
17. Л г) = ex(cos.y + /siny),
18. Az)  = e*(cosy + /sinjn),
19. Az) = ^(cosy + /siny),

Е = 
£ =  
Е = 
Е =

{1т г > 0}.
{0<1т г < 2л}.
{Id<l}-
{0<Rez<l}.

20. j U > - i ( z + i ) \ Е = {Id < 1, 0< a rg ^ < f}.

* * *

21. УшбуЛг)=_~  (г^О) функциянингг->0 даги лими-

ти мавжудми? Мавжуд булса, уни топинг.
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22. Ушбу /(¿)= |г|2 (з*0) функциянинг г-»0 даги л и 

мит  мавжудми? Мавжуд булса, уни топинг.
Куйидаги функцияларни узлуксизликка текширинг:
23. Лг) = г2.

- 2 4 . Д г ) =  , 4 | .

2 5 . Д г) = р ^

|г+1|
2 6 . Л г ) = ^ .

Яег2

27.Л г) =  а ж ,  (г*0).

28. Дг) = Ит (0 < аГ8г < 2 )Л—>°° 1 + *

29 д г)= \ е , агар г * 0 булса,
[ 1, агар г = 0 булса.

30.Лг) = 5ёп ( ^ - 1 ) .
[г + 1, агар 1пи > 0 булса,

31. Лг) — |  ^  агар 1гаг < О булса.

32. АгарЛг) функция ^  нуктада узлуксиз булса, у \олда 
1Л г)1 функциянинг \ам  шу нук,тада узлуксиз булишини 
исботланг.

33. Лг) функция ^  нук,тада узлуксизлигининг геомет
рик талк,инини ифодаланг.

34. Агар Дг) —и(х, у)Ну(х, у) функция г,, нуктада узлук
сиз булса, у х,олда Д г) — и(х, у )—п(х, у) функциянинг
\ам шу нуктада узлуксиз булишини исботланг.

35. Агар Л г) функция ае С нукдада узлуксиз булса, 
ф(г)=Л^г+с) (М3) функция нуктада узлуксиз були

шини исботланг.
36. Бутун комплекс текисликда аникданган ва ^ар бир 

г„б С нуктада узилишга зга булга:: функцияга мисол кел- 
тиринг.

37. Фак,ат биргина^е С нуктада узлуксиз, бошк,а барча 
нукдаларда эса узилишга эта булган функцияга мисол кел- 
тиринг.
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38. Бутун комплекс гекислик С да аникданган, г=—1 
ва г=1 нук;таларда узлуксиз, крлган барча нук,таларда эса 
узилишга эга булган функциями тузинг.

39. Агар f{z)+g(z)  функция ^  нуктада узилишга эга 
булса, у хсшдаДг) ва g(z) функцияларнинг камида битта- 
си ^  нук,тада узилишга эга булишини исботланг.

40. А гар /г) ва g(z) функцияларнинг ^ар бири zn нук,- 
тада узилишга эга булса, у \олда Лг)+^(г) функция \ам ^  
нуктада узилишга эга булиши шартми?

41. Агар Дг) ва g(z) функцияларнинг \ар бири ^  нук,- 
тада узилишга эга булса, у \олда Дг)^(г) функция \ам z0 
нуктада узилишга эга булиши шартми?

Куйидаги функцияларни берилган со\аларда текис уз- 
луксизликка текширинг:

' 4 1 .№  = 1\ £ = { Ы < 1}.
43. Л г) = г \  Е=С.
44 .Л г)= -£р , Е = {  0<1Т<1}.

4 5 . Л г ) = ^ 1 ^ ,  Е=  {0<Ы<1}.г

4 6 . ^ ) = - ^ ,  £ = { Ы < 1}.

4 7 .Л г )= т ^ т ,  £ = { Ы < 1}.

48.Дг) = ~ , £= {кЫ < + °°} , г>0.

49 . Л г ) = 7 ,  £ = { 0 < Ы < + ~ } .

50. Лг) функция ^  нук,тада текис узлуксиз деган жум- 
ла маънога эгами?

51. АгарДг) функция ЕсСтупламда узлуксиз булса, у 
берилган тупламда текис узлуксиз буладими?

52. {! £ </?} доирада текис узлуксиз функция чегаралан- 
ган буладими?

53. Агар Дг) функция E={a<RQz<bí, a1<\mz<b2} ва 
E2={bi<Kez<cp ¿>2< 1т<:<с2} туртбурчакларда текис узлук- 
сйз булса, у \олда бу функция

£= {а | <Кег<с1, а2<1т г < с 2}
туртбурчакда \ам текис узлуксиз булишини исботланг.

54. Агар 53-мисолдаги Ег туртбурчак урнига
Е2 ={Ь1<Яег<с,, ¿>2<1тг<с2}
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туплам олинса, Дг) функциянинг Е туртбурчакда текис 
узлуксизлиги \ак,ида нима дейиш мумкин?

55. Агар Дг) ва #(г) функциялар Л/сС тупламда текис 
узлуксиз булса, у *олда ихтиёрий а, Ре С лар учун аДг)+ 
+(3#(г) функция \ам М тупламда текис узлуксиз булиши- 
ни исботланг.

56. Агар Дг) ва £(г) функциялар бирор МсС тупламда 
текис узлуксиз булса, <р(г)—_Лг)\?(г) функция шу туплам
да текис узлуксиз буладими?

57. АгарДг) функция ва <7 тупламларда (/>еС, <7<С) 
текис узлуксиз булса, у \олда унинг £>Г) С тупламда те

кис узлуксиз булишини исботланг.
58. Агар Лг) функция {Ы < /?} доирада текис узлуксиз 

булмаса, у \еч булмаганда {I г 1 доирадаги бирор нук,- 
тада узилишга эга эканлигини исботланг.

59. Чегараланган {Ы<Я} доирада Дг) функция текис 
узлуксиз булиши учун, унинг доирада узлуксиз 
булиб, ихтиёрий £е{Гг!=/?} нук;тада чекли

лимитнинг мавжуд булиши зарур ва етарлилигини исбот
ланг.

Айтайлик, _Дг) функция кенгайтирилган комплекс те- 
кислик Сдаги М тупламда аникданган булсин.

Агар ихтиёрий е>0 сон олинганда \ам шундай 5=5(е)>0 
сон топилсаки, р(г, ^)<б М) тенгсизликни к,аноат- 
лантирувчи барча даМ лар учун р(Дг), Л^))<£ булса, у 
^олда Ат) функция ^еМ нуктада с ф е р и к  м е т р и к а  
б у й и ч а  у з л у к с и з  деб аталади. Бу ерда

I  ва \  нукдалар орасидаги с ф е р и к  м а с о ф а .
Сферик метрикада текис узлуксизлик таърифи \ам шу 

каби киритилади.

Нт / ( г )7—ьЕ
|г|<Л

О, г = °°, £ = °°,
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Куйидаги функцияларнинг сферик метрика буйича 
кенгайтирилган комплекс текислик С да узлуксиз зкан- 
лигини исботланг. 

ч= 160 .AzY- Z  '

6M d = f ç y .
62 .Az)= éi .
6 3 . / г > = у ^ .

Агар Az) ва ¿(г) функциялар М  тупламда (Л/сС) сфе
рик метрика буйича узлуксиз булса, 64—66-мисолларда 
келтирилган функцияларнинг А/тупламда сферик метри
ка буйича узлуксиз булиши шартми?

64.Дг)+Жг)
65 .Az)g(z)

бб* Ж г)
67. Айтайлик,У(г) функция А/тупламда сферик метри

ка буйича узлуксиз ва R(z) функция z узгарувчига нисба- 
тан рационал функция булсин. g(z)= R(ßz)) мураккаб функ- 
циянинг М  тУпламда сферик метрика буйича узлуксиз 
булишини исботланг.

2 - § .  Ф у н к ц и я н и н г  д и ф ф е р е н ц и а л л а н у в ч и л и г и .  

К о ш и - Р и м а н  ш а р т л а р и

Г. Бирор Е сох,ада (ЕсС) w=Az) функция берилган 
булсин. Ихтиёрий z ^ E  нук,та олиб, унга шундай Az орт- 
тирма берайликки, z^+AzeEбулсин. Натижада,Дг) функ
ция \ам Zq нук,тада

Aw = AAZq) ^A Z q+ W -A Z v) 
орттирмага эга булади.

7-т а ъ р и ф . Агар Az—>0 да нисбатнинг лимиты

lim ®  .  lim / ( - a¿ - /<г•'
лг->0 дг-*0

мавжуд ва чекли булса, бу лимит комплекс узгарувчили f(z) 
функциянинг z0 нук,тадаги хрсиласи деб аталади ва f ( z j  каби 
белгиланади:

55



Л^о+Дг)-/(го)/ ( ^ - 1™ — — .

Az)=z2

функциянинг у  70е С нук,тадаги х,осиласини топинг._____
^  нук,тага Az орттирма бериб, шу нук,тада функция 

орттирмасини х.исоблаймиз:

&Az()=Az<)+Az)-Az<))=(z0+лz)2-  го = 2^Аг+(Аг)2.

Унда

9 - м и с о л . Ушбу

Д/(го) _  л
-~ЕГ~ 2г° + Аг

булиб,

булади. Демак,

Нти ¿/(¿о) _

Щ  дг 2г«

Л^о) = 2^-
10- мисол . Ушбу

Лг) = 1г1 -Яе*

функциянинг г=0 нук,тадаги \осиласи нол булишини 
курсатинг.

Берилган функциянинг г=0 нук,тадаги хрсиласини 7- 
таърифга кура топамиз:

„т Л 2± ^ Л й = и т М ^ « ,
дг->0 ^  Дг-»0

М-АХ
дг-»0= И т д—- (Дг = Ах + /,Ау)

Равшанки, Дг->0 да Ах х,ам нолга интилади. Демак, 

11т  Л 0± у - Ш  = 11т Н  ах =  0 .
Дг-»0 —> 0 1дИ-еш/̂

Бу эса /'(0 )= 0  эканини билдиради.
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Фараз цилайлик,/(г)=и(х, у)+п>(х, у) функция г0=х0+/>0 
(^е О  нуктанинг бирор атрофида аникданган булсин.

8- т в ъ р и ф.  Агар и(х, у) ва у(х , у) функцияларх, уузга- 
рувчиларнинг функцияси сифатида (Хд, у,-) нуцтада диффе- 
ренциалланувчи булса,Дг) функция г0 нуцтада х,ацщий ана
лиз маъносида дифференциалланувчи дейилади.

Бу х;олда с!и(х0> у )+ 1̂ ( х 0> у ^  ифода /(г) функциянинг гп 
нуцтадаги дифференциали дейилади:

<1и+1<1\>.
4 - т е о р е м а .  /(г )=и (х , у )Н у(х , у) функциянинг г0 нуц- 

тада Г (г )  х,осилага эга булиши учун бу функциянинг г0(х № 
у^  нуцтада %ацщий анализ маъносида дифференциалла
нувчи булиб,

[ Эи _  Эу 
I Эдг 3>-
| Эи _ _ Эр (2)
[Эу Эдс

шартларнинг бажарилиши зарур ва етарлидир.
Одатда (2) шартлар К о ш и - Р и м а н  ш а р т л а р и  

дейилади.
Комплекс анализда ушбу

с1г = ¿х+1йу, сЛ -  с1х -  г'ф:

Эг 2\Э* ( Эу )’ дг 2\дх ‘ ду)

белгилашлар ёрдамида /(г)=и(х, у)+м (х, у) функциянинг 
тула дифференциали сЦ=с1и+Шу

куринишда кулай ифодаланади.
Юкорида келтирилган (2) Коши-Риман шартлари

|С = 0Эг

тенгликка эквивалент булишини исботлаш к,ийин эмас. 
Демак, 4-теоремани куйидагича \ам  ифодалаш мумкин.

4'-т е о р е м а . у>=/(г) функция г=г0 нуцтада х,осшага эга 
булишлиги учун унинг цациций анализ маъносида диф-
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ференциали мавжуд булиб, |£ = 0 тенгликнинг бажа-
г= г0

рилиши зарур ва етарлидир.
Агар м ~ А д  функция г, ну^тада \осилага эга булса,

бу нуктада = О булиб,/нинг \осиласи / ' ( г 0) = *  , диф- 

ференциали эса

#  = = / \ z j d z

куринишда булади. Комплекс анализда х,осилага эга булган 
функциялар С — д и ф ф е р е н ц и а л л а н у в ч и  функция- 
лар дейилади.

Амалиётда функцияларни С — дифференциалланувчи- 
ликка текширишда Коши-Риман шартларидан фойдала- 
нилади.

1 1 - ми с о л . Ушбу

АО =  ?
функциянинг хрсиласи мавжудлигини текширинг.

Равшанки, /(г)=(х+/у)2=(л:2—у2)+Иху булиб, и(х, 
у)=у?-—у1, у(х, у)=2ху функциялар (х, у) буйича диффе
ренциалланувчи.

£ - 2*, $ - 2, ,

тенгликлардан (2) шартларнинг бажарилишини курамиз. 
Бу зса функция текисликнинг \ар бир нук,тасида хосилага 
эга эканлигини курсатади.

1 2 - ми с о л . Ушбу

А д  = ?

функциянинг ^осиласи мавжудлигини текширинг. 
Каралаётган

Az) = ? =  х2—у1—Иху

функция учун

и ( х ,  у )  =  X 2— у 1, У(х, у )  =  —  2 х у
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булиб, (2) тенгликлар (0, 0) нукп'адан бошк;а \еч бир нук;- 
тада бажарилмайди. Демак, Дг)=г2 функция ^*0 нукта- 
ларда \осилага эга эмас, ^=0 нук,тада эса унинг \осиласи 
мавжуд ва /'(0)=0.

1 3 - ми с о л . Ушбу

А г) - 1 г 12+1 [Я ег1пиР
функцияни С— дифференциалланувчанликка текширинг. 

Бу функция учун

и(х, у) = I г 12 = х ^ у ,
Кх, у) = [11ег1тг]2= хУ

булиб, и ва V функциялар Я2 да дифференциалланувчи. 
Энди (2) шартларни текширайлик:

Г2х = 2 х 2у,
[2у = -2ху2.

тенгликлардан куринадики, Коши-Римгн шартлари фа- 
к,ат х=0, у= 0 нуктада бажарилади. Демак, ч^ерилган функ
ция факат ^= 0  ну^тада С — дифференциалланувчи.

1 4 - м ис о л . Ушбу

Лг) = Ы 2[Яег]2
функцияни С — дифференциалланувчанликка текширинг. 

Равшанки,
и(х, у) = (х2+у2)х2, 

у(х, у) = О
булиб, бу функциялар х.ак.ик.ий анализ маъносида диффе
ренциалланувчи булиб,

= 4х3 + 2>>2х, = 2 х 2у

булганлигидан Коши-Риман шартлари х=0 тугри чизик, 
нук,талари учунгина бажарилади. Демак, берилган функ
ция факдт {х=0} тупламда С — дифференциалланувчи 
булади.

15 - ми с о л . Ушбу
™ = А д = 1

функцияни С — дифференциалланувчанликка текширинг.
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Равшанки, |=- = 1 булиб, бу каралаётган функцияни те-

кисликнинг бирорта нуктасида х,ам С  — дифференциалла- 
нувчи эмаслигини курсатади.

16-м и с о л  . Ушбу

/ Ш  = г • 1т  г

функциями С — дифференциалланувчанликка текширинг. 
Берилган функция учун

и(х, у) = '\[ху, у(х, у) = О

булиб, г=0 нуктада Коши-Риман шартлари бажарилади:
ди(0,0) _  <М0,0) _ п 

дх ду
<?и(0,0) _ <?у(0,0) _ п 

ду д х ~

Бирок,,

и т  а ш > = Цт  т ы ш „ „т  е « = о.
Ду=0 Ау=0 Ау=0

А?=Ах->0 Дг=Дл—»0 Дг=Дх—>0

Н т %■— = Н т = °°
Дх=Д>> А Z Ах—»0 (I +  / )А х

Дг=(1+/)Ах->0

булгани сабабли Аг-^0 да нинг лимита мавжуд эмас.

Бинобарин, каралаётган функция г=0 нуктада С  — диф- 
ференциалланувчи эмас {и=\[ху функция (0, 0) нуктада

\акикий анализ маъносида дифференциалланувчи эмас).
Кутб координаталар системасида Дг)=м+/у функция 

учун Коши-Риман шартлари

ди_ — ду_ 
др р Лр '
л  _ _ ± л  (2')
Эр р <?ф

куринишда булади. Буни исбот килишни Укувчига ^авола
Киламиз.



Фараз килайлик, н^Дг) функция бирор Е сох,ада (ЕсС) 
берилган булсин.

9- т аър  и ф . Агар /(т) функция гп(10е С) нуцтанинг фа- 
Кат узида эмас, балки унинг бирор у(1р, е) атрофида С
— дифференциалланувчи булса, у^олда/(г) функцияси 1„нук- 
тада голоморф функция дейилади.

10-т а ъ р и ф . Агар/(г) функция Е соланине щ р бир нук,- 
тасида голоморф булса, (функция Е со^ада голоморф дейилади.

Одатда Е  со^ада голоморф булган функциялар синфи 
о(Е) каби белгиланади.

11 -т а ъ р и ф . Агар Я (^=/(^ )  функция 1=0 нуктада голо

морф булса, /(г) функция «°°» нуктада голоморф дейилади.
12-таъ р и ф . Агар / ( г )  функция г / г де С)нуктада голо

морф булса, А?) функция гп нуктада антиголоморф дейилади.
1 7 - м и с о л . Ушбу

функцияни С — дифференциалланувчанликка текширинг.
Берилган функциянинг \ак,икий к,исми и(х, у) \амда 

мавхум кисми у(х, у) ларни топамиз.

Энди и(х, у) ва у(х, у) функциялар учун Коши-Риман 
шартларини текширамиз:

Равшанки; ху>0 булганда, яъни I ва III чоракларда

Л г) = х2—>>2+ 2/| ху\

Л г)=м (х, у)+Ых,  у)=х2—у1+2/1 хй = 

1агар ху > 0 булса, х 2 -  у 2 + 2/ху, 
\ агар ху < 0 булса, х 2 -  у 2 -  2¡ху.

Демак,
агар ху > 0 булса, 2ху,

и(х, У) х у2, у ( х ,  у) |агар Ху  <  о булса, -  2ху.

Эу __ ( агар ху > 0 булса, 2х, 
дУ [агар ху < 0 булса, -  2х,

ди = 
&

агар ху > 0 булса, 2у 
агар ху < 0 булса, - 2у
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Е -  |г  е С: 0 < ащг < е С: п < ащг < у }

да голоморф булади. ху<0 булганда, яъни II ва IV чорак- 
ларда функция Коши-Риман шартларини бажармайди. 
Демак, бу чоракларда функция С — дифференциалланув- 
чи була олмайди.

н*=е̂  — функция учун

и(х, у) = е^сову, 
у(х, у) = еЫпу.

булиб, С — текисликнинг барча нукталарида Коши-Ри- 
мдн шартларининг бажарилишини, яъни функция голо
морф эканлигини курамиз.

и' = гх. функция фацат г=0 нуцтада С — дифференци-
алланувчи булиб,

булади. Д ем ак, берилган функция

К - 7 U.
dz z’ ЭZ = 0,

г=0

у бу нуцтада голоморф эмас.
3°. Фараз килайлик, Я2 фазодаги Е со^ада (ЕсК 2)Е=Е(х, 

у) функция берилган булиб, у шу сох^ада иккинчи тар-
д 2Г ( х , у )  д 2Р ( х , у )

тибли —^ —  > —~ 2— узлуксиз хусусии хрсилаларга эга 

булсин.
13-т а ъ р и ф . Агар Е со^анинг х,ар бир нуцтасида

0  + ^  = ° <3>

тенглик бажарилса, F=F(x, у) функция Е cocada гармоник 
функция дейилади.

(3 ) ТСНГЛаМаНИ Л а П Л а С  Т С H Г Л а M а С И -ДСЙИЛаДИ. Б у
тенглама ушбу



Л аплас оператори ёрдамида цуйидагича

шаклда \ам ёзилади.
Лаплас оператори учун

булиш ини эътиборга олсак, унда (2) тенгликни

шаклда ёзиш  мумкинлигини курамиз.
5- т е о р е м а .  Е  сох,ада (Е сС ) голоморф булган х,ар 

цандай Д г) функциянинг \ак,икин ва мавхум к,исмлари 
и(х, у) ва у(х, у) функциялар шу сох,ада гармоник булади- 
ляр.

Э с л а т м а .  Ихтиёрий иккита и(х,  у )  ва v (x ,  у )  гармоник функци
ялар учун Д х ) = и ( х .  у )+ Ы (х ,  у )  функциянинг толоморф булиши шарт 
эмас. /  нинг голоморф булиши учун и ва улар Коши-Риман шартлари 
орк,али боЕпанган булишлари лозим. Бундай \олда а ва у гармоник 
функциялар к у ы м а  г а р м о н и к  ф у н к ц и я л а р  дейилади.

18-м и с о л  Яг)=  I  функцияси учун и(х, у)=х ва у(х, у)=
—у ф у н к ц и я л а р  г а р м о н и к , ам м о к уш м а га р м о н и к  
функциялар эмас.

Бир бовдамли (Е с С ) со^ада м(г)=и(;с, у) гарм оник  
ф ункция булиб, г,,е £'тайинланган нук,та булсин. У \о л д а

И г )=  } - %<1х + %(1у 
го

интефал ы(г) функцияга кушма гармоник ф ункция у(г) 
ни аникдайди.

МИСОЛ ВА МАСАЛАЛАР

Куйидаги 68—72-мисоллардаги ф ункцияларнинг \о с и -  
лалар к,ийматларини ш у \осилалар мавжуд булган нукта- 
ларда хисобланг:

68 .Д г) =  2г+1.
69. Д г )  =  г3.
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7 1 .Д г > = 7 ± г -

72 . Д г) =  е*(со8>>+/5т.у), (I =  * + /» .

____ Уш бу функ!!иялярни С  — Г

текширинг:

73. Дг) =  Я ег
74. Д г) =  (Я ег)2.
7 5 ./ г )  =  Яег2.
76. Д г) =  [Кег]2 [1т^ ]2.
77 .Д г) =  к 1 2.
78 .Л г) =  [Яег]2+ /[1 т г ]2.
79 . Дг) =  [Кег]2- / [ 1 т г ] 2.
80. Д  г) =  гЯ ег
8 1 .Д г) =  г 1 т г
8 2 .Д г) =  2ху— /(х2—у2), (г=х+/>).
83 . Д г) =  г 1 т г  функция учун / ' ( 0 )  ни \и собл анг.

84—87-м исолларда берилган Д г ) ф ункциялари учун 
шундай а, Ь, с узгармасларни топингки, натижада Д г) 
функциялар голоморф  булиб крлсин:

84. Дг) =  х+ау+ЦЬх+су).
85. Дг) =  х1—ау2+Лху.

86. Дг) =  Т~ Г 2 Г ..V X +у
87. Д г) =  соях(сН>н-ахЬу)+ктх(сЬ>’+̂ 81'1}').

88 . Ушбу Дх) =1 х 2—у |  + 2/ху функция голоморф  булган 
со^аларни топинг.

89 . У ш буД г) =1 х2—у |  +2/1 ху| функция голоморф булган 
со^аларни топинг.

90 . Агар Д г) функция ^  нукдада антиголоморф булса, 
у хрлда шу нукдада

м 
^  = и

ш артнинг бажарилиш ини исботланг.
91 . Агар г=р(со5ф+/5т<р) ( ^ 0 )  ва Д г)= и (р , ф )+ /у(р , ф) 

булса, у ,\олда / ' ( г )  ни  куйидаги

7<Мг> =  { .
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/ Л  ч_  Р <У _  Р ( ди . ;  ¿ У  ^
г ф  г ^ Ф  Фу

ёки

Л ч ___ I _  \ (  Эу .- й Л
/ '.•2/ /'г Лр г V Лр Ар ̂

куринишларда ифодалаш мумкинлигини исботланг.
92. У ш буЛ г)=г" ф ункция учун К ош и-Рим ан шартла- 

рининг бажарилиш ини текш иринг ва

(г")' =  яг"-1

тенгликни исботланг.
93. Айтайлик,Д.г)= и+п>=р(со5ф+/5т(р) голоморф ф унк

ция берилган булсин. Агар и ,  V, р, ф функциялардан би -  
рортаси узгармас булса, у х,олда /(г )  ф ункциянинг узи  
\ам  узгармас булиш ини исботланг.

94. У ш буЛ г)=^ /1^ | функция учун с = 0  ну^тада К ош и-

Риман шартларининг баж арилиш ини, лекин ш у нуктада 
ф ункциянинг х,осиласи мавжуд эмаслигини исботланг.

А гар  Аг)=и{х, у)+м(х, у) ф у н к ц и я  гп=х0+1у0 н у к т а д а  
д и ф ф е р е н ц и а л л а н у в ч и  б у л с а ,  9 5 — 9 9 - т е н г л и к л а р н и н г  
у р и н л и  э к а н л и г и н и  и с б о т л а н г :

95. /Ч^)= и[ (х0, у0)+/у| (хп, уп).

96. / 4 ^ ) =  V; (х0, у0)-1и'у (х0, у0).

97. / 4 ^ ) =  и'х (х0, у0)— 1 и'у (х 0, у 0) .

98. / Ч ^ ) =  ^  (х0, у0Ш у 'х (х0, у0).

99. \ p i z j  2= ( ^ ) 2 + (« ;)2 = К ) 2 + К ) 2 =

= К ) 2 + К ) 2 = М 2 + М 2-
100. Ф араз к и л а й л и к ,/ г )  ф ун кц и я  Е со\ада голом орф 

булиб, ш у со\ада / ' ( г ) = 0  булсин. У \о лд аД г)=соп81 эк а н 
л игини исботланг.

101. А й т а й л и к ,  А г )  ф у н к ц и я  Е  с о ^ а д а  д и ф ф е р е н ц и а л 
л а н у в ч и  б у л и б ,

В\тЦ1)+С =  0
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булсин. Бу ерда А, В, С лар узгармас сонлар ва уларнинг 
камида биттаси нолдан фаркди.Дг)=соп51 эканлигини ис- 
ботланг.

102. Фараз килайлик, f[z)  функция D со>;ада диффе- 
ренциалланувчи, F(t) эса бутун ^акик,ий укда монотон ва 
узлуксиз дифференциалланувчи функция булсин. А гар

R e / г) =  Т Ц Щ Ш
тенглик бажарилса,/(^)=const эканлигини исботланг..

103. А гар  w =Az)=u(x, y)+iv(x, у ) функция- учун z нук,- 
тада ушбу

iml ReÍFíim
дг->01

лимит мавжуд булса, у х,олда и[ ва v'y хусусий х,осилалар- 

нинг мавжуд булиб, и'х = v'y тенгликнинг бажарилишини 
исботланг.

104. А гар  w =/[z)=u(x, y)+iv(x, у) функция учун z  нукг 
тада ушбу

lim flm  7 7 ]
дг-toL ¿ г J

лимит мавжуд булса, у  \олда и\ ва v'x хусусий \осилалар- 

нинг мавжуд булиб, и\ = — у* тенгликнинг бажарилиши
ни исботланг.

105. Фараз килайлик, w=J{z)= u+iv функция z  нук,тада 
куйидаги шартларни каноатлантирсин:

1) и, V — дифференциалланувчи,
AH'

— мавжуд.2) limдг-»0 A Z

У  лолдагнуктада ё к и Д г), ёки f ( z ) ф ункциянинг диф
ференциалланувчи эканлигини исботланг.

106. w(z) функцияга тескари булган z(w) ф ункция учун 
ушбу



тенгликнинг уринли эканлигини исботланг. Бу ерда

белгилашлар киритилган.
107. м>{1) акслантиришнинг якобиани учун

тенгликни исботланг. лг ~\Г
108— 112-мисоллардаги функдиялар учун ва ^  лар-

ни х,исобланг:
108. Д  г) =1 г1 .
109.Д г )  =  е~х(сову— ю т у ), (г=х+{у).
110. Дг) — I г—а К  — °°<р<°°.

113. Д г) =  I ^ ”,
114. Дг) — *, —ооКрКоо,
1 1 5 . Л  г)  =  1п1 г - а \ .
116.Лг) =  1п (1 +к 12)-

117._Дг) — агс18"[7^|.

Голоморф Л?) функция учун 118 —1 22-мисоллардаги 
тенгликларнинг уринли эканлигини исботланг:

11 \ . М  =  т1\г -а \2 + ^ - Ь \2.

112-Д^) |г_а|_/|г+а| •

113 —117-мисоллардаги функциялар учун ни то-

[г-а|+/|г+д[

пинг.

г а . £ 0 / м 1 М 1 / м 1 - ' Я о -

П 9 . ) = х 1 / ( г ) 1"”2 | / ,(^ 2' — <^<оо.

120. ¿ [ Я е / ( г ) 1  = $ Г Ш

121. | : 1 1 т / ( г ) ]  = ¿ - / ' ( г ) .
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123. Агар ик(х, у)(к=  1, 2, п) гармоник функциялар  
булса, у холда уларнинг чизикди комбинацияси

\ам  гармоник булиш ини исботланг.
124. Агар и(х, у) гармоник функция булса, и2(х, у) ф унк

ция \а м  гармоник буладими?
125. Гармоник и(х, у) ф ункциянинг ихтиёрий к — тар- 

тибли хусусий хоеилалари хам гармоник булиш ини и с
ботланг.

126. Агар гармоник и(х, у) ф ункциянинг аргументлари
учун

алмаштириш баж арилса, у х,олда алмаш тириш дан кейин  
хосил булган ф ункциянинг \а м  гармоник булиш ини и с
ботланг.

127. Агар и(х, у') гармоник функция булса, у \о л д а  к,ан- 
дай /  функциялар учун Д »  \а м  гармоник булади?

128. А га р /(г ) ф ункция голоморф булса, 1Лг)1, а г ^ г ) ,  
1п 1Лг) I функциялар гармоник буладими?

129. У ш бу А = + Лаплас операторини (р,ф) кутб

координаталар системасида езинг.
130— 137-мисолларда берилган гармоник ф ункциялар- 

га курсатилган со\аларда кушма булган гармоник ф унк- 
цияларни топинг:

130. и(х, у) =  х2—у*+х, Е =  С.

п
У(х,у)= I  Скик(х,у) 

к=1

131. и(Х, у) =  ^2~2 >

132. и(х,у) =  ху + 1,
133. и(х, у) =  ^ 1п(д:2+ У ),

Е =  с .
Е =  С \{ у = 0 ,  0<х<+°о}. 

Е =  С

Е =  {0< Ы  <°°}.

134. и(х, у) =  ху,
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135. м(х. у ) = л 2—У + л у ,
136. и (Х , у) =  у С О Б у в К х + Х З Ш у с Ь х ,
137. м(р, ф) =  рфС05ф+р1пр5П1ф,

Е =  С 
Е =  С  
Е =  С

Хакик.ий ёки мав.хум кисмлари 138— 146-мисоллардаги  
тенгликлар ёрдамида берилган голоморф flz)=u(x, у)+Ыху) 
функция мавжудми? М авжуд булса, уни топинг:

138. и(х, у )  =  д:2—у2.
139. у(х, у ) =  Зх2у —у \
140. у(х, у )  =  2ху+2х—1.

142. у (х ,у ) = у----- г Ц - .X+у

143. и(х, у) = х2—У + 5 х + у ----- .X +у

144. и(х, у ) =  ¿ +уТ? ■

146. и(х, у) =  ех .

147— 152-мисоллардаги и, у ёки ик, уД/с=1, 2) ф унк- 
циялар Е  со \а д а  кушма гармоник функциялар булса, у 
,\олда и, V функциялар ,\ам Е  со.\ада кушма гармоник  
функциялар булиш ини исботланг.

147. и =  аи—Ьу, У= Ьи+ау {а ва Ь — узгармаслар).
148. и =  аи^+Ьи2, У=  м у , + 6 у 2 (а ва Ь — узгармаслар).
149. £ /=  м,м2— у , у2, К = м , у2+ у , м г

150. и =  еи созу, У =  е^шу.

151. и = е и2~'Л соз2 м у , У=е"2~'’2 ьт2м у .

152. и =  е‘псо  ̂ц2~-^-, .

153. Айтайлик, и, у  функциялар £  со \а д а , <р, ф ф унк ц и 
ялар £ с о \а д а  кушма гармоник функциялар булиб, х + /у е  £  
булганда м(х, у )+ /у (х , у) нинг киймати ^ д а  ётси н . У  хрлда

£ / ( * ,  у)=ф[и(х, у), у ( х ,  у)], К(х, у)=ф[и(х, у), у ( х ,  у)]

£
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функциялар Е  со^ада кушма гармоник функциялар були- 
шини исботланг.

154. Ф араз килайлик, и, v функциялар Е со^ада кушма 
гармоник функциялар булиб, Е  сох,анинг \еч  бир нук,та- 
сида и в а  v функциялар бир вактда нолга айланмасин. У 
\олда 

U(x, у) =  1п[ы2(х, y)+v2(x, у)]

функциянинг Е  со^ада гармоник функция эканлигини  
исботланг.

155. Агар и, у, ва и, v лар Е  со^адаги икки ж уфт кушма 
гармоник функциялар булса,

v2(x, у)—v,(x, у) =  const

эканлигини исботланг.
156— 164-мисолларда берилган куриниш даги узгармас - 

дан фарцли гармоник функциялар мавжудми? М авжуд  
булса, уларни топинг:

156. и=ф(х).
157. и=(р(ах+Ьу) (а ва b лар \акикий  сонлар).

158. н=ф(^:|.

159. м=ф(ху).
160. и=ф(х2+у2).

161. и = ф ( ^ ^ ^ ) -

162. г/=ф(х2+у).
163. М=ф(х+Л/Х2 + у2 )

164. и=ф(х2—у2).
165— 168-мисолларда берилган чизикдарнинг устида  

узгармас кийматни кабул килувчи гармоник ф ункциялар- 
ни топинг.

165. х=с
166. у=сх
167. х2+у2=с
168. х2+ у2=сх
169. Уш бу R eA z)= x3+ 6 x 2y —3xy2—2y3, / ( 0 ) = 0  шартларни  

каноатлантирувчи голоморф f l z )  функцияни топинг.
170. Фараз к и л а й л и к ,/г ), g (z )e a (E )  булсин. А гар Д г)=  

=g (z )+ c  (с — хакикий узгармас) булгандагина f ( z ) +  g (z )
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йигиндининг Е со \а д а  \акик,ий к,ийматларни кабул кили- 
шини исботланг. =  ~

1 7 1 .  Л г ) ,  Ж ^ )еа(£) ва £ < * Н )  булсин. (с ~  
м анф ий булм аган  узгарм ас) шарт баж арилган дагин а  
Д г)-£ (^ ) купайтманинг Е  сохдца манфий булмаган к,ий-

матларни кабул килиш ини исботланг.
172. Л г), ^г)еа(Е) ва я(г)£0 булсин. Факат Л  г) -  <Ш> 

(с — \акикий узгармас) шарт бажарилгандагина Л г)'^ (г)

купайтманинг £ с о \а д а  хаки кий кийматларни кабул кили- 
шини исботланг.

3 - § .  Х , о с и л а  м о д у л и  в а  а р г у м е н т и н и н г  г е о м е т р и к  

м а ъ н о с и .  К о н ф о р м  а к с л а н т и р и ш л а р

Фараз килайлик,

м '=Л г)

функция бирор £(£<= С) со \а д а  берилган булсин. Уни (г) 
текисликнинг нукталарини (и>) текислик нукталарига акс- 
лантириш деб караймиз (11-чизма).

М
\

©

га

0

V (

1

/
__ 

/

0

11-чизма

Айтайлик, и^Д г) ф ункция Е  нуктада/Ч г,,)
\осилага эга булсин. Х,осила таърифидан ф ойдаланиб, то-  
памиз:

I  ̂ _  к™ |/(г)-/(го)| _  ,• |^-^о|



I г—^ I етарлича кичик булганда 11— 7 | х,амда | и>— | 
микдорлар пропорционал булиб, \ / \^ ) \  эса  шу пропор- 
ционалликнинг коэф ф ициентини ифодалайди:

I | =  | / 'Ц ,)  \ \ z - z <¡\ +о( I I)

акслантириш ёрдамида Гг—^ 7 = г  айлана’ чек-’ 
сиз кичик микдор о( I г—^  I) эътиборга олинмаса,

I И'-И’о I =  1 /4 ^ )  I г

айланага аксланади. Агар |/ ' ( г . )  | <1 булса, унда | г— 7 | =г 
айлана сик,илади, \ / \ г 0) \ >1 ёулганда эса  айлана ч^зи- 
лади.

Демак, функция хосиласининг модули уу=Д^) акслан- 
тириш да «чузилиш» коэф ф ициентини билдирар экан (12- 
чизма).

12-чизма

Энди м=А1) акслантириш  ^  нук,тадан утувчи у силлик, 
чизи^ни (и>) текисликдаги Г  чизикда акслантирсин (13- 
чизма).
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г-* го

lim arg(w— w ) =  a.Tgf'(z0)+  lim arg(z—z,,)
г->г0 г~*го

булиш и келиб чикдци. Агар

lim arg (w -w  ) =  ß,z-*z0
lim arg(z—z.) =  а .z->z0

булиш ини эътиборга олсак, унда
ß =  a + a r g n ^ )

булиш ини топамиз.
Д емак, функция ^осиласининг аргументи w=fiz) акс- 

лантиришда у чизикни кандай бурчакка буриш ини бил- 
дирар экан.

Агар г, нуктадан утувчи икки у, ва у2 эгри чизик^ар  
орасидаги бурчак а  булса, w=fiz) акслантириш да бу чи- 
зик^ларнинг акслари ва Г2 лар орасидаги бурчак \а м  а  га 
тенг булади (14-чизм а).

Ушбу
W-W0

муносабатдан

iß, = а , + a r g /'U o ),
(ß2 = а 2 + arg/'(^ о )

булганлигидан, ß2—ß ,=  а 2—а, эканлиги келиб чицади.
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Фараз килайлик, w~Az) функция E(EczC) сохада бе-  
рилган булиб, ZqE Е  булсин.

14-т а ъ р и ф . Агар w=fiz) акслантириш
1) маркази z() нуцтада булган чексиз кичик айланани чек- 

сиз кичик айланага утказиш хоссасига,
2) Z0 ну^тадан утувчи х,ар кандай иккита чизик, ораси- 

даги бурчакнинг мщдорини %амг йун^шитми 
хоссасига эга булса, w=f(z) акслантириш z„ нуктада кон- 
форм акслантириш деб аталади.

Агар бу таърифдаги 2-шартда бурилиш бурчагининг мик~ 
дори узгармай, йуналиши карама-каршисига узгарса, бун- 
дай акслантириш I I  тур конформ акслантириш дейилади.

1 5 -т а ъ р и ф  Агар E(EczC) со \ада  аникданган w=ßz) 
акслантириш учун

1) w=/(z) функция Е сохада бир я продли функция,
2) Е сох,анинг х,ар бир нуцтасида конформ булса, берил- 

ган акслантириш Е сох,ада конформ акслантириш деб ата
лади.

Конформ акслантиришлар куйидаги хоссаларга эга:
Г. К онф орм  акслантиришга тескари булган аксланти

риш хам конф орм  акслантириш булади.
2°. Иккита конф орм акслантириш нинг суперпозиция- 

си яна конф орм акслантириш булади.
19-м и с о л . Уш бу w=z3 функцияси ёрдамида берилган  

акслантириш ни конформлиликка текш иринг.
Бу функция текисликнинг барча нукталарида голоморф  

булиб, унинг хосиласи W=2zr координаталар бош идан таш- 
к,ари барча нукталарда нолдан фаркдидир: w'^O. Демак, их- 
тиёрий ^*0 нуктада акслантириш конформдир. &=0 нукта
да бу акслантириш конформ эмас: | z\ —г айлана | w| ай

ланага утади, лекин y,:{j’=0} туф и  чизик билан

тутри чизикдар орасидаги бурчак j  булгани холда улар-

нинг акслари /¡:{у= 0} ва / ’2:{х=0} лар орасидаги бурчак у

га тенгдир. Д емак, акслантириш имиз г= 0 нуктада бурчак  
сакданиши хоссасига эга эмас.

w =  z3 акслантириш  |о  < arg г < ^

Е2: < arg г < ва Еъ\ < arg г < 2 л]
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со^аларда би р  япрокди. Демак, бу акслантириш ш у с о \а -  
ларда конф орм дир.—

Умуман олганда, w=z3 акслантириш  учи координата
бош ида ва кенглиги -у  дан катта булмаган ихтиёрий

D  = { a < a r g z < a  + }, 0 < а  < - - ,  

чексиз секторда конф орм  булади.

М И С О Л  ВА М А С А Л А Л А Р

Фараз к,илайлик, у—^  нуктадан чикувчи arg(z—2о)= Ф 
нур булсин. 173— 187-мисоллардаги акслантиришлар учун 
Z,, нук,тадаги чузилиш коэф ф ициенти Я(ф) ва бурилиш  
бурчаги а(ф ) ни топинг:

173. w = l 2, Z, =  i.

174. w =  ^ T  ô= 1 -
175. 2z+ iz , Zt= 0.

176. w =  г2, £o= — 4-

177. w =  z2,
178. w = z2, Zo=-3+4/.
179. w =  z?, Zo= 1 -
180. w =  ÿ ,  ô=  4 •

181. w =  ÿ ,  V = 1+ i-
182. w =  z \  ^„= — 3+4/.
183. w =  z?+2z, Zq— /•
184. w =  /e2ï(cos2>'+/sin2>'), z^= 0.
185. w =  — iz2, Zo= —г‘

i 86^ = | r î .  v o -

1 8 7 . w = { = f ,  2o = - / .

188— 194-мисолларда берилган и>=.Дг) акслантиришлар  
натижасида текисликнинг кайси к,исми сикдлади, кайси  
к,исми эса чузилади?

188. w =z2. 
m . w = z 2+ 2z
190. w =
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191. =  ^(сову+М пу).
192. м> =  ег'(со52>’+гап2у).
193. м>=г2- 4 г .
194. н> =  Ч 1 .

Ш р щ ай  ¡унламини тенингки, шу ну^талар-
да 195—200-мисоллардаги акслантириш ларнинг чузилиш  
коэффициенти I га тенг булсин.

195. н’ = г2.
196. м  =  г3.
197. и>= z 2- 2 z .

198. у » =

199. »={£§.

2 0 0 . уу=  , . ас!— ЬсФ0 , Ы ) .

Ш ундай нукталар тупламини топингки, 201—206-м и- 
соллардаги акслантириш ларнинг шу нук,талардаги бури- 
лиш бурчаги 0 га тенг булсин.

201. >у= /г2.
202. = - г 3.
203. и’ =  г2—2г.
204. уу =  \  .

* » = й -

206- и ; = ^ -  аО-Ъс= 1, с * 0 .

207. Айтайлик, м=А£) функция ^  нук,тада голоморф  
булсин ва у,, у силлик чизикдар ^  нуктадан утиб, куйи- 
даги шартлар оажарилсин:

|  К е /(г )  = Я е /(г 0), г е у , ;
[1ш /(г) = 1ш /(г0), г е у 2.

Агар Г (х £ А  булса, у хрлда у, ва у2 чизикдарнинг ^  
нук,тада тугри бурчак остида кесиш иш ини исботланг.

208. Фараз килайлик, мг=Д1) функция ^  нуктада голо
морф булсин ва ^  нуктадан утувчи си л л иц у,, у2 чизикдар  
учун куйидаги шартлар бажарилсин:
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| | / ( г ) |  = | / ( г 0)|, z e y , ;
{aiE/"(z) = a ig /'U o ), z e  у*.___________________

Arap/'(Zo)*0 булса, у холла у, ва у2 чизикдар ^  нукгада 
турри бурчак остида кесиш иш ини исботланг.

209. Уш б у w=2z  акслантиришни конформликка тек- 
ш иринг.

210. Уш б у w=(z—20)2 акслантиришни конформликка тек- 
ширинг.

211.Д г)=:~2 функциянинг г=°° нукгада конформ экан-

лигини исботланг.
212—220-мисоллардаги функцияларни берилган Ь со -  

\ада  конформликка текширинг: 

l \ l . A z )  =  z + \ ,  £ = { Ы < 1 } .

2 1 3 .Д г) =  - ad—bctO) Е={ I z I <°°}- 

214

l l 5 .A z )  =  z \  E={\<  k l  < 2, 0<argz< y  }•
216. Az) =  ^(cosy+siny), E={ \z\  <4}.
217. Д г) =  e^cosy+Zsiny), E={ z l < l } -
2 1 8 .Az) = ^(cosy+feiny), E={ R e [( l+ 0 z ] I <л}.
219. Az)  =  z \  £ = {Im z> 0 }.
220. Az)  =  z + {  , E={ I z - i  I < V2 }•
2 2 1 .  У ш б у  Д ^ х + ^ с о з у + Д у + ^ т у )  ф ун к ц и я н и н г 

{Rez<0} ярим текисликда конформ эканлигини исботланг.
222. А й та й л и к ,Д г) функция к а в а ри к -ЁсС  сокада голо

морф булсин. А га р  шундай хакикий узгармас а  сони мав- 
жуд булиб, Е  сохдда

R e{e"’/ '( z ) } ^ 0

булса, у \олда Д г)  функция Е сохдца бир япрокли були- 
шини исботланг.

223. У ш б у Д г )= г 3—Зг ф ункциянинг
Е =  {(R e z)2> l+ ( Im z ) 2, Rez>0}

сохдда конформ эканлигини исботланг.
22 4 ./{г):= <?„?'+ ••• + a ,z + a 0 кущ аднинг даражаси иккидан 

катта булмагандагина {lrru>0} ярим текисликда конформ 
булищи мумкинлигини исботланг.



225. Л г)—z2+az+b кутщад z ^ — §  нуктадан утувчи би-

рорта тугри чизикнинг бир том онида ётувчи ихтиёрий Е  
сохдца конф орм  булиш ини исботланг.

226. Айтайлик, а, b ва ^  — берилган комплекс сонлар  
булсин. R нинг ш ундай энг катта кийматини топингки, 
f(z)=z2+az+b  ф ун к ц и я  { I z—Z0 1 <Л} до и р а д а  к он ф ор м  
булсин. ______________________________

227. Zr=о° нуктада голоморф булган j{z) функция шу 
нуктада конформ булиш и учун

1™ [г(Д г)-Л о о ))]^ 0

шартнинг бажарилиш и зарур ва етарли эканлигини и с
ботланг.

228. Фараз килайлик, я > 2  бутун сон ва а  — ихтиёрий  
хакикий сон  булсин.

Az) = z"+ne'az
ф ункциянинг { I I <1} доирада конформ эканлигини ис
ботланг.

229. Ушбу Az)=z2+az функция фацат Im a> 0 булганда- 
гина {lm z>0} ярим текисликда конформ булиш ини и сбот
ланг.

Куйидаги тасдикларни исботланг:
230. Ушбу Az)=z2 функция Е  сохада конформ булиши  

учун Е  ва —Е(—Е = {— z: ze Е]) сохалар умумий нуктага 
эга булмаслиги зарур ва етарлидир.

231. Ушбу Az)=  2’(г + |')  функция Е  сохада конформ

булиш и учун Е  ва \  = j j : z е Еj'j сохалар умумий нук

тага эга булмаслиги зарур ва етарлидир.
232. Ушбу f{z)=e"(сosy+  /siny) функция Е  сохада к он 

ф орм  булиш и учун Е  ва E+2ni (E+2ni={z+2ni, zeE\) 
сохалар умумий нуктага эга булмаслиги зарур ва етарли
дир.



Э Л Е М Е Н Т А Р Ф У Н К Ц И Я Л А Р ВА У Л А Р Ё РД А М И Д А  
БАЖ АРИ ЛАДИ ГАН  К О Н Ф О Р М  А К С Л А Н Т И РИ Ш Л А Р

I I I  б о б

К онф орм  акслантириш  назариясида асосан куйидаги  
икки масала урганилади:

1-м а с  а л  а С  комплекс текисликдаги бирор Е  сохада  
(EczQ w=f(z) акслантириш  берилган хрлда со^анинг ак- 
сини, яъни w(E) ни топиш .

2-м  а с а л  а . Иккита ихтиёрий E<zCz, Е сС ж сохалар б е 
рилган \олда Е  сох,ани F  co la ra  акслантирувчи конф орм  
w=f(z) акслантириш ни топиш .

Бу масалаларни \ал  килиш да куйидаги тасдикутардан 
фойдал анил ади .

1 - т е о р е м а  (Риман теоремаси). Агар Е  ва F  лар мос 
равишда кенгайтирилган комплекс текислик Сг д;амда Cw 
лардан олинган ва чегараси 2 та нуцтадан кам булмаган 
(континуум булган) бир ботамли сохалар булса, Е  сох,ани 
F  сох,ага конформ акслантирувчи w=f(z) функция мавжуд.

2 - т е о р е м а  (соланине сацланиш принципи). Агар f(z ) 
функция Е cocada голоморф булиб, f(z )$ co n st булса, f (E )  
хам соха булади.

Амалиётда купинча берилган D  сохани узидан содда-  
рок булган сохага, масалан бирлик дойра ёки юкрри ярим  
текисликка конф орм  акслантириш  масаласини ечиш  та- 
лаб килинади. Бу масалани хал кдлиш да биз комплекс  
аргументли элементар функциялар синф ини, биринчи нав- 
батда уларнинг геометрик хоссаларини , татбик, цилиш  
услубларини урганиш им из зарур.

1 - § .  Ч И З И И ^ И  ф у н к ц и я

1 -т а ъ р  и ф . Ушбу

w =  az+b (а, Ь& С, аФ0)

куринишдаги функция чизицли функция (акслантириш) деб 
аталади.
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Ч изикди ф ункция С  комплекс текисликни С  ком п
лекс текисликка конф орм  акслантиради.

Чизик^и ф ункциянинг хусусий холларини караймиз:
1 °. Айтайлик,

w = z+ b  (be С)
булсин. Бу ф ункция параллел к у ч и р и ш н и  амалга о ш и - 
ради.

2°. Айтайлик,
w =  ze™ (ае R)

булсин. Бу функция С  текисликдаги \а р  бир z нуцтани  
координата бош и атрофида соат стрелкасига тескари йуна- 
лиш да а бурчакка буриш ни амалга ош иради.

М асалан,

w = iz = (cos-5- + i sin z = e'J ■ z

функция координата бош и атрофида 90°га,
w = — z

эса 180° га буриш ни амалга ош иради.
3°. Айтайлик,

w =  kz (к> 0)

булсин. Бу функция берилган сох;ани унга ухшаш co la ra  
чузиб (А:>1 да) ёки сик^б (&<1 да) акслантиради. 

Умуман,
w =  az+b (a, be Q

функция ёрдамида акслантириш  C z текисликдаги со \а н и  
«чузиш», бирор бурчакка буриш  хамда параллел кучириш 
ни амалга ош иради. Амалиётда бу ф ункциянинг шу хосса- 
ларидан фойдаланилади.

1 -  м и с о  л . Учлари
А =  3+ 2 /, 5 = 7 + 2 / ,  С =  5 + 4 /  

нук,таларда булган ABC  учбурчакнинг уш бу

ГУ — ¡Z~̂~ I
чизикди ф ункция ёрдамидаги аксини топинг.

Берилган чизик^и w =  iz+ 1 ф ункция ABC учбурчакни  
AÍBICI учбурчакка акслантиради. Б ундаAv Bv С, нук,талар 
мос равиш да А,В,Снукталарнинг акси булади:
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А = ы(А), В = м/(В), С , - М О .

Равшан ки,

и>(/1) =  /(3 + 2 /)+ 1 = — 1+3/, 
и<Я) = / ( 7 + 2 0 + 1 = -1 + 7 / ,  
и<С) =  /(5 + 4 0 + 1  = - 3 + 5 / .

Демак,

А = — 1+3/, Я , = - 1+ 7/, С,= - 3 + 5 / .

Ш ундай кдлиб, и > = и + 1  ф ункция учлари 3+2/; 7+2/; 
5 + 4 / нукталарда булган Л бС учбурчакни учлари 1+3/; 
- 1 + 7 / ;  —3 + 5 / нукталарда булган Л, Я, С, учбурчакка акс- 
лантирар экан (15-чизм а).

2 - м  и с  о  л  . (г )  т е к и с л и к д а г и  / )  =  {ге С : | г— д о и -  
р а н и  (м>) т е к и с л и к д а г и  {м е С :  И < 1 }  б и р л и к  д о и р а г а  а к с -  
л а н т и р у в ч и  ч и з и к ^ и  ф у н к ц и я н и  т о п и н г .

У ш б у

IV, =

ф у н к ц и я н и  к ,а р а й л и к . Б у  ф у н к ц и я  б е р и л г а н  / ) д о и р а н и  (и»,) 
т е к и с л и к д а  м а р к а з и  к о о р д и н а т а  б о ш и д а  б у л г а н  |и '| |< г  д о 
и р а г а  а к с л а н т и р а д и  ( 1 6 - ч и з м а ) .

Э н д и

Г 1

ф у н к ц и я н и  к а р а й м и з .  Б у  ф у н к ц и я  |>у,|<г д о и р а н и  б и р л и к  
д о й р а  Н < 1  га  а к с л а н т и р а д и  ( 1 6 - ч и з м а ) .
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16-чизма
Ш ундай к,илиб,

н '= |г( г - г о )

чизикди функция (г) текисликдаги /)  доирани (м>) текис- 
ликдаги {н'е С: |и>|<1} — бирлик доирага акслантиради.

Фараз к,илайлик, = .Дг) функция С  текисликдаги би -  
рор £ с о \а д а  берилган булсин.

2 - т а ъ р и ф .  Агар ае Е  ну % та да
/(а )  =  а

тенглик бажарилса, у х;олда г=а нуцта м>=/(?) аксяанти- 
ришнинг цузгалмас нуцтаси дейилади.

м> =  ат+Ь чизикди акслантириш а*\ булганда иккита 

г .=  ~> = 

кузгалмас нук,таларга эга.
Агар а= 1 булса, z = °o шу чизикди акслантириш нинг 

каррали кузгалмас нук,таси булади.
3 - м и с о л .  (г) текисликдаги ^ = 1 + /  нук,тани кузгал- 

мас колдириб, 1{= 2+1 нук;тани эса IV, = 4 —3/ нуктага утка- 
задиган чизик,ли акслантириш ни топинг.

Изланаётган чизикди акслантириш ни

ы = аг+Ь (1)
куриниш да излаймиз.

М одомики, ^о= 1 + / кузгалмас нук,та булиши керак экан, 
унда

а^+Ь  =  ^  (2 )

булади.
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(1) х,амда (2) муносабатлардан  

и»—г„= а ( I—^

булиши келиб чик,ади.
г ,= 2 + / нукта акслантириш натижасида и>,= 4—3/ нук,- 

тага утиш идан фойдаланиб
и> -ъ = а  ( г - ^ )

булиш ини топамиз. Демак,

4—3/—(1 + /) =  а [2 + /—(1 + 0 ].

Бу тенгликдан (а = 3 —4/) булиш и келиб чикдди.
Ш ундай килиб, изланаётган акслантириш:

и> =  z0+a(z—^ ,)= 1 + /+ (3 —■4 /)х [г — (1 + 0 ]= (3 —4/)г— 6+ 2/.

МИСОЛ ВА МАСАЛАЛАР

1. Ихтиёрий сондаги чизик/ш функцияларнинг супер- 
позицияси яна чизикди функция булиш ини исботланг.

2. Ихтиёрий чизик^ли акслантириш турри чизик^и тутри 
чизикда, айланани айланага акслантириш ини исботланг.

Берилган И со \ан и н г и '= /(г) чизикди ф ункция ёрда- 
мидаги аксини топинг:

3. й =  {|г—1|<2}, w = l - 2iz.
4. £>={Й .ег<1}, н '= (1 + /)г+ 1 .
5. £ )=  {0<Й.ег<1}, и>=2/г+1—/.
6. £>={|г|<1, 0 < а щ г < у }, и» = 2 /^ + 1 — и

7. Д = { | г - 1 - / | < Л } ,  w=iz+\+i■
8. £) =  {0<К ег<2, ]mz<ti},^w=i—2z.
9. £> — учлари /1= 1 + /, 5 = 5 + / ,  0 = 1 + 3 /, £ = 5 + 3 /  нуцта- 

ларда булган А ВСЕ туртбурчак ва мг=2г— 1 +/-

10. ^  = | 4  + Т < 1} ’ и '= — /г+3.

11. 0 =  {(К ег)2+.1пи<1}, w =—z+l■
12. £» =  { |г -1 |< 2 , |гН |< 2 } ," ' = ^ + 1-

13. Учлари /1=0, 5 = 1 , С И  нукталарда булган АВС  уч- 
бурчакни учлари А =  О, В =2, С  =  1 + / нук,таларда булган, 
берилган учбурчакка ухшаш /1 ,5 ,С, учбурчакка аксланти- 
рувчи чизикди ф ункцияни топинг.
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14. У члари/1= 3+2/, 5 = 7 + 2 /, 0 = 5 + 4 /нук,таларда булган 
ЛЯСучбурчакни учлари /1,=0, 5 ,= —2/, 0 = 1 —/ нук,таларда 
булган, берилган учбурчакка ухшаш Л, 5 , С, учбурчакка 
акслантирувчи ф ункцияни топинг.

15. Ушбу {|г—/|<2} доирани {|н>— 2|<4} доирага акслан
тирувчи чизик^ли функцияни топинг.

¡б . Ушбу {|г—г„|<г} доирани {|и̂ —ур0|</?} доирага акслан- 
тирувчи чизикди ф ункцияни топинг.______________________

17. Ушбу ^ = 1 + 2 /  ну^тани кузгалмас крлдириб, г ,= /  
нук,тани эса н?|= —/ нук,тага утказадиган чизик^и акслан- 
тириш ни топинг.

Куйидаги акслантириш лар учун чекли кузгалмас нук;- 
та (агар у мавжуд булса), бурилиш  бурчаги ф ва чузи- 
лиш к оэф ф и ц и ен та  к ни топинг. Акслантириш ни ы— 

каноник куриниш га келтиринг.
18. ^  =  2 г + 1 — 3/.
19. ю =  11+4.
20. и ? = г + 1 —2/.
21. и»— н'1= а (г —г.) ( а * 0 ) .
22. ы =  а%+Ь (а*  0).
23. Ю крри ярим текисликни узини узига аксланти

рувчи чизик^и ф ункциянинг умумий куриниш ини т о 
пинг.

24. Юк,ори ярим текисликни куйи ярим текисликка  
акслантирувчи чизикди функциянинг умумий куриниш ини  
топинг.

25. Юк,ори ярим текисликни унг ярим текисликка акс
лантирувчи чизикди ф ункциянинг умумий куриниш ини  
топинг.^

26. Унг ярим текисликни узини узига акслантирувчи  
чизиьуш ф ункциянинг умумий куриниш ини топинг.

27. {0<х<1} со>;ани («йулак»ни) узини узига акслан
тирувчи чизикди ф ункциянинг умумий куриниш ини то 
пинг.

28. Уш бу {—2<у<1} «йулак»ни узини узига аксланти
рувчи чизик*ли функциянинг умумий куриниш ини топинг.

29. у=х  ва у=х— 1 тугри чизикдар билан чегараланган  
«йулак»ни узини  узига акслантирувчи чизш уш  ф ункция
нинг умумий куриниш ини топинг.

Куйидаги мисолларда берилган тугри чизикдар билан  
чегараланган «йулак»ларни {0<К.еи>< 1} йулакка аксланти
рувчи ва берилган шартни к,аноатлантирувчи чизикди Мг) 
функцияни топинг:

30. х =  а, х =  а+Ь\ м>(а) =  0.
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31. у = д , X = а+ Ь ; » ф + 1 ) = 1  + /, .1 т  и>(А + + I

32. у=кх,  у=кх+Ь\  н'(0)=0.
33. у=кх+Ь{, у=кх+Ь2; Ц //>,)=().
34. Куйидаги {|г|<1} доирани {|уу— %!</?} доирага акс- 

лантирувчи ш ундай чизикди ф ункцияни топингки, дои -  
раларнинг маркахчари бир-бирига мос келсин ва бирин- 
чи д о и р а н и н г  гор и зон тал  д и ам етр и  и кк и н чи  д о й р а  
хаки^ий укнинг мусбат йуналиши билан а  бурчак \о си л  
к,илувчи диаметрига акслансин.

2 - § .  К а с р  ч и з ш у ш  ф у н к ц и я

1°. 3-т а ъ р и ф . Ушбу

куринишдаги ф ункция каср-чизи^ли функция (каср чита
ли акслантириш) д еб  аталади. Бунда

ас! — Ьс ф  О

масга айланади.
Каср чизикди функция кенгайтирилган (г) комплекс 

текисликни кенгайтирилган (н») ком плекс текисликка  
конформ акслантиради.

Умуман, \а р  к^андай каср ч и з и ^ и  акслантириш , чи-
зикди акслантириш  билан ^ = ■* куриниш даги аксланти-

ришни кетма-кет бажарилиш идан иборат. Ха^ик^атан \ам , 
с *  О десак,

(а, Ь, с, с/е О

деб к,араймиз, акс \о л д а  ® ^ булиб, н> ф ункция узгар-

Ьс-аё2

булиб, ушбу

белгилашлар ёрдамида

бу ли ш и н и  то п ам и з .
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4-м и с о л . Ушбу

акслантириш (г) текисликдаги тугри чизик,ни ёки айла- 
нани (>у) текисликдаги тугри чизик,к,а ёки айланага утка- 
зиш ини исботланг.

Маълумки, Я1 текисликда

тенглама (А=0 булганда) тугри чизик,ни ёки (А *  О, ВР+С1— 
—/Ш Х ) булганда) айланани ифодалайди.

булиш ини эътиборга олиб, (3) тенгламани куйдагича ёза- 
миз:

Бунда Е —В +а.
Ш ундай к,илиб, (4) тенглама (г) текисликда тугри  

чизик, ёки айлананинг комплекс аргументлик куриниш и- 
даги ифодаси булади ва аксинча.

тенглама хосил булади. (4) ^амда (5) муносабатларни со-  
лиш тириб, (5) нинг хам (иО текисликда тугри чизик, ёки 
айлана булиш ини топамиз,

2°. Каср чизикди акслантиришлар к,атор хоссаларга эга.
1 -х о с с а . Каср чизи^ли акслантиришларнииг суперпо- 

зицияси яна каср чизик^и акслантириш булади; каср чи- 
зи1 у 1 и акслантиришга тескари булган акслантириш хам каср 
чизи1у 1и булади.

А(х2+у2)+ 2 Вх+ 2 Су+ £) =  О (3)

Энди
X + у = 1 1 ,

_ ¡и -1) 
2

А1-1 + Ег + £5 + О = О (4)

(4) нинг = -  акслантириш  ёрдамида ^осил булган 

аксини топиш  учун ундаги гур н и га  ни куямиз. Н ати- 

жада

яъни
/)и' • и> + Е\\> + Е  ■ м> + А = О (5)
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2-х о с с а . Ихтиёрий каср чизицли акслантириш Сг даги

айлана ёки т\три чизи^нн С„  даги айлана ёки ту|ри чи-

зик,к,а акслантиради.
Бу хоссани каср чизи*ути акслантириш нинг доиравий- 

лик хоссаси дейилади (тукри чизик, одатда радиуси чексиз- 
га тенг булган айлана деб  каралади).

И з о \ . Каср чизикди функция ёрдамида айланани ай- 
ланага ёки тукри чизик^а акслантириш ини аникдаш  учун 
унинг ма\ражини нолга айлантирувчи г = - ^ г  нук,тани

кдралаётган айланага тегишли ёки тегишли эмаслигини  
текшириш кифоядир.

М асалан,

акслантириш { г : | г | =1} айланани айланага, {z'■\z\ =2} ай
ланани эса тукри чизик,к,а утказади.

Текисликдаги у тукри чизикка нисбатан симм етрик  
нукталар тушунчаси укувчига элементар математикадан  
маълум. Энди бу туш унчани айланага нисбатан таъриф- 
лайлик.

4 - т а ъ р и ф .  Агар г ва г* нукталар учи у = { г е С :
1 |  = Щ айлана марказида булган битта нурда ётиб, улар- 
дан айлана марказигача булган масофалар купайтмаси у 
айлана радиусининг квадратига тенг булса, яъни

[ а ^ г *  -  го ) = аг£ (г! -  г о ) ,

I 1 гГ - г ь Н з  -*о1 = Я2

тенгликлар уринли булса, г, ва г ,*  нукталар С комплекс 
текисликдаги у айланага нисбатан симметрик нукталар 
дейилади.

Агар г, ва г,*  нукталар у айланага нисбатан симметрик 
нукталар булса, у х,олда

булади.
3-х о с с а . Хар кандай каср чизикли акслантириш нати- 

жасида ( г )  текисликдаги у айлана ёки тукри чизивда нисба
тан симметрик булган г , ва г 2‘ нукталарнинг акси (и») те-
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кисликда у айлананинг акси булган м>(у) айлана ёки тугри 
чизикда нисбатан симметрик булган н», ва и>,* нуцталардан 
иборат булади.

Бу хосса каср чизик,ли акслантириш да симметриклик- 
нинг сацланиш хоссаси дейилади.

4 -х  о с с а . и) текисликда берилган хар хил г ,, нук,- 
таларни (и1) текисликда берилган хар хил , и>2, ну^та- 
ларга акслантирувчи каср чизи^ли функция мавжуд ва у 
ягонадир.

Бу акслантириш  уш бу

каср чизшуш функция юк;ори ярим текислик {1тг>0} ни 
бирлик дойра {| и-'|<1} га акслантиради, бунда 9 -ихтиёрий 
хак,икдш сон.

6-х о с с а . Ушбу

каср чизицли функция (г) текисликдаги бирлик дойра 
{|г| < 1} ни (и») текисликдаги бирлик дойра {| н»| <  1} га 
акслантиради, бунда 9 — ихтиёрий хак,ихий сон.

5-м  и с о л . (г) текисликдаги .Е =  { г е  С : 1 < | г | < 2} соха  
(халк;а)

каср чизи*уш ф ункция ёдрамида (ы) текислигидаги к,ан- 
дай сохага аксланади?

Бу м исолни икки усулда ечамиз.
Б и р и н ч и  у с у л .А в в а л о

ни г га нисбатан ечамиз. Натижада

уу-*>\ н-з-н-д г3-?2
~ г-гг (7)

муносабатдан топилади.
5 - х о с с а .  Ушбу

ц, = е‘в ! -£ . /  та > О7—П ’ (8)

(9)

булади.
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Унда E  =  {ze С : | < | z | < 2} со^анинг (w) текисликдаги
акси -------

F  = w(E) = |w  е С: 1 < < 2]

булиш ини топамиз.
Равшанки,

1 < l ^ f  I => k  - 1( < |i -  М  =»

=> \и + /V -  1| < |1 -  2(« + í'v)| => (и -  I)2 + v2 <

< (2и -  I)2 + (2v)2 => 3и2 -  2и + 3v2 > 0 => 

=, ( I/_ I ) 2 + v2 > ( l ) 2 = > | w - I | > f

Ш унингдек:

------------  —  | | < 3 -»  |1 -  2w| < 2\w - 1| -л

=> |l -  2(и + iv) < 2\и + /V -  1|| =>

=> (2и  -  I)2 + (2v)2 < 4[(и -  I)2 + v 2] => 

= > 4 « < 3 = > H < | = í> R e w < - |

булади. Демак,

F  = w(E) = jw е C:|w -  -̂ | > ^ , Rew<- ^J .

Ш ундай к^либ, (z) текисликдаги E={z е С: 1 < | z | < 2} со*а

функция ёрдамида

F  = w(E) = |и> е С :|w -  ^ , Re w <

co lara  аксланади (17-чизм а).
И к к и н ч и  у с у л .  Е  сох,анинг чегараси у, '• I Z  | =  1 , У2 ■

\ z | =  2 булган иккита айланадан иборат. Берилган каср  
чизикли функцияни чексизга айлантирадиган нукга ^ = “ 2 
булиб, бу нук,та иккинчи айланага тегиш лидир: ^  е  у2, 
w(z )=  оо. Д емак у, айлананинг акси айлана булиб, у2 нинг  
акси турри чизикдир. у, нинг аксини топиш  учун у, га те-
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1 7 - ч и з м а

гишли учта г, —1, 2̂= —1, г3= /  нукталарни к^арайлик. Бу нук~ 
таларнинг акси

н'(^1) = ] ^  = | .  ™и2) = 0, Н ъ )  =

-  <+1 _  2-/+2/+1 _  3±1 _  1  , X 
/+2 — 5 “  5 ~  5 + 5

булиб, бу учта нуктадан утувчи айлананинг тенгламаси  
¡и' _  з| = -3 лир. у2нинг аксини топиш  учун, унга тегишли

Г=2/, —2/ нукталарнинг аксини топамиз:

„П П  — 1+2/ _  2+4/-2/+4 _  6+2) _
~ 2+2/ "  8 ~  8 ~

_  3. , ±_. _  1-2/ _  2-4/+2/+4 _  3 /
-  4 +  4 , и'». ¿ 1 )  -  2_ 2 /  -  8 ~  4 “  4 •

Бу нукталарни бирлаштирувчи турри чизик, И.е = -| дир.

Демак, {1 < 111 < 2} со^анинг акси | | , Не IV < - |]

эканлигини курамиз (17-чизм а).
6-м и с о л . Уш бу х = 0  чизик^инг

акслантириш ёрдамидаги аксини топинг.



£,,= 1 ну^та {х=0} тугри чизикда тегиш ли эм ас. Д емак, 
к,аралаётган чизик, акслантириш  ёрдам ида айла-

нага утади. Бу айланани топиш  учун х = 0  турри чизикда

г2= 0 , г3= /  

нукталарни оламиз. Уларнинг акси

= ^ )  = г м  = ~2 + г 1'
Щ = Ц г 2) =  -1 , 

и'з =и'(г3) = 4 т = - | - { /

булади. («V) текисликда бу м>,, м/г, и>3 нуцталардан утувчи 
айлананинг тенгламаси

1?+у‘+аи+Ьу+с = 0  (10)

булсин дейлик. Бу тенгламадаги номаълум а, Ь, с ларни  
топиш  учун , и>2 ва нуцталарнинг координаталарини
(10) тенгламага куямиз. Натижада

( - у )  + а ( - ^  + Ь^ + с = 0, яъни 1 -о + 6 + 2 с = 0 ,

1 + 0 + а 1 + 6 0 + с = 0 ,  яъни 1—а + с= 0 ,

+ ( -  + 6 ^ - + с = 0, яъни 1— а—Ь+2с=0

булиб,
[1 -  а + Ь + 2с = О,
11 -  а + с = О,
( 1 - а - 6  + 2 с  = 0

система х,осил булади. Бу систем анинг ечими
о=1, Ь=с=О

булади. Демак, х = 0  тутри чизи'книнг берилган аксланти
риш ёрдамидаги акси

и2+и+1̂ =0,

яъни
е С:|и> + -̂| = -̂] 

айланадан иборат экан.
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7-м и с о  л . Комплекс текисликда г,=1 + /  нуцта учун ушбу 
{г е  С : | г | =  1} айланага нисбатан симметрик нук,тани то- 
пинг.

Изланаётган нук,тани г,* дейлик. Уни топиш да

$ -Ъв =_ л

формуладан ф ойдаланамиз. гп= 0  \ам да Я= 1 булиш ини  
эътиборга олиб,

_ 1

булишини топамиз. Демак,

= 4- = ^ =  ^  = !  + 1  т г -  
1+/ 1- /  2 2

8 - м и с о л .  О, 1, °° нукталарни мое равишда /, О 
нук,таларга акслантирувчи каср чизикли ф ункцияни то- 
пинг.

Аввало г,, 12, г3 ну^таларни н’2, и>3 ну^таларга акс
лантирувчи каср чизик^ш ф ункцияни ёзиб олайлик:

г-г; гз~г; _ 'у3-и'2
г-гг гз-г[ ~ к-щ

Бу тенгликда г3 -»  и>2 —> о» д еб  лимитга утсак,
______  г-1\ _ и>-уу1

г-гг ~  и’з-и?!

муносабатга келамиз. Бу тенглик ёрдамида гг г2, °° нук,та- 
ларни оо, и', нукталарга акслантирувчи каср чизикли  
функцияни аникугаймиз. Демак, изланаётган функция

г-0 _  
г-1 О-/ ’

яъни
14; = __  _  ___

г-1 г-1

9-м и с о  л . Ю кори ярим текислик П = {г е С : 1т  I  > 0} 
ни бирлик дойра и={\уе С: | и?| < 1} га ш ундай аксланти- 
рингки,

пО )  =  0 ,  а г § мг’Ц)  =  - у

булсин.
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Каср чизик/ш  функциянинг 5° — хоссасига кура

--------------  w^-e® ■ , Im а > 0 --------г-а '

функция юцори ярим текисликни бирлик доирага акс- 
лантиради.

Берилган
w( i) =0

шартдан
О = е'е Ьа  
и е i-a ’

яъни о = /б у л и ш и  келиб чик,ади. Натижада

w = e ie Н
Z+I

булади. М асаланинг a igw '(/) = - f  шартидан ф ойдаланиб  

9 ни топамиз:

~  еЯ

а щ ( - е *  | ) » - f

Агар
arg(- е/е ■ = a r g (- l)  + arg е* + arg \  = к + 0 + f  = ^  + в 

булиш ини эътиборга олсак, унда
Зя , д _ _  тс
Т " 1-0- 2

булиб, е = -2 л (е 'е = I) га эга буламиз. Д ем ак, w = из- 

ланаётган акслантириш  булади.

МИСОЛ ВА МАСАЛАЛАР

Куйидаги тупламларнинг w = -L акслантириш  ёрдами- 

даги аксини топинг:

35. л-=  0.
36. у =  0.
37. arg z = f  •
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38. -1  < X < 1, у = 0.

39. I г I = 1 , 0< arg z < п.
40. z = cos /(cos t + i sin /) ,  -  f  < / < f .

41 . y =x+b  — параллел тутри чизикутр оиласи.
42 . у =кх — т>три чизикугар оиласи.
43 . ~zpЕ 0  нук^гадан утувчи TÿFpH чизикугар оиласи.
44. у =х2.
45. х2+у1=ах — айланалар оиласи.
46. х2+у2<сх ( сХ )) — доиралар оиласи.
47 . х2+у2<сх (с< 0) — доиралар оиласи.
48. х2+у2<су (с>0) — доиралар оиласи.
49 . у>сх (с X)) — ярим текисликлар оиласи.
5 0 . 1 z—а I < R — доиралар оиласи; бу ердал — тайинлан- 

ган ну^та, RX) эса R<\a\ тенгсизликни каноатлантирув- 
чи Узгармас.

51. I z~a ] < R — доиралар оиласи; бу ерда а — ф иксир- 
ланган нук,та, R эса R>\ а | тенгсизликни ханоатлантирув- 
чи Узгармас.

52. Ушбу {| z \ =1} айлананинг w = акслантириш ёр-

дамидаги аксини топинг.
Ушбу w = акслантириш  куйидаги чизикдарнинг

кайси бирини TÿFpn чизикда ва к,айси бирини айланага 
акслантиришини уларнинг аксларини топмасдан аникуинг.

5 3 .1г + /| = т -

54. U | = l .
55. х=—1.
56. X—2 v = l.
57. X—2у+1=0.
58. N  = f

Куйидаги чизикдарнинг

акслантириш ёрдамидаги аксининг тутри чизик, бугсиши- 
ни исботланг ва уларнинг тенгламасини топ и нг.

К у р с а т м а .  TÿFpn чизик,иккита нуктаёрдамида аник,- 
ланишидан фойдаланинг.
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59. X2 + >>2 = у/2.
60.х2+у*+2у = 0.
61 .у =х.

Берилган D сох,анинг каср чизик^и w=f(z) аксланти- 
риш ёрдамидаги аксини топинг.

6 2 . / )  = { И< 1 } ,  w = | 4 .

63. D = {* > 0, у > 0}, w = i .

64. 0  = {И > 1 } , w =

65. D = {Im z > 1}, w = ZzL.

66. £ )= {0 < R ez< l} , w = j .

67. D = jo  < are z < w = 1 .

68. 0  = {И<1, \Z-1\< J2], w = £ .

69. D = { |г - 1 |<  2}, w = j ^ .

70. D = {|г - 1| < 2}, w = .

71.D  = {\Z- l \ < 2}, w = ^ L .

72. D = {Re z  < l}, w = ^ -fT7.

73. D = {Re z < 1}, w = -p 2-

74. D = {Re z < l}, vv = -|^ |±[.

75. D = {|z| < 1, Im z > 0}, w = .

76. D = {z t  [ -  2,1]}, w = £ | .

77. D = {|г -  /'I > 1 , Im z > 0}, w = i .

78. D = {l < |z| < 2}, w = ^ r .

79. Z) = {x > 0, y  > 0}, w = |=j-.
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80. В = {|г| < 1, 1т z>  О}, у» = .

81. В  = |0  < ащ г < | }, »V = .

82. ¿> = { 0 < х < 1 } ,  ю =

83. В-= {<Ьс х < 1}, = | ^ т

84. В = {1 < |4 <  2}, ^  = -̂ §г .

85. В  = |г .  Яе г > 0, |г -  > у ]  сох,ани

О = (>у:0 < Яе м? <1} йулакка акслантирувчи каср чизик,-

ли функдияни топинг.
К омплекс текисликда * ,= 1 + / нук,та учун куйидаги чи- 

зикугарга нисбатан симметрик булган нук,тани топинг:
8 6 .x  = 0 .
87. у  = 0 .
8 8 . |г |  =  2.
89. | г |  =  л/2.

90. | г - 1 -*  | =  2.
Куйидаги Г  чизик, учун { | г |  =  1} айланага нисбатан  

симметрик булган чизик,ни топинг:
9 1 . Г  =  {х=1}.
92. Г =  {у=2}.
93. / ’ =  {1*1 =  2}.
94. / ’ =  {агёг =  а}.
95. Айтайлик, Г  — айлана ёки турри чизик, булиб, Р ва 

Р* нукгалар Г  га нисбатан симметрик булган нук^алар 
булсин. У \о л д а  ихтиёрий Мр М2е Г  нук;талар учун

\МХР\ __ \М2Р\
\М,Р*\ \М2Р*\

тенгликнинг уринли булиш ини исботланг.
96. Фараз килайлик, г, ва ^  нукталар у тугри чизикда  

нисбатан симметрик нук;талар оулсин. У \о л д а * , ва нук,- 
талардан утувчи ихтиёрий айлана у тугри чизик, билан туф и  
бурчак остида кесиш иш ини исботланг.

97 . Айтайлик, *, ва ^  нук^алар Г  айланага нисбатан  
симметрик нукталар булсин. У \ол да  ва г2 нук,талардан
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утувчи ихтиёрий айлана Г  айлана билан TÿFpM бурчак о с -  
тида кесиш иш ини исботланг.__________ ________ __________

98. г,, z * ,  zl, z *  нукталар берилган булсин. b y  нукта- 
лар учун ш ундай шартни топингки, агар шу шарт бажа- 
рилса, ш ундай Г айлана ёки тугри чизик топилсинки, ^  
ва z*  (к=1, 2) нукталар Г чизикка нисбатан симметрик  
булсин. _

99. Айтайлик, С  дан олинган ихтиёрий бир-биридан  
фаркди zv z¡, Z3 нукталар берилган булсин. нукгадан утув
чи ва z¡, Zj нукталар Г га нисбатан симметрик бугсган ш ун
дай ягона Гчизик, (айлана ёки тугри чизик) мавжуд экан- 
лигини исботланг.

К уйидаги шартларни каноатлантирувчи каср-чизикли  
w(z) акслантириш ни топинг:

100. и<0)=4, w (l+ 0 = 2 + 2 /, w(20=O.
101. и<0)=0, н<1+0 = 2 + 2 /, w( 2 0 = 4 .
102. и<0)=0, W(l +  /)=°°, w (2/)=2/.
103. w (i)=2, W(oo)= l+ /, w(~ 0 = 0 .
104. w(/)=0, W (°°)=l, w(—/)—=°.
105. w(0 = - 2 , w (~ )= 2 /, w(—0 = 2 .
106. w ( - l )= 0 , w (0= 2 /, w( 1 +  0  =  1“ /.
107. н < -1 )= /, w (0=°°, w (l +  0 = l .
108. w(—1)=/, w (~ )= l , w (/)= l+ /.
109. w(—1)=°°, w(°°) =  /, w(/)= 1.
110. w(—1)=—0, w(o°)=°o, w (/)= l.
111. Ихтиёрий каср чизикли акслантириш нинг камида 

битта (чекли ёки чексиз) кузгалмас нуктага эта эканли- 
гини исботланг.

112 . Узгармасдан фаркди булган ихтиёрий каср чизикли 
акслантиришнинг купи билан иккита (чекли ёки чексиз) 
кузгалмас нуктага эга булиши мумкинлигини исботланг.

113. Икки 1 ва / нукталарни кузгалмас колдирувчи, О 
нуктани эса — 1 нуктага акслантирувчи каср-чизикли  
функцияни топинг.

114. ÿ  ва 2 нукталарни кузгалмайдиган, f + 4  i нукта

ни эса °° га акслантирувчи каср чизикли ф ункцияни то
пинг.

115. / нукта икки каррали кузгалмас нуктаси булган ва 
1 нуктани оо га акслантирувчи каср-чизикли ф ункцияни  
топинг.

116. Ю кори ярим текисликни узин и узига аксланти
рувчи каср-чизикли функциянинг умумий куриниш ини  
топинг.
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117. Ю кори ярим текисликни куйи ярим текисликка 
акслантирувчи каср-чизикди ф ункциянинг умумий кури- 
ниш ини топинг.

118. Ю кори ярим текисликни унг ярим текисликка акс
лантирувчи каср-чизикди ф ункциянинг умумий курини- 
ш ини топинг.

119. У ш бу Л z 1</?У доирани {R ew >0} у н г  ярим текис-  
ликка акслантирувчи ва

W(5) =  0, W(-R )  =  оо; ^ ( 0 ) = ]

шартларни каноатлантирувчи w(z) ф ункцияни топинг. Бу 
акслантириш  ёрдамида юкори ярим дойра к,аерга аксла- 
нади?

120. У ш бу {Im z>0} юкори ярим текисликни {| w—wj</?} 
доирага ш ундай акслантирингки, /  нукта доиранинг мар- 
казига утсин ва акслантирувчи ф ункция х,осиласининг  
аргументи / нуктада нолга тенг булсин.

121. Уш бу (I z | < 1} бирлик доирани {lmw>0} юкори ярим 
текисликка ш ундай акслантирингки, —1, 1, i нукталар 
мос равишда с«, 0, 1 нукталарга утсин.

122. Уш бу {| z ~ 2 1 < 1} доирани {| w—2i\ < 2} доирага ш ун
дай акслантирингки,

w(2) = i ва argw '(2) =  0

булсин.
123. Уш бу {R ez>0, lrru>0} квадрантни {| w |< 1} доирага  

каср-чизикди ф ункция ёрдамида акслантириш  м умкин-
ми?

D сох,ани G co la ra  конф орм  акслантирувчи ва куйида- 
ги шартларни каноатлантирувчи w(z) ф ункцияни топинг.

124. D =  {1 п и > 0 }, (7 =  { | w | <  1},
w (20 =  0, argw'(2/) =  0.

125. D =  {1шг >0}, <7 =  { М <  1},
w{a+bi) -- 0, argw (a+bi) =  0 (¿>0).

126. D =  { 1 т г > 0 } , G =  {\ w - w 0| < R},
w'(i) =  w w'(/)>0.

127. D = {\z \< 2 ), G =  {Rew > 0},
Ц 0 ) =  1, argw'(0) =  -| .

128. D =  {\z - 4 / |  <2}, G =  {Imw > Rew},
w (4/) = - 4 , w (2/) =  0.

129. D =  { 1 т г > 0 } , G =  {Irnw >0},
w (а) - Ь, argw/(a) =  а(1ггш>0, lm¿>>0)
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К у р с а т м а .  Аввал иккала ярим текисликни бирлик
доирага акслантириб олинг.

130. £> =  { 1 т г > 0 } , С =  {1тн> < 0},
н’(а) =  а, ах%м>'(а)=-Ц (1 т о > 0 ).

131. С =  { М <  1},

» Ш - ° . а х% и/  Щ  =  0.

132. о - { | г | < 1 1 , С =  ( М <  1},

II о агё и>'(^) =  | .

133. D =  {\z\< \}, с  =  { | И <  1},
ц>(0) =  0. агБ и'/ ( 0 ) = - |  ■

134. /> =  { | г | < 1 } , (? =  { М <  1},
и>(а) =  а, axgw'(a) = а (\а\<1).

135. О :• К':
и>(а) =  Ь, ат%п (а ) =  а  (| а |< Л ,,  |

136. £> =  { | г | < 1 } , С =  {| п ~ \\ <  1},
иЧО) =  1 , и<1) =  0.

137. {| 11 < 1} доирани {К.еи> > 0} унг ярим текисликка акс- 
лантирувчи ш ундай каср-чизикди и'(г) ф ун к ц и я н и н гум у-  
мий куриниш ини топингки,

и/(г,) =  0, ы(г2)= ° °

шартлар баж арилсин. Бу ер даг ,, 11 нукталар {| г | =1} айла- 
нанинг ах%г̂ < ащг, тенгсизликни каноатлантирувчи берил- 
ган нукталари.

138. { | г | < Я }  доирани узини узига акслантирувчи ва 
н,(д)=о ( | д | < / ? )  шартни ханоатлантирувчи каср-чизикли  
ф ункциянинг умумий куриниш ини топинг.

139. { | г | < / ?}  доирани узини узига акслантирувчи ва 
Ма)=Ь (| й | </?. | 6 | < Л )  шартни каноатлантирувчи каср- 
чизикди ы(1) ф ункциянинг умумий куриниш ини топинг.

140. { | г | < л }  доирани узини узига акслантирувчи ва 
м(±К)=±Я шартларни каноатлантирувчи каср-чизикуш  
функциянинг умумий куриниш ини топинг.

141. {| г | < 1} доирани узини узига шундай акслантиринг- 
ки, хдкикий укнинг {у=0, 0 < х <  а) (я<1)  кесмаси х.акик.ий 
укнинг координата бош ига нисбатан симм етрик булган 
кесмасига акслансин. Х осил булган кесм анинг узунлиги- 
ни \исобланг.

99



3 - § .  Д а р а ж а л и  ф у н к ц и я

5 - т а ъ р и ф . Ушбу

куринишдаги функция даражали функция дейилади. Даража
ли функция бутун комплекс текислик С да голоморф . Бу 
функция ёрдамида бажариладиган акслантириш ихтиёрий  
ге С\{0} нуктада конф орм  булади: у/’ =  т "‘ к о с и л а  С \{0}  
да нолдан фаркдидир.

Агар *= ге'ф, н>=ре‘'* дейилса, р=/■", у= иф  эканлигини  
курамиз. Бу тенгликлардан м>=£ функция аргументи ф га 
тенг булган, 0 нуктадан чикувчи /  нурни, аргументи /7ф га 
тенг булган /  нурга акслантириш ини курамиз. (18-чизм а).

Агарда биз (г) текислигида орасидаги бурчаги ~  дан

кичик булган иккита нур билан чегараланган И сохани  
к,арасак (19-чизм а), *>=? функцияни бу со \а д а  бир яп- 
рокг(1и эканлигини курамиз.

М асалан, у\>=т!' функция

сохаларнинг хар бирида бир япрокди, дем ак, конф орм  
булиб, уларнинг хар бирини (и») текислигидаги С \/? + со -  
хага акслантиради (20-чизм а).

Ж умладан, *>=? функцияси сохани 1ггш>0

о О

18-чизма.

юкрри ярим текисликка конф орм  акслантиради.
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с \ я +

19-чизма.

10-м и с о л .  Ушбу

20-чизма.

\У =  г3

даражали функция ёрдамида (г )  текисликдаги  
Е  ={^е С: аг§г = 4 } тупламнинг О )  текисликдаги аксини

топинг.
Берилган Е  тупламни

Е  = [г е  С: ащ г = * }  = {ф = | , 0 < г < °°}

деб

м/(Е) = е С: у  = ^ , 0 < р < +°°] = {и> е  С: ащ и/ =

булиш ини топамиз.
1 1 - м и с о л . Ушбу

= г 4

даражали функция ёрдамида (г) текисликдаги

£  = { г е С : |г|<1, < аге г <

со\ан и н г (и>) текисликдаги аксини топинг. 
Берилган Е  сохани

деб,

И'(£ )  = {о < р < 1, \  < V < я} = {и* еС :|>у|<  1, ^ < а^ы  < п]

булиш ини топамиз (21-чизм а).
101



2 1 -ч и з м а .

Е  = |г  е  С:0 < arg z < }

секторни (w) текисликдаги { we C: | w| < l }  бирлик доирага
/д

шундай акслантирингки, г, = е 8 ну^та ^ = 0  нук,тага, ^ = 0  

нук,та эса м>2=1 нуцтага утсин.
Берилган Е  = |г  е С :0 < arg z < секторни t= t  ф унк 

ция ёрдамида {?е C:Im/‘>0} юкрри ярим текисликка акс-
¡ж

лантирамиз. Унда г, = е 8 нукта t=z*=i нук,тага, Zf=0 нук,та

эса t=0  нук^тага утади. Сунгра {teC :Im />0} юк,ори ярим  
текисликни {me С:| и>| <1} бирлик доирага ш ундай акслан- 
тирайликки, t = i  нукга w ,=0 га утсин (22-чизм а).

12-м и с о л . (г) текисликдаги

Равшанки, бундай акслантиришнинг умумий куриниши
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б у л а д и  ( 2 - §  га ). í2= 0  н ук ,тан и н г w2= l  нук,тага а к с л а н и ш и -  
д а н  ф о й д а л а н и б ,

яъни, е /в= — 1 булиш ини топамиз. Демак,

булади. Агар t=z? эканини эътиборга олсак, унда

б у л и б , у  и зл а н а ё т г а н  а к с л а н т и р и ш  б у л а д и .
А м а л и ё т д а  w = ?  ф у н к ц и я с и д а н  бу р ч а к л и  со ^ а л а р н и  у зи -  

д а н  со д а а р о к , с о \а л а р г а  а к е л а н т и р и ш д а  ф о й д а д а н и л а д и .

Куйидаги тупламларнинг w=z2 акслантириш  ёрдам и- 
даги аксини топинг:

142. R ez=o, (о>0).
143. Irtu=û, (а>0).

1 4 6 . 1шг> 0.
147. Rez > 0.
148. тс < arg z < .

149. UI<1,  х < а Г 8 г < ^ -

1 5 0 . Imz<—1.
1 5 1 . Re¿>l .
152. k | < 2 ,  0 < arg г < у  •

153. \z\>\,  R c z  > 0.

Куйидаги Е  тупламнинг берилган акслантириш  ёрда- 
мидаги аксини топинг:

154. £  = {М<1,  arg г = f }, »  = г3.

I+i

М И С О Л  ВА М А С А Л А Л А Р

145. \z \= r,  f  <a r g  z < f .
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155. £  = {|г|> l, argz = - |j , w = zl .

156. £  = [| z|= 2, | < argz < j j ,  w = zb.

157. £  = {|aiiz|<|, г г  [0,1]}, w = z*.

158. Ö =  { U | < 1 ,  1 т г > в }  ярим доирани (7= {Irm v> 0}  
юк,ори ярим текисликка шундай акслантирингки, нати-
жада

w(—1) =  0, w(0) =  l ,  Ц 1 ) =  оо

шартлар баж арилсин.
155. D={j г | > 1 , Inu  > 0} со^ани G ={Im w  > 0} юк,ори ярим 

текисликка конф орм  акслантирувчи ф ункцияни топинг.
¿>={ | z | < l ,  l m z > 0 }  ярим доирани ( 7 = { I m w > 0 }  ярим 

текисликка конф орм  акслантирувчи ва куйидаги шартлар- 
ни каноатлантирувчи w(z) функцияни топинг:

160. w ( l ) = —1, и < -1 )= 1 , н<0)=оо.
161. w(^) = /, a rg w '(i)  = ^ . .

0 = { | г | < 1 ,  1 т г > 0 }  ярим доирани С =  {| w | < 1} доирага  
конформ акслантирувчи ва куйидаги шартларни каноат
лантирувчи i-.iz) ф ункцияни топинг:

162. н1 !)=*!, и’( - 1 ) = - 1 ,  и>(0)=-/.
163. уМ ) -  0, arg | .

Куйидаги со \ал ар н и  { I m w > 0 }  юк,ори ярим текислик
ка конформ акслантирувчи w{z) функцияни топинг:

I 164. | г | < 1 ,  \ z ~ / 1 > 1.
165. | z \ >1 , U ~ / |  <1.
166. U l >2,  и - Л 1 < Л -
167. 23-чизмада тасвирлан- 

_ г а н _ с о \ани { i m w > 0 }  ю кори
ярйм~тёкисликка конф орм  акс
лантирувчи w(z) ф у н к ц и я н и  
топинг.

168. 24-чизмада тасвирлан-
I ган сох,ани { l m w > 0 }  юк^ори
I ярим текисликка конф орм  акс

лантирувчи w(z) ф у н к ц и я н и
23-чизма. топинг.
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24-чизма.

169. {| г | < 1} доирани jw г ( - ° ° ,  -  ^]} co lara  конформ  

акслантирувчи ва
w(0) =  0, w '(0 )> 0  

шартларни к,аноатлантирувчи. w(z) ф ункцияни топинг.
170. { | a r g z | < f }  бурчакни {| w | < 1} доирага конф орм

акслантирувчи ва
w(l )  =  0, arg w '(l) =  rc 

шартларни к,аноатлантирувчи w(z) функцияни топинг.

4 - § .  Ж у к о в с к и й  ф у н к ц и я с и

6-т а ъ р и ф . Ушбу

W = } ( *  + ! )  (11)

функция Жуковский функцияси деб аталади.
Бу функция г=0 ва z=°° нукталардан ташцари бутун  

текисликда голоморф функциядир.

Ж уковский ф унк ц ия син и н г \о си л а си  w'

бул и б , {+1;  - 1 }  нук;талардан таш к,арида w' *  0 дир.  

w = y ( z  + -L) ф ункция ёрдам ида акслантириш  {+1;  — 1}
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нукталардан ташк,арида (г=0, г=°° ну^таларда \а м ) кон- 
формдир.

(11) функция бирор £ ’со \а д а  (£ с С )  бир япрокди були- 
ши учун бу с о \а  уш бу

г,-г2 =  1
м уносабатни кдноатлантирувчи г, ва гг нукталарга эга
булмаслиги зарур ва е гарли,--------------------------------------------------

С да бирлик дойра £/={ге С : | г |< 1} ни олайлик. Ж уковс
кий ф ункцияси

и> = 1 ( г  + 1)

бу доирада бир япрокди ва уни (м>) текисликдаги [— 1, 1] 
кесманинг таш харисига акслантиради.

Худди ш унингдек, Ж уковский функцияси бирлик дои -  
ранинг ташкариси £/*={ге С  | г|>1} ни [ - 1 ,  1] сегментнинг  
ташкарисига конф орм акслантиради (25-чизма).

25-чизма. 

Агар Ж уковский функцияси

©

да

дейилса, унда  

булиб,

г =  ге">, ы =  и+м 

и + /V = ^ [ге''? + 1 е~'ф |

\и=  г ( г +  г ) С05(р>
= ^ ( г - А ) в т « р
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б у л а д и . (1 2 )  д а н  (1 1 )  а к с л а н т и р и ш  уч ун  к у й и д а ги л а р  к е -  
л й б  ч и к,ади:

1) (г ) т е к и с л и к д а г и  { г е  C :\z\~ r,  г> 1} а й л а н а  (и») т е 
к и сл и к д а г и  ф о к у с л а р и  ( —1, 0 ) ва (1 , 0 )  н у к т а л а р д а , я р и м  
у к д а р и

а = ^ (г  + 1), Ь = \ ( г - \ )

б у л га н  э л л и п с г а  а к сл а н а д и .
2 ) (г) т е к и с л и к д а г и  {%£ C :\z \-r ,  г< 1} а й л а н а  (и>) т е 

к и сл и к д а г и  ф о к у с л а р и  ( —1, 0 )  ва (1 ,0 )  н у^ тал ар да  я р и м  
ук д а р и

б у л га н  э л л и п с г а  а к сл а н а д и .
3) (г) текисликдаги { г е С : а г § г = 0 }  нур (ы) текислик

д а г и  {и-е С  : аг£ и>=0} н у р г а ,  {ze С : aтg н у р  
{и/е С: а ^  ч>=п\ нурга аксланади.

4 )  ( z )  т е к и с л и к д а г и  е С : а щ г  =  ^  \ а м д а

{и1 е  С : а ^ г  =  "у} н у р л а р н и н г  \а р  б и р и  (н>) т е к и с л и к д а н

{н>е С: и —0} ту гр и  ч и зи ц к д  а к с л а н а д и .
5 ) (г ) т е к и с л и к д а г и

| г е С :а 1 ^ г  = Ф; ф *  0, Ф * у >  Ф *  Ф *

н ур  (и 1) т ек и с л и к д а г и  у ш б у
2 2и______У _  1
2 ■ 2 ~~СОБ ф 51П ф

г и п е р б о л а н и н г  м о с  « ш о у ш с и г а »  а к с л а н а д и  (2 6 -ч и з м а ) .
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13-м и с о л . Ж уковский функцияси ёрдамида

/ = |* е С : |* |=  1, -^  < argг <

ёйнинг аксини топинг.
----- Равшан к и ,------------—----------------------------------

/  = { * е С : |* |= 1 , ^  < arg г < -^ }  = {/• = 1, ^  < ф < .

(12) муносабатларга кура

и = 4- (г + cos ф = cos ф,

V = i- (/• -  l j  sin ф = О

булади.

Агар ^f < ф < I f  булганда -  ^  < совф < Ц- булиш ини  

эътиборга олсак,

н'(/ ) = { - Т  < u < 2y ,  v =  o |  = ^ - ^ ,

эканини топамиз (27-чизм а).

©
W__

_  w(g) _________

-7-JX 3  - 1

27-чизма

14-м и с о  л . Ж уковский функцияси

—

ёрдамида
/ = {г е C:arg¿ = 

нурнинг аксини топинг.
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Аввало / ни куйидагича ёзиб оламиз:

/ = {<р = , 0 < г < °°} .

Сунг
w =  u+iv (z =  ге"() 

деб, (12) муносабатлардан топамиз:

u = l ( r + l ) c o s 9  = l ( r + l ) c° s ^  = _ - l I (r + I),

V = 1  (г -  1) Sin ф = 1  (/• -  1) sin ^  (г - 1).

Равшанки, бу чизицнинг тенгламаси w(l)= {и2 -  v2 = ^ , 

м<0} гипербола булагидир (28-чизма).

28-чизма

15-м и с о л . Ж уковский функцияси ёрдамида (z) текис
ликдаги

Е -  е  <7:0 <| 4 < 1, 0 < arg г < f }

со \ан и н г аксини топинг.
Берилган Е  со \а н и н г  чегараси /,, /2 ва /3 чизикушрдан 

ташкил топган: ЭЕ  = /,v/2v/3. Бунда

1\ = = г е ,ф е  С: ф = 0, 0 < г < 11,

/2 = {г = г . е 'Ф е С : 0 < ф < | ,  r = lj,
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/3 = { *  = /• ■е‘(р е С : ф  = | ,  0 < г < 1 j,

Ж уковский функцияси ёрдамида бу чизик^арнинг ак- 
сини топамиз. Бунда (12) формулалардан фойдаланамиз:

и>(/,) = jw =  а + ¡y g С :» -  l | r  + i j c o s ф, v = 1  |г  -  ^ js tn ф | =

=  { м  =  j  [ г  +  - i ) ,  у  =  0 ;  0  <  г  <  1 j  =  {1 <  и  <  V =  0 }  =  / , ' ,

w(l2) = |w  = и + /V е  С: и =  1  cos ф, v = i  (г -  i )  sin ф j = 

= jw ~ eos ф, v = 0; 0 < ф < - | |  = j - ^  < и < 1, v = 0j  = / j , 

w(/3) = |w = и + iv e С: и = 1  (r + -Lj eos ф, v =  \ ( r ~ r ) s'n ф} =

= {" “  372 f7" + r)- V = 3^2 (r “  0 £ ' £ 1 }  =

= |ы2 -  v2 = i ,  v < O} = /3‘.

Агар н '(£ )= /’дей илса, унда dF = l[vl'7vl\ булади. Д емак, 

w (E)= F  = |м 2 -  v2 > i , и > 0, v < 0j

булади (29-чизм а).
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16-м и с о л . Ушбу

IV =
г +1

акслантириш  ёрдамида (г) текисликдаги уш бу

£  =  { г е С : | г | < 1 }

со \а н и н г  (доиранинг) (и>) текисликдаги аксини топинг. 

Аввало берилган ™ функцияни

и? = — !—
# * { )

куриниш да ёзи б  оламиз. Агар ^  + дейилса, унда

*  = 2 ^

булади.

Маълумки, = 2 (г + 1) Функция (Ж уковский ф унк- 

цияси) бирлик дойра

£  =  { г е С:  | г | < 1 }

ни | 1, 1]  кесманинг ташкарисига акслантиради.
Каср чизикди

и> = у!—2н>1

функция [0, 1] кесмани [ | .  +  °°) нурга, [—1, 0] кесмани  

эса нурга акслантиради. Д емак, берилган с о \а -

нинг акси

ы(Е) = |и> е  С\м> е | ( - ° ° ,  -  2М 2 ’ +<

булади (30-чизма).



30-чизма

МИСОЛ ВА МАСАЛАЛАР

Ж уковский ф ункциясини куйидаги сохдпарда бир яп 
рокдикка текширинг:

171 .| г |> 2 .
172. | z |<2.
173. | z |< 2 , 0 <  arg г < у .

174.1ш г>0.
175.Im* < 0.
176. Re^ > 0.
177. Яег < 0.
178. 0 < arg г < "у ■

179.1шг > (Re^)2.
180. Im* < (Re*)2.

Ж уковский ф ункцияси ёрдамида куйидаги тупламлар 
нинг аксини топинг:

181. U l = f

182. |*| =  2.
183. arg z = j  ■

184. \z\>2.
185. \z\<^.

186. f  < arg  z < ^ f -

187. f  < a r g £ < ^ ,  *e[0,/J.
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188. | г | < 1 , г е [ 0 , 1 ] .
189. I m г > О, z<t { | z|= 1, О < arg г < - f , ^  < arg г_< я}.

190. | г |<1,  Im z < 0, z «=[-/', - j \

191. k l<  1, 0 < arg г < f  ■

192. |г |<  1, + -^  < arg г < + •

193. 1тг>0.
194. 1тг< 0.
195. | г | < 1 , 1 т г > 0 .

i 196. | г |<1,  lm z<0.
197 . |  г |>1, 1тг<0.
198. | г |>1, 1тг>0.
199. 1<UI<R,  1тг> 0 .
200. R<| г|<1,  1тг>0.
201. <1 z\< Ä, Im г > О, Re г > 0.

202. f  -  сх < arg г < f  + а  (О < а  < f ).

203. { | г |<1,  ze [а, 1]}, (0<а<1) сохрнинг Ж уковский  
функцияси ёрдамидаги аксини топинг.

’ 204 . {| г |<  1, z<£ [а, 1]}, ( ~ 1 <а < 0 )  со \а н и н г  Ж уковский  
функцияси ёрдамидаги аксини топинг.

205. jU  — ih! > ^\ + h11 со \ан ин г w -  4  (z + | )  Жуковский

ф ункцияси ёрдамидаги акси учлари w = ±  1 ну^таларда 
булган ва w=ih ну^тадан утувчи айлананинг ёйи буйича  
хиркилган (w) текислиги булиш ини исботланг.

206. Ж уковский ф ункциясидан ф ойдаланиб 31-чизм а- 
да тасвирланган со \а н и  {| w| < l }  бирлик доирага конф орм  
акслантирувчи w(¿) ф ункцияни топинг.

207 . 32-чизмада тасвирланган сохдни {| w |< 1} бирлик  
доирага конформ акслантирувчи w(z) ф ункцияни топинг.

208. {| г |< 1, Imz >0} ярим доирани {| w |< 1} доирага к он 
форм акслантирувчи ва

w (i)  = 0, arg w '^ j = 0

шартларни ханоатлантирувчи ф ункцияни топинг.
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- 1  0 1

— 31-чизма.---------------------------------------------------- 32-чизма.

209. D={\z\<\, l m z > 0 }  ярим доиранинг

а к сл а ти р и ш  ёрдамидаги акси w(D) ни топинг. 
2 1 0 .  D = |о  < arg z < бурчакнинг

акслантириш ёрдамидаги акси w(D) ни топинг.

5 - § .  ^ ф у н к ц и я с и .  Т р и г о н о м е т р и к  ф у н к ц и я л а р

1°. Маълумки п —>°°да

{ ( l + f ) " }  (и = 1, 2, 3, ...; x e R )

кетма-кетликнинг лимити е*га тенг.
Комплекс текислик С  да ихтиёрий z  ни олиб, куйидаги

{ И ) " } « » - 1, 2, 3, . . . )

кетма-кетликни караймиз, п ->°ода бу кетма-кетликнинг  
лимити мавжуд булади ва бу лимитга z  комплекс сони  
учун е1 нинг киймати дейилади:

eZ = ^ ( l + n)"
Агар z~x+iy десак

e* =  e*(cos>> + / s i n y )  (13)

тенглик уринли (к,. 1-боб, 4 -§ , 117-мисол).
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Курсаткичли w=el ф ункциянинг асосий  хоссаларини  
келтирамиз:__________________________________________

1) ё  функция С  комплекс текисликда голоморф ва унинг 
\оси>шси

(* ) '  =  *
булади.

2) ё  функция учун
еъ+ъ -  еъ . еч (г ,е  С, z2е О

булади.
3) ег функция даврий булиб, унинг асосий даври 2ni

булади:
e z+2ni =  e z .

4) \/z е  С учун (ё )’ф 0 булиб, w=ez функция ёрдамидаги
акслантириш С текисликнинг х;ар бир нуцтасида конформ 
акслантириш булади.

(13) тенгликка кура, | ё  ¡=er, arg ё~у. Д емак, м=ё ф унк
ция (*) текисликдаги {х=х0} тугри чизик^ни | w | = e x° ай-

ланага, {>>=>’„} тукри чизи^ни эса  {arg мг=уЛ нурга акслан- 
тиради. ю=ё  функция /7={у0<1гп^<>,0+2л} сосала бир яп- 
рокли булади. Ж умладан, w=& ф ункция уш бу

Пr =  {lKTt<\mz<2(k+\)n}, k=  0,±1,±2, . . .

со^аларнинг х,ар бирини (w) текисликдаги C \ R + га к он 
форм акслантиради (33-чизм а). Х удди шунга ухшаш м/=ё

67П
47Г/ пг
2 7Ti nt

TI— irm—

0 П-i

~  ' i7ri П-2
-4TÜ

3 3 - ч и з м а



функция {0< 1тг< я } ссдани юк,ори ярим текисликка акс- 
лантиради.

17-м и с о л . Курсаткичли

=  ег

функциянинг 1 = 1 ± - | /  \ам да 1=кш (к=  0 ,± 1 ,± 2 ,...) нук,-

талардаги кииматларини топинг.
(13) формуладан ф ойдаланиб топамиз:

и>(1 ±  1 = е1±1' = е ■ е~1'' = е|со5^+ + / 5ш(+ = е(±0 = ±1е

к(кл1) = екк' = соб/стг + / з т  кл = соькк = (-1 )*

(к=  0+1,±2, . . . )

18-м и с о л . Курсаткичли
ы = е 1

функция С  текисликдаги

£) =  е  С :0  < Я е г  < 1, 0  < 1 т  г < у }

турри туртбурчакли со \а н и  СК текисликдаги кдндай с о \а -  
га акслантиради?

7=хН у  \а м д а  w=pe'v деб олайлик. Унда О со \а д а  
е° < р < е’, 0 < \(/ < у

булади. Ш уларни эътиборга олиб топамиз:

н>(£>) = = ре'47 е С:1 < р < е, 0 < у  <

О хамда МО) сохдтар 34-чизмада тасвирланган.
1 9 - м и с о л  . Ушбу

\\> — е г

акслантириш ёрдамида С текисликдаги

О  = {г е С: Ле г > 0, - п <  1пи < л}

со^ани - ярим йулакнинг С, текисликдаги аксини топинг. 
Равшанки, £=х+1у, ы=р-е^ дейилса, унда

О — {(х, у )е  Л2: х> 0 , —л<у<л}
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34-чизма

булиб, бу сосала
-----------------  р > 1 )  — п < ф < п ------------------------

булади. Демак,
W(D)  = jw = pe'4' 6 С:р > 1, -  к < у  < л} =

=  jw  е  С :| w |>  1, w  £  (—°°> -  1]}- 

Бу w(D) сох,а - [-<*>, - 1 ]  нур буйича к,ирк,илган 

{w е  С: I w| > 1} 

доиранинг таш кдрисини ифодалайди (35-чизм а).

©  ®

35-чизма

20-м и с о л . С. текисликда мавхум ÿKKa параллел кдлиб  
олинган ва Н кенгликка эга булган
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со^ани (йулакни) Сж текисликдаги ушбу
{we С: | w |< 1}

бирлик доирага конф орм акслантиринг.
Бу масалани бир нечта акслантиришларни кетма-кет 

“бш щ я ш гб й л а н  халкш тамиз:
1) берилган D со^ани

Z> =  {zeC:0<Re¿<//}

Че 2Z = IZ

акслантириш ердамида

£ , =  { и>,е С :0< lm w |< //}

co lara  акслантирамиз,
2) бу Z), со^ани

w2 = fw ,

акслантириш ёрдамида

D2=  { w2e  С :0 < Im w 2<Tt}

со \ага  акслантирамиз,
3) D2 сох.ани куйидаги

w3 -  е"2

акслантириш ёрдамида

D3 =  {w3e C:lmw3>0}

co la ra  (юкрри ярим текисликка) акслантирамиз.
4) Z>3 со \а н и

W-.-Íw = ——w3+/

каср чизикди акслантириш  ёрдамида

Z)4= {w 3eC :| w | < l }

co la ra  — бирлик доирага акслантирамиз. Д емак, излана- 
ётган акслантириш ни куйидагича

п. . _  ew-t-i  _  Д * - ;
W3+í ¿n+i ±¡z .

eH +/

булишини топамиз (36-чизма).
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Зб-чизма

21-м и с о л  . Ушбу

О =  {ге С :  — тс<1тг<я, г е  [ а , +°° )}

сох,ани ([о , +°°) нур буйича киркилган йулакни ае Я) 
юкрри ярим текисликка конформ акслантиринг. 

Берилган £) со^ани олдин
и/, =  ё

функция ёрдамида (—°°, 0] ва [ё, +«=) нурлар буйича ке- 
силган текисликка акслантирамиз:

= |и>, е  С: »V, ё  (-оо,0]и[е“,+°°)}.

Сунгра /), со^ани

акслантириш ёрдамида [0, +°°) нур буйича кесилган 0 2) 
текисликка акслантирамиз:

А  = {^2 6 с  ^2 ё  [0, + °°)}

Н и\оят, хрсил булган /)2 с о \а н и  уш бу  

п  = л/й̂ Г, = /
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а к с л а н т и р и ш  ё р д а м и д а  (w ) т е к и с л и к н и н г  ю к ,о р и  я р и м

К и с м и г а  а к с л а н т и р а м и з  ( 4 * 2  — ф у н к ц и я  к у й и д а ,  6 - §  д а

к е л т и р и л а д и ) .
Н а т и ж а д а ,

w  =  =  ~  ^  ^  ^ ~ Т  =  / 

булади. Демак,

w = yll -  еа~г, л /Л  = /

акслантириш берилган D сох,ани юк,ори ярим текисликка  
акслантиради.

2°. (13) тенгликда х = 0  десак,

(14)
е'у = eos у + i sin у, 
е~У = eos у -  /  sin у

тенгликларга эга булиб, бундан

cos у =  — y — , sin у -  —  (15)

ифодаларни оламиз. (15) формулалар ихтиёрий х а к ^ и й  
сон  учун уринли булиб, улардан биз

W =  COS z, w =  s in ?

функцияларни аншугашда ф ойдаланиш имиз мумкин.
7 - т а ъ р и ф .  z комплекс аргумент учун тригонометрик 

функциялар цуйидагича аницланади:
eiz+e~izcos z = s- i r — , s m r 2 i

tg7 = .s ln ¿ = e'l-e~,z
cosz i(eK+e~‘l ) ’ ' '

e ta / = cos* = '(g'z+e~'?) 
ё  sinz éz-e~iz '

Тригонометрик функцияларнинг асосий хоссаларини  
келтирамиз:

1) cos* ва sin¿ функциялар С  комплекс текисликда го
ломорф  ва уларнинг \осилалари
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{ z eC: z*  ^ +кп; к = 0, ±  1, ± 2 , . . . }

тупламда, функция эса

{z е С .1*  кп', к = 0, ±1, ± 2, .. .}

тупламда голоморф  булади.
3) ctgz, tgz ток, функциялар, совг эса ж уф т ф унк 

ция булади.
4) Тригонометрик функциялар даврий булиб, соэг ва 

Бшг нинг даври 2л га, ^  ва нинг даври к га тенгдир.
5) Х акикий узгарувчили тригонометрик функциялар  

орасидаги муносабатларни ифодаловчи формулалар ком 
плекс узгарувчили булган \о л д а  \а м  уринли булади.

6) У ш бу

Одатда (17) функциялар гиперболик функциялар дейилади.
7) Тригонометрик функциялар ёрдамида баж арилади- 

ган акслантиришлар бир нечта (маълум) акслантириш - 
ларнинг композицияси натижасидан иборат булади. 

М асалан,

функция ёрдамида бажариладиган акслантириш

акслантиришлар ком позициясидан иборат булади:

со siz =  сЬг, «¡иг =  —
совг =  я т г  =  -ishiz

муносабатлар уринли, бунда

(17)

Ш унингдек,
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функция ёрдамида бажариладиган акслантиришлар ушбу 

w, = 2iz, w2 = ewi 

акслантиришлар ком позициясидан иборат булади:
. W, —1

- V = tgZ = - l ^  _

22-м и с о л . Ушбу

sin2z+ co s2j  =  1 ( г е  О

тенгликнинг уринли булиш ини исботланг.
М аълумки,

___ _ _  giz+e~izsmz = SL-y¡— , cos z

Унда

sin2 =  ( ¥ )  = - 1 ( ^ - 2 « - « ) ,

cos2 г = = 1 (е 2,г + 2 + í?-2*)

булиб, бу тенгликларни \а д м а -\а д  кушсак, 

sin2 z + co s2 z -  ^ + ^ = 1

булади.
23-м и с о л . Ихтиёрий ( г е  С) комплекс сон учун уш бу

е'г=  eos z + i sin z (18)

Эйлер формуласини исботланг.
Тригонометрик функцияларнинг таърифига кура

cos г  = e'z~te 'г , sin z  = £= £-2/
булиб, бу тенгликлардан

co s  г +  /  sin z  =  е +2  ' + ?‘ ~2 '' = e'z

экани келиб чикдди.
24-м и с о л . Ихтиёрий г, е  С, z2 е  С  учун

cos(^, + z2)=  c o s z¡ • c o s г2 -  sin z¡ ■ sin z2,

sin(z, +  z2) -  sin г ,  • cos z2 +  COS г ,  sin Z2
тенгликларнинг уринли булиш ини курсатинг.
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Эйлер формуласидан ф ойдаланиб, топамиз: 

cos(z, + ^ )  + fsin(Z| + Z2) = e‘u '+z* \

Равш анки,
e‘(zi+z2) _  e‘i\ . е‘Ъ

Яна Э йлер формуласига кура

e'Zl = cos zi + i sin z¡, е11г = cos z2 + i sin z2

булади. Натижада
co s(zI+ z 2)+ /s in (z l+ z2)= (co sz l+ /s in * l) (c o s * 2+ /s in ^ )=

= (co sz l cos£2-s in z ,s in z 2)+ /(sin zl cosz2+ cos£I sinz2)

тенгликка келамиз. Бу теигликда г, ни - г ,  га, z2 ни ~г2 га 
алмаш тириб, cos¿ ф ункциянинг жуфт, sinz ф ункциянйнг  
ток, эканлигини эътиборга олиб, топамиз:

c o s fc ,+ ¿ J - /s in (z 1+ z2)=  (20)
(cosz, • COSZ2—sin*, -sin^) -  /(sin*, • COS^J+COSZ,sin^)

(19) *амда (20) тенгликларни \адлаб кушсак, 

c o s(z ,+ г ^ с о & г ,-co s^ -s in z , -sinz2,

(19) тенгликдан(20) тенгликни \адлаб айирсак, 

sin (2,+^2)= sin^, -cos^ + cos^  -sinz,

экани келиб чицади.
25-м и с о  л . Ушбу

W =  COS z

ф ункциянинг комплекс текислик С д а  чегараланмаганли- 
гини курсатинг.

Маълумки,

Бу тенгликда г = /у д е б  оламиз. Унда 

булади. Равшанки,

lim - = +о°
у —>+оо
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Бу эса w '^ o sz  ф ункциянинг С  да чегараланмаганлиги- 
ни билдиради.

26-м  и с о  л . Ушбу

a) c o s - j ;  б) sh/; в) c t g j

комплекс сонларнинг \ак и к и й  ,\амда мавхум кисмларини  
топинг.

а) х,олни цараймиз. z=x+iy деб , топамиз:

cos* =  c o s (x + /» = c o s x  c o sO » —sinx sin(/y).

6-хоссага кура
cos(/>) =  chy, sin(/>) =  ishy

булиш ини эътиборга олсак,
cos(x+ /y ) =  co sx  c h y —/sinx-sh>’

булади. Бутенгликдан
Re cos (x+/>) =  cosx  -chу,
Im cos (x+ry) = —sinx shy (21)

булиш и келиб чикдди. Равш анки,

cos i j  = cos^O + / f ) .

(21) муносабатларда x = 0 , y = f  дейилса, унда

Re cos / -J = eos 0 ch = ch ^ ,

Im eos / ^ = -  sin 0 • sh ^  = 0

булиш ини топамиз.
б) Х.ОЛНИ кдрайлик

sh¿ =  — isin(iz) 

тенгликдан ф ойдаланиб топамиз:

sh/ =  —¿sin(/ • 0  =  —/s i n ( - l )  =  sin 17

Д емак,
Re sh/ = 0 ,  Im sh / =  sin 1.

в) ^олни к,араймиз.

cos(/^) =  ch z, sin(/z) =  ishz 
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сов(/ = сИ ^ = кЬ \

булиб,

с,бМ ) = 5 Ц = - 'я|11

булади. Демак,

Яе = 0, 1т = -сШ ±  .

27-м и с о л . Ушбу
м> =  81пг

функция ёрдамида бажариладиган акслантириш (г) те- 
кислигидаги

О  = |г  е С  - -у < Ке г  < у , Гт г > о}

со.\ани (ярим йулакни)(и>) текисликдаги кандай со^ага 
акслантиради?

Берилган и ^ т г  функция ёрдамида бажариладиган 
акслантириш бизга маълум булган

и>, = /г, м>2 = е’*'1, щ  = ^  

акслантиришлар композициясидан иборат булиб,

булади. Бинобарин, бу акслантиришларни кетма-кет ба- 
жариш натижасида и ^ т г  учун и>(/)) топилади:

1) И  сох,а акслантириш натижасида

Д  =  | и ' | е  С : Я е  и», <  0 , - 1  <  1 т  и>, <  - |}

сох.ага утади.
2) ссда уу2 = ен'1 акслантириш натижасида

£> 2  =  [и>2 е  С : |м '2|<  1, — у  <  а щ и ^  <  - |}

ярим доирага утади.

муносабатларда г = у дейилса,
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3) D 2 c o \ a  w3 = I  w2 акслантириш натижасида

Z)3 = jw3 e C:|w3|< 1, 7i < argw3 < 2л} 

colara утади.

4) Д, сщ а w  =  sin z  =  y fw3 + J - j  акслантириш натижа

сида

M D ) =  {we C : ImwX)}
colara утади.

Демак, w=sinz акслантириш (z )  текисликдаги

D  =  e C :--| < Re z  < f ,  Im z  > o}

со\ани (w) текисликдаги

w (D ) — {we C :Im w > 0} 

colara акслантирар экан (37-чизма).

f c z r í :

© (W,

Wt

Di

2 VVi

Ti 0 1
T г

Win)

- f i  Ww

■ 1 0  1

37-чизм а

-ímrrhrn-m1

М И С О Л  B A  М А С А Л А Л А Р

Куйидаги комплекс сонларнинг модули ва аргументи- 
ни топинг.

211. е>+1. 
213. в3*4'.

2 12 . е2“3'. 
214. е-3-4'.
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е  ф у н к ц и я с и н и н г  к у й и д аги  н у к тал ар д аги  к и й м а т л а р и н и  
т о п и н г .

215 .1 = 2 л/. 217. г = ^  219.

216. г=ш. 218. г = - ^ .
220 . е* ф у н к ц и я с и  ф а к а т  \а к и к ,и й  к и й м а т л а р н и  каб ул  

к и л а д и г а н  б а р ч а  г  н у к т а л а р  т у п л а м и н и  т о п и н г .
2 2 1 . е- ф у н к ц и я с и  ф а к а т  с о ф  м авхум  к и й м а т л а р н и  кабул 

к и л а д и га н  б а р ч а  г  н у к т а л а р  т у п л а м и н и  т о п и н г .
Куйидаги тупламларнинг № =&  акслантириш ёрдами- 

даги аксини топинг:
222. Яег=1. 229. 1шг=С.
223. 1ш г = \  • 230 .1тг=£-Кег+6.

224. Яег=-1. 231. -л<1тг<0.
225. 1т г = - у -  232. -л<1тг<л.

226.1т^=Кег-1. 233 .- |  < " т и  < -|.

227.1тг=Кег. 234. 0<1тг<2л, Яег>0.
228. Лег=С. 235. а<1тг<(3 (0<а<|3<2я).
236. у = х  ва у = х + 2л тугри чизикдар орасидаги йулак.
237. {Кег<0, 0<1тг<а<2л} - ярим йулак.
238. {Яег>0, 0<1тг<сх<2л} - ярим йулак.
239. {а<Кег<(3, у<1тг<5} (8-у<2л) - тугри бурчакли 

гуртбурчак.
240. О  = {Ке I  > 0, 0 < 1т г  < у } соканинг м >=е17 акслан

тириш ёрдамидаги аксини топинг.
241. £>={гО<Яег<л, 1тг>0} со\анингн'=е'г акслантириш 

ёрдамидаги аксини топинг.
Куйидаги мисолларда айтилган чизмаларда тасвирлан- 

ган со\аларни {1туу>0} юкори ярим текисликка конформ 
акслантирувчи бирорта и>(г) функцияни топинг.

242. 38-чизма.
243. 39-чизма.
244. 40-чизма.
245. у - х  ва у=х+Ь  тугри чизикдари орасидаги йулакни 

юкори ярим текисликка конформ акслантиринг.
246. {| 1 1 =2} ва {| г—11 =1} айланалар билан чегаралан- 

ган доиравий ойчани юкори ярим текисликка конформ 
акслантиринг.
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247 . {| z = 2} ва {| z ~ 3| =1} а й л а н а л а р  б и л а н  ч е г а р а л а н г а н  
сох.ани ю к о р и  я р и м  т е к и с л и к к а  к о н ф о р м  а к с л а н т и р и н г .

2 4 8 . {| г  |> 1 , 1ш г<1} с о \ а н и  {| w | < 1} д о и р а г а  к о н ф о р м  
а к с л а н т и р у в ч и  ва

w (-3 i)  =  , arg  w '( -3 i)  =

ш а р т л а р н и  к а н о а т л а н т и р у в ч и  w{z) ф у н к ц и я н и  т о п и н г .
24 9 . {| Z [> 1, 1 т г< 1 }  с о \ а н и  {Im w  >0} ю к о р и  я р и м  т е 

к и с л и к к а  к о н ф о р м  а к с л а н т и р у в ч и  ва уш б у

w (-3z) =  1 + /, arg  w '( - 3 i) =  л  

ш а р т л а р н и  к а н о а т л а н т и р у в ч и  w(z) ф у н к ц и я н и  т о п и н г .

* * *

Т р и г о н о м е т р и к  ф у н к ц и я л а р н и н г  т а ъ р и ф л а р и д а н  ф о й -  
д а л а н и б  к у й и д а ги  т е н г л и к л а р н и  и сб о тл а н г :
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250. ch2z~sh2z=l.
— 2 5 1 . c h ( z |+ ; 2)= c h ^ l̂ e b % + s k y s h z r

252. cos г, + cos z2 = 2 cos 3 + ä  • cos .

253. sh(z + Jf )  = ichz. 260. cos(/'z)=chz.

254. ch(z + y )  = /shz. 261. ch(/z)=cosz.

255. sh(z+n:0=-shz. 262. tg(/z) =rthz.
256. ch(z-Ht/)=-chz. 263. th(/z)=rtgz.
257. th(z-Hu)=thz. 264. ctg(/z) =—fcthz.
258. ch(z+2K/)=chz. 265. cth(/z)=—/ctgz.
259. sin(/z)=/shz-
К у й и д аги  к о м п л е к с  а р гу м е н тл и  ф у н к ц и я л а р н и  х.ак.ик.ий 

а р г у м е н т л и  т р и г о н о м е т р и к  ва г и п е р б о л и к  ф у н к ц и я л а р  
ё р д а м и д а  и ф о д а л а н г  * ам д а  б е р и л га н  ф у н к ц и я л а р н и н г  м о -
|. у Г а р ч ц »  ТППННГ ________

266. sinz. 269 .sh -̂
267. cosz. 270. ch^
268. tgz. 271. thz-
К у й и д а ги  к о м п л е к с  с о н л а р н и н г  х.акик.ий х д м д а  м а в -  

\у м  к и с м л а р и н и  т о п и н г :
272. sin(m). 277. sin(2/).
273. s in (f  + /). 278. tg(2- /) .

274. ch(2/). 279. c tg (f -  / ln 2).

275. tg (f/). 280. cth(2+/).

276. co s(2 + /).
К у й и д а г и  ф у н к ц и я л а р  ф ак ,ат  ^ а к и к и й  к и й м а т л а р н и  

к аб ул  к и л а д и г а н  z н у к т а л а р  т у п л а м и н и  т о п и н г :

281. cosz. 284. tgz.
282. chz. 2 8 5 - c th ^
283. sinz.
z н и н г  к ан Да й к и й м а т л а р и д а  к у й и д аги  ф у н к ц и я л а р  с о ф  

м а в \у м  к и й м а т л а р н и  к аб у л  к и л а д и ?

286 . sinz 289 . ctgz.
287 . shz- 2 9 0 - th ’ -
288. cosz.
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Куйидаги функцияларни бир япрокдикка текширинг.
291. 5т<\
292. со5*.

293.
294. сщг-

295. 8Ьг.
296. сЬг

К у й и д а ги  ту  п л  а м л  ар  н  и  н г = соб  ̂  а к с л а н т и р и ш  ё р д а м и -  
д а ги  а к с и н и  т о п и н г .

2 9 7 . х = с , у = с  —  Д е к а р т  ту р и .

298 . | о < х < у ,  >>>()} — я р и м  й у л ак .

2 9 9 . { -я < х < о ,  .уХ)} — я р и м  й у л ак .

3 00 . { -  у  < х  < -у , >> > о} — я р и м  й у л ак .

3 01 . {0<х<л} — й у л а к .
3 0 2 . { 0< х< л , ~И<у<И} (Л >0) — турри б у р ч а к л и  ту р т б у р -  

чак .

К у й и д аги  И  с о \ а н и  б е р и л га н  у*=Д(г) а к с л а н т и р и ш  ё р -  
д а м и д а ги  а к с и н и  т о п и н г .

303. Э  =  { - 1  < Я е * < | }, =  tgг.

304 . 0  = [ | 1 т  г |<  | } ,

305 . О  =  {0< Я ег<  л}, =  1̂ г .

306. О  = |о  < Л е I  < -|} , н1 =

30 7 . И  =  { 0 < К е г< 1 , 1 т г > 0 } , w =  tgяг.
308 . / )  =  { 0 < 1 т г< я } , ж =  сЬ*.
30 9 . й  =  {Я ег> 0 , — 1 < 1 т г < 0 } , у ; = с \т 1-

3 10 . £> =  |Я е г  > 0, 0 < 1 т  I  <  1, г  е [ у ,  1 у ] } ,  и» = с И я г

3 1 1 . / )  =  {| 1 т г |< я ,  Я ег>0}, и' =  5Ьг.
31 2 . Э  =  { 0 < Я е г< 2 я , 1 т г > 0 }  м> =  5т г .
3 1 3 . О  =  { Я егХ ), 0 < 1 т г < я }  =  с Ь г
31 4 . О  =  { 0 < Я е г< я , 1т г > 0} н» =  1̂ £ .

315. О  = | о  < Я е I  < ^ }, м> =  1̂ .

316 . / )  =  { 0 < 1 т г< я } , н' =  с 1Ь*.
31 7 . / )  =  {Я ег> 0 , 0 < 1 т г < л }  м> =  с1:1гг.

3 1 8 . £ > = { | г — 1| >1 ,  |г + 1 |> 1 ,  1пи> 0}  с о \ а н и  {¡ти^Х )} 
ю к о р и  я р и м  т е к и с л и к к а  к о н ф о р м  а к с л а н т и р у в ч и  ф у н к -  
ц и я н и  то п и н г .
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Куйидаги мисолларда айтилган чизмаларда тасвирлан- 
ган сохдларни {1шн'>0} юк,ори ярим гекисликка конформ 
акслантирувчи бирорта н'(г) функцияни топинг.

319. 41-чизма.
320.42-чизма.
321. 43-чизма.

1П

-¡И

41-чи зм а.
4 2 -чи зм а.

3 2 2 .44 -ч и зм а .
3 2 3 .45-чизм а.

44-чизма. 45-чизма.
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К о м п л е к с  а р гу м е н т а м  ф у н к ц и я л а р  н а з а р и я с и д а  г о л о 
м о р ф  ф у н к ц и я г а  т е с к а р и  б у л га н  ф у н к ц и я н и  у р г а н и ш  м а- 
с а л а с и  х,ам м у ^и м  у р и н д а  ту р а д и . А к с а р и я т  л о л л а р д а  б у н 
дам ф у н к ц и я л а р  б и р  к л и м а т а м  б у л м ай , а р г у м е н т н и н г  б и тта  
к и й м а т и г а  б и р  н е ч т а  (б а ъ зи  х ,олларла ч е к с и з  к у п ) к о м п 
л е к с  с о н  м о с  к у й и л а д и . Б у н д а й  ф у н к ц и я л а р н и  к а т ъ и й  
м а т е м а т и к  а с о с д а  б е р и ш  й у л и д а  к о м п л е к с  а н а л и з г а  Р и -  
м ан  с и р т л а р и  т е р м и н и  к и р и т и л а д и . Б и з  бу е р д а  э н г  с о д д а  
куп к и й м а т л и  ф у н к ц и я л а р н и  к а р а ш  б и л а н  к и ф о я л а н а м и з . 

1 °- И' =  ^  ( п >2 -  б утун  с о н )  ф у н к ц и я с и .

8- т а ъ р и ф . У ш бу

н'" =  г  (22)

т е н г л а м а н и н г  е ч и м л а р и г а  г  к о м п л е к с  с о н н и н г  я -д а р а ж а -  
л и  и л д и зл а р и  д е й и л а д и  ва  я  = к а б и  б е л г и л а н а д и .

(22) т е н г л а м а н и  е ч и ш  учун  г  ва н» к о м п л е к с  с о н л а р -  
н и н г  т р и г о н о м е т р и к  ш а к л л а р и д а н  ф о й д а л а н а м и з . 1=ге‘̂ , 
1=Яе® д е б  б е л г и л а б ,

. £ » ¡0  =

т е н гл а м а га  э га  б у л а м и з . Б у  т е н гл а м а д а н  Яп= г, е"'е =е"* м у - 
н о с а б а т л а р га  к е л а м и з . Б у н д а н

Д е м а к , (22 ) т е н г л а м а н и н г  у м у м и й  е ч и м и
< р + 2

и! = Ц г ■ е п , к  е  т

б у л ад и . Бу е ч и м л а р  £ н и н г  0,  1 , 2 ,  (/?—1) к и й м а т л а р и д а  
б и р -б и р и д а н  ф а р к  к ,илиб, к  н и н г  б о ш к а  к ,и й м атл а р и д а  э с а  
у л ар  т а к р о р л а н а д и . Ш у н и н г  у ч у н  \ а м  ^  п  т а  к и й м а т л и

б у л и б , б у  к и й м а т л а р
,-----  а гв г+ 2Дэс,-

« ¡/Н -е  - к  =  0 , 1, ... , ( л - 1 )  (23)

д и р .
\У= н и н г  ф у н к ц и о н а л  х о с с а л а р и н и  у р г а н и ш д а  ту - 

б а н д а ги  со д д а , л е к и н  м у \и м  т е о р е м а д а н  ф о й д а л а н и л а д и .
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3 - т е о р е м а .  (Тескари функциянинг конформлиги 
х;ак;ида). Фараз к;шайлик^=/(г\) футсцияси (ц) текисликда- 
ги D со^ани (c j текисликдаги G сощга конформ аксланти- 
рувчи функция булсин. У х;олда бу функцияга тескари булган 
r \ = f l( t)  функция G ни D га конформ акслантиради.

К и т о б х о н га  z = w n ф у н к ц и я н и н г  б и р  я п р о к д и  б у л а д и -  
ган с о \а л а р и  3 -§  д а н  м аъ л у м : г=и>я ф у н к ц и я  у ш б у  \ а р  б и р

Dk =  j 2M < a r g w < ^ ± ^ } ,  k =  О, 1 , 2 , ( л - 1),

с о \а д а  б и р  я п р о к д и  б у л и б , бу с о \а н и  у

G = С  \R +

с о \а г а  к о н ф о р м  а к с л а н т и р а д и . /с= 0  д е с а к , z= w ” ф у н к ц и я  

Dq = jo  < arg  и' < с о \ а н и  G  га к о н ф о р м  а к с л а н т и р а д и .

3-х р п р ем :и я к уря бу а к с л а н т и р и ш н и н г т е с к а р и с и  G  н и  Д , 
га к о н ф о р м  а к с л а н т и р а д и . Б у  т е с к а р и  ф у н к ц и я  (2 3 )  д а ги

VI Z\e "

га м ос к е л и б , бу б и р  к и й м а т л и  ф у н к ц и я г а  nfz к у п  к и й -

м атли  ф у н к ц и я н и н г  О -т а р м о ш  д е й и л а д и  ва у ( ^ ) q  к аб и  

б е л г и л а н а д и . Х удди  ш у н д а й , z =  w" ф у н к ц и я

А  = { ^ < a r g w < 2 - ^ }

с о \а н и  \а м  G  га к о н ф о р м  а к с л а н т и р а д и . Б у  ф у н к ц и я н и н г  
т е с к а р и с и  G  н и  Д  га а к с л а н т и р и б , у н га  ¡¡Jz н и н г  1-тар-

M O IU  д е й и л а д и  в а  у (л/z )  к аб и  б е л г и л а н а д и . Бу ж а р а ё н н и  

д ав о м  э г г и р и б , цЦ  к у п  к и й м а т л и  ф у н к ц и я д а н  б и з  п т а  

б и р  к и й м а т л и  т а р м о к д а р  (V ^)Q , (л /г )( , ( ^ ) п_, л а р н и

а ж р ата  о л ам и з . Б у  \ а р  б и р  { ^ z )k > * = 0 ,  1, ..., ( л - 1 ) ,  т а р -

м о к  С да  б и р  к и й м а т л и  в а  у н и  Д  с о \а г а  к о н ф о р м  а к с л а н 
ти р ад и .
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Б у  т а р м о к д а р н и н г  у за р о  б о г л а н г а н л и г и н и  к у р и ш  учун  
(г) т е к и с л и г и д а  г  р а д и у с л и  а й л а н а  у б у й л а б  м у с б а т  й у н а -  
л и ш д а  г  н у к т а н и  х д р а к а т л а н т и  р а й л  и к  (4 6 -ч и з м а ) .

I  нук,та А  д а н  В  о р к ,али  А ' га  к д р аб  х ,ар ак ат л ан ган д а

(<£)„  =  ^  ^ ________________________

ф у н к ц и я н и н г  к и й м а т л а р и  у[г д а н  «/7 • е г а ч а  у зг а р и б , 

о л д и н ги  к ,и й м атга  ц а й т и б  к е л м а с д а н , т а р м о ц н и н г

б о ш л а н ги ч  к и й м а т и г а  к е л а д и . Ш у н д а й  к и л и б , г  н у к та  у 

а й л а н а  б у й л а б  б и р  м а р т а  а й л а н с а ,  к = 4г  ф у н к ц и я н и н г

46-ч и зм а . 47 -ч и зм а .

К‘И й м атл ар и  О -т а р м о к д а н  1 -т а р м о к д а  у тад и ; а г а р  у б у й л а б

2-м а р т а  а й л а н с а , к и й м а т л а р  тармок,к;а м о е  у зга р а д и

ва \о к а з о .  Б у  ж а р а ё н  z  нуч^та у б у й л а б  п  м а р та  а й л а н г у н ч а  
д а в о м  к ,илади; п  - м а р т а  х а р а к а т  к и л и б  А ’ н ук ,тага  к е л г а н -

л а  н и н г  к и й м а т л а р и  я н а  к ,айтиб |  т а р м о к д а  к е 

л ад и .

н и  т а с в и р л о в ч и  с и р т , п=2 \о л д а  4 7 - ч и з м а д а  б е -

р и л г а н . Б у  ер д а  О  ва <7 н у к т а л а р , ¡ в а  Г, у  ва  у  к и р р а л а р  
о и р л а ш г а н  ( е п и ш г а н )  д е б  ф а р а з  к и л и н а д и .

Б у  с и р т  ц> = ^ % ф у н к ц и я н и н г  Р и м а н  с и р т и  д е й и л и б , О 

н у к та  т а р м о к л а н и ш  нук,таси  д е й и л а д и .
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28-м  и с о л .  D = C \R + сох,ани б и р л и к  д о и р а г а  к о н ф о р м  
а к с л а н г и р и н г .

( Ч  тарм ок ^н и н г х о с с а с и г а  к у р а  w  = y J z } n ф у н к ц и я  D

н и  ю к о р и  я р и м  т е к и с л и к к а  к о н ф о р м  а к с л а н т и р а д и .  

и' =  ^ ¡ 7  к а с р  чизикуш  ф у н к ц и я  э с а  ю к о р и  я р и м  т е к и с -

л и к н и  б и р л и к  д о и р а г а  а к с л а н т и р а д и . Д е м а к ,

( ЯW =
. -/ >0

( ^ ) о + /
ф у н к ц и я  C \ R + н и  б и р л и к  д о и р а га  к о н ф о р м  а к с л а н т и р а д и .

29 -м  и с о л .  w = U [z)  ф у н к ц и я с и

Сж =  { 7  <= С.-а < я г §  7 <  ß } .  О  <  о с  <  ß  <  2 д

б у р ч а к л и  сохрани к а й с и  со х а га  а к с л а н т и р а д и ?
Б е р и л га н  ф у н к ц и я  G  ни

< arg  w <

сох,ага а к с л а н т и р и ш и н и  к у р и ш  к и й и н  эм ас .

w = n[z  к у п  к и й м а т л и  ф у н к ц и я д а  (V Í)  , (л/1 ) , , . . . ,

/ г )  б и р  к и й м а т л и  ф у н к ц и я л а р н и н г  х,осил к и л и н и ш и

куп  к и й м а т л и  ф у н к ц и я л а р д а н  т а р м о к  а ж р а т и ш  д е й и л и б , 
бу ер д а  б и з  т а р м о к  а ж р а т и ш н и н г  б и т т а  у с л у б и н и  б е р д и к .

Бу т а р м о ^ а р д а н  о д а тд а  м '= (л /^) т а р м о к  куп и ш л а т и л а д и .

А м а л и ё тд а  бу  ф у н к ц и я л а р д а н  б у р ч а к  с о \а л а р н и  к и ч р а й -  
т и р и ш  (с и к и ш ) учун  ф о й д а л а н и л а д и .

Б аъ зи  б и р  м а с а л а л а р н и  е ч и ш д а  к у п  к и й м а т л и  w = n fz

ф у н к ц и я н и н г  б и р  к и й м а т л и  т а р м о к д а р и н и  б е р и л га н  ш а р т -  
л а р г а  к ар а б  х,ам а ж р а т и ш г а  ту гр и  к е л а д и . М а с а л а н , п — 2 
б у л ган д а , и к к и  к и й м а т л и  w =  J z  ф у н к ц и я н и н г  и к к и т а  б и р

к и й м а т л и  (w )0 ва  (w), т а р м о к л а р и н и  к у й и д а г и ч а  хдм а ж 
р а т и ш  м у м к и н :
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ва

( w ) r 4 z ,  л/ГТ =  _ /  (ё к и  V î =  _ i  )

— (w)fl тар м о к , С  \/\- н и  ю к р р н  я р и м  т с к и с л и к к а , ( кОу т а р -  
мок, э с а  C \ R * н и  к у й и  я р и м  т е к и с л и к к а  к о н ф о р м  а к с л а н -  
ти ради .

3 0 -м  и с о л .  И к к и  к и й м а т л и  w  =  J z  ф у н к ц и я н и н г

■̂ 1 г=/ = ~  j f '  ш а р т н и  к д н о а тл ан ти р у в ч и  б и р  к^ийматли та р -

MOFH £)={1ш г>0} ю к о р и  я р и м  т е к и с л и к н и  к ,андай  c o l a r a  
а к с л а н т и р а д и ?

w = y fz  ф у н к ц и я н и н г  б и тта  тар м о ги  D  н и  |о  <  arg  w  < ^  j

га, и к к и н ч и  т а р м о ги  э с а  [л  < arg w < ^ }  га а к с л а н т и р и -

ш и н и  ф у н к ц и я н и н г  т а ъ р и ф и д а н  к е л т и р и б  ч и к д р и ш  к.и- 
й и н  эм ас .

_ W e l 7C<ai^ v v < ^ L} б у л и ш и д а н  

w (D ) = | л  < arg  w < Др}

э к а н л и г и н и  х р с и л  ц и л а м и з .
31 -м  и с о л  . Ж у к о в с к и й  ф у н к ц и я с и г а  т е с к а р и  б у л ган

w = z +  y lz2 -  1

ф у н к ц и я н и н г  w(°°)=0  ш а р т н и  к а н о а т л а н т и р у в ч и  та р м о ги

° ' { i  + Ä >1} (0>1)
сох,ани к д н д ай  c o l a r a  а к с л а н т и р а д и ?

А ввал  D  со х ,ан и н г  ч е г а р а с и  б у л га н

( 4 =  yfz , - / Л  =  / ( ё к и  v T  =  1 )

э л л и п с н и н г  о б р а з и н и  т о п и б  о л а м и з .
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Ж у к о в с к и й  ф у н к ц и я с и н и н г  х о с с а с и г а  к у р а  б у  ф у н к -  
------ц и я  { ¡г |= й } , R < U  а й л а н а н и

2 ,2

+ [*U -*)f

э л л и п с г а  а к с л а н т и р а р  эд и . Ш у н га  a c o c a n  3 D  н и н г  о б р а зи  
ай л а н а  б у л а д и . w( Э/) )=  Э<7={| н>|=Л} д е б  б е л г и л а с а к , R  
уш бу

j i ( ^ +  л ) =  й ’
\ ц ± - к ) , Л - 1

с и с т е м а н и  к а н о а т л а н т и р и ш и  к е р а к  б у л ад и . Б у  с и с т е м а д а н  

R = a -  -Ja2 -  1 

э к а н л и г и н и  т о п а м и з . Д е м а к ,

Э G =  || w| = а — •Ja" — 11

а й л а н а  э к а н . Ч е га р а с и  Э G  д а н  и б о р а т  и к к и т а  с о \ а  бор : 

|| w |<  а  -  \1а 2 -  1 j  _  д о й р а  в а  бу  д о и р а н и н г  т а ш к а р и с и .

w(°°)=0  ш а р т д а н  ф о й д а л а н с а к ,

G  =  jw :|w |<  а  -  -Ja2 -  l |

д о й р а  б е р и л г а н  D  со х ,ан и н г  о б р а з и  б у л и ш и  к е л и б  ч и т а л и  
(4 8 -ч и зм а ).

3 2 - м  и с о л .  Ж у к о в с к и й  ф у н к ц и я с и  ё р д а м и д а
7 . .2

= 1 э л л и п с н и н г  т а н щ а р и с и н и  б и р л и к  д о й р а  т а ш к а -
Ь

р и с и г а  к о н ф о р м  а к с л а н т и р у в ч и  xaM flaw (~ )= o°, a r g i v ^ ^ O  
ш а р т л а р н и  к а н о а т л а н т и р у в ч и  w(¿) ф у н к ц и я н и  т о п и н г  (49 - 
ч и зм а ).

К д р ал а ётга н  э л л и п с н и н г  ф о к у с л а р и  ( - с , 0), (с , 0) нук,- 

т а л ар д а  ж о й л а ш г а н  б у л и б , б у н д а  с = -Ja2 -  b 2 э к а н л и г и

1 у2 У1 _  1
равш ан . Щ = =  а к с л а н т и р и ш  е р д а м и д а  г  -  1
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48-чизма.

®
1 . W

S i ,  , Г

©

V1 k v - c  о

Ч ШТТГтт J f '  \

49-чизм а.

э л л и п с н и  ------- '■— -у  +  ------- — з  =  1 эл л и п с г а  а к с л а н т и р а м и з .

(t ä t ) ( j f e )
Бу э л л и п с н и н г  ф о к у с л а р и  ( - 1 ,  0 ), (1 , 0) н у к т а л а р д а  ж о й -  
л а ш г а н  б у л и б , у н и н г  т а и щ а р и с и н и

w2 =  W, + y¡wf -  1 , w2(°°) = »О

ф у н к ц и я  {¡ w2\= R , R>  1} а й л а н а  т а п щ а р и с и г а  а к с л а н т и р а -  
д и  (3 1 -м и с о л г а  к ,аранг). Б у н д а  R  у ш б у



с и с т е м а н и  к а н о а т л а н т и р и б , б у н д а н  э с а
о _  а+Ь

л и г и  к е л и б  ч и к д ц и . Э н д и

И\ = Уд2-Ь 1 
а+Ь

а к с л а н т и р и ш  ёр д а м и д а  Я  р а д и у с л и  д о й р а  т а ш к д р и с и н и  
б и р л и к  д о й р а  т а и щ а р и с и г а  у т к а за м и з . Д е м а к ,

*  = * * 4  -  * - ¿ я
_  „(ф Уа2-/)2 ы- /ф V а2-Ь 2 

а+Ь
н», + у]к? -  1 I =

а+Ь

2
ф у н к ц и я  б е р и л га н  +  р -  =  1 э л л и п с н и н г  т а ш к д р и с и н и

б и р л и к  д о й р а  т а ш ^ а р и с и г а  а к с л а н т и р а р  э к а н .  А г а р
оо )=0  э к а н л и г и н и  э ъ т и б о р г а  о л с а к  ф - 0  б у л и ш и  к е 

л и б  ч и к а д и  Ш у н д а й  к и л и б , и зл а н а ё т г а н  а к с л а н т и р и ш

а+Ь
-  ( а 2 - Ь 2

к у р и н и ш д а  б у л ад и .
2°. и > = Ь п .гф ун кц и яси .
9 - т а ъ р  и ф . У ш бу

е* =  г  (24 )

т е н г л а м а н и н г  е ч и м л а р и  т. к о м п л е к с  с о н и н и н г  л о г а р и ф м и  
д е й и л а д и  ва  и>=1_п.с к а б и  б е л г и л а н а д и .

Т е н г л а м а н и  е ч и ш  у ч у н  г  н и  к у р и н и ш д а , н и  э с а  
у\>=и+м ш а к л и д а  и ф о д а л а й м и з :

£СГ+/у — уф /ф̂

Б у н д а н  е“=г, е'х'=е"* т е н г л и к л а р г а  эга  б у л и б , е ч и м  

м = 1пг, у = ф + 2/гя,



п  =  Ь г и = 1п| г  |+ / '( а ^ г + 2Лл1), к е  I  (25)

були б , Ьп<; ф у н к ц и я с и  к у п  к ,и й м атл и д и р . 
е" ф у н к ц и я с и

— П А =  {и>е ОЗ.к-п.<\тм><2(к+\)к), foEZ —

сох,аларда б и р  япрокуш  в а  бу  с о \а л а р н и н г  \ а р  б и р и н и  С \ Я + 
га к о н ф о р м  а к с л а н т и р и ш и н и  б и л а м и з . 3- т е о р е м а д а н  ф о й -  
д а л а н с а к , б и з  н '= Ь п г  ф у н к ц и я с и д а н  ч е к с и з  куп  т а р м о к д а р

и> =  (Ь п г )А =  1п| 7. |+ /(а г § г + 2 ^ я ) ,  к& Z

н и  а ж р а т и ш  м у м к и н  э к а н л и г и н и  х о с и л  к и л а м и з . Б у  \ а р  
б и р  гарм ок, С = С \ Я + д а  го л о м о р ф  б у л и б , ун и  П  й у л а к к а  
к о н ф о р м  а к с л а н т и р а д и . К д р а л а ё т г а н  т а р м о к л а р  о и р -б и р и  
б и л а н  бо Е п ан ган д и р .

А гар у = { |г |= г }  а й л а н а  б у й л а б  м у сб ат  й у н а л и ш д а  б и р  
м ар га  а й л а н с а к  ы = Ь п7 н и н г  к ,и й м атлари  к -  т а р м о к д а н  
(¿*+1 ) т а р м о к д а  у та д и , а га р  м а н ф и й  й у н а л и ш д а  б и р  м а р 
та  а й л а н с а к , у н д а  о л д и н г и  ( к —1) -  тармок;к;а у та д и .

ы = Ь п7 га м о с  Р и м а н  с и р т и  ч е к с и з  я п р о к д и  с и р т  б у л и б , 
у н и н г  та р м о к ,л а н и ш  нук,таси  0 га логариф мик т арм оцла- 
ниш нуцтаси  д е й и л а д и .

А м а л и ётд а  и>=Ьпг ф у н к ц и я с и д а н  б у р ч а к л и  с о \а л а р н и  
й у л ак  с о х а л а р га  а к с л а н т и р и ш д а  ф о й д а л а н и л а д и .

3 3 -м и  с о л .  ¿> = {0 < а г Б г < | }  с о \а н и  С = {0< К е и < 1 }

й у л а к к а  к о н ф о р м  а к с л а н т и р и н г .
У ш б у  н’| =  ( Ь п г ) 0= 1 п г  т а р м о к  ё р д а м и д а  / )  с о х а

|0 < 1т  IV, < |-}  й у л ак ка  ак слан ад и . ы = ак с л а н ти р и ш

эса  бу со х а н и  <7 га а к с л а н т и р и б , и з л а н а ё т г а н  а к с л а н т и 
риш

= ~ 4 ± 1 п  7

э к а н л и г и н и  к у р а м и з .
К е л и ш у в га  к у р а  (Ь п г)  = 1п г д е б  б е л ги л а н ад и  ва  бу  ф у н к -  

ц и я г а  Ь пг функциянинг бош т арм от  д е й и л а д и .
3 4 -м  и с о  л  . 70—1 н у к т а н и  м>о =  Ц*- н у к т а га  у т к а з а д и г а н

логарифмнинг бир цийматли т арм от  ё р д а м и д а  0={7 : 7,<£ 
0]} с о х а н и н г  а к с и н и  т о п и н г .

эканлигини курамиз. Демак,
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L n z  ф у н к ц и я н и н г

w =  (L nz)* := lnz+2& 7i/, k =  0, ±1, ± 2 , ... 

т а р м о к д а р и д а н  к д й си  б и р и н и  т а н л а ш и м и з  к е р а к л и г и н и

w (i)  = ^ j 1

ш ар т д а н  а н и к д а й м и з :

= In / + 2k n i  = ln| i|+j arg  i + I k n i  =  /  j  +  2/ctu.

Бу ер д ан  k = 1 э к а н л и г и н и  т о п а м и з . Д е м а к , L nz н и н г  к е -  
р а к л и  та р м о р и

w =  ( L n z ) ,=  \n z+ 2 n i

э к а н . w = L n z  ф у н к ц и я  ё р д ам и д а  ¿ ) с о \а н и н г  {w,:—rc<Imw<7i} 
й у л ак к а  а к с л а н и ш и н и  т е к ш и р и ш  к ,ийин  эм ас . w = w l+ 2n i
/Kyin/^TiTin А«\ттОЧ11Пд u u n Q y
Ц - 'З ' *» 1ч. Ц П  л  С р д а м п д а  J v a  n y j i a r s .

{и> :7c<Imw<3rc}

й у л а к к а  а к с л а н а д и  (5 0 -ч и зм а ).
35-м  и с о л .  0 в а  1 + /  н у к ,тал ар н и  т у т а ш т и р у в ч и  к е с м а  

б у й и ч а  к ,ирк,илган {г: R e * > 0 , Im z> 0}  к в а д р а н т н и  {w: — К  
I m w < 0} й у л а к к а  к о н ф о р м  а к с л а н т и р у в ч и  ф у н к ц и я н и  т о -  
п и н г .

А в в а л о  w ^ z *  ф у н к ц и я  ё р л а м и д а  б е р и л га н  с о \а н и  

{w,:w, ё  [ -4 ; + ~ )}

с о \а г а  а к с л а н т и р а м и з  (5 1 -ч и з м а ) . w2= w 1+ 4  ф у н к ц и я  бу  с о -  
\а н и

{w2:w 2 ¥ [ 0; + ~ )}

сохд га а к с л а н т и р а л и . Э н д и  бу с о \ а н и

w3=  lnw 2

ф у н к ц и я  ё р д а м и д а
{w3: 0 < Im w 3<27i}

й у л ак к а  а к с л а н т и р а м и з . Б у  й у л а к н и  w4 = ва  w = w 4- i  а к с -

л а н т и р и ш л а р  к е т м а -к е т л и г и  { w : — l < I m w < 0} й у л а к к а  у т к а -  
зи ш а д и . Д е м а к , и зл а н а ё т га н  а к с л а н т и р и ш
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50-чизма.

5 ! -чизм а.

и; =  V — /  =  _  /  =  .1пи _ + 1 )2п  2 к 2к -  I

к у р и н и ш г а  э г а  б у л а д и .
3°. К о м п л е к с  с о н н и  к о м п л е к с  д а р а ж а г а  

к у т а р и ш .  и '= Ь п *  ф у н к ц и я д а н  ф о й д а л а н и б , и х т и ё р и й  
I  *  0 ва  а  к о м п л е к с  с о н л а р  у ч у н  т а ъ р и ф г а  к у р а
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Iо _  eaLnz _  е £7[1п|г|+'(ащг+2&я] (26)

д еб  к,абул к и л и н а д и .
36 -м  и с о  л  . / '  х и с о б л а н с и н . Т а ъ р и ф г а  кура

■i _  giLn i _  g/[ln |/|+/(argi+2fai)] _  e' ' { i +2klt) _  > k e Z .

Д е м а к , / '  н и н г  ч е к с и з  к у п  к и й м а т л а р и  м ав ж у д  б у л и б , 
у л а р н и н г  \а м м а с и  х а к и к и й  с о н л а р д и р .

3 7 -м  и с о л .  ¡ ^ 2 = 2 "  х и со б л ан с и н .

_г— -J- J-Ln2 -L[ln2+/(arg2+2fot) ^ + 2  ki
гу2 = 2* = е* = е *  = е ж

Д е м а к , $ 2  н и н г  ф а к а т  б и т т а , А:=0 га м о с  е Н г к и й м а -

ти  х ак и  к и й  с о н  б у л и б , к о л г а н  ч е к с и з  к и й м а т л а р и  к о м 
п л ек с  с о н л а р  э к а н .

а учун  w = za ф у н к ц и я с и н и  у р г а н и ш и м и з  м у м к и н . А м а л и -  
ётда а - \ а к и к и й  с о н  б у л ган  \о л  куп  к у л л а н и л и б , w = ?  
ф у н к ц и я  б у р ч а к  с о х а л а р н и  к о н ф о р м  а к с л а н т и р и ш д а  ф о й -  
д а л и д и р .

4 ° . Т е с к а р и  т р и г о н о м е т р и к  ф у н к ц и я л а р .  
К о м п л е к с  у зга р у в ч и л и  ф у н к ц и я л а р  н а з а р и я с и д а  т е с -  

к ар и  ф у н к ц и я  т у ш у н ч а с и  х а к и к и й  у зга р у в ч и л и  ф у н к ц и я 
л а р  с и н ф и д а г и  к аб и  к и р и т и л а д и .

М а с а л а н ,
w  =  A rc  cos*,

* = co sw  т е н г л а м а н и  к а н о а т л а н т и р у в ч и  б а р ч а  w л а р н и н г  
К и й м атл ар и  ту п л а м и д а н  и б о р а т , я ъ н и  cos*  ф у н к ц и я г а  т е с -  
к ар и  ф у н к ц и я д и р .

A rc  sin*, A rc  tg*, A rc ctg*

ва б о ш к а  ф у н к ц и я л а р  х ам  ш у н га  у х ш а ш  а н и к л а н а д и .
3 8 - м и с о л  . У ш бу

A rc cos * = - /L n (*  +  J z 2 -  1)

т е н г л и к н и  и сб о тл а н г . Б у  ер д а  и л д и з н и н г  б а р ч а  к и й м а т л а 
р и  о л и н а д и .

А в в а л о  w = A rc cos*  б е л г и л а ш н и  к и р и т а м и з . У  х о л д а  бу  
т е н г л и к , т а ъ р и ф г а  к у р а , * = co sw  т е н г л и к к а  э к в и в а л е н т  
були б ,
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rtv -m>
Z = COS W =  e Y ----

м у н о с а б а т га  э г а  б у л а м и з . Б у н д а н

_______________________(g , v )2 -  2*e 'w + 1 = 0

т е н гл а м а  х о с и л  б у л ад и . К е й и н г и  т е н г л а м а н и  е ы га н и с б а -  
та н  е ч и б , т о п а м и з :

e i w = Z ± ^ Т

ё к и

iw  =  L n  ( z  +  y l z 1 -  1).

Д ем ак ,

w  = A rc  cos z  = - /L n (*  + д/г2 -  1).

Бу т е н гл и к д а н  к у р и н и б  т у р и б д и к и , л о г а р и ф м и к  ф у н к ц и я  
к аб и  A rc cos*  ф у н к ц и я  хам  б ир к,ийм атли  э м а с . (У  куп  к ,ий-

м атли  ф у н к ц и я д и р ) . L n (* +  *Jz2 -  1) ф у н к ц и я н и н г  б о ш  к,ий- 

м а т и  w = arc  c o s * fle 6 о л и н а д и . Ш у н д а й  к и л и б ,

w =  arg  cos £  =  - i  Inf * +  V* 2 -  1

39-м  и  с о  л  . A rc cos у  н и н г  б а р ч а  к и й м а т л а р и н и  т о п и н г . 

Ю к о р и д а г и  3 8 -м и с о л д а  и с б о т л а н г а н  т е н г л и к к а  кура:

A rc c o s  ^  =  - / L n ( ^  + J - L -  l j  = - /L n f  ̂  ± /  =

= - / ( l n  1 ± / - |  + 2foi/ j  =  + 2&я, к  = 0; ± 1; ± 2, . . .

Бу ер д а  агё (Д  “  = ~"з Де^  о л и н а д и .

40- м  и  с о  л . У ш б у

co s*= 2

т е н г л а м а н и н г  б а р ч а  и л д и з л а р и н и  то п и н г .

1 4 4



cos*=2  тен гл ам а  *=A rc cos2 тен гл ам ага  э к в и в а л е н т  булга- 
ни  учун , 3 8 -м и с о л д а н  ф о й д а л а н и б ;  т о п а м и з :

Z =  A rc cos 2 = -/'L n (2  ± л/3) = - / ( ln ( 2  ± л/3) + 2 k n i)  =

= 2&л -  i 1п (2 ±  >/3)

4 1 - м и с о л . У ш бу

sin * + c o s*  =  2 .

т е н гл а м а н и н г  б а р ч а  и л д и з л а р и н и  то п и н г .
К ,ар ал аётган  т е н г л а м а н и  е ч и ш  у ч у н  V a , (3 е  С  у ч у н

у р и н л и  булган

c o s (a  -  j ) =  s in  a ,  

cos a  +  cos p =  2 co s  ■ cos

co s(* -  f ) + cos z  = 2 => 2 cos(*  -  f ) cos ^  = 2 =>

=> cos(*  - j j  = y/2 =$ z - j  = A rc  cos л/2 =>

=> z  = ^  -  /Ьп(л/2 +  л/2 — 1 ) = f- + 2к к  -  i  1п(л/2 ±  1) .

Э н д и  w =A rc co s z  ф у н к ц и я  ё р д а м и д а  а к с л а н т и р и ш  м а -  
с а л а с и н и  к^арайлик.

М аъ лу м к и , w =cos* ф у н к ц и я  бутун  к о м п л е к с  т е к и с л и к д а  
ан и к д а н г а н  ва

{*: —rc<R e*<0, lm *>0} 

яр и м  й у л ак д а  б и р  я п р о к д и  б у л и б , бу й у л а к н и

{ w : Im w X )}

ю к ори  я р и м  т е к и с л и к к а  к о н ф о р м  а к с л а н т и р а д и . V* е  С  

учун

c o s (—z) =  cos*

ва

c o s (* + 2&7t)  =  cos*, &=0, ±1, ± 2 ,... 

т е н гл и к л ар  у р и н л и  б у л г а н и  учун  у ш б у
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ва

{ z : rc<Re*<27t, lm *>0}

я р и м  й у л ак л ар  х а м  w = co s*  ф у н к ц и я  ё р д а м и д а  ю к;ори я р и м  
т е к и с л и к к а  к о н ф о р м  а к с л а н а д и . Б у  ж а р а ё н н и  д а в о м  э т т и -  
р и б  w~ c o s* ф у н к ц и я

{ z n + 2/cK<Rez<2kn,, lm * > 0}, 
{Z '2kn< R Q Z< n+ 2/a i, lm *<0}, k= 0, ±1, ± 2 ...

я р и м  й у л а к л а р н и н г  х ар  б и р и н и  (5 2 -ч и зм а )

{z: 0<Re*<7t, lmz<0}

52-чизм а

{w: Imw>0}
ю к,ори я р и м  т е к и с л и к к а  к о н ф о р м  а к с л а н т и р и ш и н и  т о п а -  
м и з.

Р а в ш а н к и , w = A rc  cos*  ф у н к ц и я  

{*: 1ш * > 0}

ю к,ори я р и м  т е к и с л и к д а  ч е к с и з  к у п  к и й м а т л и  б у л и б , 

A r c c o s z  = -z'Lnj^ +  -Jz2 -  1 j

т е н гл и к  ё р д а м и д а  у н и н г  б и р  к ,и й м атл и  т а р м о к л а р и н и  аж - 
р ат и ш  м у м к и н . У л а р н и

(A r c c o s z )k  =  - i ^ L n U  + y lz1 -  l ) j  , k= 0, ± 1, ± 2 ...

т е н г л и к  ё р д а м и д а  ан и куган ади . М а с а л а н , к = 0 б у л с а ,
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{z: 1т г > 0}
с о \а н и

{ w: 0<Re w<r c ,  lm w <0} 

я р и м  й у л а к к а  к о н ф о р м  а к с л а н т и р а д и  (5 3 -ч и зм а ) .

( Arc cos г)п = arccos г = -/' 1п(г W z 2 -  1 ]

функция

53-чизм а

4 2 - м  и с о л .  D = { z :  | z ~ i  | >  1,  \ z ~  2 / 1 < 2 } с о х ,а н и  
G = {w : 0< R e w < 7í, Im w X )} я р и м  й у л а к к а  к о н ф о р м  а к с л а н -  
ти р у в ч и  б и р о р т а  w ( z )  ф у н к ц и я н и  т о п и н г .

w\ =  w 2 = w \ +-J> и’з = 4ям>,, w4 =  е щ

а к с л а н т и р и ш л а р н и  к е т м а -к е т  б а ж а р и ш  ё р д а м и д а  D  н и  
{w4 : l mw 4> 0} ю к р р и  я р и м  т е к и с л и к к а  к о н ф о р м  а к с л а н т и -  
р и б  о л а м и з .

vv’5= arcc o sw 4

а к с л а н т и р и ш н и  ё р д а м и д а , ю к,ори я р и м  т е к и с л и к  

{w5 : 0 < R e w s< n , lm w 5<0}

яр и м  й у л а к к а  а к с л а н а д и . Бу я р и м  й у л а к н и  G  c o l a r a  а к с -  
л а н т и р и ш  учун  э с а

W — К —W5

ф у н к ц и я н и  о л и ш  к и ф о я . О л и н га н  ф у н к ц и я л а р  D  с о \а н и  
ц айси  йул б и л а н  G  c o la r a  а к с л а н т и р и ш и  5 4 -ч и зм а д а  к у р са -  
ти л ган .
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54-чизм а

Ш у н д а й  к и л и б ,  м а с а л а  ш а р т и н и  к а н о а т л а н т и р у в ч и  
ф у н к ц и я

w  = n - w 5 = K -  a r c c o s wA =  к  -  a r c c o s е '4'3 =

= п  -  a rc co s  е 4™2 = п -  a rc c o s  e4lt^V| + 2  ̂ =
4ж

— к  — a rc co s  е z э к а н .

М И С О Л  В А  М А С А Л А Л А Р

К у й и д а ги  и л д и з л а р н и н г  б а р ч а  ц и й м а т л а р н н и  т о п и и г :

324. V T 7 -  328. з/Г-

325. . 329. 11-2 + 2i .
326. \Ti . 330. ^ 8  .

327. J3 + 4i . 331. V - 4 + 3/ .
Т е н г л а м а л а р н и  еч и н г :
332 . z 2=i. 336. z7+ l= 0 .
333. z2=3-4i.  337. z8—1+í.
334. г3= - 1 .  338. * = г3 ■
3 3 5 .^ = 6 4 . 339. \z\~Zr=l+2i.
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340. А га р  ¿ ,+ ^ + ^ = 0  ва [г, б у л с а ,  у х,олда 
г ,, 12, z } н у к ,т а л а р н и н г  б и р л и к  а и л а н а г а  и ч к и  ч и з и л г а н  
м у н т а за м  у ч б у р ч а к н и н г  у ч л а р и  э к а н л и г и н и  и с б о т л а н г .

341. А гар  м у н тазам  п — б у р ч ак н и н г  м ар к ази  *= 0 нук;тада 
булиб , б и тта  1] учи бер и л ган  булса, к,олган у ч л а р и н и  то п и н г .

342. А га р  г, в а  ^  л  а р  м у н т а за м  п — б у р ч а к н и н г  и к к и т а  
к у ш н и  у ч и  б у л с а , у \о л д а  г 2 б и л а н  к у ш н и  б у л г а н  у ч и н ч и  
■г3(г 3« | )  у ч и н и  т о п и н г .

ы  =  Л  ф у н к ц и я н и н г  к у й и д а  б е р и л га н  ш а р т н и  к ,ано-

а т л а н т и р у в ч и  б и р  к и й м а т л и  т а р м о г а  ё р д а м и д а  / ) с о \ а н и н г  
а к с и н и  т о п и н г :

343. /) = {Яе г > 0}, Л \ ы = 1

344. £> = { г е ( - ~ ,  +1]}, л/г|г=4= 2-

345. О  =  { \ г[< 1, 1т г > 0), Уё|г=-= ^

346. £> = {| г|> 1, ^  < ащ г  < ^ } ,  л/^|г=-1= / .

347. £> = { (1 т  I )2 > 2 Я е г +  1}, - / I |г=-1=

348. Э = {1т г  > 0, (1т г)2 > 4 Яе г  + 4}, л/г|г=_1 = /.

349. /)= { | г | < 1 ,  1 т г > 0 }  с о \ а н и н г  ^  =  а к с л а н т и р и ш -

н и н г  и '(у ) = ш а р т н и  к а н о а т л а н т и р у в ч и  б и р  к и й м а т л и  

т а р м о г и  ё р д а м и д а г и  а к с и н и  т о п и н г .
_з

350. />={| ^  |> 4 , Я ег> 0}  с о х д н и н г  и^= г. 2 а к с л а н т и р и ш -  

н и н г  и>(9) =  -  27 ш а р т н и  к д н о а т л а н т и р у в ч и  б и р  ц и й м а т л и

т а р м о г и  ё р д а м и д а ги  а к с и н и  т о п и н г .

351. { - 4  < аг£ г  < - |}  б у р ч а к н и  {1гтш>0} ю к р р и  я р и м

т е к и с л и к к а  ш у н д а й  а к с л а н т и р и н г к и , м̂ ( 1—/) = 2 , и>(/)=—1 , 
н'(0)=0  ш а р т л а р  б а ж а р и л с и н .

К у й и д аги  со х ,ал ар н и  {1ти>>0} ю к р р и  я р и м  т е к и с л и к к а  
к о н ф о р м  а к с л а н т и р у в ч и  н'(г) ф у н к ц и я н и  т о п и н г .

352. 1 т и '> 0 , [ 0 , ш ].
353.
354.

<Я, 0< а гя * < л а  (0< а < 2). 
>/?, (Хащ^тах (0<ос<2).
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3 5 5 .Ы < 1 ,к - / |< 1 .
35 6 . | г |> 1 ,  | г - / | > 1 .
3 5 7 . гг  [ - 1 ,  1].
3 5 8 . г г  [—/, /]•
3 5 9 . гг  [г,, 12].
360. {(-<*>, -  У?]Ц[/г, +со)}, К  > 0.

36 1 . {| г 1=1} а й л а н а н и н г  ё й и  б у й и ч а г = 1  нук,тадан г = ^ “, 
0 < а < л  нуктагача к и р к и л ган  { 1 т г > 0 }  ю крри яр и м  т е к и с -  
л и к н и  {1ти^>0} ю к р р и  я р и м  т ек и сл и к к а  к о н ф о р м  а к сл а н -  
ти р у в ч и  и<г) ф у н к ц и я н и  т о п и н г .

55-чизм а

362 . {| г  |=  1} а й л а н а н и н г  ёй и  б у й и ч а  г=1 н укдадан  
0< а < л р , 0< р < 2 , н у к тагач а  к,ирк,илган {0<аг§г<л:р} с е к т о р н и  
{1ти> > 0} ю к о р и  я р и м  т е к и с л и к к а  к о н ф о р м  а к с л а н т и р и н г .

56-чизма.
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58-чизм а.

36 9 . 61 -ч и зм а .
370 . 6 2 -ч и зм а .
3 7 1 . 6 3 -ч и зм а .
3 7 2 . 6 4 -ч и зм а .

59-чизм а.

т ш к
т

60-чизма

К у й и д а г и  м и с о л л а р д а  а й т и л га н  ч и з м а л а р д а  т а с в и р л а н -  
г ан  с о ^ а л а р н и  {1г г т > 0} ю ц о р и  я р и м  т е к и с л и к к а  к о н ф о р м  
а к с л а н т и р у в ч и  б и р о р т а  н>(г) ф у н к ц и я н и  т о п и н г :

363. 55 -ч и зм а.
3 6 4 .5 6 -ч и зм а . / / /
365. 5 7 -ч и зм а.
366. 58 -ч и зм а.
367. 59 -ч и зм а.
368. 6 0 -ч и зм а .

61-чизма.

151
62-чизма.



'3-чизма. 64-чизма.

373. 6 5 -ч и зм а .
374 . 66-ч и зм а .
3 7 5 . (У > 4 (х + 1 )}  с о \ а н и  {| [< I } д о и р а г а  к о н ф о р м  а к с -  

л а н т и р у в ч и  ва

и>( 4 ) “ 0 , а г ё \у '(  4 ) = 0

ш а р т л а р н и  к> ан оатлан ти рувч и  ф у н к ц и я н и  т о п и н г .
376 . [О, /] к е с м а  б у й и ч а  ^ и р ^ и л г а н  { 1 тг> 0 }  ю к ,ори  я р и м  

т е к и с л и к н и  {| |< 1 } д о и р а г а  к о н ф о р м  а к с л а н т и р у в ч и  ва

=  0,

ш а р т л а р н и  к ,а н о а тл а н ти р у в ч и  и<г) ф у н к ц и я н и  т о п и н г .

* * *

3 7 7 . [~ а , - 1 ] ,  а>  1 к е с м а  ва  [1, +«=) н у р  б у й и ч а  к,ир- 
куилган б и р л и к  д о и р а н и н г  т а ш к а р и с и н и  {1п гг> 0} ю к,ори  
я р и м  т е к и с л и к к а  к о н ф о р м  а к с л а н т и р и н г .
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Ж у к о в с к и й  ф у н к ц и я с и г а  т е с к а р и  б у л га н

— п  =  г  +  л/*г -  1

ф у н к ц и я н и н г  б е р и л г а н  ш а р т н и  к д н о а т л а н т и р у в ч и  б и р  
к ,ийм атли  т а р м о г и  ё р д а м и д а  £> с о \ а н и н г  а к с и н и  то п и н г :

378 = (0 < о < 1), м>(0) = /.
[а  1 -а

379. О  = {г г  (-°° , -1 ], г е [ 1 ,  + °°)}. и'(0 ) = /.
380. £)={1пи>0}, и>(+/'°°)=0.

381. 0  =  | ^ т  + р т у  < 1> У > ° |  ( °  >  !)> н’( + '° )  =  '•

38 2 . О  =  I -------- Л -  > 1, *  > 0, у  > 0 [ (о < а  < у ),
[ ш  а  а п  а

М>(+°®)= 0.

3 8 3 . ^  =  { ^  +  'Р - 4 < 1 , г г 1 _ 1 ’ ( « > ! ) .  ^ ( + / 0 ) = - / .

3 8 4 . °  = + У  + ~ ь Г {> 1 \  (а>ь>\), н < г )> 1 ,

а га р  Ь<1<а  булса.
385 . Ж у к о в с к и й  ф у н к ц и я с и д а н  ф о й д а л а н и б  [ ~ с ,  с] (с> 0) 

к е с м а н и н г  т а ш к а р и с и н и  {| и>>1} — б и р л и к  д о и р а н и н г  т а ш -  
к д р и с и га  к о н ф о р м  а к с л а н т и р у в ч и  ва

уу(оо) = оо, '(°°) =  ос
ш а р т л а р н и  к ,а н о атл а н ти р у в ч и  ф у н к ц и я н и  т о п и н г .

68-чи зм а

X2 . у2

67-чизма.
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386. О  = { 1 т  г > 0} \  <¡4 + у  *  1>  ̂> 0 со\ани юк;ори

ярим текисликка конформ акслантиринг.
Куйидаги мисоллардаги чизмаларда тасвирланган со- 

\аларни {1ти>>0} юцори ярим текисликка конформ акс- 
лантирувчи бирорта \у (г ) функцияни топинг.___________

387. 67-чизма. 392. 72-чизма.
388. 68-чизма. 393. 73-чизма.
389. 69-чизма. 394. 74-чизма.
390. 70-чизма. 395. 75-чизма.
391. 71-чизма. 396. 76-чизма.

4 1

- 1 0  1
- 1 0  1

72-чизм а. 73-чизм а. 7 4 -чи зм а.

75-чизма.
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77-чизм а. 78-чизм а.

79-чизм а. 8 0 -чи зм а.

397. 7 7 -ч и зм а.
398. 7 8 -ч и зм а .
399. 79 -чи зм а.
400. 8 0 -ч и зм а.
К у й и д аги  м и с о л а р д а г и  ч и з м а л а р д а  т а с в и р л а н г а н  с о ^ а -  

л а р н и  { |и ^ |< 1} б и р л и к  д о и р а г а  к о н ф о р м  а к с л а н т и р у в ч и  
б и р о р та  ф у н к ц и я н и  т о п и н г :

401. 8 1 -ч и зм а.
402. 8 2 -ч и зм а.
403. 8 3 -чи зм а.
404. 84 -ч и зм а.
405. 85 -ч и зм а.
406. £>={х2- / < 1 } с о ^ а н и  {| и>|<1} д о и р а г а  к о н ф о р м  а к с 

л а н т и р у в ч и  ва
и>(0) = 0, м<1)= 1  

ш ар т л а р н и  к а н о а т л а н т и р у в ч и  н?(г) ф у н к ц и я н и  т о п и н г .
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81-чизма. 82-чизма.

407. =  { -  ^  < arg  г  < ^ , к |<  1} секторнинг ^  -  (1+^ 2/п

(м <г)>0 , агар  гХ ) б у л с а) а к с л а н т и р и ш  ё р д а м и д а г и  а к с и -  
н и  то п и н г .

К у р с а т м а .  ^  =  (1+»!,)2 ’ ^  =  ^ 2" д е б  б е л г и -

л а н с а ,  и> =  и>3 ° и>2 о м>, б у л а д и .

* * *
К у й и д а ги  ч и з м а л а р д а  т а с в и р л а н г а н  с о х д л а р н и  { 1 т н г>0} 

говори  я р и м  т е к и с л и к к а  к о н ф о р м  а к с л а н т и р у в ч и  б и р о р т а  
*Кг) ф у н к ц и я н и  т о п и н г :



40 8 . 86-ч и зм а .
409 . 8 7 -ч и зм а .

- O l  L

86-чизм а.

4 1 0 . 88-ч и зм а . 
4 1 1 .8 9  -ч и зм а .
4 1 2 . 9 0 -ч и зм а .
413 . 9 1 -ч и зм а .

-5ïi

87-чизм а.

89-чизм а.

88-чизм а

4 14 . 9 2 -ч и зм а.
415 . 9 3 -ч и зм а .

93-чизма.
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4 16 . £ > = {0 < 1 т г< л , г г  [О, /£/]}, 0<с1<к> сох,ани { 1 т и ’>0} 
ю ^ о р и  я р и м  т е к и с л и к к а  к о н ф о р м  а к с л а н т и р и н г .

* * *
К ^/йидаги  л о г а р и ф м л а р н и н г  б а р ч а  к и й м а т л а р и н и  т о -  

п и н г:
------ 447. Ь п4 .-------------------- 4 2 6 . Ьп(~2+3/).___________________

4 1 8 .1п(—1). 427 . \пе.
419. Ь п ( - 1 ) .  428 . Ьпе.
4 2 0 . Ь п (1—0- 4 2 9 . 1п(1+0. 
421.1п/. 4 3 0 . Ь п (1 + 0 .

422 . Ьп/. 431. 1пГ

т .  Ь п Щ .  ш .  ь п ( 1 + / Л ) -

424. Ьп ^  . 4 3 3 . 1_п(е/).

42 5 . Ь п (2 - 3 /) .

4 3 4 . Ь п (с о 5а + ш п а ) ,  а — ,\ак,ик;ий со н .

Т е н г л а м а л а р н и  еч и н г:

4 3 5 . 1 = е - 'г. 436. 1п г  = 1 + ^ . 4 3 7 . е = е ^ .

4 3 8 . У ш б у  ф и к р л а ш  к е т м а -к е т л и г и д а г и  И . Б е р н у л л и  
п а р а д о к с и га  о л и б  к е л а д и г а н  х а т о н и  то п и н г :

1) ( - г ) 2= г2-
2) 1 п [(-г )2]=Ьп(г2).
3) 1л ( —г ) + Ь п ( —г )= Ь п г + Ь п г .
4) 2Ьп(-г)=2Ьпг.
Д е м а к , и х т и ё р и й  учун

Ь п ( - г ) = Ь п ( г ) .

К у й и д аги  д а р а ж а л а р н и н г  б а р ч а  к ,и й м а т л а р и н и  т о п и н г .

4 3 9 . I72 . 4 4 4 . Г ^ Т .  4 4 8 . ( - 1 ) ' .

4 4 0 . ( -2 )7 2 . 4 4 5 . ( - 3 + 4 / ) 1+''. 4 4 9 . ( - 1 ) Л .

4 4 1 . 2'. 4 4 6 . (3 —4 /) ,+'. 4 5 0 . е>.
4 4 2 . 1 4  4 4 7 . 1'. 4 5 1 . ( - / ) ' .

443. | ^
1+/
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К у й и д а г и  м и с о л л а р д а  а  в а  Ь  л а р  б е р и л га н  х д л л а р д а  а '= Ь  

т е н гл а м а н и  еч и н г .
452. а = 2, Ь = 1. 454. а = е ,  Ь = е .

453. а=/, ¿=1. 455. а=/, Ь=1
456. о2“, (о “)2, (о 2)“ л а р н и н г  к ,и й м атлар  т у п л а м и  у с т м а -  

уст т у ш а д и м и ?
457. а  н и н г  к ,андай к ,и й м атл ар и д а  (о 2)“ ва а2“ л а р н и н г  

к ,и й м атлар  т у п л а м и  у с т м а -у с т  ту ш а д и ?
458. а  н и н г  ^ а н д а й  к^ийм атларида (о 3)а ва а3а л а р н и н г  

к ;и й м атлар  т у п л а м и  у с т м а -у с т  ту ш ад и ?
К у й и д а г и  т у п л а м л а р н и н г  и^=1пг а к с л а н т и р и ш  ё р д а м и -  

д а ги  а к с и н и  то п и н г .
4 5 9 .11 |=Я; ащг=ф — поляр тур.
460. г —А е  к1р (Л > 0) — л о г а р и ф м и к  с п и р а л ь .
461. 0<агяг<а<2л — бурчак.
462. | г | < 1 ,  0<argz<Cí<2n —  с е к то р .
463. [г,, г2] к е с м а  б у й и ч а  к,ирк;илган {г,<| г  |< г2} ^ ал ^ а .

К у й и д а! и  с о ^ а л а р н и н г  ф у н к ц и я н и н г  к у й и л г а н
ш а р т н и  к ,а н о атл а н ти р у в ч и  б и р  к ,и й м атли  т а р м о г и  ё р д а -
м и д а ги  а к с и н и  то п и н г . 

4 6 4 . ¿)={1шг>0}.

4 6 5 . / )= { д а ( -° о ,  0]},
4 6 6 . £ > = {гг(-°о , 0]},

И>( 1 )=47С/. 
* ( - / )  =  - ■ *

4 6 7 . £)={ге [0, +°°)},

4 6 8 . /)= { * « [0 , +°°)},
4 6 9 . £ )= { гг [0, +<*>)},

И>(~ 1 ) =  7Г/.
™(-0 =  ~ у

4 7 0 . ¿ Н д а [ 0 ,  +оо)}, ■ Ш Ь ) .

4 7 1 . £ )= { гг [0, +°°)}, и>(—1 ) = —7г/.
4 7 2 . £ > = { ге (-°° , 0 ], ж [ 1 ,  +°°)}, и;(/) =  ж .

4 7 3 . £> = { |г |< 1 , 1ш г>0}, -  /0) =  -

4 7 4 . / ) = { |г |< 1 ,  * [ 0 ,  1]}, 1 + 0 ) = —тс/.
47 5 . {1тг>0} ю к р р и  я р и м  те к и с л и к н и  { 0 < 1 т и < 2 я }  й у л ак - 

ка  к о н ф о р м  а к с л а н т и р и н г .
К у й и д а ги  м и с о л л а р д а  б е р и л га н  ч и з м а л а р д а  т а с в и р л а н -  

ган  с о \а л а р н и  {0<1ти<1} й у л а к к а  к о н ф о р м  а к с л а н т и р у в -  
чи  б и р о р т а  м>(г) ф у н к ц и я н и  то п и н г .
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98-чи зм а.

481 . {| 1ш г !<7г} й у л ак н и  {| 1ти> |<я} й у л ак к а  к о н ф о р м  ак с - 
л а н т и р у в ч и  в а  уш бу

Ц 7 1 / )  =  + о ° ,  Н ' ( + о о ) = — Л / ,  И ^(— л / ) = — о о

ш а р т л а р н и  ц а н о а т л а н т и р у в ч и  м(£) ф у н к ц и я н и  т о п и н г .



Z н и н г  к ,андай  к ,и й м атл ар и д а  ц у й и д аги  ф у н к ц и я л а р  О 
га а й л а н а д и ?

482. sin*. 483 . cos*- 484 . shz* 485 . cH z

К у й и д а г и  т е н г л и к л а р н и  к ,а н о атл а н ти р у в ч и  z  н и н г  б а р -  
ча к ,и й м атл а р и н и  то п и н г :

4 8 6 . | t g z |= l .  4 8 7 . 1 th z  1=1-
К у й и д а г и  т е н г л и к л а р н и  и с б о т л а н г . Б у  т е н г л и к л а р д а  

и л д и з н и н г  б а р ч а  к ,и й м атл ар и  о л и н га н :

4 9 3 . A rc th z  =  ^  Ln .

4 9 4 . A rc c tfu  = i  Ln .

К у й и д а ги  и ф о д а л а р н и н г  б а р ч а  к и й м а т л а р и н и  то п и н г :

К у й и д а ги  т е н г л а м а л а р н и н г  б а р ч а  и л д и з л а р и н и  т о п и н г :

4 9 1 . A rc c h z  =  LnCz +  v ? -  !)•

4 9 2 . A rcsh z  =  L n (¿  + -Jz2 -  1).

4 9 5 . A rccos 1.
4 9 6 . A rc s in -^

500 . A rc tg  2 i.
501 . A r c tg ( l+ 2 i).

4 9 7 . A rcsin  2
49 8 . A rcsin  i.
49 9 . A rc tg  1.

50 2 . A re  c tg  ( ! + / ) •
5 0 3 . A r c h  2/.
504 . A r th  (1 - /) .

5 0 5 . sin  z  = у  •

5 0 6 . sin  z =  у

5 0 7 . co s г  =  у  ■

5 0 8 . cos z =

5 0 9 . tg z  = $ f.

5 1 0 . c tg z  = - y

51 1 . sh z  = у

5 1 2 . c h Z = ± .
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513. s in *  — c o sz = 3 . 517. 2 c h z + sh z = /.
5 1 4 . s i n z ~  e o sz= i. 5 1 8 . c o sz= ch ¿ .
5 1 5 . c h z  -  s h z = l .  5 1 9 . s in * = /s h z
51 6 . sh ¿  — chz= 2/'. 5 2 0 . cosz= /sh2* .

К у й и д аги  с о ^ а л а р н и н г  w=f(z) а к с л а н т и р и ш н и н г  б е р и л -  
ган  ш а р т л а р н и  к а н о а т л а н т и р у в ч и  б и р  к ,и й м атли  т а р м о ги

П  r i n i  < f i  г т  г т !  п  | / Л 1и т  т л > т - и  л  тт>__________________________ ■__________________________________срДаМИДсИ И алСИНИ ГОпИп! .

521. D  = {Re z > 0}, w =  Lnf z + -Jz2 + 1 ] , . w(+0) 71/

522 . Z )={R ez>0, 1 т г> 0 } . w  = L n í z  + y¡z2 + 1 |, vv(2)>0.

523. D  = | ( Im  z )2 -  (R e  г )2 < ^ }. w = L n [ z  +  ylz2 + 1 j,  

w(0)=2ni.
524 . D = {Z <í{—°°, — 1], z ¿ [  1, + “ )}, w = A rcsin z , h '(0 )= 0 .
525. D  = { Im  г > 0}, w = A re  eo s  z, w(0) = -  y  ■

К у й и д а ги  с о \а л а р н и н г  w = arcs in z  а к е л а н т и р и ш  ё р д а м и - 
д а ги  а к с и н и  то п и н г :

526 . /)= {1пи> 0} .
5 2 7 . Z )={R ez>0, lm z> 0}.
528 . D = {R e z < 0 ,  z «(-<*>, - 1 ] } .

7-§. Симметрия принципи

Б и р  е о \а н и  и к к и н ч и  c o l a r a  к о н ф о р м  а к е л а н т и р и ш д а  
с и м м е т р и я  п р и н ц и п и д а н  к е н г  ф о й д а л а н и л а д и . Б у  п р и н 
ц и п  а н а л и т и к  д а в о м  э т т и р и ш г а  а е о е л а н га н .

А й т а й л и к , Е  т у п л а м д а  ( Е а  Q  б и р о р  f{ z )  ф у н к ц и я  б е -  
р и л га н  б у л е и н .

10-т а ъ  р  и  ф  . А гар  D cocada ( Е  с  D) ш ундай F (z) ф ун к ц и я  
т о п и лса к и , V z  е  Е  уч ун

F (z )—f ( z )

булса, у  х,олда F (z) ф ун к ц и я  f ( z )  ф у н к ц и я н и н г  Е  т у п ла м д а н  D  
сох,ага а н а ли т и к  д авом и  дейилади .

4 -т  е о р  е м  а  . Агар а(ае D ) нуцта Е туплампинг лимит 
нуцтаси булса, Е тупламдан D сохага аналитик давом ягона 
булади.
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Х у су с ан , Е  т у п л а м  D  c o l a r a  т е г и ш л и  б у л га н  э г р и  ч и -  
зик, ёк и  ш у  с о \ а н и н г  б и р о р  к ,исм и б у л с а , у х,олда f ( z )  
ф у н к ц и я н и н г  D  c o l a r a  а н а л и т и к  д а в о м и  б и т т а д а н  к у п  
б у л м ай д и .

4 3 - м и с о л  . У ш б у

/ ( * ) =  í z "  = l  + Z + Z2+ ... 
п=о

ф у н к ц и я н и н г  а н а л и т и к  д а в о м и н и  то п и н г .
Р а в ш а н к и , бу  f i z )  ф у н к ц и я

E = { z e  С :  | г | < 1 }

ту п л а м д а  ( б и р л и к  д о и р а д а )  го л о м о р ф .
К у й и д а  ги

Т О  = тk

ф у н к ц и я н и  к а р а й л и к . Б у  ф у н к ц и я  Z )= C \{ 1 }  с о ^ а д а  г о л о 
м о р ф  б улад и .

И к к и н ч и  т о м о н д а н  \ / Z e  Е  учун F {z)=A z )  т е н г л и к  б а -  

ж а р и л ад и .
оо

Д е м а к , f ( z )  = -р т  ф у н к ц и я  f ( z )  =  £  г ” ф у н к ц и я н и н г
/1=0

E={ze С : | г | < 1 }  т у п л а м д а н  Z>=C\{1} с о \а г а  а н а л а т и к  д а 
в о м и  бу л ад и .

Ф а р а з  к и л а й л и к , / , ( г )  ф у н к ц и я  £>, с о \а д а  (£>, с  Q  б е -  
р и л ган  х,амда ш у  со х д д а к о н ф о р м  б у л с и н . Б у н д а  D ] с о \ а -  
н и н г  ч е г а р а с и  ЭD ¡ н и н г  б и р о р  к и с м и  у(ус.дD x ) а й л а н а  ё й и  
ёк и  т$три  ч и зи к , к е с м а с и д а н  и б о р а т . Б у  f {{z)  а к с л а н т и р и ш  
£>, с о ^ а н и  G] c o l a r a ,  у  ч и з и к н и  Г чи зи к ,ка  ( Г —  а й л а н а  ё й и  
ё к и  тугри  ч и з и к  к е с м а с и )  а к с л а н т и р с и н :

G r / m ,

Г=А( у).
D  с о \а н и н г  у  ё й г а  н и с б а т а н  с и м м е т р и к  б у л га н  сох,аси 

Dv  G со х ,ан и н г .Г ё й га  н и с б а т а н  с и м м е т р и к  б у л ган  с о \а с и  
эса G2 бу л си н . f2(z) ф у н к ц и я н и  Д  со х д д а  ш у н д а й  аник,- 
л а й м и зк и , у н и н г  к и й м а т л а р и  f {(z) ф у н к ц и я н и н г  G ] д а ги  
к и й м а т л а р и га  Г 'ёй га  н и с б а т а н  с и м м е т р и к  б у л га н  к и й м а т -  
л а р н и  каб ул  к и л с и н . У  \о л д а  f2(z) ф у н к ц и я  Д  н и  G2 га, 
уш бу
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/ , ( г ) ,  г  е  Д ,

^  = ■ / | ( г )  =  / 2(г ) ,  г е  у, 
/ 2(г ) , г  е  Д

ф у н к ц и я  э с а  Д  У у  У Д> с о \а н и  (7, и / ’У ^  с о \а г а  к о н ф о р м

99-чизм а

О д а тд а  ю к р р и д а ги  тасд и к , с и м м е т р и я  п р и н ц и п и  ё к и  
Р и м а н -Ш в а р ц  т е о р е м а с и  д е б  атал ад и .

Э с л а т м а .  А гар  у ва Г л а р  ^а^ик^ий у к д а ги  к е с м а л а р  
булса , у  ,\олда / 2(г) ф у н к ц и я  уш бу

/ 2(г )  =  / , ( г )

т е н гл и к  ё р д а м и д а  ан и к ,л а н ад и .
4 4 -м  и  с о  л  . У ш бу

5  = { г е С : г ? [ - ! ,  1], г ? К  ']} 

со х а н и  ю к р р и  я р и м  т е к и с л и к

{IV е  С: 1ти'>0}
ка  к о н ф о р м  а к с л а н т и р у в ч и  м>=-н>(г) ф у н к ц и я н и  т о п и н г  
( 100-ч и з м а ) .

К у й и д аги

Д  =  [ I  € С : 1 т  г  > 0, г  ¥  [0, /]}

со х ад а

^ = 1 2
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ф у н к ц и я н и  к д р а й м и з . Р а в ш а н к и , бу а к с л а н т и р и ш  сох,ада 
к о н ф о р м  б у л а д и .

Э н д и  /), с о \ а н и  ю к р р и  я р и м  т е к и с л и к к а  а к с л а н т и р а -  
м и з. Бу к у й и д а ги

XV — 72

*А>,+1, (27)

*3 = у/ Щ,  ^ - 1  =  '

а к с л а н т и р и ш л а р н и  к е т м а -к е т  б а ж а р и ш  н а т и ж а с и д а  со д и р  
б улад и . ((2 7 ) а к с л а н т и р и ш л а р н и н г  б а ж а р и л и ш и  ж а р а ё н и  
101-ч и з м а д а  т а с в и р л а н г а н ) .

100-чизма

101-чизма
Ш у н д а й  к ,илиб, О, сох,а уш б у

= л/й'Г =  л/и'| + 1 =  у1?2 + й  л / м  =  / 

ф у н к ц и я  ё р д а м и д а
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С |= { и '.е  С : 1гп к 3> 0}

ю к о р и  я р и м  т е к и с л и к к а  к о н ф о р м  а к с л а н а р  э к а н .
Э н д и  с и м м е т р и я  п р и н ц и п и д а н  ф о й д а л а н и б , О  сохрани

с о ^ а га  к о н ф о р м  а к с л а н т и р а м и з . Б у  с о \ а н и  ю к о р и  я р и м  
т е к и с л и к

а к с л а н т и р и ш л а р н и  к е т м а - к е т  б а ж а р и л и ш и  н а т и ж а с и д а  
б у л а д и .

Д е м а к , Б  = {* е  С: г  ¥ [ -1 , 1], г  ё  [-/, /]} с о к а н и  ю к о р и

я р и м  т е к и с л и к  {ме  С: 1пш >0} к а  к о н ф о р м  а к с л а н т и р у в -  
ч и  ф у н к ц и я

ф у н к ц и я  ё р д а м и д а

( » £  С :  1т и ’> 0} 

к а  к о н ф о р м  а к с л а н т и р и ш  к у й и д а г и

б у л ад и .

4 5 -м  и  с о л .  У ш бу {г е  С: Я е г  -  у , Л < 1ш г <  °°} н у р  

б у й и ч а  к и р к и л г а н  к у й и д а г и

{ге С : 0< Я е г < 1}

сох ,ани  (й у л а к н и )

{ и « С :  Т ти ^О }
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ю к о р и  я р и м  т е к и с л и к к а  к о н ф о р м  а к с л а н т и р у в ч и  ф у н к -  
ц и я н и  т о п и н г  ( 102-ч и з м а ) .

К у й и д аги

£>, = | г  £ С :0 < Re г  < 

с о \а н и  к а р а й м и з . Б у  с о \ а

w =iz,
w =2 rcw,, (28 )

w3 =  е ”2

а к с л а н т и р и ш л а р н и  б и р и н - к е т и н  б а ж а р и ш  н а т и ж а с и д а

G = { w Зе  С:  lm w 3>0}

ю к о р и  я р и м  т е к и с л и к к а  к о н ф о р м  а к с л а н а д и  ((2 8 )  а к с -  
л а н т и р и ш л а р н и н г  б а ж а р и л и ш и  ж а р а ё н и  1 0 3 -ч и зм а д а  т а с -  
в и р л а н га н ).

С и м м е т р и я  п р и н и и п и д а н  ф о й д а л а н и б , б е р и л г а н  сох,а

w3 = е"2 = е2™' = e 2niz

ф у н к ц и я  ё р д а м и д а

G  = jw, е С: w3 € [- e~2nh, + <»)J

c o la r a  к о н ф о р м  а к с л а н и ш и н и  т о п а м и з .
Бу G  со\а

102-чизма



103-чизма.

и»4 =  Н'з +  е~2г'н,

У» = у[н>7 , уР л  = / 

а к с л а н т и р и ш л а р  ё р д а м и д а

{н>е С : 1шн’>0}

ю к о р и  я р и м  те  к  и ел  и к ка  а к с л а н а д и .
Д е м а к . а е р и л га н  сох.ани ю к р р и  я р и м  т е к и с л и к к а  к о н -  

ф о р м  а к е л а н т и р у в ч и  ф у н к ц и я  уш б у

и- -  л/м Г  -  у1е 2™ + е~2жИ

к у р и н и ш д а  бу л ад и .
4 6 -м  и  с о  л  . У ш б у

„  1 2Ш
й  =  е  С: г е

1
=:О

1

сох.ани

{и'е С : |и'|>1}
е о \а г а  к о н ф о р м  а к е л а н т и р у в ч и  ф у н к ц и я м и  т о п и н г  (1 0 4 - 
ч и зм а ).
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104-чизма

К у й и д а ги

Dq = | г  6 С :0 < arg  г  < } 

с о \а н и  (с е к т о р н и )  к а р а й м и з . Бу со * а
Л

W, =  г 2 ,

w2 =  w, +  y f w f - Т ,  V- Т  =  í (2 9 )

2
w  = w j

а к с л а н т и р и ш л а р н и  б и р и н - к е т и н  б а ж а р и ш  н а т и ж а с и д а  
уш б у

G0 = jw  е  С:0 < argw  < | w |>  l |

c o l a r a  к о н ф о р м  а к с л а н а д и  ((2 9 )  а к с л а н т и р и ш л а р н и н г  
б а ж а р и л и ш и  ж а р а ё н и  1 0 5 -ч и зм а д а  т а с в и р л а н г а н ) .

Б у  ер д а

а к с л а н т и р и ш н и н г

/  2л / \  2ni
w (l) = 1, w(оо) =  оо, w \ e ” I =  е п 
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ш ар тл а р н и  к ,ан о атл ан ти р у вч и  б и р  к ,и й м атли  т а р м о ги  
ган .

С и м м е т р и я  п р и н ц и п и д а н  ф о й д а л а н и б ,

105-чизма

Z е  С :0  < arg  z  < — , z  еП
2ni

О, е п

со ^а

ф у н к ц и я  ё р д а м и д а

|w  е  С: I w| > 1, 0 < arg w  <

c o la r a  к о н ф о р м  а к с л а н и ш и н и  т о п а м и з .
А й т а й л и к ,

Dk = |г g С: ^  < arg  г < Л = 1, л-1

булси н .
Р а в ш а н к и ,

w = í z 2 + y¡Zn - 1  Г

а к с л а н т и р и ш  D  с о ^ а н и
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сохдга к о н ф о р м  ак с л а н ти р ад и . Ш у н и  э ъ ти б о р га  о л и б , с и м 
м е т р и я  п р и н ц и п и н и  п м а р та  к у л л а ш  н а т и ж а с и д а

= í z ? + л / г " - О '

Ск = { * е С : Н > 1 ,  = 2, п - 1

ф у н к ц и я  б е р и л г а н  

/ )  = | г е С : г ' е
2Лзи

О, е " , Л =  0, 1, 2, и - 1

с о \а н и

{н»е С :  |м^|>  1 }

с о \а г а  к о н ф о р м  а к с л а н т и р и ш и н и  т о п а м и з .
4 7 -м  и с о л .  С и м м е т р и я  п р и н ц и п и д а н  ф о й д а л а н и б ,

уш бу

£ > = { г е  С :  к 1 < 1 }  
с о \а н и н г  (б и р л и к  д о и р а н и н г )

г__и» =
л/(1+г")2 ’

ф у н к ц и я  ё р д а м и д а г и  т а с в и р и н и  ( о б р а з и н и )  т о п и н г .
Л  — б и р л и к  д о и р а н и н г  у ч л а р и  ¿=0  н у к та д а  ва  к е н г л и -  

га Ж  га т е н г  б у л ган  О0, £),, 1 >2, п т а  с е к т о р г а

аж р атам и з. Р а в ш а н к и ,

А )  =  {г е  С : - а  <  а щ  г  <  | ,  | г |<  1}

С у н г  б е р и л г а н  »V ф у н к ц и я н и  к у й и д а г и ч а  ё з и б  о л а м и з :

г= г”
^(гл+1)2 V г2"+2г”+1

А гар
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дейилса, унда >у функция ушбу

к у р и н и ш га  к е л а д и . Б у  а к с л а н т и р и ш л а р д а н  ф о й д а л а н и б , 
Р ь н и н г  т а с в и р и  (о б р а зи )

С0 =  | и > е С : - * < а г § г < - | ,  +  <~)|

б у л и ш и н и  т о п а м и з  (1 0 6 -ч и зм а ) .

Ш у  м у л о ^ а за  а с о с и д а , с и м м е т р и я  п р и н ц и п и н и  п  м а р 
та к у л л а ш  н а т и ж а с и д а

™ = I * 2у и " + п 2

ф у н к ц и я  б и р л и к  д о й р а  /)= { г е  С :  | г |< 1} н и  п т а



нур б у й и ч а  к .ирк.илган  (и>) т е к и с л и ги г а  а к с л а н т и р и ш и н и  
т о п а м и з .

М И С О Л  В А М А С А Л А Л А Р

(~ ° ° , —1 ], [ 1 , + °°), (~ /°°, —О в а  [/, +/оо)

н у р л ар  б у й и ч а  к е с и л г а н  (г) т е к и с л и к н и  б и р л и к  д о и р а -  
н и н г  т а ш к а р и с и г а  к о н ф о р м  а к с л а н т и р у в ч и  ф у н к ц и я н и  
то п и н г .

5 3 0 . Ь], ц [ ~ а ,  а \ }
( а >  0, ¿ > 0, с > 0, а г+Ь2+ с1*  0)

сохрани ю к р р и  я р и м  т е к и с л и к к а  к о н ф о р м  а к с л а н т и р и н г .
53 1 . Э =  { г: и [ — а,Ь\ ,  з г [ — с/, а ]}

{а>0 , ¿>>0 , с>0 , а1+Ьг+ с1Ф 0)

с о \а н и  б и р л и к  д о и р а н и н г  та ш к ,ар и с и га  к о н ф о р м  а к с л а н 
т и р и н г .

532 .
[— а,  + °°) ( а  > 0) нур  ва [— а ,  а ]  (с > 0)

к е с м а  б у й и ч а  к,ирк,илган  т е к и с л и к н и  ю к,ори  я р и м  т е к и с 
л и к к а  к о н ф о р м  а к с л а н т и р и н г .

533 .
£ > = { г : г е  [— 1 , 1], & [ —  Ш

с о \а н и  б и р л и к  д о и р а н и н г  т а и щ а р и с и г а  к о н ф о р м  а к с л а н 
ти р и н г .

534 .
£>= < г : г е ( й = 1 , . ) т г < 0), г г ( Я е г = 0 , ,1т г < 0 )} 

с о \а н и  б и р л и к  д о и р а н и н г  т а ш ц а р и с и г а  к о н ф о р м  а к с л а н 
ти р и н г .

535 .
0 = ^ ' . 1 £  [—сх/,0] (а<  1), ге (|г|= 1, 1шг<0)}

с о \а н и  ю к,ори я р и м  т е к и с л и к к а  к о н ф о р м  а к с л а н т и р и н г .
5 3 6 . П а с т к и  м авх у м  я р и м  у ц  ва у ч л а р и  ±1 н у к т а л а р д а  

булган  х>амда г = — / н у к т а д а н  у ту в ч и  я р и м  а й л а н а  ё й и  
б у й и ч а  к;ирк,илган (г) т е к и с л и г и н и  (1 0 7 -ч и з м а )  {н':1шуу>0} 
ю к р р и  я р и м  т е к и с л и к к а  к о н ф о р м  а к с л а н т и р у в ч и  м>(г) 
ф у н к ц и я н и  т о п и н г .

537 . (—°°, — 1] в а  [1, +°<>) н у р л ар  в а  у ч л а р и  ± / н у к т а л а р д а  
б у л ган  \ а м д а г = 1  нук ,тадан  утувчи  я р и м  а й л а н а  ё й и  б у й и ч а  
^ и р к и л га н  (г) т е к и с л и г и н и  (1 0 8 -ч и зм а )  {ж .1тм>>0} ю к р р и  
я р и м  т е к и с л и к к а  к о н ф о р м  а к с л а н т и р у в ч и  ф у н к ц и я н и  
т о п и н г .
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к

107-чизма.

HU!

538. [—1,1] к е с м а  в а  у ч л а р и  
е*,а нукдаларда булган  х а м д а г = — 
1 н у к т а д а н  уту в ч и  а й л а н а  ё й и  
б у й и ч а  к ,ирк,илган ( z )  т е к и с л и -  
г и н и  ( 1 0 9 - ч и з м а )  '{w :Jm w '> 0}  
ю к р р и  я р и м  т е к и с л и к к а  к о н -  
ф о р м  а к с л а н т и р у в ч и  w(z) ф у н к  
ц и я н и  то п и н г .

539.
D -  {z: й>1, zt  [i, bí\, 

ze [—bi, —i], 
ze[  1 , a ], z t [—a — 1]} (a>  1 , 6> 1 )

с о ^ а н и  ю к р р и  я р и м  т е к и с л и к к а  
к о н ф о р м  а к с л а н т и р и н г .

540. 1 1 0 -ч и зм ад а  т а с в и р л а н г а н  сох,ани б и р л и к  д о й р а - 
н и н г  т а ш к д р и с и г а  к о н ф о р м  а к с л а н т и р и н г .

541. - 4 -------= 1cos a  sin а

109-чизма.
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1 10-чизма

г и п е р б о л а н и н г у н г  ш о х ч а си  о р а с и д а ги  с о ^ а н и  ю к р р и  я р и м  
т е к и с л и к к а  к о н ф о р м  а к с л а н т и р и н г .

542.

1 .9  1cos a  sin а

г и п е р б о л а  у н г  ш о х ч а си  т а ш к д р и с и н и  ю к;ори я р и м  т е к и с 
л и к к а  к о н ф о р м  а к с л а н т и р и н г .

2 „2
543. ^ 1 - 1 = 1  г и п е р б о л а н и н г  ш о х л а р и  о р а с и д а г и

а Ь"

сох,ани ю ^ о р и  я р и м  т е к и с л и к к а  к о н ф о р м  а к с л а н т и р и н г .
К у й и д аги  м и с о л л а р д а  б е р и л г а н  сох ,аларн и  ю к,ори  я р и м  

т е к и с л и к к а  к о н ф о р м  а к с л а н т и р у в ч и  б и р о р т а  ф у н к ц и я н и  
т о п и н г :

544.
{* =  /г, <  у  <  о о | ва {*  =  -  °° <  у  <  /г2 J

(h 2< h t) н у р л ар  б у й и ч а  к ,и р к и л га н  <0< х < 1 } й у л ак .

5 4 5 . {О < х  <h,  у = 0} ( h<  1 ) к е с м а  б у й и ч а  к .и р к .и л ган  
{0< х < 1} й у л ак .

546.
{О < x < h v  у = 0 } ва {1— h < x < \ ,  у = 0}

(A ,+ /i,<  1) к е с м а л а р  б у й и ч а  к ,ирк,илган {0<х<1} й у л а к .
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5 4 7 . {x ~ - j '  0 < > > </ г |  к е с м а  б у й и ч а  ^ и р к и л г а н  {0<ос<л,

>’> 0} я р и м  й у л ак .

5 4 8 . | х  =  у , h < у  < ooj ( h > 0) н у р  б у й и ч а  к ,ирк,илган

{0< х < л , у > 0} я р и м  й у л ак .

5 4 9 .  {* =  -§, 0 < >’< Л,J к е с м а  ва  {х  =  ' | > ^  -  У < °°}

(/?,>//,) нур  б у й и ч а  к и р к и л г а н  {0<jc<7c, >^>0} я р и м  й у л ак .
550 . {\z—  11= 1}, { |г+ 1 |= 1}  а й л а н а л а р  б и л а н  ч е га р а л а н г а н  

ва {2<х<°°, ^ = 0} н ур  б у й и ч а  к ,и р к д л ган  сох,а.
55 1 . {|г— 1|=  1}, \ z - 2 \= 2  а й л а н а л а р  б и л а н  ч е г а р а л а н г а н  

ва {>>=0, 2<х<а} (а< 4 ) к е с м а  б у й и ч а  ц и р ^ и л г а н  с о \а .
55 2 . {|г— 1 |= 1 , {\z— 2\=2} а й л а н а л а р  б и л а н  ч е г а р а л а н г а н  

хдм да (у = 0 , 2< х< а)  ва  {>»=0, ¿><х<4} ( а<Ь ) к е с м а л а р  б у й и ч а  
к и р к и л г а н  с о \а .

55 3 . М а в \у м  ук; ва  {¡z— 1|=1} а й л а н а  б и л а н  ч е г а р а л а н г а н  
\а м д а  {у=  0 , 2< \< а} к е с м а  ва  { j = 0 , b<x< °°} (а< Ь ) н у р  б у й и ч а  
к .и рки лган  с о \а .

55 4 . {\z—  11= 1}, { |z + l |= l}  а й л а н а л а р  б и л а н  ч е г а р а л а н г а н  
ва {х= 0, —a<><ß} ( а > 0 , ß>0) к е с м а  б у й и ч а  к.ирк.илган  с о \а .

55 5 . { х = 0 , 0<у<А} к е с м а  б у й и ч а  ^ и р к и л г а н  {\z— 1|>1, 
|г+ 1 |> 1 , Jm z> 0}  с о \а .

55 6 . у 2= 4 а 2( х + а 2) п а р а б о л а н и н г  и ч и .
557 . У = 4 а 2( х + а 2) п а р а б о л а н и н г  и ч и н и  б и р л и к  д о и р а г а  

к о н ф о р м  а к с л а н т и р и н г .

Ul?

111-чизм а.

13-чизма.
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К у й и д а г и  м и с о л л а р д а ги  ч и з м а л а р д а  т а с в и р л а н г а н  с о -  
х д л а р а и  {w:Jm w >0} ю к,ори я р и м  т е к и с л и к к а  к о н ф о р м  а к с -  
л а н т и р у в ч и  б и р о р т а  w(z) ф у н к ц и я н и  т о п и н г :

55 8 . 1 1 1 -ч и зм а. 564 . 1 1 7 -ч и зм а .
55 9 . 1 1 2 -ч и зм а . 56 5 . 1 1 8 -ч и зм а .
5 6 0 . 1 1 3 -ч и зм а . 566 . 1 1 9 -ч и зм а .
5 6 1 . 1 1 4 -ч и зм а . 56 7 . 1 2 0 -ч и зм а .
5 6 2 . 1 1 5 -ч и зм а. 568 . 1 2 1 -ч и зм а .
5 6 3 . 1 1 6 -ч и зм !

115-чизма. 116-чизма.

114-чизма.

117-чизма.

12-952
118-чизма.
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11 9 -чизм а.

-1----- 0-----4—

-21

120-чизма. 121-чизм а.

5 6 9 . < 2 ^>(л: + 4 ) |  (р> 0) с о \ а н и  { ^ ^ » > 0 }  ю к о р и

я р и м  т е к и с л и к к а  к о н ф о р м  а к с л а н т и р у в ч и  ф у н к ц и я н и  
т о п и н г .

570‘ _  > 1’ Х > °}  ( °  < а  < 2) со*.а н и  { и ^п ш Х )}

ю к,ори я р и м  т е к и с л и к к а  к о н ф о р м  а к с л а н т и р у в ч и  и>(г) 
ф у н к ц и я н и  т о п и н г .

122-чизма. 123-чизма.
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Куйидаги мисоллар чизмаларвда тасвирланган со^ал ар
ии {w;|vv|<l} доирага конформ акслантирувчи w(z) функ- 
цияни топинг.

571. 122-чизма. 572. 123-чизма.
Куйидаги мисоллар чизмаларида тасвирланган со\алар- 

ни {w.Jmw>0} юк,ори ярим текисликка конформ акслан
тирувчи w(z) функцияни топинг:

573. 124-чизма. 575. 126-чизма.
574. 125-чизма.

124-чизм а.

125-чизма.

IR
Т Т Т Л
(l+i) г

( l-i)T

126-чизма.

-ÎÎI

576 .
Z )= {£ :Jm ¿> 0 , ¿ e { R .e r= - | + к к ,  0 < Jm z< a , k = 0 , ± l ,  ±2,...}}

с о \а н и  (1 2 7 -ч и з м а )  {w:Jm w >0} ю к о р и  я р и м  т е к и с л и к к а  
к о н ф о р м  а к с л а н т и р у в ч и  ф у н к ц и я н и  т о п и н г .

5 7 7 . {г|г |< 1}  ~  б и р л и к  д о и р а н и
|w : |w j < l ,  a r g w =  ? ^ , £  =  0 , n - l j  
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« ю л д у з» н и н г  т а ш к д р и с и г а  к о н ф о р м  а к с л а н т и р у в ч и  w(z)  
ф у н к ц и я н и  т о п и н г .

5 7 8 . Б и р л и к  д о и р а н и н г  т а ц щ а р и с и н и
|w : |w| <  1 , argw  = ^ , к  = 0, п -  1 j

« ю л д у з» н и н г  т а ш к д р и с и г а  к о н ф о р м  а к с л а н т и р у в ч и  w (z) 
ф у н к ц и я н и  т о п и н г .

579 .

{ - а < д г < а ,  > = * + fc c }  (Ä =0 , ± 1 , ± 2 ,...)

к ес м а л а р  б у й и ч а  к,ирк;илган (z) т е к и с л и к н и  \а к ,и к и й  у к д аги  
[кп— Ь, кк+ Ь] (&=0, ± 1 , ± 2 ,...; 0< 6< - | ) к е с м а л а р  б у й и ч а

к ,и р к и лган  (w) т е к и с л и к к а  к о н ф о р м  а к с л а н т и р у в ч и  w(z) 
ф у н к ц и я н и  т о п и н г .

5 8 0 . { о < > > < ° ° ,  х = ^ }  ( £ = 0, ± 1 , ± 2 , . . .)

н у р л ар  б у й и ч а  к,ирк,илган  т е к и с л и к н и  ю к,ори я р и м  т е к и с 
л и к к а  к о н ф о р м  а к с л а н т и р у в ч и  ф у н к ц и я н и  т о п и н г .

581 .
{z ' -Z£[kni ,  /bt/+oo]> (^=0, ±1, ±2,. .)} 

сохрани {w:Jm w>0} я р и м  т е к и с л и к к а  к о н ф о р м  а к с л а н т и 
рувчи  w (z) ф у н к ц и я н и  то п и н г .

582
{ z:Jm > 0 , г г  [ b i ,  к к + ni], (k =  0, ± 1 , ± 2 ,...)}

с о \а н и  {w:Jm w>0} я р и м  т е к и с л и к к а  к о н ф о р м  а к с л а н т и 
р у в ч и  w (z) ф у н к ц и я н и  то п и н г .

5 8 3 . {г; Jm z > 0 : zt[2k, 2k+2i].
Z<£[2k+\, 2А:+1+/] (k = 0 ,  ±1, ±2,...)}

сохрани {w :Jm w >0} я р и м  т е к и с л и к к а  к о н ф о р м  а к с л а н т и 
рувчи  и>(г) ф у н к ц и я н и  то п и н г .

127-чизма.
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¡ У б о б

КОМПЛЕКС АРГУМЕНТЛИ ФУНКЦИЯЛАРНИНГ 
ИНТЕГРАЛИ

1-§. Интеграл тушунчаси

К о м п л е к с  т е к и с л и к  С  д а  б и р о р  ту гр и л ан у в ч и  у =  А В  э гр и  
ч и з и к н и  о л а й л и к .

у =  А В  э г р и  ч и з и к н и  А  д а н  В  га к,араб г ,, ... , нук,- 
та л а р  ё р д а м и д а  п  т а  у,, у2, ... , уп ё й -  
л а р г а  а ж р а т а м и з  ( А В  ё й и н и н г  б о ш и -  
ни  ^ н у к т а ,  о х и р и н и  ^ н у к т а  т а с в и р -  
л а й д и  (1 2 8 -ч и з м а ) . ук- е й л а р н и н г  ( к  =
1 , 2 , ... , п)  у з у н л и к л а р и  /к л а р н и н г  ( к  
=  1 , 2 , . . . ,  п ) э н г  к а т т а с и н и  Я б и л а н
б е л ги л а й м и з :

Я = ш ах  1К
\<к<п

А й т а й л и к , у э г р и  ч и з и к д а  /  ( г )  128-чизма 
ф у н к ц и я  б е р и л га н  б у л с и н . Ю к о р и д а -  
ги \ а р  б и р  ук ё й д а  и х т и ё р и й  ^ н у к т а  о л и б , с у н г  б е р и л га н  
ф у н к ц и я н и н г  ш у  н у ^ тад аги  /  (^к) к ,и й м ати н и  ^  —  ZK̂ Í га 
к у п а й т и р и б , уш б у

С = Ъ Д ( Ъ ) - ( г к - 1к- ,) ( 1 )

й и г и н д и н и  ту за м и з . О д а тд а  бу й и г и н д и / ( г )  ф у н к ц и я н и н г  
и н те гр а л  й и г и н д и с и  д е й и л а д и .

Р а в ш а н к и , /  (г) ф у н к ц и я н и н г  и н те гр а л  й и г и н д и с и  у 
эгр и  ч и з и ^ н и н г  б у л и н и ш и г а  \а м д а  \ а р  б и р  ук д а  о л и н г а н  
^  нук>таларга б о гл и к , б у л а д и .

1 -  т  а  ъ  р и ф . А гар  Я - » 0  да / ( г)  ф у н к ц и я н и н г  uнmeгpaJl
йиш ндисы  у эгри  ч и з щ н и н г  б улинш и  у с у ли га  щ м д а  ук да  
н \% т анинг т а н л а б  о ли н и ш и га  боглин; булм аган х,олда ч е к ли  
ли м и т га  эга  булса , б у  ли м и т  / ( г )  ф ун к ц и я н и н г  у  э гр и  чи зи к  
б уйича  инт егралы  деб  а т а ла д и  ва
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< / М Л  ( 2 )

/  / (г №  = Нш X  / ( £ * ) • и к -  zk.^ ) .
----------------------- у----------------_________________________________ _______

А гар г  =  X +  ¿у, /  (г) =  и (х , у )  +  /V (х, у ) -=  и  +  /V

д е й и л с а , у н д а  (2) и н т е гр а л  2 — ту р  э гр и  чи зи куш  и н т е г -  
р ал л ар  б и л а н  к у й и д а г и ч а  б о к л а н г а н

= \ и  сЬс - у ¿ у  + / { у  й х  + и й у
у у г ' '

1- т е о р е м а .  [  ( г )  ф у н к ц и я н и н г  у  эгри  ч и зи ц  б уй и ч а  
инт егралы

/  /  ( г )  *  
у

н и н г м а в ж у д  б ули ш и  у ч у н  ц уй и д а ги

¡ и  ¿¿X - V  (1у, |  V  с1х + и с1у
у у

эгри  ч и зи ц л и  и н т е гр а л л а р н и н г  м а в ж у д  б ули ш и  за р у р  ва  
ет а р ли .

Х у су сан , /  ( г )  ф у н к ц и я  у з л у к с и з  булса , у н и н г  и н т е гр а л и

1 / ( г )
у

м а вж у д  б улади .

И н т е г р а л н и н г  х о с с а л а р и .

1°. А гар  / (г) ва  # (г) ф у н к ц и я л а р  у (усС ) у э г р и  чизик,- 
д а  б е р и л га н  в а  у зл у к с и з  б у л с а , у  х,олда

\ [ а / (г) + bg (г)] dz = a \ f ( z )  dz + b\g  (г) dz (4)
г у у

б улад и , б у н д а  а, Ь —  к о м п л е к с  с о н л а р .
2 \  А г а р / ( г )  ф у н к ц и я  у э г р и  ч и з и к д а  б е р и л г а н  ва  у з 

л у к с и з  б у л и б , у =  у, и  у2, у, п  у2 =  0  булса,

каби белгиланади. Демак,
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| / ( г )  с к  = / / ( * )  <£ +  \ / { г )
У У) ~  ~  у 2 - Ф -

булади.
3°. А гар  /  ф у н к ц и я  у э г р и  ч и з и к д а  б е р и л г а н  ва  у з 

л у к с и з  б у л с а ,

= (6 )
т  - Г

б улади . Бу ерд а  у  — б е р и л га н  о р и е н т а ц и я  
( й у н а л и ш )  га т е с к а р и  о р и е н т а ц и я  б и л а н  У /  
о л и н г а н  ч и з и к  (1 2 9 -ч и зм а ) . ш

4°. А гар  / (г) ф у н к ц и я  у э г р и  ч и з и к д а  б е -  М  
р и л г а н  ва у зл у к с и з  б у л са ,

< Ц / ( г ) | - Н
У

(7) 129-чизма

б у л а д и , б у н д а  \ск\ =  ^ х )2 +  (¿/у)2 ( г  =  х  +  /у). 

Ж у м л а д а н ,

М  =  ш а х |/ ( г ) |,
г

I (у) — у эгр и  ч и з и к н и н г  у зу н л и ги  б у л с а ,

} / ( * )  * < М  • / (у)

булад и .
5°. А гар  /  (г) ф у н к ц и я  у э г р и  ч и з и к д а  б е р и л г а н  в а  у з 

л у к с и з  у эгр и  чи зи к , уш б у

г =  г (0  ( а  < ? < (3)

те н гл а м а  б и л а н  б е р и л га н  б у л и б , гЧО *  О б у л с а , у \о л д а

\ / ( г ) < к  = ] Г ( г О ) ) - * ( О Л ( 8)

булади .
Бу ф о р м у л а д а н  к о м п л е к с  а р г у м е н т л и  ф у н к ц и я  и н т е г -  

р а л и н и  \и с о б л а ш д а  ф о й д а л а н и л а д и .
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1 — м и  с о  л . У ш б у

\<1г
у

и н т е гр а л н и  х ,и со б л ан г, б у н д а  у  чи зи к , б о ш и  а {а е  С) нук,- 
тад а , о х и р и  Ь ( Ь  е  С) нук,тада б у л ган  э г р и  чизик,.

д и с и

о  =  X  / ( £ * )  (г* -  V I )  =  I  («* -  г * .,)  =
А:=1 к =I

= г ,-г0+г3- г 1+...+гл- г л_|=
булади . А гар '

[ ¿г = Нш а
У я -^ 0

ва =  о,  1„ — Ь э к а н и н и  э ъ т и б о р га  о л с а к , у н д а

|  ск = Ь - а
у

б у л и ш и н и  т о п а м и з .
2 — м  и с о  л  . У ш б у

К  -  ¡ ( г - а ) " ( / г  ( л - б у т у н с о н )
У ___________________

и н те гр а л н и  ^ и с о б л а н г , б у н д а  у — {? е  C : \ z - a I =  р, р > 0} 
ай л а н а д а н  и б о р а т  (й у н а ч и ш  с о а т  с т р е л к а с и га  к ;арам а-к ,ар - 
ш и  о л и н га н ) .

у  а й л а н а н и н г  т е н г л а м а с и н и  к у й и д аги

I  — I  (0  =  а  +  р  е" (0 < I < 2к )

к у р и н и ш д а  ё з и б  о л а м и з . У н д а

¿2 =  с/ (а  +  р е " )  =  /ре" Л

б у л и б , ( 8) ф о р м у л а г а  к у р а

2л
/„  =  } ( * -  а ) " *  =  /р л+‘ /  е"("+|)Л

У о

булади.
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.Агар п Ф — 1, булса,
~7п ,/ ~7 ГГ2пп+1 л^(я+1)

/ я =  ф "+1 | е " ("+1)Л = / р ^ 14
о ,(л+1) о

булади .
А гар  п  =  — 1 б у л са ,

/_ , =  / 1 е"° Л  = 2л /
о

булади. Д е м а к ,

О, ага р  п ф - 1  б у л с а ,

г - а = р 2к/. агар п  = -1 булса,

3 - м и  с о  л . А га р  у э г р и  чизик, ю за с и  5  га  т е н г  б у л га н  
со х а н и  ч е г а р а л о в ч и  ё п и к  чи зи к , б $ л са , у \о л д а

4 $ х  ск  = 5

т е н г л и к н и н г  у р и н л и  б у л и ш и н и  и с б о тл а н г .
Б у н д а н  б у ён  — б е л г и  ёпик , к о н т у р  у  б у й и ч а  о л и н г а н

и н т е гр а л н и  б и л д и р а д и .
Р а в ш а н к и ,

/  (г) =  и  (х , у) +  /V (х, у)  =  х

учун
и (х, у) =  X, V (х, у )  =  О 

булади . (3) ф о р м у л а д а н  ф о й д а л а н и б  т о п а м и з :

$ х  $ х  й х  +  /|х ё у  
у у у 

Б у  т е н г л и к н и н г  у н г  т о м о н и д а г и  хдр б и р  э г р и  ч и зи к у ш  и н -  
т е гр а л га  Г р и н  ф о р м у л а с и н и  к у л л а с а к , н а т и ж а д а

|  х  ¿г  =  \\ о й х  <1у  + / 1|  сЬс ё у  = / Д ¿¿х й'у = /»У
г № № (-У)

булиши келиб чикдди.
185



4 -  м  и  с  о  л . У ш б у

¡X dz

и н те гр а л  н и  х и с о б л а н г , б у н д а  у э г р и  чи зи к ,

{Z е С  : I z  I =  1, 0 < arg z < n }

д а н  и б о р а т  (ч и з и к ^ и н г  б о ш и  z  =  1 нук,тада).
А ввал о  у э г р и  ч и зи к ,н и  к у й и д а ги ч а

z  =  еА, 0 < t  < л

п а р а м е т р и к  к у р и н и ш д а  ё з и б  о л а м и з . У н д а  ( 8) ф о р м у л а га  
к ура

f  х  d z  = j  co s  t  d  (e ")
у 0

б улад и . Б у  т е н г л и к н и н г  у н г  т о м о н и д а ги  ан и к , и н т е гр а л н и  
\и с о б л а й м и з :

Я 71 П
I  cos /  d  (е ) = j  cos t  d  (cos t  + i sin  /) =f  co s  t  d  (co s t) +

+ i f  cos t d  (s in  t) = s & l  |+  i

0

it n
co s /  sin  1 1-  Í -  s in  /  dt

0 0

= i j  s in 2/ dt  = i f  21 d z  =  / i  ( /  -  i  s in  2/ j f  = ^ .

Д е м а к ,

5- м и с о л . У ш б у

f  x  d z  = у  •
г

§\z\ ■ Z dz

l и н т е гр а л н и  х и с о б л а н г , б у н д а  у э г р и  чи зи к ,

{z G С  : I *1 = 1 , Im  г  > 0 }
-1 о 1

ю к р р и  я р и м  а й л а н а  х,амда [— 1 , 1 ] к е с м а д а н  
130-чизма и б о р а т  б у л га н  ёпик , чи зи к , (1 3 0 -ч и з м а ) .
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Агар у, д еб  {г = х  + ¡у е С  : — 1 < х  < 1, у  =  0} ни, у2 деб  
{7 е С  : \ г\ =  1, 1 т  I  <  0} ни белгиласак, унда

у =  у, и  У2

булиб, интегралнинг 2° — хоссасига кура

№  ¿ ¿ 1 = | |г |  I(1г + \ \ z \ - z d z  
у У\ Уг

булади. Бу тенгликнинг унг том онидаги интегралларни  
ал о \и д а -а л о \и д а  \исоблайм и з:

\\4 - г dz = /  х |х| <1х -  \ х ( - х )  dx + \ хг±х =  0.
7, 0

Кейинги
||г | ■ I  dz

_ — л»--------------------------------------------------м
интегрални \и собл аш  учун г =  е" (0  < I < я) д ей м и з. Унда

| | z\■z dz = )\е"\ е~и (е“} =
у 2 0

= 1 1 е~й ■ie“dz = /} dz= т
о о

булади. Демак,

Z dz -  т.
У

6 — м и с о л . А гар/  (г) ф ункция О нук,танинг бирор  
атрофида узлуксиз булса, у х,олда

Нш |  dz = 2га/ (0) (9)
У г

тенгликнинг уринли булиш ини исботланг. Бу ерда уг =  
{г е  С : 14 =  г) айлана.

) функция г =  0 нуцтада узлуксиз. Таърифга би ноан
V е > 0 олинганда \а м  ш ундай 6 > 0 сон  топиладики, I з  <
8 тенгсизликни кдноатлантирувчи барча г е С  лар учун

| / ( г ) - / ( 0 ) | < *
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тенгсизлик уринли булади. Бинобарин, г < 5 тенгсизлик- 
ни к,аноатлантирувчи барча г лар учун

/ ( « > ) -  / ( 0 ) (Ю)

б а ж а р и л а д и .________________________________________
у ёпик, ЧИЗИК.НИ z =  re/ф, 0 < ф < 2л шаклида ифодала-

сак,

Уг
f ^¡p- dz= i j f  (гещ ) í/ф

о

булиб, бундан

f H¿1 dz -  2ni/ ( 0)
У,

i  i  f  ( r e  Ф ) d ( p - 2 n i f ( 0 )
o ' '

da? -  \ f ( 0) dtp
o o

J [ / (re"*) -  f  (0)] <*p < } | / («*») - / (0)| Лр.

(10) муносабатга Kÿpa охирги интеграл е дан катта эмас. 
Демак, г < Ô лар учун

I L lll d z - 2n.i /  (0)
У г

< е

булиб, бу
lim  f ^ ¿1  dz = 2п i f  (0)
г—»П ^  7

булишини курсатади.

МИСОЛ ВА МАСАЛАЛАР

1. Ушбу
¡Z dz
г

интегрални \и собл ан г , бунда у ч и зи к б о ш и  a (а е С) нук,- 
гада, охири b (b е Q  нуктада булган эгри чизик- 

Интегралларни \и собл анг.
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2. } dz, бунда у бош и 0 ва охири 2 +  / нук^тада булган
у

тугри чизик, кесмаси.
3. \ х (1г, у .1 = 2 + 1 нук,танинг радиус вектори.

у

4. ¡ х ё г ,  у:|г-я| = Л, 
у

5. ||г | , у: бош и (— 1 , 0 )  нук,тада, охири ( 1 , 0 )  нук,-
у

тада булган кесма.
6. \\z\dz, у :(-  1, 0) нукгадан (1; 0) нук^ага к,араб йунал-

у
ган юк,ори ярим бирлик айлана.

Агар у бош и ẑ  — — 2 нук,тада, охири Z2 =  2 нук,тада 
булган {14 = 2 ,  1пи  < 0} айлана булаги булса, куйидаги  
интегралларни ^исобланг:

7. \ z t l z  9. ш ^

У У

8. 10. \z\z\ dzг
У 1

И . ¡ { 2 х - 3  {у) dz.
у

К ^йидаги интегралларни х,исобланг, б ун д а  у бош и  
ẑ  =  1 нук,тада, охири z2 =  / нук,тада булган кесма.

12. 13. } 1 т z  dz. 14.
У у  у |г|

Куйидаги интегралларни х,исобланг.

15. j z z d z .  17. $Я ег< &
|*Н |*-«Н

16. j z l m z 2dz. 18. j \ n z d z
|ф2 И=‘

19. \[(y + \)-ix ]d z ,  у :^  = 1 ва z¡ = - /
у
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нукталарни туташтирувчи турри чизик, кесмаси.

20. j г_*+/) , Y'\z -  (1 + /)| = 1 
у

21 1 (* 2 + ¡У2 ) dz, y:zo = 1 + / ва z\ = 2 + 3/
' г

нук,таларни туташтирувчи турри чизик, кесмаси.

22. jz  dz, у: х = eos /, у  = sin г1 (0 < í < 2л)
Y

23. j  у: -x = 3cos t, у  = 2 sin 1 -  эллипс.
, Г ~

24. f у ,  у: x = eos /, у = sin / -  айлана.
■' Y

25. j >' dz, y:z = 2 + i  нуктанинг радйус вектори.
Y

26. } y  ¿г, у:|г| = 1, 0 < argz < n -  ярим айлана (чизик-
Y

нинг бош и z — 1 нук,тада).
27. jyd z, у. |г -  а\ = /?  -  айлана.

у
28. ¡\z\ dz, y:z = 2 -  i нуктанинт радиус вектори.

у

29. ¡\z\ dz; y:\z\ = 1, 0 < arg г á  к (чизик,нинг бош и z =1
г

нук,тада).

30. \\z\ dz; y:\z\ = l , Re  z 5 0 (чизикнинг бош и z — — i
r

нук,тада).
31. j\z\ dz; y:\z\ = R -  айлана. 

y

32. J f  dz; y: 131 _  чизмада тасвир-
Y

ланган ярим \алк,анинг чегараси.131-чизма г  г
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33. j (г—a)"dz (n — бутун сон); y: | z—a \ = R, 0 < arg
------------у-----------------------------------------------------------------------------------
(z — a) < к — ярим айлана (чизик,нинг бош и z —а +  R 
нук,тада).

34. § {z -a )' dz(n — бутун сон); маркази а нук,тада, то-
у

монлари координата укдарига параллел булган квадрат- 
нинг периметри.

35 . Агар у эгри чизик, ю зи S  га тенг булган сох,ани чега- 
раловчи ёпик, чизик, булса, у \ол да

¡¡у dz = -S  
у

тенгликнинг уринли булиш ини исботланг.
36. Агар уэгри чизик, ю зи S га тенг булган с о \а н и  чега- 

раловчи ёпик, чизик, булса, у \ол да

у
тенгликнинг уринли булиш ини исботланг.

Куйидаги интегралларни ^исобланг:

37. \e zdz; у- ¿b =  0 ва г, =  л — in нук,таларни туташ ти-
у

рувчи тугри чизик, кесмаси.
I ,2

38. \е '4 Re^ dz; j. zn =  0 ва г ,= 1 + / нукталарни туташ-
у

тирувчи тугри чизик, кесм аси.
39. \e zdz, у: у =  х2 параболанинг г„ =  0 ва г, =  1 +  /

у
нук,таларни туташтирувчи булаги.

40 . J cos г dz; у: го = f  ва г, =  л +  /' нукталарни туташ-
у

тирувчи тугри чизик, кесм аси.
41. } Re (sin г) cos г dz; у: х  = j ,  — 1 < у < 1 — кесма.

у

42. ¡ г Im (г2) í/г; у: X =  1, — 1 < у < 1 — кесма.
у

191



Агар у : бош и ^  — 0 охири Z] = у  + i^ y  нуктада булган

тугри чизик, кесмаси булса, у \о л д а  куйидаги интеграл- 
ларни ^исобланг:

43 . К * .
~^Г~

44 J Re г ¿/г
У

45. je"  Re г ¿г .
у

« ■  J | |r < f c -
У '

47.
W-1

48. Агар у чизик ^  =  0 нуктадан г, =  / нуктага караб 
йуналган тугри чизик кесмаси булса,

J z sin zdz
у

интегрални х,исобланг.
49. Ушбу

Г W _____ 2лг | |
J | |2 — |||2 2¡ ’ ^  

г|=г \Z~a\ И ~г '

тенгликни исоотланг.
50. Агар \ а\ * R булса,

ldzl - 2 kRi  lu¿l < 
J I 7 — /?!! 7 -4- /íl

k M
'  |г-а||г+а| Ь 2 ,,21

тенгсизликни исботланг.

Куй и да г и мисолларда интеграл остида куп кийматли  
функциянинг интеграллаш чизигининг бирорта нуктаси- 
да берилган шартни каноатлантирувчи бир кийматли тар- 
mofh туради. Агар чизик  ёпик  булса, уша нукта интеграл-



лаш  ч и зи р и н и н г  б о ш л а н г и ч  н ук т аси  д е б  к абул  к и л и н а д и  
(и п т е г р а л н и н г  ц и й м а т и  ш у б о ш л а н г и ч  н ук ,тан и н г  ганл а- 
н и ш и га  б о г л и к  б у л и ш и  м у м к и н  э к а н л и г и н и  ёд ц а  тути ш  
к ер ак ).

Í ~  н и  х ,и со б л а н г . 

у *

51. у: k l  =  1, Im г > 0 ; VT =  1 — я р и м  а й л а н а .

52. у; k l  =  1, Im <;> 0; VI =  — 1 — я р и м  а й л а н а .

53. y. k l  =  1, Im z < 0; V í =  — 1 — я р и м  а й л а н а .

54. y. k l  = 1 ,  л/ í =  1 — ай л а н а .

55. у: k  I =  1 ; л Р Т  =  i — ай л ан а .

56. Í - т =  н и  > ^ с о б л а н г , б у  ер д а
ГЬ 3

у  I i  =  I, Im  z > ÏÏT VT 17 I-

57. j  i fzd z  н и  \и с о б л а н г ,  б у  ер д а  у: ^  =  — 2 н у к т а д а н  г,

Y

=  2 н ук тага  ц а р а б  й у н а л га н  { k l } =  2, Im  z á  0 я р и м  а й л а 
н а  ва i f l  =  i ш а р т н и  к а н о а т л а н т и р у в ч и  б и р  к и й м а т л и  т а р -

м о к  о л и н г а н .
$ L n z dz н и  \и с о б л а н г .

у
58. у: Ы  =  1 ; L n  1 =  0.

59. у  Id  =  1; L n  / =  f  •

60. у  Ы  =  R\ L n /Î  =  ln  R.
61. у  Ы  =  R\ L n R =  ln  R +  2ni.
62. n — б у т у н  с о н  ва L n 1 =  0 б у л с а ,

j z nLn z dz

и н т ег р а л н и  \и с о б л а н г .
63. п — б у т у н  с о н  ва L n  ( — I)  =  n i  б у л с а ,

¡¡ г" Ln z dz
И-1

и н т ег р а л н и  \и с о б л а н г .
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64. Куп к,ийматли а1 ф ункциясининг ^ар кандай тар- 
m o f h  олинганда \а м

|  azdz = О
ы=1

тенгликнинг уринли булиш ини исботланг.
6 5 . а ----- ихтиёрий комплек с сон  ва 1“ =  1 булса,

$zadz
W=i

интегрални \исобланг.

6 6 . Агар f(z )  ф ункция z -  а нук,танинг бирор атрофида  
узлуксиз булса, у \о л д а

lim i  z = 2 л // (а)мО . т. Z-a \z-a\=r

тенгликнинг уринли булиш ини исботланг.
67. Айтайлик, /  (z) функция кенгайтирилган комплекс 

текислик С да узлуксиз булсин. Агар уа чизик, а (а е  Q  
нук,тадан а +  1 нук,тага к,араб йуналган т у ф и  чизик, кесм а- 
си булса, у х,олда

lim J f ( z) dz = f(°°)a—>°°
У а

тенгликнинг уринли булиш ини исботланг.
68. Фараз к^лайлик, /  (г) функция (In u  ^ 0 }  юк,ори 

ярим текисликда узлуксиз булиб,

| / ( ф "  И'

тенгсизлик бажарилсин. Агар ук чизик, ̂  =  R нж гадан z, =  — R 
нук^ага кэраб йуналган {Ы = R, 1 т г> 0 } ярим айлана булса, 
ушбу

\ f ( z )  e‘zdz
Y R

< л MR"

тенгсизликни исботланг.
К у р с а т м а .  втф  > ^ф^О < ф < -|) тен гсизлик дан ф ой -

даланинг.



69. Айтайлик, /  iz) функция

=■■ а < arg z < a  (0 < а  < тс)—

бурчакда узлуксиз булиб, I arg d S a  лар учун z-»°° да zf (г) 
-> А булсин. Агар yR чизик^ , =  Reia нуктадан z, =Rei" нуц- 
тага караб йуналган

Ы  =  R, I arg z\< a  
ёй булса, у \о л д а  уш бу

lim  j /  (z) dz = 2iaA

тенгликнинг уринли булиш ини исботланг.
Куйидаги тасдикдарни исботланг.
70. Фараз килайлик, /  (г) функция

{х > х0, 0 < у < И} 

ярим йулакда узлуксиз булиб, уш бу  

lim /  (х  + iy) = Ах—

лимит у га бостик, булмаган \олда ва у узгарувчига нисбатан 
текис равишда мавжуд булсин. Агар ß̂ — пастдан юкррига кдраб 
йуналган ()<y<h верти ка! тугри чизик, кесмаси булса, у  х,олда

lim  f f (x )  dz = iA- h
ß.v

булади.
71. Айтайлик, / iz) ф ункция 0 < I z — a\ < r0,

0  < arg iz— a) < öl (0 < а  < 2 k )  

секторда узлуксиз булиб,

b™Kz - a ) f ( z) ] = A

лимит мавжуд булсин. Агар уг чизик шу секторда ётган ва 
йуналиши мусбат булган {\Z — d  =  г) айлана ёйи  булса, у 
,\олда

lim  \ f ( r ) d z  = iAa
т<г

булади.
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Id > /?,,, 0 < arg z < а (О < а  < 2л) 

сохдца узлуксиз булиб,

lim z f(z ) = АZ-* ос

лимит мавжуд булсин. Агар Гк чизик, ш у со^ада ётган ва 
йуналиши координата бош ига нисбатан мусбат булган (| z I 
=  R} айлана ёйи булса, у х;олда

lim \ /  (г) dz = iAa
г R

булади.

2 -  § .  К о ш и  т е о р е м а с и

Комплекс узгарувчили функциялар назариясида ф ун- 
даментал теоремалардан бири К ош ининг интеграл теоре- 
масидир.

2 - т е о р е м а .  (Кошининг интеграл теоремаси). Фараз 
цилайлик, f  (z) функцияси комплекс текислик С даги бир 
ботамли D сох,ада голоморф булсин. У  %олда D га тегишли 
булган ихтиёрий тутриланувчи ёпиц эгри чизик, у буйича 
олинган интеграл нолга тенг булади:

j f (z )  dz = О
у

Юк,орида биз курдикки (2 — мисол)

f W  = T=~a
функциясидан у; i z — а I =р айлана буйича олинган интег
рал 2л/ га тенг. Бу м исолда/ (z) функцияси С \{а }  да голо

морф булиб, бу со^а бир богламли эмас. 
Ш унинг учун *ам j f  (z) dz* 0 булади.

у

2-теорем а тубандагича \а м  ёзилиш и  
мумкин.

2 ' - т е о р е м а .  Фараз цилайлик, D  с: 
С  бир богламли, чегараси тугриланувчи 
ёпиц чизицдан ташкил т опган сох,а 
булсин. Агар /  (z) функцияси D  соланине

72. Фараз к,илайлик, / ( г )  функция

1 3 2 - ч и з м а
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¿пит И нинг бирор атрофида голоморф булса (132-чиз- 
ма), у х,олда

|  / к )  ск = О
Э£>

булади.
Бу теоремами/ (г) функция фак,ат / ) д а  голоморф булган 

з о̂л учун хам исботлаш мумкин.
3 - т е о р е м а .  А с С  бир богламли, чегараси тугрила-

нувчи сох,а булиб, /  (г) функцияси /> да голоморф, й  да 
узлуксиз булсин. У  %олда

| / ( г )  *  = 0
эд

булади.
4 - т е о р е м а .  (К у п  б о г л а м л и  сох,а у ч у н ) . Фараз цилаи- 

лик, О с: С чегараси Г, у,, ... , уп тугршанувчи чизи^гардан 
ташкил топган куп богламли со$а булсин (133-чизма). Агар 
/  (г) О да голоморф, В  да узлуксиз булса, у х,олдй

| / ( г ) * =  | / ( г №  = 0

тенглик уринлидир.
( 11)  т е н г л и к н и  к у й и д а г и ч а  *ам  ё з и ш  м у м к и н

¡ / ^ ¿ 1  (12)  
Г *=1 У к

Н а т и ж а .  Ф араз к,илайлик; О ( / )  с  С) бир богламли 
сох,а булиб, у,, у2 чизик^арнинг х,ар бири ( у ,с Д  у,с£>) боши 
^  ва охири г нуктада булган чизиклар булсин (134-чизм а). 
Агар / ( г )  е 0 (/)) булса, у холда

1 3 3 -ч и з м а .
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/ / ( г )  * =  / / ( г )  ек п .

Т| У2 '  '

(13) тенглик, к,аралаётган и нтеф ал н и нг ^  ва I  нуцта- 
ларигагина боглик, булиб, интеграллаш  йулига борлик, 
булм аслигини билдиради. Щ уни эы и б о р г а  о л и б , (13)  
интеф ални

г
\Д и )с 1т ( , 4)

г0
каби белгилаш  х,ам мумкин.

Агар (14) интеф алда ^  нук,тани тайинлаб, г ни эса  
узгарувчи сифатида кдралса, (14) интеф ал z узгарувчи- 
нинг ф ункцияси булади:

Р(г)=  { / ( г )  Iк

булади.

5 - т е о р е м а .  А гар/(г) функция бир борламли Х)ст С со- 
х,ада голоморф булса, у холда ¥  (г) функция х,ам / )  сох,ада 
голоморф булиб,

Р {г ) = / ( г )  (г е  В)
булади.

Бу теоремадан куринадики,бир борламли со^ада голо
морф ф ункция / ( г )  нинг бошланрич ф ункцияси мавжуд- 
дир.

6 - т е о р е м а .  Агар Ф (г) функция / ) ( / ) < =  С) со^ада  
/ ( г )  нинг бошлангич функцияси булса, у х,олда

) / и )  ск = ф  ( г ) - ф  (го) = Ф (г) I ( 15)
го го

формула (Ньютон — Лейбниц формуласи) уринли булади, 
бунда г0 ва г нуцталар О с ох; ага тегишли ихтиёрий нуцта- 
лар.

7 - м и с о л  . Ушбу

У

интеф алн и  \и собл ан г, бунда у =  {г е  С : | г1 = 1 } .
Агар А ( О с О  сох,а деб  куйидаги
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с о \а  олинса, унда биринчидан

/<*>=А
функция голом орф  булади, иккинчидан к,аралаётган ёпик, 
чизик, у шу сох,ага тегишли булади: у с Д  2/ г 

Унда 2-теорем ага кура

ск -  ^ ^ 27  (¡1 = 0 
у У

булади.
8 - м и с о л . Агар / (г) функция уш бу

Д =  {г е  С: г < I г — а| < Л} 
со \ада  (\алкада) голоморф булса, у \о л д а

( Г < Р < Ю
к-а\=р

интегралнинг киймати р га б о т и к , эмаслигини курсатинг.
Ихтиёрий р,, р2 сонларни (г < р < Л, г < р2 < К) 

олайлик. Улар учун р, < р2 булсин деб , ушбу

у, =  {I <г С: к  — а\ =  р,Ь у2 =  к  г С: к  -  а\ = р2}
ёпик, чизик,ларни к,арайлик.

Равшанки,
С =  С: р, < к  — сА < р2} 

сох,а учун _
<7 с с  {г е  С: г < |г -  о| < /?}

булади. Унда 4-теоремадан

$ / ( г )  <1г =
72 У\

булиши келиб чик,ади. Демак,

£ / ( г ) * =  § / и )  (¡1
|г-о|=р, |г-о|=р2

9 - м и с о л  . Ушбу 

интегрални \исобланг.
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Равшанки, /  (г) =  г2 функция бутун комплекс текис- 
лик С да голоморф . Бинобарин, берилган интеграл ^  =  1,

г, =  1 +  / нук,таларни бир- 
лаш тирувчи йулга боглик, 
булмайди. Ш ундан ф ойда- 
ланиб интеграллаш ч и з и р и  
уси ф ати да—

о 1 у =  {г =  х +  /> е  С: х  =  1,
О < у  < 1}

тугри  чизик, к е с м а с и н и  
оламиз (135-чизм а). 

135-чизма Бу у чизиада

г =  1 +  ¿у, с!г =  / (1у 
булишидан фойдаланиб топамиз:

} z2dz = { ¿ск  = \  (1 + /у)2/ ёу =
1 у О

= (1 + 2 -  у2) йу = + />2 —  ̂ = -1  + 1  

10-мисол. Ушбу

у
интегрални ^исобланг, бунда у эгри чизик, бош и ^  — 1 ва 
охири г, =  +  / нук,таларда булган у2 =  1 — х  параболанинг  
ёйи.

Куйидаги
£> — С \  (— 0]

бир борламли сох,ани карайлик. К,аралаётган у эгри чизик, 
шу со \ага  тегиш ли булади: у с  О.

И ккинчи том он дан , И со \а д а  Ф (г) = |1 п 2г ф ункция

учун

Ф' (г) = (2 1п2г)Г = ~

булганлиги сабабли, Ф (г) ф унк ц ия/ (г) =  нинг бош -

ланрич функцияси булади. Ньютон — Л ейбниц  формула- 
сидан ф ойдаланиб топамиз:
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1 1¥ * = _ ^ Т = Л 1 „ ! ( + о - 1 п 1 ] =
У

= { 1п2(+ 0  =  1  Н 1 + '1+ ' аг& (+ О]2 = 1  /2( !  )2 =  - т г

1 1 -  М И СОЛ . Ушбу

} $  ь * 0)
1

и н т е г р а л н и н г  к ,иймати ^  =  1 ва г, =  2 н у к т а л а р н и  б и р -  
д а ш т и р у в ч и  й ул га  6 о е л и к  б у л а д и м и  (й ул  к о о р д и н а т а  б о -  
ш и д а н  у т м а й д и  д е б  ф а р а з к ,и л и н ади )?

Равшанки,

ф ункция /> =  С \{0 }  со \а д а  голоморф. Айни пайтда бу  бир  
бокламли с о \а  эмас. Д емак, К ош ининг интеграл теорем а- 
сидан ф ойдаланиб булмайди.

^  =  1 ва г, =  2 нукталарни бирлаштирувчи иккита у, 
\ам да у2 чизикдарни

у =  {г =  х  + />  е С: 1 < х  < 2, у =  0}, 
у2 =  {I е  С: Ы =  1} и  у,

деб оламиз (136-чизм а).

у, чизикда г — х , с1г =  с1х булиб,

булади.
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Z =  e"f (0  < ф <  2к), dz = ieivd(p
булиб,

I г | =1 айланада

= + ln2 = 2ni + ln2J pI(P 0 e

булади. Д емак, берилган интеграл интеграллаш йулига 
6 о е л и к ; экан.

1 2 - м и с о л .  Ушбу 
+°° 2
J е dz .= л/л (П уассон интеграли)

— оо

тенгликдан фойдаланиб,
+оо 2

/  = J е - * cos 2foc dx ^  > д\
о

интегрални хисобланг.
Комплекс текислик С  да

D = { Z  = х + iy е  С: Ы  < г, 0 < у < Ь)

туф и  туртбурчакни олиб, унинг чегарасиниудейлик (137- 
чизма).

А

-  R 0 R

137-чизма

Куйидаги f i t )  =  е-

функцияни к,араймиз. Бу функция D ни уз ичига олган 
со^ада голоморф  булади. Унда 2-теоремага кура
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h  z2dz = 0 ( !6 )
Y

булади.
Э нди z =  X +  iy эканини эътиборга олиб топам из.

$e~z2dz = j e~(x+iy)2d(x + iy) =
Y Y

= • e ',2xyd(x + iy). (17)

Y

у чизикда X g [ - r ,  r], y e [0, b] булганлиги сабабли

r - M . e- ^ d(x + iy)= ) e-*2d x + i \ e - ^ )-2Uydy +

+ ¡ e-(xKb2)" 2xbdx + 1] e - ^ ^ d y  = \
-Г Ь -r

-  e”2} e-x2' i2xbdx + ie" 2 J e '2 (<T'2'y -  c '2'’' ) dy ( 18)
-r о

бу?лади.
Равшанки, r —» + 00 да  e ‘r —» 0,

- е Пч' ) 4 к - > 0 .  (19)
0

(16),  (17) ва (19) муносабатларни эътиборга ол и б , (18) 
тенгликда г —> +  °° да лимитга утсак, унда

0 = 7 e xld x - e b2'\  e~x2-axbdx
— 00 —00

тенгликка келамиз. Берилиш ига Kÿpa

+ ° °  2 г —
\  е х dx = 4ñ

—оо

\ам да

+оо +00 2 "Ь00 2
j e-x2-ilxbdx = \ е~х cos(2x¿>) dx - /  J е -дг sin(2x6)¿x

-00 _0°
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булганлигидан

\ е~х2соз (2хЬ) сЪс -  г Г (2хЬ) ёх = Щ̂-

булиши келиб чик,ади. Бу тенгликнинг \ак,ик^ш кисмла-

|  (2 х Ь ) с1х =

яъни
4-оо
|  е (2хЬ) сЪс = е~*1
о

булиш ини топамиз

МИСОЛ ВА МАСАЛАЛАР

Куйидаги интегралларни Ньютон — Л ей бни ц  ф орм у- 
ласидан ф ойдаланмасдан \исобланг.

73. $ е' з
|г-/|=1 (г+4) 78.

1
|  г со8 г ск
0

74. I 5ш
*. 1+1 79.

/
{ г $ т  г ¿г
1

75.
1+/
¡г  с/г

1-1 -I
80. е ¿г

— /

76. | ( 2 г +  1) ¿г
1+/

81. |  в т  г
0

Ч ,  1 ч ,  1п2
77. |  (г -  г) е г *  8 2 . |I"3

1+( 0

83. п — бутун сон ), бунда у чизик, 1 = а
у

нуктани уз ичида сакдовчи ихтиёрий сохрани четараловчи 
ёпик, тугриланувчи Ж ордан чизики.
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84. е®. 89. e°l cos bz-
85. ch az. 90. z e°z.
86. sh az. 91. ^ ch  az.
87. cos az-
88. sin яг. 92. z co s az.
Куйидаги интегралларни \и собл анг.
93. у ч и зи к , ^  = — i н у к т а д а н  z, =  i н ук т ага  к ар аб

у
йуналган у2 = х + 1 параболанинг ёйи.

94. J — ; y ч и з и к  Zq-  — i н у к т а д а н  г, =  i н у к т а га  к ар аб
у

й ун ал ган  {Id  =  1, Re z ¿  0} а й л а н а  ё й и .
п/2+i

95 . í  sin г dz.
п/2 

1 +in
96. 1 ze~zdZ.

0
97. J 1п(г +  1) dz, б у н д а  у ч и з и к  г „ =  — 1 — i н у к т а д а н  zt

y
= — 1 +i н ук т ага  к ар аб  й у н а л га н  ва ( — °°, — 1] н у р н и  к е с -  
м а й д и г а н  и х т и ё р и й  т у гр и л а н у в ч и  э г р и  ч и зи к -

Куйидаги функциялар берилган сох,аларда бош лангич  
функцияга эга эмаслигини курсатинг.

98. f ( z ) = \ \  Z ) = { 0 < l d < ~ } .

99. =  D = { 0 < \ z \ < l ) .

100. f ( z )  = j* ¿ ;  D = {1  < \z\ <«■}•

1 0 1 . / ( * )  = — Ц - ;  £> =  {0 < Ы  < 1}-
z ( l - r )

102. А гар  и н т егр а л л а ш  й у л и  ±  i н у к т а л а р д а н  у т м а с а , у  
х,олда у ш б у

Í Т 2̂ = JT + kn. (к  _  б у т у н  с о н )
о

К уйидаги функцияларнинг бош лангич функциялари-
ни топинг.
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тенгликнинг уринли булиш ини исботланг.

103. {z * ± i} сохдда J интегралнинг кий мат и Arctg z
о Ъ+1

функциянинг к,ийматлар туплами билан устма-уст туш и- 
шини, яъни

[? Т Г  = А г с , 8 г

тенгликнинг уринли булиш ини исботланг.

104. dz интегрални ^исобланг. Бу ерда (Ln г),
__________i * ______________

орк,али куп кийматли Ln z ф ункциянинг L nl =  2ni шарт- 
ни кдноатлантирувчи бир к,ийматли тармоги белгиланган  
ва интеграл С \( — 0] со \а д а  ётувчи чизик, буйлаб олин- 
ган.

Куйидаги тасдикларни исботланг.
105. А г а р /(г )  функция U -  \\z— d < R} доирада голо

морф булиб, v  ze U учун | / ( г ) [ <  М тен гсизл ик  бажарил-
са, у \ол да  v  Z¡, z2& U нукталар учун

j f(z ) dz < M-\z2 -  z,|

булади.
106. Агар / ( z) ф ункция U — {I z — d < R) доирада голо

морф булиб, y  z e  U  учун Re / ( г )  > А />  0 тенгсизлик ба-
жарилса, у колда v  Zv  Z¿ е  U нукталар учун

f f (z )  dz
Я

> M\z2 - z , |

булади.
107. 106-мисолдаги тасдиц R e f(z )> M (z e  U) шартни  

Re {e^fiz)} ^ М  шарт билан узгартирилганда \а м  уз кучи- 
ни сакдайди (бу шартдаги <р ^акикий сон  z нуктанинг тан- 
лашига боклик; эм ас).
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108. Arap f i z ) ва g(z) функциялар бир богламли чега
раланган D a С  сохдца голоморф булса, у \о л д а  у a, be D
нук,талар учун уш бу

\ f iz )  dg (z) =  f (z )  g ( г )  | - 1  f iz )  g'(z) dz
a a a

булаклаб интеграллаш формуласи уринли булади.
109. А й т а й л и к ,/(г )  функция {/* <1 d < R} х.алк.ада голо

морф булиб, у чизик, {Ы ^ доирани  
уз ичида сакдовчи ва { N ' <  R} доира- 
нинг ичида ётувчи со^ани чегаралов- 
чи мусбат йуналиш ли содда, булакли
— силликбулган  чизик, булсин (138-  
чизма). У хдлда

j f i z )  dz
у

интефалнинг к,иймати ш ундайучизпк  
нинг танланишига боглик, булмайди. 138-чизма

110. Ф араз килайлик, fiz )  ф унк 
ция ёпик,, булакли — силлику, в ау2 чизикдарнинг ораси- 
да жойлашган икки богламли чегараланган D a  С  со^ада 
голоморф булиб, унинг ёпиги D да узлуксиз б у л с и н ./(г )  
ф ункция Z) сохдца бош лангич функцияга эга булиш и учун

i  f iz )  dz = 0
У\

тенгликнинг баж арилиш и зарур ва етарлидир.
111. Айтайлик, f iz )  функция п та ёп ик , булакли — 

силлик, у,, у2, ... , уп чизикдар билан чегараланган п 6 o f-  
ламли D сохдца голом орф  булсин. У х д л д а /(г )  ф ункция D 
со^ада бош лангич функцияга эга булиш и учун

j f i z ) d z = 0  i k  =  1,2, . . . , (я -  1)

Ук
шартларнинг баж арилиш и зарур ва етарлидир. (Б у ердаул 
контур билан чегараланган с о \а  барча ук( £ =  1,и -  1)  чи-

зикдарни уз ичида сакдайди деб фараз к,илинади.
112. f iz )  ф ункция {— a < I r r u < a }  йулакда голом орф  

булиб,
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J  f i x )  dx

интеграл як,инлашса, у \олдя у  п .р j— а, а) учун —
ia+oo

i f iz )  dz
ia -o o

интеграл \а м  як;инлашувчи булиб, унинг циймати а  га 
б о п и к  булмайди.

К у р с а т м а .  К ош и теоремасини

{— /?,< Re z < 0 < I Im d < I d  }

туртбурчакларнинг бирига куллаб, кейин ^ +  со
да лимитга утинг.

113. Ф араз килайлик, f iz )  функция {0 <>></?} йулакда 
голоморф  булиб,

/ < *  + » ) «  оX—>±ов
+оо

булсин. Агар } / (х ) dx мавжуд булса, у \о л д а

z  -> °o (— a < Im z <  а) да f i z )  - » 0

булсин. Агар

\ f i x  + ih) dx

интеграл х,ам мавжуд булиб, иккала интегралнинг кий- 
матлари тенг булади.

114. Айтайлик, f iz )  ф ункция

{О< arg z < а} ( 0 < а < 2 п )  

бурчакда голоморф  булиб,
lim z f iz )  = О

булсин. Агар

\ f i x )  dx
о

мавжуд булса, у \о л д а

Y =  {z — re1*, 0 < г < °о} 
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j  f ( z ) ik 
у

интеграл х,ам мавжуд булиб, иккала интегралнинг к,ий- 
матлари тенг булади.

К у р с а т м а .  1 1 3 — 114-мисолларни ечиш да 70 — 72- 
мисолларнинг натижаларидан фойдаланинг.

3 - § .  К о ш и н и н г  и н т е г р а л  ф о р м у л а с и

Комплекс текислик С  да чега- 
раси тугриланувчи чизик булган, 
чегараланган D с о \а н и  (D  с  С) 
кдрайлик. Кузатувчи бу сох,а чега- 
раси dD буйлаб хдракат к,илганда 
с о \а  \а р  доим чап том онда к,олсин
(ЫШ чптг"*) —-------------------------------

7 - т е о р е м а .  Агарf(z ) функ
ция D cocada голоморф булиб, D да 
эса узлуксиз булса, у х;олда чизма

J í Z f f i d ! ;  Г Д Й .а г а р г е О б у л с а ,
1 о, агар г е й  булса ' ’

тенглик уринли булади.
Одатда (20) формула К о  ш и н и н г и н т е г р а л  ф о р 

м у л а с и  дейилади. Бу ф о р м у л а /(г ) н и н г г е  D нуктадаги 
к^ийматини чегарадаги кийматлар билан борлайдиган ф ор- 
муладир.

1 3 - м и с о л  . Ушбу

i ^ d z7 Z+I 
У

интегрални х,исобланг, бунда у =  { г е  С: 1г +  / |  = 3 }  айла- 
надан иборат.

Равшанки,

D = {z&  C : \ z + i I < 3 }

с о \а  \ам да f(z) =  sin z ф ункция учун 7-теорем а шартлари 
бажарилади. (20) формулага кура

нур буйича олинган
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2m f  (a) J г-a dz бул и б ,бун дан
dD

1 dz = 2ni sin(—/') =
И И  * ( ”

__________________= 2 ni 4т (е -  e~l) = 2п sh 12т— ----------------------------------

тенгликка эга буламиз.
1 4 - м и с о л . Ушбу

интегрални \и собл анг, бунда у эгри чизик, С текислик- 
нинг +3/ нукталаридан утмайдиган ихтиёрий ёпик, чизик,- 

Фараз кдлайлик, у ёпик, чизик, билан чегараланган  
туплам Z) булсин.

а) ±3/ нук,талар D co la ra  тегишли булмасин: ± 3 /е  D. Бу 
\олда

ф ( г) = eO( D)  
z +9

булиб, 2-теоремага кура

f a (z ) dz = $^г+9 = 0
Г У

булади.
б) + 3 / е  Д  — 3 / е  Z) булсин. Бу \ол да , аввало интеграл  

остидаги функцияни
i

I _  1 _  г + З /

г2+9 (г+З/) (г-3/) г-3/

куринишида ёзиб оламиз. Унда

~ г+37 ’ а = 3 /
лар учун 7-теорем анинг шарти бажарилганлиги сабабли  
(20) формулага асосан

i f r ,  = i  = 2 » / 0 í >  -  Й  = f
Г г

булади.
в) —З/'е Д  3 ie  булсин. Бунда, юкрридаги б) х,олда- 

гига ухшаш муло^аза юритиш  билан топамиз:
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г) 3 /е  Д  — 3 /е  £) булсин. Бу \о л д а , аввало интеграл 
остидаги функцияни содда касрларга ажратамиз:

булиш ини топамиз.
1 5 - м и с о л . Ушбу

интегрални \исобланг, бунда у =  {1 = х + ¡у е С:х2+ у 2+- 
+ 6у =  0} ёпик, чизикдан иборат.
Равшанки

х2 + у 2 + 6>’= 0  => х 2 +  у2 + 2 ■ Зу + 9 — 9 =  0 =>
=> х2 + 0> +  З)2 =  З2 => 11 +  3/1 = 3 .

Д емак, у =  {г е  С: | г +  3/| =  3}. Бу айлана билан чегара- 
ланган со \а н и  /)  дейлик:

0 = { г е  С: I г  +  3/1 < 3 } .

Ушбу / ( г )  -  функция учун берилган интеграл ку- 

йидагича

ёзи л а д и ./(г )  е а ( Д  булиш ини эътиборга олиб, К ош ининг  

интеграл формуласидан ф ойдаланиб топамиз:

¿2+9 (г+30 (г-30 6/ \г —3/' г+/

У х,олда

г у

У У

^  = 2т / ( - 2/) =
у

= 2л/ = -I а п  (2т) = Щ / вИ 2 .-21-21 2 2
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Демак,

$ ^ 7  dz = f  / sh 2 .У г +4 1

(20) формуладаги 2L i  интегралга Кош и ин-
■/№)  

oDi
т е г р а л и  д е й и л а д и .  К о ш и  и н т егр а л и д а  —a ß  — 
контур с о \а  чегараси б у л и б ,/(^ )  функция D со \а д а  голо- 
морфдир. Э н ди , фараз к,илайлик, С текисликда ихтиёрий  
тугриланувчи контур Г ва Г да аникданган ва узлуксиз 
функция / ( £ )  берилган булсин. У \ол да ушбу 

----------

интегралга К о  ш и т и п и д а г и  и н т е г р а л  дейилади.
8 - т е о р е м а .  Коши типидаги интеграл С\/'со^ада F(z) 

функциясини аникдаб, бу функция ушбу хоссаларга эга- 
дир:

а) jF ( z )  функцияси С \Г  да голоморф,
б) lim F  (z) = 0,Z—>°°
в) F(z)  функциянинг исталган тартибли хоеиласи F n)(z) 

мавжуд ва

«УF m (z) = j L Г-НЕ) ^  
2га г (4-г)"

Н а т и ж а . Голоморф функция исталган тартибли х,оси- 
лага эгадир.

Хакик^атан \а м , голоморф функцияни К ош и интегра- 
ли ёрдамида ифодалаш  мумкин. Кош и интегралининг и с-  
талган тартибли \о си л а си  мавжудлигидан берилган функ  
ция \а м  исталган тартибли хосилага эга:

<И>

1 6 - м и с о л . Ушбу

(z+2)4

интегрални \и со б л а н г , бунда у чизик, С  текисликдаги  
Z  = — 2 нуцтани уз ичига оладиган ихтиёрий ёпик, к он 
тур.
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у контур билан чегараланган со \а н и  О д еб  белгилай-
миз.

Р ав ш ан к и ,/(г ) =  е1 у ч у н /" (г )  =  & булади. Бу функция  
ва О с о \а  учун 8-теореманинг шартлари бажарилади. Унда 
(21) формуладан фойдаланиб топамиз:

$777^4 = 2$ -Г "(~2) = 2£ е -2 =-Шу
(г+2)Г

1 7 - м и с о л .  У ш б у
ф ____________________

1^2 * (г-1)2(г-3)

Зе

г +1

интегрални х,исобланг. 
г„ =  0, г, =  1 нукталар {* е  С: I 4 =  2} 
ай лана би л ан  ч егар ал ан ган  { ¿ е  С:
Ы < 2} доирага тегишли булиб, г2 =  3 
нукта эса  шу доирага тегишли эмас.

доирага тегишли ва узаро кесиш майди- 
ган у ва у2 ёпик чизик^ар билан урай- 
миз. Буу, ,  у, чизик,лар х,амда {г е  С: 1а =
2} айлана билан чегараланган уч бог- 

ламли сохрани £> билан белгилайм из 140-чизма 
(140-чизма).

К,аралаётган интегралда интеграл остидаги
г+1

г (г-1)2 (г-3)
функция /)с о \а д а  голоморф булади. 4-теорем адан ф ойда
ланиб топамиз:

г +1______ х г +1£ ___________
|г|=2 г ( г - 1 ) 2(г-3) (¡1 = §

УI
г ( г - 1) (г-3) (¡1 +

г +1
г ( г - 1) (г-3) ёг = /> + / 2 ■

Агар

интегралда

г+1

УI
г ( г - 1) (г-3) ¿г

/ ( г )  =
г+1

( г - 1) (г-3)

дейилиб, (20) формуладан фойдаланилса
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/, = 4 Л й  ¿г = 2т/(0 )  = 2т Д - = - | т
/I

булиш и келиб читали.
(21) формуладан ф ойдаланиб топамиз:

г+1

Ш ундай килиб,

булади.
1 8 - м и с о л . Агар / (г) ф ункция комплекс текислик С  

да голоморф ва чегараланган булса, у х,олда / ( г )  ф ункци- 
янинг С да узгармас булиш ини исботланг.

интегрални к,араймиз. Уни К ош ининг интеграл ф ормула- 
сидан фойдаланиб \исоблайм и з:

Шартга кура /(<;) чегараланган функция ¡Пг)! < М.

Ушбу

I /(г) ¿г _  __1_  I /(г )  ск 
г (1-а )(1-Ь) а-Ъ |г? г

£ 1 = _ \ . 2т [ / ( а ) -  ДЬ)1 (22)
1 г - о  J а - о

№г

Унда

булади. Демак,

0 <  $
Ы=г

(г-а)(1 -Ь ) ~  (г -Ы )(г-|6 |)  • 
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H m  2 М к г  _  А

(r-|e|)(r-|¿|) (24 )

( 22) ,  ( 2 3 )  ва (2 4 )  м у н о с а б а т л а р д а н
- ± - 2 n i  [ f  ( а ) - / ( 0 ) ]  =  0 ,

я ъ н и
f ( a ) = f ( b )

б у л и ш и  к ел и б  ч и т а л и . Б у э с а  f ( z )  ф у н к ц и я н и н г  С  д а  ÿ3rap -  
м а с , я ъ н и  / (z) =  c o n s t  б у л и ш и н и  б и л д и р а д и .

МИСОЛ ВА МАСАЛАЛАР
К у й и д а г и  и н т ег р а л л а р н и  \и с о б л а н г .

Равшанки,

116. . Î26. i  г

, 1 7 - i  • 127 - , J H ^ '

118. f -тЧ-. 128. t
ki=2 + 1 H N Z+1

Z2dz
г-2/'

,1=2 г2+9‘

dz
з (г-1)3(г+1)
2

dz
г2 + 1

eldz
г2+1 ■

dz
l=i (г+1)(г--I)3

í/г-
i г (1-г)3 
!

ez dz-
з г (1-г)3
2

ch / г ¿г

e:d_z_

dz

119- 129. j z2dz
l*M r  + l Uí=2 Z + /

12«. ( „ j L . J  ■ 13». > , # ■
i*H

121.  i  T T Í h r * -  131 , * * 7 * * -
k-i|=2

¡ c h i î i /г i  г dz
123. í  1 1  ï  • 133. j 2 t *

| 2 H г + 4 г + 3



135.

136.

137.

138.

139.

140.

141.

142.

151.

152.

153.

154.

155.

156.

í  —^  dz.
| ф 2 (z+i) 143. § - f - dz.

k-i|=4 '  +4

COS z

kl=3 (г+1)2(г-2)
dz. 144. j

ld=2 г -I
■j— dz-

1*1=2 Z2 -

L eos г ,
У "1— Г dz-

kM Z

c°s г ,
77Г dz-i

iJm  (z~¡)
j  sin nz

|ы м (г -*>'
dz-

f chz dz 
|z|=2 (г+1)3(г-1)

ezcos nz
ld=i г +2г

dz-

145. j  dz-
k-2|=2 * ->

146. j SJ¥ 4 ^ .
k-i-4-i г ~2z+2

147. j
M=l Zez+2

148. j  dz.
1,1=3 z(ez + 2)

149. j dz

150. j

kl=5 г +>6

dz
|/=4 (г2+9)(г+9)

r shf 7 +1 ) — — —
t — 2- ,  dz\ y:x3 + y 3 +  3 3 а ст р о и д а .

j dz. 157. j
\z\=2

* cos zdz
[=1 *3

sh2̂

U-3|=6 (г-2)3(г+4)

158. # f f a k .
к-2|=3 г ~4z

dz-

UN г
159. $ sz+i

Ul=i г
dZ.

nzSinji _________
н м  (г-1)2(г-3)

ezdz
M H  (г +4)2

г sh;
r  dz- 161.  j 1 —sin г ,

" ' 2 dz-
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164. Гуу . б у н д а  у чизик, г,, =  0 ва г, 2 =  ±  1 нук,та-

л а р д а н  у т м а й д и г а н  и х т и ёр и й  ёпик , к о н т у р .

165. $ 7Т__7  у:^ =  0 ва г, =  1 н ук ,тал ар дан  у т м а й -

диган ёпик, контур.
166. А гар и,(г) = (г — г,)(г — г„) (г,*гу, ‘ *Л 

б у л и б , у чизик , б и р о р т а  \а м  г,(/ =  1 , « )  нук ,тадан  ут м а са ,

_ у ш б у ^ _____________________________

А _
" <ая(г)
У

и н т е г р а д н и н т  н е ч а  х и л  б и р -б и р и д а н  ф а р к д и  ^ и й м а т н и  
к,абул к и л и ш и  м у м к и н  эк а н л и г и н и  аник ,лан г.

167. $ 4 гт , (а>1).
к-о|=« г _|

1 г е1ск
168. 2л1> 2+а2 ’ б у  е р д а у  ч и зи к ,б и л а н  ч егар ал ан ган  с о \а

у 1 +а

■ 11 г и - а ) л г - о ,

{I 4 < а) доирани уз ичида сакдайди.

169. 2я/ * ’ бунда V чизик, билан чегараланган- М  —
у

сох,а а нук;тани уз ичида сакдайди

170. Агар у :Ы =  2 — айлана булиб, а > 0 учун Ьп а =  1п а 
шарт бажарилса,

2Т, ^ 1 ЬП Й *
У

интегрални х,исобланг.
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171. A rapy:| z— ll =  1 айлана булиб, a > 0 учун Ln a =  In a 
шарт бажарилса, ва z — 1 +  / интеграллаш нинг бошлангич  
нуцтаси булса, у холда

1__
интегрални хисобланг.

172. Айтайлик, f {z ) функция координата бош ини уз 
ичига олувчи ва содца ёгшк, контур у билан чегараланган 
Dcz С сохада голоморф  булсин. Куп к,ийматли Ln z ф унк- 
циясининг ихтиёрий бир кийматли тармоки олинганда хам

тенгликнинг уринли булиш ини исботланг. Бу ерда ẑ  — 
интеграллашнинг бош лангич нуктаси.

173. Ушбу теоремани исботланг (чегараланмаган соха  
учун К ош ининг интеграл формуласи).

Фараз килайлик, D соха чегараланмаган соха  булиб, 
/ (z) е  a(D) булсин. Агар

U m f(z) = А

булса, унда бундай хол учун К ош ининг интеграл ф орм у
ласи куйидаги куриниш га эга булади:

/ ( г )  функциянинг п — тартибли хосиласи учун интеграл 
формула эса (21) формула куринишига эга булади.

К у р с а т м а .  Аввал =  Ь \ {I г I ^ /?} соха учун К ош и 
нинг интеграл ф ормуласини куллаб, кейин И ни  °° га ин- 
тилтиринг.

174. Айтайлик, у чизик чегараланган /)  соханинг чега- 
раси б у л и б ,/(г )  е  а(С\£>) булсин. Агар Ое И булса, у холда 
ушбу

f / ' f c )  L n z d Z  =  f ( Z o ) - m
г

формуланинг уринли эканлигини исботланг.
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175. A rapZ)={| z\ < 1} б у л и б ,/(г ) в а g(z) e  a(Z>) n  C ( Z>) 
булса, у холда ушбу

1 X Г fU) ag U) ! . _  ^  <
2m}J J z - a  + a z -\\dZ j  g ( i ) ,  |й| > I

формуланинг Уринли эканлигини исботланг.
176. Агар а  =  {Ы < R} б у л и б ,/(z) е  a(D) г\ С ( D) булса,

Я / ( г )  dx dy
r<\z\<R

интегрални хисобланг.
177. Айтайлик, чегараси чекли сондаги ёпик,, булакли- 

силлик, чизикдардан иборат булган чегараланган D c C  
соха бер и л ган  булиб, f ( z ) e c ( D ) r ^ C ( D )  булсин. 
М = та_х|/(г)|, z нуктадан Д сохан и н г чегарасигача булган

масофани р ва D соха чегарасининг тулик, узунлигини L 
деб белгилаймиз. У холда D сохада уш бу

/Ü U )  ^ (л  = 1,2, . . . )
п\. 2 к р п

тенгсизликнинг уринли булиш ини исботланг.
178. Фаразкддайлик, D =  {I à < /ф булиб,/(г) е a(D) n  C (D )  

булсин. Агар М  = m a x i/(<:)) булса, у холда D сохада

/  (г) MR
(ä -|;

гтг (я = 1, 2, . . . )

тенгсизликнинг Уринли булиш ини исботланг.



У б о б

КДТОРЛАР

1 - § .  С о н л и  ц а т о р л а р

Бирор

комплекс сонлар кетма-кетлиги берилган булсин. Бу кет- 
ма-кетлик хдцларидан тузилган уш бу

г1+г2+г}+ ... +г„+ ...

ифода цатор дейилади ва 2 -«  каби белгиланади:
/1=1

¿ г« = г ,+ г 2+ г 3+ ...+ г п+ ... (I)/?=1

Бунда г ,, 22,... комплекс сонлар цаторнинг хадлари д ей и 
лади. (I) кдтор хадларидан ташкил топтан

$ = * , ,
5 ^ + 1 2,

Б —ẑ ~̂z->~̂ •̂̂ ~̂z

йигиндилар к,аторнинг цисмий йигиндилари дейилади.
1-т а ъ р и ф . Агар (I) цаторнинг цисмий йитиндиларидан 

иборат {Бкетма-кетлик яцинлашувчи булса, (I) цатор 
яцинлашувчи,

Пт = Б
п—>°-

эса цатор йитндиси дейилади. Акс у;олда, агар { 5 }  яцинла
шувчи булмаса, (I) цатор узоцлашувчи дейилади.

Айтайлик,

^ = х + ‘Уп (* .еЛ , у е Я ,  я=1,  2,  ...)
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5п = =  ¿ (* *  + % У =  1 * *  + *£ Ук
к =I *=1 *=| к =  1

булади.

1- т е о р е м а .  2Х, цаторнинг яцинлашувчи булиши учун
/7=1

I х/., ¿ Л
/7=1 /7=1

цаторлар яцинлашувчи булиши зарур ва етарли.
Демак, математик анализ курсида урганилган к,атор- 

лар ва улар хакидаги маълумот ва тасдикдар комплекс

чадли к,аторлар учун хам уринли булади. Ж умладан, ¿г„
/7=1

к,а гор якинлашувчи булса, __ _________

П т = О
/7-»ею

булади (кдгор якинлаш иш ининг зарурий ш арти).
1 - м и с о л . Ушбу

/"/7
I е
/7=1

Каторни якинлашувчиликка текш иринг.
Бу к,атор учун

гп=е"’=со5и+18т/1=^|гл|= 1
булиб,

Иш |г„| = 1 * 0
/7-»оо

булади. Демак, берилган цатор узокдаш увчи (кдтор якин- 
лаш ишининг зарурий шарти бажарилмайди).

2 - м и с о л .  Ушбу

булсин. Унда

Каторни якинлашувчиликка текш иринг.
Бу каторнинг умумий \а д и  учун

,  _  ¿Ц_ _  ССКЛ+КШИ _  СО$П + у 8ШИ 
П П П П П
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булади. Равшанки,

у  со5 п у  $тп
п ’ и п=1 к=] п

Каторлар якинлашувчи. Унда 1-теоремага кура берилган  
к,атор хам яцинлашувчи булади.

3-м  и с о л . Ушбу —

Л +1
к,аторни якинлашувчиликка текширинг.

Берилган хдторнинг умумий хдпини куйидагича ёзиб  
оламиз:

■7 = 1 = _  •>/»-< _ 4п_ _ I 1
п Л + / (7л+/)(-Ул+/) л+1 и+1 и+*

Бизга
ОО Г— оо
V  •»п у  1

, л+15 ^  л+1
я=1 я=1

цаторларининг узокдаш увчи булиши маълум. У нда, 1-тео
ремага кура, берилган катор узоклашувчи булади.

4 - м и с о л . Ушбу

у  соь(т)
П— I *

цаторни якинлашувчиликка текширинг.
Бу каторнинг

,  _  СОБО'л) ,  _  ССЯ|(л-1-1)
’ П+1 2"+1

хддларини олиб,
л̂ч-1
г»

нисбатни караймиз: 

Агар

г„+1 _ со5/(л+1) 2" _ 1  со$/(я+1) 
г„ 2л+| соя /и 2 сое/л

сое/й =  " + е + соб /(и +  1) =  -^(е 1я+' ) -+ е п+|)
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эканини эътиборга олсак, унда учун
п̂

-  1 = 1 е-2{п" )+\
2 е-п+е" 2 е-2"-'+1

булиш и келиб чик,ади. К ейинги тенгликдан

П т//-»«

эканини топамиз. Демак, берилган катор узокдаш увчи.

М И С О Л  ВА М А С А Л А Л А Р

1. Айтайлик, 1 = х п+1уп (хпе /?, у е  Я, п = 1 , 2, ...) булсин. 
Унда

оо

1 * »  _____  ______
/7=1

каторнинг абсолю т якинлашувчи булиши учун
оо оо

ва ^Уп

каторларининг абсолю т якинлашувчи булиши зарур ва 
етарли эканлигини исботланг.

2. Куйидаги шартларнинг бирортаси бажарилганда

/7=1

каторнинг абсолю т якинлаш иш ини исботланг:
1 ) 1 ^  <Мрп (п>пд). Бу ерда М<°° ва 0<р<1.

2) П т  = р < 1.

Куйидаги мисоллардаги шартлар баж арилганда £  *■„
/7= 1

каторнинг абсолют якинлаш иш ини исботланг.
3. \г„\<Мп-а(п>п0),а > 1, М<оо.

4. 1'т « ( 1 - /̂7+1 )/̂7
= а  > 1.
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5. к 1 <  м -  -1—  (я > Пп), а  > 1, М < ° ° .
п (1п л)

6. Айтайлик, X  ¿л к;атор якинлашувчи булиб, Ие г >0,
Я=1 ”

ОО ОО
Ь т  г > Фб у л е и н .  У \о л д а  X  ва ]Г цагорларнинг аб-

Л=1 л=|
солют якинлаш иш ини исботланг.

ОО ОО
7. Фараз кдлайлик, X  гл ва X  каторлар як,инлашув-

/7=1 /1=1
ос

чи булиб, Яе^п>0 булсин. У холда X ! гл1 каторнинг як,ин-П л=1
лашувчи эканлигини исботланг.

ОО
8. Агар X  £я катор як,инлашувчи булиб,

Я=1

Iаг£ г„|< а  < п = 1, 2, ... ,

булса, у хрлда берилган цаторнинг абсолю т як^инлаши- 
шини исботланг.

ОО
9. Агар Х *я цатор як,инлашувчи булиб,

я=1

0<а<аг%1п<п—а, п =  1 , 2 , . . . ,

булса, у х,олда берилган к,аторнинг абсолют як,инлаши- 
шини исботланг.

Кдторларни шартли як,инлашишга тскширишда ва бош - 
к,а куп масалатарда Абель алмаштиришидан фойдаланилади. 
Интегралларни \и собл аш да булаклаб интеграллаш амали 
цанчалик м у\им  булса, Абель алмаштириши йигиндилар  
учун шунчалик мух,имдир.

10. Ушбу формула ( А б е л ь  а л м а ш т и р и ш и  )ни и с
ботланг:

X  а*А = X  ^  (Ьк — Ьк+1) — Бт_\Ьт + 8„Ь„.
к-т  к-т

Бу ерда 1 <т <п, $ = а х+а2+...+ау {к> 1), 5 ()=0, ак ва Ьк лар 
ихтиёрий комплекс сонлар.
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11. Айтайлик, X Ö,A  комплекс кадди катор берилган
п= 1

булиб, Ь > 0 булсин. Бу каторнинг якинлашувчи булиши
ОО

учун Ъ ап каторнинг кисмий йигиндилари чегараланган
п =  I

булиши ва {b j  сонлар кетма-кетлигининг нолга монотон  
интилиш и етарли эканлигини исботланг (Дирихле  
аломати).

К у р с а т м а .  А бельалмаш тириш идан фойдаланинг.
ОО

12. Фараз килайлик, катор берилган булиб, Ьп
П= 1

лар какикий сонлардан иборат булсин. Бу катор якин-
ОО

лашувчи булиш и учун катор якинлашувчи ва {Ьп}
Л=1

кетма-кетлик м онотон  ва чегараланган булиш и етарли 
эканлигини исботланг (Абель аломати).

Куйидаги мисоллардаги шартлар бажарилганда

¿ « Ап=\

каторнинг якинлашувчи булиш ини исботланг.

13. lim yfnb” = 0.
Л—> ОО

14. ¿> / я |  Ьп ~ Ьп+,| цатор якинлашувчи.
П= 1

15. Sn = булса, кетма-кетлик чегараланган.

ОО
16. Айтайлик, Ъ сп катор берилган булиб,

Л=1

lim ^ /k j = q
Л-» ОО

булсин. Агар q< 1 булса, каторнинг абсолю т якинлашувчи  
ва <?> 1 булса, унинг узокдаш увчи булиш ини исботланг.
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17. Ф араз килайлик, X е« катор берилган  бул и б ,

П т -/и-1 = 1 булсин. Каторнинг абсолют якинлашувчи були

ши учун

Нгп п{ -  И < -1
/7->ов ^  Сп )

тенгсизликнинг бажарилиш и етарли эканлигини и сбот
ланг (Раабе аломати).

¡8 . Айтайлик,

ся+1 = 1 + ^ + о ( ! )  п \п)

булиб, бу ерда а сон и  п га б о и и к  булмай, а<— \ булсин. У 
хрлда

/7=1

Каторнинг абсолю т якинлаш иш ини исботланг (Гаусс ало
мати).

К уйидаги к аторларнинг якинлаш увчи э ка н л и г ин и  
курсатинг (Дирихле аломатидан фойдаланинг).

19. I ™
/7=1

20. к = О, I, 2, . . . )

21- 1 т Ь
п=2

Куйидаги каторларни якинлашувчиликка текш иринг.

я(2/-1)"22. У
/7=1 * 24.

/7=1

23. IЯ=1 (/г+/)т/и Я=| 5"
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2 6 . x * “ - 36. х 5^ 1-n=z\ _3___________ ___________ n=l z

„  V i ^  37 у [  «(2-0+1 f .
“ 1 L"<3-2!)-3/J

2 8 . X  4 -  38. ¿ М т ^ т Г -я=1 vn />=1

29. i f * 21-  39. î ( ÿ ) ' .  
"=l22 cos//i я=|

, n Y  shi-Jñ 40 y  lliü l.
30. 2- sin/л ’ “¿(я+1)И=1

у  |п_я 41 у  —В—,
3 1 , Í A "  ¿ ( 2 /Г

~ c h «  „„ ~  „i
32> ^  я ^ '  ‘ % («*)" '

33 у  -й— 43 Х ~ -tgimr ~  Л

оо 00 . Z
34. X ? .  44. S i e - .

л=! я

3 5 .Х , .л - 45. X й“ -я=) |я+(2я-1)/|  л=1 ■>

К^йидаги цаторларнинг \акик,ий парам етра н инг  кан- 
дай кийматларида якинлашувчи б у лишини аникданг:

4 6 . £ » ‘ V .  49. £  (»*‘>«"»-<а»Л 
/1=1 Л = |

~  / ?  „  ■? :п |1п(«2 + 1)Г
47. X л е ". 50. X 1 ------п----- •

48 У Ы 1 + \УЧе‘п 51. X  2~Ч1 + /)я(1п c t g ^ ) '
' п=  I Я=1
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2 - § .  Ф у н к ц и о н а л  ц а т о р л а р

Бирор D(DczC) тупламда аникданган u^z), u2(z), v3(z), 
..., un(z), ... функциялар кетма-кетлиги берилган булсин. 
Бу кетма-кетликдан тузилган уш бу

u{z)+u2(z)+ ... +un(z)+ ... 

ифода функционал цатор дейилади ва X  мя(г) каби белги-
п= I

ланади:
оо
X  U„(z) = и, (z) + U,(z)+.. .+un(z)+... (2)
п= I

Одатда

5'2(г)=м|(г)+и2(<:),

5’л(г)=м|(г)+м2(г)+... +un(z)

йириндилар (2) ф ункционал каторнинг к,исмий йиринди- 
лари,

lim  ¿"„(г)л—»«

ни эса к,аторнинг йириндиси дейилади.
2-т а ъ р и ф . Агар (2) функционал к,аторнинг цисмий йи- 

гиндиларидан иборат

{ З Д }  (z.eD), i i = I ,  2, ...

кетма-кетлик я^инлашувчи (узок,лашувчи) булса, (2)  функ
ционал катор z„ ну % та да якинлашувчи (узоцлашувчи) дейи
лади.

(2) функционал цаторнинг барча яцинлаш иш  нук,тала-
оо

ридан ташкил топган М туплам (А/ с  Z ))£  un(z) функцио-
п - 1

нал цаторнинг яцинлашиш туплами дейилади. Кдгорнинг  
йириндиси 5 (г )  = lim Sn(z)л-»«

М  тупламда аникданган функцйядир.
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3 - т а ъ р  и ф  . Агар V е>0 олинганда \а м  ш ундай УУ 
топилсаки, V п>пп ва V Z& М учун

I а д - а д !  <е

тенгсизлик баж арилса, {^„(г)} ф ункционал кетма-кетлик  
М тупламда S(z) га текис як,инлашади дейилади.

2-т е о р е м а (Вейерш трасс аломати). Агар

ÍL un(z) = uí(z) + u2(z)+...+U„(z)+...
п=\

функционал цаторнинг х,ар бир х,ади М  тупламда (Л /сС )

I un(z)\ <ап (я = 1 , 2, 3, ...) 

тенгсизликларни цаноатлантирса ва

— = Д) I Щ\...\апу...----------------- —
/1=1

сонли цатор якинлашувчи булса, у л;олда X u„(z) функцио-
/7=1

нал цатор М  тупламда текис якинлашувчи булади.
5-м и с о л . Ушбу

^  sin пг
л=|

функционал каторнинг яцинлашиш тупламини топинг.
Бу каторнинг умумий \ади н и  куйидагича ёзи б  оламиз:

_ sin zn _  emz-ê'nz _  _
un\ )̂ ~ 2 -* • 2 л • 2n¿ 2 in 2т

_  еЬгх е~пу _  ç  inx е пу

>  J J L - л И  _  ! п у \ --------1 1 -

2  2nWe I Iе II “  2п2 '

Агар уФ0 будса, унда

i / \\ lSÍ!|ы„(г)|= |—

булиб,
И т|и„(г)| =П—>оо

булади. Демак, z=x+iy, у*  0 нукталарда берилган ф унк
ционал кдтор узок^лашувчи булади.
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Arap >'=0 6yjica, ynaa

6y.Tn6, 6epHJiraH K.aTop y m 6 y
oo

---------------------„------------------------^  sin nx

Karopra aiiJiaHaiiH. PaBiuaHKM, 6y KaropHH.Hi \aanapH ynyn. 

s  y TeHrCM3JTHK ypMH/IH 6y^w6, X  *2 COHJ1M K3TOPsin nx 
n

HK,MH.aaujyB4H. B e w e p u rrp a c c  an o M aT n ra  ¡cypa 6 e p m ira H  (J)v h k - 
uhohcUi K,aTop

{¿e C: Jm z=0}
TynjiaMfla T e io ic  HK.HHjiamyBHMAMp.

6 - m m c o j i  . y n i6 y

„ 11 - tT

c|3yHKUMOHaji K,aTopHMHr hk,mHJiam miu co.\acMHM ToriHHr. 
By K,aTopHMHr

m„(z) i_jn ’ U« M )  i - j w+|

xa/uiapn ynyH
,/r+i

¡ 7 ^
l - l

U„(Z) |
l-z"

“ 1 Z 1 jl- r"+l|

6yjiM6, I z \ <1 6yTraHaa 

lim

6yjiaan. ZieMaK,

^ ¡U )
Unit) 

k l < l

U l<  1

6y:iraH fla 6epw .iraH  K^aTop nK,HH/iaiiiyB4H 6yjiaa,M. 
Arap I z I > 1 6yjica,

lim! «„(£)!= I™
1-;"

= lim —!— = 1 *= 0
1-L

6yjin6, K,aTop ysOK^aiiiyBMH 6yjiann.
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11\ =1 булганда г = е |ф дейилса, унда

булиб,

г” I к"'ф1 
!«„(г)1= :1т ^ |  = |,_етФ| = | , : > ф|

{ | и „ ( г ) | } =  г г ;

кегма-кетлик узокдашувчи булади. Демак, берилган кагор - 
нинг якинлашиш  со^аси

{геС:1г1<1}

бирлик доирадан иборат булади.
7-м и с о л . Ушбу

00 /

1  -V

функционал каторнинг текис якйнлашадиган тупламини  
топинг.

Равшанки, I ¿1 <1 камда I г1 >1 булганда

Н т|ил(<:)|= П т Л г." +-1- = 4-00

булади. Бинобарин, бу холда берилган ф ункционал катор 
узокдаш увчи булади.

Э нди I г1 =1 булган *олни караймиз. Бу колда

г = е ^

булиб,

К И  = | ^ ( е ",ф + е ‘",ф)

булади. Маълумки,
00

1  5п= \ п

катор якинлашувчи. Вейерш трасс аломатига кура бери л 
ган катор текис якинлашувчи.
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Ш ундай килиб, берилган функционал каторнинг 

{ z e C :  Ы = 1 }  
айланада текис якинлашувчи булиш ини топдик.

МИСОЛ ВА МАСАЛАЛАР

Куйидаги ф ункционал каторларнинг берилган туплам- 
ларда абсолю т якинлаш иш ини исботланг.

с т  у  z" • 17  I <  _L

5 2 '  Ь  ( n l f  l + z "  ' 4 ’

53. £  « “ г " ; \ z  |< 1, -  °° < а  <
n= I

54. £  4 г"; U \< e.
/1=1 л

55. X “-----* 2 > -  3, - 4 ,  ...
л=2(и+г)1п n

5 6 . £ г(-̂ 1)„ ,(г+я); R e z < - L  
/1=1

£uT2K?+4)...(z+2/!)’ г * _ 2 ’ ~ 4 > ~  6’ "•

гс У  ......  2”n!_______ • R e  7 > I
“ i a+!){z+3)...(z+2u+l)’ г > 2 '

59. Айтайлик, D тупламда ф ункционал катор
/7=1

берилган булиб,

Rn(z)=  £  и*(г)
к - п

каторнинг колдиги булсин. У х,олда берилган ф ункционал  
каторнинг D тупламда текис якинлашиши учун уш бу

lim Sup | R„ (г)| = 0
KD

тенгликнинг баж арилиш и зарур ва етарли эканлигини  
исботланг.
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Куйидаги функционал к,аторларнинг берилган туплам-
ларда текие як,инлашишини курсатинг:

оо
60. I  ^  г 2"; 

/1=1 »
/>={| г 1 >1}

61. п—\ />={|г |< р < ^ }.

6 2 . £ ^
П=1

D={Rez^ 6>0}.

63. £ " ~ г;
Л=1

D={Rez^ 5>1}.

64, £ ( -1 )" /г * ;
п =)

I>={Rsz ^ 5>0}.

65. X 2 _,,cos пЪ
п=1

£>={| Jrru< 8<1п2}

66. £ - 4 - ; Z)={| z\ <R<°°}.
Л=1 (я+г)

67. £ - Р ; Z)={| г1 ^R<°°}•
л = К г ~ И

п= 1

Z)={R e^<0}.

69 - 1 * Z>={Re^ < 5 < — 1} .

70. ф ункционал к,аторнинг D={\ z\ <1} д о -
п= I

ирада нотекис як,инлашишини исботланг.
оо

71. X е г'п" каторнинг v  е>0 учун { R e z > l + e }  ярим  те-
п=\

кисликда абсолю т ва текис як,инлашиш ини ва {Re^> 1} 
ярим текисликда нотекис якинлаш иш ини исботланг. 

Агар lim  г/fö j  = 1 булса, у \о л д а  куйидаги тасдик^арни
Л -» о о

исботланг.
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72. Ъ а^ "  кдгор {| г \ <р< 1} тупламда текис яцинлаш а-

ди.

73. Ъ апе к,атор {Яе.г>5>0} тупламда текис як и н -
/?=()

лашади.
оо

74. катор {I Лт :̂1 <8<1п2} тупламда текис
л=о 2

яцинлашади.
ОС Д

75. X  я” катор {¡г |< р < т т ( 1 ,  )} тупламда текис
л=о г +г л

якинлашади.
°° -л2 г

76. Ъ апе " ' кагор {Яе^>6>0} тупламда текис як,инлаша-

ди.
77. Куйидати тасдикни исботланг: уш бу

Х<?лг
л=0

функционал к,атор {Яег<0} ярим текисликда нотекис як,ин- 
лашади; V е>0 сон и  учун {К.е^>1+е} ярим текисликда те
кис якинлаш ади, {Яег>1} ярим текисликда эса нотекис 
якинлашади.

Куйидаги функционал к,аторларнинг як,инлашиш со^а- 
сини топинг:

/7=0
78. I 2пгп 82. I

/7=0
(-1)" 
1+п '

83. I
2"

л = +1

80. I
/7=1

г(г+л)
П 8 4 ’ л=о 1+г

81.
/7=1

г 1п /7
85. I

( 4 + г ) ( 4 + г 2 ) . . . ( 4 + г л )
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86. £ ^ " г- 87. £ ^ г'п". 88.
я =1) л=1

3 - § .  Д а р а ж а л и  ц а т о р л а р

Г. Д а р а ж а л и  к а т о р л а р н и н г  я к и н л а ш и ш  
р а д и у с  и \  а м д  а я ^ и н л а ш и ш  д о и р а с и .

Ф ункционал каторлар орасида уларнинг хусусий \о л и  
булган

оо
Ъ с X  = с0 + с |п с 2г! + . . . + с / + " ,  (3)
/1=0

?ь'м у м у ^ и й р о * __________________________
оо
£ с „ ( < ; - а ) ” = с 0 + с , ( г - а )  + с2( г - а ) 2+. . .  (4)
/1=0

+с„(г—а)л+ ...+ сД г—а)”+ ...

каторлар (бунда са, с ,, с2, сп, ... ,\амда а — комплекс  
сонлар) математика ва унинг татбикларида мухим роль  
уйнайди.

(3) ва (4) каторлар даражали цаторлар дейилади. 
Агар (4) каторда г—а=% дейилса, у \ол да  (4 ) катор 

4 узгарувчига нисбатан (3) куриниш даги каторга келади. 
Бинобарин, (3) куриниш даги каторларни урганиш  биз  
учун етарли булади.

Одатда, с0, с,, с,, ... сп, ... комплекс сонлар (3) дараж а
ли каторнинг коэффициентлари дейилади.

3 - т е о р е м а  ( А б е л ь  т е о р е м  а с и ) . Агар

оо
Х с„гл = с0 + с , г  + с2г2+...+с„г"+...
п=О

даражали катор г нинг г=г0 (г0* 0) кийматида якинлашувчи 
булса, у х,олда катор

{г е  С: I г1 <1 г01}

__Куйилаги ф ункционал каторларнинг текис якинлаш а-
диган тупламларини топинг.

доирада абсолю т якинлашувчи булади.

23 5



Агар X  Сп1 даражали к,атор г нинг %=г. к,ийматида узок,-
л=О

лашувчи булса, у холда катор

{ге С: I г !  > | г , | }

тупламда узоклашувчи булади.
Абель теоремасидан куринадики, (3) даражали катор 

учун шундай г сони (0</*<+°°) мавжуд буларканки, (3) 
катор {ге С: I г! </*} доирада якинлашувчи, унинг таш ка- 
рисида, яъни {да С :Ы  >г} тупламда узокдаш увчи булади. 
Бу г сон  (3) даражали каторнинг яцинлашиш радиусы,

и= {г^ С .\г\< г)
дойра эса унинг яцинлашиш сох,аси дейилади.

(3) даражали каторнинг якинлашиш  радиуси

П-**>
формула ( К о ш и - А д а м а р  формуласи) ёрдамида топ и - 
лади.

(3) даражали катор узининг якинлашиш  со \а си га  т е
ги шли булган ихтиёрий

{геС :1г1<р }, (р < г )

ёпик доирада текис якинлашувчи булади.
2° . Д а р а ж а л и  к а т о р л а р н и н г  х о с с а л а р и .  
Бирор

оо

Т с^ "  = с 0 + г| г + с2г2+ ...+сягп+... (6)
л=0

даражали катор берилган булиб,

и={1е С \ г \ < г )

унинг якинлаш иш  сохдси булсин. У холда
1) (6) каторнинг йигиндиси Б(д  функция и  да голо

морф функция булади.
2) (6) каторни и  да хадлаб дифф еренциаллаш  мум- 

кин:

236



3) (3) каторни хадлаб интеграллаш мумкин:
л

Í Х ^ "  dz= I
у \Л=0 /  Л=0

/ -------- :

к г л dz = X CJ  z"dz;

бунда, у — U та тегишли булган ихтиёрий силлик, чизик,.
8-м и с о л  . Ушбу

X Ая=1 «
даражали каторнинг якинлашиш  сохасини топинг.

Равшанки, даражали каторнинг якинлашиш  сохасини  
топиш  учун унинг якинлашиш радиусини топиш  лозим  
булади. Берилган каторнинг якинлашиш радиусини (5) 
формуладан ф ойдаланиб топамиз:

2
г = = — Ц =  =  lim п" = 1

!im̂ /jc„| limи-*«» П-»оо Y /I

I
lim nn = 1 .

V

Демак, даражали каторнинг якинлаш иш  сохаси

U ={zeC :\z\<\}

бирлик доирадан иборат экан. К.атор| z \ <1 сохада якинла- 
шувчи. Берилган катор соханинг чегараси Ы  =1 да хам 
якинлашувчидир.

9 - м и с о л .  Y.Z" каторнинг якинлашиш радиуси г =  1 га
л= 0

тенг. Катор! z I <1 да якинлашувчи булиб, чегара |z |=1 нинг  
Хар бир нуктасида узоклашувчидир.

г
10-м и с о л . ¿ j—  каторни карайлик. (5) формулага Kÿpa

П= 1
г —1 дир. Демак катор \z\<l сохада якинлаш увчи булади.

оо

Чегарада ётувчиz ~  1 нуктадакатор X ~z кУринишда булиб,
л=0 "

00 (“I)”у узоклаш увчидир. z —— 1 нуктаучун эса  X - Ле йб ниц
я = 0

катори хосил булиб, бу нуктада катор якинлашувчи була
ди. Демак, катор I d  =1  айлананинг баъзи нукталарида  
якинлашувчи, баъзи нукталарида эса  узоклаш увчидир.

23 7



11-м и с о л . Ушбу

£ [ 2  + (-1  № "
п=0

даражали каторнинг якинлашиш  со.\асини топинг.
(5) формул адан  ф айдаланио берилган даражали катор

нинг якинлашиш радиусини топамиз:

г = 1 = 1 _  I _  i
limçficj ÍhñV|2+ (-l)T  Hm|2+(-l)"| 3Я-»« /7-»~ 1

Д емак, каторнинг якинлаш иш  сох,аси 

U = |г  e c :¡z  |<

доирадан иборат.
12-м и с о  л . Ушбу

X  (sin in)z"
п=О

даражали каторнинг якинлаш иш  со.\асини топинг. 
Берилган каторнинг п — коэф ф ициенти

cn—%\nin 
ни куйидагича ёзиб оламиз:

сп = ып т = 2 .

Унда

№

булиб^

\е я-е"1 = еЛГ 1 -  JL
,2/7? ( ■ - ;

1 - 4 -

булади. Д емак, берилган даражали каторнинг якинлаш иш
5, якинлашиш  с о \

U = {z е  С :|г  |< 4}

радиуси /• = £ булиб, якинлашиш  со \аси  эса

булади.
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даражали кдторнинг йдаиндисини топинг.
Берилган цаторнинг яцинлашиш радиуси г =  1 булиб, 

якинлашиш сохаси

и={ге С: Ы  <1}

бирлик доирадан иборат булади. Бу кдгорнинг йигиндисини  
5 ( г )  дейлик:

5 ( г ) = £ ^ -„ 2п+1'п=О

Кдторни и  да, яъни г е £ /  деб  хадлаб ди ф ф ер ен ц и ал - 
лаймиз:

5 '(г) =

Демак,

/ оо ч
_2л+1

1
_2л+1 Л*

X
ч л = о

2 л + 1
л = 0 , - 0 Ь гл = ъ и 1г=-тЬг-

п=о л=о

Кейинги тенгликнинг \а р  икки том онини интеграллаб, 
топамиз:

Равшанки, 5 (0 )= 0 . Унда с = 0  булади. Д емак, берилган  
цаторнинг йигиндиси

булар экан.
3°. Ф у н к ц и я л а р н и  д а р а ж а л и  ц а т о р л а р г а  

ё й и ш . Функцияларни даражали цаторларга ёйиш  к,атор- 
лар назариясидаги мухим масалалардан х,исобланади. Бу 
масала куйидаги теорема ёрдамида хал этилади.
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4-т е о р е м а . Агар/ ( г )  функция DczC сохада голоморф 
булса, у холда D сохадаги ихтиёрий

U = {z sC :  I z-a I <r) (  V aeD)

доирада (UczD) уни даражали каторга ёйиш мумкин:

формулалар ёрдамида хисоблаиадилар.
Одатда, (7) к,атор/ (г) ф ункциянинг а нук,тадаги Т е й 

л о р  к,а т о  р и дейилади. 4-теоремада келтирилган (7) д а 
ражали кдторни Uда исталган марта хадлаб ди ф ф ер ен ц и -  
аллаш хамда интеграллаш мумкин. Улар натижасида хосил  
булган каторлар сохага тегишли булган ихтиёрий ёпик  
доирада текис як,инлашувчи булади. Амалиётда купчилик  
масалаларни хал к^шишда элементар функциялар ёйил- 
маларидан фойдаланилади:

т = т с л - а г . (7)

Бу ерда сп коэффициентлар

f< ' 
Сп= —

(л  = 0, 1, 2, . . . )
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8) 1п(1 + г ) = у ;, ( - 1 Г 1^ ,  к  1< 1-
/7 = 1

14-м и с о л  . Ушбу

/( г ) = г е - г

ф ункцияни а= 1 нуктада Тейлор каторига ёйинг.
' Аввало берилган функцияни

/ ( г )  = [1 + (г  -  1)] ■ е~(г-,)_| = [1 + (г  -  1)] е-' •

куриниш ида ёзиб оламиз. Сунг 2) муносабатдан ф ойда- 
ланиб

е -,*ч> = £ (_ ,  Г (^1Ц
/7=0

булиш ини топамиз. Натижада

т  = * г г = [1 + и  -  1)]е-' £ ( -1 )"  =
/7=0

= в-' + £ ^ ( - 1 Г 1е - , ( г - 1 ) я
/7=2

булади.
15-м и с о л .  Ушбу

/ ( г ) = з т 2г

функцияни а= 0 нук,та атрофида Тейлор кдторига ёйинг. 
Равшанки,

51п21 = 1~с°!;2г =  ̂ 1  сое 2г  

Энди 4) муносабатдан фойдаланиб

/7=0 4 У /7=0

= 1 - 2 У  1- 1)” 2^1 т2"
<2")!
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/ ( г ) = 5т ! г = Х ( - 1 г £ 1 г 2л
п=I ' ''

булади. Бу беридган ф ункциянинг а = 0  нуктадаги Тейлор  
Ка гор ид ир.

16-м и с о л  . Ушбу

функцияни а=О нукта атрофида Тейлор каторига ёйинг  
ва унинг якинлаш иш  радиусини гопинг.

Берилган ф ункция С \{-1 }  тупламда голоморф  булади. 
Кдралаётган ф ункцияни

булишини топамиз. Натижада

куринишида ёзи б  оламиз, бунда

__1_
(г+1)= тт А ?

булади. Равшанки,

Р-)'(1+г)2 М+г/  

1)— тенгликдан фойдаланиб топамиз:

Ун да

К - 1  Г-тГ

=  - 1 [ ( - 1 Г  ■«"]' = - К - 1 ) * - я г '
л=0 л=1

булади. Натижада берилган функция учун

/ и )  = —г2 X  (—1)"яг"-1 =  £ ( - 1 Г '« г "
П- 1 И=1
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ёйилмага келамиз. Кейинги даражали к,атор {I гI < 1} да як,ин- 
лашади, {| г\ > 1} да эса узокдашади. Демак, кдторнинг як,ин- 
лашиш радиуси г = 1 булади.

4°.Д а р а ж а л и  к , а т о р л  а р  н и н г б а ъ з и  т а т б и к , -  
л а р  и .

1) Ф араз кцлайлик, Д г) функция бирор ае С  нукта- 
нинг атрофида голоморф булсин. Агар

/(а)=О

булса, а сон и  /(г) функциянинг ноли дейилади. Агар

/ ( а ) = / ' ( а ) = / 'Ч а ) = . . .= /<л" (а )= 0, /<"’(а)*О

булса, а сони / (г )  функциянинг п — тартибли ёки л 
карраш ноли дейилади. Хусусан, п =  1 да а оддий ноль д ей и 
лади.

Агар / (г )  функция г=°° да голоморф булиб,

/(™ )==0 ---------------------  •

булса, °° нуцта функция ноли дейилади. Ф ункциянинг бун- 
дай нолининг тартиби

« < ; > - / ( { )

ф ункциянинг г = 0  нук,тадаги ноли тартиби билан аникда- 
нади.

17-м и с о  л . Агар /(г) ф ункция ае Снук,танинг атрофи
да голоморф булиб, а сон  функциянинг к — тартибли ноли
булса,

Л г ) = ( г  — а)*Ф(г)

булиши курсатилсин, бунда ф(г) функция а нук,та атро
фида голоморф ва ф (а)*0.

Бу масалани х,ал цилишда / ( г )  ф ункциянинг Тейлор  
к,аторига ёйилмаси

/ ( г ) = 1  (8)
л=0

дан фойдаланамиз.
М одомики, а сони Д г) ф ункциянинг к — тартибли ноли  

экан, унда

Л я ) = Л я ) = / " ( я ) = . . . = / < ( о ) = 0 ,  /  <**(я)*0
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булиб, (8) тенглик уш бу

т  -  и - а У + (г -  о)**' +■ •

уЧ*>(в) /<*+•>(„), .

Т ^  + (¿ + 1)! и  й^ -"

куринишга келади. К ейинги тенгликда

^к (̂а\ ^ к+̂ (а)
Ф(г) = ¿ т ~  + (¿+1)! ( г - а ) + . . .  

деб  белгиласак, унда ф (г)е О {д}, ф (а)*0  булиб, 

/ ( 1 )= и -а )к ф (г)

булади.
1 8 - м и с о л .  Агар /(г )  функция а е С  нуктанинг атро- 

фида голоморф  булиб, уш бу

/(* )= (£  — а)*ф(г)

куринишга эга булса, у х,олда а с о н / ( г )  ф ункциянинг к — 
тартибли ноли булиш ини курсатинг, бунда ф(г) ф ункция  
а нуктанинг атрофида голом орф  ва ф(<з)*0.

Равшанки, / ( а ) = 0. / ( г )  ф ункциянинг \о си л а л а р и н и  
олиб, уларнинг а нуктадаги к,ийматларини топамиз:

/ '(г )= М г  — а)*_ |-ф (г)+(г — а )Ч р '(г ) ,/'(а )= 0; 
/"(т)=к(к — 1)(г — а)*-2-ф(г)+(г — а)к~1-к(р'(г)+

+к(1 — а)* -  ‘-ф'(г)+(г —а)*-ф"(г), /" ( а ) = 0

Шу йул билан / (*_1)(а )= 0  ва айни пайгда/ {к)(а)Ф0 булиш и  
курсатилади. Бу эса  а сон и  / ( г )  ф ункциянинг ^-тартибли  
ноли эканини билдиради.

19-м и с о л  . Ушбу

Д г ) = г 2( ^  - 1 )

функция учун о = 0  нукта нечанчи тартибли ноль булади?
Маълумки, е  ̂ ф унк ц ия ни н г Т ейлор кдторига ёй ил - 

маси
2 , _ 4  6

= 1  + г2 + ^ 4 + . . .

булади. Ш уни эътиборга олиб топамиз:
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= ^4^ + ¿  + ^ -+ .. .j  = z4 ф(г),

бунда

Ф(г) = 1 + у , + - |т + —

Равш анки, ф (г  ) е О ) 0 } ,  ф (0 )= 1 * 0 . Демак, а= 0 сон б е -  
рилган ф ункциянинг 4-тартибли ноли булар экан .

20-м  и с о л . Агар а нук,та J{z) ф ункциянинг п — тар- 
тибли, g(z) функциянинг т — тартибли ноли булса, а 
нуктаД г) &(г) ф ункциянинг нечанчи тартибли ноли була- 
ди?

а нук,та f{z) ф ункциянинг п — тартибли ноли. Д емак, 

A z)H z — с)" ф(г), ф(г)е 0{а}, ф(а)*0; 

а нук,та g(z) ф ункциянинг т — тартибли ноли. Д ем ак, 

g(z)=(z — a)”y(z), \\f(z)e 0{а}, у (а )* 0.

Унда

Az)g(z)=(z — a)y(z)-(z — a)m\Az)=(z — о)"+т-ф(г)у(г)

булиб, ф(г) ф(^)е 0{а}, ф (а )\|/(а )*0  булади. Бу эса  а нук,- 
тани f(z)-g(z) функциянинг п+т — тартибли ноли були- 
ш ини билдиради.

21-м и с о л . Ушбу

f(z ) = ¿ £
Z

функциянинг нолларини аникданг ва уларнинг тартиби- 
ни топинг.

Равшанки, бу функция

0 = 3 / ,  а2= —3/, а=оо

нук,таларда нолга айланади ва

/ ' ( 3 i> 0 ;  / ' ( - 3 0 * 0

булганлиги сабабли 3/ ва —3/ сонлар берилган ф унк ц ия
нинг оддий ноллари булади.

Энди функциянинг а3=оо нолининг тартибини аник,- 
лаймиз. Равшанки,

/ U )  = Г (е г2̂ Т )= : Г^1 + £2 + 2Т + зТ+- - - l )  =
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функциянинг г= 0  даги нолининг тартиби, 2 га тенг. 
Демак,

ноли булади.
Айтайлик, Д г )  функция 1/={ге С:I г—а  О }  доирада го

ломорф булиб,

М  = тш.\/(г)\

булсин. У х ол даД г) функциянинг а нук,та атрофида Тейлор 
цатори

Яг) = Х с„(г -  а)"
П~ О

коэффициентлари учун ушбу

|ся| < ^ ( п  =  0, 1 , 2 , . . . )  (9)

тенгсизлик уринли булади. Бу тенгсизликлар Коши тенгсиз- 
лиги дейилади.

22-м  и с о л . Агар Лг) функция С да голоморф  булиб,

1Л г) < М \ 1 \ "

(п>О бутун сон ) тенгсизлик бажарилса, у \о л д а  /(г) нинг 
даражаси т дан юк,ори булмаган куп\ад булиш ини исбот-  
ланг.

/(г ) функция С  да  голоморф булганлиги сабабли  

/< г )  = £ с лг"
п—0

тенглик уринли булади.
Энди ихтиёрий р >0 сонни олиб, уш бу

Ур= { г е  С:| г\ =р  } 

айланани ^араймиз. Шартга кура у айланада



И  < М 21 = _Л_ (п = 1, 2, 3, ...)I "I р" рЯ-т 4 5 5 5 /

Кейинги тенгсизликдан ихтиёрий п>т учун р да
с =0п

булиши келиб чик,ади. Демак,

Л г)= с0+ с ,г + с2г2+ . + ст г ’.

Бу теоремадан хусусий х,ол т—0 учун Лиувилл теоремаси 
келиб чикдди. А г а р / ( г )  функцияси бутун текисликда голо
морф булиб, 1/(г)1 булса, у узгармас функциядир: 
/  (г)=соп$1.

МИСОЛ ВА МАСАЛАЛАР

Куйидаги даражали к,аторларнинг я^инлаш иш радиус- 
лари ва я^инлашиш со^аларини то п и н г:

булади. К ош и тенгсизлигидан ф ойдаланиб топамиз:

89. Х ^ г " -
п=()

*!(*)•
91

/1=1

93. £(со8/я)г".
/7=0

94. £ ( 1  + 0 лг я.

95. а —ихтиёрий
/7=1

^ак^икий сон.

96. Х - ^ г -„=1 $1П Л

97. Х ( я + /) г л.
/7=0

* •  . К * ) "

99. £ ^ л-
/7=1

100.
л=0 (”')

101. X
/7=0

102. Х г" 1
/7=0
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103. ¿[3  + (-l)"l Zn. 117. £[1п(и+2)]*г".
л=01 J *=»

104. £ 4 .  118. £ t¿ .  «>°-
n '  л=0 (И!)

105. £  nnz" ■ 119. £ §$*"•
л= I л=1

(foi)! г”
Й 2 Л"106. X  • 120. X  п!(я+1)! ... (/j+jfc-1)!'

107. £ 4 1 2 1 . л=0л=1 И

108. 1 2 игп!. 122. I« !e  " а> I-
л = 0  л = 0

109. 1 ® -  «а  1 ^ г’-

110 .1 " ^ ' m 1 ^ '

111. £ (и  + а "к п. 125. £ >
л=0 я=0 ¿

00 00 7П
112. I г 2 126. 1 ^ " г л

л = 0  л = |

113. 1 ( 1  + / Т г л!. 127. 1 ' лгл.
л=0 п=0

114. £(2г)л!- 128. ¿ (s in fjz" .
п~0

j J i î M L .  ш  Х  с о з - ^  Л
л=о[з+(_1)»4 л- ‘ч

, , £ V а(а-1)-(а-л+1)у  . -  „ у  ___¿ ___
116 h  à s h - d +ш)-
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Агар Х с„2" даражали к,аторнинг якинлашиш радиуси
п=О

R (0 < R < ° ° )  булса, у \олда куйидаги каторларнинг я^инла- 
шиш радиусларини (/?,) топинг:

131. £ ( 2 " - 1  ) c nz n- 138. £ т п м  f  ■
п=0 п=О |с л|

132. £ « Ч Л  (*  =  1, 2, . . . ) .  139 . £ n c „ ( z - I)".
/1=0 /1=0

133. I
n= 0 •

140. I
n=0

134. £ « "  c„ г".
/7=1

135I. £  с* Л  (* = 1, 2, ...).
я=0

2 + (~ 1)"

141. Í n ncn( z + i ) "
/7=1

142.

с г"./7

143. £ с в2(г + 2 / ) \
/7=0

136. £  ( l  + г ? )  C n  Z "•
/7=0

137. £с „г"\ (Л = 1, 2, . . .) .  144. £ с 2иг2л.
/7=0 /7=0

оо оо

Агар £ anZ" ва даражали «.аторларнинг яцинла-
/7=0 /7=0

шиш радиуслари мос равишда г, ва г2 булса, у \олда куй- 
идаги к,аторларнинг як,инлашиш радиусларини (R) то
пинг:

145. £ k + W -  146. £ а Л г " -  147. £ ^ г " .
п=0 п=0 я = 0  "

Куйидаги даражали к^аторларнинг йигиндиларини 
пинг:

148. £ nz"  (I z\  < 1 ). 149. £ ^ ( k l < l ) .
/7=1 /7=1

Т О 

П-1

150. £(-iг +Ч  (Ui<i).
/7=1
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151. Х И Г Й -  159.< + i^ 2 + ^ 3+-

Куйидаги к,аторларни як,инлашиш со.\асининг чегара-
сида як,инлашувчиликка текширинг:

/1=0

152. 160. X - Ç .п пып/7=1 п /1=1

153. £ ■ £ • 161. I
л =1 я = 2 « - 1 п 2 л

154- I ' Т 5Г - (л!)2

155. 2 ^ - .  163.
/1=1 /7=1 х 7

00 рп °° /_1 \/7 -j
156. X ^ ~ (Р  -  натурал сон). 164. Х ^ г * -

л=1 л=2

°° ! Il" i i “  JUr -
157. 165. 1 ^ " .

/7=2

оо j  <*, л_Я!_

158. X V- 166.
л=1 Я >/л

167. Айтайлик, барча сл(«=0, 1, 2, ...)лар мусбат булиб,
с0>с >с2> ... ва lim гя = 0  булсин. У холла

/?—)«>

оо

X V "
/7=0

даражали к,аторнинг {I z  \ = 1} айлананинг фак,атг=1 нук,та- 
сидагина узокдашувчи булиши мумкин эканлигини, бош- 
к,а барча нук^аларида эса як,инлашувчи эканлигини ис- 
ботланг.

168. Куйидаги тасдик,нинг Уринли эканлигини исбот- 
ланг (Абельнинг иккинчи теоремаси):

оо

агар  X сп цатор яцинлашса, у  х,олда уш бу
л=0
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П т X  спг" = £  с„ (0 < г < 1)
г ~>1 я=0 л=0

т е н гл и к  у р и н л и  булади .
1 6 9 .  А б е л ь н и н г  и к к и н ч и  т е о р е м а с и га  т е с к а р и  т е о р е м а -  

н и н г  у р и н л и  э м а с л и г и н и  и с б о т л а н г , я ъ н и  ш у н д а й  у з о к -
оо

лашувчи X  сп к.атор топингки, унинг учун Пт X  с/ п мав‘
«=0 '■-^1 Я=0

жуд булсин.
Абельнинг иккинчи теоремаси ва 148— 150-мисоллар- 

нинг ечимларидан фойдаланиб ушбу тенгликларни исбот
ланг:

170. X  £о^кр _  _ 1п 251п ^ ; 0 < |ф |<  тс.
п-\

1 7 1 . х 1— ,£ ; |11)"  = 2 1пК 8 т1; и < М  ^ л -л=0

у  МПЛф =  « - £  о  <  Ф  <  2 л .
л 2/1=1

у  5 Ш (2 Л + Г )ф  =  ^  0 < ф < ТС. 
1 / л  ^  2 л + 1  4  

/1=0

174 ¿ ( - 1 ) ' н~| со^  = 1п |'2со5^Л  - л < ф < л .
/7=1 '■ '

175. ¿ ( - 1 Г ‘ ^  = ? ;  - т с < ф < я .
п-\

1 7 6 .  Куйидаги тасдикдарни исботланг:
ОС СО ^

1) агар Х ая кдтор як,инлашса, у \олда Х т ^ т  катор
п=\ /7=1 1 %

{да С:|  ̂*1} тупламнинг хамма ерида як^инлашади;
°° °° а г"

2) агар X е/. катор узоклашеа, у холда Х г ^  функци
ям я=1 |_ г

оо

о н а л  к д то р  X  а Х  д а р а ж а л и  к д т о р н и н г  я к ;и н л а ш и ш  СО^а-
лИ

сида як,инлашиб, унинг таш^арисида узокдашади.
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177. £  — \  п функционал каторнинг
Л=0( 1+ Г )

{к! > о, |аг&г| < | }

ёттикгсохада а^сошотяТЩШ~ашувчи,~лёкин текис як,инла- 
шувчи эмаслигини курсатинг.

И з о \ . Б у  мисол шуни курсатадики, функционал 
каторнинг хатто ёник, со,\ада абсолют як,инлашувчи экан- 
лигидан хам унинг шу сохада текис як,инлашиши келиб 
чикмайди.

178. X 2'Д каторнинг 177-мисолдаги сохада текис
п=о (1+г )

ва абсолют як,инлашувчи эканлиги ва абсолют текис як,ин- 
лашувчи эмаслигини (яъни, абсолют кийматларидан ту- 
зилган к,атор текис як,инлашмаслигини исботланг.)

/ п)(0 )  ни тугридан-тутри хисоблаш ёрдамида куйидаги 
формулаларнинг у  С  учун уринли эканлигини исбот
ланг:

179. е к  = го)",го е С  — ихтиёрий тайин-
л=О п

ланган нукта.

180.

181.

182.5таг=  1 ( - 1Г ^ г м .

183. сом г=  ¿ < -1 У - ¿ у  г 1".

Куйидаги мисолларда берилган функцияни 1 ~ а  
нук,танинг атрофида Тейлор к,аторига ёйинг ва каторнинг 
як,инлашиш радиуси /? ни топинг.
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184. f ( z )  = t Í - ,  a = 0. 190. f ( z )  =  c o s2z, a  =  к.

185. f ( z )  = ^ ~ ,  a = l .  m . f ( z )  = ~ f ~ , a  = i.
J - Z  Z + 4

186. f ( z )  =  J ~ ,  a = oo. 192. f ( z )  = ~ г ~ , a  = 2.
j - z  z  + 4

z  ¿2
187. / (г) = e l\  a _  o. 193. / (« )  = M  d£, a  = 0.

188. / ( г )  = A ,  o = 2. 194. / ( г )  = j£rfn£3d£, о = 0.
о

189. f ( z )  = c o s2 ^ , o = l.

195. Куп кийматли f ( z )  = лl z  + i  функциянинг C i  = ^  

шартни к,аноатлантирувчи бир кийматли тармо™; а=0.

196. / ( О  = ? J z , l í - 8 =  - 2 ; о =

197. f ( z )  = ln z; lnl = 2 л/; a = 2.

198. / ( z )  = lnz; 0 = 1.

199. / ( г )  = (1 -  г)ег; o = 0.

200. /(г) = sin2z -  2sinz; a = 0.
201. f ( z )  = ch2z; o = 0.
202. f ( z )  = (b + z)a (ba = e a]nh У, a = 0.

203. /(г) = * °); a = °-

204. Л г ) = - 2- ,Z a = 0-г -4г+13

205. Д г )  = ln p f  ; fl = 0-

206./(г )  ■ Aretgz, ArcrtgO = 0; о = 0.
207. f ( z )  = Arcshz, ArcshO = 0; a =  0.
208. f ( z)  = щ(г2 -  3z + 2); a = 0.

209. Л г )  = 1^ М ;  o = 0.
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210. f U )  = ^ ;  a = l.

211. f ( z ) =  2 z ; o = l.г -2г+5

212 . f ( z )  = ^ ,  Щ  = a  = 1 .

213. / ( ^ )  =  s i n ( 2 ^ - z 2); o  = l.

214. Д г )  -  ( j+z3j2 > =  0-

215. f ( z )  =  — lT T ; «  =  0-
U _£ ;

216. / < ? ) = ,  16чз ; fl = 0 -(1-г )
К у й и д аги  м и с о л л а р д а  z = a  н у к т а н и н г  а т р о ф и д а  г о л о 

м о р ф  б у л г а н Д г )  ф у н к ц и я  у ч у н  б е р и л га н  ё й и л м а д а н  ф о й -  
д а л а н и б  f ,k)(a)  н и  т о п и н г  ва  б е р и л га н  к д г о р н и н г  як ,и н л а - 
ш и ш  р а д и у с и н и  а н и к д а н г .

217. f ( z ) =  i M h j n l ( z - i ) " ;  к = 1, 5.

218. f ( z ) =  +  *  = 0 , 1, 5.

219. Л - - '  f  ^ 2 ^ 5 ( г  +  1 Г ; k  = l ,  3. 
1 +з\

220. Л г ) =  1  ■ 0, 10

К уй и д аги  м исоллардаУ (г) ф у н к ц и я н и н г  г=0  нук;та а т р о - 
ф и д аги  Т ей лор  к,аторига ё й и л м а с и н и н г  б и р и н ч и  туртта \а д и -  
ни  т о п и н г  ва к ,аторнинг як^инлаш иш  р ад и у си н и  ан и к д а н г .

221 . f { z ) ~  e~xosz. 
222. f ( z )  = V sinz+T ; VT = 1.

223 . f { z )  =  e-’ln (l+ z )
2 2 4 . f ( z )  =  ф у н к ц и я н и н г  ( г + /) н и н г  д а р а ж а л а р и

б у й и ч а  Т е й л о р  к д то р и га  ё й и л м а с и н и н г  б и р и н ч и  у ч т а  \ а д и -  
н и  т о п и н г  ва к а т о р н и н г  я к ,и н л а ш и ш  р а д и у с и н и  а н и к д а н г .
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К уй  и д а  ги м и с о л л а р д а Д г )  ф у н к ц и я н и н г  ¿= 0  нук,та атр о - 
ф и д а г и  Т е й л о р  к д т о р и га  ё й и л м а с и н и н г  б и р и н ч и  _бещта_ 
\а д и н и  т о п и н г  ва к ,ато р н и н г  як ,и н л а ш и ш  р а д и у с и н и  аник,- 
л ан г :

225 ./U ) = е«*“. 228./(г) = е*2.
226. f ( z )  = л/co sг; -Л = 1. 229./(^)=еЧп(1+г).
227./(^) =  (l+ z):= e dn(|+d.
К у й и д аги  м и с о л л а р д а

рчг _  у  а У
п " ! '/7=0

ё й и л м а д а н  ф о й д а л а н и б , у ш б у  т е н г л и к л а р н и  и с б о т л а н г : 

230. e o s4 i =

-231:  |  (иг ■ о ' 7 i 2coag) -  £

_Z

e z + 2е  2 eos =  1
я= 0

,3n

(Зи)Г

К у й и д а г и  м и с о л л а р д а  {I z  \ <1} б и р л и к  д о и р а д а  У ринли  
б у л ган

*  /7=0

ё й и л м а д а н  ф о й д а л а н и б , у ш б у  т е н г л и к л а р н и  и с б о т л а н г :

233- о ^ ' 1 (л + 1)г'; W ' 1)'

234. -Лг = £ + П(и + 2к" (И < !)•(1+г) п=о v ' '

236. т Ч  = х д а - “ *  (Ы < |4 о * о).
г +а п=о V I I I  /

2 3 7 . ^  = J >  +  l ) < - i r z ’- ( H < l ) .

255



239. -  £ й ± 1 Ж ± Ы ± Е )г- („  ,  1, 2 ,  . . . ) .

К у й и д а ги  м и с о л л а р д а г и  р а ц и о н а л  ф у н к ц и я л а р н и  г=0  

н у к та  а т р о ф и д а  Т е й л о р  к д то р и га  ё й и н г .

24« - / М ' В Ь '

241. /< г )=  12г.~5 < - 244. / ( г )  = —г ~•г - 5 г + 6  • ( ^ + 1)( г _1)

242. Л г) = ~ 2 т^Г2 ~ • 245. Л  г) = 2 1  2 - •
(г  + 1 )(г  - 4 )  (г  - 1 )  (г  + 4 )

Б а ъ зи  б и р  л о л л а р д а  у н и н г  с у р а т  в а  м а х р а ж и н и  м о е  
к у п ай ту в ч и га  к у п а й т и р и ш  ёр д а м и д а  с о д д а л а ш т и р и ш  м у м - 
к и н .

246. * ) ■  1 ^ 7 -  24*. т

247 ' / < г ) * ^ т 5 Ь '

К у р с а т к и ч л и  в а  т р и г о н о м е т р и к  ф у н к ц и я л а р н и н г  к о м -  
б и н а ц и я с и д а н  и б о р а т  б у л га н  ф у н к ц и я н и  Т е й л о р  к д т о р и г а  
ё й и ш д а  ф у н к ц и я н и  ф ак,ат к у р с а т к и ч л и  ф у н к ц и я л а р н и н г  
к о м б и н а ц и я с и  ш а к л и д а  т а с в и р л а б  о л и ш  я х ш и  н а т и ж а  б е -  
ради .

250. Дг) =  соз3̂ . 253. Дг) = е'-втг.
251. Д.?) — в т ^ с о в ^ . 254. Дг) = сЬ^-созг.
252. Дг) =  со52г+сЬ2г.
К у й и д аги  ( 1 + г ) “ ф у н к ц и я н и н г  Т е й л о р  к ,ато р и га  ё й и л -  

м а с и д а н  ф о й д а л а н и б , у ш б у  т е н г л и к л а р н и  и с б о т л а н г :

2 5 6 . У Г Г 7 . , - | ы г ? а ^ г - ( |г |< 1 ) .
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258. a r c s in  = | Ä l _ g |  (|z| < l).

Куйидаги мисоллардаги тенгликларни исботланг.

Куйидаги мисолларда Дг) функциянинг z=0 нукта ат- 
рофидаги Тейлор кдторига ёйилмасининг биринчи учта 
нолдан фаркди \адини топинг.

К у р с а т м а .  Номаълум коэффициентларусулиданфой- 
даланинг.

муносабатни каноатлантиришини исботланг. сп коэффи- 
циентларни ва кдгорнинг як,инлашиш радиусини топинг.

263. A z )  - |n(f+z) •

264. Л г) =  tgz.

266.

265. A z )  = — - 268. f (z)z_
268. A z )  =  e*™.arctgz '

269. Ушбу
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Э с л а т м а .  сп сонларга Фибоначчи сонлари деб ата- 
лади.

Куйидаги мисолларда z =  0 нук,танинг бирор атрофида 
голоморф булган ва берилган тенглама \амда шартларни 
к,аноатлантирувчи/(г) функцияни z=  0 нук,тада Тейлор к,а- 
торига ёйинг:

2 7 (Ш г )= Ж У М = Г
271. ( 1 + ^ ) = 1 ;Л0)=0.
272. f" (z )+ zA z )= 0 ;  / ‘(0) = 1 , У1(0)=0.
273. /" (г )+ а 2Лг)=0; /Ч0).=0, /> (0 )= 1.
274. (1 - z 2)f" (z )—z f " ( z ) = 0 ' , f l( 0 )= 0 ,/'(0 )= 1 .
2 7 5 . n z ) +  i m + Ä z ) = o - , m = 1 , / Ч 0) = 0.

276. (1 —z2)f" (z )—5 z f l(z )—4 fiz)= 0 ; f i0 )=  1, / ‘(0)=0.
277 =  T Sinf  Ф у н к ц и я н и н г
L U ‘ V 1-г2

(1—z 2)/Чг)—^(г)=1; / ( 0)= 0,
дифференциал тенгламани к;аноатлантиришидан фойда- 
ланиб,

arcsin? — \^ ( ] \п (2л)!! „2л+1 
y fT z2 h  } 

т е п г л и к п к н г  у р и н л и  э к а н л и г и н и  и сб о тл а н г .

* * *

Г о л о м о р ф  ф у н к ц и я н и н г  н о л л а р и
Куйидаги мисолларда берилган ß z )  функциянинг z= a  

нукгадаги нолининг тартибини аникданг:
278. ,/fc)=siiu+3sm2z; а= к к , к =  0, ±1, ±2, ...
279. f ( z )  = sin(z -  l)cos3 ~ z \  а = 1

280.Дг)=6 sin^+z3̂ —6); а = 0.
281 .A z ) = ^ mz— е*8.г; а = 0.
282.Лг)=2(сЬ^— 1)—z2', о=0.
283. f ( z )  = а -  к к ,  к  = ±1, ± 2 , . . .

2 8 4 .Д г)= д а п г  — г2; а=0.
285.Дг)=1п(1+г)— г + -у-; ö=0.

286. Л г )  = л/1 + г - 1 ;  VT = 1; о = 0.
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2 8 7 . / ( г ) = е 2г— е5'"2*; а = 0.
А гар  нук,та Д г )  ф у н к ц и я  учун  п  —  т а р т и б л и , 

ф у н к ц и я  у ч у н  т  —  т а р т и б л и  н о л ь  б у л са , у \ о л д а г = а  н у кта  
к у й и д аги  ф у н к ц и я л а р  учун  к .андай  нук,та булади ?

2 8 8 . / ( г > + ^ .  290 ./> (г)-Ж г).

289. 2 9 1 . Л г ) ' ^ .

2 9 2 . с ^ Д ^ + с ^ г ) ;  с, ва с2л а р  у згар м ас  со н л а р .

К у й и д а г и  м и с о л л а р д а  Д г )  ф у н к ц и я н и н г  б а р ч а  н о л л а -  
р и н и  т о п и н г  в а  у л а р н и н г  т а р т и б и н и  а н и к д а н г .

2 9 3 .Л г )= г 2+ 9 . 310. / ( * )  =  ■

2 9 4 . — 1. 3 1 1 .Л г ) = ( е г— ег2)1п(1 — г).

295. Д г )  =  -у-^— • 3 1 2 .Д г )= гс о 5 2г.
^-+сскг

2 9 6 .Д г ) = ? + 4 1 2. " З Т З .Т Щ г Г« т № ? * - * *
2 9 7 . / г ) = д а п г .  3 1 4 .Д г ) - ( * + 1 ) Ч к .
2 9 8 .Д г ) = г 251пг. 3 1 5 . Л г )= (1  — ^ ) ( г 2—4 ) 3.
2 9 9 .Д г ) = 1 + с Ь г  3 1 6 . . / ( * ) = 1 - с о « .

300 . Д г ) = ( г 2+ л 2) (1 +<-*). 317. Л г )  =  (г2~ ^ ?и г .

3 0 М г ) = 1 + с о в д .  318. Д г )  =

3 0 2 .Л г ) = 1 - е = .  3 1 9 .Д г ) = ^ к .

303. Л г )  =  7 ^ - 7  • 3 2 0 .Д г)=5Ш 3г.

. 3 5ш г
I304./ ( г ) —(^ + 1 )38Кг. 321. Л г )  =

305. /  (г)=(<:+ я/)51и. 322.Дг)=5тг3.

306. Л  г) = “ • 323./(г)=соБ3г.

307. л  г) = . 324. Л г)= ( л/г —2)3.

308. Лг)=С08г3. 325. / ( г )  = (1 -  л/2^2со<*)2.

309. Л г )  =  — ^ - т
1 + г -е
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* * *

Я г о н а л и к  т е о р е м а с и

3 2 6 . К у й и д а ги  т а с д щ н и  и с б о т л а н г  (я г о н а л и к  т е о р е м а 
си): Aüm aiL iuK , f ( z )  ва g (z )  функциялар D c C  cocada  голо
м о р ф  булиб, к а м и д а  битта лимит нуцт ага эга  булган E c D  
т угыамда f ( z ) = g ( z )  булсин. У  холда барча z e D  лар учун  
/ ( г ) щ ( г )  булади.

Х ,а^ик,ий  а н а л и зд а г и  м аъ л у м  ф о р м у л а л а р  в а  я г о н а л и к  
т е о р е м а с и д а н  ф о й д а л а н и б ,  ^ й и д а г и  ф о р м у л а л а р н и н г  
к о м п л е к с  у з г а р у в ч и л а р н и н г  и х т и ё р и й  к ,и й м атл ар и  учун  
у р и н л и  э к а н л и г и н и  и с б о т л а н г :

3 2 7 . s in 2z + c o s 2£=T.
328 . ezi+z2=ezi-e*2,
329 . s in 2 ^ = 2 s in z  cos^.
3 30 . c h 2 z = c h 2? + sh 2e.
3 3 1 . sin  ( z l+ z ;!)= s in z ] c o s ^ + c o s ^ ,  sine ,.
3 32 . c h (z ,+ z2)= c h z x- c h ^ + s lu ,  sh¿2.
333. cos(zl+e2)=cosz1-cosz2—sinz.-sinz2.
334 . c o s z i+ co s^ 2= 2 c o s  ■ co s  .

335 . shz, + sh z 2= 2sh • c h  .

л.р~^
336. c o s z  =  т е н г л и к  е р д а м и д а  а н и к д а н г а н  c o s z

функция O X ук,ида cosa- функцияси билан устма-уст туша- 
диган ва комплекс текислик С  да голоморф булган ягона 
функция эканлигини исботланг.

iz _ - ' z
337. s in z  = — 27—  тен гл и к  ёрдам ида ан и к д ан ад и ган  s in j

ф у н к ц и я  О Х  укдца si их ф у н к ц и яси  б и л ан  устм а-уст туш адиган  
ва  С  да  гол о м о р ф  булган я го н а  ф у н к ц и я  бу л и ш и н и  курсатинг.

33 8 . е г = lim fl + т е н г л и к  ё р д а м и д а  а н и к д а н а д и г а н  ^Я-»о°\ П)

ф у н к ц и я  О Х ук,ида е х ф у н к ц и я с и  б и л а н  у с т м а -у с т  т у ш а д и 
ган  ва  С  д а  г о л о м о р ф  б у л ган  я г о н а  ф у н к ц и я  э к а н л и г и н и  
и сб о тл а н г .

339. f ( z )  =  s in  1  ф ун кц и я  О  нукдага интилувчи  чек си з куп

сон д аги  Zk = k  = 1, 2, . . . ,  нукдаларда 0 га ай л ан ад и , л е -

K vm fiz) Ф 0. Б у  ф а к т  я го н а л и к  тео р ем аси га  зи д  эм асм и ?
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340. f (z) = s i n  yJ- ф у н к ц и я  г=1 н уц тага  и н т и л у в ч и  ч е к -

с и з  к у п  с о н д а г и  н у к ,т а л а р д а  н о л г а  и н т и л а д и ,  л е к и н  
f{z)  £  co n s t. Б у  ф а к т  я г о н а л и к  т е о р е м а с и г а  зи д  э м а с м и ?

341. К о м п л е к с  т е к и с л и к  С  д а  г о л о м о р ф  ва у з га р м а с д а н  
ф арьуш  б у л га н  ф у н к ц и я  н о л л а р и н и н г  к е т м а -к е т л и г и  л и 
м и т  н у к д а га  э г а  б у л и ш и  м у м к и н м и ?

Z=0 н у к т а д а  г о л о м о р ф  б у л г а н  ва Z -  %(п  =  1, 2 , . . . )

н у к т а л а р д а  к у й и д а ги  м и с о л л а р д а г и  к и й м а т л а р н и  к аб ул  
К иладиган  J[z) ф у н к ц и я  м ав ж у д м и ?

342. 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, ... .
0 J- 0 J- 0 J- О - 1-  V ,  2 ’ ’ 4 ’ 5 6 ’ ’ ’ ’ ’ 2к 9 * * * *

i  i  1  i  1  j_  _ l
2 ’ 2 ’ 4 ’ 4 ’ 6 ’ 6 ’ •"* 2к ’ 2к ’

3 4 5 . 1 2 2  4 5 6 п
1> Г  4 1 V  Ь" Я + 1 "

Z=0 н у к т а д а  го л о м о р ф  б у л га н  в а  п =  1, 2 , ... л а р  учун  
к у й и д а г и  м и с о л л а р д а ги  ш а р т л а р н и  к а н о а т л а н т и р у в ч и Д г )  
ф у н к ц и я  м ав ж у д м и ?

3 4 6 . / f t )  =  / ( - « )  =  7 -  3 5 3 . / f t )  =  / ( -  9  =  2п_

347 . / f t )  =  / ( ~ 9  =  Л -  3 5 4 . / f t )  =  е~ п .

3 4 8 . / f t )  =  s m f . 3 5 5 . | / f t |  < е ~ п

3 4 9 .  / f t )  =  COS7TAJ. 3 5 6 . 2~" <  | / f t |  < 2
1- я

3 5 0 . / f t )  =  2лТТ • 3 5 7 . п  2 <  ¡ / f t |  < 2п  2 .

351. / ( ; ) ■ # ? .  358.

3 5 2 . =

2 •

2/2-КХБЛП ‘

К у й и д а ги  м и с о л л а р д а ги  а п(п = 2 , 3, ...)  л а р  учун  {I z \  <1} 

б и р л и к  д о и р а д а  г о л о м о р ф  б у л га н  в а  / f t )  =  ап ш а р т л а р н и

к а н о а т л а н т и р у в ч и  J[z)  ф у н к ц и я  м ав ж у д м и ?
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359. а  = ( — 1)". 

ш .
" п

361. ап = п^ - -

362. djk =  а2к+1 — 2к'> к  = . . .

{I z — ll < 2 } д о и р а д а  г о л о м о р ф  б у л га н  ва  к у й и д а г и  м и 
с о л л а р д а ги  ш а р т л а р н и  к а н о а т л а н т и р у в ч и  ( /1= 1 , 2 , 3 , ...)  
A z )  ф у н к ц и я  м ав ж у д  б у л с а , ш у  ф у н к ц и я н и  т о п и н г .

_ м з .  / ( ^ )  -  / ( ' t 1) = i , ___________________________________

365. / ( Л Ь - Л Й ) — ^ -

366. / ( *  ) = Н £
j  \n + U  п+1

367 . Ф а р а з  к и л а й л и к , A z )  ф у н к ц и я  D  с о \ а н и н г  ё п и г и  
D  д а  го л о м о р ф  б у л с и н . И х т и ё р и й  т а й и н л а н г а н  а  с о н и  учун

Az) =  а

т е н г л а м а н и н г  ч е к л и  с о н д а г и  е ч и м л а р и г и н а  D  сох,ада ё т и -  
ш и н и  и с б о т л а н г .

3 6 8 . А й т а й л и к , fiz) ва  g(z) ф у н к ц и я л а р  D  со х д а а  г о л о 
м о р ф  б у л и б , ш у с о \а д а  уш бу

F\z)  =P{Z, т )
д и ф ф е р е н ц и а л  т е н г л а м а н и  к а н о а т л а н т и р с и н . Б у  е р д а  P (z, 
w) —  уз у зг а р у в ч и л а р и га  н и с б а т а н  купхдд . А га р  б и р о р  z ^ e D  
н у к тад а  fiz<)=gi.z1)  т е н г л и к  б а ж а р и л с а , у х,олда D сохд да

Az) = g{z)
б у л и ш и н и  и с б о т л а н г .

369 . Ф а р а з  к и л а й л и к ,  fiz) в а  g(z) ф у н к ц и я л а р  D  сохд да 
г о л о м о р ф  б у л и б , ш у  со х д д а  уш б у

Fm)(z)=P{z, F, F ..., Fm l))

дифференциал тенгламани каноатлантирсин. Бу ерда Р  — 
уз узгарувчиларига нисбатан купхдд. Агар бирор z,.e D  учун

Az^)=g{zü), Р ^ ) = ё ( ^ ) ,  ..., / (т-1,(го)=«<'п'1)(г0)
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т е н г л и к л а р  б а ж а р и л с а ,  у * о л д а  /(г )= § (г )  б у л и ш и н и  и с б о т 
л ан г .

370. Л г ) = Л 2 г )  ф у н к ц и о н а л  т е н г л а м а г =0  нук ,тада го л о 
м о р ф  ва у з г а р м а с д а н  фарк^ли б у л ган  е ч и м га  э г а  б у л и ш и  
м у м к и н  э м а с л и г и н и  и с б о тл а н г .

371. А й т а й л и к , д а в р и й  /( г )  ф у н к ц и я  г= °° н у к т а н и  уз 
и ч и д а  с а к д о в ч и  б и р о р т а  И  со^ада го л о м о р ф  б у л с и н . У  \о л д а  
/)  д а / ^ ^ с о п э Г  э к а н л и г и н и  и сб о тл а н г .

К о ш и  т е н г с и з л и к л а р и  в а  м о д у л н и н г  
м а к с и м у м  п р и н ц и п и

А й т а й л и к , {I г \  <Щ  д о и р а д а  / г )  ф у н к ц и я  у ш б у

к,аторга ё й и л г а н  б у л с и н . К у й и д аги  т а с д и к д а р н и  и с б о т л а н г . 
4 7 2 , И х т и й п и й  К  Я  у ч у й

т е н г л и к  у р и н л и .
373. М а ъ л у м к и , К о ш и  т е н г с и з л и к л а р и г а  а с о с а н ,  а га р

т е н г с и з л и к л а р  у р и н л и  б у л ар  эд и . А гар  бу  К о ш и  т е н г с и з -

к у р и н и ш г а  э г а  б у л а д и .
К у р с а т м а .  3 7 2 -м и с о л д а ги  т е н гл и к д а н  к е л и б  ч и к д д и -

ган

Л г )  = 1 сяг ‘

т а х | Д г ) |  =  М(г)  (г  <  К)
| ф г  ' '

б у л с а , у \о л д а

¿ |с „ |> < [ Л / ( г )]2
/7=0

т е н г с и з л и к д а н  ф о й д а л а н и н г .
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3 7 4 . А га р  р б е р и л га н  к д г о р н и н г  я к ,и н л а ш и ш  р а д и у с и -  
д а н  к а т т а  б у л м а га н  и х т и ё р и й  с о н  б у л и б ,

М  = М  (р) = ш а х |/ ( г ) |
И = р  1 1

булса, у \о л д а  г =0  н у к тад ан  f ( z )  ф у н к ц и я н и н г  э н г  я к и н  
н б л и га ч а  б у л га н  м а с о ф а

рЫ
м  +|с„|

д а н  к и ч и к  э м а с .
К у р с а т м а .  {If i z ) — c \  <1 c j  } с о ^ а д а f ( z )  ф у н к ц и я  н о л га  

те н г  э м а с л и г и н и  к у р с а т и о , К о ш и  т е н г с и з л и к л а р и д а н  ф о й -  
д а л а н г а н  \о л д а  \ f [ z ) — с„|ни б а ^ о л а н г .

3 7 5 . f ( z )  = X  V ” ф у н к ц и я  {I i  <г) д а  г о л о м о р ф  б у л с и н .
п=О

У ш бу

ф ( г ) = Х ^
/1=0

к а т о р н и н г  б у ту н  к о м п л е к с  т е к и с л и к  С  д а  як^и н лаш увчи  ва  
у н и н г  й и г и н д и с и  учун  к у й и д аги

й  И
|ф(г)| < М е г ва  |ф ^; (г)| < Ц ; е г ( М  —  у зга р м а с )

т е н г с и а л и к л а р н и н г  у р и н л и  б у л и ш и н и  к у р с а т и н г .
376 . И х ти ё р и й

/>п(г)=с0+с1г+...+спг  ( с * 0, п> 1)
к у п \а д  \ е ч  б у л м а г а н д а  б и т т а  н о л г а  э г а  э к а н л и г и н и  и с б о т -  
л а н г  ( а л г е б р а н и н г  а с о с и й  т е о р е м а с и ) .

3 7 7 . К у й и д а г и  та сд и к ,н и  и с б о т л а н г : а га р  f ( z )  ф у н к ц и я  
D c C  сохд да  г о л о м о р ф  б у л и б , у н и н г  м о д у л и  1/1 б и р о р т а  
и ч к и  г„е D  нук ,тада (л о к а л )  м а к с и м у м г а  э р и ш с а ,  у х,олда 
/ ^ ) = c o n s t  б у л а д и  (м о д у л н и н г  м а к с и м у м  п р и н ц и п и ) .

3 7 8 . А г а р / г ) с 0 (D )r \C (D )  б у л с а , у \о л д а ] /1  м а к с и м у м г а  
ф ак,ат с о \ а н и н г  ч е га р а с и  Э й д а  э р и ш и ш и н и  и с б о т л а н г .

3 7 9 . А г а р / г ) е  O( D)  ва v  Z& D  у ч у н / г ) * 0  б у л с а , у х;олда
\ f i z)\  н и н г  D  с о \ а н и н г  и ч и д а  м и н и м у м г а  э р и ш и ш и  м у м - 
к и н  э м а с л и г и н и  и с б о т л а н г .
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38 0 . 379 - м и с о л д а г и Д г )*0  ш а р т  о л и б  т а ш л а н с а , у  \о л д а  
м и с о л д а ги  та с д и к , турри б улаД й м й ?

3 8 1 . А й т а й л и к , 7 (z ) ic o n s t  в а / ( г ) е  0 ( D )  б у л и б , {1Лг)1 =с} 
чизик, б и л а н  ч е г а р а л а н г а н  со * а  ва  ч и з и к н и н г  у зи  D  со ^ а д а  
т у л и к ё т с и н .  У  \о л д а  { |Л г )1 = с }  ч и з и ц б и л а н  ч е г а р а л а н г а н  
с о х д н и н г  и ч и д а Д г )  ф у н к ц и я н и н г  к а м и д а  б и т та  н о л и  ё т и -  
ш и н и  и с б о т л а н г .

38 2 . А га р  F \ z ) —  п —  т а р т и б л и  к у п \а д  б у л с а , {I Л г)1 =с} 
л е м н и с к а т а н и н г  п  та д а н  куп  б у л м а га н  б о гл а м л и  к о м п о -  
н е н т а л а р г а  а ж р а л и ш и  м у м к и н л и г и н и  и с б о т л а н г .

38 3 . К у й и д а г и  тасдик,ни  и с б о т л а н г : ага р  f [ z )  ф у н к ц и я  
U={\ ^  <1} д о и р а д а  го л о м о р ф  б у л и б , Д 0)= 0 Ва \ /  z& U  учун

|Дг)1 <1 б у л с а , у \о л д а  v  да U  учун

1/ г )1

т е н г с и з л и к  у р и н л и  б у л ад и . А гар  б и р о р т а г ^ О  в а г е  i /н у к -  
т а д а | / ( г )1 =1 z\  б у л с а , у \о л д а  U н и н г  х ам м а  е р и д а | / ( г И  ’ I - 
я ъ н и — х.акик.ий с о н )  б у л а д и  (Ш в а р ц  л е м м а с и ) .

3 8 4 . А гар f { z )  ф у н к ц и я  U={\ d  <1} д о и р а д а  г о л о м о р ф  
б у л и б , у  да  U у ч у н  ГДг)^ 1 в а Д а )= 0  (I а \ < 1) б у л са , у \о л д а

V да U  учун  уш б у

№ * \ Ш

т е н г с и з л и к н и н г  у р и н л и  б у л и ш и н и  и с б о т л а н г .
К у р с а т м а .  ф (z ) = ^ i f ( z )  ё р д а м ч и  ф у н к ц и я н и

К аранг.
385 . А га р Д г )е  0 ( D ) n C ( D )  e a f =  co n s t булиб ,|Д г)1  ai= c o n s t 

булса , у  \о л д а  J[z)  ф у н к ц и я н и н ^  О  с о \а д а  к а м и д а  б и т т а  
н о л га  э г а  б у л и ш и н и  и с б о т л а н г .

3 8 6 .  А й т а й л и к ,  / ( г ) е О ( Ы < / ? }  б у л и б ,  / ( 0 ) = 0  в а
V да (I z \  <R}  у ч у н  |Дг)1 < м б у л с и н . У  \о л д а

\ / Щ  *  f

б у л и ш и н и  ва бу т е н г с и з л и к

f ( z )  = M e *  %

б у л га н д а ги н а  т е н г л и к к а  а й л а н и ш и н и  и с б о т л а н г .
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387. Ф а р а з  к ,и лай ли к , /  (z) ф у н к ц и я  {U l <R}  д о и р а д а  
го л о м о р ф  б у л и б , у ш а  е р д а  | / ( г ) |< А / в а  f [ a ) = 0 (| <зI </?) 
бу л си н . У ,\о л д а  к у й и д аги

ва

т е н г с и з л и к л а р н и н г  у р и н л и  б у л и ш и н и  и с б о т л а н г .

388. f{z) ф у н к ц и я  { Rez < 4} й у л а к д а  г о л о м о р ф  ва

Л 0)=0 б у л и б , ш у й у л ак д а  I /U ) I <1 т е н г с и з л и к н и  к д н о а т -  
л а н т и р с и н . У  \о л д а  ш у  й у л а к д а

!Л г )1 < tg  г

т е н г с и з л и к н и н г  б а ж а р и л и ш и н и  и с б о тл а н г .
389. fyz) ф у н к ц и я  {Яег>0} я р и м  т е к и с л и к д а  г о л о м о р ф  

ва ч е га р а л а н г а н  б у л с и н . А гар  f i z )  ф у н к ц и я  ш у  я р и м  т е 
к и с л и к д а  ё т у в ч и  {г„}, к е т м а - к е т л и к  н у ^ т а л а р и д а

оо

н о л га  а й л а н с а ,  у \о л д а  ё к и Д г )=0 б у л и ш и н и , ё к и
п~ 1

К ато р н и н г  я к ,и н л а ш и ш и н и  и с б о т л а н г .
390. f i z )  ф у н к ц и я  {I z\ < R \  д о и р а д а  г о л о м о р ф  ва ч е г а 

р а л а н га н  б у л и б , ш у д о и р а д а  ёту вч и  {z } к е т м а -к е т л и к  н у к -  
та л а р и д а  н о л г а  а й л а н с и н . У  ^ о л д а  ¿ J { z )  = 0 б у л и ш и , ёк и

X ( Я ~ | г „ | )  к д г о р н и н гя к ,и н л а ш у в ч и  б у л и ш и н и  и с б о т л а н г .
/1=1

К у р с а т м а .  3 8 7 -м и с о л д а н  ф о й д а л а н и н г .
391. f i z )  ф у н к ц и я  D  сохд да  г о л о м о р ф  б у л и б ,

inf|/(z)| = ц > О
б у л си н . У \о л д а  ё ё к и  D  с о х д н и н г  х ар  б и р  и ч к и
н у к т а с и д а  |.Дг)| >Д б у л и ш и н и  и с б о т л а н г .

392. А йгайлик,/Х г)— л-тарги бли  купхдц ва M ( r )  = m a x j/)(^)|
|г|=г 1

б у л с и н . У х о л д а  0 < г ,< г, л а р  учун
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М(г\) > М(г2)
Л------------------ГГ

П г7
т е н г с и з л и к н и н г  у р и н л и  б у л и ш и н и  в а  б у  т е н г с и з л и к  
P (z)= a ?  б у л г а н д а г и н а  б и р о р т а  гр г2 ж у ф т л и к  у ч у н  т е н г-  
л и к к а  а й л а н и ш и н и  и сб о тл а н г .

393 . Ф а р а з  к и л а й л и к , f { z ) e  0 ( D ) n C ( D )  б у л и б , \ f iz)\  dD= 
= c o n s t  б у л с и н . А гар  D  д а f [ z )  Ф c o n s t б у л с а , у \о л д а  D с о \а -  
н и н г  к а м и д а  б и т та  н у к д аси д а  f i z )  ф у н к ц и я  н о л г а  т е н г  
б у л и ш и н и  и с б о т л а н г .

4 - § .  Л о р а н  к ;а т о р и

У ш бу

л- г  • --------- + с-(„-п ----------г +---+С-1 —
+  с -п  ( z - a f  <л 0 ( z - a f  г -в

- I I с2( у - а )7 1 ... I е ,( г  о )" '

и ф о д а  Л о р а н  к д т о р и  д е й и л а д и  ва

I  сяи ~ а У
П=-ос

к аб и  б е л г и л а н а д и . Б у н д а  . . . , с _ с (п1), . . . , с0, с,, ..., сп, ... к о м 
п л ек с  с о н л а р  Л о р а н  к д т о р и н и н г  к о э ф ф и ц и е н т л а р и ,  а  эса  
б и р о р  к о м п л е к с  со н .

Л о р а н  н а т о р и

¿ с „ и - а ) "  (Ю )
п=О

ва

I  с „ ( г - а ) п ( 1 1 )
/»=-1

к,аторлар й и г и н д и с и  с и ф а т и д а  и ф о д а л а н а д и . ( 10) к а т о р га  
Лоран цат орининг т угри щ ем и , (11) га э с а  бош щ ем и
д е й и л а д и .

( 10) д а р а ж а л и  к д т о р н и н г  я к ,и н л а ш и ш  р а д и у с и

lim n/jĉ j (12)
п —Ъ ооП—

ф о р м у л а  ё р д а м и д а  т о п и л и б , у н и н г  я ^ и н л а ш и ш  с о \а с и ,  
{ze С. 1 z— a ]  <R}  б у л а д и .
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Г = ^ ) Н  <13>
ф о р м у л а  ё р д а м и д а  т о п и л а д и  в а  у н и н г  я ц и н л а ш и ш  с о \а с и  

--------------------------------------- {ге  С : \ z - a p r ) ---------------------------------------

(11) каторнинг як,инлашиш радиуси

б у л ад и . Б е р и л г а н  Л о р а н  ц а т о р и н и н г  я к ,и н л а ш и ш  с о ^ а с и  

к е  С  | г —а  I </?} П {ге С  \ г - а  I > г}= {ге  С : г < \  г - а  I <Щ

т у п л а м д а н  и а л к д д а н )  и б о р а т  б у л ад и .
5 -т  е о  р  е м  а . А г а р /( г )  ф у н к ц и я  и —{г<  1 г—я  I < А / со^ада  

(х ,а лц а д а ) го л о м о р ф  б улса , у  ш у  х а л ц а д а  Л о р а н  ц а т о р и га  
ё й и л а д и :

A z ) =  1 ^ - а ) п. ( И )
П=-о>

К ,а т о р н и н г  к о э ф ф и ц и е н т л а р и  у ш б у

л = 2^7 * т ^ т г *  (я  = ° ;  ± » ;  ± 2 — ) <15)
2п' |г- ф Р (г-«У

ф о р м у л а л а р  ё р д а м и д а  т о п и л а д и  ( К р < /? ) .
А гар М  = ш а х |/ ( г ) |  л е с а к ,  Л о р а н  к д т о р и  (1 4 ) н и н г

к о э ф ф и ц и е н т л а р и  учун

\ Ф * г  ( « = 0; ± 1 ; ± 2 , . . .)  (16 )

т е н г с и з л и к  у р и н л и  б у л а д и . О д атд а  (16) К о ш и  т е н г с и з л и к -  
л а р и  д е й и л а д и .

Л о р а н  к а т о р и н и  я к ,и н л а ш и ш  с о \а с и д а  ^ а д л а б  д и ф ф е -  
р е н ц и а л л а ш

£ с пи - а У \  = X \сп(1 - а У ] ,
П=-оо )  П-—оо 1 1

ш у н и н г д е к  \ а д л а б  и н т е г р а л л а ш

м у м к и н .

I 1 с „ ( г - а ) п * =  а У ск
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23-м и с о л . Ушбу
_ п

I  ;
„±»3" + 1

Л о р а н  к а т о р и н и н г  я к ,и н л а ш и ш  н у к д алар и  т у п л а м и н и  т о -  
п и н г.

Р а в ш а н к и ,

X  —  =  X  —  + Ï —  •
3" + | «=оЗ"+1

Бу т е н г с и з л и к н и н г  у н г  т о м о н и д а г и  \ а р  б и р  к ,а т о р н и н г  
я ^ и н л а ш и ш  р ад и у си  х,амда я к ,и н л аш и ш  со х д си н и  т о п а м и з :

00 zn
( 12 ) ф о р м у л а д а н  ф о й д а л а н и б  X  д а р а ж а л и  к ,атор-п-0 3 + 1

н и н г  як^инлаш иш  р а д и у с и
R = ^ a

lim n
Л-»'

=  3,

я ^ и н л а ш и ш  д о и р а с и  э с а  { Ы < 3 }  б у л и ш и н и  т о п а м и з . Бу 
к д то р н и н г  у м у м и й  хдци у ч у н  { Ы  =3} д а

П ш М —- 
3" + 1

= 1 * 0

б у л га н и д ан , у н и н г  { Ы  =3} д а  у зок ,лаш увчи  э к а н л и г и  ке- 
л и б  ч и ц ад и .

Э н д и

X  -
п —— 1 3я +1 (17 )

кд то р н и

у  = у  -LÜ— = X  • —  =  X  v
„ t, 3"+1 „tl3-"+l ЙЗ-+1 г" «Tí Зя+1 

= -i-) к у р и н и ш д а  ё з и б  о л а м и з . Р а в ш а н к и ,

X  —  w "Ä 3 ', + l

като р  { I w | <1} д а , (17) к а т о р  э с а

{I w|<l}={|̂ |(l}={ UI >1}

да як,инлашувчи булади.
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Б е р и л га н  Л о р а н  к ,а то р и н и н г  як^инлаш иш  нук^таларидан 
и б о р а т  ту п л а м

{ 1^1 < з } п {  и 1 > 1 }={1< и 1 < 3}

х.алк.адан и б о р а т  б у л а р  э к а н .
2 4 - м и с о л . У ш б у

Л о р а н  к ,а то р и н и н г  я ^ и н л а ш и ш  н у к т а л а р и  т у п л а м и н и  то - 
п и н г .

Б у  ка г о р н и н г  к о э ф ф и д и е н т л а р и

с — -1 с _ 1 _ 1
" л2 + 1 (-п)2 + 1 и2 + 1

б у л и б , (12) в а  (13 ) ф о р м у л а л а р г а  к у р а

/?=  1; г = 1

б у л ад и  Б у  х о л д а  б е р и л г а н  Л о р а н  к а т о р и н и н г  я к и н л а ш и ш
с о ^ а с и  { К  ! г1 ту п л а м  — б у ш  т у п л а м  б у л а д и . ш  = 1  д а

г" 
п2+1

_  I 
л2+1

б у л га н л и ги  с а б а б л и
__„п______________________

к,атор я д и н л а ш у в ч и  (а б с о л ю т  я к и н л а ш у в ч и )  б у л а д и .
Ш у н д ай  к д л и б . б е р и л га н  Л о р а н  к а т о р и н и н г  як ,и н л а - 

ш и ш  н у к д а л а р и д а н  и б о р а т  ту п л а м  { Ы  = 1} а й л а н а  б у л а д и .
25-м  и с о л .  У ш б у

у япи + у  и~0
и - 1 Г  л=0 " !

Л о р а н  к ;ат о р и н и н г  я к и н л а ш и ш  с о ^ а с и н и  т о п и н г .
А ввал о  Л о р а н  ц а г о р и н и н г  тукри  к и с м и

у  (г-*Г
Ь  п'

н и  к ,арайм из. Бу д а р а ж а л и  к ,ато р н и н г  я к ,и н л а ш и ш  р а д и у с и
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б у л и б , я ^ и н л а ш и ш  со х д си  { и — була ди.  
Э н д и  б е р и л г а н  к д т о р н и н г  б о ш  к,исм и

и - п п

ни к ,арай м и з. Б у  к д го р  учун

с_„ -  5т  т  -  ±  \е '{,п) -  е "'1'"11 =

були б ,

г = й2#4вв
бу л ад и . Д е м а к , к ,ато р н и н г  я ^ и н л а ш и ш  сох,аси {1°?— /| >е). 
Ш у н д ай  к и л и б  б е р и л г а н  Л о р а н  к а т о р и н и н г  я ^ и н л а ш и ш  
со х д си  {е< | г— / |  <°°} б у л а р  э к а н .

26 -м  и с о л  . У ш бу

/ О ) 1
( г - 1) ( г - 2 )

ф у н к ц и я н и  {да С: | < | г  I <2} д а  Л о р а н  к а т о р и г а  ё й и н г .
Р а в ш а н к и , б е р и л га н  ф у н к ц и я  К={да С: | < Ы < 2 }  \ а л -  

кдда го л о м о р ф . Б и н о б а р и н , ун и  Л о р а н  к д то р и га  ё й и ш  м у м - 
к и н  бу л ад и .

А ввало  Д г )  ф у н к ц и я н и

f t  7 ) = ____ !____ = _1---------- 1—
( г - 1 ) ( г - 2 ) г - 2  г - 1

к у р и н и ш и д а  ё зи б  о л а м и з . С у н г  бу т е н г л и к н и н г  у н г  т о м о -  
н и д а г и  ф у н к ц и я л а р н и н г  * ар  б и р и н и  к а т о р г а  ё й а м и з :

_1_ =  - I  ■ -Л —  = - I  У  =  - У  
г-2  2 | - 1 г 2 % \ 2 )  ¿ 2"+1

Б у к,атор { | ? | <2} д а  як ,и н л а ш а д и .

_А___ I  Л ______ 1 у Х _ _ у _1______ _ у ± _ _ у 7»
_  г-1 -  -  г ' 1 - 1  “  г Ь : ” ~  ~ „ г л+1 Г . г" . 5  'г 1-£  г - 0 г"

Бу к,атор э с а  { 1г1 >1} д а  я к ,и н л а ш а д и .
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п=—I п=0^

к ато р га  ё й и л и б , у {1< Ы < 2 } д а  я к и н л а ш у в ч и  б у л ад и .
27 -м  и с о  л  . У ш б у___________ __________  __________  __

Д г )  =  г 3е г

ф у н к ц и я н и  К={0< Ы  <°°} к а л к а д а г  н и н г  д а р аж ал а р и  б уй и ч а 
Л о р а н  к а т о р и г а  ё й и н г .

3 -§  д а  к е л т и р и л г а н  (2 ) ф о р м у л а д а н  ф о й д а л а н и б  е 1 ф у н к 

ц и я н и  к а т о р г а  ё й а м и з :

Натижада берилган функция

I
е~г =  у ± Ы ” =  1 +  1 . . 1  +  1 _ . +

¿ / » ¡ У  1 + И г 2 ! ^  3! ^

Бу к а то р  { \ г  I >0} д а  я к и н л а ш у в ч и  булади . Ш у н и  э ъ т и б о р га  
о л и б  т о п а м и з :

Л г ) =  г 3е г = г 3(1 + ТТ7 + 1 Т - 3  + зТ 7 з '+---+

+ А ^ + - ) = * ’ + * 2 + 1 + 4 + 2 :

г
-п

£ ( " + 3 ) !

Б у б е р и л га н  ф у н к ц и я  г  н и н г  д а р а ж а л а р и  б у й и ч а  ё й и л м а -  
си д и р .

М И С О Л  В А  М А С А Л А Л А Р

К ^ 'й и даги  м и с о л л а р д а  Л о р а н  к а т о р и н и н г  я к и н л а ш и ш  
н у к т а л а р и  т у п л а м и н и  т о п и н г .



398.

399. ¿ « » í « 1.„=i ( z + 2 i )  n~o b

400. L  ' , r - + I O  + MKz. -  2 + /)"
л =1 n  ( Z - 4 + 1 )  /7=0

401. ¿  « + ¿  тл+i •л=1 £ /7=0 ̂
00 / 14я °° тя

402. Х М г  + Х ^ г -„=1 И Z я=1 п 2

4 0 3 . - 7 Z ï + î ( - l ) n( z - i y .
Z  1 п=0

404. ¿ Ч г  + ¿ ( f )  •/1=1 £ /7=0 ' '

405. f t i r l f e - i r  + I Ä t e - i r
я=-1 * " = 0 У ¿

406. 5 >  + 2 )/я+,( г - О л.
/7=-1

407. X 2 -I V .
п = —°с

408. I  « > 0 .

409. 1 ( 2  " + 1Г , и - а ) 2л .
/7=-°°

410. ¿ 2'л2(г + 1)".

+ « « 2  3
411. Х 2-л г" .

412. nX 2 V .  
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413. Ф а р а з  к и л а й л и к ,  £  с „ ( г - а ) "  Л о р а н  к а т о р и
П=-оо

{ г< | 1—а  | <Щ ё п и к  к а л к а д а  я к и н л а ш с и н . Бу к ,ато р н и н г  к о -  
э ф ф и ц и е н т л а р и  у ч у н  у ш б у

-------------------N < 4 ^ )  ( я  =  0, ± 1, ± 2 , ...)------------------

т е н г с и з л и к л а р н и н г  у р и н л и  б у л и ш и н и  и с б о т л а н г . Б у  ер д а  
М  — п  га  б о к л и к  б у л м а га н  б и р о р т а  у зг а р м а с  со н .

414. А й т а й л и к , Х а „ ( г - а ) "  ва (г  -  а )"  Л о р а н

к ато р л а р и  {г< | г— а  | <Л} \а л к ,ад а  м о с  р а в и ш д а  Д г )  ва g(z)  
й и ги н д и л а р га  э г а  б у л с и н . У  \о л д а

¿ 5 « ^  “ а)" . бУ еРДа с„ = Ъ  аА - к.

Л о р а н  к ато р и  у ш а  к а л к а д а  й и г и н д и г а  э г а  б у л и 
ш и н и  и с б о тл а н г .

415. К у й и д а г и  т е о р е м а н и  и с б о т л а н г  (ф у н к ц и я н и н г  Л о 
р а н  к а т о р и га  ё й и л м а с и н и н г  я г о н а л и г и  \а к к д а ) :

А й тай л и к :

£={/-,<  I г —о |< Л ,}  ва  с = { г 2< 1г —о к Л з }  

б у л и б , ур={ 11— а  | = р }аГ)  ва  урс С  б у л с и н . А гар

/ ( г )  =  1 о „ ( г - а ) "  ва  £ ( 0 = 1 М г ~ я ) ”
/7=-оо П=~™

Л о р а н  к а т о р л а р и  м о с  р а в и ш д а  / )  ва С  х,алк,аларда я  к и н  
л а ш с а  к ам д а

Л  г) 17 = £ (г)|'р >Р
булса , у \о л д а  бу  к а т о р л а р н и н г  к о э ф ф и ц и е н т л а р и  б и р -  
б и р и га  а й н а н  т е н г  б у л ад и :

ап=Ъп (п = 0 ’ ±11’ ± 2 , - ) ,
я ъ н и  к а т о р л а р  у с т м а -у с т  ту ш ад и .

К у й и д а ги  м и с о л л а р д а Д г )  ф у н к ц и я н и  к у р с а т и л га н  \ а л -  
к,ада ё к и  к у р с а т и л га н  1 = 1̂  н у к т а н и н г  а т р о ф и д а  Л о р а н  
К аторига ё й и н г . К е й и н г и  \о л д а  к а т о р н и н г  я к и н л а ш и ш  с о -  
\а с и н и  то п и н г :
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416. A z )  = ; *„=0.

417. Д О  = ~¿2 > ?o= “ -
418. Л О  =  u _‘a)T  ; (а  ф 0, к  — н а т у р а л  с о н ) ;  ^ = 0 .

419 . Л г )  = ^ у Г ; (а ф 0, fc — н а т у р а л  с о н ) ;  z0 =  °°-

420. A z )  = ; ^  =  0.

421. Д О  = ^ > ;  ^ = 1 .

422. Л 2) = г(1!_г ) . ^  = «о.

423. / ( 0  = (г-щ г-г)? И={0<1г1<1}.
<134■ Л О  = * У={2<~ I gl —

425. Л г )  = ^ у ;  K={0<|zl<l}.

426. Л * )  = -¿2-; F={2< U —1 1 <°°}-

427. ДО = (г_!)(г-2) ’ ^ =1-

428. ДО — 2’ Zq—'íí-

429- ЛО = ^ г ;  ^ = - 1 .

430. /(^) = ^ 7  ; *o=i.

431. ДО = ̂ ;  ¿o= о.

4 3 2 ./ ( < :)  =  г 4 COS ^ = 0 .

433. A z )  = ~ l  Zo= 0.

435. Дг) = ̂ ;  Zo=o.
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436. f ( z )  = u _2X z-3); У—{2< I г I <3}.

4 3 7 . / 1? )  = ^ ;  F={0< k l < l } .

438. S M  = j k ¡ ' ’ **={1<1г+2|<3}.

439. f ( z )  = Y^T'’ V = { 0 < \z - i \< 2 } .

44°. /<*) = V = {2 <  i z - 11 <+-}•

4 4 1 ./ ( * )  = £ ;  ^ = 0 .

442. / U )  = p -; ^ = 0 .

4 4 3 ./ U )  = -L̂ r i ; ^ = 0 .

4 4 4 ./ ( г )  = ^ sin21 ; ^=0.

445. / ( г )  = ; ^ = 0 .

4 4 6 - л г )  =  ? ^ 2 : Г = {1< Ы < 2}.

447. f M  = Ĵ S ï' К=<1<1г1<2}.

448. / ( g )  = К={1<1г+2|<4}.

449. /(^ ) = i F={4< I г+2 1 <°°}.

4 5 0 - f ( z )  = 7 ^ t l ’ ^={0< 1г - 2 | < 1}. 

451. f ( z )  = ; K={2< \ z  I <-}• 

4 5 2 - / b ) s = M W  ^ < l < l z l < 2).

4 5 3 . / W = ( ; 4 | )'( ; , - 4 ) ; K = (1 < U I < 2 ).

454. / ( г )  = z 2e  *; F={0< | г I <-}•
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4 5 5 . / ( г )  = z 2 sin Ы  <0°}'

456. f ( z )  -  Z} Sin Zq— 0.

4 5 7 . / ( * )  =  f J :  ¿b=l-

458 . f ( z )  = 2 s in 2 z  + eos j  ; ^ = 0.

459 . f ( z )  = 717  + co s - ÿ ;  ^ = 0 .

460 . / ( г ) ^ = ~ 2 -

461 . / ( г )  = г 2 s in  ; ^ = 1 .

4 6 2 - / u )  = 7 ¿ ^ ; 5 r ° -  

463 . f ( z ) =  t f - 24 ! n ’ * 0 = 1

4 6 4 . / ^  =  ¿ 0 ^ ; K = { l < l d < 2}.

465. Л г ) =  (z2¡.1}2 ; *0=/ .

466. /(* )  = (-.2^2 ; *0=°°.

467. / ( z )  = Sin z ■ sin  i  ; F={0< I zl <  Ч -

468. f { z )  = e z+l  K={0<ld<°°}-

4 6 9 . / ( г )  = Sin ^ = 1 .

Куйидаги м исолларда берилган ф ун к ц и яларн и  V={ 1 < I z I <2} 
к ал кд д а  z н и н г  д а р а ж а л а р и  б у й и ч а  Л о р а н  к а т о р и г а  ё й и н г :

470. A z ) =  {z+l)\ z_2y

471. f ( z )  = (z_Zi)(z+2) '

472. Л г) = (г2+1)(г+2)
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473. /(* )  =

474. A z )  =

и - 1 ) 2(г+2)
1

(г 2 + 1 )(г2 - 4 )

( z ¿ - \ ) ¿( z T + 4 )

К ^ й и д аги  м и с о л л а р д а  ф у н к ц и я л а р н и  б е р и л га н  К ^ а л к а -  
д а  (z — a ) н и н г  д а р а ж а л а р и  б у й и ч а  Л о р а н  к ,аторига ё й и н г : 

I476. f ( z )  -  z(z -,-д

477. /(^ ) = 1

о - l ;  v = { K \ z - i l < 2}.г(г -З )2

(г2- 9)г2 ’ а  = 1 ;  F = { l < u — 1 1 < 2 }.

478. A z )  -  S а = г ва —/ е  V.

479. / ( г ) =_  г - 1 .  
г +1 ’

а = 1  в а  2/  е  К

480. Л г )  = г(г_|}(г_ 2) ; 0 =  0, ва - f e  К

481. Д г )  =

482. Л  г) =

2г .
г - 2/ а = 1  в а  — l e  К.

(г+1) (г -2) ; о =  - 1, К =  {0<1г+1 I <3}.

4 8 3 . ^ ) = и 2_ 1)1(г2+ 4 ) ; 0 =  0, К =  { Ы > 2 } .

4 8 4 . л  г )  = г 3 COS ^ 2  ; 0 =  2 , F =  {0 < U —2| < ~ }.

К у й и д аги  м и с о л л а р д а  ф у н к ц и я л а р н и  z ~  а  н у к ;та н и н г  
а т р о ф и д а  Л о р а н  к д т о р и г а  ё й и ш  м у м к и н м и ?

< * * • /< * > - a f c r ;  « - - ■

486 . A z )  = co s  j ;  а  =  0.

487 . A z )  = co s  а  =  оо.

48 8 . f ( z )  = s e c J - j ; a = l .

489. A z )  = c tg z  о  =  oo.

4 9 0 . A z )  = th  ^  ; a  =  0.
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4 9 1 . J M  = — т ; __а_=о.
z

4 9 2 - / ( г )  = 5 н Ь :

2

5 - § .  Ф у н к ц и я н и н г  я к к а л а н г а н  м а х с у с  н у к т а л а р и

Б и р о р  У (г)_Ф ун кц и ян и  к а р а й л и к . Бу ф у н к ц и я  учун  а 
н у к тад а  ( а е  С  ) г о л о м о р ф л и к  ш ар ти  б а ж а р и л м а с а , а f i z )  
ф у н к ц и я н и н г  м а х с у с  н у ц т а с и  д е й и л а д и .

4 -т  а ъ  р и  ф  . А гар  а м а х су с  н у ц т а н и н г  ш унд ай

U( a) ={ze  С: 0<  | z— a | <е}

ат роф и т опилсаки , f ( z )  ф ункция  U(a) да голом орф  булса, а 
н уц т а  f ( z )  ф ункциянин г як к а ла н га н  м а хсус  н уц т а си  дейилади.

Ф а р а з  к^илайлик, а  нукда f i z )  ф у н к ц и я н и н г  я к к а л а н 
ган  м ах су с  нук,таси  б у л с и н .

1) А гар
lim  f ( z )  = АZ—*a

(А  —  ч е к л и  со н )  б у л са , а  н у к д а  f i z )  ф у н к ц и я н и н г  б а р т а -  
р а ф  ц и л и н а д и га н  м а х с у с  н у ц т а с и  д е й и л а д и .

2) А гар

l i m / ( z )  = °°Z-*a

б у л са , а н у ц т а /( г )  ф у н к ц и я н и н г  ц у т б  н у ц т а с и  д е й и л а д и .
3) А гар  >й д а  f i z )  ф у н к ц и я н и н г  л и м и т а  м ав ж у д  б у л м а- 

са, а нукда f i z )  ф у н к ц и я н и н г  у т а  м а х с у с  н у ц т а си  д е й и л ад и .
Э с л а т м а .  а  нук,та f i z )  ф у н к ц и я н и н г  б а р т а р а ф  ц и л и -  

н а д и га н  м ахсус н у ц та си  б у л с а ,

f ( a ) =  lim  f ( z )
Z->a

д еб  о л и н и ш и  н ат и ж а си д а  м ах су сл и к  б ар тар аф  эти л а д и . А гар  
а  нук,та f i z )  ф у н к ц и я н и н г  к у тб и  б у л с а , у \о л д а  ш у  нук,та

ф у н к ц и я н и н г  н о л и  б у л а д и . у ф у н к ц и я  н о л и н и н г

т а р т и б и г а Д г )  Ф У  н к  ц  и  я  к , у т б и н и н г  т а р т и б и  д е й и 
л ад и .

Э н д и  ф у н к ц и я н и н г  м а х с у с  н у к т а л а р и  б и л а н  у н и н г  
Л о р а н  к а т о р и  о р а с и д а г и  б о г л а н и ш н и  и ф о д а л а й д и г а н  т а с -  
д и к д а р н и  к е л т и р а м и з .

279



6- т е о р е м а ,  / ( г )  функциянинг яккаланган м ахсус а  нуц- 
т аси унинг барт араф  цилиш м ум кин булган м ахсус  нуцт а- 
си булиши учун  / ( г )  функциянинг а нуцт а ат роф ида Лоран  
цаторига ёйилм асида бош кисмининг булмаслиги, яъни

/ ( * ) =  2 > л< г = - в у —
л=0

булиши зарур ва ет арли.
7 - т е о р е м а ,  / ( г )  функциянинг яккаланган м ахсус а  нуц- 

таси унинг цут би булишц учун  / ( г )  функциянинг а  нуцта  
атрофида Лоран цат орига ёйилмасида бош кием  т аркиби- 
да чегсги сондаги нолдан фарцли х,адларининг булиши, яъни

/ ( ? ) =  ¿ с „ и - а ) я (т>  0)
П=-т

булиши зарур ва ет арли.
8- т е о р е м а ,  / ( г )  функциянинг яккаланган м ахсус а нуц- 

т аси унинг ут а м ахсус  нуцт аси булиши учун  / ( г )  ф ункция
нинг а нуцта ат роф ида Лоран цат орига ёйилм асида бош 
цисм т аркибида чексиз куп сондаги нолдан фарцли х,адла- 
рининг булиши зарур ва етарли.

2 8 - м и с о л . У ш б у

ф у н к ц и я  учун  г  =  0 н у ц т а  ц а н д а й  м ах су с  н у ц т а  б у л а д и ?
А в в а л о  со зг  ф у н к ц и я н и  z - 0  н у ц та  а т р о ф и д а  д а р а ж а -  

л и  ц ат о р га  ё й а м и з :

72 74 760 0 5 ^  = 1 - ^ -  +  ^ - ^ + . . .  •

У  ц о л д а

„ 8)

б у л а д и . К е й и н г и  т е н г л и к д а  *->0 д а  х;адлаб л и м и т г а  у ти б , 
то п а м и з :

Н т Д г )  =
г-»о

Д е м а к ,  I  — 0 б е р и л га н  ф у н к ц и я н и н г  б а р т а р а ф  ц и л и ш  м у м 
к и н  б у л га н  м ах су с  н у ц т а с и  э к а н .
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Ш у  х у л о с а г а  (18) ё й и л м а  ва  5 -т е о р е м а г а  к у р а  \ а м  к е -  
л и ш  м у м к и н .

2 9 -м  и с о  л  . У ш бу

т = Ч Нez+\
ф у н к ц и я н и н г  м ахсус н у ц т а с и н и  а н и к д а н г .

Б у  ф у н к ц и я  {0< \z—л / |  < 7i} д а  г о л о м о р ф  б у л и б , z=ni 
н у к тад а  г о л о м о р ф  б у л м ай д и . Б и н о б а р и н  ni нук,та м ах су с  
н у к та  б у л а д и .

lim  —г г  =  °°
г->к/ е +1

б у л и ш и д а н  ni нук,та б е р и л га н  ф у н к ц и я н и н г  к у тб  н у ц та си  
э к а н л и г и  к е л и б  чи к д ц и .

30-м  и  с о  л  . У ш бу

f ( z )  = e z

ф у н к ц и я  учун  а =  0 нук,та ута м ах су с  н у ц та  б у л и ш и н и  
к у р са ти н г .

I
Б е р и л га н  f ( z )  = e l ф у н к ц и я  {0< Ы  <°°} д а  г о л о м о р ф

б у л и б ; о =  0 н у к та  у н и н г  м ах су с  н у к т а с и д и р . М а х с у с  нук,- 
т а н и н г  х а р а к т е р и н и  а н и к д а ш  м а ц с а д и д а  г ->0 д а  f ( z )  ф у н к 
ц и я н и н г  л и м и т и н и  ц а р а й м и з .

А й т а й л и к , z  =  x  б у л с и н . Бу ^ о л д а

i  i  
lim  e z =  lim  е х =
Z-*  0  л -* 0

( Z = x \  *>0

U>oJ
i  1 

lim  e z = lim  e x =  0.
г->0 jr->0

И
Д е м а к , z  -»  0 д а f i z )  ф у н к ц и я н и н г  л и м и т и  м авж уд  э м а с . а =  0 
нук.га б е р и л га н  ф у н к ц и я н и н г  ута  м ахсус н уц таси  булади .

3 1 - м и с о л  . У ш б у

/ ( * ) =  г5
(1 - z Y

ф у н к ц и я н и н г  б а р ч а  м ах су с  н у ц т а л а р и н и  т о п и н г  в а  у л а р -  
н и н г  х а р а к т е р и н и  а н и к д а н г .

Б е р и л г а н  ф у н к ц и я  { 0 < 1 г— 1 I <°°} д а  г о л о м о р ф  б у л и б , 
а =  1 \а м д а  а 2=°° у н и н г  м ах су с  н у к т а л а р и  б у л а д и .
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Н т  / ( г )  =  Н т  —¿Ц - =
г->1 г->1 (1 - г)2

Н т  / ( г )  =  П т  —¿Ц - =  °° 
г-»- г-+~ (1-г )

б у л га н л и г и  с а б а б л и  бу  а =  1 , с 2= °° ф у н к ц и я н и н г  к у тб л а р и

Э н д и  б у  к у гб  м ахсус  н у к т а л а р и н и н г  т а р т и б и н и  аник ,-
л а й м и з :

Ф ( *)  =  - 1-  =  ( ! ~ г-)2- ф и '  №  г 5
ф у н к ц и я  у ч у н  а ,= 1  н у к т а  2-т а р т и б л и  н о л , б и н о б а р и н  бу 
н уцта Л  г.) ф у н к ц и я н и н г  2 -т а р т и б л и  к у т б и  б у л ад и .

А гар

£ (г )  = ф (^ ) =  г 5( |-^ ) = -  I)2

б у л и ш и н и  эъ ти б о р га  о л са к , у н д а  а =  О нукда ¿ (г) ф у н к ц и я 
н и н г  3 -та р т и б л и  н о л и , а й н и  п ай тд а  а 2 =  °° нукда эс а  /( г )  
ф у н к ц и я н и н г  3 -та р т и б л и  к у гб и  б у л и ш и н и  а н и к д а й м и з .

3 2 -м и  с о л . У ш бу

/ ( г )  =
V

ф у н к ц и я н и н г  б а р ч а  м ах су с  н у к д а л а р и н и  т о п и н г  ва  у л а р -  
н и н г  х а р а к т е р и н и  а н и к д а н г .

Р а в ш а н к и , г  =  0 ва г  =  °° н у ц та л ар  б е р и л г а н  ф у н к ц и я 
н и н г  м ах су с  н у ц т а л а р и  б у л и б , ф у н к ц и я  {0< | г 1 <°°} д а  г о 
л о м о р ф  б у л а д и .

М а ъ л у м к и ,

с о $ г  = 1 - 4 т  + ^ - - . . . + ( - 1)л ¿ - к . .

Ш у н га  к у р а

г / г ) = Ш 1  = ± _  ±  + £ _ _  + (_ П "
г2 2! 4!  ̂ 1; (2я)!

булади . Б у  б е р и л га н  / ( г )  ф у н к ц и я н и н г  Л о р а н  ц ато р и д и р . 

У н и н г  б о ш  ц и с м и  т г  га те н г . Д е м а к , 6 -т е о р е м а г а  к у р а , г= 0

нукта / ( г )  ф у н к ц и я н и н г  2-т а р т и б л и  к у гб  н у ц та си  бу л ад и .
/ ( г )  ф у н к ц и я н и н г  г =  °° н у к ,тан и н г  а т р о ф и д а г и  Л о р а н  

к а то р и га  ё й и л м а с и н и н г  б о ш  к и с м и
г2 г4 . ,  г2" '2 , ^  (-1)"+|г2". / 1 \ п ±___ . V



га тен г. Б у  й и п ш д и н и н г  ^ а д л а р и  ч е к с и з  x ÿ n  б у л и б , 7 -т е о -  
р е м а га  к у р а . z.=°° б е р и л га н  ф у н к ц и я н и н г  ута м а х с у с  нук,- 
т а с и  б ÿ л a д и .

М И С О Л  В А  М А С А Л А Л А Р

К у й и д а г и  ф у н к ц и я л а р  учун  z ~ a  н у к га  б а р т а р а ф  к ,или- 
н ад и ган  м ах с у с  н у ц та  э к а н л и г и н и  к у р с а т и н г :

4 9 3 . / U )  = ¿ f f ;  я = 1 .

494. f ( z )  = ^ l  а =  0.

495. f ( z )  = ^ \  а =  0.

496. f ( z )  = ¿Y L; а =  0.

497 ._/ ( ¿ )  =  M ± í ! ) ;  д =  0.______________________________

498. f ( z )  = ^ \  û  =  0.

499. f ( z )  = ^ - r \ ’ a  = — 1.
z +1

500. f ( z )  = c t g z - \ \  a =  0.

501. = a  =  0.

r  / \ 1 ____ 1_____ . Tí

502. eos2г " ( г_?)2 ’ " " 2 -

503. / ( z )  = V t ; a =  ~-r + i
К у й и д аги  ф у н к ц и я л а р  учун  г  =  а  нук,та кутб  н у ц т а  э к а н 

л и г и н и  к у р с а т и н г :
504. f ( z )  = -£; û  = 0.

505. = (Z2̂ ,)2 ’ а =  i.

506!./(*) = ¿+L; e  =  oo.

5 0 7 . / ( г )  =  ^ ;  » =  0.
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S» 8- / « - h á r ? ;  0 =  0 .

5 0 9 . a=ÍS.

510. f ( z )  = c tg  " ; a =  °°.

~  511. f ( z ) ~ tg7t;; o = ± | ; — ± f ;...

512 . n ú  '  co„ l , ^  ; a - 0.

513- ^ z> = í S f e -  «  =  <>•

514. Я г )  = | - ^ ;  а = ^  + 2кк, £ = 0, ±1, ±2, . . .

К у й и д а ги  м и с о л л а р д а г и  ф у н к ц и я л а р н и н г  z  — а  н у ц та -  
д а ги  к у т б и н и н г  т а р т и б и н и  а н и к д а н г .

5,5- ^ > = ; 5 &  *=1-

5 1 6 - = а= к к ,к =  0 , ± 1 , ± 2 „ . . .

517- Л г ) =  ( / Ж 217 ; * =  2 ва f l= L
__  f i - \ _  COS7t£ + l .
518. J \ Z )  ~  (г2_г _2)3 > а = —  1 ва а  =  2.

519. Ф а р а з  к ,и л а й л и к ,/( г )  в а # (г )  ф у н к ц и я л а р  z = a  н у ц - 
тад а  г о л о м о р ф  б у л и б , f i a ) = g ( a ) =  0 б у л с и н . У  х,олда z —a

н у к та  / r( z ) = j f 7j  ф у н к ц и я  учун  я к к а л а н г а н  м ах су с  н у ц та  

б у л и б , м у \и м  м ах су с  н у к та  б у л а  о л м а с л и г и н и  и с б о т л а н г .

К у й и д а ги  м и с о л л а р д а г и  ф у н к ц и я л а р  учун  z = a  н у к т а -  
н и н г  ута м ах су с  н у к т а  б у л и ш и н и  к у р с а т и н г .

_L
520. f ( z )  = ; а = 0.

521'. f ( z )  = e z ; а = <*>.

522. / ( г )  = е ~г~; а =
523. /(* )  = sin^ а  =
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524. Д z )  = sin a = 0.—z ------------

525. f ( z )  = z  c o s | - ;  a  = 0.

526. f ( z )  = e'K ; a  = f .

f ( z )  = sine1; a = °

528. f ( z )  = cos-^j-; a = - 1.

529. f ( z )  =  s i n - f - ;  а =  - i .
z +1

К у й и д а ги  м и с о л л а р д а г и  ф у н к ц и я л а р н и н г  б а р ч а  я к к а -  
л а н г а н  м ах с у с  н у ц т а л а р и н и  т о п и н г  ва  у л а р н и н г  х а р а к т е -  
р и н и  аник^ланг.

530 - = ilST- 534. Л  г) = ctgz -  -J-.

531. f ( z )  =  ~ У Т ' -  535. f ( z ) =  Z(e* - 1 ) .

532. f ( z )  = Z2 sin  -~-r. 536. f ( z )  = e +c'e* .
I

533. f ( z )  =  p ^ c o s ^ j - .  537. f ( z )  =  s i n e z .

5 3 8 . f ( z )  = — j  ф у н к ц и я  учун  г = 0  н у к т а н и н г  я к к а -
Z

л а н м а г а н  м ахсус нук,та б у л и ш и н и  к у р са ти н г .
539. У ш бу

f { z )  = i z 2" =  1 + z 2 + z 4 +  г 8+ ...
n- 0

ф у н к ц и я  учун  { Ы  = 1} б и р л и к  а й л а н а н и н г  \ а р  б и р  нук,та- 
си  я к к а л а н м а г а н  м ах су с  н у к т а  б у л и ш и н и  и с б о т л а н г .

К у й и д а г и  м и с о л л а р д а г и  ф у н к ц и я л а р н и н г  б а р ч а  м а х 
сус н у ц т а л а р и н и  т о п и н г  ва у л а р н и н г  х а р а к т е р и н и  ан и к ,-  
л а н г  (к у тб л ар  учун  у л а р н и н г  т а р т и б и н и  к у р с а т и н г ) .

5 4 0 . 7) ■ 543. H z )

541. A z )= a g z -  544. / ( z )  =  c o s  J - .

542
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К у й и д а г и  м и с о л л а р д а г и  ф у н к ц и я л а р  у ч у н  z  — 0  н у ц т а -  
н и н г  х а р а к т е р и н и  а н и ц л а н г .

5 4 8 . Д г )= (е г— 1— z)c tg 3?.

549 . / ( g ) -  sin 2 z ~i~
COS Z - l  +  ̂ 2 

\
550. f ( z )  = e z2~j.

Ф а р а з  к и л а й л и к , A z )  в а  g(z)  ф у н к ц и я л а р  z  — а  нук,та- 
д а  м о с  р а в и ш д а  я в а т -  т а р т и б л и  к утбга  э г а  б у л с и н . У 
х,олда к у й и д аги  м и с о л л а р д а г и  ф у н к ц и я л а р  z = a  н у ц та д а  
к ,андай м а х с у с л и к к а  э г а  б у л ад и ?

551. A z ) + g i z ) .  553 - Ш -

5 5 2 . A z ) ' g ( z ) .  5 5 4 . P ( z ) g f U )  ( k , l e N ) .

Ф а р а з  « .и л а й л и к , f l z )  ва  g( z )  ф у н к ц и я л а р  б е р и л г а н  
були б , z = a  н у ц та  A z )  ф у н к ц и я  учун  ута  м ах су с  нук,га ва  
g(z) (g(z)£0) ф у н к ц и я  z - a  нук,тада го л о м о р ф  б у л с и н . У  хр лд а  
z  =  а  н у ц тан и н г к у й и д аги  ф у н к ц и я л а р  учун ута  м ах су с  н уцта 
б у л и ш и н и  к у р с а т и н г .

5 5 5 .A z )+ g (z ) . 5 5 6 . A z )  g (z). 557.

А гар  Д  г) ф у н к ц и я  z  =  00 н у ц т а н и н г  б и р о р  а т р о ф и д а  г о 
л о м о р ф  б у л са , у  \о л д а  к у й и д а ги  м и с о л л а р д а г и  тасд и к ,- 
л а р н и  и сб о тл а н г :

558 . с  =  00 н у ц т а Д г )  ф у н к ц и н н и н г к  — т а р т и б л и  к у тб и  
б у л и ш и  учун  у ш б у

l im U -V (^ )]  =  А  (*  0; ~ )

ш а р т н и н г  б а ж а р и л и ш и  за р у р  в а  ет ар л и д и р .
55 9 . z  =  н у ц т а  f ( z )  ф у н к ц и я н и н г  к  —  т а р т и б л и  н о л и  

б у л и ш и  учун  у ш б у

И т [г * /(г ) ]  =  А  (*  0 ; °°)г-»«

ш а р т н и н г  б а ж а р и л и ш и  за р у р  ва  етарли .
К у й и д аги  ф у н к ц и я л а р  учун  z  =  00 н у ц т а н и н г  х а р а к т е 

р и н и  а н и к д а н г .
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545. f ( z )  = е  1 .

547. f i t )  =
s in  Z - Z + -



560. 1(1) = г +3г -2г +1
ч '° - г 9 +г8 +г+2/ '

5 6 1 . / ( г ) = 3 | _ |1

5 6 2 . / ( г ) = ( г 2+ 1 ) ‘° ^ г.

5 6 5 . А й т а й л и к , Д г )  ф у н к ц и я  {0<  | г— а  | </•} д а  го л о м о р ф  
б у л и б , тг=а н у к т а д а  к у тб га  э га  б у л с и н . У  ,\о л д а  { | г — а  I <г} 
д о и р а д а  у ш б у

т е н г л и к  ё р д а м и д а  а н и к д а н г а н  ¡ ( г )  ф у н к ц и я  г = а  н у к т а н и н г  
б и р о р  а т р о ф и д а  г о л о м о р ф  б у л и ш и н и  к у р с а т и н г .

5 6 6 . Ф а р а з  ц и л а й л и к , ,Дг) ф у н к ц и я  у ш б у

к у р и н и ш д а  и ф о д а л а н с и н . Б у  е р д а  т  — бутун с о н , ф(г) 
ф у н к ц и я  э с а  г= а  н у к т а д а  г о л о м о р ф  в а  у ( а ) * 0. У  ц о л д а  агар  
т > 0 б у л с а / ^  ф у н к ц и я  1= а  н у к т а д а  т  — т а р т и б л и  н о л га , 
т <0 булса, т  — т а р т и б л и  к у тб га  э г а  б у л и ш и н и  и с б о т -  
л ан г .

5 6 7 . Д г )  ф у н к ц и я  ч е к л и  г = я  н у к т а д а  г о л о м о р ф  б у л и б , 
ш у н у к т а д а  т  — т а р т и б л и  н о л г а  э г а  б у л с и н . У  \о л д а  ъ=а  
н у к та  / г( г )=/ л>(г) ( п <т )  ф у н к ц и я  у ч у н  н е ч а н ч и  т а р т и б л и  
н о л ь  б у л ад и ?

56 8 . Д г )  ф у н к ц и я  ч е к л и  1= а  н у к т а д а  от — т а р т и б л и  кутб- 
га э г а  б у л с и н . У к о л д а  ъ=а  н у к т а  А г ) = / Л)(г) ф у н к ц и я  учун  
н е ч а н ч и  т а р т и б л и  к у тб  б у л а д и ?

56 9 . А х )  ф у н к ц и я  1=оо н у к тад а  г о л о м о р ф  б у л и б , ш у  н у к 
тада т  —  т а р ти б л и  н о л га  эга  б у л с и н . У  \о л д а  Л г ) = / ' ,,(г) 
ф у н к ц и я  г=°° н у к та д а  н е ч а н ч и  т а р т и б л и  н о л га  э г а  булад и ?

К у й и д а ги  ф у н к ц и я л а р н и н г  б а р ч а  м ах су с  н у к т а л а р и н и  
т о п и н г , у л а р н и н г  х а р а к т е р и н и  а н и к л а н г  в а  ф у н к ц и я л а р -  
н и  1=°° н у к т а д а  т е к ш и р и н г .

я ( г )  = / < * ) ’
0 , г  =  а.

0 < |г -  а\ < г,

Л г ) = ( г —й )т ф (г)

570. /<*) = —Ч .



576 . f ( z )  =  ze~z. 

577. A z )  = \ e * .

57«. A z )  -  • I 

580. № > ■
z

2+ez

= e

581. / ( г )  =  ¡- eZ

I
582. / ( < )  =  ~rnг (2-cos г)

583. A z )  = ~2
sin z

Z 2 ( Z 2 +  4 )2 '

584. /U) = tgl.

585. / ( г )  =_  г
cos г-1 '

5 S 6 .f( z )= z c tg iz .

1
587. Д г )  =  s in *  e sinz.

588. Л г )  = ^ ~ .

5 8 » - / W  =  ¿ - | -

590. Л г )  =  г с о 8- ^ - г .

591. f { z )  = ^ s i n j - * 2.

5 9 2 . f ( z ) = th z .
__L

593. Л г )  =  e  .

594. Д г )  = г е 1.

595. Д г )

596. f ( z )

597. Д г )

5 9 8 ./ ( г )  =

59 9 . Д * )  =

600. Л  г )  :

601. f ( z )  ■■

602. f ( z )  ■■

603. A z )  ■■

604. Д г )  =  sin

605. A z )

z
l-г

-  e l z .
I

_ е г~‘ 
ег-1 ‘

tge.

tg 2z.
ctg¿

' г2

= c t g ^ - i .

: ______ l______
sin г-sin а '

, 1
cosz+cosa

1
1- г  '

, 7

(z2-4 )2c o s ^

I =  Ctg

= s in

606. A z )

607. A z )

608. Д г )

609. A z )

610. A z )

611. A z )

612. A z )  = Sin

613. A z )  =  sin
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C tg ^ .

1 - 1
г г '

1  +  ^ -  г г 2 

¿'
Ctgi

e  z .

e  z .

í  \  
l

v sinb  
(

cos|



_ Ф а р а з _ ц и л а й л и к , Рп(г) ва  0  (г) л а р  м о с  р а в и ш д а  п  ва 
т -т а р т и б л и  к у п \а д л а р  б у л с и н . У хр л д а  к у й  и д  аг  и ф у н к ц и -  
я л а р н и н г  г =  н у к т а д а ги  х а р а к т е р и н и  а н и к д а н г :

6 2 0 . А й т а й л и к , /(г.)  ва  g(z)  ф у н к ц и я л а р  г = ° °  н у к т а д а  
м ос р а в и ш д а  т  ва п-  т а р т и б л и  к у т б л а р га  э га  б у л с и н . У  
\о л д а  г  =  °° н у к т а н и н г  у ш б у

ф у н к ц и я  у ч у н  т  п-  т а р т и б л и  к у гб  б у л и ш и н и  и с б о т л а н г . 
К е н г а й т и р и л г а н  к о м п л е к с  т е к и с л и к  С  д а  ф а ц а т  к у й и -

д а ги  м а х с у с л и к л а р г а  э г а  б у л га н  ф у н к ц и я л а р г а  м и с о л л а р  
ту зи н г .

6 2 1 . 1 =  н у к т а  — и к к и н ч и  т а р т и б л и  кутб.
62 2 . г  =  0 н у к т а  — и к к и н ч и  т а р т и б л и  к у тб , Л о р а н  к а т о -

р и га  ё й и л м а с и н и н г  б о ш  к и с м и  ^  га т е н г  в а  г =  н у к т а

о д д и й  кутб.
6 2 3 . н у к т а л а р  — о д д и й  к у т б л а р , б у  е р д а

2  я/

К е н г а й т и р и л г а н  к о м п л е к с  т е к и с л и к  С  д а  ф а к а т  к у й и -
да  б е р и л га н  м а х с у с л и к л а р га  э г а  б у л г а н  ф у н к ц и я л а р н и н г  
у м у м и й  к у р и н и ш и н и  т о п и н г .

62 4 . Б и т т а  о д д и й  кутб .
6 2 5 . Б и т т а  п — т а р т и б л и  кутб .

6 2 6 . Л о р а н  к а т о р и г а  ё й и л м а с и н и н г  б о ш  к и с м и  га

т е н г  в а  ? =  0 н у к т а  и к к и н ч и  т а р т и б л и  кутб .
6 2 7 . п т а  б и р и н ч и  т а р т и б л и  к у тб л ар .
628 . г  — 0 н у к т а  — л -т а р т и б л и  кутб  ва г  =  °° н у к та  — 

/я -т а р т и б л и  кутб.
6 2 9 . А й тай л и к , / ( г )  ф у н к ц и я  И  с  С  с о ^ а д а  б и р  к и й -  

м атл и  б ^ л и б , ш у  со х д д а  к у т б л а р д а н  б о ш к а  м а х с у с  н у к т а 
л а р  га эга  б у л м а с и н . У  к о л д а
1 9 -9 5 2  289

6 1 4 . Рп(1) +  (}ти ) . 617- Р„(1 ) е0 ти ) .

6 1 8 - Р„(1) +

616 . Рп(1) О т (г).

г) = / [ я ( г )1

н> = е "  (к = 0 , 1 , 2 , .. .,  п —  1 ).



f ( z) -  J 'lzl
{Z> A z )-1

ф у н к ц и я  f ( z )  ф у н к ц и я н и н г  б а р ч а  к у тб  н у к т а л а р и д а  ва  
f ( z )  =  1 т е н г л и к н и  к а н о а т л а н т и р а д и г а н  б а р ч а  н у ц та л ар д а  
о д д и й  к у тб га  э га  б у л и б , б о ш ц а  м а х с у с л и к л а р га  э г а  б у л м а с -  
Л И ги н и - к у р с а т и  1hF:-------

* * *

С о х о ц к и й  в а  П и к а р  т е о р е м а л а р и

6 3 0 . С о х о ц к и й  т е о р е м а с и н и  и с б о т л а н г .
Ф а р а з  ц и л а й л и к , z —a  н у ц т а  f ( z )  ф у н к ц и я  у ч у н  у т а

м а х с у с  н у ц т а б у л с и н . У х;олда  и хт и ё р и й  (ч е к л и  ё к и  че к с и з)  
к о м п л е к с  А е  С  сон и  у ч у н  а  н у к т а га  и н т и л у вч и  ш у н д а й  { z j  

к е т м а -к е т л и к  т о п и л а д и к и ,  l i m / (z„)  = А  б ула д и .
П—>оо

6 3 1 . / ( г )  =  sin  ^  ф у н к ц и я н и н г  ута  м а х с у с  н у к т а с и

б у л га н  z  — 0 н у ц т а  в а  и х т и ё р и й  А е  С  с о н и  у ч у н  С о х о ц к и й
т е о р е м а с и н и н г  ш а р т и н и  к д н о а т л а н т и р у в ч и  { z j  к е т м а -к е т -  
л и к н и  т о п и н г .

1
6 3 2 . f ( z ) — e z ф у н к ц и я н и н г  у та  м ах су с  н у ц т а с и  б у л ган  

z =0  н у ц та  в а  и х т и ё р и й  А е  С  с о н и  учун С о х о ц к и й  т е о р е 
м а с и н и н г  ш а р т и н и  ц а н о а т л а н т и р у в ч и  {zn} к е т м а - к е т л и к -  
н и  т о п и н г .

63 3 . А й тай л и к , z = a н у ц т а н и н г  б и р о р  а т р о ф и д а  f ( z )  
ф у н к ц и я  к у тб д ан  б о ш ц а  м ах су с  н у к тага  эга  б у л м а с д а н , а  
н уц та кутб н у ц т а л а р н и н г  л и м и т  н у ц таси  б у л с и н . Бу \о л д а  
\а м  С о х о ц к и й  т е о р е м а с и н и н г  у р и н л и  б у л и ш и н и  (я ъ н и
V А  е  С  с о н и  у ч у н  3 { z j ;  Z„->a ва  lim  f ( z „ )  = А  б у л и ш и -

П—*о°

н и ) и с б о т л а н г .
6 3 4 . П и к а р  т е о р е м а с и н и  и сб о тл а н г :
А й т а й л и к , z  =  a  н у ц т а  f ( z )  ф у н к ц и я н и н г  у т а  м а х с у с  н у ц -

т а с и  булсин . У  х,олда

f ( z ) ~ A

т е н гл а м а  к уп и  б ш а н  б и т т а  А = А 0 д а н  т а ш ц а р и  б а р ч а  А  *  «> 
сон ла р и  у ч у н  а н у ц т а га  и н т ш у в ч и  чекси з к у п  со н д а ги  бир -  
биридан  ф а р ц ли  е ч и м л а р  к е т м а -к е т л и г и г а  эга .
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Э с л а т м а . Пикар теоремасидаги А 0 нуцтага функция- 
нинг ц а б у л  ц и л м а й д и г а н  к и й м а т и  дейилади.

635. Агар z —а  нукта j \ z )  функциянинг ута махсус нук- 
таси булса, у колда шу нукта

функция учун кандай нукта булади?
Куйидаги функциялар учун Пикар теоремасини тек- 

ширинг ва кар бир функция учун унинг кабул килмайди- 
ган кийматини (агар у мавжуд булса) топинг:

642. Айтайлик, z =  а  нукта J{z) функциянинг яккалан- 
ган махсус нуктаси булсин. Агар z - a  нуктанинг бирор
а т р о ф и д а  R e / ( z ) > 0  б у л с а , у \о л д а  z  =  а н у к т а / ( г )  ф у н к 
ц и я  учун  б а р т а р а ф  к и л и н а д и г а н  м ах су с  н у к т а  б у л и ш и н и  
к у р са ти н г .

643. Ф а р а з  к д л а й л и к , z  — a  н у к та  f ( z )  ф у н к ц и я н и н г  
я к к а л а н г а н  м ах су с  н у к т а с и  б у л с и н . А гар  ? =  а  н у к т а н и н г  
б и р о р  а т р о ф и д а  / (z) ф у н к ц и я  w =  а  ва  w =  р н у к т а л а р н и  
ту т а ш ти р у в ч и  к ес м а д а  ёту вч и  к и й м а г л а р н и  к аб у л  к и л м а -  
са , у \о л д а  г =  а н у к т а  f ( z )  ф у н к ц и я  учун  ута м а х с у с  н у к 
та  б у л а  о л м а с л и г и н и  к у р с а т и н г .

К у р с а т м а .  z - a  н у к т а н и н г  б и р о р  ат р о ф и д а  R eg  (г)> 0  
ш а р т н и  к а н о а т л а н т и р а д и г а н

ф у н к ц и я н и н г  б и р  к и й м а т л и  т а р м о г и  у ч у н  6 4 2 -м а с а л а  н а -  
т и ж а с и н и  к у л л а н г .

А й тай л и к , z -  а н ук та  f ( z ) ф у н к ц и я н и н г  у та  м ах су с  
н у к т а с и  б у л с и н . У  \о л д а  z =  а  н у к т а н и н г  и х т и ё р и й  к и ч и к  
а т р о ф и д а  к у й и д а ги  ф у н к ц и я л а р н и н г  б а р ч а  к а к и к и й  к и й -  
м а т л а р н и  каб ул  к и л и ш и н и  и с б о т л а н г .

К у р с а т м а .  6 4 3 -м и с о л н и н г  н а т и ж а с и д а н  ф о й д а л а -  
н и н г .

F(Z)  f ( z ) l / ( z ) - l l

636. f ( z )  =  s in | .

637. =  e ~i

638./(*)=ег.

639. f ( z )  = cos j .

640./(z)=tgz.

641 ./(z)= tg2z.

644. R e /(z ) . 645 . I m /( z ) .  6 4 6 . R ^ f y -
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VI б о б
ЧЕГИРМАЛАР НАЗАРИЯСИ

1 - § .  Ч е г и р м а л а р  в а  у л а р н и  х ,и с о б л а ш

Ф а р а з  ц и л а й л и к , / ( z ) ф у н к ц и я  {0< | z — а  | < 8} д а  г о л о 
м о р ф  б у л с и н , я ъ н и  а  б у  ф у н к ц и я н и н г  я к к а л а н г а н  м ахсус  
н у ц таси  б у л с и н .

1 - т  а  ъ  р  и  ф . Уш бу

2ni .  Í f ( z ) d z  (0< р < 5)
|г-а|=Р

инт еграл fí,z) ф ун к ц и я н и н г  а н у ц т а д а ги  чеги р м а си  дей и ла д и  
ва  res f ( z )  к а б и  белгиланади:

z=a

r e s / ( г )  =  § f ( z ) d z .
М -р

Р а в ш а н к и , f i z )  ф у н к ц и я  а  н у ц та д а  г о л о м о р ф  б у л с а , 

res f ( z )  = О
Z-a

булади .
А й т а й л и к ,  f ( z ) ф у н к ц и я  {г < | г  | <°°} д а  г о л о м о р ф  

булси н .
2 - т а ъ р и ф .  Уш бу

~  2ni f f ( t ) d z  r < р)
|z|=p

инт еграл f  (z )  ф ун к ц и я н и н г  z  =  °° н у ц т а д а ги  чегирм аси  д е 
йилади  ва  res  / ( z )  к а б и  белгиланади:

Z=oa

r e s / ( г )  = -*2^7 í f ( z ) d z .
№ р

292



1 -т е о р е м  а . Агар f(z) функция {0< lz—a / <r} cocada — 
х,алцада Лоран цатори

f ( z )  =  l c „ ( z - a ) n

га ёйилган булса, у  х;олда f(z) функциянинг z =  а нуцтадаги 
чегирмаси с , га  тенг, яъни

res / ( z )  = c_,Z=a

булади.
А гар f [ z )  ф у н к ц и я  {г  < | z \  < 00} ^ а л к а д а  Л о р а н  к а т о р и  

/(« ) = f í cnz n

га ёй и л ган  б у л с а , у \о л д а  J iz )  ф у н к ц и я н и н г  z  = ° °  н у ц та - 
даги  ч е г и р м а с и  — с, га т е н г , я ъ н и

res f ( z )  =  -с_,

булади.
2-т е о р е м а . Агар f(z) функция С\{ар а2, ..., a J  туплам- 

да голоморф булса, у  х<олда

¿  res f ( z )  + res f ( z )  = 0
k=l z=*k  г = ~

булади.
Э н д и  ф у н к ц и я  ч е г и р м а л а р и н и  \и с о б л а ш д а  ф о й д а л а -  

н ад и ган  ф о р м у л а л а р н и  к ел т и р а м и з :
1) А гар  z  -  а  нук;та f ( z )  ф у н к ц и я н и н г  б и р и н ч и  т а р т и б -  

л и  кутб  н у к т а с и  б у л с а ,

res  f ( z )  = I im (z  -  a ) f ( z )  ( 1)
Z=a z->a v 7

булади.

2) Агар f ( z )  =  учун ф(г) ва \|/(г) ф у н к и и я л а р  а  

нуцтада го л о м о р ф  б у л и б , y ( c ) = 0, б у л с а , у  х;олда

res /(*) = $ $  <2)

булади.
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3) Агар z  = а нуцга f ( z )  функциянинг л-тартибли кутб 
нуцтаси булса,

S  / ( г )  *  ( Ä T  Й 5  —  — 1 <3)

булади.
4) Агар z  -  °° нуктада / (г) функция голоморф булса,

res /(г) = lim z[/(<*>) -  /(z)l (4)z=~ x 7

булади.
5) Arap f ( z )  = <pW булиб, ю(г) функция 7 =  0 нукгада 

голоморф б^лса,
res/(z) = -cp'(0) (5)

б у л ад и .
1 - м и с о л . У ш бу

A z )  =
( г - 1)2

ф у н к ц и я н и н г  Z — 1 н у к тад аги  ч е г и р м а с и н и  т о п и н г .
Б е р и л г а н  ф у н к ц и я н и  z ~  1 н у к т а н и н г  т е ш и к  а т р о ф и  

0<  1 z— 1 I < е д а  ( z —  1) н и н г  д а р а ж а л а р и  б у й и ч а  Л о р а н  к,ато- 
р и г а  ё й а м и з :

/ ( г >  =  ^ Г  =  ^ г е - = ^ [ 1  +  ( . - 1)  +

U z D i . í i z ü i .  1_ _ ¿ _  + _i_ + i  + 5í£d2 ++ 2! + 3! + . . . ] -  (г_,)2 + Z-1 2 3! + -”

Б у  ё й и л м а д а н  с _ = е  б у л и ш и  к е л и б  ч и ц а д и .
1 -т е о р е м а д а н  ф о й д а л а н и б , б е р и л г а н  ф у н к ц и я н и н г  г= 1  

н у ц т а д а ги  ч е г и р м а с и

б у л и ш и н и  т о п а м и з .
2 -м  и  с о л . У ш бу

A z )  = z  s in  |-

ф у н к ц и я н и н г  z  =  °° н у ц та д а ги  ч е г и р м а с и н и  т о п и н г .

294



Б е р и л га н  ф у н к ц и я н и  z  н и н г  д а р а ж а л а р и  б у й и ч а  Л о р а н  
ц ат о р и га  ё й а м й з :

п ( f î j f  
Z *  3! +  5!

1- K Z -  6 • г + si • зж! _L 
г3

Д е м а к , с_х ва  ф у н к ц и я н и н г  г  =  о° н у к ^ а д а ги  ч е -

ги р м а си

res z 2 sin  7  =  -7 -

бупади .
---- 1 -м  И С О Л . У ш б у _____________

/ ( г )  = 7 Т  г  -  ~ 2 
(г +1) (г -1)

ф у н к ц и я н и н г  б а р ч а  м ах су с  н у ц т а л а р и д а г и  ч е г и р м а л а р и -  
н и  х ,исобланг.

Б е р и л г а н  ф у н к ц и я н и  к у й и д а г и ч а  ё з и б  о л а м и з :
1_____ __ 1 ___Í ( Z )  = (г2+1)(г-1)2 (г-0(г+0(г-1)2 ■

Д е м а к , о  =/', a = — i н у ц та л ар  ф у н к ц и я н и н г  б и р и н ч и  т а р -  
т и б л и , д  = 1  нук,та э с а  2 -т а р т и б л и  кутб  н у ц т а л а р и  б у л ад и .

(1 ), (3 ) ва  (4 ) ф о р м у л а л а р д а н  ф о й д а л а н и б , ф у н к ц и я 
н и н г  ч е г и р м а л а р и н и  т о п а м и з :

res f ( z )  = H m (z -  i)f(z)  = lim  - - ‘-  -т  = — i—5- =  1  '
z=¡ г-»' z~*i (z+l)(Z-l)  2»( /—1 )

r e s f ( z )  =  l im (z  +  i ) f ( z )  = lim
1 _ ± •

I T - i ( z - i ) U - i y  4 ’ 

1

r e s / ( z )  =  lim  4 - [ ( z -  1) 2/ ( г ) ]  =  lim
г=1 г—»I aZ  г—♦!

= — lim  — ——  = — J- 
™  C^+l)2 2 -

1

¿  + 1

res / ( г )  = lim  z ( f ( ° ° )  -  f { z ) )  = limг_>~ (г +1) ( г - 1)"
= 0.
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4 - м и  с о л  . У ш бу

f U ) =  ctgTtz
ф у н к ц и я н и н г  б а р ч а  ч е к л и  м ах су с  н у к ,тал ар и д аги  ч е г и р -  
м а л а р и н и  т о п и н г .

Р а в ш а н к и ,
г / \ . cos kzf( z )  =  ctgnz =

були б , а  =  п  ( п -  О, ±1, ± 2 , . ..)  н у ц т а л а р  у н и н г  С  д а г и  
м ах су с  нук .талари  б у л ад и . Б е р и л г а н  ф у н к ц и я н и н г  бу  нук,- 
т а л а р д а ги  ч е г и р м а л а р и н и  ( 2) ф о р м у л а д а н  ф о й д а л а н и б  т о -
п ам и з:

А гарф(г) =  coskz, ty(z) -  sinn z  дейилса , унда\|/(я) =  súmw =  О, 
\ / ( я )  =  п со5кп  ф 0 б у л ад и . Д е м а к ,

res ctgTU =  =  -cosjtn. =  1  (я  =  0 +1 +2 ) 
г - л  у / ( л )  n e o s пп к  V "  — *>

5 -м  и  с о л  . У ш бу

f ( z )  =  co s  Я ^

ф у н к ц и я н и н г  г  =  н у к т а д а г и  ч е г и р м а с и н и  х и с о б л а н г .
Б е р и л га н  ф у н к ц и я н и н г  z  =  °° нук ,тадаги  ч е г и р м а с и н и  

(5) формуладан ф о й д а л а н и б  \и с о б л а й м и з .
Агар

4>(г) =  / ( { )  =  cos к

д е й и л с а , %  ф у н к ц и я  z -  0  н у ц та д а  г о л о м о р ф . Д е м а к ,
/

res f ( z )  =  —<р'(0) =  - j^ c o s ^ iy í  я |

=  s i n ^ y £  те jitJ  =  я  sin  =  те

Z=о -

булади .
6-м  и  с о  л . У ш бу

/ < г ,  = 7 ^

ф у н к ц и я н и н г  б а р ч а  ч е к л и  м ахсус  х;амда z  — °° н у ц та д а ги  
ч е г и р м а л а р и н и  х и с о б л а н г .
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f í  7) -  — ¿ —  = _____¿ _____
z V + 9 )  z2(z-3i)(z+3i)

к у р и н и ш д а  ё з и б ,  у н и н г  м ах су с  н у ц тал ар и : а ,= 3 / ,  о 2= —3 /
— б и р и н ч и  т а р т и б л и  к у тб  н у к т а л а р , аъ—О — и к к и н ч и  т а р -  
т и б л и  кутб  н у к т а  в а  z  ~  °° — у т а  м ахсус  н у ц та  б у л и ш и н и  
ан и к у т й м и з . re s  f ( z ) ,  res f ( z )  л ар н и  х и со б л аш д а  ( 1) ф о р -z - a  i z=a2

м улад ан  ф о й д а л а н а м и з :

res f ( z )  = re s (z  -  3 i ) f ( z )  = lim  т /ГГу, =Z=a\ z=3i Z - * h  Z  ( Z + J l )

= e 3' = - 5 4  (s in  3 -  /  eo s  3), 

res f ( z )  = r e s ( z  +  3 i ) f ( z )  =  - ^ ( s i n 3  +  /c o s 3 ) .

Берилган функциями

(3) ф о р м у л а г а  к ^ р а  res f ( z )  н и  ^ и с о б л а й м и з :
г~а3

res f ( z )  =  lim  ±  ( z 2f ( z ) )  = lim  - f -
Z=a¿ Z-»0 uZ z-*0 z +9

= lim  ílí¿_z2¿±21 = 1 , 
г->0 (z +9) 9

res f ( z )  н и  \и с о б л а ш д а  э с а  2-т е о р е м а д а н  ф о й д а л а н .с а
г=«*

булади :

re s  f ( z )  =  -  X  res f ( z )  =  (s in 3  -  3).
г=- k=\z=°k

7 - м и с о л .  А гар  z - а  н у ц га  J{z)  ф у н к ц и я н и н г  л -т а р -  
т и б л и  н о л и  б у л с а ,

Г/'<*)1res
Z-a f ( z )

н и  т о п и н г .
М а ъ л у м к и , z  =  а  н у к т а  f ( z )  ф у н к ц и я н и н г  « -т а р т и б л и  

н о л и  б у л с а , ф у н к ц и я н и  у ш б у

/ ( г )  =  ( г— о)"ф(г)
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к у р и н и ш д а  и ф о д а л а ш  м у м к и н . Б у н д а  ф (г) ф у н к ц и я  z —a  
н у к д а д а  г о л о м о р ф  ва ф ( с ) * 0 .  Б у н д а н  f { z )  ф у н к ц и я н и н г  
\о с и л а с и

/ ' ( г ) = ( г — а ) " - 1[ « ф (г )+ (г — о)ф '(г )]

б у л и б ,

f ' ( z )  _  (г-а)"~ 11пф (гН(г-а)(р,(г)1 _  иф(г)+(г-а)у/(г)

/ (г)  ~ ( г -в )я<р(г) ~ (г-а)ф (г)

куринишда ифодалзнади. Демак, функцияси умун z  =  а

н у к д а  б и р и н ч и  т а р т и б л и  к у тб  б у л а д и . У н д а  (1 ) ф о р м у л а г а  
б и н о а н

res 4 ^  = Нш(г -  а)z=a J 7-*а
'Г М  ] 
/ ( г ) J -

_ч л<р(г)+(г-в)ч>'(г) я<р(а)
= l i m U - a ) -  - (, - а)-ф(г) =  « г Г  =  л-

Д е м а к ,
f ' U ) ] 
f ( z ) \res

Z=a
= П.

8- м  и  с  о  л . А га р  z  =  а  н у к д а / (г )  ф у н к ц и я с и  у ч у н  /с-тар- 
т и б л и  к у тб  б у л с а ,

res
Z=a

f ’ (z) 1
/(г) J

ни ТОПИНГ.

z  =а  нукдани  /с-таргибли кутб булиш идан , уни f ( z ) =  ^ * а ) к

к у р и н и ш д а  и ф о д а л а ш  м у м к и н , б у  ер д а ф (г )  ф у н к ц и я  а  нук,- 
тад а  г о л о м о р ф  ва ф (я)*0. Х удд и  7 -м и с о л д а г и д е к , z - a  нукда

ф у н к ц и я с и  учун  1 - т а р т и б л и  к у тб  б у л и ш и н и  в а

r e s r
Z=a L

/ '(г )
/ ( г ) = Н т ( г  -  а)

/ ' ( г )
/(г) = - к

б у л и ш и н и  к у р и ш  к и й и н  э м а с .
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М И С О Л  ВА МАСАЛАЛАР

Куйидаги мисоллардаги чегирмаларни Лоран цатори- 
нинг с , коэффициентини аникдаш ёрдамида \исобланг.

1. гее . 4. гее гег_|.
г  г=1

I  Я.
2. геве*. 5 .ге& 1 ,’е г .

г=~ г=~

3. ге8 ^ .  6. г а7-5 г-т *=0 г +
1 4  4

Куйидаги функцияларнинг 1 =  а  нуцтадаги чегирмала- 
рини топинг:

»■/ ы ‘ ^ М т у  “ = - 2-

= - о ■

10 . / ( г ) = 1̂ ;  а = \ .

11. /(г) = е***; а = - 2.
12 - / ( г )  =  о = 1.

К у й и д а ги  ф у н к ц и я л а р н и н г  б а р ч а  ч е к л и  м а х с у с  н у ц т а -  
л а р д а г и  ч е г и р м а л а р и н и  т о п и н г .

— —!_ ю  г{~\ _ ег1 3 . / «  = ^ .  18 . / < г ) =  (г+2)(г_ ,).

14. Л г )  = - ^ т -  19. / ( г ) - т г т - .
1+г г - 4 г

15- / < г ) “ ^ г ' 2 0 . л а  = а Н -

16. / ( г ) =  V -, ■ 21. ¡ ( г )  = со^ 2

17- / < г ) ’ Й ^ '  22 . / « - ^ ,  » - 1 , 2, . . .
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-------25 . / U )  ~ -y2_g-°------------------ 3 2 . / ( ¿ )= c th )£ —■c 4

“ • / w  = i í v  3 3 . / t e > - ^ .

2 7 . / ( z )  =  c o s J : +  z 3. 34. / ( 2) =  - ^ - .г ег+!

28. f ( z )  = e z2 + ± .  35. / ( г )  =  JSM jT•

29. / ( * )  =  -I r , ;05,’;- • 36. f ( z )  = - г Ц -  •г (г-3) sin г

К у й и д а г и  ф у н к ц и я л а р н и н г  г  =  °° н у ц т а д а ги  ч е г и р м а -  
л а р и н и  т о п и н г .

г ,  ч (г10+1)cosí 
40. / ( г )  = ---------------*-37. f ( z )  = г4+1 

6 i 'z -1

38. f ( z )  =
sin —___г_
г -1

39. f ( z )  =
eos г 

Z +1 •

(г5+2)(г6- 1)

,2 Я41. f { z )  = z -  e o s 2 г .

4 2 . И х т и ё р и й  ж у ф т  / (г) ф у н к ц и я  учун  у ш б у

res f ( z )  = i е ь / ( г )  = 0г=0

т е н г л и к н и н г  б а ж а р и л и ш и н и  к у р с а т и н г  (б у  е р д а г и  ч е г и р -  
м а л а р  м а ъ н о г а  э г а  д е б  ф а р а з  к и л и н а д и ) .

4 3 . И х т и ё р и й  ж у ф т  f ( z )  ф у н к ц и я  учун

res  f ( z )  =  -  res  f ( z ) ,
Z-a z=-a

ва ток, f ( z )  ф у н к ц и я  учун

res f ( z )  = res f ( z )
Z-a Z=~a

т е н г л и к л а р н и н г  б а ж а р и л и ш и н и  и с б о т л а н г  (б у  е р д а ги  ч е -  
г и р м а л а р  м а ъ н о г а  э г а  д е б  ф а р а з  ц и л и н а д и ) .

зоо



44. А й т а й л и к , / ( г ) = # ( а г ) ,  а *  О б у л си н . У \о л д а  

res f ( z ) = \  res g(z)l=az0 a z=zn

б у л и ш и н и  и с б о т л а н г .
К у й и д а ги  ф у н к ц и я л а р н и н г  б а р ч а  м ахсус  н у к т а л а р и д а -  

ги  ва  z  =°° н у ц тад аги  ч е ги р м а л а р и н и  ц и со б л ан г  (б у н д а  z  =  00 
нук,та м ах су с  н у к т а л а р н и н г  л и м и т  н у к тас и  б у л м а г а н  \о л  
к ар а л  ад и ).

45. = =

4 6 - /< z )  =  ' ( í W '  4 9 - / a >  =  7 ( ? Í 4 ) '

47. Л С  ^ ____________________________
,2л

5 0 . f ( z )  = ^ ^ 7  (п  — н а т у р ал  с о н ).

i 2л
51 . Л г )  =  а  ф 0 ( и ~  н а т у р а  с о н )-

52. А * )  =  • 6 0 . / ( г )  =  c tgh .

53. f ( z )  = -Zz2 -^ f[ -} - 6 1 . / ( z ) = c tg 32.

54./w  = ^ -  62. f ( z )  = cos .

55 . Л О  = sin  г  ■ s in  1 . 63. f ( z )  = z3 c o s  •

56. Л г )  = ^ т -  64. f ( z )  = ez+l<.

57. Л  г) = cos zch*- 65. f ( z )  = sin ^ .

58. f ( z )  = • 66. Л г )  = cos .

59.f(z) = tgz. 67. Л г ) =  (A *0).
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68. f ( z )  -  z"  sin I  (л _  бутун сон).

69. f ( z )  = —Ц -.sin^

70. / ( г )  = - Д -
sin у г

71. / ( z )  -  ~  (n — натурал сон).

Куйидаги чегирмаларни ^исобланг:

72. r e s - ^ 4 - ,  я = ] , 2 ,  ... . 
г=о sin г

71 rec s'n 3z-3s¡n  г
• г=о sin? (s in z -z )  ■

74 res —l— -j .
' г=о (l-cosz)

7 5 - 5 ? Й '  " - 2 - 3.........

76 . r e s z " '3ctg"£ , л = 2 , 3 , . . . .

77.  res
г 0 c h z - l-y

78. / ( г )  в а ^ ( г )  ф у н к ц и я л а р  чекли  г =  а  нуц тада го л о м о р ф  
булиб, ш у н у ц гад а m-тар т и б л и  нолга эга  булси н . У  \о л д а

r e s [ ^ f 4 ' ~г=а[я(г) z-a
р т\а )
g(т \ а )

т е н г л и к н и н г  у р и н л и  б у л и ш и н и  к у р с а ти н г .
79. А гар ф у н к ц и я н и н г г  =  °° нуцта а т р о ф и д а г и  ё й и л м а с и

f ( z )  = c0 + ^  + ^ + . . .  
z z

к у р и н и ш га  э га  б у л с а , r e s { [ / (z ) ] 2} н и  т о п и н г .
Z=<*

80. А гар  g (z ) ф у н к ц и я  z  — а  н у ц та д а  г о л о м о р ф  б у л и б , 
f [ z )  ф у н к ц и я  z  — а  н у ц т а д а  о д д и й  ц утб га  эга  в а  res  f { z )  = АZ=a

б у л са , у  \о л д а  r e s [ / ( ¿ )  g ( z )] н и  то п и н г .
Z=a
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8 1 . А гар  g ( z ) ф у н к ц и я  а  н у к та д а  го л о м о р ф , / ( г )  ф у н к 
ц и я  ̂ э с а Т =  а  н у к т а д а  & -тар ти б л и  к у тб га  ва—

c-i с-* — ~  +  + — — Z-O (г-д)

б о ш  к и с м га  э г а  б у л с а , у х;олда res [ / ( г )  # ( г ) ]  н и  т о п и н г .
Z=a

82. А га р  г  =  о  н у ц т а /О г)  ф у н к ц и я н и н г л - т а р т и б л и  н о л и  
були б , # ( г )  ф у н к ц и я  а  н у к т а д а  го л о м о р ф  б у л с а , у ^ о л д а

res
z-a z ( z )

) f ( z )

н и  то п и н г .
83. А га р  z  =  a  н у к т а / (z)  ф у н к ц и я н и н г  л -т а р т и б л и  кутб 

н у к тас и  б у л и б , / ( г )  ф у н к ц и я  a  н у к та д а  г о л о м о р ф  б у л с а , у 
\о л д а

res f ( z ) . ¿ Í£>  
J y i ’ f U )

н и  то п и н г .
84 . А й т а й л и к , g  ( z ) ф у н к ц и я  z  =  a н у к т а д а  г о л о м о р ф  

були б , б у л с и н . А гар  / ( £ )  ф у н к ц и я  £,=g(a) н у к т а 
д а  1-т а р т и б л и  к у тб га  э г а  ва

res  / (& )  = А
5=*(а)

б у л са , у \о л д а

r e s / [ g ( z ) ]
Z=a

НИ ТОПИНГ.
85. А гар  J{z)  ф у н к ц и я  z  =  °° н у к т а д а  fc-т а р т и б л и  к у тб га  

э га  б у л с а , у х р л д а

£ * / ( * )  =  - ^ U * +7 (*+l)<z)]

т е н г л и к н и н г  у р и н л и  б у л и ш и н и  к у р с а т и н г .

2 -  § .  И н т е г р а л л а р н и  ч е г и р м а л а р  ё р д а м и д а  
^ и с о б л а ш

Ч е г и р м а л а р  ё р д а м и д а  ту р л и  и н т е г р а л л а р н и  х и с о б л а ш  
м у м к и н . Б у н д а  к у й и д а  к е л т и р и л а д и г а н  т е о р е м а  м у \и м  рол  
у й н а й д и .

303



0 \{ а , ,  а 2, а л}

сох,ада голоморф ( Р а  С, д , .........яп<еР)_____________________
2) / ( г )  функцияси со^ани чегарасигача аницланган ва 

В\{ар а,, ап} да узлуксиз.
3) ЪО — тугриланувчи ёпиц контур булсин. У  х;олда

\  / ( г №  = 2л / X  гее / ( г )  (6  >
,Ю г=ак

формула уринлидир.
И з  о  х, '• (6) ф о р м у л а  » е й  б у л ган  \ о л  у ч у н  у р и н л и д и р . 

Ф а ц а т  бу \о л д а  г  =  н и / ( г )  у ч у н  м ахсус н у ц т а  д е б  х ,исоб- 
л а ш  \а м д а  3 0  чизик, о р и е н т а ц и я с и н и  с о а т  с т р е л к а с и  й у н а -  
л и ш и д а  о л и ш  к и ф о я д и р .

Ю ц о р и д а  к е л т и р и л г а н  К о ш и  т е о р е м а с и д а н  ф о й д а л а -  
н и б  ёпик, к о н т у р  б у й и ч а  о л и н г а н  и н т е г р а л л а р н и  \и с о б -  
л ай м и з .

9 - м и с о  л  . У ш бу

I - у М г
1*1=3 г +4г

и н т е гр а л н и  х и с о б л а н г .
Б у  \о л д а  и н т е гр а л  о с т и д а ги  ф у н к ц и я

т  =  .
г  +4г

и н т е г р а л л а ш  к о н т у р и  {г е  С:| г  1=3} а й л а н а , £> с о * а  э с а  
С:| г |< 3 }  д о и р а д а н  и б о р а т . / ( г )  ф у н к ц и я н и

/т > )  = __ !__ = ____1___= ______ !______
г3 + 4г  г ( г 2 +4)  г (г +2/ ) (г -2«)

к у р и н и ш д а  ё з и б , ^ = 0 , а = —2 /, а = И  л ар  ф у н к ц и я н и н т
1- та р ти б л и  кутб  н у ц та л а р и  э к а н и н и  а н и к д а й м и з . Р а в ш а н  - 
к и , а р  а2, а ъ м ахсус н у ц тал ар  О  сох,ага т е г и ш л и  б улад и .
3 - т е о р е м а н и н г  б а р ч а  ш а р т л а р и  б а ж а р и л и б , ш у  т е о р е м а г а  
кура

$ = Х  г а  Т Т ~
|г )=3 г  + 4 *  я = 1 г = о л  * + 4 ^

Г. 3 - т е о р е м а  ( К о ш и  т е о р е м а с и ) . Фараз
цилайлик,

О  / ( г )  функция

булади.
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Унг томондаги чегирмаларни (1) формулага кура х,исоб- 
лаймиз:---------

булишини топамиз.
10- м и с о л . Ушбу

интегрални ^исобланг, бунда у : х2+у2=2х айланадан ибо- 
рат.

Равшанки,

х 2 + у 2 = 2х => (х -  I)2 + у 2 = 1 => {z <= С :| z  -  1|= 1} ,

D со\а  эса D={\ z~  1|< 1} доирадир.
Энди f ( z )  = функциянинг D colara теги шли булган

махсус нуцталарини топамиз:

z 4 +  1 =  0 => z = у[-  Г =  Vi • (eo s к  +  / s in  я )  =>

=» zk = eos + i sin  (к = 0, 1, 2, 3 ) .

ẑ , zv zv z¡ махсус нукталардан

лар D со\ага тегишли булади. Ш уни эътиборга олиб, (6) 
формуладан

res f ( z )  -

Натижада

z0 = cos-| + i sin ̂  =  ^ ( 1  + /'),
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б у л и ш и н и  т о п а м и з . Б у  т е н г л и к н и н г  у н г  т о м о н и д а г и  че - 
г и р м а л а р н и  ^ и с о б л а й м и з :

Н а т и ж а д а

геБ 4̂  г =  т т ~
г=го +1 +1)

ге5 ~Т~7 =  т т Ч и
г=гз £  + 1  ( I  + 1 )

Г

го

булади .
А гар

_  _  _4_
'3 " 7 2[ # < ! - • ) ]  [ # ( 1- /)]  

б у л и ш и н и  ^ и с о б г а  о л с а к , у н д а

------------

а - / ) 3+(1н-/)3 

((1+0(1-О)3
=  - Л

72 .Л/

э к а н и н и  т о п а м и з .
1 1 - м и с о л . У ш б у

¿ ( г - З Н г 5- ! ) *

и н т е гр а л н и  х ,и соб лан г.
(6) ф о р м у л а г а  к у р а  / ( г )  = 1

( г - 3 ) ( г  - 1 )
учун

1г1=2
г е з Д г ) *  г а Д г )
г= 3  г = ~

б у л а д и . Б у  т е н г л и к н и н г  у н г  т о м о н и д а г и  ч е г и р м а л а р н и  
^ и с о б л а й м и з :
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Агар

res f ( z )  = lim(z -  3 ) f ( z )  = lim -
z = 3  í - > 3  z-> 3 ^ - 1  M i-

f ( z )  = (z-3)(z5-l)  z6
И - í )

эканини эътиборга олсак, унда z  — 00 нуцта f ( z )  функция- 
нинг 6- тартибли ноли булишини аникдаймиз. Бу функ- 
циянинг Лоран цатори

/(г) = 7  + ^  + ^ +-
булиб, с_,=0 булади. Демак,

res f ( z )  = 0.
z=°°

Ш у н д а й  ц и л и б ,

JL dz = ~ 2 m t i ü  + ° )  = " ш -

12- м и с о  л  . У ш бу
2

J -  !¡zke l d z  ( к -  б утун  с о н , г  > 0)
1г|=г

и н т е г р а л н и  \и с о б л а н г .
Бу и н т е гр а л  ( 6) ф о р м у л а г а  к у р а

2 2 
J -  i z ke zd z  = r e sZke z2m J г=оlzl=r

б улади . Ч е г и р м а н и  \и с о б л а ш  учун  f ( z )  = Zke z ф у н к ц и я н и  

г = 0  н у к ,тан и н г  у й и л га н  а т р о ф и д а  Л о р а н  ц а т о р и г а  ё я м и з :

/(г)= = г*

i

1 + 2 + Х . Ц + +_ L .2 l  + 1 -1- _ т  ,  + .. .1- ку к -гZ 2!

-,к+\
(А- + 1)! ’ = г* + 2 z k-' + h z k~7+. . .+

->£+1 к+2 1
(* + ])! ' г т (к+ 2)! ' 
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С _ ,= |(Й Т Т >  а га р  ^  -  - 1  б у л са , 
[Ö, а га р  к  < - 1  б у л са

б у л и ш и  к е л и б  чи к д ц и .
Э н д и  _____________________________________

Бу тенгликдан

г
с_, =  r e s z 'e *-к

г=б ‘

б у л и ш и н и  э ъ т и б о р г а  о л и б ,

Д -  = “ Ч > * г - 1 « л с а ,
[О, ага р  А: < -1  б ^л са2т 1г1=г

б у л и ш и н и  т о п а м и з .
13- м  и с о  л  . А гар  D = {z  е  С  : | z  |>3} б у л са , уш б у

f sin  -^-rdz
эо Z+1

и н т е гр а л н и  х ,исоблан г.

f ( z )  = sin  д е б , с у н г  (6 ) ф о р м у л а д а н  ф о й д а л а н и б  т о 

п ам и з:
\ f ( z ) d z  = 271/res/( г ) .

эд г ”

Э н д и  A z )  ф у н к ц и я н и н г  ч е г и р м а с и н и  (4) ф о р м у л а г а  к у р а  
х ,исоблайм из:

res f { z )  =  lim  г ( / ( ° ° )  -  f ( z ) )  = lim  zísin  1 -  sin  -
z = ~  г - » «  z -> °°  V Z + i /

/
=  lim

г-»«V

=  l im ic o s  ■ ■ 2r * l> ■

(  i+-?- i__í-
2 z  eos — ■ sin  — I =

- “ Г ~ 2(г+,) 2(г+1), 0081'

Д е м а к ,



2°. А н  и  к  и н т е г р а л л а р н и  ч е г г р м а л а р  ё р д а -  
м и д а  \ и с о б л а ш

А н и к, и н т е г р а л л а р н и  \а м  ч е ги р м а л а р  ё р д а м и д а  \и с о б -  
л а ш  м у м к и н . Б у н д а  ан и к , и н т е гр а л л а р  к о м п л е к с  у згар у в - 
ч и л и  ф у н к ц и я н и н г  к о н т у р  б у й и ч а  о л и н г а н  и н т е г р а л и г а  
к е л т и р и л и б  т о п и л а д и .

2л
1) ¡ R ( c o s x ,  s in x )rfx  к у р и н и ш д а г и  и н т е г р а л -

о

л а р н и  \ и с о б л а ш .
У ш б у

2 я
/ = j 7 ? ( c o s x ,  s in x )d x  ( 7 )

о

и н т е гр а л  б е р и л га н  б у л и б , у н и  \и с о б л а ш  т а л а б  э т и л с и н , 
б у н д а  R (c o sx ,  siruc) —  c o s x  в а  в т х л а р н и н г  р а ц и о н а л  ф у н к -  
ц и я с и  в а  у [0 , 2л] д а  у зл у к си з .

Э й л е р  ф о р м у л а с и г а  к у р а

J x  , , - i x  . „IX ,,-ix
cos x  = ^ -4 г — , sin  x  = ■2 . “***" 2/ 

б у л и ш и н и  э ъ т и б о р г а  о л и б , с ^ н г

Z=e¡x

д е б  б е л г и л а ш н и  к и р и т с а к , у н д а

х  е  [0, 2л] => {г е  С :  |z |=  1},

c o s x  =  i ( z  +  l ) ,  s i n x  = ¿

d x  = -L dz  iz

б у л и б , б е р и л га н  (7 )  и н т е гр а л  ц у й и д а ги ч а

2я  ^

/  =  J Ä (cos х ,  sin  x ) d x  = § R (z )d z
0 IzN

бу л а д и , б ун д а

f e )  =  ¿  =  í ( i b + i , 4 b - X ) ) .
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1 4 - мис о л .  Ушбу
2х

{  co sx-2о
Г__Фс__

интегрални хдасобланг._____________________________
Бу интегралда eix= z  белгилашни киритамиз. Унда

2f  dx _ 1 X . \ Í Z_  = 2 1 __£_
S0 COSX~2 '  '' Nl ,  Z2- 4 Z+1

булади. Интеграл остидаги

m = - H — гг -4z+l

функция учун Z\ = 2 + -v/З ва г2 = 2 -л/3 нукталар 1 - тар- 

тибли кутб нук,талари булиб, улардан z 2 = 2 -  л/З нукта 

/>={ге С: | г|<1} colara тегишли булади: г2 = 2 -  7з € D . 

Унда Кошининг чегирмалар \ак,идаги теоремасига асосан

i f ( z ) d z =  j  > - dz = 2я/ res/ ( г )
¿ i  ¿ i  г2- 4**! г=гг

Функция чегирмасини х,исоблаймиз:

res / ( z )  =  Н ш ( г -  г 2) / ( г )  =
г=*2 *-»*2

-  l im (z  Z2) y j j '

Í— l— = d x  = 2  i  -5—!---- í/z = 2тс/-?■ Г---- L |  = - - 2S-.I cosx-2 í,T  г2- 4г+1 i \  2-J3J -TÍ

Д е м а к

2я

.  .
О |г И

1 5 - м и с о л .  У ш б у

í  — ^Ф■> 5+3 eos ср т

и н т е гр а л н и  х ,исоблан г.
Б у  и н тегр ал д а  é*>=z ал м аш т и р и ш н и  б аж арам и з. Н ати ж ад а
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1— 1— í/m = i  i  __ _____=2  í  ____ i d ?
-J, 5+3cos*P '  5+3i(z+±) '¿ З г Ч Ю г + З  

булади. Интеграл остидаги
/Ш  =

3г2+10г+3

функциянинг D={z е С : \ z |< 1} colara тегишли битта z = -  -j 

махсус нук,таси булиб, у 1- тартибли кугбдан иборат. Унда 

j  / (z)dz = í  , dz---- = 2ni res ------
|z|=i k¡Li 3г+10г+3 z=-í Зг+10г+3

булади. Равшанки,

res —5—1-----= lim (z + i ) ------ r------= i  ■
3^+1 (k+3 3 3(г+|)(г+3) 8

-Демак, _____________

I -Z—j-1—  d(D = \  Ini ■ i  = ^ .J 5+3cosy T i 8 2

16- м и со  л . Ушбу

I COS2 (pflíy 
0 2-sin2 ср

интегрални \исобланг.
Бу интегралда e2iv=z алмаштиришни бажарсак,

ф е [0 , 71]=>{?е С :  \ г |= 1 }  

co s2 ф = 1 ± ^ ф  = ;

sin2 ф =

булиб,
я  1 + К г + г )
”rCMV<p= j_ г 1 , dz = -L ¡ -dz
0 2-sin2 ф 2| ¿ , Z   ̂ 1-»(га )  2/J=iz г2+бг+1

тенглик уринлидир.
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Интеграл остидаги

(г+1)2 __________ (г+1)2__________
г(г2 +6г+1) z[z -(-3 + 2  Л ) |г - ( - 3 - 2  Л )]

функциянинг ^=0 ва z,=~ 3+2 Л  , z2——3—2 л/2 махсус 

нукталари булиб, улардан ^ = 0  ва z¡=~3+2 V2  лар {| z | < 1 }
colara тегишли булган кутб нук;талардир.

Коши теоремасини куллаб, топамиз:

í t . - ^ t - d z  = 2ni 
И Z

= 2 ni

им* ^+ 6г+1
res — í^±i)— _ + res — (*±12.b ] =

1
z¡z2

г=о г ( г - г 1) ( г - г 2> z=z, z ( z - z ¡ ) ( z

1 (-3+2V2+l)2 l  
-3+2V2 4-Я J

(¿1+1)2 = 2 ni +
1_

ZI-Z2 J .

Демак,

= 2 n i ¡ l - ± .

jco si^p  =  J x_ 1 )  
g'2-sin2 y  ̂ j l )

2) Х о с м а с  и н т е г р а л л а р н и  р с о б л а ш .  
Чегирмалар назариясидан фойдаланиб хосмас интег

ралларни \ам  х,исоблаш мумкин. Бу куйидаги теоремага 
асосланган.

4 -т е о р е м а .  f(z) функция {г е С : Im г >0} сохднинг чек- 
ли сондаги махсус нуцталардан таищарн барча нуцтала- 
рида голоморф булиб, унинг чегарасида узлуксиз булсин. Агар

lim \ f (z )dz  = 0 (Т={ IZ |=Л 0 < argz < п} (8)
Г~>" У,

оо
булса, у  холда j  f(x)dx яцинлашувчи булиб,

°¡f(x)dx = 2ni £  resf ( z )  (9)
1тг*>0 z Zk

булади.
Бу теоремадаги (8) шартнинг бажарилишини курса- 

тишда куйидаги леммалардан фойдаланилади.
3 1 2



1 -лемма (Жордан леммаси). Агар 
Нш г ■ шах| /(г ) | = О (Ю)

булса,
Иш |  /(*:№  = О
Г— *оо * (И )

булади.
2- лемма (Жордан леммаси). Агар 

Иш шах |/Сг)| = О ( 12)

булса, у хрлда \/А. > 0 учун

Нш |  / (х)ег>'7̂ г  = О (13)

булад и . --------------
17-м и с о л .  Ушбу

хосмас интегрални \исобланг. 
Равшанки,

функция {геС:  1т  х. > 0} да ягона z — I махсус нукгага, 3 
тартибли кутбга эга.

2 = с« нукта /(г )  функция учун 6- тартибли нол булга- 
ни сабабли да

булади. Д ем ак,/(г) функция 4- теореманинг барча шарт- 
ларини бажарар экан. Шунинг учун

ш а х | / ( г ) |~  Л  ( у = {  I г |= г ,  0  < ащх<  л})
геУг г

булиб, 1-леммага кура

булади.
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Энди кейинги тенгликнинг унгтомонидаги чегирмани 
^исоблаймиз:

, гт  = lim 4тz=i(z +1) г-»/2'
res- - ¿ - ( z  -  Л3 _____1_____

dz1 U-i?(z+i?

Натижада

= { l i m f —I Z r j  -  1  Иш — '-Ц- = -¡4т.
2 г-»/\(г+0 j  2 *-»/ (г+О 16i

I  —т̂~~т = i b  =1 (x2+l)3 8

булишини топамиз.
18-м и с о л .  Ушбу

4-00
|  - 2rfx- п (п -  натурал сон)
о (х +1)

интегрални х,исобланг.
Аввало берилган интегрални

f dx = I  [ dx
}n (х2+1)я 2 i (х2+1)" и —°°

куринишда ёзиб оламиз.
Энди

f ( 7 \  - ___1___= ______ !_____
(г2+1)" ( z + i f ( z - i ) n

десак, бу функция { z e C : I m z > 0} д а г = /  махсус нук,- 
тага, п- тартибли кугбга эга.

Равшанки,

lim г -m axj/(z)|=  0 (у={ | z\=r, О <argz< л}).
/•—>оо

Унда 4- теоремага кура

1— оо <• *

булади.
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(I) формуладан фойдаланиб топамиз:

res f ( z )  = lim -Ц , -^п~Г(г -  /)"---- ¡г---- - 1  =
г=/ г-» (я-1)! ¿г"-1 L (г+0 (г -0  J

=  _ l _  H m  ¿ И  Г _ L - 1  =  ( 2 ” ~ 31 ! 1  ■ ±(я-1)! г-. tfe"-1 L(z+i')"J (2л-2)!! 2/

Натижада

dx ? 1 (2я-3)!! (2л-3)!!
(хг+1)" ~ 2i (2л—2)!! "  (2л-2)!! п

булиб, берилган интеграл учун

Т  ¿х _  (2я-3)П ,
I (х2+1)п (2л-2)!! 2

булишини топамиз.
Энди

|  е,Ъ:
— оо

куринишдаги хосмас интегралларни царайлик.
Агар lim max| R(z)\ = 0 булса, у \олда Жордан леммаси-/•-»<- Z€yr

га кура
lim J f(z)dz  = О

” Уг

булади, бунда
f(z)= e^R (z).

4- теоремага кура биз

]е°-х R(x) dx = 2ni £  res[e'^Ä(z)] ( 14)
Im Zk>0

тенгликни хосил к,иламиз. Бу тенгликдан



\амда

j /?(jc) sin Xxdx = 2k Rej £  resje'^ • Æ(z)jj> (jg)

формулалар келиб чикдди. 
—19- м и с о д^ Ушбу—

1 -dx
х г -2х+2

интегрални \исобланг. 
f ( z ) функция деб

f ( z )  = e‘z
z2-2z+2 [г-(Ы-0][г-(1-/)]

ни оламиз. Бу функциянинг 2 та: г,=1+/ ва z2~ l —/ кутб 
нукталари булиб, улардан г |= 1+/б{1п1 z >  0} булади.

R(z) = z2_ \z+2 функция учун г-»°° да R (z) ~ -у булган-

лигидан 2- лемма шартининг бажарилиши таъминланади. 
Унда (16) формулага Kÿpa

Г s m x _ dx  = 2  л Re 
1 х 2 - 2 х + 2

r e s / ( z ) l
z=zt J

булади.
(1) формуладан фойдаланиб res f{ z )  ни \исоблаймиз:Z=ZI

й /< г) -  jü a { u - (u o ü - ( i-o i  -  « + *
еК1+0 g-1 . . . .

= ■ 2. - = (sin * ~ 1 cos * ) •
Демак,

х -2х+ 2 dx = 2п Re
„-1
■у (sin 1 -  ¡cosl) тсе 1 sin 1 .

20- м и с о л . Ушбу

х 2+1
dx

интегрални ^исобланг.
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7 çofLxjx = 1 У 1±сos2xdx - 1  у  + 1 У =
J X +1 2 J X 4-1 2 j  1+ X 2 2 j X + !

Аввало берилган интегрални

JL . X f cos2x j ..
2 2 J j . -2+x

к У р и н и ш д а  ё з и б  о л а м и з .  
Э н д и

J 1+x2

и н т е г р а л н и  (1 5 )  ф о р м у л а д а н  ф о й д а л а н и б  х ,и с о б л а й м и з :

f co*2xdx  = -2 л  Im  re s -^ i-  =  -2 л  Imf-^4-1 =
X- + 1 L*=' г2+и У 2' )

Д е м а к ,

У C ^ix í/jc = i  + l Jte-2 = Ä(l + g-2)
J X2 + 1 2 2 2 '

ne 2

2 1 - м и  с о л  . У ш б у

г xsinxfa  
í х2+1

и н т е г р а л н и  ^ и с о б л а н г .
И н т е г р а л  о с т и д а г и  ф у н к ц и я  ж у ф т  ф у н к ц и я  б у п г а н л и -  

г и д а н

б у л а д и .
Р а в ш а н к и ,

гхщпx dx = \¡ Г z ^ ± d x  
i  х2+1 2 J X +Ï
и — оо

/ (* )  = г2+1 (г_/)(г+|)

ф у н к ц и я н и н г  б и т т а  м а х с у с  н у к ,та с и  z  =  i б у л и б , у  к у т б  нук,
г

г2+1 
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R(z)~  j  булади. Булар каралаётган интегралга нисбатан

(14) формулани куллаш  м ум кинлигини курсатади. (16) 
формуладан фойдаланиб топамиз:

/ 4 » f *  =  2 * R e ze'z
res ? = 2n R e ^  = f .

[_г=/z 1J

Демак,

М ИСОЛ ВА МАСАЛАЛАР

Куйидаги интегралларни \исобланг:

88. j  * - d z .
IzN

89. í — - г г  dz-, Y = { ir  + -  эллипс.Y (2г+3)2г 1 4 1 J

90. <ftgzdz- 95. j  (2z- \ )  cos-¡-¡dz-
W-2 l#=2

91. j M f .  96. i
1г|=з z +4 !zl=4

92. i « i A  97. i  zdz2 .
г +l id=21+2sin *

93. j  ™^idz- 98. j  Z2 sin i  dz.
I z l= 2  *  | г | = 1

94. j - y —  dz- 99. i  -2*_.
1 г - 2 / ! = 2  e  +  | г + 1 М 5 г + 3
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100. ( = * ;  7
------y* -------

101. j (j +l l %  Y = {x2 + y2 = 16} - айлана.

(г-1)
У = | 4  + ̂ - = 1[ - эллипс.

ЮЗ. j г3 sin-Uz. 109. $
lzl=l

г2 Л104. i -=-£----.
¿ 5 (г2+1)(г-2)

105. j

l ¿ 3 г(г+1)2(г+2)(г+4) 

l é f i

-dz-

106. ■¿dz

|г|=2 4 1

io ? .  j  ^
UM г +1

108.
1г|=1.

S 3

112. I - z2dz

Uhl s in  г -COS z

113. j zxgnzdz .
Id=i

114. f #^/z.
UIW3 * ' г

115. y = {x2+/=2x}.

y 4

116. j eldz
и, г +■2z2+ 1

117. ; у = ix3 + у 3 -  З3

118. § (z  + \ ) e zdz.
И-4

119. y . ¡ 4  + / = 4 -
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120. Ф z sin l±\dz- 
\ h  z~]

k!=2 z+]

122. § -3sin ¿dz
!г-И=1 - z K z - i )

123. f tgnzdz, n=  1, 2, ... .
k l = *

124. <f sinJ-í/z-
~W~r Z

I K ¡ S S ? : г - { | « - Л - Й

126. i
¿ l  2* +1

127. f
l¿. <V -9)

,28- 2̂ 7  ̂ sin2^ -ld=r 4
i i i 

129. f ( l  + z + z ) ( е г + е г _ |+e*~2)üfz.
1г|=3

¿¿г
_5 sin г-0-cos zY

l31' ° - { 1г - М < 2[

134. D = {I z|> 4}.
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г2 5ш2-̂
■м- ! « - .» ¿ V е  °  = {1г1< 3}-Э/)

137. } - ^ г; /) = {1г1<2}.
з о г  1

138. ^ ¡ п - Ц / г ;  /) = {|г-1|> 1}.

1 3 9 . ] ^ * ’ 0  = {1г - 2|+|г + 2|< 6).
дО

140. /гсов-^-</г; £  = {|г|>2}.
3 0

141. д а
а/)

142. Г -£ -й &  £> = {|г|< 1, Я е г > 0, 1т  г > 0}.
зУг2-/

143. 1А ;  ^={|^>4}.
зоег -1

144. \ ^ с 1 г ,  Д = {Ы<4}.
зое1 -1

145. />={1т^>0} ярим текисликнинг чегараси буйича 
олинган

интеграл шу интеграл остидаги функциянинг шу ярим 
гекисликдаги чегирмаларининг йигиндисига тенг экан- 
лигини курсатинг ва унинг кийматини топинг.

К у р с а т м а .  Кошининг чегирмалар \ак,идаги теоре- 
масини {1т  г>  0, | г |  < Щ ярим доиранинг чегараси буйи
ча олинган интегралга кулланг ва кейин Я ни °° га интил- 
тириб лимитга утинг.

Куйидаги мисолларда чегараланмаган сохднинг чега
раси буйича олинган интегралларга Кошининг чегирма
лар \ак,идаги теоремасини куллаш мумкинлигига ишонч 
\осил кдлинг ва уларни ^исобланг:
2 1 - 9 5 2 321



Куйидаги мисоллардаги интегралларга Кошининг че- 
гирмалар \ак,идаги теоремасини куллаш мумкин эмасли- 
гини курсатинг.

149. /  = |  е~г £> = {1ш г. > 0}.
дд

150. /  = \^Щс1£, И = {1ш г > 0}.
Л.1 + Г

Аник ,  и н т е  гр ал л ар  н и ч е г и р м а л а р  
ё р д а м и д а  х и с о б л а ш

Бу булимдаги барча мисолларда аник, интегралларни 
х,исоблаш талаб к,илинганда, агар интеграл хосмас ва узок,- 
лашувчи булса, у х,олда унинг бош к,ийматини топиш ту- 
шунилади1.

Куйидаги мисолларда интегралларни \исобланг.

151- \ ж к г  153-о
2я

152. ) ---- &— 154. |
(5+4 с о б а : )  о

’ Айтайлик, Д х )  функция |а, ¿>|\{с} да узлуксиз булиб, $ /  ( х ) ( 1 х

интеграл узокдашсин. У \олда

Ит
р—̂ о

с-р Ь
\ Дх)<& + \  / (х )дх
а  с + р

лимитга }{х) функция интегралининг бош циймати деб аталади ва у
ь

V. р. |  /(х)*/х каби белгиланади.
а

/(х) функциянинг [а, Ь\ кесмадаги узилиш нукталари сони бир 
нечта булганда \ам интегралнинг бош киймати шу каби аникланади.
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155 f ———  > D.J a + c o sx

156. I

о

d x
13+12 sin a "-Л

In 2Ш ( . COS_X_¿y
• J 13+12cosx0

158. f cosV  dx.Q l + sin X

159. J ctg(x -  /ö)dx, (a > 0).
0

160. Í e2“ctg(x -  (й > 0).
n -

161 Í -----Г**— 3 ’ (o > b > 0 ).¿ (a+ft cosx)

162 Í ----- ^  V-у.  (a > 0, 6 > 0).l0Z- ¿(ü+fccos-x)2
2 n
[ ------ iö-----— (a -  комплекс сон ва а?4± 1).

1 0 J - I \ -2a cosx+a

1ftA f—cos2 3xd\_ ia _ комплекс сон ва a *  ± 1).
o l-2acosx+e

2 л
165. f ecosx cos(nx -  sin x)dx (n -  бутун сон).

О

166. 1 tgí* + ia)dx (a -  хак,ик,ий сон).
О

2n
167. j ctg(x + a)dx (a -  комплекс сон ва lma * 0).



169. ( -1  < a < I)._к I -2a cos x+a

170. fJ 2-2 cos x-n
2n

171 i —^ -----(д > 1). ~l / l .  Jfl+SlllX 7

172. f cor xdx.. _ qoui ^иймат.
q 1-2 sin x
2я

173. 1 И  < <* < 0 -  бош киймат.

1 7 4  f -£o si xdx (0  <  fl <  1).
,, l - a s in  X

175 f -c- - ( a > l ) -  бош киймат.
" J l-a s in "  x

176. 1 T- -C°- 2 dx (-1 < a < 1)._n 1- 2a cosx+a

177. I dx (-1 < o <  1), /1 = 0, 1, 2, ... .t l~2tfeosx+fl

!?S. Py—8?** -2 dx (-1 < а < 1), /1 = 1, 2, ... .
*а S' 2as>n х+я

, 79 f 0+2cosx)" С05#шй. W=Q, 1, 2........
J 5+4 cos v-n

Ш .  (0 < « < f ) ,  « -  I. 2, ... .

Куйидаги мисолларда чегараси чексиз булган инте
гралларни \исобланг:

+~ +00/  \ 2
181. J - 2- ^  2— . 183. J [ —у—] dx.

(х  +1)(х +4) ' \ х г + \ )— оо О

182. Т  —  184. Т - у -  — .
^ ( х Ч г х + г г  (x 2 + d ( x 2 + 9 )

3 2 4



т-оо

185. í ? : x# - dx. 189. f -x~dx-J V-’xIOv’xQ '
— oo

x4+I0x2+9 ’ x4+6x2+25

186. Г — . 190. I f .
— oo

187. 7 4 ^ -  191- Í ; 2J x +1 (x +4x+ l3r
— oo

188. T £ W .  192. (<.>0).
— OO

193- 1 2 ,rf* ? t i t  ( o > 0, A > 0).1 (x +a )(x +b ) K '

194. f - f ^ - r  (fl > 0).¿ (x +a )

195. 7  , 2 13  (a > 0).
(x - 2/x-I-a )

196. f - - —f -f 6 > °)-
0 (e+ftx )

197. 7  - , 2^-, - Г2- (* > °. b>  °)-J (x +a )(x +6 )
— oo

1 9 8 - T p c s i ? W  <«>o,  P>0) ,  « = 1, 2, ..

1 9 9 . f dx (n> l -  натурал сон).
I  l+x2"

200. 7  du2\ñ ( e > 0, ¿ > 0), /2 = 1, 2, ... . J (a+Ax )
— OO 

+00
201. f (n> 2 -  натурал сон).

i l+x
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* * *

2 0 2 / [ i ^ > .  2 0 5 .7  - £ 2 £ - d x .
x -2.X+2 x‘ -6x+109

m T = Ä = :  206. T W ^ d x .J x -2 ix-2 1 x -2x + 5— oo

4-00 +°°a* Hr
204. } - / X~dx 207. f - ,- е- - т  dr.

(x +4ix-5) (x +4Ú-5)

Куйидаги интегралларни Жорлан леммаларидан фой-
даланиб ^исобланг:

208. 7  213. 7
J x -2х+10 J x +10x +9

209. 7  - т 1Д Л- 'г- • 214. 7  dx.1 -2-->'-in j x +13x +36

210. f **»*/* . 215. Í dx.
x +4x+20 1 x -4x+5

— o o  — oo

2 1 1 . +f {x-^ nm2x dx. 216. 7  / siflJC dx..v"+2x+2 J v2J.ivxjn

+00
212. f -S11VV ¿x. 217. f - ? ^ s- x - d x .

1 x +5x +4 J x2 2x 110— oo —oo

218. J - °- j  dx (a > 0).
X  + Û

~boo
219 f çqsçvc dx (g > 0, b>  0).

n * +*

220. (a > 0).
о x +a

221. T - 2-Sini  2 <** ( û > 0).о (x“+fl )
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-foo
2 2 2  f xs,in У  dx (a > 0 , b  > 0 ).

223. J ; i~ T jd x  (a>  0).
( x l + a l Y

224 T  cf f i xdx,  (fl> 0  ¿ > 0).
Q (x +û )(x +b )

225. j 4Qif —, d x  (a > 0).J X +X +1

Куйидаги интегралларнинг бош кийматларини топинг:

226. +J ~~ d x (а > 0).

227. I dx (а <
— оо

228. +f - f &**-dx.x -5х+6— oo

+°° j  77Q f sinxflx
(x2+4)(x-1)

230. Y ^ f d x .
\ - X— oo

231. f (x +a )(x-f)

232. (a  > 0).J X-oo

233. Í ± Ç - d x  (a < 0).X
-o o
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234. í j r j  (*><»■
— oo

235. ( í < °)-

Куйидаги интегралларни ^исобланг:

236. \ ^ d x .
О

2 3 7 . Tsinox^jc (а > 0).
о *

238. 7 m s ^ d x  (а < 0 ).
о

239. Т (a > 0, b > 0).
¿ x~+b х

240. I f U2'act ï , dx (о > 0, Ь> 0).
¿ x ( x ¿+b¿)

241. Т  , - f % 2 dx ( a > 0 , b > 0 ) .
о x (x ¿+b¿y

242. f 1-Çog.ax d x  (a > 0).
0 x

2 4 3  T c os.2ay-ços2foc. ( a  >  0 , ¿ > 0 ) .
о *

244. T É4 Jidx.
о x

К у р с а т м а .  141-чизмада курсатилган ГрД=[—R, — р] 
Uyp UIp. Uy„ контур буйича олинган ушбу 1

ГР я  1

интегралдан фойдаланинг.
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245. í s -y r fv

К у р с а т м а .  141-чиз- 
мада курсатилган Г л=[—/?, 
-p ]U Y pU [p, Л ] и Рул —
контур буйича олинган 
ушбу

Гр.л
интегралдан фойдаланинг.

246. Т  H ^ d x .
J V

-Зе*+2 d z

247. J - f f r ^ j dx (a> 0, A > 0).

248. /  dx (a > 0).
¿ x¡(xl +a¿)

+oo +oo
249. Ушбу /[ = JcosxV x ва / 2 = {sin x 2dx Френель ин-

0 о
тегралларини \исобланг.

К у р с а т м а .  142- чизмада курсатилган уй контур буйи
ча олинган ушбу

j e izldz
Г R

интегралдан фойдаланинг.
Куйидаги мисолларда х>  0 булганда хР> 0 булади деб 

\исоблаб, берилган интегралларни хисобланг:
4-00

250. i хР~Х cos axdx (а > О, 0 < р < 1).
о

+оо
251. ¡хР~' sin axdx (а >-0, - \< р< \) .

о

329



142-чизма. 143-чизма.

К у р с а т м а .  250 ва 251-мисолларни ечишда 143- чиз- 
мада курсатилган Гр R контур буйича олинган ушбу

j z p-'e-azdz
Г р .я

интегралдан фойдаланинг.
+ о о

252. {cos л '7 с/х (р > 1).
о

+оо
253. JS in  x pdx (|/>|>1).

о

254. \ dx ( р  > I).
о х

3-§. Аргумент принципи. Руше теоремаси

Фараз килайлик, комплекс текисликда бирор у содда 
ёпик эгри чизик, \амда ^  (^ ¿ у ) нук,та берилган булсин:
у с: С, z^e С. Бу эгри чизикда

(р (z)=arg (Z—Zf,) (Z е у)

функцияни карайлик.
Одатда, cp (z) = arg ( z — z<) функция охирги *амда бош- 

лангич нук^аларидаги кийматлари айирмасининг 2и га 
нисбати у чизикнинг ^  нуктага нисбатан индекси дейи- 
лади ва у

3 3 0



тс! уЧ)
каби белгиланади.___________________________

Бу тс1 у сон боши ъ  нуцтада охири г нуктада е у)-то ^
булган 1 - 1 о векторнинг гп нук,та атрофидаги т^лик
айланишлар сонини ифодалайди. Агар векторнинг йуна- 
лиши мусбат булса, т<3_ у > 0, манфий б^лса, тс!_ у < О 
б^лади.

Куйида ги
а) I  — а+ р ё \  0 < I < 2л, I а I с р
б) I  — а  +  Р О < I < 2л, I а  | > р > О

ёпик, чизи^утрнинг = О нуктага нисбатан индексини 
\исобланг.

Равшанки,
2 =  а + р е " ,  0 < / < 2л

маркази а нук,тада, радиуси р га тенг булган айланани  
нфпппппйгш  Дрмяк,

у=  {ге С: к  — а\ =р}
а) Бу \о л д а  ! а | < р булгани сабабли ^ = 0  ну^та у айла- 

на билан чегараланган доиранинг ичида ётади. 144-я чиз- 
ма. 1 узгарувчи 0 дан 2л 
гача узгарганда г -  ^  = I

вектор 0 нукта атрофида  
тулик, бир марта айлана- 
ди. Д ем ак, ¡пё0 у =  1;

б ) Бу хрлда | <з | > р 
булганлиги сабабли ^ = 0  
нуцта у айлана билан че- а/ 
гараланган доиранинг таш- 
кдрисида ётади 144-6 . I: 
узгарувчи 0 дан 2л гача 
узгарганда 1 - ^ = 1  век

тор 0 нук,та атроф ини бир  
марта \а м  тулик, айланма- 
ганлиги сабабли ¡пс!(> у=0  
булади.

А й тай л и к , к о м п л ек с  ° 
текисликда бирор О соха  
берилган булсин: А с С . 1 4 4 -ч и з м а
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А г а р  Б  с о \ а д а / ( г )  г о л о м о р ф  ф у н к ц и я  к у т б д а н  б о ш ц а  
м ах су с  н у к ,тага  э г а  б у л м а с а ,  /  ( г )  ф у н к ц и я  й  д а  м ером орф  
ф ункция  д е й и л а д и .

5 - т е о р е м а  (а р гу м е н т  п ринц и па). Ф а р а з цилайлик, 
/ ( * )  ф ункция ч егараси  булакли  — силлш ; чизицдан иборат  
булган  ч егарол ан гаи  Т) со*аникг (В  гг С) гяига Г) да м е р о 
м о р ф  булид, д О  д а  ф ун кци ян ин г ноллари х,ам, цут блари  %ам 
ёт м аси н .

А гар N 80 Р  л а р  м о е  р а в и ш д а /( г )  ф ункциянинг со.\адаги  
ноллари ва  цут блари ни нг ум у м и й  сони бул са  (х,ар бир ноль  
в а  ц ут б  н еча  каррали  бул са , ш унча м а р т а  хи собланади), у  
х;олда

к у р и н и ш д а  х а м  ё з и ш  м у м к и н ,  б у н д а  дВ *  =  / ( Э /> ) .
6 - т е о р е м а  (Р у ш е  т е о р е м а с и ) .  Ф а р а з цилайлик, /  ( г )  

ва%  ( г )  ф ун кци ялар  / )  соцанинг ёп и т  ¿) д а  голом орф  булиб, 
ихт иёрий г  е  Э Р  у ч ун

т енгси зли к б а ж а р ы с и н . У  %олда / ( г )  ва  / ( г )  +  g  ( г )  ф ун к -  
цияларнинг И  сох,адаги ноллари сони би р-би ри га  т ен г б ул а -  
ди.

22-м  и  с  о  л . Х а р  к а н д а й  я - д а р а ж а л и

( я 0* 0, п >  1) к у п х а д  п т а  и л д и з г а  э г а  э к а н л и г и н и  и с б о т -  
л а н г .

(1 7 )

булади.
Ю к ,о р и д а г и  (1 7 )  т е н г л и к н и

Ы— Р=  тй0 ЭО* (1 8 )

!/(<:) I > 18(г) (1 9 )

р„ <*) =  а01п+а1хГ~1+ а ^ - г+ . ..  + ап_11+ап

А га р

/(г )= о 0 Г,

# ( г )  =  о ,* " -1 +  а 2г " ~ 2 +  . .  . +  а п !х + а п

д е с а к ,  у н д а

р „ (г) = / ( V  +  я (г)
булади.
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Равшанки,

Й ! / Й - а

Унда шундай /? > О сон топиладики, \/г.е{7,еС:\г\>  
Я} учун

£(г) <1 (20)/(г) 
булади.

Агар /)={ге С:| г) </?}, Э/>={ге С:| г|=/?} дейилса, унда 
(20) муносабатга кура дЪ да

1/ ( г ) 1> и ( г )1
тенгсизлик бажарилади. Руше теоремасига биноан,

/( г )  =  апГ, ё к )  + / ( ^  = Ря{г)
функдияларнинг В  со^адаги нолларининг сони бир-би- 
рига тенг булади.

Равшанки, г — 0 нукга / (г) функциянинг п каррали 
ноли. Бинобарин, Рп(г) куп\аднинг О со.\адаги ноллари
нинг сони \ам  п га тенг булади.

Яна (20) тенгсизликдан фойдаланиб, у  г е {ге С: \ г\ ^  Щ
да Рп(г)* 0 булишини топамиз. Демак, Рп(г) купх,аднинг 
барча ноллари п та булади.

2 3 - м и с о л .  А йтайлик,/ (г) функция Д со^анинг ёпи- 
ж  /) да мероморф булиб, 3 0  да узлуксиз булсин. Агар
V г е ~д£> учун 1т /(г) * 0 булса, / (г) функциянинг /) со\а-
даги ноллари ва кутблари сони бир-бирига тенг булиши
ни исботланг.

/(г )  функциянинг £> сохдцаги нолларининг умумий 
сони Ы, кутбларининг умумий сони Р булсин. Масала- 
нинг шартидан/(?) функциянинг Э/) да ноллари \ам , кутб 
нукталари \ам булмаслигини топамиз. Аргумент прин- 
ципига кура

М -Р = Ш 0МУ (21)

булади, бунда дП* = /(Э /))
Шартга кура у  геЭХ) учун 1 т /(г )* 0 . Бинобарин, Э/)*

туплам ёки {ге С: 1тм?> 0}, ёки {ге С: 1ти'< 0} ярим те- 
кисликда ётади (н^=/(^)). Равшанки, бу хдлларда н>=/(г)
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нукта д О *  чегара буйлаб харакатланганда й = / ( г )  вектор
ю = 0 нук,танинг атрофида бирор марта хам тулик, айлана 
олмайди. Демак,

Ш 061У* = 0 (22)

7У=/>
булиши келиб чикдди.

2 4 - м и с о л .  Ушбу

ez+2z2—l = О

тенглама 0 ={1 е С Ы  < 1} сохада нечта илдизга эга бу- 
лади?

Аввало

/(г )  = 2г2, g (?)= 1 

деб оламиз. Унда берилтан тенглама куйидаги 

f ( z )  + g(z)  = О
куринишни олади.

Сунг у  z e  {геС:  Ы  = 1}учун \g(z) I ни ба\олаймиз:

- 1]а-/г+ ¿ -+ -<  2 ={2г2[= | / ( г )[.

Руше теоремасига кура

/ ( г )  =  211 =  О,
/ ( г )  +  я (г )  =  e z—l +2z2 =  0

тенгламаларнинг D —{z&C^.\z\ < 1} сохадаги илдизлари 
сони тенг булади. Равш анки,/(г) = 2г2=0 тенглама икки- 
та илдизга эга. Бинобарин, берилган

е 1 — 1 + 2̂ 2 = О

тенглама Ода иккита илдизга эга булади.
2 5 - м и с о л . Ушбу

г + Х - е г = 0 (Х> 1) (23)

тенгламанинг {г е С: Кех < 0} ярим текисликда ягона ил
дизга (хакикий илдизга) эга булишини исботланг.
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---------- {ге С I г I = Я, Яег< 0} 
I -  к = ¡у ■ — Я ̂  у 2 Л}

Сунг ушбу

^  = Ь и1
ёпик, чизикни оламиз.

Агар
Д г) = г + А, ^(г) = —^  

дейилса, унда берилган тенглама ушбу

/(г )  + £(г) = 0
куринишни олади.

Равшанки,

7 е / учун 1 /(г)! = |А,+ /у| =у!х2 + у2 ^Х>1,

I ¿'(г) I =  I — е'>1 =  1;

V г 6 7/г учун, Я > ^ + 1  булганда

!/(г) | =  1г + х | > 1г 1 - х  = /?-А. > 1,
!*(*) =  1<?*+И = е "<1

булади. Руше теоремасига кура Гд ёпик, чизик билан чега- 
раланган со\ада (ярим доиранинг ичида)

/ и )  =  I  +  А. =  О,
/(<:) + £(г) = г + Я — ^  = 0

тенгламанинг илдизлари сони тенг булади. Демак, берил
ган тенглама {^е С: Кех< 0} ярим текисликда ягона ил- 
дизга эга. Энди бу илдизнинг \акик,ий эканлигини курса- 
тамиз. Бунинг учун

х+  к — е х = 0

тенглама (— °°, 0) ораликда илдизга эгалигини курсатиш 
кифоя. ф (х) = х  + А. — е х деб белгиласак, бу функция (— 0) 
ораликда узлуксиз ва четки нук^аларда турли ишорали кий- 
матларни кабул килади: ф (0) =  Я — 1 >0 ва ц> (— °°) = — °°. Де
мак, ф (х) = 0 тенглама (— °°, 0) ораликда илдизга эга.
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2 6 - м и с о л .  Руше теоремасидан фойдаланиб, куйи- 
даги Гурвиц теоремасини исботланг. Г) сохдца голоморф 
булган \Рп(х)} функциялар кетма-кетлиги берилган булиб, 
бу кетма-кетлик шу сохдда Р(х) функцияга текис як,ин- 
лашсин. Айтайлик, /"чизик, В  сохада узи чегараланган соха 
билан бирга тупик ётувчи ёпик. тугрялакувчи Ж ордан чи- 
зш-и булиб, у  г е  / учун Р(х) * О шарт бажарилсин. У холда
шундай натурал пд =п.(Г)  сон топиладики, ихтиёрий п>п0 
учун барча Р п (г) ва р{х) функциялар Г  билан чегаралан
ган сох,анинг ичида бир хил сондаги нолларга эга булади. 

Р(х) функция Г да узлуксиз ва у г е  Г учун /г(г)*0
булгани учун

т ^ ( г ) |  = т > О

булади. Г да Р п(г)^Р(%)  булганлиги сабабли шундай 
л0=  п0 (Г) топиладики, у  п - п0 ва Г  лар учун

\FJtJ  -  Р(г)| < ^  

тенгсизлик бажарилади. п > п0 лар учун

Рпи ) = Р(1) + [Рли ) -Р (1 ) \

деб ёза оламиз. Агар /(г )  = /'’(г) ва g(z) = Рп (%) — Р (г) 
деб белгиласак, бу функциялар Г чизик, билан чегаралан
ган со\анинг ёпигида голоморф булиб, у  г е  Г учун

\/(г)\ >m>f>\g(z) \

булади. У  холда п > п0 лар учун Руше теоремасини куллаб, 
Гчизик билан чегараланган соханинг ичида/’(г) ва Рп (г)= 
= /(г )  + £ (I) функцияларнинг ноллари сони тенглигини 
топамиз.

27- м и с о л . Агар Р < у  булса, етарлича катта булган 

барча п лар учун

-  1 ~ :§т+---+(_ 1) (^ут

к^пхадлар ёпик; {Ы  < р} доирада нолга эга булмаслигини 
исботланг.
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F(z) = c o s z = Í ( - l ) M¿
17=0 '  '

функцияни оламиз. Маълумки, бу цатор Сда я^инлашиб, 
ундаги ихтиёрий ёпик, доирада, хусусан, {Ы  áp }  ( p <f )

доирадатекис якцнлашади: {Ы  <р} да Fn(z)~F(z). { IzUp} 
да F(z)=cos, 0 булгани учун, Гурвиц теоремасига кура,
шундай пп = nfí (р) мавжудки, V« > л0 ва |z|¿ Р < f  лар учун

F „  (z )  *  0

булади.

МИСОЛ ВА МАСАЛАЛАР

Кл'йилаги параметрик тенгламалар ёрдашща берилган 
чизикдарнинг ^=0 нуктага нисбатан индексини \исоб- 
ланг.

255. z = p e ' 2", 0 < t < 2л, р > 0.
256. Z = \  eos t + i sin t, 0< t <2к _

257. z — 2 eos t— /sin /, 0 < / < 6 л .
258. z = 1 + / s i n2/, 0< t<2n .
259./(г )  функция D соханинг ёпиги D да мероморф 

булиб, (W да узлуксиз булсин, Агар v  z edD  учун

R e/(z) * 0
булса, у холда / (z) функциянинг D сохадаги ноллари ва 
кугблари сони бир-бирига тенг булишини_исботланг.

260. f ( z) ,  F(z) лар D соханинг ёпит  D да голоморф

булиб, V zedD  учун Im ^ y  * О булсин (бу ерда D чегара-

ланган со\а). У холда F(z) ва F(z) +f(z)  функциялари- 
нинг D сохадаги нолларининг сони бир-бирига тенг экан- 
лигини исботланг.

Куйидаги тенгламаларнинг Z> сохадаги илдизлари сони- 
ни топинг:

У ш б у

261. г 4 — Зг + i = 0 ; D={
262. 2z4~ 5 z + 2  = 0; D= {

2 2 - 9 5 2  3 3 7

< I}-
< !}•



D={\z \  < 1}.
D = {  1< \ z I <2} 
/ >={l f l <l } .
Z )= {k l <1, R e z >0}.

< 1, Rez > 0}. 
<i}-_________
< 1}
< 2},
< 2}

Г ! }Ы  < 2}
< 1}
< 1}.
<l}.

D = {  
D -  { 
D={  
D = {  
D={  
D ={  
D={  
Z>={ 
D={  
D={

< 1} ёпик, доирада голо-

263. z8 - 1 £ - 3 £  +  1 = 0 ;
264. z 4 — 3z2 — 1 = 0;
265. ez — 2z = V,
266. 0,9e4-l=2z;
267. 1 + 2z — z5 =  0;
268. z1- 5 t4+  z2— 2=0;

— +  — i -  0 ;
270. z3 — 12z + 2 = 0;
271. ? - 9 z +  1 = 0 ;
272. ? - 6 z  + 10 = 0;
273. £  +  £  — 4z +  1 = 0 ;
274. z9 — 2Z6 + z2 — 8z — 2 = 0;
275. 2z5 — z3 + 3z2 — z + 8 = 0;
276. z1 -  5£  + z2 -  2 = 0;
277. Агар ю (z) функция { |zl 

морф булиб, I ф(г) I < 1 6>oica,

£  — Ф (zj ( п — натурал сон)
тенглама {I z I < 1} бирлик доирада нечта илдизга эга?

278. Фараз килайлик, у с  С контурнинг барча ну^тала- 
рида

\ак£\ > I а0 + a,z + ... + акЛ £А+ aK+i£ +'+ ... + ап£\
тенгсизлик бажарилсин. Агар z =  0 нук,та у контур билан 
чегараланган со^анинг ичида ётса,

а0 + axz + . . .  + а /
купхдц шу контурнинг ичида к та илдизга эга, агар z = 0 
нукта у контур билан чегараланган сохднинг ичида ётма- 
са, у \олда шу купхдцнинг контурнинг ичида бирорта \ам 
илдизга эга эмаслигини исботланг.

279. £  — 5z + 1=0 тенглама
а) {Ы  < 1} доирада,
б) {1< Izl < z) \алкдда 

нечта илдизга эга?
280. £  — 8z +  10 = 0 тенгламанинг
а) m l  < 1} доирада,
б) {1< \z\ <3} халкада 

нечта илдизи ётади?
281. Агар | а 01 > | а, | + | а 21 +1  шарт бажарилса,

£  + а 0г2 + <x,z + а  = 0 (и — натурал сон) тенгламанинг 
нечта илдизи { I z\ < 1} доирада ётишини аник,ланг.
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282. ^  — 4г" +  1 = 0 (я — натурал сон) тенглама { \z I < 1} 
доирада нечта илдизга эга? ̂ --  ---

283. Агар \а\ > ^  булса,
R

& = а ?  ( п — натурал сон)

тенглама { Ы  < R} доирада нечта илдизга эга?
284. {Rez> 0} унг ярим текисликда

Z — А  — г 1 (X > 1)

тенглама ягона (у >̂ ам булса \ак,ик,ий) илдизга эга экан- 
лигини исботланг.

285. Ихтиёрий комплекс а сони учун п> 2 булганда
1 +  z + аг" = 0

тенглама {Ы  á 2} доирада х,еч булмаганда битта илдизга 
i ra булишини исботланг.

286.Т Ы  ^ М доирада ~
& *=  1 (Х> 1)

тенгламанинг ягона (у \ам булса ха^икий) илдизи ёти- 
шини исботланг.

287. {Re¿>0} ярим текисликда
az3 — Z + b = e~z(z+2) (а > 0 ; b > 2)

тенглама ечимга эга эмаслигини исботланг.
288. f ( z )  функция {Ы  < 1} доирада голоморф булса, 

куй и да ги тасдикни исботланг:
шундай р > 0 сон топиладики, у  w e {  I w| <р} учун

z - y r f ( z )
тенглама {jz| < 1} доирада 1 та илдизга эга булади.

289. Агар f ( z )  е0{ Ы  <1} булиб, / ( 0 ) * 0  булса, куйи- 
дагини исботланг:

Зр > 0 сон топиладики,
у  we{0 < |w | <р} учун 

Г  =  wf (г)
тенглама {Ы  < 1} доирада т та бир-биридан фаркди ил
дизга эга булади.

290. z  sin  z — 1 тенглама факат \ак,ик,ий илдизларга эга 
булишини исботланг.
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К у р с а т м а .  Берилган тенгламанинг -  (л + ^тс, (л + к

кесмадаги \ак,ик,ий илдизларининг сонини аникдаб, уни 
шу тенгламанинг ||г| <(п + доирадаги барча илдизлари-

нинг сони оилан сплтптиринг.--------- -------------------------------
291. tgг =гтенглама факаг хачикий илдизларга эга були- 

шини исботланг.
292. Ихтиёрий Я > О сони учун бирор п0 = п0 (Я) но- 

мердан бошлаб барча п > п0 лар учун

Р„(г) = 1+ТУ + TГ+•••+JяГ

кyпxaдлapнинr {Ы  < Я) ёпик доирада нолга эга эмасли- 
гини исботланг.

293. р > 0 сони \ар кандай кичик килиб олинганида 
хам, етарлича катта п лар учун

рп(х)= 1+ 1  + -Ц.+...+ - 1_
г 2! г п'.г"

функциянинг барча ноллари {! г | < р} доирада ётишини 
исботланг.

294. Агар 0 < р < 1 булса, етарлича катта п лар учун

Р„ (-г) =  1 + 2г + Зг2+---+пг!'~'

купхаднинг {Ы  < р} доирада илдизга эга эмаслигини ис- 
ботлан!.

295. С да голоморф булган /(г )  функция комплекс те- 
кислик С нинг ихтиёрий чекли кисмида текис якинла- 
шувчи {Рп(1)} купхадлар кетма-кетлигининг лимита булсин. 
Агар барча Рп(Х) куп\адлар факат хакикий илдизларга эга 
булса, у холда Дг) функция ва унинг барча хосилалари 
Хам факат хаки кий илдизга эга булишини исботланг.

296. Агар а ихтиёрий хакикий сон булса, у холда

Яг) = е~^+аг

функциянинг барча хосилалари факат хакикий илдизга эга 
булишини исботланг.
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297. f(z) функция D e  С  сохднинг erniní D да меро- 
морф булиб, ЭD да узлуксиз булсин. Агар \/ z ^dD  учун

1/ ( г ) 1>1

шарт бажарилса, у \олдаДг) = 1 тенгламанинг D со\адаги 
илдизлари сони }{z) функциянинг шу со\адаги ноллари 
сонига тенг эканлигини исботланг.

298. fiz) функция De. С со\анинг ёпиги D да меро- 
морф булиб, dD да узлуксиз булсин. Агар \/ Z^dD учун

1/ ( г >1 < 1

шарт бажарилса, у \олда/(г) = 1 тенгламанинг ¿>со\адаги 
илпизлари сони f ( z) функциянинг шу со\адаги ноллари 
сонига генг эканлигини исботланг

299. ?  + zs + 6z' + 5г3+ 8г2+ 4г+ 1 купхдднинг унг ярим 
текисликдаги илдизлари сонини топинг.

300. ?  + 2z} + 3z2 + z + 2 = 0 тенгламанинг
а) унг ярим текисликдаги,
б) биринчи квадрантдаги илдизлари сонини топинг.
301. 2 t  — 3zJ + 3z2 — z+  1 = 0  тенглама \ap бир квад- 

рантда нечтадан илдизга эга?
302. t  + Z3 + 4г2 + 2z + 3 = 0 тенгламанинг илдизлари 

к,айси квадрантларда ётади?
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И Л 04£А

1) Ангармоник нисбат.
г,, г2, г ,е  С;

кукталарии мос равишда и», к г, и», е С/нуКталарга акслантирувчи каср- 
чизикли функция ушбу

. \v-j-w2 _ г-г|
-̂^2 и'з-и', г-г2 г3-г|

ангармоник нисбатдан топилади.
2) IV = е® ¿=£, 1та>ОваО={г: 1тг>0}булса,и-(£)) = {И7: I ¡У\ < 1}

Z-a
булади (145-чизма).

I. Каср-чизищли функция
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3 ) W = ею , loi < 1 в а /)=  {s IzI < 1} бупса, w (0 )= {w : I wI < 1}
1 -az

булади (146-чизма).

II. Даражали функция ва унга тескари булган функциялар t

1) w = z2 ва D = {г : Imz > 0) 6ÿnca, w (D) = С\/Г булади (147-чизма).
2) w = z2 ва 0  = {г:1шг<0} бÿлca, w(D) = C\R* булади (148-чиз-

ма).

148-чизма

3) w = Г ва D = |r.O < arg г < -̂ J булса, w (О) = {w : Imw > 0) булади 

(149-чизма).
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4) w — z" Ba D  — |^:0 < arg z  < - ^ J  6yjica, w (D) ~  C \ R 4 6yjiaflH (150- 
HH3Ma).

l i l i

I"

150-4H3Ma

5) » = ? ■  = |j^ r  < fl/g ? < 2(*+l)it|  K=01 

h’(D ) =  C \  R *  6yjianH (151-™3Ma).

®

lll

n -1 , 6yjica,

0 lililí

151-HH3Ma
6) w = (Jz)o (éKH w = J l ,  -f-Í = i) Ba D=C\ Rr Syjica, w(D)={w: lmw>0} 

oyjiaziH (l52-MH3Ma).

152-4H3Ma
7) H- = (VF)¡ (6kh u =-Jz, >/̂ 7 = -/) na D=C\R~ 6wica, w (/_)) = {w : lmn<0} 

6y.aaüH (153-MH3Ma).
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1 5 3 -ч и зм а

8) w = (vz)  , к=0,1,...,я— 1 ю /)=  С\/Гбулса, w(D) = | w:2m < arg w <

III. Жуковский функцияси ва унга тескари функция

1) w' = - j ( z + 7 ) 83 D = { z : \ z \ <  1} булса, w (D )  =  {w : w « [-1 , 4 }

булади (155-чизма).
2) iv = I ( z  + i ) e a  D =  {г : Iz l > И б^лса, w ( D )  =  {w : w t  l - l ,

булади (156-чизма).

- i b i l

1 5 5 -ч и зм а



(w)

-1

156-чизма

3) w = z + т/г2 -  1, ч/-Т = / (ёки w (°°) = оо) ва D = {г : г г |-1, 1J} 
ôÿ.nca. w(D) = {w: |w | > 1} булади (157-чизма).

157-чизма

4) w = г + л/г2 -  1. С- \ = - i  (ёки w(«) = 0)Ba /) = {г : г г | - 1> 1J} 
бтаса, w(D) = {w: | w ! < 1) булади (158-чизма).

®

| | , | | | | , |

? " | | М ' 1

158-чизма

IV. Курсаткичли ва логарифмик функциялар

1) w = ez ва D=  {г: 0 < 1т г < 2я} булса, w(D) = С \  Я+ булади (159- 
чизма).
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о
159-чизма

2) w =  е-' ва О =  {г : 0 < Inu < it} булса, w (D)  =  {w : Imw > 0} булади 
(160-чизма).

®  ©

3)tv =  e z ва £> =  {г : 0 < 1тг < h ,  h < 2л} булса, w(D)  =  {w : 0 <  arg w < A} 

булади (161-чизма).

161-чизма

4) И/ = е1 ва D = {z : 2кк< <2 (к + 1) л} (к — 0, ± 1, ± 2\ ...) булса, 
w(D) = C\R* булади. (162-чизма).

5) w= (¿«г)0= 1пгва£ = С\/Г булса, w (О) = {tv: 0< lmw< 2л} булади 
(163-чизма).

6) w =  (Lnz)K ва D -  С \ К  булса, w(D)  =  {w:2kk < Inw < 2  ( к +  1) л} (к =  0, 
± 1 , ± 2 ,  ...) булади (164- чизма).
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1,1

25Ü

l63-MH3Ma

©

1llllll lull lll.

"1 H| ll"lll r

a ®

2(K+l)lTl

2. KTTi

2711
0 ^

-2m

164-HH3Ma
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булади (165-чизма).

©

V. Тригонометрик ва тескари тригонометрик функциялар

165-чизма

2) w = cos z ва D = {г : — it < Rez < 0 ,1шг>0} булса, w (D) = {w : Imw > 0} 
булади (166-чизма)._________

©

ыШ 1Ы 1111к

166-чизма

3) w = ch г ва D = \z : 0 < 1тг < я, Rez > 0} булса, w (D) = {w:Imw > 0) 
булади (167-чизма).

1 6 7 -ч и з м а
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4) iv-tgz ва D ~  jz-' *  < R ez < -^J булса, w(D)={w:l wl <1}булади (168- 

чизма).

5) w = (Arccos^ =arccos z ва ß=fz:Im z >  0} булса, w( D ) = { w : 0  < Retv < л, 
lm w < 0} булади (169-чизма).

6) w =  Arccos z,  w (0) = — j  ва D — { z : Im z  > 0} булса, w ( D )  =  { w :

— я < Rew < 0, Imw > 0} булади (170-чизма).

® n X C C C S  i  °

(^)

169-чизма

®
sfj^^ccosSt

17 0 -ч и зм а
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ЖАВОБЛАР ВА KŸPCATMAJIAP

I  б об

1. a) Rez = 0. Im z  =  — 1; б) Rez =  y> Imz = у ,  в) Rez = 1, lm z =  — 1.

2. a) Rez = 0 ,  lm z =  — 1; б) Rez = — j  , im z = — | , в) Rez = \  , 

lmz =  — ~  ■ 3 . a) Rez = 1. Imz =  0; 6 )R ez =  2, 1 т г =  I. 4, a) R ez=

Imr -  V  6) Kc; = -  lmz = f -  5. a) Re.—  -  f  Im z = { ^  

6) Rez = 0, Im z=  — |  6. a) R e z = -  lmz = 0; 6) R ez= 0 , lmz =  0.

7. a) Rez = — l mz = - ^ ;  6) Re; = Imz = —

8. a) Rez = 2, lmz =  — 4; 6) Rez =  — 0,1; Imz =  0,7. 9. Rez =  -  j ,

Imz = — -■ 12. z, + г, ва z —г, векторлар z, ва г, векторларга курилган 

параллелограммнингдиагоналларигатенг. 13. г4= z,+ Z¡— Zr 14. а) I zl = 1,
argz =  f ;  б) Ы  = 3 , argz =  7r. 15. a) Izl =  1, a rgz=  у ;  б) 1 г 1 = 1 ,

a rgz=  у -  16. a ) lz l  =  1, argz =  у  6) |z| =  1. argz =  y - • 17. a ) l z l = l ,  

a rgz=  - у  б) l zl =  1, argz=  §  18. а) I zl =  1, arg z —  Щ ~  б) | z | =  I *1-

I  y  ; arap b  >  0 булса,

; arap b  < 0 булса.

19. а) Iг I = 1, a r g z ~ n + ( f > :  —  cosip — i sin ф =  cos(7t +  (p) + i sin (jt + <p); 6) 

|z| = 2 sin “  , argz = -y -  y  : 1— cos a  + i sin a  =2sin y  (eos + i  sin j.
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К урсатм а: лс = I — cos a , y = sin a, 0 < a < 2k. \z\ = -Jx2 + y2 = 

= = 2sin . цунки 0 < у  <  ̂ булганлиги сабабли sin у  > 7t

булади.

smcp =  / j  =  - sm"  = cos “  = s in f í  -2snr^ ----- 2-------V-2- -2rh1*1"

cos<¡> = —7 = ■ co â = sin = cos|4  ̂-  |г| 2s in | 2 1 "■( f - f )

тенгликлардан arg? = <p = y - y  эканлигини куриш кийин эмас. 20.

|г| = 2cos-y, argz = — + Y íine + '(l + cosa) = 2cos^^cos^±S. + /sin^y^j; 

21. cos3q>=4cos39—Зсовф

К у р с а т м а :  л=3 булган х р л а а  (6) — Муавр формуласини ёзамиз: 

(cos ф +  / sin ф)3 =  cos Зф + / sin Зф .

Бу тенгликнинг чап томонини соддалаштириш ва тенгликнинг иккала 
томонидаги комплекс сонларнинг \ак,икий цисмларини тенглаштириш 
натижасида керакли тенгликни цосил килиш кийин эмас.

22. вшбф =  16sinfy—20sin3<p +  5 s ^ .  23. a) z = — 8; Ы  = 8 ,  argz—n; 
6) k l  = 125, argz = y ^ + 3arctgу  24. а) г =  32i; 1г1=32, a r g z= ^ ;

6H  = { ;  W = 4 ’ агё г = 0. 25 .а) г=1; Ы  = l,argz = 0; б ) z = - \ + i ~ -  

l * H .  argz = y - .  26. а) г=22" ^2(1 + /); I i  =214- ¿2  . arg z = f  ■

б) г = 2ч ( 1— / Уз ); k l = 2 lu, argz = - y .  27. г = 21" /: Ы = 2">, arg z = f .

2 9 .  2 "  • (cos -  / sin . 30. 2 2 :(сда-у + /sin y - j  . 31. 2 c o s ^ .

32. 2/!cos” ^  ^ c o s ^ y + / s i n ^ j .  33. i_¿g„a  35. а) Барча коэффи- 

циентлар \ак;икий; б) Барча коэффициентлар соф мавхум. 36.
c j n - í ^ i í M  r n x ä Z -  ■ ( n + l ) x  ■ n r

a) ■■■-— ? /  2 6) s , n V s i n f  37_ sm 2nx . б ) ш ^ ш  

s in | s,;n|  2 sm x  sin x
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fixsm-— cos-4=-
38. ------ 2-------- 2_

cosj

(я+1)х

n—жуфт сон бу'лса. 39. a)

, агар n — ток; сон булса; - 

л±1рS 1 I V

• М ) б)

i 'O S  *

sin^^p

агар

1 . /- sinla + ~y  I;

40. {х= 1, — 2 <у<  0} — TÿFpM чизиц кесмаси. 41. i=a нуктаданг = Ь нук,- 
тага к;араб йуналган туфи чизиккесмаси. 42. a) (\z\=R, Rezâ 0, Imz> 0}
— айлана ёйи; б) {I z I= R ,  Imz < 0} — пастки ярим айлана; в) { I z I = R)

— айлана. 43. -У = ~: гиперболанинг III чоракда жойлашган булаги.

44. у = х2 параболанинг унг ярим булаги. 45. у = х2 параболанинг икки 
марта босиб утилган унг ярим булаги. 46. { m = a, Rez<  0} — чап ярим

айлана. 47.

Ю  Н )
— эллипс. 48. { I z—1 1=1}-

49. Икки марта босиб утилган {|г+1[=1} айлана. 50. { I zI< 1, lmz>0} 
гдаятраятгнт чегарастт. Sir Икки марта босиб утилган —— i

ва z = i нукталарни туташтирувчи тутри чизик кесмаси. 52. Турт марта 
босиб утилган г =1 ва z= I+ /нукталарни туташтирувчи тугри чизик кес
маси. 53. { I г 1 = 1, 1тг> 0} — юцори ярим айлана. 54. { I г1 =1} — айлана-

■■ \х = a(t -  sin О,нинг биринчи чоракда етган булаги. 55. i — циклоида.
[>’ = a(l -  cost),

fx = at -  b sin t, , .. __56.  ̂ циклоиданинг 1 чоракдаги ейи. 57. Берилган иуна-
[у = a -  bcost,

лишга тескари йуналишда босиб утилган у эгри чизик,. 58. Икки марта 
босиб утилган у эгри чизик,. 59. Икки марта босиб утилган у эгри чизик;. 
60. а) {с(х2+У)=х} — координата бошида мав>ум ук,к,а уринувчи айла- 
налар оиласи (с*0) ва мавхум укнинг узи (с =0); б) \с(х2 + у2)+у =  0} — 
координата бошида хакикий ÿKKa уринувчи айланалар оиласи (сч*0) ва 
\ак,ик,ий ук,нинг узи (с = 0). 61. а) {х2—у2=с} — гиперболалар оиласи.
б) jxy = i-j — гиперболалар оиласи. 62. Х,ар бир чизик, Апполоний ай-

ланасидан иборат, яъни шундай чизикки а̂р бир нуктасидан z, ва z2 
нукталаргача булган масофалар нисбати узгармас сонга тенг. 63. Четки 
нукталари г, ва z2 нукталарда булган айлана ёйлари оиласи (бу оилага г, 
ва z¡ нукталарни*туташтирувчи иккита тутри чизик кесмаси хам кира- 
ди; бу кесмаларнинг бири чексиз узоклашган нуктадан утади). 
64. а) г=х, —~<х<+°° б) z=x >0 в) z=n. 65. D=\ \z-~a I <р}. 66. D={Rez > 0}.

67. ¿>={0<atgz<27t}. 68. £)={1тг > (Rez)2) 69. D
К )  H )

< 1
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70. а) {х>2} — ярим текислик (х=2 тугри чизикнинг нукталари кирмай- 
ди); б) (>»<()} — ярим текислик (у=0 тугри чизикнинг нукгалари кира- 
ди). 71. а) {—1 < х < 1} — йулак; б) учлари — 1 — 1 + /' ва / нук,та- 
ларда булган тутри бурчакли туртбурчакнинг ичи. 72. а) Маркази г=0 
нуктада ва радиуси 2 га тенг болтан ёпик дойра; б) Маркази г- —1 
нуктада ва радиуси 1 га тенг булган доиранинг ташкариси. 73. а) Мар
кази 7=1 нук,тада ва радиуси 1 га тенг булган доиранинг тацщариси. 
б) г=0 нукта ОЛИб ташланган маркази 7=—/ нуктяла ня рядиу. и 7 га 
тенг булган дойра — \алка. 74. а) Марказлари г=1 нуктада ва радиусла- 
ри 1 ва 3 га тенг булган айланалар орасидаги {1<(х—1)2+,у2<9} а̂лка; 
б) \акикий укдан юкори жойлашган, учи г=0 нуктада булган *амда

= 0} ва |а^г = нурлар билан чегараланган чексиз сектор.

75. а) {х>0, хг+у2< 1} — маркази координата бошида ва радиуси 1 га 
тенг булган унг ярим дойра; б) учи 2 = 0 нуктада булган |а^г = ва

|агЕг=5я| нурлар билан чегараланган х,амда у  катталикдаги кенг-

ликка эга булган чексиз бурчакнинг ичи. 76. а) {х—>>=0} — тутри чизик;
( х 2 У2б) 1у=0} — тугри чизик 77. а) {у=0} — тугри чизик б) •!  ̂  ̂ = 1

— эллипс. 78. а) Диаметри [0, а] кесмадан иборат булган 

|(х  -  + у2 = |  айлана; б) маркази г =0 нуктада ва радиуси

1 га тенг булган айлана. 79. а) Хакикий ук. б) Маркази г=0 нуктада ва 
радиуси а га тенг булган айлана. 80. а) {(х— 1)2+У>1} —маркази г=1 
нуктада ва радиуси 1 га тенг бУлган ёпик доиранинг ташкариси;

б) |х 2-^ -= 1|  гиперболанинг чап шохчасининг унг томонида жойлаш

ган текислик кисми. 81. а) {Яег< 0} — ярим текислик; б) {х2 + у2= 1} 
айлананинг I = нуктасига утказилган уринма билан чегараланган

ва г=0 нуктани сакловчи ярим текислик. 82. а) [у2=\~2х] парабола 
билан чегараланган ва г=1 нуктани сакловчи ярим текислик; б) учла

ри г=0 нуктада ва |а^г = ~~^ + ̂ !г\ ’ к=' ’  ̂нУРлаР биссектрисала-

ри булган кенгликдаги туртта чексиз бурчакнинг ичи. 83. а) г, ва г2

нуктадарни туташтирувчи тутри чизик кесмасининг Уртасидан утувчи 
кеемага перпендикуляр тугри чизик; б) Мавхум укдиректрисаси булган 
ва-фокуси г=1 нуктада жойлашган парабола. 84. а) Учи координата 
бошида, кенглиги (3—ос га тенг булган \амда {а^г=и} ва {агёг=Р} нурлар 
билан чегараланган бурчакнинг ичи; б) учи факат г=г0 нуктада булган
а) даги бурчакнинг узи. 85. {у2=2х+1} — парабола. 86. ||г  -  /| = 1/21 ва
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{ М  = ^ } д о и р а л а р н и н г  и ч и д а н  у л а р н и н г  у м у м и й  к и с м и  чик,ариб

ташланган. 87. а) {/- = ф, 0<ф<2я) — Архимед спирали ва {0<х<2л} 
кесма билан чегараланган соханинг ичи; б) а) даги сох,а \а купчий ук,нинг 
(О, 2л) интервали билан тулдирилган. 88. a) {Rez > 0}; б) {Лег>0, 1шг>0}. 
89. a) {1тг>2}; б) { I Rez\ <1¡. 90. {Ы < 1, Rez<0). 91. Айлананинг марка-

п ¡\В\2-АС
зи г = ~ ^  нуктада, радиуси эса -Л— —  га тенг. 97. Параметрнинг

барча к,ийматларида. 98. Параметрнинг барча к,ийматларида 99. ! а \ < 1.
I а I > 1 ва а = 1 да. 100. | а \ < 1, | а I >! ва я=1да. 101. Параметрнинг бар
ча к,ийматларида. 102. 0 .103. 0 .104. <». 105. 0 .107. {xj ва {ул} кетма-кетлик- 
ларнинг \еч булмаганда биттаси чегараланган. Агар иккала {xj  ва [уя) 
кетма-кетликлар чегараланмаган булса, у \олда уларнинг иккаласи \ам
лимитга эга булмаслиги мумкин. Масалан, х„ = п sin , У„ = ricos ~  

булсин. Унда I + /у I =л->~, лекин lim ва lim уп — мавжуд эмас.
" "  п — я —»и

Агарда бу кетма-кетликлардан бирортаси, масалан, {yj чегараланган 
С II <АГ) булса, у \олда lim хп = ~ булади. Чунки

U J> \x+\yn | — \ y j  > |x+iyn I —

Бу холда х,ам {y j  кетма-кетликнинг лимити мавжуд булмаслиги мум

кин. 108. 4~ ^ L  109. ----1Ю.г=0ваг = 2. 111. г = 0, г = ±  ,г = i
5-2V2 41-20V3 '« «

(m, n — ихтиёрий бутун сон). 112. Комплекс текисликнинг барча нуцта- 
лари 113. — 114. — . 115. - р г . 116. Ушбу lim zn лимит Оёки

1 + Z "  1 *  я —

=° га тенг булганда. 118. а) ( I , 0, б) ( - 1 , о, в) (о, J , А

г) ,19- а> ( - 5 .  -П. О б) (4, -П, О в) ft, -Л, 1-0.

120. а) ft > 0} ярим фазода ётувчи ярим сфера; б) {¡;<0} ярим фазода 
ётувчи ярим сфера 121. a) fn>0) ярим фазода ётувчи ярим сфера; 
б) {ti<0} ярим фазода ётувчи ярим сфера. 122. а) Юк,ори ярим сфера;
б) куйи ярим сфера. 125. а) а=°°; б) a  = ; в) a = J l l  г )  а  нинг \еч

к,андай кийматида. 126. Сфера узининг (г) текислигининг \ак,ику1Й ук,ига 
параллел диаметри атрофида 180° га бурилганида. 128. Маркази <-=0О
нуктада ва радиуси - .------ га тенг булган дойра. 129. Маркази z=0

Vl-Л2
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нуктада ва радиуси VI -  Л2 га тенг булган доиранинг ташкариси.

130. Ха1\ик,ий укдан юкорида жойлашган ярим текислик. 131. Мавхум 
укдан унг томонда жойлашган ярим текисликдан маркази г=2 нуктада
ва радиуси га тенг булган дойра чикариб ташланган. 132. Кутб
нуктада бир-бирига уринувчи айланалар оиласи; бунда текисликдаги 
координата бошидан утувчи т\три чизикка катта айлана мое келади.

I I  боб
1. Бир япрокли. 2. Бир я прокси. 3. Бир япрокли. 4. Бир япрокли эмас. 

5. Бир япрокли эмас. 6. Бир япрокли эмас. 7. Бир япрокли. 8. Бир япрок- 
ли эмас. 9. Бир япрокли. 10. Бир япрокли. 11. Бир япрокли эмас. 12. Бир 
япрокли эмас. 13. Бир япрокли. 14. Бир япрокли. ¿5. Бир япрокли. 16. Бир 
япрокли эмас. 17. Бир япрокли. 18. Бир япрокли. 19. Бир япрокли эмас.
20. Бир япрокли. 21. Мавжуд эмас. 22. Мавжуд эмас. 23. Бутун комплекс 
текисликда узлуксиз. 24. {! г! *1} да узлуксиз. 25. {г*±1} даузлуксиз.
26. {г*—1; 0} да узлуксиз. 27. С\К* даузлуксиз. 28. ||г| = 1, 0 < а^г < 

да узилишга эга. 29. С\{0} да узлуксиз. 30. С\{0} да узлуксиз.

31. |г  е Я. I * |  да узилишга эга. 40. Шарт эмас. Масалан,

= ва £(£) = * _ Шарт эмас. Масалан, /(г )  = ^ ^

, . |г-гь|
ва яи.) = 42. Текис узлуксиз. 43. Текис узлуксиз эмас. 44. Текис

узлуксиз эмас. 45. Текис узлуксиз. 46. Текис узлуксиз эмас. 47. Текис 
узлуксиз эмас. 48. Текис узлуксиз. 49. Текис узлуксиз эмас. 64. Шарт эмас. 
Масалан,/(У=г+5т|г| ваg(z)-—z■ 65. Шарт эмас. 66. Шарт эмас. 68./'(г)=2,
да С. 69./'(г)=3г2, да С. 7 0 ./ ' ( г )= -^ ’ г*0. 71. /'(г ) = 1 тт> г * -2.г (г+2 г
72. /'(г) = е'(со$у + йту), да С. 73. Х,еч ерда С дифференциалланувчи 
эмас. 74. {Яег=0} — т$три чизик нукталарида С  — дифференциалланув
чи. 75. г=0 нуктада С  — дифференциалланувчи. 76. {Яег=0} ва {1шг=0} 
тугри чизикларда С  — дифференциалланувчи. 77. г=0 нуктада С  — диф
ференциалланувчи. 78. {Яег=.)тг} т>три чизикда С — дифференциалла
нувчи. 79. {Яег+.1тг= 0} т-утри чизикда С  — дифференциалланувчи. 80. 
Z-0 нуктада С  — дифференциалланувчи. 81. z—0 нуктада С  — диффе
ренциалланувчи. 82. Хамма ерда С—дифференциалланувчи. 83./'(0)=0.
84. с— 1, Ь=-а; /(г)=(1 -в/)г. 85. а= 1, Ь= 2;/(г)=г2. 86. а=-1;Л г)=7-
87. а=Ь=—1;/(г)=е“г(со5х+к1пх)=ей. 88. £={х2—>,2>0} тупламда голоморф 
ва/г)=г2. 89. Функция ушбу

Е = |0 < агк < | }  и  |я  <
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' = {f  < argz < 3̂ }и(-у < argz <

х,амда / ( г ) = - г 2. 108. £  = 1 .М  =  i  . Z 109. =
Эг 2 г Эг 2 |г( Эг

= -e~A(cos.y -  / siny) ■ ~  = 0. 110. = £- а1 ; $С = JL 1г_
Эг . Эг 2 г -а  Эг 2 г - а

т уп л а м л а р д а  г о л о м о р ф  ва м о с  р ав и ш да  б у  т у п л а м л а р д а  / (г) =г2

111 д/ _  2г - а-Ь . <Ц_ _ __ 2г - а - 6 , . ,  Э/ _  2/г .
’ Эг  ̂ Г, ¡2 | 7Т ’ ¿/г .  [, ¡Г~| Тр" ' Эг а2- г 2 2у |г-а | + |г-6 | 2у|г-а| +|г-*| г

_____________С =  ■ 1г2~а21 ¿ Ы Р -2
(¡г+а |- / \г-а |)2 Эг ° 2- г 2 (|г+а|-<|г-а|)2 ' 4 ' ^

114. |  + 115.0.116. — , . 117. -  'Чг|22 2 - 124. йук, агар
4 1 Ш  (ИМ2)2 <1ЦНМ»Г)2—  * к

иссопе! булса. \П./(и)=аи+Ь. 128. ]Дг)| — гармоник эмас. ах%/(?) ва 1п |Дг)|
-)2 | л | *1̂

лар гармоник функциялар. 129. Д = -2-г + — Н— т — 5* . 130. у(х,у)=
Эр Р ор р Эф

= 2ху+у+с. 131. И х ,у ) = — ^ Ц -+ с . 132. v(x,y) = -1т(х2 -  у 2) + с.X* +у 2

133. у(х,у)=аг^+с. 134. \(х,у)=— у (х3—У)+с. 135. у(х,у)=2ху— |  (х2—у2)+с. 
136. У(х,у) = ХСОвулЬх—̂ ¡ПуеЬх+С. 137. у(р,ф)=рф5Шф—р1пр С08ф+С. 
138. /(г)=11+с1. 139./(^=г3+с. 140. /(г)—?+2/г—¡+с. 141./еу= т+с/.

142. /(г) = г+ +с. 143. /<^=г2+(5—/)г— 7 +«'. 144. /(У = р" + с/.

!  ̂
145. /(ф= 2̂  +<г2+3/+с. 146. Мавжуд эмас, чунки берилган и(х,у)=ех
функция гармоник функция эмас. 156. и=с,х+с2. Курсатма. ы=ф(х) фун-

кция гармоник функция булиши учун -2-у  + -2-у  = ф"(х) = 0 були-
Эх ду1

ши керак. Бу ердан ф(х) = с,х + с2 эканлигини куриш к,ийин эмас.
у

157. и =с,(ах+ Ьу) + с2. 158. и  =cIarctg — + с2. 159. и = с,х>’+ с 2.

160. и = с.1п(х2 + у2) + с,. 161. и = —р Х + с2. 162. Мавжуд эмас.
х +у

163. и = c¡-\Jx + -Jx2 + у " + с2. 164. и = с,(х2—У)+с2. 165. Лх + 5.
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1 6 6 . /larctg  — +B. 1 6 7 . /П п С х ^ + Л + й  1 6 8 . f x ¿ + В. 1 6 9 . Л г )= (1 — 2i)zy.
x X +y

173. Л(ф)=2:а(ф)=—2ф— . 174. /?(ф)=2, а(ф)=0'. 175. /?(<р) = ф  + 4sin2(p.

176. Л((р)= \  : а(ф)=тг, a(9)=arctg I i  • —!-/?-? _  j. 177. /?(ф)=2 yÍ2 ; “ (ф) = т  •
2 { 2  i +tg ç + t g \ )  *

178. Я(ф)=10; а(ф)=я — arctg j  • 179. R^)=3; а(ф)=0. 180. Л(ф) -  ^  , 

а(ф)=0. 181. Л(ф) = 6; а(ф) = у .  182. R(ф)=75; а(ф)=—2arctg |  ■ 

183. К(ф)=2 V2 : а(ф)= д- 184. R(ф)=2; а(ф)= |  185. Л(ф)=2, а(ф)=л. 

186. Л(ф)= ÿ  |̂ ,|; а(ф)=—argz„. 187. Я(ф)= у  . а(ф)=—|  188. {|д< у  }

сикилади, {|г|> у- } чузилади. 189. {|г+1|< у  } сикилади, {|г+1|> у  } чузи-

лади. 190. {|г|>1} сикилади, {|г|<1} чузилади. 191. {Rez<0} сикилади, {Re¿>0} 
чузилади. 192. {R e¿<- ln л/2 } сикилади, {Rez >— ln V2 } чузилади. 193.

{|г—2| < -j } сикилади, {|г—2\> у  } чузилади. 194. {|г|>1} сикилади, {|г|<1} 

чузилади. 195. |г|= у  . 196. |г|=^ 197. |г-1|= у  . 198. И= 1 - 199. |г+/|= S . .

200. \сг+ф= -J\ad -  bc\. 201 .arg^ = y- 202. Rez„=0. 203. 1<г„<+°°.

204. Jm[( 1 +/)z0] =0. 205. Jm[(l—0(г_+/)|.=0. 206. Jm(cz0+í/)=0. 209. Бутун 
комплекс текисликда конформ 210. Чегарасиг-2 нуктадан утувчи тугри 
чизикдан утувчи ихтиёрий ярим текисликда копформ. 212. Копформ. 
213. Конформ. 214. Конформ. 215. Конформ эмас. 216. Конформ эмас. 
217. Конформ. 218. Конформ. 219. Конформ эмас. 220. Конформ.

226. Л=|*+ f -  |.

I I I  боб

3. { IIV—1+2/ 1 <4} 4. {Rew+Imiv<3}. 5. {-1<1шг<1}. 6. { | w— ( l - i )  I <2), 
у  <arg(w— l+i)<n. 7. {I w I < y¡2 }. 8. {—4<Rew<0. Imw>l}. 9. Учлари Л,=1+3/, 

B=9+3i, С,=1+7/, E=9+7i нукталарда булган AIBICIE¡ тУртбурчак.

10. i (Re Q~3)2- + (Itl??v)Z < l l . 11. {(Rew—l)2—Imw<r}. 12. i w “ l +

1+/

9  16

< 2, 1 3 . w = ( l + / ) ( l - z ) .  14 . w = - 1 / г  -  1 +  | / .
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=—1+3/, (р=0, *=2; иН-1—3/-2(г+1—3/). 19. г„=2+2/, ф= у , £=1; »—2— 
—И=¡(1—2—20. 20. Чекли кузгалмас нук,таси йук. 21. Агар а=1 булса, 

чекли кузралмас нук,таси йук,: агар а*1 булса, у х,олда г0 = ,

Ф=аг&а, к=\а\; К ]_0~  = °(г ^2. ^гар а=' булса, чекли

кузгалмас нуктаси йук,. Агар а*1 булса, у \олда го = , ф=а^а, к= \ а \;

^ ~ "¡Т̂  = а( г -  ) 23. и'=(¡1+Ь\ а, 6е /? ва я>0. 24. и>=—аг+Ь: а, Ье Я ва

о>0. 25 .»= —/(аг+6); а,ЬеЯваа>0. 26. и>=а1+Ьг, а, Ье Я ва а>0. 27. 
и¡=1+Ы\ ёки и'=—г+1 +й/; йеЛ. 28. »=г+6; ёки Vv=—z—i+b; ЬеЯ. 29.
»=г+6(/+0: ёки »=-¿+1+6(1+0; АеЛ. 30. н’ = ^у~- 31. *  = -  г+а+6 + /.

■1\+к^ -/(Я+атсв*) л!\ + к2 -К̂ +ысЩк)32. »  = Л,1Т ■ е 2 г. 33. V» = , , е 2 (г-/А,).  • ----------------- — —----- »2 »| ------

34. у/=е"'Я1 +»0. 35. ы=0.36. у=0.37. а ^ = - у  . 38. {I м|>1, у=0). 39. { | »1 = 1, 

я<агя>у<2я}. 40. и=1.
К урсатма. » = у  = С05(!0^^п/ = 1 -  //¿Л — у  <К у  . Бу ердан «= 1, 

п пу=—tg/. / параметр — у  ва у  ораликдаги кииматларни кабул кил ганда

—оо<1/<+оо булишини куриш цийин эмас. 41. {¿(и2+у2)+м+у=0}—у=—и 
тугри чизиптга координата бошида уринувчи айланалар оиласи (тугри 
чизик,нинг узи \ам бу оилага киради). 42. (\= —ки} — тугри чизиклар
оиласи. 43. Координата боши ва и>0 = — нук,тадан утувчи айланалар 

оиласи (бу оилага, шунингдек, »=0 ва »=»„ нук,талардан утувчи тугри 

чизик \ам киради). 44. | “2 — циссоида. 45. Мав\ум укла парал-

лел булган {“ = тугри чизиклар оиласи (мав^ум укнинг узи \ам бу 

1киради).46. | к-еи’> “г| — яримтекисликлароиласи.47. |к еи,< ^ | 

ярим текисликлар оиласи. 48. | | т  ™ < -■£} — ярим текисликлар

1 5 . и>=2г+2—2/. 1 6 . = + ^ ( г - г о ) .  1 7 .  и> = (2+0г+1—Зь 1 8 . г„=

оилага 1

си. 49. {1т»<—еЯен>} — ярим текисликлар оиласи. 50.
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М -л 2
— доиралар оиласи. 51.

аЦ -R1) *2-м

52. |Rew = у |  53. Тугри чизик, 54. Айлана.55. Айлана. 56. Тугри чизик,.

57. Аилана. 58. TVFpn чизик,. 59. w +v=y . 60. v = у • (Я . и —v=— 1.62. v > u .

63. «>0, КО. 64. и>0.65. |vv _ у| < 4"' 66. |*y ~ - jl > ■£ ' « > 0. 67. -Zp- <aigH<2rt.

68. ~  < argw < ^ . 69. | w|< 1.70. I w—21>4.71. Rew <-¿-72. Rew-lmw<l.

73. I w I < 1.74. I w| >1.75. ^ < a rg w < 0 . 76. |0, +~). 77. - i< lm w < 0 .

78. Rew>—1. |w -  у  > y[- 79. I w| <1, 1шн><0. 80. | w| = 1 ва |w + - ĵ = ^ ай

лана ёйлари билан чегараланган, w=0 нук,тани уз ичида сак̂ товчи со\а. 

81. lrrw<0. w -  — + i- 
2 2 > :Y -  82- Rew< 1, |и» — -A] >  - i - .  83. jw  -  j j  <  \  .

h  ~ 4I > 4 • 84. Rew > i .  j w - | |  > | .  85. w = -  j  +\+hi ёки и> = ^  + 

+hi,heR. 86.- I  +/. 87. 1-/. 88. 2(1+/). 89. 1+/. 90. ». 91. г* ~ yj = у •

I • /I I I *1 I Z}—Z| Z2~Zl r\92- г - T  = 7 - 93. z = i .  94. argz*=a. 98. ------ r - —-----> 0. 99.Kyp-I 41 4 1 1 2  6 z 2 - Z i  Z2 - Z 1

сатм а. Аввал г,“ 0, г2=°° ва г,= 1 булган \олда ягона Г айлананинг 
мавжудлигини курсатинг. Умумий \олда исботлаш учун w=L(z) берил- 
ган г,, г,, г3 нукталарни мос равишда ^=0, w2=°°, w3= l нукталарга 
акслантирувчи каср чизик^и функция булсин деб фараз киламиз. У 
)(олда Zr=L~'(w) каср чизи^ли функция {[ w | = 1} айланани г3 нуктадан 
утувчи Г айлана ёки тугри чизик,к,а акслантиради. Г чизик,нинг масала 
шартларини к,аноатлантирувчи чизик, булишини исботлаш к,ийин эмае.

100. и'=2/'г+4. 101. w = 2i_ 
z - i

0 - Ik
г - 1 - / ' 

2/(г+1)

103. и> = (! + «) z+l
г-1

104. w = 7 7 7 - 105. "  = 2 / | ^ .  106. * = -  107. w
(1+2/)г+6-3/

5(г-0

108. (1+/)г+3+/
109. vv = iz+2+i 

г+l ’
, , ,  (-1+3/)г+1-/ г(1—4/)—2(1 —/) г(3-/)-(1+/)
И3- (1+/)г-1+/ 114- 2г(1—/)—(4—/) ■ 115- (1+/)(1-г) '

116. w = 31±Ь_ Qy ерда a b ,c ,d  — \ак,ик,ий сонлар ва ad—bc>0. 
cz+d '
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117. w = az + b , бу ерда a, b, с, d — \ак,икий сонлар ва ad—bc<0.cz+d

118. w -  i az+~  , бу ерда a ,b ,c ,d  — \ак;икий сонлар ва ad—bc<0.cz+d
R—z119. w = p — ; Bv акслантириш ёрдамида юк,ори ярим дойра {Rew>0,A + Z

ImuKO} colara аксланади. 120. w = w0 + i R ^ r .  121. W = / .

2(г -2+/)
2+iz-2i 123. Мумкин эмас. 124. w = /lz |L . 125. 

Z + 2 i

u, ^ „'(г*8) г -  (fl + bi) U 6  w  =  R i í z L  +  Wf). m .  w = - ^ L .  128.
г -  (a -  bi) z+i

w = -4 zi+2 129 w~6 _ e'a Z-a
w-b Z-a 130.

г+2/ '

w-a _ ; z-a
w-a z-ai ¿=2,. 131.

2 г- 2/г +1 w-a _ ,ia z-a
l-Z

w-b = e'“« г-о
Л-i -éw

ерда /с>0. 138.

1 в  2Rt-az
136. >v 1-г

г+2 ■ 137. w = kel(’I+ar8t ) ' Z~Z\
z-z2 , бу

w = Re2 Ja z-a
R -az

w-b _ .я» Z-a 
I39- R2-bw R2-az ,40' w=

,2 z-a  
R2-az

, буердая — \ак̂ 1кий сон ва | <з| </?. 141. w = + az -1 + Vl-fl2
-■Jl -a 2 )z-a

P = 2 - x l - 2 —. 142.Re>v=a2 — y y  (Imw)2. 143. R ew =—a * +  ^  (Imiv)2.4a2
3rc144. argw=2a. 145. i wI =^, Jt <argw<4p. 146. we 10, +<»). 147. we (—< 0|. 

148. lmw>0. 149. |w |< l, - |< a rg w < 7t. 150. Re w <-1 + i( lm  w)2.

151. Rew > I -  i( lm  iv)2. 152. I w| <4, lmw>0.153. H  > 4 ’ w e [ - “ -{]■ 

154. I w I < 1, argw=7t. 155. | w | > 1, argw=jr. 156. I w | =64, ft<argw<2Ti. 

157. we (—«о, 1|. 158. w = i { z f ) -  159. w = 160. w = ~ Lf ^ -

161. w = ~2z ^ - i z - 2 , , 62_ w  _ ¿+2/г+1 163. w = 2г2+3/г+2
2г +3z+2 /г2 +2г+/ 2г -З/г+2

164. W :
Í 2г+>/з-/

3
'2г+Л-/У 166. z—J2(\~i)

U -Л - / , l2Z-VÍ-/J г—ч/2(1+/)
361



167. н-
■ < S )  ■

- Г М 1 ‘168. vv = • 169. W = 170. * = 1 + 7 .1—z
Iz+lj

171. Бир япрок^и. 172. Бир япрокли эмас. 173. Бир япрокли эмас. 174. Бир 
япрокли. 175. Бир япрокди. 176. Бир япрокди эмас. 177. Бир япрокди 
эмас. 178. Бир япро^ли эмас. 179. Бир япрок^и. 180. Бир япроцли эмас.

• Щи2+Щ-У* = 1 182. Щи2+Щу1 = \ 183. и2-у*=\. ц>0. 184.-----181 ■ 23 " ' 9 ------— 1

1 |м 2 + М у 2 >1. i s s .  I | ü 2 + ^ v 2 >l. 186. и2- у 2< т  187. и2-25

1 Л W £ Л
2 ’—v*<y we (—/,f=°,0). 188. we [—1,+“ ). 189. w e -  <*>,-y -

190. 1ти>>0, 191. < arg w < 2n. 192. m2 - v 2 < i ,  v>o.

193. we —1) U П ,+“ )}• 194. W€{(—00, —1] U [ I ,+00)}. 195. lmw<0. 

196. Imw>0. 197. Imw<0. 198. Imw>0. 199. 4ц2 , + 4t’2 . = I эллипс
( M )  (*-*)

41? + 4v2 _ ¡
юк,ори ярми. 200. ^Ä+-Lj (л_~)

ки ярми. 201. кесма буйича к̂ ркдиган

эллипс ичининг паст-

4v24 и

(*♦±1 Ы Т
= 1

эллипс ичининг ÿHr ярми. 202. — j = 1

лари орасидаги сох,а. 203. w е

sin a cos а

- 1’ К в + й

гиперболанинг шох-

204.

-2

)]>

Щ 2/(l+z¿)-3z 
208. w = ~ ; „„ 2; 209. W(Æ) = IR-ez > j ,  Z « [ I ,  lj |.3/z-2(l+z )

210. w(D)={ze (—00, —1], ze [1, +°°)}. 211. |e2+,|=e2, arge2+i= l. 212.

I e2—3'I =e2, arge2-З'=27г—3. 213. \e,+4'\=e3, arge3+*=4. 214. -3-4/1 _  1

arge-3-4'=27t-4.215. 1.216. -1 .2 1 7 . i. 218. 219. ^  + i ̂ . 220. lmz=tor, 

fc = 0 ,± l, ±2,... 221. Imz = ^ ~ 1)7t, yt = 0, ±1,±2,... 222. |w|=e.
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223. argw = - | .  224. M = g- 225. a rg w = -|. 226. { Iw h c ’" ,  —»<у<~} -  

“спираль. 227. fb v | = c, — — спираль. 228. { | и’I - е с. 229. argw=c.
y-h

230. k= 0 булса, argw=¿>. 231. Imw<0. ¿*0 булса, p = e * (-«. < y < °o) —

спираль. 232. w g (— 0). 233. Rew>0.234. I w \ > 1, w e 11, +°°). 235. u<argw<ß. 
236. p=e* спираль буйича киркилган бутун текислик. 237. I w | < 1, 0<argw<« 
.238. I и>| >1, 0<argw<a. 239. e°< | w\<es, Y<argw<5. 240. I w I >1, lmn'>0.

4л/ + 2тс/ 2 тс/ 4 n
241. I w I < 1, Imw>0. 242. w = e 3 . 243. w = e г . 244. tv = e г .

к/öi
тс(1—/)z 2iziz iti(z+2) г» Z~/ _i_0_i

245. w = e—r ~ .  246. w = e;-2 247. w = g з(г-2) 248. w = - — ^ ------ .
e г_' +2+/

■t/XÜ ________ _
249. tv = 2e " , 266. sinz=sinxch>'+/cosxshy, |sinz! = ^sh2y + sin2 x. 

1+e г_/
—  i  , i - > -------- ~siñ2x i éh2y

267. cos^cosxchy—/simshy, |cosz¡= vstl У + cos x. 268. tg£ -  cos 2x+ch2v ’

|tgz| = eos HV+(fh2v2> ' shz=shxcosy+ +/chxsin>', |shz| = Jsh*x̂ +~sin̂ ~y.

i I—í-------- ;— sh2x+/sin2y
270. chr=chxcosy+¿shxsinv, |chz| = ysh x + sin y. 271. tgz -  ch2x+cos2y ’

i , = \Zsh~2x + sin22 ŷ  2?2  ̂ ;sh;r 273> Л  h 2¡ l s h l  214.  cos2; 0 .
I I ch2x+cos2y 2 2

sin 4275. 0; t h f  . 276. cos2-chl; -sin2shl. 277. 0; sh2. 2 7 8 . ----- -f , ,
2 2(cos 2+sh 1)

sh2 8 . 15 ___sh4__ . ____ sm_2__ , OI
2(cos^2+sh21) 279‘ 17’ 17' 28° ’ ch4-cos2 ’ ch4-cos2 ’ 281‘

1тг=0; Rez=/c7u, k=0, ±1, ±2,... 282. Rez=0; \mz=kn, ¿=0, ±1, +2,... 283.

lmz=0; Rez = (^ + | ] r t ,  Ar=0,±l,±2„ . 284. Imz=0. 285. l n \ z = ^ f ,  k=0,

±1, ±2,... 286. Imz=0; Rez=kn, k=0, ±1, ±2,... 287. Rez=0, 1тг=£я, k= 0,

±1,±2,... 288. lmz=0; Rez = (^ + i]it , k= 0,±1, ±2,... 289. R e z = -y , k=0,

±1, ±2,... 290. Im г = + y jn , 0, ±1, ±2,... 297. x=c тугри чизик̂ тар

и2 v2 _ ,синфи фокуслари ±1 нукталарда булган - —}-------—---- гипербола-cos с sin с
лар синфига аксланади; у=с эса фокуслари +1 нукталарда булган
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и2 Ц2 _ .
^ 2̂  “ ^ 2с ~ эллипсларга аксланади. 298. Туртинчи квадрант. 299. 

Imw>0. 300. Rez>0, zв 10, 1]. 301. w e {(— - 1]  и 11, +~)}. 302. 
(Rew)2 (Imw)2 

ch2A sh А 1. w e{(-chh, — 1] U [ 1, chhj}. 303. |и>| <1.304. M <1.

305. w í {I—/', /]. 306. iIV! >1, Retv>0.307. Imw>0, w í [0, /]. 308. we {[— 

-1J U11, +°°|b 309. Imw<0. 310. Irmv>0, w e [̂ 0, sh-|j. 311. w e ( - ° o ,  0J,

wg I—/, /). 312. we | - 1, 1], w e |0 , +/' ~J- 313. lmw>0. 314. Imw>0, 
we  |0. /J. 315. i wI < 1. Rew>0. 316. w e —1| U 11, +“ )}• 317. Rew>0, 

n(z+2)w s l! , +<*>). 318. w> =cos- 2z 319. w = -co s^2.. 320. w = /sh^f.h lh
321. w = ish + 322. w = -cos¿2£. 323. w = - c h ^ .  324. 

± f ( ^  + l - Ц Л - 1). 325. + ^ ( 1 + / ) ,  ± Æ (1_/). 326.

+ &  + -L, - i .  327. ±(2+/). 328. 1, - ± ± ^ .  329. ^
(2k^)n

(2 к+ iy
(k=0. 1 ,2). 330. ± ^ ( л / з  +/), ± A - ( S - i ) ,  ±yÍ2i. 331.

(2A:+l)jc-arctg4 (2£+l)it-arctg^ 
--------5------ 1 + 'Sin--------5------ 5. (к=0, 1, 2, 3, 4). 332.

-  i ± Lг, = ^ , z2 = . 333. z = 2 —i, z = - 2 + i .  334. г,=—1, z 2 = \  + ¡2 2

Z3 335. г* = 2
í Л+/Л ifei,

v y -  (Ar=0, 1 ,2 , 3 ,4 , 5). 336. Zk = e  1

f-

(¿=0, 1, 2, 3, 4, 5, 6). 337. Zk = 12e 4  ̂ 8; (*=0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7). 338. 

г,=0, г,= 1, г3=— 1, z=¡, .z¡=—i. 339. z = j - 2 i .  341. Zk = Z\( e o s + 

+ /'sin-^p] (к—0, 1. 2, n— 1). 342. г3=г2+(г2—г,) (eos + z'sin- -̂j. 343. 

jo < arg w < ж |и |2 £  < argtv < 2;rj. 344. Rew>0, wg|0, 1J. 345. |w |< l,
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О < arg tv < -S.. 346. I tv I > I , |y -argw|.< |-. 3 4 7 . im w < - J L ,  3 4 g. Reiv>0, 

lmtv> 1.349. ||wj < 1. 0 <argtv <^|u{|>v|<l, it < argw < 2 it}. 3 5 0 .

r-  s i 4
, _ 2(v4 +I)e 3 z 3 ,______

[л -  argtv| < ¿ í  . 351. w ~  ¿ 4  ' 352. w = V z 2 + o 2 , Л Т  =  i.__ Щ. 4
(v4 -2)e 3 г 3 +3y4

353.

' 1 1 ' 2 ' 1  i  ' 2

z a + R a
354. w =

z a - R u
1 1 i  X ■ 355. w = —J

l z a - Ä “ J { z a + R a , l

= / ( 3 3 57. w = 5 ± Г .  358. tv = G ± I . 3 5 9 . w =
U z - Л - / ' ,  V l - г  \ i - z  \ z 2~ z

356.

360.

. f i ± Ä  
V г-/г f

'  I  ^ 2
z p - l  
r<-1

z+1tv^ T7J>‘ f ?

Л ! 364. tv = ,(z » Y 3. 365. tv = fJ iz-lj l 1 -z )
z_

г - /

,= J V t -  368. w = e4 1 Щ -  369. 41 Г Т Т  ' 370. w = ^ Z- +- h- .  371.
V z +1 V г - i  Vz -1  z

tv = e s -Jz -  i  ■ 372- W — + 1. 373. w = Л + I
VTTJ

ЛГ = /. 'Л  + Л  
Л -1

¿ 7  = 375.w
2/-Л

Л  316 " 3l+A¿
3+4/'Vz2+1

z2+l

377. w ~ + ^  + а + 378. a<argw<n—a, a=arcsin V] -  а 2 379. 

lmw>0. 380. I tv i < 1, lmtv<0. 381. l<|tv| <a+y¡a2 -  i , lmtv>0. 382. |tv|<l,

—a<argtv<0.383. a— y¡a2 - 1 < I tv I < 1.384. b+  Vi + é2 < I tv | <a+ Vi + a2 • 385

eta , П  f .  a z - b - J z 2- ( a 2 - b 2) w = ^ ( z  + y¡Z - c  ). 386. tv = -------^ — J-------- . 2+Vz~+4 387. tv = i ----!-------
aL - b L z

365



388. w = z - !+ V z 2 -2 z-& . 389. w = J ?Z2+5z+2 390 w = ,
V-2z +5z-2 Л

391. w = k  + 1°g±16. 392. W = J ¿ ± L  393. W = J  
» z*+17z+!6 V г -1  V

Z2(l-ft2)2
А2(1+ г2)2

394- W = J ) + 4 ^ T T -  395- H’= 1+1 -/ (1 h Y  396- w = 7Lt x

л/г2 + 3). 397. w = |z  + л/г2 -  +x t =7 T - ' 2 - 4' - 1' / = i u +

- ^г -  л/г2 — 1 , a  = arctg 

( г - л / 7 ^ T)

л/2
2

, a  = arctg . 399. и- = Í г + л/г2”-  I Г a  = a r c tg ^&  J2

« 0. ¡ . ¿ i ’. , ,  да,. „ г .
7 — 7-̂  -4- 1

-ih/TTT
г - z  +1

w = , , = (_/,)%. 403. и, =  ' r W d Æ Ï + I
2/ +/+2 2r2-3i+2

404. IV_ t-2i(t-\)\¡t2-t+\ t __ f 1-/Z
2/ -3/+2

.,2 ЧИ
z2- /

405.

. . w ü ü a g j ) i
г>+2,% -Г г+(2-л/з )í

У л ’ + “ ' 408.

410. „.= _e i l - e j  _ 411.

l U -Д  '

2+2i-(z+Jz2-2 )2

409. W= \ ^ T ^

w = Il---- Í—. 412. tv = /l +
У shy y V2shf

413i. w = Jsin2-^  + sh2- |.  414. w = J l  + — - 2- ,  415. w = ish
sh2*

,2 ягsm

¿ . u  дУг 
2
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е г - 1  \ , „Л а| 416. * «  у  417. In4+2bti, &eZ. 418. л/. 419. (2k+l)ni, ке Z.

420. 1пЛ + ^(8к +7)ni, к eZ .  421. у .  422. [2* + /;€ .̂ 423. 

(2* + 4 *еZ 424. (2* -  ¿6 £  425. 1  In 13 + (2b: -  arctg

fos Z 427. 1.428. 1+2/Ы, keZ.429.keZ. 426. y- In 13 + (2£ + 1)л -  arctg|j

i | n 2  + / | .  430. у  In 2 + + 2/cn j, f e .Z 4 3 1 .- f^ .4 3 2 . In 2 + / | - |  + 2*irj,

ke Z. 433. I + 'i y  + 2kn j. £e 2. 434. i(a+2kn). 435. г=2кл, ke Z. 436. z=ei. 437. 

kiz ■z = ~y 1' ke Z 438. 2Lnz*Lnz2, чунки 2Lnz нинг кийматлар туплами Lnz2 

нинг кийматлар тупламининг бир кисминигина ташкил килади, холос. 439. 
cosQk yfl ж)+Ш2к -Л Я), А.ь Z. 440. 2'^ \ст{2к+  +

1-/ „ М *keZ. 441. eJta(cosln2+isinln2),teZ 442. е1к\  к eZ  443.-Ч± е
Л

4
- ? - 2 пк a rc tg _ + (2 K + l)n r  . ч

keZ. 444. е 4 , к € Z. 445. -  5е 3 cos(ln5 -  arctg у ) +

+■ /sin(ln5 -  arctg -ŷ j. к s Z. 446. 5e 3 ĵ coŝ ln 5 -  arctg +

+ /'sin(ln 5 -  arctg | j |  к e Z. 447. e2™, * eZ. 448. e{2ll+')*, KeZ.

449. 450. e2m+\  к e Z. 451.

(4A+l)fi _ 4jt l+2Aro . ,, .„_v
452‘ In2+2mro’ m e Z. 453. е т >  454. *, meZ.

455. k, meZ. 4 5 6 . a2a ва ларнинг кийматлар туплами устма-

уст тушади, (а2)“ нинг кийматлар туплами, умуман олганда, устма-уст
тушиши шарт эмас. 457. а = — —̂ , k , meZ.  458. а  = : k,meZ.

2т + 1  З/я-1

459. Тугри бурчакли /?ew = с, /mw = с — Декарт тури. 460. Тугри чизик,- 
лар. 461. {0 < Imw < а} — йулак. 462. (Rew < 0, 0 < Imw < а} — ярим йулак. 
463. {In/-, < Rew < lnr„ 0 < Imw < 2л} — тугри бурчакли туртбурчак. 464.
0 < Imw < л . 465. Зл < Imw < 5л. 466. — л < Imw < л. 467. 2л < Imw < 4л. 
468. 0 < Imw < 2л 469. — 2л < Imw < 0.470.2л < Imw < 4л. 471. —2л < Imw < 0.
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472. |lmw|<jt, we [0,+ oo).473. | y  + Im>vj Rew <0. 474. _2л < Imw< 0,

Rew < 0. 475. w=2\nz. 476. w~~ r^nz- 477. w = — ln| z¡/a + Z “
7ZCÍ 71

478. w = — In £££■ + i . 479. «' = — lnfz + Vz2 - 2 I —4-.
—it— i  -z 2 - -----—^ v T - -----------7  2

481. w = 2 l n i ^ l .  482. г = /tit, t e Z. 483. z = (a +I}*, t e Z . 484. г = Ал/,

AeZ 485. z=^A + -¿jjt, AeZ. 486. Rez = - | + M , * e z  487. Imz = ̂  + ^ .

495. 2/ot, t e Z  496. ^+2кк,Щ- + 2кк\ keZ.  49 7 . ^¿+1я-/|П( 2 ± Д  i e ZО 6 2_ ____ *-----
498. ** -íln p2+ (- l)*+lJ AeZ. 499. |- + Ал, AeZ. 500. + i  s Z.

501. ÿ fa rc ig y  + (2k + l)jrj + ^-lnS. 50 2 . + bz - i -  ln 5, h Z  503. 

1п(л/з ± 2) + 2̂Ar ± ^ W , A e Z .  504. 4 ln5+ yWctg2 + ̂ A + -ijjt i, A eZ. 

505.г= /(-1 )к1пЗ + Ал, /te Z. 506. z = ±iln3+y+2A;r, A eZ. 507. г =± 

± | -  / ln 2 + y j  + 2Аэт, t e Z .  508. г = ±(-11п2+-|') + 2Ал, Arg Z.

l/a

i i ■■

509.z = ¡ln2 +i{k +1) Ar e Z. 510. z = 1 In2 +<i + l )
+Ал;, AeZ. 512. z = ±-®t+2Aiüi; AeZ. 5 1 3 . г = ^  + 2Ал -  /' ln -3± £

Ae Z. 511.z=(—1)*6 +

- AeZ.4i

514. z = -̂  + 3fat-iln ^ r 1 ва г = —V + 2Ajt-/ln , A eZ 515. <=2Ал/,4 V2 4 л
Ae Z516.г=—1п2+(2А+1)л/, AeZ.517.r = 2̂A + ~-jrcí ва г = -  ln 3 + 2̂А -  yjni, 

AeZ. 518. г=Ал(1±0, Ae Z. 519. г = Ал (1 + 0 ва г = -(2-*+Ук , ¿ e Z. 520. 

z  = ва 2 = ЩЕяУ' Á e Z  52,1 f  <Imil,<^r- Rew<a 522.

0 < Imw < Æ_ Rew > 0 523. ^  < / т к  - у  ва Rew>0. 524. (Re wj < . 

525. — л < Rew < 0 ва Imw > 0. 526. -™<Rew<^  ва Imw>0.
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527. OcJíewcS, 1ти»0 52*. -*<Яеw<0 5». w = -

= -L[Vl + 2̂ +Vl-Z: )  530. w= 531. w = lx
* я  v ;  ]jb 2+c2- j z2+c2 p

Vi2 + сг + a  + + c2 + aj -  p бу ерда « . * ( / e 1 + c1 -

-  Л2 + c2 j, P = l ^ e 2 + c2 + 7*2 + Г2 j. 532. w = J j z 2 +c2 + Ja2 +c2 . 

533. и' = ^г2 + ^ г4 -1 = J= r( ^ 2+1 + i/z2 - i j  534.w = -~= ^ ( f r f )  + 1 +

4 s ) ; •']
Курсат ма .  Касрчизиклиакслантириш ёрдамида 533-масалагакел- 

тирилади.

535. и> = V г2 —1 +г—i

I
Курсатма. Каср чизикда акслантириш ёрдамида 530-масалага 

келтирилади.
1+-J iz+ iz

536- W = f . ^ 7 -
— • £~НКурсатма.  №1 - ~ ~  касрчизикдаакслантириш ёрдамидаечими 

келтирилган 44-мисолга олиб келинади.

537. w = , l  +Н Й )  ' 538‘ W = +Cí̂ f  + ^  f  ■

539. w = 1 *■•*)- (*■*) *v{°’*5 У

№ У )

Курсатма.  Жуковский функцияси каралаётган со\ани 530- ми- 
солдаги со\ага акслантиради.
2 4 - 9 5 2 3 6 9



54 0 . и »=----- 1
2̂+у[5

^ г 4 + 4  +2 + V ?

Курсатма.  = г2 функция [0, 1+/] ва [0, — 1 +/) кесмалар брича 
киркилган юкори ярим текисликни 532-мисолнинг шартида берилган 
сохага акслантиради 532- мисолнинг жавобидан ва симметрия принципи- 
дан фойдаланиб, кидирилаётган функцияни топиш кийин эмас. 541.

Л (г + т/г2 -  1 | а + (г + 7 г2 -  11 “ + 2 = (г + 1/г2 -  1]2“

(г + 7г2 -  1) 2 а

Курсатма.  «'] =^г + т/г2 -1 ̂  функция ёрдамида берилган сох;а-

нинг юкориги ярим кисми { | и», I >1, ¡пне, > 0} сохага аксланади. Жу
ковский функцияси бу сохани юкори ярим текисликка акслантиради. 
Симметрия принципидан фойдаланиб масала шартида берилган со\а- 
нинг (— °°, — 1] нур буйича киркилган бутун текисликка аксланиши- 
ни топамиз. Бу сохани юкори ярим текисликка акслантириш кийин

эмас. 542. у/ = ^ 0> -  ^е“'г|г +
2(*-а)

543. IV = г+ ■¡г1-с
Бу ерда с= Vа2 + Ь1 , а=агсГ£ £  , р=

544. у/ = у.г2®* +е~2"и2

Курс атм а.  Аввал {0<* 4 } иулакни юкори ярим текисликка

акслантирувчи функцияни топинг. Симметрия принципига кура бу 
функция берилган сохани хакикий укдаги нурлар буйлаб киркилган 
бутун текисликка акслантиради.

• 5« - - { .  "548 со̂ 2г+сА2А]
сол2г+сА2Й2 1+5Ш~
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551. №=•
1+ С 0 5

4к

СО$М -СОХ4Я 552.
I СОй^г-СОв^-

553. И' =
С05~--С01^~

I с<м̂ - -с<м ~

554. «- =
_2 к 

„ р -
2п1

2л 2м
е а - е г

.555. н- =
сИ̂ -савУ; _/7

А-----Л -  556. № = /сА ^
11 2а

Курсатма.  Аввал параболанинг симметрия уки буйлаб кесим 
утказиб, №, = ч/г функция ёрдамида параболанинг ю ко риги ярмини 
ярим йулакка акслантиринг. Кейин ярим йулакни юкрри ярим текис- 
ликка акслантиринг ва симметрия принципидан фойдаланинг.

557. * = Л

560.

2 лЛ
4а

Л+Унг2 559. и- = 1+

г>/з4+^4р
5г-дА ?+!7?+4

+17г +4 561. И' =
у (4+г2)-»/з4+5л/г4+17г2+16

562. Н' =

564.

г-<-уг -1 г2+1+Уг4-2г2со»2а+1+2г(1+5та)
г2+1+>/г‘!-2г2со52а+1-2г(1+8та)

565.

■ )/(г2 - 1)(г 7 7  + 1) + 2(2+ 72к 2. 566-
>̂/4г4+17г2+4-з.-
1/4г4+17г2+4-5г

567,. №= \ \ -J i + е-* . 568. и-
Л--сЬп

. 569.«' = # сЬ л.
№

570. н1 = 1п(г + 7г2 -  1 571. ц- = | -  г2 + ч/г3 - 572. № =

г4+4
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+ ^сЬу -  ^сЬ2г + вЬ2 у .  576. и' = агс5'п^^'-

Ку рсатма.  и>,=5тг функция £>0 = |г: - у  < Яе;<-|-, 1т г > о | ярим 

йулакни юк,ори ярим текисликка акслантиради, бунда ±у+яг нукта- 

лар ±сЬа нук,таларга утади. Бу ердан № = агс яш функция й0 со\ани 

С0 =|и--^-< Яеи < ^ , 1ти>>о| ярим йулакка акслантиришини топиш 

эмас. Бунда |кег = ± у , я<1тм><°о| нурларга

574. и> = ^2 + 1/Г+>/г4+4 . 575. № = +

К .И И И Н

|Rew = + y , 0<1тн<оо| нурлар мос келади. Симметрия принципини

siruчексиз куп (санок^и) марта куллаб, w = arcsm^-- масала шартини

к,аноатлантирувчи функция эканлигига ишонч хосил к;иламиз.
ns« n,2 fearcsm̂ ĵ

577’ * = nh • • 578- w = - Г - ■ 579- " = arcsm-L ■4ßz arcsmAT
580. w = arcsin elr\

Курсатма.  D0 = |г.О < Re z < у  J деб олиб, 576-мисолни ечиш усу-

лидан фойдаланинг.

581. w - i J e - ' + J e - 2* -  А  582. w = / In COSZ-+h f j - I ^ L , J chn

Jcos^Tsh^s + Jcos2^ - с1Лс 
583. w = / ln У------- ? - ■ -2 - V- - - 2--------- .

^ch27t+sh2|

IV боб

l . | ' ( i 2 - e 2) . l l  + i .  3 .2+/. 4. mR2. 5.1. 6. 2. 7.4ra. 8. nt. 9. 8. 10.0. 11. 10m.

12. i. 13. . 14. b i  ln(3 -  2/2). 15.0.16. -16я. 17. то. 18.2». 19. -1.20. 2ra. 
2 V2

21. -  J1  + 9,. 22. 2л/. 23.0.24.2га. 25. 1 + i . 26. -  |  .27. -jiR2. 28. л/5̂ 1 -  i ) .
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29. 2 30.г 2 г  31. О , 32, 33. агар П *  бУЛСа’
[л/, агар п = - 1  б^лса.

« •  37. „ + , „ .  38. 1 (и , ) ,

| +Д
39. — 1+«со51+/«яп1.40. — (1+вЬ1).41. + ~ 1. 42. - 4 ..4 3 . е2 2 - 1 .

44. £=1(1 + /Ч/3).45.{(1-'Ч/3)
Л +Л  

е 2 2 -1 46. !± ь£1 (1- 1п 2). 47. 8.

48. —к - ' .  51. - 2 ( 1 —0-

К у р с а т м а .  л/Г =  1 ш арт икки кийм атли V ?  ф ункциясин  ин г бир 

кийматли < л £  ) 0 т ар м о ги н и  аж ратиш  и м к о н и н и  беради. Бу \о л д а

ч/г = (Л)(, = л^сов Н 1 |± 0  + * я„ |  = 2 бул иб. у : г=е,ф,

0  < ф < л, булгани  учун _ 2 „ _ „

булади. 5 2 .2 (1 —0- 53 . —2(1+ 0- 5 4 . - 4 .  55. 4/. 56. 2-^2 —4 + / 2 >/2 .

57. |  + /(л/2 + 2)|. 58. 2т. 59. - 2 л .  60. 2Ш  61. 2п й .

К у р с а т м а .  Берилган ш арт куп кийм атли Ьпг ф у н кц и яси н и н г  бир 
кийматли (Ьпг) = 1пг+ 2л/тарм огини ажратиш  им кони ни  беради. У х,олда 
у : г=Яе”, 0 <ф<2 л булганлиги учун

<! Ь пгЛг =$ | 1п г + 2 л/]</г = /? / [1п /? +- /'(ф + 2 £л )1* ,ф.
У о

булади. Булаклаб интеграллаш  натижасида

$ 1~п1с1г = 2 п К
1

эканлигини  топиш  ци и и н  эмас.

, агар п ф -  \ булса,
62. { п+ 63.

- 2 л , агар п -  - 1  б^лса.

( - 1)л+* > агар пф - 1 булса,

-  2 л 2, агар п =  - 1  булса.

65.
[ агар а  *  - I  булса, ,
1 1+а 7 3 .0 .7 4 .0 .  75.4 + ' 76.-2(1+0-
[ 2 * 1, агар а  =  - I  б^лса. г

373



77. —7e~2+ (i—2i)e. 78. 1.79.cosI— sinl— ié~‘ . 80.0. 81. l+shl.82.21n2— 1. 

g3 ÍO, „ - б у г у н .  ^  L  c  g 6 _ , ^

[2я/, n = -1. a a a

87. i  sinarfe. 88. -  ̂  cosa^r. 89. + c. 90. i  Г« -  1  V *  + c.
a a я +¿i a '

91. —  shaz -  ^|-chaz + — shaz + с . 92. — sino* + - y  cosaz  + c. 93. _ л/ 
a a a a a

9 4 .я/. 95. réhl. 96. 2е-Ч-1+иег'/. 97. — 2/. 106. K y p -

с а т м а :  берилган ш ар тдан (Ь п г),= 1 п г+ 2 я/ эканлигини топамиз. У
1 (L n г )| j  'f l n £  + 27 t/j f in  т \ dz к  2 9 я 2

чолда I -------- = í  — ------------dZ = í  — z + 2níJ —  = -  i -  -  тс =
1 г i г i г i г 8 8

я  3.  _ Зя/эканлигини куриш к,ийин эмас. 115.— 8я/. 116. у  117, 118. 0.

119. 2 r a sh l 120. — ^ -  121. 2я/. 122. ( 2 - е ) м .  123. tu c o s 1 .124.- у -  125.

~ 3~ * Я7. 126.2т. 127. я. 128. - л .  129. -2 г а . 130.0 . 131.0 . 132.0 .133. я/. 134.

я/. 135. л/е-1. 136. |  k/(cos2 -  c o s í  -  3sin 1). 137. 0. 138. 2 n fch l. 139. 0.

140. —rachl. 141. - ¿ L  142. -  . 143. 0. 144. я/. 145. i \n c h l.  146. mshrt.
2 2e  2

147. 0 . 148. |  áichn. 149. 0 . 150. -  ■ 151. ü n sin lch l. 152. 0 . 153. -ni. 154. ni.

155. -  Ч * +2Ф  j 156. 0. 157. 158. - ¿ s / i  159. я2. 160.
8 27 2 32

161. — 2я1. 162. - l± í g ' .  163. — 2ni(b— a)~" 164. 2я/, агар 0 h>k,i а у к о н 

тур би лан  чегараланган  сохага  теги ш л и , 1 ва — 1 н укгалар  эс а  теги ш - 
ли булмаса; я /, агар у к он тур  би л ан  чегараланган  с о х а  га — i ёк и  ! 
н уктал арни нг фак,ат би ттаси  теги ш л и  б у л и б , 0 нукта т еги ш л и  бул м а
са ва \о к а з о . Х уллас интеграл  беш та хар хил (— 2 т :  — ni; 0: ni; 2ni) 
к,ийматларни кабул к ил и ш и  м ум кин. 165. а) 2тп, агар 0 н укта к онтур- 
н и н г  и ч и да  ва 1 н укта к он тур н и н г  таш к ари си да ётса; б )  — nie, агар
1 н ук та  к о н т у р н и н г  и чида ва 0 нукта к о н т у р н и н г  таш к ари 

сида ётса; в) 2 w f  1 ~  i f j ,  агар 0 ва 1 нукдалар к он тур н и н г ичида

ётса; г) 0, агар 0 ва 1 нукталар к онтурн ин г таш к ари си да ётса.

16 6 . -  1’ агар п >  1 булса, , 6 7  я / .  1 6 8  sта i 6 9 . ea( l  + %).
[ 2, агар п -  1 б^лса. ¿  а \ 2)
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К у р с а т м а :  Ф у н к ц и ян и н г  х,осиласи учун К ош инин г интеграл ф ор- 

муласидан ф ойдаланинг. 170. ^ • 1 7 1 . 1 - ^ -  172. К у р с а т * г а ; Куп ций- 

матли Lnz  ф у н кц и ян и н г ихтиёрий бир кийматди тармоги (Lnz)k= lnz+2nik  

ни олам из. У  \олда ~ j  f '( z ) ( L n z ) k dz = ^ - ¿ f ( L n z ) kd f(z)  = ((булак-
ZTll y  Y

лаб интеграллаймиз)) = ^ L .[ (L iu )* / U )]y -  j L . j  = _ L  x

Y

x { [ (L nZ0) * + 2 K ( ] / ( í 0) — [ ( L n^ ) t / ( í 0) ] } - / ( 0 ) = / ( J 0) - / ( 0) булади. Бу 
ерда  б и з  К о ш и н и н г  и н тегр ал  ф о р м у л аси га  кура —, - dz =

Y

= 2 я 7  ^ г -о '^ г =/ (0 ) булиш идан фойдаландик.
Y

22. Абсолю т як,инлаш ув'ш . 23. Абсолют якинлаш увчи. 24. Ш артли яци н- 
лаш увчи. 25. Я кинлаш увчи 26. Якинлашувчи. 27. Я кинлаш унчи. 28. Узок,- 
лаш увчи. 29. Як^инлашувчи. 30. Якинлашувчи. 31. У зоклаш увчи. 32. Яцин- 
лаш увчи. 33. У зоклаш увчи. 34. Як,инлашувчи. 35. Я кинлаш увчи. 36. Узок,- 
лаш увчи. 37. Як;инлашувчи. 38. Абсолют як,инлашувчя. 39. А бсолю т якин- 
лаш увчи. 40. У зокдаш увчи. 41. Абсолют як,инлашувчи 42. А бсолю тяк,ин-

i Ш артли якинлашув<-ш, ф * 2кл, .. .. 
лаш увчи. 43. { 44. У зокдаш увчи. 45.

¡ узоклаш увчи , ф =  2 /ел, к s  z-
Абсолют якинлаш увчи. 46. а > 0 .47. а >  1.48. а > 0 .49. а < 0  50. ос— ихтиёрий

\акики й  сон. 51. а < 0 .78. \  А А < 1- 79. И> 1.80. \4< I .81. Rez<-1. 82. ®Ю,± 1,

±2, ... 8 3 . |г |> 1 . 84. {гИ1 - 85 . z * 4пе " (к, п = 1, 2, . . . ) . 8 6 . RejgS, бу

ер да6 > 0  — ихтиёрий сон. 87. Яег>1+8, бу ерда8>0 — ихтиёрий сон. 88. Х а
ки к,ий укн и н т  ихтиёрий [2кп+е, 2(к+\)п—г\ кесм асида тек и с  як и н -

лашади.89. Л =1.90. Л = ~ .9 1 . Л =1.92.Л =ос.93. R = j  94. R = - j L .  95. Л=1.

96. Я=0. 97. Я=1.98. R=4Í 2. 99. Я = j  100. л  = |  101. Я=+<~. 102. R= 1

103. л  = | -  104. Я=<». 105. Л = 0 . 106. Я =2. 107. Д = е . 108. Я =1. 109. Я=1;

[ 1, агар |о |<  I булса,
|сН<1-110. /г =3;(г— I — j|<3. 111. Л = L L  аГар \a\> 1 булса. 112. №=1.113. Я=1.
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114. R = j  115. Л=1,|г+1+4<1.116. Ä = {7,'a«JV.’ H7. Ä=l.lie. Ä=«. 

119. Л= i .  120. R=!fc-*. 121. R=  1 .122. /f=~. 123. Ä = 0 .124. Ä= 3;|г-2(1<3. 

I2S. R=^2 . 126. Ä=l. 127. Ä=l. 128. Ä=l. 129. Я=1.130. R=°°. 131. ^  I32.Ä.

133.». 134.0 135. Ä* 136. 1Ä, агар I гп! < 1 булса,
R I I , « ,  137. 138. max{/?; 1).

| ^ | , агар | z0 1 > 1 б£лса.

139. Ä. 140. f < R , < R -  141. 0.142. R. 143. R2. 144. R>R. 145. Jfeminfr,, r3).

146. Ä гс/,. 147. 148. (,_гг)2 149. —ln(l—z). 150.In(l+z). 151. |zj=l,

Z*—\ булганда ш артли якинлаш ади ; i нуктада эса  узокуташади. 
152.1г+1|=1 айлан ада  абсолю т якинлаш ади . 153. | г 1=1, т.* Щ , нукталар-

да  якинлаш ади ; б и р ли к  ай л ан ан и н г куби 1 га тен г булган учта нукта- 
сида узоклаш ади. 154. Б и рли к  ай л ан ан и н г | z |~ l ,  z* i/i  , нукталарида

яци нлаш иб, колган  туртта нуктасида узоклаш ади. 155. Я ки н лаш и ш  
сочаси чегараси нинг ихтиёрий z *— 1 нуктасида яки н л аш ади . 156. Ч ега-

2 k n i

р анинг.и хти ёрий  z * е р ( ¿ = 0 . 1 , ..., р— 1 ) нуктасида якинлаш ади . 

157. Ч егаранинг г  *  в а г ; £ _ 1  нукталарида якинлаш ади . 158. Чега-

рада абсолют яки н л аш ад и . 159. Ч егаранин г Zr 1 нукталарида як и н л аш а
ди . 160. Чегарала яки н л аш ади . 161. Ч егарада яки н лаш ади . 162. Ч егара

нинг ихтиёрий г *  4  нуктасида якинлаш ади . 163. Ч егар ан и н г z *

нукталарида яки н лаш ади . 164. Ч егаранинг z*— I ва z * j ± i ~ -  нукта

ларида якинлаш ади . 165. Чс, аранинг ва z*±i нукталарида якинлаш ади. 
166. Чегаранинг z* 1 ва z*±i нукталарида якинлаш ади . 169. М асалан,

~ еК2л+1)ч> _ ~ с08(2/!+1)ф ,
с, =  ( — ! ) ”. 171. К у р с а т м а .  ------ X -------Jn+\-----

0 л=0
; v  sin(2»+l)<p ..^  — 2л+1—  ердам чи катор олам из. Бу к аторн и н г якинлаш увчи
я=0

эк ан л и ги  Д ирихле алом атидан  келиб чикади . Э нди уни нг й и ган д и си н и  
топам из. А белнинг и к к и н чи  теорем асига асосан  z узгарувчи е1® га 0 ва 
е"* (ф ^0 , гг) н у к т а л а р н и  ту таш ти р у в ч и  р ади у с  б у й и ч а  и н т и л г а н д а

“  /(2п+1)ф “> ,2и+1
У  — ;— = lim Т  -I— т тенгликни  олам из. Е чим и билан  келти-
/1=0 2n + 1 п=0гП+‘

376



w 2n+\ J + ̂
рилган 13-мисолга кура |zj<l да  X ^ + j  ~ 2  Г-г булганлиги сабаб-

~  л/(2 я+0 ф , , |^„ч> _ ^  cos(2 « + 1 )4> _
ли, X ^у^ггг-= 7  1п булади. Бу тенглик ва 2 ,  5 я П

и=о г  |  ¿  1- е  л=о

_  „/(2я-4-!)ф
=  Re ¿  ■ эк ан л и ги д ан  исбот ц ш ш ш  керак булган тен гл и к н и

п=0
оо п оо ^

хосил цилиш  цийин эмас. 184. Х ~ ^ Т >  ^ = *- 185. Х у ^ О  ^  = 2  186.
л=03 Л=Я 2

- Х - £ р «  = 3- 187. Х ^ : *  = ~- 188. £  ( - t ) ' ( z - 2 ) ' ;  * = 1 .1 8 9 .
к=ог я=о п=°

I c o s ( 2  + ^ ) 2 ' ' i T ; Ä = » .  т .  £  _ i  
п=о \  *  у  " ■  /1=0 ¿ i

(-1)" ■ 
3 " +1

( г - / ) " ;  Ä = l. 193.

1г- ев
£  —^ Я  = <*•. K ÿ p c a T M  а : Az)e 0 (C ) эканлиги равш ан. Ихтиёрнй

► п= í)n \¿n+'>
К 2 ОС г 2/Í

Ç6  С  учун уринли булган ушбу е = X ~ т  каторни *адлаб интефаллаш/7=0
натижасида/ í ; )  ф ункциянинг даражали каторга ёйилмасини >;осил циламиз.

1 9 5 . i± ¿ ]\ + | f  + ¿ ( - 1 ) "  ( -(2 ^ п--( f )  i Л=1 К у р с а т м а .  Б ерилган

шарт асосида куп кийматли >/г + < функциянинг бир к,ийматли ( Л  + ‘ ) 0 

тармогини ажратиб оламиз ва элсментар функциялар ёйилмалари учун кел- 

тирилган (7 ) формуладан фойдалансак (бизнинг хрлда «  = у  ), керакли

00 ~f 1——i
натижани \осил киламиз. 196. -  2 + £  ----------------—(г + 8 )" ; Я=°°.

Я=1

1 9 7 . 1п2 + 2 я / +  Х ( -1 )Л' 1 ^ у ^ - ; Я =  2. 198. Х ( -1 )" +' ; R = 1
я=1 2  п Я=1

оо i 1\л+1 ? -2 2л+1 2п+1. г,
199. . - I ^ n+1 ; Ä = 200. X (-1) (2^Ш  г ’ * = "•

201. i + X fî ÿ ; *  = ~. 202. Ä=|A|- Бу ерда
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« 203. £ ( - 1 ) " ^ -  *  = й -/7=0
д=1

2 0 4 .  i  £ g - -3 0 T Q ^ V  -  2 * Л  ,  =  V ¡ I .  Б у е р д а  c „  -  ^ ’ ( - 1 ) "  X
Я=1 13 Я=1 я=О

-ЪпЛ--------  ОО 2/7+1 ”
л ) ? = ^ 13 2 т . 2 0 5 .  2 Х - 5 - г ; Я  =  1. 2 0 6 .  Х ( - 1 ) я Í — ^  Я  =  1. 

2 т  + \)  п=0 л=о 2л+1

2 0 7 .  * +  Х ( - 1 ) "  - ( 2 я ~ | ) ! !  - г 2 '" '1 , Я  =  1. 2 0 8  I n 2 -  v i  1 +  — 1 — ; Я  =  1. 
«= о 2 я ! ( 2л + 1) ¿ ü 8 >  Д  2я J л

ОО 2/7+1 оо - . V/7

211. V £ f c j f l f t  -  D " ,  (г l) -* 'l .  í  -  2. 212 . - Ц - 1 È
4 А=о 2 z .1=0

n+l

o
(z -  1)",

00 sin( 1+ inS-\ л QQ
R=  1. 213. X -----^ - 4 “ ; *  = " ,  214. X ( - 1 ) V  + Ог3"; Я = 1 1

n=0 n=0

215. l O ^ l ) * 2" ;  Я = 1 . 2 1 6 .  X - — 217.  / ' ( / )  = M M ,
я = 0 n-0 ¿

,<5),.ч _ 5 !ln (l + 5/) „
-------- c tó ----- ’ К у р с а т м а .  К а ю р  к о э ф ф и ц и е н т и н и

/•(лЬд)
хисоблаш  учун берилган  сп =- J ’ (л = 1 , 2 , . . . )  ф орм уладан ф о й - 

д а л а н и н г .2 1 8 . / ( - 0 = 0 , / '( - / ) = 2 + 1 , / 5>(—0= (2 6 + 5 /)4 !; Я = 1 . 2 1 9 . / '( 1 ) = 0 ,

/ 3>(_1) = J l! iü ± i) .3 3 .3!; Ä = 220. /(0 )= 0 , /<-о)(0)=

Ш10к)  0  _ j _  _ c h )  1 ч- c h 2 1 ,  . V |  .
3,0 ш . , л  Je • 224. sM  sh2 l ^  + l > '  sh3, (z+ !)+■■■, Я -1 .

4 2 4
225. l + *2 + i _  + . . . .  226. 227. 1 + £2 -  •*-г3 +

228. 1 + z + z2 + 4  г 3 -  4  г 4 + t í-  г56* 4 е LLO- -g < - T 3Ö

229. z + ¿  + 2 ¿  + í ¿ +  240 H f i - r ' - r ' l z ' .  2! 3! 5! J n=0L J

241. -  £ ( 2 — ' + 3 -п- |) гл. 242. [ ( - 1 Г , - 4 - * - 1] г
2/7+1
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243. 5 ¿ Л 1 " Ч**"- 244. -  £ ( г 4" + с4" 1). 245. у?  X  Г5и + 6 +
‘ "=° 1 -1 я=0 25 д=0 I

+ (—1 )”4 ”-11 г2” . 246. £ Г г 3" -  г3я+1\ 247. £ (-1 )"Г 23"+2г3л+2 -  23я г3" \
1 /7=0 '  /7=0  ̂ /

248. I к  - г  . 249. 1(я+1)к 1250. I  (-0 т§-сг.
п=1г '  V У п = о 4  ( 2 л ) !

00 я  ^ 4 л - 2  2л оо 4я+1 4 „ ~  7 л

251. и Х Н ) ^ * 1'. 252. 1+ X  гШ ^  - 253- „?02 51ПТ  Ж -

~ 4 м  2

254-„?о(- 1)Л2” ( Ь ) Т т ,  + ! - | 2 + •
К у р с а т м а .  Н омаълум к оэф ф ициентлар  усули куйидагидан ибо-

оо ОО

рат. А йтайлик, g^z) = X  ап ( г - а ) "  ва /г(г) = £  ^  ~ а)" ейилм алар
л=0 и=0

__________________=_==_=̂

маълум б^либ, / ( г )  = ф ункция а  нук,танинг атроф ида голом орф

булсин ва бу ф ун.кцияни (г— а)н и н г  дараж алари буйича Т ей лор  к,лто
ри га ёйиш  талаб к илин син . У х,олда

деб ф араз к,илиб.

/(г)-А(г) = # (г )

тенгликдаги мос дараж алар олдидаги коэф ф ициентларн и  тенглаш  ёр- 
дамида

с0Ь„ +  с{Ьп> + ... +спЬа =  ап, п =  0 , 1 , 2 , ... ,

С(фо =ап,
С(А +с|Аз =а\ 
с0̂ 2 +с2̂ 0 —#2’

с0*и + а1̂ и-| +• ■ ■ •+с А  = «„ (*)

тенглам алар систем асини  \о с и л  цилам из. Бу системадан эса  с0, с,, сг, ... 
номаълум ларни кетм а-кет  топиш  мумкин.
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л  73
Бизнинг мисолда ё (г) =  г ва И(г) =  1п (1 + г) =  г -  -у  +  -у  —.

(*) система Урнига уш бу

Со 1=1,

с° ( “ 2 ) + С| 1 = 0 '

булиб.

системани \о си л  к,иламиз. Бу систем адан с0=  1, С) = у с 2 = ~ Т 2 ’ ••• 

эканлигини  топиш  кийи н  эмас.

264. г + | г 2 + Л г 5+... 265. 1 + ^ - - ^ г 4+... 266. 1 - ^ - - — -4
15 45' 360

267. 1 +2г + ^ г 2+... 268. 1 + г + -у+... 269. сп = ^
т ' -

¥ )
л+1

270. 1 ~ Г -  271. Х ( - 0
" г2л+1

/7=0 2/2+1 ■

2 3 2 3 5 6  2 3 5-6 8  9 273-„?оМ ) " ® ^ Г " П ^

К у р с а т м  а . / ( г )  = с0 + с,г + с2г2 +  с3г3 + ... + с г" + ... деб  олиб, но- 
маълум к оэф ф ициентлар  усулидан ф ойдаланиш  ёрдам ида с (п — 1 , 2 , 
...) ко эф ф и и и ен тл ар н и  топам из. Б ерилган ш артлардан ф ойд алансак  
/№  = г + с2г2 +  с3г ’ +  ... +  спг” + ... Бу дараж али каторни и к к и  марта х,ад- 
лаб ди ф ф ер ен ц и алл ай м и з, /  (г) ва /"(г) л ар н и  берилган  тенглам ага 
олиб бориб куйиб, номаълум коэф ф иииентларн и  топиш  учун ушбу

2 с 2 =  0 ,

6  с3 + Я3 = 0,
 ̂4 • Зс4 + Я2с2 = 0

[ (л + 2)(п + 1 )сп+2 + Л с„ = 0. 

тенглам алар систем асини  \о с и л  килам из. Бу ердан

сг °. с = “ Х ’ С4 = ° ’ • я+2 (л+2)(л+1) л’ '

экан ли ги н и  топам из. Д ем ак , к — 0, 1, 2 , . . .  лар  учун с1к =  0 экан . М ате
м атик индукция усулидан ф ойдаланиб ,

‘-2 *+3 = (-1)
2̂*+3

(2А-+3)!

тенгликнин г уринли эк анлигини  курсатиш  кийин эм ас. Бу ердан ке- 
ракли ёйилм ан и  хосил килам из.

380



288. > гшп {я, т\. 289. < оддий нукга, и = т, 290. п +  т — 1. 291. 2« +  3т .
I махсус нукта, п < т.

292. | т 'п 293. г — ± 3 /  нукталар — 1-тартибли ноллар.
[> я, п = т.

294. (4£ + 1 ) у ,  £ =  0, +  I , ± 2 ,... нукталар — 2-тартибли ноллар. 295. г =  0

— 3-тартибли ноль. 296. г  =  0 — 2-тартибли ноль, г = 2 / — 1-тартибли 
ноль. 297. г =  0  — 2-тартибли ноль, г  =  кк (Ат =  ± 1 , ± 2 , . . . )  1-тартибли 
ноллар. 298. г = 0  — 3-тартибли ноль, 1=кк(к=±1, ±2,...) 1-тартибли 
ноллар. 299. г =  (2к + 1 )ге/ (к = 0, ± 1 , ±2 , . . . )  — 2-тартибли ноллар. 
300. г =  ± я/ — 2-тартибли ноллар, г = (2к+1)я1 (к =0, ±1, ± 2 , . . . )  — 
оддий ноллар. 301. 1~(2к+  1) я  (к=0, ± 1 ,  ±2 , . . . )  — 2-тартибли  н о л 
лар. 302. 1  = 2 км (к  =  0, ±  1, ± 2 , . . . )  — оддий ноллар. 303. г  =  0 — 

и .р ■ ¡м'.и! ноль. 304. с = ± /  — 3-тартибли  ноллар; г = Ы  (к =  0, ± 1. 
± 2 , ...) — оддий ноллар. 305. г =  — я/ — 2 - тартибли ноль; г = кп1 (к = 0, 
± 1, ±2, ...) —  оддий ноллар. 306. г = 0 — оддий ноль; г — кю  \к =  0,

± 1, ± 2 , ...) 2 -тар ти б л и  ноллар. 307. г= (4 6 + 1 ) - |  /(А:=0, ±1, ±2 ,...) —2-

тартибли ноллар. 308. г = ^(2к + 1)^ ва г = ^ ^(2к +1)-^ |1±/>/з|

( к - 0, ±1, +2,...) — оддий ноллар. 309. г  =  0 — оддий ноль. 310. г .=  0 —
3- тартибли ноль. 311. г =  0 — 2- тартибли ноль. 312. г =  0 — оддий ноль;

г = у  (2к + 1) к (к =  0, ±1, ±2 ,...) — 2- тартибли ноллар. 313. г =  - 1 —2-

тартибли ноль; г=2я/7с = 0 , ± 1, ± 2; — ...)—оддий ноллар. 314. г =  ± '  —
3- тартибли ноллар; г=/ся (к =  0, ± 1, ± 2 ,...)—оддий ноллар. 315. г=± 2—
3 — тартибли ноллар; г =2¿те /  (А: =  0, + 1 , ±2,...) — оддий  ноллар. 
316. г =  2Ьг (¿=0 , ± 1, ± 2 , . . . )  — 2 — тартибли ноллар. 317. г =  ± я /  —3- 
тартибли ноллар, к,олган барча г= кк (к =  0, ± 2 , ± 3 ,. . .)  нукталар  —

оддий ноллар. 318. 1 = ^  + кп (к = 0, ± 1, + 2 ,...)  — оддий  ноллар.

319. Н оллари й у к  320. г =  &я (А =  0, ± 1, + 2 ,...)  — 3- тартибли  ноллар.
321. г =  0 — 2- тартибли ноль; г =  кп (к = ± I , ± 2,...) — 3- тартибли ноллар.

322. г =  0 — 3- тартибли ноль; г  = ва г = у  \Рог |1 + / л/31 (А: =  ± 1, 

± 2,...) — оддий ноллар. 323. г = (2£ + 1 ) у  (/1 =  0, ± 1, ± 2 ,...)  —3- тар

тибли ноллар. 324. г  =  4 нукта илдизнинг бир кийм атли | тармоги 

учун 3-тартибли ноль булади. 325. Бу м исолда 2 та ф у н к ц и я  берилган ,



чунки = 7 г  ф у н кц и я  и к к и  цийм атли ф ункц иядир. Бу ф ункция! 

биринчи бир к,ийматли тарм оги учун I = 2 кп ± ^  нукталар, иккин^

бир к,ийматли тарм оги  учун эса г  =  (2к + 1 ) л + %, (к =  О, ± 1 , ± 2 ,...)6
нукталар 2-тартибли ноль булали. 339. Зид эм ас, чунки ф ункц ия нолла- 
рининг ЛИМИТ нук,таси а = О НУКТЗДЯ ф у т гп и я  т ппмпрф Ч4Д Яят;
эмас, чун!Ш"Т1ЕГТ"нуктада ф у н кц и я  голом орф  эмас. 341. Фак,ат чексиз 
узок,лаш ган н ук ,таги иа  л и м и т  н у к та  б ^ л и ш и  м у м к и н .  М а с ал а н , 
/ (г) =  5 Ш ге О(С) ва а =пп (п =  1, 2,...) булса, / ( о  ) =5 0 ва Н т  а = ~" П-*оо

булали 342. М авжуд эмас. К у р с а т м а .  А йтайлик, /(¿) ф ункц ия г =  О 
нуктада голом орф  б^лса, унда ш ундай У(О, е) атр о ф  то п и л ад и к и ,

/ ( г )  =  О ( К(0,  е)) булади. Е = |  ~  |  деб белгилайм из. Е туплам нинг

ли м и т нуктаси  0 булиб, О е К(0, е ) .  У (О, г) да ¿(г)^0  деб о лсак , 
шартга кура V I £ Е учун f(z)= g (г) булади. Я гонали к  теорем асига кура

К (0 , е) д а / ( г )  = 0  булади, леки н  ш артга к?ра = Ь  =  1 , 2 , . . . ,

эди. Зиддият куйилган  м асала ш артини кан оатлантирувчи ф ун кц и я- 
нинг мавжуд эмаслигини курсатади. 343. Мавжуд эмас. 344. М авжуд эмас.

345. Мавжуд | / ( г )  = -~ у ] .  346. Мавжуд. К у р с а т м а .  А йтайлик,

/ ( г )  ф ункция 0  нуктанинг V(О, е) =  О атрофида го лом орф  булсин.

деб олам из. £ туплам ни нг лим ит нук,таси 0  е  £>. #  (г) =  7: де-и:Л=1

сак, g(z)s<s(D) булиб, £ ( г )

ягоналик теоремасига кура О д а / ( г )  = а(г) =  г2 булиб, бу ф ункц ия куйил- 
ган масала ш артини каноатлантиради . 347. Мавжуд эм ас. 348. Мавжуд 
эмас. 349. М авжуд эмас. 350 . Мавжуд. 351. М авжуд. 352. М авжуд эмас. 
353. Мавжуд эмас. 354. М авжуд эмас. 355. Мавжуд. 356. М авжуд эмас. 
357. Мавжуд эмас. 358. М авжуд эмас 359. Мавжуд эмас. 360. Мавжуд эмас. 
361. М авж уд;/(г) =  1 + г. 362. М авжуд эмас. 363. Мавжуд эмас. 364. М ав- 
жул; / ( г )  =  ( г — I )5. 365. М авжуд; / ( г )  =  ( г — О 2- 366. М авжуд эмас. 
376. К у р с а т м а  . Т ескари син и  ф араз килам из. А йтайлик РЛ (г) купхад

бирорта \ам  нолга эга булм асин. У чолда / (1 ) =  ~  —- ф ункц ия С да

голоморф булади. г - » 00 да /(г) 0  булганлиги сабабли (чунки г  -»■» да 
~ сЛ")’ Функция бутун ком плекс текислик С д а  чегаралан-

ган. Д ар\акикат, ', т  Г (г) = 0 => 3 /? > О V г е  {I г I > Л} учун |/(г)1  < 1 бу

лади. Агар | / и ) |  = М десак , у холда V ге Сучун1Лг)1 <М+\ тенг-

сизлик бажарилади. Унда Л иувилль теоремасига кура/(г)=соп51 ёки / ’„(г) =
382



s  const булади. Б у  эса  Pn(z) н и н г  берилиш ига зид, чунки ш артга кура 
п> 1 да сл* 0  эди. З и д ди ят  ф ар азн и н г  нотугри, тасдик,нинг ту грили r a 
li и исботлайди.380. Йук,. М асал ан ,/(г) =  г ва.£)= {Ы  < 1 } .39 4 .2  < Izl < 4 .

|а| < |г| < |й|, arap |а| < |¿>| булса,
395. 2 < I z+ll < °° . 396. 0 .  397.

10 , агар |а| > [¿>|булса,

398. 0< Iz—i I < 2 399. 5 <1г+2/|<6. 400. 0<lz-2+/|< 1 401. 1 <lzl<2. 
402. 1 <lzl<2. 403. 0 < I z— 1|<1. 404. 1<|г1<2. 405. 1 < I г -  И < 2. 
406.0 < I г — /1 < 1 407. i  < |г| < 2. 408. е-“ < I z — II < е°. 409.0 < I z -  d <1.

410. 0 < I z + ll <~. 411. I z I = 1. 412. 0. 416. -■£ ¿  ( j j  ; Izl <2.

419. j r  ^  > ^ 4 2 0 .U jz '- ;| d < l. 42 1 , - ¿ I  +

+ Z  (—l)"(z—1)”; o < I z—ll < 1. 422. -  ¿  - Ь  Id > 1. 423. X  f l - ^ j - lz " .
/1=0 n=2 Z n=О V ¿

__ 21___ 427 _ ___(Z_ i r r 427-424- f  f - X r - l ) z n. 4 2 5 . - ¿  z n 4 2 6 . i X ( - 1 ) " - 3 ^  . 427. - -±
n=-\ \¿  /  Я=—1 я=1

-  £ ( z -1)";0<Iz- 1I< 1 428. - - ^ j r + I  (-1)” *=* ; 0 < k -2 / l< l.  
„=0 <■ n=0 v. 1 ;

(z -ir=429. X ; I z+ll <4. 430. X  j j
“ i 4 " + l /.=0

1 1
H - i y * 1 (/-1)"+1

-  sin f(n+l) i t ]  -

X  (z— 1)”; ¡z—  11< V 2 да ва x
я=о 2 2 n = l

( i - / ) ,|- | - ( i+ /)" -1 — i—  __ у  (-I)"2 2 s in M f ] . u . 4  > . Я „ а  

2' (z -l)"  (z -D n

4 3 !- | 0 И ) ” Й ) ! ; Ы < “ - 432- l o  (2 « )5 " -4 =  ^4 " í  +  4í _

+ 0 < l z l <». 433. ¿-£L; kl<~.
W=1
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434 «*'";0<1г|<-  <И '■|!| <-■ 

43‘ - - * | Й И | №  « ’ • «•■

—Ц- + 5 У —  441 — + У —__ 442 — + — +  ̂ + V 2" 443
г-1 ¿ 2 (г - \)"  ' г Ь  *  г  г 2 2!г (*+3)! 443‘

у  Н У ^  2я-2 I  у 1 - 1 Г ‘ :4 2п 445 J ______!_  +  V  ( ~ , ) я , п  4 4 5

Ъ\ (2я)! 444 2 ¿ х (7п)\гг^  z2 Ъ  <**3)! г ’ 446‘ 

£ ^ — + £  Ш - г "  447. £  ^ -  + £  ~ т ~ -  448. Каторга ёйил-
/7=1 <- /7=0 •£ п=' А П=0

майди. 449. £  - ^ - [ у  450. - I -  + £  (-1)"(г -  2)я. 451. £  ( -1 )" " ' +
/7=1 (£ + 2/ £ п=0 /7=1 £

+ Х >  4 5 2. 453. М г Ч

я 4”~‘ 1 . 1ЧЯ/.  V  7 - 1 Г +| 2!^.

/7=0

-к  +  453.
77= — I ^  П=0 “  ^  77=— 1

, V 4 ( - 1 ) л 2/7 О “ 1 00 / 1ч и + 1 _ 2 л + 1

+ 5 * 4 = * ‘ ' 454‘ г + г  + „?2 ^ -  455- ^ + я? ,  ' ( 2 Я-+1)Г Х

хг2"+|. 463. + / £  (-1)” (2+Оп+1-(2-<)п+1 (г _ 2)Л; 0 <|г _2| < ,/5.
г п=о 5"

464.2 £ ( - 1 ) я 4 - -  £  -^-г- 465. — __ I________ 1 + у  (я+3)/"(г-< Г.
¿1 г „=о 2 4 (г -0  4(г- ,) 2 £ 0 2Я+4 ’

0 < Iг —  /1 < 2. 466. £ ( - 1 ) " ы  > 1.467. ¿ с 2яг 2” + Х с _ 2лг"2” ,б у
И=1 2 /1=0 Л=1

ерда с ,= с_ Ь1= ( - 1)» Х щ ^ Г ) ! (Т и+2/к+1)!; <я = °> ! > 2> •••>• К у р с а т м а .

/,(г )  = ит г ва / 2 (г) = вт ~  д еб  белгилаб, / (г) ни г нинг мусбат даражала- 

ри буйича в а / 2(г) ни г нинг м анф ий даражалари буйича каторга ёйамиз:

/2(г) = 51„^1Н)Л̂
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У -\олда бу каторларин купайтириш ёрдамида У= {0 < I г1 < <*>} халцада 
якинлашувчи керакли Лоран каторини топамиз.

468. £  с „г" + £  c_„z ", буердас, = с_н = £  ., 1 . , (я = 0, 1,2,...).я=0 п=1 ¿_о Л.(Л+л).
-  sin(l+^s) -I ,_ty'+' -  .

469- " Xo ^ T F ; 0 < 1*-4< “ > 470. 1  4 - Z" +д=О n=-ee я=0

V 2 .» , 1 , S 7 .2 . у1 17-(-l)"-' у  ( -1 Г 1 _2п
471 . Z  б 12 2 4 г "  х 2"+| 472> X  5п=—°° /1=3 ->■ ̂  п=-оо

у  2 (-1)—  2л+1 + у  (-1)__ п d  -Зп-4 г» + у (- |)” . z"
L  5 2П5 473‘ Л  9 г + | о 9 .Г+1 2

V ijXL,2n V -1 „л у  -S n -6  J" | у  (-1)” .2«
474- Л  5 +„й 54- г - 475' Д 1 Г г ■

476. I  Ь ^ < « - 1 > " + £ ; £ & ( * - 1 Л  477. I  (̂ М ) - ( ;-■ )” +
Я=-оо У __Д=0__?-2 /|=-со * 

+ов / 1 \Я+ 1 ЛЯ+ 1 - 1

+ 478. 1 («  + 2 Г +'- ( г - гГ ./7=0 I ! ' I /7=—оо

479. 1+ I  (-l)"+,2~t+l s in ^ iz - l ) " - 1. 480. -  I  гл - Х г ^ “2*".
Я=-°° /1 = —ОО ^ /1 = 0

481. I  гЛ _ ,( г -1 ) ', +  1 - ^ г ( г - 1 ) п. 482. ^ т ~ г  -  4  +  1 Е ( г + 1 ) -

—  1 + ( — 1 ) " 4 ~ " _1 2лZ Ö / 1\* х-1 ¡-г{ — 1) ч- 2/1
г ^ 7 ( г  + 1 ) .  483. I — 5— «------- г ■ 484. (г— 2)3+6(г— 2)2+J /!=—ооп=2

+ а ( г _ 2) + 5 , £ ( - ■ > •  „ . у - '  +  ± | t j £ , х

х (1 6 л 2+ 2 4 п + 5 )(г — 2 )2". 485. Й ук. К у  Р с а т  м а . Берилган / ( г )  = s,n ^ _)  

функция а= °° н уктанинг би рор  уйилган атроф ида гол ом ор ф  булиш и  

етарли. fiz) ф у н к ц и ян и н г голом орф лиги <  ̂ = -у + 2пк (к  е  Z ) нуцта- 

ларда бузил ганлиги ва lim z4: =  °° булгани учун а =  °° нуктанинг ихтиёрийк—>оо

Уйилган атрофини олганим изда хам бу атрофда f(z) ф ун кц и я  голом орф  
була олм айди (чунки бу атроф да {zJ кетм а-кетликнинг ч ек си з куп со н -  
даги нукдалари ётади). 486. Ха. 487. д а .  488. Йук. 489. Йук. 490. Йук. 491. 
Йук. 492. Йук. 515. 1. 516. д = 0 —2-тартибли  кутб; a = k n  (Л=±1, ± 2 , ...)
— 3-тартибли кутблар. 517. а = 2 — 1-тартибли кутб; а=  \ — 2-тартибли  
Кутб. 518. а = — 1 — 1-тартибли  кутб, а =  2 — 3-тартибли кутб. 530. г = 0
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— бартараф килинадиган махсус нукта; г=кп (/с=±1, ±2, ...) — кутб- 
лар. 531. г=0 — бартараф килинадиган махсус нукта; z=±(2n— \)n (ne N)
— кутблар. 532. г=<*> — кутб нукта; г=— 1 — ута махсус нукта. 533. г=°° ва 
г=1 — бартараф килинадиган махсус нукталар; z=— 1 ута махсус нукта. 
534. z=О — бартараф килинадиган махсус нукта; z=kn (к=±  1, ±2, ...)
— Кутблар. 535. г=°о — бартараф  килинадиган  махсус нукта; г = 0  — ута

махсус нукта. 536. Z = j - ( k  = ±l, ±2,...) _  ута махсус нукталар. 537. г=0

у га махсус^нукта. 538. К у р с а т м а .  / Ш  = —^  ф у н к ц и я  учун
7

z = j  (* = ± 1, ± 2 ,...) кутб нукталар булиб, г= 0  нукта бу кутб нукталар-

нинг лим ит нуктаси  булади. г= 0  нуктанинг ихтиёрий теш и к  атроф ини 
олганим изда \а м  f iz )  ф у н кц и ян и н г чекси з куп махсус нукталари (кутб- 
лари ) ётганлиги сабабли г= 0  нуктаД г) ф ункц ия учун яккаланган  махсус 
нукта була олм айди. Ф у н кц и ян и н г  бундай нукталарига у ни нг яккал ан - 
маган махсус нукталари  дейилади. 540. г=  1 —  3-тартибли кутб; z= 0 ва 
Z=— 1 —  1-тартибли кутблар. 541. z~ kк (к= 0, ±1, +2, ...) —  1-тартибли

кутблар. 542. Z = ± ^ у - ( 1 - 0  — 3-тартибли кутблар. 543. z= 2¿ — ута мах

сус нукта. 544. г= — i  — ута махсус нукта. 545. Б артараф  килинадиган 
махсус нукта. 546. Б артараф  килин ади ган  махсус нукта. 547. 5-тартиб- 
л и  кутб. 548. 1-тартибли кутб- 549. 3-тартибли кутб. 550. Ута махсус 
нукта. 551. А гар пф т булса, т а х { л , т\- тартибли кутб; агар п=т булса, 
тартиби п дан катта булмаган кутб нукта (хусусан, бартараф  к и л и н а
диган  махсус нукта). 552. (п+т) — тартибли кутб. 553. Агар п>т булса, 
(п—т) — тартибли кутб; агар п<т булса, у холда z = а  нукта (т—п)- 
тартибли ноль. 554. (кп+1т) — тартибли кутб. 567. т—п. 568. т+п 
569. т+п. 570. г  =  0 ва  г = ±1 — 1-тартибли кутблар; г ==*>— 3-тартибли

ноль. 571. z=—  1 ва г = ~  — 1-тартибли кутблар; z =°° 3-тартибли 

ноль. 572. z = ва  г = — 1 -тартибли кутблар; z  =то — тутри нукта.

573. г= 0 — 1-тартибли кутб; г = ± 2 /— 2-тартибли кугблар; z  = “> 5-тартибли 
ноль. 574. г=±/ —1-тартибли кутблар; z =°°— ута махсус нукга. 575. г = “  — 
ута махсус нукта. 576. ута махсус нукта. 577. ¿=0 — 3 - 1а р 1 ибли кугб,
г=°° — ута махсус нукта. 578. г= — 1—  ута махсус нукга; г=°° —3-тартибли 
ноль. 579. 7=2кт (¿=±1, ±2, ...) — 1-тартибли кутблар; г = "  — кутблар- 
нинг лим ит нуктаси. 580. z =  0 — 2-тартибли кутб; zr=2kn (¿=±1, ±2, ...)
— 1-тартибли кугблар; г =  “  — кутбларнинг лим ит нуктаси. 581. г =  
=(2А:+1)яг (Ат =  0, ±1, +2, ...) — 1-тартибли кутблар; z — °° — кутбларнинг

лим ит нуктаси. 582. г=0 — 3-тартибли кутб; г =  2кк ± Лп(2+ ) (к=0,

± 1 , ±2 , ...) — 1 -тартибли кутблар; — кутбларнинг лим ит нуктаси. 
583. г = 0 — 1-тартибли кутб; г=±2/ — 2-тартибли кутблар; г = “> — ута 
махсус нукта. 584. z — 0 — кутбларнинг лимит нуктаси; z =°° — туфи 
нукта (одций ноль). 585. Z. = 0  — бартараф килинадиган махсус нукга; 
Z =2кп (к  = + 1 , ±2 , ...) — 2 -тартибли кутблар; г =°° — кутбларнинг 
лимит нуктаси. 586. г=0 — бартараф килинадиган махсус нукта; z=ikn 
(Ä=±l, ±2 , ...) — 1 -тартибли кутблар; г=°° — кутбларнинг л и м и т  нуктаси.

386



587. 1 -кп  (Аг=±1, ±2, ...) — ута махсус нукталар; г =°» — яккаланм аган  
махсус нукта. 588 . z = ±  1 ва г=+/ — 1 -тартибли кутблар; г = ~  — тугри нукта. 
589. г=0 — бартараф  килинадиган махсус нукта; 1 =кк (к=±1, ±2, ...) —
1-тартибли кутблар; г=°° —кутбларнинг лим ит нуктаси. 590. г  =0 — Ута 
махсус нук,та; z=°° — оддий ноль. 591. г=0 — ута махсус нукта; г=°° — 
тутри нукта 592 . z=kni (к=0, ±1, ±2, ...) — 1- тартибли кутблар; г=°° — 
кутбларнинг л и м и т  нуктаси. 593. г=0 — ута махсус нукта; г=<» — тутри 
нукта. 594. г=0 — ута махсус нукта; г=°° — 1-тартибли кутб. 595. г=1 — 
Ута махсус нукта; г=°° — тугри нукта. 596. г=0 — ута махсус нукта; 
г =°° — ута м ахсус нукта. 597. г=1 — ута махсус нукта; 1=2кт (к=6, ±1, 
±2 , . . . ) — 1 -тартибли  кутблар; z =■» — кутбларнинг лим ит нуктаси.

598. Z = (2k + \)^  (* = 0, ±1, ± 2 , . . . ) — 1-тартибли кутблар; г=°° — кутб-

ларнинг лим ит нуктаси. 599 . Z = (2k + X)?~ (к = 0, ±1, ± 2 ,. . .)— 2-тартиб-

ли кутблар; г= то — кутбларнинг лим ит нуктаси. 600. г= 0  —3-тартибли 
кутб; г-кп (к=+1 , ± 2 , ...) — 1 -тартибли кутблар; z=°° — кутбларнинг 
лимит нуктаси, 601. г=кп (к=± 1 , + 2 , ...) —1 -тартибли кутблар; г=°» —
кутбларнинг л и м и т  нуктаси . 602 . Агар а*тк+^ (т = 0, +1, ± 2 ,...)

холларда хам кутбларнинг ли м и т нуктаси. 603. Агар а*тп ( т =  0, ±1, 
±2 , ...) булса, у холда z= (2 k+ 1 ) к±а (&=0 , ± 1 , ± 2 , ...) — 1 -тартибли  
Кутблар; агар а=тп булиб, т т о к  сон  булса, ?=2кк ва ш  ж уфт сон  
булса, г=(2к+\)п л ар  — 2 -тартибли кутблар; г=«*> — барча  холларда 
хам кутбларнинг лим ит нуктаси. 604. г=1 — ута махсус нукта; г=°° — 
оддий нукта. 605. z = —2—2-тартибли кутб; г=2 — ута махсус нукта; z=°°

— 3-тартибли кутб. 606 ва 607. Z-=-j- (к=±1, ±2. ...) —  1-тартибли кутб-кк
лар; г = 0  — кутбларнинг ли м и т  нуктаси; z=°° — i -тартибли кутб. 608. с= 0

— ута махсус нукта; z=°° — оддий ноль. 609. г=0 —ута махсус нукта;
Z=°° ута махсус нукта. 610. z = -г- (¿ = ± 1, ± 2 ,...) — ута махсус нук-кж
талар; г=0 — ута махсус нукталарнинг лим ит нуктаси; г = “> — Ута м ах -

'у
сус нукта. 611. ? = j2k+\)n  = 0 ,± 1,+2 ,...) — ута м ах су с  н у к тал а р ;

г= 0  — ута м ахсус н у к т а л а р н и н г  л и м и т  н у к т ас и ; z  — —  тугри  

нукта. 612. z = ^ =±1> ± 2 > - ) — Ута  м ахсус  н у к т ал а р ; г = 0  —

ута м ахсус н у к т а л а р н и н г  л и м и т  н у к таси ; г=°° — ута м ах су с  н укта.
л

613. z -  (2к+Х)п (к ~®’ ± ! ' ± 2 ’ - ) —ута махсус нукталар; z= 0  — ута м ах

сус нукталарнинг л и м и т  нуктаси; z =°° — тутри нукта. 614. Агар пфш 
булса, у холда нукта шах{/г, т}- тартибли кутб булади. Агар п=т 
булса, у холда z =°° нукта ёки  тартиби < п булган кутб нукта ёки тугри

z= L2k+ l)n— a (к = 0 ._ ± 1 . ± 2 , ...) 1 -тартибли

кутблар; агар а = тк + ̂ - булиб, т жуфт сон булса, г = 2кк + -у ва т т о к  

сон булса, z=(2k+\)я +  лар  — 2 -тартибли кутблар; г = °о  — барча
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нукта булади. 615. тугри нукта, агар я < т  булса, 616. ( п + т ) -
(я! -  л) -  тартибли ноль, агар п < т  б)?лса.

(л -  т) -  тартибли кутб, агар я > т булса,

тартибли кутб. 617. л -тартибли  кутб. 618. *= ~  — тутри нукта (агар пфш  
б^лса, m in {п,т}- тартибли ноль ва агар я= /л  булса, тартиби я  дан

л -  ml - тартибли кутб, агар п Ф т  булса,
619.

тугри нукта, агар п = т  булса.

621. М асалан, f{z)-Z2. 622. М асалан, / U )  = - у  + Z. 623. М асалан,

/ ( ; )  =  —  624. —2— (а фО) ёки аг+А (а*0). 625. — 2— (а * 0 ) ёки 
г"-1 г-а (г_а)-

, on+aiz+.-.+enZ”
a0+ a|Z+...+fl„?, (а„*0).626. - L  + c. 627. (£ " £ у ( г_ ^ ) (Р£_аj  (а4*а,, arap

к=1 булса ва х,еч булм аганда а т л ар д ан  би рортаси  * 0  б у лса), ёки

aa+â z+-+a„z" , . __ «о+а1 Z+...+a„+mz"+m
(Z- a,X z-a: ) - ( i - a„-ö  (ö,, 0B 6» w a W ).628. ?

(а 0*0, а л+т*0). 631. К у р с а т м а .  А =«> булсин. У х олда{¿л} = |^ |  десак,

lim  г .  = 0 ва  lim  / ( г . )  = lim  sin —  = lim sin(m ) = -i lim  shn = =» = АП— П—>oe n—$oo n—>00 Л—>°°

булади. Л Ф 0 бУлсин. У холда {гл> кетм а-кетли кн и  топиш  учун

sin — = А
Z

тенглам ани ечамиз. Бу тенгламадан

— = Are sin А =  i  Ln(iA + у! 1 -  /I2

С К .И

z  = ---------11 = --------- г Н — — 5 (Zt = 0, ±1, ±2,...)
Ln(iA+^J\-A \n(iA+Jl-A )+2fat 

экан ли ги н и  топам из. Э нди

г„ = -------  L ------ , л«1. 2,...
ln (U + V l-^ 2 )+ 2 mti

деб олсак  (бу ерда •Jl-A2 ни нг битга кийм ати олинган), lim  z„ = ОП—><»
ва / ( г  )  -А  (и= 1 , 2, ...) ш артлар баж арилади. Д ем ак, lim  f(z„) = Ап П—
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{г„}*= {']п А+2пл1'}’ г= а  нУк>та Д г) ф ункц иянин г яккаланм аган  мах-

сус нукдаси булади. К у р с а т м а .  П икар теоремасига кура ихтиёрий 
чекли А±А0 (А0—бирорта чекли  ком плекс сон) сон  учун а нуктага и н - 
тилувчи ш ундай  {г„} кетм а-кетли к  топиладики,

Дг,)=А  (я=1, 2, ...)

тенглик баж арилади. О ва 1 сонларини оламиз. А0 бир вакднинг узида 
уларнинг \а р  иккаласига  тенг була олмайди. Ш унинг учун П икар  тео 
ремасига кура а нукдага интилувчи ш ундай {г„} кетм а-кетли к  топ и ла
дики , барча п= 1, 2, ... лар учун ё к и Лгп)=0 ёки }(х)=\ булади. Барча г„ 
нукталар Р(£) ф у н кц и ян и н г  кутблари булади, а нукда {г„} кетм а-кет- 
л и кн и н г л и м и т  нукдаси (ф ункц ия кутб нукдаларининг л и м и т  нукда- 
си) сиф атида Р(г) ф у н к ц и ян и н г  яккаланм аган махсус нукдаси булади. 
636. ? = 0  — ута махсус нукда; чекли А„ мавжуд эмас. 637 . г=0 — ута 
махсус нукда; А=0. 638. г=°° — ута махсус нукда; Ло=0. 639. ¿=0  — ута 
махсус нукда; чекли  А0 мавжуд эмас. 640. г=°° — ута махсус нукта; /10=(. 
641. г = ~  — ута махсус нукда; Л0= —;.

632. А=°о булса, {г„}= {^}> А = 0 булса, ^„}= { -  ~}! А * 0, °° б^лса,

V I б о б

1 1 2  _[ 1  ^  4 ^  « _ а (. 7 28. в —̂  о __Т- 1п 11.1,2. 1.3. 2 . 4. 2  ■ 5. ( л + | ) ! ' л! 25 25’ 9- « , и _ 1

и. 1.12.4.13. /и /6) = 1; «®/Сг)=^4-; '■«/(г) = -4 .  14. " ^ / ^ )  =
г =0 г= / /  г = - /‘ ^ X

г = е 4

=  Й ; г“ м / ( г )  = + Й ’ гек / ( г )  = - Й ; т м / ( г )  = “ Й -
г -е  4 г=е 4 г=е 4

15. **/(<>=»■ 16. >•«/(*) = - # ;  /-« /(г )  = # .  п .  ле?/(г) = 0;г=-1 г=/ 10 г=-/ 10

т / ( г ) = 1 .  18. г « / ( г )  = | ;  л« / ( г )  = - -А - . 19. ^ / ( г )  = 0; 

ге5/и) = Щ~ 20. ж Аг)=(-1)к, к=0,±1,±2,... . 21. « » /(г ) =
7= Я я г=яА- ^

4

22. л и / ( г )  = С "1. 23 . / е т / ( г ) = е ;  г « у  (г) = -5 . 24. ' '«  / ( г )  =
г=1 г=1 г =0 г = 0  ¿ 4
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25. res / ( г )  = 0; res f ( z ) = ± ;  res f ( z ) = —,------=$--------
г г=| n z=*+m ir (2я+1)(4л+1) л= 0 ,

+1.+2, ... 26. «W /(г) :
г = (-1 )л 5+ ил

■ f+2™
— - j j  e D , n -  жуфт сон,

2 _ А +(1п~Х)1г
-л/3-

, « -  ток; сон.

" i  / ( г )  =
г=Н) ?+даг

2 -f+2/m 
г  ел/3 , л -  жуфт сон.

2 ~î+(2"-')K п=0, ±1, ±2, ... .--- гг е , п -  ТОК сон.
■J 3

27. £*/(«> = 0. 28. re s f ( z )  = 0. 29. г и / ( г) = - \ ; r e s f ( z ) = ^ s i n 2 1 .г=0
(-1)" .

1=0 ” 6 ’ г=3J

res

27'

3°. ^ /(Z> = - л=0, ±1, ±2, ... .31 . г=(я+1)я1. f ( z )= l,  л=0,±1,±2, ... .

32- «SS. /W = °> л=0> ±2’ -  ■ 33‘ = sin I M. J S w  M  =г=1 '

=— 1> п =  0, ±1, ±2, . . . .  35. r e s f ( z ) =  0.
г=1

;2п-к

36. « « / ( г )  = 1.
г = 0

z J h , f(Z) ~ 2 ^  ' к = 0’1’2’ -  ■ мл-1,2,3,... .37. 0.38. 0.39. -  1.40.-1. 
41. я3. 45. r e s / ( г )  = - I ;  r e s / ( z )  = l; res / ( г )  =  0. 46. res / ( г )  = ;г=±1 ¿ г=0 г=~ г=/ 4

re s/ ( г )  = - j  ; res / ( г )  =  0 .
г = - /  4  *=«* 47. res/(z)= -i; re s/ (z )= -¿ ;

res f ( z )  = 0. 48. гед / ( г ) = Ж  ; res /(г)  = -  ±  ; res / (г) = _4

49. S / l í )  = 0; ¡ а / Ш . - J $  г. ~ / М - И

50. д / w  •  5 # * ,  S / t t ) -  5 г т ж Ь у .-

51. res / ( г )  = а "  + а~"\ re s / ( г )  = -а “л; res / ( г )  = -а~". 52. res /(z) = 1;г=0 г=0

res / (г)  = -4 - ;  res /(г)  = 0. 53 . res/(z) = 0; res/(z) = l;г=±! z г=00 г=и г=*

res /(г)  = -1. 54. res / (г)  = 2 sin 2; res / (г)  = -2  sin 2. 55'. res / (г)  = 0; 
г = ~  г=-1 г=°» г=0

res / (г) = 0 ; 56. гее/ ( * )  = - ■ £  ; res f ( z )  = -¿~; r e s / ( г )  = 0 .г-°<> г=/ г=_, г=00
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57. res/(г)  = 0; res / (г)  = - 4 е 4 • (eos л/Í + сйл/Л; *=0,1, 2, 3; г=о 2*±i - 4 \ /

res / ( Z) = 0. 58. res /(г)  = -  ¿ ; res / ( г ) = ¿ . 59. Л У  = ~

-l(fc= 0,± l,± 2.......) 60. res /(^ =0 (Jfc=0,±l,±2.......) 61. res f ( z ) = -
z=la z=kn

—  l(fc= 0 ,± l,± 2 ,... .) 6 2 . res f ( z )  -  res f ( z )  = 0. 63. res f ( z ) = -
z=2

- r e s / (z) = - ^ . 64. res / ( г )  =  -  res / ( г )  = I  -  1 . 
z=2 г = ~  w= 0  / i ! ( / i + 1 ) :

65. res f ( z )  = -  res f  (z) = -  eos 1. 66. res /(г) = -  res f ( z )  = -  sin 2 x
z=-1 г = «  z= - 3 г = ~

*2/7 л2л+1

^ ( 2 л-1)!(2л)! ^ о(2л)!(2л+1)! 67. res f ( z )  = y  i res f  (z)Z=0 2 2fai

68.

1
0, агар л < 0 ёки n  > 0 ва ток сон б^лса,

(-l) ',/2 
(л+1)!

69. ге\  / (г )  = 
, агар п = 0 ёки п > 0 ва жуфт сон булса.

= (“ 1)*+17 Т Т  = ±1-±2’ •■•).«» / W  = Л  х  ̂к LnL г=°° тС ,ы к~
2_ ? Н Г  1
2 А  /,2 -  6 ' 70.

res / (y  = ( - l ) * 2 * W = 1 . 2 , ...), 72. I. 73.24. 74. 4  75.0. 76. ~ j .
Z=k*n

77. - 4 .  79. — 2c0c,. 80. Ag(a). 81. c_,g(fl)+ ^ i ^ + , , . +

82. «g(a). 8 3 .-ng(a).84. 86. (1— 2<г')л/. 87. 2(1— ^-,)зг/. 88. 2л/. 89. 0.

9 0 .— 4л/. 91. 2тм. 92. — . 9 3 .—ni. 94. — 27«. 95. — 27t/(cosl+sinl). 96. 2л/.

97. -  98. 99. -  4  ln Зл/. 190. 0.101.2л/. 102. sin 1-4 cosí ш  0
2 3 3 4!

sin —
104. 2л/. 105. -  щ . . 106. 2 л/. 107. 0.108. 2л/. 109. ^ -4- ni. 110. -2л/. 111. л/. 

4 36

112. 2л/. 113. 0.114. 0.115. ¿ е 2л/. 116. tcosl+sinl+i(sinl—  cosí)] Ц 7 .0 .  

118.3л/. 119.0.120.4*/(cosl— sinl). 121.- 2 ш ,  122. ® ( / - l) s in l .  123.— 4л/.
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124. Im. 125. -2 ia. 126. iw. 127. - 2m.. |28. 0.129. 32л/. 130.0. 131. -  Ц -. 

132. л/sinl. 133. 134. у  я/. |35. 0.136.0.137. 2л/. 138. -2л/. 139.2л/.

140. w (cosl+2sinl). 141. 0. 142. Ж(/-1)<Д 143.-Юл/. 144. 0.145.
2 е

146. ~  147. Tci. 14*. 0.149.1>0, лекин чегирмаларнинг йигиндиси О га 

тенг. 150.1=0, лекин чегирмаларнинг йигиндисигЮ. 151. . 152. ~  л.

153. | я .  154. л/. 155. 2ж_._ . 156. 2 я . 157. ± |л .  158.2л( ^2 -  f  ) >59. л/
■Ja2 -1

160. 2л ie~u. 161. — 162. - 0-а+Ь)к , 63 _2тц. агар |д|<, 
(а -b ) [о(о+ 6 ) ] 3 /2  \-а2

булса; - 2— , агар |а |> 1  булса; 0 (бош  кийм ат), агар |в |= 1 ; а*±\ булса
о - 1

л(а6 + 1)
(а=±1 булганда бош  кийм ат мавжуд эм ас). 164. ----- 2~  ’ агаР W<*

1 - 0

6 л 1 - о 12
булса; а  2+ , arap  1а | > 1  булса; 2 6 . 2 ,. (бош  к ийм ат), агар

о (о - 1) а  ^  "

|о|=1, а*± 1 булса (о=±1 булганда бош  кийм ат мавжуд эм ас). 165. 
■^т, агар « > О булса, , , ,
я ' 166. л /signo (а= 0  булганда ин тегралнинг бош -
0 , агар п < 0  б$'лса,

киймати 0 гатенг). 167. — 2nsign(Jm a). 168. -у-. 169. л. 170. л. 171. —2й,
£ 2 1

172. —. 173.0. 174. ^(l-VT^o). 175. Я. 176. л 1±4 . 177. 2л-¿V- 
2 а 1-о2 1 —о

1
0, агар п -  2к  булса,

i_lW *+l 179. . 180. л2‘—(—/)"-

2п -— -— г---- , агар п = 2к + ! булса. 3 V 4 у
1 - а

181. f .  182. Я. 183. f  184. f .  185. 186.0.187. л-Я . 188. 4^.
6 2 4 4 12 3

189. 190.0.191. 192. 193. ■ ” . 194. 195.0.
4 27 4 я ab(a+b) \6а
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196. а 2 Ь 2 . 197. "^¿>+ а ) 198.0.199. -----2 -----. 200.а- \ [ ^ к х
32 7пЬъ(а+ЬУ 2 п ^ п ^  V/ Ь

х 21-л (2я_ 3)!! ж ш  _ 2л , ж  о т  ̂ ,-ш
(«“ *)! л мП* е

П

206. я(1— 207. -. 208. (сое 1 - 3 бш 1). 209. (Зсо51+яп1).

210. ^ -(2  сое 2 +мп 2). 211. ке~гсо52.212. ^ е '2(4-е). 213. £ («'' +е 3). 
2е

214.71(е_2+е"5).215.ле_2(со54—8ш4).216. ле~3(сс«1+ ^  5ш1).217. яе~3( ^ ак1— 

-5ш1). 218. 219. Щ ^ ~ . 220. \ е ~ а. 221. 222. |  е~°А-

223. Д(5!±30±3)е-«. 224. *  , - ( ^ - ^ 1  225. *[2*1п$- 
16а5 2 (£2- я Ы  а  3 1

«5-=
_ 5Ц | . _ 2 226. та 227. -я/. 228. я(2ап2-35ш3).229. | (с о 5 1 -

230. яГ^-М_мп|а|] 231. -  £ -у-Ц . 232.
4 I. -> а г +а

2. па. 233. —тса. 234. да. 235. —л/.

236. К у р с а т м а .  Берилган  интегрални \и соблаш  учун 141-чизм а- 

да курсатилган ГрЯ ё п и к  контурни олиб, ушбу

•р.* = I т  ^
Гр Я

белгилаш ни киритам из. Бу интегралнинг кийм ати  0 га тенг, чун ки  —

ф ункц ия Г й контур билан  чегараланган  с о \а н и н г  ичида голом орф . И к- 
кинчи том ондан  эса

о = 1рЛ = 1 ^ * + \ £  * + ? £  * + ? £ ■ * ■  (,)
Гр У л « р

й
ф ункциянинг г= 0  нукта атроф идаги  Л оран  каторига еи и л м аси -

нинг бош кисми |  га тенг булганлиги сабабли (чунки г= 0  нукта бу 

ф ункция учун 1 -тартибли кутб),
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булади. Бу ердаги g(z) ф ункц ия ; =  0 нуктада голоморф. Агар zeу  булса, 
унда z=pe™, 0 < i p < 7t, dz~ iре "5 ва 

i7 о 
j  =  J ~  + j g(z)dz = i\dq+  j  ? ( г №  = - m  + \ g(z)dz 

------Tj5 fp Yp *■ “ 7p Yp

Т  = 7  + ^ >

булади. g(Z) ф ункц ия г  =  0  нук,танинг атроф ида чегараланган булгани 
учун (чунки у z. -  О нук,тада голом орф ) р->0 да \g(z)dz -»  0 булади. У

х,олда охирги тенгликдан  ушбу

lim J =  —
р -» о у  г  ( 2 )

тенгликни хосил к,иламиз. Ж ордан лем м асига кура

lim f dz = О
я-»~ г (3)Tr

булади. Ундан таш цари

7 >  Л  + f dx = 2 / J Я 1  Ä  , 4 ,J X J X J X J Л- (4)
- « p p  p 

тенглик уринли. Э нди (I) тенгликда р ни 0 га, R ни +со га интилтириб 
лим итга утам из (бунда (2), (3) ва (4 )-тенгликлардан  ф ойдаланам из):

R
О = -гк + 0  + 2 /  l im  f х- dx.р->0 J X

Бу тенгликдан

+оо
f sin X _  71

2 '

эканлиги  келиб чицади.

237. Ж 238. _Л. 239. л(е-»4- ¿ - ). 240. J L ( i  _ * “**). 241. -гг?  1 2 -< 2 +
2 2 1 2Ь

+аЛ)е-‘-4].242. ™ r. 243. л (й -а ) 244. у .  245. у -  246. у .  247. ^
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250. - Р) C° S3 ~ . 251. 252. i i f l ) c o s 253. - L i f J - ls in
ap ap P \P) 2P P \PJ 2P

254. ~ y  H p !cos Tp ' P ~  ̂ булганда интегралнинг киймати f  гатенг.
255. - 2 . 256. 1. 257. - 3 . 258. 0 .261. 1 262. !. 263. 5 .264. 2 .265.1. 266. 1.267.0.
268. 4 269. 5. 270. 1.271.1 272. 6 . 273. 3 .274. 1.275. 0 .276. 0 .277. n. 279. а) 1 
б) 3. 280. а) 0. б) 4 .281. 2. 282. п. 283. п. 293. К $ ? р с а т м а .  Гурвиц теоре- 
м асидан ф ойдаланин г. 297. К у р с а т м а .  М асала ш а р т и д а н /(г )  ф у н к 
ция D сох,ада чекли сондаги  аг а2, ап нолларга ва bv Ь2, ..., Ьт 
кутбларга эга  булиш и келиб чикдди. Унда

--^3 (1 - е  2аЬ). 248. -̂ 4 0 - a  + Qj--e~a). 249. I, =  12 = ^ .

деб о л и ш и м и з мумкин. Бу ерда / , ( г ) е a(ü) ва. у  ге D учун / ,( г ) * 0. Агар
ф (г)= (г—а,) ... U—а) /¿г) ва g(z)=— (z— bt) ... (z—b j  деб белгиласак, 

ва / ( г )  ф у н к ц и ял ар н и н г  Л со^адаги иоллари  у стм а-у сг  туш ади 
хамда м асала ш артидан v  ге <)D учун |q>(£)|>lg(z)i тен гси зл и кн и н г  баж а- 
рилиш и келиб чи^ади. У \о л д а  Руш е теорем асига кура <p(z) (уз навба- 
т и д а Д г ))  ва  ф(г)+#( Z) ф у н кц и ял ар н и н г  D сохддаги ноллари  сони  тенг

булади. У ш бу f(z) -  1 = _  . тенгликдан  эса  исбот  кели б чи-( z -b x)...(z~bm)

кади. 299. 0 . 300. а) 2. б) 1. 301. Х аР бир квадрантда биттадан илдизга эга. 
302. И кки н чи  ва учинчи квадрантларда иккитадан  илдизга эга.
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М усахдах Н. Умарова

Т ериш га берилди 30.06.99. Б осиш га рухсат этилди 22.03.2000. Бичим и 
84х  108 '/32. «Таймс» гарнитурада оф сет босм а усулида бо силди . 

Ш артли бос.т. 21,0. Н аш р т. 20,98. Бую ртма N° 952. 2000 нусхада чоп 
этилди . Б а \о си  ш артном а асосида.

«У збекистан» наш риёти, 700129, Т ош кент, Н авбий ку часи , 30. 
Н аш р №  229-96.

У збекистон Республикаси Д авлат матбуот кум итаси, Т о ш к ен т  матбаа 
ком бинатида босилди, 700129, Т ош кент, Н авоий, 30.
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Математик анализ курс ид ан мисол вамасалалартупда- 
ми/А. Саъдуллаев, Г. Худойберганов, Мансуров ва бошц. 
[3-китоб]: (Комплекс анализ).— Т.: Узбекистан, 2000.— 
400 б.

1. Саъдуллаев А. ва бошц.

К улланм а университетлар х,амда педагогика ин ститутлари , ш унинг- 
дек , олий  техника укув ю ртларининг олий  м атем атика чукур дастур 
асосида укитиладиган  ф акультетлари талабалари учун м улжалланган.

К улланма укув адабиёти  Д авлат таълим  стан дар ти н и н г бакалавр 
мутахассислиги Б .01.01.00 — «М атематика», Б .01.02.00—«Татбикий м а
тем атика ва инф орм атика»  ва Б.01.03.00 — «М еханика» йуналиш лари- 
га мое келади.

К улланма к о м п л екс  ан ал и зга  ки р и ш , элем ен тар  ф у н к ц и ял ар  ва 
улар ёрдам ида баж ариладиган  к он ф орм  аксл ан ти р и ш л ар , ком п л екс  
узгарувчили ф у н к ц и ял ар н и н г  ди ф ф еренц иал  ва интеграл \и с о б и  мав- 
зуларини уз ичига олади. К улланм ада 2237 та м исол ва м асалалар кел- 
тирилган булиб, уларнинг аксарияти  батаф сил ечим  ва курсатм алар 
билан таъм инланган .
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