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S o ‘ z b o s h i

R e sp u b lik a m iz d a  turli tex n ik a v iy  ja r a y o n la r n in g  r iv o jla n ib  
b o r is h i  m e x a n ik  h a r a k a tn in g  y a n g i- y a n g i  m u a m m o la r in i  
y e c h is h  v a  h a l q il is h g a  c h o r la m o q d a .

N a z a r iy  m e x a n ik a  m e x a n ik a  f a n in in g  a s o s iy  q is m i  
b o ' l ib ,  u n in g  q o n u n la r i  v a  u su lla r i h o z ir g i  z a m o n  fa n  
h a m d a  t e x n ik a s in in g  a m a l iy  v a  n a z a r iy  m a s a la la r in i  h a l  
q il i s h n in g  a s o s iy  t e k s h ir is h  v o s i ta s i  b o ‘lib  q o ld i .  S h u n d a y  
e k a n ,  n a z a r iy  m e x a n ik a n in g  y a k u n lo v c h i  q is m i  b o ‘lg a n  
a n a li t ik  m e x a n ik a n in g  a s o s iy  tu s h u n c h a la r i v a  q o n u n la r i  
b a y o n  q i l in g a n  m a v z u la r n i  c h u q u r  h a m d a  m a z m u n l i  
o ‘r g a n is h  ta b ia t  v a  t e x n ik a  fa n la r in in g  a y n iq s a ,  n a z a r iy  
f i z ik a n in g  n a v b a td a g i b o ‘lim la r in i  m u v a f fa q iy a t l i  o ‘z la s h -  
t ir is h  u c h u n  za ru rd ir .

A n a l i t ik  m e x a n ik a n in g  b u n d a y  in a v z u la r ig a :  m e x a n i ­
k a n in g  d i f f e r e n s ia l  v a  in te g r a l  p r in s ip la r i ,  L a g r a n jn in g  I 
v a  II  tu r  t e n g la m a la r i ,  s ik l ik  in te g r a lla r  h a m d a  s a q la n is h  
q o n u n la r i ,  G a m i l t o n n in g  k a n o n ik  t e n g la m a la r i  v a  b o s h -  
q a la r  k ir a d i .  A n a l i t ik  m e x a n ik a  q o n u n la r i  v a  u s u l la r i  
u n iv e r s a l  x u s u s iy a tg a  e g a .  U n in g  u s u l la r i  b i la n  f a q a t g in a  
m e x a n ik  m a s a la la r  t e k s h ir i l ib  q o lm a s d a n ,  b a lk i  e le k t r ,  
e le k t r o m a g n it ,  y o r u g i i k ,  a t o m  va  a to m  y a d r o s i  m a s a la la r i  
h a m  te k s h ir i la d i .  S h u n in g  u c h u n  h a m  a n a l i t ik  m e x a n i k a ­
n in g  g ‘o y a  va u s u l la r in i  c h u q u r  o ‘z la s h t ir is h  m u h i m  a h a -  
m iy a tg a  e g a .

N a z a r iy  m e x a n ik a  v a  u n in g  q o ‘lla n il ish ig a  d o ir  m u a m -  
m o la r n i h a l q il is h d a  b u  fa n g a  te g ish li b o ‘lg a n  m a s a la la r n i  
tu r li u su lla r  b ila n  y e c h is h  m u h im  a h a m iy a tg a  e g a .

M a z k u r  o ‘q u v  q o ‘lla n m a n i y o z is h d a n  m a q sa d  —  a n a lit ik  
m e x a n ik a n in g  a s o s iy  q o n u n la r i va  u su lla r in i b a y o n  q il is h , b u



q o n u n  h a m d a  u s u l la m i a n iq  m a sa la la r  y e c h is h d a  q o £lla sh d a n  
ib o ra t .

Q o ‘l la n m a d a  b a ’z i  b ir  n a z a r iy  (d a l i l la r )  t u s h u n c h a  
( t e o r e m a ) la r  is b o ts iz  k e lt ir ilg a n . B u  tu s h u n c h a la r  a so s la n -  
g a n  m a n b a la r  a d a b iy o t la r  r o ‘y x a t id a  k o 'r sa tilg a n .
____ U sh b u  k ito b n in g  h a r  b ir  m a v z u s id a  o ld in  n a z a r iy  m a tc -
r ia llar  b a y o n  q il in g a n , s o ‘n gra  o ‘rg a n ilg a n  m a te r ia lg a  o id  
m a sa la la r  y e c h ilg a n , k e y in  e s a  m a v z u g a  o id  s a v o lla r  v a  m a ­
sa la la r  b e r ilg a n .

K ito b  i lk  m a r ta  c h o p  e t i la y o tg a n lig i sa b a b li a y r im  x a to  
v a  k a m c h ilik la r d a n  h o li  d e b  b o 'lm a y d i.

Q o ‘lla n m a n in g  s ifa t in i y a x sh ila sh  u c h u n  b ild ir ilg a n  fikr  
va  m u lo h a z a la r in g iz n i m a m n u n iy a t  b ila n  q ab u l q i la m iz  va  
o ld in d a n  m in n a td o r c h il ik  b ild ir a m iz .

Mualliflar



1 -  § .  M u m k i n  b o ‘l g a n  k o ‘ c h i s h l a r  p r i n s i p i

I. Nazariy qism

B u m a v zu d a  a n a litik  m ex a n ik a n in g  p re d m e ti, b o g ia n is h la r  
va  u la rn in g  k la ss if ik a ts iy a s i, m e x a n ik  s is te m a n in g  m u m k in  
b o i g a n  (v ir tu a l)  k o ‘c h is h i ,  s i s t e m a n in g  e r k in lik  d a ra ja s i, 
id ea l b o g ‘la n ish la r  va  m u m k in  b o ‘lg a n  k o ‘c h is h la r  p r in s ip i 
h a q id a  m a ’lu m o t  b er ila d i va  m a sa la la r  y e c h ila d i.

1. S h u  v a q tg a  q a d a r  N y u t o n  m e x a n ik a s in in g  a s o s la r in i  
o 'r g a n d ik . E n d i L ag ran j m e x a n ik a s in in g  a s o s la r in i c r r g a -  
n is h g a  o ' t a m iz .  L a g ra n j m e x a n ik a s i  k o ‘p in c h a  a n a l i t ik  
m e x a n ik a  n o m i b i la n  y u r it ila d i.

A n a lit ik  m e x a n ik a  m e x a n ik  s is te m a la r  b ila n  ish  k o ‘radi. 
B ir -b ir i b ila n  m a ’lu m  m u n o s a b a td a  b o g 'la n g a n  h a m d a  h a r  
b ir  n u q ta s in in g  h a r a k a ti b o s h q a  n u q ta la r in in g  h o la t i  v a  
h a ra k a tig a  b o g ‘liq  b o 'lg a n  m o d d iy  n u q ta la r  t o ‘p la m ig a  m e ­
x a n ik  s is te m a  d e y ila d i.  I s ta lg a n  m a s h in a  y o k i m e x a n iz m  
m e x a n ik  s is te m a g a  m is o l b o ‘la  o la d i ,  c h u n k i m a s h in a  v a  
m e x a n i z m la r n i n g  q is m la r i  b ir - b ir la r i  b i la n  s h a r n ir la r ,  
s te r je n la r , ta s m a la r , t is h li  g ‘ild ir a k li v o s i ta s id a  b o g la n g a n  
b o ‘la d i. B u  h o ld a  s is te m a  n u q ta la r ig a  b o g ‘la n is h la r  o r q a li 
b e r ila d ig a n  ta r a n g lik  y o k i o ‘za ro  b o s im  k u c h la r i t a ’sir q ila d i.

M e x a n ik  s i s t e m a  o ‘z g a r m a s  v a  o ‘z g a r u v c h a n  s i s te m a g a  
b o ' l i n a d i .

A g a r  m e x a n ik  s is te m a n i ta s h k il e t u v c h i  n u q ta la r  o r a s i-  
d a g i m a s o fa la r  u n in g  h a r a k a ti d a v o m id a  o 'z g a r m a s d a n  
q o ls a , b u n d a y  m e x a n ik  s is te m a g a  o ‘z g a r m a s  m e x a n ik  s i s t e ­
m a  d e y ila d i

M a sa la n , a b o s lu t  q a t t iq j i s m n i o ‘z g a r m a s  m e x a n ik  s is te ­
m a  d e b  qarash  m u m k in .

E n d i e r k in  v a  e r k in  b o ' lm a g a n  m e x a n ik  s i s t e m a la r  
tu s h u n c h a  k ir itilad i.
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A g a r  m e x a n ik  s is te m a n in g  is ta lg a n  ikk ita  n u q ta s i o r a s i-  
d a g i m a s o fa s i u n in g  h arak ati d a v o m id a  o 'zg a r ib  tu r s a , b u n -  
d a y  m e x a n ik  s is te m a g a  o ‘z g a r u v c h a n  m ex a n ik  s is te m a  d e y ila -  
d i. M a sa la n , d e fo r m a ts iy a la n u v c h i j ism  o ‘z g a r u v c h a n  m e x a ­
n ik  s is te m a g a  m iso l b o ‘la o la d i.

A n a lit ik m e x a n ik ad a  b a rch a  m e x a n ik  sts t e m a la rga q o i l a b  
b o ‘la d ig a n  h a r a k a t v a  m u v o z a n a t n i  o ‘r g a n is h n in g  u m u m iy  
v a  y a g o n a  m e t o d la r i  o ‘r n a t i la d i .  M e x a n ik  s i s t e m a n in g  
m u m k in  b o ‘ lg a n  b a r c h a  h a r a k a t la r in i o 'r g a n is h  v a  t e k s h i -  
r is h d a  m a t e m a t ik  a n a liz  m e t o d la r i  a s o s iy  v o s i t a  b o ' l ib  
x iz m a t  q i l a d i . ____________________________________________________

A n a lit ik  m e x a n ik a d a  c h iq a r ila d ig a n  h arakat te n g la m a la r i 
m e x a n ik  s i s t e m a n in g  k o 'r i n i s h ig a ,  s i s t e m a  h a r a k a t ig a  
q o 'y i la d ig a n  sh artlarn in g  x u su s iy a tla r ig a  b o g ‘liq  b o im a y d i .

A n a lit ik  m e x a n ik a n in g  u m u m iy  te n g la m a la r i s is t e m a  
h a r a k a tin in g  x o ssa la r in i u m u m iy  tek sh ir ish  u c h u n , sh u n in g -  
d e k , m e x a n ik a d a  a n iq  n a za r iy  va  a m a liy  m a sa la la r  y e c h is h  
u c h u n  ju d a  q u lay .

A n a lit ik  m e x a n ik a  m e to d la r i fa q a tg in a  n azariy  te k sh ir ish -  
lar u c h u n  fu n d a m e n ta l a h a m iy a tg a  ega  b o ‘lm a sd a n  b a lk i, 
m u h a n d is lik  am aliy  h isob lash  islilarida h am  m u h im  a h a m iy a tg a  
e g a .

A n a lit ik  m ex a n ik a n in g  b a rc h a  teo rem a la r i v a  te n g la m a la r i  
b a ’z i b ir  a so s iy  tu sh u n c h a la r  v a  p r in s ip la rg a  a so s la n ib  sh a k l-  
la n t ir ila d i h a m d a  ch iq a r ila d i.

2 . E rk in  va  erk in  b o ‘lm a g a n  n u q ta  h a q id a  n u q ta  d in a -  
m ik a s id a  t o ‘liq  tasavvu rga  e g a  b o i g a n  ed ik .

E n d i erk in  va  erk in  b o ‘lm a g a n  m ex a n ik  s is te m a la r  tu s h u n -  
c h a s i  k ir itilad i.

A g a r  m e x a n ik  s is te m a n in g  h ar  b ir  n u q tas i fa z o d a  is ta l­
g a n  h o la tn i eg a lla b , is ta lgan  te z lik k a  er ish sa , u  h o  Id a  b u n d a y  
m e x a n ik  s is te m a  erkin sistema d e b  a ta lad i. E r k in  m e x a n ik  
s is te m a g a  Q u y o sh -sa y y o r a la r  s is te m a s i m iso l b o ‘la d i .  B a r ch a  
sa y y o ra la r  v a  Q u y o sh  o ra sid a  to r t ish ish  k u ch i m a v ju d  b o ‘lib , 
sa y y o r a  va  Q u y o sh n in g  h o la t in i  va  tez lik la r in i h e c h  n im a  
c h eg a r a la m a y d i. U la r  órb ita  b o ‘y lab  erk in  harakat q ila d i. A gar  
m e x a n ik  s is te m a n i ta sh k il q ilu v c h i n u q ta lar  va  j is m la r  fa z o d a  
is ta lg a n  h o la tn i eg a lla b , is ta lg a n  te z lik k a  er ish a  o lm a s a , y a ’n i
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u n in g  h o la t ig a  v a  te z l ig ig a  t o ‘s q in lik  q ilu v c h i c h e k la s h la r  
b o ‘lsa , u  h o ld a  b u n d a y  m e x a n ik  s is te m a  erkinmas sistema 
d e y ila d i. M e x a n ik  s is te m a  n u q ta la r in in g  k o o r d in a ta la r ig a  va  
u la r  tez lik la r ig a  q o ‘y ilg a n  b a rch a  c h e k la sh la r  bog'lanishlar 
d e y ila d i. T e v a r a k -a tr o fd a g i is ta lg a n  m e x a n iz m , q a t t iq  j ism ,  
is ta lg a n  q u r ilm a  e r k in m a s  j ism g a  m iso l b o ‘la  o la d i .  B o g ‘- 
la n ish n in g  sistem a g a  k o 'rsa tgan  ta ’siri bog‘lanish reaksiya kuchi 
d e b  a ta la d i.

S h u n d a y  q ilib , b o g ia n is h la r  s is te m a  n u q ta la r in in g  k o o r ­
d in a ta lar iga  va  tez lik lar in in g  o 'zg a r ish ig a  ch ek la n is lila r  q o ‘yadi.

A n a lit ik  rav ish d a  c h e k la n ish la r  te n g la m a la r  y o k i  t e n g s iz -  
lik la r  k o 'r in ish id a  ifo d a la n ib  y o z ila d i.

R ea k siy a  k u ch i s is tem a  k o ‘c h ish g a  in tila y o tg a n  y o 'n a lis h g a  
q a ra m a -q a rsh i to m o n g a  y o ‘n a lgan  b o 'lad i. R ea k siy a  k u c h in in g  
t a ’s ir  q ila y o tg a n  k u c h d a n  farq i s h u n d a k i,  r e a k s iy a  k u c h i  
j is m n i harakatga  k e ltira  o lm a y d i. U n in g  k atta lig i v a  y o ‘n a lish i 
j is m g a  ta ’sir q ila y o tg a n  k u c h la r g a  b o g ‘liq . S h u n in g  u c h u n  
rea k siy a  k u c h i o ld in d a n  m a ’lu m  b o ‘lm a y d i.

3 . S is te m a g a  q o ‘y i lg a n  b o g ia n i s h la r n in g  x u s u s iy a t la r i  
fa q a tg in a  s is te m a n in g  h a ra k a tig a  b o g 'l iq  b o 'lm a s d a n  b a lk i 
s is te m a  h a ra k a tin i o 'r g a n ish  u c h u n  q o ‘lla n ila d ig a n  u su lla rg a  

h a m  b o g ‘liq  b o ‘lad i.
S h u n d a y  e k a n  b o g ‘la n is h la r n i  b ir -b ir id a n  fa r q la sh  va  

u la rn i turlarga ajratish  m u h im  a h a m iy a tg a  ega . B o g 'la n is h la r -  
n in g  m u h im  b e lg i va  x u su s iy a tla r ig a  qarab  tu r la rg a  b o ‘lin a d i. 
B o g ‘la n is h la r  b ir in c h i  n a v b a td a  ik k ita  s in fg a  b o ‘ lin a d i:  
golonomli va golonomsiz bog'lanishlar. A g a r  b o g ' la n is h la r  
k o o r d in a ta la r g a  n is b a ta n  c h e k li  s o n d a g i te n g la m a la r  y o k i  
te n g s iz lik la r  b ila n  ifo d a la n a d ig a n  b o i s a ,  b u n d a y  b o g ‘la n ish g a  
golonomli bog'lanish d e y i l a d i .  G o l o n o m l i  b o g ' la n is h la r  
k o o r d in a t a la r g a  n is b a t a n  in t e g r a l l a n u v c h i  d i f f e r e n s i a l  
t e n g la m a la r  b ila n  ifo d a la n ib  y o z ila d i. B o s h q a c h a  a y tg a n d a , 
g o lo n o m li  b o g ‘la n is h n in g  ifo d a la r i k o o r d in a ta la r n in g  v a q t  
b o 'y ic h a  h o s ila la r in i o ‘z  ta rk ib ig a  o lm a y d i. B u n d a y  b o g ‘-  
la n is h la r n in g  ifo d a la r i u m u m iy  h o ld a  q u y id a g i k o ‘r in ish g a  

e g a :

f(x¡,yh Zi,t)<0, i = hñ ■ ( 0
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G o lo n o m l i  b o g ‘la n ish la rn i k o ‘p in c h a  g e o m e t r ik  b o g ‘la -  
n ish la r  h a m  d e y ila d i.  G o lo n o m  b o g ‘la n is h l i  n u q ta  O ism ) 
m a ’lu m  b ir sir t y o k i egri c h iz iq  b o ‘y lab  h a r a k a tla n a d i.

S iq ilm a y d ig a n  v a  c h o 'z i lm a y d ig a n  AB s t e ij e n n in g  n u q -  
ta lari u c h u n  s ter jen  g o lo n o m li  b o g ‘la n ish d ir .

b ir -b ir ig a  b o g ‘liq  b o i i s h i  b ila n  b irg a , u la r  k o o r d in a ta la r i -  
n in g  b a r c h a s i  i x t iy o r iy  b o ‘lm a s d a n ,  q u y id a g i  q o n u n g a  
b o 'y s in a d i:

\AB\ = 4(xiB -  xiA)2 +  (yiB -  yiA)2 + (ziB -  ZiA)2 » i = hn.
A g a r b o g ‘la n ish  s is te m a  n u q ta la r in in g  h o la t ig a g in a  e m a s ,  

b a lk i  u la r n in g  t e z l ik l a r ig a  h a m  c h e k  q o ‘y s a ,  b u n d a y  
b o g ‘la n is h g a  golonomsiz bog'lanish d e y ila d i .  G o l o n o m s i z  
b o g ‘la n ish la r  k o o r d in a ta la r g a  n isb a ta n  in te g r a lla n m a y d ig a n  
d if f e r e n s ia l  t e n g la m a la r  b i la n  i f o d a la n a d i .  G o l o n o m s i z  
b o g ‘la n is h n in g  te n g la m a la r i n u q ta la r n in g  k o o r d in a ta la r i va  
u la r n in g  v a q t  b o ‘y ic h a  h o s i la la r in i b o g ‘la y d i. S h u n d a y  q il ib ,  
g o lo n o m s iz  b o g ‘la n is h la r  in t e g r a l la n m a y d ig a n , u m u m iy  
h o ld a

<P (x,-, y,-, Zi, Xj ,yh Zi,t) = 0  (i =  1 ,n) (2) 

k o 'r in is h d a g i  d if f e r e n s ia l  t e n g la m a la r  b i la n  ta v s i f la n a d i .  
In te g r a lla n m a s lik  sh u  m a ’n o d a  tu s h u n ila d ik i, b o g ‘la n is h n i  
i f o d a lo v c h i  t e n g la m a n in g  c h a p  t o m o n in i  k o o r d in a ta la r g a  
n isb a ta n  b iro r ta  fu n k s iy a n in g  to ' l iq  d if fe r e n s ia lig a  k e lt ir ish , 
y a ’n i  df(Xj,yh Zi,t) = 0  k o ' r i n i s h d a  i f o d a l a s h  m u m k in  
e m a s lig i tu s h u n ila d i .

K o ‘p in c h a  g o lo n o m s iz  b o g 'la n ish la r n i k in e m a t ik  b o g ‘la -  
n ish la r  h a m  d e y ila d i. K in e m a tik  b o g ‘la n ish la rd a  s is te m a  n u q ­
ta la r in in g  k o o r d in a ta la r ig a g in a  e m a s , b a lk i u la r n in g  t e z l ik  va  
t e z la n is h la r ig a  h a m  c h e k  q o 'y i la d i .  A g a r  (2 )  k in e m a t ik  
b o g ‘la n ish  te n g la m a s in i in teg ra lla sh  y o ‘li b ila n  (1 )  k o 'r in is h g a  
k e lt ir is h  m u m k in  b o ' l s a ,  b u n d a y  b o g ' la n is h  g o l o n o m l i  
b o ‘ladi.

A g a r  m e x a n ik  s is te m a g a  k ta  b o g ‘la n ish  q o ‘y i lg a n  b o ‘lsa , 
u  h o ld a  b o g ‘la n is h  te n g la m a la r i s o n i  k ta  b o ‘lad i:

fj(,xhyh Zi,xhyh Zi,f) = 0 (3)



/ = 1,77, j  = 1 ,k ■
A g a r  b o g ‘la n is h  g o lo n o m l i  b o ‘ls a ,  u n in g  b o g ‘ la n is h  

t e n g la m a la r i  q u y id a g i k o ‘r in ish g a  e g a  b o ‘ladi:

f j ( x h y j , Z i , t )  = 0 (4)

/  =  1 ,n, j  = 1 ,Jc ■
B o g ‘la n ish la r  v a q tg a  o sh k o r  b o g ‘la n g a n  va  b o g :la n m a g a n  

b o ‘lis h i m u m k in .
A g a r  b o g ' la n is h  vaq t o ‘t ish i b ila n  o ‘z g a rm a sa , y a ’n i t 

v a q t  b o g ‘ l a n i s h  t e n g l a m a s i  ( t e n g s i z l i g i ) d a  o s h k o r  
q a t n a s h m a s a ,  b u n d a y  b o g ' la n is h n i  statsionar bog‘lanish 
d e y ila d i.

2 2 2 X V 7
A g a r  n u q ta  - y  +  ^ y  +  ^ - - l  =  0 te n g la m a  b ila n  i f o d a la -  

a b c
n u v c h i e l l ip s o id  s ir t id a y o ts a ,- b u  t e n g la m a  b o g 'la n is h n in g  
k o ‘r in ish i v a q t b ila n  o ‘z g a r m a s lig in i k o ‘rsatad i.

N u q ta  e sa  d o im  b itta  e llip so id d a  y o t ib , fa zo d a  k o ‘c h m a y d i  
v a  d e fo r m a ts iy a la n m a y d i.

A g a r  b o g ‘la n ish  v a q t o ‘t ish i b ila n  o ‘zgarib  tu rsa , y a ’n i  
b o g ‘la n is h  te n g la m a s id a  t v a q t o s h k o r  q a tn a s h sa , b u n d a y  
b o g 'la n is h  statsionar bo ‘Imagan bog‘lanish d e y ila d i. M a sa la n ,  

agar  s te r je n n in g  t u z u n lig i b e r ilg a n  q o n u n  b o ‘y ic h a  x u su s iy  

h o ld a  ¿ =  £0 + a s in c o ? , (£0 > a) q o n u n  b o ‘y ic h a  o ‘z g a r sa ,  

b u n d a y  h o ld a  b o g ‘la n ish  te n g la m a s i

x 2 + y 2 + z 2 -  (^o + a  s in =  0 
k o ‘r in ish g a  e g a  b o ‘lib , t v a q t b u  b o g ‘la n ish  te n g la m a s id a  
o s h k o r  q a tn a s h a d i .  A g a r  b o g ‘la n is h la r  te n g la m a la r  b i la n  
ifo d a la n a d ig a n  b o ‘isa , b u n d a y  b o g ‘la n is h la m i bo'shatuvchi, 
agar  b o g ia n is h la r  te n g s iz lik la r  b ila n  ifo d a la n a d ig a n  b o 'ls a ,  
b u n d a y  b o g ‘la n ish la r n i bo‘shatmovchi bog'lanishlar d e y ila d i.

4 . A n a l i t ik  m e x a n ik a d a  k e n g  q o ' l la n i la d ig a n  m u m k in  
b o ‘lg a n  (v ir tu a l)  k o ‘c h is h  t u s h u n c h a s in i  sh a k l la n t ir a m iz .  
N u q t a  y o k i  s i s t e m a n in g  m u m k in  b o ‘ lg a n  k o ‘c h is h i  d e b ,  
s is te m a  n u q ta la r in in g  b o g ‘la n ish la r  to m o n id a n  q o ‘y ila d ig a n  
b a r c h a  c h e ld a s h la r in i q a n o a tla n tir a d ig a n  (b u z m a y d ig a n )  y o k i
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b o g ' la n is h la r  b i la n  b ir g a lik d a  b a ja r a d ig a n  c h e k s iz  k ic h ik  
k o ‘ch ish ig a  a y tilad i. K o ‘p in ch a  c h e k s iz  k ich ik  m u m k in  b o ‘lgan  
k o ‘c h is h n i virtual ko‘chish d eb  h a m  a ta la d i.

S is te m a  n u q ta la r in in g  m u m k in  b o ‘lg a n  k o 'c h ish la r i q u y -  
id ag i ik k ita  sh a r tn i q a n o a tla n tir ish i kerak: 1) m u m k in  b o 'lg a n  
k o ‘c h i s h  c h e k s iz  k ic h ik  m iq d o r  b o ‘lis h i kerak . C h u n k i c h e k li  
k o ‘c h is h d a  s is te m a  b o sh q a  h o la tg a  o 't ib ,  m u v o z a n a t  sh artlari 
b o sh q a c h a  b o ‘lib  q o lis h i h a m  m u m k in ;

2 )  s i s t e m a g a  q o ‘y ilg a n  b a r c h a  b o g ‘la n ish la r  s a q la n is h i  
k era k , b o r d i- y u  b o g 'ia n is h la r  b u z ils a , s i s t e m a n in g  k o ‘r i-  
n is h in i o ‘z g a r t ir g a n  b o ‘la m iz  ( s is t e m a  b o s h q a c h a  s is te m a  
b o ‘ lib  q o la d i ) .

N u q ta  u c h u n  m u m k in  b o 'lg a n  k o ‘c h is h  tu s h u n c h a s in i  
g o lo n o m  b o g 'la n is h li  h o l u c h u n  qarab  ch iq ila d i.

B iro r  M(x0 ,yQ,zo) n u q ta

f(x ,y,z ,t)  =  0

t e n g la m a  b ila n  a n iq la n u v c h i s ir td a  jo y la sh g a n  b o ‘ lib , u n in g  
h o la t i  t v a q tn in g  ta y in la n g a n  t0 q iy m a t ig a  m o s  k e lu v c h i

n¡=XQ- i +  yo ■ j  + Zq ■ k r a d iu s -v e k to r  b ila n  a n iq la n s in . MQ 
n u q ta n in g  c h e k s iz  k ic h ik  a tr o f id a g i h o la t la r in i te k s h i-

7  i i  -------- \Z Á

/  ‘\ m J  \

/  /  r  \
V /

►

1- rasm.
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r a m iz , y a ’n i u n in g  a tro fig a  te g ish li b o 'lg a n  M{xQ + 8x , y 0 + 

+5>>,2o + 8z) n u q ta n i q arasak  u n in g  h o la t i ( 1 -  r a sm ).

r(t) = r0 (t) + 8r = (x 0 + Sx) ■ / + (y 0 + 8 f )  • j  + {zq + 5 z ) k  
r a d iu s -v e k to r  b ila n  a n iq la n a d i. B u n d a  8 x ,6 y ,8 z  m iq d o r la r  

8r v e k to r n in g  k o o r d in a ta  o ‘q lard ag i p r o y e k s iy a la r  b o 'l ib ,  

S/7 = 8x T +  8y ■ j  +  Sz • k v e k to r i r ît) r a d iu s -v e k to r  b ila n

a n iq la n u v c h i n u q ta n in g  r (t) r a d iu s -v e k to r  b ila n  a n iq la n u v -

c h i  h o la t g a  o ' t i s h d a g i  k o 'c h i s h i n i ,  y a ’n i 7 (̂t) r a d iu s -

v e k to r n in g  c h e k s iz  k ic h ik  o rttirm asin i ifo d a la y d i. A n a  sh u  8r 
v e k to r  mumkin bo'lgan ko‘chish vektori d e b  a ta la d i.

K o 'p in c h a  8r v e k to r n i v e k to r n in g  v a r ia ts iy a s i, 

u n in g  p r o y e k s iy a la r in i  e s a  k o o r d in a t a la r n in g

v a r ia ts iy a s i d eb  a ta la d i. 

r(t) v e k to r n in g

x 0 +  8x ,y0 + 8y,?:o +  8 z  

k o o r d in a ta la r i b o g ‘la n ish  te n g la m a s in i, y a ’n i s ir t te n g la m a -  
s in i q a n o a tla n t ir ish i kerak:

/ ( x q + S x , > > o+ S y , Zq  + 8 ^ 0  =  0 -  ( 5 )

B u te n g lik n in g  c h a p  to m o n in i  8x,&y,&z n in g  darajalari

b o ‘ y i c h a  q a t o r g a  y o y i b ,  8x2,8y 2,5z2 ,&x&y,5x£>z,&y&Z,- 
m i q d o r l a r  q a t n a s h g a n  h a d la r n i  e ’t i b o r g a  o l m a s d a n ,

f ( xQ,yo,Zo,t) =  0 e k a n l ig i  e ’t ib o r g a  o l i n s a ,  k o o r d in a t a ­

la r n in g  v a r ia ts iy a la r ig a  q o ‘y ila d ig a n  c h e k la s h la r  sh a rti h o sil 
b o ‘lad i:

K
dx

8 x  +
JO

V
ydyjo

dy + 5z = 0 . (6)
0

(6 )  te n g lik n in g  g e o m e tr ik  m a ’n o s in i t u s h u n t ir a m iz .S in ­
n in g  q a ra la y o tg a n  M0 n u q ta s in in g  n o r m a li b o ‘y ic h a  y o ‘n a lgan  

b ir lik  v e k to r n i n d e sa k , b u  v e k to r n in g  k o o r d in a ta  0‘q la r id a -  
g i p r o y e k s iy a s i n o r m a ln in g  y o 'n a lt ir u v c h i k o s in u s la r ig a  te n g
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h o s ila la r g a  p r o p o r s io n a l b o ‘la d i. B u n d a y  h o ld a  (6 )  te n g lik n i  
q u y id a g ic h a  y o z is h  m u m k in :

-------------------------------------------- ñ - 87 — 0  •----------------------------------- (2 )—

B u  te n g lik n in g  c h a p  to m o n i n va  57  v ek to r la rn in g  skalar  
k o ‘p a y tm a s in i ifo d a la y d i. B u  sk a lar  k o 'p a y tm a n in g  n o lg a  t e n -  
g lig i e sa  ñ  v a  87 v e k to r la r n in g  o ‘zaro  p e r p e n d ik u lä r  b o ‘lish -  
l ig in i b ild ir a d i. D e m a k , (7 )  te n g lik d a n  67 v e k to r n in g  ñ 
n o r m a lg a  p e r p e n d ik u lä r  b o ‘lish lig i k e lib  c h iq a d i. B u  e sa  87 
m u m k in  b o ‘lg a n  k o 'c h is h  v e k to r in in g  MQ n u q ta  o r q a li o ‘tg a n  
u r in m a  te k is lik d a  y o t ish lig in i b ild irad i.

5 . A n a lit ik  m e x a n ik a d a  h a ra k a tn i va  m e x a n ik  s is te m a n in g  
m u v o z a n a t in i  t e k s h ir is h  u c h u n  q o i l a n i l a d ig a n  y a n a  b ir  
t u s h u n c h a  m u m k in  b o ‘lg a n  k o ‘c h is h d a  m o d d iy  n u q ta g a  
q o ‘y ü g a n  k u c h n in g  b a jargan  e le m e n ta r  ish i tu s h u n c h a s id a n  
fo y d a la n ila d i .

K u c h n in g  e le m e n ta r  k o ‘c h is h d a g i bajargan  is h i sk a la r  
m iq d o r  b o ' l ib ,  F v e k to r  k u c h n in g  m u m k in  b o ‘lg a n  57 
v e k to r  k o ‘c h is h g a  b o ‘lg a n  sk a la r  k o ‘p a y tm a sig a  t e n g  b o ia d i .  
E le m e n ta r  is h n i 5A o rq a li b e lg ila n sa , u n in g  ifo d a s i

hA =  F ■ 87 (8)
k o o rd in a ta  sh a k lid a  esa

hA = Fx8x + Fy8y + Fz&z ( 9 )

k o 'r m ish d a  b o ’lad i.

A g a r  m e x a n ik  s is te m a  n u q ta la r ig a  Fl ,F2 ,...,Fn , k u c h la r  
q o ‘y ilg a n  b o ‘lib ,  u la r  b u  k u c h la r  t a ’s ir id a  d7l,57 ,̂...,8rn 
m u m k in  b o ig a n  k o ‘c h is li ia r  o ls a , u  h o ld a  bu  k u c h la r n in g  

v ir tu a l b a ja rg a n  ish i s is te m a n in g  v ir tu a l k o ‘c h is h d a g i  ish i 
b o i a d i .

B u  is h  5 ^  =  2 ) 8 ^  =  ^JFk87k k o o r d in a t a  s h a k l id a  
k k 

q u y id a g i fo r m u la  y o r d a m id a  to p ila d i:

5A = S  ( Fkx8xk + + Fk^zk ) ( i o )  
k

b o i i b ,  y o ‘ n a l t i r u v c h i  k o s in u s la r  esa 3̂  ’ x u s u s iy
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6 . M o d d iy  n u q ta la r  s i s t e m a s in in g  b o g ia n i s h  r e a k s iy a  
k u c h la r in in g  is ta lg a n  m u m k in  b o i g a n  k o ‘c h is h d a  bajargan  
is h la r in in g  y ig ' in d is i  n o lg a  te n g  b o i s a ,  b u n d a y  b o g ia n i s h g a  
ideal bog‘lanish d e y ila d i. Id ea l b o g ia n is h la r  u c h u n  q u y id a g i  
te n g lik  o ‘rin li:

M = 'Z Rk?>rk=  ° -  ( 11)
k

Id e a l b o g ia n is h la r g a  a b so lu t  s i l l iq  te k is lik , s ir ti a b so lu t  
q a tt iq  s ter jen  v a  h o k a z o la r  m iso l b o ia d i .

7 . M u m k in  b o ig a n  k o ‘c h is h la r  p r in s ip i . A g a r  m o d d iy  
n u q ta la r  s is te m a s i m u v o z a n a td a  b o i s a ,  u  h o ld a  s is te m a n in g  
h ar q a n d a y  m u m k in  b o ig a n  k o 'c h is h id a  fao l k u c h la r n in g  
b ajargan  is h i n o lg a  te n g  b o i a d i ,  y a ’n i

8A“ = = l Fk ^  = ° -  w
----------- ~ ------------- — -----k------------- k-------- — -----------------------—---------

K o o r d in a ta  sh a k lid a

t>Aa = X  (FxkSxk + Fyk8fk + Fzk8zk ) = 0 ' ( 13) 
k

II. Masalalar yechish

1 -  m a s a la . AB r ic h a g n in g  y e lk a s ig a  FA va  FB k u ch la r  

n o r m a l rav ish d a  ta ’sir  q ila d i. 0  ta y a n c h  n u a ta s ig a  n isb a ta n  
r ic h a g  A v a  B n u q ta la r in in g  m u m k in  b o i g a n  k o ‘c h is h la r in i  
h is o b la n g  v a  r ic h a g n in g  m u v o z a n a t lik  sh a r t in i o 'r n a t in g .

Y e c h is h . 1) AB r ich a g d a  m u m k in  b o i g a n  k o ‘c h is h  u n in g  

ta y a n c h  0  n u q ta s i a tr o f id a g i 5(p c h e k s i z  k ic h ik  b u r il is h  

b u r c h a g id ir .
R ic h a g  0 ta y a n c h  n u q ta  a tro fid a  b u r ilg a n d a  A v a  B n u q ­

ta lar  AAX v a  BBt a y la n a  y o y la r i b o ‘y la b  s ilj iy d i. T a q r ib a n  bu  
s ilj ish la r n i t o ‘g ‘ri c h iz iq  k e sm a la r ig a  a lm a sh tir ib , A v a  B 
n u q t a la r n in g  m u m k in  b o i g a n  k o ‘c h is h la r in i  h i s o b la s h  
m u m k in  ( 2 -  rasm ):

8Sj  =  OA ■ 8(p = aScp; 8Sg = OB • 8cp = ¿Scp.
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Bi в' 2 ) . R ic h a g n in g  m u v o z a n a t-

'* \  lik  sh a rtin i o ‘r n a ta m iz . 8 SA v a
\B

SS в m iq d o r la r  m o s  ra v ish d a

Fa v a  Fв  k u c h la r  q o ‘y ilg a n

2- rasm.

'Ч-цА v a  В n u q ta la r n in g  m u m k in  
b o ‘lg a n  k o ‘c h is h ia r in i  i f o d a -  
l a y d i .  R i c h a g g a  i d e a l  
b o g ia n i s h l i  s ter jen  d e b  q a ra -

sa k , m u m k in  b o i g a n  k o ‘c h is h  p r in s ip ig a  k o ‘ra  q u y id a g i  
t e n g l ik  h o s i l  b o i a d i :

" B u n d a  8 5 ^  -  я8ф; 8SB = -А8ф. FAa8q -  FBbby =  0  =>

=» (Fa q -  Fb ■ b)8 ф = Q=>FA a -F B b = 0

=$ Vöcp t  0  > FAa =  Fgb •
S h u n d a y  q i l ib ,  r ic h a g n in g  m u v o z a n a t l ik  s h a r t in i  0  

a y la n ish  m a r k a z ig a  n isb a ta n  q o ‘y ilg a n  k u c h la r  m o m e n t la r i -  
n in g  te n g lig i  ifo d a la y d i.

2 -  m a s a la .  M u v o z a n a t  h o la t  v a q tid a  k r iv o s h ip -s h a tu n  
m e x a n i z m i n i n g  k r iv o s h ip ig a  t a ’s ir  e t u v c h i  j u f t n i n g  M 
m o m e n t i  b i la n  p o r s h e n g a  t a ’s ir  e tu v c h i p b o s im  k u c h i  

o ra s id a g i b o g ia n i s h n i  to p in g . K r iv o sh ip n in g  u z u n lig i  OA =  r 
g a , s h a t u n n in g  u z u n lig i  AB = ( g a  te n g  ( 3 -  r a sm ).

Y e c h is h . 8ф —  k r iv o sh ip n in g  M m o m e n t li  ju ft t a ’s ir i-

d a g i m u m k in  b o i g a n  b u r ilish  b u r c h a g i, 8SB e s a  p b o s im

Fa8Sa + FßöSß =  0 .

k u c h i t a ’s ir id a  p o r s h e n -  

n i n g  o i g a n  m u m k i n  

b o ‘lg a n  k o ‘c h is h i  b o i s i n .  

S h a tu n -k r iv o s h ip  m e x a -  

n iz m ig a  m u m k in  b o i g a n

k o ‘ c h .is h  p r i n s i p i n i

q o i l a n i l s a

P8SB -  M 8ф =  0
3- rasm. t e n g l i k  h o s i l  b o i a d i .
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I

B u n d a  5<p =  cú0¿ d t , 8 SB =-QBdt e k a n lig i e ’t ib o r g a  o l in s a  

q u y id a g i t e n g l ik  to p ila d i.

P$B = M ^ a • ( 1)

E n d i -&B v a  cd0/4 o r a s id a g i b o g i a n i s h  o 'r n a t i la d i .  A
n u q ta  =  (úq Ar te z lik k a  ega . B u  te z lik  O A g a  p erp e n d ik u la r  

y o 'n a lg a n . B n u q ta n in g  t e z l ig i  e sa  BO t o ‘g ‘ri c h iz iq  b o ‘y la b  
y o ‘ n a l g a n d i r .  T e z l i k l a r n i n g  p r o y e k s i y a l a r i  h a q id a g i  
te o r e m a g a  k o ‘ra

c o s a  =  c o s p .

AOAD-AOAB u c h u n  t a s h q i  b u r c h a k  b o ‘ la d i :  

ZOAD -  cp +  p . B u n d a n  a  =  9 0 ° - (c p  +  P) b o ‘lis h l ig in i to p a -  

m iz  va

. .  c o s a  sin((p +  6) , .
13 /r  eos]? " (ü°A'r .. c o s p ~ m0A'K sm  c p tc o s c p  •

P b u r c h a k  to p ila d i . OAB u ch b u rch a k d a n
r  i

te n g lik  h o s i l  b o i a d i .  tg  P = —p ^ ^ = = =  fo r m u la  e ’t ib o r g a
VI -  s in 2 p

o lin s a , q u y id a g i n a tija  k e lib  ch iq ad i:

_ ,, r coscp . .
*  b = “ 0/1 /"(l + - ,  ) sm  cp. (2)

S Í  - r  s in  cp

(2 )  n i (1 )  g a  q o 'y ib , q u y id a g i iz la n a y o tg a n  b o g ia n i s h  
to p ila d i:

M = Pr r coscp
1 +  -

-  r* sin^ cp
v T ;

3 -  m a s a la . Q ism la r d a n  tu z i l ib , u c h ta  ta y a n c h d a  tu rg a n  
AD t o ‘s in  C  n u q ta d a  sh a rn ir li b ir ik tir ilgan  ik k ita  t o ‘s in d a n  
ib o ra t. T o ‘s in g a  2 /, 6  t v a  3 t v ertik a l y o ‘n a lg a n  k u ch la r  
t a ’sir  q ila d i ( 4 -  r a sm ). O ic h o v la r  k o ‘r sa tilg a n . A, B va D 
n u q ta la rd a g i ta y a n c h  rea k siy a la r in i a n iq la n g .
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4- rasm.

Y e c h is h . AD t o ‘s in n i m u v o z a n a td a g i AC v a  CD t o ' s in -  
la r d a n  ib o r a t  b o ‘ig a n  ik k i q a t t iq  j is m d a n  ta s h k i l  to p g a n  
s is te m a  d e b  q a ra y m iz .

M u m k in  b o ig a n  k o 'c h is h  p r in s ip in i q o i l a b ,  A, B v a  D 
ta y a n c h la r d a g i reak siya  k u c h la r in i a n iq la n a d i.

1. RA ta y a n c h  reak siyan i a n iq la sh  u c h u n  A t a y a n c h  b o g ‘-

la n is h d a n  o z o d  q i l in a d i ,  y a ’n i b u  ta y a n c h n i  u n in g  RA 
reak siya  k u c h i b ila n  a lm a sh tir ila d i. A n u q ta  v er tik a l y u q o r ig a  

y o i i a lg a n  8rA m u m k in  b o ‘lg a n  k o ‘c h is h  b e r ila d i. B u n in g  

n a tija s id a  P\ k u c h  q o ‘y ü g a n  E n u q ta  h a m  8rg m u m k in

b o ‘!gan  k o 'c h is h  o la d i. 8rA v a  8rE m u m k in  b o i g a n  k o 'c h is h -  

lar  o r a s id a g i b o g ia n i s h n i  CEE' va  CAA' u c h b u r c h a k la r n in g  
o ‘x s h a s h lig id a n  fo y d a la n ib  o ‘r n a t ila d i. 0 ‘x s h a s h  u c h b u r -  
c h a k la r n in g  m o s  to m o n la r i p r o p o r s io n a l b o ia d i :

EC EE' a 8 rE 1
------= -------- => —  = => hrF = - 8rA
AC AA' 2a 8rA L 2 A ■

AC  t o ' s i n g a  m u m k in  b o i g a n  k o ' c h i s h  p r i n s i p i n i  
q o i l a n i l s a ,  q u y id a g i te n g lik la r  h o s i l  b o ia d i :



- R A 8 rA + P\hrE  =  0

~ r a  -& rA  +  2 P \ 5 r E  = 0.

R, +  -  fl = -  2 7  =  17 . 
A 2 1 2

2. 5  ta y a n c h n in g  rea k siy a  k u c h in i a n iq la sh  u c h u n , bu  

ta y a n c h n i fik ran  o lib  ta sh la b , u n in g  t a ’sir i RB k u c h  b ila n  

a lm a sh tir ila d i. C  sh a rn irg a  ver tik a l y u q o r ig a  y o ‘n a lg a n  brc
m u m k in  b o i g a n  k o 'c h is h  b e r a m iz . P],P2,RB va  P>, k u ch la r  

q o ‘y ü g a n  E, N, B v a  K n u q ta la r n in g  m u m k in  b o ‘lg a n  

k o 'c h i s h l a r in i  m o s  r a v is h d a  Srg,SF ,̂SrB v a  8 /^  o r q a l i  

b e lg i la n a d i .  B u m u m k in  b o ' lg a n  k o ‘c h is h la r n i  u c h b u r -  

c h a k la r n in g  o 'x s h a sh lig id a n  fo y d a la n ib , 8rc m u m k in  b o ‘lg a n  

k o 'c h is h  o r q a li ifo d a la n a d i:

=  2 5/^ ; = 3 5rc-

M u m k in  b o i g a n  k o ‘c h is h  p r in s ip ig a  k o ‘ra 

P\ $rE + Pi $rN + RB8rB + P38rK =  0,

2^8rc + 6 ^ 8 rc - R ß ^Src +3 ^ S rc = 0,

l +  5 - | Ä ß +  l =  0,

1 8 - 2  RB +  3 = 0, 

2RB =2\, RB = 10A
T A T U

K U T U B X O N A S I



3. E n d i D n u q ta n in g  ta y a n c h  r e a k s iy a s in i a n iq la y m iz .  
B u n in g  u c h u n  D ta y a n c h  b o g 'Ia n ish d a n  o z o d  q il in a d i , y a ’n i 
u n in g  rea k s iy a s in i RD k u c h  b ila n  a lm a sh tir ila d i. D n u q ta g a

brD m u m k in  b o ‘lg a n  k o ‘c h is h  b er ila d i. N a t ija d a  TV, В va  R 
nu q ta lar  h a m  m o s  ravishda 8rN , 8rR v a  0/7  ̂ m u m k in  b o lg a n  

k o ‘c h is h la r  o la d i .  B u  m u m k in  b o ig a n  k o ‘c h is h la r n i u c h -  

b u r c h a k la r n in g  o ‘x s h a s h lig id a n  fo y d a la n ib , 6rD m u m k in  

b o 'lg a n  k o ‘c h is h  o rq a li ifo d a la n a d i:

1 1 _  2 5rN = - 6rD ; SrB =  -5 /-/)  5rK = - brD .

E n d i CD t o ‘s in g a  m u m k in  b o ‘lgan  k o ‘c h is h  p r in s ip in i  

q o 'l la y m iz :  P8rN -  Rß87ß + Р387к -  Rß ■ 87D = 0 .

6 • i s r p  - 1 0 , 5  +  3 +  ^SrD -  Rd • brD =  0  ,

1 - 3 , 5  + 2  =  RD RI) - 0 ,5  T.

Eslatma. RD ta y a n c h n in g  reak siyasin i p a ra lle l k u c h la m in g  
m u v o z a n a t lik  sh a r tid a n  h a m  fo y d a la n ib  to p ish  m u m k in  (5 -  

rasm ):

Ra R„
p1 p. P,

Rd

A 5

5 -  rasm .

+Ra + P\ +  P\ + RB +  Pi + Rd =  0 

- 1  + 2 +  6 +  3 - 1 0 ,  5 - R d = 0 ,

1 1 —11,5 =  Rß => Rß =  - 0 ,5  t.

4 -  m a s a la . M e x a n iz m  g o r iz o n ta l tek is lik d a  k u c h la r  t a ’s i -  

rid a  m u v o z a n a td a  tu r ib d i. M u v o z a n a t  h o la t  e s a  a =  40°, 

ß =  120°, y  =  90°, ф = 90°, 0 =  60° b u rch a k la r  b ila n  a n iq la -

n a d i. M e x a n iz m  ster je n la r in in g  u zu n lik la r  t\  = 0 ,4  m, (^2
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va  £3 s te r je n la r n in g  u z u n lik la r i ix t iy o r ic h a );  E n u q ta  s te r -

je n n in g  o ‘r ta s id a jo y la sh g a n . B s irp a n g ‘ ic h g a  F e la s t ik k u c h i  

ta ’s ir  q ila d i. U n in g  so n  q iy m a ti F =  CX fo r m u la  b o ‘y ic h a  

to p ila d i , b u n d a  c —  p ru jin a n in g  e la s t ik  k o e f f lt s iy e n t i ,  X —  
u n in g  u z u n lig i  ( c = 1 8 0  n/sm).

B u n d a n  ta sh q a r i D s ir p a n g 'ic h g a  ( )  =  4 0 0 / /  k u c h , 0,>4 

k r iv o sh ip g a  esa  M =  100HM m o m e n t l i j u f t  k u c h  t a ’s ir  q ilad i. 

M e x a n iz m  m u v o z a n a t h o la td a  tu rg a n d a  p ru jin a n in g  \  d e fo r -  

m a ts iy a la n is h in i t o p in g  ( 6 -  ra sm ).

Y e c h is h . B er ilg a n la rn i e ’tib orga  o l ib , m e x a n iz m  c h iz i la d i  
va  c h iz m a d a  m u m k in  b o ‘lg a n  k o 'c h is h la r  h a m  ta sv ir la y d i ( 7 -  
rasm ).

M e x a n iz m n i b er ilg a n  b u rch a k la r  b o 'y ic h a  y a sa y m iz . P ru -  
j in a n i  c h o ‘z ila d i d e b  h is o b la sa k , u n in g  F = CX e la s t ik l ik  
k u ch i y u q o r ig a  y o ‘n a lg a n  b o 'la d i.

M e x a n iz m  g o r iz o n t a l  te k is lik d a  y o tg a n i  u c h u n ,  o g ‘ir lik  
k u c h la r in in g  b a ja rg a n  is h i n o lg a  t e n g  b o ' la d i .  M a s a la n i  
y e c h is h  u c h u n  m u m k in  b o ‘lg a n  k o ‘c h is h la r  p r in s ip id a n  
fo y d a la n a m iz :
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7- rasm.

Z S 4 - = - 0 ,  ( i )
k

b u n d a  5Ak — fa o l  k u c h la r  v a  m o m e n t la r n in g  b a ja rg a n

e le m e n ta r  ish la r i.
M e x a n iz m g a  t a ’sir q ilü v c h i fa o l k u ch la rm  ta sv ir la y m iz :

Q — s ir p a n g 'ic h g a  ta ’sir e tu v c h i k u ch , F — p r u jin a n in g  

e la s t ik lik  k u c h i v a  M  m o m e n t l i  ju f t , F n o m a ’lu m  k u c h  (1 )  

te n g la m a d a n  fo y d a la n ib  to p ila d i , F n i b ilg a n  h o ld a  F =  cX 
m u n o s a b a td a n  X n i  a n iq la y m iz .

( 1 )  t e n g la m a n i  t u z i s h  u c h u n  m e x a n iz m g a  m u m k in  

b o 'lg a n  k o ‘c h is h  b er ila d i. Scpj —  I - s t e i j e n n in g  0 , o ‘q  a tro fid a

b u r ilish  b u r c h a g i 8SB va  8SD e sa  B va D s ir p a n g ‘ic h la r n in g  

m u m k in  b o 'lg a n  k o ‘c h ish la r i b o ‘ls in .
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S<pi,55g v a  öSß o ‘za ro  b o g 'la n m a g a n  m u m k in  b o 'lg a n  

k o ‘c h ish la r d ir . M e x a n iz m  b ir  erk in lik  d ara jaga  e g a  b o ‘lg a n -  
lig i tu fa y li,  erk li o ‘zg a ru v ch i s ifa tid a  u u c h a la  m iq d o r la r d a n  
is ta lg a n  b it ta s in i q a b u l q ilish i m u m k in . E rk li o ‘z g a r u v c h i  

s ifa t id a  5cp,, b u r ilish  b u r c h a g i q ab u l q il in s a , 8SA,5Sg,8SD 
v a  8SE m u m k in  b o 'lg a n  k o ‘c h ish la r  Scp, o r q a li ifo d a la n a d i.

A w a l  8SA to p ila d i v a  u n in g  y o ‘n a lish i a n iq la n a d i (&AA 
n in g  y o 'n a l is h in i  6фх n in g  y o ‘n a lish i a n iq la y d i) :

E n d i 5SE n i to p ila d i .  B u  k o ‘c h is h  AB k e s m a  b o 'y la b  

y o ‘n a lg a n  v a  5 5 ^  k o ‘c h i s h n in g  AB t o ‘g ‘ ri c h iz i q d a g i  

p ro y e k s iy a s ig a  teng:

Æ  Ä
5 SE = 8 SA c o s  30° = y 5Sa =  ^ ¿ i S c p i .

E n d i  8*5^ v a  8SB k o ‘c h is h la r  o r a s id a g i  b o g M a n is h  

o ‘rn a tila d i:

8^  c o s  30° = 8Sß c o s  60° = > 8^5 =  *J?>8SA =  Т З ^ З ф ).

S h u n in g d e k , &SD va  8 5 ^  k o 'c h is h la r  o r a s id a g i b o g ‘-  

la n ish  h a m  o ‘rn atilad i:

= € ] 8ф ], 8SA JL 0i A.

&SD ~ &SE c o s  30° = = | Л 8Ф1 = | s ^ .  ( 1 )

B u la r d a n  (1 )  t e n g la m a  tu z ila d i:

'̂ jbA¡( = Л / 8 ф | + QbSD — FbSß =  0, 8 ф )  ф 0
к

О
M 8ф! + Q ■ — Í | 6ф1 -  F ■ л /З^Зф ) =  О,

M + \ í xQ 100 +  | - 0 , 4 - 4 0 0  
F = ------ ¡=?-------= ----------- %---------------

• Л ^  л/З - 0 ,4
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F 2 2 0  2 2 0  2 2 0
=  —  = ------- r=--------sm = ----------------sm = --------------sm = 1 ,74  sm

С 0 ,4 ^ 3 - 1 8 0  7 2 -1 ,7 3 2  1 2 4 ,7 0 4

X = \,76sm.

III. Savol va masalalar -----------------------

1. Analitik mexanikaning predmeti, asosiy tushunchalari va vazi- 
falarini izohlang.

2. Bog'Ianishlar deb nimaga aytiladi? Bog'lanishlarni klassifikatsiya 
qiling: golonomli va golonomsiz (geometrik va kinematik yoki integral- 
lanuvchi va integrallanmaydigan, bo'shatadigan va bo’shatmaydigan) 
bog'lanishlar qanday bo'ladi? Misollar keltiring.

3. Mexanik sistemaning umumlashgan koordinatalari deb nimaga 
aytiladi?

4. Mexanik sistemaning erkinlik darajasi deb nimaga aytiladi?
5. Qanday holda sistema nuqtalarining dekart koordinatalari umum­

lashgan koordinatalarga bog'liq bo'lishi bilan bir qatorda vaqtga ham 
bog'liq bo'ladi?

6. Mexanik sistemaning mumkin bo'lgan ko'chishi deb nimaga 
aytiladi?

7. Mumkin bo‘lgan ko‘chish sistemaga ta’sir etuvchi kuchlarga 
bog'liq bo'ladimi?

8. Mumkin bo'lgan ko'chish prinsipini qanday shakllantirish 
mumkin?

9. Ish tenglamasi qanday ko‘rinishga ega bo'ladi?
10. Nima uchun mumkin bo‘lgan ko'chish prinsipi bir qancha jism- 

lardan tashkil topgan erkin bo'lmagan sistemaga qo'yilgan kuchlar 
sistemasining muvozanatlik shartlarini o‘rnatishga va muvozanat tengla- 
malarini olishgajuda qulay?

11. Bir qancha erkinlik darajaga ega bo'lgan mexanik sistemaga ta’sir 
qiluvchi kuchlar uchun ish tenglamalari qanday tuziladi?

12. Sodda mashinalarda harakatlantiruvchi kuch va qarshilik kuchi 
orasidagi bog'lanish qanday bo'ladi?

13. Mexanikaning «Oltin qoidasi» ni shakllantiring.
14. Mumkin bo'lgan ko'chish prinsipi yordamida bog'lanishlarning 

reaksiyasi qanday aniqlanadi?
15. Mumkin bo'lgan ko'chish vektorining yo'nalishi qanday 

aniqlanadi?
16. Ideal bog’lanish deb qanday bog'lanishlarga aytiladi?
17. Egri chiziqli ko'chishlar miqdor va yo'nalish jihatidan qanday 

aniqlanadi?
22



18. Sodda mashinalarda (polispastlar), 
panoli press, vintli press, steijenli press) 
mumkin bo'lgan ko'chish prinsipining 
qo'llanishlarini tushuntiring.

19. Mumkin b o‘lgan ko‘chishlar 
prinsipidan foydalanib, 8- rasmda tas- 
virlangan vertikal ferma 4, 5, 7 sterjen- 
larining zo'riqishlarini aniqlang.

P\a + Qjb
Javob: T a =

(steijen qisiladi)
T5 = -P ,-P 2 

(sterjen qisiladi)

T7 =(P]+ P2)

1 J [ ö l  1 } [ Ö 2
-k  m

c  . / D

a

9  ' T
2  - ¡ y /  

<  5

4

E F

a

’ r
6  1
s ' 6  ,

8

-
K L

a
’r . .

10 v r 12

a 7 \ b

7 / 7 / 7 > / / 7 7 / 7 7 / 7  

<-------h-------►
7 /

8- ras m.

yja2 + b2

(sterjen cho'ziladi).
20. Richagning muvozanatlik shartini o'rnating.
21. AB bir jinsli to'sin A nuqtada qo‘zg‘almas sharnir bilan mah- 

kamlangan. B nuqtada esa katokka (aravachaga) qo'yügan. To‘sinning 
og'irligi 300 kg. B nuqtadagi tayanch reaksiyasini aniqlang.

Javob: 150 kg.
22. Uchta tayanchda yotgan AD to'sin, B nuqtada sharnir mahkam- 

langan ikkita to'sindan iborat. To‘singa vertikal yo‘nalishda — 2 t, 6t va 3 
t kuchlar ta’sir qiladi. 0 ‘lchamlar 9- rasmda ko'rsatilgan. A, B, va D 
nuqtalardagi tayanch reaksiyalarini aniqlang.

Javob: Ra = 1 7 ; Rß = 1 0 ,5 7 ; RD = 0 ,5 7 .

2a 2a

£ C
± 2  t

B D

,3t
6 t

9- rasm.

23. Uzunligi 2£ va og‘irligi P bo'lgan to‘sin A nuqtada qo'z- 
g‘almas sharnirga, A nuqtadan b masofada turgan C nuqtada ka­
tokka qo'yilgan. To‘singa A nuqtadan mos ravishda a va 2£ masofada 
turgan nuqtalarga F va Q vertikal kuchlar qo'yilgan. RÄ va Rc ta-
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A

b
t  „

yanch reaksiyalarni aniqlang 10- 
rasm).

** D T l d Fa + Pi + 2 QiB Javob: Rc = --------------- — ,b
'Q

F(b -a ) + P(b - £ ) -  0(2?. -  b)

A
1F

4
l

rp  .

10- rasm. 24. Ava Ctayanchlargaqo'yilgan
AE to‘sin Bva D nuqtalarda sharnir- 
li biriktirilgan AB, BD va DE uchta 

to‘sindan iborat. DE to‘sin E nuqtada devorga mahkamlangan.
E nuqtadagi reaksiyaning vertikal tashkil etuvchisini aniqlang. 

To’singa to‘rtta teng P vertikal kuchJar ta’sir qiladi. 0 ‘lchamlar 11- 
rasmda ko'rsatilgan.

Javob: R - Q ,5 P . 11- rasm.
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1. B erilgan  m ex a n ik  sistem an in g  erk in lik  darajasi an iq lan ad i.
2 . S is te m a g a  q o 'y ilg a n  b arch a  tash q i va  b o g 'la n is h  reaksiya  

k u c h la r in i c h iz m a d a  tasv ir lash .
3. S is te m a  n u q ta lar iga  q o ‘y ilgan  in ersiya  k u ch la r in in g  b o sh  

v ek to r la r i va  b o sh  m o m e n t la r in i a n iq la sh .
4 . K o o r d in a ta  b o s h i va o ‘q lar in in g  y o ‘n a lish la r in i ta n la sh .
5. S is te m a g a  t a ’sir  q ila y o tg a n  k u ch la r  v a  in e r s iy a  k u ch lar i 

q o ‘y i lg a n  n u q ta la r in in g  m u m k in  b o ‘lg a n  k o 'c h i s h la r in i  
h is o b la s h .

6. D in a m ik a n in g  u m u m iy  te n g la m a s in i tu z ish .
7 T u z i l g a n  t e n g l a m a la r  s i s t e m a s id a n  i z l a n a y o t g a n  

n o m a ’lu m  m iq d o r la r n i a n iq la sh .
B u  x il m a sa la la rn i ikki tip g a  ajratish  m u m k in .
a ) D a la m b e r — L agranj ten g la m a la r i (p r in s ip i)g a  a so s la -  

n ib  y e c h ila d ig a n , e r k in lik  darajasi b it ta  b o ‘lg a n  m a sa la la r;
b ) D a la m b e r — L agranj te n g la m a la r ig a  a s o s la n ib  y e c h ila ­

d ig a n , e r k in lik  darajasi b ir  n e c h ta  b o 'lg a n  m a sa la la r .

II. Masalalar yechish

5 -  m a sa la . B lo k  o rq a li o 'tg a n  c h o ‘z ilm a y d ig a n  ip g a  o g ‘ir -  

l ig i  P , b o ' lg a n  Mi y u k  v a  o g ‘ir lig i P2 b o ‘ lg a n  M2 y u k  
m a h k a m la n g a n , P2> Pu

Y u k n in g  a t e z la n is h i m iq d o r in i va ip n in g  r ta r a n g l ik  k u -  
c h in i  to p in g . Ip v a  b lo k n in g  m a ssa la r in i e ’t ib o r g a  o lm a n g .

Y e c h i s h .  M a s a l a n i  y e c h i s h  
u c h u n  D a la m b e r  p r in s ip i  q o ‘ l-  
la n ila d i. A /, va  M2 j ism la rg a  q o ‘y il-  

g a n  Qx v a  Q2 in e r s iy a  k u c h la r in i  
h i s o b g a  o l a m i z .  S i s t e m a n i n g  
m u v o z a n a t  t e n g la m a s in i  0  n u q -  
ta g a  n is b a ta n  m o m e n t la r  t e n g -  
la m a s i k o 'r in is h id a  tu z i la d i ( 1 3 -  
rasm ):

r, n P] P7 AP\r- P2r + — ar + — ar = 0 
g g

13- rasm.
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B u  te n g lik d a n  a n i q u y id a g ic h a  to p ila d i:

a(Px + P2) = Q(P2 - P [). P> -  P\ Q
P , + P 2

Ip n in g  T ta ra n g lik  k u c h in i to p ish  u c h u n  o ‘n g  to m o n d a g i  
M7 j i s m n i  b o g ‘la n ish d a n  <
ta ’s ir  k u c h ig a  a lm a sh tir ila d i. M2 j is m g a  P2, Q2 va  T k u c h la r  

t a ’sir  q ila d i. M2 j i s m n in g  m u v o z a n a t  te n g la m a s i q u y id a g i  
k o 'r in ish g a  e g a  b o 'la d i:

Q2 + T — P2 = 0 .

B u n d a n  T  to p ila d i:  T -  P2 -Q 2.
Q2 in e r s iy a  k u c h in in g  m iq d o r i to p ila d i:

p2 „ _  h  „ h z Ä  =  ^  p±q 2 =  щ а  = ~ ^ a  = —  g
g g pi+ p 2 Pl + P2 ■

N a tija d a  ifo d a  ip n in g  ta ra n g lik  k u c h i u c h u n  q u y id a g ic h a  
y o z ila d i:

T = P) -  Pj —P) -  P\
P\ + P2

= P> 1 - P2
pl + p2

1p\ P2 
Pl + P2 ■

6 - m a s a la . O g ‘irligi e ’tib o rg a  o lin m a y d ig a n  b lo k d a n  o ‘tk a -  
z ilg a n , c h o ‘z ilm a y d ig a n  ip  b ila n  b o g ‘la n g a n  o g ‘ir lik lari P 
v a  Q b o 'lg a n  ik k ita  j is m  t o ‘g ‘ri b u r c h a k li p r iz m a n in g  y o q la r i  
b o ‘y la b  s irp a n a  o la d i. J ism la r  b ila n  p r iz m a  y o q la r i o ra s id a g i  
i s h q a la n is h  k o e f f i t s iy e n t i  /  g a  t e n g .  P r iz m a n in g  o ' t k ir

b u rch a k la r i a  v a  ß g a  te n g . B u  j ism la r  q a n d a y  te z la n is h  

b ila n  s iljish i v a  j ism la r n in g  p r iz m a  y o n  y o q la r ig a  b era d ig a n  TV,
va  N2 b o s im  k u ch larin i to p in g  ( 14 -  
rasm ).

Y e c h ish . A v a  В j i s m  (y u k )la r  

p r iz m a  y o q la r i b o ‘y la b  i lg a r ila n -  

m a  h a r a k a t q i la d i .  A j i s m  щ 
te z la n ish  b ila n  p a s tg a  tu s h a y a p ti  

d e b  q a r a y lik  (P > Q) .  J is m la r  

c h o 'z i lm a y d ig a n  ip  b ila n  b o g £-  

la n g a n l ig i  u c h u n  В j i s m  h a m  
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m iq d o r  j ih a t id a n  a\ g a  t e n g  b o ‘lg a n  a2 t e z la n is h  b ila n  

y u q o r ig a  k o ‘tarilib  h arak atlan ad i, y a ’n i a¡ = a2 = a . J ism larga  

o g 'ir lik  k u ch la r id a n  ta sh q a r i in er s iy a  v a  rea k siy a  k u ch la r i t a ’-

p
s ir  q ila d i. A j ism g a  m o d u li  / .  =  —  a g a  te n g  b o ' lg a n , 5]

8
t e z la n is h g a  q a ra m a -q a rsh i to m o n g a  y o ‘n a lg a n  in e r s iy a  k u ch i 

q o ‘y ilad i. S h u n in g d e k , B j ism g a  h a m  m o d u li I2 = — r /g a te n g
g

boM gan , a2 t e z la n is h g a  q a r a m a -q a r sh i y o ‘n a lg a n  in e r s iy a  

k u c h in i q o ‘y a m iz . A j ism g a  ta ’sir  q ila d ig a n  b o g 'la n is h  reak siya  

k u c h in i Ñl , ip n in g  taran g lik  k u ch in i 7¡ va  ish q a la n ish  k u c h in i 

e sa  F[ o r q a li, B j i s m g a  t a ’sir q ila d ig a n  b o g ‘la n is h  reak siya  

k u c h in i  N2 , ~ipn in g  ta r a n g lik  k u c h in i T2 v a  is h q a la n is h  

k u c h in i F2 d e y lik . E n d i b a r c h a  b e r ilg a n  va iz la n a y o tg a n  

k a tta lik la rn i c h iz m a d a  ta sv ir la n a d i ( 1 5 -  r a sm .) .

75- rasm.

D a la m b e r  p r in s ip ig a  k o ‘ra s is te m a  u n g a  q o ‘y ilg a n  k u ch la r  
ta ’s ir id a  m u v o z a n a td a  b o 'la d i.  P r iz m a n in g  o g 'ir lig i e ’t ib o rg a  
o lin m a g a n i u ch u n  s is te m a  ik k ita  erk in lik  darajasiga eg a . S is te -  
m a n i ik k ita  q ism ga  b o ‘lib  qarab c h iq ila d i. J ism n in g  jo y la sh g a n  
q is m la r i u c h u n  a lo h id a - a lo h id a  m u v o z a n a t  t e n g la m a la r i  
tu z i la d i .
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K o o r d in a ta  o ‘q la r in in g  y o ‘n a lish la r in i 1 5 -  ra sm d a  k o ‘rsa -  

t i lg a n d e k  b e lg ila n a d i. 7j va  f2 k u c lila r , y a ’n i ip n in g  ta ra n g lik  

k u ch la r i m iq d o r  j ih a td a n  ten g :

7] =  T2 = T .
A j ism g a  ta ’s h- c tu v c h i  k u c h la r n i Ox\y\ k o o r d in a ta la r 

s is te m a s i o ‘q la r ig a , B j i s m g a  ta ’sir  q ilu v c h i k u c h la r n i  

k o o r d in a ta  s is te m a s i  o 'q la r ig a  p r o y e k s iy a la b , h a r  b ir  j is m  
u c h u n  ik k ita d a n  m u v o z a n a t  te n g la m a la r i tu z ila d i:

/ í j i s m u c h u n  = Psina -  / ¡  -  / [  -  T =  0  . ( 1)
j

X-K,-, =  - P c o s a  = 0 , (2)
1

m u v o z a n a t te n g la m a la r i , B j i s m  u c h u n  q u y id a g i m u v o z a n a t  
te n g la m a la r i h o s il b o 'la d i:

= 0 s i n ( 3  + / j  + / ,  - T  =  0 .  (3)
i

Z y ¡2= N 2 -QsmV = 0.  ( 4 )
/

( 2 )  v a  ( 4 )  t e n g la m a la r d a n  j i s m la r n in g  p r iz m a  y o n  
y o q l a r i g a  b e r a d i g a n  b o s i m  k u c h l a r i n i n g  m i q d o r i n i  
a n iq la n a d i:

N\ = P e o s  a ,  N2 =Q  e o s  p .

Ish q a la n ish  k u c h la r n in g  m iq d o r in i is h q a la n is h  q o n u n -  
la r id an  fo y d a la n ib  to p ila d i:

= fNx =  fP  e o s  a ,  F2 =fN 2 = fQ e o s  p,

I sh q a la n ish  v a  in e r s iy a  k u c h la r in in g  to p ilg a n  ifo d a la r in i
(1 )  v a  (3 )  g a  q o ‘y sa k , q u y id a g i te n g la m a  h o s il b o ‘lad i:  

p
— a + T = P s in  a  -  fP  e o s  a  =  P (s ín  a  -  /  e o s  a )
8

T -  — a =  Q sin  |3 + fQ  eo s  p =  0 ( s in  P +  /  e o s  P)
8

T e n g la m a la r  s is te m a s id a n  a n i to p is h  u c h u n  b ir in c h i  
te n g la m a d a n  ik k in c h i t e n g la m a n i h a d la b  a y ir ib , T n o m a ’-
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lu m  k u c h  c h iq a r ib  ta sh la n a d i v a  a j i s m la r n in g  t e z la n is h in i  
to p ila d i:

_  P (s in  a  -  /  co s a )  -  Q (sin  ß  + /  c o s  ß) ^

°  y + Q  8'
7 -  m a s a la . O g ‘irlig i g a  te n g  b o ‘lg a n  b ir  j in s li  u c h b u r -  

ch a k li p r iz m a b ir  y o n  y o g ‘i b ila n  g o r iz o n ta l te k is lik d a  tu r ib d i. 

B o sh q a  ik k ita  y o g ‘i g o r iz o n ta l te k is lik  b ila n  a  va ß  b u r c h a k  

ta sh k il q ila d i, sh u n in g d ek , a + ß =  9 0 ° .  B u  yoq larga  o g ‘irlik lari 

P\ v a  P2 b o ‘lg a n  ik k ita  jism  q o ‘y ilg a n  b o ‘lib , u lar  b u  y o q la r  

b o ‘y la b  is h q a la n is h s iz  siljish i m u m k in . P r iz m a  va y u k la r n in g  

o g ‘irlik  m a rk a z la r i p r iz m a  q irra lariga  p e r p e n d ik u lä r  b o ‘lg a n  

b ir  v e r t ik a l te k is lik d a  b o ‘la d i. P r iz m a n in g  te z la n is h in i  va  

j is m la r n in g  p r iz m a g a  n isb a ta n  tez la n ish J a r in i a n iq la n g .

Y e c h is h . 16- ra sm d ag i ver tik a l te k is lik d a  p r iz m a n in g  ABC 
t o ‘g ‘ri b u r c h a k l i  u c h b u r c h a k d a n  ib o r a t  b o ‘lg a n  k e s im i  

ta s v ir la n g a n .

c

S is te m a g a  D a la m b e r — L agranj p r in s ip in i, y a ’n i  d in a m i-  

k a n in g  u m u m iy  te n g la m a s in i q o ‘lla n ila d i. J ism la r  s is te m a s i  
3ta  e r k in lik  d arajaga  ega . U m u m la s h g a n  k o o r d in a ta  s ifa t id a  

0 A =  ¿>3 d e b  o lin a d i, 0  —  q o ‘z g ‘a lm a s  n u q ta ; CV{ =  ^  v a  

CV2 = S 2 . S is t e m a  u c h  q is m g a  b o ' l in a d i .  I z la n a y o t g a n  

a3 =  ^ 3 , a, = v a  ö2 =  S2 te z la n is h la r n i to p is h  u c h u n  u c h ta  
te n g la m a  tu z ila d i. J ism la r  m u rak k ab  h a ra k a t q ila d i. U la m in g  
h arak ati p r iz m a g a  n isb a ta n  q ila d ig a n  h a ra k a ti b ila n  p r iz m a  
b ila n  b ir g a lik d a  q ila d ig a n  h a r a k a tla r i y ig ' in d is id a n  ib o r a t



b o 'la d i. R a s m d a  in e r s iy a  k u c h la r in in g  te n g  t a ’sir  e tu v c h ila r i  
ta sv ir la n g a n .

p D
P rizm a  u c h u n  o 3 =  . s 3 =  — a3 .

g g

o ‘s ish  to m o n ig a  y o 'n a lg a n  d e b  q a ra b , u la r n in g  n is b iy  va  
k o ‘c h ir m a  h a r a k a td a g i in e r s iy a  k u c h la r in in g  t e n g  t a ’s ir  
e tu v c h ila r i to p ila d i:

$ /'■ )  = 5 - - ^  =^ -ah 4>!(i) = ^-a3,
g g ____  £

<J>2^  =  — ß2 , = — fl3
£  S ’

I z la n a y o tg a n  m iq d o r la r n i to p is h  u c h u n  s is te m a g a  s h u n -  
d a y  m u m k in  b o i g a n  k o ‘c h is h  b er ila d ik i, u m u m la s h g a n  k o -  
o r d in a ta la r d a n  fa q a t b itta s i o 'z g a r s in . S1 k o o r d in a ta  o ‘zg a r-  
tir ilgan d a  b e r ilg a n  va  in ers iy a  k u ch la r in in g  b ajargan  e le m e n ta r  
ish la r in in g  y ig ' in d is i  n o lg a  teng:

PydSi • s in  a  - ® [ rhsx -  

p  p
B u n d a n  Py s in  a  — -  aj +  —  a3 c o s  a  = 0 

y o k i *  8
g s i n a  -  öj +  ö3 c o s a  = 0 . (1)

E n d i fa q a t u m u m la sh g a n  k o o r d in a ta  S2 n i o ‘zg a rtir ilsa , 
q u y id a g i t e n g la m a  to p ila d i:

g  c o s  a  -  ö2 ~  03 s in  & = 0 • (2)
U c h in c h i  m u v o z a n a t  te n g la m a s in i o lis h  u c h u n  s is te m a g a  

s h u n d a y  m u m k in  b o ‘lg a n  k o ‘c h is h  b e r ila d i, fa q a t S3 k o o r ­
d in a t a  o ‘z g a r s in .  B a ja r ilg a n  is h la r  t e n g la m a s i  q u y id a g i  
k o ‘r in ish g a  e g a  b o ‘Iadi:

-  ̂  a38S3 -  a38S3 -  ^  a38S3 + 
g g g 

P P
+  — fl[553 c o s a — - d 2?>S3 s i n a  =  0 

g g

! O 'G U V ZALI
.. .
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B u  te n g la m a d a n

- ( i 5! + P2 + Pi)a3 + P¡a¡ c o s a  -  P2a2 s in  a  =  0 (3) 

te n g la m a  h o s i l  b o ‘lad i.

( 1 ) v a  ( 2 ) t e n g la m a la r d a n  ax v a  a2 n i  a3 o r q a l i  

if o d a la n a d i:

a¡ = g s i n a  + ¿73 c o s a ,  

a2 = g e o s  a  -  03 s in  a

(4 )  ni (3 )  g a  q o ‘y ib , a3 to p ila d i:

(4)

( / j  -  P2 )g s in  a  e o s  a
0 3  5-----------------5-----------

P\ s in  a  +  P\ eo s  a  +  P¡ '

S o ‘n g ra , (4 )  d a n  oj v a  a2 to p ila d i:

Pi+P3
-------1------ =*-=----------- g s m a .

s in  a  +  P\ eo s  a  +  P3 ’

P2 +P3a2 = --------- -------------- ----------------g e o s  a
Pl s in  a  +  Pi e o s  a  +  P3

8- m a sa la . M e x a n ik  s is tem a  arq on  b ila n  o ‘ra lgan  p o g ‘o n a li  

bir j in s li 1 v a  2  sh k iv la r , b u  a rq o n g a  b ir ik tir ilg a n  3 — 6 v a z n -  

s iz  b lo k la rd a n  ib o ra t. S is te m a  Px =  10H , P2 =  0  , P3 =  2 0 H , 
/4 = 30 H , P5 =  40 H , =  0  o g ‘irlik  k u c h la r i v a  sh k iv la rd a n  

b iriga  t a ’sir  e tu v e h i m o m e n t i M = 10H.m b o 'lg a n  ju f t  k u c h  

ta ’sir id a  ver tik a l tek is lik d a  h ara k a tla n a d i ( 1 7 -  ra sm ).
1- sh k iv  p o g ‘o n a la r in in g  rad iu slari R{ = 0 , 2 m, rx = 0 , lm  ; 

2 -  s h k iv n ik i  e s a  R2 =0,3m, r2 =  0 ,1 5m g a  t e n g ;  u la r n in g  

a y la n ish  o ‘q la r ig a  n isb a ta n  in er s iy a  r a d iu s la r i m o s  ra v ish d a  

Pi =  0, lm  v a  P2 =  0 ,2 m g a  te n g .

I sh q a la n ish n i n a za rg a  o lm a y , e n g  o g ‘ir y u k n in g  t e z la -  

n is h in i a n iq la n g  ( o g ‘ir lik la r i n o lg a  t e n g  b o ‘ lg a n  y u k la r n i  
c h iz m a d a  ta sv ir la m a n g ).

Y e c h i s h .  B e r i l g a n :  P i= \0H ; P2 = 0 \  P3 = 2 0 / / ;  

PA =  3 0 H ; P5 =  4 0 H ; P6 = 0  ; M =  \0H.m ; Rx = 0 ,2 m ; 
f \ = 0 , l m ;  R2 =0,3>m', / 5 = 0 , 1 5 m] pj =  0 , l m ; p2 =  0 ,2 m  .
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I s h q a la n is h  h is o b g a  o lin m a s d a n  e n g  o g ‘ir y u k n in g , y a ’ni 

o g 'ir lig i  P5 =  4 0 H  b o ‘lg a n  y u k n in g  as t e z la n is h in i to p in g .

1. A w a l  m a s a la d a  b e r ilg a n  v a  iz la n g a n  m iq d o r la r n i c h iz -  
m a d a  ta s v ir la n a d i ( 1 7 -  ra sm ).

17- rasm.

1, 2 , 3 , 4 , 5 j ism la r d a n  ta sh k il to p g a n  s is te m a n i qarab  
c h iq a m iz . B u j is m la r  arq o n la r  b ila n  b ir ik tir ilgan . S is te m a  b itta  
e r k in lik  d arajaga  eg a . S is te m a g a  q o ‘y ilg a n  b o g 'la n is h la r  id ea l.

a5 n i  to p is h  u c h u n  d in a m ik a n in g  u m u m iy  te n g la m a s id a n  

fo y d a la n a m iz :

+ o. (i)
к  к

b u n d a  __ fa o i k u c h la r n in g  b a ja rg a n  ish i;  —
к  к

in e r s iy a  k u c h la r in in g  b ajargan  ish i.
2 . C h iz m a d a  Pv P2, P3, P4, P5, f a o l  k u c h la r  v a  M

m o m e n t l i  ju f t  ta sv ir la n a d i. 5 -  j is m n in g  te z la n is h i v a  a5 n in g  

y o ‘n a lis h in i b e lg ila b , F“, F%, F“ in er s iy a  k u c h la r in i v a M “ 

h a m d a  Л /“ m o m e n t l i  in e r s iy a  ju ftla r i h a m  ta sv ir la n a d i.
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U la r n in g  m iq d o r la r i q u y id a g i fo r m u la la r  y o r d a m id a  

to p ila d i:

м " = ";Lp' £ | . m ;  = — p & . 
g g

(2)

B u n d a  M% = 0  b o ‘la d i, c h u n k i P2 =  0 .

3 . S is t e m a g a  m u m k in  b o ‘lg a n  k o ‘c h is h n i  b e r ib ,  ( 1 )  

te n g la m a  tu z ila d i:

(Я , s in  4 5 °  -  F“ )S S 3 -  M"5ф2 -  F4“ ô S 4 -  М 5 Ф1 -  Mfôщ -

(3)(/% s in  3 0 °  -  = 0 .

B a rch a  k o ‘c h is h la r  8cp2 o rq a li ifo d a la n a d i:

5 5 3 =  Л28Ф2 ; 8 5 4 = /5 0 ф 2; §ф1 = _^-5ф 2 ; 

8S5 =  Д 5 ф ]  =  - ^ - 0 Ф 2 = ^ 5 ф 2 ;
л  I

(4)

(2 ) va  (4 )n i (3 )  te n g la m a g a  q o ‘y ilsa , q u y id a g i k o 'r in ish d a g i 
te n g la m a  h o s i l  b o ‘lad i:

" ¿ . ---------- ,
P3 sin  4 5 ° - -

_ k Я

sin  3 0 ° -  —  U  
Я

A

бф2 =  0 (5 )

( 5 )  t e n g l ik d a g i  a 3 , a 4 v a  e, m i q d o r la r  a5 o r q a l i  

q u y id a g ic h a  ifo d a la n a d i:

Ö5 Г]
e i ^ ’ e i = ^ û 4 = e i r i = ^ ri = ^ û 5 -

a  3 =  e 2 ^ 2 > |

o  4 = e 2/-2 J
( 6) n i ( 5 )g a  q o ‘y ib , 5ф 2*  0 b o ‘lish lig in i e ’t ib o r g a  o lin s a ,

û3 _  a4 n —  = —  => a-\
R2 r¿

Ry Rj r>a4 — ' a5 . (6)
n r¿ r 2

a 5 n i  to p ish g a  im k o n  b e r a d ig a n  te n g l ik  k e lib  c h iq a d i:
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B u  te n g la m a n i a5 g a  n isb a ta n  y e c h ils a , tu b a n d a g i ifo d a  

v u ju d g a  k elad i:

P¡R2 s in  4 5 °  -  M -  P5r2 s in  30°
^  ~______________R\______

R2 ! A  nri | p\ „2 n ^5 

R\r2& g RI £  1 £  2

B u  ifo d a g a  b e r ilg a n  s o n  q iy m a t la r n i q o ‘y ib ,  a 5 n in g  

q iy m a ti to p ila d i:

2 0 - 0 ,3  0 ,7 1  - 1 0 - ^ y - 4 0  0 ,1 5  0 ,5

f l 5 = "  0 , 0 9 -0 ,1  30  0 ,1 - 0 ,1 5  10 0 ,1 5  4 0  x

0 ,2 - 0 ,1 5 - 1 0  10 0 ,2  " 1 0  ’ 0 ,0 4  10 ’

_  4 , 2 6 - 7 , 5 - 3  m _  - 6 ,2 4  m
s1 ~ 0 ,0 3  +  0 ,2 2 5  + 0 , 0 3 7 5 - 0 , 6  ' / '  - 0 ,3 0 7 5 ' ^ 2  ~

=  2 0 - 5 -s

III. Savol va masalalar

1. Dalam'oer prinsipining mohiyati nimadan iborat:
a) moddiy nuqta uchun; b) mexanik sistema uchun; d) erkin 

bo‘lmagan mexanik sistema uchun?
2. Mexanik sistema inersiya kuchlari bosh vektorining moduli va 

yo'nalishi qanday aniqlanadi?
3. Qattiq jism nuqtalarining inersiya kuchlarini qanday qilib sodda 

ko'rinishga keltirish mumkin:
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a) jismning ilgarilanma harakatida; b) simmetrik tekislikka ega bo‘lib, 
bu tekislikka perpendikulär bo‘lmagan qo‘zg‘almas o‘q atrofida ayla- 
nayotgan jism nuqtalarida; d) simmetrik tekislikka ega bo'lib, yassi 
parallel harakat qilayotgan jism nuqtalarida.

4. Qanday shartlarda aylanuvchi jismning tayanchga beradigan di- 
namik bosimi nolga teng bo'ladi?

5. Dalamber—Lagranjning differensial-variatsion prinsipining mo- 
hiyatini izohlab bering.

6. Dinamikaning umumiy tenglamasini keltirib chiqaring.
7. Umumlashgan koordinatalar va umumlashgan tezliklar deb nima- 

ga aytiladi? Misollar keltiring.
8. Umumlashgan kuchlar nima va ular qanday hisoblanadi?
9. Sistemaning muvozanatlik shartlarini umumlashgan koordina- 

talarda o‘rnating.
10. Dinamikaning umumiy tenglamasini umumlashgan koordina- 

talarda chiqaring. Har bir mexanik sistema uchun bunday tenglamalar- 
ning soni nechta bo‘ladi?

11. Umumlashgan kuchlar bo'yicha dinamikaning umumiy tengla- 
masidan olinadigan, mexanik sistemaga qo'yiladigän kuchlar muvo- 
zanat shartlarining ko‘rinishlari qanday bo'ladi?

12. Potensialli kuchlar uchun dinamikaning 
umumiy tenglamasini keltirib chiqaring.

13. Blok orqali o'tgan cho‘zilmaydigan ip- 
ning bir uchiga Pt og'irlikdagi yuk, ikkinchi 
uchiga P2 og‘irlikdagi yuk mahkamlangan va P2 >
P{ (18- rasm). Yuklar tezlanishlarining a miq- 
dori va ipning taranglik kuchini toping. Ip va 
blokning massasi hisobga olinmasin.

2P\P2Javob: a = g P i-P
P,+P2 T =

P\ + Pl 18- rasm.

o'tgan arqon Q og‘irlikdagi yuk osilgan qo‘z- 
g‘aluvchan S  blokni tutib turadi (19- rasm). Ar- 
qonning uchlariga P, va P2 yuklar osilgan. Blok va 
arqonning massasini, shuningdek, o'qlardagi 
ishqalanishni ham hisobga olmasdan, agar 
P\JrP2 >Q bo'lsa, barcha yuklarning tezlan- 
ishlarini aniqlang.

, 4PiP2 -Q(3P2 -P ,)
4P\P2 + Q(P\ + Pi) ’Javob: a\ ~ 8~ 19- rasm.

a2 =
4P|P2 -Q (3 P ,-P 2) a = .4P\P2 -Q(P\+Pi)
4 PlP2 +Q(P] +P2) '  4P\P2 + Q(P\ + P2)
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15. Og'irligi Q ga teng bo‘lgan yuk gorizontal tekislikda yotibdi. 
Bu yukka bir uchiga P og‘irlikdagi tosh osilgan ip blok orqali 
bog‘langan. Agar jism bilan tekislik orasidagi ishqalanish koeffitsi- 
yenti /  ga teng bo‘lsa, yukning tezlanishini va ipning taranglik ku- 
chini toping.

P -fQ
P + Q

PQd + f)  
P + Q

16. Uchta Pv P2, P} og‘irlikdagi jismlar absolut silliq gorizontal 
tekslikda og'irliksiz va cho‘zilmaydigan arqonlar bilan biriktirilgan holda 
yotibdi. Arqonga Q og'irlikdagi yuk osilgan. Sistemaning a tezlanishini 
hamda P{ va P2 yuklar orasidagi arqonning taranglik kuchini toping.

Javob: a -  8 T =■ P\Q
?! +P2 +P3 +Q ’ ' px+p2 + p3+Q- 

17. Ikkita AB va BD gorizontal to‘sin B nuqtada silindrik shamir 
bilan biriktirilgan. D uchi katokda yotibdi, A uchi esa devorga mahkam- 
langan. BD to‘singa K nuqtada gorizont bilan a burchak tashkil qiluv- 
chi F kuch qo'yilgan. 0 ‘lchamlar 20- rasmda ko'rsatilgan. A mahkam-
langan kesimda reaksiyaning tashkil etuvchilarini va juftning mp reak­
tiv momentini aniqlang. To'sinning massasini hisobga olmang.

B K g D

2a ■* a

20- rasm.

Javob: RAx=Fcosa,R.Ay = — F sin a, mp = Fa sin a  .

18. Arqonning bir uchi A nuqtada mahka- 
mlangan b o 'lib , P yuk osilgan 0 
qo‘zg‘aluvchan blok va O, qo‘zg‘almas blok

p
orqali o'tadi. Arqonning boshqa uchiga Q > —
yuk osilgan. Bloklar massasini e’tiborga olmas- 
dan Q yukning a tezlanishini aniqlang (21- 
rasm).

Javob: a - 2 g 2 Q - P  
4 Q + P

40



3 -  § .  L a g r a n j n i n g  b i r i n c h i  t u r  t e n g l a m a l a r i

I. Nazariy qism

N u q ta n in g  erk in  b o ‘lm a g a n  harakati u c h u n  d in a m ik a  m a -  
sa la la r in i  ilg a r i h a m  q a r a g a n  e d ik . A g a r  n u q ta g a  t a ’sir  
q ila y o tg a n  b a rch a  fa o l va b o g ‘la n ish  rea k s iy a  k u c h la r in in g

te n g  t a ’sir  e tu v c h ila r in i m o s  rav ish d a  F v a  R o r q a li b e lg i-  
la sa k , u h o ld a  m o d d iy  n u q ta  u c h u n  d in a m ik a n in g  a so s iy  
te n g la m a s i

mä = F + R (1)
k o ‘r in ish g a  eg a  b o ‘lad i.

A g a r  ( 1 )  v ek to r  te n g la m a n in g  ik k a la  q is m in i Oxyz k o o r -  
d in a ta la r  s is te m a s in in g  o ‘q lar iga  p r o y e k s iy a la sa k , n u q ta n in g  
h arak ati u c h u n  q u y id a g i sk a la r  te n g la m a la r  h o s il b o ‘ladi:

mx = Fx + Rx , my = Fy + Ry m'z = Fz + Rz . (2 )

( 2) te n g la m a la r d a n  fo y d a la n ib , erk in  b o ‘lm a g a n  n u q ta  
u c h u n  d in a m ik a  m a sa la la r in i ha l q ilay lik :

1) n u q ta n in g  h arak at q o n u n i v a  u n g a  ta ’sir q ila y o tg a n  
fa o l k u c h la r n i b ilg a n  h o ld a  b o g ‘la n is h n in g  rea k siy a  k u c h in i  
a n iq la y lik ;

2) n u q ta g a  ta ’s ir  q ila y o tg a n  fa o l k u c h la r n i b ilg a n  h o ld a :
a) n u q ta n in g  h arak at q o n u n in i;
b ) n u q ta g a  q o ‘y ilg a n  b o g 'la n is h n in g  re a k s iy a  k u c h in i  

a n iq la y lik .
A g a r  m o d d iy  n u q ta  b iro r  q o ‘z g ‘a lm a s  sir t y o k i eg r i c h iz iq  

b o ‘y ic h a  h a ra k a t q ila y o tg a n d a  (2) t e n g la m a la r  b ir  v a q tn in g  
o 'z id a  n u q ta n in g  fa o l k u c h la r  ta ’s ir id a g i h arak at q o n u n in i  
v a  b o g ‘la n ish  rea k siy a  k u c h in i a n iq la sh  im k o n in i  b e r m a y d i. 
C h u n k i b u  u c h ta  te n g la m a  6 ta  n o m a ’lu m n i o ‘z id a  sa q la y d i:  
n u q ta n in g  x , y , z k o o r d in a ta la r in i v a  rea k siy a  k u c h in in g  

o 'q la r d a g i Rx,Ry ,Rz p r o y e k s iy a la r in i.
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N u q ta  b ir o r  sirt b o 'y ic h a  h a ra k a tla n a r  e k a n , u n in g  k o o r -  
d in a ta la r i sirt te n g la m a s in i q a n o a t la n t ir ish i kerak .

N a t ija d a

f(x ,y,z)  = 0 (3)
te n g la m a g a  e g a  b o ‘la m iz . L e k in  b u  u c h ta  te n g la m a  h a m  6 ta  
n o m a ’lu m n i a n iq la sh  u c h u n  v e ta r li e m a s . Y e t is h m a y o tg a n  
u c h ta  te n g la m a  id e a l b o g 'la n is h  sh a r tid a n  fo y d a la n ib , k e ltir ib  
c h iq a r ila d i.

N u q ta  h a ra k a tla n a y o tg a n  sirt id ea l s illiq  b o 'lg a n lig i u c h u n  
b u n d a y  h o ld a  r e a k s iy a  k u c h i s ir tn in g  n o r m a li  b o ‘y ic h a  
y o 'n a lg a n  b o ‘lad i.

?)f -  -f (x ,y ,z ) sk a la r  fu n k s iy a n in g  g ra d /  =  —  / + — j  + — ic
dx dy dz

v e k to r  g r a d iy e n t i h a m  sir tn in g  n o r m a li b o 'y ic h a  y o 'n a lg a n  
b o ‘la d i.

R v a  grad /  v e k t o r la r n in g  k o l l in e a r l ik  s h a r t id a n  
y e t is h m a y o tg a n  ik k ita  t e n g la m a  h o s il b o ‘ladi:

S h u n d a y  q ilib , ( 2 ) — (4 ) te n g la m a la r  n u q ta n in g  q o ‘z g ‘a l-  
m a s sirt b o ‘y ic h a  h arak ati h a q id a g i m a sa la la r n i y e c h is h g a  
im k o n  b er a d i.

(2 )  va  ( 4 )  ten g la m a la r d a n  b o g ‘la n ish la r n in g  rea k s iy a s in i  
c h iq a r ib  ta s h la sh  m u m k in . B u n in g  u c h u n  (4 )  t e n g  n is b a t-  
larn i X o r q a li b e lg ila sa k , y a ’n i

d e sa k , b o g ‘la n is h  r e a k s iy a  k u c h in in g  Oxyz k o o r d in a ta la r  
s i s t e m a s in in g  o ‘q la r id a g i p r o y e k s iy a la r i  u c h u n  i f o d a la r  
to p ila d i:

Rx _  Ry _  Rz
K  v  dl '
dx dy dz

(4)

R x  -  X  t R y - X (5 )
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B u n d a y  h o ld a  (2 )  te n g la m a la r  q u y id a g i k o ‘r in ish n i o la d i:

mx = Fx + X^-^ mÿ = Fy + X%-t mz = Fz + \ ÿ - ,  ( 6)

B u  te n g la m a la r g a  (3 )  b o g 'Ia n ish  te n g la m a s in i q o ‘sh ib , 

to 'r t ta  x,y ,z  v a  x  n o m a ’lu m la rg a  n isb a ta n  t o ‘rtta  t e n g la m a  

s is te m a s i k e lib  ch iq a d i.
B u  n o m a ’lu m la r  to p i lg a n d a n  k e y in  (5 )  f o r m u la la r  

b o ‘y ic h a  b o g ‘ la n i s h  r e a k s iy a  k u c h in i n g  p r o y e k s iy a la r i  
a n iq la n ila d i. R e a k s iy a n in g  m o d u li

r = J r 2x + r2x+ r 2x
Í  f

dl  
d y dz (7)

fo rm u la  b o ‘y ic h a  to p ila d i. R ea k siy a  esa

R -  X Y  i + —  ]  + y -  к \ — À grad  /dx dy dz J
ifo d a  b o ‘y ic h a  an iq lan ad i.

( 6) te n g la m a la r g a  L a g ra n jn in g  b ir in c h i tur te n g la m a la r i,  

X g a  e s a  Lagranj ko‘paytuvchisi d e y ila d i.
B u  iz o h la n g a n  u su l L a g ra n jn in g  n o a n iq  k o ‘p a y tu v c h ila r  

u su li n o m i b ila n  a ta la d i.
B o r d i-y u  m o d d iy  n u q ta  q o ‘z g ‘a lm a s  c h iz iq  b o ‘y ic h a  h a ra -  

k a tla n a y o tg a n  b o ‘lsa , b u n d a y  h o ld a  b o g l a n i s h  te n g la m a la r i  

f\(x, y, z) =  0, /2 (x, y,z) = 0 (8)

k o ‘r in i s h g a e g a b o ‘lad i. B u n d a  / i ( x , y , t )  = 0  va  / 2( х , у , г )  =  0 

s ir t t e n g la m a la r i  b o ‘l ib , b u  

s ir t la r n in g  k e s is h is h  c h iz ig ' i ,  
n u q ta  trayek toriyasin i an iq layd i 
(22-  ra sm ).

B u n d a y  h o ld a  (1 )  ter ig la -  

m a d a g i R r ea k siy a  q o 'y i lg a n  

ik k ita  b o g ‘ la n ish la r n in g  ta ’sir -  

lariga a lm a sh in u v c h i R\ va  R2 
r ea k siy a la rn in g  g e o m e tr ik  y i-  
g 'in d is id a n  ta sh k il to p a d i:

R  = R\ +  R-2. (9 ) 22- rasm.
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N u q ta  h a r a k a tin in g  te n g la m a la r i esa

ntx. — Fx + R\x + R2x,
mÿ = Fy + R\y + R2y, ( 10)

mz = FZ + Rlz + R2z

k o 'r in is h n i o la d i .  B u  te n g la m a la r  9 ta  n o m a ’lu m n i o ‘z  ta rk i-  
b ig a  o la d i:  n u q ta n in g  u c h ta  k o o r d in a ta s i v a  r e a k s iy a la r n in g  6 
ta  p r o y e k s iy a la r in i, ( 10) te n g la m a la r g a  ( 8) b o g ‘la n is h  te n g -  
la m a la r in i v a  b o g 'la n is h la r n in g

R\x _  * y  _

M . M . dA  W
dx dy dz 

hx_ = Ъу_ =
v a  З/г tyji_ 3/2. ( 12)

Эх dy dz
id e a llik  sh a r tla r in i if o d a lo v c h i te n g la m a la r n i q o 's h ib  o lib , 9 
ta  n o m a ’lu m li 9  ta  te n g la m a la r  s is te m a s ig a  e g a  b o ‘la m iz . B u  
te n g la m a la r d a n  reak siya  k u c h la r in in g  p r o y e k s iy a la r in i k eltir ib  
ch iq a r ish  m u m k in . B u n in g  u c h u n  (1 1 )  va  (1 2 )  te n g  n isb a tlarn i 
m o s  ra v ish d a  v a  À2 o rq a li b e lg ila n sa , q u y id a g i ifo d a la r  
h o s i l  b o ‘lad i:

n  _ т, M .  R, - R  _  i  / 1 э \

lA ' a x ’ y ~ a j ’ 1Z ‘ a F '  * *

R R-, -  ^ 2 R - I  ^ 2 1 1 A\2.V -  ^ 2  , K2y~X2 —  , R2z -X 2 —  . ( 1 4 )

N a tija d a  (1 0 )  te n g la m a la r  q u y id a g i k o ‘r in ish n i o la d i:



(1 5 )  s is te m a  ( 8) b o g 'la n is h  te n g la m a la r i b ila n  b irg a lik d a  

5 ta  x,y,z,X i va X2 n o m a ’lu m li 5 ta  te n g la m a la r  s is te m a s in i

ta sh k il q ila d i. R{ va R2 reak siya lar

( a/i r  3/, a /, r
—  / + —  / + —  k 
dx dy dz

Rr> =  Xi Vi ? 3/2 3 /2 r  
—  / +  —  / + - ^ k  

v dx dy dz
fo r m u la la r  b ila n  a n iq la n a d i.

B u  rea k s iy a la r n in g  m o d u lla r i e sa

= X2 grad /2

Y
+ p / o

¿
+

í3 / 0

/
( i 6)

R2 =  |̂ 2 |i
3/2

3y dz
(17)

■3/ 2.  Y  
3 x J

fo r m u la la r d a n  a n iq la n a d i.
E rk in  b o ‘lm a g a n  m o d d iy  n u q ta la r  s is te m a s i u c h u n  L a g -  

ran jn in g  b ir in c h i tu r  te n g la m a la r i s is te m a s i

m  =  /}  +  £ x J L  ( /  = 1 ,2 , . . . , /7)
¡=1 1

b o g ‘la n ish la r n in g  te n g la m a la r i e sa

f j(x \ jy i i £1 >•••> xn,y„,z„, t) — 0 , (y  =  1, 2, . . . ,  5) 

k o ‘r in ish g a  e g a  b o ‘lad i.
B u  t e n g la m a la r  s is te m a la r i y o r d a m id a  m e x a n ik  s is te m a  

n u q ta la r in in g  k o o r d in a ta la r i v a q tn in g  fu n k s iy a s i s i fa t id a  
va  b a r c h a  b o g 'la n is h la r n in g  r e a k s iy a la r i a n iq la n a d i.  L a g -  
r a n jn in g  b ir in c h i  tu r  t e n g la m a la r id a n  f o y d a la n ib  m a s a la la r  
y e c h is h d a  q u y id a g i  is h  ta r t ib in i ta v s iy a  q i l is h  m u m k in :

1. L a g ra n jn in g  b ir in c h i tur te n g la m a la r in i tu z is h  v a  u lar  
ta rk ib ig a  k iru v ch i ik k in c h i tartib li h o s i la la r  u c h u n  ifo d a la r  
aniqlash .

2 . B o g 'la n is h  te n g la m a la r in i v a q t b o ‘y ic h a  ik k i m a r ta  
d if fe r e n s ia l la s h .
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3. L agran j te n g la m a la r id a n  a n iq la n g a n  ik k in c h i ta r tib li 
h o s ila la r n in g  ifo d a la r in i b o g ‘la n ish la r n in g  d if fe r e n s ia lla n g a n  
te n g la m a la r ig a  q o ‘y ish .

4 . O lin g a n  m u n o sa b a tla r d a n  L a g ra n jn in g  n o a n iq  k o ‘p a y -  
tu v c h ila r in in g  q iy m a tla r in i va  b o g ‘la n ish  r e a k s iy a s in i to p ish .

5 . k o (p a y tu v c h ila r n in g  q iy m a tla r in i L a g ra n jn in g  bi~- 
r in c h i tu r  te n g la m a la r ig a  q o ‘y ib , u la rn i in te g r a lla b , s is te -  
m a n in g  h a ra k a tin i a n iq la sh .

L a g r a n jn in g  b ir in c h i tu r  te n g la m a la r in i in te g r a lla sh  m a -  
sa la si m u ra k k a b  b o ‘lib , L a g ra n jn in g  n o a n iq  k o 'p a y tu v c h ila r i  
u s u l id a n  a s o s a n  s i s t e m a  n u q ta la r in in g  h a r a k a t  q o n u n in i  
a n iq la sh  u c h u n  e m a s , b a lk i b o sh  m a sa la  b o g 'la n is h la r n in g  
rea k siy a la r in i a n iq la sh d a  fo y d a la n ila d i.

II. Masalalar yechish

9 -  m a s a la . m m a ssa li M m o d d iy  n u q ta  o g 'ir lik  k u c h i m a y -  

d o n id a  Ax  + By + Cz + D = 0 te n g la m a  b ila n  b e r ilg a n  s i ll iq  

te k is l ik d a  h a r a k a t la n m o q d a . N u q t a  b o s h la n g ‘ic h  p a y td a  

M{xQ,y0,zo) n u q ta d a  t in c h  tu r ib d i d e b  h is o b la b , M n u q ta  

h a r a k a t in in g  t e n g la m a la r in i  v a  b o g ‘la n i s h  r e a k s iy a s in i  

a n iq la n g .
Y e c h is h . N u q ta  erk in  b o ‘lm a g a n  h arak at q ila d i. U n in g  

h a ra k a ti b e r ilg a n  te k is lik d a  so d ir  b o 'la d i. B u  te k is lik  n u q ta  
u c h u n  g e o m e t r i k ,  s t a t s i o n a r ,  g o l o n o m l i  b o g ‘ l a n i s h  
h is o b la n a d i .  B o g ‘Ia n ish  t e n g la m a s i  fa q a tg in a  n u q ta n in g  
k o o rd in a ta la r ig a  n isb a ta n  c h e k  q o 'y a d i. B o g 'la n ish  te n g la m a si  
k o o r d in a ta la r n in g  v a q t b o ‘y ic h a  h o s ila la r in i o ‘z  ta rk ib ig a  
o l m a y d i .  S h u n i n g  u c h u n  b o g ‘ l a n i s h  t e n g l a m a s i  

f{x ,y ,z )  = Ax + By + Cz + D = 0 te n g lik  b ila n  ifo d a la n ib , o ‘z  

ta rk ib ig a  v a q tn i o sh k o r  v a  k o o r d in a ta la r n in g  v a q t b o 'y ic h a  
h o s ila la r in i o lm a y d i.

N u q ta g a  t a ’sir  q ila y o tg a n  y a g o n a  fa o l k u c h  — mg o g 'ir lik  
k u c h id ir ,  s h u n in g  u c h u n  fa o l k u c h n in g  o ‘q la r d a g i p r o -  
y e k s iy a la r in i  ( Oz o ‘q n i v e r t ik a l  y o ‘n a l t ir i l s a )  a n iq la s h  
m u m k in :

F x  = 0 > Fy = ° ,  F z = ~ m g .  (1)
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E n d i  L a g r a n jn in g  b ir in c h i  tu r  t e n g la m a la r i  t o ‘l iq  
s is te m a s i tu z ila d i:

i 3 /  ■■ ,  df dfmx=X^~ my = X — mz = -mg + X^ ~ . (2) 
dx ay dz

f(x, y,z) = Ax + By + Cz + D = O .

f (x ,y ,z ) fu n k s iy a n in g  k o o r d in a ta la r  b o ‘y ic h a  x u su s iy  

h o s ila la r i to p ila d i:

| f-  = ^-(Ax + By + C z-D ) = A ,
dx dx' '

r f-= -T- (Ax + By + Cz + D) = Bdy dy '  ’

| . | ( A c + £>-+ f t  + 0 ) = C  , 3)

(3 )n i (2 )g a  q o ‘y ib , q u y id a g i x , y, z va  X n o m a ’lu m la rg a  
n isb a ta n  4 ta  te n g la m a  s is te m a s i h o s i l  b o ‘lad i:

mx = XA, my = XB, m'z = -mg + XC,
Ax + By + cz + D = 0.  (4)

B u  te n g la m a la r  s is te m a s i q o ‘y ü g a n  m a sa la n i o x ir ig a c h a  
y e c h is h  im k o n iy a t in i b era d i. X L a g ra n jn in g  n o a n iq  k o 'p a y -  
tu v c h is i  q o ‘y ilg a n  m a s a la  u c h u n  to p i la d i .  B u n in g  u c h u n  
b o g ‘la n is h  t e n g la m a s i  ik k i m a r ta  v a q t  b o 'y ic h a  d if fe r e n -  
s ia lla n a d i v a  h o s il b o ‘lg a n  te n g lik n in g  ik k a la  t o m o n i  m ga  
k o 'p a y t ir ila d i:

Ax +  By + Cz = 0  => Amx + Bmy + Cm'z =  0 .
H o s il  b o ‘lgan  te n g lik k a  (4 )  s is te m a  d a stla b k i u c h ta s id a g i

mx,my,m'z n in g  ifo d a la r i q o ‘y ila d i v a  q u y id a g i if o d a  k e lib  

c h iq a d i:
A2X + B2X + C2X -  Cmg =  0

i  cmg
B u  te n g lik d a n  A. n i to p a m iz  A ¿— ^2— ^2 ■ ^ n in g  to -A + B + C

p ilgan  ifod asin i Lagranj ten g lam alariga  q o ‘y ilad i. N a tija d a  nuqta  
h a r a k a t in in g  d if f e r e n s ia l  t e n g la m a la r i  q u y id a g ic h a  h o s i l  
b o ‘la d i:



ACmg .. BCmg mx = —=------- ^ —T , my = —z------- =-------v
a 2 + b 2 + c 2 a 2 + b 2 + c 2

C2mgmz = - mg +  ■
A2 + B2 +C2 '

B u  s is te m a  te n g la m a la r in in g  h ar b ir i b ir -b ir ig a  b ogM iq siz  
ra v ish d a  in te g r a lla n a d i. U la r n i a lo h id a -a lo h id a  in te g r a lla b ,  
n u q ta  h a r a k a tin in g  u m u m iy  q o n u n i to p ila d i:

* ( 0 =4 - 2 A-C28-  - i t2 +Cxt + C1,
2 A + B + C

<5)

N u q t a  e r k in  b o ‘lm a g a n  h a r a k a t  q i lg a n i  u c h u n  ( 5 )  
u m u m iy  h arak at te n g la m a la r ig a  k irgan in i in teg ra lla sh  d o im iy -  
lari o ‘za ro  b o g 'la n g a n  b o 'la d i. U la r  o ra sid a g i b o g ‘la n ish la r n i  
h o s il q ilish  m a q sa d id a  (5 ) b o g ‘la n ish  te n g la m a s ig a  q o ‘y ila d i:

1  AlQnS 1 B2Cg 1 C3g Cg
2 A2 +B2 +C2+  2 A2 + B2 +C2+  2  A2 + B2 + C2 2

t2 +

+ (AC{ + BC3 + CC5)t + (AC2 + BC2 +  CC2 -  D) =  0 .  

O lin g a n  te n g lik n in g  c h a p  to m o n i fa q a tg in a  

ACX + BC3 + C C 5 = 0 va  AC2 + BC4 + C ■ C6 -  D = 0  

te n g lik la r  b a ja r ilg a n d a g in a  n o lg a  a y la n a d i.

A g a r  t =  0 d e sa k , (5 ) h arak at te n g la m a la r id a n  C2 =  x 0 ,

C4 =  >’0 , C6 = b o ‘lish lig i k e lib  c h iq a d i.

B er iig a n  M{ n u q ta  b er ilg a n  tek is lik d a  y o tg a n i u c h u n  u n in g
k o o r d in a ta la r i te k is lik  te n g la m a s in i q a n o a tla n t ir ish i kerak:

Axq + Byo + Cz0 + D = 0  , ACi + BC3 + C • C5 =  0 

te n g lik  e sa  faq a tg in a  Q  = C3 =  C5 =  0  b o ‘lgan d a g in a  bajariladi.
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N a t ij a d a  n u q ta  h a r a k a tin in g  te n g la m a la r i h o s i l  b o ‘lad i:

4 0 = 1 '  2 ACf — +x°’2 A2 + B2 +C2
1 BCg 2

y ( t )  = x • —5----- ^ ---- 5- r  + >0,
2 A2 + B2 +C2

Z(t)= |
C 2

,4 2 + 5 2 + c 2
- 1 í 2 + Z<)-

R e a k s iy a  k u c h in in g  p ro y ek siy a la r i e sa  

d . o  _  i  3 /  _  .
x a x “ ^ 2+ 5 2+ c 2 ’ “ y Kdy~ a 2+b 2+c 2 ’

R -  .1, á/  -  c2 ff lg
z '  >42+ ¿ 2+ c 2 

fo r m u la la r  b o ‘y ic h a  to p ila d i. B u  m u n o sa b a tla r d a n  fo y d a la -  

n ib , reak siya  k u ch in in g  m o d u li va  y o ‘n a lish in i to p ish  m u m k in .

10- masala. (I .V .M e sh e r sk iy  m asa la lar  t o ‘p la m id a g i 3 1 .1 0 -  
m a s a la , 1 9 8 6 -  y il) .

S fer ik  m a y a tn ik  u z u n lig i e b o ‘lgan  MO ip d a n  v a  o g ‘ ir lig i 

P b o ‘lg a n  o g ‘ir M n u q ta d a n  ib o r a t , MO ip n in g  b ir  u c h i  
q o ‘z g ‘a lm a s  0  n u q t a g a ,  ik k in c h i  u c h i  e s a  M n u q t a g a  

b ir ik t i r i l g a n .  M n u q t a  m u v o z a n a t  h o la t id a n  s h u n d a y  

o g ‘d ir ilg a n k i, u n in g  k o o r d in a ta la r i t =  0 b o ‘lg a n d a  x = xQ, 
y = 0 b o ‘lib  q o la d i ,  b u n d a n  ta s h q a r i  n u q ta g a  xQ = 0 , 

y  =  > zo = 0  b o s h la n g ‘ic h  te z l ik  b er ilg a n . B o s h I a n g ‘ic h  
sh a r t la r  o r a s id a  q a n d a y  m u n o s a b a t  b o ' lg a n d a  M  n u q ta  

g o r iz o n ta l tek is lik d a  a y la n a  c h iz a d i v a  sh u  a y la n a n i u  n u q ta  

q a n c h a  v a q td a  b ir  m arta  a y la n ib  c h iq a d i?

Yechish. A /n u q ta n in g  sfera  b o ‘y la b  q ila d ig a n  h a ra k a tin in g  

d if fe r e n s ia l te n g la m a la r in i tu z ila d i:

. 3/  . . .  a /  a /mx = X~-, my = X—~, mz = my + \^~ ,  ( 1) 
dx dy dz

1 _ R 
b u n d a  K ~ T7 - 

A /
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( l ) n u q t a  h a r a k a tin in g  d if fe r e n s ia l te n g la m a la r ig a  b o g ‘-  

la n ish , y a ’n i s ir tn in g

f(x ,y ,z)  = e2 - X 2 - y 2 ~z2 (2)
te n g la m a s i q o 's h ib  o l in s a ,  n a tija d a  t o ‘rt n o m a ’lu m li  4 ta  
te n g la m a la r  s i s t e m asi h o s il b o 'la d i:  

д /  u c h u n  ifo d a  to p a m iz :

—  = - 2 x
dx

M~ ~ - 2y  %- = -2Z.
ЭУ dz

А / = 2, 

b u n d a

dx
l! +( d/1

2
( V  f

+l d xj
+

w

\¡X2 + У2 + Z
2 _

X2 + y 2 + Z2 = 2t,

Э х ’ Эу v a  Э г п п̂ §  t0P ^ g an  ifo d a la r in i ( l ) g a  q o ‘y ib ,

n u q ta  h a r a k a tin in g  d if fe r e n s ia l te n g la m a la r ig a  q u y id a g ic h a  

k o ‘r in ish  o la d i:

mx = -2Xx  , ntÿ = ~2Xy , mz = mg -  2X z . (3) 

N u q ta n in g  h a ra k a t q o n u n in i to p is h  u c h u n  (3 )  te n g la -  

m a la rn i q o ‘y ilg a n  b o s h la n g ‘ic h  sh artlarga  k o ‘ra in te g r a lla sh  

k e r a k . ( 3 )  t e n g la m a la r d a  n o m a ’ lu m  X n in g  h o s i la l a r i  

q a tn a s h m a y d i. S h u  sa b a b li X n i (3 )  te n g la m a la r d a n  c h iq a r ish  

m u m k in .
(3 )  te n g la m a la r n i c h e k li k o 'r in is h d a  in te g r a lla sh  ju d a

X y
q iy in , u lar  ta q r ib a n  in te g r a lla n a d i. г n in g  ifo d a s id a  —

m iq d o r la r n in g  b ir in c h i d a ra ja s in i sa q la b , y u q o r i d araja lari 
e ’tib o rg a  o lin m a y d i:



( 3 ) n ín g  u c h in c h i  t e n g la m a s i  t =  O p a y t id a  zo =  t  va  

¿o = t  v a  = O d e b , X to p ila d i:

mgmg -  2Xí = 0  => X =

B o g ‘la n ish  rea k siy a  k u c h in in g  m iq d o r i to p ila d i:

N  =  XAf =  ^ 2e =  .
2£

A. n in g  t o p i lg a n  ifo d a la r in i  ( 3 ) n in g  d a s t la b k i ik k ita  
te n g la m a s ig a  q o 'y i ls a , q u y id a g ila r  h o s il  b o 'la d i:

x + — x=0,  ÿ + — y = 0.
i l

B u  te n g la m a la r n in g  u m u m iy  y e c h im la r i  q u y id a g ic h a  
b o ‘la d i: ____________________________

I r  + c2x(t) =  q  sin  

y(t) = c3 sin

B u  fu n k s iy a la r  t vaq t b o 'y ic h a  d if fe r e n s ia lla n a d i:

V
f I N

—t + C4

V

(4)

X = Cu — eo s

У =  c3a T  e o s

—t + c2

ít + °4 (5)

B o s h la n g ‘ic h  sh a r t la rd a n , (4 )  v a  (5 )  m u n o s a b a tla r d a n  

fo y d a la n ib , C i,C 2,C 3 v a  C4 d o im iy  s o n la r  a n iq la n a d i:

Xq = C¡ Sin C2< 0  =  C3 Sin C4 ,

0 =  Cu I— COS C2,Úq =  C3J — COSC4
(6)
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( 6 )n in g  2 -  v a  3 -  t e n g la m a la r id a n  C4 =  0  v a  C2 =  —

b o ‘lish lig i to p ila d i . T o p ilg a n  q iy m a tla rn i ( 6)n in g  1 - v a  4 - t e n -  

g la m a la r ig a  q o 'y ib ,  Q  v a  C3 to p ila d i:

q  = x 0 C3 =  ÛqJ—~æ 
\S

N a tija d a  M  n u q ta n in g  h a ra k a t q o n u n la r i q u y id a g ic h a  
b o 'la d i:

к

x(t) =  x 0 s in  Л ,  y = b0J f / c o s
A

&

E n d i m a s a la  ta lab lar iga  ja v o b la r  to p ila d i. A g a r  to p i lg a n  
h a ra k a t te n g la m a la r id a n  t v a q tn i ch iq a r ib  ta s h la n sa , tr a y e k -  
to r iy a  te n g la m a s in i k o o r d in a ta  sh a k li h o s i l  b o 'la d i:

2 2
f L  +  J L . « ! ,  г  =

*o

я

D e m a k , M  n u q ta n in g  tra y ek to r iy a s i m a rk a z i Oz o ‘q id a  

b o ‘lg a n  va  z = £ te k is lik d a  y o tg a n  e ll ip sd a n  ib o ra td ir .

T r a y e k to r iy a  a y la n a  b o ‘l i s h l ig i  u c h u n  b o s h l a n g ‘ic h  
q iy m a tla r  o r a s id a g i m u n o s a b a t

7 I g
* o  =  — » =  A  « 0  =xoJ— 

g Y«o
k o 'r in is h d a  b o ' l i s h i  k era k . N u q ta n in g  a y la n is h  d a v r i e sa

T -  b o ‘la d i.
V g

11- masala. m m a ssa li M  n u q ta  o g ‘ir lik  k u c h i t a ’s ir id a  r 
ra d iu s li b o ‘sh  s i lin d r n in g  ic h k i s i ll iq  s ir tid a  h a ra k a t q ila d i.  

B o s h la n g ' ic h  p a y td a  n u q ta n in g  o g 'ish  b u r c h a g i ф= =  9 0 ° g a ,

b u rch a k  tez lig i e sa  n o lg a  ten g . <p = 30° b o ‘lg a n d a  M n u q ta n in g  

te z l ig in i  v a  s ilin d r  s ir t in in g  r e a k siy a sin i a n iq la n g .
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Yechish. M n u q ta g a  ik k ita  k u c h  t a ’sir q ila d i;  n u q ta n in g  
P = mg o g ‘ir lig i va  ip n in g  R reak siya  k u c h i, M n u q ta  h ara k a -  
t in in g  E y le r  sh a k ld a g i te n g la m a la r i

m-d2S
dt

-  Px ~ -mg s in  cp,

mb = Pn + R = -mg c o s  ф + Л

k o 'r in is h g a  e g a . S egri c h iz iq li  k o o r d in a ta n in g  b o s h la n g 'ic h  

n u q ta s i  u c h u n  M n u q ta n in g  0, e n g  p a s tk i h o la t i  q a b u l  

q il in a d i ( 2 3 -  ra sm ).

b o 'la d i.
N a t i j a d a  n u q t a  ip i n in g  

o g ‘is h  b u r c h a g i  v a  r e a k s iy a  
u c h u n  q u y i d a g i  m u n o s a -  
b a tla r  h o s i l  b o ‘lad i:

£ l  + lsin<? = 0 ,  
dt2 r

R = +  mg c o s .

( 1)

(2)

9
-

h
.II9
- b o ‘lib ,

d2S  d2(p 
dt2 Г dt2

A "

4 %

As.
\ 0 ,

1 r P  =  m g Y

23- rasm.R r e a k s iy a n in g  m iq d o r in i  

to p is h  u c h u n  M n u q ta n in g  -о te z l ig in i  b il is h  k erak . f t n i  
a n iq la sh  u c h u n  ( 1) te n g la m a n in g  sh a k lin i

d2 ф 

dt2
dю _ dсо dtí) _ ¿/со 

dt dt dt d(p
b o g 'la n ish  y o rd a m id a  o ‘zgartiriladi. B u n d a y  h o ld a  (1) te n g la m a

a
OWCO = -  — вШфс/ф 

r
k o lr in is h n i o la d i. B u  te n g la m a n i in teg ra lla b , q u y id a g i ifo d a n i  
h o s il q ila m iz :

Ы2 g
------ =  — СОБф + С .  (3 )
2 r
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M a sa la  sh a r t ig a  k o ‘ra t0 =0  b o s h la n g ‘ic h  p a y td a  m a y a t-  

n ik n in g  b u r c h a k  t e z l ig i  n o lg a  te n g , m a y a tn ik  ip in in g  o g ‘ish

71
b u rch a g i cp0 =  - g a  te n g . B u  b o s h la n g ‘ic h  q iy m a tla r n i (3 )g a

- q o ‘y ib , C  d o im iy  t o p i l a d i : -----------------------------------------------------

r  sC =  - — c o s  cpn. r
S h u n d a y  q ilib , co b u rch a k  te z lik  u c h u n  ifo d a  q u y id a g ich a  

b o 'la d i:

co2 =  2gr(co s  cp -  c o s  <po) ■

B u  te n g l ik n in g  ik k a la  to m o n i r2 g a  k o ‘p a y tir ilib , $  te z lik  
u c h u n  q u y id a g i ifo d a  to p ila d i:

■ö2 =  2 y ( c o s ( p - c o s c p 0).

7t U
<P = g- va tpo =  2 b o  lgan d a  ■& n m g  m iq d ori u c h u n  form u la  

h o s il bo 'Iad i:

ß = ^2gr c o s  ^  =  ^ 2gr ■ ^  =  V W 3  =  1 / 3 ^ .

R r e a k s iy a n in g  m o d u li (2 )  te n g la m a d a n  a n iq la n a d i:

n m-d2 mjigr  V3R -----------+ mg c o s  (p = -------- —  + mg —  =
r r 2

mgyß 3n/3 
=  mg^3 +  =  — mg. 

pR = — mg.

12- masala. 11 - m a sa la n in g  u m u m la sh g a n  h o lin i q araym iz .
0 ‘q i g o r iz o n t a l  jo y la s h g a n  r r a d iu s li s i l in d r n in g  ic h k i  

sir ti b o 'y la b  m m a s sa li M o g ‘ir  n u q ta  h a ra k a t q ilm o q d a . K o -  
o r d in a ta la r  b o s h in i  s i lin d r  o 'q in in g  q a n d a y d ir  n u q ta s ig a  j o y -  

la s h t ir ib , Che o ‘q n i v e r tik a l p a s tg a , Oy o ‘q n i s i l in d r n in g  

ra d iu s i b o ‘y la b  g o r iz o n ta l va  Oz o 'q n i  e sa  s i l in d r n in g  o ‘q i
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b o 'y la b  y o ‘n a lt ir ib , M  o g ‘ir n u q ta n in g  h a ra k a t q o n u n in i  v a  
s ilin d r  s ir t in in g  rea k siy a sin i to p in g .

( N u q ta n in g  b o s h la n g 'ic h  te z lig i s i l in d r  o ‘q i b ila n  p a ra lle l 
y o ‘n a lg a n  d e b  q a ra la d i.)

Y e e h is h .  M a sa la  sh a r t ig a  k o ‘ra , b o s h la n g ' ic h  p a y td a

n u q t a n i n g  h o la t i  x =  0,>> = r,z = 0 k o o r d in a t a la r  b i la n  

a n iq la n a d i ( 2 4 -  ra sm ).
N u q t a n i n g  b o s h - _____________________ _______ o r  y

la n g ' ic h  t e z l ig i  s i l in d r  
o ‘q iga  p ara lle l y o 'n a lg a n

y / f

b o ‘lib , u -©o ga  te n g  X / /  /
b o ‘ls in . D e m a k , b o s h -  / / /

/ / .  R / / /
Jang lc i i  p a y td a  x = U, / /  / / l>v '  / /

j  =  0, z  = d 0 b o ' la d i .  '
y y

M m o d d iy  n u q ta g a
. . £ 1 1 • 1 1__ __ 1_ ! /

m g
Xr

mg o g ‘ i r l ik  k u c h i  v a  /
r a d iu s  b o ‘y la b  y o ‘n a l-  z
g a n  R r e a k s iy a  k u c h i  24- rasm.
t a ’s ir  q i l a d i .  T o ‘g ‘ ri
s i l in d r n in g  k a n o n ik  t e n g la m a s i —  b o g ‘la n is h  t e n g la m a s in i  

i f o d a la y d i .

f(x,y,z)  = x 2 + y 2 - r 2 =  0

Fx - m g ,  K = 2 y , va

ifod a larn i L agran jn in g  b ir j in s li ten g la m a la r ig a  q o 'y ils a , n u q ta  
h a r a k a tin in g  te n g la m a la r i q u y id a g ic h a  b o ia d i :

mx -  mg + 2\x, my = 2Xy, m'z = 0 . ( 1)

B u  te n g la m a la r  s is te m a s in in g  o x irg i te n g la m a s in i in te g -  

rallab , b o s h la n g ‘ic h  sh artlar in i e ’t ib o r g a  o lib , q u y id a g i ifo d a  

to p ila d i:

Z  = &or ■
Oxy b o sh la n g ‘ic h  tek is lik d a n  b o s h la n g a n  m a so fa  t v a q tg a  

p r o p o r s io n a l o ‘sib  b o ra d i.
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( 1 ) s is te m a n in g  1- t e n g la m a s in i y  g a , 2-  te n g la m a s in i  

e sa  x  g a  k o 'p a y t ir ib , 1-  te n g la m a d a n  2- te n g la m a n i h a d la b  
a y ir ib , q u y id a g ig a  e g a  b o ‘la m iz :

m{yx -  xy) =  mgy . (2)

E n d i (1 )  s i s t e m a n in g  1- t e n g la m a s in i  x g a , 2 -  t e n g la m a ­
s in i  e sa  y  g a  k o 'p a y t ir ib ”  u la r n i h a d la b  q o ‘s h ib , q u y id a g i  
ifo d a  to p ila d i:

m(xx +  yy) =  mgx + 2X ( x 2 + y2 j . (3)

A g a r  x , y, z  t o ‘g ‘ri b u rch a k li k o o r d in a ta la r d a n  

x = r co scp , 3; = rsin cp  , z = z 
b o g ‘la n ish la r d a n  fo y d a la n ib , s i lin d r ik  k o o rd in a ta la rg a  o ‘tilsa , 

x  v a  y , x v a  y  h o s ila la r  u c h u n

x = -rq>sin(p, y = r<p sin <p

x = -rip s in  cp -  rep2 coscp, y  = rip c o s c p  -  rep2 s i n  cp

ifo d a la r  to p ila d i . N a tija d a  (2 )  v a  (3 ) te n g la m a la r  m o s  ra v ish d a  

q u y id a g i k o ‘r in ish n i o lad i:

g
cp +  — sincp =  0, (4 )

r '

- mr2(p2 = mgr c o s  cp + 2Xr2 ■ (5 )

(4 )  te n g la m a n in g  b ir in ch i in tegra li to p ila d i. B u n in g  u c h u n
(4 )  te n g la m a n in g  tartib i

d2(p _ d f ¿/cô j _  den _ da> d<p _  da> _  . dip 
dt2 dt\ dt J dt i/cp dt W d(p  ̂d  cp 

b o g ‘la n ish d a n  fo y d a la n ib  p a sa y tir ila d i.
B u n d a y  h o ld a  (4 )  te n g la m a

(pd<p =  s in  dip
8

k o ‘r in ish n i o la d i. B u  te n g la m a n i in te g r a lla b , q u y id a g i ifo d a  
to p ila d i:



Q\ =  +  = +-~(mg£( 1 -  c o s  (p)) =  mgl sin  cp 
dtp dcp

N a tija d a  m a y a tn ik  h a ra k a tin in g  d if fe r e n s ia l te n g la m a s in i  

g
cp +  — sin  (p =  0 k o ‘r in ish g a  k e lt ir ila d i.

<P‘ taq r ib iy  fo r m u la -

d a n  f o y d a l a n i l s a ,  n  v a  ^ -  = mg£ip b o ‘l ib ,
2 dcp

m a y a tn ik  k ic h ik  te b r a n ish la r in in g  d if fe r e n s ia l  t e n g la m a s i  
q u y id a g ic h a  b o 'la d i:

(p + — cp =  0.
£

1 4 -  m a s a la . L agranj te n g la m a la r id a n  fo y d a la n ib , f iz ik  
m a y a tn ik  te b r a n ish la r in in g  te n g la m a s in i tu z in g .

Y e c h is h . F iz ik  m a y a tn ik n i u n in g  m a s sa  ( o g ‘ir lik ) m a rk a z i 
o rq a li o ‘ta d ig a n  vertik a l tek is lik  b ila n  k e sg a n d a  h o s i l  b o ‘la -  
d ig a n  k e s im i b ila n  ta sv ir la y m iz  C — f iz ik  m a y a tn ik n in g  m a ssa  

m a rk a z i, P — u n in g  o g ‘ir lig i, OC =  a — m a ssa  m a rk a z id a n  
u n in g  q o ‘y il is h  n u q ta s ig a c h a  b o ‘lgan  
m a so fa  (2 9 -  rasm ).

Iq — q o ‘y i l i s h  n u q t a  o r q a l i  

o ‘tu v c h i g o r iz o n t a l  o 'q q a  n is b a ta n  
f iz ik  m a y a tn ik n in g  in ers iy a  m o m e n t i ,  
m a y a tn ik n in g  h o la t i OC t o ‘g ‘ri c h i -  
z iq n in g  v e r tik a ld a n  o g ‘ish  b u r c h a g i 

cp b i l a n  t o ‘ l i q  v a  b ir  q i y m a t l i  

a n iq la n a d i:

CûflIq = ma , cp =  œ , ■& 
b o ' l i s h i n i  e ’t i b o r g a  o l i b ,  f i z i k  
m a y a t n ik n in g  k i n e t i k  e n e r g iy a s i  
to p ila d i:

P  = ,ng

29- rasm.
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Т = — mb2 =  — m(œa)2 = -  ma2tí?
2 2 2

| / Oo)2 =  | / 0Ф2 .

(2, u m u m la s h g a n  k u c h  to p ila d i. ф ga  5ф v a r ia ts iy a n i 

b era m iz . B u  k o ‘ch ish d a  faq a tg in a  P o g ‘irlik  k u ch i ish  bajaradi.

-  Ц б ф  =  ( - T a s í n  ф )0ф , Ö[ =  — Pa sin ф .

дТ п. ЭТ .  . d дТ 
Эф ’ Эф ’ dt 1 Эф

= ^оФ.

B u  ifo d a la r

d fórl Э T л

dt Эф Эф

ten g la m a g a  q o ‘y ilsa , f iz ik  m a y a tn ik n in g  d ifferen sia l ten g la m a si

PaФ + — з т ф  = 0 
'0

( 1 4 )

k o ‘r in ish d a  h o s i l  b o ‘lad i.
O g ‘ir lik  k u c h i p o te n s ia ll i  b o 'lg a n lig i  tu fa y li m a y a tn ik ­

n in g  t e n g la m a s in i  L agranj fu n k s iy a s in i tu z ib  (1 2 )  te n g la -  

m alar y o r d a m id a  h a m  o lish  m u m k in . Oz. o ‘q n i ver tik a l p a stg a  
y o ' n a l t i r i b ,  m a y a t n i k  p o t e n s i a l  e n e r g i y a s i  u c h u n  

П = -Pz = - P a  c o s  ф ifo d a  to p ila d i. N a tija d a  L L agranj fu n k -  

s iy a si u c h u n

1 ?L = T П = - Iоф -i Pa co s  ф 

ifo d a  h o s il b o ‘la d i. B u n d a n

r d L'dL r . d
Эф =  оФ; J, Эф

T  .. dL _  .= /о ф ; —  = - Л ш п ф
/ Эф

B u  ifo d a la r n i p o te n s ia ll i  k u c h  m a y d o n i u c h u n

d_(dL 
di Эф

Э1

Эф
= 0

L agranj te n g la m a s ig a  q o 'y ilsa , (1 4 )  te n g la m a  h o s i l  b o ‘ladi: 

7оФ + Pa s in  ф =  0 .
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1 5 -  m a s a la . S fer ik  (k o n ik )  m a y a tn ik  h a r a k a tin in g  d if fe -  
ren sia l te n g la m a la r in i tu z in g .

Y e c h ish . 0  n u q ta d a  OM ip g a  b ir ik tir ilg a n  m m a ssa li M 
m o d d iy  n u q ta n i q a r a y m iz . Ip n in g  u z u n lig i  i  b o ‘ls in .

M n u q ta n in g  h o la t i 3 0 -  ra sm d a  k o ‘rsa tilg a n  y  va  e b u r -  

c h a k la r  b i la n  a n iq la n a d i .  Oz o ‘q  v e r t ik a l ,  Nx o ‘q e s a  

q o ‘z g ‘a lm a s  Ox o ‘q q a  p a ra lle l jo y la s h t ir ilg a n , MN t o ‘g ‘ri 
c h iz iq  e sa  Oz o ‘q q a  p erp en d ik u la rd ir  (3 0 -
rasm ). ^ -------------------  o

S f e r ik  m a y a t n ik n in g  k i n e t i k  v a  
p o te n s ia l  e n e r g iy a la r in i to p a m iz : /  n

T =
mßL

32 = ü 2 + ü 2 , b u n d a

R = £ s i n 0, ö j =  Qi, ßi2 = ’*'/? =  W  s in  0. 

T = ~m£2 (ö 2 + 'F2 s in 2 ©), 

n  = -mgh = -mg£ c o s  0.

(15)

£ i = G> S2 = d e b , L a g ra n jn in g  11 tu r

d_ 3 r _ 3 7 ;  = _ a n  d_ 3 t  dT _  a n  

dt 00 30 30 ’ dt 3\j/ 3\|/  3\\i 
te n g la m a la r id a n  fo y d a la n ib , sfer ik  m a y a tn ik n in g  d if fe r e n -  
sia l te n g la m a la r i tu z ila d i:

^X- = mi2Q\ —  • =  mi2&, —  m(2\\i2 s i n 0 ■ c o s 0;
30 dt 30 30

—  = mgl sin  0; =  0; = me2\\i sin2 0; ~  =  0;
30 3\|/ 3\j/ 3\|/

d dT i  9 dT t
------------ =  mriif s in  0; —  =  -2m£ Q\ii s in  0 c o s  0
dt 3vj/ 3\j/

T o p ilg a n  ifo d a la r n i (1 5 )g a  q o ‘y ilsa , sfer ik  m a y a tn ik n in g  
d iffe r e n s ia l te n g la m a la r i
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k o ‘rin ishda h osil bo'ladi.
1 6 -  m a s a la . r rad iu sli q o ‘z g ‘a lm a s  s ilin d rg a  o ‘ra igan  ip g a  

o s i lg a n  m m a ssa li m o d d iy  n u q ta d a n  ib o ra t m a y a tn ik  h a ra -
k a tin in g  te n g la m a s in i  tu z in g .  
M u v o z a n a t  v a z iy a t id a  ip in in g  
o s ilib  tu rg a n  q is m in in g  u z u n -  

lig i t. Ip  m a s s a s in i  h is o b g a  
o lm a n g .

Y e c h is h .  L a g ra n j t e n g la -  
m a la r id a n  fo y d a la n ib , m a y a t­
n ik  te b r a n is h la r in in g  t e n g la ­
m a s in i tu z a m iz . M  n u q ta n in g  
k o o r d in a t a la r in i  a n iq la y m iz  
( 3 1 -  rasm ).

X = Ok + kM = г e o s  ф + (£ + гф) sin  ф; 
y = 00¡ = ((. +  гф) sin  ф -  r s in  ф.

S is te m a n in g  k in etik  va  p o ten s ia l en erg iyasi to p ila d i:

X = ( l  + Гф) c o s  ф • ф,

(16 )
í|> =  -2 0 \¡ ictgQ

31- rasm.

у  =  -(£ + гф) s in  ф • ф, •2 -2 х +  у =(£ + гф )2 ф2 ;

7’ = у ( £  + гф )г ф

П =  -mq [(£ + гф) c o s  ф -  г s in  ф ]. 

L agran j fu n k s iy a s i tu z ila d i:

2 - 2 .



Эф ■' d t ,Э ф ,

B u  h o s ila la r  u c h u n  to p ilg a n  ifo d a la r n i

d_
dt

Èк  
ЭфV

dL
Эф

= 0

te n g la m a g a  q o ‘y ib , m a y a tn ik  h a ra k a tin in g  d if fe r e n s ia l te n g la -  
m a si o lin a d i:

2 m(l + /-Ф)/-ф2 +  т{1 + гф )2 ф -  m(l + гф)/-ф2 +

+mg(l + np) sin  ф =  0 ,
'y

(l +  /-ф)ф +  np + g s in  ф =  0 •

1 7 -  m a sa la . M a ssa si m b o ‘lgan  va  ip in in g  u z u n lig i ix tiyoriy

va  t  ^tip?  í i  sin  vr; t(t) =̂ Iq + cr q o n u n ía r  b o 'y ic h a  o ‘z g a -

ra d ig a n  m a y a tn ik n in g  h arak at te n g la m a s in i tu z in g .
Y e c h is h . M a y a tn ik  h a ra k a tin in g  te n g la m a s i

- ■  —  - —  =  0 (1 7 )
dt Эф ЭФ • u  '

Lagranj ten g lam asid an  foyd a lan ib  y o z ila d i.  B u n in g  u ch u n  

Lagranj fun ksiyasin i tu z ila d i ( 3 2 -  rasm ):

X — l  Sin ф, X = ¿ Я П ф +  ¿СОЗф ■ Ф,

У — t COS ф, У =  ¿ С О в ф -^ Ш ф -  ф, 

tf2 = X2 + у2 = 12 + ^ 2ф2 .

T = - у  ly(.2 + ¿2ф2 ) ,  П = -m glС05ф.

L = Т -  П = — (ï2 + ¿2ф2 ) + mgl  соБф.

dL „ . ЭL -2 . 
—  =  -mgl sin  ф; —  =  -ml  ф; 
Эф Эф

d_
dt

I к
,Э ф у

2 mlïÿ + ml2ÿ



H o s iia la r  u c h u n  to p ilg a n  ifo d a n i L agranj te n g la m a s ig a  
k eltir ib  q o 'y ils a , m a y a tn ik  h a ra k a tin in g  d ifferen sia l te n g la m a si 
h o s il b o ‘lad i:

m£ip + 2m£t(p +  mgt s in  cp =  0,

cp + 2 -cp  +  —sincp = 0. ^
r  t

A g a r m a y a tn ik  ip in in g  u z u n lig i £(t) = t° + l x s in  yt q o n u n

b o ‘y ic h a  o ‘z g a r s a ,  m a y a t n ik  h a r a k a t in in g  d i f f e r e n s i a l  
te n g la m a s i

— -̂-----2u l i  cos vi .—  e — i—  .
cp + --------1------------cp + ----------2--------- sin  cp =  0

£q +  t\ smyt / o + ^ l sin Ŷ

k o ‘r in ish ga  e g a  b o 'la d i.

A g a r  m a y a tn ik  ip in in g  u z u n lig i  £ = e0 +ct, c = c o n s t  t 
q o n u n  b o ‘y ic h a  o ‘zgarsa , (a ) te n g la m a la r d a n  fo y d a la n ib  va  

£{t) n i erk li o 'z g a r u v c h i s ifa tid a  q arab , m a y a tn ik  h a ra k a tin in g  

d iffe r e n s ia l te n g la m a s in i h o s i l  q ilish  m u m k in . B u n in g  u c h u n  

cp(/) ogVish b u r c h a g id a n  v a q t b o ‘y ic h a  o lin g a n  h o s ila la r n i 

cp(/) fu n k s iy a d a n  £{t) b o 'y ic h a  o lin g a n  h o s i ia la r  b o ‘y ic h a  

if o d a la sh  kerak:

d£ _ i/cp _  d£ _ i/cp 

dt ’ dt dt d£ '

i / 2 cp _  d 
dt2 dt 

N a tija d a  iz la n a y o tg a n  te n g la m a

f dip ^ _  d c dtp)
[ d t ] dt > J

d£ 2 d2cp 

dt ° df2 '

d  cp 1 i/cp q .
— £  +  2 — p- +  -^ -sm < p  =  0 
d£2 t  dt  c2£

k o ‘rinisliga k e ltir ilad i. B u  tenglam a kichik o g ‘ish burchaM ar u ch u n ,

i/  cp 2 i/cp q 
y a m  sin  cp = cp shartda esa  — 7  +  - - 7 7  + - 7 - 9  =  0 k o 'r in is h n i

dt2 t  d£ c2l
o la d i . B u  te n g la m a  y e c h im la r i , y a ’n i m a y a tn ik n in g  h arak at  
q o n u n i B e s s e l  v a  N e y m a n  fu n k s iy a la r i o rq a li ifo d a la n a d i.
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1 8 -  m a s a la . U z u n lig i  (. b o 'lg a n  c h o 'z i lm a y d ig a n  ip g a  
o s i lg a n  m m a ssa li m o d d iy  n u q ta d a n  ib o ra t m a y a tn ik n in g  
o s i lg a n  n u q ta s i g o r iz o n ta l b ila n  a  b u r c h a k  ta sh k il q ilg a n

o g ‘m a  t o ‘g ‘ri c h iz iq  b o ‘y la b , b e r ilg a n  £, = £,0(t) q o n u n g a  

m u v o f iq  h a ra k a t q ila d i. M a y a tn ik  h a r a k a tin in g  te n g la m a s in i  
tu z in g .

Y e c h is h . 3 3 -  ra sm d a  h o s il b o 'lg a n  A OKC dan:

CK = ^сo s a ,  OÄ' = ^ s i n a .

AABC d a n  esa:

AB = ¿sincp , AC = —ícoscp ,

X =  КС + AB = I sin  cp + ideosa , 

у -  OK -i- (+ Л С ) =  i;s in  a  -  ^соБф.
M a y a tn ik n in g  k in etik  va p o te n -  

sia l e n e r g iy a s in i to p a m iz :

~  m , . 2 . 2\T =  y ( x z + / ) ,

П =  m g (^ sin a  - 1 c o s  ф)

X =  ^ с о з ф -ф  + ^ с о з а ,  у  =  ¿ s i n 9 ^  +  | s i n a ;

■ 2 X + у cos2 ф +  COS2 фК ( . c o s 2 а  +  c o s 2 а  I +

2£2ф4 ( с о 5Ф • c o s a  +  sin ф • s in  а )  = ^2ф2 +  £2 +  2£2ф4 со з(ф  -  а ) .  

L agran j fu n k s iy a s i tu z ila d i:

mL = T - П = —  
2

'2ф2 + ^2 + 2^ ф с о з ( ф  -  а )  

+mgl c o s  ф -  w g ¡;sm  а .

dL _ m 
Эф 2

2£2ф + 2^24 с о 5(ф -  а )

d_
dt

d_L
Эф

= ml2ф + т ^ с о 5(ф -  а )  -  niü¿£,sin(Ф -  а )  • ф;

—  =  -М ф £ , s i n ^  -  а )  -  mgte s in  ф.
Эф
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H o s ila la r  u c h u n  to p i lg a n  if o d a la r n i ( 1 7 )  te n g la m a g a  
q o ‘y ilsa , m a y a tn ik  h a ra k a tin in g  d if fe r e n s ia l te n g la m a s i h o sil 
b o ‘lad i:

ml2(p + m£% cos((p -  a )  -  mit® sin(qj -  a )  +  mi(sfc sin(cp -  a )  +

— i-mgi s in  (p -  0 ,—

g P
(p +  y  sin  cp + -j cos((p -  a )  = 0.

1 9 -  m a s a la .  Q o ' y i l i s h  n u q ta s i  v e r t ik a l  y o 'n a l i s h d a  

t,(t) = acosyt q o n u n  b o 'y ic h a  te b r a n u v c h i, ip in in g  u z u n lig i

t  boM gan m m a ssa li y a ss i m a y a tn ik  k ic h ik  te b r a n ish la r in in g  
te n g la m a s in i to p in g .

Y e c h ish . Y a ss i m a y a tn ik n in g  q o ‘y il ish  

^  ^  a — ► 0 n u q ta s i £ ( / )  =  a c o s  yt q o n u n  b o ‘y ic h a  

ver tik a l te k is lik d a  t o ‘g ‘ri c h iz iq li  te b r a n m a  
h arak at q ila d i (3 4 -  ra sm ).

M a y a t n ik  h a r a k a t in in g  d i f f e r e n s ia l  
te n g la m a s in i tu z ish  u c h u n  L agran j fu n k -  
s iy a si tu z ila d i. M  n u q ta n in g  k o o rd in a ta la r i  
h is o b la n a d i.

x  = i  s in  cp, y  = a c o s  yt + 1 c o s  cp 

(a g a r  m a y a t n ik n in g  q o ‘y i l i s h  n u q t a s i  

34-rasm. acosyt q o n u n  b o 'y ic h a  Ox o ‘q  b o ‘y la b  

te b r a n m a  h arak at q ilsa . u h o ld a  M  n u q ta n in g  k o o rd in a ta la r i  
x  =  a c o s  yt +  £ s in  cp, y  =  I c o s  cp, fo r m u la la r  b ila n  h is o b la ­

n a d i) .  Q a r a la y o tg a n  s is te m a  u c h u n  L L agran j fu n k s iy a s i

YYi o 9
L = —(x + y  ) + TJ(x,y) k o 'r in is h g a  e g a  b o ‘la d i .  U  h o i  

u c h u n  e sa

r m ■ 2 2L =  y c p  +  miay c o s  yt c o s  <p +  mgl c o s  (p.

P o te n s ia ll i  k u c h  m a y d o n id a  L agranj te n g la m a s i o lin a d i:  

d dL dL _

J, s T a T  ' “ ’ V'
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M a y a tn ik  h a rak atin in g  d ifferen sia l te n g la m a si q u y id a g ic h a  
tu z ila d i:

cp + [mgt + mttay2 c o s y /js in c p  = 0.m 2 cp

A g a r  s in  (p =  cp ta q r ib iy  fo r m u la d a n  fo y d a la n ils a , m a ­

y a tn ik  k ic h ik  te b r a n ish la r in in g  d if fe r e n s ia l te n g la m a s i h o s i l  
b o 'la d i:

£(f + î g + ay2 c o sy /jc p  =  0 .

2 0 -  m asa la . Q o ‘yilish  nuqtasi gorizon ta l t o ‘g ‘ri ch iz iq  b o ‘ylab

£  = £ ( /)  m a ’lu m  q on u n g a  m u v o f iq  h a r a k a tla n u v c h i, ip in in g

u z u n lig i i b o 'lg a n  in m a ssa li m a y a tn ik  h a ra k a tin in g  q o n u n in i  
to p in g .

Y e e h is h .  Q o 'y i l is h  n u q ta  
h a ra k a tin in g  y o ‘n a lish i Ox o ‘q 
m u sb a t y o ‘n a lish i b ila n  b ir  x il 
b o ' l s in .  Q o ‘y il is h  n u q ta n in g

rti\ in e r s iy a  k u c h i  \  t e z -

l a n i s h g a  q a r a m a - q a r s h i  
y o ‘n a lg a n  b o ‘lad i. mg o g 'ir lik  
k u c h i n i n g  u r in m a  t a s h k i l  
e tu v c h is i to p ila d i ( 3 5 -  rasm ):

Px = -mg s in  cp.

m'i inersiya  k u ch in in g  h am  

u r in m a  o 'q d a g i p r o y e k s iy a s i to p ila d i:

Jt =  -m ^ c o s c p .

M a y a t n i k  h a r a k a t i n i n g  d i f f e r e n s i a l  t e n g l a m a s i n i  
t u z a m iz

k
b u n d a

S =  /cp, ax =
dl S
dt2

d2(f> 
dtL
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Natijada mayatnik harakatining differencial tenglamasi 
quyidagi ko‘rinishda yoziladi:

miip + mg sin cp + me, cos (p = 0 .

sin cp .
_Qg‘ ish hnrchagi yetarlicha kichik, va’ni ~

bo‘lganda sin <p * <p, coscp« 1 taqribiy munosabatlar o 'r in li 

bo‘lib, mayatnik harakatining differensial tenglamasi quyidagi 
ko‘rinishga keltiriladi:

cp + k2q = -  —, k 2 = — . (1)
g —e— —

(1) tenglamaning umumiy yechimi, ya’ni mayatnik 
harakatining umumiy qonuni Lagranjning ixtiyoriy o ‘zgar- 
maslarni variatsiyalash usulidan foydalanib topiladi.

Buning uchun ф + к ф = 0 bir jinsli tenglamaning 

cp(r) = Q  sin kt + Ci cos kt 
(2 )

umumiy yechimi kelib chiqadi. Bundagi C, va C2 sonlarni 
o ‘zgarmas emas, balki ularni o'zgarishiga qarab (variatsiya- 
lab), u larni shunday tanlaym izki, (2) b ir j in s li teng­
lamaning umumiy yechim i, (1) tenglamaning umumiy 
yechimiga aylansin:

cp(?) = C\(t) s\n kt + C2(t) cos k t . (3)

(3)nmg hosilasl topiladi:

ф = C](/)sin kt + Ci(t) cos kt + C¡ (t)kcos kt -  C i( t)ksin k t .

Tanlanmoqchi bo‘ lgan Cj(í) va C2(t) uchun

C\ (t) sin kt + C2 {t) cos kt -  0 (4)

bo‘lsin deb qaraladi. Natijada

ф(/) = С] (t)k cos kt -  C2 (t)k sin k t . (5)

(5) tenglikning har ikkala tomoni differensiallanadi.

cp(/) = Cj (t)k cos kt -  Ci (t)k sin kt -  C¡ (t)2 (t)k2 sin kt -
7 (6 )

- Ci(t)k cos kt.
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Endi cp va ¿pning topilgan (3) va (6) ifodalarini (1) 

tenglamadagi cp va cplar o ‘rniga qo'yib, tegishli ixchamlash- 

tirishlardan keyin quyidagi tenglama kelib chiqadi:

C¡ (r) eos kt -  C2 (/) sin kt = — — .
kE (7)

Endi (4) va (7)ni birgalikda qarab, C\(t) va C2(t) 
hosilalarga nisbatan chiziq li tenglamalar sistemasi hosil 

bo‘ ladi. Bu sistemani Q (í) va C2(r)ga nisbatan yechib, 

quyidagicha topiladi:

c , ( 0 - —  eos kt,
kt,

L -C-,(t) = -  — cosArr.
2 k t

Bu differensial tenglamalar integrallanib, quyidagi 
ifodalar topiladi:

C\ (/) = -  —  } | eos kxdx + C[,
k t

C2(t) = — — \^cos kxdx+ C2.
k  t

Bu tengliklarning o ‘ng tomonida turgan integrallarni 
ketma-ket ikki marta bo‘ lak integrallanadi va quyidagi ifoda 
hosil bo‘ladi:

1
C] (/) = —  eos kt -  &|sin kt + k j  £ eos kxdx

-^coskt -  A^sin kt + k 2 ^ c o s  kxdx

+ C,

+ c v (8 )

(8)ni (3)ga qo'yilsa, mayatnik harakatining tenglamasi hosil 

bo'ladi:

cp(í) = Cj sin kt + C2 eos kt _ y r  + YÍo^(T)sin k(t -  x)dx.
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I I I .  S a v o l  v a  m a s a la la r

1. Mexanik sistemaning kinetik va potensial energiyalari umum- 
lashgan koordinatalar hamda umumlashgan tezliklar orqali qanday 
ifo-dalanadi? Kinetik va potensial energiyalar uchun ularning kanonik

2. Lagranjning II tur tenglamalarini keltirib chiqaring. Har bir 
me-xanik sistema uchun bunday tenglamalarning soni qancha bo‘ladi?

3. Agar mexanik sistemaga bir vaqtda konservativ va konservativ 
bo'lmagan kuchlar ta’sir qilsa, Lagranjning II tur tenglamalari qan­
day ko'rinishda biladi?

4. Elastiklik kuchi ta’siridagi mexanik sistemaning potensial ener- 
giyasi qanday aniqlanadi?

5. Lagranj funksiyasi va uning xossalarini izohlang.
6. Lagranjning II tur tenglamalaridan foydalanib, matematik va fi- 

zik mayatniklar tebranishlarining differensial tenglamasini tuzing.
7. Matematik va fizik mayatniklar uchun Lagranj funksiyalarini 

tuzing.
8. Lagranj tenglamasi qanday ko'rinishga ega? Bu tenglamaning 

qo'llanilishini izohlang.
9. Ikkita tayanchga ega bo‘lgan to'sinda yotgan G og'irlikdagi yuk 

kichkina erkin tebranishlarining siklik chastotasi va davrini aniqlang. 
Yuk tayanchlardan a va b masofada joylashgan. To‘sin materialining 
elastiklik moduli E, ko'ndalang kesimining inersiya momenti esa /  ga 
teng. To‘sin og‘irligini hisobga olmang (36- rasm).

Javob: T = 2na£ I- -  — , K = — /3£ /(a  + b) .
\3EI(a + b) a e \ G

10. M massali bir jinsli r radiusli diskka A nuqtada f  uzunlikdagi 
sterjen qattiq mahkamlangan. Sterjenning boshqa uchi mayatnikning
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q o ‘y i l is h  nuqtasini ifodalaydi. Sterjenning mas- 
sasini e’tiborga olmasdan fizik mayatnik har- 
akatining tenglamasini tuzing (37- rasm).

Javob: <P +
2g(( + r) 

r2 + 2(( + r)2
sin <p = 0 ,

11. m massali moddiy nuqta S = 4a sin cp 
tenglama bilan ifodalangan sikloidal yo'nalish 
bo'ylab og'irlik kuchi ta’sirida harakat qiladi. 
Bundagi 5 — 0 nuqtadan hisoblanadigan 
yoy, <p — sikloidaga o'tkazilgan urinma bi­
lan gorizontal o‘q orasidagi burchak. Nuqta 
harakatining tenglamasini toping (38- rasm).

Javob: S = Asin <+<Po

btmda A va <pq — integrallash 
doimiylari.

12. m massali nuqta va uzunligi
I = ((t) qonun bo'yicha o'zgara- 
digan ipdan tashkil topgan matem- 
atik mayatnikning tenglamasini tuzing.

Javob: (p + 2-(p + ysin(p = 0 ,  bunda cp — ipning vertikaldan 

og'ish burchagi.
13. Massasi m bo‘lgan moddiy nuqta va chizilmaydigan £ ipdan 

tashkil topgan matematik mayatnikning qo'yilish nuqtasi gorizont
bilan a burchak tashkil qiluvchi og‘ma to'g'ri chiziq bo‘ylab £, = £(/) 
qonun bo'yicha harakat qilmoqda. Mayatnik harakatining tenglamasi­
ni tuzing.

Q £
Javob: cp + y  sin cp + ^ cos(<p -  a) = 0 .

14. Massasi m bo'lgan moddiy nuqta gorizontal tekislik bo‘ylab 
harakat qilmoqda. Nuqtaning harakat tenglamalarini qutb koordina- 
talarida tuzing.

.2 r, d ( 2 dr \  c Javob: ™r - mnp = Fr, m—  r = Fr
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15. m massali nuqta harakatining tenglamalarini sferik koordina- 
talarda tuzing.

Javob: y -  r&2 -  r sin2 0 ■ cp2 + g cos 0 = 0,

— (mr2 sin2 0 • cp) = 0,
________________at_______ ___________________________

(r20 -  sin 0 • cos 0 • r2cp2 -  gr sin 0) = 0.

16. r radiusli qo‘zg‘almas silindrga 
o ‘ralgan ipga osilgan m massali moddiy 
nuqtadan iborat mayatnik harakatining 
tenglamasini tuzing (39- rasm).

Muvozanat holatda ipning osilib turgan
qismining uzunligi I . Ipning massasini 
hisobga olmang.

39- rasm.
Javob: (£ + rfl)© + n32 + g sin ■& = 0 ,

bunda cp — ipning vertikaldan og'ish burchagi.
17. m massali A prizma m.t mas­

sali B prizmaning gorizont bilan a 
burchak tashkil qilgan silliq yog‘i 
bo'ylab siljimoqda. B prizmaning 
tezlanishini toping. B prizma bilan 
gorizontal tekislik orasidagi ish- 
qalanishni hisobga olmang (40- 
rasm).

40- rasm.



5 -  § .  S ik l ik  k o o r d in a t a la r  v a  i n t e g r a l l a r .  
E n e r g iy a  in t e g r a l i

I. Nazariy qism

Potensialli kuchlar uchun Lagranjning ikk inch i tur 
tenglamasi berilgan bo‘ lsin:

d dL dL .
W W b ï i  ' <i = u ’ 3 ......s ) - (1)

Bunda L = T + U = T -  П — Lagranjfunksiyasi yoki kinetik 
potensial deb ataladi; Г  va Я  — mos ravishda sistemaning

kinetik va potensial energiyasi, U = -П  kuch funksiyasi. 
Lagranj funksiyasi umumlashgan koordinatalar, umum-

lashgan tezlik va vaqtning funksiyasidir, ya’ni L = L(q¡,q¡,t).

L = T + U Lagranj funksiyasi tarkibiga kirmagan Qk 
umumlashgan koordinatalarga mexanik sistemaning siklik 
koordinatalari deyiladi.

Faraz qilaylik, sistemaning S  ta umumlashgan koor-

dinatalaridan К  tasi (К < S) siklik koordinatalari bo ‘lsin. qk 
umumlashgan koordinatalar U kuch funksiyasiga, shuning- 
dek, T kinetik energiya ifodasiga ham kirmaydi. T  kinetik

energiyaning ifodalariga faqat qk umumlashgan koordina- 

talarning qk umumlashgan tezliklari kiradi. qk umumlashgan 

koordinatalar L Lagranj funksiyasi ifodasiga kirmaganligi

tufayli = о bo'ladi. Bunday holda siklik koordinatalar
àqk

uchun Lagranj tenglamasi

~T'^rr = 0 ,(k = 1,2,3,...,/,« < s) 
dt dq¡



kirinishga ega bo'ladi. Oxirgi tenglamadan quyidagi ifoda kelib 

chiqadi:

| ^  = Q ,  (k = 1,2,3,...,/,/ < s ) . (3)
dqj

— Agar L = T + U bo'fehligi va kuch funksiyasining qk 
umumJashgan tezlikka bog'liq bo'lmasligi e’tiborga olinsa,

(3) tenglik

ko'rinishni oladi. Bu tenglikning chap tomoni qk bo‘yicha 

differensiallanib, sistemaning T kinetik energiyasi uchun

] П П
 ̂= X  aijQi4i ko‘rinishdagi ifoda topiladi.

2 i=t j=l
Bunday holda (3) tenglik

П
I  OÿQi +bk =Ck

7=1

ko‘rinishni oladi.

Shunday qilib, Lagranj tenglamasining q¡ siklik koor- 

dinataga mos keluvchi birinchi integrali uchun ifoda topiladi. 
Topilgan birinchi integralga siklik integral deyiladi. Siklik 
integral umumlashgan tezliklarga nisbatan chiziqli funksiya 

bo ‘ ladi.
Lagranj tenglamalari sistemasini to'liq integrallash uchun 

bu sistemaning 2n ta birinchi integrallarini topish zarur va 

yetarli, ya’ni Lagranj tenglamalarini qanoatlantiruvchi 2n ta 

fsÍQidi’ 0  = Qsj ( i = 1,2,...,2л) (4)

ko‘rinishdagi munosabatlar topish kerak.

(4) tenglamadan barcha q¡q¡ miqdorlarni t vaqtning 

funksiyasi ko‘rinishida yetarli sondagi ixtiyoriy sonlarga bog'lab 
topiladi. Ixtiyoriy doimiylar boshlang'ich shartlardan foy- 

dalanib aniqlanadi.
Mexanik sistemalarda chiziqli koordinatalarga mos keluvchi 

siklik integrallar sistema harakat miqdorining saqlanish qonuni
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bilan, burchak koordinatalarga mos keluvchi siklik integrallar 
bilan esa harakat miqdori momentining saqlanish qonuni 
bogiangandir.

Asosiy mexanik sistemalarda xususiy holda konservativ 
sistemalar uchun energiya integrali mavjud bo‘lib, harakat 
davomida sistemaning to‘liq mexanik energiyasining o ‘zgarmas 
miqdori bo'lishini ifodalaydi:

T + n  = h .
Bu integralni ideal bog‘lanishli sistemalar uchun Lag- 

ranj tenglamalaridan faol kuchlar t vaqtga bog‘liq  bo ‘l- 
maganda, shuningdek, kuch funksiyasi vaqtga bog‘ liq  
bo‘lmagan hollarga olish mumkin. Shunday qilib, t vaqtga 
siklik koordinata sifatida qarasaq, konservativ sistema harakati 
tenglamalarining birinchi integrali integral energiyani ifoda- 
lar ekan.

Lagranj funksiyasidan umumläshgän tezliklar bo'yicha 
olingan xususiy hosilalar umumlashgan impuls deyiladi. 
Umumlashgan impulsni p  orqali belgilasak, quyidagi ifoda 
hosil bo ‘ladi:

Agar sistemaning n ta umumlashgan koordinatasidan S  
tasi siklik koordinatalar boisa, (S  < n) u holda L Lagranj

funksiyasi 2n -  S +1 ta o‘zgaruvchiga bog'liq bo'lib (umumiy 
holda t vaqt o ‘zgaruvchi bo‘lib kiradi), bu sistemaning S  ta 
umumlashgan impulsi uning harakati davomida o ‘zgarmas 
qiymatni saqlaydi.

II. Masalalar yechish

21- masala. Fazoda m massali nuqtaning holati uchta 
x ,y , z  to‘g‘ri burchakli koordinatalar bilan to‘liq aniqlanadi. 

Erkin nuqtaning x ,y ,z  to‘g‘ ri burchakli koordinatalarini 

umumlashgan koordinatalar deb qabul qilib, gorizontal 
tekislikda nuqta proyeksiyasi harakatining sodir bo ‘lish 
qonuniyatlarini o'rnating.
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Yechish. Og‘irlik kuchi maydonida harakatlanayotgan 
nuqtaning kinetik va potensial energiyalari uchun quyidagi 
ifodalar topiladi:

T = k m-&2 = ^-w(x2 + y 2 + ¿2); n  = gz = mgz.

Lagranj funksiyasi tuziladh

L = T - n  =  ̂m [x2 + y 2 + z2) -  mgz .

L Lagranj funksiyasi x  va y  koordinatalarga bog‘liq 
emas, ya’ni ularni siklik koordinatalar deyish mumkin. Bu 
siklik koordinatalarga mos keluvchi siklik integrallar:

dL . . .
—  = mx = const yoki x = C],
3x

—  = my -  const yoki y = ct . 
dy

Bu ifodalar gorizontal o'qlardagi nuqta tezlig in ing 
proyeksiyalari o ‘zgarmas miqdor bo'lishligin i ko ‘rsatadi, 
ya’ni nuqta proyeksiyasi harakati gorizontal tekislikda tekis va 

to ‘g'ri chiziqli qonun b o 'y id ia  sodir bo'ladi. x = 0 va y  = 0 

bolganda nuqtaning proyeksiyasi gorizontal tekislikda o ‘zgar- 
masdan qoladi, ya’ni nuqta vertikal bo‘ylab harakatlanadi.

22- masala. 21- masalani markaziy kuch maydonida 
qaraymiz. Faraz qilaylik, m massali moddiy nuqta markaziy 
kuch ta’sirida harakatlanayotgan bo‘lsin. Markazga nisbatan 
moddiy nuqta harakat miqdori momentining saqlanish qonu- 
nini o ‘rnating.

Yechish. Faraz qilaylik, markaziy kuch qandaydir mar­
kazga qarab yo‘nalgan bo'lsin. Markaziy kuch moduli nuqta- 
dan markazgacha bo‘lgan masofaning funksiyasi boiadi.

Qutb koordinatalari sistemasidan foydalanamiz. N uq­

taning qutb koordinatalari boigan r qutb radiusini va <p 

qutb burchagini umumlashgan koordinatalar deb qaraymiz.
Nuqtaning kinetik energiyasi topiladi. Buning uchun nuqta 

ft tezligi modulini uning qutb koordinatalari o'qlaridagi

ftr va %  proyeksiyalar orqali ifodalanadi (41- rasm):
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ö 2  = ô 2  + 0 ф, û r = r, ôp = rœ, Cù = ф .

= y ( r 2 + г 2ф2 ).

M odd iy  nuqtaning poten-sial energiyasi uchun ifoda 

topiladi. Markaziy kuch ta’siridagi nuqtaning potensial 

energiyasi ham Nyuton tortishish kuchi maydonida joylashgan 

nuqtaning potensial energiyasi singari hisoblanadi, ya’ni 

nuqtaning potensial energiyasi nuqtadan markazgacha bo‘lgan 

masofaning funksiyasi bo‘ladi:

П  = / ( r ) .

Nuqta uchun Lagranj funksiyasi quyidagicha tuziladi:

L = T - n  = j ( f 2 + r 2<p2 ) - f ( r ) .
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Bu ifodadan ravshanki, L Lagranj funksiyasida cp burchak 

koordinata uning ifodasiga kirmaydi, ya ’ni bu s ik lik  
koordinatani ifodalaydi. Bu siklik koordinataga mos keluvchi 
siklik integral

^  = mr2 cp = const yoki mr(m) = = const

ko‘rinishga ega. Bu oxirgi tenglik oldin o ‘matilgan markazga
nisbatan moddiy nuqta harakat 
m iqdori momentin ing saq- 
lanish qonunini ifodalaydi.

23- masala. Holati e va f  
burchaklar bilan aniqlanuv- 

chi, uzunligi i  ga teng boigan 
sferik mayatnik harakatining 
birinchi integrallarini toping.

Yechish. m m assali M  
nuqtani qarab chiqamiz. Bu 
nuqta og ‘ ir l ig i e ’ tibo rga  

olinmaydigan i  = OM  ipga 
osilgan. M  nuqtaning holati

0  va v  burchaklar bilan 

to‘liq aniqlanadi. Sferik harakat 
qilayotgan nuqtaning kinetik va 

42- rasm. po ten s ia l ene rg iya la ri
quyidagicha bisoblanadi (42-

rasm):

2

T = +^> 1̂ =V^ = V^sin0,

17 = -mg  |CW|, \ON\ = i  cos 0 .

Shunday qilib, nuqtaning kinetik va potensial energiyalari 
uchun quyidagi ifodalar topiladi:

T = ^ mI2 0̂2 + y 2 sin2 oj, 

n  = -mgI cos 0.
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Sferik mayatnik uchun Lagranj funksiyasi tuziladi:

L = T -  n  = ^ m ( 2 ^02  + v 2  sin 2  0 ) + m gtc o s 0 .

Ravshanki, L ning ifodasi w koordinataga oshkor 

bog'liq emas, ya’ni y  burchak siklik koordinatadir. y  siklik 

koor-dinataga mos keluvchi siklik integral

dL . 2 a r—  = y s in  0 = C

ko'rinishga ega bo iib , mayatnikning Oz o ‘qqa nisbatan 

harakat miqdori momentining saqlanish qonunini ifodalaydi.
Energiya integrali esa

T + TI = h =>  ̂mH2 0̂2 + y 2 sin2 e) -  mgt cos 0 = C

yoki 92 + W2 sin2 0 -  2-y cos0 = h

2 C
ko‘rinishga ega. Bunda h =  — -  .

m t

III. Savol va masalalar

1. Konservativ sistemalar uchun Lagranjning II tur tenglamalari 
qanday ko'rinishga ega?

2. Elastiklik kuchi ta’siridagi mexanik sistemaning potensial ener- 
giyasi qanday aniqlanadi?

3. Qanday umumlashgan koordinatalarga siklik koordinatalar 
deyiladi?

4. Siklik koordinatalar uchun Lagranj tenglamasi qanday ko'rinishga 
ega? Uning birinchi integrallarini toping.

5. Qanday integralga siklik integral deyiladi?
6 . Siklik integralning ifodasi umumlashgan tezliklarga nisbatan qan­

day funksiya bo'ladi?
7. Mexanik sistemalarda chiziqli koordinatalarga mos keluvchi siklik 

integrallar bilan sistema harakat miqdorining saqlanish qonuni qan­
day bog'langanligini izohlang.

8 . Burchak koordinatalarga mos keluvchi siklik integrallar sistema 
harakat miqdori momentining saqlashni qonuni bilan qanday 
bog'langan bo'ladi?



9. Konservativ sistemalar uchun energiya integrallari mavjud 
bo‘lishini va harakat davomida sistemaning to'liq mexanik energiyasi- 
ning saqlanishini tushuntiring.

10. Lagranj funksiyasi va boshlang‘ich shartlar bo'yicha nuqta hara- 
katining tenglamalarini integrallang:

■+: L  = \ t 2x 2, x | , = 1 = 6 r x |/^ö = 1 • Javob: x  - 1
1

x 1 ? 9 t 3
2. L  = — - + r j c ,  x | i=o=0; i | , =o = l .Javob: x  = t ----- .

3. L  = Vf2  + x 2 , xji=3= 0; x\,=3 =1. Javob: x  = — .

■2 -2

4- l  =  ̂ > jcL= /0 = 0 ; 3;|t=t0 = >'o. ^ ( / = / 0  = 3>l/ = / 0 = o.

Javob:

4 E  2 py ( t ~ to)
X  =  — r - C O S  — ---------------------

Py 4
E 2E . Py ( t - t ü) 

’ = "p~ o) + T 2"sin o----- + ^0 -

11. Matematik mayatnikning qo'yilish nuqtasi ö 0  o'zgarmas tez- 
lik bilan r  radiusli vertikal joylashgan aylana bo'ylab harakatlanadi. Agar 
mayatnik massasi m, ipining uzunligi i  bo‘lsa, mayatnik uchun Gamil- 
ton funksiyasini tuzing.

Javob: H  = — m l2 cos cp -■ & Q  - m g l  cos cp.

12. Agar Lagranj funksiyasi berilgan bo'lsa, Gamilton funksiyasi­
ni toping.

1. L  = - m c  .11 - /ovoi: / /  = c J c 2P 2 + m 2C2

2m
(Px + ay)2 +(Py - a x )  +PZ‘

13. Massasi m = l bo‘lgan matematik mayatnikning harakat 
tenglamalari



dq dH  dP _ dH  p 2 

d t ~ d P ’ dt d q '  H  = ~ Y ~  7 C0Si

(q = cp mayatnikning vertikaldan og‘ish burchagi, £ mayatnik 
ipi-ning uzunligi) ko'rinishda bo‘lishligini ko‘rsating.

14. Harakatlanuvchi nuqta uchun silindrik koordinatalarda Lagranj 
funksiyasini tuzing.

Javob: L  = y  [r2 + r2 cp2 + z 2) -  /7 (r,cp, z) ■

15. Og'irlik kuchi maydonida R radiusli sferik sirtda harakatlanuv­
chi m massali nuqta uchun Lagranj funksiyasini tuzing.

Javob: L  = y Ä 2 (ö2 + sin2 0  ■ cp2 j + mgR cos 0.



6 -  § .  G a m i l t o n  f u n k s iy a s i .  M e x a n i k a n i n g  

k a n o n ik  t e n g la m a la r i

I. Nazariy qism

1. Kanonik o‘zgaruvchilar. Agar mexanik sistemaning 

harakati L -  L(qj,c¡j,t) Lagranj funksiyasi yordamida tasvir- 

lansa, u holda harakat tenglamalari Lagranjning ikkinchi 
tur tenglamalari ko‘rinishida bo‘ladi:

d_
dt

dL
= 0, O' =  l ,2 , . . . , s )  (1)

Эq j  ■ v ’dq,
\  У

(1) Lagranj tenglamalarining har b iri umumlashgan 
koordinatalarga nisbatan ikkinchi tartibli oddiy differensial 
tenglamalardan iborat bo ‘lgan S  ta tenglamalar sistemasidan 
iborat. Gamilton tomonidan shunday usul tavsiya etilganki,
(1) Lagranjning S  ta tenglamalar sistemasini bu sistemaga 
teng kuchli bo ‘lgan Gamiltonning kanonik tenglamalari deb 
ataluvchi 2S ta birinchi tartibli oddiy differensial tenglamalarga 
keltirish mumkin. (1) sistemani kanonik ko‘rinishga keltirish 

uchun Qj umumlashgan koordinatalar va ¿¡j umumlashgan 

tez lik lar o ‘ rniga qj (umumlashgan koordinatalar) va

dL
Pj * (umumlashgan impulslar) yangi o ‘zgaruvchilar

kiritiladi. qj va Pj o ‘zgaruvchilarni kanonik o ‘zgaruvchilar 
deb ataladi. U lar 2S  o ‘lchovli fazo tashkil qiladi.

(1) Lagranj tenglamalari P. umumlashgan impulslar 
yordamida

dPj ,
( j  = t ' 2 ......(2 )

ko‘rinishni oladi. p \ , P2 , ---, Ps umumlashgan impulslar
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Pj = Z  akj4k + bj  , (j  = 1 ,2 ,-..,5)
k=1

(3)

formulalar bilan aniqlanadi.
2. Gamilton funksiyasi. (1) Lagranj tenglamalarining har

birini ¿¡j ga ko'paytirib, ularni hadlab qo‘shilsa, quyidagi

ifoda hosil boiadi:

S

1
7=1

1 d ' dL ^ d L . 1

1 dt dqj\ J J
9 j-

' V ' j
(4)

Agar ~T  dt
dL

4 idqj
4 J ,

dalanilsa, u holda (4)

d * dL .

dt
dL_ .
d q j

r) Í
------ ij: ayniyatdan foy-

dq j

(5)
d t j=xdqj j=x[ d qj dqj ^

ko‘rinish oladi.
Agar L Lagranj funksiyasi t vaqtga oshkor bog 'liq

bo‘ lmasa, ya’ni L = L(qx, q2,..~, qs, Я\, 4s) ko ‘ri-

nishda bo‘lsa, uning vaqt bo‘yicha hosilasi

d- L =  V  
dt j=\

-dL-.-----Mr-.-
—  qj + —— <7y 
dqj J dqj (6 )

ko‘rinishda bo‘ladi.
(6)ni (5)ga qo‘yilsa, quyidagi tenglama kelib chiqadi:

dL . 
dqj 4j

0 .

Bundan //= s
7=1

dL . 
3 —  4j 
dqj

-  L = const (7)

bo‘lishligi kelib chiqadi. H ga Gamilton funksiyasi deyiladi.
Gam ilton funksiyasini kanonik o ‘zgaruvchilar orqali 

ifodalash mumkin. Я  funksiyaning (7) ifodasiga umumlashgan
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koordinatalar va tezlik o ‘rniga qj va Pj kanonik о ‘zgaruv- 

chilar olinsa, H  funksiyaning kanonik o ‘zgaruvchilar orqali 
ifodalangan formulasi hosil bo‘ladi:

H  = j P j q j - L .  (8 )

3. Konservativ sistemalar uchun mexanikaning kanonik 
tenglamalari. Gamilton funksiyasining kanonik o ‘zgaruvchilar 
orqali ifodasi (8 ) ko‘rinishga ega. (3) tenglamalar sistemasini

qj ga nisbatan yechib, quyidagi ifodalar topiladi:

Q.k — f(.4i > 021 —  Pl> P2 >••••> Ps> 0 ’ (./ = h 2,...,s ) . 

Bunday holda H  Gamilton funksiyasi IS  ta qj va Pj 
kanonik 0 ‘zgaruvchilarning va t vaqtning funksiyasi bo'ladi:

H  = H (qh q2,....,qs ,Pi,P2 , .: . ,P s ,t) . (9)

H  Gam ilton funksiyasining Pj umumlashgan impulslar 

bo‘yicha xususiy hosilalari hisoblaniladi:

Ш . = л + У У  —  ^  —  = p  
Щ  '  ¡ . ¡ Щ  M * ц ' щ <  4 ¡ ~  ‘

ekanligini e’tiborga olinsa,

£—  -  q ■ + У  A. -  У  P -k .__= à ■
dPj q j  ¿ 1  bPj p_{ J dPj q j

bo‘ladi.
Shunday qilib,

dqj dH  
q j = ~dt~ = dP j' (9')

(8 )dan L Lagranj funksiyasini H Gamilton funksiyasi orqali 
ifodalanadi:

L =  t  P¡¿¡j -  H .
7=1

Lagranj funksiyasining q¡ umumlashgan koordinatalar 

bo‘yicha xususiy hosilalari topiladi:
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(2 ) va (1 0 ) taqqoslansa, tubandagi tenglama kelib chiqadi: 

dPj dH
dt ~  dgj  ' í 11)

(91) va (11) ni birlashtirilsa, quyidagi tenglamalar siste­
mas! hosil bo ‘ladi:

dq¡ _ dH 
dt d P j’

(/= 1 , 2 .... s ) . (12)
dPj _ dH 
dt dqj

( 1 2 ) tenglama sistemasi mexanikaning kanonik teng­
lamalari yoki Gamilton tenglamalari deb ataladi. Gamilton 
tenglamalari birinchi tartibli oddiy differensial tenglamalar 
sistemasidan iborat. Bu tenglamalarni integrallab, 2S ta

<1\, <7.s> p\, P2 ,---> Ps miqdorlarini t vaqtning va 2S
ta ixtiyoriy o ‘zgarmas sonlaming funksiyasi sifatida aniqlaniladi. 
Bu tenglamalarni konservativ sistemalar uchun Lagranjning 
ikkinchi tur tenglamalaridan keltirib chiqardik. Shuning uchun 
ularni konservativ sistemalarning harakatini o ‘ rganishga 
qo‘llanish mumkin.

End i G am ilton  funksiyasining ba ’zi b ir xossalarini 
o ‘rganamiz. Gamilton funksiyasining vaqt bo‘yicha hosilasi 
topiladi:

dH dH l  dH . * dH ¿
~ 1 7  = ^ 7 + X  t — Vj  + X  Pj .dt dt k=1 dqj k=1 dPj

( 1 2 ) kanonik tenglamalar e’tiborga olinsa, bu hosila 
quyidagi ko‘rinishni oladi:



d H _ j j L ° d _ H _  d H  | j ,  d H  

dt “  dt +¿ i  dq j'dP j  + h '¿ P j

/
dH
1 7 - ( i3 )

dH 
dqj

J y
Shunday qilib, Gamilton funksiyasining t vaqt bo‘yicha 

to'liq hosilasi bu funksiyaning vaqt bo‘yicha xususiy hosilasiga 
teng. Agar sistemaga qo‘yilgan bog‘lanishlar t vaqtga oshkor 
bog'liq bo'lmasa, bunday holda Gamilton funksiyasi ham t

dH
vaqtga oshkor bog‘liq  bo ‘lmaydi. Bunday holda -r— = 0at

dH
bo'lib, (13) tenglikka koLra —  = 0 bo'ladi. Bundan

H  = const (14)
bo‘lishligi kelib chiqadi.

Statsionar bog‘lanishlarda sistemaning kinetik energiyasi 
umumlashgan tezliklarning kvadratik funksiyasi bo'ladi. 
Bunday hoi uchun Eylerning bir jinsli funksiyalar haqidagi 
teoremasiga ko‘ra:

S J  3 /  s
l P j Ó j = l ^ - ó j = l l y ó j = 2 T  

7 = 1 7=1 Qj 7=1 ^7
bo‘ladi. Bunday hoi uchun H  Gamilton funksiyasi

H = i  PJqj - L  = 2 T - ( T - n )  = T + n  (15)
7=1

mexanik sistemaning to‘liq  energiyasini ifodalaydi.

II. Masalalar yechish

24- masala. Inersiyasi bo‘yicha harakatlanayotgan erkin 
mexanik sistema nuqtalarining harakat tenglamalarini aniqlang.

Yechish. Erkin sistema nuqtalarining to‘g‘ri burchakli 

koordinatalari xh y¡,Zi (/ = 1,«) bo'lsin. Inersiyasi bo‘yicha 

harakatlanayotgan erkin mexanik sistema uchun Lagranj 
funksiyasi sistemaning kinetik energiyasidan iborat bo'ladi:

+ y } + z } ) .
1=1
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Ravshanki, sistema nuqtalarin ing to ‘g ‘ ri burchak 

x¡,yi,Zi 0  = l,ñ) koordinatalari Lagranj funksiyasining ifo- 
dalariga oshkor kirmaydi. Shuning uchun ular sikJ koor- 

dinatalar bo'ladi.
Qaralayotgan masalada barcha umumlashgan impulslar 

o'zgarmas bo'ladi:

D Э1Px. = - -  = m¡x¡ = a¡,

в  d L  aPy: = T - = m¡y¡ = ß/>' dy¡

п

H Gamilton funksiyasi tuziladi:

(/ = 1,2 ,...,/г).

t f  = L = £ - ^ ( a ? + ß ? + Y?)
Ы  2 т,-

sistema nuqtalari harakatining differensial tenglamalari 
tuziladi:

d : _  d H dx¡ a¡

d t  da¡ ’ 

dy¡ _ ЭH

d t  m¡

dy¡ _ ß;
d t  ~  3ß, ’

■ =>
d t  m¡

dzj_ _ ЭЯ dzL = J i _
d t  '&{¡ d t  dy¡

Oxirgi tenglamalar sistemasini integrallab, sistema nuq­
talari harakatining tenglamalari to ‘g‘ ri burchakli koor- 

dinatalarda olinadi:

Xj = ^ t  + a¡, y¡ = ^ L t  + b¡, z¡ = ^ - t  + c¡, (/ = 1 , 2 , . . . ,n). 
m¡ m¡ m¡

Bu olingan natija sistemaga ta ’sir q iluvch i tashqi 
kuchlarning bosh vektori nolga teng bo'lganda, sistemaning 
harakat miqdori modul va yo‘nalish bo ‘yicha o ‘zgarmas 
bo‘lgandagi olingan natija bilan ustma-ust tushadi.
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Sistema harakat miqdorining o ‘zgarishi haqidagi teorema 
b ir xususiy holda, sistema harakatin ing d ifferensia l 
tenglamaiarini chekli ko‘rinishda integrallashga imkoniyat 
yaratgan edi.

25- masala.(M.49.7) Massasi m ga, ipining uzunligi íga  

teng bo‘lgan. holati esa vertikaldan og‘ish burchagi cp bilan 

an iq lanuvch i matem atik m ayatnik uchun G am ilto n  
funksiyasini va mayatnik harakatining kanonik tenglamaiarini 
tuzing. Olingan tenglamalar odatdagi matematik mayatnik 
harakatining differensial tenglamasi bilan teng kuch li 
bo‘lishligini tekshiring (43- rasm).

Yechish. Matematik mayatnikning kinetik va potensial 
energiyalari hisoblaniladi:

T = ttrb , 17 = mgh, \OM\ = i, Z M qOM = cp, = £(p.

T o ‘g‘ri burchakli uchburchak N O M  dan

= cos 9 => l -̂ l̂ =  ̂cos <P- 

h = \OM\ -|CW| = £ -  ¿coscp = £( 1 -  coscp).

~  m£2 . 2  „T  = — — cp , n  = -mg£ cos cp.
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r» UĴ  rl  • • rP » - » « ; , , » — . ( i .

Mayatnik harakati uchun Lagranj funksiyasi tuziladi:

r ^ „  ml2íp L = T -  n  = — + mícpcoscp.

Umumlashgan P impuls uchun quyidagi ifoda topiladi:

91 .2 ■ ■ P—  = mi cp =><p = — r 
ocj> m t

H  Gam ilton funksiyasi tuziladi:

„  „ .  , 3L . r „ 2  • ■ mi 2 ■H  = r  cp — L = —  cp -  L = mi cp • cp------ cp -
3cp 2

1 2 1 P-m i  cp cos cp = — m i cp -  mi cp cos cp = ----- — -  m̂ cp cos cp.
2  2  m i 2

Mayatnik harakatining boshqa bir kanonik tenglamasi
t  A r t  l l o n i ’ -------------------------------------------------------------------------------- -------------------------------- ——— ------- —------------------------lU p i i d u l .

dP dH dP
—  = ----- => —  = -m gl sin cp
di di dt s y ’

Shunday qilib, matematik mayatnik uchun Gam ilton

1 P
2 mi2

Uning harakatining kanonik tenglamalari esa

—d®---- P----- dP---------:—- f  = — j ,  — -m&psincp (2 )
dt mi2 dt

ko'rinishda bo‘ladi.
Agar (1) tenglikni t vaqt bo‘yicha differensiallansa,

P
----- j  topiladi. P = mi é  ni (2) ga qo'yilsa, mayatnikning

mi
cp og'ish burchagiga nisbatan quyidagi klassik tenglamasi 

hosil boladi:

9 J?mi cp -  m&p sin cp => cp + y- sin cp = 0

26- masala. Markaziy kuchlar maydonida harakatlana- 
yotgan m massali nuqta uchun Gamilton funksiyasi ni toping 
va nuqta harakatining kanonik tenglamaiarini tuzing.
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Yechish. Markaziy kuch ta’siridagi nuqta markazi orqali 
o ‘tgan tekislikda harakatlanadi. Bunday nuqtaning harakatini 
qutb koordinatalarida o'rganish juda qulay. Umumlashgan 
koordinatalar sifatida nuqtaning /-qutb koordinatalarini qabul 
qilsa bo‘ladi.

Bog'lanish statsionar bo'lgani tufayli H Gamilton funk- 
siyasi sistemamng to'liq mexanik energiyasiga teng bu‘ladn

H = T + П (г ) = + П(г), (L = T - n ).

Qutb koordinatalarida ft2 = r2 + np2 bo‘lishligi e’tiborga 

o lin sa , n uq tan ing  k in e tik  energ iyasi u chun  ifoda

ttl 9 9 9T = - ( r + r  ф ) ko'rinishni oladi. r va Ф koordinatalarga 

mos keluvchi umumlashgan impulslar quyidagicha topiladi:

dL dH . dL dH 2 ■
Pr = b  = m r  , p v  = T  = = m r  ф'Эг Эг Эф Эф

■ P r  ■ РФBundan г = — , <р -  — J .
т mr¿

Я  Gamilton funksiyasi kanonik o'zgaruvchilarga nisbatan

H  = —  
2m

Р2Л 
P 2 + -Í- r 2 r

+ П (r)

ko‘rinishni oladi.
Nuqta harakatining kanonik tenglamalari tuziladi (tek- 

shirilayotgan masalalar uchun ular to‘rtta bo‘ladi):

¿г = ЭЯ = / ^  dPr Э H __ Pj Э П
d t  ЭPr m  ’ d t  d r  r 3  dr ’

(3)

= \  ™  ± V = _ M f , 0 (4)
.* SPV mr • ' dt Эф ' '

Endi masalalarni bir xil xususiy holda yechamiz.

p  -  t  m
Agar markaziy tortishish kuchining miqdori 

bo'lsa, u holda:
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1) H Gamilton funksiyasi П = ~Pr = •
V /

ko‘rinishga ega bo‘ladi.

Nuqta harakatining kanonik tenglamalari esa quyidagicha 
bo ‘ladi:

^ L = ^ I L  = 3 l  ^  = =
dt ЭPr m '  dt dr r3 r2 > )

¿Ф = ЭЯ = _^p_ dPg ЭЯ 

dt  ЭРф m r 2  ’ dt  Эф

Bu tenglamalardan /•, ф, Pr va /ф koordinatalarni / vaqt- 

ning funksiyasi sifatida aniqlash mumkin (44- rasm).

(4) tenglamadan = a  bo'lishligi kelib chiqadi. Bun-

dan a  = const- Рф ning bu qiymatini (2 ) ga qo‘yilsa, quyidagi 

tenglama hosil bo‘ladi:

r

44- гау/я.
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2 í/cp _ a 

dt m '
Bu tenglama esa markaziy kuch ta’siridagi nuqtaning 

radius-vektori chizgan yuza rvaqtga proporsiona] ravish- 
da o ‘ zgarish in i ifo d a lo v ch i yuza lar teng lam asin ing

(1) tenglamadan Pr = m —  topiladi. (3) tenglama esa

m = %- + ko‘rinishni oladi. 
d t  r3 r
Bu topilgan tenglamadan nuqtaning radius b o ‘ylab 

qilayotgan harakatini aniqlash mumkin.

III. Savol va masalalar

1. Ixtiyoriy golonom bogianishli sistema uchun kinetik energiya- 
ning ifodasi qanday bo'ladi?

2. Statsionar bog'lanishli mexanik sistema uchun kinetik energiya- 
ning ifodasi qanday bo‘ladi?

3. Statsionar va statsionar bo‘lmagan mexanik sistema uchun ki­
netik potensial (Lagranj funksiyasi) ifodasi qanday bo'ladi?

4. H  Gamilton funksiyasining mazmunini tushuntiring va u qan­
day argumentlarning funksiyasi bo'ladi?

5. Konservativ sistemalar uchun mexanikaning kinetik tenglama- 
lari qanday va ularning soni nechta bo'ladi?

6 . Gamilton funksiyasining vaqt bo‘yicha to'liq hosilasi nimaga teng?
7. Statsionar bogianishlar uchun Gamilton funksiyasi qanday 

bo‘ladi?
8 . Kanonik tenglamalarni tuzishning usullari qanday bo'ladi?
9. Gamilton kanonik tenglamalarining integrali qanday shartlami 

qanoatlantiradi?
10. Kanonik tenglamalarni siklik koordinatalarda integrallashning 

o'ziga xos xususiyatini izohiang.
1 1 . m massali erkin moddiy nuqta potensialli kuch maydonida ha- 

rakatlanmoqda. Agar maydonning kuch funksiyasi u ( x ,y , z )  ga teng 
bo‘lsa, bu nuqta uchun Gamilton funksiyasini tuzing va bu nuqta ha- 
rakatining kanonik tenglamalarini toping.
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Javob: cJ l  = A  H  = ~ ( P 2 + P 2 + P 2) -  u (x ,y ,z )
dt m  dt d x '  2m
dy__ P2 dP2 _ du
dt m dt <)y ’
dz _ Pi clPi _ du
dt m '  dt dz

12. (Nyuton masalasi) m massali moddiy nuqta Nyuton kuchlari 
markaziy maydonida M  massali qo‘zg‘almas jism ta’sirida harakat 
qilayotgan bo‘lsin. Qo‘zg‘almas (tortuvchi) jismni bir jinsli shar 
deb qarab, ya’ni maydonning barcha kuchlari tortuvchi jismning 
markaziga yo‘nalgan deb hisoblab, nuqta harakatining kanonik tengla- 
malarini tuzing. Qutb koordinatalarida nuqtaning trayektoriyasini 
r -  /(<P) ko'rinishda toping.

_____________ m  m r r  r ______________
13. Gamilton tenglamalarini toping, agar:

1 P 2
I .  H  = - — (P 2 +  ̂ + sincp). 

r  sin cp

P i  . P 2 . / ’icoscp  
Javob: r  = P2\ cp = ■ 2 ■; Pr = 2 9 , ~ .  Pv = - | — ,----- coscp.

2. H

r sin cp r  sm“ cp r  sin- cp

= J \  + P2 + r . Javob: r  = , P = - I
vT+ p 2

1 2
3. / / = y ( l - P 2) . Javob: r = P -  r 2, P  = 2r(P  -  r 2).

I
2 '

14. Gamilton funksiyasini r,(p,z siklik koordinatalarda ifodalang.

Javob: / /  = - L ( /> .2 + -L  + p 2} + n(r>(f>z).

15. Gamilton funksiyasini r,0,cp sferik koordinatalarda toping.

Javob: H  = - i -  (P}  + \  Pe2 + P 2) + n (,r,0, z ) .
2 m r l  r  sin 0

16. Gorizontal reyka vertikal o‘q atrofida aylanadi, reyka bo'ylab esa 
m massali yuk harakatlanadi. Yukka ta’sir qiluvchi kuch /7 (r) poten- 
sialga ega, bunda r  — yukdan aylanish o‘qigachabo‘lgan masofa. Siste-
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m aning kinetik  energiyasi

T = ^ \ r 2 + (r2 + d 2) t f ]

ga teng. Sistema uchun Gamilton funksiyasini toping va sistema ha-raka- 
tining kanonik tenglamalarini tuzing.

17. Gorizontal disk o‘zining markazi orqali o'tuvchi vertikal o ‘q 
atrofida aylanadi. m massali sharcha gardish diametri bilan mos tu- 
shuvchi yarim slindrsimon ariqchada harakatlanadi. Sharchaga silin- 
drik ariqcha bo'ylab yo‘nalgan va sharchadan aylanish o'qigacha boigan 
r masofaga bog'liq bo‘lgan kuch ta’sir qiladi. Sharchaga moddiy 
nuq-ta deb qarab, uning uchun Gamilton funksiyasini tuzing va har- 
akati-ning kanonik tenglamalarini toping.

Javob:

dr _ Pr d(p _ Pp dPr _ rPy 

dt m dt m (r2 + d 2) dt m(r2 + d  ,

Javob: H  = T - u  = -  ^ -  + ---- ^ — T -  u ( r ) ,
2 m J + mr2

V ^ /

1 [ Pr A Pr

dr _ Pr dPr 
dt m ’ dt



7 -  § .  K la s s ik  m e x a n ik a n in g  v a r i a t s i o n -  

i n t e g r a l  p r in s ip la r i

I. Nazariy qism

Klassik mexanikaning variatsion prinsiplari deb, mexanik 
sistemaning kinematik mumkin bo'Igan barcha harakatlari 
to'plam idan berilgan kuch maydonida sodir bo ‘ ladigan 
haqiqiy harakatni ajratib olishga imkon beradigan va bunday 
harakatning xossalari haqidagi umumiy qonunlarga aytiladi.

Mexanikaning variatsion prinsiplari differensial va integral 

prinsiplarga bo‘linadi.
Differensial prinsiplar haqiqiy harakat kriteriysini oniy 

vaqtda, ya’ni qaralayotgan vaqt atrofida, integral prinsiplar 

esa chekli oraliqda 0 ‘rnatadi.
K lassik mexanikaning eng muhim va eng umumiy 

differensial prinsiplaridan biri biz o‘ rgangan mumkin bo'lgan 

ko'chishlar prinsipi hisoblanadi.
Klassik mexanikaning eng muhim integral prinsiplari biz 

o ‘rganmoqchi bolayotgan, Gamilton—Ostrogradskiy prinsipi 
(eng k ich ik  ta’sir prinsipi) va Mapertyun— Lagranjning 

statsionar ta’sir prinsipi hisoblanadi.
Mexanik sistemaning haqiqiy harakatini uning mumkin 

bo‘lgan barcha harakatlari to'plamidan integral variatsion 
prinsip asosida tahlil qilib tanlab olish mumkin.

Konservativ sistema uchun Lagranj tenglamalarini qarab 

chiqamiz:

d_
dt

r d L '
y — = 0 , (& = 1 , 2 , . . . , í )  ( 1 )
oQk

bunda L = T -  n  Lagranj funksiyasi.
Harakatlanuvchi sistemaning ikkita holatini qaraymiz:

sistema /] paytda (A) holatda, /2 (^2 > h) paytda esa (B)
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holatda bo'lsin. Sistemaning г2 ~ г1 vaqr oralig ‘ ida (A) 
holatdan (B) holatga o'tishdagi haqiqiy ko ‘chishi ( 1 ) 
tenglamaning yechimi bo‘lgan

9 k = 9 k ( f ) (A: = 1 , 2 s) (2 )
funksiya bilan aniqlanadi.

ko‘chishi bilan bir qatorda (2 ) ko'chishdan cheksiz kichik 

miqdorga farq qiluvchi o ‘sha t2 - 1\ vaqt oralig1 ida sistemaning 

(A) holatdan (В) holatga o ‘tishida sodir bo‘ladigan

%  = fe (0 + 8ft(0» (fc = i A - . , 4  (3)
tenglama bilan aniqlanadigan 

X ko ‘chish i ham qaraladi (45- 
rasm).

Bundagi bqk cheksiz kichik 

m iqdorlar b o i ib ,  Q \ , 9 2 > — > 9 s  

k o o r d i n a t a l a r n i n g  

va ria ts iy a la r id ir . (2)va (3) 

tenglamalar bilan aniqla-nuvchi 

ko'chislilar bir vaqtda jismning 

(A) holatida bosh-lanadi va bir 

vaqtda jismning (В) holatida 

tugaydi. Bunday holatlar uchun

à q k ( h )  = & q k ( h )  = 0  (4)
bo‘ladi.

Bog‘lanislilar bilan birgalikda topilgan bunday ko‘chishlar 
uchun

h
S =  / Ldt(L = Т - П )  (4 ‘)

h
integral qaraladi.

S  miqdor sistemaning harakati davomida T kinetik va П  
potensial energiyalar orasidagi munosabatni xarakterlaydi. 

Bu integralning son qiymati sistema ko'chishini aniqlovchi 

qk(t) funksiyalarga bog‘liq bo‘ladi. Bu integral qk (t) va 

qk (t) funksiyalarga bog'liq bo ‘lgan funksionaldir.
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S  miqdor ishning vaqtga bo‘lgan ko‘paytmasidan iborat. 
Fizikada bunday miqdorni «ta’sir» deyiladi.

S  funksional shunday maxsus ta’sirni ifodaiaydiki, bunday 
ta’sirni Gam ilton—Ostrogradskiy ta’siri ham deb ataladi. 
Haq iq iy  ko ‘ chishda S m iqdorning ta’sir qiymatini (3) 
ko‘chishlarning qiymatlari bilan taqqoslash maqsadida

5(fl + 8 f l,  q2 +S>q2, ... ,qs +8qs, qx + &qx,..... ,qs +8qs, t ) -
-S (qb ...,qs , qu ....,qs,t)

ayirma qaraladi. Bu ayirmani 8 qk va 8 qk ning darajalari 

bo‘yicha qatorga yoyilsa, bu yoyilmada birinchi tartibli hadlar 
to'plami S  miqdorning birinchi variatsiyasidan iborat bo'ladi:

8 5  = £
k=\

d S  .  . Э5 . 
3 — 0 ^  + ^— àqk 
dqk dqk

d L  _ . d L  
----- oqk + ------
Щ  'd(ik

dt

Birinchi qo‘shiluvchini bo‘laklab integfallansa, quyidagi 
ifoda hosil bo ‘ladi:

' a i  y  . d L  .
J T ~ d q kdt = — dqk ] — \dtdL

дЯк
5 qkdt.

(4) shartlarga ko‘ra o‘ng tomondagi birinchi qo‘shi!uvchi 

nolga teng, natijada 85 variatsiya uchun

85
s l2

I  I
k = 1

d L d ( d L _V

dqk dt bqk y
8qkdt

ifoda kelib chiqadi.
Inegrallash yo‘lida (1) tenglikbajariladi. Demak, bu yo‘lda 

S  ta’sirning variatsiyasi nolga teng:

85 = 0 • (5)

Funksional birinchi variatsiyasining nolga aylanishi uning 

stalsionar miqdor bo‘lishining zaruriy shartini ifodalaydi.

Shunday qilib, 5 ta’sir (haqiqiy ko'chishni boshqa ko‘- 

chishlardagi qiymatlari bilan taqqoslaganda statsionar qiymatga 

ega bo‘ladigan) sistemani t2 - t \  vaqt oralig‘ida boshlang‘ ich 

(/ = /1) va oxiri, (/ = t2) holatlari bir xil bo‘lgan bir holatdan
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boshqa bir holatga o ‘tkazsa, bunday holda S  ta’sirning miqdori 

haqiqiy ko'chishda boshqa ko‘chishlardagi qiymatlari bilan 

taqqoslaganda statsionar qiymatga ega bo‘ladi.

Bu xulosa Gam ilton— Ostrogradskiy prinsipining maz- 

munini tashkil qiladi.

Bu prinsipni quydagicha harrt tzohlash mumkin: Lagrarij 

tenglamalarini qanoatlantiruvchi, ya’ni berilgan kuchlar 

ta’siridagi sistemaning haqiqiy ko‘chishini ifodalovchi qk 
va qk funksiyalarning shunday qiymatlari mavjudki, shu 

paytda sistemani boshlang‘ ich holatdan (t = t\) oxirgi 

holatga {t = t2) o'tkazuvchi G am ilton  ta’sirida uning 

shunday harakati topiladiki, bu harakatdagi qk va qk 
funksiyalarning qiymatlarini boshqa barcha mumkin bo'lgan 

unga yaqin harakatlardagi qiymatlari bilan taqqoslaganda 

(41) egri chiziq li integral ekstremal qiymat (maksimum yoki 

m inimum) qabul q ilishn ing zaruriy sharoitlarin i ham 

qanoatlantiradi.

Gamilton—Ostrogradskiy prinsipini ma’lum vaqt oralig‘ida 

mexanik sistema harakatini o ‘rganishga qo'llanish egri chiziqli 

integralning ekstrimum qiymatlarini aniqlash masalalari bilan 

bog‘ liqdir.

Gamilton—Ostrogradskiy prinsipidan foydalanib, Lagranj- 

ning ikkinchi tur va Gamiltonning kanonik tenglamalarini 

keltirib chiqarish mumkin.

Lagranjning ikkinchi tur tenglamalarini G am ilton— 

Ostrogradskiy prinsipidan foydalanib chiqaraylik. Bu prinsip 

bilan bir xil vaqt oralig‘ ida sodir bo ‘ladigan harakatlar 

taqqoslanadi, ya’ni

<2
J (57" + 8A)dt = 0 (6)
h

egri chiziqli integralning ekstremal qiymatga erishish sharti 

o ‘rnatiladi. (6 )da 5A = Q{5qi + Q25q2 + .— + Qs8qs bo ‘lgani 

uchun u quyidagi ko‘rinishni oladi:
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j ( 8 T + Qi5çi + Q 2 S9 2  + ■■■■ + Qs&c¡s)d t -  О • (7)

Bunda T  kinetik energiyaning ЪТ variatsiyasi

5 Г = X
J=1

3 T .  3 Г . .  
3 —  5çy + —  5çy 
Э?у BÇj

A

formula bo‘yicha topiladi. 5 T ning bu ifodasini (7) ga qo'yilsa, 
quyidagi tenglama hosil bo‘ladi:

<7 s  f

Í s
/1 y=l

dT
dqj

3Г  

3?;
5ÿy + ^ 7 -  5çy + QySjy d t  = 0.

dq¡ dàq
Sq, qatnashgan hadni 5à, =5— -  = ----- bo ‘lishligini

7 1J At ritdt------dt
e’tiborga olib, bo‘laklab integrallanadi:

-\h
,2 ?IT
\ ^ - 8 q j d t  =

'? d  f  д Т Л
i dt

Integrallash oralig‘ ining chegaralarida 5 çy = 0  bo'lish-

*
ligi e’tiborga olinsa,

37' .
T ~ 5?/ 3 qj

= 0 bo‘ladi.

5q: qatnashgan barcha hadlarda yuqoridagi singari almash-

tirishlarni bajarib, quyidagini olamiz:

dT '12  s

í 1
tl j=i

d T  d  

dq j dt
+ Qi bq¡d t  = 0  •

Bu tenglik bajarilishi uchun, ya’ni integral ostidagi funksiya 

nolga teng bo‘ lishlig i uchun 5qj variatsiyaning barcha 

qiymatlarida bu variatsiyalar oldidagi koeffitsiyentlar nolga 

teng bo‘lishi zarur, ya’ni
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д Т  - d i  д т )
+ Qj = О => ■

bq¡ dt dq¡
J \  J J
Olingan tenglamalar Lagranjning ikk inch i tur teng- 

lamalari bo ‘ lib, (6 ) integralning ekstremal qiymatga ega

statsionar ta’sir prinsipi integralning statsionar qiymat qabul 
qilish shartiga asoslanib o ‘rnatiladi:

Bunda Г va П  sistemaning kinetik va potensial energiyasi. 
Bu prinsipdan foydalanib, to‘g'ri chiziq li sterjen tebra- 

nishlarining tenglamasi chiqariladi. Ox o ‘qi sterjen bo ‘ylab 
yo ‘na ltirilad i. Sterjen muvozanat holatda turibd i deb 
hisoblanadi. Sterjenning muvozanat holatdan og'ishi x va

rvaqtga b o g iiq b o ‘lsin: u = u(x\t). Í  uzunlikdagi sterjenning 

kinetik energiyasi

(p — sterjen materialining zichligi) formula bo'yicha 

top ilad i. Sterjen cho 'z ilm ayd i deb qaraladi. Eg rilig i 

o ‘zgarmas bo ‘lgan elastik sterjenning potensial energiyasi 

egrilig in ing kvadratiga proporsional bo 'lad i. Sterjen 

potensial energiyasining dFl d ifferensia li quyidagicha 
ko'rinishga ega:

T  = \ \ P u ' f d x  .

2

d n  = - k  
2 3
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Steijenning barcha potensial energiyasi quyidagi ifodadan 
hisoblaniladi:

n‘\\
z o

d2u 
dx2

1 +
du

v ô x v

1 e
dx  = к

Э 2« 

dx2\  У
dx.

Bu ifodada steijenning muvozanat holatidan og‘ishini

( Э и ̂
sezilarsiz deb hisoblanib, maxrajdagi I —  miqdor e’tiborga 

olinmadi.

Gam ilton—Ostrogradskiy integralining

h e
/ I
r0 o

— r>" /2 -  1 ku"y dxdt.
2 ' 2

statsionar qiymat qabul qilish shartidan elastik sterjenning

_ 2

erkin tebranishlarini tavsiflovchi — (p«,) +— r(^wxx) - 0
_______

tenglama hosil bo'ladi. Agar /г doimiy, ya’ni sterjen bir jinsli 
bo 'lsa , sterjen tebran ish larin ing  harakat tenglam asi 
quiydagicha ko'rinish oladi:

dt
+ k- 0

Agar sterjenga F{t,x) tashqi kuch ta’sir qilsa, uning 

harakat tenglamasi

d2u к d4u .+------ T = f(*,x)
dt P dx

f { t , x ) = - F ( t , x )
P

ko ‘rinish oladi.
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1. Funksiyaning qanday o'zgarishi uning differensiali va variatsi- 
yasini ifodalaydi?

2. Differensiailash va variatsiyalash operatsiyalari o'rin almashti- 
rish qonuniga bo'ysinadimi?

I I .  S a v o l  v a  m a s a la la r

4. S  ta erkinlik darajaga ega bo‘lgan mexanik sistema kinetik ener- 
giyasining variatsiyasi qanday formula bilan hisoblanadi?

6 . Gamilton va Lagranj bo'yicha ta’sirlar orasidagi bog'lanishni 
izohlab bering. Ularning ta’sir ifodalari qanday bo'ladi?

7. Gamilton—Ostrogradskiy prinsipining mazmunini izohlab 
bering,_____________________________________________

8 . Lagranjning statsionar ta’sir prinsipining mohiyati nimadan 
iborat?

9. Lagranj va Gamilton—Ostrogradskiy prinsiplari bir-biridan qan­
day farq qiladi?

10. Gamilton—Ostrogradskiy prinsiplaridan foydalanib:
1 ) torning erkin tebranish tenglamasini keltirib chiqaring.

Javob: d2u 

) dt2

d2u

i ?
■ 0  *

2 ) torning majburiy tebranish tenglamasini keltirib chiqaring.

, , d2u k  d2u . .  .
Javob: —r ----------T = f(t ,x ).

dt2 P dx
11. Quyidagi funksionallarning ekstremal qiymatlarini toping:

xi ¡— 71
1. 0 ( y ( x ) )  = J ^— — d x ,

io y

Javob: (x  -  a)2 + y 2 = R2 .

2. ®(y(x))  = J (y '2 + 2yy ' - \ 6 y 2)dx.

Javob: y  = a sin(4.x -  6 ) .
12. Quyidagi fuaksionallar uchun Gamilton—Ostrogradskiy tengla- 

malarini yozing:

1) <P(z(y,x)) = JJ 
D

' d z '
2 '

( d x j J y ,
d x d y ,

110



2) <P(u(y,x,z)) = ¡¡i
D

'd u  Y 
dx +

du_
dz

\2 du

W
+ 2  u (x ,y , z ) dxdydz •

Javob:. d 2u d 2u d 2u
T T  + 7 T  + T T  = ^ X’>'^)-  dJT d y ¿ d z

3) Ф(и(у,х)) = /{
D

d2U

v á ? ,  V  y

ÍLÍÍ
Эу2

+ 2 i l íL
dxdy

V y



8 -  § .  M e x a n i k  s i s t e m a n in g  k ic h ik  c h iz iq l i  

t e b r a n i s h l a r i

I. Nazariy qism

Agar mexanik sistemaning fazodagi holatini to‘liq va bir 
qiymatli aniqlaydigan parametrlar soni bitta bo‘lsa, u holda 
bunday sistemaning erkinlik darajasi bitta bolgan sistema deb 
ataladi. Boshqacha aytganda, bunday sistemaning holati bitta 
yagona q umumlashgan koordinata bilan to iiq  hamda bir 
qiymatli aniqlanadi hamda uning harakati bitta

d dT dT  _

dt dq d q ~  ■ (1)

Lagranj tenglamasi bilan tavsiflanadi.
An iq  masalalarni yechayotganda (1) tenglamani integral- 

lash masalasi ko ‘p jihatdan Q umumlashgan kuchning 
tabiatiga, ( 1) tenglamani tuzish esa kinetik va potensial 

(potensialli kuch maydonida) energiyalarning qanday 

ifodalanishiga bog‘liq boiadi.
Q umumlashgan kuchning strukturasi quyidagicha bolgan 

hollarni qaraymiz:

Q = Qn +QQ + Q T . (2)

Bunda Qn — potensialli kuchlarning umumlashgan kuchi 
(ko ‘p incha muvozanat holatga qaytaruvchi kuch yoki 
konservativ kuch nomi bilan yuritiladi). Bu kuch potensialli 
kuch maydonida potensial energiya orqali ifodalanadi:

o - . J J L
dq ■

Bunda Qk — qarshilik kuchlarining umumlashgan kuchi 

(biz chiziqli qarshilik kuchini, ya’ni sistema^nuqtalarining 
qarshilik kuchi nuqtalar tezliklarining birinchi darajasiga
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proporsional bo‘lib, yo‘nalishlari tezliklarning yo‘nalishlariga 
qarama-qarshi bo‘lgan holni qaraymiz).

Q — sistemaning majburiy tebranishlarini vujudga 

keltiruvchi, t vaqtga bog‘liqli (biz vaqtda sinusoidal qonun 
bo'yicha o ‘zgaruvchi kuchni qaraymiz) tashqi kuchlarning 
umumlashgan kuchlari. (1) Lagranj tenglamasidan sistema 
tebranish larin ing ch iz iq li tenglam alarin i o lish  uchun 
sistemaning kinetik va potensial energiyalarining ifodalari 
muvozanat holat atrofida, ya’ni q = 0  (q = 0 ) nuqta atrofida 
darajali qatorlarga yoyilib, kanonik ifodalar topiladi.

Mexanik sistema n ta nuqtadan iborat bo‘lib, bog‘lanish 
tenglamalari

r¡ = r¡{q) = x¡{q)i + y¡(q)j + Zk(q)Íc ko'rinishga ega bo'lsin. 

Sistemaning kinetik energiyasi hisoblaniladi:

t  = y S  = T e  "W = i  E fni(xf  + y¡ + z j )
¿ ¡=i 1 ¡=i L í=i

, , . dr¡ . . dx; . . dy¡ . . dz¡ ■ 
bunda r¡ = - i-  • q', x¡ = ■ q\ y¡ = ■ q\ Z¡ = T L - q. 

dq dq dq dq
Bunday holda sistemaning kinetik energiyasi uchun 

quyidagi ifoda topiladi:

1 £  ( d r ^ 2

¿ i= 1 dq

dZt
dq

O2 =~A (q)q2.

dx¡ dy¡_

dq

(3)

Bunda A(q) = E  w¡
/= 1

dr¡_
umumlashgan koordinatalar-

ning musbat funksiyasi.

A(q) funksiyani q = {) nuqta atrofida darajali qatorga 

quyidagicha yoyiladi:
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A(q) = A(o) + A \o )q  + ^ A n (o)q2 +... (4).

(4)ni (3)ga qo‘yilsa, tubandagi ifoda hosil bo‘ladi:

т  = \ а ш 2 + \
л .  , An (Ö) 2 A (o)q + — Y~^q +...

(5 ) dagi q va q ni kichik miqdorlar deb qarab, uchinchi 

va undan yuqori tartibli darajalari qatnashgan hadlarni 

q -q2, q ■ q2 va hokazo miqdorlar qatnashgan hadlarni tash- 

lab yuborib, T  kinetik energiya uchun A(0) = a belgilashni 

kiritilsa,________________________________________

(6 )

kanonik ifoda hosil bo‘ladi.
Statsionar bog‘lanishlarda sistemaning potensial energiyasi 

q umumlashgan koordinataning funksiyasi bo'ladi: П = П (q ) . 
Bu funksiyani ham muvozanat holat atrofida, ya’ni q = 0 

nuqta atrofida darajali qatorga yoyamiz:

n (q )  = П(о) + n \ o ) q  + {- n n {o)q2 +... (7)

q = 0 muvozanat holatda potensial energiyani П  = (о) = о

deb hisoblansa, n \ o )  miqdor esa sistemaning muvozanat 

holatida Q umumlashgan kuchning qiymatiga teng bo‘ladi.

Lagranj D ir ix le  teoremasiga ko ‘ ra П *(o) = o b o ' l a d i

(ekstremumning zaruriy shartiga ko‘ra). П 11 (о) = с belgilashni

kiritib, q3,q4.... m iqdorlari qatnashgan hadlarni tashlab 

yuborib, potensial energiya uchun

n ( q ) = l- c q 2 (8 )

kanonik ifoda kelib chiqadi. (6 ) va (8 ) formulalarga ko‘ra

dT  n dT  . d dT .. дП
- r -  = °; —  = aq; — . —  = aq\ —  = cq
dq d q at aq dq
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Hosila lar uchun topilgan bu ifodalarni (l)ga qo‘yib, 
erkinlik darajasi bitta bo‘lgan sistema o ‘z tebranishlarining 
differensial tenglamasi quyidagicha bo‘ladi:

aq + cq = 0. (9)

(9) tenglama nuqta to ‘g‘ri ch iziq li tebranishlarining 

mx + c0x = 0  tenglamasiga to iig 'icha o ‘xshash. x to ‘g‘ri chi­

ziqli koordinataga q umumlashgan koordinata, m massaga a 
inersiya koeffitsiyenti, c0 koeffitsiyent o ‘ raiga esa C  qattiqlik 
koeffitsiyenti mos keladi. Shunday ekan (9) tenglamani

integrallash, tahlil qilish mx + cqx = 0  tenglamani integ- 

rallash va tahlil qilish singari bo'ladi.
Bitta erkinlik darajali sistemaga potensialli kuchlardan 

tashqari, qarshilik kuchi ham ta’sir qilishi mumkin. Bunday 
holda sistemaning harakati umumiy shaklda

d dT dT rt(K)
t í m , - * T q  + a  <>°)

differensial tenglama bilan yoziladi. Bunda Q(í7  ̂ =
-077

^ k

potensialli kuchlaming umumlashgan kuchi, q W  — qarshilik 

kuchlarining umumlashgan kuchi.
C h iz iq l i  q a rsh ilik  b o ‘ lgan ho l qarab ch iq ila d i:

Rk = = ~№k̂ k ( M* ~  q a rsh ilik  k o e ffits iy en ti) .

Umumlashgan kuchni aniqlash qoidasiga ko‘ra

Q{K) = Í R k d- ^  = - Í ^ r k . ( i i )  
k = 1 M  k = 1 ¿q  v '

drk _  drk
Lagranj ayniyatidan foydalanib, ( l l) n in g  

ko‘rinishi o ‘zgartiriladi:

f K )

Belgilash kiritiladi:

/t=l
rk adq ( » o

k = i  1
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Я Ui-Л2 я ^ - ô 2
Ф = Е  ^  = Е  ^ г -  (12)

к=\ 1 к=1 ¿

Bundagi Ф ga dissipativ yoki Reley funksiyasi deyiladi. 
Bu funksiyaning strukturasi sistemaning kinetik energiyasi 
ifodasiga o ‘xshash, uning ifodasida massa cernida qarshilik

koeffitsiyenti keladi. Qk umumlashgan qarshilik kuchi Ф 

funksiyadan q umumlashgan tezlik bo‘yicha olingan hosi-

ЭФ
íatiga teng y v'v' = -

Ф ni q va q orqali ifodalaymiz:

( i¿\ ЭФ
laning «-» ishora bilan olingan qiymatiga teng QK ’

dq

/ ч • .rk = rkio), rk = ~ q
Э q

T -  = ^ B № 2 - ( i 2 ')
,2 л2 П

k=1 2  2

\ 2

V a? У

1

2

я f  Л2
Bunda Æ(?) = E  И* belgilash kiritildi.

k=i {

В funksiya faqat q ga bog‘liq bo'lib, q ga bog liq  emas, 

dr
chunki miqdor q ga bog‘liq  emas, Ф funksiya uchun

kanonik ifoda topish maqsadida B(q) funksiyani q = 0  nuqta 

atroñda q ning darajalari bo‘yicha qatorga yoyiladi:

2

B(q) = B(0) + B'(0) + B " ( 0 ) - ^  + ....

Bu yoyilmaning 1- hadi bilan chegaralanib va ц = B(0) 
belgilash kiritilsa, Ф funksiya uchun kanonik ifoda quyidagi 

ko‘rinishni oladi:

Ф  = к в ( Щ 2 = k \ i q 2 . (13)
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_  d < P  _

U ~ bo'lishligi e’tiborga olinsa, qaralayotgan

holda, ya’ni qarshilik ko‘rsatuvchi muhitda sistema harakatining 
( 1 0 ) tenglamasi

q + 2nq + k2q = 0 (14)

2 C U le
ko'rinishni oladi. Bunda k = —; 2n = —; k = J — .

a a V a
k doimiy son bo'lib, sistema tebranishlarining qarshilik 

e’tiborga olinmagandagi doiraviy chastotasi.

[X
n = ~  niiqdor esa so‘nish koeffitsiyenti deb ataladi.

(14) tenglama ham oldin o£rganilgan moddiy nuqta so‘nuvchi

tebranishlarini tavsiflovchi x + 2rx + co2x = 0  tenglamaga 
o ‘xshash. Shunday ekan (14) tenglamani integrallash va tahlil 
qilish masalasi yechilgan ekan.

Endi bitta erkinlik darajali sistemaga potensialli kuch va

QT = H ún(Pt + $) garmonik qo‘zg‘atuvchi kuch ta’sir qila-

yotgan b o ‘ lib, m uhitn ing qarsh ilik  kuch in i e ’ tiborga 
olmaganda, kinetik va potensial energiya uchun (6 ) va (8 ) 
formulalar kuchida sistemaning harakati

q + k 2q = hsin(Pt + 8). (15)

ko'rinishdagi tenglama bilan, qarshilik kuchini e’tiborga 
olganda esa

q + 2hq + k2q = hún(Pt + 5) (16)

tenglama bilan tavsiflanadi.
(15) va (16) ko‘rinishdagi tenglamalar ham oldin o ‘rga- 

nilgan va tahlil qilingan.



I I .  M a s a la l a r  y e c h is h

27- masala. AB prujinaning bir uchi A nuqtaga shunday 
mahkamlanganki, uning ikkinchi B uchiga 20 g  statik kuch 
qo'yilganda u 1 sm ga cho‘zilsin. Prujina deformatsiyalanmagan 
paytda uning pastdagi B uchiga og‘irligi 100 g  bo‘lgan C 
toshni osib, u boshlang‘ich tezliksiz qo^yib yuborilgan. 
Prujinaning keyingi harakati tenglamasini toping va ampli- 
tuda hamda tebranish davrini ko‘rsating. Toshning harakatini 
uning statik muvozanat holatidan vertikal pastga yo‘nalgan 
o ‘qqa nisbatan oling.

Yechish. Tosh harakatining differensial tenglamasini 
tuzamiz (46- rasm).

/ / / / / / ,

X()

C

0

B

C{x+xo)

m x

m g

46- rasm. 

m x  + c (x  + xq) - m g  = 0 .

Muvozanat holatda cx0 = mg  bo'ladi. Bunday holda

toshning harakat tenglamasi

X + CÜ x2 — 0 )  co =  J — (1)
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ko'rinishni oladi. Butenglama x\ = cosco?, x2 = sin со/ xususiy 

yechimlarga ega. Uning umumiy yechimi esa

x(t) = ,4 sin со/ + В cosat (2)

ko‘rinishda bo'ladi. Bu yechimning hosilasi ham topiladi:

X = со (/4 cos со/- В sin со/) (3)

M a sa la n in g  m azm un idan  bosh lang ‘ ich  shartla r 

aniqlaniladi:

*|/=o=-*o> *|/=0=°- (4)
(2), (3) va (4)dan foydalanib, A va В noma’lum sonlar 

topiladi:

p
Agar t = 0 bo‘lsa, x = - x q = ~ — bo‘ lib, В = - x 0 va

X = 0 bo'lganda, A = 0 bo ‘ ladi.
Toshning harakat qonuni quyidagicha topiladi:

X =  -JCq • cos 

P n  ™ S 100 .
* » “ c '  С ‘ 2° ш ’ * 0  = =

„ . É i Æ M . v s s . u K ._______________ V/я V 100 ' s

r  = — = — -’- j  = = 0,45s.
CO 14 14

Toshning harakat tenglamasi esa x = -5 cos 14/ ko ‘rinish- 

da bo‘ladi.
28- masala. Og‘ irligi Q = 2 m bo‘lgan yuk o'zgarmas 

ft = 5m / s  tezlikb ilanpastgatushirilayotgandasimarqonblok 
oboymasiga qisilib qolib, yuk tushirilayotgan sim arqonning 
yuqori uchi to‘satdan to‘xtab qoldi. Sim arqonning og‘irligini 
hisobga olmay, yukning keyingi tebranishida sim arqonning 
eng katta tortish kuchi qanchaga yetishini aniqlang, sim

171
arqonning qattiqlik koeffitsiyenti с = 4 —  ga teng.
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y////////// Yechish. Masala mazmunidan
. m

x\ t= o = 0 , =o = ^o = 5 '

x0

bo‘lishligi kelib chiqadi. Q = 2 m

c = 4
m

sm

0

Yuk harakatining differensial 
tenglamasi quyidagicha tuziladi 
(47-rasm):

m  -
d 2x  
dt2

— Q C(xcm + x ) ,

Q

Muvozanat vaqtida Q = cxcm 
bo'ladi.

£ ♦ ? * - « .  

harakat tenglamasi kelib chiqadi. 
Bu tenglamaning yechimi

x = csin(coi + cp) 

ko 'r in ishda  b o ‘lad i. x L = 0= 0

Icq
shartda va a  = J q  b o ‘lish in i47- rasm.

e ’tiborga o l in sa ,  quyidagi ten g lam a  hnsil bo'ladi:

co co
\Q
leg'

\x} + %  = —  = &0J — , <P = arctS ~  = arctgO = 0 .

Q IQYukning harakat tenglamasi x = J—  sin — t ko ‘ri-
¡cg 'Cg

Qnishni oladi. Agar sin /— t  = 1 bo‘lsa, x  = x max =-&0 J ~
V o

bo‘ladi. Sim arqonning eng katta zo ‘riqishi
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V̂nax ~ Q  C-̂ max — Ö + $ 0 -i
V 8\  8

formula bo'yicha topiladi.

F1 max
400 — • 2m__u____

= 2m + 5 • 9,02 m = 2 m + 45,1 m = 47,\m.
29- masala. Bir uchiga 100 g og'irlikdagi yuk osilgan 

prujina suyuqlikda harakatlanmoqda. Prujinaning qattiqlik 

koeffitsiyenti c = 2Qg/sm ga teng. Suyuqlikning yukka 

ko'rsatadigan qarshilik kuchi tezlikning birinchi darajasiga 

proporsional: R = aö, bunda a = 3,5g.s /  sm .
Agar bosh lang'ich paytda yuk statik muvozanat holatdan 

x0 = 1 smga  siljigan va unga siljish yo^nalishiga qarshi 
yo'nalishda 50 sm/s boshlang‘ ich tezlik berilgan bo ‘ lsa, yuk 
harakatining tenglamasini toping va ko'chishning vaqtga 

bog'lanishli grafigini chizing.
Yechish. Sanoq boshi qilib yuk statik muvozanat holati 

qabul qilinadi. Ax o ‘qi prujina bo ‘ylab vertikal pastga 
yo 'na ltirilad i. Yuk  harakatining boshlang'ich shartlari 

quyidagicha yoziladi.

x0 ning ishorasi manfiy, chunki uning yo‘nalishi yuk 

ko‘chish yo‘nalishiga qarama-qarshi yo‘nalgan.
Yuk uning absissasi musbat bo‘lgan holda tasvirlanadi.

Prujina qo'yilgan kuchlar ta’sirida A = Aim + xga  ko'chadi.

Prujinaning elastik kuchi Ax o ‘qi bo'ylab vertikal ravishda 
yuqoriga yo'nalgan bo'ladi. Uning Ax o ‘qdagi proyeksiyasini 

topamiz.

Yuk x abssissasining o ‘sishi tomoniga harakat qilsin de- 
sak, R qarshilik kuchi tezlikka qarama-qarshi tomonga, 
ya’ni vertikal yuqoriga yo'nalgan bo‘ ladi. F va R kuch-

x |r=0 = x „= 1 sm, x |/=0 = x 0=

Fx = ~c(Asm + x) ■ ( 1 )
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lardan boshqa yukka uning P  og‘ irlik kuchi ham ta’sir qi- 
ladi. Yuk harakatining differensial tenglamasi tuziladi (48- 
rasm):

48- rasm.

m x  = P  + Fx  + Rx .

Bu formulaga Rx = -a ß x = -cd  ni va Fx ning (1) ifodasi 

qo'yiladi:

P  ..
x  — P  — cAsm — cx  — ocö^ . (2)

8
Muvozanat holatda

P  -  cA sm -  = 0 (3)

tenglik bajariladi.

Haqiqatan statik muvozanat holatda yukka uning P  og‘irlik 
kuchi, bu kuch vertikal pastga yo'nalgan, prujinaning 
Fx = cAsm statik elastik kuchi, bu kuch vertikal yuqoriga 
yo ‘nalgan kuchlar ta’sir qiladi. Yuk  muvozanat holatda 

bo‘lganda P  -  Fsm = 0 bo'ladi, ya’ni (3) formula o ‘rinli. (2)
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differensial tenglama o ‘ng qismidagi birinchi ikkita qo‘shi- 
luvchining yig‘indisi (3) ga ko‘ra nolga teng. ftx ni x ga 
almashtirib, yuk harakatining differensial tenglamasi kelib 

chiqadi:

Px + cgx + agx = 0,

x + 2 nx + k2x = 0 , ^

bunda к = .ß^-, n = —
V P 2 P

Ifodadagi kattaliklar o'rniga sonli qiymatlarini qo'yib, к 
va n hisoblab topiladi:

2 0  —  9 8 0 ^
* = J — -------—  = VÏ96 = 14s-1 ;

\  1 0 0 ^

Я . ОЯпШ
980 2 0 ,7 -980  -!  4n = ------------- ---- -------- s = 17,1675s .

2 •100g 40

Bundan ravshanki, к < n (katta qarshilik bo‘lgan hoi).

(4) tenglamaning yechimini x = eXl ko ‘rinishda izlab, X 
noma’lum songa nisbatan, unga mos keluvchi xarakteristik 

tenglama hosil boiadi:

X2 + 2nX + k 2 = 0 .
Bu tenglamani yechib, quyidagilar topiladi:

À] = - / î- V « 2 -  к2, X2 = - n  + yJn2 -  к 2 . (5)

n > к bo ‘lgani uchun X, va X2 ildizlar haqiqiy bo‘ladi. 

Yukning harakat tenglamalari quyidagicha bo‘ladi:

x(t) = qe*1' + c2eX2t, (6 )

x(t) = C\X\eX{t + c2X2eX2' ■ (7)

Agar (6 ) tenglamada t = 0 , x = x0 , (7) tenglamada 

/ = 0 , x = xq bo'lishligi e’tiborga olinsa, c¡ va c2 doimiy 

sonlarni topishga imkon beradigan tenglamalar sistemasi kelib 

chiqadi:
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С \  + С 2  =  X q ,  ÁjCj +  X 2 C 2  -  X q  .

Bu sistemadan q  va c2 topiladi:

c _ -X2X0 + X0 c _ AiXq -  x0 

X¡ — X2 ’ X¡ — A. 2

— (6 )dagi q  va c2 ni ularning topilgan ifodalariga almash- 

tirib, quyidagi ifoda olinadi:

x(t) = -— Ц — -[(XjXq - x 0)eX2t - (X 2x0 - x 0 )eÀ1' l .  (8)
ÀJ -  л 2 L j

(8 )ga (5)ni qo‘yilsa, quyidagi tenglik hosil bo‘ladi:

x(t) Г -nt
Xi - X 9

(XjXq - x0)

„-Vrt2--(X 2x0 - x 0)e

« = 17,15s-1, к = 14s-1, xq = ls/я, xq = -50sm/s 

bo‘lgandagi hisoblashlar bajariladi:

(9).

1 )
V« 2 -  k2 =Vl7,152 -142 = 7294,12 -196 = 

= V98,12 = 9,95;

2) X2 = -m  + Jn2 - k 2 =-17,15 + 9,95 = -7,2;

3) X, = -« - л/и2 -  £ 2 = -17,15 -  9,95 = -27,1;

4) X jx -xo  =-27,1-1 + 50 =22,9;

5) Xjx — x 0 =-7,2-1 +50 = 42,8;

6 ) X] - X 2 =-27,1 + 7,2 = -19,9;

7) 1 (X1x - x 0) = ^ T = -l,15;

8)

X ! - X 2 V 7 -19,9

— -— (X2x - x 0) = ~  = -2,15. 
X ! - X 2 V 2  07 19,9
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Topilgan son qiymatlarni (9) ga qo‘yilsa, yukning izla- 
nayotgan harakat tenglamasi hosil bo'Iadi:

x{t) = ex l [ - l,15e9,95/ + 2,15e_9,95r ̂  sm  . (10)

Endi yukning Statik muvozanat holatdan o ‘tish yoki 
o ‘tmasligini aniqlaymiz. Buning uchun xning (10) ifodasini 
nolga tenglashtirib, olingan tenglamani t vaqtga nisbatan 
yechiladi:

<T17’15' (-1,15e9,95/ + 2,15 • e-9,95?) = 0 .

Bunda ¿~l7>15i * 0 . Yukning Statik muvozanat holatdan 
o'tish payti

— 1,15e9,95/ + 2,15e_9,95i =0 

tenglamadan aniqlanadi. Bu vaqt quyidagicha topiladi:

2,15e-9’95' = 1, le9,95t => g  = e19,9i =* e19-9' = 1,87 =*

=> 19,9/ = ln 1,87 =» t = lni,87^1nl0 = 0,2718-2,3 =
i 19,9 19,9 19,9

= № 51

19,9

Demak, yuk t\ = 0,003s paytda Statik muvozanat holatdan

o ‘tadi. / => °° da e-17,15' => 0 . t vaqtning t -  oo qiymati 

harakatning so'nishiga mos keladi. Ox o ‘qi funksiya grafigi 
uchun gorizontal asimptota bo'Iadi.

(10) funksiyaning ekstremum nuqtasini topamiz. Buning 
uchun ( 1 0 ) funksiyaning hosilasin i topib, uni nolga 
tenglashtirib, olingan tenglamani t ga nisbatan yechiladi:

x(t) = -17,15e17,15i (-1,15e9’95' + 2,15<T9’95i) +

+ (-1,15 -9,95e9’95/ -2,15 - 9,95 ̂ 9’95')  =0.

(17,15 • 1,15 -1,15 • 9,95) e9’95' -  (15,15 • 2,15 + 9,95 • 2,15) e-9’95' = 0,
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1 9 ,9 / = °>l 3 -2Zi l  el9,9/ = 7  0 4  => 1 9  9 / = In 7,04  
0 ,2 3 - 7 , 2

1 94948 
/ = ^ p  = 0,098 = 0,1s.

- m -

o ‘sadi. Bu funksiya / = 0,1 nuqtada m in im um ga ega 

^min=-0,42 (49 -rasm).

I

---ir
-vsm

I0'03 0,098 0,2m. 0,3A 0,4

0 V
I-------- W -----• ----- w

ts

-0,42

49- rasm.

30- tnasala. Bir uchiga 100 g  og‘irlikdagi yuk osilgan 
prujina suyuqlikda harakatlanmoqda Pnijinaning qattiqlik

koeffitsiyenti c = 20  g /s m g a  teng. Suyuqlikning yukka ko‘rsa-

tadigan qarshilik kuchi tezlikning birinchi darajasiga propor-

sional: R = aft, bunda a = 3,5 — .
sm

Agar boshlang‘ich paytda yuk statik muvozanat holatdan 

x 0 = 5 s m g a  siljigan va unga siljish yo‘nalishida 10s m / s  

boshlang'ich tezlik berilgan bo‘lsa, yuk harakatining teng- 
lamasini toping va ko'chishning vaqtga bog'lanishli grafigini 

chizing.
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Yechish. Bu masalaning mazmuni oldingi masalaning 
mazmuni singari, lekin yukka berilgan boshlang‘ ich tezlik 
o ld ing i masalada ko ‘chish yo‘ nalishiga qarama-qarshi 
yo‘nalgan bo ‘lsa, bu masalada esa yukka berilgan bosh- 
langMch tezlik ko‘chish yo'nalishi bilan mos tushadi. Bu 
masala uchun boshlang'ich shartlar quyidagicha bo‘ladi:

*|/=o = *o =55«, i | , =0 = Xq = 1 0 ^ .
Yuk  harakatining tenglamasini topish uchun oldingi 

masalada chiqarilgan (9) Koshi shaklidagi yuk harakatining 
umumiy tenglamasidan foydalaniladi:

je (t) = — L — e- n'
X,-X2 ( 1 )

hunda n = 17,15s *, к  -  14s 1, jcq -  5sm, xq = 10sm  f  s

1) Jn2 - k 2 = ^98,12 =9,95;

2) X, =-27,1; 3) X2 =-7,2;

4) Xj x - xq =-27,1 1-10 = -135,5-10 = 145,5 ;

5) X2x - x 0 = —7,2-5 — 10 =-36-10 = 46;

6 ) X, - X 2 =-27,1 + 7,2 = -19,9;

1 /л ■ \ -145,5 „
7 > = = 7. 3 0 ;

8 )

Topilgan son qiymatlarni (l)ga qo‘yilsa, yukning harakat 
tenglamasi quyidagicha bo‘ladi:

x ( t )  = - e ~ l7,l5t (7,30e9,95/ -2,30e~9’95tSjsm .  (2)

Yukning statik muvozanat holatdan o ‘tish vaqtini aniq- 

laymiz. Buning uchun 7,30 ■ é?9,95/-  2,30e“9,95/= 0 tengla- 
mani t  ga nisbatan yechiladi:
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19,9/ _ 23 19,9/ = л 32 => í => ln ° ’ 32 = l g Q ’ 32  ln l ° = 
” 72 ’ 19,9 19,9

= 1,5251-2,3 = -1Д5 = _ 0 05

19,9 19,9 

Y u k  statik muvozanat ho latdan o ‘ tmaydi. C h unki 

t = -0,05 < 0.

Endi (2) funksiyaning ekstremum nuqtasi topiladi. Buning 
uchun (2 ) funksiyaning t vaqt bo‘yicha hosilasini topib, uni 
nolga tenglashtirib, olingan tenglamani t ga nisbatan yechiladi:

e-17J5^f-7,30 ± -7,2 - e9’95r + 2,30 • 27,1 • e~9’95r ] = 09 9 J У í

Bunda e 17,15/ * 0. Demak,

-7,30 • 7,2 • e9’95‘ + 2,30 • 27,1 • e“9’95' = 0,

-7,30 • 7,2e9'95t + 2,30 • 27,1 • e~9’95' = 0,

-7,30 • 7,2e19,9í =-2,30-27,1.

19,9/ = 2 3  ' 2 7 1  => gl9,9/ = 6233 ^  gl9,9/ = 1,185 =» 1 9 ,9 í  = 
72-73 5256

, , ln 1,185 ln 1,185• ln 10
= ln 1,185 =>/ = = 19>9— =

= 0,0737-2,3 0,16951 = Q ш

19,9 19,9

(2 ) funksiya (0;0,008) oraliqda o ‘sadi, (0,008;°°) oraliqda 

kamayib Ot o ‘qqa asimptotik yaqinlashib boradi. Ot o ‘q (2) 
funksiya grafigining gorizontal asimptotasi bo‘ladi. (2 ) funksiya

t = 0,008 nuqtada maksimum qiymatga erishadi. xmax = 13sm . 
Tekshirish natijalarini e’tiborga olib, (2) funksiyaning grafigi 

chiziladi (50- rasm).
31- masala. Og‘irligi 2 0 0  g  bo'lgan yuk qattiqlik koef-

fitsiyenti с = 1 ks/sm bo‘lgan prujinaga osilgan va S  = H  sin pt 

kuch ta’sirida turibdi.
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50- ras m.

Bunda H = 2kg, P = 7 0 s l. B o sh la n g 'ic h  paytda

x0 =2sm, x0 = 10 sm/s. Koordinata boshi sifatida yukning 

Statik muvozanat holatini tanlab, yuk harakatining teng- 
lamasini toping.

Yechish. Ox o ‘qini vertikal 
pastga yo‘naltirib, koordinata 
bosh i s ifa tid a  yukn ing  0  

muvozanat holatini tanlaymiz.

S  q o ‘zg ‘ atuvchi kuch Ox 
o 'qn ing  musbat yo ‘ na lish i —
bo ‘yicha yo ‘nalgan bo ‘ lsin.

Yukka P og 'irlik  kuchi, F 
prujinaning elastiklik kuchi va

S qo‘zg‘atuvchi kuch ta’sir 
qiladi (51- rasm).

Yuk harakatining differen- 
sial tenglamasi tuziladi:

m* = l Fkx', 
k

' L F k x \ = P ~ F  + S .  
k

/ / / / / / / / /

x0 0

P

S

51- rasm.
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P  -  F = P -  c ( xo + x )  = ( p  -  CXq) -  ex.

Statik muvozanat holatda P = exq bo‘ladi. P  -  F = -ex . 

Natijada yuk harakatining difterensial tenglamasi quyidagicha

bo ‘ladi:

1 0 0 0 - ^ -9 8 0 ^
bunda k1 = —  = ------—------ —  = 4960s2;

P 200(7

1 1 1

„  980-^ f-200(7
h = ^ -  = ----------------= 980 ,

P 200(7 / s2

Bu qiymatlarni (l)ga qo'yilsa, quyidagi tenglama kelib 

chiqadi:

x + 4900x = 9800 sin p t . (2)

Q o ‘zg‘atuvchi kuchning p  = 70s-1 chastotasi yuk teb-

ranishlarining k = 70j_1 chastotasi bilan ustma-ust tushadi. 
Demak, sistemada rezonans hol yuz beradi.

Yuk  tebranishlari

X[ = q  eos 70? + c-i sin 701 
tenglama bilan aniqlanadi. Yukning majburiy tebranishlarini

xi = Atcos.l0t (3)

ko‘rinishda izlaymiz. x2 ning t vaqt bo'yicha hosilalari topiladi: 

x2 = //1 eos70/ -  lOAtúnlOt,

x 2= -70A sin 70/ -  70A sin 701 -  4900/ eos 70/. (4)

(3) va (4 )ni (2) ga qo‘yib, A aniqlaniladi:

-140A sin 70/ -  4900/70/ + 4900/70/ = 9800 sin 70/,

-140,4 sin 70/ = 9800 sin 70/,

-140A = 9800,

A = -70.

Natijada qo‘zg‘atuvchi kuch ta’sirida hosil bo ‘ladigan 

tebranishlarni
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Natijada izlanayotgan yuk harakatining tenglamasi 

quyidagicha topiladi:

x ( t )  = e -° ’7/(2 ,0 0 4 c o s l3 ,9 8 f - 0 , 2 6 5  sin 13 ,980  -  

-(0 ,0 0 4  eos 30í + 0,07 sin 301).

III. Savol va masalalar

1. Sistemaning kinetik energiyasi qanday formula va aniqlikda hiso- 
blanadi?

2. Sistemaning inersiya koeffitsiyenti qanday parametrlarga bog'liq 
bo‘ladi va qanday hisoblanadi?

3. Bitta erkinlik darajaga ega bo‘lgan sistema erkin tebranishlari-ning 
amplitudasi va boshlang'ich fazosi qanday aniqlanadi?

4. Sistema erkin tebranishlarining chastotasi va davri qanday 
parametrlarga bog‘liq bo‘ladi?

5. Bitta erkinlik darajaga ega bo‘lgan sistema erkin tebranishlarining 
asosiy xossalarini izohlang va tahlil qiling.

6 . Qanday qarshilikda amplituda ko'rsatkichli qonun (geometrik 
progressiya) bo‘yicha kamayadi? Qanday qarshilikda amplituda arifmetik 
progressiya qonuni bo'yicha kamayadi?

7. Erkinlik darajasi bitta bo'lgan sistema majburiy tebranishlarining 
differensial tenglamasi qanday ko‘rinishga ega? Uning umumiy yechi- 
mi qanday ko'riladi?

8 . Majburiy tebranishlar differensial tenglamasi umumiy yechi- 
mi-ning har bir qo‘shiluvchisini izohlang.

9. Kichik qarshilikni e’tiborga olganda davriy qo‘zg‘atuvchi kuch 
ta’siridagi bitta erkinlik darajaga ega bo‘lgan sistema majburiy tebra­
nishlarining differensial tenglamasi va uning umumiy yechimi qanday 
ko‘rinishga ega?

10. Tezlikka bog'liq bo'lgan qarshilik sistema erkin tebranishlari­
ning davriga qanday ta’sir qiladi?

11. Tezlikka proporsional bo'lgan qarshilik sistema majburiy tebran­
ishlarining amplitudasiga, fazosiga, chastotasi va davriga qanday ta’sir 
qiladi?
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12. Qanday shartlarda j -  tartibli rezonans vujudga keladi? Qanday 
chastotalar kritik chastotalar deb ataladi?

13. Qarshilik kuchini e’tiborga olganda rezonans hollar uchun sistema 
majburiy tebranishlarining ko'rinishi qanday bo‘ladi?

14. Majburiy tebranishlar amplitudasining maksimal qiymati qan-

15. So'nish koeffitsiyentining qanday qiymatida majburiy tebra- 
nishlar amplitudasining maksimumi mavjud bo‘lmaydi?

16. Rezonans holda qarshilik e’tiborga olinmaganda sistema majburiy 
tebranishlarining amplitudasi qanday qonun bo‘yicha o'zgaradi?

17. Qanday shartda «Tepkili tebranish» hodisasi yuz beradi va bu 
hodisaning grafigi qanday boiadi?

18. Tezlikka proporsional bo‘lgan qarshilik «Tepkili tebranish» ho- 
disasiga qanday ta’sir qiladi? Bunday tebranishlarning grafigi qanday 
bo'ladi?

19. Dinamiklik koeffitsiyenti deb nimaga aytiladi va u qanday 
aniqlanadi?

20. Oniy impulsli kuch ta’sirida bitta erkinlik darajaga ega bo'lgan 
sistemaning majburiy tebranishlari qanday tenglama bilan aniqlanadi?

21. To'satdan sistemaga qo'yilgan o‘zgarmas kuchning dinamik ta’siri 
qanday bo‘ladi?

22. Qattiqlik koeffitsiyentlari C, va C2 bo‘lgan prujinalarga P 
og'irlikdagi yuk osilgan.

a) yuk prujinalardan bir tomonda (pastda);
b) yuk prujinalar oralig* ida yotganda uning tebranish davrini 

toping.

Javob: T  = 2k  |Z .£ L ± fI ; T = 2n I - P—
H  clc 2 u ( q + c 2)

23. Og‘irligi 20H  bo‘lgan yukprujinaga osilgan. Prujinaning og‘irlik 
kuchi ta’siridagi uzayishi Xsm -  5 sm . Agar boshlang‘ich paytda pruji-

Hi
naning uzayishi A/ = 8  s n t , yukning boshlang'ich tezligi öq = 1 0  —

bo‘lsa, yukning harakatini aniqlang.
. Javob: q -  3,08sin(14f + 1,34).wj.
24. Og'irligi 20H  bo'lgan yuk prujinaga osilgan. Prujinaning yuk 

ta’siridagi statik uzayishi Xsm = 5 sm ga teng. Yukka S  = 20 sin 14tH
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murakkab harakat qiladi. Bu murakkab harakat esa sistemaning 
erkin va majburiy tebranishlaridan iborat bo'ladi. Qaralayotgan 
hol uchun Lagranj tenglamasí

d_
dt

dT
d q j d q j  d q j + Q j ( í ) >

bundagi Qj(t) umumlashgan kuch

a = i , 2 , . . . , i )
,=l dg¡ ’

formula bo‘yicha topiladi. ^ sistema erkinlik darajasining soni, 

k esa F¡{í) qo‘zg‘atuvchi kuchlarning soni.

Lag ran j ten g lam a la r ig a  k in e t ik  va p o te n s ia l 
energiyalarning — --------------------- -----

t  =  1 2  Z  ai M j , n  = i  £  x  cj W j  
2 /=i j=i 1 /=i j =i

ifodalarini qo‘yib, sistema majburiy tebranishlarini tasvir- 
lovchi differensial tenglamalar sistemasini qarshilik kuehini 
hisobga olinmasa, quyidagicha bo ‘ ladi:

a\\q\ +ai2<Í2 +•• •• + a\sQs + C1 101 + c1 2 # 2  + •• ■+c\sqs =Qi( 0 ;
a2\ij\ + « 2 2 ^ 2  +• •• + a2sQs + C2\<1\ + c22<72 + •-  + C2s9s =02(0;

(5)

as\q\ + as2<Í2 + ••-  + ossqs +cs\q \+ c s2q 2 + : • ŝŝ s — Qs(0-

(5) sistemaning umum iy yech im i (1) sistemaning 
umumiy yechimi bilan o‘zining qandaydir xususiy yechimi 
yig'indisiga teng

Qj = q f  + q f } + •••• + q{f . (6)

Bundagi q{p  qo‘shiluvchi (yechim) sistemaning erkin

tebranishlarini ifodalaydi. M a ’lumki, sistemaning erkin 
tebranishlari qarshilik tufayli tez so‘nuvchi tebranishlardir.
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K o ‘pchilik holatlarda sistemaning majburiy tebranishlarini 

ifodalovchi q{2) xususiy yechimlarni topish katta amaliy 

ahamiyatga ega bo‘ladi.

(5) sistemaning xususiy yechim larin i qo ‘zg ‘atuvchi 

umumlashgan kttchlar garmonik qonun bo'yicha o ‘zgargan 

hoi uchun topiladi, ya’ni Qj(t) = Qj sin(pt + 8) = 
bundagi P — tashqi kuch chastotasi, 5 — u larning 

boshlang‘ich fazasi.

Qaralayotgan holda xususiy yechim quyidagi ko'rinishda 

topiladi:

q(p  = A js m (p t  + S), ( j  = l ,2 , . . . ,s ) . (7)

(7)ni (5)ga qo'yilsa, majburiy tebranishlarning Aj 
( j  = 1,2,...,s) noma’lum amplitudalariga nisbatan quyidagi 

bir jinsli bo‘lmagan chiziqli algebraik sistema hosil bo‘ladi:

(cll ~ al\P2 ) A  + ( c 12 - a i l P 2 ) ^  + ..... + (c1j ~ a\sP2) A  -Q >

(C2I ~ a2\P2 )̂A + [c22 ~a22P2) /h +....+ (c2s ~a2sP2)^s = 02,

(c\s ~ au p 2 ) A + (cj2 -  as2p2 ).Az + ..... + (cs -  a ^ p 2) As = Qs

(8 )

Agar bu sistema uchun

A (p2) =

c\ \ ~ a\\P2 cn ~ an P 2.....

c2l -  a2 lP 2 c22 -  a22P2 ........ c2s ~  a2sP~

csl as\P  cs2 as2P ........ css assP

* 0  (9)
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boisa, u holda As majburiy tebranishlarning ainplitudasi 
quyidagicha bo‘ladi:

bundagi A j i (p2) ( i , j  = \,2,...,s) determinant a (p2) deter-

minantningy- ustun va i- campu elementlarining ishora

bilan olingan minorlaridir.

A(p2) determinant A ( k 2) determinantdan k1 ni p 2 ga

almashtirib olingan desa ham bo‘ladi.
Agar P  m ajburiy  teb ran ish la r chastotasi bosh

tebranishlarning birorta k i chastotasi bilan ustma-ust tushib

qolsa, ya’ni p - k [  bo‘ lsa, u holda sistemada j  tartibli 

rezonans vujudga keladi. Bu holda

bo‘ladi.

Rezonans vaqtida qarshilik e’tiborga olinmaganda majburiy 
tebranishlarning amplitudasi vaqt o'tishi bilan chegarasiz 
o'sadi. Qarshilikni e’tiborga olganda esa bu amplitudalar chekli 
bo‘lib, kichkina qarshiliklar uchun juda katta qiymatlarga ega 
bo‘lishi mumkin.

Olingan natijalarni ixtiyoriy davrli qo‘zg‘atuvchi kuchlar

uchun qo‘llash mumkin. Agar qo‘zg‘atuvchi kuch Tm = —

davrli bo‘lsa, u holda <2 / ( 0  uniumlashgan qo ‘zg‘atuvchi 
kuch Fure qatoriga yoyiladi:

( 1 0 )

A (p2) = A (kj) = 0

P

Qi(t) = Qj0 + X  Qjr sin (prt + §r ) (11)
r = l

bunda pr = rp(r = 1,2,...,°°)
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(1 1 ) yoyilmadagi <2yo doimiy had tebranishlarga ta’sir 

qilmaydi. Q o ‘zg‘atuvchi kuchlarning r garmonikasiga mos 
keluvchi majburiy tebranishlarning amplitudasi

S

-  — ------- -
A (p%)

( 1 2 )

formulasi bo‘yicha aniqlanadi.
Agar qo ‘zg‘atuvchi kuchlar garmonikalaridan biror- 

tasining chastotasi sistema bosh tebranishlarining birorta

chastotasi bilan ustma-ust tushib qolsa, ya’ni pr = kj bo‘lsa,

u h o ld a  sistem ada rezonans hod isasi yuz berad i.

pr = kj (r = 1,2 ,...) chasto ta la r kritik  chasto ta lar  deb

ataladi.

33- masala. (M-554, 1986). Uzunliklari ¿ va massalari 

m bo igan  ikkita bir xil mayatnik qattiqligi s bo‘lgan, uchlari 

mayatniklarning sterjenlariga mahkamlangan prujina bilan 

h balandlikda bir-biriga bog'langan. Mayatniklardan biri 

muvozanat holatdan a burchakka og‘dirilgandan keyin 

sistemaning mayatniklar muvozanati tekisligida qiladigan 

k ic h ik  te b ra n ish la r in i an iq lang; m aya tn ik la rn in g  

boshlang‘ich tezliklari nolga teng. Qarshilik, mayatniklar 

sterjenlarining massalari va prujinaning massasini hisobga 

olmang (53- rasm).
Yechish. Umumlashgan koordinatalar sifatida mayat­

niklarning vertikaldan og‘ish burchaklari (ft va (P2 qabul 

qilinadi. Sistemaning kinetik energiyasi quyidagiga teng:

II. Masalalar yechish
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5.?- ras ni.

Sistemaning П  potensial energiyasi og‘ ir l ik  kuchi 
maydonida rnayatniklarning

Я, potensial energiyasi bilan deformatsiyalangan 
prujinaning P2 potensial energiyasi yig'indisiga teng:

П  = n l + n 2 .

П1 va П2 lar alohida-alohida hisoblanadi.

Shaklda hosil bo ‘lgan to‘g ‘ri burchakli AO\M\C\ va

A 02M2C2 dan (54- rasm):

0\M\ =¿cos(p1; 0 2M2 = I cosФ2 , 

h = O iQ  -  0 \ M \  = £ - £ coscpi-

/¡2 = 0 2C2 - 0 2M2 = £ -  £ cos <p2 . Mayatniklarning potensial 

energiyasi:

П\  = mgh\ + mgh2 = mg£{ 1 -  cos cpj ) + mg£{  1 -  cos q>2 ) .  
Mayatniklarning vertikaldan og'ish burchaklari kichkina

1 2  1 7
bo lganda coscpj = созф2 = 1 - - ф 2 taqribiy for-
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У
5 4 -  rasm .

mulalardan foydalanilsa, Я, potensial energiya uchun quyidagi 
ifoda topiladi:

Deformatsiyalangan prujinaning Я2 potensial energiyasini 
hisoblash uchun prujinaning cho‘zilishi hisoblanadi:

A¿1 =  A s i n 9 1, Д^2 =  => A ^i =  M p i,A f2  =  ^Фг •

П 2 -  A{MqM\) Mi - A ^ Î ]  =  ^ c / 7 2  ( ф 2  - Ф 1 ) 2 .

Sistemaning potensial energiyasi uchun quyidagi ifodalar 
topiladi:

Я  = Щ + П 2 = mg(.{ф2 + Ф2 ) + ^сА 2(ф2 - Ф1 )2 =

+  ch 2 + ф 2 ) - 2 с / 1 2ф !ф 2

T kinetik va Я potensial energiyalar uchun topilgan 
ifodalarni ularning ikkita erkinlik darajaga ega bo‘lgan hol 
uchun topilgan

1 ? 2 
T = -(a\\4\ + 2ai29lft + 022Î2̂ ’



T ~ 2 Ĉ11Q\ + 2cl 2<7l92 + c22̂ 2 ) 
ifodalari bilan taqqoslansa,

flu =a22 =mi2, a,2 =0; 
q i = c22 = mgt + ch2, q2 = -2ch2.

Bu topilgan koeffitsiyentlarni

(qi -  ouÆ2)(c22 - û22̂ 2) - (c12 - £2i2Æ2)2 =0 (13) 
chastotalar tenglamasiga qo'yilsa,

{mgt + ch2 -  m(2k 2 ̂  -  c2dA = 0 
tenglama kelib chiqadi. Bu tenglamani k2 ga nisbatan yechilsa,

a  - 8  a  - S  ,2ch2

mi2
q2 Ay

fxj = —  = ~T koeffitsiyentlarni topish uchun (2) siste- 
*1 A\

madan foydalaniladi. Ikkita erkinlik darajaga ega boigan 
sistema uchun (2) sistema

| ( q l  - fll i ^ 2 ) +  ^ ( q 2  - a n k 2 ) =  0  

l(q2 -  an k 2 ) + ii(c22 -  a22k 2 ) = 0 
ko‘rinishni oladi. Bundan M- uchun ifoda topiladi. k 2 va k22 
mos keluvchi m va n2 hisoblanadi:



ц1=1,ц2 =-1 bo‘lganligi tufayli mayatniklar ц = Г
bo'lganda vertikaldan bir tomonga og‘adi; ц = -1 bo'lganda 
esa ular vertikaldan qarama-qarshi tomonga og‘ishadi, ya’ni
mayatniklar Jiarakati davomida cpi va Ф2 og‘ish burchaklari

uchun Ф  ̂= Ф2 )’(Рр̂  =_Фр̂  tengliklar o‘rinli bo‘ladi.
Birinchi bosh tebranishda hamma vaqt = Ф20 tenglik 

saqlanadi. Mayatniklarni bog'lovchi prujina deformatsiya- 
lanmasdan qoladi, ya’ni prujina mayatniklarning harakatiga 
ta’sir qilmaydi. Bu holda mayatniklar tebranishlarining k] 
chastotasi bog‘lanishlar bo‘lmaganidek bo'lib, mayatniklardan 
birining tebranish chastotasiga teng bo'ladi.

Mayatniklar harakatini tavsiflovchi differensial tengla- 
malarning umumiy yechimi xususiy yechimlarining yig‘in- 
disi singari topiladi:

cpj = + ф [ 2) = Aj sin(/cit + ßi) + A2sin(/c2t + ß2);

Ф2 = ф^ + ф̂2) = M i sin(Æi? + ßi) + \i2A2 sin(V + ß2).
Ф! va Ф2 ning vaqt bo‘yicha hosilalari ham topiladi:

Ф] = k\A\ sin(/̂ i? + ßi) + k2A2 cos(k2t + ß2)i 
ф 2 =  iiiAi s i n ( ^ /  +  ß i ) +  \i2A2 s in (k2t +  ß2 )•

Ai,A2,ßi va ß2 o‘zgarmas sonlarni boshlang'ich shart- 
lardan foydalanib topiladi:

t = 0 bo‘lganda ф10 = а,ф2о = 0,фю = 0,ф2о = 0. 
Shuningdek щ = +1, \i2 = -1 bolishligini e’tiborga olinsa, 

A¡,A2,ßi va ß2ni aniqlash uchun quyidagi tenglamalar 
sistemasi topiladi:

Ai sin ß[ + A2 sin ß2 = a; A¡ sin ßj -  A2 sin ß2 = 0; 
k¡A¡ sin ßj + k2A2 sin ß2 = 0; kxAx sin ßj -  k\A2 sin ß2 = 0.
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Bu sistemadan
k{A[ sin Pi = k2A2 sin p2 = 0 => 

=> cosP[ = cosp2 = 0 => P[ = P2 =

a2 A\ sin P[ = 2A2 sin P2 = a => Al = A2 = —

Natijada mayatniklarning harakat qonunlari quyidagicha 
hosil bo'ladi:

sin *i' + § + sin I „ n 
*2*+2

j-i
= — (cos k\t + cos k2t) =

= a cos( kl +k2 f )
2 cos( k i - k 2 f >

9v ) v y
a

<P2 =  2 sin 7 ,  71

= asm

-sin ,  71 a

sin

= — (cos k^t -  cos k2t) =

Javob: <Pi = a  cos -  ~ kl■ t • cos kx ^ kl t, kx =

ki + k2 . k2 — k\cp2 = a sin -i------1 ■ sin —----- -1,
2  2 *2 =  J 4 -

34- masala. (M-55.30, 1986). Ikki tayanchda erkin yotuvchi 
I uzunlikdagi to‘sin bosh ko'ndalang tebranishlarining

1 2shakllari va chastotalarini toping. To‘singa .x = -  i va * = — i
nuqtalarda Q og‘irlikdagi ikkita teng yuk qo'yilgan. To‘sin 
ko‘ndalang kesimning inersiya momenti I, elastiklik moduli 
E. To‘sin massasini hisobga olmang.

Yechish. Awal qo‘yilgan masalani umumiy holda yechamiz. 
Umumiy yechimni olish uchun Gx va C2 yuklar to'sinning
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tayanch nuqtalaridan turli masofada qo‘yilgan bo‘lsin (55- 
rasm).

holat

+ У
55- rasm.

Qaralayotgan sistema ikkita erkinlik darajaga ega. 
Sistemaning umumlashgan koordinatalari sifatida yuklarning
muvozanat holatdan y\ va y2 vertikal og‘ishlari qabul
qilinadi. Bunday holda sistemaning kinetik energiyasi

T = \ { т\У\ + т2У 2)
formula bo‘yicha topiladi.

Sistemaning P potensial energiyasi esa clastik defor-
matsiyalanadigan to‘sinning Ц  potensial energiyasi bilan
G\ va G2 yuklarning og‘irlik kuchi maydonidagi Ц) poten­
sial energiyalarining yig'indisiga teng.

I \  — elastik deformatsiyalangan to‘sinning potensial
energiyasini to'sinning qaralayotgan holatdagi potensial 
energiyasi bilan muvozanat holatdagi potensial energiyasi 
ayirmasi sifatida topiladi:

Щ = \ F l { f + y i ) - \ F \ ° f l + l- F 2{f2 + y2) - l- F ° f 2 ,
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bunda /j = c\\{f\ +У\)-су2 (/2 + У2)-

F l =  c 1 2 ( /2  + > ,2 ) _ c 22 ( / l  + y i ) -

Muvozanat holat vaqtidagi to‘sinning yuklar qo‘yilgan 
nuqtalaridagi egilishini mos ravishda /, va /2 desak, elastiklik 
kuchlari muvozanat holatda

^ 1 °  =  C 1  l / l  -  cn f l  =  G\ ;  F2 = c2lfl -  c2\f\ =  G2 
formulalardan aniqlanadi.

G\ va G2 yuklarning potensial energiyasi og‘irlik kuch 
maydonida

П2 = -Gxy\ -  С2У2 
formula bo‘yicha topiladi.

Sistema П  potensial energiyasi uchun

Я  = Я ( + Я2 = - ^ [ ^ ( / l  + J'i)+  Flifi + Уг)]~ 

+ G 2f 2 ) - G ¡ y i  - G 2y2

ifoda topiladi.
Fx va F2 ning ifodalarini bu topilgan ifodaga qo‘yib va 

muvozanat holat atrofida

Э Я  
ЭЯ,

dy2

-  2 ( c i2  ~ c2 \ ) f i  =  o;

shartlarning bajarilishini e’tiborga olinsa, potensial energiya 
uchun

П = \ ^ U ?  - ' 1 - 2 \ С2[-У\У2 +  С22У \) 

ifoda topiladi.
Г va Я uchun topilgan ifodalardan sistemaning inersiya 

va qattiqlik koeffitsiyentlarini aniqlash mumkin:



G\ n  G2
aU  =  m\ =  —  >fl12 =  ° ; fl22 =  m2 = -----

Я Я

c 12 +  C21
C11 =  c l l i c 12 =  _ 2------ ; c22 =  c22'

Inersiya va qattiqlik koeffitsiyentlarining topilgan 
ifodalarini (13) chastotalar tenglamasiga qo‘yilsa, quyidagi 
tenglama kelib chiqadi:

f  G\ * 2 Ï (  ° 2  a ]  
C22 ~ ~ t k -

f  C12 + c21 
2

¿
= 0.

I  8 V  ^  у

Ba’zi bir almashtirishlardan keyin bu tenglama
J2

k , ~ W S nG^ CnG')k U ^ k h
ko‘rinishga keladi.

4cn c22(q2 +C2\Y =  0

Bu tenglama yechilsa, quyidagi ifoda hosil bo‘ladi: 

= 2 gxG2 \ ° uF2+ C22̂ 1 T +C22̂ 2 ~

-G\G2 [4СЦС22 -(c\2 + c2\Y

Biz qarayotgan holda:

h =t-2= = G1 = G>c\\ -  С2ЪС\2 = c2b/l = /2
bo‘lishligini e’tiborga olinsa,

u2 g(C\ \ -C12) 
^  G 
k2 g(Qi +дг) 
2 G

h  =  

k2 =

g ( c u - c n )
G

г ( с ц  +  C1 2 )

va k2 ni bilgan holda м-i va ц.2 koeffitsiyentlar 
hisoblaniladi:
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Hl = -

И2 = -

c u - a u t f  qi 
cï2 - a n k}

cu  - a n k¡

GS{c\\ -q  2) 
gG

c12 +  c21 
2

— +ll

Cll -

cl2 - a n k j

Gg ( c  11 ~  C12 ) 

gG

'  c\2 +C21 N
=  - 1 .

Endi to‘sinning bosh ko‘ndalang tebranishlarining shakli 
aniqlaniladi:

4 2)
H = - 7 i T  =  + l ;  Й 2 = - 7 т Г  =  - 1 -

A¡'> 1 !”
Materiallar qarshiligi kursidan qaralayotgan hol uchun 

1296 EI 1134 El
z c22 = C12 = C2I =  ~ 7 ---------T5

natijalar ma’Ium. Koeffitsiyentlarning bu qiymatlarini bilgan 
holda k ] va k2 chastotalar topiladi:

Elg .

Gl

III. Savol va masalalar
1. Erkinlik darajasi ikkita b o ig a n  sistem aning kinetik va potensia l 

energiyalari qanday form ulalar b o 'y ich a  hisoblanadi?
2. Erkinlik darajasi ikkita b o ‘lgan sistem a erkin tebranishlarin ing  

differensial tenglam alarini keltirib chiqaring.
3. Erkinlik darajasi ikkita b o ‘lgan sistem aning inersiya va qattiqlik  

koeffitsiyen tlari qanday m unosabatlarni qanoatlantiradi?
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4. Erkinlik darajasi ikkita b o ‘lgan sistem a erkin tebranishlarin ing  
chastotalari qanday aniqlanadi?

5. S istem a bosh  tebranishlarini an iq lovchi teng lam alam i keltiring.
6. Erkinlik darajasi ikkita bo'lgan sistem a bosh tebranishlarining shakl- 

lari qanday aniqlanadi?
7. Erkinlik darajasi ikkita b o ‘lgan sistem aning natijalovchi harakal- 

lari garm onik tebranisfilar bo'ladim i?
8. Q anday shartlarda «TEPK IL1 T E B R A N IS H »  hod isasi sod ir  

bo'ladi va bu hod isan ing  fizik  m azm u nin i izohlang.
9. S istem aning  qan day koordinatalariga bosh  koordinatalar d e -  

yiladi va  ular ixtiyoricha tanlangan um um lashgan koordinatalar b ilan  
qanday bog‘langan bo'ladi?

10. B osh  koordinatalarda sistem a erkin tebranishlarin ing d ifferen- 
sial tenglam alarining o ‘ziga xos xususiyati qanday b o ‘ladi?

11. S istem a erkin tebranishlarining chastotasi um um lashgan  koor-  
dinatalarning tanlanishiga b o g iiq  bo'ladim i?

12. S istem a bosh  koordinatalarining har biri qanday qon u n  b o 'y ich a  
o'zgarad i?

13. Erkinlik darajasi ikkita b o ‘lgan sistem aning erkin tebranishlariga  
qarshilik qanday ta’sir qiladi?

14. Erkinlik darajasi ikkita b o ‘lgan sistem a majburiy tebranishlari­
ning am plitudasi qanday aniqlanadi?

15. Erkinlik darajasi ikkita bo'lgan sistem a majburiy tebranishlari­
ning chastota va  fazasi qanday aniqlanadi?

16. R ezon an s vaqtida erkinlik darajasi ikkita b o ‘lgan sistem a m a­
jburiy tebranishlarin ing shakllari qanday b o ‘ladi?

17. S istem a rezonans tebranishlarini so'ndirib b o ’ladim i? B unday  
tebranishlam i s o ‘nd irishning fizik  m azm u nin i tushuntiring.

18. C hekli erkinlik darajaga ega b o ‘lgan sistem a erkin tebranishlari­
n ing differensial tenglam alarin i chiqaring va ularning um u m iy  y ech im i-  
ni toping.

19. C hekli erkinlik darajaga ega bo'lgan  sistem a erkin tebranishlarini 
tekshirishda 2 5  ta n o m a ’lum  d o im iy  son lar qanday aniqlanadi?

20. S istem a b osh  tebranishlarining chastotasi uning holatin i an iq lov­
chi um um lashgan  koordinatalarga bog'liq  bo'ladim i?

21. Ikki qatlam  m ayatn ik  uzunlik lari bir xil b o 'lg a n , og'irlik lari

ham  bir xil G¡ = G 2 = G  bo 'lgan  OA va AB  bir jin sli sterjenlardan  

iborat. OA sterjen O o 'q  atrofida, AB sterjen esa  A sharnir atrofida  
aylanad i. Bu m ayatn ikn ing  b o sh  tebranishlarin ing chasto ta lar in i va  
shakllarini an iq lang.



22. 2 1 -  m asalada qaralgan ikkita m ayatnik sistem aning bosh koordi- 
natalarini aniqlang.

23. M  m assali g ‘0dirak t o ‘g‘ri ch iziq li rels bo'ylab sirpanm asdan  

aylanm oqda. G 'ildirak m arkaziga I  uzunlikdagi sterjen sharnir m ah- 

kam langan. Sterjenning bir uch iga m m assali yuk ham  m ahkam langan. 
Sterjenning m assasini hisobga olm asdan m ayatnik kichik tebranishlari- 
ning davrini toping.

24. Har xil C.va C, qattiqiikka ega bo'lgan ikkita parallel prUjinaga 
osilgan sterjen bosh tebranishlarin i tekshiring.

25  G o rizon ta l kon so l to ‘sin  uchlariga un ing tayanehlaridan bir xil

I  m asofada biriktirilgan ikkita bir xil Q yuk bosh  tebranishlarin ing

shakllari va chastotasin i toping. U zun lig i 3 f  bo'lgan to ‘sin  bir-biridan

i  m asofada turgan ikki tayanchda erkin yotadi; to ‘sin k o ‘ndalang k e-  
sim in ing  inersiya m o m en ti /;  to 'sin  m aterialin ing Y ung m odu li E. 
T o'sin  m assasin i h isobga olm ang.

Javob:
k  =  = c 1 sin(A:1/  +  a 1);

^ 2  _  C2 s jn (^ 2  ̂ +  a 2 ).
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