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SO ZBOSHI

Respublikamizda kadrlar tayyorlash Milliy dasturining birinchi (1997-
2001 vyillar) va ikkinchi bosgichlari (2001-2005-yillar) yakunlandi. O ‘tgan
vaqt mobaynida Respublika Oliy ta’limi tizimida katta o‘zgarishlar bo‘ldi,
xususan, yangi Davlat ta’lim standartlari ishlab chiqildi va tasdiglandi. Hm-
fan jadal taraqqiy etayotgan, zamonaviy axborot-kommunikatsiya tizimlari
vositalari keng joriy etilgan jamiyatda tudi fan sohalarida bilimlarning tez
yangilanib borishi, taiim oluvchilar oldiga ularni jadal egallash bilan bir
gatorda, muntazam va mustaqil ravishda bilim olish vazifasini qo'ymoqda.

Qabul qilingan yangi Davlat ta’lim standartlarida ilg'or chet el oliy
ta’lim muassasalarida keng qo'llaniladigan va yaxshi samara beradigan mus-
taqil ta’lim olish usuliga asosiy e’tibor qaratildi. Talabalarda o‘quv ada-
biyotini mustaqil o‘rganish va undan foydalana bilish malakalarini hosil
gilish, mantiqiy fikrlashni o‘stirish va matematikaviy madaniyatning umu-
miy saviyasini ko‘tarish, tatbiqiy masalalarni matematikaviy tomondan tek-
shirish malakalarini hosil gilish va bu masalalarni matematikaviy tilda ifo-
dalashga o'rgatish magsadida o‘quv dasturlariga matematik analiz fanidan
mustaqil ishlar kiritildi va o‘quv rejasida ularga mos soatlar ajratildi.

Ushbu qgoilanma matematik analiz fani chuqur o‘rganiladigan univer-
sitetlarning talabalari tomonidan mustaqil ishlarni bajarishga mo'ljallangan
bo‘lib, u bakalavriatning «Matematika», «Tathigiy matematika va informati-
ka» va «Mexanika» yo‘nalishlari Davlat ta'lim standartlariga mos keladi.

Qo‘llanma to'qqiz paragrafdan iborat bo‘lib, 1-§ da matematik analiz fa-
nidan mustaqil ishlarni bajarish jarayonida kerak boiadigan asosiy formula va
goidalar keltirilgan. Qolgan paragraflarda esa «Ketma-ketlik va funksiya limi-
ti», «Funksiya hosilasi va differensiali, ulaming tatbiglari», «Anigmas va aniq
integrallar, ularning tatbiglari», «Ko‘p o‘zgaruvchili funksiyalar», «Sonli gator-
lar», «Funksional ketma-ketliklar va gatorlar», «Xosmas va parametrga bog‘liq
integrallar» va «Karrali va egri chizigli integrallar, Sirt integrallari va maydon-
lar nazariyasi elementlari, Furye qatorlari» mavzulari bo‘yicha 8 ta mustagqil
ish tavsiya etilgan. Har bir mustaqil ishni berishdan awal shu mustagil ishni
muvaffaqgiyatli bajarish uchun lozim boMadigan asosiy tushuncha va tasdiglar
keltirilgan (A bo‘lim). B bo'limda talaba bajarishi va keyin topshirishi lozim
bo‘lgan 21 ta variantdan iborat mustaqil ish vazifalari tavsiya gilingan. D
boiimda esa talabaning mustaqil ishni bajarishini va undagi materialni
o ‘zlashtirishini yengillashtirish magsadida 1 ta variantdagi (21-variant) barcha
misol va masalalar to'liq yechib ko‘rsatilgan.

Qo‘llanmani tayyorlashda mualliflar tomonidan mavzularning oddiy va
sodda tilda, tushunarli va ravon bayon etilishiga, fagat zarur, lekin fanni
malakad tushunish uchun yetarli ma’lumotlarni berishga, Mirzo Ulug‘bek
nomidagi O ‘zbekiston Milliy universiteti Mexanika-matematika fakultetida
matematik analiz fanining o'qgitilishi jarayonida yig'ilgan tajribalardan imkon
darajasida to‘lig foydalanishga harakat gilindi. Shu munosabat bilan muallif-
lar o‘quv go'llanma talabalarda bilim olishga intilish hissi, mustaqil fikrlash
malakalarining shakllanishiga xizmat qiladi, deb umid bildiradilar.



I-§. ASOSIY FORMULA VA QOIDALAR
1°. Qisga ko‘paytirish formulalari va Nyuton binomi

1. (azby —crxlab +b-m

. (axby =a3+3a%d+ 3ab2+ b3.

(a £ bMA= a4+ 4ad + 6a~b~ + 4ab" +bAe
a2-b2=(a-b)(a+h).

2w N

5.a3xbh3=(ath)(a2+ab +b2).

6. (a+bj=£cfa-‘b*=+Cia‘b-*

k=0 <r=0
bu yerda C* =*!-(«-*>1" wl-1 2"-"w va 0!=1"

7.a" -2 =
*=0
*=(a-6)-(a'll+a"~b+d" H2+...+ab"~2+b"~I) buyerda ne N, n> 1
8 f"+A'=(a+b)(@"L a-b+arb2- a"*b’ +... +b™]), bu yer-

da «-1 dan katta bo‘lgan ixtiyoriy tog natural son.
2°. Daraja va ildizning xossalari. Logarifralar

1 ¢°=1, c?-av=dcw, A (a)y=al (a-h)*=ax-bl

2- VF-o-
{/l/a ="a , " =Vo-

3. 2dF'=\d=\a ~ a~° h°~ Zm-a=-Xyfa,agar a >0 bo'lsa;
1 [-a, agar a<0 bo'lsa.

Ja<"4b, agar o<a<b bo'lsa.
4. Ixtiyoriy x uchun ax>o;
a*=ayo X=ye
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IX>y, agar a>1 bo‘lsa.
an>al <4
j[*<>>, agar O<a<| bo‘lsa.
6. (x>0, 6>0, y>0, €>0). b=a'0Slh" logtx =\, logrl=(b

AN

log* (j-y) = log”"H ogyy.- log,- - log, x- log,s 7 log,i Xm- — log, A,
y K

3°. Trigonometrik funksiyalar va trigonometriya formulalari
1, Trigonometrik funksiyalarning ishoralari

SIN x C0S x tgjf ctg X
=z + + + +
(=]
<1<:_:_n
K + -
—<AO<n
2
3n - * *
/T<.r<—2
¥ -
— <x <2n

2. Trigonometrik funksiyalarning ba’zi bir burchaklardagi

giymatlari
Radianlar 0 A q A A A ba 2Ir
T Y 1 ~2
Graduslar 0" 30" 45" 60° Q0" 8ar 210" 360"
sin 1 0 1 E A 1 0 -1 0
2 2 2
COSX 1 E A 1 0 -1 0 1
2 2 2
tg* 0 A 1 u3 0 0
3
Ctgx - 3 1 73 0 - 0 -
3



3. Asosiy trigonometrik ayniyatlar

. sin 11 a
1. sin x+cos x=1I. 2. tgx =- x* — lan
COSX 2

COSX 4 an

3. ctgX=——-, fx*nn), 4. tgXectgx=1  X*
smx Y 2

5 1+ tgx = — 1j—, X*ﬁ--lﬂl'l 6l+ctgX=— — (xann), (NeZ).
COS x 2 sin'x

4. Keltirish formulalari

Yy -> *+ X ntx ﬂix 29 £ X
2 2

siny COS X +sin X -COSX +sin X

COS>» +sinx - COS X +sinx cosx

tg v +ctg X +tg X Ctgx +tgx

Ctgy +tgx +Ctg X tgx +ctg X

5. Burchak vyig‘indisi va ayirmasi uchun formulalar

(, 4 tgxttgy

1. sin(.Y +j) =sinX-COSy+COSX-Sin>". 3. Ig\x~y) 1+ tg Vet> V"
r ., ctgx-ctg;y=l
2.cos(xx jy)=cosx-cosy Tsinx-sin j 4. ctg(xzjj- ctov+clgY

6. lkkilangan va karrali burchak uchun formulalar

: ; 2tgx
1. sin2x = 2sINX-COSX = -------- —.
1+ tg- X
s -2 |- © X
7 c0s2xXx =co0s-x-sin"x =2cos'x-1=1- %sin X = ----t--g--;—
1+ tg- X
* ) * ctg2x -1 _ ctgx-tgx
3. |B(§x:12tg - B 4. ctg2x =
—tg- X ctgx-tgx’ ™ ¢ 2ctgx 2
5. sin3x = 3sinX-4 sin3Xx. 6. Cos3x =4c0s3*-3C0SX-



7. tg3.,="Nil|lE 8 ctg3, =flgi£~3E
I-3tg X JCtg'.Y

7. Yarim burchak uchun formulalar

t sin-=xp—— . 3. sin* J-cosx
2 Y 2 2 VI+cosx 1+ cosx sinx '
2. cos-=+xJ— OSX. 4 A~ * -+ fl+ cos* -  SinX J+ « >sX
2 V 2 2 Vl-cosx 1-cosx sinx
Izoh: Tengliklardagi “+ ” yoki ishora ~ burchakning qgay-

si chorakda joylashganligiga garab tanlanadi.

8. Trigonometrik funksiyalarning darajalari uchun formulalar

1’ W2, l-cos2x 2. I+ cos2x _
. sin X = . 2. COS x =
2 2
T 7:,3._ 3sinx —sin 3x 3 _3cosx+c053x
K L e .4 COS X = e
4 4
9. Trigonometrik funksiyalarning yig‘indi va ayirmalari uchun
formulalar

1. sinx+siny=25in’\-cos’\éA 2. sinx-sin.y=2sin®*—"ecos:?
2 2"

3. cosx+cosy=2c0s——-cos— - 4 00Sx-cosv=—2sin”it-sin~—
2 2 ) 2 2
f71 A : '
5. cosxzxsinx =J2sin — +X - %/2cos _rl_:HxJ
U ) V4 J
6. ~-cosx_+5sinx =\la2+B2sin(x +>),
A B
bu yerda A2+B2*0, sinv= [ , .. cosy=-=
YjA~ + B~ Ja2+B2
t i sin(x+> sin(xx. v
7. tgx +tg.y = --------- g-g %tgxmtgy— ------------ (x;V 2-—<',-I
COSX-COSj; sinx esiny
9. + = 10. £ I A

cosx-sinj; sinx-cosj



10. Trigonometrik funksiyalaming ko‘paytmalari uchun formulalar

1

7.

8.

sinA'-sin® = ~-[cos(x-y)-cos(x + >")].
COSAmosy = ~[cos(a- y)+cos(a+y)].
sinXecos7 =/M-[sin(x-j) +sin(x +y)] .
cosx esiny =-~[sin(x +y) - sin(a- y)~\.

tgx +t " , , ctgx + ct
tgx-tgy L 6. ctgx-ctgy = g gy

Ctgx + Ctgy ' tgx +tgy
sin(x +y)esin(a-y)=cos"y - COS'x .

cos(X - y) moS(a+y)=c0S2y Sin“A.

Izoh: Yuqgorida keltirilgan ayniyatlar va formulalar tenglikning
har ikkala tomoni ma’noga ega bo‘lgan giymatlarida o'rinli bo‘ladi.

1.

1

4°. Teskari trigonometrik funksiyalar

y = arcsinx.

nn
DY) =[-L 1 EM = .,  f{-*)=-/(*)m
y = arc cosx.
£)(y) =[-I; 11, E(y) =[0;Tr], arccos(-x)=7i-arc cosx.
y = arctgx.
DA)=(-«i+»), E (y)JI~ &\ /(-*)=-/(*),

\ ¢ J

y =arc ctgx.

D (y) =(—e0;+00), £(j/) =(0;;r), arcctg(-x)=n-arcctgx.
5°. Trigonometrik tenglamalar
lo|>1=>A6 0
SinA= a

la|]<| =>a = (-1)Aarcsin a + 7tk

9



la]>1=>xe0
2. cosx= a: bu yerda 0 < arccosa <n.
lal < 1=>x =t arccosa + 2nk,

a w
3. tgx=a=>x=arctga+7rk, bu yerda arctgae|® ~ 7 va aeR-

4. ctgx = 6r=>x =arcctga+nk, bu yerda arcctgae (0;;r) va aeR-

6°. Eng sodda trigonometrik tenglamalar yechimlari jadvali (je e Z)

a sinx = a cosx =a
0 X=nk :
X=1 1n¢
2
1 X=2nA
X= —+ 2:rf
-1 X=n+2nK
X= - + 21K
2 .
1
x=(-IV —+nk X=+—+ 25K
2 vV 7 6 3
1 [ t\AH 2n ,
X=(-1) —+nK X =t -p-h2mmn
2 \Y 6
73
+7r* X =*—+ 271K
2
- A x=(-1f~7 x =t— + 27K
2 6
V2 x=(-1V —+nkK X =+ —+ 211K
2 v 14 4
V2 [ \*+1JT . , .
- x =(-0 ~ +*k X = & - 1-2;rf
2



0 X =NK n
= --h7rg
2
1 .
x:ﬂ'+nr( X =—+/K
4 4
-1 31 ,
X = 11K =— +1K
4
73 X =—+/K x =1L +nk
) 6
5n-
-3 x=-"+ R== - 1K
j 6
rs X = —+ K X=—+ 7K
J 6 3
|~ i 2n-
+8 x = -2+ i x =2k
3 6 3
70. Giperbolik funksiyalar
e +e~
1. sh;c:=- 2. chx:=
shm ex-ex h X +
hx: = =iy = 4. cthx:=* exre
3¢ tXI=gHA =3 e shX ex-e
5. ch2x-sh2x=1. 6. sh2x = 2shx-chx.
7. ch2x =ch2x + sh2x. 8. thx-cthx=1.

80. Arifmetik progressiya
{an)\a”~a2,...an,... ~ arifmetik progressiya <=> VnejVv uchun
=an+d (d —ayirma).

' I
1. =a,,+dm BJ @—Cﬂ]rp—c”ﬂ (17>1).
3. an=a +(n-l)c/. 4. an=ak+d-(n-k) (\<k<n-\).

a tgx =a CtgX = <



5. a,- "k2 "k, (I<*<n-l). 6. antam=ak+ap, agar
n+m=k+ p bolsa

+ 9,,:a,+a2+,_, +ans &8s A2, Td(R-)

9°. Geometrik progressiya

b\,b2,...,bn,...  (¢,*0) - geometrik progressiya <> VhgJV
uchun bn+i=bn-gq (g —maxraj). *
1" Kh =bn-q. 2. b~= 64, n>1.
3. bn=br g"-". 4. b,=bi-gnk (I<k<n-l).

5- bn=bnk-gk, {\<k<n-\). 6. hjk=b,-qt.
7" fy, =bnk-bnk, (]<£<«-1}. 8. bnebmbk-bp agar n+w=£+p bolsa.

N

9. sn +62 = 17
bx n, g=1
10. S=lunS,,=y”, agaro<|g|<l bo‘lsa.

o 10°. Tenglamalar
1. Chizigli tenglama ax="b:
a) agar a* 0 bo‘lsa, yagona x =— yechimga ega;
a
b) agar a=0, b* 0 bo‘lsa, yechimga ega emas;
d) agar a=b=0 bo‘lsa, cheksiz ko‘p yechimga ega. Bu holda
ixtiyoriy g_tqnglamaning yet_:himi b_o‘ladi.

2. Chizigli tenglamalar sistemasi

j a™x+ by =cx

larY+ b2y =c2
Aytaylik, A=a” - a2t, Ax =b2c”~-bx2 va Ay =aic2-a i bo'‘lsin.

X AX Av .
a) agar a *0 bo Isa, yagona x:—A~, A yechimga ega;

b) agar a =0 bo‘lib, Ax va Ay lardan birortasi 0 dan fargli
bo‘lsa, yechimga ega emas;

12



d) agar A=Ax=Aly=0 bo‘lsa, cheksiz ko‘p yechimga ega.

e) Geometrik talgini: ax+by=c tenglama tekislikda to‘g‘ri chi-
zigni aniglaydi. A *0 shart ikkita to‘g‘ri chizigning kesishishini va
ularning yagona umumiy nuqtaga ega bo'lishini bildiradi. b) dagi
shart ikkita to‘g‘ri chiziglarning parallel bo'lib, ularning umumiy
nuqtaga ega bo‘lmasligini anglatadi. Va nihoyat, A= Ax= Ay =0 shart
ikkita to‘g‘ri chizigning ustma-ust tushishini va ularning cheksiz
umumiy nuqgtaga ega bo‘lishini bildiradi.

3. Kvadrat tenglama ax2+bx+c=0: D =Db2- 4ac bo‘lsin.

a) a- 0 bo‘lsa kvadrat tenglama yuqorida ko‘rilgan chizigli teng-
lamaga aylanadi; a* O bo‘lib,

b
b) D=0 bo‘lsa, yagona yechimga ega;

_— [oev/> :
d) D> 0 bo'lsa, ikkita XX= — —— yechlmga ega;

e) D< O bo'lsa, yechimga ega emas.
4. Viyet teoremasi:
a) agar x, va X2 lar X2+px+@ =0 tenglamaning yechimi bo‘lsa, unda

IJx, +x2=-p

Ix,x2=4q
bo'ladi;
b) agar x,, X2 va x3 lar x3+ px2+gx +r =0 tenglamaning yechi-
mi bo‘lsa, unda
X, +X, +x3=-p,
<X, X2+ X, *x3+ xX3=(
X, *X2eX3= —F
bo‘ladi.
5. ax=b, a> 0 tenglama
a) b> 0 bo'lganda x=logt6 yechimga ega;
b) 6<0 boiganda yechimga ega emas.
6. logax=Db tenglama a>0 bo‘lganda Xx=ah yechimga ega.
7. Trigonometrik tenglamalar:
/1 ixtiyoriy butun son bo'lsin.
a) sinx =a tenglama |a|<| boMganda x=(-lI)"arcsina + rue
yechimga ega, ja|>l bo'lganda esa yechimga ega emas;

13



b) cosx —a tenglama |g/<1 bo'lganda *=ztarccosa+2nn
yechimga ega, |g>1 bo‘lganda esa yechimga ega emas;

d) tgx =a tenglamaning yechimi x = arctga+ nn bo‘ladi.

e) ctgx =a tenglamaning yechimi x = arcctga+ nn bo'ladi.

11°. Tengsizliklar
1. Tengsizliklarning xossalari:
a) a>b <= ixtiyoriy ¢ uchun a+c>b+c\
b) a>b va ¢c>d => a+c>b +d',
d a>b va ¢c>0 => ac >be,
e) a>b va ¢c<0 => ac<bcm
2. Chizigli tengsizlik ax>b"'
a) a=0 va b>0 bolsa, yechimga ega emas;
b) a-0 va b< 0 bo'lsa, *e(-00;+00) bo‘ladi;
fb )

d) a>0 bo‘isa, - :40°. va a<0 bo‘lsa, x6 '00?‘;
k a

bo'ladi.
3. ax<b tengsizlik (—l) ga ko‘paytirilish yordamida ~ax>-b
tengsizlikka keltiriladi.
4. Kvadrat tengsizlik ax2+bx+c>0: D =b2-4ac bo‘lsin.
a) o0=0 bo‘lsa kvadrat tengsizlik chiziqli tengsizlikka aylanadi;
b) a<O bo‘lib, D<0 bo‘lsa yechimga ega emas;
-b+4b  -b-y[b/l

d) a<wu bo'lib, D>0 bo‘lsa, xe bo‘ladi;
2a 2a

e) a>0 bo'lib, D>0 bo‘lsa,
\

mb-yfo) f-b +yD -

2a 2a

Xe

) a>0 va D>0 bo‘lsa, xe(-oo;+o0) bo-‘ladi.
5. ax~+bx+c<0 kvadrat tengsizlik (—1) ga ko‘paytirilish yor-
damida ~ax2-bx-c> 0 tengsizlikka keltiriladi.
6. a) a>1 bo'lganda af® >agU) tengsizlik f(x)>g(x) teng-
sizlikka teng kuchli;
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b) o<a<1l bo'lganda af{x) >aKx tengsizlik f(x)<g(x) teng-
sizlikka teng kuchli.

7. a) b>1 bo'lganda log* f(x) > log* g (x) tengsizlik
/ (v) >g(a) >0 tengsizlikka ekvivalent;

b) 0O<eéxl bo'lganda log* f(x) > log* g(x) tengsizlik
0</(x)<g(A-) tengsizlikka ekvivalent.

8. Ratsional tengsizliklar intervallar usuli yordamida yechiladi:
ratsional kasr surat va maxrajining barcha ildizlari butun sonlar
o‘qini intervallarga ajratadi. Har bir intervalda ratsional kasr o‘z
ishorasini o‘zgartirmaydi. Kerakli intervallar tekshirish yordamida
topiladi.

9. Trigonoraetrik tengsizliklar:

a) sina>a tengsizlik:

1) a>1 bo‘lsa® yechimga ega emas;

2) a<-1 bo'lsa, Ae(-00; +00) bo‘ladi;

3) -1<a<1l bo'lganda, ae (arcsina+2nn; n - arcsina+ 2nn)
bo‘ladi.

b) sinx<a tengsizlik:

1) a<-\ bo'lganda yechimga ega emas;

2) a> 1 bo‘lsa, as(-00; +co) bo'ladi;

3) -l<a<l bo'lsa, Ae(-;r-arcsina +2wr; arcsina+2nn)
bo‘ladi.

d) cosa>a tengsizlik:

1) a>1 bo‘lganda yechimga ega emas;

2) a<-1 bo'lsa, as (-co; +co) bo‘ladi;

3) -l<ac<l bo'lganda* Ae(-arccosa +2wr; arccosa+ 2/ir)
bo’'ladi.

e) cosx<a tengsizlik:

1) a< -1 bo‘lganda yechimga ega emas;

2) a>| bo'lsa, as(-o0 +co) bo'ladi;

3) Sl<ac<1 bo'lsa, ae (arccosa+2nn\ 2n- arccosa+2nn)
bo'ladi.
n
f) tgx>a tengsizlik arctga+nn; —+nn yechimga ega.
g) tgx<a tengsizlik yechimga ega.
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modul

h) ctgx >a tengsizlik xe(nn\ arctga+im) yechimga ega.

i) ctgx<a tengsizlik xe (arcctga+nn\ n+wr)

10. Modul gatnashgan tenglama va tengsizlikni yechish uchun
ostida gatnashgan funksiyalaming barcha nollari
ular yordamrda~sonlar o‘qi oraliglarga ajratiladi va har bir oraUqda

moduldan qutulinadi.

13.

15.

17.

18.

1. y=C=const, 7'=0.

3. y-uztv, y'-u'tv"'.

12°. Ajoyib va muhim limitlar

lim~=o0. 2.

»-»*2

e

IlmA— =0 (a>I). 4,

iimng™ = 0, \g\<\. 6.

lim ’\’\ =0 (})>I) 8.
= 10.

. sinx /gr s/a V/:8
lim——--"=lim

VR0 X r-*1 x X x->0 x

lim(l+xV=e. 14.
-0

gx __|
lim = 1. 16.
X0 X

(|+X)H
lim -=-mmmm o e —a (aeR).

x->0

I|m— =hm—=1. 12.

lim— =0.
o1
_nn
lim— =0 (Va>0).
n— f !

limVo =1 (a>0)

17-»3C

limVn=lI.

»—=&L

limil+ —1 =e«2,71828.
sinarx .
----------- a aei?

lim + -]

i >0 X
* 1

lim-——-=1Ino (a>0).
>0 X

MX In*-A_)be °Inx= )w_)rxv* =0 (a>0)

13@. Differensiallashning umumiy qoidalari
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2. y=C-U (c=c0775/), y' = C-li".

4. y=u-v, y'=u'-v+n-v',

yechimga ega.

topiladi,



5. Y=o o0, Y SUV 6 y=fu) (usu(9), §=F-u'
\Y
7. y-f(X), X:/“'(y) 8 y_”l y|=ul 'V"InM+MI-V—u'_

14°. Asosiy elementar funksiyalarning hosilalari

1. (x")1l—nxni. 2. (x")'=**-(l + Inx).
3. (sinx)' = @SX. 4. (cosx)'=-sinx.
=] - 6. (ctgx)'= -7
5. (tg%) C(%x' (ct9%) sin2X
7. (ingr)'=-. 8. =A (0>0° ah]¥~
X
9. (e*Y=e\ 10. (a'Y=axlIno («>0).
1 1
u (arcsinx) '= 12. (arccos)'=--T=
1 1
13. (arctgx)’= 14. (arcctgx)' = - ‘
1+ x~ 1+X
15. (shx)'=chx. 16. (chx)'=shx.
, 1
17. (thx)'=—V . 18. (cthx)' = —-7—.
ch'x sh' x
1 .
19 (arcshx) 1= 20. (arcchx)'=-j=L="
yjx2+1
1 1l
21. (arcthx) — 22. (arccthx)'= - )
1-x2%* 1-jr

15°. Integrallashning umumiy qoidalari

1 «/[J/(x)A =f(x)dx. 2. J/F(x) = ir(x) +c

ISVNOXSniniM !

A Filv 1 )



3. \cf(x)dx =c~f(x)dx [c =const* ti).

4e N f{x)xs{x)]dx=\f(x)dx£ \g(x)dx.

16°. Anigmas hitegrallar jadvali

1 Jodx-=n.

3. Wadx=—— +c [a*-\, aeR)
J a+1

- tdx 1

5. jgzg = _>\}+ C.

2.

4.

jdx=x+c.
f-1=24x+c
Jsjx

tdx

js =Ilnx+c,
J v

dx 1
7. f—"-b=-\an\ax+b\+c (a*0). 8. J'l'exdx:ex+c

Jax+

X
9. jaxdXx =-—-- he (0>0, a*1). 0.
J Ina
11. jcosxiEt=sinx+c. 12.
13. |- E()Z( tgx + c. 14,
cos x
15. Jchxdx - shx+c. 16.
17. J-~-=/lzx+c.J-"=/Inr+c. 18.
Jch x rh~y
[ dx 1 X , .
19. |——--=—arctg-+c (a*0 20.
Jtf-+x- a a Y '
dx
21J;-n==== =arcsin-*+c (a>0). 22.
\a —X 0
§X 1 a+x
23. f =— In +c (a*0).
a2- x2 2a a-x

Jl'sinxuc =-cOosSX +¢C

— V

— = -ctgx + cC.
* SIN- X

jshXC&=chx+c.

f-77—=-cthx +c.
fehlyy—ethxre

£ dx_

= arctgx t+c.
o+ x2

r
f =

- =arcsmx+c
Jy/l-x2

h ;ftj,\ I1n X-a ‘e

Jx -a' 2a x+<

limz =a
n-*x

(a*0).



24 | -Injc +V:ic2+a +c (an0)

1 Xux 72
25. ( '"T=+Ma"+x +cC.

26. U a2-X20X=—yjaz-Xx2+—arcsin-+c (a>0).

J 9 7 / 7
27. jvx: taZdx =- ta2+—In y+\Jx2+a2 +c.
X n
In +C 1 = ' +C
sinx * 9 29. TosJc Intgl2+J,
CEt
_____ = In|ginx| e f-~-=-Inlcosxl +c
$ Jrgx= Inlginx]; J1*  CigV . 1

17°. Aniq integralning tatbiqglari
1. Aniqg integral yordamida tekis shaklning yuzasini hisoblash.

a) Dekart koordinatalar sistemasida berilgan shaklning yuzasini
hisoblash.
Agar fy(x)eC\a,b\, /2(x)ec[a,A] bo‘lib,
fa<x<b,

bo‘lsa, u holda

J72A(m*)-1(*)]*

boiadi.
b) Qutb koordinatalar sistemasida berilgan shaklning yuzasini
hisoblash.
Agar
D= \a<(p<RB,
" lO<r<r(<p)

bo‘lib, r(<p)eCl[a,/?] bo'lsa,
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S= "2(c)d¢>

bo‘ladi.
2. Aniq integral yordamida yoy uzunligini hisoblash.
a) Dekart koordinatalar sistemasida berilgan yoy uzunligini hisoblash.
AB'- {(m/(m): bo‘lib, f'(x)&C[a,b\ bo‘lsa, unda

XB egri chizig uzunligi | ushbu

/= iH A *)}dx

formula yordamida hisoblanadi.
b) Parametrik ko‘rinishda berilgan egri chiziq yoyining uzun-
ligini hisoblash.
jx = <p(v),
Agar AB: \y=(/[(t) a<t<B bo'lib, <p'(t)eC[a,B] va

e C\a,B\ bo‘lsa,

/= JAW O T+ th'W ]2dt
bo'ladi.
d) Qutb koordinatalar sistemasida berilgan egri chiziq yoyining
uzunligini hisoblash.
\a<cp<I@3,
Agar AB:U.=r(p) bo‘lib, r'(<p)&C[a,B] bo’lsa, unda

I = d(p

bo'ladi.

3. Aylanma sirtning yuzasi.

AB:{{x,f{x)):xe[a,b™ bo‘lib, f(x)>0 va f{x)eC[a,b]
bo‘lsin. ab yoyni OX o‘gi atrofida aylantirish natijasida hosil
bo‘lgan aylanma sirtning yuzasi ushbu

S=2*)f{x)j\ +[F(x)Jdx

formula yordamida hisoblanadi.
20



4. Aylanma jismning hajmi.

\a< x<b,
Ushbu D=|0<y< egri chizigli trapetsiyani OX o‘qi

atrofida aylantirishdan hosil bo'lgan aylanma jismning hajmi

v =*f[f(x)Jdx
a

formula yordamida hisoblanadi.

5. 0 ‘zgaruvchi kuchning bajargan ishi.

OX o‘gida shu o‘g bo‘ylab biror jism F =F(X) kuch ta’sirida
harakat gilayotgan bo'lsin. Agar F(x)eC[a,b] boisa, F=F(x)
kuch ta’sirida jismni a nuqtadan b nuqtaga o'tkazishda bajarilgan
ish ushbu

formula yordamida hisoblanadi.
6. Statik moment. Og‘irlik markazi.
Egri chizigning OX va OY o‘glariga nisbatan statik moment-

lari Mr va M lar }

Mx=jydl va My = \xdi

formulalar yordamida hisoblanadi. Bu yerda dl =\j(dx)~ + (dy)~
yoy differensiali, / esa berilgan egri chizig uzunligi.
Berilgan egri chizig og'irlik markazining koordinatalari esa ushbu
M v M x
xX0=-p; yo=—

formulalar yordamida hisoblanadi.
7. GeometriK figuralarning statik momentlari va og‘irlik markazi.
Agar geometrik figura

ja<x<b
T [0<ynf(x)
egri chizigli trapetsiyadan iborat bo‘lsa, unda
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bo‘ladi. Bu yerda $ |v(-v)Jx _ trapetsiyaning yuzi.

18°. Matematik belgilar
Formula, ta rif va tasdiglarni yozishda quyidagi matematik belgi-
lardan foydalanish qulay bo‘lib, yozuvni ancha ixchamlashtiradi:
e —tegishli,
£ —tegishli emas,
tr -qism,
V -ixtiyoriy,
3 —mavijud,
B!-mavjud va yagona,
=>—kelib chigadi, “...bo‘lsa, ...bo'ladi”,
<=>—teng kuchli,
.= -ta’rifga ko‘ra teng,
shunday,
n-va,
V -yoki,
< —isbotning boshlanishi,
> —sbotning oxiri.



2-§. 1-MUSTAQIL ISH

Ketma-ketlik va funksiya limiti
Sonli ketma-ketlik va uning limiti.
Cheksiz kichik va cheksiz katta ketma-ketliklar.
Monoton ketma-ketliklar va ularning limiti.
Fundamental ketma-ketliklar.
Ketma-ketlikning yuqgori va quyi limitlari.
Funksiyaning limiti.
Funksiyaning uzluksizligi va uzilish nuqtalari.
Funksiyaning tekis uzluksizligi.
-A -
Asosiy tushuncha va teoremalar
1°. Sonli ketma-ketlik va uning limiti

I-ta’rif. Agar har bir neN natura! songa biror gonun yoki qoi-
daga ko'ra bitta xn haqigiy son mos qoyilgan bofsa, x,, X2, ..., xn, ...
sonli ketma-ketlik berilgan deyiladi va it {x,} kabi belgilanadi.

Xn («=1,2,...) miqdorlar {x,} ketma-ketlikning hadlari deyiladi.
{x,,} va ketma-ketliklar berilgan bo‘lsa,
{*»+n}={*|+ 1» X2+y2..},
{X,-y.}={xi-yl, x2-y2..},
Po-Y} ={X1-» X2-¥2’-~}’
[x, x2 1

ketma-ketliklarga mos ravishda {x,} va {y,,} ketma-ketliklarning
yig‘indisi, ayirmasi, ko‘paytmasi va nisbati deyiladi.

2-ta’rif. Agar 3/ (3m) son mavjud bofsaki, \fne N uchun
X,,<M (xn>i?i) tengsizlik o rinli boisa, {x,} ketma-ketlik yuqori-
dan (quyidan) chegaralangan deyiladi. Aks holda esa, ya hi
VM (V/7j) son olinganda ham 3neN son mavjud bofisaki, xn>M
(X,, <m) bosa, {x,} ketma-ketlik yugoridan (quyidan) chegaralan-
magan deyiladi.
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3-ta’rif. Agar 3M >0 son mavjud bo'lsaki, V«e N uchun
Wn\<M bo'lsa, {af} ketma-ketlik chegaralangan deyiladi. Aks hol-
da esa, yani \/M>o0 son olinganda ham 3ne N son topilsaki
\x,,\>M boisa, {a,} chegaralanmagan ketma-ketlik deyiladi.

4-ta’rif. Berilsan {x,} ketma-ketlik uchun shunday a son topiiib,
Ve>0 son olinganda ham 3w0=n0(s.a)e N son mavjud boisaki,
>n0 tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha natural sonlar uchun
l.Y,.-a] <s tengsizlik o'rinli bo'lsa, a son {*,} ketma-ketlikning limiti
deyiladi va }}]xn=a ko'inishda belgilanadi.

Agar 4-ta’rifdagi shartni ganoatlantiruvchi a son mavjud
bo‘lmasa, {x,} ketma-ketlik limitga ega emas deyiladi.

5-ta’rif (4-ta’rifning inkori). Agar v/?0e N son olinganda ham
3s >0, 3n>n0 son topilsaki, |xn-a\>e bofisa, a son {x,} ketma-
ketlikning limiti emas deyiladi va x»~a ko finishda belgilanadi.

6-ta’rif. Agar {v.} ketma-ketlik chekli limitga ega bo‘lsa, bu
ketma-ketlik yaginlashuvchi deyiladi. Aks holda bu ketma-ketlik uzog-
lashuvchi deyiladi.

2°. Cheksiz kichik va cheksiz katta ketma-kctliklar
1-ta’rif. Agar {x,} ketma-ketlikning limiti nolga teng Xy,
bo'lsa, {x,} ketma-ketlik cheksiz kichik ketma-ketlik deyiladi.
2-ta’rif. Agar MM >0 son olinganda ham 3n0eN son mavjud
bo'lsaki, Vv/? >n0 natural sonlar uchun [xn\> M tengsizlik oinli bosa,
{*.,} ketma-ketlik cheksiz katta ketma-ketlik deyiladi.

Agar cheksiz katta ketma-ketlik bo'lsa, Hmx =a>
ko'rinishda vyoziladi. Agar {x,,} cheksiz katta ketma-ketlik bo°‘lib,
biror nomerdan boshlab barcha hadlari musbat (manfiy) bo‘lsa,
limxn=+@ (liraxH=-°0) ko'rinishda yoziladi.

Har ganday cheksiz katta ketma-ketlik chegaralanmagan bo‘ladi,

lekin bu tasdigning teskarisi har doim ham o‘rinli boMavermaydi.
1-teorema. Chekli sondagi cheksiz kichik ketma-ketliklar yig‘indisi

cheksiz kichik ketma-ketlik bo‘ladi.
2-teorema. Chegaralangan ketma-ketlik bilan cheksiz kichik ket-
ma-ketlik kopaytmasi cheksiz kichik ketma-ketlik bo‘ladi.
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3-teorema. Agar \/neN uchun xn*0 bo'lib, [xn] cheksiz

katta (cheksiz kichik) ketma-ketlik bofsa, u holda cheksiz
kichik (cheksiz katta) ketma-ketlik bo iadi.

4-teorema. HmxB=0 bofishi uchun ka\J:{x,,- a) ketma-ketlik-
ning cheksiz kichik ketma-ketlik bofishi zarur va yetarlidir.

3°. Yaginlashuvchi ketma-ketliklarning xossalari

1-teorema. Agar {x,} ketma-ketlik yaginlashuvchi bo‘lsa, uning
limiti yagona bofadi.

2-teorema. Agar {x,} ketma-ketlik yaginlashuvchi bofisa, u che-
garalangan bo 1adi.

3-teorema. Agar {*} va {>,} ketma-ketliklar yaginlashuvchi
bo‘lsa, u holda {x,ty.}, {x,-yn} ketma-ketliklar ham yaginlashu-
vchi bofladi va

formulalar o‘rinli boladi.

4-teorema. Agar {x,} va {y,} ketma-ketliklar yaqinlashuvchi

bo 1ib, VneN uchun ketma-

ketlik ham yaginlashuvchi bo'ladi va
limy

formula o‘rinli bo-‘ladi.
5-teorema. Agar lipx, =a bo'lib, biror nomerdan boshlab xn>c
(x,<c) bo'lsa, u holda a>c (a<c) boiadi.

6-teorema. (“lkki mirshab haqidagi leorema™. Agar lirnx, =a ,
limy,,-a bo'lib, biror nomerdan boshlab xn<zn<yn tengsizlik o Tinli
bofisa, u holda 1™ z"~a bo'ladi.
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Agar limxn- 0; \\myn-0 bo‘lsa, * ga — ko'rinishdagi
yn i
OO

anigmaslik deyiladi. —, 0-o0, 00-00 va boshga ko‘rinishdagi

anigmasliklar ham shu kabi ta’riflanadi.

4°, Monoton ketma-ketliklar va ularning limiti

1-ta’rif. Agar {x.} ketma-ketlikning hadlari Vvneiv uchun

X, <X (xn>x,+) tengsizlikni ganoatlantirsa {jc,} oKwvchi (kama-
yuvchi) ketma-ketlik deyiladi.

2-ta’rif. 0 Suvchi va kamayuvchi ketma-ketliklar monoton ket-
ma-ketliklar deb ataladi.

1-teorema. Agar {x,} ketma-ketlik o'suvchi bofib, yuqoridan
chegaralangan bofsa, u holda u yagirtlashuvchi bo'ladi.

2-teorema. Agar {xn} ketma-ketlik kamayuvchi bo‘lib, quyidan
chegaralangan bo‘lsa, u holda u yaginlashuvchi boadi.

5°. Fundamental ketma-ketliklar
1-ta’rif. Agar Vs>0 son olinganda ham 3n0=n0(s)eN son
mavjud bo'lsaki, \/n>n0 va peN sonlar uchun - xn|<s teng-
sizlik bajarilsa, {xnj fundamental ketma-ketlik deyiladi.
2-ta’rif. (1-tatifning inkori). V«0e N son olinganda ham shun-
day n>n0, peN, e >0 sonlar mavjud bo'lib, Wn+p-xn\>s tengsiz-
lik orinli bo‘lsa, ketma-ketlik fundamental emas deyilali.

Teorema (Koshi). Ketma-ketlikning yaginlashuvchi bo'lishi uchun
lining fundamental bo ‘lishi zarur va yetarlidir.

6°. Qismiy ketma-ketliklar. Ketma-ketlikning yugori
va quyi limitlari
{a,} ketma-ketlik berilgan bo‘lib, kxk2,...,kn,... (k,,>n)
o ‘suvchi natural sonlar ketma-ketligi bo‘lsin. {x,} ketma-ketlikning
kt,k2,...,kn,... nomerli hadlaridan Xk ,xK\,...,Xk,... ketma-ketlikni
tuzamiz. Hosil bo'lgan sonli ketma-ketlik {*,} ketma-ketli-
kning qgismiy ketma-ketligi deb ataladi.



1-teorema. Agar Jimxn=a isa, u holda uning har ganday
gismiy ketma-ketligining limiti ham a ga teng bo’\adi.

2-teorema. (Bolsano-Veyershtrass). Agar {*,} ketma-ketlik che-
garalangan bo‘lsa, u holda bu ketma-ketlikdan yagmlashuvchi bo‘gan
gismiy ketma-ketlik ajratish mumkin.

1-ta’rif. {x,} ketma-ketlikning qismiy ketma-ketligi limiti {*,}
ketma-ketlikning gismiy limiti deb ataladi.

2-ta’rif. Yugoridan (quyidan) chegaralangan ketma-ketlik gismiy
limitlarining eng kattasi (eng kichigi) berilgan ketma-ketlikning yuqori

(quyi) limiti deyiladi va Jim koYmishda belgilanadi.

3-teorema. Lmx,, = a bo‘lishi uchun J]X;anzb])@x,,za ~oTishi
zarur va yetarli.

7°. Funksiya tushunchasi. Funksiya limiti

Bizga biror 1 ¢ i to‘plam berilgan bo‘lib, & o0°‘zgaruvchi miqg-
dor X to‘plamdan olingan bo'lsin. Agar har bir XxeX songa biror
gonun yoki goidaga ko'ra bitta Y son mos go'yisa, u holda X
to'plamda funksiya aniglangan deyiladi va y =f{X) kabi belgilana-
di, x o‘zgaruvchiga erkli o‘zgaruvchi (yoki funksiyaning argumen-
tiy, X to'plam 1/ (a) funksiyaning aniglanish sohasi, a: soniga
mos keluvchi Yy soniga esa funksiyaning x nuqtadagi Xxususiy qi-
ymati deb ataladi. f(X) funksiyaning barcha xususiy giymatlar
to'plami Y ga / (a) funksiyaning giymatlar to‘plami (yoki 0‘zgarish
sohasi) deyiladi. Shunday qilib,

Y={yeR: y=f(x), xgX).

Agar a (ael.ee o il ) nugtaning ixtiyoriy atrofida X
to‘plamning a dan fargli kamida bitta nuqtasi bo‘lsa, u holda &
nugta X to‘plamning limit nuqtasi deyiladi.

Bundan keyin butun paragraf davomida X ~ f(X) funksiyaning

aniglanish sohasi, a nuqta X to'plamning limit nuqtasi deb tus-
huniladi.
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1-ta’rif. (Koshi). Agar Ve>0 wuchun 3£ =S(s,a) >0 topilsaki,
O<I*- a|<¢  tengsizlikni ganoatlantiruvchi VxeX  uchun
\f{x)-b\<e tengsizlik bajarilsa, u ho/da b soni /(*) funksiyaning
a nuqtadagi limiti deyiladi va 1™ /(a) =b kabi belgilanadi.

2-ta’rif. (Geyne). Agar X toplamning nugtalaridan tuzilgan, a
ga intiluvchi v {x,} (x, *a, «=1, 2, ..) ketma-ketlik uchun {/(a,,)]
ketma-kettik hamma vaqt yagona b soniga intilsa, shu b soni f (x)
funksiyaning a nuqgtadagi limiti deb ataladi.

Keltirilgan ta’riflardan ko‘rinib turibdiki, funksiyaning & nuqg-
tadagi limiti mavjud bo‘lishi uchun funksiya 0 nugtada aniglangan
bolishi, ya’ni aeX bo‘lishi, mutlago shart emas (a nuqtaning
X to‘plam uchun limit nuqta bo'lishi yetarli, ya’ni, umuman
olganda, azX)-

Endi 1- va 2-ta’riflarga teskari ta’riflarni keltiramiz.

1-ta’rifning inkori. Agar 3s>0 topilsaki, VS>0 uchun
0 <|x-a| < ¢ tengsizlikni ganoatlantiruvchi 3xeX mavjud bo fib,
\f{x)-b\>s tengsizlik bajarilsa, b soni f(x) funksiyaning a nu-
gtadagi limiti emas deyiladi ~lim/ (x) *bj.

2-ta’rifning inkori. Agar a nuqgtaga intiluvchi 3{x,}
(xneX, xn*a, R2=1,2, ..) ketma-ketlik topilsaki, unga mos
{/(*»)} ketma-ketlik b ga intUmasa, u holda b son /(x) funksi-
yaning a nuqtadagi limiti emas deyiladi.

1-teorema. Funksiya limitining 1- va 2-taftiflari ekvivalentdir.

Biz 1-teoremadan quyidagi xulosani chiqaramiz: funksiyaning
limitini hisoblayotganda qaysi ta’rif bo‘yicha hisoblash oson va qulay
bo‘lsa, shu ta’rifdan foydalanish kerak.

Ba’zi bir hollarda /(x) funksiyaning a nuqtadagi limiti mavjud
bo‘Imaydi. Ana shunday hollarda funksiyaning nuqtadagi bir to-
monli (o‘ng va chap) limitlari to‘g‘risida gap yuritiladi.

3-ta’rif (Koshi). Vs> 0 wuchun 3S=S(a,s)>0 topilsaki,
a<x<a+S (a—S<x<a) tengsizlikni ganoatlantiruvchi VxeX
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uchun |/*(je) —4< £ tengsizlik bajarilsa, b son f(x) funksiyaning
a nuqgtadagi o‘ng (chap) limiti deb ataladi va

lim £(x) =f(a+0)=b (lim f(x) =f(a-0) =b)

kabi belgilanadi.

4-ta’rif (Geyne). a nugtaga intiluvchi v{}, xneX, x,>a
(x,,<a) ketma-ketlik olinganda ham unga mos {/(*.,)} ketma-ket-
lik b soniga intilsa, b soni f(x) funksiyaning a nugtadagi o‘ng
(chap) limiti deyiladi.

2-teorema. li*T/(x):A boflishi uchun f(a +0)-f(a-0) =b
tenglikning bajarilishi zarur va yetarli.

Endi funksiyaning x-»+co dagi limiti ta’rifini beramiz. /(x)
funksiya (c,+od) cheksiz oraligda aniglangan boisin.

5-ta’rif. (Koshi). Ve >0 uchun 3A>0 (~ -¢) topilsaki, vx>A
uchun \f(x)-b\<s tengsizlik bajarilsa, b son /(x) funksiyaning
X —>+00 dagi limiti deyiladi va Jnn/(x) =6 kabi belgilanadi.

6-ta’rif. (Geyne). +oo ga intiluvchi v{x,} (x,>c) ketma-ketlik
uchun unga mos {/(*,)} ketma-ketlik b soniga intilsa, b soni f(x)
funksiyaning x-»+°o dagi limiti deb ataladi.

3_ va 4-ta’riflar hamda 5- va 6-ta’riflar bir-biriga ekvivalent.
lim f(X) =b ning ta’rifi ham yuqoridagiga o‘xshash aniglanadi. Agar
rI|>rEXf(\3()7= lim f(\);),=b bo‘lsa, u holda Um /(x) =2 deb yoziladi.

7-ta’rif. Agar Hm/(*) =« (\imf(x)=0) bo'lsa, /(x) funksiya

a nugtada cheksiz katta (cheksiz kichik) funksiya deyiladi.

Cheksiz katta va cheksiz kichik funksiyalar ham cheksiz katta
va cheksiz kichik ketma-ketliklar uchun 2°-punktda keltirilgan
xossalarga ega.

8°. Limitga ega boigan funksiyalarning xossalari
I-ta’rif. Ushbu Us(a) ={xe R: 0<|x-a|<j} toplam a nugta-
ning o”ilgan S atrofi deb ataladi.
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1-teorema. / (x) va g(x) funksiyalar a nugtaning biror o yilgan
atrofida aniglangan bo'lib, Hm/(x)=¢ va limg(x) =c bolsin. U holda

1) lim[/ () + g (x)] = limf(x) limg(x)=bzc,

2) iMIL (a)'g(*)l= /M 4™ S(xX=bh-c,

f(x) um/(-v) b
3) agar ¢* O bofisa, lim— = =

- bofadi.
x*ag(x) hmg(x) ¢

2-teorema. («lkki mirshab hagidagi teorema»). Agar f (x), g(x)
va h(x) funksiyalar a nugtaning biror oyilgan atrofida aniglangan
boTib, shu atrofda /(x)<g(x)</?(x) tengsizlikni ganoatlantirsa va
lim/ (x) = lim /?(x) = & tenglik bajarilsa, u holda s{x)-b bofadi.

Funksiya limitini hisoblashda quyidagi ajoyib limitlar katta ahami-
yatga ega.

Birinchi ajoyib limit:

iy ! (i,
Ikkinchi ajoyib limit:
lim [+-] . (2)

A-»X
9°. Funksiya limiti uchun Koshi teoremasi

/(x) funksiya X to‘plamda berilgan bo‘lib, a nuqta X
to'plamning limit nuqtasi bo‘lsin.

Ta’rif. Agar V¢->0 uchun 3£>0 topilsaki, argument x ning
O<|x'-0|<E, 0<ijx"-a]<S tengsizlikni ganoatlantiruvchi
Va', x" (x'el.x'el) qiymatlarida |/(x")-/(x"')| <e tengsizlik
ofrinli bofisa, f(x) funksiya uchun a nugtada Koshi sharti bajarila-
di deyiladi.

Ta’rifning inkori. Agar 3f>0 son topilsaki, v<5>0 son uchun,
0<|x'-0|<E£, 0<ijx"-<3|<E tengsizlikni ganoatlantiruvchi
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Vx',x7e X lar mavjud bo'lib, |[/(x")-/(x"')|>£ tengsizlik bajarilsa,
f(x) funksiya uchun a nuqgtada Koshi sharti bajarilmaydi deyiladi.
Teorema. (Koshi). f(x) funksiya a nuqgtada chekli limitga ega

bofishi uchun bu funksiyaning a nuqtada Koshi shartini bajarishi
zarur va yetarlidir.

10°. Funksiyaning uzluksizligi va uzilishi

f(x) funksiya a nuqtaning biror toiiq atrofida aniglangan bo‘Isin.
1-ta’rif. Agar
I_imf(x):f(a) 3)

boisa,_/(x) funksiya a nuqgtada uzluksiz deyiladi.

Funksiya uzluksizligi ta’rifini Koshi va Geyne tarujan yordamida
ham berish mumkin. Biz ularga to‘xtalib o‘tirmaymiz.

Endi f(x) funksiya a nuqtaning biror o‘ng (chap) yarim
atrofida, ya’ni [a a+S) (mos ravishda, (a-5, «]) yarim in-
tervalda aniqlangan boisin.

2-ta’rif. Agar

bo‘lsa, /( a) funksiya a nugtada o‘ngdan (chapdan) uzluksiz de-
yiladi.

Teorema. /( x) funksiyaning a nuqtada uzluksiz bofishi uchun
uning shu nugtada o'ngdan va chapdan uzluksiz bofishi zarur va
yetarlidir.

Faraz qilaylik, /(x) funksiya a nuqtada uzluksiz bo'lsin. U
holda !ﬁmf(x):f(a) bo‘ladi. :>x£ir11»0[/(x)-/(o)]:o. Agar
Ax:=x-a ~ argument orttirmasi va AyAf (a)=f (x)-f (a) —
funksiyaning a nuqtadagi orttirmasi belgilashlarini Kkiritsak,
x =a+Ax va Ay=Af(a) =f(a +Ax)-f(a) boiadi. Natijada, biz

jisol/i*) “ =fcwW *+~ -/(*)]=I1™0AV =0
ekanligini hosil gilamiz. Shunday qilib,
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im Ay =0 (41

tenglik bajarilsa, f(x) funksiya a nuqtada uzluksiz bo‘ladi.
3-ta’rif. / (a) funksiya (c,d) intervalning har bir nuqgtasida
uzluksiz bo‘lsa, funksiya (c,d) intervalda uzluksiz deyiladi.

/(x) funksiya (c,d) da uzluksiz bo‘lib, s nugtada o‘ngdan, d
nuqtada chapdan uzluksiz bo'lsa, unda u [c,c/] kesmada uzluksiz
deyiladi.

X to'plamda uzluksiz funksiyalar sinfi C(X) kabi belgilanadi.

4-ta’rif. Agar

I™ £ (x)=b* f(a) (1—hol)
lim /W -2 (2—hol)
1™ =@ (3—hol)

boisa, unda f (x) funksiya a nugtada uzilishga ega deyiladi.

Funksiyaning a nuqtada uzilishga ega bo‘ladigan hollarini alo-
hida-alohida ko‘rib chiqaylik.

a) limf(x)=b*f(a) bolsin.
Bu holda lim/(x) =/(g +0) Va X}\iWn]Of(H =f(Va -0) jar
jnavjud bo lib, /(0 +0)=:/(a-0)"~/(a) bo‘ladi. Bunday nuqta

bartaraf gilish mumkin bo‘lgan uzilish nuqgtasi deb ataladi.

Misollar.
[x ,agar XPO bo‘lsa,
[(*) =
) [1, agar x =0 bo‘lsa

funksiya uchun x =0 nuqta bartaraf gilish mumkin boigan uzilish
nuqtasi bo‘ladi, chunki

a A*)=a /[(*)=° va A °H -
Agar /(0) =0 deb qgabul qgilsak, funksiya uzluksiz bo‘lib qoladi.
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I- xsin—,agarx * O bo'lsa,
2 /(*)= X
[2, agar X= 0 bo'lsa
funksiya uchun ham X=0 nuqta bartaraf gilish mumkin bo‘lgan
uzilish nuqtasi bo‘ladi, chunki

lim /(.v)= lim/(jc)=1 va /(0)=2.

b) lim fix)-3 bo‘lsin.
x-*a+0
Bunda quyidagi uchta hoi bo‘lishi mumKkin.

1) limo/(x) =/(0 -0) va limo/(A)=/(a +0) lar 3 wva

f(a-0)*f(a +0).
Funksiyaning bunday nuqtadagi uzilishi birinchi tur uzilish va
[/(a +0)-/(a -0) ayirmaga funksiyaning a nuqtadagi sakrashi
deyiladi.
Masalang Y
1
—,agarx;E0 bo‘lsa,
[(*) = 1+2T7T
0, agar X=0 bo‘lsa
funksiya uchun * =0 nuqgta 1-tur uzilish nuqtasi boMadi va funk-
siyaning bu nuqtadagi sakrashi 1 ga teng:
f(a+0)-/(« -0)1=]/(+0)-/(-0L-]0-i]|=1;
2) Xx-+a da f(Xx) funksiyaning o‘ng va chap limitlaridan hech
bo‘lImaganda biri 3. Funksiyaning a nuqtadagi bunday uzilishi

ikkinchi tur uzilish deyiladi.
Misollar.

sin—, agar X >0 bo‘lIsa,
()= X
-x, agar x <0 bo'lsa
funksiya jc=o0 nuqgtada ikkinchi tur uzilishga ega, chunki
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#(»@ /(a-)]: _U_gb(-.y)]=0=/(0). lekin ‘\l,i)%/ (a)]= ‘l/|_>r83|nx-3 .
fO, agar a-- irratsional bo‘lsa,
2. D(*)=.
[I, agar a- ratsional boMsa
funksiya Vae i? nuqtada ikkinchi tur uzilishga ega, chunki X”>a
da £)(*) funksiyaning o‘ng limiti ham, chap limiti ham 3.

3). at—»a da /(*) funksiyaning o‘ng va chap limitlaridan biri

cheksiz yoki o'ng va chap limitlar turli ishorali cheksiz. Funksiya-
ning a nuqtadagi bunday uzilishi ham ikkinchi tur uzilish deyiladi.

d) /(-'m)= 0 boisa, /(a-) funksiya X=a nugtada ikkinchi
tur uzilishga ega deyiladi.

11°. Uzluksiz funksiyalarning xossalari
1-teorema. Agar f{x) va g(x) funksiyalar X czR toplamda
aniglangan boTib, ulaming har biri ae X nugtada uzluksiz bolsa, u holda
0 f(x)xg(x),

2) 1(*)#(*)>

f(x)
3) g(jc) uchun g(x)”~0)

funksiyalar ham shu nugtada uzluksiz bo‘ladi.
Izoh: 1-teoremaning aksi har doim ham o‘rinli bo‘lavermaydi.

Masalan, f(X) =X va
sin—, agar **0 bo‘lsa,
£(*): X
0, agar a:=0 bo‘lsa

funksiyalar ko‘paytmasi /(x)-g(*) =A:sin- funksiya R da uzluk-
X

siz, lekin g(x) funksiya a:=0 nuqtada uzilishga ega.
Aytaylik, y =f(X) funksiya X to'plamda, z=cp(y) funksiya
A



esa Y={y=f(x):xe X} to'plamda aniglangan bo‘lib, ular
yordamida X to‘plamda aniglangan z=cp\_f(x)\ murakkab
funksiya tuzilgan bo‘lsin.

2-teorema. Agar y - f(x) funksiya as X nugtada, z=(p(y)

funksiya esa, unga mos ya=f(a) nugtada uzluksiz bo’lsa,

z=~[/(x)] murakkab funksiya a nugtada uzluksiz bo‘ladi.

Bu teorema limit hisoblashda juda muhim rol o‘ynaydi va
uning yordamida 1—8 ning 9° —punktidagi muhim limitlar keltirib
chigariladi.

3-teorema. Agar }ngnf(x)zb (¢>>0) va \Lrﬂng(x)zc bo'lsa,

[/(x)]aw ko‘rinishdagi funksiyaga darajali-ko‘rsatkich!i funk-

siya deb ataladi.

12°. Funksiyaning tekis uzluksizligi

Biror y=f(x) funksiya X to‘plamda berilgan bo‘lsin.
Ta’rif. Agar \/s>0 son uchun 3S=S(e)>0 son topilsaki, X
to'plamning |jt"-jc1<8 tengsizlikni ganoatlantiruvchi vx’ va x"

(x’x*"g X) nugtalarida [/(V )-/(.r)| <£ tengsizlik bajarilsa, f(x)

funksiya x toplamda tekis uzluksiz deb atatadi.
Ta’rifning inkori. 3s-'>0 son topilsaki, \JS>0 son olinganda

ham |jc"-x'|<J tengsizlikni ganoatlantiruvchi shunday \/X'X" e X
nuqtalar mavjjd boiib |/(x™)-/(x")|> £ tengsizlik bajarilsa, /(*)
funksiya X to‘plamda tekis uzluksiz emas deyiladi.

Kantor teoreraasi. Agar f(x) funksiya \a,b\ kesmada aniglangan
va uzluksiz bolsa, u shu kesmada tekis uzluksiz bo'ladi.
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NAZORAT SAVOLLARI

Sonli ketma-ketlik tushunchasi.
Ketma-ketlik limitining ta’rifi va uning inkori.
Yaginlashuvchi va uzoglashuvchi ketma-ketliklarning ta’riflari.
Cheksiz kichik ketma-ketliklar va ulaming xossalari.
Cheksiz katta ketma-ketliklar va ularning xossalari.
Cheksiz kichik va cheksiz katta ketma-ketliklar orasidagi bog‘lanish.
Yaginlashuvchi ketma-ketliklarning xossalari.
Monoton ketma-ketlikning ta’rifi.
Monoton ketma-ketliklar hagidagi Veyershtrass teoremasi.
10 Fundamental ketma-ketliklar va Koshi teoremasi.
11. Qismiy ketma-ketliklar. Ketma-ketlikning yuqori va quyi limitlari.
12. Funksiya tushunchasi. Funksiyaning aniqlanish sohasi va giymatlar
to'plami.
13. Funksiya limitining Koshi ta’rifi va uning inkori.
14. Funksiya limitining Geyne ta’rifi va uning inkori.
15. Funksiya limiti Koshi va Geyne ta’riflarining ekvivalentligi.
16. Funksiyaning bir tomonli limitlari.
17. Limitga ega bo‘lgan funksiyalaming xossalari.
18. Ikki mirshab hagidagi teorema.
19. Birinchi ajoyib limit.
20. lkkinchi ajoyib limit.
21. Funksiya limiti hagidagi Koshi teoremasi.
22. Funksiyaning nuqtadagi va to‘plamdagi uzluksizligi ta’riflari.
23. Bir tomonlama uzluksizlik.
24. Bartaraf gilish mumkin bo'lgan uzilish nuqtasi.
25. Birinchi tur uzilish nugtasi.
26. lkkinchi tur uzilish nuqtasi.
27. Uzluksiz funksiyalaming xossalari.
28. Funksiyaning tekis uzluksizligi va Kantor teoremasi.

© 0N WM P
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- B -
Mustaqil yechish uchun misol va masalalar

1-masala. ekanligi ta’rif yordamida ko‘rsatilsin
K (*)-7)e
3/7-2 3 4/7-1
1.2 xi , a=2.
11 X'~2n-\’ 2' 2/7+1
4n2+1 4 9-03 J
14 *,=
13 x-=3?72" a=1I- 1+ 2/73” ° 2"
1-2n2 | 57
— a=— 1.6 *e= , a=-5.
2 + 4« 2 a-n"
7+ 1 1 27+ 1 2
1.8 *, = , a=—,
1,7 *"_ 2?2 a~~~2 3/7-5 3
1-2/7Z 377 +2 3
=2 T g="o. 1.10 — e, a=—.
19 X n2(;+3 a="2 47 -1 4
4+2n 2 57+ 15
112 *, , a=-5
111 °o =ty 6-n
13-u 2 1 2/7-1 Q
1.14 Xxn - , 0= - —
113 *"~1+2n2’ a~ 2' 2-3/7 5
3/7-1 3 5« + | 1
115 x,= a=—. 1.16 P ,a- —.
57+ 1’ 5 10/7-3 2
1+ 317 207+ 3
a=-5. 1.18 xn , a=2.
6-/7 " "7+ 5
372+ 2 3 2 37 3
, a=— 1.20 X,
47 -1 4 4+ 57 5
213 1o
m3- 2’
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2-masala. a soni {x,} ketma-ketlikning limiti emasligi ta’rif
yordaraida ko‘rsatilsin.

21 + a=0. 22 X, =cosy-, a=-~.
2.3 xni_si;n_ﬁ—_,mo: 2.4 x,,=cos—7tn, 0=-1
6 2 100
25 x.=2(-'r", a=0- 2.6 X,=n-[I+(-1)'], a=0.
2.7 *,=(-D\ «=-1. 2.8 *, =(-Hm*' a=1I.
2 _cosm1 il
29 x = , 0=3 2.10 x =, 2 a=1
2 + cosEll J
_ -1 207+ 3
2.11 x = 6 =1 2.12 x — 0— a=2
n n
2.13 x,,=—1—, azg. 2.14 x,,=si'nﬂ-|, o=1I.
2n+1 2 2
215 X =-"~ ,0=-1. 2.16 x,=sin— , 0=0.
n 3
2,17 X'=3-2/72" 0=~2" 2'18
2.19 x,=«H)”, 0=0. 2.20 x,= 2,1, o=1I.
m7+1

2.21 x,=nw*+1-n, a=1.
3-masala.
Yaginlashuvchi ketma-ketlikning chegaralanganligi hagidagi teo-
remadan foydaianib {x,} ketma-ketlikning uzoglashuvchi ekanligi
ko*“rsatilsin.

3.1 3.2 X,,=n2sin~ 3.3 X, =-Jncos~

34 %, =(-)"In 35 X, =(1)" In- 3.6x,, =+ +wH)"

Cheksiz kichik ketma-ketlikning chegaralangan ketma-ketlikka
ko‘paytmasi haqidagi teoremadan foydaianib {x,,} ketma-ketlikning
yaqinlashuvchi ekanligi ko‘rsatilsin.

- 7 'y —sgn(tg/?) = L
" Vid 728+ Sin l1)’ ' 2+(-H1"
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~qan
cosan sin
3.10 x,, 3.11 x.= 3.12 X" =

n n~ In(n + 1)

Qismiy ketma-ketlikning limiti hagidagi teoremadan foydalanib
fx,} ketma-ketlikning uzoglashuvchi ekanligi ko‘rsatilsin,

3.13 xn=(0,5)H)™" 314 x,=2 " n-
3X5 =12 +(-1) J. 3.16 l.=sm —

«lkki mirshab hagidagi teorema» dan foydalanib {*,} ketma-
ketlikning yaginlashuvchiligi ko‘rsatilsin.
n

n
. 18 f/7 +10°
ST 38 ;1
2" "+sin/?
319 %= (21,)1- 3.20 X=e
7+ 3\N

4-masala. Koshi kriteriyasi, monoton ketma-ketlikning limiti ha-
gidagi teorema yoki limitlar ustidagi amallar hagidagi teoremalardan
foydalanib {*,,} ketma-ketlik yaqginlashishga tekshirilsin.

41 42 X_=-= 2
tt In(»+1)
n~+n
43 x,—= 44 * =(-n" o
% h-n- ) yffi y
w-tsin ¢ 271 n+1
45 « - I 4 46 » w2.(8+sinn)’
oy | o |—
V 21 ” 2 4-8 X=(1dgilji'"igT?} ~ig(io+».)j"
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sinor sin2or Sin7?2QT _Isinl]  [sin2| [sin7?|

4.9 X —eie- 1 4.10 x
2 2 2" 2. 22 . 2
411 R
A1 Xn~"2+72+- + 412 * =1+"+ .. +-.
(»+Dll )
/ jv
™ - 4.14 = 1+-
2
415 * =cosi+ °°° S 416 Nt E
lg/7 "
417 x= " 418 °
n\
11 (-1)
419 x,- 0,77..7 o o ¥
4.20 1-2 2-3 n(n +

421 v —dh—— i h—

2! «!
5-masala. Sonli ketma-ketlikning limiti hisoblansin {r{_i,({ucjc )
Jn(n-2)-Jn2-3 . 52 *,=(n->/n3-5)«V«.

5.3 x,=N(«2+)(» -4) Vodo . 54 xnw o °MNNEE)

55 xHey/n2—3n+2-nm 56 xn=n+yj4-n2.

57 X,=yn(n +2)-y/n2-2n +3. 58 xn=J(n+2)(n+l)-J(n-\)(n+3).
Ni(ii4-1)-Vns-8 . 510 X,=«2"5 +«3-V3+/T).

511 xn=yjn2+3«- 2—V«2-3 ¢« 512 Xn=yjn*y/n+2 —yIn—3~.

5.13 X,=Jn(n +5)-n . 514 x,=M3HBV3+2-V«3-1j.

\/(»3+ »2+3) -~ (N +2
515 - 03 2\fr)1 ( )- 5.16 X, =«—"%(/7- 1).
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517 X =n3 3™«(®44) 43— . 518 x,,=y[in \[r? -1]n(n-1)
519 H=V«+2(VwW+3-V«-4). 520 A,=«(V«4+3-1/»4- 2]
521 mm=u("/5+8n3-2zi).

6-masala ll,i,r)g*,,—?

* 1 2 3 n—1 2n + 1)1+(2n + 2)!
6.1 = —*heof pe--d- 4. 6.2 n ir* o\
: 7 n2 A2 nu n- 217 + 3)!
I+3+5+ ..+ (2/7-1) 27+1 cn v 274 +3
6.3 xn_ AT 2 . 2" 3
1+2+ L+ 7 66 1+3+5+..+ (21 —I)
-— . O T =-—-—-—mme-
65 b \|9nA+1 1+2+3+ ...+ /7
1+3+5+. +(2/7 1) 68 1+ 4+ 7+ ..+ (3/7-2)
K0 = e » - — T mm————— 7
6.7 *a~ N3 X TUUsi 44
(> +A)-(/7+ 2) (3/7-1)1+ (3/7 + 1)
6.9 (n+3)! ’ *ooon"_ 3n-n-1)
1+;1+T1T+— #nF
2" - 54 A T — e —
6.11 € = . -. 612 ", 1 1 1.
* 2 +5 5+5M+""+ 5T
H?23+5 - v V + 2 3. o
6.13 V' 1+3+5+ ...+ (2/7-1) ¢ 614 m 3"-1+ 2"
[T+ 2 2 5 13 3"+ 2"

615 Ri=j+2434T.+/-3%  6/16 A'=6+36+- +~ / -

2-5+4-7 +..+2,—2//+3) * 10 v = (2//+1)1+ (2/1+_2)!
6.17 Voo A 6-18 ' (2//+3)1- (2/] + 2)!
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6.19 v,
621 x, o2p 2 22 4
16 64
A7 -6/T+ T
71 *,=
3/72 + 20/7 -1
_ o 17-1
Vi =
U +3j
f Un+1
* —l2n2+ 3
7 ov2n +1
77 % _ «2-3/7T+6"2
) 7 Y S PN
rén—i v"£
79 *,=
6/7+ 4
I +N+1
711 *,=
112+17-1
713 f,: I7-
7+ I'y

7.15 *n:i r:r
T

719 * = 10/7-3 °
' 710741
721 * — 2/7- +21/7-7

2/72+ 18/7+ 9

2+ 7+ 12+... + (5/7—3)"

7+ 3
4mxn~?
/2/72+ 2 n
72 *.=
2/72 + |
/.,
174 *,= B
Yy
flT+r"
76 *,=
a-1,
_7-10"
78 X,=
7+ 1
210 * = 972 + a7 _ £ P
3nl+ 2/7+ 7y
\n
N2+ 57T+ 7
712 x, =
2/72+5/7 + 3
714 %= X
) 7 b7 +3/7+3
nNT2+T717-T
7.16 *,=
N2[72+317-1
y +02-m
7.18 or=
v iy
f =_2 V'+<
37%- b
720 *,=
3/72-5/7 + 7



8-masala. {x,} ketma-ketUkning yuqori va quyi limitlari topilsin

flimx,,-?,
81 an'y
1 x,= co
2
Jm
83 x»=(_,)"T.
~(-0v Wn+\
2II+3
8.7 * =2H)""n.
M Md
89 * =2+— cos-
n-1
8.11 *,=-—--cosug.
Mn+1
3«-2 . An
8.13 *, = sin-—
ﬂzﬁnﬁD+I
Mn+1
a2—un+1 29H
8 17 = -——r-—---C0S-——--
mnnt " 2n -1 3
\'a an
* = ('1)
8.19 *, O T
8.21 x_=sinwu0.

/
8.2 X
1 ., 4dn
84 x,=- +sin—.
n 3
8.6 * +2-
n
n+1
A
------- sin
n+1 4
nl+1 , ,, 4l
8.12 x, = sin .
n2-1 2
2an"”
8.14 xa= 1,5-cos
«N1),r-+3n_1
8 . 16 = (/— l) 2 i—:—m——_—ﬁ— r
4n2+3n-2 . (a8 24an
8n8
n+2 an
8.20



9-masala. y =f(x) funksiyaning aniglanish sohasi topilsin

(E(/)-7)-
01, ¥ =1Inl 1A Satr v 117 /1-2 r~*
9.3 logj+1(.r2-3x +2) yix2-4
3y =log)l(rz-3x + 9.4 =
y log;, (X2+2x-2) "
yix+5 2a-3
9.5 = =
y Ig(g_sa) . 9.6 y J|Og -1
3x-x2 X +2
9.7 y=lg : 9.8 7=3i
a-1 Ig COSA '
9.9 y=1g(l6-A2)+clgn\ 9.10 v=(8-2a-a2) 2¢
9.11 =Jx2- jxj-2. =
y 1X] 9.12 y JII-XX .
9.13 y-J3-5a-2a2ms 9.14 y =
6 —x
tgx i
915 y=- ' 916 y = sinx + cosx
C0S2X V sin x —QOBX
9.17 y =arccos(0,5x —1). 9.18 vy = arccosx - arcsin (3- x).
9.19 j=arctg”— 9.20 y=arcsin-)5—2—j
X--9
arcsin (0,5jc—1{
9.21y = -

\x~ -3x +1

10-masala. Quyidagi tengliklar ta’rif yordamida isbotlansin
(<?(E+) —topilsin).
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3x2+5x-2
10.3 [ e — =.7
Ar-»-2 X+ 2
6x2+x-1 ,
10.5 ¢ mi ---mmmmmev r -5
P w4
9x2-1
10.7 lim' :_6
X +
3

Inseg-2f-1=4
io.» :i3 Xn--i-

1011 gjm 2R3 =2

>3 x-3

6x25x + |
10.13 | 2 ~ %_' 1

2x2+13x + 21
10.15 JIM  2x+ 7

B2 x—1
lim ---------- =3
10.17 1
2 X
3
10.19 lim 2(221’(_'1: 23
X X- 11
. x2-9
1021 lim-j— =2.

. 4x2-14x +6
10.4 lim—=2 2= 10,

1010 1im X281 g

Hx> X+1

10.12 ] —oememeeen i -5

1014 iy T 19

2x2-9x+10 1

10.16 13 2,-5 =2
_ 6(275x 39 q
T =-0
10.18 5  + -
 5x2 24x-5
10.20 lim = 26.
X-»S X- 5



11-masala. Limitlar hisoblansin.
3* 1 1
M- lim-j-"9 — - lim. Y 4—
11.1 11,2 xpa Fy
in Jm "+ 2x-5 ANTfo-4
113 "™~[T | e 114 Km7==--- :
VJIT-4 *MV4 +jc-
115 lim < 9%-8 *2 116 Yi9x-3_
>3n/3+x-n/2x
17 umllx! 118 lim- TAX-2
~'X 2-1
n .9 n lim </E-1
A Yigy-27+ A i ¥ |-|'m"8+3x+x2-2
CEAET uE 2
5_11.13 IimVI —2X + X2 -(il +X).|.1.14 lim __ n/9+2x-5
*>) * In-_2
1115 1im —— m lg HmA”~6+2
+*6n/x - 4 11,10 '™ *3+8
1117 fimMxx18-20/x+1 11 18 1im X
X -9 1118 ~«£C T
nir~"x-3 o/l +2x -3
1119 Jjm— *Tr T120. lim— r ———-
m»-& 2 + nix o> yIx -2
n9 +2x -5
11.21 lim— -7=------
nix-2
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12-masala. Limitlar hisoblansin.

x2-1 \Ix2- +1-1
121 tim-—— 12.2
InX > Inx
I-sin2x
bm I+ cos3x NN lim ememeememee -
12.3 12-4 a-- 4x)"
e sin® X Ao (i )
175 i | + COS;rx 126
I ------ . .
Xr£1 tg' X 4 x*
sin2x -/g 2x Vx2-x +1-1
177 timoeeee g 12.8 i™ oo e )
ILJ (X-n-)4 *oi fgnx
Cos5X-c0S3X sin7x-sin3x
129 tHm . 12-10 iS ' 5 gt
In(5-2x Vx2-3x +3—1
1211 iim f (5-2x)_ 12.12 1im _
n/10-3x -2 A1 sin KX
S.l-3—32
i e 1214 4
12.13 lim sinx UMT tgnx
1n2x-1nn-
iMm —-—-m =
2"-16 *
12.15 lim——--- 12.16 sin— cosx e
*>4 sin;rx 2
lim 9X 9-2x2
12.17 V£ cos2x - 12.18 DQ Sm"é']“‘
4-t-

1-2 i I-2cosx
m
12.19 2Mi2X -yi3x2-5x +2j ' 1220 XU n--3x

e -¢

12.21 lim—
LI->*sin5x-sin3x
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13-masala. Limitlar hisoblansin.

n I\
131 pPA "
'&U +iJ
1.
13.3 |y ("2 Yo
BI<Dgl< X J
_ fix2
135 |I_I£%
/
137 tim 2 %!
Fyox g

. 2x/sin2
13.9 lim (cosxY

Xx-£2n

1311 1im 07XV T

v-»3

13.13

13.15 lim

a>3l 3

13.17 lim(2er<-1)*-’.

311
13.19 1im(2r' —)

ir [ e \i&nvCEY
13.21 im (sin x)

132 tim oA
Yo7 ySin<T J
~ (eosxl
13.4 1im
~cos2)
\/cos(3.r/4-x)
13-6 .\/_*_
13.8 lim 2 --
13.10 Iir? \(/eosxg\;”Sin22x

13.12 Y (gosA-plsindr.

13.14 (505X )5/* Ssindjr

\6/gX-/g3.Y

1316 o

2

13.18 -gi'g}ugz.

13.20 +



14-masala. Limitlar hisoblansin.

oH oAt
- 14.2 1
141 4m 2x —arctgjx xlln>°2arcsinx - sinX
14.3 Iim—éa—r- T a4 tim—"2 "
sin 3* - 2x sin 2 X - sinXx
32X - 53r 146 1 e2x-e3r
145 h{%"arctgxﬁLx-- : ,umarctgx- X~
n5x e“' -e -2V
147 Jim o 148 1M, arctg - sinx
Tr —ZX
t.ogu e’ -e
149 1m0 > 1410 tm
2arcsin X - X -»°sinx - 2
1l g 1412 tim
X»0 arcsin 2x - X mo arcsin x + x
4' -2 1Ix i e -e
14.13 '1[Iltggx_ X 14.14 F!lm/g2x —sin X
10o21- 7"
14.16 lim—
14.15 |_/!m)Ztgx- arctgx *I-E[L sin 3a: - sin 5a-
 T¥;- 3 18 i e -e?
14.17 L";G tgx + x3 ' 9_&3 2tgx - sin g
32( | eZX e -5.T
-1 x . -
i 14.20 i .
14.19 Irlrg]oarcsin 31" —Sx L'mZS'n-T'/gX
9x - 231
1421 Um arctg2x —Ix

15-masala. y =f{x) funksiyaning x =x0 nugtadagi o‘ng va
chap limitlari topilsin (/(n0+0O-?,/ (70- O- ?).

15.1 /(**) =arctg-—, x0=1. 152 /(*)=m —L-> *0="

\+ ex
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153 A*)=- ¢, ~ x0=0.
155 /(*) =V s* x0=0.

15.7 /(x) =sign(cosx),x0= -2.

159 /« = — , x0=3.
X+ 33X
1511 /(x) X+ |x 3,xo-1o.
2x" —3
15.13 = , N0=1.
“Fe X" —1
\' sinx
ﬂ' N=T7T7, *=0.
w

15.17 /(A =f—i> *b=I.
(A=t

Y518 k)= VR C9S2X o=,
+1 x<2,
1521 /(x) =t

154 f(x) =arccos(x-1), x0=0

3(1—A2)—11—\2T 0

15.8 f(x) =arctg(tgx),x0= ry

1510 /(*)=—T 1. *o0=-I.

1512 /(x)-I i/f-gafij.ﬁir

1

15.14 f(x) =e~"-\x0=0.

1516 J1*) =7 F)7F’n"0 =3,

(x-3

1 > %02
1+2 7

Y COSX
Lo — " i xo—o_

3-2"

15.18 /(*) =

15.20

[-2x +1, x>2"x0=2"

16-masala. y =f(x) funksiya x =x0 nuqtada uzluksiz ekanligi

16.1 ;(x) =5x2-1, x0=6.
16.3 , . _-3x2-3, x0=4.

16.7 [(*)=-4x2-7, x0=1.
169 /(*): -5x2-9, x0=3.

16.2 /(x) =4x2-2, x0=5.
164 f(x) ~2x2-4, x0=3.
16.6 / (x)=-3x2-6, x0=1.
168 /(x) =-5x2-8, x0=2.
16.10 /(x) =-4x2+9, x0=14



16.11 /(a) =-3a2+8,
16.13 f (a) =2x2+s,
16.15 / (a) =4a2+4,
16.17 /(a) =5a2+1,
16.19 / (x) = 3a2- 2,
16.21 / (a) =-2a2- 4,

a0=5 . 16.12 / ( ay
x0=1. 16.14 /( a)
x0=9.
a0=7.
a0=>5.
x0=3.

17-masala.

=-2a2+7, xQ=6
3x2+5, *0=8.

16.16 / ( a)y =5a2+3, x0=8.

16.18 / (a) =4a2—1 x0=6.
16.20 / ( a) =2a2-3, a0=4.

Quyidagi funksiyalar s ning ganday giymatlarida +uzluksiz
bo‘lishi aniglansin.

actg2a,

171 y =, H<T.
O, A=0
2 COSA, A<O,
17.3 a(A-1), a>0
WZ\ A>0,
17.5 a(A-1), a<0
(arcsina) ctgx, a~o0,
177 'y =
a, a=0
A
A;*0

179 Y= In(l + 2a)
a. A=0

a*0,

y:<ax2+1, a>0
17.2 A A<O
y = [a2+a, a>0
17.4 [1-A2, A<O
n+§x)\gx.-n<x<—,x*~—&
176 y:l T
2
vV -1 -
--------- ADO,
178 Y= A
a, a=0,C>0
o* o x
1710 y~ ' 70
a, a=20

Quyidagi funksiyalar uzluksizlikka tekshiriisin va grafiklari chizilsin.

1711 1(yponw S5

W —
n—xi X

1713 /(a) = lim-— ~
V' W1+ A

Eca

In(l +ex)

17.12 5« n/J+eN

17.14 R x)=sM~Acos!



17.15 /(x) = limcos2nx. 1716 /(x) =[x]smjrx.

17.17 1(x) = J,_l»rg:-\-_'_--)zél7.18 1(x) =I|m’\c052x+sr{_g*2x ,
17.19 f\x) =1lim$ + F \ 17.20 /(x) =x2 [x 3.
=lj
1721 /W UL (2sinx)
18-masala.
Quyidagi funksiyalar berilgan oraligda tekis uzluksizlikka
tekshirilsin
18.1 /(x)=— 2t 18.2 /(x) =1Inx, 0<x<I.
183 /(x) =" £, 0<x<Xx. 18.4 /(x) =e*cos—, O0<x<I.
X X
18.5 /(x) = arctgX, - co< a-<+qo. 18.6 /(X) = xsinx,0<x<+00.
rt A\ \\~x2, —4<x<0, (x+l, x<0,
>8-7 /W =K O«<1l, -UXS1 18'8 [e'l, A->0,

y=f{x) funksiya X to‘plamda tekis uzluksiz emasligi isbotlansin.

18.9 /(x) =cos—, X =(0, ). 18.10 /(*) =5, X =(0, 3.
18.11 /(x) =sinx2, X =R 18.12 /(x) =sin”, X =(0, 1).
18.13 /(x) =x2, X =R. 18.14 f(x)=-~, X =(2,3).

y —f (x) funksiya X to‘plamda tekis uzluksiz ekanligi ta’rif
yordamida ko‘rsatilsin (S =5(s) topilsin).

18.15 /(x) =-x +1, X=(-"0,%0). 18.16 f(x)=&c, X =[0;2].
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18.17 /(*) ="+« x =][0,1; 1]. 18.18 /(a)=2x2+5 X =[-Y,I].
18.19 /(x)=;r-2x-1, X=[-Z5]. 18.20 /(.v)=x"+1, X =[-2;3].
18.21 /(x) =2sinx-cosx, X =R.
-D -
Namunaviy variant yechimi

Namunaviy variant sifatida 21-variantni olib, shu variantdagi
misol va masalalarning yechimlarini keltiramiz.

12]l-masala. }}™xn=a ekanligi ta’rif yordamida ko‘rsatilsin
(wo(s) -7?)-

< (}}™x"=a) < (VE>0 3iio=no(e)EA': \/n>n0 |*,-a|<£-).

2/73—2n3+ 6 - 6
\X. - a = 2»3 ., .
«3-3 “ n3-3 =
6
< T=-<

(»-«)(»=+""»+V F) "C+V3» +</9 13»

Demak, V£>0 son olinganda ham »O- ITiaxp ° deb ol-

sak, V «>/Dvchun |x,,-a|<é: bo‘ladi. =>*™-rpn-a >

2.21-masala. a soni {*,} ketma-ketlikning limiti emasligi ta’rif
yordamida ko‘rsatilsin.

XM+ -n a1
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< *a)= (v~ ew 3s>0 3n>fi: wn—<gm |x-c\ Jj-Irf +1-wj-1

ir +1- In+ m+1-772 —2W—|
2+ 1-(/2 + 1) = ir+1- {n+1)2 |
yjn2+ 1+77+1 VIT2 + 1477 + 1 In2+1 +17+ 1

2n
> L77 217 1

W2+ 372+n+n  27+2« 47 2

Demak, — deb olsak, VneN uchun pn-a]>£- tengsizlik

bajarilar ekan. Bu esa *,*a ekanligini anglatadi. >
3.21-raasala. “lkki mirshab haqgidagi teorema”dan foydalanib
{x,} ketma-ketlikning yaqinlashuvchiligi ko‘rsatilsin.
N1+ 3v
X. =
mo
2n+3 27?+37_57 5 1

< agar ~ 10 bo‘lsa’
2r+3 2+3 5 1 .
—— AN_——=">_ agar ,,>i0 bolsa

7 ti 20

1 1
Agar V,, va zn~”"r deb belgilasak, unda V/7>10

uchun y <x <z, qo‘sh tengsizlik bajariladi. lim.y, =limz =0 Va
“ikki mirshab hagidagi teorema” ga ko‘ra =0 bo'ladi. >

4.21-masala. xn=1+—+...+— ketma-ketlik Koshi kriteriyasi,

monoton ketma-ketlikning limiti haqidagi teorema yoki limitlar
ustidagi amallar haqidagi teoremalardan foydalanib, yaqginlashishga
tekshirilsin.

< Monoton ketma-ketlikning limiti* hagidagi teoremadan foy-
dalanib, berilgan {x,,} ketma-ketlikning yaginlashuvchi ekanligini
ko‘rsatamiz.

1
>X,,
(7 + 1) .

Wt .
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Endi bu ketma-ketlikning yugoridan chegaralanganligini
ko‘rsatamiz:

,1111 H1 ,1h1 1T1 T1
n=1+ —~——N----p-—- . H------ < 1h------- + ~ <
g 21 3l Z' «! 2 2 T ZT
.1 1 1 1 1 1
< +2+ 20 +237+ 2"+ 2" il
2
Shunday qilib, * 3 f va VneN uchun

X,,<2 = }j_r;&;g,—?, = {x\ —yaginlashuvchi >

5.21-masala. Sonli ketma-ketlikning limiti hisoblansin

( Hm*, -2)

Xn=mlab+ 8«3 - 2/ij

«["(5 + 8/73)- (2 r) 3]

limx, - lim«(V5+873-2 ' .2 7
n"“«g/ «)/ N5+ g7y +2/7-v5 + &F + 4T
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= lim- = lim- = 0.
JL+gj +2 .B 7 8+4 fC-8+2||/\-|4

62l-masala. lim*,,-?

>



7.21-masala. limx,,-?

\ 2nH
2n2+21/?-7
2n2+ 18/7+9

2« +21//-7 . N\2N2+18/7+9+3/7-16v "+

limx,, = lim =(r)=li
v2/7 +18/7+9, (") "g) 2/;2+18//+9 ,

\ 2n+l

. 3/7-16
= lim 1+
2072 + 1817 + 9 \\
dalanamiz.
3/7—16 N Im (3»-16)(2»+1)

Bizning holda oc=-r=i T 9T« 2241840
g 27-+18/7+9

li i
e 35,18, 9) ?
Vo -2

821-masala. {x,,} ketma-ketlikning yuqgori va kuyi limitlari

topilsin limx, - ?, limx.-? |.
AV »F* y

X,, = sin [7°
< Berilgan ketma-ketlikning giymatlari to‘plamida

0, +sinl®°, =*sin20,..., *+sin89°,

sonlari cheksiz ko‘p uchraydi, chunki \fneN vaVpeN uchun
keltirish formulasiga ko‘ra sin//0 =sin (360°/? + N°) va
sin(180° +/7) =+sin»°. Demak, yuqoridagi sonlaring har biri ber-
ilgan ketma-ketlikning qismiy limiti boMadi. Shu bilan birgalikda
{x,,.} ketma-ketlikning yuqorida ko‘rsatiigan 181 ta sondan boshqga

gismiy limiti yo‘q. :>Il'i_r4'r;1x =1 Va >
9.21-masala. y =f(x) funksiyaning aniglanish sohasi topilsin
(D(f)->)m
__arcsin(0,5x-1)
VX" —=3x+]
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0<0,5x<2
i-1<0,5x-1<1

. 1 3—v5 f 3+Vsl
< D{f) [X2-3X+|>0 X——————-—-—2- ----- X mommmemnonneeen >0
% /1 2 )
fo<st<4
- 3—yR1 T3+-JE
Ko 0o 3TMINMT3HVE L ()= O - 4>

\

10.21-masala. Quyidagi
. x2-9
lim
*>3 X2 - 3X
tenglik ta’rif yordamida isbotlansin (8(e) topilsin).
< (imf(x)=0) o (Vs>0 3<i(f)>0: O0<|x-al<b => |/(x)-0|<ff).
f(x) funksiyani x =3 nugtaning biror atrofidaTmasalan (2; 4)“
intervalda, garaymiz.
Vé:>0 son olamiz va |/(x)-2] ayirmani X*3 da quyidagi

x2.9 _ X+3 3-x M 1 . Ix-3]
n? A X X 7 27
chunki xe(2; 4) edi.
Oxirgi tengsizlikdan ko‘rinib turibdiki, agar 0 =2s deb olsak,
0<|x-3| <£ tengsizlikni ganoatlantiruvchi Vxe(2; 4) uchun

, . , Ix=3] S 2s
X2 -9
bo'ladi. Bu yerdan ta’rifga ko‘ra Hmy>T ~= ekanligim hosil
gilamiz >
yj9+2x -5
11 2l-niasala »m= r - hisoblansin.
*»8  nlx- 2
\j9+2x -5 (0  (9+2x)-52 Vx2+2-<fx +22
. lim— peeee- = — =lim
< 08 3/r-2 to v>8 x- 23 y/9+2x +5
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_ I%z(.v-S)(ny2+2-yfx *4) g X2R2yix+4
=0 (x-8)|(n/9 + 2x +5)1 VO +2X + 5

e€T- ex

1221-masala. lim-— ——-— — hisoblansin.
— sm5*—sm fe—

ro\ ffx =7i+t almashtirish bajaramiz44

lim— -— -
sin5.\--sin3x 0 VwWX-»n=>t-»0
. e”- el
= lim o =¢e’lim *~9 =g*lim-—LzL
-*0Si (5n- + 5i) - sin (3n + 3/) /*>-sm5t +sm3t >0 sjn5t _ sjn3/
e'-1
flime =€ 1"
= e* !im- ) _ =0 | . ___];_:i'T >
->Qg sin5/ sin 3/ : sina_l t3 o
5w Aty

loSin X

13.21-masala. J™(sin*) agx hisoblansin.
2

18sinx x=—+t
*N\ =

lim (sin x) «jir = (j*" =
X->—=>1t->0 almashtirish bajaramiz

\\ ))

15C0s/ ff 1 AR}

lim(cosf) -k/ =lim [I+(cosr-1)] » = lim(l+6r)® =e dan foydalanamiz =

36cos /sin —

Vv . "
(0051411 lim- | _2sin — lim oo e — lim
— sin

18cos/, 18cos / /

o TG
=e =e° =] >

14.21-masala. Ushbu limit hisoblansin.

) O* - 23i
1M e
X arctg2x —Ix

9* -1 23r-1

. 9v- 23
lim- = lim- —_ 3X



In9 3In2_ ]] 9
5 8§

15.21-masala. y =f(x) funksiyaning x =x0 nuqtadagi o°‘ng va
chap limitlari topilsin (f(x0+0)-?,f(x0- 0)-?)

< /(O 0)=/ (2+0)= Mm /(x) =}imo{-2x + 1)= -3
I (r,~n)-/ (7-0L4 H u) =14 M >
16.21-masala. y =f(x) funksiya x=x0nuqtada uzluksiz ekan-
ligi ta’rif yordamida isbotlansin (S(e) topilsin).
f(x) =-2x2-4, x0=3
< f(x) funksiyani x0=3 nuqtaning biror atrofida, masalan,
2; 4) intervalda qgaraymiz. \fe>0 son olamiz va
[/(*)-/(*0H /(*)-4 3)| ayirmani baholaymiz:

W - IB)L=|-2.1 - 4- (-22)| = [-2*s+ 18 = 2|.r - 9| =
= 2|jct 3|-|jc-3|<14-|x-3(.

£
Bu tenglikdan ko‘rinib turibdiki, agar 0 = deb olsak,

|a--3|<<5 tengsizlikni ganoatlantiruvchi Vxe(2; 4) uchun
[/(x)-/(3)]|<14lpc—3|c \AS =\4-A-=E bo‘ladi. » f(x) =-2x2-A
funksiya xa=3 nuqtada uzluksiz. >

X
17.21-niasala. = 1+ (2sinx)2" funksiya uzluksizlikka tek-

shirilsin va grafigi chizilsin.
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X, |2sin.\|<I, )
f(x) :“m|+(25inx)' |2sinaj=1 ¢ o
Q |2sin~y| >J _ OV-E3 +/TK< y.<—6 Fmb, k-"Z.
Bu tenglikdan ko'rinib turibdiki f{x) funksiya
~6+7r" va oral'iglarda

n
uzluksiz hamda Xx=x—+/K, keZ nuqtalar funksiyaning ]-tur

uzilish nuqtalari bo‘ladi. Yuqgoridagi ma’lumotlardan foydalanib funk-
siyaning grafigini chizish giyin emas. >
18.21-masala. y =f(x) funksiya x to‘plamda tekis uzluksiz
ekanligi ta’rif yordamida ko‘rsatilsin (S =S(e) topilsin).
! (Y) =2sinx- cosx, X =R
< (/(*) funksiya X to‘plamda tekis uzluksiz) 0
(VE>0 3S=S(e)>0, Vx',xneX: W™=x'\< 6 => |/(x*)-I(jr')]|<e)
Vs>0 son olib |[/(x")-/(x?)| ni baholaymiz:
[/(x™)-1(x")| =](2sinx"-cosx ") - (2sinx"'-cosx")| =

= [2(sinx"-sinx")-(cosa-"-cosa-)|= (Tsina - sing = 2sin> - ~ wCOS- ++~ .o
2.

. oc—=R . X+ B i
cosa -cos/? =-2sin—-— sin—-— fonnulalardan foydalanamiz
4sin: *COS- -+ 2sin: esm-
2.
NEAVEN ) R ALY N A-V gy
=2 sin- T—cos-)-(- ---------- + 5111-----------6- <2-'- ] ?. mfl X sir]_>< 4
m?2
Slic™jel-(2+ 1) =3[x"-xj
Bu tenglikdan ko‘rinib turibdiki s = deb olsak, |x"-x'|<E£

tengsizlikni ganoatlantiruvchi Vx’x"eR wuchun |/(g-")-/(n-")|< e
bo‘ladi. => f{x) funksiya r da tekis uzluksiz. >
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3-8. 2-MUSTAQIL ISH

Funksiya hosilasi va differensiali. Ularning tatbiglari.
Funksiya hosilasi va differensialining ta’riflari.
Hosilaning geometrik va mexanik ma’nolari.

Turli usulda berilgan funksiyalarning hosilalari.
Yuqori tartibli hosila va difierensiallar.

Differensial hisobning asosiy teoremalari.

Lopital qoidasi.

O-simvolika.

Teylor formulasi.

Funksiyani to‘liq tekshirish.

-A-
Asosiy tushuncha va teoremalar

1°. Hosila va differensial ta’riflari. Hosilaning geometrik va
mexanik ma’nolari
y =f(x) funksiya (a,b) oraligda aniglangan bo'lib, xe(a,b)
bo‘lsin. Bu X nuqgtaga shunday Ax orttirma beraylikki,
x+Axe{a,b) bo'lsin.

(1) —fmksiyci-
nifig x nugtadagi hosilasi.

- chap hosila.

1 va 2-ta’riffardan quyidagilar chigib keladi:

DAgar y=f(x) funksiya x nuqtada /'(x) hosilaga ega bo'lsa,
u holda /'(x +0) va /'(x-0) lar mavjud va
/'(x +0) =/"(x-0) =/'(x) bo‘ladi.

2)Agar /'(x+0) va [/'(x-0) lar mavjud bo‘lib,
/'(x+0)=/'(x-0) bo'lsa, unda /'(x) ham mavjud va
/'(x)q/'(x+0) =/"(*—0) bo'ladi.
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1-teorema. Agar x0 nuqgtada f'(x0) mavjud bofsa, u holda
y =f{x) funksiya grafigining (*0,/(* 0)) nugtasiga urinma o ‘tkazish
mumkin va bu urinmaning burchak koeffitsienti /'(-Yo) Sa teng bo fadi.

y =f ixo) +f {x0)'{x ~x0)~(2) ~ urinma tenglamasi.
y ~f(xo0)~ AY(x-X0) (3 _ norniaj tenglamasi.

Agar S =f(t) moddiy nugtaning sonlar o‘gidagi t vagtga mos
keluvchi o‘rnini bildirsa, unda A/=/(/ +A/)~/(/) - nuqtaning

At vaqt oralig‘idagi ko‘chishi, -~(r+ A/) _ O‘rtacha tezlik,
At

f'[t) esa t momentdagi oniy tezlik bo‘ladi.

3-ta’rif. Agar Ay ni iislibu

Ay =Tf (Y+Ay)- 1 (y) =A(y) *Ay+a (y,Ay) *Av, (4)
bu yerda Av-+0 da 0r(x,Av) -> 0 ko‘rinishda ifodalash mumkin bo‘lsa,
unda y =f (y) funksiya X nuqgtada differensiallanuvchi deyiladi.

A(x) mx ifoda funksiya orttirmasining chizigli bosh gismi yoki
funksiya differensiali deb ataladi va dy kabi belgilanadi.

ot(y,Ay) ifoda funksiya orttirmasining qoldig hadi deb ataladi.
Agar O-simvolikadan foydalansak, Ay->0 da Ay-A-Ax+i (Ay)
tenglikni xosil qgilamiz.

2teorema. y =f(x) funksiya x nugtada differensiallanuvchi bo'lishi
uchun shu nugtada chekli /'(y) mavjud bo'lishi zarur va yetarli.

3-teorema. Differensiallanuvchi funksiya uzluksiz bofiadi.

Agar 2-teorema shartlari bajarilsa df(x) =/'(y)-Ay =f'(x)-dx
bo‘ladi. Differensiallashning asosiy qoidalari va elementar funksiyalar
uchun hosilalar jadvali 1-8 ning 130 va 140 punktlarida keltirilgan.

2°. Turli ko‘rinishda berilgan funksiyalarning hosilalari
a) Murakkab funksiyaning hosilasi
Aytaylik,y =f(u) va w=j(y) funksiyalar berilgan bo‘lib, ular
yordamida y =f\i(x)] murakkab funksiya tuzilgan bo‘lsin. Agar
w=j(y) funksiya X nuqtada va y =/(«) funksiya X nuqtaga mos
keluvchi U nuqtada hosilaga ega bo‘lsa, unda

62



y\=y'uu\ <5 >
tenglik o‘rinli bo'ladi.
b) Teskari funksiyaning hosilasi
Agar y =f(x) funksiya x nuqtada f(x)* 0 hosilaga ega bo‘lsa,
bu funksiyaga teskari x=f~'(y) funksiya x nuqtaga mos
bo‘lgan & nuqtada hosilaga ega va
1
*e_7 . <6>
bo'ladi.
d) Parametrik ko‘rinishda berilgan funksiyaning hosilasi
Faraz qilaylik, y =y(x) funksiya parametrik ko'rinishda.

\x =cp(t)
<eZ[> <>

sistema yordamida aniglangan bo'lsin. Agar <p(t) va ~(/) funksi-
yalar differensiallanuvchi bo'lib, <p'(t)*0 bo'lsa, unda (7)-sistema

differensiallanuvchi >=y/[V "' (x)] funksiyani aniglaydi va

y'or «m(<) <8)
tenglik O‘rinli bo'ladi.
e) Oshkormas funksiyaning hosilasi
Agar biror oraligda differensiallanuvchi bo'lgan " =j(x) fun-
ksiya F(x,y) =0 tenglik yordamida aniglansa, unda oshkormas
ko'rinishda berilgan funksiyaning y'=y'(x) hosilasini ushbu

4-F{x,y)=0 )
ax

tenglikdan topish mumkin.
Masalan, ushbu y5+y* +y-x =0 tenglik yordamida oshkormas
ko'rinishda berilgan y =y(x) funksiyaning y hosilasini topaylik.
< (9)-tenglikka ko'ra

(y+y3+y~x )x=0=>5y*-y'+3v2wy +/-1 =0=>y ~ +-" +-



3°. Differensialning taqgribiy hisoblashga tatbiqi
Ma’lumki, y-f(x) funksiya x0 nuqtada differensiallanuvchi
bo‘lsa, unda
A {x0) ="f{x0) + 0(Ax)
tenglik o'rinli bo'ladi. Agar df(x0)*0 boMsa, bu tcnglikdan yetar-
licha kichik Ar lar uchun
A(x0)~d/(x0)
yoki
/ (X0+AX)*/ (x0) +/"(.X0) *A t (10)
tagribiy hisoblash formulasini hosil gilamiz.
4°. Yuqori tartibli hosila va differensiallar
a) y="f(x) funksiyaning yuqori tartibli hosila va differensial-
lari ushbu

/m>(*)={/l«> (%)} (» =2,3,..);
d-y=d(d-y) (n=23.);
tengliklar yordamida aniglanadi.

b) Asosiy formulalar
1) (a*) =axdn"a (a>0); (e3)()=e'

2) (sfnx](«):sﬁ(x+— 1

2)
3) écosx\)(\r/]v) :costx-\ﬂ]
% 2
4) =a(a- -ii+ aeR
5)
X

d) Leybnis formulasi

Agar u=u(x) va v=v(x) funksiyalar n-tartibli hosilalarga ega
bo‘lsa, unda y =u(x) v(x) funksiya ham n-tartibli hosilaga
ega bo'ladi va



tenglik o'rinli bo'ladi. Bu yerda u(0)-u, v(0)=v va C"~Kk\-(n-k)l

(L1)-formulaga n-tartibli hosilani hisoblash uchun Leybttis for-
mulas! deyiladi.

z/(y)-v(y) funksiyaning n-tartibli differensiali d"(u-v) uchun
ham Leybnis formulasi o'rinli.

5°. Differensial hisobning asosiy teoremalari

Aytaylik y =f(x) funksiya [a,b] oraligda aniglangan bo'lsin.

1l-teorema. (Ferma teoremasi). Agar

1)f(x)eC[a,b],

2)Vxe(a,b) wuchun chekli f'(x)-3,

3)ichki ce(a,b) nuqtada f(x) funksiya eng katta (yoki eng
kichik) giymatga erishsa, unda /'(c) =0 boiadi.

2-teorema. (Roll teoremasi). Agar

1) f(x)eCl[a,b\,

2)Vxe.(a,b) uchun chekli /'(y)-3,

3)/(«)=1(»)
bo 1sa, 3y0e (a,b) nuqgta topiladiki, /'(y o)=0 bo'ladi.

3-teorema. (Lagranj teoremasi). Agar

1) f(x)eC[a,b]

2)Vxe(a,b) uchun chekli /'(y)-3
bo'lsa 3y0s (ci,b) nuqta topiladiki

f{b)-f\a) =f(x 0)-(b-a)
bo‘ladi.

1-natija. Agar Vxe(a,b) uchun /'(y)=0 bo‘sa, unda (a,b)da
f (y)=const bo ‘jadi.

2-natija. Afar f(x) funksiya (a,b) intervalda chegaralangan /'( x)
hosilaga ega bo 1sa, u holda f(x) (a.b) da tekis uzjuksiz bofadi.

Lagranj teoremasini ba’zi bir tengsizliklarni isbotlashda qgo‘llash
mumkin. Masalan, (1+y)" >1+o0:y Bemulli tengsizligi Vy>-1 va
a >1 da o‘rinli ekanligi isbotlansin.
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J-hol. x>0 bo4sin. Unda f(u) = (I +«)“, ae[0,x] funksiya
uchun Lagranj teoremasiga ko‘ra SXQ(O,X) nuqta topiladiki
1(m-1(Q=0+x)"- lrors(l+xq)1x>ccx bo‘ladi => (\+x)a>\+cex

2-hol.-I<x<0 bo‘lsin. Unda /(n)=(I+w)ff, ne[x,0] funksiya
uchun Lagranj teoremasini go‘llaymiz. :>3x09(x;Dj
[(0)-1(N)=1-(1+n) =0" (I+.r,,)" 1(0-x)=((1+x0<j))<-ax=>(l+ax)“>j+ax.

3-hol x=0 bo‘lsin. Unda (I+x)“=1+ax =1 bo‘ladi. Endi 3 ta
holni umumlashtirsak, isbot qilishimiz kerak bo’lgan Bernulli teng-
sizligini hosil qilamiz. t

4-teorema_(Koshi teoremasi). Agar

0 f{x),g(x)&C[a,b],

2) Vxe(a,b) uchun chekli /'(x)va g'(*)-3 hamda g'(x)*0
bo‘lsa, unda 3x0e(a,b) nuqgta topiladiki,

fip-f(a) _f'(0
g{b)-g(a) g'(x0)
tenglik o'rinli bo‘ladi.

6°. Anigmasliklarni ochish. Lopital qoidalari
2—§ da ko‘rganimizdek funksiya limitini hisoblashda biz O —,
00

Oco, co-o0, ', 0° va shu kabi anigmasliklarga duch keldik. Bu
anigmasliklarni ochishda Lopital qoidalari katta yordam beradi.

Teorema, /(x) va g(x) funksiyalar uchun quyidagi shartlar
o'rinli bo fsin.

1)/(*)va g(x) funksiyalar a nuqtaning biror atrofida aniqgian-
gan va chekli hosilaga ega,

2 fp i =lima() = 0

3)a nuqtaning shu atrofida [/'(x)]2+[g'(x)]: * O,

f(x)
4) g'(x) "chekli Ydll cheksiz.
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U holda
1(*) I'(*)
Higw
tenglik o'rinli bo'ladi.
Izoh: Agar bu teoremaning shartlari a nuqtaning chap (yoki

/(* .
o‘ng) yarim atrofida bajarilsa, unda teorema ) ning a nuqta-

dagi chap (yoki o‘ng) limitiga nisbatan o'rinli bo‘ladi.

Yuqoridagi — ko‘rinishidagi anigmasliklar uchun keltirilgan
Lopital teoremasi — ko'rinishidagi anigmasliklar uchun ham o‘rinli
00 0 °0

bo‘ladi. Boshqga ko‘rinishdagi anigmasliklar esa — va —

ko‘rinishidagi anigmasliklarga keltiriladi.

7°. O-simvolika

Funksiya limitini hisoblashda va funksiyaning asimptotik xarak-
terini o‘rganishda «o-kichik» va «O-katta» tushunchalari muhim
ahamiyatga ega. Biz & nuqta deganda chekli son yoki oo ni tushu-
namiz. & chekli bo'lgan holda nuqtaning atrofi deganda quyidagi
to‘plamlardan biri tushuniladi: (a-8\a), (ci\a+8), (a-S;a +8),
bu yerda 8>0- Agar a=oo bo‘lsa, u holda a nuqgtaning atrofi
deganda quyidagi to‘plamlardan biri nazarda tutiladi: (-00;-A),
(A,+00) yoki (-00;-A)u(A,+00), bu yerda a>0. Aytaylik, berilgan
funksiyalar a nuqtaning biror atrofida aniglangan bo‘lsin.

1-ta’rif. Agar shunday o‘zgarmas k son topilsaki, a nuqta-
ning biror atrofida

tengsizlik bajarilsa, u holda shu atrofda <p(X) lunksiya ga
nisbatan O -katta deyiladi va (p(x) =0(cp(x)) kabi belgilanadi.

2-ta’rif. Agar a nuqtaning biror atrofida <p(X)=a(x) y/(x)
tenglik o'rinli bo‘lib, lima(*)=0 bo'lsa, unda x"a da <p(X)
funksiya ga nisbatan 0 -kichik deyiladi va ">(x) = o(i//(x))
kabi belgilanadi.
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1-ta’rifdan ko'rinadiki, agar i//(x)*0 bo‘lsa, unda P =Q
bo'lganda (p(x) -o{y[x)) bo'ladi.

Izoh. Quyidagi tengliklar o‘rinli:

T (/()+*(/()) =e(/()).

2) K-o(f{x)) =o(f(x)),

3) (/W )-°(/W )=0o(/W ),

4) o(/W )-0 (/W )=°(/W ),

5) Xx—0 da xm=o(X")<=>/»>n

6) X—00 da XM=o(xnM\om<n.

3-ta’'rif. Agar X->a da iz2(x)-"(x) =o("™/(x)) bo‘lsa, unda
x-»0 da Og>(X) va y/(x) funksiyalar ekvivalent deyiladi hamda
#>(X)~y/(X) kabi belgilanadi.

Bu ta’rifdan ko‘rinadiki, agar j//(x)*0 bo‘lsa, unda I™ y/{x) =1

boMganda <p(x)~t//(X) bo‘ladi.
1-teorema. Agar ushbu
() +0(<p(X)) Px)
x@all/(x) +o(l// (x)) yOki t-*Iff(x)
limitlardan birortasi mavjud bo'lsa, unda

(X +o(<p(x)) ~(x)

tenglik o‘rinli bo‘ladi.

1-teoremadan foydalanish samaradorligi Teylor formulasi yor-
damida yanada oshadi.

2-teorema. Agar /(x) funksiya a nugtada f'(a),

/"(a),...,/(")(a) hosilalarga ega bo‘lsa, u holda a nugtaning bi-
ror atrofida ushbu

f(x)=f (a)+ Mx _a)+—+— "\ x-a)"+o((x-a)"j.
Peano ko‘rinishidagi qoldig hadli Teylor formulasi o‘rinli bo‘ladi.
68



Natija. y->0 da quyidagi tengliklar o'rinli bo‘ladi.

/ \m in(tii —1) m(m - - n+\) . N
Lo (Q+y) =1+mx+ —imX 4+ — }+ Lx" +0 y")
v 21 n\ v

2. ex=1+y+—+. .. +— +0(x")
2! ;2 Vv

3. In(l+x)=x -~ -+ .+ (-1)nie— + o(y")

5 cos:ii=1-fr+- +(“D” (NjT+°(X!”)

6. tgY = Y+AY 7+ o(yd)

7. arctgY =y- " y3+ o(yd)

InCOSY + Y2

Misol. 51_r)1)[, si-nﬂ'-;tgx hisoblansin.

Inil —Y2+0(x2 +X

INCOSY+x~ . . 1 2 .
3 lini —lull . i\ ( \\
»»°  sinXetgx *x N+ 0M%2jINc+o(Y 2]

--Y 2+0(y2)j+o0i-—Y2+0o(x~ ) I+X*

= lim-
>0 I +o(y2)
—=-Y2+0(y2)+Y* —XT
=i 2 — Bt = fR2ao = e
X +o(x") ) X 2

Izoh. Limitni hisoblash jarayonida biz natijada keltirilgan 5, 4,
6, 3 tengliklardan va 1-teoremadan foydalandik.
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8.Funksiya|arni tekshirish
a) Funksiyaning monotonligi

Faraz qilaylik ,y =/(:X) funksiya (a,b) oraligda berilgan bo‘lsin.

1-ta’rif. X2>x, tengsizlikni ganoatlantimvcliL Vx,x-, e(a,b) uchun
/(x2)>/(x,) (/(x,)</(*,)) boisa, f(x) funksiya (a,b) oralig-
da o‘suvchi T (kamayuvchi 1) deyi/adi.

Agar funksiya o'suvchi yoki kamayuvchi bo‘lsa, bunday funksi-
yaga monoton funksiya deyiladi.

l-teorema. f(x) funksiya (a,b) intervalda cliekli f'(x) hosilaga
ega bofsin. Bu funksiya shu inteiyalda o Suvchi (kamayuvchi) bo fishi
uchun (a,b) da f'(x) >0 (f'(x) <O bolishi zarur va yetarli.

b) Funksiyaning ekstremumlari

y =/(x) funksiya (a,b) intervalda berilgan bo'lib, xoe(a,b) bo'lsin.

2ta’'rif. Agar xOnugtaning 3 : atrofi mavjud boisaki,
Vxg U,Gw) uchun

I(*)M(x ) (/(x)>1(x0))
tengsizlik o‘rinli bo‘lsa, /(x) funksiya x0 nugtada maksimumga
(minimumga) erishadi deyiladi. /(x 0) qiymat /(x) ning maksi-
mum (minimum) qiymati deyiladi va

/(x0)= max {/(x)}
£Ui(1)

kabi belgilanadi.

Funksiyani maksimum va minimumi umumiy nom bilan uning
ekstremumi deyiladi.

2-teorema.(Ekstremumning zaruriy sharti). Agar /(x) funksiya
Xq nugtada ( xOe(a,b) ) chekli f'(x0) hosilaga ega boflib, bu nug-
tada f{x) funksiya ekstremumga erishsa, u holda f'(x0)=0 bo1ladi.

Endi funksiya ekstremumga erishishining yetarli shartlarini kel-
tiramiz.

Faraz qilaylik, y=f(x) funksiya xonuqtada uzliksiz bo‘lib,
U i(xo)g‘{x0} da chekli f*'(x) hosilaga ega bo‘lsin.
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3-teorema. Agar /'(x ) hosila x0 nuqtadan o tishda oz isho-
rasini mushatdan (manfiydan) manfiydan (musbatdan) o Zgartirsa, unda
f (x)funksiya xQuqtada maksimumga (minimumi) erishadi. Agar
f'[x ) ishorasini o zgartirmasa, u holda f (x)funksiya xOnuqgtada
ekstremumga erishmaydi.

4-teorema. /(x) funksiya x0 nuqtada ../ hosilalarga
ega bofib,

f'{*o)y=r(xo0)=..=/ (m)(x0) =0, f (n)x0)* O

bo‘lsin. Unda

l)agar n juft son bo‘lib,

I' W(*0)<o (/@ (*0)>0)
bo‘lsa, f(x) funksiya xOnugtada maksimumga (minimumga) erishadi.

Zagar n toq son bo‘lsa, /(x) funksiya xOnuqtada ekstrem-
umga erishmaydi.

Funksiyaning hosilasi nolga aylanadigan yoki hosilasi mavjud
boimagan nuqtalariga uning kritik nuqtalari deyiladi.

Izoh: Funksiya hosilasi mavjud bo‘lmagan nuqtalarda ham fun-
ksiya ekstremumga erishishi mumkin. Masalan, /(x) =|x| funksiya
uchun /'(Q- mavjud emas, lekin funksiya *=0 nugtada mini-
mumaga erishadi.

[a,b] kesmada uzluksiz bo'lgan /(x) funksiya o‘zining shu
kesmadagi eng katta (eng kichik) gqgiymatiga kritik nuqtada yoki
kesmaning chegaraviy nuqtasida erishadi.

d) Funksiyaning gavariqligi, egilish nuqtalari

3-ta’rif. Agar (a,b) oraligda berilgan y =f (x) funksiya grafigi
V[x,,x,]c:(a,b) kesmaning chetki nuqtalarini tutashtiruvchi vatardan
yugorida (pastda) yotsa, unda y =f[x) funksiya [a,§ oraligda
gavariq (botig) deb ataladi.

Steorema y =/(x) funksiya (a,b) intervalda aniglangan va
bu intervalda chekli /'(x) hosilaga ega bofsin. /(x) funksiyaning
(a,b) da gqavarig n (botiqvj) bofishi uchun /'(x)ning (a,b)da
kamayuvchi (o'suvchi) boTishi zarur va yetarli.

Gteorema. y - /(x) funksiya (a,b) intervalda aniglangan va
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bu intervalda ikkinchi tartibli f(x) hosilaga ega bohin. /(x) ning
(a”™b) intervalda n(u) bofishi uchun shu intervalda /"(x)<0
(f(x)>0) tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli.

4-ta’rif. Agar x =a nuqtadan o tislida y =fjx) funksiyaning
grafigi qovariqgligi yoki botigligini o zgartirsa, u holda x =a nuqta
funksiya grafigining egilish nugqtasi deyiladi.

e) Funksiya grafigining asimptotalari

5-ta’rif. Agar iiHT/(X) =o0 boflsa, x-a toffichizig y-fix)
funksiya grafigining vertikal asimptotasi deyiladi.

6-ta’rif. Agar lim/(x) =2 bofsa, y =b tof ¥i chiziqg y =f(x)
funksiya grafigining horizontal asimptotasi deyiladi.

7-ta’rif. Agar lim[/(x) - (ax+£)] =0 bofisa, y-ax +b togri

chizig y =f[x) funksiya grafigining og"ma asimptotasi deyiladi.
7-teorema. y =f(x) funksiya grafigi x -> +00da y =ax +b ogma
asimptotaga ega bofishi uchun

lim =a, lim T/(x)-axl=Db

bo'lishi zarur va yetarlidir.
Bu teorema x—-00 da ham o‘rinlidir.

9°. Funksiyalarni to‘lig tekshirish va grafiklarini chizish

Funksiyani to ‘la tekshirish va grafigini yasash quyidagilarni aniq-
lash yordamida amalga oshiriladi.

1) Funksiyani aniqlanish sohasini topish.

2) Aniglanish sohasining chegaraviy nuqtalaridagi xarakterini aniglash.

3) Funksiyaning juft yoki toqligini va, agar imkon bo‘lsa, boshqga
markaz va simmetriya o'qlarini aniglash.

4) Davriylikka tekshirish.

5) Uzilish nuqtalarini topish va ularning turini aniglash (2-punkt-
ni to‘ldiradi).

6) Koordinata o‘glari bilan kesishish nuqtalarini topish.

7) Funksiyaning ishorasi o‘zgarmaydigan oraliglarni aniqglash.

8) Monotonlik va ekstremumga tekshirish.

9) Egilish nuqtalari, gavariglik va botiglik oraliglarini topish.
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lQ Asimptotalami aniqglash

11) Tekshirish natijalarini yo‘llari x,y,f(x), f (x),f(x) larga
mos bo‘lgan jadval ko'rinishida ifodalash (oxirgi yo‘lda faqat isho-
ra aniglanadi).

12) Jadvaldagi nuqtalarni tekislikda ifodalash.

13) Asimptotalami yasash.

14) Yuqoridagi tekshirish natijalarini hisobga olgan holda tekis-

likdagi

nuqgtalarni chiziq yordamida tutashtirish.

Izoh: Agar funksiya parametrik ko‘rinishda yoki qutb koordina-
talar sistemasida berilgan bo‘lsa ham u yugoridagi sxema yordam-
ida tekshiriladi.

©o~NO O WA~

NRNONNNNNNNRPRREPRRRPRRPR =
NOURUNPOOINOOIRONTO

Nazorat savollari
Funksiya hosilasining ta’rifi.
Bir tomonli hosilalar.
Hosilaning geometrik ma’nosi.
Urinma tenglamasi.
Normal tenglamasi.
Hosilaning mexanik ma’nosi.
Funksiya differensialining ta’rifi.
Differensiallanuvchi va uzluksiz funksiyalar orasidagi bog'lanish.
Murakkab funksiyaning hosilasi.
Teskari funksiyaning hosilasi.
Parametrik ko‘rinishda berilgan funksiyaning hosilasi.

. Oshkormas ko'rinishda berilgan funksiyaning hosilasi.

Differensial yordamida taqribiy hisobiash.

. Yuqori tartibli hosila va differensiallar.

Leybnis formulasi.

. Ferma teoremasi.
. Roll teoremasi.
. Lagranj teoremasi.

Lagranj teoremasining natijalari.
Koshi teoremasi.

Lopitalning birinchi goidasi.
Lopitalning ikkinchi qoidasi.

O -simvolika.

. Teylor formulasi.

Funksiyaning monotonligi.

. Birinchi tartibli hosila yordamida funksiyaning ekstremumini topish.
. Yugori tartibli hosilalar yordamida funksiyaning ekstremumini topish.
28.
29.
30.

Funksiyaning qavarigligi va egilish nuqtalari.
Funksiya grafigining asimptotalari.
Funksiyani to‘la tekshirish va grafigini yasash.
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-B

Mustagil yechish uchun misol va masalalar

mavjad ho4sa).—

i 2_-0
tg'X3+x sin- L x*0
11 /(x) =" vV X)
0, x=0.
arcsfn[* cos— +- er"O
13 A*)=" I 3
3, x=0.
tfra& *xcosj- |,x*0,
15 7 « =
0, x=0.
(]
In 1—sin *X"sin— x*0,
17 1(*) = _ | Xj-
o, x=0.
arcig x3- x25|n——l-N
1.9/(*) = 3x Iy kO
0,x=0.
sin X-COS—,X *0,
1.11 /(x) X
0, x=0.
1, . 6\ n
x+arcsin x"sin—Lx"O,
1.13/(x) =

0, x=0.
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sinfxsiﬂ3—>1, X"

rev 0,
2 /W “ I X)
0,-t=0
), x=0,
>
14 /w =j
1+X2sin-
M %
sin ex '-1 +x,x*0,
16 /(x)= y
0, x=0.
o, x =0,
18 /(%) = X -cos-4 +*—2,x*0.
3x 2
o X2-c0s2— , X *0,
i.io /(*)= x
0, x=0.
2Xx2+x2c0s—,X*0,
1.12/(*) = X
0, x=0.
Incos X
-,Xx*0,
1.14 /00 = X
0, x=0.



% 1+X .X*0. 6X + xsin — x*0
*)= 116 /(*)= X
1.15 /(™) OVXZO ! 0x=0
arctgx esin—x O 'W—L x"O,
X —
117 1(*)= 118 f(x)=*g yx=o
O, x=0.

3"'q311-1 + 2%, x*0,
1.19 —
0 X=o. O x=0.

1.21 /(4 =* -COSA"

2-masala. Funksiya grafigining abssissasi x0 bo‘lgan nuqtasiga

o‘tkazilgan normal (2.1-2.12 variantlarda) yoki urinma (2.13-2.21
variantlarda) tenglamasi topilsin.

21 y:_4X'X g 2 2.2 y =2x2+3x- 1,x0=-2.
23 y—X XJXq 1e 2.4 y=X2+8\/x - 32,x0= 4.
2.5 y = X+yjX x0—1. 26y:if7- 20,x0=-8-
27 Y - l+n?§_x‘0 4- 2.8 ) =8</x-70,x0= 16.
' 1-yjx
X2-3x +6 -
2.9 y=2x2-3x+1,x0=\- 2.10 7=“““;; """ x0=3
X3 +3 _
2.11 y—ny—3IfX,x0:64. 2.12 7:‘>‘(|—_2F>]'|0=20
X209+ 6 ,
- — =-r-r> = |-
2.13 y =2x2+3,x0=-1- 2.14 y=-1r-r>x0=1



2.15 y:2x+-,)%<0:1.

2-17 J;=:T +1270=1.

216 Y=— \-4 v=*°c=1
-(y +1J
218 Y=— +9 X =1
y \~5x2

y +1

219 ¥Y=3("-2"c),x0=\.

Y i

2.21

220 y="~"r’x0=2-

3-masala. Differensial yordamida ifodaning taqribiy giymati hisob-

lansin.

3-1 y=<fxx=1,16.

A Y+VE-Y2
N

J- ,y-0,98.

35y

3.7 >=y",y =1,021.

yIX2+ 2y +5,y =0,97 »

3.9 >»=</?2,x =1,03 ¢«

3.11 y=y4yM ,x=2,56.

1
' v2y2+vy+1°'n T016*

ACTY'Y 4,16°
3.17

y=Y7Y =2,002.

3.19 y=j4~3,x =1,78.

3-21 y=yx3+7y,y=1012-

3.2 jpp=-2lyy=27,54.
3.4 7 =arcsiny,y = 0,08.

36 y=Vy2+y+3,y=1097-

3.8 j=y21y =0,998.

3.10 ~=y6,y =2,01.

3.12 y=£r1,x=103
3.14 7 =vI+Y+siny,Y =0,01.
N =73y +cosy,y =0,01.

3-16

3.18 y =y2x - sin— ,y=102.

3.20 y=JT~H ,x =1,97.
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4.1

4.3

4.5

4.7

4.9

4.11

4.13

4.15

4.17

4.19

421

4-masala.

3x + n/x

nix2+2 '

(x+3)n/2x-1
2x +1

X1 +2

2nh-x4"

Xn/X + 1

X+ 7

6Vx" +2Xx + 7
X +1

(x-1)2«

nix' + X+ 1
y =3-
X+ 1

(X +2)en/x2+4x +5

NIX--T ¢(3x + 2)

Y= 4x

1+ X
2-VI+2x2°
X6+ x3- 2

>=nm

VIi-x3

Hosila hisoblansin.

4.2 -2- £ .
y E)l+ nix
(2x + W x2-x
4.4 R Bem
X
x-1

N (x2+5)n/x2+5

(2x2+3)-y/x2-3
97?

410 y=(1-x2) - f3+1

ni2x+3-(x-2)
N

412 y= N e 7
X
X6+8x -128
4.14 Y=-
ng- X
1+ x2)3.
Ix 3
(x2-2)-n/4 +x2
24x
4 + 3x3
4.20
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5-masala.

—Inarctg.v

b.i y = (/arctgx;\)
5.3 y =(sin x)'l.

5.5 j =(Inx)* .
5.7 y =(ctg3x)2t .
59 y=(n)4.
511 7: (Xsmxj\s!\l(.\/.sm.x)
5713 y =g ""*

5%
515 ¥ = (sinx)T_
517 Y. 191 -x I
5.19 Yy = Lsin nix)
521 y=xmx-61

Hosila hisoblansin.

Insirsfr

5.2 y = (sin4~x)

5.4 y=larcsinxV
5.6 y = nadlm
5.8 yi=x".

5.10
5.12

>= (cos5xy

y=(X3+4; _
g

y-\(x4+5] =

y:\|X2$

y:-X3Xlr .

sin.v

Y=«

C 1A

5.16

5.18
5.20

Bmasala. Funksiya grafigining abssissasi x0=x(/0) bo‘lgan nug-
tasiga o‘tkazilgan urinma va normal tenglamalari topilsin.

x =\j3 cost
6.1 n

\x-2t-t2
63 [y=2t-t\t0=\

x =2sin31
N
6.5 y =2cos3t,t0 = —
x=3(/-sing)
6.7

y =3(l-cos/),/0=j

x =/(?cos/-2sini)

6.2 y =/(/sin/ +2cos/),/0=—
3at
X =
V+r
6.4 3at?
y=T772"°
x =21n(ctg/) + 1
6.6

n
>=tg/ + ctgr,r0=—

x =atcost

68 *y =izsin/ 0=
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x=sin / _t+
t
A
6.9 y =cos /[, =— 6.10 /-1
6 Yy ) 50 A
X - arcsin
Wl +r [x=1In(l+r)
6.11 1 6.12
y = arccos [y =/-arctg/,/0=1
yli+/
1-HIn/
X=- [x=/(1 -sin/)
r 6.14
6.13 3+2In/ ' ly =t-cost,t0=0
=— — N =1
X=- X = -
/ —1
6.15 3 2, 0 6.16 L,
y“2r+/7° "
X =osin'/ x = 3cos/
q _ .
6.17 y =acos /,/0- — 6.18 y =4sin/,/0=
x =a(/sin/ + cos/)
x—t-t
r
6.19 vy =¢(sin/-/cos/),/0= — 6.20 !y =th-t3t0=1
Ix= 12
6.21 Ij>=/-/3,/0=2

7-masala. Parametrik ko‘rinishda berilgan funksiyaning ikkinclii
tartibli hosilasi hisoblansin.

iX=cos?2t X=sll-/2
7.1 7.2 7.3
ly = 2sec2/ [y = Inf - 1
t
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1.4

7.10

7.13

7.16

7.19

8.1 y min2x +cos(x +1).

8.3

8.5

8.7

8.9

fx = sin/

|.V =1In (cos/)

fX=sint
[y =sec/

[x =cos/ +/sin/

|.y =sin/-/cos/

\x =yft
Ty=<fFA

jx-e cost
5 [y =e'sin/

\xr=Jt"3
™8 y=in(s-2)

X = yft
7.11 1

X =cos/
7.14 [7 = In(sin/)

X=y/t- 1
7.17 /

yftr1

Ax=2(/-sin/)

7.20

ly =4(2 +cos/)

X = COS'/
1
X=—

7.9 1
y_1+/2
[x=/7- sin/

.12 [7=2-cos/
X =tgt

7.15 -

y sin 2/
X=e

7.18 .
ly - arcsin/
IXx =t +sin/

721 ly =2 +cost

8Buiasala. n-tartibli hosila hisoblansin.

4x + 7
'2X+ 3 *
y w3
2X +5
Y o13@x+ 1) .
y :sin(x + 1) +cos2x.

8.2 y=il7n-

8.4 y =lg(5x + 2),

8,6 V_2(3x+2)-

8.8 y =43r45
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8.11 Y= T
5x +1
8.13 y =15*.
4
8,15
8.17 y =52r+3.
8.19 y = yl! 7" n
8.21 y =1lg(2x+ 7).
9-masala.

9.1 In(l+jo>y "~ 'n">0.

9.3 e*>\ +x,xeR.

95 ti1-d ,>t\b-a)d",C)<ci<kn&N.

2
9.7 cosx > 1~ ) >0.

X3
9.9 sinx > X ~~'f|3'*x > 0-

911 &>l+¥+—+...+— x>0.neN.

2! n!

2 3
9.13 In(l +x)<x—

j

9.15 In)é <M. 0<b< .
b

9.17 Xxr-yr¢pxp-"-(x-y),0<y<x, p>I. 9.18

X >0.

8.12 y =1g(3x +1).
X

8.14 Y -9(4x +9y
5x + 1

8N6 ; 13-(2x+3) *

8.18 j>=sijn(3x+ 1)+ cos5x.

N+ 1

8.20 ¥ =- 6X + 5

Quyidagi tengsizliklar isbotlansin.

9.2 In(I+Xx)<X,Xx >0+
9.4 e*>ex,x>\.

9.6 (ci+b)p<ap+bp, O<p <.

9.8 2n/x ™

9.10 arctgx > x- —

9.12 arctngx-'—6 ,0<x<\,

Y2
ex>\+x+'-— x>0Q.

N e

9.16 el<dl+x+7r-,x>0.

In(l+x)>x-y,x"0.
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9.19

9.21

10.1

10.3

10.5

10.7

10.9

10.15

10.17

10.19

10.21

larctga-arctge|<|a-¢>|.

920 In?r->-—-0<¢,<0.

b"-a" <n-(b-a)bn,0<a<b,neN.

10-masala. Limit hisoblansin.

lim 4,
lim-
lim — .
XY—4-0 JE10

j}_|>rg_xx Ioogo 0D\

.. X2+sinX
lim -—--mememeeeee

« « e 1+ cosx

>4%% 4 COSX

x2+eﬂ

lim )
J> S sinx + e'i

*xe* ex + sin X

g (x-2 - ctgx) .

lim GxV
v X J

H in*
!/m&cosx)sm .

82

10.2  lim In(1-x)-ctg7TX'

104 j™(2~2
]112( X)

106 ~-0 -sinx)-"

10.8 lim Vx In2x .

10.10 dm x5

XY—>+0

10.12 limj~(x-1) *-In «xlI.

10.14 Iiirro1 sx-Z -sin"2x/) }

Y

10.16 lim x-2,gx.

J->+0

10.18 U (ex“ O« x.

lim (tgx)"°*"
10.20 (tgx)



11-masala. Quyidagi masalalar yechilsin.

11.1 Yig‘indisi o'zgarmas a soniga teng bo‘lgan 2 ta musbat
sonning m va n darajalari (m>Qn>Q ko‘paytmasining eng katta
giymati topilsin.

11.2 Ko'paytmasi o‘zgarmas a soniga teng bo‘lgan 2 ta musbat
sonning m va n darajalari (m>0n>Q yig‘indisining eng  Kichik
giymati topilsin.

11.3 Yuzasi Sga teng bo‘lgan barcha to‘g‘ri to‘rtburchaklar
ichidan perimetri eng Kkichik bo'lganini aniglang.

11.4 Kateti va gipotenuzasi yig‘indisi o‘zgarmas bo'lgan to‘g°‘ri
burchakli uchburchaklar ichida yuzasi eng katta bo‘lganini aniqlang.

115 v hajmli yopig silindrik bankaning o‘lchamlari ganday
bo‘lganda u eng kichik to‘la sirtga ega bo'ladi?

2

X2
11.6 — + b =1 ellipsga tomonlari ellipsning o‘glariga parallel
a

bo'lgan shunday ichki to‘g‘ri to‘rtburchak chizingki, uning yuzasi
eng katta boisin.

11.7 R radiusli yarim sharga asosi kvadratdan iborat bo‘lgan
shunday ichki to‘g‘ri parallelepipedni chizingki, uning hajmi eng
katta bo‘lsin.

11.8 R radiusli sharga shunday ichki silindr chizingki, uning
hajmi eng katta boisin.

11.9 R radiusli sharga shunday ichki silindr chizingki, uning
toia sirti eng katta bo‘lsin.

11.10 R radiusli sharga shunday tashqi konus chizingki, uning
hajmi eng kichik bo'lsin.

11.11 Yasovchisi / ga teng bo'lgan eng katta hajmli konusning
hajmini toping.

11.12 M (p,p) nuqta va y2=2px parabola orasidagi eng gisqa
masofani toping.
11.13 A(2,0) nugta va x2+y2-\ aylana orasidagi eng gisqa va

eng uzun masofalar topilsin.

2 2

11.14 b =1 (0<ft<c/) ellipsning B (O-fe) nugqtasidan
cr

o‘tuvchi eng katta vatarini toping.
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11.15 o +3(;~2*=1 ellipsda shunday M(x,y)7 nugtani topingki,

shu nugtadan ellipsga o‘tkazilgan urinma va koordinata 0°‘glari yor-
damida hosil boMgan uchburchakning yuzasi eng kichik bo‘lsin.

11.16 R radiusli doiraga shunday ichki to‘g‘ri ta‘rtburchak chiz-
ingki, uning perimetri eng katta bo‘lsin.

11.17 N(1;2) nugtadan shunday to‘g‘ri chiziq o'tkazingki, shu

to‘g‘ri chiziq va musbat yarim o'qlar yordamida hosil bo‘lgan uch-
burchakning yuzasi eng kichik bo‘lsin.

11.18 a musbat sonni shunday 2ta musbat go‘shiluvchiga ajrat-
ingki, ular kublarining yig‘indisi eng kichik bo'lsin.

11.19 Uzunligi / ga teng bo‘lgan setka bilan bir tomoni devor
bilan to'silgan shunday to‘g‘ri to‘rtburchak shaklidagi yer uchast-
kasini o'rash kerakki, uning yuzasi eng katta boMsin.

11.20 Teng yogli uchburchakni 2 ta teng yuzali uchburchakka
ajratuvchi eng kichik kesmaning uzunligi topilsin.

11.21 Derazaning perimetri P ga teng, yuqori qgismi yarim
doiradan iborat bo'lgan to‘g‘ri to‘rtburchak shakiga ega. Deraza-
ning o‘lchamlari ganday bo‘lganda undan eng ko‘p yorug'lik o'tadi?

12-masala. Birinchi tartibli hosiladan foydalariib funksiyaning
grafigini chizing.

121 y =x2(x - A2. 122 y=-~  x-+6x-9.
123 y=2-3x2-x3. 12.4 y =@+ Dr-(x-1)2.
125 y =2x* - 3x2- 4. 126 y =3x2-2-x3.

127 j = -(n*-3)". 128 ¥y~——05.

12.9 y=6n-8a-3. 12.10 jv=16m2-(.Y-D)"/
1211 y =2x3+3x2-5. 1212 y=2-12x2-8x\
12.13 y =@ +1)2-(2v-1)2. 12.14 y =2x'3+9x2 +\2x.
1215 y =12x2-8x3-2. 12.16 y =(2x-1)2-(2*-3)2.
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21(x3-x2) Xe(12-x2)

1217 y= 1218 y= = —L-
4 0
1219 v=- (*~~4) . 12.20 y =16x3- \2x2-4.
16
1221 y=
y 15

13-masala. Funksiyaning asimptotalarini toping va grafigini yasang.

X3- 2Xr - 3Xx+2 _-X ~9
13.1 J—? e . 13.2 7
Y2 1 2jc3- 3x2- 2x +1
13-3 y = e 134 > - U e .
2x2-1 21 - a2
13-5 y=T Tr2- 136
X'+3x1-2x-2 v__dzIL
13) y ¢ e 2=37 e : 13'8
3y2-7 X2- 6v+4
- N . - =
139 y -7 13-10 y -
2-x2 X2+ \
13-11 y-s7 = f n-n y’w = r
17 _y2 4x2+9
13.13 13.14 >m=— .
r3—4r y2-3
»eis 13-«
4*3+ 3x: -8.v-2 2x3+2x- - 3x-1
1317 y 5=12 . 1318 ~ e 2=47 '
2x2- 6 X3~ $x
13.19 , - 2 13.20
4x* - 3x

>321 Mi?=r-
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14-masala. Funksiyani to‘lig tekshiring va grafigini yasang.

3+ 4 ]
141 y= 142 y= ?
3+x2°
. 1o
143 _, 4o, 144 3= 2-
x2- 3x +3 -
145 y = 14.6 y:4_f1§
x —1 n"
14.7 y:xz- 4x +1 148 %ﬂ-3+1
mY-|
2
) (x-1)
149 y = T 14.10 y_(n-l)z
( v )
1411 y= 1+1 . 14.12 = 127302
4 x) n2+12
1413 9+6x-3x2 14l4y:_ 8n
x2-2x +\3 n2+4
_ -1 _ 3n4+1
14.15 y= 7+1] - 1416y =
4x 8(n-1)
(n+1)2 1408 "= (" if.
4
1419 y=— A .
9y Ar+2x-3 14.20 x-+§><-31
1421 p=m 11
n-1
-D-

Namunaviy variant yechimi
1.21-masala. Hosila ta’rifidan foydalanib, /' (0) topilsin.



(A-l)+(l.-««,ﬂ' F)i

en -cosAT
= (0O+AVWiOT gi~r -8 erccepr
[(0) == ym il e e U av = im s im - i
A I\ Ap® Ay J1mo ar Fivkl JIAN
LA
. 25|n2érI . sm—2
e -1 1—cos AT . 2 !L'J mo
= lim---- — Flim-=-—--- — =1+T1im-—-——- — = 1+ ==lim,
iv-»0 ay - Nr-»0 ot~ 2 Iv-> AT

2.21-masala. Funksiya grafigining abssissasi yObo‘Igan nugtasiga

o‘tkazilgan urinraa tenglamasi topilsin.

y=771 ’ *°=_2;
< Ma’lumki, urinma tenglamasi
N=/(*,)+]" " (*oM*~*0)
- 2
ko‘rinishga ega. /(*,)=/(-2)= d m=--
-2) +1
r
X X'onrt - xefnrt oy M x2+1- 272
I'(*) =
X2+ J [x2 +1)2 (n2+ "
1-4 3
=1 ~ = -/ bl =/'(-2)= ,5 .5
(ar +1)
3T+25y+ 16=0 >

2 3 . . .
=>y=-— — -(jc+2)=> Urinma tenglamasi:

3.21-masala. Differensial yordamida ifodaning taqribiy qiymati

hisoblansin.
y =fjx?+1x ®x =1,012
(1)

< Taqribiy giymat
/ (Yo + Ax)*/ (x0)+ /' (*0)O*

formula yordamida hisoblanadi.
87



Bizda

- * T
f(x)=i[7+bc,x0=1, Ax=0,012=>/'(jc)=("+7x) = (X' +Tx)

=j -(x3+7.y 3-(X +7N)— ——3T +7 -2 /(n-0)=VIi+7=27
3-L x3+ 7x)"

/'fx) =i°-=H =5

3-4 12 6°
Topilgan ifodalarni (1) tenglikka olib borib qo'yamiz:

y(1,012)3+7-1,012 ~2+7-0,012 =2 +5-0,002 =2,01 >
4.21-masala. Hosila hisoblansin.

X6+X3-2
Y=-

X6+ X3- 2~ (X6+X3- 2 en/1-X2-(Xx6+X3-2) (V.-=)
<=
V VI-x2 ,
L)

(6x +3x2)-\JI-x2—x6+/13- 2)— L W 4 ,6 3 4
2-v/l-x2 _ (6x +x\-)(l-x-) +x(x + r-2)

*Y (I-x2)-VI-x2

X(5x6- 6x4+ 2x3- 3x + 2)
(x2- 1)eVi-X"

5.21-masala. Hosila hisoblansin.

Y = X 2X 5% .

to(jr-5%)

</=(x2r-5r) = =eh(® 9)-[in(x2t+5%)] =n2r -5*«[2x InXx+X *In5]'

= XX BBXH2InX+ 2+ In5] =x2r¢51¢(2 + In5x2). >



6.21-masala. Funksiya grafigining abssissasi x0=x(tQ) bo‘lgan
nuqtasiga o ‘tkazilgan urinma va normal tenglamalari topilsin.

fr=l-r,
\y =t-t\t0=2.

< Biz y =f(x0)+f"(x0)-(x-x0)-(2) (urinma tenglamasi),
y —f (o) TiTTT (»—x°)"(3) (normal tenglamasi),
J \xo0)

y

va y'.X:~_7-(4 (parametrik ko‘rinishda berilgan funksiyaning hosilasi)
i

formulalardan foydalanamiz:

x0=1-22=-3; /(al) =2 - 23= -6;

Vv V ot o

(1-72) ~2t "4 4
Topilgan giymallarni (2)va(3)-tengliklarga olib borib qo‘yib urin-
ma va normal tenglamalarni topamiz:

V- 6+ A (A+3)  T4y-\1x-9=Ourinma

, 4] |[4;c+11v+78=0-normal >

> = 6 (Ar+ 3)

7.21-masala. Parametrik ko‘rinishda berilgan funksiyaning ik-
kinchi tartibli hosilasi hisoblansin.

[x =i+sint
[y = 2+ cosi
< Bu masalani (4)-formuladan ikki marta foydalanish yordam-
ida yechamiz. t
, _y\ _(2+cosi) _ -cosi
X1 (i+silLi) 1+ COS/
) f -cosi ~
» _(.v"), _U +cos/J _sini-(l+cosi)-cos/sini _ sini
Xi I+eosi (1+ eost)3 (1+ eost f
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821 masala. n-tartibli hosila hisoblansin.

=In(2x + 7).

< =1lg(2x +7) =-n"~'Y+  =- etn(2X +7
y=lofax+n) =g T

THE GV 0 2

/ \
' 0
"=w = (2)C+7) =m 2" 1
y Inlo\ @x+1f) In10 (2.t+ 7):
23 21

F41) =h10 2 73
Bu jarayonni davom ettirish natijasida VneN uchun

(vl 2" (w~0-
In10 (2x+ 7)" ten8likni llos™ gilamiz. >

9.21-masala. Quyidagi

b"-an<n-{b-a)-bn\0O<a<b,neN
tengsizlik isbotlansin.
< Bu tengsizlikni Lagranj teoremasidan foydalanib, isbotlaymiz.
f(x) =x" funktsiya uchun [«,6] kesmada Lagranj teoremasini
go'llaymiz:
f(b)-f{a) =f'(x0)-(b-a),
x06 (a,b) =>b" - a" =n e0~]+{b-a)<n{b-a)-b"~1.>

10.21-masala. Limit hisoblansin.
lim (coslegm
n—04

I|mIn(COS]) r2)
<I|m(c0510)sm| = (1iC) = e-*« dnv eIoJ ((Lopital teoremasidan

) r_ (in(cos.v)J ] -sinn o
foydalanamiz )) = iiS' v fim-ssx.  ijms"Y
g __ gX—¥9 COSX __ gX-ACOS*X = e u = |
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11.21-masala. Derazaning perimetri P ga
teng, yuqori gismi yarim doiradan iborat bo‘lgan

to‘g‘ri to‘riburcbak shaklga cga.

Derazaning

o‘lchamlari ganday bo‘lganda undan eng ko‘p

yorug‘lik o ‘tadi?

< Masala shartiga ko‘ra deraza 1-chiz-
mada ko'rsatilgan shaklga ega. Chizmadan

ko‘rinadiki,
R="£. Unda
71X
P=x+2y+nR =x+2y-\-—— =
2
P x nx
2 ~2~~4~

Endi derazaning yuzasini topamiz:

S=x-y+

2 2 b & B 2 2

nR2 Px x 7TX~  ux~ Px x- 7Tx"

>

()

Derazadan eng ko‘p yorug‘lik o‘tishi uchun derazaning yuzasi
eng katta bo'lishi kerak. Buning uchun (5)-funksiyaga maksimum

giymatni beruvchi x ni topishimiz lozim.

/
5"(i9 = — 5°(19 = 0=>Jc £ +1

+1

— stat-

T
sionar nuqta. Bu nuqgtada 5"(.v0)=-1 - —<o0=> max *« Demak, de-

razadan yorug'lik eng ko‘p o'tishi uchun uning asosi
bo‘lishi kerak ekan. Balandligi esa
P x nx P P nP _P{n+4-2-n)
2 2 4 2 n+4 2(n+4) 2(™ +4)
bo‘lar ekan. >
12.21-masala. Birinchi tartibli hosiladan foydalanib
m{x-4y
=" 16
funksiyaning grafigini chizing.
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< Berilgan funksiyaning hosilasini hisoblaymiz:

Intervallar usulidan foydalanib, bu ifodaning ishorasi saqlanadigan
oraliglarni topamiz va quyidagi jadvalni tuzamiz.

X (-@;0) 0 (0:2) 2 (2:4) 4 (4:+co)
y 0 + 0 - 0 +
y mdn / m?x \ mri]n

Jadvaldagi ma’lumotlardan foydalanib, berilgan funksiyaning grafi-
gini chizamiz (2-chizma). >

4x3-3x . .. .
13.21 masala y = 4o 1 funksiyaning asiuiplotalariiii toping
a2 -
va grafigini yasang.
X+— (X
4x3-3x a:-(4at2-3) * 2 v ]
Y= 4a2-1 e+ D@a-1)_ f  \)f, n
{ 2)v 2
a) Vertikal asimptota: x =- — va *=— to‘g‘ri chiziglar ver-

tikal asimptota bo'ladi, chunki lirn/(*) =0 ya lhn/(.x) = oo.



Funksiyaning shu nuqtadagi o‘ng va chap limitlarini ham hisob-

laymiz:
lim /(*) =-<» lim /(*) = +>»
K >
2
lim f(x) =-00 lim /(*) = +o0
->-+0
2
b) Gorizontal asimptota: lim/(*) = lim f =°°A gorizon-
tal asimptota yo‘g.
fix) 4x3-3X
d) Og‘ma asimptota: a =Jim— - hm -1,
3-3x .
= - =mt--------
4on 1 im- ax XKk 4v2-]1

og'ma asimptota.
Bu asimtotalardan foydalanib, funksiya grafigini chizamiz

(3-chizma). >

3-chizma.

X2-X X\

14.21-masala. y — funksiyani to‘liq tekshiring va grafi-

X -\

gini chizing.
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<l Funksiyani paragrafning A bo‘limi 9-punktida taklif gilingan
sxema asosida to‘liq tekshiramiz.

Funksiyaning aniglanish sohasi: 0, (CGm)=:{** 1}

Funksiya juft ham, togq harn, davriy ham emas.

X =\ nuqgta funksiyaning 2-tur wuzilish~ nuqtasi, ehunki

A /(*) =-0° va W#$i0/(-Y)=+0>° OY o‘qgi bilan kesishish nugtasi:
7=f(0) =-1.

OX o‘qgi bilan kesishish nuqgtasi: >=0=i>Y2-x +|=0=>jreO0O=>
OX o‘qi bilan kesishishmaydi.
Funksiyaning ishorasi o‘zgarmaydigan oraliglar:

X
(-00°1) (1;+°°)

Y - +

Endi funksiyani monotonlik va ekstremumga tekshiramiz:

f.F]-'.Y+| (2y —1) (.y-1)—(jr -jr+ 1) -1 2X:-3-Y +1—a2+ .r-1 r-2 v -Y -(.v-2)
VvV =

R (-V-1)2 = (-V-1)2 V»)' M)2

Intervallar usulidan foydalanib, bu ifodaning ishorasi saqlanadi-
gan oraliglarni topamiz va quyidagi jadvalni tuzamiz:

X
(00;0) 0 @ 1 (1:2) 2 (2:+co)
/ + 0 - 3 - 0 +
y max a min
' 3

Qavariglikka tekshirish uchun y" ni hisoblaymiz:

X2- 2X 1
1

= (/ - .
1 (x-f) (x-1f (x-If >x<\dan va ,v>]6i7u

Funksiya asimptotalarini topamiz:
a) Vertikal asimptota: x = 1-vertikal asimptota.



. o X2-x +)\ _ :
b) Gorizontal asimptota: lim/ (x) = lim- ~ ®=00=>gorizon-

tal asimptota yo‘q.

I(*)_,. Xx2-x+\
d) Og‘ma asimptota: X *(*-])

jr-x+1 COXr-x+1-x"+Xx 1
Z,=lim[/(x)-ar]=lim : —n =|I_m---------£-_-_ --------- = bin------ =d:>y:n

0g‘ma asimptota.
Endi topilgan ma’luraotlardan foydalanib, funktsiya grafigini

chizamiz (4-chizma). >

4-chizma.
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4-§. 3-MUSTAQIL ISH
Anigmas va aniq integrallar, ularning tatbiglari

Boshlang‘ich funksiya.
—Anigmas integral.—
Anigmas integralni hisoblash usullari.
Ratsional funksiyalarni integrallash.
Ba’zi irratsional ko‘rinishdagi funksiyalarni integrallash.
Binomial differensial va trigonometrik funksiyalarni integrallash.
Aniq integral va uning tatbiglari.
Elliptik integrallar.

-A -
Asosiy tushuncha va teoremalar
1°. Anigmas integral va uni hisoblash usullari

/(x) funksiya biror (a,b) intervalda .aniglangan bo‘lsin. Quy-
idagi masalani gqaraymiz: 3F(x) funksiyani topish kerakki Vxe(<7,Z>)
uchun F'(x) =f[x) bo‘lsin.

1-ta'rif. Agar Vxe (a,6) uchun F'(x)=/(x) bofisa u holda
F(x) funksiya (a,b) intervalda f (x) funksiyaning boshlang'ich
funktsiyasi deyUadi.

Ma’lumki F(x) funksiya boshlang'ich funksiya bo‘lsa /r(x)-fc
ham boshlang‘ich funksiya bo'ladi.

2-ta’rif. (a,b) intervalda berilgan /(x) funksiya boshlang‘ich
funksiyalarining umumiy ifodasi ~(xj+c shu /(x) funksiyaning
anigmas integrali deb ataladi va

jf(x)dx

kabi belgilanadi.

Demak,

Jf (x)dx =F(x) +c )

Integrallashning umumiy qoidalari va anigmas integrallar jadva-
li 1-8 ning 12° va 13° punktlarida keltirilgan. Biz ularga to‘xtalmay
anigmas integralni hisoblash wusullarini keltiramiz.

7-leo/-el«fl.(0‘zgaruvchilarni almashtirish). Agar

Jf(t)dt =F(t) +c (2)
bo‘lsa unda
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\Vi[< P {xj\<P{x)dx =F\_(p{x)\ +c¢ 3)

bo'ladi ((3)-tenglikda f(t),<p(x),<p\x) funksiyalar uzluksiz deb faraz
gilinadi).

2-teorema. Agar Uu=u[x) va v=v(x) funksiyalar (a,b) inter-
valda uzluksiz u'(X) va v'(x) hosilalariga ega bo‘lsa unda shu
intervalda ushbu

bo‘laklab integrallash formulasi o‘rinli bo‘ladi.

Amaliyot shuni ko‘rsatadiki bo'laklab integrallash usulini go'llab
hisoblanadigan integrallarni asosan, uch guruhga ajratish mumkin.

Birinchi guruhga ko'paytuvchining biri ma’lum funktsiyaning
hosilasi hoMean ikkinchisi esa ushbu
In (x),aresirve, arecosx, are tgx, (aretgx)~, (arcrasxj; In (p(x), ...
funksiyalardan biriga teng bo‘lgan funksiyalarning integrallari Kiriti-
ladi. Bu holda wn(x) deb shu funksiyalar belgilanadi.

Ikkinchi guruhga J(ax+6 cos(cx)ifc, J(ar +¢)” =sin(cx)i/x va
J(ox+¢)"ecdx ko‘rinishidagi integrallar kiritiladi. Bu holda
u(x) =(ax+h)" deb olinib bo‘laklab integrallash formulasi n marta
qgo‘llaniladi.

Uchinchi guruhga Je'" eosbxdx, Je'" sinbxdx, Jsin (In x)dXx,

Jcos(Inx)(¢,v,... ko‘rinishidagi integrallar kiritiladi. Bunda integralni

| deb belgilab bo‘laklab integrallash formulasini ikki marta go‘llasak,
| ga nisbatan chizigli tenglamaga kelamiz.

Bu uchta guruhga kirmagan ba’zi bir integrallarni ham bo‘laklab
integrallash usuli bilan hisoblash mumkin. Masalan

integral yugqondagi uchta guruhga kirmaydi lekin bu integralni ham
bo‘laklab integrallash usuli bilan rekkurent formulaga keltirish yor-
damida hisoblash mumkin:

X 2/7-1 1



f: r ! t X likd \ d k
- J— ~ - —arctg—+c Agar 5)-tenglikda n - esa
w3 937 g (5) g

T r dx 1 X 1 ic
J .. sz: TT' 2 ~+t~tarctg—+c ekanini topamiz.
e (V2.j <] t x +qg- la. a

Izoh: Ma’lumki, elementar funksiyaning hosilasi yana elementar
funksiya bo‘lar edi, lekin integral olish uchun bu tasdiq o‘rinli bo‘lishi
shart emas, ya’ni ba’zi bir elementar funksiyalarning integrallari el-
ementar funksiya bo'Imay qolishi mumkin. Masalan, ushbu

1. je~*dx; 2t Jcosx2y;

3. fsinx2iit; 4, f— (x>0,x"1)-
J JInx ’
fCOSX Fnx
------- X (x* Ov; 6 i—-dx

*

integrallarning har biri elementar funksiyalar yordamida ifodalan-
maydi. Bu funksiyalar amaliyotda ko‘p uchraganligi sababli ular-
ning giymatlarini hisoblash uchun alohida jadvallar tuzilgan va ular-
ning grafiklari yasalgan. Shu yo‘l bilan elementar funksiyalarda in-
tegrallanmaydigan funksiyalar ham to‘la o‘rganilgan.

2°. Ratsional funksiyalarni integrallash
3-ta’rif Agar R(x) funksiyani ikkita ko'phadning nisbati
ko frinishida yozish mumkin bofsa, u hol'da R{x) ratsional funksiy-
alar (yoki ratsional kasr) deyiladi, yahi

<6)
Pn(x)-n -tartibli, Qm(*) - m -tartibli ko‘phad.

Agar n>m bo‘lsa kasr noto‘g‘ri kasr; n<m bo‘lsa to‘g‘ri kasr
deyiladi.

Ixtiyoriy noto‘g‘ri kasr berilgan bo‘lsa, ko‘phadni ko‘phadga
bo‘lish yordamida har doim uni ko‘phad va to‘g‘ri kasming yig‘indisi
shaklida ifodalash mumkin. Ixtiyoriy to‘g‘ri kasrni quyidagi 4ta
ko‘rinishdagi sodda kasrlarning yig‘indisi kabi ifodalash mumkin.

9



L I 7,747 (t=2'34- );

v-a
Mx + N Mx+N__, 23)
11 5('1'_"_"p“)z--_-'_--q » v /[X2+ pX + qY n
p2
I va IV da x2+px+q* 0, yani q- — >0-
| va Il ko‘rinishidagi sodda kasrlar to‘g‘ridan to‘g‘ri integralla-
nadi. Ill va 1V ko‘rinishidagi sodda kasrlarni integrallash uchun

esa X +~ =t almashtirish bajarish lozim.

3°. Ba’zi irratsional ko‘rinishidagi funksiyalarni integrallash.
Eyler almashtirishlari.

deganda X va Yy o‘zgaruvchiga nisbatan ratsional boMgan
funksiyani tushunamiz.

r f lax+b |, lax+b
a) x'\ cx+d integralni hisoblashda t-y " +~ almash-

tirish bajarilsa, ratsional funksiyani integrallashga kelinadi.

b) Jfii*,yjax2+ bx+cjdx integralni hisoblashda quyidagi 3ta hoi
garaladi.
l-hol. ax2+bx +c kvadrad uchhad har xil x, va x2 hagiqiy
ildizlarga ega bo‘lsin.:>aX2+6+c:fI(x-x])(x-x,).Bunda
yla(x-x])(x-x2)=t(x-x1) (7)

almashtirish bajaramiz.
2hol. f1=0 boMsin. Unda

yjax2+bx+c =t- \[ax(yoki'Jax2+bx+c=t+-fax) (9)

almashtirish bajaramiz.
3-hol. ¢>0 bo‘lsin. U holda

yjax2+bx +c¢ =tx + Vcryoki yjax2+hbx +c¢ =tx-y[ch (9)
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almashtirishni bajarish yordamida hisoblanishi kerak bo‘lgan inte-
gral ratsional funksiyani integrallashga keltiriladi.
(7)-(9) almashtirishlarga Eyler almashtirishlari deb ataladi.

4°, Binomial differensiallami va trigonometrik funksiyalarni
integrallash.
a) 4-tarif Ushbu x" (a+bx")j cix koYmishidagi ifodaga binomi-
al differensial deb ataladi. Bu yerda m, n, p, -lar ratsional sonlar.
I=\xm(a+bx")Pdx (10
integral quyidagi 3 ta holda ratsional funksiyaning integraliga kelar ekan.

1-hol. p-butun son. x - tN almashtirish bajariladi. Bu yerda N
soni m va n ratsional sonlar (ya’ni kasrlar) maxrajlarning eng kichik
umumiy karralisi.

2-hol . P butun son. Bu holda a +bx" =ZN,N - p ratsional

sonning maxaraji, almashtirish bajarish kerak.

3-hol. ——+p - butun son. Bunda -"+b=ZN,N-p ning

maxraji, almashtirish bajarish yetarli.
b) 1= j/?(sinA-,cos.rdx-;

integral berilgan bo‘lsin. Bu integralni ushbu

=t -k<x<n\

universal almashtirish yordamida har doim ratsional funksiyani in-
tegrallashga keltirish mumkin:

. 1r , At

SinX —---—-, COSA= —mm-m dX —-

1+T I+t 1+t-

d) Aytaylik,
/ = Jsin" ftecos'™ xdx, (/7,me Z)

integral berilgan bo‘lsin. Bu integralni hisoblash uchun quyidagi
hollar garaladi.
l:hol. n-toq, m-juft =>cosa:=/ almashtirish bajariladi.
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2hol. n-juft, m-toq =>sinY =f almashtirish bajariladi

3-hol. n va m-toq. Bunda cosy=/,sinY =/ yoki tgx =t al-
mashtirishlardan biri bajariladi.

4-hol. n va m-juft. Bu holda

sin 2x = Zsin y ecOSX va cosdt= cosZy—sinZ(
formulalardan foydalanib, tartib pasaytiriladi va yuqoridagi hollardan
biriga keltiriladi.

5°. Aniq integral va uning tatbiglari.

Aniq integral tushunchasi va uni hisoblash usullari maktab kur-
sida gisman va ma’ruzalarda batafsil o'tilishini hisobga olib, biz
aniq integralni hisoblash usullariga gisman to‘xtalamiz hamda asosiy
e’tiborimizni uning tatbiglariga qaratamiz.

1. Nyuton-Leybnis formulsi. Agar f(X) funksiya \a,b\ kesma-
da uzluksiz boMsa va F'(y) =1/(y) tenglik bajarilsa, u holda

/W * =F (i)-FM =fW |

formula Orinli bo‘ladi.
Formulaning isbotida uzluksiz f(X) funksiya uchun ham ba-

jariladigan d
I\

tenglikdan foydalaniladi.
2. Bo‘laklab integrallash formulasi. Agar f{x) va g¢(x) funk-

siyalar [a,;] kesmada uzluksiz differensiallanuvchi bo‘lsa, u holda
b

h
VE ) g '()mdx =7 {x) mg (y)[ - \f""(y)g (x),dx;
bo‘ladi.
3. 0 ‘zgaruvchini almashtirish. Agar <p(t) funksiya [«,/?] kesma-
da uzluksiz differcnsiallanuvchi va cp{t) e \a,8\F a=cp(a)F b=<p(0)

bo‘lib F /(y) funksiya [cr¢> kesmada uzluksiz bo‘lsa, unda

VO dxe = M(p {tj](p(1)dt)

boiadi.
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4. 0 ‘rta giymat hagidagi birinchi teorema.
Agar /(*) va g(x) funksiyalar [a,b\ kesmada chegaralangan va
integrallanuvchi bo‘lib, g(x) funksiya (a,b) da ishorasini\o‘zgar-
f

tirmasa, shunday jj.e Ym, {/(*)}» ™ =sup{/(x)}, nuqgta
Vv 1 M )
topiladiki,
b b
\VE{x)s{x)dx~/.i- jg(x)ifr;

tenglik bajariladi.
a) Aniqg integral yordamida tekis shaklning yuzasini hisoblash.
1) Dekart koordinatalar sistemasida berilgan shaklning yuzasini
hisoblash.
f(x)eC[a,b] bo‘lib \/xs[a,b] wuchun f(x)> 0 tengsizlik ba-
jarilsin va D soha quyidagicha aniglansin:

fa<x<b
D = [O<>'</(x) “'egri chiziqlj trapetsiya.
Unda b

S=jf(x)dx (11)
tenglik o ‘rinli.
Agar f{x)eC\la,b\, f2(x)&CJ[a,b\ bo‘lib,

Ja<x<bh

bo‘lsa, u holda

s =J[/2()-I1W ]< & (12)

bo‘ladi.
2) Qutb koordinatalar sistemasida berilgan shaklning yuzasini

hisoblash.
Agar D soha qutb koordinatalar sistemasida

(a<(p< 8
D [0<r</m($>)
ko'rinishida berilgan bo‘lib, r(q>)eC[a,0\ bo’'lsa,
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formula o'rinli boMadi.

b) Aniq integral yordamida yoy uzunligini hisoblash.

1) Dekart koordinatalar sistemasida berilgan yoy uzunligini hisoblash.

f(x) funksiya kesmada aniglangan bo‘lsin. Uning grafigi
quyidagi

{0 1(*)) ¥ e [a,ft]}

nuqgtalar to'plamidagi iborat. Shu grafikdagi A(a,f (ci)) va
B(b,f{b)) nuqtalar orasidagi /R egri chizig yoyi uzunligi 1 ni
topish talab qilinsin. Agar /'(x) e C[a,Z>] bo‘lsa, unda

/= W1+ [/'W ] dx (14)
bo‘ladi.
Agar (14) da b =x desak, I(x)=J3M+[/'(*)] dx boiib,

£ =a/ll+[/'(-y)T =>dl=J\ +[f'{x)Jdx.

Bu ifodaga yoy differensiali deb ataladi.
2) Parametrik ko‘rinishda berilgan egri chiziq yoyining uzunligi
hisoblash.

Agar
y ix=<p(t)
AB-\ LA a <t<B\
y=¥*)>

bo'lib, ~'(/)eC[or,/?] va y/'(t)&C\a,R\ bo‘lsa,

(15)

bo‘ladi.

3) Qutb koordinatalar sistemasida berilgan egri chizig yoyining
uzunligi hisoblash.
Agar



[r=r(™)
bo‘lib, r'[(p)&C[a,p\ bo‘lsa, unda

1= U r2ty) +\ r{<p)fd<p (16)
a
formula o‘rinli bo'ladi.
d) Aylanma sirtning yuzasi.
Aytaylik, /(x)eC[<7,6] bo‘lib, /(x)>0 bo‘lsin. *yoyni OX
o‘qi atrofida aylantiramiz va aylanma sirtni hosil qilamiz. Agar
/'(x)eC[a,6] bo‘lsa, unda shu aylanma sirtning yuzasi ushbu

S = [f(x)rL+[f\xj]"'dx (ly)
formula yordamida hisoblanadi.

e) Aniq integral yordamida hajm hisoblash.

Faraz qilaylik, bizga biror T jism berilgan bo‘lib, uning OY
o‘giga parallel bo‘lgan kesimlarining yuzasi ma’lum bo'lsin. Bu
yuza x o‘zgaruvchining funksiyasi bo'ladi, uni S =S(x) deb belgi-
laylik. Agar -S(x)eC[a,6] bo‘lsa, unda T jismning hajmi V ushbu

V= iS(x)dx (18)
a
formula yordamida hisoblanadi.

Natija. (Aylanma jismning hajmi). Ushbu
\a<x<b
[0<y</(x)

egri chiziqli trapetsiyani OX o!gi atrofida aylantirishdan hosil bo'lgan
aylanma jismning hajmi

V=n\f(x)Jdx (19)
a
formula yordamida hisoblanadi.
f) 0 ‘zgaruvchi kuchning bajargan ishi.
OX o‘gida shu o‘q bo‘ylab biror jism F-F (x) kuch ta’irida har-
akat gilayotgan bo‘lsin. Agar F(x)eC[a,b\ bo‘lsa, F =F(x) kuch
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ta’sirida jismni a nuqtadan b nuqtaga o‘tkazishda bajarilgan ish ushbu
b

A= jF (hCm (20)

formula yordamida hisoblanadi.

g) Statik moment. Og‘irlik markazi.

Aytaylik, m massaga ega bo‘lgan M(x,y)-material nugta berilgan
boisin. my va mx ko'paytmalarga mos ravishda berilgan nugtaning
OX va OY o‘glarga nisbatan Statik momentlari deb ataladi.

Egri chizigning OX va OY o'glarga nisbatan statik momentlari
My va My lar ham shu kabi aniqlari1adi hamda

formulalar yordamida hisoblanadi. Bu yerda dl =s\(dxf + (dy)~ -yoy

differensiali, / esa berilgan egri chiziq uzunligi.
Berilgan egri chiziq og‘irlik markazining koordinatalari esa ushbu

formulalar yordamida hisoblanadi.
h) Geometrik figuralarning statik momentlari va og‘irlik markazi.
Agar geometrik figura

egri chizigli trapetsiyadan iborat boisa, unda

(23)
va
(24)

h
bo‘ladi. Bu yerda S= Iv(-v)<:a- —trapetsiyaning yuzi.
a
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60. Elliptik integrallar.

5-ta’rif. Ushbu

ik>?2¥"p== =
Fik }th?-K si-I; X (25)
P
E(k,cp)= "-JI-k2sin2xdx (26)

(0]
ko‘rinishdagi integrallar 1 va 11 tipdagi elliptik integrallaming Lejandr
formasi deb ataladi.

(25) va (26)-integral ostidagi funksiyalarning boshlang'ich funk-
siyalari elementar funksiyalar yordamida ifodalanmaydi. Shuning
uchun ham ularning giymatlarini hisoblash uchun maxsus jadvallar
yaratilgan.

Agar (25) va (26)-integrallarda ¢=— boisa, u holda bunday

integrallar to‘lig elliptik integrallar deb ataladi va ular F{k),E{k)

kabi belgilanadi.
Demak,

11

E(k)= jy/l-k2sin2dx (28)

Toiig elliptik integrallaming giymatlari ham maxsus jadvallar
yordamida hisoblanadi.

Misol. Ushbu = +-Oy=I ellips yoyining uzunligi hisoblansin.
] ) ] o fx = <rfsint o
Ellipsni parametrik ko‘rinishida Xy=bsr'nt, 62t<%n kabi ifo-
dalab olamiz.
_ £

Unda |-Alx=4- -[/(0i"-4jva:eos2l+Irsitrtdi =
o] (o]
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2 21 cr-b2,
=4JJa2(1-sin:f)+62sin:/dr = 4a Ul ~sin2tdt =4aE =4aE(e)

(0]

0« N

yiQz2 _ .

bu yerda S =-------m-mm-- ellipsning ekssentrisiteti.

©E~NDUTAWN R

[
GRERES

lash.

16.

lash

17.
18,

Nazorat savollari

Boshlang'ich funksiya tushunchasi.

Anigmas integral va uning xossalari.

Anigmas integralda o°‘zgaruvchini almashtirish.
Anigmas integralda boiaklab integrallash formulasi.
Ratsional funksiyalarni integrallash.

Ba’zi irratsional ko'rinishdagi funktsiyalarni integrallash.
Eyler almashtirishlari.

. Binomial difTerensiallarni integrallash.

Trigonometrik funksiyalarni integrallash.
Aniq integral tushunchasi.

. Nyuton-Leybnis formulasi.

Aniq integralda boiaklab integrallash formulasi.

Aniq integralda o'zgaruvchini almashtirish.

0 ‘rta giymat hagidagi birinchi teorema.

Dekart koordinatalar sistemasida berilgan shaklning yuzasini hisob-

Qutb koordinatalar sistemasida berilgan shaklning yuzasini hisob-

Dekart koordinatalar sistemasida berilgan yoy uzunligini hisoblash.
Parametrik ko‘rinishda berilgan egri chiziq yoyining uzunligini

hisoblash.

19.
20.
21.
22.
23.

topish.

24.
25.
26.

27.

Qutb koordinatalar sistemasida berilgan yoy uzunligini hisoblash.
Aylanma sirtning yuzasini hisoblash.

Aniq integral yordamida hajm hisoblash.

0 ‘zgaruvchi kuchning bajargan ishi.

Egri chizigning koordinata o‘glariga nisbatan statik momentlarini

Egri chiziq ogirlik markazining koordinatalarini topish.
Geometrik figuralarning statik momentlari.
Geometrik figura og‘irlik markazining koordinatalarini topish.

Elliptik integrallar.
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1.1
1.3
1.5
1.7
1.9
1.11
1.13
1.15
1.17
1.19

1.21

2.5

Mustagil yechish uchun misol va masalalar
1-masala. Anigmas integral topilsin.

I xdx
m'sm* X
J(V2 - 8Xjsin3xdx.

J(4.v+ 3)sin 5xdx.
|(X + 5)sin3x<+c.

j(2.v-5)cos dx<¢™

J(Xyi2 - 3)cos 2xdx .

J(5x + 6)COS2XCEy.
jarctgj3x-1dx.
Je~3r (2 - 9x) dx.
JIn(4x2+\)dx.

J(4x - 2)cos 2xdx.

1.2

1.6

1.8

1.10
1.12
1.14
1.16
1.18

1.20

[ x
Cxdx

Jcos2x "
J(7x-10)sin4xc¢Vv.

J(2-3x)sin2x¢/X.
J(8-3x)cos5xdx.
J(4X + 7) COS3XEL V.
J(3x-2)cos5xrfx.
farc/gy/Sx -1dx.
je-2x(4x-3)dx.

J(2 - 4x)sin 2xdx.

2-masala. Anigmas integral hisoblansin.

f dx
X'jx2+1°
Cc dx
X\Jx2- 1

f xdx
nixa+ X2+ 1

2.7 jtgx- In(cosX)c/x.

2.9.

£ 3 .,

vV o+ 9 [

2.2

2.4

2.6

2.8.

2.10
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fl+ InTAx.
;X

rx2+Inx2

X
1 X
(s(arccosx) - 1

Vi-.il .

JCoS~(x¥)

f 1-cosx
2 ax

(x - sinx)"



211

2.13

2.15.

2.17

2.21

3.3

3-5

37

3.11

3-13 J(*-1)(*-2)(a:-"3)

sinx-cosx

(cosx +sinx)5

X3 + X
dx

X4 + 1

r xdx

(x2+1)cffx
I(x3 +3x+ 15

r x3c/x
by T+T4-
r 2cosx +3sinx

(2sinx-3cosx)3

d
212 1 (ysinx)-
f XC¢C
214 Ji 4 - -
yx -x  +1
fl+In(x-I
) ,(_ )c&
2,6 1-n1li
8 ,4 ~ -
J 1+ X
X + COSX
2.20 )
X2+ 2 sInX

3-masala. Anigmas integral hisoblansin.

M x3-17 ,

r 3x3+.25
X_ Z /X

X +3oX+

G, N

X3—3x2-12

XCOSX+ sillX X

32 J(x_a)(x-3)(x-2)

X3- 3x2-12
3.4 r(x-4)(x-3)x

4X3+ X2+ 2

36 -fx(x-1)(x-2)" -

8 - 2
3. to fc .
I X3=— X

X3-3x2-12
3.10 }

3.12 [ dx.
J X'- x

3.14
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(x-4)(x-2)x

x5+ 3x3-1
dx



3a3+ 2n2+1

315 (heay(n-2)(n-p)

-dx
3A7T (x-D)(x+)(x +2)"~._

—m—-5- —x
3.19 J n2+5n

r2n5- 8n3+2J
3.21

.3n5-12n -7
3.16 ] dx.
X~ +2x

n3- 50* + 50+ 23 o
3.18 J(r_i)(r+D(r-5)

~ f-*5+9n3+4
3.20 J Xx2+3x -

4-masala. Anigmas integral hisoblansin.

n3+4n2+3n+2

dx
A1 en2-(naen) e
2n3+7n2+7n—1
43 dx
' (n+2)2e¢(n2+n +1)
2n3+4n2+2n-1
4.5

cn

(n+1)~mn2+2n+2)

M +60"+9n1+6
4.7 T/ S
: (n+1) (x2+2x +2)

"*

49 Ky 2)2-(n2+2n+3)
3n3+6n2+5n- 9

4.11 N
n3+9n2+21n+ 21d

4.13 X

(*+3); (r+3)

n3+6n2+8n+

dx
4.15 (n+2)2-(n2+4)

2XJ+ 1102+ 160+ 10
cn

-3n3+13n2-13n+1
dx

42 (nio)a(n2-n +1)

n3+ 202+ 10N
-dx

4,4 (n+D2-(n2-n+1)

4n3+24n2+ 20n - 28(:/
46 I(n+32(1‘|2+2n+2)

n +n+1
-dx

4-8 J(r+.v+D(r +1)«

r 2n3+4n2+2n+2
410 IFFxT1 (n2+ A+ 2)

4n2+3n+4 dx
4102 ~n2+1)(n2+n + 1)

2n2- n+1
~adx

414 flgenrnn +1)

M+ X+1

; dx
“(n2-n +1).(n2+ 1)

4.16
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A3+ 5x2+ 12x + 4 P X5+2X2+ X+1

) d ’

4.17 I(X+2) o(X* + 40 X 418 V +*+1).(¢TH) *
rax3=4ax2-16x=12 C2XJ+ X2 +2X +11

4.19  (je—1~-(nr +4je+5) * *M o 1(n=+, +1)(/-+1)N -

m+ AX' + AX+ 2
dx

421 fix+1)2-(x2+x+1) "o
5-masala. Anigmas integral hisoblansin.

Ny 1+7 )3
5/ f!/'l\ x 52 f. c/X.
X-Nn/x3 X-n/X
5.3 . 5.4 £ -clv
X-VX X2 -niX
Al + X
55 | -dx. 5 CULVXE
XYfX R -n/x
fyi+V*
5.7 V I+ A
-k 58 f c/x.
d\+<[7 dx
5.9 c/x
8
X°91X X' en/x
(i+ LW i+V7)p
5.11 dx 5.12 } '
X-Nn/x5
5.13 -dx 5.14 jV
X2 -yIx
1+ ) 5 16 }n/1+ 3/7 ol
5.15 3 -iibe . . 9 T

n,evab



6-masala. Aniq integral hisoblansin.

_J”Hf-l(nl_l) dx

6.1
jc-I
Aarctgx -
gX de
6.5 rx+ COS X dX

JXm+ 25sin x

N A8x - arctglx
* 1+ 4x2

1
X8 A+ —
6.9 J. A gy

- tgx)4
X - (arctgx) dx

6.11 |
0 1+ JT

sinl

(arcsin x)~ +1
6.13 j

\J\-x2

Y (@T + 1)i¢C
6.2 LlJ)TXT+/:\%.Y+ {}7 )
I x’dx
M i~ 4-

2e0sy+ 3sina

6.6 J
O(2sin A'-3cOSA")J

V xdx

6.8 J
X +1°

arcigx + x
I+ x2

S
6.10 J dx

6.12 \-4~dx
X +1

\-J7x
dx
6.14 J\jJX—(X +1)



axX2+ Inx~

I <b
y
\% x3-dx
619 J(A +I)2' 6.20
i xdx
6.21 f
0\]x4+x2+1
7-masala. Anig integral
n
7.1 jV +5x+06)cos2xdx # 79
2
0
7.3 J(X2+4x + 3™cosxrfx e 7.4
i - r
0
7.5 J(*2+ 7jc+ 12)cosx<¢Ye 7.6
n
77 JO.v2+49.I' + 11)cos3xdx e 78
o .
2n
7.9 J(3x2+5)cos2.riir e
o 7.10
2X
7.11  i(3~7-v2)cos2xdx e
0 7.12
0
7.13 J(*2+2jc+ I)sin3xdbc .
i 7.14
7.15 J(-v2-3.T + 2)sjn.xc/A-,
0 7.16
0
7.17 K22+  +9)sin 2xdx #
3 7.18
719 J(3x-r)sin2x£yv
7.20
7.21 |(&-- 1D)3eIn2(n--1)rfv

n3

6.18 jtgxmn(cosx)dx.
0

2N 1-cos.v
i —dx

I(x-sin*)'

hisoblansin.

0

}('x2 -4)cos3x06t.
2

0

J(* + 2)~coslxdx

n
J(2;r +4x + 7)cos2yi¢x t
0

n
J(8x2+16x +17) cos 4
0

2T

K2*2~15)cos3j«2*:.

0

2

JO ~8*2)cos 4xdx %
0

3

J(*2-3x)sin2xrfx e
0

J(*!-5jc + 6)sin3:cE)!x.

j-5jr)sinjK¢r

0
*

\x\n2xdx%



8-masala. Aniq integral hisoblansin.

% Zorgl/g-

cosxdx .
8.1 6, ' - . (I- siny)cly
(| + COSY + smx)~ £ COSy(] + Cosy)
cos xdx 0 cosxdx
g3 | -S|
X1+ COSY-SinX.. 8%4 _I(1+ COSYssinY)' «
85 cosxdx erelalfe cos xdx
. — 86 ]
1+ QOSY + sill X o (1+cosy)(l-SinY)
8.7 2 sin xdx sl 1+sinY
. . -dx
| ¢+ COSY + SinY 8.8 I (1—siny)
cosxdx n/ (-1 |
+ ;
8.9 A1+ siny-cosy ' 8.10 coY _C‘C
o0 1+ GOBY +sin.Y ’
8.11 Cosvdx 8.12 23 1+sinY
+4cosy ' j 1+eosy+sinY
2arclgy,
dx % dx
3 «ix SInX*(1*“ SIn» 2arcigy (1 +sin Y-COSX)~ *
L COSY—SinY , 2aretg3 dx
8.15 j—— irdx # 816 | -
0 (I+siny)” T 2aueCS (1 OoBy)
2arctg2 dX o
b % cos Xdx
8.17 sin2Y-(l + CC8y) 8.18 .
2 T arage (1 -€0SY)]
2arctg2
8.19 ' i %CDSYdX
1 j/ sin2Y -(1-cosy) 8.20
2+cosY’
Ir s xdx
8.21 i
(1 + siiiy)’
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9.1

9.3

9.5

9.7

9.9

911

9i3

9.15

9 17

9.21

9-masala. Aniq integral hisoblansin.

H jA
0

r o
J28sing xdx

j*24sin6—ec0s2—dx.

0 2 2

"fsinVcos4n
N

[23sin4x-cos4.rA

[sin2—-cos6—dx
= 4 4

V -cos*-dx
io 2 '

J 28sins.xfe

2fsin*jajEr
0 *

i
J2®sin6.ycos2XdX

»

j*2s *sin2.y ecos6Xdx

ST

2

92

o
94 JV sin4.ycos4;cciy .

9.6 j24sin4--cos4-rfv.
0
2n

9.8 {sinocos6«fe.

00

nm { 2ssin2X-cos6
yiu £

9.12 jcos ~7dx.
(o]

9.14 j28sin6xcos2”

ar
9 1g Jsin6jtcos2i<yY.

9.18 j24sin2*cosej«fe.

0
2P
9.20 jsin43.Ycos43.Y¢v.

10-masala. Aniqg integral hisoblansin.



> xAlX

10.3
>4 »
p ax
10.5
14(1+n%2)

10.7 Z(leﬁurf)“l"%s-h'z-
Modr

S (exE)

10.9

5/ )

" Xax
10.11

0n/25-n:2 ¢

&
1013 0(|6+.T2)"

T XVX
10.15

yiil

't atak
10.17

° ﬂ 1_ ’)’.

y dx
10.19 °(9+x"-f-
I dx
10.21

O(a +ar)nia + gr
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10.4

10.6

10.8

10.10

10.12

10.14

10.16

10.18

10.20

r >

0-J(16-x2)J *

Jx2-yj9-x2dx e

-3

rn " ~2u
g4 ox "

5

JV n/25 - X2dx t

4

Ix2V 16 - x2dx '
0

> X'dx
0\J\6-x2

Nl ax
(44— =r .
r -

N dx

0(25 + x2)\125 + x2



11-masala. Quyidagi chiziglar bilan chegaralangan shaklning
yuzasi hisoblansin.

11.1 y ={x-2) ;y =4x-S. 11.2 y =x\/9-x2;y =0,(0<jr<3).
113 y =4-x2;y =x--2X. U4 y=y /™.y =0;x=0-x=1].
115 y=x1lyi47?-,y=0-,(0<x<2). U 6 y =)"Zj.y =0;Xx=\n2-
117 y=7 je ™ ;yN0;x=v,x=e3" 118 y=(X+tov="*+1i,.

11.9 ~=arccos*;7 =0;x=0. 1110 y=2x-x2+3;y=x2-4x +3¢
11.11 y=xyl36 - x2;y =(¥,{0<x<6). 1112 x=arccosy,x =by =0.
11.13 y =xarctgx\y=0:x=yj3. 11.14 y=xU4"-X1; 0™v<2v2j,

11.15 x=\ley-l;jc=0;j=1In2- 11.16 y=x\j4-x2;y=0;(0<x<2).

1111 Y=T 7~ ;y =0'X=K 11*18 *=(j-2)3;X=4j>-s.

1119 ~=7—Ul-r*=0;x=1 11-20 x=4-y2;x=y2-2y.
(*2+1)"

11.21 y = (x-\)~"y2=x-1.

12-masala. Tenglamalari qutb koordinatalar sistemasida berilgan
chiziglar bilan chegarlangan shaklning yuzasi hisoblansin.

12.1 r =3sin¢>;r = 5sing>. 12.2 r=2sin”; r=4sing?.
12.3 r =2cos6tp. 12.4 r =cos¢?-sing?.

12.5 r=cos”™ +sin#>, 12.6 r =2s\n4(p.

12.7 r=s\n6g. 12>8 r _2cosg;r = 3c0s¢?.
129 r :-3005<p;r = -5cosg>. 12.10 r=4cos4".

12.11 F=1+V2sin(pe 12.12 r:~55in <p\r:is\ncp,
12.13 r—"wchostp. 12.14 v —cosqr —2cosq.
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12.15 r =sin<p\r= 2sincp. 12.16 r =6c0s3™;r =3(r>3).
12.17 [-=" +sing?. 12.18 r=6sin3<p;r = 3(/->3).
12.19 r=cos3¢p. 12.20. r =3sin3¢?.

12.21 r=4cos3p;/' =2.(r >2).

13-masala. Parametrik ko‘rinishda berilgan egri chiziq
yoyining uzunligi hisoblansin.

13.1 x=5(t- sint);y =5(\ - cost);0 <t<n.

13.2 *=3(2cosi-cos2/);;y =3(2sin/-sin2/);0<i<2n.

13.3 x=4(cos/ +/sin/);™ =4(cos/-/sini); 0<i <2-

13.4x =(r2-2)sin/ + 2rcos/;y =(2-r)cosf +2/sm/;0</<;r.
13.5 A=10c0s3/;7 = 10sin3/;0</< ?

13.6 x=¢€"(eost+sin/);y =¢€' (eost—sint);0<t<n.

13.7 x=3(f—sin/);_y=3(1- cop{)\n<t<2n.

13.8 x=’2\lcos/'— ZCDSZ’\’\ =2—sint— Zsin 2t\2—<t< 3

13.9 x=3(eos/ +/sin/);y =3(sin/ - 1cost) ;0<t<E£ .

13.10 x—ft~—2)sint + 2tcost;y = (2 —t~)cust + 2/sin/; 0 <t£"-,
13.11 X=6c0s3/5>=6sin3/;0<i <?

13.12 x=e*[cost +sin/)-y=¢"(cost-sint);~<t<n.

13.13 x=2,5(t- sint);y =2,5(j-cost);~<t< n.

13.14 x=3,5(2cos/-cos2f);j/ =3,5(2sin/-sin2/);0</< ER
13.15 A=6(cos/ +/sin/);j>=6(sin/-/sin/);0</<n .

13.16 A'=(t2- 2)sint+2tcost\y = (2- r )cos/ + 2tsint;0<t <" .
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13.17

13.18

13.19

13.20

X = Seos*t;y =8sin3/;,0</ <6—.
x=¢€"(cos/+sin/);y=¢€ (cos/-sin/);0</<2n.
Xx=4(t-s[nt);y =4 (l-cost);~<t<”.

x=2(2cos/-c0s2/);7=2(2sin/-sin2/);0< /< £.

13.21 jc=8(cos/ +/sin/);~ =8(sin/-/cos/);0< /N I.

14-masala.Quyidagi sirtlar bilan chegaralangan
jismning hajmi topilsin.
T1-

141 — +y2=]:z=y;z- 0.(y>0).14,2 *=*2+4y;z=2.
9

2 2 2
144 —+n -~ =-];2=12.

X2 V2
143 —+2 r2=1z=0;z=3. 9 4 36

146 X2+y2=9;z=y;z=0.(>">0).

145 ~ +1 “+T -|1r-|;r_0- 2
, 148 N-+y2-22=1;2=0;z=3.
147 z=x +9y;z=3. 4
2 2 2
X2 y2 122 14.10 — +— =l;r=2;2z=0.
149 — +f-- — =-];z =16. 16 9 16
9 16 64 2
, 1412 —+— -z2=1;z=0;z=2.
14.11 z =2x- +8y-;z =4. 81 25
2 .2 2
* N - — =\|7z=07z=
14.13 —2-+\—/2 22=-|,z=12. 14.14 4+49 +36 iz =0iz=3.
14.15 z=x2+45>2,z=5. 14.16 +~— z2=1;z=0;z=4.
T > 7
1417 — —eeeeee =;z=20. «iiofd"iyY .z _i.—pa.-_n
9 25 100 [AASI, +1f+M~
1419 z=4x-+9y2,z=6. 1420 z=2v2+18/-,z =6.
14.21 S Trt =
ST+ +—=i
2 Jrgrtg =
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15-masala. Quyidagi chiziglar bilan chegaralangan shaklni
1-16 variantlarda Ox o‘qj atrofida, 17-21 variantlarda esa OY
o‘gi atrofida aylantirishdan hosil bo‘lgan jismning hajmi topilsin.

151 y=-x +5x-6;y =0. 15.2 2x-x2—y=0;2x2-4x+y =0.
15.3 y =3sinx;y =sinx;0<x<& . 15.4 j/=5co0sx;j>=cosx;x=0;,y>0.
15.5 ’\=sin2x,Ar=I,j =0. 15.6 x=\Jiy-2,x=\,y=I.

157 y=xe*,y=0,x=1. 158 y =2X-X2;y=-X +2;x=0-
159 y=2x-x2Ay=-x+2. 15.10 y=e2%y=0,x=0,x=\.
1511 y=x2y2-x =0. 15.12 x2+(y-2)2=1.

1513 y=1-x7x=yjy-2,x=1. 1514 y=x2y=\,x=2.

15.15 y =x2)y =yfXx. 15.16 y=sm”™,y =x2.

15.17 y=x2,x=2)y —0. 15.18 7=(*-1)2,y = 1.

15.19 y=\nx,x=2,y =Q. ,
y y=Q 1520 y =x~-2x+\,x =2,y =0.

1521 y=x2+\,y =x,x=b,x=\.

16-masala.
Quyidagi chiziglarni aylantirishdan hosil bo‘lgan aylanma
sirtlarning yuzalari hisoblansin.
2

16.1 ¥Y=— (0<jv<15) OY o‘qgi atrofida.
16.2 y2=4+x (x<2) OX o‘gi atrofida.
16.3 3x2+4y2-12 ellipisni OY o0'qi atrofida.
1, 1
164 x=-y~-—ny (I<y<e) OX o‘gi atrofida.

16.5 y2+4x-2lny (I<jy<2) OY o‘gi atrofida.
16.6 y=x3 (0<x<l) OX o‘qgi atrofida.

) f 71N ) )
16.7 x=e‘sint;y=¢"cost | 2 °‘qi atrofida.
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16.8 X=2cos/- cos2/,y =2sin/- sin2/ ni OX o‘gi atrofida.
2 2

16.9 +b~:1 ellipsning OX o‘gidan yugorida joylashgan

16.10 x+y =\,x=0,y =0 chiziglar bilan chegaralangan uchbur-
chakning OX va OY 0 -‘glarga nisbatan statik momentlari topilsin.

16.11 y' =2x,(j'>0,0<x<2) parabola yoyining OX va OY
o‘qlarga nisbatan statik momentlari topilsin.

N

-
16.12 ’\:cosxl( ~—< Xx<—\ egri chiziq yoyining OX o‘giga nis-
batan statik. momenti topilsin.

X
16.13 - +% =1 to‘g‘ri chizigning koordinata o‘qglari orasida joy-

lashgan kesmasining koordinata o‘qlariga nisbatan statik moment-
lari topilsin.

16.14 y:—l—:l_—z——- va Yy =X2 chiziglari bilan chegaralangan shakl-
ning OX o°‘giga nisbatan statik momenti topilsin.

16.15 x2+y2=a2y>0 -yarim aylananing og'irlik markazi
topilsin.

16.16 x%+y¥} =a23x>0,y>0 ~ astroida yoyining og‘irlik

markazi topilsin.
2

16.17 ~ +’B¥_<I(x>o,y>o) ning og‘irlik markazi topilsin.

16.18 x=-4y*-"élny (I<j;<2) chiziq yoyining og'irlik markazi

topilsin.

Quyidagi chiziglar bilan chegaralangan tckis shaklning og‘irlik
markazi topilsin.

16.19 ax-y2, ay=x2 (x:>-0).
2

16.20 y_FX’ y =sinx (/x>0%.

16.21 x2+4y-16 =0;;y=0.
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- D -
Namunaviy variant yechimi.
1.21-masala. j(4x-2)cos2xdx anigmas integral hisoblansin.

< Bu integralni bo'laklab integrallash usulidan foydalanib, hisob-
laymiz:
du = 4dx
. u=4x-2 . i,
j(4.r- 2)cos2xclx = =, x-2 sin2x - 2Jsin 2ndx =
,dr =coslxdx V=—sin2x

= (2x-l)sin 2;c+cos2x +c>
C 2cos.r + 3sinx j
2.21-masala. J(2sinx-3cosv): anigmas integral hisoblansin.
<iBu integralni o'zgaruvchilarni almashtirish usulidan foydalanib,
hisoblaymiz:
2cosx +3sinx o ] ] ]
o _ jdx= ~2sinjc-3cosjr =/ deb belgilaymiz
1(25II’IJC—3COSJC)J’

(2sinx-3cos.r) dx-t'dt yoki (2coSA-+ 3sinx)c& = cfr) ]=

fdt r.3. [I2 L 1
= -r= /~dt=— +Cc= - ~+c= -+c>
1 2 2r 2(2sin .r-3 cos .y
2x*-8x3+2
3.21-masala. J dx anigmas integral hisoblansin.
X2- 2X
< Biz bu integralni ratsional funksiyani integrallash usulidan

foydalanib hisoblaymiz. Awal noto‘g‘ri kasrni to‘g‘ri kasrga kelti-
ramiz, so‘ngra uni sodda kasrlarga yoyamiz:

= 2 eaPaaly L1 (X RT I
ZX3+4’1/2H_>6(6(§2§ 2XN+AXT+ )

X~- 2X

|
=] 2V-+4V3 dx X A +c>
X-2 X 2 3

f VJ+4x2+4x+2
4.21-masala.  J{x+{1)2-(r2+v+Iy  anigmas integral hisob-

lansin.
< Bu integral ostida ham ratsional funksiya turibdi. Bu funksi-
yani sodda kasrlarga yoyamiz.
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X3+ 4x2+ 44X + 2 A B ,Cx+D
X(X) = -t -+

(B-+1)' -(n'2+X +1) -*+1 (x+1) X"+ X + |
Bu tenglikning o‘ng tomonidagi noma’lum A, B, C va D larni
noma’lum koeffitsientlar usulidan foydalanib topamiz. Buning uchun
tenglikning o‘ng tomonini umumiy maxrajga keltiramiz va berilgan
kasr hamda hosil bo‘lgan kasrlarning suratlarini bir-biriga tenglaymiz:

AX+1)+B(x2+ X+ 1)+ (Cx+D)e(x+ D" =x3+4x2+4x + 2
(A+C)x? +(2A+B+2C+D)x: +{2A+B+C+2D)x+(A+B+D) =x"+4r +4x+2
)

'‘A+C =1

2A+B+2C+D =4

2A+P +C+1D =4 Bu sistemani Yec,I*0 A=0 va B=C=D=1
A+B+D=2

, 4 1 X+1
ekanligini topamiz. Demak, #A(x)-~ N+~ I ekan.
X+1) * +X+1
X + 1
(x + 1) X"+ X+ 1

=1/ \2= f(-v+1) ~('x+1-_« +c>;
| = 1) @)02= fvr) A(xr ) - 5T
tdt
n
X+ 1 XTp=t [+- e
B OJr+AH J "= dt
' X+- + x=t—2=>dx=dt
flr+-
dt 1. - j 1 2 2f
i 2f. — 5=nri+d 4o arete—tc, -
ii- i +SﬁEY 9 4 2 1J n3

1,-2 1 2x 4+ 1
=—In(xX" + x + 1) + §4=arctg—j=— c2.
i A i
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/, va /, ning qiymatlarini (*) tenglikka olib borib go'yib, ush-
bu natijaga kelamiz.

X' +4X2+4X + 2 1 1, , X 1 2+
i +Cc >
-ig N +2In(~v +*+ +7~ arcg”>b
J(i+V 7V
5.21-masala, fjQ-----=J—dx anigmas integral hisoblansin.
P A

<Integralni difTerensial binomni integrallashdan foydalanib hisob-
laymiz:

1+ n/v4 .
ifX_»l_r1+n—{3-I d]5(=>a=b'=\,m:___lg,n:i,p=i:
x2-"J7 \ / 5 5 4
12
m+|.+/>__/5\_ +_3— ! 3_—-1—>-’\+|- - al htirish
= 4’ 2= 4 i1 =z4- almashtiris
5
bajarish lozim =>*=(r4-j)'s/4=>dx=-5z3-(r4 Bularni /

ga olib borib qo‘yib topamiz:

(i+V 7)7
I--5 326dz=-~7 tc=-5 7 +C>
! xdx
6.21-masala. J aniq integral hisoblansin.
allxa +.¥Y2+ 1

o " X—~’-+L.:tx:0:>[zlv

f- xdx -1 S 2 2 n *
- .. 1 °
< bix4+x-+\ 3 70TX xdx =—dt,x=1=>t =— 1 r-+*
W 2 v
(('-8 ning 16°-punktidagi 24-formuladan foydalanamiz))
A
=—nt+Jr +— In -+.1-+- :_1r.n3+Vn :_1|n3+2y/3_>
4 4 2 3 2 3
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7.21-masala.  J(X-1)3 In2[x-\)dx aniq integral hisoblansin.
2

<Bu integralni bo‘laklab integrallash usulidan foydalanib, hisob-
laymiz:
' . no2in(n-1 ~
/ 2/ P, 4 «
ey T

J(a*_]_)’-|n2(ﬂ"!)(& = dv_(x_\y dx V_ (X_ |)4

4 1]

\\

"wem?tdy TR
=41In22- - J(y- 1)3+In2(x - \)dx =

y Sy peein20 VA= g ege . (a- M

/1

=41n22 — =41n22— iini-ifi-i)4 g

2 4 W 9 10

=41n22-2In2 +— <(l6-i) =41n22-2In2 +— >

32 v 32
*;
A sinxdx o ] ]
8.21-masala (5 anig integral hisoblansin.
' 1+ sinJH"

<Bu integralni hisoblash uchun ,S~~1t universal almashtirish ba-

jaramiz. Unda x=0=>t=0,x- n_=>| -l'va dx- -g(-j’t\-;sin/ - A2

Almashtirishdan so‘ng berilgan integral quyidagi ko‘rinishga keladi:
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>
tsin xdx y 2tdt _o'ff+1-1 , 0 rdt VvV dt

o(l+sinx)2~j(/+ 12 ~~o(t+~1" J77T J(/+1)2

=7 =2In2-1 >

J2Sesin2x ecos6xdx

9.21-masala. aniq integral hisoblansin.
< Integralni sin2or = 2 sinexecosctr, cos2a =2 @ —N va
2
.2 I-cos2a
sin"a=

~ formulalaridan foydalanib, hisoblaymiz:

*

- 5
/ = J2ssill2ftecos'IXAX = 26 j(2siiiA--cos.r) 2 mosaxdX = 24 Jsin22.y«=(l +cos2.X) 20X =

£ a
2 2 7/

=2JJ[sin22.T+ 2sin; 2.1 mos 2.y+sin22.ymos22 Mrfv=2’ « }(I - cos4n)A +2' Jsin2Wsin2\) +

+2 Jsin 4xdx—2}kv-—sin4.r |£+2J-—-—-  +2 J(1-cos8.v)i/a' =
z n J 2 J 2 -

=4T+20x-~sin8TI |t=5/T.>

dx
10.21-masala (44 \p)va+x2 an'4 nteSral hisoblansin.

< Bu integralni hisoblashda uchun 2-hol uchun Evler almashti-

rishini bajaramiz, ya’ni Jx2+4 - (+x almashtirish bajaramiz.

oy A A=_ i+ > e dx > _4d, =2 > d(f-+4)»
A 2t ((4+ Y2)V4+.Y2 2(V2-])(/2+4)" 2(~-1) (12 +4)
2 i2 1
: >
+ 4 b(V2i)
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11.21-masala. Quyidagi y =(x-1)2,y2=jt-1 chiziglar bilan che-
garalangan shaklning yuzasi hisoblansin.

sistemani yechib, bu chiziglarning kesishish nuqg-

talarini topamiz: M,(1;0) va M2(2;1) Bu chiziglar bilan chegara-
langan soha 5-chizmada tasvirlangan.

y

5-chiztna.

5=] yIx-1-(x-1)2]i&= ~yj(x-If --A

12.21-masala. Tenglamalari qutb koordinatalari sistemasida ber-
ilgan chiziglar bilan chegaralangan shakilning yuzasi hisoblansin.
m=4cos3<p; [/-=2,(r>2)
<Birinchi navbatda bu funksiyaning aniglanish sohasini topamiz
va uning chizmasini chizamiz. ,

6-chizma.
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6 2’6 w 6’2 w 6
Yuzasini hisoblashimiz kerak bo‘]gan soha 6-chizmada shtrixlab

= ?
ko’rsatilgan. i ntegrallash r = 4c0s3¢"
r=2
sistemasidan (p ni topamiz
A — % g
S=65 =6 —Jj"(4cos3<p)' -2" d(p= 16 Jcos* 3(pd<p-4 ~d(p
%
=3 5 A\ +cos6(p)d(p~4(p  =j 8] p+~smdcp BN
8 4 . 2n An .
L -3 4n =2n/3 An ?n/3>
9 3 3 9 9 3 3

13.21-masala. Parametrik ko‘rinishda berilgan egri chiziq yoyi-
ning uzunligi hisoblansin.

71
< y=8(cos/ +/sin/); y =8(sin/-/cos/); 0</<—.

-v'(/)= 8(-sin/ +sin/ +/cos/ = Stcost)] S P
1(1) = 8(cosi-cos/ +fsinff=8/sint * = UV (N)) =81

= i>/[-v'(OT +[/(0T~= J*tdt=4r @=£-.>

X" Ve “
14.21-masala. Quyidagi ;+2V+Z;:l sirt bilan chegaralan-

gan jismning hajmi topilsin.
<Hajimni (18)-formulaga ko‘ra



Al
V=] S(x)dx
v,
formula yordamida hisoblaymiz. Buning uchun .!>(*) ni topish lo-
zim.
O'zgaruvchi x ni fiksirlasak, ellipsoid kesimida.

2

y~ z X ] _1 X2 11 X .
15-+ — = 1— - yoki 12, 7 ellips hosil
Pt o Y Vb{/l 3 cJl XZZ

boiadi. Bizga maiumKki, Ay l=s 1 ellipsning yuzasi nmn ga teng
mr n

edi. =>

j=> V= js<*)efe =

v2 | pi¢]
f\l-~ dx=nbc »___. 3y " ~rabc.>
il I 3a2]
Natija. Agar a=b=c=R bo‘lsa ellipsoid sharga aylanadi va
shar hajmini hisoblash ucun

V=—uR3;
3
formulani hosil gilamiz.

15.21-masala. Quyidagi

y=X2+1 y=X X-0,V=1
chiziglar bilan chegaralangan shakini
OY o‘qgi atrofida aylantirishdan hosil
bo‘lgan jismning hajmi topilsin.
<Awal OY o‘gi atrofida aylanti-
rish kerak boigan D sohani chizib
olamiz (7-chizma).

7-chizma.

129



2)=5,UA=>" =/ +A=Tr'

y, E+tbor oy I L 31_11/L_>
y ~Y 13+ 2] 6
16.21-masala. Quyidagi

X2+4y-16 =0,>' =0
chiziglar bilan chegaralangan shakilning og‘irlik markazi topilsin.

< Masala shartidan ko'rinadiki, berilgan chiziglar bilan chega-
ralangan D sohani ushbu

-4 <x<4

D= -
O<y<4- X

ko'rinishda ifodalash mumkin. Bu shaklning og‘irlik markazining
koordinatalarini (23) va (24)-formulalardan foydalanib, topamiz.

4 f XI\ _( 3V 64
_ dx= 4x~-
s= 4_h 12
ILf)';blx—»/ 4-7 - ifo=r j[16-2%%+ — | *¥=- 16-— +— 512
24 201 14 7Y By 2113 5 15 ¢
' N
My = Jjsrfc= J -v|4-y]*= ﬁy4*-— cér= 2jt-é4 =0.
, 4, v A
X oM/
Bu yerdan X Y \= - r ekanligini topamiz. 1
| J N S vy Vv
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5-§. 4-MUSTAQIL ISH
Ko‘p o‘zgaruvchili funksiyalar

R" fazo

r'* fazoda ketma-ketlik va uning limiti.

Ko‘p o‘zgaruvchili funksiyaning limiti va uzluksizligi.
Ko‘p o‘zgaruvchili funksiyaning hosila va differensiallari.
Yo‘nalish bo‘yicha hosila.

Ko‘p o‘zgaruvchili funksiyalarning ekstremumlari.
Shartli ekstremum.

0 ‘zgaruvchilarni almashtirish.

-A-
Asosiy tushuncha va teoremalar
10. R" fazoda ketma-ketlik va uning limiti
Ushbu
R" = RXRX... R=|(xt, %,...,.%,) :Xke R,k =1,m|
in—fa
to'plamga m o‘lchovli Yevklid fazosi deyiladi.
Ixtiyoriy .Y=(vl,...,\me/?m va Yy =(yi,..ymsR'n nugtalarni
olaylik. Quyidagi

P{Xv V):ﬂ/(\/,'a,)' 'Xl_D' = (yt_Xty (1)

migdor X va y nuqtalar orasidagi masofa deb ataladi.
U quyidagi xossalarga ega:
1) 1?(;ey)>0 va (p (ij) =00 x =y);
2) p(x.,y) =p(y.x);
3) p(x,2)<.p(x,y) +p(y,z); (uchburchak tengsizligi).

Natural sor.iar to'plami N va R'" fazo berilgan bo‘lib, f har bir
neN ga Rm fazoning biror x({) =(x1n),...,.\uf))e/?"" nuqtasini mos
go'yuvchi akslantirish boMsin:

f:N-*Rm yoki n->
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/ :N  Rm akslantirish obrazlaridan tuzilgan
XW,X(@A..J a).... (2)
to‘plam ketma-ketlik deb ataladi va u {v00} kabi belgilanadi.
Demak, (2)-ketma-ketlikning hadlari R" fazo nuqtalaridan iborat.
ketma-ketlikning mos koordinatalaridan tuzilgan
lar sonli ketma-ketlik bo‘lib, {a(,)} ketma-ketlikni shu m ta ketma-
ketlikning birgalikda qaralishi deb hisoblash mumkin.

Aytaylik Rm fazoda ketma-ketlik va a=(a,l,....,.ameRm
nuqta berilgan bo‘lsin.

1-tarif. vs >0,3/i,(e)e N:v« >nu=>p <st unda a nu-
gta ketma-ketlikning limiti deb ataladi va limjc(,) =0 kabi
belgilanadi.

Limitga quyidagicha ham ta’rif berish mumkin.

2-tarif Agar a nuqgtaning V[Jj(c7) ={xe Rm:p(x,a) <e} atrofi
olinganda ham 3«0(ff)e N:Vn>n0=>x,, unda a nuqta
{*(,)} ketma-ketlikning limiti deb ataladi.

Teorema. R™ fazoda {<*"1}={(x1"),....X,,,(,))j ketma-ketlikning
a=(ai,...,ameR m nugtaga yaginlashishi uchun da bir yo‘la
x(D->61i,...,x b o ‘lishi zarur va yetarli.

R" fazodagi ketma-ketlik uchun ham sonli ketma-ketlik uchun
o‘rinli bo‘lgan xossalar o'rinli. Riz ularga to‘xtalmaymiz.

2°. Ko‘p o‘zgaruvchili funksiya limiti va uning uzluksizligi

Ko‘p o'zgaruvchili funksiya, funksiyaning aniglanish sohasi va
giymatlar to'plami, ko‘p o'zgaruvchili murakkab funksiya ta’riflari
bir o'zgaruvchili funksiyadagi mos ta’riilar kabi Kkiritiladi.

M aR ™ to'plam berilgan bo‘lib, a nugta M to‘plamning limit
nugtasi va y =/(x) =/(x,,...,xm) funksiya M to‘plamda aniglangan
bo‘lsin.

I-ta’rif. Agar Vs>0 uchun 3S=S(s,a)>0 ushbu
0<p(x,a)<8 tengsizlikni ganoatlantiruvchi VxeM uchun

|/(x)~6|<£ tengsizlik bajarilsa, unda b soni /(x) funksiyaning a
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nuqtadagi limiti (yoki karrali limiti) deyiladi va

!,i_mf(g().=b yoki i /(*) = £
kabi belgilanadi.

Agar a-00 yoki ¢=00 bo‘lsa , unda ham shu kabi ta’riflarni
berish mumkin. Ko‘p o°‘zgaruvchili funksiyalar uchun boshqga for-
madagi limit tushunchasini ham Kkiritish mumkin. Masalan, bunda
awal bir o‘zgaruvchi bo‘yicha limitga o‘tilib, qolgan m-1 ta
0 ‘zgaruvchini fiksirlangan deb faraz qilinadi. Keyin, golgan m- 1
ta o°‘zgaruvchining biri bo‘yicha limitga o‘tilib, m-2 ta
0 ‘zgaruvchini fiksirlangan deb faraz qilinadi. Bu jarayonni m marta
gaytarish natijasida hosil gilingan limitga f(XxXx...,xm) funksiyaning
takroriy limiti deyiladi. m o0°‘zgaruvchili funksiyaning jami m! ta
takroriy limitini garash mumkin. Masalan, ikki o°‘zgaruvchili

f{xi,x2) funksiya uchun 2 ta Jim lim /(x,,x,) va
_&i_r,[&_t!i_gyl(-v,,*Z) takroriy limitni ko‘rish mumkin.
Misol. Ushbu

X +ysin — x#0,
_X_

0,A=0
funksiyaning (0,0) nuqtadagi takroriy va karrali limitlari hisoblansin.

<limlim/ (X =limx=0-3
RSy fev) = =03

_r
. s fim sifn - .
!!_r;rgllvl_rpwf(xx,y) ;Il_rATg y limsin — lekin
lim/(.x,y)-3 )
e (x.y) =0 ¢ Darhagiqat,

1 .
0<|/(.v,y)-0|= y+ySin—<w+ |y|(X*0) :>H{Q)f (X,y)=0>
X V-»0
Tabiiy savol tug‘iladi: Qanday shartlar bajarilganda karrali va
takroriy limitlar bir-biriga teng bo‘ladi?
Bu savolga quyidagi teoremaiar javob beradi.
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Aytaylik, f(X,y) funksiya
M ={(a,y) e R2:\x-x0\<a,, \y-y0O\<a,}
to'plamda aniglangan bo‘lsin.
1-teorema. Agar

d "SS/ (~)=a-3.
y-Hy*
2) Har bir fiksirlangan X da lim f(X,y) =<p(x)-3 bo‘lsa, u

> - - - o: - - H -
holda . f(x>y) takroriy limit 3 bo‘lib, )I([m).\ll!)%fl\)/(,y) b
bo‘ladi.
2-teorema. Agar
1
) V0

2) Har bir fiksirlangan y da iim» (x’*)=7"0; -3 bo'lsa, unda

A A A M -3 va b ga teng boiadi.
Natija. Agar bir vagtning o'zida 1 va 2-teoremalarning shartlari
bajarilsa, unda

Jimf(x,y) = Unlimf(x,y) _ Ihn limf(x,y) bo.,adi

Endi funksiyaning uzluksizligi ta’rifmi beramiz.

MczR™ to‘plamda f(x) =f(xi,...,.xm) funksiya berilgan boiib,
a=(ai,...,am&M nugta M to‘plamning limit nuqtasi bo‘lsin. Quy-
idagi belgilashlarni Kiritamiz:

4/’(a) =/(a 1+AXi,....,am+tAxm) -f(al,...,am) funksiyaning a nug-
tadagi to‘liq orttirmasi;

Axtf(a) =f(al,...,aul,at +Axk,alLH,....a )-f(al,...,a ) — funksi-
yaning a nuqtadagi XK o‘zgaruvchi bo'yicha xususiy orttirmasi (K =1,/«).

2-tarif Agar lim/(jr)=/(a) YOKI lim Af()=0 "
Av,,->0

unda /(x) funksiya a nuqtada uzluksiz deb ataladi.
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3-tarif Agar AI*ir>r(} A./(a) =0 bo’lsa, f(xt,..,xm funksiya
nugtada xk o‘zgaruvchi bo‘yicha uzluksiz deb atala-

di. Odatda funksiyaning bunday uzluksizligi uning hususiy uzluk-
sizligi deb ataladi.

3-teorema. Agar funksiya aeM nuqtada uzluksiz
bo‘lsa, funksiya shu nuqtada har bir o‘zgaruvchisi bo‘yicha ham
hususiy uzluksiz bo'ladi.

Izoh: Teoremaning aksi har doim ham o'rinli bo'lavermaydi.
Masalan,

0,2+ /=0

funksiya (0,0) nuqtada har bir o'zgaruvchi bo‘yicha xususiy uzluk-
siz, lekin shu nuqgtada bir yoia uzluksiz emas, bu nuqgtada hatto
limitga ega emas.

4-ta’rif. Agar [(*) -2 yoki =o0o0, yoki (*)- b*f(a)
bo‘sa, it holda f[x) funksiya a nugtada uzilishga ega deyiladi.

5-tarif Agar \/s> 0 wuchun 37=<5(f)>0 M to plamning
p(x',x")<8 tengsizlikni ganoatlantiruvchi \/x' va x" nugqtalarida
[/(.v'")- I(-v")| <e tengsizlik bajarilsa, f(x) funktsiya M to'plamda
tekis uzluksiz funksiya deb ataladi.

4-teorema. (Kantor teoremasi). Agar f{x) funksiya chegara-
langan yopig M ¢ R" to'plamda uzluksiz bofisa, u holda funksiya
shu to'plamda tekis uzluksiz bo'ladi.

3°. Ko‘p o‘zgaruvchiH funksiyaning hosila va differensiallari.
I-ta’rif Ushbu

limitga f(x) =f{x},...,.xm) funksiyaning x° nuqtadagi xk o zgaruvchi
boyicha xususiy hosilasi deyiladi va u i kabi belgilanadi.
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Xususiy hosilaning geometrik ma’nosini bilish uchun MczR2
to‘plamda aniglangan z =f(x,y) funksiyani garaymiz. Aytaylik
(x0,y0)e M bo'lib, bu nugtada va - [ ( jar

dx oy

bo‘lsin. z=f(x,y) funksiya grafigi da biror sirtni aniglaydi. =>
z=f{x,y0) ning grafigi sirt bilan y =y0 tekislikning kesishishida
hosil bo‘lgan T, chiziqg bo'ladi. r=/(x0,j/)ning grafigi T2 chiziq
bo‘ladi. Agar T, va chiziglarning (x0, y0,f(x0,y0)) nuqgtasiga
o'tkazilgan urinmaning Oxy tekisligi bilan hosil gilgan burchak-
larini mos ravishda a va B deb belgilasak, unda

df{x0,y0) s df(x0,y0)

— N ‘fga va ~S "™~ ,gR-
bo‘ladi. Bundan z =f (x,y) sirtning (x0,y0,z0) nuqtasiga o‘tkazilgan
urinma tekislik tenglamasi ushbu

df(x0,y0) df(x0,y0) , ,
°~ ac------ + L — O”"o ) (3)

ko‘rinishda bo'lishi hosil qilamiz.
1-teorema.__ Agar f(x) funksiya x° nuqtada chekli

df(x°)
(674 = xususiy hosilaga ega bofisa, unda f(x) funksiya

shu nugtada mos xk o zgaruvchi bo¥yicha xususiy uzluksiz bo adi.
2-tarif Agar f(x) funksiya X° nuqtadagi A/(x°) orttirmasini
Al(V ) = A *AX +...+ AMBAXI + a, *AX, +... + aMmWAX,,, (4)
ko‘rinishda ifodalash mumkin bo'lsa, /(x) funksiya X° nuqtada diffe-

rensiallanuvchi deyiladi. Bu A,,....,Am lar Ax,,...Ay,, ga bog'iiq bo‘l-

lim ak=0,(A-= 1,77i)
magan o ‘zgarmaslar va AJ-° v > tengliklar bajariladi.
bxm->0

(4)-tenglik ushbu

A/(x0) = A ®AX, +...+ AmmAM+0(p) (5)
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tenglikka ekvivalent. Bu yerda P = yj(A\-) +...+(Av,) .

2-teorema. Agar f(.x) funksiya x° nugtada differensiallanuvchi
bo‘lsa, u holda bu funksiya shu nugtada uzluksiz bo‘ladi.

3-teorema. Agar f(x) funksiya x° nuqtada differensiallanuvchi
bo‘lsa, unda bu funksiyaning shu nugtadagi barcha hususiy hosilalari

df(x°) df(x®)

va —r-——=Ar,.,— -—-—-= tengliklar o'rinli bo'ladi.
a dxt dxm d

Izoh: Teoremaning aksi bar doim ham o‘rinli bo‘lavermaydi,
ya’ni barcha xususiy hosilalari 3 boMgan funksiya differensiallanuvchi
bo‘lishi shart emas.

XV

Masalan, f(x,y) = Y,

0.(x,y) =(0,0)

funksiyaning (0,0) nuqtada hususiy hosilalari 3, lekin u bu nug-
tada differensiallanuvchi emas.

Demak, xususiy hosilalari 3 boiishi funksiyaning differensial-
lanuvchi boMishi uchun zaruriy shart ekan.

4-teorema. (Yetarli shart). Agar f(x) funksiya x° nugtaning
biror atrofida barcha o Zzgaruvchilari boYyicha xususiy hosilalarga ega
bofib, bu xususiy hosUalar x° nugtada uzluksiz bo‘lsa, unda f(x)
funksiya shu x° nugtada differensiallanuvchi bo iadi.

Ushbu

n\ _ , N (x0)
L R L

o

df(x°) , — .
d.3(x0)= " "dxkk=1)

ifodalarga mos ravishda /(:v) funksiyaning X° nugtadagi diffcren-
siali (to‘lig differensiali) va xk o°‘zgaruvchi bo‘yicha xususiy diffe-
rensiali deyiladi.
Agar f(x) funksiya nuqtada differensiallanuvchi bo‘lib,
«/(x0) ~ bo‘lsa
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— N - —_— AV -
v v, o+ o Ay-——(£)
bo'ladi (6)-formulaga taqribiy hisoblash formulasi deyiladi.

Endi yo‘nalish bo‘yicha hosila tushunchasini Kiritamiz.

Ikki o‘zgaruvchili z-f(x,y) funksiya ochiq MczR2 to'plamda
berilgan bo‘lsin. VA™NX0,yO0)E.M nuqgta olib, bu nuqgtadan biror i
to‘g‘ri chizig o‘tkazaylik. Bu to‘g‘ri chizigning OX va OY koordi-
nata o‘glari bilan hosil qgilgan burchaklari a va p bo'lsin.

3-tarif Agar A nugta £ tof ti chizig bo'ylab Ag nugtaga intil-
ganda ushbu

AmZ M z Ne

>+ p{Av,A)
limit mavjud boisa, uning giymatiga f(x,y) =f{A) funksiyaning
4)=(W o) nuqgtadagi g yohalish boyicha hosilasi deyiladi va

E(OA__) PR 1L G0 J—

[ ot
Demak,
Qf A% p(Ag,A) {
5-Teorema. Agar f (x,y) funksiya = (x0,y0) nugtada differ-
ensiallanuvchi bo‘sa, it holda shu funksiya A0 nugtada yo'nalish

boyicha hosilaga ega va

n**-y»)cosa+ th~ A 0053 ®
. dx dy w

tenglik o ‘rinli.
Izoh: Funksiya biror nugtada differensiallanuvchi bo‘lmasa ham u
shu nugtada biror yo'nalish bo‘yicha hosilaga ega bo‘lishi mumkin.

Agar differensiallanuvchi w=f[x,y,z) va x=cp(ityV),
y-y/(u,v), z=j(z/,v) funksiyalar berilgan bo‘lib, ular yorda-

138



mida w=/["(w,v), (w,v),j(w,v)] =F(z/,v) murakkab funksiya
aniglangan bo‘lsa, unda murakkab funksiya ham differensiallanuv-
chi bo'ladi va

' dw dx dw dy dw dz

du dx du dy du dz du’

dw dw dx dw dy dw dz

dv dx dv dy dv dz dv
tengliklar o‘rinli bo'ladi.

Ko‘p o‘zgaruvchili funksiyaning ikkinchi tartibli xususiy hosila-
lari quyidagi tenglik yordamida aniqlanadi:
, dof d
Xk = .

dx,dxk dxRd x j

d2f dar _ ,, ,

©)

¥ (10)

Agar i=k bo‘lsa, kabi yoziladi

a2
Agar i*k bo‘lsa gxgx~ - aralash hosila deb ataladi.

Yuqori tartibli xususiy hosilalar ham shu kabi aniglanadi.

M to‘plamda 1,2,3,..., k-tartibli uzluksiz xususiy hosilalarga ega
bo'lgan funksiyalar sinfi Cm(M;R) yoki OK(M) kabi belgilanadi.

4-tarif Agar f(x) funksiyaning X nuqtadagi barcha ikkinchi
tartibli xususiy hosilalari mavjud boMsa, unda funksiyaning ikkinchi
tartibli differensiali quyidagi tenglik yordamida aniglanadi:

&’ dx. +...+a/>\(’Td 1(*)

Xuddi shunga o‘xshash
A" F:=d(d"-"F) = -2 Wl 4ot — dxm (i)
M dxn, )

bo‘ladi.

6-teorema. (Teylor formulasi). Agar x va x+h nuqtalarning o‘zi
va ularni tutashtiruvchi kesma M to‘plamga tegishli bo'lib,
/(x)eC (n)(A/) bo‘lsa, u holda ushbu Peano ko‘rinishidagi goldiq
liadli Teylor formulasi o'rinli bo'ladi:
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f{xI+hl,....x,,,+hm) - f (x j,..,, xm) =

40 Ko‘p o‘zgaruvchili funksiyaning ekstremunilari
[(*)y=1 ( * funksiya ochig M <zR- to'plamda berilgan
bo'lib, x0=(x)°...x°1)eM Dbo'lsin.

5-tarif Agar x° nuqtaning 3{Jyx°)cM atrofi topilsaki,

v¥eU M uchun (1(*)YNI(*°))

bolsa, f(x) funksiya x° nugqtada min (max) ga ega deyiladi. /(*°)

giymat esa f(x) funksiyaning lokal (max) min qgiymati deyiladi va
(™~ "K ™~ ilmi);

kabi belgilanadi.

Funksiyaning max va min giymatlari uning ekstremumlari deb
ataladi.

x° nugtaning (Ji(*°) atrofida

(12)
ayirmani ko'rayiik.

Agar bu ayirma [J(§.v°)da o0z ishorasini saglasa ya’ni har doim

A>0(A<0) bo'lsa, f(x) funksiya r° nuqtada min (max) ga
erishadi. Agar a ayirma Y nuqtaning v atrofida ham o‘z isho-
rasini saglamasa, unda /(.v) funksiya x° nuqtada ekstremumga
ega bola olmaydj.

1-teorema. (Zaruriy shart) f(x) funksiya V° nugtada eks-
tremumga erishsa va shu nugtada /X(x0 (x°) xususiy hosila-
lar 3 bo‘sa, unda

* (13)
bo'ladi.
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1-izoh. Teoremaning aksi har doim ham o'rinli bo‘lavermaydi.
Masala, f(x,y) =x-y funksiya uchun /¢t(0,0)=/7'(0,0)=0, lekin
funksiya (0,0) nuqtada ekstremumga erishmaydi, chunki u (0,0)
nuqtaning v atrofida har hil ishorali giymatlarni gabul giladi.

2-izoh. Agar /(x) funksiya x° nuqtada differensiallanuvchi
bo'lsa, u holda funksiyaning ekstremumga erishishining zaruriy
shartini df(x°) =0 ko‘rinishda yozish mumkin.

2-teorema. (Yetarli shart) f(x) funksiya x° nuqtaning biror

Ll xu] atrofida berilgan bofib quyidagi shartlarni bajarsin:

V t{x) funksiya Lb('\o) da uzluksiz birinchi va ikkinchi tart-

ibli xususiy hosilalarga ega;
2) x° nuqta f (X) funksiyaning statsionar nugtasi;

3) koeffitsientlari ak =/ij*1( (x°), [i,k =1,w) bo'lgan.

m
(14).

kvadratik forma musbat (manfiy) aniglangan.

U holda /(x) funksiya Y° nugtada min (max) ga erishadi.
Agar kvadratik forma noaniq bo‘lsa, unda /(x) funksiya x° nu-
gqtada ekstremumga erishmaydi.

Bu teoremani m=2 bo‘lgan holda alohida ko‘ramiz:

A= aliaii ~an bo‘lsin. Unda

HA>0£U>0 bo'lsa, min;

2)A > 0«tl<0 bo‘lsa, max;

3) 0 <0 bo‘lsa, ekstremum mavjud emas.

4) A=0 bo‘lsa, shubhali hoi bo‘ladi.

Biz shu vaqtgacha hech qganday shart berilmaganda
Yy -/(x],x2..jen() funksiya ekstremumini topish masalasi bilan
shug'ullandik. Lekin matematikaning ko‘p tatbiglarida funksiyaning
argumentlari ba’zi bir shartlarni ganoatlantirgandagi ekstremumlarini
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topish talab qilinadi. Biz shunday masalani eng sodda hoi uchun
keltiramiz.

Aytaylik,
f k. u=f(x,y) (15)

F(x,y)=0 (16)
shartni qanoatlantiruvchi ekstremumini topish talab qilinsin. Bun-
day ekstremumga shartli ekstremum deyiladi.

Agar (16)-tenglamadan y =<p(x) funksiyani topish mumkin
bo‘lsa, u holda shartli ekstremumni topish masalasi

d=10x,p(x)] =0 (x) (17)

funksiyaning oddiy ekstremumini topish masalasiga keladi. Lekin har
doim ham y~(p(x) funksiyani topish imkoni yo‘q. Shuning uchun
(16)-tenglamani yechmay turib shartli ekstremumni topishni
o‘rganamiz. Bunda Lagranj usuli yaxshi natijaga olib keladi.

Ushbu

d>(x,y) = f(x,y) +AF(x.y) (18)

Lagranj funksiyasini olamiz. (18) dagi x hozircha noma’lum
0°‘zgarmas ko'paytuvchi.

A (x,y) funksiyaning oddiy ekstremumi f(x,y) funksiyaning
F(x,y) =0 tenglamani ganoatlantiruvchi shartli ekstremumi bilan
ustma-ust tushadi. (&(x,jy) funksiyaning statsionar nuqtasi va

uyidagi

dx

L (19)

F(x,y) =0

shartlardan topiladi. Faraz gilaylik, MO(x0v0) nuqta ®(x,y) funk-

siyaning statsionar nuqtasi bo‘lsin. Agar d2& ~ >0 bo‘lsa min va



0 ‘zgaruvchilari soni ko‘p bo'lgan funksiyalar garalganda shartli
ekstremum shu kabi aniglanadi va Lagranj funksiyasi yordamida
topiladi.

5°. 0 ‘zgaruvchilarni almashtirish

a) Oddiy hosilani o‘zida saglovchi ifodalarda o‘zgaruvchilarni
almashtirish

Aytaylik, >’=j(x) funksiya va

A-<Hx,y,y,,K,J) (20)
dilTerensial ifoda berilgan bo‘lib,
x=f(t,u), y-g(t,u) (21)

va u=u(t) bo‘lsin. Differensial ifodada yangi t o°‘zgaruvchiga o‘tish

talab qilinsin. Unda (21) ga ko'ra

v'=2+-dt du

X xo df df
— + — U
dt du
ekanligini topamiz. Shunga o‘xshash yuqori tartibli hosilalar

ham topiladi va (20) ga olib borib qgo‘yib, yangi
A=0, (/,uu,u",..)
differensial ifoda hosil qgilinadi.

b) Xususiy hosilani o‘zida saqlovchi ifodalarda o‘zgaruvchilarni
almashtirish.

Faraz gilaylik, z =z(x,y) funksiya va

dz dz dZ dZ dZ
B=F (22)
"dx " dy *dx2’dxdy "dy2’
differensial ifoda berilgan bo‘lib,
x=f(u,v) y=g(u,v) (23)
bo'lsin. Bu yerda u va v lar yangi erkli o‘zgaruvchilar. Unda

dz dz
Hx’~y” " hususiV hosilalar ushbu
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dz _dz df dz dg
du dx du dy du
dz _dz df dz dg
dv dx dv dy dv'

tengliklardan topiladi va ular (22) ga olib borib qgo‘yib, yangi
dz dz dZz dZz dzZ
"du "dv ’du2’ dud\’” dv2’

difierensial ifoda hosil qgilinadi.
Umumiy holda (22) ifodada ushbu

B=F

x=f(u,v,w), y=g(u,v,w,), z=h(u,v,w) (24)

almashtirish bajarilgan bo‘lib, u,v lar yangi erkli o'zgaruvchilar va
dz dz

w=w(u,v) yangi funksiya bo‘lsin. Unda xususiy hosila-

larni topish uchun
dz (df df chi® dzidg dg dw'\_dh dh dw
dx du dw duJ dvdu dw du) du dsv du
fc_(df__J=df_ dvv")H_g__zlldg . dg dw _dh dh dw

dxvdv dw dvy dyvdv dw dv dv dw dv’

tenglamalar hosil gilinadi. Bu tenglamalar yordamida xususiy hosila-
lar topiladi va (22) ga olib borib go‘yib, yangi
dw dw d2w d2w d2w

B=F u,v,w,-
du’dv du2 dudv dv2

difierensial ifoda hosil qilinadi.

Nazorat savollari
R*" fazo.
R" fazoda metrika.
Rm fazoda ketma-ketlik tushunchasi va uning limiti.
Ko‘p o‘zgaruvchili funksiya (k. o‘. f.) tushunchasi.
K.o“.f. ning karrali limiti tushunchasi.
K.o’.f. ning takroriy limiti tushunchasi.
Karrali va takroriy limitlar orasidagi bogianish.

NoarwN R
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8. Karrali va takroriy limitlarning tengligi hagidagi teorema.
9. K.o“f. ning uzluksizligi.

10.
11
12.
13.
14.

K.o".f. ning tekis uzluksizligi va Kantor teoremasi.

K.o“.f. ning xususiy hosilasi ta’rifi.

Urinma tekislik tenglamasi.

K.o“.f. ning differensiallanuvchiligi.

K.o".f. differensiallanuvchi va uzluksiz funksiyalar orasidagi

bog'lanish.

15.
16.
17.
18.
19.
20.

21.

tirish.

Tagribiy hisoblash formulasi.

Yo'nalish bo'yicha hosila.

K.o".f. uchun Teylor formulasi.

K.o“.f. ning ekstremumlari.

Shartli ekstremum, Lagranj usuli.

Oddiy hosilani o'zida saglovchi ifodalarda o‘zgaruvchilami almashtirish.
Xususiy hosilani o‘zida saglovchi ifodalarda o‘zgaruchilarni almash-

-B-
Mustaqil yechish uchun misol va masalalar
I-masala.

R2 fazoda quyidagi ketma-ketliklarning limiti a(aeR~)

ekanligi ta’rif yordamida isbotlansin.

13-n2 2n-0 12 tan +2 27
1.1 w= ) - 9 |-
1+2n2°2-3n ] 2;" fri2 A~ AT —n—2 1421
I /A i\ (4+2n 57+158 (2,
13 w = y3 1 o1 14 - [Th3»6AT) ror o si-
4/7+1 4-M3\ 1-2n2  5n -4
3« +2 3+2n’ 1.6 R>= 2ham n+ly’
12 £3/7-2 471\ (3-,
1.7 > )= -;-cosw<  ;a(0,0). 1.8 *<>212rt_\||n+u ne:’
217 1+/77 0 (2 1A (cosi7 wm-1 ~ 1,
19 110
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R2 fazoda quyidagi ketma-ketliklarning limiti topilsin.

]
L,y +_n-1f2if+2'\
LI W= "n "n "7 n 12¢2+41 3
{2u+ )+ (2u+2)!/ |/|-1\n+2l‘
114 x()= (2n + 3)! vn+3J

K4S B— oy ,

MN+2+..+n f2u+3un
1.16. >) =

nf9na+1  2n+1
in) I+4+7+ ..+ (3«-2)/« +1Y
117 * ) + 7+ 1
7+ a)-(77+2)1 tw+3
1.18. x{n= e 3y —

119 xw= ,i3:54+ 4+ (2/7-1)’'vIB-1,

120 = ottt ot T {/JI}EL) + @/73—2/7;1

1
_ i h..H-— -:V2-V2 -V2 A2
121 m= 15750 207+ ])

2-masala. Quyidagi funksiyalarning aniglanish sohalari
topilsin va chizmada ko‘rsatilsin.

2.1. W=arccos--—--- 2.2. u=\n(xyz).

2.3. N—In(—~ —Y). 2.4. w~arcsin’
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2.5, ii=yjs'm(x2+y?2) . 26. N=m-(x2+y)

I X~+y -X 2.8, N=yj(x2+y2- De(d- nr- o).
i2Xx-Xx2-y?2
__________ R K+ 2x+y?2

2.9. u=\i|-x2+\Jy2-1- 2.10. n~"x2_2x+y2*

211 , =arccos-pL _ _ 2.12. + +/-9.
yiax-y2 Te? y? oM
I -n- 214- “=In
I +x2/
2.17. n-\Jx-jy 2.18. u=y[ys\nx .
> »
J¥+ JT
2.19. u=-JXcosy . 2.20. W - arccos:

2 21. »=arcsin/J1 +arcsin(1-7)

3-masala. Karrali limitlar hisoblansin.

. sin Xy
51 Um 3.2 lim-2
/ YW
i “ 3.4 i i
33 % | ' )\(,L?}é X" + >
3.5 }FK)\ 777 3.6 FIQO( =N T



3.7 ,I)I;%L 3.8 &!;r'béblxzwy f (tne

m In(*+ ev) Sin\x4"2)
3.9 It(_>i |V2 2 . 3.10 = i ol

woz P

i
e 4+ .

3.11 i 3,12 JIMI[\+X2y 2%

JSgxa+y* T
3.13 Im¢(I+*2+r)*W . 314 lin £ _

wo X"ty

3.15 j™M("2+ [)sin™ -j. 316 Ilim~+Zjlnil +sin-j-~-v

Vet ! v-r* \Y A -hy

' * L) IN " LA H
3.17 E*.@( +)»+ . 3.18 il r_[ll> .

(2 i\H 1- cos(x2>2)
|Ex +J) _ o T —epommgme — T1-

- 8.5 ?}_%6 7(“X2 ,—2)

. In2(x +j)

lim

yjx2+y2-2x +1

4-masala. va J™ Jim/(x,j>) takroriy limitlar
hisoblansin.
41 /M =sin™ ;;~=70=00>42 A M = "N +£*=*=9
43 /(*j>)=log,(x+j)=\y&o. 44 f{x,y)=~ +" :xo=y0=0.
2x+ 3]
COSX-COS.Y_ sin|_| —sinjA
ety
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48 /(M =2~TTTxo0=>"'0=00.
41 f(Xxy)= 6x+b nN=*" =m noery
> V
49 Y (y)s[J% =~ ", 400 /M =1 gT ~™=0>u=""
/ , VH
/ * ! I+— X+>70
4Ll IM = 0,(v,>)=(0,00=y(=0" 4.12 f(x,y)= Vox+y)
1X+3/=0nb=%=00
X-y+X +y
- X®P-y smx+sinv v
— X+y f [ S
4.13 f{x,y)= 4.14 f(X,y)=-x
0,x=->>\)=y0=0
i XN-Y
X sm--hV _
4.15 f(x,y)=---—--- 2— ,*-*-0. 4.16 f{x,y) = H-W
X+y °>N=M’x0o="0="
In(x +ev) u,
417 I(*,y)=" r N x»=1"*"=0- 4.18 [(X,7)= - —  FKF=n=¢
In(x+y)
4.19 4-20 P\
A'Cm+ > 0
421 /(x,.y)=sin 2p+3j ;x°_>0
5-masala.
v
51 /(M)--pp funksiya 0(0,0) nuqtada cheksiz kichik
boMishi isbotlansin.

, X s\r\3x-tgly

2 2

5.2 f(x,y) =sin(x+y)-In(x2+J2) funksiya 0(0,0) nuqtada chek-

siz kichik boMishi

isbotlansin.

X~y
5.3 f(x,y)~ va+y2 funksiya quyidagi hossalarga ega ekanligi is-

botlansin.
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a) M(x,y) nugta 0 (0,0) nugtaga shu 0 (0,0) nugtadan o'tuvchi
V to‘g‘ri chiziq bo'ylab jntilganda ham funksiya limiti 0 ga teng.
b) 0 (0,0) nuqtada funksiya limiti mavjud emas. (a-0,%) nuqtada
f(x,y) funksiyaning karrali va takroriy limitlari mavjudmi?

2 2
5-4 f(x,y) = ix0=y0=0. 5.5 /(~) =logr(x+>);A0=1,j0=0.
sinx+sinv X —V
56 f(x,y)= x0=>0=0. 5.7 f(x,y)= v>»3EiSN0
Jy | 1
5.8 f(x>y)= xy2+(x-y)2 M»=>b=0* 5-9 firy )~ (x+.v)sin-esin— " =v,=0.
2x¥_
5100 /M = 7 ~T”o=}'0 =0.
X3+y3
ary o ()20 (0.0)
511 f(x,y)=" """
0,(x,j;) =(0,0). *o=jo=0
r Noy+jl
i+ - X +>'70
512 f(x,y)= | x+y)
1,Xx+y - 0a0= =o0

Quyidagi funksiyalarni berilgan nugtalarda har bir o°‘zgaruvchi
bo‘yicha xususiy va ikkala o‘zgaruvchi bo‘yicha birgalikda uzluksi-
zlikka tekshiring.

~ N~ X4+y4+0,

513 f(x,y)="**Y 0(0,0) va ~(L2).
0,x4+y4=0
x3v2
— T x4+ y 470,

514 f(x,y)='*"Y 0(0,0) va ~4(10-4:10-5).
0,x4+y4d=0
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2 . 2
X +y ,x+y*0,

515 f{x,y) ="' +Y 0(0,0) va i4(-1;-1).
O +y =0

516 f{x,y)="'" "' 0(0,0) va J(0;l).
I,x2+y2=0
_S_i_r_‘_i‘_i_§i_r‘_¥,xf‘+y2 8 «

517 f{x,y)="* x Ty 0(0,0) va ~1—;
ILx+y=0
COSXIC08Y o Ly 4

518 f{x,y)= X 7Y 0(0,0) va A
0,T- =0
-AN{x,y)*{0,0)

519 f{x,y)= 71 +*Y 0(0,0) va J1(1;0).
0.(.v.y) = (0,0).
*'YTy +y-*aq

520 f{x,y)=*"4*) 0(0,0) va N(1;0).
0,r2+y2=0

1] 0’

5.21 f{x,y):'x vy 0(0,0) va N(1:1).

0,x2+y2=0
6-masala.

f(x,y) funksiyani M to‘plamda chegaralanganlikka tekshiring.

6.1 f(X,Yy)=X2-Y2, M ={(x,y)eR2,x2+y2<25}.
151



6.2 f(x,y)=X2~y\ M=[(X,y)eR2x2+y2>25].

2x2+ 3y?2
6.3 f(x,y)= x2+y2 > M={(n-y)e N2,x2+y2*0}.

cos(x +y)- cosfjr-y)
«* [(Vv )= — - n LA ={(n™)6en;.ayno}.

sin(n-+ V) - sinfX- y)
@5 [(ru>m)=s e M ={(*,>.)en gy *o}.

Inn-In y :
6.6 f(x,y)= x_y >n/={(n;y)edz2a;*y}.

Quyidagi funksiyalarning ko‘rsatilgan to‘plamda chegaralangan-
ligini isboilang, uning aniq chegaralarini toping va funksiya shu
giymatlarga erishish-erishniasligini aniglang.

no 2
6.7 f(x,y)=--J+y2’ M ={(X,y)eR2x2+y2*0}.

X6+y6
6.8 T(X,y)= x2+y2’° M —(x,y) 6 /220 <O +y2<9j .

2 2
6.9 f(X,y)=\~~y4” M=j(*)GA2i4+/"o].

6.10 f(x,y) = xye~v, A/={(x,y)e/i2;t>0,y>0}.

w \ 4{x2+y2)+2z22
6.11 f(x,y,z)- y2+ + — M=\[x,y,rel? x2+y2+z*6],

f(x,y) funksiyaning M to‘plamda tekis uzluksiz bo‘lishi
ta’rif yordamida isbotlansin(£ =¢ (s)-?).

6.12 f(x,y) =2x+3y+5 M =R2-
6.13 f(x,y) =x2+y2 M ={(X,y)eR2x2+y2<4}.

6.14 f(x,y)=fi +y2 m =R2-
6.15 f(x,y)=x-2y+3, M =R2nm

152



Quyidagi funksiyalarni ko‘rsatilgan to‘plamda tekis
uzluksizlikka tckshiring.

6.16 f(x.y) = X ry*’ M=j(ij)eA20<r+y<l).

|l 4 4

6.17 f(x,y)= =+p -—"M ={(X,y) 6 R20<X2< 13.
6.18 /(X,y) =*’sin~ M={(x,y)eA:, 0<x<l,0<y<I}.

6.19 f(X,y)=xysm~ M ={(X,y)&R2, 0<x<\, O<y<lI}.

6.20 /(x,y)=y ‘cos™—M ={(x,y)eA2, 0<x<1, £<y<i}

6.21 /(x,y)= x5- / funksiyaning Af={(x,y)e/T21"x <2,0<j><I}

to'plamda tekis uzluksiz ekanligi ta’rif yordamida isbotlansin.

7-masala. Quyidagi funksiya 0(0,0) nuqtada xususiy
hosilalarga cgami va bu nugtada differensiallanuvchimi?

x3+y3
7.1 u(x,y)=jx2+y2 7.2 u(x,y)=" H*W

0, X|+P=0
7.3 u(x,y)={[xV. 7.4 u(x,y)=y[xy-sinx.
7.5 u(x,y)=I1]x* +y4. 7.6 u(x,y)=lj7~ytgx.
7.7 rl/(x,y)= Vxsiny s 7.8 z/(x,y) = 1]x3+y3.
7.9 u(x,y)= T]x* +y* 7.10 u(x,y)= Vyi2x2-3y2.
7.11 u(x,y)= ylx* +y* 7.12 m(x,j>) = “O,x by =0
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7.13 u(x,y)=*)ky2. 7.14 u(x,y)=jx3+y4

xX4+y4
X+ M™*0
7.15 «(x,y)= %3+y3. 7.16 zi(xjy)= H+M'
0o, H+W =o
7.17 u(xy)=< N 7.18 u(x,y) - ijx y2-sin.x.
[o.r+y~0
7.19 u(x,y)= tfy-tgx. 7.20 u(x,y) - yjxy sinx e
4 3
X +y

2 , X +y- *0,

7.21 u(x,y) = Xory
0,x2+y2=0

8-masala.
Sirtga ko‘rsatilgan nugtada o ‘tkazilgan urinma
tekislik tenglamasi topilsin.

8.1 z =Xy, 6(1! 0, O) 8.2 Z:Sin(j*y) A
8.3 z—x+y2 A0, 1 1I). 8.4 z=eJ,A(l,1,1).
8.5 z~x3+y3;A(1,-1, 0). 8.6 z-x2+y2A(Y 2, 5).

8.7 x2+y2+122=169; A(3, 4, 12). 8.8 z=arctg—A
X

8.9 z=y+\n*; ¢(1,1,1).
z=0 tekislik 0(0,0,0,) nugtada quyidagi sirtga urinma tekislik
bo‘ladimi?

8.10 z =x2+ v2;-aylanma paraboloid.

8.11 z=Jx2+y2-konus.

8.12 z =Xy, -giperbolik paraboloid.
Quyidagi migdorlarning tagribiy giymatlarini hisoblang.
8-13. 1,002-2,0032-3,0043+ 8.14 sin29° «/£46°.
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8.17 71,023+ 1,973« 8.18 sin1,59-19g3,09.

8.19 z=x3-3x2% +3xy2+\ funksiya M(3; 1) nugtada shu nu-
gtadan (6; 5) nuqtaga qarab yo‘nalgan yo‘nalish bo‘yicha hosilasi
topilsin.

8.20 z=arctg(xy) funksiyaning M (I;1) nuqtada birinchi chorakn-
ing bissektrissasi yo‘nalishi bo‘yicha hosilasi hisoblansin.

8.21 z=x22-xy3-3y-\ funksiyaning M(2;l) nugtada shu nu-
gtadan koordinata boshiga garab yo‘nalgan yo‘nalish bo‘yicha hosilasi
hisoblansin.

9-masala.
Quyidagi murakkab funksiyalaming xususiy hosilalarini toping
(f va g-differensiallanuvchi).

Agar f-ixtiyoriy differensiallanuvchi funksiya bo‘lsa, u(x,y) funk-
siya mos tenglamani ganoatlantirishini tekshiring.
du du



9.13

9.14

9.15

9.16
9.17

«=—\nx + xf rLSE n XEL-j+ Y du+ zdu: U+ X
zZ X dx dy dz z "
Funksiya differensialini ko‘rsatilgan nuqtalarda toping.
4
]1~é > M(x,y,z) va MO(12,3).
n
M= cos(j¢y + xz), M{x,y,z) va v
|
u=xy, M(x,y,) va MO0(2,3).
Z=.YIn(xy), M (x,j,) va N/o(-1,-1).
du du

va 0y xususiy hosilalarni hisoblash va f va g fuksiyalar-

ning hosilalarini (f va g-differensiallanuvchi funksiyalar) yo‘qotish
yo‘li bilan shunday tenglama tuzingki, r/(nry) funksiya uni ganoat-

lantirsin.
9.18 u=f 9.19 u=f(x-y,y-z).
(00
9.20 u=xf 9.21 u=x+f(xy)-

10-masala. Ko‘rsatilgan tartibdagi xususiy hosilalar va differ-

ensiallar hisoblansin.

_x+y dmfu d"Hu
10.1 u—')'(“_“}; dX dy 10.2 u=Xx yn', XmII v ™
SHA dau

10.3 u~e2sinj’ +e'cosz—;

10.4 u=¢*2,

dx'"dy’* m dx dydz
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An g’

10.5 b:=sinx Ros2y; * 10.6 w=Xx4cosj;+y sinx;

51n o\ iy
10.7 n=(x2+y)'0tg, axay4. 10.8 u=smxy, va &
10.9 t=yjx2+y2-e”; N/. 10.10 «= _y AV,
10.11 =" 42 10.12 u=f(x +y,x2+y2\,¢i*u.

10.13 n=1(jeo) s« (»); ¢ V 10.14 wn=/(sinx+cosy); ¢jd-
10.15 K=f(x +y,z22);£7 10.16 u =f(xy.x2+y2y d 2u-
10.17 u=f(2x-3y +Az);d"u- S # u=f(2x,3y,2z);dHK
dz dz
z=12(X,y) bo‘lsa, — va dy lar topilsin.

10.19 F(xy,yz,zx) =0. 10.20 /T(nyr,n'+y)-0 .
10.21 F(y- zx,X- zy,z- Xy) =0.

11 -masala. Quyidagi funksiyalar ekstremumga tekshirilsin.

11.1 i*:X2+xy+y2+§+l—, 112 N=-X2-Xy-y2+x+ye
>
1.3 n=n3+y3- 3axy. 11.4 d=pg4+y4-36Xy.

1.5 il=ya+Yy4 2x2+axy-2y2. 11.6 w=je2- 2xy2+y4-y 5.

11.7 u=e2 (Xx+y2+2y). 11.8 u=3x +yJ-\Sx-30y.
11.9 «=Xy+Yyz+zX. 11.10 u=(x2+y2e M4~
11.11 M- 4- (x2+y2 . 11.12 u=x:+2)r+zz-2x+4y-6z+l.

11.13 U=2r +V +Z2-2xy+4z-X. 11.14 ti=j?+xy+y-2zx+22?7+3y-l.
11.15 w=1- p/ﬂ;2+y20 11.16 ((=(X-y +|)',

1117 r=2m+y4-X2- 2y2. 1118 u=x2y3-(6-x —y).
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11.19 n=pd+y4-X2~2xy-y2. 11.20 n=x2-(y-\)2.
11.21 n=X2- 2xy+4y2+6z2+6yz- 62.
12-masala.—
Berilgan funksiyaning ko‘rsatilgan to‘plamdagi eng katta va eng
kichik giymatlari topilsin.
121 «=xXy-xy-~~, 0<x<l,0<y<2.
12.2 U=x2+3y2—TH18>—4 0<.y<1,0<j><1.
12.3 m=X3+3y2- 3xy, 0<x<2,0<y <1.

124 u="-"-2£-,x20,y>0,- +2-<i
2 6 8 3 4

125 N=x6+yb—3x2+6xy-3y2, 0<y<x<2.

12.6 z=cos;r-cos.y-cos(;t+>), 0<x<n,0<y<n.
12.7 u=(x-y2)-t](\-x)2, y2<x<2.

12.8 u=x3+y3-9xy +21, 0<.Y<6,0<jy<6.

12.9 u=x4+y4- 2x2+4xy-2y2, 0<x<2,0<y<2 .
12.10 u-xy +yz+zX, X2+y2+z2<9.

1211 u=x+y+z, X2+y2<z<l

12.12 il=2sinX+ 2siny +sin(jc+y), 0<x~"N- 0<y<~,

Oshkormas ko‘rinishda berilgan y =.y(.y) funksiyaning ekstrem-
umlari topilsin.

12.13 y2-2y-s'mx =0,0<x<27T. 12.14 (y-xf +x+6=0.
12.15 (y Yy =Xx5Xx2+y~~0. 12.16 X2+y2+xy =21.
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Oshkormas ko‘rinishda berilgan z =z(x,y) funksiyaning
ekstremumlari topilsin.

12.17 2x2+2yl1+z2+8yz-7 +8=0.
12,18 x4+y4+z4=2(x2+y2+122).

12.19 5x2+5y2+522- 2xy- 2xz- 2yz- 72=0.
12.20 z2+xyz-xy2-x3=0.
12.21 5z2+4zy+y2-2y +3x2—6x+4 =0.

13-masala.

13.1 a tomoni va uning garshisidagi A burchagiga ko'ra ber-
ilgan uchburchakning eng katta yuzini toping.

13.2 Uchburchakning a,v tomonlri va ular orasidagi S burchak
ma’lum. Bu uchburchakning a va v tomonlaridan shunday kesma
bilan teng ikkiga (yuzaga nisbatan) bo‘lingki, natijada kesma uzun-
ligi eng Kkichik bo‘lsin.

13.3 y =x2 parabola va x->>-2 =0 to‘g‘ri chiziq orasidagi eng
kichik masofani toping.

13.4 (X0,y0,z0) nugta bilan Ax+By +Cz+D tekislik orasidagi
eng kichik masofani toping.

x2 v ? z‘]2
135 ; +:0L,t+c—_ = * ellipsoidga ichki chizilgan eng katta hajmli

to‘g‘ri burchakli paralepepipedning o‘lchamlarini toping.

13.6 0 ‘Ichamlari ganday bo'lganda ko‘ndalang kesimi yarim
doira, sirtining yuzasi 3/im2 bo'lgan ochiq silindrik vanna eng katta
hajmga ega bo‘ladi?

13.7 0 ‘Ichamlari ganday bo‘lganda usti ochiq, hajmi 32 sm3
bo‘lgan to‘g‘ri burchakli banka eng kichik sirtga ega bo‘ladi?

13.8 Hajmi 54n bo'lgan silindrik banka, asos diametri d va
balandligi h ning ganday giymatlarida eng kichik sirtga ega bo'ladi.

13.9 Musbat a sonini 5 ta shunday musbat sonlarning yig'indisi
ko'rinishida ifodalangki ularning ko'paytmasi eng katta bo‘lsin.

13.10 Qirralari uzunliklarining yig'indisi a ga teng bo'lgan to‘g‘ri
burchakli parallelepipedning o'lchamlari ganday boMganda uning
hajmi eng katta bo'ladi?
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13.11 Hajmi V ga teng bo‘lgan to‘g‘ri burchakli parallelepipedn-
ing o‘lchamlari qanday bo‘lganda uning to‘la sirti eng kichik bo‘ladi?

Lagranj usulidan foydalanib mn=u(x,y) (yoki u=u(x,y,z))
funksiyaning berilgan shartni ganoatlantiruvchi ekstremumlari

topilsin.
13.12 u=xyz, x2+y2+z2=3.
2 2 2
1313 w=—+,  +—, x2+y2+z2=1 (a>b>c>0).
P TR Xeryerz \(/ 1

13.14 u=x-2y+z X +y2-z2=1

13.15 u=xyz3 X +2y +3z =6 (x>0,y>0,1z>0).
13.16 u=x*+y -z3+5, x+y—==0.

1317 n=X2+y2+2z22 x-y+z =1

13.18 u=xy x2+y2=\.

1321 n=x-2y+2z, X2+y2+272=1

14-masala. u va v lami yangi erkli o‘zgaruvchi sifatida qgabul
qgilib, quyidagi tenglamalarda o‘zgaruvchilarni almashtiring.

u=y2+ex, v=y2-er.
W V=YX .
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- dz dz n 4+\2

144 2y WX +5b y y=v' X‘~ -
dz dz [ u 2
145 ~ 3 m A x=" y={«-VT-
, ydz udz y+12
146 (*+° )& +(>+*)*-°, *=* .
3z 3z
>4-7 X5 +7 =r>“=* y=?-
37 32 2
14.8 , U=X2+y*, Y=Y.
d dz

149 (x+y)N-(x~y)-~=0, n=\nnJx2+y2, v=arctg~ .

dz\ dz 2

14.10 1 +’\Z’a-)|/—:22 » M=1Inx, v=lIny.
dz dz

1411 v~ -~ =0, w=* v=x2+y2,
3z 3z »w V

1412 *S +~ =7Z- v=8 -,
32z 32z

1413 ~T_~N =0 U=X~Y> v=X+y.

dZ dZz 1dz r
1414 dS+yd/ +2 7~ {Y>0) M=*’ n
_3'z 3Z 32 3z n 1, X 1/ >
1415 2a Il 2a~r+5™'rC°> Nt 2™ ) -
dz dz

14.16 Xfa+ty~fy= > x=«cosv, j =MSinv.
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dz
14.17 y~fa~x~fy~ » * =mcosv, Yy =usinv.

dz
14.18 X —MCGSV,—y - WSinV .
\W j
dz dI
1419 QR+ Qy2 X-U cosv, Yy =wsinv.
dz dzZ

14.20 R+ @3+ 0, x=e4 cosv, P=ed-sinv,

-D -
Namunaviy variant yechimi
1.21-masala. r2 fazoda ushbu

_____________ e Jmee—

1-2 2-3 7 »e(« +1)

ketma-ketlikning limiti topilsin.

< J'-=r i+ilb+- 4+~ 7 06 va deb
belgilasak.
10101 1 p
limyn=lim 1-- +--—- S ST =lim: o =1 va
s> n->r. 2 2 3 n n+i »>00| h;_l)l
1
+—1 bo‘lib, limx{) =(1;2) ekanligini

\Ipigg)zn: im22 2 3 ;: 2%2=2
hosil gilamiz. >
2.21-masala. Quyidagi w=arcsin— +arcsin(l - y) funksiyaning

aniglanish sohasi topilsin va chizmadh ko‘rsatilsin.
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= <1 =j y ~X<y =|(x,j)ga2:0<y<2,-y2£xiiy2}
. Db{u) <y|| | ‘o< <2 1
> - <

Bu soha 8-chizmada tasvirlangan. >

8-chizma.

3.21-masala. Ushbu
IN2(* + )

karrali Umlt his»blansin-
lim -p U GiL =(In(i+r)=[l+(i-1+>)]~g-1+>m)=
vioyjx2+y2- 2x+\ w
(x-1+j)2 _[Yfjr-l=rcosp x->T

-0 - Yy

- iimr (cos™+s‘n =(cosmp+sinm) limr=0 >
ir (cos” (cosep+sin )l

4.21-masala. 1* j™ /(*»*) va J™ takroriy limit-

lar hisoblansiri.
f{x,y) = s'm”-()‘(J-rX); x 0=y0=co

o N(X+y) .03
lim IIQ,E(X y)>— I|m im Sm_Z_)ZméV_J‘I-m’SIn?__Z_ va
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ﬂ%)!l%no/(x M = lim limsin /\2;++3y_ :)I/i sin 2—: 1.

»co jr—>00

5.21-masala. Quyidagi funksiyani berilgan nuqgtalarda har bir
o0°‘zgaruvchi bo‘yicha xususiy va ikkala o‘zgaruvchi bo‘yicha birga-
likda uzluksizlikka tekshiring.

2 o4y2%0
f{x,y) = X2+y2’ , 0(0,0) va¢ (1,1)
0,X2+y2=0

< Ma’lumki, agar

1) J*bf(x,y0)=f(x0,y0),

2™ /(w)=/(W o).

¥-H0
bo'lsa, unda f(x,y) funksiya (x0,y0) nugtada
1) x o0°‘zgaruvchi bo'yicha xususiy,

2) y 0°‘zgaruvchi bo‘yicha xususiy
3) X va y o‘zgaruvchilar bo‘yicha birgalikda uzluksiz bo‘ladi.

Shular asosida masalani yechamiz.
a) 0(0,0) nuqtada tekshiramiz. Shartga ko‘ra /(0,0) =0

[ (x,0)=/(0,y)=0=>limf(x,0)=Ilim/ (0,y) =f (°,0)=> ikkala
0 ‘zgaruvchi bo‘yicha xususiy uzluksiz

(fu_____2 e T - ?
\T/(x,y0O)bTNY _ = =|im_r___f_$fgl=sin2(p- 3:
ul Fr+y {{y=rsingld ™0

birgalikda uzluksiz emas.
b) A(l,1) nugtada tekshiramiz. Shartga ko‘ra /(1 1) =1 funk-

siya bu nuqtada ham xususiy, ham birgalikda uzluksiz ekanligini
ko'rish qgiyin emas. >

6.21-masala. f(x,y)=x3-y3 funksiya M=|(x,M)ei?2:1<x<2,0<><IJ
to‘plamda tekis uzluksiz ekanligi ta’rif yordamida isbotlansin.

<Ve >0 olib, quyidagi ayirmani baholaymiz:

F(X2¥2)-1(w ,)|= " -Yi StF) I=[(N -*2) - W ~yi)\e Wi ~M+Hyl -y =
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Demak, V*r>0 uchun S=— deb olsak , M to‘plamning ushbu
Ix,—x,|<S va \y2-yA<S tengsizliklami ganoatlantiruvchi
va (x2,¥2) nugtalari uchun \f{x2,y2)-f{xxyxX\<s tengsizlik bajar-
iladi => f(x,y) funksiya M to‘plamda tekis uzluksiz. >
7.21-masala. Quyidagi
X +y 2 2 a
u(x,y) = x-+y=
—O0r x2+y2=0
funksiya 0(0,0) nugtada xususiy hosilalarga egami va bu nugtada
differensiallanuvchimi?

< M g j ) » m -0.
Ox 4»»0 Ax to-»°(Ax" + 0JAX

im »(M>)-»(0.0) = [imAy=0, Demak, xususiy
x Ar0 A0

hosilalar 3. Endi differensiallanuvchilikka tekshiramiz. Diffe-
rensiallanuvchi bo'lishi uchun

Am(0,0) = AX+ -Ay +0(p)
dx oy

yoki
Ax4+Av4s nt 7T\ .
- =0k/Ax +Ay bo'lishi kerak.:
Axz + Ay \% >
) Axd+ A/
0= lim

= i [ ]
WX p é;%(Ax2+Ay2)-7Ax2+Ay- \yAY = rsin(z>

= (cos4(p+sin4 (P)limr=o0:
differensiallanuvchi. >
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8.21-masala. z=x2-xy3-3y-l funksiyaning M (2;1) nugta-
da shu nugtadan koordinata boshiga garab yo‘nalgan yo‘nalish
bo‘yicha hosilasi hisoblansin.
< Yo'nalish bo'yicha hosilani

df(M) _df(M) - df(M)

—_— =t — " _cosR

de dx
formula yordamida hisoblaymiz. M (2;l) nuqta va koordinata boshini
tutashtirib p to‘g‘ri chizigli hosil gilamiz (9-chizma).

\OM\=V22+122=yR 9-chizmadan cosar =cos(;r + ) = -cosip = ~-y=-
Q= fn _ _ . .
cos _COSVE+<P =-Smcp =— ekanligini topamiz.

df(M)

=(2xy--z) Ly f=3 iM o =(2r, -3V -3) =]

Topllgan giymatlami yugoridagi formulaga olib borib go‘yamiz:

df{M) _ f o N 1 _Ag
dx Vs. V5  V?
3¢ 3« o
9.21-raasala. — va ~ xususiy hosilalarni hisoblash va f va

g funksiyalarning hosilalarini yo‘qotish yo‘li bilan shunday tengla-
ma tuzingki, u(x,y) funksiya uni ganoatlantirsin.
u=x+f(xy)
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=> X----- y =X. >
Nxf(xy) & n
ar & o
10.21-masala. z=z(x,y) bo‘lsa — va ~ lar topilsin.

F(y-zx,x-zy,z-Xy) =0
<<n=y-zx, Ti=x-zy, C=z-xy deb belgilab, berilgan teng-
lamani differensiallash yordamida topamiz:

f "\
]._X_a_l\_i_Fﬁf_z_yiE +F;- X =0
4 dy) 0y)
dz -z-F¢+Fg-y-F¢
~(-XF4-yFn+Ff)=z«fi - F'+VeF’ dx x—F'I'+y F’-F¢ ~
& f(-z-F; - x-F¢t
[dy x-Fj+y-F;-F'

*(-xF; - yF'n+F’)=-Fj +z-F +x-Fg.

llZl'masaIa u=x2-2xy +4yz+ 622+ 6yz-61z funkSIya ekS'
tremumga tekshirilsin.

du du
- =2x-2y, -=0
dx y dx

du
— =-2X + 8™+ 62, =0
dy dy

— =\2z+6y-6 *1=0
dz | dz

sistemani yechib, MO(-1-1 1) nuqta statsionar nuqta ekanligini

topamiz. Endi ikkinchi tartibli xususiy hosilalami hisoblab, d2u m
ning ishorasini aniglaymiz.
du ., du du

_du o dU du g g G dA
an=-15=2, AANg 4 v oz dzd
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A2 0 M _ oy AN

*2~py2~ ’ a23=a="j'_5z% ¢ (B3=47? =12
2,-2
a.=2>0; ana =12>0;
. T Q2 -2,8
2
«fFat2 83 ~~-20 1 -1
Q2 B=-2 8 6 =24- -1 4 3 =
@l @ B 0 6 12 0o 1 2

=48>0=>d21 M>0=>«m=n(-1;-1; 1)=-3.>

12.21-masala. Oshkormas ko‘rinishda berilgan z =z(x,y) funkt-
siyaning ekstremumlari topilsin.
522+ 4zy +y2- 2y +3x2- 6x+4 = 0.
< Birinchi navbatda oshkormas funksiyaning xususiy hosila-
larini va ular yordamida statsionar nuqtalarni topamiz:

i 3-3*
[10z+z' +4yz' +6x- 6=0 "252+2y K=o
[10zez" +4z+4z2n-y+2y-2 =0 1-y~2z k=0
Z, = 5z+2y
sistema va berilgan tenglamani X, Yy, z o°‘zgaruvchilarga nisbatan
yechib M ,(L 1 0) va M2(l; 9; -4) statsionar nuqtalarini topamiz.
Funksiyaning bu nuqtalarida ekstremumga erishishini tekshirish
uchun ikkinchi tartibli xususiy hosilalarni hisoblaymiz:

-3 +(5z+2y) - 52" «(3- 3x)
Nbz + 2] (52 +2y)2

f3—3ra4 (3-3x)-(5z;+2)
<m =(<),= 57+ 2yt (52+2y)2

[1-~-2z4  (-1-2z;)-{5z2 +2y)-{-1-y - 22) a(52; +2)
5z +2y (5z+27)2

a) M,(l; 1; 0) nugtada ekstremumga tekshiramiz.

=2v L, =-9> ai2= L,=° an=z/ L,
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=>Imfan -c$2=~. Demak o0,,<0 va [ >O=>max=>zmx=2z(l, )=0

b) M 2(l;9;—4) nugtada ekstremumga tekshiramiz.

Shunday qilib zmix=z(1 I)=0 va zmin=z(1 9)— 4 >

13.21-masala. Lagranj usulidan foydalanib u=x-2y + 2z funk-
siyaning X2+y2+:z2=1 shartni ganoatlantiruvchi ekstremumlari
topilsin.
< <&(X,\y,2)=x-2y +2z+A.(x2+y2+22-1]

Lagranj funksiyasini olamiz va bu funksiyaning ekstremumlarini
gidiramiz:

dx )
1+ 2Ax =0
dy -2+2ly=0
2+2Az-0

X2+y2+22-1=0

/\2(1]
— - =2J1 va aralash hosilalar nolga teng.
dz



3 3’3
14.21-masala. u va v larni yangi erkli o‘zgaruvchi sifatida gabul
gilib, quyidagi tenglamalardan o°‘zgaruvchilami almashtiring.

—_ -y 2~ = = -~
Y2, =0 U=y vy )

y , 4 dz _ dz \ dz dz dz X 0z

<z=a(xyf-rz=2{u vty Ky b oy

dz _df dz 1 d fyd22+F1| dz '

dx2 dx y vd” Y0 T dudvj t

1f d2; d2z 1 _yz d2z +% d2z EREEL

y [dudv a2y T Tdu2t  duav Ty2 dve

vaf
d2z _ d /X‘dz x  dzj 'dZ x4y

X j
dy2 dy\ du y2 dvJ K du2~ 7 dudvs

x CofT X d2Z j2X

7 Kdudv Y av' \VJ dv

dz

n
d?2 d?2 '
-x2 z d'z 2X d:
du2 y 2 dudv y/ dv2 y3 dv
-, . d2z d2z . . . L .
Topilgan rr va ~7 ifodalaming giymatlarini berilgan teng-

lamaga olib borib go'yamiz.

4Xn d2z

.z
dudv y dv 2x

d 2z dz d 2z d
2Xy — e =0=2m- z
dudv dv dudv dv
Demak, berilgan tenglama almashtirishdan so‘ng ushbu
% d2z _ &
N------= = —
dudv dv

ko‘rinishga kelar ekan. >



6-8. 5-MUSTAQIL ISH
Sonli qatorlar

Sonli gatorlar va ularning yagqinlashishi.

Musbat hadli qatorlar va ularning yaqinlashish alomatlari.
Ishorasi o‘zgaruvchi gatorlar va ularning yaqginlashish alomatlari.
Cheksiz ko‘paytmalar.

-A-
Asosiy tushuncha va teoremalar

lo. Yaqinlashuvchi qgatorlar va ularning xossalari.

Ushbu

haqiqiy sonlar ketma-ketligi berilgan bo‘lsin.
1-ta’rif Quyidagi

a, taz+..+a,+ .. (1)
®
ifodaga gator (sonli gator) deyiladi va u X a» kabi belgilanadi.
n=1
Shunday qilib,
op
X a»:=ai+a2+—+an+.. (2)

i1
ekan. {a,} ketma-ketliknirg a{,a2,...,an,... elementlari gatorning had-
lari deyiladi, ai esa gatorning umumiy hadi deb ataladi. Ushbu

”

Sn="Lak, «=1.2,.. (3)
*5
yig'indilar esa (2)-gatorning qismiy yig‘indilari deyiladi.
2-tarif Agar {5,} ketm?-ketlik chekli limitga ega, ya’ni

bo‘lsa, unda gator yaqinlashuvchi deyiladi va bu limitning giymati

S (2)-gatorning yig‘indisi deb ataladi hamda u

@
S=a +a2+...+an =
«

kabi yoziladi.
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Agar {£,} ketma-ketlik yaginlashuvchi bo'Imasa, u holda uzog-
lashuvchi deyiladi.
3-ta’rif. Ushbu

an — am+1 am+2 we . (4)
n=m+\

gator (2)-gatoming (m-hadidan keyingi) qoldig‘i deyiladi.
1-teorema. Agar (2)-qator yaginlashuvchi bo‘lsa, uning istalgan
(4)-qoldig‘i ham yaqinlashuvchi bo'ladi va aksincha, (4)-qoldiq-
ning yaginlashuvchi bo'lishidan berilgan (2)-gatoming yagqinlashuv-
chi bo‘lishi kelib chiqadi.
1-natija. Agar (2)-gator yaqginlashuvchi bo‘lsa, uning qoldig'i

rnt = am+1+ am+2 + oo
oo da nolga intiladi.
2-teorema. Agar (2)-gator yaginlashuvchi bo‘lib, uning yig‘indisi
C

S bo‘lsa, u holda " can gator ham yaqinlashuvchi bo‘lib, uning

=1

yig‘indisi ¢-S bo‘ladi, ya’ni

a0 00

tenglik bajariladi.

3-teorema. Agar X X va gatorlar yagqginlashuvchi bo‘lsa,

oc n=1 17=1

unda XX @'+ ~") gator ham vyaginlashuvchi bo‘lib,

t{an+bn)=fxan+xbn
bo’ladi. oo
2 va 3-teoremalardan quyidagi natija kelib chigadi.

2-natija. Agar 2 X va Z A qgatorlar yaginlashuvchi bo'lsa,

I»=1

oc

X (can+d A ) (c,d -const) gator ham vyaqginlashuvchi bo‘lib,

17=1

f j(c-al+d-bn)=c-fja,+d-fjh,

bo'ladi.
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4-teorema. (Qator yaginlashishining zaruriy sharti).
Agar (2)-qator yaginlashuvchi bo‘lsa, u holda

»'_)%a,, =0 (5)
bo ‘ladi.

Izoh. 4-teoremaning aksi har doim ham o‘rinli bo'lavermaydi.

co i J

Masalan, uchun liman=1im - =0, lekin bu gator yaginlashu-
"N »x& |

vchi emas.
5-teorema. (Koshi kriteriyasi) (2)-qatoming yaginlashuvchi bo'lishi
uchun quyidagi shartning bajarilishi zarur va yetarli: \fe> 0 son

n+p

X a* ~lan+ °n+l + - + an+p\< £ (6)
k=n

tengsizlik bajariladi.
20. Musbat hadli gatorlar va ulaming yaginlashishi

Aytaylik,
£ att=al+a2+..+an+.. (7)
%

gator berilgan bo'lsin. Agar \fneN wuchun an>0 bo‘lsa, unda (7)-
gatorga musbat hadli qator yoki gisgacha musbat gator deb ataladi.

Bu punktda biz musbat hadli qatorlar uchun yaqinlashish alo-
matlarini keltiramiz.

1-teorema. (Veyershtrass kriteriyasi) (7)-qator yagqinlashuvchi
bo'lishi uchun uning qismiy yig'indilari ketma-ketligi {5,} yuqoridan
chegaralangan bo'lishi zarur va yetarlidir.

Misol. Ushbu

Y — =1+— +— + .. +-V + - (8)
I-ina 2a  3a na

umumlashgan garmonik gatoming a >1 da yaqinlashuvchi ekanligi
isbotlansin.

* 5 =Y — =1+— +..+— va SnH=§, +T -A-r=>{Sn}".
4 " hka 2a na va (« + 1)

Endi uning yuqoridan chegaralanganligini ko'rsatamiz:
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=>Sn< " ~ji—J (»=1,2,...) >{Sn} ketma-ketlik yuqoridan che-
e |

garalangan. 1l-teoremaga ko‘ra o umumlashgan garmonik qa-
n

tor a>\ da yaginlashadi.>

Faraz qilaylik, (7)-gator va ushbu
X
=A +b2+ ... +bn+... 9)
=1
gatorlar berilgan bo‘lsin. Unda quyidagi tagqoslash teoremalari o ‘rinli
bo‘ladi.
2-teorema. (Birinchi tagqoslash alomati). Agar n ning biror
n0(nQ>1) giymatidan boshlab barcha n >n0 lar uchun

2 <b.n
tengsizlik o‘rinli bo'lsa, unda (9)-gatorning yaginlashuvchi bo‘hshidan
(7) qatoming yaqinlashuvchi bo'lishi va (7)-gatorning uzoglashu-
vehi bo‘lishidan (9)-gatorning uzoqglashuvchi bo‘lishi kelib chigadi.
3-teorema. Agar

ltf “k (0Oi*s«)
bo‘lsa,
a) k< oo bo‘lganda, (9)-gatorning yaginlashuvchi bo‘lishidan
(7)-qgatorning yaginlashuvchi bo‘lishi;
b) k> O bo‘lganda, (9)-gatorning uzoglashuvchi boiishidan (7)-
gatorning uzoglashuvchi bo'lishi kelib chigadi.
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Natija. Agar //-> 00 da an=0*(bn) bo'lsa (y'ni 0<£<°o bho'lsa)
unda (7)-qatorning yagqinlashishi (9)-gqatoming yaqinlashishiga ek-
vivalent bo'ladi.

4-teorema. (lkkinchi taggoslash alomati). Agar n ning biror
n0(«0>1) giymatidan boshlab barcha n>n0 lar uchun

aeH < "2+l
an. by
tengsiz.Uk bajarilsa, unda
1)(9)-qator yaginlashuvchi bo‘lsa, (7)-qator yaginlashuvchi;
2)(7)-qator uzoglashuvchi bo‘lsa, (9)-qator uzoglashuvchi bo‘ladi.
Endi musbat hadli (7)-qator uchun yaqinlashish alomatlarini
keltiramiz.

5-teorema. (Dalamber alomati). Agar (7)-gqator uchun

nso a

bo ‘lib,
1) d <1 bo 1sa, qator yaginlashuvchi;
2) d> 1 bo'lsa, gator uzoglashuvchi bo'ladi.
6-teorema. (Koshi alomati). Agar (7)-gqator uchun

it =
ho fib,
1) g <1 bolsa, gator yaginlashuvchi;
3) g>\ bo'lsa, gator izoqglashuvchi bo'ladi.

Izoh. 5 va 6-teoremalardagi d va =1 bo‘lsa, gator uzoq-

00 ]

lashuvchi ham, yaqinlashuvchi ham bo‘lishi mumkin. Masalan, )r§:n7
» ]
garmonik gator uchun d--q =1 va qator uzoqglashuvchi; ﬁg@

umumlashgan garmonik gator uchun ham d =q=1, lekin gator
yaginlashuvchi.

7-teorema. (Raabe alomati). Agar (7)-gator uchun



1)p> 1 bo ‘Isa, gator yaqinlashuvchi;
2) p<\ bolsa, gator uzoglashuvchi bo fadi.

8-teorema. (Gauss alomati). Agar (7)-qator uchun

enm
n'+* (12)

\9,]<c va s>0 bo'Ub

V A> 1 bo 1sa, gator yaginlashuvchi;

2) X=1va p> 1 bo 1sa, gator yaginlashuvchi;
3) X=1va p.<1 bolsa, gator uzoglashuvchi;
4) X<\ bo'lsa, gator uzoglashuvchi bo'iaa’.

9-teorema. (Koshining integral alomati). Faraz qilaylik, f (x)
funksiya [l;+co) oroligda aniglangan bo%ib, f(x)>0 va monoton
kamayuvchi bofsin. U holda

But o)

gatorning yaginlashuvchi bofishi uchun
D
\f(x)dx
|
integralning yaqinlashuvchi bo fTishi zarur va yetarli.

3° Ixtiyoriy hadli qatorlar va ulaming yaqinlashishi

Bizga biror

(i3)

gator berilgan bo‘lsin. Agar bu qatorning hadlari v ishorani gabul
gilishi mumkin bofsa, bunday gatorga ixtiyoriy hadli gator (yoki
ixtiyoriy qator) deyiladi.
1-ta’rif. Agar
K]
2 k1 (i4)

gator yaginlashuvchi bofsa, u holda (13)~qator absolut yaqginlashuvchi
gator deyiladi.
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1-teorema. Agar (l4)-qator yaginlashuvchi bo‘lsa, unda (13)-
gator ham vyaqinlashadi, yahi absolut yaginlashuvchi gator oddiy
mahoda ham yaginlashuvchi bo'ladi.

2-ta’'rif. Agar (13)-gator yaginlashuvchi bo'lib, (14)-gator uzo-
glashsa, unda (13)-qator shartli yaginlashuvchi gator deyiladi.

® + f

Agar sonli gator 2 (_0 yoki ('0 an ko‘rinishda bo‘lib,
hs H

an>0 bo‘lsa, u holda bunday gatorga hadlarining ishoralari al-

mashinib keluvchi qgator deyiladi.

2-teorema. (Leybnis alomati). Agar

LH I (15)
»1

gator berilgan bo‘lib,

_______ n va’ni a >g .>0 (»=12.A

2) lima,=0
! @

bo‘lsa, u holda (15)-qator yaqinlashuvchi bo'ladi.

V4,111
MiS°‘- Ji~T ~ 2+V 4 * -
gator Leybnis alomatiga ko‘ra yaginlashuvchi bo‘ladi va uning shartli
yaginlashuvchi ekanligini ko‘rish qiyin emas.

3-teorema. (Dirixle alomagt)i). Agar

Z aA (16)

n~\
gator beritgan bofib,
1) {a,,} ketma-ketlik monoton bo 1ib nolga intilsa;

n

2) A, =X X (n=\,2,3)K..., chegaralangan bo'lsa, u holda (16)-
gator yaqginlashuvchi bo ‘ladi.
4-teorema. (Abel alomati). Agar (16)-qator berilgan bo'lib,

1) {on} ketma-ketlik monoton va chegaralangan,

n

2) Bn=Y bk qator yaginlashuvchi
k=1

bo‘lsa, unda (16)-gator yaqinlashuvchi bofladi.



Bizga v hadli (13)-gator berilgan bo'lsin. Bu gator hadlarini
guruhlab quyidagi gatomi tuzamiz:
(a, +a2+..+ani)+ (anM +anM +..+an2) + .., 17)

bu yerda «,<«,<... va k-»° da

5-teorema. Agar (13)-gator yaginlashuvchi bo Tib, yigfindisi S so-
niga teng bo‘lsa, unda (17)-gator ham vyagqinlashuvchi va uning
yig'indisi ham S soniga teng bo ‘ladi.

lzoh. 5-teoremaning aksi har doim ham o‘rin!i bo‘lavermaydi.
M asalan,

()" +l=i-1 +i-i + ..
n=1
gator uzoglashuvchi, lekin bu qatorni guruhlash natijasida hosil

bo'lgan
(r-1) +(1-1) +(1-1) +..=0+0+..+0+ ..
gator yaginlashuvchi.
Endi

Yja', =a[+a2+..+an+.. (18)
n=1
yordamida (13)-gator hadlarining o‘rinlarini almashtirishdan hosil
bo'lgan yangi gatomi belgilaymiz.
6-teorema. Agar (13)-qator absolut yaginlashuvchi bofib, yig'indisi
S soniga teng bofsa, u holda (18)-gator ham yaginlashuvchi va uning
yig'indisi ham S soniga teng bofadi.
Izoh. 6-teoremadagi (13)-gatoming absolut yaginlashishi sharti
muhim shartdir. Aks holda teoremaning o'rinli bo'lishi shart emas.

< Masalan,
- x-l)_+I:1_1 +l 1 . 1|V H _1
n 2 3 4 J n
gator shartli yaqginlashuvchi va 5,=1In2- Darhagiqgat,
In(l+x)=* -y +y -y +..+(-Hm +%,%), x> -\ (19)
yoyilmada x =1 desak,
in2=1-1+1 -1 +...+(-1)”".i+r.(1)=S .+r.(l) va
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1 bo'ladi. >5 =1imS, =In2
Shunday qilib

2 /-~ — =1In2.
n-1 »

ekan.=> Bu gatoming qismiy yig'indilari
i n 1
g 2/t-1 2k "2n+|~”‘2ﬁ+2n+I
chekli S limitga ega:
limS2 = limS>.. =S=1In2

Endi berilgan qatorda hadlarining o‘rinlarini almashtirish yor-
damida quyidagi

11,111, 1 1 1

1 1 (e... H 1-.. (20)
2 4 3 6 8 2n-1 4t7-2 4n
gatorni hosil qgilamiz. (20)-gatoming yig‘indisini hisoblaymiz.
n( 1 1 1
Si _U|\2 Ay —-_ -------- IK gismiy yig'indini olamiz.
1 1 1 1 1 "f 1 1
>imSL = lim=sV -
2k-1 4k-2 4k 2\2k-\ 2k) n-ri A AP TR
=~-liraS2n limS3BH = [j S' +- ! - t-S va liraS'3n+? -
2 I']-f'g 2 ;/I->« H—gb 7+ 1, tz
. 1
=lim 183, + =-S=> (20)-gatorning yig indisi

2» +1 4« +2

S':’QS :|2In2 ekan. >

7-teoremzi. (Riman teoremasi). ¢gar 2°» qator shartli yaqin-

17=1

lashuvchi bofsa, u holda \/la (chekli yoki cheksiz) son olinganda
ham berilgan qator hadlarining o'rinlarini shunday almashtirish mum-
kinki, hosil bo'lgan qatoming yig'indisi xuddi shu A ga teng bo'ladi.

1



4°. Cheksiz ko‘paytmalar
Bizga

sonlar ketma-ketligi berilgan bo‘lsin. Ulardan tuzilgan

Pi-P2---Pn-- =Y\Pn (21)

simvolga cheksiz ko‘paytma deyiladi. Ushbu
n

Pn=TIPk («=1,2,.)
k=i

ko‘paytmalarga xususiy ko‘paytmalar deb ataladi.
Ta’rif. Agar Pn xususiy ko paytmalar n->o00 da chekli yoki chek-
siz P limitga ega bo'lsa
limP,,=P,

bu limitni (21)-kopaytmaning giymati deb ataladi va

kabi yoziladi. Agar p* 0 va chekli bo‘lsa, u holda ko paytma ya-
ginlashuvchi, aks holda uzoglashuvchi deyiladi.

Bundan buyon cheksiz ko‘paytmalarni tekshirayotganimizda
pn* 0 deb faraz gilamiz.

Cheksiz ko'paytmalaming birinchi m ta hadini tashlab yuborib

Am 1Jen  pPme\ itz (22)

goldig ko‘paytmani hosil gilamiz.

1-teorema. Agar (21)-ko paytma yaqinlashsa, (22)-kopaytma ya-
ginlashadi va aksincha, (22)-kopaytmaning yaginlashidan (21)-
kopaytmaning yaginlashishi kelib chigadi.

2-teorema. Agar (21)-cheksiz kopaytma yaginlashuvchi bo‘sa, unda

bo ‘ladi.



3-teorema. (Cheksiz ko‘paytma yaqinlashishining zaruriy sharti).
Agar (21)-kopaytma yaqinlashuvchi bolsa u holda

limp, =1

ho ‘ladi.
Yaqinlashuvchi cheksiz ko'paytmalar uchun 3-teoremaga ko'ra

lim/?,,=1=> Biror nomerdan boshlab hamma pP,, lar >0 bo'ladi.

Demak, umumiylikka ziyon Kkeltirmasdan, barcha pn lar uchun

pn>0 deb faraz qilishimiz mumkin.
4-teorema. (21)-cheksiz ko'paytma yaginlashuvchi bo'lishi uchun

*P,, (23)

«l
gatorning yaqginlashuvchi bo'lishi zarur va yetarlidir. Agar bu shart
bajarilsa va (23)-gatorning yig'indisi S bo‘lsa, unda

P =es
bo 1adi.

Agar p,=\+an bo‘lsa, unda = %1'_Iilo+ a») bo'lib, 4-teore-

«l
maga ko‘ra (21)-ko‘paytmaning yaqginlashuvchi bo‘lishi uchun ush-
cc fo— e

bu ;/(_*no + °") gatorning yaqinlashuvchi bo‘lishi zarur va yetarli
=i

ekanligini hosil gilamiz.

5-teorema. Agar biror n0eN nomerdan boshlab, barcha n>n0

lar uchun a,>0 (yoki a,<0) bo‘lsa, (21)-cheksiz ko'paytmaning
yaginlashuvchi bo‘ishi uchun

[> n (24)

-i
gatorning yaqinlashuvchi bo'lishi zarur va yetarlidir.

Umumiy holda, ya’ni onlar ishorani saglamagan va (24)-gator
yaginlashgan holda, (21)-cheksiz ko'paytmaning yaqinlashuvchi
bo'lishi uchun

181



@

XX2
1

gatorning yaqinlashuvchi bo'lishi zarur va yetarlidir.

Agar (23)-gator absolut yoki shartli yaginlashsa, unda (21)-chek-
‘paytma absolut yoki shartli yaqginlashuvchi deyiladi.=> (21)-
bo‘lishi uchun (24)-gatom-

siz ko

ko‘paytmaning absolut yaqinlashuvchi

ing absolut yaginlashuvchi bo‘lishi zarur va yetarli.

CONOO P, WN W

=
EB

GRBE R

NN
POBBNG

N
N

Nazorat savollari

Sonli gator tushunchasi.
Sonli gator yaginlashishining ta’rifi.
Qator yagqinlashishining zaruriy sharti.
Qator yaginlashishi uchun Koshi kriteriyasi.
Musbat qatorlar uchun Veyershtrass kriteriyasi.
Birinchi taqgoslash alomati.
Ikkinchi taggoslash alomati.
Dalamber alomati.
Koshi alomati.
Raabe alomati.

. Gauss alomati.

Koshining integral alomati.

Ixtiyoriy hadli gatorlar va ulaming yaginlashishi.
Leybnis alomati.

Dirixle alomati.

Abel alomati.

Absolut yaginlashuvchi gatorlaming xossalari.
Shartli yaginlashuvchi qatorlar.

Riman teoremasi.

Cheksiz ko‘paytmalar va ulaming yaginlashishi.

. Cheksiz ko'paytma yaqinlashishining zaruriy sharti.
Cheksiz ko'paytma yaqinlashishining zaruriy va yetarli shartlari.



1,1

13

1,5

1,7

1-9

1,11

i.i3

1,15

1,17

1*19

1.21

-B-

Mustaqil yechish uchun misol va masalalar

1-masala.

A 6
9«2+12«-5

6
[i19 «2+6»-8'

A 2
(4 «2+8«+3

3
£79k2+3«-2°

1

Qator yig‘indisini toping.
f 24
12 (9« 2-12«-5
-A 9
14 89n2+21«-8
n 14
1,6 ¢49k2-28«-45

y 7
1,8 ~id49»2-7«-12

y " 14
L1° tT49«2-14«-48"

k,:2n2+n_ A

f, 6

ti36«2-24«-5"

* 4
4«2+4«-3

A 9
“19«2+3«- 20

49«2 —2/7—0*
» 7

ZAPyD 35« -6

£i9«2-3n-2

2-raasala.

Lic(« +1)(n +2)’

A 14
1,12 ¢i49«2-84«-13"

v1 n
i-i4 2-149«2+35n-6

y 8
1,16 ¢T16«2-8/7-15*

1,18 4«2-9
» 12
1-20

4i36«2+12«-35
Qator yig‘indisini toping.

. n(n+1)(n+2)

183



3-72
23 7Y
3 £1(12 +3)(12 + 1)/7
4
25 Y
Z"n{n -0(17-2)*
e 32+ 1
27 Y
| Dw(w + 1)
- 4-12
29 Le77 + )T + 2)
y |
211 & =)
® 1-17
213 np7(2+1y(/2 +3)
> 7+6
215 [«(/2+1)(/2+2)
y 12-2

217 --hi2@7 +1)
WO 3T+ 4
2.19 A (12+1y(/12 +2)
@ 5/2-2

y
221 o D@2 +2)

3-masala. Qatoming gismiy yig‘indisi Sn va yig‘indisi S ni
toping.

- .

31 X 16122-8/7-3"
1

33 2('36/72-24/2-5

* 1
3.5 2E;An2+4/2-3

y n—1
24 ¢ty (n +1)(n +2)

n-4
2.6 X
m3n(n-1)(n-2)°
5n+9
28 ?,(21/7(|/|+1)(v|+3)’
8/7-10
210 %;3(11-1)(14+1)(n—2)
3/2-1
212 L3 rmun2- 1)
3+ 2
20 701+ 1y + 2)
N f1+5

206 e(/2 +2)(/72-1)"
2+ 2
218 X307 —1(17—2)"

2.00 ?(,_l (2+2)(/7T+1) W2

® 1

y
3.2
ti25/T +5/7-6

® 1

3.4 Y
t1'49/22+ 7/7-12

00
'S9 [

3.6 ii16/72-8/7-15"
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3.8 2 N2’
37 by3e/r2+12/2-35 Lo v o{n + 1)
X n
3.9 310 21 yiuTn +4)
n3-1
= 3.14 ZIn
313 E w177, = N+l
D1 3 | 1
3.15 Z,sin% cossr- 3.16 X, N le(c +2)"
» 1
3.18 ny" M+
S et
nN29-1 V'L A
AL 3.20
319 n-nr i

.a_ . 3a
3.21 X §|n— rsin

4-masala.

Koshi kriteriyasidan foydalanib umumiy hadi an ga teng

bo‘lgan X a« gatorning yagqinlashuvchi ekanligioi isbotlang.

cosna 42 an- smna
3n ' TT-(I7+ 1)
1 cosa"
4.4 a,=

cosha-cos(/7+1)cc

45 a,= 4.6 an-g>o0+-"+...+-"+...(]¢>,]<10).
n
Sin«« _ sm na
4.7 ] 2" 4'8 aﬂ_ (n + I)(n + 3)
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/7-1
49 an— - [—» 4.10 @i 3

n~ -yin n +1
411 a i !
. =—SIin—. 4.12 " 2

a n n +n+l

Koshi kldi)teriyasidan foydalanib, umumiy hadi att ga teng boigan

X a« gatorning uzoglashuvchi ekanligini isbotlang.

1 n-1
4.13 4.14 «, =
2/3+1 n2+1
arctgn
4.16 o, =
n
] 1
417 a,=1°"i+1"' 4.18 a»=
V o n V7+T
1 1
4.20 a, =
3n+2*
a =
nl«t(» + 1)
5-masala. Qatorning yagqinlashisbga tekshiring.
€ sin2svw A e 24 (e
51 £ 5.2 ]T/ism - 3o
=l Anin
N4
cos'
53 X
fMn(n+ 1)(n + 2) >7=]
1+ (-1)*
c 2+ (<" - olrlg— V Arw
55 £ T T S — [ J—
L n-1ns H A3+2
n(2 +cosnq) arcsin-————-
5N 2 % 2 =  m 58 £ . A
' tT o F2 ™M3-3n
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5.9

Sin2«
ZI
ti« 2+1

-1y-n
x arccost 2.

Y n+1

™ Me+2

ZX «In«
=1 n2' 3

Il
n:2yirn3

s 24H "
sin —

. n
X 1+sin

yv___ 2)—
ti *i¢ 711

5.10

5.14

5.16

5.18

5.20

+cos— 1 /i

IN\JN2+3«
z
= m2-n

H 8Os «
A n +5

« 43

Bi«M 2+sin—

In«
iz]:i « +«+1

0 COS2 —_—
Yy 3
ti 3"+2

In«
/i
=]

+ «

6-masala. Yaginlashishga tekshiring.

—————— TarctSIr=T -
Ei«-l 1

« +2
Z_ H "
= «5+sin2

6.2

6.4

6.6

6.8
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i «5+ Ind«

2" + cos«
fzt 3"+ sin«



1
69 4 _cos'Bn

6.11 1 |1T_I,ﬁ arcts jl iz

| i
— - sin-

|
N
613 2, (g gsing

I n

b'n/it+3
* 1

6.17 Y ™ narcié ~ -
n=1 ft

3 57

621 7 11-C0S-]-

Tin-i—
i « +1

ti
6.20 7sm~f~ "

yjin- +2,

7-masala. Yaginlashishga tekshiring.

m  j{FI
TR 2" -(li-)1*
- 2 ,-(/73+1)
3 h+)
* (28 +2)| j_
ti 37+5 2™

5
, arctg-

«

7.7

y/

th ol
* gn.(>72-1)
[ A Ve

(«O2

7-2 Z '

3=

N 107 -2/20
7,4 ti (2«)!

AN +5, 2
76 [ - sin—

ti o«

7N0 §(/7 +2)1

712 i (2/7-1)
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a 1‘3'5-...-(2;|-l) P/\\ n
N3 ti oy o(«+]) 714Z AT

q-

* A
y v 7.16 Z ' -SWV
2=k V4

7,15 ¢2(3"+ 1-(2m)!"

A 5"-n/n2’
7.18 Z
M Fa (n+ 1)
an f,3-5-7-...-(2m +1)
7.20
719 5 (n+2)U* 2-5-8-...-(3n-1)

Z i1

721 T 95

8-masala. Yaginlashishga tekshiring.

IT 1 £,02n +2 /
8.1 £ _ 8.2 Z (Im+ 13
it T wivI7+1
TJ.(2<<2-¢-|V 8.4 4/i'3Y
8.3 /7+1 ' FI\5n +4]
ra v 8.6 2, "arcsin
8.5 521 4Vy7+5 . 4
D/ o7+142 n+2Y*
8.7 Z - fCJ )
tfV 3«-2
7N a . /58
8.9 £ [0 8“0 e (2/7"'1)".
sV N Y
X P |
8.11 Z ~r g12 t 2
M n
a VvV 371V
Z n - 814 S .« e
/728|n . 8.14 EI,« l—|4/7+2”
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g
| "
I'F2(i\II|/|§
8.7 f ¢ f
8.19 ~marctg"”"-.
in
_H.
8-21 n=1 ¢ \l;m ,+, 1
9-masala.
)]
y i
9,1 m=2n1n-(3a+1)
0 i
%
9,3 L=l (2m + 3)1In2(2mn + 1)
o 1

95 (T L T (5t 2f"

9-7 5(mn/2+1)In2(n73+2)"

Y 1
9,9 ,=I(2«-1)In (2«)

oo’ j

911 §(3«-1)1nu

a 1
Y

913 (2«-3)In (3n+1)
@ 1

9,15 "=2(/2+3)In22«

V — 11—
917 -1»In («*“ O

A0 'ﬂm+-
8 wen e
8.8 I M t -

8i20 |y.arc,g2"' f.
Art

Yaqinlashishga tekshiring.

* i
9-2 Z wiln272, +iy

J

9.4 ;8 (3 ,_5)in2(4w _7)-

X 1

9& Ff (2«+ D)In2(nny?+2)’

9.8 §(, _dln (n_3)

» 1
9.10 zZz ~ +IMn (2wy

"

9.12 |pwm-1)1n («+1)"
1
9.14 Z (,, +2)inV

9.16 £ (2n+3)1m2(,7+ 1y

v 1
918 £72«-A1n(3s-1)"
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V'l
919 8 ¢(, -2
03

1

).> (»-3)" M

J

N (s +5)1n2(n + 1)-

10-masala.

Quyidagi tengliklarni

isbotlang. Ko‘rsatma.

yaginlasbisbining zaruriy shartidan foydalaning.

10.1 Um ~T =0.

10 -i HTT—r-=0
n-»00 (2 /?2)!
@M n
10.5 lim-—
n-*cc yl
(2nX
10 7 im V. =0,
HZLo o 1
10.9 lim—~N=0
4»02
. (2/??!! n
10.11 wp-—I1—-0.
10.13 H-%_I =8,
77+ 1)!
10.15 lim------- L =0,

@)l n

102 1Ty - =°,

n

10.4 1i_r({1(7l,|’}_)'|33 =0

e mM+2) n

"

10.8 1™ (2n-1)! °*

@7+
10.10 UT -——gjH~-=
f X

(4«)!
1012 Yl " =0.
10.14 Eg[(«ﬂ)ff

(17 + 3)!
10.16  lim - =0

n
o

-=0

n(3n-1)->(a-1)"

Qator



11-masala. X a"™ gator a ning ganday qiymatlarida yaqinlash-

ishini aniglang
o
11.1 an=1 1-—nsin— 11.2 an=n“~In(«2+1)-21n«]..
1 N
11.3 an= arctg— In 1+1] 11.4 _N2+l-v»2-1
noo1 ) S T ‘
/ i Vv . 1 o
e *-1 L= T -
11.6
4 J m—si‘ril— n
Y n
11.7 an=\e -1— 11.8 as=In arctg— -In
nj K n,
e0s 1 nin2-n - si \a
11.9 an= N . = |- sin
i on 1110 a, 2n2+1y
11.11 an~n'sm ,— arcth. 11.12 a»= 1-Teost !
{n n) ' L n)
e- 1+-
vV «
11.13 an= 11.14 a"~
1
1- eos—
n
11.15 a, = 1nn+ In| sin;—) 11.16 an=
ne
11.17 a—|nﬂ+1 2 ’ J /nu i
. , n— -1 «-2- 11.18 =
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e 1 . n nn
11.19 an=| «sin= cos—]]: 11.20 an= --COS
» nn/3 29+2 2n + 2,

1121 «.-(NTTT-A£ )*-tog+|

12-masala. Yagqinlashishga tekshiring.

it 2n+1 0
mn BH ) uwme 122 205D\ iy
sl
V' (-]
123 findn 7iy 12.4 b:k‘g"(_i'ﬁ'lnm) 1nm
A(-1)N-20n2 O gy
- . 126 Z
12.5 §v|4-v|2+1‘ =3 M +1) eInn
-1)”
12.7 £ 1) 128 y (-T '
p=g M-1n(n + 1) 128 hn-ijbt73
129 e 2V» 12,10 ¢ 0 ~)"‘cos¢ -
= ni3n+1
(-1)"
. AL
12.11 Eim-ln(Zm) 12.12 /El;1( nhn
. (-1)
oyt~ 12.14 sHcos_"=.5/3u4|nn
12103 ¢ +1)-22"" : - T
¢t ) 3nin
X\u H r/«Lm 1 n 2n-1
12.16 E H
1215 - (»+0{|) EHD) gy
(-01 .
1217 h In(u+4) 12.18 /%:0(21/|+1)-22;'Jr2
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1219 S H I -717T
n=l yjn

/ n\n 71
(1) -tg—r
12.21 V 45
S V5IT-1

12.20

X it LT

13-masala. Quyidagi gatorlarning absolut

yaginlashuvchi ekanligini

N, (« +1)cos2m

131 L )i 7 m-
™ Vun +3w+4

l1—eo0s—\=
13.3 £?1I'I2(VI + 1) n/m.

® arctg(-n)"

13.5
Yi2n6+ 3w+ |
(-D)"+1In2«
13.7 Z .
= 2

0 m+1
139 Z*narctyg
»3+2'

13.11 é 1{’2‘}153!?

(-1T-N2(N+ 1)

13.13 Z

1 Wm+1

* ”n 2" +«2
13.15 2 (_1) 2 .314p3

13.2

13.4

13.6

13.8

13.10

13.12

13.14

13.16

194

isbotlang.

5 Sin /7
7 |nhs—E1marctg
17%1 S ﬂ/|7|>

sin 2« + —
y | 4
~i n-On+2

n
COS-

£ (w+2)MIn3(/?2+1)"

&(-1)" P

Z V N eearcsin

"o/ 4n
n [

Z " 3sinw'e_ "

(n +1)"

1 1
— --C0S— *COS;ZN.

1

n-sin—
\/ n

§(-m)m



(-1)" -sin3«

710 = A A .
13.17 £ D -In(c+ 1)-In2(« + 2) 13.18 Jtl i Lh arcté N
smn . fsﬁmw )
13.19 Z —--sin. —= 13.20 Z " 2‘cos"*
L No No

n +3 (-1)"
*In +
13.21 ¢ \« 3+4n "

1l4-masala. Quyidagi gatorlarni yagqginlashishga tekshiring.
@ ) 1

A sin«
14.1 142 Z Ir
»1 vn H VA
C0S 2« cos3n
14.3
“ 30T - 144 o 9W
sin 2« cos(« + —
14.5 o 146
yien gl (4 )
sin22
[yi\n cos_2«, —
14.7 TqH -TI- 148 S H )77 2
A VH w1 v« +1
o (-1)"
149 Z H 2 —r— ml+* ¢ 1410 Z t t -
[FL \WM +1 V  wy [ALVW + 1
A(-1T “-1nm (-1)’#Aelnin(« +2)
— — 1412 Z
1411 (z}l V« In(« +1)
n n
14.13 z , + -
(«+2)-Vc< + | 14.14 /ZHCOSL'.[ F|77J SN h
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1415 E )" 1-COS

Tn,

X4/ i\t w+
1417 “ZH') -
rH \h—

14.19 ¢ .7 -Sinrt- e
»3 V«+sinn

A sin2w 1
14-21 cos; -

15-masala. Quyidagi gatorlar a

a) absolut yaqinlashuvchi,

z jarct T
+4l %/!(

A+l 1
14.16 Z H )

vn2+ 1"
sin™ u
14>18 27— -
AV«

1420 X>inM « 2+1)7-.
=1

ning gqanday giymatlarida

b) shartli yaginlashuvchi bo‘lishini aniglang.

(-1)7esin2"a
151 £
JH

sin2n -In2n
15.3 £

(2»-1)d
15,5 £(-1)" 2ni

15.9 Y =po-m-2-
%/i iR bw + 1)

15111 Z ~ r
A

-i 2" ec0s2"«

152 £(-1) s

(-1)m

154 s 1+ (-1)7)

y (-1)"

15.6 "“Anla+ (-1)np

' - 1w lnn+ (-1)"]

A, IV, 2+ (1)
1510 Z D) A g

sinn
15.12 72 ~
A1 na

19%



15.14 -, (D"
ne
N «(a-1)(a-2)-...-(a-219)
15,16 S (2n+2)11
mJrf+n-1-Jrf-n+1
15.18 {;Fll/l "
(-04
15.20

2 2Ine + (-1)7]

16-masala.
Tengliklar isbotlansin.

15.13
ti« “«
<(-On
15.15 o+~
1n =1
® At
1+ (-0
15.17 %I.>
= («+1T .
y (-1)"
1519 r2,+ (-1y]*
€OS«
—1
/=]
® \-n
16.1 0 =2
Nn=0 2
© 7t
16.3 I
X sin*

16.5 M c08r =-~ -
n—1 z

s 2 2 ¢
16.7 2 >2 yj2+yj2 yj2+"2+yj2

>«|-|'|’\1A )

x w312
16.2 I[_jl_:'g« 3+1 _ 3

«° 1

164 Q [%__«-(«+i) Y

16.6 M (1+n2")=T~-(WN <1)'
10 1 n
3« 3« N 2n-

4J\3w -1 3«+1J 3n/3

«m« 0 (2u +1)°



Quyidagi cheksiz ko‘paytmalaming yagqinlashuvchiligini isbotlang
va ularning qiymatlarini toping.
n (244-1)(2n-v7)

2 ' =4
16.13 ﬁni:;lzl-ll- i (2rt+3)(21 + 5)
o (D"
16.15 n 1t n(n +2) 16.16 n ~ n

Quyidagi cheksiz ko‘paytmalami absolut va shartli
yaqginlashishga tekshiring

(-1r .
1617 |1 1+ 16.18 |;L1 uto:
n/n
7o e
16.19 16.20 s
-1
1621 n 1+°
-D-

Namunaviy variant yechimi
1.21-masala. Ushbu

3
y
=\9n2-34a-2
gator yig‘indisini toping.
_ 3 3 1 1
« l_9f-|2—3}'l—2 IInN+1y (3n+1).(3a-2) 3a-2 3u+1l
1 1
=>8,=Za*=X\ 3.2 3k +1) 4 4 7 7 10 3n-2 3a+1 39+1
Demak, S:=Ilijm§,, =lim_,1--—-- =1.>
),—>’§ (T 2n+\;
2.21-masala. Ushbu
5n-2

~m-Dnn +2)°
gator yig‘indisini toping.
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< Birinchi navbatda bu gatoming umumiy hadini

noma’lum
koeffitsientlar usulidan foydalanib, sodda kasrlarga yoyamiz:

on-2 ! 12 | +2-1 }~ \=b,+c
B —_— - - — =h,,+cC,,-
% (n-\)n(n+2) n-1n n+2 \n-\ n% n n+2.

i. = = N = + N = -
! k§2»' k-%fe © k:‘g‘ 5 k:lg[\/KrT_L

S > 2ok - k2
11111 1 nJlh 1111111, .1_ 1"
v 2+2 3+3 4+“+w-l n}+ [r 4+3 5+4 6 57 n n+2)
R U [ [ ppee— L1 .L 1J -

12 3 n+\ n+2 3 n n+\ n+2 3 3

3.21-masala. Quyidagi

%;isinz—; --sin-zgf‘--
gatoming qismiy yig'indisi Sn va yig'indisi S ni toping.
< Bu masalani yechishda

sinjc-sin® = I[cos(A :-7)-cos(x +>"];

formuladan foydalanamiz.

.oa . 3d a a
i si msin j 1, | cos*-cos-N =
jsin 1 A e ( > 7 )
1 a a
COS—Z-- COsAT+ COSé— ~ --lmS COS? o COS ms-

2" l 1
a . 1/ u o, (X
— COS------- COSor S =1lims,, = G -cosa) =sin*—.>
n+* 2 2

4.21-masala. Kosbi kriteriyasidan foydalanib, umumiy hadi

si"(n +1)
®

bo‘lgan ;)(qa« gatoming uzoglashuvcbi ekanligini isbctlang.

< Ma’lumki, 3e >0 son topilsaki ,Vvw0e N
3n>n0 va butun p>0 sonlar mavjud bo‘lib,
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n+p
kﬂ*
tengsizlik bajarilsa, unda )Vszla" gator uzoglashuvchi bo'ladi.

Agar e =1 va p =n deb olsak, unda Vh0Og N olinganda ham
3n>u0 topiladiki va

"fa o1 1 i 1 i+ 1 >
> rmylk-(k+ 1) In-(n+ 1) yl(n+i)-(n +2) N+ p)(wW +p + 1)

> £ p popPY n _ 1 *
Jn+p)(n+p+1) w+p+l- X7 2n+n 3 bo ladi ga-

tor uzoqlashuvchi. >

2+ cos
5.21-masala. ~ gatorni yaginlashishga tek-
= V +5
shiring.
| 2+cos— )i
< = 2 T <(2 ¢ n 3 bo.ub j>,=3 ¢ -L
<7 w5 -

gator yaqginlashuvchi, chunki —> 1. Unda taqqgoslash alomatiga ko‘ra

berilgan gator ham yagqinlashuvchi. >

< 6.21-masala. ﬁ141=@@§ﬁj gatorni yaginlashishga tekshiring.

a"=1-cos~ =2-sin2 Agar m:~| desak, *0 da a,,=0'(b,,)

bo‘ladi. Darhagiqat, M (MczR)

Jiog o |

XN« = X~-yaqinlashuvchi=>taqqgos!ash alomatiga ko‘ra
=1 n=1n

0 @ / 4
X o»=]jn 1-cos- qgator ham yagqinlashuvchi. >
/EL /EL
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7.21-mesala. X (2|/|)!’\51' 4aiom™ yaginlashishga tekshiring.
< Dalamber alomatidan foydalanib, tekshiramiz.
n! 1.
°n~ (2n)\t8 5n°

(n+ 1) 1 ul-(n + 1) f 1
a"" ~(@2n+2)15~ _ (2w)k(in +1)+[2n +2] g 54

1
| Ao+l 1 1
n=im _lim— - =— lim--—-—---=0<1=>
I™ n MEED- (2/7 + 1) 1 10»-»*2n + |

Berilgan gator yaginlashuvchi. > ) ] ) o
8.21-masala. |/(je)-/,,(jc)|<e gatomi yaginlashishga tekshiring,
oKoshi alomatidan foydalanib, tekshiramiz:

, N
q = lim!lla~ = imf— —|m 3n~* 1+-n :-3<I:>

3 [1>ap

Berilgan qator )gga)\qlnlashuvch >
J

9.21-masala. ~2m+s)in (0 + v catomi yaginlashishga tek-
shiring.

<Bu qatorni yaginlashishga tagqoslash va Koshining integral
alomatlaridan foydalanib, tekshiramiz: n

(TE-5) 1207+ 1) (n+DIn"(n+1) neln-n

*1 dx
j f(x) bo‘lgani uchun Koshining integral alomatiga

ko‘ra gator yaginlashuvchi va taqqoslash alomatiga ko‘ra
17=2

berilgan gator ham yaqinlashuvchi. >

10.21-mesala. Quyidagi
o (2u-1)1r
lim --—--—--- ¢-=0
n-*e n
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tenglikni gator yagqinlashishining zaruriy shartidan foydalanib, is-
botlang.

TT e (272-1)1 3 . .
oUmumiy hadi an=---—-- bo‘lgan 2_l,an gatomi yaginlash-
n ».

ishga tekshiramiz. Bunda Dalamber alomatidan foydalanamiz:

1 "
d=lim- 2"—I|m (2n+ 1 f = lim In+1

N> Q (»+1)nml (2/7-1)!! =X _H- H J -T< 1=»2 4

yaqginlashuvchi => Qator yaqinlashishlnlng zaruriy sharti, ya’ni

—— (2»-1)!1!

|'I'pa an- lim---- =0 tengGik bajJiriIadi. >

o

11.21-masala. )4(:1a» gator a ning qanday giymatlarida yaqin-
K
lashishini aniglang.

a, =(-Jn+1 - -JnY eIn— —

2n-\
ETT7-£ =-~ - ."r = -1 va
nm+1+v« V«+|+v« W n
2n+ 1
In =In 1+- =0* I=>4a, =0 )
2 «-1 2n-\ i+-

vn 2)

1 (o a
Agar bn= - deb belgilasak, X*» qator 1+ —>1, ya’ni «>o0
142 A 2

ws ’5

bo‘lganda yaqinlashadi. gator ham « g AT da yaginlashadi.>

HIA
i ‘I\i« gatomi yaqinlashishga tekshiring.

\j5n-I
< Bu qator ishorasi almashinuvchi qator bo‘lib, uning yaqin-
lashishini Leybnis alomatidan foydalanib, ko'rsatish mumKkin.

2

12.21-masala.



tg
__ M gep belgilasak

yi5n-\ ®
1) VneN wuchun an>an+i>0 , ya’ni %:1M>(X) va
A
. 19 4
2} lima,, = lim-----mmmmemeeee p—r1 —
R »r¢ A 4an/nr -V 5ra—1
4n/n

bo'ladi => Leybnis alomatiga ko‘ra berilgan gator yaginlashuvchi. >

13.21-masala. Quyidagi
t Inln (- D1
zi\n +4n n
gatorning absolut yaqinlashuvchi ekanligini isbotlang.

M3 g 1 D"

a. =
n* +4n

deb belgilaymiz. Unda quyidagi
munosabatlar o‘rinli bo‘ladi.

n +3rr 1
-

.. Nt ] =" =bhn
SRR TS S AP n) noon
=S ~ gator yaginlashuvchi => taqqoslash alomatiga ko‘ra
=1 n=1 N @

x0e X vyaginlashuvchi, ya’ni berilgan %_’];3« gator absolut yaqinlashu-

vchi. >
14.21-masala. Quyidagi

sin 2n 1

; *COS—

Zl Inln(n+ 2) n

gatorni yagqinlashishga tekshiring.
<Bu gqatorning yaqinlashishini Abel alomati yordamida ani-
| L_  sin2/7

glaymiz: an=cos~ va "_ InIn(«+2) deb belSilab’ Abel teore’

masining shartlari bajarilishini tekshiramiz:
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1 X0 ketma-ketlik monoton (monoton o‘suvchi) va chegaralan-

gan 0<cos—<1|:
n
zZ aim2n

] n~¢-f2in(« +2) gator Dirixle alomatiga ko‘ra yaginlashu-

vcefrilx5‘ladi.~ Darhaqigat, agar
|

v T Inin(n +2) va - sin2n
deb belgilasak,
a) a,U va Vvx06~/

by Bﬂg\y/,blk'~ > sin2t Sin(n + 1)-sinn

chegaralangan boladi

N*= *=t srnl
f [ o
N iri i ¢ i i
v Sin]y Dirixle alomatiga ko‘ra 2:f( (x) qator yaqginlashuvchi.
Shunday qilib, berilgan gator uchun Abel teoremasining shart-
lari bajarilar ekan =>Y anbn=Y — — cos— gator yaginla-
shuvchi. > = =1.,nIn(/7+ 2) n

Izoh. Bu misolni yechishda elementar matematika kursidan
ma’lum bo'lgan ushbu

. (n+\)x . nx
v sin----- —" 'Sin—
S(X) ="Ejs'mkx = ----mmmm- 2_ - 2_fx*2mn, m&Z
*:i .
sin-
2
formuladan foydalanildi.
15.21-masala. Ushbu
A Ccos«
is na

gator a ning ganday giymatlarida
a) absolut yaqinlashuvchi,
b) shartli yaginlashuvchi bo‘lishini aniglang.
< Birinchi navbatda berilgan qgator a ning ganday giymatlar-
ida yagqginlashuvchi bo'lishini aniglaymiz. Bunda Dirixle alomatidan

foydalanamiz. Agar

1
an ~r7 va b =cos« deb belgilasak

I)a>n0 bo'lganda (\al}i va H%a :H%W;ZO’
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’ COS----—-- aB— 1
2)Bn-"Jtk = - - va W«|- i bo ladi. Dirixle
bl sin - sin~
2 2
alomatiga ko‘ra ¢ jaA = ﬂ' i- ator « >0 bo‘lganda yaginlasha-
g H e q g yaq

di. «<0 bo'lganda esa bu qator uzoqlashadi, chunki a <0
bo‘lganda qgator yagqinlashishining zaruriy sharti bajarilmaydi.

coSs«
Endi gatomi absolut yaqinlashishga tekshiramiz. - — va

v umumlashgan garmonik qatorning «>1 da yaginlashuvchi

nM 1 A lcosni
bo‘lishidan a >1 da (_,— ~ gatorning yagqinlashishini hosil qil-

. - N
amiz.

Endi 0<a <1 bo'lganda berilgan gatorning absolut yaqginlashu-

A Icosnl
vchi emasligini, ya’ni — ~ gatorning uzoglashishini ko‘rsatamiz.
1 n
Vl‘cosnIL>e032n: I+cos2n_ 1 +_eosZn
2 na 2na 2na
*A eos2n

tengsizlik hamda 2 ~~a ' gatorning Dirixle alomatiga ko‘ra yaqin-
=]

lashuvehi bo‘lishi va x0 gatorning uzoqlashuvchi ekanligidan {S, (@)} :
gatorning ham uzoqlashuvchi ekanligini, taqggoslash alomatiga ko‘ra
Sn(x) = gatorning uzoglashuvchiligini hosil gilamiz.
A eosnu
Shunday qilib, — T~ qator
=l n
a) a >1 da absolut yaqinlashuvchi,

b) O0<a<l da shartli yaqginlashuvchi bo'lar ekan.t>

16.21-masala. Quyidagi
2!

ﬂ 1+|-'\|/|)r3
1AL n
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cheksiz ko‘paytmani absolut va shartli yaginlashishga tekshiring.

P=i+ilU _=1+a -sa _ (~0 4° punktga ko‘ra berilgan
np np
cheksiz ko'p?ytma absolut yaqinlashuvchi bo'lishi uchun /22_1‘3* ga-

torning absolut yaginiashuvchi bo'lishi zarur va yetarli.

ACD ®(_ 1)-
Ekl=£

np tie™ 1
Cheksiz ko‘paytmani shartli yaqinlashishga tekshirishda 4° —
punktdagi 5-teoremadan foydalanamiz.
Unga ko'ra cheksiz ko'paytma yaqinlashuvchi bo'lishi uchun
Han gator yaqinlashuvchi bo'lgan holda - gatoming yaqin-

lashuvchi bo'lishi zarur va yetarli edi.

v ~OH)T
L an:Z,—)t ~ qator p> 0 bo‘lganda Leybnis alomatiga ko'ra
=L t T

yaginlashadi.

1 w
},>0 qgator esa P > 5 da yaqginlashadi, X “»(*) da esa uzoq-
1=

lashadi.
Shunday qilib, berilgan
1+ (-1)

cheksiz ko‘paytma
a) p >1 da absolut va

1
b) 2<p-~1 sbart® yaginlashadi.>
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7-8. 6-MUSTAQIL ISH
Funksional ketma-ketliklar va qgatorlar

Funksional ketma-ketlik tushunchasi.

Funksional ketma-ketliklarning yaqinlashishi va tekis
yaginlashishi.

Funksional qgator tushunchasi.

Funksional gatorlarning yaqinlashishi va tekis yaqinlashishi.
Funksional gator yig‘indisi va funksional ketma-ketlik
limitining xossalari.

Darajali qatorlar.

Teylor gatori. Elementar funksiyalarni Teylor qatoriga yoyish.
Darajali gatorlarning tatbiglari.

-A-
Asosiy tushuncha va teoremalar
1°. Funksional ketma-ketliklar, ularning yagqinlashishi
va tekis yaqinlashishi.

X ¢ R to'plam berilgan bo'lib, unda

funksiyalar aniglangan bo‘lsin. Ana shu funksiyalardan tuzilgan ket-
ma-ketlikka X to'plamda berilgan funksional ketma-ketlik deyiladi
va u {/,,(m*)} kabi belgilanadi:
{f* ()} ¢f\ix)Ji (x)>- )
fn(a) ga funksional ketma-ketlikning umumiy hadi deyiladi.
Ixtiyoriy joO g X nuqta olib, ushbu

sonli ketma-ketlikni garaymiz. Agar bu sonli ketma-ketlik yagin-
lashuvchi (uzoglashuvchi) bo‘lsa, {/,, (a)} funksional ketma-ketlik
x0 nugtada yaginlashuvchi (uzoglashuvchi) deyiladi, x0 nuqta esa
funksional ketma-ketlikning yaqinlashish (uzoqlashish) nuqtasi deb
ataladi.

{/«(*)} funksional ketma-ketlikning barcha yaqinlashish nuqta-
laridan iborat M (M czR) to‘plam {/,, (x)} funksional ketma-ket-
likning yagqinlashish sohasi deyiladi. =>VxeM uchun wushbu
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Jim/,, (x)-3 bo'ladi. Agar VxeM uchun unga mos Kkeluvchi
lim/n(x) ni mos qO0°‘ysak, ya’ni
f 17500 (x)

bo‘lsa, unda M to‘plamda aniglangan /(x) funksiya hosil bo‘ladi.
Bu f(x) funksiya {f, (x)} ketma-ketlikning limit funksiyasi deyila-
di. Demak,

I»(*)=1(*) {xeM) (3)

Ta'rif. Agar Vs>0 son olinganda ham 3n0=n0(s)eN:Vn>n0

va Vxe Al uchun

\f{x)-fn{x)\<£ (4)
tengsizlik bajarilsa, {fn(x)} funksional ketma-ketlik M to‘plamda
I (x) limit funksiyaga tekis yaginlashedi deyiladi va fn(x) ~/ (x)
(x e M) kabi belgilandi. Aks holda, ya’ni 3z0>0 VneN olingan-

da ham 3m >n va 3x0eM lar mavjud bo‘lsaki

\f{X0)-f,n (*0)|"0
tengsizlik bajarilsa, {/,(*)} funksional ketma-ketlik M to‘plamda
/(x) limit funksiyaga tekis yaginlashmaydi yoki notekis yaqin
lashedi deyiladi.
1-teorema. {/,,(x)} funksional ketma-ketlikning M toplamda
/(x) ga tekis yaginlashishi uchun

ASup\f(x)-fn(x)\=0 (5)

tenglikning bajarilishi zarur va yetarli.

2-teorema. (Koshi kriteriyasi). {f,, (x)} funksional ketma-ketlik-
ning M to‘plamda /(x) ga tekis yaqinlashishi uchun quyidagi
shartning bajarilishi zarur va yetarlidir: Ve>o uchun
3n0=n0(e) g N:Vn>n0 va v butun p>0 sonlari hamda barcha
xeJl/lar uchun

|/17+P(*)_l11(*)!<* (6)
tengsizlik bajariladi.
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3-teorema. (Veyershtrass alomati). Agar 3{a,} sonlar ketma-
ketligi mavjud bo‘lib,
1) \InkEN uchun a,>0va )IHQOn:O;
2) Vxe M va barcha «eT/lar uchun
\fn+P{X) -fn { X)\~an
bo‘lsa, unda M to‘plamda fn ~ /(x) bo‘ladi.

2R Funksional gatorlarming yaginlashishi va tekis yaginlashishi.
Biror X ¢ R to‘plamda |w, (x)} funksional ketma-ketlik be-

rilgan bo‘lsin. Quyidagi
UL(F) +w2(X) + ot Wi (X) +

ifodaga funksional qator deyiladi va u %:1““(*) kabi belgilanadi.

X
@M(xo): W, (X) + W2 (X) + ...+ z/,,(X) + ... (7)

Mx),w2 (x),....w,,(x),... larga funksional gatoming hadlari, un(x)
ga esa funksional gatoming LlTLI’ﬁy hedi deyiladi.
Ixtiyoriy x0e X nuqta olib, ushbu
©
8:1 »(*) = wl(x0) + w2 (x0) + ...+tt,,(x0) + ... (8)

sonli qatorni qarayr&iz. Agar bu sonli gator wqinlashuvchi (UZ(H—
lashuvehi) bocisa, o funksional gator x0 nuqtada Yaginla-
shuvehi (uzoglashunehi) deyiladi, x0 nugta esa funksional gatorn-
ing yaginlashish (uzoglashish) nuatasi deb ataladi.

®

o1 funksional gatoming barcha yaginlashish nuqgtalaridan

iborat M (M dR ) to'plam bu funksional gatoming yaqinlashish
@
SOheSl deyiladi. => Vx0eM nugta olib, o (*°) sonli gatorni

ko‘rsak, u yagqginlashuvchi bo‘ladi. Uning vyig‘indisini *S(x0) deb
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belgilaymiz. Xuddi shunga o‘xshash Vxe A/ olib, unga )V\(Fiu»(x)
gatoming yig‘indisini mos qgo'ysak, u holda M to‘plamda aniqlan-
gan S(jc) funksiya hosil bo‘ladi. Bu S(x) funksiya (7)-funksional
gatoming yig‘indisi deyiladi:

E(™) = m (x) +u, (X) + .ot wg, (X) + ...

Ushbu
n

_______ S,,(X):Jﬁ_'M(‘l « =1,2,... M
yig‘indilarga (7)-funksional gatoming qisrriy yig‘indilar deyiladi.
Shunday qilib, (7)-gatorga mos keluvchi
{5,,(x)}:5,(x),52(x),...,5n(x),... 9)

funksional ketma-ketlikni hosil qildik va aksincha, (9)-qismiy
yig'indilari ketma-ketligi berilgan holda har doim hadlari (7)-funk-
sional gqatoming hadlariga teng bo'lgan quyidagi

() +[S2(x)-STOO)T +oo+ [Syy (x) - S x(X)] +...

funksional gqatomi hosil gilish mumkin. => Agar (9)-ketma-ketlik
x0 nuqtada yaqinlashuvchi (uzoqlashuvchi) bo‘lsa, u holda (7)-qator
ham x0 nuqtada yaginlashuvchi (uzoqglashuvchi) bo‘ladi va

5(x) = lim5B(x)

tenglik bajariladi.

Demak, funksional gator yoki funksional ketma-ketlikdan bir-
ining xossalarini batafsil o‘iganish yetarlidir.

Tarif Agar (7)-funksional gatoming gismiy yig'indilaridan tuz-
ilgan {-~(x)} funksional ketma-ketlik M to'plamda qatoming
yig'indisi ¢'(x) ga tekis yaginlashsa, unda (7)-funksional gator M

to‘plamda tekis yaginlashadi deyiladi.
@

rn S "*(*) deb belgilaymiz.

k=n+\
1-teorema. (7)-funksional gatoming M to‘plamda tekis yaqin-
lashuvchi bo‘lishi uchun
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lim5w/?|rn(x)|= 0 (10)
xeM

tenglikning bajarilishi zarur va yetarli.

2-teorema. (Koshi kriteriyasi). (7)-funksional gatorning M
toplamda tekis yaginlashuvchi bofishi uchun quyidagi shartning
bajarilishi zarur va yetarli: Vs>0 uchun 3w0=n0(e)<=N :Vn"no0
va v butun p >0 hamda barcha xeM lar uchun

n+p

<s
!>* *
1> *(*) (11)
ho Tadi.
Natija. (Funksional gator yaginlashishining zaruriy sharti). Agar
(7)-funksional gator M to'plamda tekis yaqinlashsa, u holda shu

to'plamda m,(x) ~ 0 bo‘ladi.

®
3-teorema. (Veyershtrass alomati). Bizga " (v) funksional va
fl,>0 12
n1 (12)
sonli qator berilgan bolsin. Agar Vxe M uchun
n=\,2,-
®
tengsizlik bajaritsa va (12)-sonli qator yagqinlashsa, unda
funksional gator M toplamda absolut va tekis yaginlashadi.
Aytaylik, ushbu
(i3)

/H

funksional gator berilgan boisin.

4-teorema. (Dirixle alomati). Agar

1) har bir x*M uchun {«,(*)} monoton va M toplamda an(x)
0 ga tekis yaqginlashsa;

2) (*) - ¢J=k (x) qismiy yig'indilar M toplamda birgalikda ehe-

k=\ | .

garalangan yahi sx VxeM \B,(*)|- K bo‘lsa, u holda (13)-
gator M toplamda tekis yaginlashadi.

5-teorema. (Abel alomati). Agar
1) har bir xeM uchun \an(x)} monoton va {afl(x)] ketma-
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ketlik M toplamda chegaralangan;

2) X A (x) funksional gator M toplamda tekis yaginlashuvchi
bo‘lsa, unda (13)-gator M to plamda tekis yaginlashadi.

3°. Tekis yaginlashuvchi funksional ketma-ketlik
va gatorlaming xossalari
Funksional gatorlarda (ketma-ketliklarda) shuni ta’kidlash lozimKki,
ularning har bir hadi uzluksiz bo'lgan tagdirda ham gatoming yig‘indisi

(ketma-ketlikning limit funksiyasi) uzluksiz bo‘lishi shait emas.
00 w2

Visol.

funksional qator berilgan bo'lsin. Bu funk-

@+ X3
X2

sional gatorda U,XX)-~,------- 77ie C {~co’+co) . Berilgan gatoming

(1+X0)

yig‘indisi topamiz:

S0 = limS,0)= 0
-=X *S(X) =1Imo,,(X) =
T+l+x]+- + (i+7)" X2+ 1,x*0
K1+*2)* u N

Bu tenglikdan ko‘rinadiki HmS(x) =lim(x2+ 1) =1 va
iS'(0) = 0=>5,(x) funksiya * =0 nuqtada uzluksiz emas. BeriJgan

gator uchun ushbu

[e0] [e0)
HTt2>0x)*X W TMs(x)
=0

munosabat o ‘rinli. >

Tabiiy savol tug'iladi: ganday shartlar bajarilganda funksional
gatorlarda hadlab limitga o‘tish, ulami hadlab differensiallash va
integrallash mumkin?

Bu savollarga quyidagi teoremalar javob beradi.

Bizga M to‘plamda yaginlashuvchi (7)-funksional gator berilgan
bo‘lib, bu gatoming yig'indisi S(x) bo‘lsin.

1-teorema. Agar VnejVv uchun «,(x)eC(Af) bofib, (7)-qator
M toplamda tekis yaginlashsa, S'(x)eC(M) bo‘ladi, ya™ni
vx0e M uchun

® * *
UmS(x)= limX w,W=SI™ MW =2Z M(xo0)=5("0)

tenglik bajariladi.



Agar M to'plamda yaginlashuvchi (l)-funksional ketma-ketlik
berilgan bo‘lib, / (x) funksiya uning limit funksiyasi bo‘lsa, unda
gquyidagi teorema o'rinli bo‘ladi.

2-teorema. Agar /,(x)eC(M), «=1.2,.boflib, M toplamda

f,,(x)Zf(x) bofisa> f{x)&c{M) boladi.
3-teorema. Agar (7)-funksional qato,lr M toplamda tekis yaqin-

lashuvchi va x0 nuqta M to plamning limit nuqtasi bofib,
limun(*)=c,(n=1.2,..)
x-*x0
bo‘lsa, u holda
@
Z CM=C|+C2+- +On + -
melL

gator ham yaqinlashuvchi, uning yig indisi C esa 5(x) ning x->x0
dagi limitiga teng bofadi:

- 18 ()~ elighy = (D=Fy 1x fo)
Faraz qilaylik, [cr,Zz2] kesmada yaqinlashuvchi (7)-ftmksional gator
berilgan bo‘lib, uning yig‘indisi 5(x) bo‘lsin.
4-teorema. Agar (7)-qgator [a,6] kesmada tekis yagqinlashuvchi
bo‘lib, u,(x)"C[a,b] («=1,2,.) bo‘lsa, u holda quyidagi
h b b
Jw, (x)dx+ w2 (x)i¢c+...+ |m,(x)i¢c
a a a b
gator ham yagqginlashuvchi va uning yig‘indisi ga teng

bo‘ladi:

js(X)i¢gr=1J Z«,(x) dx=Y \u,(x)dX"
a al J WAL a

Izoh. 4-teoremadagi (7)-gatoming tekis yaginlashuvchanligi sharti
yetarli shart bo“lib, u zaruriy shart emas, ya’ni ba’zan tekis yaqin-
lashmaydigan gatorlami ham hadlab integrallash mumKkin.

“ [ _ 1
Misol. Z (r*2"* (0N x <) funksional qator berilgan
bo'lsin.
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" Vo ex0<x<l

*(*) [0-1] da S(x) ga tekis yaginlashmaydi, lekin

js(x)rfx= J(I-x)rf*=1 wva Y J\u, (x)dx =
Yy —jez 1 1ax Co=ly fIL)=llimy i L
o 20w (T +1) 212U “wHI] 2»™ A[aT g+
7 ] » [a ¢+1
= —imfle——

2 »»«l 7+ 1 2!

Demak, JS™Xjifc =1T J«,(X)<ix:=-, lekin £»«(*) qator [0,l]
0 "0 2 izl

kesmada tekis yaqginlashmaydi. >
5-teorema. /lgor (7)-funksional gqatorning har bir un(x) hadi

[a,b] kesmada uzluksiz un (X) hosilaga ega bo'lib,
o t f t f
) X)=ul oy we (JH+.. +¢, (X)+.. (14)

funksional gqator \a,b\ da tekis yaginlashuvchi bo‘sa, u holda berilgan
(7)-qatorning yig'indisi S(x) shu [a,b] da S'(x) hosilaga ega va

S'W - £ ».w

«“l

tenglik o Tinli bo ladi.
Izoh. Bu teoremada ham (14)-funksional gatorning tekis yaqin-
lashuvchanlik sharti yetarli shart bo‘lib, zaruriy shart emas.

4°. Darajali gatorlar
1-ta’rif. Quyidagi

(15)

ko rinishdagi funksional gatorga darajali gator deyiladi. Bu yer-
da al,a2,...,an,...,x0 lar o'zgarmas haqiqiy sonlar.
Agar (15) da £ =x-x0 deb belgilash kiritsak,



i>, <r (16)
=)
darajali gatorga kelamiz. Demak (16)-ko‘rinishdagi darajali gator-
lami o'rganish kifoyadir.
1-teorema. (Abelning birinchi teoremasi). Agar

jramn=a0+a,x+ax2+..+a,x"+ - (a7)
n-o

darajali gator x=x0~0 nuqtada yaqinlQshsa, u holda gator x ning
|x] <|x0| tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha giymatlarida absolut ya-
ginlashuvchi bo fadi.

Natija. Agar (17)-qator x=x0 nuqtada uzoqglashuvchi bo‘lsa, u

holda bu gator j|x| > |x0]] da ham uzoqlashuvchi bo'ladi.

Uotttrif Ajar %_%a,x"darwli {M<i?} da yagqginlashib,

{Ix| >a} da uzoqglashsa, u holda shu R> 0 soniga darajali gatorning

yaginlashish radiusi, (-R, R) oraligga esa yaginlashish intervali
deyiladi.

2-teorema. Ixtiyoriy darajali gqatorning yagqinlashish radiusi R
mavjud bofib, bu gator {|x[<&} da absolut va Vr<Ruchun jx|~>}
da tekis yaginlashadi.

Izoh. Darajali gator yaqinlashish oralig'ining chegaraviy x = xR
nugtalarida yaqginlashishi ham, uzoqlashishi ham mumkin. Darajali
gatorni bu nuqtalarda alohida tekshirish lozim.

Darajali gatorning yaqinlashish radiusini quyidagi teoremalardan
foydalanib, topish mumkin.

3-teorema. (Dalamhber). Agar - mavjud bo‘sa, u holda
R =1lim (18)
ho ladi.
4-teorema. (Koshi). Agar mavjud bd'lsa, u holda
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ho 1adi.
5-teorema. (Koshi-Adamar) Agar R soni (17)-darajali gatoming
yaginlashish radiusi bo‘sa, u holda

R=_ L
Jim ™| (20)
formula (Koshi-Adamar formulasi) o‘rinli bo‘ladi.
Darajali gatorlar quyidagi xossalarga ega.
6-teorema. Darajali gatoming vyig‘indisi ¢'(x) yagqinlashish
oraligfiga tegishli bo'lgan v nuqtada uzluksiz bo ‘adi.
7-teorema. (Abelning ikkinchi teoremasi). Agar (l7)-qator
x-R (x=-/?) nuqtada yagqinlashsa, unda bu gator [0;i?] ([-/?;0])
kesmada tekis yaginlashuvchi bo ‘adi.

Natija. Agar (17)-qator x =R (x=-R) nuqtada yaqinlashsa, u

holda S(x) yigfindi [0;/?] kesmada uzluksiz bo1adi.
a0
Endi Y"a»(x ~x0) ko‘rinishidagi darajali gatomi ko‘ramiz. Bu
17=0
X

gatorning yagqinlashish radiusi £ 06'" qgatoming yaqinlashish radi-
usini hisoblash formulalari yordamida topiladi, fagat bu yerda ya-
ginlashish oraligi {|x-x0/< &| =(x0- R,x0+R) interval bo*ladi.

8-teorema. Agar R> o soni quyidagi

f(x)="Zan(x~xo0)n (21)
//=0
darajali gatoming yaqinlashish radiusi bo‘lsa, u holda
1) f (x) funksiya (x0- R, x0+R) intervalda ixtiyoriy tartibli
hosilalarga ega bo ‘ladi va u hosilalar (21)-darajali gatomi hadlab
differensiallash yordamida topiladi;
2) bu gatomi V[az>]a (x0-R, x0+R) oraligda hadlab integral-
lash mumkin.



3) (21)-darajali gqatorni hadlab differensiallash yoki integrallash-
dan hosil bo‘lgan yangi qatorlaming yaqinlashish radiuslari ham (21)-
gatornning yagqinlashish radiusi R ga teng bo'ladi.

lzoh. Agar /(*) funksiya (21)-tenglik yordamida ifodalanib,

r >0 bo'lsa, u holda /(x) funksiya x0 nuqgtada (anigrog‘i, x0
nuqtaning atroflda) analitik funksiya deyiladi. 8-teoremadan anali-
tik funksiyaning cheksiz differensiallanuvchi ekanligi kelib chigadi.
Lekin, ixtiyoriy cheksiz differensiallanuvchi funksiya analitik bo'lishi

( 1>
\ox)

shart emas. Bunga misol tarigasida /(*) =exP funksiyani

olish mumkin.
9-teorema. Agar f(x) funksiya x0 nuqtada analitik bo‘lsa, ya hi

[(*)=2X (***0)"
tenglik x0 nugtaning biror atroflda o rinli bo‘lsa, u holda

a,=¢,"2.,/'=0,1.2,..
n\

bo'ladi, ya m
¢ AII) V

1) = =" -"0)"

tenglik ham x0 nugqtaning o Sha atroflda o rinli bo'ladi.

5°. Teylor qgatori. Elementar funksiyalarni
Teylor qgatoriga yoyish

Ta’rif. Faraz qilaylik, f (x) funksiya x0 nuqtaning biror atroflda
aniglangan va shu nuqtada ixtiyoriy tartibdagi hosilalarga ega bo f1sin.

U holda quyidagi
* AnY
E M-rix-xj (22)
n=0 n\

gatorga f(x) funksiyaning x0 nuqtadagi Teylor gatori deyiladi.
lzoh. (22)-gatoming yig‘indisi har doim ham /(x) bilan ust-
ma-ust tushavermaydi.

Masalan, /(*) =exP|—j) funksiya uchun barcha hosilalar
y(")(0) =0 va (22) gatorning yig‘indisi 0* f(x)
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Lekin ba’zi bir shartlar bajarilsa ular orasida tenglik o'matish
mumKkin.

Teorema. (Teylor). Faraz qgilaylik (x0-h,x0+h) intervalda f (x)
funksiyaning ozi va barcha tartibdagi hosilalari birgalikda chegara-
langanJio'lsin, yahi 3M >0:Vxc (x0~h,x0+h) uchun

\f(n)(x)\<M, n=0,1,23,.
tengsizlik bajarilsin. U holda (x0-h, x0+h) oraligda f(x) funksi-
ya Teylor qatoriga yoyiladi, ya’ni

1(*) :f:D N ~ 9%)" >1*“ *o|< h> (23)
tenglik o‘rinli bo'ladi.
Agar Teylor gatorida x0=0 bo'lsa, u holda hosil bo'lgan qga-

torga Makloren gqatori deyiladi.
- Endi asosiy elementar funksiyalaming Makloren gatoriga yoyil-

malarini keltiramiz.

X X -1 x . X X X %
1 e = > — =1+ xh--—-- eee h... f—€o<x<+o00).
ZSnt 21 3! 1 )

0 X2H x3 x5 XX

2- 1t0=8§ (22 1)i=Jdi+1T+IT+-+(S7TO0i+™ (-»<««>)e

3-cta=S (M)i=1+1 +ii+""+(N)i+ " (-»<*<«m>)e
» [tV r3"*1 v3 Vi -1V v 2**1
4'sin” § 1 i A CALT?24N +MH'P A )T+ (-»<*F<+n»)m
, X! x4 (-1)=>*
5- cos,=S iiir "N <X<W)-

6. In(l+~)=£(-ir IN-=x-f[+ff--+("ir *“ +- (-i<x<r).

+— Leeee- A eV3+. + —I grmmmmei X +.(-1<x<]l).




6°. Darajali gatorlarning tatbiqglari

a) Darajali gatorlar yordamida difierensial tenglamalarni yechish.
Aytaylik,
y tp{x)y +a(x)y =f(x) (24)
differensial tenglamaning ushbu
y'(x0)=y. (25>
boshlang‘ich shartlami ganoatlantiruvchi yechimini topish talab qi-
linsin.
Agar p(x), q(x), f(x) funksiyalami x0 nuqgtaning biror atrof-
ida shu funksiyalarga yaqinlashuvchi

¢ Cw(x-x0)"
ko‘rinishida ifodalash mumkin bo'lsa, unda yuqoridagi Koshi ma-
salasi yagona yechimga ega bo‘lib, uni

= o0 (26)

ifodalash mumkin. (26)-gatordagi noma’lum an koeffitsientlarni
topish uchun (24)-tenglamadagi y, y\ y\ p, q, f lar o‘rniga ul-
arning yoyilmalari olib borib go'yiladi va noma’lum koeffitsientlar
usulidan foydaniladi.

Misol.

y'-xy =0 (27)

tenglamaning ushbu
5:0)=1,y(0)=0 (28)
boshlang‘ich shartlarni ganoatlantiruvchi yechimini toping.
< (27)-tenglamaning yechimini
a
> I>  *" (29)

ko‘rinishda qidiramiz. Unda

y (" _1K *'™2=2a2+ ¢ (" +2)(n +1a,,+X",
«l

=z"
2
Xy=x+£ amx" =jr anxmd =jr a™x"

/1=0 «=0 w=|

bo‘lib, (27)-tenglama quyidagi ko'rinishga keladi:
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2a2+ X (rc + I(n + 2)a, X" = Ti'a)»»("-
Ji=1 i=
Bu tenglikdagi x ning mos darajalari oldidagi mos koeffitsient-
lami tenglash yordamida
a2=0, («+!)(«+2)ant2=a,~ neN (30)
rekkurent formulani hosil qilamiz. a2=0 bo'lganligi sababli bu

rekkurent formuladan a5=0, ag=0 va umuman

o3ri=0» «eTV
ekanligini topamiz. Shu formuladan yana

% (2-3)«(5m6)m...-[(3»-1)3»]"’

a-' =(3-4).(67)..."[3»-(3n+1)j’
tengliklar o‘rinli bo‘lishi kelib chiqgadi. (28)-shartlar va (29)-teng-
likdan =><A=1Q0=o0.
Demak, (27)-tenglamaning (28)-shartlarni qganoatlantiruvchi
yechimi quyidagi ko'rinishga ega ekan:

x3 X6 + >
y~ +2-3+(2-3)-(5-6)+""+(2-3)-(5-6)-...-[(3»-1)-3n]
b) Darajali qatorlar yordamida integrallarni hisoblash.

Integrallarni hisoblashda ham integral ostidagi funksiyani dara-
jali gatorga yoyish ko‘p hollarda yaxshi natija beradi.
Misol. Ushbu

O *
integral hisoblansin.
< Awalgi punktdagi In(l +x)ning Makloren gatoriga yoyilmasi-
dan foydalanamiz:
i =vin(i+x)" = —u =f
1
y*( 0 A 1 1.y 1 _n-~ _r~ >

ti n2 zt(2n-1)2 4tin2 8 24 12
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Izoh. sonli gatorlaming yig‘indilarini hisoblashda ko‘p hollarda
gquyidagi tengliklar katta yordam beradi.

£EL _i_=in2, (31)
n n
2
@ n~ 6
A 1 71
,—=((2n-1)" 8 (33)
tizn-1 4 (34)
Yugqgoridagi misolni yechishda (33) va (32)-tengliklardan foy-
dalanildi.
Nazorat savollari
1. Funksional ketma-ketlik tushunchasi.
2. Funksional ketma-ketlikning limit funksiyasi tushunchasi.
3. Funksional ketma-ketlikning tekis yaqinlashishi ta’rifi.
4. Funksional ketma-ketlik tekis yaqginlashishining zaruriy va yetarli sharti.
5. Funksional gator tushunchasi.
6. Funksional gatorning yaginlashishi tushunchasi.
7. Funksional gator tekis yaqginlashishining ta’rifi.
8. Funksional gator tekis yaqinlashishining zaruriy va yetarli sharti.
9. Funksional gator tekis yaqinlashishining zaruriy sharti.
10. Funksional gatorning tekis yaqinlashishi hagidagi Veyershtrass alomati.
11. Dirixle alomati.
12. Abel alomati.
13. Funksional ketma-ketlik limit funksiyasining uzluksizligi.
14. Funksional gator yig‘indisining uzluksizligi.
15. Funksional gatorlarni hadlab integrallash.
16. Funksional qatorlarni hadlab differensiallash.
17. Darajali gator tushunchasi.
18. Abelning birinchi teoremasi.
19. Darajali gatorning yaqinlashish radiusi va yaginlashish oralig'i.
20. Darajali gator yagqinlashish radiusini topish uchun Dalamber formulasi.
21. Darajali gator yaginlashish formulasini topish uchun Koshi formulasi.
22. Koshi-Adamar formulasi.
23. Teylor gatori va Teylor teoremasi.
24. Elementar funksiyalami Teylor gatoriga yoyish.
25. Darajali qatorlar yordamida differensial tenglamalarni yechish.
26. Darajali gatorlar yordamida integrallami hisoblash.
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-B-
Mustagil yechish uchun misol va masalalar
1-masala. {/,(*)} funksional ketma-ketlikning M to‘plamdagi
limit funksiyasini toping.

1.1 fn(x)=x"-3xn2+2xnt3, M = [0;1].

nx
1.2 /,(*) = M =[0;+00).
X +3n+2
T3 M tf ’sJ*2+~J~A> M = R.

1.4 fn(X) =(x-\)arctgxn,Mm =(0;+00],

15 fn(x)=€77, M =][0;2],
nx

14

1.7 fn(*) = sin”x,M =[0;"r],

18 /,(*)= _, -, ™ =(0;-fco).
(v ) Z\n n+x +xmn ( )

«» [, M = Vxsinx,M

m_c
272

1-10 /.(*) = yJcosx,M

1.11 fn(x)= n3¥X2ee-*“,M =[0;+00).

2 1
1-12 /. (*)=" Jb + - X ,A/=(0;+00).

i-13 /»(*)=« X'-1 M =[13].
\Y /
114 /,,(*) = narctgnx2,M = (0; +co).

2



1.15

1.16

ley

1.18

1.19

foi ji_N
[.(*)= » X" -xzn M = (0;-ko).

[, (*)= fIl+*"+[y J M =[°;+00)-

sin Un/x r,, 4
/N *)=y i) m=[0,+e<,)

/,,(*;: -_"+—njarcigyfm M =10-,+7")-

X

cosnX
+ ,M = [0;+00).

4n+x/

L2 f,(x)= n*r-x-e-*,M =[Q+o0).

1.21

2.1

2.3

2.5

2.7

2.9

2.11

2.13

HZex \
/,(*y= h 3+—4——21 M =[0;-wo).
Y n +e ;
2-masala. Berilgan funksional ketma-ketlikni ko‘rsatilgan
oraligda tekis yagqinlashishga tekshiring.
I (*)= -In-;0<x<I. 22 f,{x)=x";0<x<t%
non
fa(x)=e-{x")2; -1<x<l. 2.4 f,{x)= xn-xnt;0<x<\
[, (x)=er-]);0<x<1. 2-6 fn{x)=x"0<x<1
/,,(*) = xarctgnx,0 < x < +oo0. 2.8 /[,(*)=x"-x2m0<x<I.
/,,(*) = arctgnx;0<x<+co. 2.10 /,,(x)= ¥+An 0<* <40
nx
f,(x)= sin?;-<»<x<+00. 2.12 /,,(*) = 1+I'I+X’O<X<I'
XT
IN(x)="p;N0<Xx<u<i0. 2.14 | Nx)=— ;0<x<!1-¢;ii>0.
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215 J«(*)= "JIx+i-'fcj'OKXK-Ho. 2.16 f,,(x)=jEpr;l-e<x<l+e,e>0.

/ T Xn
2.17 f,,(X) ="x2+ -T;-00<x< 0. 2.18 /,(x) ="—pTl;2<x<+co0.

2-19 fn(x)=T~ 2 ;| <x<+",
1+71

x

+ X
2.21 /»W =
n+ X+ X

2n
2.20 /,(x) =-j- 0< x< .

A

,a)0 <x <+3h0<x < L

3-masala. Veyershtrass alomatidan foydalanib, berilgan

funksional qatorlarni

ko‘rsatilgan oraliglarda tekis

yaqginlashishini ko‘rsating.

2jc
3.1 o X —_'_nT Nl<+0 -
E1) ( .
33 z b 1t \x\<3.
=\ M4 nin2n,
COSHA i i
— r-;M<+oo0.
n=l "
37 Z""M < 2-
nx v
3.9 £ _7-E° -
< +r|7xF N <+co
® MV

3-11 S ;N - 2<Ji<+" -

i-1)™1
3.13 Z:D )FT;0<X<+CO.
W X+\jn

A (-1)7 1X2
3.15 2 — - ;-l<x<1.

3.2 '¢x2e-nx;0<x<+co
)

sinnx i i
3.4 Z — T1T=-;I<+cCo0.

n="l fiv»

sinroc
J|[x|<+o00.

«“1%/nd + x4

3.6

1
38 % h " n+xntz~x~2'

@® X
A -0 - - _
310 Eif-ﬂt-nf ;0- ;c<+00

312 Z 2 ' 2:-°0<X<+°0.
X'+

) \wl

A (-1) X" N
3.14 Z 4 = -;°~ A

==  V«

3.16 Zj(xa2cl)-(cr2/7+) 0T
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® J I/IXZ\

2X 1+ 100 < X < Y4-CO.
3.17 Z smvi_'arctg— r;-00<x<+w- 3.18 2 > 24 X2
A (*_ n A nln(1+«x)
319 / | — T— ;-1<x<3. 3.20 £ Y em ,2< X< +00.
ti ( 7+ 1)-37
1+ 0<x<2.
821 2 In " ngrp g7+ 1)

4-masala. Berilgan funksional gatorning ko‘rsatilgan oraliqda
tekis yoki notekis yaginlashuvchiligini aniqglang.

nx
41 0<x<1l
e
® /71X
42 \Y -1l<x<+o00.
' =1
[eo}
43 S -0<X<+<»,
’ Ir=1 |
[ey)
------ 0 < X< +0
4.4 S ’
X Xnth”l< <1 4.6 £ (I-x) 0 |
T - X . . X )X":;0<x<|I.
4.5 ,IH n 7+1 =0
%
4.7 | 48 =/ -\<x<lI.
n=0
Csinnx it< <27 sin nx )
49 | . ;0<n <2\
wet  ~A~"~2~X'~ 2" n=l
co i « f-1)"
4,11 £2" -sin——;0<x<+o00. 412 Y -— —;0<x<+co.
m\ J X ti X+ /7
271
X (—1)" cos-
413 Yy V-- ;0<x<24.
n+sin X V' + X
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415 |y™m*\0<x<A~. 4.16 Z tal +T A\ 0ax<too.

=i
4.17 £ 0 r”™ ;1- nr<”N0- 4.18 10 <FALSHES,
m( -0 P 1+n33
TlyjX 1
e d nr « 0<x<++00
419 FiME Ay 4.20 ;Mrl,wxy,
®
; 1<x <+00.

4.21 £\:(| +2x2)(I +4x2)...(1 +2rar)

5-masala. Berilgan funksional gatorning yaqinlashish sohasini

toping.
f n) 52 y’_(__lr_.ﬂ_A_
5-1 h(x+ny% ' "ol2n-1 0 1+x
» 1
53 ¢/w +1 (3™ + 4%+ 2)"
i 7+ 3 1
55 Z 5-6 §(=;1»+1 (27x2+12x +2)"
«e29 1
57 Z 5-8 /1 +1
til+ A -2 ¢ (3x2+8x+ 6)
T « (X2-6x +12)"
59 Z — di— »
FiH+3U-* 510 M 47 -(/72+1)
a i .
(-1)
Z (x2—5x + II)
-LIL.
513 £ 5.14
,,:1\/X+|/| 57|—(/72+5)
(< + %) i
« + xX)"
515 £ 5.6 L., ‘
. 2a(n +x)
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*

(G R ,
ST Ein? 518 ¢ {1f
V-W7 + 1 5 20 Y fn
519 %Hf?\ ' h:i/T

521 tI'2"-(«2+1) V '

6-masala. Berilgan funksional gatorning yagqinlashish sohasini
toping.
@Q" *.4*
6.1 Y —X2'eSin(x + TtUj. 6.2 -X4'-sin(2x-"«).
Zin
'5! 1
a, Y — x4 ecosix +xn\.
=1 ft 6 -4 m kV
(D 0 3/7
6.5 dn -sin(3x + 7/j). 6.6 £ — x2'-sin(5x-;ni).
67 Y — X2'-COs(X+ ~17). 6.8 Y — x2n-sin(3x-7r?7).
' iTr 2«
. - WL "
60 B g s Z 610 ¥¥7" X' sinl,
I=1 u t* 217
611 ;g x"-sin X 6.12  ¢3"-x2-sin”,
. f;:l " H V«
) e X 6.14'X3"-tg-AN
6.13 e : -tg-An-
/!:13 n 9 4\ »
X B e 16, 2 » X -arcsin— .
6.15 /(::1 937 6.16, 2 37
6.17 S'«--x2 -arcsin 6.18 (32" -x5'-arcsin _*
17=1 W 17=1 Tnl
;2K erers 6.20 ¢2"-x3n-alr/
6.19 ¢ "I ¢ ? 2-w+3)
621 127" -x3'.arctg

)1 27+ 1



7.1
=]
foo2V o
73 £ 1+- S
Ji=1 n)
75 ¥
=1
€ -/r3sm-)-g-t1
7.7
/=
78 X 5 Ime(x - 1)
711 £ 1+ 3V
tiv )]
@ A9v2d
7.13 £
Ji=1
In|\ + 5 +Inlnx
7.15 £
z
7.17 rmIn"ix+ —
o (_1)-
7.19 £
7.21

7-masala. Berilgan funksional gatorning
yaginlashish sobasini toping.

In"Ix + -
72 V_ L L-
[

74 Z « vi-1 £ X

« § H y l3 o
1

7.8 | fin" (x-1)

7N0 In" (v+2)

7,12 §in"(x +e)

714 1(-1T x

=1

730 Lot b
v sm” .7.7.|.r1.|]
7.18 7 SMg
0 -trérctgflh
720 K-1T-5
/A
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8-masala. Berilgan funksional gatorning
yaqinlashish sohasini toping.

+ (n-2)".(,+30 fj-ir.f'zll
8 h 2n +3 : 82 h (n+1)5-
x (X—=1v v 3
83 ir™ r- 84 § 0 "~ ?
05 f( [[1r-2) 06 V (X~5__
85 ¢sr( } 2« o 86 h 3*+8 =
\% An\
8J A3l x-r)!_ _ 838 £2*"
V (*+5f t ("~ -r1
89 4"-(217-1)" 8N0 (M (2n2-5un)-4"*
(x-2)" Ao 3n-(x-2y"
811 §(3wu +1).2-* 812 ti (51-8)3
8.13 E(*+5)" '~ - 8.14 £sin”™-(x-2)"
® J X
815 ¢iVO-(*-If 8B .
8n7 1 ~ L . ,,S
8.19 £ (3{« +2’1\)2-2"+4):' 8.2» Fr(n +ﬂ'|n5()<:+4)
821 £

H(nN+2)eln[n+2)e¢(x-3)"
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9-masala Ta’rifdan foydalanib, berilgan funksional gatoming [0;l]
kesmada tekis yagqinlashishini isbotlang nO(f)-? . n ning ganday
giymatlarida gatorning qoldig‘i V.ve[0,I]] uchun 0,1 dan katta

bo‘Imaydi?
()] q
91 S (4) 7/i-H « b A"K -b -
9.4 4 ("'T
93 W r (;':I:E vH -5
o n n n
95 5 (-° 4«-5 «
9.8 b,r 4y -7 -
91 S (-1) 3u-4 & <q?n -2
® /;
99 8 (-.r 6;.,, 9/ »
9 U | ( 7.-10 - 912 §<-m)’6l-8-
93 S bl 075t
® 5
9N5 1 '4 * 8/1-12 one 4 -I 6,,% -
9N7 §<-9"J-s- 9N18 | (4) 6,-10 -
()] 3
919 5 n r 4; . 7. 8§ H -5 .7.

« » 2 H ' 7;.13.
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10-masala.Berilgan gator uchun uni majorirlovchi gatorni toping
va ko‘rsatilgan oraligda tekis yaqinlashishini isbotlang.

X e COS X [ o 0227 . =7
/H ijn5+1 H <2 2*2
. vlin 3N
103 ¢ 4 [-2.2] 10-4 | — 59
* o L 10.6 1,6
105 z 272 S g ns [-1.6].
-3)” cos' nx
s = 0]
1010 7+ [5-1]
- W 1- 10 z- 11.
09 g ohg  tWI =
B n
10.11 {’,=§_I)",_(”+,J-In(n+l) [«] 10.12 irpp«!- H *4
o P12 _
A(x +2)n r ,
io,s K-31, 10.16 Z « > [-3,-i]-
M ft H
(-if1-*" Il r 018 AT+ X
10.17 Z 2 10.1 5) ore T > 5,
(x-2)2 35 AM(x +5)n :
1019 EH) , 10.20 Z > . t-6'%4}
= n 2°2 A
(x-2)-

10.21 gl’(Z«-l)-Z [Vl
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II-masala. Berilgan funksiyani Makloren gatoriga yoying.

11.1 /7 (x) = +x)-e-1.

v X2-3x +I
11.3 f(*h x,_5x -6-

1+ X
115 f(X) =arctg—
11.7 /(x) =arccos(l-2x2).
11.9 / (x) —sin3x.

11.11 /00 =/, -JJ-

11.13 /(*)»

11.15 /(x) =— r-
( ) (x2+ 2)
1117 J-4x~3
M /W =(1I- ,)(,-,l)~

1121 /(x) = In(x2+3x + 2).

11.2 /(x) =sin2x-cos2x.

, ., S X 1-X
n.4 f(x)=arc«—

11.6 /00 =arcsin-"=

+x2

11.8 /(x) =cos2x

vl
11.10 /00 :7I—X:
11.12 /00 =“/=
1114 /(*) =
1116 /0 =

9+x2
11,18 /W = «* +2« .
................. \% 12 - 5x
n-2» IW =6.5x-x2-

12-masala. Berilgan funksiyani ko‘rsatilgan nuqta atrofida Teylor
gatoriga yoying va bu qatorning yaginlashish sohasini toping.

12.1 / (x) =\fc;x0=4.

12.3 /(x) =cosx;x0= -

125 /0) =(/§('t===:§;*o:2_
- 4 x +

12.7 | (X) = cos4x;x0=

12.9 /(x) =" rr;x,,=s.

12.2 f(x) =er;x0--2.

12.4 /(x) =-l;x0=-2.

12.6 /(*) =-X5-75-)2:-Z ;xo0=1-

12.8 /(x) =sin4dx;x0= "

12.10 /(x) =e2;x0=-1.



12.11 f(x) =s\nx;x0=—.
12.13 f(x) =sm2x\x0=-] .

1215 /(X)"~"TZ3~M;X="L

12.17 /(x) =sin3A:;Xo="-

1219 /(*) =y7 [*0=-L

12.21 /(x) =cos4r,x0= -.

12.12 /(x) = n[x;x0=3.
12.14 f(x) =cos2x;x0=—.

12,16 f{x)=y*’x0=8-

12.18 / (x) = cos3r,x0=-.

1220 f (W)=j_ 2x — ~n

13-masala. Quyidagi gatorning yig‘indisini toping.

131
TR

Y Hy e
0

A3 U +1)*H
33 1r AT

135 £«V .

137 1 f

139 1>+ K-

1313 Z,{9p_3 4

1315 Eo5r

X2
13.17 Z (™)

13.2 on( 2«+1)xn

R n
, Ay _ I

134 *» (»+ 0

sin nx

136 Z, n\
* X"

13.8 §-(2,,)r

300 (- T of*->)*-*m

X..4/1—3

4«-3

v 2»-i

1314 Z:t 2, *
P
13 sHT 2n +1

1318 X-4Xx2+9x3-16%x4+ ..



13.19 12X+ 23X +34x +....

1321 JL._ L+

1-2 2-3 34 4'5

13.20 H h
1-2-3

14-mesala. Berilgan gatoming yig'indisini toping

<4.i
143 EN "

145
to 2/7+1

(-1y-'x"
14.7 rlﬁ« (I17-1)

149 é/J-(/7+ )

1411

o (217 + 1) (211 +2)"

17+1

1413 7H )

17 + 1)

, 20-1

1415 Z

r 207 (217-1)

HT

n

1417 L 1+

,/+1

n "=*
1419 &(/7 +D)(/7+ 2)

Jirr+

1421 & o741y

234

142 £
t2(217 - 3)(2/7-2)"
144 7" 72

tr 4a-(2//-2) °

* i 1
146 £(-N* V Ir]\)x

148 £ I+ (-1)” 207+1
to 27+1

y A"

7016 (27 + 1)

14.10
1412 £(-1)" —+-

1414 £

=l «

1416 £

(-ir+ 1
17=1 77

17+1

(-0
1418 £, 000 o

un £ "
' u=2 f79(/7- 1)

2-3-4  3-4-



15-masala. Quyidagi gatorning yig‘indisini toping.

151 £ (4«2+9"+5>"+ 15.2 7'/:53«2+7/7+4)xn.
15.3 £(</=+»+1)*". 15.4 i(2/.= +4»+3>r".
=0 «
155 ¢ (« 2+5« +3X". 15.6 ¢ (2h2+5m+3)x"™.
=0
15.7 ¢ (3«2+8;? +5)x"+2. 15.8 ¢ (2 « 2+8«+5)x".
»0 «
--15.9 TyrH-7ff+5)d+. - 15.10 /%0( 3"+ T+ {)*e
»0
1511 ¢»e(2«-iy'+2 1512 ; (n2-« +Dx".
=0 n=e
1513 (2« 2-w-1)x". 1514 t(3«2+5«+4y
=0
1515 ¢ («2+7«+4y. 1516 Z (2'2-» -2y *+.
=0 "Q
15.17 ¢ (2 « 2+ 2« + Dx". 15.18 Z (»2+2«-1)x"+.
=0
15.19 %:0( 2+2n + 2K +2- 15-20 +4n +3K +-

15.21 ¢ («2+5«+4)xX"+2
=0
16-masala.
Integral ostidagi funksiyani gatorga yoyish yordamida berilgan
integralni hisoblang.

i , 1
16.1 fln-—-- dx. 16.2 Jinjc-In(I-x)A.
0 I~x 0
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16.3 bl ™ 1. HA LW

TNCJ Y —— "dx.

[0] X

Darajali qatorlar yordamida quyidagi differensial tenglamaning
berilgan boshlang‘ich shartlami ganoatlantiravchi yechimini toping.

16.6 y'-y =0, jl(0)=1. 16.7 (I+x2)y~1=0, j(0)=0.

168 y +ny =0, >>0)=1 y(0)=5. 16.9 /-xy =0, j(0) =1, y(0) =0,
16.10 (I-x2)y-xy'=0, j(0)=0, /(0)=1.

16.11 {l1-x2)yn-5xy'-4y =0, ~0) =1, ¥Y(0)=0.

16.12 y"-xy =0, j(0)=0, y(0)=1.

Integral ostidagi funksiyani darajali gatorga yoyish usuli
yordamida berilgan integralni 0,001 aniglikda hisoblang.

16.13 Y—Sm)é’x 16.14 }]/\r/)-(cosxdk.
0 X 0

16.15 Jsinx2" . 1616 Y &

on/l + x4

16.17 Yy ’'n. 16.18
2 é

16.19 16.20 "
oVI-X2 5

16.21
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Namunaviy variant yechimi

1.21-masala. Ushbu /<00 - In 3+- funksional ketma-

ketlikning m =[0;+00) to‘plaradagi limit funksiyasini‘toping.

nZeA' \ _ n2eX
3+ =In3 +limlIn 1+
V P>y 3 '(l/]4 + ez()
nZxx
In 1+ x x
2
:'”3+A“Q' lim m= In3+1<0=1In3>.
i "R* (/74 + e2X)
3(n* +e2x)

2.21-masala. yﬁﬁw NIX  funksional ketma-ketlikni a)
n +x +yffix

0<x<+oo b) 0<x<1 oraliglarda tekis yaginlashishga tekshiring.
< |Ikkala oraligda ham /,(x) ketma-ketlik yaginlashuvchi bo'lib,

1+ 10
f(x)= limf,(x)= lim- n+X  =lim .
1+ 4 -
n n
1-teoremadan foydalanamiz.
n+x \fnx

'« OOH/O0-X0O0b
" M+X+anx  n.Ex.+\Inx

deb belgilasak, 1-teoremaga ko‘ra [f,, (x)} ketma-ketlik M to‘plamda
tekis yagqginlashishi uchun ushbu

limSupr (x) =0;

xeM

munosabatning bajarilishi zarur va yetarli.
@) O0<x<+°0 bo-lsin.



n+n+yjn-n 3« 3 ce10.>) 1 3
b) 0<x<l bo‘lsin. Bu oraligda /; (x)>0 bo'lgani uchun

{/=. My = Supm(x) =r,,(\)=— " m= lim5»p/;(x) =lim— "~ r =0 =
«1 T+ 1+ V« "S* (il IH* /7+1 + d/7

= f,(x) funksional ketma-ketlik 1 ga tekis yaqginlashmaydi.
Demak, berilgan funksional ketma-ketlik O<x<+°0 to‘plamda
notekis, 0<x<I| to‘plamda esa tekis yaqinlashar ekan. >

3.21-masala. Veyershtrass alomatidan foydalanib,

X
2> 1+ «oIn2(«+1) funksional gatorning 0<x<2 oraliqda tekis

yaqin ashishini ko‘rsating.

U,(X)=1In 1+ eln2er + 1) Berilgan 0<x<2 oraligda qu-

yidagi tengsizliklar o‘rinli.

M *)|: In 1+ X =In 1+-
Hubn” (7 + 1) 7 -In2¢7 +1) eln2y7 =1) 7 In2u7 +1)
2 - - - -
Agar a, deb belgilasak, Koshining integral alo-
n-\n 7+ 1)
awn X ’1
matiga ko‘ra - X +1j sonli qator yaqginlashuvchi

bo‘ladi. Unda Veyershtras alomatiga ko‘ra berilgan funksional ga-
tor 0<x<2 oraligda tekis yaginlashuvchi. >
4.21-masala. Berilgan ushbu

(0]
;ti;(l +2x2)-(1 +4x2)-...-(1 + 2/?7x2) ,

funksional gatorning |<x <+oo oraligda tekis yoki notekis yaqin-
lashuvchiligini  aniglang.

< Bu qatorning tekis yaginlashishini tekshirish uchun 2°-punkt-
dagi 1-teoremadan, ya’ni (IO)-tenglikdan foydalanamiz.
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)= (1+2xQ oI +4x2 (1 +2nx2)

| . n=23..
2x' (i+2y2) Wl +4\2m..e (1 +2(»- 1).v') (1+2x2)(1 +4r)-...-(1+2/7.v:)

va

l_
+2xr (1+2r)-(1+4r)-...-(1=2/ir)

*Vxe[l,+00) uchun S (x)-M 5 ,(x)--T va ~(x)=5(x)-5,(x) =

AN 7 * =

(I+2x:)—(|+4x2)—...—(|+2raI) r-H . )_(_I+2)(I+4)-...—(I+2n)

=>.|.i$ Sup |r,,(X)| =0=> Berjigan gator 1|‘_I,+°o) oraligda tekis ya-
ginlashadi. > n n

521-masala. 8§ r # T i)' (25 1+") funksional gatorning ya-

ginlashish sohasini toping.
< Yaginlashish sohasini Koshi alomatidan foydalanib, topamiz:

25x2+1 <1
i™:ir ("=+1j-(25T2+0"
/
‘ i i <—1—> XI<-1:>X£ _lan d
bo‘lsa, yaqginlashadi. = 15 \ 5 5) a gator ya-
ginlashadi. Chegaraviy nuqtada esa u,,'”51 bo‘lib,
. n~
limw, *— =Ilim -=1*0

\V/ nj «-**« +1
gator yaginlashishining zaruriy sharti bajarilmaydi => yaqinlashish
H
sohasi interval ekan. >

v 5*5/
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6.21-masala. Ushbu

Y 1" -xbrarctg- 3
n.l 2«+ 3
funksional gatorning yaginlashish sohasini toping.
< Bu qatorning yaqginlashish sohasini Dalamber alomatidan foy-
dalanib, topamiz:

27'H -X3*3marctg Ul 27+ 3

ligy un.I(X) = lim A+5 o U elim el <1
W'Ix) 27" «X3' marct 2[7+5 3-bl
8 o7+3

. . . 1 . 1X . .
bo‘lsa yaginlashadi. => x\<-= yoki V3’3 da yaginlashadi.
Chegaraviy nugtalarda tekshiramiz.
; R arctg =0 !
1) n=T bo'lsin Vv on+3 0 o3 V@ t\2n +3
uzoqglashuvchi =>beri]lgan gator x =- nuqtada uzoglashadi.
2) = bo‘Isin o7+ 3 va

1
|1( -r arctS~/M o gator Lebnis alomatiga ko‘ra yaginlashuvchi

=

=> perilgan qgator x ~~\> nuqtada yaginlashuvchi.
Demak, berilgan funksional gatorning yaginlashish sohasi

10

3’3] “ar’m interval. >
7.21-masala. Berilgan

£(-i)3 1
n=l

gatorning yagqinlashish sohasini toping.

< Koshi alomatiga ko‘ra



bo'lsa, ya’ni x>0 bo'lganda berilganxqator yaginlashadi. Chegaraviy

x =0 nugtada «,,(0)=(-1)n bo‘lib, X (~0 qator uzoglashadi.

Demak, berilgan gatorning yagqinlashish sohasi (0,+00) oraligda
iborat ekan. >

i
8.21-masala. 2/7------ 7T~ VW
na (// +2) eIn{« + 2) (X

yaqinlashish sohasini toping.
< Qo'yilgan masalani Dalamber alomatidan foydalanib, ye-
chamiz. Agar

) g?T' funksional gatorning

xHE(*) -lim (» +2)InO +2H -v- 3r  _ 1
“«(*) (N+3)IN@7+3)mMv- 3):" (x-3)2

lim

bo‘lsa, unda  berilgan  funksional qgator yaginlashadi
=>(x-3)2>1=>|x —3i>1=>x€(-00;2)U(4;+00) to‘plamda berilgan
gator yaginlashadi. Chegaraviy x =2 va x =4 nuqtalarda

U » =(n+2)ta(» + 2)*
© J

bo'lib, Z~7+7jIn(2+2) son™ Qator Koshining integral alomatiga

ko‘ra uzoglashadi => Berilgan funksional qatorning yaginlashish
sohasi (-00;2)u(4;+00) to‘plamdan iborat. >
9.21-masala. Ta’rifdan fggydalanib,Yn
V(1) £
tT ' 7«-13
funksional gatorning [0; 1] kesmada tekis yaqinlashishini isbotlang
(/o(£Em)-?). n ning ganday giymatlrida gatorning qoldigi Vxe[0, 1]
uchun 0,1 dan katta bo‘lmaydi?
< Bu masalani yechish uchun Ve>0 olinganda ham
3n0=n0(s)eN topishimiz kerakki, \/n>n0 va barcha xe [0,i]
L
uchun M *)i=2X(x)<* tengsizlik bajarilishi lozim. Vs >0 son

olamiz va quyidagi baholashlarni amalga oshiramiz:



olinganda ham »»(«) = deb olsak, ¥/?>n0 va Vxe[O0,l]

lar uchun <8 tengsizlik bajariladi. Bu esa S (“ 0
k=n T« —13

funksional qator [0,] kesmada tekis yaginlashishini anglatadi.
Masalaning iskinchi gismini yechish uchun £=0,1 deyish Kki-

foya => /m0i5) = 01l+13 barcha n=>3 lar uchun
Ir,(x)|<0,1 bo'ladi. >
(x-2) . .
10.21-masala. 2 ,7fj _ " funksional gator uchun uni [I;3]

kesmada majorirlovchi gatomi toping va ko‘rsatilgan oraligda tekis
yaginlashishini isbotlang.
i S\ 2t 1
< Vxe[l,3] uchun \u, “(2n- 1)2" (2n-1)2" bo‘lib’

a»=(2/7- 1).?" desak, S a»='"(2n-\)-2"- sonli gator berilgan

gator uchun uni majorirlovchi gator bo‘ladi. e gator yaqin-

lashuvchi bo‘lgani uchun Veyershtrass anmatiéa ko‘ra berilgan
* o (x-2)"
Z (2If-) 2" gatorning [U 3] kesmada tekis yaginlashuvchi ekan-

ligini hosil gilamiz. >
11.21-masala. /(x) =In(x2+3x+2). funksiyani Makloren ga-

toriga yoying.
< Bu masalani yechish uchun

I (X)) =In(x2+3x+2).=In[(x +)(x +2)] =

=In(l+X)+In(2+X) = In(1 +X) + In2+ Inl 1+ —j
deb olib, 5°-punktda Kkeltirilgan
242



tenglikdan foydalanamiz: H n

In(x2+3x + 2).=In2+ In(l +x)+1In
\Y%
Vv 00 ,
=ta2+6 (-ir - +2 (O f_T
1= ft u ,

:In2+£—'('1) 14— x".>
n 2"J
12.21-masala. / (x) =cos4x funksiyani xg=11 nugta atrofida Teyior
gatoriga yoying va bu gatoming yaginlashish sohasini toping.
— < Awalo cos'-y=-(l +cos2x) ekanini e’tiborga olib,

f(x) =cosdX=(cos2x)2="-(1+ 2c0s2x + c0s22x) =

" 1+ cos4x' 3 1
14+ 2c0s2X + ~—— -=—-2 "= —+-c0S2X +—C0s4X

2 J 8 2 8

Ja
bo‘lishini topamiz. So'ngra x~t+”  almashtirishni bajaramiz:

W, o 31 (n 7N\ .31 1
f\xf—f\ll T g+'5COS,\2t+?— +§cos<}/+,r) = g—--}sm2/—§cos4/.
Endi sinXx hamda cos* laming 5° punktda keltiriigan yoyilma-

laridan foydalanib, ushbu

* f-1V'.92%
sin2? =y i-i~ — /20

Z0 (2/7+ 1)
cos4i=V —1

tio (27
tengliklarga pya bo‘lamiz. Natijada



\ 2*

I f ('0"'2:" /X _____

4 i (2m+ 1) 4/ h 2»)! 1 4,
gatorni hosil gilamiz. Bu gatorning yaginlashish sohasi (-00,+00)
ekanligini ko‘rish giyin emas. >

13.21-masala. Quyidagi
i L+J_ L
. T 2-3+ 34 45+
gatorning yig‘indisini toping.
()" HT o' M

ln-5?+!) galor uchun im0 " 7+ U2

yig‘indiga ega. \/-H
. . Mu@a+1)°
deb belgilaymiz.
Ushbu
s(*)=Bix (11+1) (1)

yordamchi qatorni kiritamiz. Bu qator |x|<l da absolut va tekis
yaginlashadi. Abelning 2-teoremasiga ko‘ra (5° punktdagi 7-teore-
ma va uning natijasiga garang)

S - g, S0-
boiadi. ¢'(x) funksiyani topish uchun (l)-tenglikni 2 marta diffe-

rensiallaymiz. ® n
mon
5"(X) =£ X A1=1 +X + X2+ X3+ ... =—~A—ixj< 1=>
«1 1—X

= S"(x)=In— -+G va 5"(0)=0=>
=>¢, =0=>5(X)=(1—x) *In(l %) +x+c2 va S(0) =0=>e2=0;
Demak, 5(x)=(I-x)-In(l-x)+x ekan =>5=J]jm)S(x)=21n2-1.>

14.21-masala. ~2n-(2n +\)" Qatorning yig‘indisini toping.
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< Bu gatorning yaqinlashish sohasi [-1; I] kesmadan iborat
bo‘lib, bu kesmaning ichki nugtalarida gatorni hadlab, differensial-
lash mumkin:

xe (k) £()= =-Mn(l-x2)+c, va {"(0O"O”c, =0=>

S(x)= "S'(x)dx +c2 Jin(l-x 2)dx +c2=((bo‘laklab integral-
1 V
lash usulidan foydalanamiz))=“Xln(l—x2)+x+—ln—11—"-+c2 va
S(0)=0=> ¢, =0.

n X 2"+ 1, 1-x x, fi n
Demak, X " 1f),g ~x+~lnu r jK 1 x Y ekan. Teng-
lik (-1; 1) intervalda o‘rinli. >
[e0]

15.21-masala. )Z:O(??~+5/? +4)x"I~. qatorning yig‘indisini toping.

< Berilgan qator (-1; 1) intervalda absolut va tekis yaqin-
lashadi va shu intervaldagi v oraligda bu gatorni hadlab integral-
lash mumkin:

*S(x) = 1T («2+5n+ 4)X"*2="T(/t+1)(/i+4)x"*2=>XS (.r)="r(/t+1)(n+4)x"*3=>
n=0 =0 ,=0
=> p-5(jr)fzx =2 (n + Njf"14+c, =.vaxX (/i + )x", + cl = x* iS{(.r) +c,
i A

x=0 da S(0)=5,(0)=0=>c, =0
Demak,
JXeS(x)dx =x4eS,(x) va 5,(x)=J(;; +Dx" =>7J5,(x)i/t=
#<0

X1 4 i X
= =x Fxrex Ho T +c2 x=0 da 5,(9); 0=>c2=0.
1-* i\ 2

Is’(x)*~ 1_x=>si(x)-[JZ"~j ~(1_~" =« Bu tenglik va
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Jx-5'(x)iic =x4 Si(x) dan

=>xS(x) = (x4 S(x)) = 4x3-(1-x): +2x4 (I—x)

0-*)4.] (1-X)4
2x3-(2 -x) =55 (x) =
(1-x)3 (1-x)3

Shunday qilib,
Y(>|2+5n+4)x"+2 2Ar' (2~ , xe(-1; h.>
(1-x)3 v o1

16.21-masala. IIntegral ostidagi funksiyani darajali gatorga yoyish

r 2
usuli yordamida Je Adx jntegralni 0,001 aniglikda hisoblang.
0
< Agar 5°-punktda ex uchun keltlrllgan yoyilmadan foydalansak,

In

ekanligini, bu yerdan esa
1] 12»1.' X- n
je x¢v=1J v . (-1)
w 10 «i(27+ 1) T EB1-217 +1)”

bo‘lishini topamiz. Bu hosil bo'lgan qator Leybnis qatori bo‘lib,
uning m-hadidan keyingi qoldig‘i

hi - Z
LE»le(2n+1)

uchun

<-
(«7+ Dl (277 +3) "
bo‘lishi bizga ma’lum. |rm< 0,001 bajarilishi uchun oxirgi tengsiz-
likdan m> 4 bo‘lishi kifoyaligini aniglaymiz. Demak,

\e*dX»I--+- - — +-i-»0,747.>
3 5 42 216
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8-8. 7-MUSTAQIL ISH
Xosmas va parametrga bog'liq integrallar

1-tur xosmas integrallar va ularning yaginlashishi.

2-tur xosmas integrallar va ularning yaginlashishi.

Xosmas integralning Koshi ma’nosidagi bosh giymati.

Parametrga boglig bo‘lgan xos integrallar va ularning funk-
sional xossalari.

Parametrga bog‘liq bo‘lgan xosmas integrallar va ularning tekis
yaginlashishi.

Parametrga bog‘liq bo‘lgan xosmas integrallar va ularning funk-
sional xossalari.

Eyler integrallari.

-A-
Asosiy tushuncha va teoremalar
B
Biz 1-kursda \f(x)dx aniq integralni o‘rganish jarayonida unga

2 ta shart qo‘ydilz:

1) a va ¢lar chekli sonlar,

2) [a,b\ da berilgan f(x) funksiya shu kesmada chegaralangan.

Endi biz aniq integralni quyidagi umumiyroq hollarda
o‘rganamiz.

1-hol. Oraliq cheksiz, lekin funksiya chegaralangan,

2-hol. Oralig chekli, lekin funksiya chegaraJanmagan.

1-holda hosil bo'lgan integralga I-tur xosmas integral, 2-holda
hosil bo‘lgan integralga esa Il-tur xosmas integral deyiladi.

Birinchi va ikkinchi tur xosmas integrallar va ularning xossala-
rini alohida-alohida va batafsilrog o‘rganamiz.

la Chegaralari cheksiz xosmas integrallar
(I-tur xosmas integrallar)

Integrallash oralig‘i cheksiz bo‘lgan holni ko‘raylik. Bunda 3 ta
vaziyat yuz berishi mumkin:
1) a<Xx< +o00;
2) -oo<x<b',
3) -U0<X< +00.
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Aniglik uchun 1-vaziyatni to‘liq ko‘rib chigaylik.
Faraz qgilaylik, /(x) funksiya [a,+0) nurda aniglangan bo‘lib,

A
VA>a soni uchun jf{x)"x mavjud bo‘lsin.

“ A

F(A) =\f(x)dx_.
a
deb belgilaymiz.
I-ta’rif. Agar ushbu
A-*+se /i->+x 2(/(* )* ‘
a

limit mavjud va chekli bofisa, uni /(x) funksiyaning [¢?,+c0) ora-
ligdagi I-tur xosmas intfegrali deyiladi va u
-foc

(2)

fcad/ belgilanadi hamda (2)-xosmas integral yaginlashuvchi, aks hol-
da esa uzoglashuvchi deb ataladi.
Shunday qilib,

+*5 A
jf(x)dx =Jim jf(x)dx.
a a
Qolgan 2 ta vaziyatda ham I-tur xosmas integral shunga o‘xshash

ta’riflanadi:
J/I(x)dx:=Jim J/(X)¢/X,

-X - 4
@ B
J /1 (x)¢lx:=Jim 3/ (x)1/x,
a <L
Agar //(*)* va (X)X yosmas integrallar yaginlashsa, u
-C
@
holda &)/(*)*& xosmas integral ham yaginlashadi va
[ ) a @
JI(x)ilx= JI(x)A + J/I(x )jx;
r -0 n

bo'ladi.
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Misol. (a> 0 va A - V hagqigiy son) xosmas integralni
yaginlasliishga tekshiring.
< V A>a olamiz

1-*
nl-

A*
1-A I-A :

Inx *=InA- Ina,A=1.

A>\ bofsa Ilim F(A) =-A—-l bo 1ib, integral yaginlashadi. A< 1

bo‘lsa ‘{_i)r)rlXF(A) =co bofib, integral uzoglashadi.
Shunday qilib,

*1dx  (yaginlashadi, agar A> 1 bo'lsa,
J XA [uzoqteshaéi, agar A <1 bo'lsa.
1-teorema. (Koshi kriteriyasi). (2)-xosmas integrating yagqin-
lashuvchi bo1ishi uchun quyidagi shartning bajarilishi zarur va yetar-
lidir: \/s> 0 uchun 3B>a:VAI>B va A_>B lar uchun

H(*)<E» <e:

bo 1adi.
Ko‘p hollarda Koshi shartini tekshirish qiyin bo‘ladi. Shuning

uchun tekshirish oson bo Igan alomatlarni keltiramiz.
A

Bundan buyon biz har doim \JA>a uchun \f{x)ax mavjud
a

deb faraz qilamiz.
2-teorema. (Umumiy taqqoslash alomati). Faraz qgilaylik, [o0,+00)
nurda
\f(x)\<g(x)
+0 +
boTib, {&[x)dx xosmas intégral yaginlashsin. Unda jf(x)dx xos-

a

mas intggral ham yaqinlashadif
3-teorema. (Xususiy taqqoslash alomati). Faraz gilaylik

O<a<i;c<+o0 nurda |/(*)|*pT’ ¢” "~const va A>1 bofisin. U
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0

holda \f(x)dx xosmas integral yaginlashadi. Agar 3c¢>0:

40
boHb, X<1 bofisa, \f(x)dx xosmas integral uzoglashadi.
a

€<
2-ta’rif. Agar J|/(*)|dx vyaqginlashuvchi bo‘lsa, u holda

VIX)dXx yosmas integral absolut yaginlashuvchi deyiladi.

2-teoremaga ko‘ra absolut yaginlashuvchi integral oddiy ma’noda
ham yaginlashuvchi bo'ladi.

3-ta’rif. Agar c}f{x)dx yaginlashib  \\f{x)\dx uzoglashsa,
a

+X

\ f (x)dx xosmas integral shartli yaginlashuvchi deyiladi.

4-teorema. / (x) va funksiyalar [a,+00 oraligda anig-
langan boHb, f(x)> 0 va g(x)>0 bofsin.
Agar x-»+o00 da

1(*) =0*(g(*));
+0e T
bo‘lsa, \f{x)dx va jg(x)dx xosmas integrallar yoki bir vagtda

yaginlashadi yoki uzoglashadi.
5-teorema. f(x) va g(x) funksiyalar [a,+co) oraligda anig-
langan bo'ib, ular quyidagjmshartlarni bajarsin:

(Abel alomad) a) (Jgf[x)dx yaginlashuvchi,

b) g(x) funksiya [a, +o0) da monoton
va chegaralangan;

(Dirixle alomati) a) 3K VA>a \f(x)dx ZK,
b) g(*) funksiya [a,+00) da monoton
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VAl _rl_flm g(x)=0.

D
U holda //(**)<& xosmas integral yaginlashuvchi boiadi.

2 +C

Misollar. 1) Jsinx4it xosmas integral yaginlashishga tck-
N 1
shirilsin.
+ +X 1 ]
< Jsinx<fr= Jjcsinx2—ife deb olib, /(*) =xsinx2, g(x) =-
[ [ X C
deb belgilaymiz va Dirixle alomatining shartlarini tekshiramiz:

1) f(x)=xs\nx2eCJ[l,+00) va F(x)=~cosx2- chegaralangan;

2)g(x)=-U va Hmg(x)=0;
D +»
{/(x)g”"x)"=-x Xv- yaginlashuvchi.
1
1)
2) xosmas integralning shartli yaginlashuvchi ekanli-
i X
gi ko‘rsatilsin.
< Agar f (x)=sinx va g(*) =- desak, Dirixle alomatiga ko‘ra

yaginlashuvchi ekanligini hosil gilamiz.
Endi

i X f X
xosmas integralning uzoqlashuvchi ekanligini koVsatamiz.

. . I-cos2x
|[sinx|>sin2x =-

Unda \/A>] uchun

misin x 1 Adx 1 /rcos2x
------- d X > - —eememm X

| x [ 2 )X 2f x
bo‘ladi. M a’lumki,

\dx  +rdx ,.TCOS2X  +pCcOS2X ,

JuSoJt - Jv ~ uzoglashuvchi Va x 7 f x
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Dirixle alomatiga ko‘ra yaginlashuvchi. Shularga asosan oxirga teng-

sizlikda a—=t00 da limitga o'tib, J dX xosmas integralning

uzoqglashuvchiligini topamiz. => f------ dx integral shartli yagin-

lashuvchi. >

Eslatma: Birinchi tur xosmas integrallarda ham ma’lum shart-
lar bajarilganda aniq integrallarni hisoblashda qo'llaniladigan
o'zgaruvchilami almashtirish, Nyuton-Leybnis, bo‘laklab integral-
lash va shu kabi boshga formulalar o‘rinli bo‘ladi. Ularning shart-
larida va ifodalanishida printsipial farq bo‘lmaganligi sababli biz
ularga to‘xtalmaymiz.

2U Chegaralanmagan funksiyaning xosmas integrali
(Il-tur xosmas integral)

Faraz qilaylik, f(x) funksiya [a,b) yarim segmentda berilgan
bo 'ijsin. Agar Var>0 soni uchun f(x) funksiya [a,b- a) a[a,b)
da chegaralangan bolfib, \a,b) da chegaralanmagan bo‘sa, u holda
b nugta f(x) funksiya uchun maxsus nuqta deyiladi.

Aytaylik b nugta [a,b) oraligda berilgan f (x) funksiya uchun
maxsus nuqgta bo'lib, /(.r) funksiya [a, b-a] kesmada integral-
lanuvchi bo‘lsin.

b-a

F(a)= Jf(x)dx;
a

deb belgilaymiz. Bu funksiya yarim segmentda aniglan-
gan.
Ta’rif. Agar ushbu
b-a
P () =4y TG
limit mavjud va chekli bo‘lsa, uning giymatiga f(x) funksiyaning

[a,b) dagi Il tur xosmas integrali deyiladi va
b

if(x)dx; ®3)

kabi belgilanadi hamda (3)—xoasmas integral yaginlashuvchi , aks holda
esa uzoglashuvchi deb ataladi.
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Shunday qilib,
\f(x)dx:=\im Jf(x)dx ;

Xuddi yuqoridagideka, a nugta f(Sx)\D funksiyaning maxsus nuqtasi
bo‘lganda (a,b\ oralig bo'yicha xosmas integral, a va b nuqtalar funk-
siyaning maxsus nuqtalari bo‘landa (a,b) oralig bo‘yicha -xosmas in-
tegrallar quyidagi tengliklar yordamida aniqglanadi:

1f{x)dx” Jim ) f{x)dx.

‘]/(X)dX:'J<i.r£+o JI(*)<&
R->+0a+ct
h I
Misol. J(p_xfdXx (~>0) xosmas integral N<1 bo‘lganda

yaqginlashadi va A>1 boHganda uzoglashadi.

Ikkinchi tur xosmas integrallar uchun ham birinchi tur xosmas in-
tegrallarda o‘rinli bo'lgan ulami hisoblash usullari va yaginlashish alo-
matlari o‘rinli. Ulaming hammasiga to'xtalmay, asosiylarini keltiramiz.

1-teorema. (Koshi Kriteriyasi). (3)-xosmas integralning yagin-
lashuvchi bofishi uchun quyidagi shartning bajarilishi zarur va yetar-
lidir: Ve>0 uchun 3S>0: 0<a”<a'< S tengsizlikni ganoatlantiru-
vchi v a' va a" lar uchun

Jf(x)dx <Em

tengsizlik bajariladi.
2-teorema. f(x) va g(x) funksiyalar [a,b) da berilgan bofib,
b shu funksiyalaming maxsus nuqtasi bofisin. Agar Vxe\a,b) da
0</(x)<:g(x);

b b

boisa, n holda /#(*)*& integralning yaginlashuvchiligidan \f{x)dx
a b a

ning yaginlashuvchiligi; Jf{x)dx integralning uzoglashuvchiligidan

b

Jg(x)dx ning uzoglashuvchiligi kelib chigadi.

a
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Natija. Agar |y(™:)|<c-&—)~'3 bo'lib, x <\ bo‘lsa (3)-xosmas

integral yaginlashadi. Agar /(*)E(—b°)/, c>0bo‘lib, X=>\
-X

bo‘lsa, u holda (3)-xosmas integral uzoglashadi .

3—teorema.b Agar x->b-0 da f(x)=Q*(g(*)) boisa, unda

\f(x)dx va jg(x)c/x integrallar bir vaqgtda yaqginlashadi yoki uzog-
lashadi.
4-teorema. /(.v) va g(x) funksiyalar [a,£) da berUgan bofib,
ular quyidagi shartlarni bajarsin:
b

(Abel alomati) a) jf(x)dx integral yaginlashuvchi,
a

b) g(x) funksiya \a,b) da monoton va chegaralangan;

(Dirixle alomati) a) \/x VJI>0 jf{x)dx <K

b) g(x) funksiya [<, b) da monoton va
x-|i>rlgog§/x) =0
b
U holda \f (x)dx xosmas integral yaqginlashuvchi bo1adi.
a

3R Xosmas integralning bosh giymati

I-ta’rif. Aytaylik, f(x) funksiya -0o <*<+<» to'g'ri chizigda anig-
langan bo'lib, undagi v kesmada integrallanuvchi bo'lsin. Agar ushbu

Jim )f{x)dx-
-A
limit mavjud va chekli bo'lsa, s(a) funksiya (-00,+00) oraligda
Koshi ma'nosida integrallanuvchi deyiladi. Bu Umitning giymatiga
esa f(x) funksiya xosmas integralining Koshi ma’nosidagi bosh qi-
ymati deb ataladi va

V-P]f{x)dx;
kabi belgilanadi.
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Demak,
+oc A

V.p lim \f(x)dx.
-A

Teorema. Agar /(*) funksiya tog bo'lsa, u holda u Koshi
ma hosida integrallanuvchi va uning bosh giymati 0 ga teng bo fadi.
Agar f(x) funksiya juft bo‘lsa, u Koshi mahosida integrallanuvchi
bofishi uchun

Jte*)dx-

Xxosmas integrating yaginlashuv%hi bofishi zarur va yetarli.

2-ta’rif. Faraz qilaylik, f(x) funksiya [a,b] kesmaning s
(a<c <b) nugtasidan tashgari hamma nugtalarida aniglangan bo fib,
(a,c) va (c,b) ga gism bo'lgan v kesmada integralanuvchi bofsin.
U holda, agar

«'1930 jf(x)dx+ j f(x)dx

limit mavjud va chekli bofisa, f(x) funksiya \a,b\ kesmada Koshi
ma’nosida integrallanuvchi deyiladi va bu limithmg giymatiga inte-
gralning Koshi ma nosidagi bosh giymati deb ataladi hamda u
b
v-p\f(x)dx\

kabi belgilanadi.

Misol. /(*) =—~ funksiya [I; 5] kesmada xosmas mahoda

integrallanuvchi emas, lekin Koshi mahosida integrallanuvchi ekanli-
gi ko frsatilsin.

< Xosmas ma’noda integrallanuvchi emasligi ravshan. Koshi

ma’nosida integrallanuvchi bo‘lishini ko‘rsatamiz.

Op P i PO Vi i e ingxe2 )

+
X - 2 Jx-2 Jax-2 &
= lim (Inor+In3-Ina) =1In3.>
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4°. Parametrga bogiiq xos integrallar va ularning funksional
xossalari

f(x,y) funksiya R2 fazodagi biror D ={(x,y)€R2:a<x<h,
yeEczR} aniglangan va v fiksirlangan yeE uchun /(* >>)
funktsiya x o'zgaruvchining funksiyasi sifatida [a,b] oraliqda inte-
grallanuvchi bo'lsin.

Quyidagi

®(y)= if{x>y)dx-, (4)

integraiga parametrga bog‘liq intaegral, u o'zgaruvchi esa parametr
deyiladi.

Parametrga bog‘liq integrallarda $(>>) funksiyaning bir gator xos-
salari (limiti, uzluksizligi, difTerensiallanuvchiligi, integrallanuvchiligi
va hokazo) o‘iganiladi. Bu xossalarni o'rganishda f(x,y) funksiya-
ning u bo‘yicha limiti va unga intilish xarakteri muhim rol o‘naydi.

f(x,y) funksiya D to‘plamda berilgan, y0 esa E to‘plamning
limit nuqtasi bo‘lsin.

1-ta’rif. Agar \/s>Q olinganda ham (Vx&[a,b\ uchun) shun-
day S=S(s,x)>0 topilsaki, tengsizlikni ganoatlantiru-
vchi VyeE uchun

\f(x,y)-<p(x)\<e, xz[a,b]\
bo‘lsa, u holda (p(x) funksiya f(x,y) funksiyaning y ->y0 dagi
limit fiinksiyasi deyiladi.

f(x,y) funksiya d to'plamda berilgan boflib, o nuqta Ye
to'plamning limit nuqtasi bo'lsin.

2-ta’rif. Agar \/c>0 olinganda ham fV.ve[a,&] uchun)
3A=A(e,x)>0 topilsaki, |v|>A tengsizlikni ganoatlantiruvchi
VyeE uchun

\f(x,y)-<p(x)\<e, xe[a,b]\

bolsa, u holda <p{x) funksiya f(x,y) funksiyaning y —co dagi
limit funksiyasi deyiladi.
Limit funksiya ta’rifidagi J =£(£-,\-)>0 ning fagat £>o0 gagi-
na bog‘lig gilib tanlanishi mumkin bo‘lgan hoi muhimdir.
3-ta’rif. D to'plamda berilgan f(x,y) funksiyaning y —y0 dagi
limit funksiyasi <p(v) bofisin. Agar \/s >0 uchun 35 =S(s)>0 topil-
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saki, \y-y0\<S tengsizlikni ganoatlantiruvchi VyeE Ba Vxe[a,6]
lar uchuti

[f{x,y)-<p{x)\<e,
bofisa, f(x,y) funksiya o2z limitfunksiyasi ¢®x) ga \a,b\ da tekis
yaqinlashadi deyiladi.
4-ta’rif. D to'plamda berilgan f(x,y) funksiyaning y->y0 dagi
limit fiinksiyasi (p(x) bo'lsin. Agar 3e0>0, \/S>0 olinganda ham
3i06[<i,i] va |y-_y0|<<5 tengsizlikni ganoatlantiruvchi yt <=E topil-
saki, ushbu

[/(w.)-<z>(*0)|"0,

tengsizlik o rinli bo‘lsa, u holda f(x,y) funksiya <p(X) ga notekis
yaqinlashadi deyiladi.

1-teorema. (Koshi kriteriyasi) f(x,y) funksiya y->y0 da lim-
it funksiya <p(x) ga ega bofib, unga tekis yaginlashishi uchun quy-
idagi shartning bajarilishi zarur va yetarlidir: \/s> 0 wuchun
S=<5(5)>0 topiladiki, \y"-yO\<S, \y’-yO\<S tengsizliklarni
ganoatlantiruvchi \fy',y" e E hamda Vxe[uf,6] uchun

[f{x,y")-f(x,y")\<e,
tengsizlik bajariladi.
Endi parametrga bogiiq integrallaming funksional xossalarini
keltiramiz.
2-teorema. Agar
1) v fiksirlangan y&E uchun f(x,y)eC\a,b\,
2) y->y0 da f(x,y) funksiya <p(xX) ga tekis yaginlashsa,

u holda 0 b
Jim \f(x,y)dx=\(p(x)dx 5)
bo fadi. °f

3-teorema. Agar f(x,y) funksiya
= -xz[a,b\, >>e[c,i/]|
to'plamda uzluksiz bof1sa, u holda
®{y)= if(x,y)dx

funksiya [c,d] kesmada uzluksiz bo1adi.
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4-teorema. Aytaylik f(x,y) funksiya
D ={(x,y)eR2:xe[a,b], ye[c,d]}
to'plamda aniglangan va
1) v fiksirlangan yeE wuchun f(x,y)eC[a,b]
2)f;(x,y)-3 va eC(D)
bo 1sin. U holda \c,d\ kesmada mavjud va ushbu

®(y)= éfy(x,y)dx (6)

tenglik o rinli bofadi.

5-teorema. Agar f(x,y) funksiya 3-teorema shartlarini ganoat-
d
iantirsa, unda %:3*(>’)<£' integral mavjud va

d u v u
J:\f{x,y)dx dy=j jf(x,y)dy dx ™)

munosabat o frinlidir.

Endi umumiy ko‘rinishda berilgan parametrga bog'liq integral-
lami Kkeltiramiz.

Faraz qilaylik, x =<p(y),x=y/(y) funksiyalar \c,d~\ da aniglan-
gan bo‘lib, Vye[c,i/] uchun

a<<p(y)zt//(y)zb; (8)

munosabat bajarilsin.

6-teorema. f(x,y) funksiya ushbu

D ={(x,;y)e/?2:xe[a,6], ye[c,d]}

toplamda aniglangan bofib,

1) f(x,y)eC(D);

2) f(;)eC[c,i/] bo'lsin. U holda
v(y)
®(y)= J f{x,y)dx (9)
QY

funksiya ham \c,d\ oraligda uzluksiz bo ladi.
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7-teorema. (Leybnis formulasi). Agar
1) f(x,y)eC(D),
2) f;(x,y)eC(D),
3) tp'(y) va 4\y)eClc,d]
bosa, n holda ®(”) funksiya ham [c,d] oraligda hosilaga ega va

)
®'(")= f}%})fy(x,y)dx+ii/'(y)-f[¥(y),y]-<p'(y\f[<p(y),y] (10)

munosabat o rinlidir.

6-teorema shartlari bajarilgan holda ®(>") funksiyaning [c,c/]
oraligda integrallanuvchi ekanligi kelib chigadi va (9)-ftinksiya uchun
ham (7)-tenglik kabi tenglik o‘rinli bo’ladi.

53R Parametrga bog‘lig xosmas integrallar va ularning
tekis yaqinlashisbi
f(x,y) funksiya

Z) = |(x,7)g /12 :xg[Gt,+00), ye A c £ j

to'plamda berilgan bo‘lib, v fiksirlangan ysE uchun
1

i(x,y)dx (yeE)

mavjud va chekli bo‘lsin. Bu integral U ning giymatiga bogTiqdir.
D

700 = Jf(x>y)dx (11)

(IN-integralga parametrga bog‘laiq I-tur xosmas integral deyiladi.
Xuddi shu kabi
° 20)

\f(x,y)dx va \f(x,y)dx

-@ -
parametiga bog‘liq bo‘lgan I-tur xosmas integrallaming ta’rifmi berish
mumkin.

Endi f(x,y) funksiya
Z),={(xj)eA::j6[a), yeEcX]
to‘plamda berilgan bo‘lib, v fiksirlangan yeE da x-b nugta
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f(x,y) funksiyaning maxsus nuqtasi bo'lsin va bu funksiya \a,b\

oraligda integrallanuvchi, ya’ni
b

JI(*,y)dx (yeE)
xosmas integral mavjud bo'lsin. Unda

Ix(y)=\f(x,y)dx (12)
a
integralga parametrga bog‘lig bo‘lgan Il-tur xosmas integral deyiladi.
Xuddi shunga o‘xshash x =a nuqta maxsus nuqgta bo‘lgan para-
metiga bog'liq bo'lgan Il-tur xosmas integralga ta'rif berish mumkin.
Umumiy holda, parametrga bog'lig chegaralanmagan funksiya-
ning chegarasi cheksiz xosmas integrali tushunchasi ham vyuqori-
dagidek Kiritiladi.
Biz asosan, (ll)-xosmas integralning xossalarini o‘iganish bilan
shug'ullanamiz.
Aytaylik, f(x,y) funksiya D to‘plamda aniglangan bo‘lib, V

fiksirlangan ye E uchun
&0

Jf(x,y)dx-3
bo‘lsin. = V[a,r] a [a,+co) da

F(t,y)=\f(x,y)dx (13)

integral mavjud va
I(y)= \f(.x*y)dx= HmF(t,y). (14)

(14)-tenglikdan ko'rindiki 1(y) funksiya F(t,y) funksiyaning

+oo dagi limit funksiyasi boiadi.

1-ta’rif. Agar t—+co da F(t,y) funksiya E toplamda oz limit
funksiyasi 1(y) ga tekis yaginlashsa u holda (11)-integral E toplamda
tekis yaginlashuvchi, notekis yaginlashganda esa notekis yaginla-
shuvchi deyiladi.

+»

Shunday qilib, \f( x>y)dx integralning Ye to'plamda tekis ya-
ginlashuvchi bo‘lishiaquyidagini anglatadi:
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D
1) Vy<=E uchun \f{x’y)dx xosmas integral yaginlashuvchi;
a

2) Vs >0 uchun 3<?=<?(£)>0:V/><? va VyeE uchun

+«
$f(x,y)dx <e;
t

tengsizlik bajariladi.

€
\ f{ x*y)dx integralning E to plamda notekis yaginlashuvchi ekan-

ligi esa quyidagini anglatadi:
D
\)VyeE uchun \f{x>y)dx xosmas integral yaqinlashuvchi;

2) 3f0>0, VS>0 olinganda ham 3y0eE va 3t0>S,
t0e\a,+q0, topiladiki,

\f{x,y0)dx >sn

bo‘ladi.
D

Misol. y)= Jye~xchc parametrga bog‘liq integral a)
0
E =(0,+00) va b) E}=[2,)~E oraliglarda tekis yaginlashishga
tekshirilsin.

<a) Jye-"dx=-)erd (-xy)= I-«"»

0 0
(0 </<+00)=>Vye (0,+00) uchun =
23]
\=]=>Hy)=jye”dx- yaginlashuvchi.
0

Endi berilgan integralni tekis yaqginlashuvchanlikka tekshiramiz.

1 _1
;ye£ =(0,400) bo'lsin. Agar VE>0 uchun s0=-,t0>S va -

deb olsak, u holda
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< 3

bo'ladi. => integral E =(0+<¢) da notekis yaginlashadi.
b) Endi integralni E, =[2,+00)c E to‘plamda tekis yaqinlashu-
vchanlikka tekshiramiz. Vs> 0 olamiz.

S
deb olsak, tekis yaqinlashish ta’rifldagi shartlar bajarilar ekan.
0

Jye~Vdx = \~e'vr = = jn= >2 t>S))<-AzZe=>S =~"In~
fy J& ((y ) 2 c

z>/(M)= (f)ye "dx integral  =[2,-k») oraliqda tekis yaqginlashadi. >

2-ta’rif, Agar \fs>0 wuchun 3S=S(s)>0: t'>8, t">S ni
ganoatlantiruvchi va VyeE uchun

jf(x,y)dx <£

tengsizlik bajarilsa, unda (Il)-xosmas integral Ye toplamda funda-
mental integral deyiladi.
+0

1-teorema (Koshi). I(y) = Jf(x,y)dx integralning Ye toplamda
tekis yaginlashuvchi bo fishi ucﬁun uning Ye toplamda fundamental
boTishi zarur va yetarlidir.

Bu teorema nazariy ahamiyatga ega bofib, undan amaliyotda
foydalanish ancha giyin.

2-teorema (Veyershtrass). Agar 3<p(x)>0 (xe[a,+00)) funksi-
ya topilsaki

1)Vxe[a,+00) va VyeE uchun j/(x,y)j<(p(x),

+0
2) JV (*)™ yagqginlashuvchi

83
bolsa, unda I(y)~ \f{x,y)dx integral Ye toplamda tekis yaqin-

lashuvchi boadi.



3-teorema (Abel alomati). f(x,y) va g(x,y) funksiyalar

D ={(x,y)eR2:.xe[a, +0), yeE];
toplamda berilgan boib,
1) v fiksirlangan yeE uchun g(x,y) funksiya +co) da x
o'zgar%hi bo yicha monoton va u D toplamda chegaralangan,

2) \f{x>y)dx integral Ye da tekis yaginlashuvchi boisa, u holda
D

a

\VE(*,y)g{x,y)dx;

integral Ye toplamda tekis yaginlashuvchi bo'ladi.

4-teorema (Dirixle alomati). f(x,y) va g(x,y) funksiyalar £
to plamda berilgan bofib,

1) \/t>a va MyeE uchun

JT(x,y)dx ¢ (c=const),

2) v fiksirlangan yeE uchun funksiya [i0,-k») da x
o0 zgaruvchi boyicha monoton va x->+oo da g(x,_y) funksiya 0 ga

tekis yaginlashsa, u holda
+0C

\f{x,y)g(x,y)dxf

integral E toplamda tekis ayaqinlashuvchi bo'ladi.

6°. Parametrga bog‘lig xosmas integrallaming
funksional xossalari

f(x,y) funksiya :xe[a, +00, yeEj to'plamda
berilgan bo‘lib, y0 nuqta Ye to‘plamning limit nuqtasi bo‘lsin.

1-teorema. Agar

1) v fiksirlangan yeE wuchun f(x,y)eC[a,+o0),

2) y-+y0 da V [a,/] (a<t<+co) kesmada f (x,y) funksiya
<p(X) ga teki: yaqinlashsa,

3) {y)~ \f(x*y)dx integral Ye toplamda tekis yaginlashuvchi

bo‘lsa, u holda y->y0 da I(y) funksiya limitga ega va



a 7 =a 7a*.>o&:1ufe/(*")v :1
soladi.
2-teorema. 4?7r /(*,.y) funksiya
D ={(x,l)e/?2:xe[6,+00),

toplamda berilgan bo'lib,
1)f(x,y)eC(D),
+0

A0O0= j/(x>y)& integral [c,d] da tekis yaginlashuvchi
f

bo'lsa, u holda I(y)eC\c,d\ bofadi.

3-teorema. Agar f(x,y) funksiya
D ={(x,y)eic :xe[a,+00), jle[c,aj}
toplamda berilgan bo1ib,
Uf(x,y)eC(D), f;(x,y)sC(D),
&)
2) v fiksirlangan y<a[c,d\ uchun I(y)= jf(x,y)dx yaginlashuvchi,
"(D a
3) \fy(x,y)dx integral [c,c/] da tekis yaginlashuvchi bofisa, u

holda 1{(y) funksiya [c,J] oraligda 1°’(y) hosilaga ega bofadi va

/'OO=7a-£(x’*)a ;
tenglik bajariladi.
4-teorema. /4gBr f(x,y) funksiya
Z={(x,j)ei?2:xe[a,+00), ye[c,i/]}
toplamda berilgan bofib,
1) f(x,y)eC(D),

40
2) I(y)= Jf(x,y)dx integral [c,d] da tekis yaginlashuvchi

bo'lsa, u holda I(y) funksiya \c,d da integrallanuvchi va
0 4
fl(y)dy=1 7 f(x,y)dx —
C cL fl dy_ :
bo‘ladi.
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70. Eyler integrallari
(Beta va Gamma funksiyalar)
a) Beta fiinksiya (1-tur Eyler integrali) va uning xossalari

1-ta’rif. Quyidagi
B{p,q)= \xp~'-(I-x) L 1dx (15)

integralga Beta fiinksiya YokKi O1—tur Eyler integrali deyiladi.

Beta flinksiya quyidagi xossalarga ega.

1) (15)-integral M ={(p,q)eR2: pe (0, +co), 9e(0, +00)j
to'plamda yaginlashuvchi, (p0>0,qQ>0) to'plamda esa tekis yaqin-
lashuvchi bo‘ladi.

2)B(p,q)eC(M).

3) B(p.q) =B(q,p).

Natija. Agar q=1-p (0<p<l) bo'lsa,

_®p{_ n
Bg})'l_p)_?ﬂl_sinpn (/16)
tenglik o‘rinli bo'ladi.
(16) dan zb[K-) — — =
sin —
5 Vp>0 va g> 1 uchun
= 0 07)
tenglik o'rinli.
v (m+n- 1)

b) Gamma fiinksiya (2-tur Eyler integrali) va uning xossalari.
2-ta’rif. Quyidagi w
r{p)= \xP e
integralga Gamma fiinksiya yoki 2-tur Eyler integrali deyiladi.
Gamma fiinksiya quyidagi xossalarga ega.
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Dr(h=r(2)=I
2) (18)-integral (O,+00) oraligda yaginlashuvchi, V[a,:]c (0,-ko)
(0<a<b<+00) kesmada esa tekis yaginlashuvchi bo‘ladi.
3) r(p)eC(0,+co) va Vvn=1.2,.. uchun
@

~ TA(>)= IXp'CH(In*)"

4) r(p +\)=pr(p) (19

Natija. r(n +\)=n\

Beta va Gamma funksiyalar orasidagi bog'lanishni quyidagi te-
orema ifodalaydi.

Teorema. Vp >0, q >0 uchun

fi _\ 7/
20
F(p +q) 20
tenglik o frinli.
Natija. Vp£(O, 1) uchun
r(P)r(i-~)=_A
. - . Pyl sinpn (21)
tenglik 0‘rinli bo‘ladi.
Agar (21)-tenglikda P =~ desak
(22)

bo'ladi.
Eyler integrallari yordamida ko‘pgina xosmas integrallami hisob-
lash ancha osonlashadi.

Misollar.
®
1) / = | e~xdx - Eyler-Puasson integrali hisoblansin.
x1:122>X=yftW
1= Je rB&= =- ¥ 2Udt=- )12 e"di=-A-\= —
dx=-t~dt 7 7] 17 7
)
@ djc . . )
2) 1= 'fi+ xosmas integral hisoblansin.
I - *
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Nazorat savollari

1-tur xosmas integral tushunchasi.
1-tur xosmas integrating yaginlashishi.
Koshi kriteriyasi.

Xususiy taggoslash alomati.

Absolut va shartli yaginlashuvchi 1-tur xosmas integrallar.
1-tur xosmas integrallar uchun Abel alomati.

1-tur xosmas integrallar uchun Dirixle alomati.

2-tur xosmas integral tushunchasi.

2-tur xosmas integrating yaginlashishi.

2-tur xosmas integral uchun Koshi kriteriyasi.

2-tur xosmas integral taqqoslash alomatlari.

2-tur xosmas integral Abel alomati.

2-tur xosmas integral Dirixle alomati.

Xosmas integrating Koshi ma’nosidagi bosh giymati.

. Parametrga bog'lig xos integrallar.

Parametrga bog'lig xos integrallarning tekis yaqinlashishi.

. Tekis yaqinlashishning inkori.
. Koshi kriteriyasi.

Parametrga bog'lig xos integrating uzluksizligi.

. Parametrga bog°‘lig xos integrallami differensiallash.
. Parametrga bog'lig xos ttegrallarni ttegrallash.

Parametrga bog‘lig xosmas integrallar.
Parametrga bog'lig xosmas integrallarning tekis yaqinlashishi.
Koshi kriteriyasi.

. Veyershtrass alomati.
. Abel alomati.

Dirixle alomati.
Parametrga bog'lig xosmas integrallamtg uzluksizligi.

. Parametrga bog‘lig xosmas integrallami differensiallash.
. Parametrga bog'lig xosmas integrallami integrallash.

Beta funksiya (1-tur Eyler integrali) va uning xossalari.

. Gamma funksiya (2-tur Eyler integrali) va unrng xossalari.

Beta va Gamma funksiyalari orasidagi bog'lanish.
Eyler-Puasson integrali va uni hisoblash.
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1.1

1.3

1.5

1.7

1.9

1.11

1.13

1.15

1.17

1.19

1.21

-B-

Mustagil yechish uchun misol va masalalar

1-masala. Quyidagi xosmas integrallar hisoblansin.

rdx
ax\Ix2-1
t xdx
X -\
r dx )
F/(icz +9)\/ch§ +9
XEaMgx
A(i+xa)-Vi+t*5A "
r dx

WATE 2

N ox2+12

jx"e~*dx,ne N.
0

4
f dx

i(2x"-1)>/?-T"

L i
r

1 (4jc2—ilVij2—1"’

~{arctg(l-x)
J 3 A4
0 V(*-1)

1 éeC

-i(x24-X+1)

dx

N o ex+4e*
.2
14§,

g e

"} dx
18

Lio g4k d+iyix2+1

[ S
e “ esin bxdx.

0

+00 d7X

1.14
+r hue
1,6 /w *'

Wt

f XxlInx

1,18 i(l +x2)2

~ 2 —X ,

120 J——izf dx.
i X svx -1
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2-masala. Quyidagi Il-tur xosmas integrallar hisoblansin.

*A

2.1 J(Incosx)ecoslInxdx,neN.

0

2.3 llncosmt..

*X arcsinx

25 6 dx.
VI-X2
1
27 arccosx
5i

2.9 Jyjctgxdx.

AR

Vo2+b2-2bx
dx
2,13 1(16 —x2)V 1-x 2

i£c

2.15 fx->/3x2-2x-1
¥ (X

2-17 i (x-i).V?T2-
" T

2’19 J5x-j2x +I"
hr dx

221 ol (x-a)(b~x) P

3-masala. Quyidagi Il-tur xosmas integrallami yaqinlashishga
tekshiring.

>In(1+v?)

31 j dx.

V x-sin 4x

,a>0,b>0.

*

2.2 jx(Insinx)£&.

0
vV, . I+ _dx
24 1 -In—--—- = =
i l-x VI-x2
26 "B "B ]*
A

2.8 ] yftgxdx.
0

b
2.10 jX-J'bTX'dX,b>a.
@ X 4dx
222 2 +x2)-yjl-x2
¥ dx
214 J,(4-x)-y/l-x2
A
2.16  Jinsinxd!x.
0
dx
2.18 (‘,JZZ-X)-yI\-x
1

2.20 j*In3xi&.

3.2 jsinj X
. 5sm\/§3%x Tx
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rsimx .

3.7 = dX. R
j—y 3.8 8Vx+arctgx
%¥-2)dx :
3.9 fg 2 . _7=7=h-
fx -3x +4 3.10 ;iv/ZinZ(
Tinsinjc , 312 5/ ofr
3-11 N-4yp rdx- : 5arccosx
fl-COSX A gams- y\+2cosXx
3.13 \~ ~d x. 3.14 J fl—/— dx.
0 0 VCOS5 X
1
-Je2+x2~ ‘eln (1 +2X) - xe~
315 37007 316 JoRTZOI
0 X T-cos™X
051 a
3.17 Jl-’\QiA')dx. 3.18 \xa (\-x)R \nxdx.
0 IS x 0
1 :
3.19 Jxa-\nk-dx. 3.20 \xa-(\-x)pdx.
*A
3.21 J"sinaXx ecos” xdx.
0
4-masala. Quyidagi xosmas integrallami yaqginlashishga tekshiring.
+H Inxdx dx
4.1 ‘
1] \f 4.2 gxa-\nx'
43 *r dx +  eaxdx
~ I'x \nax' 44 2 (x-1)* mnX
lardglx #In(l-t-x~2a)

r« 46 1 r --—-- 2dx.
0 0 \Ixa +x~a



r dx
4.1 OI 1'].4'-_Xa uSif’ x

+»

N nix* +ex)
411 f )
o \X+ X

r*

4.13

.|.r
417 J
1

419 f-7=arete vy -a.
0\VIC 2+ Vx

dx
421 bl T ?

-J dx(a> 0).

FIn(l +x2)
48 f dx.

(x + ar)2

m M nil + x + x*)
410 J—-r - ——--dx(a>0).
0 V*3

7 dx
412 hr

x~ m\nf x

dx
4-M hx +xB*

4.16 Licosi l' dx.
X ]

1
« sin —

) dx.
418 j <V}

X- cos—
X)
xdx

4.20 \+x sin X

5-masala. Quyidagi xosraas integrallar absolut
va shartli yaginlashishga tekshirilsin.

Vi yix =1
— et

5-1 SWFCOS \ X

55 /(lI-~fsin”-cfr.

14 /. dx
5.2 fsin — i

] Vesinx.,  SIN X

V., 1+X dx
en SM-===mmmmmmmmmame
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SinX
: dx.

i sm—

1 -¢-rdx.
PHxJIzI 510 B e
5.11 «cos— dx. 512 Yilzu)lsinl* .

O“'X X' 0
Dsing . B sin
513 Jordx. 514 Ay
1 ! jc +1
Bx +1)* -sin* © cosXfift
5.15 = smmem rmonemeenes iy 516 f .
i Inx j jc +inx
rsin (hmx) . r OOSVa
A7 J—y-r- dx. - -m
517 J—y-"-smxdx 5.18 |40, Mx.
'X/y-SFnX o
519 J |y -dx,R8>0. 5.20 jXa -sinxdx.

dx
5-21 bLIJ ~ X

6-masala. Quyidagi xosmas integrallarning Koshi ma’nosidagi
bosh giymati topilsin.

6.1 V Jsi d o
. .p.jsinxdx. 6.2
(*-3)r
7 R
6.3 V-PT 6.4 Joosjcady.
o 4XInx ©
+a3 n
6.5 V.p.\arctgxdx. 6.6 V.p.jxtgxdx.
3 0
T * 6.8 f(arc®r+ i
67 1+x2 @
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jir N dx \ dx
6.9 V-P-JJ-——-— o 6.10 V-P)— -
0 — sinx 5-X
2
611 4 7\ 13+x(;\ 12 T o dx
2 VP St %% V'np"l-jt2+x-6
‘A £
6.13 vp. f—" —. 6.14 v-P-Jt
I-2sinX b cosx
dx ir _*}dx
6.15 V.p. \+———-. 6.16 V-P-\'—
*X T+ X-2 - *
10
\Y f dx r dx
6.17 VP-J7~T- 6.18 V-P-1t ~Zy
0 0
6.19 | 6-20
0 dx
6.21 J x2=3x+2

7-masala. Quyidagi funksiyalarning berilgan to‘plamda limit
funksiyalarini toping va tekis yaginlashishga tekshiring.

7.1 f{*,y) =4y *sin-"#E;D ={(x,>)€ R2:xer/2,0<y<+co}, YO=roo.
yly

1.2 /(x,«)=x2i)=j(x,y)ei?2:0<x<”,«e ivj, «0= oo
7.3 [(X,«) =— 12 - {(x,n)ei2:1<x<+00,«e AT}, «o = oo.
lv rr ;

7.4 /(x,n) :-A4'r-S:n-A:;D:{(X,(()E/?2:|<x<+00, «SAl’j, nO=co.
1+ /7 X y]ln

7-5 f (. n)=sm(A%2e"*);.D = j(x,w)e R2:1 <X < +co.»n. Nj,n0=o0.
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7.6 f(x,n)=~"-D ={(x,n)eR2:\<x<+*> neN\,n0=00.
v 7 WC

T\
7.7 f(x,n)=n~» (l-cos— ;N={(p:,m)e/r:::0<ar<+oo, ne#}, «0=co-
| n)

7.8 /(x,y) =-V-cos-;D ={(x,y)e/?2:0<j:<1,0<7<+00}, Yo =c0-
x y

7.9 I(x,™M)=(r-Da?-c/gr';Z2)={(x,y)eii2:0<x<+00,0<y<-K»}, 30=+00-

7.10 f(x,y)=1x2+j=-1D ={(x,y)eR2:xeR,0<y<+«>}, yO=+0

7.11 / (je,M)=x;;D={(@%y)e n2:0 <x<10<y <I}.yo=0.

712 /[(x,«) ="~ AN 20 ={(>:,n)6/r2:0™gc<+o0,neS1I},in0=+00.
yin+ 2x

7.13 fix, ti)=yJd+x";D={(x,u)e N2:0 *x<2,«giV},w0=c0
7.14 f(x,n) =narctg-*-T;D ={(x,n)eR2:0<x<+co,neN],n0="0.
7.15 /(a%m) = nX2-"a-D={(x,«) e R2:0<,x<+c0,neN},n0 =oo.

7.16 f(x,n) =y/nsm-~j=-D ={(x,n)eR2:0<x<+co,neN},n0=™,

717 /(X,«) =Inil+-~ A\ D={(x,«)€i12:0<x<+00,«6jV},n0="
Noyin+xj

7.18 /(*.9 =i7 ? 7 ;D=K**)s A2:0<je<ljvg/?}, y0="0
7.19 /(x,;v) =*sin;>h2) = {(*>>)e [, 2:0<*<3,j>eil},;y0=
7.20 /(x,y) =sin™;I>={(xsy)e/?1:xGi?,0<y<+00j,j0=+00-

7.21 f{x,y) =x2sinjy;.D={(*,.y)e R2:0 <x<5,0<y <n),y0=y.
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8-masala. Quyidagi funksiyalarning bosilalarini toping.

8.1 F(0t) = @fea'dx. 82 F(cc)=p~rr-dx.
sino- fo) *

83 F{<= I""~-dx. 8.4 F(a)= \f(x +ct,x-a)dx.
a+a X [}
@ XX X

8.5 F{*)= jdc. Isin(x1+y2-or)dy. 8.6 F(a) =\{x+y)f(y)dy.
0 x-a

8.7 F(a)= J(x+))/(.y)ily,/(;y)-differensiallamivchi funksiya;
0

Fr(y)-2?

b
8.8 F(a)=\f(y)-\x-y\dy, a<b Bal/fy)€CJ[u,6]’.r ,(Jc)-?
a

8.9 F(a)=\f(y)-(x-y)n'dy, F(n(x)-1 810 F(a)= fe~efy.

0 X
X S V-
8.11 F(a)=\e~idy. 8.12 **00= dx.
X .V
8.13 F(y)= jf(x +y,x-y)dx. 8N4 F(y)= J—--"-dx.
? X
8.15 F(y)=*f~r-dx. 8.16 F(y) =y 2 "ydx.
1+y X y2
y.f X\
8.17 F(y)= jﬁJ/Zsiny +- Ur. 8.18 F(y)=jf(y\(x-y)5
) YJ 0
8.19 F(y)= \f(y) V~y\dy,f{y)eC[\,2] F'(*)-?
Y,
X

8.20 F(y)= J(jc+y)f(y)dy,F7(x)-=f(y)~ differensiallanuvchi
-X

funksiya;
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Y,
8.21 ~(*>>0= S(x-yz)f(z)dz,FZ,(x,y)-*?, f(z)~ differensialla-

nuvchi funksiya?

9-masala. Quyidagi integrallarni ko‘rsatilgan oraliqda tekis
yaginlashishga tekshiring.

+» '@
9 1 je~axsinxiic; l<or<+oo. 9,2 jxaexdx; 2<a £3.
0 0
"N cosax |, dx A
93 - —dX; -co<a<+<x>, 94  T-------- usa<+co. ~—
- 1 1+x2 ™ jli{x-a) +1
+3C - +C 1_p
95 \Me.e~axdx; 0*a<+o00. 95 f 0<p < 10
0 X f jeVx
@ 8]
97 | gox dx; 0 <a <+00. 98 jylae~addx; 0<a <+
1 X 0
L 2 O 2
9.9 jV *0<& 2<cr<3. 9.10 JV (xa) rfx; -oo<a<+o00.
-m _*
oW ). . —ecx COSX . =~ _
9.11 \e smxdy, -oo<x<+oo0. $.\2 je ——dx;0<a <-+co.
1 *
9.13 /7T~ T *; 9.14 0<n<+o00.
01+ X oyl —X
r xadx
. A .
9.15 Ista ; O<«<?. 9.16 l”(X-])(*-Z)Z

S Vsinax 4.
9.17 4j}yJa e axdx; O<a<+oo0. o#18 J’\Tg\[dx’ o<afl.

9.19 |e* cos_y<iy; iei. 9.20 JV™*-1l-In— [?7>0.
0 0 X

7 X , -
9.21 Je_ax%?i—dx’ 0<a <+00,/?>0- fiksirlangan.
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10-masala.

w(x) .
10.1 Agar f(x)ec(0,400) va VA>0 uchun j---—- dx integral
mavjud bo‘lsa, unda ushbu

y(«)-/(fa)A . /(0).n* (a>0> 4 o)

X 'a
Frullani formulasini isbotlang.
r/ \ r axsrnlp)x. _.4 A
102 Na)=]e - (ut"O) integraldan foydalanib, ushbu
+CC
B
0 X *

Dirixle formulasini isbotlang.

Quyidagi integrallarni hisoblang.

"rsinax-sin&c

10.3 P * T “F T («>(W>0). 10.4 (,>0,t >0).
0 * o *
+600/\_

O A—— dx(a>0,8>0). 10.6 J-----—mv cosmxdx (<ar0,/7>0).
0 X 0
In(l-aV) Unil-Gr2*)

107 £ ; [ - (Hsi). 10.8 J \ - - Jdx (192D
o x'-yj\-x vI-x
*2In(a2+ Xx") arctgax mrctgBRx

10.9 T—A e TAdx. 10.10  J - jmmmmmmmmeeeen —  ax
0 BR'+X2 0 X

-in(HerV)-In(1+7V)

10.11 6]_ : -A- 10.12 je({ r(?dx(a> 0).
Xgaxk — 2

10.13  J - 3--—---dx(a>0,8>0). 10.14 J*"" cosbhxdx(a>0).
(0] X
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+
0 > smax

10.15 jxe~ax*sintao!x:(a>0). 10.16 J dx.
Xy
HDE-*2 _cosRx Dginetc
10.17 ] dx. 10.18 J dx.
nr
0 "7sindxdx
10.19 . dx. 1020 § - j— dx-
irr] X
arctgax
10.21 _ dx.
I X2-yjx2-1

II-masala. Quyidagi integrallarni hisoblang.

11.1 JIn(r’sin”x +b2cos2x)dx. L.2 JIn(l-2acosx +a2)i&.

11.3 F.arctgx o "7 4x,2>0,0>0.
yjl-x2 Inx
esinda:.x-sin44* rcosax ,
11.5 dx. 116 h — - a
a g 1+JT
0
' <3)xsinorjc cosax
11.7 dx. 118 f/, 2827
n =+x o(L+xJ
* 11
Psin“ . u .
11.9 |- A 11.10 Jsin”ar +bx+cjdx(a*0).
"1+ ar ©
0 0
11.11 fsinjc2-cos2izeift. 11.12  [cos*2ecos2axdx.
> -3
+€Pcosxy : MATSINXV
11.13 .Ig t)«' 11.14 Ola____;(_y -
+Hrfil- v6'l Y +€D . dx
11.15 J* ~ *—A(fI>0,6>0). 11.16 je'“* -sin(astax)”.
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1117 V}Ie “ cosh x -e~a -coslxdxdx (’0,c>0r)u.1
0
+*
11.18 Je ~-cos™-dx. 11.19 je *'Sm—c&f.
0 X 0 R}
*
. I+ocosx dx /il
11.20  fin---mmmmmmmmmeoeeee- <1-

1121  fsinfln—e — dx,a>0,b>0.
J V x) Inx
Ko‘rsatma. 10 va 11-masalalami yechishda xosmas integrallami
parametr bo'yicha differensiallash yoki integrallash hamda Frullani
va Dirixle integrallaridan foydalanish yaxshi natija beradi.

12-masala. Eyler integrallaridan foydalanib, quyidagi
integrallarni hisoblang.

217 % 122 4y
i1 ¥ dx
12.3 nf l—_—)—(~-dx(0<a<\). 12.4 é’(|+x2)"
1 x2a\ ' x2ndx

n-s /T77n(0<0<1)- 126 +>m ('
4 +rdx
12,7 35Ny dx 128 Lhrz)?
*4, Vv dx
12.9 fsin6x-cos4xc?x 1210 \ r— -(n>0-
0 oVI-X
+* e jpr

12.11  jvvnabnN/i-éw/i/« pan) 12.12



,rnb51 (" >0)!

L))
12.17 sin” Xmos" xdx. 12.18 \xne-1"dx
X
12.19 jtg"xdx. dx.
X-a)mjb -x
1991 JP ML)y (0<a<h, o> o)

(x+ c)>
-D-
Namunaviy variant yechimi
1.21-masala. Quyidagi
dx

xaosimes  integral  hisablansin

fr 1
X+2 1

3 almashtirish
Ll Ex s bajaramiz

12.16 \e-*dx(n> 0).
0

Bu integralni hisoblash uchun xosmas integralda bo’laklab inte-
grallash usutdan foydalanib, quyidagi ishlami bajaramiz.

173 1

-2tdt Vv

N= - —=>du=

2,3

4
JJv=dtyv=t

n hiad n n dt 3*7 dt 4n-
r2+§ 2J)t- th'I:Z_él@ﬁJr_

1 dt _ 4n
i~ +3V~3V3
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Demak,

u= -=>dii =
+ 2
\n_r dt Y/ — rdt-
> /T H ) H )
I dv=dt.v=t H
+® 1 W
, dt 16/r
:4-|7_ iV-3-/ 3/\3-3/
r+-
4y
Shunday qilib, berilgan integral |1 ga nisbatan ushbu
4% 167t ,,r
—= —7=—87 -
3 3N
tenglamaga keldik. Bu tenglamadan
+? cfr 4ir

~-1(x2+x+13 373 ekanligmi hosil gilamiz. >

2.21-masala. Quyidagi
*f dx
-,b>a.
a\j{x-a)(b-x)
II-tur xosmas integral hisoblansin.
< x-a vajc-b nugtalar integral ostidagi funksiyaning maxsus
nugtalari bo‘ladi. Agar integralda
X =acos2t+bsm21;

almashtirish bajarsak, berilgan xosmas integral oddiy xos aniq inte-
gralga kelib qoladi. Darhaqigat,
Xx=a"t =0] (x-a=(b-a)sm21
n var =>dx=2(b-a)smtcostdt.
x=b=>t=? [b-x =(b-a)cos2t K ’

Bu ifodalami berilgan integrallarga olib borib qo‘yib topamiz:

d N
. =2 \dt =jt.>.

f.-
ayj{x-a)(b-x) 4
21



A ~ .U -0~ " 27 UChUn xd"InRx <l b° ‘ladi

=>Vx>A da /(X)<-¢(-7=(@2¥ bo'ladi
X +2
~r  dx m dx i dx
j xamn*X \xa-InBx +\x a-]rR:-

: d
desak, n- ¢ integral oddiy uzluksiz funksiyaning integrali

bo‘lgani uchun vyaginlashuvchi.

T_f dx
PN integral esa tagqoslash alomatiga ko‘ra yagin-

lashuvchi, chunki \<P(x)dx- —r yaginlashuvchi.
n nx

7 A
Shunday qilib, J~ jn¢ix integral a >1 bo'lganda \/R uchun

yaginlashuvchi.

2) Endi a =1 bo'lsin.

*r dx "l dx _ d{(Inx) _ iyaqginlashadi, B>\,
AXN-InAx A\ xIn' x ' h/x [uzoglashadi, B <\

3) a< 1 boisin. Bunda s =I-a deb belgilab, I)-holda bajar-
gan ishlami bajarsak, berilgan integralning uzoglashuvchi ekanligi-
ga ishonch hosil gilamiz.

Demak, berilgan integral a>1 bo‘lganda V& va a=1
bo‘lganda, B>\ lar uchun yaginlashadi. Qolgan barcha hollarda
esa uzoglashadi. >

5.21-masala. Quyidagi

integral absolut va shartli yaqginlashishga tekshirilsin.
< Berilgan integralning yaqinlashishini Dirixle alomatidan foy-
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dalanib, ko'rsatamiz.

/(*)-(_ )-sino . va g(x)=I-x
i—* )

deb belgilaymiz va Dirixle alomatining shartlarini tekshiramiz:
1)/(i)eC [0,I) wva'" /(*) flmg boshlang”®ich ftmksiyasi

F(x)=-acs . -
(x) Ly -chegaralangan;

2)g(x) =1-x funksiya [0,]) da 1 va limg(jc)=0
3)g"(*)=~1eC0,l).
Dirixle alomatining shartlari bajarilayapti =>

= Jsin|j——Je+— - yaginlashuvchi.
Berilgan integral absolut yaginlashuvchi emas. Bu tasdiq

esin- b o»_ 1 gint 1
| -x I -x I-x l-x
tengsizlikdan va
dx

l-x  1-x"

Jsin2

integralning uzoglashishidan kelib chigdi. Oxiigi integralning uzoqlash-
ishini 1°-punktda keltirilgan 2)-misoldan foydalanib, ko'rsatish giyin
emas. Shunday qilib, berilgan integral shartli yaginlashuvchi. >

6.21-masala. Xosmas integralning Koshi ma’nosidagi bosh qiy-
mati topilsin:

dx
V-PIN3x +2
dx dx
B VPG By T T PRI (x-2) - VA L (IE1)(x-2)
Y, dx dx l-a dx
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lim fe-omm 9
A-*:cJJv—
f dx t 1 1
AGAT g (xL1)(x-2) A x-2 jt—1
ligidan foydalanib, yugoridagi limitlarni hisoblasak,
1 %* . o
Jx2_oX+2~ tenglikni hosil gilamiz. >

7.21-masala. D ={(x,y)eR2:0<x<5, 0<>><?r}, to‘plamda

berilgan f(x,y) =x2sinjy funksiyaning % =T nuqtadagi limit funk-
siyasini toping va tekis yaginlashishga tekshiring.
< (pix) = lim f = lim x 2sin v:Xg x2- limit  funksiya.
Y-y« E 2
f(x,y) funksiya cp(x) ga tekis yaginlashuvchi ekanligini 4°-punkt-
dagi 3-ta’rifdan foydalanib, ko'rsatamiz. Vi>0 va quyidagi ayir-
mani olamiz.

- / Y ¥
f{x,y)-<p{x)\:X2 sin v >223X 2. x siny - sm{f = x2.Zsin-)\{---(%)-’\cosy---y3
1
<x2-2- X'm8<258=¢:=>8=__.
25
Demak, Vi>0 olingarda ham — deb olsak,

tengsizlikni ganoatlantiruvchi Vye(0,;r) va Vxe[0,5] lar uchun

\f{x:y)- <p(X)\<e tengsizlik bajariladi. Bu esa da f(x,y)

funksiya <p(x) ga tekis yaginlashuvchi ekanligini anglatadi. >
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8.21-masala. Agar

Xy
F(xy) = j(x-yz)f(z)dz LO'lib, /(r)-differensiallanuvchi funk-
£

y
siya boisa, (.ry) ni toping.
< Bu masalani 4°-punktdagi 7-teorema va (IO)-tenglikdan foy-
dalanib, yechamiz. Teoremaning shartlari bajarilishi ko‘rinib turib-
di. (10)-formuladan ikki marta foydalanish natijasida talab gilingan
hosilani topamiz:

f \
Fil(xy)= Jf{2)dz+y-(x-y- xy)f(xy)-i Xy YJ i]_
y

y

= \f(z)dz +(xy-xyi)-f(xy\,

I\
Fxy (X,y)= \ti-dz +x-f(xy) - I - +(x-3xy2)f(xy) +

+(xy-x/)-f'(xy)-x =x(2-3y2)f(xy)+yf\*+xly(\-y2)f{xy).>
9.21-masala. Quyidagi
|e~ax~ji—dx;
i *

integralni O<or<+co, p>0 -fiksirlangan boiganda tekis yaqinlash-
ishga tekshiring.
< Berilgan integralning tekis yaqinlashishini Abel alomatidan
(5°-punktdagi 3-teorema) foydalanib, ko‘rsatamiz. f{x,a)-e~ax va
CosX
g(x,a) =—~ deb belgilab, Abel alomatining shartlarini tekshiramiz.

1) f(x,a)-e~ax funksiya har bir fiksirlangan ore[0,+co) uchun
monoton va D ={(*,«)e R2:xe [l,+c0),« e[0,+00)j, to‘plamda che-

garalangan j/(x,a)|<lI.
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COSX ) . )
2) J—— “x~integral Dirixle alomatiga ko‘'ra 0<a<+o00

to'plamda ‘tekis yaginlashuvchi. Abel teoremasining shartlari bajaril-
di. = berilgan intengral 0<« <-k» to'plamda tekis yaginlashadi. >
10.21-masala. Quyidagi

7 arar x ax.
1x2-y/x2-1

integral hisoblang.

, Vv P arctgax
< 1\a) = J;(Zvvg( 3 —'te- deb belgilab olib, bu integralni para-

metr bo'yicha diflerensiallash amalidan foydalanib, hisoblaymiz. Bun-
ing uchun awal xosmas integrallarda parametr bo‘yicha differen-
siallash mumkinligi hagidagi 6°-punktda keltirilgan 3-teoremaning
shartlari bajarilishini ko'rsatamiz.

, M arctgax .

f(x,a) =—: n-:I va D =J(X,a) e R~ :1<X< +00,-00 <a<+00
X X'-

deb belgilaymiz.

[/(x .e)].-tS 521§ | es——
| v. n x2-u/Tr1 2x2-yfx”-I

\ / z X . a \)\ = _______________]:__ P l
I x(I+ax2)- V-1 xix2-1
tengsizlikl e >3 7T integral '
ngsizii r Vi ~Trn =7 N r r IN-
engsizliklar va A>T =7 > J /T ] egrallar yaq
)

lashuvchi ekanligidan Veyershtrass alomatiga ko‘ra ]f(X a)dx \a

J/ ( ,a)i& integrallarning -co<ar<+oo to‘plamda tekis yaqin-

lashishini hosil gilamiz. Demak, berilgan integraldan parametr a
bo'yicha xosila olish mumkin:

r( \ 1 dx
i x(I \-ax2)-y[j*-7 Bu inte8ralda x =cht almashtirish
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- ° boiishini topamiz. Bu tenglikdan

I (a) ni topamiz. a>0 boiganda
/ n

, 1 —(
W -fr " Ulsaz, 2V

/(0)=0 c=—=1(a) =y (I +a - yfi+cé*ya >0.

Xuddi shu kabi “ SO bo'lganda I(a)=-—[\-a-yJ\ +a?2)
ekanligini topamiz. Ikkala  javobni umum lashtirsak,
7MW =y (H al-~ +or2jsgna, |a|J<oo tenglikni hosil gilamiz. >

11.21-masala. Quyidagi
1 ( i\ J>_ a
[sin IN---------mm-- dx, a>0, e>0;

integralni hisoblang.
xh_ xa y
< Bu integralni ushbu Inx = \x>dy tenglik va parametrga
bog‘lig integrallarni parametr bo‘yicha integrallash haqgidagi teore-
madan foydalanib, hisoblaymiz:

I/ 1y ir ¢ ]1b 1n ool
jsinj In- * ~X dx=j sin In- jjxydy dx- j jV min| In—dy dx=
V x) tax 0.

: . Xx=e'=>dx- -e 'dt
=J jV -sinfin-*- dx dy =

Xj

x=0=>t=+o00;x=1=>t= OJ)

Jy

I- je (H-sintdt integralda ikki marta bofiaklab integralla-
(0]

{H+v)<, sjn igt dy =
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sak, I ga nisbatan chizigli tenglama hosil gilamiz va

dy

/= ekanligini topamiz m=arctg(y +1)| =arctg(b +1)-

(y+f +l J)'J
b-a S
[+@+1) (£ +1)

-arctg (a + 1)= arctg

12.21-masala. Eyler integrallaridan foydalanib, quyidagi

(x-a)mma(b-x)"

! -dx(0<a<hb,c>0);

- m+n+2
(je+ ¢c)

integralni hisoblang.

< Berilgan integralni Eyler integraliga keltirish uchun shunday
almashtirish bajarishimiz kerakki, natijada [a,b] kesma [0,1] kes-
maga o‘tsin. Bulling uchun --—-=<-1-1 almashtirish bajarish
kifoya.

Agar berilgan integralda shu almashtirishni bajarsak,

(x - ay fb -a|j r fb-x) (b
o(I-1)" wva
1+ c) K.b + ¢ ) (x +c) la+ c)
dx b -a
-dt

(x + ¢ f (b + c)-(a + c)

boiib, u quyidagi ko‘rinishga keladi va oson hisoblanadi:

(ip-ay ¥
' l wea X = - Vo (l-t) " dt =
(A+C) (b+c) -(a+c) o

(b-a)m
(b +c)mx (a+c)n

Natija. Ag?r berilgan integrallarda m va n lar natural sonlar
bo‘sa, unda

-B(m +\,n +\).

/L \n
,=. (b~a) ml-nl

(b+ oy @+ (m+n+y 201>
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9-8. 8-MUSTAQIL ISH

Karrali va egri chizigli integrallar. Sirt integrallari va
maydonlar nazariyasi elementlari. Furye gatorlari

Ikki karrali integrallar ye ularning asosiy xossalari.
Ikki karrali integrallarni hisoblash.

Ikki karrali integrallarda o‘zgaruvchilarni almashtirish.
Silindrik va sferik koordinatalar.

Ikki karrali integrallarning ba’zi tatbiglari.

1-tur egri chizigli integral va uni hisoblash.

2-tur egri chizigli integral va uni hisoblash.

Grin formulasi va uning tatbiglari.

1-tur sirt integrali va uni hisoblash.

2-tur sirt integrali va uni hisoblash.

Stoks va Gauss-Ostrogradskiy formulalari.
Maydonlar nazariyasi elementlari.

Furye gatorlari.

-A-
Asosiy tushunsha va teoremalar
la Ikki karrali integralning ta’rifi va uning asosiy xossalari

Rimanning karrali integrallar nazariyasi R" fazodagi Jordan
oichoviga asoslangan. Jordan bo‘yicha o'lchovli to‘plamlaming asosiy
xossalaridan biri, uning chegaralangan bo‘lishidir. To‘plam chegara-
sining Jordan olchovi 0 ga teng bo‘lishi zarur va etarlidir. R2 (R )
fazoda Jordan bo‘yicha oichovga ega bo‘lgan to'plamga kvadrat-
lanuvchi (kublanuvchi) soha deyiladi. n>3 bo'lganda karrali inte-
grallar nazariyasi ikki karrali integrallar nazariyasidan prinsipial ji-
hatdan farq gilmaganligi va ikki karrali integrallarni tasawur qilish
osonroq boiganligi sababli biz asosan ikki karrali integrallar nazari-
yasini keltirish bilan kifoyalanamiz. Butun paragraf davomida biz
garalayotgan sohani kvadratlanuvchi deb faraz qilamiz.

Aytaylik DczR2 sohada f(x,y) funksiya aniglangan bo‘lsin.
D sohani V egri chiziglar to‘ri yordamida n ta DxD2,...,Dn soha-
chalarga bo‘lamiz.

DKsohada V (4,7.) nuqta olib, f(%Krik) ni hisoblaymiz ham-
da quyidagi
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°'=E [ (N 'TI*)-5* @
f(x,y) funksiyaning D soha uchun integral yig‘indisini tuzamiz.
Bu yerda Sk - DK sohaning yuzasi.

Tarif Agar (1)-integral yig'indining X- @)@)ﬁdiam DK 0 ga in-

tilgandagi limiti mavjud bo §ib, u chekli songa teng bo'lsa hamda uning
giymati sohaning bofinish usuliga va (£.,7*) nugtalaming tanlanishiga
bog'liq boimasa, u holda o 5ha son f(x,y) funksiyaning D soha bofficha
ikki karrali integrali (Riman mahosidagi integrali) deyiladi va u

I= \\f(x>y)ds yoki 1= j\f(x,y)dxdy ;
D D

kabi belgilanadi. f(x,y) funksiya D sohada integrallanuvchi deyi-
ladi. Aks holda f(x,y) funksiya D sohada integrallanuvchi emas,
deyiladi.

Shunday qilib,

/= jj/(*j)dxdy —|Im(, | (£,%) S* (2

Izoh. Karrali mtegrallar uchun mtegrallanuvchl funksiya chega-
ralangan bo‘lishi shart emas. Lekin, biz tasdiglarning sodda boiishi
uchun paragraf davomida integrallanuvchi funksiyalardan ulaming
chegaralangan bo‘lishini talab gilamiz.

Ikki karrali integralni ham bir o'zgaruvchili funksiyaning aniq in-
tegralidagi kabi Darbu yig‘indilari yordamida ham aniglash mumkin.

Aytaylik, Mk=Snp\f(x,y)\(x,y)g2).} va mk- inf{f(x,y):(x,y)gDk}
boiib, ak=Mk-mk-f(x,y) funksiyaning DK sohadagi tebranishi
boisin.

1-teorema. f(x,y) funksiya d sohada integrallanuvchi boiishi

uchun
n

tenglikning bajarilishi zarur va etarlidir.

2-tarif. Agar Vs>0 uchun E <R2 toplamni yuzalarining
yigindisi s dan kichik bo'lgan sanoqgli sondagi tof ¥i to'rtburchaklar
bilan goplash mumkin bo'lsa, u holda E toplamning Lebeg o'lchovi 0
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ga teng deyiladi. Agar E toplamni yuzalarining yigindisi etarlicha
kichik bo'lgan chekli sondagi tof ¥i to rtburchaklar bilan goplash mum-
kin bolsa, unda E toplamning Jordan o'lchovi 0 ga teng deyiladi.

Ta’rifdan ko'rinadiki, Jordan o'lchovi 0 ga teng to'plamning Lebeg
o'lchovi ham 0 ga teng bo‘ladi. Teskarisi o'rinli emas lekin Lebeg
o'lchovi 0 ga teng kompakt to'plamning Jordan o'lchovi ham 0 ga
teng bo'ladi. Jordan o'lchovi 0 ga teng bo'lgan to'plamlaming chek-
li sondagi yig'indisining Jordan o'lchovi, Lebeg o'lchovi 0 ga teng
bo'lgan to'plamlaming sanogli sondagi yig'indisining Lebeg o'lchovi
0 ga teng bo'ladi.

2-teorema. (Lebeg teoremasi). Agar f(x,y) funksiya o ‘ichovga
ega bofigan yopiq D sohada chegaralangan va bu sohadagi Lebeg
o'lchovi 0 ga teng bofigan E sohada uzilishga ega bofib, qolgan
barcha nuqtalarda uzluksiz bofisa, u holda f(x,y) funksiya D so-
hada integrallanuvchi bo adi.

Natija. Agar f{x,y) funksiya o'lchovga ega bo'lgan chegara-
langan yopig D sohada uzluksiz bo'lsa, u holda f(x,y) funksiya
D sohada integrallanuvchi bo'ladi.

Ikki karrali integrallar ham oddiy bir o'zgaruvchili funksiyaning
anig integrali uchun o'rinli bo'lgan gator xossalarga ega. Biz ul-
arning barchasini takrorlamay, o'rta giymat hagidagi teoremalarga
to'xtalamiz, xolos.

f(x,y) funksiya D sohada aniglangan bo'lib, shu sohada che-

garalangan bo'lsin, ya’ni 3m va M sonlar: V(x,y)eD uchun
m<f(x,y)uiM;
bo'ladi.
3-teorema. f(x,y) funksiya D sohada integrallanuvchi boisa, u
holda 3 oZgarmas jj. (m</u<M) son mavjudki,
/= jjf(x,y)dxdy =n-S\
D
bo'ladi. Bu yerda S — D sohaning yuzasi.
Natija. Agar f(x,y)eC(D) bo'lib, D yopiq bo'lsa, unda
3(a,b)eD nugta topiladiki
1= j\f(x,y)dxdy =f(a,b)-S\

bo'ladi.
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4-teorema. Agar g(x,y) funksiya D sohada integrallanuvchi
bo'lib, u shu schada o072 ishorasini oZzgartirmasa va f(x,y)eC (D)
bo'lsa, u holda 3(a,b)eD nuqta topiladiki,

W(x,y)g(x,y)dxdy =f(a,b)- jj,g(x,y)dxdy;
D D

bo 1adi.
2°. Ikki karrali integrallami hisoblash

Ikki karrali integrallar amaliyotda takroriy integralga keltirish
yordamida hisoblanadi. Biz D soha to‘g‘ri to‘rtburchakli va egri
chizigli trapetsiya bo‘lgan 2 ta holda ikki karrali integralni takroriy
integralga keltirish hagidagi teoremalami keltiramiz.

1-teoreraa. f(x,y) funksiya D=\[x,y)eRila<x<b, c<y<d}
sohada berilgan va integrallanuvchi bo ‘1sin. Agar har bir fiksirlangan

xe\a,b\ da

I (x) = \f{x"y)dy-,
integral mavjud bo'lsa, u holda ushbu
b d
j Jf(x,y)dy dxm

alLc
takroriy integral mavjud bo'lib,

jif(xy)dxdy=J jf(x,y)dy dx- @

tenglik o'rinli bo'ladi.
2-teorema. f(x,y) funksiya D sohada integrallanuvchi bo'lib,
V fiksirlangan ye\c,d]da

/(X)= ff (*>?Ne;
mavjud bo‘lsa, u holda
J \f(x,y)dx dy

cLa
integral ham mavjud bo‘ladi va
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d b
jif{x,y)dxdy=J if(x,y)dx (5)
tenglik bajariladi.

Endi soha

D ={(x,y)<zR2:a<x<b, (@(x)<y<<p2(x)}

egri chiziqli trapesiya ko'rinishida berilgan bo'‘lib, ¢?,(x) va
92(x) 6 C\a,b\ bo‘lsin.
3-teorema. f(x,y) funksiya D sobada berilgan va integralla-

nuvchi bofisin. Agar v fiksirlangan xe[a,b] wuchun
ftw
I(*) = J f(x,y)dy
D)
integral mavjud bo‘sa, n holda

33 f(x,y)dy dx
«*)
mavjud bo’ladi va

Af(x,y)dxdy= 1 J f(x,y)dy dx. (6)

tenglik bajariladi.
Agar D soha
D ={(x,y)eR1l:y/x(y)"x<yl2(y), c<y<d}
ko'rinishda bo'lib, i/x(y) va ill2(y)eC[c,d] bo‘lsa, unda quyidagi
teorema o‘rinli bo‘ladi.
4-teorema. f(x,y) funksiya D sohada integrallanuvchi bo‘Ub,
V fiksirlangan ye\c,d] wuchun

I(y)= 3 f(x,y)dx;
My)
mavjud bo‘lsa, unda
n vi@)

i f (x>y)dx dy;
"y

mavjud va
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d_TVi(y)
Wi{x,y)dxdy = J ] f(x,y)dx dy )

0 €\ i)
bo‘ladi.

3. Ikki karrali integrallarda o‘zgaruvchilarni almashtirish.
Silindrik va sferik koordinatalar sistemasi

D dR 2 soha berilgan bo‘lib, f(x,y) funksiya D da integral-

lanuvchi bo‘lsin. jif(x,y)dxdy-3

) (M

deb belgilaymiz. Bizdan (7) ni hisoblash talab qilinsin. Ravshanki,
f(x,y) funksiya hamda D soha murakkab bo‘lsa, (7)-integralni
hisoblash qiyin bo‘ladi.

Ko‘p hollarda x va wu o'zgaruvchilami boshga o'zgaruvchilarga
almashtirish natijasida funksiya ham, soha ham soddalashib, ikki
karrali integralni hisoblash osonlashadi.

Aytaylik, 2 ta xOu va uOv tekisliklar berilgan bo'lsin. xOu tek-
isligida chegaralangan, chegarasi dD sodda, bo‘lakli silliq chiz-
igdan iborat bo‘lgan D sohani qaraylik. lkkinchi uov tekisligida
ham xuddi shunga o‘xshash A sohani olamiz.

<p(u,v) va y/(u,v) funksiyalar A da berilgan shunday funksiy-
alar bo'lsinki, ular A sohadagi V(m,v) nuqtani D sohadagi (X,jy)
nuqtaga akslantirsin, ya’ni

(8)

funksiyalar A sohani D sohaga akslantiradi.

Faraz qilaylik, bu akslantirish quyidagi shartlami ganoatlantirsin:

1) (8)-akslantirish o‘zaro bir qiym atli,

2) (p(x,y).,4/(x,y)&C(D) bo'‘lib, bu funksiyalarga teskari bo‘lgan
funksiyalar (u,v) y/“(m,v)gC(a) va ulaming barcha birinchi tar-
tibli xususiy hosilalari 3 bo‘lib, ular ham mos sohalarda uzluksiz bo'lsin,

3) (8)-sistemadagi funksiyalaming xususiy hosilalaridan tuzilgan
determinant (yakobian) uchun
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du dv

shart bajarilsin.

Teorema. Faraz qgilaylik, (8)-sistema yordamida aniglangan funk-

siyalar A sohani D sohaga akslantirsin va yugoridagi 1)-3)-shartlar-
ni ganoatlantirsin. U holda

1=\\f{x>y)dxdy= \\f\jp{u,v),y/(u,v)]\I(u,v)\dudv (10)

e A

bo ‘ladi.

(10)-formulaga ikld karrali integrallarda o‘zgaruvchilami almash-
tirish formulasi deyiladi.

Uch karrali integrallarda o ‘zgaruvchilami almashtirish formula-
lari ham shu kabi bo‘ladi. Masalan,

x = (p{u,v,w)
*y =yH{u,v,w)
z =x(u,v,w)

funksiyalar A ci?3 sohani DczR3 sohaga akslantirib, yuqoridagi
1)-3) shartlarni ganoatlantirsin. Agar D sohada integrallanuvchi
f(X,y,z) funksiya berilgan bo'lsa, u holda

z)dxdydz = v,w),Y (U,v, w),%Uu,v,w)] «|/ (U, v, w)| sdudvdw
D A
tenglik o‘rinli bo‘ladi. Bu yerda
dx dx dx
du dv dw
Q| d)/_ dy_
du dv dw
dz dz dz
du dv dw

berilgan akslantirishning yakobiani.

Ikki karrali integrallami hisoblashda qutb koordinatalar siste-
masiga o‘tish (x =rcoscp, y =rsm<p, | =r), uch karrali integral-
lami hisoblashda esa silindrik yoki sferik koordinatalar sistemasiga
o‘tish ko‘p hollarda yaxshi natija beradi.
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Silindrik koordinatalar sistemasida VM e R3 nuqta M(<p,r,2)
kabi beriladi (10-chizma).

Silindrik koordinatalar sistemasini Dekart koordinatalar siste-
masi bilan bog‘lovchi formulalar (11) va (12) tengliklarda keltirilgan.
X=rC0o>>
y =rsind?
=1, 0<(p<2n, 0<r<+oo0

= x2+y2

(p=arctgl 12)
X

72 =1
(I)-sistema uchun yakol)ian

\przp= PXY2)
D(<p,1,2)

Sferik koordinatalar sistemasida V M si3 nuqta M((p,p,Yy/) kabi



beriladi (11-chizma). Sferik koordinatalar sistemasini Dekart koordi-
natalar sisteraasi bilan bog'lovchi formulalar (13)-tenglikda keltirilgan.

X = pcos<p-smi//

y-psintp-smi// o<p<2n, 0<p<+co, 0O<y/<X (13)
Z - p cost//
(13)-sistema uchun yakobian
D
(x,y,.z) = p 2-siny/
D(<p,p,i/l)

Ddd karrali integrallarning ba’zi bir tatbiglari

a) Jismning hajmi. R3 fazoda yugoridan z=f(x,y) sirt bilan,
yon tomonlaridan yasovchilari OZ o'giga parallel bo‘lgan silindrik
sirt hamda pastdan OXY tekisligidagi D soha bilan chegaralangan
(V) jismning hajmi V ushbu

V= \jf(x,y)dxdy (14)
D
formula yordamida hisoblanadi.

Misol. ushbu
2

X——.f.}/————l—l Vi

ellipsoidning hajmi topilsin.
< Agar jz>0} vyarim fazodagi ellipsoid bo‘lagining hajmini VWX
desak, unda

bo‘ladi. Bu yerda

\x-arcoscp almashtirish bajaramiz, unda D soha
[y=brsin(p
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A={(r<p):0 ~1<10< ¢ <2k\ to‘g‘ri to'rtburchakka akslanadi va ya-

kobian
dx dx
dr dip a<x>s(p,-ars\n<p
dy oy 6sintp,orcostp
dr dp
bo‘ladi. Unda
1 X 1 )
V =2c¢jjVI- r2eabrdrdtp- 2abcj r-JI-r1 Jdtp dr = Anabc jVM - r2dr =— abc. >
n 0. 0o 0 3

b) Yassi shaklning yuzasi.
Ikki karrali integralning ta’rifiga ko‘ra, D sohaning yuzasi

SAjj&dy (15)

formula yordamida hisoblanadi.
Xususan, soha D =[(X,y)eR2:a<x<b, 0<;></(*)} egri chiz-
iqli trapetsiya bo‘lsa, u holda
‘W
S=\\dxdy=\" ;4

bizga ma’lum bo‘lgan formulaga kelamiz.

d) Sirtning yuzasi. Aytaylik, z=f(x,y)eC'(D) bo‘lib, bu funk-
siyaning grafigi R3 fazoda (S) sirtdan iborat bo'lsin. U holda bu
sirt yuzasi

5= 1| f f* +[n (*00] < (16)
formula yordamida hisoblanadi.
e) Ikki karrali intégraitir yordamida mexanikaga oid masala-

larni yechish.

Aytaylik, D - XxOu tekisligida berilgan zichligi p(X,y) ga teng
bo'lgan bir jinsli plastinka bo‘lsin. Unda quyidagi formulalar o‘rinli
bo‘ladi.

M= jip(x,y)dxdy (17)

(17)-plastinkaning massasi.
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Mx=JdJyp(x,y)dxdy,
D
My = jjx -p(x,y)dxdy
D
(18)-plastinkaning OX va OY o'qlariga nisbatan statik momentlari.

M
(19)
yo=
(19)-plastinka og‘irlik markazining koordinatalari.
4 = Jv2*p(X,y)dxdy;
D
(20)

ly = \\x2p(x,y)dxdy

(20)-plastinkaning OX va OY o‘glariga nisbatan inersiya mo-
mentlari.

10=1Ix+1ly=\\(x2+y2)-p(X,y)dxdy (21)
D
(21)-plastinkaning koordinata boshiga nisbatan inersiya momenti.

Eslatma. Ikki karrali integral oddiy bir o'zgaruvchili funksiya aniq
integralining qanday umumlashmasi bo‘lsa, uch karrali integral ham
ikki karrali integrating shunday umumlashmasi bo'ladi va prinsipial
jihatdan undan farq gilmaydi. Shu munosabat bilan uch karrali in-
tegralning ta’rifi, uni hisoblash usullari va ulaming tatbiqglarini o‘qib,
o'iganib olishni o'quvchining o‘ziga havola gilamiz.

5°. Birinchi tur egri chizigli integrallar va ularni hisoblash
Ushbu x=<p(t), y=t/(t) funksiyalar \a,B\ kesmada aniglan-

gan va uzluksiz bo‘lib, ular t ning turli giymatlariga R2 da turli
nugtalami mos qo'ysin. Bu holda [a,0) kesmaning

X = (p(t)

\y =y/(1)
funksiyalar yordamida R2 da hosil bo‘ladigan aksi Y ga sodda
egri chiziq deyiladi:

y ={(x>y) =Ht) > y 6 .



A=vy(a) ga egri chizigning boshlang‘ich nuqgtasi B=Yy(0) nug-
taga esa egri chizigning oxirgi nuqtasi deb ataladi. Biz garalayot-
gan egri chiziq to‘g‘rilanuvchi, ya’ni chekli uzunlikka ega bo'lsin
deb faraz qilamiz.

Aytaylik, XOy tekisligida biror sodda AB egri chizig yoyi va bu
yoyda F{X,y) funksiya berilgan bo‘lsin. AB egri chizigni A dan V
ga garab AO=A, Aj, A, ..,An=B nuqtalar yordamida n ta AkAkH
(k=0,n-1) yoyga ajratamiz. AKAKH yoyning uzunligini ASK va
N=kMN k ~ belgilaymiz. Endi V(¢ikTK)e AKAKH (K =0,«-1)

nuqgtalar olamiz va quyidagi

*)
yig'indini tuzamiz.

Ta’rif. Agar Hmo--3 bo‘Ub, u chekli | soniga teng bolsa va |
ning giymati AB n‘nS bofinish usuliga hamda {,Vk) nugtalaming
tanlanishiga bog'liq boimasa, u holda shu | soniga f(x,y) funksi-
yaning AB egri chiziq boyicha birinchi tur egri chizigli integrali
deb ataladi va u

\f{x,y)ds

AB

kabi belgilanadi.
Shunday qilib,

lim f/(*,,,)m AS, (22)

ekan.
Birinchi tur egri chiziqli integrallar quyidagi xossalarga ega.

[f{x,y)ds=\f(x,y)ds.

AB BA

2) AB=ACuCB=> [f{x,y)ds= +
AE A

AC CB
3) jcf(x,y)ds=cmjf(x,y)ds(c =const).
AB AB

> Eg (M 1N = jf(x,y)ds+ jg(A ~)c?s.

AB AB AB
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5) Agar v(x,y)eAB da /(*,y)>0 bo‘lsa, u holda
jf(x,y)ds> 0.

61 jf(x,y)ds < \\f{x,y)\is.
AB AB

7) 3(cltc2)eAB nuqta topiladiki, if(x,y)ds-f(c,,c2)-S
bo‘ladi. *

Izoh. Yugoridagi xossalaming hammasida f{x,y)eCc (AB) deb
faraz qilinadi.

Teorema. Agar AB={(x,y)eRL:x=<p(t),y=y/(t),te[a,08

sodda egri chiziqg va f{x,y)&c[AB) bo'lsa,

[f(x,y)ds =J/W O’V'iOj'-jtyiO]2+b /*(t) Id t (23)
AB a
bo‘ladi.
Bu teoremadan quyidagi muhim natijalar kelib chigadi.
1-natija. Agar M/[{x,y)eF~\y=y[x),c<x<” (y(a)=A,y{b)=B)
bo‘lib, y'(x)ecp[a,s8\ bo‘lsa, u holda

b bmmmmmme e
[f{x,y)ds= \f[x,y(x)]-~1+[y"(x)]2dx (24)

AB
bo‘ladi.
2-natija.  Agar AB-\{r,(p):r =r{cp),cpx<cp<(p2} bo‘lib,
r(~)eC[”,,92] bo‘lsa, u holda

if(x,y)ds= jf(rcos<p,rsm<p)-Jr2+[r'(<p)Jd<p (25)
AB

bo‘ladi.
Eslatma. Agar 1-tur egri chizigli integralda f{x,y) =\ desak,

b0<adi5 ya>ni
AB *=°
£= jds (26)-AB yoyning uzunligini hisoblash formulasi.
AB
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6°. Ikkinchi tur egri chizigli integrallar va ulami hisoblash

Tekislikda biror yopiq bo'Imagan sodda AB egri chiziq beril-
gan bo‘lib, f(X,y) funksiya shu chizigda aniglangan bo'lsin. AB
egri chizigni Ak (£=0,n) nuqtalar yordamida n ta
AkAt1(k = 0,«-1) bo'lakka ajratamiz va )e AtAkH nugtalar
olib, quyidagi yig'indini tuzamiz:

a=Z,

Bu yerda Axk=xk+-xk - AKAM yoyning OX o'gidagi proek-

siyasi, "= 1 ning uzunligi, deb belgilaymiz.
Ta’rif. Agar =~ mavjud va chekli boflib, | ning giymati
ning bofinish usuliga va ("k,rjk) nugtalaming tanlanishiga bog'liq

bomasa, u holda Isoniga f(x,y) fimksiyadan AB chiziq botycha

olingan ikkinchi tur egri chizigli integral deb ataladi hamda u

I= jf{x,y)dx.
AB
kabi belgilanadi.
Shunday qilib,
nl
[= \f{x,y)dx =Im X f(4 ljrjk)Axk (27)
AB *=0
ekan.

Xuddi shunga o‘xshash f(<?k,rik) lami Ax*ga emas, AyK larga
ko‘paytirib,
[7=\f(x,y)efy =1} re f(~, Tjk)Ayk (28)
AB
ni hosil gilamiz.
2-tur egri chizigli integral ta’rifidan quyidagi xossalar kelib chigadi.

) [f{x,y)dx=-\f{x,y)dx va \f(x,y)dy =-\f(x,y)dy.
AB BA AB BA
2) Agar AB y°y o'giga (0Y o‘giga) perpendikular bo'lgan
to‘g‘ri chizig kesmasidan iborat bo‘lsa, u holda

if{x,y)dx=0 |/ (X,y)dy =0
B B
bo‘ladi.
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Endi faraz gilaylik, AB egri chizigda 2 ta P(X,y) va Q(X,y)
funksiyalar berilgan bo‘lib,

\P(x,y)dx ya \<2{x,y)dy;
AB AB
2-tur egri chiziqli integrallar mavjud bo'lsin. Ushbu

\p(x,y)dx + JQ{x,y)dy;

AB AB
yig'indi 2-tur egri chizigli integralning umumiy ko‘rinishi deb ata-
ladi va

\P(x,y)dx + Q(x,y)dy-f

-------------- AB
kabi yoziladi. Demak,
\p{x,y)dx + Q{x,y)dy= \Q(x,y)dy n9)
AB AB AB

Aytaylik, AB egri chiziq, sodda yopiq egri chizig bo‘lsin, ya’ni
A va V nugtalar ustma-ust tushsin. Bu yopig chizigni Yy deb belgi-
laymiz. Bu yopiq chizigda ikkita yo‘nalish bo‘ladi. Ularning birini
musbat (soat strelkasiga garama-qarshi yo'nalganini), ikkinchisini
manfiy yo‘nalish deb gabul gilamiz.

Faraz gilaylik, y da f(X,y) funksiya berilgan bo'lsin. Bu Yy
chizigda 2 ta \/A*B nugtalar olamiz. Natijada Yy yopiq chiziq 2
ta AaB va RbA egri chiziglarga ajraladi (12-chizma).

Agar J f(x,v)dx+ J f{X,y)dx intégral mavjud bo'lsa, u
AaB BbA

f(X,y) funksiyaning Yy yopiq chizig bo‘yicha 2-tur egri chizigli

integrali deb ataladi va Ii{x,y)dx kabi belgilanadi.

12-chizma.

304



\[P(x,y)dx +3Q{x,y)dy bo‘lgan umumiy hoi ham xuddi shun-
ga (/*xshash ta’rifianadi.

Agar 2b egri chiziq fazoviy chiziq bo‘lib, f(X,y,z) funksiya
shu chizigda aniglangan bo‘lsa, u holda

\f{x,y,z)dx, \f(x,y,z)dy, \f(x,y,z)dz, \aTl va

AB AB AB

jP(X’y1 Z)dX + Q(X,y,Z)dy + R(X,y,Z)dZ =

AB
Zip(x.y,2)dX+ iq(x.y.2)dy+ JR(X,y,z)dz
AB AB AB
lar ham yuqoridagidek aniglanadi.

Endi ikkinchi tur egri chizigli integrallarni hisoblashni
0 ‘rganamiz.

Faraz qgilaylik, AB={(X,y):x =<p(t),y=i//(t),te[a,fi]j bo‘lib,
<p{t).i[/(t) e C[a,P],(<p(a),y/(a)) = A, (<p{p).i/[{p)) =B bo‘lsin,
hamda t parametr a dan /? ga garab o ‘zgarganda
(Te™N=(p(),~I(1)) nuqta A dan V ga garab o‘zgarsin.

1-teorema. Agar <p'(t)eC[a,0\ bo'Ub, f(x,y)e c[AB) boisa,
u holda

p
3 £(x,y)dx= \f[(p{t),y{t)\p'(t)dt (30)

AB a

bo ‘ladi.
2-teorema. Agar y/'(t)eC[a,f3] bo'lib, f(x,y)eC(AB) bo'sa,
u holda

Jf{x,y)dy=\f[q>(t),v{t)}r'{t)dt (31)
bo‘ladi. Jis]
1-natija. Agar (p'{t),i//'(t)eC[a,p\ bo'lib,
P{x,y),Q(x,y)<=c(AB) bo'sa, u holda
AP DXy Q) dy=Spv(n) VO)P\D+QUP(D) SOOI - (32
bo'ladi.
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2-natija. Agar AB={(x,y)\y =y{x),a<x<b\, y'(x)eC\a,b\
bo'lib, P{x,y),Q{x,y)eC[AB” bo‘lsa, u holda

JPOGY)dx +Q{xy)dy = J[>(*,>>(N+Q(x.y(x)) m' ()}Hr.  (33)

boladi. -
Misol. Agar OA egn chizig 0(0,0) va .;(11) nuqgtalami tut-
ashtiruvchi
a) to‘g'n chiziq kesmesi.
b) ORA siniq chizig, /J=(1,0) nuqta;
d) OQA siniq chizig, 0 =(0,l) nuqta bo‘lsa,
1= j{x-y2)chc+ 2xydy ;

OA

hisoblansin.
1

4 a) OA:y=x,0<x<\=>1=J[(X- X2+ 2x2 :-6
0
b) /= J{x-yDdx+2xydy= j{x-y Dax+2xydy+ j(x-y 2)dx+2xydy =
B P 2]

'(OP:y =0,0<x<l=>dy =0\
PAWX =\,0<yE\=>dx =0

d) 1= J(x-yDax+2xydy= j(x-yax+2xydy+ j[x-y 2)dx +2xydy =
da o o)

= \xdx+j2ydy = ™.

((0 e-x.0 .0~~~y _L>

{{R.4:y =1, 0<xE\Ndy =0)) > ' ' 2

Izoh. Bu misoldan ko'rinib turibdiki, 2-tur egri chizigli inte-
gralning giymati umuman olganda, A va V nugtalami tutashtiruv-
chi integrallash yo'liga bog‘liq ekan.

Qanday shartlar bajarilganda uning giymati integrallash yo‘liga
boglig bo'imaydi, degan savolga keyingi punktda javob beramiz.

7°. Grin formulasi va uning ba’zi bir tatbiglari

a) Grin formulasi.
1-teorema. (Grin). DczR2 soha berilgan bofib, uning chegarasi
dD bo 1akli-sillig chizigdan iborat bo‘lsin. Agar P{x,y) va Q(X,y)
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rxdy-ydx _ ((x=rcost,Q<t<,2ir,dx =-rsmtdtX _2f~ _2~ >
poyiav2 Y = FSiA i, By =y it >

8a Birinchi tur sirt integrallari va ularni hisoblash
>

Birinchi tur egri chiziqli integrallar oddiy anig integrallaming
ganday umumlashtirilishi bo‘lsa, birinchi tur sirt integrallari ham
ikki karrali integrallarining shunday tabiiy umumlashtirilishidir.

Bizga bo‘lakli sillig kontur bilan chegaralangan ikki tomonli
sillig (yoki bo‘lakli silligq) (S)CzR~* sirt berilgan bo‘lib, f(X,y,z)
funksiya shu sirtda aniglangan bo‘lsin. (S) sirtni y tarzda o ‘tkazilgan
egri chiziglar to‘ri yordamida (5'1),(52),...,(5n) gismlarga ajratamiz.
(S*) ning yuzasini Sk deb belgilaymiz =1 Har bir (Sk) da

V(&,%,£E*) nuclta olib

k=\
integral yig‘indini tuzamiz va A=in&&diam(St) deb belgilaymiz.
Ta'rif. Agar j™0"=1 mavjud va chekli bo'lib, I ning giymati
(S) sirtning bo‘linish usuli hamda (Zk,ijk,Ck) nuqgtalarning tanlan-
ishiga bog‘lig bo‘lmasa, u holda 1 ga f[X,y,z) funksiyadan (S)
sirt bo‘yicha olingan 1-tur sirt integrali deyiladi va

\\f{x,y,z)ds-,
)

kabi belgilanadi.

Teorema. Agar sirt ushbu (5) ={(x,>\z) eR3:z=2(x,y),(X,y) e D\
ko‘rinishda berilgan bo'lib, z(x,y),z'x(x,y),z'y(X,y)<zC(D) va
f(x,y,z)e C[(S)] bo'sa, u holda
W (x,v,:)dS=33/[x,y,z(X,y)lj +[z\ (x, v)]" +[z\ {x,y)]' dxdy (40)

D

©)
bo 1adi.



90. IkKinchi tur sirt integrallari va ulami hisoblash

Bizga ikki tomonli sillig (yoki bo‘lakli sillig) (S)czR™ sirt ber-
ilgan bo‘lib, f(X,y,z) funksiya shu sirtda aniglangan bo‘lsin. (S)
sirtni VvV tarzda o ‘tkazilgan egri chiziglar to‘ri yordamida

gismlarga ajratamiz. fay) (k=1 nj ning §XY
tekislikdagi proeksiyasini Dt, DK ning yuzasini esa SO deb belgi-
laymiz. Har bir (Sk) da Vv (Ck,Tt,Ck) nuqgta olib quyidagi

k=1
yig‘indini tuzamiz va A= mm.diam{Sk) belgilaymiz
Ta’rif. Agar mavjud va chekli bofib, | ning giymati (S)

sirtning bofinish usuliga hamda [Ck,ijk,Ck) nugtalaming tanlanishiga
bogTig boimasa, n holda | ga f(x,y,z) funksiyadan (S) sirtning tan-
langan tomoni boyicha olingan ikkinchi tur sirt integrali deyiladi va
jif(x,y,z)dxdy.
©)
kabi belgilanadi.
Shunday qilib,

1= \\f{x,y,z)dxdy = (41)
© i
Shuni aytib o‘tish kerakki, funksiyadan (S) sirtning bir tomoni
bo‘yicha olingan ikkinchi tur sirt integrali, funksiyadan shu sirtning
ikkinchi tomoni bo'yicha olingan ikkinchi tur sirt integralidan faqat
ishorasi bilangina farq qiladi.

Ushbu j1/(x’y"z)dydz va \™(x,y,z)dzdx ilckinchi tur sirt in-
® @
tegrallari ham yuqoridagidek ta’riflanadi.
Ikkinchi tur sirt integralining umumiy ko‘rinishini keltiramiz.
Faraz qilaylik, (S) sirtda P(X,Y,z), Q(X,Y¥,z) va R[X,Y,z) funksi-
yalar berilgan bo‘lib,

Ushbu
f\P(X,y,z)dxdy ~Q(x,Y,z)dydz ~R(X,y,z)dzdx.
©) ) * 0

310



integrallar mayjud bo'lsa, u holda ulaming yig‘indisi 2-tur sirt in-
tegralining umumiy ko‘rinishi deb ataladi va

z)dxdy +Q (x,y,z)dydz + R(x,y,z)dzdx;
©)

kabi belgilanadi.

Endi R3 fazoda biror (V) jism berilgan bo‘lsin. Bu jismni o‘rab
tuigan yopiq sirt sillig sirt bo‘lib, uni (S) deylik. f[x,y,z) fimksiya
(S) da berilgan bo‘lsin. OXY tekislikka parallel bo‘lgan tekislik bilan
(V) ni 2 gismga ajratamiz: (V)= (V)u(V2). Natijada, uni o‘rab tur-
gan (S) sirt (S,) va (5;,) sirtlarga ajraladi. Ushbu

\if(x,y,z)dxdy+ j\f(x,y,z)dxdy

integral (agar u mavjud bo'lsa) f(x,y,z) funksiyaning yopiq sirt
bo'yicha 2-tur sirt integrali deb ataladi va
lff(x,y.2)dxdy;
©
kabi belgilanadi. Bu yerda (42)-munosabatdagi birinchi integral (5,)
sirtning ustki tomoni, ikkinchi integral esa (S,) sirtning pastki
tomoni bo‘yicha olingan. Xuddi shunga o‘xshash
iJif(x,y,z)dydz [Jif(x,y,z)dzdx;
©) O]
hamda umumiy holda
z)dxdy +0(x,y,z)dydz + R(x,y,z)dzdx .
¢
integrallar aniqglanadi.
Teorema. Agar sirt ushbu

(5) = {(X,Y,2)e tf3:z = z(X,Y),(X,y)e £}
ko rinishda berilgan bo‘ib, z(x,y), z'(X,y), Zy(x,y)eC(D) va
/(x,3,z)eC[(S)] bo'lsa, u holda

Sth*.y,z)dxdy=\\f[x,y,z{x,y)\dxdy (43)
&) D

bo 1adi.
311



Izoh. Agar (S) sirtning pastki tomoni garalsa, unda barcha SDxlar
manfy bo‘lib,

W\ {X,y,z)dxdy =- 3J/[x,Y,z(X,y)~\dxdy .
(5) i)
bo'ladi.
Natija. Agar (S) sirt yasovchilari OZ o'giga parallel bo‘lgan
silindrik sirt bo‘lsa, unda

Wf(x,y,z)dxdy = Q;
S)
bo'ladi.

Demak ikkinchi tur sirt integrallari ikki karrali Riman integral-
lariga keltirilib hisoblanar ekan.

Agar (S)-ikki tomonli silliq sirt bo‘lib, P(X,y,z), Q(X,Y,2)
i{(ij,:)eC [(S)] bo'lsa va (S) sirt normalining yo‘naltiruvchi ko-
sinusilarini cosa, cos/?, cosy desak, u holda 1 va 2-tur sirt inte-
grallari orasida quyidagi munosabat o‘rinli.

jip(x,y,z)dydz + Q(x, Yy, z) dzdx + R(x,y,z) dxdy =
®

cosa + Q(x,y,z)cosB + R (a,y,z)cosy-"s (44)

IZ(@. Agar (S) sirt Z—Z[é(,yf( tenglama yordamida berilgan
bo'lsa, sirtning (jt0,20,20) nuqtadagi normalining OX, 0OY, 0OZ
o‘qlarining musbat yo‘nalishlari bilan tashkil gilgan burchaklarini
mos ravishda a, B, y orqgali belgilasak,

COSac
Bl s
cos/? =
(45)
cos/ =
4 +K)2+K)~

boia.di va ular norraalning yo‘naltiruvchi kosinuslari deyiladi.
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lldiz oldida ma’lum bir ishorani tanlab olish bilan biz sirtning aniq
bir tomonini tanlab oigan bo‘lamiz. Masalan, ildiz uchun musbat ishora-
ni olsak, eos/ >0, ya’ni normal OZ o‘qi bilan y o'tkir buichak tashkil
etadi va bu holda (S) sirtning “yuqori” tomonini tanlab oigan bo‘lamiz.

10°. Stoks va Gauss-Ostrogradskiy formulalari

(5) ={(x,j,2)eiB:z=2(Xx,y),(X,y)eD} bo'lib, 5(5')-bo lakli sil-
lig egri chiziq va 3(5)-ning OXY tekisligiga proyeksiyasi 3Dbo"Isin.

Faraz gilaylik, (S) sirtda uzluksiz P{X,y,z), Q(X,y,z) R(X,y,z)
funksiyalar aniglangan bo‘lib, bu funksiyalaming barcha birinchi
tartibli xususiy hosilalari (S) sirtda uzluksiz bo‘lsin.

1-teorema. (Stoks). Agar yuqoridagi shartlar bajarilsa, u holda ushbu

17 (*y,zJax+ Q(x,y,z)dy + R(x,y,z)dz=f j ~ dxdy+
e(s) (Slex  cy.

(46)

Stoks formulasi oYinli bo‘ladi.

Shunday qilib, Stoks formulasi (S) sirt bo'yicha olingan 2-tur
sirt integrali bilan shu sirtning chegarasi bo‘yicha olingan egri chizigli
integralni bog‘lovchi formuladir.

Endi Ostrogradskiy formulasini keltiramiz. R3 fazoda pastdan
z=q¥X,Y) tenglama bilin aniglangan silliq (£,) sirt bilan, yu-
goridan zZ=<2(X,y) tenglama yordamida aniglangan (S,) sirt bi-
lan, yon tomondan esa yasovehilari OZ o‘giga parallel bVligan sil-
indrik (S3) sirt bilan chegaralangan (V) jismni qgaraylik. Bu jis-
mning OXY tekisligidagi proeksiyasini £> deb belgilaymiz. Faraz
gilaylik, (V) da uzluksiz P(X,y,z), Q(X,Y,z), R(X,y,z) funksiya-

dP dQ dr
lar berilgan bo‘lib, ox 'dy’dz”™ L\ shartlar bajarilsin.

2-teorema. (Ostrogradskiy). Agar yuqoridagi shartlar bajarilsa,
u holda ushbu

dxdydz = [JJPdydz + Qdzdx + Rdxdy (a-i\

Gauss-Ostrogradskiy formulasi oYmli bo'ladi.
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11°. Maydonlar nazariyasi elementlari

Uch o'lchovli Yevklid fazosi r3 ni olib, undagi nuqtalami
(*, Y, Z), koordinata o'glari bo‘ylab yo‘nalgan birlik vektorlami esa
ex, €2, €3 kabi belgidymiz. Aytaylik, DaR3 sohadagi har bir
(X, ¥, Z) nuqtaga A(X, Yy, z) vektor mos qo‘yilgan bo‘lib, tanlan-
gan koordinatalar sistemasida u AXX, Y, z), A (x, VY, 2),
A3(X, Yy, Z) ko‘rinishga ega bo‘lsin. U holda D sohada vektor funk-
siya aniglangan yoki D da vektorlar maydoni berilgan deyiladi. Agar
har bir AK(*, vy, z), k=1, 2, 3, funksiya uzluksiz, differensiallanuvchi
va hakozo bo'lsa, unda a vektor maydon uzluksiz, differensialla-
nuvchi va hokazo deb ataladi. Agar D sohada U{X, Yy, z) funksiya
aniglangan bo'isa, u holda D da u skalyar maydon berilgan deyiiaui.
Tanlangan koordinatalar sistemasida qaralayotgan skalyar va vektorlar
maydoni kerakli darajada sillig bo'lsin deb faraz gilamiz.

Ushbu

' du du
gradU :=de QU dU =g |, et l+é~dU-:U—>A
dx  dy ’ dz d dy  dz
operatorni (gradiyent) aniglaymiz. U bilan bir gatorda A vektomi
U skalyar maydonga akslantiruvchi

8AX dA2+ dA3
dx dy dz

operatorni (divergensiya) qaraymiz. Vektor maydon vektor may-
donga quyidagi

U

ei B2 e3

rotA - d d d :A->B
odx dx dz
A A2 A}

formula yordamida aniglanadigan rotOr operatori yordamida akslanadi.
Agar simvolik nabla differensial operatorini (Gamilton operatori)

dx "dy dz
tenglik yordamida aniglasak, u holda

gradU = VU,

rotA=VxA,
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divA =V *A

bo’'ladi.

Kiritilgan operatorlardan foydalanib, quyidagi tengliklaming o ‘rinli
bo‘lishini ko'rsatish qiyin emas:

1) rotgradU=VxVC/=0,

2) divrotA=V+(VxA) =0,

3) graddivA=V(V #4),

4) rotrotA = V x(V x"),

5) divgradU =V W £/

(44)-formuladan foydalangan holda Stoks formulasini quyidagi
ko'rinishda yozish mumkin:

J P(x,y,2)dx +Q(x,y,z)dy + R(X,y,2) =
X

cosa COSp cosy

B r d d d as.

dx dy dz
P Q R

Agar bu tenglikdagi P, Q, R funksiyalar o'rniga A vektor
maydonning komponentalarini olsak va dS=(dx,dy,dz) deb belgi-
iasak, tenglikning chap tomonidagi integralostidagi iunksiyani A-dS
deb yozish mumkin. Agar n=(cosa, C€0S/3, cos/)-birlik normal
vektor bo‘lsa, tenglikning o‘ng tomonidagi integral ostidagi funksi-
yani rotA-n deb yozish mumkin bo'lib, Stoks formulasining vektor
ko'rinishi quyidagicha bo'ladi:

(3 A-dS=\\n-rotAdS
£9) © v
(48)-tenglik maydonlar nazariyasi tilida quyidagicha aytiladi: A
vektor maydonnning sirtning chegarasi bo‘yicha olingan sirkulyat-
siyasi rotA maydonning (5) sirt bo‘yicha olingan ogimiga teng.
(44) formuladan foydalanib, Gauss-Ostrogradskiy formulasi vektor
ko‘rinishida quyidagicha yoziladi:
jiA ndS = jjfdtvAdV
dv \%
bu yerda dV =dxdydz hajm elementi.
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(48) va (49) formulalar vektorlar maydonidagi rotor va divergensi-
ya operatorlarining invariant ekanligini ko‘rsatish imkoniyatini beradi.

1-ta’rif. Agar A vektor maydon uchun shunday skalyar u may-
don topilib, gradU=A tenglik bajarilsa, unda A vektor maydon
potensial maydon deyiladi. u funksiya esa A maydonning skalyar
potensiali deb ataladir

2-ta’rif. Agar A vektor maydon uchun shunday B vektor maydon topilib,
rotB= A tenglik bajarilsa, u holda A maydon solenoidal maydon deyiladi.
V vektor maydon esa A maydonning vektor potensiali deb ataladi.

Punktning oxirigacha biz maydonlar uch o‘lchovli fazoda gara-
layapti, deb faraz qilaraiz.

1-teorema. A maydon potensial maydon bo‘lishi uchun rotA=o
bo'lishi zarur va yetarli.

2-teorema. A maydon solenoidal bo'lishi uchun divA= 0 bo'lishi
zarur va yetarli.

(48)-Stoks formulasidan va 1-teoremadan quyidagi tasdiq kelib
chiqadi: Agar A potensial maydon bo‘lsa, u holda maydonning yopiq
egri chizig bo‘yicha olingan sirkulyatsiyasi O ga teng bo‘ladi.

(49)-Gauss-Ostrogradskiy va 2-teoremadan quyidagi tasdiq kelib
chigadi: agar A solenoidal maydon bo‘lsa, u holda maydonning biror
jismni o‘rovchi yopiq sirt bo‘yicha olingan oqimi O ga teng bo‘ladi.

Shuni ta’kidlash lozimki, ixtiyoriy vektor maydonni potensial va
solenoidal maydonlarning yig‘indisi ko'rinishida ifodalash mumkin.

11°. Furye gatorlari

I-ta’rif. /(*) funksiya [— kesmada absolut integrallanuvchi
bo ‘Isin. Koeffisientlari
an:i}-f (x)cosnxdx, n-0, 1 2,..
7-X
-1 ff(x)smnxdx, n= 1 2..
it
formulalar yordamida aniglangan ushbu

f(x)~2 +iV§1a ,» GCBNX+ bnsinnx) (50)

trigonometrik qgator f (je) funksiyaning Furye gatori, an, bn sonlar
esa-Furye koeffisientlari deyiladi.
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Absolut integrallanuvchi funksiyaning Furye koefflsientlari «->00
da 0 ga intiladi. Agar funksiya juft bo'lsa, Furye qatori fagat kosi-
nuslami, togq bo'lsa fagat sinuslami o‘z ichida saqlaydi.

l-teorema. (Rimanning lokallashtirish prinsipi). f{x) funksiya
Furye gatorining joO nugtada yaginlashishi, ixtiyoriy kichik S> 0 soni
uchun f(x) funksiyaning [jcO-S;x0+ £] kesmadagi giymatlarigagina
bog'lig bo'lib, bu kesmadan tashqaridagi giymatlariga bog‘Ug emas.

2-teorema. Agar f{Xx) funksiya [-/r;;r] kesmada bo‘lakli-uzluk-
siz bo‘lib, har X nuqtada chekli bir tomonli

3.’+g<x)’: Algqnon * + **(Q)Z/{*_F*)

———————— ! >\/’:Aj—”§0 v ’

hosilalarga ega bo'lsa, u holda f{X) funksiyaning Furye gatori har

bir X nuqtada yaginlashadi va uning yig‘indisi ~ X— -)—
ga teng bo'ladi. Xususan, funksiya uzluksiz bo'lgan nuqtzida Furye
gatori funksiyaning shu nuqtadagi giymatiga yagqinlashadi.
Yaginlashuvchi Furye qatorining yig‘indisi davri 2k ga teng
bo‘lgan davriy funksiya bo'ladi.
3-teorema. Agar f{x) funksiya [-#;#] kesmada kvadrati bilan
integrallanuvchi funksiya boisa, u holda quyidagi Bessel tengsizligi oYinli:

y +7E(tfﬁ+ N 4“-_>2/ 2(*<&e (51)
Agarfunksiya \-k\ ;r] da uzluksiz va f (-n) - f{ir) boisa, unda
ushbu Parseval tengligi o'rinli:

y +'L(antl>B)=" ) f 2(x)dx. (52)

Agar f(x) funksiya \a, b\ kesmada berilgan bo'Hb, malum
shartlarni ganoatlantirsa, unda uni umumiyrog ko Yinishdagi tri-
gonometrik gatorga yoyish mumkin. Buning uchun t=-jt+2n-)l;--_§
akslantirish yordamida [a, Z] kesmani \-7t\ 7t\ kesmaga akslanti-
ramiz. Natijada,
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I(F)>H=)=f[*+  ((-9)
bo‘lib, (p(t) funksiya [-N; N] kesmada aniglangan. <p(t) funksiya
[-a-; n-] kesmada Furye gatoriga yoyiladi va t o'zgaruvchidan X
o0‘zgaruvchiga gaytsak, f(X) funksiyaning [a, Z] kesmadagi Furye
gatorini hosil gilamiz. Masalan, f(X) funksiya [-/; /] kesmada
2-teoremaning shartlarini ganoatlantirsa va u shu kesmada uzluksiz
bo‘lsa, u holda

nnx , ... nnxn

_ a, COS-——- +h sin--—-—--
/(v*/)_%) +7\€d1 / | )9
tenglik o‘rinli bo‘lib,
a,=- \f{x)cos~-dx, n=0,1 2,..,

-/ A
bn=4\f(x)sm~dx, n=1 2,

bo‘ladi.

Agar f(x) funksiya [0; 21] oraligda berilgan holda ham yu-
goridagi tengliklar o‘rinli bo'ladi, faqat koeffitsientlami hisoblashda
integrallarni [0; 21] oralig bo‘yicha olish kerak.

Nazorat savollari

Ikki karrali integrating ta’rifi.

Darbuning yuqori va quyi yig'indilari hamda ulaming xossalari.
Lebeg teoremasi.

Ikki Kkarrali integralning asosiy xossalari.

0 ‘rta giymat hagidagi teoremalar.

Ikki Kkarrali integrallarni hisoblash.

Ikki Kkarrali integrallarda o'zgaruvchilarni almashtirish.
Silindrik koordinatalar sistemasi.

Sferik koordinatalar sistemasi.

10. Ikki karrali integral yordamida hajm hisoblash.

11. Tekis shaklning yuzasini hisoblash.

12, Sitr yuzasini hisoblash.

13. Ikki karrali integrallaming mexanika masalalariga tatbiglari.
14. 1-tur egri chizigli integral tushunchasi.

15. 1-tur egri chizigli integrallaming xossalari.

16. 1-tur egri chizigli integrallarni hisoblash.
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17. 2-tur egri chizigli integral tushunchasi.
18. 2-tur egri chizigli integrallaming xossalari.
19. 2-tur egri chizigli integrallami hisoblash.
20. Grin formulasi.

21. Grin formulasining tatbiglari.

22. 1-tur sirt integrali tushunchasi.

23. 1-tur sirt integralini hisoblash.

24. 2-tur sirt integrali tushunchasi.

25. 2-tur sirt integralini hisoblash.

26. Stoks formulasi.

27. Gauss-Ostrogradskiy formulasi.

28. Maydonlar nazariyasi efementlari.

29. Furye gatorining ta’rifl.

30. Rimanning lokallashtirish prinsipi.

31. Furye gatorining yaginlashishi.

32. Bessel tengsizligi.

33. Parseval tengligi.

-B-
Mustaqil echish uchun misol va masalalar
1-masala. Berilgan egri chiziglar bilan chegaralangan D soha

uchun karrali integral takroriy integralga

D

keltirilsin va integrallash chegaralari ikki xil tartibda go‘yilsin.
11 y=0,y=3 y=x y=x-6. 12j=1 2=x, 2y=8-x, y=0.
13 y=x,y=x+3,y=2x,y=2x-3. 14 y=x2, x~y +2=0.

15 x2+y2>2a2, x2+y2<2ax. 16 y=2x-x2, y=-x.

17 y=xr-4x, y-x. 18 xy=4, yr~x2, ynre.

19 y<:9-x2, y>2xr. 110 y=x, y =4x, xy>4, >><8.
111 y =x, y =4x, xy>4, y< 6.

1.12 y =yj2ax, x2+y2'¢.2ax, x =0, x=2a, y =0.



1.15
1.17
1.19

1.21

2.1

2.3

2.5

2.7

2.9

2.11

2.13

2.15

2.17

xy=9, x+y =10, I<jy<3. 1.16 y2+8m=16, y2-24x =48.
y>X2+4Xx,y =X+ 4, 1.18 y2>x2- 4x, y<x, x>\.
y2-3x =4, y2+4n= 11 1-20 y2<6+3x, y2<8-4x, \y\<"2.
y>X2+2X, y =X+ 2~
2-masala. Integrallash tartibini o‘zgartiring.
i o E s}

Jdy J fdx+ ady J fdx. 22 fo 1 fdx+ i fdx
-2 -1 0 1y 1 yi2-y2
1y 23 1Ly 2
jdyjfdx+ \dy j fdx. 2.4 \dyj fdx+ jdy J fdx.
0 O 1 0 0 0 10

O O Y B arcsiny 1 arccos.y
1dx j fdy+jdxjfdy. 26 J> J fdx+ \dy i fdx

Xr2 0

2 O+y 0 ypy 1 0 e-Iny -In>-

jdy J fdx+ jdy J fdx.
2

yjl-x2 O *
\dx j fdy+ ]dXdey
wii -1

1 1 f 1

jdx J fdy+ jdx jfdy.

0 1—x2 1 In.r

71 siny WZ cosV
jdy J fdx+ jdy | fdx.
00 % 0

1 -y e |

jdy j fdx + jdy Jfdx.

0 0 1 m

1 0 n

jdy jfdx + jdy
0 -y 1

J fdx.
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2.8 (1;0 _t\)& X+ I <’<YI Nom

-s/3

Ny 2 2-y
2.12 Jdy Jfdx+ jdy j fdx.
0 o0 10

jdx J fdy+ jdx jfdy "
-(240) 1 T

1 0
2.16 de Ifdx+de Ifdx-

-yly -yil-y

2.14

1Y 2 2-y

218 jdyjfdx+jdy j fdx.
0 0



| ? Y3 n2-x2
221 \d*\fdy+ \dx | fdy.
0 0 10

3-masala. Ko‘rsatilgan D soha uchun jjf{x,y)dxdy integralda
qutb koordinatalariga (* =rcos<p,y= rsi?Kp) o‘tib, integrallash
chegaralari ikki xil tartibda qofyilsin.

3.1 D={(x,y)\x2+y2<2y\.

3.2 D={(x,y) :a2<x2+y2<b2a>0,b>0]|.

3.3 N=j(x,m?):(**+ ¥Y2)2=a2(x2

34 D soha x=0, y=0, >=1-x chiziglar bilan chegaralangan.

35 D soha x2=ay, y=a (a>0) chiziglar bilan chegaralangan.

3.6 D=[(x,y):Q<x<\,x2£.y<x}.

3.7 D={(x,y):0<y<2,yrx<yf3y}.

3.8 Z»={(*;>):0<x< 2,0

3.9 D ={(r,<p):r>2cos<p,r<4cos<p

3.10 D =\(x,y)\x2+y2<4,x +y>2\.

311 B={(X,7):*2+y2>8,*2+y2<4x\.

3.12 D ={(x,y):x2+y2>\%,x2+y2<6y}.

313 D- {(*,/): +y2+4x>0x2+y2+8<Q

3.14 D =f(x,y):x>y, x+y£6, y>0],

3.15 D ={(x,y):x2+y2< 4x, y\ 4j*[}.

3.16 D =\"{r,(p):r>2s\n(p,r <58IN¢>,05 p<y]j.
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3.17 D={(X,y):x2+y2<16,x2+y2>4Xx).

3.18 D= r<2cos3p,r>1(/ va IV chorakdagi gismi),}.
3.19 D ={(X,y):x2+y2>Xx,x2+y2<IXx).

3.20 D ={(X,y) :Xx2+y2<4x,x2+y2> 2y}.

3.21 D =\[x,y)\0<x<\,2x <y <3gr}.

4-masala. Hisoblang.

4.1 \\(\2x2y2+\(>x3y)dxdy, D:x=\, y=x2, y=-4X.
D

4.2 JJ(9~y2+ 48Xx3y3)dxdy\ D:x =\,y=yfx, y=-x2

43 I\{*x2y2-96xJ3)dxdy; D:x =1 y=I[x,y=-x\

D

4.4 \\{"x2y2+32xJ3)dxdy\ D:x =1,y =x?,y = -Ifx.

D

4.5 \\(Mx2y2+4%x3y)dxdy; D:x=\,y=x2y=-I]x.
D

4.6 \\{Wx2y2+32x3y3)dxdy\ D:x =\, y =Ifx, y =-x2
D

4.7 \\(Wx2y2+32x3y3)dxdy, D:x=1,y=x3,y=-4X.

48 f\{21x2y2+4&x3y3')dxdy; D:x=1, y=%*) y=-x*

D

4.9 \{4xy+2x2y2)dxdy, D:x =1, y=x2, y=-JX.
D

4.10 1312~ +9xVv )~ ; D:ix=]y=Jx, y=-x2
D

4.11 %VQXZyZ)dxdy, D:x=\,y=Ifx, y=-x3.
D

4.12 Aildxy +\8xydxdy, D:x =\, y=x3 y=-I/x.
D

413 A2~ +27* Yy Yy~ D:ix=\ y=x2, y=-lix.
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4.14 JJ(8*V+18*V)A*to D:x=\ y=Ux, y=-x2
D

415 [Or-xy +j-~y~dxdy; D:ix=\ y=x3 y=-yfx.

4.16 \M"xy+9xy2~dxdy, D.x =\ y=Jx, y=-x*

4.17 \pdxy-A*x'y)dxdy, D:x=1 y=x2 y=~JX.

D

4.18 A(609;+24* Y )cblY> D:x =\, y =yfxTy =-x2.
D

419 A4*Y+16*Y)Nd ; D:x=\ y=Il/x,y=-x2
D

4.20 \\(*xy +\bx'y")dxdy; D:x=\y=x\y =-l/x.
D

4.21 JJ(XY'”4X3/3)dXdy, D:x =1, y = X\ y = -yfx_
D

" 5-masala. Hisoblang.
5.1 jjye2dxdy; D:y=\n2, y=1In3, x=2, x=4.
D
5.2 \\y2sm~dxdy; D:x=0,y=4n, y=".
D ¢ ¢
53 B’ycosxydxdy; Di=y=—, y=n, jc=1 x=2
2

5.4 jjy2e~dxdy; D:x=0, y=2, y=X.
D

55 FIDysinxydxdy; D:y="-, y=n, x=\, x=2.

2
5.6 Al2ysm2xydxdy; D:y =", y=/", x=2, x=3.
d 4 2
5.7 if/fcosy ~ D:x=0, y=yn, y=".

5.8 jiY2cosxydxdy; D:x =0, y =y[n, y=x.
D

5.9 fryenrdxdy; D:y=\n3, y=In4, x=", x=1.
\» 2
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510 Jiye4ddxdy; D:y=1In2, y=In3, X=A *=8
b cr

511 JIAylsmxydxdy; D:x=0, y =yj™> ¥=x-

512 "4y2sin2xydxdy; D:x=0, y=-Jbc, y=2x

D

513 Jlycos2xydxdy; D:y=—,y-n, Xx=-, x=\.
) d 2

2

514 Jj2ycos2xydxdy; D:x=j, y=j, x=I, x=2

5.15 Jjy2-e 8dxdy;, D:x=0, y=2, y=—
n 57,

516 Jjjy:-e€ 2dxdy; D:x =0, y=J2, y=x
> {

517 jiysinxydxdy; D:y=n, y=2n, x=-, x=1.

: X
5.18 8y-cos2xydxdy; D:x=0, y:ﬁ’l y=A_

519 S8ZyeAydxdy; D:y =In3, j =In4, x=j, x=\-

D [—
jj3y2sin®-dxdy; D:x =0, y=1J Y=\ x-
5.20 B y 5 y y v
501 1Yy cosxydxdy; D:y=x,y=3n,x=—|‘,x=l
. oL

6-masala. Hisoblang.

LU (Ixdydz E+E£+£=1;
3 4 8
6.1
x=0,y=0,z=0.
F F n i (r):
o, 15 (/ +S)d*dydr,
fy=x,y=0,x=11

65 11i(3* +ay)dxaydr,
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6.4

6.5

6.6

6.7

6.8

6.9

6.10

6.11

6.12

6.13

6.14

\W(21x +54j)dxdydz; (p): Y TOYTOXEE

¥ Iz =yixy,z=0
dxdyd
LIJ- X y VA 2» . _)_(__ 1_y___1_z = 1,
W|l+*+z+£ () 16 83
16 8 3 *=0j>=0z=0.
413ar2+y2)dxdydz; (p);l z=10y,x+y =\,
M x=0,y=0,z=0.
333(15x + 30z2)dxdydz; (p).1Z =X2+3y2,z2=0,
" \y =x,y=0,x=1.
y:X1y:0,X:|;

111(4 + Szidxdydz;
® z=y[xy,z=0.

j13(1 + 2*3) dxdydz; y-36x,y-0,x =Y,

" z=y[xy,z=0.
2002 Ixzdxdydz; iy\. Y =Xy =0x=2;
») z=xy,z=0.
dxdydz
|- * (F
w i+*.+Z+£\« (F) 10 8 3
10 8 3 *=0>>=0,z=0.
\}j(60y+90z)dxdydz; P>=*y=0*=I;
« jz=2+jy2,2=0
j :9.I‘,j>: O,;rz I,
y=4x,y=0,x=1;

1110 + i %8)dxdydz; (v )
z=vyfxy,z=0.
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6.15

6.16

6.17

6.18

6.19

6.20

6.21 w

dxdydz X y,
P
2 4 6) X=0,y
&y+\2z) dxdydz-, (p-). ["TI¢.y=0.JC=H,
\z =3x2+2y2,z=0.
iy=x,y=0,x=1,

X+yz)dxdydz;, (yy
[z =30*2+60y2,z=0.

Z 4+ - =1
Xy > No 6 4 16
1+_6+ _+16 x=0,y=0,2=0
/dxdydz; ot
[x=0,j=0,z=0.
. y:)(l = =1
5x +Y jdxdydz-, (F): y=0m=1L
=al+15/,z=0.
dxdydz X, y 7
io(v): 87 3Ts7!
I+A+Z+£ ’
8 3 5 x=0,y=0,z=0.

7-masala. Quyidagi chiziglar bilan chegaralangan shakining

yuzasi hisoblansin.

71 Y=-, vy=4e\ y=3, y=4 7.2 x=J36-y2, x=6--j36-y2.
X

7.3 x2+y2=72, 6y=-x2 (y<0).7.4 x=8-y2, x=-2y.

15y:§

7.7 jc=5—=2, x=-4y.

,y=Sex, y=3,y=8 76 Y="r~, Y=~-* x=16.
2 X

7.8 y=}l, y=5ex, y=2, y =5
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7.9

7.11

713

7.15
7.17
7.19

7.21

8.1

8.2

8.3

8.4

8.5

8.6

8.7
8.8

8.9

8.10

x2+yl=\2, -y/6y =x2 (4><0). 7.10 xr+y2=36, TrjT.y-x2 (~"0O).

3 3
yz-i/fx, Y=~2X, X=09. 7.12 Y=37%*, yz-X X=1.

: . 25 5
y=sinx, J=QBIC x=0 (jc>0). 7.14 y =— ~X-, Y=X-~.
y=20-x2, y=-8x. 7.16 y=K Y=7ex,y=2 y=1
y=b2-x2, y=-4x. 7.18 x="72-y, 6x=y*. y=0 (j'a0).

jy=sin;t, 7 =cosa:, x=0 (x<0). 7.20 y=8-x2, y=-2X.

y=yj6-x2, y=y[6-y16-X2.

8-masala. Quyidagi chiziglar bilan chegaralangan
shaklning yuzasi topilsin.

y2~2y +x2=0; y2- 4y+x2=0; Y=H"> Y="x.
X2- 2x+y2- 0; X2- 10*+y2=0; y - 0, y-\BX.

X2-4x +y-=0; X2- Sx+y2=0; y=0, y:;/n‘;\-

y2- 62y +x2=0; j;2-10~ +x2=0; y =X, x-0.
y2~6y +x2=0; y2-Sy+x2=0; y= y = yi3x.
X2-2x +y2=0; x2- 4x+y2=0; Y=Y p'y=" X

X2- 2x+y2=0; x2- 4x+y2=0; y=0, y =x
y2- 2y +x2=0; y2- 4y+x2=0; y =y/ix, *=0.

y2-8y +x2=0; y2-10y +x2=0; ¥ -1}* y =Sx.
X2-2x +y2=0; x2-6x +y2=0; Y= y=" x-
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8.11 x2-4X +y2=0; x2—81+Yy2—0; Y=0, Y =X
8.12 y2-4y +x2=0; y2- 6y+x2=0; y=J3x x=0.
8.13 y2- 4y+x2=0; y2- 6y+X2=0; y=X%, X=0.

8.14 x2- Zx+y2=0Q\ X2- 8x+y2=0; Y=ijljy Y="x-
8.15 y2-2y +x2=0; y2-6y +x2=0; Y= V3> x=0-
8.16 X2- 2x+yl=0; x2-6x+y2=0; y=0, ¥=

8.17 X2-2x +y2=0; Xx2- 4x+y2=0,y=0, y = */[3.
8.18 v2-4y +x2=0; y2-lOy +x2=0; Y=y /B’ y =43x.
8.19 Y2~2y +x2=0; y2-lOy +x2=0;, y=x/6, Y="X.

8.20 x2-2x +y2 X2- 6x+Yy2=0; Yy=0, y-X.
8.21 y2-2y+x2=0; y2- 4y+x2=0; y =X, Xx=0.

9-masala. Zichligi p =p(x,y) bo‘lgan va quyidagi tengsizliklar
yordamida berilgan £> plastinkaning massasi topilsin.

- /YZ
9.1 D:x2+ 4-< L p=y2
V2
9.2 D: Z+y2<.\\ *>0; y>0, p =6x3-V.

9.3 D: I<E- +7=-<2; y>0; y<™X; p=yYx.

9.4 DA<M~+y2<25; *>0; A =4*
4 ye< y 2p i

2 W 0
9.5 £ — +7-<1; y>0; p =X~-y.
4 25
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9.9 D:l<N-+y2<4;y>0;y>E£x.p =8"/3.

9.10

9.11

9.12

9.13

9.14

9.15

9.16

9.17

9.18

9.19

9.20

9.21

D

2

:’\4-+y2<\; x>0; j;£0; p =30x3\

D:xg +y2<1; x>0; p = 7xy6.

Z):l<y +7-<3;7>0;y<|x./?2 =j/.

D

D:

XY4 +y2<\;p =4y\

2
Xx2+/7<1l,y>0p =Ix4y.

X2 XZ /
N\ — +7-<4- xZ0-,y>3x/2.p=V.

2

X2+”7M-<1;y>0-,p = 35xA/ 3.

X2 y2 1

< — +7-<4;x>0;y>x/2.p=V.

X2 y2.
:—4 + 9—u\;x>0;y>0.p =XxYy.

<x2+7r<9;y>0;y<4x.p=Y/2.

X2 y2 X

AN — +— <25;x7M0;y>2x;p =-.



10-masala.
2 2

X
10.1 — +¥7 =1 chiziglar bilan chegaralangan plastinka-
a (0]

ning og‘irlik markazi topilsin (p =1).

10.2 r2=a2cos2¢> (o‘ng yaproq) egri chizig bilan chegaralan-
gan plastinkaning og'irlik markazi topilsin. (p =1).

10.3 x2+y2=a2,x>0,y>0 tengsizliklar bilan aniglangan plas-
tinka uchun IX1y inersiya momentlari topilsin (p =1).

10.4 y2=4x+4 va y2=-2X+4 chiziglar bilan chegaralangan
plastinkaning og‘irlik markazi topilsin (p =1).

X2 2
10.5 g + 5{j? =1 egri chizig bilan chegaralangan plastinka uchun

IX,ly inersiya momentlari topilsin (p = I)-
10.6 —+l:1, —+—=1 y=0 chiziglar bilan chegaralangan
9 2 4 2
plastinka uchun X1y lar topilsin (/9= 1).

10.7 x2+y2<16, X > 1S tengsizliklar bilan aniglangan plas-
tinkaning og'irlik markazi topilsin (p =1).

10.8 xy=1l,xy=2,y=2x,X=2y chiziglar bilan chegaralangan
plastinka uchun IX,1y inersiya momentlari topilsin (/? = 1).

10.9 Agar \<X2+y2<4 doiraviy halganing har bir nuqtasidagi
massa zichligi p =X2/- formula bilan aniglansa, uning massasi
topilsin.

10.10 Agar Y =X2- 4xX\ y =X chiziglar bilan chegaralangan plas-
tinkaning har bir nuqtasidagi massa zichligi p =X+Yy formula bilan

aniglangan bo'lsa, shu plastinka og'irlik markazi topilsin.
/\
10.11 Xy =4, y=~—lx-2, y=6 fy>-]><§ chiziglar bilan chegara-
2.y

langan plastinkaning og'irlik markazi topilsin (/? =5x + 3).

10.12 y*=3x+4 va y2+4x=11 (y>0) chiziglar bilan chega-

ralangan plastinka massasi topilsin (p-y)-
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10.13 Ikkita =0 va ¢>=n nurlar hamda r=a9p (0 <g=T)
Arximed spirali yoyi bilan chegaralangan plastinkaning og'irlik
markazi topilsin (/?=1).

10.14 y =x3, x+y =2, x=0 chiziglar bilan chegaralangan plas-
tinkaning og'irlik markazi topilsin (;>=1).

Quyidagi 10.15-10.19 misollarda plastinkaning chegarasini anig-
lovshi chiziglar berilgan. Har bir plastinkaning og‘irlik markazi
topilsin  (/0=1).

10.15 x=a(/-sin/), y=a(l-cosr); 0<t£2x, jy=0.

X2 V2

10.16 X2+y2=az2; _+b_:l; X:O, *>O;
a~

10.17 r=ix(+sinC7).
10.18 r =asm2(p, 0<g<".

3n

10.19 r=yJ2, r =2sm<p, %<(p£—4.

10.20 ay-2ax-x2, y=0 chiziglar bilan chegaralangan plas-
tinkaning /,, ly inersiya momentlari topilsin (/9=1).

10.21 r =a(l +cos¢>) kardioda bilan chegaralangan plastinka-

ning Ox va Ou o'glariga nisbatan |X, |y inersiya momentlari topilsin

11-masala. Quyida ko‘rsatilgan sirtlarning yuzatari topilsin.

11.1 y2+z2=x2 sirtning x2-y2=a2- silindr va y =+b- te-
kisliklar bilan ajratilgan qismi.

11.2 z2=4x sirtning y2=4x- silindr va jc= 1— tekisliklar bilan
ajratilgan qismi.

11.3 (x2+y2)/2 +z =1 sirtning z =0 tekislik bilan ajratilgan gismi.

114 xL+y=+ax silindrlaming x2+y -tZ2=<r shar ichidagi gismi.

115 (x+y)2+2z2=2a2 silindrik sirtning 1-oktandagi gismi
(*>0, y>0, z"0, x2+y2+2z2*0).
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11.6 (x+y)2z=x+y siitning 1<x2+y2£4,x>0,y>0 sohadagi gismi.

11.7 az=xy giperbolik paraboloid sirtning (x2+y2) -2aXy
silindr ichidagi gismi.

11.8 z2-2xy konus sirtning ~ + X ZA®’ r=0>
x2+y2*0 a>0,6>0 sohadagi gismi.

11.9 3Z=2(Wx +y,ly) sirtning x=0,y=0jt+y=1 tekisliklar
orasidagi joylashgan gismi.

11.10 z =yjx2+y2 konus sirtining x2+y2=2x silindr ichida

joylashgan gismi.

11.11 x2+y2=2az paraboloid sirtining (x+yf =2aXy(a >0)
silindrik sirt ichida joylashgan gismi.

11.12 az=xy giperbolik paraboloid sirtning x2+y2=a2(a> 0)
sihndr ichida joylashgan gismi.

11.13 ('a+ BV +%Z:1 sirtning X =0v=0,2=0 koordinata tek-

isliklari orasida joylashgan gismi.
11.14 z2=2xy konus sirtning x+y =I,x=0,y=0 tekisliklar
orasida joylashgan gismi.

11.15 z=~(x2~y2) giperbolik paraboloid sirtining
[x2+y2y =x2-y 2 silindr ichida joylashgan gismi.

11.16 z=yjx2+y va x+2z=a sirtlar bilan chegaralangan jism-
ning to‘la sirti (0>0)

11.17 §+)6+-i::1{a,b,c>0) sirtning 1-oktantdagi gismi.

11.18 x2+y2+z2=R2 sfera sirtining (x2+y2) =R2'(*2~/)
silindr ichidagi qgismi.

11.19 x2+y2=6z sirtning (xX2+y2r~=9¢(x:- ) silindr ichi-
dagi qgismi.

11.20 z2- Ax siitning y2=4x,x =I sirtlar bilan gjratilgan gismi.

11.21 y2+z2=x2 sirtning x2=ay sirt bilan ajratilgan gismi.
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12-masala. Quyidagi sirtlar bilan chegaralangan jismning
hajmi hisoblansin.

X2+y2=2y ;
121 7=yr.X2 2=0
(x2+y2=T7x, x2+y2=I0x, y =0 (~~0);

122 [z=y]x2+y2, 2=0.

\x2+y2=y, x2+y2=4y,

123 [z =yjx2+y2, Z=0.

ix2+ v2=rJ0.v]

124 [z=x2+y2- 64, 2=0 (z>0).

R2+y2=8\j2x;

125 17 =x2+y2-64, 2=0 (220)'

[x2+y2=2y-
12.6 i 55%2, 2=0.

\X2+y2+4x =0,
[2=8-3 , z=0.

12.7

fx2+y2=3y, x2+y2=6y,

128 [z=yjx2+y2, 2=0.

[V +y2=6% x2+>32=9x; y=0 (770);
129 Z=yix2+y2,z =0.
X2+y 2=6y/2X;
12.10 _ -
z=x2+y2-36, 2=0 (z"O).
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X2+ y2= 6yj2y,

12.11 Z=Xx2+y2-36, z=0 (zMO).
X2+y2=2\j2y;
1212 7 -x2+y2-4, z- O (z2°0).
X2+y2:2y; iX2+y2=4x,
12.13 z=-4-x2, Z=0. 1214 [z=\2-y2, z=0.
\x2+y2=2y, x2+y2=5y,
1215 [z=y/x2+y2, z=0.
Y +/=8x, x2+y2=Ux, y=0 (;y<0);
12.16 [z=-yjx2+y2, z=Q
iX2+y2+2yj2y=Q
12.17 [z=x2+y2-4, 2=0 (Z>O).
X2+ y2= 4yj2x,
1218, =x2+y2-16, =0 (z~0).
ix2+y2=4x, iX2+y2=4y,
12,19 [z=10-/, z=o. 12'20 |z=4-x2, z=0Q

ij2+/: 4 Yy, X2+y2=7y,

12.21
Iz =yjx2+y2, z=0.

13-masala. Quyidagi sirtlar bilan chegaralangan jismning
hajmi hisoblansin.

2=2-12(x2+y2)> ~on Jz =24(x2+ 1) + 1,
13,1 jz=24x+2. 13'2 [z - 48ar+1.
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=i [(nr-1)2+ 1] +1 fz=2-18[(x-1)2+ /],

13.3 13.4
=21-20n:. [z =-36a-34.
Iz = S(X2+y2) +3, \z=-16(x2+y2)-I,
135 |z = 16x+3. 136 [z=-32x-h
z= 2—2C{(X+|)2+r] , 2 = 30[Ma+ 1)2+j 23+ 1,
13.7 13.8
z=-40n:-38. z=-60x-61.
1z=4-14(;r +12), r =26(nr2+ /)-2,
139 - a4 28 1310 [z=-52n:-2.
[r =28-[(x +1)2+j/2] +3 , - *E-2L(-i2r T,
13.11 [2 =567+ 50. 13.1 S a5
[r =32(nr+.y2) +3, \z=-2(x2+y2)-\,
1313 Iz =3- 64x. 13.14 [z=4y-I.
=4-6[(x-1)2+ /], z2=26[(n —)2-nh>2)—2,
13.15 13.16
= 12n: 8. r=50-52n:
Z2=2-4(*2+r) +3, z =30(at +y 2) +1,
13.17 L Z8x42 13.18 2= 60y +1
Z2=22.[(x-1)2+/] +3, r=-16[(x +1)2+/]-1,
13.19 13.20
Z=47- 4. r=-32n:-33.

z2=2-18(x2+y2),

1821, sy,



14-masala. Quyidagi sirtlar bilan chegaralangan jismning
hajmini uch karrali integral yordamida hisoblang.

141 (x2+y2) +z6=ayz 142 (nr+Y+r2 =a5(x"+y)

z z

143 (*“+ /) +r 14.4 \ai* PRV

145 K +7 +'1; "1 14« Z. IO("+/)|tu—I 20vy.
22-1r2+/(Jc>0 ka z’\O)

147 — +— =2\22=— +”"~, 14.82=24(jr+y)2+1,z=48x+1.

4 9 4 9 v
149 x2+y2=3z,x+y=6. 1410 z=2- 20(x2+y2)2,z = 2-40y.

1411 7=6 -7y ,z 2\6-x24y2 1412 A+ B + = IX=0Y=0r=ii

14.13 r=y]64-x2- y2,z=1x2+y2=60 (silindr tashgarisida).

2 2
1414 2z =2x2+~-,4x2+~-=1,z =0.

14.15 z=]—5ij_—_:r_y7,z =£7—x2—y.2

1416 y2nz2=a2,y2+z2=x2,x = b(0<a<b).

1417 =3 x oy oy oiPiy )
|'X2 v §A2y2\ 7
1418 F -2 % .

1419 z=4-14(x2+ /) 2,z =4-28x.

1420 x+jytz=a,x+j tz=2a,x+y=z,x+>=2z;y = x1>=3X.

1421 x2+y2+z22=2az,x2+y2=2z2x2+] =-22
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15-masala. Egri chizigli integrallar hisoblansin.

151 Kinwvgv+sinxily, y:A(0,a) \aB(n,0) nugtalarni tutash-

. . T
tiruvchi kesma.

152 CF LW A 9> BC e C(-*: 9> 0-

AjiCDA 1 't bl

153 ~AX FY)AX-(X=Y) @Y _r:ix, + /= an
v X2+ y2

15 4 \i2a~y)dx +xdy; y:x =a(t-smt), y =a(\-cost), 0<r<2a\

155 \\{x+y)dx +(x-y)dy, r-"2[)+"T:I-
y a
15.6 j(x2+y2)dx +(x2-y 2)dy, y:y =I-\l-x\, 0<x<2.

15.7 \(x2-2xy)dx +(y2-2xy)dy, y:y =x2, -\<x<lI.

' - =2+ *rpo’ne’
,5.891AA .ro.+bJU ro

yll+ X=+y

159 Jydx-xd, y:x=acos3l, y =asindt o s /52.'-
r

1510 PE2V, yiX —acos 1, y =asin’t
y X +y

15.11 jJjeos.r¢éc+sinxi/v,Nuchlari (I; 0), (0; 2), va (2; 0)
7

nuqtalarda bo'lgan uchburchak konturi.

15.12 @Ixdx- (x +2v)dy,y : uchlari (-1; 0), (0; 2), va (2; 0)
7

nuqgtalarda bo‘lgan uchburchak konturi.
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15.13 \(x2+y')dx +xydy, y:y =ex chizigning (0; I) va (; e)
nuqgtalari orasidagi yoyi.

15.14 ¥xdy’ 7'~ +~b=X tog'ri chizigning (a; 0) va (O; b)
nugtalar orasidagi kesmasi.

1515 JW*» - {x +¥Y ) =a {x +”)-lemniskata yoyi.
Y

15.16 \{x"+y~ys, y:x% +y% =a% - astroida.

Y

1517 JW )* TI--P2=“r-™pP _ lemniskata.
Y

15.18 J*’** **»n
Y

1519 jyds, Y- ¥ =2X, y: parabolaning (0; 0) va (I’*)
nugtalari oYrasidagi yoy.

1520 jyjx2+y2+4~° 20, N va (L 2) nufltalarni tutash-
tiruvchi to‘g‘r chizig kesmasi.
15.21 W&yds* r:3H +4" =12 j>0.

Y

16-masala. Hisoblang.

(2:3) (2:3)

16.1 \ xdy+ydx 16.2 J{x+y)dx+(x-y)dy.
(12 @)
('f ydx - xdy

16.3 J----- 2--—-
@) N
N ydx-xdy

16.4 J-—-3-—-- -0y o‘gini kesmaydigan chiziglar bo‘ylab.
@) x
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13
165 \ [4xy-\5x2y)dx +(2x2-5x* + I)dy.
02

6P xdx + ydy
166 J-r; ) koordinata boshini kesib o‘tmaydigan chiz-

iglar bo'ylab.
()
16.7 3 [x-y)-(dx-dy).
()
©0)
16.8 J (x4+4xyd)dx + (6x2-5y 4)dy.

(3:-4)
16.9 f xdx+ ydy.
@)
xdy-ydx
16.10 (%) 3 y~x to'g'ri chizigni kesmaydigan chiziglar
(0]
bo ylab.
(ah
16.11 \ f(x +y)-(dx+dy),f(u)~uzluksiz funksiya.
@0

(a.b)
16.12 J  cosydx- sinydy)
@
16.13-16.21 misollardagi ifodalarning biror F(x,y) funksiya-
ning to‘liq differensiali bo‘lishi yoki bo‘lmasligini aniglang. Agar u
to‘liq differenshl bo‘lsa, F(x,y) funksiyani toping.

16.13 (x2+2x- y2)dx+(x2-2xy-y 2)dy.

( -
16.14 \2Xy+- db(+(4x3—22( dy.

v y ) I y J
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X2+ '
~dx- yIX'+Y2 dy.

P ke ey y2-yIx2+y?2

(x2+2xy +5y2)dx +(V -2xy +y2)dy
16.16 (x+yy

ydx - xdy
1617 3x2-2xy +3y2'
16.18 en<[ey(*- y+2)+y] dx+exueynn-- y) +1]dy.
xdy - ydx
1619 ., ay-

2x(l-ev)
16.20 rdx+ ~-—--dy.

I+ x

16.21 ,+y dx+ + X dx.
' IX2+ Y

17-masala. Quyidagi I-tur sirt integrallari hisoblansin.

2 2
17 1 fjax2+yads, (S)—r+ 2-7r=0" °-2-6 konusning yon sirti

o * b*

17.2 A(*~+y )5 (M)~ushbu yjx2+y2<z<1 jismni chega-
S)
ralovchi sgrt.
17.3  \(xy +xz+yz)ds, (5) - z=yjx2+y2 konus sirtining
©)
X2+y2=ax sirt bilan ajratilgan qismi.

17.4 X *2+y')zds’ [S)~x2+y2+z2=a2, 2>0.
>
17.5 \\zds' (”~)“ birinchi oktantdagi Xx+y+z=1I tekislik bilan
ajratilgan tetraedrning to‘liq sirti.
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17.6 jf(*2+r)<*> (S)-x2+y2+z-=a2

©

17.7  U(x+Y+2)ds, (S)-ushbu 0<x<a,Q<y<a,0<z<a

kubning to‘liq sirti.

17.8  jj(6x+4y+32)ds, (S)-x+2y+3z=6 tekislikning I-
©
oktantdagi qismi.
179 jjzds, (S)- z=Vj]6- x~- y2 sirtning x>0,>>0,41 +y <4
©
sohadagi qismi.
1710 Ji(x2+y2+z2ds, (mS)*2+y2+4v=0, 2<z<4 silindr-
©
ning to‘lig sirti
1711 23z6fa, (S)-z =Xy sirtning X2+y2=4 silindr ichidagi qgismi.
=)
1712 j\yds, (S)-V=2y2+1(>»>0) sirtning X=y2+z2,Xx=2,X=3
@

sirtlar orasidagi qgismi.

1713 o 7/ ~x2ds, (S)-x'+y2=z~ konus sirtining X2+y2=a2

)
silindr bilan ajratilgan gismi.
2 2 2 2
17.14 ((13\(’;T+TT+E/*. (5) - ’\T+T;I'+1;r:cl (a>b>c> 0).
17.15 1jf7— ~ N+ N+ A<, -r>0, >0, z>0
(W +7+0

tetraedrning chegarasi.

17.16 [|[(xy +>~+zx)ilj, (S)-z =y[x2~+y2, Xl+y2<2ax .

V)
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1717 [jf(*2+/)<fc, (S) - yjx2+y2<z< 1 jism chegarasi.
(s)

17.18 jjfis2+ / +Z--W (5) - 2z=2-x2-y-, z>0O pa-
(5)t

raboloid gismi

17.19 [Jbx2+5y2+3z2-2)ds, (S)-y =yIX2+z2 konusning
y=0 va y=K tekisliklar orasidagi gismi.

17.20 jjxyzds, (S) - z2=2xy, z>0 konusning x2+y2=a2
silindr ichidagi gismi.

17.21 8\xyz\ds, (S)-z =x2+y2, sirtning z=\ tekislik bilan

ajratilgan gq”~mi.
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-D-
Naraunaviy variant yechimi

1.21-masala. Ushbu y>x2+2x,y=x+2 chiziglar bilan chegara-

langan D soha uchun \\f{x"y)dxdy karrali integral takroriy in-
tegralga keltirilsin va integrallash chegaralari ikki xil tartibda qo‘yilsin.

< Birinchi navbatda y >.rR2+2X=(x+1)2-1 va y =x+2 chiz-
iglarning kesishish nuqtalari M ,(-2;0), M ,(1;3) larni topamiz va

sohani chizmada tasvirlaymiz (14-chizma).
ni

I 3
\ 2
—éy-—A: i:—'|6

1
14-chizma.

14-chizmadan ko'rinadiki, D sohani tengsizliklar yordamida qu-
yidagicha ifodalash mumkin:

D= {(v,y):-2<x<i, X2+2X<Yy£.X+2} ={(jr,v):-1 - Jy+| <X<-1 +jy+T;-I<v<oju

Yy ~2SxM -1+ Vvt 1,0<y<s].
Bu yerdan 2°-punktdagi 3 va 4-teoremalarga ko‘ra quyidagi

tengiklarni hosil qilamiz:

2.21-masala. Integrallash tartibini o°zgartiring.
(I 2 -k
jdx jfdy + jdx J fdy.
0 O 1 0
<{Masala shartiga ko‘ra

D={(-vy):0<.t<L 0<j<;rlu j(x,j>):l<x<Vv2, 0<y<yjl-x2n

D soha 15-chizmada tasvirlangan.
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15-chizma.

15-chizmada ko'rinadiki, D sohani quyidagicha ham ifodalash

mumKkKin: ) ]
~ —— M= —

D=Ux,y):Jy<x<yij2-y2, 0<j'<lj=> jd /h+ ja J fdy-\d | fdx.>
Ux,y):ly<x<yi2-y i<l it><1ldo!|ate1t yoyﬂx
3.21-masala. £={(x,j>): 0<.v<l, 2*<>><3.x} Soha uchun

\\f(x,y)dxdy jntegraija qutb, koordinatalariga X=r<x&<py=rs«up

o‘tib, integrallash chegaralari ikki xil tartibda qo‘yilsin.

< Integrallash chegarasini qo'yish uchun awal b sohani chiz-
mada tasvirlab olamiz (16-chizma).
\
3 B
r i
0 c
J i
16-chizma.

Ikki karrali integralda o‘zgaruvchilami almashtirish uchun bir-
inchi navbatda akslantirish yakobianini hisoblaymiz.

dx dx
D (x,y) dr dtp €0S(p -rsmcp
- D(r,<p) dy dy Sit>  rcostp
8r d(p
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Undan so‘ng D sohani qutb koordinatalar sistemasida ifoda-

layraiz, ya’ni D sohaning akslantirish natijasidagi obrazi A ni
topamiz va (IO)-formuladan foydalanamiz.

<AOC=arctgl. <BOC=arctg3. OA=VI: +22=Vs, OB=Vi'+3: =y[\0: v=1=

>costp = \=>r =—— =D =i[r,tp): arctgl <tp< arctg3. 0</e<
eostp eostp

=D, vjD2= {("-i»)'«rcfg2 <tp< arctg3,0 <r< Vsju

U |(r.(p):arctg-<tp< arctg3, ~5 <r< VIO1

arctg3 yi5 arclg3
Jf(x,y)dxdy = J dtp \rf(r €0S<p,rSintp)dr = jdr J rf(reostp,rsin tp)dtp-
1) arctgl 0 0 aivtg2

+ Jdr | rf(reostp,rsintp)dtp >

4.21-masala. Hisoblang.

| = Mxy-tady~dxdy-, D:x=1 y=x3, y=-JX.
D
S D sohaning shaklini chizib olamiz (17-chizma) va Kkarrali
integralni takroriy integralga keltirib, uning qiymatini hisoblaymiz:

/= 4.YVYITi/i'= (N &(-v->"):0<jr< ] -\fx <v<yd = é)ifa j (\y-4.v,; 3i/j
.jX
.3
2U *
2 e 16~6 gp



5.21-masala. Hisoblang.

1= cosxydxdy, D:y =x, y =3n, jc:-z, jc=1
0

< Masala shartiga ko‘ra -0=|(ar,): "<x<\, n<y<bn
soha to‘g‘ri to‘rtburchakdan iborat. Unda
1 3 1 . \Y

1- \\ycosxydxdy = jdx jycosxydy = jdyjycosxydx = j'y —sinxy dy=
o i 1 A T

i it

3IT 3

= jfsin™-sinZji(y =i- Qsj>+2cos™- =0.>
Ac
6.21-masala. Hisoblang.
dxdydz Xy z
C> 1+£ +r1 +£ (nHT+3+5' ’

8 3 5 x=0"=0,z=0.

< Masala shartidan ko‘rinadiki (V) jism uchburchakli piram-
ida boiadi va uning shakli 18-chizmada tasvirlangan. (V) jismni
tengsizliklar yordamida quyidagicha yozlsh mumkin:

(V): I(x,y,z): 0<x<8, 0<>><3 1-53|_l 0<z<5

Berilgan uch karrali integralni takroriy integralga keltirish yo‘li
bilan hisoblaymiz:
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8 32w ' 8 8 8 8
I1zoh. Agar 6.21-misolda o‘zgaruvchilarni almashtirsak, ya’ni
X =8U, Y =3v, Z=5w almashtirish bajarsak, integralni hisoblash an-
cha yengillashadi.

0
D(X,y,V) 0
Bunda yakobian 0(X,Y,W) ~ 120 bo‘lib,

O O ®
o W o

(V) jism ushbu (a)={(a, v, w): O<u<l, 0<v<l-u, O<w<i-u-v}
jismga akslanadi va o‘zgaruvchilarni almashtirish formulasiga ko‘ra
quyidagilarga ega bo‘lamiz.
[ N R TRY;
I =\20jdujdv ]
0] (I+i/+v+:
Bu integraini hisoblab, / =\ ekanligini tekshirish giyin emas.

7.21-masala. Quyidagi
y=yi6-x2,y=Vo6-V6-x2;
chiziglar bilan chegaralangan shakining yuzasi topilsin.
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y=76- X1

N --—--7 sistemani echamiz va bu chiziglami kes-

ishish nugtalarini topamiz.

—\16-X2=n0/6—46-x2=> LCie-—L =-7=
v2 " V2
Berilgan chiziglar bilan chegaralangan sohaning shaklini
chizamiz (19-chizma) va bu sohaning yuzasini (15)-formula yor-
damida hisoblaymiz.

Yy
ffr/Xx n
e d v
(1111
LU
—«m'A
19-chizma.
XB  yfcf o E? 03 .
5=Jigci(v= Jdx | dy=2-Jqy J ¢V=2 ] r2\16-x2-j6jd\- =
o} _L Jé-ylo-.x2 0 S-Je-x2 °
A 2
J[Vr’:lZ-X 2dx = 9—}'|/a2- y2 +TJ arcnsin—+ ¢, formuladan foydalanamiz

=2 XYi6-X2+6 arcsin-"=-y{6X :9.. 3
Yi 6 Yi .

3n/3

=2 2n-—- -4n- 33 kvbirl. >

8.21-masala. Quyidagi
y2-2.y+ar=0, y2-4y+m2=0, y=X%X X=0.
chiziglar bilan chegaralangan shakining yuzasi topilsin.
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y2-2y +x2=0 = x2+(y-1)2=l;

< y2-4y +x2=0 => X2+ (y- 2)2=4.
Bu tengliklardan foydalanib, berilgan chiziglar bilan chegara-
langan D sohaning chizmasini osongina chizamiz (20-chizma).

D sohani tengsizliklar yordamida yozib olamiz:
D=\(x,y): yj2y-y2<x<y; I<>'<2ju 0<x<yjdy-y2; 2<"<4]|.

Bu munosabatdan foydalanib, D sohaning yuzasini hisoblaymiz:

2 y 4 >/dy -y
S=\\dxdy = jdy J dx+ jdy J dx=Jiv-~"Jly-y2jdy+ ~4y-y2dy=
d i 2 0 1 2

)(y-~-(y-1¥)dy+ VA-G-2)xy ={~Y ~~T~rI-rv-n2-"arcsin™-1l +
+| +2arcsin™  )l;=[2 --"arcsinll--j- + 2 arcsinl :’5—+/§-arcsinl =

3r. | a-) 3(2+7™)
v +2j 4

kv. birlik. >

9.21-masala. Zichligi P~  bo‘lgan

plastinkaning massasi topilsin.
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< Plastinkaning massasini (17)-formula, ya’ni m :jE'Sp(x,y)dxdy

formuladan foydalanib, topamiz. Bu integralni hisoblashni yengil-
lashtirish uchun umumlashgan qutb koordinatalar sistemasiga o'tamiz:

* 2C0Sp -2rsin<p -
_ Py =81
y = 4rsmip D(r,<p) 4sin(p  4rcos™>

A

y=2qr]  [4rsin® =4rcos(»

r-1 : iari iri
n=0 | [2rcosc? Ly Bajarilgan almashtirishdan
so‘ng berilgan D plastinkaga ushbu A= i"rs5

plastinka akslanadi =>M = ~p(x,y)dxdy =

= \\%rp(2rcos(p, Ars\n(p)drd(p =& \dcp fr-2' CS dog> =
il | r 4rs\ncp yAsm(P 2

= 481n[sin#>|" =48 Insinz—lnsin— =48 -in-4 =48¢Inn2=241n2.>
7 4) S .

10.21-masala. r =o(l +cos”) kardioda bilan chegaralangan plas-
tinkaning Ox va Oy o‘glariga nisbatan Ix va ly inersiya moment-
lari topilsin. (/?=1)

< Berilgan plastinkaning Ox va Oy o'glariga nisbatan inersiya
momentlari (20)-formulalarga ko‘ra

h = jfp.y'dxdy = \\y2dxdy va ly= \\pxZxdy= [\xZIxdy teng-
o « D D
liklar yordamida topiladi.
Bu formulalar qutb koordinatalar sistemasida quyidagi ko‘rinishga
keladi:

Ix = JJr3sin2(pdrdcp va Iy = jjr3cos: cpdrdep,
A n

bu yerda A=j(r>C>): -~-<(p<iz\ 0</-<a(l +cos<pU (21-chizma).



21-chizma.

X o(l+cos(u)

IX= JJIr3sin2(pdrdcp = [sirr (pdep J r’dr = 32a4Jsin2 +cosD”~d(p =

siny =; =>ip=2arcsin z=> dtp = 2d:
tp=0=>2z=0 =64a4'|V ~(1- 22 d: =
P=k=$z=1

N i
z2=1t=>dz :Zit_-dt =32a4J/2 «(1- /)Sdt = 32ade V2~ «(1- /)2 dt

=32a
2 2 r (7) 32
T ofas®)
I v=JJ/-3cos2<pdrd<p = jjr’drdp - 7r= Jdtp J r3dr- 7, =

=8a:fcos’SL-d'-1x=8a4 -7 «N
0o 2 r(5) i 3

210 4 r 49 4
Demak, /, =" *a >1y=~" 7ra **

11.21-masala. Quyida ko‘rsatilgan sirtning yuzasi topilsin.
(S): 2+z2=x2 sirtning x2=irv sirt bilan ajratilgan gismi.
< Yuzasini topishimiz kerak bo‘lgan sirtning Oxy tekisligidagi
proyeksiyasi 22-chizmada tasvirlangan.
&l



22-chizma.
Sirtning yuzasini (16)-formuladan foydalanib, hisoblaymiz. Agar

D={(x,y)\ O<y<a, y<x<yjay} desak, unda S=4- jj*+(z")2+(z")2xdy
bo‘ladi, chunki, y +z2=x2 konus sirtning Oxy tekislikka nisbatan
simmetrik joylashgan z >0 va z <0 tengsizliklar bilan tasvirlanadi-
gan gismlari bor, ham b soha (s) sirtning Oxy tekislikdagi proyek-
siyasining yarim bo‘lagi.

—o|%9 o= . <) _ —*
-m=sl*2-y 2 => P <4x2-y zi \//Lv/—r' = Ul ) i+ (KF T
A xdx .
5=412 fc/lv} =42 4 -=4\N2 NN T * =

y yiX'-~ oy~ v y 0
V—0 » v_a T
—Aphy-y~ +2& arcsin— 2

27V 8 VT

tct
Shunday qilib, birl. >

12.21-masala. Quyidagi

*2+>2=4j, X2+y2=ly, z=\x2+y2, z =0;

sirtlar biian chegaralangan jismning hajmi hisoblansin.
< jismning hajmini ikki karrali integral yordamida (14)-for-
muladan foydalanib, hisoblaymiz:

V= AM(X,y)dxdy = JIV-x2 +y 2dxdy,
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bu yerda D soha X2+y2=4y va
Xx2+y2=1y aylanalar bilan chegaralan-
gan (23-chizma).

Hisoblashni yengillashtirish uchun
gutb koordinatalar sistemasiga o‘tamiz:
X =rcoscp, Y =rsmcp.

Unda D soha ushbu
A={(r,p): 0<<p<n, 4sin<r<7sin
sohaga akslanadi va hajm osongina

hisoblanadi.
r Tsiny> "2 Tsiny> 2 8 Tsiny> n
V=jfradrdp=jdtp J rdr=2- jdtp J r2dr=2j-~- dtp = \%6 jsm™ tpdtp =
A 0 4sin?> 0 4sin™ "3 -
=186 J(cos2 <p-1)¢/(cos™) = 186-f——--—--cos "=186 —= 124.
0 v Jo 3

Demak, F =124 kub. birlik. >

13.21-masala. Quyidagi r=2-18(jc2+)y2) va z=2-36y Sirt-
lar bilan chegaralangan jismning hajmi hisoblansin.

< Bu jismning hajmini ham (14)-formuladan foydalanib, hisob-
laymiz. Awal jismning Oxy tekisligidagi proyeksiyasi D ni topamiz:

j - 8(r y )=>2-18(x2+y2)=2-36y=>x2+yl-2y=0=>x?2+(y-If =1=>
[z=2-367
S={(r.,.):x*+(,-1), =I}.
Demak,
I'= }J[2-18("2+yD)-(2-36y)}ficd’=-181(V! +\2-2y)dxdy=-18 ||V +(>-1)2-1"U~"=
D 1) n

'x =rcostp=>\\=r, A={(r.tp):0<tp<2n, 0</-<I]
= -18 jdtpJdr(r2-\)dr =

Aly-l = rsm$!>
4 jV Jo
=_18i T"T dp=~2n=9n kub. birlik. >
oVd z /o
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14.21-masala. Quyidagi

» 5 s :
xrylezt=baz, xZ+ =%~y =1z

sirtlar bilan chegaralangan jismning hajmini uch karrali integral
yordamida hisoblang.
< Izlangan hajmni topish uchun awal (13)-formulalardan foy-

dalanib,

X = pcostp -sin i//,
y = psin (pmin ty,

z =p cost//.

akslantirish yordamida sferik koordinatalar sistemasiga o‘tamiz.
Bunda yakobian

—fo"r=p -SiNifl.
bo‘lib, (v) jism (A) jismga akslanadi. Izlangan hajmni hisoblash uchun

V=\\\dxdydz=\\\p2esinij/dpd(pd\j/.

v) A

formuladan foydalanamiz.
Berilgan sirtlaming tenglamalarini sferik koordinatalarida yozamiz.

|[X2+y2+z2=2az] ->{p = 2acost//j,

[x2+y2=1z2}->{ig> =1j=jy/=j j,

Demak, (v) jism quyidagicha bo‘ladi.

(A) =\~p.(p,iil): §<(p<2n, 0</?<2acos”j
Shunday qilib, izlangan hajmni osongina hisoblaymiz:
=t i >\f< . . A .
|dtp%3inipdip Jpib _ S8 COS3’\ISin|’\=E.TtaI (kub.birl) > .
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15.21-masala. Egri chizigli integral hisoblansin.

jxyds, ~:3|x|+4]j| =12, y>0.
Y
< VY yoy Oxy tekislikda ABS siniq chizigni beradi. (24-chizma).

ACTx+ 4y =\2,0<x<*r~ €1y =--X +3,Q<x<4.
=> n
BC:-3X+4y =12,-4 <x<0; BC:y=2—X+3,-4 <x<0.

Birinchi tur egri chizigli integralning qiymatini (24)-formula-
dan foydalanib, hisoblaymiz:

\xyds = \xyds + \xyds = JIx-i-Ix +sl-Jl+i-fl dx+ + jl+ij] dx=
AD AC bc a
4 0 N
. -dX = —- +£. _1_%__-
=fYri* +3\ |l dx+H 1x+3 4 4 2 4 4 4 2

=|(24-16) +|(16-24) =0>
16.21-masala. Ushbu

¥y dx + r+ X dy.
J*1+y2 +y
ifodaning biror F(X,Y) funksiyaning to‘liq differensiali bo‘lishi yoki
ho‘Imasligini aniglang. Agar u to‘liq differensiali bo'lsa, F(X,Y)
funksiyani toping.

< f'(x,y)=-j-==T+y va 0(x.y)=- NV  +Xx;
X +y~
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deb belgilasak, Pdx+ Qdy ifodaning to‘lig differensiali bo'lishi uchun
(38)-tenglik, ya’ni

dP = dQ
dy— dx * -
munosabat bajarilishi kerak. Shuni tekshiramiz:
dP
dy \y

biror F(X,y) funksiyaning to‘liq differensiali. F(X,y) funksiyani
topish uchun (39)-formuladan foydalanamiz. Soddalik wuchun
a0=0, yO=1 deb olamiz.

F(tv)= jp(x,y)dx+ jQ(0,y)d}'=j , +Y dx+ jdy+c=)xl+ty +xy+ec
0] | Ay/x~+y J ,

Demak, F(X,y) =s]x2+y2+xy+cC.>

17.21-masala. Quyidagi I-tur sirt integrali hisoblansin.

(S)-z =x2+y2, (5): z=x2+y2 sirtning z =1 tekis-

©

lik bilan ajratilgan gismi.
<z =X2+Yy?2 paraboloid aylanma sirtdir, unda z>0.
Demak, integral ostidagi funksiya
f(X,y,2z) =\xyz2\ = z-\xy\

ko'rinishda yozilishi mumkin. To‘rtta oktantda olingan
M{(x,y.z), M2(-x,y,z), M3(-X,-y,z), MA(X,-y,z) nuqtalarda bu
funksiyaning giymati o‘zaro teng.

Shuning uchun integrallashni I-oktantda (undaf(X,y,z)=xyz)
olib boramiz va natijani 4 ga ko‘paytiramiz.

/=4, =4mljxyzds=4-jjxyzJ 1 +(z,) +[2\.)~dxdy,
(Si) 0 \Y;
bu yerda (S,) sirt (S) sirtning l-oktantdagi gismi, D esa (51) ning
Oxu tekisligidagi proyeksiyasi (25-chizma).
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25-chizma.

' ffX=rQ08p = 0<I<1y
7' =2x  Z, =2y =>1=4Ifxv(x2+y2)yjl + 4x2+4y*dxdy= ) >(|)< =
= > => S<U>S< —
(o] \\y rsing Zﬁ
| 1 £ 1
=4J/-5all + Ar dr I Gnep-cosipdg) = 2mjr -Vi +4r~ -sin2<p2dr = 2 jV5-\Il +4r2dr -

VIl +4/-2=/, desak, r=0=>i=1 r:="(?2-1)

r=1=>/=\/5, rdr = —tdt

357



FOYDALANILGAN ADABIYOTLAR

1L Azlarov.T.A., Mansurov H. Matematik analiz. 1 va 2-gismlar.
T., «0‘gituvchi», 1986, 1989.

2. SaUullayev A., Mansurov H., Xudoyberganov G., Vorisov A.,
G ‘ulomov R. Matematik analiz kursidan misol va masalalar to ‘plami,
1 va 2-gismlar. T., «0‘zbekiston», 1993, 1995.

3. 3opnu. A. MartemaTudecknin aHanuns, T. 1-2, M. «Hayka», 1981.

4. VNnbuH B.A., CapoBHuumnii B.A., CeHgoB b..X. MaTematunyeckulii
aHanmns. T. 1-2, M., «Hayka», 1979.

5 ®uxTeHronbTy .M. Kypc anddepeHunanbHOro m UHTEr-
panbHoro wucuyucnenmsa, T. 1-3, M. «®us-matrus», 1962.

6. Tuychiev T.T., Djumaboyev D.X. Matematik analiz fanidan 1
va 2-kurs talabalari uchun laboratoriya ishlari. T., «Universitet», 2003.

7. KysHeyos JILA. C60pHUK 3afaHWil Nno Bbicwelh MaTtemaTtuke-
M., «Bbicwasa wkKona», 1982.

8. Oemupgosuy B.M. CO60OpHMK 3afay U YynNpaXHeHUW no
maTemaTnyeckomy aHanusy. M., «Hayka»,1972.

9. Kygpssues /1.4., KyTacos A.A4., LWernos B.A., LLabyHnH M.N.
C6opHMK 3afay no maTemaTumyeckomy aHanusy, T. 1,2. M,
«Hayka», 1984, 1986.

10. BuHorpagosa WM.A., OnexHnk C.H., CapgoBHuunii B.A. 3agauu

N yrnpaXxHeHMa nNo matemarunyeckomy aHanusy, T. 1.-M3pgaTtenbcTBo
MOCKOBCKOro YHuBepcuteTa, 1988.

11. byTy3os B.®., KpyTuukaa H.W., Measeabes .H., LUMWIKUH
A.A. MaTemaTnyeckuii aHanuM3 B Bompocax W 3agavax, T. 1, 2-M.,
«Bbicwaa wkona», 1984, 1988.

12. bpyin W.H., Faspuniok A.B. n ap. JTabopaTopHbIA MPaKTUKYM
no maTemaTtuyeckomy aHanmsy, MuHCK, «Bbicwasa wkona», 1991

13. Shokirova X.R. Karrali va egri chizigli integrallar. T.,
« 0 ‘gituvchi», 1992,

358



Bahodir Allaberdiyevich SHOIMQULOV
Tohir Tursunbayevich TUYCHIYEV
Davlatboy Halillaycvich DJUMABOYEV

MATEMATIK ANALIZDAN
MUSTAQIL ISHLAR

Oliy texnika o‘qu/ yurtlarining ‘oakaiavriat ta’iim
yo‘nalishi talabalari uchun o‘quv goMlanma

«0“zbekiston faylasuflari rnilliy jamiyati» nashriyoti.
100029, Toshkent shahri, Matbuotchilar ko‘chasi, 32-uy.
Tel: 236-55-79; faks: 239-88-61.

Nashr uchun mas’ul M Tursunova
Muharrir 1. Karimov
Texnik muharrir A Berdiyeva
Musahhih H Zokirova
Sahifalovchi Z Boltayev



Bosishga ruxsat etildi: 10.05.2008. «Tayms» garniturasi. Ofset usulida chop etildi.
Qog‘oz bichimi 60x84 Shartli bosma tobog‘i 23,0. Nashr bosma tobog'i 22,5.
Adadi 500 nusxa. Buyurtma No32.

«AVTO-NASHR» bosmaxonasida chop etildi.
Manzil: Toshkent sh., 8-man ko‘chasi, 57-uy.

360



