
S 3 *  % / o ? j

BOTIR A H M A DXO 'JA YEV

N A Z A R I Y
M E X A N I K A

O liy va o'rta m a xsu s ta  'lim vazirligi tom onidan  
(531/534 U D K )  — bakalavriat ta ’lim  yo'nalishi 

ta/abalari uchun nazariy m exan ika  fa n id a n  dquv  
qdllanm a sifa tida  tavsiya etilgan

Toshkent 
«Yangi asr avlodi» 

2006



Ushbu darslik  1996-yil nazariy m exan ika  kursidan m axsus das tur 
asosida yozilgan. Unda nazariy m exanikaning  nugta dinam ikasining, 
m e x a n ik  s is tem a  d inam ikasin ing  d ifferensia l tenglam alari, asosiy  
teoremalari, p rinsip lari ba ta fs il yoritilgan. K itob  o liy  te x n ik  o ‘quv 
yu rtla ri talabalari, m agistrlari uchun o ‘quv qo ‘llanm a sifa tida  tavsiya  
eiitad i.

ISBN  5-633-01879-6
©  Botir A hm adxo‘jayev, «Nazariy mexanika». 
«Y angi asr avlodi», 2006-yil



1 - LEKSIYA

DINAMIKAGA KIRISH

Asosiy tushunchalar va ta ’riflar. Asosiy qonunlar.
Inersial sanoq sislemasi. O'ichov birliklar

1. D inam ika nimani o ‘rgatadi?
2. K uch qanday kattalik?
3. Inertlik nima va uni qanday kattalik  ifodalaydi?
4. Inersiya qonuni nima haqida?
5. K u c h  va te z la n ish n in g  m u ta n o s ib l ik  q o n u n i q a n d a y  

ifodalanadi va ta ’riflanadi?
6 . M exanik sistema uchun o ‘rinli qonun qanday ta ’riflanadi?
7. Bir necha kuch ta ’siridan nuq ta  qanday tezlanadi?
8 . Q anday sanoq sistema inersial deyiladi?
9. Inersial sanoq sistema qaysi qonunlarda aniqlanadi?
10.M exanik o ‘lchov birliklar sistemasi qanday tanlanadi?

Tayanch so‘zlar va iboralar

D inam ika. 0 ‘zgarmas, o ‘zgaruvchan kuch. Inersiya va massa. 
O g 'irlik  va gravitatsion m assa. Inersial sanoq sistem a. K uch va 
tezlanish mutanosibligi. T a’sir va aks ta ’sir. Kuchlar ta ’sirining o 'zaro 
bog iiqinasiigi. Si o 'ich o v  b iriik ia r sistem asi. Texnik birlik lar. 
D inam ika masalasi.

l-§  Dinamikaning asosiy tushunchalari, 
ta ’riflari va masalasi

Dinamika nazariy m exanikaning asosiy b o ‘limi boMib, unda 
jism larn ing  m exanik h a rak a t qonun lari shu h a rak a tn i vujudga 
keltiruvchi kuchlarga bog‘liq holda o ‘rganiladi.

M exan ik an in g  asosiy , b irlam ch i tu shunchasi b o ‘lgan  kuch 
dinam ikada moddiy jism lar harakatin i o ‘zgartiruvchi ta ’siri bilan 
aniqlanadi. D inam ikada jism larga o‘zgarmas kuchlardan tashqari 
m iqdori va yo‘nalishi o‘zgaruvchan kuchlar ham  ta ’sir k o ‘rsatishi 
m um kin deb qaraladi. K uchlar aktiv, faol yoki passiv, chunonchi, 
bo g ian ish  reaksiya kuchlari b o ‘lishi mum kin.
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Massa jism larning m oddiy m iqdor o ‘lchovi b o iib , dinam ikaning 
asosiy tushunchalaridan biri hisoblanadi. Jism ning harakati faqat 
unga q o ‘yilgan kuchgagina bog‘liq b o ‘lmay, uning inertligiga ham  
bog‘liq. Jism ning inertligini m iqdor jiha tdan  ifodalovchi fizikaviy 
kattalik  jism ning massasi deyiladi. Biz o ‘rganayotgan  m exanika 
klassik m exanika bo ‘tib. bunda jism ning tezligi yorug‘lik tczligidan  
ancha kichik, uning massasi o ‘zgarm as, skalyar va m usbat kattalik  
deb qaraladi.

H a r a k a t in i  o ‘rg a n is h d a  o ‘lc h a m la r i  a h a m iy a tg a  ega 
b o ‘lm ag an , lek in  m assag a  ega m o d d iy  jism g a  moddiy nuqta 
deyiladi. M o d d iy  n u q ta  asi m a ’noda, b iro r  jism n i an g la tgan i 
uchun u shu jism ning  m assasiga teng m assaga va shu sababli, jism  
kabi ta ’sirlasha  o lish  xususiyatiga ega b o ‘ladi. M odd iy  n u q ta  
tushunchasiga  b in o an , m exanik  sistem a yoki jism  m assasi uni 
tash k il e tg an  m o d d iy  n u q ta la r  m assa la rin in g  y ig ‘ind isi b ilan  
aniqlanadi. U m um iy holda, jism ning ha rak a ti faq a t u shbu  m oddiy 
n u q ta la r  y ig ‘in d is ig a g in a  e m a s , u la r n in g  j is m  b o ‘y la b  
taqsim lanishi (jism  shak lijga  ham  b o g ‘liq.

Dinamikaning masalasi. D inam ikaning m asalasi jism ga ta ’sir 
etuvchi kuchlar bilan uning harakatining kinem atik xarakteristikalari 
0 ‘rtas id ag i b o g ‘lanish  q o n u n la rin i an iq lash  va bu  q o n u n la rn i 
harakatn ing  xususiy hollariga ta tb iq  etishdan ib o ra t. D inam ika 
masalasini dinam ikaning asoschisi N yuton ju d a  yaxshi ta ’riflagan. 
U  aytganki, d inam ika «harakatn ing  yuz berishiga k o ‘ra  tab ia t 
kuch larin i b ilish , so 'n g ra  bu kuch la r b ilan  ta b ia tn in g  boshqa 
hodisalarini tushuntirishi» zarur.

2-§. Dinamikaning asosiy qonunlari

D inam ikaning asosida tajriba va kuzatishlarda aniqlangan va 
Galiley-Nyuton qonunlari deb ataluvchi quyidagi qonunlar yotadi. 
Bu qonunlarga asoslanib m antiqiy yo‘l bilan m atem atika usullarini 
q o ‘llash natijasida dinam ikaning turli teorem alari va tenglam alari 
keltirilib chiqariladi. D inam ikaning ushbu qonunlari birinchi bo r 
G aliley  va  N y u to n  to m o n id a n  X V II a s rd a  t a ’r if la n g a n . Bu 
qonunlam ing to ‘g‘riligi insonning amaliy faoliyatida, texnikaning 
rivojlanishida ham on kuzatilib kelinm oqda.

1 - qonun (inersiya qonuni). H ar qanday  kuch ta ’siridan  xoli 
e tilgan m oddiy  n u q ta  tinch h o la td a  yoki t o ‘g ‘ri chiziq li tekis 
harakatda  b o ‘ladi.
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Birinchi qonunda qayd etilgan holatda m oddiy nuqtaga boshqa 
jism lar yoki n u q ta la r t a ’sir etm aydi, y a ’ni n uq taga  hech qanday  
t a ’s ir  k u ch la ri q o ‘y ilm agan  yok i q o ‘y ilg an  k u c h la r  o ‘za ro  
m uvozanatlashgan b o ‘ladi. Bu qonun m exanik harakatlarn ing  eng 
so d d asi —  jism n in g  yoki n u q ta n in g  b o sh q a  jism la rd a n  to ‘la 
a jra lg an  sh aro itd ag i h a ra k a tin i ifodalaydi. Q onunga m uvofiq  
n u q ta n in g  o ‘z h o la tin i  sa q la sh  x u su s iy a tig a  u n in g  inertligi 
deyiladi. M oddiy nuq tan ing  bunday holati inersion holat, harak a ti 
inersion harakat deyiladi. Birinchi q o nunn ing  o ‘zini esa inersiya 
qonun i deb ataladi.

N uqtaning tinch holati uning inersion harakat holatining xususiy 
holi b o ‘ladi. Galiley - N yutonning bu qonuniga muvofiq ham m a 
jism lar o ‘zining inersion h a rak a t holatin i o ‘zgarishiga qarshilik  
ko 'rsa tish  qobiliyatiga ega.

2-qonun (dinamikaning asosiy qonuni). K uch ta ’siridagi m oddiy 
nuqta  shu kuchga p roporsional va kuch bilan bir xil y o ‘nalgan 
tezlanishda bo'ladi.

A gar nuq taga  q o ‘yilgan kuchni F,  n u q ta  tezlanishini w d e b  
belgilasak, ikkinchi qonun quyidagicha ifodalanadi:

m  w  =  F  (1.1)

Bu y e rd a  m n u q ta n in g  m a ssa s i. Ik k in c h i  q o n u n  n u q ta  
dinamikasining asosiy qonuni, ushbu qonunn i ifodalovchi (1.1) 
tenglam a dinamikaning asosiy tenglamasi deyiladi.

Q o ‘y ilgan  m a ’lum  k uch  t a ’sirida  o ig an  tez lan ish g a  k o ‘ra  
nuqtaning massasini aniqlash mum kin. C hunonchi, og 'irlik  kuchi P 
ta ’sirida m oddiy nuq tan ing  oigan tezlanishi uning erkin tushish 
tezlanishi (g) ga teng, dem ak (1.1) ga k o ‘ra

P

Klassik m exanikada harakatdagi jism  m assasi shu jism ning tinch 
holatdagi massasiga teng deb qaraladi.



м V

Yer sirtidagi har qanday jism ga N yutonning, bizga yaxshi tanish, 
bu tun  Olam tortishish qonuniga k o ‘ra

_ rnM 
F  = y — 5-  

R2
(1.3)

kuch ta ’sir qiladi. Bu yerda m —  Yep sirtidagi jism ning massasi 
b o ‘lib, uni gravitatsion m assa deyiladi, M ,R  — Y erning m assasi va



rad iusi. G rav ita ts io n  (1.3) va inersion (1.2) m assalar m ateriya  
xususiyatlarining turli tom onlarini aks ettirsa ham  ular o 'za ro  teng 
deb hisoblanadi.

N yutonning ikkinchi qonuni birinchi —  inersiya qonunini ham  
o ‘z ichiga oladi. H aqiqatan  ham , agar F = 0  b o isa , (1.1) dan v=const 
kelib chiqadi. Dem ak, nuqtaga kuch ta ’sir etm asa, u to ‘g ‘ri chiziqli 
tekis harakatdagi inersion holatda bo‘ladi.

D in a m ik a n in g  asosiy  ten g lam asid ag i te z lan ish  n u q ta n in g  
absolyut tezlanishi deb tushuniladi.

3-qonun ( t a ’sir va aks t a ’sirning tenglik qonuni). Ikki m oddiy 
n uq ta  m iqdorlari teng va ularni tutashtiruvchi to ‘g‘ri chiziq b o ‘ylab 
qaram a-qarsh i yo‘nalgan kuchlar bilan o ‘zaro  ta ’sirlashadi.

M asalan, A m oddiy nuqta B moddiy nuqtaga F A kuch bilan ta ’sir 
etsa, B nuq ta  ham  A nuqtaga, F A kuch yotgan AB chiziq bo 'y lab  
teskari yo 'nalgan, m iqdori F A ga teng F B kuch bilan ta ’sir qiladi. 
D inam ikaning asosiy qonuníga muvofiq A va B nuq ta la r uchun 
F |i~ m ,\wA' F A- m Bw B fo rm u la la rn i yozish  m um kin . U chinchi 
qonunga k o ‘ra F B= F A ya’ni m AwA = m Bw B. Bundan

_ mA

kelib chiqadi, y a ’ni ikki m oddiy A  va B nuqtalam ing  bir- biriga 
ta ’siri natijasida oigan tezlanishlari m assalariga teskari proporsional. 
U shbu nuq ta larn ing  tezlanish vektorlari esa AB chiziq b o 'y lab  
qaram a-qarshi tom onga yo 'nalgan. (1.4) ga k o ‘ra ikkita ixtiyoriy A 
va B jism lam ing bir-biri bilan o ‘zaro mexanik ta ’sirlashuvi natijasida 
oigan tezlanishlarining nisbati har doim  ayni shu A va B lar uchun 
o ‘zgarm as b o ‘lib, faqat A va B larning tabiatiga bog'liq.

D inam ikaning birinchi va ikkinchi qonunlari b irg ina m oddiy 
n u q ta  uchun yozilgan, uchinchi qonun  esa ikki va undan  ortiq  
nuqtalar, y a ’ni m oddiy nuq talar sistemasi uchun o'rinli.

4-qonun (kuchlar t a ’sirining o ‘zar o bog 'liqm aslik  qonuni). Bir 
necha kuch ta ’sitidagi m oddiy nuqtaning tezlanishi uning har bir 
kuch ta ’siridan oladigan tezlanishlarning vektorli yig‘indisiga teng.

T o ‘rtinch i q onunga  k o ‘ra  n u q tag a  t a ’sir e tayo tgan  kuch lar 
sistem asini har doim  teng ta ’sir etuvchi kuch bilan alm ashtirish 
m um kin.
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M oddiy nuq taga F , F 2 F n kuchlar ta ’sir etayotgan b o ‘lsin. 
U  holda ularning teng ta ’sir etuvchisi

F = ± F k
k=\

ga teng. Bu kuchlarning h ar birining ta ’siridan nuq tan ing  oigan 
tezlanishlari uchun ikkinchi qonunga k o ‘ra

F\ =  m w i 

F 2 =  mw 2 

Fn = m w  n

teng lam alarn i yozish m um kin. T eng lam alarn ing  o ‘ng va chap  
tom onlarini qo 'sh ib

П _ П

i=l k=\ 

hosil qilamiz. 4-qonunga k o ‘ra

П

k=l
D em ak,

n
= (1.5)

k=I

hosil b o ‘ladi, (1.5) tenglam a kuchlar sistemasi t a ’siridagi m oddiy 
nuq ta  uchun dinam ikaning asosiy qonunini ifodalaydi.

U shbu qonunga m uvofiq har bir kuch m oddiy nuqtaga boshqa 
kuchlarning t a ’siriga bog 'liq  b o ‘lm agan holda alohida tezlanish 
beradi, shu sababli, bu qonun kuchlar ta ’sirining о ‘zaro bog ‘liqmaslik 
qonuni deyiladi. T o ‘rtinchi qonunni kuchlam i qo‘shish aksiomasi —



kuchlarning Parallelogram m  qoidasidan keltirib chiqarish m um kin, 
shuning uchun to ‘rtinchi qonunni b a ’zan mustaqil qonun emas h am 
deyiladi.

3-§. Inersial sanoq sistem asi

M oddiy  nuq tan ing , um um an, h a r qanday  jism ning  m exanik  
harakati odatda  uch o ‘lchovli Yevklid fazoda biror q o ‘zg‘almas jism  
bilan biriktirilgan sanoq sistemaga nisbatan kuzatiladi.

B unda  ikk i n u q ta la r  o ras id ag i m aso fan in g  o ‘zg arm aslig i, 
uchburchak ichki burchaklarining yig‘indisini 180° ga tengligi, bir 
jinslik , izo trop lik , y a ’ni ham m a y o ‘nalishda fizik va geom etrik  
xossalarning bir xilligi, jum ladan , ( 1.1) dagi m assaning h a ra k a t 
y o ‘n a lis h ig a  b o g ‘liq  em aslig i k a b i  x u s u s iy a tla r  fa z o d a  
harakatlanayotgan  m oddiy jismga bog‘liq emas deb hisobíanadi.

T ab iat qonunlarin ing  m atem atik  ifodasini har qanday  sanoq 
sistem ada yozish mum kin. Lekin inersial sanoq sistem alardagina 
tabiat qonunlari yagona va sodda k o ‘rinishda m atem atik ifodalanadi. 
Inersial sanoq sistema d eb , Y ev k lid  fa z o d a  te z la n ish s iz  
harakatlanayotgan  jism bilan biriktirilgan sanoq sistem aga aytiladi.

K uch  q o ‘yilm agan har qanday m oddiy n u q ta  inertsial sanoq  
sistem aga n isb a tan  faq a t tinch ho lda  yoki to ‘g ‘ri chiziqli tekis 
h arakatda  b o ‘ladi. N yutonning birinchi qonuni ta ’rifining m azm uni 
inersial sanoq  sistem asining haq iq a td an  ham  m avjud bo 'lish in i 
tasd iq laydi. U m um an , N yu ton  qon u n lari faq a t inertsia l sanoq  
sistem alardagi kuzatishlar uchun to ‘g ‘ri.

Bir inertsial sanoq sistemani ikkinchi inersial sanoq sistema bilan 
alm ashishda N yuton  tenglam asida qatnashgan ham m a kattalik lar 
o ‘zgarm aydi. B oshqacha ay tg an d a , G aliley  a lm ash tirish la rig a  
n isabatan N yuton tenglam alari invariant.

In erts ia l sanoq  sistem asiga m isol ta r iq a s id a  K o p ern ik n in g  
geliom arkazli sanoq sistemasini keltiram iz. P lanetalar harakatin i 
tekshirishda koord inatalar boshi Q uyoshda (Q uyoshning tezlanishi 
taxm inan  3T0~Hsm /s2= 3 T 0 'l6km /s2= 4 1 0 '9k m /so a t2) va o ‘zaro  
perpendikulyar ravishda h ar doim  cheksiz uzoqdagi q o ‘zg‘almas 
yulduzlarga y o ‘naltirilgan  k o o rd in a ta  o ‘qlarin ing geliom arkazli 
sistemasi, yetarlicha aniqlikda, inersial sanoq sistemasi b o ia  oladi. 
Jism  h arak a tin in g  kichik tezlik lar m exanikasi uchun Y er bilan 
bog‘langan sistemani ham  inertsial deb hisoblash m um kin.
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4-§. Mexanik o ‘lchov birliklari sistemasi

K uch va tezlanish modullari orasidagi F -m w  chiziqli bog‘lanishga 
asoslangan holda, m exanik katta lik larn i o ‘lchash uchun ikki tu r 
birliklar sistem asi kiritiladi. Buning uchun h ar gai uch ta asosiy 
o ‘lchov birliklari olinadi.

B iñnch i tur birliklar sistemasi. Xalqaro birliklar sistem asi S I  Bu 
sistemada uzunlik va vaqt birliklari 1 m. va 1 s. deb olinadi. Uchinchi 
o ‘lchov birligi sifatida m assa olinadi. U ning étalon birlik  massasi 
deb 1 kg olinadi. U  holda kuch o ‘lchov birligi ushbu uch asosiy 
birliklardan hosilaviy birlik b o iib , asosiy qonunning yuqoridagi 
ifodasiga m uvofiq aniqlanadi va 1N  deb

S 2

ataladi: ya’ni 1 kg m assaga 1 m/s2 tezlanish beradigan kuch 1 N  ga 
teng. A ynan shunday, qolgan mexanik kattalik lam ing birligi asosiy 
birliklardan hosilaviy birlik kabi aniqlanadi.

Ikk in ch i tur birliklar sistemasi. B irliklarning te xn ik  sistem asi. Bu 
sistem ada asosiy o ‘lchov birliklari sifatida uzunlik birligi 1 m, vaqt 
birligi 1 s va kuch birligi 1 kgk (k ilogram m -kuch) o linadi. Bu 
s is te m a d a  m a ssa  h o silav iy  b ir l ik  k a b i a sosiy  te n g la m a d a n  
quyidagicha aniqlanadi:

[m] = [F \![W ]

va bir m assa birligi uchun bir texnik birlik m assa qabul qilingan (1 
t.b.m .). D inam ikaning asosiy tenglamasiga muvofiq 1 kgk ta ’sm dan 
1 m/s2 tezlanish oladigan nuqtaning m assa 1 t.b.m . ga teng b o ‘ladi, 
yok; 1 kg m assaga 1 kgk g=9,81 m/s2 tezlanish yoki xuddi shu 1 kg 
m assaga 1 N  kuch 1 m/s2 tezlanish beradi, ya’ni 1 kgk=9,81 N , 
1N=0,102 kgk.



2 - LEKSIYA i

M ODDIY NUQTA DINAM IKASI

M oddiy nuqta harakatining differensial tenglamalari. Dekart 
koordinatalarda harakat differ ensial tenglamalar. Nuqta 
harakatining tabiiy o'qlardagi differensial tenglamalari. 

Dinamikaning ikki asosiy masalasi.

1. E rkin nuqtan ing  h arakat differensial tenglam alari D ekart 
koord inatalarida qanday ifodalanadi?

2. Q anday differensial tenglam alar n uq ta  harakatin ing tabiiy 
tenglam alari deyiladi?

3. Differensial tenglamalarga k o ‘ra qanday m asalalar qo ‘yilgan?
4. D in a m ik a n in g  b ir in ch i m a sa la s i q a n d a y  q o ‘y ilad i va 

yechiladi?
5. D in a m ik a n in g  ik k in ch i m asa la s i q a n d a y  q o ‘y ilad i va 

yechiladi?
6 . Integrallash doimiylari nima?
7. N uqta  harakatin ing boshlang‘ich shartlari nima?
8 . Differensial tenglam aning um um iy va xususiy yechimlari.
9. N uqtaning to ‘g ‘ri chiziqli harakat differensial tenglam alari 

qanday yoziladi va yechiladi?
10.G orizontga burchak ostida otilgan jism  (nuqta) harakati 

qanday b o iad i?

Tayanch so‘z!ar va iboralar

N u q ta  h a rak a tin in g  vektorli d ifferensial tenglam asi. N u q ta  
harak a tin in g  D ekart k o o rd in a ta la rd a  d ifferensial tenglam alari. 
N uqta  harakatining tabiiy tenglamalari. N u q ta  dinam ikasining ikki 
m a sa la s i. D in a m ik a n in g  ik k in c h i m a sa la s i . H a ra k a tn in g  
boshlang'ich shartlari. Differensial tenglam aning umumiy va xususiy 
yechimi. 0 ‘zgarm as kuch. Vaqtga bog 'liq  kuch. N uqtaning holatiga 
bog 'liq  kuch.
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5-§. M oddiy nuqta harakatining 
differensial tenglamalari

D inam ikaning fundam ental qonuni (1.1) dan foydalanib, erkin 
v a  b o g ‘lan ish d ag i m odd iy  n u q ta la r  h a ra k a tin in g  d iffe ren sia l 
lenglam alarini keltirib chiqarish m um kin.

Bu ten g lam alarn in g  k o ‘rin ish i n u q ta  h a ra k a tin in g  q an d ay  
usullarda berilishiga bog‘liq bo 'ladi. m massali biror M erkin moddiy

n u q ta n in g  F (exu F  = ^ JFK) k u ch  t a ’s ir id ag i h a ra k a t in i

tekshiramiz. N uqtan ing  W tezlanishini uning radius vektori r  orqali 
aniqlab, (1.1) ga ko ‘ra, erkin moddiy nuqta harakati uchun differensial 
tenglam aning quyidagi vektorli ifodasini yozamiz.

m ~ Y  ~ (2-1)dt

A sosiy  ten g lam an in g  (2.1) v ek to rli k o ‘r in ish id a n  D e k a r t 
koord inata  o ‘qlariga proyeksiyalaridagi analitik k o ‘rinishiga o 'tish  
uchun  uning  h a r  ikk i to m o n in i D e k a rt k o o rd in a ta  o ‘q la rig a  
proyeksiyalab, erkin m oddiy nuqtaning D ekart koordinatalaridagi 
harakat differensial tenglam alarini hosil qilamiz.

•• •• •• 
m x - F x , m y  = Fy, m z  = Fz (2-2)

(2.2) tenglamalar nuqta koordinatalariga nisbatan ikkinchi tartibli 
differensial tenglam alar sistemasmi tashkil qiladi.

Bu yerda Wx =x ,  Wy = y,  Wz = z

Xususiy hollar. Agar erkin m oddiy nuqta harakati tekislikda sodir 
b o ‘lsa, m asalan , Oxy k o o rd in a ta la r  tekislig ida, un ing  h a ra k a t 
differensial tenglamasi uchun quyidagini hosil qilamiz:

m x  = Fx, m y - F  (2-3)
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Shuningdek , m oddiy  nu q tan in g  to ‘g ‘ri chiziqli h a ra k a tid a , 
m asalan, Ox o ‘qi b o ‘ylab, nuqtaning to ‘g ‘ri chiziqli harakatin ing 
b itta  differensial tenglamasiga kelamiz:

m x - F x, (2.4)

M oddiy  nuqtan ing  h a rak a t differensial teng lam alarin i tabiiy  
koord inata  o ‘qlarida ham  ifodalash m um kin. Buning uchun nuqta  
trayektoriyasida u bilan birgalikda harakatlanuvchi (q o ‘zg‘aluvchi) 
tabiiy  k o o rd in a ta la r sistem asini o ‘tkazam iz. (1.1) ning h a r ikki 
tom onini bu sistema o 'q lariga proyeksiyalaymiz:

(2.5) teng lam a erk in  m odd iy  n u q ta n in g  tab iiy  k o o rd in a ta  
o ‘q la rd ag i h a ra k a t differensial teng lam alarin i ifodalaydi. Buni 
ko 'p incha  erkin nuqta harakati differensial tenglam alarining Eyler 
form ulasi deyiladi. (2.5) dagi F b = 0 ekanligi m oddiy nuq taga ta ’sir 
etuvchi kuch egrilik tekisligida yotishini k o ‘rsatadi.

Bog'lanishdagi nuqtaning harakat diff'rensial 
tenglamalari

B ogianishdagi moddiy nuqta uchun bog lan ish lardan  b o ‘shatish 
haqidagi aksiom a va b o g ia n ish  reaksiya  ku ch la rig a  asoslan ib  
m oddiy n u q tag a  q o ‘yilgan barcha  kuch lar q a to rig a  reaksiya N  
kuchlarini ham  qo‘shib, erkin nuqta  kabi (1.1) tenglam ani yozish 
mumkin.

mw = F + N (2-6)

K o o rd in a ta  sistem asidagi h a rak a t differensial tenglam alarn i 
quyidagicha ifodalash m um kin.

mx = Fx + N s, mÿ = Fy+ N y, mz = Fz + Nz (2.7)

M oddiy nuqtaning harakatida bog‘lanish reaksiya kuchlari, umumiy 
holda, nuqtaga qo‘yilgan bog‘lanishlarga va ta ’sir etuvchi kuchlarga

P
(2.5)
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bog'liq bo‘libgina qolmay, balki uning harakatining xarakteriga ham  
bog‘liq. Masalan, nuqtaning havodagi yoki biror qarshilik ko‘rsatadigan 
m uhit ichidagi harakati tezligiga bog‘liq bo ‘ladi.

Reaksiya kuchlarining muhim tomoni shundaki, ular masalalarda 
aw aldan  berilmaydi, balki dinamika masalalarini yechish natijasida 
m oddiy nuq tan ing  harak a ti kabi, berilgan bog‘lanishlarga k o ‘ra 
aniqlanadi. D inam ikada bog‘lanishlami, statikadan farqli ravishda, 
dinamik bog‘lanishlar yoki dinamik bogianish reaksiyalari deb atashadi.

6-§. Moddiy nuqta dinamikasining ikki asosiy mas alas i

M oddiy nuqtaning u yoki bu koordinatalar sistemasidagi harakat 
differensial tenglam alaridan foydalanib, nuq ta  dinam ikasining ikki 
asosiy m asalasini yechish mumkin.

Birinchi masala. N uqtaning massasi va h araka t qonuuiga k o ‘ia  
nuqtaga ta ’sir etuvchi kuchni topish. H aqiqatan, m massali m oddiy 
nuqtaning ha rak a t tenglam alari D ekart koord inatalarda berilgan 
b o ‘lsin:

z

X

X=f,(x), y=f2(x), z=f3 (x)

K uchning koord inata  o ‘qlaridagi proyeksiyalari nuqta  harakat 
differensial tenglam alari (2 .2) dan  aniqlanadi, y a ’ni



F = V F*2+Fy +Fz = m \ i f ! ( t ) + U t ) + U t ) ,  (2.9)

yo‘nalishi esa yo‘naltiruvchi kosinuslarga k o ‘ra

n  ^  n
cos(F \x )  = -±-, cos(FA,y) = ̂ ;  cos(FA,z) = - ^  (2.10)

r r  r
form ulalardan aniqlanadi.

1-masala. M assasi m  ga teng M  m oddiy nuqta birgina F kuch 
ta ’sirida ushbu tenglam aga m uvofiq harakatlansin:

x —a cos ( to t); y= b  sin(ro t); z= 0  (a)

N uqtaga ta ’sir etuvchi kuch aniqlansin.
Y echish. (a) d an  vaq t t ni y o 'q o tib  topiladigan trayek to riya  

bo ‘ylab M  m oddiy n uq ta  x o y  tekislikda harakatda  b o ia d i:
2 2

a b 2
D em ak, M  n u q ta  ellips b o ‘ylab h a rak a tlan ad i. F kuchn ing  

proyeksiyalari (2.8) form uladan aniqlanadi;

* * 2  * * 2  **Fx= m x=  -m w 'x ; Fy= m y= -m co  y, Fz= m z= 0

(2.9) va (2.10) fo rm ula la rga  k o ‘ra  F kuchning  m odulin i va 
yo ‘nalishini aniqlaym iz;

F  =mco2,J x 2 + y 2=ma>2r, cos( F , x ) = - —, cos{ F ^ , y ) - ~ —
r r

B u y e rd a  ~r = OM —  n u q ta n in g  ra d iu s  v e k to r i. B u la rd a n  
ko ‘ramizki, kuchning moduli nuqtaning radius vektoriga proporsional 
b o ‘lib, unga qaram a-qarsh i yo 'nalgan b o ‘ladi, y a ’ni nuqta

F  -  -m a t2 r

U  h o ld a  kuchn ing  m odu li
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k u ch  t a ’s irid a  h a ra k a tla n a d i . Ju m la d a n , p la n e ta la r  Q uy o sh  
a tro f id a  ellips b o 'y la b  h a ra k a tla n a d i ,  am m o Q u y o sh  e llip s 
m a rk a z id a  b o ‘lm ay , b a lk i u n in g  b iro r  fo k u s id a  jo y la s h a d i  
(K ep lern in g  b irin ch i q o n u n i) va to rtish ish  kuchi p lan e tan in g  
u zo q lig ig a  p ro p o rs io n a l b o 'lm a y , u n in g  k v a d ra tig a  te sk a r i 
proporsional (N yutonning bu tun  olam  to rtish ishqdnuni) b o ‘lishini 
a n iq la y m iz . B u n d a  p la n e ta n in g  h a ra k a t  te n g la m a s i (a ) ga 
q a rag an d a  b irm uncha m u rak k ab d ir.

N uqta  dinam ikasining birinchi m asalasidan k o ‘ram izki, nuqta  
m assasi va harak a t qonuni berilganda unga ta ’sir etuvchi kuchning 
son qiym ati va yo 'nalishi h arakat qonunlarini differensialash bilan 
aniqlanadi.

Ikkinchi masala. N u q ta  m assasi va unga t a ’sir etuvchi kuch 
berilganda, nuqtaning harak a t qonunini aniqlash. Bu m asalaning 
yech ilish in i ham  D e k a rt k o o rd in a ta la r  sistem asida qaraym iz . 
N uq taga  ta ’sir etuvchi kuch, umumiy holda, birdaniga b ir qancha
fak torlarga bog‘liq b o ‘lishi m um kin. F = F(t,r,v).

U holda, (2.2) quyidagi k o ‘rinishni oladi:

•• |  • • •
x = — Fx(t,x, y , z ,x ,  y , z ) 

m
••  ̂ • • •
y= — Fv(t,x ,y ,z ,x ,y ,z)  (2.11)

m
•• I • • •
z = — F2(t,x ,y ,z,x, y,z) 

m

N uqtan ing  D ekart koo rd inata lardag i h a rak a t tenglam alarini 
aniqlash uchun x,y,z larga nisbatan uchta ikkinchi tartibli differensial 
te n g la m a la r  sistem asi (2 .11) ni b irg a lik d a  in teg ra lla sh  za ru r. 
M atem atikan ing  b iro r m etodi bilan  (2.11) ni yechib differensial 
tenglam alar sistemasining birinchi integraliga erishaylik:

x = f x(t,x, y ,z ,C j,C 9 ,C3) 

y = f 2(t,x,y,z,CyC2,C3) (2.12)

z  = f 2 ( t ,x ,y ,z ,C v C2 ,C 3)
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Bu yerda С ,, C2,C3 differensial tenglam alar sistemasini bir m arta 
integrallash natijasida paydo b o ig a n  ixtiyoriy o 'zgarm aslar.

(2 . 12) teng lam alarn i ham  integrallash  ím koniga ega b o 'lsa k , 
u ho lda, k o o rd in a ta la rn in g  hosila laridan  bu tun lay  qutilam iz. Bu 
in tegra llash  natijasida  yana u ch ta  ixtiyoriy o 'zg arm asla r; C 4, C 5, 
va C 6 paydo  b o ‘ladi. Y ana ilgarigidek, bu ixtiyoriy o ‘zgarm aslar, 
uch m unosabatga  k irad i. N atijada , yuqoridagi (2.11 ) differensial 
te n g la m a la rn in g  in te g ra l la r i ,  u m u m iy  h o ld a , q u y id a g ic h a  
yozilad i;

Bu m unosabatlarga koordinatalarning hosilalari kirmaydi; faqat 
koord inatalar bilan vaqt o 'zaro  bog'langan.

T op ilgan  (2.13) h a ra k a t tenglam alarn i d inam ikan ing  asosiy 
m asalasining aniq bir yechimi deb bo 'lm aydi, chunki tenglam ada 
oltita ixtiyoriy o 'zgarm as son bor. Shunday qilib, masalaning yechimi 
bir emas, bir necha ko 'rin ishda  topilgan, y a ’ni, nuqta  berilgan kuch 
ta ’sirida b iror aniq yo 'nalishda harakatlanm aydi, uning harakati 
ix tiyoriy  o ‘zg a rm asla rn in g  h a r xil q iy m atla riga  m os keluvchi 
harakatlar to 'plam idan iborat bo iad i. M uayyan harakatning qanday 
sodir bo 'lish i bosh lang 'ich  shartlarga b o g iiq  bo ‘ladi. M asalan , 
o g ir lik  kuchi ta ’sirida harakatlanayotgan  nuqtaning trayektoriyasi 
boshlang 'ich tezlikning yo'nalishiga qarab, to ‘g ‘ri yoki egri chiziqli 
bo ‘lishi mum kin. M oddiy nuqtaning boshlang'ich paytdagi holati va 
tezligini ifodalovchi shartlar boshlang'ich shartlar deyiladi.

M asalan, boshlang 'ich  shartlar quyidagicha bo'lsin: t=0 da

x=x№ y=y№ z = v

Bu shartni (2.12) va (2.13) tenglam alarga qo 'y ib , C ,, C2,C3 C 4, 
C 5,C6 ixtiyoriy o 'zgarm aslarn i aniqlash uchun oltita tengíam aga 
kelamiz. Bu tenglam alarni yechib, oltita ixtiyoriy o 'zgarm aslarni 
topam iz, natijada, m oddiy nuqtaning koor

f ](t,x,y,z,Cl,C2,C3,C4,C5,C6) = 0 
f 2(t,x,y,z,Cl,C2,C},Ct ,C5,C6) = 0 (2.13)

f 3(t,x, y,z,Ci,C2,C3,C<,C5,C„) = 0

ifodalanadi:
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X =  f ( t , X 0, y 0, Z0, X o , y 0, Z o )  
• • • 

У =  t ( t , x 0, y 0, z 0, x o , y 0, z o )
•  •  •

z  — f  ( t,  x 0, yQ, z 0, Xo,  У  о,  z o )

(2.15)

Dem ak, dinam ikaning ikkinchi m asalasining (yagona) xususiy 
yechimini aniqlash uchun m oddiy nuqtaga ta ’sir etuvchi kuchning 
xususiy a tla rin i bilish b ilan  b irg a , m oddiy  n u q ta  h a rak a tin in g  
boshlang‘ich shartini ham  bilish zarur. Boshlang'ich shart berilmasa, 
d in am ik an in g  ikk inch i m asa lasin in g  yechim i n u q tan in g  b iro r 
m uayyan harakatin i tasvirlam aydi.

N uqtaning (2.15) h arakat qonunidan kinem atika m etodi asosida 
tray ek to riy as i, tezligi va tezlan ish i an iq lan ad i. B a’zan , (2.11) 
differensial tenglam alar sistemasini aniq yechib b o ‘lmaydi. Bu holda 
elektron hisoblash mashinasini qo ‘llash bilan sonli integrallash metodi 
asosida taqribiy yechiladi. N u q ta  dinam ikasining ikkinchi asosiy 
m asalasi faqat xususiy hollar uchungina aniq yechiladi.

2-masala. A vtom obil haydovchi y o in in g  to ‘g ‘ri chiziqli qismida 
tinch holatdan asta-sekin harakatlana boshlab, m otom ing  tortish 
k u c h in i q a rsh ilik  k u c h id a n  h a r  sek u n d ig a  lk N  d a n  v a q tg a  
proporsional ravishda oshirib bordi. Avtom obilning og'irlik kuchi 
70 kN ga teng.

A vtom obilning h araka t tenglam asi topilsin.
Yechish. Avtom obilning harakati bo ‘yicha ox o ‘qni yo‘naltiramiz, 

A vtom obilning q o ‘zg‘alish paytdagi o ‘rnini ox o ‘qining hisob boshi 
uchun qabul qilamiz. x>0 da unga

R

Î
I Г Л

X

P

harakatlantiruvchi F ,  og ‘irlik P, reaksiya N kuchlam i q o ‘yib 
h a rak a t differensial tenglam asini tuzamiz:
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yoki
P ••£  X = F x  
g

Bunda F= 11, g= 1 Om/c2, P=70kN  deb olib, difTerensial tenglam ani 
quyidagi ko 'rin ishda yozish m umkin:

x =  t/7, (l)

yoki X = dv/dt ekanligini e ’tiborga olib,

dv _  1 
~dt~ 7

ga kelamiz. Bunda o ‘zgaruvchilarni ajratib  va integrallab, tezlik 
uchun

v = i y + C ,  (2)

ifodaga ega b o ‘lamiz. (2) ga m asalaning boshlang‘ich shartlarin i 
(t=0 da i  = i 0=Vo=0) qo 'y am iz  va С, ni topam iz: С, =0. С, ning 
topilgan qiym atini (2) tenglam aga q o ‘yib, v = d x /d t= i, ekanligini 
n aza rg a  o lib , h a ra k a t ten g lam asin i an iq lash  uchun  quy id ag i 
differensial tenglam aga ega b o ‘lamiz: 

dx_  J_  
dt ~ 14'

т X = F x

(3)

(3) tenglam ada o 'zgaruvchilam i ajratib  va uni integrallasak:

1 I3 , ^x= -------+C2 (4)
14 3 2

(4) m unosabatga bosh lang‘ich shartlarn i (t=0 da  x(0)=x0=0) 
q o ‘yib, integrallash doimiysi C2 ni topamiz:

C 2 = 0 .

Binobarin, avtom obilning izlanayotgan harakat tenglamasi:
t3x=  —  m.
42
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3 - LEKSIYA

NUQTANING ERKIN TEBRANMA HARAKATI

Erkin tebranma harakatga o ‘zgarmas kuchning ta ’siri.
S o ‘nuvchi tebranma harakat

1. Q anday kuchga qaytaruvchi kuch deyiladi?
2. Elastiklik koeffitsienti nima?
3. N u q ta n in g  chiziq li erk in  teb ran m a  h a ra k a t d ifferensial 

tenglam asi qanday ifodalanadi?
4. N uqtan ing  garm onik tebranm a harakati nima?
5. E rk in  te b ra n m a  h a r a k a t  c h a s to ta s i  va  d a v ri q a n d a y  

aniqlanadi?
6 . Erkin tebranm a harakatn ing  am plitudasi va fazasi qanday 

aniqlanadi?
7. E rk in  te b ra n m a  h a ra k a tn in g  qay si x a ra k te r is t ik a la r i  

boshlang‘ich shartlariga bog ‘liq?
8 . Erkin tebranm a harakatga o ‘zgarmas kuchning ta ’siri qanday 

b o iad i?
9. N u q tan in g  so ‘nuvchi teb ranm a h a rak a ti qanday  kuchlar 

ta ’sirida sodir bo 'ladi?
10.So‘nuvchi tebranm a h araka t qanday differensial tenglam a 

bilan ifodalanadi?
l l .S o ‘nuvchi teb ranm a h a rak a t chasto tasi va dav ri nim aga 

bog‘liq?
12.S o‘nuvchi teb ranm a h a rak a t differensial teng lam asin ing  

yechimi qaytaruvchi va qarshilik kuchlari nisbatiga qanday 
uch xil bog'liq?

13.So‘nuvchi tebranm a harakat am plitudasi va fazasi qanday 
aniqlanadi?

14 .S o‘nuvchi tebranm a h araka t dekrem enti nim am  lfodalaydi?

Tayanch so‘zlar va iboralar

T ebranm a harakat. Qaytaruvchi kuch. Elastiklik koeffitsienti. 
E rk in  teb ran m a h a ra k a t. E rk in  teb ranm a h a ra k a t differensial 
tenglamasi. G arm onik harakat. E rkin tebranm a h arakat chastotasi. 
E rkin tebranm a harakat davri. E rkin tebranm a h araka t am plitudasi
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va fazasi. S tatik  cho‘zilish. M uhitn ing qarshilik kuchi. So‘nuvchi 
teb ran m a h a ra k a t differensial tenglam asi. So‘nuvchi teb ranm a 
h arakat dekrem enti. Aperiodik harakat.

7-§ . Moddiy nuqtaning erkin tebranma harakati

D in am ikan ing  ikkinchi m asalasiga m isol ta riqasida  m oddiy  
nuqtaning to ‘g ‘ri chiziqli tebranm a harakatin i ko ‘ram iz. D astlab , 
m o d d iy  n u q ta n in g  e rk in  te b ra n m a  h a ra k a tin i o 'r g a n is h d a n  
boshlaym iz. F araz  qilaylik, massasi m  b o ‘lgan M m oddiy n uq ta  O 
m uvozanat ho latdan x m asofaga siljitib, q o ‘yib yuborilganda, u 
ham m a vaq t m uvozanat holati O ga qarab yo‘nalgan va nuq tadan  
m uvozanat holatgacha b o ig a n  x m asofaga proporsional F=c|x| kuch 
ta ’sirida to ‘g ‘ri chiziqli harakatda b o ‘lsin. Moddiy nuqta ana shunday 
kuch ta ’sirida ham m a vaqt o 'zin ing  m uvozanat

O F M V

holatiga intilib, shu o nuqta atrofida tebranm a harakat qiladi. Bunday 
kuch ta ’siridagi m oddiy nuqtaning tebranishi (bir maromli) garmonik 
yoki erkin tebranma harakat deyilib, F  kuch esa qaytaruvchi (tiklovchi 
kuch) deb  a ta la d i . Bu y e rd a  C e la s tik  jism n in g  N/m b ila n  
o 'lchanadigan bikirlik koeffitsienti b o iib , u nuqtani birlik m asofaga 
ko'chirish uchun zarur bo ‘lgan kuchga teng. Bunday kuchlarga misol 
sifatida elastik kuchni keltirish m um kin.

E rkin  teb ranm a haraka tn i tekshirish uchun m oddiy  nuq tan ing  
ha rak a t differensial tenglam asini integrallash usulini ta tb iq  etam iz. 
M nuq tan ing  to ‘g ‘ri chiziqli trayektoriyasini x  o ‘qi deb  qabul qilib, 
k o o rd in a tan i O m uvozanat h o la td an  hisoblaym iz. Q aytaruvchi 
kuch ham m a vaqt m uvozanat m arkazga yo 'nalib , M  nuq tan ing  
ixtiyoriy ho lati uchun, yuqoridagi m ulohazaga k o ‘ra , quyidagicha 
ifodalanadi:

Fx=-cx (3.1)

U holda, M nuqtaning harakat differensial tenglamasi:
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k o ‘rinishda yoziladi. (3.2) ning ikkala tom onini m ga bo 'lib , va

т X =-сх (3-2)

belgilash kiritsak, differensial tenglam a quyidagicha k o ‘rinishga 
keladi.

"x+^x=0.

Bu tenglama nuqtaning erkin tebranma harakatining differensial 
tenglamasini ifodalaydi. U  koeffitsiyentlari o ‘zgarm as b o ‘lgan bir 
jinsli, ikkinchi ta rtib li, chiziqli differensial tenglam adir. B unday 
tenglam ani yechish uchun, differensial tenglam alar nazariyasida, 
quyidagicha xarakteristik  tenglam a tuzish talab etiladi:

X2+k2=0

А/ 2 =±ik bolganligidan, (3.4) tenglamaning umumiy yechimi 
differensial tenglamalar nazariyasidan ma’lumki, ushbu ko'rinishni oladi:

x -A  cos(kt)+B sin (kt) (3.5)

Bundagi A va В lar nuqtan ing  boshlang‘ich holatiga bog 'liq  
b o lg a n  ixtiyoriy o ‘zgarm aslar. Bularning o ‘rniga boshqa ikkita 
ixtiyoriy a va a  o 'zgarm aslar olamiz.

A = a sin a,
В = a cos a . (3.6)

U  holda, (3.5) yechim quyidagi ko ‘rinishni oladi:

X = a sin (k t+ a) (3.7)

Bu (3.4) tenglam aning boshqacha k o ‘rinishdagi yechimi bo 'lib , a 
va a
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t

v

ixtiyoriy o ‘zgarm aslar, (3.7) yechim garmonik tebranma harakatni
ifodalaydi. Bunday h a rak a tn i to ‘liq tekshirish uchun (3.7) dan 
foydalanish qulay. C hunonchi, harakati kuzatilayotgan nuqtaning 
tezligi

vx= x  =a-k-cos (kt+a),

ga teng b o ‘ladi.
D em ak, m oddiy n u q ta  qaytaruvchi kuch ta ’sirida garm onik

_ n
tebranm a harakatda  b o ‘ladi. ~  ga teng bo ‘lganda uning grafigi

rasm da tasvirlangan. Bu harakatn i xarakterlovchi ham m a mexanik 
k atta lik lam i oddiy kinem atik obraz vositasi bilan oydinlashtirish 
m u m k in . M  n u q ta n in g  0 te b ra n is h  m a rk a z id a n  en g  k a t ta  
chetlanishiga teng bo ‘lgan a m iqdorga tebranish amplitudasi deyiladi. 
Tebranish fazasi f, nuqta  koordinatasidan farqlanib, uning berilgan 
v aq td ag i ho la tin i an iq lab g in a  qolm ay, ba lk i so ‘ngi h o la tin ing  
yo‘nalishini ham  aniqlaydi. a  kattalik  boshlangieh faza deb ataladi. 
N u q tan in g  to ‘la b ir m arta  teb ran ish i uchun  ketgan vaq t T  ga 
tebranish davri deyilad i. E nd i, te b ra n m a  h a ra k a tn in g  davrin i 
topam iz. Buning uchun (3.7) form ulani quyidagicha yozamiz:
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sin[k(t+T)+a]  =  sin (kt+a)

Keltirilgan ayniyatdan:

kT= 2л,

y a’ni davr sarflanguncha tebranish fazasi 2n ga o ‘zgaradi, bundan

"Irr
7V —  (3.8)

к

kelib chiqadi. к- tebranish chastotasi deyiladi. (3.7) dagi ixtiyoriy 
o ‘zgarm aslarni harakatning boshlang‘ich shartidan topam iz, y a ’ni

• •
t= 0  b o ‘lg a n d a  x = xo, x = xq = vq b o ‘ls in , u h o ld a , (3 .5 ) 
tenglam adan: A  = x0, В = Vo/k kelib chiqadi. Bularni ko 'zda  tutib
(3.6) tenglam adan a am plituda bilan a  boshlang 'ich fazani aniqlash 
uchun:

a =
(3.9)

tg a

form ulaga ega bo iam iz .
Keltirilgan natijalarga binoan, moddiy nuqtaning erkin tebranm a 

harakatining quyidagi xossalarini ta ’kidlab o ‘tamiz:
1) tebranishning amplitudasi va boshlang‘ich fazasi, (3.9) ga ko 'ra  

boshlang 'ich shartlarga b o g iiq  b o lad i;
2) tebranish chastotasi (3.3). davri (3.8) boshlang‘ich shartlarga 

bog‘liq bo ‘lmaydi, ular berilgan tebranuvchi sistemaning o 'zgarm as 
xarakteristikasi deyiladi.

A gar m asalada T yoki к kattalikni hisoblashga to ‘g‘ri kelsa, 
kuzatilayotgan nuqta tebranishining differensial tenglam asi tuzilib, 
utfi£(3.4) k o ‘rin ish g a  k e ltir ilad i. S o 'n g ra  esa un i in te g ra lla b  
o ‘tirm asdan davri T (yoki k) (3.8) form uladan topiladi.

Moddiy nuqtaning erkin tebranma harakatiga o ‘zgarmas 
kuchning ta’siri. Faraz qilaylik, M moddiy nuqtaga m uvozanat holati
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О ga qarab  yo 'nalgan qaytaruvchi F  kuchdan tashqari, m iqdor va 

yo ‘nalishi o ‘zgarmas bo 'lgan  Fst kuch ham  ta ’sir etayotgan b o ls in .

3

У

Ë  M Fct

R ° ‘Ost X
X

F  kuchning miqdori aw algidek nuqtadan m uvozanat holatgacha

b o ig a n  m asofaga proporsional, ya’ni F = c  • OM  b o ‘ladi. Bu hoi 
uchun M nuqtaning m uvozanat holati 0¡ nuqta  bo‘lib, u  О nuqtadan

CÔst =  Fs. y°ki Ôst= V

ten g lik la rdan  an iq lanuvchi 00,-8si m aso fada  b o iis h in i  k o ‘rish 
mumkin. Bu yerda 5si kattalikka nuqtaningstatik  chetlanishi deyiladi. 

K oord inata  o ‘qining boshi uchun nuqtaning statik  m uvozanat

holati 0, nuqtani olib, FSI kuchning ta ’sir yo‘nalishi bo‘ylab 0 ,x o ‘qini 

y o ‘naltiram iz. U  holda M m oddiy nuqtaga q o ‘yilgan kuchlarning 
teng ta ’sir etuvchisi

F =.c(x +dJ+F=-cx,

b o iad i. Bu hoi uchun harakat differensial tenglamasi quyidagicha 
yoziladi:

m X =-cx
yoki

Jc +k2x=0
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Keltirib chiqarilgan tenglam a (3.4) tenglam aga m os b o ‘lib, bu 
yerda к (3.3) tenglikdan topiladi. B undan ushbu xulosaga kelamiz: 
o ‘zgarm as k uch  qay taruvch i kuchning  ta ’sirida yuzaga kelgan 
tebranishning xarakterin i o ‘zgartirm asdan, balki bu tebranishning

m uvozanat holatin i Fst yo‘nalishida 8st ga k o ‘chiradi. T ebran ish 
davrini 8st orqali ifodalaymiz:

0 ‘zgarm as kuch og‘irlik kuchiga teng b o ig a n  xususiy holda, 
chunonchi, vertikal prujinaga osilgan yukning harakatida F st = P 
=m g b o ‘lib,

8-§. M oddiy nuqtaning so ‘nuvchi tebranma harakati

M oddiy n uq ta  harakati qarshilik k o ‘rsatuvchi m uhitda (havoda, 
suyuqlikda) sodir b o ‘lsa, uning harakatiga ta ’sir qiluvchi qarshilik 
k uch i p ay d o  b o ‘lad i. Bu q a rsh ilik  kuch i n u q ta n in g  tezlig iga 
p ro p o rs io n a l b o ‘ladi. Biz qarsh ilik  kuchin i tezlikning birinchi 
d a ra ja s ig a  p ro p o rs io n a l, y a ’ni Æ = - p v  deb  o lib , (b u n d a  |J. - 
proporsionallik  o ‘zgarm as koeffitsiyent) m oddiy nuqtan ing  erkin 
tebranm a harakatiga uning k o ‘rsatadagan ta ’sirini tekshiram iz U  
ho lda  m oddiy n u q ta  q o ‘zg‘alm as 0 m arkazga to rtuvch i F x=-cx 
qaytaruvchi kuch bilan tezlikning birinchi darajasiga proporsional

b o ‘lgan 11х=-цух= -ц X m uhit qarshilik kuchi ta ’sirida h arakat qiladi.

y
X

О R F M X
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M oddiy nuqtaning differensial tenglamasi quyidagicha yoziladi: 

m x =  -c x - |ix  (3.10)

Tenglam aning ikkala tom onini m ga bo'lib:

deb olsak (bunda k va n m iqdorlarn i b ir xil 1/s o ‘lcham ga ega 
ekanligini osonlik bilan tekshirish mumkin; bu ularni bir-birlari bilan 
taqqoslashga im kon beradi), harakat differensial tenglamasi quyidagi 
k o ‘rinishda yoziladi:

x  +2nx+lcx=0  (3.12)

Tegishli xarakteristik tenglam aning ildizlari kom pleks bo 'lib , 
m oddiy nuqta  harakat differensial tenglam asining um umiy yechimi 
(3.4) tenglam aning um umiy yechimidan e"nt k o ‘paytuvchi bilangina 
farq qiladi, ya’ni quyidagi ko 'rin ishda yoziladi:

x=e-"'(A cos (kit) + B sin (k tt))  (3.13)

yoki (3.7) tenglik singari,

x=aerm sin (k,t+P) (3.14)

deb yozish mum kin. Bu yerda

k ^ V k 7 ^  (3.15)

D astlab, k > n , y a ’ni qarshilik kuchi qaytaruvchi kuchdan kichik 
b o ‘lgan holni k o ‘rib chiqamiz. (3.14) yechimdagi a va fi ixtiyoriy 
o ‘zgarm aslar nuqta  harakatining boshlang‘ich shartlaridan topiladi. 
N uqtaning (3.14) qonunga muvofiq sodir b o lad ig an  tebranishini 
so‘nuvchi tebranish deb ataladi. Chunki bunda tebranish am plitudasi 
e"nt ga k o ‘paygani tufayli vaqtga qarab  kam ayib, nolga yaqinlashib 
boradi. Y a ’ni u oz fursat o ‘tm ay kichraygani uchun tebranish tezda 
so ‘nadi. Bu hol uchun teb ran ish  chasto tasi (3.15) tenglik bilan
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ifodalangan k, m exanik kattalik  b o ‘ladi. Shunga k o 'ra , tebranish 
davri quyidagicha yoziladi:

271

*1 -¡k2 n2 (3.16)

Endi erkin teb ran ish  davri bilan so ‘nuvchi teb ran ish  davrini 
solishtiramiz:

T 2n T 27t
T = —  va T, = —  

k ' k,

Bunda k j< k  b o ig a n id a n  T ,> T  kelib chiqadi. B undan shunday 
xulosaga kelamiz: m uhit qarshiligi tebranish davrini erkin tebranish 
davriga qaraganda bir m uncha oshiradi. Am m o qarshilik ju d a  ham  
kichik b o ‘lganida ( n « k  ), k ,= k  deyilsa ham  unchalik xatolikka yo‘l 
qo‘yilmagan b o ‘ladi va T , = T  deb olamiz. Shuning uchun m uhit 
qarshiligining tebranish  davriga ta ’sirini sezilmas darajada kichik 
deyish m um kin.

Endi so‘nuvchi tebranish amplitudasining vaqt o ‘tishi bilan qanday 
o ‘zgarishi ustida to ‘xtalamiz. So‘nuvchi tebranish am plitudasi

A -a  e~' (3.17)

ga teng.
Vaqt o ‘tishi bilan so ‘nuvchi tebranish am plitudasining o ‘zgarish 

qiymatini ifodalaydigan jadvalni tuzamiz:

t 0 7, T. T.
2 — m——, (myO)

2 2 2
A a nT,

ae  2 ae -
nT. 

-m — -

ae  2

Bu jadvaldan  k o ‘ram izki, so ‘nuvchi tebranish am plitudasi yarim  
davrda kam ayuvchi geom etrik progressiya qonuni b o ‘yicha o ‘zgarib 
boradi. Bu progressiyaning maxraji:
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иТ, É?
Т.

(3.18)

ga teng b o iib , u so ‘nish dekrementi deb ataladi. Bundan ko ‘ram izki, 
har yarim  davrda, qarshilik tufayli, tebranm a harakat am plitudasi 
q qadar kam ayib boradi. So‘nish dekrementining natural logarifmini 
so 'nuvchi tebranishning logarifmik dekrementi deyiladi, ya'ni:

Endi (3.14) ifodaga asoslanib , so ‘nuvchi teb ran ish  grafig ini 
q u ra m iz . S o ‘nuvch i te b ra n m a  h a r a k a t  g rafig i te n g la m a la r i  
x= ±ae~"' bo 'lgan ikki egri chiziq orasida b o ‘lib, bu egri chiziqlarga 
urinib o ‘tadi. chunki sin(k,t+/3) ning m iqdori bundan katta  b o ia  
olm aydi.

Endi n> k  (katta  qarshilik) holni tekshiramiz. Bu holda qarshilik 
kuchi qaytaruvchi kuchga qaraganda yetarli darajada katta  b o ia d i. 
Bu hol uchun  xarak teristik  teng lam an ing  ildizlari quy idagicha 
yoziladi:

Ь ( я ) = - - (3.19)

Xl2 = - n ± л/и2 - k ~

/-o
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0

bundan
n2-k2=r2

desak,
Xj 2 ~ n  ± r

kelib chiqadi. k < n  bo 'lgam dan xarakteristik  tenglam aning ikkala 
ild iz la ri h a q iq iy  va m an fiy d ir. U  h o ld a  h a ra k a t  d iffe ren sia l 
tenglam asining yechimi:

x=CIe~(n+r)+C2e-(n'r)t (3.20)

k o ‘rinishda yoziladi.
e bt funksiya, bu yerda b>0, vaqt o 'tish i bilan m onoton  kam ayib 

nolga yaqinlashib boruvchi bo'lganligidan, nuqta  harakati tebranm a 
h araka t bo 'lm ayd i, n u q ta  qaytaruvchi kuch ta ’sirida m uvozanat 
holatiga asim pto tik  ravishda yaqinlashib boradi. t=0 b o ‘lganda 
x =x0, vo>0 b o ‘lgan bosh lang 'ich  shartlarn i qanoatlan tiruvchi hol 
uchun h a rak a t grafigi tasvirlangan. Q arshilik k a tta  b o ‘lsa erkin 
teb ran m a h a ra k a tn in g  m o n o to n  h a ra k a tg a  av lan ib  so 'n ish in i 
rasm dan ko ‘ramiz. D em ak, k a tta  qarshilik erkin tebranishni darhol 
so‘ndiradi.

Endi n=k holni tekshirib o 'tam iz. Bu hol uchun xarakteristik  
tenglam aning ildizlari haqiqiy, manfiy va bir-birlariga teng b o ‘ladi:

harakat differensial tenglam aning um um iy yechimi:

x= e* ( C,t+C2) (3.21)
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k o ‘rinishda yoziladi. Bu yerda C¡ va C¡ ixtiyoriy o ‘zgarm aslar (3.21)

tenglam a va uning hosilalari asosida t-0  b o lg a n d a  x=xQ, x=x 0=vQ 
boshlang‘ich shartlardan  topiladi.

M oddiy  n uq ta  harakatin ing  bu holi ham  tebranm a h a rak a t 
bo lmaydi. Keyingi har ikki holda nuq ta  aperiodik h arakat qiladi. 
Bu harakatn ing  xarakteri shundayki, t v aq t o 'tish i bilan OM=x 
asim ptotik ravishda nolga yaqinlashadi.



4 - LEKSIYA

NUQTANING MAJBURIY TEBRANMA HARAKATI

Muhitning qarshiligi bo'lmagaitda majburiy tebranma harakat.
Rezonans.

Majburiy tebranma harakatga qarshilikning ta ’siri

1. Q anday kuchga uyg'otuvchi kuch deyiladi?
2. Q achon m ajburiy tebranm a harak a t sodir b o iad i?
3. M ajburiy tebranm a harakatn i qanday differensial tenglam a 

ifodalaydi?
4. N uqtan ing  m ajburiy tebranm a harakati qanday ifodalanadi?
5. M ajburiy tebranm a harakat chastotasi, davri, am plitudasi va 

fazasi uyg‘otuvchi kuchga qanday bog‘liq?
6 . R ezonans nim a va u qachon ro ‘y beradi?
7. M u h itn in g  q a rs h il ig id a  m a jb u riy  te b ra n m a  h a ra k a t  

differensial tenglam asi qanday ifodalanadi?
8 . M uhitning qarshiligi hisobga olinganda m ajburiy tebranm a 

harakatn ing  am plitudasi va fazasi qanday o ‘zgaradi?
9. Nosozlik, qarshilik va dinam ik koeffitsientlar o ‘zaro  qanday 

bog‘langan?

Tayanch so‘zlar va iboralar

U yg‘otuvchi kuch. M ajburiy tebranm a harakat. Uyg‘otuvchi kuch 
a m p litu d a s i. M a jb u r iy  te b ra n m a  h a ra k a t  c h a s to ta s i, d a v ri, 
a m p litu d a s i, fazasi. R ezo n an s. N o so z lik , q a rsh ilik , d in am ik  
koeffitsientlar.

9-§. M oddiy nuqtaning majburiy tebranma harakati

M oddiy n u q ta  m uvozanat ho latidan  q o ‘zg‘atilib, o ‘z  holicha 
tashlab qo 'y ilsa, qaytaruvchi kuch ta ’siri natijasida erkin garm onik 
teb ranm a h a rak a td a  b o ‘lishini ko 'rd ik . A gar m oddiy nuq tan ing  
m uvozanatini buzuvchi kuch o ‘zining davriy ta ’sirini to ‘xtatm asa, 
m oddiy nuq ta  m ajburiy tebranm a harakatda bo ‘ladi. Bu harakatning 
ikki holi bilan tanisham iz.
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Qarshilik boMmaganda moddiy nuqtaning majburiy 
tebranma harakati.

Ikki kuch ta ’sirida to ‘g‘ri chiziqli harakat qilayotgan M  nuqtaning 
harakatin i tekshiram iz

О M

X

Bu kuchlardan b in  F  qaytaruvchi kuch b o iib , u ham m a vaqt M

nuqtan i О m uvozanat holatiga qaytarishga intiladi. Ikkinchisi Fm 
kuch esa, m oddiy nuqtan ing  to ‘g ‘ri chiziqli trayektoriyasi b o ‘ylab 
y o ‘nalib, o‘zining m iqdori v a  yo‘nalishini davriy ravishda o ‘zgartirib 
va M  nuqtani ham m a vaqt b ir tom ondan ikkinchi tom onga k o ‘chirib 
turadigan kuch b o ‘lsin. M oddiy nuqtaning hamma vaqt muvozanatini

buzuvchi bu  Pm kuch «uyg‘otuvchi» (majburiy) kuch deyiladi.

Qaytaruvchi F  kuchning miqdori va yo'nalishi moddiy nuqtaning

holatiga bog‘liqdir. U yg 'o tuvchi Fm kuch esa vaqtning o 'tish i bilan 
o ‘z y o ‘nalishini va m iqdorini m a ’lum qonun b o ‘yicha o ‘zgartirib 
turadi. Biz bu yerda eng oddiy holni tekshirish bilan chegaralanib,

uyg‘otuvchi Fm kuchni garm onik qonun bilan o 'zgaruvchan  qilib 
olamiz, y a ’ni:

Fm= Ii^in(pt)  (4.1)

b o ‘lsin. Bunda H 0 —  uyg‘otuvchi kuchning eng ka tta  qiym ati (kuch 
am plitudasi), p  —  uyg‘otuvchi kuchning doiraviy tak ro rlik  soni 
chastotasi, p t —  uyg‘otuvchi kuchfazasi. H 0— N yutonda, p —  1/s da 
o ‘lchanadi. U yg‘otuvchi kuchning davri
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27t
I  =  —  

p

m a ’lum m iqdordir.
Q arsh ilik  k u ch i boM m aganda m o dd iy  n u q ta n in g  h a ra k a t  

differensial tenglam asini tuzamiz:

mx=-cx+H0 sin (pt)

Bu tenglam aning har ikki tom onini m ga bo 'lib ,

c/m—k2, H Jm —h (4.2)

deb olsak, u

x+k2x - h  sin(pt) (4.3)

k o ‘rinishda yoziladi. Bu m oddiy nuqtaning qarshilik b o ‘lm aganda 
qaytaruvchi va uyg‘otuvchi kuchlar ta ’siridagi tebranm a harakatning 
differensial tenglamasi deyiladi. U ning um um iy yechimini topam iz. 
Tenglam a chiziqli va bir jinsli emas b o ‘lganidan uning yechimini 
ikki qism ga ajratam iz: birinchisi ushbu tenglam aga tegishli bir jinsli 
ten g lam an in g  um um iy  yechim i, ik k in ch is i shu  ten g lam an in g  
qandaydir xususiy yechimi bo'lsin . U lam i x, va x2, um um iy yechimni 
esa, X desak,

x= x+ x2,

kelib chiqadi.
(4.3) ga tegishli bir jinsli tenglam aning um um iy yechimi:

x= a  sin(kt+a)

k o ‘rinishda ifodalanishi bizga m a’lum. Endi (4.3) tenglam aning 
qandaydir xususiy yechimini topam iz. k*p b o ‘lgan hol uchun bu
xususiy yechimni:

x 2=Bsin (pt) +Dcos (pt),

C ' f \ i  SÎ i  -V Я . . ’
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k o ‘r in is h d a  o lam iz . В va D  ix tiy o r iy  o 'z g a rm a s la rn i  (4 .3) 
tenglam aning qanoatlantirilish shartidan aniqlaymiz. Ushbu xususiy 
yechimni (4.3) ga q o ‘yganimizda u  ayniyatga aylanadi, y a ’ni:

-Bp2sin (pt) -Dp2 cos (pt) +k2Bsin (pt) +k2Dcos (pt) -hsin (pt),

yoki

В (k2-p2) sin(pt) + ( k2-p2) Dcos (pt) =hsin (pt)

kelib chiqadi. Bu ayniyatdan В va D  o ‘zgarm aslarning qiymatini 
topamiz:

N atijada, xususiy yechim quyidagicha ifodalanadi:

x 2= , h sin(pt) (4.4)
p -  к

D em ak, (4.3) tenglam aning um umiy yechimi:

x=x]+ x= asin(kt+ a)+ 'p~2 sin(Pl) (4.5)

k o ‘rinishda yoziladi.
Bu tenglam adan M nuq ta  m urakkab teb ranm a h arakat qiladi, 

degan fikr tu g ‘iladi. M urakkab  tebranishning birinchi qismi moddiy 
n u q tan in g  erkin teb ran ish i b o ‘lib, am plitu d asi a  (bosh lang‘ich 
shartlarga bog‘liq bo 'lad i) va doiraviy takrorlig i k, ikkinchi qismi 
nuqtaning m ajburiy tebranishi bo 'lib , am plitudasi A  (boshlang‘ich 
shartlarga bog‘liq b o ‘lmaydi) va doiraviy takrorligi p  b o ‘ladi. Amaliy 
tom ondan, u  yoki bu qarshilikning m uqarrarlig i tufayli nuqtaning 
erkin tebranishi tez fursatda sunib ketishi m um kin. Shuning uchun 
harakati kuzatilayotgan nuqtaning (4.4) tenglam aga m uvofiq sodir 
b o ‘layotgan m ajburiy tebranishinigina tekshirish aham iyatlidir. Bu 
tebranishning chastotasi uyg‘otuvchi kuch chastotasi (p) ga teng.
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Shunga k o ‘ra, ularning davrlari ham  bir xilda b o ‘ladi. Q arshilik 
b o ‘lm aganda nuqtan ing  m ajburiy tebranish amplitudasi:

h
(4.6)

b o ia d i .  p < k  b o i s a ,  a m p litu d a  m u sb a t b o ‘lib , (4 .1) va (4.4) 
tenglam alarni solishtirib, majburiy tebranish fazasi uyg‘otuvchi kuch 
fazasi bilan ham m a vaqt b ir xilda b o iish in i (ya’ni h a r ikkalasi p t ga 
iengjko'ram iz.

p > k  b o ‘lsa, (4.4) tenglam ani quyidagicha yozishga to ‘g ‘ri keladi:

B iroq endi m ajburiy  teb ran ish  fazasi (pt-n) ga teng  b o ia d i .  
D em ak, p> k  b o ‘lganda, m ajburiy tebranish fazasi uyg 'otuvchi kuch 
fazasidan  % k a tta lik k a  farq  q ilar ekan. B inobarin , p < k  b o ‘lsa,

u y g ‘otuvchi F  m kuch  b ilan  n u q tan in g  m ajbu riy  teb ran ish i b ir

yo‘nalishda, p > k  b o ig a n d a  qaram a-qarshi yo‘nalishda b o ia d i  F m 
kuch m aksim al qiym atga erishib, o ‘nga yo‘naladi, tebranuvchi nuqta 
esa chapga m aksim al chetlanadi va hokazo.

Bu m u lo h a z a la rg a  e ’t ib o r  q ilin sa , a m p litu d a  q u y id ag ich a  
ifodalanadi:

p<k b o ‘lganda A = ^ ~ — ï
p k

A m plituda yana m usbat b o iib , u  —------ - ga teng.
p -  k '

h
p < k  b o ig a n d a A= (4.8)
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o 'm
M

p<k

O rm
M

p>k

Y a ’ni m ajburiy  teb ran ish  am plitudasi Fm uyg‘otuvchi kuch 
am plitudasigagina bog iiq  boMmay, uning p chastotasiga ham  b o g iiq  
b o ‘ladi. U yg‘otuvchi kuch chastotasi (p) ning o ‘zgarishi bilan A 
am plitudaning o ‘zgarishini tekshiramiz. U m um an erkin tebranm a 
h araka t bilan majburiy tebranm a harakatning chasto talari (k va p) 
h a r xil b o ‘ladi, chunki u la r bir-b iriga b o g iiq  b o ‘lm agan  ho lda 
o ‘zgaradi. Biroq uyg‘otuvchi kuch chastotasi 0 bilan <*> chegaralar 
orasida o 'zgarganidan (0<p<°°) uning biror qiymati erkin tebranish 
takrorligining k qiym atiga teng b o iib  qolishi m um kin. Bu holda 
m ajburiy tebranish am plitudasi cheksiz ka tta  qiym atga ega b o iad i, 
ya’ni p - k  b o ig an d a , A=°° b o ia d i. Tebranuvchi sistema (inshoot 
yoki m ashina qismlari) qanday  m ustahkam  b o im asin , bu holga 
bardosh bera olmay ishdan chiqadi. M ajburiy tebranish chastotasi 
bilan erkin tebranish chastotasi o ‘zaro teng b o ig a n  hol rezonans 
hodisasi deyiladi. R ezonans hodisasi b o ‘lishini k o ‘rib o ia m iz : p= k 
b o ig a n d a  x2-Bsin(pt)+Dcos(pt) ifoda (4.3) tenglam aning xususiy 
yechimi b o ia  olmaydi, shuning uchun bu xususiy yechimni

x2=Btcos (pt) +Dtsin (pt)

ko 'rin ishda olamiz. M asalaga xuddi aw alg idek  yondoshib, B va D 
o ‘zgarm aslam i topamiz:
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В = ------ , D=0.
2 р

U  holda xususiy yechim:

x ,= ------ tcos(pt),
- 1 - 2 R________

yoki

ht n
x 2= ^ - s in ( p t - - ) ,  (4.9)

ko‘rinishda yoziladi. Dem ak, rezonans hodisasida majburiy tebranm a 
harakatning am plitudasi vaqtga proporsional ravishda o ‘sar ekan. 

Endi bu tebranishning grafigini quramiz. Uning grafigi tenglamasi

h
X ,-± ir~  b o ig a n  ikki to ‘g ‘ri chiziq orasidagi sinusoida b o ia d i.

Z ¿P
B undan k o ‘ram izki, tebranuvchi n uq ta  h araka tiga  hech qanday 
qarshilikning ta ’siri b o im asa , rezonans hodisasida uning m ajburiy 
tebranishining am plitudasi tez о ‘sib ketadi.
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R ezo n an s hod isasida  faza la r siljishi ^  ga  teng b o ‘lad i. E ndi

am plituda bilan majburiy tebranish chastotasi orasidagi bog ian ishn i 
tasvirlovchi grafikni quram iz. Buning uchun am plituda (dinam ik 
siljish) ni ifodalaydigan form ulani quyidagi ko 'rin ishda  yozamiz:

M oddiy nuqtaning H 0 kuch ta ’sirida oladigan statik  siljishini &st 
orqali belgilasak, u ta ’rifga k o ‘ra

с

ga teng b o ia d i. M ajburiy tebranish am plitudasi A ni statik  siljish 
¿>t¡ ga nisbati
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dinam ik koeffitsient deb ataladi. X o ichovsiz  kattalik. U  m ajburiy 
tebranish am plitudasi, ya’ni A, statik siljish 8stdan necha m arta  ka tta  
ekanligini k o ‘rsatad i va p/k nisbatga b o g iiq  o ‘zgaradi.

P
R asm da bu m unosabatning grafigi tasvirlangan. —- 0  b o ig a n d a

______K

1 bo ‘ladi. —=1 b o ig a n d a  rezonans hodisasi boshlanib, -5— =°°
8st K -si
ga aylanadi.

Qarshilik boiganda moddiy nuqtaning 
majburiy tebranma harakati

M uhit qarshiligi erkin tebranm a harakatn i so‘ndirishini k o ‘rib 
o ‘td ik . E n d i, m u h it q a rsh ilig in in g  m a jb u r iy  te b ra n is h g a  
k o 'rsa tad ig an  t a ’sirini tekshiram iz. Bu ho lda m oddiy M  n u q ta

qaytaruvchi F  kuch, tezlikning birinchi darajasiga proporsional

b o ig a n  m uhitn ing qarshilik  R  kuchi va uyg‘otuvchi F m  kuch  
t a ’sirida h a ra k a t q iladi. U n ing  h a ra k a t differensial tenglam asi 
quyidagi k o ‘rinishda b o iad i:

x  +  2n x  + k2x=h sin(pt), (4.11)

bunda

^  M’ , ? c u n<>2n= — , k2= — , h = —  
ni m m

Bu tenglam aning um um iy yechimini ham  ikki qism ga ajratam iz, 
y a ’ni:

40



deb olamiz.
Bu yerda x, tenglam aning bir jinsli qismining um umiy yechimi, 

x2 te n g la m a n in g  xususiy  y ech im i. n < k  ho i u ch u n  b ir  j in s li 
tenglam aning yechimi quyidagicha b o ia r  edi:

x / = aem sinfk^+ß). (3.14)

X =  Х , + Х 2

Bunda к ,= л /К2—In .1 . x2 yechimni:

x, = A sin(pt-S),

ko 'rin ishda  olamiz.
Bu yerda A va S o'zgarm aslarni shunday tanlaymizki, ular (4 .11) 

tenglam ani qanoatlantirsin. H osilalam i hisoblasak:

x 2= = Apcos(pt-b), x 2 = —jy~  =  ~AP2 sin(pt-b), 
at at

kelib chiqadi.
Bu hosilalar va x2 ning qiymatini (4.11) tenglamaga q o ‘yib ham da

p t-6  =  <p yoki p t = ф +6 desak,

A(-p2+k2)simp +2npAcostp = h(cosb simp +siriö cosy), 

ayniyatga ega bo'lam iz.
Bu te n g lik  a y n iy a t b o ‘lg a n id a n  sin<p va cos ф o ld id a g i 

koeffitsientlar quyidagi shartni qanoatlan tirish i kerak:

A(k--p2)=h cosb,
2npA=hsinb.

U shbu tenglam ani chap va o ‘ng qism larini kvadratga k o ‘tarib, 
hadm a-had q o ‘shib A ni va nisbatlarini olib cp ni topish mumkin:
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h _ 2 np
A y l t f - p y + t á p 2 ' tgS_ k2- p 2 ' (4 1 2 >

Bular e ’tib o rg a  o linsa, (4.11) tenglam aning xususiy yechim i 
quyidagicha yoziladi:___________________________________________

x2 = Asin(pt-S). (4.13)

U  h o lda  m oddiy  n u q ta  h a ra k a t d ifferensial tenglam asin ing  
umumiy yechimi

x , =  a e nl sin(k lt+P)+Asin(pt-8),

k o ‘rinishda yoziladi. Bu yerda a  va P o 'zgarm aslar boshlang‘ich 
shartlarga bog‘liq b o iib , A va 8 boshlang‘ich shartlarga bog‘liq 
b o ‘lmaydi.

Bundan ko‘ramizki, tebranuvchi nuqtaning harakati ikki qismdan 
iborat: 1) so ‘nuvchi tebranish, 2) o ‘zgarm as am plitudali m ajburiy 
tebranish. M ajburiy tebranishning chastotasi uyg‘otuvchi kuchning 
chastotasiga teng, fazasi esa uyg‘otuvchi kuchning fazasidan 8 ga 
farq qiladi. Bir m uncha vaqt o ‘tgandan keyin so ‘nuvchi tebranish 
yo‘qolib, h a rak a t statsionarlashadi, ya’ni harakat faqat m ajburiy 
tebranishdan ibora t b o ‘ladi:

x  = A sin(pt-h). (4.14)

Bu holat uchun tebranish chastotasi uyg‘otuvchi kuch chastotasiga 
teng b o 'lad i. Shuning  uchun m ajburiy  tebran ish  davriga m uhit 
qarshiligining hech qanday ta ’siri b o ‘lmaydi. Am plitudasi A esa bir 
vaqtda p va n ga bog‘liq b o ia d i. B undan m uhit qarshiligi m ajburiy 
tebranm a harakatn ing  am plitudasini kam aytiradi degan xulosaga 
kelamiz. M uhit qarshiligining am nlitudaga ta ’siri rezonans vaatida

h
juda  ham  sezilarli, y a ’ni k= p b o ‘lganda ^ =nUp  b o ‘ladi. M uhit

qarshiligi m avjud b o ‘lganda, rezonans vaqtida, am plituda cheksiz 
qiym atga ega b o ‘lm aydi. A am plitudaning  m aksim al qiym atin i 
differensial hisobida k o ‘rsatilgan usul bilan topamiz. Buning uchun
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k va n berilgan deb qaralsa, (4.12) form ulada ildiz ostidagi ifoda p 
chasto taning funksiyasi bo‘ladi, uni f(p) deb belgilaymiz, y a ’ni

f (p )= (k 2-p2) 2+4n2p2.

Bu tenglikni p  ga nisbatan ikki m arta differensiallasak:

f '(p )= -2 (k 2-p2)2p+8n2p  (4.15)

f " ( p ) ~  -4(k2-p2) +8p2+8n2

kelib chiqadi.
O xirgi m u n o sa b a tla rn in g  b irin ch is in i no lga  te n g la sh tir ib , 

yechim lam i topamiz. U lar

p,-0, p 23 =  ±-Jk 2-2ti2, (4.16)

ga teng b o ‘ladi. Bu qiym atlarda f(p) funksiyaning, darhaqiqat, A 
am plitudaning m aksim al va minimal b o ‘lishini aniqlaymiz. Buning 
u c h u n /  (p) ning qiym atidan foydalanam iz, y a ’ni, yechim larda 
uning m usbat va m anfiy b o ‘lishini tekshiram iz. (4.16) ni (4.15) 
tenglikning ikkinchi qismiga qo'yam iz:

/  V , ) = -4 * 2 + 8«2 = 4(2«2 -  k 2) < 0

bo 'lib , f (p)  funksiya maksimal va am plituda A m inimum qiym atga 
erishadi. Bunda

/  '(& * )=  + 12k 2~ 24n2 + 8n 2= 8(k2 - 2 n 2)>0

bo'lib, f f p j funksiya m inimum va am plituda A m aksim um  qiym atga

erishadi. Endi am plituda A ning m aksim um  qiym atini hisoblaymiz. 
Buning uchun P2 3 ning qiym atini (4.12) form ulaga q o ‘yamiz:

Ama*-  2n j k 2- n 2 (4-17')

hosil b o iad i. (4.12) form ulani quyidagicha yozish m umkin:
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h
Bundan —j  = 8st P=P, bo ‘lgandagi am plituda, rezonans hodisasi 

/c
m utlaqo b o im ay d i. R asm da uch hol uchun (4.18) form ula grafigi 
(turli qarshilik koeffitsientlari uchun) qurilgan. Dinam ik koeffitsiyent 

A P
ö — ord inata  o ‘qi, absissao ‘q ib o ‘y la b q o ‘yilgan. Eng pastki egri
ost K

n
chiziq uchun qarshilik koeffitsienti n, o 'rtadagisi ~  va ustidagisi 

n
uchun — olingan. Bu egri chiziqlarni solishtirib, qarshilik koeffitsienti 

n qancha kichik b o ‘lsa, am plitudaning qiym ati rezonans holatidagi 
P

= 1 q iym atiga shuncha yaqin b o ‘lishini ko'ram iz.
K

Majburiy tebranishning umumiy xossalari. Y uqorida  topilgan 
natijalardan, nuqtaning erkin tebranishidan m utlaqo farq  qiluvchi 
m a jb u riy  teb ra n ish n in g  quy idag i m uh im  x o ssa la rin i ke ltirish  
mumkin:

1. M ajburiy  tebranish  am plitudasi A  bosh lang 'ich  shartlarga 
b o g iiq  bo im ay d i.

2.Qarshilik b o ig a n d a  m ajburiy tebranish so 'nm aydi.
3 .M ajburiy  tebranish chastotasi uyg'otuvchi kuch chastotasiga 

teng b o ia d i  va teb ranuvch i sistem a xa rak te ris tik asig a  b o g i iq  
bo im ayd i.

4 .A g ar q a rsh ilik  k ichik  b o i ib ,  b iro q  p k ga y aq in  b o is a ,  
uyg'otuvchi Kucnning im nu kiwuik ham  intensi« m aihnriv 
tebranish (rezonans) hosil b o iish i mum kin.

5. Agar p chastota k dan birmuncha katta b o isa , hatto  uyg'otuvchi 
kuchning k a tta  qiym atlarida ham , m ajburiy tebranishni istalganicha 
kichraytirish mumkin.
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M ajburiy  tebranish, xususan rezonans, fizika va texnikaning 
ko 'pg ina  tarm oqlarida k a tta  rol o ‘ynaydi. M asalan, m ashina va 
dvigatellarn ing  ishlashida, o d a td a  davriy kuchlar paydo  b o ‘lib 
(vujudga kelib), u lar m ash ina  q ism larin ing  yoki poydevorn ing  
m ajburiy tebranishini hosil qilishi mum kin. K o ‘pgina m uhandislik 
inshootlarida rezonans hodisasi m aqsadga nom uvofiq b o ‘lib, uni 
y o ‘qotish choralari k o 'rilad i, buning  uchun p va к ch as to ta la r 
orasidagi m un o sab a tla r shunday tan lanad ik i, am alda m ajburiy 
tebranish am plitudasi nolga teng b o iib  qolsin ( p » k ) .  Aksincha, bir 
misol olaylik: radiotexnikada rezonans hodisasi ju d a  ham  foydali 
b o ‘lib , b ir rad io  s tan s iy a  s ig n a lla rin i b o sh q a la rn in g  h am m a 
signallaridan ajratib turish uchun q o ‘llaniladi.

Bir qa to r asboblarni loyihalash masalasi ham  m ajburiy tebranish 
nazariyasiga asoslanadi. M asalan, vibrograflar —  tebranuvchi jism  
(p o y d ev o r, m ash ina  q ism lari va b o sh q a la r)  n ing  s ilk in ish in i 
o ‘lchaydigan va xususan, seysm ograflar —  Y er qa tlam larin ing  
tebranishini va shunga o 'xshashlarni yozuvchi asboblar.



5 - LEKSIYA

MEXANIK SISTEMA

M exanik sistemaga ta ’sir etuvchi kuchlar 

harakatining differensial tenglamasi

1. M exanik sistema nima?
2. M exanik sistema qachon erkin. qachon erkinm as deyiladi?
3. Mexanik sistemaga ta ’sir etuvchi kuchlami necha turga ajratish 

mumkin?
4. Q anday kuchlarga tashqi kuchlar deyiiadi?
5. Ichki kuchlar deb nim aga aytiladi?
6. Ichki kuchlar qanday muhim xossaga ega?
7. M exanik sistema m assalar m arkazi nima?
8. M assalar m arkazi radius vektori va koordinatalari qanday 

aniqlanadi?
9. M exanik sistema harakatin ing differensial tenglam asi qanday 

ifodalanadi?
10.S istem a h a ra k a t d ifferensial teng lam alarin i yechishdagi 

qiyinchiliklar nim adan iborat?

Tayanch so‘zlar va iboralar

Mexanik sistema. Tashqi kuchlar. Aktiv tashqi kuchlar. Passiv 
tashqi kuchlar. M assalar m arkazi. M assalar m arkazi radius vektori 
k o o rd in a ta la r i .  M e x a n ik  s is tem a  h a ra k a t in in g  d if fe re n s ia l 
tenglam alari.

I0-§. M exanik sistema va unga ta ’sir etuvchi kuchlar.
Ichki kuchlarning xossalari

Ilg a rilan m a  h a ra k a tla n a y o tg a n  q a ttiq  jism g a  yoki m asa la  
shartiga muvofiq o ‘lchamini hisobga olm asada b o iad ig an  va m oddiy 
nuqta  deb qaraladigan jism ga moddiy nuqta  h arakat dinam ikasini 
to ‘liq qoM lash m u m kin . M o d d iy  n u q ta la r  m exan ik  sistem asi 
harakatini o‘rganish uchun esa uning har qaysi nuqtasining harakatini 
alohida o ig an ish  zarur. M exanikada, m oddiy nuqtalam ing  mexanik
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sistemasi deganda, bir-birlari bilan o ‘zaro ta ’sirlashuvchi m oddiy 
n u q ta  (yo k i jism ) lar to 'p lam in i tu shun ilad i. B oshqacha qilib  
aytganda, mexanik sistemaning har bir nuqtasi (yoki jismi) ning holati 
va h a rak a ti qolgan ham m a n uq ta  (yoki jism ) larining holati va 
harakatiga b o g iiq  b o ia d i, ya’ni sistema nuqta (yoki jism ) lari bir- 
biri bilan m a ’lum m unosabatda bo g iangan  holda harakatda b o iad i. 
Jum ladan, h a r  qanday qattiq jismni ham  uni tashkil qilgan zarralari 
(nuq ta lari) ning sistem asi deb qaray  olam iz. T a ’rifga m uvofiq, 
Q uyosh sistemasi ham  mexanik sistemaga klassik misol b o ia  oladi, 
chunki uning ham m a jism lari (Quyosh va planetalar) o ‘zaro butun  
olam tortishish kuchi ta ’sirida b o ia d i. M exanik sistem aga boshqa 
misol sifa tida  istalgan m ashina yoki m exanizm ni olish m um kin, 
chunki un in g  ham m a qism lari b ir-b irlari bilan geom etrik  tu rli 
bog ian ish lar: masalan, sham irlar, sterjenlar, arqonlar, tasm alar yoki 
tishli g ‘ild iraklar vositasida b o g ian g an  b o ia d i. Bu holda sistema 
jism lariga (zvenolariga) bog ian ish la r orqali beriladigan taranglik 
yoki o ‘zaro bosim  kuchlari ta ’sir etadi.

A g ar s is tem an in g  h a ra k a tid a  u n in g  ix tiy o riy  ik k i n u q ta s i 
o ra s id ag i m aso fa  ham m a v a q t o ‘zg arm ay  qo lsa  (h a r  q an d ay  
sharoitda), o ‘zgarm as mexanik sistem a deyiladi. M asalan, absolyut 
qa ttiq  jism . A ksincha, bu m asofa o ‘zgarib borsa, o ‘zgaruvchan 
m exanik sistem a deb ataladi. M asalan , deform atsiyalanuvchi jism . 
Shuningdek, m exanik sistema b o g ian ish li va b o g ian ish siz  (erkin) 
b o iish i m um kin. A gar sistema nuqta (yoki jism) lari fazoda istalgan 
y o 'na lishda  h a rak a tlan a  olsa bunday  sistem a erkin sistem a deb 
ataladi. M asalan , Y er va Quyosh sistem asi erkin haraka tlanad i, 
yoki gaz to ig 'a z i lg a n  havo shari. A gar sistem a n u q ta la rin in g  
h a ra k a t ig a  b iro r  chek  q o ‘y ilgan  boM sa, b u n d a y  s is te m a n i 
b o g ian ish d ag i (erkinm as) sistema deyiladi. M asalan, krivoship- 
polzunli m exanizm.

M exanik sistemaga ta ’sir etuvchi ham m a kuchlam i ichki va tashqi 
kuchlarga ajratish mumkin. Berilgan sistema nuqtasi (yoki jism) ga 
bu sis tem ag a  k irm ay d ig an  b o sh q a  n u q ta  (yoki jism ) la rn in g  
ko‘rsatadigan ta ’sir kuchlari tashqi kuchlar deyiladi. Sistemaga ta ’sir

etuvchi tashqi kuchni bundan keyin F e bilan belgilaymiz.
Berilgan sistem adagi n uq ta  (yoki jism ) larn ing  o ‘zaro  t a ’sir 

kuchlari ichki kuchlar deyiladi. B undan keyin sistem aning ichki

kuchlarini F ' bilan belgilaymiz.
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Sistema nuqta lariga  ta ’sir etayotgan kuchlarni tashqi va ichki 
kuchlarga ajratish shartli b o iib , qaralayotgan sistema tarkibiga nima 
k iritilg an lig ig a  b o g i iq d ir .  M asa lan , av to m o b il d v iga te lin ing  
krivoship-porshenli mexanizmini sistema deb qabul qilsak, uning 
zvenolari orasidagi o ‘zaro  ta ’sir kuchlari ichki kuchlarga kiradi. 
K rivosh ip -po rshen li m exanizm ga n isb a tan  gazlarn ing  dvigatel 
porsheniga bosim i tashqi kuch b o ia d i. A gar avtom obilni dvigatel 
bilan b irgalikda b ir sistem a deb qabul qilsak, b u n d a  gazlarning 
dvigatel porsheniga ta ’siri ichki kuch b o ia d i. Bunday sistema uchun: 
avtomobil og‘irligi, y o in in g  norm al reaksiyasi, avtom obil g‘ildiragi 
bilan yo‘l sirti orasidagi ishqalanish kuchi, havoning qarshilik kuchi 
tashqi kuchlar b o ia d i.

Sistema n u q ta  (yoki jism) lariga ta ’sir etuvchi kuchlarni boshqa 
jiha tdan  ham  yana ikki guruhga ajratish  m um kin: aktiv  kuchlar 
(sistema nuqta lariga  bevosita q o ‘yilgan kuchlar) va passiv kuchlar 
(bog ian ish  reaksiyalari).

Q o'yilgan aktiv  kuchlar ta ’siridan sistem a m a ’lum harakatda  
b o iad i. Biroq sistem aga qo ‘yilgan b o g ian ish  bu harakatn i m a’lum 
yo‘nalishlarda cheklab o 'm iga  boshqa harakatning vujudga kelishiga 
sabab b o ia d i .  Shuning uchun dinam ika m asalalarin i yechishda 
b o g ia n ish  ta ’sirini reaksiya bilan alm ashtirib , u tashqi kuchlar 
qatoriga q o ‘shiladi.

Aktiv kuchlar va b o g ian ish  reaksiyalari o ‘z navbatida ichki yoki 
tashqi kuchlar b o iish i mum kin.

N u q ta  (y o k i s is tem a) n in g  h a ra k a t id a ,  u la rg a  q o ‘y ilg an  
b o g ia n ish la rn in g  reaksiyalari faq a t u larga  ta ’sir etuvchi ak tiv  
kuchlarga va bog ian ish larn ing  turiga b o g iiq  b o iib g in a  qolmay, 
balki berilgan nuq ta  (yoki sistema) harakatin ing xarakteriga ham  
b o g iiq  b o ia d i. M asalan, ipga b o g ian g an  yukning harakati holida 
ipning reaksiyasi yukning b o sh lang ich  tezligiga va vaqtga b o g iiq  
b o iish i mum kin.

\
\
\
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T a ’sir va aks ta ’sim ing tenglik qonuniga ko ‘ra  sistemaning har 
qanday ikki nuqtasi (m asalan, M , va M 2 nuqtalari) m iqdor jihatdan  
teng va bir chiziq b o ‘ylab qaram a -  qarshi tom onlarga yo 'nalgan Fx‘ 
va F 2‘ kuchlar bilan bir-biriga ta ’sir etadi. Shuning uchun

f ;+ f ‘=o.

Sistem a n-ta  n u q ta la rd an  tashkil topsa, sistem aning ham m a 
n u q ta la ri o rasidag i o ‘zaro  ta ’sir k u ch larin i (sistem aning ichki 
kuchlarini) turli o ‘rin almashtirishlar bilan juft-juft qilib olib quyidagi 
xulosaga kelam iz; istalgan sistem ada ham m a ichki kuchlarn ing  
geometrik yig'indisi, ya’ni bosh vektori nolga teng:

0_____________________ (5.1)*= 1

B undan  k o ‘ram izki, sistem adagi h am m a ichki kuch larn ing  
istalgan o‘qdagi proyeksiyalarining algebraik yig‘indisi ham  nolga 
teng:

27X ! = 0, Z  Y } = 0, ¿ Z ‘ = 0 (5.2)
k=i * ’ k=i * ’ k=i * v ’

Q ayd etilgan qonun asosida sistema ichki kuchlarining biror 0 
m arkazga nisbatan  m om entlarining yig‘indisi (bosh momenti) uchun 
ham  quyidagi tenglam alam i yozamiz:

M ' = Zm 0 (F ')= 0, (5.3)
k=l

(5.1) va (5.2) tenglik lar sistem a n u q ta la ri ichki kuchlarin ing 
birinchi xossasini, (5.3) va (5.4) tengliklar esa, ularning ikkinchi 
x o ssasin i ifo d a la y d i. (5 .1) v a  (5 .3) te n g lik la r  b irg a lik d a  va 
shuningdek, (5.2) va (5.4) birgalikda fazoda ixtiyoriy joylashgan 
k u ch la r s istem asin ing  m u v o zan a t ten g lam alarig a  o ‘xshashdir.
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A m m o, keltirilgan xossalardan ichki kuchlar o ‘zaro  m uvozanat- 
lashgan b o ia d i  va sistema harakatiga hech qanday ta ’siñ  b o im ay d i 
degan xulosa kelib chiqmaydi, aksincha, bu ichki kuchlar m exanik 
sistemasining turli nuqta (yoki jism) lariga qo ‘yilganligi sababli ushbu 
n u q ta  (yoki jism ) larn i b ir-b iriga n isba tan  h a rak a tlan tira  olishi 
m um kin. Q aralavotgan sistem a absolyut q a ttiq jism b o is a , ichki 
kuchlar m uvozanatlashgan b o ia d i.

Q attiq  jism  va boshqa m exanik sistemaning ilgarilanm a h arakati 
unga ta ’sir etuvchi kuchlarga va harakatlanayotgan  sistema (yoki 
jism ) n in g  m a ssa la r  y ig 'in d is ig a  b o g i iq .  S is tem a n u q ta la r i  
m assalarining yig 'indisi sistem aning m  massasi deyiladi. Sistem a n 
m oddiy nuq tad an  ibora t b o is in . Bu nuqtalarn ing  ho latin i Oxyz 
k o o rd in a ta la r  s is tem asig a  n is b a ta n  tek sh iram iz . B u n d a  M k 
sistem aning ixtiyoriy k-nchi nuqtasi, r k (k= l,n ) uning radius vektori, 
xk,yk,zk-koo rd in a ta la ri bo is in .

Sistem aning  m assalar m arkazi deb uni tashkil etgan zarralarning  
n in s 'ia ln r i  tn 'n ln n a n n  vpnm ptrik  nua ta  C  v a  avtilib . h o la ti ushbu  
fo rm u la d a n  aniqlanadi:

l l -§ . Mexanik sistema massalar markazi 
va uning koordinatalari

n

(5.5)
m
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Bii form ulada m k -  sistem ada olingan ixtiyoriy Mk nuqta.ning 
m assasi, Tk — shu nuqtaning radius vektori, m =  Emk -  bu tun  sistema 
massasi. Shunday qilib, sistemaning m assalar m arkazi deb massasi 
sistema massasiga teng va o ‘rni (5.5) bilan aniqlanadigan (faraziy) 
nuq taga  aytiladi.

(5.5) tenglikni Dekart koordinata o ‘qlariga proyeksiyalab, sistema 
m assalar m arkazi koordinatalarining ifodasi topiladi:

G archi, sistema m assalar m arkazining holati bir jinsli og 'irlik 
m aydonida joylashgan qattiq  jism ning o g ir lik  m arkazi bilan ustm a
-  ust tushsada, bu tushunchalar har doim ayni bir tushuncha b o ia  
olm aydi. y a ’ni ular b ir -  b irlaridan farqlanadi. O g irlik  m arkaz[ 
tushunchasi jismdagi ham m a moddiy nuqtalar o g irlik  kuchlarining 
teng ta ’sir etuvchisi o ‘tadigan nuqta  b o iib , am alda faqat og‘irlik 
m aydonida joylashgan qattiq  jism lar uchungina m a’noga ega bo iad i. 
M assa la r  m ark az i tu sh u n ch as i esa, s istem adag i m assa la rn in g  
taqsim lanishini xarakterlovchi kattalik  b o iib , har qanday ixtiyoriy 
m exanik sistema uchun m a’noga ega. M assalar m arkazi tushunchasi 
berilgan sistema biror kuch ta ’siridami yoki y o ‘qmi bunga b o g iiq  
b o im a g a n  holda o ‘z m a ’nosini saqlaydi. Bularga ko ‘ra  va massa 
h a r  q a n d a y  sistem aning  a jra lm as xossasi b o ig a n lig i  sabab li, 
m assa la r m arkazi tu sh u n ch asi o g 'irlik  m ark az i tu shunchasiga  
qaraganda kengroq m a’noga ega.

A gar n-ta nuqtalardan  tashkil topgan sistem aning ixtiyoriy k- 
nuqtasiga tashqi Fek kuchlarning teng ta ’sir etuvchisi va ichki F'k 
kuchlarning teng ta ’sir etuvchisi q o ‘yilgan b o is a , u holda sistemaning 
ushbu nuqtasining h arakat differensial tenglam asini dinam ikaning 
asosiy  tenglam asiga k o ‘ra  tuzish m um kin . M asa lan , u vek to r 
k o ‘rinishda quyidagicha yoziladi:

_ I« .* . v 2 X v ,» "c—
mm m

I2-§. Mexanik sistema harakatining 
differensial tenglamalari

(5 .7)
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Bu yerda k = l, n bo igan lig idan  (5.7) n-ta tenglam alar sistemasini 
hosil q ilad i. (5 .7 ) ga  m ex an ik  sistem a h a ra k a tin in g  v e k to rli 
d ifferensial ten g lam a la ri deyiladi. U sh b u  vek to rli d ifferensial 
tenglam alam i D ekart koord inata  o ‘qlariga proyeksiyalab, mexanik 
sistem a n u q ta la ri h a ra k a tin in g  3-n t a differen sial te n glam alar 
sistemasini hosil qilamiz.

mkxk = / £ + / £

mky k = F eky+ F ‘ky( k = ü )

mk^k = Fkz + Fb
Berilgan kuchlarga va boshlang‘ich shartlarga k o ‘ra , mexanik 

sistemaning harakatin i aniqlash uchun uning n  ta  nuqtasining 3n ta  
ikkinchi tartibli differensial tenglamalar sistemasini integrallash kerak 
b o ia d i. Um um iy holda, tenglam alarning soni ka tta  bo igan lig i va 
boshqa sabablarga k o ‘ra  bu m asalaning aniq yechimi topilm agan.

M exanik sistema harakatining ushbu 3n ta differensial tenglamalar 
s is te m a s in i a n a l i t ik  y ech ib  b o 'lm a s lik n in g  b o s h q a  s a b a b i 
tenglam aning chap qism iga kiruvchi ichki kuchlarning funktsional 
k o ‘rin ish in ing  n o m a iu m lig i b o i s a ,  y an a  bir sab ab i, bu  ichki 
kuchlam i m exanik sistema n nuq talam ing  hali aniqlanishi kerak 
b o ig a n  koordinatalariga bog‘liqhgi. 3n differensial tenglam alam i 
integrallashdagi yana b ir qiyinchilik mexanik sistem aning barcha n 
nuqtalari uchun um umiy holda, boshlang‘ich shartlam i t o i a  hisobga 
olib b o im a s lik  b ilan  b o g iiq d ir . Shuning uchun ham  m exanik  
sistem aning haraka tin i uning differensial tenglam alarini analitik  
yechish bilan tavsiflash m um kin emas. Bu masalani elektron hisoblash 
m ash inalarin i q o i la b  yetarlicha an iq lik  bilan taq rib iy  yechish 
mumkin.

B iroq d in am ik an in g  k o ‘p g ina  am aliy m asa la la rid a  sistem a 
nuqtalarining h a r birining harakati o ‘rganihnasdan bu tu n  sistema 
harakatining b a ’zi yig‘indi oMchovlari o'zgarishini kuchlar ta ’sirining 
yig‘indi o ‘lchovlariga b o g iiq  ravishda aniqlash talab etiladi. Shuning 
u ch u r m exanik sistem a dinam ikasida differensial teng lam alam i 
in teg ra llash  m e to d i o ‘ra ig a  k o ‘p in ch a  d in am ik an in g  um um iy  
teorem alari q o ilan ilad i.



6 - LEKSIYA

MASSALAR GEOMETRIY ASI

Qattiq jismning inersiya momenti. Inersiya vadiusi. Parallel
o'qlarga nisbatan inersiya momenti haqida teorema. Inersiya 

ellipsoidi. Inersiya bosh o ‘qi va markaziy bosh o'qi.

1. N uqtaga, o ‘qqa va tekislikka nisbatan qattiq jism ning inersiya 
m om enti deb qanday kattalikka aytiladi?

2. N im ani qattiq  jism ning inersiya radiusi deyiladi?
3. Parallel o ‘qlarga nisbatan inersiya m om entlari o ‘zaro qanday 

bog'liq?
4. M arkazdan  qochm a inersiya m om enti deb nim aga aytiladi?
5. Bir jinsli sterjenning inersiya m om enti qanday aniqlanadi?
6 . D o irav iy  ing ichka h a lq an in g  inersiya m om enti q an d ay  

aniqlanadi?
7. Bir jinsli doiraviy p lastinan ing  inersiya m om enti qanday  

aniqlanadi?
8 . Bir jinsli doiraviy silindrning inersiya m om enti nim aga teng?
9. Inersiya elipsoidi deb nim aga aytiladi?
10. Inersiya bosh o ‘qi va m arkaziy bosh o ‘qi qanday ta ’riflanadi?

Tayanch so‘zIar va iboralar

Inersiya momenti. Inersiya radiusi. M arkazdan  qochm a inersiya 
momenti. 0 ‘qqa, m arkazga, tekislikka nisbatan inersiya m om entlari. 
Parallel o ‘qlarga nisbatan inersiya m om entlari. Inersiya elipsoidi. 
Inersiya bosh o ‘qi. Inersiya m arkaziy bosh o ‘qi.

13-§. Mexanik sistema va qattiq jisming qutbga, 
o ‘qqa va tekislikka nisbatan inersiya momentlari

M exanik sistema yoki qattiq  jism lar harakati, um um iy holda, 
ta ’sir etuvchi kuchlarga va harakatlanayo tgan  sistema (jism)ning 
m a ssa la r  y ig ‘in d is ig a g in a  b o g ‘liq  b o i ib g in a  q o lm a y , b a lk i 
m assa la rn in g  taq sim lan ish ig a  ham  b o g i iq  b o ia d i .  M assa la r 
m arkazining holati esa sistema m assalarining taqsim lanishini t o i a  
xarakterlay olmaydi. M asalan, b ir xil m assali va kattalikdagi A  va
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B sharlarn i O z o ‘q dan  teng  h m asofaga siljitishda sistem aning 
m assaiar m arkazining holati o ‘zgarishsiz qolsada, uning m assaiar 
taqsim lanishi boshqacha b o ia d i, bu  esa, sistem aning harakatin i 
o 'zgartiradi, y a ’ni Oz o ‘qi atrofida aylanish sekinlashadi. Shuning 
uchun m exanikada, sistema dinam ikasida m uhim  aham iyatga ega 
b o ‘lgan, sistem an ing m assaiar taqsim lanishini xarakterlovchi yana 
b ir  k a tta lik  —  inersiya m om enti k iritilg an . Inersiya  m om enti 
tushunchasi b irin ch i m a rta  Eyler to m o n id an  kiritilgan . B ir xil 
shakldagi har xil m ateriallardan tayyorlangan jism lam ing inersiya 
m om entlari turlicha b o ‘ladi, ya’ni inersiya

p
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mom enti jism  shakliga va m oddasining zichligiga b o g iiq . Sistema 
(yoki jism ) ning inersiya m om enti m arkazga, o 'q q a  yoki tekislikka 
nisbatan aniqlanadi. n-ta nuqtalardan tashkil topgan mexanik sistema 
(yoki jism) ning biror O  (nuqta) qutbga nisbatan inersiya m om enti, 
un in g  n u q ta la rn in g  m assa la rin i q u tb g ach a  b o ig a n  m aso fa la r 
kvadratiga k o ‘paytm alarining yig‘indisiga teng skalyar katta likka 
aytiladi va odatda I0 b ilan belgilanadi:

n

h  = Z  rl  (6.1)
*=i

B unda r fc-0 n u q tad an  sistem aning ixtiyoriy nuqtasigacha 
b o ‘lgan masofa. Tutash m uhitlar uchun yig‘indidan integralga o ‘tib, 
(nuqta) qu tbga nisbatan inersiya m om enti uchun quyidagiga ega 
b o iam iz :

Ia = ¡ r 2dm (6
№

Sistemaning b iror z o ‘qqa nisbatan inersiya mom enti deb uning 
nuqtalarining massalarini o ‘qqacha b o ig a n  m asofalar kvadratiga 
k o 'p ay tm ala rin in g  y ig in d is ig a  teng b o ig a n  skalyar k a tta lik k a  
aytiladi. U ni Iz deb belgilasak, t a ’rifga k o ‘ra

(6.3)
*= 1

b o iad i. Bu yerda hfc— berilgan o ‘qdan mk—  massali nuqtagacha 
b o ig a n  m asofa. X ususiy ho lda, tu tash  jism lar uchun yig 'ind in i 
integral bilan alm ashtirish m umkin:

17 = |  h 1 dm
(6.4)

Bu yerda dm -  jism n in g  n u q ta  o 'rn id a  qara lgan  e lem entar 
zarrasining massasi.

B a’zan, jism ning o ‘qqa n isbatan  inersiya m om enti jism ning m  
massasini berilgan o 'q q a  nisbatan  inersiya radiusi deb ataluvchi biror 
p¡ kesm a uzunligi kvadratiga ko 'paytm asi sifatida yoziladi:
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Iz = mp) (6-5)

Bundan inersiya radiusi quyidagicha aniqlanadi:

(6.6)

Jísm ning berilgan  o ‘qqa n isba tan  inersiya radiusi deganda, 
inersiya m om enti jism ning inersiya m om entiga teng b o iish i uchun 
uning barcha m  massasi to ‘plangan nuqtadan shu o ‘qqacha masofaga 
teng kesma uzunligi tushuniladi. Inersiya radiusi jism  m assasiga 
b o g iiq  boMmagan xarakteristikasidir. SI sistemada inersiya momenti 
kg.m2, birliklarning texnik sisitemasida esa kg.m.sek2da oMchanadi.

Sistemaning biror mt nuqtasining koordinatalarini xk, yk, zk deb 
belgilasak, uning x, y, z q o ‘zg‘alm as o ‘qlarga n isbatan  inersiya 
m om entlari tegishlicha:

IX = J  m k( y \ + z \ ) ;  / ,=  1  mk( z \ + x \ ) ;  Iz =̂ _ m k( x \ + y \ ) Á 6-7)

ifodalanadi. U  holda sistem aning O  koord inatalar boshiga nisbatan 
inersiya momenti:

lo =1 mk r\  m k ( * \ + y \ + 4 (6-8)

k o ‘r in is h d a  a n iq la n a d i . Bu x a r a k te r is t ik a la r  o ra s id a g i 
m unosabatlarn i keltiram iz. Buning uchun (6.7) dagi tenglik^arni 
hadm a-had qo 'sh ib  va (.6 .8) ni e ’tiborga olsak:

IX+Ir+Iz= 2 I o (6-9)

kelib chiqadi. Agar qaralayotgan sistema tekis shakldan iborat bo ‘lsa,
X va y u q la i i u i  a lia k l  íckisügido. chak, 1^-^bo‘Üb, (* q) H an  y n r a  

olamiz:

IX+ 1 = I 0 (6-10)

M exan ikada  m ark az  (q u tb ) ga va o ‘q q a  n isb a tan  inersiya 
m om entlaridan tashqari tekislikka nisbatan va m arkazdan qochm a
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inersiya m om entlaridan ham  foydalaniladi. M asalan, sistemaning 
yOz, xOz, xOy koordinata tekisliklaríga nisbatan inersiya momentlari 
mos ravishda quyidagicha ifodalanadi:

ly o z  = 5  m k 4  ; ¡xoz = 2  m k y \; Ixoy =  ̂  m k z l  (611)

O xirida, sistemaning biror ikki o ‘zaro  perpendikulyar b o ig a n  
o ‘qlarga nisbatan  m arkazdan qochm a inersiya m om enti deb, uning 
h a m m a  n u q ta la r in in g  m a ssa la r in i b u  o ‘q la rg a c h a  b o T g a n  
m asofalariga k o ‘paytm alarining yig'indisiga aytiladi. Sistemaning 
har qaysi X  va Y, Y  va Z, Z  va X juft-ju ft koord inata  o ‘qlariga 
n isb a tan  m a rk a z d a n  qochm a inersiya m o m en tla ri teg ish licha 
quyidagicha ifodalanadi:

Ixy = Zmk x k y k , Iyi = 1  m k yk z k , I& z k x k (6 .12)

M arkazdan  qochm a inersiya m om enti o ‘qqa nisbatan inersiya 
m om entidan farqlanib, u m usbat, manfiy va koord inata  o ‘qlarining 
tanlanishiga qarab  nol ham  bo'lishi m um kin. Bunda, m arkazdan 
qochm a inersiya m om enti ifodasiga m asofa kvadrati emas, balki 
k o o r d in a ta la r  k o ‘p a y tm a s i k irg a n lig id a n  d eb  tu s h u n ila d i . 
K oordinatalar esa turli ishoralarda olinishi bizga m a’lum. M arkazdan 
qochm a inersiya m om enti qattiq jismning q o ‘zg‘almas o ‘q  atrofidagi 
ay lanm a h a ra k a tid a  p o d sh ip n ik la rg a  k o 'r s a ta d ig a n  bosim in i 
an iq lash d a  va bosh q a  ho lla rd a  m uhim  ah am iya tga  egadir. Bu 
d a s tla b k i m a ’lu m o tla rd a n  so ‘ng in e rs iy a  m o m en ti h aq id ag i 
teorem alarni isbotlashga o'tam iz.

14-§. Parallel o'qlarga nisbatan jismning 
inersiya momentlari haqida teorema

Teorem a: mexanik sistema (yoki jism ) ning ixtiyoriy o'qqa 
nisbatan inersiya momenti berilgan o'qqa parallel ravishda shu 
sistemaning massalar markazidan o ‘tuvehi o ‘qqa nisbatan inersiya 
momenti bilan sistema massasi va o ‘qlar orasidagi masofa kvadrati 
ko ‘paytmasining qo ‘shilganiga teng.

Aytalik, zcm arkaziy o ‘q va ixtiyoriy zA o ‘q  o ‘zaro parallel holda 
bir-biridan d m asofada shakl tekisligiga perpendikulyar ravishda C
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va A nuq ta lardan  o 'tsin . M exanik sistem aning M k nuqtasi uchun 
quyidagini yoza olamiz:

h'K2 =d2+hk2-2d hkcosa =d2+hk2~2dxk

(6 .1) fonm riaga birroan zA o ‘qqa n isbatdan inersiya m om enti 
quyidagiga teng:

IZâ =Y.mkti¿ =d2Zmk +Y,mkhk2-2dLmkx k

am m o, 1ткхк=тхс=и bo'lganiigidan

l z =:I c + m d 2, (6.13)

kelib chiqadi.
Bu (6.13) fo rm ula  inersiya m om en tlari haq idagi 1-teo rem a 

(Gyuygens-Shteyner teoremasi) ni ifodalaydi.
U shbu form uladan quyidagi m uhim  natijarlarga kelamiz: h ar 

qanday jism o'zining massalar markazi orqali o 'tuveh io 'qqa  nisbatan 
eng kichik inersiya m om entiga ega b o ia d i. M assalar m arkaziga 
nisbatdan qattiq  jism  inersiya m om enti ta ’rifga binoan
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sh u o ‘qlarga nisbatan eng kichik inersiya m om entlari 
b o ig a n id a n  qattiq  jism ning m assalar m arkaziga n isba tan  qu tb  
inersiya m om enti o 'z in ing  m um kin b o ‘lgan eng kichik inersiya 
m om enti qiymatiga erishadi.

O ddiy shaklli jism larning inersiya m om entlari intégral hisobidan 
foydalanib topiladi. Jism to ‘g‘ri (oddiy) shaklda b o ‘lmagan hollarda 
inersiya m om entlari ta jriba  y o ‘li b ilan  yoki taq rib iy  rav ishda 
aniqlanadi. Quyida m isollar tariqasida b a ’zi oddiy shaklli b ir jinsli 
jism larning inersiya m om entlarini hisoblashni qaraymiz.

15-§. Ba ’zi bir jinsli oddiy shakldagi jismlarning 
o ‘qlarga nisbatan inersiya momentlari

3-masala. Bir jinsli doiraviy halqaning m arkazidan o ‘tuvchi va 
halqa tekisligiga perpendikulyar b o ‘lgan Oz o ‘qqa nisbatan inersiya 
m om enti topilsin. H alqaning massasi M va uning radiusi R  ga teng.

Yechish. Butun halqani har qaysisining m assasi M k b o ig a n  bir 
qancha yoy kesm alarga ajratam iz. U larning ham m a nuqtalari Oz 
o 'q d a n  hk=R  m asofada joylashganligidan va halqaning  massasi 
uning gardishi bo‘ylab tekis taqsim langanligidan, inersiya momenti
(6. 1) form ulaga m uvofiq aniqlanadi:

I z = 'E ’nkh2k = '£m kR1=MR2 (14.20)

- / c = 2 ^  + / c j
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4-masala. M assasi M  va radiusi R  ga teng b o ‘lgan b ir jinsli 
diskning disk tekisligiga perpendikulyar b o ‘lgan m arkaziy o ‘qqa 
nisbatdan inersiya m om enti topilsin.

Yechish. D iskning o ‘zgarm as zichligi y quyidagiga teng:

_  " (6.15)

B utun diskni radiuslari r va r+ d r aylanalar orasidagi bir qancha 
elem entar halqalarga ajratam iz, u holda bunday halqaning massasi 
dm =2Y7trd r ga teng (6 .2) form ulaga binoan hk= r deb quyidagini yoza 
olamiz:

, | !„  ( 3 ynÆ4 MR2l z = J'' 2nr/ dr = 2jn ^  dr = *— — = —^ -

Shunday qilib,

h  = ~~r~ (6-16)

Shu fo rm ulaga  k o ‘ra  b ir jinsli silindrning geom etrik  o ‘qiga 
n isbatan inersiya m om enti ham  hisoblanadi.

5-masala. Oldingi m asaladagi diskning inersiya m om enti uning 
diam etri bilan ustm a-ust tushadigan o ‘qqa nisbatan  aniqlansin.

Yechish. D isk yuzasini n-ta yuzachalarga ajratamiz, u holda uning 
disk tekisligiga perpendikulyar b o ‘lgan z o ‘qqa n isbatan  inersiya 
m om enti (6.3) form ulaga muvofiq

1 z  =  ' E m k r k  = ' E m k ( ? k + y 2k ) = ' Z m k x k  + ! L m k Â  = i y + 1 x  

ga teng. Biroq disk uchun Ix= Iy b o ‘lganligidan (6.10) ga k o ‘ra

1=21z y
b o ‘ladi.

I = i = i /2 = M R 2/4
y X z

kelib chiqadi.
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6-masala. Bir jinsli va k o ‘ndalang qirqim i o ‘zgarm as b o ‘lgan 
sterjenning uchidan unga perpendikulyar o 'tg an  x o ‘qqa  nisbatdan 
inersiya m om enti topilsin. Sterjenning massasi M  va uzunligi 1 ga 
teng.

Yechish. Sterjenning zichligi Y =M /l=const ga teng. M assasi ydy 
ga teng sterjen bo iag in i ajratam iz, u holda butun steijenning x o ‘qiga 
nisbatan inersiya m om enti form ulaga muvofiq quyidagiga teng:

I x=i()y ̂  d m = | |y2 Tdy= Ty3/3 = M 1 2/3

7-masala. Oldingi m asala xc o ‘qi sterjenning og 'irlik  m arkazidan 
o ‘tgan hoi uchun yechilsin.

Yechish. Ikk i p a ra lle l o ‘q la rg a  n isb a ta n  jism n in g  inersiya 
momentlari orasidagi munosabatni ifodalaydigan Gyuygens-Shteyner 
teorem asini qo'llaym iz: Ix= Ixc+ M d2, bundan

I„  =Ix-Md2=MI2/3-M  (l/2)2=Ml2/12

M ana shu tartibda boshqa shakldagi jism lam ing  ham  inersiya 
m om entlarini topishimiz mum kin. M exanika m asalalarini yechishda 
k o ‘proq uchraydigan shakldagi jism larning inersiya m om enti va 
inersiya radiuslari texnikaviy jadvallarda beriladi.



7 - LEKSIYA

DINAMIKANING UMUMIY TEOREMALARI

Sistema massalar markazi harakati haqida teorema. Massalar 
m arkazi harakatining saqlanish qonunlari

1. D in am ik an in g  um um iy teo rem alari qanday  m asa la la rg a  
bag‘ishlanadi?

2. Sistema m assalar m arkazi harakati haqidagi teorem a qanday 
ta ’riflanadi?

3. M assalar m arkazi harakati m atem atik qanday ifodalanadi?
4. Q attiq jism ning qanday harakati m assalar m arkazi harakati 

bilan aniqlanadi?
5. Nega ichki kuchlar m assalar m arkazini harakatlantirm aydi?
6 . Sistem aga qo ‘yilgan tashqi kuchlar bosh vektori nolga teng 

b o isa , m assalar m arkazi qanday harakatlanadi?
7. T ash q i k u c h la r  bosh  v ek to rin in g  b iro r  o ‘q q a  n isb a ta n  

proyeksiyasi nolga teng ho lida m assalar m arkazi qanday  
harakatlanadi?

Tayanch so‘zlar va iboralar

M exanik sistema m assalar m arkazi. M assalar m arkazi harak a t 
te n g la m a s i. M a s s a la r  m a rk a z i h a ra k a t in in g  d if fe re n s ia l 
te n g la m a la r in in g  b ir in c h i in te g ra l la r i .  M a ssa la r  m a rk a z i 
harakatin ing saqlanishi

16-§. Mexanik sistema massalar markazining 
harakati haqida teorema

M exanik sistema m assalar markazining harakati uning harakatin i 
lictittkLciluvwii asosiy d iaam ik  xuraktcristikalaridan hiseb lanadi. 
B a’zi hollarda sistem a harakatining xarakterini bilish uchun m azkur 
sistema m assalar m arkazining h arakat qonunini aniqlashning o ‘zi 
kifoya. M exanik sistem aning harakatida  uning m assalar m arkazi 
ham  fazoda k o ‘chadi. Endi m assalar m arkazining harakati qanday  
sod ir b o ‘lishin i qaraym iz. B uning u ch u n  (5.7) ni q u y idag icha  
yozamiz:
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m' l ¡ s = F ’ +F'

m2 -  F2e + F¡
2 dt2 2 2 (7.1)

m  = F e + F ‘ 
" dt2

Tenglam aning chap va o ‘ng tom onlarini hadlab qo 'sham iz:

r=1 dt k=¡ í=|

(5.5)tenglam aning ikkala tom onini m  ga ko 'pay tirib  ham da t 
bo 'y icha ikki m arta hosila olib topamiz:

d t2 d t 2
(7.2) va (7.3) tengliklarga binoan quyidagiga ega b o ‘lamiz:

Z d  r k d  r  _
m*~lT  = m^ r  = mwc (7.3)

m'¿A *s'L F¡ +'L F¿ (7.4)

(7.4) tenglam aning o 'n g  tom onidagi birinchi yig‘indi had  sistema 
nuq ta lariga  q o ‘yilgan barch a  tashqi kuchlarning bosh vektorini 
ifodalaydi =R'. Ikkinchi yig‘indi had £ / ? '  = R‘ esa ham m a 
ichki kuchlarning bosh vektorini ifodalab, ichki kuchlarning xossasiga 
k o ‘ra nolga teng b o ia d i. Shuning uchun natijada

mwc = Re (7.5)

kelib chiqadi. Oxirgi vektor tenglamaning ikkala tomonini koordinata 
o ‘qlariga proyeksiyalab hosil qilamiz:

nvcc = X m y c = Y", mzc = Z ' (7.6)
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(7.5) tenglam a sistema m assalar m arkazining h arakati haqidagi 
teorem aning  vek to rli ifodasin i, (7.6) esa ana  shu teorem aning  
koord inata  o ‘qlariga proyeksiyalardagi analitik ifodasini anglatadi. 
Boshqacha qilib aytganda, bu  differensial tenglam alar massasi m 
b o ig a n  va ta shqi kuchlar t a ’siridagi m assalar m arkazi C m oddiy 
nuqtaning harakatin i ifodalaydiT

Shunday qilib , sistem aning massalar markazi massasi butun 
sistema massasiga teng bo ‘Igan va sistema nuqtalariga ta ’sir etuvchi 
barcha tashqi kuchlarning bosh vektori ta ’siridagi moddiy nuqta kabi 
harakatda bo'ladi. Bu teorem a k o ‘p hollarda mexanik sistemaning 
h a ra k a tin i teksh irish n i m assa la r m arkaz in ing  (m oddiy  nu q ta) 
harakatin i tekshirish bilan alm ashtirishga va sistemadagi n o m a’lum 
bo ig a n  barcha ichki kuch lardan  xalos b o iish g a  im kon beradi. 
Bundan tashqari, uning asosida sistem aning ilgarilanm a harakati 
ham  aniqlanadi. M exanik sistema m assalar m arkazining harakati 
haqidagi teorem aning am aliy m ohiyati ham  ana shundan  iborat. 
Sistema m assalar m arkazining holatini va harakatin ing harakterini 
faqat tashqi kuchlargina o ‘zgartirishi m um kin. M exanik  sistema 
m assalar m arkazining h arakati ichki kuchlarga b o g iiq  emas.

M a sa la n , g azn in g  p o rsh e n g a  k o ‘rsa ta d ig a n  bo sim  kuchi 
avtom obil uchun ichki kuch boiganlig idan uning massalar m arkazini 
siljita olmaydi, u  faqat yetaklovchi g 'ildirakka aylantiruvchi m om ent 
(ichki kuch) berishi mum kin, natijada yetaklovchi g ‘ildirak aylanadi 
va g‘ildirak bilan y o i  tekisligi tegishib turgan nuq tada  ishqalanish 
kuchi paydo b o ia d i. Bu kuch tashqi kuch b o iib , avtom obil m assalar 
m arkazining siljishiga im kon beradi. Bunday m iso llam i k o ‘plab 
keltirish m umkin.

17-§. Mexanik sistema massalar markazi 
harakatining saqlanish qonunlari

1) Aytaylik, qaralayotgan sistemaga tashqi kuchlar ta ’sir etmasin 
ycld ulam ing bosh ™»ttnri «istemaning harakati davomida doim  nolga 
teng b o is in . U  holda (7.5) ga k o ‘ra fc = wc = 0 kelib chiqadi, y a ’ni

vc =const. (7.7)

2) M exanik sistemaga ta ’sir qilayotgan tashqi kuchlarning bosh 
vektori nolga teng em as, am m o b iro r o ‘qqa  uning proyeksiyasi 
(m asalan, x o 'q q a ) nolga teng, y a ’ni X* = 0.
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U  ho ld a ,

= °

yoki bundan  quyidagiga kelamiz:

x c = v „ =  const. (7.7')

S h unday  qilib, m exan ik  sistem aga ta ’sir q ilay o tg an  ta sh q i 
kuchlarning (yoki ularning biror o ‘qqa proyeksiyalarining) yig‘indisi 
nolga teng bo is a ,  bunday m exanik sistemaning m assalar m arkazi 
y o ‘nalishi va qiym ati o‘zgarm as (yoki biror o ‘q b o ‘ylab o ‘zgarm as) 
tezlik bilan harakatlanadi. (7.7), (7.7’) tengliklar sistema massalar 
markazi harakatining birinchi integrallari deyiladi.

D em ak, mexanik sistemaga q o ‘yilgan barcha tashqi kuchlarning 
bosh vektori nolga teng b o is a , bunday sistemaning m assalar m arkazi 
to ‘g ‘ri chiziqli tekis h a ra k a td a  yoki, agar b o sh la n g ic h  p ay td a  
harakatsiz b o isa , tinch holatda b o iad i. Bu mexanik sistema m assalar 
m arkazi harakatin ing  saqlanishi haqidagi qonunni ifodalaydi.

A gar m exanik  sistem a h a ra k a tid a  un ing  m assa la r m ark az i 
bo sh lang ich  paytda tinch holatda b o is a  v c=0 b o iib , natijada

b o ia d i. Shuningdek, (7.7) tenglik quyidagi k o ‘rinishga keladi:

kelib chiqadi.
M asalalar yechishda sistem a m assalar m arkazi harak a tin in g  

saqlanish qonuni deb atalgan  (7.8) va (7.9) natijalardan foydalanish 
qulay. M exanik sistem a m assalar m arkazining h arakati haqidagi 
teorem a [ (7.5) va (7.6) ] dan foydalanib nuqta  dinam ikasining ikki 
asosiy m asalasini yechish m um kin. Jum ladan, (7.6) tenglam alarni 
m a ’lum  b o s h la n g ‘ich  s h a r t la rd a  in te g ra lla b , j ism  m a ssa la r  
m arkazining h araka t tenglam alari

rc -  const (7.8)

bundan

jcc.=const (7.9)
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x c = x c( t) ,  y c = y c( t) ,  Zc =  Zc(t )  aniqlanadi.
8-masala. O g‘irligi P 3 ga teng qayiqning quyrug‘ida og‘irligi P, 

ga, tum shug 'ida esa og‘irligi P 2 ga teng ikkita odam  o ‘tiribdi. Bu 
ikkala odam orasidagi m asofa, ya’ni qayiq uzunligi 21 ga teng. Qayiq 
k o ‘ldagi tinch suvda harakatsiz turibdi. Suvning qayiq harakatiga 
qarshiligini hisobga olm asdan, qayiq o ‘rtasi —  og‘irlik m arkaziga 
odam larn ing  k o ‘chishida qayiqning  qanday  S m asofaga siljishi 
aniqlansin. P3 > P 2 >  P , deb hisoblansin. Q ayiqning og‘irlik m arkazi 
uning o ‘rtasida olinsin.

Yechish. Ik k i o d am  va  q a y iq d a n  ib o ra t m ex an ik  s is tem a  
odam larning og 'irlik lari P ,, P2, qayiqning og‘irligi P 3 va suvning 
reaksiyasi N  kabi to ‘rtta  tashqi vertikal kuchlar ta ’sirida harakatsiz 
turibdi. Suvning reaksiyasi N  sistem aning og‘irlik (bizning holda, 
m assalar) m arkazidan o ‘tib vertikal yuqoriga y o ‘nalgan, qiym ati 
esa N =  P ,+  P2+  P3 ga teng.

Q o ‘zg‘alm as ixtiyoriy O m arkazdan  gorizontal va vertikal xy 
koordinata o ‘qlarini o ‘tkazamiz. U  holda barcha tashqi kuchlarining 
x o ‘qiga proyeksiyalari va dem ak, tashqi kuchlar bosh vektorining x 
o ‘qiga proyeksiyasi nolga teng bo lad i. Shuning u ch u n ic =va = const. 
M exanik sistem a bosh lang 'ich  pay tda tinch turganlig idan uning 
og 'irlik  (massalar) markazi harakatsiz qoladi, ya’ni xc=vcx=0 b o iib , 
x c =cosnt.

M exanik  sistem a nuq ta la rin in g  boshlang‘ich va oxirgi ho lat 
koord inatalarin i, m os ravishda, x c, x,, x 2, x 3, x'c, x ',, x'2, x'3 bilan 
belgilasak, m asalaning shartiga k o ‘ra  xc-x'c, bu yerda:

x +PlX2+PiXl .
Pi+ P2+P3 ’ 

, _  Pxxx + P2x2 + P3x3 
p,+p2+p3

M e x a n ik  s is te m a n in g  o x irg i h o la t  k o o r d in a ta la r i  b ila n  
boshlang‘ich ho lat koord inatalari quyidagicha bo g lan g an :

x'i =*, +1 + S; x!2 =x2 — l + S; x3 =x3 + 5
Bundan
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Р, X, + Р2Х2+Р}Х} =  />(*, +1 + s V pAx , - 1  + s )+ pM ?+ S)

yoki

hosil bo 'ladi. Natijaga ko ‘ra, odam lam ing qayta joylashishi quyidagi 
uch holda qayiqni S m asofaga siljishiga olib kelmaydi.

1) I — 0 - trivial hoi —  boshlang'ich paytdayoq odam lar qayiq 
o 'rtasida;

2) P,= P2 —  odam lam ing og‘irliklari bir-biriga teng;
3) P3» P ,+ P 2 — qayiqning og‘irligi haddan tashqari katta , y a ’ni 

qayiqm as paraxod b o ‘lsa.

У

P,

С

s

л
p, л

X ,  X , X1 X



8 - LEKSIYA

HARAKAT MIQDORINING 0 ‘ZGARISHI HAQIDA 
TEOREMA

Harakat miqdori. Kuch impulsi. Nuqta harakat miqdorining 
o'zgarishi haqida teorema. Harakat miqdorining saqlanishi. 
Sistema harakat miqdori o ‘zgarishi haqida teorema. Sistema 

harakat miqdorining saqlanishi.

1. N uqtan ing  haraka t m iqdori qanday aniqlanadi?
2. Sistemaning harakat m iqdori qanday ifodalanadi?
3. K uch impulsi qanday kattalik?
4. Kuch impulsi va harakat m iqdorining o ‘lchov birliklari bir 

xilmi?
5. N uqta  h arakat m iqdorining o 'zgarishi haqidagi teorem aning 

differensialli ifodasi va chekli ifodasi qanday ta ’riflanadi?
6 . N uqta  h araka t m iqdori qachon saqlanadi?
7. Sistema h a rak a t m iqdori o 'zgarishi haqidagi teorem aning 

differensialli ifodasi qanday ta ’riflanadi?
8 . S istem a h a ra k a t m iqdorin ing  chekli o ‘zgarishi haq idag i 

teorem a qanday ta ’riflanadi?
9. H a ra k a t m iqdori saq lan ish in ing  b irinchi q o nun i qanday  

ta ’riflanadi?
10. H arakat miqdori saqlanishining ikkinchi qonuni qachon o ‘rinli 

b o iad i?

Tayanch so‘zlar va iboralar

N uqta  harakat m iqdori. Sistema harakat miqdori. K uch impulsi. 
H araka t m iqdori o 'zgarishining differensialli ifodasi, chekli ifodasi. 
S istem a h a ra k a t m iqdori o 'zgarish in ing  differensialli va chekli 
ifodasi.

18-§. Kuch impulsi

M exanikada harakat m iqdori tushunchasi bilan kuchning impulsi 
deb atalgan tushuncha cham barchas bog iangan . D astlab nuqtaga 
yoki sistemaga ta ’sir etayotgan kuch m iqdor va yo‘nalish jihatidan
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o ‘zgarm as b o ig a n  holini qaraymiz. 0 ‘zgarm as kuchning biror vaqt 
ic h id a g i impulsi d eb , F k u c h n i b e r i lg a n  v a q t  o r a l ig ‘i t  g a  
ko 'paytm asiga teng vektorga aytiladi. K uchning impulsini S orqali 
belgilasak, quyidagini yoza olamiz:

S = F - t  (81>

V aqt skalyar kattalik  boiganlig idan , S vektori F kuch vektori 
bilan bir y o ‘nalishda bo iad i.

D em ak, F kuchning m oddiy nuqtaga t  vaq t ichida ko ‘rsatadigan 
ta ’siri kuch impulsi bilan xarakterlanadi. K uch impulsining birligi 
N*s d a  o ic h a n a d i. U ning birligi h a ra k a t m iqdori birligi b ilan  
o ichan ish in i ko'ram iz.

O 'zgaruvchan  kuchning b iror chekli vaq t t ichidagi impulsini 
aniqlash uchun bu vaqt oralig‘ini cheksiz k o ‘p elem entar vaqtlarga 
ajratam iz. H ar qaysi bunday cheksiz kichik vaqt oralig 'ida ta ’sir 
etuvchi kuchni m iqdor va yo‘nalish jihatidan o ‘zgarmas deb hisoblash 
m um kin . K u ch n in g  cheksiz kichik  v a q t o r a l ig id a g i  t a ’s irin i 
x a ra k te r la y d ig a n  k u ch  im pulsiga  elementar impuls deyiladi. 
Elem entar im pulqsni d S bilan belgilasak quyidagiga ega b o iam iz:

dS - F  dt (8.2)

F kuchning t vaqt ichidagi to 'la  im pulsi yoki kuch impulsi S 
quyidagi form ulaga k o ‘ra  aniqlanadi:

t

S = ^F dt (8.3)
0

K uch impulsining D ekart koord inata  o‘qlardagi proyeksiyalari 
ushbu form ulalar bilan ifodalanadi:

t  t  t

Sx = j  Fxdt\ SY = j  Fydt; Sz = j Fzdt. (8.4)
0  0 0

K uch o ‘zgarm as b o ig a n  holda uning im pulsining koord inata  
o ‘qlaridagi proyeksiyalari:
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(8.5)

19-§. Moddiy nuqta va mexanik 
sistema harakat miqdori ,,

o ichovlaridan
yana biri sifatida uning h arakat m iqdori qaraladi. M exanik h arakat 
bir jism dan  boshqasiga  m exanik h a ra k a t k o ‘rin ish ida uzatilsa, 
m exanik h a rak a tn in g  o ic h o v i sifatida h ar gal h a ra k a t m iqdori 
q o ‘llaniladi.

Massasi m va tezligi v  bo 'Igan moddiy nuqtaning harakat miqdori 
deb nuqta massasini uning tezligiga ko ‘paytmasiga aytiladi va u tezlik 
b o ‘ylab yo‘nalgan q  vektor bilan ifodalanadi:

M oddiy nuqta  harakat miqdorining D ekart koordinata o ‘qlaridagi 
proyeksiyalari:

ga teng. SI sistem asida harakat m iqdori N*s bilan o ich an ad i.
Mexanik sistemaning harakat miqdori deb uning nuqtalari harakat 

miqdorlarining geometrik yig‘indisiga teng bo‘lgan Q vektorga 
aytiladi:

ga teng b o ia d i. M exanik sistema harakat m iqdori vektori Q , nuqta  
h araka t m iqdori q  dan  farqlanib , qo 'y ilgan  nuqtasi b o im ay d i. 
M oddiy nuqta  h arakat m iqdori vektori harakatlanayotgan  nuqtaga 

q o ‘yiladi; Q vektor esa, odatda, erkin vektor b o iad i.

q = mv (8.6)

qx=mvx=m x, qv=mvy= m y, qz=mvz=mi (8.7)

Q = £ » * v t , (8.8)

va demak, sistema h araka t m iqdorining D ekart 
koord inata  o 'q laridag i proyeksiyalari:

Q ?= X mivi?’ & = L mi‘Vk ’ (8-y)
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M exanik sistema harakat miqdorini sistemaning massasi va uning 
m assalar m arkazining tezligi orqali ifodalash m um kin. M exanik 
s is te m a n in g  h a ra k a t id a  u n in g  n u q ta la r in in g  k o o rd in a ta la r i  
M k(xk,yk,zk) va sistem a m assalar m ark az in in g  k o o rd in a ta la r i 
C(xc,yc,zc) (5.6) kabi o 'zgarib  boradi. (5.5) form uladan quyidagini 
yoza olamiz:

Z m^  = mrc

T englikn ing  h a r  ikk i tom on idan  v aq t b o ‘y icha hosila  olib  
quyidagiga era b o ‘lamiz

Y .mSk=mrc
yoki

= m^c _______________________ _ _ _ _

T a ’rifga ko ‘ra va yuqoridagini e ’tiborga olsak:

í? =»ñ'c (8-10)

kelib chiqadi.
Shunday qilib, sistem aning harakat m iqdori uning m assasini 

m assalar m arkazining tezligiga ko 'paytm asiga teng va shu tezlik 
b o ‘ylab yo‘naladi. H araka t miqdori sistemaning (m assalar markazi 
bilan  b irgalikdagi) h a rak a tin in g  faqat ilgarilanm a qism inigina 
xarakterlay olishi
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(8.10) dan  ravshan. M asalan, o ‘z o ‘qi atrofida со burchak tezlik bilan 
aylanayotgan  b ir  jinsli silindrning h a ra k a t m iqdori nolga teng. 
Chunki silindrning m assalar m arkazi uning aylanish o 'q id a  yotadi

va q o ‘zg‘almas bo 'lad i, ya’ni vc = 0, dem ak, h arakat m iqdori jism  

harakatin ing ilgarilanm a harak a t qismini ¡fodalaydi.

N uqtan ing  h araka t m iqdori bilan unga ta ’sir etuvchi kuch va 
uning impulsi orasidagi m unosabatlam i aniqlaymiz. Buning uchun

M  n u q tan in g  b iro r  Oxyz san o q  sistem asiga n isb a tan  F  kuch  
ta ’siridagi harakatini tekshiram iz. D inam ikaning asosiy qonuni (1.1) 
ga k o ‘ra  bu m oddiy nuqta  harakatininig differensial tenglam asini 
ushbu k o ‘rinishda olamiz:

M assa o ‘zgarm as deb hisoblanishi sababli uni differensial amali 
ostiga kiritish m um kin. U  holda

Moddiy nuqta harakat miqdori vektoridan vaqt bo ‘yicha olingan 
birinchi tartibli hosila nuqtaga ta ’sir etuvchi kuchga teng. (8.11) 
munosabat moddiy nuqta harakat miqdorining o 'zgarishi haqidagi 
teoremaning differensial ifodasidir. (8 . 11) te n g la m a d a  
o ‘z g a ru v c h ila rn i a jra ts a k  va  u n in g  ik k a la  to m o n in i teg ish li 
chegaralarda integrallasak, quyidagiga ega bo iam iz:

20-§. M oddiy nuqta harakat miqdorining 
o ‘zgarishi haqida teorema

— (mv) = F 
dt

(8.11)

Bundan

m v-m v0 =S (8.12)
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Moddiy nuqta harakat miqdorining biror chekli vaqt oralig ‘idagi 
o ‘zgarishi unga ta 'sir etuvchi kuchning shu vaqt ichidagi impulsiga 
teng. (8.12) m unosabat m oddiy nuqta  h arakat m iqdorining chekli 
vaqt oralig‘idagi o'zgarishi haqidagi teorem aning vektorli ifodasidir. 
U n i k o ‘p in c h a  impuhlar teoremasi deb  h am  a ta sh a d i. (8.12) 
tenglam ani proyeksiyalar ko 'rin ishida ifodalaymiz:

mv -mv = S ; mv -mv —S ; mv-mv - S . (8.13)
X  O X  X  y oy y z  o z  z  v 7

(8.13) m u n o sab a t n u q ta  h a ra k a t m iqdori p royeksiyasin ing  
o ‘zgarishi haqidagi teorem ani ifodalaydi. Moddiy nuqta harakat 
miqdorining biror koordinata o'qi bo'yicha chekli vaqt ichida
o ‘zgarishi shu nuqtaga ta ’sir etuvchi kuchning shu vaqt oralig 'idagi 
impulsining mazkur o'qdagi proyeksiyasiga teng. M oddiy  n uq ta  
h a rak a t m iqdorining o ‘zgarishi haqidagi teorem alam ing istalgan 
ifodasi aslida nuq ta  harakatin ing  differensial tenglam asidan farq 
qilm aydi.

B ogian ishdag i m oddiy n u q ta  uchun teorem alam i ifodalovchi
(8 . 11) va ( 8 . 12) te n g la m a la rn in g  o ‘ng  to m o n ig a  b o g ia n is h  
reaksiyalari va ularning im pulslarini ham  kiritish zarur.

21-§. Mexanik sistema harakat miqdorining 
o ‘zgarishi haqida teorema

Sistema harakat m iqdorining o 'zgarishi haqidagi teorem aning 
turli ifodasini keltiramiz. M exanik sistemaga ta ’sir etuvchi barcha 
kuchlam i tashqi va ichki guruhlarga ajratam iz. U  holda, sistem aning 
har qaysi nuqtasiga nuq ta  harak a t m iqdorining o ‘zgarishi haqidagi 
teorem ani q o ila sh  m um kin, m asalan, (8.11) ifodani q o ila b , yoza 
olamiz:

~ ( m t w*) = Fke + F ’,(k = U ) (8.14)
dt

Bu m unosabatlarn ing  chap va o ‘ng tom onlarin i sistem aning 
h am m a  n u q ta la r i  b o 'y ic h a  q o ‘sh ib  va  h o s ila n in g  y ig 'in d is i  
yig‘indining hosilasiga tengligini e ’tiborga olib hosil qilamiz:
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Ichki kuchlam ing xossasi va sistema harakat miqdorining ta ’rifiga 
binoan:

Z ^ = o ,5 > * v * = e ,  = * '

U  holda keltirilgan m unosabatn i quyidagi k o ‘rinishda yozish 
mumkin:

= R (8.15)
dt

Shunday qilib, sistema harakat miqdori vektorining vaqt bo ‘yicha 
birinchi tartibli hosilasi har onda sistemaga ta ’sir etuvchi tashqi 
kuchlar bosh vektoriga teng. Bu sistema harakat m iqdori haqidagi 
teorem aning differensial ifodasidir.

(8.15) ifodaning koord inata  o 'q laridagi proyeksiyalari:

d Q x  _  n e  d Q y  _ dQz _ p e  / o  1

~dt *’ ~dT~ r’ ~ 7 T 'Rz’ (8-16)

b o ia d i, ya’ni sistema harakat miqdoriproyeksiyasidan vaqt bo ‘yicha 
olingan birinchi tartibli hosila har onda sistemaga qo'yilgan tashqi 
kuchlar bosh vektorining shu o ‘qdagi proyeksiyasiga teng.

(8.15) tenglam aning har ikkala tom onini tegishli chegaralarda 
integrallab, bu teorem aning chekli ifodasi topiladi:

Q - Q 0 = S (8.17)

Bu yerda Qn boshlang‘ich t=0 paytdagi, g -ix tiyoriy  t  vaqtdagi 
sistemaning h arakat m iqdori,

5 =  \Re dt

esa t vaq t ich ida sistem aga t a ’sir etuvchi tashq i k u ch la r  bosh  
vektorining impulsi. D em ak, sistema harakat miqdori vektorining 
chekli vaqt ichida o'zgarishi shu vaqt ichida ta’sir etuvchi tashqi 
kuchlar impulsining geometrik yig'indisiga teng. (8.10) ni (8.15) ga
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q o i la b  hosil q ilingan  tenglam a sistem a m assalar m arkazin ing  
harakati haqidagi teorem a (7.5) ni ifodalashini aniqlaym iz, ya’ni 
bundan harakat miqdori teoremasi va massalar markazining harakati 
haq idag i teo rem alar bir teorem aning  ikki k o ‘rinishi ekanlig in i 
k o ‘ram iz. Shuning uchun qattiq  jism lar haraka tin i tekshirishda 
u la rn in g  is ta lg an  b irid an  fo y da lan ilsa  b o ia d i .  B unday  h o ld a  
k o ‘pincha sistem a m assalar m arkazining harakati teorem asidan 
foydalaniladi. A m m o tutash  m uhit (suyuqlik va gaz) lar harakatin i 
tekshirishda oxirgi teorem a o‘z m a’nosini yo‘qotadi va bu  holda 
harakat m iqdori teorem asi qo ilan ilad i. Shuning uchun ham  hozirgi 
zam on texnikasida tutash sistemalarning, raketalam ing  harakatin i 
o ‘rganishda ham da zarba nazariyasida harakat miqdori teoremasidan 
izchillik bilan foydalanilm oqda.

22-§. Nuqta va sistema harakat miqdorining saqlanish qonunlari

H arak a t m iqdorining o ‘zgarishi haqidagi teorem a yordam ida 
n u q ta  va sistem a h a rak a t differensial teng lam alarn ing  b irinchi 
in teg ra lla rin i top ish  m um kin . Bu b irinch i in teg ra lla r h a ra k a t 
m iqdorin ing  yoki uning o ‘qlardagi proyeksiyalarining saqlanish 
qonuni deb ataladi. Bunda ikkita  xususiy hollar b o iish i m umkin:

1. M exan ik  sistem aga q o ‘yilgan b a rch a  tashq i kuch la rn in g  
geom etrik y igindisi, y a ’ni bosh vektori nolga teng: ^ F ‘ = Re = 0 
b o is in , u holda (8.15) teorem adan

q  = const (8.18)

kelib chiqadi. Bu qonun (anig‘i, teorem aning xususiy holi) shunday 
ta ’riflanadi: agar sistemaga qo 'yilgan barcha tashqi kuchlarning bosh 
vektori nolga teng bo ‘Isa, u holda sistema harakat miqdori miqdor va 
yo'nalish jihatidan o'zgarmaydi.  (8 .1 8 ) m u n o s a b a td a  
k o o rd in a ta la rn in g  v aq t b o ‘yicha b irinchi hosilasi qa tn ash g an . 
Binobarin, bu m unosabatlar sistema haraka t m iqdorining saqlanish 
qonunining vektorli ifodasi deyiladi.

2. M exanik sistem aga q o 'y ilgan  barch a  tashqi kuch la r bosh 
vektorining biror, m asalan, Ox o ‘qdagi proyeksiyasi nolga teng, ya’ni 
R* = Z Fkx = 0 b o is in , u holda (8.16) ning birinchisidan quyidagini 
yozamiz:
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Qx =  const. (8.19)

(8 .19) te n g lik  s is te m a  h a r a k a t  m iq d o r in in g  o ‘q d a g i 
proyeksiyasining saqlanish qonunini ifodalaydi: mexanik sistemaga 
qo'yilgan barcha tashqi kuchlar bosh vektorining biror o'qdagi 
pmypkxiyasi nolga ten? bo ‘Isa, u holda sistema harakat miqdorining 
shu o'qdagi proyeksiyasi o'zgarmaydi. S hun i t a ’k id lab  o ‘tish  
m uhim ki, tashqi kuchlar b o ‘lm aganda m exanik sistem aning ichki 
ku ch lari s is tem a m assa la r  m ark az in in g  h a ra k a tin i o ‘z g a r tira  
olm aganidek, u lar sistem aning h a rak a t m iqdorini ham  o ‘zgartira 
olmaydi. M asalan , absolyut silliq tekislikda erkin siljiy oladigan 
platform a ustida odam  oldinga yursa, u  holda platform a orqaga 
ketadi; bunda odam  va platform a harakatin ing  tezliklari qaram a- 
qarshi tom onga y o ‘naladi va sistem aning ha rak a t m iqdori doim o 
o ‘zgarm asdan qolganligi sababli bu tezliklarning nisbatlari odam  
va p latform a m assalariga teskari proporsional b o ia d i. Bu holda 
platform a tekisligida sistemaning m assalar m arkazining holati ham  
o ‘zgarm asdan  qolishi bizga m a ’lum . Q uro llardan  o tishda  sodir 
b o ia d ig a n  te p k i y o k i o rq a g a  q a y tish  h o d isa la r i  va  re a k tiv  
harakatning prinsiplari ham  harakat m iqdorining saqlanish qonuniga 
asoslangan. H a rak a t m iqdori teorem asi, ayniqsa, tu tash  m uhitlar 
m exanikasida keng qo ilan ilad i.



9 - LEKSIYA

HARAKAT MIQDORI MOMENTINING 
0 ‘ZGARISHI HAQIDA TEOREMA

Nuqta harakat miqdori momenti. Nuqta harakat miqdori 
momentining o'zgarishi haqida teorema. Nuqta harakat miqdori 
momentining saqlanish qonuni. Sektorial tezlik. Sistema harakat

miqdori momenti. Kinetik moment. Sistema harakat miqdori 
momentining saqlanish qonuni.

1. N u q ta  ha rak a t m iqdorin ing  m arkazga va o ‘qqa n isbatan  
mom enti qanday ta ’riflanadi?

2. H arakat miqdorining m arkazga va o ‘qqa nisbatan mom entlari 
o ‘zaro  qanday b og iangan?

3. N uqtaning harakat m iqdori qanday o ‘qqa nisbatan m om ent 
hosil qilmaydi?

4. N u q ta  harak a t m iqdori m om entin ing o ‘zgarishi haqidagi 
teorem a qanday ta ’riflanadi?

5. N u q ta  harakat m iqdori m om entining o 'zgarishi m atem atik  
qanday ifodalanadi?

6 . N uq ta  harakat m iqdori m om enti qachon saqlanadi?
7. Sistem a kinetik m om entining o ‘zgarishi haqidagi teorem a 

qanday ta ’riflanadi?
8 . S istem aning m arkazga n isbatan  kinetik  m om enti qanday  

tashqi ta ’sirda saqlanadi?
9. 0 ‘qqa nisbatan kinetik m om ent qachon saqlanadi?

Tayanch so‘zlar va iboralar

N u q ta  h a ra k a t  m iq d o rin in g  m ark azg a  va o ‘q q a  n isb a ta n  
m om enti. Sistem a h a rak a t m iqdori m om enti. K inetik  m om ent. 
M arkaziy kuch. Sektorial tezlik. H arakat miqdori momenti va kinetik 
m om entlarning saqlanishi.
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23-§. M oddiy nuqta va mexanik sistema harakat miqdorining
momenti

M oddiy nuqta  yoki mexanik sistema harakatining vektor olchovi 
sifatida h a ra k a t m iqdori bilan b ir q a to rd a  h a rak a t m iqdorn ing  
m om enti yoki kinetik moment deb ataladigan m exanik kattalikdan 
ham  foydalanish m um kin. m  massali M  m oddiy nuq ta  taniangan

Oxyz sanoq sistem asiga n isba tan  F  kuch ta ’sirida egri chiziqli 

trayektoriya bo 'y lab  harakatlansin, bunda mv nuqta harakat miqdori 
vektori.

K ursim izn ing  s ta tik a  b o iim id a n  F  kuchn ing  O m arkazga  
nisbatan m om ent vektori

m0(F) = rx F ,  (9.1)

k o ‘r in is h id a  ifo d a la n is h i b iz g a  m a ’lu m . Bu y e rd a  r 
harakatlanayotgan  nuqtaning O m arkazga nisbatan radius vektori.
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K uchning m om ent vektori kabi m oddiy nuqtaning O m arkazga 
nisbatan  harakat miqdori m om entini quyidagicha yozish m umkin:

k0=m0(mv) = rxmv-  (9.2)

M oddiy nuqta harakat m iqdom ing O  markazga nisbatan momenti 
deb nuq tan ing  o ‘rnini aniqlovchi radius vektom i n uq ta  h a rak a t 
m iqdori vektoriga vektorli k o 'pay tm asiga  teng b o ‘lgan m exanik 
kattalikka aytiladi. Bu vektor m om ent markazi O  va mv vektor orqali 
o ‘tuvchi tekislikka perpendikulyar y o ‘naladi ham da O  m arkazga 
q o ‘yilgan deb qaraladi. M usbat y o ‘nalish esa kuch m om enti vektori 
kabi olinadi. Bu vektorning m oduli

k=m-vh  (9.3)

form uladan aniqlanadi, bu  yerda h -  mom ent m arkazidan mv vektori 
yotgan chiziqqacha bo lgan eng yaqin masofa. M oddiy nuqta  harakat



miqdor momenti uchun statikaning tegishli tushunchalari, ya’ni ushbu 
tengliklar o 'rin ii b o ia d i:

SI birliklar sistem asida harakat miqdori m om enti k g m 2/s bilan 
o ich an ad i. H arakatlanayo tgan  nuqtaning koordinatalarin i x, y, z

va koordinata o ‘qlarining birlik vektorlarini i , / ,  k  orqali bclgilasak,
(9.2) ni quyidagicha yozish mumkin:

* . vektorning koord inata  o ‘qlardagi tashkil etuvchilari orqali 
ifodasi k o = k J  +  k  /  + k zk  ni nazarda tutib, (9.5) determinantni birinchi 
qatoriga n isbatan  yoyib yozamiz:

Kxi + k yj + k zk =  m ( yz - z y ) i  + m(zx -  xz)j + m(xy -  yx)k

Bu ifo d a d a g i i , j , k  la r  o ld id a g i m o s k o e f f i ts iy e n tla rn i  
tenglash tirib , tegishli o ‘q larga n isbatan  n u q ta  h a ra k a t m iqdori 
m om enti aniqlanadi:

kx = m (y¿ -  z y ) ; ky = m (zx -  x z ) ; k z=tm(xy -  y x ) .

M exanik sistem aning b iror q o ‘zg‘alm as 0 m arkazga n isbatan  
(hkiAiiivub uu ijuu ii uiuiiitiiiiy i^uiciiN iiiuiiicnn tico snu maricazga 
nisbatan sistema harakat m iqdorining bosh momentiga, ya’ni m azkur 
m arkazga nisbatan  sistem aning barcha nuqtalari harakat m iqdori 
(m kv K) m om ent (Kok) vektorlarining geom etrik yig'indisiga teng K o 
vektorga aytiladi

|*o|2= i:z= mz(ff!V)

K  -m (9.4)

i  / k  

k 0 = m x  y  z 
x y z

(9.5)
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Ko = £ * o t= X OTo K v * ) = £n><m tvt. (9.6)
*-=1

M exanik sistemaning b iro r o ‘qqa nisbatan kinetik m om enti deb 
sistema barcha nuqtalari ha rak a t m iqdorlari m kvk ning shu o ‘qqa 
nisbatan momentlari k KZ ning algebrik yig'indisiga teng, ya’ni mazkur 
o ‘qqa nisbatan  sistema h a rak a t m iqdorlarining bosh m om enti Kz  ga 
aytiladi.

Kuchlam ing markazga va shu m arkazdan o'tuvchi o ‘qqa nisbatan 
bosh mom entlari kabi sistemaning biror O markazga nisbatan kinetik 
m om enti Ko va s^u m ark azd an  o 'tuvchi o ‘qqa n isbatan  kinetik 
m om enti Kz  o ‘zaro quyidagi m unosabat bilan bog 'langan:

(9.7)

Kz = K,cos(Ko,Az)

co

z
mi<y K

Mr.
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24-§. M oddiy nuqta harakat miqdori momentining 
o ‘zgarishi haqida teorema

N uqtan ing  h a ra k a t m iqdori m om enti (9.2) ni v aq t b o ‘yicha 
differensiallab quyidagini yoza olamiz

dk0 dr _ _ dmv
— - =— xmv + r x ------. (9.8)
dt dt dt ’

„  dr _ ,
Biroq —  = v va demak. 

dt
—  xmv — v xmv  = 0 , 
dt

chunki (v A 5 m v )=0 bolganligidan vektorlar ko ‘paytm asining moduli

|vxmv| = v-/Mv-sin(i',A t/jv)= 0

M oddiy nuqta harakat miqdori haqidagi teoremaga k o ‘ra harakat 
m iqdoridan hosila d (m v )/d t= F ga teng. Topilgan qiym atlarni (9.8) 
tenglikka q o ‘yib, quyidagini hosil qilamiz:

dk0 _ ?— - = rx F  
dt

yoki (9.1) ga b inoan oxirgi tenglikni quyidagicha yozamiz:

^  = ± t e o(mvj]=m0(F). (9.9)
dt dt

Bu form ula n u q ta  h a ra k a t m iqdori m om entin ing o 'zgarish i 
haqidagi teorem ani ifodalaydi.

Teorema: nuqta harakat miqdorining biror qo ‘zg ‘almas markazga 
nisbatan moment vektoridan vaqt bo'yicha olingan birinchi tartibli
hosilasi nuqtaga ta ’sir etuvchi F kuchning shu markazga nisbatan 
momentiga teng.

Endi m oddiy n u q ta  ha rak a t m iqdori m om enti teorem asining 
analitik ifodasini keltiramiz, buning uchun (9.9) vektor tenglam ani 
Ox, Oy, Oz koord inata  o ‘qlariga proyeksiyalaymiz:
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Bu m unosabatlar nuqta harakat miqdorining koordinata o ‘qlariga 
n isbatan m om entlari o ‘zgarishi haqidagi teorem ani ifodalaydi:

Ya ’ni nuqta harakat miqdorining biror qo ‘zg ‘aimas o ‘qqa nisbatan 
momentidan vaqt bo'yicha olingan birinchi tartibli hosila nuqtaga 
ta ’sir etuvchi kuchning shu o 'qqa nisbatan momentiga teng.

25-§. M arkaziy kuch ta ’siridagi nuqtaning harakat miqdori 
momentini saqlanishi

Y uqoridagi teorem adan shunday natijalarga kelamiz:

1) Agar nuqtaga ta ’sir etuvchi F  k uchdo im oqo‘zg‘alm asm arkaz 
orqali o ‘tsa, u markaziy kuch deyiladi va un ing  shu m arkazga 
nisbatan momenti nolga teng b o ‘ladi, ya’ni m<>(F) = 0, u  holda (9.9) 
ga k o ‘ra:

^ -  = 0 yoki k0=const yoki k0(t)= k 0(0) (9.11) 
dt

y a ’ni ta ’sir chizig‘i doim o 0 m arkazdan  o ‘tuvchi m arkaziy kuch 
ta ’siridagi nuqta  h a rak a t m iqdorining shu 0 m arkazga n isbatan  
m om ent vektori moduli va yo'nalishi jihatidan o'zgarm asdan qoladi; 
m assa m =const bo igan idan :

2) A gar nuqtaga ta ’sir etuvchi F  kuchning biror q o ‘zg‘almas 
o ‘qqa, m asalan, z o ‘qqa nisbatan m om enti nolga teng b o is a , nuq ta  
h arakat m iqdorining shu o‘qqa nisbatan m om enti o ‘zgarm as qoladi, 

ya’ni /77, ( F )  =  0 b o is a , (9.10) dan quyidagini hosil qilamiz:

r  x v =const. (9.12)

— 0 yoki k=const, kft)=k_(0). (9.13)

(9.12) ning koordinata o 'q lardagi proyeksiyalari
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yz-zÿ = Ci; zx-xz = C 2 Î ху-ух = Сз, (9.14)

d an  ibo ra t b o ia d i .  Bu tenglam alarn ing  h a r  qaysisini x, y, z ga 
k o ‘paytirib, chiqqan natijani q o ‘shsak:

Cpc+Cj?+C3z= 0 (9.15)

kelib chiqadi. Bu tenglam a koord inatalar boshidan o ‘tuvchi tekislik 
tenglam asidir.

1) va 2) natijalar m oddiy nuqta  h araka t differensial tenglam alari 
(2.11) ning birinchi integralini beradi va nuq ta  h a rak a t m iqdori 
m om enti saqlanish qonunining vektorli ham da koordinatalardagi 
ifodalari deyiladi. Shunday qilib, m arkaziy kuch ta ’siridagi m oddiy 
nuqtaning biror m arkazga nisbatan harakat m iqdori m om enti doimo 
o ‘zg a rm a sd a n  q o lad i. K u c h la rn in g  b u n d a y  tu r la r ig a  o sm o n  
m exanikasining (Quyosh ta ’siridagi planetalar yoki Y em ing  tortish 
maydonidagi sun’iy yo idoshning  harakatlari) m asalalarini yechishda 
va atom  elektronlari harakatin i o ‘rganishda duch kelamiz.
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26-§. Mexanik sistema kinetik momentining 
o ‘zgarishi haqida teorema

E ndi yuq o rid a  keltirilgan  n u q ta  h a ra k a t m iqdori m om enti 
teo rem asin i n -ta  n u q ta la rd a n  ib o ra t  m exan ik  s is tem a  u ch u n  
um um lashtiram iz. (9.9) ga k o ‘ra sistem aning k-nchi nuqtasi uchun 
kinetik m om ent teoremasini ushbu ko 'rin ishda olish m umkin:

^  =  m 0 (F * )  +  m 0 ( F ¿ ) ,  ( k =  l , ñ ) . (9.16)

B uyerda m o (F ^ )  — sistem aningqaralayotgank-nchinuqtasiga 

t a ’sir etuvchi tashqi kuchlarning tanlangan 0 m arkazga nisbatan 

m om enti, rño (F^ ) —  sistem aning qolgan nuqtalarining shu k-nchi 

nuqtaga k o ‘rsatadigan ta ’sir kuchlarining m azkur m arkazga nisbatan 
m om enti, k0k— esa sistemaning k-nchi nuqtasining kinetik momenti.
(9.16) tenglikni sistemaning h ar qaysi nuqtasi uchun yozish m um kin. 
H am m a nuq talar uchun bunday tengliklarni yozib va hadm a-had 
q o ‘shib, quyidagini hosil qilamiz:

Z y = Z « o № ' ) + Z ^ ) '  (9-17)

Sistema ichki kuchlarining xossalariga k o ‘ra  sistem aning barcha 
ichki kuchlarining ixtiyoriy m arkazga nisbatan bosh m om enti doim o 
nolga teng:
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^ o =  2 > o№ ' ) = o .

Bu yerda Z rno (Fk ) — ^ 0  sistem a8a qo 'y ilgan  barcha tashqi 
kuchlarning bosh m om enti, ^ k 0k=Ko sistem aning O m arkazga 
nisbatan kinetik m om enti ekanligini e ’tiborga olsak, (9.17) dan

—  = M e0 (9.18) 
dt

kelib chiqadi. Bu tenglik sistema kinetik m om entining o ‘zgarishi 
haqidagi teorem ani ifodalaydi va quyidagicha ta ’riflanadi: ixtiyoriy 
O markazga nisbatan sistemaning kinetik moment vektoridan vaqt 
bo ‘yicha olingan birinchi tartibli hosilasi barcha tashqi kuchlarning 
mazkur markazga nisbatan bosh momentiga teng. (9.18) dan  tashqi 
kuchlarning biror m arkazga nisbatan bosh momentini sistema kinetik 
mom ent vektori uchining tezligi deb qarash m um kin degan xulosa 
bevosita kelib chiqadi, y a ’ni

vA = M e0- (9-19)

Bu xulosaga Rezal teoremasi deyiladi.
(9.18) vektor tenglikni D ekart o ‘qlariga proyeksiyalab, m om entlar 

teorem asining koord inata  ifodasi aniqlanadi:

k x =M'x , k r = M ey , k z = Mez (9.20)

Biror q o ‘zg‘alm as o ‘qqa nisbatan sistema kinetik m om entidan 
vaqt bo ‘yicha olingan birinchi tartibli hosila sistemaga ta ’sir etuvchi 
tashqi kuchlarning shu o ‘qqa nisbatan m om entlarining yig'indisiga
teng.

27-§. Sistema kinetik momentining saqlanish qonuni

M exanik  sistem a k ine tik  m om en tin ing  o ‘zgarish i h aq id ag i 
teorem adan m asalalar yechishda m uhim  shunday natijalarga kelish 
mumkin:

1) a g a r sis tem ag a  t a ’sir e tuvch i ta sh q i k u c h la rn in g  b iro r  
q o ‘zg‘almas O m arkazga nisbatan bosh m om enti Mea = 0  b o is a , u
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holda sistem aning kinetik momenti m iqdor va yo‘nalish jiha tidan  
o 'zgarm asdan  qoladi, ya’ni (9.18) dan

- ^ -  = 0, yoki Ko — const, Kg(t)=Ko(0) (9.21)

(9.21) fo rm u la  sistem an ing  O m a rk a z g a  n isb a ta n  k ine tik  
m om entining saqlanish qonunini ifodalaydi. /W_' =(9shart O m arkazga 
n isbatan sistem a kinetik m om entining saqlanish sharti b o iad i;

2) agar sistema nuqtalariga ta ’sir etuvchi tashqi kuchlarning biror 
q o ‘zg‘alm as (m asalan, Oz) o ‘qqa nisbatan bosh momenti nolga teng 
(M*=0) bolsa, u holda sistemaning m azkur o ‘qqa nisbatan kinetik 
mom enti o 'zgarm aydi, y a ’ni (9.20) dan

^  = 0yoki K=const, K_(t)=KJ0).  (9.22)

(9.22) form ula sistemaning Oz o ‘qqa nisbatan kinetik m om entining 
saqlanish qonunini ifodalaydi va yuzalar integrali deyiladi. (9.22) 
shart sistem aning q o ‘zg‘almas o ‘qqa nisbatan  kinetik m om entining 
saqlanish sharti b o ‘ladi. Shunday qilib, bu teorem a ham  oldingi 
teorem alar kabi sistemaning ichki kuchlaridan xalos b o iish g a  va 
uning harakatin ing birinchi integraliga erishishga im kon beradi.



10-LEKSIYA

MODDIY NUQTA KINETIK ENERGIYASINING 
0 ‘ZGARISHI HAQIDA TEOREMA

Ish. Elementar ish. Quvvat. Nuqta kinetik energiyasining o ‘zgarishi 
haqida teorema. Qattiq jism ga qo‘yilgan kuchlarning ishi. 

Potensialli kuch maydoni. Potensial kuch ishi. Potensial energiya

1. K uchning ishi va q u w a ti qanday aniqlanadi?
2. Q achon elem entar ish tushunchasi qo ilan ilad i?
3. Teng ta ’sir etuvchining ishi qanday aniqlanadi?
4. O g‘irlik kuchining ishi nim aga b o g iiq ?
5. E lastiklik kuchining ishi qanday aniqlanadi?
6. N u q ta n in g  k in e tik  en e rg iy as in in g  o ‘zg arish i h a q id a g i 

teorem aning differensialli ifodasi qanday ta ’riflanadi?
7. Chekli k o 'ch ishda  nuq ta  kinetik energiyasining o ‘zgarishi 

haqidagi teorem a qanday ta ’riflanadi?
8. Q a ttiq  jism n in g  ilgarilanm a h a ra k a tid a  unga q o ‘yilgan 

kuchlarning ishi qanday aniqlanadi?
9. Q attiq  jism ning q o ‘zg‘almas o ‘q atrofida aylanma harakatida 

unga q o ‘yilgan kuchlarning ishi qanday aniqlanadi?
10.Q attiq  jism ning tekis parallel harakatida unga ta ’sir etuvchi 

kuchlarning ishi qanday aniqlanadi?
11 .Potensialli kuch m aydoni nima?
12.Potensialli kuchning ishi qanday aniqlanadi?
13.Potensial energiya qanday aniqlanadi?

Tayanch so‘zlar va iboralar

Ish. E lem entar ish. Quvvat. Teng ta ’sir etuvchining ishi. O g‘irlik 
Vnrhining ishi. Elastik kuchning ishi. N uqtaning kinetik energiyasi. 
Potensialli kuch. Kuch maydoni. Potensialli kuch m aydoni. Potensial 
energiya.

M oddiy va m exanik sistema kinetik energiyasining o ‘zgarishi 
haqida teorem a.



28-§. Kuchning elementar ishi va uning analitik ifodasi.
Kuchning ehekli ishi. Quvvat.—

K uchn ing  m oddiy  n u q tag a  k o 'rsa ta d ig a n  t a ’s ir effekti ish 
tushunchasi bilan ham  aniqlanadi. Ish kuch q o ‘yilgan nuq tan ing  
o 'tgan  masofasiga nisbatan kuchning ta ’sir o ichovini xarakterlaydi. 
N uq ta  (yoki jism) ga qo'yilgan kuchning berilishiga qarab, kuchning 
m a’lum m asofadagi ishi turli ko 'rin ishda  bo 'lish i m um kin. K uch 
ishi tushunchasining birm uncha um um iy holi ustida to ‘xtalam iz.

A ytaylik , m iqdor va y o ‘nalish jih a td an  o ‘zgaruvchan  F  kuch 
ta ’sirida M nuqta egri chiziqli trayektoriya b o ‘yicha M , vaziyatdan 
M 2 v az iy a tg a  k o ‘chsin . Bu y e rd a  M , M 2=S k u ch  q o ‘y ilgan  
nuqtaning o 'tg an  y o ‘li b o ia d i. 0 ‘zgaruvchan chekli S y o in i  n-ta 
cheksiz kichik dsk, k = l,..n  b o ia k la rg a  ajratam iz va h ar bir cheksiz 
kichik b o ia k la rd a  q o ‘yilgan kuchni o ‘zgarm as deb hisoblab, har 
b ir  cheksiz  k ichik  dS^ e lem en ta r  k o ‘c h ish la rd a  u n in g  ish in i 
hisoblashga to ‘g‘ri keladi. Shu m a ’noda m exanikaga kuchning 
elem entar ishi tushunchasi kiritiladi. M nuq tan ing  tezlik vektori 
v = dr! dt edi, u holda

dr = v ■ dt = idx+ ¡dy + kdz

y a ’ni elem entar k o ‘chish tezlik yo ‘nalishi b o ‘ylab sodir b o ia d i. 
E lem entar ko 'ch ish  vektorin ing  D ekart k o o rd in a ta  o ‘q laridag i 
proyeksiyalari dx, dy, dz M nuqta  koordinatalarining cheksiz kichik 
vaqt oralig‘i dt dagi o rttirm alari desa ham  bo 'lad i. Bunda elem entar 
k o ‘chishning moduli

\dl\ =  ̂ {dx)2+ (d yf+ (d z)2 =ds

Bu yerda ds —  trayektoriyaning M nuqtadagi yoy differensiali. 

F  kuchning elementar ishi 8A deb F  kuch vektori bilan elem entar 

ko ‘chish vektori dr ning skalyar ko 'paytm asiga aytiladi:

M = F - d r  (10.1)
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Bu yerda SA simvoli cheksiz kichik kattalikni belgilaydi, am m o
u, um um an aytganda, ishning differensiali emas. K uchning elementar 
ishi faqat xususiy hollardagina biror koordinata funksiyasining to ‘la 
differensiali b o ‘la oladi. Ikki vek torlar skalyar k o ‘paytm asining 
ta ’rifiga binoan kuchning elem entar ishi ifodasini ushbu k o ‘rinishda 
yozish mumkin:

(10.2) form ula elementar ishning geometrik ifodasi, (10.3) form ula 
esa elem entar ishning analitik ifodasi bo 'ladi. Oxirgi form ulada F x,

F kurhning D ekart o ‘qlaridagi proyeksiyalari. ds^O b o ‘lganda

0 < (F A, v) <90° b o lsa , 8A>0, 90° < ( F A, v) < 180° bo 'lsa , 8A <0 va 
F  _L v  d a esa 8A =0 b o ‘lishi (10.2) fo rm u lad an  kelib  ch iqad i. 
K uch n in g  M , M 2 chekli y o ‘lidag i ishi deb e lem en tar ish idan  
trayektoriyaning M , M 2 yoyi bo ‘yicha olingan egri chiziqli integralga 
aytiladi:

8A = F-ds cos(FA,v) = F, -ds,

(ds = \d?\)-,Fx = f c o s ( F A,v) (102)

5/4 = Fxdx + F vdv  + Fzdz (10.3)

z
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A = j F d r -  j f - cos(FA>v) tfe= j/y c fc  (104)
M,MZ MXM1 m,m7

A= j(Ftdx+Fvdy+Fz-dz) (10.5)
MtM2

(10.4) form ula kuchning to 'la  ishining geom etrik ifodasi, (10.5) 
form ula esa analitik ifodasidir. X alqaro  SI birliklar sistemasida ish 
birligi Jou lda  o ‘lchanadi.

1J=1 Nm

K uchning quvvati deb, kuchning elem entar ishi SA ni, bu ish 
bajarilishdagi ketgan vaqt oralig 'i d t ga nisbatiga aytiladi:

F - d r -----N = ̂ -  = F-v (10.6)
dt

Form ulaga k o ‘ra berilgan paytdagi quvvat N  F  kuchning bu

kuch ta ’sirida M nuqtaning oigan tezligi v  ga skalyar k o ‘paytm asiga 
teng.

Q uvvat xalqaro SI birliklar sistemasida Vatt bilan o ‘lchanadi, bu 
bir sekundda bir Joul ish bajaradigan kuchning qu w atid ir, y a ’ni 
lV t= U /s , b u n d an  tash q ari quvvat tex n ik ad a  ot kuch ida  ham  
o lch an ad i: 1 (o.k.)=75 kgk m/s=736 Vt.

M oddiy nuqtaga F\,F2,...Fn kuchlar sistemasi ta ’sir etgan holda 
teng ta ’sir etuvchi bilan kuchlar sistemasi ishi uchun ushbu lemma 
0 ‘rinli b o ‘ladi.

Lemma. H arakatlanayotgan nuqtaga qo'yilgan teng ta ’sir etuvchi 
kuchning biror M , M 2 yo ld ag i ishi, tashkil etuvchi kuchlarning shu 
yo'ldagi ishlarining algebraik yig‘indisiga teng.

Isboti. (10.4) form ulaga m uvofiq ega b o ‘lamiz:

yoki

A= j R-dr = ^(Ft+F2+... + Fn) dr =

J [(Fldr) + (F2dr)+...+(Fndr)] (10-7)
MtM2
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A m m o a lgeb ra ik  y ig ‘ind in ing  egri chiziqli in tegrali h a r  b ir 
hadning egri chiziqli integralining algebraik yig‘indisiga teng, ya’ni

---------A= j (Fr d r)+ j (F2d r)+ ...+ J(F„dz)----- ( iq  g)
M\M2 M\M 2 M\M2

lemma isbotlandi.

2 9 -§ . Nuqta kinetik energiyasining o ‘zgarishi haqida teorema

K in e tik  e n e rg iy a  m e x a n ik  h a ra k a tn in g  aso siy  d in a m ik  
xarak teristika laridan  (o‘lchovidan) biridir. Moddiy nuqta kinetik 
energiyasi (yoki, dastlabki nomi, tirik kuch) deb uning massasining 
tezligi kvadratiga ko ‘paytmasining yarmiga teng mexanik kattalikka 
aytiladi:

T = ^ m v 2 =^m(x2+y2+z2) (10.9)

K inetik  energiya tezlik yo'nalishiga bog 'liq  b o ‘lm agan skalyar 
va do im o  m u sb a t k a tta lik  b o ‘lib , u  ta n la n g a n  k o o rd in a ta la r  
sistemasiga n isbatan  harakatlanay otgan nuqtaning tezligi nolga teng 
b o ‘lgandagina nolga aylanadi. K inetik energiya SI sistemada 1kg 
m2/sek2= lJ  bilan o ‘lchanadi.

N uqtan ing  harakatida uning tezligi v ni m iqdor jihatidan o ‘zgari'o 
borishi, uning  kinetik  energiyasining o ‘zgarishiga olib keladi. Bu 
o ‘zg a rish n i ifo d a la sh  u ch u n  e rk in  M n u q ta n in g  b iro r  O xyz 
k u o rd iiia tla r i  s is tem asiga  n isb a td a n  F  ta 's ir id a g i h a ra k a tin i 
qaraym iz. M oddiy  n u q ta  m assasini m  deb, dinam ikaning asosiy 
tenglam asini ushbu  ko 'rish ida olamiz:

di

Bu m unosabatn ing  ikkala tom onini nuq ta  radius vektorining 
differensiali dr ga skalyar k o ‘paytirib, quyidagini yozamiz:



Bu yerda v = —  nuqta tezligi va F dr =í>A elem entar ishga teng 

ekanligini e ’tiborga olib, quyidagini hosil qilamiz:

d = 5 A ( 10.10)
V 2 /

U shbu (10.10) form ula nuq ta  kinetik energiyasining o ‘zgarishi 
h a q id a g i teo rem an in g  d iffe ren sia lli ifo d asid ir: nuqta kinetik  
energiyasining differensiali unga ta 'sir etuvchi kuchning elementar 
ishiga teng.

8A
(10.10) ni ikkala tom onini dt ga bo‘lib, —  = N kuchning q u w a ti

dt
ekanligini e ’tiborga olsak, u holda teorem ani ushbu k o ‘rinishda olish 
m umkin:

D em ak , m oddiy n u q ta  k inetik  energiyasidan v aq t b o ‘yicha 
olingan birinchi tartibli hosila unga ta ’sir etuvchi kuchning quw atiga  
teng.

(10.10) tenglikning ikkala tom onini mos chegaralarda m tegrallab 
va tray ek to riy an in g  M 0 v az iy a tid ag i n u q ta n in g  b o sh la n g ‘ich 
tezligining m odulini v0, M  vaziyatidagi tezligining m odulini esa v 
bilan belgilab quyidagini topam iz:

yoki

m v2 mvl
2 2

( 1 0 . 1 2 )
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Bunda
M M

A= j F-dr = jF -co sa -d S ’
M„ M0

F knchning M QM k o ‘chishdagi to ‘la ish in i ifodalaydi,
(10.12) n uq ta  kinetik energiyasi o ‘zgarishi haqidagi teorem aning 

chek li ifo d a s id ir : nuqtaning biror chekli ko ‘chishida kinetik  
energiyasining o'zgarishi unga ta ’sir etuvchi kuchlarning ana shu
ko'chishdagi ishiga teng.

30-§ Qattiq jismga ta ’sir etuvchi 
kuchlarning elementar ishi

Qattiq jism ning u yoki bu harakatida uning nuqtalariga q o ‘yilgan 
kuchlarning elem entar ishini hisoblash form ulalarini keltiramiz.

Jism ilgarilanma harakatlanganda unga ta ’sir etayotgan Fl,F1,...Fn 
kuchlar qo ‘yilgan M ,, M 2,...M n nuqtalarning elem entar k o ‘chishlari 
ilgarilama harakatn ing  ta ’rifiga k o ‘ra  drt =dr2 = ... = drc b o ‘ladi. U  
holda kuchlarning ushbu  elem entar k o ‘chishdagi elem entar ishi 
jism ga q o ‘yilgan m azkur kuch larn ing  bosh vektori R n ing jism  
m assalar m arkazining elem entar k o ‘chishidagi elem entar ishi bilan 
aniqlanadi, ya’ni

SA ^ F k drk = ^ F k d r c =R drc (10.13)
k=\

Ayni holda bosh vektor jism ning har qanday nuqtasiga q o ‘yilgan 
b o ‘lishi mum kin.

Jism q o ‘zg‘alm as o ‘q atrofida aylanma h arakatlanayo tganda 
uning  n u q ta la ri tray ek to riy asi aylanish  o ‘qiga p erp en d ik u ly ar 
tek is lik la rd ag i a y la n a la rd an  ib o ra t b o ‘lad i. Jism  n u q ta la r ig a

q o ‘yilgan kuchlarning ushbu aylanalarga urinm a tashkil etuvchi FTk 
larigina ish bajaradi. Q attiq  jism ning elementar aylanm a k o ‘chishida 

uning aylanish burchagi (p esa d<p ga o 'zgaradi. U holda F  k tashqi 
kuchning bu k o ‘chishdagi ishi

K  = F,kdsk = FJ h d(P = mJF,)- d(p 
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ga teng b o ‘ladi. Jismga q o ‘yilgan barcha tashqi kuchlarning ushbu 
elem entar k o ‘chishdagi bajargan elem entar ishi har bir kuchning 
yuqoridagi elem entar ishining algebraik yig‘indisidan iboratdir, ya’ni

n n
^ = Z H = I ' « !№ ) '^ = W ! '</(p (10.14)

k =1 k=\

Q o‘zg‘alm as o ‘q atrofida aylanm a harakatlanayo tgan  qattiq  
jism ga qo 'y ilgan  tashqi kuchlarning bajargan elem entar ishi ushbu 
kuchlarning aylanish o ‘qiga nisbatan bosh m om entining aylanish 
burchagi orttirm asiga ko 'paytirilganiga teng.

Erkin qattiq jism harakatining umumiy holida elementar ko'chishni 
biror 0 qutb  bilan ilgarilanma va shu qutb orqali o 'tgan  oniy aylanish 
o ‘qi atrofidagi aylanm a elem entar k o ‘chishlarga ajratish mumkin:

5A = R d r 0 + Mn -dq> (10.15)

Erkin qattiq  jism  harakatining um um iy holida unga qo'yilgan 
tashqi kuchlarning elem entar ishi ularning bosh vektori qo'yilgan 
nuqta —  qu tb  k o ‘chishidagi elementar ish bilan bu  qutb orqali o ‘tgan 
oniy o ‘qqa nisbatan  bosh m om entining ushbu oniy o ‘q atrofida jism  
ay lan ish i tu fa y li k o 'c h ish id a g i e le m e n ta r  ish in in g  a lg eb ra ik  
yig'indisiga teng. Jism tekis parallel harakat qilsa, uning nuqtalariga 
ta ’sir etuvchi kuchlarning elementar ishi shu kuchlar bosh vektorining 
jism m assalar m arkazi —  qutbning elem entar k o ‘chishidagi ish bilan 
jism n in g  m a ssa la r  m ark az i a tro f id a  ay la n ish n in g  e lem en ta r 
k o ‘c h ish id a  k u ch la rn in g  m assa la r  m a rk a z ig a  n isb a ta n  bosh  
m om entining ishi yig‘indisiga teng.

9-masala. Elastiklik kuchning ishi hisoblansin.
Yechish. M oddiy  n u q tan in g  to ‘g ‘ri ch iziq li h a ra k a tid a  ish 

form ulasi quyidagi k o ‘rinishni oladi:

*2
A =  j Fxdx
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Bu yerda x, va x2 m oddiy  nuq tan ing  bosh lang 'ich  va oxirgi 
vaziyatlarining absissalari M¡ vaziyatdan M 2 vaziyatga nuqtaning 
ko 'chirishda prujinaning elastiklik kuchining ishini hisoblaymiz, bu 
yerda s —  p ru jinan ing  b ik irlik  koeffitsienti. U  p ru jinan i b irlik  
uzunlikka cho'zuvchi (yoki siquvchi) kuchga teng va xalqaro birliklar 
sistemasida N /m  birlikda oMchanadi, chunki G uk qonuniga k o ‘ra 
p ru jinaning  elastik lik  kuchi uning ch o ‘zilishi (yoki siqilishi) ga 
p ropo rsio n a l b o 'la d i. Y u qorida  keltirilgan  form ulaga m uvofiq 
quyidagiga ega b o lam iz :

Topilgan form ulada X[ prujinaning boshlang‘ich cho‘zilganligi 
Al ¡ ni, x2 esa prujinaning oxirgi cho‘zilganligi A l2 ni ifodalaydi. U  
holda (a) tenglik

k o ‘rinishni oladi.
|A1 ¡|> |A 12| b o ‘lsa , ish  m u sb a t b o ‘lad i, y a ’n i p ru jin a  uchi 

m uvozanat (cho‘zilmagan) holatga tom on ko 'chadi,
|A 1,|> |A 12| b o ‘lsa , ish m anfiy  b o ‘lad i, y a ’m  p ru jin a  uchi 

m uvozanat ho la tdan  uzoqlashadi.
Agar nuqtaning M , vaziyati muvozanat (deformatsiyalanmagan) 

holatga mos kelsa, nuqtaning M  vaziyati uchun elastiklik kuchning ishi

(b)

(v)
2
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31-§. Potensialli kuch maydoni. Potensialli kuch ishL 
Potensial energiya

A gar n u q ta g a  q o 'y ilg an  kuchn ing  ishi n u q tan in g  k o ‘chish  
qonuniga b o g ‘liq b o ‘lmay, uning boshlang‘ich va oxirgi o 'rn in ing  
koordinatalariga b o g liq  b o isa , bunday kuchlarga potensialli kuchlar 
dey ilad i, m asa lan , o g ‘irlik , e la s tik lik  k uch la ri. B un d ay  kuch  
m aydoniga potensialli kuch maydoni deyiladi. P o tensialli kuch  
m a y d o n id a  n u q ta g a  t a ’s ir  k o 'r s a ta d ig a n  k u ch  n u q ta n in g  
koo rd inata lari funksiyasi b o ia d i. Bunday m aydonda bajarilgan 
elem entar ish potensial funksiyaning yoki potentsial energiyaning 
to ‘la differensiyali kabi aniqlanadi.

8/4 =Fxdx + Fydy + Fzdz = dU = -dP  (10.16)

Bu yerda P —  potensial energiya. U(x, y, z) funksiyaga kuch (yoki 
potensialli kuch) funksiyasi deyiladi. Garchi,

... dU , dU , dU ,
l h  ~ty ~dz (10.17)

ga ten g , u h o ld a  o x irg i ik k i te n g lik la rd a n  va  dx , dy , dz 
d iffe re n s ia lla rn in g  o ‘z a ro  b o g 'liq m a s lig id a n  q u y id ag ig a  ega 
bo'lam iz:

„ d U  dU _ dU
F- ‘ I T ' F- ~ -  F> ~  <1018)

Bu tenglam a kuch m aydonining potensialli b o ‘lishining zaruriy 
va yetarli shartlarini ifodalaydi.

Kuch funksiyasi U(x,y,z) b iror M nuqtan i M 0(x0, y0, z0) o ‘rnidan 
ixtiyoriy tanlangan M  (x,y,z) ga k o ‘chishida m aydon kuchining ishi 
bilan aniqlanadi:

A= j  (Fxdx+Fydy + Fzdz) =

M
j dU = U (x, y, z) -  U0 (x0, y0, z0) 
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Demak, potensialli kuchning ishi nuqtaning oxirgi va boshlang‘ich 
vaziyatlarin ing kuch funksiyalari ayirm asiga teng va nuq tan ing  
o ‘tgan yo‘lining shakliga bog ‘liqm as. Potensialli kuch m aydonida 
nu q tan in g  o ‘tg an  y o ‘li yopiq  egri chiziqni hosil qilsa, m aydon 
kuchning ishi nolga teng.

Potensialli kuch m aydonin ing  berilgan nuqtasidag i energiya 
miqdorini potensial energiya ifodalaydi. Kuch maydonining berilgan 
M nuqtasining potensial energiyasi P  deb m aydonning ushbu M 
nuqtasidan boshlang'ich M 0 ga m oddiy nuqtaning ko‘chishida unga 
t a ’sir e ta y o tg a n  m ay d o n  k u ch in in g  ishi b ilan  a n iq la n a d ig a n  
kattalikka aytiladi:

P = A= j dU=U0- U  (10.20)
M

Potensialli kuch m aydoniga doir m asala keltiramiz.
10-masala. Bir jinsli og‘irlik m aydoni. O g‘irlik kuchining ishi 

kuch q o ‘yilgan nuq tan ing  k o ‘chish trayektoriyasin ing  shakliga 
(ko‘chish qonuniga) bog'liq b o im ay , balki faqat uning boshlang'ich 
va oxirgi vaziyatlarigagina b o g iiq  b o iish i aniqlansin.

Yechish. Aytaylik, M moddiy nuqtaga og‘irlik kuchi G  ta ’sir etsin 
va kuch q o ‘yilgan nuqtaning k o ‘chishi sodir bo igandag i vaziyatlari 
M 0(X0,Y 0,Z 0) va M (x,y,z) berilgan b o ‘lsin. A gar k o o rd in a tad a  
o ‘qlari rasm da k o ‘rsatilganidek tan lansa, u holda og‘irlik kuchi 
G = - mgk k-Z o ‘qining birlik vektori, ya’ni

Fx=0, F=0. Fz--mg.

Form ulaga k o ‘ra kuch funksiyasi uchun quyidagiga ega bo iam iz:

M 7
U(x.y.z)-U(x0.y0.z0)= j Fzdz = -mg j dz = -mgz + mgz0

M„ z„

B undan U =-m gz b o iib , yuqoridagi shartn i qanoatlan tirad i. 
O g‘irlik kuch m aydonidagi ish uchun oxirgi form ulani quyidagi 
k o ‘rinishda yozish mumkin:
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A --mgh, (а)

Bu yerda h-z-z0 nuqtaning oxirgi va boshlang‘ich vaziyatlarining 
(balandliklari) ayirmasi.

Shunday qilib, og ‘irlik kuchining m aydoni potensialli, chunki 
o g ‘ir l ik  k u c h in in g  ish i u q o ‘y ilg an  n u q ta n in g  k o ‘c h ish  
trayektoriyasining shakliga bog‘liq b o im a y  va (a) form ulaga k o ‘ra 
aniqlanadi. Bunda nuqta  trayektoriya bo 'y lab  k o ‘tarilsa (h>0), ish 
manfiy (A<0) va nuqta  trayektoriya bo 'y lab  pastga tushsa (h<0), ish 
m usbat (A>0) b o ia d i.



11-LEKSIYA

MEXANIK SISTEMA KINETIK ENERGIYASINING 
0 ‘ZGARISHI HAQIDA TEOREMA

M exanik sistema kinetik energiyasi. Kyonig teoremasi. Qattiq 
jismning ba’zi harakatlarida kinetik energiyasLMexanik sistema

kinetik energiyasining o ‘zgarishi haqida teorema. Mexanik 
energiyaning saqlanish qonuni.

1. M exanik sistema kinetik energiyasi deb nim aga aytamiz?
2. Kyonig teorem asi nim a haqida?
3. K y o n ig  te o re m a s i m a te m a tik  q a n d a y  ifo d a la n a d i  va 

ta ’riflanadi?
4. Ilgarilanm a harakatdagi qattiq  jism  kinetik energiyasi nimaga 

teng?
5. Aylanm a harakatdagi qattiq  jism  kinetik energiyasi qanday 

aniqlanadi?
6. Tekis parallel harak a td ag i qa ttiq  jism  kinetik  energiyasi 

qanday hisoblanadi?
7. M exan ik  sistem a k inetik  energiyasi o ‘zgarish i haq idag i 

teo rem an ing  d ifferensialli ifodasi qanday  an iq lan ad i va 
ta ’riflanadi?

8. Mexanik sistemaning chekli ko‘chishida kinetik energiyasining 
o'zgarishi haqida teorem a qanday ifodalanadi va ta ’riflanadi?

9. Q a ttiq  jism  k in e tik  e n e rg iy a s in in g  o ‘zg a r ish i q a n d a y  
ifodalanadi va ta ’riflanadi?

10.M exanik energiyaning saqlanish qonuni m atem atik qanday 
ifodalanadi va ta ’riflanadi?

Tayanch so‘zlar va iboralar

M exanik sistema kinetik energiyasi. K yonig teoremasi. Q attiq 
jism n in g  ilg arilan m a, ay lanm a, tekis p a ra lle l h a ra k a t  k inetik  
en e rg iy a la ri. K in e tik  energ iya  d iffe ren sia li. Ish  d iffe ren sia li, 
elem entar ish. M exanik energiya. M exanik energiyaning saqlanish 
qonuni.

100



32-§. M exanik sistema kinctik energiyasi. Kyonig teorcmasi.
Qattiq jism  kinetik cncrgiyasini hisoblash

M exanik sistema kinetik energiyasi deb sistemani tashkil qilgan 
nuqtalar kinetik energiyalarining yig'indisiga aytiladi.

r = (11.1)
*=1 ¿

M oddiy nuqta kinetik energiyasi singari mexanik sistema kinetik 
energiyasi ham  tezliklarning yo‘nalishiga b o g iiq  b o im ag an  skalyar 
m usbat kattalikdir. M exanik sistema nuqtalarining tezliklari nolga 
teng b o ig a n  holdagina uning kinetik energiyasi nolga teng b o iad i. 
K inetik  energiya m oddiy n u q tan in g  yoki m exanik sistem aning 
b ird a n ig a  h am  ilg a r ila n m a , h am  a y la n m a  h a r a k a t la r in i  
xarakterlovchi o ichovdir.

Y ana b ir  m uhim  hol sh undan  ibo ra tk i, ichki k u ch la r m exanik 
sistem an ing  q ism lariga  o ‘zaro  q a ram a-q arsh i y o ‘n a lish d a  t a ’sir 
k o ‘r s a t i s h l ig i  tu f a y l i  u la r  m e x a n ik  h a r a k a tn in g  v e k to r  
o ic h o v la r i  (h a ra k a t m iqdori va h a ra k a t m iq d o ri m o m en tla ri)  
ni o ‘z g a r tirm a s  edi. L ekin  ichk i k u c h la r  t a ’sir id a n  m exan ik  
sistem a n u q ta la r i  tez lik la rin in g  m oduli o 'z g a rsa  s is tem an in g  
k in e tik  e n e rg iy a s i o ‘z g a ra d i. D e m a k , h a r a k a t  m iq d o r i va 
h a ra k a t m iqdori m om entidan  kinetik  energ iyan ing  farq i kinetik  
e n e rg iy an i ham  ta sh q i k u c h la r , ham  ich k i k u c h la r  t a ’s irid a  
o 'z g a r ish id ir .

A gar mexanik sistema bir necha jism lardan tashkil topgan b o isa , 
uning kinetik energiyasi m azkur jism larning kinetik energiyalari 
yig‘indisiga teng b o ia d i.

Q uyida m exanik sistem a h a raka tin ing  um um iy ho lida uning 
kinetik energiyasini aniqlovchi Kyonig teoremasini isbotlaymiz.

M exan ik  sistem a h a ra k a tin i uning  m assa la r m ark az i b ilan  
birgalikdagi k o ‘chirm a ilgarilanm a ha rak a t va m assalar m arkazi 
b ilan  b irg a lik d a  ilg arilan m a h a ra k a tla n a y o tg a n  k o o rd in a tla r  
s istem asiga  n isb a ta n  nisbiy h a ra k a tla rig a  a jra tam iz . U  h o ld a  
sistem aning ixtiyoriy M k nuqtasi uchun rasm dan quyidagi tenglik 
o ‘rinli b o ia d i:
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P* = P  c+rk

va m os rav ishda

ga teng . Q o ‘z g ‘a lu v c h i k o o r d in a t la r  s is te m a s i i lg a r ila n m a  
harakatlanganligi sababli nuqtaning nisbiy tezligi va dem ak, rk dan  
vaqt b o ‘yicha olingan t o i a  hosila nuqtan ing  nisbiy tezligiga teng 
lokal hosilasi bilan aynan b o iad i. vk tezlikning qiymatini sistemaning 
absolut harakatidagi, y a ’ni 0Çr|Ç koord inatlar sistemasiga nisbatan 
h a r a k a t  k in e tik  e n e rg iy a s i ifo d a s ig a  q o ‘y am iz  v a  b a ’zi 
o 'zgartirish lardan  so ‘ng quyidagiga ega bo iam iz:

2 2 2 

rr- W I l V k V c ï ï l . V  Kr  v - '

T = L - y -  = y  L m*+2. 2 ~' + m "v"
Biroq,

v.I-w=vc'Lm“̂ f-=vc |d>*o=°
chunki

Y^mkrk =Mrc= 0

Bu yerda Z  mk = M jism ning t o i a  m assasi ekanligini nazarda 

tu tsak va ikkinchi y ig ind in i Ti{r) orqali belgilasak,
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т Л м ^ ' + т ”  ( l u ,

kelib chiqadi, bu yerda T̂ r)= j £ m kv2kr —  m assalar m arkazi bilan 
birgalikda harakatlanayo tgan  k o o rd in a tla r sistem asiga n isbatan  
mexanik sistemasining nisbiy harakat kinetik energiyasi yoki mexanik 
sistemasining m assalar m arkaziga nisbatan kinetik energiyasi. (11.2) 
fo rm ula  Kyonig teoremasini ifodalaydi: murakkab harakatdagi 
mexanik sistemaning kinetik energiyasi massasi sistema massasiga 
teng deb olinadigan massalar markazining kinetik energiyasi hamda 
massalar markazi bilan birgalikda ilgarilanma harakatlanuvchi 
koordinatalar sistemasiga nisbatan mexanik sistemaning nisbiy 
harakat kinetik energiyalarining yig ‘indisiga teng.

Endi qa ttiq  jism ning  turli h a rak a tla rid a  kinetik energiyasini 
hisoblaymiz.

Ilgarilanma harakatlanayotgan qattiq  jism ning kinetik energiyasi 
quyidagi form uladan aniqlanadi:

* - = £ ^ = 4  Z » . - ^  <u -3>

Q o ‘zg‘alm as o ‘q atrofida aylanma harakatlanayotgan  jism ning 
kinetik energiyasi:

rr V mi vi , 2  /  -Í02 , .4
r = Z - y L= - j : Z mA =- S2 -  (1L4>

Iz —  aylanish o ‘qi z ga nisbatan jism ning inersiya momenti.
Tekis parallel harakatlanayotgan  jism  kinetik energiyasi uchun 

quyidagiga ega b o iam iz :

(11.5)

Shunday qilib, tekis parallel harakatlanayo tgan  jism ning kinetik 
energiyasi jism ning m assalar m arkazi bilan birgalikdagi ilgarilanm a 
h a rak a t kinetik  energiyasi va jism ning m assalar m arkazi orqali
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harakat tekisligiga perpendikulyar o ‘tuvchi o ‘q atrofida aylanm a 
harakat kinetik energiyalarining yig'indisiga teng.

Sferik harakatdagi jismning kinetik  energiyasini h isoblashda 
uning harakatin i har ondagi q o ‘zg‘almas 0 nuq tadan  o ‘tuvchi b iror 
oniy o ‘q atrofidagi aylanm a harakatdan  iborat deb qaraym iz. Bu

mumkin:

9
, CO

T = Ir — , (11.6)

bunda /, jism ning oniy aylanish o 'q q a  nisbatan inersiya mom enti 
b o ‘lib, (6 . 7) form uladan aniqlanadi.

Dem ak, sferik harakatdagi jismning kinetik energiyasi, jismning 
oniy aylanish o‘qiga nisbatan inersiya momenti /, ning oniy burchak 
tezligi to kvadratiga ko‘paytmasining yarmiga teng.

Erkin qattiq  jism  harakatn ing  um umiy holida, jism  harakatin i 
m assalar m arkazi bilan birgalikdagi ilgarilanm a h araka t va uning 
atrofidagi aylanm a harakatdan  iborat deb qarasak, erkin jism ning 
kinetik energiyasi (11.3) va (11.6) ga m uvofiq quyidagi form ula 
yordam ida hisoblanadi:

M v2 I, -co2 
T = ----- -  +  —------- (11.7)

Y a’ni erkin qattiq jismning kinetik energiyasi jismning massalar 
markazi bilan birgalikdagi ilgarilanma harakat kinetik energiyasi 
va massalar markazi orqali o‘tuvchi oniy aylanish o‘qi atrofida 
aylanma harakat kinetik energiyasining yig‘indisiga teng.

M exanik sistema bir necha jism dan tashkil topgan b o is a , u  holda 
har qaysi jism ning kinetik energiyasi ayrim -ayrim  hisoblanadi va 
topilgan natijalarning yig‘indisi olmadi. Jlsmiar sistemasmmg kinetik 
energiyasi shu yo‘sinda hisoblanadi.

11-masala. G orizontal tekislikdajoylashgan planetar mexanizmni 
b ir xildagi uch ta  1,2,3 g ‘ild irak la r o ‘qlarin i tu ta sh tiru v ch i O A  
k riv o sh ip  h a ra k a tg a  k eltirad i. B irinchi g ‘ild irak  q o ‘z g ‘alm as; 
krivoship co burchak  tezlik bilan aylanadi. H ar qaysi g‘ildirakning 
massasi M j ga, radiusi r teng, krivoship massasi M 2 ga.
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teng. G ‘ildiraklam i bir jinsli disk va krivoshipni b ir jinsli sterjen 
deb hisoblab, mexanizm ning kinetik energiyasi hisoblansin.

Yechish. M exanik sistema uchta g ‘ildirak va krivoshipdan iborat. 
S is tem an in g  k in e tik  en e rg iy asi a n a  shu  jism la rn in g  k in e tik  
energiyalari yig‘indisiga teng.

1 -g‘ild ira k  q o ‘zg ‘a lm as b o ‘lgan lig i sa b a b li u n in g  k in e tik  
energiyasi nolga teng. Dem ak, sistem aning kinetik energiyasi:

OA krivoship O dan o ‘tgan qo ‘zg‘alm as o ‘q atrofida aylanm a 
harakat qiladi. Uning kinetik energiyasi qattiq  jism  aylanm a harakat 
kinetik energiyasidan iborat:

Bu yerda Ik= M 2(4r)2/3 krivoshipning О o ‘qqa nisbatan inersiya 
momenti.

2-g‘ildirak tekis parallel harakatlanadi, uning kinetik energiyasi 
quyidagicha aniqlanadi:

T=T7+T,+T.2  3 kr (a)
ga teng.

2 2
(V)
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2 -g ild ira k n in g  С n u q ta s i  —  m a s s a la r  m a rk a z i tez lig i 
krivoshipning xuddi shu С nuqtasi tezligi

vc = v2 =2rco

ga teng. Uning burchak tezligi ci^ni 2-g‘ildirak markazi С dan tezliklar 
oniy markazi, y a ’ni 1 -g‘ildirak bilan tegishgan M  nuqtagacha b o ig a n  
masofaga v2 tezlikni b o iib  aniqlaymiz:

r r

2-g‘ild irakn ing  m assalar m arkazidan  o ‘tgan o ‘qqa n isba tan  
inersiya m om enti, u yaxlit disk hisoblanganligi sababli

M,r2
2C 2

ga teng. U shbularni yuqoridagi (v) ifodaga q o ‘yib 2-g‘ildirak kinetik 
energiyasi uchun quyidagini topamiz:

M,(2ra>) M,r2 v  2 iT2 + = Ш ,г 2са2

2-g‘ild irakning  k inetik  energiyasini u tezlik lar oniy m arkazi 
atrofida oniy aylanm a h arakat qilayapti deb ham  aniqlash m um kin

Bu yerda I2M-2-g‘ildirakning m assalar m arkazi С orqali rasm 
tekisiigiga tik o 'tg an  o ‘q bilan parallel holda tezliklarru ошу m arkazi 
M  dan  rasm ga tik  o 'tg a n  o ‘qqa n isba tan  inersiya m om enti. U  
Gyuygens — Shteyner teorem asiga k o ‘ra

1гм =lc + M f 1 = + M,r2 = Ъ- М , г 2
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ga teng. Endi kinetik energiyani hisoblab yana yuqoridagi qiym atni 
olam iz,-----------------------

= 3 M .rW

3-g‘ild irakning ikk ita  nuqtasin ing  tezligini an iq lab  u  qanday  
h a rak a tlan ay o tg an in i b ilam iz. U ning  m arkaz iy  A nuq tasin in g  
tezligini krivoshipning A nuqtasi tezligidan aniqlaymiz, chunki A  
nuqta  bir vaq tda ham  g‘ild irakka va ham  krivoshipga tegishlidir:

Endi uning  2-g‘ild irak  b ilan  tegishgan K  nuq tasi tezligini 2- 
g ‘ildirakning ushbu sirt nuqtasi tezligiga tengligidan (g‘ildiraklar 
sirpanm asdan aylanadi) aniqlaymiz. 2-g‘ildirakning bu  tegishgan 
nuqtasi tezligi uning burchak tezligi oo2 ni nuqtadan  tezliklar oniy 
m arkazi M  gacha b o ig a n  m asofaga k o ‘paytirilganiga teng, y a ’ni

Shunday qilib, 3-g‘ildirakning A  va K  nuqtalarining tezligi o ‘zaro 
teng ekan, dem ak, u ilgarilanma harakatlanadi. Shuning uchun uning 
kinetik energiyasi

M exanik sistem a jism lari uchun yuqorida an iqlangan kinetik 
energiyalar qiym atini (a) ga q o ‘ysak, bu mexanik sistem a kinetik 
energiyasi uchun quyidagi ifodaga kelamiz:

v =4rcoA

Vk=ft)22î =4cor

MíV2 M^rxaJ 
3 ~  2 2

= 8M ,rV

ga teng.

T = 11 Aí,r2tó2 + ® M2r2a 2 = re o 2 (33 Ai, + SM2)/3

107



33-§. M exanik sistema kinetik energiyasining 
o ‘zgarishi kaqida teorema

Endi m oddiy n uq ta  kinetik energiyasining o 'zgarishi haqidagi 
teoremani n-ta ana shunday nuqtalardan tashkil topgan sistema uchun 
u m u m lash tiram iz . M ex an ik  s is tem an in g  b iro r  M k n u q ta s ig a  
qo 'yiigan tashqi va ichki kuchlam ing teng ta ’sir etuvehiiarini, mos

ravishda, va  Fk desak sistem aning bu nuqtasi uchun teorem a 
quyidagicha yoziladi:

..2 A
=8A;+8A‘t , (k = \,n)

bu yerda àA'K va 6A ‘K tegishlicha, sistemaning M k nuqtasiga q o ‘yilgan 
tashqi va ichki kuchlam ing elementar ishlari. Bunday m unosabatlam i 
sistem aning barcha nuqtalari uchun yozib, ulam ing chap va o ‘ng 
tom onlarini hadm a-had  q o ‘shib va differensial ishorasini yig‘indi 
ishorasi tashqarasiga chiqarib quyidagini hosil qilamiz:

bundan

r - T 0= Z ^ +Z 4  (H-8)

Sistema absolut qattiq  jism  (yoki o ‘zgarm as) b o ig a n  holda ichki 
kuchlam ing ishi nolga aylanib teorema ifodasida qatnashm aydi, ya’ni

T~T0 = Y Ak (11-9)

D em ak , o ‘zg arm as sistem an in g  chek li k o ‘ch ish id a  k in e tik
VliCl gij aoillllig \ J  Zjgui uni L'vmguu üiokvuiu i» i*vj tmiii j “O“"

b a rc h a  ta sh q i k u c h la m in g  m a z k u r  k o ‘ch ish d ag i ish la r in in g  
v ig‘indisiga teng.

12-masala. A vtom obil oc=10° qiyalikda pastga qarab  54 km /soat

tezlik bilan ha rak a t qiladi. T orm ozlashda hosil b o ig a n  R  qarshilik 
kuchin i av tom obil o g ir lig in in g  0,3 qism iga teng deb va uning
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harakatidagi boshqa ham m a qarshilik kuchlarni hisobga olm asdan, 
torm ozlash boshlangandan u to ‘xtaguncha ketgan t  vaqt va shu vaqt 
oralig‘ida o 'tgan  L  yo‘l aniqlansin.

Yechish. A v to m o b iln i m oddiy  n u q ta  deb  qaraym iz . U n g a  
quyidagi kuchlar ta ’sir etadi: P  — avtom obil og‘irligi, N — y o in in g  
norm al reaksiyasi, R torm ozlashda hosil b o ‘lgan qarshilik kuchi. L 
to rm ozlash  y o iin i  aniqlash  uchun n uq ta  k inetik  energiyasining 
o 'zgarishi haqidagi teorem ani qo ‘llaymiz:

A vtom obilning V0=54 km /soat =15m/sek boshlang‘ich tezligi va 
uning V =0 oxirgi tezligi bizga m a’lum.

N

A vtom obilga q o ‘yilgan kuchlarning teng ta ’sir etuvchisining A 
ishi, tashkil etuvchi kuchlar ishlarining algebraik yig‘indisiga teng. 
O g‘irlik kuchining ishi A (P)=Ph=m gLsina, N norm al reaksiyaning 
ishi A (N )=0 ga teng, chunki u avtom obilning ha rak a t yo ‘nalishiga 
perpendikulyar; torm ozlash R kuchning ishi:

A $ )= -R L  = -0,3 mgL,

chunki bu kuch avtom obilning harakat yo‘nalishiga qaram a-qarshi 
tom onga yo 'nalgan.

Shunday qilib, teng ta ’sir etuvchi kuchning ishi:

/4 = Л (p Л (v  Л (/? )= mgL • sin a  -  0,3mgL = mgL(sin a  -  0,3)
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Bunday holda kinetik energiyaning o'zgarish tenglamasi quyidagi 
k o ‘rinishni oladi:

- —y  = w gL(sina -  0,3)

Bundan

L=  - ^ V°2------- 4 = --------------------------ч=91 л
2 g ( s m a -0 ,3 )  2-9,8l(0,1 7 4 -0 ,3 )

Tormozlash t vaqtini topish uchun nuqta harakat miqdori haqidagi 
teorem adan foydalanish mumkin. Avtomobilning harakat yo‘nalishini 
X o ‘qi y o ‘nalishi deb qabul qilib (8.13) form ulaning birinchisini 
yozam iz:

m vx-mvo x =Sx .

Berilgan holda vx =0, v0 x =v0 =15 m/s. Avtom obilga q o ‘yilgan 
kuchlar o ‘zgarmas b o ig an i uchun bu kuchlar impulsining x o ‘qidagi 
proyeksiyasi quyidagicha b o iad i:

Sx = Fx ■ t = (P ■ sina -  R)t = (mg sina -  0,3 mg)t = mgt(:sin a  -  0,3)

Shunday qiiib, bu holda nuq ta  harak a t m iqdorning o ‘zgarish 
tenglam asi quyidagicha k o ‘rinishni oladi:

t =_____v° ______ ll _____- P r
g(sina -0 ,3 )  9,81(0,174-0,3)

34-§. M exanik energiyaning saqlanish qonuni

M o d d iy  n u q ta  p o ten s ia lli (k o n se rv a tiv )  kuch  m ay d o n id a  
harakatlansa, kinetik energiyaning o ‘zgarishi ushbu ko ‘rinishni oladi:

~ - ^ f  = U-U0 (11.10)
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bu yerda U v a U  —  nuq tan ing  boshlang‘ich va oxirgi holatlariga 
mos keluvchi kuch funksiyasining qiym atlari. Kuch funksiyasiga 
teskari Po v a P ,— mos ravishda sistema nuqtalariga q o ‘yilgan tashqi 
va ichki kuchlarning boshlang‘ich va oxirgi paytga to ‘g ‘ri keluvchi 
potensial energiyalari. B unday holda yuqoridagi tenglik  ushbu 
ko 'rin ishn i oladi:

T-T -P  -PO o
yoki

T+P=T+P =h.o o

bunda h —  o ‘zgarmas kattalik, E=T+P— sistemaning to i iq  mexanik 
energiyasi. N atijada quyidagi

g = T + P = J ,  l 1 1 1 1 )  ------

energiya integrali form ulasiga ega b o ia m iz  va u sistem a m exanik 
e n e rg iy a s in in g  s a q la n is h  q o n u n in i  i fo d a la y d i:  potensialli 
(konservativ) kuch maydonida sistemaning mexanik energiyasi 
doimo o‘zgarmasdan qoladi. Bu qonunni qanoatlan tiruvchi sistema 
konservativ sistema deb a talad i. A gar sistem a o ‘zgarm as b o is a , 
ichki k u ch la r ish la rin in g  y ig ‘indisi = 0  b o i ib ,  AK ='YjAeK 
b o ia d i  va ichki kuchlarning potensial energiyasi o ‘zgarm as b o iib , 
u n i n o lg a  ten g  d eb  o lish  m u m k in . B u n d ay  h o ld a  (1 1 .1 1 ) 
m unosabatda  potensial energiya faqat tashqi kuchlarning potensial 
energiyasidan iborat b o ia d i  ham da uning sistema kinetik energiyasi 
bilan y ig in d is i o 'zgarm as qoladi. M exanik sistem a (yoki m oddiy 
n u q ta )  p o tensia lli b o im a g a n  kuch m ay d o n id a  h a ra k a tla n sa , 
m exanik energiya o ‘zgaradi, m asalan turli qarshilik larni yengishda 
sistema mexanik energiyasining bir qismi issiqlik, elektr yoki boshqa 
xil energiyalarga aylanib sa rf  b o iish i m um kin. Bu holatga sistema 
ichki kuchlar ishlarining y ig in d is i, um um an ay tganda, nolga teng 
b o im aslig id an  deb tushuniladi. M exanik sistem aning ikki nuqtasi 
orasidagi o 'za ro  ta ’sir kuch la r m iqdorlari teng va qaram a-qarsh i 
tom onlariga y o :nalgan b o ia d i  va shuning uchun bu kuchlarning 
geom etrik y ig indisi nolga teng. A m m o dastlab tinch ho latda turgan 
n u q ta la r bu  kuchlar t a ’sirida k o ‘chsa, u ho lda u larn ing  ko 'chish  
yo 'na lish lari kuchlar yo 'na lish i bilan ustm a-ust tushad i va ikkala

111



kuchlarning ishlari m usbat b o ia d i. D em ak, ishlarning y ig ind isi 
nolga teng b o im ay d i. M exanik sistem aning barcha ichki kuchlarini 
uning juft-juft olingan nuqtalam ing o ‘zaro ta ’sir kuchlari deb qarash 
m um kin b o ig a n lig í sababi yuqorida ay tilgan lar bu tu n  sistem a 
uchun ham  o ‘rinli b o ia d i.



1 2 - L E  K S I  Y  А

QATTIQ JISM HARAKATINING DIFFERENSIAL 
TENGLAMALARI

1. Q attiq  jism ning ilgarilanm a harakat differensial tenglam asi 
qaysi teoremaga asoslangan?

2. Q a ttiq  jism  ilgarilanm a h a rak a t differensial tenglam asiga 
k o ‘ra  qanday m asalalar yechiladi?

3. Q attiq  jismning aylanm a harakat differensial tenglamasi qaysi 
teorem adan keltirib chiqariladi?

4. Q attiq  jism ning aylanm a h a rak a t differensial tenglam asiga 
k o ‘ra  qanday m asalalar yechiladi?

Tayanch so‘zlar va iboralar

Q attiq  jism  ilgarilanma h arakat differensial tenglamasi, qattiq  
jism  aylanm a harakat differensial tenglam asi, qattiq jism ilgarilanm a 
harakati va aylanm a harakatin ing m asalalari.

35-§. Qattiq jismning ilgarilanma 
harakat differensial tenglamalari

Ilgarilanm a harakatning ta ’rifiga k o 'ra  qattiq  jism ning ham m a 
nuqtalari uning massalar markasi С bilan bir xil harakatlanadi. Shun- 
ing u ch u n  ham , biz y u q o rid a , m a ssa la r  m ark az i h a ra k a tin i 
o ‘rganganim izda uning yordam ida qattiq  jism ning ilgarilanm a h ar­
akatini ham  tekshirish m um kin degan edik. Y a ’ni, jism ning m assa­
lar m arkazi harakatin ing (7.6) kabi differensial tenglam alari bir va- 
q tda jism ning ilgarilanm a harakat differensial tenglam alari ham dir.

Ilgarilanm a harakat differensial tenglam alari yordam ida qattiq  
jism  dinam ikasining ikki asosiy m asalalarin i:

1) qattiq  jism  m assalar m arkazi h arakati berilganda unga ta ’sir 
qilayotgan tashqi kuchlar bosh vektorini;

2) q a ttiq  jism ga q o ‘yilgan tash q i kuch larn i va h a ra k a tn in g  
boshlang‘ich shartlarini bilgan holda qattiq  jism  m assalar m arka- 
zining harakat qonunini aniqlash kabi m asalalarni yechish m um kin.
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36-§. Qattiq jismning q o ‘z g ‘almas o ‘q atrofida aylanma harakat 
differensia! tenglamasi

Biror q o ‘zg‘alm as Oz o ‘qqa nisbatan  mexanik sistema kinetik 
mom enti va uning o ‘zgarishi haqidagi teorem adan, ya’ni

Kz =Y¿m?f e )  = ¿ mzf T ) ~
K=l

d an  q a ttiq  jism n in g  q o ‘zg ‘alm as O z o ‘q a tro fid a g i ay la n m a  
harakatining kinetik momenti va differensial tenglamasi kelib chiaadi. 
0 ‘qqa n isb a tan  sistem a k inetik  m om entin ing ta ’rifíga k o ‘ra  u, 
m asalan z o ‘qqa  n isbatan  quyidagicha ifodalanadi:

= 'Z mz(mKvK)

Jismning aylanish o ‘qidan hk m asofada joylashgan har qanday  k- 
nchi nuqtasinig tezligi vk=cohk (co-jismnig burchak tezligi) va dem ak

mz (p*kVk )=  mKvKhK = mKh2K -co

U holda

Kz = 'L mK(m^K) = 'L mKhlK ■ ^= (ZmKhl ) (í)

Qavs ichidagi m iqdom i aylanish o ‘qiga nisbatan jism ning inersiya 
mom enti ekanligini eslasak quyidagi ifodaga kelamiz:

K z= Iz (o (12.1)

Bu yerda Iz —  qattiq  jism ning aylanish o ‘qiga n isbatan  inersiya 
m om enti, to —  q a ttiq  jism ning  burchak  tezligi. (12.1) fo rm ula  
q o 'zg 'a im as, m asaian , z —  o q a tro n d a  co burchak  Leziik b ilan  
aylanm a h a ra k a t qilayotgan qattiq  jism ning shu o ‘qqa n isbatan  
kinetik momentini ifodalaydi. K inetik mom entning ifodasini kinetik 
m om entning o ‘zgarishi haqidagi teorem aga q o ‘llasak u quyidagi 
ko 'rin ishni oladi:
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kelib chiqadi. (12.2) tenglama qattiq  jism ning q o ‘zg ‘almas o ‘q 
atrofída aylanma harakat differensial tenglamasi deyiladi.

Endi ushbu tenglam a yordam ida kinetik m om entning saqlanish 
qonunini aylanuvchi sistema holi uchun tekshiramiz. Q o 'zg 'alm as 
Oz o ‘q (yoki m assalar m arkazidan o ‘tuvchi o ‘q) a troñda  aylanuvchi 
sistemani qaraym iz. U  holda form ulaga binoan K z=Izco deb yoza 
olamiz. A gar bu hol uchun

M ze= Z  m z( .fp = 0  b o ‘lsa, yuqoridagi form ulaga k o ‘ra 

Iz to=const

b o ia d i. Bundan quyidagi natijalarga kelamiz:
a) agar sistema (absolut) qattiq  jism  b o is a , u uchun Iz=const va 

dem ak, co=const bo 'lad i, y a ’ni qattiq  jism  z o ‘q atrofída o ‘zgarmas 
burchak tezlik bilan aylanadi;

b) agar sistemaning m assalar taqsim lanishi o ‘zgaruvchan bo 'lsa 
(ichki kuchlar tufayli sistemaning ayrim nuqtalari o ‘qdan uzoqlashsa
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Iz o 'z g a ra d i , o sh a d i, o ‘q q a  y a q in la sh sa  Iz k a m a y a d i) , b iro q  
Iz co=const bo igan lig i sababli Izoshsa (o kam ayadi va aksincha, toki, 
K z= Iz co o ‘zgarm asdan qoladi.

Shunday qilib, ichki kuchlar ta ’siri sistema aylanish burchak 
tezligini o ‘zgartirishi m um kin, chunki K z ning o ‘zgarm asdan qolishi, 
um um an, ci) ning o ‘zgaim as bo 'fch in i ifodalay-olm aydi Sistem a, 
kinetik m om entining saqlanish qonunini N .E .Jukovskiy skameykasi 
bilan olib boriladigan tajribada aniq kuzatish m um kin. U  sharikli 
podshipniklarda ishqalanishsiz (ishqalanishi kam aytirilgan) vertikal 
z o ‘q atrofida aylanadigan gorizontal p latform adan  iborat. Agar 
q o ‘llariga tosh ushlagan odam  platform ada turgan b o ls a , u  holda 
sistema (platform a va odam) ga ta 's ir etuvchi tashqi kuchlar: z o 'qiga 
parallel odam ning, toshlarning, platform aning og‘irlik kuchlari va 
te k is lik n in g  n o rm a l re a k s iy a  k u c h la r i  h a m d a  ta y a n c h  
podshipniklam ing bu o ‘qning kesuvchi reaksiya kuchlari b o ia d i.

Shunday qilib, berilgan sistemaga ta ’sir etuvchi barcha tashqi 
kuchlarning sistem aning aylanish o 'q iga nisbatan m om entlarining 
algebraik yig'indisi nolga teng b o ia d i. Dem ak, bu holda, saqlanish 
qonuniga m uvofiq, aylanayotgan sistemaning ushbu aylanish o 'q iga 
nisbatan kinetik momenti K z=Iz oo o 'zgarm asdan qolishi kerak. Agar 
odam  ushlab turgan toshlar bilan qo'llarini ko 'kragiga yaqinlashtirsa, 
sistemaning aylanishi tezlashadi va aksincha, u toshlarni aylanish 
o 'q id an  uzoqlash tirsa , sekinlashadi. A m m o sistem aning kinetik 
mom enti aylanish o 'q iga  nisbatan o 'zgarm asdan qoladi.

Jismning aylanish o'qiga nisbatan inersiya momentini kam aytirish 
yo 'li b ilan uning burchak tezligini m ana shunday  oshirish usuli 
baletda, ak ro b a tik ad a . havoda sakrashda va hokazo larda  keng 
q o 'l la n ila d i. D em ak , ay lanm a h a ra k a td a g i jism n in g  h a ra k a t 
o 'lchovini uning kinetik m om enti ifodalaydi.



13-LEKSIYA

DALAMBER PRINSIPI

Erkin va bog‘lanishdagi moddiy nuqta uchun Dalamber prinsipi. 
Mexanik sistema uchun Dalamber prinsipi.

Inersiya kuchlarining bosh vektori va bosh momenti

1. D alam ber prinsipi nima?
2. E rk in  va b o g ian ish d ag i m oddiy n u q ta  uchun D alam ber 

prinsipi qanday ifodalanadi va ta ’riflanadi?
3. M oddiy nuqtaning inersiya kuchi nima?
4. M e x a n ik  s is tem a  u c h u n  D a la m b e r  p r in s ip i q a n d a y  

ifodalanadi?
5. M e x a n ik  s is tem a  u ch u n  D a la m b e r  p r in s ip i q a n d a y  

ta ’riflanadi?
6. M exanik sistemaning inersiya kuchi nima?
7. Jism inersiya kuchining bosh vektori nim a va u qachon noldan 

farqli?
8. Jism inersiya kuchining bosh momenti qanday aniqlanadi?
9. Jism inersiya kuchining bosh m om enti qachon nolga teng 

b o iad i?
10.Jism tekis parallel harakatlanganda inersiya kuchi qanday 

aniqlanadi?

Tayanch so‘zIar va iboralar

Prinsip. Dalam ber prinsipi. Inersiya kuchi. Qattiq jism  inersiya 
kuchining bosh vektori va bosh momenti.

37-§. Moddiy nuqta uchun Dalamber prinsipi

P rinsip larn i o ‘rgan ishn i D alam ber p rinsip idan  boshlaym iz. 
D inam ika tenglam alarini, shaklan, statika tenglam alari k o ‘rinishiga 
keltiruvchi uslubdan iborat prinsip German-Eylar-Dalamber prinsipi 
deb ataladi.

Aytaylik, m massali M  m oddiy nuqta unga q o ‘yilgan aktiv kuch 

F  va bogianish (agar u bog‘lanishda bo isa ) reaksiya kuchi N ta ’sirida
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biror w tezlanish bilan harakat qilayotgan bo is in . Bu m oddiy nuqta 
uchun dinam ikaning asosiy tenglam asini yozamiz:

mw = F + N (13.1)

Bu tenglam aga quyidagicha k o ‘rinish berish m umkin:

F + N + (—mw) = 0

Endi harakatdagi M m oddiy nuqtaga m oduli shu onda m  vv ga 
teng b o ‘lgan va  w tezlanish yo‘nalishiga qaram a-qarshi y o ‘nalgan 
yana bitta  kuch qo ‘ydik deb ta sa w u r qilamiz. M odul jiha td an  nuqta  
m assasi b ilan  tez lan ish in in g  k o ‘p ay tm asig a  ten g  b o ‘lg an  va 
tezlanishga qaram a-qarshi tom onga yo‘nalgan bu kuch nuqtaning 
incrsiya kuchi deb ataladi. Inersiya kuchini F ' harfi bilan belgilasak, 
uning ta ’rifiga asosan:

F '= - m w  (13.2)

• 1 • » K 1 J* * • 1----1-t i -
i c n g i i i s .1 1 1  y u z ,a  u i a i i i i z . .  i v i o u u i j r  i i u i j i a i i i i i g  m c i a i ^ a  i v u w n ,  t a  l i i g ,« .

k o ‘ra, nuqtaning tezligini o ‘zgartirilishiga uning k o ‘rsatad igan  aks 
ta ’siridan iborat bo‘lib, aslida tezlatuvchi ta ’s irk o ‘rsatayotgan jismga 
q o ‘yilgandir.

M odullari jih a td an  teng va bir chiziq b o ‘ylab qaram a-qarsh i 
to m o n la rg a  y o 'n a lg a n  F + N va F ‘ k u c h la rn in g  o ‘z a ro  
muvozanatlanishi bizga ravshan, ya’ni moddiy nuqta kuchlar ta ’sirida
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shu onda m uvozanatda b o iad i. Shunga k o ‘ra , m uvozanat shartini 
quyidagicha yoza olamiz:

F + Ñ + F ‘= 0 (13.3)

D em ak , moddiy nuqta harakatining har bir paytida unga 
haqiqatda qo‘yilgan aktiv kuchlar hamda bogianishlar reaksiyalari 
nuqtaning inersiya kuchi (nuqtaning o‘ziga shartli qo‘yilgan) bilan 
o‘zaro muvozanatda b o iad i. Bu qoida nuqta uchun Dalamber prinsipi
deyiladi va (13.3) tenglik esa ana shu prinsipni ifodalaydigan vektor 
tenglam adir.

S hunday  qilib, kuchlar ta ’sirida h a rak a tlan ay o tg an  m oddiy 
nuq taga uning inersiya kuchini ham  q o ‘ysak nuqtaga qo 'y ilgan  
kuchlar m uvozanatlashadi va nuq ta  bundan  keyin, shartli holda 
« to ‘g ‘ri chiziqli tekis» harakat qiladi. H aq iqa tda  esa inersiya F ‘ 
harakatdagi M nuqtaga qo'yilm agan, balki m exanikaning uchinchi 
qonuniga m uvoñq , shu nuq taga tezlanish berayotgan  jism larga 
q o ‘yilgan b o ia d i . Inersiya kuchni harakatdag i m oddiy nuq taga 
q o ‘yish s u n ’iy usul b o ü b ,  u d in am ik a  m asala larin i yechishda 
statikaning bizga m a iu m  b o ig a n  usullari (m uvozanat tenglam alari) 
ni tatb iq  etish imkonini beradi. Bu usulni m exanikada kinetostatika 
prinsipi deb ham  yuritiladi.

B ogian ish lam ing  n o m aiu m  reaksiyalarini aniqlashda D alam ber 
prinsipini q o ila s h , ayniqsa, qulay va sam aralid ir. (13.3) vektor 
tenglam ani koordinatalar sistemasining turli o 'qlariga proyeksiyalab 
nuqta  uchun D alam ber prinsipini ifodalovchi skalyar k o ‘rinishdagi 
m uvozanat tenglam alarini hosil qilish m um kin.

38-§. M exanik sistema uchun Dalamber prinsipi

K inetostatika metodini n ta m oddiy nuqta lardan  iborat b o ig a n  
b o g ian ish li mexanik sistemaga tatb iq  etamiz. Mexanik sistemaning 
biror Mk nuqtasini olamiz. Bu nuqtaga q o ‘yilgan aktiv kuchlarining 
teng ta ’sir etuvchisini F k, bog ian ish  reaksiya kuchlarining teng ta ’sir 
etuvchisini Nk va shu nuqtaning inersiya kuchini F ‘ bilan belgilaymiz. 
U  holda mexanik sistemaning harakati kuzatilayotgan Mk nuqtasi 
uchun D alam b er p rinsip in i ifodalovch i tenglam a quy idag icha  
yoziladi:
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F k + Nk+F:=o (13.4)
bu yerda

F ki= -m kw k (k= i,«) (13.5)

Bu m ulohaza sistem aning har bir nuqtasi uchun takrorlansa, 
sistema uchun D alam ber prinsipini ifodalovchi quyidagi natijaga 
kelamiz: sistema harakatining har qanday paytida unga qo‘yilgan 
aktiv kuchlar, bogianish reaksiyalari va sistemaning har bir nuqtasiga 
shartli qo‘yilgan shu nuqtalarning inersiya kuchlari o‘zaro 
mu vozanat lashadi.

Bu qoidani tegishli m atem atik tenglam alar bilan ifodalaymiz. 
Buning uchun (13 4) tenglikka k ning qiym atlarini 1 dan n gacha 
o ‘zgartirib q o ‘yib, quyidagi m unosabatlarni topamiz:

(13.6) tenglam alar mexanik sistema uchun Dalam ber prinsipining 
m atem atik ko'rinishini ifodalaydi. M exanik sistema uchun D alam ber 
prinsipi m atem atik  tom ondan  sistem a harakatin ing  differensial 
tenglam alariga ekvivalent b o ig a n  va yuqorida keltirilgan (13.6) 
ko‘rinishdagi n -ta  vektorli tenglam alar sistemasi bilan ifodalanadi.

F ,+ N 2+F/= 0
F2+N2+F2'=0 (13.6)



D em ak, dinam ikaning asosiy tenglamalarini D alam ber prinsipidan 
ham  keltirib chiqarish mumkin.

D alam ber prinsipiga oid m asalalar yechishda k o ‘pincha (13.6) 
tenglam alam ing natijasi b o ig a n  va ichki kuchlar qatnashm aydigan 
boshqa tenglam alardan foydalaniladi. (13.6) tenglam alar N k, F ' 
k u ch la r  s istem asi m u v o zan a tin in g  z a ru riy  va ye ta rli sh a rtin i 
ifodalaydi. S tatikadan  m aium ki, jismga q o ‘yilgan F , F 2, ■■■ , F n, 
ix tiy o riy  jo y la sh g a n  kuch  (tek is va fazov iy ) la r  s is tem an in g  
m uvozanatda b o iish i uchun bu sistemaning bosh vektori R ham, 
uning ixtiyoriy tanlab olingan m arkazga nisbatan  bosh mom enti M o 
ham  nolga teng b o iish i, ya’ni:

n n
R ‘ = ~ L F k = 0 ,  Á70 = £  m0 ( ? k ) = 0  (13.7) 

______k=1 t=1

b o iish i kerak edi. Bu yerda 0 — keltirish m arkazi. Bunda, qotish 
prinsipiga k o ‘ra bu qoida faqat qattiq jismlarga ta ’sir qiluvchi kuchlar 
sistemasigagina tegishli b o im ay , balki istalgan o ‘zgaruvchi sistema 
uchun ham  o ‘rinlidir. Ixtiyoriy 0 nuq tan i keltirish m arkazi deb 
hisoblab va yuqoridagi shartlarni e ’tiborga olib, berilgan mexanik 
sistema nuqtalariga q o ‘yilgan kuchlar sistemasi uchun D alam ber 
prinsipiga binoan:

¿ f c + A 1K + F ‘ > 0 ,
*=1

¿  h  (Fk (Fk 1= 0
k=\

b o iish i kerak. U shbu belgilashlarni kiritam iz :
Z F k=R' —  berilgan kuchlam ing bosh vektori;
Z Nk=N' —  bo g ian ish  reaksiya kuchlarining bosh vektori;
Z F k'=R'' —  sistema nuqtalari inersiya kuchlarining bosh vektori;
Z m Q(Fk)=M0 —  berilgan kuchlam ing 0 m arkazga nisbatan bosh 

momenti;
Z m0 (Nk)=M0N —  b o g ian ish  reaksiya kuchlarining 0 m arkazga 

nisbatan bosh m om enti;
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£  m0(Fk‘)=M 0‘—  inersiya kuchlarining 0 m arkazga nisbatan bosh 
m om enti.

U  holda (13.8) tenglam alar sistemas! quyidagi ko ‘rinishni oladi:

ff+AГ+К‘=0____________________________________
M0+M0N+M0l=0 (13.9)

(13.9) tenglam alarni koord inata  o 'q laridagi proyeksiyalari xuddi 
sta tik an in g  m uv o zan a t teng lam alariga  o ‘xshash teng lam alarn i 
beradi. H aq iq a tan  ham  (13.9) tenglik lam i ko o rd in a ta  o 'q la rig a  
proyeksiyalab, bog ian ish li m exanik sistema nuqtalariga q o ‘yilgan 
kuch larn ing  o ltita  m uvozanat shartlarin i (tenglam alarin i) hosil 
qilam iz:

MX+MXN+MJ=0,
My+MyN+My'=0,
Mz+MzN+Mj=0.

(13.9) va (13.10) tengliklar, mos ravishda, mexanik sistema uchun 
D a la m b e r  p r in s ip in i  ifo d a lo v c h i v e k to r  va k o o r d in a ta  
tenglam alaridir. Bu usul, ayniqsa, m asalada dinam ik b o g ia n ish  
rea k s iy a s in i, y a ’ni s is tem an in g  h a ra k a tid a n  v u ju d g a  kelgan  
reaksiyalarni topishda qulaydir.

Endi sistemaning har qavsi nuqtasiga q o ‘vilgan kuchlarning teng 
ta ’sir etuvchilari tashqi va ichki kuchlardan iborat b o ig a n  kuchlar 
deb qaraylik, y a ’ni

b o ‘lsin. U  holda (13.6) dan  (13.9) tenglam alar singari tashqi va 
inersiya kuchlarining quyidagi m uvozanat shartlarini hosil qilishimiz 
m umkin:

R\+N'x+R\i=0,
R'y+N'y+R'j =0,
R'z+N'z+R'J =0, (13.10)

Fk + Nk +Fke+F¿ (13.11)

Re+R‘=0
м е0+ м ‘‘0=о (13.12)
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C hunki, sistem aning ichki kuchlari, u larn ing  xususiyatlariga 
k o ‘ra:

F = I  ¥1 = 0, m '0 =Zmn (F i)= 0

s h a r t la rn i  q a n o a tla n tir a d i . (13 .12) ni k o o rd in a ta  o ‘q la r ig a  
proyeksiyalab, (13.10) ga o ‘xshash oltita m uvozanat shartlarni hosil 
qila olamiz.

D alam ber prinsipidan keltirib chiqarilgan (13.12) tenglam alarni 
q o ila s h , bu  tenglam alarda ichki kuchlar qatnashm agan lig idan , 
m asa la la r yechishni osonlash tirad i. M asalalar yechishda (13.9),
(13.10) va (13.12) ten g lam ala rd an  foydalan ish  uchun  inersiya 
kuchlarining bosh vektori va bosh momenti ifodalarini hisoblay bilish 
kerak b o ia d i.

39-§. Inersiya kuchlarining 
bosh vektori va bosh momenti

Q a ttiq  jism  inersiya k u ch la rin i ix tiyoriy  ta n la b  o lin g an  0 
m arkazga q o ‘yilgan bitta R'! kuch va m om enti M‘0 ga teng b o ig a n  
b itta  ju ft bilan almashtirish m um kin. Buning uchun kuchni ixtiyoriy 
m arkazga keltirish usulidan foydalanam iz. D inam ikada inersiya 
kuchlarin i keltirish m arkazi sifatida, oda tda , jism ning m assalar 
m ark az i C n u q tasi o linad i. F k--m ^v k b o ig a n lig id a n  sistem a 
m assalar markazining radius vektorini aniqlovchi tenglikni e ’tiborga 
olgan holda quyidagiga ega bo iam iz:

r '= Z  F 'k— Y.nikw k~-M w c (13.13)

Bu yerda M — jism  massasi, wc— jismning m assalar m arkazining 
tez lan ish i. D em ak, ix tiyoriy  h a ra k a t  q ilay o tg an  jism  inersiya 
kuchlarin ing bosh vektori m oduli jiha td an  jism  m assasini uning 
m a ssa la r  m ark az i te z lan ish ig a  k o ‘p a y tir ilg a n ig a  ten g  va bu  
tezlanishga qaram a-qarshi tom onga yo‘nalgan b o ia d i.

Inersiya kuchlarining bosh momentini qattiq  jism  harakatlarining 
b a ’zi xususiy hollarida hisoblaymiz.

1. Jism ilgarilanma harakat qilad i. A g ar jism  ilg a rilan m a  
h a rak a tlan ay o tg an  b o is a , uning  barcha  nuq ta la rin ing  berilgan 
paytdagi tezlanishlari o ‘zaro  teng b o ia d i, ya’ni:
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w, — w2 — ... —Wk —Wc

Demak, jism  nuqtalarin ing inersiya kuchlari o ‘zar о parallel, bir 
yo 'nalishda b o ia d i. Bu holda inersiya kuchlar sistemasi teng ta ’sir 
etuvchiga keladi va u jism  m assalar m arkaziga q o ‘yilgan b o ia d i. 
Bu natijaga oson ishonch hosil qilish m umkin. H aq iqatan  ham  jism 
ilgarilanma h a rak a t qilayotganidan С atrofida aylanm a harakat ro ‘y 
bermaydi. Shuning uchun С nuqtadan o iu v ch i o ‘qqa nisbatan tashqi 
kuchlarning bosh  m om enti nolga teng b o ia d i, y a ’ni:

z

0

/  C / w  \  
í R'

)

X

Mec=0.

U  holda (13.12) tengliklam ing ikkinchisidan quyidagini yoza 
olamiz:

M ec=-Me = 0.

Shuningdek, ana  shu tengliklam ing birinchisidan esa:

R‘ = -R  e==y .F e!c= -M \v c = R  '  (13.13)

kelib chiqadi. Bu yerda R‘inersiya kuchlarining teng ta ’sir etuvchisi.

2. Jism qo‘zg‘almas o‘q atrofida aylanadi. Jism ning sim m etriya 
tek islig i b o i i b ,  q o ‘z g ‘alm as o ‘q С n u q ta d a n  shu  te k is lik k a
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p erp en d ik u ly a r o ‘tsin. Bu ho lda  vv^—O bo lad i, dem ak, inersiya 
kuchlarining bosh vektori R '--Re=-M w c=0. Inersiya kuchlarining 
bosh m om entini hisoblaymiz. (13.12) tengliklam ing ikkinchisidan 
quyidagi m unosabatni yoza olamiz:

=-M'c, yoki M ‘ = -M J ,

Jism ning aylanm a harakat difTerensial tenglamasini ko 'zda  tu tib  
quyidagi natijaga kelamiz:

M* = -M ec = -Ic E (13.14)

Shunday qilib, bu holda inersiya kuchlar sistemasi m om enti MJ. 
ga teng va aylanish o‘qiga perpendikulyar b o ig a n  tekislikda yotuvchi 
juft kuchga keladi. Formuladagi minus ishora M ‘ moment yo'nalishini 
jism n in g  b u rc h a k  te z la n ish  y o ‘n a lis h ig a  q a ra m a -q a rs h i  
yo 'nalganligini ko 'rsatadi.

3. Jism tekis parallel harakat qiladi. Jism ning sim m etriya tekisligi 
b o iib  va uning ham m a nuqtalari bu  tekislikka parallel tekisliklarda 
harakat qilayotgan bo'lsin . Jism ning bunday harakatin i uning qutb  
deb ata lgan  nuqtasining ilgarilanm a harak a ti bilan bu nuq tadan  
o 'tuvchi o ‘q atrofida aylanm a haraka tla rga  ajratish m um kinligini 
kursim izning k inem atika b o iim id a  k o 'rsa tg an m iz . B iroq q u tb  
sifatida dinam ikada jism  m assalar m arkazi C nuqta  olinadi. U  holda
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aw alg i hollarni e ’tiborga olinsa, inersiya kuchlarining ham  bosh 
vektori, ham  bosh mom enti b o ia d i, y a ’ni:

y _________ __

Wc \

c

r»
X

R “ = -M  wc, M lc = - lc E (13.15)

B oshqacha ay tg an d a , q a ra lay o tg an  h o ld a  inersiya ku ch la r 
sistemasi bitta  kuch  va b itta  ju ft bilan almashiladi. (13.13) va (13.14) 
form ulalarga asosan  m asalalar yechishda tegishli katta lik larn ing  
m iq d o r la r i  h is o b la n a d i , u la rn in g  y o ‘n a lis h la r i  esa  ra sm d a  
k o ‘rsatiladi, xolos.



14-LEKSIYA

BOG‘LANISHDAGI NUQTA YOKI SISTEMANING 
ERKINMAS HARAKAT DINAMIK 

REAKSIYALARINI DALAMBER PRINSIPIGA 
KO‘RA ANIQLASH

Nuqta va mexanik sistemaning erkinmas harakat dinamik 
reaksiyalari. Q o‘zg'almas o ‘q atrofida aylanuvchi jismning 

aylanish o ‘qiga k o ‘rsatadigan dinamik hosimi

1. N uqtaning erkinm as harakat dinam ik reaksiyalari nima?
2. M exan ik  sistem a h a rak a ti d inam ik  reaksiya la ri q an d ay  

aniqlanadi?
3. D inam ik reaksivalam i anialash inersiva kuchlarini aniqlash 

m asalasiga qanday keltiriladi?
4. 0 ‘zgarm as burchak tezlik bilan aylanm a h arakat qilayotgan 

jism n in g  a y la n ish  o ‘q iga  d in a m ik  re a k s iy a s i q a n d a y  
aniqlanadi?

5. J ism n in g  a y la n ish  o ‘q iga  q a c h o n  d in a m ik  re a k s iy a s i 
bo im ayd i?

6. Jismning aylanish o ‘qiga dinam ik reaksiyalari bo im aslikn ing  
qanday zaruriy shartlari bor?

Tayanch so‘zlar va iboralar

Dinam ik reaksiyalar. D inam ik m uvozanat. D inam ik m uvozanat 
tenglam alari. A ylanish o ‘qiga bosim . A ylanish  o 'q ig a  dinam ik 
reaksiyaning b o im aslik  shartlari.

4Q-§. Dalamber prinsipiga k o ‘ra hog‘lanishdagi nuqta va 
sistemaning erkinmas harakat dinamik reaksiyalarini aniqlash

E rkinm as h ar q an d ay  m oddiy n u q ta  yoki m exanik  sistem a 
harakatini o ‘rganish uchun D alam ber prinsipini q o ila sh  u lam ing 
harakat tenglamalarini tuzishning birdan-bir qulay usulidir. Ayniqsa, 
m oddiy  n u q ta  yoki m exan ik  sistem a h a ra k a ti  m a ’lum  yoki u 
no m aiu m  reaksiyalar qatnashm agan tenglam alar orqali aniqlanishi 
m u m k in  b o ‘lg an  h o lla rd a  D a la m b e r  p r in s ip in i  b o g ia n i s h



reaksiyalarin i an iq lash  uchun q o i la s h  g ‘oyat d a ra jad a  osonlik  
tu g ‘d irad i. B unday  m asa la la rn i yechishda k o ‘pincha o ld indan  
n o m a iu m  b o ia d ig a n  ichki k u ch la r  h isobga o linm aydi. Ichki 
bog ian ishn ing  reaksiyalarini aniqlash zaru r b o ig a n  hollarda esa 
m exanik sistem ani ushbu  ichki kuch lar tashqi kuch b o ia d ig a n  
qism larga ajratib  o ‘rganish kerak b o ia d i.

B o g ian ish li m oddiy  n u q ta  h a rak a tid a  (13.3) (yoki m exanik 
sistema uchun esa (13.9)) D alam ber prinsipi yordam ida aniqlangan 
reaksiya  k uch la ri, shu m u v o zan at teng lam alard an  ayonk i, b ir 
to m o n d a n  q o ‘y ilgan  k u ch la rn in g  x a ra k te rig a  b o g i iq  b o i s a ,  
ikkinchidan, inersiya kuchlari (bosh vektori va bosh momenti) orqali, 
n u q ta  yoki jism  (m exanik sistem a nuq ta lari) harak a t qonuniga, 
m assalar m arkazi va aylanish o ‘qining joylashishlariga n ihoyatda 
b o g iiq . Shuning uchun (13.3) yoki (13.9) dagi reaksiya kuchlarini 
t a ’s ir e ta y o tg a n  ta sh q i ak tiv  k u c h la rg a  b o g i iq  va m assa la r 
m arkazining ham da aylanish o ‘qining joylashishlariga va (nuqtaning 
yoki sistemaning) h arakat qonuniga b o g iiq  reaksiyalarga ajratib  
aniqlashga to ‘g‘ri keladi. Shuni esda tutish kerakki, ta’sir ko ‘rsatuvchi 
tashqi kuchlar ham  harakat qonuniga (jum ladan, qarshilik kuchlari 
tezlikka) b o g iiq  b o iish i mum kin.

S h unday  q ilib , b o g ia n is h li  e rk in m as jism n ing  h a ra k a tid a  
b o g ia n is h  reak siy a la ri ikk ita : ak tiv  k u ch larn in g  ta ’siri b ilan  
aniqlanuvchi statik  reaksiyalar Nn dan  va m assa taqsimlanishi ham da 
harakat qonuni xarakterlari bilan aniqlanuvchi qo ‘shimcha dinam ik 
reaksiyalar Ñd dan  ibo ra t b o ia d i. Jum ladan , moddiy nuq tan ing  
erkinm as harakatida  reaksiya (yoki, um umiy holda, b o g ian ish la r 
reaksiyalarin ing teng ta ’sir etuvchisi) N Statik Nc va qoshim cha 
dinam ik Nd reaksiyalardan y ig ilad i:

Ñ = ÑC+Ñd (14.1)

RrvcrMonicV» r^Q lrciw íícinina ncfifvii ilrk i v ivarían  iH n ra t ifo H asin i— 0 --------------- j — 0
harakatdag i n u q ta  uchun D alam ber prinsipini (13.3) m uvozanat 
tenglam asiga qo 'y ib  harakatdagi n uq ta  m uvozanatining

F + Ñ c + N d + F‘ = 0  ( 14-2)

tenglam asiga kelam iz. Bu (14.2) teng lam adan  n u q tan ing  s ta tik  
m uvozanatini ifodalovchi
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F  + N e =0 ( 14. 3 )

tenglam ani ajratib  nuqtaning erkinm as harakatidag i q o ‘shim cha 
dinam ik reaksiyalam i aniqlovchi

dan ibora t dinam ik m uvozanat tenglam ani hosil qilamiz.
M exan ik  sistem aning  erk inm as h a ra k a tid a g i b o g ia n is h la r  

reaksiyalarining bosh vektori va bosh m om enti ham  xuddi nuqtadagi 
kabi ikkita: statik va dinam ik reaksiyalardan yig'iladi

H arakatdagi bogianishli mexanik sistema m uvozanatining ushbu 
ko 'rin ishdagi D alam ber prinsipi tenglam asidan sistem aning statik  
m uvozanat tenglamalari

ni ajratib  harakatdagi erkinm as mexanik sistema uchun D alam ber 
prinsip idan  kelib ch iqad igan  q o ‘shim cha dinam ik  reaksiyalarn i 
aniqlovchi quyidagi

m uvozanat tenglam alarni hosil qilamiz.
(14.4) va (14.8) tengliklardan ko 'ram izki, qo 'sh im cha dinam ik 

reaksiyalarni aniqlash uchun yozilgan m uvozanat tenglam alarda 
ak tiv  kuch lar hisobga olinm aydi. M oddiy  n u q ta  uchun  (14.4), 
m exanik sistem a uchun (14.8) vek to r teng lam alarn ing  h a r biri, 
k o o rd in a ta  o 'q la rig a  p royeksiyalar tarz idag i u ch tad an  skalyar

N d+F‘ = 0 (14.4)

N 1 = N,c + N ,d, M0N = M0"c + M0Nd (14.5)

k o ‘rinishga keladi:

R‘ +N,c + N ,d + R'i = 0, M0 + M"c + + Ml = 0  (14.6)

R +N;C = 0, M0 + M"c = 0 (14.7)

N 'd + R1' = 0 , M0Nd + M ‘ = 0 (14.8)
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m uvozanat teng lam alarga  ekvivalent, chunonch i, (14.8) uchun 
q o ‘sh im cha d in a m ik  re a k s iy a la rn i an iq lo v ch i o l t i ta  sk a ly a r  
tenglam alarga ega b o iam iz .

Mo (Pa)=i'ax Nj = 0 - a
N N NA x  i V  A y i y  Az

» M0(RB)=rBx N B =
-L -

0
JL
b

N  B x  N  B y  N j 3z

Reaksiya kuchlari bosh momentining proyeksiyalarini yuqoridagi 
ifodalarni hisoblab aniqlaymiz:

K  =a-NAy- b . NBy, M Ny = - a ■ NAx + b ■ NBx, M N2 = 0 (M™ = o )

Reaksiya kuchlarining bosh vektori esa quyidagicha 
aniqlanadi:

Az

Inersiya kuch larin ing  bosh vektori (yoki d inam ik  reaksiya) 
proyeksiyalarini hisoblash uchun yuqorida keltirib chiqarganimizdek, 
m a ssa la r  m a rk a z i  te z la n ish in in g  k o o r d in a ta  o ‘q la rd a g i  
proyeksiyalarini aniqlashim iz kerak. Jismning aylanm a harakatida  
nuqtasining tezlanishi aylanm a va m arkazga intilm a tezlanishlardan 
tashkil topadi, y a ’ni:

w = wz +vv“ = O C -8, ww = OC-co2, OC = J x 2 +y2c

U h o ld a

YC
OC
XC

^  .. 2 *c
W V/ w

OC

y c  =wy +w" = —OC • £ -------OC-0) 2 = xcG -
OC OC

yc -m

zc = 0

D em ak,

130



Nx = ^ ‘L + N‘L = -m yce -  m x ^ 2 

Nr = N% + Niy = mxce -  mycm2,

Jism inersiya kuchlari bosh momentini uning C m arkazga nisbatan 
bo sh  m o m e n ti p ro y e k s iy a la r i i fo d a s id a n  h iso b la y m iz . Bu 
form ulalarda burchak tezlik va burchak tezlanishning q o ‘zg‘aluvchi 
koordinata sistemasi o ‘qlaridagi proyeksiyalari qatnashgan. Bizning 
holimizda e=e=0, w=o)=0, £=£, co=ca

A niqlangan kattalik larni o ‘rniga q o ‘yib, dinam ik reaksiyalar 
uchun quyidagini hosil qilamiz:

U shbu  ten g lam ala rd an  A va B bogM anishlarning d inam ik  
reaksiyalarini quyidagicha aniqlaymiz:

D em ak,

M‘ =/£-1 of, M  = / £-1 of, Af = - /£
X  XZ yz y  y z  xz ’ z  z

-myc£-mx(.af~NdM+Ndiji, 
mxr£-mxraf=Nd, +Nda,

C C  Ay B y (14.9)
XZ yz  Ay B f

I e + I  of=-aNd + b N \.yz xz A x Bx

41-§ Q o‘zg ‘almas o ‘q atrofida aylanuvchi jismning 
aylanish o'qiga dinamik bosimi

N dA= V(Nlx)2+(NdAy)2 , N dB=V(NdBx)2+(NdBy)2

Bu yerda

NdAx— ~  {(m«yc-Izy)e+( mexc-Ixz)o)2},

NdAy= —  {(mexc-Ixz)£-( mey,-Iyz)co2},Ct + 6
N dBx=- ~  {(mayc-Iyz)8+( maxc+Ixz)co2},

NdB x - ^ ;  {(m axc+l^s-i mayc+Iyz)o 2} 
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ga ten g . S h u n d a y  q ilib , q o ‘z g ‘a lm as  o ‘q a tro f id a  a y la n m a  
harakatdagi jism  uchun q o ‘shim cha dinam ik reaksiyalar

N dA= —  ¡ tm b y c - lJ + ( m b x ,  - l j ]  ( e 2 + m 4) ,  (14.10) 
a + e V ____________________

N dB= — lyt )  + (maxc - /  J 2]  (e 2+ 0)4) , (14.11) 
a + e \

ga teng.
1. Jism ning aylanish o ‘qi inersiya bosh o ‘qi bo‘lmasin va og‘irlik 

m arkazi shu o ‘qda yotsin, ya’ni xc=yc=0, Ix?=£0. U holda

N dA=NdB=47T  /̂(I2yz + I2xZ)(£2+ra4) a+b

U shbu  h o lda  b o g lan ish la rn in g  d inam ik reaksiyalari m iqdor 
jihatdan o ‘zaro teng, lekin yo'nalish jihatdan esa qaram a-qarshi ekan.

2. Jism co=const burchak tezlik bilan tekis aylanma harakatlansin. 
U  holda e = 0. (O g‘irlik m arkazi ushbu holda ham  aylanish o ‘qida 
b o ‘lsin). H isoblash lardan  k o ‘ram izki b o g ian ish la rn in g  dinam ik 
reaksiyalari

N dA=N dB= ^ V ( i ^ )
a + e

U shbu holda ham  m iqdor jiha tdan  teng, yo‘nalishi esa qaram a- 
qarshi kuchlarga keltiriladi.

3. Jism inersiya bosh o ‘qida aylansin. A koordinata boshi b o ‘lsin. 
I xz = I yz= 0, <2=0. U  h o ld a , N db=0, y a ’ni d in am ik  reaksiya

bo 'lm aydi. A dan  o ‘tgan inefsi-ya bosh o ‘qi erkin aylanish o ‘qi 
deviladi.

4. A gar xc=0, yc=0, Iyz=0, Ixz=0 b o ‘lsa, aylanish qonuni va dem ak 
e ham da oo qanday bo 'lishidan q a t’i nazar (14.9), (14.10) ga k o ‘ra 
N dA=0, N dB=0 bo ‘ladi. Dem ak, aylanish o ‘qi inersiya m arkaziy bosh 
o ‘qi bilan ustm a-ust b o ‘lsa, dinam ik reaksiyalar hosil b o ‘lm as ekan. 
U shbu holni vujudga keltiradigan zaruriy  shartlarni aniqlaym iz.
(14.8) da barcha inersiya kuchlarni nol deb hisoblab
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m  yv E + m  xc a 2 =0, m x ^ e - m  yc co2=0 (14.12) 
T„ 8 ^ ( 0  =0, /„e+y^cû2 =0 (14.13)

shartlarga kelamiz. Bulardan: xc=0, yc=0, 1 = 0 ,  I>z=0
D em ak, q o ‘zg‘almas o ‘q atrofida aylanm a harakatlanayotgan  

jism  tayanch nuqtalarga dinam ik bosim k o ‘rsatm asligi uchun uning 
aylanish o ‘qi uning inersiya bosh m arkaziy o ‘qi b o iish i zaru r va 
yetarli. U shbu holda aylanayotgan jism m uvozanatlashgan, aylanish 
o ‘qi erkin b o iad i.

z —  k oord ina ta  o ‘qi jism ning aylanish o ‘qi bilan ustam a-ust 
jo y la s h g a n  b o i s i n .  J ism n in g  a y la n m a  h a ra k a t ig a  A v a  B 
nuqta lardag i podshipnik lardan  iborat b o g ian ish la r ta ’sir qiladi. 
BogManishlarni A va B lardagi N A va N B reaksiyalari (ishqalanish 
hisobga olinmaydi) bilan alm ashtirib jism ni erkin holatga keltiramiz.

Jism ning og‘irlik m arkazi orqali aylanish o ‘qiga perpendikulyar 
o ‘tgan tekislikni shu o ‘q bilan kesishgan nuqtasida koordinatalar boshi 
q o Lyilgan ikkita: qo 'zg 'a lm as va q o ‘zg‘aluvchi sistem alar olamiz. 
Bular uchun aylanish o ‘qi umumiy va A, B larning koord inatalari A 
(0,0,-a), B (0,0,b). Q o ‘zg‘aluvchi koord inatalar sistemasi jism ga bi- 
riktirilgan va u jism  bilan z o ‘qi atrofida aylanadi. Q o ‘zg‘aluvchi 
sistem ada jism ning og‘irlik m arkazi koord inatalari xc, yc (Z c=0) va 
m arkazdan  qochm a va Iyz inersiya m om entlari o ‘zgarm as 
m iqdorlardir.



15-LEKSIYA

MUMKIN BO LG AN KO‘CHISH

Bog'lanishlarning tenglamalari va klassifikatsiyasi. M exanik  
sistemaning mumkin ho '[gart ko 'chis ht a rt Ideal hog‘lanishlar. 

Erkinlik darajasi va umumlashgan koordinatalar

1. D inam ikada b o g ian ish la r qanday ta ’riflanadi?
2. B o g lan ish  tenglam alari nima?
3. Q a n d a y  b o g ia n is h la r g a  s ta ts io n a r  va q a n d a y  

b og ian ish la rg a  nostatsionar bog ian ish la r deyiladi?
4. Q anday b o g ia n ish la r  ikki tom onlam a va qandaylari bir 

tom onlam a b o g ian ish la r deyiladi?
5. Q anday b o g ian ish la r geom etrik va qanday b o g ian ish la r 

kinem atik b o g lan ish  deyiladi?
6. Q anday b o g ian ish la r golonom  va qandaylari nogolonom  

b o g ian ish la r deyiladi?
7. Q anday k o ‘chishga m um kin b o lg a n  k o ‘chish deyiladi?
8. M um kin b o lg a n  ko 'chishda qanday shartlar bajariladi?
9. Q anday bog ian ish la rga  ideal b o g lan ish  deyiladi?
10. Erkinlik darajasi nima?
11. U m u m la sh g a n  k o o rd in a ta la r  q a n d a y  t a ’r if la n a d i va 

belgilanadi?

Tayanch so‘zlar va iboralar

B oglan ish . B o g lan ish  tenglam alari. S tatsionar, nosta tsionar 
b o g ian ish la r. Bir tom onlam a va ikki tom onlam a b o g ian ish la r. 
G eom etrik boglanish . Golonom , nogolonom bogianishlar. M um kin 
b o lg a n  k o ‘chish. Ideal bog lan ish . Erkinlik darajasi. Um um lashgan 
koordinatalar.

42-§. Bog'lanishlar, ularning 
tenglamalari va klassifikatsiyasi

K oordinatalari va tezliklari qiym atlari ixtiyoriy o 'zgarm aydigan 
m oddiy nuqtalam ing mexanik sistemasiga erkinmas mexanik sistema 
deyiladi. Erkinm as sistem aning ayrim  nuqtalarining koord inata  va
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tezliklariga bevosita, qolganlarinikiga esa bilvosita chek qo 'y ilgan 
bo 'lad i. M exanik sistem a nuqtalarin ing  harakatiga q o ‘yiladigan 
bunday cheklarni biz bog'lanishlar deb ataym iz. Shunday  qilib, 
s is tem aga q o 'y ilg an  b o g 'la n ish la r  deb  un ing  b a ’zi n u q ta la r i 
koordinata va tezliklarining o'zgarishini, h arakat tenglam alari va 
ta ’sir e tayo tgan  kuchlardan q a t’i nazar, cheklovchi h a r  qanday  
shartlarga aytiladi.

M e x a n ik  s is tem a  n u q ta la r in in g  b u  k a b i k in e m a tik  
xarakteristikalarini cheklovchi bunday shartlar (ya’ni bog 'lanishlar) 
m atem atik ifodalar yordam ida tavsiflanadi va bunday ifodalarga 
bog'lanish tenglamalari deyiladi. Bog‘lanish tenglam alari, umumiy 
holda, sistem a nuqtalarining koordinatalari (xk, yk, zk; k=kñ), vaqt 
b o ‘yicha ulam ing birinchi va ikkinchi tartibli hosilalari (tezliklari 
va tezlanishlari) o 'rtasidagi m unosabatlar (differensial tenglam alar) 
bilan ifodalanadi.

Q o‘yilgan bog 'lanishlar erkinm as sistema nuqtalarin ing aktiv 
kuchlar ta ’siridagi harakatin i shu sistema nuqtalarining xuddi shu 
kuch lar t a ’siridagi erkin h arak a tig a  n isba tan  m a’lum  dara jad a  
cheklaydi. B unday cheklashlardan texnikaning turli sohalarida, 
jum ladan, am aliyot uchun zarur bo 'lgan  b iro r yo 'nalish  bo 'y icha 
harakatni t a ’minlash m aqsadida foydalaniladi. C hunonchi, dvigatel 
silindri ichida porshen harakati. Bunda silindr ayni shu bog 'lanish  
vazifasini o 'tayd i va bizga porshen harakatin i m a’lum yo 'nalishda 
yuz berishini ta ’minlaydi. Shunday qilib, bog 'lan ish lar qo 'yilgan 
sistema nuqtalarining erkinm as harakati u larga ta ’sir etuvchi aktiv 
kuchlar va boshlang'ich shartlargagina bog 'liq  bo 'Iib  qolm asdan, 
balki ayni shu qo'yilgan bog'lanishlarga ham bog'liqdir. Boshlang'ich 
shartlar esa bog 'lanishlar tufayli, shu bog 'lanish  tenglam alari bilan 
aniqlangan m unosabatda o 'za ro  bir-biriga bog 'liq  bo 'lad i.

U m um an bog'lanish turiga qarab sistema nuqtalarining erkinmas 
harakati turlicha bo'ladi. Biz quyida bog 'lanishlarning am alda k o 'p  
uchraydigan turlari bilan tanishamiz.

A gar sistem aga qo 'y ilgan bog 'lan ish lar sistem a nuqtalarin ing 
faqat koordinatalarigagina chek qo 'ysa, u geometrik bog'lanishlar 
deyiladi. M asalan, m oddiy n uq ta  b iro r sirt b o 'y lab  ajralm asdan 
h a ra k a tla n a y o tg a n id a  bu n u q ta n in g  k o o rd in a ta la r i  shu  s ir t 
(tenglamasi) bilan cheklangan (bog 'langan) bo 'lad i, ya’ni

/  (x,y,z)=0 (15.1)
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U shbu (15.1) sirt tenglam asi n uq ta  koo rd inata larin ing  erkin 
0‘zgarishiga q o ‘yilgan chek bo'lganligi uchun u boglan ish  tenglamasi 
b o ‘ladi.

M exanik sistem a n u q ta la rin in g  k o o rd in a ta la rid an  tash q ari 
u larning tezliklarini ham  cheklovchi bog 'lanishlarga kinematik yoki 
differensial bog lanishlar deyiladi. Jum ladan, gorizontal lekislikda 
g 'ildirak sirpanm asdan tekis parallel harakatlanganida uning tekislik 
bilan tegishgan nuqtasining tezligi nolga teng bo 'lish i kabi chek 
q o ‘yilad i, c h u n k i v aq tn in g  h a r  b ir m o m en tid a  tek islik  b ilan  
g 'ildirakning tegishgan nuqtasi tezliklarning oniy m arkazi b o ‘lib, 
uning tezligi nolga teng:

Agar qutb — m assalar m arkazi tezligi v. ni, qutb atrofida aylanma 
h a rak a t burchak  tezligi (0 ni, tezliklar oniy m arkazining qutbga 
n isbatan rad iusvek to rir n i,m osravishda, vc (xCi 0, 0), co (0, 0,ip), 
f(0 . R, 0) ga ten g  e k a n lig in i e ’t ib o rg a  o lsa k , b o g ‘la n ish n i 
ifo d a lo v c h i y u q o r id a g i vek tc .r te n g ia m a  q u y iu a g i a k a ly a r  
tenglam alar ko 'rin ish iga keladi:

x c -R < p = 0 , y c= 0  (15.2)

K inem atik  (differensial) b o g ‘lan ishning  ushbu ten g lam alan  
integrallanadi:
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x c-R<p = 0 , y c=const

Y a ’ni d u m a la sh d a  s irp a n ish n in g  y o 'q lig in i v a  g ‘ild ira k  
m ark az id an  tek islikkacha b o ‘lgan R m aso fan ing  saq lan ish in i 
ifodalovchi (bog'lanish tenglam alar) shartlar hosil b o ‘ladi. Hosil 
b o ‘lgan b o g ‘lan ish n in g  u sh b u  ten g lam asid an  k o ‘ram izk i bu 
kinem atik bog‘lanish bir vaqtda geometrik bog'lanish ham  ekan.

Geom etrik (15.1) va tenglam alari integrallanadigan differensial
(15.2) bog‘lanishlar golonom bog'lanishlar deyiladi. Shunday qilib, 
golonom  bog'lanishlar sistema nuqtalarining koordinatalariga (yoki 
integrallanishi m um kin b o ‘lganidan tezligiga ham ) chek q o ‘yadi. 
U lar sistema nuqtalarining koordinatalari o 'rtasidag i (15.1) kabi 
m u n o s a b a tla r  yok i (15 .2) kab i in te g ra lla n u v c h i d iffe re n s ia l 
tenglam alar bilan ifodalanadi.

Integrallanmaydigan differensial tenglam alar bilan ifodalanuvchi 
b o g 'la n is h la r  nogolonom bog'lanishlar dey ilad i. N o g o lo n o m  
bog 'lanishlar holida sistema nuqtalarining koord inatalari o 'r ta s id a  
chekli m unosabatlar m avjud bo'lm aydi.

T e n g la m a la r id a  o s h k o r  r a v is h d a  v a q t  q a tn a s h m a g a n  
b o g 'lan ish la rga , m asalan , (15.1), (15.2) statsionar bog'lanishlar 
deyiladi, aks holda, y a 'n i bog 'lanish  tenglam alarida vaqt oshkor 
rav ishda qatnashsa, nostatsionar bog'lanishlar deyiladi. D em ak, 
s ta ts io n a r b og 'lan ish  v aq t b o 'y ich a  o 'zg a rm ay d i va aksincha, 
nostatsionar bog'lanish vaqt o 'tish i bilan o 'zgaradi.

B o g 'la n ish  te n g la m a s i ten g lik  b ilan  ifo d a la n s a , b u n d a y  
bog 'lan ish  bo'shatmaydigan yoki ikkitomonlama bog'lanish deb 
ataladi, bunga yuqoridagi bog 'lanishlar (nuqta yoki g 'ild irak  sirtdan 
ajralm asdan harakatlangan  holda) misol b o 'la  oladi. B ir uchi sferik 
sharn ir yordam ida bir nuq taga  m ahkam langan sterjenning ikkinchi 
uch iga b irik tirilg an  o g 'i r  sh a rch an in g  sferik  teb ran g ich  kab i 
harakati bo 'shatm ay digan bog'lanishga yaxshi misol bo 'lad i. Bunda 
s h a rc h a  —  m o d d iy  n u q ta  h a r a k a t i  s te r je n d a n  ib o r a t  
bo 'shatm aydigan bog'lanish bilan cheklangan, ya’ni sharcha radiusi 
sterjen uzunligi 1 ga teng sfera sirtidan tash q arid a  yoki ichkarida 
b o 'la  olm aydi. Sharchaning koord inata lari bog 'lan ish  tenglam asi 
orqali bog 'langan:

x2 + y2 + z2 = l 2
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T e n g la m a s i te n g s iz lik  b iia n  i fo d a la n a d ig a n  b o g 'la n is h  
bo'shatadigan yoki birtomonlama bog'lanish deyiladi. M asa ian , 
yuqoridagi og‘ir  sharcha steijen orqali emas, arqon  (ip) yordam ida 
bir m arkazga m ahkam langan bo'lsin . Bunday bog 'lanishdagi og‘ir 
sharcha (sfenk tebrangich) ning koordinaialäfi orlasidagm iunosabat- 
tengsizlik bilan ifodalanadi:

X2 +  y2 +  z2 < 12

Chunki endi bog'lanish sharchani 1 radiusii sfera sirtidagina emas, 
balki bog 'lan ish  (ip) dan  bo 'sh ab , sferaning ichki sohasida ham  
bo'lishiga imkon beradi. Tengsizlik belgisi bog'lanish qaysi tom onga 
jism ni bo'shatishini bildiradi.

Agar ipning uzunligi biror v tezlik bilan o'zgarib borsa, bog'lanish 
tenglam asi

x2 + y2 + z2< ( l 0± v t)2

ko 'rin ishga keladi, bog 'lanish  esa tenglamaga k o 'ra  nostatsionar 
bog 'lanishga aylanadi.

G olonom , statsionar, bo 'shatm aydigan bog 'lanishga yana bir 
m isol ta riq asid a  k rivosh ip -sha tun  m exanizm ini ke ltiram iz. Bu 
misolda bog 'lanishlar 0 nuqtadagi qo 'zg 'a lm as silindrsimon sham ir, 
B nuqtadagi polzun va krivoship bilan shatunni o 'zaro birlashtiruvchi 
A dagi s ilin d rs im o n  sh a rn ir la rd a n  ib o ra t. M ex an izm n i xOy 
k o o rd in a ta  sistem asiga n isb a tan  o 'rg a n sa k , b o g 'lan ish la rn in g  
tenglam alari quyidagicha ifodalanadi:

x o =  °> y 0 =  ° ’ y B =  ° -  x ' a  +  y \  =  r2 ’ ( x a  -  x b>2 +  y 2A =  12 ( 15 3  >

A gar m exanizm ni uch o 'lchov li Oxyz D ek art k o o rd in a ta la r  
sistem asiga n isbatan o 'rgansak  (15.3) tenglam alarga yana ucnta 
Lenglama qo'shiladi:

z o =  0 ’ z a  =  0 ’ z b  =  0
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Shuni esda tutish joizki, golonom  bog‘lanishlar sta tsionar va 
nostatsionar b o ‘lishi mumkin. A gar qaralayotgan mexanik sistema 
n-ta nuq ta lardan  iborat b o ls a  va unga m -ta bogManish qo‘yilsa, 
statsionar (golonom ) bogManish tenglam asining umumiy k o ‘rinishi 
quyidagicha b o ‘ladi:

fk(x., y,, z,, Xj, y2> z2, . . xn, yn, zn) = 0, (k=T,m) (15 .4)

Shuningdek, nostatsionar (golonom ) b o g ian ish  tenglam asining 
um umiy k o ‘rinishini:

fk(t; x ,> yi> z,» Xj. y2. z2, . . xn, y„, zn) = 0, (k¿T,m) (15.5)

kabi yoza olam iz. A gar (15.4) va (15.5) teng lam alarda  sistem a 
nuq ta larin ing  tezliklari ham  oshkor qatnashsa , ular nogolonom  
bogManish tenglam asining um umiy ko ‘rinishini ifodalaydi.

B o‘shatm aydigan yoki ikk itom onlam a bogManish tenglam asi 
um um iy holda quyidagicha ifodalanadi:

fk(x ,,y 1,z 1,x 2,y 2,z 2, . . . >xn,y„,zn) = 0, (k=T,m) (15.6)

B unda bogManish sistem a n u q ta la rin in g  b iro r y o ‘nalishdagi 
h araka tin i cheklash bilan b ir vaq td a  unga teskari y o ‘nalishdagi 
h a ra k a t ig a  ham  chek  q o ‘y a d i, y a ’n i s is te m a n in g  n u q ta la r i  
bogManishni tashlab keta olmaydi.
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B o'shatad igan  yoki birtom onlam a bog‘lanish bunga qaram a- 
q a rsh i x a ra k te rg a  ega va un in g  ten g lam asi, um u m iy  h o ld a , 
quyidagicha ifodalanadi:

fk(x1,y 1, z 1,x 2,y 2,z 2, . . . ,x n,y n)zn)$ 0 , (k=T,m) (15.7)

Bulardan ko 'ram izki, b o g lan ish  ixtiyoridagi erkinm as sistema 
(bog‘lanishli sistem a) istalgan yo 'nalishda h arakat qila olm aydi. 
U ning ha rak a ti bog 'lan ish la rn ing  turiga va xarak teriga b o g ‘liq 
bo 'ladi. A gar sistem a nuqtalariga bog‘lanishlar qo'yilm agan b o ‘lsa. 
u holda 3n ta  koo rd in a ta la r o ‘zaro  bog ‘liqmas b o ‘lib, u larn ing  
qiymatlari faqat ta ’sir etuvchi tashqi kuchlargagina bog 'liq  b o ‘ladi. 
Bundan k o ‘rinadiki, sistema nuqtalariga bog 'lanishlar qo 'y ilganda, 
s is tem a  n u q ta la r in i  b o g 'la n is h n i  q a n o a t la n t i rg a n  h o ld a  
harakatlantirishga m ajburetadigan qo'shim cha kuchlar hosil bo'ladi. 
Bu kuchlar b o g lan ish  reaksiya kuchlarini ifodalaydi.

43-§. Mumkin bo‘lgan k o ‘chish. Sistemaning erktnlik darajasi.
Umumlashgan koordinatlar

Mexanik sistema nuqtalarining unga qo'yilgan bog'lanishlarni 
qanoatlantiruvchi har qanday cheksiz kichik (hayoliy) ko'chishlari 
mexanik sistemaning mumkin bo ‘Igan ko ‘chishi yoki virtual ko ‘chishi 
deyiladi.

M um kin b o lg a n  k o ‘chish tushunchasi analitik m exanikadagi 
m arkaziy  tu sh u n c h a la rd a n  b iri h isob lanad i. M u m k in  b o 'lg a n  
ko‘chishningta’rifgabinoan sistemaning mumkin bo lgan  k o ‘chishida 
unga q o ‘yilgan bogManishlar buzilm aydi, va’ni m um kin b o ‘lgan 
k o ‘chish bog 'lanishlar bilan muvofiq ravishda bajariladi. Boshqacha 
aytganda, erkinm as sistemaning yoki m oddiy nuqtaning m um kin 
bo lg an  ko'chishi uningholatini belgilovchisofgeometrik usul bo 'lib , 
vaqtga bog‘liq  emas. M exanik sistem a yoki nuq tan ing  m um kin 
b o lg a n  k o ‘chishi qo 'yilgan kuchlarga ham  bog‘liq emas.

Buning aksicha, b o g ‘lanishdagi sistem a nuq ta la rin ing  (yoki 
n u q tan in g ) b o g ‘lan ishga b in o an  haq iq iy  e lem entlar k o ‘chishi 
sistem aga q o 'y ilgan  kuchlarning ta 's irid a  va vaq tn ing  chekli dt 
oralig 'ida b irdan-b ir m a ’lum yo 'nalishida sodir bo 'lad i. N uqtan ing  
ko o rd in a tla ri va dem ak, rad ius vektori r t vaq tn ing  funksiyasi 
ekanligi e ’tiborga olinsa, dt vaqt oralig 'ida nuqtaning cheksiz kichik 
h aq iq iy  k o 'c h is h  t a rg u m e n tn in g  d t ga o 'z g a r is h i  tu fa y li r
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funksiyaning cheksiz kichik dr o ‘zgarishi ekanligini isbotlaydi. Shu 
boisdan, bundan  buyon, nuqta  (sistem a nuqtalari)n ing  m um kin 
b o ‘lgan k o ‘chishi variatsiya-8, haqiqiy elem entlar ko 'ch ish in i esa 
d iffe ren sia l-d  belgisi o rq a li b ir -b ir id a n  fa rq  q ilam iz . A g ar r 
nuq tan ing  radius vektori b o ‘lsa, u ho lda 8r nuq tan ing  m um kin 
bo 'lgan k o ‘chishi, 8r nuqtaning haqiqiy elementlar ko'chishi bo‘ladi. 
N u q tan in g  8r va d r k o 'ch ish la ri o rasidagi asosiy farq  shundan  
iboratki, nuq tan ing  haqiqiy k o ‘chishi berilgan joydan  b iro r dt vaqt 
oralig‘ida sodir b o ‘ladigan b irdan-b ir k o ‘chishi b o 'lsa , m um kin 
bo 'lg an  k o ‘chishi berilgan joydan  cheksiz k o ‘p  xil k o ‘chishi bo ‘lib, 
haq iqatda  esa n u q ta  bu lardan  b irortasin i ham  o ‘tm aydi. M um kin 
bo 'lg an  k o 'ch ish  m iqdor jih a td an  birinchi ta rtib li cheksiz kichik 
qiym at deb hisoblanadi va yuqori tartib li cheksiz kichik qiym atlari 
e ’tiborga olinm aydi. C hunonchi, m exanik sistem a nuq talari (yoki 
m oddiy nu q ta ) ning m um kin b o ‘lgan k o ‘chishida u larning egri 
chiziqli cheksiz kichik ko 'chishlari to ‘g ‘ri chiziqli cheksiz kichik 
ko 'ch ish lari bilan alm ashtirib  qaralad i va shu boisdan egri chiziqli 
yoy koord inatasiga vektorli belgi q o ‘yiladi va egri chiziqli cheksiz 
kichik k o ‘chish 8S kabi belgilanadi.

Mexanik sistemaning o 'zaro bog ‘liqmas ko ‘chishlari soni ushbu 
sistemaning erkinlik darajasi soni deyladi.

Sirtdan iborat bog‘lanishdagi nuqtaning erkinlik darajasi ikkiga 
teng. Binobarin, xOy tekislikda joylashgan nuqtan ing  har qanday 
o 'rn i o 'za ro  m ustaqil ikkita (m asalan, x va y) koord inatalar bilan 
aniqlanishi mumkin. M a’lumki, erkin nuqta (demak, u fazoda) uchta 
erkinlik darajasiga ega, bular o 'zaro  perpendikulyar (mustaqil) uchta 
y o 'na lish  b o 'y ich a  fazodagi k o 'ch ish la rd ir. M oddiy  nuq tan ing  
fazodagi har qanday  o 'rn i uchta o 'za ro  m ustaqil, m asalan, x,y,z 
koordinatalar bilan aniqlanadi. D em ak, erkinlik darajasi (mustaqil 
ko 'chishlar) soni va fazodagi yoki tekislikdagi o 'rn in i aniqlovchi 
o 'zaro  m ustaqil koord inatalar soni bir-biriga teng.

G olonom , sta tsionar, b o 'sha tm ay digan bog 'lan ish la r qo 'y ilgan  
h a r q an d ay  m exan ik  sistem a u ch u n  bu n a tija  to 'g 'r i  b o 'la d i. 
Shunday qilib, b o 'sh a tm ay d ig an  geom etrik  b o g 'lan ish  q o 'y ilgan  
m exanik sistem aning o 'rn in i aniq lovchi m ustaq il k o o rd in a ta la r 
soni uning erkin lik  dara jasi soniga teng. Shun ing  uchun bunday  
sistem aning erkinlik  darajasin i o 'z a ro  m ustaq il m um kin  b o 'lg an  
ko 'ch ish la r soni yoki o 'z a ro  m ustaqil k o o rd in a ta la r son i bo 'y icha  
aniqlash  m um kin.



H ar qanday m exanik sistem aning istalgan paytdagi o ‘m i uning 
har bir nuqtasining koord inatalari bilan aniqlanadi. A gar u n ta  
nuq tadan  tashkil topgan  b o ‘lsa, uning o ‘rni, y a ’ni ham m a n ta  
nuqtalarin ing o ‘rni 3n ta  D ekart koord inata lar bilan aniqlanadi. 
Bordiyu m exanik  sistem aga h ta  b o g ‘lanish  q o ‘yilsa, u la r h  da 
tenglam alarn i q an o a tlan tirad i va endi u lar o ‘zaro  b e g ‘lan g an . 
S h u b h a s iz , s is te m a n in g  o ‘rn in i a n iq lo v c h i o ‘z a ro  m u s ta q il  
koord inatalar soni endi

5  = 3/7-/?

ga teng. B inobarin, m exanik sistem aning o ‘rnini aniqlash uchun 
m ustaqil k o o rd in a ta la r sifatida 3n ta  D ekart k o o rd ina ta la rdan  s- 
tasini tanlash m um kin. Bunda qolgan koord inatalar h-ta bog ‘lanish 
tenglam alari orqali aniq lanadi. A m m o m ustaqil k oo rd inata larn i 
b u nday  tan lash  k o 'p in ch a  m u rak k ab  ifodalarga olib keladi va 
qiyinchiliklar tu g ‘diradi. Shuning uchun m exanik sistem aning har 
qanday  o 'rn in i b ir qiym atli aniqlovchi m ustaq il k a tta lik la rd an  
ib o ra t b o ‘lgan um um lashgan koord ina ta la r bilan ish ko ‘rish qulay 
b o ‘ladi.

B iz y u q o r id a  b a ’zi m a s a la la rn i  o ‘rg a n is h d a , h a li  t a ’r i f  
b e rm a s d a n , u m u m la sh g a n  k o o r d in a ta la r d a n  fo y d a la n d ik . 
Ju m la d a n , m atem atik  teb ran g ich  (m ayatn ik ) vaziyatin i un ing  
v ertik a ld an  o g ‘ish bu rchag i cp, b ir n uq tasi q o ‘zg ‘alm as q a ttiq  
jism ning sferik harakatin i Eylem ing 3 ta  burchak (i|/,0,(p) lari, tekis 
p a ra lle l h a ra k a tla n ay o tg a n  q a ttiq  jism ning  h o la tin i esa uning  
qu tb in ing  ikkita koord inalari (xc, yc) va shu q u tb  atro fida  jism ning 
ay lanm a h a ra k a t b u rchak  k oord ina tasi (p orqali an iq lauat edi. 
Shunday qilib, m exanik sistem aning o 'rn in i bir qiym atli ravishda 
aniqlovchi va soni sistem aning erkinlik darajasi soniga teng b o ig a n  
o ‘z a ro  m u s ta q i l ,  b a ’z a n  o d a td a g id a n  o ‘z g a c h a  o ‘lch am li 
ka tta lik la rg a  umumlashgan koordinatalar deyiladi.

U m um lashgan koo rd inata larn i q harfi orqali belgilash qabul 
qilingan. B inobarin, erkinlik darajasi s ga teng m exanik sistem a
holatin i q ,, q2, ...... , q s ta um um lashgan koord inatalar bir qiym atli
aniqlaydi. M exanik sistem aning h a r b ir nuqtasi o ‘zining radius 
vek to ri (yoki D ekart koord inatalari) bilan aniqlanadi, dem ak bu 
k a tta lik la r  ham  um um lashgan  k o o rd in a ta la rn in g  b ir q iym atli 
funksiyasi b o ‘ladi:
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Xk = Xk(<ln‘l2’- ’, (} j )

y k  = y k ü p ? 2 v - , 9 ,  0  ( k  =  l ,n ) (15.8)

z k = z k (gl,q2t....,qt.t)

A g a r  b o g 'la n is h la r  s ta ts io n a r  b o 'l s a ,  u m u m la sh g a n  
koord inatalarn i tegishlicha tanlash y o ‘li bilan (15.8) dagi vaqtning 
osh k o r qatnash ish id an  xalos b o 'lish  m um kin, y a ’ni s ta ts io n a r 
b o g 'lan ish la r holida D ekart k o o rd in a ta la r  faqat um um lashgan 
koordinatalarning bir qiymatli funksiyasi k o ‘rinishida ifodalanadi. 
M e x a n ik a n in g  m a sa la la r in i o 'r g a n is h d a  u m u m la sh g a n  
k o o rd ina ta la rdan  foydalanish bog‘lanish tenglam alarini hisobga 
olishdan xalos qiladi. U m um lashgan koord inata larda  bog‘lanish 
tenglam alari ayniyatga aylanadi.

N ihoyat shuni takidlaymizki, golonom li sistemaning holati s-ta 
um um lashgan koordinatalar orqali aniqlansa, sistemaning o ‘zaro 
bog 'liqm as (m ustaqil) m um kin bo ‘lgan k o ‘chishlarining soni xuddi 
shu k o o rd in a ta la r  soniga teng. Ju m lad an , uch q ism dan  ib o ra t 
krivoship-shatun mexanizmini bog lan ish laryoq  holda fazodagi ekrin 
krivoship, shatun, polzunlarning uchtadan  koordinatalari (xkr, ykr, 
zkr> xsh’ ysh’ zsh’ xPi> Yph zpI) jam i 9ta koo rd ina ta la r orqali o 'rganilsa, 
y u q o rid a  q ay d  etilgan  b o g 'la n is h la r  h o lid a  ushbu  9 ta  e rk in  
o ’zgaruvchilar o 'z a ro  bog ‘lan ish larn ing  8 ta tenglam alari bilan 
ifodalanadi va natijada bitta m ustaqil koord inata  qoladi, erkinlik 
darajasi ham  birga teng b o ‘ladi.

E rk in m as  m exan ik  sistem a n - ta  n u q ta d a n  ib o ra t b o ‘lsin . 
Bog‘lanish reaksiya kuchlarini sistema nuqtalariga qo 'y ilgan teng

44-§. Idéal bog'lartishlar
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ta ’sir etuvchilarini N ,, N 2, ... , N n , sistem a nuqtalarini m um kin 
b o 'lg a n  k o ‘ch ish la rin i esa S r,, 8 r2, ..., 8 r n orqali belgilaym iz. 
M exanik sistem aning b iror ixtiyoriy m um kin bo ‘lgan ko 'ch ish ida 
N k reaksiya kuchining elem entar ishi

a  ___

8A? = Nk8rk cos(Nk,8rk) (k = l,n)

ga teng b o ‘ladi. M exanik sistema nuqtalarining bar qanday m um kin 
bo'lgan ko ‘chishida barcha reaksiya kuchlarining ishi esa quyidagicha 
aniqlanadi:

8 A " = ¿  N k8rk cos(N k,8rk) 
k = l

Ba’zi bog‘lanishlar uchun ushbu elementar ish nolga teng b o la d i, 
ya’ni

it A
£  N ,5r,cos(Ni ,5 rJ  = 0 (15.9)
*= 1

Bog ‘lanishdagi mexanik sistemaning har qanday mumkin bo ‘Igan 
ko'chishida uning nuqtalariga qo'yilgan bog'lanish reaksiya 
kuchlarining elementar ishlari yig 'indisi nolga teng bo ‘Isa, ya ’ni
(15.9) bajarilsa, bog'lanish ideal bog'lanish deyiladi.

1. Silliq s ir t . B iro r M  n u q ta  silliq s irt u stid a  a jra lm asd an  
harakatlansa  reaksiya kuchi shu M nuq tada  o 'tkazilgan  norm al 
bo 'y ich ay o iia lg aa  b o ‘ladi. M nuqtaningm um kin h o lg a n  ko ‘chishi 
8r esa shu  s irtg a  u rin m a tek islikda  yo tad i. D em ak, silliq sirt 
reaksiyasining m um kin bo 'lgan  ko'chishdagi ishi nolga teng bo 'ladi:

8An =N-8r = 0’

ya’ni sirt silliq b o ls a , u ideal bog 'lanish  hisoblanar ekan.
A gar sirt silliq b o ‘lm asa, ishqalan ish  kuchi ham  b o 'la d i  va u 

k o ‘c h ish  ra d iu s  v e k to r i  b ila n  b ir  c h iz iq d a  q a r a m a - q a r s h i  
y o ‘nalgan  b o ‘ladi va ushbu k o ‘chishdagi uning ishi n o ld an  farqli 
bo 'ladi. Endi b o g ‘lanishni yana ideal bog 'lan ishga keltirish uchun 
ish q a la n ish  re a k s iy a  k u c h in i b o g 'la n is h  re a k s iy a  k u c h la r i  
sistem asidan ch iqarib  berilgan kuchlar sistem asiga q o 'sh ib  qarash
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kifoya. B unda  b o g 'lan ish n in g  reaksiya  kuchi y an a  no rm al N  
r e a k s iy a  k u c h id a n g in a  ib o r a t  h o ‘la d i ,  b o g 'la n is h  id e a l 
b o g ‘lanishga aylandi.

2. Sirpanmasdan dumalashdagi bog'lanish. Bir absolyut qattiq  
jism  sirt (bog 'lanish) bo 'y lab  sirpanm asdan dum alashda bo 'lsin . 
Jism lar silliq bo 'lm asada va dem ak, ishqalanish kuchi noldan farqli 
b o 'ls a d a  jism n in g  h a r  q a n d a y  m u m k in  b o 'lg a n  k o 'c h is h d a  
(dum alashida) reaksiya kuchlarningishi nolga teng, y a ’ni bog 'lanish 
ideal bog 'lanish  bo 'ladi. Chunki dum alayotgan jism ning sirt bilan 
tegishgan B nuqtasi harakatsiz qoladi, ya’ni

brB = 0

va sirtn ing  jism ga reaksiya kuchi ham  ish bajarm aydi. D em ak, 
sirpanm asdan dum alashdagi bog 'lanish  ham  ideal bog 'lanish  ekan.

U shbu shart ko 'pg ina m ashina, mexanizm va konstruksiyalarda 
q o 'llan ilg an  b o g 'lan ish la rd a  ham  ba ja rilad i. C hu n k i m ash ina, 
m exanizm , k o n stru k siy a la rn in g  m u k am m allik  d a ra ja s i za rarli 
qarshilik lar (m ashina qism larining o 'za ro  ishqalanish kuchlarijni 
yengish uchun sarflanadigan isrof quw atn ing  (ishning) kichik bo'lishi 
bilan baholanadi. U shbu isrof q u w a tn in g  m ashinani haraka tga  
keltiruvchi m otor quvvatidan nihoyat kichik bo 'lish  sharti m ashina, 
m ex an izm , k o n s tru k s iy a la rn i  lo y ih a la s h d a g i a so s iy  ta la b  
hisoblanadi.

M ash ina , m exanizm  va k o n s tru k s iy a la rn in g  tak o m illig in i 
baholovchi isrof quvvat bog 'lanishlar reaksiya kuchlari ishi tufayli 
m avjuddir. Shuning uchun m ashina, m exanizm  va konstruksiya 
qismlarini bir-biri bilan ideal bog 'lan ish lar yordam ida biriktirish 
talabga muvofiq bo 'lad i.



16-LEKSIYA

MUMKIN BO‘LG AN KO‘CHISH PRINSIPI. 
DINAMIKANING UMUMIY TENGLAMASI

Mumkin bo‘lgan k o ‘chish prinsipi. Mumkirt bo ‘lgan k o ‘ehish
prinsipini muvozanat masalalariga qoHlash. Mumkin bo'lgan
ko'chish prinsipini q o ‘llab bog ‘lanish reaksiyalarini aniqlash.

Dinamikaning umumiy tenglamasi

1. M u m k in  b o ‘lgan k o ‘chish p rin sip i q an d ay  m asa la la rd a  
q o ‘llaniladi?

2. M um kin b o ig a n  ko ‘chish prinsipi qanday ta ’riflanadi?
3. M um kin b o ‘lgan ko 'chish  prinsipi qanday ifodalanadi?
4. M u m k in  b o ‘lg an  k o ‘ch ish  p r in s ip in i q o 'l la b  q a n d a y  

m uvozanat m asalalari yechiladi?
5. M um kin  b o ‘lgan k o ‘chish prinsip i yordam ida b o g ‘lanish 

reaksiyalarini aniqlash qanday bajariladi?
6. M exanik sistema m uvozanati m asalalarini yechishda m um kin 

b o ig a n  k o ‘chish prinsipini statika tenglam alaridan qanday 
afzalligi bor?

7. D inam ikaning umumiy tenglam alari qanday aniqlanadi?
8. D inam ikaning um umiy tenglam alari qanday ta ’riflanadi?
9. D in a m ik a n in g  um um iy  te n g la m a la rin i q o ‘llab  q an d ay  

m asalalar yechiladi?

Tavanch so‘zlar va iboralar

M um kin bo 'lgan k o ‘chish prinsipi. M um kin b o ig a n  k o ‘chish 
p rin sip i m asalasi. B o g la n ish  reaksiyalarin i an iq lash  m asalasi. 
D in a m ik a n in g  um um iy  teng lam asi. A k tiv  k u ch lar. R eak siy a  
kuchlari. Inersiya kuchlari. Inersiya kuchlarining elem entar ishi. 
Inersiya kuchlari m om entining elem entar ishi.

45-§. Mumkin bo‘lgan ko ‘chish prinsipi

E rk in m as m u ra k k a b  s is tem an in g  m u v o zan a tin i o ‘rg an ish  
sistem aning m um kin b o ig a n  k o ‘chishi haqidagi tu shunchadan  
foydalanish bilan b o g liq  prinsipga asoslangan. M um kin b o ig a n
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ko 'ch ish  prinsipi quyidagicha ta ’riflanadi: ideal, bo'shatmaydigan, 
statsionar, golanom bog 'lanishlar qo ‘yilgan mexanik sistema bertlgan 
aktiv kuchlar ta ’sirida muvozanatda bo'lishi uchun sistema 
nuqtalarining harakatsiz holatdan har qanday mumkin bo'lgan 
ko 'chishida shu aktiv kuchlarning elementar ishlari yig ‘indisi nolga 
teng bo ‘lishi zarur va yetarlidir.

Sistemaning biror Mk nuqtasiga q o ‘yilgan aktiv kuchlarning teng

ta ’sir etuvchisi F k, shu nuqtaning m um kin bo'lgan ko‘chish vektori

8 r K bo 'ls in . U  holda m um kin b o ‘lgan k o ‘chish prinsip i ushbu 
vektorlarn ing  skalyar k o ‘p ay tm alan  yig 'indisi kabi quyidagicha
m atem atik ifodalanadi:

¿ F * - 8 r * = 0 ,  vk (0) = 0, ( * = l ,n )  (16.1)
*=1

Zarurligi. M oddiy nu q ta la r sistem asining m uvozanati uchun
(16.1) shartn ing  zarurligini isbotlaym iz. Ideal, bo 'shatm aydigan , 
statsionar bog 'lanishlar qo 'yilgan n-ta m oddiy nuqtalar sistemasi 
m uvozanatda va dem ak, uning h a r b ir nuqtasi m uvozanat holatda 
tinch turgan bo‘lsin. Jum ladan, M k nuqtaga aktiv kuchlarning teng

ta ’sir etuvchisi F k va bog'lanishdan bo 'shatish prinsipiga asosan unga 
qo'yilgan reaksiya kuchlarining teng ta ’sir etuvchisi Nk ta ’sir etadi. 
M uvozanatlik  talabga k o ‘ra  har b ir nuq ta  uchun quyidagi shart 
bajarilishi kerak:

Fk + Ñ* =0, v* (0) = 0, (¿ = r,«)

Sistemaning ushbu m uvozanatdagi tinch holatdan biror m um kin
b o 'lg a n  k o ‘ch ish ida un ing  n u q ta la r i ö n ,8 r 2..... ...,8 r„ m um kin
bo 'lgan  ko'chishlar olsin. Y uqoridagi m uvozanat tenglam alarning 
h ar birini 8 rk ga skalyar ko 'paytirib :

(Fk +Nk ) - 8 r k  = 0 , (k= \,n)

ushbu hosil bo 'lgan n-ta tenglam ani hadm a-had qo'sham iz. U  holda 
quyidagi ifodani olamiz:
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k -8 rk + 'YJNk -hrk = O 
1 k=l

M exanik sistem aga qo 'yilgan bog‘lanishlar ideal bog‘lanishlar 
b o ‘lgani uchun

X ^*-8r*=0.

D em ak , s is te m a  m u v o z a n a td a  b o ‘lish i u ch u n  ( ló . l ) n in g  
bajarilishining zarurligi kelib chiqadi.

Yetarligi. M exanik sistem aning m uvozanati uchun (16.1) shart 
yetarli ekanligini isbotlaymiz. Buning uchun (16.1) shart bajarilganda 
sistema m uvozanatda bo 'lish ini ko 'rsa tish  kifoya. Faraz qilaylik,
(16 .1 ) sh a r t  b a ja r i lg a n , lek in  b u n g a  q a ra m a s d a n , s is te m a  
m uvozanatda bo 'lm asin . B oshqacha ay tganda, (16.1) shartn ing  
bajarilishiga qaram asdan sistema qo'yilgan kuchlar ta ’sirida o ‘zining 
b osh lang 'ich  tinch  h o la tid an  h a rak a tg a  kelsin. T a ’rifga k o 'ra , 
sistem aga q o 'y ilg an  b o g 'lan ish la r  sta ts io n ar va shuning  uchun  
sistemaning haqiqiy ko'chishi uning biror m um kin bo 'lgan ko 'chishi 
bilan m os keladi. M exanik sistem a nuqtalarin ing  tinch ho la tdan  
ko'chishi F kva Nk kuchlam ing teng ta ’sir etuvchisi bo'ylab yuz beradi 
va shu sababdan m usbat ish bajariladi:

Y j(Fk+Ñk)-8rk> 0  
k=1

yoki
n  __  _  n  __ _

2]^*  -6rk +'Y¿Nk -dru > 0
*=1 ¿fc=l

Sistemaga ideal bog 'lan ish lar qo'yilganligi sababli

¿jv*-8r*=0.
Ar=l

Dem ak, sistema m uvozanatda bo‘Imasa

¿F * -8 r* > 0
*=I
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kelib chiqadi. Bu natija esa yuqorida qabul qilingan (16.1) shartga 
ziddir. M exan ik  sistemaning m uvozanatda bo'lishi uchun (16.1) ning 
b a ja ra lish i y e ta rli. S hunday  q ilib , m u m k in  b o ‘lg an  k o ‘chish  
p rin s ip in in g  (16 .1 ) ifo d asi h a q iq a ta n  ham  m ex an ik  sistem a 
m uvozanatining zarur va yetarli shartini ifodalar ekan.

M um kin b o ‘lgan k o ‘chish prinsipining (16.1) ifodasini b a ’zan 
Lagranjning mumkin bo'lgan ko'chish prinsipi, b a ’zan  mumkin 
bo ‘Igan ishlar tenglamasi, b a ’zan statikaning umumiy tenglamasi ham  
deyiladi. (16.1) shartni quyidagi ifodalar k o ‘rinishida yozish mumkin:

Z  (F^dx> + Fkßy + FJ>Z) = o,A = I
n __ A  _

~̂ rk -co s(F * ,8 r* ) =  0.
*=i

M um kin bo 'lgan ko 'chish  prinsipi m exanik sistem aning ayrim 
qismlari m uvozanatini aniqlam asdan turib  uning m uvozanatining 
umumiy shartlarini ifodalaydi. Bu prinsipning afzalligi ham  shundan 
iboratki, uning ifodasida oldindan nom a’lum  bo 'luvchi reaksiyalar 
qatnashm aydi. U ning yordam i b ilan  tekis kuchlar yoki fazoviy 
kuchlar sistem asining ta ’siridagi jism ning yoki mexanik sistem aning 
m uvozanat m asalalari oson yechiladi.

Agar sistemaga qo 'yilgan bog 'lanishlarning ham m asi ham  ideal 
bo'lm asa, m asalan, silliq bo 'lm agan tekislik yoki sirtlar holida, aktiv 
kuchlar qatoriga idealmas bog'lanish reaksiya kuchlarining m um kin 
bo 'lgan  ko'chishdagi ishlarining yig'indisi ham  nolga tenglashtirilib 
qaraladi. Shu yo 'l bilan tuzilgan teng lam alardan  berilgan aktiv 
ku ch la r b ilan  idealm as b o g 'lan ish  reaksiya  ku ch lari o rasidagi 
m unosabat aniqlanadi.

X uddi shu yo 'sinda  ideal bog 'lanish  reaksiya kuchlarini ham  
aniqlash m um kin, agar u m asalaning shartiga k o 'ra  ta lab  qilingan 
bo'lsa. Ideal bog 'lanishning shu talab qilingan reaksiyasini aniqlash 
uchun mexanik sistemani ushbu ideal bog 'lanishdan bo 'shatib , uning 
sistemaga ta ’sirini shu reaksiya bilan alm ashtiriladi va bu reaksiya 
kuchini aktiv kuchlar qatoriga qo 'sh ib , hosil bo 'lgan  kuchlarning 
ham m asig a  m u m k in  b o 'lg a n  k o 'c h is h  p r in s ip i q o 'l la n ila d i . 
M uvozanat shartin ingshu  yo'l bilan hosil bo 'lgan  tenglam asidan bu 
reaksiya kuchi aniqlanadi.
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13-masaIa. A , B, D  uchta tayanchda yotgan AD, to ‘sin C  nuqtada 
sharn ir bilan birlashtirilgan ikki qism dan iborat. T o‘sinning A  C 
qism iga Pt =8000 H, P2 = 6000H ga teng kuch lar q o ‘yilgan; C D  
qism iga esa m om enti M = 4000 H ■ m ga teng va soat m ilining 
aylanishiga teskari yo‘nalishda ju ft kuchlar q o ‘yilgan. 0 ‘lcham lar 
rasm da ko 'rsaltlgan. A. B. D lardagi tavanch reaksivalari aniqlansin.

Yechish. A D  to 'sin  m uvozanatdagi AC va C D  to ‘sinlardan iborat 
lkkitajisiwamäii laoüivn LOpgan.

Bu m asalani statika usulida yechish uchun to 'sinning A C  qismini 
f ik ra n  a jra t ib  o lib , C D  q ism in in g  u n g a  t a ’sirini k u ch  b ilan  
alm ashtirib, A C  uchun statikarung m uvozanat tenglamasini tuzish 
kerak. Xuddi shuningdek, to ‘sinning C D  qismi uchun ham muvozanat 
tenglam alarini tuzib, hosil b o ‘lgan tenglam alarni birgalikda yechish 
kerak. Bu usul ancha m ashaqqatli bo ‘lib, tayanch reaksiyalarini faqat 
barcha m uvozanat tenglam alarini tuzgandan keyin ularni birgalikda 
yechish bilan aniqlash m umkin. M um kin b o ig a n  k o ‘chish prinsipini 
q o ‘llash natijasida esa m uvozanat shartni tegishlicha tuzish bilan 
b itta  tenglam adan kerakli reaksiya kuchini aniqlash m um kin. Bu 
usu l n o m a ’lum  reaksiya k u ch la rin i an iq lash  m asalasin i ancha 
osonlashtiradi.

M u m k in  b o i g a n  k o ‘ch ish  p r in s ip in i q o ‘lla b  A , B, D 
tayanchlardagi reaksiya kuchlarini aniqlaymiz. RA reaksiya kuchini 
aniqlash uchun A  tayanchni fikran olib tashlab, uning to‘singa ta ’sirini 
R a kuch bilan alm ashtiram iz. M exanik sistemaga shunday m um kin 
b o ig a n  k o ‘chish  beram izki, b u n d a  A n u q ta  vertikal yuqoriga 
yo‘nalgan à rA k o ‘chish olsin. P, va P2 vertikal kuchlar q o ‘yilgan K  va 
Ye nuqtalam ing va C nuqtaning m um kin bo‘lgan ko'chishlai ini, mos 
ra v ish d a , S7K,&7B va §rc b ilan  belg ilaym iz. 5 (p - /lC  yok i C D  
to ‘sinning burchak k o ‘chishi:

4-ô(p = 5 ^  = 2-8rK = 4 -ô r£ = 2-ôrc (1)

M um kin b o ig a n  k o ‘chish prinsipini, q o lla b  berilgan kuchlar va 
R 4 re ak s iy a  k u ch in in g  u sh b u  m u m k in  b o ig a n  k o ‘ch ish d ag i 
ishlarining y ig ind isin i nolga tenglaymiz:
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Ra -ôr, -  Pt -8rK + P2-drE + M -Srcp = 0. (2)

Yoki ( 1 ) ni e’tiborga olsak va (2) ning hadlarini ô rAga qisqartirsak 
quyidagi ifodani hosil qilamiz:

R. -  1 P.+ -P2 + -M =  0.
A 2 1 4 2 4

Bundan
=1500 H  bo ‘lishini aniqlaymiz.
Rd Rax reaksialarni ham  huddi shunday aniqlash m um kin

- P ,-8rk+ R B-8rB- P2-8rE-M-8<p=0,

M-8(p+RD-5rD=0,
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R A X '5 r AX= 0

Y uqoridag idek  h isob lab  topam iz:

---------2P .+ 5P ,-------
R B =  4  + M

R -  MRD - y

46-§. Dinamikaning umumiy tenglamasi

H a ra k a ti id éa l, go lonom  b o g ‘lan ish la r b ilan  chek langan  n 
m oddiy nuqtalarn ing  mexanik sistemasi berilgan bo 'lsin . M exanik 
s istem an in g  b iro r  M k n u q ta s ig a  q o ‘y ilgan  a k tiv  k u c h la r  va 
bog‘lanishlar reaksiya kuchlarining teng ta ’sir etuvchilarini Fk va Nk 
orqali belgilaymiz. D alam ber prinsipiga k o ‘ra  m exanik sistemaning 
h a r b ir  M k n u q ta s i u ch u n  v aq tn in g  h a r  b ir  p a y tid a  berilgan  
kuchlarining va  reaksiya kuchlarining teng ta ’sir etuvchilari bilan 
inersiya kuchining geometrik yig‘indisi nolga teng, ya’ni (13.3) o ‘rinli

Fk +Nk +F‘ =0

V aqtni o 'zgarm as hisoblab, m exanik sistemaga m um kin b o ‘lgan 
ko 'chish beram iz. U  ho lda  uning h a r b ir M k nuqtasi 8rl (k = \,n) 
mumkin b o ‘lgan k o ‘chish oladi. Yuqoridagi tenglamani har bir nuqta 
uchun yozib ham da ularni tegishli 5rk m um kin b o ‘lgan ko 'chishga 
skalyar k o ‘paytirib va bir-biri bilan hadm a-had qo ‘shib ushbu kuchlar 
ishining yig‘indisini aniqlaymiz:

¿ F t .Srt + £ i V  8rk+± F ‘ -drk =0'
*=i *=i *=i

M exanik sistem aga q o ‘yilgan bog ‘lanishlar idéal b o ‘lgani uchun 
o ‘rtadagi had, y a ’ni reaksiya kuchlarining ishi nolga teng. Dem ak,
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¿ № + f;> 8 / í = o (16.2)
*=1

¿ ( P » - « » w t > 8 r * = 0  (a)
.7=1

yoki

n
Z  fo  cos(Ft A,5rt )-m*wt cos(wt \ 8  rt )]-8 rk - 0  (16.3)

Y uqoridag i (16.2) tenglam a (yoki uning  boshqa k o ‘rinishlari
(16.3)) dinamikaning umumiy tenglamasi deyladi. U quyidagicha 
ta ’riflanadi: ideal golonom bog ‘lanishli harakatdagi mexanik sistema 
nuqtalarining har qanday mumkin bo'lgan ko'chishda ularga ta’sir 
etuvchi aktiv kuchlarning va shu nuqtalarning inersiya kuchlarining 
elementar ishlari yig ‘indisi har onda nolga teng bo ‘ladi.

A k tiv  k u c h la r  Fk n in g  D e k a r t  k o o r d in a ta  o 'q la r d a g i  
proyeksiyalarini Fkx- Fky Fkv sistema nuqtalarining inersiya kuchlari

/ '’/n in g  va m um kin bo 'lgan  ko‘chishlari 8 rk n ing ushbu o‘qlardagi 
p ro y e k s iy a la r in i  F¡[X=-ml¡xl¡,F¡[y = -m kyk,F¡a =-mkzk h a m d a  
bxk,&yk,8zk orqali belgilab va elem ntar ishning analitik ifodasidan 
foydalanib (16.2) ni quydagicha yozamiz:

Z  ÍK r -  "hx* )8jt, + (Fty -  mkyk }byk + ( f  h -  mkzk }szk ]= 0 ( i (,.4)
k =I

D inam ikaning (16.4) ko'rinishdagi um um iy tenglamasi, birinchi 
bo r, 1788-yilda L agranj tom onidan  uning  «A nalitik  m exanika 
ten g lam asi»  a s a r id a  k e ltir ilg a n . U  D a la m b e r  p r in s ip i b ilan  
L ag ran jn ing  m um kin  b o 'lg an  k o 'ch ish  p rin sip in in g  m ajm uasi 
bo 'lgani uchun Dalamber-Langranj prinsipi ham  deyiladi.

D inam ika um um iy tenglam asi h a r q an d ay  m exanik sistem a 
harakatining differensial tenglamasini yozishga im kon beradi.

y o k i ,



17-LEKSIYA

UM UM LASHGAN KUCHLAR

Umumlashgan koordinata va umumlashgan tezlik. Umumlashgan 
kuch. Umumlashgan reaksiya kueki. Umumlashgan kuchlarda 

muvozanat shartlar

1. U m um lashgan tezlik qanday  aniqlanadi?
2. U m um lashgan kuch qanday aniqlanadi?
3. U m um lashgan kuch qanday o ‘lchov birligi bilan aniqlanadi?
4. Ideal b o g ‘lanishning um um lashgan reaksiya kuchi nim aga 

teng?
5. U m u m lash g an  k u c h la rd a  m u v o z a n a t s h a r tla r i  q an d a y  

aniqlanadi?
6. U m um lashgan kuchlarda dinam ikaning um umiy tenglam asi 

qanday ifodalanadi?
7. U m um lashgan kuchni aniqlash qanday am alga oshiriladi?

Tayanch so‘zlar va iboralar

U m u m lash g an  tezlik . U m u m lash g an  kuch . U m u m lash g an  
k u c h n in g  o ‘lch o v  b ir lig i. U m u m la sh g a n  re a k s iy a  k u ch i. 
U m um lashgan inersiya kuchi. U m um lashgan kuchlarda m uvozanat.

47-§. Umumlashgan kuchlar va ularni aniqlash

Endi d inam ikan ing  m arkaziy  tu sh u n ch a la rid an  b iri kuchni 
um um lashgan koord ina ta la r orqali aniqlashga va um um lashgan 
kuch  tu sh u n ch asin i t a ’riflashga, ifodasin i ke ltirib  ch iq arish g a  
o ‘tam iz.

B u n in g  u ch u n  m e x a n ik  s is te m a g a  u n in g  u m u m la sh g a n  
koord inatalaridan , m asalan, faqat q, cheksiz kichik orttirm a 5q, 
o la d ig a n  q ilib  m u m k in  b o 'lg a n  k o 'c h is h  b e ram iz . U  h o ld a  
sistem aning barcha n nuqtalari cheksiz kichik (m um kin bo 'igan) 
k o ‘c h is h la r  ( 8 ^ ) , ,  (8F2) , ,  (ÔF,), .... ( § r ) ,  o la d i. U sh b u  
k o ‘chishlar sistemaga qo'yilgan golonom , statsionar bog lan ish larga 
m u v o fiq  b o ‘lgan lig i sab ab li u s is tem an in g  m u m k in  b o ‘lg an  
k o ‘chishlaridan biri b o ‘ladi.
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U m um lashgan koordinatalardan faqat q Lgina ushbu k o ‘chishda 
o'zgarishi (qolgän umumlashgan koordinatalar o ‘zgarmasligi) sababli 
(8rK), xususiy difTerensial kabi hisoblanadi.

), = p-öq, 
dq,

Endi m exanik sistem aga qo'yilgan kuchlarning m azkur mum kin 
boMgan k o ‘chishdagi elem entar ishlari yig'indisini aniqlaymiz:

SA, = F, ■ ^  \  + F2 • $ r2 )  + ••■ + F. ■ p m \  = £  Ft ^ S q ,  = Qfiq,
*=l vQy,

Bu yerda

*
t í  dq,

Q, umumlashgan kuchni ifodalaydi.
M exanik sistemaga endi, q2 um um lashgan koord inata  orttirm a 

oladigan qilib m um kin b o ‘lgan ko‘chish berib, bunda kuchlarning 
elem entar ishini ham  yuqoridagi kabi aniqlaymiz:

SA2=Qßq2,
t í  dq j

U m um an, bog 'lan ish li sistem aning ham m a m um kin b o ‘lgan 
ko 'chishlarida unga q o ‘yilgan kuchlarning elem entar ishi xuddi shu 
y o ‘sinda aniqlanadi:

^  = Z H = S ö ,59,- (17.1)
,=I /-I

Bu yerda

= ( i  = l s )  (17.2)
°q i

Q. umumlashgan kuchni ifodalaydi.
Elem entar ishning bu ifodasidagi um um lashgan kuchlar (17.2)

155



bilan  ifodalansa  ham  uning  (17.1) tab ia tiga  k o ‘ra  quy idagicha 
t a ’r if lan ad i: umumlashgan kuchlar berilgan mexanik sistema 
nuqtalariga ta ’sir etuvchi aktiv kuchlarning sistema mumkin bo ‘Igan 
ko ‘chishlaridagi to ‘la elementar ish ifodasida umumlashgan 
koordinatalar orttirmasi oldidagi koeffitsientga teng kattalikka  
aytiladi.-------------- ----------------------------------------------------------------------

Umumiy holda, umumlashgan kuch Qj biz bilgan oddiy m a’nodagi 
kuch emas. Binobarin, um um lashgan kuchning o ‘lchovi [Qj] unga 
mos um um lashgan koordinataning [q^ o ‘lchoviga b o g liq  bo 'ladi.

Bu yerda [A] —  ishning o lchov i.
A gar um um lashgan  k o o rd in a ta  uzun lik  o ‘lcham ida  b o ‘lsa, 

um um lashgan kuchning o ‘lcham  birligi kuch o ‘lcham  birligi bilan 
bir xil bo 'lad i, y a ’ni u  N yutonda o lch an ad i: agar um um lashgan 
koordinata burchak kattalikdan iborat bo ‘lsa, umumlashgan kuchning 
o ‘lcham i m om ent o ‘lcham i bilan  bir b o ‘ladi, y a ’ni u (N -m ) da  
o'ichanadi. Agar u — hajm  b o ‘lsa (silindr ichidagi porshenning holati 
porshen orqasidagi hajm  bilan aniqlanishi m um kin), um um lashgan 
kuch N /m 2 birligida, ya’ni bosim  o ‘lcham ida o ‘lchanadi.

D em ak, um um lashgan kuch tushunchasi m oddiy jism lam ing  
o 'zaro  mexanik ta ’sirlashuvini xarakterlovchi turli katta lik lar (kuch, 
kuch m om enti, bosim) dan iborat bo 'ladi.

Shunday  qilib , m exanik  sistem aga q o ‘yilgan um um lashgan  
kuchlarning um um iy soni um um lashgan koordinatalar soniga teng 
va shu bilan birga h ar bir um um lashgan kuchning o 'icham  birligi 
tegishli um um lashgan koordinata o ‘lcham birligi bilan m oslashgan 
b o ‘ladi.

O d a td a g i k u c h la r  k a b i u m u m la sh g a n  k u c h la rn i  h a m  
umumlashgan tashqi, umumlashgan ichki kuchlar yoki um um lashgan 
aktiv  kuchlar, um um lashgan reaksiyalar kabi guruhlarga ajratish 
m u m k in . J u m la d a n , s ta ts io n a r  b o g M an ish la r h o lid a  id ea l 
bog ‘lanishlarning um um lashgan reaksiyalari nolga teng  b o ‘ladi. 
H aqiqatan  ham  um um lashgan koordinataga tegishli um um lashgan 
reaksiya (Q*.) m exanik sistemaning faqat koordinatasi o rttirm a 
oladigan m um kin bo ‘lgan k o ‘chishida bog‘lanish reaksiyalarining 
elem entar ishlarini hisoblab aniqlanadi:

[A]

v a
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X  X .& . .  s

ötf, t í  dqf

Ideal b o g ‘lan ish larn ing  ta ’rifiga k o ‘ra h a r q an d ay  m um kin 
b o ‘lgan ko ‘chishda reaksiyalarning elem entar ishlarining yig'indisi 
nolga teng:

¿  v Srt = ¿  Rk • p - S q ,  = Ql -Bq, = 0
t í  t í  3?,

Bu yerda 8qj*0 sababli, um um iy holda

e ;= 0 , (7 = U )

D em ak, mexanik sistemaga q o ‘yilgan bog 'lanishlar ideal b o ‘lsa, 
u holda uning m um kin b o lg a n  k o ‘chishida faqat aktiv kuchlargina 
ish bajaradi va Q ,, Q2, ...Qs um um lashgan aktiv  kuchlardangina 
iborat b o ‘ladi.

14-masala. K rivoship-shatun mexanizmi GK —  krivoship, Gsh —  
s h a tu n  va Gp —  p o lz u n  o g 'i r l ik  k u c h la r i  t a ’s ir id a  ra sm d a  
k o ‘rsa tilgandek  h a rak a tlan ad i. Ishqalan ish  kuch larin i hisobga 
olm asdan mexanizmning um um lashgan kuchlarini aniqlang. O A -r, 
AB=1, m p=m k=m sh=m deb hisoblansin.

Yechish. M exanizm ning erkinlik  darajasi b irga tengligini biz 
yuqorida aniqlagan edik. Shuning uchun mexanizmning holatini bitta 
um um lashgan koord inata  -  krivoshipni Oy o‘qi bilan tashkil qilgan 
cp burchak orqali aniqlash m um kin b o ‘ladi. Um um lashgan kuchlam i 
aniqlashga o ‘tamiz.

1. M exanizm ga m um kin  b o 'lg a n  k o ‘chish beram iz. B unda 
burchak  orttirm a olsin. U shbu m um kin bo 'lgan  ko 'chishdagi aktiv 
kuchlarning elem entar ishlarining yig‘indisini aniqlaymiz.

8a (@k )  ish mexanizmni O m arkazga n isbatan 8cp burilishida GK
kuch m om entining ishi kabi aniqlanadi. O m arkazga nisbatan GK 
kuch momenti
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ga teng. U  h o ld aG sh kuchning bu  m um kin b o ‘lgan k o ‘chishdagi ishi

0 ^ (G ,A) =  w g - 0 5 c -cosv|/

b ilan  ifo d a la n a d i. B u n d ag i c o s y  ni t o ‘g ‘ri b u rc h a k li  K C P  
uchburchakdan aniqlaymiz:

Dem ak, G :h kuchning ishi
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co sy  = ^  = B P - 2 - m 9  = -  r ^ t g ;  =  2 ■ y , - ^ o s g
C P  C P  2CP 2 CP

D em ak, Gsh kuchning ishi

? n r^r, r  cos® -8(p 2 y B - / -  coscp

/n? r-cos<p + 2  v^2 _ r2  s*n2<P
=  - ^ - ----------- h ' — , — ---------  •/• -sintp -öcp

2 -Jl —r sin <p

ga teng. Bu yerda

yä = rcosq> +  -y//2 - r ‘ s in ' cp

B —  nuqtan ing  ordinatasi.
kuchning ishini hisoblash uchun polzunning ushbu  m urnkin

„ _  r-sincp -5cp 
bo 'lganko 'ch ishdagisiljish in i 8 ~ yi  ' _Jj2~ r2~m2~  ' aniqlashim iz

kerak. Buni biz yuqorida keltirgan edik:

5 S B =  ^^-5tp = (rcoscp + A/ / 2 - r 2s in 2cp)' -8<p =  ~(r sin cp +  r . S‘n<l> C° SC*>)8(p = 
<*P yjl2 - r 1 sin2 <p

.. rcoscp r-sinm-fxp 
=  r - S m < |> ( l4 - p  -  . )S<P =  y 8--------------

■¡l2 - r 2 sin!<p y j l2 - r 2 s i n 2 (f>

U  holda Gp ning elem entar ishi quyidagiga teng bo 'lad i:

r-sincp -Scp
bA(Gp) =  G.,-öSB = m g y B ■

t] i2 - r 2 sin2(p

D em ak, u sh b u  m um kin  b o ‘lgan  k o ‘ch ishda  a k tiv  k u ch la r  
elem entar ishlarining yig‘indisi
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ЪА =bA(Gk)+bA{GJ+bA(Gp) 

uchun quyidagi m iqdorga kelamiz, y a ’ni

.  . m 3rcos<p + sJl~ - r  sin (p c
S A = - - g - r - s  ш ф -----------г —  —  — --------- ô<p

2 у /  -/■ sin ф

B unuan krivoship-shatun xnexanizmi uchun um um lashgan kuch 
ifodasini quyidagicha aniqlaymiz:

л  m . 3rcosffl +5J12- r 2 sin2® 
й ,= - - * - г - 8 Ш ф --------- ■ - 3L ------

¿ y¡l - r  Sin ф

2. Endi um um lashgan kuchni ikkinchi usul bilan aniqlaym iz. 
K uchlam ing koord inata  o ‘qlariga proyeksiyalari quyidagiga teng:

GKx =  Gskx =  Gpx =  0, GKy =  Gshy = GPy = - m g ,  GKZ = Gshz = GP7 =  0

Bu kuchlar qo'yilgan D , С, В nuqtalar D ekart koordinatalarining 
um um lashgan koord inata  b o ‘yicha xususiy hosilasini topish uchun 
a w a l ularni o ‘zaro m unosabatini ifodalaymiz:

1 . 1
x D =  — г в т ф ,  y „ = — ГСОвф

1 1 frf 2 • 2jc(.=  —гв тф , yc -  гсовф + —д// - r  sin ф;

хя =0, ув = ГСОБф +yjl2 —Г2 ЭЦГф

Aktiv kuchlarning faqat у o ‘qiga proyeksiyalari no ldan farqli 
b o ‘lgani sababli nuqtalam ing  у koordinatasidangina um um lashgan 
koo rd inata  b o ‘yicha xususiy hosilasini hisoblaymiz, xolos:



dyD г  дус 1 r 2sin<p-cosœ — — = -----sm<p, —  = -r-sm < p — ------ -
dcp 2 3q> ^

D em ak,

^  , r  . 1 r 2sinœ-cosœ r 2 sin<p-cosarQv =mg(-sm<p+rsmq>+-- -  J  +r s m i p - / )=
2 2 _ r  sjn ф y /  - r  sin <p

m , ,  3rcosœ 4 m 5M2 — r2 sin2œ + 3rcos(p 
= -g rs in < p (5 +  j T 2 ) = —g^smcp- — -----  , -------

y]l - r  Sin (p 2 -y// — r  sin ф

3. E ndi um um lashgan kuchni uchinchi usul bilan aniqlaymiz. 
M exanik sistem aning potensial energiyasi

P  = йЧ»(~' соБф + r cosíp + ^y]l2 - r 2 sin2ф + rcosq +y[î2 -  r2 вш2ф ) = 

= Y  g(5r СОБф + 3yJl 2 -  r2 sin2 (p )

ga teng. Form ulani q o lla b  um um lashgan kuchni aniqlaymiz:

dP m rcosœ m . 5-J/2- r 2 sin2<p + 3/-cos<p fí, = - — = + — • g -rsm ^ 4 5  + 3 -f = = = i = )  = - - g . r - s i n ( ( ) - J ■ ----- i )

Mexanik sistemaning umumlashgan koordinatalardagi 
muvozanat shartlari

Um um lashgan koordinata va um umlashgan kuch tushunchalarini 
o 'z lash tirgan im izdan  so ‘ng bu  k a tta lik la r  orqali d inam ikan ing  
um um iy tenglamasi va m um kin b o ‘lgan k o ‘chish prinsipi qanday 
ifodalashini k o ‘ramiz. H arakati ideal, golonom , b o ‘shatm aydigan 
bogM anishlar bilan cheklangan n-ta  n u q ta la rd an  tashkil topgan  
mexanik sistema holati q ,, q2 q s um um lashgan koord inatalar 
bilan ifodalansin. U  holda sistemaning har bir nuqtasin ing radius 
vektori um um lashgan koordinatalarning bir qiymatli funksiyasidir.

D inam ikaning umumiy tenglam asidan quyidagi

Í № + ^ ) ¿  5 - 4 = °
Й H d4¡
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tenglam ani hosil qilam iz. Bu tenglam ada k-indeksli va j-indeksli 
y ig 'in d ila rn in g  ta r t ib in i  a lm a sh tirsa k  d in am ik an in g  um um iy  
tenglamasi uchun

M t f  dqi t f  dqi

ifodani hosil qilamiz. Bu yerda qavs ichidagi hadlam ing o ‘lchov birligi 
energiya o‘lchovini um um lashgan ko o rd in a ta  q -n ing  o 'lchoviga 
nisbatiga teng. Um um lashgan kuchning ifodasiga binoan qavs ichidagi 
bu ikki had qj um um lashgan koordinataga tegishli um umlashgan Q} 
aktiv kuch va um um lashgan Q'j inersiya kuchidir, ya’ni

P -  % - * '■  P  f r «  ™

U shbu belgilashlam i q o ‘llab, dinam ikaning um umiy tenglam asi 
uchun quyidagi m unosabatga kelamiz:

X  ( Ö / + ß / ) - 8? / = 0  (17.4)
/=1

M ex an ik  s is te m a g a  q o ‘y ilg an  b o g ‘la n is h la r  g o lo n o m  
bo'lganligidan uning erkinlik darajasi um um lashgan koord inatalar 
variatsiyalar soni, y a ’ni m um kin b o ‘lgan k o ‘chishlar soni s ga teng. 
Um um lashgan koo id inata lar esa, ta ’rifga k o ‘ra, o ‘zaro bog 'liqm as 
k a tta lik la rd ir .  S hu  sa b a b d a n  ox irg i a lg e b ra ik  ten g la m a n in g  
bajarilishi uchun o ‘zaro  bog‘liqm as katta lik lar oldidagi ham m a 
koeffitsientlar alohida-alohida nolga teng bo‘lishi talab qilinadi, ya’ni:

Q;+Qi = 0, ( /  = 1,5) (17.5)

(17.5) ten g lam a  d in am ik an in g  um um iy  ten g lam asin in g  
umumlashgan kuchlardagj ifodasi. U s-ta algebraik tenglamadan iborat.

A gar m exanik sistema boshlang‘ich paytda m uvozanatda, y a ’ni 
tinch holatda yoki uning nuqtalari to ‘g ‘ri chiziqli tekis ha rak a td a  va 
unga ta ’sir qiluvchi aktiv  kuchlar m uvozanatlashgan b o ‘lsa, uning 
nuqtalarin ing inersiya kuchlari ham  nolga teng b o ‘ladi.
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g ;= o , ___ (y = u )

U  h o ld a  (17.5) dan  quyidagi

ß , =  0, (/=1 ,5 )
( 17. 6)

m uvozanat tenglam a kelib chiqadi. (17.6) m um kin b o ‘lgan ko 'ch ish  
p r in s ip in in g  u m u m lash g an  k u c h la rd a g i ifo d a s id ir . D e m a k , 
nuqtalarin ing  bosh lang‘ich tezliklari nolga teng va u larga ideal, 
statsionar, golonom  bog‘lanishlar q o ‘yilgan m exanik sistem aning 
m uvozanati uchun uning um um lashgan koord inatalariga tegishli 
ham m a um um lashgan kuchlari nolga teng b o ‘lishi zaru r va yetarli.

M uvozanat shartlaming soni umumlashgan koordinatalar soniga teng. 
Umumlashgan koordinatalar orttirmalarining o'zaro bog'liqmasligiga 
mufoviq mexanik sistemaning muvozanatida hamma aktiv umumlashgan 
kuchlaming alohida-alohida nolga tengligi zarur. Aytayük,

b o ‘lsin . U  h o ld a  m ex an ik  s is te m a g a  u n in g  u m u m la s h g a n  
koordinatalari o rttirm a oladigan m um kin b o ‘lgan k o ‘chish berib,

qaram a-qarshilik kelib chiqadi. C hunki m azkur m um kin b o ‘lgan 
k o ‘chishda

A gar golonom , ideal bog 'lanishlar qo 'y ilgan  mexanik sistemaga 
ta ’sir etayotgan aktiv kuchlar konservativ, ya’ni potensialli bo 'lsa, 
mexanik sistem aning m uvozanati uchun

dan
I ß , - S 9 / =  0 

Qr^q, =°

0

D em ak, m uqarrar ravishda bo ‘lishi kerak.

Qk = o

(17.7)

m uvozanat shart kelib chiqadi.



18-LEKSIYA

LAGRANJNING H TUR TENGLAMALARI

Lagranjning II tur tenglamalari. Umumlashgan koordinatalardagi 
harakat differensial tenglamalari va yechimi. Lagranj funksiyasi 

yok i kinetik potensial. Siklik koordinatalar va integrallar. 
Energiya integrali. Ustuvor muvozanat. Lagranj —  Dirixle 

teoremasi

1. Lagranjning II tu r tenglam alari qanday aniqlanadi?
2. Lagranjning II tu r tenglam alari qanday tenglam alar?
3. Lagranjning II tu r tenglam alarining yechimi nim ani beradi?
4. Lagranj funksiyasi yoki kinetik potensial nima?
5. Q anday koordinatalarga siklik koord inatalar deyiladi?
6. Siklik integrallar nima?
7. N im ani energiya integrali deyiladi?
8. Q anday m uvozanatga ustuvor m uvozanat deyiladi?
9. Lagranj —  Dirixle teorem asi qanday ta ’riflanadi?
10. P o te n s ia l  e n e rg iy a n in g  q a n d a y  q iy m a tla r i  u s tu v o r  

m uvozanatni bildiradi?

Tayanch so‘zlar va iboralar

Lagranjning II tu r tenglamasi. U m um lashgan koord inatalarda 
h a rak a t differensial tenglam asi va h a rak a t tenglam asi. Energiya 
in teg ra li. U s tu v o r m u v o zan a t. L ag ran j —  D irix le  teo rem asi. 
Potensial energiya minimumi.

49-§. Lagranjning ikkinchi 
tur tenglamalari

Erkinlik darajasi s-ga teng m exanik sistema n-ta nuq tadan  tashkil 
to p ib , unga ideal, golonom , va b o ‘shatm aydigan  b o g ‘lan ish lár 
q o ‘y ilg an  b o ‘lsin . U  h o ld a , s is te m a n in g  fa z o d a  h o la t i  s - ta  
um um lashgan koord inatalar q¡, q2, q s bil'an bir qiym atli ravishda 
aniqlanadi. M exanik sistem aning h ar qanday k-nchi nuqtasin ing  
rad ius vektori (D ekart k o o rd in a ta la ri x k, y k, zk) um um lashgan  
koord inatalam ing  bir qiymatli funksiyasi b o ‘ladi.
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U shbu nuqtaning m umkin b o ‘lgan ko‘chishi nuqtaning radius 
vektorining variatsiasi kabi aniqlanadi. N uqtalarning tezliklari

Bu yerda q .— umumlashgan tezlik. A gar bog‘lanishlar statsionar 
b o ‘lsa  b ir in c h i h ad  n o lg a  ay lan ad i. N u q ta la rn in g  tez lik la ri 
um um lashgan tezliklarning chiziqli funksiyasi ekan, chunonchi, k- 
nchi nuqtaning tezligidan ¿¡j bo ‘yicha xususiy hosila:

Vaqt b o ‘yicha to ‘la differensial olish va um um lashgan koordinata 
b o ‘yicha xususiy differensial olish am allarin ing  o 'rn in i o ‘zaro  
alm ashtirish m um kin bo'lganligi sababli

M exanik sistema harakati bilan bog'liq m asalalam i dinam ikaning 
um umiy tenglamasini bevosita q o lla sh  bilan yechish mumkinligini 
yuqorida k o ‘rib chiqqan edik. Ammo um um lashgan inersiya kuchni 
sistemaning kinetik energiyasi orqali ifodalasak, sistemaning harakat 
tenglam asini tuzish ancha osonlashadi.

M exanik sistemaning ixtiyoriy nuqtasining inersiya kuchi

ga teng va q. um um lashgan koord inataga  tegishli um um lashgan 
inersiya kuchi (18.2), (18.3) ifodalarni qo 'llash  bilan quyidagicha

dvK = drK _ drK
dq¡ di i  dq,

(18.2)

ga teng.

/  \

(18.3)d t\d q ,J  dq¡ dt ôqj
\ /

dvm. w. = -m. — !
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an iq lan ad i:

mkv\ _ d d i  dT
2 J dt dq¡ dqj

Bu yerda

raexanik sistem aning kinetik  energiyasi. D em ak, um um lashgan  
inersiya kuchi

ifoda b ilau  aniqlanadi. U m um lashgan inersiya kuchining ushbu 
ifo d a s in i d in a m ik a n in g  u m u m iy  te n g la m a s ig a  q o ‘y ib  va 
um um lashgan aktiv kuchni tenglam aning o ‘ng tom oniga ko 'chirib .

tenglam aga kelamiz. (18.4) Lagranjning ikkinchi tur tengíamalari
deyiladi. (18.4) dan  ko 'ram izki, bu tenglam alar ideal, golonom  va 
bo‘shatmaydigan b o g 'lan ish la r  q o 'y ilg an  m exanik sistem aning  
um um lashgan koordinatalardagi tenglamasidir. U shbu tenglam alar 
soni mexanik sistema erkinlik darajasi (umumlashgan koordinatalar) 
soniga teng. M atem atik  nuqtai nazardan, (18.4) vatning funksiyasi 
k a b i iz la n a y o tg a n  s - ta  o ‘z a ro  b o g ‘liq m as u m u m la sh g a n

d dT 8T 
dt dqj dq¡

Í . Í L _ | L  =  6  ( /  =  1,5) (18.4)
d tdq. d«i



koordinatalarning ikkinchi tartibli oddiy differensial tenglam alari 
sistem asidan iborat.

S h u n d a y  q ilib , u m u m lash g an  k o o rd in a ta la rd a g i L ag ran j 
te n g la m a la r i o d a td a  n o m a ’lum  m iq d o r  s ifa tid a  iz la n a d ig a n  
b o g ‘la n ish  re a k s iy a la rd a n  xoli. A m m o sh u n d a y  b o ‘lish ig a  
qaram asdan  bog‘lanishlarning mexanik sistema harakatiga ta ’sirini 
to ‘la hisobga oladi. U m um lashgan k o o rd in a ta la r qv q2,....,q s ga 
nisbatan s-ta ikkinchi tartibli differensial tenglam alar sistemasi (18.4) 
ni in te g ra lla b  va b o sh la n g 'ic h  sh a r tla rg a  k o ‘ra  in te g ra lla sh  
d o im iy la rn i  a n iq la b , m ex an ik  s is te m a n in g  u m u m la sh g a n  
koordinatalardagi s-ta harakat tenglam alarini

q¡= q¡(t), ( /  = 1,5) (18.5)

aniqlaym iz. M exanik sistema nuqtalarining D ekart koordinatalari 
(radius vektori)( 18.5) ning bir qiymatli funksiyasi kabi ifodalanishini 
yuqorida bir necha bor takrorlagan edik. A na shunday qilib, Lagranj 
tenglam asini yechish bilan biz (erkinmas) m exanik sistema harakati 
haqida to ‘la m a’lum otga ega b o ‘lamiz.

M exanik  sistem a dinam ikasin ing rivo jlan ish ida L agranjning 
ikkinchi tu r  tenglam alari hal qiluvchi ro ‘l o 'ynad i va hozir ham  
m exanikaning ko 'pg ina m asalalarini yechishda sam arali q o ‘llanilib 
keladi.

A gar m asalaning shartiga ko ‘ra  m exanik sistem aga q o ‘yilgan 
b o g 'la n ish la rn in g  reaksiya la rin i an iq lash  lozim  b o 'lsa , (18.5) 
an iq langandan  so ‘ng sistem aga D alam ber prinsipi q o ‘llaniladi. 
Buning uchun (18.5) orqali sistem a nuq talarin ing  radius vektori 
aniqlanadi, m asalan,

rk = rk(t,qx,.. ,q ,) = rk{t), (k =1,«)

Bu bilan biz sistem a nu q ta la rin in g  h a ra k a t qonun in i (18.5) 
yordam ida vektor usulda aniqlagan bo lam iz . Vektor usulda harakat 
qonuni m a’lum bo 'lgandan so ‘ng ta ’rifga muvofiq inersiya kuchlarini 
aniqlaym iz:

F I = —mk rk, (k — l,n).

So‘ngra, D alam ber prinsipiga asosan, nom a’lum reaksiya kuchlarini
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an iq laym iz:

N t  =  - F k  -  F l , (k =  l,n).

Shunday qilib, golonom , ideal bog 'lan ish lar qo‘yilgan m exanik 
sistemaning berilgan aktiv kuchlar ta ’siridagi harakatini aniqlashda:

1. Lagranj tenglam alari (18.4) ni in tegrallab , va m asalan ing  
boshlang‘ich shartlaridan foydalanib, (18.5) h arakat tenglam alari, 
va harak a t tenglam alarining vektorli ifodalari aniqlanadi.

2. D a lam b er p rin sip i a sosida  b o g 'la n ish la rn in g  n o m a ’lum  
reaksiya kuchlari topiladi.

50-§. Potensialli kuchlar ta ’siridagi mexanik sistema uchun 
Lagranjning ikkinchi tur tenglamalari

Agar ideal, golonom , bo 'shatm aydigan, statsionar b o g lan ish la r 
q o ‘yilgan m exanik sistem a nuq ta lariga  faqat konservativ , y a ’ni 
potensialli kuchlar ta ’sir etsa sistem aning um um lashgan kuchlari
(17.2) b ila n  a n iq la n a d i. U  h o ld a , L a g ra n jn in g  ik k in c h i tu r  
tenglam alari (18.4) quyidagicha yoziladi:

u =ü > (i8.6)
dtdq; dq, dq,'

Potensial energiya P faqat koordinatalarning funksiyasi b o ‘ladi 
va shu sababli u um um lashgan koord inatalar orqali

p = ....9s)
kabi ifodalanadi. Potensial energiya um um lashgan tezlik q7 nm g
funksiyasi bo ‘lmaganligi sababli

5 P =o

va shuning uchun

a*,

dT d ( T - P )

dq, dq¡

ni yozish m um kin. Bu natijadan  (18.6) quyidagicha k o ‘rinishga
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keladi:

d d ( T - P )  Ö ( T - P ) A —
d t~ d 4 ,  ' ° ‘ W  (l8 '7>

Bu yerda (T-P) -  um um lashgan koordinatalar va um um lashgan 
tez lik la rn ing  funksiyasi b o ‘lib, Lagranj funksiyasi yoki kinetik 
potensial deyiladi va quyidagicha belgilanadi:

L  .............................>qs ) =  T - p

U shbu belgilashga k o ‘ra (18.7) quyidagicha: 

d d L d L  —
°  _________________

k o ‘rinishga keladi. (18.8) tenglamalar sistemasi potensialli kuchlar 
ta’siridagi mexanik sistema uchun Lagranjning ikkinchi tur 
tenglamalari deyiladi.

Shuni alohida ta’kidlab o‘tish joizki, Lagranjning (18.4) yoki (18.8) 
tenglam alari turli xil m exanik sistema harakatin ing  differensial 
tenglam alarini oson yozishda keng q o ‘llaniladi. U ni q o 'llash d a  
q o ‘shim cha koordinatalarni va ideal bog 'lanishlar reaksiyalarini 
kiritish talab qilinmaydi. U ham m a m asalalarda bir xil (yuqorida 
keltirilgan) tartibda ishlatiladi.

Lagranj metodi, aslini aytganda, energiyaviy m etod b o ‘lib, u 
nafaqat nazariy mexanikada q o lla n ib  qolm asdan nazariy fizikada 
ham  tu rli fizikaviy sistem a (a tom , y ad ro , e lem en tar z a rra la r)  
jarayonlarini matem atik talqin qilishda keng q o ‘llaniladi.

51-§. Siklik koordinatalar va integrallar. Energiya integrali

M exanik sistem aning kinetik  potensiali L (ya’ni k inetik  va 
potensial energiyalar) ifodasida oshkor ravishda qatnashm aydigan 
u m u m lash g an  k o o rd in a ta la rg a  siklik koordinatalar dey ilad i. 
M asa lan , m m assali m oddiy  n u q ta n in g  fazodag i h a ra k a tid a  
m uhitning qarshiligini hisobga olm asak, kinetik, potensial energiya 
va Lagranj funksiyasi (um um lashgan) D ekart koordinatalar orqali



quyidagicha ifodalanadi:

T = - m ( x 2 +y2 + z2), P- mgz ,  L = m(x2 + y 2 + z 2)-mgz.

Bu yerda Oz o ‘qi vertikal yuqoriga y o ‘nalgan. Lagranj 
funksiyasi ifodasida k o ‘ramizki, unda x va y qatnashm aydi, 
demak, ushbu ho i uchun x va y siklik koord inatalar hisoblanadi.

Agar s ta um um lashgan koord inatalam ing  k tasi q,,q2,..... ,<7*
(k<s) siklik koord inatalarn i lashkil qilsa, ta ’rifga ko ‘ra

boMadi. U shbu holda (18.8) tenglam aning k tasi

kabi tenglam aga aylanadi. Bu tenglam alarni vat b o ‘yicha bir m arta 
integrallab, bir yo‘la k ta  birinchi integrallarga ega b o ‘lamiz:

Bu tenglik lar Lagranj teng lam alarin ing  b irinchi in teg ra lla ri 
bo 'lib . u lar um um lashgan tezliklar, um um lashgan koord inata lar, 
vaq t va integrallash doim iylarini o ‘zaro  bog‘lab tu rad i va siklik 
integrallar deyiladi. Y uqoridagi misolga k o ‘ra

dL . . .  dL—  = mx = const yoki x = const, —  -m y  = const yoki y  =  const
dx dy

Y a’ni nuq ta  harakatin ing gorizontal tekislikdagi proyeksiyasi 
to ‘g‘ri chiziqli tekis harakat boMadi. Agar ± =  0, y  = 0  b o ‘lsa, nuqta 
gorizontal tekislikda harakatsiz ho latda bo 'ladi.

(i  = Uk) (18.9)

% - = CJt U = U )
dq,

(18.11)
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dL
U m u m a n , ~P¡ um u m lash g an  q} k o o rd in a ta g a  teg ish li

umumlashgan impuls deyiladi. S iklik  k o o rd in a ta la rg a  teg ish li 
u m u m lash g an  im p u lsla r biz q a ra y o tg a n  b o g ‘lan ish la r  h o lida  
o ‘zgarm as b o ‘ladi. (18.11) ga ko‘ra P, = C

M exanik sistemaga q o ‘yilgan bog‘lanishlar statsionar bo lganlig i 
sababli sistem aning  kinetik  potensiali L  ifodasida v aq t o shkor 
ra v is h d a  q a tn a s h m a y d i, lek in  u u m u m la sh g a n  te z lik la r  va 
um um lashgan koordinatalar orqali vaqtga bog‘liq bo lad i. A na shuni 
e ’tiborga oigan holda kinetik potensialdan vaqt b o ‘yicha to ‘la hosila 
olam iz:

dL J^.dL  . dL .. . 
dt dqj dq,

L agran j funksiyasi uchun  yozilgan L ag ran j teng lam asidan  
foydalanib, quyidagi alm ashtirish

dL d dL
dq¡ dt dqj C>

ni yuqoridagi ifodaga q o ‘llaymiz:

dL d dL .. dLx d Д , . dL
dt dt dq, dq, dt TÍ dq,

H adlarni tenglam aning bir tom oniga k o ‘chirib va ikkalasi uchun 
vaqt b o ‘yicha hosilani um um lashtirib,

— ( ¿  9,- ——- — L) = 0
dt jm dq,

tenglamaga kelamiz. Dem ak, qavs ichidagi ifoda doimiy (o ‘zgarmas) 
m iqdorga teng. Bu doimiy m azkur Lagranj tenglam asining birinchi 
integralli b o ‘lib, energiya intégrait deyiladi va  uni h bilan belgilaymiz:
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H aqiqatdan  ham , biz ko 'rayo tgan  bog lan ish larn ing  statsionarli 
hnliria (18.121 lenglam a m exanik energiyaning saqlanish qonunini 
ifodalaydi. S tatsionar bog ‘lanish!ar qo ‘yilgan m exanik sistemaning 
kinetik energiyasini um um lashgan tezliklarning kvadratik  formasi 
tarzida ifodalash m um kin va shuning uchun:

_ _
j = i j =\ i

o ‘rinli b o ‘ladi. Buni e ’tiborga olib (18.12) tenglikni quyidagicha 
hisoblash m um kin,

h = 2 T - L = 2 T -  (T-P) =  T+P

y a ’ni
h=T+P, (18.13)

m exanik  energiyaning saqlanish  qonunin ing  ifodasiga kelam iz. 
D em ak, doimiy h m exanik sistemaning to ‘la mexanik energiyasidan 
ibora t va u jum ladan  mexanik sistemaning boshlang‘ich paytdagi 
kinetik va potensial energiyalari yig indisiga teng.

52-§. Ustuvor muvozanat haqida dastlabki tushunchalur

F araz  qilaylik, ideal, statsionar va golonom  b o g ian ish la r 
q o ‘yilgan m exanik sistemaning holati s-ta um um lashgan 
koord inata lar bilan aniqlansin. A gar s-ta erkinlik darajasiga ega 
bu  sistema q o ‘yilgan kuchlar ta ’sirida m uvozanatda b o ‘lsa, u holda 
barcha um um lashgan kuchlar nolga teng:

Q , =  0, (/ = 1,5) (18.13)

K onservativ  sistem a uchun bu shartlar sistem aning potensial 
energiyasidan um um lashgan koordinatalar b o ‘yicha olingan xususiy 
hosilalam ing nolga tengligidan iborat m unosabatlarga aylanadi:



U m u m la s h g a n  k u c h la r  f a q a t  u m u m la s h g a n  
k o o rd in a ta la rg ag in a  b o g ‘liq ho llarda  yuqoridag i yoki pastdag i 
teng lam alar sistem asini um um lashgan k o o rd in a ta la rg a  n isbatan  
y e c h ib , s is te m a  m u v o z a n a td a  b o 'l a d ig a n  h o la t l a r n in g  
k o o r d in a ta la r in i  a n iq la y m iz . A g a r u m u m la s h g a n  k u c h la r  
um um lashgan  tezlik larga bogMiq b o ‘lsa, m u v o zan a t ho la tn ing  
k o o rd in a ta la rin i an iq lashda barch a  um um lashgan  tezlik lar nolga 
teng deb olinadi. M uvozanat ho latn i um um lashgan k o o rd in a ta la r
(q,. q2.......qs) sanoq  boshi deb belgilasak, m u v o zan a t h o la td a
barcha  um um lashgan  k o o rd in a ta la r ham , xuddi um um lashgan  
kuch lar kab i, nolga teng b o ia d i .  X ullas, m exanik  sistem aning 
m uvozanat ho la tida  q , - 0  ( j = l s ) .  B iror b o sh lan g 'ich  t= t0 pay tda  
s is te m a g a  u n in g  b a rc h a  u m u m la sh g a n  k o o r d in a ta la r n i  va 
um um lashgan  tezlik larin i q iym at jih a td a n  kichik  m iqdorla rga  
o ‘zgartiruvchi k o ‘chish beram iz. S istem aning shu t - t 0 paytdagi 
b o s h la n g 'ic h  h o la t in in g  u m u m la sh g a n  k o o r d in a ta la r i  va 

um um lashgan tezliklarini qJC va qJO (/' = l,.s) deb belgilaymiz. Endi 
ixtiyoriy, is ta lgancha kichik 2 s-ta m usbat so n lar tanlaym iz:

F F  F '  €  '  F  '

A gar bu sonlar asosida boshqa shunday 2 s-ta m usbat

" H l 2............*1) >*12’ ......................................M s

kichik sonlar tanlash m um kin boMsaki, t=  paytdagi boshlang‘ich 
u m u m lash g an  k o o rd in a ta la r  va u m u m lash g an  te z lik la rn in g  
qiym atlari quyidagi

M ST1/; k/»!-1!/, (/ = U ) (18.15)
%

kabi shartlarga b o ‘ysinuvchi ham m a kichik q o ‘zg‘alishlar uchun 
vaqtning keyingi ham m a paytlarida



\qj (/)| <£,; | q, (/)| < e (/ = 1 ,s) (18.16)

shartlar bajarilsa m azkur m uvozanat holat ustuvor m uvozanat holat, 
aks holda noustuvor m uvozanat holat deyiladi.
__A gar, shu b ilan  b irga , u s tu v o r m u v o zan a t h o la td a  b a rch a

um um lashgan tezliklar vaqt o ‘tishi bilan nolga intxTsa, y a ’ni:

1 im q-(/) = 0; i imq(0 = 0, ( /  = 1 ,s )
/->00 t->  00 '

U  holda ushbu  ustuvor m uvozana t ho la t a s im p to tik  ustuvor  
deyiladi. U stuvor m uvozanatning ushbu ta ’rifi A.M . Lyapunovning 
ustuvor harakatga bergan um umiy ta ’rifidan kelib chiadigan xususiy 
hoi kabi natijadir.

53-§. M exanik sistema muvozanati hamda 
Lagrartj-Dirixle teoremasi

Ideal, s ta tsionar va golonom  bog‘lanishli mexanik sistem aning 
konservativ kuchlar ta ’sirida bo 'lganida ustuvor m uvozanat holatini 
belgilovchi y e tarli sh a rtla r  quyidagi L agran j-D irix le  teorem asi 
yordam ida aniqlanadi.

Ideal, statsionar va golonom  hog1 lam shlar qo ‘yilgan  konservativ  
sis tem a n in g  p o te n s ia l en erg iya s i q a t ’iy  m in im u m g a  erishad igan  
m uvozanat holati uning ustuvor m uvozanat holati bo ‘ladi.

Lagranj-D irixlening ushbu teorem asiga binoan, agar potensial 
energiyaning ekstrem um i uning m inim um idan iborat b o ‘Isa, u holda 
sistem aning ushbu  m uvozanat ho lati u stuvo r b o ‘ladi. M asalan , 
m atem atik  m ay atn ik n in g  ham m a h o la tla ri ichida vertika l eng 
pastkisi uning m inim al potensial energiyaga ega holat va shuning 
uchun uning ustuvor m uvozanat holati b o ‘ladi. D em ak, Lagranj- 
Dirixle teorem asiga m uvofiq konservativ sistema m uvozanatining 
ustuvorligini isbo tlash  uchun ayni m uvozanat ho la tda  potensial 
energiya m inim um da ekanligiga ishonch hosil qilish kifoya.

Erkinlik  darajasi birga teng sistem a uchun ushbu m inim um ni 
an iq lash  oson. H aq iq a tan  ham , k o o rd in a ta  boshi sistem aning  
m uvozanat ho latida olinsa, y a ’ni m uvozanat holatda um um lashgan 
koord inata  nolga teng b o ‘Isa va ushbu m uvozanat ho latda potensial 
energiyani ham  nolga teng deb qabul q ilsak (chunki, po tensial 
energiya ixtiyoriy o ‘zgarm asgacha aniqlik bilan hisoblanadi):
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P(o)=0

va potensial energiyaning m inimumi uning ekstremumi ekanligidan, 
y a ’ni:

konservativ sistema potensial energiyasining ushbu ekstrem um iga 
taalluqli m uvozanat holat ustuvor ekanligini aniqlash uchun potensial 
energiyaning minimumini ifodalovchi

shart bajarilishi kifoya, y a ’ni ustuvor m uvozanat holatda potensial 
energiyadan um um lashgan koord inata  b o ‘yicha olingan ikkinchi 
tartibli hosilasi albatta  m usbat b o ‘lishi shart.

,d2P
Bordiyu, (-—r )q=o -  0 b o ‘lsa, ya’ni ikkinchi tartibli hosila ham

nolga teng va shu sababli u potensial energiya m inim um ining belgisi 
b o ‘la olmasa potensial energiya uchinchi, to ‘rtinchi va hokazo yuqori 
tartibli hosilalarini ketm a-ket hisoblab m inim um  aniqlanadi.

Agar yuqori tartibli hosilalarning nolga teng bo lm ag an  birinchisi 
ju ft tartibga ega va shu bilan m usbat qiym atga teng b o isa , q=0 da 
potensial energiya m inimumga ega va sistem aning ushbu q=0 dagi 
m uvozanat holati ustuvor b o iad i.

Agar yuqori tartibli hosilalarning nolga teng bo 'lm agan birinchisi 
toq tartibda b o ‘lsa, q=0 da m aksim um  ham , m inimum ham  yo‘q.



19-LEKSIYA

ZARBA

Zarba hodisasi. Asosiy Titshunchular vu ta ’riflar. Zarh kuchining 
moddiy nuqtaga ta ’siri. M oddiy nuqta zarba nazariyasining 

umumiy teoremalari. Jismning q o ‘zg ‘aImas sirtga zarbasi. Ikki 
jismning to ‘g ‘ri markaziy zarbasi. Zar bada kinetik energiyaning 
y o ‘qolishl Q o‘zg ‘almas o ‘q atrofida aylanma harakaldagi jismga  

zarb kuchining ta ’sirL Zarba markazi.

1. Zarba hodisasi qanday sodir b o ‘ladi?
2. Z arba qanday  ta ’riflanadi?
3. Zarb kuchi nim a va u nuqtaga qanday  ta ’sir ko ‘rsatadi?
4. Z arbada nuq ta  ha rak a t m iqdori qanday bo‘ladi?
5. Z arbada nuqta  h arakat m iqdori mom enti qanday o ‘zgaradi?
6. Z arbada mexanik sistema harakat m iqdori qanday o ‘zgaradi?
7. Z arbada mexanik sistema harakat m iqdori m om enti qanday 

o ‘zgaradi?
8. Tiklash koeffitsienti deb nim aga aytiladi?
9. Tiklash koefYitsientining qiym atlariga qarab  zarba qanday 

turlarga ajraladi?
10. Z arba qanday  ikki fazadan iborat?
11. T o ‘g‘ri zarba, qiya zarba nima?
12. Tiklash koeffitsientini tajribada qanday aniqlash m um kin?
13. Ikki jism ning qanday zarbasi to ‘g ‘ri markaziy zarba deyiladi?
14. Ikki sham ing  o ‘zaro zarbasida qanday hollar yuz beradi?
15. Z arbada kinetik energiyaning o 'zgarishi qanday bo 'ladi?
16. K am o teorem asi qanday ta ’riflanadi?
17. Z arba m arkazi deb nim aga aytiladi?

T a y a n c h  so ‘z la r  va ib o ra la r

Z a rb a . Z a rb a  v a q ti. Z a rb  k u c h i. Z a rb  im p u ls i. T ik la sh  
koeffitsienti. Z arbada ikki faza. T o ‘g‘ri zarba, qiya zarba. Elastik 
zarba, abso lyu t noelastik  zarba , abso lyut elastik za rb a . T o ‘g ‘ri 
m arkaziy zarba. K inetik energiyaning yo ‘qolishi. K am o  teoremasi. 
Zarba markazi.
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54-§. Zarba hodisasi.
Asosiy tushunchalar va t a ’viflar

M a ’lum ki, n u q ta  yoki jism  n u q ta la ri tezlig in ing o 'zg a rish i 
tez lan ish  b ilan  x a ra k te rlan a d i. Shu p a y tg a c h a  biz tez likn ing  
o‘zgarishini vaqt o ‘zgarishiga proporcional bo 'lgan , ya’ni chekli vaqt 
oralig 'ida tezlik chekli m iqdorga yoki cheksiz qisqa vaqt oralig‘ida 
esa cheksiz kichik miqdorga o'zgaradigan mexanik harakatlar haqida 
suhbatlashdik . Tezlikning bunday uzluksiz b ir tekis o ‘zgarishlari 
chekli tezlanishlar bilan xarak terlanadi va chekli m iqdorlardagi 
kuchlar (m asalan, og 'irlik kuchi, elastik kuchi va hokazo) ta ’sirida 
yuz beradi. Lekin m exanikada tezlikni chekli m iqdorlarga o ‘zgarishi 
cheksiz q isqa vaqt oralig‘ida sodir b o ‘ladigan va dem ak, uzlukli 
(notekis) xarak terdag i h arak a tla r ham  m avjud. B unday h a rak a t 
haddan tashqari ka tta  tezlanish bilan ju d a  k a tta  m iqdordagi kuch 
ta ’sirida yuz beradi. Cheksiz qisqa vaqt oralig‘ida m oddiy nuqtaning 
yoki q a ttiq  jism  n u q ta la rin in g  tez lik larin i chekli m iq d o rla rg a  
o ‘zgarishi bilan bog'liq mexanik hodisaga zarba deyiladi.

C heksiz  q isqa  vaq t ich ida  cheksiz k a t ta  m iqdor b ilan  jism  
nuqtalariga ta ’sir k o ‘rsatib zarbani sodir qiladigan kuchga zarb kuchi 
deyiladi. O datda, zarb kuchi zarba oldida va zarba oxirida nolga 
yaqin yoki nolga teng b o ‘ladi, zarba paytida noldan o 'zin ing eng 
katta  qiym atiga bir onda erishib, shu onda yana nolgacha kam ayadi. 
Shuning uchun uning miqdori va funksional k o ‘rinishi haqida aniq 
m a ’lum ot berish qiyin. Z arb  kuchi orqali o ‘tgan chiziqqa zarba 
chizig'i deyiladi.

Z arba  ro ‘y bergan cheksiz qisqa vaqt oralig‘i zarb vaqti deyiladi. 
Zarb kuchining m iqdori cheksiz ka tta  b o ‘lganligi, ju d a  qisqa zarb 
vaqti o ralig ‘ida zarb kuchining k a tta  m iqdorga tez o 'zgarishi va 
nihoyat, bunday o ‘zgarish qonuniyatining nom a’lumligi tufayli zarba 
hodisasini o ‘rganishda jism larn ing  o 'z a ro  m exanik t a ’sirlashuv 
o ‘lchovi sifatida kuch tushunchasidan emas. balki kuch im pulsidan 
foydalanish qulay. Z arb  kuchining nuq taga  yoki jism  nuqtasiga 
cheksiz qisqa x vaqt oralig‘idagi ta ’siri zarb impulsi deyiladi. Z arb  
impulsi zarb  kuchidan farqli o 'la roq , chekli m iqdordir.

55-§. Zarb kuchining moddiy nuqtaga ta ’siri

M assasi m  ga teng b iror m oddiy M n u q ta  qo 'y ilgan  kuchlar 
ta ’sirida b o is in . V aqtning biror t paytida, qisqa x vaq t oralig‘ida,
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unga oniy F z zarb  kuchi ham  ta ’sir etsin. N yu tonn ing  ikkinchi 
qonunini differensial ko 'rin ishda olib,

m —  = F + FZ 
dt —

yoki
mdv = Fdt + Fz dt

va bu tengiam ani tegishli chegaralarda m tegrallab, quyidagini 
hosil qilamiz:

m (m - v )= 5  (19.1)

Bu yerda m ■ (« -  v )=  S = j Fz ■ dt—  zarb im pulsi. v, и —  nuqtaning
О

zarba oldida va oxiridagi tezligi.
B unday  q isq a  x v aq t o ra lig 'id a  b a rch a  chekli k u ch la rn in g  

impulslari x ga teng tartibdagi m iqdorlar va zarb kuchining impulsiga 
n isbatan nolga teng.

(19.1) tenglam a zarba nazariyasining asosiy tenglam asi deyiladi.
Cheksiz qisqa x vaqt oralig‘ida tezlikning o ‘zgarishi ( û - v )  ga teng 
va chekli va dem ak, (19.1) dan  zarb  im pulsining chekli m iqdor 
ekanligini ayta olamiz. Shunday qilib, cheksiz qisqa x vaqt oralig‘ida 
nuqtaning tezligini chekli m iqdorga o ‘zgarishi faqat cheksiz ka tta  
kuch ta ’siridagina sodir b o 'la r  ekan. Zarbaviy bo‘Imagan barcha 
boshqa chekli kuchlarning impulslari kichik m iqdorlar 7,arb impulsi 
bir lahzada t a ’sir etib nuqta  tezligini

ü - v = — (19.2)
m

ga teng chekli m iqdorga o 'zgartiradi.
Z arbaning davom  etish vaqti x cheksiz kichikligini, nuqtaning 

tezligini esa chekli m iqdor ekanligini e ’tiborga olsak, zarba paytida 
nuq ta  siljimaydi desak ham  b o ‘ladi.

S h u n d a y  q ilib , z a rb a  jis m la rn in g  o 'z a r o  b ir  o n d a g i 
ta ’sirlashuvidan iborat o 'zgacha mexanik hodisa b o ‘lib, quyidagi 
m uhim  xususiyatlari bilan ajralib turadi:
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1. Zarbaviy b o ‘lm agan barcha kuchlam ing zarba paytidagi ta ’siri 
nolga teng;

2. Z arba  paytida zarba ta ’siridagi nuqta  qo 'zg 'a lm as qoladi;
3. Z arb  kuchining bir ondagi oniy ta ’siridan nuq ta  tezligining 

m iqdori va y o ‘nalishi shu b ir onda chekli o ‘zgaradi. Tezlikning 
o ‘zgarishi (19.2) yoki zarba nazariyasining asosiy tenglam asi (19.1) 
bilan aniqlanadi.

56-§. M oddiy nuqta zarba nazariyasining umumiy teoremalari

Y u q o rid a  ay tilg an la rg a  e ’tib o ra n , z a rb a d a  n u q ta g a  t a ’sir 
etayotgan zarb  kuchidan boshqa kuchlarni hisobga olmaymiz. m 
massali nuqtaning v tezligi zarba oxirida u ga o ‘zgarsa, uning harakat 
m iqdorining o 'zgarishi zarba nazariyasining asosiy tenglamasi (19.1) 
bilan ifodalanadi va quyidagicha ta ’riflanadi: moddiy nuqta harakat 
miqdorining zarba paytidagi o'zgarishi nuqtaga qo'yilgan zarb 
impulsiga teng.

m u-m v= S  (19.3)

M oddiy nuqtaning tezligi zarbada (19.2) ga teng o ‘zgarsa ham  
nuqta zarba paytida (qisqa t vaqt oralig‘idagi) siljimaydi.

Agar zarb impulsi nolga teng b o ‘lsa, ya’ni S = 0 ,  u holda (19.3) 
d an  u = v ,  d e m a k , n u q ta n in g  h a ra k a t  m iq d o r i va tezlig i 
o ‘zgarm aydi.

Moddiy nuqta harakat miqdori momentining zarbada 
o ‘zgarishi haqida teorema

Bu teorem aning m atem atik  ifodasini keltirib  chiqarish uchun 
(19.1) tenglikni chap tom ondan  nuqta radius vektori r ga vektor
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ko'paytiram iz. U  holda tenglikning chap tom onida nuq ta  h arakat 
m iqdorining zarba oldi va zarba oxirida m om entlarining farqi va 
o ‘ng tom onda esa zarb impulsining m om enti hosil b o ia d i, ya’ni

— lr ■ mu]-[r ■ mvl=Ir • S]_____________________

yoki

Y uqorida, r nuqtaning 0 m arkazga nisbatan radius vektori.
U shbu  tenglam a m oddiy n u q ta  h a rak a t m iqdorin ing b iro r 0 

m ark azg a  n isb a tan  m o m en tin ing  za rb ad a  o ‘zgarish i h aq idag i 
teorem ani ifodalaydi.

U  quyidagicha ta ’riflanadi: biror 0 markazga nisbatan moddiy 
nuqta harakat miqdori momentining zarba paytidagi o'zgarishi 
nuqtaga qo ‘yilgan zarb impulsining shu markazga nisbatan 
momentiga teng.

Teorem aning (19.4) ifodasiga k o ‘ra zarba paytida M0(s )= 0, y a ’ni 
zarb  im pulsining m om enti nolga teng b o ‘lsa, yoki zarb  im pulsi 
vektorining ta ’sir chizig‘i zarba paytida shu 0 m arkazdan o ‘tsa, nuqta 
h a rak a t m iqdori m om enti shu m arkazga nisbatan zarba paytida 
o ‘zgarm aydi, y a ’ni saqlanadi.

T eo rem alarn ing  h a r bir (19.3) va (19.4) vektorli ifodalarin i 
k o o r d in a ta la r n in g  x. y, z o ‘q la r ig a  p ro y e k s iy a la sh  b ila n  
te o re m a la rn in g  k o o rd in a ta  o 'q la r id a g i  u c h ta d a n  a lg e b ra ik  
tenglam alariga kelamiz. H ar b ir m uayyan m asalalarai yechishda 
shu algebraik ifodalardan foydalanam iz.

57-§. Jismning q o ‘z g ‘almas sirtga zarbasi

Z arba  paytida jism lam i absolyut qattiq  deb hisoblab b o ‘lmaydi, 
chunki haddan tashqari ka tta  zarb  kuchlari jism ni sezilarli darajada 
deform atsiyalaydi. D em ak, za rb ad a  jism larn ing  fizik xossalari, 
a lb a tta , nam oyon b o ia d i .  Z a rb a  nazariyasida jism larn ing  fizik 
xossalari N yutonning maxsus faraziyasi orqali hisobga olinadi.

Aytaylik, zarb bilan o 'zaro  to ‘qnashayotgan mj va m 2 massali 
jism larning Aj va A2 nuqtalari to ‘qnash kelsin. U  holda A l nuqtaning 
A 2 ga nisbatan nisbiy norm al tezligi va A2 nuqtaning Aj ga nisbatan
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nisbiy norm al tezliklari o 'zaro  teng va normal bo'ylab qaram a-qarshi 
y o ‘nalgàn. Zarbadan oldingi va zarba oxiridagi ushbu nisbiy normaT 
tez lik la rn i, tegishli rav ishda , v ,va u b ilan  belg ilasak, u larn ing  
m odullarining quyidagi nisbatiga

«
* =  -  (19.5)v

zarbadagi tiklash koeffitsienti deyiladi.
N y u to n  faraziyasi (19.5) quyidagicha t a ’riflanadi: zarbadagi 

jismlarning zarba oxiri va oldi nisbiy normal tezliklari modulining 
nisbati tiklash koeffitsientiga teng.

Fizik nuqtai nazardan zarba ikki fazadan iborat bo 'lad i. Cheksiz 
qisqa zarb vaqtining birinchi fazasi o 'zaro zarbadagi jism lar tezliklari 
teng lashgun icha  defo rm atsiy a lan ad i, ikk inch i faza esa jism lar

Tiklash koeffitsientining qiym atlari zarba xarakterini belgilaydi. 
k = l absolyut elastik, k=0 absolyut noelastik, 0<k< 1 elastik zarba
deyiladi.

Z arba hodisasining ikki fazasini tasdiqlash m aqsadida sharni 
(nuqta) silliq qo 'zg ’almas sirtga zarbasini qaraym iz. m  massali shar 
sirtga norm al b o ‘ylab v tezlik bilan vertikal pastga harakatlansin. 
Sharni sirtga urilishida silliq sirtning sharga ko 'rsatad igan  reaksiyasi 
zarb kuchi b o ‘ladi. Bu zarb kuchining im pulsi— zarb impulsi S sirtga 
norm al bo 'ylab yo 'nalgan, chunki sirt silliq. Agar q o ‘zg‘almas sirtga 
norm al urilayotgan jism  m assa m arkazidan o ‘tsa (shar holida bu 
shart h ar doim  bajariladi), markaziy zarba deyiladi. A gar jism  massa 
m arkazining zarba oldi tezligi v sirtga norm al b o ‘ylab yo‘nalsa, zarba 
to‘g‘ri markaziy b o ‘ladi, aks holda, ya’ni jism  m assa m arkazining 
zarba oldi tezlik vektori v sirtga norm al bilan a  burchak hosil qilsa, 
qiya zarba deyiladi.

To'g'ri zarba. Z arban ing  birinchi va ikkinchi fazalari uchun 
h a ra k a t  m iq d o rin in g  o ‘zgarish i h aq id ag i teo rem a  (19.3) d an  
foydalanamiz. Q o‘zg‘almas sirtga urilayotgan shar uchun zarbaning 
birinchi fazasi oxirida va ikkinchi fazasi boshida tezligining nolga 
tengligini hisobga olib, (19.3) ni sirtga norm al o ‘qqa proyeksiyasini 
yozam iz.
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Z arba to 'g 'r i  b o ‘lgani uchun u„ =u, v„ = -v , 5,„ =5, S2n = S2 va 
5 = Sj + S2 ■ D em ak, h arakat m iqdorining o ‘zgarishi

mu+mv-S

kabi b o ‘ladi. (19.5) ga k o ‘ra  u=kv ekanligini e ’tiborga olsak, zarb 
impulsi uchun

S=m(J+k)v (19.6)

ifodaga kelamiz.
D em ak, agar sham ing  massasi m, zarba oldi tezligi v, tiklash 

koeffltsienti k berilgan b o ‘lsa, zarba oxiri tezligi u=kv, zarb  impulsi
S -m (l+ k)v  ga tengligini aniqlaymiz.

Qiya zarba. U shbu hoi uchun (19.3) ni sirtga norm al va urinm a 
o ‘qlarga proyeksiyalaymiz:

mun — mvn -  Stl, mux -  mv, = 0

N yuton faraziyasiga ko ‘ra:

k l= * -k l
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M

Z arba oxirida shar m arkazi tezligining m oduli

u = -Ju2n+u2 = *Jk2 • v2 + v2 = -J(k ■ cosa J  +(v-sina)f 

= v-Jk2 cos2a  +sin2a

T u sh ish  a  va q ay tish  (3 b u rc h a k la r i  o ‘z a ro  q u y id a g ic h a  
b o g lan g an :

v, n u, v, 1
v„ /r-v , k

A bsolyut elastik zarbada k = l va a= p .
A bsolyut noelastik zarbada k=0 va tushish a  burchakning har 

qanday qiymatida ham qaytish |3 burchak 90°, y a ’ni shar sirtda qoladi.
Elastik zarbada k< 1 va p> a.
T ik la sh  k o e ffits ien tin i ta jr ib a d a  a n iq la sh . M assasi k a tta , 

q o ‘zg‘alm as p litaga h, baland likdan  b o sh lan g ‘ich tezliksiz shar 
tashlansin. U  holda sham ing zarba oldi tezligi v = -J2gh, ga teng 
b o ia d i. Z arbadan  so‘ng shar h2 balandlikka k o ‘tarilsin. D em ak, 

sham ing zarba oxiri tezligi u = ga teng. Tezliklarning ushbu
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q iy m a tla ri h a r  gal k in e tik  e n e rg iy an in g  o ‘zg arish i h aq id ag i
2

teorem adan aniqlanishi ham  m um kin. M asalan, 0 — —  = -mghy 

Tiklash koeffitsientini balandliklar h ,, h2 orqali aniqlaymiz.

к = ul  v = yjh2 / Л,

Agar zarba  absolyut noelastik b o lsa , zarba birinchi fazadayoq
tugaydi va h 2=0. A bsolyut elastik zarbada h 2=h, va k = l;  u= :v.

58-§. Ikki jismning to ‘g ‘ri m arkaziy zarbasi

M assalari m ,, m 2 ga teng va sirtlari absolyut silliq ikki jism ning 
(sharlarning) o ‘zaro zarb bilan to ‘qnashuvini tekshiramiz.
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U lar t o ‘qnash u v g ach a  m assa la r m ar kaz ini b tr ta sh tiru v c h i 
chiziqqa parallel v , va v2 tezliklar bilan ilgarilanm a h a ra k a t qilsin. 
Z arbada um um iy to ‘qnashuv nuqtadan oUkazilgan norm al chiziq, 
ya’ni z a rb a  chizig‘i jism lam ing m assa m arkazidan  o ‘tsin . U shbu 
sh a rtla rn i qanoatlan tiruvch i to ‘qnashuvga ikki jism n in g  to‘g‘ri 
m arkaziy  zarbasi deyiladi. B irinchi jism  uchun  ik k in ch is in in g  
to ‘qnashuvdagi reaksiya kuchi zarb impulsi va aksincha, ikkinchi 
jism uchun birinchisining reaksiya kuchi zarb impulsi b o ‘ladi. Shuning 
uchun, za rb ag ach a  ilgarilanm a h a rak a tlan g an  jism la r  za rb ad an  
keyin h a m  ilgarilanm a h araka t qiladi. M asala  za rb ad an  keyingi 
ilgarilanm a h araka t tezliklari u, va «2 ni aniqlashdan ib o ra t b o ia d i.

U shbu ikki jism ning bir mexanik sistema deb qarasak , sistem aga 
tashqi z a rb  im pulslari qo 'y ilm agan bo‘ladi va za rb ad a  m exanik 
sistema h a rak a t m iqdori saqlanadi, y a ’ni

772,1/, + m 2u 2 = m lv] +/777 V2

Barcha tezliklarning zarba chizig‘iga proyeksiyasi tezliklarning 
algebraik m iqdoriga teng va yuqoridagi tenglikni vek to r belgisiz 
yozish m um kin

/77, W, +/77nl/2 =  m, V, +/772 V2 (19.7)

Tiklash koeffitsientini quyidagi m ulohazalar bilan aniqlaymiz. 
Zarbaning birinchi fazasida birinchi jism  (soqqa shar) ikkinchisiga 
urilib, v, —  v2 tezlik bilan unga kirib bo rad i (ezadi). Z arbaning 
ikkinchi fazasida esa shu soqqa jism  ikkinchisidan ü , —  ü , tezlik 
bilan o rqada qoladi. Shuning uchun ikki jism ning o ‘zaro  zarbasida 
tiklash koeffitsienti

M2 -« i
k ~ —  (19-8)

ga teng b o iad i.
Oxirgi ikki tenglam adanjism larning zarbadan keyingi tezlikiarini 

aniqlaym iz
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и, = v2- ( l  + ¿ )---- —  (v ,-v 2)
ml +m2 

m.
ií2 = v 2- ( l  + 0 ----- — (v2- v , )

m. +m-

(19.9)

A bsolyut noelastik zarba k -0 . U  holda (19.9) dan

m í V l +m2Vl
mx + m2 (19.10)

Dem ak, absolyut noelastik zarbadan keyin jism larning tezliklari 
teng b o ‘ladi, y a ’ni ular bir-birlaridan ajrashm aydi. Buni (19.8) dan 
ham  k o ‘ramiz. k=0 da « ;= «2Birinchi jismga ikkinchisi tom ondan  
q o ‘yilgan zarb impulsi ikkinchisiga qo 'yilgan zarb impulsiga teng 
va qaram a-qarshi

S2 = m2u2 -  m2 v2 = ~m, (u2 -  v, )=  -m x (и, -  v, )=  — (v, -  v2 )7/2-)
s , = - s 2

A bsolyut elastik zarba k=  1. U shbu holda

и, = v,
2/n,

«2 = V2 +

от, +m2
2m]

mx +m2

(v,-v2) 

(vi - y2)

Jism larga ta ’sir etgan zarb impulsi

2ти,/и,
5, = -5 ,

>n, +m, (vi “ O

ga teng b o lad i, ya ’ni absolyut elastik zarbaning zarb impulsi absolyut 
noelastik zarbaning zarb im pulsidan ikki m arta  katta.

Ikkita bir xil m ,= m 2sharningzarbasi. Bunda (19.9) quyidagicha 
o ‘zgaradi:
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“ l = j O -  *)v, + j ( l  + k )v 2

M2 = jO  + *)v, +

A bsolyut noelastik zarba k=0.

u2=ut = V- ^ ,  S2 = - 5 , = | ( v , - v 2)

Z arb a  ox irida  sh a rch a la rn in g  tez lik lari teng va za rb a  oldi 
tezliklari y ig 'ind isin ing  yarm iga teng. C hunonchi, za rb a  o ld ida 
ikkinchi shar tinch tursa, zarbadan keyin birinchi shar bilan birgalikda 
uning zarba oldi tezligining yarmiga teng tezlik bilan zarba chizig'i 
b o ‘ylab harakatlanadi.

A bsolyut elastik zarba k = l. U  holda

MI = V2> U2 = vi> =-S, =  m (v ,-v2)

ya’ni sharlar zarbadan so 'ng  tezliklari bilan almashadi. A gar ikkinchi 
shar boshlang 'ich paytda tinch tursa, zarbadan so 'ng  birinchi shar 
harakatsiz qoladi, ikkinchisi esa birinchining tezligi bilan zarb chizig‘i 
b o ‘ylab harakatlanadi.

59-§. M exanik sistema uchun zarba nazariyasi

M oddiy nuqta zarba nazariyasining um um iy teorem alarini va 
u la rn in g  n a t i ja la r in i  e rk in  m ex an ik  s is te m a  h o li uchun  
um um lashtiram iz.

Jum ladan, h arakat m iqdorining o ‘zgarishi haqidagi teorem a va 
uning (19.3) ifodasi quyidagicha o 'zgaradi:

Q-Qo = Ÿ ,s K ( i9 . l i )
K=I

Bu yerda Q , Q0, mos ravishda, mexanik sistem aning zarba oldi 
va z a rb a  o x ir id a g i h a r a k a t  m iq d o ri. U la r  t a ’r ifg a  k o 'r a ,  
Q = müc Q0-m vc ga ten g . Uc , vc —  m ex an ik  s is te m a  m assa  
m arkazining zarba oxiri va oldi tezligi.
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^ jSk — zarb  im pu lsla rin ing  bo sh  vek to ri, m  —  sistem a m assasi.
Teorem a quyidagicha ta ’riflanadi: zarba paytida sistema harakat 

miqdorining o‘zgarishi sistemaga ta’sir etuvchi zarb impulslarining 
vektorli yig‘indisiga teng.

S is tem a  m a s s a la f  m a rk a z in in g  le z l ig i  z a r b a d a n  s o ‘ng 
quyidagicha o ‘zgaradi:

Mexanik sistema massa markazi moddiy nuqta kabi zarba paytida 
siljimaydi, lekin tezligini uzlukli o ‘zgartiradi.

Kinetik momentning zarbada o‘zgarishi. Sistem aning kinetik  
m o m e n tin in g  o ‘z g a rish i h a q id a g i te o re m a n i q u y id a g ic h a  
ifodalaym iz:

integrallaym iz, b u n d a  sistem a nuq ta la ri radius vektori rk zarba 
paytida o ‘zgarm aydigan deb hisoblaymiz:

Mexanik sistemaning biror 0 markazga nisbatan kinetik 
momentini zarba paytidagi o‘zgarishi sistemaga ta’sir etayotgan 
zarb impulslarining shu markazga nisbatan bosh momentiga 
vektorli teng.

U sh b u  te o re m a la rn in g  (19 .11) va (19.13) ifo d a la r i  e rk in  1
m ex an ik  s is tem a  z a rb a  n a z a r iy a s in in g  asosiy  te n g la m a la r i  
d ey ilad i.

A g ar ta sh q i za rb  im p u lsla ri m o m en tin in g  y ig ‘in d is i n o lga  
teng  b o ‘lsa (m asa lan , ichki za rb  im pu lsla rin in g  m o m en ti h a r  ]
d o im  n o l) ,  z a r b a  p a y t id a  s is te m a n in g  k in e t ik  m o m e n ti  
o 'z g a rm a y d i.

(19.12)

U shbu tenglikning h ar ikki tom onin i zarb vaq ti x o ra lig ‘ida

(19.13)



60-§. Q o‘zg ‘almas o ‘q atrofida aylanuvchi jism ga  
zarbaning ta ’siri. Zarba markazi

Jismning aylanish o ‘qi bo ‘ylab Oz ni yo‘naltiramiz. Vaqtning biron 
paytida jism ga zarba berilsin. Zarba oldi va oxirida jism ning burchak 
tezligini, m os rav ishda, co0 va co bilan  belgilab va jism  kinetik  
m om entining burchak tezligi orqali ifodasini e’tiborga olib (19.13) 
ni quyidagicha yozamiz:

/ z .(a>-a)o)=mz(s )  (19.14)

Aylanish o ‘qi m ahkam langan A va B bog‘lanish reaksiyalari zarb 
impulslari SA va SB ning Oz o ‘qqa nisbatan m om entlari nolga teng:

m7(SA)=m7(sR)=0

Jism ning burchak tezligi quyidagicha o'zgaradi:

.-..-a© (19.15)
*2

Qo‘zg‘ aimas o‘q atrofida aylanayotgan jism burchak tezligining 
jismga berilgan zarbadan o‘zgarishi o‘qqa nisbatan zarb impulsi 
momentining shu o‘qqa nisbatan jism inersiya momentiga nisbatiga 
teng. Z arb a  m arkazi E nda, A va B podshipnik larga o ‘rnatilgan 
q o ‘zg‘alm as o ‘q atrofida aylanm a harakat qiladigan jism ga zarba 
qanday berilganda SA va SB -reaksiyalarning zarb im pulslari nolga 
te n g  b o 'l is h  s h a r t la r in i  an iq la y m iz . M a sa la n i q u y id a g ic h a  
soddalashtirib  o 'rganam iz. Oz o ‘q b o ‘ylab y o ‘naltirilgan aylanish 
o ‘qi rasm  tekisligiga tik b o is in . Jism ning sim m etriya tekisligi bor 
b o ‘lib, u rasm  tekisligida joylashsin. Jism ning m assa m arkazi S 
aylanish o ‘qi O dan O S=a m asofada yotsin. B oshlang‘ich paytda 
jism  harakatsiz tursin co0 = 0. Berilgan zarbaning impulsi ham  rasm  
tekisligida ta ’sir etsin. K oord inata  o ‘qlarini rasm da k o ‘rsatilgandek 
olam iz.
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Sistema ha rak a t m iqdori o ‘zgarishining (19.11) ifodasining x,y 
o ‘qlardagi proyeksiyasi quyidagicha aniqlanadi:

o = s x + s Ax + s Bji
muc = Sy +SAy +SB>

M asalaning talabiga k o ‘ra SA=SB-0. Dem ak,

Sx = 0; S Y -  S  = muc =m-aa>

B urchak  tez lik n in g  (19.15) ifo d as id an  fo y d a lan ib  va za rb  
impulsining m om enti

mz(s)= m0(s)= S ■ h 

tengligini e’tiborga olsak, quyidagi m unosabatga kelamiz:

e S 'hS = m a

Bundan

h = A .
m-a

aniqlaymiz. Z arba  chizig‘i aylanish o ‘qidan h m asofada o ‘qqa va 
o ‘q bilan massa m arkazini birlashtiruvchi qisqa kesma chizig‘iga tik 
yo ‘nalgan b o iish i kerak. Z arba chizig‘ining shu qisqa kesma chiziq 
bilan kesishgan nuqtaga zarba m arkazi deyiladi.
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61-§. Zar bada kinetik energiyaning yo‘qolishi

Yuqoridagi (19.9) formula zarbadajism lar tezligining o ‘zgarishini 
ifodalaydi. U  yordam ida kinetik energiyaning zarbada o ‘zgarishini 
hisoblash m um kin. T iklash koeffitsienti к ga teng za rb ad a  ikki 
jism ning to ‘qnashuvi kinetik energiyasining yo ‘qolishini aniqlaymiz. 
Sistem aning zarba oldi kinetik energiyasi

ga teng b o is in . U  holda kinetik energiyaning zarbada y o ‘qolishi

ga teng (19.8) va (19.9) form ulalarni q o lla b  ikki jism ning to ‘g ‘ri 
m arkaziy zarbasida kinetik energiyaning yo‘qolishi uchun auyidagi 
ifodaga kelamiz:

Elastik zarbada o< k<  1, dem ak, (19.16) ga k o ‘ra T 0>T , y a ’ni har 
qanday elastik zarbada kinetik energiyaning yo‘qolishi yuz beradi. 
Absolyut elastik zarbada k = l va dem ak, T = T 0, shunday qilib, faqat 
absolyut elastik zarbadagina kinetik energiya yo‘qolmaydi.

Ikki jism ning  to ‘g‘ri m arkaziy  zarb asid a  y o ‘qo lgan  kinetik  
energiya ifodasi (19.16) formulani ulam ing yo‘ qotgan tezliklari orqali 
ifodalaymiz. K o ‘rdikki, kinetik energiya absolyut noelastik va elastik 
zarbalarda yo‘qoladi. D astlab absolyut noelastik zarbani qaraym iz. 
Y uqorida isbotlaganimizdek absolyut noelastik zarba oxirida ikkala 
jism ning tezliklari tenglashadi:

7 _ "W i mivг .
0 2 2 ’

va zarba oxiridagi kinetik energiyasi

m  „ 2  . .2  j  _ miu\ + m2u2
2 2

(19.16)



m.v, + m ?v7
u2 - щ  = ы = ——-------------->

ml +m 2

27 = (m, +ml )uL = (/«, V, +m2v2)u

U holda

T0- T  = T0 - 2 7  + 7 =^^n,v,2 +m2v l-2 m ¡vlu-2m 2v2u + mlu¿ +m2u2)

yok i b ir in c h i va ik k in ch i j is m la rn in g  y o 'q o tg a n  k in e tik  
energiyalari orqali yozsak quyidagi ifodaga kelamiz:

T0~T = ^ m[(vl - u f  + ~m2(v2-u )2 = T' (19.17)

(19.17) za rb ad a  y o ‘qolgan kinetik  energiyaning jism larn ing  
y o ‘qotgan  tezlik lari (vr u) va (v2-u) orqali ifodasidir. U  Kamo 
teoremasini ifodalaydi.

Absolyut noelastik zarbada jismlar yo‘qotgan kinetik energiya 
ular yo‘qotgan tezliklari kinetik energiyasiga teng.

Jism larning zarbada yo 'qo tgan  tezliklar kinetik energiyasi, ya’ni 
jism la rn in g  y o ‘q o tg a n  te z lik la rd a  h a ra k a tla n g a n id a  k in e tik  
energiyalari yig‘indisini (19.17) da 1' bilan belgiladik.

E lastik  zarba uchun yuqoridagi am allam i bajarib  y o 'q o lg an  
kinetik  energiyani y o 'q o lg an  tez lik lar kinetik  energiyasi b ilan  
boglovchi K arno teoremasining quyidagi ifodasini keltirib chiqarish 
mumkin:

Г , - 7 ~ Г  <1918>1 + a:

Elastik zarbada yo‘qolgan kinetik energiya yo‘qolgan tezliklar 
kinetik energiyasining (l-k)/(l+k) qismiga teng.
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A gar zarbagacha ikkinchi jism tinch turgan b o ‘lsa, sistemaning 
zarbagacha kinetik energiyasi birinchi jism ning kinetik energiyasidan

= ■~vf j  lborat b o iad i.

K inetik energiyaning yo'qolishi esa

Ta~T = (Î-Æ2)  T0 (19. 19) 
ml +m2 v ’

bilan aniqlanadi.
A bsolyut noelastik zarbada k=0 va

1o 1 10mx + m2

U shbu ifodani quyidagicha yozamiz:

T - T  = '0 1

A gar ikkinchi jism  q o ‘zg‘almas tu rgan  bo ‘lsa, absolyut noelastik 
z a rb a d a  k in e tik  energ iyan ing  y o ‘q o lish i b irinch i jism  k in e tik  
energiyasining m a ’lum  qismini tashkil q ilar ekan. Bu esa zarba  
beruvchi soqqa jism  massasining q o ‘zg‘almas ikkinchi jism  massasiga 
nisbati m ,/m 2 ga bog 'liq  b o ‘ladi. Bu nisbat qancha kichik b o ‘lsa, 
k inetik  energiyaning noelastik zarbada y o ‘qolishi shuncha k a tta  
b o la d i .  C hunonch i. m asalalari teng b o ‘lsa, y a ’ni ikk ita  b ir xil 
sham ing, birinchisi tinch turgan ikkinchiga noelastik zarba bersa, 
birinchining kinetik  energiyasining yarm i yo 'qoldi. m 2» m | holda 
esa birinchi jism ning  kinetik  energiyasiga teng kinetik  energiya 
yo 'qoladi. M etallni qizdirib bolg‘alashda sandon bilan qizdirilgan 
metall massasi m 2 ga qaraganda bolg 'a massasi mj juda kichik b o iad i 
va  b o lg ‘a n in g  h am m a k in e tik  en e rg iy as i ik k in c h i jism n in g  
deform atsiyasiga sarflanadi. Lekin bolg‘aning massasi ju d a  kichik 
b o ‘lsa, lining kinetik energiyasi T0 ju d a  kichiklashib ketadi va uning

m2
foydali ta ’sir koeffitsienti „  , m -1  m aksim al b o ls a d a , b o lg ‘a J mt +m̂
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m aqsadga teskari holda ju d a  kichik ish bajaradi. Aksincha, mixni 
bolg‘a bilan qoqishda m 2« m |  va T 0(T, ya’ni kinetik energiyaning 
yo‘qolishi deyarh nolga teng. Bolg‘aning kinetik energiyasi zarbadan 
keyin m ixning kinetik energiyasiga o ‘tadi.
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