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Китобнішг ушбу нашри янги программага мувофиқлаш- 
тиріілди. Учта боб қўшилди: кўрсаткичли тақсимот, статис
тик гипотезаларни статистик текширилиши, бир факторли 
дисперсион анализ. Бир қатор янги масалалар: тасодифий 
ходисалар окими, нормал тақсимот билан боғланган тақси- 
мотлар, функциянинг математик кутилиши ва бошқалар 
киритклди. Айрим ўзгаришлар ва аниқлаштиришлар кири- 
тилди. Пирсон критерийси қайтадан баён қилинди ва X V I  
бобдан X IX  бобга ўтказилди. Китобнинг номи ҳам ўзгарти- 

рилди.
Ёрдами ва фойдали маслаҳатлари учун Р . С. Гутерга 

миннатдорлик билдираман.

Автор



к и р и ш

Эҳтимоллар назарияси предмети. Биз кузатадиган ҳодиса- 
ларни (воқеа ларни) қуйидгги уч турга ажратиш мумкин: 
муқаррар, рўй бермайдиган ва тасодифий ҳолисалар (вокеа- 
лар).

М цкарр а р  ходи са  деб тайин шартлар туплами 5  бгжа- 
рилганда албатта рўй берадиган ҳодисага айтилади.

М асалан, агар идишдаги сув нормал атмосфера босими 
остида ва температураси 20° бўлса, у холда «идишдаги сув  
суюқ ҳолатда» ҳодисаси муқаррар хрдисадир. Бу мисолда 
берилган атмосфера босими ва сув температураси шартлар 
туплами 5  ни ташкил этади.

М умкин бў л м аган  ходи са  деб шартлар тўплами 5  бажа- 
рилганда мутлақо рўй бермайдиган ҳодисага айтилади.

Масалан, юқоридаги мисолнинг шартлари тўплами бажа- 
рилганда «идишдаги сув қаттиқ ҳолатда» ҳодисаси мутлақо 
рўй бермайди.

.j j Т асоди ф ий  ҳодиса  деб шартлар тўплами 5  бажарилган- 
■'Да рўй бериши ҳам, рўй бермаслиги ҳам мумкин бўлган 
ҳ о дисага айтилади.

Масалан, танга ташланганда, у  ё гербли томони, ёки 
ёзувли томони билан тушиши мумкин. ІІЛу сабабли «танга 
ташланганда герблк томони билан тушди» ҳрдисаси тасоди
фийдир. (

Ҳар қандай тасодифий ходиса, жумладан, танганинг 
гербли томони тушиши жуда кўп тасодифий сабаблар таъ- 
сири натижасидир (бизнинг мисолда тангани отишга сарф- 
ланган куч, танга шакли ва бошқалар). Бу сабабларнинг 
ҳаммаси натижага қай даражада таъсир қилишини хисобга 
олишнинг имкони йўқ, чунки улар жуда кўп бўлиб, улар
нинг таъсир қилиш қонунлари эса номаълум. Ш у сабабли 
эҳтимоллар назарияси бир алохида ходиса нинг рўй бериш
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ёки бермаслигини аввалдан аГгиЗ беришни ў з  олдига мак- 
сад қилиб қўймайди—  у бундай масалани ҳал этишга қодир 
эмас.

Агар бир хил шартлар тўплами S бажарилганда кўп 
карра кузатилиши мумкин бўлган ҳодисалар қараладиган 
бўлса, яъни оммавий бир жинсли ҳодисалар ҳақида ran бо- 
радиган бўлса, у  ҳолда иш бошқача бўлади. Етарлича кўп 
сондаги бир жинсли тасодифий ҳодисзлар ўзлгрининг кон
крет табиатларидан қатъи назар тгйин конуниятларга, чѵ- 
нончи эҳтимолий қонуниятларга бўйсунар экан. Эҳтимоллар 
назарияси ана шу қонуниятларни аниқлаш билан шуғулла- 
нади.

Шундай қилиб, эҳтимоллар назариясининг предмети 
оммавий бир жинсли тасодифий ҳодисаларнинг эхтимолий 
қонуниятларини ўрганишдир.

Оммавий тасодифий ҳодисалар бўйсунадиган конуният- 
лярни билиш ітіу ҳодисаларнинг цандай кечишини аввалдан 
кўра билишга имкон беради. Масалан, юқорида айтилганидек, 
тангани бир марта ташлаш натижасини олдиндан айтиб бўл- 
маса- да, лекин танга етарлича кўп марта ташланганда 
гербли томони тушиш сонини унча катта бўлмаган хато би
лан олдиндан айтиш мумкин. Бунда ҳар галги танга таш
лаш  шарт-шароитлари бир хил деб фараз цилинади, албатта.

Эҳтимоллар назарияси методлари табиатшунослик ва 
техниканинг турли сохалари: ишончлилик назарияси, оммавий 
хизмат кўрсатиш назарияси, назарий физика, геодезия, ас
трономия, отиш назарияси, кузатиш хатоликлгри назарияси, 
автоматик бошқариш назарияси, умумий алоца назариясида 
ва бошқа кўп назарий ва татбиқий фгнларда қўлланилади.

Эхтимоллар назарияси шунингдек, математик ва амалий 
статистикани асослаш учун хизмат цилади, у зса ўз навба- 
тида ишлаб чикаришни планлаштириш ва ташкил этишда, 
технологик процессларни анализ қилишда, махсулот сифати- 
ни огоҳлантириш ва қ^бул цилиш контролида ва бошца 
кўп мацсадларда татбиц цилинади.

Сўнгги йилларда эҳтимоллар назарияси методлари фан 
ва техниканинг турли соҳаларига кенг кириб бормоцда ва 
уларнинг тарацциётига ёрдам бермоцда.

Қисқача тарихий маълумот. Эҳтимоллар назариясининг 
асосий тушунчалари шакллана бошлаган дастлабки ишлар 
цимор ўйинлари назариясини яратиш йўлидаги уриниш- 
лар эди (Кардано, Гюйгенс, Паскаль, Ферма ва бошкалар; 
X V I —  X V II асрлар).



Эҳтимоллар назарияси ривожннинг кейинги босқичи 
Яков Бернулли ( 1 6 5 4 —  1705) номи билан боглик. У  исбот- 
лаган теорема кейинчалик «катта сонлар цонуни» номини 
олган бўлиб, олдкнроқ йиғилгап фактларнинг биринчи н аза
рий асославиши эди. ____________ __

Эҳтимоллар назариясининг кейинги ютуклари Муавр, Л ап 
лас, Гаусс, Пуассон ва бошқалар номи билан боғлиқдир.

Эхтимоллар назарияси ривожининг янги, айниқса Самара- 
дор даври П . Л . Чебишев (1821 —  1894) ва унинг шогирд- 
лари А. А . Марков (1 8 5 6  —  1922), А. М. Ляпунов (1 8 5 7  —  
1918) номлари билан боғлиқ. Бу даврда эҳтимоллар назария
си уйгунлашган математик фан бўлиб қолди. Унинг кейин
ги ривожланиши аввало рус ва совет математикларининг 
(С. Н. Бернштейн, В. И . Романовский А. Н. Колмогоров, 
А. Я. Хинчин, Б . В. Гнеденко, Н . В  Смирнов ва бошқалар) 
номлари билан боғлиқ. Ҳозирги вақтда эҳтимоллар назария
сининг янги йўналишларини барпо цилишда етакчи роль со
вет математикларига мансуб.



Б и р и н ч и  к и е м  

ТАСОДИФИЙ ҲОДИСАЛАР

Б и р и н ч и  боб

ЭҲТИМОЛЛАР НАЗАРИЯСИНИНГ АСОСИЙ ТУШУНЧАЛАРИ

1- §. Синашлар ва ҳодисалар

Юкорида биз тасодифий ҳодиса деб тайин шартлар туп
лами 6' бажарилганда ё рўй бериши, ёки рўй бермаслиги 
мумкин бўлган ходиса ни атадик. Бундан кейин «шартлар 
тўплами S  бажарилди» дейиш ўрнига, биз қисқача , қилиб, 
«синаш ўтказилди» деймиз. Шундай килиб, биз ҳодисани си- 
наш натижаси сифатида цараймиз.

1 - мисол. Мерган тўртта соха га ажратилган нишонга 
қарата ўқ узади. Ў қ  узилиши— синаш. Нишоннинг тайин 
соҳасига ўқ тегиши— ҳодиса.

2 - мисол. Яшикда рангли шарлар бор. Яшикдан тавак- 
калига битта шар олинади. Яшикдан шар олиниши синаш 
ҳисобланади. Тайин рангли шар чициши— ҳодиса.

2- §. Тасодифий ҳодисаларнинг турлари

Б и ргали к да бўлм аган х оди сал ар  деб битта синашда бири
нинг рўй бериши қолганларининг рўй беришини нўққа чина
ра диган ходисаларга айтилади.

1 - мисол. Деталлар солинган яшикдан таваккалига бит
та деталь олинди. Бунда стандарт деталь чикиши нестандарт 
деталь чиқишини йўцқа чицаради. «Стандарт деталь чицди» 
на «ностандарт деталь чикди» ҳодисалари биргаликда эмас.

2- мисол. Танга ташланди. Танганішг гербли томони ту
шиши ёзувли томони тушишини йўққа чикаради. «Гербли то
мон тушди» ва «ёзувли томон тушди» ҳодисалари биргалик
да эмас.

Агар синаш натижасида бир нечта ҳодисалардан биттаси 
ва фацат биттасининг рўй бериши муқаррар ҳодиса бўлса, 
у ҳолда бу ходисалар я гон а  мумкин б ў л ган  дейилади.

Кўриниб турибдики, ягона мумкин бўлган ҳодисалар 
жуфт- жуфти билан биргаликда эмас.
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3 - мисол. Иккита пул-буюм лотереяси сотиб олинган. 
Қуйидаги ҳодисаларнинг биттаси ва фақат биттаси албатта 
рўй беради: «ютуқ биринчи билетга чиқди, иккинчисига чиқ- 
мади», «ютуқ биринчи билетга чиқмади, иккинчисига чиқди», 
«ютуқ иккала билетга чиқди», «ютуқ иккала билетга ҳам 
чикмади». Булар ягона мумкин бўлган ҳодисалар.

4 - мисол. Мерган нишонга карата ўқ узди. Қуйидаги ик
кита ҳодисадан бири албатта рўй беради: нишонга ўқ теги
ши, ўқнинг нишонга тегмаслиги. Булар ягона мумкин бўл- 
ган ҳодисалар.

Агар бир нечта ҳодисалардан ҳеч бирини бошқаларига 
нисбатан рўй бериши мумкинроқ дейишга асос бўлмаса, 
улар т ен г и м к ош ят ли  ҳодисалар дейилади.

5 - мисол. Танга ташлаганда гербли томон тушиши ва 
ёзувли томон тушиши тенг имкониятли ходисалар. Ҳақи- 
қатан ҳам, танга бир жинсли материалдан тайёрланган, 
тўғри цилиндрик шаклга эга ва унинг ўймакорлиги танга- 
нинг у ёки бу томони билан тушишига таъсир килмайди 
деб фараз цилинади.

6 -  мисол. Ўйин соққаси ташланганда у  ёки бу сондаги 
очколар тушиши тенг имкониятли ҳодисалардир. Ҳақиқатан  
ҳам, соққа бир жинсли материалдан ишланган мунтазам 
кўпёқ шаклига эга ва унга очколарнинг ёзилганлиги у ёки 
бу ёғи билан тушишига таъсир килмайди деб фараз қили- 
нади.

3- §. Эҳтимолнинг классик таърифи

Эҳтимол тушунчаси эҳтимоллар назариясининг асосий 
тушунчаларидан биридир. Бу туш унчзггяиР бир нечта таърифи 
мавжуд. Бу ерда эҳтимолнинг классик таъриф деб аталадиган 
таърифи берилади. Кейинчалик (6- §) бу таърифнинг буш  
томонларини кўрсатиб, эҳтимолнинг классик таърифидаги 
камчиликлардан қутулишга имкон берадиган бошқа (статис
тик) таърифини келтирамиз.

Мисол кўрайлик. лйтайлик, яшикда яхшилаб аралашти- 
рилган 6  та бир хил шар бўлиб, улардан 2 таси кизил, 
3  таси к ўк ва  1 таси оқ бўлсин. Шубхасиз, яшикдан тавак- 
калига рангли шар (яъни қизил ёки кўк шар) олиниш им- 
конияти оц шар олиниш имкониятидан кўпроқ. Бу имконн- 
ятни сон билан характерлаш мумкинми? Ҳа, мумкин экан. 
Мана ш у сон ҳодисанинг эҳтимоли деб аталади. Шундай
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қилиб, эҳтимол ҳодисанинг рўй бериш имкониятини харак- 
терловчи сондир.

Биз ўз олдимизга таваккалига олинган шарнинг рангли 
бўлиш имкониятини миқдорий баҳолаш вазифасини қўяйлик. 
Рангли шар чицишини А ҳодмса сифптида қараймиз. Синаш- 
нинг (синаш яшикдан шар олишдан иборат) мумкин бўлган 
натижаларининг ҳар бирини, яъни синашда рўй бериши 
мумкин бўлган ҳзр бир ҳодисани элементар натижа деб 
атаймиз. Элементар натижзларни Е ь Е г, Е 3 ва ҳ. к. орцали 
белгилаймиз. Бизнинг мисолда қуйидаги 6 та элементар на
тижа бўлиши мумкин: Е } —  ок шар чикди; Е г , Е 3 —  кизил 
шар чикди; Е 4, £ Г), Ев — кўк шар чицди.

Осонгина куриш мумкинки, бу натижалар ягона мумкин 
бўлган (битта шар албатта чицади) ва тенг имкониятли 
(шар таваккалига олинади, шарлар бир хил ва яхшилаб 
аралаштирилган) ҳодисалардир.

Еизни цизицтираётган ҳодисанинг рўй беришига олиб ке- 
ладйган элементар натижаларни бу ҳодасанинг рўй бериши
га кулайлик туғдирувчи деймиз. Бизнинг мисолда А (рангли 
шар чициши) ҳодисанинг рўй беришига цуйидаги 5 та нати
жа цулайлик туғдиради: Е 2, Е 3, £ 4, Е ь, Е е.

А ходисанинг рўй беришига цулайлик тугдирувчи эле
ментар натижалар сонининг уларнинг умумий сонига нисба
ти А ҳодисанинг эҳтимоли дейилади ва Р(А) билан белги
ланади. Кўрилаётган мисолда элементар натижалар жами
6 та, улардан 5 таси А ҳодисага кулайлик туғдиради. Д е

мак, олинган шар ьинг рангли бўлиш эҳтимоли: Р ( Л ) =  .

Топилган сон (эҳтимол) биз олдимизга цўйган масалада- 
ги рангли шар чициши мумкинлигининг мицдорий ба\осини 
беради.

Энди эҳтимолнинг таърифини берайлик. 
f  А ходисанинг эхтимоли  деб, синашнинг бу ҳодиса рўй 
беришига кулайлик туғдирувчи натижалари сонининг синаш
нинг ягона мумкин бўлган ва тенг имкониятли элемен
тар натижалари жами сонига нисбатига айтилади.

Шундай цилиб, А  ҳодисанинг эҳтимоли куйидаги фор
мула билан аницланади:

/  т  = ” . /
бу ерда т А  ходисанинг рўй беришига кулайлик туғдирув- 
чи элементар натижалар сони; п —  синашнинг мумкин бўл- 
ган барча элементар натижалари сони. Б у ерда элементар
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натижалар ягона мумкин бўлган ва тенг имкониятли деб фа
раз цилинадиѴ

Эҳтимолнинг таърифидан унинг куйидаги хоссалари ке
либ чицади:

1. Мукаррар ходисанинг .цтимоли бирга тенг. 
Ҳакицатан ҳам, агар ходиса муцаррар бўлса, у ҳолда

синашнинг ҳар бир элементар натижаси шу ҳодисанинг' рўй 
беришига цулайлик тугдиради. Бу ҳолда т =  п, ва демак,

Я (Л) =  -  =  -  =  1.'  ' п п.

2. Мумкин бўлмаган ходисанинг эхтимо.ш нолга тенг. 
Ҳацицатан ҳам, агар ҳодиса рўй бермайдиган бѵлса, у

ҳолда тажрибанинг ҳеч бир элементар натижаси бу "ходиса- 
нинг рѵй беришига цулайлик туғдирмайди. Бу ҳолда т — О, 
ва демак,

Р (А) =  -  =  -  =  0.4 1 п п

3. Тасодифий ходисанинг эҳтимоли мусбат сон бўлиб, 
у ноль ва бир орасида булади.

Ҳақикатан хам, тасодифий ҳодисанинг рўй беришига си
нашнинг барча элементар натижаларининг бир цнсмигина 
цулайлик туғдиради. Бу ҳолда 0  <  m <  /г, шунинг учун

0 <  1, ва демак,

0 < Р ( А )  <  1.
Шундай цилиб, исталган ҳодисанинг эҳтимоли цуйидаги 

тенгсизликларни цаноатлантиради:

Кейинчалик, кўп мисолларнинг ечилишини анчагина сод- 
далаштнрадиган теоремалар кѵрсатилади. Хозирча эса ечи- 
лишчда эҳтимолнинг таърифидангина фойдаланиладиган мисол
лар келтирамиз.

4 -  §. Зҳтимолларни бевосита ҳисоблашга доир мисоллар

1 - мисол. Телефонда номер тера туриб, абонент битта 
рацамни эсидан чицариб цўйди ва уни таваккалига терди. 
Керакли рацам терилганлик эҳтимолини топинг.

Е ч и л и ш и .  А орцали керакли рацам терилганлик ҳоди- 
сасини белгилаймиз.

Ю

Л



Абонент 10 та рақамдан исталган бирини терган були- 
ши мумкин шунинг учун мумкин бўлган элементар натижа
лар жами сони 10 га тенг. Б у натижалар ягона мумкин 
бўлган (ракамлардан бири албатта терилган) ва тенг имко
ниятли (ракам таваккалига терилган).

А ҳодисага биттагина натижа (керакли ракам фацат 
битта) кулайлик туғдиради.

Изланаётган эҳтимол ҳодисага цулайлик туғдирувчи на
тижалар сонининг барча элементар натижалар сонига нисба
тига тенг:

2 - мисол. Телефонда номер тера туриб, абонент охирги 
иккита рацамни эсидан чицариб цўйди ва фацат шу рацам- 
ларнинг хар хиллигини эслаб, уларни таваккалига терди. 
Керакли рақамлар терилганлик эҳтимолини топинг.

Е ч и л и ш и .  В  орцали керакли иккита рацам терилганлик

Ҳар хил рацамлар жуфтини ўнта рацамдан иккитадан 
ўринлатишлар нечта бўлса, ҳаммаси бўлиб шунча марта, 
яъни А \0 =  10-9 =  90 марта териш мумкин. Шундай цилиб, 
мумкин бўлган элементар натижалар жами сони 90 га  тенг. 
Бу натижалар ягона мумкин бўлган ва тенг имкониятли. 
Б  ҳодисага биттагина натижа цулайлик туғдиради.

Изланаётган эҳтимол ҳодисага цулайлик туғдирадиган 
элементар натижалар сонининг барча элементар натижалар 
сонига нисбатига тенг:

3 - мисол. У ш бу масалани «ечилишидаги» хатонн кўрса- 
тинг: иккита ўйин соццаси ташланди. Тушган очколар йкі ин- 
диси 4 га тенг бўлиш (А ҳодиса) ҳодисасининг эҳтимолини 
топинг.

Е ч и л и ш и .  Синашда ҳаммаси бўлиб лккита натижа бў- 
лиши мумкин: тушган очколар йиғиндиси 4 га тенг, тушган  
очколар йиғиндиси 4 га тенг эмас. А ҳодисага битта нати
жа цулайлик туғдиргани, натижаларнинг жами сопи эса и к

кига тенг бўлгани учун изланаётган эҳтимол: Р (А) =  j .

Бундай ечишнинг хатоси шундаки, кўрилаётган натижа
лар тенг имкониятли эмас.
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М а с а л а н и н г  т ў ғ р и  е ч и л и ш и .  Синашнинг тенг 
имкониятли натижаларининг жами сони 6 - 6 ^ 3 6  га тенг 
(бир соццада тушган ҳар бир очко иккинчи соқцадаги ҳамма 
очколар билан биргаликда чициши мумкин). Бу натижалар 
ичида А ҳодисага фацат 3 та натижа цулайлик туғдиради: 
(1; 3), (3; 1), (2; 2) (кавс ичида тушган очколар сони кўрса- 
тилган). Демак, изланаётган эцтимол:

Р (А) =  36“ =  12’

4 - мисол. 10 та деталдан иборат партияда 7 та стандарт 
деталь бор. Таваккалига олинган олтита деталдан роса 4 
таси стандарт бўлиш эҳтимолини топинг.

Е  ч и л и ш и . Синашнинг мумкин бўлган элементар на
тижалари жами сони 10 та деталдан 6 тасини олиш усулла
ри сонига, яъни 10 та элементни 6 тадан группалаш сонига 
(С610) тенг.

Бизни цизицтираётган А  ҳодисага —  олинган 6 та детал
дан роса 4 таси стандарт бўлишига цулайлик тугдирувчи 
натижалар сонини хисоблаймиз: 7  та стандарт деталдан 4 та 
стандарт детални С47 та усул билан олиш мумкин; бун- 
да-цолган 6_— 4 =  2  'т а  Деталь ностандарт бўлиши лозим; 
2 та ностанДарт детални 10 —  7 =  3 та ностандарт детал
дан С% та ѵсул билан олиш мумкин. Демак, цулайлик туг
дирувчи натижалар сони С4,  • С23 га тенг.

Изланаётган эҳтимол ҳодисага цулайлик тугдирувчи на
тижалар сонининг барча элементар натижалар сонига нисба
тига тенг:

Р (А) —  _I
С \ 0 “  2 ‘

5- §. Нисбий частота. Нисбий частотанинг тургунлигн

Нисбий частота эҳтимол билан бир цаторда эҳтимоллар 
назариясининг асосий тушунчалари жумласига киради.

Ҳ оди сан и н г ни сби й  част от аси  деб, ҳодиса рўй берган 
синашлар сонининг аслида ўтказилган жами синашлар сони
га нисбатига айтилади.

Шундай цилиб, А ҳодисанинг нисбий частотаси цуйида
ги формула билан аницланади:

to

W (А) =

L



бу ерда т — ҳодисанинг рўй бериш сони, п — синашларнинг 
жами сони.

Эҳтимол ва нисбий частота таърифларини солиштириб, 
қуйидаги хулосага келамиз: эҳтимолн инг таърифида синаш
ларнинг қақиқатан ўтказилганлиги талаб қиликмайди, нис
бий частотанинг таърифида эса синашларнинг аслида ўтка- 
зилганлиги фараз қилинади. Бошқача қилиб айтганда, эҳ ти
мол тажрибадан илгари нисбий частота эса  
тажрибадан кейин ҳисобланади.

1 - мисол. Техникавий контроль бўлими тасодифий тан- 
ланган 80 та деталь партиясидан 3 та ностандарт деталь 
топди. Ностандарт деталлар чиқишининг нисбий частотаси

Г М ) = | - .

2- мисол. Нишонга қарата 24 та ўқ узилди, бунда 
улардан 19 таси нишонга текканлиги қайд қилинди. Нишон
га тегишнинг нисбий частотаси

Узоқ кузатишлар шуни кўрсатдики, агар бир хил шарт- 
шароитда тажрибалар ўтказилиб, уларнинг хар бирида си
нашлар сони етарлича катта бўлса, у ҳолда нисбий частота 
турғунлик хоссасига эга эканлиги пайқалади. Бу хосса 
куйидагидан иборат: турли тажрибаларда нисбий 
час тота жуда оз (синашлар қанча кўп ўтка-  
з и л г а н б ў л с а ,  шунча кам) ўзгариб,  бирор ў з- 
гармас сон атрофида тебранади.  Бу ўзгармас сон 
ҳодисанинг рўй бериш эхтпмоли экан.

Шундай килиб, агар тажриба йўли билан нисбий часто
та аиикланган бўлса, у холда уни эҳтимолнинг тақрибий 
қиймати сифатида олиш мумкин.

Эҳ тимол билан нисбий частота орасидаги боғланиш аниқ- 
роқ ва батафсилроқ қилиб келгусида баён этилади. Ҳозир 
эса турғунлик хоссасини мисолларда намойиш қнламиз.

3-мисол. Швед статистикаси маълумотларига қараганда, 
1935 йилда киз болалар туғилишининг нисбий частотаси 
ойлар бўйича куйидаги сонлар билан характерланади (сон
лар январдан бошлаб, ойларнинг келиш тартибида ёзилган): 
0,486; 0,489; 0,490; 0,471; 0,478; 0,482; 0,462; 0,484; 0,485; 
0,491; 0,482; 0,473.

Нисбий частота 0,482 сони атрофида тебранади, бу сошш 
киз болалар'ту ғилиш э.ҳтимолининг тақрпбий қиймати сифати
да олиш мумкин.



Турли мамлакатлардаги статистик маълумотлар нисбий 
частотанинг тахминан шу қийматини беришини айтиб ўта- 
миз.

4- мисол. Танга ташлаш тажрибалари кўп карра ѵткази- 
либ, уларда гербли томон тушиш сони саналган. Бир нечта 
тажрибаларнинг натижалари 1-жадвалда берилган.

1- ж а д в а л

Танга ташлашлар сони Гербли томон 
тушшцлар сони Кисбий частота

4 0 4 0  
12 000

2  048  
6 0 1 9

0 ,5 0 6 9
0 ,5 0 1 6

24  000 12 012 0 ,5 0 0 5

Бу ерда нисбий частоталар 0 5 сонидан салгина, шу би
лан бирга синашлар сони қанча катта бўлса, шунча кам 
фарқ килади. Масалан, четланиш 4040 та синашда 0,0069 
га, 24000 та синашда эса 0,0005 га тенг. Танга ташлашда 
гербли томон тушиш эхтимоли 0,5 га тенглигини эътиборга 
олсак, нисбий частота эҳтимол атрофида тебранишига яна 
бир карра ишонч ҳосил киламиз.

6 -§ .  Зҳтимолнинг классик таърифинині чеклан ган лиги. 
Статистик эҳтимол

я j Эҳтимолнинг «классик» таърифида синашнинг элементар
•̂натижалари сони чекли деб фараз қилинади. Амалиётда эса 
мумкин бўлган натижалари сони чексиз бўлган синашлар 
анча кўп учраб туради. Бундай холларда классик таърифни 
қўллаб бўлмайди. Шу холнинг ўзи ҳам классик таърифнинг 
чекланганлигини кўрсатади. Тўғри, бу камчиликни эҳтимол 
таърифини тегишлича умумлаштириш йўли билан бартараф 
қилиш мумкин.

Классик таърифнинг энг бўш томони шундаки, кўпинча 
синаш натижасини элементар ҳодисалар тўплами сифатида 
тасвирлаб булмайди. Элементар ҳодисаларни тенг имкони
ятли деб ҳисоблашга асос бўла оладиган шартларни кўр- 
сатиш эса ундан ҳам қийин. Одатда. элементар натижалар
нинг тенг имкониятлилиги ҳақида симметрияга асосланиб 
хулоса чиқарилади. Масалан, соққа ташлашда бундай хол 
соққа мунтазам кўпёқли (куб) бўлганда бўлади. Аммо сим-
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метриклилик мулоҳазаларига асосланиш мумкин бўлган мз- 
салалар амалиётда ж уда кам учрайди.

Шу сабабли классик таъриф билан бир каторда ҳодиса- 
нинг эҳтимоли сифатида нисбий частота ёки унга яқип сон- 
ни олиб, статистик таърифдан ҳам фойдаланилади. Масалан. 
агар етарлича катта сондаги синашлар натижасида нисбий 
частота 0 ,4  сонга жуда яқинлиги аниқланган бўлса, у хол
да бу сонни ҳодисанинг эҳтимоли сифатида олиш мумкин/

Масалалар.
1. Яшикда 50 та бир хил деталь бор, улардан 5 таси бўялган. 

Таваккалига битта деталь олинади. Олинган деталь бўялган бўлиш 
эҳтимолини топинг.

Жавоби. р — 0 ,1 .

2. Ўйин соққаси ташланди. Жуфт сондаги очко тушиш эҳтимолини 
топинг.

Жавоби. р =  0,5.

^  3. Қуръа ташлашда иіш нрокчилар яшикдан 1 дан 100 гача номер- 
ланган жетон оладилар. Таваккалига олинган биринчи жетоннинг но- 
мерида 5 рақами учрамаслик эҳтимолини топинг.

Жавоби. р =  0 ,8 1 .

4.  Халтачада 5 та бир хил куб бор. Ҳар бир кубнинг барча томон- 
ларига куйидаги ҳарфлардан бири ёзилган: о, п, р, с, т. Битталаб олин
ган ва «бир қатор килиб» терилган кубларда «спорт» сўзини ўқишмум- 
кинлиги эҳтимолини топинг.

1
Жавоби. р — J2Q.

5. Олтита бир хил карточканинг ҳар бирига куйидаги ҳарфлардан 
бири ёзилган: а, т, м, р, с , о. Карточкалар яхшилаб аралаштирилган. 
Битталаб олинган ва «бир қатор қилиб» терилган тўртта карточкада 
«трос» сўзини ўқиш мумкинлиги эҳтимолини топинг.

1 1
Жавоби. =  д ед .

6 . Ҳамма томони бўялган куб мингта бир хил ўлчамли кубчаларга 
бўлинган ва яхшилаб аралаштирилган. Таваккалига олинган кубчанинг 
а) битта; б) иккита; в) учта ёғи бўялган бўлиш эҳти.молини топинг.

Жавоби. а) 0 ,3 8 4 ; б) 0 ,0 9 6 ; в) 0 ,0 0 8 .

7. Яхшилаб аралаштирилган 28  та домино тошидан таваккалига 
битта тош олинган. Ихтиёрий равишда олинган иккинчи тошни биринчи 
тош ёнига ўйин қоидаси бўйича кўйиш мумкинлиги эҳтимолини бирин
чи соққа а) дубль бўлганда; 6j дубль бўлмаганда топинг.

2  4
Жавоби. a) g-; б) д-.
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8. Қулфнинг умумий ўқида бешга диск бор. Уларнинг ҳар бири 
туріи ҳарфлар ёзилгаи олтита секторга бўлинган. Ҳар бир диск қулф- 
нинг корпусига нисбатан тайин бир вазиятда бўлгандагина қулф очи- 
лади. Дискларни ихтиёрий раеишда ўрнатилганда қулфни очиш’ мумкин 
сўлиш эҳтимолини топинг.

Жавоби. р =  gjf.

9. 8 та турли китоб битта токчага таваккалига териб қўйилади. 
Тайин иккита китоб ёнма- ён бўлиб қолиш эҳтимолини топинг.

w  ,  7-21-6! 1 
Жавоби р  — — gj—  =

Ю. Кутубхонада 10 та турли китоб бор, бунда бешта китобнинг 
ҳар бири 4 сўмдан, учта китоб бир сўмдан, иккита китоб 3  сўмданту- 
ради. Таваккалига олинган иккита китобнинг баҳоси 5 сўм бўлиш эҳ- 
тимолини топинг.

.  С \ -С \ +С \ -С \  
л\авоэи. р = ---------- q 2------------------g-.

11. 100 деталли партиядан техникавий контрол бўлими 5 та но
стандарт деталь топди. Ностандарт деталлар чиқишининг нисбий частота
си нимага тенг?

Жавоби. W =  0 ,0 5 .

^ 1 2 .  Милтиқдан ўқ узишда нишонга тегишнинг нисбий частотаси
0 ,8 5  га тенглиги аниқланди. Агар жами 120 та ўқ узилган бўлса, ни
шонга теккан ўқлар сонини топинг.

Жавоби. 102 та.

И к к и н ч и  боб

ЭҲТИМОЛЛАРНИ ҚЎШИШ ТЕОРЕМАСИ

1 -§ . Биргаликда бўлмаган ҳодисалар эҳтимолларини қ ў- 
іш ш  теоремаси

Л ва В ҳодисаларнинг йиғиндиси А +  В деб, А ходиса 
ёки В ходисанинг, ё бу иккала ҳодисанинг ҳам рўй бери- 
шидан иборат ҳодисага айтилади.

Масалан, тўпдан иккита снаряд отилган бўлиб, А би
ринчи отишда нишонга тегиш, В иккинчи отишда нишонга 
тегиш ҳодисалари бўлса, у ҳолда А +  В биринчи отишда 
ёки иккинчи отишда ёки иккала отишда ҳам нишонга 
тегиш ҳодисаси бўлади.
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Жумладан, агар Л ва В ҳодисалар биргаликда бўлмаса, 
у холда А  -f В  шу ҳодисалардан қайсиниси бўлса ҳам, би
рининг рўй беришидан иборат ҳодиса булади.

Бир нечта ходисаларнинг йигиндиси деб, бу  ̂ходисалар- 
дан камида бирининг рўй беришидан иборат бўлган ҳоди- 
сага айтилади.

Масалан, А +  В +  С ходиса қумидаги хрдисалардан би
рининг рўй беришидан иборат: А, В С, А ва В, А ва С, В 
ва С, ҳам А, ҳам В, ҳам С.

Фараз қилайлик, А ва В ходисалар биргаликда булма- 
син ва уларнинг эҳтимоллари берилган бўлсин. Ё А ходи
са, ёки В ҳодиса рўй бериш эҳтимолини қандай топиш мум
кин? Бу саволга куйидаги теорема жавоб беради.

Теорема. Б иргаликда булм аган  иккита ҳодисадан  қай- 
синиси б ў л са  хам, бирининг рўй бериш  эҳтимоли ш у  ходи
с а л а р  эхт им олларининг йиғиндисига т енг:

Р(А +  В) =  Р(А) -Ь ТЩ .

И с б о т и. Қуйидагича белгилаш киритамиз:
п  — синашнинг мумкин бўлган элементар натижалари 

жами сони;
т 1 —  А  ҳодисага қулайлик туғдирадиган натижалар 

сони;
т2 — в  ҳодисага қуланлик туғдирадиган натижалар 

сони.
Ё А ҳодиса, ёки В ҳодиса рўй беришига қулайлик туғ- 

дирадиган натижалар сони т1 +  т2 га тенг. Демак,

Р ( Л  +  В)== « L ± m . = 5 *

4h =  Р (А) ва - 2 =  Р (В) лигини назарда тутиб, узил-кесилn ti

Р (А +  В) =  Р (А) +  Р (В)

муносабатни ҳосил қиламиз.
Натижа. Ҳ ап  иккитаси би ргали к да булм аган  би р  неч

т а  хрдисалардан  қачсиниси бўлса ҳам , бирининг рўй  
бериш  эҳтимоли uiy ҳ од и са л ар  эҳт имоллари йиғиндисига 
т енг:



Исбот и. Учта ходиса: Л, В ва С пи қарайлик. Қара- 
лаётган ҳодисаларнинг ҳар иккитаси биргаликда булмаган- 
лигини учун учта ходиса: А, В ва С дан бирининг рўй 
бериши А +  В ва С ҳодисалардан бирининг руй бериши 
билан тенг кучли, шунинг учун кжоридаги теоремага асосан

Р(А +  В +  С) =  Р[{А +  В) +  С] =  Я (Л +  В) +  Р(С) =
=  Р(А) +  Р (В )+ Р (С ).

Ҳар иккитаси биргаликда булмаган ихтиёрий сондаги 
ҳодисалар учун исбот математик индукция методи билан 
ўтказилади.

1-мисол. Яшикда 30 та шар бор, улардан 10 таси 
кизил, 5 таси кўк ва 15 таси ок. Рангли шар чикищ эҳти- 
молини топинг.

Ечилиши.  Рангли шар чиқиши ё қизил шар, ёки 
кўк шар чиқишини билдиради.

Кизил шар чикиш (А ходиса) эҳтимоли.

р  №  =  30 ~  J '

Кўк шар чиқиш (В ходиса) эҳтимоли:

^ )  =  Й =  | -
Л ва Б ҳодисалар биргаликда эмас (бир рангли шар 

чикиши бош к, а рангли шар чиқишини йўққа чиқаради), 
шунинг учун қўшиш теоремасини қўллаш мумкин.

Изланаётган эхтимол қуйидагига тенг:

Р (А +  В) =  Р (А) +  Р (В) =  -і +  -g =  Y-

2 -мисол. Мерган учта соҳага ажратилган нишонга ка
рата ўқ узмокда. Ў қ н и н г  биринчи соҳага тегиш эҳтимоли 
0,45, иккинчи соҳага тегиш эҳтимоли 0,35. Мерганнинг 
битта ўқ узишда ё биринчи соҳага, ёки иккинчи соҳага 
теккизиш эҳтимолини топинг.

Ечилиши.  А — «мерган биринчи соҳага теккизди» ва 
В — «мерган иккинчи соҳага теккизди» ҳодисалари бирга
ликда эмас (ўқнинг бир соҳага тегиши бошца соҳага те- 
гишини йўққа чиқаради), шунинг учун қўшиш теоремасини 
қўллаш мумкин.

Изланаётган эҳтимол қуйидагига тенг:

Р (А +  В) =  Р (Л) + Р { В ) =  0,45 + 0 , 3 5  =  0,80.
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2- § .  Ҳодисаларнинг тўла группки

Т ў л а группа  деб, синашнинг ягона мумкин бўлган 
ходисаларн тўпламига айтилади.

1 - мисол. Мерган нишонга қарата иккита ўқ узади. Аг 
(нишонга битта ўқ тегиш), А2 (нишонга иккита ўқ тегиш) 
ва А3 (нишонга тегмаслик) ҳодисалар тўла группа ташкил 
цилади.

Теорема. Т ула груп п а т аш кил этувчи А ѵ А г, ..., Ап 
х оди сал ар  н и н г щ т им оллари йигиндиси би рга т енг: 

Р ( А 1) + Р ( А г) +  ... + Р ( А п) =  1.

И с б о т  и. Тўла группа ташкил этувчи ҳодисалардан 
бирининг рўй бериши муқаррар, муқаррар ҳодисанинг эҳти- 
моли эса бирга тенг бѵлгани учун

Р ( А г +  Л2 +  ... +  A J = \ .  (*)
Тўла группанинг исталггн иккита ҳодисаси биргаликда 

эм ас,— нгушнт учун қўцнш теоремасини кўллаш _мумкин:

Р (А, +  А2 +  . .  . Ая) =  Я (Д) +  P( At) +  . . .  Р(Ап). Г )
(* ) ва (* * )  муносабатларни солиштириб,

Р ( А 1) +  Р ( А , )  +  ... +  Р (Ап) =  1

тенгликни ҳосил қиламиз
2- мисол. Институтнинг консультация пунктига А , В  ва С 

шаҳарлардан контрол ишлар солинган пакетлар келади. 
А шаҳардан пакет олиниш эҳтимоли 0 ,7  га, В  шаҳардан 
пакет олиниш эҳтимоли эса 0 ,2  га тенг. Навбатдаги пакет- 
нинг С шаҳардан келиш эҳншолини топинг.

Е ч и л и ш и .  «Пакет А шахардан келган», «пакет В  
шаҳардан келган» ва «пакет С  шаҳардан келган» ходиса- 
лари тўла группа ҳосил цилади, шунинг учун бу цодиса- 
ларнинг эҳтимоллари йиғиндиси бирга тенг:

0 ,7  +  0 . 2 +  р =  1.

Бу ердан изланаётган эхтимол:

р  =  1 — 0, 9 =  0,1.

3- §. Қарама-қарши ҳодисалар
Қ арам а-қарш и х оди сал ар  деб, тўла группа ташкил 

этувчи ягона мумкин бўлган иккита ҳодисага айтилади. 
Агар царама-царши иккита цодисадан бири А деб белги-
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ланса, у ҳолда иккинчисини А билан белгилаш цабул ци
линган.

1 - мисол. Нишонга карата ўц узишда нишонга тегиш ва 
тсгмаслик қарама-^арши ҳодисалардир. Агар А нишонга 
тегиш бўлса, у ҳолда А нишонга тегмаслик булади.

2- мисол. Яшикдан таваккалига деталь олинган. «Стан
дарт деталь чицди» ва «ностандарт деталь чицди» ҳодиса- 
лари қарама-царши ҳодисалардир.

Теорема. Қарама-қарши ҳодисаларнинг эхтичоллари 
йиғиндиси бирга тенг;

Р(А) +  Р(А) =  1.
Г

И с бот и. Қарама-қарши ҳодисалар тўла группа таш
кил этади, тўла группа ташкил этувчи ҳодисаларнинг эҳти- 
моллари йиғиндиси эса бирга тенг (2-§).

1 -  э с  л а  т  м а .  Қарама-қарши иккита ҳодисадан бирининг эхти- 
моли р  орқали белгиланса, иккинчи ҳодисанинг эҳтимоли q орқали 
белгиланади. Ш ундай *;илиб, юқоридаги теоремага асосан

Р +  7 = 1 -

3- мисол. Бирор кунда ёғингарчилик бўлиш эҳтимоли 
р =  0,7. Шу куни ҳаво очик бўлиш эҳтимолини топинг.

Ечилиши.  «Ёғингарчилик бўлади» ва «цаво очиц бў- 
лади» ҳодисалари ўзаро карама-карши ҳодисалардир шу
нинг учун изланаётган эҳтимол:

q =  1 — o =  l — 0,7 =  0,3.
2 -  в с  л а  т м а .  А  ҳодисанинг эхтимолини топишга доир масала- 

ларда кўпинча аввал А ҳодисанинг эҳтимолини ҳисоблаш, кейин эса 
изланаёгган эҳтииолни қуйидаги формула орқали топиш қулай бўлади:

Р(А)

4 - мисол. Яшикда п та деталь бўлиб, шулардан т таси 
стандарт. Таваккалига олинган k та деталь ора:ида камида 
битта стандарт деталь бўлиш эҳтимолини топинг.

Ечилиши.  «Олинган деталларнинг ичида камида 
биттаси «стандарт» ва «олинган деталларнинг ичида битта 
ҳам стандарт деталь йўц» ҳодисалари царама-царши ҳодиса- 
лардир. Биринчи ҳодисани А орцали, иккинчисини эса А 
орцали белгилаймиз.

Куриниб турибдики,

Р{ А )  = 1  —  Р (А).
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Р (Д) ни топамиз. п та деталдан k та деталь олиш 
усулларининг жами сони С\ га тенг. Ностандарт деталлар 
сони п — т га тенг; шу деталлардан k та ностандарт детал
ни С'гп_ т та усул билан олиш мумкин. Шунинг учун олин
ган k та деталь ичида битта ҳам стандарт деталь йўцли-

— cf _ш 
гининг эҳтимоли Р (Л) =  га тенг.

Изланаётган эҳтимол қуйидагига тенг:
_  С*

Р (А) =  1 — Р (А) =  1

4 - § .  Кичик э х т і і м о л л і і  ҳодисаларнинг 
амалда мумкинмаслик принципи

Амалиётда учрайдиган куп масалаларни ҳал этишда 
эҳтимоли жуда кичик, яъни нолга яқин бўлган ҳодисалар 
билан иш кўришга тўғри келади. Кичик эҳтимолли А хо- 
диса ягона синашда рўй бермайди деб ҳисоблаш мумкин- 
ми? Бундай хулоса цилиш мумкин эмас, чунки кичик 
эҳтимолли бўлса-да, А ҳодиса рўй бериб цолиши мумкин.

Кичик эҳтимолли ҳодисанинг битта синашда рўй бериш 
ёки бермаслигини олдиндан айтиб бериш мумкин эмасдек 
туюлади. Аммо узоқ вақт давомида тўпланган тажриба 
кичик эхтимолли ҳодисалар кўпинча ягона синашда рўй 
бермаслигини кўр;атади. Шу фактга асосланиб, цуйидаги 
«кичик эҳтимолли ҳодисаларнинг амалда мумкинмаслик прин
ципи» кабул, цилинади: агар тасодифий ҳодиса жуда кичик 
эҳтимолга эга булга, у ҳолда амалда бу ходиса ягона 
тажрибада рўй беонайди деб ҳисоблаш мумкин.

Қуйидаги саволнинг туғилиши табиий: ягона синашда 
ҳодисанинг рўй бериши мумкин эмас деб цисоблаш мумкин 
бўлиши учун унинг эҳтимоли цанчалик кичик бўлиши ло
зим? Бу саволга бир цийматли жавоб бериш мумкин эмас.. 
Мазмунан ҳар хил бўлган масалалар учун жавоб хам тур- 
лича бўлади. Масалан, парашютдан сакралганда парашют- 
нинг очилмаслик эҳтимоли 0,01 га тенг бўлса, бундай 
парашютлардан фойдаланишга йўл цўйиш мумкин эмас. 
Узоцка цатнайдиган поезднинг кечикиб келиш эҳтимоли 
0,01 га тенг бўлганда эса поезд ўз вацтида етиб келишига 
амин бўлиш мумкин.
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Ходисанинг амалда рўй бериши мумкин эмас деб ҳисоб- 
лашга имкон берадиган (берилган тайин масалада) етарли 
даражада кичик эҳтимолга қийматдорлик даражаси дейи
лади. Практикада одатда 0,01 билан 0,05 орасидаги қиймат- 
дорлик даражаси олинади. 0,01 га тенг кийматдорлик дара
жаси бир процентли, 0.02 га тенг кийматдорлик даражаси 
икки процентли дейилади ва ҳ.к.

Бу ерда кўрилган принцип фақат кичик эҳтимолли хо- 
дисалар тўғрисида эмас, балки эҳтимоли бирга яқин бўл- 
ган ходисалар тў ғрисида ҳам башорат килишга имкон бера
ди. Ҳақиқатан ҳам, агар А ҳодисанинг эҳтимоли нолга 
я кин бўлса, у ҳолда қарама-қарши А ходисанинг эҳтимо- 
ли бирга яқин бўлади. Иккинчи томондан, А ходисанинг 
рўй бермаслиги қарама-қарши А ҳодисанинг рўй беришини 
англатади. Шундай қилиб, кичик эҳтимолли ҳодисаларнинг 
амалда мумкинмаслик принципидан татбиқлар учун мухим 
бўлган қуйидаги натижа келиб чщади: агар тасодифий 
ходиса бирга яқин эҳтимолга эга бўлса, у ҳолда ягона 
тажрибада бу ҳодиса амалда рўй беради деб хисоблаиі 
мумкин. Бу ерда ҳам қайси эҳтимолни бирга яқин деб ҳи- 
соблаш лозимлиги ҳақидаги савол масаланинг мазмунига боғ- 
лиқлиги ўз-ўзидан равшандир.

М а с а л а л а р

I. Пул-буюм лотереясининг ҳар 10 000 та билетига 150 та буюм 
ва 50 та пул ютуклари ўйналади. Битта лотереяси бор кишига пулічи 
ёки буюмми, барибир ютуқ чиқиш эҳтимоли қанчага тенг?

Жавоби. р  =  0,02.

■2. Мерганнинг битта ўқ узишда 10 очко уриш эҳтимоли 0,1 га, 
9 очко уриш эҳтимоли 0,3 га, 8 ёки ундан кам очко уриш эхтимоли
0,6 га тенг. Мерганнинг битта ўқ узишда камида 9 очко уриш эҳтн-
молини топинг.

Жавоби. р =  0,4.

' 3. 10 та деталли партияда 8 та стандарт деталь бор. Таваккалига 
олинган иккита деталдан камида бири стандарт бўлиш эҳтимолини 
топинг.

44Жавоби р =  ——.
45

4. Яшикдаги 10 та деталь орасида 2 таси ностандарт. Тавакка
лига олинган 6 та деталь орасида ностандарт деталь биттадан ортиқ 
бўлмаслик эҳтимолини топинг.

2
Жавоби р =  —.О
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1

Кўрсатма. Агар А — битта хам ностандарт деталь йўқ, В  — бит
та ностандарт деталь бор ходисалари бўлса, у ҳолда

/">6 1 /->5
8 2 * 8

Р (А  +  В) =  Р ( А ) + Р ( В )  =  - ь  + — S - .
L10 °10

5. А, В, С ва D ҳодисалар тѵла группа ташкил қилади. Ҳодиса- 
ларнинг эхтимоллари бундай: Р (А) =  0,1; Р (В )  =  0,4, Р (С) =  0,3. 
D ҳодисанинг эҳтимоли қаичага тенг?

Жавоби. Р(П ) =  0.2.

6. Ремонт устахонасининг статистик маълумотларига Караганда 
токарлик станогининг 20 марта тўхташига ўртача олганла 10 марта 
кесгични алмаштириш, 3 марта юрит.ѵанинг бузилиши, 2 марта хом- 
ашёнинг ѵз вақтида етказиб берилмаслиги сабаб бўлади. Қолган тўх- 
ташлар бошқа саоабларга кўра іоз беради. Станокнинг бошқа сабаб- 
ларга кўра тўхтаб қолиш эҳтимолини топинг.

Жавоби. р  — 0,25.

У ч и н ч и  боб

ЭҲТИМОЛЛАРНИ КЎПАЙТИРИШ ТЕОРЕМАСИ

1-§.  Боғлиқ ва эркли ҳодисалар

'Агар иккита ҳодисадан бирининг рўй бериши иккинчиси- 
нинг рўй бериш ёки рўй бермаслигига боғлиқ бўлмаса бу 
ҳодисалар эркли ходисалар дейилади.

t - мисол. Танга икки марта ташланган. Биринчи таш
лашда гербли томон тушиш (А ҳодиса) эҳтимоли иккинчи 
ташлашда гербли томон тушиши ёки тушмаслигига (В хо- 
диса) бог ли к эмас. Ўз навбатида, иккинчи синашда гербли 
томон тушиш эҳтимоли биринчи синаш натижасига боғлиц 
эмас. Шундай цилиб, А ва В ҳодисалар эркли.

2- мисол. Яшикда 5 та оц ва 3 та цора шар бор. Ун
дан таваккалига битта шар олинади. Оц шар чициш (Л ҳо- 
диса) эҳтимоли, равшанки, 5/8 га тенг. Олинган шар 
яшикка кайтариб солинади ва синаш такрорланади. Иккин
чи синашда оц шар чициш (В ҳодиса) эҳтимоли, аввалгидек,
5 " о■g- га тенг ва биринчи синаш натижасига боғлиц эмас. У а
навбатида, биринчи синашда оц шар олиниш эҳтимоли 
иккинчи синаш натижасига боғлиц эмас. Шундай цилиб, 
А ва В ҳодисалар боғлиц эмас.

Бир нечта ҳодисанинг ҳар иккитаси боғлиц бўлмаса, 
уларга жуфт-жуфт эркли дейилади.
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3- мисол. Танга 3 марта ташланган. А, В, С мос равиш
да биринчи, иккинчи ва учинчи синашда гербли томон 
тушиш ҳодисаси бўлсин. Равшанки; кўрилаётган хрдисалардан 
ҳар иккитаси (яъни А ва В , А ва С В ва С) боглиц эмас. 
Шундай цилиб, А, В  ва  С  жуфт-жуфт эркли.

Агар икки цодисадан бирининг рўй бериш эҳтимоли 
иккинчи ҳодисанинг рўй бериши ёки рўй бермаслигига бог- 
лиц бўлса, бу ҳодисалар боғли қ  дейилади.

4- мисол. Яшикда 100 та деталь бор, шулардан 80 та
си стандарт, 20 таси ностандарт. Таваккалига бигта деталь 
олиниб, у яшикка қайтариб солинмайди. Агар стандарт 
деталь олинган (Л ҳодиса) бўлса, у ҳолда иккинчи синашда 
стандарт деталь чициш (В  ҳодиса) эҳтимоли Р  (В) =  79/99 
га тенг; агар биринчи синашда ностандарт деталь олинган 
бўлса, у ҳолда Р  (В) =  80/99.

Шундай цилиб, В  ҳодисанинг рўй бериш эҳтимоли Л 
ҳодисанинг рўй бериши ёки рўй бермаслигига боғлиц. Л ва 
В ҳодисалар—боғлиц.

2- §. Зркли ҳодисалар эҳтимолларини 
кўпайтириш теоремаси

А ea  В  хрдисаларнинг кўпаитмаси. деб, бу хрдисалар- 
нинг биргаликда рўй беришидан иборат бўлган А В  ҳодиса- 
га айтилади.

Масалан, агар яшикда 1-завод ва 2-заводда ишлаб 
чицарилган деталлар бўлиб, Л — стандарт деталь чициши, 
В  — деталь 1-заводда ишлаб чицарилган бўлса, у ҳолда 
А В  1 -заводнинг стандарт детали чициши бўлади.

Бир нечт а ходисанинг кўпайтмаси  деб, бу цодисалар- 
нині биргаЛикда рўй беришидан иборат булган ҳодисага 
айтилади. Масалан, A BC  ҳодиса Л, В ва С хрдисаларнинг 
биргаликда рўй беришидан иборат.

Л на В хрдисалар эркли бўлиб, уларнинг эҳтимоллари 
маълум бўлсин. Л ва В ҳодисаларнинг биргаликда рўй бе
риш эҳтимолини цандай топиш мумкин? Бу саволга цуйида
ги кўпайтириш теоремаси жавоб беради.

Теорема. Иккит а эркли ҳодисанинг биргаликда рўй  
бериш  щ тимоли ш у ҳоди саларн и н г эҳт им оллари кўпайт- 
маси т ен г :

Р ( А В )  (Л). Р  (В).
И с боти. Белгилашлар киритамиз:



п — синашнинг А ҳодиса рўй берадиган ёки рўй бер
майдиган элементар натижалари жами сони.

А ҳодисага қулайлик туғдирувчи натижалар сони 
(«! <  п);

т — синашнинг В ҳодиса рўй берадиган ёки бермайди- 
ган элементар натижалари жами сони.

тх В ҳодисага кулайлик тугдирувчи натижалар сони 
(тг <  т).

Синашнинг мумкин бўлган элементар натижалари жа
ми сони пт га тенг (бу натижаларда ҳам А, ҳам В, 
ёки А ва В, ёки А ва В, ёки А ва В рўй беради). Хаки- 
қатан ҳам, А ҳодисанинг рўй бериши ёки рўй бермаслиги- 
дан иборат п та натижанинг ҳар бири В нинг рўй бериши 
ёки рун бермаслигидан иборат т та натижанинг ҳар бири 
билан биргаликда бўлиши мумкин.

Булардан т1п1 таси А ва В ҳодисаларнинг биргаликда 
рѵй беришига қулайлик туғдиради. Ҳақиқатан ҳам. А ҳо-
дисага қулайлик туғдирувчи ra 
ҳодисага кулайлик тугдирувчи тх та натижанинг ҳар бири 
билан биргаликда рўй бериши мумкин.

А ва В ҳодисаларнинг биргаликда рўй бериш эҳтимоли:

Р(АВ) = _ nt т,
пт п т

'h- =  Р (А ва ~  =  Р (В) лигини эътиборга олиб, узил- 
кесил қуйидагини ҳосил киламиз:

Р(АВ) =  Р(А)-Р(В).
Купайтириш теоремасини бир нечта ҳодисаларга умум

лаштириш учун биргаликда боғлиқмаслик тушунчасини кири- 
тамиз.

1 Бир неча хрдисалардан ҳар бири ва колганларининг 
исталган комбинацияси (у крлган ҳодисаларнинг ҳаммасини 
ёки бир қисмиии ўз ичига олади) эркли бўлса, у ҳолда бу 
ҳодисалар бирга.шкда боғлиқ эмас дейилади/ Масалан, агар 
Аь А2 ва А3 ҳодисалар биргаликда боғлиқ бўлмаса, у ҳол- 
да Ах ва А2, Ах ва А3, А2 ва А3 Ах А2 ва А3, АХА3 ва 
А2, А2А3 ва Ах ҳодисалар эркли бўлади.

Шуни таъкидлаб ўтамизки, бир нечта ҳодисаларнинг 
жуфт-жуфт боғлиқ эмаслигидан уларнинг биргаликда боғлиқ 
эмаслиги келиб чиқмайди. Шу маънода ҳодисаларнинг бирга
ликда боғлиқ эмаслиги талаби уларнинг жуфт-жуфт эркли- 
лик талабидан кучлироқдир.
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Айтилганларни мисолда тушунтирамиз. Яшикда 4 та 
шар бор, улардан биттаси кизил рангга (А), 1 таси кўк 
рангга (В). 1 таси кора рангга (С), 1 таси эса шу учала 
рангга (ABC) бўялган. Яшикдан олинган шарнинг кизил 
рангли бўлиш эҳтимоли Р (А) канчага тенг? Тўртта ша'рдан

о 1
иккитаси қизил рангли бўлганн учун Р (А) — - - =  —. Шунга

ўхшаш мулоҳаза юритиб, Р (В) =  -^, Р (С) =  -j ни топамиз.
Олинган шар кўк рангли бўлсин, яъни В ходиса рўй 

берган бўлсин, деб фараз килайлик. Олинган шар кизил 
рангли бўлиш эҳтимоли энди ўзгарадими ёки йўқми, яъни 
А ҳодисанинг эҳтимоли ўзгарадими? Кук рангли иккита 
шардан биттасида қизил ранг ҳам бор, шунинг учун А
ҳодисанинг эҳтимоли аввалгидек ~  га тенг. Шундай қилиб,
А ва В ҳодисалар эркли.

Шунга ўхшаш мулоҳаза юритиб, Л ва С, В ва С эркли 
ҳодисалар эканлигига ишонч ҳосил киламиз. Шундай килиб, 
А, В, С ҳодисалар жуфт-жуфт эркли.

Бу ҳодисалар биргаликда боғлиқмас бўладими? Йўқ, 
бундай бўлмас экан. Ҳакиқатан ҳам, олинган шар икки 
рангли, масалан, кўк ва кора рангли бўлсин. Шу шар ки
зил рангга ҳам эга бўлиш эҳтимоли қанчага тенг? Фақат 
битта шар учала рангга бўялгани учун олинган шар кизил 
рангга ҳам эга. Шундай қилиб, В ва С ҳодисалар рўй бер
ган деб фараз килсак, у холда А ҳодиса албатта рўй бе
ради деган хулосага келдик. Демак, бу ҳодиса муқаррар
HQ ЛШІТПГ OVT'TJA*/-'* TTTI (  ̂ f->o г»,» ТП/-Л ^ттпгп гглтш j  X LXi у 2 4 ы 1,1 t-i'-J Cl ХСП1 .

Шундай килиб. жуфт-жуфт эркли бўлган А, В ва С 
ходисалар биргаликда эркли эмас экан.

Энди кўпайтириш теоремасидан келиб чиқадиган нати- 
жани келтирамиз:

Натижа. Б и ргали к да боғли қ  бўлм аган бир нечт а ходи- 
саларни нг би ргали к да рўй бериш эҳтимоли ш у хрди салар
нинг эҳт им оллари кі/паі.т м асига т енг.

Р(А,Аг . . .  Ап) =  Р(А1).Р (А 2) . . .  Р(Ап).
И с бот и. 5учта А, В ва С ҳодисани кўраилик. А, В 

ва С ҳодисаларнинг биргаликда рўй бериши АВ ва С хрди- 
саларшшг биргаликда рўй бериши билан тенг кучлидир, 
шѵнинг учун

Р (ABC) =  Р (АВ ■ С).
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А, В ва С ҳодисалар биргаликда боғлиқмас бўлгани учун, 
жумладан, АВ ва С, шунингдек, Л ва В ҳодисалар эркли. 
Иккита эркли ҳодиса учун кўпайтириш теоремасига асосан 
қуйидагини ҳосил қиламиз:

Р(ЛЯ-С) =  Р(ЛВ)-Р (С)
ва

Р(АВ) =  Р(А)-Р{В).

Шундай қилиб, қуйидаги ҳосил бўлди:

Р(ЛВС) =  Р (А)-Р (В) ■ Р (С).
Ихтиёрий n учун исбот математик индукция методи 

билан олиб борилади.
Э с л а т м а .  Агар A lt Аг ...............Ап ҳодисалар биргаликда боглиқ-

мас бўлса, у холда уларга қарама-қярши бўлган А и Аг , . . ■ , Ап хо- 
дисалар хам биргаликда боғлиқмас булади.

у  1-мисол. Иккита тангани бир вақтда ташлашда бирга
ликда гербли томон тушиш эҳтимолини топинг.

Ечилиши.  Биринчи тангада гербли томон тушиш (А 
ҳодиса) эҳтимоли

m - 4 -

Иккинчи тангада гербли томон тушиш (В ҳодисз) эҳти- 
моли

А ва В ҳодисалар эркли бўлгани учун изланаётган эҳти- 
мол кўпайтириш теоремасига асосан қуйидагига тенг:

Р ( Л В ) = Р ( Л ) . Р ( В ) = 1 . і -  =  I .

2 -мисол. Учта яшикнинг ҳар бирида 10 тадан деталь бор. 
Биринчи яшикда 8 та, иккинчи яшикда 7 та, учинчи яшикда 9 та 
стандарт деталь бор. Ҳар бир яшикдан таваккалига биттадан 
деталь олинади. Олинган учала деталь стандарт бўлиш эҳти- 
молини топинг.

Ечилиши.  Биринчи яшикдан стандарт деталь олинган- 
лик (Л ҳодиса) эҳтимоли:

Р (Л ) =  £0 =  0,8.
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Иккинчи яшикдан стандарт деталь олингзнлик (В ҳо- 
диса) эҳтимоли:

Р (В) — Jq — 0.7.

Учинчи яшик стандарт деталь олинганлик (С ходиса) 
эҳтимоли:

Р (С) =  і  =  0,9.

АВ ва С ҳодисалар биргаликда боғлиқмас бўлгани ѵчун 
изланаётган эҳтимол (кўпайтириш теоремасига асосан) қуйи- 
дагига тенг:

Р (ABC) =  Р (А) ■ Р (В) ■ Р (С) =  0,8 • 0,7 • 0,9 =  0,504.
Қўшиш ва кўпайтириш теоремаларини биргаликда қўлла- 

нишига доир мисол келтирамиз.
3-мисол. А . А . Ая эркли ҳодисаларнинг эҳтимоллари 

мос равишда рь рй, р3 га тенг. Шу ҳодисалардан фақат 
биттасининг рўй бериш эҳтимолини топинг.

Ечилиши. Шуни айтиб ўтамизки, масалан. фақ ат 
биринчи А  ҳ о д и с ун и н г  рўй бериши А А А  (биринчи ҳодиса 
рўй берди ва иккинчи, учинчи ҳодисалар рўй бермади) ҳоди- 
санинг рўй бериши билан тенг кучлидир.

Белгилашлар киритамиз:
B j—факат А1 ҳодиса рўй берди, яъни В1 — А А А ;
В2—фақат А  ҳодиса рўй берди, яъни В2 =  А А А ;
Вя—фақат As ҳодиса рўй берди, яъни В3 =  А3А,А2;
Шундай қилиб, Аѵ А2, Аа ҳодисалардан фақат биттаси- 

руй бериш зҳтимолини топиш учун В1, В 2, В 3 хрдиса
лардан қайсиниси бўлса ҳам барибир, биттасининг рўй бериш 
эҳтимоли В (В, +  В2 +  В3) ни излаймиз.

Bj, В2, В3 ҳодисалар биргаликда бўлмаганлиги учун қў- 
шиш теоремасини қўллаш мумкин:

Р (В, + В 2 +  В3) =  Р (В,) +  Р (В2) +  Р (В3). (*)
Ві, В2, В3 ҳодисалардан ҳар бирининг эҳтимолини топиш

ҚОЛДИ.

А . А> А  ҳодисалар эркли, демак, А . А . А  ҳодисалар 
ҳам эркли, шунинг учун уларга кўпайтириш теоремасини 
цўллаш мумкин:

Р (в о =  р  (ААА) =  р р W р (^з) =  и w«-
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Шунга ўхшаш:

Р (Bt) =  P(A2A±A J =  P (A2) P (Л]) P (AJ =  p2qp3\
P (Bs) =  P (ASA,A2) =- P (Д3) P Иі) Я (Л) =  fcfcfc-

Бу эҳтимолларни (*) гя қуйиб, изланаётган эҳтимолки, 
яъни Аг, А«, А3 ҳодисалардан фақат биттасининг рўй бериш 
эҳтимолини топамиз:

Р (В\ -f В2 +  В3) =  РіОДз +  P2Q1Q3 +  Рз1?! С2-

3-§. Камида битта ҳодисанинг 
рўй бериш эҳтимоли

Фараз қилайлик, синаш иатижасида п та биргаликда 
боғлиқ булмаган ходиса ёки уларнинг баъзи бирлари (хусу- 
сан, фақат биттаси ёки ҳеч қайсиниси) рўй бериши мумкин 
бўлсин, шу билан бирга бу ҳодисалардан ҳар бирининг руй 
бериш эҳтимоли маълум бўлсин. Шу ҳодисаларнинг камида 
биттасининг рўй бериш эҳтимолини қандай топиш мумкин? 
Масалан, агар синаш натижасида учта ҳодиса руй бериши 
мумкин бўлса, у ҳолда шу ҳодисалардан камида биттаси
нинг ру'й бериши ё битта. ё иккита, ёки учта ходисанинг 
рўй беришини билдиради. Бу қўйилган саюлга цуйидаги 
теорема жавоб беради.

Теорема. Биргаликда боғлиқ булмаган Аг, А2, Ая, . . .  , 
Ап хрдисалардан камида биттасининг рўй бериш эҳтимоли
бир билан АхА2 . . .  Ап тескари ҳодисалар эҳтимоллари- 
нинг кўпайтмаси орасидаги айирмага тенг:

Р (А) =  1 — ?і<7-2 (*)
И с бот и .А Ь А2..........Ап ҳодисаларнинг камида битта

си рўй бериш ҳодисасини А орқали белгилайлик. А ва
АгА2. . .  А„ (хрдисаларнинг ҳеч бири рўй бермаслиги) ҳоди- 
салар қарама-қарши, демак, уларнинг эҳтимоллари йигиндиси 
бирга тенг:

Р(А) +  Р ( А Л  . . . А а) =  1.
Бундан кўпайтириш теоремасидан фойдаланиб, қуйида- 

гини хосил қиламиз:

Р (А) =  1 - Р (А Л  . . .  Ап) =  1 - Р (Ах)- Р Щ  . . .  Р (Аа)
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Р ( А )  =  1—  <7і<7„ . .  . qn

Х у с у с и й  ҳ о л. Лгар >1г, А г, . .  ., ҳодисалар р га 
т ен г бўлган  бир хил эхт им олга э га  бў лса , у  ҳ олда  ш у  
ҳ о д и са л а р д т  камида бит т асининг рўй бериш  эхтимоли:

Р  [А)  == 1—qn. (**)
y l - мисол. У ч та  тўпдан ўқ узилганда нишонга тегиш эҳти- 

моллари цуйидагича: р, = 0 , 8 ;  р2 =  0 ,7 ; р3 =  0 ,9 . Учала 
тўпдан бир марта бир йўла отилганда, нишонга камида бир 
маротаба тегиш ҳодисасининг (А) эҳтимолини топинг.

Е ч и л и ш и .  Ҳар бир тўпдан отилган ўқнинг нишон
га тегиши бошка тўплардан отиш натижаларига боғлиц 
эмас, шунинг учун қаралаётган А 1 (биринчи тўпдан отил
ганда нишонга тегиш), А 2 (иккинчи тўпдан отилганда ни
шонга тегиш), А 3 (учинчи тўпдан отилганда нишонга тегиш) 
ҳодисалар биргаликда боғлиқ эмас.

А г , Л2, А 3 ҳодисаларга қарама-қарши ҳодисаларнинг 
эҳтимоллари (яъни нишонга тегмаслик эҳтимоллари) мос 
равишда қуйидагига тенг:

<7і =  1 —  Pi =  1 —  0 ,8  =  0 ,2 ;
Яг =  1 —  Р г =  1 —  0 ,7  =  0 ,3 ;
<7з =  1 —  р з  =  1 —  0 ,9  = 0 , 1 .

Изланаётган эҳтимол қуйидагига тенг:

Р ( А )  =  1 —  q iq2q3 =  1 —  0 , 2 - 0 , 3 - 0 , 1  = 0 , 9 9 4 .

2 - мисол. Босмахонада 4 та ясси босма машинаси бор. 
Ҳар бир машинанинг тайин вақтда ишлаб тургянлиги эҳти- 
моли 0 ,9  га тенг. Тайин вақтда камида битта машина 
ишлаб турганлиги (Л ҳодиса) эҳтимолини топинг.

Е ч и л и ш и .  «Машина ишлаб турибди» ва «машина иш- 
ламаётибди» (тайин вақтда) ҳодисалари қарама-қарши бўл- 
гани учун уларнинг эҳтимоллари йиғиндиси бирга тенг:

p +  q=\.
Бундан, тайин вақтда машина ишлаётганлиги эҳтимоли

қуйидагига тенг:

q =  1 — р =  1 — 0,9 =  0,1.
Изланаётган эҳтимол:

ски

р (А) =  1 —  q* =  1 — 0,14 =  0,9999.
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Топилган эҳтимол бирга жуда яқин бўлгаки учун кичик 
эҳтимолли ходисанинг амалда мумкинмаслик принципи ка- 
тижасига асос лаки'), тайин вақтда машиналарнинг камида 
биттаси ишлаб турибди деган хулосага келиш мумкин.

л 3- мисол. Бигта ўк узишда мерганнинг нишонга текка- 
зиш эҳтимоли 0,4 га тенг. Мерган нишонга 0 ,9  дан кичик 
бўлмзган эхдимол билан камида бир марта текказиши учун 
у нечта ўқ узиши керак?

Е ч и л и ш и .  А орқали кугидаги ҳодисаки белгилаймиз: 
мерган п та ўқ узганда камида бир марта нишонга тскка- 
зади.

Биринчи отишда нишонга текказиш, иккинчи отишда ни
шонга текказиш ва ҳ. к. ходисалар биргаликда боғлик эмас, 
шунинг учун (**) формулани кўлланиш мумкин:

Р (А) =  1 — qn
Шартга асосан Р (А) > 0 , 9 ,  р — ОА (демак, q — \ —  

_  0,4 =  0,6) эканлигини эътиборга олиб, қуйидагини ҳосил 
киламиз:

1 — 0,6« > 0 , 9 .
Бундан

0,6" < 0 , 1 .
Бу тенгсизликни 10 асос бўйича логарифмлаймиз: 

п lg0,6 <  l g 0 , l .
Бундан, lg 0 ,6  <  0 эканлигини ҳисобга олиб, қуйидагигк 
хосил киламиз:

^  IgO.l _  — 1 — 1 . _
n ^  lg 0,6 1,7782 =:' —0,2218 ~  ’

Шундай килиб, п >  5, яъни мерган камида бешта ўқ 
уаиши керак.

-У4- мисол. Ҳодисанинг биргаликда боғлиқ бўлмаган учта 
синашда камида бир марта руй бериш эҳтимоли 0,936 га 
тенг. Ҳодисанинг биттд синашда рўй бериш эхдимолини то
пинг (ҳар бир синашда ходисанинг рўй бериш эхдимоли бир 
хил деб фараз килинади).

Е ч и л и ш и .  Қаралаётган синашлар биргаликда боі лиқ 
бўлмаганлиги учун (**) формулани қўллаш мумкин:

Р (А) =  1 — qn .
Шартга кўра, Р (А) — 0,936;  п =  3. Демак,

0 , 9 3 6  =  1 — q3
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ёки

Бундан

q =  ^/0 7 бб4 =  0,4.
Изланаётган эхтимол куйидагига тенг:

р =  1 — q =  1 — 0,4 == 0,6.

4- §. Шартли зҳтимол

/А  ва В ҳодисалар боғлиқ бўлсин. Ҳодисаларнинг боғ- 
лиқлиги таърифига кўра бу хрдисалардан бирининг рўй бе
риш эҳтимоли иккинчисининг рўй бериш ёки рўй бермасли
гига боғлиқдир. Шунинг учун бизни, масалан, В ҳодисанинг 
эҳтимоли қизиқтираётган бўлса, у ҳолда А ходиса рўй бер
ган ёки бермаганлигини билиш мухимдир.

j Шартли эхтимол Рд (В) деб, В хрдисанинг А ҳодиса! 
рўй берди деган фаразда ҳисобланган эҳтимолига айтилади/ 

s/ Мисол. Яшикда 3 та ок ва 3 та крра шар бор. Яшик
дан икки марта таваккалига биттадан шар олинади. Олин
ган шар яшикка қайтариб солинмайди. Агар биринчи си
нашда крра шар чиққан бўлса (А ходиса), иккинчи синашда 
оц шар чиқиш (В ходиса) эҳтимолини топинг.

Ечилиши.  Биринчи синашдан сўнг яшикдан 5 та шар 
крлди, улардан 3 таси ок, шар. Изланаётган шартли эҳти- 
мол қуйидагига тенг:

cf =  1 —  0 , 9 3 6  =  0 , 0 0 4 .

Э с л а т м а .  Эркли ҳодисалар таърифига кўра улардан бирининг 
руй бериши иккинчисининг рўй бериш эҳтимолини ўзгартирмайди. Шу 
сабабли эркли ҳодисалар учун қуйидаги тенгликлар ўринли:

РА (В) =  Р (Щ  ва РВ ( А ) = Р ( А ) .

Шундай қилиб, эркли ҳодисаларнинг шартли эҳтимоллари уларнинг 
шартсиз эҳтимолларига тенг.

5- § .  Боғлиқ ҳодисалар эҳтимолларини 
кўпайтириш теоремаси

Л ва В ҳодисалар боғлиқ бўлиб, Р (А) ва Рл (В) эҳти- 
моллар маълум бўлсин. Бу ҳодисаларнинг биргаликда рўй 
бериш эхтимолини, яъни бир вактда хам^Л ҳодиса, ҳам В
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ҳодиса рўй бериш эҳтимолини цандай топиш мумкин? Бу 
саволга кўпайтириш теоремаси жавоб беради.

Теорема. Иккита боғлиқ ҳодисанинг биргаликда рўй бе- 
^  риіи эҳтимоли улардан бирининг эҳтимолини иіу ҳодиса 

рўй берди деган фаразда хисобланган иккинчи ҳодисанинг 
шартли эҳтимолига кўпайтмасига тенг:

Р(АВ) =  Р(А)-Ра (В). /
И с б о т  и. Белгилашлар киритамиз: 
п — синашнинг А ҳодиса рўй берадиган ёки рўй бермай

диган элементар натижалари жами сони;
пх —  синашнинг А ҳодиса рўй беришига қулайлик туг

дирувчи натижалари сони (пг <  п);
т — синашнинг А ҳодиса рўй берди деган фаразда В 

ҳодиса рўй берадиган элементар натижалари сони, яъни бу 
натижалар АВ ҳодисанинг рўй беришига кулайлик туғди- 
ради (т <  rtj).

А в а В  ҳодисаларнинг биргаликда рўй бериш эҳтимоли:

Р {АВ) =  —  =  • —7 п п пх •

=  Р (Л ) ва =  РА (В) эканлигини эътиборга олиб

қуйидагини хосил киламиз:
Р(АВ) =  Р(А).РЛ(В). (*)

1- э с л а т м а .  (*) формулани ВА ҳодисага қўлласак, Р (В А ) =
»= Р (В ).Р в (А) ни хосил киламиз ёки (ВА ҳодиса АВ ҳодисадан фарқ
қилмаганлиги сабабли):

Р (А В ) =  Р (В ) .Р в (А) (* * )

(* )  ва (**) формулаларни солиштириб, қуйидаги тенгликни хрсил 
қиламиз:

Р (А ) .Р А (В) =  Р (В ) .Р в (А). (* **)

Натижа. Бир нечта боғлиқ ҳодисаларнинг биргаликда 
рўй бериш эҳтимоли улардан бирининг эҳтимолини колган- 
ларининг шартли эхтимолларига кўпайтмасига тенг, бун
да ҳар бир кейинги ҳодисанинг эҳтимоли ундан олдинги 
ҳамма ходисалар руй берди деган фаразда ҳисобланади:

р  ( л л ѵ А ) =  Р  (А ) • р Аі < А ) р АіА± а з)...р АіАі Лп_ х{Ап), _

бу ерда Р АіАі... м _ х(Ап) Ап ходисанинг А > А 2, . . .  , 
ҳодисалар рўй берди деган фаразда ҳисобланган эҳтимоли.
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Хусусан, учта боғлиқ ходиса учун қуйидаги тенглик
ѵринлидир:

Шуни қайд қилиб ўтамизки, ҳодисалар ихтиёрий тар- 
тибда олиниши мумкин, яъни қайси ходисани биринчи, ик
кинчи ва Ҳ. к. деб ҳисоблашнинг фарқи йўқ.

Ихтиёрий п учун исбот математик индукция методи би
лан олиб борилади.

>j\ - мисол. Йиғувчида 3 та коник, 7 та эллиптик валча- 
лар бор. Йиғувчи таваккалига битта валча, кейин зса яна 
битта валча олди. Олинган валчалардан биринчиси коник 
валча, иккинчиси эса эллиптик валча бўлиш эҳтимолини 
топинг.

Е ч и л и ш и .  Олинган валчалардан биринчиси коник вал
ча бўлиш (.4 ходиса) э.ҳтимоли:

Иккинчи валча эллиптик кўринишда бўлишининг бирин
чи валча коник кўринишда деган фаразда ҳисобланган, ®ҳ- 
тимоли, яъни шартли эҳтимол қуйидагига тенг

Изланаётган эҳтимол боғлиқ ҳодисалар эҳтимолларини 
кўпайтириш теоремасига асосан қуйидагига тенг:

лар ўз навбатида (***) тенгликнинг ўринли эканлигини яқ- 
қол кўрсатади.

2 - мисол. Яшикда 5 та оқ, 4 та қора ва 3 та кўк 
шар бор. Ҳар бир синаш яшикдан битта шар олишдан ибо
рат, олинган шар яшикка қайтариб солинмайди. Биринчи си
нашда оқ шар чиқиш (А ҳодиса), иккинчисида қора шар 
чиқиш (В ҳодиса) ва учинчисида кўк шар чиқиш (С ҳодиса) 
эҳтимолини топинг. '

Р{АВС) = Р ( А ) - Р а (В).Ра в (С).
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Ечилиши.  Биринчи синашда оқ шар чиқиш эҳтимоли:

т  -

Биринчи тажрибада ок, шар чицқан ҳолда иккинчи таж
рибада кора шар чикиш эҳтимоли, яъни шартли эҳтимол:

Ѵ * ) = т Г

Биринчи синашда оқ шар, иккинчисида эса қора шар чиц- 
қан ҳолда учинчи синашда к\к шар чиқиш эҳтимоли:

? а в( 9  = - Г '

Изланаётган эҳтимол:

Р(АВС) -  Р(А)-Ра (В)■ Рл в (С) =  А  . - 1 - .  =  ± -

2- э с л a m  ми. Р(А) ф  0 деб, (*) муносабатдан шартли эҳтимолни 
топайлик:

Р(АВ) 
рА (Ѵ  =  - Щ Г ’

Бу тенгликни шартли эҳтимолнинг таърифи сифатида олиш мум
кин.

М а с а л а л а р
^І. Мерганнинг битта ўқ узишда нишонга теккизиш эҳтимоли р — 

=  0,9. Мерган учта ўқ узди. Учала ўқнинг ҳам нишонга тегиш эҳ- 
тимолини топинг.

Жавоби. 0,729.
^2. Танга ва ўйин соққаси ташланди. «Гербли томон тушди» ва «б 

очко чиқди» ҳодисаларининг биргаликда рўй бериш эҳтимолини топинг.
I

Жавоби. -J2 '

*5. Иккита яшикда деталлар бор: биринчисида 10 та (улардан 3 
таси стандарт), иккинчисида 15 та (улардан 6 таси стандарт). Ҳар 
бир яшикдан таваккалига биттадан деталь олинади. Иккала деталь 
стандарт бўлиш эҳтимолини топинг.

Жавоби. 0,12.
', 4. Телевизион студияда 3 та телевизион камера бор. Ҳар бир ка- 

меранинг тайин вақтда ишлаб турган бўлиш эҳтимоли р = 0 , 6 . .  Тайин 
вақтда камида битта камера ишлаб турган бўлиш (Л ҳодиса) эҳтимоли 
қанчага тенг?

Жчвоби- 0,936.
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5. Учта ўйин соққаси ташланганда камида битта соққада 6 очко 
.ушит (А ҳодиса) эҳтимоли қанчага тенг?

91
Жавоби. 216*

6. Корхона тайёрлаган маҳсулотнинг 95% и стандарт, шундан 
86% и биринчи сортам. Шу корхонада тайёрланган маҳсулотдан та
ваккалига олинган биттаси биринчи сорт бўлиш эҳтимолини топинг.

Жавоби. 0 ,817.

7. Танга бир томони билан кетма-кет икки марта тушгунча таш- 
ланади. Қуйидаги ҳодисаларнинг эҳтимолларини топинг: а) тажриба 
олтинчи отишгача тугайди; б) тангани жуфт марта ташлаш лозим бў- 
лади.

____ _____  J5 2
Жавоби. a) - jg - ; б) -д - .

S. 1, 2 , 3 , 4, 5 рақамлардан аввал битта ракам, кейин долган 
тўртта рақамдан иккинчи рақам олинади. Мумкин булган 20 та нати
жа т енг имкониятли деб ҳисобланади. а) биринчи олишда; б) иккин
чи олишда, в) иккала олишда тоқ рақам чиқиш эҳтимолини топинг.

3 3
Жавоби. a) - g - ; б) — ;

1
9. Мерганнинг битта ўқ узишда 10 га теккизиш эҳтимолир =  0 ,6 . 

Мерган 0,8 дан кичик бўлмаган эҳтимол билан камида бир марта ўн- 
га теккизиш учун нечта ўқ узиши керак?

Жавоби. п >  2.

10.  Учта электр лампа занжирга кетма-кет уланган. Тармоқдаги 
кучланиш номиналдан ортиб кетганда ҳар битта (исталган) ламланинг 
куйипі эҳтимоли 0,6 га тенг. Кучланиш юқори бўлганда занжирдан 
ток ўтмаслик э^тимолини топинг.

Жавоби. 0,936.

11.  А ходисанинг иккита эркли синашда камида бир марта рўй 
бериш эҳтимоли 0,75 га тенг. А ҳодисанинг битта синашда рўй бериш 
эхтимолини топинг (ҳодисанинг иккала синашда ҳам рўй бериш эҳти- 
моли бир хил деб ҳисобланади).

Жавоби. 0,5.

12. А спорт жамиятининг Alt .42, командалари В  жамият- 
нинг мос равишда уч командаси билан мусобақалашади. А жамият 
командаларининг В  жамият командалари билан учрашувда ютиш эҳ- 
тимоллари; А1 билан Вг нинг учрашувида 0,8; Л2 билан Вг нинг уч- 
рашѵвида 0,4; А3 билан В3 нинг учрашувида 0,4. Ютиш учун уч 
ўйиндан камида иккитасида ғолиб чиқиш керак (дуранг натижалар
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ҳисобга олинмайди). Қайси жамиятнинг ғалаба қозониш эҳтимоли кат- 
тароқ?

Жавоби. А жамиятнинг [ р  д =  0 ,544 >

13. Битта ўқ узишда нишонга биринчи мерганнинг теккизиш э.ч- 
тимоли 0,8 га, иккинчи мерганнинг теккизиш эҳтимоди 0,6 га тенг. 
Фақат битта мерганнинг нишонга теккизиш эҳтимолиии топинг.

Жавоби. 0,44.

14. 1, 2, . . . ,  п сонли кетма-кетликдан таваккалига бирин-кетин 
иккита сон олинади. Улардан бири k бутун мусбат сондан кичик, ик
кинчиси эса катта бўлиш эҳтимолини топинг, бу ерда 1 <  k <  п.

2 ( k - \ ) ( n - k )
Жавоби. п (п — 1)

Курсатма. Ушбу икки ҳолни каранг: а) биринчи сон <  k дан, 
иккинчиси эса >  k дан; б) биринчи сои >  к дан, иккинчиси эса <  k  
Дан.

15. Техникавий контроль бўлими махсулотларнинг стаидартлили- 
гини текширмоқда. Маҳсулотнинг ностандарт бўлиш эхтимоли 0,1 га 
тенг. Қуйидаги ҳодисаларнинг эҳтимолларини топинг: а) текширилган 
учта маҳсулотдан факат биттаси ностандарт; б) ностандарт деталь тар- 
тиб бўйича фақат тўртинчиси.

Жавоби. а) 0,243; б) 0,0729.

Т ў р т и н ч и б о б

ҚЎИ1ИШ ВА КЎПАЙТИРИШ 
ТЕОРЕМАЛАРИНИНГ НАТИЖАЛАРИ

1-§.  Биргаликда бўлган ҳодисалар 
эҳтимоллари учун қўшнш теоремаси

Биз биргаликда бўлмаган ҳодисалар учун цўшиш теоре
масини кўрган эдик. Энди биргаликда бўлган ҳодисалар 
учун қўшиш теоремаси баён қилинади.

Битта синашда иккита ходисадан бирининг рўй бериши 
иккинчисининг рўй беришини инкор цилмаса, бу ҳодисалар 
биргаликда дейилади.

Мисол. А — ўйин соққаси ташланганда тўрт очко чиқи- 
щи; В — жуфт сондаги очко чиқиши. А ва В ҳодисалар бир
галикда.

А ва В ҳодисалар биргаликда, шу билан бирга бу ходи 
саларнинг эҳтимоллари ва уларнинг биргаликда рўй бериш
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эҳтимоли берилган бўлсин. А ва В ҳодисалардан камида 
биттасининг рўй беришидан иборат бўлган А +  В ходиса- 
нинг эҳтимолини цандай топиш мумкин? Бу саволга бирга
ликда бўлган ҳодисалар эҳтимолларини қўшиш теоремаси 
жавоб беради. ___________ ___ _________

Теорема. Б и ргали к да бўлган  иккит а ҳодисадан  камида 
бит т асининг руй бериш  эхтимоли шу хрдисаларнинг эх- 
т им оллари йиғинди сидан  уларнинг биргаликда рўй бериш  
эҳтимолини айрилганига т енг:

Р(А +  В) =  Ғ(А) +  Р(В) — Р (АВ).
Исбот и. А ва В хрдисалар биргаликда бўлгани сабаб

ли А +  В ходисанинг рўй бериши учун куйидаги учта бир
галикда бўлмаган ҳодисадан биттаси рўй бериши керак: АВ, 
АВ ёки АВ. Биргаликда бўлмаган ҳодисалар эҳтимолларини 
цўшиш теоремасига кўра

Р(А +  fi) =  Р(АВ) +  Р(АВ) +  Р{АВ). (*)
А ҳодиса рўй бериши учун биргаликда бўлмаган АВ ва 

АВ ҳодиса ларнинг биттаси рўй бериши керак. Биргаликда 
бўлмаган хрдисалар эҳтимолларини цўшиш теоремасига кў- 
ра

Р{А) =  Р(АВ) Р(АВ).
Бундан

Р(АВ) =  Р(А) — Р(АВ). (**)
Шунга ўхшаш цуйидагини цоеил киламиз:

■ -ЩЩ -  р{ аЦ  +  Р( дп).
Бундан

Р(АВ) =  Р(В) — Р(АВ). (***)
(**) ва (***) тенгликларни (*) га цўйиб, натижада цуйи- 

дагини ҳосил циламиз:
Р(А +  fi) =  Р(Л) +  P(fi) — Р(АВ). (****)

1- э с л am  н а .  Ҳосил қилинган формулани қўллашда А ва В ҳо- 
дисалар ўзаро эркли ҳам, боғлиқ ҳам бѵлиши мумкин эканлигини на
зарда тутиш керак.

Эркли ҳодисалар учун
Р(А +  В) =  Р(А) +  Р(В) -  Р(А).Р(В); 

боғлиқ ҳодисалар учун
Р(А +  В) =  Р(А) + Р (В )  -  Р(А)-Ра  (В).
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2 - э с л а т м а .  Агар А ва П усікселар биргаликда бўлмаса, ѵ 
холда уларішмг биргаликда руй оеришш'ан иборат Султан ходиса мум
кин булмаган ходиса булади са демак, Р\АВ) — 0. Биргаликда булма
ган хрдисалар учун ( * * * * )  формула куйидаги кўоинишни олази;

Р(А +  fl) =  Р(А)  +  Р(В).
Биз яна биргаликда булмаган ходисалар эхтимолларини кушиш 

теоремасини хрсил қилдик. Шундай килиб, ( * * * * )  формула биргаликда 
бўлган хрдисалар учун хам, биргаликда булмаган ходисалар учун хам 
5'ринли.

Мисол. Биринчи ва иккинчи тўплардан ўқ отишда ни
шонга теккизиш эҳтимоллари мос равишда р г =  0,7; р2 =  
=  0,8. Битта отишда (иккала тўпдан) тўплардан камида 
бирининг нишонга теккизиш эҳтимолини топинг.

Ечилиши.  Ҳар бир тўпнинг нишонга теккизиш эҳти- 
моли бошкасининг ўқ узишига боғлиқ эмас, шунинг учун А 
(биринчи тўпдан нишонга теккизиш) ва В (иккинчи тўпдан 
нишонга теккизиш) ҳодисалар эрклидир.

АВ (иккала тўп нишонга теккизади) ходисанинг эҳтимоли:
Р(АВ) =  Р(А).Р(В) =  0 ,7-0,8 =  0,56.

Изланаётган эҳтимол қуйидагига тенг:
Р(А +  В) =  Р(А) +  Р(В) — Р(АВ) =  0,7 +  0 , 8 — 0 , 5 6 =  0,94.

Э с л а т м а .  Кўрилган мисолда Л ва fl ходисалар эркли бўлгани 
учун р  =  1 — qyq2 (HI боб, 3- §) формуладан фойдаланиш ҳам мумкин 
эди.

Ҳақиқатан ҳам, Л ва fl га қарама-қарши ҳодисаларнинг эҳтимол- 
лари, яъни хато кетказиш эҳтимоллари куйидагича бўлади:

I Pi — I —  0 , 7  =  0 , 3 ;

=  1 —  p2 =  1 —  0 ,8  =  0 , 2 .

Изланаётган эҳтимол, яъни иккала тўпдан бир йўла отишда ками
да биттасининг нишонга теккизиш эҳтимоли қуйидагига тенг:

Р =  1 — qtf2 =  1 —  0 , 3 - 0 , 2  =  0 , 9 4 .

Кутилаётганидек, бизга маълум натижани ҳосил қилдик.

2 - § .  Тўла эҳтимол формуласи

Фараз қилайлик, А ҳодиса тўла группа ташкил этувчи 
биргаликда бўлмаган Въ В2..........В„ ҳодисалардан биттаси
нинг рўй берганлик шартида рўй берсин. Бу ҳодисаларнинг 
эҳтимоллари ва А ҳодисанинг Рв {A), PJ} (Л), . . . ,  Рв (А)
шартли эҳтимоллари маълум бўлсин. А ҳодисанинг эҳтимо-
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лини қандай топиш мумкин? Бу саволга куйидаги теорема 
жавоб беради.

/Теорема. Тўла группа ташкил этувчи биргаликда бул
маган Вг, В2, • . Вп ҳодисалардан биттасининг рўй бер- 
ганлик шартидагина рўй берадиган А ходисанинг эхтимо- 
ли шу ҳодисалардан ҳар бирининг эҳтимолини А ходиса
нинг мос шартли эҳтимолига кўпайтмалари йиғиндисига 
тенг:

Р(А) = Р ( В 1) .Р Ві(А) +  Р(В,).РВ2(В} +  . . .  + Р ( В и)-РВіі(А).

Бу формула «туда эхтимол формуласи» дейилади.
Исботи.  Шартга кўра А ҳодиса рўй бериши учун бир

галикда бўлмаган Вь В2, . . . ,  Вп ҳодисаларнинг биттаси 
рўй берган бўлиши керак. Бопщача килиб айтганда, А ҳо- 
дисанинг рўй бериши биргаликда бўлмаган В1А. В2А, . . . ,  
ВпА ҳодисаларнинг қайси бири бўлса ҳам, биттасининг рўй 
беришини билдиради. А ҳодисанинг эҳтимолини ҳисоблаш 
учун қўшиш теоремасидан фойдаланиб, қуйидагини ҳосил ки
ламиз:

Р(А) =  Р{ВХА) +  Р(В2А) +  . . .  +  Р(ВпА) . (*)
Ҳар бир қўшилувчини ҳисоблаш лозим. Боғлиқ ҳодиса- 

лар эҳтимоллари учун кўпайтириш формуласига асосан
Р(ВгА) =  Р(В{) • PBt (Л); Р(В2А) =  Р(В2) ■ РВі (Л); . . .  ;

Р(ВпА) =  Р(Вп).Р в (А)Dtl
Бу тенгликларнинг ўнг томонидаги ифодаларни (*) муно- 

сабатга қўйиб, тўла эҳтимол формуласини ҳосил қиламиз: j
Р{А) =  Р(Вг) - PBt (Л) +  P(B2)-PBi(A )+  . . .  +  P(Bn) - Рвп (Л)./

\ 1 -мисол. Икки тўда деталлар бор. Биринчи тўдадаги де
талнинг стандарт бўлиш эҳтимоли 0,8 га, иккинчи тўдадаги 
деталнинг стандарт бўлиши эса 0,9 га тенг. Таваккалига 
/таваккалига танланган тўдадан) олинган деталнинг стандарт 
бўлиш эҳтимолини топинг.

Ечилиши.  Л ҳодиса орқали стандарт деталь олиниши- 
ни белгилаймиз.

Деталь ё биринчи тўдадан (В1 ҳодиса), ёки иккинчи тў- 
дадан (В2 ҳодиса) олинган бўлиши мумкин.

Деталь биринчи тўдадан олинган бўлиш эҳтимоли:

40



Деталь иккинчи тўдадан олинган бўлиш эҳтимоли:

m i - 4 - .

Биринчи тўдадан стандарт деталь олинган бўлишининг 
шартли эҳтимоли:

Иккинчи тўдадан стандарт деталь олинган бўлишининг 
шартли эҳтимоли:

Изланаётган эҳ тимол — таваккалига олинган деталнинг 
стандарт бўлиш эҳтимоли тўла эҳтимол формуласига асосан:

2- мисол. Биринчи қутида 20 та радиолампа бўлиб, 
улардан 18 таси стандарт; иккинчи цутида эса 10 та радио
лампа булиб, улардан 9 таси стандарт. Иккинчи қутидан 
таваккалига битта лампа олиниб, биринчи қутига солинган. 
Биринчи кутидан таваккалига олинган лампанинг стандарт 
бўлиш эҳтимолини топинг.

Ечилиши.  А деб, биринчи қутидан стандарт лампа 
олинганлик ҳодисасини белгилаймиз.

Иккинчи қутидан ё стандарт лампа олинган (В1 ҳодиса) 
ёки ностандарт лампа олинган (В2 ҳодиса) бўлиши мумкин.

Иккинчи қутидан стандарт лампа олиниш эҳтимоли:

Иккинчи қутидан ностандарт лампа олиниш эҳтимоли

Иккинчи кутидан биринчи дутига стандарт лампа олиб 
қўйилганлик шартида биринчи кутидан стандарт лампа оли- 
нишининг шартли эҳтимоли қупидагига тенг:

РВі (А) =  0,8.

РВ} (А) =  0,9.

Р(А) =  Р ^ - Р ^  (А) +  P(B2) .P Bz (Л) =  

=  0,5 -0,8 +  0,5 -0,9 =  0,«5.
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Иккинчи кутидан биринчи қутига ностандарт лампа олиб 
цўйилганлик шартида биринчи қутидан стандарт лампа оли- 
нишининг шартли эҳтимоли қуйидагига тенг:

Изланаётган эҳтимол, яъни биринчи қутидан стандарт 
лампа олиниш эҳтимоли тўла эхтимол формуласига асосан 
куйидагига тенг:

Р(А) =  Р(Вг) РВі (А) +  Р(В2) ■ РВі (А) =

і і - 0 9  “  10 21 10 21 ■" ’

3-§.  Гипотезалар эҳтимоли. Бейес формуласи

' /фараз килайлик, А ҳодиса тўла группа ташкил этувчи 
биргаликда бўлмаган Вь Вг . . . .  Вп хрдисалардан бири 
руй бериш шартидагина рўй бериши мумкин бўлсин. Бу ҳо- 
дисаларнинг қайси бири рўй бериши аввалдан номаълум 
бўлгани сабабли улар гипотезалар дейилади. А ходисанинг 
рўй бериш эҳтимоли тўла эҳтимол формуласига асосаГгадаі^___ 
ланади (2- §):

Р(А) =  Р{В1).Р Бі(А )+ Р (В 2).Р Вг(А )+  . . .  +

+  Р(Вп).РВл(А). (•)

Фараз қилайлик, синаш ўтказилган бўлиб, унинг нати
жасида А ҳодиса рўй берган бўлсин. Гипотезаларнинг эҳ- 
тимоллари қандай ўзгарганлигини (А ходиса рўй берганлиги 
сабабли) аниклаш масаласини қўянлйк. Ьошқача айтганда,

РА(Вг), РД(В2), . . .  , РА(Вп)

шартли эҳтимолларни излаймиз.
Аввал РА(В1) шартли эҳтимолни топамиз. Кўпайтириш

теоремасига асосан қуйидагини ҳосил киламиз:
Р(АВг) =  Р{А) • Р А (Bj) =  Р(В1).Р Ві(А).

Бундан
Р (В 1) .Р Ві(А)



Бу муносабатда Р(А) ни (*) формулага асосан алмашти- 
риб. куйидагини ҳосил қиламиз:

/ d \  P(b i )-Pb S a )
P  A (Б і)  =  P(A1)-PBt (А)  +  Р (В г)-РВі ( A ) +  . . .  +  P(B„ ) .P Bn (Л Т  ■

Қолган гипотезаларнинг шартли эҳтимолларини аниц- 
лайдиган формулалар шунга ўхшаш келтириб чицарилади, 
яъни ихтиёрий ВI (г =  1,2, п) гипотезанинг шартли эҳ- 
тимоли цуйидаги формула бўйича ҳисобланиши мумкин:

Р(В!У Рв 1 (Л)

\ Р в ( В ^ ~  Р(В1)-РВі ( А) +  Р(Вг)-РВі( А ) +  . . . + Р ( В п )-Р В п(А)  •

Ҳесил килинган формулалар (уларни 1764 йш.да келти
риб чиқарган инглиз математиги номи билан) Бейес форму
лалари дейилади. Бейес формулалари синаш нати-  
ж а си да А ходиса руй б ер г а н зги г и маълум бў л- 
гандан сўнг гипотез алар эҳтимолларини қай- 
та баҳолашг а имкон беради. /

Мисол. Завод цехида тайёрланадиган деталлар уларнинг 
стандартлилигини текшириш учун икки контролёрдан бири- 
га тушади. Деталнинг биринчи контролёрга тушиш эхтимоли 
0,6 га, иккинчисига тушиш эхтимоли 0,4 га тенг. Яроцли 
детални стандарт деб тан олиш эхтимоли биринчи контро
лёр учун 0,94 га, иккинчиси учун 0,98 га тенг. Текшириш 
вақтида яроцли деталь стандарт деб цабул қилинди. Шу 
детални биринчи контролёр текширганлик эҳтимолмни топинг.

Ечилиши.  А орқали яроқли деталь стандарт деб ца
бул қилинганлик ҳодисасини белгилаймиз. Икки хил тахмин 
цилиниши мумкин:

1) детални биринчи контролёр текширган (Вг гипотеза);
2) детални иккинчи контролёр текширган (В2 гипотеза).
Изланаётган эҳтимолни, яъни детални биринчи контро

лёр текширганлиги эҳтимолини Бейес формулмси бўйича то
памиз:

р  ІП Л Р ( В ^ Р В; ( А )  '  
г  A W  -  p (B l)  РВі (А ) +  Р(В2) .Р Бі (.4) •

Масала шартига кўра:
Р(Ді) =  0,6 (деталнинг биринчи контролёрга тушиш эҳти- 
моли);
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Р(Вг) =  0,4 (деталнинг иккинчи контролёрга тушиш эҳти-
моли);
РВ,(Л) =  0,94 (биринчи контролёрнинг я рок, ли детални стан
дарт деб қабул қилиш эцтимоли);
Рв,(А) =  0,98 (иккинчи контролёрнинг яроқли детални стан
дарт деб цабул цилиш эҳтимоли).

Изланаётган эҳтимол:
р  tg \ _ _____0,6-0,94_____^  л 59

А ' 1> 0 ,6 -0 ,9 4  +  0 , 4-0, 98 ~  ’

Кўриниб турибдики, синашгача В1 гипотезанинг э.хтимо- 
ли 0,6 га тенг эди, синаш натижаси маълум бўлгандағ сўнг 
эса шу гипотезанинг эҳтимоли (аницроғи, шартли эҳтимоли) 
ўзгарди ва 0,59 га тенг бўлди. Шундай цилиб, Бейес фор
муласи царалаётган гипотезанинг эҳтимолини кай та баҳо- 
лашга имкон берди.

М а с а л а л а р

1. Иккита мерган биттадан ўқ узищди. Биринчи мерганнинг нишон
га теккизиш эҳтимоли 0,7 га, иккинчисиники эса 0,6 га тенг. Мерган- 
лардан ақалли биттаси нишонга теккизганлиги эҳтимолини топинг.

Жавоби. 0,88.

2. Йиғувчида 1- заводда тайёрланган 16 та деталь, 2- заводда тай- 
ёрланган 4 та деталь бор. Таваккалига 2 та деталь олинди. Улардан 
ақалли биттасини 1-завод тайёрлаганлиги эҳтимолини топинг.

92
Жавоби. 75=- 

90 *

3. Спортчилар группасида 20 чанғичи, 6 велосипедчи ва 4 гогурув- 
чи бор. Саралаш нормасини бажариш эҳтимоли чанғичи учун 0,9, ве
лосипедчи учун 0,8, югурувчи учун 0,75. Таваккалига ажратилган
спортчининг нормани бажара олиш эхтимолини топинг.

Жавоби. 0,86.

4. Йиғувчига 1-заводда тайёрланган деталлардан 3 яшик, 2 - за
водда тайёрланган деталлардан 2 яшик келтирилди. 1-заводдан келти
рилган деталнинг стандарт бўлиш эҳтимоли 0,8 га, 2 - з  аводдан кел
тирилган деталнинг стандарт бўлнш эҳтимоли 0,9 га тенг. Йиғувчи 
таваккалига бир яшикни танлаб, ундан таваккалига битта деталь олди. 
Олинган деталнинг стандарт бўлиш эхтимолини топинг.

Жавоби. 0,84.

5. Биринчи яшикда 20 та деталь булиб, улардан 15 таси стандарт; 
иккинчи яшикда 30 та деталь бўлиб, улардан 24 таси стандарт; учин
чи яшикда 10 та деталь булиб, улардан 6 таси стандарт. Таваккалига
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1

танланган яшикдан таваккалига олинган деталнинг стандарт бўлиш э.ҳ- 
тимолини топинг.

43
Жавоби. gg-,

6. Телевизион ательеда 4 та кинескоп бор. Кинескопнинг гарантия 
муддатини ўташ эҳтимоли мос равишда 0,8; 0,85; 0,9; 0,95 га тенг. 
Таваккалига олинган кинескопнинг гарантия муддатини ўташ эхтимоли
ни топинг.

Жавоби. 0,875.

7. Иккита яшикда радиолампалар бор. Биринчи яшикда 12 та лам
па бўлиб, улардан биттаси ностандарт; иккинчисида 10 та лампа оу- 
либ, улардан биттаси ностандарт. Биринчи яшикдан таваккалига бит
та лампа олиниб, иккинчисига солинган. Иккинчи яшикдан таваккалига 
олинган деталнинг ностандарт бўлиш эҳтимолини топинг.

13
Жавоби. J 2 2  .

8. 28 та тошли доминодан таваккалига битта тош олинган. Тавак
калига олинган иккинчи тошни биринчи тош ёнига ўйин қоидаси йршча— 
қўйиш мумкин бўлиш эҳтимолини топинг.

7
Жавобч. - jg - .

9. Студент имтиҳон билетларининг баъзиларини билмайди. Студент 
учун қайси ҳолда у билмайдиган бнлетни олиш эҳтимоли кичик буйи
ча бўлади: биринчи бўлиб олгандами ёки охирги бўлиб олгандами?

Жавоби. Иккала ҳолда ҳам эҳтимоллар бир хил.

10. Ичида 3 та бир хил деталь бўлган яшикка битта стандарт де
таль солингандан сўнг, яшикдан таваккалига битта деталь олинди. 
Агар яшикдаги олдинги деталлар ичида стандарт деталлар сони гўғри- 
сидаги мумкин бўлган барча тахминлар тенг имкониятли бўлса, олинган 
деталнинг стандарт бўлиш эхтимолини топинг.

Жавоби. 0,625.

11. Автомат нормал ишлаш режимидан четлашганда С — I сигна
лизатор 0,8 эҳтимол билан, С — II сигнализатор эса 1 эҳтимол билан 
ишга тушади. Автомат С — I ёки С — II сигнализатор билан таъмин- 
ланганлик эҳтимоли мос равишда 0,6 га ва 0,4 га тенг. Автоматнинг 
бузилганлиги тўғрисида сигнал олинди. Қайси бири каттароқ эхтимол- 
га эга; автомат С — I сигнализатор билан таъминланганими ёки С — II 
сигнализатор биланми?

Жавоби. Автоматнинг С — I сигнализатор билан таъминланган бѵ- 
6 5

лиш эҳтимоли -уу- га, С — II билан эса -уу- га тенг.

12. Студентларнинг саралаш спорт му собақаларида қатнашиш 
учун курснинг биринчи группасидан 4 студент, иккинчи группасидан
6 студент, учинчи группасидан 5 студент ажратилган. Биринчи, иккин
чи ва учинчи группа студентининг институт терма командасига кириш
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эҳтимоли мос равишда 0,9; 0,7 ва 0,8 га тенг. Таваккалига танланган 
' студент мусобақа натижасида терма команда составила олинди. Студент- 
нинг қайси группага тегишли бўлиш эҳтимоли каттароқ?

Жавоби. Биринчи, иккинчи, учинчи группанинг студенти танлан-
18 21 20

ган булиш эҳтимоли мос равишда -gg- , -gg- f ут- га тенг.

13. Корхона маҳсулотининг стандартлилик талабига жавоб бериш 
эхтимоли 0,96 га тенг. Маҳсулотнинг стандартлигини текширишнинг сод
далаштирилган системаси таклиф қилинган бўлиб, у стандарт маҳсу- 
лотни 0 ,98 эҳтимол билан стандарт деб, ностандарт маҳсулотни эса 
0 ,05 эхтимол билан стандарт деб топади. Текшириш да стандарт деб 
топилган маҳсулотнинг ҳақиқатан ҳам стандарт бўлиш эҳтимолини то
пинг.

Жавоби. 0,998.

Б е ш и н ч и  б о б

СИНАШЛАРНИНГ ТАКРОРЛАНИШИ

1- §. Бернулли формуласи

Агар бир нечта синаш ўтказилаётган бўлиб, ҳар бир си
нашда А ҳодисанинг рўй бериш эҳтимоли бошқа синаш на
тижаларига боғлиқ бўлмаса, у холда бундай синашлар А 
ҳодисага нисбатан эркли дейилади.

Ҳар хил эркли синашларда А ходиса ё ҳяр хил эҳтимол- 
га, ёки бир хил эҳтимолга эга бўлиши мумкин. Биз бундан 
кейин А ҳодиса бир хил эҳтимолга эга бўлган эркли си- 
нашларни текширамиз.

Биз қуйида ҳар бири содда ҳодиса деб аталадиган бир 
нечта содда ҳодисаларнинг биргаликда рўй беришидан ибо
рат бўлган мураккаб ҳодиса тушунчасидан фойдаланамиз.

Фараз килайлик, п та ўзаро эркли синаш ўтказилаёт- 
ган бўлиб, уларнинг ҳар бирида А ҳодиса ё рўй бериши, 
ёки рўй бермаслиги мумкин бўлсин. А ҳодисанинг эхтимоли 
ҳар бир синашда бир хил, чунончи р га тенг деб ҳисоблай- 
миз. Демак, ҳар бир синашда А ҳодисанинг рўй бермаслик 
эҳтимоли ҳам ўзгармас ва q =  1 — р га тенг.

п та синашда А ҳодисанинг роса k марта рўй бериши, ва 
демак, п — k марта рўй бермаслик эҳтимолини ҳисоблашнк 
ўз олдимизга мақсад қилиб қўяйлик.

Шуни айтиб ўтиш муҳимки, А ҳодисанинг k  марта аниқ 
бир кетма-кетликда рўй бериши талаб қилинмайди. Масалан,
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агар А ҳодисанинг тўртта синашда уч марта рўй бериши 
тўғрисида ran кетса, у ҳолда цуйидаги мураккаб ҳодисалар 
бўлиши мумкин:

АААА , ААА А, ААА А ва ААА А,

АААА ёзув биринчи, иккинчи ва учинчи синашда А ҳодиса 
рўй бериб, тўртинчисида эса у рўй бермаганлигини, яъни А 
карама-қарши ҳодиса рўй берганлигини билдиради; қолган 
ёзувлар ҳам тегишли маънони билдиради.

Изланаётган эҳтимолии Pn(k) орцали белгилаймиз. Маса
лан, Р6(3) символ бешта синашда ҳодиса роса 3 марта рўй 
бериши, демак, 2 марта рўй бермаслик эҳтимолини билди
ради.

Қўйилган масалани Бернулли формуласи деб аталувчи 
формула ҳал этади.

Бернулли формуласини келтириб чикариш. п та синашда А 
ҳодисанинг роса k марта рўй бериши ва гг —  k марта руй 
бермаслигидан иборат бўлган битта мураккаб ҳодисанинг 
эҳтимоли эркли ҳодисалар эҳтимоли кўпайтириш теоремаси
га кўра

ft n—k
p q

га тенг. Бундай мураккаб ҳодисалар п та элементдан k та- 
дан нечта группалаш тузиш мумкин бўлса, шунча, яъни С* 
та бўлади. Бу мураккаб ҳодисалар биргаликда бўлмаганлиги 
учун биргаликда бўлмаган ҳодисалар эҳтимолларини цўшиш 
теоремасига асосан, изланаётган эҳтимол барча мумкин 
бўлган мураккаб ҳодисалар эҳтимолларининг йиғинди- 
сига тенг. Бу мураккаб ҳодисаларнииг эҳтимоллари 
бир хил бўлгани учун изланаётган эҳтимол (п та синашда 
А ҳодисанинг k марта рўй бернш эҳтимоли) битта мурак
каб ҳодисанинг эҳтимолини уларнинг сонига кўпайтирилга- 
нига тенг:

Р М  =  C *p *q rh'
ёки

Ҳосил цилинган формула Бернулли формуласи дейилади.
Мисол. Бир суткада электр энергия сарфининг белги

ланган нормадан ортиб кетмаслик эҳтимоли р =  0,75 га тенг.
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Яқин 6 сутканинг 4 суткаси давомида электр энергия сар-
фининг нормадан ортиб кетмаслик эҳтимолини топинг.

Ечилиши.  6 сутканинг ҳар бирида электр энергиянинг 
нормада сарфланиш эҳтимоли ўзгармас ва р =  0,75 га тенг. 
Демак, ҳар бир суткада электр энергиянинг нормадан ор- 
тиц сарфланиш эҳтимоли ҳам ўзгармас ва q =  1 — р == 1 _  
—0,75 =  0,25 га тенг.

Изланаётган эҳтимол Бернулли формуласига кўра цуйи- 
дагига тенг:

Р6(4) =  С\рѴ =  С у ф  =  ^  (0,75)4- (0,25)2 =  0,30.

2- §. Лапласнинг локал теоремаси

Юцорида биз п та синашда ҳодисанинг роса k марта рўй 
бериш эҳтимолини ҳисоблашга имкон берадиган Бернулли 
формуласини келтириб чиқардик. Формулани келтириб чи- 
қаришда ҳодисанинг ҳар бир синашда рўй бериш эҳтимоли 
ўзгармас деб фграз цилдик.

Осонгина кўриш мумкинки, Бернулли формуласини пнинг 
катта цийматларида қўллаш кийин, чунки формула катта 
сонлар устида амаллар бажаришни талаб цилади. Масалан, 
п =  50, k =  30, р =  0,1 бўлса, у ҳолда РБО(30) эҳтимол-

0̂1
ни хисоблаш учун Р60(30) =  з0! -̂ qj (0,1 )80 • (0,9)20 ифодани ҳи-
соблашга тўғри келади, бу ерда 50! =  30414093-1057, 30! =  
=  26525 286 '1025, 20! =  24 329 020-1011. Тўғри, факториаллар 
логарифмлари махсус жадвалларидан фойдаланиб, бу ҳисоб- 
ларни бир оз соддалаштириш мумкин. Аммо бу йўл хам узун- 
дан узоц ҳисоблашларни талаб цилади, ундан таіщари, у жид- 
дий камчиликка чга: жадваллар логарифмларнинг тацрибий 
цийматларидан тузилган, шунинг учун ҳисоблашларда хато
лар йиғилиб боради; пировардида ҳисобланган натижа ҳаци- 
ций натижадан анча фарц цилиши мумкин.

Бундай савол туги лиши табиий: бизни цизицтираётган 
эҳтимолни Бернулли формуласини цўлламасдан ҳисоблашҳам 
мумкинми? Ҳа, мумкин экан. Лапласнинг локал теоремаси 
синашлар сони етарлича катта бўлганда ҳодисанинг п та таж- 
рибзда роса k марта рўй бериш эҳтимолини тацрибий ҳисоб- 
лаш учун асимптотик* формула беради.

Агар і і т  —г-r =  1 бўлса, ф(;е) функция f(x) фунциянинг асимпто-Л-*-со тѴ-*/
тик яқинлашиши дейилади.
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Айтиб ўтиш керакки, хусусий ҳолда, чунончи, р
бўлганда асимптотик формулани 1730 йилда Муавр топган 
эди; 17 8 3  йилда эса Муавр формуласини Лаплас 0 ва 1 дан 
фарцли ихтиёрий р учун умумлаштирган. Шунинг учун бу 
ерда сўз бораётган теоремани баъзан Муавр— Лаплас теоре
маси деб аталади.

Лапласнинг локал теоремасининг исботи анча мураккаб 
бўлганлиги сабабли, биз бу ерда теореманинг ўзини ва унинг 
цўлланилишини кўрсатувчи мисоллар келтирамиз, холос. 
у г Лапласнинг локал теоремаси. Агар ҳар бир синашда А 
ҳодисанинг руй бериш эхтимоли р ўзгармас бўлиб, ноль ва 
бирдан фарқли бўлса, у ҳолда п та синашда А ходисанинг 
роса k марта рўй бериш эхтимоли PJJfy тақрибан(п қанча 
катта бўлса, шунча аниқ)

матларига мос цийматларидан тузилган жадваллар мавжуд 
(1-илоза). ф(.ѵ) функция жуфт, яъни ф (--х ) =  ф(х) бўлганлиги 
учун бу жадваллардан аргументнинг цийматлари манфий бўл- 
ганда ҳам фойдаланилади.

ШундаіІ цилиб, п та эркли синашда А ҳодисанинг роса 
k марта рѵй бериш эҳтимоли тацрибан цуйицагига тенг:

1- мисол. Агар хар бир синашда А ходисанинг рўй бе
риш эҳтимоли 0 ,2  га тенг бўлса, 400  та синашда бу ҳоди- 
санинг роса 80 марта рўй бериш эҳтимолини топинг.

Е ч и л и ш и .  Шартга кўра п =  400 ; k =  80; р =  0 ,2 ; q =  
=  0 ,8 . Лапласнинг асимптотик формуласидан фойдаланамиз:

^  у  ripq У  2л е  ~  у  npq
1 1 ----2 1

k —  пр

к —

1 1



X нинг масала маълумотлари орқали аниқланадиган қ и й -  
матини ҳисоблаймиз;

k — nv SO —  4 0 0 - 0 ,2  ^

_  ~  =  и- 
Ж адвалдан (1-илова) ф(0) =  0 ,3 9 8 9  эканлигини топамиз.

Изланаётган эҳтимол:

^4оо (80) =  ~  • 0 ,3 9 8 9  =  0 ,0 4 9 8 6 .

Бернулли формуласи ҳам тахминан шу натижага олиб 
келади (ҳисоблашлар узундан-узоц бўлгани учун келтирил- 
мади):

Рш (Щ  =  0 ,0 4 9 8 .

2 -мисол. Мерганнинг ўқ узишда нишонга теккизиш эҳ- 
тимоли р =  0 ,7 5 . Мерган 10 та \ц узганда 8  та ѵкни ни
шонга теккизиш эҳтимолини топинг

Е ч и л и ш и .  Шартга кура п =  10: k =  8; р =  0 ,7 5 ; q =  
=  0 ,2 5 . Лапласнинг асимптотик формуласидан фойдаланамиз:

р “  (8 )“  ѵ ш ж ш ' ф(х) ” 0 , 7 3 0 1 ' 'p W -

X нинг масала маълумотлари бўйича аницланадиган қий- 
матини ҳисоблаймиз:

v _ _ k - n p  8 - 1 0 - 0 , 7 5  _
Y m  ~  Ю -0 ,7 5 -0 ,2 5  ~

Ж адвалдан (1-илова) ф (0 ,3 6 ) =  0 ,3 7 3 9  ни топамиз.
Изланаётган эҳтимол:

Ь . М  =  0 .7 3 0 1  • 0 ,3 7 3 9 - =  0 ,2 7 3 .
Бернулли формуласи бошца натижага, чунончи Р 10(8) =  

=  0 ,2 8 2  га олиб келади. Жавобларнинг бунчалик каттафарқ 
цилиши бу мисолда п кичик кийматга эгалиги билан тушун- 
тирилади (Лаплас формуласи п нинг катта кийматларидагина 
яхши яцинлашиш "беради).

3 -§ . Лапласнинг интеграл теоремаси

Яна фараз цилайлик, п тажриба ўтказилаётган бўлиб, улар
нинг хар бирида А ҳодисанинг рўй бериш эҳтимоли ўзгар- 
мас ва р га ( 0 < р < 1 )  тенг бўлсин. п та тажрибада А ҳо- 
дисанинг камида А, та за купи билан k.2 марта рўй бериш
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эхтимоли Рп (kb k2) ни цандай ҳисоблаш мумкин (цисқалик 
ѵчун «kx дан k2 мартагача» деймиз)? Бу саволга Лапласнинг 
интеграл теоремаси жавоб беради, у цуйида исботсиз келти
рилади.

аД /Т ео р ем а Агар ҳар бир синашда А ходисанинг руй бериш 
эҳтимоли р ўзгармас бўлиб, ноль ва бирдан фаркли бўлса, 
у ^олда п та синашда А ҳодисанинг kx дан кг мартагача 
рўй бериш зҳтимоли p n(kv k2) такрибан цуйидаги аниқ 
интегралга тенг:

бу ерда
p n( h , h ) ^ ^ r \ e  2dz, (*)

x '

К  —  пр „ k2 — пр
X =  ; /  -  ~ ва X - - - - - — . /У  npq У  npq f

Лапласнинг интеграл теоремасини қўллашни тацозо этув
чи масалаларни ечишда махсус жадвадлардан фойдаланилади, 

_2*

чунки \ е 2 dz аниқмас интеграл элементар функциялар 

оркали ифодаланмайди. Китобнинг охирида (2-илова) Ф(ѵ) =
X г2

1 Г 2
=  у 2п~  I е dz интеграл учун жадвал келтирилган. Ж адвалда

о
Ф(х) функциянинг X нинг мусбат қийматларига ва х =  0  га 
мос цийматлари берилган; х < 0  бўлггнда хам шу жадгал- 
дан фойдаланилади (Ф(х) функция ток, яъни Ф(— х) — —Ф(х)) 

Ж адвалда интегралнинг х =  5 гача булган цийѵатлари 
берилган, чунки х > 5  лар учун Ф(х) =  0 ,5  деб олиш мум
кин. Ф(д:) функция кўпинча Лаплас функцияси дейилади.

Лаплас функцияси жздвалидан фойдаланиш мумкин бу- 
лиши учун (*) муносабатни бундай узгартирамиз:

РЛ >  * 2) у = \  е 2 dz +  у = = ]  2dZ

е 2d z - 77= \ e  2d z =  ф (х")-Ф (х ').
У  2 л  и У  2п

о о
Шундай цилиб, п та эркли синашда А цодисанинг /г г дан 

k-i мартагача рўй бериш эцтимоли
Рп(кѵ кі)^ Ф {х " )- Ф (х ')<



k j— np ki — rtp
б у е р д а *  = у щ =  ва х" =  у щ = -

Лапласнинг интеграл теоремасини қўллйшга доир ми
соллар келтирамиз.

Мисол. Детални техникавин контроль бўлими (ОТК) 
текширмаган бўлиш эҳтимоли р =  0 ,2 .  Тасодифан олинган 
4 0 0  та  деталдан 7 0  тадан 100 тагачасини О ТК  текширма
ган бўлиш эҳтимолини топинг.

Е ч и л и ш и .  Шартга кўра р  =  0 ,2 ;  < 7 = 0 ,8 ;  п =  4 0 0 ; 
kt =  70 ; k2 =  100.

Лапласнинг интеграл теоремасидан фойдаланамиз:

Рш  (7 0 ,1 0 0 )  « Ф ( х " ) - Ф ( х ' ) .

Интеграллашнинг юқори ва қуйи чегараларини ҳисоблай- 
миз:

kt — пр 70 —  4 0 0 -0 .2
y ' — . — —  -—  _ __1 ос;-

V npq  > ^ 4 0 0 - 0 ,2 - 0 ,8  ’ ’

" — пр _  1 0 0 - 4 0 0 - 0 ,2  _  9  ^

31 =  Ѵ~пра~ ~  1 ^ 4 0 0 - 0 ,2 - 0 ,8  — ’

Шундай қилиб, қуйидагини ҳосил киламиз:

Р 400(7 0 ,1 0 0 ) =  Ф (2 5) —  Ф ( -  1 ,25) = Ф ( 2 , 5 ) +  Ф (1 ,25).

Жадвалдан (2-илова) қуйидагини топамиз:

Ф (2,5) =  0 ,4 9 3 8 ; Ф (1 ,25 ) =  0 ,3 9 4 4 .

Изланаётган эҳтимол:

Р 40л(7О,1ОО) =  0 ,4 9 3 8  +  0 ,3 9 4 4  -  0 ,8 8 8 2 .

Э с л а т м а .  Ҳар бирида А ҳодисанинг рўй бериш эхтимоли ўзгар- 
мас ва р га тенг бўлган п та эркли синашда А ҳодисанинг рўй бе
риш сонини т орқали белгилаймиз. Агар т сон дан к2 гача ўзгар- 

т — пр ky — np kn — пр
са, у  холда - , ------- каср , -  ■ = х  дан ■ Г- -------—х "  гача узга-

V npq У npq У npq
ради. Демак, Лапласнинг интеграл теоремасини куйидагича ёзиш ҳам 
мумкин:

х" г*
/  т —  пр 1 С ~ 2

Р\ х К — ~  <  *  “  е dz- \  V  npq J  У 2л  J
х'

Қуйида шу кўринишда ёзишдан фойдаланамиз.
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4 -§ . Эркли синашларда нисбий частотанинг ўзгармас эҳти- 
молдан четланиш эхтимоли

Яна ҳар бирида А ходисанинг рўй бериш эҳтимоли ўз- 
гармас ва р га ( 0 < р < 1 ) т е н г  бўлган п та эркли синаш ўт-

казилмоцда деб ҳисоблаймиз. нисбий частотанинг ўзгар-

мас р эҳтимолдан четланиши абсолют қиймати бўйича ав
валдан берилган е > 0  сондан катта бўлмаслик эҳтимолини 
топишни ўз олдимизга мацсад цилиб цўяйлик. Бошцача ци
либ айтганда,

—  —  Р | < е  (*)П Г  I ^

тенгсизликнинг рўй бериш эҳтимолини топамиз. Б у эҳтимол- 

ни бундай белгилаймиз: —  р j <  e j . (* ) тенгсизликни ун

га тенг кучли
.  т — — -------  ,  m —  пр  -------------------------

—  е <  —  —  р <  е еки — е <  — —  <  8

тенгсизликлар билан алмаштирамиз. Бу тенгсизликларни мусбат 

і / " —  кўпайтувчига кўпайтириб, дастлабки тенгсизликка 

тенг кучли тенгсизликларни ҳосил циламиз:

Уп т—пр _ 1  Г п
----  ^  •»/-------^  8 I /  -----•
npq ^  У  npq V pq

Лапласнинг интеграл теоремасининг эслатмада (5 2 - бет) 
кўрсатилган кўринишидан фойдаланамиз:

х' =  — ъ Л [1_  ва х" =  е Л/ —  деб, куйидагини ҳосил ки-
V pq V pq

ламиз:



Ниҳоят, цавс ичидаги тенгсизликларни уларга тенг кучли 
бўлган дастлабки тенгсизлик билан алмаштириб, узил-ке
сил цуйидагини ҳосил киламиз:

т
г — р

Шундай цилиб,

< 8  — 2Ф 8 V —Г pq

т
h r —р < 8

тенгсизликнинг рўй бериш эҳтимоли тацрибай Лаплас 

функциясининг X =  & "| / даги иккиланган 2Ф(х) цийма- 

тига тенг.
1-мисол. Деталнинг ностандарт бўлиш эҳтимоли р =  

=  0,1.  Тасодифан олинган 40 0  та деталь ичида ностандарт 
деталлар бўлиши нисбий частотасининг р — 0,1 эҳтимол- 
дан четланиши абсолют циймати буйича 0 , 0 3  дан катта  
бўлмаслик эҳтимолини топинг.

Е ч и л и ш и .  Шартга кўра п =  400 ; /7 =  0, 1;  < 7 = 0 , 9 ;  
е =  0 ,0 3 .

ни б,

400~ —  0,1 I< 0 , 0 3 )  эҳтимолни топиш талаб цилинади.

2Ф ^е У'"— -)  формуладан фойдала-
т
-7Г-Р <  8

—  —  0  1 ' 4С0 j < 0 ,0 з )  «  2  Ф ((0 , 0 3  У =  2Ф (2)

муносабатни ҳосил циламиз.
Жадвалдан (2-илова) Ф ( 2 ) =  0 ,4 7 7 2  эканлигини топамиз- 

Демак, 2Ф (2) — 0 ,9 5 4 4 .
Шундай цилиб, изланаётган эҳтимол такрибан 0 ,9 5 4 4  га 

тенг. Ҳосил цилинган натижанинг маъноси цуйидагича: агар 
етарли дэрзж іда кўп марта текшириш ўтказилиб, ҳар 
бир текширишда 40 0  тадан деталь олинса, у ҳолда бу тек- 
ширишларнинг тахминан 9 5 ,4 4 %  ида нисбий частотанинг 
ўзгармас р =  0 ,1  эҳтимолдан четланиши абсолют циймати 
бўйича 0 ,0 3  дан катта бўлмайди.

2-мисол. Деталнинг ностандарт бўлиш эҳтимоли р =  
=  0, 1.  0 ,9 5 4 4  эҳтимол билан (олинган деталлар ичида) но
стандарт деталлар чициши нисбий частотасининг ўзгармас р 
эҳтимолдан четланиши абсолют циймати бўйича 0 ,0 3  дан 
катта эмас дея олиш учун цанча деталь олиниши керак?
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Е ч и л и ш и .  Шартга кўра р =  0 ,1; q =  0 ,9 ; г  =  0 ,0 3 :

0 , 0 3 )  =  0 , 9 5 4 4 .г - 0.1I
п ни тояиш талаб цилинади.

формуладан фойдаланамиз. 
Шартга асосан: _______

2Ф ' ° ' 0 3  У  о7г Ь ~ )  =  2Ф 10Л1 п )  =  ° ’9 5 4 4 -

Д емак, Ф (0,1 УІГ) =  0 ,4 7 7 2 .
Жадвалдан (2-илова) Ф(2) — 0 ,4 7 7 2  ни топамиз.
п сонни топиш учун цуйидаги тенгламани ҳосил цилдик:

0,\Ѵ~П =  2.

Бундан,- изланаётган деталлар сони: п 400 .
Ҳосил цилинган натижанинг маъноси цуйидагича: агар  

ҳар бирида 4 0 0  тадан деталь олиб, етарли даражада кўп 
текширишлар ўтказилса, у ҳолда шулардан 9 5 , 4 4 % ида 
ностандарт деталлар чициши нисбий частотасининг ўзгар- 
мас р эхтиыолдан четланиши абсолют циймати буйича 0 , 0 3  
дан катта бўлмайди, яъни нисбий частота цуйидаги чегара- 
ларда ётади: 0 ,0 7 (0 ,1  — 0 ,0 3  =  0 ,0 7 ) дан 0 , 1 3  (0,1 +  0 , 0 3  =  
=  0 , 1 3 )  гача.

Бошцача цилиб айтганда, текширишларнинг 9 5 , 4 4 %  ида 
ностандарт деталлар сони 2 8  дан (400  нинг 7 % и) 5 2  га
ча (4 0 0  нинг 1 3 %)  бўлган чегараларда ётади.

Агар 400  деталь олиниб, битта текшириш ўтказилса, у 
ҳолда текширишда ностандарт деталлар 2 8  тадан кам эмас 
ва 5 2  тадан кўп эмаслигини катта ишонч билан кутиш  
мумкин. Ностандарт деталлар сони, гарчи кичик эҳтимол 
билан бўлса-да, 2 8  тадан кам ёки 5 2  тадан кўп бўлиши 
мумкин.
Масалалар

1. Цехда 6 та мотор бор. Ҳар бир моторнинг тайин вақтда иш
лаб турган булиш эхтимоли 0 ,8  га тенг. Шу тайин вақтда а) 4  та мо
тор ишлаб турган бўлиш, б) ҳамма моторлар ишлаб турган бѵлиш, 
в) барча моторлар ишламасдан турган булиш эхтимолини топинг.

Жавоби. а) Р 6(4 ) =  0 ,2 4 6 ;
б) Я6(6 ) = 0 , 2 6 ;
в) Р в( 0 ) = 0 , 00 0 0 6 4 .
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2. Агар ҳар бир синашда А ходисанинг рўй бериш эҳтимоли 0 ,3  га 
тенг бўлса, бешта эркли синашда ҳодисанинг камида икки марта рўй 
бериш эхтимолини топинг.

Жавоби. Р =  1 —  [Рв( 0 ) +  Р 4(1 )]  =  0 ,4 7 2 .

3. В ҳодиса А ҳодиса камида икки марта рўй берган ҳолда рўй 
беради. Ҳ ар бирида А ходисанинг рўй бериш эҳтимоли 0 ,4  га тенг 
бўлган 6 та эркли синаш ўтказилган бўлса, В  ҳодисанинг рўй бериш 
эхтимолини топинг.

Жавоби. Р  =  1—  [Рв(0) +  Р в( 1)] =  0 ,7 6 7 .

4. Ҳар бирида А ҳодисанинг рўй бериш эхтимоли 0 ,1  га тенг бўл- 
ган 8 та эркли синаш ўтказилган. А ходисанинг камида икки марта рўй 
бериш эҳтимолини топинг.

Жавоби. Р  =  1 —  [Р 8(0) +  Р 8( 1 ) ] =  0 ,1 9 .

5. Танга 6 марта ташланган. Гербли томон а) кўпи билан бир мар
та тушиш, б) камида икки марта тушиш эҳтимолини топинг.

Жавоби а) Р  =  Р в(0) +  Р ,(  1) =  L :
Ь 4

б ) Р = 1 - [ Р в( 0 ) + Р в( 1 ) ] = ^ .

6. Тўпдан битта ўқ узишда нишонга тегиш эхтимоли р =  0 ,9 . Ни
шонга k (k >  1) та ўқ текканда унинг яксон бўлиш эҳтимоли 1 —  о* га 
тенг. Агар иккита ўқ узилган бўлса, нишоннинг яксон бўлиш эҳтимо- 
лини топинг.

Жавоби. 0 ,9 6 3 9 .

Қдрсатма, Бернулли формуласи ва тўла эҳтимол формуласвдан фой- 
даланинг.

7. Агар синашнинг ҳар бирида ҳодисанинг рўй бериш эхтимоли
0 ,2  га тенг булса, 4 0 0  та синашда шу ҳодисвнинг роса 104 марта рўй 
бериш эхтимолини тақрибан топинг.

Жавоби. Рт  (1 0 4 ) =  0 ,0 0 0 6 .

8. Мерганнинг битта ўқ узишда нишонга теккіш ш  эҳтимоли 0 ,7 5  га 
тенг, 100 та ўқ узилганда нишонга теккан ўқлар сони а) 70 дан кам 
эмас ва 80 дан кўп эмас, б) 70 дан кўп эмас бўлиш эҳтимолини то
пинг.

Жавоби. а) Р 100 (7 0 ,8 0 ) =  2Ф( 1 ,1 5 )  =  0 ,7 4 9 8 ;

б) Я ш (0 .7 0 ) =  - Ф (1,1 5 ) +  0 ,5  = 0 ,1 2 5 1 .

9. 10000 та эркли синашнинг ҳар бирида ҳодисанинг рўй бериш 
эҳтимоли р =  0 ,7 5 . Ҳодиса рўй бериши нисбий частотасининг ходиса
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эҳтимолидан четланиши абсолют қиймати буйича 0 ,0 0 1  дан кагта бўл- 
маслик эҳтимолини топинг.

Жавоби. Р =  2Ф (0 ,23) =  0 ,1 8 2

10. Эркли синашларнинг ҳар бирида ходисанинг рўй бериш эхтимо
ли 0 ,2  га  тенг. 5000  та синашда 0 ,9 1 2 8  эҳтимоллик билан ходиса ру и 
бериши нисбий частотасининг ҳодиса эҳтимолидан қанчалик четлани- 
шини кутиш мумкин?

Жавоби. е =  0 ,0 0 9 6 7 .

11. Танганинг гербли томони тушиши нисбий ^частотасининг р =  
=  0  5 эҳтимолдан четланиши абсолют қиймати бўйича 0 , 01  дан кат
та бўлмаслигини 0 ,6  эҳтимол билан кутиш учун тангани неча марта 
ташлаш керак?

Жавоби. п =  1764



И к к и н ч и  ц к с м 

ТАСОДИФИЙ М ИҚДОРЛАР

О л т и н ч и  боб

ТАСОДИФИЙ МИҚДОРЛАРНИНГ ТУРЛАРИ.
ДИСКРЕТ ТАСОДИФИЙ МИҚДОРНИНГ БЕРИЛИШИ

1-§ . Тасодифий мицдор

Китобнинг биринчи қисмидаёқ у  ёки бу с о н  чикиши- 
дан иборат бўлган ҳодисалар келтирилди. Масалан, ўйин 
соццасини ташлаганда 1, 2 , 3, 4, 5  ва 6 сонлар чициши 
мумкин эди. Чикцан очколар сонини аввалдан айтиб бўл- 
майди, чунки у  тўла-тўкис инобатга олиб бўлмайдиган кўп 
тасодифий сабабларга боғлиқдир. Ш у маънода очколар со
ни тасодифий мицдордир; 1, 2 , 3. 4, 5  ва 6  сонлар бу миц
дорнинг мумкин бўлган \ийматларидир.

Тасодифий миқдор деб, аввалдан номаълум бўлган ва 
олдиндан инобатга олиб бўлмайдиган тасодифий сабаблар
га боғлиц бўлган ҳамда синаш натижасида битта мумкин 
бўлган циймат қабул цилувчи мицдорга айтилади.

1 - мисол. 100 та чацалоц ичида ўғил болалар сони 0, 1,  
2 , . . . ,  100  циймат ларни цабул цилиши мумкин бўлган та
содифий мицдордир.

2- мисол. Тўпдан отилган снаряднинг учиб ўтган масофа- 
си тасодифий мицдордир. Ҳацицатан ҳам, масофа фацат 
нишонга олувчи асбобнинг ўрнатилишигагина боғлиц бўл- 
май, балки аввалдан тўла-тўкис ҳисобга олиб бўлмайдиган 
бир цанча бошца сабабларга (шамолнинг кучи ва йўналиши, 
ҳарорат ва бошцаларга) хам боғлиц. Бу мицдорнинг мумкин 
бўлган цийматлари бирор (а Ь) оралицца тегишлидир.

Биз бундан кейин тасодифий мицдорларни X, Y, Z бош 
ҳарфлар билан, уларнинг мумкин бўлган цнйматларини те
гишли X, у, z кичик царфлар билан белгилаймиз. Масялан, 
X  тасодифий мицггор учта киймат олиши мумкин бўлса, 
улар бундай белгиланади: хѵ л2, х3.

2 -§ . Дискрет ва узлуксиз тасодифий мицдорлар

Юкорида келтирилган мисолларга цайтайлик. Улардан  
биринчисида X  тасодифий мицдор цуйидаги мумкин бўлган 
цийматлардан бирини цабул цилиши мумкин эди: 0 , 1, 2 ,

58



. . 100. Бу цийматлар бир-биридан X  нинг цабул цилиши 
мумкин бўлган цийматларини ўз ичига олмаган оралицлар 
билан ажратилган. Шундай цилиб, бу мисолда тасодифий 
мицдор айрим, ажралган цийматлар цабул цилади.

Иккинчи мисолда тасодифий мицдор (а, Ь) оралицца те
гишли ихтиёрий циймат цабул цилиши мумкин. Бу ерда 
тасодифий мицдорнинг бир мумкин бўлган цийматини бош- 
цасидан мумкин бўлган цийматларни ўз ичига олмаган ора- 
лиц билан ажратиб бўлмайди.

Мана шу айтилганларнинг ўзиданоц айрим, ажралган 
цийматлар цабул цилувчи тасодифий мицдорларни мумкин 

' бўлган цийматлари бирор оралицни тўлиц тўлдирувчи та
содифий мицдорлардан фэрц цилиш мацсадга мувофиц де
ган хулосага келиш мумкин.

Дискрет (узлукли) тасодифий мицдор деб, айрим, аж 
ралган цийматларни маълум эҳтимоллар билан цабул ци-

-  лувчи мицдорга айтилади. Дискрет тасодифий мицдорнинг 
мумкин булган цийматлари сони чекли ёки чексиз бўлиши 
мумкин.

Узлуксиз тасодифий мицдор деб чекли ёки чексиз оралицда- 
ги барча цийматларни цабул цилиши мумкин бўлган мицдорга 
айтилади. Кѵриниб турибдики, узлуксиз тасодифий мицдор
нинг мумкин бўлган цийматлари сони чексиздир.

Э с л а т м а  Узлуксиз тасодифий миедорнинг берилган таърифи 
аниқ эмас. Аниқ таъриф кейинроц берилади,

3 - § . Дискрет тасодифий мицдор 
эҳтимолларининг тацсимот цонуни

Биринчи царашда, дискрет тасодифий мицдорнинг бери- 
лиши учун унинг мумкин бўлган цийматларининг цаммаси- 
ни санаб чициш етарлидек кўринади. Аслида эса бундай 
эмас: тасодифий мицдорларнинг мумкин бўлган цийматлари 
б и р  х и л  бўлиб, уларнинг эҳтимоллари эса ҳ а р  х и л  бў- 
лиши мумкин. Шу сабабли дискрет тасодифий мицдорнинг 
бери лиши учун унинг мумкин бўлган цийматларини санаб 
чициш етарли эмас, яна уларнинг эҳтимолларини ҳам кўр- 
сатиш лозим.

л > ' Дискрет тасодифий мицдорнинг тацсимот цонуни деб 
мумкин бўлган цийматлар билан уларнинг эҳтимоллари 
орасидаги мосликка айтилади. Тацсимот цонунини жадвал  
орцали, аналитик усулда (формула кўринишида) ва график 
усулда бериш мумкин.
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Дискрет тасодифий мицдорнинг тацсимот конунининг жад
вал орцали берилишида жадвалнинг биринчи сатри мумкин 
бўлган кийматлардан иккинчи сатри эса уларнинг эҳти- 
молларидан тузилади:

X хх х2 . . .  хп 
Р Pi Pi ••• Ри

Битта синашда тасодифий мицдор мумкин бўлган кий- 
матлардан биттасини ва фацат биттасини кабул цилишини 
назарда тутиб, X — x lt X =  х2, . . . ,  X  =  х„ цодисалар тўла 
группа ташкил килади, деган хулосага келамиз; демак, бу 
хрдисаларнинг эҳтимоллари йиғ индиси, яъни жадвалнинг ■ 
иккинчи сатридаги эцтимоллар йиғиндиси бирга тенг:

Рі +  Рг ■+■ • • +  Рп =  1.
Мисол. П ул лотереясида 100 та билет чицарилган. Бит

та 50 сўмлик ютук ва ўнта 1 сўмлик ютуц ўйналмоцда.
X  тасодифий мицдор— битта лотереяси бор киши ютуцлари 
тацсимот цонунини топинг.

Е ч и л и ш и .  X  нинг мумкин бўлган цийматларини ёзамиз:

хх — 50 , х2 = 1 ,  х3 =  0 .

Бу мумкин бўлган цийматларнинг эҳтимоллари цуйида-
гича:

рг =  0 ,0 1 , р2 =  0 , 1 ,  Рз =  1 —  (рг +  р2) =  0 ,8 9 .

Изланаётган тацсимот конунини ёзамиз:

X  50 10 0  
р 0, 01 0,1 0 ,8 9

Текшириш. 0, 01 +  0, 1 -Ь 0 ,8 9  =  1.
Равшанлик мацсадида дискрет тасодифий мицдорнинг 

тацсимот цонунини график усулда тасвирлаш ҳам мум
кин,  бунинг ѵчун тўғри бурчакли координата системасида 
(хі, р )  нуцталар ясалади, кейин уларни тўғри чизиц кес- 
малари билан туташтирилади Ҳосил цилинган шакл тақ- 
симот купбурчаги дейилади.

4 - § .  Биномиал тацсимот

Фараз килайлик, п та эркли синаш ўтк  азилаётган бў 
либ, уларнинг ҳар бирида А ҳодиса рўй бериши ёки рўй 
бермаслиги мумкин бўлсин. Ҳар бир синашда ходисанинг 
рўй бериши ўзгармас ва р га тенг (демак, ҳодисанинг рўй
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бермаслик эхтимоли q — 1 — р га тенг). X  дискрет тасо
дифий мицдор сифатида бу синашларда А ҳодисанинг рўй 
бериш сонини оламиз.

Ў з  олдимизга X мицдорнинг тацсимот цонунини топиш 
масаласини цўямиз. Бу масалани ҳал этиш учун X  нинг 
мумкин бўлган цийматлари ва уларнинг эҳтимолларини 
аницлаш талаб цилинади.

Куриниб турибдики, п та синашда А ҳодиса ё рўй бер- 
майди, ёки 1 марта, ёки 2  марта, . . . ,  ёки п марта рўй бе
риши мумкин. Шундай цилиб, X  нинг мумкин бўлган ций
матлари цуйидагича:

== О, А*2 == 1, А*з == 2 , . . • , X л-f-l ==^>

Б у  мумкин бўлган цийматларининг эҳтимолларини то
пиш к олди, бунинг учун Бернулли формуласидан фойдала
ниш етарлидир:

---------------- ВкЩ т 4 ^ ф $ в- л ------------------ ------------------  И

бу ерда k =  0 , 1 , 2 , . . .  п.
(* )  формула изланаётган тацсимот цонунининг аналитик 

ифодасидир.
Эҳтимолларнинг биномиал тақсимоти деб, Бернулли 

формуласи билан аницланадиган эцтимоллар тацсимотига 
айтилади.

Конуннинг «биномиал» дейилишига сабаб, (*) формула
нинг ўнг томонини Ньютон биноми ёйилмасининг умумий 
ҳади сифатида цараш мумкин:

(р +  <?)" =  Сппр“ +  С Г У - 1 q +  . . . +  Cknp k qn~ k +  . . . +

+с„У -
Шундай цилиб, ёйилманинг биринчи рп хади царалаётган 

ҳодисанинг п та синашда п марта рўй бериш эцтимолини, 
tipn~ lq иккинчи ҳади ходисанинг п —  1 марта рўй бериш 
эҳтимолини, . . . ,  охирги qn ҳади ҳодисанинг бир марта ҳам 
рўй бермаслик эҳтимолини аницлайди.

Биномиал цонунини ж адвал кўринишда ёзамиз:

X п п — 1 . . .  k . . .  О
Р Рп npn~ lq ••• cknpkqn- k. . .  qn-

л Мисол. Танга икки марта ташланди. Гербли томон ту
шиш сонини билдирувчи X  тасодифий мицдорнинг тацси
мот цонунини ж адвал кўринишда ёзинг.
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Е ч и л и ш и .  Тангани ҳар ташлашда гербли томон ту

шиш эҳтимоли р = - у >  демак, гербли томон тушмаслик

эҳтимоли q — 1 ------

Тангани икки марта ташлаганимизда гербли томони ё
2  марта, ёки бир марта тушиши мумкин, ёки гербли томон 
мутлацо тушмаслиги мумкин. Шундай цилиб, X  нинг мум
кин бўлган цийматлари цуйидагича:

Хі =  2, == 1, Х з =  0.

Бу мумкин бўлган цийматларнинг эҳтимолларнни Бер
нулли формуласидан фойдаланиб топамиз:

Рг (2) =  С\р* =  ( і - ) 2 =  0 ,2 5 ;

Р*{\) =  С\pq =  2• ~  =  0 ,5 ,

Р г(Р )  =  C°2q2 =  ( 4 ) 2 =  0-25

Изланаётган тацсимот цонунини ёзамиз:

X 2 1 0  
р 0 , 2 5  0 , 5  0 , 25

Текшириш: 0 .2 5  +  0 ,5  +  0Д5 =  1.

5 -  §. Пуассон тацсимоти

Ҳар бирида А ҳодисанииг рўй бериш эҳтимоли р га тенг 
бўлган п та эркли синаш ўтказилаётган бўлсип, Бу синаш- 
ларда цодисанинг k марта бериш эҳтимолини топиш учун 
Бернулли формуласидан фойдаланилади. Агар п катта бўл- 
са, Лапласнинг асимптотик формуласидан фойдаланилади. 
Аммо ҳодисанинг эҳтимоли кичик ( р < 0 ,1 )  бўлса, бу фор
мула яроцли эмас. Бундай ҳолларда (п катта, р кичик) 
Пуассоннинг асимптотик формуласига мурожаат цилинади,

Шундай цилиб, ҳар бирида ҳодисанинг рўй бериш эцти- 
моли ж уда кичик бўлган жуда кўп синашлар ўтказилганда  
ҳодисанинг роса k марта рўй бериш эҳтимолини топиш ма
саласини цўяйлик.

Муҳим шарт цўяйлик: пр кўпайтма ўзгармас цийматини 
сацлаб цолади, чунончи пр =  'к. Кейинчалик кўрсатилишича 
(V II боб, 5 - §), бу синашларнинг ҳар хил сериясида, яъни п
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нинг ҳар хил цийматларида ходиса рўй беришининг ўртача 
сони ўзгармасдан қолишини билдиради.

Бизни цизиқтираётган эҳтимолни ҳисоблаш учун Бер
нулли формуласидан фойдаланамиз:

Р  (k)  =  п{п ~  1)(п ~  2)k ' '[п ~ { k ~  1)]-р*(1 —  p ) n~ k . 

рп =  К бўлгани учун р =  —  булади. Демак,

P J»  -  (і)*(, _ i p
п жуда катта қийматга эгалигини назарда тутиб, P fj(^) ур

ни га lim  Pn(k) ни топамиз. Бунда изланаётган эхтимолнинг
П—>■ 00

тацрибий циймати топилади, холос: п катта бўлса ҳам, ле
кин чеклидир, лимитни ҳисоблашда эса биз п ни чексизга 
интилтирамиз.

Шундай цилиб,

P ,(k)  -  lim " |п ~  1 > <!* — ~ ( t  ~ - ‘ )1 ■ £ ( і  - -

Шундай цилиб (ёзувни соддалаштириш учун тацрибий 
тенглик белгисини тушириб цолдирамиз),

л k  — I

' з д  =  —

Б у  формула оммавий (п катта) кам рўй берадиган (р ки
чик) ҳодисалар эҳтимолларининг Пуассон тацсимоти цону- 
нини ифодалайди.

Э с л а т м а .  k ва X маы’ум бўлганда Рп (k) ни топиш учун махсус 
жадваллар мавжуд.

Мисол. Завод базага 5 0 0 0  та сифатли маҳсулот жўнат- 
ди. Маҳсулотнинг йўлда шикастланиш эхтимоли 0 ,0 0 0 2  га  
тенг. Базага 3 та яроцсиз маҳсулот келиш эхтимолини то
пинг.
• Е ч и л и ш и .  Шартга кўра п =  5 0 0 0 , р =  0 ,0 0 0 2 , £  =  3 . 
X ни топамиз:

Я =  пр =  5 0 0 0 .0 ,0 0 0 2 =  1.
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Изланаётган эҳтимол Пуассон тақсимотига кўра тацри-
бан цуйидагига тенг:

6 -§ . Ҳодисаларнинг энг содда оқими

Вацтнинг тасодифий моментларида рўй берувчи ҳодиса- 
ларни қараймиз.

Ҳодисамр оқими деб, вацтнинг тасодифий моментлари
да рўй берувчи ҳодисалар кетма-кетлигига айтилади. Оцим га 
мисол сифатида к.уйидагиларни олиш мумкин: АТС га, тез 
ёрдам пунктига чацирицларнинг келиши, аэропортга самолёт- 
ларнинг цўниши, маиший хизмат кўрсатиш корхоналарига 
клиентларнинг келиши, элементларнинг ишдан чициш кетма- 
кетликлари ва бошцалар.

Оцимларга мансуб бўлган хусусиятлар ичида стационар- 
лик, сўнг-таъсирнинг йўқлиги ва ординарлик хоссаларини 
ажратамиз.

Стационарлик хоссаси исталган вацт оралиғида k та 
ҳодиса рўй бериш эҳтимоли k га ва вацт оралиғининг узун
лиги t га боғлиц бўлиб, унинг саноц бошига боғлиц бўл- 
маслиги билан характерланади. Бунда турли вацт оралиц- 
лари кесишмайди деб фараз цилинади. Масалан, k та ходи
санинг давомийлиги t = б вацт бирлигига тенг бўлган ( 1 ; 7) ,  
(10;  16), (Т  +  6) вацт оралицларида рўй бериш эҳтимол- 
лари ўзаро тенгдир.

Шундай цилиб, а г а р  о ц и м  С т а ц и о н а р л и к  х о с -  
с а с и г а  э г а  б ў л с а ,  у  ҳ о л д а  д а в о м и й л и г и  t г а  
т е н г б ў л г а н в а ц т  о р а л и ғ и д а  А т а ҳ о д и с а н и н г  
р у н б е р и ш  э ҳ т н м о л и  k в а t н и н г  ф у н к ц и я с и  
б ў  л а д и .

«Сўнг таъсирнинг йўқлиги» хоссаси исталган вацт ора- 
лиғида k та ходисанинг рўй бериш эҳтимоли кўрилаётган 
оралиц бошланишидан аввалги вацт моментларида хрдиса
лар рўй берганлиги ёки рўй бермаганлигига боғлиц эм ас
лиги билан харзктерланади. Бошцача цилиб айтганда, ис
талган вацт оралиғида k та ҳодиса рўй беришининг кўри- 
лаётган оралицнинг бошланишидан аввал нима бўлганлиги 
тўғрисида исталган тахминда (нечта ҳодиса рўй бер
ган) улар цандай кетма-кетликха руй берган) ҳисоб- 
ланган шартли эҳтимоли шартсиз эцтимолига тенг. Ш ун
дай килиб, оцимнинг аввалги тарихи (аҳволи) ҳодиса-
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ларнинг яцин келажакда рўй бериш эҳтимолига таъсир 
қилмайди.

Шундай цилиб, а г а р  о ц и м  с ў н г т а ъ с и р н и н г  й ў ц- 
л и г и  х о с с а с и г а э г а б ў л с а ,  у ҳ о л д а ў з а р о  к е с и ш -  
м а й д и г а н в а ц т  о р а л и ц л а р и д а  б и т т а  ё к и  б и р  
н е ч т а  ҳ о д и с а л а р н и н г р ў й б е р и ш и ў з а р о  б о ғ л и ц 
б ў л м а й  д и.

Ординарлик хоссаси кичик вақт оралиғида иккита в а 
ундан кўп ҳодисаларнинг рўй бериши амалда мумкин эмас
лиги билан харакгерланади. Бошцача цилиб айтганда, кичик 
вацт оралиғида биттадан ортиц ҳодисанинг рўй бериш эц- 
тимоли битта ходисанинг рўй бериш эҳтимолига Караганда 
эътиборга олмаса ҳам бўладиган даражада кичик

Шундай цилиб, а г а р  о ц и м  о р д и н а р л и к  х о с с а -  
с и г а  э г а б ў л с а ,  у ҳ о л д а  ч е к с и з  к и ч и к  в а ц т  
о р а л и ғ и д а  к ў п и  б и л а н  б и т т а  х о д и с а  р ў й  б е- 

J) и ш и м у м к и  н. - ______________________
Энг оддий (Пуассон окими) оқим деб, стационарлик, сўнг- 

таъсирнинг йўцлиги ва ординарлик хоссаларига эга бўлган 
оцимга айтилади.

Э с л а т м а .  Практикада кўпинча оким юкорида айтиб ўтилган 
хоссаларга эга ёки эга эмаслигини аниқлаш кийин. Шунинг учун бол:қа 
шартлар ҳам топилганки, улар бажарилганаа оцимни энг оддий ёки 
энг оддий оқимга яцин, деб олиш мумкин. Жумладан, а г а р  .о ц  им 
к ў п  с о н д а г и  ў з а р о  б о ғ л и қ  б ў л м а г а н  с т а ц и о н а р  
о қ и  м л а р н и н г  й и ғ и н д и с и б ў л и  б,  у л а р н и н г  ҳ а р  б и р и 
ни й и ғ и н д и г а  ( й и ғ и л г а н  о ц и м г а )  т а ъ с и р и  ҳ и с о б г а  
о л м а с а ҳ а м  б ў л а д и г а н  д а р а ж а д а  к и ч и к  б )  л с а, у 
ҳ о л д а  й и ғ и л г а н  о ц и м  (унинг ординарлиги шартидз) э н г  
о д д и й  о ц и м г а  ж у д а  я ц и н .

Оқимнинг интенсивлиги л. деб, вацт бирлиги ичида рўй 
берувчи ҳодисаларнинг ўртача сонига айтилади.

Агар оцимнинг ўзгармас интенсивлиги маълум бўлса, у 
ҳолда t вацт давомида энг оддий оцимнинг k та ҳодисаси 
рўй бериш эҳтимоли цуйидаги Пуассон формуласи билан 
аницланишини исботлаш мумкин:

(X t)k .в—Kt

Бу формула энг оддий оцимнинг барча хоссаларини акс 
эттиради.

Дарҳацицат, формуладан кўриниб турибдики, интенсив- 
лик берилган ҳолда t вацт ичида k та ҳодисанинг рўй бе-
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риш эхтимоли k ва t нинг функцияси булади, бу эса ста
ционарлик хоссасини характерлайди.

Формулада царалаётган вацт оралиғининг бошланишидан 
аввалги информациядан фойдаланилмайди, бу эса сўнгтаъ- 
сирнинг йўцлиги хоссасини характерлайди.

Формула ординарлик хоссасини акслантирншига ишонч 
ҳосил цилайлик. k =  0  ва k =  1 деб, мос равишда хрдиса
ларнинг рўй бермаслик ва битта ҳодисанинг рўй бериш 
эҳтимолларини топамиз:

Pt (0) =  е~и , Pt (1) =  kte-u.
Демак, биттадан кўп ҳодисаларнинг рўй бериш эҳги- 

моли қуйидагича бўлади:

Pt (k >  1) =  1 —  [Pt (0) +  Pt ( 1 ) 1 - 1  —  [e-fl +  Uer->^%~ 
Қуйидаги

ёйилмадан фойдаланиб, элементар алмаштиришлардан сўнг 
цѵйидагкни ҳосил циламиз:

Pt (k >  1) =  +  ....

Pf (1) ва Р(. ( k >  1) ни солиштириб кўрсак, t нинг ки
чик цийматларида биттадан кўп ҳодисаларнинг рўй бериш 
эҳтимоли битта ҳодисанинг рўй бериш эҳтимолидан ҳисоб- 
га олмаса ҳам бўладиган даражада кичик, деган хулосага 
келамиз, бу эса ординарлик хоссасини характерлайди.

Шундай цилиб, Пуассон формуласини энг оддий оцим
нинг математик модели деб ҳисоблаш мумкин.

І Мисол. Бир минут да АТС га ўртача иккита чацириц ке
лади. 5 минут ичида а) 2 та чацириц келиш;- б) иккитадан 
кам чацириц келиш. с) камида иккита чацириц келиш эҳ- 
тимолларини топинг. Чацирицлар оцимини энг оддий деб 
цисобланади.

Е ч и л и ш и  Шартга кўра к — 2, t =  5 , k =  2. Пуассон  
формуласидан фойдаланамиз:

p t =  •

а) изланаётган эҳтимол, яъни 5 минут ичида 2 та чаци
риц келиш эҳтимоли:

р ъ (2) =  10gjg~-  =  100'° ’2000045^ 0 ,000025.
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Бу ҳодисанинг амалда рўй бериши деярли мумкин эмас.
б) «битта ҳам чацириц келмади» ва «битта чақириқ кел- 

ди» ходисалари биргаликда бўлмаганн учун изланаётган 
эҳтимол, яъни 5 минут ичида иккитадан кам чацириц ке
лиши эҳтимоли цўшиш теоремасига кўра:

Рь (к <  2) =  Р„ (0) +  Р6 (1) =  е~"' +  10f* —  =  0 ,0 0 0 4 9 5 .

Бу цодисанинг амалда руй бериши деярли мумкин эмас.
в) «иккитадан кам чацириц келди» ва «камида иккита 

чацириц келди» ҳодисалари ўзаро царэма карши ходисалар, 
шунинг учун изланаётган эҳтимол, яъни 5 минут ичида 
камида иккита чацириц келган бўлиш эҳтимоли:

Р6 (k >  2) =  1 —  Ръ (k < 2 )  =  1 —  0 ,0 0 0 4 9 5  =  0 ,9 9 9 5 0 5 .

Бу деярли муцаррар ҳодиса.

М а с а л а л а р

1.  Тасодифий миқдорнинг мумкин бўлган қийматлари қуйидагича: 
X, -=  2 , X? — =  8. Бирннчп иккитэ мумкшГ бѵлган қийматнинг 
эҳтимоллари маълум: р , =  0 ,4 ,  р2 =  0 ,1 5 . х3 нинг эҳтимолини топинг.

Жавоби. Рз =  0 ,4 5 .

2. Ўйин сокқаси 3 марта ташланди, олти очко чиқишшшнг тацси
мот цонунини ёзинг.

Жавоби. Л  3 2 1 0  
15 7 5  125 

р 2 1 6  216 2 1 6  216'

3. Агар ҳар бнр синашда А ҳодисанинг рўй бериш эҳтимоли 0 ,6  
га тенг бўлса, бу ҳодисанинг учта ўзаро боғлиқ булмаган синашда рўй 
Сериш сони эҳтимолларининг тақсимот қонунини тузинг.

Жавоби. k 0 1 2 3
р 0 ,0 6 4  0 ,2 8 8  0 ,4 3 2  0,216-

4 .  Тўқувчи 1000 урчук.да ишлайди. Бир минут давомида битта 
урчуқда ип узилиш эҳтимоли 0 ,0 0 4  га тенг. Бир минут давомида 
бешта урчуқда ип узилиш эҳтимолини топинг.

Жавоби. р1т  (5 ) =  0 ,1 5 6 2 .

5. Агар қўл ёзманинг бир саҳифасида камида битта хато бўлиш 
эхтимоли 0 ,9 5  га тенг бўлса, кўл ёзманинг бир саҳифасидаги хатолар- 
нинг ўртача сонини топинг. Хатолар сони Пуассон қонуни бўйича 
тақсимланган деб ҳисобланади.

Кдрсаіпма: масала е ~ ‘' =  0 ,0 5  тенгламадан % параметрни топиш- 
га келтирилади.

Жавоби 3 .

6 . Корхона коммутатори 100 абонентга хизмат килади. Бир минут 
давомида абонентнинг коммутаторга қўнғироқ қилиш эхтимоли 0 ,0 2  га
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тенг. Қуйидаги иккита ҳодисадан қайсиниси каттароқ эҳтимолга эга: 
бир минут давомида 3 абонент қўнғироқ қилади; 4 абонент қўнғироқ 
қилади?

Жавоби. Рш  (3 )  =  0 ,1 8 ; Р 100 (4 ) =  0,09*

7. Машинкада босилган 1000 бетли қўл ёзма 1000 та хатога эга. 
Таваккалига олинган сахифа: а) камида битта хатога, б) роса 2  та 
хатога, в ) камида иккита хатога эга бўлиш эҳтнмолини топинг. Хато
лар сони Пуассон қонуни бўйича тақсимланган деб ҳисобланади.

Жавоби. а) Р =  1 —  е ~ 1 =  0 ,6321 ;
б) Ріооо (2 ) =  0 ,1 8 3 9 5 ;
в) Р  =  0 ,2642 .

8. АТС га бир минут давомида ўртача бешта чақирик келади. 4 
минут давомида; а) 2 та чақириқ, б) иккитадан кам чацириц, в) ками
да иккита чацириц келиш эҳтимолини топинг.

Қўрссипма: е ~ ю =  0 ,000045 .

Жавоби■ а) 0 ,000025,
б) 0 ,00 0 4 9 5 ;
в) 0 ,999505 .

Е т т и н ч и  б о б

ДИСКРЕТ ТАСОДИФИЙ МИҚДОРНИНГ 
МАТЕМАТИК КУТИЛИШИ

1-§. Дискрет тасодифий мицдорнинг 
сонли характеристикалари

Юцорида айтилганлардан, тацсимот цонуни тасодифий 
микдорни тўлиц характерлашини биламиз. Лекин кўпинча 
тацсимот цонуни номаълум булиб, кам маълумотлар билан 
чекланишга тўғри келади. Баъзан ҳатто тасодифий мицдор- 
ни йиғма тасвирлайдиган сонлардан фойдаланиш цулайроц 
булади: бундай сонлар тасодифий мицдорнинг сонли харак
теристикалари дейилади М ухим сонли характеристикалар 
жумласига математик кутилиш тегишлидир.

Математик кутилиш тацрибан тасодифий мицдорнинг ўр- 
тача цийматига тенг, бу кейинроц кўрсатилади.

Кўп масалаларни ҳал этишда математик кутилишни би
лиш кифоя. Масалан, агар биринчи мерган урган очколар- 
нииг математик кутилиши иккинчи мерган урган очколар- 
нинг математик кутилишидан катталиги маълум бўлса, у
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ҳолда бирйнчи мерган ўртача ҳисобда иккинчисига Караганда 
кўпроц очко уради, ва демак, у иккинчи мергандан яхши- 
роқ отади.

Математик кутилиш тасодифий миқдор ҳацида унинг 
таксимот цонунига қараганда анча кам маълумот берса-да, 
келтирилган масалага ўхшаш масалалар ва бошцача кўп 
масалаларни хал этишда математик кутилишни билиш кифоя 
килар экан.

. Дискрет тасодифий мицдорнинг математик

Дискрет тасодифий мицдорнинг математик кутилиши 
деб, унинг барча мумкин булган кийматларини мос эҲтимол- 
ларга кўпайтмалари йиғиндисига айтилади.

X  тасодифий мицдор фацат х ь хг , . . . ,  хп қийматларни 
мос равишда рр р.,, р„ эҳтимоллар билан цабул қилсин. 
Бу холда X тасодифий мицдорнинг М (X) математик кути
лиши цуиидаги тенглик билан аницланади:

Э с л а т м а .  Таърифга кўра дискрет тасодифий микдорнинг мате
матик кутилиши т а с о д и ф и й  б ў л м а г а н  (ўзгармас) мицдордир. 
Бу тасдиқни эслаб қолишни тавсия киламиз, чунки кейинчалик бу 
куп марта ишлатилади. Кейинчалик ўцувчи узлуксиз тасодифий миц
дорнинг математик кутилиши ҳам ўзгармас мицдор эканлигини билиб 
олади.

1-мисол. X  тасодифий мицдорнинг тацсимот цонунини 
билган ҳолдэ унинг матем тик кутилишини топинг:

Е ч и л и ш и .  Изланаётган математик кутилиш тасодифий 
микдорнинг барча мумкин бўлган і-и;:матларини уларнинг 
эҳгимолларига кўпайтмалари йиғинлисига тенг:

2-мисол. А ходисаі и нг эх.Ѵимоли р га тенг бўлса. битта 
синашда А ходисанинг рўй бериш сонининг математик кути
лишини топинг.

Е ч и л и ш и .  X  тасодифий микдор — А ходисанинг битта 
синашда рўй бериш сони фацат иккита циймат кабул цили
ши мумкин: Хі =  1 (Л ҳодиса рўй берди) р эҳтимол билан

кутилиши

М(Х) =  ХіРі +  х2р, +  ... +  хпрп. /

X  3  5 2  
р 0,1 0 ,6  0 ,3 .

М(Х) =  3 - 0 . 1  + 5 - 0 , 6  +  2 - 0 , 3  =  3 ,9 .
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ва j:2 =  0  (А ҳодиса рўй бермади) q = 1  — р эҳтимол билан. 
Изланаётган математик кутилиш куйидагига тенг:

М(Х) =  1 - р +  О-q =  р.

Шундай қилиб, б и т т а  с и н а ш д а  ҳ о д и с а р ў й  бе-  
р и ш  с о н и н и н г  м а т е м а т и к  к у т и л и ш и  ш у  ц о д и -  
с а н и н г  э ҳ  т и м о л  иг  а т е н г .  Бу натижадан цуйида фой
даланилади.

3 -§ . Математик кутилишнинг эхдимолий маъноси

Фараз цилайликки, п та синаш ўтказилган бўлиб, улар
да X  тасодифий микдор тх марта хх циймат, т„ марта хг
циймат.........  тк марта xk циймаг цабул цилган, шу билан
бирга т1 -f- т.г -+- . . .  +  тк =  п бўлсин. У  ҳолда X  қабул 
цилган барча цийматлар йиғиндиси куйидагига тенг:

ХгГПу - f  х2т2 +  . . .  +  xkmk
Тасодифий микдор цабул цилган барча кийматларнинг 

арифметик ўртача циймати X  ни топайлик, бунинг учун то
пилган йиғиндини синашларнинг жами сонига бўламиз:

у -  Х і Щ  +  xamt +  . . .  +  Хк т к

ёки

Х = Х 1- '^ + Х 2- ^ + . . . + Х кШ. (*)1 п 1 1 п 1 1 * п '

нисбат хл цийматнинг нисбий частотаси, ^  нис.

бат цийматнинг нисбий частотаси ва ҳ. к. эканлигини 
инобатга олиб, (*) муносабатни цуйидагича ёзиб оламиз:

X  =  XiWi -)- x̂ W% -j- ... -j- X/tW/t- (**)

Синашлар сони етарлича катта деб фараз килайлик. У  
ҳолда нисбий частота такрибан ҳодисанинг рўй бериш эҳ- 
тимолига тенг (бу IX  боб, 6 -§  да исботланади):

^ і  — Р ѵ ^ г  — Рг> - .W *  -  Pk-
(**) муносабатда нисбий частоталарни мос эцтимоллар 

билан алмаштириб цуйидагини ҳосил циламиз:

X — х хр! +  х2рг -j- ... ~г xkpk.

Бу тацрибий тенгликнинг ўнг томони М(Х) дир.



Шундай қилиб,

Ҳосил килинган натижанинг эҳтимолий маъноси куйида
гича: м а т е м а т и к  к у т и л и ш  т а с о д и ф и й  м и ц д о р 
н и н г  к у з а т и л а ё т г а н  қ и й м а  т л а р и н и и г  а р и ф м е 
т и к  ў р т а ч а  қ и й м а т и г а  т а қ р и б а н  т е н г  (синашлар 
сони қанча кўп бўлса, аниқлик шунча кўп).

1-э с л a m  ма. Кўриниб турибдики, математик кутилиш мумкин 
бўлган цийматларнинг энг кичигидан катта, энг каттасидан эса кичик. 
Бошқача цилиб айтганда, мумкин булган цийматлар сон ўцида мате
матик кутилишнинг ўнг ва чап томонларида жойлашган. Шу маънода 
математик кутилиш тацсимотнинг жойланишини характерлайди, шунинг 
учун уни кўпинча таксимот маркази деб аталади.

Бу термин механикадан олинган: агар ри рг , ..., рп массалар 
абсииссалари xlf х.г , .. . ,  хп бўлган нуцталарда жойлашган бўлиб, 

=  1 бўлса, у холда оғирлик марказининг абсциссаси

Х ^ М  (X).

бўлади. ± х /Рі =  М ( Х )  ва эканлигини назарга олиб,

М (Х) =

тенгликни ҳосил циламиз.
Шундай цилиб, математик кутилиш абсциссйлари тасодифий миц

дор цабул циладиган цийматларга, массалари уларнинг эҳтимолларига 
тенг бўлган моцдий нуцталар огирлик марказиниинг абсциссасидир.

2-э с л a m  н а .  «Математик кутилиш» терминивинг келиб чициши эҳти- 
моллар назарияси пайдо бўлишининг бошланғич даври билан боғлиц 
бўлиб (X V I— X V II а .), у даврда унинг татоиц соҳаси цимор ўйинлар билан 
чекланган эди. Ўйинчини кутилаётган ютуцнинг ўртача циймати ёки, 
бошцача цилиб айтганда, ютуцнинг математик кутилиши цизицтирган-

4-§ . Математик кутилишнинг хоссалари

хссса. Ўзгармас мицдорнинг математик кутилиши шу
ўзгармаснинг ўзига тенг:

М(С) =  С.

И с б о т и. С ўзгармасни мумкин бўлган битта С қиймат- 
га эга бўлган ва уни р =  1 эҳтимол билан қабул қилувчи 
дискрет тасодифий микдор сифатида цараймиз. Демак,

М(С) =  С -1  =  С . /

1-э с л а т ма. С ўзгармас миқдорнине X дискрет тасодифий миқ- 
дорга кдпайтмаси деб, шундай СХ  дискрет тасодифий мицдорни ола- 
мизки, унинг мумкин бўлган цийматлари X  нинг мумкин бўлган ций-
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матларини С ўзгармасга кўпайтмаларига тенг; СХнцнг мумкин бўл' 
цийматларининг эҳтимоллари X  нинг мумкин бўлган тегишли цийг 
ларининг эхтимолларига тенг. Масалан, мумкин бѵлган х і цийматнг 
эхтимоли /h  га тенг бўлса, у ҳолда С Х  мицдорнинг Схх цийматни 
бул цилиш эхтимоли ҳам рх га тенг бўлади.

2-хосса. Узгармас купайтувчини математик кутил? 
белгисидан ташқарига чиқариш мумкин:

М(СХ) =  С-М(Х).
И с б о т  и. X  тасодифий микдор куйидагича эҳтимолл" 

нинг тацсимот конуни билан берилган бѵлсин:

X  хг х2 ■. ■ хп
Р Рі Рл • • • Рп•

1-эслатмани инобатга олиб, СХ тасодифий мицдорніг 
тацсимот цонунини ёзамиз:

СХ Схх Сх2 . . .  Схп 
Р Pi Pi . . .  Рп-

СХ тасодифий мицдорнинг математик кутилиши:

М(СХ) — Сх^!-}- Сх?р2+  • • • +  Схпрп=

=  С(х1р1 -j- хгр2 +  . . .  +  хп рп ) =  СМ(Х).
Шундай цилиб, ,

М (СХ) =  СМ(Х). I
2- э с  л а т  н а. Кейинги хоссага ўтишдан аввал цуйидаги тушуі‘®г 

ни айтиб ўтайлик: иккита тасодифий микдордан бирининг та цен : 
цонуни иккинчисининг цандай циймат кабул цилганлигига боғлиқ б.0 
маса, бу тасодифий мицдорлар эркли дейилади. Агар бир нечта тгп_ 
дифий мицдорлардан ихтиёрий сондагисининг тацсимот цонунлари цолг)р 
ларининг капдай циймат цабул цилганлигига боғлнц бўлмаса, у.' 
ўзаро эркли тасодифий мицдорлар дейилади. си

3- э с л а т  ма. Эркли X  ва Y  тасодифий миқдорларнинг кдпайтм,зн 
деб, шундай X Y  тасодифий мицдорга айтамизки, унинг мумкин бўл;ш 
цийматлари X  нинг мумкин бўлган ҳар бир цийматини К нинг мум;-м. 
бўлган ҳар бир цийматига кўпайтирилганига тенг; X Y  кўпайтманинг м л. 
кин бўлган цийматларининг эҳтимоллари кўпайтувчиларнинг мумкин б;,ц 
ган цийматларининг эҳтимоллари кўпайтмасига тенг. Масалан, мумід. 
бўлган х х цийматнинг эхтимоли г а , мумкин бўлган уг цийматнинг ҳ. 
тимоли га тенг бўлса, у ҳолда мумкин бўлган Xji/x цийматнинг 

.тимоли р,р,  га тенг бўлади.
% 1 аР

/3 -х о с с а . Иккита эркли X  ва Y  тасодифий мицдор/,а_
купайтмасининг математик кутилиши уларнинг мате:
тик кутилишлари кўпайтмасига тенг:
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И с б о т  и. X  ва У эркли тасодифий миқдорлар ўзлари- 
иииг тақсимот цопунллри билли берилган бўлсин:*

/\ V j Y у ̂  УI

P Pi Рг g S\ £*•
XY  тасодифий миқдор қабул қилиши мумкии бўлган 

барча цийматларни тузиб чиқайлик, бунинг учун X нинг 
мумкин булган барча цийматларини У нинг мумкин булган 
ҳар бир қийматига кўпайтириб чиқамиз: натижада х^уъ 
хгух, х,у., за >'-,(/> ни хрсил қиламиз.

3-эслатм зн и  инобатга олиб, ХУ  кўпайтманинг тацсимот 
цонунини тузамиз:

X xi'h хчУ\ хіУг х*Уг 
Р Pig\ Pig 1 ' Pig* Ргвъ-

Математик кутилиш мумкин булган барча цийматларини 
уларнинг чҳтимгьтляригя купаитмалари ііигннд.иси.га тенг. -------

М(ХУ) =  ХіУу • p ,g , +  xLyx • Pngi +  х хуг ■ Pygi +  x.,y2 ■ p,g..
ёки

M (XY) =  yxgi(xiPi +  x,p2) +  y2g 2(XiPi +  x2P-2) =

=  (*iPi +  XiPi){yigi +  M s )  =  M{X)-M(Y).
Шундай қилиб, M(XY) =  M(X)-M(Y).
Натижа. Бир нвчта ўзаро эркли тасодифий миқдоолар 

кўпайтмасининг математик кутилиши уларнинг матема
тик кутчлишлари кўпайтмасига тенг.

Масалан, учта тасодифий микдор учун:
M(XYZ) — M(XY Z) M(XY)M(Z) - М(Х) M(Y)M(Z).
Ихтиёрий сондаги тасодифий мицдорлар учун исбот ма

тематик индукция методи билан олиб борилади.
1 - мисол. Эркли X ва Y  тасодифий мицдорлар куйидаги 

тацсимот қонунлари орцали берилган:

X  5 2 4 Y  7 9

р 0 ,6  0,1 0 ,3  р 0 ,8  0 ,2 .

ХУ тасодифий мицдорнинг математик кутилишини топинг.

* Ҳисоблашларни соддалаштириш максадида мумкин булган кий- 
матлар сонини кам цилиб олдик. Умумий ҳол шунга ўхшаш исботла
нади.
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Е ч и л и ш и .  Берилган мицдорларнинг ҳар бирининг ма
тематик кутилишини топамиз:

М (X )  =  5 - 0 , 6  +  2 - 0 , 1  +  4 - 0 , 3  =  4 ,4 ;

— A fQ ^a=^7-^0,8 +  9 - 0 , 2  -  7 ,4 .

X  ва У  тасодифий мицдорлар эркли бўлганлиги учун 
изланаётган математик кутилиш цуйидагига тенг:

M (XY) =  M (X)M(Y) =  4 , 4 - 7 , 4  =  3 2 ,5 6 .

4 - э с л а т м а .  X  ва У  тасодифий миқдорларнинг йигиндиси деб 
шундай Х + У  тасодифий миқдорга айтиладикн, унинг мумкин булган 
цийматлари X  нинг мумкин бўлган ҳар бир қиймати билаи Y  нинг 
мумкин^ бўлган ҳар бир қиймати йиғиндиларига тенг; Х  +  У  нинг мум
кин бўлган кийматларининг эҳтимоллари эркли X  ва У  мицдорлар 
учун кўшилувчиларни эҳтимоллари кўпайтмасига тенг; боғлиқ тасоди
фий микдорляр учун бир қўшилувчшншг эҳтимолини нккинчисшіинг 
шартли эҳтимолига кўпайтмасига тенг.

Қуйидаги хосса эркли тасодифий мицдорлар учун ҳам, 
боғлиқ тасодифий мицдорлар учун ҳам ўринлидир.

4 - хосса. Иккита тасодифий миқдор йигиндисининг ма
тематик купшліиии қўшилувчиларнинг математик кугпи- 
лииілар йиғиндисига тенг:

М{Х +  У ) =  М(Х) +  М (У ).

И с б о т и. X  ва У тасодифий мицдорлар цуйидаги тац
симот цонунлар орқали берилган бўлсин*:

X X j Хг Y уг y 2

Р VI Рг g gi gt

X  +  Y  нинг барча мумкин бўлган цийматларини тузамиз, 
бунинг учун X  нинг мумкин бўлган ҳар бир цийматига У 
нинг мумкин бўлган ҳар бир цийматини цўшамиз: х, +  уи 
Х\ +  Уг> ^г +  Уі ва х2 +  Уг ни ҳосил циламиз. Бу цийматлар- 
нинг эҳтимолларини мос равишда р п , р12, р21 ва р.22 
орцали белгилаймиз.

Х  +  У  мицдорнинг математик кутилиши мумкин бўлган

* Мулоҳазаларни соддалаштириш мацсадида, биз фацат иккитадан 
қиймат қабул цилиши мумкин тасодифий миқдорларни цараймиз. Уму
мий ҳол шунга ўхшаш исботланади.
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цийматларни уларнинг эҳтимолларига кўпайтмалари йиғинди- 
сига тенг:

М (Х  +  Y) =  (* j +  Уі) Рп +  (* і  +  У г) Рп +  (** +  Уі) Ри +

х +  (хг Уг) Рп
ёки j

М(Х -(- Y) =  ІСуІРц +  рѵі) +  х2 (р.п +  р22) Ч- Уі(Ри +  Ргі) +  
+  Уг (Ріг +  Ргг)- *

Ри +  Р і2 =  Pi эканлигини исботлаймиз. X  тасодифий 
микдор л*! цийматни цабул цилиш ҳодисаси (бу ҳодисани 
эҳ тимоли рі га тенг) X  +  Y  тасодифий мицдор х, +  уу ёки 
* і  +  Уч. цийматни цабул цилиш цодисасини (бу ҳодисанинг 
эҳ тимоли цўшиш теоремасига кўра ри +  рп  га тенг) эргаш- 
тиради ва аксинча. Бундан ра  +  Рп =  Pi тенглик келиб чи
цади. Уш бу

Ргі “Ь Р?2 =  Р?.і Рп 4 -  Pti =  g i ва Ри +  Ргг = i U _  
тенгликлар хам шунга ўхшаш исботланади.

Б у тенгликларнинг ўнг томонларини (*) муносабатга 
цўйиб цуйидагини ҳосил циламиз:

М  (X  +  Y ) =  (x ,p L +  х2р.г) +  (t/.g i +  y.'gz) 
ёки узил-кесил

м  (X  +  Г )  =  М  (X ) +  М  (Г ).

Натижа. Бир нечта тасодифий мицдорлар йиғиндиси- 
нинг математик кутишши қўшилувчилар математик ку- 
тилиіиларининг йиғиндисига тенг.

Масалан, учта цўшилувчи учун цуйидагини ҳосил кдла- 
миз.

■М (X  +  Г  +  2) -  М [(Х  +  У ) +  Z 1 =

=  Ж (Х  +  Y) +  M(Z) =  М (Х ) +  M (Y) +  M(Z).

Ихтиёрий сондаги цўшилувчилар учун исбот математик 
индукция методи билан олиб борилади.

1 - мисол. Нишонга царата учта ўц узилди. Уларнинг 
нишонга тегиш эцтимоллари: р 1 =  0, 4;  р.2 =  0 ,3  ва р 3 =  0 ,6 . 
Нишонга тегиш жами сонининг математик кутилишини то
пинг.

Е ч и л и ш и .  Биринчи отишда нишонга тегиш сони X ! 
тасодифий мицдор бўлиб, у фацат иккита циймат қабул 
цилиши мумкин: 1 ни (нишонга теккан ҳолда) рх =  0 ,4  эҳ-
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тимол билан ва 0 ни (нишонга тегмаган ҳолда) 9, =  1 —  
— р, = 0,6 э ҳ тимол билан.

Биринчи ук, узишда нишонга тегиш сонининг математик 
кутилиши нишонга тегиш эҳтимолига, яъни Л7(ХД) =  0,4 га 
тенг (69- бет, 2 - мисолга қаранг).

Иккинчи ва учинчи ўқ у зи т  да н+ніюнг;і тегиш сопипипг 
математик кутилишларини шунга ўхшаш топамиз:

М (Х2) =  0 ,3 , М (Х3) =  0 ,6 .

Нишонга тегишнинг жами сони ҳам тасодифий мицдор 
булиб, у учта ўц узишнинг ҳар бирида нишонга тегишлар 
йиғиндисидан иборат:

X — X I И- Х2 +  х а.

Изланаётган математик кутилишни йигиндининг мате
матик кутилиши ҳацидаги теоремага асосан топамиз:

М (X) =  М (X , +  Х 2 +  Х 3) =  М (X .) +  М (X.j +  М (Х 3) =  

=  0 ,4  +  0 ,3  -f- 0 ,6  =  1 ,3  (та нишонга тегиш).

2 -  мисол. Иккита ўйин соццаси ташланганда тушиши 
мумкин бўлган очколар йиғиндисининг математик кутили
шини топинг.

Е ч и л и ш и .  Биринчи соццада тушиши мумкин бўлган 
очколар сонини X  орцали, иккинчисиникини У орқали бел
гилаймиз. Бу мицдорларнинг мумкин бўлган цийматлари бир 
хил бўлиб, улар 1, 2 , 3 , 4 , 5  ва 6 га тенг, шу билан бир

га бу қийматлардан ҳар бирининг эҳтимоли ~  га теН1-

Биринчи соццада тѵшиши мумкин бўлган очколар сони
нинг математик кутилишини топамиз:

АК.Ѵ) 1 - ‘ -I 2 - і  + 9 . . ' .  +  4 + + » . 4 -  +

М (К) =  эканлиги ҳам равшан.

Изланаётган математик кутилиш:

М (X +  У) =  М (X ) +  Ж (У ) =  - L  + 4 -  = 7 -
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5' , Эркли синашларда ҳодиса рўй бериш 
со чнинг математик кутилиши

Фараз қилайлик, п та эркли синаш ўтказилаётган бў- 
л>і уларнинг ҳар бирида А ҳодисанинг рўй бериш эҳти- 
МШ1 ўзгармас ва р га тенг бўлсин. Бу синашларда А ҳо- 
дис' рўй беришнинг ўртача сони қанчага тенг? Б у  саволга  
К‘" чдаги теорема жавоб беради.

Теорема, п та эркли синашда А ҳодиса_рўй бериш со- 
т инг математик кутилииш синашлар сонини хар бир 
ш ашда ҳодисанинг руй бериш эҳтимолига кўпайтирилга- 
Н1'а тенг:

М  (X ) =  пр.

. И с б о т и .  X  тасодифий микдор сифатида п та эркли 
СІ ашда А  ҳодисанинг рўй бериш сонини оламиз.

Кўриниб турибдики, бу синашларда А ҳодиса руй бери- 
^ т а н т  X -ужмий" сони шу ҳодисанинг аГірим синашларда 

бериш сонлари йигиндисидан иборат. Шунинг учун 
р X , биринчи синашда, Х2 —  иккинчи синашда, . . .  , Х„ 

д^мнашда ходисанинг рўй бериш сони бўлса, у  холда ҳо- 
. а руй бсршиининг умумий сони Х  =  Х 1 +  Х 2 +  ••• +  
Хп бўлади.
Математик кутилишнинг учинчи хоссасига асосан:

М (X) =  М (X ,)  +  М (Х а) +  . . .  + М ( Х п ). (*)

Тенгликнинг ѵнг томонидаги ҳар бир қўшилувчи битта 
^ іа ш д а : М  (Xt ) биринчи синашда, М (Х 2) иккинчи синашда 
д‘ ҳ. к. ҳодиса рўй бериш сонининг математик кутилиши- 
мр. Ҳодисанинг битта синашда рўй бериш сонининг мате- 
мтик кутилиши шу ходисанинг эҳтимолига тенг (2 - § ,  2- 
т|сол), шунинг учун М{Хх) =  /И (Х 2) =  . . .  =  М ( Х п) =  р. (*) 
щнгликнинг ўнг томонидаги ҳар бир қўшилувчи ўрнига р  

қўйиб, цуйидагини ҳосил киламиз:

М (X )  =  пр. (* * )

у  Э с л а т м а .  X  микдор биномиал қонун буйича тақсимланганлиги 
пун исботланган теоремани қуйидагича таърифлаш хам мумкин: п ва р 
пжметрли биномиал тақсинотнинг математик кутилиши пр кЦ- 

чтмага тенг.

р Мисол. Тўпдан ўқ узилганда нишонга тегиш эҳтимоли 
f=  0 ,6 .  Агар 10 та ўқ узилган бўлса, нишонга тегиш жа- 
и сонининг математик кутилишини топинг.
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Е ч и л и ш и .  Ҳ ар  бир ўқ узишда нишонга тегиш  ёки 
тегмаслик бошқа отишлар натижасига боғлиқ эмас, шунинг
учун кўрилаётган ҳодисалар эрклидир ва, демак изланаёт
ган математик кутилиш :

М (X) =  пр =  10 • 0 ,5  =  6 (та нишонга тегиш).

М а с а л а л а р

1. Дискрет тасодифий микдорнинг

X  6  3 1 

р 0 , 2  0 ,3  0 ,5  

тақсимот қонунини билган ҳолда унинг математик кутилишини топинг.

Жавоби. 2 ,6 .

2. Нишонга қарата 4  та ўқ узилди, уларнинг тегиш эҳтимоллари 
Р і = 0 , 6 ,  ра=  0 , 4 ,  p j = 0 , 5  ва р4= * 0 ,7 . Нишонга тегиш жами сонининг 
математик кутилишини топинг.

Жавоби. 2 ,2  та нишонга тегиш.

3. Дискрет эркли тасодифий миқдорлар қуйидаги тақсимот қонун- 
лари орқали берилган:

X  1 2 У  0 ,5  1

р 0 , 2  0 ,8  р 0 ,3  0 ,7 .

X V  кўпайтманинг математик кутилишини икки усул билан: 1) Х У н и н г  
тақсимот қонунини тузиб; 2 ) 3- хоссадан фойдаланиб топинг.

Жавоби. 1,53.

4. X  ва У  дискрет тасодифий миқдорлар 3- масаладаги тақсимот 
қонунлари орқали берилган. Х  +  У  йигиндининг математик кутилиши
ни икки усулда: 1) X  -f- У  нинг таксимот қонунини тузиб; 2 )  4-хоссадан 
фойдаланиб топинг.

Жавоби. 2 ,6 5 .

5. Деталнинг ишончлилигини текшириш вақтида унинг бузилиш 
эқтимоли 0,2 га тенг. Агар 10 та деталь синалаётган бўлса, бузилган 
деталлар сонининг математик кутилишини топинг.

Жовоби. 2 та деталь

6. Иккита ўйин соққаси бир марта ташланганда чикадиган очко
лар кўпайтмасининг математик кутилишини топинг.

Жавоби. 1? ,2 5  очко.

7. 2 0  та лотерея билета сотиб олинган. Битта билетга ютуқ чи- 
к;иш вҳтимоли 0 ,3  га тенг бўлса, ютуқ чикадиган лотерея билетлар 
сонининг математик кутилишини топинг.

Жавоби. 6 та іилет.
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1- § . Тасодифий миқдор тгрқоқлигинииг 
сонли характеристикасини киритишнинг 
мацсадга мувофкцлиги

Математик кутилишлари бир хил, лекин мумкин бўл- 
ган кийматлари ҳар хил бўлган тасодифий мицдорларни 
кўрсатиш қийин эмас.

Масалан, куйидаги тацсимот цонунлари билан берилган 
X ва У  дискрет тасодифий мицдорларни кўрайлик:

X  — 0,01 0 ,01  У  — 100 100 

р 0 ,5  0 ,5  р 0 ,5  0 ,5 .

Бу микдорларнинг. математик кутилишларини топамиз:

М(Х) =  —  0,01 - 0 , 5  +  0 ,01  - 0 , 5  =  0, 

м  (У) =  —  100 • 0 ,5  +  100  • 0 ,5  =  0 .

Бу ерда иккала микдорнинг ҳам математик кутилиши 
бир хил, мумкин бўлган цийматлари эса ҳар хил, шу би
лан бирга X нинг мумкин бўлган кийматлари унинг мате
матик кутилишига якин, У  нинг мумкин бўлган циймати 
эса ўзининг математик кутилишидан анча узок. Шундай 
цилиб, тасодифий мицдорнинг фацат математик кутилиши
ни билган ҳолда унинг цандай цийматлар цабул цилиши 
мумкинлиги ҳацида хам, бу цийматлар математик кутилиш  
атрофида цандай сочилганлиги хацида цам бирор мулоҳа- 
за юритиш мумкин эмас. Бошцача килиб айтганда, матема
тик кутилиш тасодифий мицдорни тўлиц характерламайди.

Ш у сабабли математик кутилиш билан бир цаторда 
бошца сопли характеристикалар ҳам киритилади. Ж ум ла
дан, тасодифий мицдорнинг мумкин бўлган цийматлари 
унинг математик кутилиши атрофида цанчалик тарцоклиги- 
ни баҳолаш учун дисперсия деб аталувчи сонли характе
рно тикадан фойдаланилади.

Дисперсия таърифи ва хоссаларига ўтишдан аввал та
содифий мицдорни ўзининг математик кутилишидан четла
ниши тушунчасини киритамиз.

Саккизинчи боб

ДИСКРЕТ ТАСОДИФИЙ МИКДОРНИНГ ДИСПЕРСИЯСИ
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2 -§ . Тасодифий мицдорни ўзининг 
математик кутилишидан четланиши

Айтайлик, X  —  тасодифий микдор, М (X) унинг матама- 
тик кутилиши бўлсин. Янги тасодифий мицдор сифатида 
X  —  М (X ) айирмани цараймиз.

Четланиш деб, тасодифий микдор била» угинг матема
тик кутилиши орасидаги фаркка айтилади.

X  нинг таксимот коьуни маълум булсин:

X Х \ Х<і . . .  Хп
Р Pi P'l ■ ■ • Рп ■

Четланишнинг тақсимот қонунини ёзамиз. Четланиш —
—  М (X) циймат қабул цилиши учун тасодифий миқдор хх 
циймат цабул цилиши кифоя. Бу ҳодисанинг эхтимоли эса 
Рх га тенг; демак, четланишнинг ҳам хх— М(Х)  циймат ка
бул цилиш эҳтимоли рх га тенг. Четланишнинг бошца мум
кин бўлган кийматлари учун ҳам юцоридагига ўхшаш му- 
лоҳазал ар ўринли.

Шундай цилиб, четланиш цуйидаги тацсимот цонунига 
эга.

X —  М{Х) Хі — М(Х) х2 — М{Х)  . . .  хп — М{Х)
Р Рі Рз • • • Рп-

Четланишнинг кейинчалик цўлланадиган муцим хосса
сини келтирамиз.

Теорема. Четланишнинг математик кутилиши нолга 
тенг:

М [Х  —  М (X )] = 0 .

И с б о т и. Математик ку тилишининг хоссаларидан 
(айирманинг математик кутилиши математик кутилишлар 
айирмасига тенг, ўзгармас соннинг математик кутилиши 
ўша ўзгармаснинг ўзига тенг) фойдаланиб ва М (X )  ўзгар- 
мас эканлигини назарда тутиб, цуйидагини ҳосил циламиз;

М [X  —  М (X )] =  М (X ) —  м  [М (X )] =  М (X ) —  М (X )  =  0 .

3- §. Дискрет тасодифий мицдорнинг дисперсияси.

Практикада кўпинча тасодифий мицдорнинг мумкин бўл- 
ган цийматларини унинг ўртача циймати атрофида тарцОц- 
лигини баҳолаш талаб цилинади. Масалан, артиллерияда 
отилган снарядлар уриб туширилиши лозим бўлган нишон 
атрофига цанчалик яцин тушишини билиш муҳимдир.
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Биринчи қарашда, тарқоқликни баҳолаш учун энг содда 
йўл тасодифий микдор четланишининг мумкин бўлган бар
ча қийматларини ҳисоблаш, кейин унинг ўртача қийматини 
топишдан иборатдек туюлади. Аммо бундай йўл ҳеч қандай 
натижа бермайди, чунки четланишнинг ўртача қиймати, 
яъни М [ Х — М (Х )] исталган тасодифий микдор учун нолга 
тенг. Бу хосса аввалги параграфда исботланган бўлиб, у 
бундай тушунтирилади: баъзи мумкин бўлган четланишлар 
мусбат бўлса, бошқалари манфий, уларнинг ўзаро йўқоти- 
лиши натижасида четланишнинг ўртача қиймати нолга 
тенг бўлади.

Бу мулоҳазалар мумкин бўлган четланишларни уларнинг 
абсолют кийматлари ёки квадратлари билан алмаштириш 
мақсадга мувофиқлиги ҳақида дарак беради. Амалда ҳам 
шундай қилинади. Тўғри, мумкин бўлган четланишларни 
уларнинг абсолют қийматлари билан алмаштирилганда, аб
солют миқдорлар билан иш тутишга тўғри келади, бу эса 
баъзан жиддин қийинчиликларга о.тиб келади. Ш унинг учун 
кўпинча бошқача йўл тутилади, яъни четланиш квадрати
нинг ўртача қиймати ҳисобланади ва уни одатда дисперсия 
дейилади.

'Д искрет тасодифий микдорнинг дисперсияси (тарқоқли- 
ги) деб, тасодифий^ миқдорни ўзининг математик кутилиши- 
даи четланиши квадратининг математик кутилишига айти
лади:

Тасодифий миқдор қуйидаги тақ симот қонуни билан бе
рилган бўлсин:

У  холда четланиш квадрати ҳуйидаги тақсимот қонунига 
эга бўлади:

[X  —  М (X )]2 [Xj —  М (X )]2 \xt -  М (X ) ]2 . . .  [хп — М (Х )32

Таърифга кўра дисперсия қуйидагича бўлади:

D (X ) =* М [X — М (X )]2 =  [х, —  М (X )]2 • рг+  [xt —  М (Х )12 X  

X  р2 +  . . .  +  [х„ — М (Х)12 • р„ .

X  Xi X* . . .  Хп 
Р Pi Pz • . • Рп ■

р Рл Рп-
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Ш ундай қилиб, дисперсияни ҳисоблаш учун четланиш 
квадратининг мумкин бўлган цийматларини уларнинг эхти- 
молларига кўпайтмалари ниғиндисини ҳисоблаш кифоя. /

Э с л а т м а .  Таърифдан дискрет тасодифий микдорнинг цисперсияси 
ўзгармас миқдор эканлиги кѳлиб чиқади. Кейинчалик, ўқувчи узлук
сиз тасодифий микдорнинг дисперсияси ҳам узгармас микдор эканлиги
ни билиб олади.

Мисол. Қуйидаги тақсимот қонуни билан берилган X 
дискрет тасодифий миқдорнинг дисперсиясини т о п и н г і

X  1 2  5  
р 0 ,3  0 ,5  0 ,2 .

Е ч и л и ш и .  Математик кутилишни топамиз:

М (X) S  Г - 0 ,3  И- 2 .  0 ,5  +  5 - 0 ,2  =  2 ,3 .

Четланиш квадратининг мумкин булган барча қийматла- 
рини топамиз:

[xt —  М (X )]2 =  (1 —  2 ,3 )2 =  1.69;
[* , —  М (X )]2 =  (2 —  2 ,3 )2 =  0 ,0 9 ;
\х3 —  М (X )]2 =  (5 —  2 З)2 =  7 ,2 9 .

Четланиш квадратининг тақсимот цонунини ёзамиз:

I Х — М(Х)]2 1 ,69  0 ,0 9  7 .29  
р 0 ,3  0 ,5  0 ,2 .

Таърифга кура дисперсия куйидагига тенг:

D (X) =  1 , 6 9 - 0 , 3  +  0 ,0 9 - 0 ,5  +  7 ,2 9 -0 ,2  =  2 ,0 1 .

Кўриб турибмизки, дисперсияни таърифга асосланиб ҳи- 
соблаш нисбатан уз ундан-узок экан. Кейинги параграфда 
максадга анча тезроқ олиб келадиган формула кўрсатилади.

4 -  § . Дисперсияни хксоблаш учун формула

Дисперсияни ҳисоблашда қуйид ги теоремадан фойдала
ниш кўпинча қулай бўлади.

Теорема. Дисперсия X мщдор квадратининг матема
тик кутилишидан X нинг математик кутилиши квадра- 
тини айирилганига тенг:

D (X) =  М (X2) — [М (X)]*.
И с б о т и. М (X ) математик кутилиш узгармас миқдор, 

демак, 2/И (X ) ва УИ2 (X ) ҳам ўзгармас миқдорлардир. Буни
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назарда тутиб ва математик кутилишнинг хоссаларидан 
(узгармас кўпайтувчини математик кутилиш белгисидан 
ташқарига чиқариш мумкин, йигиндининг математик кути
лиши қўшилувчилар математик кутилишларининг йиғинди- 
сига тенг) фойдаланиб, дисперсия таърифини ифодаловчи 
формулани соддалаштирамиз:

D (X ) =  М [X  — М (X )]2 =  М [X2 — 2ХМ (X) +

+  М2 (X )] =  М (X 2) —  2М  (X ) -М  (X ) + М 2 (X ) =

=  М (X 2) —  2М 2 (X ) +  М 2 (X ) =  М  (X 2) —  М2 (X ).

Шундай қилиб,

D (X ) =  М (X 2) —  [М (X )]*.

Формула ёзувидаги ўрта қавс формулани эслаб колиш 
қулай бўлиши учун киритилган.

1 - мисол. Куйидаги тақсимот қонуни билан берилган X  
тасодифий микдорнинг дисперсиясини топинг:

X  2  3 5

р 0 ,1  0 ,6  0 ,3 .

Е ч и л и ш и .  УИ(X) математик кутилишни топамиз:

М (Х )  =  2 - 0 , 1  + 3 - 0 , 6 +  5 - 0 , 3  =  3 .5 .

X 2 тасодифий миқдорнинг тақсимот қонунини топамиз:

X 2 4 9 25  

р 0 ,1  0 ,6  0 ,3 .

М. (X 2) математик кутилишни топамиз:

М ( Х 2) =  4 - 0 , 1  +  9 - 0 , 6  +  2 5  0:  =  13 ,3 .

Изланаётган дисперсия:

D (X ) =  М (X 2) —  [М (X )]2 =  1 3 ,3 —  (3 ,5 )2 =  1 ,05.

Э с л а т  ма.  X  ва Y  тасоди фий мицдорларнинг мумкин бўлган 
цийматлари бир хил бўлиб, ўртача цийматлари ҳам бир хил бўлса, у 
ҳолда уларнинг дисперсиялари ҳам тенг бўлиши керакдек туюлади 
(ахир иккала микдорнинг мумкин бўлган цийматлари ўзларининг мате
матик кутилишлари атрофида бир хил тарцоц). Аммо умумий ҳолда 
бундай бўлмайди. Гап шундаки, царалаётган мицдорларнинг бир хил 
цийматлари умуман айтганда ҳар хил эҳтимолга эга, д и с п е р с и я -  
н и н г к а т т а л и г и 9 с а  м у м к и н  б ў л г а н  қ и й м а т л а р  б и л а н 
г и н а  а н и қ л а н и б  ц о л м а с д а н ,  б а л к и  у л а р н и н г  э ҳ т и -  
м о л л а р и  б и л а н  ҳ а м  а н и ц л а н а д и .  Масалан, X  нинг матема
тик кутилишдан «узоц» жойлашган цийматларининг э.ҳтимоллари У
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нинг ўша цийматларининг эҳтимолларидан катта бўлиб, X  нинг «яқин» 
кийматларининг эҳтимоллари Y  нинг шу цийматларининг эҳтимолларя
да н кичик бўлса, у ҳолда равшанки X  нинг дисперсияси Y  нинг дис- 
персиясидан катта бўлади.

Буни кўрсатувчи мисол келтирамиз.
2 - мисол. Қуйидаги тақсимот конунлари орқали берилган 

тасодифий миқдорларнинг дисперсияларини таққосланг:

X  — 1 1 2 3  У  — 1 1 2 3

р 0 ,4 8  0 ,01 0 ,0 9  0 ,4 2  р 0 , 19  0 ,5 1  0 ,2 5  0 ,0 5

Е ч и л и ш и .  Қуйидагиларга осон ишонч ҳосил қилиш 
мумкин:_____________

М{Х) =  М (У ) =  0 ,9 7 ;

D (X) =  3 ,6 9 , D ( Y ) ^  1,21.

Шундай килиб, X  ва У  нинг мумкин булган кийматла
ри ҳамда математик кутилишлари бир хил, аммо дисперсия- 
лари >;ар хин, шу билан бирга D (X ) >  D (У ).

Бундай натижани ҳисобламасдан ҳам, тақсимот крнун- 
ларининг ўзидан кўра билиш мумкин эди.

5- §. Дисперсиянинг хоссалари

-хосса. С узгармас мицдорнинг дисперсияси нолга тенг:
D (С) =  0.

И с б о т и. Дисперсия таърифига кўра:

D{C) =  M { [ C - M ( Q ] 2}.

Математик кутилишнинг биринчи хоссасидан (ўзгармас- 
нинг математик кутилиши унинг ўзига тенг) фойдаланиб 
к.уйидагини ҳосил киламиз:

D (С) =  М [(С —  С)2] =  М (0) =  0 .

Шундай килиб,

D (С) =  0.
Ў згарм ас микдор ҳамма вақт бир хил қиймат сақла- 

шини, ва демак тарқоқликка эга эмаслигини инобатга ол
сак, бу хосса ойдин бўлиб қолади.

2- хосса. Ўзгармас кўпайтувчини квадратга ошириб, 
дисперсия белгисидан таиіцарига чицариш мумкин:

D(CX) =  C2D(X).

84



И  с б о т  и. Дисперсия таърифига кўра: і 

D (СХ) = М \ [ С Х  — М (С Х )]?) .

Математик кути іишнинг иккинчи хоссасидан (узгармас 
кўпайтувчичи математик кутилиш белгисидан ташқарига чи- 
қариш мумкин) фойдаланиб, қуйидагини ҳосил киламиз:

D(CX) =  M \ [ C X -  CM (X )2} =  М \С2[Х — М (X ) ]2} =

=  С2 М ([X  —  М (X )]2} =  C D  (X ).

D(CX) = C * D ( X ) .

Шундай қилиб, D(CX)  =  С2 D(X).
Агар I С 1 >  1 бўлса. С Х  микдорнинг мумкин бўлган  

кийматлари (абсолют қиймат бўйича) X  микдоркилг қиймат- 
ларидан катта бўлишини эътиборга олсак, бу хосса тушу- 
нарли бўлади. Бундан С Х  кийматларининг М(СХ)  матема
тик кутилиш атрофида тарқоқлиги X  қш ш здарннииг М (X )  
атрофида-тартотститйдан кўпроқ бўлиши, яъни D (С Х ) >  D (X) 
келиб чиқади. Аксинча, агар 0  <  I СI <  1 бўлса, у  ҳолда 
D (СХ) <  D (X ) бўлади.

3 - хосса. Иккита эркли тасодифий мицдор йиғиндисининг 
дисперсияси бу миқдорлар дисперсияларининг йиғиндисига 
тенг:

D (X +  Y ) = D ( X )  +  D(Y).
И с б о т и .  Дисперсияни хисоблаш формуласи бўнича:

D (X +  Y) =  М[(Х +  Y f ]  —  [М (X +  У )]2.

Қавсларни очиб ҳамда бир нечта миқдорлар йиғиндиСи- 
нинг ва иккита эркли тасодифий миқдор кўпайтмасининг мате
матик кутилишлари хоссаларидан фойдаланиб, қуйидагини 
ҳосил киламиз:

D (X +  Y) — М [X 2 +  2X Y  +  К 2] —  [М (X ) +  М (Г ) ]2 =

=  М (X 2) +  2М (X)-М (Y) +  М (У 2) —  М2 (X) —
—  2М ( X ) -M(Y) —  M2(Y) =  {М ( X 2) —  \М (Х )а) +

+  [М (У2) -  [М (У )[2) =  D (X ) +  D (Y).
Шундай килиб,

D (X  +  Y) =  D (X) - f  D (Y).
1 - натижа. Бир нечта ўзаро эркли тасодифий мицдор

лар йиғиндисининг дисперсияси бу мицдор.шрнинг диспер- 
сиялари йиғиндисига тенг.

85



Масалан, учта қўшилувчи учун 

D ( X  +  K +  Z) =  D [ X  +  ( F  +  Z)] =  D (X )  +  D ( K + Z )  =  

=  D (X )  +  D(Y) +  D(Z).

Ихтиёрий сондаги қўшилувчилар учун исбот математик 
индукция методи билан олиб борилади.

2- натижа. Ўзгармас миқдор би.ган тасодифий миқдор 
йиғиндисининг дисперсияси тасодифий микдорнинг диспер- 
сиясига тенг:

D(C +  X) =  D(X).

И с б о т и. С ва X  мщдорлар ўзаро эркли, шунинг учун 
учинчи хоссага асосан:

D(C +  X) =  D(C) +  D(X).

Биринчи хоссага асосан D(C) = 0 .  Демак,

D ( C - f  X )  =  D (X ).

X  ва X  +  С мщдорлар фақат санок боши билан фарқ 
қилиши, ва демак, улар ўзларининг математик кутилишлари 
атрофида бир хил таркоклигики эътиборга олсак, хосса ту- 
шунарли бўлади.

4 - хосса. Иккита эркли тасодифий мицдор айирмаси- 
нинг дисперсияси уларнинг дисперсиялари йиғиндисига тенг:

D (X  — Y ) - D ( X )  +  D(Y).

И  с б о т  и. Учинчи хоссага асосан:

D (X  —  Y) =  D (X) +  D (— Y).

Иккинчи хоссага асосан:

D (X  —  Y) =  D(X)  +  (— 1 ? D { Y )
ёки

D ( X - K )  =  D (X )  + D ( F ) .  j

6 -§ . Эркли синашларда ҳодисанинг рўй бериш сонининг 
дисперсияси

Ҳар биридан А ходисанинг рўй бериш эхтимоли бир хил 
бўлган п та эркли синаш ўтказилаётган бўлсин. Бу синаш
ларда ходисанинг рўй бериш сонининг дисперсияси қанчага 
тенг? Б у саволга қуйидаги теорема жавоб беради.
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Теорема. Ҳар бирида А ҳодисанинг рўй бериш эҳтимо- 
ли р узгармас булган п та эркли синашда бу ходиса руй 
беришлари сонининг дисперсияси синашлар сонини битта 
синашда хрдисанинг рўй бериш ва рўй бермаслик эхтимол- 
ларига кўпайтирилганига тенг:

D (X ) =  npq.
И с б о т и .  X  тасодифий микдор —  А ҳодисанинг п та 

синашда рун беришлар сонини қараймиз. Равшанки, бу си
нашларда ҳодисанинг рўй беришлари жами сони унинг ай
рим синашларда рўй беришлари йиғиндисига тенг:

X =  X j +  Х 2 +  . .  +  X , ,

бу ерда X j биринчи синашда, Х 2 иккинчи синашда, . . . ,  Хп 
п синашда ҳодисанинг рўй бериш сони.

X t > Х 2, . . • , Х „  мицдорлар ўзаро эркли, чунки ҳар бир 
синашнинг натижаси цолганларининг натижаларига боғлиц 
эмас, демак, 1-натшкадан (5- §■) фойдаланишга хзкимиз бор:

D (X )  = . D ( X ,)  +  D (X 2) +  . . .  +  D (X „  ). (* )

Xi нинг дигпеосиясини цуйидаги формула бўйича ҳисоб- 
лаймиз:

D (Xi) =  M (X\ ) — [M (X j)]2. (* * )

X !  микдор биринчи тажрибада А хрдисанинг рўй бериш 
сони, шунинг учун (V II боб, 2 - § ,  2 - мисол) М(Х1) = р .

Фацат иккита цийматни, чунончи р эхтимол билан I 2 
ни ва q э ҳ тимол билан О2 ни кабул цилиш мумкин булган 
Х\ тасодифий мицдорнинг математик кутилишини топамиз:

М (Х *) =  12 р +  0 2 -д =  р.

Топилган натижаларни (**) муносабатга цўйиб, цуйида
гини хрсил киламиз:

D (Хі) =  р — р2 = р (1 — Р) = pq-
Равшанки, цолган тасодифий мицдорлардан ҳар бирининг 

дисперсияси ҳам pq га  тенг. (* ) муносабатнинг ўнг томони
даги ҳар бир қўшилувчини pq га алмаштириб,

D (X ) =  npq 
тенгликни ҳосил циламиз.

Э с л а т м а .  X  микдор биномиал цонун буйича тақсимланганлиги 
учун исботланган теоремани бундай таърифлаш ҳам мумкин: п ва р



параметрли биномиал тацсимотнинг дисперсияси npq купайтмага 
тенг.

Мисол. Ҳар бирида хрдисанинг рўй бериш эҳтимоли 0 ,6  
га тенг бўлган 10 та эркли синаш ўтказилмоқда. X  тасо
дифий микдор —  бу синашларда ҳодисанинг рўй бериш сони 
дисперсиясини ҳисобланг.

Е ч и л и ш и .  Шартга кўра п =  10, р =  0 ,6 . Ҳодисанинг 
рўй бермаслик эхтимоли:

q =  1 — 0 ,6  =  0 ,4 .

Изланаётган дисперсия:

D (X ) =  npq — 1 0 - 0 , 6 -  0 , 4  =  2 ,4 .

7 - § . Ўртача квадратик четланиш

Тасодифий миқдорнинг мумкин бўлган қийматларини 
унинг ўртача киймати атрофида таркоклигини баҳолаш учун 
дисперсиядан ташқари яна баъзи-бир бошка характеристика- 
лар ҳам хизмат килади. У лар жумласига ўртача квадратик 
четланиш киради.

X  тасодифий миқдорнинг ўртача квадратик четланиши 
деб, дисперсиядан олинган квадрат илдизга айтилади:

сг(Х ) =  / Щ

Дисперсиянинг ўлчамлиги тасодифий микдор ўлчамлиги- 
нинг квадратига тенглигини кўрсатиш қийин эмас. Уртача 
квадратик четланиш дисперсиядан олинган квадрат илдизга 
тенг бўлгани учун ст(Х) нинг ўлчамлиги X  нинг ўлчамлиги 
билан бир хил бўлади. Ш ѵ сабабли таркоклик баҳоси ўл- 
чамлиги тасодифий микдор ўлчамлиги билан бир хил бўли- 
ши максадга мувофиқ бўлган хрлларда дисперсия эмас, 
балки ўртача квадратик четланиш ҳисобланади. Масалан, 
У. чизикли метрларда ўлчанса, у холда а ( Х )  хам чизикли 
метрларда ўлчанади, Ь  (X ) эса квадрат метрларда ўлчанади.

Мисол. X  тасодифий микдор куйидаги таксимот конуни 
орқали берилган.

X  2 3 10 

р 0 ,1  0 ,4  0 ,5 .

ст(Х) ўртача квадратик четланишни топинг.
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Е ч и л и ш и .  X  нинг математик кутилишини ҳисоблаймиз:

М (X) =  2 - 0 , 1  + 3 - 0 , 4  +  1 0 - 0 , 5  =  6 ,4 .

X 2 нинг математик кутилишини топамиз:

М ( Х 2) =  2 2 -0,1 +  3 2 - 0 , 4  +  102 -0, 5 =  54.

Дисперсияни топамиз:

D  (X ) =  М (А’2) —  [М (X )]2 =  5 4  -  6 ,4 2 =  13 ,04 .

Изланаётган ўртача квадратик четланиш куйидагига 
тенг:

а  (X ) =  Ѵ Ш Х )  =  \ 4 « 3 , 6 1 ,

8 -  §. Ўзаро эркли тасодифий миқдорлар йиғиндисининг 
ўртача квадратик четланиши

Бир нечта ўзаро эркли тасодифий миқдорларнинг ўрта- 
ча квадратик четяанишлари маълум бўлсин. Бу микдор лар 
йиғиндисининг ўртача квадратик четланишини қандай то
пиш мумкин? Бу саволга куйидаги теорема жавоб беради.

Теорема. Чекли сондаги ўзаро эркли тасодифий мицдор
лар йиғиндисининг ўртача квадратик четланиши б у миц
дорлар уртача квадратик четланиш ларининг квадратлари 
йиғиндисидан олинган квадрат илдизга тенг:

о (Х і +  Х 2 +  ... +  Хп ) =  }• о2 (X j) +  о2 (Х 2) +  ... + а 2 (Х „ )

И с б о т и. Қаралаётган ўзаро эркли миқдорлар йиғин- 
дисини X  орқали белгилайлик:'

X  =  Х х +  Х 2 +  . . .  +  Хп .

Бир нечта ўзаро эркли тасодифий миқдорлар йиғинди- 
сининг дисперсияси қўшилувчилар дисперсияларининг йиғин- 
дисига тенг (5 -§ , 1 - натижа) бўлгани учун

D (X ) =  D (X ,)  +  D (Х г) +  . . .  +  D (Х „ ).

Бундан

1 Щ = 1  О (X j) +  D (Х 2) +  . . .  +  D (Хп ) 

ёки узил-кесил

о (X ) =  У  о2(Х і) +  о* (Х 2) +  . . .  +  о2 (Хп )•
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9- §. Бир хил тақсимланган
3 заро эркли тасодифий мицдорлар

Тасодифий мицдорнинг тацсимот цонуни бўйича унинг 
сонли характеристикалари ни топиш мумкинлиги энди бизга 
маълум. Бундан, агар бир нечта тасодифий мицдорлар бир 
хил тацсимот конунига эга бўлса, у холда уларнинг сонли 
характеристикалари бир хил бўлиши келиб чицади.

Бир хил тацсимланган ва демак, бир хил характеристи- 
каларга (математик кутилиш, дисперсия ва бошцалар) эга 
бўлган ўзаро эркли п та Xlt Хг, ..., Хп тасодифий мицдор- 
ларни царайлик. Шу мицдорларнинг арифметик ўртача ций- 
матининг сонли характеристикаларини ўрганиш катта аха- 
миятга эга, биз бу параграфда шу масала билан шуғул- 
ланамиз.

Қаралаётган тасодифий мицдорларнинг арифметик ций- 
матини X  орцали белгилаймиз:

+  Хп
п

Куйидаги уч ҳолат X  арифметик ўртача цийматнинг 
сонли характеристикалари билан хар бир алоҳида мицдор
нинг тегишли характеристикалари орасида алоца ўрнатади.

1. Ўзаро эркли ва бир хил тақсимланган тасодифий 
мицдорларнинг арифметик ўртача цийматининг матема
тик кутилиши хар бир мицдорнинг математик кутилиши 
а га тенг:

М(Х) =  а

И с б о т  и. Математик кутилиш хоссаларидан (ўзгармас 
кўпайтувчини математик кутилиш белгисидан ташцарига 
чикариш мумкин; йиғиндининг математик кутилиши цў- 
шилувчиларнинг математик кутилишлари йиғиндисига тенг) 
цуйидагини ҳос и л  циламиз:

М(Х )=  М ( * 1 +  Хгп+  - + * п) =

=  .ЩХу)  +  /V J(X .,)+  -  +  М (Х П) 
п

Мицдорлардан цар бирининг математик кутилиши а га 
тенглигини назарга олиб, цуйидагини цосил циламиз:

М ( Х ) =  Z L =a.
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2. п та ўэаро эркли, бир хил тацсимланган тасодифий 
мицдорлар арифметик ўртача цийматининг дисперсияси 
мицдорлардан .\ар бирининг D дисперсиясидгн п марта кичик:

D (X) =  (* )

И с б о т  и. Дисперсия хоссаларидан фойдаланиб (узгар
мас кўпайтувчини дисперсия белгисидан ташцарига квад- 
ратга ошириб чицариш мумкин; эркли мицдорлар йиғинди- 
сининг дисперсияси цўшилувчилар дисперсиялари йиғинди- 
сига тенг), қуйидагини ҳосил циламиз:

ЩХ) =  D +  * і  + ; - ± * « j ==

£ > (Х ,)  +  0 ( Х г) + - + D ( X n)
-

Мицдорлардан ҳар бирининг дисперсияси шартга кўра 
D га тенглигини эътиборга олиб, цуйидагини хрсил ци- 
ламиа;------------------- — — — ------- ---------- --  -----------------  -

D (X) =  5 ? *ѵ ' пг п

3 . п та ўзаро эрк.ш, бир хил тацсимланган тасоди
фий мицдорлар арифметик ўртача цийматининг ўртача 
квадратик четланиши шу мицдорлардан кар бирининг ўр- 
тача квадратик четланиши о дан і й  марта кичик:

о(Х) =  - ^ .  (**)
У п

И с б о т  и. D(X) =  бўлгани учун X  нинг ўртача квад

ратик четланиши цуйидагига тенг:

,т>. ,  г — —  1 У~о о 
а(Х) =  У D (X )=  ' Ь =

ѵ ' ’ п у п у  п
(*) ва (**) формулалардан келиб чицадиган умумий ху

лоса: дисперсия ва ўртача квадратик четланиш тасодифий 
мицдорнинг тарцоцлик ўлчовлари бўлгани учун етарлича 
катта сондаги ўзаро эркли тасодифий мицдорларнинг ариф
метик ўртача циймати цар бир мицдорга цараганда анча 
кичик тарцоцликка эга.

Бу натижа практика учун цанчалик муҳимлигини ми
солда тушунтирамиз.

Мисол. Бирор физикавий катталикни ўлчаш учун одат
да бир кечта ўлчаш ўтказилади, кейин эса ҳосил цилинган
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сонларнинг арифметик ўртача цийматини топиб, уни ўлча- 
наётган катталикнинг тацрибий циймати сифатида олина
ди. Ўлчашлар бир хил шароитда бажарилади деб, цуйкда- 
гиларни исботланг:

а) арифметик ўртача циймат айрим ўлчашларга нис
батан ищончлироц натижа беради;

б) ўлчашлар сони ортиши билан бу натижанинг ишонч
лилиги ортади.

Е ч и л и ш и .  а) Маълумки, айрим ўлчашлар ўлчанаётган 
катталикнинг ҳар хил цийматини беради. Ҳар бир ўлчашнинг 
натижаси кўп тасодифий сабабларга (хароратнинг ўзгариши, 
асбобнинг тебраниши ва шунга ўхшашларга) боғлиц бўлиб, 
бу сабабларни аввалдан тўла-тўкис ҳисобга олиб бўлмайди.

Шунинг учун, п та айрим ўлчаш натижасини Х ѵ Хг 
..., Хп (индекс ўлчаш номерини билдиради) тасодифий миц- 
дорлар сифатида ц-арашга ҳацлимиз. Бу мицдорларнинг эҳ- 
тимоллари тацсимоти бир хил (ўлчашлар бир хил мето
дика бўйича ва бир хил асбоблар билан ўтказилади), де
мак, улар бир хил сонли характеристикаларга эга; бундан 
ташцари, улар ўзаро эркли (ҳар бир айрим ўлчашнкнг на
тижаси колганларининг натижасига боглиц эмас).

Бундай мицдорларнинг арифметик ўртача цийматининг 
тарқоқлиги айрим мицдорларнинг тарцоцлигидан кам бўли- 
ши бизга маълум. Бошцача айтганда, ўлчашларнинг ариф
метик ўртача циймати ўлчанаётган катталикнинг ҳациций 
цийматига айрим ўлчаш натижасига нисбатан якинроц бў- 
лади. Б у  эса бир неча ўлчашларнинг арифметик ўртача кий- 
мати айрим ўлчашларга нисбатан ишончлироц натижа бе- 
ришини англатади.

б) Тасодифнч мицдорларнинг сони ортиши билан улар
нинг арифметик ўртача цийматининг тарцоцлиги камайиб 
бориши бизга маълум. Б у эса ўлчашлар сони ортиши би
лан уларнинг арифметик ўртача циймати ўлчанаётган кат
таликнинг ҳациций цийматидан борган сари камроц фарц 
цилади, демакдир. Шундай цилиб, ўлчашлар сонини ортти- 
риб, ишончлироц натижа олинади.

Масалан, айрим ўлчашнинг ўртача квадратик четлани
ши а  =  6 м бўлиб, жами п — 36  та ўлчашлар ўтказилган  
бўлса, у ҳолда бу ўлчашларнинг арифметик ўртача цийма
тининг ўртача квадратик четланиши фацат 1 м га тенг. 
Ҳацицатан,

ст(Х) 1 ’ Уп V зѳ
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Кўриб турибмизки, бир нечта ўлчашларнинг арифметик 
ўртача қиймати. кутилганидек, ўлчанаётган катталикнинг 
ҳациций цийматига ҳар бир ўлчаш натижасига нисбатан 
яцинроц экан.

1 0 -§ . Тацсимот моментлари ҳацида тушунча

Қуйндаги тацсимот цонуни билан берилган X  дискрет 
тасодифий мицдорни царайлик:

X  1 2  5  100

Р 0 ,6  0 ,2  0 , 19  0,01 .

X  нинг математик кутилишини топайлик:

Л ф О  =  1 -0, 6 + 2 - 0 , 2  +  5 - 0 , 1 9  +  100- 0 , 01  =  2 ,9 5 .

X I нинг тацсимот цонунини топамиз:

-------------------X е--------1—  4 2 5  1 0 0 0 0

р 0 ,0 6  0 ,0 2  0 , 1 9  0 ,01 .

X 2 нинг математик кутилишини топамиз:

М(Х2) =  1 . 0 , 6  +  4 .0 ,2  +  2 5 . 0 . 1 9  +  100- 0 , 1  =  1 0 6 ,1 5 .

М(Х2) циймат М (Х ) га нисбатан анча катта эканлигини 
кўриб турибмиз. Бу X 2 нинг X  нинг х =  100 га мос қий- 
мати квадратга оширилгандан кейин 10000 га тенг бўлга- 
ни, яъни анча ортгани, шу цийматнинг эхтимоли эса ки- 
чиклиги (0 ,01) билан тушунтирилади.

Шундай цилиб, М(Х) дан М(Х2) га ўтиш кичик эҳти- 
молга эга бўлган катта цийматнинг математик кутилишга 
таъсирини яхшироц цисобга олишга имкон берди. Албатта, 
агар X  мицдор бир нечта катта, лекин кичик эхтимолли 
цийматларга эга бўлса, ҳолда у X 2 га, айницса А 3, X4 в а 
ҳ. к. ларга ўтиш бу катта, лекин кичик эхтимолли ций
мат ларнинг «ролини оширишга имкон беради». Мана шу 
сабабли тасодифий мицдорнинг (фацат дискрет эмас, балки 
узлуксиз ҳам) бутун мусбат даражаларининг математик ку
тилишини текшириш мацсадга мувофиц бўлади.

X тасодифий мицдорнинг k- тартибли боиілангич мо
менти деб, X k мицдорнинг математик кутилишига айти
лади:

V* =  M{Xk).
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Жумладан
V, =  М(Х), 
ѵг =  AUX2).

Бу моментлардан фойдаланиб, дисперсияни ҳисоблаш 
D(X) =  Щ Х г) —  [Л 4(Х)]2 формуласини қуйидагича ёзиш 
мумкин:

D (Х) =  ѵг - ѵ \ .  (*)

X  тасодифий миқдорнинг моментларидан ташқари X  —
—  М (Х) четланиш моментларини ҳам текшириш мақсадга 
мувофикдир.

X тасодифий микдорнинг k- тартибли марказий мо
менти деб, (X — M(X))k миқдорнинг математик кутилиши- 
га айтилади:

/1* =  М[(Х - М (  Х ) П
Жумладан,

Мі = м [ Х - а д ]  =  о, г * )

ц2 =  М[(Х -  М(Х))2} =  D (X). (* ** )

Бошланғич ва марказий моментларни боғловчи муносабат
ларни келтириб чиқариш осон.

Масалан, (*) ва (* * * )  ни солиштириб,

= ѵ 2 —  V»!

ни ҳосил қиламиз.
Марказий момент таърифи ва математик кутилиш хос- 

саларидан фойдаланиб, қуиидаги формулаларни ҳосил қилиш 
осон:

Из =  ѵ8 —  3vjvs +  2 ѵ \ ,

U4 =  ѵ4 —  4v 3vj -1- 6ѵ 2ѵгх —  Зѵ4г.

Юқорироқ тартибли моментлар кам ишлатилади.
Эслатма. Бу ерда кўрилган моментлар назарий моментлар деб 

аталади. Кузатиш маълумотлари буйича ҳисобланадиган моментлар на
зарий моментлардан фарқли ўлароқ эмпирик моментлар деб аталади. 
Эмпирик моментлар таърифлари кейинроқ берилади (XV II боб, 2- §).

М а с а л а л а р

I. Иккита іркли тасодифий микдорнинг дисперсиялари маълум: 
D (X ) =  4 , D (Y )  =  3 .  Бу миқдорлар йиғикдисининг дисперсиясини то
пинг.

Жавоби. 7.
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2. X  тасодифий мицдорнинг дисперсияси 5 га тенг. Қуйидаги 
мицдорларнинг дисперсиясини топинг. а) X  —  1; б) —  2 Х ; в) ЗХ  +  6.

Жавоби. а) 5; б) 20 ; в) 45.

3. X  тасодифий мицдор —  С ва С цийматларни 0 ,5  эхтимол билан 
цабул цилаии. Бу мицдорнинг дисперсиясини топинг.

Жавоби. С2.

4. Тацсимот цонуни маълум булган тасодифий мицдорнинг диспер
сиясини топинг:

X  0,1 2 10 20  
Р 0 ,4  0 ,2  0 ,1 5  0 ,25 .

Жавоби. 67 ,6404 .

5. X  тасодифий мицдор иккита мумкин булган циймат: х, ни 0 ,3  
эҳтимол билан, х , ни С,7 эхтимол билан кабул цилиши мумкин, шу 
билан бирга хг >  xt • М(х) =  2 ,7  ва D (X) — 0,21 ни билган холда х , 
ва хг  ни топинг.

----------------------------------------------------------------------------- —Жавоби. xt - 1  8 , xt -а  а.

6. Агар М( Х)  =  0 ,8  бўлса, X  тасодифий мицдор —  иккита эркли 
тажрибада А ходисанині рўй бериш сонининг дисперсиясини топинг.

Кдрсат.на. Иккита эркли тажрибада А ходиса руй бериш сонини 
эҳтимоллари тацсимотининг биномиал цонунини ёзинг.

Жавоби. 0 ,4 8 .

7. Бир - бирига боғланмасдан ишлайдиган тур тта асбобдан тузил
ган цурилма синалмоцда. Асбобларнинг ишлан' чициш эҳтимоллари 
цуйидагича: pj =  0 ,3 ;  рг =  0 ,4 ; р3 =  0 ,5 ; р4 =  0 ,6 .  Ишдан чикцан 
асбоблар сонининг математик кутилиши ва дисперсиясини топинг.

Жавоби. 1 , 8 ;  0 ,94 .

8. X  тасодифий мицдорнинг —  хар бирида ходисанинг рўй бериш 
эҳтимоли 0 ,7  га тенг булган 100 та эркли синашда ходисанинг рўй бе
риш сонининг дисперсиясини топинг.

Жавоби. 21.

9. Тасодифий мицдорнинг дисперсияси D (X ) =  6 ,25 . а ( Х )  ўртача 
квадратик четланишни топинг.

Жавоби. 2 ,5 .

10. Тасодифий мицдор цуйидаги тацсимот цонуни билан берилган:

X  2 4 8 
р 0,1 0 ,5  0 ,4 .

Бу мицдорнинг ўртача квадратик четланишини топинг.

Жавоби. 2,2.
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11. Ўзаро эркли, бир хил тацсимланган 9  та тасодифий микдордан 
хар бирининг дисперсияси 36 га тенг. Бу мицдор арифметик ўртача 
цийматининг дисперсиясини топинг.

12. Ўзаро эркли, бир хил тацсимланган 16 та тасодифий мицдор- 
дан ҳар бирининг ўртача квадратик четланиши 10 га тенг. Бу мицдор
лар арифметик ўртача цийматининг ўртача квадратик четланишини 
топинг.

Жавоби. 2 ,5 .

Т ў ц ц и з и и ч и  б о б  

КАТТА СОНЛАР ҚОНУНИ

1- § . Дастлабки изоҳлар

Маълумки. тасодифий миқдор синаш якунида мумкин 
бўлган қийматлардан қайси бирини кабул қилишини аввал
дан ишонч билан айтиб бўлмайди, чунки у ҳисобга олиб 
бўлмайдиган бир қанча тасодифий сабабларга боғлиқ бўлиб, 
биз уларни ҳисобга ололмаймиз. Ҳар бир тасодифий мик
дор ҳақида ана шу маънода жуда кам маълумотга эга 
бўлганимиз учун етарлича катта сондаги тасодифий миқ- 
дорлар йиғиндиси тўғрисида ҳам бирор нарса айта олиши- 
миз цийиндек кўринади. Аслида эса бу ундай эмас. Бирор 
нисбатан кенг шартлар остида етарлича катта сондаги та
содифий миқдорлар йиғиндисининг тасодифийлик характери 
деярли йўцолар ва у конуниятга айланиб колар экан.

Практика учун ж уда кўп тасодифий сабабларнинг бир- 
галикдаги таъсири тасодифга деярли боғлиқ бўлмайдигаи 
натижага олиб келадиган шартларни билиш жуда катта  
аҳамиятга эга, чунки бу ҳодисаларнинг қандай ривожлани- 
шини кўра билишга имкон беради. Бу шартлар умумий ном 
билан катта сонлар цонуни деб горитиладиган теоремаларда 
кўрсатилади. Булар жумласига Чебишев ва Бернулли теоре- 
малари (бошқа теоремалар ҳам бор, лекин улар бу ерда қа- 
ралмайди) мансуб, Чебишев теоремаси катта сонлар қону- 
нининг энг умумийси, Бернулли теоремаси эса эн г соддаси- 
дир. Бу теоремаларни исботлашда Чебишев тенгсизлигидан 
фойдаланамиз.

2 - §. Чебишев тенгсизлиги

Чебишев тенгсизлиги дискрет ва узлуксуз тасодифий 
мицдорлар учун ўринли. Соддалаштириш мақсадида биз бу 
тенгсизликни дискрет миқдорлар учун исботлаймиз.



Тақсимот жадвали орқали берилган X  дискрет тасодн- 
фий миқдорни қарайлик:

X  Xj ... xn 
P Pi Pi ••• Pn •

Тасодифий миқдорни ўзининг математик кутилишидан 
четланиши абсолют қиймат буйича г  мусбат сондан орт- 
маслик эҳтимолини баҳолашни мақсад қилиб қўяйлик. 
Агар е етарлича кичик бўлса, биз бу билан тасодифий 
микдор ўзининг математик кутилишига яқин қиймат қзбул 
қилиш эҳтимолини баҳолаган бўламиз. П . JI. Чебишев, 
бизни қизиқтираётган баҳони берувчи тенгсизликни исбот- 
лаган.

Ч е б и ш е в  т е н г с и з л и г и .  X тасодифий мицдорнинг 
ўз математик кутилишидан четланиши абсолют циймат
бўйича е мусбат сондан кичик бўлиш эҳтимоли 1 —

Р(\Х —  М(Х)| <  е ) >  1 —

И с б о т  и. | Х —  у И ( Х ) | < е  ва | Х —  М (Х )| > е  тенгсиз
лик ларнинг бажарилиши д?н иборат бўлган ҳодисалар қара- 
ма-қарш и бўлгани учун уларнинг эҳтимоллари йиғиндиси 
бирга тенг, яъни

Р(\Х-М(Х)\<г)  +  Р ( | Х - М ( Х ) | > е )  =  1.

Бундан бизни қизиқтираётган эҳтимол:

Р ( | Х - Ж ( Х ) ! < е) =  1 - Р ( | Х - М ( Х ) | > е ) .  (*)

Куриб турибмизки, масала Р(\Х—  М(Х)| > е ) эҳтимолни 
ҳисоблашга келтирилди.

X  тасодифий миқдор дисперсиясининг ифодасини ёзай- 
лик:

Д Х )  =  [лгх —  Л ^(Х)]2Ра +  [ * 2 - М ( Х ) ] 2р2 +

. . .  - f-  \Хп —  М (Х )]2Рп •

Бу йиғиндининг ҳар бир қўшилувчиси манфий эмас.
Таркибида \xt —  А1(Х)| < е  бўлган цўшилувчиларни таш- 

лаб юборамиз (қолган қўшилувчилар учун \х: —  М (Х )| > е  
бўлади), натижада йиғинди фақат камайиши мумкин. Аниқ- 
лик учун биринчи k та қўшилувчи ташлаб юборилган деб 
ҳисоблаймиз (умумийликка зиён келтирмасдан, тақсимот
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жадвалида мумкин бўлган қийматлар шу тартибда белги
лаб чиқилган дейиш мумкин). Шундай қилиб,

В(Х)~^>[хьлл —  /ѴІ(Х)]2р*+і +  1**+* —  М(.Х)?рк̂  -f-

+  .. .  +  [хп—  М(Х)]грп .

\х< — М(Х)  I >  е (/ =  k + 1  , k 2 ....... ri) тенгсизликнинг
иккала томони хам мусбат, шунинг учун уларни квадратга 
ошириб, тенг кучли \х/ —  М(Х)\г^ е г тенгсизликни хрсил 
киламиз. Бундан фойдаланиб ва қолган йиғиндидаги ҳар 
бир IXj —  M (X )j2 кўпайтувчини е2 билан алмаштириб (бун
дан тенгсизлик фақат кучайиши мумкин), куйидагини ҳо- 
сил қиламиз:

D{X) е2 (Дг-t-i +  рк+2 +  •• +  Рп). (**)

Қўшиш теоремасига кўра pk+ y - f  pk+ 2 +  ••• -f- Рп эҳти- 
моллар йиғиндиси X  тасодифий миқдор Xk+ъ  * * + * . • • •, хп 
қийматларнинг, қайсиниси бўлса, бирини қабул қилиш  
эҳтимоли бўлиб, уларнинг хар бирида ҳам четланиш Jjc/ —
—  /W(X)| > -  е тенгсизликни қаноатлантиради. Бундан ркцг1 
+  Р л+ 2 + ' ■ ■ < +  Рп ЙИҒИНДИ

Р ( | Х - М ( Х ) | > е )

эҳтимолни ифодалаши келиб чиқади. Бу мулоҳаза (* * )  
тенгсизликни бундай ёзишга имкон беради:

D (X ) >  е* • Р (| Х  — М ( Х ) | > е )

ёки

Р (|Х —  М  (Х)| >  в) <  (***)

(* * * )  ни (*) га қўйиб, узи л-кеси л қуйидагини ҳосил ки
ламиз :

Р (| Х  — М (Х )| <  е) >  1 

Мана шуни исботлаш талаб қилинган эди.

Э с л а т м а .  Практика учун Чебишев тенгсизлигининг аҳамияти 
чекланган, чунки кўп ҳолларда у қўпол, баъзан эса тривиал (аҳамия- 
ти бўлмаган) баҳо беради. Масалан, агар D  ( X ) >  г 2, ва демак,

'  бўлса, у ҳолда 1 — ^  0; шундай қилиб, бу ҳолда Че

бишев тенгсизлиги четланишнинг эхтимоли манфий эмаслигини билди
ради, бу эса шундоқ ҳам равшан, чунки ҳар қандай эҳтимол манфий 
бўлмаган сон билан ифодаланади.
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Чебишев тенгсизлигини назарий ахамияти эса жуда каттадир. 
Қуйида Чебишев теоремасини келтириб чицариш учун шу тенгсизлик- 
дан фойдаланамиз.

3- §. Чебишев теоремаси

Чебишев теоремаси. Агар Х ъ X s, • • •, Хп жуфт- 
жуфт эркли тасодифий миқдорлар бўлиб, уларнинг дисперсия- 
лари текис чегараланган (узгармас С сондан катта эмас) 
бўлса, у ҳолда мусбат е сон ҳар цанча кичик бўлганда 
ҳам, тасодифий мицдорлар сони етарлича катта бўжа,

X j  -}■ Х а 4 ~ ... -}-Хл М ( X i )  -4~ AI ( X a)4 - ...- f -  M (Хп )|
< е

тенгсизликнинг эҳтимоли бирга исталганча яцин бўлади. 
Бошцача цилиб айтганда, теорема шартлари бажарилганда

lim PI
п-*т '(Г-1

Х 2+ ..- ) -Х л

М ( X t ) +  М ( X . )  +...-t-VW  (Хп  ) |
< е

Ш ундай цилиб, Чебишев теоремаси бундай даъво цила
ди: агар дисперсиялари чегараланган тасодифий мицдорлар
нинг етарлича кўп сондагиси царалаётган бўлса, у  ҳолда 
бу тасодифий мицдорлар арифметик ўртача цийматининг 
уларнинг математик кутилишлари арифметик ўртача ций- 
матидан четланиши абсолют циймат бўйича исталганча 
кичик бўлишидан иборат ҳодисани деярли муцаррар деб 
ҳисоблаш мумкин.

И с б о т  и. Янги тасодифий микдор— тасодифий миіуіор- 
ларнинг

X __Х і +  Ха +  +  Хп
п

арифметик ўртача цийматини текширамиз.
X  нинг математик кутилишини топамиз. Математик 

кутилишнинг хоссаларидан фойдаланиб (ўзгармас кўпайтув- 
чини математик кутилиш белгисидан ташцарига чицариш 
мумкин; йигиндининг математик кутилиши цўшилувчилар- 
нинг математик кутилишлари йиғиндисига тенг), цуйидаги- 
ня ҳосил циламиз:

/ Х г+  X .  +  ... +  Х л  у  М ( X , )  +  м  ( Х а) + . . . +  М ( Х п ) п
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X тасодифий миқдорга Чебишев тенгсизлигини қўллай- 
миз:

■̂і +  Х г  Ч~ Х п  __д, /X j - t -  — ~h Х п

я  ̂ п

D ^ і +  Х і + —+ Х я  j  

>  1 ?

ёки (*) муносабатни қўлласак:
• Х ,+ Х ж+  ■■■+ Х п  М ( X , )  +  М  ( Х г ) + ...+  М ( Х п  )

< 8  >

D ( X 1- h X t + . . . +  X n '

<  8 ) > !  —  

(**)

Дисперсиянинг хоссаларидан фойдаланиб (узгармас кў- 
пайтувчини квадратга ошириб дисперсия белгисидан таш- 
қарига чиқариш мумкин; эркли тасодифий миқдорлар йиғин- 
дисининг дисперсияси кўшилувчилар дисперсиялари йиғин- 
дисига тенг), қуйидагини ҳосил қиламиз:

(Ху +  Хг  +  • • • + Л Л'\ D(Xy) +  D (Xt) • •-)-£)(Х л)
D (-------------- n J  = ------------------ 7?---------------------

Шартга кўра ҳрмма тасодифий миіуіорларнинг дисперсия
лари С узгармас сон билан чегараланган, яъни

D (Xa) <  С; D(X2) <  С; . . . ;  D(Xn) <  С

тенгсизликлар ўринли, шунинг учун
D ( X y )  -f- D ( X 2) -4- • • • -f- D ( X n) * С —j— С — • • •+ С  n C  С  

Пп П* =  Ж  T •
Шундай қилиб,

o ^ - L - Л ^ о .

(***) нинг ўнг томонини (**) қўйиб (бундан (**) тенг
сизлик фақат кучайиши мумкин), қуйидагини ҳосил цила
миз:

М(Х1) +  М (Х ,)+  •••+М(Х„) 
п <  8 ) > 1 -



Бундан п - *  оо да лимитга ўтиб, цуйидагига эга бўламиз:

lim  Р ■Х|~н -^2+ ••• -\-Хд
п

ді(х ,)+/М (л:2) + - - -  +  /И(хл)
< е >  1.п

Ниҳоят, эҳтимол бирдан катта бўла олмаслигини ҳисоб- 
га олиб, узил- кесил бундай ёзишимиз мумкин:

Теорема исботланди.
Юцорида, Чебишев теоремасини таърифлашда, биз тасо

дифий мицдорларнинг математик кутилишлари ҳар хил деб 
фараз қилган эдик. Практикада эса кўпинча тасодифий миц
дорлар бир- хил математик кѵтилишга эга булади. Агар 
шунга цўшимча цилиб, бу тасодифий мицдорларнинг диспер
сиялари текис чегараланган дейиладиган бўлса, у холда бу 
мпкдорларга Чебишев теоремасини цўллаш мумкинлиги рав
шан.

Ҳар бир тасодифий мицдорнинг математик кутилишини 
а орцали белгилаймиз; ц ралаётган ҳолда математик кути- 
лишларнинг арифметик ўртача циймати ҳам а га тенг бў- 
лишини кўриш кийин эмас.

Биз энди царалаётган хусусий ҳол учун Чебишев тео
ремасини таърифлашимиз мумкин.

Агар Хь Х2, . . . .  Хп тасодифий мицдорлар жуфт- жуфт 
эркш ва бир хил математик кутилииіга эга бўлиб, ушр- 
нинг дисперсиялари текис чегарашнган бўлса, у ҳолда 
е >  0 мусбат сон қар цанча кичик бўлганда .\ам тасоди
фий мицдорлар сони етарлича кўп бўлса,

тенгсизликнинг эхтимоли бирга исталганча яцин бўлади.
Бошцача сў з билан айтганда, теореманинг шартлари ба- 

жарилганда

jm р I • • • Хп__M(Xi)-j-M(X2)-{-...-|-M(Xn)
\ п  п

Хаі----- ~Ь X/- —  а \ < еп

п-+<х> \  П

lim I Хі +  Хг^  \-X-n — а <- g  j _  j  

п-ОО \ П I
тенглик ўринли бўлади.
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4 - §. Чебишев теоремасининг моҳияти

Исботланган теореманинг моҳияти бундай: айрим эркли 
тасодифий мицдорлар ўз математик кутилишларидан анча 
фарц циладиган цийматлар цабул цилса-да етарлича катта  
сондаги тасодифий мицдорларнинг арифметик ўртача цийма
ти катта эҳтимоллик билан тайин ўзгармас сонга, чунончи
М(Хі)  ~ К ^ х г Н I- М(Ҳп) сонга (ёки, хусусий ҳолда а сон

га) яцин цийматларни катта эҳтимол билан цабул цилади. 
Бошцача сў з билан айтганда, айрим тасодифий мицдорлар 
анчагина сочилган бўлиши мумкин, лекин уларнинг арифме
тик ўртача циймати кам тарцоц булади.

Шундай цилиб, ҳар бир тасодифий мицдор мумкин бўл- 
ган цийматлардан цайсинисини цабул цилишини аввалдан 
айтиб бўлмайди, аммо уларнинг арифметик ўртача циймати 
цандай циймат цабул килишини олдиндан кўра билиш мумкин.

Ш у н д а й  ц и л и б ,  е т а р л и ч а  к а т т а  с о н д а г и  
з р к л и  т а с о д и ф и й  м и ц д о р л а р н и н г  (дисперсиялари 
текис чегараланган) а р и ф м е т и к  ў р т а ч а  ц и й м а т и  
т а с о д и ф и й л и к х а р а к т е р и н и й ў ц о т а д и .  Бу бун
дай изоҳланади: хар бир мицдорнинг ўз математик кутили
шидан четланиши мусбат ҳам, манфий хам бўлиши мум
кин, аммо арифметик ўртача цийматда улар ўзаро йўцолиб 
кетади.

Чебишев теоремаси фацат дискрет тасодифий мицдорлар 
учун эмас балки узлуксиз мицдорлар учун ҳам ўринли; у 
диалектик материализмнинг тасодифийлик ва зарурият ора
сидаги боғланиш ҳацидаги таълимотини тасдицловчи ёркин 
мисолдир. •

5- § . Чебишев теоремасининг практика учун аҳамияти

Чебишев теоремасининг амалий масалаларни хал этишда 
цўлланишига доир мисоллар келт.ирамиз.

Одатда бирор физикавий катталикни ўлчаш учун бир 
нечта ўлчашлар ўтказилади ва уларнинг арифметик ўртача 
циймати изланаётган ўлчам сифатида цабул цилинади. 
Қандай шартларда бундай ўлчаш усулини тўғри деб ҳи- 
соблаш мумкин? Бу саволга Чебишев теоремаси (унинг 
хусусий холи) жавоб беради.

Ҳацицатан ҳам, ҳар бир ўлчаш натижаларини Хѵ Х2,
Х п тасодифий мицдорлар сифатида цараймиз. Бу тасодифий
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мицдорлар учун Чебишев теоремасини цўлламоцчи бўлсак, 
цуйидагилар бажарилиши керак: 1) улар жуфт-ж уфт эркли, 
2) бир хил математик кутилишга эга, 3) уларнинг диспер
сиялари текис чегараланган.

Агар ҳар бир ўлчаш натижаси цолганларининг натижа
ларига боғлиқ бўлмаса, биринчи талаб бажарилади.

Агар ўлчашлар систематик (бир хил ишорали) хатолар- 
сиз бажарилса, иккинчи талаб бажарилади. Бу ҳолда ҳамма 
тасодифий мицдорларнинг математик кутилишлари бир хил 
бўлиб, у ҳациций ўлчам а га тенг бўлади.

Агар ўлчаш асбоби тайин аницликни таъминлай олса, 
учинчи талаб бажарилади. Бунда айрим ўлчашларнинг на
тижалари ҳар хил бўлса-да, уларни тарқоқлиги чегаралан
ган бўлади.

Агар юқорида кўрСатилган ҳамма талаблар бажарилган 
б ўлса, у ҳолда ўлчаш натижаларига Чебишев теоремасини 
цўллаш га ҳақлимиз: п етарлича катта бўлганда

|*і+*« + ■■■+хп _ а |<е

тенгсизликнинг эҳтимоли бирга исталганча яцин бўлади. 
Бошцача цилиб айтганда, етарлича кўп сонда ўлчашлар ўт- 
казилса, у холда уларнинг арифметик ўртача циймати ўл- 
чанаётган катталикнинг ҳакиций цийматидан исталганча 
кам фарц цилади.

Шундай цилиб, Чебишев теоремаси кўрсатилган ўлчаш 
усулини цўллаш мумкин бўладиган шартларни бажарилиши 
кераклигини кўрсатади.

Бироц ўлчашлар сонини кўпайтириш билан исталганча 
катта аницликка эришиш мумкин деб ўйлаш нотўғри бўлар 
эди. Гап шундаки, асбобнинг ўзи +  ос аницликда кўрсатади; 
шунинг учун ҳар бир ўлчаш натижаси, ва демак, уларнинг 
арифметик ўртача циймати хам асбобі.инг аницлигидан орт- 
майдиган аницликда ҳосил цилинади.

Статистикада цўлланадиган танланма усул Чебишев те
оремасига асосланган, бу усулни моҳияти шундан иборатки, 
унда унча катта булмаган тасодифий танланмага асосланиб, 
барча текширилаётган объектлар туплами (бош тўплам) 
тўғрисида мулоҳаза цилинади. Масалан, би) той пахтанинг 
сифати ҳакида ҳар ер - ҳар еридан олинган пахта толалари- 
дан иборат тутамнинг сифатига цараб хулоса чицарилади. 
Тутамдаги пахта толаларини сони тойдагидан анча кам
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бўлса ҳам, тутам етарлича кўп сондаги юзлаб толалардан 
иборатдир.

Бошқа мисол сифатида доннинг сифатини ундан озги- 
насини татиб кўришга асосланиб уни сифатини билиш ни 
олиш мумкин. Бу ҳолда ҳам таваккалига олинган донлар 
сони ҳамма дон сонидан анча кичик бўлса- да, лекин ўз- ўзи 
учун етарлича кўп.

Мана шу келтирилган мисолларнинг ўзидан, Чебишев 
теоремаси практика учун бебаҳо аҳамиятга эга деб хулоса 
чиқариш мумкин.

6 - §. Бернулли теоремаси

п та эркли синаш ўтказилаётган бўлиб, уларнинг ҳар би
рида А ҳодисанинг рўй бериш эҳтимоли р га тенг бўлсин. 
Ходиса рўй беришининг нисбий частотаси тахминан қандай 
бўлишини аввалдан кўра билиш мумкинми? Бу саволга 
Яков Бернулли томонидан исботланган теорема ( 1713  йил
да нашр этилган) ижобий жавоб беради, бу теорема «катта 
сонлар конуни» номи билан юритилади; у  эҳтимоллар на
зариясининг фан сифатида шаклланишига асос солди. 
Бернуллининг исботи мураккаб эди. Теореманинг содда ис- 
ботини П . Л . Чебишев 18 4 6  йилда баён этган.

j Бернулли теоремаси. Агар п та эркли синашнинг ҳар 
бирида А ходисанинг рўй бериш эҳтимоли р узгармас ва 
синашлар сони етарлича катта бўлса, у ҳолда нисбий 
частотанинг р эҳтимолдан четланиши абсо.ѵот циймат 
бўйича исталганча кичик бўлиш эхтимоли бирга исталган
ча яқин бўлади.

Бошкача қилиб айтганда, агар е исталганча кичик мус
бат сон бўлса, у ҳолда теорема шартлари бажарилганда 
қуйидаги тенглик ўринлн булади:

И с б о т и .  Хх орқали (дискрет тасодифий миқдор) бирин
чи синашда, Х 2 орқали иккинчи синашда, . . . ,  Хп орқали 
п- синашда ҳодисанинг рўй бериш сонини белгилаймиз.

Равшанки, бу миқдорларнинг ҳар бири фақат иккита 
қиймат: 1 ни (А ҳодиса рўй берди) р эҳтимол билан, ва 
О ни (ҳодиса рўй бермади) 1 —  р =  q эҳтимол билан қабул 
қилиши мумкин.
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Қаралаётган миқдорларга Чебишев теоремасини қўллаш  
мумкинми? Агар тасодифий миқдорлар ж уф т-ж уф т эркли 
ва уларнинг дисперсиялари чегараланган бўлса, мумкин.
Иккала шарт ҳам бажарилади. Ҳақиқатан ҳам Хѵ  Х 2..........
Х п микдорларнинг ж уф т-ж уф т эрклиги тажрибаларнинг 
эрклилигидан келиб чиқади. Ихтиёрий Х ,( /  = 1 , 2 ,  п) 
миқдорнинг дисперсияси pq* кўпайтмага тенг, p-\-q =  \
бўлгани учун pq к ў п а й т м а дан ортмайди, демак,

бу микдорларнинг дисперсиялари чегараланган, масалан,

С =  — сони билан.4
Кўрилаётган микдорларга Чебишев теоремасини (хусусий  

ҳолини) қўлланиб, куйидагиии х.осил киламиз:

< 8 = 1 .! і т  Р ! X,  +  X,  +  • •■ + Х п
f l - »  QO п

Ҳ а р бир X . микдорнинг а математик кутилиши (яъни 
битта синашда ходисанинг рўй бериш сонининг математик 
кутилиши) ҳодисанннг рўй бериш эҳтимоли р га тенг экан
лигини эътиборга олиб ( 2 - мисол, 6 9 - бет), куйидагига эга бў- 
ламиз:

lim Р I <  е ) =  1.

Энди Х' каср п та синашда А ходиса

рўй беришининг нисбий частотаси — га тенглигини кўрса-

тиш колди, холос. Ҳақи1\атан, Х ѵ Х.г ........ Х„ микдорларнинг
ҳар бири ходиса мос синашда рўй берганида бирни кабул 
қилади; демак Х х +  X * +- • • • + Х П йигинди п та синашда 
ҳодисанинг рўй бериш сони т га тенг, демак,

Хі Ч~ Хг +•  — __
п п '

* Бу V III боб, 6- § дан п =  1 деб кабул цилинганда келиб чи
цади.

**  Маълумки, йиғиндиси узгармас булган икки соннинг кўпайтма- 
си ўзининг энг катта цийматига кўпайтувчилар узаро тенг булган ҳол- 
да эришади. Бу ерда pt +  (/,• =  1, яъни узгармас, шунинг учун р-, =

— ЧI — 2" да piqL кўпайтма энг катта цийматга эга бўлади, бу циймат 

га тенг.
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Б у тенгликни ҳисобга олиб, уэил-кесил

<  г  j  =  1

тенгликни ҳосил қиламиз. Ц
Э с л а т м а .  Бернулли теоремасига асосланиб, синашлар сони ор

тиши билан нисбий частота албатта р эҳтимолга интилади, деб хулоса 
чиқариш нотўғри бўлар эди; бошқача қилиб айтганда, Бернулли теоре-

масидан Игл ~  — р  тенглик келиб чиқмайди. Теоремада фақат таж- 
П—+-О0 п

рибалар сони етарлича катта бўлганда нисбий частотанинг ҳар бир си
нашда ҳодиса рўй беришининг ѵзгармас эҳтимолидан исталганча кам 
фар^ цилиши эҳтимоли тўғрисида сўз боради.

------m--------------
Шундай цилиб, — нисбий частотанинг р  эҳтимолга интилиши ма

тематик анализдаги маънода интилишдан фарц цилади. Бу фарҳни 
таъкидлаш мақсадида «эхтимол бўйича яқинлашиш» тушунчаси кириги- 
лади. Аницроғи, кўрсагилган интилиш турлари орасидаги фарқ қуйида- 

m
гидан иборат: агар — нисбат я-*- оо да математик анализдаги инти

лиш маъносида ;в га интилса, у ҳолда п =  N  учун ва ундан кейинги
m

барча п лар учун албатта п - Р <  е тенгсизлик бажарилади; агарда

от
— нисбат п -ю о  да р га эҳтимол бўйича интилса, у ҳолда п нинг

айрим қийматларида тенгсизлик бажарилмай қолиши мумкин.
Шундай қилиб, Бернулли теоремасига кўра п-*-оо да нисбий час

тота р га э ҳ т и м о л  б ў й и ч а  интилади. Бернулли теоремаси қисқача 
цуйидагича ёзилади:

m эҳт 
п  — ^  Р-п п—►оо

Кўриниб турибдики, Бернулли теоремаси синашлар сони етарлича 
кўп бўлганда нисбий частота нима учун турғунлик хоссасига эга бў- 
лишини тушунтиради ва эҳтимолнинг статистик таърифини (1- боб,
5  —  6- §§) асослайди.

М а с а л а л а р

1. «Эҳтимол бўйича интилиш» тушунчасидан фойдаланиб, Чебишев 
теоремасини таьрифланг ва ёзинг.

2. Агар D(X) =  0 ,001 бўлса, ) X  —  М (Х ) J <  0 ,1  нинг эҳтимолини 
Чебишев тенгсизлиги бўйича баҳоланг.

Жавоби. Р >  0 ,9 .

3. Қуйидагилар берилган: Р( | X — М (X ) | <  е ) >  0 ,9 ; D(X) =  0 ,0 0 4 . 
Чебишев тенгсизлигидан фойдаланиб, е ни топинг.

Жавоби. 0,2.



Ўнинчи боб

1 - § . Тацсимот интеграл функцинсининг таърифи*

Дискрет тасодифий микдор барча мумкин булган кий
матлари ва уларнинг эҳтимоллари рўйхати билан берилишини 
эслайлик. Бундай берилиш усули умумий эмас; уни, масалан, 
узлуксиз тасодифий мицдорлар учун кўллаб бўлмайди.

Ҳақиқатан ҳам, мумкин бўлган цийматлари (а, b) интер
вални тўла- тўкис тўлдирувчи X  тасодифий мицдорни царай- 
лик. X  нинг мумкин бўлган барча қийматлари рўйхатини тузиш  
мумкинми? Равшанки, Ъу мумкин эмас. Uly мисол ихтиёрий 
типдаги тасодифий мицдорларни бериш мумкин бўладиган 
умумий усулни киритиш мақсадга мувофиқлигини кўрсатиб 
турибди. Ш у максадда тацсимотнинг интеграл функцияси 
киритилади.

Айтайлик, X—  ҳақиқий сон бўлсин, X  нинг х дан кичик 
циймат қабул қилишидан иборат ҳодисанинг эхтимолини, 
яъни X  <  X хрдисанинг эхтимолини Ғ(х) орқали белгилай
миз. Албатта, х нинг ўзгариши билан умуман олганда Ғ(х) 
ҳам ўзгаради, яъни у х нинг функцияси.

Тацсимотнинг интеграл функцияси деб, ҳар бир х кий- 
мат учун X  тасодифий мицдорнинг х дан кичик циймат 
кабул килиш эҳтимолини аниқловчи Ғ(х) функцияга айти
лади, яъни

Ғ(х) =  Р(Х <  х).

Бу тенгликни геометрик нуцта и назардан бундай талкин 
цилиш мумкин: F(x) функция тасодифий микдорнинг сон 
ўцида X нуцтадан чапда ётувчи нуцта билан тасвирланади- 
ган циймат цабул килиш эҳтимолидир.

Энди, биз узлуксиз тасодифий микдорнинг аницроц таъ- 
рифини берсак бўлади: тасодифий микдор тацсимотининг 
Ғ(х) интеграл функцияси узлуксиз дифференциалланувчи 
бўлса, тасодифий мицдорни узлуксиз деймиз

ТАСОДИФИЙ МИКДОР ЭҲТИМОЛЛАРИ
ТАҚСИМОТИНИНГ ИНТЕГРАЛ ФУНКЦИЯСИ

* Кўпинча «интеграл функция» термини ўрнига «гтақсимот функция» 
термини ишлатилади. ' '  •<
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1 - хосса. Интеграл функциянинг цийматмри [0, 1]  кес- 
мага тегишли:

0 < Ғ ( л г ) < 1 .

И с б о т и .  Бу хосса интеграл функцияни эҳтимол сифа
тида таърифланишидан келиб чиқади: эхтимол ҳамма вақт 
манфий бўлмаган ва бирдан катта булмаган сондир.

2 - хосса. Ғ(х) камаймайдиган функция, яъни агар х2 >  хх 
бўлса, у ^о.іда Ғ(х2) >  f (x i).

И с б о т и .  x2 >  xx бўлсин. X  миқдор х2 дан кичик кий- 
мат қабул қилишидан иборат ҳодисани куйидаги иккита 
биргаликда бўлмаган ҳодисага ажратиш мумкин: 1) X  миқ- 
дор хг дан кичик кийматни Р(Х <  х х) эхтимол билан қабул 
қилади; 2) X  микдор Xl <  X  <  х2 тенгсизликни қаноатлан- 
тирувчи қинматни Р(ху <  X  <  х2) эхтимол билан қабул қи- 
лади. Қўшиш теоремасига асосан:

Р{Х  <  х2) =  Р (Х  <  х х) +  Р( <  X  <  х 2).

Бундан

Р ( Х  <  х2) -  Р(Х <  x j  =  Р{хх <  X  <  * 2)

ёки

F f o )  —  F(Xl) =  Р (хх <  X  <  х2). (*)

Ҳар қандай эҳтимол манфий бўлмаган сон бўлгани учун 
Ғ(х2) —  F ( x t) > -  0  ёки F(x2) >  / г(х1). Исботланиши лозим 
булган муносабатни ҳосил қилдик.

1 - натижа. Тасодифий микдорнинг (а Ь) интервалда 
ётувчи цийматни кабул цилиш эхтимоли интеграл функ
циянинг иіу интервалдаги орттирмасига тенг:

Р(а <  X  <  Ь) =  F(b) — F(a). (**)

Бу муҳим натижа (* * )  формулада х2 =  Ь ва хх =  а деб 
олинса, ҳосил бўлади.

Мисол. X  тасодифий микдор куйидаги интеграл функ
ция билан берилган:

2-§. Интеграл функциянинг хоссалари

Ғ(х) =

X <  —  1 да 0;

—  1 <  X <  3  да ~х  +  Ь  

X >  3  да 1.
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Синаш натижасида X  мицдор (0; 2) интервалга тегишли 
циймат цабул цилиш эҳтимолини топинг.

Е ч и л и ш и .
Р ( 0 < х < 2 )  =  Ғ (2 )-Ғ (0 ) .

Шартга кўра (0; 2) интервалда

демак,

Ғ ( 2 ) - Ғ ( 0 ) =  [ * - - 2 + * - ] - [ * - - 0 + ^ ]  =  І -  

Шундай қилиб,

Я ( 0 < Х < 2 )  =  j .

2 - натижа. X узлуксиз тасодифий мицдорнинг тайин 
битта циймат цабул цилиш эҳтимоли нолга тенг.

Ҳацицатан ҳам, (**) а =  х , b =  Хх +  Ах деб олсак, қу‘и> 
дагига эга бўламиз:

P(Xl <  X  <  Xl +  Ах) =  F (x x +  Ах) —  F (xi).

Ax ни нолга интилтирамиз. X  узлуксиз тасодифий миц
дор бўлгани учун Ғ(х) функция узлуксиз бўлади. Ғ(х) нинг 
Xj нуцтада узлуксизлигидан F (x i +  Ах) —  F(xi) айирма хам 
нолга интилади, демак,

Р(Х =  хх) =  0 .

Бу натижадан фойдаланиб, цуйидаги тенгсизликларнинг 
ўринли эканлигини кўриш цийин эмас:

Р(а < Х < & ) = Р ( а  < Х < Ь )  = Я ( а < Х < Ь ) = Р ( а <  X  <Ь ).  (* ** )

Масалан, Р(а <  X  <  Ъ) =  Р(а <  X  <  b) тенглик цуйида
гича исботланади:

Р(а <  X  <  Ь) =  Р(а <  X  <  Ь) 4- Р(Х -  Ь) =  Р(а <  X  <  Ь).

Шундай цилиб, узлуксиз тасодифий мицдорнинг тайин 
бир цийматни цабул цилиш эхтимоли тўғрисида гапириш- 
нинг цизиғи йўц, лекин уни ихтиёрий кичик оралиққа ту
шиш эҳтимолини текшириш маънога эгадир.

Бу факт амалий масалалар талабига тўла- тўкис муво- 
фиц келади. Масалан, деталларнинг ўлчамлари йўл цўйил-
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ган чегарадан чициб кетмгслик эхтимоли кизиқиш уйғотади, 
аммо деталь ўлчамининг лойиҳадаги ўлчам билан устма- уст 
тушиш эхтимоли масаласи цуйилмайди.

Шуни айтиб ўтиш керакки, Р(Х =  хх) эҳтимолнинг нол
га тенглигидан X  =  Хі ҳодиса (агар эҳтимолнинг классик 
таърифи билан чегараланиб цолинган бўлмаса, албатта) рўй 
бермайди деб ўйлаш нотўғри бўлади. Ҳацицатан ҳам, синаш 
натижасида тасодифий микдор мумкин булган қийматлари- 
дан бирортасини албатта цабул цилади; шулар ичида 
ҳам бўлиши мумкин.

3 - хосса. Агар тасодифий мицдорнинг мумкин бўлган 
цийматлари (а, Ь) интервалга тегишли бўлса, у холда

1) X <  а да Ғ(х) =  0 ;
2) X >  b да Ғ(х) =  1.

И с б о т и .  1) Хі <  а бўлсин. У  ҳолда X  <  х , ходиса 
мумкин бўлмаган ходиса (чунки шартга кўра X  мицдор х х 
дан кичик цийматларни цабул цилмайди) ва демак, унинг 
эҳтимоли нолга тенг.

2) хг >  b бўлсин. У  ҳолда X  <  х2 муцаррар ходиса бу
лади, (чунки X  нинг барча мумкин бўлган цийматлари х2 
дан кичик) ва демак, унинг эҳтимоли бирга тенг.

Натижа. Агар узлуксиз тасодифий мицдорнинг мумкин 
булган цийматлари бутун х ўцда жойлашган бўлса, у хол
да цуйидаги лимит муносабатлар ўринли;

lira F(x) =  0 ; lim F(x) =»1.
Х—*ЧХ > X — ►-ао

3-§ . Интеграл функциянинг графиги

Исботланган хоссалар узлуксиз тасодифий мицдор инте
грал функциясининг графиги цандай кўринишда бўлишини 
тасвирлашга имкон беради.

График у — 0 , у =  1 тўғри чизицлар билан чегараланган 
полоса ичида жойлашган (биринчи хосса).

Тасодифий мицдорнинг мумкин бўлган барча цийматла
ри жойлашган (а, Ь) интервалда х нинг ўсиши билан гра
фик «тепага; кўтарилади» (иккинчи хосса).

X <  а да графикнинг ординаталари нолга тенг; х  Ь да 
графикнинг ординаталари бирга тенг (учинчи хосса).

У зл ук си з тасодифий мицдор интеграл функциясининг 
графиги 1 -раемда тасвирланган.
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ғш

а о b

1 - расм.

Э с л а т м а .  Дискрет типдаги тасодифий мивдор учун интеграл 
функция графиги поғонавий бўлади. Бунга мисолда ишонч хрсил қи- 
лайлик.

Мисол. А дискрет тасодифий микдор цуйидаги тацсимот 
жадв?ли билан берилган:

Интеграл функция™ топинг ва унинг графигини чизинг.
Е ч и л и ши .  Г .  Агар х <  1 бўлса, у ҳолда Ғ (х) =■ 

=  0 (учинчи хосса).
2°. Агар 1 < л :< 4  бўлса, у ҳолда Ғ ( х ) =  0,3. Ҳацицатан 

ҳам, А мицдор 1 цийматни 0,3 эҳтимол билан цабул ци
лади.

3°. Агар 4 <  X <  8 бўлса, у ҳолда Ғ (х) =  0,4. Ҳацица- 
тан ҳам, агар хх ушбу 4 <  к <  8 тенгсизликни цаноатлан- 
тирса, у ҳолда Ғ (х) X <  ҳодисанинг эҳтимоли бўлиб, 
бу ҳодиса X  мицдор 1 цийматни цабул цилганда (бу ҳоди- 
санинг эҳтимоли 0,3 га тенг) ёки 4 цийматни цабул цил
ганда (бу ҳодисанинг эҳтимоли 0,1 га тенг) руй беради. 
Бу иккита ҳодиса биргаликда бўлмаганлиги учун цўшиш 
теоремасига кўра А  <  хг ҳодисанинг эҳтимоли 0,3 +  0,1 =  
=  0 ,4  йиғиндига тенг.

4°. Агар X > 8  бўлса, у ҳолда Ғ(х) =  1. Ҳацицатан, 
X <  8 ҳодиса муцаррар ва демак, унинг эҳтимоли бирга 
тенг.

Шундай цилиб, интеграл функция аналитик кўринишда 
цуйидагича ёзилиши мумкин:

А 1 4 8 
р 0 ,3  0,1 0,6.

X <  1 да 0

Бу функциянинг графиги 2- раемда келтирилган.
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2- расм.

M a c  а л а л a  p

1. X  тасодифий миқдор интеграл функция орқали берилган:

I
X <  —  1 да О,

— 1 <  л: <  2 да у  * +  ў ;

X  >  2 да 1.

Синаш натижасида X  микдор (0 , 1) интервалда ётган қиймат ка
бул қилиш эҳтимолини топинг.

Жавоби.

2. X  тасодифий микдор интеграл функция орқали берилган:

X <  2 да 0;

Ғ ( х )  =  \ 2 <  * <  4 да -j-JC—  1;

* > 4  да 1.

1

Синаш натижаси іа X  микдор (2; 3 ) интервалда ётган қиймат ка
бул қилиш эҳтимолини топинг:

Жавоби. у .

бер іг а ^  /!І'искРет тасодифий миқдор қуйидаги тақсимот қонуни оркали

X  2  6  10 
Р 0 ,5  0 ,3  0 , 1 .

Интеграл функциянинг графигини ясанг.
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1- §. Тацсимот дифференциал функциясининг таърифи

Юцорида узлуксиз тасодифий мицдорни интеграл функ
ция ёрдамида берган эдик. Тасодифий мицдорни бу усулда 
бериш ягона эмас. Узлуксиз тасодифий мицдорни, шунинг
дек, эҳтимоллар тацсимотининг дифференциал функцияси- 
дан фойдаланиб ҳам бериш мумкин.

Тақсимотнинг f (х) дифференциал функцияси* деб, ин
теграл функциясидан олинган биринчи тартибли f(x) =  
=  Ғ'(х) ҳосилага айтилади.

Келтирилган таърифга кўра, интеграл функция диф
ференциал функция учун бошланғич функция бўлиши ке
либ чицади.

Дискрет тасодифий мицдор эҳтимоллари тацсимотини 
тавсифлаш учун дифференциал функцияни цўллаб бўлмас- 
лигини эслатиб ўтамиз.

2- §. Узлуксиз тасодифий мицдорнинг берилган оралицца 
тушиш эҳтимоли

Дифференциал функцияни билган ҳолда, узлуксиз та
содифий мицдорнинг берилган интервалга тегишли қиймат 
цабул цилиш эҳтимолини ҳисоблаш мумкин. Уни цисоблаш 
цуйидаги теоремага асосланган.

Теорема. X узлуксиз тасодифий мицдорнинг (а, Ь) ин- 
тррвалга тегишли циймат кабул цилиш эхтимоли диф
ференциал функциядан а дан b гача олинган аниц интег
ралга те н г :

ь
Р(а <  X <  Ь) =  \ f{x) dx.

а

И с б о т  и. Қуйидаги муносабат дан фойдаланамиз (108-бет)  
Р (а <  X <Ъ) =  Ғ (Ь) — Ғ (а).

Ун б и р и н ч и  боб

УЗЛУКСИЗ ТАСОДИФИЙ МИҚДОР ЭҲТИМОЛЛАРИ
ТАҚСИМОТИНИНГ ДИФФЕРЕНЦИАЛ ФУНКЦИЯСИ

Кўпинча, «дифференциал функция» термини ўрнига оҳтимол зич
лиги» термини ишлатилади.
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К ь
ғ  (Ь) -  F (а) =  j  Ғ' (X) dx = j /  (X) dx.

a a

Шундай цилиб,
Ъ

P { a < X < b )  = j  f(x)dx.
a

P (a <  X  <  b) =  P (a < X  < b )  бўлгани учун узил-кесил
цуйидагини ҳоеил циламиз:

ь
P ( a < X < b )  = ^ f {x )d x .  (*)

a
Ҳосил цилинган натижани геометрик нуцтаи-назардан 

бундай талцин цилиш мумкин: узлуксиз тасодифий микдор
нинг (а, Ъ) интервалга тегишли циймат цабул цилиш эхти
моли X ўц, /  (х) тацсимот эгри чизиғи ва к =  а, х =  b 
тўғри чизицлар билан чегараланган эгри чизицли трапеция 
юзига тенг (3- расм).

Ньютон— Лейбниц формуласига асосан:

Ш

Э с л а т м а .  Хусусий ҳолда, f ( x )  жуфт функция бўлнб, интер
валнинг чегаралари координаталар бошига нисбатан симметрик бўлса, 
у ҳолда

а
Р  (— а <  X <  а) =  Р  (I XI <  о) =  2 j  f  (х )  dx.

о
Мисол. X  тасодифий мицдорнинг дифференциал функ

цияси берилган:
< X <  0 да 0; 

f (x ) = \  0 < * <  1 да 2х; 
i X >  1 да 0.
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Синаш натижасида X тасодифий мицдор (0,5; 1) интервалга 
тегишли циймат қабул цилиш эҳтимолини топинг. 

Е ч и л и ш и .  Изланган эҳтимол:
1 1

Р ( 0 , 5 <  Х <  1) =  2 \ x d x  =  х2 | =  1 — 0,25 = 0 , 7 5 .
0 .5  0 ,5

3- §. Тацсимотнинг интеграл функциясини маълум 
дифференциал функция буйича топиш

f ( x )  дифференциал функцияни билган ҳолда Ғ ( х )  ин
теграл функцияни цуйидаги формула бўйича топиш мумкин:

X

Ғ  (X) =  j* /  (х) d x .
— Оо

ҲаЦйцаТан, биз Ғ  (х) орцали тасодифий микдорнинг х  
дан кичик циймат цабул қилиш эхтимолини белгилаган 
эдик, яъни

Ғ { х ) =  Р ( Х <  х ).

Равшанки, Х < х  тенгсизликни — оо <  X  <  х  цўш тенг
сизлик кўринишида ёзиш мумкин, демак,

Ғ  (х) =  Р  (—  оо <  X  <  х ). (*)

(*) формулада (2- §) а  =  —  оо, b  =  х  деб олиб
К

Р (— оо <  X <  х) =  j /  ( х )  d x

— оо
тенгликни цосил қиламиз.

Ниҳоят, Р  (— со <  X  <  х) ни Ғ  (х) билан алмаштириб 
(*) муносабатга асосан узил-кесил қуйидагини ҳосил ци
ламиз:

X

ғ  (х) =  \ f ( x ) d x .
— 00

Шундай цилиб, тацсимотнинг дифференциал функция
сини билган ҳолда интеграл функцияни топиш мумкин. 
Албатта, интеграл функция маълум бўлса, дифференциал 
функцияни топиш мумкин, чунончи

/  (х )  =  Ғ '  (х).
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Мисол. Берилган дифференциал функция буйича инте
грал функцияни топинг:

/(*) =

[ X <  а да 0; 
a < x < f t  да

“1[ д: >  Ь да 0.

Топилган функциянинг графигини ясанг.
X

Е ч и л и ш и .  F  (х) =  j  f  (х) d x  формуладзн фойдаланамиз.
— 00

Агар X <  а  бўлса, у ҳолда f  (х) =  О ва демак, F  (дг) =  0.
Агар а  <  X <  b  бўлса, у ҳолда /  (х ) =  —!— ва, демак,

а —  b

X а х

Ғ < * ) =  j / w t , -
—оо — с» а

Агар X >  b  бўлса, у ҳолда

а b X

Ғ ( х )  -  j * 0 d x  + i ^ r a  +  jo < K  - | 5 f -  1-
— oo a b

Шундай Цилиб, изланаётган интеграл функцияни анали
тик кўринишда цуйидагича ёзиш мумкин:

I X <  а да 0;
"" F {X) =ь { а  <  *  да ІЕгЦі'

I к >  fr да 1.

ҒШ

4- расм.

Бу функциянинг графиги 4- раемда тасвирланган. 
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4- §. Дифференциал функциянинг хоссалари

1- хосса. Дифференциал функция манфий эмас:
f ( x ) >  0.

Исботи. Интеграл функция камаймайдиган функция, 
демак унинг ҳоснласи Ғ' (х) =  /  (х) манфий эмас.

Бу хоссанинг геометрик маъноси цуйидагича; дифферен
циал функциянинг графигига тегишли нуцталар ё х ўцдан 
юцорида, ёки х ўқнинг ўзида ётади.

Дифференциал функциянинг графигини тацсимот эгри 
чизиғи деб аташ цабул цилинган.

2- хосса. Дифференциал функциядан —  со дан оо гача 
олинган хосмас интеграл бирга тенг:

оо

j / ( x ' j d x  =  1.
— 00

во

И с б о т и .  ^f(x)dx  хосмас интеграл тасодифий мицдор

нинг (— оо, со) га тегишли циймат цабул цилишидан ибо
рат ҳодисанинг эҳтимолини ифодалайди. Равшанки, бундай 
ҳодиса муцаррардир ва демак, унинг эҳтимоли бирга тенг.

Бунинг геометрик маъноси цуйидагича: х ўц ва тақсимот 
эгри чизиғи билан чегараланган эгри чизицли трапециянинг 
юзи бирга тенг.

Хусусан, тасодифий микдорнинг барча мумкин бўлган 
цийматлари (а, Ь) оралицца тегишли бўлса, у ҳолда

ь
j  /  (х) dx =  1.
а

Мисол. X  тасодифий микдор тацсимотининг дифференциал
функцияси f (х) = ----- ------  тенглик билан берилган. Ўзгар-

е *  +  е ~ х 
мае а параметрни топинг.

00

Е ч и л и ши .  Дифференциал функция J  /  (х) dx =  1 шарт-
— со

ни цаноатлантириш керак, шунинг учун



тенглик бажарилишини талаб цилиш керак. Бундан

и =
dx

J  е х +  ех— 00

Аниқмас интегрални топайлик:

С dx  С еХ<*х  „х
j 5 ^ - J r + ^ - - rc te e '-

Қуйидаги хосмас интегрални ҳисоблаймиз:

оо О С

f  — u— r  -= lim f - £ b r  +  UmJ e - x  +  e x b —  ̂ ) e- x  +  ex с -.0 • x + e x 
—oo b 0

=  lim (— arctg eb) +  lim (arctg e0) =  —.
b~*---00 C-* oo 2

Шундай килиб, изланаётган параметр:

— I  =  —а ~  л ~~ л
т

5- §. Дифференциал функциянинг эҳтимолий маъноси

Фараз килайлик. Ғ (х) узлуксиз X  тасодифий мицдорнинг 
интеграл функцияси бўлсин. Дифференциал функция таъ-
рифига кўра f (х) =  Ғ' (х), ёки бошцача кўринишда

f(x) =  \imFix +  Ax)- F& :  
д«-о Дх

Бизга маълумки, F (х: +  Д х)— F (х) айирма X  нинг 
(х, X +  Дх) оралиқца тегишли цийматни цабул цилиш эҳ- 
тимолини аницлайди. Шундай цилиб, узлуксиз тасодифий 
мицдорнинг (х, X +  Дх) оралицца тегишли циймат цабул 
цилиш эҳтимолини шу оралиц узунлигига нисбатининг ли
мити (Д х ^ О  да) дифференциал функциянинг шу х нуцта- 
даги цийматига тенг экан.



N

ЙЧ

Массанинг нуқтадаги зичлиги* таърифига ўхшаш, f (х) 
функциянинг X нуқтадаги цийматини эҳтимолнинг шу нуц- 
тадаги зичлиги сифатида қараш мақсадга мувофиқ.

Шундай қилиб, дифференциал функция ҳар бир х иуқ- 
тадаги эҳтимоллик тацсимотининг зичлигини аницлайди.

Дифференциал ҳисобдан маълумки, функциянинг орттир- 
маси шу функциянинг дифференциалига тацрибан тенг, яъни 

Ғ  (х 4- Ajc) — Ғ (х) ~  dF (X)
ёки

Ғ (х +  Ал:) — Ғ  (х) —  Ғ' (х) dx.
Ғ' (х) — f (х) ва dx =  Ах бўлгани учун

Ғ (х  +  Ах) — Ғ(х) =* f  (х) Ах.
Бу тенгликнинг эҳтимолиД маъноси куйидагича: тасоди

фий микдорнинг (х, X -f- Длс) оралицца тегишли циймати ца
бул килиш эҳтимоли тацрибан (\х га нисбатан юкори тар
тибли чексиз кичик микдор аниклигнда) х нуцтадаги эҳтимол 
зичлигининг Ах интервал узунлигига кўпайтмасига тенг.

Бу натижани геометрик нуцтаи-назардан бундай талқин 
этиш мумкин; тасодифий мицдорнинг (х, х +  Адг) интервалга 
тегишли қиймат цабул цилиш эҳтимоли тақрибан асоси Ах 
ва баландлиги f (х) бўлган тўғри тўртбурчакнинг юзига
тенг.

5- расмдан кўриниб ту- 
рибдики, штрихланган тўғ- 
ри тўртбурчакнинг юзи 
/  (дг) Ад: га тенг бўлиб. у 
тақрибан эгри чизицли тра-

дг+Дд:
пециянинг юзига (j  f (X) dx

X
аниц интеграл' билан аник- 
ланган эҳтимолнинг ҳаци- 
кий цийматига) тенг. Бунда 
йѵл қўйилган хато ABC эгри 
тенг.

чизицли учбурчакнинг юзига

*) Агар масса х ўқ б ўйлаб бирор қонун, масалан, Ғ  (х) бўйича 
узлуксиз тақснмланган бўлса, у ҳолда массанинг х  нуцтадаги зичли
ги р (х) деб, (дг, дг +  Ддг) интервалдаги массанинг шу интервал узун
лигига нисбатини А х - * 0 даги лимитига айтилади, яъни

р (х) =  lim f ( x  +  b x ) - F ( x )  
д*-о Д.<



6- §. Зҳтимолларнинг текис тацсимот цонуни

Практика цўядиган масалаларни ҳал этишда узлуксиз 
тасодифиГі микдорларнинг турли тақсимот цонунлари билан 
иш кўришга тўғри келади. Бу тацсимотларнинг дифферен
циал функцияларини ҳам тацсимот қонунларн дейилади. 
Масалан, кўпинча, текис ва нормал тацсимотлар учраб ту- 
ради. Бу параграфда текис тацсимот конунини цараймиз. 
Нормал тацсимот цонунига навбатдаги боб бағишланган.

Эцтимолларнинг текис таксимоти деб, тасодифий мик
дорнинг мумкин бўлган барча цийматлари тегишли булган 
интервалда дифференциал функцияси ўзгармас бўлган тасо
дифий мицдор тацсимотига айтилади.

Текис тацсимланган узлуксиз тасодифий мицдорга мисол 
келтирамиз.

Мисол. Ўлчаш асбоби бирор бирликда градуслаб чицил- 
ган. Ҳнсобни энг яцип бутун бўлинмагача яхлитлаш хато- 
сини, иккита цўшни бўлинма орасидаги ихтиёрий цийматни 
ўзгармас эҳтимоли зичлиги билан цабул цилувчи X  тасоди- 
фий микдор сифатида цараш мумкин. Шундай цилиб, X 
текис тацсимотга эга.

Текис тацсимотнинг дифференциал функциясини топа
миз: бунда тасодифий микдорнинг барча мумкин бўлган 
цийматлари (а, Ь) интервалда ва шу оралицца дифферен
циал функция ўзгармас деб ҳисоблаймиз: /  (х) =  С.

Шартга кўра X (а, Ь) интервалдан ташцаридаги циймат
ларни цабул цилмайди, шунинг учун х <  а ва х >  b бул- 
ганда f (х) =  0 булади.

Ўзгармаснинг цийматини топайлик. Тасодифий мицдор
нинг мумкин бўлган цийматлари (а, Ь) интервалга тегишли 
бўлгани учун қуйидаги тенглик бажарилиши керак.

ь ь

а а
Бундан

Ь —  а

а

Шундай цилиб, текис тацсимот цонунининг дифферен
циал функциясини аналитик кўринишда цуйидагича ёзиш 
мумкин:



/(* )

х < а  да 
а < х < Ь  да 

X > Ь  да
b — ' 
0.

0;
1

Текис тацсимотнинг дифференциал функцияси графиги
6- раемда, интеграл функцияси графиги эса 4- раемда тас- 
вирланган.

Ню

t-a

6- расм.

М асалалар

1. Тасодифий микдор дифференциал функцияси орцали берилган:
■

X <  — я
~2 да 0;

(х) =
я

~~~2 С X < я
т да a cos х;

Х> я
т да 0.

о коэффициентли топинг.

2. Тасодифий мицдор дифференциал функцияси орцали берилган:
X <  0

/(*) = 0 <  X <  rt 
X >  я

да 0;
1

да y s m  х;

да 0.
г) интеграл функцияни топинг; б) синаш натижасида тасодифий 

иицдор|*0,—^ралицца тегишли циймат цабул цилиш эҳтимо.шнн тоішиг.

X <  0 да 0;
0 <  X <  л да -L  (1 — cos х)-, 

X >  я  да 1;
Жавоби. “) F (х) —

б) 2—1-2
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3. X тясоднфнй микдор интеграл функция орцали берилган:
f X <  О да 0;

F  (X) = <  0  <  X <  1 да х;
I * > 1  да I.

Дифференциал функцияни топинг. 
Жавоби.

/(*)
X <. О да О; 

<  X <  1 да 1, 
ж >  I да 0.

4. X  тасодифий миқдор интеграл функцияси орцали берилган: 

X <  0  да 0;

Ғ( х) 0 < j c  <  п да _  (1 —  eos х)\

X >  IX да 1. 

Дифференциал функцияни топинг.
Жсиоби.

/(*) =

*  <  0 да 0;

О <  X <  п да-L sm .
2

X >  я  да О-

Ў н и к к и н ч и  б о б

НОРМАЛ ТАҚСИМО*

1- §. Узлуксиз тасодифий мицдорларнинг сонли 
характеристикалари

Дискрет мицдорларнинг сонли характеристикалари таъ- 
рифларини узлуксиз мицдорга ҳам тарцатамиз. Математик 
кутилишдан бошлаймиз.

X  узлуксиз тасодифий мицдор /  (х) дифференциал функ
ция ѳркали берилган бўлсин. Айтайлик, X  нинг мумкин 
булган барча цийматлари [а, Ь\ кесмага тегишли бўлсин.
Бу кесмани узунликлари Да-,, Дх 2........  &хп бўлган п та
цисмий кесмага бўламиз ва уларнинг ҳар бирида ихтиёрий 
Х [(і=  1,2,  .... п) нуцта танлаймиз. Узлуксиз тасодифий 
мицдорнинг математик кутилишини дискрет ҳолдагига ўх- 
шаш аницлашни кўзда тутиб, мумкин бўлган xt циймат
ларни уларнинг Дх, интервалга тушиш эцтимолларига 
(/(х)Дх,- кўпайтма X  нинг Дх интервалга тушиш эҳтимо- 
лига такрибгн тенг) купайтмалари ннгиндиларини тузамиз:

Ц х, • f (х,) Дх,,
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Қисмий интерваллардан энг каттасининг узунлигини
b.

нолга интилтириб, fx /(x )d x  аниц интегрални ҳосил цила-
а

миз.
Мумкин бўлган кийматлари [а, b] кесмага тегишли бул

ган X  узлуксиз тасодифий мицдорнинг математик кути
лиши деб

ь
М (X) =  \xf (jc)  dx

аниц интегралга айтилади.
Агар мумкин-булган цийматлар бутун х ўқца тегишли 

бўлса, у ҳолда

М (X) =  \xf(x) d x .- f— --------- -
— оо

Бу ўринда хосмас интеграл абсолют яцинлашувчи, -яъни 

j X I f .{x) dx интеграл мавжуд деб фараз цилинади. Агар

бу талаб бажарилмаса, у ҳолда интегралнинг циймати цуйи 
чегаранинг —  оо' ■ га, юцори чёгаранинг +  00 га (алоҳида- 
алоҳида) интилиш тезлигига боғлиц бўлар эди.

Узлуксиз тасодифий мицдорнинг дисперсияси ҳам дис
крет тасодифий мицдор дисперсиясига ўхшаш аницланади.

Узлуксиз тасодифий мицдорнинг дисперсияси деб унинг 
четланиши квадратининг математик кутилишига айтилади.

Агар мумкин бўлган цийматлар [а, Ь] кесмага тегишли 
бўлса, у ҳолда

ь
£> (X) =  j  [ х —  М (Х)]а /  (х) dx;

а

агар мумкин бўлган қийматлар х ўцца тегишли бўлса, у 
ҳолда

оо

D (X) =  \ {x - M (X )f f {x )d x . I
— oo
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Узлуксиз тасодифий мицдорнинг ўртача квадратик чет
ланиши., дискрет мицдор учун бўлгани каби

тенглик билан аницланади.
1- э с л а т  ма.  Дискрет миқдорларнинг математик кутилиши ва 

дисперсияси хоссалари узлуксиз миқдорлар учун ҳам сақланишини 
исботлаш мумкин.

2- э с л а т м а .  Дисперсияни ҳисоблаш учун қулай бўлган ушбу 
формулаларни осон ҳосил қилиш мумкин:

Мисол. Ушбу интеграл функция билан берилган X  та
содифий мицдорнинг математик кутилиши ва дисперсия
сини топинг:

а(Х) =  УО (Х)

ь
D (X) =  j  дс8 f  (X) dx —  {М  (Х )і3.

а
оо

D (X) =  \ х Ч  (ж) dx — [М (X )]2.

Е ч и л и ши .  Дифференциал функцияни топамиз:

Математик кутилишни топамиз:

Дисперсияни топамиз:
I

D(X) = Г  -dx— \— г= х1\
J .2  3 '.2  3 I 4 12о

2- §. Нормал тацсимот

Нормал тацсимот деб
[X -  а)'

2г*
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дифференциал функция билан тавсифланадиган узлуксиз 
тасодифий мицдор тацсимотига айтилади.

Кўриниб турибдики, н о р м а л  т а ц с и м о т  и к к и т а  
п а р а м е т р :  а ва а билан аницланади. Нормал таксимот 
берилиши учун шу иккита параметрнинг берилиши кифоя. 
Бу параметрларнинг эҳтимолий маъноси бундай эканлигини 
кўрсатамиз: а нормал тацсимотнинг математик кутилиши, 
а ўртача квадратик четланиши.^

а) узлуксиз тасодифий мицдорнинг математик кутилиши 
таърифига кўра:

оо оо (X — д)я

М(Х) =  \xf(x)dx = — —  ілг-е ъ' dx. 
a \2n J

--- OO — oo

Янги z =  ўзгарувчи киритамиз: Бундан х =  <jz - f  а,
<т

dt  — odz. Я нги интеграллаш чегаоалари олдингисига тенг- 
лигини эътиборга олиб, цуйидагини ҳосил қиламиз:

оо Z*

М (X) — а — \ (ог -+- а) е 1 dz =  
а у  2л

—оо
оо г* оо г*

=  - L  - оге 2 dz Н— - ( е 2 dz.
V 2л J У 2л J

—оо — оо

Қўшилувчилардан биринчиси нолга тенг (интеграл бел
гиси остида ток функция; интеграллаш чегаралари коорди
наталар бошига нисбатан симметрик). Қўшилувчилардан

00 _  £І
иккинчиси а  га тенг ! \е dz =  ] / 2 л  Пуассон интеграли).

—оо
Шундай цилиб, М (Х )—а, я ъ н и  н о р м а л  т а ц с и 

м о т н и н г  м а т е м а т и к  к у т и л и ш и  а п а р а м е т р г а  
т е н г .

б) Узлуксиз тасодифий микдор дисперсияси таърифига 
кўра ва М (X) =  а эканлигини эътиборга олиб, қуйидагига 
эга бўламиз:

оо (х — а)*

D (X) =  - і —  \ (X — а)1 е 2,1 dx.
’  a  Y i n  .) ’

--00
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Янги z — -— - ўзгарувчи киритамиз Бундан х — a =  cz ,

dx =  adz. Янги интеграллаш чегаралари олдингиларга тенг- 
лигини эътиборга олиб,

ни ҳосил киламиз: и =  z, dv =  ze 2 dz деб бўлаклаб инте
граллаш натижасида

Шундай қилиб, норма л  т а қ с  имотн инг ў р т а ч а  к в а д 
р а т и к  ч е т л а н и ш и  о п а р а м е т р г а  т е н г

1- э с л а т м а .  Умумий нормал таксимот деб ихтиёрий а ва а  (ст>0) 
параметрли нормал тақсимотга айтилади.

Нормаланган нормал тақсимот деб а — 0 ва ст =  I параметрли 
нормал тақсимотга айтилади. Масалан, X  а ва ст параметрли нормал

миқдор бўлса, у ҳолда U — ^  ~  а нормаланган нормал микдор була

ди, шу билан бирга М (V) =  0, a (JJ) =  1. Нормаланган тақсимотнинг 
дифференциал функцияси

X*
Ф (х) =  —Lr- е~ 2 .

У  2л

Бу функциянинг қийматлари жадвали тузилган (1- илова).
2- э с л а т м а .  Умумий нормал тақсимотнинг интеграл функцияси 

(XI боб, 3- §) ----------

£ ( X )  =  os
ни топамиз. Демак,

о (X) =  У О  ( X )  =  У  о 2 =■ о.

X (г—а)2

нормаланган нормал миқдорнинг интеграл функцияси

X г2

-- ОО

Ғо (X) функциянинг қийматлари 

эканлигини текшириш осон.
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3- э с л а т м а .  Нормаланган нормал миқдорнинг (0, х) интервалга 
тушиш эҳтимолини

X г ,

ф ( * ) = р к К г * -
о

Лаплас функциясидан фойдаланиб топииі мѵмкин. Дархақиқат (XI боб, 
2- §•)

2Р (0 <  X  <  х) =  (р (х) dx =  ---- - - \ е dz =  Ф (лг).
J У 2я ,)
о о

оО
4- 9 с л a m м а. \ < p ( x ) d x =  \ (XI боб, 4- §, 2- хосса) ва демак.

— 00
ф (х) нинг нолга нисбатан симметриклигига асосан 

о
 ̂ Ф (х) dx =  0 ,5  бинобарин, Р (— оо <  X  <  0) =  0 ,5

— 00
лигини эътиборга олиб,

F0 (х) =  0 ,5  +  Ф (X)
эканлигини ҳосил қилиш осон.
Дарҳақиқат,

Ғ0 (X) =  Р{— о э < Х < х ) =  Р (-  оо <  X <  0) +  Р (0 <  X <  я) =
=  0 ,5  +  Ф (х).

3- §. Нормал эгри чизиц

Нормал тацсимотнинг дифференциал функцияси графиги 
нормал эгри чизиц (Гаусс эгри чизиғи) деб аталади. Ушбу

(X -  а)1

У =  — 7 =  с 2J’ а о / 2 л
функцияни дифференциал ҳисоб методлари билан текшира- 
миз:

1. Функция бутун X ўцда аницланганлиги равшан.
2. Барча х қийматларда функция мусбат цийматлар ца

бул цилади, яъни нормал эгри чизиц х ўц устида жой
лашган.

3. X (абсолют циймати бўйича) чексиз ортганда функ
ция лимити нолга тенг: limt/ =  0 яъни, х ўц графикнинг

I X I -»
горизонтал асимптотаси бўлади.
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4. Функциянинг экстремумини текширамиз. Биринчи ҳо- 
силани топамиз:

У' = — — Л = - е
о« у  2я

U -  а)8

X =  а да і/' =  0, х < а  да ( / ' > 0 ,  д : > с  да «/' <  О ли- 
гини куриш осон. Демак, функция х - a  да максимумга
эга бѵлиб, у — га тенг. 

с У  2л
5. Функциянинг аналитик ифодасида (х— а) айирма ква- 

дратда, яъни функция графиги х — а т> ғри чизиққа нисба
тан симметрик.

6. Функциянинг букилиш нуқтасини текширамиз. Иккин
чи ҳосилани топамиз:

У" — ----------—  еУ 03/2Й

(* -  а)‘
2о* 1 _  — а)* 1

О2 J'

Иккинчи ҳосила х ■= а о  ва х — а — а да нолга тенг, 
бу нуқталардан ўтишда эса ишораси ўзгаришини куриш
осон (функция иккала нуқтада ҳам — га тенг). Шун-

о у 2 пе
дай цилиб, графикнинг

а ■ а ,
1

аУ2пе
) ва la +  cr, ------

<т }' 2ле

нуцталари букилиш нуцталардир.
7- раемда нормал эгри чизиц а =  1 ва а =  2 ҳолда тас- 

вирланган.



4-§. Нормал таксимот параметрларининг 
нормал эгри чизиц формасига таъсири

а ва о параметрларининг цийматлари нормал эгри чизиц- 
нинг шакли ва жойланишига цандай таъсир цилишини аник- 
лаймиз.

Маълумки, f(x) ва f(x —  а) функцияларнинг графиклари 
бир хил шаклга эга; f(x) нинг графигини л: ўцининг а > 0 д а  
мусбат йў на лиши бѵйича ёки о <  0 да манфий йўналиши 
буйича а масштаб бирлигига суриб. fix— а) нинг графигини 
цосил циламиз. Бу ердан шу нзрса келиб чицадики, о па
р а ме т р  (математик кутилиш) к а т т а  лиг и нинг ў з г а -  
ри ш и н о р м а л  э г ри чиз иц ш а к л и н и ў з г а р т и р м а й ,  
б а л к и  у н и н г  х ў ц  буйича :  а о р т г а н д а  ў н г г а, а 
к а м а й г а н д а  ч а п г а  т омон с у р и л и ш и г а  олиб ке
лади.

а параметр (ўртача квадратик четланиш) ўзгарганда эса 
ттпг бутунлай бошцача. Олдшпгттараграфда курсатилгани- 
дек, нормал тақсимот дифференциал функциясининг макси-

муми —K=z га тенг.
о ]/ 2я

Бу ердан шу нарса келиб чицадики, ст ортиши б ил а н  
н о р м а л  э г ри ч и з и қ н и н г  м а к с и м а л  о р д и н а т а с и  
к а м а я д и ,  эгри ч и з и қ н и н г  ўз и эс а  б о рг а н с а ри  
я с с и л а н и б  боради,  яъни х ўцца  томон ц и с и л и б 
б о р а д и,  о к а м а я  б о р г а н  да норма л эгри чиз иц  
б о р г а н  с а ри «ўткир учли» б ў л а д  и в а  t/ ў ц н и н г  
м у с б а т и ў н а л и ш и д а ч ў- 
з и л и б  боради.

а ва ст параметрларнинг ис- fix)
талган цийматларида нормал 
эгри чизиц ва х у к билан че 
гараланган юз бирга тенг бу
либ цолаверишини таъкидлаб 
ўтамиз (XI боб. 4-§, диффе
ренциал функциянинг иккинчи 
хоссаси). 8- раемда нормал эг
ри чизицлар о =  0 ва а нинг 
турли цийматларида тасвир- 
ланган. о параметрнинг ўзга- 
риши нормал эгри чизиц фор
масига цандай таъсир цилиши 
яқцол кўриниб турибди. 8 расм
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а =  0 ва о = 1  бѵлгандаги ф(д) =  у ~  е 2 нормал эг

ри чизиц нормаланган деб аталади.

5-§. Нормал тасодифий мицдорнинг берилган интервалга ту
шиш ЭҲТИМОЛИ

Биз энди агар X  тасодифий микдор f(x) дифференциал функ
ция орцали берилган булса, у ҳолда X  нинг (а, Р) интер
валга тегишли циймат цабул цилиш эхтимоли бундайлигини 
биламиз.

~~Р—

Р (а <  X  <  Р) =  J  f(x)dx.
а

X  тасодифий мицдор нормал конун бўйича тацсимланган 
бўлсин, у  ҳолда X нинг (а, р) интервалга тегишли циймат 
цабул цилмн эцтимоли

В (X—а)2

Р ( а < Х <  р) =  — L =  f <? * *  dx 
а У  2nJ

a

га тенг.
Б у  формулани тайёр жадваллардан фойдаланиш мумкин

бўладиган цилиб ўзгартирамиз. Иккинчи z =  -  ~  - ўзгарув-

чини киритамиз. Бундан х =  oz -j- a, dx =  adz. Интеграллаш- 
нинг янги чегараларини топамиз. Агар х =  а бўлса, у  ҳол-

да г  =  -  агар л: =  р бўлса, у цолда z =  Р

Шундай цилиб,



Ушбу

Ф (X) =  —>—  \ е 2 dz 
У 2л

2е

о
Лаплас функциясидан фойдаланиб, узил-кесил натижани 

ҳосил киламиз-

Р(а < Х  <  Р) =  Ф (?- ^ - )  - Ф  ( ~ ) '

Мисол. X  тасодифий мицдор нормал цонун буйича тац
симланган. Бу мицдорнинг математик кутилиши ва ўртача 
квадратик четланиши мос равишда 30 ва 10 га тенг. X  нинг 
(10 50) интервалга тегишли циймат цабул цилиш эҳтимоли- 
ни топинг.

Ечилиши.  (*) формуладан фойдаланамиз. Шунга кўра 
сс =  10, р =  50, а  — 30, а =  10, демак

'  Р ( 1 0 < Х < < 5 0 Г =  Ф р = ^ ) - Ф  ^ ] = 2 Ф ( 2):

Жадвал буйича (2-’илова)
Ф(2) =  0,4772  

топамиз. Бундан изланаётган эҳтимол:
Р(10 <  X  <  50) 2 -0,4772 =  0,9544.

6- §. Берилган чгтланлининг эхтимолини ҳисоэлаш

Кўпинча нормал тацсимланган тасодифий микдорнинг чет' 
ланиши абсолют циймати бўйича берилган 6 мусбат сондан 
кичик бўлиши эҳтимолини, яъни IX —• а\ <  8 тенгсизликнинг 
рўй бериш эҳтимолини топиш талаб цилинади.

Бу тенгсизликни унга тенг кучли бўлган

— 6 <  X  — а <  6 ёки а — 8 <  X  <  а +  S

цўш тенгсизлик билан алмаштирамиз.
(*) формуладан фойдаланиэ, цуйидагини цосил циламиз:

Р(|Х — а[ <  б) =  Р(а — 8 < Х < а  +  <5) =

_ ф [ і г ± | ь - ] _ ф [ ( £ = | ^ ] _ ф ( 4 ) _ ф ( А ) .

Ушбу

® ( 4 )
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тенгсизликни эътиборга олиб (Лаплас функцияси ток дир),

Р(\Х —  а I <  6) =  2Ф  ( j )  

ни ҳосил циламиз. Ж умладан а — 0 да 

Р (| Х | < 6 )  =  2 ф (А )-

9- раемда агар иккита тасодифий микдор нормал тацеим- 
ланган ва а =  0 б^лса, у ҳолда (— 6 , 6 )  интервалга тегиш

ли кий мат кабул килиш нинг 
эҳтимоли ст циймати кичикроц 
бўлган тасодифий микдорда 
к аттадир. Бу факт о пара- 
метрнинг эҳгимолий маъноси- 
га бутунлай тѵіри келади (ст 
ўртача квадратик четланиш 
бўлиб, у тасодифий мицдорни 
) зининг математик кутилиши 
атрофида тарқоцлигини харак
терлайди).

Э с л а т м а .  \Х —  а\ <  S ва 
\Х —  а{ >  6 тенгсизликларнинг юз 

беришдан иборат ҳодисалар, равшанки, қарама-қаршидир. Шунинг учун, 
агар |Х —  а| <  б ходисанинг іоз бериш эҳтимоли р га тенг бўлса, у 
ҳолда \Х —  fi| > 6  тенгсизликнинг эҳтимоли 1 —  р га тенг.

Мисол X тасодифий микдор нормал тақсимланган. X 
нинг математик кутилиши ва ўртача квадратик четланиши 
мос равишда 20 ва 10 га тенг. Четланиш абсолют циймати 
бўйича 3 дан кичик бўлишининг эҳтимолини топинг.

Е ч и л и ui и.

Р ( \ Х - а \ < 8 ) = 2 Ф  ( ! )

формуладан фойдаланамиз. Шартга кўра 8 =  3, а =  20, 
о =  10. Демак,

Р(|Х -  20| <  3) =  2Ф  (А ) =  2Ф (0 ,3 ).

Ж адвалдач (2-илова) Ф (0 ,3 ) =  0 , 1179 ни топамиз. 
Изланаётган эҳтимол:

Р(\Х — 20| <  3) =  0,2358.
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7-§. Учта сигма қоидаси
Ушбу

Р ( | Х - а | < 6 )  = 2 Ф  (А )

формулани (6-§) 8 =  at деб шаклини ўзгартирамиз.
Натижада

Р(|Х —  а| <  о0  =  2Ф (0 . 
ни ҳосил киламиз. Агар t =  3, бинобарин, at — За бўлса, у 
ҳолда

Р{\Х —  й| < 3 a )  =  2 Ф ( 3 ) =  2 -0 ,4 9 8 6 5  =  0 ,9 9 7 3 ,

яъни четланишнинг абсолют катталиги бўйича ўртача квадра
тик четланишнинг учланганидан кичик бўлиш эхтимоли
0 ,9 9 7 3  га тенг.

Бошкача суз билан айтганда, четланишнинг абсолют 
катталиги ўртача квадратик четланишнинг учланганидан 

р т й қ бўлиши эҳтимоли ж уда кичик, чунончи 0 ,0027  га 
тенг. Бу "эса 0 , 2 7 % ҳоллардагина шундай юз бериши мум
кин лигини билдиради. Бундай ҳодисаларни эҳтимоли кам 
ҳодисаларнинг юз бера олмаслиги приннипига асосланиб, 
амалда рўй бера олмайди деб ҳисоблаш мумкин. У ч сигма 
коидасининг моҳияти ҳам ана шундадир: агар тасодифий 
микдор нормал тацсимланган бўлса, у холда унинг мате
матик кутилишдан четланишининг абсолют катталиги ўр- 
тача квадратик четланишнинг учланганидан катта бул- 
майди.

Практикада уч сигма қоидаси бундай қўлланилади: агар 
ўрганилаётган тасодифий микдорнинг тақсимоти номаълум, 
лекин кжорида келтирилган коидадаги шарт бажарилса, у 
ҳолда ўрганилаётган тасодифий микдор нормал тақсимлан- 
ган деб фараз қилишга асос бор; акс ҳолда у нормал тац- 
симланмаган.

8-§. Ляпунсз теоремаси цацида тушунча

Нормал тақсимланган тасодифиіі микдор практикада 
кенг таркалганлиги маълум. Буни нима билан изоҳлаш мум
кин? Бу масалага жавоб буюк рус математиги А. М. Л я 
пунов томонидан берилган (эҳтимоллар назариясининг мар
казий лимит теоремаси). Ляпунов теоремасидан кглиб чи
кадиган иатижанигина келтирамиз: а г а р  X  т а с о д и ф и й

133



м и к д о р  ж у д а  к а т т а  с о н д а г и  ў з а р о  б о ғ л и ц  б у л 
м а г а н  т а с о д и ф и й  м и к д о р л  ар й и н и н д и с и д а н  
и б о р а т  б ў л и б ,  у л а р н и н г  ҳ а р  б и р и н и н г  й и г и н -  
д и г а  т а ъ с и р  и ж у д а  к и ч и к  б ў л с а ,  у ҳ о л д а Х  
н о р м а л  т а ц с и м о т г а  я к и н т а ц с и м о т г а  э г а  б у- 
л а д  и ___________

Практикада худди шундай тасодифий мицдорлар энг 
кўп учрайди Айтилганларни тушунтирадиган мисол келти- 
рамиз.

Мисол. Бирор ^иэикашш катталик ўлчанаётган бўлсин. 
Ҳар қандай ўлчаш ҳам ўлчанаётган катталикнинг тақрибий 
қийматинигина беради, чунки ўлчаш натижасига ҳар хил 
тасодифий факторлар (температура, асбобнинг тебраниш
лари, намлик ва бошцалар) таъсир цилади. Бу факторлар- 
нинг ҳар бири жуда кам «хусусий хатони» юзага келтира- 
ди. Аммо бу факторларнинг сони жуда катта булгани учун 
уларнинг биргаликда таъсири сезиларли «жами хэтони» юза
га келтиради.

Жами хатони катта сондаги ўзаро боғлиқ бўлмаган ху 
сусий хатолар йиғиндиси деб караётиб, жами хато нормал 
тацсимотга яқин тацсимотга эга деб хулоса чицаришга 
ҳақлимиз, тажриба бундай хулосанинг тўгрилигини тасдиц- 
лайди.

9-§. Назарий тацсимотнинг нормал тацсимотдан 
четланишини бацолаш. Асимметрия ва эксцесс

Нисбий частоталар тацсимоти эмпирик тацсимот деб 
аталади. Эмпирик тацсимотларни математик статистика ўр- 
гапади.

Эҳтимоллар тацсимоти назарий тацсимот деб аталади. 
Назарий тацсимотларни эҳтимоллар назариясида ўрганилади. 
Б у параграфда назарий тацсимотлар царалади.

Нормал тақсимотдан фарц циладиган тацсимотларни ўр- 
ганишда бу фарцни мицдор жиҳатдан бахолаш зарурати 
юзага келади. Шу мацсадда махсус характеристикалар, 
жумладан, асимметрия ва эксцесс тушунчалари киритилади. 
Нормал тацсимот учун бу характеристикалар нолга тенг. 
Шу сабабли, агар ўрганилаётган тацсимот учун ассиммет- 
рия ва эксцесс унча катта булмаган цийматларга эга бул- 
са, у ҳолда бу тацсимотнинг нормал тацсимотга яцинлиги- 
ни тахмин цилиш мумкин. Аксинча, асимметрия ва эксцесс-
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нинг катта қийматлари тацсимотнинг нормал тацсимот дан анча 
четланишини кўрсатади.

Асимметрияни цандай баҳолаш мумкин? Симметрии тац
симот (бундай тацсимот графиги х =  М(Х) тўғри чизиққа 
нисбатан симметрикдир) учун тоц тартибли марказий мо
ментлар нолга тенглигини исботлаш мумкин. Носимметрик 
тацсимотлар учун ток тартибли марказий моментлар нолдан 
фарцлидир. Шунинг учун бу моментларнинг исталган бири 
(исталган тацсимот учун нолга тенг булган биринчи тартиб
ли моментдан ташцари) асиметрияни баҳолаш учун хизмат 
цилиши мумкин; улардан энг соддасини, яъни учинчи тар
тибли ц3 моментни танлаш табиийдир. Лекин бу моментни 
асимметрияни баҳолаш учун цабул цилишнинг ноцулай то
мони шундаки, унинг катталиги тасодифий мицдор ўлчана- 
диган бирликларга боғлиц. Бу камчиликни бартараф цилиш 
учун (.ід ни ст3 га бўлинади ва шундай цилиб, ўлчамсиз харак
теристика ҳосил қилинади.

&Іазарий тацсимот асиметрияси деб учинчи тартибли 
марказий моментнинг ўрта квадратик четланиш куби нисба
тига айтилади:

А =s аз
Агар тацсимот эгри чизиғининг «узун цисми» математик 

кутилишдан ўнгда жойлашган бўлса, асимметрия мусбат, 
агар эгри чизиғининг «узун цис
ми» математик кутиіишдан чап- 
да ётса, асимметрия манфий.
Асимметрия ишорасини амалда 
тацсимот эгри чизиғининг мода- а 
га (дифференциал функциянинг, 
максимум нуктасига) нисбатан 
жойлашиш бўйича аницланади: 
агар эгри чизицнинг узун цисми 
модадан ўнгда (10-а расм) жой
лашган бўлса, у ҳолда асимме- г 
трия мусбат, агар чапда (10- б 
расм) жойлашган бўлса, у ҳол- 
да асимметрия манфий. |

«Тикликни», яъни назарий тац- 
симоткинг нормал эгри чизиц ка 
цараганда кўп ёки кам кўтарили- 
шини бахолаш учун эксцессдан; 
фойдаланилади. 10- расм

Их)

4 S >0

М „(Х )

fix)
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fix)
Нормал

V  /
**? /  Назарий 

деб
тақсимот эксцесса

р _ ^  оС-Я — а\ о

_ тенглик билан яникланадиган ха- 
х рактеристикага айтилади.

Нормал тацсимот у ч у н ^ = 3 ,

бинобарин, эксцесс нолга тенг. 
Шу сабабли, агар бирор тацси
мотнинг эксцесси нолдан фарцли 
бўлса, у холда бу тацсимот эгри 
чизиғи нормал эгри чизикдан фарц 

*" * , цилади: агар эксцесс мусбат бўл- 
са, у холда эгри чизиц нормал 
эгри чизицца цараганда баланд- 

роц» ва «уткиррок» учга эга бўлади (11-арасм), агар эксцесс 
манфий бўлса, у цолда таццосланаётган эгри чизиц нормал эгри 
чизицка цараганда пастроц ва «яссироц» учга эга бўлади 
(11-6 расм). Бунда нормал ва назарий тацсимот лар бир хил 
математик кутилишлар ва дисперсияларга эга деб ҳисобла- 
нади

fix)

hoptyan ^  
згричизи̂  \

11 - расм

/
10-§. Бир тасодифий аргумент функцияси 
ва унинг тацсимоти

Аввало, бундан буён «эҳтимолларнинг тацсимот цонуни» 
дейиш ўрнига, кўпинча, цисца цилиб «тацсимот» дейишимиз- 
ни айтиб ўтамиз.

Агар X  тасодифий микдорнинг мумкин булган ҳар бир 
цийматига У тасодифий мицдорнинг мумкич булган бигта 
циймати мос келса, у  ҳолда Y  ни X  тасодифий аргумент
нинг функцияси дейилади:

у  =  ф(Х).
Энди дискрет ва узлуксиз аргумент тақсимоти буйича 

функция тацсимотини цандай топиш кўрсатилади.
! .  X  а р г у м е н т  —  д и с к р е т  т а с о д и ф и й  м и ц 

д о р  б ў л с и н .
а) Агар X  аргументнинг мумкин бўлган турли циймат- 

ларига У функциянинг мумкин булган турли цийматлари 
мос келса, у ҳолда X  ва Y  нинг мос цийматларининг эцти- 
моллари ўзаро тенг бўлади.
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1-мисол. X  дискрет тасодифий микдор ушбу
X  2 3 
р 0 ,6  0 ,4

тацсимот орцали берилган. Y — X2 функция таксимотини 
топинг

Е ч и л и ш и .  Y  нинг мумкин булган цийматларини то
памиз:

у. =  2г =  4 ; у2 =  З2 =  9.

Y нинг изланаётган тақсимотини ёзамиз:

7  4 9 
р 0 ,6  0 ,4 .

б) Агар X нинг мумкин булган турли қийматларига Y 
нинг орасида ўзаҒ ° тенглари ҳам бор бўлгаи  ̂ кийматлари 
мос келса, у ҳолда Y нинг такрорланувчи қийматлари эҳ- 
тймолларини к у шиш лозим

2-мисол. X дискрет тасодифий микдор ушбу 
  А" — 2 2 ------- 3----------------------— —

р 0,4 0 ,5  0,1

тацсимот орцали берилган. Y — X2 функция таксимотини 
топинг.

Е ч и л и ш и .  Мумкин булган і/, =  4 цийматнинг эҳтимо- 
ли биргаликда бўлмаган X =  —  2 ва X =  2 ҳодисалар эҳ- 
тимоллари йиғиндисига, яъни 0 ,5  -4- 0 ,4  = 0 , 9  га тенг. Мум
кин бўлган г/2 == 9 цийматнинг эҳтимоли 0,1 га тенг. Y 
нинг изланаётган тацсимотини ёзамиз.

7  4 9 
р 0 ,9  0,1.

2.  X а р г у м е н т  у з л у к с и з  т а с о д и ф и й  м и ц д о р  
б ў л с и н .  X  тасодифий аргументнинг Дх) дифференциал 
функциясини билган ҳолда Y  =  ф(Х) функция таксимотини 
цандай топиш мумкин? Қуйидаги исбот цилинган: агар 
и =  ф(х) дифференциалланувчи ва қатъий ўсувчи ёки цатъий 
камаювчи функция бўлиб, х  =  гр(г/) унинг тескари функ
цияси бўлса, у ҳолда Y  тасодифий мицдорнинг g(y) диф
ференциал функцияси ушбу тенгликдан топилади.

g ( y )  =  /№(y)]-N>'(j/ )l-
3 - мисол, X  тасодифий микдор нормал тацсимланган, шу 

билан бирга унинг математик кутилиши а =  0. Y  =  X 3 
функция таксимотини топинг.
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Е ч и л и ши .  у =  X3 функция дифференциалланувчи ва 
қатъий ўсувчи бўлгани учун юқоридаги

g(y) =  Ш у )]-\ц '(у )\ (*)
формулани қўлланиш мумкин. у =  х3 га тескари функция
ни топамиз:

з
■ф(у) =  X =  у ,

f(ty(y)) ни топамиз. Шартга кўра

шу сабабли

я \ 1 2а2 /М  =  — 7 =  е ст у 2п

f\My)] =  f(y3) = - ^ = e  (**)
а  У 2л

Тескари функциянинг у бўйича ҳосиласини топамиз:

Ѵ іу) =  ) =  - V -

3у
Изланаётган дифференциал функцияни топамиз, бунинг 

учун (**) ва (***) ни (*) га қўямиз:

8(У) =  — т------ е 238 ’

З с т / У  2л

Э с л а т м а .  (*) формуладан фойдаланиб, нормал таксимланган X  
аргументнинг Y  =  А Х  +  В  чизиқли функцияси нормал тақсимланган- 
лигини исбстлаш мумкин. Шу билан бирга К нинг математик кутили
шини топиш учун функция ифодасида X  нинг ўрнига унинг а математик 
кутилишини қўйиш лозим:

М(У) = А а  +  В;

У нинг ўртг.ча квадратик четланишини топиш учун X  аргументнинг 
уртача квадратик четланишини X  олдидаги коэффициентнинг модулига 
кўпайтириш лозим:

а(Ѵ) =  |Л|-о(Х).
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4-мисол. У — ЗХ +  1 чизиқли функциянинг дифферен
циал функциясини топинг. X  аргумент нормал таксимланган 
булиб, унинг математик кутилиши 2 га, ўртача квадратик 
четланиши 0.5 га тенг.

Е ч и л и ши .  Y нинг математик кутилишини топамиз:
М{У) =  3 . 2 +  1 =  7.

Y  нинг ўртача квадратик четланишини топамиз: 

а(У) =  3 0 , 5 =  1,5.
Изланаётган дифференциал функция куйидаги кўриниш- 

га эга:
(у — 7)»

1 г (1.5)'
а(у) =  ------
S  J  1 , 5  / 2 л

11-§. Бир тасодифий аргумент
функциясининг математик кутилиши ____

X  тасодифий аргументнинг У = ф (Х ) функцияси берилган. 
Аргуметнинг тақсимот қонунини билган холда бу функ
циянинг математик кутилишини топиш талаб килинади.

1. X  а р г у м е т  д и с к р е т  т а с о д и ф и й  м и қ д о р б ў -  
лкб, унинг мумкин булган қийматлари xv х2, . . ., хп, 
уларнинг эҳтимоллари эса мос равишда рѵ р2 . ■ ., рп га 
тенг бўлсин. Равшанки У ҳам дискрет тасо :ифий миқдор 
бўлиб, унинг мумкин бўлган қийматлари

Ух =  ф(*і)> {/2 =  ф(*а). • • • ■ Уп =  ф('ѴЬ 
«X микдор Xj қиймат қабул қилди» деган ҳодиса «Y 

микдор ф(х,) қиймат қабул қилди» деган ҳодисани эргаш- 
тиргани учун У нинг мумкин бўлган кийматлари эҳтимол- 
лари мос равишда pv p-i, . . р„ га тенг. Демак, функция
нинг математик кутилиши:

П
М М Х ) ] = 2 > ) Р „  (*)

і = 1
1-мисол. X  дискрет тасодифий микдор

X  1 3 5 
р 0 ,2  0,5 0 ,3

тақсимот орқали берилган. У =  ф(Х) =  X 2 +  1 функциянинг 
математик кутилишини топинг.
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Е ч и л и ши .  Y  нинг мумкин бўлган қийматларини то
памиз:

ф(1) =  I2 +  I =  2; ф(3) =  З2 +  1 =  10; ф(5) =  5 2 +  1 =  26. 

Функциянинг изланаётган математик кутилиши

-М! Хг 4- 1 ] =  9.П-Й f  10-0 .5  - l -gf i .n .3  =  13.9

2. X  а р г у м е н т  f(x) дифференциал функция орқали бе
рилган у з л у кс и з т а с о д и ф и й  м и қ д о р  бўлсин. Ғ = ф (Х )  
функциянинг математик кутилишини топиш учун аввал Y  
микдорнинг g(tj) дифференциал функциясини топиш, кейин 
sea

—-  .СО— — -------------------------

М (К )=  \y-g(y)dy
— оо

формуладан фо"даланиш мумкин. Лекин g(y) дифференциал 
функцияни изланиш қийинлашадиган бўлса, у ҳолда g(X) 
нинг математик кутилишини бевосита

со

М[ф(Х)] =  j  ф(x)f(x)dx
— со

формула орцали топиш мумкин. Жумладан, X  нинг мумкин 
бўлган қийматлари (а, b) интервалга тегишли булса, у 
ҳолда

ь
М[ф(Х)] =  j  ф{x)f(x)dx. (**)

а

Буни исботлаб ўтирмасдан, шуни қайд кнламизки, унинг 
исботи (*) формула исботига ўхшаш: қўшишни интеграл- 
лашга, эҳтимолни эҳтимол f(x)Ax элементига алмаштири
лади.

2-мисол. Узлуксиз X  тасодифий микдор (о, интер
валда f{x) =  sinx дифференциал функция оркали берилган; 
fix) =  0 — интервалдан ташқарида. Y =  у(Х) =  X 2 функ
циянинг математик кутилишини топинг.

Е ч илиши.  (**) формуладан фойдаланамиз. Шартга 
кўра

Да) =  sin а, ф(а) =  а-2, а =  О, Ь =  у .
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тс
Т-

М [ф(Х)| =  I л:2 sin x-dx.
о

Бўлаклаб интеграллаб, изланаётган математик кутилишни 
топамиз:

М[Хг ] =  л — 2.

12-§. Иккита тасодифий аргумент функцияси.
Эркли қушилувчилар йиіиндисининг тацсимоти.
Нормал тақсимотнинг турғунлиги

Агар X  ва Y  тасодифий микдорларнинг мумкин булган 
кийматларининг ҳар бир жуфтига Z тасодифий микдорнинг 
битта мумкин бўлган циймати мос келса, у  ҳолда Z ни ик
кита тасодифий аргумент X ва Y нинг функцияси деии- 
лади:

Z =  ф(Х, Y).

Сўнгра, мисоллар орцали

Z =  X +  Y

функциянинг таксимотини кўш лувчиларнинг маълум так- 
симотлари буйича цандай топиш курсатилади. Бундай маса
ла практикада тез-тез учраб туради. Масалан, агар X ўл- 
чаш асбоби кўрсатишларининг (нормал таксимланган) хато- 
сп, Y эса кўрсатишлар шкаласидаги энг яцин бўлинмагача 
яхлитлаш (текис таксимланган) хатоси бўлса, у ҳолда ха
толар йиғиндиси Z =  X Y  нинг тацсимот цонунини топиш 
масаласи юзага келади.

1. X  в а  Y  д и с к р е т  э р к л и  т а с о д и ф и й  м и ц д о р 
л а р  б ў л с  и н. Z =  X +  Y функциянинг тацсимот цонунини 
топиш учун Z нинг мумкин бўлган барча цийматларини ва 
уларнинг эҳтимолларини топиш лозим.

1-мисол. Дискрет эркли тасодифий мицдорлар ушбу тац- 
симотлар орцали берилган:

У 1 9  V  Ч 4
'  р 0 ,4  0 ,6  Р 0 ,2  0 ,8 .

Z =  X j- Y  тасодифий мицдорнинг тацсимотнни толинг.

Демак,



Еч и л и ши .  Z нинг мумкин булган қийматлари X  нинг 
мумкин булган қийматларининг ҳар бири билан Y  нинг 
мумкин бўлган барча цийматлари йиғиндисидир:
zx =  1 +  3 =  4; z2 =  1 +  4 =  5; z3 =  2 +  3 = 5 ;  z4= 2 + 4 = 6 .
Бу мумкин бўлган қийматларнинг эҳтимолларини топамиз.

Z =  4 бўлиши учун X  мицдор Xl =  1 циймат ва Y  миц
дор yj =  3 циймат цабул цилиши етарли. Мумкин бўлган 
бу цийматларнинг эҳтимоллари мос равишда 0 ,4  ва 0,2 га 
тенг.

X ва Y  аргументлар эркли бўлгани учун X =  1 ва Y —3 
ҳодисалар ҳам эркли, бинобарин уларнинг биргаликда рўй 
бериш эҳтимоли (яъни Z =  1 +  3 =  4 ҳодиса эхтимоли) кў- 
паитириш теоремасига кўра 0,4 0 ,2  =  0,08 га тенг.

Шунга ўхшаш цуйидагиларни топамиз:

P { Z =  1 + 4  =  5) =  0, 4-0, 8 =  0,32;
P(Z =  2 +  3 =  5) =  0 , 6- 0, 2 =  0,12;
P(Z =  2 +  4 =  6) =  0 , 6- 0, 8 =  0,48.

Изланаётган тацсимотни, аввал биргаликда булмаган 
Z =  z2, Z =  z3 ҳодисаларнинг эҳтимолларини жамлаб (0,32 +  
+ 0 , 1 2  =  0,44) топамиз:

Z 4 5 6 
р 0,08 0,44 0,48.

Контроль цилиш: 0 ,08 +  0 ,44 +  0,48 =  1.
2. X ва Y  — у з л у к с и з  т а с о д и ф и й  м и ц д о р л а р  

б ў л  с и н. Қуйидаги исботланган: агар X  ва Y эркли бул- 
са, у ҳолда Z =  X +  Y  йигиндининг g{z) дифференциал 
функцияси (аргументлардан камида биттасининг дифферен
циал функцияси (— то, со) интервалда битта формула ор- 
цали берилган деган шарт остида)

со

g(z) =  j  fi(x)f2(z — x)dx (*)
—  со

тенгликдан ёки унга тенг кучли
со

g (z )=  j  / 1(2 — y)f2(y)dy (**)
—оо

тенгликдан топ глиши мумкин, бу ерда / х, / 2 —  аргумент- 
ларнинг дифференциал функциялари.
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Агар аргументларнинг мумкин булган цийматлари ман
фий бўлмаса, у қолда g(z) ни

с

g(z) =  j  f1(x)f2(z -x )d x  (***)
о

формула бўйича ёки унга тенг кучли
г

g (z )=  \fi(z — y)h(y)dy (****)
о

формула буйича топиш мумкин.
Эркли тасодифий миқдорлар йиғиндисининг дифферен

циал функцияси композиция дейилади.
Агар эҳтимоллар тацсимоти конунининг композицияси 

яна ўша цонуннинг ўзи (умуман айтганда, параметрлари 
билан фарц цилса) бўлса, у ҳолда бу цонун турғун дейи
лади. Нормал цѳнун турғунлик хосеаснга эга: нормал 
цонунлар композицияси яна нормал тацсимотга эга (бу ком- 
позициянинг математик кутилиши ва дисперсияси мос ра
вишда цўшилувчилар математик кутилишлари ва диспер
сиялари йиғиндисига тенг.) Масалан, агар X  ва Y  математик 
цутилишлари ва дисперсиялари мос равишда

at =  3, о2 =  4, Di =  1, D2 =  0,5

бўлган нормал тацсимланган эркли тасодифин мицдорлар 
бўлса, у ҳолда бу мицдорларнинг композицияси (яъни 
Z =  X  +  Y  йиғиндининг дифференциал функцияси) ҳам нор
мал тацсимланган, шу билан бирга композициянинг мате
матик кутилиши ва дисперсияси мос равишда а =  3 +  4 = 7 ;  
D =  1 + 0 , 5  =  1,5 га тенг.

2-мисол. X  ва Y  эркли тасодифий мицдорлар ушбу диф
ференциал функциялари орцали берилган:

X

/(*) =  - j  е (0 <  X <  со);
_  У_

Ы  =  \ е 4 (° <  у <  °°)*

Бу цонунларнинг композициясини, яъни Z =  X +  Y  тасоди
фий мицдорнинг дифференциал функциясини топинг.
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Е ч и л и ши .  Аргументларнинг мумкин булган қийматла
ри манфий бўлмаганлиги учун (***) формуладан фойдала
намиз:

z г
С Г

X
Г - — 1

j /i(*)/2(z —  x)dx =  j 
-0-----  0

1 ~~ з"
_ т е т е 4 J ^  =

Бу ерда z ^ -О эканлигини айтиб ўтамиз, чунки Z=X-j-Y  ва 
шартга кўра X ва Y нинг мумкин бўлган кийматлари ман
фий эмас.

Контрол қилиш мақсадида китобхонга
ОО

J  g(z)dz =  1
о

эканлигига ишонч ҳосил килишни тавсия киламиз.
Бундан кейин келадиган параграфларда нормал такси- 

мот билан боғланган тақсимотлар қисқача тавсифланган, 
улардан математик статистикани баён килиш да фойдалани
лади.

13-§. у2 тацсимот

Антайлик,^ X, (і =  1,2, . . ., п) эркли нормал тасодифий 
миқдорлар бўлиб, шу билан бирга уларнинг ҳар бирини 
математик кутилиши 0 га, ўртача квадратик четланиши эса 
бирга тенг бўлсин У  холда бу мщдорлар 
квадратлари йигиндиси

х2 =  2 л : д  
і= і

k = n  эркинлик (озодлик) даражали (эркинлик даражасиk ~n  
бўлган) X2 қонун («хи квадрат») бўчича тақсимланган, агар бу 
миқдорлар битта чизиқли муносабат билан боғланган, маса
лан, Ѵ Х ; = п Х  бўлса, у ҳолда эркинлик даражалари сони 
k = n — 1 бўлади.

Бу тақсимотнинг дифференциал функцияси
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о х < 0  да,

Пх) = * > 0  да
k

бу ерда Г(х) =  I f  'е  'dl гзмма-функция хусусан Г(п-{ 1) =

=  п\ Бу ердан кўриниб турибдики, «хи квадрат» тацси
мот битта параметр— эркинлик даражалари сони орцали аниц
ланади.

Эркинлик даражалари сони ортиши билан тацсимот кор- 
мал тацсимотга секин яцинлашади.

14- §. Стьюдент тацсимоти

Z нормал таеодифий мицдор, шу билан бирга М{2) — О, 
o(Z) =  1, V эса k эркинлик даражали (эркинлик даража
си k булган) у2 цонун буйича тацсимланган ва Z га боғлиц 
бўлмаган мицдор бўлсин. У  холда

мицдор t- тацсимот ёки k эркинлик даражали Стьюдент 
(инглиз статистиги В. Госсет тахаллуси) тацсимоти деб ата- 
ладиган тацсимотга эга.

Шундай цилиб, нормаланган нормал мицдорнинг k эр
кинлик даражали «хи квадрат» цонун бўйича тацсимланган 
ва k га бўлинган тасодифий мицдордан олинган квадрат 
илдизига нисбати k эркинлик даражали Стьюдент цонуни 
бўйича тацсимланган.

Эркинлик даражалари сони ортиши билан Стьюдент 
тацсимот нормал тацсимотга тез яқинлашади. Бу тацсимот 
ҳацида цўшимча маълумотлар келгусида (XV боб, 16-§) 
келтирилади.

15-§. Фишер— Снедекорнинг Ғ  тацсимоти

Агар U ва V лар ва k2 эркинлик даражали у2 цонун 
бўйича тацсимланган эркли тасодифий мицдорлар бўлса,

о

Т Z
(*)
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микдор Фишер—Снедекорнинг kx ва k2 эркинлик даражали 
Ғ  тақсимоти деб аталадиган тақсимотга эга (уни баъзан V2 
орқали белгиланади).

Ғ  тақсимотнинг дифференциал функцияси:

JC <  0 да 0,

/(*)=• к,-2
X >  0 да С X 2

кі+к,
А  +-А *) 2

бу ерда

С„ = -Л

%У(т)
Бу ердан кўриниб турибдики, Ғ  тақсимот иккита пара

метр — эркинлик даражаси сонлари орқали аниқланади. Бу 
таксимот ҳақида қўшимча маълумотлар келгусида келти
рилади (XVIII боб, 8-§).

М и с о л л а р

1. X  тасодифий миедорнинг дифференциал функциясини билган
холда, унинг математик кутилиши ва дисперсиясини топинг:

1__
я у і ^ х 2

а )’— 1 < х < 1 д а  f(x) = --------L _ ,  X нинг қолган қийматларида

б) а —  I < х < а - \ - 1  да f(x)  =  . ^  , х  нинг колган кийматларида

Пх) =  0.

б) а 

f [ x )  =  0.

Жавоби. а) М (Х ) =  0 , Д Х )  =  _ L ; б) М(Х) =  а, Д Х )  =  — .
2 3

2 . X  тасодифий микдор нормал тақсимланган. Бу миқдорнинг мате
матик кутилиши ва дисперсияси мос равишда 6 ва 2 г а  тенг. Синаш 
натижасида X  микдор (4; 8) интервалга тегишли қиймат қабул қилиш 
эҳтимолини топинг.

Жавоби: 0 ,6 8 2 6 .

3. Тасодифий миқдор нормал таксимланган. Бу миқдорнинг ўртача 
квадратик четланиши 0 ,4  га тенг. Бу міщдорни унинг математик кути-



лишидан четланиши абсолют қиймати бўйига 0 ,3  дан кичик бўлиши 
эхтимолини топинг.

Жавоби. 0 ,5468 .

4. Ўлчашнинг тасодифий хатолари ўртача квадратик четланиши а =  
=  1 мм математик кутилиши а =  0 булган нормал қонун бўйича тац
симланган. Иккита боғлиқ булмаган кузатишлардан камида бирининг 
хатоси абсолют қиймати бўйича 1 , 2 8  .им дан ортиқ бўлмаслиги эхтимо
лини топинг.

Жавоби. 0 ,9 6 .

5. Автомат тайёрлайдиган валиклар диаметрининг лойиҳадагидан 
четланиши 2 мм дан ортик, бўлмаса, валиклар стандарт ҳисобл анади. 
Валиклар диаметрининг тасодифий четланишлари ўртача квадратик чет
ланиши а =  1 ,6  мм, математик кутилиши а =  0 бўлган нормал конун
га бўйсунади. Автомат неча процент стандарт валиклар тайёрлайди?

Жавоби. Тахминан 79  %.

6. X  дискрет тасодифий микдор ушбу тақсимот қонуни билан бе
рилган:

а) X  1 2 3 б) X  —  1 1 2
р Щ2 071 0\ 7 Г  1> 071“  " 0 ,2  0 ,7 .

У =  Х і тасодифий миқдорнинг таксимот қонунини топинг.

Жавоби. а) У 1 16 81 б) У 1 16
р  0 ,2  0,1 0 ,7 ; р 0 ,3  0 ,7 .

7. Узлуксиз X  тасодифий миқдор f(x) дифференциал функция орқали 
берилган. Агар а) У =  X  +  1 (—  оо <  х <  оо); б) У  =  2 X  (— а < х  <  а)

бўлса, У  тасодифий микдорнинг дифференциал функциясини 
топинг.

8. Эркли дискрет тасодифий миқдорлар ушбу тақсимот қонунлари 
орқали беритган:

X  2 3 5 У 1 4
р  0 ,3  0 ,5  0 , 2 ;  р 0 , 2  0 ,8 .

Ушбу функцияларнинг таксимот қонунларини топинг: 
a ) Z  =  X + Y ;  б) Z =  X  У.

Жавоби'. a) Z 3 4 6  7 9
р 0 ,0 6  0 , 1 0  0 , 2 8  0 , 4 0  0 , 1 6 ;

6 ) Z  2 3 5  8 12 20
р 0 ,0 6  0 , 1 0  0 , 0 4  0 , 2 4  0 , 4 0  0 , 1 6 .

9. X  ва У  эркли тасодифий мицдорлар ѵшбу дифференциал функ- 
ішялар орқали берилган:

X
f i W = l  е 3 (0 < х < о о ) ;

и
_ У _

h(y)= ~ е  5 (0 <  ( /< ос)
О
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Бу қонунларнинг композициясини, яъни Z — X -\-Y тасодифий миц
дорнинг дифференциал функцияси топинг.

(бу ерда I —  ўзгармас мусбат катталик) дифференциал функ
ция билан тасвирланадиган эхтимоллар тақсимотига айти
лади.

Кўрсаткичли тақсимот б и т т а  X параметр билан аниқла- 
нишини кўриб турибмиз. Кўрсаткичли таксимотнинг бу ху
сусияти унинг кўп сондаги параметрларга боғлиқ таксимот- 
ларга Караганда устунлигини кѵрсдтиб турибди. Одатда 
параметрлар номаълум бўлиб, ула])ни баҳолашга (тақрибий 
қийматларини) топишга тўғри келади; иккита ёки учта ва 
ҳ. к. параметрларни баҳолашдан кўра битта параметрни 
бахолаш осонлиги ўз-ўзидан равшан. Кўрсаткичли конун 
бўйича таксимланган узлуксиз тасодифий миқдорга мисол 
булиб, энг оддий оқим иккита кеТма-кет ҳодисасининг руй 
бериши орасидаги вақт таксимоти (5- § га қаранг) хизмат 
қилиши мумкин.

Кўрсаткичли тақсимотнинг интеграл функциясини топа
миз (XI боб, 3- §):

Кўрсаткичли тақсимотни биз дифференциал функция ёр
дамида аниқладик, уни интеграл функция ёрдамида ҳам 
аниқлаш мумкинлиги тушунарли.

Ўн учинчи боб 

КЎРСАТКИЧЛИ ТАҚСИМОТ

1-§. Кўрсаткичли таксимот таърифи

Кўрсаткичт (экспоненциал) таксимот деб

X О X
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12- расм

Дифференциал ва интеграл функцияларнинг графиклари
12-расмда тасвирланган.

Мисол. Агар кўрсаткичли тақсимотнинг параметри >-=8  
бўлса, унинг дифференциал ва интеграл функшіяларини 
ёзинг.

Е ч и л и ши .  Равшанки,_____________________________

х > 0  да Дх) =  8е~~8х; х < 0  да f(x) =  0;

F(x) =  1 — e~Sx.

2-§. Кўрсаткичли тақсимланган тасодифий миқдорнинг 
берилган интервалга тушиш эҳтимоди

Ушбу
Ғ(х) =  1 —е~кх

интеграл функция орқали берилган кўрсаткичли қонун бў- 
йича таксимланган узлуксиз X тасодифий микдорнинг (а, Ь) 
интервалга тушиш эҳтимолини топамиз.

Ушбу
Р (а  <  X  <  b) =  F(b) -  F(a)

формуладан (X боб, 2- §,  1 -натижа) фойдаланамиз. Ғ(а) =  1
—  е ~ ах , Ғ ф )  =  1— ё ~ ь< эканлигини эътиборга олиб,

Р (а<Х <Ь) =  е~ах —  е~Ьх (*)

ни хрсил қиламиз. е~х функциянинг қийматлари жадвал
дан топилади.
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Мисол. Узлуксиз X  тасодифий миқдор

jc> 0 да /(*) =  2е~2\ х < 0  да f(x) — О

кўрсаткичли қонун буйича тацсимланган. Синаш натижаси
да X  микдорнинг (0,3; 1) интервалга тушиш эҳтимолини

— ТОПИНГ.____________________________________________________ ________________________

Е ч ил иши.  Шартга кўра X =  2. (*) формуладан фойда
ланамиз:

Р ( 0 ,3 < Х < 1 )  =  е-(2 ’ 0,3> — е ~ {2' 11 =  е - 0'6 — е- 2=
=  0 ,5 4 8 8 1 — 0 ,1 3 5 3 4 ^ 0 ,4 1 .

3- §. Кўрсаткичли тақсимотнинг сон характеристикалари
Узлуксиз X тасодифий микдор

Ъ г<0 да 0,
— jj t> 0  да \е—ІХ

кўрсаткичли қонун буйича тацсимланган бўлсин.
Математик кутилишни топамиз (XII боб, 1-§):

Оо Ос

М(Х) =  \xf(x)dx = х (  xe~lxdx.
О *0

Бўлаклаб интеграллаб, қуйицаппи ҳосил қиламиз:

а д  =  4 -  и

Шундай қилиб, к ў р с а т к и ч л и  т а ц с и м о т н и н г  
м а т е м а т и к  к у т и л и ш и  \ п а р а м е т р г а  т е с к а р и  
к а т т а л и к к а  тенг .

Дисперсияни топамиз (XII боб, 1-§):
СЮ со

D (X) =  I x2f (X) dx -  [М(Х)12 =  X (х2е~ІХ dx— >4-
О о

Бўлаклаб ннтеграллаймиз:
со

X \ х2е~ ,х dx =  ~  •
‘о

Демак,
г ѵ ѵ ч  1



Ўртача квадратик четланишни топамиз, бунинг учун 
дисперсиядан квадрат илдиз чиқарамиз:

о(Х) =  £-• (**)
(*) ва (**) ни таклослаб, цугшдаги хулосага келамиз:

М (X) =  а (X) =  А ,

яъни к ў р с а т к и ч л и  т а ц с и м о т н и н г  м а т е м а т и к  
к у т и л и ш и  ва у р т а ч а  к в а д р а т и к  ч е т л а н и ш и  
ў з а р о  т е н г

Мисол. Узлуксиз X  тасодифий мицдор

х > 0  да f(x) =  Ъе~Ъх\ * < 0  да f (х) =  0
кўрсаткичли цонун буйича тацсимланган. X  нинг математик 
кутилиши, ўртача квадратик четланиши ва дисперсиясини 
топинг.

Е ч илиши.  Шартга кўра X =  5. Демак, ___
~ М Щ =  о (Х ) =  =  у  =  0,2;

D (X) =  - р -  =  А -  =  0 ,0 4-

1- эслатма. Практикада кўрсаткичли тацсимланган тасодифий миц
дор ўрганилаётган, шу билан бирга А, параметр номаълум бўлсин. Агар 
математик кутилиш ҳам номаълум бўлса, у ҳолда унинг бахоси (тац
рибий циймати) топилади, бу баҳо сифатида танланма ўртача циймат 
X олинади (XVI боб, 5-§). У  ҳолда Я параметрнинг тацрибий циймати

я* =
X

тенгликдан топилади.
2- эплатча. Фараз цилаглик, практикада урганиластган тасодифий 

мицдор кўрсаткичли тацсимотга эга дейишга асос бор бўлсин. Бу ги
потезани текшириб кўриш учун математик кутилиш ва ўртача квадра
тик четланишни, яъни танлама ўртача циймат ва танлама ўртача квад
ратик четланиш (XVI боб. 5- §, 9- §) топилади. Кўрсаткичли тацсимот
нинг ѵртача квадратик четланиши ва математик кутилиши ўзаро тенг 
бўлгани учун уларнинг баҳолари унча фарц цилмаслиги лозим. Агар баҳо- 
лар бир-бирига якин бўлиб чицса, у ҳолда кузатиш натижалари ўрга- 
нилаётган мицдорнинг кўрсаткичли тацсимланганлиги ҳацидаги гипоте
зани тасдицлайди; агар баҳолар жуда фарц цилса, у ҳолда гипотезани 
рад цилиш лозим.

Кўрсаткичли тацсимот татбицларда, жумладан, ишончли- 
лик назариясида кенг цўлланилади, ишончлилик назарняси- 
нинг энг асосий тушунчаларидан бири ишончлилик функция- 
сидир.
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4- §. Ишончлилик функцияси
Бирор курил мани у «оддий» ёки «мураккаб» бўлишидан 

іКатъи назар элемент деб атаймиз.
Айтайлик, элемент вактнинг і0 — 0 моментида ишлай 

бошласин, вацт ўтиши билан эса ишдан чицсин. Т  орцали 
тасодифий мицдор— элементнинг бузилмасдан ишлаш вацтини 
белгилаймиз. Агар элемент t дан кичик вацт бузилмасдан 
(бузилгѵига цадар) ишлаган бўлса, у ҳолда t вакт ичида бу
зил иш рўй беради.

Шундай килиб, ушбу

Ғ(/) =  Р ( Г < 0
интеграл функция t вацт ичида и шд а н  чициш эҳтимоли- 
ни аницлайди. Демак, шу t вацт ичида бузилмасдан ишлаш 
эҳтимоли, яъни Т >  t царама-царши ҳодисанинг эхтимоли

R(t) =  P ( T > t ) = \ - F ( t )  (*)
га тенг.

R (/) ишончлилик функцияси деб элементнинг I вацт ичида 
бузилмасдан ишлаш эцтимолини аницлайдиган функцияга 
айтилади:

R (t)  =  P ( T > ( ) .
5- §. Ишончлиликнинг кўрсаткичли цонуни

Кўпинча элементнинг бузилмасдан ишлаш вацтининг да- 
вомийлиги кўрсаткичли тацсимотга эга. Унинг интеграл 
функцияси:

F [t)  =  1 — e ~ xt.

Демак, элементнинг бузилмасдан ишлаш вацти кўрсат- 
кччли тацсимланган холдя ишончлилик функцияси олдинги 
параграфнинг (*) муйосабатига асосан

R(t) =  1 — / • ( / ) =  1 — (1 - е ~ и) =  e~xt-

кўринишга эга.
Ишончлиликнинг кўрсаткичли цонуни деб

R (0 =  е~и (*)
тенглик билан аницланадиг^н ишончлилик фу нкциясига аі“ти 
лади: бу ерда к ишдан чициш интенсивлиги.

Ишончлилик функцияси таърифндан (4- §) келиб чиццани- 
дек, бу формула агар элементнинг бузилмасдан ишлаш вацти
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к ў р с а т к и ч л и  к о п у н  б у й и ч а  т а к с и м л а н г а н  б ў л с а ,  э л е м е н т 

н и н г  t в а ц т  д а в о м и д а  б у з и л м а с д а н  и ш л а ш  э х т и м о л и н и  т о -  

п и ш г а  и м к о н  б е р а д и .
Мисол. Э л е м е н т н и н г  б у з и л м а с д а н  и ш л а ш  в а ц т и  t >  0 д а  

f(x) =  0 , 0 2 е “ ° ' (и ' к ў р с а т к и ч л и  ц о н у н  б у й и ч а  т а ц с и м л а н г а н  

( /  —  с о а т  х и с о б к д а )  Э л е м е н т  б у з и л м а с д а н  100 с о а т  и ш л а ш  

ЭҲТИМОЛИНИ т о п и н г .
Е ч илиши.  Шартга кура ишдан чициш интенсивлиги. 

Х =  0,02. (*) формуладан фойдаланамиз.

Д(Ю0) =  е - 0 '02 ' 100 =  е ~ 2 =  0,13534.
Элемент бузилмасдан (ишдан чицмасдан) 100 соат ишлаши- 
нинг изланаётган эҳтимоли тахминан 0,14 га тенг.

Эслатма. Агар элементларнинг вактнинг тасодифий моментларида 
ишдан чицишлари энг оддий оцим хрсил цилса, у ҳслда / вацт ичида 
битта ҳам ишдан чициш юз бермаслиги (VI боб, 6-§) эҳтимоли:

Rt(0) =  е “ Ч
бу (*) тенгликка мувофиц келади, чунки X иккала формулада ҳам бир< 
хил маънога эга (ишдан чицишлар интенсивлиги).

6-§. Ишончлилик кўрсаткичли цонунининг характеристик 
хоссаси

Ишончлиликнинг кўрсаткичли конуни жуда содда ва 
амалда юзага келадиган масалаларни хал этишда цулайдир. 
Бу холда ишончлилик назариясининг жуда кўп формулала
ри анча соддалашади. Бу эса ушбу цонун цуйидаги мухим 
хоссага эга эканлиги билан тушунтирилади: элементнинг 
t вақт интервали ичида бузилмасдан ишлаш эхтимоли унинг 
қаралаётган интервал бошланишидан олдинги вактда иш- 
лаганига бог лик булмасдан, балки t вактнинг узунлигига 
боғлиц (ишдан чициш интенсивлиги X берилган)*

Хосса ни исботлаш учун ҳодисаларни цуйидагича белги
лаб оламиз:

А — элементнинг узунлиги /0 бўлган (0, /0) интервалда 
бузилмасдан ишлаши;

В — элементнинг узунлиги I бўлган (t0, t0 +  /) интер
валда бузилмасдан ишлаши.

У  холда АВ— элементнинг узунлиги tu -j- і бўлган (0,
- f  t) интервалда бузилмасдан ишлаши.

Бу хрдисаларнинг эхтимолини (*) формула (5-§) бўйича 
топамиз:
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Р(А) =  e~xt° , Р(В) =  e ~ lt,

Р(АВ) =  — e_Wo. e ~ w.

Элемент ўтган (0, /0) интервалда бузилмасдан ишлади 
деган шартда унинг (/0, /0 - f  /) интервалда бузилмасдан иш- 
лашининг шартли эхтимолини топамиз (III боб, 5- §, 2- эс
латма):

p‘iB)=W = = ‘
Бу ердан кўрамизки, ҳосил цилинган формула t0 ни уз ичи
га олмасдан, балки фақат t ни ўз ичига олади. Бу эса эле
ментнинг ўтган интервалда ишлаш вацти кейинги интервал
да бузилмасдан ишлаш эҳтимолининг катталигига таъсир 
цилмасдан, балки кейинги интервалнинг узунлигигагина боғ- 
лицлигини билдиради, шуни исботлаш талаб цилинган эди.

Ҳосил цилинган натижани бир оз бошцачароц ҳам таъ
рифлаш мумкин.

Р ( В ) = ё ~ ' л ва РА (В) =  ё ~ Хі эҳтимолларни таццослаб, бун
дай хулосага келамиз: элементнинг узунлиги t бўлган ин
тервалда бузилмасдан ишлашининг олдинги интервалда бу
зилмасдан ишлади деган фараз остида ҳисобланган шартли 
эҳтимоли шартсиз эхтимол га тенг.

Шундай цилиб, ишончлиликнинг кўрсаткичли цонуни 
бўлган холда элементнинг «ўтмишда» бузилмасдан ишлаши 
унинг «яцин келажакда» бузилмасдан ишлаш эҳтимолига 
таъсир цилмайди.

Э с л а т м а .  Ф а қ а т  кўрсаткичли тацсимот текширилаётган хосса
га эгалигини исботлаш мумкин. Шунинг учун агар амалда ўрганилаёт- 
ган тасодифий мицдор бу хоссага эга бўлса, у ҳолда у кўрсаткичли 
цонун бўйнча тацсимланган бўлади. Масалан, метеоритлар фазода ва 
вакт бўйича текис тацсимланган деб фараз цилинганда, метеоритнинг 
космик кемага урилиш эҳтимоли царалаётган вацт интервалининг бош- 
ланишдан аввал метеоритлар космик кемага урилган ёки урилмаган- 
лигига боғлиц эмас. Бннобарин, метеоритларнинг космик кемага ури
лиш вактининг тасодифий моментлари кўрсаткичли цонун бўйича 
тацсимланган.

Масалалар

1. Агар кўрсаткичли тацсимотнинг параметри к  =  5 булса, унинг 
дифференциал ва интеграл функцияларини ёзинг.

Жаеоби. X >  0 да /(лг) =  5 е ~ 5х; х  « О  да f(x) =  G; F(x) =  1 — е ~ 5х.
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2. Узлуксиз X  тасоиифий микдор кўрсаткичли қонун бўйича тақ- 
симланган: х > 0  да f(x) =  5 е ~ 5х, х < 0  да f(x) =  0 . Синаш натижасида 
X  нинг (0 ,4 ; 1) интервалга тушиш эҳтимолини топинг.

Жавоби. Р ( 0 , 4 < Х < 1 )  =  0, 13.

3. Узлуксиз X  тасодифий миқдор f(x) — 4e~~ix(x > 0 )  кўрсаткичли 
қонун бўйича тақсимланган. X  нинг математик кутилишини, ўртача 
квадратик четланишини ва дисперсиясини топинг.

Жавоби. М(Х) =  о(Х) =  0 ,2 5 , D(X) =  0 ,0 6 2 5 .

4. Элементнинг бузилмасдан ишлаш вақти /(^) =  0 , 01 - е  ООІ/( і > 0 )  
кўрсаткичли қонун бўйича тақсимланган, t вақт— соат ҳисобида. Эле
ментнинг 100 соат бетўхтов ишлаш эҳтимолини топинг.

Жавоби. R( 1 0 0 ) =  0 , 3 7 .

Ў н  т ў р т и н ч и  б о б

ИККИТА ТАСОДИФИЙ МИҚД0Р СИСТЕМАСИ

1-§. Бир нечта тасодифий мицдорлар системаси 
ҳацида тушунча

Ш у вацтга қадар мумкин бўлган цийматлари битта сон 
билан аницланадиган тасодифий мицдорлар царалган эди. 
Бундан мицдорлар бир ўлчовли деб аталади. Масалан, \йин 
соқцаси (шошцол)ни ташлашда тушиши мумкин бўлган 
очколар сони— бир ўлчовли дискрет тасодифий мицдор; тўп- 
дан снаряднинг тушиш жойигача бўлган масофа бир ўлчовли 
узлуксиз тасодифий мицдордир.

Бир улчовли тасодифий мицдорлардан ташкари, мумкин 
бўлган цийматлари иккита, у ч т а , . . ,  п та сон билан аницлана
диган мицдорлар хам ўрганилади. Бундай мицдорлар мос 
равишда икки ўлчовли, уч ўлчовли, . . . ,  п ўлчовли деб 
аталади.

(X , У) орцали икки ўлчовли тасодифий мицдорни бел
гилаймиз. X  ва У мицдорларнинг ҳар бири ташкил этувчи 
(цомпонент) деб аталади. X  са У мицдорларнинг иккаласи 
бир вацтда царалганда иккита тасодифий мицдор система
сини ташкил этади. Худди шундай, п ўлчовли мицдорни п 
та тасодифий микдор системаси деб караш мумкин. М аса
лан, уч ўлчовли (X , У, Z) мицдор учта тасодифий мицдор 
системаси, X, У ,Z ни ташкил этади.

Мисол. Станок-автомат пўлат п л иткаларни штамповка ци
лади. Агар контрол цилинадиган ўлчамлар плитканинг у зу н -
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лиги X  ва эни У бўлса, у  холда икки улчовли (X , У) та
содифий мицдорга эга буламиз; агар плитканинг баландлиги 
Z ҳам контрол қилинадиган бўлса, у холда уч ўлчовли 
(X , У, Z) мицдорга эга бўламиз.

Икки ўлчовли (X , У) тасодифий мицдорни геометрик 
нуцта и-  пазардан ё текисликдаги М (X, У) тасодифий нѵк- 
та (яъни тасодифий координатали нуцта) деб ёки ОМ тасо
дифий вектор деб талцин цклиш мумкин. У ч  ўлчовли тасо
дифий мицдорни геометрик нуцтаи назардан уч ўлчовли 
фазода М(Х, Y, Z) нуцта сифатида ёки ОМ вектор сифа
тида талцин цилиш мумкин.

Дискрет (бу катталикларни ташкил этувчилари дискрет) 
ва узлуксиз (бу катталикларни ташкил_ этувчилари узлук
сиз) кўп улчовли тасодифий мицдорларни бир-биридан фарц- 
лантириш мацсадга мувофицдир.

2- §. Икки улчовли дискрет тасодифий микдор эҳтимоллари- 
нинг таксимот конуни

Икки ўлчовли дискрет тасодифий мицдорнинг мумкин 
булган цийматлари (яъни (хп у,) сонлар жуфти) ва уларнинг
р іх^Уі) і =  1, 2 ............п, j =  1, 2 . .................m) эҳтимоллари
рўйхати бу мицдорнинг тацсимот конуни деб аталади.

Таксимот цонуни одатда икки томонли жадвал кўрини- 
шида берилади ( 2 - жадвал).

2- ж а д в а л

Ж адвалнинг биринчи сатри X  ташкил этувчининг мум
кин бўлган барча цийматларини, биринчи устуни эса У таш
кил этувчининг мумкин бўлган барча цийматларини ўз
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ичига олади. «ѵг устун» ва «у,- сатр» кесишган жойда тур
ган катакда икки ўлчовли тасодифий микдорнинг (хІУ уу) 
циймат цабул цилиш эҳтимоли р [хь у,) кўрсатилган;

(X  =  Xt, Y  =  у/), (і =  1, 2 ............. п\ j =  1, 2, . . . , т)

ходисалар тўлиц группа ташкил цилганлиги учун (II боб,
2- §) жадвалнинг барча катакларидаги эхтимоллар йиғиндиси 
бирга тенг.

Икки ўлчовли дискрет тасодифий мицдорнинг тацсимот 
цонунини билган холда хар бир ташкил этувчининг тацсимот 
цонунини топиш мумкин. Ҳакикатан, масалан,

(X =  х{, Y =  уг), (X  =  х{, Y =  у2), . . .  , (X =  х{, Y  =  ут)

ҳодисалар биргаликда эмас, шунинг учун X  нинг хл циймат 
цабул цилиш Ғ(хх) эҳтимоли цўшиш теоремасига кўра:

Р(хi) =  р(хъ уг) +  р{хъ Уг) +  . . . +  Р(хѵ ут).

Шундай цилиб, X  нинг хх циймат кабул цилиш эхтимоли 
P (X j)  «Xi устундаги» эҳтимоллар йигиндисига тенг. Умумий 
ҳолда Р(Х =  Хі) эҳтимолни топиш учун лг,- устундаги эҳти- 
молларни цўшиш лозим. Шунга ўхшаш, «г/; сатрдаги» эҳти- 
молларни цўшиб, P(Y =  г/у) эҳтимолни ҳосил киламиз.

Мисол. Ўшбу таксимот конуни (3 -жадвал) билан берилган 
икки ўлчовли тасодифий мицдор ташкил этувчиларининг 
тацсимот цонунларини топинг.

3- ж а д в а л

Y  ^
X, *г

Ух
У 2

0 , 1 0
0 ,0 6

0 , 3 0  
1 0 , 1 8

0 ,2 0
0 , 1 6

Е ч и л и ши .  Эҳтимолларни устунлар бў"шча жамлаб, 
X нинг мумкин бўлган цийматлари эҳтимолларини цосил 

■ циламиз:
р(*і) =  0,16;  р(х2) =  0,48; р(х3) = 0 ,3 6 .

X  ташкил этувчининг таксимот қонунини ёзамиз:
X  хх хг х3 
р 0, 16 0,48 0 36.

Текшириш: 0,16 +  0,48 +  0,36 =  1.

157



Эҳтимолларни сатрлар бўйича жамлаб, Y  нинг мумкин 
булган кийматлари эҳтимолларини ҳосил киламиз: р(г/х) =  
=  0,60; р(у2) =  0,40. Y  ташкил этувчининг таксимот цону
нини ёзамиз.

у  Уі Уг 
р 0 ,60 0,40.

Текшириш: 0,60 + 0 , 4 0  =  1.

3- § Икки улчовли тасодифий мицдор тацсимотининг 
интеграл функцияси

Икки улчовли (X, У) тасодифий мицдорни (дискрётми ёки 
узлуксизми, бунинг фарци йўц) цараймиз. х ва у ҳациций 
сонлар жуфти бўлсин. X  мицдор х дан кичик циймат цабул 
цилиши ва бунда Y  мицдор у дан кичик циймат цабул ци- 
лишдан иборат ходи с а эҳтимолини Ғ (х, у) орцали белгилай
миз. Агар X ва у ўзгарадиган бўлса, у ҳолда, умуман айт
ганда, Ғ (х, у) ҳам ўзгаради, яъни Ғ (х, у) эҳтимол х ва у 
нинг функциясидир.

Икки ўлчовли (X, Y) тасодифий микдор таксимотининг 
интеграл функцияси деб х ва у сонларнинг хар бир жуфти

учун X  микдор X дан кичик ций
мат цабул цилиши ва бунда Y 
мицдор у дан кичик циймат ца
бул килиш эхтимолини аниклай- 
диган Ғ (х, у) функцияга айти
лади, яъни

Ғ (х, у) =  Р ( Х < х ,  Y  С у).
Геометрик нуцтаи назардан 

бу тенгликни бундай талцин ци
лиш мумкин: Ғ  (х, у) функция 
(X, Y) тасодифий мицдорнинг

1 3 - расм учи (х, у) нуцтада бўлиб, бу ѵч-
дан чапда ва пастда жойлашган 

чексиз квадратга тушиш эҳтимолидир (13-расм).
Мисол. Икки ўлчовли (X  Y) тасодифий мицдорнинг ин

теграл функцияси маълум;

Ғ  Iх’ у) =  arct§ Т  +  т) ■■ ( І  arctg Т  +  т) ■■
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Синаш натижасида X  ташкил этувчи X  <  2 циймат кабул 
цилиши ва бунда Y  ташкил этувчи Y  <  3 циймат цабул 
цилиши эҳтимолини топинг.

Е ч и л и ши .  Икки ўлчовли тасодифий мицдор интеграл 
функциясининг таърифига кўра

Ғ(х, у) =  Р  (X  <  X, Y  <  у).

X =  2, U  =  3 деб олиб, изланаётган эҳтимолни хрсил цила
миз.

р ( х <  2, К <  з )  =  FI2, з )  =  ( 1  arctg |  +  ± ) х  

=  JL А  — А
4  ' 4 16‘

4- §. Икки улчовли тасодифий мицдор интеграл 
функциясининг хоссалари

1-хосса. Интеграл функция цийматлари ушбу кум 
тенгсизликни қаноатлантиради:

О <  Ғ (х, у) <  1.

И с б о т и .  Хосса интеграл функцияни эҳтимол сифатида 
таърифлашдан келиб чицади: эҳтимол ҳар доим 1 дан катта 
бўлмаган манфий бўлмаган сондир.

2 - хосса. Ғ{х, у) ҳар кайси аргументи буйича камаймай- 
диган функциядир, яъни

агар >  Xj бўлса, Ғ {х2, у) >  Ғ (хг , у), 
агар у2 >  ух бўлса, Ғ (х, у2) >  Ғ (х, уг).

Ис б о т и .  Ғ(х, у) функция X аргументи буйича камай 
майдиган эканлигини кўрсатамиз. X  ташки і этувчи х2 дан 
кичик циймат цабул цилиши ва бунда Y  <  у дан иборат 
ҳодисани цуйидаги иккига биргаликда бўлмаган ҳодисага аж
ратиш мумкин:

1) Р (X <  х1У Y  <  у) эҳтимол билан X  ташкил этувчи хх 
дан кичик цийматни цабул цилади ва бунда Y  <  у бўлади;

2) P(Xj <  X  <  х2, Y  <  г/j) эҳтимол билан X  ташкил этувчи 
хх <  X <  х2 тенгсизликни к.аноатлантирувчи цийматни цабул 
цилади ва бунда Y  <  у бўлади.
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Р ( Х < х г, Y < y )  =  P ( X < x lt Y < y ) ~ h  
+  P(x1< X < x 2, Y <  y.)

Бу ердан
Я ( Х 2 < * 2. Y < y ) - P ( X < x v Y < y )  =

=  P(xx <  X  <  Y <  y)
ёки

F (xv y) — F (xv y)) =  P (xj <  X <  x ,, F <  y). 
Исталган эҳтимол манфий булмаган сон бўлгани учун 

Ғ (Хг> У)— Р Ui, У) >  О
ёки

F{Xi, У ) > Р ( х  1 , г/);

шуни исботлаш талаб цилинган эди.
Агар интеграл функцияни геометрик нуқтаи назардан та

содифий нуцтанинг учи (х, у) бўлган квадрантга тушиш 
эҳтимоли сифатида талцин этилишидан фойдаланиладиган 
бўлса, юцоридаги хосса янада тушунарли бўлади (13-расм). 
X ортиши билан бу квадрантнинг ўнг чегараси ўнгга томон 
сурилади; бунда тасодифий мицдорнинг «янги» квадрантга 
тушиш эҳтимоли камаёмаслиги аниц.

Ғ(х, у) функция у аргумент бўнича камаймайдиган функ
ция эканлиги ҳам шунга ўхшаш исботланади.

3- хоссз. Ушбу лимит муносабатлар ўринлнг
1) Ғ (  —  оо, у) =  0 ,  3) Ғ ( — со, —  оо) =  О,
2) Ғ (х, — со) =  0, 4) Ғ(  со , со) =  1.

И с б о т и. 1) Ғ(  —  со, у) ушбу А' <  —  осГ ва 7  <  у 
хрдисанинг эхтимоли; лекин бундай ходиса рўй бера олмай
ди (чунки X  <  — оо хрдиса рўй бера олмайди); бинобарин, 
бу ҳодисанинг эҳтимоли нолга тенг.

Агар геометрик интерпретацияга мурожаат цилинадиган 
бўлса, у ҳолда хосса янада ойдинлашади: х-> — со да чек
сиз квадрантнинг (1 3 -расм) ўнг чегараси чапга томон чексиз 
сурилади ва бунда тасодифий нуцтанинг бу квадрантга ту
шиш эхтимоли нолга интилади.

2) У <  —  оо ҳодиса рўй бера олмайди, шунинг учун 
Ғ (х, —  со) =  0.

3) X  <  —  оо ва Y < — оо рўй бермайдиган цодиса; шунинг 
учун Ғ  ( — со, — оо) =  0.

Қўшиш теоремасига кўра
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4) Х <  ОО ва У <  оо муцаррар ҳодиса, бинобарин, бу 
ҳодисанинг эхтимоли Ғ  (о о , оо) =  1.

Агар х-»оо ва у^- оо да чексиз квадрант (13-расм) ХОУ 
текисликка айланиши ва демак, синов натижасида (X , Y) 
тасодифий нуцтанинг бу текисликка тушиш эҳтимоли муцар- 
рар ҳодиса эканлиги эътиборга олинса, хосса янада ойдин- 
лашади.

4- хосса. а) у — со да системанинг интеграл функцияси 
X ташкил этувчининг интеграл функциясига айланади:

б) X =  оо да системанинг интеграл функцияси Y  таш
кил этувчининг интеграл функцияси бўлади:

Ис б от и.  а) К <  оо ҳодиса муцаррар бўлганлиги учун 
Ғ(х,  со) ушбу X X ҳодисанинг эҳтимолини аницлайди, яъни 
X  ташкил зіувчининг  интеграл функциясини таиирлайди.

б) бу ҳол ҳам юцоридагига ўхшаш исботланади.

5- §. Тасодифий нуцтанинг ярим полосага 
тушиш эҳтимоли

X  ва У тасодифий мицдорлар системасининг интеграл 
функциясидан фойдаланиб, тасодис|ий нуцтанинг синов нати
жасида хх <  X  <  хг ва У <  у ярим полосага (14-а расм) ёки 
X  <  х ва ух <  У  <  у2 (14-6 расм) ярим полосага тушиш 
эхтимолини осонгина топиш мумкин.

Тасодифий нуцтанинг учи (х2, у) булган квадрантга тушиш 
эҳтимолидан нуцтанинг учи (х1( у) бўлган квадрантга (14-а

Ғ (х, оо) =  Ғх (х);

Ғ ( оо, у) =  Ft (у).

а у І  V

11-315

14- расм
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расм) тушиш эҳтимо/.ини айириб, қ.уйидагини ҳосил циламиз: 
Р (.г, <  X <  х2, Y < у )  =  Ғ (хг, у) — Ғ(хi, у).

Шунга ўхшаш

Р(Х < х ,  y i < Y  < у г) =  Ғ (х, yt) — F(x, Уі)

га эгамиз.
Шундай килиб, тасодифий нуцтанинг ярим полосага т у т-иигп 

эҳтимоли интеграл функциянинг аргументларидан бири буйи
ча орттирмасига тенг.

6- §. Тасодифий нуцтанинг тўғри тўртбурчакка 
тушиш эҳтимоли

Томонлари координата ўцларига параллел бўлган ABCD 
тўғри тўртбурчакни цараймиз (1 5 -расм). Унинг томонлари
тенгламалари цуйидагича бўлсин:

9иг ,»г)

C l»;, и ,) Щ.9,\

15- расм

X  =  xv X  =  х2, Y  =  г/, ва Y =  у2.

(X,Y) тасодифий нуцтанинг бу тўғри тўртбурчакка тушиш 
эҳтимолини топамиз. Изланаётган эҳтимолки. масалан, бундай 
топиш мумкин: тасодифий нуцтанинг вертикал штрихланган 
АВ ярим полосага тушиш эҳтимолидан (бу эҳтимол Ғ (х2, 
Уі) — Ғ (хѵ у2) га тенг) нуцтанинг горизонтал штрихланган 
CD полосага тушиш эҳтимолини (бу эҳтимол Ғ (хг , yt) —
—  F(xlt y j  га тенг) айириш лозим:
Р (*і <  X  <  хг, yt < Y  <  у2) =  [F (х2, у2) — F (хѵ у2)] —

— 1Ғ(хг , Уі) — Г(хѵ t/x)]. (*)
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Мисол. (X , У) тасодифий нуцтанинг х «= у ,  =  у ,

w =  Л , «•=.-?- тўғри чизиқлар билан чегараланган тўғри 
у 4 3
тўртбурчакка тушиш эҳтимолини топинг. Интеграл функция 
маълум:

/ п л \Ғ(х, у) =*= sinx-sin# (0 <  х <  ~2 , 0 <  у <  y j .

Ечилиши.  (*)'формулада хх =  у ,  х2 — ух =  - j  > */а =

=  А  деб қуйидагини ҳосил киламиз:

7- §. Икки улчовли узлуксиз тасодифий миқдорнинг 
дифференциал функцияси (эҳтимолнинг 
икки улчовли зичлиги)

Биз икки ўлчовли тасодифий микдорни интеграл функция 
ёрдамида баён кил дик. Икки ўлчовли узлуксиз микдорни, 
шунингдек, таксимотнинг дифференциал функцияси ёрдамида 
ҳам баён қилиш мумкин. Бу ерда ва бундан кейин интсгріл 
функция ҳамма жойда узлуксиз ва ҳамма жопда (чекли ссн- 
даги эгри чизиклардагина бу истисно бўлиши мумкин) узлук
сиз иккинчи тартибли аралаш хусусий ҳосилага эга деб 
фараз қиламиз.

Икки ўлчовли узлуксиз (X, К) тасодифий микдор тац
симоти нинг f(x,  у) дифференциал функцияси деб интеграл 
функциядан олинган иккинчи тартибли аралаш хусусий ҳо- 
силага айтилади:

/  іх  и )  =  ? Ғ ( х ,л )
Г Vе’ У) д х д у  •
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Геометрик нуқтаи назардан бу функцияни сирт сифатида 
талқин килиш мумкин. У  тацсимот сирти деб аталади.

Мисол. (X , Y) тасодифий микдорлар системасининг 
маълум

іінтеграл функцияси бўйича унинг /  (х, у) дифференциал функ
циясини топинг.

Е ч и л и ши .  Тасодифий микдорлар системасининг диф
ференциал функцияси таърифига кўра

Интеграл функциядан х бўйича олинган хусусий ҳоси- 
лани топамиз:

Ҳосил қилинган натижадан у бўйича олинган хусусий 
хосилани топамиз, натижада изланаётган дифференциал функ- 
циян» топамиз:

8- §. Тақсимотнинг интеграл функциясини 
маълум дифференциал функция буйича топиш

f{x,y) дифференциал функцияни билган ҳолда Ғ(х,у) 
интеграл функцияни

У *

формула бўйича топиш мумкин: бу бевосита дифференциал 
функция таърифидан келиб чиқади.

Мисол. Икки ўлчоЕли тасодифий миқдор тақсимотининг

интеграл функциясини берилган f(x, у) =  (1 +  J2) (1 +  ^
дифференциал функция бўйича топинг.

Ғ(х,  у) =  sinx • sin у < х < у ,  0 <  t/ <  у ) .

=  cosx-sim/.

У *
у) dxdy формуладан
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1

фойдаланамиз. Бу ерда /  (х, у) =  д2 ([ + ^ (1 +  ^  Деб 
цуйидагини ҳосил циламиз:

у * \

Ғ(х,  У) =  пa j  ( г + ^ 5 j  Г + “? Г У==
—oo —oo /

? /

= 4  j  г г р ( * « ^ *  +  т ) ^ “ ( т  a r c t g *  +

+

— 00 
У

1)1  I* dy
2 . я ,) 1 +  y* \n=  ( 1  arc tgx +  y j  arc tg i/ - f  ў ).

9- §. Икки улчовли тасодифий миқдор 
дифференциал функциясининг эҳтимолий маъноси

(X , Y) тасодифий нуқтанинг ABCD тўғри тўртбурчакка 
(1 б- расм) тушиш эҳтимоли

16- расм.

Р (X! <  X  <  х2; уі <  Y <  Уг) =  [Ғ (х2. уг) — Ғ(хг, у*) 1—
—  [ f  (хг , yx) — F{xy, yr,)\

га тенг (6- §).
Тенгликнинг чап томонини цисцалик учун Равсо̂  орцали 

белгилаб ва ўнг томонига Лагранж теоремасини цўлланиб, 
цуйидагини ҳосил циламиз:

бу ерда
Р ABCD =  Ғху  (Е. т1)‘ ^ , Ду»

Хі < I  < Х2. Дх =  х2 — хѵ
у, <  п <  у2, Ау =  Уі — У\
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Бундан

еки
F x y  ( і. Л) =

/  (Е. 11) =

Ра в с р  
АХ'Ау

P a b c d

Ах-Ау

(*)

Ах-by кўпайтма ABCD тўғри тўртбурчак юзига тенг- 
лигини эътиборга олиб, ушбу хулосага келамиз: /  (с, rj) 
функция тасодифий нуктанинг ABCD тўғри тўртбурчакка 
тушиш эҳтимолининг бу тўғри тўртбурчак юзига нисбатидир.

Энди (** )  тенгликда Ах-+0 ва Ау->0 да лимитга ўта- 
миз. У  ҳолда Ъ-+х, ва демак, /(£ , г]) =  / ( * ,  у).

Шундай килиб, f(x, у) функцияни тасодифий нуктанинг 
(томонлари Ах ва Ау бўлган) тўғри тўртбурчакка тушиш 
эхтимолини бу тўғри тўртбурчак юзига нисбатининг тўғри 
тўртбурчакнинг иккала томони нолга интилгандаги лимити 
деб караш мумкин.

10-§. Тасодифий нуқтанинг ихтиёрий соҳага 
тушиш эҳтимоли

9- § даги (** )  муносабатни бундай ёзамиз: 

f(l,  ц)-Ах-Ау =  PABCD.

Бундан куйидагича хулосага келамиз: f  (£, г]) ■ Ах ■ Ау кў- 
пайтма тасодифий нуқтанинг томонлари Ах ва Ау бўлган 
тўртбурчакка тушиш эҳтимолидир.

XOY текисликда ихтиёрий D соҳа берилган бўлсин. Та
содифий нуктанинг бу со.хага тушишидан иборат ҳодисани 
бундай белгилаймиз:

(X , Y)c=D.

+

г
27

ч Ч
\
0 ДХ

17- расм
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D соҳани бир-биридан Ах масофада жойлашган ва OY 
ўққа параллел тўғри чизиқлар ҳамда бир-биридан Ау масофа
да жойлашган ва ОХ ўкка параллел тўғри чизиқлар ёрда
мида п та элементар соҳага бўламиз (17- расм) (соддалик 
учун бу тўғри чизиқлар соҳа контурини иккитадан кўп 
булмаган нуқтада кесиб ўтади деб фараз килинади).

Тасодифий нуцтанинг элементар соҳаларга тушишидан
иборат хрдисалар биргаликда бўлмаганлиги учун нуктанинг
D соҳага тушиш эҳтимоли тақрибан унинг элементар соҳа-
ларга тушиш эҳтимоллари йиғиндисига тенг (элементар со-
ҳалар йиғиндиси D соҳага тақрибан тенг!):

fl
P( (X,Y)czD ) « 2  / ( ! , .  Ц^Ах-Ау.

І= 1
Дх->0 ва Ду-^О да лимитга ўтиб, қуйидагини ҳосил қиламиз:

____________Р ((Х. =  j j ‘ f ix, и) dxdy. (*)
(£>)

Шундай килиб, (X, Y) тасодифий нуктанинг D соҳага 
тушиш эхтимолини ҳисоблаш учун дифференциал функция
дан D соҳа бўйича олинган икки каррали интегрални топиш 
кифоя.

Геометрик нуқтаи назардан (*) тенгликни бундай талқин 
қилиш мумкин: (X , Y) тасодифий нуқтанинг D соҳага ту
шиш эҳтимоли юкрридан г  =  [х, у) сирт билан чегараланган, 
асоси эса бу сиртнинг XOY текисликка проекциясидан ибо
рат булган жисм ҳажмига тенг.

Э с л а т м а .  Интеграл остидаги f (х,  у) dxdy ифода эхтимол эле
менты дейилади. Юқорида айтилганлардан келиб чиққанидек, эхтимол 
элементи тасодифий нуцтанинг томонлари dx ва dy булган элементар 
тўғри тўртбурчакка тушиш эҳтимолини аниқлайди.

Мисол. Икки ўлчовли тасодифий миқдорнинг

f ( X' У) =  я»( 1 - + J ) ( 1 + V )
дифференциал функцияси берилган. Тасодифий нуқтанинг 
учлари /С(1;1),  L ( Y 3, 1); М(  1; 0)ва N ( } /  3; 0) бўлган 
тўғри тўртбурчакка тушиш эҳтимолини топинг.

Е ч и л и ши .  Изланаётган эҳтимол

Р ( (X,  Y) с . D) =  j j „»(! +  Х2) (1 +  yi) dxdU =

167



V
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M fr t )  N(V3:0) * *
18- расм

0

1

о

11 §. Икки улчовли тасодифий миқдор 
дифференциал функциясининг хоссалари

1- хосса. Дифференциал функция манфий эмас:

Ис б от и.  Тасодифий нуктанинг томонлари Ах ва Ау 
бўлган тўғри тўртбурчакка тушиш эҳтимоли манфий бўлма- 
ган сондир; бу тўғри тўртбурчакнинг юзи — мусбат сон. 
Бинобарин, бу иккита соннинг нисбати ва уларнинг (Ах->0 
ва Ау^О даги) лимити манфий булмаган сондир, яъни

^Бу хосса Ғ (х, у) функция ўз аргументларининг камай- 
майдиган функциясн (4- §) эканлигидан бевосита келиб чи- 
қишини кайд килиб ўтамиз.

2 - хосса. Дифференциал функциядан олинган чегаралари 
чексиз икки каррали хосмас интеграл бирга тенг:

f{x, у) >  0.

fix,  | / ) >  0.



Ис б о т и .  Интеграллашнинг чексиз чегаралари интеграл
лаш соҳаси бутун хОу текисликдан иборатлигини кўрсатади; 
тасодифий нуқта синов вактида хОу текисликка тушишдан 
иборат ҳодисанинг руй бериши муқаррар бўлганлиги учун 
унинг чхтимоли (у эса дифференциал функциядан олинган 
икки каррали хосмас интеграл билан ифодаланади) бирга 
тенг, яъни

12-§.  Икки улчовли тасодифий миқдор ташкил 
эіувчиларнинг дифференциал функцияларини излаш

Иккита тасодифий мицдор системасининг дифференциал 
функцияси маълум бўлсин. Ў з олдимизга система ташкил 
этувчиларининг ҳар бирининг дифференциал функциясини 
топиш масаласини цўямиз.

Аввал X  ташкил этувчининг / , (х) дифференциал функ
циясини топамиз. X ташкил этувчининг интеграл функция
сини Ғх (х) оркали белгилаймиз. Бир ўлчовли тасодифий 
микдорнинг дифференциал функцияси таърифига кура

муносабатларни эът борга олиб цуйидагини топамиз:

Бу тенгликнинг иккала томонини х буйича дифференциал 
лаб, топамиз:

—оо --ОО

Ушбу
X у

(8- §),
---ОО --- 00

Ғі(х) =  Ғ (х, со) (4- §)

X  Оо

Fi(x) =■ I j f{x, y)dxdy.

00
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еки
ес

f i  (•*) =  \ f (х, y)dy. (*)
— со

Y ташкил этувчининг дифференциал функцияси ҳам шун
га ўхшаш топилади:

с»

h  (У) =  j f (х, y)dx. (**)
— Со

Шундай килиб, системанинг ташкил тувчыларидан 
бирининг дифференциал функцияси система дифференциал 
функциясидан олинган чегаралари чексиз хосмас интегралга 
тенг, бунда интеграллаш ўзгарувчиси иккинчи ташкил этув- 
чига мос келади.

Мисол. Икки ўлчовли (X, Y) тасодифий микдор ушбу 
дифференциал функция орқали берилган:

ѵ2

f (*. У) =
х  У ^  л 1
9 +  4 <  1 д а  6я
у2 «і2
^  +  ̂ > 1  да 0.9 ^ 4

X  ва Y  ташкил этувчиларнинг дифференциал функция- 
ларини топинг.

Е ч и л и ши .  X ташкил этувчининг дифференциал функ- 
циясини (*) формула буйича топамиз:

2 У  1 - f  2 Y  '- Т  

fi(x) =  j  QKdy =  i  J j  dy =  £ i V 9 — X2.
—® i /  7* 0

- 2V  > - f
Шундай қилиб,

2-
f i ( x ) = j N < 3  да. Й І / Э -

1 |jc| > 3 да 0.

Шунга ўхшаш, (**) фурмуладан фойдаланиб, Y ташкил 
этувчиниг дифференциал функциясини топамиз:

Ш  =  І \y\<Z »  & V *  - у \
1 І у І >  2 да 0.
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Текшириш мацсадида, топилган функциялар
СЮ 00

I /j(x ) d x =  \ ва \ f%{у) dy =  1 
--00 —00

муносабатларни қаноатлантиришига мустацил ишонч ҳосил 
цилишни китобхонга тавсия циламиз.

13- §. Дискрет тасодифий мицдорлар системаси ташкил 
этувчиларининг шартли тақсимот цонунлари

Агар А ва В хрдисалар боғлиқ бѵлса, у холда В ҳоди- 
санинг шартли эцтимоли унинг шартсиз эҳтимолидан фарц 
қилишини аниқлаган эдик. Бу холда

РА (В) =  (III боб, 5 - §, 2- эслатма). (*)

Ш унга ўхшаш ҳолат тасодифий мицдорлар учун ҳам ўрин 
ли. Икки ўлчовли тасодифий миқдорнинг ташкил этувчи- 
лари орасидаги боғланишни тавсифлаш учун шартли тақси- 
мот цонуни тушунчасини киритамиз.

Икки ўлчовли (X V) дискрет тасодифий микдорни қа- 
раймиз. Ташкил этувчиларнинг мумкин булган қийматлари 
бундай бўлсин:

X I, %2і Хп, Уіі У̂ і •••* Уп'
Фараз цилайлик, синаш натижасида Y  микдор Y =  yt 

циймат қабул цилган бўлсин; бунда X ўзининг мумкин бўл- 
ган цийматларидан бирини: ё хх ни, ё хг ни, ..., ёки хп ни 
цабул цилади. X нинг Y =  yt шартда, масалан, х , циймат 
қабул цилиши шартли эҳтимолини p(xijy,) орқали белги
лаймиз. Бу эхтимол, умуман айтганда, р (х,) шартсиз эҳ- 
тимолга тенг бўлмайди.

Ташкил цилувчининг шартли эҳтимолларини умѵмий ҳол- 
да бундай белгилаймиз:

Р(х,ІУі) (/ =  1» 2. ... .  п\ / =  1, 2, ..., т).
X ташкил этувчининг Y  =  у\ бўлганда шартли такси- 

моти деб Y  =  г//; (у индекс X  нинг барча цийматларида 
бир хил циймат қабул цилади) ҳодиса рўй берди деган фа
разда ҳисобланган

■ м р(хг\Уі). Р(Хг\Уі), Р(хп\у,) 
шартли эҳтимоллар тўпламига айтилади.
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Y  ташкил этувчининг шартли тацсимоти шунга ўхшаш 
аницланади.

Икки улчовли дискрет тасодифий миқдорнинг таксимот 
цонунини билган ҳолда, ташкил этувчиларнинг шартли тац
симот цонунларини (*) формуладан фойдаланиб ҳисоблаш 
мумкин. Масалан X нинг Y  =  ух ҳодиса рўй берди де
ган шартли тацсимот цонуни ушбу формуладан топилиши 
мумкин:

P W # . ) - £ ^ f  <і “ 1 2- »)■

X  ташкил этувчининг шартли тацсимот цонунлари уму
мий ҳолда ушбу муносабат орцали аницланади:

---------------------------------------------------------------------------------------- Г ) .

Y  ташкил этувчининг шартли тацсимот цонунлари шун
га ўхшаш аницланади:

=  ■ (***)■ 
Эслатма. Шартли тақсимот эҳтимоллари йиғиндиси 1 га тенг. Ҳа-

п
ад атан , тайин ijj да ^  P( * h У]) =  Р (h'j) бўлгани учун (2 -§ )  

і=  1

±  Р <*,і Vj\ = 2  М = s M  = i.
I i =  1 P  (f/y) P (J)j>

Тайин xi да
m
2  p («/! xi) =  1 < =  1

эканлиги шунга ўхшаш исботланади.
Шартли таксимот.іарнииг бу хоссасидан ҳисоблашларни текшириш- 

да фойдаланилади.

Мисол. Икки ўлчовли тасодифий мицдор 4- жадвал билан 
берилган.

4- ж а д в а л

*1 X, Хі

I/i 0 , 1 0  j 0 ,3 0 0 , 2 0

Уг I 0 ,0 6  1 0 , 1 8 0 , 1 6

X  ташкил этувчининг Y  ташкил этувчи циймат ца 
бул цилди деган шартда шартли тацсимот цонунини топинг.
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Е ч и л и ш и .  Изланаётган конун цуйидаги шартли эҳти- 
моллар туплами билан аницланади:

р Ы У і ), РІч\ уг), р ( * 3Ы -  
(*) формуладан фойдаланиб в а ріу^) = 0 , 6 0  (1 5 8 -бет) экан

лигини эътиборга олиб, куйидагиларга эга бўламиз:

п(Х \и) 1 -Р(Хі\Уі>— р (л ) 0,60 6 ’

D (x I U ) — Р('Х'г’ =  0 , 3 0  - — •Р І*2\Уі) — 0>60 2 '

n (у I ,,) -  P Ui) =  2̂0 1_Р№|Уі)— o,60 3 '
Топилган шартли эҳтимолларни контрол цилиш макса 

дида жамлаб, уларнинг йиғиндиси бирга тенг эканлигига 
ишонч ҳосил киламиз:

__________________________________________ І Х І 4 . 1 - 1 . ______________________ _-------------------- 6^2  3—
(172- бет даги эслатмага биноан шундай бўлиши ҳам лозим 
эди).

14- §. Узлуксиз тасодифий мицдорлар системаси ташкил 
этувчиларининг шартли тацсимот цонунлари

(X , У) —  икки ўлчовли узлуксиз тасодифий мицдор бўл- 
син. X  ташкил этувчининг берилган У  =  у  цийматидаги 
Ф (х I у) иіартли дифференциал функцияси деб системанинг 
f ix ,  у) Диференциал функциясини У  ташкил этувчининг 
/ 2(t/) дифференциал функцияси н сбатига айтилади:

=  п  
Қуйидагини таъкидлаб ўтамиз: ф {х | у) шартли функ

циянинг fj(x) дифференциал функциядан фарки шундаки, 
Ф  (х I у) функция X  нинг У  ташкил этувчи У  =  у  циймат 
цабул цилди деган шартда таксимотини беради, /,(х) эса 
X  нинг У  ташкил этувчи мумкин булган цийматлардан 
цайсиларини кабул цилганлигига боғлиц бўлмаган холда тац- 
симотини беради.

У  ташкил этувчининг берилган X  =  х  циймат даги шарт
ли дифференциал функцияси шунга ўхшаш аницланади:

* ( » ! * >  Г >
К З



Агар системанинг f i x ,  у) дифференциал функцияси маъ
лум бўлса, у ҳолда ташкил этувчиларнинг шартли диффе
ренциал функциялари (*) ва (** )  га (1 7 0 -бет) кура ушбу фор
мулалар бўйича топилиши мумкин:

У ( *  1 У) =  — /: (Х' и) • (***)
J  /(•*. y)dx

—ОО

\ j) ( y | x ) = ___  ̂ ^****^

J  / ( * . у) dy
--OO __________

(*) ва (**) формулаларни қуйидаги кўринишда ёзамиз: 

f  (х, у) =  fziy) ■ Ф (х I у), f  іх, у) =  fy{x) - г|) ІУ \ х).

Б у  ердан уш бу хулосага келамиз: тасодифий миқдорлар сис
темаси ташкил этувчиларидан бирининг тақсимот қонунини 
иккинчи ташкил этувчининг шартли тақсимот қонунига кў- 
пайтириб, тасодифий миқдорлар системасининг тақсимот қо- 
нунини топамиз.

Ҳар кандай дифференциал функция каби шартли Диффе
ренциал функциялар хам куйидаги хоссаларга эга:

00
< р ( х \ у ) > 0 ,  J  q > i x \ y ) d x =  1;

— Оо 
00

У і у \ х ) > 0 , J  ty(y\x)dy =  1.
— 00 ________ _

Мисол. Икки ўлчовли (X , Y) тасодифий миқдор

f i x ,  у ) = І х * + У * < г *  М
U 2+  Уг >  Г2 да 0.

дифференциал функция орқали берилган.
Ташкил этувчилар эҳтимоллари тақсимот қонунларининг 

шартли дифференциал функцияларини топинг.
Е ч и л и ш и .  X  ташкил этувчининг шартли дифферен

циал функциясини С '* * )  формула бўйича топамиз:

\ х \ < Ѵ г2— у* да
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1
V г '— у 3 2 Y r i— У2'

-  Yr‘— у»

x 2- f  y >  г® да /  (х, у) =  О бўлганлиги учун | х  | >  ] / г2—  і/* 
бўлганда ф (х | у) =  О.

Ш унга ўхшаш, ( * * * * )  формуладан фойдаланиб, У  
ташкил этувчининг шартли дифференциал функциясини то
памиз.

15- §. Шартли математик кутилиш

Эхтимоллар шартли тақсимотининг муҳим характеристи
каси шартли математик кутилишдир.

Y дискрет тасодифий микдорнинг X =  х  даги (х X  нинг 
мумкин бўлган тайин қиймати) шартли математик кути
лиши деб, Y нинг мумкин бўлган қийматларини уларнинг 
шартли эҳтимолларига кўпайтмалари йиғиндисига айтилади:

бу ерда (у\х) функция Y  тасодифий микдорнинг X  =  х 
даги шартли дифференциал функцияси.

X  ташкил этувчининг шартли математик кутилиши шуч- 
га ўхш аш  аниқланади.

Мисол. Икки ўлчовли дискрет тасодифий микдор 5- жад
вал орқали берилган.

U M д а 2 Ѵ г2— х2 

\ у  I >  У 7 2—  X2 да 0.

т

М ( Г | Х = х )  = (*)
/■ I

Узлуксиз миқдорлар учун
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5 - ж а д  в а л

лг,=1 *,=з *»=4 *4=8

У\= з 0,15 0,06 0,25 0,04
уг=  6 0,30 0,10 0,03 0,07

Y  ташкил этѵвчининг X  =  хх =  1 даги шартли матема
тик кутилишини топинг.

Е ч и л и ш и .  р (хл) ни топамиз; бунинг учун 5 - жадвал
нинг биринчи устунида жойлашган эҳтимолларни қўшамиз:

р =  0 , 15 -|-0,20 =  0 .45.

Y  микдорнинг X  =  X i=  1 Даги эҳтимоллари шартли тақ- 
симотини (13- §)  топамиз:

о (и і х ) - Р(*и Уг) -  <М5 1 .Р ІУі I хі) — р(Хі) о , 45 3 ’

о (и 1 X \ =  р (Хг’ У*) — 0,30 ^Р(Уг \хі) р (Хі) 0,45 3

Изланаётган шартли математик кутилишни (* )  формула 
бўйича топамиз:

2

M (Y \ X  =  X1) = ^ y , p  (у, 1 Хх) =  Уг-рІУі] Хх) н- 
/ -  1

+  Уі ■ Р (Уі\ Хі) =  3- - ^ - + 6 - - g = 5 .

16-§ . Боғлиқ ва эркли тасодифий миқдорлар

Агар иккита тасодифий микдордан бирининг тақсимот 
функцияси иккинчи микдорнинг мумкин бўлган қийматла- 
рини кабул қилганига боғлиқ бўлмаса, уларни эркли деб 
атаган эдик. Бу таърифдан эркли микдорларнинг шартли 
тақсимотлари уларнинг шартсиз тақсимотига тенглиги ке
либ чиқади.

Тасодифий миқдордар эрклилигининг зарур ва етарли 
шартларини келтирамиз.

Теорема. Х в а  Y тасодифий мицдорлар эркли бўлшии учун 
(X, Y) системанинг инт еграл функцияси таиікил этувчи- 
ларнинг интеграл функциялари кўпайтмасига т енг бу ли
ши зарур ва етарли:

Ғ (х , у) =  Ғг(х)-Ғ г(у).
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И с б о т и .  а) З а р у р л и г и .  X  ва Y  эркли бўлсин. У  
ҳолда Х < х  ва Y  <  у ҳодисалар эркли, бинобарин, бу хо- 
дисаларнинг бирга рўй бериш эҳтимоли Р ( Х < х ,  Y  <  у) 
уларнинг эҳтимоллари кўпайтмасига тенг:

Р ( Х <  X, Y < y )  =  P ( X < x ) - P ( Y < y )

ёки
F(x. у) =  Ғ\(х)- Ft(y).

б) Е т а р л и  л и г и .  F(x,  у) =  Ғ , ( х ) Ғ 2(у) бўлсин. Бундан

Р ( Х < х ,  Y < y ) = P ( X < x ) P ( Y < y ) ,
яъни X  <  X, Y  <  у ҳодисаларнинг бирга руй бериш эҳти- 
моли бу ҳодисалар эҳитмоллари кўпайтмасига тенг. Демак. 
X  ва Y  тасодифий миқдорлар эркли.

Натижа. Узлуксиз X ea  Y тасодифий миқдорлар эркли 
бС/лиши учун (X, Y) системанинг дифференциал функцияси 
ташкил этувчилар дифференциал функциялари кўпайтма- 
сига тенг бу  лиши зарур ва  ет арли:

fix, у) =  fi(x)-fz(y).
И с б с т и .  а) З а р у р л и г и .  X  ва Y  эркли узлуксиз та

содифий миқдорлар бўлсин. У  ҳолда (олдинги теорема га 
асосан):

Ғ(х, у) = f i (x)-F2(y).
Б у тенгликни х  бўйича, кейин у  бўйича дифференциал

лаб,
ё2Ғ _  дҒt ь ғг
дхду дх Ь у

га ёки (икки ўлчовли ва бир ўлчовли миқдордр.о дифферек- 
ниал функцияси таърифига кўра;

f(x, у) =  fi{x)-f2(y)
га эга бўламиз.

б) Е т а р л и л и г и .  f ( x ,  у) =  f i(x ) - f2(y) булсин. Бу текг- 
ликни X бўйича ва у  буйича интеграллаб, қуйидагини ҳосил 
қиламиз:

У х  \  У

I \ f(x,  у) dxdy =  J f,(x)dx j  f-i(y)dy
—  QO —  oo —  00  —  CO

ёки (XIV боб, 8- §  ва XI боб, 3 -§ )

F (X. у) =  Ft{x) Ғг(у).
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Б у ердан (олдинги теоремага асосан) X  ва Y  эркли де
ган хулоса чиқар миз.

Эслатма. Юқорида келтирилган шартлар зарур ва етарли бўлгани 
учун эркли тасодифий миқдорларга янги таърифлар бериш мумкин:

1) агар иккита тасодифий миқдор системасининг инте грал функция
си ташкил «тувчиларнинг интеграл функциялари кўпайтмасига тенг бўл- 
са, бу миқдорлар эркли деб аталади.

2 ) агар иккита узлуксиз тасодифий миқдор системасининг дифферен
циал функцияси ташкил этувчиларнинг дифференциал функциялари кў- 
пайтмасига тенг бўлса, бу микдорлар эркли деб аталади.

17- §. Икки тасодифий миқдор системасининг 
сонли характеристикалари. Корреляция моменти. 
Корреляция коэффициенти

И ккита тасодифий микдорлар системасини тавсифлаш 
учун ташкил этувчиларнинг математик кутилишлари ва 
дисперсияларидан ташқари бошқа характеристикалардан ҳам 
фойдаланилади. Булар жумласига корреляция моменти ва 
корреляция коэффициенти киради.

X  ва Y  тасодифий микдорларнинг цху корреляцией мо
менти деб бу микдорлар четланишлари кўпайтмасининг ма
тематик кутилишига айтилади:

Ѵху =  М\{Х -  М(Х)) (Y -  МІУ))\.

Дискрет микдорлар корреляцион моментларини хисоб 
лаш учун

п  т

%  = 2 2 (д:‘ ~ М (Х ))(у / _ ж (Ғ ) )р (л ;‘ ’ ^ )/= і /=1
формуладан, узлуксиз миқдорлар учун эса

ОО 00

Ц,* =  J  j (х — м  (X)) (у — М (у)) f  (х, у) dxdy
— оо — оо

формуладан фойдаланилади.
Корреляцион момент X  ва Y  микдорлар орасидаги боғ- 

ланишни характерлаш учун хизмат қилади. Қуйида агар 
X  ва Y  микдорлар эркли бўлса, у  ҳолда корреляцион мо
мент нолга тенг бўлиши кўрсатилади, бинобарин, агар кор
реляцион моментлар нолга тенг бўлмаса, у ҳолда X  ва Y 

боғлиқ тасодифий миқдорлардир.
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Теорема. Иккита эркли X ва  Y тасодифий миқдорлар- 
нинг корреляцион моменти нолга тенг.

. И с б о т и .  X ва Y эркли тасодифий мицдорлар бўлгани 
учун уларнинг X — М{Х) ва Y — M(Y)  четланишлари ҳам 
эрклидир. Математик кутилиш ва четланишнинг хоссалари- 
дан (эркли тасодифий микдорлар кўпатмасининг математик 
кутилиши кўпатувчиларнинг математик кутилишлари кўпайт- 
масига тенг, четланишнинг математик кутилиши нолга тенг) 
фойдаланиб, цуйидагини хосил киламиз:

Цху =  м\ (X -  М(Х)) ■ (Y -  М )(П )1 =

=  М[Х  —  M(X)\-M[Y —  M(Y)] — 0.

Корреляцион момент таърифидан, у X  ва Y  миқдорлар 
ўлчамликлари кўпайтмасига тенг ўлчамликка эга бўлиши 
келиб чиқади. Бошкача сўз билан айтганда, корреляцион 
момент катталиги тасодифий микдорларнинг ўлчам бирлик-

миқдор учун корреляцион момент катталиги микдорлар цай- 
си ўлчов бирлигида ўлчанганига қараб турли цийматга эга 
бўлади.

Масалан, X  ва У  микдорлар сантиметрларда ўл чан ган 
бўлиб, =  2 см2 келиб чиққан бўлсин. Агар X  ва Y ни 
миллиметрларда ўлчасак, у ҳолда |-іху= 2 0 0 мм2 бўлади. Кор
реляцион моментнинг бундай хусусияти бу сон характерис- 
тиканинг камчилигидир, чунки бунда тасодифий микдорлар 
турли системаларининг корреляцион моментларини таққос- 
лаш қийинлашади. Бу камчиликни бартараф қилиш мақса- 
дида янги сон характеристика —  корреляция коэфиценти 
киритилади.

Л

'Х  ва V  тасодифий микдорларнинг гку коорреляция коэф- 
фиценти деб корреляцион моментнинг бу микдорлар ўртача 
квадратик четланишлари кўпайтмаси ннсбатига айтилади:

г  _  .
х у  а х  ° у

нинг ўлчам;.иги X  ва Y микдорлар ўлчамликлари кўпайт- 
масига тенг. о х миқдор X  ўлчамлигига, а у микдор Y ўл- 
чамлигига эга (V III боб. 7- §) бўлгани учун rxy ўлчамсиз миц
дордир. Шундай килиб корреляция коэффициенти тасодифий 
мицдорларнинг ўлчов бирликларининг танланишига бог лик 
эмас. Корреляция коэффициентининг корреляцион моментдан 
устунлиги ҳам ана шундадир.
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n \  /
I Эркли тасодифий мицдорларнинг корреляция коэффици- 

енти нолга тенглиги равшан (чунки p v;j =  0).

Эслатма. Эҳтимоллар назариясининг кўпгина масалаларида X тасо
дифий микдор ўрнига нормаланган X' мицдорни текшириш мацсадга 
мувофицдир. X ’ микдор четланишнинг ўртача квадратик четланишга 
нисбати сифатида аницланади:

х , =  Х ~  М(Х)
°х

Нормаланган микдор 0 га тенг математик кутилишга ва 1 га тенг 
диеперсияга эга. Дархацицат, математик кутилиш ва дисперсия хосса- 
ларидан фойдаланиб, цуйидагиларга эга бўламиз:

М(Х') =  М 1< Х — ЩХ') \1 -  1 -М\Х М(ХЯ -  1 - 0 - 0 ;* 7 !1 ах ) ах

D (X’) =  D ~  - ) '|  =  - L —D(X—M(X)) =  =  1.

ху
нинг корреляцион моментига тенглигига осонгина ишонч хосил цилиш 
мумкин:

_ М\ (Л-УИ(Х))-(У-М (У))1 _  м Х — ЩХ) У — М(У) =г =  ' * _ м
3У

=  М (Х '- п  =  і»,ѵ .

ху о , а. і а ,  ' с у J

18- §. Тасодифий мицдорларнинг корреляцияланганлиги 
ва боғлицлиги

Агар X  ва Y  тасодифий мицдорларнинг корреляцион мо
менти (ёки корреляция коэффициенти) нолдан фарцли бўлса, 
улар корреляцияланган  деб аталади; агар X  ва Y  нинг 
корреляцион моменти нолга тенг бўлса, улар корреляци- 
ланмаган  деб аталади.

Иккита корреляцияланган мицдор, шунингдек, боғлиц 
ҳамдир. Дарҳақикзт, тескарисини фараз циладиган бўлсак, 
\іху - -  0 деган хулосага келишимиз лозим, бу эса шартга 
зид, чунки корреляцияланган микдорлар учун ц хуфО.

Бунга тескари мулохаза ҳар доим ҳам ўринли бўлавер- 
майди, яъни агар иккита микдор боғлиц бўлса, улар коррел- 
цияланган ҳам, корреляцияланмаган ҳам бўлиши мумкин. Бош- 
цача айтганда, иккита боғлиц микдорнинг корреляцион мо
менти нолга тенг бўлмаслиги мумкин, аммо у нолга тенгбў- 
либ цолиши ҳам мумкин.
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Иккита боғлиқ мицдор корреляцияланмаган бўлиши мум- 
кинлигига мисолда ишонч хосил циламиз.

Мисол. Икки улчовли (X, Y) тасодифий мицдор ушбу 
дифференциал функция билан берилган:

да f(x, 0) = 0 .
X  ва Y  корреляцияланмаган, боғлиц мицдорлар эканлигини. 

исботланг.
Е ч и л и ш и .  X  ва Y  нинг аввал ҳисобланган диффе

ренциал функцияларидан фойдаланамиз ( 12-§ ) .
О _____

Берилган эллипснииг ичида f x(x) =  9 —  х2,

Ш  =  2̂  Ѵ ^ у 2, унинг ташцарисида h(x) =  0 ,f2(y) =  0 .

f (x ,y )^ fi(x ) f2(y) бўлганлиги учун X  ва Y боғлиц микдор- 
лардир (16- §).

X  ва Y  нинг корреляцияланмаганлигини исботлаш учун 
\ixy =  0 эканлигига ишонч ҳосил цилиш етарли Корре
ляцион моментни ушбу формуладан (17- §) фойдаланиб 
топамиз:

h(x)  дифференциал функция OY ўкца нисбатан симмет
рии бўлгани учун М{Х) =  0; шунга ўхшаш, /2(у) нинг ОХ 
ўцца нисбатан симметриклигига асосан M(Y) =  0. Демак,

f(x , у) ўзгармас кўпайтувчини интеграл белгиси олдига чи
цариб,

ни ҳосил циламиз. Ички интеграл нолга тенг (интеграл 
остидаги функция тоц, интеграллаш ўзгармаслари коорди
наталар бошига нисбатан симметрии) демак, \іху =  0 , яъни 
X  ва Y  боғлиц тасодифий мицдорлар корреляцияланмаган.

-— f- = 1  эллипснииг ичида f  (x,у) = - ^ - t унинг ташцариси-

—  С» —  ОО
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Шундай цилиб, иккита тасодифий микдорнинг корреля- 
цияланганидан уларнинг боглиқлиги келиб чицади, аммобу 
мицдорларнинг боғлицлигидан уларнинг корреляциялан- 
лиги ҳали келиб чицмайди Иккита мицдорнинг эрклилиги- 
дан уларнинг корреляцияланмаганлиги келиб чицади, аммо 
бу мицдорларнинг корреляцияланмаганлигидан уларнинг 
эрклилиги ҳацида ҳали хулоса чицариш мумкин эмас.

Бироц нормал тацсимланган мицдорларнинг корреляция
ланмаганлигидан уларнинг эрклигиги келиб чицишини айтиб 
ўтамиз. Б у  даъвони кейинги параграфда исботланади.

1 9 -§ . Текисликда нормал тацсимот цонуни

Практикада кўпинча нормал тацсимланган икки Улчов
ли тасодифий мицдорлар учрайди.

Текисликда нормал тщсимот цонуни, деб дифференциал 
функцияси

бўлган икки ўлчовли (X , Y) тгсодиф й мицдор эҳтимолла- 
рининг тацсимотига айтилади.

Текисликда нормал таксимот цонуни бешта параметр 
а х. а2, а х ва орцали аницланишини кўриб турибмиз. 
Бу параметрлар цуйидагича эҳтимолий маънога эгалигини 
исботлаш мумкин:

аі> а2 —  математик кутилишлар; 
ах, Оу— ўрта квадратгк четланишлар; 
р эса X  ва У мицдорларнинг корреляция коэффициенти. 

Агар икки ўлчовли нормал тацсимланган тасодифий мицдорнинг 
ташкил этувчилари корреляцияланмаган бўлса, уҳолдаулар  
эркли эканлигига ишонч ҳосил цилайлик. Ҳацицатан, X  ва Y  
корреляцияланмаган бўлсин. У  холда (*) формулада р =  О 
деб цуйидагини ҳосил циламиз:

f(x  у) = ------------ ;
2 і О Т А  V  1 —  Р  2а л:*У

. X

J_____  U — ах)г
О Ч о  *

1 Г (X—at)2 (у — а2)г~ 
2 2



Шундай цилиб, нормал тацсимланган тасодифий мицдор
нинг ташкил этувчилари корреляцияланмаган бўлса, у ҳол- 
да системанинг дифференциал функцияси ташкил этувчилар 
дифференциал функциялари кўпайтмасига тенг; бундан эса 
ташкил этувчиларнинг эрклилиги келиб чицади (1 6 -§ ). 
Тескари даъво ҳам ўринли (18-§ ).

Демак, икки ўлчовли мицдорнинг нормал тацсимланган 
ташкил этувчилари учун эрклилик ва коррел яцияланганлик 
тушунчалари тенг кучлидир.

Масалалар
1. Ушбу тацсимот цонуни билан берилган икки улчовли дискрет 

тасодифий мицдор ташкил этувчиларнинг тацсимот цонунларини топинг.

X *1 хг *з
у

У\ 0,12 0,18 0,10
Уя____ 0,10 О ІІІ 1-0,39 —

Жавоби.
X Х\ Л'2 Xg 
р 0,22 0,29 0,49

У Ук 'Л 
р 0,40 0,60.

2. Икки ўлчовлар тасодифий мицдорнинг X ташкил этувчиси
Х <  J __  циймат цабул цилиши ва бунда V ташкил этувчи У < —̂—

2 d 
циймат цабул цилиш эҳтимолини топинг. Системанинг интеграл функ
цияси маълум:

Пх.у) arctg 2х + y ) ( r arctg 3 //+■§■)•

1 •Жавоби. К<-д
_9_
16

3. (X, Y) тасодифий нуцтанинг х = ^ - ,  х =  У =  ва у = -я л
у ,  y = j  ь г у = —

тўғри чизицлар билан чегараланган тўғри тўртбурчакка гушиш эҳти- 
молини топинг. Системанинг интеграл функцияси маълум.

л
F(x,y) =  sin X sin у I 0 <лг<-2-, 0<  у <  у

)
I п я л  Я \  „  , ,

Жавоби. Р і т < Х < - 2 ,-£ < У  С  j )  = 0 ,1 1 .

4. Иккита тасодифий мицдор системасининг

F(x,y) =  (1 — е~ 2х) (1— е~ 3У)(х>0, у > 0)
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Жавоби. f(x,y) =  =  6 в “ (2*+  Ч) 
дхду

я  я
5. X =  О, х =  і р  у — 0, у =  ~2 тўғри чизицлар билан чегара

ланган тўғри тўртбурчак ичида иккита тасодифий мицдор система
сининг дифференциал функцияси f(x,y) =  С sin(x +  у); тўғри тўрт- 
бурчакдан ташқарида эса f(x, у) = 0 .  а) С мицдорни топинг; б) система
нинг интеграл функциясини топинг.

Жавоби. а) С =  0,5; б) F(x, у) =  0 ,5[sfnjc -(- sin у —

— sin(* + V )I ( o « x < y , 0 < y < y j .

6. Иккита тасодифий мицдор системаси текис тацсимланган:
X =  4, х =  6, у =  10, у =  15

тўғри чизицлар билан чегараланган тўғри тўртбурчакда дифференциал 
функция ўзгармас цийматга эга, бу тўғри тўртбурчакдан ташцарида 
эса нолга тенг. а) дифференциал функцияни топинг; б) системанинг ин
теграл функциясини топинг.

Жавоби a) fix и) =  ! тўғри тўртбурчакдан ташцарида О, /tyaeoou. а) дх, у) | тўғри тўртбурчак ичида 0,1.

б) Ғ(х, у) =  Iх *)(^~ 10>.

7. Иккита тасодифий мицдор системасининг дифференциал функ
цияси f(x ,у) =  _ _ — — ------ а) С катталикни топинг; б) система-

(4 +  х2)(9 +  у )
нинг интеграл функциясини топинг.

Жавоби. С = 1 ;  б) = ^ і а г с  tg

х ( г “ с1в¥  +  т )
8- Икки ўлчовли тасодифий мицдор

о л Г о -  ~ 4х ‘  —  %ХУ — 9У‘f ( x , y ) = W J _ e
я

дифференциал функция орцали берилган. Ташкил этувчиларнинг шарт
ли тацсимот цонунларини топинг.

Жавоби. у) =  —~  в ,
Г п

- (д г+ З  у ) '

W.V,*) =  7 7 =  е У  я

интеграл ф ункциясига кўра унинг дифференциал функциясини топинг.
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У ч и н ч и  ц и с м

МАТЕМАТИК СТАТИСТИКА ЭЛЕМЕНТЛАРИ

У н  б е ш и н ч и  боб  

ТАНЛАНМА М Е ТО Д

1- §. Математик статистикаиинг вазифаси

Оммавий (ялпи) тасодифий ҳодисалар бўйсунадиган цо- 
нуниятларни аницлаш статистик маълумот ларни — кузатиш 
натижаларини ўрганишга асосланади. Математик статис- 
тиканинг биринчи вазифаси (масаласи)—  статистик маълу- 
мотларни тўплаш ва (агар маълумотлар жуда кўп бўлса) 
группалаш усулларини кўрсатишдир.

Математик статистикаиинг иккинчи вазифаси (масаласи)
—  статистик маълумотларни таҳлил цилиш методларини 
тадцицот масалаларига мувофиц ишлаб чицишдир.

У  ёки бу ҳодисаларни математик статистика методлари 
билан ўрганиш фан ва практика олға сурадиган кўп масала
ларни (технологик процессии тўғри ташкил этиш, мацсадга 
мувофиц қилиб планлаштириш, ва ҳ. к.) ҳал этишда воси- 
та бўлиб хизмат цилади.

Шундай цилиб, математик статистикаиинг вазифаси 
(масаласи) илмий ва назарий хулосалар ҳосил цилиш мацса
дида статистик маълумотларни тўплаш ва ишлаб чициш 
методларини яратишдан иборат.

2 - § Қисцача тарихий справка

Математик статистика эҳтимоллар назарияси билан 
бирга юзага келди (XVII аср) ва у билан биргаликда яра- 
тила бошланди. Математик статистикаиинг шундан кейиніи 
ривожланишини (X IX  асрнинг иккинчи ярми ва X X  аср 
боши) биринчи навбатда П. Л . Ч е б и ш е в ,  А. А. М а р 
ков ,  А. М. Л я п у н о в ,  шунингдек, К. Г а у с с, А. К е т л е ,  
Ф. Г а л ь т о н ,  К- П и р с о н  ва бошцаларнинг номлари 
билан боғлиц.

XX асрда математик статистикага совет математиклари 
(В. И. Р о м а н о в с к и й ,  Е.  Е.  С л у ц к и й ,  А.  Н. К о л 

185



м о г о р о в ,  Н.  В.  С м и р н о в ) ,  шунингдек, инглиз олимла- 
ри ( С т ь ю д е н т ,  Р.  Ф и ш е р ,  Э.  П и р с о н ) ,  америка олим- 
лари (Ю. Н е й м а н ,  А. В а л ь д )  энг кўп ҳисса қўшдилар.

3- § Бош ва танланиа тўпламлар

Бир жинсли объектлар тўпламини бу объектларни ха- 
рактерловчи бирор с и ф а т  ёки с о н  белгига нисбатан ўрга- 
ниш талаб килинсин. Масалан, агар бирор хил деталлар 
нартияси бўлса, у ҳолда деталнинг сифат белгиси бўлиб, 
унинг стандартлиги, сон белгиси бўлиб эса деталнинг ўлча- 
ми хизмат қилиши мумкин.

Баъзан ялпи текшириш ўтказилади, яъни тўпламдаги 
объектларнинг ҳ а р  б и р и н и  ўрганилаётган белгига нисба
тан текширилади. Лекин ялпи текшириш амалда нисбатан 
кам қўлланилади. Масалан, тўплам жуда кўп (жуда катта 
сондаги) объектларни ўз ичига олган бўлса, у ҳолда ялпи 
текшириш ўтказиш жисмонан мумкин эмас. Бундай ҳоллар- 
да тўпламдан чекли сондаги объектлар тасодифий равишда 
олинади ва уларни ўрганилади.

С Танланм а шўплам, ёки оддий килиб, танланма  деб та
содифий равишда танлаб олинган объектлар тўпламига ай
тилади

Бош тўплам  деб танланма ажратиладиган объектлар 
тўпламига айтилади.;

Т ў т .а м  (бош ёки танланма тўплами) хажми  деб бу 
тўпламдаги объектлар сонига айтилади. Масалан, 1000 та 
деталдан текшириш учун 100 та деталь олинган бўлса, у 
ҳолда бош тўплам ҳажми N =  1000, танланма хажми эса 
п =  100.

Эслатма. Бош тўплам кўпинча чекли сондаги элементларни ўз 
ичига олади. Аммо бу сон анча катта бўлса, у ҳолда ҳисоблашларни 
соддалаштириш ёки назарий хулосаларни ихчамлаш мақсадини кўзда 
тутиб, баъзан бош тўплам чексиз кўп сондаги обьектлардан иборат деб 
фараз қилинади. Бундай йўл қўйиш шу билан оцланадики (анча катта 
ҳажмли) бош тўплам ҳажмини орттириш танланма маълумотларини 
ишлаб чициш нитижаларига амалда таъсир этмайди.

4 - § . Такрор ва нотакрор танланмалар.
Репрезентатив танланма

Танланмани тузишда икки хил йўл тутиш мумкин: 
объект танланиб ва унинг устида кузатиш ўтказилгандан 
сўнг, у бош тўпламга қайтарилиши ёки қайтарилмаслиги
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мумкин. Бунга мувофиц равишда танланмалар такрор ва 
нотакрор танланмаларга ажратилади.

Такрор  танланма деб шундай танланмага айтиладики, 
бунда олинган объект (кейингисини олишдан олдин) бош 
тўпламга кайтарилади.

Нотакро ■ танланма деб танланган элемент яна бош 
тўпламга цайтарилмайдиган танланмага айтилади.

Практикада одатда кайтарилмайдиган тасодифий тан- 
лашдан фойдаланилади.

Танланма даги маълумотлар бўйича бош тўпламнинг биз
ни кизицтираётган белгиси ҳақида етарлича ишонч билан 
фикр юритиш учун танланманинг объектлари бош тўплам- 
ни тўғри тасвирлаши зарур. Б у талаб кискача бундай 
таъриф ланади: танланма репрезентатив (тасвирлай олади
ган) бўлиши керак.

К атта сонлар қонунига асосан шуни таъкидлаш мум- 
кинки, агар танлаш тасодифий равишда амалга оширилади- 
ган бўлса, танланма репрезентатив булади: агар боіш тўп- 
лам барча объектларининг танланмага тушиш эҳтимоллари 
бир хил бўлса, танланманинг хар бир объекти тасодифий 
танланган бўлади.

Агар бош тўпламнинг ҳажми етарли катта бўлиб, танланма 
бу тўпламнинг унча катта бўлмаган цисмини ташкил қил- 
са у  ҳолда такрор ва нотакрор танланмалар орасидаги фарц 
йўколиб боради; лимит ҳолда, чексиз бош тўплам қаралиб, 
танланманинг ҳажми эса чекли бўлса, у  ҳолда бу фарқ 
йўқолади.

5 - §. Танлаш усуллари

Практикада танлашнинг турли усуллари қўлланилади. 
Бу усулларни принцип жихатдан икки турга бўлиш мум
кин:

1. Бош тўпламни кисмларга ажратишни талаб қилмай- 
диган танлаш, бунга цуйидагилар киради:

а) оддий кайтарилмайдиган тасодифий танлаш;
б) оддий цайтариладиган тасодифий танлаш.
2) Бош тўпламни цисмларга ажратилгандан кейин тан

лаш, бунга қуйидагилар киради:
а) типик танлаш;
б) механик танлаш;
г) серияли танлаш.
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Бош тўпламдан элементлар битталаб олинадиган танлаш 
оддий тасодифий  танлаш дейилади. Оддий танлашни тур
ли усуллар билан амалга ошириш мумкин. М асалан, N 
ҳажмли бош тўпламдан п та объект танлашда куйидагича 
йўл тутилади. Карточкалар олиб, уларни 1 дан N гача 
номерланади, Сўнгра уларни яхшилаб аралаштириб, тавак
калига битта карточка олинади, шу олинган карточка билан 
бир хил померли объект текширк'лади. Кейин карточка дас- 
тага кайтарилади ва процесс такрорланади, яъни карточка
лар аралаштириб, улардан бири таваккалига олинади ва ҳ. к. 
п марта шундай қилинади; натижада п ҳажмли оддий такрор 
тасодифий танланма хосил қилинадн.

Агар олинган карточкалар қайтарилмаса, у холда тан
ланма оддий нотакрор тасодифий танланма бўлади.

Бош танланманинг ҳажми катта бўлганда тасвирланган 
бу процесс кўп меҳнат талаб қилади. Бундай холда «тасо
дифий сонлар»нинг тайёр жадвалидан фойдаланилади, 
уларда сонлар тасодифий тартибда жойлашган булади. Но- 
мерланган бош тўпламдан масалан, 50  та объект олиш 
учун тасодифий сонлар жадвалининг ихтиёрий саҳифасини 
очиб, ундан бир варакайига 50 та сон ёзиб олинади; тан
ланмага номерлари ёзиб олинган сонлар билан бир хил 
объектлар киритилади. Агар жадвалнинг тасодифий сони N 
дан катта бўлса, у ҳолда бундай сон тушириб қолдирила- 
ди. Такрорсиз танланма бўлган ҳолда жадвалнинг илгари 
учраган сонлари ҳам тушириб қолдирилади.

Типик танлаш. деб, шундай танлашга айтиладики, бун
да объектлар бутун бош тўпламдан эмас , балки унинг «ти
пик» қисмларидан олинади. Масалан, деталлар бир нечта 
станокда тайёрланаётан бўлса, у ҳолда танлаш барча детал
лар тўплам дан эмас, балки ҳар бнр станок махсулотндап 
айрим олинади. Типик танлашдан текширилаётган белги 
бош тўпламнинг турли типик қисмларида сезиларли ўзга- 
риб турганда фойдаланилади. Масалан, маҳсулот бир неч
та машиналарда тайёрланаётган бўлиб, машиналар орасида 
унча-м унча эскирганлари бўлса, у  ҳолда типик танлаш
дан фойдаланиш мақсадга мувофиқдир.

Механик танлаш  деб, шундай танлашга айтиладики, 
бунда бош тўплам танланмага нечта объект кириши лозим 
бўлса, шунча группага механик равишда ажратилади ва 
ҳар бир группадан биттадан объект танланади.

Масалан, станокда тайёрланган деталларнинг 20 % ини 
ажратиб олиш лозим бўлса, у холда ҳар бир бешинчи де
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таль олинади; агар 5 % деталларни олиш талаб қилинса, 
у ҳолда ҳар бир йигирманчи деталь олинади ва ҳ. к.

Механик танлаш баъзан танланманинг репрезентативли- 
гини таъминламаслиги мумкин; игини қайд қилиб ўтамиз. 
Масалан, чар бир йигирманчи йўнилаётган валча танланаёт- 
ган, булиб, шу билан бирга танлашдан сўнг дарҳол кесгич 
алмаштирилса, у ҳолда танланган хамма валчалар ўтмаслан- 
ган кесгичлар билан нўнилган бўлади. Бундай холда танлаш 
ритмини кесгични алмаштириш ритми билан мос келишини 
йўкотиш лозим, бунинг учун, масалан, йўнилган хар йигир- 
мата валчадан ўнинчисини олиш лозим.

Серияли танлаш  деб шундай танлашга айтиладики, бун
да объектлар бош тўпламдан битталаб эмас, балки, «се- 
риялаб» олинади ва улар ялписига текширилади. Маса
лан, буюмлар катта группа станок —  автомаглар томонидан 
тайёрланаётган бўлса, у  холда фақат бир нечта станокнинг 
буюмлари ялписига текширилади. Серияли танлашдан тек- 
ширилаётган белги турли серияларда унча ўзгармаган ҳолда 
фойдаланилади.

Практикада кўпинча аралаш танлашдан фойдаланили- 
шини таъкидлаб ўтамиз, бунда кжорида кўрсат лган усул- 
лардан биргаликда фойдаланилади.

Масалан, бош тўпламни баъзан бир хил ҳажмли серия- 
ларга ажратилади, кейин оддий тасодифий танлаш билан 
бир нечта серия танланади ва нихоят оддий тасодифий тан
лаш билан айрим объектлар олинади.

6 - § .  Танланманинг статистик тақсимоти

Бош тўпламдан танланма олинган, Бунда хх қиймат пг 
марта, хг қиймат п2 марта кузатилган ва 2 п/ == п булсин. 
Кузатилган x t кийматлар варианталар, варианта ларнинг ор- 
тиб бориши тартибида ёзилган кетма - кетлиги эса вариа- 
цион цатор дейилади. Кузатишлар сони частоталар, улар

нинг таінланма қажмига нисбати — =  W t эса нисбий часто

т алар  дейилади.
Танланманинг статистик таксимоти щ б  варианталар 

ва уларга мос частоталар ёки нисбий частотаЛар рўйха- 
тига айтилади. Статистик тақсимотни яна интерваллар ва 
уларга тегишли частоталар кетма - кетлиги куринишидз 
ҳам бериш мумкин (интервалга мос частота сифатида бу 
интервалга тушган частоталар йиғиндиси қабул қилинади).
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Шуни қайдқилиб ўтамизки, тацсимот дейилганда эҳти- 
моллар (назариясида тасодифий микдорнинг мумкин бўлган 
цийматлари ва уларнинг эҳтимоллари орасидаги мослик, мате
матик статистикада эса кузатилган варианталар ва уларнинг 
частоталари ёки нисбий частоталари орасидаги мослик тушу- 
нилади.

Мисол. Ҳажми 20 бўлган танланманинг частоталари 
тацсимоти берилган:

Хі 2 6 12
п, 3 10 7.

Нисбий частоталар таксимотини ёзинг.
Е ч и л и ш и .  Нисбий частоталарни топамиз. Бунинг 

учун частоталарни танланма ҳажмига бўламиз:

Wt =  =  -0.15, W2 =  В  =  0 ,50 , Wz =  ~  =  0 ,35 .

Нисбий частоталар тацсимотини ёзамиз:
2 6 12 

W, 0 , 15  0 ,5  0 ,35

Контрол цш.иш: 0, 15 +  0 .5  +  0 ,3 5  =  1.

7 - § .  Тацсимотнинг эмпирик функцияси

Айтайлик, X  сон белги частоталарининг статистик тац
симоти маълум бўлсин. Қуйидагича белгилашлар кирита- 
миз: пх — белгининг х дан кичик циймати кузатилган ку
затишлар сони; п —  кузатишларнинг умумий сони (танлан
ма ҳажми).

Равшанк , X <  х ходисанинг нисбий ч а с т о т а с и ^ -г а

тенг. Агар х  ўзгарадиган бўлса, у  ҳолда' умуман айтганда,

нисбий частотаси ҳам ўзгаради, яъни —- нисбий частота х
нинг функциясидир. Бу функция эмпирик (тажриба йўли) 
йўл билан топиладиган бўлгани учун у эмпирик функция 
дейилади.

Тақсимотнпнг эмпирик функцияси (танланманинг таксимот 
функцияси) деб ҳар б/fp х  циймати учун X х  ходисанинг 
эхтимолини аниқлайдиган Ғ*(х) функцияга айтилади. Шун
дай килиб, таърифга кўра

Ғ Ч х ) = ^ - ,
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Бу ерда п* —  х дан кичик варианталар сони,
п —  танланма ҳажми.
Ш ундай цилиб, масалан, Ғ *(х г) ни топиш учун хг дан 

кичик варианталар сош ни танланма ҳажмига бўлиш лозим;

ғ * ( х г) =

Бош тўплам тацсимотининг Ғ(х) интеграл функцияси
ни, танланма тацсимотининг эмпирик функциясидан фарц 
цилиб тацсимотнинг назарий функцияси дейилади. Эмпи
рик ва назарий функциялар орасидаги фарц шундаки, Ғ  (х) 
назарий функция X  <  х  ҳодиса эҳтимолини, F *  (х) эмпирик 
функция эса шу ҳодисанинг ўзининг нисбий частотасини 
аницлайди. Бернулли теоремасидан келиб чиқадики, X  <  х 
ҳодисанинг нисбий частотаси, яъни Ғ *  (х) шу ҳодисанинг 
Ғ(х) эҳтимолига эхтимол бўйича яцинлашади. Бошцача 
сўз билан айтганда Ғ*(х) ва Ғ(х) сонлар бир- бири дан 
кам фарц цилади. Шу ернинг ўзиданоц, бош тўплам тац- 
симотининг назарий (интеграл) функциясини тацрибий тас- 
вирлашда танланма тацсимотининг эмпирик функциясидан 
фойдаланиш мацсадга мувофиц бўлиши келиб чиқади.

Бундай хулоса шу билан ҳам тасдицланадики, Ғ*(х) 
функция Ғ{х) нинг барча хоссаларига эга. Дарҳацицат, 
Ғ*{х) функциянинг таърифидан унинг цуйидаги хоссалари 
келиб чицади:

1) эмпирик функциянинг цийматлари [0 ; 1] кесмага те
гишли;

2) Ғ *(х ) — камаймайдиган функция;
3) агар хх —  энг кичик варианта бўлса, у  ҳолда

да F*(x)  =  0; xk —  энг катта варианта булса, у ҳолда 
x > x k да F*(jc) =  1 .

Ш ундай цилиб, танланма тацсимотининг эмпирик функ
цияси бош тўплам тацсимотининг назарий функциясини 
баҳолаш учун хизмат цилади.

Мисол. Танланманинг цуйида берилган тацсимоти буйи
ча унинг эмпирик функциясини тузинг.

варианталар x t 2 6 10
частоталар nt 12 18 30.

Е ч и л и ш и .  Танланма ҳажмини топамиз: 1 2 + 1 8  +  
Н- 30 =  60. Энг кичик варианта 2 га тенг, демак,

X <  2 да Ғ*{х) — 0.
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X  <  6 қиймат, хусусан, хг =  2 қиймат 12 марта куза
тилган, демак,

2 <  X <  6 да Ғ*(х) =  i?  =-■ 0,2.

X  <  10 қийматлар, жумладан xt  =  2 ва х2 =  6 ҳиймат- 
лар 12 18 =  30 марта кузатилган; Демак,

6 < x < 1 0  да F*(x) =  Щ =  0,5.

X  =  10 энг катта варианта бўлгани учун 

X >  10 да Ғ*(х) =  1.

Изланаётган эмпирик функция:

Да 0 ,

Ғ * (X) =

х < 2  
2 < х  
6 <д - 
х >  10

2 < х  <  6 да 0 ,2 , 
6 < д - < 1 0  Да 0 ,5 , 

Да 1.

Ғ*М

19- расм

W

Бу функцияшшг графиги 1 9 -раемда тасвирланган.

8 - §. Полигон ва гистограмма

Кўргазмалилик мақсадида статистик тацсимотнинг тур* 
ли графиклари, жумладан, полигон ва гистограммаси яса- 
лади.

f Част от алар полигоны деб, кесмалари (хх, п ,), (х2, п2), 
. (л'д, пк) нуқталарни туташтирадиган синиқ чизиққа ай
тилади. Полигонни ясаш учун абсциссалар ўкига х, варианта- 
ларни, ординаталар ўқига эса уларга мос частоталарни 
қўйиб чиқилади. Сўнгра (х„ n t) нуқталарни тўгри чизиқ
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кесмалари билан туташтириб, частоталар полигони хрсил 
қшшнади. I
\/.Нисбий част от алар полигони деб кесмалари (xv Wi). 

(х2, W2), •••, (Хя, Wk) нуқталарни туташтирадиган синиц 
чизицқа айтилади. Нисбий частоталар полигонини ясаш учун 
абсциссалар ўқига х , варианта парни, ординаталар ўқига эса 
уларга мос частоталарни қўйиб чиқилади. Сўнгра ҳосил 
бўлган нуқталарни тўғри чизиқ кесмалари билан туташ
тириб, нисбий частоталар полигони ҳосил цилинади^ 
20 - раемда ушбу

X 1,5 3 ,5  5 ,5  7 ,5  
W 0,1 0 ,2  0 ,4  0 ,3

тацсимотнинг нисбий частоталари полигони тасвирланган.

Ц

/  Узлуксиз белги бўлган ҳолда гистограмма ясаш мақсад- 
га мувофикдир, бунинг учун белгининг кузатиладиган ций
матларини ўз ичига олган интервални узунлиги h  бўлган 
бир нечта қисмий интервалларга бўлинади ва ҳар бир і  • 
цисмий интерват учун n L ни —  і -  интервалга тушган 
варианталар частоталари йиғиндисини топилади. Частота
лар гистограммаси деб асослари h  узунликдаги интервал-

лар, баландликлари эса — нисбатларга (частота зичл ги)

тенг бўлган тўғри тўргбурчаклардан иборат поғонавий 
фигурага айтилади.

Частоталар гистограммасини ясаш учун абсциссалар

ўқида кисмий интерваллар, уларнинг устига эса '■— масофа-

да абсциссалар ўқига параллел кесмалар ўтказилади.

і  - қисмий тўғри тўртбурчакнинг юзи h ■ ~  =  n t га,

яъни і  - интервалдаги варианталарнинг частоталари йиғин' 
дисига тенг; бинобарин, ч а с т о т а л а р  г и с т о г р а м м а '  
с и н и н г ю з и  б а р ч а  ч а с т о т а л а р  й и ғ и н д и с и г а ,  
я ъ н и  т а н л а н м а  ҳ а ж м и г а  т е н г . /



Hih
7

6

3
4 

3
г
1

о
• Г І І І  I K .

5 io is 'to 2j зй H ml

21- расм.

2 1 -раемда 6 -ж адвалда келтирилган n =  100 ҳажмли 
тацсимот частоталари гистограммаси тасвирланган.

6 - ж  ад в а л

Узунлиги h =  5 бўлган 
қисмий интервал

интервал варианталари 
■іастоталарининг йириндиси

частота зичли- 
пі ГИ -

5 — 10 4 0,8
10— 15 6 1,2
15 —  20 16 3,2
20 — 25 36 7,2
25 — 30 24 4,8
30— 35 10 2,0
35 — 40 4 0,8

1 Нисбий. частоталар гиапогриммаси  деб асослари h
J  VV7

узунликдаги интерваллар, баландликлари эса ~  нисбатга

(нисбий частота зичлигига) тенг бўлган тўғри тўртбурчак- 
лардан иборат поғонавий фигурага айтилади.

Нисбий частоталар полигонини ясаш учун абсциссалар 
ўцига цисмий интервалларни цўйиб чицилади, уларнинг те-

пасидан эса ~  масофада абсциссалар ўцига паралле
кесмалар ўтказилади. г'-цисмий тўғри тўртбурчакнинг

Wtюзи h ■ -д-  га, яъни і  - интервалга тушган варианталар- 

нинг нисбий частоталари ̂ йиғиндисига тенг.Д ем ак, н и с б и й
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ч а с т о т а л а р  г и с т о г р а м м а с и н и н г  ю з и  б а р ч а  
н и с б и й  ч а с т о т а л а р  й и ғ и н д и с и г а ,  я ъ н и  б и р г а  
т е н г .  /

Масалалар

1. Ушбу тацсимотнинг эмпирик функцияси графигини ясанг:
X ,  5 7 10 15
Пі 2 3 8 7.

2. Ушбу тацсимот частоталари ва нисбий частоталари полигон- 
лари ни ясанг:

ДГ/ 1 3 5 7 9
т  10 15 30 33 12.

3. Ушбу тацсимотнинг частоталари ва нисбий частоталари гисто
грамма ларини ясанг (биринчи устунда цисмий интервал, иккинчи ус- 
тунда эса цисмий интервалдаги вариант а.чарнинг частоталари йиғинди- 
си кўрсатилган)

2 — 5 9
5 — 8 10
8 — 11 25 

11 — 14 6.

Ў н  о л т и н ч и  б о б

ТАҚСИМОТ ПАРАМЕТРЛАРИНИНГ СТАТИСТИК БАҲОЛАРИ

1 - §. Тацсимот параметрларининг статистик баҳолари

Айтайлик, бош тўпламнинг сон белгисини ўрганиш та
лаб цилинаётган бўлсин. Фараз цилайлик, шу белги цайси 
тацсимотга эга эканлиги назарий мулоҳазалардан аницлан- 
ган бўлсин. Бу тацсимотни аницлайдиган параметрларни 
бахолаш масаласи юзага келиши табиийдир. Масалан, ўрга- 
нилаётган белги бош тўпламда нормал тацсимланганлиги 
олдиндан маълум бўлса, у цолда математик кутилишни ва 
ўртача квадратик четланишни бахолаш (тацрибий ҳисоблаш) 
зарур, чунки бу иккита параметр нормал тацсимотни тўлиц 
аницлайди; агар белги Пауссон тацсимотига эга дейишга 
асос бўлса, у ҳолда бу тацсимотни аницлайдиган % ш а -  
метрни бахолаш зарур. і . , 3

Одатда тадцицотчи ихтиёрида танланмадаги маълумот- 
ларгина, масалан, сон белгининг п та кузатиш натажасида
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олинган х х, х г, . .. ,  хп цийматлари булади (бу ерда ва бун
дан кейин кузатишлар ўзаро боғлиқмас деб фараз цилина
ди). Баҳоланаётган белги худди шу маълумотлар орцали 
ифодаланади.

Хі, х2 .........  хп ни эркли Х ъ Х.г, ... ,  Х п тасодифий миц
дорлар деб цараб, назарий тацсимот номаълум параметри
нинг статистик баҳосшш топиш, бу демак, кузатилаётган 
тасодифий мицдорлар орцали шундай функцияни топиш- 
дирки, у баҳоланаётган параметрнинг тацрибий цийматини 
беради. Масалан, нормал тацсимотнинг математик кутили
шини бацолаш учун ушбу

Ч~ ~h — -\-Хп 
п

функция (белгининг кузатиладиган цийматларининг арифме
тик ўртаси) хизмат цилади (бу кейинроц кўрсатилади).

Шундай цилиб,'назарий таксимот номаълум параметри
нинг статистик бахоси  деб кузатилган тасодифий мицдор
лардан тузилган функцияга айтилади.

2 - §. Силжимаган, эффектив ва асосли баҳолар

Статистик бахолар бацоланаётган параметрларнинг «ях
ши» яцинлашишларини бериши учун улар маълум талаблар- 
ни цаноатлантиришлари лозим. Қуйида шу талаблар кўрса- 
тилган.

Ѳ* назарий тацсимот Ѳ номаълум параметрининг статис
тик бахоси бўлсин. п ҳажмли танланма бўйича Ѳ *х баҳо 
топилган бўлсин. Тажрибани такрорлаймиз, яъни бош тўп- 
ламдан ўша хажмли иккинчи танланмани оламиз ва унда- 
ги маълумотлар бўйича Ѳ*2 бахони топамиз. Тажрибани 
кўп марта такрорлаб, Ѳх*, Ѳ2* ,  ...., Ѳ«*сонларни ҳосил ци
ламиз, улар, умуман айтганда, ўзаро ҳар хил бўлади. 
Шундай цилиб, Ѳ* баҳони тасодифий мицдор, Ѳ, * ,  Ѳ2* , ..., 
Ѳ/j* сонларни эса унинг мумкин бўлган цийматлари сифа
тида цараш мумкин.

Ѳ* баҳо Ѳ нинг тацрибий цийматини ортиғи билан бе
ради деб фараз цилайлик; у ҳолда танланмадаги маълумот
лар бўйича топилган ҳар бир Ѳ ,* (г =  1 , 2 , ..., k ) сон ҳа- 
циций Ѳ* цийматдан катта бўлади. Б у холда Ѳ* тасодифий 
мицдорнинг математик кутилиши (ўртача циймати) хам Ѳ 
дан катта  бўлади, яъни М  (Ѳ*) >  Ѳ. Агар Ѳ* циймат ба- 
ҳони ками билан берадиган бўлса, равшанки, М  (Ѳ*) <  Ѳ.
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Шундай қилиб, математик кутилиши баҳолаётган пара
метрга тенг булмаган статистик бахони ишлатиш (бир хил 
ишорали) систематик хатоларга олиб келган булар эди. 
Шу сабабли, Ѳ* баҳонинг математик кутилиши бахоланаёт- 
ган параметрга тенг бўлишини талаб қилиш табиийдир. Бу 
талабларга риоя қилиниши хатоларни бартараф қилмаса- 
да (Ѳ* нинг баъзи цийматлари В  дан катта баъзилари 
кичик), хар хил ишорали хатолар бир хил частотада уч- 
райди. Бошкача сўз билан айтганда, М (Ѳ*) =  Ѳ талаб
ларга риоя килиш систематик хатолар хрсил қилишдан 
асрайди.

Силжимаган баҳо  деб математик кутилиши исталган 
хажмли танланма бўлганда хам бахоланаётган Ѳ параметр
га тенг, яъни

М (©*) =  Ѳ

бўлган Ѳ* статистик бахога айтилади.
Силжиган б а ҳ о  деб математик кутилиши бахоланаёт

ган параметрга тенг бўлмаган бахога айтилади.
Аммо силжимаган баҳо ҳар доим ҳам бахоланаётган па

раметрнинг яхши яқинлашишини беради деб хисоблаш хато 
бўлар эди. Дарҳақиқат Ѳ* нинг мумкин бўлган цийматла
ри унинг ўртача қиймати атрофида анча тарқоқ, яъни 
D (Ѳ*) дисперсия анчагина катта  бўлиши мумкин. Бундай 
ҳолда битта танланмадаги маълумотлар бўйича топилган 
баҳо, масалан, 0 !*  бахо Ѳ* ўртача кийматдан ва демак, 
бахоланаётган Ѳ параметрдан анча узоқлашган бўлади; Ѳх* 
ни Ѳ нинг тақрибий қиймати учун қабул қилиб, катта хато 
га йўл қўйган бўлур эдик. Агар Ѳ* нинг дисперсияси кичик 
бўлишини талаб қиладиган бўлсак, у ҳолда катта хатога 
йўл қўйишнинг олдини олган бўламиз. Шу сабабли стати с
тик баҳога эффектизлик талаби қўйилади.

Эффектив бахо  деб (танланманинг хажми п берилган- 
да) мумкин бўлган энг кичик дщшерсияга^ эга бўлган с т а 
тистик баҳога айтилади. '  ' '

Катта хажмли (п катта!) танланмалар царал ганда ста
тистик баҳоларга асослилик талаби қўйилади.

Асос.ш. б а щ >деб бахоланаётган параметрга п ->  со да 
эхтимол бўйичгг яқинлГшадйган, статистик оаҳога айтила- 
ди. Масалан, силжимаган баҳонинг дасперсияси п -> <х> да 
нолга интилса, у ҳолда бундай баҳо асосли хам бўлади.
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Айтайлик, дискрет бош тўплам X  сон белгига нисбатан 
ўрганилаётган бўлсин. _

Бош. ўрт ача циймат Х б деб бош тўплам белгиси ций
матларининг арифметик ўртача цийматига айтилади.

Агар N ҳажмли бош тўплам белгисининг барча хъ х2, 
..., xN цийматлари т у р л и ч а  бўлса, у х.олда

— _ х х +  хг +  ... +  xN хБ  ---------------------------

Агар белгининг х г , х2, . .. ,  Xk цийматлари мос равишда
Nv  N2 ......... Nk часто таларга эга, шу билан бирга Nx +
+ N 2 ... +  Nk =  N  бўлса, у холда

—  *1 +  хг ЛГ2+ . .  .-{-xk Nk 
х б  л ---------------------

яъни бош ўртача циймат белгининг (вазнлари тегишли 
частоталарга тенг бўлган) қийматларининг вазний ўртача 
цийматидир.

Э с л а т м а .  N ҳажмли бош тўплам X  белгининг x v х2, 
. . . ,  x N га тенг турли цийматларига эга бўлган объектлар- 
дан иборат бўлсин. Б у тўпламдан таваккалига битта объект 
олинади деб фараз цилайлик. Белгининг масалан, х х ций

матига эга бўлган объект олиниши эҳтимоли га тенг

лиги равшан. Худди шу эҳтимол билан исталган бошка 
объект ҳам олиниши мумкин. Шундай цилиб, X  белгининг

катталигини мумкин бўлган x v х2 ......... х.ѵ цийматлари бир

хил эҳтимолга эга бўлган тасодифий микдор деб ка- 

раш мумкин, /И(Х) математик кутилишни топамиз:

М (Х ) ~ - + х 2 ■ —  +  ... +  xN • ~  =

*1 +  *2 +  ... - f  XN _  —Б _

3 - § .  Бош ўртача циймат

N

Шундай цилиб, бош тўпламнинг текширилаётган X  бел
гиси тасодифий мицдор деб цараладиган бўлса, у холда 
белгининг математик кутилиши шу белгининг бош ўртача 
цийматига тенг:

М  ( X )  =  х б  .
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Биз б у  ҳулосага бош тўпламнинг барча объектлар и бел
гининг турли цийматларига эга деб хисоблаш натижасида 
келдик. Шундай натижа бош тўплам белгининг бир хил 
цийматига эга бўлган бир нечтадан объектни ўз ичига ол
ган деб фараз цилинганда ҳам ҳосил цилинади.

Ҳосил цилинган натижани X  белгиси узлуксиз тацси
мотга эга бўлган бош тўпламга ҳам умумлаштириб, бош 
ўртача цийматни бу ҳолда ҳам белгининг математик кути 
лиши сифатида аницлаймиз:

ҒБ = А ф О .

4 - § .  Ўртача танланма циймат

Бош тўпламни X  сон белгига нисбатан ўрганиш макса- 
дида п цажмли танланма олинган бўлсин.

Ў рт ача танланма х Т циймат деб танланма тўплам 
белгисининг арифметик ўртача цийматига айтилади.

Лгар п ҳйжмли танланма белгисининг барча хѵ  хъ  . .. ,  
х„ цийматлари т у р л и ч а бўлса, у /ҳолда

~  х 2 +  хг +  •••І+Хп 
ХТ п I

Агар белгининг х ъ хг .........хк цийматлари мос равишда
пѵ  п2, пк частоталарга эга, шу билан бирга пг f- 

+  п4 =  п бўлса, у ҳолда
-  Xl +  п2 хг 4 - ... -\-пк хк 

хт=  п
ёки

h
2 щ  Х[

— *=*1

яъни ўртача танланма циймат белгининг вазнлари мос ра
вишда тегишли частоталарга тенг бўлган цийматларининг 
вазний ўртача цийматидир.

Э с л а т м а .  Битта танланмадаги маълумотлар бўйича 
топилган ўртача танланма циймат, равшанки, тайин сон
дир. Агар ўша бош тўпламдан ўша ҳажмли бошца танлан
малар олинадиган бўлса, у ҳолда ўртача танланма циймат 
танланмадан танланмага ўтилганда ўзгариб боради. Ш ун
дай цилиб, ўртача танланма цийматни тасодифий мицдор 
сифатида цараш мумкин, бинобарин, ўртача танланма ций
матнинг (назарий ва эмпирик) тацсимоти, бу тацсимотнинг
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(уни танланма тақсимот дейилади) сон характеристикалари, 
жумладан, танланма тацсимотининг математик кутилиши 
ва дисперсияси ҳақида сўз юритиш мумкин.

Шуни қайд қилиб ўтамизки, назарий мулохазаларда X  
белгининг боғлиқ булмаган кузатишлар натижасида хрсил 
цилинган х х, х2.........хп танланма цийматларини ҳам X  би
лан бир хил тацсимотга эга бўлган, ва демак, ўшандай 
сон характеристикаларига эга бўлган хх, хг, х п тасоди
фий мицдорлар деб царалади.

5 - §. Бош ўртача цийматни ўртача танланма циймат бўйича
баҳолаш. Ўртача танланма цийматларнинг
тургунлиги

Айтайлик, бош тўпламдан (X сон белги устида боғлиц 
бўлмаган кузатишлар ўтказиш натижасида; белгининг ций
матлари xt , x2, ... ,  xn бўлган n ҳажмли такрорий танланма 
олинган бўлсин. Мулоҳазаларнинг умумийлигини камайтир- 
масдан, белгининг цийматларини турли деб ҳисоблаймиз. 
Айтайлик, х б  ўртача бош қиймат номаълум бўлиб, уни тан- 
ланмадаги маълумотлар бўйича баҳолаш талаб цилинсин. 
Ўртача бош цийматнинг баҳоси сифатида ўртача танланма

~  __* і  +  *2 4~ ••• -\-Хп
Хт ----------------й-------------

циймат цабул цилинади.
хт силжимаган баҳо эканлигига ишонч ҳосил циламиз, 

яъни бу бахонинг математик кутилиши х Б га тенг экан
лигини кўрсатамиз. хт ни тасодифий мицдор, хг , х«.......... хп
эркли, бир хил тацсимланган Х ь Х 2......... Х п тасодифий миц
дорлар сифатида цараймиз. Бу мицдорлар бир хил таксим- 
ланганлиги учун улар бир хил сон характеристикаларга, 
жумладан, бир хил математик кутилишга эга, уни а  орца
ли белгилаймиз Бир хил тацсимланган тасодифий мицдор
ларнинг арифметик ўртача цийматининг математик кутили
ши биттасининг математик кутилишига тенг (VI I I  боб, 
9 - § . )  бўлгани учун:

М(х б ) =  М [Х^ -± -  + Хп ] =  а. (*)

Х ѵ  Х 2, Х п мицдорларнинг ҳар бири ва бош тўплам 
(уни ҳам тасодифий мицдор сифатида цараймиз) бир хил 
тацсимотга эга эканлигини эътиборга оладиган бўлсак, бу
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микдорларнинг ва бош тўпламнинг сон характеристикалари 
бир хил деган хулосага келамиз. Ж умладан, мицдорлар
нинг ҳар бирини математик кутилиши а  бош тўплам X  
белгисининг математик кутилишига тенг, яъни

М (X) — х Б =  а.
(*) формулада а  математик кутилишни х Б га алмаштириб, 
узил-кесил цуйидагини ҳосил циламиз:

М  ( Х т ) = х Б .

Ш у билан ўртача танланма циймат ўртача бош цийматнинг 
силжимаган баҳоси эканлиги исботланди.

Ўртача танланма циймат ўртача бош циймат учун асос- 
ли баҳо ҳам бўлишини осонгина кўрсатиш мумкин. Дар- 
ҳацикат, агар xlt х2 .........хп тасодифий мицдорлар чегара
ланган дисперсияларга эга дейдиган бўлсак, у  ҳолда бу 
мицдорларга Чебишев теоремасини (хусусий ҳолини) цўл- 
Ж шга ҳацлимиз; бу теоремага кура, царалаётган мицдор
ларнинг арифметик ўртача циймати, яъни Х т  циймат п ор- 
т”ши билан мицдорларнинг цар бирининг математик кути
лиши а  га, ва демак, ўртача бош циймат х в  га (чунки 
Хб =  а) эҳтимол бўйича яцинлашади.

Шундай цилиб, танланманинг ҳажми п ортиши билан 
ўртача танланма циймат ўртача бош цийматга эхтимол 
бўйича яцинлашади, бу эса ўртача танланма циймат ўрта- 
ча бош циймат учун асосли баҳо эканлигини билдиради.

Юцорида айтилганлардан яна шу нарса ҳам келиб чи
цадики, агар битта бош тўпламнинг ўзидан анча катта 
хажмли бир нечта танланмалар бўйича ўртача танланма ций
матлар топиладиган бўлса, улар ўзаро тацрибан тенг була
ди. Ў рт ача танланма циймат ларнинг турғунлик хоссаси 
мана шундан иборатдир.

Агар иккита тўпламнинг дисперсиялари бир хил бўлса, 
у ҳолда ўртача танланма цийматларининг ўртача бош ций- 
матларга яцинлиги танланма ҳажмининг нисбатига бог- 
лиц булмаслигини айтиб ўтамиз. Б у яцинлик танланма 
ҳажмига боғлиц: танланма ҳажми цанчалик катта бўлса, 
ўртача танланма циймат ўртача бош цийматдан шунчалик 
кам фарц цилади. Масалан, агар бир тўпламдан 1 % объект, 
иккинчисидан эса 4%  объект танлаб олинган, шу билан 
бирга биринчи танланманинг ҳажми иккинчисидан катта 
бўлса, у ҳолда биринчи ўртача танланма циймат тегишли
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ўртача бош цийматдан иккинчисига цараганда камроқ фарц
қилади.

Э с л а т м а . Биз танланмани такрор (қайтариладиган) деб фара* 
қилднк. Аммо нотакрор танланманинг ҳажми бош тўплам ҳажмидан 
анча кичик бўладиган бўлса, юқорида ҳосил цилинган хулосалар бу 
танланмалар учун ҳам қўлланилиши мумкин. B y  қоидадан амалда кўп
фойдаланилади.

6 ‘ §.  Группавий ва умумий ўртача цийматлар

Тўпламнинг (бош тўпламми ёки танланма тўпламми, бу
нинг фарци йўц) сон белгиси х  нинг барча цийматлари бир 
нечта группаларга ажратилган бўлсин. Ҳар бир группани 
мустацил тўплам сифатида цараб, унинг арифметик ўртача 
цийматини топиш мумкин.

Группавий ўрт ача циймат деб белгининг группага те
гишли кийматларининг арифметик ўртача цийматига айти
лади.

Энди бутун тўпламнинг ўртача циймати учун махсус 
термин киритиш мацсадга мувофиц.

Умумий ўртача циймат х деб белгининг бутун тўпламга 
тегишли цийматларининг ўртача арифметик цийматига айти
лади.

Группавий ўртача цийматларни ва группаларнинг ҳажм- 
ларини билган ҳолда умумий ўртача цийматни топиш мум
кин: умумий ўртача циймат группавий ўртача цийматларни 
группа ларининг вазнлари буйича вазний ўртача арифметик 
цийматига тенг.

Бунинг исботини келтирмасдан, уни тушунтирадиган ми
сол билан чекланамиз.,

Мисол. Қуйидаги иккита группадан тузилган тўпламнинг 
умумий ўртача цийматини топинг:

Группа биринчиси иккинчиси
Белгининг циймати 1 6 1 і*
Частота 10 15 ' 20  5
Ҳажм 10 +  15 =  25 2 0 + 3 0 = 5 0  30

Е ч и л и ш и .  Группавий ўртача цийматларни топамиз:

1+1 
25

—  _  10-1+15-6 _  ,
Х 1  —  о с

- г  20.1 + 3 0 .5  о , Х2 -  go
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Группавий ўртача цийматлар бўйича умумий ўртача ций
матни топамиз.

-  25-4 +  50-3,4 
25 +  50

Э с л а т м а .  Катта ҳажмли тўпламнинг умумий ўртача қийматини 
ҳисоблашни соддалаштириш мақсадида уни бир нечта группага ажра
тиб, группавий ўртача қийматларни топиш ва улар бўйича умумий 
ўртача қиймагни топиш мақсадга мувофиқдир.

£?-§. Умумий ўртача қийматдан четланиш 
ва унинг хоссаси

X  сон белгининг кийматлари (n ҳажмли) тўпламини 
(бош тўпламми ёки танланма тўпламми, бунинг аҳамияти йўқ) 
цараймиз:

белгининг циймати х х2 ... х к 
частота пх n2 ... пк

бунда

2 іП, =  п.
е=і

Бундан сўнг ёзишни цулайлаштириш мацсадида йиғннди 
к

белгиси ^  ни V  белги билан алмаштирамиз.
і— I

Умумий ўртача цийматни топамиз.

-
х  -  п  •

Бундан
2  П,Хі =  пх. (*)

X ўзгармас катталик бўлгани учун

'2 i n lx =  x '£п 1 =  пк. (* *)

Четланиш  деб белгининг циймати билан умумий ўрта- 
ча циймат орасидаги дг,- —  х  айирмага айтш ади.

Теорема. Четланишларнинг тегишли част от аларга 
кўпайтмалари йиғиндиси нолга тенг:

Уі Пі(х, — х ) =  0 .

И с б о т и. (*) ва (* *) ни эътиборга олиб, цуйидагини цо- 
сил циламиз:

(хі —  х) = 2 П < х і —  2 Х  X =  пх —  пх =  0 .
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x t 1 2  3 
п, 10 4 6 .

Четланишларнинг тегишли частоталарга кўпайтмалари 
йиғиндиси нолга тенглигига ишонч ҳосил килинг. 

Е ч и л и ш и .  Умумий ўртача цийматни топамиз:
—  Ю .1 + 4 -2  +  6.3
X -  go------------*= 1 >»•

Четланишларнинг тегишли частоталарга купайтмалари 
йиғиндисини топамиз:

Z n .  (Jf, — =  10 • (1 — 1,8) + 4-(2—  1 ,8) 4 -6 ■ (3— 1 .8 ) = 8  —8 = 0 .

8 -§. Бош дисперсия

Бош тўплам X  сон белгисини ўзининг ўртача циймати 
атрофида сочилишини характерлаш мацсадида йиғма харак
теристика— бош дисперсия тушунчаси киритилади.

Бош дисперсия Ds деб бош тўплам белгиоу цийматлари
ни уларнинг ўртача циймати хБ дан четланишлари квадрат- 
ларининг дрт ача арифметик цийматига айтилади.

Агар N хажмли бош тўплам белгисининг барча хѵ  
X n  цийматлари турлича бўлса, у ҳолда

N

2  ( Х і  —  Х Б  ,)2

Ds

Мисол. X  сон белгининг тацсимоти берилган:

N
Агар белгининг хъ х2< ... ,  х!г цийматлари мос равишда 

Nx, N,, Nk частоталарга эга, шу билан бирга N ѵ -j- Л'„ +  ... 
... +  Nk =  N  бўлса, у ҳолда

k
У ~  N ,  (Х і —  ХБ ) 2

DB =  - N
яъни бош дисперсия вазнлари тегишли частоталарга тенг 
булган четланишлар квадратларининг вазний ўртача цийма
тидир.

Мисол. Бош тўплам цуйидаги тацсимот жадвали билан 
берилган:

Xt 2 4 5 6 
Nt 8 9  10 3.
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Бош дисперсияни топинг.
Е ч и л .  ши. Ўртача бош цийматни (3- §) топамиз:

_  8 -2 +  9 - 4 +  10-5 + 3 - 6  _ 120 _  .
*Б  — 8 + 9  +  10 +  3 30

Бош дисперсияни топамиз:

8.(2 — 4)2 +  9-(4 — 4)2 +  10(5 — 4)2 +  3-(6 — 4)* 
d e  = --------------------------------- зо

- 5 1  -  1 8
~  30 ,8,

Бош тўплам белгиси цийматларини унинг ўртача цийма- 
ти атрофида сочилишини характерлаш учун дисперсиядан 
ташкари йиғма характеристика— ўртача квадратик четланиш- 
дан фойдаланилади.

Ў рт ача квадратик бош четланиш  (стандарт) деб бош 
дисперсиядан олинган квадрат илдизга айтилади:

СТБ = У  D *  •

9 - §. Танланма дисперсия

Танланма сон белгисининг кузатиладиган цийматларини 
унинг Хт ўртача қиймати атрофида сочилишини характерлаш 
мацсадида йигма характеристикаси— танланма дисперсия кири- 
тилади.

Танланма дисперсия Dr деб белгининг кузатиладиган 
цийматларини уларнинг Хт ўртача қийматидан четланиши 
квадратларининг ўртача арифметик цийматига айтилади.

Агар п хажмли танланма белгисининг барча х ѵ х 2, . . . ,  
х„ цийматлари турлича бўлса, у  цолда

2  (*<—•хт )2
а  =  ‘̂ — п— .

Агар белгининг хѵ  х2, . . . .  х* цийматлари мос равишда 
пѵ п2, nk частоталарга эга, шу билан бирга пх +  п2 +  
+ -  . ..  +  nk =  п бўлса, у холда

£ г  =  —
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яъни танланма дисперсия вазнлари тегишли частоталарга 
тенг булган четланишларнинг вазний ўртача цийматидир.

Мисол. Танланма тўплам ушбу тацсимот жадвали орца
ли берилган

X, 1 2 3 4 
Пі 20  15 10 5 

Танланма дисперсияни топинг.
Е ч и л и ш и .  Ўртача танланма цийматни (4- §) топамиз:

-  __ 20-1 +  1 5 - 2 + 1 0 - 3  +  5-4 100 0 
т~  20 +  15 +  10 +  5 ~  50 ~

Танланма дисперсияни топамиз:
р  _  20 (1 — 2)2 +  15-(2—2)2 +  10-(3 — 2)2 +  5-(4 — 2)2 50 ,

50 Г  50 ‘
Танланма тўплам белгиси цийматларини унинг ўртача 

циймати атрофида сочилишини характерлаш учун дисперсия
дан ташцари йиғма характеристика— ўртача квадратик чет- 
ланишдан фойдаланилади.

Танланма ўрт ача квадратик четланиш  (стандарт) деб 
танланма дисперсиясидан олинган квадрат илдизга айти
лади:

От — у а .

Ю-§. Дисперсияни цнсоблаш учун формула

Дисперсияни ҳисоблашни (танланма дисперсиями, бош 
дисперсиями, бунинг фарци йўц) цуйидаги теоремадан фой
даланиб, соддалаштириш мумкин.

Теорема. Дисперсия белгининг кийматлари квадратла- 
рининг ўрт ача қийматидан умумий ўртача циймат квад- 
ратини айири.гганига тенг:

£  =  х 2 —  \х)“.
И с б о т и .  Теореманинг исботи цуйидаги алмаштириш

лардан келиб чицади:

D  =  I X ’fa  — X)2 _  2  Пі(х;2— 2xi х +  [х I2) _
п  п

_ ^ x 2 ^ + [ x ] ^ L ^  —  2 x ~ x + [ x [ 2^  

- = х 2 - [ х ] \
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Шундай цилиб,

D = x 2 — [ x ]2,

— . 2 «; хі - 2 _
л  —  » Л  ----  •Я n

Мисол. Берилган
X, 1 2 3 4
Пі 20 15 !0  5

тақсимот бўйича дисперсияни топинг.
Е ч и л и ш и .  Умумий ўртача цийматни топамиз:

20-1 +  15-2 +  10-3 + 4 .5  100 _0
Х 2 0 + 1 5 + 1 0 + 5  “  50

Белгининг цийматлари квадратларининг ўртача цийматини 
топамиз: ѵ

20-12 +  152-22 +  10-32 +  5-42 
Г  “  50 '

Изланаётган дисперсия:

D =  ?  —  М 2 =  5 —  22 =  1.

11-§• Группавий, группаичи, группааро 
ва умумий дисперсиялар

Айтайлгк, тўцлам (бош тўпламми, танланма тўпламми, б у
нинг фарци йўқ) X  сон белгисининг барча кийматлари k  та 
группага ажратилган бўлсин. Ҳар бир группани мустацил 
тўплам сифатида цараб, белгининг шу группага тегишли 
цийматларининг группавий ўртача цийматини (6-§ )  ва груп
павий ўртача цийматга нисбатан группавий дисперсияни то
пиш мумкин.

Группавий дисперсия' деб белгининг группага тегишли 
цийматларининг группавий ўртача цийматга нисбатан дис- 
персиясига айтилади:

п  _  Ъ и  (xi — xj )2 
Uirр "  Vj ’

бу ерда Пі сон xt вариантанинг частотаси, 
j— группа номери,
Xj циймат /' группанинг группавий ўртача циймати» 

N/ = 2  Пі эса j группанинг ҳажми.
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1-мисол. Қуйидаги иккита группадан иборат тўплам- 
нинг группавий дисперсияларини топинг:

Биринчи группа Иккинчи группа

Хі Пі Хі п(
2 \ 3 2
і. 7 8.< 3
5 2

Af, =  2 « /  =  10 іѴ2 =  2 « /  =  5.

Е ч и л и ш и .  Группавий ўртача цийматларни топамиз:

~  хі 1*2 +  7-4 + 2 -5

1 _  2 а  _  ш  "
-  2 -3 + 3 -8  е
*2 =  ----- 5------=  6.

Изланаётган группавий дисперсияларни топамиз:

п  _  (*< — *І)* _ 1-(2 — 4)2 +  7-(4 — 4)2 +  2-(5 — 4)*
Ni ІО -

=  0 ,6;

D 2rp =  J - ( 3 - 6 ) 2 + 3 - ( 8 - 6 ) »  =  6

Ҳар бир группанинг дисперсиясини билган ҳолда уларнинг 
арифметик ўртача цийматини топиш мумкин.

Г,руппаичи дисперсия  деб группавий дисперсияларнинг 
группалар ҳажмларига тенг бўлган вазнлар билан олинган 
арифметик ўртача цийматига айтилади:

П _  'SfljDjrp^гр.ичи--------- —------»

бу ерда Nj сон j  группа ҳажми;
k

п =  2 d Nj —  бутун тўплам ҳажми.
І = 1

2-мисол. 1-мисолдаги маълумотлар бўйича группаичи дне 
персияни топинг.

Е ч и л и ш и .  Изланаётган группаичи дисперсия цуйидаги- 
га тенг:

Гі Л\ D irp  +  D arp _ _  1 0 - 0 , 6 + 5 - 6  12



Группавий ўртача қийматлар ва умумий ўртача циймат
ни билган ҳолда группавий ўртача цийматларнинг умумий 
ўртача цийматга нисбатан дисперсиясини топиш мумкин.

Группааро дисперсияси  деб группавий ўртача киймат- 
ларнинг умумий ўртача цийматга нисбатан дисперсиясига 
айтилади:

(xj —l c f  
М-р. apo-------------- -

бу ерда X/ сонj группанинг группавий ўртача циймати,
Nj сон/ группа ха жми,

k
X —  умумий ўртача циймат, п —  бутун

у= 1
тўплам ҳажми.

3- мисол. 1- мисолдаги маълумотлар бўйича группааро 
дисперсиясини топинг.

Е ч и л и ш и .  Умумий ўртача цийматни топамиз:___

-  2  пі хі 1-2 + 7 - 4 + 2 - 5 +  2 - 3 +  3-8 14
2 л,- “  15 3 ‘

Юцорида ҳисобланган хх =  4 ва хг — 6 катталиклардан 
фойдаланиб, изланаётган группааро дисперсияни топамиз:

П Щ х 1 — x f  +  Nt (х2 — x f  _  
rp. apo — --------------------

10. f 4 -  T "  I* +  5• (б ^Г*Г3 I + ° '  3 8
15 9 '

Энди бутун тўпламнинг дисперсияси учун махсус тер
мин киритиш мацсадга мувофицдир.

Умумий дисперсия деб бутун тўплам белгиси циймат
ларининг умумий ўртача цийматга нисбатан дисперсиясига 
айтилади:

л  2 " /  (xi —  x f  
_  п ’

бу ерда Пі сон х 1 цийматнинг частотаси;
X — умумий ўртача циймат; 
п —  бутун тўплам ҳажми:

4 - мисол. 1-мисолдаги маълумотлар бўйича умумий дис- 
персияни топинг.
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Е ч и л и ш и .  Умумий ўртача киймат — га тенглигини 

эътиборга олиб, изланаётган умумий дисперсияни топамиз: 
/ 14 \ 2 / 14 \ 2 I 14\*

= ь ( 2- т )  + 7 -( 4 - т )  + 2Ч 5 - т г )

14

/  14 V  / 14 \ а
2 . 2 -  з -  + 3 . (8 ---- з )

148
^  15 45-

Эслатма. Топилган умумий дисперсия группаичи ва группааро 
дисперсиялар йиғиндисига тенг:

и у« -  45 ’

п Г) 12 8 148
Гр. НЧН +  ^ гр.аро  =  -g- +  g- =  -^g-.

Бундай қонуният исталган тўплам учун тўғри эканлиги кейинги пара
графда исботланади.

12- §. Дисперсияларни қўшиш

Теорема. Агар тўплам бир нечта группалардан иборат 
бўлса, у ҳолда умумий дисперсия группаичи ва группааро 
дисперсиялар йигиндиснга тенг:

D  — D  -і. D
ум —  гр.ичи гр.аро •

И с б о т и .  Исботни соддалаштириш учун X  белгининг 
кийматлари тўплами куйидаги иккита группага ажратилган 
деб ҳисоблаймиз:

Группа биринчиси иккинчиси
Белги киймати хг х2 ц  х2
Частота т х т 2 п2
Группа ҳажми Â1= m 1+ m 2 N2 = t i l -\-п2

Группавий ўртача _  _
киймат хх Х-2

Группавий дисперсия ^ ]гр А г р
Б утун тўплам ҳажми п = N t - f  Л'2

Ёзишни кѵлайлаштириш максадида йиғинди белгиси
2 '  2

2  ўрнига 2  белгини ёзамиз. Масалан, =  2  ті — 
і=[ i—l 
=  тх -j- /л2 =  Nx.



Яна қуйидагини ҳам кўзда тутиш лозим: йиғинди бел
гиси остида ўзгармас катталик турган бўлса, у ҳолда уни 
йиғинди белгисидан ташқарига чиқарган маъкул. М асалан, 
J j r i t f o — х )2 =  (x j—x f  E m ,  =  (Xj— х)2Л^. Умумий дис
персияни топамиз:

£) _  2  m i (x l — ̂ )2 + 2  П, (Xj — x f -  ^
n

Суратнинг биринчи қўшилувчисига х г ни қўшиб ва 
айириб, алмаштирамиз:

2  rnt (Xi —  X )2 =  2  m,- [(х, —  х х) +  (x j— X)]2 =

=  х і — х $  +  2 x) 2  m ‘ (* . — x i) +

(x,— x)2.
Сўнгра

2  m fx  I —  Xj)2 =  УѴ^.гр

бўлганидан (бу тенглик D ,гр =  -Xl)- муносабатдан

келиб чиқади) ва 7- § га кўра

2 /n^X i —  xi) =  о

бўлгани учун биринчи қўшилувчи қуйидаги кўринишни 
олади:

V /n ,(X i - x *)2 =  D lrp +  -  X )2. ( * * )

(*) нинг суратини ҳам шунга ўхшаш (х2 ни қўшиб ва 
айириб) тасвирлаш мумкин:

У п ,  ( х ,  -  x f  =  ДГ2 О  2rp +  Nt ( х 2 -  X)2. (•••)

( * * )  ва ( * * * )  ни (*) га қўямиз

п  Л/,^1гр +  N2^2rp I (Х]  — x )4 +  A/2 ( ха — х)а ___

уи.— „ ' п

^гр.ичи "Н^гр.аро"

Ш ундай килиб,

^ у м . =  ^ г р .  ичи +  D  rp .a p o  *
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Исботланган теоремани яққол тасаввур килишга ёрдам 
берадиган мисол олдинги параграфда келтирилган.

Э с л а т м а .  Теорема фацат назарий ахамиятга эга булмасдан, бал
ки муҳим амалий аҳамиятга ҳам эга. Масалан, кузатишлар натижасида 
белгининг бир нечта группа цийматлари хрсил цилинган бўлса, у ҳол- 
да умумий дисперсияни ҳисоблаш учун группаларни ягона тўпламга 
бирлаштирмаслик ҳам мумкин^ Иккинчи томондан, тўплам катта ҳажм- 
га эга бўлса, у ҳолда уни бир нечта группага ажратиш мацсадга му
вофиц. Ў  ҳолда хам, бу ҳолда хам умумий дисперсияларни ҳисоблаш 
айрим группаларнинг дисперсияларини хисоблаш билан алмаштирилади, 
бу эса хисоблашларни соддалаштиради.

13- § ,  Бош дисперсияни тузатилган 
танланма дисперсия орцали бахолаш

Бош тўпламдан X  сон белги устида п та ўзаро боғлиц 
бўлмаган кузатиш  ўтказиш натижасида n ҳажмли такро- 
рий танланма олинган бўлсин:

белги цийматлари xv  хг , . . . ,  хк, 
частотаси nv  п2, ... ,  nk,
шу билан бирга - f  п2 +  ... +  nk =  n.

Номаълум Db бош дисперсияни танланмадаги маълу
мотлар бўйича бахолаш (тақрибан топиш) талаб цилинади. 
Агар бош дисперсиянинг баҳоси сифатида танланма диспер
сияни цабул цилинадиган бўлса, у холда бу бахо система
тик хатоларга олиб келади; у бош дисперсиянинг. камайган 
цийматларини беради. Б у нарса танланма дисперсия бош 
дисперсия De нинг силжиган бахоси бўлиши (буни исбот
лаш мумкин) билан тушунтирилади, бошқача сўз билан 
айтганда, танланма дисперсиянинг математик кутилиши 
баҳоланаётган бош дисперсияга тенг бўлмасдан, балки

THIDt] О в
га  тенг.

Танланма дисперсияни унинг математик кутилиши бош 
дисперсияга тенг бўладиган цилиб осонгина «тузатиш»

мумкин. Бунинг учун DT н и  п п_  ] касрга кўпайтириш

кифоя. Буни бажариб «тузатилган дисперсияни» ҳосил ци
ламиз, уни одатда s2 орцали белгиланади:



Тузатилган дисперсия бош 'дисперсия учун силжимаган 
баҳодир, албатта. Д арҳақиқат,

М [s2] =  М П D tп — 1 

п п

1 M[Dt] =

Db =  Db .
n  — I n

Ш ундай қилиб, бош дисперсиянинг бахоси сифатида 
ушбу ^

2  пі — т)2
s2 =  — --------------------

1

тузатилган дисперсия қабул қилинади.
Бош тўпламнинг ўртача квадратик четланишини баҳолаш 

учун «тузатилган» ўртача квадратик четланишдан фойда
ланилади, у  тузатилган дисперсиядан олинган квадрат ил- 
дизга тенп------------ ------- — — ------------------------— -----------------

1 / 2  П і ( Х і  —  Х  т ) а- У  - - -
s силжимаган баҳо эмаслигини таъкидлаймиз; бу фактни 

таъкидлаш мақсадида «тузатилган» ўртача квадратик чет
ланиш деб ёздик ва бундан кейин ҳам шундай ёзамиз.

Эслатма. Ушбу

D _  2 пі (x i— x-rf ва s2 =  2 пі (х/ — * т)2 
т п п — 1

формулаларни солиштириб.'улар махражлари билангина фарц цилишини 
кўрамиз. Равшанки, танланма ҳажми п нинг етарли катта цийматлари
да танланма ва тузатилган дисперсиялар бир-биридан кам фарц цилади. 
Практикада одатда тахѵинан п <  30 бўлганда тузатилган дисперсиядан 
фойдаланилади.

14- §. Баҳонинг аниқлиги, ишончли эҳтимол 
(ишончлилик). Ишончли интервал

Нуқтавий  баҳо деб б и т т а  с о н  билан аникланадиган 
баҳога айтилади. Юкорида кўрилган барча баҳолар— нуқ- 
тавийдир. Кичик ҳажмли танланма бўлган ҳолда нуқтавий 
баҳо бахоланаётган параметрдан анча фарқ қилиши, яъни 
қўпол хатоларга олиб келиши мумкин. Шу сабабли тан-
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ланма ҳажми унча катта бўлмаганда интервал бахолардан 
фойдаланиш лозим.

И нт ервал  баҳо деб и к к и т а  с о н  —  интервалнинг 
учлари билан аниқланадиган бахога айтилади. Интервал 
баҳолар баҳоларнинг аниқлиги ва ишончлигини (бу тушун
чаларнинг маъноси қуйида ойдинлашади) баҳолашга имкон 
беради.

Танланма маълумотлари бўйича топилган 0 *  статистик 
характеристика Ѳ номаълум параметрнинг бахоси бўлиб 
хизмат қилсин. Ѳ ни ўзгармас сон деб ҳисоблаймиз (Ѳ та
содифий микдор ҳам бўлиши мумкин). | Ѳ —  0 *  | айирманинг 
абсолют катталиги қанчалик кичик бўлса 0 *  бахо Ѳ пара
метрни шунчалик аниқ баҳолаши равшан. Бошкача сўз 
билан айтганда, б > 0  ва 10  —  Ѳ* | <  б бўлса, у ҳолда б 
қанчалик кичик бўлса, 0 *  баҳо шунча аниқдир. Шундай 
қилиб, б сон бахо нинг анщлигини  характерлайди.

Лекин статистик методлар 0 *  бахо 10  —  0 *  <  б тенг
сизликни қаноатлантиради деб қатъий даъво қилишга им
кон бермайди; бу тенгсизлик амалга ошадиган у эҳтимол 
ҳақидагина гапириш мумкин.

0  баҳонинг 0 * бўйича ишончлилиги (ишончли эхтимол) 
деб I 0  —  Ѳ*| <  б тенгсизликнинг амалга ошиш эҳтимоли у 
га айтилади. О датда баҳонинг ишончлилиги олдиндан бери
лади, бунда у сифатида бир сонига яқин сон олинади. Кў- 
пинча ишончлиликни 0 ,95 ; 0 ,9 9  ва 0 ,999 қилиб берилади?/

Айтайлик, 10  —  0 *| <  б бўлиш эхтимоли у га тенг бўл- 
син:

Р [ | Ѳ _ Ѳ * |  < б ]  =  у. 

j 0  —  0 *| <  б тенгсизликни унга тенг кучли

—  б < 0  —  0 * < б  ёки 0 * —  б < 0 < 0 * - ( - б  

қўш тенгсизлик билап алмаштириб,

р  [ 0 * _ б < 0 < 0 * + б ]  =  у

га эга бўламиз. Б у муносабатни бундай тушуниш лозим; 
(0 *— б, 0 * - f  б) интервалнинг номаълум 0  параметрни ўз 
ичига олиш (қоплаш) эҳтимоли у га тенг.

Ишончли интервал деб номаълум параметрни берилган 
7  ишончлилик билан коплайдиган (0 *  —  б, Ѳ* - f  б) интер
валга айтилади.

Э с л а т м а .  (Ѳ * — 6, Ѳ *-)-6 ) интервал тасодифий учларга эга 
(улар ишончли чегаралар дейилади). Дарҳақиқат, турли танланмаларда
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в  нинг турли қийматлари ҳосил бўлади. Бинобарин, танланмадан 
танланмага ўтишда ишончли интервалнинг учлари хам ўзгариб боради, 
яъни ишончли чегараларнинг ўзи ҳам тасодифий миқдорлар: xlf xt ... 
Хп нинг функциялари бўлади.

Бунда тасодифий миқдор бахоланаётган параметр Ѳ эмас, балки 
ишончли интервал бўлгани учун Ѳ нинг берилган интервалга тушиш 
эхтимоли хак.ида эічас, балки ишончли интервал Ѳ ни цоплаш эхти
моли ҳақида гапириш тўғрироқ бўлади.

Ишончли ингерваллар методини америкглик статистик 
Ю. Нейман инглиз сгатисти Р . Фишер гояларига асосла
ниб ишлаб чиккан.

15- § .  Нормал тацсимотнинг ст маълум бўлганда 
математик кутилишини Саҳолаш учун ишончли интерваллар

Бош тўпламнинг X  сон белгиси нормал тацсимланган, 
шу билан бирга бу тацсимотнинг ўртэча квадратик четла
ниши сг маълум бўлсин. Ноъмалум а  математик кутилишни 
танланма ўртача киймат х орцали бахолаш талаб цилинади 
Ў з  олдимизга а  параметрни у  ишончлилик билан коплай- 
диган ишончли интервалларни топишни мақсад қилиб цўя- 
миз.

X танланма ўртача қийматни X  тасодифий микдор сифа
тида (х танланмадан танланмага ўтганда ўзгаради), белги
нинг хг , хг ......... хп танланма қийматларини бир хил таксим
ланган эркли Х ѵ  Х о , . ■ Хп тасодифий мицдорлар сифатида 
цараймиз (бу сонлар ҳам танланмадан танланмага ўзгариб 
боради). Бошцача сўз билан айтганда, бу мицдорларнинг ҳар 
бирини математик кутилиши а  га, ўртача квадратик четла
ниши ст га тенг.

Қуйидагини исботсиз цабул циламиз: агар X  тасодифий 
мицдор нормал тацсимланган бўлса, у ҳолда эркли куза
тишлар бўйича топилган X  танланма ўртача циймат ҳам 
нормал тацсимланган. X  тацсимотининг параметрлари бун
дай (V III  боб, 9- §):

М(Х) =  а , о { Х ) = у = п.
У ш бу _

Я ( | Х - а | < 6 )  =  ѵ
муносабат бажарилишини талаб циламиз, бу ерда у  берил- 
ган ишончлилик. Куйидаги

Д | Х - а | < б )  =  2ф (|)
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формулада (X II боб, 6-§ )  X  ни X  га ва о ни о (X) — 

га алмаштириб,

Р ( | Х - я | < 6 )  =  2Ф ( ^ )  =  2Ф(0

б Y пни ҳосил киламиз, бу ерда t

а
Сўнгги тенгликдан 6 =  t ни топиб, куйидагича 

ёзишимиз мумкин:

Р X - a \ < t  £ г )  =  2Ф (/).Y n
Р  эҳтимол у  га тенглигини эътиборга олиб (ишчи фор

мулани ҳосил цилиш учун танланма ўртача қийматни яна 
X орцали белгилаймиз), узил-кесил цуйидагини хосил ци
ламиз:

р  ^ й г < а < ^ + ^ ] т ) = 2 ф (̂ ) =  у ■
Ҳосил цилинган бу муносабатнинг маъноси куйидагича:

у  ишонч билан айтиш мумкинки, I х —  1 Д =  , х - \ - 1 - ? =  ]
\ У п у  п )

ишончли интервал номаълум а  параметрни цоплайди: баҳо-

нинг аницлиги б =  t-
У  П

Шундай цилиб, юцорида цўйилган масала тўлиц ечилди. 

t сон 2Ф(£) =- у  ёки Ф  (t) — тенг ликдан аницланишини ай

тиб ўтамиз: Лаплас функцияси жадвали (2- илова) буйича 

Лаплас функциясининг ^ га тенг циймати мос келадиган 

t аргумент циймати топилади.

1-Э с л а т м а .  \х — а\ <  t • -7 =  баҳо классик деб аталади.
У п

Классик баҳонинг аншуіигини кўрсатувчи б — t- —7=  формуладан цуйи-
У п

даги хулосаларга келиш мумкин:
1) танланма хажми п нинг ортиши билан б сон камаяди, биноба

рин, баҳонинг аниқлиги ортади;
2 )  7  =  2 Ф ( < )  баҳо ишончлилигининг ортиши t нинг ортишига 

(ф(0 ўсувчи функция), ва демак, б нинг ҳам ортишига олиб келади;
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бошқача сўз билан айтганда, классик баҳо ишончлилигининг ортиши 
унинг аниқлигининг пасайишига олиб келаци.

Мисол. X  тасодифий миқдор ўртача квадратик четлани
ши о =  3 маълум бўлган нормал тацсимотга эга. Танланма 
ҳажми л =  3 6  ва баҳонинг ишончлилиги у  =  0 ,95  берилган. 
Номаълум а  математик кутилишни х танланма ўртача ций- 
матлар буйича бахолаш учун ишончли интервалларни топинг.

Е ч и л и ш и .  t ни топамиз. 2Ф(/) =  0 ,9 5  муносабат дан 
Ф (/) =  0 ,475  ни хосил циламиз. Ж адвалдан (2-илова)

/ = 1,96

ни топамиз. Баҳонинг аниклигини топамиз:

б = і -  _ L ^  =  o )98.
V n  V  36 

Ишончли интерваллар бундай:

(jc —  0 ,98 ; X +  0 ,98).

Масалан, агар х  =  4,1 бўлса, у холда ишончли интервал 
цуйидаги ишончли чегараларга эга булади:

X — 0, 98 =  4,1 — 0 ,9 8  =  3 ,12 ;

J +  0 ,9 8  =  4,1 + 0 , 9 8  =  5 ,0 8 .

Шундай цилиб, номаълум а  параметрнинг танланма маъ
лумотлари билан мос келадиган цийматлари

3, 12 < а <  5 ,08

тенгсизликни цаноатлантиради. Қуйидагича

Р ( 3 , 1 2 < а <  5 ,08) =  0 ,9 5

ёзиш хато бўлишини таъкидлаб ўтамиз. Дарҳацицат, а — ўз- 
гармас катталик бўлгани учун у  ё топилган интервалда ёта
ди (у ҳолда 3, 12 < а <  5 ,08  ходиса муцаррар ва унинг эҳ- 
тимоли бирга тенг), ёки унда ётмайди (у ҳолда 3 ,2  <  а  <  5 ,08  
мумкин бўлмаган ҳодиса бўлиб, унинг эҳтимоли 0 га тенг). 
Бошцача сўз билан айтганда, ишончли интервални баҳола- 
наётган параметр билан боғламаслик керак: параметр ишонч
ли интервалнинг чегаралари билангина боғланган, чегара/.ар 
эса, олдин кўрсатилганидек, танланмадан танланмага ўтган- 
да ўзгариб боради.

Берилган ишончлиликнинг маъносини тушунтирамиз
V =  0 ,9 5  ишончлилик цуйидагини кўрсатади: агар етарлича
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кўп сонда танланмалар олинган бўлса, у ҳолда уларнинг 
95 % и шундай ишончли интервалларни аницлайдики, бу 
интервалларда параметр ҳацицатан ҳам ётади; 5 %  холла р- 
дагина у  ишончли интервал чегарасидан четда ётиши мум
кин.

2 - э с л а т м а .  Агар математик кутилишни олдиндан берилган 6 
аниқлик ва у ишончлилик билан баҳолаш талаб қилинса, у ҳолда бу 
аниқликни таъминлаб берадиган минимал ҳажмли танланманинг ҳажмини

1 6- §  Нормал таксимот математик кутилишини о  номаълум 
булган да баҳолаш учун ишончли интерваллар

Айтайлик, бош тўпламнинг X  сон белгиси нормал тац
симланган, шу билан бирга а ўртача квадратик четланиш 
номаълум бўлсик. Номаълум а  математик кутилишни 
ишончли интерваллар ёрдамида бахолаш талаб цилинади. 
Равшанки, бу ўринда олдинги параграф натижаларидан 
фойдаланиб бўлмайди, чунки у  ерда а  маълум деб фараз 
цилинган эди.

Танланма маълумотлари бўйича шундай

тасодифий мицдорни (унинг цийматларини t орцали белги
лаймиз) тузиш мумкин эканки, у k  =  п —  1 озодлик дара
жали Стьюдент таксимотига эга бўлар экан (параграф охи- 
ридаги тушунтиришга царанг) бу ерда X  —  танланма ўрта- 
ча циймат, S  —  «тузатилган» ўртача квадратик четланиш, 
п —  танланма ҳажми.

Дифференциал функция

*2о2

формуладан топилади (б =  t —=  тенгликнинг натижаси).
У п

Х ~ а

У п

П

Sit ,П) =  ВП 1 +  j

бу ерда

Вп
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Стьюдент тацсимоти п параметр —  танланма хажми би
лан (яъни озодлик даражалари сони k  =  n —  1 билан) аниц- 
ланишини, а ва о параметрларга эса боғлиқмаслигини кўриб 
турибмиз (бу хусусият унинг афзаллигидир). S{t, п) функция

Х — а
t бўйича жуфт бўлгани учун

рўй бериш эҳтимоли бундай 
эслатма):

< ; у тенгсизликнинг

Ѵ п  I
аницланади (XI боб, 2- §,

X— а

У п

n)dt — у.

Қ авс ичидаги тенгсизликни унга тенг кучли цўш тенгсиз
лик билан алмаштириб,

Р(Х  —  t - 7 =  <  а  <  Х +  U Л = )  =  V
' у п У  п

ни хрсил циламиз.
Шундай цилиб, Стьюдент тацсимотидан фойдаланиб, 

номаълум а  параметрни у ишончлилик билан коплайдиган

X —  t , х +  t Л г  ишончли интервални топдик. Бу ер- 
1 У  п п

да X  ва S  тасодифий мицдорлар танланма бўйича топилган 
тасодифий бўлмаган х  ва s мицдорлар билан алмаштирил- 
ган. Ж адвал бўйича (3- илова) берилган п ва у буйича /
ни топиш мумкин.

Мисол. Бош тўпламнинг X  сон белгиси нормал тацсим
ланган. п =  16 ҳажмли танланма бўйича х — 20,2 танлан
ма ўртача циймат ва s = 0,8 «тузатилган» ўртача квадратик чет
ланиш топилган. Номаълум математик кутилишни 0 ,95  ишонч
лилик билан ишончли интервал ёрдамида баҳоланг.

Е ч и л и ш и .  t ни топамиз. Ж адвалдан фойдаланиб 
(3 -илова) у =  0 ,95  ва п =  16 бўйича t =  2 , 13 ни топамиз. 

Ишончли чегараларни топамиз:
0,я



Шундай килиб, а  номаълум параметр 0 ,95  ишончлилик 
билан 19,77 <  а  <  2 0 ,6 2 6  ишончли интервалда ётади.

Э с л а т  и а. Ушбу
п

лимит муносабатлардан танланма ҳажми чексиз ортганда Стьюдент тақ- 
симоти нормал тақсимотга интилиши келиб чикади. Шу сабабли п >  30 
as Стьюдент тақсимоти ўрнига нормал тақсимотдан фойдаланиш мум
кин.

Лекин қуйидагини таъкидлаб ўтиш айницса мухим: 
к и ч и к  т а н л а н м а л а р д а  (гс <  30), айницса, п нинг ки- 
чик цийматларида тацсимотни нормал тацсимотга алмашти
риш цўпол хатоларга, чунончи, ишончли интервални асоссиз 
торайишига, яъни бахо аницлигининг ортишига олиб келади. 
Масалан, агар п =  5 ва у =  0 ,9 9  бўлса, у ҳолда Стьюдент 
тацсимотидан фойдаланиб, t =  4 ,6  ни, Лаплас функцияси
дан фойдаланиб эса ^  =  2 ,58  ни топамиз, демак, кейинги 
холда ишончли интервал Стьюдент тацсимоти бўйича то
пилган интервалдан торроц бўлиб чицди.

Стьюдент тацсимоти танланма кичик бўлганда унча 
аниц булмаган натижалар бериш ҳолати Стьюдент тацсимо
тининг кучсизлигидан дарак бермасдан, балки кичик тан
ланма бизни цизицтираётган белги ҳацида кам информация- 
га эгалиги билан тушунтирилади.

Тушунтириш. Илгари кўрсатилган эдики (X II боб,
14-§) ,  Z нормал мицдор, шу билан бирга М  (Z) =  0 , 
o(Z) =  1 бѵлиб, V эса Z га боғлиц бўлмаган мицдор бўлиб, 
k  озодлик даражали х2 Цонун бўйича тацсимланган бўлса, 
у  ҳолда

мицдор k  эркинлик даражали Стьюдент цонун бўйича тац
симланган.

Бош тўпламнинг X  сон белгиси нормал тацсимланган, 
шу билан бирга М(Х) — а, а(Х) — о  бўлсин. Агар бу тўп- 
ламдан п хажмли танланмалар олиниб, улар бўйича тан
ланма ўртача цийматлар топиладиган бўлса, у  ҳолда тан-

Т
Z

(*)
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ланма ўртача киймат нормал тацсимланганлигини, шу би
лан бирга

М {Х т) =  а, а ( Х т) = - | = -
у п

эканлигини (V III боб, 9 -§ )  исботлаш мумкин 
У  ҳолда

V  Ч

тасодифий мицдор ҳам Х т нормал аргументнинг чизицли 
функцияси сифатида нормал тацсимотга эга (XII бсб, 10-§,  
эслатма), шу билан бирга M(Z) — 0 , o(Z) =  1 булади.

Z тассдг.фкй мицдорга боғлиц булмаган
у  _  (п 1)S2 ^***^

(S2 —  тузатилган танланма дисперсия) тасодифий мицдор 
k  — п —  1 озодлик даражали X2 цонун бўйича тацсимлан- 
ганлиги исбот цилинган.

‘Демак, ( * * )  ва ( * * * )  ни (*) га цўйиб,

(Хт- а ) Ѵ п  
~  S

микдсрни ҳссил киламиз, у k  =  п — 1 озодлик даражали 
Стьюдент цонуни бўйича тацсимланган.

17- §. Ўлчанаётган микдорнинг хацикий 
цийматини баҳолаш

Ҳациций циймати а  номаълум бўлган бирор физик кат- 
талик устида ўзаро боғлиц булмаган, тенг (бир хил) аниц- 
ликдаги п марта ўлчаш ўтказилаётган бўлсин. Алоҳида 
ўлчамларнинг натижаларини Х г, Х г , . . . .  Х п тасодифий миц
дорлар сифатида цараймиз. Бу мицдорлар эркли (ўлчашлар 
эркли), бир хил а  математик кутилишга (ўлчанаётган миц
дорнинг хациций циймати), бир хил о2 дисперсияларга эга 
(ўлчамлар бир хил аницликда) ва нормал тацсимланган 
(бундай йўл цўйишни тажрибалар тасдицлайди). Шундай 
цилиб, олдинги иккита параграфда ишончли интервалларни 
келтириб чицаришда цилинган барча фаразлар бажарилади, 
бинобарин, биз у ерда ҳосил цилинган формулалардан фойда-
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ланишга ҳацлимиз. Бошцача сўз билан айтганда, ўлчанаёт- 
ган катталикнинг ҳациций цийматини алоҳида ўлчашлар 
натижаларининг арифметик ўртача циймати бўйича ишонч 
ли интерваллар ёрдамида баҳолаш мумкин. Одатда о номаъ
лум бўлгани учун 16- § формулаларидан фойдаланиш лозим.

Мисол. Физик мицдорни эркли, тенг (бир хил) аницлик- 
даги 9 та ўлчаш маълумотлари бўйича айрим ўлчашларнинг 
арифметик ўртача циймати х  =  42 ,319  ва «тузатилган» 
ўртача квадратик четланиш s =  5 ,0  топилган. Ўлчанаётган 
мицдорнинг ҳациций цийматини у =  0 ,95  ишончлилик билан 
баҳолаш талаб цилинади.

Е ч и л и ш и .  Ўлчанаётган мицдорнинг ҳациций циймати 
унинг математик кутилишига тенг. Шу сабабли масала ма
тематик кутилиш а  ни (а  номаълум бўлганда) берилган 
у =  0 ,95  ишончлилик билан цоплайдиган

— i s . . — , , SX —  / - 7 = - < a < x  +  / - 7 =  
т у  п  ‘ у  П

интервал ёрдамида баҳолашга келтирилади.
Ж адвалдан (3 -илова) фойдаланиб, у =  0 ,9 5  ва п =  9 

бўйича t =  2,31 ни топамиз.
Баҳонинг аницлигини топамиз:

V  ^  =  2 , 3 1 . |  =  3,85.

Ишончлилик чегараларини топамиз:

x — t 4 =  =  42 , 319 — 3, 85  = 3 6 , 4 6 9 ;7 у  п

X +  -  42, 319 +  3 ,85  -  4 6 ,1 6 9
' у п

Шундай килиб, ўлчанаётган мицдорнинг ҳациций цийма
ти 0 ,95  ишончлилик билан ушбу интервалда ётади:

3 8 ,4 6 9  < а <  46,169 .

18- § .  Нормал тацсимотнинг ўртача квадратик четланиши
о ни баҳолаш учун ишончли интерваллар

Бош тўпламнинг X  сон белгиси нормал тацсимланган 
булсин. Бош ўртача крадратик четланиш а  ни «тузатилган» 
ўртача квадратик четланиш s орцали бахолаш талаб цили-
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нади. ст параметрни берилган у ишончлилик билан цоплай- 
диган ишончли интервалларни топишни уз олдимнзга мац- 
сад қилиб қўяйлик.

Куйидаги
Р(|ст —  s\< 6) =  у

ёки
P(s —  б <  о <  s +  б) =  у

муносабат бажарилишини талаб қилайлик.
Тайёр жадвалдан фойдаланиш мумкин бўлиши учун уш

бу s —  6 < 6 < s - j - 6  цўш тенгсизликни унга тенг кучли

s ( i - 4 ) < o < s ( i + 4 )

б
тен гсизликка алмаштирамиз. — =  q  деб,

s{\ — q ) < a <  s(l +  q) (*)

ни ҳосил циламиз. Энди q  ни топиш қолди. Ш у мацсадда 
ушбу «хи» тасодифий мицдорни киритамиз:

s  г ----------
Х =  о У " - 1 ’

бу ерда п —  танланма ҳажми.
Олдин кўрсатилгани бўйича (16- § ,  тушунтириш (*** )

муносабат миқдор X2 цонун бўйича тацсимлан

ган, шу сабабли ундан олинган квадрат илдизни X ор
цали белгиланади.

X тацсимотнинг дифференциал функцияси цуйидаги кўри- 
нишга эга (шу параграф охиридаги тушунтиришга царанг):

хм- *Г; *,-• г)

Кўриб турганимиздек, бу тацсимот баҳоланаётган ст пара
метрга боғлиц бўлмасдан, балки танланма ҳажми п гагина 
боғлиц.

(*) тенгсизликни у

l i  <  X <  Хг



кўринишни оладиган цилиб, ўзгартирамиз Б у тенгсизликнинг 
эҳтимоли берилган у эҳтимолга тенг (XI боб, 2 -§ ), яъни

q <  I деб фараз килиб, (*) тенгсизликни бундай ёзамиз:

Б у  тенгсизликнинг барча ҳадларини S  ]  п —  I  га кў' 
пайтириб, цуйидагини ҳосил циламиз:

Бу тенгсизлик, бинобарин, унга тенг кучли (*) тенгсиз
ликнинг бажарилиш эхтимоли

га тенг. Бу тенгламадан берилган п ва 7  бўйича q ни то
пиш мумкин. q ни амалда топишда жадвалдан фойдалани
лади (4- илова).

s ни танланма бўйича ва q ни жадвал бўйича топиб, 
а  ни берилган у ишончлилик билан цоплайдиган ишончли 
интервални, чунончи,

интервални топамиз.
1 - мисол. Бош тўпламнинг X  сон белгиси нормал тацсим

ланган. п — 25 ҳажмли танланма бўйича «тузатилган» ўр- 
тача квадратик четланиш s — 0 ,8  топилган. Бош ўртача 
квадратик четланиш о ни 0 ,9 5  ишончлилик билан цоплай
диган ишончли интервални топинг.

S ( l + q ) <  О  <  S  (1 —  q) '

У  п — 1 s y  п — 1 У п — 1 
1 +  q а  1 — 9

еки

Уп—1 
—Q

s(l —  < ? ) < o < s ( l  + 9)

2 2 4



Е ч и л и ш и .  Ж адвалдан (4 -илова) у =  0>95 ва п =  25 
маълумотлар буйича ^ =  0 ,32  ни топамиз. Изланаётган (*) 
ишончли интервал бундай:

0,8(1 — 0,32) <  о <  0,8(1 +  0,32)

ёки
0,544 <  о <  1,056.

Э с л а т м а .  Юкорица q <  1 деб фараз цилинган эли. Агар q >  1 
бўлса, у ҳолда (*) тенгсизлик (а >  0 лигини эътиборга олсак) цуйидаги

0 <  а <  s (1 - f  q)

кўринишни ёки (q <  1 ҳолдагига ўхшаш алмаштиришлардан сўнг)

‘ < Х  <  00
1 +  <?

кўринишни олади. Демак, q >  1 цийматлар

R(X,n)dX =  y

1 +  ч
тенгликдан топилиши мумкин.

Амалда берилган турли п ва у ларга мос <7>1 цийматларни топиш 
учун жадвалдан фойдаланилади (4- илова).

2- мисол. Бош тўпламнинг X  сон белгиси нормал тац
симланган. л = 1 0  ҳажмли танланма бўйича «тузатилган» 
ўртача квадратик четланиш s =  0 , 16  топилган. Бош ўртача 
квадратик четланиш о ни 0 ,9 9 9  ишончлилик билан цоплай- 
диган ишончли интервални топинг.

Е ч и л и ш и .  Ж адвалдан (4- илова) берилган у =  0 ,9 9 9  
ва п =  10 маълумотлар бўйича q  =  1,80 (q >  1) ни топа
миз. Изланаётган ишончли интервал бундай:

0 <  о <  0,16(1 +  1,80)
ёки

0 <  а <  0 ,448 .

Тушунтириш. X тацсимотнинг дифференциал функ
цияси (** )  кўринишга эга эканлигини кўрсатамиз.

Агар X  тасодифий мицдор k  =  п —  1 озодлик даражали 
X2 цонун буйича тацсимланган бўлса, у ҳолда унинг диф
ференциал функцияси (X II боб, 13-§):
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ёки, k =  п —  1 ўрнига қўйишдан сўн г,

2 2
/ ( . * ) =  *  е  

и 1и 1

учун ушбу

g(y) =  f№ y )]  •№'(«/)]

X — фРО =  j  X  ("/ >  0) функциянинг тақсимотини топиш

формуладан (X II боб, 10-§) фойдаланамиз. Бундан теска
ри функция

Элементар алмаштиришлар бажариб ва белгиларни ўзгарти- 
риб (g(X) ни R{x.n) га алмаштирамиз), узил-кесил цуйида
гини ҳосил циламиз:

19- §. Ўлчашлар аницлигининг бацолари

Хатолар назариясида ўлчашлар аницлигини (асбоблар- 
нинг аницлигини) ўлчашлардаги тасодифий хатоларнинг ўр- 
тача квадратик четланиши ст ёрдамида характерлаш цабул
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X '(X) =  X2
ва

■ф'(Х) =  2 X.

Сўнгра X >  0 бўлгани учун |tJj '(X) | =  2Х. Демак,
л—з х»

£(Х) =  /[яр (X)] - I Ц,'(Х) I =  ~е 2 -2 Х.



қилинган. а  ни бахолаш учун «тузатилган» ўртача квадрат- 
тик четланиш s дан фойдаланилади.

О датда ўлчашлар ўзаро эркли, бир хил математик ку 
тилиш (ўлчанаётган микдорнинг ҳациций киймати) ва бир 
хил дисперсияга (бир хил аникликдаги ўлчашлар булган 
ҳолда) эга бўлганидан аввалги параграфда баён цилинган 
назария ўлчашларни баҳолаш учун ҳам қўлланилиши мум- 
кин.

Мисол. Бир хил аникликдаги 15 та ўлчаш бўйича ўр- 
тача квадратик четланиш s = 0,12  топилган. Ўлчаш аник- 
лигини 0 ,99  ишончлилик билан топинг.

Е ч и л и ш и .  Ўлчаш аницлиги тасодифий хатслзрнинг ўр- 
тача квадратик четланиши о билан характерланади, шу са
бабли масала о  ни берилган 0 ,9 9  ишончлилик билан цоп- 
лайдиган ишончли интервал (*) ни (18- §) топишга келти
рилади.

Ж адвалдан (4 -илова) у =  0 ,99  ва п =  15 бўйича < /= 0 ,7 3  
ни топамиз. Изланаётган ишончли интервал бундай:

0 , 12(1 — 0.73) < 0 < О , 12(1 + 0 ,7 3 )  ч
ёки

0 ,0 3 < с т < 0 ,2 1 .

20 - §. Вариацион цаторнинг бошка характеристикалари

Вариацион цаторнинг ўртача танланма киймати ва тан
ланма дисперсиясидан ташкари бошка характеристикалари 
ҳам ишлатилади. Улардан асосииларини келтирамиз.

М ода М„ деб энг катта частотага эга бўлган вариантага 
айтилади. Масалан, ушбу

варианта 1 4 Ш  9 
частота 5 1 ' 2 0 '  6

катор учун мода 7 га тенг.
М едиана те деб вариацион цаторни варианталар сони 

тенг бўлган икки цисмга ажратадиган вариантага айтилади. 
Агар варианталар сони тоц, яъни п =  2 k  +  1 булса, у цол- 
да те =  хА+1; п жуфт, яъни п — 2 k  да медиана:

т . Xk+Xk+l
е о

V 2
Масалан, 2 3 5 6 7 катор учун медиана 5 га; 2 3 5 6 7
п 5 + 6  j- г9 цатор учун медиана =  5 ,5  га тенг.

1 5 * 2 2 7



Вариация қулочи R  деб энг кичик ва энг катта вари
анталар анирмасига айтилади:

R — Хт ах—  Хщіп.
Масалан,

1 3 4 5 6 10

цатор учун қулоч 10 — 1 =  9 га тенг.
Қулоч вариацион цатор тарцоцлигининг энг содда харак- 

теристикасидир.
Ў рт ача абсолют  четланиш  Ѳ деб абсолют четланиш

ларнинг ўртача арифметик цийматига айтилади:

~ *т |

Мгсалан,
xt 1 3  6 16 
п, 4 10 5 1

цатор учун:
-  _ 4 . і +  ю .3 +5 -6+ 1 -16  80 .

Т 4 + 1 0 + 5 + 1  — 20 ’

Q _ 4-11 — 41 +  10-13—4|+5-|6—41+1.Ц 6 -4 І
20 ~

Ўртача абсолют четланиш вариацион цатор тарцоцлигининг 
характеристикаси бўлиб хизмат цилади.

Вариация коэффициенти V  деб ўртача танланма квад
ратик четланишнинг ўртача танланма цийматга нисбатининг 
процентларда ифодаланганига айтилади:

От
Ѵ =  — • 100% .

ХТ

Вариация коэффициенти иккита вариацион цаторнинг 
таркоцлик катталигини таццослаш учун хизмат цилади: 
вариацион цаторлардан вариация коэффициенти катта бул
га ни кўпроц тарцоцликка эга.

Эслатма.  Юқорида вариацион қатор танланма маълумотлари 
буйича тузилган деб фараз килинди. Шу сабабли тавсифланган барча 
характеристикалар танланма характеристикалар дейилади; агар вариа
цион қатор бош тўплам маълумотлари буйича тузилган бўлса, у ҳолда 
характеристикалар бош характеристикалар дейилади.
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0,1 0,4 0,6
3 2 5;

0,1 0,3 0,4
10 4 6.

1. Қуйидаги иккита группадан иборат тўпламнинг группавий ўрта- 
ча қийматини топинг:

биринчи группа xt 
Пі

иккинчи группа xt 
Л;

Жавоби. X, =  0,41; х.2 =  0,23.
2. 1 -масала маълумотлари буйича умумий ўртача кийматни ушбу 

иккита усул билан топинг: а) иккала грѵппани битта тўпламга бир- 
лаштиринг; б) 1-масалада топилган группавий ўртача қийматлардан 
фойдаланинг. _

Жавоби. х =  0,29.

3. Статистик тўплам тақсимоти берилган:
Xt 1 4  5 
щ 6 11 3.

Четланишларнинг тегишли частоталарга кўпайтмалари йиғиндиси нолга
тенг эканлигига ишонч ҳосил кадлнг.

М асал ал ар

4. Статистик тўплам тақсимоти берилган:
xt . 4 7 10 15 
т 10 15 20 5.

Тўпламнинг дисперсиясини: а) дисперсия таърифидан фойдаланиб, 
б) D =  х 2 —  [ x j 2 формуладан фойдаланиб топинг.

Жавоби. D =  9,84.
5. Қуйидаги учта группадан иборат тўпламнинг группаичи, груп

пааро ва умумий дисперсияларини топинг.
биринчи группа xi 1 2 8 

щ 30 15 5; 
иккинчи группа xi 1 6 

я; 10 15; 
учинчи группа хі 3 8 

щ 20 5 .
Жавоби. Огр-ими =  4,6; 

^гр*аро= 1* Dyu 5,6
8. Қуйидаги иккита группадан иборат тўпламнинг группаичи, груп

пааро ва умумий дисперсияларини топинг: 
биринчи группа х, 2 7 

пі 6 4; 
иккинчи группа хі 2 7 

пі 2  8.
Жавоби. Ofp.нчи —5. І)\;p. apo — К Оум“ 0.

7. Ушбу танланма маълумотлари бўйича тузилган вариацион қа- 
торнинг танланма ва тузатилган дисперсияларини топинг: 

варианта 1 2  5 8 9 
частота 3 4 6 4 3.

Ж авоби. с 4 = 8 , 4 ;  s2= 8 , 8 4

2 2 9



8—9 маеалаларда нормал таксимланган белги танланмасининг ўр- 
тача квадратик четланиши, уртача танланма киймати ва ҳажми берил
ган. Номаълум математик кутилишни берилган ишончлилик билан ба- 
ҳолаш учун ишончли интервалларни топинг.

8. а =  2, хт =5,40, п =  10, 7=0,95.
Жавоби. 4 ,16<а<6,64 .

9. (7=3, * T=20,12, п = 25, у=0 ,99
Жавоби. 18 ,57<а<21,67.

10. Нормал таксимланган белги математик кутилишининг танланма 
уртача қиймат бўйича баҳосининг ѵ=0,9Ь  ишончлилик билананиқлиги 
0,2 га тенг буладиган танланманинг минимал хажмини топинг. Ўртача 
квадратик четланиш 2 га тенг.

Курсатма. 15-§ даги 2 -эслатмага қаранг.
Жавоби. п = 385.

11 — 12-маеалаларда нормал лацеимланган белгининг «тузатилган» 
ўртача квадратик четланиши, танланма уртача киймати ва кичик тан
ланмасининг ҳажми берилган. Стьюдент тақсимотидан фойдаланиб, но
маълум математик кутилишни берилган ишончлилик билан баҳолаш 
учун ишончли интервалларни топинг.

11. s=  1,5, at-j-=  16,8, я=12, 7=0,95.
Жавоби. 1 ̂ , 8 5 < а <  17,75.

12. s= 2 ,4  хг =14 , 2 ,  п = 9, 7=0,99.
Жавоби. 11,512<а<16,888.

13. Физик катталик устида бир хил аникликдаги, боғлиқ бўлмаган
16 ўлчаш маълумотлари буйича х Т =  23,161 ва s =  0,400 топилган. 
Ўлчанаётган катталикнинг хақиқий киймати а ни ва ўлчаш аниқлиги 
а ни 0,95 ишончлилик билан бахолаш талаб этилади.

Жавоби. 22 ,948<а< 23 ,374; 
О,224<0<О,576.

Ў н  е т т и н ч и  боб

ТАНЛАНМАНИНГ ЙИҒМА ХАРАКТЕРИСТИКАЛАРИНИ ҲИСОБЛАШ 
МЕТОДЛАРИ

1- §. Шартли варианталар

Фараз цилайлик, танланманинг вэрианталари ортиб бо- 
риш тартибида, яъни вариацион катор кўринишида жой
лашган бўлсин.

Тенг узоқликдаги вариант алар  деб Iі айирмали арифме
тик прогрессия ташкил этадиган варианталарга айтилади.
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Шартли варианталар деб

тенглик билан аницланадиган варианталарга айтилади, бу 
ерда С— сохта ноль (янги санок боши), h — ка дам, яъни ис
талган иккита цўшни дастлабки варианта орасидаги фарц 
(янги масштаб бирлиги).

Танланманинг йиғма характеристикаларини ҳисоблашнинг 
соддалаштирилган усуллари дастлабки варианталарни шарт
ли варианталар билан алмаштиришга асосланган.

Агар вариацион цатор тенг узоцликдаги h  цадамли ва- 
рианталардан иборат бўлса, у холда шартли варианталар 
бутун сонлар бўлишини кўрсатамиз. Ҳақицатан ҳам, сохта 
ноль сифатида ихтиёрий вариантани, масалан, хт ни олай- 
лик, у цолда

xi—хт х{ + ( / — 1)/ і—\хЛ+ (т — 1)Л]
-  - л -  •

і ва т  бутун сонлар бўлгани учун уларнинг айирмаси
i — m = U i  ҳам бутун сондир.

1-э с л а т м а .  Сохта ноль сифатида исталган вариантани олиш 
мумкин. Сохта ноль сифагида вариацион қаторнинг тахминан ўртасида 
жойлашган варианта (бундай варианта кўпинча энг катта частотага 
эга бўлади) олинганда .ҳисоблашларни максимал соддалашишига эри- 
шилади.

2- э с л а т м а. Сохта ноль сифатида олинган вариантага нолга 
тенг булган шартли варианта мос келади.

Мисол. Қуйидаги статистик тацсимотнинг шартли ва- 
рианталарини топинг:

варианталар 23 ,6  28, 6  33,6  3 8 ,6  43,6 
частоталар 5 20 50 15 10

Е ч и л и ш и .  Сохта ноль сифатида 33 ,6  вариантани тан- 
лаймнз (бу варианта вариацион цаторнинг ўртасида жой
лашган).

Қадамни топамиз:
Л = 2 8 ,6 — 2 3 ,6 = 5 .

Шартли вариантани топамиз:
X,—С 23,6—33,6 0 

«1 =  Ѵ = -------- 5 -------- =  - 2 -

Шунга ўхшаш, куйидагиларни топамиз:
и2 == —  1, и$ — 0 , и^ 1 , и  ̂ ■ 2 .

231



Кўриб турибмизки, шартли варианталар унча катта бўл- 
маган бутун сонлардир. Улар билан операциялар бажариш 
бошланғич варианталардагига қараганда осонроқ, албатта.

2 -§ . Оддий, бошланғич ва марказий 
эмпирик моментлар

Танланманинг йиғма характеристикаларини ҳксоблашда 
эмпирик моментлардан фойдаланиш қулайдир. Уларнинг 
таърифлари тегишли назарий моментларнинг таърифларига 
(VIII боб, 10- §) ўхшаш. Эмпирик моментлар назарий мо
ментлардан фарқли равишда кузатиш маълумотлари бўйича 
ҳисобланади.

k- т арт ибли оддий эмпирик момент деб х ,— с айир
малар А-даражаларининг ўртача кийматига айтилади:

Mk = = Z ni ( x i - c ) k- с ' *

п

бу ерда Хі —  кузатиладиган варианта,
и,— вариантанинг частотаси, 

п =  t n i —  танланма хажми,
с— ихтиёрий ўзгармас сон (сохта ноль). 
k -тартибли бошлангич эмпирик момент деб с = 0  бўл- 

гандаги 6-тартибли оддий моментга айтилади:

. .  2 я'- Мь = & —

Хусусан,

M L=  =  Хт’

яъни биринчи тартибли бошланғич эмпирик момент танлан
ма ўртача қийматга тенг.

k -тартибли марказий эмпирик момент деб с = х т бўл- 
гандаги ^-тартибли оддий моментга айтилади:

2  Щ (Xі—ХТ) k

Хусусан,

яъни иккинчи тартибли марказий эмпирик момент танланма 
дисперсияга тенг.
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Марказий моментларни оддий моментлар орқали ифода- 
лаш осон (буни китобхоннинг ўзи мустақил бажариб кўри- 
шини тавсия қиламиз):

т 2 =  м ; - ( м , т ;  ( * * )

т 3 =  М з - З М 2М ; +  2 (МІ)3; \ .
т 4 =  м\ — т ' з  М і + 6  м '2 (МІ)2 —  3 (М ,)4- J ;

3- § .  Шартли эмпирик моментлар. Марказий моментларни 
шартли моментлар буйича топиш

Марказий моментларни ҳисоблаш узундан-узоқ ҳисоб- 
лашларни талаб цилади. Ҳисоблашларни соддалаштириш 
мақсадида дастлабки варианталарни шартли варианталарга 
алмаштирилади.

k -тартибли шартли эмпирик момент деб шартли ва
рианталар учун ҳнсобланган ^-тартибли бошланғ,.ч мо-_ 
ментга айтилади:

Mk=
V  Г

х , — с
Ъ  пі [ h )

Хусусан,

М \=  

Бу ердан

2  п і (“ Ғ Ч 1 2 n i Xi 2  n t
п h n n

Xj =  M i h  -f- с.

Шундай қилиб, танланма ўртача қийматни топиш учун 
биринчи тартибли шартли моментни топиш, уни h га кўпай- 
тириш ва натижага сохта ноль с ни қўшиш кифоя.

Оддий моментларни шартли моментлар орқали ифода- 
лаймиз:

Бу ердан

Л ;f* 1 2П і(Хі-С)* __Mk
M k ~ h k  • п ~  h k '

M k = M k h*

Шундай килиб, ^-тартибли оддий моментни топиш учун 
ўша тартибли шартли моментни hk га кўпайтириш кифоя.
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Оддий моментларни топгандан сўнг эса олдинги параг
рафдаги ( **)  ва ( * * * )  тенгликлар бўйича марказий момент
ларни осонгина топиш мумкин. Пировардида, марказий 
моментларни шартли моментлар орцали ифодалайдиган ва 
ҳисоблашлар учун кулай бўлган ушбу формулаларни хосил 
циламиз:

т2 =  [М’2 —  (М \)2 ] /г2; (**)

т 3 =  [Ml -  3 M l М\ +  2 (УИІ)3] A3; J
т , =  [М\ — АМ1 м\ +  & м и м \) 2 — 2,(М\У]^\ [ '

Ж умладан, (** )  га ва олдинги параграфдаги (*) муно- 
сабатга асосан танланма дисперсияни биринчи ва иккинчи 
тар-тибли шартли моментлар бўйича ҳисоблаш формуласини 
ҳосил циламиз:

DT =  [М* — (M'j)2] h2. (****)

Марказий моментларни шартли моментлар бўйича ҳисоблаш 
техникаси келгусида баён цилинади.

4- §. Танланма уртача циймат ва танланма дисперсияни 
ҳисоблашнинг кўпайтмалар методи

Кўпайтмалар методи тенг узокликдаги вариантали вари
ацион цаторнинг турли тартибли шартли моментларини ҳи- 
соблашнинг цулай усулини беради. Шартли моментларни 
билган ҳолда эса бизни қизиқтираётган бошлангич ва мар
казий эмпирик моментларни топиш цийин эмас Ж.умладан, 
купайтмалар методи ёрдамида танланма ўртача киймат ва 
танланма дисперсияни ҳисоблаш цулай. Бунда ҳисоблаш 
жадвалидан фойдаланиш максадга мувофиц; у бундай ту 
зилади:

1) жадвалнинг биринчи устунига танланма (дастлабки) 
варианталар ортиб бориш тартибида ёзилади;

2) иккинчи устунга варианталарнинг частоталари ёзила
ди; ҳамма частоталар жамланади ва уларнинг йиғиндиси 
(танланма хажми п) устуннинг пастки катагига ёзилади;

3) учинчи устунга шартли варианталар ы ,=  — ~  -  ёзи

лади, бунда сохта ноль С сифатида энг катта частотали 
варианта танланади, исталган иккита цўшни варианта ора
сидаги айирма h га тенг деб фараз цилинади; амалда эса 
учинчи устун бундай тўлдирилади: энг катта частотани ўз
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ичига олган сатр катагига 0 ёзилади; нолдан юцоридаги 
кагакларга кетма-кет — 1, — 2, —3 ва ҳ. к., нолдан паст- 
даги катакларга sea кетма-кет 1, 2, 3 ва ц. к. ёзилади;

4) частоталарни шартли варианталарга кўпайтирилади ва 
уларнинг купайтмалари ti, ut ларни туртинчи устунга ёзи
лади; ҳссил цилинган ҳамма сонларни цўшиб, уларнинг 
йиғиндиси 2  пі иі устуннинг пастки катагига ёзилади;

5) частоталарни шартли варианталарнинг квадратларига 
кўпайтирилади ва уларнинг купайтмалари п, иf ларни бе
шинчи устунга ёзилади; ҳосил цилинган ҳамма сонларни 
қўшиб, уларнинг йиғиндиси 2  пі ни устуннинг пастки 
катагига ёзилади;

6) частоталарни ҳар цайсиси битта орттирилган шартли 
варианталарнинг квадратларига кўпайтирилади ва nt («, +  1 г  
кўпайтмаларни олтинчи контрол устунга ёзилади; ҳосил 
цилинган барча сонларни цўшиб, уларнинг йиғиндиси
2  Пі (и, -+- I)2 ни устуннинг пастки катагига ёзилади.

1- э с л а т м  а.Туртинчи устуннинг манфий сонларини алоҳида қўшиш 
(уларнинг й и р и н д и с и  Лг ни энг катта частотани ўз ичига олган сатр- 
нинг катагига ёзилади), мусбат сонларини алоҳида қўшиш (уларнинг 
йиғиндиси А2 ни устуннинг охиридан иккинчи катагига ёзилади) мақ- 
садга мувофиқдир, у ҳолда 2  піиі =  +  А%.

2-эс л а т м а .  Бешинчи устуннинг n-tu\ кўпайтмаларини ҳисоб- 
лашда туртчнчи устуннинг щиі сонларини U[ га кўпайтириш мақсадга 
мувофиқдир.

3- э с л а т м  а. Олтинчи устун ҳисоблашларни контроль қилиш 
учун хизмат қилади. Агар ^  ni (ul +  йиғинди^ nt uj-\-2^niUt-{-n
йиғиндига тенг бўлса, ( 2  ni (“ » +  *)2 =  2  п‘ +  2 2  n‘ u‘ + n ай' 
ниятга мувофиқ равишда шундай бўлиши ҳам керак), у ҳолда ҳисоблаш- 
лар тўғри бажарилган хисобланади.

4-эс л а т м а .  Сохта ноль сифатида исталган варианта олиниши 
мумкин, яъни 3 пунктда кўрсатилгани буйича энг катта частотага эга 
бўлган вариантани олиш шарт эмас. Масалан, энг катта частотага эга 
булган варианта «х, устун» нинг дастлабки ёки сѵнгги сатрларида жой
лашган бўлса, у ҳ о л д а  с о х т а  н о л ь  с и ф а т и д а  у с т у н н и н г  
т а х м и н а н  ў р т а с и д а  т у р г а н  в а р и а н т а н и  о л и ш  фо й -  
д а л и р о қ б ў л а д и .

Хисоблаш жадвали тўлдирилган ва ҳисоблашлар текши- 
шлгандан кейин, шартли моментлар ҳисобланади:



Ниҳоят, 3- § даги (*) ва ( * * * * )  формулалар буйича тан
ланма уртача киймат ва танланма дисперсия ҳисобланади:

Xj- =  My • h С,
От =  ІМ ;-(М \ Г}/і\

Ліисол Кўпайтмалар методи ёрдамида цуйидаги статис
тик тацсимотнинг танланма уртача цийматини ва танланма 
дисперсиясини топинг:
варианталар: 10,2 10,4 10,6 10,8 11,0 11,2 11,4 11,6 11,8 12,0 
частоталар 2 3 8 13 25 20 12 10 6 1

Е ч и л  ши. Ҳисоблаш жадвалини тузамиз, бунинг учун:
1) варианталарни биринчи устунга ёзамиз;
2) частоталарни иккинчи устунга ёзамиз; частоталар йи- 

ғиндисини (100 ни) устуннинг пастки катагига ёзамиз;
3) сохта ноль сифатида 11,0 вариантани танлаймиз (бу 

варианта энг катта частотага эга); учинчи устуннинг энг 
катта частотани уз ичига олган сатрга тегишли катагига
0 ёзамиз; нолнинг устига кетма-кет — 1, — 2, — 3, — 4 ни, 
нолнинг тагига 1, 2, 3, 4, 5 ни ёзамиз;

4) частоталарнинг шартли варианталарга кўпайтмаларини 
тўртинчи устунга ёзамиз, манфий сонлар йигиндисини (— 46) 
ни алоҳида, мусбат сонлар йигиндисини (103 ни) алоҳида 
топамиз; бу сонларни цўшиб, уларнинг йигиндисини (57 ни) 
устуннинг пастки катагига ёзамиз;

5) частоталарнинг шартли варианталарнинг квадратла
рига кўпайтмаларини бешинчи устунга ёзамиз, бу устуннинг 
сонлари йигиндисини (383 ни) устуннинг пастки катагига 
ёзамиз;

6) частоталарнинг биттага орттирилган шартли варианта
ларнинг квадратларига кўпайтмаларини олтинчи контрол ус
тунга ёзамиз; <5у устуннинг сонлари йиғиндисини (597 ни) 
устуннинг пастки катагига ёзамиз.

Натижада 7-ҳисоблаш жадвалини ҳосил киламиз.

Контроль: 2  Я/и? +  2 2 П/ Uj-j-n =  383-і~2-57+100 =  597
2  Щ (и, +  l)2 =  597.

Ҳисоблаш тўғри бажарилган.
Биринчи ва иккинчи тартибли шартли моментларни ци- 

соблаймиз:
• У п , ui 57



7- ж а д в а .

* і пі u i прц пі и] n1 [щ -4-1)*

10,2 2 —4 —8 32 18

10,4 3 —3 —9 27 12

10,6 8 —2 — 16 32 8

10,8 13 — 1 — 13 13 0

11,0 25 0 Л, =  — 46 25

11,2 20 1 20 20 80

11,4 12 2 24 48 108

11,6 10 3 30 90 160

11,8 6 4 24 96 150

1 2 Л _  I 5 5 25 36

Л2= 1 0 3

« = 1 0 0 У̂ ПіЫі =  57 2  n iUj = 383 2 M « H - 1 ) 2 =  597 1

М '2 = V  щ  u j‘ I 383_л оо
100 — ’

h қадамни топамиз: h =  10,4 — 10,2 =  0,2.
Изланаётган танланма ўртача киймат ва та^-'.нма диспер
сияни ҳисоблаймиз:

lcT ~  M * - h С =  0,57 0,2 +  11,0 =  11,1;

Dr =  [М\ — (М ’ )21- /і2 =  [3,83 — (0 57)21-0,22 =  0,14.

5-§. Дастлабки варканталарни тенг узоқликдаги 
варианталарга келтириш

Юкорида танланма хагактеристикаларни ҳисоблаш мето- 
дикаси тенг узоқликдаги варианталар учун баён қилинди. 
Практикада, одатда, кузатиш маълумотлари тенг узоіуіикда 
жойлашган сонлар бўлмайди. Бундай савол туғилиши таби
ий: белгининг кузатилаётган қийматларини тегишлича ишлаб 
чиқиш натижасида ҳисоблаш ларни тенг узоқликдаги вариан
талар булган ҳолга келтириб бўлмасмикин? Ҳа, мумкич 
экан. Шу ѵаксадда белгининг кузатилаётган ҳамма қиймат-
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лари (дастлабки варианталар) кирган интервални бир нечта 
тенг қисмий интервалларга бўлинади (амалда хар бир интер
валга камида 8— 10 тадан дастлабки варианта кириши ке
рак). Сўнгра қисмий интервалларнинг ўрталари топилади, 
ана шулар тенг узоқликдаги Еарианталар кетма-кетлигини 
ҳосил қилади.

Ҳар бир «янги» вариантанинг (кисмий интервал ўртаси- 
нинг) частотаси сифатида тегишли қисмий интервалга кирган 
дастлабки варианталарнинг жами сони кабул килинади.

Равшанки, дастлабки рарианталарни кисмий интерваллар
нинг ўрталари билан алмаштириш хатоларга олиб келади 
(қисмий интервалнинг чап ярмидаги дастлабки варианталар 
ортади, ўнг ярмидаги дастлабки ваоианталар эса камаяди), 
аммо бу хатолар асосан йўқолади, чунки улар турли ишо
ра ларга зга.

Мисол. п =  100 хажмли танланма тўплам 8 -жадвал би
лан берилган:

8- ж  а д в а л

н пі *1 пі *1 ni

1,00 1 1,19 2 1,37 6
1,03 3 1,20 4 1,38 2
1,05 6 1,23 4 1,39 1
1,06 4 1,25 8 1,40 2
1,08 2 1,26 4 1,44 3
1 ,10 4 1,29 4 1,45 3
1,12 3 1,30 6 1,46 2
1,15 6 1,32 4 1,49 4
1,16 5 1,33 5 1,50 2

Тенг узокликдаги варианталар таксимотини тузинг.
Е ч и л и ш и . 1,00— 1,50 интервални, масалан, қуйидаги 

5 та кисмий интервалга бўламиз: 1,00— 1,10; 1,10— 1,20; 
1,20— 1,30, 1,30— 1,40; 1,40— 1,50. Қисмий интервалларнинг 
ўрталарини янги у варианталар сифатида олиб, тенг узоқ- 
ликдаги варианталарни ҳосил киламиз:

Ух =  1,05; у2 =  1,15; у3 =  1,25; г/4 =  1,35; у6 =  1,45, 

ух вариантанинг частотасиғи топамиз:

пі — 1 + 3 + 6 + 4 + 2 +  =  1 8
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(дастлабки варианта 1,10 биринчи қиемий интервалнинг охи- 
рі, иккинчи кисмий интервалнинг боши бўлгани учун бу 
вариантанинг 4 частотаси иккала қисмий интервал орасида 
баравар таксимланган). у2 вариантанинг частотасиі.и ҳисоб- 
лаймиз:

п2 =  j "  + 3 - f6 + 5 + 2 + 2 "  =20.

Калган варианталарнинг частоталарини шунга ўхшаш ҳисоб- 
лаіімиз:

п3 =  25; п4 — 22; пъ =  15.

Пировардида куйидаги тенг узокликдаги варианталар 
таксимотини ҳосил киламиз:

Уі 1,05 1,15 1,25 1,35 1,45
п, 18 20 25 22 15.

Китобхонга, маші\ тарикасида, дастлабки ва тенг узоклик
даги варианталар бўйича ҳисобланган танланма уртача кин- 
матлар ва танланма дисперсиялар мос равишда куйидагига 
тенг эканлигига ишонч ҳосил килишни тасвия киламиз:

хт =  1,250; ут =  1,246;

Dx =  0,018; Dy — 0 ,017.

Кўриб турибмизки, дастлабки варианталарни тенг узоклик
даги варианталарга алмаштириш мухим хатоларга олиб кел- 
мади: бунда ҳисоблаш ишининг ҳажми анча камайди.

6- §. Эмпирик ва текисловчи (назарий) частоталар 

А. Дискрет тақсимот

Таксимот қонуни номаълум бўлган X  дискрет тасодифий 
миыорни қараймиз. п та синаш ўтказилган бўлиб, унда X 
микдор « j марта хх киймат, п.2 марта х2 киймат, . . . , пк 
марта хк киймат кабул килган бўлсин, бунда 2  пі — п 

Эмпирии частоталар деб аслида кузатиладиган частота
ларга *айтилади.

Ўрганилаётган X микдор бирор тайин қонун бўйича тақ- 
симпанган деб тахмин қилишга асос бор бўлсин. Бу тахмин 
кузатиш маълумотлари билан мос келишини текшириш мак- 
садш.а куза тилаётган маълумотларнинг частоталари ҳ и с о б-
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л а н а д и ,  яъни X  мивдор тахмин қилинаётган қонун буйича 
таксимланган бўлса, у кузатилаётган қийматларнинг ҳар бь- 
рини неча марта қабул килиши лозимлиги н а з а р и й  жл- 
ҳ а т д а н  топилади.

Текис ловчи (назарий) частоталар деб, кузатилаётгін 
эмпирик частоталардан фарқли, назарий (ҳиссблаш билак) 
топилган п ' частоталарга айтилади.

Текисловчи частоталар
п \ — пРі

тенглик бўйича топилади, бу ерда п — кузатишлар сош, 
Рі — тасодифий X  микдор тахмин қилинаётган таксимота 
эга деган фаразда кузатиладиган xt киймат нинг эҳтилсли. 
Бу формула эркли синашларда ҳодиса рўй бериш сон шин г 
математик кутилиши ҳақидаги теоремадан (V II боб, 5-§) 
келиб чикади.

Шундай килиб, д и с к р е т  т а қ с и м о т н и н г  к у з а г и -  
л ад  и г а н  х,- қ и й м а т и н и н г  т е к и с л о в ч и  ч а с т  от а- 
си с и н а ш л а р  с о н и н и  б у  к у з а т и л а д и г а н  кий-  
м а т н и н г  э ҳ т и м о л и г а  к ў п а й т м а с и г а  т е н г .

Мисол. п — 520 та синашдан иборат эксперимент ўт?а- 
зилиб, синашларнинг хар бирида бирор ҳодисанинг рўй бериш
лари сони xt қайд қилинган; натижада куйидаги эмпирик тащи
мо т ҳосил қилинган:
кузатилган қиймат хе 0 1 2 3  4 5 6 7  
эмпирик частота nt 120 167 130 69 27 5 1 1.

X  тасодифий микдор (бош тўплам) Пуассон қонуни б*- 
йича таксимланган деган тахминда текисловчи частоталір 
п . ларни топинг.

Е ч и л и ш и .  Пуассон қонунини аниқлайдиган X параметр, 
маълумки, бу таксимотнинг математик кутилишига теьг. - 
Математик кутилишнинг бахоси сифатида танланма ўртгча 
киймат олингаки учун (X V I боб, 5- §) Я нинг бах.оси сира- 
тида хам танланма ўртача қиймат ,ѵт ни олиш мумкин. Тан
ланма ўртача киймат 1,5 га тенглигини масала шартига кў- 
ра осонгина топиш мумкин: бинобарин, к =  2,5 деб дабул 
килиш мумкин.

Шундай килиб, ушбу
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П у а с с о н  ф о р м у л а с и

кўринишни олади. Бу формуладан фойдаланиб, Р520(&) эҳ- 
тимолни А = 0 , 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 да топамиз (ёзувни сод- 
далаштириш максадида куйида 520 индексни тушириб кол- 
дирамиз): р{0) =  0.22313, Р (1) =  0 33469, Р(2) =  0,251021, 
Р(3) =  0,125511, Р(4) =  0,047066, Р(5) =  0,014120, Р(6) =
-  0.003530, Р(7) =  0 000755.

Текисловчи частоталарни топамиз (кўпайтириш натижа
лари биргача яхлитланган):

п '1 =  п .р(0) =  520-0,22313 =  116, 
п 2 =  п .р( 1) =  520-0.33469 =  174.

Қолган текисловчи частоталар хам шунга ўхшаш топи
лади. Пировардида цуйидагини хрсил циламиз:

эмпирик частота 123 167 130 69 27 5 1 1 
текисловчи частота 116 174 131 65 25 7 2 0. 
Эмпирик ва текисловчи частоталарнинг нисбатан кам 

фарқ қилиши текширилаётган тақсимот Пуассон қонуни бў- 
йича таксимланган деган тахминни тасдицлайди.

Шуни цайд циламизки, агар берилган тақсимот бўйича 
танланма дисперсияни ҳисоблайдиган бўлсак, у танланма 
ўртача цийматга, яъни 1,5 га тенг бўлиб чицади. Бу ки- 
ланган тахминнинг тўғрилигини яна бир бор тасдицлайди, 
чунки Пуассон тацсимоти учун X =  М(Х) =  D(X).

Б. Узлуксиз тацсимот

Узлуксиз таксимот бўлган ҳолда мумкин бўлган алохи- 
да кийматларнинг эхтимоли нолга тенг (X боб, 2- §, 2- на
тижа). Шунинг учун мумкин бўлган цийматларнинг бутун 
интервалини k та кесишмайдиган интервалларга ажратилади 
ва X  нинг і - кисмий интервалга тушиш эхтимоли Pt ҳи- 
собланади, кейин эса дискрет таксимот учун қилингани ка
би синашлар сонини бу эҳтимолларга кўпайтирилади.

Шундай қилиб, у з л у к с и з  т а ц с и м о т н и н г  т е к и с 
л о в ч и  ч а с т о т а л а р и

"  'г =  nPt

/>520 (k) =
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тенглик бўйича топилади, бу ерда п—синашлар сони, Р , — 
тасодифий X  микдор тахмин қилинаётган тақсимотга эга 
деган фаразда X  нинг і - кисмин интервалга тушиш эхти
моли.

Жумладан, X  тасодифий микдор (бош тўплам) н о р м а л 
тацсимланган деб тахмин кил ишга асос бор бўлса, у  холда 
текисловчи частоталар

формула бўйича топилиши мумкин, бу ерда п — синашлар 
сони (танланма ҳажми), h — қисмий интервалнинг узунлиги,

От — танланма ўртача квадратик четланиш, и,- = " ^ т(х,- сон 
г-қисмий интервалнинг ўртаси),

(*) формуланинг қўлланилишига доир мисол 7-§ да келти
рилади.

Тушунтириш. (*) формуланинг келиб чиқишини ту- 
шунтирайлик. Умумий нормал тақсимотнинг дифференциал 
функциясини ёзамиз:

а = 0 ва о =  1 да нормаланган тақсимотнинг

дифференциал функциясини ёки, аргументни белгилашни 
ўзгартириб,

(*)

и'
2

ни хосил қиламиз. и =  деб



га эга бўламиз. (**) ва (***) ни такдослаб, 

fix) =  ^  Ф(w)

деган фикрга келамиз.
Агар математик кутилиш а ва ўртача квадратик четла

ниш ст номаълум бўлса, у  ҳолда бу параметрларнинг ба хо- 
лари сифатида танланма ўртача қиймати хт ва танланма 
ўртача квадратик четланиш стт қабул қилинади (XVI. боб. 
5- §, 9- §). У  ҳолда

fix) =  ~  ф(«)ит
бу ерда

Хі узунлиги h бўлган і- интервалнинг (нормал таксим
ланган X  тасодифий микдорнинг кузатилаётган барча кий
матлари тўплами шу интервалларга бўлинган) ўртаси бўл- 
син. У  ҳолда X нинг бу интервалга тушиш эҳ тимол и 
тақрибан интервал узунлигини f(x) функциянинг бу 
интервалнинг исталган нуқтасидаги қийматига, жумладан 
х = х ,  даги қийматига кўпайтмасига тенг (X I боб, 5-§):

Р, =  hf(xt) =  h - ~  ф{и,).UT
Демак, текисловчи частота:

n 't -  п Pt = ~  ф (Ц/),

бу ерда

Биз (*) формулани ҳосил қилдик.

7 -§ . Нормал эгри чизиқни тажриба маълумотлари 
буйича ясаш

Нормал эгри чизиқни тажриба маълумотлари бўйича 
ясаш усулларидан бири қуйидагидан иборат:

1) Хт ва Стт ни, масалан, кўпайтмалар методи бўйича 
топилади;
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2) назарий эгри чизиқнинг у, ординаталарини (текислов
чи частоталарни) Уі = —  -ф(«,) формула буйича топилади,СГт
бу ерда п — кузатилаётган частоталар йиғиндиси, h — ик

кита қўшни варианта орасидаги айирма, ut =  ——— ва
а т

« я
3)' тўғри бурчакли координаталар системасида (xt, у,) 

нуқталар ясалади ва улар силлиқ чизиқ билан туташтири- 
лади.

Текисловчи частоталарнинг кузатилаётган частоталарга 
яқинлиги текширилаётган белги нормал таксимланган деган 
тахминни тасдицлайди.

Мисол. Ушбу тақсимот бўйича нормал эгри чизиқни 
ясанг.

варианта xt 15 20 25 30 35 40 45 50 55 
частота nt 6 13 38 74 106 85 30 10 4.

Е ч и л и ш и .  Купайтмалар методидан (4-§) фойдаланиб, 
Хт =  34,7, Стт =  7,38 ни топамиз.

Текисловчи частоталарни топамиз (9-жадвалга қаранг).
9-ж а д в а л

ч пі Хі —*т U[ _xi ХТ 
3Т

Р <“ і >

і.А. 

=  248.

15
2<)

6
13

—  19,7
—  14,7

— 2 ,67  
— 1 99

0,0113 
0 055і

3
14

25 38 —9,7 — і  )з і 0,1691 42
30 74 — 4 ,7 —0,63 0,3271 82
35 106 0 ,3 0,05 0,3984 99
40 85 5 ,3 0 ,73 0,3056 76
4 5 30 10,3 1,41 0,1476 37
5 0 10 15,3 2 ,09 0,0449 11
5 5 4 20,3 2,77 0,0086 2

п = 3 6 6 2 ! ' i= 3 6 6

22-раемда текисловчи частоталар (улар доирачалар би
лан белгиланган) бўйича нормал (назарий) эгри чизиқ вз
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кузатилаётган частоталар (улар «крестлар» билан белгилан
ган) полигони ясалган. Графикларни таццослаш ясалган 
эгри чизиц кузатиш маълумотларини цоницарли акс этти- 
ришини як кол кўрсатиб турибди.

Кузатиш маълумотлари белгининг нормал тацсимланган- 
лиги ҳацида гувохлик (дарак) бермоцда деб яна ҳам кўпроц 
ишонч билан ҳисоблаш учун махсус қоидалардан (улар му- 
вофиқлик критерийлари дейилади) фойдаланилади, улар ҳа- 
цида тушунчани китобхон келгусида (XIX боб, 22-§) 
топади.

8 - §. Эмпирик тацсимотнинг нормал тацсимотдан 
четланишини баҳолаш. Асимметрия ва эксцесс

Эмпирик тацсимотнинг нормал тацсимотдан четланишини 
баҳолашда турли характеристикалардан фойдаланилади, бу
лар жумласига асимметрия ва эксцесс киради. Бу характе- 
ристикаларнинг таърифлари назарий тацсимотнинг асиммет- 
рияси ва эксцесси таър фларига (X II боб, 9-§) ўхшаш.

Эмпирик тацсимотнинг асимметрияси ушбу тенглик би
лан аницланади:

бу ерда т3— учинчи тартибли марказий эмпирик момент 
(2-S).
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Элпирик тақсикотнинг эксцессы ушбу тенглик билан 
аникланади:

Т '

бу ерда mt — туртинчи тартибли марказий эмпирик момент.
т3 ва т 4 моментларни 3- § даги (***) формуладан фой

даланиб кўпайтмалар методи (4-§) билан ҳисоблаш қулай. 
Мисол. Ушбу эмпирик таксимотнинг асимметрияси ва

эксцессини топинг:

вари
анта 10,2 10,4 10,6 10,8 11,0 11,2 11,4 11,6 11,8 12,0
Ч2С-
тота 2 3 8 13 25 20 12 10 6 1.

Е ч и л и ш и .  Кўпайтмалар методидан фойдаланамиз, бу
нинг учун хисоблаш жадвалини тузамиз. Жадвалнинг 1— 5 
устунлари қандай тўлдирилиши 4-§да кўрсатилгани учун 
қисқача тушунтиришлар билан чекланамиз. 6-устунни 
тўлдириш учун 3- ва 5- устунларнинг хар бир сатридаги 
сон/.арни кўпайтириб ч; қиш қулай; 7-устунни тўлдириш 
учун 3- ва 6- устунларнинг ҳар бир сатридаги сонларни 
кўпайтириб чиқиш қулай. 8- устун ҳисоблашларни ушбу 
айният бўйича контрол килиш учун хизмат қилади:

(w, +  I)4 =  +  4 2 n<ui3 +  б 2 Х ы<2 +
+  4 +  п.

Юқоридагиларни 10- ҳисоблаш жадвалида келтирамиз. 

Контрол: (ы, I)4— 9141.

У пі и *  +  4 2 Х  иі3 +  6 иі2 +  4 2 Х  иі +  п —
=  4 0 7 9 +  4-609 +  6-383 +  4-57 +  100 =  9141.

Йиғиндиларнинг бир хиллиги хисоблашлар тўғри бажарил- 
гани ҳақида дарак беради.

Қаралаётган тақсимот учун 4-§ даги мисолда куйидаги- 
лар топилган эди:

М\ =  0,57; М] =  3,38: DT =  0,14; 
демак, ____

О т  =  у ' 0 , 1 4 .
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1 0- ж а д в а л

1 2 3 4 5 6 7 8

*1 пі иі ЩЩ ni Піи] я,- и) nt (ut - f  l)4

10,2 2 —4 —8 32 — 128 512 162

1C,4 3 —3 —9 27 — 81 243 48

10,6 8 —2 —16 32 —64 128 8

10,8 13 —lj —13 13 — 13 13 —

11,0 25 °l -4 6 1
—286 25

11,2 20 l| 20 20 20 20 320

11,4 12 2 24 48 96 192 972

П,6 10 3 30 90 270 810 2560

11,8 6 4 24 96 384 J 1536 3750

12,0 1 5 5

1 103

25 125 625 1296

1 895

ООIIС Ѵ/г,«і =  
* - =  57

У  rt;U; =  
=  383

У  пі uf =
“ “=609

2 яі “ і =  
=4079

2  П, (Uj +  
-И )4 =  9141

Учинчи ва туртинчи тартибли шартли моментларни 
топамиз:

3
М з  =  =  щ -  =  6 ,0 9 :

2  пі и\ _  4079 
100УИ4 =  -  - ■ ‘ =  =  40,79.

Учинчи ва туртинчи тартибли марказий эмпирик момент
ларни топамиз:

т3 =  [/И з  — ЗМ \ М г  +  2 (УИІ)3 ] /г3 =

=  [6,09 — 3-0,57-3,83 +  2 -(0,57)3] - 0 ,23 =  —0,0007; 
т4 =  [M l — 4МІ Л4з + 6  — 3 (M i)4 J /г4 =
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=  [40,79 — 4-0,57-6 09 +  6(0.57)2-3,83 —
— 3-(0,57*)1-0,2* =  0,054.

Асимметрия в эксцессни топамиз:

=  =  =  - 0 , 0 1 ;
* ;  (у  бТн)

р. _  JHі___ _ з _ ^ __Q__ 0 24
‘  "  <гт4 (^ЬТЙ)3 3 “  ° ’24-

Эслатма. Кичик ҳажмли танланмалар бўлган ҳолда асимметрия 
ва эксцесснинг бахоларига мурожаат қилишда эҳтиёт бўлиш керак вч бу 
баҳолярнинг аниқлигини топиш лозим (қаранг: Н. В. Смирнов и И. В. 
Дунин-Барковский. Курс теории вероятностей и математической статис
тики. «Наука», 1965, 277- бет).

Масалалар

1 — 2- маеалаларда танланма варианталар ва уларнинг частоталари 
келтирилган. Кўпайтмалар методидан фойдаланиб, танланма ўртача 
кийматни ва дисперсияни топинг.

1. X , 10,3 10,5 10,7 10,9 11,1 11,3 11,5 11,7 11,9 12,1 
пі 4 7 8 10 25 15 12 10 _  4 5.

Жавоби. хТ =11,19,  
DT =0,19.

2. xi 83 85 87 89 91 93 95 97 99 101 
пі 6 7 12 15 30 10 8 6 4 2.

Жавоби. хт =90,72, 
£>т =17,20.

3. Ушбу эмпирик тақсимотнинг асимметрияси ва эксцессини топинг: 
Х і 10,6 10,8 11,0 11,2 11,4 11,6 11,8
nL 5 10 17 30 20 12 6.

Жавоби. as =  — 0,0006, 
ek =  0,00004.

Ў н  с а к к и з и н ч и  боб

КОРРЕЛЯЦИЯ НАЗАРИЯСИ ЭЛЕМЕНТЛАРИ

I- §. Функционал, статистик ва 
корреляцион богланишлар

Кўп маеалаларда ўрганилаётган Y  тасодифий микдорнинг 
битта ёки бир нечта бошқа миқдорларга боғлиқлигини аниқ- 
лаш ва бахолаш талаб қилинади. Аввал Y  нинг битта тасо-
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дифий (ёки тасодифий булмаган) X  миқдорга, кейин эса бир 
нечта миқдорга боғлиқлигини (15- §) текширамиз.

Иккита тасодифий микдор функционал боғланиш билан 
(X II боб, 10-§), ё статистик деб аталадиган бошка тур бог- 
ланиш билан боғланган бўлиши, ски ўзаро боғланмаган бў- 
лиши мумкин.

Қатъий функционал боғланиш кам бўлади, чунки иккала 
микдор ёки уларнинг бири бошқа тасодифий факторларнинг 
таъсирига дучор бўлади, шу билан бирга бу фактоолар 
орасида иккала микдор учун хам умумий бўлганлари (уму
мий дейилганда бу ерда ҳам Y  га, ҳам X га таъсир кўрса- 
тадиган факторлар тушунилади) бўлиши мумкин. Бу ҳолда 
статистик боғланиш юзага келади.
Масалан, Y

Zj, Z2, Vv v2 
тасодифий факторларга боғлиқ, X  эса

Zj, Z%, UI

тасодофий факторларга боғлиқ бўлса, у  ҳолда Y  ва X  ора
сида статистик богланиш бор, чунки тасодифий факторлар 
орасида умумийлари, чунончи ва Z2 бор.

Статистик боғланиш деб шундай боғланишга айтилади
ки, унда_ мицдорлардан бирининг ўзгариши иккинчисинииг 
тақсимоти ўзгаришига олиб келади. Хусусан, статистик 
боғликлик 'миқдорлярдан бирининг ўзгариши иккинчисининг 
ўртача қМматини ўзгаришида кўринади; бу ҳолда статис
тик боғланиш корреляцион боғланиш деб аталади,

X  тасодифий микдор билан функционал эмас, балки 
корреляцион боғланган Y  тасодифий миқдорга мисол кел- 
тирамиз. Айтайлик, Y дон ҳосили, X —  ўғитлар микдори 
бўлсин. Майдони бир хил бўлган участкалардан бир хил 
миқдорда ўғит солинганда ҳам ҳар хил ҳосил олинади, 
яъни У микдор X  миқдорнинг функцияси эмас. Бу тасоди
фий факторлар (ёғингарчилик, хаво температураси ва бош- 
қалар) таъсири билан тушунтирилади. Ш}'нга қарамасдан, 
тажриба кўрсатадики, ўртача ҳосил ўғитлар миқдорининг 
функциясидир, яъня Y  миқдор X  билан корреляцион боь- 
ланиш билан боғланган.
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2- §. Шартли уртача цийматлар.
Корреляцион богликлик

Корреляцион боғлиқлик таърифини аницлаштирамиз, бу
нинг учун шартли ўртача циймат тушунчасини киритамиз.

Айтайлик, У тасодифий микдор ва X  тасодифий мицдор 
орасидаги боғланиш ўрганилаётган бўлсин. X нинг хар бир 
цийматига У нинг бир нечта киймати мос келсин. Масалан, 

=  2 да Y  микдор уг =  5, у2 =  6, г/3 =  10 цийматлар ол
ган бўлсин. Бу сонларнинг арифметик ўртача цийматини 
топамиз:

уг сон шартли ўртача циймат дейилади; у ҳарфи устидаги 
чизиқча арифметик уртача циймат белгиси бўлиб хизмат 
қилади, 2 сони эса У нинг х^ —2 га мос цийматлари қа- 
ралаётганин і кўрсатади.

Олдинги параграфдаги мисолга нисбатан олганда, бу 
мяълумотларни бундай талцин цилиш мумкин: учта бир хил 
участканинг хар бирига 4 бирликдан ўғитсолинди са мос 
равишда 5. 6 ва 10 бирликдан дон олинди; ўртача ҳосил
7 бирлик булади.

Шартли ўртача қиймат ух деб Y нинг X  =  х циймат
га мос цийматларининг арифметик ўртача цийматига айти
лади.

Агар хар бир х цийматга шартли ўртача кийматнинг 
битта циймати мос келса, у холда, равшанки, шартли ур
тача циймат X нинг функциясидир; бу ҳолда V тасодифий 
мицдор X  мицдорга корреляцион боғлиц дейилади.

Y  нинг X  га корреляцион боғлиқлиги '■деб, ух шартли 
ўртача цийматнинг х га функционал боғлицлигига айтилади:

ўх =  Дх). (*)
(*) тенглама У нинг X га регрессия тенгламаси дейила- 

ди; /  (х) функция У нинг X га регрессияси, унинг графиги 
эса Y  нинг X  га регрессия чизиғи дейилади.

Ху шартли ўртача циймат ва X  нинг У га қорреляцион 
боғлицлиги шунга ўхшаш аницланади.

Ху шартли уртача киймат деб X  нинг У =  у га мос 
қийматларининг арифметик ўртача цийматига айтилади.
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X  нинг У  га корреляцион боглиқлиги деб, ху шартли 
ўртача қийматнинг у га боғлиқлигига айтилади:

*у =  Ф (У)- (**)

(**) тенглама X  нинг У  га регрессия тенгламаси дейи
лади; ф(у) функция X  нинг У га регрессияси, унинг графи
ги эса X  нинг У  га регрессия чизиғи дейилади.

3- §. Корреляция назариясининг икки асосий масаласи

Корреляция назариясининг биринчи масаласи корреля
цион боғланиил формасини аниқлаш, яъни регрессия функ
циясининг кўринишини (чизикли, квадратик, кўрсаткичли 
ва ҳ. к.) топиш. Регрессия функциялари кўпч лик лоллар
да чизикли бўлади. Агар f(x) ва ф(у) регрессия функция-
ларининг иккаласи ҳам чизикли бѵлса. у дол да__кор-
реляциячизиқли, акс холда эса ночизиқли дейилади. Рав
шанки, чизиқли корреляцияда иккала регрессия чизиғи хам 
тўғри чизиқлардир.

Корреляция назариясининг иккинчи масаласи — корреля
цион боғланишнинг зичлигини (кучини) аниқлашдир. У  нинг X 
га корреляцион боғлиқлигининг зичлиги У нинг қийматларини 
ух шартли ўртача киймат атрофида таркоқлнгининг каттали
ги бўйича баҳоланади. Кўп тарқоқлиқ У нинг X  га кучсиз 
богликлигидан ёки боғлиқлик йўқлигидан дарак беради. 
Кам тарқоқлик анча кучли боғлиқлик борлигини кўрсатади; 
бу ҳолда У ва X  Ҳатто функционал боғланган бўлиб, ле
кин иккинчи даражали тасодифий факторлар таъсирида бу 
богланиш кучсизланган. бунинг натижасида эса X  нинг 
битта қийматида У турли қнйматлар қабул қилиши мумкин.

X  нинг У га корреляцион боғланишининг зичлиги шун
га ўхшаш (X нинг қийматларини ху шартли уртача қиймат 
атрофида тарқоқлиги бўйича) аницланади.

4- §. Регрессия тўғри чизиғи танланма тенгламаси 
параметрларини группаланмаган маълумотлар буйича топиш

Айтайлик, X  ва У  сон белгилар чизикли корреляцион 
боғланиш билан боғланган бўлсин. Бу холда иккала рег
рессия чизиғи ҳам тўғри чизиқлар бўлади.
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Фараз цилайлик, бу тўғри чизицларнинг тенгламаларини 
топиш учун п та синов ўтказилган бўлиб, натижада nt та 
сон жуфти топилган бўлсин:

(■̂1> Уі)' ix2’ Уі)> • • •' (xn іУп )■
Кузатилаётган сон жуфтларини (X, Y) тасодифий мицдор
нинг мумкин булган барча цийматлари бош тўпламидан 
олинган тасодофий танланма сифатида карат мумкин бўл- 
гани учун бу маълумотлар буйича топилган катталиклар ва 
тенгламаларга танланма номи цўшилади.

Аницлик учун, Y  нинг X  га регрессия тўғри чизиғининг 
танланма тенгламасини излаймиз.

Энг содда цолни карайлик: X  белгининг турли х ций
матлари ва Y белгининг уларга мос у цийматлари бир мар- 
тадан кузатилган бўлсин. Бундай маълумотларни группалаш- 
нинг зарурати йѵц. Шунингдек, шартли ўртача цийматдан 
фойдаланишга ҳам ҳожат йўц, шунинг учун изланаётган

ух =  kx +  b 
тенгламани бундай ёзиш мумкин:

Y =  kx +  Ь.

Y нинг X га регрессия тўғри чизиғининг бурчак коэф- 
фициентини Y  нинг X  га танланма регрессия коэффициен
ти дейиш ва уни рѵг орцали белгилаш цабул цилинган.

Шундай цилиб, Y  нинг X та регрессия тўғри чизиғи- 
нинг

У — РухХ +  Ь (*)
кўринишдаги танланма тенгламасини излаймиз.

Уз олдимнзга рух ва Ь параметрларни шундай танлашни 
вазифа цилиб цўяйликки, кузатиш маълумотлари буйича 
XOY текисликда ясзлган (хѵ уг), (хъ у2), . . . .  (хп, у„) 
нуцталар иложи борича (*) тўғри чизиц яцинида ётсин.

Бу талабнинг маъносини аницлаштирамиз. Ушбу

Уі — Уі (/ =  1 .2 .............. п)

айирмани четланиш деб атаймиз, бу ерда Y, — (*) тенглама 
бўйича ҳисобланган ва кузатилаётган xt цийматга мос ор
дината, yL эса xL га мос кузатилаётган ордината.

рух ва b параметрларни четланишларнинг квадратлари 
йиғиндиси минимал бўладиган цилиб танлаймиз (энг кичик 
квадратлар методининг мазмуни шундан иборат).
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Ҳар бир четланиш изланаётган параметрларга боғлиқ бўл- 
гани учун четланишларнинг квадратлари йиғиндиси ҳам бу 
параметрларнинг Ғ  функцияси бўлади (рух ўрнига вақтинча 
р ёзамиз):

П

Ғ(р, Ь) =
/=1

ёки
п

р(р . ь) =  V  (рх. +  ь — уЛ2-
4=1

Минимумни излаш учун тегишли хусусий ҳосилаларни нол
га тенглаймиз:

П

-%г=2^  (рхі +  ь—уі)х, =
1=1

______________ _____ —д-------------------------
4 г  =  2 2  (Р*< +  ь — У,) =  0.

/=|
Элементар алмаштиришлар бажариб, р ва 6 га нисбатан 
иккита чизиқли тенглама ҳосил қиламиз*.

( 2 * 2)р +  ( 2 * )  ь = 2 * у ;  ( 2 * ) р  +  n b =  (**)
Бу системани ечиб, изланаётган параметрларни топамиз: 

я2*У  — 2 * "2 ? /
Ру V  2 7 ѵ  \2 ’ ,

, 2 **- 2 /  + 2 * 2 * /  
п Ѵ ^ - ( Ь ) 2

X  нинг К  га регрессия тўғри чизиғининг

=  Р хуХ -j- С

танланма тепгламасини шунга ўхшаш топиш мумкин, бу ер- 
да Рд-j, сон X  нинг Y  га танланма регрессия коэффициенти.

Мисол. Y  нинг X  га регрессия тўғри чизиғининг тан
ланма тенгламасини п =  5 та кузатиш маълумотлари бўйи- 
ча топинг.

П
*Ёзувни соддалаштириш мақсадида 2  ўрнига 2  ёзамиз.

i= l

253



X 1,00 1,50 3,00 4,50 5,00 
у 1,25 1,40 1,50 1,75 2,25.

Е ч и л и ш и .  11- ҳисоблаш жадвалини тузамиз.
11-жадвал

х; уі А хі ■ «і

1,00 1,25 1,00 1,250
1,50 1,40 2,25 2,100
3,00 1,50 9,00 4,500
4,50 1,75 20,25 4,875
5,00 ----- 2,25 25,00 11,250

и * ,  =  15 =  8,15 S\xi2 =57,50 ^хіуі =  26,975

Изланаётган параметрларни топамиз, бунинг учун жад
вал бўйича ҳисобланган йиғиндиларни (***) муносабатларга
қўямиз:

5-26,975—15-8,15
5-57,5—152 0,202;

^ _ 57,5-8,15— 15-26,975 _  , n0/1
62,5 —

Изланаётган регрессия тенгламасини ёзамиз:
У =  0 ,2 0 2 * + 1 ,0 2 4 .

Бу тенглама бўйича ҳисобланган У. қийматлар кузатилган 
у. қийматлар билан қанчалик яхши мос келиши ҳақидэ 
тасаввур ҳосил қилиш учун У.—у. четланишларни топамиз. 
Ҳисоблаш натижалари 12-жадвалда келтирилган.

12- ж  а а в а л

н Уі «1 У,~«і

1,00 1,226 1,25 —0,024
1,50 1,327 1,40 —0,073
3,00 1,630 1,50 0,130
4,50 1,933 1,75 0,083
5,00 2,034 2,25 —0,216

254



Жадвалдан кўринишича, четланишларнинг ҳаммаси ҳам 
етарлича кичик эмас. Бу кузатишлар сонининг кичиклиги 
билан изоҳланади.

5- §. Корреляцион жадвал

Кузатишлар сони катта бўлганда битта х кийматнинг 
ўзи пх марта, битта у қийматнинг ўзи tiy марта, сон жуф 
ти (х, у) нинг битта ўзи п марта учраши мумкин. Шу 
сабабли кузатиш маълумотлари группаланади, яъни пх, п 
пху частоталар ҳисобланади. Барча группаланган маълумот. 
лар жадвал кўринишида ёзилиб, у корреляцион жадвал 
дейилади.

Корреляцион жадвалнинг тузилишини мисол орцали 
тушунтирамиз (13-жадвал).

13- ж а д в а л

— Ш 20 30 40 п У

0,4 5 — 7 14 26

0,6 — 2 6 4 12

0,8 3 19 — — 22

пх 8 21 13 18 я =  60

Жадвалнинг биринчи сатрида X  белгининг кузатилган 
цийматлари (10; 20; 30; 40), биринчи устунида эса Y  бел
гининг кузатилган цийматлари (0,4; 0,6; 0,8) кўрсатилган. 
Сатрлар ва устунларнинг кесишишида белгиларнинг куза
тилган цийматлари жуфтларининг пху частоталари ёзилган. 
Масалан, б частота (10; 0,4) сон жуфти 5 марта кузатил- 
ганини билдиради. Ҳамма частоталар томонлари йўғон ко
ра чизиц бўлган тўғри тўртбурчакка жойлаштирнлган. 
Ундаги чизицча тегишли сон жуфти, масалан, (20; 0,4) 
кузатилмаганини англатади.

Сўнгги устунда барча сатрлардаги частоталар йиғин- 
дилари ёзилган. Масалан, йўғон томонли тўғри тўртбур-
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чакнинг биринчи сатридаги частоталар йиғиндиси пу =  5 +  
+  7 +  14 =  26; бу сон Y  белгининг 0,4 га тенг киймати 
(х  белгининг турли кийматлари билан биргаликда) 26 
марта кузатилганини англатади.

Сўнгги сатрда устунлардаги частоталарнинг йиғинди- 
лари ёзилган. Масалан, 8 сони X  белгининг 10 га тенг 
қиймати (Y  белгининг турли қиймгтлари билан биргалик
да) 8 марта кузатилганини кўрсатади.

Жадвалнинг пастки ўнг бурчагида жойлашган ка такка 
барча частоталар йиғиндиси (жами кузатишлар сони п) 
ёзилган. Равшанки, 2  пх — 2  пу =  п- Бизнинг мисолда 

£ п х =  8 +  21 +  1 3 + 1 8  =  60

ва
2 ^ = 2 6 +  12 +  22 =  60.

6-§. Регрессия тўғри чизишнинг танланма тенгламасини 
группаланган маълумотлар бўйича топиш.
Танланма корреляция коэффициенти

4-§ да Y  нинг X  га регрессия тўғри чизиғининг пара- 
метрларини аниклаш учун ушбу тенгламалар системаси 
ҳосил қилинган эди;

( 2 * * ) р ^  +  ( ~ х ) ь  =
( 2 * ) р*« +  яЬ “ 5 >

X  нинг кийматлари ва Y  нинг уларга мос кийматлари 
бир мартадан кузатилган деб фараз қилинган эди. Энди 
эса кўп сонли маълумотлар олинган (изланаётган пара
метрларни амалда қониқарли баҳолаш учун камида 50 та 
кузатиш ўтказилиши лозим), улар орасида т крор- 
ланадиганлари бор ва ѵлар корреляцион жадвал кўрини- 
шида группаланган деб фараз қилайлик. (*) системани у 
корреляцион жадвал маълумотларини акс эттирадиган қи- 
либ ёзамиз. Ушбу аиниятлардан фойдаланамиз:

(X =  нинг натижаси);

-  У  и(у =  ~ ~  нинг натижаси);

— У * 2(х2 =  — нинг натижаси);

256



ху ((х, у) сон жуфти пху марта кузатилган-
лиги ҳисобга олинган)

Бу айниятларнинг ўнг томонларини (*) системага қўйиб 
ва иккинчи тенгламанинг иккала томонини п га қисқарти- 
риб, қуйидагини ҳосил циламиз:

(п ?) рих +  (nx) b =  2  пхуху, I 
(х)рух +  Ь =  у, I

Бу системани ечиб, р ва Ь параметрларни, ва демак, 
изланаётган тенгламани ҳосил киламиз

Ѵх =  Р х /  +  Ь-

Лекин янги катталик — корреляция коэффициент ини 
киритиб, регрессия тенгламасини бошкача кўринишда ёзиш 
мақсадга мувофиқдир. Буни бажарайлик.

{ * * )  нинг иккинчи тенгламасидан b ни топамиз:

Ъ = ў — Рухх.

Бу тенгламанинг ўнг томонини ух =  рукх +  b тенгламага
қўйиб,

yx — 7 = P yt ( х — ~х) _  (***)
ни ҳосил киламиз. (*) системадан, х2 — (x f  =  а\ эканлиги
ни (XVI боб, 10-§) ҳисобга олиб, регрессия коэффициенти-
ни топамиз:

2  п Хух У —  п х і> _  2  п ХуХу  —  п х у _  

9  «х  =  п  1 ? - ( З Г ) 2]  “  У  п ° 1

а х - -Бу тенгликнинг иккала томонини —  касрга кўпаитирамиз

° х Ъ п хуХу - п 'х у
* у х ’ ----  --- -------- —

° у  ~~ п а х ° у

Бу тенгликнинг ўнг томонини г т орцали белгилаймиз ва 
уни танланма корреляция коэффициенти деб атаймиз:



еки

Pyx —  ГТ а  ‘

Бу тенгликнинг ўнг томонини ( ***)  га кўйиб, Y  нинг X  
га регрессия тўғри чизиги танланма тенгламасини ушбу

Ух' У =  гтТ - ( х — х)
кўринишда ҳосил қиламиз.

1-эслатма. X нинг У га регрессия тўғри чизиғи танланма 
тенгламаси ҳам шунга ўхшаш тояилади:

~хц — ~х== гт ~  (У —Ъ,
У

бу ерда

х̂у ■
а х

2- э с латма. Регрессия тўғри чизиқларн тенгламалари янада 
симметрик куринашда ёзилиши мумкин:

Ух — У __ г х — х
° у  " "X

ху — х _  у — 7

°у
3- эслатма. Танланма корреляция коэффициенти алоҳида ҳам 

муҳим аҳамиятга эга. Юқоридагидан келиб чиқишича, танланма кор- 
реляция коэффициенти

С =
2  пху ху — пху

п а х а у
тенглик билан аникланади, бу ерда х, у лар X ва У белгиларнинг 
варианталари (кузатилган қийматлари),

пху  — кузатилган (х, у) варианта жуфгшшнг частотаси, 
п — танланма ҳажми (барча частоталар йиғиндиси);
X , у  — танланма ўртача қийматлар;
ох , о у — танланма уртача квадратик четланишлар.

7- §. Танланма корреляция коэффициентининг хоссалари

Танланма корреляция коэффициентининг хоссаларини 
келтирамиз, булардан эса у чизиқли корреляцион боғла- 
нишнинг зичлигини баҳолаш учун хизмат қилиши келиб 
чиқади.
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Ушбу формулалардан фойдаланамиз (келтириб чицари- 
лишини тушуриб қолдирамиз):

Sy =  Dy(\ -r ly , SK — Dx (I r2), 
бу ерда Sy тегишли yx шартли ўртача қийматлар атрофи
да кузатилган у қийматларнинг дисперсияси;

Dy — умумий уртача циймат у атрофида кузатилган у
цийматларнинг дисперсияси.

S , Dx дисперсиялар ҳам шунга ўхшаш маънога эга.
1. Танланма корреляция коьффициентикинг абсолют 

киймати бирдан ортмайди.
И с б о т и .  Исталган дисперсия манфий змас. Жумла

дан,
Sy =  Dy( 1 - г ? )  > 0 .

Демак,
1 — г2 >  0.

Т

Бу ердан, _  - ------
— 1 <  гт <  1 ёки \гт \ <  1.

2. Агар танланма корреляция коэффициенти нолга 
тенг бўлиб, танланма регрессия чизиқлари тўғри чизиқ- 
лар бўлса, у ҳолда X ва Y  чизицли корреляцион боғланиш 
билан боғланмаган.

И с б о т и .  гт =  0 да Y  нинг X  га регрессиясининг,

Ух — У =  гТ ^ - ( х — х)

танланма тўғри чизиғи тенгламаси ушбу кѵринишга эга 
бўлади:

Уя - Ў ~  о
ёки

'Ўх =  Ў -

Гт =  0 да X  нинг Y га регрессия тўғри чизиғи тенгла
маси

X =  Xу
кѵринишга эга. Шундай цилиб, гт =  0 да шартли ўртача 
цийматлар тегишли аргументларнинг ўзгаришида ўзгармас 
цийматли бўлади; шу маънода X  ва Y  чизицли корреля
цион бокланиш билан боғланмаган деб хисоблаш мумкин.
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Ш у қаралаётган ҳолда регрессия тўғри чизиклари тегиш
ли координата ўцларига параллел эканлиги равшан.

Эслатма.  Агар танланма корреляция коэффициенти нолга 
тенг бўлса, у ҳолда X ва Y белгилар н о ч и з и қ л и  корреляцион ва 
хатто функционал боғланиш билан боғланган бўлиши мумкин.

3. Агар танланма корреляция коэффициентининг абсо
лют циймати бирга тенг бужа, у холда _белгиларнинг ку
затилаётган цийматлари чизицли функционал боғланиш 
билан боғланган.

Агар | гт | = 1  бўлса, у ҳолда Sy =  D y ( 1 — г?) =  0. Бу 
ердан ушбу тенглик келиб чицишини кўрсатиш мумкин:

У — y — rT%L (x — x) =  0
_________________________________________ X

Кўриб турибмизки, кузатилаётган исталган (х, у) сон жуф
ти X ва у га нисбатан чизицли бўлган бу тенгламани кано- 
атлантиради, яъни белгининг танланмадаги цийматлари 
чизикли функционал боғланиш билан боғланган. Бу ер
дан ҳали белгилар бош тўпламда ҳам чизицли функцио
нал боғланиш билан боғланган деган ишонч билан хулоса 
чицариш мумкин эмаслигини цайд цилиб ўтамиз (катта 
ҳажмли репрезентатив танланма бўлганда нормал тацсим
ланган бош тўпламда белгилар орасидаги боғланиш чизиц- 
лига яцин ва ҳатто чизицли булади).

4. Танланма корреляция коэффициентининг абсолют 
циймати ортиб борган сари чизицли корреляцион боғланиш 
янада зичроц бўла боради еа | г  | =  /  . да функционал 
боғланишга ўтади.

И с б о т и .  Ушбу
(І - ф  SX =  D X( 1 - r ? )  

формулалардан кўриниб турибдики, rT нинг абсолют цпй- 
мати ортиши билан Sy ва Sx дисперсиялар камаяди, яъни 
белгиларнинг кузатилаётган цийматларининг шартли ўрта- 
ча цийматлар атрофида тарцоцлиги камаяди, ана шунинг 
ўзи эса белгилар орасидаги зичлик ортишдаи ва [гт̂ | =  1 
да 3-хоссадан келиб чицишича, функционал боғланишга 
ўтишини англатади.

Келтирилган хоссалардан гт нинг маъноси келиб чица
ди: танланма корреляция коэффициенти танланмада сон 
белгилар орасидаги ч и з и ц л и  боғланиш зичлигини харак
терлайди: I гт I катталиіс 1 га цанча яцин бўлса, боғла-
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ниш шунча кучли; | г т | катталик 0 га цанча яцин бўлса, 
боғланиш шунча кучсиз.

Агар танланма етарлича катта ҳажмга эга ва бош 
тўпламни яхши тасвирласа (репрезентатив бўлса), у ҳол- 
да белгилар орасидаги зичлик ҳакида танланма маълумот
лари буйича олинган хулоса маълум даражада бош туп- 
ламга ҳам таркатилиши ҳам мумкин. Масалан, нормал 
тацсимланган бош тўплам корреляция коэффициентини 
баҳолаш учун (п 50 да)

.2 1 I .2
о 1 — ГТ О 1 +  г-

Гт~ 3 Т ^  < Г б < г * +  3 у т

формуладан фойдаланиш мумкин.

1- эслатма- Танланма корреляция коэффициентининг ишсраси 
танланма регрессия коэффициентлари ишораси билан бир хил булади, 
бу ушбу формулалардан (4- §) келиб чицади:

Рху =  ГТ Рху =  ГТ ( * )
X с у

2 - эс л а т м а .  Танланма корреляция коэффициента танланма 
регрессия коэффициентларининг геометрик уртача цийматига тенг. 
Дарҳациқят, (*) тенгликларнинг чап ва ѵнг томонларини кўпайтириб, 
цуйидагини ҳосил циламиз:

2
Р х у  р х  у  гт*

Бѵ ердан

ГТ = *  ѴРу, Р.ху
Радикал олдидаги ишора 1- эслатмага мувофиц регрессия коэ р Ьициент- 
лари ишоралари билан бир хил цилиб олиниши лозим.

8- §. Танланма корреляция коэффициентини 
ҳисоблашнинг тўрт майдон усули

Корреляцион жадвал маълумотлари буйича танланма 
корреляция коэффициентини баҳолаш талаб цилинсин. Агар

Хі — с, у. — с2
и = ----- ------- ва V. =  -----1 hi I /ц

шартли вариантларга ўтиладиган бўлса, ҳисоблашларни 
анча соддалаштириш мумкин. Бу холда танланма корреляция
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коэффициенти ушбу формула буйича ҳисобланади (шартли 
взрианталарга ўтиш гт катталикни ўзгартирмайди):

Z  Пиѵ иѵ ~ пиѵ 
ГУ =  паи

и  V , а и , катталиклар кўпайтмалар методи (X V II боб,
4-§) бўйича ҳиссбланкши мумкин. Энди ^ .п игиѵ ниҳисоб- 
лаш усулини кўрсатиш қолди. Тўрт майдон і.сули худди 
шу мақсадга хизмат қилади. Усулнинг номи энг катта 
частотани ўз ичига олган катакда кесишадиган сатр ва 
устун корреляцион жадвални майдонлар деб аталадиган 
тўрт цисмга бўлиши билан боғлиқ. Майдонлар 14-жадвал
да кўрсатилганидек номерланади.

14- ж ад в а л

U 0

1 II

0 Энг кат. 
частота

III IV

Ҳисоблаш қандай олиб борилишини кўрсатамиз, бу
нинг учун ҳозирча I майдон билан чекланамиз. Айтайлик, 
14-жадвалнинг биринчи майдонидан иборат қисми 15-жад- 
вал кўринишида тасвирланган бўлсин.

15- ж а д в а л

N .  и

V
— 3 — 2 — 1

— 2 5 1 —

— 1 — 20 23

и ва V варианталар жуфтлари кўпайтмаларини топамиз 
ва уларни тегишли частоталарни ўз ичига олган катак- 
ларнинг юқоридаги ўнг бурчакларга жойлаштирамиз. и =
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=  — 3 ва V =  — 2 варианталар жуфти 5 марта кузатил
ган булсин; иѵ =  (— 3)-(— 2) =  6 кўпайтмани 5 частотани 
уз ичига олган катакнинг юцоридаги ўнг бурчагига ёза
миз. Биринчи мяйдоннинг цолган катакларини ҳам шунга 
ўхшаш тўлдириб, 1 6- жадвални ҳосил киламиз.

16- ж а д в а л

—3 _о — 1

—2
1 6

5
L i
7 —

— I —
L i

20
L i

23

Қолган майдонларнинг катаклари хам шунга ўхшаш 
тўлдирилади. Шундай қилиб, ҳар бир катанка (пиѵ часто
тани уз ичига олган) иѵ кўпайтма ҳам ёзилган бўлади, 
энди ҳар бир катакдаги пиѵ ва иѵ сонларни кўпайтириш 
ва натижаларни қўшиш колади; натижада изланаётган
2  Ппѵиѵ сонни ҳосил қиламиз.

Ҳисоблашларни контрол килишни кулайлаштириш мац
садида ҳар бир катакдаги пиѵ ва иѵ сонларнинг кўпайт- 
малари цар бир майдон учун алоҳида цушилади, шу билан 
бирга ҳисоблаш ҳар бир майдоннинг сатрлари бўйича ва 
устунлари бўйича олиб борилади. Майдон сатридаги пиа ■ иѵ 
сонлар йиғиндисини ўнгда жойлашган цўшимча устунлар- 
дан сонлари жамланаётган майдон билан бир хил номерга 
эга булга ни га ёзилади. Майдон устунидаги пиѵ иѵ сонлар 
йигиндисини пастда жойлашган цўшимча сатрлардан сон
лари жамланаётган устун билан бир хил номерга эга 
бўлганнга ёзилади. Сонларнинг ҳар бир майдон бўйича 
алоҳида йиғиндиларини жадвалнинг пастки ўнг бурчагидаги 
тўртта якуний катакка ёзилади. Ницоят, якуний катаклар- 
даги барча сонларни цўшиб, изланаётган сон цосил цили
нади.

Ҳисоблаш жадвали схематик тарзда 17-жадвал кўри- 
нишида тасвирланган. 17-жадвал цандай тўлдирилганли-
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гини тушунтирамиз (яццоллик мацсадида цисоблаш бирин
чи майдон учунгина олиб борилади).

17- ж а д в а л

и— ѵ----- **--^— —3 —2 — 1 0 1 и

—2 1 6
5 L L7 — 58

—  1 — 1 220 II 63

0 3:1 in. .Т.
ч. с I ота III IV

[II IV

I 30 68 23 II 121 II

III IV III IV

Биринчи майдоннинг сатрлари бўйича пиѵ ва иѵ лар
нинг купайтмалари йигиндиларини топамиз (5 • 6 +  7 • 4 =  
=  58; 20 ■ 2 +  23 • 1 =  63) ва уларни цўшимча I устунга 
жойлаштирамиз.

Биринчи майдоннинг устунлари бўйича п ва иѵ лар
нинг купайтмалари йиғиндиларини топамиз (5-6 =  30;
7-4-(-  20-2 =  68; 23-1 =  23) ва уларни цўшимча I устун
га жойлаштирамиз.

I цўшимча устундаги сонлар йиғиндисини топамиз 
(58 +  63 =  121) ва ѵни (жадвалнинг пастки ўнг бурчаги- 
даги) биринчи якуний катакка ёзамиз.

Контрол цилиш мацсадида цушимча сатрнинг барча 
сонларини цўшамиз (30 +  68 +  23 =  121).

Қолган майдонлар бўйича ҳисоблаш ҳам шунга ўхшаш 
олиб борилади.

Мисол. 18-корреляцион жадвалда берилган маълумот
лар бўйича танланма корреляция коэффициентини топинг.

Е ч и л и ш и .  Шартли вариантларга ўтамиз; ц =  л =
у__

=  ——— (с2 сохта ноль сифатида энг катта частотага эга
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бўлган X — 40 варианта олинди; ft, қадам иккита қўшни 
варианта орасидаги айирмагача тенг; 20— 1 0 = 1 0 )  ва
V =  (с, сохта ноль сифатида энг катта час-/і2 Ш
тотага эга бўлган у =  35 варианта олинди; h2 қадам ик
кита қўшни варианта орасидаги айирмага тенг: 25—  15 =  10).

18- ж а д в а л

10 20 30 40 50 60 пу

15 5 7 — — — 12

25 — 20 23 — — — 43

35 __ __ 30 47 2 — 79

45 — — 10 11 20 6 47

55 — — — 9 7 3 19

пх 5 27 63 67 29 9 п =  200

Шартли варианталар буйича корреляцион жадвал туза
миз. Бу амалда бундай бажарилади: биринчи устунда энг 
катта частотага эга бўлган варианта (35) ўрнига 0. нол
нинг тепасига кетма-кет — 1, — 2, нолнинг тагига 1,2 
ёзилади. Биринчи сатрда энг катта частотага эга бўлган 
варианта (40) ўрнига 0, нолдан чапда кетма-кет -— 1, — 2, 
— 3, нолдан ўнгда 1,2 ёзилади. Қолган барча маълумотлар 
дасглабки корреляцион жадвалдан кўчириб ёзилади. Нати
жада шартли варианталар бўйича 19- корреляцион жадвал- 
ни ҳосил киламиз.

и ,  и , п и  ва а и катталикларни кўпайтмалар методи би
лан топиш мумкин; аммо ва лар кичик бўлгани 
учун и ва V ни ўртача циймат таърифига асосланиб, аи
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ва оѵ ни эса ушбу формулалардан (XVI  боб, 10-§) фойда
ланиб ҳисоблаймиз:

о и =  V  и2—  (и)2 , о ѵ = У ГV2— (Ғ)2 .

и ва V ни топамиз:
— 2  п„ и и — и

_  5 - ( - 3 )  +  2 7 - ( - 1 )  +  6 3 - ( - 2 )  +  29-1 + 9 - 2  _  л дг 
~  200 —

е  1 2 - ( - 2 ) +  4 3 . ( - 1 )  + 47.1 +  19.2 _ n n q . 
п 200

Ёрдамчи и2 микдорни, кейин эса аи ни ҳисоблаймиз:
- 2 5-9 +  27-1 -f 63-4 +  29-1 +  9-4 
и — 200

ои = Ѵ и 2—(и)г = Ѵ  1,405 —0,425г=  1.106.

Шунга ўхшаш оѵ =  1,209 ни хрсил киламиз.
Х>іиѴиѵ ни тўрт майдон усули билан топамиз, бунинг учун 
20- ҳисоблаш жадвалини тузамиз.

19-жадва л

—3 —2 — 1 0 1 2 Пѵ

—2 5 7 — — — — 12

—1 — 20 20 — — — 43

0 — — 30 47 2 — 79

1 — — 10 11 20 6 47

2 — — — 9 3 19

«и 5 I 27 63 ! 67
і

29 9 n=200
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20- ж а д в а л

—3 —2 —1 0 1 2 1 и  !

—2 СЛ 
I

1J 1 47 '— — — — 58 —

—1 —
1 2 20 — — — 63 —

0 III IV

1 — — « М 11 
20 — 1 2 6 1— — 10 32

2 — — —
2

7
4

3 — 26

1 30 68 23 II — — 121 —

III — — —10 IV 34 24 і - , 0 58

Якуний катаклардаги (20- жадвалнинг пастки ўнг бурча- 
гидаги 4 та катак) сонларни қўшамиз.

У  п1іѴиѵ =  121 —  10 +  58 =  169.

Изланаётган корреляция ко-)ффицентини топамиз:

,пиѵиѵ— пи V __ 169— 200- (— 0,425) -0 ,09  __q  gQ^

Шундай қилиб,
2 0 0 -1 ,1 0 6 -1 ,2 0 9

Гт =  0,603.

9- §. Регрессия тўғри чизиғи танланма тенгламасини 
топишга доир мисол

Энди, Гт ни қандай ҳисоблаш маълум бўлгандан сўнг. рег
рессия тўғри чизиі и тенгламасини нзлашга доир мисол кел
тириш максадга мувофиқдир.

267



Гт ни топишда и, ѵ, ст., ва аи ҳисобланган бўлгани учун 
ушбу формулалардан фойдаланиш мақсадга мувофиқдир:
ох == hi оиі Оу = : /̂ gCTy, X —- и hi +  у t= у /?2 +  из*

Бу ерда олдинги параграфдаг ■ белгилашлар сақланди. Ки- 
тобхонга бу формулаларни мустақнл келтириб чиқаришни 
тавсия киламиз.

Мисол. Олдинги параграфдаги мисол нинг 18-корреля
цион жадвалидаги маълумотлари буйича К  нинг X  га регрес
сия тўғри чизиғи танланма тенгламасини топинг.

Е ч и л и ш и .  Изланаётган тенгламани умумий кўриниш- 
да ёзамиз:

Ў = гт  S ’ (х—Х). (*)

Корреляция ^коэффициенти олдинги параграфда ҳисоб- 
ланган эди. х, у, ох ва ов ни топсак бўлди:

X =  и ^  +  с, =  _  0,425 • 10 +  40 =  35,75;

ў =  о h2 +  г2 =  0.09 • 10 +  35 =  35,9; 
ох — Ou hi =  1,106-10 =  11,06;
0у =  0и /г2=  1,209-10 =  12,09.

Топилганларни (*) га куйиб, изланаётган

~ух — 35,9 =  0 , 6 0 3 ( х— 35,75)

тенгламани, ёки узш.-кесил

Ух =  0,659 X +  12,34

тенгламани хосил килам, з.
Э нди: а)̂  бу тенглама бўйича ҳисобланган б) корреляцион 

жадвал бўйича шартли ўртача қийматларни таққослаймиз: 
Масалан, х = 3 0  да:

а) ў30 =  0,659-30 +  12,34 =  32,11;
б) ў „ - ^ 2_5 +  30̂ .35 +.0-45 =  32 94

Кўриб турибмизки, ҳисобланган ва кузатилган шартлм 
ўртача қийматларнинг мос келишн қониқарлидир,
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10-§ . Исталган корреляцион богланиш ўлчовини 
киритишга доир дастлабки мулоҳазалар

Юкорида чизицли корреляцион боғланиш зичлнгининг 
баҳоси текширилди. Исталган корреляцион боғланиш зич- 
лигини цандай баҳолаш мумкин?

Айтайлик, X  ва Y  сон белгилар устида кузатиш маъ
лумотлари корреляцион жадвал кўринишга келтирилган 
бўлсин. Ш у билан Y  нинг кузатилган цийматлари группа
ланган деб ҳисоблаш мумкин; хар бир группа У нинг X  
нинг тайин цийматларига мос келадиган кийматларини ўз 
ичига олади.

Масалан, 21- коррелляцион жадвал берилган бўлсин.

21- ж  а д в а л.

X 9

3 4 13

5 6 7

10 20

Их 4,2 3,7

Биринчи группага Y  нинг хг = 8  цийматга мос келган 10 
та циймати (4 марта Уі = 3  ва 6 марта уг = 5  кузатилган) 
тегишли.

Иккинчи группага Y  нинг хъ = 9  га мос келган 20 та 
циймати (13 марта = 3  ва 7 марта у2 = 5  кузатилган) 
тегишли.

Шартли ўртача цийматларни энди группавий ўртача 
цийматлар деб аташ мумкин; биринчи группанинг группавий 
ўртача циймати:
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-  _  13-3+7.5 „
У9 20 ’

Y белгининг барча цийматлари группаларга ажратилгани 
учун белгининг умумий дисперсиясими группаичи ва груп
пааро дисперсиялар йиғиндиси кўринишида тасвирлаш мум
кин (XVI  боб, 12-§):

DyM — D +  D m
г р . и ч и  1 г р . а р о  1 )

Қуйидаги даъволарн нг ўринли эканлигини кўрсатамиз:
1) агар Y  белги X  билан функционал богланиш орцали 

богланган булса, у ҳолда

^ г р .  a p o  ___  , _

Оуы ~  ’
2) агар Y  белги X  билан корреляцион боғланиш орца

ли боғланган бўлса, у ҳолда

^ Y p .  a p o  ,

Dyu ^  '

И с б о т и .  Агар Y белги X  га ф у н к ц и о н а л  б о ғ л а -  
н и ш билан богланган бўлса, у  ҳолда X  нинг тайин кийма- 
тига Y нинг битта циймати мос келади. Бундай ҳолда ҳар 
бир группада У нинг ўзаро тенг цийматлари бўлади*, шу- 
кинг учун ҳар бир группанинг группавий дисперсияси нол
га тенг. Демак, группавий Дисперсияларнинг (группаларнинг 
х.ажмлари бўйича вазний) арифметик ўртача циймати, яъни 
группаичи дисперсия D rp ичи =  0 ва (*) тенглик

Пум ~  Огр аро

кўринишни олади, бу ердан
Д

и к ки н ч и  гр у п п а н и н г г р у п п а в и й  ў р т а ч а  ц и й м а т и ;

г р .  а р о  

Оум =  1.

2) агар У белги X га к о р р е л я ц и о н  б о ғ л а к и ш б н- 
л а н боғланган бўлса, у  ҳолда X  нинг тайин цийматига У 
нинг, умуман айтганда, турли (группа ташкил циладиган) 
цийматлари мос келади. Бундай ҳолда группанинг ҳар бир

* Масалан, х,=3 қийматга і/х =7  мос келиб, шу билан бирга 
Аі =3 киймат 5 марта кузатилган бўлса, у ҳолда группада 5 та 
Уг =7 киймат булади.
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группами дисперсияси нолдан фарқли. Демак, группавий 
дисперсияларнинг (группаларнинг ҳажмлари буйича вазний) 
арифметик ўртача циймати: D rp нчи ф  0.
У  ҳолда

Д г р .  а р о ^  DY™
(битта мусбат қўшилувчи D аро иккита мусбат цўшилув 
чи йиғиндиси Drp ичи +  Drp аро =  Dyu Дан кичик).

^ г р .  аро ^  t  
Г)иу\\

Юкорида келтирилган мулоҳазалардан кўриниб турибди- 
ки, белгилар орасидаги боғланиш функционал боғланишга 
цанчалик яқин бўлса, D rp ичи шунчалик кичик ва демак, 
D rp аро Дисперсия £>ум га шунчалик кўп яцинлашади, бу

деган сўз Ргр-аро нисбат бирга шунчалик яцинлашади. Бу
________________ Дум  ̂ _ _ _ _ _
ердан, равшанки, корреляцион боғланиш зичлигининг ўлчо- 
ви сифатида группааро дисперсиянинг умумий дисперсияга 
ёки худди шунинг ўзи, группааро ўртача квадратик четла
нишнинг умумий ўртача квадратик четланишга нисбатини 
цараш мацсадга мувофикдир.

11-§. Танланма корреляцион нисбат

Танланмада белгилар орасидаги чизикли корреляцион 
боғланиш зичлигини баҳолаш учун танланма корреляция 
коэффициенти хизмат цилади. Ночизиқли корреляцион боғ- 
ланиш зичлигини баҳолаш учун цуйидаги янги йиғма харак
теристикалар киритилади:

г\ух — Y  нинг X  га танланма корреляцион нисбати; 
ч\ху —  X  нинг Y  га танланма корреляцион нисбати.
Y  нинг X  га танланма корреляцион нисбати деб, груп

пааро ўртача квадратик четланишнинг умумий ўртача квад
ратик четланишга нисбатига айтилади:

_ q rp. аро
ЧУХ — а°уы

ёки, бошцача белгиласак,

а и >
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Ч  “  ,р -  | / S i i f c a ' ;

о , -  ѵ т ^ -  y ^ S ^ E L

бу ерда п — танланма ҳажми (барча частоталар йиғиндиси); 
пх — X  белги X цийматининг частотаси; 
пу — У белги у цийматининг час ютэси;
у — Y  белгининг умумий ўртача қиймати,
ух — белгининг шартли уртача циймати.

X  нинг Y  га танланма корреляцион нисбати шунга ўх- 
шаш аницланади:

б у  ер д а

Мисол. 22- корреляцион жадвал маълумотлари бўйича 
г}ух ни топинг.

22- ж а а в а л.

X
Y

10 20 30 ПУ

15 4 28 6 38

25 6 —
e j

12

пх 10 28 12 j 3 II сл 
!

о

Тх 21 15 20

Е ч и л и ш и .  Умумий ўртача цийматни топамиз:

-  2  ny,j _  38-15+12-25 _  . -  . 
у ~  п 50 ~  •
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Умумий ўртача квадратик четлаиишни топамиз: 

ои У ?

=  | / 38 (15—17 ,4)2 +  12 (25—1714)̂  =  4 2? 

Группааро ўртача квадратик четланишни топамиз:

j / —
( t/A '
50

_  j / 10 (21—17,4)а+28 (15—1 7 + 1 2  (20-16,4)2 =  2 73 

Изланаётган корреляцион нисбат:

12-§.  Танланма корреляцион нисбаінинг хоссалари

г\ух қандай хоссаларга эга бўлса, r\xy ҳам шу хоссалар
га эга бўлгани учун фақат г\ух танланма корреляцион нис- 
батнинг хсссаларини санаб ўтамиз ва ёзувни соддалаштириш 
максадида бундан кейин уни і] деб белгилаймиз ҳамда ай- 
тишга осон бўлиши учун «корреляцион нисбат» деймиз.

1. Корреляцион нисбат ушбу кўш тенгсизликни қано- 
атлантиради:

0 <  л <  1.

И с б о т и .  ц ^ - 0  тенгсизлик г| манфий бўлмаган сонлар— 
(группавий ва умумий) ўртача квадратик четланишларнинг 
нисбати эканлигидан келиб чнқади.

т і< 1  тенгсизликни исботлаш учун

О у м  £ > г р . и ч и  ^ г р . а р о

формуладан фойдаланамиз. Бу тенгликнинг иккала қисмини 
Z)y„  га бўламиз:

J  ___  ^ г р . и ч и  ^ г р . а р о

еки
А

Lty M
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Иккала қўшилувчи ҳам манфиймзс ва уларнинг йиғиндиси 
бирга тенг булгани учун уларнинг хар бири ҳам бирдан 
ортиқ бўлмайди, хусусан

т)2 <  1.
т ]>  0 эканлигини эътиборга олиб, бундай хулосага келамиз:

-----------  П <  Л <  1_______  _______________
2. Агар г] = 0  бўлса, у холда Y белги ҳам X белги би

лан корреляцион боғланиш билан боғланмаган.
И с б о т и .  Шартга кўра

Л =  = 0 ,
°ум

бу ердан

ва демак.

Я р . а р о  = ° -

Группааро дисперсия ух шартли (группавий) ўртача қий- 
матларнинг у умумий ўртача цийматга нисбатан дисперсия- 
сидир.

Группааро дисперсиянинг нолга тенглиги шартли ўртача 
қийматлар X  белгининг барча цийматларида (умумий ўрта- 
ча кийматга тенг бўлгзн) ўзгармас қийматини сацлашини 
билдиради. Гсшқача сўз билан айтганда, г| =  0 бўлганда 
шартли ўртача қиймат X нинг функцияси эмас, ва демак,
Y  белги X  белгига корреляцион боғланиш билан боғланмаган.

1-эслатма . Тескари даъвони ҳам исботлаш мумкин: агар У бел
ги X белгига корреляцион боғланиш билан боғланмаган бўлса, у хрл- 
да г] — 0.

3. Агар т] =  1 бўлса, у ҳолда Y  белги X белгига функ
ционал боғланиш билан боғланган.

И с б о т и .  Шартга кўра
_  ^гр.аро _  J 

' Оум
Бу ердан

СГум =  Огр.аро ■
Бу тенгликнинг иккала томонини квадратга кўтариб,

А™ =  ^ гр .а р о  (*)
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ни ҳосил циламиз. £>ум =  Drp ичи +  £>rp.apo бўлгани учун 
(*) га кўра

D = 0 .  (**\г р . и ч и  V ;

Группаичи дисперсия группавий дисперсияларнинг (группа- 
ларнинг хажмлари бўйича вазний) арифметик ўртача ций
мати бўлгани учун (**) дан хар бир группанинг (Y нинг 
X  нинг тайин цийматига мос цийматларининг) дисперсияси 
нолга тенглиги келиб чицади. Бу эса ҳар бир группада Y 
нинг тенг цийматлари борлигини, яъни X нинг ҳар бир 
цийматига У  нинг битта циймати мос келишини англатади, 
Демак, г) =  1 бўлганда Y  белги X белгига функционал 
боғланиш билан боғланган.

2- эслатма.  Тескари даъвони ҳам исботлаш мумкин: агар У 
белги X белгига функционал боғланнш билан боғланган бўлса, у 
ҳолда т)=1.

Яна иккита даъвони исботсиз келтирамиз:
4. Танланма корреляцион нисбат танланма корреляци

он коэффициентнинг абсолют кийматидан кичик эмас:
Ч>\Гт\.

5. Агар танланма корреляцион нисбат танланма кор
реляция коэффициентининг абсолют цийматига тенг бўлса, 
у ҳолда аниц чизицли боғланиш ўринли бўлади.

Бошцача сўз билан айтганда, агар і) =  | rT j бўлса, у 
ҳолда (хь Ух), (х2, у2), . . (хп, уп) нуцталар энг кичик 
квадратлар методи билан топилган регрессия тўғри чизиғи- 
да ётади.

13-§. Корреляцион нисбат корреляцион богланиш ўлчови 
сифатида. Бу ўлчовнинг афзалликлари ва камчиликлари

Олдинги параграфда цуйидагилар аницланди: rj =  0 
бўлганда белгилар корреляцион боғланиш билан боғланма- 
ган, г] =  1 бўлганда функционал боғланиш ўринли.

Энди г] ортиши билан корреляцион боғланиш борган 
сари зичроц бўлишига ишонч ҳосил циламиз. Ш у мақсадда

Dyu — Орр.ичи +  ^граро 
муносабатни бундай алмаштирамиз:

П _  П ( \ ^гр.аро \  іѵгр.ичи — Uyu 1 ----- j;;-----
V ум 1'
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Агар т] -> 1 бўлса, у ҳолда Drp • ИЧИ ~^ О, демак, нолга груп
павий дисперсияларнинг ҳар бири хам интилади. Бошцача 
сўз билан айтганда, ті нинг ортиши билан Y  нинг X  нинг 
тайин цийматига мос кийматлари бир-биридан борган сари 
кам фарқланади ва Y  нинг X  га боғлиқлиги борган сари 
зичлашиб, г] =  1 бўлганда функционал боғланишга ўтади.

Юқоридаги мулоцазаларда корреляцион боғланиш шак
ли ҳацида ҳеч цандай тахмин қилинмагани учун r\ н и с 
б а т  и с т а л г а н  к ў р и н и ш д а г и  б о ғ л а н и ш ,  шу ж у м 
л а д а н ,  ч и з и к л и  б о ғ л а н и ш  з и ч л и г и н и н г  х а м  
ў л ч о в и  б ў л и б  х и з м а т  ц и л а д и .  Корреляцион нисбат. 
нинг факат чизицли боғланишнинг зичлигини баҳолайдигон 
корреляция коэффициентидан устунлиги ҳам ана шундадир 
Ш у билан бир цаторда корреляцион нисбат к а м ч и л и к к а  
ҳам эга; у кузатиш маълумотлари бўйича топилган нуц- 
талар тайин кўринишдаги эгри чизикка, масалан, парабола- 
га, гипербол ага вэ ҳ. к. га цанчалик я кин жойлаш- 
ганлиги ҳақида сўз юритишга имкон бермайди. Бу нарса 
корреляцион нисбатни таърифлашда богланиш шакли эъти
борга олинмаганлиги билан изоҳланади.

ё к и

А-р.ичи =  Оум 0  —  П2)-

14- §. Эгри чизицли корреляцияні;нг энг седда ҳоллари

Агар регрессия графиги yx — f (х) ёки ху =  ср (у) эгри 
чизик билан тасвирланадиган бўлса, корреляция эгри чи
зикли дейилади.

Масалан, Y  нинг X га регрессия функциялари куйида
ги кўринишларда бўлиши мумкин;

ух — ах2 +  Ьх +  с (иккинчи тартибли параболик корре
ляция);

ух =  ах3 4- Ьх2 4- сх 4- d (учинчи тартибли параболик кор
реляция);

— а
ух =  ~  4- Ъ (гиперболик корреляция).

Эгри чизицли корреляция назарияси чизикли корреля
ция назарияси цайси масалаларни ҳал цилса, шу масалалар
ни (корреляцион боғланиш шакли ва зичлигини аницлаш) 
ҳал цилади.
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Регрессия тенгламасининг номаълум параметрлари энг 
кичик квадратлар усу пн билан изланади. Эгри чизиқли кор
реляция зичлигини баҳолаш учун танланма корреляцион нис
батлар хизмат киладч (11 - §).

Ишнинг мохиятини аниклаш мақсадида иккинчи тар
тибли параболик корреляция билан чекланамиз, бунда п та 
кузатиш (танланма) маълумотлари худди шундай корреля
ция ўринли деб аташга имкон беради деб ҳисоблаймиз. Бу 
.холда У  нинг X га танланма регрессия тенгламаси ушбу 
кўринишда булади;

ух =  А х2 -J- Вх С, ( * )
бу ерда А, в , С — номаълум параметрлар.

Энг кичик квадратлар усулидан фойдаланиб, номаълум 
параметрларга нисбатан чизикли тенгламалар системаси ҳо- 
сил килинади;

( 2  пхх4) А +  ( 2  ПхХ3) В +  (V  ПхХ2) С =  2  ПхУЛг 

А -+ f ^ n xx2> В +  ( V  п ^ )  С =  ^ п ху~х; 

( 2  Пхх2) А +  ( 2  Пхх) В +  пС =  2  пхУ<

(формулани келтириб чиқариш тушириб қолдирилди, чунки 
у 4-§ дагига нисбатан янгилик киритмайди).

Бу системадан топилган А, В , С параметрлар (*) га 
қўйилади, натижада изланаётган регрессия тенгламаси ҳо- 
сил килинади.

23- ж а д в а л

27?



Мисол. 2 3- корреляцион жадвалдаги маълумотлар бўйи- 
ча Y  нинг X  га ух =  Ах2 +  Вх-\- С кўринишдаги танлан
ма регрессия тенгламасини топинг.

24- ҳисоблаш жадвалини тузамиз.
24- жадвалнинг пастки сатридаги сонларни (йиғиндиларни) 

(**) га қўйиб, система хрсил қиламиз:

74,98 А +  67 48 В +  60,89 С =  413,93,
67,48 А +  60,89 В +  55,10 С =  373,30, .
60,89 А +  55,10 В +  50 С =  337,59.

24- ж а д в а л

X пх Ух пхх V ' пх*' V 4 пхух " А 1 пхУхх'

1 8 6 8 8 8 8 48 48 48

1.1 33 6,73 36,3 39,93 43,93 48,32 222,09 244,30 268,73

1.2 9 7,5 10,8 12,96 15,55 18,66 67,50 81 97,20

2 50 — 55,1 60,89 67,48 74,98 337,59 373,30 413,93

Бу системани ечиб, қуйидагиларни топамиз:

А =  1,94, В =  2,98, С =  1,10.

Изланаётган регрессия тенгламасини ёзамиз:

ух =  1,94 л:2 +  2,98х +  1,10.

Бу тенглама бўйича ҳисобланган шартли ўртача киймат 
лар корреляцион жадвалдаги шартли ўртача қийматлардан 
сал фарн; қилишига осонгина ишонч ҳосил қилиш мумкин. 
Масалан, ху =  1 да: жадвал бўйича уг =  6; тенглама бўйи- 
ча у1 =  1 9 4 +  2,98 +  1,10 =  6,02. Шундай қилиб, топил
ган тенглама кузатиш (танланма) маълумотлари билан ях
ши мос келади.
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Ушбу параграфга қадар корреляцион боғланиш иккита 
белги орасида карал га и эди. Агар бир неча белги орасида
ги боғланиш ўрганилаётган бўлса, корреляция тўпламий кор
реляция дейилади.

Энг оддий ҳолда белгилар сони учта ва улар орасидаги 
боғланиш чизшуш бўлади:

г  =  ах by +  с.

Бундай ҳолда куйидаги масалалар юзага келади:
1) кузатиш маълумотлари бўйича боғланишнинг

z =  Ax -j- By С (*)

кўринишдаги танланма тенгламасини, яъни А ва f i  рег
рессия коэффициентларини ҳамда С параметрни топиш;

2) Z билан иккала X, Y белги орасидаги боғланиш зшь 
лигини аниклаш;

3) Z ва X (Y  ўзгармас бўлганда) орасидаги, Z ва Y (X 
узгармас бўлгаида) орасидаги боғланиш зичлиіиии баҳолаш.

Биринчи масала энг кичик квадратлар усули ёрдамида 
ечилади, бунда (*) тенглама ўрнига

z — z — А (х — х) 1 - В (у — у)

кўринишдаги боғланиш тенгламасини излаш қулайроқ, бу 
ерда

д __ гхг  г Уг r xy a z д  __ r yz Гхг  г ху  огг
^  — 1 2 * — *» & — 1 2 ----

1 ~ Гху 8х 1 - г - у О у

Бу ерда гхг, г уг, г ху мсс равишда X  ва Z, У ва Z, X ва
Y  белгилар орасидаги корреляция коэффициентлари; ох, о,п 
ог ўртача квадратик четланишлар.

Z белгининг X, Y  белгилар билан боғланиш зичлиті 
ушбу танланма тўпламий корреляция коэффициенти билан 
баҳоланади:

1 5 - § .  Т ў п л а м и й  к о р р е л я ц и я  ҳ а қ и д а  т у ш у н ч а

r 1 z —  х у Г  x z ~ ^ r  1/ г + г2|/2

^ х у  ’

шу билан бирга 0 <  R <  1.
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Z ва X  (У узгармас булган да), > Z ва У {X узгармас 
бўлганда) орасидаги богланиш зичлиги мос равишда ушбу 
хусусий танланма корреляция коэффициентлари билан Са- 
ҳоланади:

г _  г  х г — г х у г  уг______

^  / 0 -  
. г У г— Г х У г  У г_____

г М  ~  К С - 4 )  О - ' У  ■

Бу коэффициентлар оддий танланма корреляция ко*} 
фициенти эга булган ўша хоссаларга ва ўша маънога эга, 
яъни улар белгилар орасидаги чизиқли боғланишни бахолаш 
учун хизмат килади.

М а с а л а л а р .
1— 2 -маеалаларда корреляцион жадвяллар берилган: а) гТ ни; 

б) регрессия тўғри чизиклари танланма тенгламаларини; в) г\уХ ва г\ху ни
ТОГІИНГ.
1.

X 5 10 15 20 п
У

X
У

10 2 — — 2 5

20 5 4 1 — )0 8

30 3 8 6 3 20 12,25

3 6 6 15

50 — — 2 1 3 16,67

Пх 10 15 15 ,0 п =  50

~Ух
1

21 29,33 36 38

Жавоби. а) 0 636; б) і/х =  1,17* +  16,78; ху — 0,345у +  1,67; 
в) Лух — 0,656, т\ху =  С.бэі.
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2.

Y \
65 95 125 155 185 215 Пу КУ

30 5 5 65

40 4 12 — — — — 16 87,5

60 — 8 5 4 — — 17 101,18

60 — 1 5 7 2 — 15 145

70 — — — — 1 1 2 200

пх 9 21 10 11 3 1 п =  55

Их 34,44 44,76 55 56,36 63,33 70

Жавоби. а) 0,825: б) ух =  0,23л: +  21,78; ху =  2,92г/ — 27,25; 
в) г\уХ =  0,859, =_0,875.
3 — 4- маеалаларда ух — Ах2 Вх -f- С танланма регрессия тенг- 

ламаларини корреляцион жадЕал маълумотлари бўйича тонинг.
2.

2 3 5 ПУ

25 20 — — 20

45 — 30 1 31

110 — 1 48 49

20 31 49 п  =  100

Жавоби. ух =  2 , 94л:2 +  7 , 27л: —  1 ,2 5 .
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4

1 2 пУ

2 30 1 31

6 I 18 19

Пх 31 19 п =  50

Жавоби. ух —  0,39л-2 4-  2 ,4 9 х  —  0 ,7 5 .

Ў н т ў қ қ и з к н ч и  боб

СТАТИСТИК ГИПОТЕЗАЛАРНИНГ 
СТАТЛСТИК ТЕКШИРИЛИШИ

1- §. Статистик гипотеза. Коль ва конкурент, 
оддий ва мураккаб гипотезалар

Кўпинча бош тўплам таксимот цонунини билиш зарур 
бўлади. Агар таксимот конуни номаълум, лекин у танин 
кўринишга (уни А деб атаймиз) эга деб тахмин қилишга 
асос бор бўлса, у ҳолда куйидаги гипотеза илгари сурилади; 
бош тўплам А конун бўйича таксимланган. Шундай цилиб. 
бу гипотезада гап тахмин қилинаётгин тақсимотнинг кў- 
ринииш ҳацида бормоцда.

Таксимот цонуни маълум, унинг параметрлари эса но
маълум бўлган ҳол бўлиши мумкин. Агар Ѳ номаълум пара
метр тайин Ѳ0 цийматга тенг деб тахмин цилишга асос бор 
бўлса, у ҳолда ушбу гипотеза олға сурилади: Ѳ = Ѳ 0. Шундай 
цилиб бу гипотезада гап маълум тацсимот параметрининг 
тахмин цилинаётган катталиги ҳацида бормоцда.

Бошцача гипотезалар ҳам бўлиши мумкин: икки  ёки бир 
неча тацсимот параметрларининг тенглиги ҳацида, тўпламлар- 
нинг эрклилиги ҳацида ва бошца кўп гипотезалар.

/ Статистик гипотеза деб номаълум тацсимотнинг кўри- 
ниши ҳацида ёки маълум тацсимотларнинг параметрлари ҳа- 
цидаги гипотезага айтилади.
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Масалан, цуйидаги гипотезалар статистик гипотеза бўлади:
1) бош тўплам Пуассон цонуни бўйича тацсимланган;
2) иккита нормал тўпламнинг дисперсиялари ўзаро тенг.
Биринчи гипотезада номаълум тацсимотнинг кўриниши

ҳацида, иккинчисида иккита маълум тацсимотнинг параметр
лари хацида тахмин цилинган.

«1980 йилда уруш бўлмайди» гипотезаси статистик гипо
теза эмас, чунки унда тацсимотнинг на кўриниши ҳацида, 
на параметрлари ҳацида сўз боради.

Олға сурилган гипотеза билан бир вацтда унга зид гипо
теза ҳам царалади. Агар олға сурилган гипотеза рад цилин- 
са, у ҳолда зид гипотеза ўринли бўлади. Ш у сабабли бу 
гипотезаларни бир-биридан фарц цилиш мацсадга муво- 
фицдир.

l/Нолинчи (асосий) гипотеза деб олға сурилган Я 0 гипоте- 
зага айтилади. Конкурент (альтернатив)  гипотеза деб но- 
линчи гипотезага зид бўлган Я, гипотезага айтилади.

Масалан, нолинчи гипотеза иормал тацсимотнинг а мате
матик кутилиши 10 га тенг деган тахминдан иборат бўлса, 
у ҳолда конкурент гипотеза жумладан, а =/= 10 деган тах
миндан иборат бўлиши мумкин. Бу цисЦача бундай ёзилади:

Н0' .а — 10; Н х: а ф  10.

Фацат битта ва биттадан ортиц тахминларни ўз ичига 
олган гипотезалар бир-биридан фарц цилинади.

Оддий гипотеза деб фацат битта тахминни ўз ичига ол
ган гипотезага айтилади. Масалан, агар X кўрсаткичли тац
симотнинг параметри бўлса, у ҳолда Н0 :Х =  5 гипотеза 
оддий. Нп: нормал тацсимотнинг математик кутилиши 3 га 
тенг (о — маълум) гипотеза — оддий.

Мураккаб гипотеза деб чекли ёки чексиз сондаги оддий 
гипотезалардан иборат гипотезаларга айтилади. Масалан, 
Н : К >  5 мураккаб гипотеза ушбу НL: /. =  bt (бу ерда bt 5 
дан катта исталган сон) кўринишдаги оддий гипотезаларнинг 
чексиз кўп тўпламидан иборат. Н0 : нормал тацсимотнинг ма
тематик кутилиши 3 га тенг (а — номаълум) гипотеза мурак
каб гипотезадир.

2-§.  Биринчи ваиккинчи тур хатолар

Олға сурилган гипотеза тўғри ёки нотўғри бўлиши мум
кин, шу туфайли уни текшириш зарурати туғилади. Тек
шириш статистик методлар билан бажарилгани сабабли, уни
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ҳам статистик текшириш дейилади. Гипотезани статистик 
текшириш натижасида икки ҳолда нотўғри карорга келини- 
ши, яъни икки турдаги хатога йўл цўйилиши мумкин.

и  Биринчи тур хато шундан ибораткн, бунда тўгри гипо
теза рад цилинади.

Иккинчи тур хато шундан иборатки, бунда нотўғри гипо
теза кабул цилинади.

Бу хатоларнинг оқибатлари ҳар хил бўлиши мумкинли- 
гини қайд қилиб ўтамиз. Масалан, «бинони куриш давом 
эттирилсин» деган тўғри царор рад этилган булса, у холда 
биринчи тур бу хато моддий зарарга олиб келади; агар би- 
нонинг агдарилиб тушиш хавфига царамасдан «цурилиш да
вом эттирилсин» деган карор цабул цилинган бўлса, у холда 
иккинчи тур бу хато кишиларнинг халокатига олиб келиши 
мумкин. Албатта, биринчи тур хато иккинчи тур хатога 
Караганда оғирроц окибатларга олиб келадиган мисоллар ҳам 
келтириш мумкин.

1-эс л а т м а .  Тўғри қарор ҳам икки ҳолда қабул қилиниши мум
кин:

1) гипотеза қабул қилинади, у аслида ҳам тўғри эяи;
2) гипотеза рад қилинади; у аслида ҳам нотўғри эди.
2-эслатма.  Биринчи тур хатога йўл қўйиш эҳтимолини а орца

ли белгилаш қабул қилинган; у қийматдорлик дарси/саси дейилади. Қий- 
матдорлик чаражаси кўпинча 0,05 ёки 0,01 га тенг қилиб олинади. 
Агар, масалан, кийматдорлик даражаси 0,05 га тенг килиб олинадиган 
бўлса, у холда бу юзта холдан бештасида биз биринчи тур хатога иўл 
қўйишимиз (тўғри гипотезани рад қилишимиз) мумкинлигини англатади.

3-§.  Нолинчи гипотезани текширишнинг статистик 
критерийси, Критерийнинг кузатиладиган киймати

Нолинчи гипотезани текшириш мацсадида махсус танлан
ган ва аниц ёки тацрибий тацсимоти маълум булган тасо- 
дифий мицдор ишлатилади. Бу мицдорни, агар у нормал 
таксимланган бўлс a, U ёки У. орцали, Фишер —  Снедекор 
цонуни буйича тацсим-ланган бўлса, Ғ  ёки ѵ2 орцали, Стъю- 
дент цонуни бўйпча таксимланган бўлса, Т  орцали, «хи 
квадрат» цонуни буйича тацсимланган бўлса, %2 орцали 
белгиланади ва ҳ. к. Ушбу параграфда тацсимотнинг кўри- 
ниши эътиборга олинмагани учун бу микдорни, умумийлик 
нуктаи назаридан, Қ  орцали белгилаймиз.

Статистик критерий (ёки оддийгина критерий) деб 
нолинчи гипотезани текшириш учун хизмат циладиган К  
тасодифий мицдорга айтилади.
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Масалан, иккита нормал тақсимланган бош тўплам дис- 
персияларининг тенглиги ҳақидаги гипотеза текширилаётган 
бўлса, у ҳолда Қ  критерий сифатида тузатилган танланма 
дисперсиялар нисбати олинади:

Бу микдор тасодифийдир, чунки турли тажрибаларда дис
персиялар ҳар хил, олдиндан маълум бўлмаган қийматлар 
кабул килади. У  Фишер — Снедекор қонуни бўйича таксим
ланган.

Гипотезани текшириш учун критерийга кирган миқдор- 
ларнинг хусусий қийматлари танланмалардаги маълумотлар 
бўйича ҳисобланади ва, шундай қилиб, критерийнинг хусу
сий (кузатиладиган) киймати косил қилинади.

^ Кузатиладиган циймат /'Скузат. деб критерийнинг тан
ланмалар бўйича ҳисобланган киймати белгиланади.

Масалан, нормал бѳш тўпламлардан олинган иккита 
танланма бўйича S/ =  20 ва s i — 5 тузатилган танланма 
дисперсиялар топилган бўлса, у ҳолда Ғ  критерийнинг куза
тиладиган қиймати:

4-§.  Критик соҳа. Гипотезанинг кабул қилиниш соҳаси. 
Критик нуқталар

Тегишли критерий танлангандан сўнг, унинг мумкин бўл- 
ган барча қийматлари тўплами иккита кесишмайдиган қисм 
тўпламга ажратилади: улардан бири критерийнинг нолинчи 
гипотеза рад қилинадиган, иккинчиси эса нолинчи гипотеза 
қабул қилинадиган қийматларини ўз ичига олади.

Критик соха деб критерийнинг нолинчи гипотеза рад 
қилинадиган қийматлари тўпламига айтилади.

U'T ипотезанинг кабул қилиниш соҳаси (йўл қўйиладиган 
қнйматлар соҳаси) деб критерийнинг гипотеза қабул қили- 
наднган қийматлари тўпламига айтилади.

Статистик гипотезаларни текширишнинг асосий прин- 
ципини бундай таърифлаш мумкин: агар критерийнинг куза
тиладиган қиймати критик сохага тегишли бўлса, гипотеза 
рад қилинади, агар критерийнинг кузатилаётган қиймати



гипотезанинг қабул қилиниш соҳасига тегишли бўлса, гипо
теза қабул қилинади.

К  критерий бир улчовли тасодифий микдор бўлгани учун 
унинг мумкин бўлган барча қийматлари бирор интервалга 
тегишли бўлади. Ш у сабабли критик соҳа ва гипотезанинг 
қабул қилиниш соҳаси ҳам интерваллар бўлади ва демак, 
уларни ажратиб турадиган нуқталар мавжуд.

Критик нуқталар (чегаралар) kKp деб критик соҳани 
гипотезанинг қабул қилиниш соҳасидан ажратиб турадиган

нукталарга айтилади.
Бир томонлама (ўнг томонлама 

ва чап томонлама) ва и кк  ; томон
лама критик соҳалар фарқ қили- 
нади.

Ўнг томонлама критик соҳа деб 
“қ*қ д ^  K > k Kp тенгсизлик билан аниқлана-

кр 1 диган критик соҳага айтилади, бу
23- расм. ерда kKp — мусбат сон (23- а расм).

Чап томонлама критик соҳа деб 
К  <  /гкР тенгсизлик билан аниқланадиган критик соҳага ай
тилади, бу ерда kKp — манфий сон (23-6 расм).

Бир томонлама критик соҳа деб ўнг томонлама ёки чап 
томонлама критик соҳага айтилади.

Икки томонлама критик соха деб К  <  klt К  >  k2 
тенгсизликлар билан аникланадиган критик соҳага айтилади, 
бу ерда k2 >  kt.

Хусусан, критик нуқталар нолга нисбатан симметрик бўл- 
са, у ҳолда икки томонлама критик соҳа (kKp >  О деган фаразда)

0 Ккр

Хкр 0

К  —  ккр, К  faкр

тенгсизликлар ёки унга тенг кучли j К  | >  kKp тенгсизлик 
билан аницланади (23- в расм).

5- §. Ўнг томонлама критик соҳани топиш

Критик соҳани қандай топиш керак? Бу масалага асос- 
ли жавоб бериш анча мураккаб назарияни жалб қилишни 
талаб этилади. Биз унинг элементлари билан чекланамиз. 
Аниқлик учун,

К  !> ккр,

бу ерда kKp >  О 
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тенгсизлик билан аницланадиган уиг томонлама критик со- 
ҳани топ ишдан бошлаймиз.

Кўриб турибмизки, ўнг томонлама критик соҳани топиш 
учун критик нуцтани топиш кифоя. Демак, янги савол гозіга 
келади: бу нуцтани қандай топиш мумкин?

Ш у максадда анча кичик эҳтимол— кийматдорлик дара
жаси а танланади. Сунгра &кр критик нуқтани бундай талабга 
асосланиб изланади: нолинчи гипотеза ўринли бўлиши шар- 
тида К  критерийнинг &кр дан катта киймат кабул цилиш 
эҳтимоли цабул цилинган цийматдорлик даражасига тенг 
бўлсин:

Р(К >  ftKp) =  а.
Ҳар бир критерий учун тегишли жадваллар тузилган бўлиб, 
улар бўйича юқоридаги талабларни қаноатлантирадиган кри
тик нуцта топилади.

1- э с лат я а. Критик нуқта  ̂ топилгандан сўнг, танланмадардагн 
маълумотлар бўйича критерийнинг кузатилган қиймати топилади, ва 
агар К кузат; >  kKp Оўлса, у ҳолда нолинчи гипотеза рад қилинади: агар 
/ С к у з а т  <  й к р  бўладиган бўлса, у ҳолда нолинчи гипотезани рад 
килишга асос йўқ.

Тушунтириш. Ў н г томонлама критик соҳа нима учун 
нолинчи гипотеза ўринли бўлганда

P ( K > k  кр) =  а  (*)

муносабат бажарилсин деган талабга асосланиб топилади? 
К  >  £кр ҳодисанинг эҳтимоли кичик бўлгани учун (а — ки
чик эхтимол эди) бундай ҳодиса нолинчи гипотеза ўринли 
бўлганда кичик эхтимолли ҳодисаларнинг амалда мумкин- 
маслиги принципига асосан ягона синашда рўй бермаслиги 
керак ( II боб, 4- §). Ш унга царамасдан, у рўй берса, яъни 
критерийнинг кузатилаётган циймати kKp дан катта бўлса, 
у  ҳолда буни шу билан тушунтириш мумкин: нолинчи гипо
теза ёлғон (нотўғри), бинобарин, у рад цилиниши лозим. 
Шундай килиб, (*) талаб критерийнинг шундай цийматлари
ни аницлайдики, бу цийматларда нолинчи гипотеза рад 
цилинади, ана шу цийматлар ўнг томонлама критик сохани 
ташкил цилади.

2- эслатма.  Критерийнинг кузатилаётган қиймати йкр дан нолин- 
чи гипотеза нотўғри бўлгани учун эмас, балки бошқа сабабларга кўра 
(танланма ҳажмининг кичиклиги, эксперимент методикасининг камчилик- 
лари ва ҳ. к.) катта бўлиб қолиши мумкин. Бу ҳолда нолинчи гипоте-

287



зани рад қилиб, биринчи тур хатога йўл қў*илади. Бундай хатонинг 
эҳтимоли а цийматдорлик даражасига тенг. Шундай цилиб, (*) талабдан 
фойдатаняшда, биз а эҳтимол билан биринчи тур хатога йўл қўйиш 
хавфига эгамиз.

Бу ўринда шуни цайд цилиб ўтамизки, маҳсуяот сифатини контрол 
қилишга доир китобларда яроцли буюмларни яроцсяз деб тан олиш эҳ- 
тшюли.шшлаб чицарувчининг таваккали», яроцсиз партияни қилиш эҳ- 
тимоли эса «истеъмопчининг таваккали» дейилади.

3-эслатма.  Айтайлик, нолинчи гипотеза цабул цилинган бўлсин. 
Шу билан у исботланди деб ўйлаш хато бўлади. Ҳацицатан ҳам, маъ
лумки, бир умумий тахминни тас дицлайдиган битта мисол ҳали уни 
исбогламайди. Шу сабабли бундай дейиш тўғрирок бўлади: «кузатиш 
маълумотлари нолинчи гипотезага мувофиц келади ва демак, уни рад 
цилишга асос бўла олмайди».

Практикада гипотезани катта ишонч билан цабул цилиш учун бош- 
ца усуллар билгн текширилади ёки танланма ҳажмини орттириб, экс
перимент такрорпанади.

Гипотезани цабул цилишдан кўра кўпроц рад этишга ҳаракат 
цилинади. Ҳзцицатан, маълумки бирор умумий даъвони рад қилиш учун 
бу даъвога зид бўлган битта мисол келтириш кифоя. Агар критерийнинг 
кузатилаётган киймати критик соҳага тегишли бўлса, у холда шу факт- 
нинг ўзи нолинчи гипотезага зид бўлган мисолдир, демак, бу мисол 
гипотезани рад цилишга имкон беради.

6-§.  Чап томонлама ва икки томонлама 
критик соҳаларни излаш

Чап томонлама ёки икки томонлама критик соҳаларни 
излаш (ўнг томонлама соха учун бўлгани каби) тегишли 
критик нукталарни топишга келтирилади.

Чап томонлама критик соҳа /< <  kKp (kKp <  0) тенгсиз
лик билан аничланади (4- §).

Критик нуқта куйидаги талабга асосланиб топилади: 
нолинчи гипотеза ўринли бўлганда критерийнинг kKp дан 
кичик киймат қабул килиш эҳтимоли цабул цилинган ций
матдорлик даражасига тенг булсин:

Р(К <  &кр) =  cs.
Икки томонлама критик соца К  <  kv Қ~> k2 тенгсизликлар 
билан аницланади (4- §).

Критик нуцталар куйидаги талабга асосланиб топилади: 
нолинчи гипотеза ўринли бўлганда критерийнинг kx дан 
кичик ёки k% дан катта циймат цабул цилиш эхтимоллари 
йигиндиси цабул қилииган цийматдорлик даражасига тенг 
бўлсин:

Р(К <  k,) +  Р(К >  кг) =  а. (*)
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Равшанки, критик нуцталар сон-саноксиз усуллар билан 
топилиши мумкин. Агар критерийнинг тацсимоти нолга нис
батан симметрик ва нолга нисбатан— kKp ва &кр (kKp > 0 )  
нуцталарни (масалан, цувватни* ошириш учун) танлаш учун 
асос бўлса, у ҳолда

P ( K < - k Kp) =  Р ( K > k Kp).

(*) ни эътиборга олиб,

Р ( К > к кр) = 4

ни хосил циламиз. Бу муносабат икки томонлама критик 
соҳанинг критик нуцталарини топиш учун хизмат цилади.

Юцорида айтиб ўтилганидек (5- §), критик нуцталар те
гишли жадваллар буйича топилади.

7- §. Критик соҳани танлаш ҳацида кўшимча 
маълумотлар. Критерий цуввати

Биз критик соҳани нолинчи гипотеза ўринлибўлиш шар- 
тида критерийнинг шу соҳага тушиш эцтимоли а тенг бўл- 
син деган талабга асосланиб туздик. Лекин критерийнинг 
критик соцага тушиш эцтимолини нолинчи гипотеза нотўғ- 
ри, ва демак, унга конкурент гипотеза ўринли шартида кири
тиш мацсадга мувофиц экан.

Критерийнинг цуввати деб конкурент гипотеза ўринли 
бўлиш шартида критерийнинг критик соҳага тушиш эҳти- 
молига айтилади. Бошқача сўз билан айтганда, критерий 
цуввати, бу —  агар конкурент гипотеза ўринли бўлса— но
линчи гипотезанинг рад цилиниш эҳтимолидир.

Айтайлик, гипотезани текшириш учун тайин цийматдор
лик даражаси цабул цилинган ва танланма тайин ҳажмга 
эга бўлсин. Энди критик соҳани танлаш бизнинг ихтиёри- 
мизда бўлади. Уни критерийнинг қуввати максимал бўла- 
диган цилиб танлаш мацсадга мувофиц бўлишини кўрсата- 
миз

Даставвал, агар иккинчи турдаги хато (нотўғри гипоте
занинг цабул цилиниш) эҳтимоли Р га тенг бўлса, у  ҳолда 
цувват 1 — р га тенглигига ишонч ҳосил циламиз. Дарҳаци- 
цат, агар р иккинчи тур хатонинг, яъни «нолинчи гипотеза

* Қувват таърифи 7- § да берилган. 
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қабул цилинган, аслида конкурент гипотеза ўринли эди» 
ҳодисасининг эҳтимоли бўлса, у ҳолда қарама- қарши ходи
са «нолинчи гипотеза рад қилинган, шу билан бирга конку
рент гипотеза ўринли»нинг эҳтимоли, яъни критерийнинг 
цуввати 1 — Р га тенг.

Айтайлик, 1 — ji қувват ортсин; демак, иккинчи тур 
хатога йўл қўйиш эҳтимоли камаяди. Шундай килиб, кув- 
ват қанча катта бўлса, иккинчи тур хатога йўл қўйиш эҳ- 
тимоли шунча кичик бўлади.

Шундай цилиб, цийматдорлик даражаси танланган бўл- 
са, у  ҳолда к р и т и к  с о ц а н и  к р и т е р и й  ц у в в а т и  
м а к с и м а л  б ў л а д и г а н  ц и л и б  т у з и ш  к е р а к .  
Бу талабнинг бажарилиши иккинчи тур хато минимал бўл и- 
шини таъминлайди, бу эса албатта, мацсадга мувофиц дир.

1- э сл ат м а.  «Иккинчи тур хагога йўл цўйилган» ҳодисасиминг 
эхтимоли р га тенг бўлгани учун қарама- қарши «иккинчи тур хатога 
йўл цўйилмаган» ҳодисасининг эхтимоли 1 — р га, яъни критерий цув
вати га тенг. Бу ердан шу нарса келиб чицадики, критерии цуввати 
иккинчи тур хатога йўл қўймаслик эҳтимолидир.

2- э с л а т м а. Равшанки, биринчи ва иккинчи тур хатолар эхти- 
моллари цанча кичик бўлса, критик соҳа шунча «яхшидир». Лекин тан
ланма ҳажми берилганда а ва р ни бир в ацтда  к а м а й т и р и ш  
мумкин эмас. а камайтириладиган бўлса, |3 ортади. Масалан, агар 
а =  0 цабул цилинааиган бўлса, у холда барча гипотезалар, шу жум
ладан, нотўғрилари хам цабул цилинади, яъни иккинчи тур хато эҳти- 
моли {5 ортади.

а ни мацсадга энг мувофиц бўладиган цилиб цандай танлаш мум
кин? Бу саволга бериладиган жавоб ҳар бир конкрет масала учун ха
толар «оцибатларининг оғирлигига» боғлиц. Масалан, биринчи тур хато 
кўп исрофга, иккинчи тур хато эса кам исрофга сабаб бўлса, у ҳолда 
иложи борича кичикрок а олиш лозим.

Агар а танланган бўлса, у ҳолда тўлароц курсларда баён этилган 
Ю. Нейман ва Э. Пирсон теоремаларидан фойдаланиб, шундай критик 
сода тулиш мумкинки, унинг учун Р мпнимал, ва демак, критерий цув
вати максимал бўлади.

3- э с л а т м а. Биринчи ва иккинчи тур хатолар эҳтимолларини 
камайтиришнинг бирдан-бир йўли  танланмалар ҳажмини ортти- 
ришдан ибора г.

8- §. Нормал бош тўпламларнянг 
икки дисперсиясини таццослаш

Амалда дисперсияларни таццослаш масаласи приборлар, 
асбоблар, ўлчаш методларининг аницлигини таццослаш талаб 
этилганда юзага келади. Равшанки, прибор, асбоб ва метод, 
лар орасида ўлчаш натижаларининг энг кам таркоц бўлишини- 
яъни энг кичик дисперсияни таъминлайдигани маъкулроцдир,
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Айтайлик, X  ва Y  бош тўпламлар норма/, тацсимлан
ган бўлсин. Бу тўпламлардан олинган пг ва п.2 ҳажмли эркли 
танланмалар буйича s2x вз s2y тузатилган танланма диспер
сиялар топилган. Берилган а цийматдорлик даражасида 
тузатилган дисперсиялар бўйича ушбу нолинчи гипотезани 
текшириш талаб цилинади: царалаётган тупламларнинг бош 
дисперсиялари ўзаро тенг:

H 0-.D(X) =  D(Y) .

Тузатилган дисперсиялар бош дисперсияларнинг силжи
маган баҳолари ( X V I  бсб, 13-§), яъни

М [s j] =  D(X) ,  M[ s\)  =  D( Y)

эканлигини эътиборга олиб, нолинчи гипотезани бундай 
ёзиш мумкин:

------------------------------ Н „ : М [ s | ]  М ( 4 +

Шундай цилиб, тузатилган танланма дисперсияларнинг 
математик кутилишлари ўзаро тенглигини текшириб кўриш 
талаб цилинади. Бу масала шунинг учун кѵйиладики, одатда 
тузатилган дисперсиялар ҳар хил бўлади. Бундай савол ту- 
гилади: т у з а т и л г а н  д и с п е р с и я л а р  ф а р ц и  му-  
ҳ и м м и  ( а ҳ а м и я т л и м и )  ё к и  м у ҳ и м  э м а с м и ?

Агар нолинчи гипотеза ўринли, яъни бош дисперсиялар 
бир хил бўлиб чицса, у ҳолда тузатилган дисперсияларнинг 
фарци муҳим эмас ва у тасодифий сабаблар, жумладан, 
танланма объектларининг тасодифий танланиши билан тушун- 
тирилади. Масалан, иккита прнборда бажарилган ўлчаш 
натижаларининг тузатилган танланма дисперсиялари фарци 
муҳиммас бўлиб чицса, у ҳолда прнборлар бир хил аницлик- 
ка эга.

Агар нолинчи гипотеза рад цилинадиган бўлса, яъни бош 
дисперсиялар бир хил бўлмаса, у холда тузатилган диспер
сиялар фарци мух им ва уни тасодифий сабаблар билан 
тушунтириб бўлмайди; бунга бош дисперсияларнинг ўзлари 
ҳар хиллиги сабабдир. Масалан, иккита приборда бажарил
ган ўлчаш натижаларининг тузатилган дисперсиялари фар
ци муҳим бўлиб чицса, у ҳолда приборлар аницлиги цар 
хилдир.

Бош дисперсиялар тенглиги ҳацидаги нолинчи гипотезани 
текшириш критерийси сифатида тузатилган дисперсиялардан
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каттасининг кичигига нисбатини, яъни
SaK3T

t  =  с2
S к и ч

тасодифий микдорни оламиз.
F  микдор нолинчи гипотеза ўринли деган шартда k1 — 

=  «j — 1 ва k2 — п2 — 1 озодлик даражали Фишер — Сне- 
декор таксимотига эга (X II боб, 15-§), бу ерда п { — танлан
ма хажми, у  бўйича катта тузатилган дисперсия ҳисобланган. 
п2 — танланма ҳажми, у  бўйича кичик дисперсия топилган;

Фишер — Снедекор таксимоти фақат озодлик даражалари 
сонига боғлиқ бўлиб, бошқа параметрларга боғлиқ эмасли- 
гини эслатиб ўтамиз.

Критик соҳа конкурент гипотеза кўринишига боглщ  ра
вишда тузилади.

Б и р и н ч и  ҳол.  Нолинчи гипотеза H0:D(X)  = D ( Y ) .  
Конкурент гипотеза Н { : D (X) >  D(Y).

Бу ҳолда қуйидаги талабга асосланиб бир томонлама, 
чунончи, ўнг томонлама критик соха тузилади; Ғ  критерий
нинг изланаётган критик соҳага тушиш эхтимоли нолинчи 
гипотеза ўринли деган тахминда қабул қилинган қиймат- 
дор/іик даражасига тенг бўлсин:

P [ F > F Kp(a,k1, k2) ] =  a.

FKV(a, k\ k2) критик нуқта Фишер— Снедекор тақсимоти- 
нииг критик нуқталари жадвалидан (7 -илова) топилади, у  
холда ўнг томонлама критик соҳа

Ғ >  Ғ^  *  к р

тенгсизлик билан; нолинчи гипотезанинг қабул қилиниш 
соҳаси эса

Ғ < Ғ^  Кр

тенгсизлик билан аниқланади.
Кузатиш маълумотлари бўйича ҳисобланган тузатилган 

дисперсиялардан каттасининг кичигига нисбатини ^кузат ор- 
қали белгилаймиз ва нолинчи гипотезани текшириш қоида- 
сини таърифлаймиз.

1- коида. Берилган кийматдорлик даражасида нормал 
тўпламлар бош дисперсияларининг тенглиги ҳақида 
H0:D(X) =  D(Y) нолинчи гипотезани конкурент гипотеза
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H j:D(X) >  D{Y) бўлганда текшириш учун тузатилган дис- 
персиялардан каттасининг кичигига нисбатини, яъни

2
р  s i<aT

Г  к у з а т  =  — 9—  s°кич
ни ҳисоблаш ва Фишер—Снедекор тацсимотининг критик 
нукталари жадвалидан берилган а кийматдорлик даражаси 
ва ki ва k2 озодлик даражалари сонлари (kt — катта туза- 
тилган дисперсиянинг озодлик даражалари сони) бўйича 
Ғкузат (a. kj, k2) критик нуқтани топиш лозим.

Агар Fкузат <  ҒКр бўлса, нолинчи гипотезани рад этишга 
асос йўқ.

Агар Ғкузат >  Ғ Кр бўлса, у холда нолинчи гипотеза рад 
қилинади.

1- мисол. X , Y  нормал бош тўпламлардан олинган щ =  
=  12 ва п2 — 15 ҳажмли эркли танланмалар бўйича s2x— 11,41 
ва Щ =  6,52 тузатилган танланма дисперсиялар топилган. 
0,05 кийматдорлик даражасида бош дисперсиялар тенглиги 
ҳақидаги H0:D{X) — D(Y) нолинчи гипотезани конкурент 
гипотеза Нх: D(X) >  D(Y) бўлганда текширинг.

Е ч и л и ш и .  Катта тузатилган дисперсиянинг кичигига 
нисбатини топамиз:

ҒКузат= 11,41 =  1 75I  кузат 6>52 1 , 10.

Конкурент гипотеза D(X) >  D(Y) кўринишга эга бўл- 
гани учун критик соҳа ўнг томонламадир.

Жадвалдан (7- илова) а =  0,05 кийматдорлик даражаси 
ва k\ =  12— 1 =  11 ва k2 =  15 — 1 =  14 озодлик даража
лари сони бўйича ҒКр (0,05; И ; 14)= 2,57 критик нуқтани 
топамиз.

Ғкузат <  Ғкр бўлгани учун бош дисперсияларнинг тенг
лиги ха қ и даги нолинчи гипотезани рад кил ишга асос йўқ. 
Бунда ва бундан сўнг 0,05 кийматдорлик даражаси учун 
критик нуқталар 331-бетдаги сноскада кўрсатил ган китоб да
ги V I жадвалдан олинган; 0,01 кийматдорлик даражасида 
критик нуқталар ушбу китобнинг 7-иловасида берилган.

Иккинчи хол. Нолинчи гипотеза H0:D(X) =  D(Y). Кон
курент гипотеза Fl1:D(X) --4= ГХУ).

Бу ҳолда куйидаги талабга асосланиб, икки  томонлама 
критик соҳа тузилади: критерийнинг нолинчи гипотеза ўрин- 
ли деган тахминда бу соҳага тушиш эхтимоли қабул қилин- 
ган а қийматдорлик даражасига тенг бўлсин.
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Критик соханинг чегараларини қандай танлаш керак? 
Маълум бўлишича, энг катта қувватга (критерийнинг кон
курент гипотеза ўринли бўлганда критик соҳага тушиш 
эҳтимолига) критерийнинг критик соҳанинг иккита интер
валдан ҳар бирига тушиш эҳтимоли у  га тенг бўлганда 
эришилар экан.

24- расм.

Шундай килиб, критик соҳанинг чап чегарасини Ғ, ор
цали, ўнг чегарасини Ғ 2 орқали белгиласак, у ҳолда ушбу 
муносабатлар ўринли бўлиши лозим (24- расм).

Р ( Ғ  < / 7i )  =  y ’ P ( F > F 2) = Y

Кўриб турибмизки,
Ғ < Ғ 1, Ғ > Ғ ,  

критик соҳани, шунингдек,
ғ 1< ғ < ғ 2

нолинчи гипотезанинг қабул қилиниш соҳасини топиш учун 
критик нуқталарни топиш кифоя. Критик нуқталарни амал
да қандай топиш керак?

Ўнг критик Ғ» =  Ғкр ku '\ нуқтани бевосита Фи
шер— Снедекор тацсимотининг критик нукталари жадвалидан 
у  цийматдорлик даражаси ва kv k2 озодлик даражалари
сонлари бўйича топилади.

Аммо чап критик нуқталарни бу жадвал ўз ичига ол
майди, шу сабабли t\ ни бевосита жадвалдан топиш мум
кин эмас.

Бу кийинчиликни бартараф этишга имкон берадиган 
усул мавжуд. Лекин биз уни баён қилмаймиз, чунки чап 
критик нуқтани топмаслик ҳам мумкин Ғ  критерийнинг 
икки томонлама критик соҳага қабул қилинган кийматдор
лик даражаси а га тенг эҳтимол билан тушишини цандай 
таъминлашни баён цилиш билан чекланамиз.
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Маълум бўлишича, Ғ2 ўнг критик нуқтани берилган 
цийматдорлик даражасидан икки марта кичик бўлгаи да
ражада топиш етарли бўлар экан. У  ҳолда критерийнинг 
критик соҳанинг «ўнг кисмига» (Ғ2 дан ўнгроцца) тушиш
эҳтимоли у  га тенг бўлибгина цолмасдан, -балки критерийнинг 
критик соҳанинг «чап цисмига» (яъни Ғг дан чапроцца) ту
шиш эҳтимоли ҳам ~  га тенг бўлар экан. Бу ҳодисалар
биргаликда бўлмаганлиги учун царалаётган критерийнинг 
бутун икки томонлама соҳага тушиш эҳтимоли

а  . а

Т  Т  — а
бўлади.

Шундай килиб, конкурент гипотеза Иi'.D(X) ф  D(Y) бул-
ганда Ғ г =  ҒкР ( у ,  kx, k2 j критик нуцтани топиш етарли

—бўлар жап:------ — —
2-цоида. Берилган а кийматдорлик даражасида нормал 

таксимланган тўпламлар бош дисперсияларининг тенглиги 
ҳақидаги нолинчи гипотезани конкурент гипотеза Hx:D(X)i= 
-4= D{Y) бўлганда текшириш учун тузатилган дисперсиялар-

дан каттасининг кичигига нисбатини, яъни Ғ кузат =  —гр ни
SK H 4

ҳисоблаш ва Фишер— Снедекор тацсимотининг критик нуц-
талари жадвалларидан у  кийматдорлик даражаси (берил-
гандан иккч  марта кичик) ва kv k2 озодлик даражалари 
сони (kL — катта дисперсиянинг озодлик даражалари сони)
бўйича /•’кр ( у ,  kb k2\ критик нуцтани топиш лозим.

Агар Ғкуж <  Ғ кр бўлса, нолинчи гипотезани рад этиш
га асос йўц.

Агар Ғкузат >  ҒкР бўлса, нолинчи гипотеза рад цили
нади.

2- мисол. X  ва Y  нормал бош тўпламлардан олинган 
пх =  10 ва пг =  18 ҳажмли эркли иккита танланма бўйича 
s2x =  1,23 ва s2r  =  0,41 тузатилган танланма дисперсиялар 
топилган. ос =  0,1 цийматдорлик даражасида бош диспер
сиялар тенглиги ҳацидаги нолинчи гипотезани конкурент 
гипотеза Нх: D(X) Ф D(Y) бўлганда топинг.

Е ч и л и ш и .  Тузатилган катта дисперсиянинг кичигига 
нисбатини топамиз:
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V _ 1 . 2 Э _ о
Г  к у з а т  —  q - j y  —  О .  _

Шартга кўра конкурент гипотеза D(X) =£ D(Y) кўринишда, 
шу сабабли критик соҳа икки томонламадир.

Жадвалдан, берилган цийматдорлик даражасидан икки
марта кичик даража, яъни =  0,05 ва ^ = 1 0 — 1 = 9 ,
k2 =  18 —  1 =  17 озодлик даражалари сони бўйича Ғ кр(0,05; 
9; 17) =  2,50 критик нуцтани топамиз.

/'кузат >  Ғкр бўлгани учун бош дисперсиялар тенглиги 
ҳацидаги нолинчи гипотезани рад циламиз. Бошцача сўз 
билан айтганда, тузатилган танланма дисперсиялар фарци 
муҳим. Масалан, агар царалаётган дисперсиялар икки  ўл- 
чаш методининг аникликларини характерласа, у  ҳолда бу ме- 
тодлардан кичик дисперсияга эга бўлганлигини маъцул кў- 
риш лозим.

9- §. Нормал тўпламнинг тузатилган танланма 
дисперсиясини гипотетик бош дисперсияси билан таццослаш

Айтайлик, бош тўплам нормал тацсимланган, шу билан 
бирга бош дисперсия номаълум бўлса-да, лекин у  гипоте
тик (тахмин цилинган) цийматга тенг деб тахмин цилиш
га асос бор бўлсин. Практикада of} олдинги тажриба асоси
да ёки назарий белгиланади.

Айтайлик, бош тўпламдан п ҳажмли танланма олинган 
ва у бўйича k =  п — 1 озодлик даражали S 2 тузатилган 
танланма дисперсия топилган бўлсин. Тузатилган дисперсия 
буйича берилган кийматдорлик даражасида царалаётган тўп- 
ламнинг бош дисперсияси а20 гипотетик цийматга тенглиги- 
дан иборат бўлган нолинчи гипотезани текшириш талаб .ци
линади.

S2 дисперсия бош дисперсиянинг силжимаган бахоси экан
лигини ҳисобга олиб, нолинчи гипотезани бундай ёзиш мум
кин:

H0: M( S * ) = o •§.

Шундай цилиб. тузатилган дисперсиянинг математик ку 
тилиши бош дисперсиянинг гипотетик цийматига тенглигини 
текшириб кўриш талаб цилинади. Бошцача сўз билан айт
ганда, т у з а т и л г а н  т а н л а н м а  ва г и п о т е т и к  б о ш
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дисперсиялар фарқи муҳим ёки муҳим эмасли- 
гини аниқлаш талаб этилади.

Амалда царалаётган гипотеза приборлар, асбоблар, 
тадцицот методлари аницлигини ва технологик методлар 
турғунлигини текшириш лозим бўлганда қаралади. Масалан, 
станок-автоматда тайёрланадиган деталнинг контроль ци- 
линадиган ўлчами тарцоцлигининг йўл цўйиладиган харак
теристикаси Oq маълум. танланмадан топилган тузатилган 
дисперсия Oq дан катта бўлса, у ҳолда станокни созлаш
талаб цилинади.

Нолинчи гипотезани текшириш критерийси сифатида 
(п — I)S2 ^  „
----- 2—  тасодифии миқдорни цабул циламиз. Бу мицдор

°о
тасодифий, чунки турли тажрибаларда S2 ҳар хил, олдин
дан номаълум цийматлар кабул цилинади. У озодлик дара
жалари k =  п — 1 бўлган X2 тацсимотга эга бўлгани учун 
(XII боб, 13- §) уни X2 орцали белгилаймиз.

Шундай цилиб. НОЛИНЧИ гипптряяии тркінирипі крнтр- 
рийси:

Л — о
ао

Критик соҳа конкурент гипотезанинг кўринишига бог- 
лиц равишда тузилади.

Биринчи ҳол. Нолинчи гипотеза Я0:ст2 =  ст§. Конку
рент гипотеза Н1:о2 >о$.  Бу ҳолда куйидаги талабга асос
ланиб, ўнг томонлама критик соҳа тузилади: критерийнинг 
бу сохага тушиш эҳтимоли нолинчи гипотеза уринли тах- 
минда цабул цилинган кийматдорлик даражасига тенг бул
син:

т 2>х2кр(ос *)] = «.
ХкР(а, k) критик нуцтани %2 тацсимотнинг критик нуцтала- 
ри жадвалидан (5- илова) топилади, у холда ўнг томонлама 
критик соҳа

Х2> Х ’р
тенгсизлик билан, нолинчи гипотезанинг цабул цилиниш со- 
ҳаси эса

х2 < х 2кр

тенгсизлик билан аницланади.
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Критерийнинг кузатиш маълумотлари бўйича ҳисоблан- 
ган цийматини ХкУзат орцали белгилаймиз ва нолинчи ги
потезани текшириш коидасини таърифлаймиз.

1-кои да. Берилган а кийматдорлик даражасида нормал 
тўплам номаълум дисперснясининг гипотетик қийматга тенг
лиги хакидаги Я0: о =  нолинчи гипотезани конкурент 
гипотеза Я ,: о2 >  Щ булганДа текшириш учун критерийнинг

кузатилган киймати ХкУЗат = ~  ни ҳисоблаш ва X2
°о

тацсимотнинг критик нуцталари жадвалидан берилган а 
цийматдорлик даражаси ва k  — п — 1 озодлик даражаси 
сони буйича ХкР («> к) нуцтани топиш лозим.

Агар Хкузат <  Хкр бўлса, нолинчи гипотезани рад цилиш
га асос йўқ.

Агар хкузат >  бУлса- нолинчи гипотеза рад цилина
ди.

1-мисол. Нормал бош тўпламдан гс =  13 ҳажмли танлан
ма олинган ва у бўйича s2 =  14,6 тузатилган танланма 
дисперсия топилган. 0,01 цийматдорлик даражасида Н„:о2 — 
=  erg =  12 нолинчи гипотезани конкурент гипотеза сифати
да Н1:о2 >  12 ни цабул цилиб, текшириш талаб цилинади.

Ечилиши. Критерийнинг кузатилган цийматини то
памиз:

2 _ ( я - І ) 3 «  ( 1 3 - 1 ) . И , 6 fi
Хкузат ^2  12

Шартга кўра конкурент гипотеза о2 > 1 2  кўринишга 
эга, шунинг ѵчун критик соха ўнг томонламадир.

Жадвалдан (5- илова) 0,01 кийматдорлик даражаси ва 
k =  гс— 1 =  13— 1 =  12 озодлик даражалари сони бўйича 
ХкР(0,01; 12) =  26,2 критик нуцтани топамиз.

Хкузат <  Хкр бўлгани учун нолинчи гипотезани рад этиш
га асос йўц. Бошцача сўз билан айтганда, тузатилган дис
персия (14,6) ва гипотетик бош дисперсия (12) орасидаги 
фарц муҳим эмас.

Иккинчи хол. Нолинчи гипотеза Я0:о2 =  а|. Конку
рент гипотеза Я ,: о2 Ф а*.

Бу ҳолда цуйидаги талабга асосланиб, икки томонлама 
критик соҳа тузилади: критерийнинг бу сохага тушиш эҳ- 
тимоли нолинчи гипотеза ўринли деган тахминда цабул 
цилинган а кийматдорлик даражасига тенг бўлсин.
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Критик нуқталарни — критик соҳанинг чап ва ўнг чега
раларини—қуйидаги талаб буйича топилади: критерийнинг 
критик соҳанинг икки интервалидан ҳар бирига тушиш эҳ-
тимоли у  га тенг бўлсин:

х2<х2чап.кр т- k

кр(у- k

2

a
T.

X2 тақсимотнинг критик нуқталари жадвалида «ўнг» кри
тик нуқталаргина кўрсатилган, шу сабабли «чап» критик 
нуқтани топиш қийин бўлиб туюлиши мумкин. Лекин бу 
қийинчиликни, агар

X2 <  Каи. кр Ва X2 >  X L . кр
хрдисалар гарама-қарши, ва демак, уларнинг эҳтимоллари 
йиғиндиси бирга тенглиги эътиборга олинадиган бўлса, осон
гина баргараф қилиш мумкин:

P {t  <  %2чап кр) +  P { f  >  Гчт Кр )=1 .
Бу ердан

Р№ >  Хчап кр) =  1 -  Р (X2 <  Х2чап J  =  1 -  f

Кўриб турибмизки, чап критик нуктани ушбу талабга 
асосланиб, ўнг критик нуқта сифатида излаш (ва демак, 
уни жадвалдан топиш) мумкин: критерийнинг бу нуқтадан

1 aунгда жойлашган интервалга тушиш эҳтимоли 1 -----га
тенг бўлсин.

2-қоида. Берилган а кийматдорлик даражасида нормал 
тўпламнинг номаълум о2 бош дисперснясининг ст̂ гипотетик 
қийматга тенглиги ҳақидаги нолинчи гипотезани конкурент 
гипотеза Я1:а'2=̂ ст§ бўлганда текшириш учун критерийнинг

кузатилаётган киймати XjL3aT =  -------2 — ни ҳисоблаш ва
ао

жадвал бўйича Х̂ р — у . k j чап критик нуқтани ва

Х2р ( y ’ ^ ) ^нг КРИТИК нУҚтани топиш лозим.
Агар Х*ап. кр <  Х2узах <  Х2ЎНГ кр бУлса- нолинчи гипотезани 

рад этишга асос йўқ.
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Агар %2кузат %“чап кр вКИ Х^кузат > Х аўнгкР бўлса, но
линчи гипотеза рад килинади.

2-мисол. Нормал бош тўпламдан п =  13 ҳажмли тан
ланма олинган ва у бўйича S2 =  10,3 тузатилган танланма 
дисперсия топилган. 0,02 кийматдорлик даражасида Н0\аг — 
=  а% =  1 2  нолинчи гипотезани конкурент гипотеза сифати
да Яг:0 2 + 1 2  ни олиб, текшириш талаб килинади.

Ечилиши. Критерийнинг кузатилаётган қийматини то
памиз:

„2 ( / i - l ) S 2 ( 1 2 - 1 ) .  10,3 1 п о
А кузат = ---------о------- —  --------- Го----------  —

°о 12

Конкурент гипотеза ст2 Ф 12 кўринишда бўлгани учун 
критик соха икки томонламадир.

Жадвал бўйича (5-илова) критик нуқталарни топамиз:
чап критик нуқта: Х;Ці — k j =  Х£р (l — 1 2  j  ==

=  X*p (0,99; 12) = 3 , 5 7  ва ўнг критик нуқта: Х£р(у . k j =  
=  X2 p (0 ,0 1 ; 1 2 ) =  26,2.

Критерийнинг кузатилган қиймати гипотезанинг қабул 
қилиниш соҳасига тегишли бўлганлиги учун (3,57 <  10,3 <  
<  26,2) гипотезани рад қилишга асос йўқ. Бошқача сўз 
билан айтганда, тузатилган танланма дисперсиянинг (10,3) 
гипотетик бош дисперсиядан (1 2 ) фарқи муҳим эмас.

3-ҳол. Конкурент гипотеза Ні:о2<о%.
3-қоида. Конкурент гипотеза : ст2 <  о\ бўлганда
Х«р(1 — a, k) критик нуқта топилади.
Агар Хкузат >  Х'кр( 1 — а, k) бўлса, нолинчи гипотезани 

рад этишга асос йўқ.
Агар Х2узат <  Х̂ р (1 — а, k) бўлса, нолинчи гипотеза рад 

қилинади.

Э с л а т м а .  Агар DT танланма дисперсия топилган булса, у холда 
критерий сифатида k — п — 1 озодлик даражали тацсимотга эга бўл-

ОІ ^ D'T /і
ган X = — -  тасодифии микдор цабул килинади ёки s2 =  Dr  га 

а20 п
утилади.
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10-§. Дисперсиялари маълум булган иккита нормал 
бош тўпламнинг уртача цийматларини таккослаш  
(эрклн танланмалар)

X ва Y  бош тўпламлар нормал таксимланган, шу билан 
бирга уларнинг дисперсиялари маълум(масалан,олдинги таж
рибадан топилган ёки назарий ҳисобланган) бўлсин. Бу 
тўпламлардан олинган п ва т ҳажмли боғлиқ бўлмаган 
танланмалар бўйича х ва у танланма ўртача қийматлар то
пилган.

Танланма ўртача қийматлар бўйича қуйидаги нолинчи 
гипотезани берилган а кийматдорлик даражасида текшириш 
талаб килинади: текширилаётган тўпламларнинг бош урта
ча қийматлари (математик кутилишлари) ўзаро тенг, яъни

H0:M(X) =  M(Y).

Танланма ўртача қийматлар бош ўртача қийматларнинг 
силжимаган баҳолари (XV боб. 5-§), яъни М(Х) =  М(Х) ва 
M(Y) =  M(Y) эканлигини назарда тутиб, нолинчи гипотеза
ни бундай ёзиш мумкин:

Н0:М(Х) =  M(Y).
Шундай қилиб, танланма ўртача қийматларнинг мате

матик кутилишларининг ўзаро тенглигини текшириш та
лаб қилинади. Бундай масала шунинг учун хам қўйилади- 
ки, одатда танланма ўртача қийматлар ҳар хил булиб 
чиқади. Бундай савол туғилади: танланма ўртача қиймат- 
лар фарқи муҳимми ёки муҳим эмасми?

Агар нолинчи гипотеза ўринли, бош ўртача қийматлар 
тенг бўлиб чиқса, у ҳолда танланма ўртача қийматларнинг 
хар хиллиги муҳим эмас ва у тасодифий сабаблар билан, 
жумладан, танланма объектларнинг тасодифий танланиши 
билан изоҳланади.

Масалан, А ва В физикавий катталиклар аслида бир 
хил ўлчамларга эга бўлиб, бу катталикларни ўлчаш нати
жаларининг X ва у ўртача арифметик қийматлари эса ҳар 
хил бўлса, у ҳолда бу фарқ муҳим эмас.

Агар нолинчи гипотеза рад қилинадиган бўлса, яъни 
бош ўртача қийматлар бир хил бўлмаса, у ҳолда танлан
ма ўртача қийматлар фарқи муҳим ва у тасодифий сабаб
лар билан изоҳланиши мумкин эмас: бу нарса бош уртача 
кийматларнинг (математик кутилишларнинг) ўзлари ҳар
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хиллиги билан изохланади. Масалан, А физикавий катта- 
ликни ўлчаш натижаларининг х арифметик ўртача циймати 
В физккавий катталикни ўлчаш натижаларининг у ариф
метик ўртача қийматидан муҳим фарқ қилеа, бу нарса бу 
катталикларнинг ҳациций ўлчамлари (математик кутилиш- 
лари> хяр хиллигини англатади._______________________

Нолинчи гипотезани текшириш критерийси сифатида

7 =  X — Y =  X — Y
а (Х - у )  у щ Х )  | D(Y)

тасодифий микдорни қабул киламиз. Бу микдор — тасоди
фий, чунки турли тажрибаларда х ва у турли, олдиндан 
маълум бўлган цийматлар қабул цилади.

Тушунтириш. Ўртача квадратик четланиш таъри
фига кўра

о =  (Х — Ғ ) =  У  D(X — Y) .

4- хоссага (VIII боб, 5-§) кўра D(X — Y) — D(X)-\- D(Y).
(*) формулага (VIII боб, 9-§) кўра

D(X) =  D(Y) =
Демак,

o (x - y ) =  i  - ' т + т -
I  п т

Z критерий—нормаланган нормал тасодифий мицдор. 
Дарҳакикат, Z микдор нормал таксимланган, чунки у нор
мал тацсимланган X ва Y  тасодифий мицдорнинг чизицли 
комбинацияси: бу мицдорларнинг ўзлари нормал бош тўп- 
ламлардан олинган танланмалар бўйича топилган ўртача ций
матлар сифатида нормал тацсимланган; Z шунинг учун хам 
нормалланган мицдорки, нолинчи гипотеза ўринли бўлган- 
да M(Z) =  0, танланмалар эркли бўлгани учун a(Z) =  1.

Критик соха конкурент гипотезанинг кўринишига бог- 
лиц равишда тузилади.

Биринчи хол. Нолинчи гипотеза Н0:М(Х) — M(Y), 
конкурент гипотеза :M(X)=£M(Y).

Бу ҳолда икки томонлама критик сохани цуйидаги та
лабга асосланиб цурилади: критерийнинг бу сохага тушиш 
эҳтимоли нолинчи гипотеза ўринли деган тахминда цабул 
цилинган а цийматдорлик даражасига тенг бўлсин.
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Критерийнинг энг катта қувватига ^конкурент гипотеза 
ўринли бўлганда критерийнинг критик соҳага тушиш эҳт - 
молига) «чап» ва «ўнг» критик нуқталар бундай танланган- 
да эришилади: критерийнинг критик соҳанинг иккита интер-
валининг ҳар бирига тушиш эхтимоли у  га тенг бўлсин:

<  гчап кр) =  У ’

Р І 2 > г , нг.»>” Т '  <*>
Z нормаланган нормал миқдор, бундай  ̂ миқдорнинг 

тацсимоти эса нолга нисбатан симметрии бўлгани учун 
критик нуқталар нолга нисбатан симметрикдир.

Шундай қилиб, агар икки томонлама критик соҳанинг 
ўнг чегарасини

25- расм.

z орқали белгилайдиган бўлсак, у ҳолда чап чегара 
— гкр га тенг бўлади (25- расм).

Демак,
Z 2Кр, Z^>zKр 

икки томонлама критик сохани ва

(  г к р ’ 2 к р )

нолинчи гипотезанинг қабул қилинпш соҳасини топиш учун 
ўнг чегарани топиш кифоя.

2 Кр ни— икки томонлама критик соҳанинг ўнг чегараси
ни O(Z) Лаплас функциясидан фойдаланиб, қандай топишни 
кўрсатамиз. Маълумки, Лаплас функцияси нормал тасоди
фий микдорнинг, масалан, Z нинг (0,г) интервалга тушиш 
эҳтимолини аниқлайди:

Р(0 <  Z <  z) =  Ф(2). (**)

Z нинг тацсимоти нолга нисбатан симметрик бўлганлиги 
туфайли унинг (0, оо) интервалга тушиш эҳтимоли -̂га тенг. 
Демак, бу интервални zKp нуқта билан (0, zKP) ва (zKp оо)
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P ( 0 < Z < z K„) +  P ( Z > z KP) = I  (***)
(*) ва (**) га асосан

ф(2кр) +  Т ~  Т  
ни ҳосил қиламиз. Демак,

Ф(*кр) =  Ч г -

Бу ердан қуйидаги хулосага келамиз: икки томонлам;. 
критик соҳанинг ўнг чегарасини (гкр) топиш учун Лаплас 
функциясининг шундай гргумептини топиш керакки, унга
функциянинг га тенг киймати мос келсин.

У ҳолда икки томонлама критик соҳа ушбу 

Z <С zKp, Z ]> 2Кр

тенгсизликлар ёки уларга тенг кучли
|Z| >  гкр

тенгсизлик билан, нолинчи гипотезанинг қабул қилиниш со- 
ҳаси эса ушбу

2кр ^  zKp 
тенгсизлик, ёки унга тенг кучли

|Z| <  zKp 
тенгсизлик билан аииқланади.

Критерийнинг кузатиш маълумотлари буйича хисоблан- 
ган қийматини ZKy3ar орқали белгилаймиз ва нолинчи гипо
тезани текшириш қоидасини таърифлаймиз.

1- қоида. Берилган а цийматдорлик даражасида диспер
сиялари маълум бўлган иккита бош тўплам математик ку- 
тилишларининг тенглиги хакидаги Н0:М(Х) =  М(У) нолин
чи гипотезани конкурент гипотеза :М(Х)фМ(У) бўлганда 
текшириш учун критерийнинг кузатилган қиймати

x — j
2кузат =  | /  (РХУ_і_ о (У) ни ҳисоблаш ва Лаплас функцияси 

У п т

жадвалидан критик нуцтани Ф(гкр) =  тенглик буйи
ча топиш лозим.

и нтер вал л ар га  а ж р а тса к , у  ҳ о л д а  қўш иш  теор ем аси га асосан
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Агар |2Кузат|<2кр бўлса, нолинчи гипотезани рад этиш
га асос йўқ.

Агар |2ку3ат| >  zKp бўлса, нолинчи гипотеза рад этилади.
1 -мисол. Нормал бош тўпламлардан олинган п — 60 ва 

т =  50 ҳажмли иккита эркли танланма буйича х =  1250 ва 
] / =  1275 танланма ўртача қийматлар топилган. Бош дис
персиялар маълум: D(X) — 120, D(Y) =  100. Берилган 0,01 
цийматдорлик даражасида конкурент гипотеза : ЩХ)Ф 
ФМ(У) бўлганда Н0 : М(Х) — M(Y) нолинчи гипотезани тек- 
ширинг.

Е ч и л и ш и .  Критерийнинг кузатилаётган қийматини то
памиз:

Шартга кўра конкурент гипотеза М(Х) M(Y) кўринишда, 
шу сабабли критик соха икки томонламадир.

Ўнг критик нуқтани ушбу тенглик бўйича топамиз:

Лаплас функцияси жадвали бўйича (2- илова) гкр — 2,58 
ни топамиз. |ZKy3aT >  гкр бўлгани учун нолинчи гипотезани 
рад этамиз. Бошқача сўз билан айтганда, танланма ўртача 
қийматлар фарқи муҳим.

Иккинчи ҳол. Нолинчи гипотеза Я0:М (X) =  М (К). 
Конкурент гипотеза Нг :М (X) >  М (К).

Практикада бундай ҳол профессионал мулоҳазалар бир 
тўпламнинг бош ўртача қиймати иккинчи тўпламнинг бош 
ўртача қийматидан катта деб тахмин килишга имкон бер- 
ганда ўринли бўлади. Масалан, технологик процесс такомил- 
лаштирилган бўлса, у ҳолда бу нарса маҳсулот ишлаб чи- 
қарилишининг ортишига олиб келади, деб тахмин қилини- 
ши табиий.

Бу ҳолда ўнг томонлама критик соҳа қуйидаги талабга 
асосланиб тузилади: критерийнинг бу сохага тушиш эхтимоли 
нолинчи гипотеза ўринли деган тахминда кабул қилинган 
кийматдорлик даражасига тенг бўлсин (26-расм)

X —  II 1250— 1275 12,5,



P (Z > Z kP) =  cl. ( * * * * )

Критик нуқтаии Лаплас функцияси ёрдамида кандай 
топишни кўрсатамиз. (***) муносабат дан фойдаланамиз:

Р (0 <  Z <  2кр) ~і- Р (Z >  гКр) =  у .
(**) ва (****) га асосан:

Ф (2 к Р) +  а  =

Демак.

Ф(гКр) =

Бу ердан бундай хулосага келамиз: унт томонлама кри
тик соҳанинг чегарасини (zKp) топиш учун Лаплас функцйя- 
сининг шундай аргументини топиш керакки, унга функция-

1 — 2а  „ , .нинг —-—  га тенг циимати мос келсин. У ҳолда унг то
монлама критик coxa Z >  гкр тенгсизлик билан, нолинчи 
гипотезанинг қабул цилиниш соҳаси эса Z <  zKp тенгсизлик 
билан аниқланади.

2- қоида. Берилган а кийматдорлик даражасида диспер
сиялари маълум бўлган иккита нормал бош тўплам матема
тик кутилишларининг тенглиги хацидаги Н0: М(Х) =  М(У) 
нолинчи гипотезани конкурент гипотеза Нг :М{Х)~> М(У) 
бўлганда текшириш учун критерийнинг

у т ~  у  ГҚ.Х) +  0(У)
V п т

кузатилган цийматини ҳисоблаш ва Лаплас функцияси жад- 
' 2авалидан Ф(2 кР) =  —^—  тенглик бўйича критик нуцтани то

пиш лозим.
Агар 2Кудат <  2кР бўлса, нолинчи гипотезани рад этишга

асос йўц.
Агар Z„у3ат >  2 кр бўлса, нолинчи гипотеза рад этилади.
2- мисол. Нормал бош тўпламлардан олинган п =  10 ва 

т =  10 ҳажмли иккита эркли танланма бўйича х =  14,3 ва 
у =  12,2 танланма ўртача цийматлар топилган. Бош диспер
сиялар маълум: D(X) =  22, D(Y) =  18. Берилган 0,05 
цийматдорлик даражасида Н0:М (X) =  М (Y) гипотезани кон
курент гипотеза Нх ■ М (X) >  М (10 бўлганда текширинг.
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Ечилиши. Критерийнинг кузатилаётган цийматини то
памиз

Шартга кўра конкурент гипотеза М (X) >  М (К) кўриниш- 
да, шу сабабли критик соҳа ўнг томонламздир.

Лаплас функцияси жадвали бўйича zKp =  1,64 ни топа* 
миз. Zh-узат <  г«р бўлгани учун нолинчи гипотезани рад этиш
га асос йўқ. Бошқача сўз билан айтганда. танланма ўртача 
к йматлар фарци муҳим эмас.

Учинчи ҳ о л. Нолинчи гипотеза Я0 : /И(л) =  М(У). Кон
курент гипотеза Нх: Л1(Х) <  ЩУ).

Бу холда чап томонлама критик соҳа ушбу талабга асос
ланиб тузилади: критерийнинг бу сохага тушиш эҳтимоли,

нолинчи гипотеза ўринли бўлганда, цабул цилинг-зн циймат
дорлик даражасига тенг бўлсин (27- расм):

Z критерий нолга нисбатан симметрик тацсимланганини 
назарда тутиб, бундай хулосага келамиз: изланаётган z'yp 
критик нуцта шундай 2кр >  0 нуцтага симметрикки, у нуц
та учун P(Z >  2кР) =  а, яъни гкр =  — гкр. Шундай килиб, 
гкр нуцтани топиш учун аввал иккинчи холда баён 

цилингани бўйича 2 кр ёрдамчи нуцтани топиш; кейин эса 
топилган цийматни манфий ишора билан олиш керак экан. 
У ҳолда чап томонлама критик соҳа Z <  — гкр тенгсизлик 
билан, нолинчи гипотезанинг цабул цилиниши соцаси эса 

Z >  — 2 Кр тенгсизлик билан аницланади.
3 -коида. Конкурент гипотеза Я ]: М{Х) <  M(Y) бўлгаи- 

да ZKузах ни хисоблаш ва Лаплас фѵккіпіяси жадаалидан
\_2«

аввал 2 Кр «ёрдамчи» нуцтани Ф(2 кР) =  — ь—  тенгсизлик бў- 
йича топиш, кейин эса гщ1 =  — гкр деб олкш лозим.
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Агар 2кузат >  — 2кр бўлса, нолинчи гипотезани рад этиш
га асос йўц.

Агар 2кузат <  — 2кР бўлса, нолинчи гипотеза рад этила
ди.

3- мисол. Нормал бош тўпламлардан олинган п =  50 ва 
т =  50 хажмли зркли танланмалар бўйича х  =  142 ва у — 
=  150 танланма ўртача цийматлар топилган. Бош дисперсиялар 
маълум: Д Х )  =  28,2; D(Y) — 22,8. Берилган 0,01 киймат
дорлик даражасида Н0 : М(Х) =  M(Y) нолинчи гипотезани 
конкурент гипотеза Нг : М(Х) <  M{Y) бўлганда текширинг.

Е ч и л и ш и .  Масаладаги маълумотларни критерийнинг 
кузатилаётган цийматини хисоблаш формуласига цўйиб,
2кузат =  — 8  НИ ҲОСИЛ ЦИЛЭМИЗ.

Шартга кўра конкурент гипотеза М(Х) <  М(Ғ) кўриниш- 
га эга, шу сабабли критик соха чап томонламадир.

2Кр «ёрдамчи нуцтани» ушбу тенгсизлик бўйича топамиз:

. 1 — 2а 1 - 2 - 0 , 0 1  л 
Ф(2кр)=—2—  = ----------------  =  0,49.

Лаплас функцияси жадвалидан zKp =  2,33 ни топамиз. Де-
м а к  2кР =  - ^  =  - 2 , 3 3 .

ZkY3 ат <  — 2Кр бўлгани учун нолинчи гипотезани рад 
этамиз. Бошцача сўз билан айтганда, х  танланма ўртача 
цийматнинг у танланма ўртача цийматдан кичиклиги муҳим.

11-§. Ихтиёрий тацсимланган бош тўпламларнинг иккита 
уртача кийматини таццослаш (катта эркли танланмал ар)

Олдинги параграфда X  ва Y  бош тўпламлар нормал 
тацсимланган, уларнинг дисперсиялари эса маълум деб фа
раз цилинган эди. Бу фаразда ҳамда ўртача цийматлар тенг
лиги ҳацидаги гипотеза ўринли ва танланмалар эркли бўл- 
ганда Z критерий 0 ва І параметрли нормал цонун бўйича 
аниц тацсимланган.

Юцорида келтирилган талаблардан ацалли биттаси бажа- 
рилмаса, 10 - §да баён цилинган, ўртача цийматларни тац- 
цослаш методини цўлланиб бўлмайди.

Лекин агар эркли танланмалар катта ҳажмли (ҳар би
рининг ҳажми 30 дан кичик эмас) бўлса, у ҳолда танланма 
ўртача цийматлар тақрибан нормал тацсимланган, танлан
ма дисперсиялар эса бош дисперсияларнинг анча яхши (ду-
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руст) баҳолари бўла олади ва шу маънода уларни тацрибан 
маълум деб ҳисоблаш мумкин.

Натижада

Z' X — Y

РТ(Х)_} Рт(У)
п т

критерий М (Z') =  0 (нолинчи гипотеза ўринли шартида) ва 
a(Z') =  1 (танланмалар эркли бўлганда) параметрлар билан 
тацрибан нормал тацсимланган.

Шундай цилиб, агар: 1) бош тўпламлар нормал тацсим
ланган, уларнинг дисперсиялари эса номаълум; 2) бош т>п- 
ламлар нормал тацсимланмаган, лекин уларнинг дисперсия
лари маълум; 3) бош тўпламлар нормал тацсимланмаган, 
уларнинг дисперсиялари номаълум, шу билан бирга танлан
малар катта ҳажмли ва эркли бўлса, у холда уртача ций
матларни аниц Z критерийни тацрибий Z' критерий би
лан алмаштириб, 10- § да баён цилинган метод бўйича 
таццослаш мумкин. Бу ҳолда тацрибий критерийнинг 
кузатилаётган циймати цуйидагича бўлади.

Э с л а т м , - .  Қаралаётган критерий тацрибий бўлгани учун бу кри
терий бўйича ҳосил цилинган натижаларга эҳтиётлик билан ёндошиш 
лозим.

Мисол. п =  100 ва т =  120 ҳажмли иккита эркли тан
ланма бўйичах — 32,4 ва у =  30,1 танланма ўртача ций
матлар ҳамда Dr{X) =  15,0 ва DT(K) =  25,2 танланма дис
персиялар топилган. 0,05 цийматдорлик даражасида # 0 : М(Х) 
=  М(У) нолинчи гипотезани конкурент гипотеза Я1:М(.Ѵ) >  
>  М(Ғ) бўлганда текширинг.

Ечилиши. Масаладаги маълумотларни тацрибий кри
терийнинг кузатилаётган цийматини ҳисоблаш формуласи
га цўйиб, Z  кузат — 3,83 ни хосил циламиз.

Шартга кўра конкурент гипотеза М(Х) >  M(Y) кўриниш- 
га эга, шу сабабли критик соҳа ўнг томонламадир.

Критик нуцтани ушбу тенглик бўйича топамиз:

х—У
кузат

Лч/ ч 1 — 2а 1 — 2 - 0 , 0 5  п Лг- 
Ф (2кр) =  —j ----- = ----------Т 1------  =  ° - 4 5 -
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Лаплас функцияси жадвалидангкр=  1,64 ни топамиз. 2кузат5> 
> 2 к Р бўлгани учун нолинчи гипотезани рад этамиз. Бош
цача сўз билан айтганда, танланма ўртача цийматлар фар
ци мухич.

12- §. Дисперсиялари номаълум ва бир хил булган 
нормал бош тўпламларнинг иккита уртача 
цийматини таццослаш (кичик эркли танланмалар)

X ва Y  бош тўпламлар нормал тацсимланган, шу билан 
бирга уларнинг дисперсиялари номаълум бўлсин. Масалан, 
кичик ҳажмли танланмалар бўйича бош дисперсиялар учун 
яхши баҳолар олиш мумкин эмас. Шу сабабли ўртача ций
матларни тацослашнинг 11- § да баён цилинган методини бу 
ерда цўллаб бўлмайди.

Аммо юцоридагиларга цўшимча равишда н о м а ъ л у м  
бош д и с п е р с и я л а р  ў з а р о  т е н г  д е б  фараз цилади- 
ган бўлсак, у ҳолда ўртача цийматларни таццослаш крите- 
рийсини (Стьюдент критерийсини) яратиш мумкин. Маса
лан, битта станокда тайёрланган икки партия деталлар
нинг ўртача ўлчамлари такцосланаётган бўлса, у ҳолда 
контроль цилинаётган ўлчамларнинг дисперсиялари бир 
хил деб тахмин цилиниши табиий.

Агар дисперсиялар бир хил деб ҳисоблашга асос йўц 
бўлса, у ҳ о л д а  ў р т а ч а  ц и й м а т л а р и н и  т а ц ц о с -  
л а ш д а н  о л д и н  Фишер—Снедекор критерийсидан (8 -§ )  
фойдаланиб, бош дисперсиялар тенглиги ҳацидаги гипоте
зани текшириб кўриш лозим бўлади.

Шундай цилиб, бош дисперсиялар бир хил деган фаразда 
H 0 \M (X )=M (Y) нолинчи гипотезани текшириб кўриш та
лаб цилинади. Бошқача сўз билан айтганда. кичик п ва т 
хажмли эркли танланмалар бўйича топилган х ва у тан
ланма уртача цийматлар фарци мух им ёки муҳим эмасли- 
гини аницлаш талаб этилади.

Нолинчи гипотезани текшириш критерийси сифатида

тасодифий мицдорни цабул циламиз. Т  мицдор нолинчи 
гипотеза ўринли бўлганда Стьюдентнинг k =  n + m  — 2 
озодлик даражали t - тацсимотигз эга эканлиги исботлан
ган.
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Критик соҳа конкурент гипотезанинг кўринишига бог- 
лиц равишда цурилади.

Биринчи ҳол. Нолинчи гипотеза Н0:М(Х) =  M(Y), 
Конкурент гипотеза Н^:М(Х) фМ (Y).

Бу ҳолда цуйидаги талабга асосланиб, икки томонлама 
критик соҳа цурилади: Т критерийнинг бу сохага тушиш 
эҳтимоли нолинчи гипотеза ўринли деган тахминда цабул 
цилинган а цийматдорлик даражасига тенг бўлсин.

Критерийнинг энг катта цувватига (критерийнинг кон
курент гипотеза ўринли бўлганда критик сохага тушиш 
эҳтимоли) «чап» ва «ўнг» критик нуцталар цуйидагича тан- 
ланганда эришилади: критерийнинг икки томонлама кри
тик соҳанинг иккита интервалидан ҳар бирига тушиш эҳти-
моли I  га тенг бўлсин:

^ < W  =  T ’
Т мицдор Стьюдент тацсимотига эга, бу таксимот эса 

нолга нисбатан симметрии бўлгани учун критик нуцталар 
хам нолга нисбатан симметрии. Шундай цилиб, икки томон
лама критик соҳанинг ўнг чегарасини <ШИІМІ1(р(а,Л) орцали 
белгилайдиган бўлсак, у холда чап чегара—/икки том кр (a, k) 
булади.

Демак,
F  ^  И̂ККИ ТОМ. кр. F  и̂кки. том. кр.(а -

икки томонлама критик соҳани ва
I ^ икки том. кр- (®> ^ )>  ^икки том кр(®'

нолинчи гипотезанинг цабул цилиш соҳасини топиш учун 
икки томонлама критик соҳанинг ўнг чегарасини топиш ки
фоя.

Критерийнинг кузатиш маълумотлари бўйича ҳисоблан- 
ган цийматини ТКу3ат орцали белгилаймиз ва нолинчи гипо
тезани текшириш цоидасини таърифлаймиз.

1-цоида. Берилган а цийматдорлик даражасида диспер
сиялари номаълум, лекин бир хил бўлган икки нормал бош 
тўпламнинг математик кутилишлари (кичик эркли танлан
малар) тенглиги хацидаги Н0: М(Х) =  M(Y) нолинчи гипотеза
ни конкурент гипотеза Ну: M(X)=£M(Y) бўлганда текшириш 
учун критерийнинг

гг х — у ,  f  n m (n + m —2)
4 ] /
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кузатилаётган цийматини хисоблаш ҳамда Стьюдент тацснмо- 
тининг критик нуцталари жадвалидан берилган а. циймат
дорлик даражаси (жадвалнинг юцори сатрида жойлаш
ган) ва k =  п +  т — 2 озодлик даражалари сони буйича 
и̂ккгг том кр(я) іі) нуцтани топиш лозим.

Агар \Ткузат] <  tmKn 10м кр(а, к) бўлса, нолинчи гипотеза
ни рад цилишга асос йѵц.

Агар \Ткузат| >  /иккв том кр {а, к) бўлса, нолинчи гипотеза 
рад этилади.

Мисол. X  ва Y  нормал бош тўпламлардан олинган п—Ъ 
в а т = 6 к и ч и к  ҳажмли эркли танланмалар бўйича х  =  3. 3, 
у =  2,48 танланма ўртача цийматлар ва тузатилган 5 ^ = 0 ,2 5  
ва s2Y =  0,108 дисперсиялар топилган. 0,05 цийматдорлик 
даражасида Нп t Щ Х) — M(Y) нолинчи гипотезани конкурент 
гипотеза Нх :М(Х)фА1(У) бўлганда текширинг.

Е ч и л и ш и .  Танланма дисперсиялар хар хил бўлгани 
туфайли даставвал бош дисперсиялар тенглиги хацидаги 
нолинчи гипотезани Фишер— Снедекор критерийсидан (8-§) 
фойдаланиб текширамиз.

Катта тузатилган дисперсиянинг кичигига нисбатини 
топамиз:

Ғ  — 0,25 — 9 4!^кузат — 0 10S — * ' OL'

s2x дисперсия s\ дисперсиядан анча катта, шу сабабли 
конкурент гипотеза сифатида Н} : D(X) >  D{Y) гипотезани 
цабул циламиз. Бу ҳолда критик соҳа ўнг томонламадир. 
Жадвалдан а  =  0 ,05 Цийматдорлик даражаси ва £1== 5— 1 =  4, 

=  6 — 1 = 5  озодлик даражалари сонлари бўйича / кр 
(6,05; 4; 5) =  5,19 критик нуцтани топамиз.

/кузат <  /кр булгани учун бош дисперсиялар тенглиги 
хацидаги нолинчи гипотезани рад этишга асос йўц.

Бош дисперсиялар тенглиги ҳацидаги тахмин бажарил- 
гани учун ўртача цийматларни таццослаймиз.

Стьюдент критерийсининг кузатилаётган цийматини 
ҳисоблаймиз:

г г  _  X — Ў  Г пт (п  +  т — 2)1 кузат -  2----- I /  п +  т
у  ns х  /7jsy '

Бу формулага кирган катталикларнинг сон цийматлари- 
ни цўйиб, Т ку3ат =  3,27 ни хосил циламиз.
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Шартга кўра конкурент гипотеза М(Х)фМ{У) кўриниш- 
да, шу сабабли критик соҳа икки томонламадир. 0,05 кий
матдорлик даражаси ва А =  5 -f- 6 —  2 =  9 озодлик даража
лари сони бўйича жадвалдан (6-илова) /нкки т о м .к р  (^>05; 9) =  
=  2,26 критик нуцтани топамиз.

^кузат >'икки том.кр бУЛГЗНИ УЧУН б0Ш ЎРТЗЧа ҚИЙМЗТЛЗр
тенглиги ҳацидаги нолинчи гипотезани рад этамиз. Бошца
ча сўз билан айтганда, танланма ўртача цийматлар фарци 
муцим.

Иккинчи ҳ о л. Нолинчи гипотеза Н0 : М{Х) =  M(Y). 
Конкурент гипотеза Ht \M(X)>M(Y).

Бу ҳолда цуйидаги талабга асосланиб, ўнг томонлама 
критик соҳа цурилади: Т критерийнинг бу соҳага тушиш 
эҳтимоли нолинчи гипотеза ўринли деган тахминда цабул 
цилинган цийматдорлик даражасига тенг бўлсин:

Р(Т>(Ш  ТОМ кр) —  а *

t ўнг том кр(а, k) нуцтани жадвалдан (6- илова) а цийматдорлик 
даражаси (жадвалнинг пастки сатрида жойлашган) ва 
k =  п +  т — 2 озодлик даражалари сони бўйича топилади.

Агар Гкузат >  tnr  том !ф бўлса, нолинчи гипотезани рад 
этишга асос йўц.

Агар Т  кузат >  t ўнг том. кР бўлса, нолинчи гипотеза рад 
этилади.

Учинчи ҳ о л. Нолинчи гипотеза H0:M (X )=M (Y).  Кон
курент гипотеза Н± : М(Х)<СМ(У).

Бу цолда цуйидаги талабга асосланиб, чап томонлама 
критик соҳа цурилади: критерийнинг бу соҳага тушиш эц- 
тимоли нолинчи гипотеза ўринли деган тахминда цабул 
цилинган цийматдорлик даражасига тенг булсин:

Р ( Т <  /чап том. кр̂  — ОС •
Стьюдент тацсимотининг нолга нисбатан симметриклигига 

асосан:
t чап том. кр =  t ўнг том. кр •

Шу сабабли af вал «ёрдамчи» t ўнг том КР критик нуцта иккин
чи ҳолда баён цилинганидек топилади ва і чап том. «р =  
= —t унг том. кр деб олинади.

Агар Т  кузат >  — /ўнг том, кр бўлса, нолинчи гипотезани 
рад этишга асос йўц.

Агар Т  кузат <  і ўнг том. кр бўлса, нолинчи гипотеза рад 
этилади.
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13- §. Нормал тўпламнинг танланма уртача циймати 
билан гипотетик бош уртача қийматини таццослаш.

А. Бош тўпламнинг дисперсияси маълум. Айтайлик, X  
бош тўплам нормал тацсимланган, шу билан бирга бош ўр- 
тача циймат а номаълум бўлса-да, лекин у ай гипотетик 
(тахмин цилинаётган) цийматга тенг дейишга асос бор бўл- 
син. Масалан, X  станок-автомат тайёрлайдиган деталлар 
партиясидаги xt ўлчамлар тўплами бўлса, у ҳолда б у ўлчам- 
ларнинг а бош ўртача циймати лойиҳадаги а0 ўлчамга тенг 
деб тахмин цилиш мумкин. Бу тахминни текшириш учун 1с 
танланма ўртача циймат топилади ҳамда х  ва а0 фарци му- 
ҳим ёки муҳим эмаслиги текширилади. Агар фарц муҳим 
бўлмаса станок ўртача олганда лойиҳадаги ўлчамни таъмин- 
лайди, агар фарц муҳим бўлса, у ҳолда станокни созлаш 
лозим бўлади.

Фараз цилайлик, бош тўпламнинғ дисперсияси, масалан, 
аввалги тажрибадан маълум ёки назарий топилган ёки катта 
ҳажмли танланма бўйича ҳисобланган бўлсин (катта танлан
ма бўйича дисперсиянинг етарлича яхши баҳосини ҳосил 
цилиш мумкин).

Шундай цилиб, нормал бош тўпламдан п цажмли тан
ланма олинган ва у бўйича х  танланма ўртача циймат 
топилган, шу билан бирга а2 бош дисперсия маълумбўл- 
син. Танланма ўртача циймат бўйича берилган циймат
дорлик даражасида а бош ўртача цийматнинг а0 гипотетик 
цийматга тенглиги ҳацидаги Я 0:а  =  а 0 нолинчи гипотезани 
текшириш талаб этилади.

Танланма уртача циймат бош ўртача цийматнинг силжи- 
маган баҳоси (XVI боб, 5 - § )  яъни М(Х) =  а0 эканлигини 
назарда тутиб, нолинчи гипотезани цуйидагича ёзиш мум
кин: М(Х) =  ад.

Шундай цилиб, танланма ўртача цийматнинг математик 
кутилиши бош ўртача цийматга тенглигини текшириш та
лаб этилади. Бошцача сўз билан айтганда, танланма ва 
бош ўртача цийматларнинг фарци муҳим ёки муцим эмасли- 
гини аницлаш лозим.

Нолинчи гипотезани текшириш критерийси сифатида

U =
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тасофидий мицдорни цабул циламиз, у нормал тацсимлан
ган, шу билан бирга нолинчи гипотеза ўринли бўлганда 
M(U) =  0, o ( U ) =  1.

Бу ерда ҳам соҳа 10-§ даги каби конкурент гипотеза
нинг кўринишига боғлиқ равишда курилгани учун нолинчи 
гипотезанинг текшириш цоидаларини таърифлаш билан 
чекланамиз; U критерийнинг кузатиш маълумотлари̂  бўйича 
ҳисобланган цийматини UKy3al орцали белгилаймиз.

1 -цоида. Берилган цийматдорлик даражасида маълум а2 
дисперсияли нормал тўпламнинг а бош ўртача цийматининг 
а0 гипотетик цийматга тенглиги ҳацида Н0: а =  ар нолин
чи гипотезани конкурент гипотеза : а а0 бўлганда тек
шириш учун критерийнинг

У _  (л — о0) Уп
кузат о

кузатилаётган цийматини ҳисоблаш ва Лаплас функцияси 
жадвали бўйича икки томонлама критик еоҳанинг критик 
нуцтасини ушбу тенглик бўйича топиш лозим:

® К р >
Агар IUкуда,. I <  икр бўлса, нолинчи гипотезани рад

этишга асос йўц.
Агар I £/кузат I >  и кр бўлса, нолинчи гипотеза рад эти

лади.
2- цоида. Конкурент гипотеза Нх \ а >  а0 бўлганда ўнг 

томонлама критик соханинг критик нуцтаси ушбу тенглик 
буйича топилади:

Ф( « к р ) = Ц ^ -
Агар L?Ki,3aT < ц  кр бўлса, нолинчи гипотезани рад эгиш- 

га асос йўц.
Агар 1/кузат >  «кр бўлса, нолинчи гипотеза рад этилади.
3 -цоида. Конкурент гипотеза Н1: а < а 0 бўлганда 

аввал икр критик нуцта 2- цоида бўйича топилади, кейин 
эса чап томонлама критик соханинг чегараси цуйидагича 
деб фараз цилинади:

ы'кр =  - икр.
Агар У кузят > — и кр бўлса, нолинчи гипотезани рад 

этишга асос йўц.
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Агар UKy33T <  — икр бўлса, нолинчи гипотеза рад эти
лади.

I- мисол. Ўртача квадратик четланиши о =  0,36 маълум 
булган нормал бош тўпламдан п — 36 хажмли танланма 
олинган ва у бўйичаГ* = 2 1 , 6  танланма уртача киймат топил
ган. 0,05 кийматдорлик даражасида Н0 : а =  а0 =  21 но
линчи гипотезани конкурент гипотеза Н х : а Ф 21 бўлганда 
текширинг.

Е ч и л и ш и .  Критерийнинг кузатилаётган цийматини 
топамиз:

, ,  (х - а 0)Ѵ п  ( 2 1 , 6 - 2 1 ) ] / 3 6  1Ли  кузат--------- - ------=  -------Q-gg------- =  10.

Шартга кўра конкурент гипотеза а ф а 0 кўринишда, шу 
сабабли критик соҳа икки томонламадир.

Критик нуцтани ушбу тенглик орцали топамиз:

гт,/ \ 1 — а 1 — 0,05 п л~,е Ф (ыкр) =  —2 ~  = ---- y —  =  0,47о.

Лаплас функцияси жадвали бўйича ыкр =  1,96 ни топамиз.
U кузат >  Ыкр бўлгани учун нолинчи гипотезани рад эта

миз. Бошцача сўз билан айтганда, танланма ўртача циймат 
билан гипотетик бош ўртача циймат орасидаги фарц муҳим.

2 - мисол. 1-мисол маълумотлари бўйича Н0: а =  21 но
линчи гипотезани конкурент гипотеза а >  21 бўлганда тек
ширинг.

Е ч и л и ши .  Конкурент гипотеза а > 2 1  кўринишда 
бўлгани учун критик соҳа ўнг томонламадир.

Критик нуцтани ушэу тенгликдан топамиз:

ф (Икр) =  =  1- 2̂  5  0,45.

Лаплас функцияси жадвалидан ихр =  1,65 ни топамиз.
U кузат =  10 >  цКр бўлгани учун нолинчи гипотезани рад 
этамиз; танланма ўртача циймат ва гипотетик бош ўртача 
циймат орасидаги фарц муҳим.

Шуни цайд циламизки, бу ўринда нолинчи гипотезани 
дарцол рад этиш мумкин эди, чунки у 1- мисолда икки 
томонлама критик соха бўлганда рад этилган эди. Бу тў- 
лиц ечилишни бу ерда таълим мацсадида келтирдик.

Б. Бош тўпламнинг дисперсияси номаълум. Агар бош 
тўпламнинг дисперсияси номаълум бўлса (масалан, кичик
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танланмаларда), у ҳолда нолинчи гипотезани текшириш 
критерийси сифатида

т =  (Х — %)Уп 
s

тасодифий мицдор цабул цилинади, бу ерда s— «тузатил
ган» ўртача квадратик четланиш. Т  мицдор k =  п — 1 озод
лик даражали Стьюдент тақсимотига эга.

Критик соҳа конкурент гипотезанинг кўринишига цараб 
цурилади. Бу иш юцорида баён цилингани буйича бажа- 
рилганлиги сабабли нолинчи гипотезани текшириш цоида- 
лари билан чекланамиз.

1 -коида. Берилган сс цийматдорлик даражасида (диспер
сияси номаълум нормал тўпламнинг) номаълум а бош ўр- 
тача цийматнинг а0 гипотетик цийматга тенглиги ҳацидаги 
Н0:а =  а0 гипотезани конкурент гипотеза Ну \ а ф а 0 бўл- 
ганда текшириш учун критерийнинг________________

г  С* —  “ о) Ѵ п
і  к у з а т  =  ---------------------------

кузатилаётган цийматини ҳисоблаш ва Стьюдент тацсимо
тининг критик нуцталари жадвалидан жадвалнинг юцори 
сатрида жойлаштирилган а  цийматдорлик даражаси ва 
k =  п — 1 озодлик даражалари сони бўйича taKки ТОм. кр (а. к) 
критик нуцтани топиш лозим.

Агар I Ткузат I <  и̂ккч том.кр бўлса, нолинчи гипотезани 
рад этишга асос йўц.

Агар IТкузат j >  и̂кки том.кр бўлса, нолинчи гипотеза 
рад этилади.

2 - цоида. Конкурент гипотеза Я 1:а > а 0 бўлганда ўнг 
томонлама критик соханинг ЦвТ кр( a ,k) критик нуцтаси 
жадвалнинг (6 - илова) пастки сатрида жойлаштирилган а  
цийматдорлик даражаси ва k =  п —  1 озодлик даражалари 
сони буйича топилади.

Агар Тку3ат <  tf „г «р бўлса, нолинчи гипотезани рад 
этишга асос йўц.

Агар Гкузат >  ў̂нгкр бўлса, нолинчи гипотеза рад эти
лади.

3 - цоида. Конкурент гипотеза Я 1: а < о 0 бўлганда дас- 
таввал «ёрдамчи» tyaT кр (a, k) критик нуцта топилади ва 
чап томонлама критик соцанинг чегараси t4m кр =  — ў̂нг кр 
деб олинади.
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Агар Т кузат >  —  /упг кр. бўлса, нолинчи гипотезани рад 
этишга асос йўц.

Агар Т кузат <  — /ў „ г кр. бўлса, нолинчи гипотеза рад 
этилади.

3- мисол. Нормал бош тўпламдан олинган п =  20 хажм
ли танланма буйича—х— 16 танланма уртача -киймат ва 
s =  4,5 «тузатилган» уртача квадратик четланиш топил
ган. 0,05 цийматдорлик даражасида Н0 : а = а 0 =  15 нолинчи 
гипотезани конкурент гипотеза Н ^.аф  15 бўлганда текширинг.

Е ч и л и ш и .  Критерийнинг кузатилаётган цийматини 
ҳисоблаймиз:

Шартга кўра конкурент гипотеза а ф  а0 кўринишда, шу 
сабабли критик еоҳа икки томонламадир.

Стьюдент тацсимотининг критик нуцталари жадвали- 
дан юцори сатрда жойлашган а  =  0,05 цийматдорлик дара
жаси ва k =  20 — 1 =  19 озодлик даражалари сони бўйича 
и̂кки Юм. кр (0,05; 19) =  2,09 критик нуцтани топамиз.

І Т к у з а т )  <  ^ н к к и  т о м .  к р  булгани учун нолинчи гипотезани 
рад этишга асос йўц, танланма ўртача цийматнинг гипоте
тик бош ўртача цийматдан фарци муҳим эмас.

14- §. Икки томонлама критик со ха  ва  ишончли интервал 
орасида богланиш

Осонгина кўрсатиш мумкинки, икки томонлама критик 
соҳани а  цийматдорлик даражасида излаётганда, тегишлп 
у =  1 — а  ишончлилик билан ишончли интервални ҳам то
пилади. Масалан, 13-§ да Я 0:а  =  а0 гипотезани Нг -.а Ф а0

(х~— CL )Ѵпда текширилаётганда биз U =  ------—  критерийнинг
икки томонлама критик соҳага тушиш эҳтимолк а  циймат
дорлик даражасига тенг бўлсин деб талаб цилдик, демак, 
критерийнинг гипотезанинг цабул цилиниш соҳаси 
(— «кр, «кр) га тушиш эҳтимоли 1 — а  =  у га тенг. Бош
цача сўз билан айтганда, у ишончлилик билан

( *  —  Др) У п _  (іб-ізд.Цо _  0 99
4,5S
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тенгсизлик ёки унга тенг кучли

-  о _  а
X  « к р  у —  <  а  < х  +  Ы к р у —  ( * )

тенгсизлик бажарилади, бу ерда Ф (ыкр) =  у  ■
Биз нормал тацсимотнинг ст маълум бўлганда математик 

кутилиши учун у ишончлилик билан ишончли интервални 
ҳосил цилдик (XVI боб, 5- §).

Э са а т м а .  Икки томонлама критик соҳани ва ишончли интер
вални излаш бир хил натижага олиб келса-да, уларнинг талқини 
ҳар хилдир: икки томонлама критик соха шундай чегараларни (критик 
нуқталарни) аниқлайдики, улар орасида критерийларнинг тажрибалар- 
ни такрорлашда кузатилаётган кийматлари сонининг ( 1 — а)% проаен- 
ти ётади; ишончли интервал эса шундай чегараларни (интервалнинг 
учларини) аниклайдики, улар орасида тажрибаларнинг у =  ( 1 — а )  %

.— ида -бахоланаётган параметрнинг ҳакикий киймати ётади.

15-§. Танланма ва гипотетик
бош уртача цийматларни такцослашда
танланманинг минимал ҳажмини аницлаш

Практикада кўпинча, шундай 6 >  0 катталик (аницлик) 
маълум бўладики, танланма ва гипотетик бош уртача ций
матлар айирмасининг абсолют катталиги ундан ортмаслиги 
лозим. Масалан, одатда, тайёрланадиган деталларнинг ўрта- 
ча ўлчами лойиҳадагидан тайин б дан ортиц фарц цилмас- 
лиги талаб цилинади.

Бундай савол юзага келади: бу талаб у =  1 — а (а — 
цийматдорлик даражаси) эҳтимол билан бажарилиши учун 
танланманинг минимал ҳажми цанча бўлиши лозим?

Нормал тацсимотнинг ст маълум бўлганда математик 
кутилишини баҳолаш учун ишончли интервални излаш ма
саласи ва математик кутилишнинг (бош ўртача циймат
нинг) гипотетик цийматга тенглиги хацидаги гипотезани 
текшириш (13-§, А) масаласи бир-бирига келтирилгани учун 

[ ушбу (XVI боб, 15-§):
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бу ерда Ыкр ушбу Ф (икр) = ~ =  1 2 а тенгликдан топи

лади.
Агар а номаълум, лекин унинг баҳоси s топилган бўл- 

са, у ҳолда (13- §, Б)
„  __ 2̂икки том кр (а < k)-&П— g 3

16-§. Критерий цувватини излашга доир мисол
Критерийнинг цувватини топишга доир мисолнинг ечи- 

лишини келтирамиз.
Мисол. Ўртача квадратик чекланиши ст = 1 0  маълум бўлган 

нормал бош тўпламдан олинган п =  25 ҳажмли танланма 
бўйича X — 18 танланма ўртача киймат топилган. 0,05  
цийматдорлик даражасида цуйидагилар талаб цилинади:

а) агар бош ўртача цийматнинг гипотетик цийматга 
тенглиги ҳацидаги Н0:а =  а0 — 20 гипотеза конкурент ги
потеза Ну :а  <  20 бўлганда текширилаётган бўлса, критш 
соҳани топинг;

б) а0 =  16 да текшириш критерийси цувватини топинг 
Е ч и л и ш и .  а) конкурент гипотеза а <  а0 кўринишдг.

бўлгани сабабли критик соҳа чап томонламадир.
3-цоидадан (13- §, А) фойдаланиб, критик нуцтани то

памиз: и'кр — — 1,65. Демак, чап томонлама критик соца 
U <  — 1,65 тенгсизлик билан ёки муфассалроц ёзсак,

( Г -  2 0 ) / 25 <  _  1 б 5

билан аницланади, бу ердан х <  16,7.
Танланма ўртача цийматнинг бу цийматларида нолин

чи гипотеза рад этилади; шу маънода л: =  16,7 ни тан
ланма ѵртача цийматнинг критик циймати деб цараш мум
кин.

б) царалаётган критерийнинг цувватини цисоблаш учун, 
аввал унинг цийматини конкурент гипотеза ўринли шартда, 
(яъни а0 =  16) л: =  16,7 деб топамиз:

ц  __(■* —  ааѴ~п _ _  ( 16,7  —  16) У 2 5  _  q  0 ^

Бу ердан кўриниб турибдики, агар х <  16,7 бўлса, у ҳол- 
да U <  0 ,35. X < 1 6 , 7  бўлганда нолинчи гипотеза рад ци- 
лингани учун у, шунингдек, U <  0,35 да рад этилади
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(бунда конкурент гипотеза ўринли, чунки биз ау =  16 дэб 
олди к).

Энди Лаплас функциясидан фойдаланиб, критерий цув
ватини, яъни конкурент гипотеза ўринли бўлса, нолинчи 
гипотезанинг рад қилиниш эҳтимолини топамиз (7- §):
Р (U <  0,35) =  Р (— оо <  U <  0.35) =  Р (— с о < ( / < 0 )  +  
+  Р (0 <  U <  0,35) =  0,5-j-cD (0 ,35)=0,5+0,1368 =  0,6368.

Шундай цилиб, царалаётган критерийнинг изланаётган 
цуввати тацрибан 0.64 га тенг. Агар танланма ҳажми 
орттирилган бўлса. кувват хам ортади.

Масалан, п=64да қувват 0,71 га тенг. Агар аниорт- 
тириладнган бўлса, цувват хам ортади. Масалан, а =  0,1 
да цувват 0,7642 тенг.

Э с л а т м а .  Қувватни билган холда иккинчи тур хато ч.угимолини 
осон топиш мумкин: Р =  1 — 0 ,6 4  (мисолни ечишда аввал [} ни, кейин 
эса 1 —  р га тенг бўлган қувватни топиш хам мумкин эди. албаттаі.

17- §. Дисперсиялари номаълум булган бош тўпламларнинг 
иккита ўртача цийматини таццослаш (боғлиц 
танланмалар)

Олдинги параграфларда танланмалар эркли деб фараз 
цилинган эди. Бу ерда варианталари жуфт-жуфти билан 
боглиц бўлгая, бир хил ҳажмли танланмалар царалади. 
Масалан, х,- (і =  1 ,2, . .  ., п) деталларнинг ўлчамларини би
ринчи асбоб билан ўлчаш, yt шу деталларни ўша тартибда 
иккинчи асбоб билан ўлчаш натижалари бўлса, у холда 
X/ ва уі лар жуфт-жуфт боғлнц, мана шу маънода танлан- 
маларнинг ўзлари ҳам боғлиқ. Одатда =j= yt бўлгани 
учун бу сон жуфтларининг фарци муҳим ёки муҳим эмас- 
лигини аницлаш зарурати юзага келади.

Шунга ўхшаш масала битта лабораторияда амалга оши- 
рнлган икки тадцицот методини таццослашда ёки тад- 
цицот иккита турли лабораторияда бир хил метод би
лан бажарилганда цўйилади.

Шундай цилиб, X  ва Y  бош тўпламлар нормал тацсим
ланган, шу билан бирга уларнинг дисперсиялари номаълум 
бўлсин.

Берилган а цийматдорлик даражасида дисперсиялари 
номаълум бўлган нормал тўпламларнинг бош ўртача ций
матлари тенглиги ҳацидаги H-M (X) М (F) нолинчи ги-
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потезани конкурент гипотеза Нг :М(X) Ф М (Y) булганда 
бир хил ҳажмли иккита боглиц танланма бўйича текшириш 
талаб цилинади.

Иккита ўртача цийматни таццослаш цацидаги бу ма
салани битта танланма ўртача цийматни бош ўртача ций
матнинг гипотетик цийматига тенглиги хацида 13- §, Б да 
ҳал цилинган масалага келтирамиз.

Бу мацеадда О, =  X, — Y { айирмалар—тасодифий мицдор- 
ларни ва уларнинг ўртача цийматини киритамиз:

D =  Ц Х і - Y j )  _ Ъ Х ,  j  у
п п п п

Лгар нолинчи гипотеза уртшли, яъни М (X) =  М (Y) 
бўлса, у ҳолда М (X) =  M (Y),  ва демак,

M(D) =  М (X — Y)  =  М (X) — М (Y) =  0.

Шундай цилиб, И0: М (X) — М (Y) нолинчи гипотезани 
бундай ёзиш мумкин:

H0:M (D ) =  0.

У холда конкурент гипотеза цуйидаги кўринишни олади:

Н,\М(Ъ)ф  0.

1- э с л а тм а. Бундан буен кузатилаётган х,- — іц нотасодифий
айирмаларни D,- =  X,-— У,- тасодифий айирмалардан фарқли ўлароқ

di оркали белгилаймиз. Шунга ўхшаш, бу айирмаларнинг 2

танланма уртача қийматини D тасодифий миқдордан фарқли ўлароқ
d оркали белгилаймиз.

Шундай килиб, иккита х ва у ўртача цийматни тац- 
кослаш битта d танланма ўртача цийматни бош ўртача ций
матнинг М (D) — а0 — 0 гипотетик киймати билан таккос- 
лашга келтирилди. Бу масала олдин, 13- §, Б да хал 
цилинган эди, шу сабабли нолинчи гипотезани текшириш 
цоидасини ва мисол келтирамиз.

2' э с л а т м а .  Юқорида баён қюшнганч буйича,



формулада (13- §, Б)

X =

деб олиш лозим. У ҳолда Г кѵзат =
sj

Қоида. Берилган а цийматдорлик даражасида номаълум 
дисперсияли нормал тўпламларнинг иккита ўртача циймати
нинг тенглиги ҳацидаги Н0:М (X) =  М(У) нолинчи гипоте
зани конкурент гипотеза М (X) Ф М (Y) бўлганда текшириш 
учун (бир хил хажмли боғлиц танланманлар бўлган ҳол)

-— критерийнинг цийматини хисоблаш ва Стьюдент тацстгаоти- 
нинг критик нук.талари жадвалидан берилган а цийматдор
лик даражаси (жадвалнинг юцори сатрида) ва озодлик 
даражалари сони k =  а — 1 бўйича Uкки том.кр (а, к) ни 
топиш лозим.

Агар IТкузат I <  /икки том.кр бўлса, нолинчи гипотезани 
рад этишга асос йўц.

Агар I Гкузат| >  *иккз том.кр бўлса, нолинчи гипотеза рад 
этилади.

Мисол. Иккита асбобда 5 та деталь ўлчанган ва куйи
даги натижалар олинган (мм нинг юздан бир улушларида):

а'і == 6, х% === 7, л'з =  8, 5. х  ̂ —" 7,
Уі =  7, у.2 =  6, уд =  8, у4 =  7, у6 =  8.

0,05 цийматдорлик даражасида улчаш натижалари фар- 
цининг муҳим ёки муҳим эмаслигини текширинг.

Ечилиши. Биринчи сатр сонларидан иккинчи сатр 
сонларини айирамиз:

di =  — 1. do =  1, da =  0, d4 =  — 2, d6 =  — 1.

Танланма ўртача цийматни топамиз:

ГТ-1 й(
/  кузат —  -----------

d =  - п
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yd?  =  l +  l +  4 +  l =  7 ва Ѵ<іг =  — 3 лигининазарда 
тутиб, «тузатилган» ўртача квадратик четланишни топамиз:

Критерийнинг кузатилаётган цийматини ҳисоблаймиз:

Стьюдент тацсимотининг критик нуцталари жадвалидан 
жадвалнинг юкори сатрига жойлаштирилган 0,05 циймат
дорлик даражаси ва k =  5 — 1 = 4  озодлик даражалари 
сони бўйича t инки том. кр (0,05, 4) * =  2,78 критик нуцтани 
топамиз.

j Т кузат I ^икки том. кр бўлгани учун нолинчи гипотезани 
рад этишга асос йўц. Бошцача айтганда, ўлчаш натижа
ларининг фарци муҳим эмас.

18- §. Кузатилаётган нисбий частотани ходиса рўй 
беришининг гипотетик эҳтимоли билан таццослаш

Етарлича катта п сондаги эркли синовлар ўтказилнб, 
уларнинг ҳар бирида ҳодисанинг р  рўй бериш эҳтимоли
ўзгармас, лекин номаълум булсин. Бу синовлар бўйича —

нисбий частота топилган бўлсин. Номаълум эҳтимол р0 ги
потетик цийматга тенг деб тахмин цилишга асос бор бул
син. Берилган а цийматдорлик даражасида номаълум р 
эҳтнмол ри гипотетик эҳтимолга тенглигндан иборат но
линчи гипотезани текшириш талаб цилинади.

Эҳтимол нисбий частота бўйича бахрлангани учун цара
лаётган масалани бундай таърифлаш мумкин: кузатила
ётган нисбий частота ва гипотетик эҳтимол фарцининг 
муҳим ёки муцим эмаслигини аницлаш талаб цилинади.

Нолинчи гипотезани текшириш критейриси сифатида

Ѵ роЧо

тасодифий мицдорни цабул циламиз, бу ерда q0 =  1 — р0. 
U мицдор нолинчи гипотеза ўринли б)лганда М (U) = 0 ,

d У~п
V

0,6 Ѵь 
V L 3

1,18

п
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о {(J) =  1 параметрлар билан такрибан нормал тацсим
ланган.

Тушунтириш. Шу нарса исботланганки (Лаплас теоремаси), 
п нинг катта цийматларида нисбий частота тацрибан р ма

тематик кутилиш ва уртача квадратик четланиш би
лан нормал тацсимотга эга. Нисбий частотани нормаллаб 
(ундан математик кутилишни айириб ва ўртача квадратик 
четланишга булиб), цуйидагини хрсил циламиз:

М ,М \ _ _

^  —  У  р±  ~  У м

шу билан бирга М (U) =  О, a (U) =  1.
Нолинчи гипотеза ўринли бўлганда, яъни р =  р0 да

--------------------------- ----------- ( т  - * ) ѵ * ------------ --------—
^ кузат — у----

У  РоЯо

Л4
1- э с л а т м а .  Кузатилаетган частота —  тасодифии микдордан

п
фарқли ўлароқ бундан кейин — орқали белгиланади.

п

Бу ерда критик соҳа 10- § дагидек курилгани учун но
линчи гипотезани текшириш кридасини ва уни намойиш 
цилувчи мисол келтирамиз.

I- цоида. Берилган цийматдорлик даражасида номаълум 
эҳтимол нинг гипотетик эцтимолга тенглиги ҳацидаги 
Нп:р = р 0 нолинчи гипотезани конкурент гипотеза Нх:р ф р0 
бўлганда текшириш учун критерийнинг

Ѵ рЛо

кузатилган цийматини ҳисоблаш ва Лаплас функцияси жад- 
валидан Ф (икр) =  -  ~ а тенглик бўйича критик нуктани 
топиш лозим.

Агар IUкузат I <  Икр бўлса, нолинчи гипотезани рад этиш
га асос йўц.
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Агар I t/кузат I >  «кр бўлса, нолинчи гипотеза рад эти
лади.

2 - цоида. Конкурент гипотеза : р >  р0 бўлганда ўнг 
томонлама критик соҳанинг критик нуцтаси Ф (икр) =

тенгликдан топилади.
Агар Uкузат <  Икр булсз, нолинчи гипотезанн рад этишга 

асос йўқ.
Агар Uкузат >  «ко бўлса, нолинчи гипотеза рад этилади.
3 - коида. Конкурент гипотеза Н1: р < р 0 бўлганда «кр 

критик нукта 2- коида бўйича топилади, кейин эса чап то
монлама критик соҳанинг чегараси и'кр— — «кр деб оли
нади. __________

Агар Uкузат >  — «кР бўлса, нолинчи гипотезани рад этиш
га асос йўқ.

Агар Окучат <  — «кр бўлса. нолинчи гипотеза рад эти
лади.

2- э с л а т м а .  Қониқарли натижаларни np0q0 >  9 тенгсизликнинг 
бажарилиши таъминлайди.

Мисол. 100 та эркли танланма бўйича 0,08 нисбий час
тота топилган. 0,05 цийматдорлик даражасида Н0:р —р0 =  
=  0,12 нолинчи гипотезани конкурент гипотеза Нх:р ф 0,12 
бўлганда текширинг.

Ечилиши. Критерийнинг кузатилаётган цийматини 
топамиз:

(—- f t W  А_Т, \п ! (0.03 — 0,12)/100 , OQ
U кѵзат —  „ - ' —  г  — ■ -  ■ ■ ■ ----------1 ,ZO .

Ѵ м  о /0,12-0,88

Шартга кўра конкурент гипотеза рЧ=рй кўринишга эга. 
Шу сабабли, критик соҳа икки томонламадир.

Критик нуцтани ушбу тенгликдан топамиз:

ф (икр) =  =  і  =  0,475.
2 6

Лаплас функцияси жадвали бўйича икр =  1,96 ни топамиз.
IUкузат I <  «кР бўлгани учун нолинчи гипотезани рад 

этишга асос йўц. Бошцача айтганда, кузатилаётган нисбий 
частотанинг гипотетик эҳтимолдан фарци муцим эмас.
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19- §. Нормал бош тупламларнинг дисперсияларини
турли хажмли танламалар
буйича таццослаш. Бартлет критерийси

Айтайлик. Хѵ Х.2.......  Хі бош тўпламлар нормал так
симланган булсин. Бу тўпламлардан, умуман айтганда, 
турли пѵ пг, .... пI ҳажмли эркли танланмалар олинган 
бўлсин (баъзи ҳажмлар бир хил бўлиши мумкин; агар 
барча танланмалар бирдай ҳажмли бўлса, у ҳолда кейинги 
параграфда баён цилинган Кочрен критерийсидан фойда- 
ланган маъкулроқ). Танланмалар бўйичавь s i ... ŝ  туза
тилган танланма дисперсиялар топилган.

Тузатилган танланма дисперсиялар бўйича берилган а 
цийматдорлик даражасида царалаётган тўпламлар бош дис- 
персияларининг ўзаро тенглигидан иборат нолинчи гипоте
зани текшириш талаб цилинади:

Ha:D (X l) =  D(X>) =  ... = 0 № ) ,

Бошцача сўз билан айтганда, тузатилган танланма дис
персиялар фарци муҳим ёки муҳим эмаслигнни текшириш 
талаб цилинади.

Бир неча дисперсияларнинг тенглиги ҳацидаги бу ги
потеза дисперсияларнинг бир жинсмілиги хацидаги гипотеза 
дейилади.

Шуни эслатиб ўтамизки, s? дисперсиянинг озодлик да- 
ражалари сони деб kt =  п .— 1 сон, яъни шу дисперсия 
ҳисобланган танланма ҳажмидан битта кам сонга айтилади.

s2 оркали тузатилган дисперсияларнинг озодлик дара
жалари сони бўйича вазний арифметик ўртача цийматини 
белгилаймиз:

Л _ І=1

бу ерда k — ^ k t.
і=  I

Дисперсияларнинг бир жинслилиги ҳацидаги нолинчи 
гипотезани текшириш критерийси сифатида ушбу Бартлет 
критерийси — тасодифий мицдорни цабул циламиз:
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бу ерда V =  2,303 [k =  Igs2 — TjA^gs?],

1
C =  1 +

i= l

-  kt k

Бартлет шу нарсани аницлаганки, агар барча kt >  2 
бўлса, В тасодифий микдор нолинчи гипотеза уринли бўл- 
ганда / — 1 озодлик даражали X2 конун буйича таксимла- 
нади. кі =  Пі— 1 эканлигини ҳисобга олиб, nt — 1 > 2  
ёки kt >  3 деган хулосага келамиз, яъни танланмаларни 
ҳар бирининг ҳажми 4 дан кичик бўлмаслиги лозим.

Критик соха цуйидаги талабга асосланиб, ўнг томон
лама цилиб цурилади: критерийнинг бу сохага тушиш эҳ- 
тимоли нолинчи гипотеза уринли деб тахмин цилинганда 
цабул цилинган цийматдорлик даражасига тенг булсин:

Р [ В  > Х к р ( а ,  / — 1] = с с

7 кР(а, / — 1) критик нуцта жадвалдан (5-илова) а ций
матдорлик даражаси ва k =  l — 1 озодлик даражалари 
сони бўйича топилади. Унда критик соха

В >  Хкр
тенгсизлик билан, гипотезанинг кабул цилиниш соҳаси эса

в < * 1
тенгсизлик билан аникланади.

Бартлет критерийсининг кузатиш маълумотлари буйича 
х;исобланган цийматини Вкузаг оркали белгилаймиз ва но
линчи гипотезани текшириш цоидаскни таърифлаймиз.

Қоида Берилган а кийматдорлик даражасида нормал 
тўпламлар дисперсияларининг бир жинслилиги ҳақидаги 
нолинчи гипотезани текшириш учун Бартлет критерийси
нинг кузатилган цийматини хисоблаш ва у_2 тацсимотнинг 
критик нуцталари жадвалидан Хкр (а, / — 1) критик нуц
тани топиш лозим.

Агар Вкузат <  Хкр бўлса, нолинчи гипотезани рад этиш
га асос йўц.

Агар Вкузаг >  Хкр бўлса, нолинчи гипотеза рад этилади.
1- э с л а т и а. С ўзгармасни ҳисоблашга шошилмаслик керак. 

Аввал V ни топиш ва х кр билан сол иштириш лоз им. Агар V <  х*р
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бўлиб чиқса, у ҳолда В =  -g- <  х«р бўлаяи (чунки С >  1), ва демак, 
С ни ҳисоблаш керак бўлмай қолади.

Агар V >-Хкр бўлса, у ҳолда С ни хксоблаш ва кеѵпн В ни х«р 
билан таққослаш лозим.

2 - э с л а т м а .  Бартлет критерийси тақсимотларнинг нормалдан 
четланишига жуда сезгир, шунинг учун бу критерий буйича хрсил 
қилинган натижаларга жуда эҳтиёт бўлиб ёндошиш лозим.

Ліисол. Нормал бош тўпламлардан олинган пх — 10, 
л2 =  12. п3 ~  15, пі — 16 хажмли тўртта эркли танланма
лар буйича тузатилган танланма Дисперсиялар топилган 
булиб, улар мос равишда 0.25; 0,40; 0,36; 0,46 га тенг.
0,05 кийматдорлик даражасида дисперсияларнинг бир жинс- 
лилиги ҳақидаги гипотезани текширинг (критик соҳа ўнг 
томонлама).

Ечилиши. 25 -хисоблаш жадвалини тузамиз (8-устун- 
ни ҳозирча тўлдирмаймиз чунки С ни хисоблаш ке
рак бўлиши ҳали номаълум);

________________ 25- ж а д в а л

1 2 3 \ 5 6 7 в

I

танланма
ҳажми,

n i

О з о д л и к  д а р а 
ж а л а р и  со н и , 

kl
Д и с п е р с и я 

л а р , . ?
k i 4 >2 4 » 1 2 

k i  l g  s.
1

ks

1 10 9 0,25
1

2,25 j 1,3979 "6,5811

2 13 12 0,40 4,80 1,6021 5І2252

3 15 14 0,36 5,04 1,5563 7,7822

4 16 15 0,40 6,90 Т,6628 6,9420

2 *Г II СЛ о 18,98 22,5305

Ҳисоблаш жадвалидан фойдаланиб топамиз:

?  =  =  —  =  0,3793; l g 0,3798 =  Г,5795.
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V =  2,303 [k lg \gsh =
=  2,203 [50-1,5795 — 22,5305] =  1,02.

Жадвалдан (5- илова) 0,05 цийматдорлик даражаси 
ва I — 1 = 4 — 1 = 3  озодлик даражалари сони буйича 
Хкр^0,05; 3 )= 7 .8  критик нуқтани топамиз.

V <  Хкр бўлгани учун В«узат = ~  <  х«Р (чунки С >  1),
ва демак, дисперсияларнинг бир жинслилиги хацидаги но
линчи гипотезани рад этишга асос йўц. Бошцача сўз билан 
айтганда, тузатилган танланма дисперсиялар фарци муҳим 
эмас.

3- э с л а т м а .  Агар бош дисперсияни баҳолаш талаб қилинса, у 
ҳолда дисперсиянинг бир жинслилнги шартида унинг баҳоси учѵн ту
затилган дисперсияларнинг озодлик даражалари сони буйича вазний 
арифметик ўртача қийматини, яъни

л  _
S

ни олиш максадга мувофиқдир. Масалан, қаралган мисолда бош дис
персиянинг баҳоси сифатида 0,3798 ни қабул қилиш максадга муво- 
фиқ.

20- §. Нормал бош тўпламларнинг дисперсияларини 
бир хил ҳажмли танланмалар бўйича 
таццослаш. Кочрен критерийси

Айтайлик, Хг, Х.г......  X/ бош тўпламлар нормал тацсим
ланган булсин. Бу тўпламлардан бир хил п ҳажмли
I та танланма олинган ваулар бўйнча s\, si, ..., s/ тузатилган 
танланма дисперсиялар топилган бўлсин, уларнинг озод
лик даражалари сони бир хил: k =  п — 1.

Тузатилган дисперсиялар бўйича берилган а цийматдор
лик даражасида царалаётган тўпламлар бош дисперсиялар
нинг ўзаро тенглигидан иборат нолинчи гипотезани тек
шириш талаб цилинади:

Я0 :£>(*,) = £ > (** ) =  ... = D ( X t).

Бошцача сўз билан айтганда, тузатилган танланма дис
персиялар фарци муҳим ёки муҳим эмаслигини текшириш 
талаб цилинади.
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Бир хил ҳажмли танланмалар царалаётган бу холда 
Фишер — Снедекор критерийси (8- §) буйича энг кичик ва 
энг катта дисперсияларни таццослаш мумкин: агар улар 
орасидаги фарц муҳим бўлмаса, у ҳолда цолган дисперсия
лар орасидаги фарц ҳам муҳим эмас. Бу методнинг камчи- 
лиги шундаки, энг кичик ва энг катта дисперсиялардан 
ташкари цолган дисперсияларда бўлган информация цисоб- 
га олинмай цолади.

Шунингдек, Бартлет критерийсини ҳам цўллаш мумкин. 
Аммо, 19-§ да кўрсатилганидек, бу критерийнинг тацри
бий тацсимотигина маълум, шу сабабли тацсимоти аниц 
топилган Кочрен критерийсидан фойдаланган маъцул.

Шундай килиб, нолинчи гипотезани текшириш крите
рийси сифатида Кочрен критерийсини — тузатилган макси
мал дисперсиянинг цолган барча тузатилган дисперсиялар 
йиғиндисига нисбатини цабул циламиз:

Q2р - max --------------------------
~ s ? +  s 22 +  . . . + s ? ‘

Бу тасодифий мицдорнинг тацсимоти озодлик даража
лари сони k =  п — 1 ва танланмалар сони L га бог лиц.

Критик соцани цуйидаги талабга асосланиб, ўнг томон
лама цилиб цурилади: критерийнинг бу сохага тушиш эч- 
тимоли нолинчи гипотеза ўринли деган таҳминда цабул 
цилинган цийматдорлик даражасига тенг бўлсин:

Р [G >  Оке (а > =  а -
G (а, k, I) критик нуцта* жадвалдан топилади, унда ўнг 
томонлама критик соха

G >  Gup

тенгсизлик билан, гипотезанинг цабул цилиниш сохаси эса

G <С Gkp

тенгсизлик билан аницланади.
Критерийнинг кузатиш маълумотлари буйича ҳисоб- 

ланган цийматини (5Кузат орцали белгилаймиз ва нолинчи 
гипотезани текшириш цоидасини таърифлаймиз.

* Н. В. С м и р н о в, И. В. Д у н и н-Б а р к о в с к и й, Курс тео
рии вероятностей и математической статистики для технических при
ложений. Іабл. VIII, Наука, 19S5.

331



Қсида. Берилган а цийматдорлик даражасида нормал 
тацсимланган тўпламлар дисперсияларининг бир жинсли- 
лиги хакидаги гипотезани текшириш учун критерийнинг 
кузатилаётган цийматини хисоблаш ва жадвал бўйича кри
тик нуктани топиш лозим.

Агар бкузат <  Gкр бўлса, нолинчи гипотезани рад этиш
га асос йўцт

Агар G кузат >  G Kp бўлса, нолинчи гипотеза рад этилади.

Э с л а т м а .  Агар бош дисперсияни бахолаш талаб килинса, у 
холда дисперсияларнинг бир жинслилиги шартида дисперсия баҳоси 
учун тузатилган танланма дисперсияларнинг арифметик ўртача қий- 
ыатини олиш мақсадга мувофикдир.

Мисол. Нормал бош тўпламлардан олинган бир хил 
п =  17 хажмли эркли танланмалар бўйича тузатилган дис
персиялар топилган: 0,26; 0.36; 0,40; 0,42. Куйидагилар 
талаб цилинади:

а) 0,05 цийматдорлик даражасида бош дисперсияларнинг 
бир жинслилиги хацидаги нолинчи гипотезани текшириш 
(критик соха ўнг томонлама); б) бош дисперсияни бахолаш.

Ечилиши. а) Кочрен критерийсининг кузатилаётган 
цийматини — максимал тузатилган дисперсиянинг барча дис
персиялар йиғиндисига нисбатини топамиз:

Скузат =• 0,26 +  0,36 +  0,40 +  0,42 =  ®’2917.

Жадвалдан (330- бетдаги изоҳга царанг) 0,05 цийматдор
лик даражаси. й =  17— 1 =  16 озодлик даражалари сони 
ва танланмалар сони / ^ 4  буйича GKp(0,05; 16; 4)=0,4366  
критик нуцтани топамиз.

G <  Скр бўлгани учун дисперсияларнинг бир жинслилиги 
ҳацидаги нолинчи гипотезани рад этишга асос йѵц. Бошца
ча сўз билан айтганда, тузатилган танланма дисперсиялар 
фарци муцим эмас;

б) нолинчи гипотеза ўринли бўлгани учун бош диспер- 
сиянинг баҳоси сифатида тузатилган дисперсияларнинг 
арифметик ўртача цийматини топамиз:

0 * =  0 ,2 6  +  0 ,3 6  +  0 ,4 0  +  0 ,4 2 =  Q gg
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21-§. Танланма корреляция коэффициентининг 
цийадатдорлиги хацидаги гипотезани текшириш

Икки ўлчовли (X, Y) бош тўплам нормал тацсимланган 
булсин. Бу тупламдан п хажмли танланма олинган ва у 
бўйича Гт танланма корреляция коэффициенти топилган: у 
нолдан фарцли бўлиб чиццан.

Танланма таваккалига олингани учун, бош тўпламнинг г в 
корреляция коэффициентини хам нолдан фарцли деб хулоса чи- 
кариш мумкин эмас. Бизни худди шу коэффициент цизицтира- 
ди, шу сабабли берилган а цийматдорлик даражасида бош кор
реляция коэффициентининг нолга тенглиги хакидаги И0:гв = 0  
нолинчи гипотезани конкурент гипотеза Н̂ .Гъ ф0  бўлганда 
текшириш зарурати тугилади.

Агар нолинчи гипотеза рад этиладиган бўлса, бу нарса 
танланма корреляция коэффициенти нолдан муҳим фарц ци- 
лишини (цисцача цийматдор), X ва Y  эса корреляциялан
ган, яъни чизицли- бпгляниш билан боғданганлигини англа
тади.

Агар нолинчи гипотеза цабул цилинадиган бўлса, у ҳолда 
танланма корреляция коэффициента цийматдор эмас, X ва У 
эса чизицли боғланиш билан боғланмаган.

Нолинчи гипотезани текшириш критерийси сифатида
т _ rT V  п—2

тасодифий микдорни цабул циламиз. Бу микдор нолинчи 
гипотеза ўринли бўлганда k =  а — 2 озодлик даражали 
Стьюдент тацсимотига эга.

Конкурент гипотеза гб =  0 кўринишда бўлгани учун 
критик соха икки томонламадир; у 12- § дагидек (биринчи 
цол) курилади.

Критерийнинг кузатиш маълумотлари бўйича ҳисоблан- 
ган цийматини Ткузат орцали белгилаймиз ва нолинчи ги- 
потезани текшириш цоидасини таърифлаймиз.

Қоида. Берилган а цийматдорлик даражасида икки ўл- 
човли нормал тасодифий мицдорнинг бош корреляция ко
эффициентининг нолга тенглиги ҳацидаги Н0\гъ =  0 нолинчи 
гипотезани конкурент гепотеза Я ,: гБ 0 бўлганда текшириш 
учун критерийнинг

гр /~тУ п—2/ кѵзат —~  — —~
У 1 - 4
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кузатилаётган цийматини ҳисоблаш ва Стьюдент тацсимо
тининг критик нуцталари жадвалидан икки томонлама кри
тик соха учун берилган цийматдорлик даражаси ва k—n—2 
озодлик даражалари сони буйича /кр (a, k) нуктани топиш
лозим.

Агар 1 ТкузатI <  /кр бѵлса, нолинчи гипотезани рад этиш
га асос йўц.

Агар I Ткузат 1 >  /кр бўлса, нолинчи гипотеза рад этилади.
Мисол. Икки ўлчовли (X, Y)  нормал тўпламдан олин

ган п =  122 ҳажмли танланма бўйича гт =  0,4 танланма 
корреляция коэффициенти топилган. 0,05 Цийматдорлик 
даражасида бош корреляция коэффициентининг нолга 
тенглиги хацидаги нолинчи гипотезани конкурент гипотеза 
Ні'гБ ф  0 бўлганда текширинг.

Ечилиши. Критерийнинг кузатилаётган цийматини 
топамиз.

^  0,41^122=2 „ , 0  
J  кузат — ”7 ------- 5— —  - -  — - — —  % /о .У I — r2T V 1—0,42

Шартга кўра конкурент гипотеза ГвфО куринишда, 
шу сабабли критик соҳа икки томонламадир.

Икки томонлама критик соха учун жадвалдан (6-ило
ва) 0,05 цийматдорлик даражаси ва k =  122 — 2 = 1 2 0  
озодлик даражалари сони бўйича /кр (0,05; 120) =  1,98 кри
тик нуцтани топамиз.

Ткузат >  /Кр бўлгани учун нолинчи гипотезани рад ци
ламиз. Бошцача сўз билан айтганда, танланма корреляция 
коэффициентининг нолдан фарци муҳим, яъни X  ва Y  кор
реляцияланган.

22- §. Бош і ўпламнинг нсрмал тацсимланганлиги 
хакидаги гипотезани текшириш.
Пирсоннинг мувофицлик критерийси

Олдинги параграфларда бош тўпламнинг тацсимот цо
нуни маълум деб фараз цилинган эди.

Агар тацсимот конуни номаълум, лекин у тайин кўри- 
нишга эга (уни А деб айтайлик) деб тахмин цилишга асос 
бор бўлса, у цолда цуйидаги нолинчи гипотеза текшири
лади; бош тўплам А цонун бўйича таксимланган.

Номаълум тацсимотнинг тахмин цилинаётган цонуни 
хакидаги гипотезани текшириш таксимот параметрлари ҳа- 
цидаги гипотезани текшириш каби, яъни махсус танланган
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тасодифий микдор — мувофицлик критерийси ёрдамида ба
жарилади.

Мувофиқлик критерийси деб номаьлум тацсимотнинг 
тахмин цилинаётган цонуни ҳацидаги гипотезани текшириш 
критерийсига айтилади

Бир цанча мувофнцлик критерийлари мавжуд: %2 («хи» 
квадрат) К. Пирсон, Колмогоров, Смирнов критерийлари.

Биз Пирсон критерийсининг бсш тўпламнинг нормал 
тацсимланганлиги ҳакидаги гипотезани текширишга цўлла- 
нилишини баён цилиш билан чекланамиз (бу критерий бошца 
таксимотлар учун ҳам шунга ўхшаш цўлланилади, унинг 
устунлиги ҳам ана шундадир). Шу максадда эмпирик (ку- 
затпладиган) ва назарий (нормал тацсимот деган тахминда 
ҳисобланган) частоталарни таццослаймиз.

Одатда эмпирик ва назарий частоталар фарц цилади. 
Масалан (XVII бсб, 7- §)

_______ эмп. частоталар 6 И 3£ 74 106 && Ш 10 4-----
назарий частоталар 3 14 42 82 99 76 37 11 2

Частоталарнинг фарц цилиши тасодифийми? Фарц тасо
дифий (муцнм эмас) ва у кузатишлар сонининг кичиклиги, 
ёки уларнинг группалаш усули, ёки бошца сабаблар билан 
тушунтирилиши мумкин. Частоталарнинг фарци тасодифий 
эмас (муҳим) ва у назарий частоталар бош тўпламнинг нормал 
тацсимланганлиги ҳацида нотўгри гипотезага асосланиб ҳи- 
собланганлиги билан тушунтирилади.

Пирсон критерийси юцорида цўйилган саволга жавоб бе
ради. Тўғри, ҳар бпр критерий каби, у ҳам гипотезанинг 
ўринлилигини исботламайди, балки берилган цийматдорлик 
даражасида гипотезанинг кузатиш маълумотлари билан му
вофиц келишини ёки мувофиц келмаслигини аниклайди.

Шундай цилиб, п хажмли танланма бўйича ушбу эмпи
рик тацсимот ҳосил цилинган бўлсин:

варианталар xL хх хг . . .  xs 
эмп. частоталар nt пх п% . . .  ns

Айтайлик, бош тўплам нормал тацсимланган деган тах
минда п'і назарий частоталар (масалан, навбатдаги параграф
даги каби) ҳисобланган бўлсин. а кийматдорлик даражаси
да цуйидаги нолинчи гипотезани текшириш талаб цилинади: 
бош тўплам нормал тацсимланган.
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Н олинчи гипотезани текш ириш  критерийси си ф ати д а

тасодифий мицдорни цабул циламиз. Бу мицдор тасодифий, 
чунки-у- турли тажриба л ар да хар хил, олдиндан маълум 
булмаган цийматлар цабул цилади. Равшанки, эмпирик ва 
назарий частоталар цанча кам фарц цилса, X2 критерийнинг 
катталиги хам шунча кичик ва демак, у маълум даражада- 
эмпирик ва назарий тацсимотларнинг яқинлигини харак
терлайди.

Частоталар айирмаларини квадратларга кўтариш билан 
мусбат ва манфий айирмаларнинг ўзаро йўцолиш имкони- 
яти йѵцолишини айтиб ўтамиз. а\ га бўлиш билан ҳар бир 
цўшилувчини камайтиришга эришилади: акс ҳолда йиғинди 
шунчалик катта бўлиб цолар эдики, нолинчи гипотезани 
ҳатто у тўғри бўлганда ҳам рад этишга олиб келар эди. 
Албатта, бу мулоҳазалар танланган критерийни асослаш 
эмас, тушунтиришдир.

Шу нарса исботланганки, п-*-со да тасодифий мицдор
нинг (*) тацсимот цонуни бош тўплам цайси тацсимот ко- 
нунига бўйсунганлигидан цатьи назар, k озодлик даражали 
X2 таксимот цонунига интилади. Шу сабабли, (*) тасоди
фий микдор X2 оркали белгиланган, критерийнинг ўзи эса 
«хи квадрат» мувофицлкк критерийси дейилади.

Озодлик даражалари сони k =  s — 1 — г тенглик бўйи- 
ча топилади, бу ерда s — танланмадаги группалар (кисмий 
интерваллар) сони, г-—тахмин цилинаётган тацсимотнинг 
танланма маълумотлари бўйича бахоланган параметрлар 
сони.

Хусусан, тахмин цилинаётган таксимот нормал бўлса, 
у цолда иккита параметр (математик кутилиш Еа ўртача 
квадратик четланиш) баҳоланади, шу сабабли г  =  2 ва 
озодлик даражалари сони

Агар бош тўплам, масалан, Пуассон цонуни буйича 
тацсимланган деб тахмин цилинаётган бўлса, у холда бит
та X параметр баҳоланади ва шу сабабли г =  1 ва k = s —2.

Бир томонлама критерий нолинчи гипотезани икки то
монлама критерийга цараганда «цатъият билан» рад этгани 
учун куйидаги талабга асосланиб, ўнг томонлама критик 
соха цурамиз: критерийнинг бу соҳага тушиш эҳтимоли но-

(*)

k — s — 1 — r =  s — 1 — 2 =  s — 3



линчи гипотеза ўринли деган шартца қабул цилинган а, ций
матдорлик даражасига тенг булсин:

Р ІХ2>Х^р (a; k)] =  а.
Шундай қилиб, ўнг томонлама критик соҳа 

X2 >  Х*р (a; k)
тенгсизлик билан, нолинчи гипотезанинг цабул цилиниш соҳа- 
си эса

X2 <  Х2кр (a; k)
тенгсизлик билан аницланади.

Критерийнинг кузатиш маълумотлари бўйича ҳисоблан- 
ган цийматини Х̂ у,ат орцали белгилаймиз ва нолинчи ги
потезани текшириш цоидасини таърифлаймиз.

Қоида. Берилган а цийматдорлик даражасида Н0 : бош 
туплам нормал тацсимланган деган нолинчи гипотезани 
текшириш учун аввал назарий частоталарни, кейин эса 
критерийнинг

у2 в  ~ П‘)г
у3і,т n't (**)

кузатилган цийматини ҳисоблаш ва X2 тацсимотнинг критик 
нуцталари жадвалидан берилган а цийматдорлик даража
си ва k =  s — 3 озодлик даражалари сони бўйича Xf<p (a; k) 
критик нуцтани топиш лозим.

Агар Х£узат <  Хкр бўлса, нолинчи гипотезани рад этиш
га асос йўц.

Агар Х̂ узат >  Х̂ р бўлса, нолинчи гипотеза рад этилади.
1- э с л а т м а .  Танланма ҳажми етарлича катта, ҳар ҳолда 50 дан 

кичик бўлмаслиги лозим. Ҳар бир группа камида 5—8 та вариантани 
уз ичига олиши лозим, кам сонли группаларни уларнинг частоталарини 
жамлпб, битіа группага бирлаштириш лозим.

2- э с л а т м а .  Биринчи ва иккинчи тур хатоларга йўл қўйилиши 
мумкин бўлгани сабабли, айниқса, назарий ва эмпирик частоталарнинг 
мувофиқлиги «ҳаддан таші^ари яхши» бўлганда эҳтиёт бўлиш лозим. 
Масалан, тажрибани такрорлаш, кузатишлар сонини ошириш, бошқа 
критерийлардан фойдаланиш, тацсимот графигини ясаш, асимметрия ва 
эксцессни ҳисоблаш лозим (XVII боб, 8-§).

3- э с л а т м .  а. Қонтрол қилиш мақсадида (**) формула бундай 
ўзгартирилади:
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Китобхонга бу алмаштиришни мустақил бажаришни тасвия киламиз, 
бунинг учун (**) да частоталар айирмасини квадратга кўтариш, нати- 
жани П[ га бўлиш ва ^  Щ =  п, У_пі =  п ни ҳисобга олиш лозим.

Мисол. 0,05 цийматдорлик даражасида бош тўпламнинг 
нормал тақсимлангснлиги ҳацидаги гипотезани текширинг. 
Эмпирик ва назарий частоталар маълум:

эмпирик частоталар: 6 13 38 74 106 85 30 14, 
назарий частоталар: 3 14 42 82 96 76 37 13.'

Ечилиши. Хкузат ни ҳисоблаймиз, бунинг учун 26- 
ҳисоблаш жадвалини тузамиз.

26- ж а д в а л

1 2 3 4 5 6 7 s

і «< п 'і пі — n'i inl — n'i)2
(rti— nty 4

ni ni

1 6 3 3 9 3 36 12
2 13 14 — 1 1 0,07 169 12,07
3 38 42 —4 16 0,38 1444 34,38
4 74 82 —8 64 0,78 5476 66,78
5 JUO 99 / 49 0,49 11236 113,49
6 85 76 9 81 1,07 7225 95,07
7 30 37 —7 49 1,32 900 24,32
8 14 13 1 1 0,08 196 15,08

2 366 366 Y.2 = 7  19 Лкузат 1 »157 373,19

Контрол цилиш: '4 узат =7,19;

Ѵя?
-I — п =373 ,19—366 =  7,19.

Ҳисоблаш тўғри бажарилган.
Танланмада группалар сони s =  8 лигини эътиборга 

олиб, озодлик даражалари сонини топамиз: k =  8 — 3 =  5.
X2 тацсимотнинг критик нуцталари жадвалидан (5- илова)

0,05 цийматдорлик даражаси, k =  5 озодлик даражалар 
сони бўйича Хкр (0.05; 5) =  11,1 ни топамиз.

Хкузат <  Х^р бўлгани учун нолинчи гипотезани рад этишга 
асос йўц. Бошцача суз билан айтганда, эмпирик ва назарий
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частоталар фарци муҳим эмас. Демак, кузатиш маълумот
лари бош тўпламнинг нормал тацсимланганлиги қақидаги 
гипотеза билан мувофиц келади.

23- §. Нормал тацсимотнинг назарий частоталарини 
ҳисоблаш методикаси

Олдинги параграфдан келиб чицқанидек, Пирсонничг 
мувофицлик критерийсининг моцияти эмпирик ва назарий 
частоталарни таццослашдир. Эмпирик частоталар тажриба
дан топилиши равшан. Агар бош тўплам нормал тацсимлан
ган деб тахмин цилинаётган бўлса, назарий частоталарни 
цандай ҳисоблаш мумкин? Қуйида бу масалани ҳал этиш 
усулларидан бири кўрсатилади.

1. X  нинг кузатилаётган цийматлари интервали (n ҳажм- 
ли танланма) s та бир хил узунликдаги (xt, Xi +  і) цис
мий интервалларга бўлинади. Қисмий интервалларнинг ўр-

i  X[ -f- Xi I .---------- - -------- •______  ____
талари xi = ------2 - топилади. xt вариантанинг пг  часто
таси сифатида i- интервалга тушган варианталар соки цабул 
килинади. Натижада тенг узоцликда турган варианталар 
ва уларга мос частоталар кетма-кетлиги ҳосил цилинади:

2. X* танланма ўртача циймат ва ст* танланма ўртача 
квадратик четланиш, масалан, кўпайтм лар методи билан 
ҳисобланади.

X ___X*
3. X  тасодифий мицдор нормаланади, яъни Z =  — g—

мицдорга ўтилади ва (zi( zi +  і) интервалларнинг учлари ҳи- 
собланади:

Шу билан бирга, Z нинг энг кичик гх циймати— оо га, энг 
катта циймати, яъни zs оо га тенг деб олинади.

4. X  нинг (Хі, Хі +  і) интервалларга тушишининг п,- на
зарий эҳтимоллари ушбу тенглик бўйича (Ф (г) — Лаплас 
функцияси)

бунда =  п-

X ;  —  X *  Х і +  1— Х *

Zi— ' Zi +  \— а „

Pt =  Ф (г/ +  1) - Ф ( 2,)
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ҳисобланади, ва ниҳоят, изланаётган п\ =  npt назарий час
тоталар ҳисобланади. .

Мисол. Бош тўплам нормал тацсимланган деган тах
минда назарий частоталарни п — 200 хажмли танланманинг 
интервал таксимоти буйича топинг (27-жадвал).

27- ж а д в а л

интервал
н о м ер и

и н т е р в а л  ч е г а р а -  
л а р в Ч а с т о т а

и н т е р в а л
н о м е р и

и н т е р в а л  ч е г а р а -  
л а р и Ч а с т о т а

і хі * / + 1 П і і 1 хі * + пі

1 4 6 15 6 14 16 21
2 6 8 26 7 16 18 24
3 8 10 25 8 18 2 0 20
4 10 12 30 9 20 22 13
5 12 14 26

гг= 2 0 0

Ечилиши. 1. Интервалнинг ўрталари х\ =  — —

ни топамиз. Масалан, Х\ =  —у — =  5. Шунга }тхшаш иш
юритиб, тенг узоқликда турган х] варианталар ва уларга 
тегишли п, частоталар кетма-кетлигини ҳосил циламиз:

ХІ 5 7 9 11 13 15 17 19 21 
Пі 15 26 25 30 26 21 24 20 13.

2. Танланма ўртача циймат ва танланма уртача квадра
тик четланишни кўпайтмалар методидан фойдаланиб топа-
мнз:

X* =  12,63, о * =  4,695.

3. X* — 12,63, о* — 4,695, =  0 ,213ішхисобгаолиб,
{г,, zi+  і) интервалларни топамиз, бунинг учун 28- ҳисоб- 
лаш жадвалини тузамиз.
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28- ж а д в а л

і

интервал че- гаралари
xi — Jt*

Ч + l —x'

интервал чегаралари

Ч -  х» 2 ' _*Ж  “ ЛГ*
“  а* а*

1 4 6 _ —6 ,63 --ОО — 1 ,41
2 6 8 —6,63 —4,63 — 1 ,41 —0,99
3 8 10 —4,63 —2,63 —0,99 —0,56
4 10 12 —2,63 —0,63 —0,156 —0,13
о 12 14 —0,63 1,37 —0,13 0,29
э 14 16 1,37 3,37 0,29 0,72
7 16 18 3,37 5,37 0,72 1,14
8 18 20 5,37 7,37 1,14 1,57
9 20 22 7,37 — 1,57 оо

4. Р{ назарийэҳтимолларнива изланаетган л,- — прі т- 
зарий частоталарни топамиз, бунинг учун 29- хисоблаш 
жадвалини тузамиз.

29- ж а д в а л

і
интервал чегаралари

ф ( гі ) Ф <**•+.)

Рі =
=ф( * і+ 1 )~  
-Ф ( г,- )

n't= n Pi =  

= 2 0 0 piЧ Ті+  1

1 —оо — 1,41 —0,5 —0,4207 0,0793 15,86
2 — 1,41 —0,99 —0,4207 —0,3389 0,0818 16,363 —0,99 —0,56 —0,3389 —0,2123 0,1266 25,324 —0,56 —0,13 —0,2123 —0,0517 0,1606 32,16
5 —0,13 0,29 —0,0517 0,1141 0,1658 33,16
6 0,29 0,72 0,1141 0,2642 0,1501 30,02
7 0,72 1,14 0,2642 0,3729 0,1087 21,74
8 1,14 1,57 0,3729 0,4418 0,0689 13,78
9 1,57 оо 0,4418 0,5 0,0582 11,64

2  Рі =  1 2  nj =  200

Изланаётган назарий частоталар 29- жадвалнинг сўнгги 
устунида жойлаштирилган.

Масалалар

1. X  ва У нормал бош тѵпламлардан олинган п1 ва ла ҳажмли 
иккита эркли танланма бўйича ва s], тузатилган танланма диспер
сиялар топилган. а  кийматдорлик даражасида бош дисперсияларнинг
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тенглиги хакидаги Я0: D(X)  =  D(Y) нолинчи гипотезани конкурент 
гипотеза Я ,: D (X) >  D (Y) бўлганда текширинг;

а) rtj =  21 , « , =  16, s| =  3 ,6  4 = 2 , 4 ,  a =  0,05;
б) =  13, л , =  48, 4 = 0 , 7 2 ,  4  =  0 ,2 0 , a  =  0 ;0 1 .

Жавоби. а) Ғ кузат=  1,5; Ғ кр (0,05, 20; 15) =  2 33. Нолинчи
гипотезани рад этишга асос йўц; б) Ғ кузах =  3,6; Ғкр (0,01; 12; 17 )=
=  3,46. Нолинчи гипотеза рад этилади.

2. X аа Y нормал бош тўпламлардан олинган п ва т хажмли 
иккита эркли танланма бўйича х ва у танланма ўртача цийматлар то
пилган. D(X) ва D(Y) бош дисперсиялар маълум. а цийматдорлик 
даражасида математик кутгошшлар тенглиги ҳацидаги Я0: М (X ) =  
=  М (Y) нолинчи гипотезани конкурент гипотеза Н{. М (X) ф  М (У) 
бўлганда текширинг.

а) п =  30, т =  20, D (X ) =  120, D  (У) =  100, а  =  0,05;
б) п =  50, m =  40, D (X) =  50, D  (У) =  120, a  =  0,01.

Жавоби. а) 2 кузат =  1, гкр =  1,96. Нолинчи гипотезани рад этиш
га асос йўц. б) ZKузат =  10; гкр=  2,58. Нолинчи гипотеза рад эти

лади.
3. X  ва У нормал бош тўпламлардан олинган п =  5 ва т =  6  

ҳажмли иккита эркли танланмабўйича х — 15,9, у = 1 4 ,1  танланма' 
ўртача цийматлар ва 4 =  14,76, Sj, =  4 ,92 тузатилган танланма дис
персиялар топилган. 0 ,05  кийматдорлик даражасида математик кути- 
лишлар тенглиги ҳацидаги Я0: М (X) =  М (У) нолинчи гипотезани кон
курент гипотеза Я,: М (X) М (У) бўлганда текширинг.

Кдрсат ш . Аввал дисперсияларни таццосланг.
Жавоби. Ткузат =  0 ,88, / кр =  (0,05, 9) =  2,26. нолинчи гипотэза-

ни рад этишга асос нук.

4. Ўртача квадратик четланиши 0  =  2,1 маълум бўлган нормал 
бош тўпламдан п =  49 хажмли танланма олинган ва у буйича *  =  4,5 
танланма уртача циймат топилган. 0,05 кийматдорлик даражасида ма
тематик кутилишнинг гипотетик цийматга тенглиги ҳацидаги Нп: а — 3 
нолинчи гипотезани конкурент гипотеза Н{. а  ф  3 бўлганда текширинг.

Жавоби. UKузат = 5 ,  «кр =  1,96. Нолинчи гипотеза рад этилади.

5. Нормал бош тўпламдан олинган « = 1 6  ҳажмли танланма бўйи- 
ча X — 12,4 танланма ўртача циймат ва s =  1,2 «тузатилган» уртача 
квадратик четланиш топилган. 0 ,05 цийматдорлик даражасида матема
тик кутилишнинг гипотетик цийматга тенглиги хакидаги Я 0: а — 11,8 
нолинчи гипотеза конкурент гипотеза Ях: a = £ ll,8  бўлганда текширинг.

Жавоби. Т’куза,. =  2, (кр (0,05; 15) =  2,13. Нолинчи гипотезани
рад этишга асос йўц.
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6. Иккита асбоб ёрдамида 5 та деталь ўлчаниб, цуйидаги натижа
лар олинган (мм ҳисобида);

•*і ~  =  5 ,  х $  =  6 ,  * 4  =  7 ,  X -  =  8 ;  

i/j =  5, //а =  5, i/j =  9, у4 =  4, у5 =  6.
0,05 цийматдорлик даражасида ўлчаш натижалари фарци мухим ёки 
муҳим эѵіаслигини текширинг.

Жавоби. Ткузіт =  10,54, tKp (0 ,Оо; 4) =  2 ,78. Ўлчаш натижалари
фарци муҳим.

7. 100 та эркли синаш буйича — =  0,15 нисбий частота топил
ган. 0,05 цийматдорлик даражасида нисбий частотанинг гипотетик эҳ- 
тимолига тенглиги ҳақидаги Я0: jj =  0 ,17  нолинчи гипотезани конку
рент гипотеза Я х: р 0 ,17 бўлганда текширинг.

Жавоби. )і/кузат I =  0,53, «кр = 1 ,9 6 .  Нолинчи гипотезани рад
этишга асос йўц.

8. Нормал бош тўпламлардан олинган п, =  7, яа =  9, « 3 =  10, 
п4 =  12, « j =  15 хажмли бешта эркли танланма бўйича ушбу тузатил
ган танланма дисперсиялар топилган: 0,27, 0,32, 0,40; 0 ,42, 0,48. 
Ушбу 0,05 цийматдорлик даражасида дисперсияларнинг бир жинслилиги 
ҳацидаги нолинчи гипотезани текширинг (критик соҳа ўнг томонлама).

Кі/рсатма. Бартлет критерийсидан (19- §) фойдаланинг.

Жавоби. V =  6,63. хКр (0,05; 4) =  9,5. Нолинчи гипотезани рад
этишга асос йўқ.

9. Нормал тѵпламлардан олинган бир хил п — 17 хажмли тўртта 
эркли танланма буйича ушбу тузатилган танланма дисперсиялар топил
ган: 2,12; 2,32; 3,24; 4 ,32 . Қуйидагилар талаб цилинади: а) 0 ,05 
цийматдорлик даражаси ча бош дисперсиялар тенглиги хацидаги нолин
чи гипотезани текшириш (критик соҳа ўнг томонлама); б) бош диспер
сияни баҳолаш.

Кдрсатна. Кочрен критерийсидан (20- §) фойдаланинг.
Жавоби. а) <5кузат =  0,36, GKp(0,05; 16,4) =  0,4366. Нолинчи гипо

тезани рад этишга асос йўц. б) а =  3.
10. Икки ўлчовли (X, У) нормал тўпламдан олинган п =  62 ҳажм- 

ли танлама буйича гт =  0 ,6  танланма корреляция коэффициенти топил
ган. 0,05 цийматдорлик даражасида бош корреляция коэффициентининг 
нолга тенглиги хацидаги Я,: гБ =  0 нолинчи гипотезани конкурент 
гипотеза г Б ф  0 бўлганда текширинг.

Жавоби. 7’кузат = 5 ,8 1 ,  /кр (0,05; 60) = 2 , 0 .  Нолинчи гипотеза
рад этилади.

11. 0 ,05 цийматдорлик даражасида бощ тўпламнинг нормал тац
симланганлиги ҳацидаги нолинчи гипотезани текширинг. Эмпирик ва 
назарий частотчлар маълум:

а) назарий частоталар: 6 12 16 40 13 8 5
эмпирик частоталар: 4 11 15 43 15 6 6;

6 5б) эмпирик частоталар: 5 6 14 32 43 39 30 20
назарий частоталар: 4 7 12 29 48 35 34 18 7 6
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в) эмпирик частоталар: 5 13 12 44 8 12 6 
назарий частоталар: 2 20 12 35 15 10 6

Жавоби. Хкузат = 2 , 5 ,  Хкр (0,05: 4) = 9 , 5 .  Нолинчи гипотезани

рад этишга асос йўқ б) =  3, (0,05, 7) =  14,1. Нолинчи

гипотезани рад этишга асос йўқ. в) Хкузат =  13, Хкр (°>05' 4) = 9 , 5 .
Гипотеза рад этилади.

Й и г и р м а н ч и  боб
БИР ФАКТОРЛИ ДИСПЕРСИОН АНАЛИЗ

1-§. Бир нечта уртача цийматларни 
таццослаш. Дисперсион анализ ҳацида тушунча

Айтайлик, Хѵ Х2, Хр бош тўпламлар нормал тац
симланган ҳамда номаълум бўлса-да, лекин бир хил дис
персияга эга бўлсин; математик кутилишлар хам номаълум 
бўлса-да, лекин улар ҳар хил бўлиши мумкин. Берилган 
цийматдорлик даражасида барча математик кутилишлар 
тенглиги цацидаги

Н0: М (Ху) =  М (Х2) =  ... =  М (Хр)
нолинчи гипотезани танланма ўртача цийматлар буйича тек
шириш талаб цилинади. Бошцача сўз билан айтганда, тан
ланма ўртача цийматлар фарци муҳим ёки муҳим эмасли- 
гини аницлаш талаб этилади. Бир неча (р >  2) ўртача кий- 
матларни таццослаш учун уларни иккита-иккитадан та- 
цослаш кифоядек туюлиши мумкин. масалан, ўртача ций
матлар сони ортиши билан ѵлар орасидаги энг катта фарц 
ҳам ортади, яъни танланманинг ўртача циймати янги таж
рибадан аввал ҳосил цилинган ўрта цийматларнинг энг 
каттасидан катта ёки энг кичигидан кичик бўлиб чициши 
мумкин. Шу сабабли бир нечта ўртача цийматларни тақ- 
цослаш учун бошцача методдан фойдаланилади. Бу метод 
дисперсияларни тацкослашга асосланган ва шу сабабли 
дисперсион анализ деб аталган (у асосан инглиз статистиги 
Р. Фишер ишларида ривожлантирилган).

Практикада дисперсион анализ р та /V Ғ2> Ғр Да' 
ражага эга булган Ғ  сифат факторнинг ўрганилаётган X 
миқдорга таъсири мухим ёки мухим эмаслигини аницлаш 
учун цўлланилади. Масалан, энг кўп ҳосил олишда ўғит- 
ларнинг цайси тури самаралироц эканлиги талаб цилинса, 
у ҳолда Ғ  фактор—ўғит, унинг даражалари эса ўғит тур
лари бўлади.
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Дисперсион аналкзнинг асосий ғояси фактор таъсирида 
вужудга келадиган «фактор дисперсия» ва тасодифий сабаб
лар билан бўладиган «цолдиц дисперсия»ни таццослашдан 
иборат. Агар бу дисперсиялар орасидаги фарц муҳим бўл- 
са, у ҳолда фактор X га мухим таъсир кўрсатади: бу хол- 
да ҳар бир даражада кузатилаётган қийматларнинг ўртача 
цийматлари (группавий уртача цийматлар) хам мухим фарц 
цилади.

Факторнинг X га муҳим таъсир кўрсатаётганлиги аниц- 
ланган бўлиб, даражалардан цайси бири энг куп таъсир кўр- 
сатаётганлигини аницлаш талаб цилинса, у ҳолда цўшимча 
равишда ўртача цийматларни жуфт-жуфт килиб таццосла- 
нади.

Дисперсион анализ баъзан бир неча тўпламларнинг бир 
жинслилигини аницлаш мақсадида цўлланилади (бу 
тўпламларнинг дисперсиялари тахминга кўра бир хил; агар 
дисперсион анализ математик кутилишларнинг хам бир хил- 
лигини курсатса, у холда тупламлар ана шу маънода бир 
жинслидир). Бир жинсли тўпламлйрни эса бптта тўтогам- 
га бирлаштириш ва шу билан у хацида янада тўлиқрок ин
формация ва демак, яна ҳам ишончлироц хулосалар олиш 
мумкин.

Яна хам мураккаб ҳолларда бир нечта ўзгармас ёки 
тасодифий даражали бир нечта факторларнинг таъсири 
текширилади ва айрим даражалар ва улар комбинациялари- 
нинг таъсири аницланади (кўп факторли анализ).

Биз энг оддий хол, X  ва р та ўзгармас даражага эга 
бўлган битта фактор таъсир циладиган бир факторли ҳол 
билан чекланамиз.

2- §. Четланииілар квадратларининг 
умумий, фактор ва цолдиц йиіиндилари

Айтайлик, нормал тацсимланган X сон белгига р та 
узгармас даражали Ғ  фактор таъсир купсзтсин. Ҳар бир 
даражада кузатиш сони бир хил ва q га тенг даб фараз 
циламиз.

X белгининг pq та xtj цийматлари кузатилган бўлсин, 
бу ерда г=синаш номери (г =  1,2, ... q), j—фактор дара
жаси номери (у = 1 , 2 ,  .... р). Кузатиш натижалари 
30-жадвалдан ўрин олган.
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30- ж я ц в а л

Синаш номерлари

Ф а к т о р  дараж алар и ?j

ғ х F2 F
Р

1 Хц хіі XL р
2 *21 хгг х2р
<7 Xqi Xqi . . . Xqp

Группавий уртача 
қийматлар хгрі ХГр2 . . .

* г р  р

Таърифга кўра қуйидагиларни киритамиз.
Р Q

SyM =  (*// — *  T
i =  1 1 =  1

(кузатилаётган қийматларнинг * умумий ўртача қийматдан 
четланишлари квадратларнинг умумий йиғиндиси).

р
5 ф а к т  =  < ? 2  ( X rp |  —  х ) 2

(группавий ўрта қийматларнинг умумий ўртача қийматидан 
четланишлари квадратларнинг фактор йиғиндиси, у «груп- 
палар орасида» тарқоқликни характерлайди).

р _ ч
^ қ о л д  =  S  (ХЛ  —  * r p l ) 2 (jc,a —  ^ г р з ) 2  +  •■• +

(грѵппадаги кузатилаётган қийматларнинг ўзининг группа
вий ўртача қийматдан четланишлари квадратларнинг колдиқ 
йиғиндиси, у «группалар ичидаги» тарқоқликни характер
лайди).

Амалда колдиқ йиғинди ушбу тенглик бўйича (3- §, на
тижа) топилади:

*5қолд =  SyM 5факт ■
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Элементар алмаштиришлар ёрдамида хисоблаш учун қу- 
лай формулалар ҳосил цилиш мумкин.

р
V  р  —

N

L / =
R i

I

РЯ

(N 
—

.

О? 
_

1

Ѣ я ,
/= і

О

v  q pq

я
Бу ерда Р/ =  2  *?/ — белгининг F-, даражадаги киймат

•»
лари йигиндиси, R, =  2  Хц — белгининг Ғ: даражадаги

і= і
қийматлари йиғиндиси.

Э с л а т м а .  Ҳисоблашларни содаалаштйриш мақсадида кузатила
ётган ҳар бир қийматдан тахминан умѵмий ўртача қийматга тен1 бул
ган бир хил С сон айирилади. Агар камайтирилган кийматлар г//у=/,у—С 
бўлса, у ҳолда

- р
Ъ ТІ /=іS yM =  2  Qi •'

Р 2

У \ ті
ф̂акт =  •І——

pq
п

L Ы (****)
7  РЧ

Q
буерда Q; = 2  —  белгининг Ff даражадаги камайтирилган қиймат- 

(=i 1
ч

лари квадратлари йиғинциси, Гу =  ^  уц  — белгининг Ғj  даража»
/=i

даги камайтирилган қийматлари йиғиндиси.
(***) ва (****) формулаларни келтириб чиқариш учун Ху => 

=  У и  +  С ни (*) га ва

Rj =  2  ХѴ =  S  (У/У +  С) =  2  W  +  ?C =  r / + q C  
і= і г=і <=і

ни (**) муносабатга қўйиш лозим.
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1. ф̂акт F факторнинг таъсирини характерлашига ишонч 
хосил қилайлик. Айтайлик, фактор X га мухим таъсир 
кѵрсатсин. У холда белгининг битта тайин даражада куза
тилган цийматлари группаси, умуман айтганда, бошка дара- 
жалардагн кузатиш і руппаларидан -фаРк. циладиг Демак, 
группавий ўртача қийматлар ҳам фарк цилади, шу билан 
бирга фактор таъсири канча катта бўлса, улар умумий ур
тача киймат атрофида шунча кўп тарцок бўлади. Бу ердан 
фактор таъсирини баҳолаш учун группавий ўртача циймат- 
ларнинг умумий ўртача қийматдан четланишлари квадрат- 
лари йигиндисини тузиш максадга мувофиклиги (мусбат ва 
манфий четланишларнинг ўзаро йўқолиб кетишнни бартараф 
килиш мацсадида' четланиш' квадратга кўтарилади) келиб 
чицади. Бу йигиндини q га кѵпайтириб S фактни хосил кила
миз. Шундай килиб, 5факт факторнинг таъсирини характер
лайди.

2. 5қолД тасодифий сабаблар таъсирини акс эттиришига 
ишонч ҳосил киламиз. Бир группадаги кузатишлар фарк кил- 
маслиги керакдек бўлиб кўринади. Лекин X га Ғ  фактордан 
ташқари тасодифий сабаблар ҳам таъсир кўрсатгани учун — 
битта группадаги кузатишлар, умуман айтганда, турли ва 
демак, ўзининг группавий ўртача циймати атрофида тарқоқ 
бўлади. Бу ердан тасодифий сабабларни бахолаш учун хар 
бир группанинг кузатилаётган цийматларини уларнинг ўз 
группавий ўртача кийматидан четланишлари квадратлари 
йигиндисини яъни 5қолД ни тузиш максадга мувофиклиги 
келиб чицади. Шундай цилиб, 5 ҚОлД тасодифий сабаблар 
таъсирини характерлайди.

3. 5ум Ҳам фактор, ҳам тасодифий сабаблар таъсирини 
акс эттиришига ишопч хосил кила^изГ Барча кузатишларни 
ягона тўплам сифатида цараймиз. Белгининг кузатилаётган 
кийматлари фактор ва тасодифий сабаблари натижасида хар 
хил. Бу таъсирни бацолаці учун кузатилаётган кийматлар- 
нинг умумий ўртача цийматдан четланишлари квадратлари 
йигиндисини, яъни Syit ни тузатиш максадга мувофицдир.

Шундай қилиб, SyM фактор ва тасодифий сабаблар таъ
сирини характерлайди.

Фактор йиғинди фактор таъсирини, цолдиц йигинди эса 
тасодифий сабаблар таъсирини акс эттиришини яццол кўрса- 
тадиган мисол келтирамиз.

Тушунтиришлар.
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Мисол. Иккита асбоб билан хакикий ўлчами X га тенг 
бўлган физикавий катталик 2 мартадан ўлчанган. Фа кто;) 
сифатида С систематик хатони, унинг даражалари сифатида 
эса мос равишда биринчи еэ иккинчи асбобларнинг С, ва С2 
систематик хатоларини қараб, 5ф  акт СИСТ6МЗТИК ХЗТОЛЗр ОрКЯ" 
ли, 5қолд эса ўлчашнинг тасодифий хатолари оркали аниі̂ - 
ланишини кўрсатинг.

Ечилиши. Қуйидаги белгилашларни ки'ритамиз:
И] ва а2 — биринчи асбсб билан биринчи ва иккинчи ўл- 

чашдаги тасодифий хатолар;
р! ва р2— иккинчи асбоб билан биринчи ва иккинчи 

ўлчашдаги тасодифий хатолар. Унда ўлчаш натижаларининг 
кузатилган кийматлари мос равишда қуйидагига тенг:

Х п — X +  с х +  а ѵ  х21 =  А- +  С, +  а 2;

* 1 2  =  X +  С2 +  Рі, х.,2 =  X -j- С-2 -f- р2.

{х нинг биринчи индекси ўлчаш номерини, иккинчи иидгкеи 
эса асбсб номерини кўрсатади).

Еиринчи ва иккинчи асбсбларда ўлчашларнинг ўртача 
қийматлари мос равишда куйидагига тенг:

X  !гр =  X -f- C j И— ~2 2 — X •+ Cj -j- ос,

А'2гр =  X 4-С 2+  =  я +  С2 +  P.

Умумий ўртача қиймат:

~  __ ^ігр +  xirv „ , +  C2 , a  +  (3
X — 2 — л -r 2 ^ 2

Фактор йиғинди:

5факт =  (-Yjrp —  X) 2 -f- ( Xgrp X)2.

Каве ичидаги катталикларнинг қийматларини қўйиб, элемент- 
лар алмаштиришлардан сўнг қуйидагини ҳосил қиламиз:

5Факт =  -Cl 7 CJJ +  (Cj - -  C2)(a -  P) +

Кўриниб турибдики, S$3kt асосан биринчи қўшилувчи 
билан аниқланади (чунки ўлчашларнинг нисбий хатолари 
кичик) ва демак, у ҳақиқатан ҳам С фактор таъсирини акс 
эттиради.
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Қолдиқ йиғинди:

Бцолд =  (Хц — *irp)S *f- (*21 — *irp)* 4" (*10 — **гр)2 +

+  (Хг ti — *arp)s.
Қавслар ичидаги катталикларни ўрнига кўйиб, цуйида

гини ҳосил қиламиз:
5 ҚОлд =  [(«, -  a f  +  (а2 -  а)2] +  [ (pt -  р)2 +  фг - 13)2 ]. 

Кўриниб турибдики, 5Қолд ўлчашларнинг тасодифий хато
лари билан аниқланади, ва демак. у тасодифий сабаблар 
таъсирини ҳақиқатан ҳам акс эттиради.

Э с л а т м а .  5 Қ()ЛД тасодифий сабаблар томонидан вужудга кел
тирилиши, шунингдек, ушбу тенгликдан хам (3- §, натижа) келиб чи
цади.

^ қ о л д  "^ум ‘-’ ф а к т  •

Дарҳақиқат, S yM фактор ва тасодифий сабаблар таъсири натижа- 
сидир, 5факІ ни айириш билан, биз фактор таъсирини йўқотамиз. 
Демак, «қолган қисм» тасодифий сабаблар таъсирини акс эттиради.

3-§. Умумий, фактор ва қолдиқ йиғиндилар 
орасидаги боғланиш

Қуйидагини кўрсатамиз: 5ум =  5факт +  5 қ0лД. Келтириб 
чиқаришни соддалаштириш мақсадида иккита даража ( р = 2) 
ва ҳар бир даражада иккита синов ( q = 2) билан чеклана- 
миз. Синов натижаларини 31-жадвал кўринишида тасвир- 
лаймиз.

31- ж а д в а л

С инаш  номери
Ф а к т о р  д ар аж ал ар и , Г ,

f .

1 •*11 •*12

2 ■*21 ■*22

XjT р * і г р • * 2 Г р

у ҳолда

Syu  =  ( * 11  —  * )а +  (*81 —  * )2 +  (*12 — * ) 2 +  (*22 —  *)*•
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Ҳар бир кузатилаётган кийматга биринчи даражада 
* 1Гр группавий ўртача қийматни, иккинчи даражада эса х2Гр 
группавий ўртача қийматни қўшамиз ва айирамиз.

Квадратга кўтариб ва барча иккиланган кўпайтмалар 
йиғиндиси 0 га тенг эканлигини (бунга мустақил ишонч 
хосил қилишни ўқувчининг ўзига тавсия киламиз) ҳисобга 
олиб қуйидагини ҳосил киламиз.

SyM =  2[(хіГр — х)2 + (*V p — *)2]+ [ ( * ц  — *ігр)2+
"Т  ( * 81— Х1г р)2 (*18 —  * 2Гр)2 ~Ь (*аа —  *grp)®] =  5факт +  Зқолд.

ШуНДаЙ КИЛИб, SyM “= 5факт ~і~ Snолд.
Натижа. Ҳосил килинган тенгликдан ушбу муҳим нати

жа келиб чиқади.

S k олд =  5ум —  іфакт.

Бу ердан кўриниб турибдики, қолдиқ йигиндини бево
сита ҳисоблашга зарурият йўқ: умумий ва фактор йиғнн- 
диларни, кейин эса уларнинг айирмасини топиш кифоя.

4- §. Умумий, фактор ва қолдиқ дисперсиялар

Четланишлар квадратлари йигиндисини тегишли озод
лик даражаси сонига бўлиб, умумий, фактор ва қолдиқ 
дисперсияни ҳссил киламиз:

2 ^ум 2 '-’ факт 2 ‘■’қолд
S'/m— вфакт-^гр. ЯКолд- p{q_ i y

бу ерда р — фактор даражалар сони;
q — хар бир даражада кузатишлар сони.

Агар ўртача кийматлар тенглиги ҳақидаги нолинчи гипо
теза ўринли бўлса, у ҳолда бу дисперсиялар бош диспер
сиянинг силжимаган ба.холари бўлади. Масалан, танланма 
ҳажми n=pq  лигини ҳисобга олиб, бундай хулосага кела
миз ,

„2 __ ^ум  _ ^ум
SVM- ,■*=„_!

тузатилган танланма дисперсия, маълумки, бош дисперсия
нинг силжимаган хатосидир.

Э с л а т м а .  Қолдиц дисперсиянинг p (q  — 1) озодлик даражалари 
сони умумий ва фактор дисперсияларнинг озодлик даражалари сонлари 
орасидаги айирмага тенг. Ҳақиқатан ҳам, (pq— 1) — (р— \)^pq—p =
— Р ( а — 1).
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5- §. Бир нечта уртача цийматларни 
днсперсион анализ методи билан таққослаш

1- § да куйилгаі! масалага қайтайлик: берилган цийматдор
лик даражасида номаълум, лекин бир хил дисперсияли 
нормал тупламларнинг бир нечта (р> 2 )  уртача кийматла
рининг тенглиги ҳакидаги нолинчи гипотезани текширинг. 
Бу масалани ҳал этишнинг фактор ва қолдиц дисперсия
ларини Фишер—Снедекор критерийси (XIX боб, 8- §) бу
йича таццослашга келтирилишини кўрсатамиз.

1. Бир нечта ўртача цийматлар (уларни бундан кейин 
группавий деб атаймиз) тенглиги ҳацидаги нолинчи гипо
теза тўғри бўлсин. Бу ҳолда фактор ва цолдиц дисперсия- 
лар номаълум бош дисперсиянинг силжимаган баҳолари 
(4- §) бўлади, ва демак, уларнинг фарқи муҳим эмас. Агар 
бу баҳоларни Ғ  критерий бўйича таццосланса, у ҳолда бу 
критерий фактор ва цолдиц дисперсиялар тенглиги ҳаци- 
даги нолинчи гипотезани цабул цилиш лозимлигини кўр- 
сатиши равшан.

Шундай цилиб, группавий уртача кийматлар тенглиги 
ҳақидаги нолинчи гипотеза тўгри бўлса, у ҳолда фактор 
ва цолдиц дисперсиялар тенглиги цацидаги гипотеза хам 
тўгри бўлади.

2. Группавий ўртача кийматлар тенглиги цакидаги но
линчи гипотеза нотўгри (ёлғон) бўлсин. Бу цолда группавий 
уртача цийматлар орасидаги фарц ортиши билан фактор

«S2
дисперсия, у билан бирга Хкузат =  -  f3”- нисбат ҳам орта

“̂қолд
боради. Натижада Ғкузат циймат Ғ кр дан катта бўлади, ва 
демак, дисперсиялар тенглиги ҳақидаги нолинчи гипотеза 
раД~ этилади.

Шундай цилиб, группавий ўртача цийматлар тенглиги 
цацидаги гипотеза нотўгри бўлса, у ҳолда фактор ва цол
диц дисперсиялар тенглиги ҳациДаги гипотеза хам нотўгри 
бўлади.

Карама-каршисини фараз цилиш йўли билан цуйидаги 
тескари даъволарнинг ўринли эканлигини кўрсатиш осон: 
дисперсиялар ҳацидаги гипотезанинг тўгрилигидан (нотўг- 
рилигидан) ўртача цийматлар ҳацидаги гипотезанинг тўг- 
рилиги (нотўғрилиги) келиб чицади.

Ш ундай  қилиб, бир хил дисперсиями норм ал тўплам- 
ларнинг груп п ави й  ўрт ача қийматлари т енглиги  хакидаги  
нолинчи гипот езани т екшириш учун ф акт ор в а  қолдиқ
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дисперсиялар тенглиги ҳақидаги нолинчи гипотезами Ғ  кри
терий бўйича текшириш кифоя. Дисперсион анализ мето
дининг моҳияти шундан иборат.

1 - э с л а т м а .  Агар фактор дисперсия қолдиқ дисперсиядан кичик 
бўлиб чиқса, у холда ана шунинг ўзидан группавий ўртача кийматлар 
теш лиги ҳақидаги нолинчи гипотезанинг ўринлиги келиб чикади, ва 
демак, Ғ  критеркйга мурожаат этишга эҳтиож қолмайди.

2- э с л a m  м а. Агар қаралаётган р та тўпламниш дисперсиялари 
тенглиги ҳақидаги тахмин тўғрилигига ишонч бўлмаса, у ҳолда аввало 
бу тахминни масалан, Кочрен критерийси бўйича текшириш лозим.

Мисол. Учта даражанинг хар бирида 4 тадан синов ўт- 
казилган. Синов натижалари 32- жадвалда келтирилган. 
Дисперсион анализ методи билан 0,05 кийматдорлик дара
жасида группавий ўртача кийматлар тенглиги ҳақидаги 
нолинчи гипотезани текширинг. Танланмалар бир хил дис- 
персияли нормал тўпламлардан олинган деб тахмин кили
нади.

_______________________________________  32- н< а д в а л_____________

Синаш номери
Фактор даражалари, Fj

F , F, F*

1 51 52 42
2 52 54 44
3 56 56 50
4 57 58 52

*rpj 54 56 47

Ечилиши. Ҳисоблашни соддалаштириш мақсадида ҳар 
бир кузатилган қийматдан С =52 ни айирамиз: У ц=хп—52. 
33-ҳисоблаш жадвалини тузамиз.

Жадвалдан фойдаланиб ва фактор даражалари сони 
р =  3, хар бир даражада кузатишлар сони q =  4 эканини 
ҳисобга олиб четланишлар квадратларининг умумий с} актор 
йиғиндиларини топамиз [2-§, (***) ва (****) формулалар.1

SyM —

р

2;=1
рѴ г 2 Zt j

/=i

S .—

p
2  Tj

L/=i
pq 

p
2 T,/='

PQ

=  266—0=265 ;

608 -0 =  152.
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33- ж а д в а л

Синаш номери

Фактор даражалари. Fj

Ғ, 1 Ғ,  1 Ғ,

y i\
2

Уі 1 УІ2
О

У~І2 ^гз 1 ^із

1
2
3
4

— 1
0
4
5

I
0

16
25

0
2
4
6

0
4

16
36

— 10
—8
—2

0

100
64

4
0

5 /  — 2  уЬ 42 56 108 У  S j  =  266
/=  1

Tj 8 12 —20 Ѵ 7 у  =  0

f j 64 144 400 2  Т'/ =  608

Четланишлар квадратларининг қолдиқ йиғиндисини то
памиз:

5қолд =  *S ум —  ^факт =  2 6 6  —  152 =  1 14.

Фактор ва қолдик Дисперсияларни топамиз:
2 S 152

^акт -  p"ZT7 З^Л
_  ^қолд _  114 114 , п оп  

қолд p (q — I) 3 ( 4 — 1) — 9 — 'Ь 7-

Фактор ва қолдик Дисперсияларни Ғ критерий (XIX боб, 
8-§) буйича таккослаймиз, бунинг учун критерийнинг ку
затилаётган қийматини топамиз:

2
zr 5ф?кт 76 с^кузат=-? - = т а  = 6 .

қолд

Суратнинг озодлик даражалари сони kx =  2, махраж- 
ники эса k2= 9  эканлигини, кийматдорлик даражаси а = 0 ,0 5  
эканлигини хисобга олиб, жадвалдан Ғкр(0,05; 2; 9) =  4,26 
критик нуктани топамиз.

Хкузат >Ғкр бўлгани учун группавий уртача кийматлар 
тенглиги ҳақидаги ноликчи гипотезани рад этамиз. Бошка- 
ча айтганда группавий уртача қийматларнинг фарқи «уму
ман» муҳим. Агар уртача қийматларни жуфт- жуфт таққос-
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лаш талаб қилинса, у ҳолда Стьюдент критерийсидан фой
даланиш лозим.

3- э с л а т  м. а. Агар кузатилаётган * / /  цийматлар вергулдан кейин 
бир хонали ўнли каср бўлса, у ҳолда y ij =  10*;у— С сонларга ўтиш 
мацсадга мувофиқ, бу ерда С сон 10 xtj  сонларнинг тахминан уртача 
циймати. Натижада нисбатан унча катта булмаган б у т у н  сонлар 
ҳоси,1 циламиз. Бу ҳолда фактор ва нисбий дисперсиялар 10а марта 
ортса-да, уларнинг нисбати ўзгармайди. Масалан, агар хп  =  12,1, 
* 21 =  12,2; хя1 =  12,6 бўлса, у ҳолда і/,у =  10х п — 123 деб цабул ци
либ, //(1 =  121— 123 =  — 2; уп  =  122 — 123 =  -  1; ij3x =  126— 123=3 
ни ҳосил киламиз.

Агар вергулдан сўнг k  хона бўлса ҳам шунча ўхшаш иш цили
нади:

-  уи =  тк-хц —с.
Масалалар
1—2 -маеалаларда 0,05 цийматдорлик даражасида группавий уртача 

қийматлар тенглиги ҳацидаги нолинчи гипотезани текшириш талаб ци
линади. Танланмалар бош дисперсиялари бир хил булган нормал тўп- 
ламлардан олинган деб тахмин цилинади.
1.

Синаш номери
Фактор даражалари. Fi

ғ , ғ , f 3

1 42 66 35 64 70
2 55 91 50 70 79
3 67 96 60 79 88
4 67 98 69 81 90

*гр/ 57,75 87,75 53,50 73,50 81,75

Жавоби. Ғкузат =  6,13, ҒКр (0,05; 4,15) =  3,06. Нолинчи гипотеза рад 
этилади.
2.

Синаш номери
Фактор даражалари, F j

Ft F, F. F,

1 6 6 9 7
2 7 7 12 9
3 8 11 13 10
4 11 12 14 10

xTpj 8 9 12 9

Жавоби. / гк у 3 а т  =  2,4; Ғкр(0,05, 3; 12) = 3 ,4 9 .  Нолинчи гипотезани рад 
этишга асос йўц.
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X*
2

1- илова
ф ( * ) =  е І функция цийматлари жадвали

0 I 2 3 4 5 6 7 8 9

0,0 0,3989 3989 3989 3988 3986 3984 3982 3980 3977 3973
0,1 3970 3965 3961 3956 3951 3945 3939 3932 3925 3918
0,2 3910 3902 3894 3885 3876 3867 3857 3847 3836 3825
0,3 3814 3.802 3790 3778 3765 3752 3739 3726 3712 3697
0,4 3683 3668 3653 3637 3621 3605 3589 3572 3555 3538
0,5 3521 3503 3485 3467 3448 3429 3410 3391 3372 3352
0,6 3332 3312 3292 3271 3251 3230 3209 3187 3166 3144
0,7 3123 3101 3079 3056 з о з - г 2989 2966 2943 2920
0,8 2897 2874 28о0 2827 2803 2780 2756 2732 2709 2685
0,9 2661 2637 2613 2589 2565 2541 2516 2492 2468 2444

1,0 0,2420 2396 2371 2347 2323 2299 2275 2251 2227 2203
1,1 2179 2155 2131 2107 2083 2059 2036 2012 1989 1965
1,2 1942 1919 1895 1872 184Э 1826 1804 1781 1758 1736
1,3 1714 1391 1669 1647 1626 1604 1582 1561 1539 1518
1,4 1497 1476 1456 1435 1415 1394 1374 1354 1334 1315
1,5 1295 1276 1257 1238 1219 1200 1182 1163 1145 1127
1,6 1109 1092 1074 1057 1040 1023 1006 0989 0973 0957
1,7 0940 0925 0909 0893 0878 0863 0848 0833 0818 0804
1,8 0790 0775 0761 0748 0734 0721 0707 0694 0681 0669
1,9 0656 0644 0632 0620 0608 0596 0584 0573 0562 0551

2,0 0,0540 0529 0519 0508 0498 0488 0478 0468 0459 0449
2,1 0440 0431 0422 0413 0404 0396 0387 0379 0371 0363
2,2 0355 0347 0339 0332 0325 0317 0310 0303 0297 0290
2,3 0283 0277 0270 0264 0258 0252 0246 0241 0235 0229
2,4 0224 0219 0213 0208 0203 0198 0194 0189 0184 0180
2,5 0175 0171 0167 0163 0158 0154 0151 0147 0143 0139
2,6 0136 0132 0129 0126 0122 0119 0116 0113 ОНО 0107

0104 0101 009У 0 0 9 6 0 0  33 0 0 9 1 0 0  VS 0086 0081
2,’8 0079 0077 0075 0073 0071 0069 0067 0065 0063 0061
2,9 0060 0058 0056 0055 0053 0051 0050 0048 0047 0046

3,0 0,0044 0043 0042 0040 0039 0038 0037 0036 0035 0034
3,1 0033 0032 0031 0030 0029 0028 0027 0026 0025 0025
3,2 0024 0023 0022 0022 0021 0020 0020 0019 0018 0018
3,3 0017 0017 0016 0016 0015 0015 0014 0014 0013 0013
3,4 0012 0012 0012 ООП ООП 0010 0010 0010 0009 0009
3,6 00С9 0008 0008 0008 0008 0007 0007 0007 0007 0006
3,6 0006 0006 0006 0005 0005 0005 ОООЬ 0005 0005 0004
3,7 0004 0004 0004 0004 0004 0004 0003 0003 0003 0003
3,8 0003 0003 0003 0003 0003 0002 0002 0002 0002 00и2
3,9 0002 0002 0002 0002 0002 0002 0002 0002 0001 0001
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2- илова

Ф(Х) =
У  2  Я  j

X £*_
\ е 2 с/г функция цийматлари жадвали

X 1 Ф  (X ) X ф (*) * Ф  (АГ) X Ф  (X )

0,00 0.Q000 0,45 0,1736 0,90 0,3159 1,35 0,4115
0,01 0,0040 0,46 0,1772 0,91 0,3186 1,36 0,4131
0,02 0,0080 0,47 0,1808 0,92 0,3212 1,37 0,4147
0,03 0,0120 0,48 0,1844 0,93 0,3238 1,38 0,4162
0,04 0,0160 0,49 0,1879 0,94 0,3264 1,39 0,4177
0,05 0,0199 0.50 0,1915 0,95 0,3289 1,40 0,4192
0,06 0,0239 0,51 0,1950 0,96 0,3315 1,41 0,4207
0,07 0,0279 0,52 0,1985 0,97 0,3340 1,42 0,4222
0,08 0,0319 0,53 0,2019 0,98 0,3365 1,43 0,4236
0,09 0,0359 0,54 0,2054 0,99 0,3389 1,44 0,4251
0,10 0,0398 0,55 0,2088 1,00 0,3413 1,45 0,4265
0,11 0,0438 0,56 0,2123 1,01 0,3438 1,46 0,4279
0,12 
0 14

0,0478 
0 0Я17

0,57 
п яя

0,2157 
0 °190

1 ,02 ! 0 ,4
0,3461_г .  —

1,47 С,4292 - о я ъ г і к —
0,14 0,0557 0,59 0,2224 1 ,04

/ , і л и и

0,3508 1,49 0,4319
0,15 0,0596 0,60 0,2257 1,05 0,3531 1,50 0,4332
0,16 0,0636 0,61 0,2291 1,06 0,3554 1,51 0,4345
0,17 0,0675 0,62 0,2324 1,07 0,3577 1,52 0,4357
0,18 0,0714 0,63 0,2357 1 ,и8 0,3599 1,53 0,4370
0,19 0,0753 0,64 0,2389 1,09 0,3621 1,54 0,4382
0,20 0,0793 0,65 0,2422 1,10 0,3643 1,55 0,4394
0,21 0,0832 0,66 0,2454 1,11 0,3665 1,56 0,4406
0,22 0,0871 0,67 0,2486 1,12 0,3686 1,57 0,4418
0,23 0,0910 0,68 0,2517 1,13 0,3708 1,58 0,4429
-',24 0,0948 0,69 0,2549 1,14 0,3729 1,59 0,4441
0,25 0,0987 0,70 0,2580 1,15 0,3749 1,60 0,4452
0,26 0,1026 0,71 0,2611 1,16 0,3770 1,61 0,4463
0,27 0,1064 ,̂72 0,2642 1,17 0,3790 1,62 0,4474
0,28 0,1103 0,73 0,2673 1,18 0,3810 1,63 0,4484
0,29 0,1141 0,74 0,2703 1,19 0,3830 1,64 0,4495
0,30 0,1179 0,75 0,2734 1,20 0,3849 1,65' 0,4505
0,31 0,1217 0,76 0,2764 1,21 0,3869 1,66 0,4515
0,32 0,1255 0,77 0,2794 1,22 0,3883 1,67 0,4525
0,33 0,1293 0,78 0,2823 1 ,23 0,3907 1,68 0,4535
0,34 0,1331 0,79 0,2852 1,24 0,3925 1,69 0,4545
0,35 0,1368 0,80 0,2881 1,25 0,3944 1 ,70 0,4554
0,36 0,1406 0,81 0,2910 1,26 0,3962 1,71 0,4564
0,37 0,1443 0,82 0,2939 1,27 0.39S0 1,72 0,4573
0,38 0,1480 0,83 0,2967 ГТ28 0 ,'3997 1,73 0,4582
0,39 0,1517 0,84 0,2995 1,29 0,4015 1,74 0,4591
0,40 0,1554 0,85 0,3023 1,30 0,4032 1,75 0,4599
0,41 0,1591 0,86 0,3051 1,31 0,4049 1,76 0,4608
0,42 0,1628 0,87 0,3078 1,32 0,4066 1,77 0,4616
0,43 0,1664 0,88 0,3106 1,33 0,4082 1,78 0,4625
0,44 0,1700 0,89 0,3133 1,34 0,4099 1,79 0,4633

357



Давоми

X Ф (*) X Ф (дг) X ф U) X Ф (X )

1.80 0,4641 2,00 0,4772 2,40 0,4918 2 ,80 0,4974
1,81 0,4649 2,02 0,4783 2,42 0 , I922 2 , 4 2 0,4976
1,82 0,4656 2,04 0,4793 2,44 0,4927 2 ,84 0,4977
1,83 0,4664 2,06 0,4803 2,46 0,4931 2,86 0,4979
1,84 0,4671 2,08 0,4812 2,48 0,4934 2,88 0,4980
1,85 0,4678 2,10 0,4821 2,50 0,4938 2 ,90 0,4981
! ,86 0,4686 2,12 0,4830 2,52 0,4941 2,92 0,4982
1,87 0,4693 2,14 0,4838 2,54 0,4945 2,94 0,4984
1,88 и, 4699 2,16 0,4842 2,56 0,4948 2,96 0,4985
1,89 0,4706 2,18 0,4854 2,58 0,4951 2,98 0,4986
1,90 0,4713 2,20 0,4861 2,60 0,4953 3,00 0,49865
1,91 0,4719 2,22 0,4868 2,62 0,4956 3,20 0,49931
1,92 0,4726 2,24 0,4875 2,64 0,4959 3,40 0,49966
1,93 0,4732 2,26 0,4881 2,66 0,4961 3,60 0,499841
1,94 0,4738 2,28 0,4387 2 ,68 0,4963 3,80 0,499928
1,95 0,4744 2,30 0 4893 2,70 0,4965 4,00 О 499968
1,96 0,4750 2,32 0,4898 2,72 0,4967 4,50 0,499997
1,97 0,4756 2,34 0,4904 2 74 0,4969 5,00 0,499997
1,98 0,4761 2,36 0,4909 2,76 0,4971
1,99 0,4767 2,38 0,4913 2,78 0,4973

3- илова
t =  t(y, п) цийматлар жадвали

0,95 0.99 0,999 0,95 0,999

5
6
7
8 
9

10
11
12
13
14
15
16
17
18 
19

2,7«
2,57
2 ,45
2,37
2,31,
2,26
2,23
2,20
2,18
2,16
2,15
2,13
2,12
2,11
2,10

4,60
4,03
3,71
3,50

,36
‘3,25
3,17
3,11
3,06
3,01
2,98
2,95
2,92
2,90
2,88

8,61
6,86
5.96 
5,41 
5.04 
4,78 
4,59 
4,44 
4,32 
4,22 
4,14 
4,07 
4 ,02
3.97 
3,92

20
25
30
35

50
60
70
80
90

100
120

2,093 
2,064 
2,045 
2,032 
2.023
2,016
2,009
2,001
1,996
1,001
1,987
1,984
1,980
1,960

2,861
2,797
2,756
2,729
2,708
2,692
2,679
2,662
2,649
2,640
2,633
2,627
2,617
2,576

3,883
3,745
3,6о9
3,600
3,558
3,Ь27
3,502
3,464
3,439
3,418
3,403
3,392
3,374
3,291

358



4- илова

Я =  9(Y> я) кийматлар жадвали

Х і 0 ,9 5 0 ,9 9 0 , 9 9 9

7

п
0 , 9 5 0 .9 9 0 , 9 9 9

5 1 , 3 7 2 , 6 7 5 , 6 4 2 0 0 , 3 7 0 , 5 8 0 , 8 8
6 1 , 0 9 2 , 0 1 3 , 8 8 2 5 0 , 3 2 0 , 4 9 0 , 7 3
7 0 , 9 2 1 , 6 2 2 , 9 8 3 0 0 , 2 8 0 , 4 3 0 , 6 3
8 0 , 8 0 1 , 3 8 2 , 4 2 3 5 0 , 2 6 0 , 3 8 0 , 5 6
9 0 , 7 1 1 , 2 0 2 , 0 6 4 0 0 , 2 4 0 , 3 5 0 , 5 С

1 0 0 , 6 5 1 , 0 8 1 , 8 0 4 5 0 , 2 2 0 , 3 2 0 , 4 6
11 0 , 5 9 0 , 9 8 1 , 6 0 5 0 0 , 2 1 0 , 3 0 0 , 4 3
1 2 0 , 5 5 0 ,9 С 1 , 4 5 6 0 0 , 1 8 8 0 , 2 6 9 0 , 3 8
1 3 0 , 5 2 0 , 8 3 1 , 3 3 7 0 0 , 1 7 4 0 , 2 4 5 0 , 3 4
1 4 0 , 4 8 0 , 7 8 1 , 2 3 8 0 0 , 1 6 1 0 , 2 2 6 0 , 3 1
1 5 0 , 4 6 0 , 7 3 1 , 1 5 9 0 0 , 1 5 1 0 , 2 1 1 0 , 2 9
1 6 0 , 4 4 0 , 7 0 1 , 0 7 1 0 0 0 , 1 4 3 0 , 1 9 8 0 , 2 7
1 7 0 , 4 2 0 , 6 6 1 , 0 1 1 5 0 0 , 1 1 5 0 , 1 6 0 0 , 2 1 1
1 8 0 , 4 0 0 , 6 3 0 , 9 6 2 0 0 0 , 0 9 9 0 , 1 3 6 0 , 1 8 5
1 9 0 . 3 9 о . ы ) 0 . 9 2 9 Я 0 0 , 0 5 9 0 , 1 2 0 0 , 1 6 2

5- и л о в а -
X2 тацсимотнинг критик нуцталдри

О з о д л и к  д а р а -  
ж а л а р  с о н и , k

а  ц и й м а т д о р л и к  д а р а ж а с и

0 ,0 1 0 ,0 2 5 0 ,0 5 0 , 9 5 0 ,9 7 5 0 . 9 9

1 6 , 6 5 , 0 3 , 8 0 , 0 0 3 9 0 , 0 0 G 9 8 0 , 0 0 0 1 6
2 9 , 2 7 , 4 6 , 0 0 , 1 0 3 0 , 0 5 1 0 , 0 2 0
3 1 1 , 3 9 , 4 7 , 8 0 , 3 5 2 0 , 2 1 6 0 , 1 1 5
4 1 3 , 3 1 1 , 1 9 , 5 0 , 7 1 1 0 , 4 8 4 0 , 2 9 7
5 1 5 , 1 1 2 , 8 1 1 , 1 1 , 1 5 0 , 8 3 1 0 , 5 5 4
6 1 6 , 8 1 4 , 4 1 2 , 6 1 , 6 4 1 , 2 4 0 , 8 7 2
7 1 8 , 5 1 6 , 0 1 4 , 1 2 , 1 7 1 , 6 9 1 , 2 4
8 2 0 , 1 1 7 , 5 1 5 , 5 2 , 7 3 2 , 1 8 1 , 6 5
9 2 1 , 7 1 9 , 0 1 6 , 9 3 , 3 3 2 , 7 0 2 , 0 9

1 0 2 3 , 2 2 0 , 5 1 8 , 3 3 , 9 4 3 , 2 5 2 , 5 6
11 2 4 , 7 2 1 , 9 1 9 , 7 4 , 5 7 3 , 8 2 3 , 0 5
1 2 2 6 , 2 2 3 , 3 2 1 , 0 5 , 2 3 4 , 4 0 3 , 5 7
1 3 2 7 , 7 2 4 , 7 2 2 , 4 5 , 8 9 5 , 0 1 4 , 1 1
1 4 2 9 , 1 2 6 , 1 2 3 , 7 6 , 5 7 5 , 6 3 4 , 6 6

1 5 3 0 , 6 2 7 , 5 2 5 , 0 7 , 2 6 6 , 2 6 5 , 2 3
1 6 3 2 , 0 2 8 , Н 2 6 , 3 7 , 9 6 6 , 9 1 5 , 8 1
1 7 3 3 , 4 3 0 , 2 2 7 , 6 8 , 6 7 7 , 5 b 6 , 4 1

1 8 3 4 , 8 3 1 , 5 2 8 , 9 9 , 3 9 8 , 2 3 7 , 0 1
1 9 3 6 , 2 3 2 , 9 3 0 , 1 1 0 , 1 8 , 9 1 7 , 6 3

359'



Давоми

Қ и й м а т д о р л и к  д а р а ж а с и , а

О з о пл и к  д а р а 
ж а  л а р  с о н и , k 0 ,0 1 0 ,0 2 5 0 ,0 5 0 ,9 5 0 ,9 7 5 0 , 9 9

<1~1 с 3 1  , 4

3 2 , 7

1 0 , 9

1 1 , 6

Q ВД я  9 6
2 '

2 1

07 , □

3 8 , 9 3 5 , 5

І7 , kJ  '

1 0 , 3 8 ’ 9 0

2 2 4 0 , 3 3 6 , 8 3 3 , 9 1 2 , 3 1 1 , 0 9 , 5 4

2 6 4 1  , 6 3 8 , 1 3 5 , 2 1 3 , 1 1 1 , 7 1 0 , 2

2 4 4 3 , 0 3 9 , 4 3 6 , 4 1 3 , 8 1 2 , 4 1 0 , 9

2 5 4 4 , 3 4 0 , 6 3 7 , 7 1 4 , 6 1 3 , 1 1 1 , 5

2 6 4 5 , 6 4 1 , 9 3 8 , 9 1 5 , 4 1 3 , 8 1 2 , 2

2 7 4 7  0 4 3 , 2 4 0 , 1 1 6 , 2 1 4 , 6 1 2 , 9

2 8 4 8 , 3  

4 9 , ' 5

4 4 , 5 4 1  , 3 1 6 , 9 1 5 , 3 1 3 , 6

- 0 4  о , 7 4 ^ , 6 - \ 2 Ф - 1 6 , 0 1 4 , 3

3 0 5 0 , 9 4 7 , 0 4 3 , 8 1 8 , 5 1 6 , 8 1 5 7 0  “

6- илова
Стьюдент тацсимотининг критик нукталари

О з о д л и к  
д а р а ж а л а р  

с о н и , k

а  ц и й м а т д о р л и к  д а р а ж а с и  ( и к к и  т о м о н л а м а  к р и т и к  
с о ҳ а )

0 ,1 0 0 ,0 5 0 ,0 2 1 ,01 0 ,0 0 2 0,001

1 6 , 3 1 1 2 , 7 3 1 , 8 2 6 3 , 7 3 1 8 , 3 6 3 7 , 0

2 2 , 9 2 ' 4 , 3 0 6 , 9 7 9 , 9 2 2 2 , 3 3 3 1 , 6

3 2 , 3 5 3 , 1 8 4 , 5 4 5 , 8 4 1 0 , 2 2 1 2 , 9

4 2 , 1 3 2 , 7 8 3 , 7 5 4 , 6 0 7 , 1 7 8 , 6 1

5 2 , 0 1 2 , 5 7 3 , 3 7 4 , 0 3 5 , 8 9 6 , 8 6

6 1 , 9 4 2 , 4 5 3 , 1 4 3 , 7 1 5 , 2 1 5 , 9 6

7 1 , 8 9 2 , 3 6 3 , 0 0 3 , 5 0 4 , 7 9 5 , 4 0

8 1 , 8 6 1 ° , ч о а . , - і б 4 , 5 0 5 , 0 4

9 1 , 8 3 2 , 2 0 2 , 8 2 3 , 2 5 4 , 3 0 4 , 7 «

1 0 1 , 8 1 2 , 2 3 2 , 7 6 3 , 1 7 4 , 1 4 4 , 5 9

1 1 1 , 8 0 2 , 2 0 2 , 7 2 3 , 1 1 4 , 0 3 4 , 4 4

1 2 1 , 7 8 2 , 1 8 2 , 6 8 3 , 0 5 3 , 9 3 4 , 3 2

1 3 1 , 7 7 2 , 1 6 2 , 6 5 3 , 0 1 3 , 8 5 4 , 2 2

1 4 1 , 7 6 2 , 1 4 2 , 6 2 2 , 9 8 3 , 7 9 4 , 1 4

1 5 1 , 7 5 2 , 1 3 2 , 6 0 2 , 9 5 3 , 7 3 4 , 0 7

1 6 1 , 7 5 2 , 1 2 2 , 5 8 2 , 9 2 3 , 6 9 4 , 0 1

1 7 1 , 7 4 2 , 1 1 2 , 5 7 2 , 9 0 3 , 6 5 3 , 9 6

1 8 1 , 7 3 2 , 1 0 2 , 5 5 2 , 8 8 3 , 6 1 3 , 9 2

1 9 1 , 7 3 2 , 0 9 2 , 5 4 2 , 8 6 3 , 5 8 3 , 8 8

2 0 1 , 7 3 2 , 0 9 2 , 5 3 2 , 8 5 3 , 5 5 3 . 8 5

2 1 1 , 7 2 2 , 0 8 2 , 5 2 2 , 8 3 3 , 5 3 3 , 8 2

2 2 1 , 7 2 2 , 0 7 2 , 5 1 2 , 8 2 3 , 5 1 3 , 7 9

3G0



Диво ни

О з о д л и к  
д а р а ж а л а р  

со н ы , к

2 3

2 4

2 5

2 6
2 7

2 8

2 9
3 0  

4 0  

6 0

120

а  қ н й м а т д о р л и к  д а р а ж а с и  (и к к и  т о м о н л а м а  к р и т и к  
с о ҳ а )

О.Ю

I , 7 1  

I , 7 1

1 . 7 1

1 . 7 1

1 . 7 1
1 . 7 0

1 . 7 0  
1 , 7 0  

1,68 
1 , 6 7  

1,66 
1 . 6 4

0 , 0 5

0 ,05

2 , 0 7

2 , 0 6

2 , 0 6

2 , 0 6

2 . 0 5

2 . 0 5

2 . 0 5  

2Ж  
2,02 
2,00 
1 , 9 8

1 , 9 6

0 , 0 2 5

0,02

2 , 5 0

2 . 4 9
2 . 4 9  

2 , 4 8  

2 , 4 7

2 . 4 6

2 . 4 6

2 . 4 6  

2 , 4 2  

2 , 3 9  

2 , 3 6  

2 . 3 3

0,01

о.оі

2 , 8 1

2 , 8 0
2 , 7 9

2 . 7 8  

2 , 7 7  

2 , 7 6

2 . 7 9  

2 , 7 5  
2 , 7 0  

2,66 
2 , 6 2  
2 . 5 8

0,002

3 , 4 9

3 , 4 7

3 , 4 5
3 , 4 4

3 , 4 2

3 . 4 0

3 . 4 0  

3 , 3 9  

3 , 3 1  

3 , 2 3  
3 , 1 7  

3 , 0 9

0 ,0 0 5 0.Ю1

о д . і

3 ,7 7
3 , 7 4

3 , 7 2

3 , 7 1

3 , 6 9

3 , 0 6

3 , 6 6

3 , 6 5

3 , 5 5

3 , 4 6

3 , 3 7

3 ,2 9

0 ,6 0 0 5

қийматдорлик даражаси, а {икки томонлама критик 
соҳа)



(ftj—  катта дисперсиянинг озодлик даражалар сони),
( f e2— к и ч и к  д и с п е р с и я н и н г  о з о д л и к  д а р а ж а л а р  с о н и )

7- илова
Фишер—Снедекорнинг F тацсимоти критик нуі^галари

а  =  0,01 цийматдорлик даражаси

\ -
1 S 3 4 6 6 7 8 9 10 11 12

1 4 0 5 2 4 9 9 9 5 4 0 3 5 6 9 5 5 7 6 4 5 8 8 9 5 9 2 8 5 9 8 1 6 0 2 2 6 0 5 6 6 0 8 2 6 1 0 6

2 9 8 , 4 9 9 9 , 0 1 9 9 , 1 7 9 9 , 2 5 9 9 , 3 3 9 9 , 3 0 9 9 , 3 4 9 9 , 3 6 9 9 , 3 6 9 9 , 4 0 9 9 , 4 1 9 9 , 4 2

3 3 4 , 1 2 3 0 , 8 1 2 9 , 4 6 2 8 , 7 1 2 8 , 2 4 2 7 , 9 1 2 7 , 6 7 2 7 , 4 9 2 7 , 3 4 2 7 , 2 3 2 7 , 1 3 2 7 , 0 5

4 2 1 , 2 0 1 8 , 0 0 1 6 , 6 9 1 5 , 9 8 1 5 , 5 2 1 5 , 2 1 1 4 , 9 8 1 4 , 8 0 1 4 , 6 6 1 4 , 5 4 1 4 , 4 5 1 4 , 3 7

5 1 6 , 2 6 1 3 , 2 7 1 2 , 0 6 1 1 , 3 9 1 0 , 9 7 1 0 , 6 7 1 0 , 4 5 1 0 , 2 7 1 0 , 1 5 1 0 , 0 5 9 , 9 6 9 , 8 9

6 1 3 , 7 4 1 0 , 9 2 9 , 7 8 9 , 1 5 8 , 7 5 8 , 4 7 8 , 2 6 8 , 1 0 7 , 9 8 7 , 8 7 7 , 7 9 7 , 7 2

7 1 2 , 2 5 9 , 5 5 8 , 4 5 7 , 8 5 7 , 4 6 7 , 1 9 7 , 0 0 6 , 8 4 6 , 7 1 6 , 6 2 6 , 5 4 6 , 4 7

8 1 1 , 2 6 8 , 6 5 7 , 5 9 7 , 0 1 6 , 6 3 6 , 3 7 6 , 1 9 6 , 0 3 5 , 9 1 5 , 8 2 5 , 7 4 5 , 6 7

9 1 0 ,  5 6 8 , 0 2 6 , 9 9 6 , 4 2 6 , 0 6 5 , 8 0 5 , 6 2 5 , 4 7 5 , 3 5 5 , 2 6 5 , 1 8 5 , 1 1
1 0 1 0 , 0 4 7 , 5 6 6 , 5 5 5 , 9 9 5 , 6 4 5 , 3 9 5 , 2 1 5 , 0 6 4 , 9 5 4 , 8 5 4 , 7 8 4 , 7 1

11 9 , 8 5 7 , 2 0 6 , 2 2 5 , 6 7 5 , 3 2 5 , 0 7 4 , 8 8 4 , 7 4 4 , 6 3 4 , 5 4 4 , 4 6 4 , 4 0

1 2 9 , 3 3 6 , 9 3 5 , 9 5 5 , 4 1 5 , 0 6 4 , 8 2 4 , 6 5 4 , 5 0 4 , 3 9 4 , 3 0 4 , 2 2 4 , 1 6

1 3 9 , 0 7 6 , 7 0 5 , 7 4 5 , 2 0 4 , 8 6 4 , 6 2 4 , 4 4 4 , 3 0 4 , 1 9 4 , 1 0 4 , 0 2 3 , 9 6

1 4 8 , 8 6 6 , 5 1 5 , й 6 5 , 0 3 4 , 6 9 4 , 4 6 4 , 2 8 4 , 1 4 4 , 0 3 3 , 9 4 3 , 8 6 3 , 8 0

1 5 8 , 6 8 6 , 3 6 5 , 4 2 4 , 8 9 4 , 5 6 4 , 3 2 4 , 1 4 4 , 0 0 3 , 8 9 3 , 8 0 3 , 7 3 3 , 6 7

1 6 8 , 5 3 6 , 2 3 5 , 2 9 4 , 7 7 4 , 4 4 4 , 2 0 4 , 0 3 3 , 8 9 3 , 7 8 3 , 6 9 3 , 6 1 3 , 5 5

1 7 8 , 4 0 6 , 1 1 5 , 1 8 4 , 6 7 4 , 3 4 4 , 1 0 3 , 9 3 3 , 7 9 3 , 6 8 3 , 5 9 3 , 5 2 3 , 4 5
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