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I Б О Б

КИРИШ

1 -§ . М а т е м а т и к  п р о г р а м м а л а ш т и р и ш н и н г  

м а к с а д и  в а  в а з и ф а с и

Инсон фаолиятининг турли со^аларида шундай холатлар булади- 
ки, мавжуд булган бир неча вариантлар ичидан бирини танлашга тугри 
келади. Агар вариант ягона булса, шуб^асиз уша танланади. Биро^ 
вариантлар куп булса, уларнинг ихтиёрийси танланмайди, балки маъ- 
лум маънода энг яхшиси, энг самаралисини танлаш ма^садга мувофи^ 
булади. Одатда бундай вариантлар оптимал деб аталади. Оптимал с$гзи 
аслида лотинча булиб, энг яхши (мавжуд имкониятлар доирасида ун- 
дан яхшиси йуф энг маъф'л, энг самарали каби маънони англатади.

Оптимал ечимни, оптимал вариантни тадпрн  ̂этиш давр талабидир. 
Турли со^аларда ресурслар мшуюрининг чекланганлиги, имкониятлар 
кулами чекли булганлиги туфайли, мавжуд ресурсларни сарфлашда 
энг о^илона вариант, яъни оптимал вариантни танлаш заруратга айла- 
ниб ^олди. Масалан, а^оли сонининг усиб бориши, ша^ар майдони- 
нинг кенгайиши, янги ша^арлар ва а^оли яшаш пунктларининг пайдо 
булиши мавжуд экинга ярокути ер майдонининг ^ис^аришига олиб ке
лади. Ундан таш^ари, ердан олинадиган ма^сулотларга булган талаб 
эса тухтовсиз усиб боради. Бу муаммоларнинг барчаси ердан унумли, 
яъни оптимал фойдаланиш масаласини тад^и^ этишни та^озо этади.

Оптимал ечимни излаш масаласи кенг куламли булиб, математикада 
аввало эксгремал (максимал ёки минимал) масалалар деб аталувчи со^ани 
^амраб олади. Экстремумга (максимумга ёки минимумга) оид дастлабки 
тушунчалар у^увчига мактаб математикаси курсидан яхши танищдир.

Экстремал масалаларнинг му^имлигини унинг амалий (татби^ий) 
эканлиги билан асослаш кифоядир. Шу ма^садда, айтилган фикрнинг 
исботи сифатида и^тисодиётнинг турли со^аларига оид булган баъзи 
масалаларни матнли куринишда келтирайлик:

1.Ишлаб чи^ариш жараёнини шундай ташкил этиш керакки, белги- 
ланган ресурслар берилган милорда сарфланиб, энг катта фойда олиш- 
га эришилсин.
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2.Ернинг маълум бир ну^тасидан космик фазонинг маълу м орбита- 
сига космик кема ёрдамида энг кам éipuira сарфлаб утилсин

3.Узининг бар^арор ̂ олатидан бирор сабаб таъсирида чикиб кетган 
системани дастлабки ^олатига энг ^ис^а ва^т ичида утказилсин.

Бундай масалаларни куплаб келтириш мумкин. Бунда н ма^сад 
шуки, бу каби масалаларни урганиш зарур ва бу жараён махсус мате
матик усулларни таз^азо этади. У хакда курсимизда батафсил тухтала- 
миз. Умуман олганда, бундай масалалар математик нуи;таи назардан 
махсус функция ёки функционалларнинг экстрему мини излаш масала- 
сига келтирилади.

Шундай ^илиб, математик программалаш тириш - амалиётда, яъни 
ш^тисодиёт, техника, физика, инженерлик, ^арбий соз^а каби йуналиш- 
лардаги турли жараёнларда экстремал масалаларни математик усул- 
лар ва ффилмалар ёрдамида тад^щ  этиш билан шугулланувчи фан 
булиб, у амалиёт билан назарияни богааб турувчи куприк вазифасини 
^ам утайди. Бу йуналишнинг куртаклари анча илгари пайдо булган 
булса ^ам у асосан 40-йилларда шаклланди, 50-йилларда эса гуркираб 
усди. Шу уринда со^а ривожига узининг салммуш ^иссасини ^ушган, 
Нобель мукофоти совриндорлари рус олими JI.B.Канторович ва аме- 
рикалик о лим Г.Купмансни, шунингдек, Р.Беялман, Г.Кун, JI .С. Понт- 
рягин, A.A. Милютин, А.Н. Дубовицкий каби унлаб, юзлаб олимлар 
номини келтириш жоиздир. Узбек математикларидан академик Н.Са- 
тимов фан докторлари А.Аъзамов, А.Фозилов, Б.Рихсиевлар ^ам бу 
colara салмо!уш ^исса ^ушганлар.

Мазкур дарслик авторларнинг «Операциялар тад^и^оти», «Опти- 
маллаштириш усуллари», «Математик про грамм алаштириш», «И^ти- 
содиётда математик усуллар ва моделлар» каби фанлардан узот̂  йил- 
лар давомида у^иган маърузалари асосида ёзилган. Шу боис дарслик 
эслатилган фанларни урганишда ^ул келди.

Шунингдек, бу дарсликдан татби^ий математикага о ид курсларни 
урганишда ^ам самарали фойдаланиш мумкин.

Авторлар ушбу дарслик матнини компьютерда тайёрлашдаги хиз- 
матлари учун М.Сухов, Д.Ма^камова ва Д.Абдурасуловага уз мин- 
натдорчиликларини билдирадилар.
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2 -§ . Ч и ш ц л и  ф у н к ц и я ,  ч и з и ц л и  т е н г л и к л а р  

в а  т е н г с и з л и к л а р  с и с т е м а с и  .у а ц и д а

Математик программалапггириш курси олий математика элемент- 
лари, чизюощ алгебра ва геометриянинг куплаб тасди^ ва натижалари- 
га таянади. Айни^са, чизи1р1и функция, чизшут тенглик ва тенгсизлик
лар ^амда уларнинг хоссаларидаи кенг куламда фойдаланилади. Шу 
туфайли уларнинг айрим хосса ва хусусиятларини эслатиб утиш урин- 
лидир.

Ушбу, хр х2, ..., хп номаълумларга нисбатан чизшуш булган, яъни 
номаълумлар фа^ат узининг биринчи даражаси билан ^атнашган

2=С.Х,+С,Х,+...С х11 2 2 по
куринишдаги функция чизи!у1и функция деб аталади. Бу ерда с,, с2,...сп 
- берилган узгармас, ^а^и^ий сонлардир.

Шунингдек,
с,х,+сА +...+сА =к 

муносабат чизшуш тенглик,
с.х.+с,х,+...+с х < кI I  2 2 по

муносабат эса чизи^и  тенгсизлик деб аталади. Бу ерда £>тайин узгар
мас сон.

Куйидаги теигламалар системасини ^арайлик: 
а„х,+а,А +...+а,11х. = ь 1

а2>Х,+ а22Х2+- +а2пХп=Ь2.

,х.+а ,х,+...+а х =Ь1 1  гп2 2 шп о и

бу ерда а .,  |  = 1,п , /  =  \ , т  - узгармас сонлар. Алгебра курсида бу 
система цисман урганилган булнб, асосан, п = т  булган ^олда сис- 
темани ечишнинг турли усуллари ^аралган. Гаусс-Жордан усули, 
детерминантлар усули шулар жумласидандир. Биро^ т  <  п  булган- 
да, яъни тенгликлар сони номаълумлар сонидан кичик булган ^ол 
система ечимини излаш ну^тан назаридан ^изициш уйготмаган. 
^олбуки, бу ^олда системанинг ечими чексиз куп булиб, улар ора- 
сидан маълум бир ма^садга мувофи^ини танлаш имконияти туги- 
лади. Системанинг бундай хусусиятлари мазкур курсда етарлича 
урганилади.

Шунингдек, цуйидаги тенгсизликлар системасини ^арайлик:
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Бу ерда тенгсизлик ишораси аниклик учун бир томонлама килиб 
олинди, аслида эса улар турлича булиши мумкин. У муман олганда (2.1) 
тенгсизликлар сисгемасини ^аноатлантирувчи нукталар туплами: буш 
туплам, ягона ну^та, чегараланган со^а ва чегараланмаган со^адан 
иборат булиши мумкин. Бу тупламлар одатда ^авари^ булади.

Маълумки бирор X туплам каварш$ дейилади, агар у узининг 
ихтиёрий икки ну^таси билан бирга уларни туташтирувчи кесмани 
^ам уз ичига олса, яъни ихтиёрий х, е  X ,  х 2е  X  ва 0 < Я. < I учун 
х (А,) =  Ъ с 1 + (1 -  Я.) х 2 хам X га тегишли булса.

К|авари^ тупламлар ва уларга о ид натижалар хусусида курсимизда 
батафсил тухталамиз. Бирок бу ерда чизшуш функцияга хос булган *1
тасди^ни келтириш жоиздир. >

Кавари^ тупламда ^аралаётган чизшуш функция экстремумга фа- 
кат туплам чегарасида эришиши мумкин.

Бу тасдшршнг тугрилиги ¡^уйидаги масалада равшан куринади.
Масала. 2=2х,+3х2 функциянинг

(х,1+|х2| 2  1
тенгсизлик билан аниклаиадиган со^адаги экстремумни топинг.

Бу ерда чизикли функция каралаётган со^ада чегараланган, демак 
Вейерштрасс теоремасига кура экстремумга эришади. Дейлик, функ
ция экстремумга со^анинг ички (х,0,х “) ну^тасида эришсин. У ^олда 
Ферма теоремасига кура шу нуктада хусусий хосилалар нолга тенг 
булиши зарур. Бир01$:

—  = 2 —  = 3.
дх, ’ 8хг

Бундай зиддиятга сабаб, чизиюш функция со^анинг ички ну^тасида 
экстремумга эришсин, деб ^илинган фаразнинг нотугрилигидир. Де
мак чизшрш функция экстремумга факат со^а чегарасида эришади.



3 -§ . М о д е л л а р  х а с и д а .

М а т е м а т и к  м о д е л л а р г а  о и д  т а т б и к и й  м и с о л л а р

Ю^орида келтирилган чизшрш тенглик ва тенгсизликларнинг хос- 
саларини инобатга олиб, и^тисодиётнинг куплаб масалалари уларга 
бевосита ало^адор эканлигини курамиз. Шу максадда математик мо- 
дел тушунчасини ёритайлик.

Урганилаёттан объектнинг асосий хоссалари ва характеристикала- 
рини узида ифодаловчи махсус ̂ урилган объектга модел дейилади.

Моделлаштириш деб эса, тад^и^ этилаётган объектнинг мухим ха- 
рактеристикаларини ифодалаш, акслантириш жараёнига айтилади.

Одатда, моделлар турлича булади: физик моделлар, электрон мо
деллар, мантикий моделлар, абстракт моделлар, математик моделлар 
ва б.

Тад^щ этилаётган объектнинг асосий характеристикаларини мате
матик ифодалар ва муносабатлар оркали ифодаловчи моделга мате
матик модел деб аталади. Бу модел та/щик;от учун барча моделлардан 
^улай булиб, у орти^ча харажат ва ь^урилмалар талаб этмайди. Ундан 
тапщари моделаштириш жараёнида моделни ян ада такомиллаштириш, 
мукаммалла штириш имконияти мавжуддир.

Куйида иктисодий - математик моделлар туркумига кирувчи ва реал 
^олатларни ифодаловчи моделларга мисоллар келтирамиз. Моделлар- 
ни иктисодий деб аташимизга сабаб, буларда асосий курсаткичнинг 
нархдан иборат эканлигидир.

1. Диета (пар^ез таом) ^а^идаги масала. Таркнбида маълум сондаги 
(масалан, п та) туйимли моддалар (витаминлар, о^сил, крахмал ва б.) 
белгилангаи мшухордан кам булмаган пархез таом тайёрлаш лозим 
булсин. Бу моддалар харид ̂ илиниши лозим булган маълум бир сонда
ги (масалан, ш та) хомашёлар таркибида турли пропорцняларда учрай- 
ди. Ма^сулотларни ^андай мшуюрда харид килиш керакки, суралган 
таом тайёрлансин ва унинг таннархи энг арзон булсин.

Бу ик^гисодиёт масаласининг матнлн баёнидир. Унинг математик
моделини тузайлик. Шу максадда, х ! ,1  = 1,т ,  оркали харид килиниши 
лозим булган ¡-ма^сулот мшуюрини; Ь - , /  = 1, п , оркали эса талаб эти
лаётган ̂ модцанинг зарурий мшуюрини белгилайлик. У холда

т

1=1
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- мшуюр харид ^илинадиган барча ма^сулот таркибидаги j-зapypий 
модда мшуюрини ифодалайди. Масала шартига кура

т  _____

Л а цх , * Ь п 1  =  1 ,п , (3.1)
/=1

муносабат уринли булишиш лозим Шунингдек, харид ^илинадиган 
ма^сулотлар ми1уюри учун ушбу

х ] > 0 ,х 2 >0,...х„ > 0  (3.2)
тенгсизликлар уринлидир. Агар ма^сулотларнинг бирлик нархларини 
мос равшда с,,с2,...ст ор^али белгиласак,

т

Ц С1Х ‘ (3.3)
/>1

ми^дор барча ма^сулотларнинг жами нархини ифодалайди ва унинг 
минимал ^ийматини излаш талаб этилади.

Шундай 1$илиб, масаланинг математик модели (3.1) ва (3.2) тенгсиз- 
ликларни ^аиоатлаитирувчи ̂ амда (3.3) чи зи^ли функцияга минимал 
^иймат берувчи х,,х2,...,хт мшуюрларни аншуташдан иборатдир.

2. Ишлаб чикариш масаласи. Дейлик, корхонада турли ма^сулот- 
лар ишлаб чш^арилсин ва ма^сулотнинг ^ар бир тури турли технология 
асосида ишлаб чи^арилиши мумкин булсин. >^ар бир ма^сулотни иш
лаб чикариш эса мив^цори чегараланган турли ресурслар сарфига бог- 
лш^дир. Тайёр ма^сулот ишлаб чикариш технологияга боши^ равиш- 
да нархга эга булади. Ишлаб чи^аришни ^андай ташкил этиш керак- 
ки, корхонада ишлаб чицарилган ма^сулотларнинг жами нархи макси- 
мал булсин.

Масаланинг математик моделини тузиш максадида ^уйидагича бел- 
гилашлар киритамиз: Ху -  /  технология билан ишлаб чи^аришга мулжа-
ланган г'-ма^сулот миуюри булсин, * — 1, и, /' = 1, т \  -бирлик г-ма^сулот- 
ни /'-технология билан ишлаб чикариш учуь сарфланган к-ресурс ми^-
дори булсин, к  = 1 , 1 ,  С - )  технология билан ишлаб чи^арилган бирлик 
ма^сулотнинг нархи, Ьк эса к-ресурсни чегараловчи сон булсин.

У ^олда масала шартлари математик муносабатлар ёрдамида ^уй- 
идагича ифодаланади:

Ё  = М (3.4)
¡=1 /=1
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Барча технологик усуллар билан ишлаб чи^арилган жами ма^сулот 
нархи эса

£  Ъ *  о б )
/-1 /-1

ми^ордан иборат булади.
Шундай ^илиб, масала (3.4) ва (3.5) шартларни ^аноатлантирувчи

х.., / =  1, л , мшуюрлар ичидан (3.6) чизи^и функцияга максимал ^ий- 
мат берувчиларини топишидан иборат булади.

3. Экин майдонларидан унумли фойдаланиш масаласи. Дейлик, маъ- 
лум бир сондаги ^ишлор; хужалиги экинлари, маълум сондаги экин 
майдонларига экишга мулжалланган булсин. Бу ер майдончалари, 
жойлашуви ва тупроги таркибига ^араб фар^анади. 5 а̂р бир майдон- 
чага мулжаддаги экинлардан бир ёки бир нечтаси экилиши мумкин. 
Экиш режасини ^андай тузиш керакки, етиштирилган з^осил ма^сулот- 
ларини сотишдан олинадиган фойда энг катта булсин.

Масаланинг математик моделини тузиш ма^садида экин турларини 
0 |,0 г,...,0п экин майдончаларини эса каби белгилайпик. Дей

лик, (3 , /  =  1 ,п  , экин турини 5 .,  1 =  1 ,т  экин майдонига экишидан 
олинган ̂ осилдорлик мшуюри гектаридан в центнерни ташкил этиб, 8. 
экин майдони а. гектардан иборат булсин. Шунингдек, ^ар бир экин- 
дан етиштирипадиган з о̂сил мшуюри Ь ва унинг харид нархи с  маълум

булсин. Агар х.. ,1 =  1, т, j  = 1, л, /-майдондаги <}. экин экилган майдон- 
ча юзаси булса, масала шартига кура к;уйидагиларга эга буламиз:

> 6 , , /  = 1 ,л , (3.7)
/*=1

яъни ̂ осил мшухори белгиланган мшухордан кам булмасин;

¿ д с ,  = а , , / =  1 ,/и , (3.8)
/=1

яъни экин майдончалари йигиндиси белгиланган гектарни ташкил эт- 
син;

Е с/ ( ->максимал, (3.9)
/»I V ¿«1 '

Ху >0,1 = 1,л; /  = 1 ,т. (3.5)
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яъни жами фойда максимал булсин. Бу ерда ^ам масаланинг матема
тик модели (3.7), (3.8), (3,9) муносабатлардан иборат булади.

4. Транспорт масаласи. Дейлик, А |,А,,...,Ага лар ор^али ишлаб чи- 
кариш пунктлари белгиланган булиб (уларни таъминотчилар деб атай- 
миз) В|,В;,...,Вп лар ор^али эса истеъмолчилар манзилларини белги- 
лайлик. Л-таъминотчи а. бирлик махсулот ишлаб чикарсин ва Bj истеъ- 
молчига Ь бирлик махсулот зарур булсин. Ундан ташкари, барча иш
лаб ча^арилгаи ма^сулотлар мируюри, истеъмолчилар талаб ^илган 
махсулотлар мш$дорига тент булсин, яъни:

т п

2 > , = 2 > ,
<=1 /и

Иишаб чи^арилган ма^сулотларни истеъмолчиларга етказиш транс
порт харажатларига боглш$. А. таъминотчи В  истеъмолчига етказиб
берган Хц, г . £  0 ,1 = 1, т , / = 1, п , ма^сулотнинг бирлик мшуюрини та- 
шиш харажати с. булсин. Ма^сулотларнинг шундай х.. мшуюрини аниз̂ - 
лаш керакки, натижада: таъминотчиларнинг барча ма^сулоти ташиб 
кетилади,яъни

П
И хч = ап (ЗЛО)
Н

барча истеъмолчилар талаби ̂ ондирилади, яъни
т

( з .п )/=1
жами транспорт харажати минимал булади, яъни

т  п

Ц с ^ - и т п .  (3.12)
/-! /«I

Ю^оридаги. (3.10)-(3.12) масала транспорт масаласи номини олган 
булиб, курсимизда етарлича урганилади.

5. Ресурсларни оптимал таксимлаш масаласи. Дейлик, п та техноло
гик жараён ^аралаётган булиб, уларга задира мивдори с га тенг булган 
хомашё сарфлансин. г-жараёнга х. хомашёнинг ажратилиши Г(х^, бир
лик фойда келтирсин. Бу ерда Г(х) маълум функция. Хомашё за^ираси- 
ни технологик жараёнларга ^андай мгауюрларда таксимлаш керакки, 
барча хомашё сарфлансин, яъни

п
Е * < = с > * | * о ,  (3.13)
1=1
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жами фонда максимал булсин, яъни
п

£ / , ( * , ) - > т а х  (3.14)
/=1

Олинган (3.13), (3,14) ифодалар масаланинг математик моделини 
ифодалайди.

Бу масала ^ам тегишли бобда батафсил урганилади.
6 . Максимал ^ажмли идиш ясаш масаласи. Турли махсулотларни 

ташиш учун турли сигамли ва ^ар хил шаклга эга брлган идишлар 
керак булади. Айни^са нефт ва газ махсулотларини сазуташ ва ташиш 
учун ^ар ^андай формадаги идиш ^ам талабга жавоб беравермайди. 
Идиш деворларини ^алинлаштириш эса и^тисодий самара бермайди. 
Демакки. ^азуш равишда ^уйидаги масала пайдо булади:

Берилган Б юзали металл сат^дан босимга чидамли ва транспортда 
ташишга 1$улай, максимал ^ажмли идиш ясалсин.

Масалани механик ну^таи-назардан та^лил к;илиб, идишнинг ци
линдр шаклида булиши лозимлигини анизуташ мумкин. Бу эса масала
ни ^уйидагича ифодалашга имкон беради: сат^и Б болтан, максимал 
хажмли цилиндрнинг асосий параметрлари аншумнсин.

Цилиндр баландлигини х,, асос айланаси радиусини х2 деб белгила- 
сак, масала шарти ^уйидагича ифодаланади:

2 к х 2 ( х 2 +  * , ) =  5  , (3.15)

лдс, • х \  ->  т а х  . (3.16)
(3.15), (3.16) муносабатлар экстремал масалани ифодалайди.
Биз ю^орида математик программалапггириш предметинииг мо^и- 

ятини очиш ма^садида баъзи элементар математик моделардан наму- 
налар келтирдик. Аслида, моделлаштириш, моделнинг ^аралаётган 
жараённи ^анчалик аник акслантириши ало^ида муаммо булиб, у ало- 
^ида урганишга моликдир.

4 -§ . П р е д м е т и и н г  т а р к и б и  в а  м а х с у с л и к л а р и

Умуман олганда математик про грамм алаштириш предметида икки- 
та йуналиш булиб, улардан бири ашпутанадиган (детерминланган) маса- 
лалар турку мини уз ичига олса, иккинчиси стохастик, яъни ноангаушк 
элементларини уз ичига олувчи масалалар туркумидан иборатдир.

Ани1у1анадиган масалалар туркумида барча зарурий катталиклар 
анш$ ^иймат ̂ абул зршади ва у ни бир ^ийматли аншутш мумкин. Сто

1 1



хастик масалаларда эса асосий катталиклар ёки уларнинг баъзилари 
ноани^ булиб, тасодифий (маълум эз^тимолли) характерга эга булади.

Мазкур курсда асосан ани^ланаладиган масалалар туркуми 
^аралади.

Курснинг таркибига чизшуш программалаштириш хамда унинг тар- 
кибига кирувчи транспорт масаласи, бутун сонли программалашти
риш; чизиксиз программалаштириш ва унинг ̂ авари^ программалаш
тириш булими, динамик программалаштириш, уйинлар назариясн эле- 
ментлари каби булимлар киради.

Математик дасгурлашнинг махсусяикларидан бири шундан иборат- 
ки, унинг таркибига кирувчи масалаларни классик усуллардан фойда- 
ланиб з$ал этиб булмайди. Х^атто содда деб з^исобланувчи чизиюш фун
кция з̂ ам эксгремумга барча чеклашларии ^аноатлантирувчи туплам- 
нинг четки ну^таларида эришади. У ну^таларда эса функция диффе- 
ренциалланувчанлик хусусиятини йу^отади.

Чизиксиз программалаштириш булимида эса Лагранжнинг купай- 
тувчилар у сули чеклашлар тенгсизлик тарзида булган з̂ ол учун з̂ ам 
баён этилади. ^олбуки классик аиализда бу усул фа^ат тенглик тарзи- 
даги чеклапшар учунгина баён этилган.

Ундан тапщари амалий масалаларда номаълум узгарувчилар сони 
ва чеклашлар сони купайган сари экстремалликка даъвогар ну^талар 
бенщоя купая боради. ^олбуки з^атто энг замоиавий ЭХ|М хам барча 
иу^таларии текшириш имкониятига эга эмас. Шу сабабдан, матема
тик программалаштириш предметининг асосий вазифаларидаи яна бири 
самарали аналитик усулларни топишдан иборатдир.

Асосий белгилашлар. Белгилашлар з̂ ар бир боб учун алохида булиб, 
биринчи ра^ам параграф номерини, иккиичи ра^ам эса, теорема, таъ- 
риф ёки формула номерини англатади. Асосий символлар ^уйидагича 
белгиланади:

К" - п улчовли Евклид фазоси;

х  =
- п улчовли вектор-устун;

х'=(х, д г,...хв>  п улчовли вектор-сатр;



х е й - х  нинг Я га тегишли эканлигини англатади;
X  й Я  - х  нинг II га тегишли эмаслигини англатади;
/? П 5  - Я ва Б тупламлар кесшпмаси;
Я  и  5  - Я ва Б тупламлар бирлашмаси;
0  - буш туплам;
ЭС — С  тупламнинг чегараси,-
1 Ш Я  — Я \ ( с Ю  ) - Я  тупламнинг ички к;исми;

П
XI у  =  д:.у. - х за у векторларнинг скаляр купайтмаси;

/=1
А = [а§], / = ГЙ, / = й т  - т и п  улчовли матрица;

А 1—[а,;], / = \ ,п,  / = \ ,п - п х т  улчовли, А ни транспонирлаш 
йули билан з^осил килинган матрица;

А'1 - А матрицага тескари матрица;
ёегА - квадрат А матрицанинг детерминати;

'Эф(х)>

grad (р (х) - ф  (х) функция градиента, яъни grad ф (х)=

дф(*)
а*,

э»р(у)
дх.

I бобга о ид маш^лар

К^уйцдаги масаларнинг математик моделларини тузинг:
1. Цех икки турдаги ма^сулот, дейлик, столлар ва стуллар ишлаб 

чи^арсин. Битта стол ишлаб чи^ариш учун ишчи 3 соат, битта стул 
учун эса 2 соат ва^т сарфлайди. Корхона 1 та столни сотишдан 8 минг 
сум, 1 та сгулни сотишдан эса 6 минг сум фойда куради. Цех камида 
100 та стол ва 200 та стул ясаш мажбуриятини олган. Агар ажратилган 
ишчи соати 900 га тенг булса, энг катта фойда олиш учун долган вакт- 
да нечта стол ва стул ишлаб чи^ариш керак?

2. А,, А 2, А3, А4 турдаги ма^сулотларни ишлаб чикариш учун 2 хил 
хомашёдан фойдаланилади. Ишлаб чикариш даврига 1 турдаги хома- 
шёдан 92 бирлик, 2 турдаги хомашёдан 88 бирлик ажратилган. Бирлик 
милорда А,, А2, А,, А4 ма^сулот ишлаб чикариш учун 1-хомашёдан
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мое равишда 1,2,1 ва 3 бирлик, 2-хомашёдан эса 4,3,1 ва 2 бирлик 
сарфланади. А,, А2, А3, А4 турдаги бирлик ма^сулотларни сотишдан 
мое равишда 4 минг сум, 5 минг сум, 10 минг сум ва 5 минг сум фойда 
олинади. Максимал фойда олиш учун ишлаб чикариш кандай режа-
ладггирилиши к е р а к ? ______________________________________

3. Хужаликда 850 га экинга ярозути ер булиб, унта ишлов бериш 
учун 15000 т органик угит ва 50000 ишчи куни ажратилган. Ресурслар 
сарфи ва х,осил м и^ори  ^уйидаги жадвалда келтирилган

Курсатхич Экин
картошка карам беда

Мехнап сарфи, ишчи-кун 50 30 10
органик урит сарфи (т) 20 15 10
хосил микдоои (минг с9м) 1000 800 200

1) ̂ осилни (пул ̂ исобида) максимал булишини таъминлайдиган экиш 
режасини тузинг;

2) бедага ажратилган ер майдони 100 га дан кам булмаган ^олда 
экинларни оптимал экиш режасини топинг.

4. ^орамолларни бо^ишда суткалик оптимал рацион ми^орини 
топинг. Зарурий модцалар ва уларнинг мтуюрлари ̂ йидаги жадвал
да берилган:

Ози^авий моддалар 
(шартли бирликда)

Бирлик емдаги туйимли 
модда (турига цараб)

Суткалик 
мини мал 

норма
1тур II тур

Ем бирликлари 1 0,5 5
Озшушмй ириюш 80 200 560
Кальций 1 8 20
1 бирлик ем нархи (сум) 30 50

5. А,, А2, А3 пунктларда мик^цори а,=90, а2=30, а3=50 тонна булган 
цемент бор. Бу юкларни талаб мшуюри Ь, =40, Ь,=60, Ь3=70 тонна булган 
В,, В2, В3 ^урилиш майдонларига ташиб келиш керак. Юкни ташиш 
тарифлари ^уйидаги жадвалда берилган.

-
40 60 70

90 5 4 5
30 6 2 3
50 4 5 8
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Юк ташишни шундай ташкил этиш керакки; барча юк ташиб кетил- 
син; барча талаб кондирилсин; жами гашиш харажатлари минимал 
булсин.

6. А . , I = 1,4 пунктлардан 100,400, 100, 100 бирлик юкларни талаб 
мш дори мос равишда 50, 100, 150, 200 ва 225 бирлик булган В., /  = 1,5 
пунктларга ташиш масаласи ^аралаётган булсин. Юкларни ташиш 
тарифлари ^уйидаги жадвалда келтирилган

в,
А,

В, в2 Вз в„ в5

А, 1 6 8 12 16
а 2 16 10 8 6 15
Аз . ... 4 1 9 и 13
А« 3 2 7 7 15

У мумий ташиш нархи энг кам булган ташиш режаси тузилсин.
7. Беш йилга мулжаллаб ажратилган 1 млн. сум пулга бир хил, )^ар 

бири 100000 сум булган ускуна сотиб олиб, ишлаб чщаришни ташкил 
этиш талаб этилади. ̂ а р  бир дасгго^ корхонага йилига 40000 сум фой- 
да келтиради. Х^ар йили тушган фойдани бир ^исмини яна ишлаб чщ а- 
ришни кенгайтириш ма^садида ̂ ушимча ускуна олишга ишлатиш мум- 
кин. Корхонани шундай кенгайтириш керакки, беш йилда олинган жами 
фойда максимал булсин.

8. Дейлик, 5 та технологик жараён булиб, уларга задира мизуюри 
1000 бирлик булган хомашё сарфлансин. ¡-жараёнга х; хомашё ажрати- 
лиши 2х| фойда келтирсин. Хомашёни шундай та^симлаш керакки, 
барча хомашё сарфлансин ва якуний фойда максимал булсин.

9. Нефт ма^сулотларини ташиш учун хажми 62 т булган цилиндрик 
идишлар зарур булади. Идишнинг параметрлари ̂ андай булганда уни 
ясашга энг кам металл лист ишлатилади.

10. Газни сазугаш ва ташишни ташкил этиш махсус идиш ни талаб 
этади. Дейлик, сигами 1000м3 булган идишни доимий жойда сакугаш 
тавсия этилади. У идишнинг улчамлари ^андай булганда уни ясашга 
кетадиган кимматба^о махсус металл листларга ажратиладиган хара- 
жат минимал булади?

11. Бургулаш ускунаси тукри йулдан 9 км.масофада жойлашган. 
Тугри йул буйлаб кетганда тугри йулнинг бургулаш ускунаси тугриси- 
даги ну^тасидан энг якин а^оли яшаш пунктигача булган масофа 15 
км. Зудлик билан пунктга бориш зарур булиб колди. Агар велосипед-
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чининг тур-ри йулгача тезлиги 8 км/соат, тугри йул буйлаб 10 км/соат 
булса, энг ^ис^а ва^тда бориш учун ^андай йулни танлаш керак?

12. Кулдаги ^ ай щ  тугри чизшуш ^ирговдан 3 км. масофада жой- 
лашган. Йуловчи ^ р г о ^  буйлаб рупарадаги ну^тадан 5 км узозуха 
булган фишювда боришга шошилмок^а. Агар йуловчи ^айизута 4 км/ 
соат, ^урузушкда 5 км/соат тезликда йул босса, ^ и п ш о ^ а  энг ^ис^а 
ва^т ичида бориши учун ^андай йулни танлаши керак?
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I I  Б О Б

Чизшрш про грамм ал аштириш деб математик программалаштириш- 
нингчизшдш функцияни чизшрш тенгликлар аки тенгсизликлар б план ани^- 
ланадиган со^адаги эксгремумини излаш билан шугулланадиган були- 
мига айтилади. Чизшрт программмалаштиришнинг дастабки масалала- 
ри 30-йилларда Л.В.Канторович томонидан ^уйилган ва урганилган 
булиб, 40-йилларда америкалик олимлар Ж. Данциг, Г.Купманскабилар 
томонидан рив ожлантирилиб, ало^ида йуналиш даражасига олиб чшрш- 
ган. Бу со^а амалиётда, айни^са, шрпнсодиётда кулланилиши жирата би
лан ало^ида ажралиб туради. Шу уринда ик^гисо д иётнинг ^атор амалий 
масалаларини чизшрш программал аштириш масалалари ёрдамида з̂ ал 
этганларини муносиб такрирлаб, 1975 й. Швеция академиясин инг ̂ арори 
билан рус олими Л .В. Канторович ва америкалик Г.КупмансгаХал^аро 
Нобель мукофоти берилганлигини эслатиш жоиздир.

1 -§ . Ч и з и ц л и  п р о г р а м м а л а ш т и р и ш  м а с а л а с и н и н г  к у й и л и ш и  

в а у н и н г  т у р л и  ф о р м а л а р и . А с о с и й  т а ъ р и ф л а р  в а  т у ш у н ч а л а р

Чизшрш программалаштириш масаласининг аналитик ифодаси, 
ушбу

г = С 1Х2+С2Х2+ .. .+ С пХп (1.1)
чизизрш функциями, фтшдаги

ар1Х1+ар2Х2+...+арПхп̂ Ьр, р ^ й к ,
ач1х 1+ач2х2+...+ачпхп=ЬЧ) д =  к  +  1 ,1 , ( 1.2)

ЧИЗИЩЛИ ПРОГРАММАЛАШТИРИШ

а0,х,+ас2Х2+...-1-астхп>Ьс, е =/ + 1 ,т,
х, > 0,дг2 > 0,...,х, > 0, г<п, (1.3)

тенглик ва тенгсизликлар билан ани^ланадиган тупламдаги экстрему- 
мини топишдан иборат.

Чизшрш программалаштириш масаласининг нормал, симметрик ёки 
стандарт куриниши деб унинг куйидаги куринишига айтилади:

с ,х , + с 2х 2 +...+спх п —> т а х

а и х , + а 12х 2+ .. .+ а 1пх п < Ь У >
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\

в21х, + а 22х2 +... +  а2пх„ йЬ2,

а п , ^ \ + а я г х 2 + . . . + а ппх п < Ь т  ,

(1.5)

(1.6)х, > 0 ,х2 > 0 ,. . . ,х я > 0

Бу ерда «->  шах » белгиси мазкур чизм ут функциянинг максимум 
^иймати изланётганл игини билдиради.

Шунингдек, чизшуш программалаштириш масаласининг ушбу
с,х, + с 2х 2 + . . . + с п х я -»  т а х  > 

«и*. + а и х 2 + . . . + а ы х п = Ь ]

а г \ х \ + а 22х 2 +  .. .  +  а 2пх п = Ь 2 ,

+ а Я2*2+ -+а и,* 1, =*« ,

(1.7)

(1.8) 

(1.9)
х, > 0,х 2 > 0 , . . . ,х л > 0

куринишига унинг каноник куриниши дейилади.
Агар масала умумий (1.1)-(1.3) куринишда ифодаланган булса, ал- 

гебраик амаллар ва алмаштиришлар ёрдамида уни нормал ёки кано
ник куринишга келтириш мумкин. ^а^ик;атан, умумий масаладаги би- 
рор

а л х х + а п х 2 + . . . + а и, х „ й Ъ ,  

тенгсизликни, янги х п+! > 0  узгарувчи ^ушиш ёрдамида, ушбу 
а п х, + а л х 2 + . . .  +  а ы х „  + дс„+, = Ь , , 

тенглик шаклига келтириш мумкин. Натижада масаланинг формаси 
керакли тарзга келтирилади, бироц масаладаги номаълумлар сони мос 
равишда ортади.

Шунингдек, (1.3) да х .  узгарувчилардан бирортасига манфиймаслик 
шарти 1̂ уйилмаган булса (масалаи, хкузгарувчига), у

х к= х 'к -х 2ь  х[ > 0 , х 2к > 0 ,  

куринишда ифодаланади. Натижада, барча узгарувчилар учун манфий
маслик шартига эга буламиз. Биро^, бу з^олда ^ам масаланинг улчами 
катталашади, яъни ундаги номаълумлар сони ортади.

Ю^оридаги муло^азалардан келиб чи^адики, масалани нормал ёки 
каноник з^олда тад^и^ этиш мумкин ва олинган натижа умумий масала
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учун ^ам мос хулоса чи^аришга имкон беради. Шунингдек, ^улайлик 
тугдириш ма^садида масалани вектор-матрицали куринишда ёзиб ола- 
миз. Агар

х =

v
х 7

(ЬЛ
Ъг

V

С2
4 , 0 , 2 . .

\
•Я.Л

U J

,ь =

<ьт.

, с  = , А  = а 21а п ..

<aml ат1 - атп>

каби белгилашлар киритсак, нормал масала ушбу
(1.10)
(1.11)
(1.12)

с х ->  m a x
A x < b ,  

х > 0

куринишда, каноник масала эса
с 1* -»  max (1-13)

A x  =  b ,  (114)
*;>о (115)

куринишда ифодаланади. Масаланинг бундай формаларда ифодала- 
'ниши назарий татрцотлар учун ̂ улайлик тугдиради.

Чизшуш профаммалаштиришга о ид булган асосий тушунчалар ва 
таърифларни каноник масала учун келтирамиз. Бироц бу тушунчалар 
барча куринишдаги чизицли программалаштириш масалаларига >̂ ам 
тсгишлидир.

Масаладаги (1.14) чеклашлар асосий чеклашлар, (1.15) чеклашлар 
эга бевосита (туфи) чеклашлар деб аталади. Шунингдек, с'х функция- 
ни ма^сад функцияси деб, с  векторни-нарх вектори, b  векторни - чек- 
лаш вектори, А-матрицани -шарт мафицаси деб юритишади. Шарт 
мафицаси

А  = ( a v a v . . . , a )

каби ифодаланиб,

а, =

а 11 ' а \ г  '
/  \

а 1\
, а 2 =

а 22
, - , а п =

а 2п

<а т  1 , \а т п  у

векторларга шарт векторлари дейилади.

19



1-таъриф. Масаланинг асосий ва бевосита чеклашларини ^аноат- 
лантирувчи з^ар бир п-вектор х  масаланинг режаси деб аталади.

2-таьриф. Масаланинг ечими булган режа, яъни

с/х°=тахс/х, Ах°=Ь, х°> О 
шаргни ̂ аноатлантирувчи х° режа оптимал режа деб аталади. ___

3-таъриф. Агар бирор х  режанинг п-ш та компонент лари нолга тент 
булиб, ^олганларига мос келувчи шарт векторлари чизшуш эркли 
булса, бундай режа базис режа деб аталади.

Бу таърифдан куринадики, масалан, п=5, т = 3  булган масалада 
Х0=(х[д 2,0,х4,0) режа булиб х (,х2,х4 узгарувчиларга мос булган а ‘,а2 ва 
а"1 шарт векторлари чизизрга эркли булса, * режа базис режа з̂ ам була- 
ди. Одатда бундай х[;х2д 4 узгарувчиларга базисузгарувчилар дейила- 
ди.

4-таъриф. Агар базис режанинг барча базис узгарувчилари ани^ мус- 
бат булса, бундай режага бузилмаган базис режа деб аталади.

Ю^оридаги таърифларни ойдинлаштириш ма^садида в^уйидаги ма- 
салани ̂ араймиз.

Масала.

6*! + х 2 + 4 х 3 -  5 х 4 -> шах 
Зх, +  х 2 -  х , + х „  = 4,

5х, + х г + х 3 -  х А =  4, 
х,. >0,/ = 1Д

Бу масалада Х°=(1,0,0,1) бузилмаган базис режа булади, чунки п- 
т=4-2=2 ва иккита компонента нолга тенг, з^амда Xе =1, х°4=1 га мос 
келувчи

векторлар чизшрш эркли, яъни улардан бирини иккинчиси ор^али ифо- 
далаб булмайди. Ундантапн^арих0, ва х°4 лар ани^ мусбат, демак, а  а  1 

- векторлар базисни ташкил этади, з^амда (1;0 ;0 ;1)-бузилмаган базис 
режа булади.

К^аралаётган масала учун X , =(0,4,0 ,0) з^ам базис режа булади, ч у н -

• й  ° Г1! « «киа, = I ^ 1,а 2 =1 I вектор чизш рт эркли, бирот^базисга мос узгарув- 

чи х11 = 0  булганлиги туфайли X (бузилмаган базис режабулаолмай ди.
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2 - § .  Ч и з ш р ш  п р о г р  а м м а л а ш т и р и ш  м а с а л а с и н и н г  г е о м е т р и к  т а щ и н и .

М а е  а л  а л  и  г р а ф и к  у с у л д а  е ч и ш

Аншршк учун чизшрш программалаштириш масаласининг нормал 
формасини ̂ арайлик. Масала шартларини реал фазода ихтиёрий п ва 
ш учун гсомстрик тальрга 1рнлиб булмайди. Биро^ п< 3,щ-ихтиёрий, ёки 
п ва ш лар П-Ш£ 3 шартни ̂ аноатлантирса, масалани геометрик усул
да ифодалаш, агар ечим мавжуд булса, уни топиш з$ам мумкин була- 
ди.

Х,исоблашларни содцалаштириш ма^садида, п=2 , ш-ихтиёрий 
булган з^олни ̂ арайлик. Нормал масала бу з^олда куйидаги куринишга 
эга булади:

С1Х\ + С2Х2
(2.1)

Оц Ь  +  «12*а ^  Ъ\

(2.2)
«21*1 +<*22*2 ^ Ъ 2

*«,1*1 + а т2х 2 < Ь тг

х х £  0, х 2 > 0.

Ю^оридаги (2.2) ва (2.3) тенгсизликлардан з^ар бири х,0х2 текисли- 
гида мос яримтекисликларни ифодалайди. Улар ни анщлаш учун даст- 
лаб, яримтекисликларни чегараловчи тугри чизи^арни куриб олиш 
лозим булади. Масалан, аншргак учун

а п х 1 +  а к г х 2 ^ ь к , 1 < к < т  (2.4)
тенгсизлик ̂ аралаётган булсин. Унинг чегараси

а кхх 1 + а к2х г = К , \ < к <  т ,  (2.5)
тугри чизш^ан иборат булиб, у текисликни иккита ярим текисликларга 
ажратади. Тенгсизликнинг ечими ̂ айси ярим текислик эканлигини ашщ- 
лаш ма^садида, текисликнинг (2.5) тугри чизшуза ётмаган ихтиёрий ну^- 
тасида (2.4) тенгсизликни текширамиз. Агар ну^та тенгсизликни ̂ аноат- 
лантирса, тенгсизликнинг ечими пгу нуз^та ётган ярим текислик, ^аноат- 
лантирмаса, шу нут^та ётмаган ярим текислик булади. Бу чизтрга тенг- 
сизликка хос хусусиятдир.

Шу усул билан барча тенгсизликларни ^аноатлантирувчи ну^галар 
тупламини ани^лаб оламиз. Бу туплам масаланинг режалари туплами
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булиб, у буш туплам, яг она нутра, чегараланган ̂ авариь; купбурчак за 
чсгараланмаган со^алардан иборат булиши мумкин. Аншршк учун, 
режалар туплами ¡^аварии; купбурчакдан иборат булган ^олни ̂ арай- 
лик. (2 .1) чизюрш функцияни максимумга тскшириш учун уни бирор 
узгармас сон р га тснглаштириб,

с 1х 1 + с 2х 2 = р  (2.6)
чизшрш х,Ох2 текиспигида зуриб оламиз. Су игра уни режалар туплами- 
да^араймиз ва чизшрш функцияни режалар туплами узра

^ае1с'х — (2.7)
\>2>/

градиент вектор йуналиши буйлаб параллел силжитамиз. Турри чизи*;- 
нинг шу йуналишда режалар туплами билан з^осил 1рялган таянч ну|^га- 
си мак;сад функцияга максимал ^иймат берувчи нун^га булади (1-чиз- 
ма).

1-чизма

1-нзо^. Агар мацсад фупкипх..... вектор йуналиши буйлаб парал
лел ̂ анча силжиттанда з̂ ам у нинг режалар туплами билан умумий ну^- 
талари ^олаверса, ма^сад функция режалар тупламида чсгараланма
ган булади, яъни масала ечимга эга булмайди (2-чизма).

2 -ч и з м а
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2-изо^. Агар ма^сад функция минимумга текширилаётган булса,
(2.6) тугри чизиь; (2.7) градиентга ̂ арама-^арши йуналишда параллсл 
силжитилади ва натижада, мое таянч ну^та изланаётган ечим булади.

Мисол. фтшдаги чизикри программалаштириш масаласини график 
усулда ечинг

х1 ~ хг -+ех1г 
х, + х г й  2 ,

2х, - х 2 й \ ,  

х, £0;х2
Ю^орида баён зушинган усуллар ёрдамида барча жоиз режалар 

тупламини аншугаймиз. Бу туплам (I) ва (II) ярим текисликлар кссиш- 
масининг бириичи чоракда ётгаи ^исмидан иборат булади (3-чизма, 
штрихланган туртбурчак). Сунгра, аншушк учуй х,-х2=0 тугри чизш^ни

куриб оламиз ва унинг градисити ̂  ^  ни ашпртаймиз. Равшанки, тугри

чизшуш градиент буйлаб параллсл силжитсак, ма^сад функцияга мак
симум фшмат бсрувчи (0,5,0) нуг^гани, ^арама-^арши йуналишда сил- 
житсак эса минимум 1̂ иймат бсрувчи (0 ,2) ну^тани топишга эришамиз 
(3-чизма). Натижада (с/х)тат=0,5, (с'х)шш=-2 булади.

3 -ч и з м а

Энди л —  т <  3 булган з^олни {^арайлик. Дейлик, аншршк учуй чизик;- 
ли программалаштиришнинг каноник масаласи яьни (2.7)-(2.9) масала 
берилган булсин. Агар п-т=3 булса, масалани ечиш муаммоси уч улчов- 
ли фазога кучирилади. Бу фаз ода чизмаларни бажариш мураккаб экан- 
лигини инобатга олиб, п-т=2 булган з^олни ̂ араймиз. Бу з^олдап таузга- 
рувчилардан п-2 тасини долган иккитаси ор^али ифодалаб оламиз. Дей
лик, (2 .8) муносабатлардан х3>х4,...,хп узгарувчилар х, ва хг ор^али ифо- 
даланган булсин:



(2.8)

У з^олда, (1.9) шартларга кура

«31*1 «32*2 —

«41*1 +  «42*2 * (2.9)

«„..*, + ел,2*2 * 0.
х , > 0 , х 2 > 0, (2.10)

тенгсизликларга эга буламиз. Шунингдек, (2.8)ни ма^сад функцияга 
1̂ уйиб, фа^ат х ( ва х  ̂га богли^ булган

муносабатга эга буламиз. ^осил булган (2.11), (2.9), (2.10) масала эса 
юкорида баён этилган п=2 , т -  ихтиёрий булган з$ол сингари з^ал этила- 
ди ва натижада, агар ечим мавжуд булса, мос (х^д0.,) экстремал н у ^ а  
топилади. Сунгра (2.8) дан оптимал режани, яъни (х°1 д°2,— ни то- 
пишга эришилади.

Изо^. Масалани ечиш жараёнида берилган тенглик ва тенгсизлик- 
ларни имкон борича ихчамлаш, узгарувчилардан 1$улайларини эркин 
узгарувчи сифатида танлаш яхши самара беради.

Мисол. ̂ уйидаги чизшрш пр о граммалапггириш масаласини график 
усулда ечинг.

Дастлаб, асосий теигликларни 1̂ ушиб, х°2=1 ни ани!$лаб оламиз ва 
иккита тенглик урнига битта 

2х,-х3+х4= 2
тенгликка эга буламиз. Бундан, х у > 0  тенгсизликни эътиборга олиб, 
з^амда х°2= 1, х3=2х , +х4-2 ни текширилаётган ма^сад функцияга 1$йиб, 
х, ва х4 узгарувчиларга боглиь; булган ^йидаги  масалага келамиз:

(2.11)с 1х 1 +  с 2 х 2 -> т а х

х, +  х 2 + х 3 + х 4 — > т т  
2 х ,  +  х 2 - х 3 + х 4 = 3 ,  

- 2 х ,  + х 2 + х 3 — х 4 = - 1,
х ,  2  0,« = 1,2 ,3,4.
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Зх, + 2 х а —> шш

2х, + х 4 > 2, 

х, > 0, х4 > О.

Бу масалани х,Ох4 текислигида ю^оридаги усул ёрдамида счиб, 
х0, ^ ,  х°4=0 ни топамиз (4-чизма). С^нгра, уз навбатида х°3=2х01+х°4- 
2=0 ни аншргаймиз. Шундай »¡илиб (1,1,0,0). Режа оптимал булиб, мац- 
сад функциянинг минимал ̂ иймати эса: с'хтЬ= 2  булади.

4 -ч и з м а

3 - § .  Ч е т к и  н у /р п а л а р  в а  у л а р н и н г  х о с с а л а р и

Чизи1у1и програмалашгириш масаласининг хусусий з^олда геомет
рик тагщин зилиниши ва график усулда ечилиши у мумий з^ол учун з^ам 
жоиз режалар тупламининг айрим хоссаларини урганиш имкониии бе- 
ради.

Таъриф. Агар чекли сондаг I ярим фазотар кесишмаси чегаралан- 
ган тупламдан иборат булса бу ндай туплам, ^авари^ купё^и  деб ата- 
лади. ^авариг; купёк^лига мисол цилиб текисликда кесма, к^пбурчак 
каби фигураларни, фазода эса призма, тетраэдр, куб, октоэдр, дедека
эдр, икосаэдр каби фигураларни келтириш мумкин.

Дейлик, чимирга про грамма лаштиришнинг каноник масаласи ̂ ара- 
лаётган булсин:

Ух
Ах=Ь,
х >  0 . (3.3)

с'х —► шах (3 1)
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Бу масаланинг жоиз режалари тупламини X ор^али белгилайлик ва 
бу туплам купё^лардан иборат булсин. Бу тупламнинг бирор х  нуяргаси 
четки Hyifra дейилади, агар уни

х  = Хх, +  ( 1 -  Х )х2 
тарзда ифодалашга имкон берадиган ЦО < X. < 1) сон ва х,, х2 е Х  нуз^га- 
лар топилмаса. Бопщача ^илиб айтганда, уни тупламга тегишли з̂ еч 
^андай кесманинг ички нуь^таси (хусусан, уртаси) сифатида ифодалаб 
булмаса, у ну*^га четки нут^та дейилади. Масалан, агар X  туплам пира
мид ад ан иборат булса, унинг A,B,C,D,S нух^талари четки нуз^талардир 
(5-чизма), AS, АВ, BS,BC, CS, CD, DS, DA з^ирралар ва ABCD, ABS, 
BCS, CDS, ADS ё^лар эса чегаравий ну^алардан ташкил топтан.

s

5 -ч и з м а

Четки ну1£галарнинг айрим хоссаларини урганайлик.
1-лемма. Ю^оридаги (3.1)-(3.3) масаланинг жоиз режалари туплами 

четки ну1$тасининг мусбат координаталари сони т  дан ортмайди.
Исботи. Дейлик, X  режалар туплами булиб, унинг четки нун^гаси х  

нинг т + 1  та мусбат координатаси булсин. Аншршк учун, х,>0, 
х,>0,...,хтМ>0. Дастлабки т + 1  та шарт векторидан тузилган 
Ат+1={а1,а2,...,ат+1} маТРВДа ва т+ 1  улчовли 7 , вектор учун

А 7=0
т + 1

тенгламани ^арайлик. Бу тенглама нолга тенг булмаган Z ечимга эга.. 
Бу векторни п улчовли булгунча  ноллар билан тулдирамиз, яъни X  

={г,0 ,...,0 } ва унинг ёрдамидг

х ' = х  + ех, х 2 =  х - е х  (3-4)
векторларии вуриб о лам из. Бу ерда х векторнинг дастлабки т+ 1  та ко
ординаталари мусбат булганлиги, X  векторнинг эса охирги п -т -1 коор
динатаси нол булганлиги туфайли, шундай етарли кичик е , £ >  0  топи- 
ладики, х1>0, х2>0 булади. Иккинчи томондан,
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А х,=Ах+к А х =Ах+е А т+|2=Ах=Ь,
А х2=Ах-е Ах =Ах-е Ат+|2=Ь.

Яъни иккала вектор з̂ ам жоиз режа: X, € X , Х 2 6  X .  Биро*;, (3.4) дан

х = — (х, + х 2 ),х, х 2 келиб чи^ади. Бу эса х  нинг четки нук^га дейли-

шига зид. Лемма исботланди.
2-лемма. Четки ну^таиииг мусбат координаталаригамоскелувчи 

шарт векторлари чизи^ли эрклидирлар.
Исботи. Дейлик, х  е  X  булиб, х,,х2>. . . ^  унииг барча мусбат коор- 

дииаталари, а ^ , . . . , ^  эса мос шарт векторлари булсин, яъни
а 1х1+а2х2+—+акхк=Ь. (3.5)

Агар леммани уринсиз деб фараз ^ ил сак, шуидай п улчовли 
Я, = { X ,, ,А ,, ,0 , . . . ,0 } Д  ф 0 вектортопиладики,

+А2а 2+...+А,4а 4 = 0  (36)
булади. Бу тенгликни е со ига купайтириб, (3.5) га аввал фопамиз, сунгра 
айирамиз. Натижада,

а х{ х х ±еЯ,)+...+а4 (х4 ± е \ )  =  Ь  (3.7)
муносабатга эга буламиз. Шуидай етарли кичик е >0 топиладики,

х , + еА, 2 0,х, -  еА., £ 0,1 = 1 , к  (3.8)
тенгсизликлар уринли булади.

(3.7), (3.8) муносабатлардан X1 = X + еА, X7 =  х  —  ¿ к  в ект орлариинг

жоиз векторлар эканлиги ва х = ~ (х1 + х: )  келиб чи^ади. Бу эса х  нинг
четки ну!$та дейилишига зид. Лемма исботланди.

Натнжа. Ю^оридаги леммалардан четки нул^галар сонииинг чекли
т

эканлиги келиб чи^ади. Да^и^атан, бу мшуюр ^  с* дан ортмайди. Бу

ерда Скп - п та шарт векторлари орасидаги, к та векторнинг чизшуга 
комбинациясидир.

3-лемма. Бузилмаган масалада х  жоиз вектор т  та мусбат компо- 
нентага эга булса, у четки ну^та булади.

Исботи. Тескарисини фараз к;илайлик, яъни шуидай х , ,х 2 & Х , х х *  х 2 

жоиз векторлар ва X , 0<Х. <1, сонлар топилсинки, х  = Ах, + (1 -  А.)х2 
уринли булсин. У з^олда х  режанинг ох ирги п -т  та координатаси нолга 
тенг булганлиги ва я, > 0 , 1 - X  > 0  булгани сабабли х г х 2 векторнинг з^ам
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охирги п-ткоординаталари нолгатснг булади. Шу сабабли, ихтиёрий 
8 учун

х ( £ ) = х + г  ( Х ] - х 2)

векторнинг з^ам охирги п -т  коордииатаси иолга теиг булади. Шартга 
кура х 1 Ф х 2. Агар х,-х2 векторнинг дастлабки ш та координатапари 
орасида манфийлари бор булса, 8 ни 0 дан + 00  гача ошириб боравер- 
сак, шундай е, тоттиладики, х(е, )нинг координаталаридан бири нолга 
тенг булади, яъни х(е,) векторнинг мусбат координатапари сони т -1 
дан ортмайди. Иккинчи томондан,

/4(х(е,))= А х  +  г ^ А х ,  - Л х 2 ) =  А х  =  Ь

Демак, Ь вектор т -1  тадан куп булмаган векторларнинг чизшрш 
комбинациясидан иборат. Бу эса масаланинг бузилмаган деб фараз 
1{илинишига знд. Худдишу сингарих|-х2 векторнинг координаталари 
орасида мусбатлари бор булса з^ам, 8 ни 0 дан - 0 0  гача камайтира бо- 
риб бирор 82 учун мос координатани нолга тенглаштириб ю^оридаги- 
дек зидликка келиш мумкин.

Ю^оридаги учта леммадан музрш бир натижага келиш мумкин: 
бузилмаган масалада жоиз нурда четки нуруа булиши учун унинг т  та 
мусбат коордииатаси булиши зарур ва етарлидир.

Четки ну^танинг бу хоссаси масалани аналитик усулда ечиш учун 
1{ул келади.

4 - § .  С и м п л е к с  м е т о д н и н г  а с о с и й  г о я с и

Юк;орида таъкидланганидек, чизш рт программалаштириш маса- 
ласини з^ар доим з^ам график усулда ечиб булавермайди. Бир томон
дан, п -т>3 булган з^олда масала шартларини график тасвирлашнинг 
иложи йухршги булса, иккинчи томонидан т  ва плар ортиб б орган сари 
четки нуь^галар сони без^ад купайиб кетади з^амда ма^сад функция у 
нук^галарнинг ̂ айси бирида экстремумга эришишини аншриш мурак- 
каблашади. Бу сабаблар масалани ечишнинг аналитик усулларини то- 
пишни та^озо этади. Бундай усуллардан бири америкалик олим Дж. 
Д анциг томонидан тавсия этилган симплекс методдир. Бу усулнинг асо
сий гоясини график усул ёрдамида баён этиш 1$улайдир.

Дейлик, чизшуш программалаштириш масаласининг режалар 
туплами чегараланган куп ё^лидан иборат булиб, А ( А 2, . . . ^  унинг 
четки ну^талари булсин з^амда бу ну^талардан бирортаси (масалан
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А ,) аник; топилган булсин. Ма^сад функциянинг А ( нук^гадаги ^ийма- 
тини з^исоблаган з^олда сх=р, р-сош!, гипертекисликни купё^ликнинг 
А1 учидан чшр^ан барча ̂ ирралари буйлаб, параллел силжитамиз. Агар 
натижада, чизш$ли форманинг ^иймати унинг А, ну^тадаги ̂ иймати- 
дан ортмаса, бу ну^та оптимал планни аниклайди. Агар баъзи ^ирра- 
лар буйлаб силжитганимизда чизи^ли форманинг ̂ иймати ортиб бор- 
са, улардан бирини (масалан, энг катта усишни таъминловчи ^ирра- 
ни) танлаймиз ва уша йуналишда навбатдаги четки ну^тага утамиз. 
Шубз^асиз

( ¿ ' ^ ( с ' д О Ц

уринли булади. Сунгра А, иу^аии  дастлабки нукта сифатида ^араб 
барча жараёиларни такрорлаймиз ва зарурат булса навбатдаги четки 
нуцтага утамиз ва з̂ .к.

Агар ^аралаётгаи масалаиинг барча базис режалари бузилмаган 
булса, бундай масала бузилмаган масала деб аталади.

> Бузилмаган масала учун ю^орида баён этилган алгоритмнинг (уни
симплекс алгоритм деб аташади) чеклилиги з^а^идаги муз^им теорема- 
ни келтириш уринлидир.

Теорема. Ечимга эга булган з̂ ар бир бузилмаган (3.1 )-(3.3) масала 
ва унинг ихтиёрий бошлангич базис режаси учун симплекс алгоритм 
чеклидир.

Шу уринда таъкидлаш лозимки, симплекс методни в^ллаш жараё- 
нида итерациялар (бир базис режадан бош^аси га утишлар) сони 2ш дан 
ортмайди, базис режаларсони эса п элементдан т  тадан гурузугашлар 
сони Стп га етиши мумкин.

Эвристик баён ^илинган усулнинг симплекс метод деб аталишига 
сабаб шуки, тад^и^ этилган дастлабки масалаларда жоиз режалар 
туплами сифатида симплекслар ̂ аралган.

Таъриф. к улчовли симплекс деб, битта к-1 улчовли гипертекислик- 
да ётмаган к+ 1  та ну^танинг н^аварик; комбинациясидан тузилган 
тупламга айтилади.

Мисол тари^асида бир улчовли симплекснинг кесма куринишида, 
икки улчовли симплекснинг учбурчак куринишида, уч улчовли симп
лекснинг тетра »др куринишидабулишини эслатиб утиш кифоядир (6- 
чизма)
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6 -ч и з м а

Энди ю^орида баён этилган гояни аналитик ифодалаш ва асослаш
га утамиз.

5 -§ . М щ с а д  ф у н к ц и я  о р т т и р м а с и  в а  о п т и м а л л и к  к р и т е р и й с и  

( м е з о н и ) .  Е ч и м н и н г  ч е га р а л а н м а г а н л и к  ш а р т и

Дейлик, чизшуш программалаштиришнинг каноник масаласи ̂ ара- 
лаётган булиб, х  - базис режа булсин. У ^олда х=(хБ,хн), А=(АБ,АН), 
с=(сБ,сн) каби белгилашлар киритиб, боцща х  =  х  +  А х  режа учун ма^- 
сад функция орттирмасини ^исоблаймиз. Бу ерда ва бундан кейин “Б” 
индекс базис катталикларни, “Н” индекс эса нобазис катталикларни 
ифодалайди. Шунингдек, базисга мос индекслар тупламини ДБ, ноба- 
зисга мос индекслар тупламини ор^али белгилаймиз.

с ' х - с ' х  =  с ' А х  (5.1)
айирмани ма^сад функция орттирмаси деб атаймиз ва уни масаланинг 
берилган катталиклари ор^али ифодалаймиз. А х  =  Ь , А х  =  Ь булганлиги 
сабабли

А  А х  =  А ( х  - х ) =  А х  -  А х  =  0.
Бундан, скаляр купайтириш ̂ оидасига кура

А в А х в  +  А н  А х н  =  О (5.2)
муносабатга эга буламиз. АБ- базис векторлардан тузилган матрица 
булганлиги учун А 'Б-тескари матрица мавжуд. Бу эса (5.2) дан

А*б - ~ А 'в  А И А х „  (5.3)
мгауюрни топиш имконини беради. Буни (5.1 )га куйиб топамиз
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С  Ддс — С БА х Б + С н А х н  —  ( С е Л Б А н  С„)Лдгн (5.4) 
формулани ^осил ^иламиз. Бу формула ^уйидаги натижани келтириш- 
гаимкон беради.

Теорема. К|аралаётган масалада х  базис режанинг оптимал булиши 
учуй унга мос

¿ н = С ' БА Б'А п - С ' н >  0 (5.5)
тенгсизлик бажарилиши етарли булиб, агар х  бузилмаган базис режа 
булса, бу шартиинииг бажарилиши зарур ̂ амдир.

Куриниб турибдики, бузилмаган базис режа учуй бу теорема опти- 
маллик критерийиии ифодалайди. Теоремаии исботлайпик.

Зарурийлик. Тескарисини фараз цилайлик, яъии х  оптимал режа 
булиб, унинг учуй (5.5) шарт бажарилмасин, яъии бирор иобазис / 0 е  J н 
индекс учун

Д/о=(с1л',л - с ; , ) | /. /.< о  (5.6)

булсин. У ̂ олда Ах ни ^уйидагича танлаш ^исобига х  = х  +  Ах векто- 
рини тузамиз:

Д х /о =  0  >  0 , Д х , =  0 , / ф / 0 , /' е  Jн 

Шунингдек, базис компонентларни аншутймиз:
А х б = - А - в 'А н Ь х н  =-%А~в 'а ы

Шу тарифа ^уриб олинган х  векторни режа эканлигини курсатайлик. У 
асосий чеклашларни ^аноатлантиради: А х  =  А х  + А  А х = А х  = Ь . Ундан 
таищари етарли кичик 0 > Олар учун х  = (Зс5,хн) вектор бевосита чек
лашларни ̂ ам ̂ аноатлантиради, япьни:

хе = хн + Ахн = Дх„ > О,
_ (5.7)
х Б = х Б + Дх£ = х Б -< д А Б а ,"  > 0.

Бу муносабатлар х нинг жоиз режа эканлигини ифодалайди. Биро^, 
бу режа учун

с ’ х  -  с 'х  = -0 , А, >0/ 0 /о

яъии, с ' х  > с ’ х . Бу эса х режанинг оптимал дейлишига зид. Демак, (5.5) 
зарурий шарт уринли.

Етарлилик. Базис режа таърифига кура, х  = ( х Б , х „ ) = ( х Б,о )  , яъии 
х н  = 0 . Бевосита (тугри) чеклашлардан, ю^орида прилган х режа учун

=  х н  ~~ х н  =  х н  —



Буни инобатга олиб, (5.5) шартга кура с 'х  - с 'х  = -Д'„Дх„ = -Д'„ • х„ < О, 
яъни с 'х  <  с 'х  тенгсизликка эга буламиз. Бу эса х-режанинг оптималли- 
гини ифодалайди.

Масалани график усулда ечиш жараёнида режалар тупламининг че- 
гараланмаган ^ам булиши ва унда ма^сад функция чегараланмаган тар- 
зда усишини таъкидлаган эдик. Шу тасдикри аналитик ифодалаймиз.

Теорема. Агарбирорта /0 е 3 п  индексучун оптималлик шарти ба- 
жарилмаса, яъни (5.6) тенгсизлик уринли булса ̂ амда унга мос булган
А б ' а  /о векторнинг барча компонентлари х ^  < 0 булса, ма^сад функция 
режалар тупламида чегараланмаган тарзда ортиб бораверади.

Исботи. Бу теореманинг исботи (5.7) тенгсизликнинг ихтиёрий 0 > О 
учун бажарилишидан келиб чщади. Чунки бу з^олда

с ' х  =  с ' х - в ,  - А,
/о I о

булиб, 0 . —> +оо да с ' х  — > оо булади. Демакки, бу з^олда масаланинг/О
ечими мавжуд булмайди.

6 -§ .  С и м п л е к с  и т е р а ц и я

Дейлик, чизи^ли программ ал аштириишинг каноник масаласида х -  

бошлангичбазис режа булиб, АБ унга мос базис матрица булсин. Шунин- 
гдек (5.5) векторнинг компонентлари орасида манфийлари бор булиб (яъни 
оптималлик критерийи бажарилмасин), уларга мос А в а ; векторлар ком
понентлари орасида аник; мусбатлари мавжуд булсин (акс ^олда ечим 
мавжуд булмайди). У з^олда бир режадан иккинчисига утиш натижасида 
ма^сад функциянииг ̂ и й м а т  — Д / • 0 миг*дир» а  ор1ади. Демак 0 к^анча 
катта к^ишб танланса, функция ^иймати шунча ортади. Бирок; 9 нинг 
к;ийматини ихтиёрий равишда ошириб булмайди. К^уйида уни ^анчага 
ошириш мумкиилигини аншргаймиз х  режани куришга кура

х, = х , + Д х (. = * , - 0  А Б1а р /  б ^ я , (6.1)

булиб, буни нолга айлантирувчи 9 ларнинг энг кичигини 9 0 деб белги- 
лайлик:

9о = т т т - ^  >0 
-ч»„

Агар базис режа х  бузилмаган булса, ^ар доим 9 0>0 булади, ^амда 
барча Зс; > 0 булади.
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Шундай ^илиб, х  режа асосида, А х н  ни танлаш з^исобига янги х  ре- 
жага утиш, ма^сад функция ^ийматини — А - 9 0га ортишини таъмин- 
лайди, яъни с 'х  =  с 'х  —  А ^  -0 ц.

Агар х  з^ам базис режа булса, уни дасглабки режа сифатида в^араб, 
барча тадбирларни такрорлаш ^исобига янгисига ушли ва ма^сад фун
кция 1̂ ийматини янада ортишини таъминлаш, ̂ олаверса шу усул билан 
опта мал рсжани топиш мумкин булади.

Шуниси ажабланарлики, х  базис режа асосида ю^орида баён этил- 
гандек ̂ илиб прилган х  режа з^ам базис режа булади. ^а^и^атан (6 .1) 
га асосан х  вектор координаталардан биттаси 0  булади:

булгани сабабли дс-векторнинг з^ам п-ш та компонентлари нолга теиг 
булади. долган компоиентларига эса

Шуииигдек,

а / , / ' е ( Л Ч ) и / 0 (6.2)
шарт векторлари москелади.

Маълумки, бирлик векторнинг АБ базисдаги ёйилмаси

~ ̂ 1* / ”  ̂ 9̂  >
<«Л

(6.3)

булади. Бу ер д ах ^ ,/ е  ^ с -москоординаталардир.
(6.4) дан топамиз:

1 V (6.5)

(6.5)ии (б.З)га 1$уйиб топамиз:
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Бу муносабат (6.2) векторларнинг чизшрш эркли эканлигини, яъни % 

режанинг ̂ ам базис режа эканлигини англатади.
Одатда, ю^орида баён килинган алгоритм асосйда бир базис режа- 

дан бошк;асига утиш жараёнига симплекс итерация дейилади.
Энди «эски» базис режа х  дан «янги» базис режа х  га утганда мос 

базис векторларнинг координаталари узаро ^андай богли^ эканлигини 
аншдгаймиз, яъни, янги базис векторнинг координаталарини топамиз.

Маълумки, х  режага мос базисда а , , / = 1,и вектор ^уйидагича ифо- 
даланади

Бу эса а. векторнинг янги базисдаги ёйилмасини ифодалайди. Бундан,

муносабатлар келиб чи^ади.
Изо^. Симплекс методда, агар оптималлик шартини ифодаловчи 

А; , /  е  3  Б ларнинг бир нечтаси манфий булса, улар ичидан энг кичиги- 
ни танлаш тавсия этилган. Биро^ бош^ача ^илиб ̂ ам танлаш мумкин, 
масалан, /0 сифатида шундай индексни олиш кераки, натижада -  Д/о -0 О

,'6-'5“0 •о/о ‘0/0

(6.7)ни (6 .6)га к^уйиб, топамиз:

\  'о /о /

)  я н г и  ~~  ( * / п /п  )  э с к и  ~  ^  >

(6.8)



энг катта булсин. Бу з^олда мацсад функциянинг ^иймати з^ар бир ите- 
рациада купро^ усиб боради.

7 -§ . С и м п л е к с  ж а д в а л

Ю^орида баён ̂ илинган симплекс итерация симплекс методни наза- 
рий асослашга ^улай булиб, анщ  мисолларии ечишда бехад куп з^исоб- 
лашларии талаб этади. 5^исоблашларни енгиллаштириш ма^садида сим
плекс методни махсус тузилган жадвалда з̂ ам намойиш этса булади.

Анш^лик учун, ^аралаётган масалада дастлабки базис режани 
х = (х,,х2,...,хи,0,...,0) каби олайлик. У з^олда А ь  = (о,,а 2 

Ан = (ат+1, ат + 2 а„ ) булади. Симплекс жадвал номини олган жадвал- 
нитузайлик.

Биринчи устунга базис ташкил этувчи а ] , а г , . . . , а т  векторларни, ик- 
кинчи устунга нарх вектори с  нинг мос компонентларини, учинчи ус
тунга эса Ь  векторнинг ̂ аралаётган базисдаги координаталаринн, яъни 
X,, Х 2 х т  ларни жойлаштирамиз. Чунки дс-режа б^лгани сабабли 
а,х, + а г х 2 + . . . + а т х т  =  Ь ёйилма уринлидир. Биринчи сатрга с  вектор
нинг барча координаталаринн жойлаштиргач, туртинчи устундан бош- 
лаб, барча устунларни шарт векторларининг ^аралаётган базисдаги 
координаталари билан тулдириб чикамиз. Бунда, дастлабки ш та устун 
осон т^лдирилади, чунки улар бирлик векторлардан иборат булади.
цолган ш+ 1 дан п гача болтан устунларни а 1, / '  =  т  + 1, л векторларнинг

т

а 1 = ^ а1х у
/•1

ёйилмаси координаталари лар билан тулдириб чикамиз. Таъкидлаш

лозимки, агар х \  = {с1/ ,х 2/ ,...,хжу } белгилаш киритсак, уни (7.1) дан 
топиш мумкин:

х , = А ? а ' .  (7.2)
Шундай ^илиб, жадвалнинг барча катаклари берилган масалага 

овд кагталиклар билан тулдирилади. Биро^, асосий мацсад оптимал- 
лик критерийини текцшришдаи иборат булгани сабабли, жадвалга ёр- 
дамчи X  «а Ъ - С  одоали белгиланган иккита сатр киритамиз. Ъ  белгипи 
сатрнинг квтакларига мос равишда
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/и т
■̂ 1 = (73)

/=1 ¡=1
ми!уюрларни жойлаштирамиз. Агар (7.2) ни инобатга олиб, (7.3) ни 
бопщача ифодаласак,

2 ,  = С ^ Л ;'а / (7.4)
га эга буламиз. Ни^оят, сунгги сатрга 7  сатр элементларидан, биринчи 
сатр элементларини мое равишда айириб ёзамиз:

I , - С ,  *С'вА ? а ,- с г  
Дастлабки (туртинчисидан бошлаб) ш та устун учунг1-с,=(г-с)Б = о

булиб, долган устунлар учун эса

2 / - С / = ( 2 - С ) „ = С Я Ч - С :
булади. Бу эса оптималлик критерий ид аги А н  векторнинг координата- 
ларидир. Яъни сунгги сатрдаги барча элементларнинг манфий булмас- 
лиги ̂ аралаётган базис режанинг оитималлигини англатади (7.1 жад- 
валга ^аранг).

Симплекс жадвалнинг кулайлиги шундаки, унда оптнмал ечимни 
топишдаги итерацияларни з а̂м амалга оширса булади.

Шунингдек, ечимнинг чегараланмаганлик шартини з̂ ам, текпшриш 
мумкин.

Дастлаб ечимнинг чегараланмаганлик шартини келтирайлик. 
Дейлик х  базис режа учун ю^оридагидек килиб тулдирилган жад

валнинг сунгги сатрида манфий 2  ■ —  С  ■ мавжуд булиб, унга мос ус- 
тундаги а /0 векторнинг барча координаталари мусбат б^ш ш нн, хьии

< О, / —  1,ТП булсин. Бу з^олда ма^сад функция режалар тупламида 
чегараланмаган тарзда усади.

Х[а1{И1{атан, (5.7) га асосан.

* ш = х

ёки

* ! ШХГ * ‘ХН
булиб, < ОбулгандаизстиёрийВ > Оучунх вектор режа булиб ̂ оладива

с ' х  = с 'х  - 0  - А ,/ О
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булганлигидан, 0  —» со да с 'х  —» +оо,
Энди, янги симплекс жадвалга утишни баён этайлик.
Дейлик, х  базис режа учуй тулдирилган дастлабки жадвалиинг 

сунгги сатридаги Z, — C j  лар орасида манфийлари бор булиб, уларга 
мос устунларда жойлашган а . -векторларнинг мусбат координатаси 
мавжуд булсин. У з^олда ма^сад функция 1$ийматини ошириш имкония- 
ти пайдо булади. Бу з^олда симплекс итерацияда, Д ̂ ларнинг манфийла
ри ичидан энг кичиги танланар эди.

Жадвалда эса сунгги сатрдаги Z  ¡ - С }  лариинг манфийлари орасидан 
энгкичигинитанлаймшвамосустунниз^ашртувчиустундеббепгилаймиз, 
у !0 -индексли устун булсин Сунгра j 0 усгундаги мусбат х^ларни танлаб, 
улар ичидан х / х ^  нисбатга энг кичик крошат берувчи i0 индексни аншргай- 
миз ва унта мос сатрни з̂ ал 1ршувчи сатр деб атаймиз. ̂  ал ̂ илувчи сатр ва 
усгун кесишмасида жойлаппан x Uj0 элсментга эса з̂ ал 1£1лувчи элемент деб 
аталади. Бу элементни топиш, базис вектордар ичидагид^ вектор урнини а  

вектор эгаллаши лозимлигини англатади ва натижада янги
» а2 >•” > ai„ 1 > a i„ > ai„ 1t>—> arn

базисга эга буламиз. Барча шарт вскторларининг янги базисдаги коор- 
динаталари эса «тугри туртбурчак ^оидаси» деб аталувчи усул ёрда- 
мида топилади. ^а^и^атан, дейлик, янги жадвалдаги х .. ни аншргаш 
талаб этилаётган булсин У  з^олда дастлабки жадвалда, диагоналининг 
бир учи х {., бир учи x u jg  булган тугри туртбурчак ясаймиз (7-чизма). 
Туртбурчакнинг фа^ат бурчакларида жойлашган элементлар у стида 
ьуйидаги амалларни кетма-кет бажарамиз:

1) з̂ ал 1{илувчи элемент билан бир диагоналда ётмаган х ^  ва х ^  лар- 
ни узаро купайтирамиз;

2) натижани з^ал ^илувчи элсментга булиб, з^осил булган сонни х .. 

данайрамиз.
Равшанки, ю^оридаги амаллар натижасида (6 .8) муносабатларга 

эга буламиз.
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Янги жадвалнинг дастлабки жадвалдаги ¡0 сатр ва ] 0 устунга мое 
координаталари з$ам (6 .8) га кура осон топилади. Сатр барча элемент- 
ларни х  га булиш ор^али з^осил ̂ илинса, /в -устун бирлик вектордан 
иборат булиб ^олади.

Сунгра Ъ  ва 1 - С  сатрлар худди дастлабки жадвалдагидек, амал- 
ларни янги жадвал учуй амалга ошириш ор^али тулдирилади ва опти- 
маллик шарти текширилади. Шундай 1ршиб, жадвалда, симплекс ме- 
тоднинг битта итерацияси амалга оширилади.

Изоз .̂ Симплекс методни бузилмаган базис режа учун баён ^илдик. 
Агар режа бузилган булса мос масала з̂ ам бузилган дейилади. Бу з^ол- 
да, ю^оридаги тадбирларни фшласак, баъзи итерацияда 0 О параметр О 
га тенг булиб ̂ олиши мумкин. Агар бу з̂ ол бир неча марта такрорланса 
«цикллаииш» деб аталувчи з^олат вужудга келади, яъни ^аралгаи ба- 
зисга яна ̂ айтиш содир булади. Умуман олганда бу ̂ ол низ^оятда кам 
учрайди. Шу саб аб дан, бундай з^олатлардан фтилиш йулларини ушбу 
китобда келтирмасликка ̂ арор ̂ илдик.

7.1-жадвал. Дастлабки симплекс жадвал

■ I ■
С2 ... Ст ... Сп

■
а( аз а*п а»п-м ...

а; С| 1 0 0 го-'-’______ ... X I,

аг С2 0 1 ... 0 ... *2л
...

аге Сщ X
т

0 0 ... 1 ... Хдал

2 ■ С| <Я ... Сщ
/»1

... я

М

г - с
Ш Ш ш

0 0 0
1Н

“С«»1(*!
... ю

Ц ф ь - Ь*•*1

8 - § .  Д а с т л а б к и  б а з и с  р е ж а н и  т о п и ш  у с у л л а р и

1. Нормал масала учун дастлабки режани топиш
Дейлик, чизшуш программалаштиришнинг нормал масаласи берил- 

ган булснн:
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с 'х  —> max 

\ A x \ ^ b „ i  =  \ , m ,  

x > 0 .
Бу масалада барча b { ни мусбат деб фараз фишш мумкин. Агарбаъ- 

зи А, лар бу шартни ^аноатлантирмаса, масалани ухшаш эквивалент 
масалага келтириш мумкин ва натижада барча b i >  0 булади. Симп
лекс методни 1{уллаш ма^саднда ^аралаётган масалани, янги узгарув- 
чилар щлпиш ^исобига, эквивалент каноник масалага кслтирамиз:

с ’х  —» m ax (8.1)

[ А х \ + х я+1 = b „ i  =  1 , т , (8.2)

дг^О.х.*, £0,|' = 1,от. (8.3)
Бу масалага бев осита симплекс методни 1$ллаш учуй дастлабки 

базис режани ани^лаш  зарур. Текшириш мумкинки, 
) -  (л + от)вектор (8.1)-(8.3) масалаучун базис режа була

ди. ^а^и^атая, унинг режа эканлиги равшаи, b { , b 2 , . . . , b M координатала- 
рига эса бирлик а п+1, а я + 2 а п+т векторлар мос келади. Демак у базис 
режа булар экан.

Ю^оридабаён этилганусулни анщ  мисолда намойиш этайлик.
Мисол. Корхонада турт хил махсулот тайёрланади. Бирлик ма^ су- 

лот ларнииг сотув нархлари мос равишда 2,1,3 ва 5 минг сумдан булсин. 
Ма^сулотларни тайёрлаш учун энергия, хомашё ва ме^нат сарфлана- 
ди. Бирлик махсулот учун сафланадиган ресурслар мшуюри куйидаги 
(8 .1) жадвалда келитирилган.

8 .1 - ж а д в а л

1 хил 
махсулот

2 хил 
махсулот

3 хил 
махсулот

4 хил 
махсулот

Ресурслар

Энергия 2 3 1 2 30
Хомашё 4 2 1 2 40
Мехнат 1 2 3 1 25

Ма^сулотларни ишлаб чи^аришнинг шундай режасини тузиш ке- 
ракки, ма^сулотларнинг сотув нархлари йигандиси максимал булсин.

Бу ш^гасодиёт масаласини ечиш учун унинг математик моделини ту- 
замиз. Шу ма^садцах1,х2д 3,х4 лар ор^али режалаштирилган ма^сулот- 
лар мш^дорларини белгилаймиз. Уларнинг нархи



^ c , x ¡  =  2 x ,  + x 2 +  3 x }  +  5 x 4

í-i
булади. М а^сулотларга сарф ланадиган энергия ми^дори 
2 х ,  + Зх2 +  х 3 + 2х4, хомашё мшрюри 4х, + 2 х 2 + х3 + 2х4 ва ме^нат мш{- 
дори х, + 2 х 7 +  Зх, + х4 дан иборат булади.

Macana шартига кура, 1$уйидаги чизшрш программалаштириш ма- 
саласига эга буламиз:

2 х 1 + х 2 +  Зх3 + 5 х 4 - »  т а х (8.4)

(8.5)

(8.6)

2 х , +  Зх2 +  х3 +  2 х 4 < 30, 
4х, +  2 х 2 +  х 3 + 2 х 4 < 40, 

х, + 2х2 +  Зх3 + х 4 < 25, 

х( > 0 , /  = 1Д

Бу масалани симплекс метод ёрдамида ечиш учун у ни каноник кУри- 
нишга к ел тирам из. Шу ма^садда (8.5) тенгсизликларга мувозанатлов- 
чи, ёрдамчи, х5, х6 ^а х, мик^дорларни фтпамиз. Бу мш^дорларни и^ти- 
содиЗ Таллин этсак, улар ^аралаётган режа учун эркин ресурсларни 
англатади. Натижада иуйидаги каноник масалага эга буламиз:

2х, + х2 +  Зх3 +  5х4 - »  т а х  
2х, +  Зх2 +  х3 +  2х4 + х5 =  30,
4х, + 2х2 +  х3 + 2х 4 + х 6 = 40, (8.8)

х, + 2 х 2 +  Зх3 +  х 4 +  х 7 =  25, 

х, £  0 ,1  = 1,7.
Бу масала учун (0,0,0,0,30,40,25) базис режа С^лади ва унга

(8.7)

(8.9)

А ,= (а„а6,а7)=:
(1 0 0} 

0 1 о
О О 1

базис мос келади. Демак, (8.7)-(8.9) масалани симплекс метод ёрдамида 
ечиш мумкин. Дасглаб, юкорида баён этилган алгоритм асосида бирин- 
чи симплекс жадвални тулдирамиз (8 .2- жадвал)
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8 .2 -ж а д в а л

1 1 1 Я Ж 2
1 3 5 0 0 0

Н К Ъ.х а) я2 а.1 а 4 а? а* 87 в
ар. \
а5 о 30 2 3 1 ШШШ 1 0 0 15

0 40 4 2 I 2 0 1 0 20
а7 0 25 I 2 3 ! 0 0 1 25
г 0 0 0 0 0 0 0 0
г-с -2 -1 -3 -5 * 0 0 0

¡и 5 15 1 3/2 1/2 1 1/2 0 0 30
ал 0 10 2 -! 0 0 -1 1 0
а7 0 10 0 1/2 0 -1/2 0 1 4
7- ш ш 75 5 15/2 5/2 3 3/2 0 0
г-с 3 13/2 IV 0 5/2 0 0

Я* 5 >3 1 7/5 и 1 з/з 0 -1/5
ал 0 10 2 -1 0 0 -1 1 0
аз 3 4 0 1/5 1 0 -1/5 0 2/5
г 5 3^5 3 5 12/5 и 1'5
г - с Э 33/5 0 0 12/5 0 1/5

Демак иккинчи итерация натижаси да учинчи ^адамда оптималлик 
шарти бажарилди. Опта мал режа х т = ( 0,0,4,13,0,10,0) булиб, ма^сад 
функциянинг жоиз мак си мал ^йм ати  С  X / опт = 77 булади.

Изоз^. Х^р бир жадвалнинг 2  сатридаги учинчи катакда ма^сад фун
кциянинг мое режадаги 1$ичмати з^осил булади ва з̂ ар бир итерацияда бу 
191 нм а! ошиб боради.

2. Су ньий базис у сули 
Дейлик, каноник масала

с 'х - и п а х  (810)
А х  =  Ь ,  (8.11)

X > 0 ,  (8.12)
^аралаётган булиб, дастлабки базис режа ани^ланмаган булсин. Де
мак, симплекс методни бевосита ф/ллаб булмайди. Бу з^олдаДж. Дан
циг (2) масалани ечишнинг икки фазали методини таклиф этган. Бирин - 
чи фаза (8.10)-{8 .12) масала асосида, (8 .11) мувозанатни сунъий равиш- 
да бузишга ас ос лантан 1{уйидаги ёрдамчи масалани тузишдан иборат:
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- > т а х  <8ЛЗ)
м

\А х ]  +  х п+, =  6 ,.,/ =  \ , т  (8.14)

х . > 0 ,  ¡ '  =  \ , п + т -  (8.15)

Бу ерда Х п + 1 , 1 = 1  , Ш -  узгарувчилар сунъий узгарувчилар булиб, 
д:=(0,0,...,0,Ь1, Ьг,...,Ьш) (8.13)-(8.15) масаланинг базис режаси булади,

чунки бу з^олда з^ам Ь { > 0 , / =  1, т  деб олиш мумкин.
Демак, ёрдамчи масалани симплекс метод ёрдамида ечиш мумкин. 

Асосий масала ва ёрдамчи масалалар орасидаги богланиш вуйидаги 
теоремада уз ифодасини топтан.

Теорема. (8.11)-(8.12) масаланинг жоиз режага эта булиши учун
т

(8.13)-(8.15) масала ечимида ̂  х н+ , =  0  шартнинг бажарилипш зарур
/=1

ва етарлидир.

Исботи. Х ^и ^атан , агар (8.15) уринли булса, х п+1 >  О,/ =  \,т  ,

булганлиги  сабабли х пН- =  0 ,1  =  1,/Я, булади ва  натиж ада

х* = ^с*,х^,...,х*,0,0,...,0) реж а (8.13)-(8.15)ни ^аноатлантиради ,

, Х 2 , . . . , Х П )  эса (8.10)-(8.12) масаланинг режаси булади.

Шунингдек, агар (х, , х 2 ] вектор (8.10)-(8.12) масаланингрежа-

с.ибулса, X  =  ,Х2,...,Хл,0,0,...,0)(8.13)-(8.15)ниш счидт булади.
Юь;оридаги усул билан, берилган масаланинг дастлабки режасини то- 

пиш биринчи фазани ташкил этади. Иккинчи фаза эса топилтан режа асо- 
сида симплекс методни 1$ллаб, оптимал режани топищдан иборатдир.

Ёрдамчи масалани ечиш жараёнида куйидагича з^олатлар руй бери- 
ши мумкин:

1) ечимда сунъий узгарувчилар орасида нолдан фар!ршлари бор;
2) барча сунъий узгарувчилар нолга тенг з^амда мос базис вектор- 

лар орасида сунъий узгарувчиларга мос шарт векторлари йу^;
3) барча сунъий узгарувчилар нолга тенг, бироь{ мос базис вектор- 

лар орасида сунъий узгарувчиларга мос шарт векторлари бор.
Биринчи з^олда, ю^оридаги теоремага кура дастлабки масала жоиз 

режага эга эмас, демакки, бу з^олда масаланинг ечими й у ц .

т

42



Иккинчи ̂ олда, сунгги симплекс жадвалда сунъий узгарувчиларга 
мос катакларни эътиборсиз ^олдириб, бу жадвални асосий масала учун 
дастлабки жадвал сифатида ^абул ^илинади. Сунгра жадвалга нарх 
векторининг мос координаталари 1$йилиб, симплекс метод давом эт- 
тирилади ва оптимал ечим ^а^идаги тегишли хулосага келинади.

Учинчи ^олда эса сунъий масала ечимидан бевосита фойдаланиб 
булмайди, чунки базис векторлар орасида сунъий узгарувчиларга моске- 
лувчи векторлар бор. Шу сабабли, аввал шу векторлардан кугилиш чора- 
сини куриш керак. Шу ма^садца, ̂ ал ̂ илувчи сатр сифатида х яН узгарув- 
чига мос сатрни, ^ал и^илувчи устуи сифатида эса, базисга кирмаган, 
Хп+к, /  ^  0  координатага мос келувчи а ' ,  /’ <  Я-векторни оламиз. Симп
лекс итерацияга хос барча амаллар бажарилгандан сунг А  =  2  — С  сатр 
узгармайди, шунингдек Ь усгун ̂ ам узгаришсиз ̂ олади.

Фа^ат энди хя-14 узгарувчи урнида х  / = 0, /  < п , узгарувчи пайдо була- 
ди. Бу жараён базис векторлар орасидан барча сунъий узгарувчиларга 
мос векторларни йу^отиш билан ёки долган барча Хп+к, к  =  к г,.. . ,к5 
узгарувчилар учун

Хп+к,1‘ = / '~  = к\,...,кг
натижани олиш билан тугайди. Биринчи ^олда масалани ечиш учун 
иккинчи фазага утамиз. Иккинчи ^ол эса асосий чеклашлар орасида 
узаро ЧИЗИ19Ш боглиргари борлигини курсатади. Шуни инобатга олиб, 
5 та чизшрш богли^ сатрларни учириб, иккинчи фазани, долган ш-б та 
базис вектор учун давом эттирамиз.

Мисол. К^уйидага каноник масалани сунъий базис у сули ёрдамида ечинг

2 х ,  + х2 + Зх3 + х4 —> шах 
х, + 2х2 + 5х3 - х 4 = 4 ,

- х 1 + х 2 +  х3 - 2х4 = -1, 
х# к  О, / = 1,4.

Бу масалда * = ” 1 булгани сабабли, асосий чеклашлардаги иккин

чи тенгламани -1 га купайтириб, Ь > 0  ̂ олатга олиб келамиз:
2 х 1 + х 2 +  Зх3 + х 4 -> тах  

х, +  2 х 2  + 5х3 - х 4 = 4, 
х, - х 2 - х 3 + 2х4 =1, 

х, > 0, / = 1Д
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Бу масалага мос сунъий масала ь^уйидагича булади.
-  х 5 -  хб -»  т а х  

х х +  2 х г +  5х3 -  х4 +  х5 = 4 ,

х х -  х 2 - х ,  + 2 х л +  х л =  1,_____________________

х, > 0, г =  1,6.

Бу масаланинг ечимини симплекс усул ёрдамида изласа булади, 
чунки масала каноник куринишда булиб, х^=(0,0,0,0,4,1) бузилмаган 
базис режадир. Ечимни излаш жараёии 8.3 -жадвалда келтирилган.

8 .3 - ж а д в а л
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Изо>̂ . Масалани ечиш жараёнида 1-фазага тсгишли сунгги жадвалда 
базисга мое СБ =0 булгани сабабли, оптималлик критерийи бажарилади. 
Шу сабабли, СБ нинг ̂ ийматларини катак бурчагига жойлаштириб, сунъ- 
ий шарт вскторларига мос устунларни эътиборсиз ^олдириш мумкин. 
Шунинглск, дасглабки жадвалнинг 1-сатри устига мос равшцда даст- 
лабки масалага теги шли нарх вектори координаталарини ёзиб 1$уйиш 
^ам кулайлик гутди ради.

З.Чизи^ли и [юграмиал аштириш масаласини 
М-метод ёрдамида ечиш

КЦорида баён этилган сунъий базис усулининг иккита фазадан ибо- 
рат булиши, фазаларни бирлаштириш ва ечимни симплекс усул ёрда
мида топиш гоясини юзага келтиради. Бу гояни америкалик олим Чар- 
нес амалга оширган булиб, у куйидагича ифодаланади. Берилган ушбу

с 'х  —> тах  (8.16)
[ л 4 = б , ,« = й ; ,  (8.17)

х £  О, (8.18)
каноник масала урнига ̂ йидаги

с 'х  -  х я+, тах  (8.19)
(-1

М / + * я+/_26/, (8.20)
х ¿ 0,1 =1,т, (8 21)

масалани ̂ арайлик. Бу ер да М-етарли даражада к ап а  цилиб олса була- 
диган мусбат сон, Х п+(, /  =  \ , т -  сунъий узгарувчилар. Тузилган ёрдам- 
чи (8.19)-(8.21) масалани симплекс усул ёрдамида ечиш мумкин, чунки 
дг§=(0,...,0,Ь1,...,Ьт) дасглабки базис режа.

Асосий масала ва ёрдамчи масала орасидаги богланишни куйидаги 
теоремалар ёрдамида ифодалаймиз.

1-теорема. Агар X  = (х,,...,х„,0,0 о) режа ёрдамчи масала ечими
булса х  = (х, , . . . , х п)  режа асосий масала ечими б^лади.

Исботи. Дейлик, X  = (х,.....х,,0,...,0) - режа ёрдамчи масала ечими
булсин. У ̂ олда ихтиёрий жоиз режа(х1,...,хп,хл+1,...,хя+м)учун

с ' х ' £ с ' х - М ( ? „ х + . . .  +  х п. я )  (8.22)
тснгсизлик уринли булади. Агар теорема нагижасини нотугри деб фараз 
»¡илсак, шундай х '  = (х,’,..., х ’) топиладики, асосий масала учун
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с 'х ’  >  с 'х ,  

А х '  = Ь, 

х ’  2 0,
(8.23)

шарт бажарилади. Бундан, х  ни ноллар билан п+ш га тулдириб, ёрдамчи
масаланинг жоиз режасини з^осил киламиз: X '  = (х* х’,0,...,0> Бу режа
учун з̂ ам (8.22) шарт бажарилади, яъни

бу эса (8.23) га зиддир. Теорема исбот булди.
2-теорема. Агар асосий масала ечимга эга булса, етарли катта М>0 

учун ёрдамчи масала ечимида барча сунъий узгарувчилар нолга тент
булади, яъни х я+1 =  0 , 1= 1 , т .

Бу теореманн нсботсиз ̂ олдириб, эътаборнн ёрдамчи масалани ечиш- 
га ^аратайлик. Масала ечимини симплекс усул ёрдамида излаш мум- 
кин, чунки Х 0 = ( 0 , . . . ,0 ,Ь 1, . . . ,Ь т )  бошланточ базис режа. Бу жараёнда М 
етарли даражадаги катта сон деб ^аралади. Жараённинг охирги итера- 
циясида, яъни охирги жадвалда 1$уйидаги холлар булиши мумкин:

1) ф п ти  сатрдаги барча 2 , - С / 2  0,/' = \ , п  +  т ,  барча сунъий узга
рувчилар нолга тенг. Бу з^олда оптимал режадан барча сунъий узга- 
рувчиларни ташлаб юборсак, берилган масала ечимига эга буламиз.

2) Барча 2 (. — с /  > 0 , бироц ечимда сунъий узгарувчилар ичида мус- 
батлари бор. Бу з^олда масала ечимга эга булмайди, чунки бу 
з^олат, масала шартларинингбиргаликда эмаслигини англатади.

3) Сунгги сатрда манфий 2  /о -  С /о <  0  мавзкуд булиб, унгамос устун- 
даги барча координаталар мусбат эмас, яъни х д> < 0, / = 1, от. Бу з̂ ол- 
да максад функция режалар тупламида юцоридан чегараланмаган.

Изоз^. М-метод ёрдамида масала ечиш жараёнида, М  соннинг ани^ 
^иймати з^исобланмайди. Шу сабабли, жадвалда 2 / — С / н и

- С ! = М  - а ,  + Р I куринишида ифодалаб, унта иккита сатражратиш 
1̂ улай булади. Бир сатрга а ; лар жойлапггирилса, иккинчисига (3; лар 
жойлаштирилади.

Ми со л. фгйидаги масалани М-метод ёрдамида ечинг:

с 'х  >  с 'х ’ ,

х, ~2хг +х3 -*  шах 
х , + 4 х г + х3 = 5,

— х ] +  2 х г  +х3 =1,
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Дасглаб, ю^оридаги асосий масала асосида ёрдамчи М-масалани 
тузиб оламиз:

2
х, - 2 х2 + х3 -  А /^ х,. —> шах
_______________м _________

х, + 4х2 + х3 + х4 = 5,
- х , + 2 х2 + х 3 + х 5 = 1,

х, ¿0,1 = 1,5.

Бу масалани хс=(0,0,0,5,1) базис режа асосида симплекс метод ёрда- 
мида ечамиз (8.4-жадвал).

8.4-жадвал
\ с 1 -2 1 -м -м

Ч А X а. а! а, а< 8)

»4 -м 5 1 4 1 1 0
а. -м 1 -1 2 1 0 1

г м -6 0 -6 -2 -1 -1
1 0 0 0 0 0 0

г-с м 0 -6 -2 0 0
1 -1 2 -1 0 0

»4 -м 3 3 0 -1 1 -2
а2 -2 1/2 -1/2 1 1/2 0 1/2

г м -3 -3 0 1 -1 2
1 -1 1 -2 -1 0 -1

ъс. м -3 0 1 0 3
1 0 0 -2 0 -1

а, 1 1 1 0 -1/3 1/3 -2/3
а, -2 1 0 1 1/3 1/6 1/6
г 0 0 0 0 0 0

-1 1 -2 -1 0 -1
г - с 0 0 0 1 1

0 0 -2 0 -1

а, 1 2 1 1 0 1/2 -1/2
а, 1 3 0 3 1 1/2 1/2
7. 5 1 4 1 5/2 1/2

г -с 0 6 0 + +

х =(2,0,3) с'х =5.ОПТ \ » У опт
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9-§. Иккиланмалик назарияси

1.Иккиланма масалалар. Дейлик, чизиь г̂ш программалаштириш- 
нинг нормал масаласи ^аралаётган булсин:

с'х —> max,
Ax<b, (9.1)
xZO.

Ушбу

b'y —> min,
A'y>c, (9.2)
y> 0 .

масалага (9.1) га иккиланма масала деб аталади. (9.1) дан (9.2) га утиш 
фпйидагича шартли алмаштириш натижасвда амалга оширилади:

" max”->" min" ̂ —>Ь',А-^ A'Jb -»  с'1<)£елги-^ (>)белги 
БуердаА 1 матрица А матрицани транспонирлаш натижасвда олинган 

матрица булиб, агар А матрица m * п улчовли булса А 1 матрицанинг улчо- 
випхт  булади. Демак, агар каноник масалада шарт векторлари сони п та 
булса, иккиланма масалада m та булади.

Ю^оридаги таърифдан фойдаланиб, каноник масала

с'х —> max
Ах=Ь, (9.3)
х > 0 .

учун з̂ ам иккиланма масалани тузамиз. Дастлаб, (9.3) масалани нор
мал куринишда ифодалаб о лам из:

с'х —> max 
Ax<b,
-  Ах < -Ъ, [ (9.4)
х £ 0.

еки,

ч . :

Гъ 
- ъ
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каби белгилаб, (9.4) ни 1$уйидагича ёзамиз:

с х —ипах
АхйЬ,
х*0.

(9.5)

Бу масалага иккиланма булган масала ̂ уйидагича булади

Ь'у —> min,

Ä'yZc, 
у£0 .

(9.6)

(9.7)

Бу ерда у = \уиу2}-2т улчовли вектор булиб, у 1 ,у2- лар m улчовли век- 
торлар. (9.6) масалани ёйиб ёзсак, куйидагича булади:

¿>'У| -  b'y2 —»• min 
A'yt-A'y2 2. с 
Ух ^0,у2£0

Бундан, У1~У2 = удсб,

Ь'у -> min,l 
А'у>с. J

иккиланма масалага эга буламиз. (9.7) масалада у  > О шарти иуйилма- 
ди, чунки У! ^ 0 , у2 0  булганда у , — у 2 турлича булиши мумкин.

Изо^. Чизтрш  программалаштириш масалаларининг ̂ айси бири- 
ни асосий, ^айсинисини унга иккиланма деб аташ шартлидир J^aigi^a- 
тан, агар (9.2) масалани асосий деб олсак, (9.1) унга иккиланма була
ди. Бун и исботлаш учун (9.2) ни нормал куринишда ёзиб оламиз:

-  Ь'у ->  т а х ,

- А ' у й - с ,  

у *  0.

Бу масалага иккиланма булган масала

-с 'х  -*  min 

(А’УхйЪ,

куринишда ёки
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с'х —» ш ах

Ах<Ъ, 
х  > 0 .

нормал куриншцда булади. Бу эса дастлабки асосий масаладан иборатдир.

2 .Иккиланма масалаларга о ид теоремалар
1-лемма. Агар х ва у асосий ва иккиланма масалаларнинг жоиз ре

жалари булса, с'х < Ъ'у булади.
Исботи. Ш артга кура х > 0,Ах < Ь. Бу асосий чеклашни манфий 

булм аган у>  0 га купайтириб, (9 .2 ) масала асоси да  
Ъ'у > х'А'у > х'с =  с'х яъни Ъ'у >  с'х тенгсизликка эга буламиз. Лем
ма исбот булди.

2-лемма. Агар х' ва у’ векторлар асосий ва иккиланма масалалар

нинг жоиз режалари булиб, с'х = Ъ'у тенглик уринли булса, х’ ва у* 
мос равишда оптимал режалар булади.

Исботи. Ю^орида 1-леммага асосан, ихтиёрий х ва у режалар учун
с'х <Ь'у

жумладан
с'х < Ъ 'у= с'х \

ЯЪНИ

с 'х  ^  с 'х *.
Демак, х’-асосий масаланинг оптимал режаси. Шунга ухшаш у нинг 
иккиланма масаланинг оптимал режаси эканлигини исботлаш мумкин.

1-теорема (мавжудлик теоремаси). Чизшрш программалапггириш- 
да каноник масаланинг ечими мавжуд булиши учун асосий ва унга ик
киланма масалалар режалари тупламларининг буш булмасликлари 
зарур ва етарлидир.

Исботи. Зарурлиги. Дейлик, (9.1) масала х° ечимга эга булсин. Де
мак, асосий масаланинг режалар туплами буш эмас. Иккиланма маса
ланинг з̂ ам бирорта режаси борлигини курсатамиз. Шу ма^садда асосий 
масаланинг оптимал режасига мос базис матрицани А 5  деб белгилаб,

у  =  СХб А ^  векторни ̂ урайлик. Бундан,

А б У  =  СБ
муносабатта эга буламиз. Бу эсау-мш^дор иккиланма масаланинг ре
жаси эканлигини англатади. Зарурийлик исботланди.

Етарлилик. Дейгшк, асосий ва иккиланма масалалар режалари 
тупламлари Х ,У  булиб, улар буш булмасин. У  з^олда, ихтиёрий
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X е  X , у  е  Y  режалар учун 1 -леммага кура с'х < й'утенгсизлик бажа- 
рилади, яъни асосий масаланинг ма^сад функцияси ю^оридан чегара- 
ланган. Демак оптимал режа мавжуд. Теорема тула исбот булди.

З.Иккил анма масаланинг и^тисодий тал^ини
Дейлнк, ишлаб чи^ариш масаласи ^аралаётган булсин. Маълумки, 

масаланинг математик модели (9.1) куринишда булади. Бу модедца х- 
координата i- ма^сулот мшрори, с-бирлик /-ма^сулот нархи, Ь. мш^дор

¡-ма^сулотга ажратилган /-ре-

Моделнинг узи эса и^уйидагича татарин ^илинади: ^анча ва ^андай 
xri-l,...,n  ма^сулотларни, берилган с{ нарх ва ресурс ми^дори 
brj-l,...,m, асосида ишлаб чи^ариш керакки, жами ишлаб чщарилган 
ма^сулот нарх маъносида максимал булсин.

Энди эътиборни ишлаб чи^ариш учун зарур булган ресурсларни 
бахолашга ^аратайлик Шу максадла ресурсларнин г бирлик нархи 
сифатида ишлаб чи^арилган ма^сулотнинг бирлик нархини белгилай-

лик. Дейлик, у,, /  =  1 ,т, ор^али /-ресурс бирлик нархи белгиланган 
булсин. У ^олда i-ма^сулотга сарфланган барча ресурслар нархи
т

^ ацУ/буладн.
/-i

Сарфланган ресурслар нархи, якуний ма^сулот нархидан кам була 
олмайди:

т

^  ¡¡Уi ^  ^ i * ^ =  ■■ * ^  ■
/=1

Мавжуд барча ресурслар нархи
т

I V ,
и

ор^али ифодаланади.
Натижада, масала

т
£ б ,у ,  ->m in 
/= 1 
т

/=1
У ,ъ  о,
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куринишни олади. Шундай крлиб, иккиланма масалада: з̂ ар бир ресур- 
снинг бирлик ба^оси ̂ андай булиши керакки, ресурсларнинг берилган 
мш^цори b. ва бирлик ма^сулот нархи с. маълум булганда сарфланган 
барча ресурс мш^цори (нархи) минимал булсин.

10-§. Иккиланма симплекс метод

1. Дасглабки масаланинг симплекс ж ад вал идан 
иккиланма масала ечимини топиш

Дейлик, дасглабки масала

с 1* - »  шах (Ю-1)
А х  = Ъ, (Ю.2)

х>0  (Ю.З)
курннишда булиб, унта иккиланма масала

Ь'у ->  m in  (Ю.4)
А 'у  >  С (10.5)

булсин. Шунингдек, х°-режа (10.1)- (10.3) масаланинг ечими булиб, ани^- 
лик учун унинг дастлабки m компонентлари мусбат булсин. У холда

х1=А~'Ъ (Ю.6 )
булиб,

У0' =  с \А -ь}  (10.7)
вектор (10.4)-(10.5) масаланинг ечими булади. ̂ алрп^атан, бир томонидан

/  А  =  / {А К;А Н} = {С'к ; С ХКА ^1А Н} (Ю.8)
Иккинчи томондан. симплекс жадвалдаги Z-сатр, СБ векторнинг аЛ,...,ат 
базисдаги (е , A~KlAu J ёйилмасидан иборат, яъни

z * = f c , c ^ ; 4 }  (ю.9)
х° режа (1 0 .1)-(10.3) масаланинг ечими булгани учун, оптималлик кри- 
терийига асосан Z  > С  шарт бажарилади, демак, (10.8)-(10.9) ларга 
кура

у ° 1 А  >  с '

булади. Бу эса у0 векторнинг жоиз режа эканлигини билдиради ̂ амда
(10.6), (10.7) га кура
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V y - b ' f ä ) C e  = X * C l, .= С Л Г ° ._
Бу эса у0 режа иккиланма масаланинг оптимал режаси эканлигини 

англатади. Симплекс жадвал терминида (10.7) муносабат, у° вектор
нинг координаталари Z-сатрда, бирлик векторга мос устунлар о стада 
жойлашганини англатади.

Мисол. Дейлнк, ^уйидаги масалани ечиш талаб этилаётган булсин:

х, + 2 х 2 —> min 
х, + х2 > 1,

0,5х, + 2х2 •> 1, 
х, + Зх2 £  2 , 

х, > 0 ,х 2 ^ 0 .

Масаланинг нормал куриниши ̂ уйидагича

-  х, -  2 х 2 —» rnax 
- х , - х 2 £ - 1 ,

-0 ,5 х , - 2 х 2 5  - 1,

- х , -  Зх2 < - 2 , 
х, £  0 , х2 £  0 .

Бу масалага мос иккиланма масаланинг куриниши ьуйидагича булади:

У! + У2 + 2уз -> т а х
У\ + 0,5у2 + у 3 < 1,

У\ + 2уг + Зу, < 2,
У\ ^ 0 ,у2 > 0 ,у 3 £ 0 .

Ёрдамчи у 4  >  0 , у5 > 0  узгарувчилар кириташ з^исобига масалани 
каноник куринишга келтирамиз:

у { + у 2 + 2у3 -> т а х  
У ,+0,5у2 + у3 + у4 = 1,

У1+2у2 + Зуъ+2><=2, 
у, >0,1 =  1,5.

Бу масала учун (0,0,0,1,2) базис режа булиб, унга а4,а; бирлик век- 
торлар мос келади. Базис режани оптималлика текширамиз (10.1 жад
вал).



10.1-жадвал

И И 1 1 2 0 0

^ 6 X Ai % A4 a? 0
Ab
»4 0 1 1 0,5 1 1 0 1
А; 0 2 1 2 3 0 1
Z 0 0 0 0 0 0
Z-C Ш Ш Ш  -1 -1

Éiêà
0 0

0 1/3 2/3 -1/6 0 1 •1/3
■ij 2 2/3 l l i 2/3 1 0 J/3
Z 4/3 2/3 4/3 2 0 2/3
Z-C 1 -1/31 1/3 0 0 2/3

а. 1 1/2 1 -1/4 0 3/2 -1/2
а3 2 1/2 0 3/4 1 -1/2 1/2
г 3/2 1 5/4 2 1/2 1/2
Z-C 0 1/4 0 1/2 1/2

Жадвалдан маълум булдики, у опт = (  ; 0 , ^  •
Симплекс жадвалдан фойдаланиб, иккиланма масаланинг ечимини 

то пип г ̂ оидасига кура, Z-сатрда, бирлик шарт векторлари о сггида, яъни 
а 4,а5 векторлар остида х® =  1 /  2, х° = 1 /2 .

Ш ундай 1$илиб, дастлабки масалада х от -  y ^ . ^ J c ' x ^  = яъни 

c 'x mav =Ô 'ymi„.ш а х  у  n u n

2. Иккиланма сиплекс жадвал
Дейлик, чизшуш программалаштиршпнинг каноник масаласи

ва унга иккиланма булган

с х  -> max

A x - b  

X > О

Ъ 'у  - »  min, 

Л'у > с,

(10.10)

( 1 0 .1 1 )
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масала^аралаётганбулсин. Бу ердах вау мосравищцапваш>,лчошга 
векторлар. 1$уйидаги теорема уринли.

Теорема. Иккиланма масалада жоиз режанинг оптимал
булиши учун Ь векторнинг at ат базис буйичаёйилмасидаги коор- 
динаталарнинг манфий булмаслиги, яъни

хt > 0 ,/ = \ ,т , 
бажарилиши зарур ва етарлидир.

Бу теореманинг исботи ю^орида баён этилган симплекс метод натижа- 
ларидан келиб чи^ади. Масалани ечишда кулай восита булгани сабабли 
эътиборни симплекс жадвал учун эришилган натижаларга врратайлик:

1. Симплекс метод ва иккиланма симплекс методца якуний симп
лекс жадвал бир хил булади.

2. Симплекс методда хисоблашлар b шарт вектори манфий булмаган 
компонеитларга эта булган a,,i = \,т  базисдан бошланган эди. Икки
ланма симплекс методда эса ^исоблашлар А  — Z  — С  вектори манфий 
булмаган at,i = \,m базисдан бошланади.

3. Симплекс методца ̂ аралаётган режанинг оптималлиги жадвалда 
охирги Z-С сатр ор^али аширганса, иккиланма симплекс методда b ус- 
тун ёрдамида аншрганади. А нщ рога иккиланма масалада бирор 
■(х, , . . . ,Х т ,0,...,0|режанинг оптимал булиши учун b векторнинг барча 
компонентлари манфий булмаслиги, яъни x t > 0 , i  =  \ ,m ,  булиши зарур 
ва етарлидир.

4. Маълумки, каноник масалани симплекс метод ёрдамида ечишда. Z- 
Ссатрдабирор(Z - С ); < 0 булиб,унгамос/0у с т у н д а г и б а р ч а , г = 1 ,т, 
координаталар мусбат ёулмаса, масала ечимга эга булмас эди. Иккилан
ма симплекс методда эса агар Ь устун элементпаридан бирортаси манфий 
булиб, мос сатрдаги барча координаталар манфий булмаса, асосий маса
ла жоиз режага эга булмайди.

5. А гар ю^орида баён ^илинган шартлар бажарилмаса, симплекс 
жадвалда дастлаб Z -С сатр ор^али з^ал ^илувчи устун топилар эди. 
Иккиланма симплекс методда эса b устундаги минимал элемент х, ор^- 
али з^ал ̂ илувчи сатр аншршнади ва кейинги амаллар симплекс метод- 
дагидек кетма-кет бажарилаверади.

Н атпж а. Ю ^оридагиларни iQ/ллаш ма^садида диета масаласини 
^арайлик (I боб, 3-§):

с'х ->  min,

А х > Ь ,  (10.12)

х > 0 .
Бу ерда х  ва у векторлар мос равишда п в а ш  улчовли з^амда 

с, > 0 ,/ =  \ , п  .
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Диета масаласининг, каноник курнниши 1$уйидагича булади: 

-  с'х —» шах

[/Ьс], ~х„ч  =Ьг 1 = 1,т, (10.13)
хк > 0,к = 1,л + /и,

Бу масалани бевосита симплекс метод ёрдамида ечиш анча нот^у- 
лай, чункн, масалан, сунъий базис усулини кулламок^чи булсак яна ш 
та янги узгарувчи киритиш лозим булади ва натижада номаълумлар 
сони п тадан п+2 ш тага ортади.

Биро*; иккиланма симлекс методни 1^уллаш анча самаралидир. 
^а^и^атан, (10.13)га иккиланма масала ̂ уйидагича

А'у £  -с
~УI ^ 0, /  = 1,/я.

Бу масала учун эса дастлабки базис режа сифатида

= -е, =

-1
0

0

’—’ал+т

о
о

-1

векторларни олиш мумкин. Диета

масаласида с, > 0 ,/  = 1 ,п,ся+1 = 0 , / = 1 ,т, булгани сабабли иккиланма 
симплекс жадвалда Z-C сатр элементлари манфий булмайди:

т
2 > „ +Л+<. , + с , ; > 0 .

Яъни иккиланма симплекс методнинг зарурий шарти бажариладн. 
Кейинги ^адамларда ¿¡илинадиган ишлар симплекс методдагндек ба- 
жарилади ва жараён оптимал ечимни топиш билан якунланади. 

Мнсол.

дс, +Злс2+лс3- » т ш  
2 х, +х2- х 3 > 1,

*, ~ Х2 ^  2,
Здс, + х 3 >0, 
х2 + 2х} > 1, 
х, > 0 ,» = 13.
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Масала диета ^а^идаги масала булгани сабабли дастлабки жадвал 
1$йидагича булади ( 1 0 . 2  жадвал).

10.2 -жадвал

Оптимал режа: х -  Ь / 2 }  с'хт 5
2

11-§. Транспорт масалалари

1 . Ёпи^ ва очи^ моделля транспорт масалалари
Чизшрш программалаштириш масалаларини ечишда юцорида баён 

¡^илинган симплекс усул чекли булса з̂ ам баъзан, шарт матрицасининг 
таркибига ̂ араб, итерациялар сони етарли катта булпши мумкин. Баъ- 
зи доллар да А  матрицанинг тузилиши умумий у сулни четлаб утиб, жа- 
раённи тезлаштирувчи бопща усулларни тавсия этишга имкон беради. 
Чизшрш программалаштиришда шарт матрицаси махсус таркибига эга
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булган масалалардан бири транспорт масаласидир. Бу масаланинг 
моз^ияти фа^ат назариядагина эмас, балки унинг амалиётда кенг кулам- 
да 1$лланиб келинаётганлигидадир. Ривожланган транспорт тармо^- 
ларида транспорт масаласи ечимига таянган з^олда иш куриш яхши 
и^тисодий самара бермок^да.

Транспорт масаласининг математик модели 3-§ да келтирилган 
булиб, у ^уйидагича эди:

/«! /=1 
п

/=1
т

ы

(11.1)

(11.2)

(11.3)

(11.4)Ху ^  0 , /  =  1, т , /  =  1, п.

Агар таъминотчи ишлаб чи^арган ялпи мах4сулот исгеъмолчи талаб 
этаётган ялпи ма^сулотга тент булса, яьни

т п
Х « ,  =  1 а  (Ц .5)
;=1 /=1

шарт бажарилса, мос моделни ёпи^ модел деб аташади. Одатда, (11.5) 
шарт баланс шарти, яъни мувозанат шарти деб аталади.

Ю ^оридаги (11.2)-(11.3) шартлардан куриниб турибдики, (11.1)- 
(11.5) масаланинг шарт матрицаси куриниши куйидагича булади:

11..1 00..0... 00...0
00...0 11...1... 00...0

00...0 00...0...11...1 
10...0  10...0... 10...0'
01...0  01...0... 01..0

00...1 00..1... 00...1

т
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Бу матрицанинг ранги п + т -1 га тенг эканлигини куриш х^ийин эмас. 
>^а^и^атан, матрицада ^аммаси булиб, т + п  та сатр булиб, барчаси 
чизщли боглтушр. Чунки дасглабки т  та сатрни 1̂ ушиб,ундан долган 
п та сатр йигандисини айирсак нол векторга эта буламиз. Шунингдек, 
ихтиёрий т + п -1 та сатрнннг чизшрга эркли эканлигини куриш мумкин.

Режа тушунчаси ю^орида келтирилгандек саь^ланиб ^олади, биро^ 
режанинг

^Х11>Х 12>"'>Х 1п>Х 21>Х 22’’">Х 2п’ш" ’ Х т1>Х т2’" ’>Х тп }
куринишида булишини эслатиб утиш уринлидир.

И зо^. Агар транспорт масаласида (11.5) мувозанат шарти бажарил- 
маса, мос моделга очик транспорт масаласн деб аталади. А гар таъми- 
нотчининг ишлаб чи^ариш жами ^уввати истеъмолчилар талабидан

т п

орти^ булса, яъни У , а, > У  Ь;. шарт бажарилса, транспорт масаласи
ы  /-1

моделига лрлбаки (п+1)- истеъмолчи пункта киритилади ва мос равиш- 
да юк ташиш тарифлари нолга тенг »¡илиб олинади. Шунингдек, маса- 
ла матрицасида ̂ ушимча устун киритилиб, унта

б„+, = 2 > - 5 > ,
<=1 /=1

катталиклар жойлаштирилади. Натижада, масала ёпик; тапдаги маса- 
лага айланади.

Агар мос равишда
т п

¡=1 Н
шарт бажарилса, ^албаки, (т+ 1 )- таъминотчн пункти киритилади ва 
ю^оридагидек, яна ё т щ  типдаги моделга утилади.

Ю^оридаги изо^ асосий натижаларни ёшщ типдаги масала учун баён 
^илпш имконини беради.

Теорема. Ёшщ типдаги транспорт масаласи ечимга эга булипга учун, 
мувозанат шартининг бажарилиши зарур ва етарлидир.

Исботи. Зарурлиги. Дейлик, = \ ,т ,  / = \,П , оптимал ташиш
режаси булсин. У з^олда (11.2), (11.3) дан, уларни барча индекслар буйи- 
ча йигиб топамиз:



т т п п (  т Л п

£ а<= £ 1 Х  = Х  2 > и = Е й/(=1 (=1 /=1 /=| V /=1 /  ;=1
яъни мувозанатлнк шарти бажарилади.

Бтарлнлнги. Дейлик, мувозанат шарти бажарилсин:

£ « / = ¿ 6 /  = « > б .
/=1 /=1

Юк ташиш режасини ̂ уйндагича куриб олайлик х.. =
а

Бу жоиз режа, чунки > 0 ва

= а  = а ' ;£ ^  =Ь> ’/=1 а  /=1 м  а  ;=1
яъни жоиз режалар туплами буш эмас. Ундан талщари, (11.2)-(11.4) 
шартларга асосан, у туплам ёпиху Шунингдек, унинг чегараланганли- 
ги з$ам равшан:

т П

х^ Х хв = 6 ; < Х 6/ = а -
1=1 /=1

Узлуксиз ( 1 1 .1 ) функция чегараланган ёпик; тупламда минимумга 
эришади, яъни (11.1)-( 11.4) масала ечимга эга. Т еорема исботланди. 

Натижа. ̂ ар  ̂ андай ёпш$ типдаги транспорт масаласи ечимга эга-
дир.

2. Дастл абки режани топиш усуллари
2.1. Шимоли-гарбий бурчак у  сули
Транспорт масаласини ечишда дастлабки режани омадли топиш  

катта рол уйнайди. Агар режа оптимал режага якин булса, кейинги 
зргеоблашлар сони кескин камаяди.

«Ш имоли-гарбий бурчак» усулининг алгоритми вуйидагкча. Дей- 
лик, ёшщ моделли транспорт масаласи ̂ аралаётган булиб, у  ̂ уйидаги
1 1 . 1  жадвал куриншпида ифодаланган булсин:
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11.1-жадвал

‘‘'Нйсхеъмол^^

Таъминотчи
в, В2 . . . В„ Загира мот^дори

А| с „ Ci2 с ,. а.

А3 С,, Q 2 С2„ а2

•

А . с„, Ст К,

Мадсулотга 
булган талаб 
мивдори

Ь, b2 ... Ь. £<\ = ХЛМ /ь|

Бу ер да ташилиши лозим булган юк биржинслибулиб, бирлик м щ - 
дордаги юкнинг ташиш тарифлари cv,i = 1,т; /  = 1 ,л, мое равишда ка- 
такларнинг ю^ори унг бурчагида ёзиб 1$йилган.

Мазкур усулда юкларни исгеъмолчиларга та^симлашни жадвалнинг 
шимоли-гарбий бурчагидан бопшаш тавсия этшюди. Жадвалдаги (1,1) 
номерли катакка мое келувчи юк мивдорилари мое равишда а[ ва Ь( 
дан иборат булгани сабабли бу катакка шу сонларнинг кичигини жой- 
лаштирамиз. Агар бу сонних деб белгиласак, с,, = m in{a,,6 ,} булади. 
Агар а,>Ь, булса, x 1J=b1 булио, В, истеъмолчибопща ма^сулотталаб 
этмайди, яъни биринчи устундаги долган барча катакларга юк та^сим- 
ланмайди. Шу сабабли у катаклар буш ̂ олдирилади. Агар Ь1>а1 булса, 
х и =а, булиб, А (таъминотчи бопща юк тар^атмайди, яъни биринчи сат- 
рдаги долган барча катаклар буш ̂ олдирилади.

Дейлик, ангаргак учун, а,>Ь, булсин. Демак, бу з^олда биринчи ус
тундаги барча катаклар тулдирилган булгани учун, яна эътиборни дол
ган катакларнинг энг шимоли-гарбий катаги булган (1 ,2 ) катакка î apa- 
тамиз. Бу катакни тулдириш учун з̂ ам худди ю^оридаги тадбирларни 
такрорлаймиз, яъни

=  m in ja , - Ь , ,  М  
сони шу катакка ёзиб 1̂ ямиз. Агар - b>b2 булса, ха= Ь2 булиб, иккин- 
чи усгдаги барча катакларга буш ^олдирилади, агар а{ - b<b2 булса, 
биринчи сатрдаги долган барча катаклар буш ^олдирилади. Бу тадбир- 
ни сунгги катакни тулдиргунча давом этдириб, натажади, ушбу

{ X n ’ X 12’' " ’ X ln ’ X2 \’ X 22’— ’ X 2ii’" ' ’X m \’ X ni2’- " ’ X inn}



режага эга буламиз. Бу режанинг куплаб элементлари нолпардан ибо- 
рат булади.

ИЛ-масала. Учта кумир омборидан туртта иситиш тармогига 
кумирни талабга мос равишда «шимоли-гарбий» усулдан фойдаланиб 
тар^атинг. Захира, талаб ва тарифлар мш^цорлари жадвалда келти- 
рилган ( 1 1 .2 - жадвал).___________________________________

11.2-жад в ал
\ Ь ]

а;
75 80 60 85

100 6 7 3 5
150 1 2 5 6
50 3 10 20 4

Масалани тули^ жадвал шаклида ифодалаб, «шимоли-гарбий» усул- 
ни 1{улласак, иатижада ̂ уйидаги 11.3- жадвалга эга буламиз.

11.3-жадвал

А;
в, в2 В3 в 4 Захира мш^дори

А, 6
75

7
25

3 5 100

А-> 1 2
55

5
60

6
35

150

Аз 3 10 20 4
50

50

Талаб
миадори

75 80 60 85 300

Жадвалдан маълум булдики, режа {75,25,0,0,0,55,60,35,0,0, 0,50} 
булиб, транспорт харажати 6*75+7*25+2*55+60*5+6*35+ +4*50=1445 
бирлик пулни ташкил этади.

2.2. Минимал харажагплар усули
Ю^орида баён этилган усулда, режани топиш жараёнида транспорт 

харажатлари инобатга олинмади. Бу эса таъминотчи ва истеъмолчини 
ь^ноатлантирувчи режадан анча узо^ булипш мумкин. Шу сабабли, даст- 
лабки режани тузшцца тарифларни ̂ исобга олиш яхши самара беради.

Минимал харажатлар усулииинг мо^ияти шундаки, з̂ ар гал истеь- 
молчининг талаби ^ондирилаётган пайтда энг кам харажатли катак
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тулдириб борилади. Яъни агар сы энг кам харажатни ифодаласа, (к,е) 
ката!осагшп(ак,Ь<)нисзамиз. Натижада, ак ва Ье нинг к^ийматларига ̂ араб, 
ё к-сатр, ёки е-устуннинг долган катаклари ноллар билан тулдирилади. 
Агар энг кичик тарифни ифодалсвчи сон бирнечга булса, уларнинг ихти- 
ёрий бирини танлаш мумкин. Сунгра навбатдаги кичик тариф ̂ аралади 
ва бу жараён охирги катак тулдирилгунча дав ом этдирилади.

Транспорт харажатини таздослаш ма^садида, ю^орида ^аралган
1 1 . 1  -масаланинг дастлабки режасини мини мал харажатлар у сули билан 
топсак, |$уйидаги 11.4 -жадвалга эга буламиз.

11.4-жадвал

А1
в. в2 В3 в4 Захира мшуюри

А, 6 7
5

3
60

5
35

100

а2 1
75

2
75

5 6 150

Аз 3 10 20 4
50

50

Талаб мивдори 75 80 60 85 300

Ж адвалга асосан, дастлабки режа (0,5,60,35,75,75,0,0,0,0, 0,50) 
бул и б, м ос транпорт хараж атлари 5*7+ 60*3+ 35*5+ 75*1+  
+75*2+50*4=815 бирлик пулни ташкил этади. Бу харажат, шимоли- 
гарбий усулдаги харажатдан анча кам эканлигини пай^аш ^ийин эмас.

3. Потенциаллар усули 
Бирор усул билан топилган бошлангич режа умуман олганда опти- 

мал режа булавермайди, биро^ усулнинг самарасига ^араб, опта мал 
режага я^инро^ булиши мумкин. )^ар ̂ андай ёпщ  моделли транспорт 
масаласи оптимал режага эга эканлигини инобатга олиб, опта мал режа- 
ни топиш усулпаридан бири булган потенциаллар усулини баён к^шамиз. 
Бу усулда, дастлабки режа топилгандан сунг, з̂ ар бир таъмннотчн ва 
истеъмолчига, потенциалдеб аталувчии,,/' = 1 ,т ва V¡, /' = \,псонларни 
мос 1$ямиз. Бу сонларни аншрюш учун, жадвалдаги барча банд (юк та^- 
симланган) катаклар учун потенциалларни аншуговчи тенгламалар ту
зам из. Дейлик, (4/)- катак банд булсин. У  з^олда и ва У] ларни шундай 
танлаймизки, уларнинг йипгадиси мос тарифга тенг булсин:
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Барча а  вау мшдорлар сони п + т  та, банд катаклар сони эса п + т - 
1 та булгани сабабли, п+ш та номаълумни топиш учун п + т - 1  та тенг- 
ламага эга буламиз. Бу тенгламалардан номаълумларни бир ̂ шматли 
топиб булмаслиги туфайли, номаълумлардан бирини ихтиёрий танлай
миз (масалан, и=0 деб танлаймиз), шунда долган узгарувчилар бир 
^ийматли аншрганади.

Оптималлик шартини текшириш ма^садида барча буш (юк та^сим- 
ланмаган) каттаклар учун ̂ албаки тариф киритамиз:

С 'ке =  “ к +  V . •
Сунгра з̂ ар бир буш катак учун шу катакка мос тариф ва в^албаки 

тарифлар фаркрни ̂ исоблаймиз:

Яке ~  Ске ~  Ске *
К^аралаётган масала учун уринли булган ушбу теоремани келтирайлик;
Теорема. Транспорт масаласида ̂ аралаётган режа оптимал були- 

ши учун, барча банд катаклар учун
Щ +  V, =  с,

булиши ва барча буш катаклар учун

¿ке =  Ске ~  Ске — ® 
булиши зарур ва етарлидир.

Бу теорема исботи иккиланмалик назарияси натижаларидан келиб 
чи^ади.

Оптимал режани топиш алгоритмини давом эттирайлик. Агар опти
маллик шарти бажарилса, ^аралаётган режа оптимал булади. Дейлик, 
оптималллпк шарти бажарилмасин, яъни о ̂  сонпар ичнда манфийлари 
бор булсин. Бундай сонларнинг борлиги план ни янада «яхшилаш» им- 
кониятини беради. Шу ма^садда, манфий лар ичидан энг кичигини 
танлаймиз (агар ягона булса узини, энг кичиги бир нечта булса, улар- 
дан ихтиёрий биттасини танлаймиз). Танланган катакни 1дтб  деб атай- 
миз ва унта ©  ишорасини 1$уйиб, уни банд катаклар сафига х^ушамиз. 
Натижада, жадвалдаги банд катаклар сони п + т  тага етади ва бир учи 
г^утбда долган учлари банд катаклардан иборат ягона цикл 1^уриш мум- 
кин булади. Сунгра, цикл буйлаб, фггбдан бошлаб, фпгбнинг барча 
учларига соат стрелкаси йуналиши буйлаб навбат билан ®  ва - ишора
сини 1$уйиб чш$амиз. Барча - ишорага мос келувчи юкларни та^ослаб, 
энг кичик юкни улчов мшуюри сифатида ь;абул ̂ илиб, - ишорали ка

и ,  +  V ,  =  Су .
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таклардаги юк мшуюридан улчов миь^цорини айириб, усгун буйича, 
®  ишорали катаклардаги юкка ̂ ушамиз. Натижада янги режа з^осил 
булади. Янги режа учун яна потенциалларни аншртаб, оптималлик шарти 
бажарилмаса, ю^оридаги тадбирларни оптимал режани топгунчада- 
вом эттирамиз ва чскли ̂ адамдан сунг оптимал режа то пил ади.

12-§. Бутун сонли чшзицли программалаштириш 
насаласининг куйилиши

Бутун сонли чизшрш программалаштириш (БСЧП) чизшрш програм- 
малашнинг чу*ур урганилган булими з^исобланади. БСЧП масалала- 
рини ечишнинг бир неча методлари мавжуд булиб, бу методлар маса- 
лани ечишга ёндашиши билан асосан учта гуруз^га булинади.

Биринчи гуруз^цаги методлар кесувчи текиспиклар метода дейилади. 
Бундай ном билан аталишига сабаб, аввал масала бутунлилик шартисиз 
бирор метод билан ечилади, агар ечим бутунлилик шартини ^аноатлан- 
тирса, берилган масала ечилган булади. Акс з^олда эса шундай янги чега- 
ра ̂ ушиладики, натижада масала ечимлари тупламининг бир 19ИСМИ кссиб 
ташланада. Бунда янги чегара бошлангич масалани бирорта з̂ ам ечимини 
йу^отмайди ва гдшшмча чегарага мос келган гипертекисяик берилган 
масала ечимлари тупламининг камида битгабутун координаталар ечими- 
дан утади. Бу янги соз^ада масала бутунлилик шартсиз ечилади. Агар ечим 
бутунлилик шартини ̂ аноатлантирса, берилган бошлангич масала ечил
ган булади, акс з^одда янги чегара 1^упшлиб жараён ̂ айтарилади. Жараён 
чегараланганлигини таъминлаш учун айрим доллар да куши мча чегара- 
лар з̂ ам ¡о'шилиши мумкин. Таъкидлаш керакки, бутунлилик шартисиз 
топилган оптимал ечимни бутунгача яхлитлаш билан берилган масала- 
нинг ечимини умуман олганда з̂ осил 1 и̂ли6  булмайди. Бугуруз^гатегишли 
булган, Р.Г омори, Р. Д. Юнг томонларидан яратилган учта методни: цик- 
лик, тула бутун сонли, тугри методларни куриб чшрмиз.

Иккинчи гуруз̂  методлари асосан кетма-кет куриб чи^иш гоясига 
асосланган булиб, бунда куриб чтрнп сони чегараланганлиги ва маса
лани комбинатор характер га эгалиги муз^им рол уйнайди. Бундай ме- 
тодлардан энг куп ишлатиладигани тармо^лар ва чегаралар методи- 
дир. Бу метод 1960 йилда Ленд ва Дойг томонидан «сайёр савдогар» 
масаласини ечиш учун топилган булиб, кейинчалик дискрет програм- 
малаш масаласини ечиш учун мослаштирилган.

БСЧП масалаларини ечишда ишлатиладиган купгина методларнинг 
асосийтояси масалани чизга^ли про граммалаш(ЧП)масаласигакелтириш
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ва ечимлар тупламини торайтириб бориш ̂ исобига бошлангич масалани 
ечишга асоспанган. Бунда, албатта, чизшрш программалаш масаласшшнг 
ечимларитуплами бопшангичмасала ечимлари тупламига ̂ арагандакен- 
грок; булади. Шунинг учун БСЧП масалаларини ечишда куп ̂ олларда чи- 
зш$ли программалаш методпарига мурожаат ̂ илишга тугри келади.

Ю ^орида биз чизиь^ли программалаш масаласининг вуйилишини 
курдик. Агар узгарувчиларга яна 1{ушимча шарт: б арча у згару вчилар - 
ни ёки уларнинг бир ^исмини бутунпилиги таЛаб ifBOiiraca, биз мое ра- 
вишда тула бутун сонли ёки ̂ исман бутун сонли чизи^ли программа
лаш масаласига келамиз. Шундай цилиб БСЧП масаласи ̂ уйидагича: 
ушбу

л
Y j a,x ,  > aw, i = 1,2 m
/=i

х ,  >0, j  =  \ ,2 , . . . , n  ,

x ¡ б у т у н / =  1 ,2 , . . . , 4  < n ,

шартлар остида

x o ~  aoo + ^ j ao/ (■ Xi )
/=i

функциянинг эксгремуми топилсин.
Масалани 1$йидаги куринишга келтириш 1$улайлик тугдиради:

* о  =  Я 0 0  +  Z  ° о  /  ( - * / ) " ♦  т а Х ’
(12.1)

Х п+\ — a n+iO ~ a n+\.\X l a n+inX n ’

Xn+n, =  a »+n,0 -  a »+n,lXl --------------------> (12.2)
x j  >  0, /  =  1,2,..., n +  m, (12.3)

x ¡бутун /  =  1,2,..., r\ < n +  m. (12.4)

Таъкидлаб утамизки, бунда масаланинг тула ёки ^исман бутунли- 
лик шарти узгармайди. Энди БСЧП масаласига дойр бир нечта мисол- 
ларни куриб чи^айлик.

1-мисол. Дарё кемачилик бош^армаси шуни анш^падики, п та мар- 
шрутнинг з̂ ар бир маршрута буйича сезон давомида уртача сондаги 
йуловчилар юрар экан. Транспорт воситасини ишлатилиш самарадор-
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лиги з̂ ар бир маршрут буйича ишлатилиш самарадорликлари йипшди- 
сидан иборат булиб, уларнинг з̂ ар бири уз навбатида мос рейсдан кс- 
ладиган фойда билан рейсга кеттан харажат айирмасига тенг. Фойда 
сотилган билстлар сони билан, хизматчиларга кетган ?;aí¡ ва éipuira 
учун кетган сарфлар ор^али анщрганади. в;айси маршрутга ̂ андай тип- 
даги кемадан нечтадан ажратилса, йуловчилар талаби тула ^ондири- 
лади ва келадиган фойда максимал булади?

Фараз 1$илайлик, j - маршрут буйича сезон давомида Ь. та йуловчи 1̂ ат-
насин: Бу маршрутда 1,2........дп типдаги ксмалардаи фойдаланиш мум-
кин ва з̂ ар бир i - типдаги кема учун 1£уйидаги курсаткичлар маълум:

1 ) аи - юк кутаришлик (уринлар сони);
2 ) ай - хизмат курсатувчилар сони;
3) ай - сезон давомида сарфланадиган ё^илги мщдори;
4) с - j маршрут буйича i - типдаги битта кема и шлатилганда кела

диган фойда;
5) Сезон давомида ишлатиладиган ё^илги мицдори Ь3 дан, хизмат 

курсатувчилар сони эса Ь2 дан ошмасин. -мш^цор /-маршрутдаги i- 
типидаги кемалар сонини билдирсин. У з^олда, шаргга кура чекла- 
нишлар ьуйидагича булади:

т
Ху ^ bpj = 1,2 ,...,п,

м
н т

/»! Í-1
п т

I  Ъ апх ч ^ к
/-i ¿-i

Хц > 0- б у т у н

1 = 1 ,2 ,...,/и,/  = 1 ,2 ,...,л.

Масаланинг *уйилишига асосан, шу берилган соз^ада шундай 
дс = (хи,дг12,...,х1ПЛ) векторларни топиш керакки,у

£  t v h/.i ¡.i
функциясига максимал ^иймат берсин.

2 -мисол. Фараз ^илайликпта турли типдаги самолётлар булиб, 
уларни п та йуналишга та^симлаш лозим булсин.



Агар ьтипдаги самолёт ]-йуналишга 1$уйилса, бундан келадиган 
фойда га тенг. Самолётларни йуналишларга шундай та^симлаш 
керакки, натижавий фойда максимал булсин.

Бу масалани ечиш учун фтшдагича узгарувчилар киритамиз

^
1  ̂ гар¡-самолёт /'йуналишгакуйилса,
О ,аксхолда

у з^олда, б из ^уйидаги БСЧП масаласига келамиз:
т

1 . £  = 1 (^ар бир йуналишга битта самолёт тайинланади);
м
«

2. = 1 (з̂ ар бир самолёт фа^ат битта йуналишга тайинланади),
/-1

шу шартлар о стида

±Н (-1
функциянинг максимумини топинг.

Маълумки, узгарувчи фа^ат иккита 0 ва 1 1{ийматларни ̂ абул 1$ил- 
са, бундай узгарувчи Буль узгарувчиси дейилади. Шунга асосан, бун- 
дай узгарувчиси булган масалалар Буль масалалари дсб юритилади. 
Биз курган 2 -масала здцщи шундай масалалардан биридир.

13-§. Кесувчи текисшклар методы

Бу булимда биз I—гурузр'а тегишли болтан циклик, т^ла бутун сон- 
ли ва туЕри методларии куриб чи^амиз. Буларни биринчи иккитаси Го- 
мори, учинчиси Юнг методлари деб з̂ ам аталади. Бу методлар асосида 
симплекс-метод ётади. Тула бутун сонли ва тугри методларни циклик 
методцан асосий фар»;и шундаки, агар уларда бошлангич жадвал бу
тун элементлардан иборат булса, кейинги жадвалларда з̂ ам бутунли- 
лик саврганиб ^олади.

Бу методларни баён ̂ илиш давомида учрайдиган айрим белгилаш- 
лар, узгаришлар ва таърифларни келтирайлик. Берилган масала диа- 
гонал з^олга келтирилган деб фараз ̂ илинади:

^0 =  «00 -  а д  « о Л  ->  ш ах, (13.1)
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Х п+т ~  а п+тО а п*т\Х 1

(13.2)

(13.3)

(13.4)

а п+тпХ п »

X' >  0 , /= 1 ,2 , . . . ,« + т,

X/ — бутун /' = 1,2,..„ я , .

Энди биз (13.1)-(13.2) тенгликлар ёрдамида 1^уйидаги жадвални тузи- 
шимиз мумкин.

 1
Х(г 1

Х „ ,1  =  

Х/г+т

-XI
а оо а 01 Со«3

а п+\,а а п+1,1 ^л+1,л
• •• • •• • ••

« п+т,0 «л+т,1 ^л+т,л

Х 0 - сатр 0 - сатр дсб, 1 - усгун озод л^адлар устуни дейилади, - 
— дс,(* = 1,2 ,..., и) устунэлементларидантузилган векторни а ,( / = 1,2 ,...,и) 
билан белгилаймиз.

Таъриф. а ( вектор а ) вектордан лексикографии маънода кичик дей
илади (белгиланади а, -< а ,), агар с = а , - а / векторнинг иолдан фарьрга 
бириичи элемента манфий сондан иборат булса.

Худци шундай, лексикографик маънода ката (а, кичик эмас
(а , > а Д  каттаэмас (а , < а у) таърифларниз^амкириташмумкин.

1. Гоморининг биринчи алгоритми
Бу алгоритм тула бутун сонли масалалар учун мулжалланган булиб, 

бунда асосан симплекс методдан фойдаланади.
К^уйидаги БСЧП масаласини курайлик:

*0 — аоо ао\х \ " а0 пХп т а х ,

х ,  =  - ( - х , ) ,  / =  1,2,..., п ,

Хп+1 =  а п+10 -  «„+11*1 Я„+1„Х„

Х п+т а п+т0 &п+т\Х \ ■ а. хп + т п п >

х , > 0 , / =  1,2, . . . , п  +  т ,

х -  б у т у н  /  =  1,2,..., п  +  т .

(13-5)

(13.6)

(13.7)

(13.8)
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Бу ерда Х/ = —(—Х1) айниятларнинг фчпилиши масала ечимини 
аншргашни осонлаштиради.

Энди бевосита алгоритмни баён 1$шшшга утамиз. Бунингучун(13.5) 
- (13.7) масалага мос жадвални тузамиз.

1 -XI -Х2 -Ха
*0= «оо а01 «02 а0п
*/= 0 -1 0 0

хп= 0 0 0 -1
•

Х/г 1 т
«л+тО ап+т\ ап+т2 а. тпп-тп

Бу срда, жадвал иккиланма жоиз ва унинг барча элементларн бутун 
сонлардан иборат деб фараз ̂ илинади. Агар жадвал иккиланма жоиз 
булмаса, у з^олда, янги

Хп+т+1 = М - Х {-  Х2  *„
(бу ерда М  - етарлича катта сон) чегара кушилиб, шу сатр ва лексиког- 
рафик маънода минимум булган устун ёрдамида бнтга итерация амал- 
га оширилади. Ш ундан кейин жадвал иккиланма жоиз булиб ̂ олади. 
Агар ат > 0 , / = 1,2,..., п + т ва бутун булса, масала ечилган булади, 
акс з^олда жадвал тагига янги шундай чегара ^ушиладики, бу билан 
жадвал тугри жоиз булмай ̂ олади. Кейин иккиланма симплекс метод 
ёрдамида жадвал тугри жоиз з^олатта келтирилади. Шундан кейин з̂ ам 
а10(I = 1 ,2 ,..., л +  т) ларни бирортаси бутун сондан иборат булмаса, яна 
янги чегара фчпилади ва жараён ̂ айтарилади.

Эз^тимолдан з^оли эмаски, етарлича чекли чегара фппишдан сунг 
биз учлари бутун координатали ну^алардан иборат булган кичрайти- 
рилган соната эга буламиз. Бу соз^ада бошлангач масаланинг оптимал 
ечимини аншргаш ̂ ийинчилик тугдирмайди. Пекин бу ерда янги чега- 
раларни топиш ва алгоритмнинг чеклилигини курсатиш ̂ ийинчилиги 
мавжуд Энди янги чегараларни топиш йулини курсатамиз. Фараз 1̂ илай- 
лик, (13.8) шартни з^исобга олмай ечилган масалада бирор узгарувчи-
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ни 1^иймати бутун сон дан иборат булмасин, у з^олда соддалик учун ин- 
дексни ташлаб юборсак, мое тснглама 1{уйидаги куринишда булади.

* = я 0 +  2 Х  ( “ * / ) •  (13.9)

Бу срда У жадвал ю^орисида ёзилган узгарувчиларнинг индекслари 
туплами.

Маълумки, а соннинг бутун 1̂ исми деб, а дан катта булмаган энг 
катта бутун сонга айтилади ва [а] ор^али белгиланади. Масалан:
[2,6] =  2, [-1 ,3] = —2. Ушбу /  =  а -  [а] киймат а сонини каср ^см идей- 
илади. (13.9) тенгламада иштирок этаётган озод з̂ ад ва коэффициентлар- 
дан |̂ уйидаги каср цисмпарини з о̂сил 1ршамиз

/ о = а о " К ! .  / /= « / - [< * ,] .
1-теорема. Агардс =  (Х |,...,х я+т) (13.5)-(13.8) масаланннгжоиз ечи- 

ми булса, у з^олда ̂ йидагича ани^ланган Б узгарувчи

5 =  " /о  +  £ / , * ,  (13.10)
/е/

манфий эмас з^амда бутун булади.
Исботи. Аввал биз 5  ни бутунлигини исботлайлик.

(13.9)тснгликдан

*  =  [во] ■+ /о +  £  {[в,-]'+ / /} ( “ * /)
/е/

ни з^осил ̂ иламиз. Бундан элементар алмаппиришлар ёрдамида иуйи- 
даги тенгл икка келамиз

5  =  - х + [ а 0] + 5 ] [ а / ] ( - Х / )
/сУ

Бутун 1$исмнинг ани^ланиши ва теорема шартига асосан бу тенгликни 
унт к^исми бутун, демак Я з̂ ам бутун.

Энди 5  нинг манфий эмаслигини курсатайлик. Бунинг учун тескари- 
сини фараз ^иламиз, яъни 5<0 булсин. Каср ̂ исмларнинг аншдганиши- 
га асосан 0 <  / 0, Д- <  1 ва х/ лар (13.7) шартни каноатлантиришини на- 
зарга олсак, унда 1$уйидаги

“ ! <  / о + Е / , * , « >
/еУ

тенгсизлик келиб чи^ади. Бундан -1 <5<0, яъни 5  бутун эмас. Бу км^ори- 
даги тасдш^а зиддир, демак 5  >  0 .
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Ш у билан теорема туда исбот будда.
Алгоритм давомида (13.10) тенгламага мое сатр жадвал тагига ёзи- 

лади ва у з̂ ал 1$илувчи сатр сифатида олинади, чунки у базис узгарувчи 
булиб, манфий -  [0 х^ийматга эга. Кейинги итерацияда у нобазис узга
рувчи булиб, з̂ ал 1$илувчи сатр 5=(-1)(-5) айниятга айланиб з^олади ва 
кейинчалик у ташлаб юборилади. ( 1 0 ) тенгламадаги Б Гомори узгарув- 
чиси деб аталади. Агар жоиз ечимлар туплами чегараланган созсадан 
иборат булса, алгоритм чекли булади. Алгоритм 1$уйидаги ̂ адамлар- 
дан иборат булади.

1. Худци чизшрш программалаш масаласи каби (13.5) - (13.7) маса- 
ла симплекс - ёки иккиланма симплекс метода билан ечилсин. Агар 
ал > 0 , 1 = 1  ,...,п+т) а0 /> 0 , / = 1,2 ,...,и булса, оптимал ечим топилган 
булади. (охирги жадвалда а , >- 0 ,/' = 1 ,2 ,..., л булишлигини з$ам талаб 
Зиламиз).

2. Агар аш ( / =  1,..., п +  т)  ларни барчаси бутун булса (5)-(8) масала 
ечилган булади, акс з^олда, каср со ига мос келган сатр з^осил ^илади- 
ган сатр деб олиниб, (13.9) тенглама тузилади ва у жадвал тагига ёзиб 
1$уйилади. Бу билан жадвал тугри жоиз мае булиб, иккиланма жоиз булиб 
^олаверада. Кейин, охирги сатрни з̂ ал 1$илувчи сатр сифатида, икки
ланма симплекс-метод билан бу масала ечилада. 1 , 2  ^адамлар озод 
з̂ адлар устуннда бутун сонлар з^осил булгунга ̂ адар ̂ айтарилада (агар 
ак бутунмас сондан иборат булса, 0 -сатр з̂ ам з^осил ^иладиган сатр 
сифатида з$ам олиниши мумкин).

Энди циклик алгоритм ёрдамида 1$уйидаги мисолии ечайлик. 
Мисол. куйидаги бутун сонли чизшуш программалаш масаласи берил- 
ган булсин

х0 = 7х 1 + 9 х 2 ->  т а х ,

-  х, +  Зх2 ^ 6 ,

7х, + х 2 <35, 

х1,х2 > 0 -бутун.

Тенгсизликларни чал томонга мос равишда Хъ, Х4 > О ларни »[ушиб, 
диагонал куринишга келтирамиз
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*1 = -(-* ,) .
х2 = -(-хг), 
х}=6- (-х ,)+ 3(-х2), 
хА =35 + 7(-х ,) + (-л:2),
» „ х ^ Х э .х ^ О , 
х„х 2 ,х 3 ,х 4-  бутяун

Алгоритмга асосан аввал х у х2, х у х А ларни бутунлигини талаб и̂ ил- 
масдан симплекс метод б план ечамиз. Бунинг учун 1 -жадвални тузиб,

3 _  7
унта симплекс мепгодни 1$лласак 3-жадвалдаги Х1 -  х2 -  — оптимал

ечимга эга буламиз.

* о = - 7 ( - * 1 ) - 9 ( - * 2) ,

1-жадвал 
1 -х/ -х2

2-жадвал

Хо 0 -7 -9

*/= 0 -1 0

Х2̂ 0 0 -1

*3= 6 .1 зх
Х/= 35 7 1

-XI -Х2
18 -10 3
0 -1 0
2 -1/3 1/3
0 0 -1
33 22"/3 -1/3

3-жадвал
1 ’XI ~Х263 15/11 28/11
9/2 3/22 -1/22
7/2 1/22 7/22
0 0 -1
0 -1 0

-1/2 -3/22 -21/22

3-жадвалда узгарувчи X, | = — | каср ечимга эга, шунинг учун бу сатр

з^осил пощадиган сатр деб олинади ва бу сатр элементларини каср 1$исми 
ёрдамида янги сатр тузилади. Бу янги сатр з̂ ал ¡ршувчи сатр булиб хиз- 
мат трттади. }^ал ^илувчи усгун топилиб июсиланма симплекс метод ёрда- 
мидакейинги 4-жадвалгаутилади. Бундах^ жойлашган сатрнинг бирин- 
чи элемента каср сондан иборат булганлиги учун бу сатр з^осил 1^илади- 
ган сатрдир. Яна янги сатр ¡^ушилиб, у з̂ ал 1$илувчи сатр булиб хизмат 
^илади ва з^оказо. Бу жараён озод з^адлар устунида бутун сонлар пайдо 
булгунча давом этгирилади, ёки бундай ечим йу^игн курсатилади. Бу 
масалада 5-жадвалда х[ = 4, х2=3 оптимал ечимга эга буламиз, ма^сад 
функциянинг киймати эса х0 =  55  га тенг буладн.
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4-жадвал 5-жадвал
1 ~S I 1 ~S t

*0 = 185/3 1 8/3 *0 = 55 5/2 2
*/= 95/21 1/7 -1/21 *#= 4 1 -1
*;= 10/3 0 1/3 *2 = 3 -1/2 1

11/21 1/7 -22/21 *3~ 1 5/2 -4
0 -1 0 *4 = 4 -13/2 26/5

■Ь= -2/3 0 -2/3

2. Тула бутун сонли метод
Бу методнинг тула бутун сонли деб аталишига сабаб, агар бошлан- 

FH4  жадвал элементлари бутун сонлардан иборат булса, кейинги итера
ция жадвали элементлари з̂ ам бутун сонлардан иборат булади. Бош- 
лангач жадвал иккиланма жоиз булса, кейинчалик з̂ ам бу хосса caigia- 
ниб колади. Агар Cll0 ( /  =  1 ,2 ,..., П + mi) ларнинг барчаси манфиймас 
булмаса, масала ечилган булади. Акс з^одда, з̂ ал 1{илувчи элемент - 1 
Султан янги з̂ ал ̂ илувчи сатр тузилади ва иккиланма симплекс метод 
ёрдамида янги жадвалга утилади. Бу ерда з^осил ¡ряладиган сатр сифа- 
тида энг кичик индексли аю < О(/ = 1,2,..., П + т) олинади.

Бизга 1^уйидаги БСЧП масаласн берилган булсин:

*о =  «оо +  ¿ « о /  ( " * / ) - >  т а Х,
/-1

х , = - ( - х 1) 4  =  \ , 2 , . . . , п ,

п
Х»+\ — «л+Ю 'У . «л+) / ( —̂ / )>

/-1

и

Хп+ю «п+тО ^  « л +11» (  Х  i  X  
/»I

х ,  > 0 , /  =  1 ,2 ,...,я  +  т ,
X j , /  =  1 , 2 +  Ш -  .

Фараз 1$илайлик

(13.11)

(13.12)

(13.13)
(13.14)



бирор булмаган сатрга мос индекссиз ёзилган тенглама булсин (бу ерда 
3 базис узгарувчиларнинг индекслар туплами).

Теорема. Фараз 1$илайлик, А, бирор мусбат сон булиб, (13.15) тенгла- 
мадагихгх / (/' е  7 ) лар манфиймас, бутун булишсин. У ̂ олда

5  = (13.16)

тенглик б план анив^панган 5  манфиймас ва бутун булади.
Исбот. 51 ни бутунлиги соннинг бутун ^исмини ани1р1аниши ва 

х Д / 6  3 )ларнибутунлнгиданкелибчга^ади. Манфийэмаслигиникурса- 
тиш учун тескарисини фараз этайлик, яъни 5<0, у ^олда 5  нинг бутун- 
лигидан 5 < — 1 эканлиги келиб чи^ади.

Шунингдек (13.5) тенгламадан ушбуга эта буламиз

еки

бу ерда

~  +  2  / / * /  = ¡о + Я ’
А jmJ

а

>' =  Т -

а 1
, /  е  {0} и  3  .

(13.17)

(13.18)

(13.17) ва (13.18) тенгликлардан фтшдаги тенгсизликни з^осил ̂ иламиз

7 + Е / / * /  <; / 0 - 1  < 0 .
к  jeJ

Лекин бундай булиши мумкин эмас, чунки чал томондаги биринчи 
ифода мусбат. Бу зиддият теореманиисботлайди.

Бошлангич жадвал иккиланма жоиз булиши керак, агар бу шарт 
бажарилмаса, янги

л+т+1
сатр ьушиш билан худди циклик алгоритмдаги каби иккиланма жоиз 
жадвалга утишимиз мумкин (бу ерда М - етарлича катта сон). Энди 
алгоритмни бевосита баён 1$илишга утамиз:

1. Бошлангич жадвал элементлари бутун сонлардан иборат ва икки
ланма жоиз жадвал булсин;
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2 . а ,0 < 0  (г =  \,...,П + т) шартни^аноатлантирувчи эыг кичик 
индексли V - сатр танлаб олинсин, бу сатр ̂ оснл 1$иладиг ая с: <тр бу лада 
(агар а (0 > 0 , 1  =  1 ,2 ,...,п +  т булса, у з^олда масала ечилган булада);

3. Мусбат А. танлаб олинсин (уни танлаш шарти 1{уйида кслтирил- 
ган) ва жадвал тагига 1^уйидаги тенгламага мос сатр ёзилсин

5 = ■40
/6/

Бу сатр з̂ ал 1^илувчи сатр булиб хизмат гршада;
4. Иккиланма симплекс метод билан кейинги жадвалга утилсин, охир- 

ги т^ушимча сатр учирилсин ва 2 -^адамга ̂ айтиб утилсин.
Энди X сонини танлаш шартини келтирайлик:
а) з̂ ал ̂ илувчи элемент - 1  га тент булиши керак, яъни

= -1 ;

б) ао устун лексикографии маънода мумкин ̂ адар камайсин. 
Устун кейинги утилган жадвалда

а 0 + а ,

га тенг булиб ^олада (I - з$ал 1{илувчи устун), демак А ̂ анчалик кичик 
булса бу, а0 устуннинг лексикографик маънода камайиши тез булади.

а), б) шартларни ̂ аноатлантирувчи Я. ни танлаш ̂ оидаси ̂ уйидаги- 
ча булада;

1 ) фараз 1$илайлик V - з^осил 1ршадиган сатр булсин;
2 ) а  у] < 0  га мос келган а0 векторлар ичида лексикографик маънода 

минимум булган вектор а 1 булсин (а^ ^  0  барча j ларда булса, у з^олда 
масаланинг ечими йуф;

3) ц ( сон ач < 0  га мос а , < а ( /  шартни ^аноатлантирувчи

катта, бутун мусбат сон булсин;
4) Ц / ларга мос Х1 лар 1$уйидаги

\ = ~ ~
V ,

тенглик билан ашщлансин;
5) к сони X, ларни энг каттасига тенг 1$ипиб олинсин, яъни

энг

76



А = maxÀ,,

Мисол. 1^уйидаги БСЧП масаласи карал аёттан булсин

х0 =  - 2 x ¡  -  5 х 2 - х 3 —> m ax , 

Зх, +  4 х 2 +  х 3 £ 5 ,  

7 х ,  + 2 х 2 +  5 х 3 > 1 8 , 

IO*] +  5 х 2 +  \ 2 х 3 >  26, 

х 1, х 2 , х 3 >  0 -  б у т у н .

(13.20) тенгсизликларни унт томонига Х4 Д 3 ¿С6 >  Оларни мос равишда 
ьушиб диагонал к$финишга келтирамиз:

х 0 =  2 ( - х ,  )  +  5 (—х 2 )  +  ( - х 3 )  - »  m ax,

X, =  - ( - X , ) J  = 1,2,3,

х 4 =  - 5  -  3 (-х , )  -  4 ( - х 2 )  -  (~ х 3), 

X 5 = _ 1 8 _ 7 ( _ Xi) _ 2 ( - x 2) - 5 ( - x 3), 

х 6 =  - 2 6  - 1 0 ( -х , ) -  5 ( - х 2 ) - 1 2 ( - х 3 ), 

x¡ >  0 J  =  1,2,...,6- б у т у н .

Бошлангач жадвал ̂ уйидаги куринишда булаци

(13.19)

(13.20)

(13.21)

(13.190

(13.200

(13.210

*»=
х ,=
Х ,=
Х ,=
Х4=
Х ,=
Х ,=
J/=

0 2 5 1
0 -1 0 0
0 0 -1 0
0 0 0 -1
-5 -3 А -1
-18 -7 -2 -5
-26 -10 -5 -12
-2 -1 -2 -Г

Хо=
Х ,=
Х ,=
Х ,=
Х ,=
Х ,=
Х ,=

-2 1 3 1
0 -1 0 0
Ü 0 -1 Ü
2 1 2 -1
-3 -2 -2 1-4-1
-8 .у К -5
-2 2 19 -12
-2 -Г -1 -1

Бу жадвал иккиланма жоиз жадвал булиб, х 4 жойлашган сатр биринчи 
элемента (дг4 1$иймати) манфий, шунинг учун у з^осил ^иладиган сатр 
булади. Бу сатрнинг барча элементлари манфий сонлардан иборат 
булганлигиучун, а 1, а 2, а 3векторларнинглексикографикминимуми
ни топамиз, буСЦ вектордир.

К^уйидаги

77



а ,
а 3 < —  ,/  = 1,2,

И-/
шартдан энг катта мусбат, бутун ц ; сонларни анивраймиз:

¡х, = 1, ц 2 = 4, =1. Энди Ад = -  тенглик ёрдамида А ларни/ - р -

топамиз: А, = 3, ^ = 1 , А з=1, демак А = 3 .
Шу А = 3 ёрдамида янги чегара з^осил ирлиб жадвал тагига ёзиб 

х^уямиз. Бу янги сатр з̂ ал 1$илувчи сатр булиб хизмат 1 9 1л ади. ОЦ устун 
эса з̂ ал 1$илувчи устун, уларнинг кесишган жойдаги элемент - 1 з̂ ал 
^илувчи элементдир. Бу з̂ ал ̂ илувчи элемент ёрдамида кейинти 2-жад- 
валга утамиз. Бу 2-жадвалда з̂ ам х 4 сатр з^осил ̂ иладиган сатрдир. Бу 
сатрнинг барча элемент лари манфий, шунинг учун а , , а 2 , а 3 вектор- 
л ар дан лексикографик маънода мини му мини топамиз, у а ,  вектордир.

а ,
а , < — , /  =  2,3

шартдан Ц2, Цз ларни аншдгаймиз: ц 2  = 3, щ =  1,А, ларниА;. =  тен-
И7

2
гликдан топсак: \  =2,Хг =—, = 1  келнб чи^ади, демак А =  2. БуА =  2

ёрдамида 5 2 з̂ ал ̂ илувчи сатрни тузамиз. Кейинги жадвалларда з̂ ам ол- 
динги жараённи давом эттирсак, 6 -итерациядан сунг тугри жоиз жадвал- 
га эта буламиз. Яъни, берилган масаланинг оптимал ечими: 
Х1 = 2 ,х2 = 0,Х3 = 1 ,ма^садфункциянинг1{ийматиэсаДС0  =  —5 булади.

6-ж адвал

*0=  
X ,=  
х2= 
х 3= 
х 4= 
Х5= 
Х6=

-5 1 3 0
2 -2 2 1
0 0 -1 0
1 3 -2 -2
2 -3 0 1
1 1 2 -3
6 16 -9 -14
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3. Тугри алгоритм
Бу алгоритмнинг «тугри» дейилшпига сабаб, биз з$ар бир итераци- 

яда тугри жоиз жадвалга эга буламиз. Яъни, з^исоблаш давомида з̂ ар 
вав̂ г масаланинг та^рибий ечимини слишимиз мумкин булади.

Тула бутун со или алгоритмда асосан, иккиланма симплекс метод 
ишлатилиб, з̂ ал ̂ шгувчи элемент - 1  га тент булган булса, бу алгоритм
да симплекс метод ишлатилгач, з̂ ал цилувчи элемент 1 га тенг булади. 
^уйидаги БСЧП масаласини курайлик:

* о  =  « о о  +  Ё  « о  /  ( - * / )  - >  ш а х ,
/-1

п

Х п+\ =  «ян-10 +  ^  Дя+1 / ( —* /  )»
/=1

(13.22)

х  — пп+т п+тО (13.23)

(13.24)

(13.25)

1 £  «я+т/( * /)>
/-1

х ,  = - ( - х /У  =  1 Д . . . ,и ,

>  0 , /  =  \ , 2 , . . . , п  +  т ,  

х /г  /  =  1 , 2 , . . . , п  +  т -  б у т у н ,

бу ерда: а., ваа.0, лар бутун, манфиймас.
Фараз 1$илайлик, симплекс-жадвалда V з̂ ал ̂ илувчи сатр,
/  з̂ ал ̂ илувчи устун булсин, яъни

«ур <  Е и

«у/ аи
тенгсизлик барча мусбат а лар учунуринли. К^уйидаги ̂ ушимча

у0
/&7

“У
X ( - * / ) (13.26)

тенгламани тузайлик, агар X =  ау1 деб, ундан з̂ ал ^илувчи сатр сифати- 
да фойдалансак, з̂ ал ̂ илувчи элемент 1 га тенг булади. Бу эса кейинги

жадвални бутун элементлилигини сак̂ паб ̂ олади. Агар °у0 / = 0  булса,

равшанки, ма^сад функциянинг 1$иймати з̂ ам, ечим з̂ ам узгармайди.
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Бу эса алгоритмнинг чегараланганлигини таъминламаслиги мумкин. 
Бу худци ЧП даги чексиз ̂ адамли масалаларга олиб келади. Лекнк ЧП 
да узгарувчилар, чегаралар сони чекли эканлигидан фойдаланиб, чек
сиз ^адам була олмаслик курсатилади. БСЧП да эса, з̂ ар сафар янгя 
чегара ^ушилиб борилаверади, шунинг учун ^адамлар сони чегара-

Бир жадвалдан кейингисига утиш утиш цикли деб юритилади, утиш 
циклини стационар цикл деб айтамиз, агар О < а у 0 <  булса, утувчи 
цикл деб айтамиз, агар 0 <  < Яу 0  булса. Агар цикл утувчи булса, у
з^олда, а01 <  — 1  булганлиги учун ма^сад функциянинг 1̂ иймати камида 
бир бирликка ошади. Демак, чегараланган ма^сад функцияда, чекли 
^адамдан кейнн биз оптимал ечимга келамиз.

Шундай 1ршиб, асосий муаммо стационар цикллар сони чегаралан
ган эканлигида булиб, буни курсатиш учун биз утиш ва стационар цик- 
лларни фариргамасдан курамиз. Алгоритмнинг чегараланганлигини 
таъминлаш учун ̂ уйидагн уч узгартирншни киритиш керак:

1 ) бошлангич жадвалга янги 1^ушимча сатр ^ушиб ёзилади;
2 ) з$ал 1^илувчи устун янги ̂ оида асосида танлаб олинади;
3) з^осил 1$иладиган сатр з̂ ам куйида берилган 1$оида буйича олина

ди.
Жадвалга вушиб ёзиладиган янги сатр

Х1 ~  а Ы +  ¿ и  У~л , ) (13.27)
/=1

куринишдабулиб, аи  бутун сон шундай танлаб олинадики, (1323)-(1325) 
шартларни ^аноатлантирувчи ихтиёрий жоиз ечимнинг нобазис 
Х1 ( / =  1 ,2 ,..., п) ларнинг ̂ ийматида хь манфиймас, бутун булиб ̂ олиши 
керак. Бу Ь - сатр з$ал ̂ илувчн устунни танлашда мухим роль уйнайди.

13.27) тенгламадаги бирор итерациядан кейин j - устунга мос келган 
коэффициентни билдирсин. Хар бир а  вектор учун янги г( вектор к̂ уйида- 
гича ашпутанади:

/

Г , =
а 0 / а  п+1 / а  п + т)

V а  г / а ц  а  и
(13.28)

М усбат ац ларга мос г, векторларнинг лексикографик минимуми г1 
булсин, унда / - з̂ ал килувчи устун булиб хизмат 1$илади.



Энди з о̂сил ̂ иладиган сатрни аншргаймиз. Бунинг учун уни танлаш 
у су лини келтирамиз, у алгоритмнинг чегараланганлигтши таъминлайди.

Т анлаш у сули. Бирор сатр келтириладиган сатр сифатида олиниши 
мумкин, агар у танланган сатр 1 учун бирор чекли итерациядан кейин 
аи <  а{0 тенгсизлик бажарилса (бу тснгсизликларнинг барчаси битта 
жадвалда бажарилиши шарт эмас).

Бу усулни ь^аноатлантирган ихтисрий ̂ оидани жоиз ̂ оида деб атай- 
миз. Бундай жоиз ^оидалар куп булиб, 1^уйида шулардан битгаси кслти- 
рилган.

Фараз 1{илайлик ушбу

5  =

1
о < о

1

+ 2 ( - * / )
.  у1 . /«./ _а у1

(13.29)

янги чегара з̂ осил килинган булсин. Жадвалнинг тугри жоизлигини сщ- 
лаб ^илиш учун, ^осил ^иладиган сатр куйидаг ича ганлаб олиниши 
керак:

0 <
ауО

1_а у/
< 0 , , (13.30)

буерда

а
0, =  т ш —  .

“ах) а,и
Биз У(1) р^али (13.30) шаргни ̂ аноатлантирадиган V  сатрлар тупла- 

мини белгилаймиз.
Энди ¥(I) дан з^осил 1̂ иладиган сатрни танлаб олишни куриб чи^а- 

миз. Ани^ки, агар утиш циклли булса, >  1, яъниа,; <  А| 0  барча ¿лар
учун бажарилади. Шунинг учун, стационар циклни курам из унда 0 ; <  1 
булади.
К^уйидаги

а
Р (/)  =  •< / :  0 ^  —  < 1

белгилашни киритамиз.
Алгоритмни бевосита келтиришдан аввал жоиз ^оидани келтирай- 

лик.
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К о̂ида. а). Фараз 1$илайлик V (I) р- чи итерацияда з^осил булган 
тупламни билдирсин ва уни элементлар сони биттадан орти^ булсин:

?АУ=
у з̂ олда у  ̂  ур (l )) сатр з^осил ̂ иладиган сатр сифатида олинади, агар v-

сатрР ,(/)...,Р р(/)тупламлардадолган V элементларга нисбатан аввал 
пайдо булиб ва кейинги тупламларнинг барчасида ипггирок этиб ксл- 
ган булса;

б) аввал а) да олинган v- сатр, v е  V (?) булгунга ^адар олинавсра-

ди, агар V £ У (? ) булса а) га утилади.
Энди тугри методнинг алгоритм ини келтирамиз.
1 . Бошлангич жадвалга

S t - , )*I -O I0  +
teJ

сатр в^шилсин. Бу срда аи  мусбат, бутун сон шундай танлаб олинади- 
ки, (13.23)-{13.25) ни 1$ано атлантиру вчи ихтисрий жоиз ечимнинг ноба- 
зисX ,, Х 2, . „ , Х пвршматларидах, > 0 - бутунбулишикерак.

2. Оптималлик шарти текширилсин: агар a0j > 0  барча/ (е J ) лар учун 
6 ÿnca, масала ечилган булади, акс з^олда 3 га утилсин.

3. ац > 0 гамос келувчи г¡векторларнинг лексикографнк минимуми 
г; топилсин, бу усгун з̂ ал ̂ илувчи устун булади.

4 .1^уйидаги

v(!)=

тупламдан жоиз ̂ оида асосида 1$ал в;илувчи сатр танлаб олинсин.
5.К*уйидаги

i : 0 á fío
_аи _

S  = °v0 V

.«w . /е/ .«w.
( - * / )

тенгламага мос сатр жадвал тагига езилсин.
6 . а ,  з$ал тдшувчи устун ва охирги сатр з̂ ал ̂ илувчи сатр деб олиниб, 

кейинги жадвалга утилсин.
7. Охирги сатр ташлаб юборилсин ва 2 га утилсин.
Ю^орида айтилганга асосан, бошлангич жадвал тугри жоиз були

ши керак. Бундан келиб чи^адики, алгоритм самарадор ишлаши учун
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мумкин к;адар «яхши» базис ечимни анш^лаш керак булади. Купгина, 
татби^ий масалаларда бу «яхши» ечим маълум булади ёки уни ант$- 
лаш мумкин булади.

Энди тугри алгоритм учун сонли мисол курамиз.
Мисол. К^уйидаги БСЧП масаласи одатдагидек диагонал з^олга кел- 

тирилган булсин

х0 =  х, + х2 +  х3 ->  тах ,

х 4 =  2 2  +  2 ( - х 1> - ( - х 1) + 2 2 ( - дг,)

X5 =  6  +  2 ( - Х , ) - ( - * г )  +  б ( - 1 з ) ,

х 6 = 2 + 2 (-х , )  -  5 (-х г ) + 2 ( -х 3),

*1 =Ч-*|).

* э  =  Ч - * з ) .

х1,х 1,...,х7— бутун,

фтпимча чсгарани 1^уйидагича киритам из:

Х ь = 1 0 - Х 1 - Х 2  - Х 3 

у з^олда, бошлангич жадвал куйидаги куринишда булади.

-X/ -х, -X] - х г  - * з
Хо= 
х4= 
Х}= 
Х<= 
Х?= 
*/= 
X]- 
Хз= 
*1= 
»1“

0 -1 -1 -1
22 2 7 22
6 2 -1 6
2 2 -5 2
1 -4 1 1
0 -1 0 0
0 0 -1 0
0 0 0 -1
10 1 1 1
1 Г -3 1

1 1 -4 0
20 -2 13 20
4 -2 5 4
0 -2 1 0
5 4 -11 5
1 1 -3 1
0 0 -1 0
0 0 0 -1
0 -1 4 0
0 -2 Г 0

а  1 вектор лексикографик маънода минимум, демак 1 -устун з̂ ал ̂ илув-

чи усгун булиб хизмат ьртади. а‘у  (аа >  0 )  нисбатнинг энг кичигига
/  аа

х6 - сатрда эришилади, у з о̂сил ̂ иладиган сатр булади, У0 (1 ) = } з о̂сил 
^иладиган сатр ёрдамида (х6 - сатр элементларини 2  сон ига булиш ор^-
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али) з̂ ал 1{илувчи сатрни топамиз. Хал далувчи элемент 1 га тент, симп
лекс метод билан кейинги жадвалга утамиз. Бу жалвалгаа2 устун з̂ ал

1$илувчи устун булиб, У1(2 ) = £ ,б } , лекин х6- сатр олдинги У0(1) да 
з̂ ам ипгтирок этганлиги учун, янауни з̂ осил ^иладиган сатр, сифатида 
оламиз. Бу жоиз 1{оидадан келиб чи^ади.

Бу жараённи давом эгшрсак 8 -жадвалда [^уйидаги оптимал ечимга 
эта буламиз: х х =  4 ,  х 2 =  2 ,  х 3 =  О

8-жадвал

1 "¿7 - 5 « - х 3

*0= 6 1 0 5
* 4 = 0 - 7 - 3 7 0
Х ] = 0 1 - 3 0
Х б = 4 5 - 7 4
х 7= 15 -1 5 15
Х / = 4 0 1 4

2 1 -1 2
X3= 0 0 0 -1

4 -1 0 -5

14-§. Комбинаторик методлар

Комбинаторик методларнинг асосий гояси куп имкониятлар (ечим- 
лар) тупламидан истш^болли, ?п>ни оптимал ечимни уз ичига олган туппам- 
ни ажратиб олишдир. Айрим комбинаторик методпарда чизшрш програм- 
малаш методлари умуман ишлатилмайди. Бундан тапп^ари, уларнинг 
чегараланганлигини исботлаш шарт эмас, бу куп долларда методнинг 
узидан келиб чи^ади.

Методлардан энг куп ишлатиладиган ва муз^им а^амиятга эта булга- 
ни тармотргар вачегаралар методидир. Бу методни 1960 йили Лэнд ва 
Дойг таклиф этишган булиб, кейинчалик унинг купгина махсус БСЧП 
масалаларини ечишда модификациялари топилган. Хусусан тармет^- 
лар ва чегаралар метода ^исман БСЧП масаласини ечиш учун з̂ ам 
ишлатилиши мумкин.

Бу гуруз^га тегипши методлардан яна бири адцитив алгоритмдир. 
У буль узгарувчили масалаларни ечишда ишлатилади. Бу алгоритм 
з̂ ум кетма-кет куриб чшрпплар сонини камайтириш билан характер- 
лчнади.
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1 . Тармо^лар ва чегаралар метод и
Бу алгоритм ̂ исман ва тула бутун сонли масалаларни ечишда ишла- 

тилади. Унинг гояси ̂ ар сафар масалани иккита чизшрш програм малаш 
масаласига келтириш, яъни тармов^лашдир. Шундан кейин з̂ ар бир тар- 
м о^аги ЧИЗШ9 1 И масалани ечиб ма^сад функцияни экстремум ̂ иймати- 
чегара топилади. Бундай тармок^лаш жараёни бутун сонли оптимал ечим 
топил иш ига к;адар давом эттирилади. Бизга 1$уйидаги БСЧП масаласи 
берилган булсин:

П

Ц * ) =  Z a0 ix i - *  т а х > (14-1)
/=1

п

'E a ijx i <biJ  = \,2,...,m, (142)
/> I
0< Xj < 0 1 , , / =  1 ,2 ,...,л, (14.3)

*,.(/' = 1 ,2 ,...,и ,)-бутун . (14.4)
Бундай масалани ечиш учун тармов^лар ва чегаралар метода к̂ уйи- 

даги ^адамлардан иборат булади:
1. Фараз ^илайлик (2), (3) шартлар билан п улчовли фаз ода чегара- 

ланган, ёпи^ ва ̂ авари^ G0 со^а ани^ланган булсин;
2. Gg со^ада (1) функцияга максимум *ршмат берувчи оптимал ечим 

топилади. Агар х 0 (4) шартни ̂ аноатлантирса, (1) - (4) масала ечилган 
булади, акс ̂ олда кейинги ̂ адамга утилсин;

3. L(x0 ) ни ̂  (G 0 ) дсб белгилансин ва кейинги итерацияга утилсин;
Биринчи итерация
1. Оптимал ечим х0 ни бутунмас компонента xi =  д;10аншр1ансин. G0 ни 

1^уйидаги усул билан Gx\  Gf2) тупламларга ажратилсин

С(<;) = ^ е С 0:х1.
G<2) =  { г  е  G0 : * , > [ * , 0] + i }

2 . ( 1 ) функциянинг тупламда оптимал ечими х,(1) топилсин. ( 1 ) 
функцияни G,(2) тупламда оптимал ечими дер1 топилсин. К^уйидаги белги- 
лашлар кнритилсин:

5 ( < ? ' 0 = ' . ( * ( | О и ( * р ’ ) - ' - ( * ! я )
3. Оптималлик шарти текширилсин:
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Агар х,(,) (18.4) шартни ̂ аноатлантириб

\  (с<‘> ) = т а х ( ф Г ) ,ф « > ] )

булса, у з^олда х,(() (41.1)-( 14.4) масалани оптимал ечими, акс з^олда кей
инги итерацияга утилсин; 

к+1 - Итерация.
Фараз ^нлайлик к та итерация бажарилган булиб, б']1' — I = 1,2,...,гк 

тупламлар з^осил ̂ илинган булсин.
Лекин (1) - (4) масаланинг оптимал ечими топилмаган булсин. У 

з^олда, фтщцаги усул билан ̂  (С*0),! = 1,2 ,...,гь лар ёрдамида исти^бол- 
ли туплам аншринадн.

1 . тупламни тармо^лаш учун х![у) ечимдан бутун булмаган ком
понент танлаб олиниб, ^уйидаш тупламлар тузилади

С% = { е С Г : х М * Л '}

2. Ма^сад функция (14.1) нинг 4 = 1,2 тупламда максимал 1$ийма- 
ти ва оптимал ечими топилсин:

4 ( с $ ) = 1 . ( х х ) ,ф % ) = ф х )
у(”) у(») л к./гл ка-

3. Оптималлик шарти текширилсин:
Агар -(14.4) шартни ̂ аноатлангирса, (7^? туплам кейинчалик тар-

мо^ланмайди ва у фиксирлаб ьуйилади. Бундан талщари

тенглик барча охирги тупламлар учун бажарилса, X ̂  оптимал 
ечим булади, яъни масала ечилган булади. Акс холда, тармо^лаш ите- 
рацияси давом эттирилади.

Алгоритмни чеклилигини (3) шарт таъминлайди. Шу билан бирга 
алгоритмдан куриниб турибдики, п, сони ̂ анчапик кичик булса, итера- 
циялар сони з̂ ам шунчалик кам булади. Яна шуни таъкидлаш керакки,

Х1 <  [х10 ] ёки х1 >  0 ] + 1  чегаралар янги чегаралар булиб, созвали кич-
райтиради ва шу билан бирга з^осил булган янги масалаларни ечиш
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учун аввалги жадваллардан фойдаланиш мумкин. Бунинг учун янги 
чсгарага мос сатр жадвал охирига в̂ ушиб ёзилади.

Тармсиргар ва чсгаралар метода айнш^са, бутун сонли чизшуш про- 
граммалаш масалаларини ечишда самарадор методлардан ^исобла- 
нади. Чунки, бу з^олда тармо^ланиш сони кам булиб, оптимал ечимга 
тезро!$ келинади. (14.3) куринишдаги чегараларни 1̂ уйидаги ¡̂ упшмча 
масалаларни ечиш ор^али топиш мумкин.

х, ->  шах, (1 0
я

* ^.»'= 12,•■•,*> (20
/-1

х, > О,, = 1 , 2 (30

Бунда = ^“]/= 1 ,- ,л 1, б^лада, бу ерда х°г /'= 1̂ 2,..., ,̂ (10 ма^сад 
функциясининг максима л »¡ийматидир.

П боб га ошд маш^лар

1 . К^уйидаги чизшрш про граммал аштириш масалаларини нормал 
куринишда ифодаланг:

а) б)
х, + х2 -> тах

З х ,+ х 2 ^ 1, х ,-2 х 1+х, =1,
2х\ -  х2 й 2; х, -  4х 2 + х3 < 1,

х ,> а ,

в) г)
х, + х2 + х3 -»  пдп X, -  хг + х3 ->• тах

— х3  ̂ 1, х, -  х2 = О,
х2 + х} £ 1 , х2 <, 1,

X, ¿0; Ху £  0;
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д)

X, à l ,  
х2 < lj

х, -  х 2 -  2 х ,  = Зх4 -*■ min 
X, - х 2 + х3 + х4 =1, 

-X , - х 4 <5,

ж)
X, - х 2 -X , - х 4 —> min 

X, +  х 2 -  х 4 й 1,

-X , + х 2 + х 4 < 1 ,

*2 +*3 =!.
X, > 0 ,х 2 >0;

и)
X, -  х2 -  х3 + 10х4 —> max 

х, + х2 + х 3 + х4 = 1, 
х2 + х3 + х4 = 1, 

х3 + х4 = 1,

х2 + х 3 > 1 0 ,
X, > 0 ,х 2 > 0 ,х 3 >0;

з)
х2 + х4 -> min 

—X, + 2 x2 + х3 + х4 = 1 , 
-  2 х, + х2 + х3 + х4 = 2 , 

Зх, + 2 х4 = 3,
X, ¿ 0,х2 ¿ 0,х4 >0;

к)
2 х, + Зх2 -»  mm

X, + 4xj ¿ 4, 

У2 ху + х2>Ъ,

Х2<4, 
х2 > 0 ;

2. Ю^оридагн а)-к) чизш^ли программалаштириш масалаларини 
каноник куринишда ифодаланг.

3. К^уйидаги тенгсиликлар системаларининг ечимларидан иборат 
со^ани геометрик тасвирланг

а)
jc¡ +  5 х 2 < 1 0 , 

3xt +  2 х 2 <  1, 

х, -  х 2 £  1 , 

7х, -  З х 2 й  1;

б)
х, +  х 2 <  2 , 

x¡ +  2 х 2 <  3, 

x¡ +  Зх2 < 4, 

X, - х 2 = 0 ;
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В) --------------------------------------------
X, + х 2 + х 3 < 1,

г)
0  < X, < 1 ,

x¡ > о ,i =  1,3; i  = 1,3;

д )
X, + х 2 < 1,

е )
X, + х 2 < 1,

X, + х 3 <  1, X, -  х 3 < 1,

х 2 + х 3 <  1; х 2 +  х 3 < 1;

ж )

X, + х 2 =  2 ,

з)
X, +  2 х 2 + х 3 = 4 ,

х 2 + х 3 = 2 , X, - х 3 = 2 ,

X, - х 3 < 0 , х 2 -  х 3 =  1,

х 2 >  0 ; х 2 >  0 ;

и )

х , +  х 2 +  х 3 +  х 4 =  4 ,

к )
х , +  х 2 +  х 3 +  х 4 =  4 ,

-  X +  х 2 +  х 3 +  х 4 =  3, х , -  х 2 +  х 3 -  х 4 =  0 ,

X, >  0 , /  =  1,4; X, >  0 , /  = 1,4;

4 . К^уйидаги чизшрш программалаштириш масалаларини график 
усулда ечинг:

а)
2 х, +  х2 —> шах

б)
X, +  2 х2 ->  max

X, +  Х2 > 1,
2 х, + Зх2 < 16,

X! + х2 < 1, 

Xj х 2 1>

4х, + х 2 < 12 , X! > 0 ,х 2 > 0 ;

X, > 0 , х 2 > 0 ;
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в) г)
X ,  +  х 2  - >  ш п  X !  -  х 2  — >  ш а х

° < Л Г 1 < 1 ,  1 < х , + х 2 < 2 ,
° * х 2 < 2 ,  2 < х , - 2 х г й З ,
О  <  х ,  +  х 2  <  3 ,  1 < 2 х ,  -  х ,  <  2 ,
- 1  £  х ,  -  х 2  <  О ;  х ,  > 0 , х 2  > 0 ;

Д) е)
-х , н-3х2 —> тах 2х, + Зх2 —> тах

*1 ~ х 2 < 2, х, + х̂  <18,
* ,+ х 2 >4, х, + 2х2 < 24,
Зх, + х 2 >6, 0 < х, < 12,

х ,> 0 ...х2 > 0 ; 0  < х2 < 8 ;

ж) з)
х1~х2- х 3 -> шах 2 х, + х̂  + х} —» п т

х, + х2 + х3 = 4 , х ,+ х 2 + х 3 = 4 ,

х ,- х г +х 3 £ 2 , х ,- х 2 + х 1 £ 2 ,
х, >0,1 = 1̂ ; *. >0,/ = 1,3;

и) к)
х, + х2 + Х3 + х4 —> т п

2 * 1  + Х2 — х3 + х4 = 3, х, + х3 = 2 ,
~ 2 х 1 + х ,  + х ,  - х ,  = - ! ,

х, > 0,/ = 1,4; х, £ 0,1 = 1Д;

5. Симплекс метод ёрдамида 1̂ уйидаги чизшрш программалашти- 
риш масалалари учун берилган режани базис режа булиш-булмаслиги- 
ни аншрганг ва ^уйидаги учта поддан ^айси бири уринли булишини 
анщутанг:

1 ) берилган режа оптимал;
2 ) масала ечимга эга эмас;
3) берилган режани «яхшилаш» мумкин.
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а)
-  х, + 2хг -  х3 ->  тах

б)
х, + 2х2 -  5х3 —» тах

х, -  х2 + 2 х3 = 0 , 

х, + х2 + 5х3 = 2 ,

х, -  Зх2 + 11х3 = -9  

Зх, -  х2 + 9х, = 5

X, > 0,1 = 1,3, 

х = (1Д,0)

в)
-  х, + 2х2 + 4х3 -*  т а х

х( > 0,/' = 1,3 

х = (3,4,0)

г)
х, + 4х2 -  7х3 ->  тах

х, - х 2 - х 3 = 1 х, -  х 2 + 7х3 =  1,
X, + Хг + Х3 = 3 х, - 2 х2 + 1 0 х3 = 0 ,
х( > о ,/ = 1,3 х( > 0 , 1  = 1,3,

х = (2 ,1 ,0 ) х = (2 ,1 ,0 )

д) е)
х, + х2 + х3 -> тах х, + 2 д̂  -  х} + х4 —> тах
-  2х, + х2 + х3 = 4, 2 х, + 3 x2 + х3 + х4 = 6 ,

-  х, + 2 х2 - х 3 = —1, х, + 2х3 + х4 = 4,
х, > 0,/' = 1,3, х,. > 0,/ = 1,4,

Зс = (0,1,3) х = (2 ;0 ;0 ;2 )

6 . Куйидапт масаларни дастлабки х 0 режадан фойдаланиб симплекс 
метод ёрдамида ечинг:

а) б)
х, -2хг + х3 -> тах х , + х 2 + х 3 ->  т а х
х, +4х2 +х3=5, -  +  х3 = 2 ,

*' ~ ^ х 2 ЗдС, -  х г + Х3 = О
X; >0,1 =1,3, х, > 0 ,1  = 1,3
х° - ^  х 0 = (0 ,1 ,1 )
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в)
2х, +  х2 +  Зх3 +  х4 —> птах 

х 1 +  2 хг +  5 х 3 -  х 4 = 4 ,  

х, -  х 2 -  Xj +  2 х4 =  1, 

х, > 0 ,1 =  1,4 , 

х0 =  (0,0,1,1)

д )
х, + 2х, + Зх3 — х4 —» max 
х, — 3xj -  х3 -  2х4 = -4,

X, -  Х2 +  X, = 0 ,

х , ¿ .0 ,» =  1,4, 

х0 =  (ОДД.О)

г)
бх, +  х г +  4 х 3 -  5 х 4 —> max 

Зх, +  х 3 — х3 +  х 4 =  4, 

5х, +  х 2 + х 3 —х 4 = 4 ,

— х, i  0 , » =  1,4,—  

х0 =  (1,0,ОД)

е)
х, +  х г + х 3 + х4 —> max 

х, +  Зх2 +  х 3 +  2 х 4 =  5,

2х, - х 3 +х4 =1, 
х, S: 0 , /  =  Та , 

х0 =  (0,1,0,1)

ж ) з)
х ,  +  х 2  +  х 3  +  х 4  —> max х ,  +  х 2  +  а х ,  —» max

х ,  +  х ^  +  х 3  +  З х 4  =  3, х , + х 2 + ( 2  +  а ) х з  = 3  +  а ,
х ,  +  - х 3  +  х 4  = 1 ,  х |  - х 2  +  ( < 3 - 2 ) : . ,  = а — 3 ,

x , - x 2 + x 3 + x t = \ ,  X,  > 0,1 =  13,

х ,  >  0 , /  =  Ъ 4 ,  а *  0 , х 0 =  ( 0 , 1 , 1 )
xf = (0,0,0,1)

7 .1 бобга оид масалалар туркумидаги 1-4 масаларнинг математик 
моделларини чизшуш программалаш масалалари сифатида ^араб улар- 
нинг ечимини топинг ва иктисодий талкин этинг

8.К^уйидаги масаларни сунъий базис усу ли ёрдамида ечинг:

а )  б )

х1 + 2 x z -  х 3 + х 4 -»  max х, + х 2 -> max
х, +  х 2 - 2 х 3 +  Зх 4 < 1 , Xj —х 2 ^  1,

2 х ,  - х 2 -  х3 + З х 4  <  2 ,  х 2 -  Ху < 1 ,

х , .  £  0,г =  1,4; х ,  +  х 3  <  2 ,
х, > 0,/ = 1,3;
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в)
х, + 4х2 + х3 -> max

г)
X, -  10дс2 + х3 -» шах

* 1  - * 2  +  Х 3 = 3 ,

2х, -5x2  - х 3 =  О, 

ж, > О,i = 1,3;

д)
X, -  5х2 -  х3 + х4 —► max 

X, + 3 х 2 + 3xj +  х 4 = 3 , 

2х, + Зх2 - х 4 = 4 ,
X, >0,¿ = M;

ж)
Зх, +5х2 +4х, -»  max 

Зх, + 4х2 + 2х3 S 9,
2х, + 5х2 + х} < 8 ,

X + 2х2 + 4х3 к 7,

X, к О, i = 1,3;

9.К^уйидаги масалаларга мос бу 
зинг:

а)
2 х, + Зх2 -»  max 

2 х, + Зх2 < 6 ,

X, + 4х2 < 4,
X, > 0,х 2 >0;

2 х, — 1 1х2 - 1 4х3 = -26,
2х, + 29х2 + 14х3 = 30,

X, > 0,/ = й ;

е)
X, + х2 + х3 + хА -> max 
4х, + 2х2 +5х3 -  х4 =5,
5х, + Зх2 + 6 х3 -  2х4 = 5,
Зх, + 2х2 + 4х3 -  х4 = 4,

X¡>0,i = h4;

з)
12х, +27х2 + 6 xj —> min 

2х, + Зх2 + 2х3 > 14,
X, + Зх2 + х3 > 6 ,

6 х, + 9х2 + 2х3 > 22,
X, > 0,1 = 1,3.

я  иккиланма масалаларни ту-

б)
X, -1 0 х 2 -»  min 

2 х, -  х2 > О,

X, -  5х2 > -5 , 
xt > 0,х2 > 0;
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в) г)
Зх, + 4хг +5х3 + 6 х4 -> п т  2х, +3х2 + 2х3 -> ¡ т

2х, + х2- х 3 + 5х4 > 5, 4 х ,-З х 2 - х 3 =4,
4%—2щ + Ху + 4х„ ^ 4 , 2х,—щ+$хг =А,

х, £ 0,1 = 1,4; Зх, + 4х3 = 7,
х,. > 0,/ = 1,3;

Д) е) ^
х, + х 2  + х 3 +  х4 —> та х  Зх, + 7х2 + 6 х3 + 5х4 -*  т а х

х, + Зх2 +  7х3 - х 4 = 6 , 4х, + Зх2 + 2х3 - х 4 =  7,

х, - х 2 ~ х 3 + 3 х 4 = 2 ,  х, - 2 х 2 - 5 х 3 -З х 4 = - 1 2 ,

х, >  0 , 1  =  1,4; х, > 0 , 1 =  1,4;

Ю.К^уйвдаги масаларни иккиланма симплекс метод ёрдамида ечинп

а) б)
4х, +2х2 -Х з  - » т а х  Зх, + 8 х2 +5х3 - » т а х

х, + 2х3 = 4, х ,+ 3 х 2 <4,

х, — х 2 =3, Х[+2Х 3 <7,

- 5 х , -З х 2 +Х3 = -10 , Х| + 3х2 + 2х3 < 12,

х ,+ 6 х2 - х 3 = 5, х 1 > 0, /' = 1,3;

х, к  0,/ = 1,3;

в) г)
4х, +3х2 +5х3 - »  та х  -2 х ,  +3х^ + х 3 - »  та х

х, +  Хг +  х3 < 8 , Х[ + х 2 + х3 > 6 ,

2 х ! - х 2 + Зх3 > 1 0 , - 2 х, - х2 + 2 х3 < 4 ,

З х ,+ 2 х 2 + х 3 > 12, -2 х ,  + 3 хг  +  Зх3 < 7 ,

х , > 0, / = 1,3; х ;. > 0,/ = 1,3.

1 1 . К^уйидаги транспорт масалаларининг дастлабки режасини ши- 
моли-гарбий ва минимал харажатлар усулвда топинг ва ма^сад функ- 
циянинг мос ̂ ийматларини та^осланг.
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а)

ai
40 60 70

90 4 4 5
30 6 2 3
50 4 5 8

б)

ai ^
45 65 75

95 2 4 5
35 2 6 4
55 1 5 6

ai ^
25 27 28

29 4 2 1
31 3 6 8
20 1 4 5

ai \
35 45 50

30 3 2 1
40 4 2 5
60 1 2 3

Д) «)

ai \
40 25 20 50

60 5 4 1 2
40 4 2 6 3
35 7 3 5 4

\ b j
a i^ v

20 30 20 20

20 4 1 5 3
30 2 6 4 7
40 5 3 6 4

12. Куйидаги транспорт масалаларини потенциаллар у су ли ёрдами- 
да ечинг:

а)

Xai ^
30 40 2 0

2 0 7 5 3
40 4 6 1

30 3 2 4

б)

ai
20 25 30 25

40 4 2 5 7
30 6 0 3 1
30 5 4 2 6

13.10 масалалар туркумидаги а)-«) масалаларня потенциаллар усу- 
ли ёрдамида ечинг.

14. TÿpTTa омборхонадан бешта савдо шохобчасига картошка та- 
шиб келтирилипга лозим булсин. Ташиш харажатлари ̂ уйидаги жад- 
вал куринишида берилган:



- —-Савдо шахобчалари 

Омборхоналар —

В, в2 в., В4 в 5 Омборхонадан 
чикарилган юклар

А1 4 2 3 б 1 50
А2 5 3 4 2 6 160
АЗ 3 4 7 3 2 70
А4 2 6 5 4 3 100

Савдо шохобчаси кабул 
килган юклар

80 100 90 50 60

Ташиш харажатлари энг кам булган режани ани^ланг. Бу срда юк- 
лар тоннада, тарифлар минг сумда ифодаланган.

15. Очщ моделли транспорт масалаларини счинг:
а)

ai
25 30 40 15

30 4,5 3,0 2,7 1,5
40 4,2 2,3 4 6,2
30 1,6 5,4 3,6 4,4

б)

\ b j
ai \

20 50 45 30

40 6,5 4,3 V 4
50 3 7,4 3,5 6,3
30 4,3 5,7 6,5 3,8

Ю^орида курилган БСЧП методлари ёрдамида ечиш мумкин булган 
куйидаги мисолларни берамиз (бунда, п масалан, талабанинг руйхат- 
даги тартнб номерн булиши мумкин).

16. Циклик алгоритм ёрдамида ечинг.

1) 2)
х0 = 3 + х, + 1 0 х2 ->  max х0 = их, + их2 + х3 -» max

х, + 2х2 < 20, пх]+1х1+ 22х3 < 22 + и,
-З х , + 2 х2 < 16, 2 х, — лх2 + 6 х3 < 6 ,
х, -  5х2 < 9, 2х, — 5х2 + лх3 < 8 л,

XpXj > 0 -бутун; -  и х ,  +  х 2  +  х 3  <  1 ,  
х , ,  х 2 ,  х 3  >  0 - б у т у н .
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17. Тула бутун сонли алгоритм ёрдамида ечинг.

1)
х0 = 2 -Зх, -  х, —> тах 
-4 х , + 3х2 < 40,
2х, -  х2 <15,
4х, + ЗХз ^ 38, 
х,,х2 >0-бутун;

18. Тугри алгоритм ёрдамида счииг.

2)
х0 = - 2 их, -  х, -  ях3 -  
х, + их2 + Зх, > 8 ,
-  х, + пх2 + их3 < 14и, 
ях, + х 2 + х 3 ^ 15, 
х ,,х 2 ,х 3 > 0 -бут ун.

тшх

1)х 0 = 2  + Зх, + 4х2 -»  шах 
Зх, + 2х2 ^ 7,
Зх, + х2 < 6 ,
5х, +5х2 <16, 
х ,,х 2 £ 0—бутун;

2)
х„ -п  + х, + их2 + 2их3 —»тах 
-их, +6х2 + х 3 <6,
-  Зх, + (10 + л)г2 ¿10,
5х, -  3x2 + (7 + л)гз  ̂7,

Зх, -6 х 2 <12, 
х, ,х2,х3 ¿0—бутун.

19. Тармо1у1ар ва чегаралар алгоритмни ёрдамида счииг.

1 )
х 0 =  1 -  х, -  х 2 + 2 х 3 —> тпах 

х, +  х 2 +  Зх3 й  4, 

х, -  2 х 2 +  х3 < 2 , 

х „ х 2,х 3 £  0 , -  бутун;

2)
х, = х, +тщ -> шах 
-их, + 2хг <4л, 
Зил; -  2х3 < 6 л,
4лх + 3х2 ¿32л,

0 ̂  ^ 6,
<Кх3 ¿54, 

Л-бутущ



I I I  Б О Б

Математик дастурлашда функциянинг чекли фазо тупламларида 
экстремумини тадщш$ этиш билан шугулланувчи булимини -  чизш^сиз 
программалаштириш деб аташади. Белгилар ёрдамида масалани ^уйи- 
дагича ифодалаш мумкин:

/ ( х ) - > е х 1 г , х е Х .  (* )

Бу ерда, /  (х)х е Я", текширилаётган функция булиб, унинг табиати 
турлича булиши мумкин (масалан, узлуксиз, силли^, чизи^сиз, чизшрш, 
йуналиш буйича дифференциалланувчи ва ш.к.). Шунингдек, X  туплам 
^ам умуман олганда турлича табиатли булиши мумкин (чегараланган, 
чегараланмаган, чизгауш ёки чизи^сиз муносабатлар билан аншрганган, 
1$аварш$, ёпик;, очш$ ва ^.к.). Функция ва тупламнинг хусуснятларини 
инобатга олиб, (*) масалани чизш^сиз программалаш деб аташ ма^садга 
мувофшущр.

Хусусан (*) масаланинг ушбу

/  (дг)—► е х & ,х  е г Я л

куриниши шартсиз экстремум масаласи деб аталади ва бу масала ай- 
рим функциялар синфи учун уфгвчига мактаб курсидан ^амда олий 
математика курсидан маълум.

М аз кур булимда (*) масалани айрим функциялар синфи з^амда X  
тупламнинг баъзи махсус куринишлари учун урганамиз.

1-§. Шар тли экстремум масалалари

Дейлик, п улчовли 11° фазода /  (х), #,(х), g1 (х)г. ̂ „ (х) скаляр функ- 
циялар берилган булсин. К^уйидаги

Ч И З И Ц С И З  П Р О Г Р А М М А Л А Ш Т И Р И Ш

£„(*>£ о
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тенгсизликлар системасини ^аноатлантирувчи барча XJC 6 R n, ну]$та- 
ларичидан шундай jc°^c° е  R "нувргани аншргангки, у иут^тада f ( x )  фун
кция минимумга эришсин:

/  (х°) = min / (х ) .
Аншргак учун масалада минимум з^а^ида суз юритдик. А гар f ( x )  

функция минимумга эришган нуь^гада - f ( x )  функция максимум га эри- 
шишини инобатга олсак, бу масалани умумий деб ^араш мумкин. 
Ш ундай ̂ илиб, масала ̂ уйидагича ифодаланиши мумкин:

/ ( j t ) - » m i n  (1.1)

g i ( x ) ü O j  = l m j c e R ”. (1.2)
Бу ерда (1.2) чеклашлар асосий шартларни ташкил этади. Шу сабабли, 
(1.1)-(1.2)масаланингечимибулган х° = (х1° ,х ° ,..,х “) ну^ташартлими
нимум нут^та дейилади. Бу нут^тани излаш масаласига эса шартли мини

мум масаласи дейилади. Агар X  = \х : £ , ( х)^ i = х е  R") деб 
белгиласак, (1.1)-(1.2) масалани (*) масаланинг хусусий з^олн эканлиги- 
ни пай^аш ^ийин эмас. Ю ^оридаги (1.2) шартларни ̂ аноатлантирувчи 
ну!£галарни жоиз ну!£галар деб атаймиз.

(1.1)-(1.2) масалани ихтиёрий табиатли функциялар синфи учун урга- 
ниш мушкул. Шу сабабли мазкур булимда бу функцияларни барча ар- 
гументлари буйича узлуксиз ва узлуксиз дифференциалланувчи деб 
фараз вршамиз.

К^аралаётган масалани урганишга 1$улайлик тугдириш ма^садида, 
ёрдамчи узгарувчилар киритиш з^исобигауни 1̂ уйидагича, чеклашлари 
тенглик тарзида булган масалага келтириш мумкин.

Лемма. Чеклашлари тенгсизлик тарзида булган (1.1)-(1.2) масала 
куйидаги

/ ( * ) - >  m in  (1 3 )

g i ( x ) + x tn+i =  0 ,  i  =  l , m ,  (1.4)

масалага эквивалент.
Бу ерда х пН лар ёрдамчи узгарувчилар булиб, эквивалентлик ь^уйи- 

даги маънода: агар х° = (х,°, х ° , х ° )  жоиз ну^та(1.1)-(1.2) масаласи- 
нинг ечими булса

х "    [-«.(*■)?) а-*)
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Hyifra (1.3)-( 1.4) масаланинг ечими булади.
Исботн. Дейлик, х п = (х,°, х \ , x“) Hyifra (1.1)-(1.2) масала ечими 

булиб, унта мое (1.5) нукрга (1.3)-(1.4) масаланинг ечими булмасин. У 
з^олда (1.3)-( 1.4) масаланинг шундай жоиз Hyifracn

) =  f e r n
топиладики, бу Hyijra учун 1^уйидагилар уринли булади:

/(* )< /(* " ) ,
=0,

бундан

/(? )< /(* ° ) ,  
g,(x)= - ^ < 0

келиб чи^ади. Бу эса х° ну1^тани (1.1)-(1.2) масаланинг ечими дейили- 
шигазид.

Энди, дейлик, Х° Hyifra (1.3)-(1.4) масаланинг ечими булиб, м осх0 
Hyifra (1.1)-(1.2) масаланинг ечими булмасин. У  з^олда шундай бопп^а 
х* жоиз Hyifra топиладики,

/ ( * ’) < /(* ° )>  (1.6)

& ( х ') £ ( м - £ м  С1-7)
шарт бажарилади. Агар х* н у к ал и

=  [ -  S ,  ( * *  2  х'п+т =  [ -  g m ( x  3  ^

кабину^таларбилантудцирсак,з^осилбулган{х*, х*( JC*.„ ] жоиз 
Hyifra учун (1.6)-( 1.7) муносабатлар ёрдамида

муносабатга эга буламиз. Бу эса Х° нувргани (1.3)-( 1.4) масаланинг ечи
ми деб олинишга зид. Лемма исботланди.

Ю ^оридаги лемма шартли минимум масаласини чеклашлари тенг- 
лик тарзида булган 3f олда урганиш кифоя эканлигини асослайди. Ш у 
сабабли, белгилашларни са^лаган олда ушбу

/  ( * ) - >  m in  (1 .8 )
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£ , ( * ) =  0> i = I ,т, x e  Rn, (1-9)
шартли минимум масаласини асосий масала сифатида тадк;и  ̂этамиз.

Таьриф. Ю^оридаги (1.8)-(1 -9) масалада f(x) функциях0 жоизнурада 
нисбий шартли минимумга эришади дейилади, агар шу ну1данинг етарли 
кичик атрофидан олинган ихтиёрий жоиз Hyiga х учун

/ ( х ° ) < / ( х )
шарт бажарилса.

К[уйида, ^аралаётган масаланинг шартли нисбий минимум ну^та- 
сини топиш билан шугулланамиз.

2-§. Шартли экстремум масаласини номаълумларни 
йщотиш у сули билан ечиш

Дейлик, (1.8)-(1.9) масала ^аралаётган булсин.
Агар m <n булса, баьзи ^олларда (1.9) тенгликлардан номаълум- 

ларнинг m тасини долган n-m таси ор^али ифодалаш мумкин булади. 
К^андай шартлар бажарилганда бундай булиши вуйидаги леммадан
куринади. ___

Лемма. Агар g ,(* ) =  0^ =  1 ,т , тснглнкларда х=х° нук г̂ада

' dg, (t° )a g 2 (cn)  d g „ (c ° )  

дхх йх, бх,

d g ^ ° )d g 2(c0)  dgm(c°)  (2Л)

, дхп дхп дх„ ,

матрицанинг ранги m га тенг булса, яьни нолдан фар1уга бирорта т -  
тартибли минор топилса, х° н у^ а  атрофида (1.9) тенгликларни m та 
номаълумларига нисбатан ечиш мумкин булади.

Бу леммаюгаг исботи ошкор булмаган функциянинг мавжудлиги 
^акрдаги теоремадан келиб чи^ади.

Дейлик, царалаётган масала учун (2.1) матрицанинг ранги m га тенг 
булсин. У ^олда масаладаги номаълумлардан m тасини «йу^отиш» 
мумкин.



Хдои^атан, ю^оридаги леммага кура (аншушк учун дастлабки ш та 
узгарувчиларганисбатан) куйидагиларга эгабуламиз:

* 1  —  Ф |  ( * ш + 1  > • • • » * « ) »
Х2 =<PÁx *+i *„ ) >
  (2-2)

* «  =  Ф„,

(2 .2 ) ни (1 .8 ) га 1$йиб,

/ ( * )  =  / ( * =

/  (ф]С*ш+1»—»*/?)» Фг (*х+1 »•••»*„)> •••><P/n(XB+l>,">I ii)> *m+l>—>*л)=

(2.3)
масалага эта буламиз.

Теорема. Ю^оридаги (1.8)-(1.9) шартли экстремум масаласи (2.3) 
шартсиз экстремум масаласига эквивалент.

Бу ерда эквивалентлик шу маънодаки, агар х° =  ] жоиз
ну^та(1.8)-(1.9) масалаиинг шартли нисбий минимум нураси  булса, 

{:“+t, J  жоиз ну^та (2.3) масаланинг шартсиз минимум ну^таси

булади ва аксинча, (х ^ +1 жоиз Hyifra (2.3) масаланинг шарт
сиз минимум ну^тасн б?лса(ф)(х°+1,...,*„») ф Д х ^ , . x°t„.„,x°J
нуцта (1.8)-(1.9) масаланинг шартли минимум ну^таси булади.

Бу теореманинг исботи тескарисини фараз ipunnn йули билан амал- 
га оширилади.

У су л ни анш$ бир масалада намойиш этайлик.
Масала. К^урилиш майдончасидан тугри магистрал йулгача булган 

масофа 9 км. булиб, магистрал буйлаб 15 км. узиуш кда бош^арма 
жойлашган. Зудлик билан боцщармага бориш зарурати туттщди. Агар 
уловнинг магистрал йулгача булган тезлиги 8  км/с, йул буйлаб 1 0  км/с 
булса, энг к;ис^а вав̂ т ичида бош^армага бориш учун ^андай йулни 
танлаш керак?
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Ечнш: Дастлаб масаланинг математик моделини тузайлик. Ани^- 
лик учун магистрал йулнинг изланаётган нурасини С ор^али белги- 
лайлик. Агар ь у̂рилиш майдончасини А ор^апи, бопп^армани Ц, йулнинг 
майдончага энг я^ин нурасини В ор^али белгиласак (2.1 -чизма) маса- 
ла шарти ь^уйидагича ифодаланади:

min

А В 2 + В С 2 -  А С 2 = 0
Бу ерда ТАС ва Тсд мос масофаларни босиб утиш учун кетадиган 

в а р .

А 9т В

1

_____________________
С

\ \
\  '  \

Д4'.

Е
1 3 ш 2.1-чизма

АС=х,, ВС=х2 деб белгилсак, ь^уйидаги

х, 1 5 -х ,
— + --------- -»  ПИП

8  1 0
(2.3)

9 2 + х \ - x f  = 0 (2.4)

шартли минимум масаласига эта буламиз. (2.4) шартдан

х, =y¡xl +81
^ийматни топиб (2.3)га 1̂ уйсак, яъни х ни «йу^отсак», ушбу

F (  ) = ¿ ^ 8 T  + 1 5 -x 1 _ >min
4 2'  8 10 

шартсиз минимум масаласига зга буламиз.

Г (х 2)=-
8 - ^ 2  +81 10

шартдан х=12 ва F*(x2)>  0  булганлиги туфайли х2=12 да функция
минимумга эришади.



Демак, энг ьркя̂ а варда манзилга етиш учун Д нурадан 3 км. говори
ла жойлашган Е нурагача дала буйлаб, ЕД масофани эса магистрал 
йул буйича босиб утшп керак экан.

Номаълумларни йу^отиш усули з̂ ар доим ^ам яхши самара бера- 
вермайди. Баъзи ̂ олларда номаълумлардан бирини бош^аси ор^али 
ифодалаш мушкул булиб ^олади. ^а^щ атан, ь^уйидаги масалани 
^арайлик

х ,3 -  Хз -> extr, (2.5)

X,5 +  ( х ,  -  Х 2 У + х \ =  2. (2.6)
Бу масалада (2.6) тенгликдан номаълумлардан биринчи иккинчиси 

ор^али аналитик ифодалашнинг ¡ршинлигини изозугашга з^ожат йуь;.
Шу сабабли, шартли минимум масаласини ечишнинг бош^а усул- 

ларини келтириш зарурати пайдо булади. К[уйида шундай усуллардан 
бирини келтирамиз.

3-§. Лагранж купайтувчилари усули

Дейлик, 1^уйидаги шартли минимум масаласи ^аралаётган булсин:

/  (* ) -»  m in (31)

g X x ) = O J  = \ , m , x e R n. (3.2)
Лагранж купайтувчилари деб аталадиган ёрдамчи

X =-^.0^ .}=  тп + \-улчовли вектор ёрдамида тузилган
ушбу

F(p, ÄT)= / (х >  (х)+ ... + Xmg m (х)
функция Лагранж функцияси деб аталади.

Теорема. Агар (3.1)-(3.2) масалада х° жоиз н у р а  шартли нисбий 
минимум н у р а  булса, шундай бирортаси нолдан фар^ли булган 
Х0 Д ,,... Д  m сонлар топиладики, шу н ур а Лагранж функцияси учун ста
ционар н у р а  булади, яъни

(3.3)
дх

Исботи. Агар (3.3) ни ёйиб ёзсак, у 1̂ уйидаги куринишни олади:

jt .afe!)+x1aifc)+...+l>a ^ ) =0.
дх дх дх
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д /(* 0) % |( * 0)  д8 » (? ° )  (3.4)
дх ’ дх дх

т + 1 та векторнинг чизиь^гт боглик эканлигини англатади. Т ескариси- 
ни фараз ^илайлик, яъни (3.4) векторлар чизшуш эркли булсин. К^уии- 
даги тенгламалар системасини »¡арайлик:

/ ^ ) - / ( с° ) - е  = 0 ,

& (*)=<>>
  (3.5)

£„(*)= о.

Бу тенгламанинг унг томонидан иборат вектор-функцияни С?(х, б ) деб 
белгиласак, (3.5) ни

С (х ,е )=  0
куринишда ифодалаш мумкин. Бу тенгламада (х°,0) н у р а  атрофида 
ошкор булмаган функциянинг мавжудлик шартлари бажарилади:

\ ) с (? ° ,о )= о ,

Бу эса ушбу

2) ж к 0.о )  _  Дс; \ У  (*°)  &  X  *  о.
дх ’ дх т ’ дхдх

Демак, Е =  0 атрофида т + 1 улчовли (дейлик, дастлабкит+1 узгарув- 

чига нисбатан) х  =  х (е )  функция мавжуд. Буни 
Хт+2 (б )=  х°+ 2 х„ (е )=  х°п лар билан пулчовли ̂ илиб тулдирсак

х, =х,.(е)г' =  1,и,
функцияга этабуламиз ва в =  0  атрофида функция (3.5) тенгликни^ано- 
атлантиради:

/ ( х ( е ) ) =  / (х ° )+ -е ,

^ (х (в ) )= 0 ,

£«(*(е ))= ° - 

Жумладан, < 0 учун, х =  х(е )  жоиз нурада
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/(х (е))<  / И
га эга буламиз. Бу эса х° ни ниобий минимум дейилипи'а зид. Теорема 
исботланди.

Изоэ£. К^аралаётган масалада номаълумлар сони п + т + 1  та булиб 
(х ,,...,х п; А ,, А , , , Х „ ) ,  уларни аншугаш учун Лагранж купайтув- 
чилар усули п+ш та тенгликдан иборат булган муносабатларни беради

. Демак бу усул ёрдамида умуман

олганда, номаълумларни бир ^ийматли топиб булмайди. Биро^ Лаг
ранж купайтувчилар ̂ оидасининг магзини ифодаловчи (3.3) тенглик 
Х0  ̂ к у п а й т у в ч и л а р г а  нисбатан бир жинсли булгани учун, агар 
Х0  Ф 0 булса, барча тенгликларни А.„ га булиб,

каби купайтувчиларга эга булишга имкон беради. Натижада, бундай 
купайтувчилар учун Лагранж функцияси

¡ ( х ) + \ ^ Х х ) + - - + К ё Л х )

каби куринишга эга булади. Бу ерда. X = ( > , Хт )
Таъкидлаш лознмки, ^ар доим ^ам Х,0 Ф 0 деб олиб булавермайди. 

Фнкримизнинг исботи сифатида бир мисол келтирайлик.
Мнсол.

/(* )= * , + х 1  ч т ш ,  

g ( x ) = x l - xl=  О
булсин. Бу масаланинг ечими (0,0) нурадан иборат эканлиги равшан.
Биро^, бу н урада

/ г( х 1, х 2 , Х ) = х 1 + х 1  +  х ( $ 1  - х 1 )  

функция учун Лагранж купайтувчилар ̂ оидаси уринли эмас:

—  =  1 + 3 ^ ,  
сЬс, 1

 =  2 х , -2 Х х 7.
д х 2

Бу эса *;ачон А,0  ^  0  деб олиш мумкинлигини урганиш зарурлигини та- 
^азо этади.
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Лагранж купайтувчилар ̂ оидасидан куринадики, агар Х,0  Д ,,..., 
купайтувчилар булса, ихтиёрий к Ф Осонучунк \ , . . . , к Х т ̂ ам Лаг
ранж купайтувчилари булади.

Таъриф. Агар шартли нисбий минимум нурага мос келувчи Лаг
ранж купайтувчилари орасида 0 ^ А т кабилари булмаса, м оснура  
нормал н у р а  масала эса нормал масала деб аталади.

Нормал масаланинг тад^ик;от учун ̂ улайлиги 1$уйидаги леммадан 
куринади.

Лемма. Нормал масала учун Лагранж купайтувчилари мавжуд ва 
ягонадир.

Исботи. Мавжудлиги Лагранж функциясининг бир жинслнлиги ва 
А,0 Ф 0 шартдан келиб чи^ади ва купайтувчилар 1 ^  ,...,Я ,т куринишга 
эга булади.

Дейлик, х° шаргли нисбий минимум ну1д а  булиб, унга икки хил Лагранж 
купайтувчилари мос келсин: 1Я1,..., "кт ва 1/х, Бу ерда^еч булмаса
бирорга к учун Хк Ф а  ,к- Яъни 1̂ уйидаги муносабатлар уринли булсин;

4-§. Нор мал масалалар

дх дх дх

Й ! ) + а , § ь к ) + „ + 0 . ^ 4 ! ) =  о.
л  1 л  Ш «дх дх дх

Булардан бирини иккинчисидан айириб,

муносабатга эга буламиз. Бу эса х° нурага

каби купайтувчи мос келаётганлигини курсатади ва бу зидлик лемма- 
ни исботлайди.

Теорема. К^аралаётгая (3.1)-(3.2) масалада х’ жоиз н у р а  нормал 
н у р а  булиши учун у нурада

д 8 ] ( х ' )  д 8 т ( х ' )

д х  ’ д х
(4.1)

векторларнинг чизшрш эркли булиши зарур ва етарлидир.
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Исботи. Дейлик, х' нормал н у р а  булиб, унга мос (4.1) векторлар 
чизшри богли^ булсин, яъни шундай Р,, Р2>—> Рт (бирортаси нолдан 
фарьрш) сонлар топилсинки,

ох дх
уринли булсин. Бу муносабат эсах’ нуктага 0 , Р , Р т купайтувчилар 
мос келаётганлигини англатади. Бу эса нормалликка зид.

Энди, дейлик, (4.1) векторлар чизшрш эркин булиб, х’-нормал н ур а  
булм асин.У ^олдаш ундайО ,^,...,^  купайтувчилартопиладики(би
рортаси нолдан фарь^ии булган):

о » £ ) ч . * й + . . ч ^ Ю , о
дх дх дх

булади. Бу эса (4.1) векторларнинг чизи^ли боглшршгини англатади. 
Бу зидлик теоремани тула исботлайди.

Изо^. Нормал масала учун Лагранж купайтувчилар ^оидасининг 
асосий муносабатлари

дх ’ дк
куринишда булиб, п+ш та тенгликни ташкил этади. Бу тенгликлар эса 
п + тта  номаълумларни яъни Х],Х2,...,Хпва.Х[,Х2,...,Хт ларни бир ̂ ий- 
матли топишга имкон беради.

Масала. Маълумки, нефт савдосида улчов бирлиги сифатида бар- 
рел (бочкача) ишлатнлади. Сигими бир баррел булган цилиндрик идиш- 
нинг улчамлари ^андай булганда уни ясашга кам металл сатз̂  кетади?

Ечиш. Дастлаб масаланинг математик моделини тузайлик. Идиш 
асоси радиусини х ,, баландлигини х2 ор^али белгиласак, {{уйидаги ана
литик масалага эга буламнз (4.1-чизма).

4 .1 -чизма



2 ш х +  271х,х2 - >  т т  

щ 2х 2 =  У0

(4.2)
(4.3)

Бу ерда У0 - идишнинг 1 баррелга мос сотими. (4.2)44.3) масала шартли 
экстремум масаласидир:

/ (х,, х 2) =  2пх? + 27СХ,Х2 - » гшп,
г(х1)хг)=та12х2 -И0 = 0 .

Масалани нормалликка текширайлик:

5^(х, ,х2) йх, ' 2лх, -х2'
д х %

_ _ 2  
ч71*' у

* 0
(4.4)

чунки шартга кура х > 0 ,  х > 0

Демак, Лагранжи инг нормал функциясини тузиш мумкин:

^ ( х 1,х 2 ,А-)= 2 к х х +  2 7 « , - х 2 + А,(сс,2дс:2 - Р 0)- 
Купайтувчилар ^оидасига кура, агар (х,, х2) экстремал н у р а  булса, у 
нурада

д р ( х 1, х 2 , ‘к ) _  +  2 Ш ^ +  2 Х 'юс1Х 2 =  0 ,

дху

д х 2

0 ,

тенгликлар уринли булиши зарур. Бу тенгламалар системасини ечиб,
х 2 =  2 дг,°ни топамиз, яъни энг кам материал сарфлаш учун бочка- 
нинг баландлигини асос айланаси диаметрига тент ^илиб олиш за
рур экач.

Агар бочкалар шу усулда ясалса, ирисодий самара энг ю^ори були
ши шуб^асиздир.
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5-§. Шар тли минимумнинг етартишк шарти

Лагранж купайтувчилари усули зарурий шарт булиб, жоиз н у р а , 
^араластган функциянинг шарт ли минимум нураси булса ̂ ам, макси
мум нураси булса ^ам у нурад а  (3.3) шарт бажарилаверади. Бу ну^-

Таьриф. Агар шундай т+ 1  улчовли вектор А. топилса ва х° нук^гада
(3.3) тенгликлар бажарилса, ^аралаётган (3.1)-(3.2) масалада х° жоиз 
н у р а  шартли-стационар нур-а дейилади.

Теорема. Дейлик, 1̂ аралаётганмасалада/ (х), £,(*)> { =  Ъ т > функци- 
ялар х° н у р а  атрофида икки марта дифференциалланувчи булсин. Шар
тли-стационар нуранинг шартли нисбий минимум н у р а  булиши учун

квадратик форманинг ани^ мусбат булиши етарлидир.
Бу теоремани исботсиз ^абул 1$илиб, унинг асосий шартларини таб

лиц ь^илайлик. (5.1) ва (5.2) ифодалардаги Т белги транспонирлаш бел- 
гиси булиб, (5.1) тенглик g ( x )  =  0 гиперсиртга (бу ерда

таларни фарргаш учун етарлилик шартини келтирамиз.

дх
(5-1)

ги пертекисликда

(5.2)

£ ( * ) = ( # ,  ( х ) ,  Ж = Х° нурада утказилган уринма ги-
пертекисликни ифодалайди (5.1-чизма)

5.1-чизма
Демакки, (5.2) ш арт (5.1) гипертекисликда
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d 2F ( f °  Д )  

дх2
матрицанинг мусбат ани^ланган булишияъни (5.2) квадратик форма- 
нинг мусбат атпрганган булишини англатади.

Бу шартни 5-§ даги масалага фшлаб курайлик.
Масалада (5.1) гипертекислик

' d g d g

д х 2у U a J
тснгликдан иборат б^либ, уни (4.4) ёрдамида ёзсак,

2ш хХ2 • у, +7ЕС\ у 2 ~ О
еки

2  x 2 y i + x l y 2 =  0

тенгликкаэгабуламиз. Шартли-сгационар (г,0,х°}= 

тада эса (5.3) тенглик
y i = - y 2  ( 5 . 4 )

тугри чизш^цан иборат булади. Иккинчи тартибли матрица эса

( d l F  d 2F

8 'F

д х г

д х 2 д х хд х2 

d 2F  d 2F

Ŝxjcbc, дх\ ;

булиб, шартли-сгационар ну!$тадаги ̂ иймати
4п + 2Хлх° 2я + 2Я.тис”'
In + 2Х.юс,° 0 ;

матрицадан иборат булади. Бунга мос квадратик формани (5.4) урин- 
ма тугри чизш^ца текширсак

( ~ У 7  У г )
4тг +  Алис“ 

2л + 2 Али,0

2я + 2 Х п х  

О

о Л
У 2

У 2

га эга буламиз. Шартли-стационар ну!^тада х \  —  2 х х ва ^  ~  о ни
х \

инобатга олсак, соддалаштиришлардан сунг квадратик форманинг
1 1 1



^иймати 4у \  га тенг эканлигини курамиз. Бу эса анщ  мусбат сондир 
Шундай ^илиб, V0 баррел нефт ташийдиган цилиндрик бочканинг 

энг самарали формасини ясаш учун, унинг улчамларини

у ° = з / 2 о_ г ° = 2 з /
— L U n ’ 2 V

каби олиш зарур ва етарли экан.

6 -§ . Ч е к л а ш л а р и  т е н г с и з л и к  т а р з и д а  б у л г а н  м а с а л а л а р

Чеклашлари тенг лик тарзида булган ю^оридаги масала учун келти- 
рилган тасдш{лардан фойдаланиб, чеклашлари тенгсизлик тарзида 
булган масалалар учун ̂ ам айрим натижаларни келтирамиз.

Дейлик, ь^уйидаги масала ̂ аралаётган булсин:

/(* )-►  min (6.1)

g , ( x )  <  0 , /  =  1 , т . (6 2)
Бу масалани тенглик типидаги ушбу

/  (*)-* min (6.3)

g i ( x ) + x 2n + l = 0 , i  =  \ , m ,  (6.4)

масалага эквивалентлигини кмррида келтирган эдик. Шу эквивалент- 
ликдан фойдаланиб, (6.3)-{6.4) масала учун нисбий шартли минимум- 
нинг зарурий ва етарли шартларини ифодалаймиз.

Таьрнф. Бирор g k (х)< ОД < А: < то, чеклаш х° жоиз ну^тада актив 
(фаол) дейилади, агар g k )  =  0  булса, ^амда пассив (суст) дейила- 
ди, агар g k (jc° )  <  0  булса.

Курсатиш мумкинки, агар х° жоиз н у^ада  актив булган i x, i 2 i k 

индексли барча чеклашлар учун

» < . ( * * ) , - ,  ч  < i < m  ( 6 5 ), г., ,1 s i j  <  i 2 . . .  <  i k < т
о х  о х  о х

векторлар чизшрш эркли булса, (6.3)-(6.4) масала учун
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нут^та нормал ну^та булади. Шу сабабли, (6.5) вскторларни чнзш ут 
эркли деб фараз далиб, Лагранж нормал функциясини ёзамиз:

т

К Х ’ Х пН  >Х „ + 2 ...... * - « » * ) =  / (* )+ * ,£ , (*)+.. . + \ ^ т  ( х )  + X V « ,  .
/-1

Л агр ан ж  куп ай тувчи лари  ^ о и д аси га  би н оан , агар

X  ° =  (х ° , Х®+|, Х°п+ т  }  (бу ерда XV = [ -  & (х° )]% , 1 =  1 ,т  ну^та
(6.3)-(6.4) масаланинг нисбий шартли минимум ну^таси булса, бу 
ну1£гада

а г С л т р . ^ С х 11) . ,  ^ . ( х р . , 7 З г . ( * ° ) _

С

' = 2 ^ 1 = 0 ,

+  А, ^  ^= 0 ,
д х  д х  д х  д х

д Р ( х " )

д х ..**«+!

(6.7)

д Р ( х ° )

д х ,.
=  2 Х  х °  = 0

муносабатларнинг уринли булиши зарур.

Агар (6.3)-(6.4) масала учун 5̂ ам Лагранж функциясини

р ( х , Х ) =  / ¿ ) + Х , £ ,  ( * ) + . . . +  Я ^ и ( х )

киритсак, нисбий минимумнинг зарурий шарти, яъни (6.7) муносабатлар

д р ( х \ Х )
~ =  0 ,  (6 -8)

д х

\ х ° + 1 =  0  ё к и  ( х °  ) =  0 ,  i  =  \ , т ,  (6-9)

куринишда ифодаланади. Одатда, (6 .8) шаргни пассив ли кни тулдирув- 
чи шарт дейилади.

Шундай к^илиб, (6 .1)-(6.2) масалада ^ х )  функция х° жоиз ну^тада 
нисбий шартли минимумга эришиши учун шу н у ^ад а  (6.8) ва (6.9) 
шартларнинг бажарилиши зарур.

Шунингдек, (6.6) куринишдаги Лагранж функцияси иккинчи тар- 
тибли ̂ осилалари матрицаси
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Г « ^ ( * * д )  0
д х 2

2 Х . 0 . . . 0

0  -----------------

0 0 . . 2 Х Ш

( 6 . 1 0 )

„  _  д 2Р ( х ° ,Х )куринишдабулади.Буерда г  ^ам п х п улчовлиматрицадан
дх

иборат. (6.10) матрицага нисбатан ёзилган квадратик форма ва (6.4) 
чеклашлар учун ёзилган уринма гипертскисликларни ёзиб, айрим сод- 
далаштиришлар бажарсак, (6.1)-(6 .2) масала учун 1$уйидаги етарлилик 
шартини оламиз.

Таьриф. К^аралаётган (6.1)46.2) масалада х °  жоиз ну!^га шартли-стаци-

онар ну1̂ та дсйилади, агар шундай X = { , . . . , Х.т } > 0  топилсаки,

р ( х ,  X) = /  (дс) +  X,#, ( х )  + ... +  Хт £ Л1 (дг) Лагранж функци*си учун

а ^ д )  .

дх
* =  \ т ,

шартлар бажарилса.
Теорема. (6.1 )-(6.2) масалада шартли-сгационар ну^танинг нисбий 

минимум нук^га булиши учун, х °  нут^гада актив булган I,, 12 Ц  индек- 
сли чеклашларга нисбатан тузилган

( * ° )  д g ¡ ( х ° )
у  =  0 , /- у  =  о  (Г)

д х  дх
гипертеки сл икда
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квадратик форман инг аник мусбат б)^лиши етарлидир.
Ю^оридаги шартларни аник; бир масала учун 1$ллаб курайлик. 
Масала.

, a 2F ( x ‘ , i )

!/  ( х р х 2 ) =  х 2 + х 2 - 1 2 х ,  +  1 6 х 2 - + e x í r

g ( x , , х 2 ) =  х 2 +  х 2 -  2 5  <  О 

Бу масалада (6. 12) чеклаш актив 6ÿnraH ну1$тада

( d g '  

dg(xi>x2)_ ЗХ]
д х  d g

( 6 .1 1 ) ,  (6 .1 2 )

д х

2 х , >

А ,
* О,

2 У

булгани учун Лагранжн инг нормал функциясини тузамиз:

/ 7 ( х , , х 2 Д ) = х ,2  +  х 2 — 1 2 x j  +  1 6 х 2 +  А ,(с ,2 +  х 2 - 2 5 )

Чеклашлари тенгсизлик тарзида булган масала учун келтирилган (6.8)-
(6.9) зарурий шартга асосан, бирор жоиз ну^тада функция шартли экстре- 
мумга эришса, у ну!^гада к^уйидаги тснгликлар уринли булиши зарур:

д Р
—  =  2 х ,  - 1 2  +  2 Алс. = 0 ,
ОХ у

д п

— — =  2 х 2  + 1 6  +  2Xjc2 =  0 ,
С/Л 2

А ,- ^ + * 2 -  2 5 ^ = 0 .

Охиргитенгликда, X = 06ynca(xf + x ¡  -2 5 < 0 ) ,х , = 6 ¿с2 = - 8 булиб,

бу жоиз H y i ç r a  булмайди, т у  сабабли Ф  0 . Демак, X,2 4- X2 = 2 5  
булиши зарур. Натижада, с^уйидаги системани ечиб,

х ,  +  A x t =  6 ,  

х 2  +  А х 2  =  - 8 ,

X2 + х 2 =  25 ,
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А(+3;-4) ва В (-3; +4) экстремал ну1£галарга эга буламиз. Бу ерда А 
ну^тага X  =  +1 ва В н у^ага  X  =  - 3  1$ийматлар мос келади. Дастлаб 
функцияни А(3;-4) ну^ада  текширайлик. Бу н у^ага  мос (Г) уринма 
текислик

ЗУх = 4 у2
тугри чизиь^дан иборат булади. Иккинчи тартибли квадратик форма 
эса

( у м )
4  О  

. 0  4

Л / У  

У  г )
=  4 ( У\ у\ )  >  0

а ш щ  мусбат булади. Демак функция А(3,-4) нук^гада шартли минимум- 
га эришади, ^амда

/™„ = / (  3 ,-4 )= -7 5  булади.
Энди функцияни В(-3;4) н у ^ ад а  текширайлик. Бу ну1$тага мос (Г) 

уринма текислик з̂ ам З у 1= 4 у 1 булади. Мос иккинчи тартибли квадра
тик форма

( у ^ ) !
Г - 4  0 " V л (  2 . 2 Л

1 о  - 4 ,

=  - 4  (.у, + у 2 )

Л

) < 0

булнб, анш$ манфий булади. Бу эса В(-3,4) ну!$тада функция шартли 
максимумга эришишни тасдан^лайди:

/ „ - / ( - 3 , 4 ) = 1 2 5
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Ш  б о б  г а  о и д  м а ш ^ л а р

1. Дераза рамаси тугри туртбурчак шаклида булиб, тепа i^hcmh 5фим 
айланадан иборат. Агар раманинг периметри берилган булса, 
унинг улчамлари ^андай булганда юзаси энг катта булади?

2. Асоси диаметри 40 см. булган гуладан тугри туртбурчакли 
кундаланг кесимга эга булган устун тайёрлаш лозим булсин. 
Агар устун асоси а ва b улчамларга эга булиб, устуннинг мус- 
та^камлиги bh2 га тугри пропорционал булса (h-устуннинг ба- 
ландлнгн), унинг улчамлари ̂ андай булганда муста^камлиги 
энг ю^ори булади.

3. Буюртма буйича, ^ажми 72 см2 булган ifoni^oipiH кути ни шун- 
дай ясаш керакки, асосининг томонлари 1:2 нисбатда булсин. 
1̂ утининг улчамлари ^андай булганда уни тайёрлашга энг кам 
тахта кетади, яъни и iónico дий тежамкорлик энг ю^ори булади?

4 Баландлиги 1,4 м булган картина кургазма деворига осилган 
булиб, унинг пастки асоси кузатувчи кузидан 1,8 м баландлик- 
да жойлашган. Картинани куриш бурчаги энг катта б^лиши 
учун, кузатувчи девордан ̂ анча узоеда туриши керак?

5. Бир бет ^огозда текст 384 см2 жойни эгаллаши шарт. Тепа ва 
пастдан 3 см дан ён томонлардан эса 2  см дан жой ̂ олдирилади. 
Агар ̂ огозни тежаш асосий ма^сад булса, цогознинг энг сама- 
рали улчамлари ̂ андай булиши керак?

6. Параходда ёнилга сарфи икки кисмга булинади. Улардан бири 
тезликка богли^ булиб, 4800 сум/соат. Иккинчи ^исми эса тез- 
ликнинг куб ига пропорционал булиб, тезлик 10 км/соат булган
да 300 сум/соат. Тезлик »¡андай булганда, 1 км йулга сарфлан- 
ган жами харажат (ёнилга сарфи) минимал булади.

7. К[айщ^ирго1дшнг энг яярнну1̂ га(заданЗ км масофадатурган булиб, 
ма^сад уша нуьрвдан 5 км наридаги тугри чнзшрш ipfpFoifga жой- 
лашган маёьр^а бориш булсин Агар 1̂ айщнинг тезлиги 4 км/соат 
йуловчининг ipippoif буйлаб тезлиги 5 км/соат булса, у манзилга энг 
igic^a Baig-да бориши учун цандай маршрутни танлаш керак?

8. Хажмн 1 бтш3 булган циливдрлар ичидан тула сирти энг кичик 
булган цилиндр улчамларини топинг.

9. Узунлиги 1м булган стш иту^и  тургбурчакпиюшда^андайул^м- 
ларда букиш керакки, у б план чегараланган юза макснмал булсин9

10. Периметри 20 см булган тенг ёнли учбурчаклардан ^айси бири 
энг катта юзага эга булади.
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11. Ярим доирага ички чизилган (бир томони диаметрда ётади) тугри 
туртбурчаклар ичидан энг катта юзалисини топинг.

12. Тугри туртбурчак шаклидаги 294 м2 юзага эга булган майдон- 
чани девор билан ураш ва яна девор билан уни тент июсига булиш 
керак булсин. Майдончанинг чизшрш улчампари ̂ авдай булган- 
да жами девор узунлйги энг т^ис^а булади?

13. Трапециянинг ён ^ирралари унинг кичик асосига тент булиб, 
унинг катта асосига ёпишган бурчаги ^андай булганда юзаси 
максимал булади.

14. Берилган доирага максимал юзали ички учбурчакни чизинг.
15. Берилган доирага томонлари квадратларининг йигиндиси мак

симал булган учбурчак ички чизилсин.
16. Тексликда х ,д 2 ва х3 ну^талар берилган. Шундай х0 ну^ани 

топингки, х0 дан берилган нут^таларгача булган масофалар квад- 
ратларнинг йигиндиси энг кичик булсин.

17. Эллипсга томонлари координата ук^тарига параллел булган мак
симал юзали ички тугри туртбурчак чизилсин.
х, ■ х2 е х Р 1, 

х, + х 2 - 1  = 0 .

х,2 + х 2 - 1  = 0 .

х,2 + х2 -> ех/г,

22.

сое2 х, + сое2 х 2 -» е**г, 
п



24.

х 1х 2 + х2х3 — > е х 1 г  

х ,2 + х2 - 2  = 0

х 2 + х 3 -  2  = 0

х, > 0 , х 2 >  0 , х3 > 0 .

25. Шартли экстремум масаласини ечиш усулидан фойдаланиб, 
1̂ уйидаги тенгсизликни исботланг:

х  +  х  Л1 2 >
/  \ Я 
'  х, + х 2 '

26.

27.

л  >  1уС >  0 ,у  >  0 .

х ,  — 2х 2 — 3 —» е х ? г ,

О  <  х ,  < 1 ,  

0  <  х 2 <  1 ,

0  <  х 1 +  х 2 <  1 .

2 2 
х ,  + х , х 2 + х г -» ех1г

28.

|х ! |  +  | х 2 | - 1  < 0

*1 + х г  + х ъ е х * г ,  

х ? + х 2 - х 3 < 0 ,  

х 3 - 1 £ 0 .

29. Берилган мусбат сонни шундай иккита мусбат ьушилувчигаажра- 
тингки, уларнинг тескари к^йматлари йигиндиси минимал булсин.

30. Берилган мусбат а  сонни шундай п та фЬпилувчига ажратинг-- 
ки, уларнинг квадратлари йигиндиси минимал булсин.

31. Улчамлари ^андай булганда V ̂ ажмли очш$, туртбурчакли ван
на энг кам сиртга эга булади?

32. Периметри 2р булган шундай туртбурчакни ани^ангки, уни 
томонларидан бири атрофида айлантиришдан ^осил булган 
жисмнинг ̂ ажми энг катта булсин.

33. у = х г парабола ва х - у - 2  т-угри чизи^ орасидаги масофани то- 
пинг.
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I V  Б О Б

Чизи^сиз программ алаштиришнинг фа^ат ̂ авари^ функциялар ва 
^аварщ  тупламлар б план иш курувчи булимига ̂ авари^ программа- 
лапггириш дейилади. Бу булимнинг асосий элементлари 1̂ аварш$ функ
циялар ва ̂ аварщ  тупламлар булиб, уларнинг айрим узига хос хусуси- 
ятлари масала ечимини топишга имкон беради.

] - § .  Ц а в а р щ  т у п л а м л а р ,  ц а в а р щ  ф у н к ц и я л а р  

в а  у л а р н и н г  б а ъ з и  х о с с а л а р и

Таъриф. К п фазонинг бирор X  туплами ̂ аварик дейилади, агар ихти- 
ёрий X,, Х2 е  А'ваО <  X  <  1 тенгсизликни ̂ аноатлантирувчи А. сон учун 

х ( х )  =  Ъс, + ( 1  -  Х,)х2

ну^та яна X  тупламга теги шли булса.
К^авари^ тупламга мисол 1$илиб, дойра, шар, квадрат, яримтекис- 

лик, ха^шдпй сонлар туплами кабиларни келтириш мумкин.
Х,аш^а, айлана, сфера, буш 1$ути, рационал сонлар туплами кабилар 

эса ̂ аварик булмаган тупламларга мисол була олади.
^аварии; тупламларнинг баъзи музрям хоссаларини келтирайлик.
1. Исгалган сондаги ̂ аварии; тупламлар кесишмасн ̂ аварнк; туплам 

булади.
Бу хосса исботини иккита туплам учун келтириш кифоя. Дейлик

г  =  х п У
булиб, X , У  - ^аварщ  тупламлар булсин. 2  га тегишли иккита г г,2 г 

ну1$та олайлик. У з^олда тупламлар кесишмасининг гаърифш а кура,
е  X , г 2 е  X ; г 1 е  У , е  У

X  ва У  тупламлар ̂ аварш$ булганлиги сабабли

г ( А , )  =  Х г ,  + ( 1 - Х ) г 2 ,  0 < Х , < 1

ну1£га ¡^аварш; X , У тупламларга тегишли булади, демак, г (  А. Z , яьни 
2  - ̂ аварщ  туплам.

2. К^аварик; X  тупламнинг ихтиёрнй сондаги X,, Х2 Хк ну1£талар- 
нинг каварго; комбинацияси, яьни

\  * 0 ,  /  =  Ц ,  = 1
м  /«1

т
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шу ^аварии; тупламга теги шли булади.
3. Агар х  ну!$та ^авари^ X  тупламнинг чегаравий ну^аси  булса, 

шундай с, с  *  0 , вектор топиладики, барча X  &  X  учун
с'х < с'х

тенгсизлик уринли булади.
О дат да бундай с'х  — а  гипертеки слик таянч гипертекислик дейила- 

ди. Демак, к;авари^ тупламнинг ихтиёрий чегаравий ну1{таси ор^али 
таянч гипертекислик утказиш мумкин.

Энди к;аварш$ функцияларнинг баъзи хоссаларини келтирайлик. 
Таъриф. К^авари^туплам Агдааншдшнган/'('х) функция ̂ авари^ функ

ция дейилади, агар ихтиёрий X,,  Х2 € X  ваХ, 0 < X  < 1,учун

/  (Х х, +  (1  - Х ) х 2)  <  V  ( х , )  +  (1 -  X ) /  ( х 2)  
тенгсизлик уринли булса. Шунингдек, и^аварщ функция 1$атъий ь;ава
рии дейилади, агар ихтиёрий X,, Х 2 €  X  нук^галар ваХ, 0 < Я, < 1, учун

/ ( Х х , + (  1 - Х ) х 2) < Х /  ( х , ) + ( 1 - Х ) /  ( х 2)
^атьий тенгсизлик бажарилса.

Бу таърифдан куринадики, ^аварии; функциянинг графиги тугри чи- 
зшуш кесмаларни уз ичига олиши мумкин, бирок; ̂ атъий ̂ авари^ фун
кция графиги бундай кесмаларни уз ичига олмайди.

1. К а̂варик; функция икки хил ннсбий минимумга эга була олмайди. К^ать- 
ий 1̂ аварик; функция эса минимумга ягона нукртда эритпади.

Х ^и^атан , дейлик, X,, Х 2 £  X  нукргаларда ̂ авари^ ^ х )  функция 
нисбий минимумларга эришсин ва ашпдгик учун

/ ( х , ) >  / ( х 2)  ( 1 1 )

булсин. У з^олда х ( х )  = Хх1 +  (1 -  Х)х2, 0 < X < 1, ну^гаучун, функ- 
циянинг ̂ аваршршгидан (1.1) шартга кура

/  (Хх, + (1 -  Х )х 2)  < X/ ( х , )  + (1 -  X )  /  ( х 2)  < /  ( х , )

булади ва X* —> 1 д ах (х ’ ) - +  X,. Я ъ и и х(х ’ )ну!ргах1 нинг етарлн ки- 
чик атрофига тушади. Демак,

/(* (* •* ))<  I С О
муносабатга эга буламиз. Бу зидлик, /  (х, )=  /  (х2)  уринли булишини 
асослайди.

Энди, дейлик ( ( х )  цатьиб кавари^ булиб,х( ва х,ну!^галардамини
мумга эрипкмм ̂ амда X, *  Х2 булсин. У  ̂ одда кн^орндагы хоссага к^гра
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/  (*| )=  /  ( x 2)  булади, ̂ амдаО <  X, <  1 ни ^аноатлантирувчи к  учун

/  (Ъс, + (l -Х )с 2)<  к /  (х ,)+  (1 - к ) /  ( х 2 ) =  /  (х ,) 
булиб, яна ю^оридагидек зидаикка эга буламиз, демак, х = х у

К^авариь; функциянинг бу хоссасига кура унинг ихтиёрий нисбий 
минимуми мутла^ минимум булади. Шу сабабдан, функциянинг бирор 
минимум ну^тасини топиш кифоя

{^аварш  ̂функциялар синфининг янабир жирата шундаки, унта диффе- 
ренциалланувчи булмаган функцияиар з̂ ам киради. Масалан

у  =  \ х \

функция узлуксиз ва каварик, бирок, X  =  0  ну irr ад а дифференциалла- 
нувчи эмас.

Таьриф. Берилган f ( x )  функция х 0 ну1$тада || |̂| =  1, йуналиш буйи
ча дифференциалланувчи дейилади, агар

l i m  f (x0+ a f ) - f ( x 0)
а >0+ (х

лимит мавжуд булса ва —  ^ 9 .)  каби белгиланади.
d t

2 . Кавариь; X  тупламда аншуганган ^авари^ функция з^ар бир 
X  е  in t X  ну^тада ихтиёрий £ , Щ  =  1 , йуналиш буйича дифференциал
ланувчи булади.

Бу хоссани ёритиш ма^садида бир мисол келтирайлик, яъни у  =  |х| 

функциянинг = 1 , йуналиш буйича ̂ осиласини ̂ исоблайлик:

| 0 + о 1 | —10| а - И  

а  а

|дс-

ё \х \
= lim

з е
х = 0

а - > 0 +

= lim
д г

х > 0
а - + 0 +

Э|х|
= lim

d t а - М ) +

+ а^ |-|х | 
а

\х + а £ \~ \х \ L
а

3. Ь^аварш^ тупламда аншрганган ̂ авариь^ функция тупламнинг барча 
ичкину!£галарвда узлуксиз булади.
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4. К^аварик; туплам X  даани 1̂ ланган^авари^/'(гху) функция з^арбир
X * е  X  нут^тада таянч функцияга эга, яъни шундай чизшуш с 'х  функция 
топиладики, барча X €  А” учун

Бу ерда с  векторни тасаввур этиш учун, ( ( х )  функция оддий маъно- 
да дифференциалланувчи булганда

с  =  g r a d j  ( х ' )
эканлигини таъкидлаш кифоядир.

К^авари^ функция экстремумини топишда муз^им рол уйнайдиган 
бир хоссани келтирайлик

5. Теорема. К^авариь; туплам X  да аншуганган, ^авариц, барча йуна- 
лиш буйича дифференциалланувчи ̂ х )  функция бирор х0 е Л'нук^тада 
минимумга эришиши учун шу нутдада барча йуналиш буйича олинган

функция 
= 1 йуна-

£ Ы = а < 0 .
д (

У з^олда, йуналиш буйича олинган з^осиланинг таърифи ва лимит- 
нинг маъносита кура, шундай £ >  Отопиладики, 0  <  6 <  6 булганда

/ (е0 +е7)~ / (лг0)   ̂а 
£  2

булади. Демак, х0 нинг атрофида шундай X  =  Х 0 +  & £  топиладнки,

/ ( * ) <  / (* о )
булади. Бу эсах0 нинг минимум нутра деб олинишига зид. Демак, барча 
жоиз йуналиш буйича олинган з^осила манфий булмайди.

Энди, етарлиликни исботлайлик. Дейлик, х0 ну^тада барча £,||^|| =  1 
йуналиш буйича

< И ? о ) > о  (*)

д £
булиб, ( ( х )  функция бу ну|^тада минимумга эришмасин, яъни шундай 
Х х 6  X  ну^та топилсинки,

123

^осиланинг манфий булмаслиги зарур ва етарлидир.
Исботн. Дастлаб зарурлигини исботлайлик. Дейлик, £ ( * }  

х0 нут^гада минимумга эришсин, биро^ шу ну!$тада бирор ¿,|р|| 
лиш буйича олинган з^осила манфий булсин, яъни



2 ' , х е Х ,

/ ( 0 =  / ( * о ) “ а > а  > 0  

булсин. Куйидагича нуь^та *уриб олайлик:
х(А,) = (1 -А ,)х 0 + Ал;,, 0 ^ А .< 1 ,

X ва ( ( х )  4  функцияларнинг ^аваршушгитуфайли х(Х.)е Л*, 0 < А. < 1, з̂ ам- 
Да,

/ (х(А.))< (1 -  X)/ (х0)* к /  (х ,  ) =  Г ( х о ) -  V  (х0 ) + Х / ( х 0) - Х а ,
я ъ н и

/(х(А.))£ / ( х 0 ) - а к  

булади. Шу х0 нух^тада £  =  Х } — Х 0 йуналиш учун

? к и 1 к * Ш , Н т ± £ ^ < |1.
д £  А. *■->«+ А,

Бу эса (*) шартга зид. Демак [ ( х 0)  ягона минимум 1ршмат экан.
6. Агар ^ х )  функция оддий маънода икки марта дифференциалла

нувчи булса, унинг очщ  X  тупламда каварик; булипш учун

в 1! ( А
дх2

квадратик матрица билан аншрганадиган квадратик форманинг ман
фий булмаслиги зарур ва етарлидир.

2 -§ .  Ц а в а р щ  п р о г р а м м а л а ш т и р и ш  м а с а л а с и н и н г  ц у й и л и ш и . Э г а р  

н у ^ т а .  К у н - Т а ю с е р  т е о р е м а с и

1̂ аварш$ программалаштириш масалаш шаклан чизи^сиз программа
лаштириш масаласигазЬапаса ̂ ам, мазмунан фар^ ̂ ипади.

М л и и ш ш ш  у п н л п ш п .  £  1; и л ш и а  №1ш ш ш С р и а 1ц
^амда^аваргп^g ^ x ) ,  г = 1 , т ,  функцияпарбилананшрханувчи 

£ ,(* )<  О, £ 2(х )<  0 , . . .^ т (х )<  О,
тенгсизликларни ̂ аноатлантирувчи ну*{талар (бундай ну^талар жоиз 
нун^галар дейилади) ичидан ̂ авари^ { ( х )  функцияга минимум 1̂ иймат 
берувчи ну1£га топилсин:

/  (х ) ->  Ш№, (2.1)

g ¡( x ) < 0 , i  = \,т  , (2-2)

x e Q .  (2.3)
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Барча авари^ тупламлар косишмаси »¡аварии; булганлиги туфайли 
ю^оридаги масалада барча жоиз ну^талар туплами ^аварии; туплам 
булади. Дсмаж, ^аварии; функция хоссаларига кура, масаланинг ихти- 
ёрий нисбий минимуми мутла^ минимум з^ам булади. К[уйида шундай 
ми ни му мни топишга имкон бсрувчи шартларни келтирамиз.

Таъриф. Ю^оридаги (2.1)-(2.3) масалаучун тузилган ушбу

Р ( х , Х ) =  t ( x У ' £ JX i g l ( x )

/=1
функцияга Лагранж функцияси дейилади.

Таьрнф. К^аралаётган масалада жоиз векторлар жуфтлиги

е < 2 , Х '  >  0 , Лагранжфункциясинингэгарщт^тасиниташкил 
этади, дейилади, агар барча X  е ( ) в а Х  >  О векторлар учуй

р ( х , , х ) < г ( х , Х ) < р ( х Х )  <24)
1$уш теигсизлик уринли булса. Бу тенгсизликнинг унт ярим ь^смини ало- 

зрада ̂ арасак, , X *  ] ну!{та ̂  (х , А.*) функция учуй х  узгарувчи буйи-
ча минимум нук^га булишини, чал ярим тенгсизлик эса уша нуь^ганинг 
айни пайтда X  узгарувчи буйича максимум ну|£та булишини англатади. 
Бу з^олатни геометрик тасаввур этсак, у оддий маънодаги эгарни эсла- 
тади.

Теорема. (Минимумнинг етарлн шартн). Агар ^аралаётган масала

да {х\А .*},х*  > 0 , жуфтлик Лагранж функциясининг эгар
ну!$таси булса, х*4-масаланинг ечими булади.

Исботи. Эгар нуртани англатувчи (2.4) тенгсизлик ни ёйиб ёзайлик:

/  ( У ) + Е  * *  ( х *)  ■- 1 (* ’ ) + X  ( х*)  -  /  (■*)+ X ( *)
/■I /*1 '=|

бундан,

£ и - ( * ) * Ё » . * ( * ' )  <2 5 >
¿=1 ¡=1

тенгеизликка эга буламиз. Бу тенгсизлик уринли булиши учун

( 2 6 )

булиши зарур. Х^а^и^атан, агар бирорта к ,  1 < к  <  т ,  индекс учун (2.6) 
уринли эмасдеб фараз ь; ил сак, яъни
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& ( * ’ ) >  0
булса, А. ни: А., =  0, / ^  к ,  Х к > 0  каби танлаш ̂ исобига

* * £ * ( * ’ * )
(=1

тснгсизликка эга буламиз. Бу ерда Х,4 —> оо ъ р и ш б  олинса, тенгсизлик- 
нинг бир томонида чекли, иккинчи томонида эса чексиз сон пайдо була
ди. Демак, (2.6) уринли.

Шунингдек,

2 Х * | ( * )  =  °  (2.7)
1=1

булишини ^ам курсатиш мумкин. ^ а 1дн^атан, агар тескарисини фараз 
к^илсак,

£ * , & ( * ) < 0 
1-1

А,’тенгснзликка эга буламиз. Яна (2.5) тенгсизликда X  = — *ршиб танла- 

сак

1-1
зидликка келамиз. Бу зидлик (2.7) тенгликни нсботлайди.

Энди эгар нутргани ифодалувчи тенгсизликнинг унг ярим тенгсизли- 
гидан

/ ( х * ) < / ( * ) + 2 Х * ( * )
2=1

га эга буламиз. Бу эса барча жоиз векторлар учун

/ ( / ) < / ( * )
5финли эканлигини англатади.

Демак, X  Е О  нук^гада функция минимум га эришади. Т еорема тула 
нсбот булди.

Бу теорема зарурий шарт булиб, агар маълум шартлар бажарилса, 
етарли э а̂м булишини исботлаш мумкин.

Таьриф. К^аралаётган (2.1)-(2.3) масалада (2.2) чеклашлар Слейтер

шартини ^аноатлантнради, дейилади, агар шундай X  Е 0^ нух^та то
пил саки, у нув^гада
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булса. Яьни бош^ача 1$илиб айтганда, g ¡ (х)< О, / = 1, т ,  тенгсизликлар 
кесишмаси ички н у ^ ага  эга булса.

Кун - Таккер номи билан юритилувчи 1̂ уйидаги тсоремани келти- 
ршп уринпидир.

Теорема. Дейлик, ^аралаётган масалада (2.2) тенгсизликлар Слей

тер шартини ^аноатлантирсин. Жоиз ну!^га X  Е  0  масаланинг ечим 

булиши учун шундай X ,Х ^  0, вектор топилиши керакки, |д:*,Х* ]
жуфтлик Лагранж функциясининг эгар ну^таси булиши зарур ва етар- 
лидир.

Бу теорема мсботини [1] дан топиш мумкин.

& ( * * ) < 0 >,' =  1 >т >
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1. А гарX  С  R " тупламнингихтиёрийиккиэлементи Х х , Х 2 G  X  

учун ^-Х, +-~Х2 6  X  булса, X  туплам каварик буладими?

2. Ихтиёрий икки ^аварии; туплам бирлашмаси ^аварии; булади
ми? Жавобни асосланг.

3. К^авариь; булмаган туртбурчаклар ва купбурчаклар куриб 
курсатинг.

4. Ф аз атгина маркази *;ийиб олинган шар ^ аварщ  буладими?

5. М  = {jc:g,.(x) <0, i  =  l , m ,  x s R " ,  g, (с) -  ^авари^}туплам- 
нииг к;авари^л игини исботланг.

6. N =  { х  : g j ( х )  < 0 , i  = 1,к ;  a x i =  b t ,  i  е к , т ,  a ^ b  -  узгар- 
мас сонлар} — туплам ̂ авари^ми?

7. Я °д а  ани^ланган f ( x )  функция ^авари^ булиши учун

ф ( i )  = /  ( x  + iy ) ,  ¿еЛ',функциянинг*нингфункциясиси- 
фатнда ихтиёрий х  ва s  учун ^авари^ булиши зарур ва етарли 
эканини исботланг.

8 . К^уйидаги функциялар параметрларнинг ̂ андай ̂ ийматлари- 
да каварн^ булади?

a )  /  (х )  = а х 2 + Ь х + с

b )  1 (х )  = a t1* + Ы Х +  с

c )  / ( х 1,х2)  = ( | х 1 | ' ’ + |х 2 | '’У ^ , р > 0

d )  /  (х „ х 2)  = аах,2 + 2а12х1х2 + аи х2

9. /  (х[, х2 )=  л/ x f  +  х2 функциянинг (0,0) ну^адаги  ¿,|£|| =  1 , 
йуналиш буйича ̂ осиласини ̂ исобланг.

10. Иккита ^аварии; функция йигандиси ?{ар доим ^ам ^авари^ 
булав ермаслигини мисол кслтириш йули б план исботланг.

1 1 . i  ,  ч тенгсизликлар системаси каварик g  > х 2 /  фун-
[ - g , ( x „ x j < 0

кция учун Слейтер шартини ̂ аноатлантирадими?
12 . 1̂ уйидаги функциялар ни ̂ авари^ликка текширинг:

IV  боб  г а  о и д  м а ш ^ л а р
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1)  / ( x ) = e 2*1+J\ ( x , , x 2 ) e Ä 2 .

К^уйидаги масалаларда Слейтер шартининг бажарилиши ва бе- 
рилган режаларнинг оптимал булиш ёки булмасилигини анщ- 
ланг.

-  х,2 -  х 2 + 6 -»  шах

дс, + х г  <  5,  

х ,> 0 ,

х (1) = ( l ; - l ) ;  х{2) =  (0,0).

-5 х ,2 - х 2 +  4х, -х2 —> m ax 

X,2 +  X2 + 2х, -  4 х2 < 4,

Х ! > 0 , Х 2 > 0 ,

х (1) =  ( 1 , 8 ) , х (2) =  ( - 1 , 0 ) ,  

х (3) =  (0,0),х(4) = (ОД).
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У Б О Б

______________1 -§ . Д и н а м и к  п р о г р  а м м а л а ш т и р и ш н и н г

асосий тушунчалари

Динамик программалаш куп бос^ичли масалаларнинг мукаммал 
ечимини ашп^лашни таъминловчи математик усуллардан биридир. 
Ушбу усул Беллманнинг оптималлик ̂ оидасига асосланган булиб, у уч 
бос^ичдан иборатдир.

1. Бошлангач масала асосида туркум масалалар ^осил ^илинади, 
туркумдаги параметрларнинг маълум бир 1ршматларида курилаётган 
бошлангич масала хосил булади.

2. Аттикттяттгян туркум масалалар учун Беллманнинг оптималлик 
^оидаси асосида асосий тенглама (Белман тенгламаси) тузилади.

3. Беллман тенгламаси ечилади ва ушбу ечимлар асосида оптимал 
ечим курилади.

Беллманнинг оптималлик ̂ оидасини куриб чш а̂йлик. Оптимал э̂ ат- 
ти-^аракат, бошлангич ̂ олат ва ушбу ̂ олатта олиб келган ечим ̂ андай 
булшпидан ̂ атъий назар келгусидаги ечимлар бошлангич ̂ олатга нис- 
батан оптимал ечим булиши керак.

Динамик программалаш масаласининг 1̂ уйилиши: дискрет бопща- 
рилувчан тизимда бошлангич Б 0 ^олатни охирги Б к  ^олатга утказувчи 
шундай бош^арувни топиш керакки, ма^сад функция W узининг экст
ремум ̂ ийматига эришсин.

Куп бос^ичли жараённинг ечимини ани^лаш икки усулда амалга 
оширилиши мумкнн: бошлангич ̂ олатдан охирги ^олатга ^араб ёки 
охпргн холатдан бошлангич ̂ олатга ̂ араб

К- бос^ич ечимини 1$уриш учун N -1  боетрщцаги тизим ̂ олатини бн- 
лиш зарурдир. Т изим дискрет булганлиги учун бу з^олатлар

булади.
Дар бир 5 ^ ^ ¡ ( /  =  1, к )  ̂ олатни ^олатга утказувчи шартли опти

мал 1/^ ) = и ’л . (5М_,,) бопщарувни аншргаймиз. Ушбу шартли оптимал 
бопщарув и ’ы , ма^сад функция W учун экстремум ̂ ийматни беради.

Ушбу фикрнинг давоми сифатида N-1 бос^нчучун шартли оптимал 
бошкарувни аншргаймиз. Бу бошкарувни ашпргаш учун тизимнинг N -2  

бос^ичидаги мумкин булган ̂ олатлари

Д И Н А М И К  П Р О Г Р А М М А Л А Ш Т И Р И Ш
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^ Л / - 2,1’ ^ N - 2 ,2 ’  ............... ’  *^N-2,с  ( 1 2 )

Мумкин булган з^ар бир з^олат *5^-2,/ учун шартли оптимал 
С/ ^ _ 2 =  и  1 / ^  ■ (5„_2 ,)ечимни ани^лаймиз.

Ушбу шартли оптимал бопщарув (ечим) ЙР (¡У,уЧ,)  + ̂  ( с / * ^  ма^- 
сад функцияга экстремум ^иймат беради.

Боищача ^илиб айттанда (/V -  /) бос^ичда шартли оптимал ечим 
и ' (д? _ +1)) бос^ичнинт з^ар бир мумкин булган з^олати учун ̂ уйида-
ги ма^сад функция

\ п ( и 1 - и ) +  + № ( К - и ) * *  ( ^ „ И
учуй экстремум ̂ ийматини таъминлайди.

Ушбу шартли максимал ечимларни ̂ уриш жараёни биринчи бос^ич 
учун [/,*(50) оптимал ечим аншугангунча давом эттирилади. Аншркш- 
ган £/’(£„) оптимал ечим

№ ' = [ и / ( и 'и ) + . . . + №

ма^сад функцияга экстремум ьршмат беради.
Оптимал ечимни эришилган з^олатдан оптимал равишда келгуси з^олат- 

га давом этгириш Беллманнинг оптималлик ̂ оидаси дейилади. Беллман
нинг оптималлик ̂ оидаси асосида оптимал ечимни куриш алгоритмини ту- 
зиш ва функция вдайматларини рекуррент равишда олдинги ̂ ийматлар асо
сида здасоблаш мумкин булади, яъни

= ехСг 1^+1 (5,Ч„С/,Ч,) + -®«-<<+1) С |̂+1  ̂ (1-3)и/-1
бу ерда < = N  -1, N  -  2,...,1,0, ^ийматларни ^абул ̂ илади.

Беллман тенгламасида =  (  V ] , С/,2 )  бопп^арув вектори,

5,. =  (5 ! ,  )-сисгеманинг г-бои^тчдаги Беллман функцияси, яъни
ма^сад функциянинг экстремум ̂ ийматидир. Ю^орида келтирилган Бел
лман (1.3) тенгламаси функция и^шматларини рекуррент равишда з^исоб-
лаш имкониятини беради, яъни В 0 (5^ )  асосида 2?, (5’л,_1) ни ва 5, (5^.,) 
асосида 5 2(5Л,_2)  вахоказо.

1. Динамик программалаштириш ёрдамида оптимал ечимни ани -̂ 
лаш алгоритми

1) Беллман эксгремал тенгламасини охирги з^олат учун ёзиб оламиз, яъни

б и л и ш  з а р у р д и р .



Д  ( ^ Л м )  — { ^ л г  +  (1 -4)

2 )  РРл,($„_1,и „ )  функциянинг ^ийматларини 5 ^_, мумкин булган
зуэлатларва ¿ту бош^арув учун ̂ исоблаб оптимал [7^ ва 5, (¿'л,_1) ларни 
аникпаймю;

3) Беллманнингасосийтенгламасиниихтиёрий £ =  N  - ¡ ,  i  =  N - l , . . . , 0  

бос^ичлар учун ^у рамиз;
4) шартли оптимал ечимларини ^уриш жараёни £  =  О булганда 

тухтатилади;
5) шартли оптимал ечимлар асосида, бошлангач з^олат учун опти

мал ечим танлангандан сунг, келгуси оптимал ечимларни шартли оп
тимал ечимлардан з^осил ̂ иламиз ва курилаётган масаланинг оптимал 
ечими в  н  (5 0)ни аншугаймиз.

2 - § .  И н в е с т и ц и я л а р н и  о т н и м а л  т щ с и м л а ш  м а с а л а с и

К^уйидаги масала билан танишайлик. У мумий мшудери А бирлик 
булган инвестиция п йилга оптимал та^симлансин. Агар инвестиция- 
нинг х  мтудорини / - йнлда сарфланса, ( ¡ ( х )  фойда олннади. Макснмал 
фойда олшп учун инвестицияни йиллар уртаснда ^андай та^симлаш 
керак?

Фараз ^илайлик, х 1 1- йнл учун ажратилган инвестиция мшудери 
булсин. У  з^олда курилаётган инвестицияларни та^симлаш масаласи- 
нинг математик модели

п

£  / » С * » ) - * т а х
/-1
И

(2 .1 )
/=1

х, £ 0, бутун I = 1, п,

куринишини олади.
(2 .1) чизш^сиз программалапгтнрнш масаласининг узига хослиги 

шундан иборатки, унинг ма^сад функцияси ( ( х )  ва асосий чеклаш фун- 
кцияси % ( х )  с е п а р а б е л д и р , яъни улар бир узгарувчили функциялар йи- 
гандиси шаклида ифодаланган.

Экстремал масалани динамик програмалаштириш усули билан 
ечишнинг биринчи бооугчи берилган масалани унта узсшаш масалалар 
онласига инвариант туркумлашдан иборатдир. Бу бооуга маълум маъ-
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нода санъат булиб, з^ар бир муайян з^олда тад^и^отчининг тажрибаси, 
сезгиси ва маз^оратига боглтудар. Ушбу (2.1) масала учун ихтиёрий

масалаларини ^арашдан иборатдир. к  —  П , у  =  А  булганда (2 .2) ма- 
салалар оиласидан бошлангач (2 .1) масала олинади.

(2 .2) масалалар оиласидан олинган ихтиёрий масала мак;сад функ- 
циясининг оптимал киймати Бсллман функцияси дейилади:

Масалани динамик программалаштириш усули билан ечишнинг 
иккинчи бос^ичи - Беллман функцияси учун реккурент тенгламани олиш- 
дан иборатдир. Бу бос^ичда Беллманнинг оптималлик принципи у му
мий з^олда фглланилади. (2 .1) масала учун унинг моз^ияти куйида кел- 
тириладигаи мулоз^азалар ор^али берилади. Бу мулоз^азалар одций 
математик фактларга асосланган ва етарлича уииверсалдир. Излана- 
ётган тенгламани тузишда инвариант жойлашнинг тугрилиги намоён 
булади. (2 .2) масалада к  -йилга г,О < , г  й  у ,  мтуюридаги инвестиция 
ажратамиз. Бунда к  - йилдан олинадиган фойда ( к ( г )  га тент булади.
1,2 , . . . , к - 1  номерли йиллар учун эса у - г  мшухоридаги инвестиция ̂ ола- 
ди. Айтайлик, бу инвестиция долган йилларга оптимал та^симланган 
булсин. (2.3) нинг аншушшшига кура к - 1  та йилдан келадиган фойда-
нинг максимал мивдори В к_х( у - г )  та. тенг булади. Шундай ^илиб, к  

йилга г  мшуюрида инвестиция ажратилганда барча к  йиллар ва у  инве
стиция жамламасидан

к ^ <  к  < п ,  йиллар мобайнида ва у ,0 ^  у  ^  А  инвестиция жамламасига 
эга булган инвестицияларни та^симлашнинг ушбу

£ / , ( * , ) - > т а х ,

(2 .2 )

к (2.3)

(2.4)
фойда о лам из.
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Агар г  мшуюрни 0 <  2  <  у  чегарасида узгартириб, (2.4) умумий
фойда мак си мал буладиган ( у  )  ( к  -й и л  учун инвестициянинг оптимал 
ми^цори) ̂ ийматини топамиз:

/ * ( * К у ) ) + д * - | ( у - * ?  Ы ) = д д » [ / * ( г ) + ^*-1 (у - * ) ]  ( 2 5 )

Иккинчи томондан (2.3) га асосан инвестиция мтудери у булганда к 

та йилдан олинадиган максимал фойда Вк (у) га тенгдир. Бу ̂ ийматии
(2.5) ифоданииг унг томонига теиглаштириб, В к (у  )  ункция учун 

5 л(>^)= тах  [ /^ О О + Д ы  (> '_ 2 )]>  к  =  \ , п ,  0 < у < А ,  (2 .6)0<г£у

тенгламани оламиз. Бу Беллман теигламаси деб аталади. (2.6) тенгла- 
ма Вк( у )  функциянинг к  аргументига нисбатан рекурреит булганлиги- 
дан уни ечиш учун бошлангич шарт берилиши керак. Унинг (2.3) дан 
к  = 1 булганда топиш мумкин:

5 , ( у )  =  т а х  /, ( х , ), х 1 =  у ,  х 1 > 0 ,, 
шундай 1$илиб, Беллман тенгламаси (2.6) учун бошлангич шарт

в Х у ) = 1 Х у)  (2 7 )
курииишга эга булади.

Масалани динамик нрограммалаш усули билан ечишнинг учинчи 
(ва охирги) бос^ичи Беллман тенгламасининг ечимини излашдан ва у 
буйича (2 .1) масалани нг ечимини ̂ урищцан иборатдир. (2 .6) тенглама- 
да к  =  2  деб оламиз:

В2 ( у )  =  т а х [ / 2( г )  +  Я, ( у  -  г ) ] , (2.8)

бу ифоданииг унг томонида берилган / 2 (г ) функция ва (2.7) дан топилган 
В1 (у) функция бор. Шунинг учун (2.8) формула маълум бир ̂ згарувчили 
функциянинг максималлаштириш билан В2( у )  функциянинг зрюоблаш 
имкониниберади. Сунгра(2.6) да к  —  3 ,4 ,...,Л деболиб.^арбир^олда 
бир узгарувчили функциянинг максималлаштириш амалини бажариб,

кетма-кетЛ3 ( у ) ,  В 4( у ) >. . . , В л( у )  функцияларниоламиз.
(2.3)га асосан Вп(А)  сон (2.1) бошлангич масала учун максимал 

фойдадан иборатдир. Инвестициянинг йиллар буйича оптимал та^си- 
мотини топиш учун (2.5) ифодагамурожаат^иламиз. Унда& =  П , у  —  А  
деб оламиз, (2.5) нинг аниьржниши буйича, агар барча п  та  йил учун 
инвестиция мшу*ори А  га тенг булса, охирги йилга (бу ^олда п  -йилга) 
ажратилган инвестициянинг оптимал мик^цоригатенг булган х ° ( А ) сон-
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ни оламиз. шундай ^илиб бошлангич масала х °  = ] оптимал
режасининг х °  компонента топилди: х°п = х ° ( А ) .

Агар п -й и л  учуй х® мшуюр ажратилса, у з^олда долган п - 1  та йил 
учуй А - х ° п микдордаги инвестиция ̂ олади. (2.5) да А = и -1, у  =  А - х ° п 

деб оламиз ва ни топамиз. Равшанки, (2.1) масаланинг х°

оптималнинг охиргидан олдинги компоненти = х°_1 (л~ х°)га  тент- 
дир. Жараённи давом эттириб, (2.1) бошлангич масала ечимининг 
х“_2,...,х1° компонентларини топамиз.

Натижани та^лил ^иламиз. Усулнинг афзалликлари:
1) бошлангич п та узгарувчи буйича максималлаштириш масаласи

(2 .1) битта узгарувчи буйича п - 1  та максималаштириш масаласи (2 .6) 
га келтирилди з^амда натижа - глобал оптимал режадан иборат булади;

2) ечиш жараёнида масала злементларининг аналитик хоссалари- 
дан фойдаланипмади; берилган функциялар жадвал, график, алгоритм 
ва з̂ .к. куринишда берилиши мумкин эди;

3) В к (у) ларни зргсоблаш иатижалари буйича А  вал нинг ̂ ийматлари- 
ни вариациялаб, (2 .1) масаланинг ечимини о сон з^осил хршиш мумкин; бу
( 2 . 1) масала ечимини курсатилган параметрларнинг у з г а р и ш и г а  сезгир- 
лигини тазушл ̂ илиш имконини беради.

Усулнинг асосий камчилиги Беллман томонидан уз ва^тида «улчов- 
нинг к^рпшш» деб аталган булиб, у шундан иборатки, (2.6) Беллман тен- 
гламасини ечишда куплаб функцияларни эсда са^лашга тутри келади. 
Берилган битта инвестицияни та^симлаш масаласида улар бир узгарувчи
ли функциялардан иборат. У мумий з^олда эсааргументларнинг сони инве- 
сгициянинг хиллари со ни га тенг булад и  ЭДМда куп узгарувчили функци
ялар жадвалларини тузиш оператив хотира имконияти чегараланганли- 
гидан принципиал ̂ ийинчиликларга олиб келади, шунинг учун бу усул
нинг муз^окама ^илинаётган шу камчилиги куп улчовли масалаларини 
ечишд а динамик программалашнинг ю^орида баён 1$илинган классик усу- 
лини амалга ошириш имконини бермайди. «улчов ̂ аргалти» ни бартараф 
этишнинг турли усуллари тавсия ̂ илинган.

Мисол .(2.1) масалага о ид сонли мисол ̂ арайлик. Бу ерда п  = 3, А  = 5 
ва функциялар ̂ уйидагича ангар1анган булсин.

/ ,(* )= * , агар х = 0,5,



Б е л л м а н  т е н гл а м а с ш ш  ту з а м и з .

и = 1 учун 5,(>') = max/,(jc)=/,(у), у = 0,5.
хтЛу

п  =  2

У ?з(у) В,(у)

0 0 0
1 1 2
2 2 2
3 3 3
4 4 3
5 5 3

[ t i  (Ь ч )  + в Л у

У *2 (У) вЛу)

0 0 0
1 0 2
2 0 2
3 0;2 3
4 3 4
5 5 7

п  = 3
Я ,(5)=  max { / ,(* ,)  + * 2(.V -*i)}  =

= max {О + В 2 (5 ) ; 1 + В 2 (4) ;2 + В 2 ( з )  ;3 + В 2 (2 ) ;4 + В 2 ( l)  ;5 + В 2 (о)}= 
= шах {О + 7 ;1+4;2  + 3;3 + 2;4 + 2;5 + 0} =
= тах{7;5;3;5;6;5}= 7; jc, ф) = О.

(2 6) ̂ арапаётган масалада максимал фойда В ъ (5)= 7 булади. Инвести- 

д^яларни оптимал та^симлашни топамиз. Х °  (б)= 0  булганлигидан, би-



ринчи йилга инвестиция ажратмаймиз: х,° = 0. Шундай ̂ ипиб, 2 ,3-йип- 
ларга тули^ 5 з^ажмдаги инвестиция ̂ олади. х2 (5) = 5 эканлигини топа- 
миз. Демак, максимал фойда олиш учун з^амма инвестицияларни ик- 
кинчи йилга ажратиш керак (х° = 5). Шунинг учун, = 0.

3 -§ . С а м о л ё т г а  о т н и м а л  ю к  ю к л а ш  м а с а л а с и

К^уйидаги масалани тазутил ¡ршайлик. N турдаги ̂ адотуюнган маз^су- 
лотлар берилган булиб, ушбу маз^сулотлар билан у мумий юк кутариш 
^уввати W бирликка тент булган самолётни тулдириш керак булсин. Дар 
бир/ е  N  маз^сулотнинг бир донасининг огирлиги р  бирлик ва ундан кела- 
диган соф фойда с. бирликни ташкип этсин. Самолётни шундай маз^сулот- 
лар билан тулдириш керакки:

1) юкнинг умумий огарлиги W бирликдан ошмасин;
2) юкланган маз^сулотлардан олинадиган умумий соф фойда энг 

катта булсин.
Ушбу масаланинг чизшрш оптимизация моделини 1̂ урамиз ва уни ди

намик программалаштириш усули билан ечамиз. Масаладааншдтаниши 
керак булган мш^дор /-маз^сулотдан нечгадона олиншпидир, шу туфайгш 
х. деб /' маз^сулот сонини белгилаймиз, у з^олда 

р ¡ • X i мюуюр х. - дона / -маз^сулот огирлиги
с, • x ¡  мш^дор дг/ - дона /' -ма^сулотдан келадиган соф фойда булади. 
У з^олда
р,дс, + р2х 2 + ... + рнх п -  юкнинг умумий огарлигини,
CjJCj + с2х 2 + ... + сях„ - юкдан келадиган умумий соф фойдани билди- 

ради. М асала шартига кура чизшуга оптимизация моделини ̂ урамиз.

с, дс, + с2х2 + ...+ с п х н —> т а х  

' РхХх + Р Л  + ...+  рпх п <W , (3Л)
> 0 -  бутун.

Досип ̂ илинган масалани динамик программалаштириш усули билан 
ечамиз. Ушбу масалани ечишда маз^сулотлар сони ва самолётнинг юк 
кутариш фгевати буйича индукция усу лини ̂ уллаймиз. п - 1  яъии самолёт 
фа^ат 1-маз;сулот билан тулдирилсин. У з^олда

/,(а )  - юк кутариш 1$уввати а  бирликка тенг булган 
самолёт 1-маз^сулот билан тулдирилгандаги 
максимал соф фойда м и ^ори  а  = 0 ,W .



/ ,(а )=  шах {<:,•*,}= тах .с,дс, = с ,-х ,(а ) =с, ■
Л „ Г а

»¡го бутуи ■Г1=<Ы —

а

Р \
’ (3.2)

бу ерда х г (а )  оптимал ечим. Самолётнинг юк кутариш ̂ уввати-а ни О 
дан W гача узгартириш натижасида ̂ уйидаги жадвални з^осил ̂ иламиз.

1

2

W

И

/ , * )

Келгуси бос^нчда ма^сулотлар со ни ни яна битта ма^сулотга оши-
рамиз, яъни юк кутариш 1$уввати а  = О ,IV  булган самолётни {1} ва 
{2} ма^сулотлар билан тулдирамиз. Агар {2} махсулотдан х } дона 
олинса, унинг огарлиги р 2 ■ х 2 ми^дорга ва ундан келадиган фойда 
С2 • Х 2 мивдорга тент булади. Бу з^олда {1} махсулрт учун а  -  р 2 Х 2 

огирлик ажратилиши мумкин булади. Бу огирлик {1} ма^сулот би
лан оптим ал равиш да тулдирилса, ундан келадиган фойда 
/, (а - р 2 х  2) га тент булади. Ма^садимиз у мумий фойдани катталаш- 
тириш булганлиги туфайли, {2 } ма^сулотлар сони х 2 мивдор шундай 
танланиши керакки, бунинг натижасида иккала махсулотдан олина- 
диган умумий фойда

С2 Х 2 +  /, ( а  -  р 2 Х 2 ) энг катта булсин,
яъни
/г ( а )  = шах [с2 -х2 + {]( а - р 2х1)} =

Р} х2<а 
г, ¿0- бутуи

= тах  {с2-х2 +  / ,( а  - р 2 х2)} = щах_{с2 -* 2 + / , ( а - р 2 -*2)} (3 .3)
Р1*гЛ-аутун I J

/ 2 ( а  ) - юк кутариш 1$уввати а  бирликка тенг булган самолёт {1}, {2} 
ма^сулотлар билан оптимал тулдирилганда олинадиган максимал фойда 
мшуюрини белгилайди. Ушбу з̂ ол учун з^ам а  = 0 ,^  1дшматлари учун 
/ 2 ( а  ) ва х 2 ( а  ) мшуюрлар жадвалини ̂ урамиз.
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а дсДа) /:(*)
0 *До) /До)
1 *Д0 /ДО
2 ■ •

* .(* ) /Д*0
Ушбу жараён куйидаги рекур рент формула асосида дав ом этгирилади. 

/ * ( а )  =  т а х  {с к х к + / кА( а -  р к х к) } ,  (3.4)

Т, }
ушбу (3 .4) формула курилаётган масалаучун динамик программалаш- 
нинг рекуррент формуласи дейилади.

Ю^орида келтирилган масалани анш$ маълумотларда динамик про- 
грам малаш у су ли билан ечамиз.

л = 3, УУ = 11,

Р\  = 4> Р г  = 3>
с1 = 10, с2 = 9,

л=1  булган з$ол учун масалани ечамиз

Рз = 2> 
с 3 = 7 .

/Д а )  =  шах с, х, = с,•дс,(а) = с,
х^к^бутун

а
= 10-

а
---- а

.  А .
4

а  =0,11

а *.(“ ) / , £ )
0 0 0
1 0 0

2 0 0
3 0 0

4 1 10
5 1 10

6 1 10

7 1 10
8 2 20

9 2 2 0
10 2 2 0

И 2 2 0
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/ Д а )  = тах _ {с ,д :, + /Д а  - р 1х 1 )  } = гпм_{ 9 -дг2 + / Д а - З * , )  }

- - и ]  '  I ]

л =2 булган ^одда

а * 2 ^) /2 ( а )
0 0 0
1 0 0
2 0 0
3 1 9
4 0 10
5 0 10
6 2 18
7 1 19
8 0 20
9 3 27
10 2 28
11 1 29

л=3 булган^олучун /"3(11) ни^исоблаймнз.

/ з ( П )  =  ,  т а х  { 7 * 3 +  / 2 ( 1 1 - 2 д с 3 ) }  =  т а х { 7 - х г + / 2 ( 1 1  - 2 - х 3 ) }
Х у= 0 .5

д’^ 0 ,  бутуп

= тах  {7 • 0 + 29; 7 • 1 + 27;
7-2 + 19;7-3+10;7-4  + 9;7-5 + 0}

— тах  {29; 34; 33; 31; 37; 35;} =37, 
х3(11)= 4.

Демак {3}-махсулотдан 4 дона олиш керак экан, бу ^олда {1 , 2} 
ма^сулотлар учун а  2 = 1 1 -2 -4  = 3 бирлик огирлшска мое оптимал ечим- 
ни п  = 2 даги жадвалдан аншрхаймиз. 

х2(<х2) = х2(3) = 1
Агар {2} махсулотдан бир дона олинса, у холда {1} махсулот учун 

аж ратилган  огирлик а ,  = а 2 - 3 -Х 2( а 2) =  3 - 3 -1  = 0 ва 
X, (с^) = х, (0 ) =  0  булади.
Оптимал ечим

=(°. 1,4) ва максимал фойда /  ““  = /3(11) = 10-0+9-1+7-4 = 37
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Фараз ¡^илайлик, ¡ е  I  =  {(,2,...,и}номерли п  та деталь ва иккита даст- 
го^ берилган булсин. Дар бир деталга аввал биринчи дастгохда, су игра 
иккинчи дастгохда ишлов бериш керак. Биринчи дастгоз^даг- деталга 
ишлов бериш валюта а { га, иккинчисида эса Ь. га тент булсин. Дастго^- 
лар бир ваи^гда 1 = 0  момеитда ишга туширилади. Барча деталларга 
ишлов бериш умумий ва^ги минимал булиши учуй деталларии ишлов 
беришга ̂ андай кетма-кетликда тушириш керак?

Бу масалани ухшаш масалалар оиласига туркумлаймиз. Оиланинг 
умумий элементини ^йидагича курамиз. Бошлангач /  партиядан 
г, , / 2 ¿к номерли к  та деталдан ажратиб оламиз. Долган к  та деталнинг 
^ар бирига аввал биринчи дастгоущ, сунгра иккинчисида ишлов бе- 
рилсин, лекии энди биринчи дастго^ Г= 0  момеитда ишга туширилади, 
иккинчиси эса биринчи дастго^ ишга туширилганидан у  бирлик вак^г 
утгандан сунг ишга туширилади.
Ушбу

В п - Х к ’ Н ’ - ’ Ь ' у )  (4 Л )
ор^али Беллман функциясини, яъни долган п - к  та деталга ю^орига 
курсатилган шартларда ишлов беришнинг минимал ва^тини белгилай- 
миз.

Беллман тенгламасини тузиш учун куйидагича иш курам из. долган 
1 к = 1  \  ¿к } номерли деталлар тупламидан ихтиёрий г - детални 
оламиз ва ишлов беришга биринчи ¡^уямиз. Биринчи дастго^ / деталга 
ишлов беришни у  моментда тугаллайди. Иккинчи дастто^ i  - деталдан 

агар  у  £  а ,  булса, а , + Ь , м ом ен тд а , 
агар  у  > а , булса, у  +  Ь, м о м ен тд а

бушайди.
Айтайлик, долган 1 к \  {/} номерли деталлар ишлов беришга опти- 

мал кетма-кетликда туширилган булсин. Улар учун биринчи дастго^- 
дан моментдан бошлаб фойдаланиш мумкин. Иккинчи дастго^ эса
1 к \  {/} дан олинган деталларга ишлов бериш учун (4.2) га асосанулар- 
га ишлов бериш учун дастго^ ишга туширилганидан

= Ъх + т а х  { 0 ,у  -  а,.} (4.3)
ва^г бирлиги утгандан кейин ишга туширилади. Беллман функцияси-
нинг аншуганишига кура 1 к \  {/} дан олинган деталларга ишлов бе-

4-§. Икки дастгохда деталларга ишлов бериш
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ришнингминимал вафгиB M_t _l ( f l ^ 2T. J k j / ¡ ^ г а т е н г .  Шундай^шшб, 1к 

дан олинган n -к та деталга ю^орида курсатилган усул билан ишлов 
бсриш ва^ти

а ,  +  В л_к О ,,--,/* ,///,-) (4.4)
га тенгдир. ¡ к дан rçap бир детални биринчи навбатда ишлов бериш учуй 
танлаб олиб, (4.4) сонлар ичида минималини топамиз:

m in{a, +  Oí V , **,*'//,)} (4.5)н=1к
Равшанки, (4.5) сон (4.1) сонга тенгдир:

£ „ - t O ' i = { л , + £ _ * _ ,(/„.. „ i , , i / / , ) } .  (4.6)

Беллман тенгламаси олинди. Агар k=n-l деб олсак, яъни I  = | l , . . . ,n |  
дан i дан бопща барча деталларни ажратиб олсак (4.6) рекуррент тенг- 
ламаучун

,  ч f a .  +  b , ,  а г а р  у  < а , б у л с а ;
Я ,(1„ ..,,-1 ,/ + 1,...,»/у)= ' ' 'Г  (4.7)[ y  + h ,  а г а р  у >  а , булса , v '

бошлангич шартни оламиз.
(4.6) тенгламани (4.7) бошлангач шартда ечиб, деталларга ишлов 

беришнинг оптимал кетма-кетлигини rçypmn мумкин. Бу ̂ олда масала- 
нинг ечимини (4.6) тенгламани та^лил ^илиб оламиз.

Агар Вя( у ) ор^али иккинчидасггозршнгдеталларигабиринчидас- 
тгоз^да ишлов бериш бошланганидан у  ва^т бирлиги утгандан кейин 
ишга туширилганда, I  дан олинган барча п та деталга ишлов бериш 
ва^тини белгиласак, (4.6) дан к  = 0, к  = 1 бупганда

в п ( у ) =  min {а, + Вп_х ( / / ) } ,  (4.8)
ie l

B n Á i ¡ Ú  =  “ $  k  + B „ - i  (i! , / / /# ) ]  (4.9)
эканлигини оламиз, бу ерда (4.3) га кура

/у =  b ¡  +  m ax  {О, t ¡  - а . } .  (4.10)
(4.9) ни (4.8) га  келтириб 1$ямиз:

В п ( у )  =  mm m i ß  {а,- + а ,  + В я_2 ( i ,  / / tÿ) ]  (4 .11)

а, +a¡+ Вп_2 ( i ,  j / t¡j ) сон I  дан олинган деталлар ичида аввал i деталга, 
сунгра j  -деталга ишлов берилиб, долган деталларга оптимал кетма-кет- 
ликда ишлов берилгандаги B a iç r r a  тенгдир. Агар факат i -  ва /  -  деталлар-
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га шплов бериш тартибини алмаштирсак, /  дан олинган барча деталлар- 

гашплов бериш ва^ти a i + a j  + В п_г(/, j / t 0 )  гатенгдир, бу ерда

t i J = b j +  m ax  {О, t j  - а ; \ .  (4.12)

Беллман функциясининг физик маьносидан келиб чи^адики, В п_2 ( i , j  / у) 
функция у  буйича камаймайдиган функциядир (иккинчи дастго^ни ишга 
туширишни кечиктириш дегалларга ишлов беришнинг минимал ваьуи- 
ни зис^артира олмайди). Шунинг учуй

В„-г 0 ,  ¡ / ф В „ _ 2 ( / ,  / / ! „ )  агар ty < 1 .б у л са \

В „ - 2  0 ,  i l t , i ) < B n_2 ( i ,  ¡ / t y ) ,  агар t -  <  г .у б у л с а ,

тенгсизликлар бажарилади. Агар (4.11) да бу тенгсизликларни ^исобга 
олсак, дегалларни ишловга ^уйишнииг оптимал кегма-кеглигида, агар 
ty  <  t jt булса, ¡-дегалга /-деталдан олдин ишлов берилади, дегаи хулосага 
келамиз. f/( ^  t tj булганда аввал /-дегалга ишлов берилиши зарур. (4.10) 
дан у  = 0  булганда ушбуни оламиз:

ty  = 6, + max {О, А; + т а х  { 0 ,0 -а  } - а / } = Ь, + max {О, - 0 /}  =

[bn агар Ь, < а, булса, (4 j

1А/ + />, -  ар агар hL > а ¡булса.

(4.14)

Шунга ухшаш

, ага /?  Z>/ <  а,, булса , 

b ; + b j  -  а , , ага/7  b j  > а, булса.

(4.13)-(4.14) дан дегалларни ишлов беришга s^yrnnn оптимал кегма-кег- 
лигини ^уришнииг содда алгоритми келиб чи^ади. Берилганларни 4.1- 
жадвалга утказамиз. аиЫ  элементлар орасида энг кичигини топамиз, у 
a t элементдан иборат булсин:

Щ = т ж а ,£ т ж Ъ г  (4Л5)
u (=1̂ 1 /=1,н '  '

Бу з^олда

( 4 1 6 )

тенгсизликлар бажарилишиии курсатамиз. Да^и^атан, (4.14) дан 
эканлигини оламиз. У з^олда (4.15) г а  асосан
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* ь * ъ , * н , * К  +  Ь / - а /. тенгсизлшшаруринлибулади,булардан, (4.13) 
ни ̂ исобга олсак, (4.16) тенгсизликлар келиб чи^ади. (4.16) тенгсизлик- 
лар ¡0 ра^амли деталга биринчи навбатда ишлов берилиши лозимлиги- 
никурсатади.

4 .1 -жадвалнинг Я,, д  =  1 , п  элементлари ичида Ь  ̂  элемент мини- 
мал булсин, яъни

Ь,.о =хатЬ, < т ш  аг  (4Л7)
/= 1 ,Я  / = | , И  '  '

Бу ̂ олда /0 ра^амли деталга охирги навбатда ишлов берилиши керак. 
Да^и^атан, (4.17) шартлардан 1$уйидаги

г м  =  Ь < * Ы  -  Ь к  ¿ У  * ъ ы +  ь > -  а к  <4 Л 8 >
муносабатлар уринлидир. (4.18) дан (4.13) ни ̂ исобга олганда тасдиги- 
мизнинг тугри эканлигини курсатувчи

•*" =  ^’ п  ’
тенгсизликлар келиб чи^ади.

4 .1 - ж  а д  в  а л

Д е та л л а р
№ 1 2

. . .

/

. . .

№ 1

д а с т г о ^ »1 •г а,

№ 2

д а с т г о х ь, ьи

Биринчи ва охирги навбатда бажариладиган деталпар топилгандан кей- 
ин жадвалдан мос устун учирилади ва амаллар кам сонли деталпар 
учун дав ом эттнриладн.

И зо^. Агар а,с = 6/о булса, учириб ташланмаган ¡в ра^амли деталлар 
ичида 1д деталга биринчи ски охирги навбатда ишлов берилишининг 
фар»; и йу^. Унта доимо биринчи навбатда ишлов берилади деб з^исоб- 
лаш мумкин.

Сонли мисолни курайлик, п  = 6 булсин ва деталларга ишлов валу- 
лари ^уйидаги жадвалда келтирилган булсин.
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Деталлар
номи 1 2 3 4 5 6

Биринчи
дастго^ 5 3 1 4 3 1

Иккинчи
дастгоз^ 6 5 5 3 2 2

Берилган сонли мисол учун оптимал кетма-кетлик ^уйидагичадир:
6 -> 3 ->2-> 1 —> 4 —> 5.

Деталларга ишлов бериш графиги Г ант схемаси ёрдамида 4.1 -чиз- 
мада тасвирланган булиб, унда абсциссалар у^и буйича ва^т, ордина- 
талар у^ида дастгозугарнинг ра^амлари ̂ уйилган.

Даст- Деталларни дастго^лар
гоз̂
№ 6 | 3 I 2 I 1 |

1
2 ■ т ш 11111111111111Н11111111111111111Н111в ш ш ш й

| 1 2 |  3 | 4 | 5 | 6  | 7 | 8 | 9 | 10 1 11 |

да оптимал ишлаш кетма-ксглиги

Д Ш Д И И М  1 1_____ ~ ~ 4

1 2 Г 1 3 |  14 | 15 | 1 6 1 1 7 1  18 119 | 2 0 | 2 1 | 2 2 ^ 2 ^ ^ 2 4

4 .1 -ч и з м а

Оптимал ечимда иккинчи дастгоз^ца деталларга ишлов бериш кет- 
ма-кетлиги биринчи дастгозудаги деталларга ишлов бериш кетма-кет- 
лиги  билан  бир хилда булади . О птим ал  иш лов бериш  ва^ти  
/™ = 24 гатенг.
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5 -§ .  Т у р д а  э н г  ц и с ц а  м а с о ф а н и  а н и ц п а ш

Айтайлик, S  = {/,£/ } тур булиб, унда фа^ат ( i ,  / ) е  U  ёйларнинг ха- 
рактеристикалари cÿ > О, яъни i тугундан /' тугунгача масофа берилган
булсин. Белгиланган иккита Е  1 , тугун учун s дан t гача мини мал 
узунликка эга булган ftÿnmi топиш талаб ^илинадн (s дан t га йут деб, s 
дан t га булган шундай турга айтиладики, s дан t га ̂ аракат ганда 
унинг ёйларн тугри чизиклардир).

Бу масалани ухшаш масалалар оиласига турку млаймиз.
Онлайннг умумнй масаласи j  тугундан ихтиёрнй /  G  1  тугунгача 

энг ^нск;а йулни ^уришдан иборатднр. B¡ деб Беллман функциясннн s  
дан i  гача энг rçncrça йул узунлнгинн белгнлаймиз. В ¡ функция ^аноат- 
лантнраднган тенгламани тузишда s  дан /  гача йул учун охирги ёйнн 
ихтиёрнй танлаб оламнз: (j,/)e U  B a s  дан i  6  1 (тугунга энг ipicrça йул 
топнлган деб фараз ̂ иламнз, бу ерда 1 ¡  —  / билан (/,/)е U  ёйлар ёрдами- 
да туташтнрилган i  e l  тугунлар тупламиднр. У з^олда s дан / га булган 
йулнинг узунлиги

В , + С у  (5.1)
га тснг бупади. i  € /Ттугунларни саралаб, (5.1) сонлар ичида минима- 
лини топамиз:

пш(с„+В#)  (5.2)
Равшанки, (5.2) s  дан / га булган энг ipiciça йулнинг узунлигидир. Анш$- 
ланишига  кура Беллман функцияси 5, га тснг булганлигндан B ¡ учун 
Зуйидаги Беллман тенгламаси олинади:

В,  = min ( с „ + В , ) .  (5.3)
‘* Г1

(5.3) тенглама учун чегаравий шарт
В , =  О (5.4)

куринишга эга булади ва функциянинг уз-узидан равшан хоссасинн 
ифодалайдн.

Олдинги параграфлардан фар^ли уларок;, (5.3) Беллман тенгламаси 
рекур рент эмас. Г  деб i e l  тугунларнинг шундай тупламинн белгилай- 
мизки, улар учун Беллман функциясининг B¡ ¡диймати маълум булсин.
7* Ф  0 чункн(5.4)гаасосан5 е Arapí е/*булса,масалаечилган була
ди: Bi -  S  дан í гача булган энг içHcrça йулнинг узунлигидир.
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Айтайлик, t e l '  булсин. S  турда l ' j e l ’ f  е Г  туплам б$шича 
î  s  Г  ] кссим ^урамиз. U ( l ' )  Ф 0  деб фараз 

к;илайлик. Равшанки, S тугундан k e l ’  тугунгача булган rçap бир йул 
з̂ еч булмаганда U ( Г )  дан олннган бнтта ёйни уз ичига олади Демак, 
Су > 0,(i, /)б U  булганлигидан з^ар бир к  s  / ‘тугун учун,

В к >  min (й,. + с ,,.)=  В ..  + с  . . , к ~ ё  Г , (5.5)
* (/,/■)* ¡ / ( у )

тенгсизлнк уринли булади. ( г . ,  j , )  -  кесимининг ёйи булганлигидан
i. е /*,/. ¥  (5.5) да Л = у.) деб оламиз. У з^олда (5.3) га асосан

в  г  = в г  + с . у
эканлигини оламиз. /. тугунини Г  тупламга ^ушамиз ва ечишни да- 
вом эттирамиз. Чекли сондаги ^адамлардан cÿHr В , ни топамиз, 
ёки U ( 1  ) Ф 0  булган Г  тупламини rçy рамиз. Иккинчи ^ол S  турда s 

дан t га йуллар üÿrç зканлигини англатади. Беллман тенгламасини 
ечишнинг ю^орида баён ^илинган тарихини S турда белгилар усули 
ёрдамида амалга ошириш мумкин. Г  ор^али Беллман функцияси- 
нинг ^и й м атлари  м аълум  булган  тугун л ар  туплам ини  ва
<»(/*)= { ¡ e l :  ( i ,  j )  е U  ( / ’ )]  ор^али Г  TÿiuiaM бнлан rçÿniira ту

гунлар тупламини белгилаймиз. Агар ш(/*) = 0  булса, S турда л дан

t  га йул мавжуд эмас. со (/* ) = 0  булсин. й' сонларни (Г билан 1{ушни 
/ тугунларнинг всндпинча белгиларини) з^исоблаймиз:

в \  = + С Л / е ® 0 ’) (5.6)

ва улар орасида минималини топамиз:

В ’.. =m in В ',/е ю ( /* ) .

/. ~ё 1 тугун учун Беллман функциясининг В  . ^иймати В 1., га тенгдир.
f  тугунни Г  тупламга ̂ ушамиз ва амалларни такрорлаймиз. В  / , /  е Г , 
сонлар тугунларнинг узгармас белгилари деб аталади. Дар бир итера- 
цияда узгармас белгилар туплами ортиб боради. Чекли сондаги итера- 
циялардан c ÿ H r  t тугун / '  ё ÿ 3 r a p M a c  В,  белгини олади ёки уни олмайди

ва со ( / )  =  0 . Иккинчи з̂ ол j  дан t  га йул ü ÿ i y r a r H H H  билдиради.
Биринчн з^олда В,  катталик s дан t гача энг ipicrça йулнинг узунлиги

дир. Энг rçncrça йулни (5.3) га асосан узгармас белгилар буйича ^уриш



мумкин. В 1 белги буйича В ( белгини шундай топамизки, В ,  = + В (

булсин. А, билан з^ам шунга ухшаш иш курамиз: В ^  =  с 1Л + В ^  ва з̂ .к.

6 - § .  « И ш о н ч л и  т а ъ м и н о т ч и »  у а ц и д а г и  м а с а л а

«Ишончли таъминотчи» корхонаси маълум бир ма^сулотни ишлаб 
чи^ариб истеъмолчиларига уз ва^тида етказиб беришни кафолатлай- 
ди.

Ушбу ма^сулогга булган талаб ва^т(давр)га ^араб узгаради. Кор- 
хона N давр давомида уз истеъмолчиларини маз^сулот билан таъмин- 
лапш шарт. Маз^сулотга / 6 1,/^, даврдаги талаб Х>(, / е 1, Л/, га тент 
булсин. Корхона / даврдаги талабни шу даврда ишлаб чи^арилган х 1 

мшуюрдаги маз^сулот билан ёкн корхона омборларида са1у1анаётган 
/(-маз^сулотлар з^исобига ^ондириш мумкин.

Корхона исгеъмолчиларнинг талабини энг кам сарф-харажатлар 
билан ̂ ондиришни режаланггирмо^а. Шу туфайли корхона раз^бари- 
яти з^ар бир даврда истеъмолчилар талабини тули^ ^ондирган холда 
ишлаб чи^арилиши зарур болтан ва омборда са^паниши керак болтан 
маз^сулот микдорини, бутун режалапггирилаётган N  давр ичида уму- 
мий сарф-харажатларни энг кичик мгауюрини таъминлайдиган з^олда 
танлаб олмо^чи.

Куп бос^ичли ушбу масаланинг математик моделини ^урайлик.
С,(х,, /,) - деб / даврда х  дона маз^сулот ишлаб чи^ариш ва /(маз^су- 

лотни омборда 1 давр мобайнида с а ^ а ш  билан богпи1$ болтан сарф- 
харажатлар мшуюрини белгилайлик.

Истеъмолчилар талабини т^ли^ ̂ ондириш билан боипщ булган шарт 
у долда ^уйидагнча ифодалаиади х , + <,-| £ Д , / - 1  ,N .

шах
Корхонанинг /-даврдаги максимал ишлаб чи^ариш [^уввати х , га, 

омбордаги максимал маз^сулот мшухори га тенг булсин.
Режалаштирилаётган бутун давр мобайнидаги умумий сарф - хара-

Я

жатлар V  С,(х,,/,) га тенг булади
1=1

Истеъмолчилар талабларининг ^ондирилиши ва ишлаб чи^ариш 
1̂ увватларига булган шартлар: режалапггириш даври бошида омбор
даги маз^сулот мшуюри ¡0 ва давр охирида омборда ̂ олиши керак булган 
/^ьщсулотни зугсобга олган з^одда тузилган математик моделимиз 1$уй- 
идаги куринишда акс этгирилади.
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п

• * » - ! + * . =  А + , 'ЛГ. '= " >

0 <  х 1 < г,гаи, б у т у п ,  ( 6 . 1 )

О <  /', <  , б у т у н .

Ушбу куп боск^ичли масалани ечшцца динамик программалаш усу- 
лидан фойдаланиб, динамик прогламмалашнинг рекуррент формула- 
ларини келтириб чи^арамиз. Ушбу формулаларни келтириб чи^ариш- 
да динамик программалашда кенг 1̂ улланиладиган тескари редукция 
усулидан фойдаланиб, режалаштирилаётган ва^тни тескари тарзда 
харакатлантирамиз, яъни х = N  -  ? тескари ва^т узгарувчисини кири- 
тамиз ва ̂ уйидаги белгилашларни амапга оширамиз.

<1' — О г̂ ч+1, I — 1 ,п  , — х ^ _ 1+1, I  — 1, п  .

/ к (/) —режалапггири ш даврининг тугашига к  давр ̂ олиб, ушбу давр 
бошида омборда / дона ма^сулот са1у1анаётган з^олда, долган к  давр 
мобайнида исгеъмолчиларнинг талабини тулии; ̂ ондириш учун зарур 
энг минимал сарф - харажат мт^цорини белгилаймиз.

Агар тескари ва^т буйича белгиланган ¿-давр бошида омборда / 
дона ма^сулот мавжуд булса ва х к дона маз^сулот ишлаб чи^арилса, 
нстеъмолчининг с1к мшу^ордаги талаби ̂ ондирилгандан сунг к +  1 давр
бошига келиб ¡к = I + х к -  с1к ми^дорида ма^сулот ^олади. к  даврда Х к 

махсулот ишлаб чи^ариш ва I, ма^сулотни 1 давр мобайнида са^лаш 
билан боглшд сарф - харажатлар

С к ( х к , 1к )  =  С к ( х к , / + х к - (¡к) гатенгдир.
Динамик программалаштиришнинг Беллман оптималлик мезоннга кура

/Д О  = .П1Ш {с*(?*,/-?*-< /*) + и  , ( |  + х4-</*)} (6 .2)

рекуррент формулани з^осил ̂ иламиз.
Ушбу рекуррент формулани куллаш учун куйидаги бошлангич шарт- 

лардан фойдаланамиз

Г-1
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/о  ( 0  =  0,  ¿ = 0 , i T ,

х, =</, + ÍW — íyv-, = D n  + i N -I/v-l, 
Бунинг натижасида

/ 1 (0  — Cj (яг, /  ) = С, (á, + /д, — i iV ) (6.3)

функциянинг ( i  = 0 , / f “ ) узгаргандаги ^ийматлар жадвалини з^осил 
1диламиз,токиD  + i N  -  i  >  0  

к  =  1

i ?ло /,(*(0,0
0 Ö.V + »*
1 Д» + ** -1 /,(*,(!))

O.V + < * -  ̂Г“"

к -  2  з$ол учун

/ 2( 0  = min {C2( x 2, x 2+ i - d 2) + /,(jc2 + í - r f 2) }
/-о,'4™

рекуррент формулани ̂  осил ̂ иламиз ва ушбу формула асосида з^исоблан-

X
0 t — - IW-X ■•i * j( 0 ш

0 ïj* 0) /:(«)
i *j0 ) MD
-

¿OMS.
*2

'Æ-7/<-y-S/ÆWA ~  i" r  1 /Д.-Г )

Изо^ : Агар i + x  узгарувчиларининг баъзи ^ийматларида i  +  X > d 2 

шарт ёки i +  x 2 - d 2 <  i““  шартлар бажарилмаса, ушбу катаклар 
ту лдирилмацди.

к  =  п  ва г = í0 булган з^олда бошлангич масаланинг ечимини хосил 
з^иламиз,

/ * О о )  =  ™  'о + * „ - < )  +  / „ - А  + * „  - О } ’{) ТД„
ï„eO,.r“ '

яьни
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л

/„(*'<>)=, я и ц - rE ei f o » 0
1XX +¡M~1 " û *  +<iï J

Шартли оптимал ечимлар x t  (¡) лар асосида оптимал ечимни ̂ уйида- 
гича ечиш мумкин

*,=*.0'о)>
*1 = ' » + ï , 0 ( l) - < = ' o + î i 0 o ) - Di ,

*2 (  'о +  Оо )  -  О) )  = ('и +■*, (»„ )  -  ■<*„ ) ,

i l = x 7( h ) + h - D 2 , 

x v Ov-l)  ~ x \ 0,-1 )  +i«-l -  = + *Y -  ,«-l >

*.v=»V

Ю^орида баён этилган усулни ̂ уйидаги ш^гисодий масалани ечиш 
учун татби^ этайлик

N = 3; D, -  3; £»2 = 4; £>3 = 2, 

i0 = 2; i3 =1; X, = 0,4, t = 13, 

i , =03, l = ï , 3,

с, (x, , i, )  = с  (x , )  + h  ( / , )  ( е  =  1,3 у - сарф-харажат функцияси,

(  ч Г° > * '= 0 >счдг/ 1 _ — - ишлаб чи^ариш харажатлари функцияси.11 о т j Xj у ДС| ••

А ( / , )  =  2 - i t ,  i , = 0,3, (í = 1,3) - Дона мгцсулотни омборда 1 давр 
мобайнида catçriam билан бопши; сарф-харажатлар функцияси.

к =1
i ? , ( 0 /  ( 0
0 3 / , ( < 0  =  2 7

1 2 / , ( 0  =  2 4

2 1 / , ( 2 )  =  21

3 0 / , ( з )  =  о

X, ( i ) =  ti, +  /0 — / = D} + íj —/ = 2 +1 — j = 3 -  i , 
h ( , , ) =  0.

/ ,  ( o ) =  min {f:, ( * , )  + //, ( i ,  )  +  /„ ( í , )  } =
ДГ| +OV</

= c, (З -  O) = с (з )=  18 + 3-3 = 27,

Л ( 1 ) - с , ( 3 - 1 ) - с  ( 2 ) - 1 8  + 3 - 2 - 2 4 ,

/  ( 2 )  -  с, (3 -  2> -  í ' , ( l )  -  18 + 3 -  21,
/, ( з )  = с, ( 3  — 3 )  = с, ( о )  = О,

к - 2  / - ,( / ) -  min {с(х2) + /t(i + x , - d 2)  + /, ( j + х2 -</2)} = 

= min ( c ( x j )  + A (i + 3c2 - 4 )  +/, (/ + х2-4 )}  *Xj*i>4
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/ 2 ( о )  =  m i n  | с ( х 2)  +  / г ( о  +  Зс - 4 ) +  / ,  (O  +  jc , - 4 ) }  =

=  с ( 4 ) + й ( 4  +  0 - 4 )  +  /, ( 4  +  0 -  4 )  =  18 +  3 - 4  + 2 - ( 4  + 0  -  4 )  +  27 =  57,

Л ( 1)  = П1ш { с ( х 2) + А ( 1 + х2- 4)  + / | ( г 2+ 1- 4 ) }  =

= min { с ( з )  + А( 1 + 3 - 4 )  + /, ( з  + 1 4) ; с (4 )  + A(l + 4 — 4) + /, (4  +1 — 4)}  = 
= mm {27 + 2 0 + 27; 30 + 2 1 + 24 } = 54, х2 ( l ) = 3 ,

/2( 2 )  =  mi n  { с  (х2)  +  А (2 +  х2 -  4 )  +  /, ( ? 2 +  2 -  4 )  }  =

Г с ( 2 )  + Л ( 2  + 2 - 4 )  + /. (2  + 2 - 4 )  ; 1
[с(з)+А(2 + 3 - 4 )  + /,(з+2-4);е (4 )  +  Л (2  + 4 - 4 )  +  /, ( 4  + 2 - 4 ) J  

=  m i n  { 5 1 3 3 , 5 5 }  = 5 1 ,  3 c j ( 2 ) = 2 ,

/ г ( 3)  = m i n  { с  ( * 2)  + h  ( 3 + ï 2 - 4)  + / . (  3 + î 2 - 4 ) }  =

. c ( l )  + А ( 3  + 1 - 4 )  + / , ( 3  + 1 -  4 ) ;  с  ( 2 )  + А (3  + 2 - 4 )  + / ,( 3  + 2 - 4 ) ;

~ mln [с ( 3 )  + А (3  + 3 - 4 )  + А (з  + Э -4 ) ;  с ( 4 )  +Л (3  + 4 - 4 )  + / , ( 3  +  4 - 4 )
=  min {48,50,52,36} = 36 х2( з )  = 0,

=  П 1Ш

к — 3, Íq — 2,

/ э ( 'о  = 2 ) =  m in  { с ( ? , )  + A ( j0 + г з - < / , )  +  / , ( / „  + Z ,  - « / , ) }|в».т»ес/̂

=  m in  { е ( х , ) + 2 - ( 2 + У , - 3 )  +  / ,  ( 2  +  х , - 3 ) }  =

=  m in
c ( l ) + 2 ( 2  +  1 - З )  +  / , ( 2  +  1 - 3 ) ;  с ( 2 ) + 2 ( 2  + 2 - з )  +  / ,  ( 2 + 2 - 3 ) ;  

с ( з ) + 2 - ( 2  +  3 - 3 )  +  / ,  ( 2 + 3 - 3 ) ;  с ( 4 )  +  2 - ( 2  +  4 - 3 )  +  / ,  ( 2  +  4 - 3 ) J

. Í21 +  2 - 0  +  57 ; 2 4  +  2  1 +  5 4 ; 2 7  +  2 - 2 + 5 1 ; ]  ,  ,
,П \ 3 0 + 2  3 +  36 j =  m in  { 7 8 , 8 0 ,8 2 , 7 2 } =  7 2  * , ( 2 )  = 4 ;
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дг| ( 2 )  =  х , ( 2 ) = 4 ;  «, = 1 0 + х , ( 2 > ‘'1 =  2 + 4  =  6 - 3 = 3 ,  

л , ( з ) = 0 ;  /2 = 1, +дс2( з ) - < * ,  =3+0-3 =  0; х , ( о ) = 4 ,

*«,«, = ( 4; °;4 ).
/ ™ , ( 2 ) = 7 2 .

Ма^сулотга булган умумий талаб, £>[ + /)2 + 0 3 + 13 = 3 + 4 + 2 + 1 = 10уму- 
мий таклиф:
¿д+ х , +  Х2 + Х 3 =  2 +  4 +  0 +  4  =  10,
<умумий талаб>=<умумий таклиф>
1 0 = 1 0 .

V  б о б г а  о и д  м а ш ^ л а р

1. Самолётни оптимал юклаш масаласи. 
Ма^сулотлар тури N=4.
Самолёт максимал юк кутариш 1$уввати 
№ = шт{АГ, 2/и + 5л}

т +5 2п+т
+ 1; р, =

2/и + Зл 1
_ 4 + 1; р ,=

3 . 5 \
с, = л + 2т; с2 =2л + т ; с, =2л+3-т; с4 = 3л+4т
л : = 1 2 ,1 3 , ......

Л =  1 ,2 ,3 ,......

1,2,3,....

2. Турда энг 1$ис̂ а масофани аюпугаш масаласи. Ша^арлар ораси- 
даги боы^ичлар сони N=3.

В

• У  шбу масала учун хисоблашнинг рекуррент формуласини кел 
тириб чикаринг
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• Энг киска масофани аникланг, агарда:

С . ( = 2 к  +  3 т  ,  С г л = 6 к  +  3 т  , C l)t, = 4 k  +  5 m  ,

С л с > = к  +  4  т  , С г л = 3 к  +  в т  , C n i„  =  5 k  +  5 m  ,

C , r< =  4 k  +  m  , C C}IJ¡ =  4 k  +  5 m  , С „ х й = 6 к  +  4 т  ,
С с,ю, = 5 к  +  4 т  ,

С г ,п , = 3 к  +  5 т  ,

С Г)п, 5 к  + З т  , 
к , т  =  1,2,3,.....,10.

3. «Ишончли таъминотчи» ^а^идаги масала 

N=  4,
i 0 =  min{3; к  + \ ; т  + 1}, 
i N  = min (2; А: +1; т } ,

Z )| = т т { З Д  +  /я } ,

D 2 -  min {4; 2 к  +  т } ,

£>з = min{5; к  +  т  + 2 } ,

Д, =min{2; /я},

с ( * , й  ° '  * ’ = 0
[ (10 к  + 3т )  + 2 k m  ■ х 7 , дг7 =  1,4, 

h ( i ,  ) = (3 к  +  4 т )  ■ /,, i ,  = 0,4, 
к ,  т  = 1, 2 ,3,..., 10.
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V I Б О Б

МАТРИЦАЛИ УЙИНЛАР НАЗАРИЯСИ

1 -§ . У й и н л а р  н а з а р и я с и . А с о с и й  т у ш у н ч а л а р  в  а  м и с о л л а р

1. Асосий тушунчалар

Уйинлар назарияси зиддиятли холатларнинг математик моделини 
урганиш орцали мукаммал ёки самарадор цабул ^илиш имкониятини 
урганади. Математик уйинлар назариясининг асосчилари Дж. Фон 
Нейман ва О. Моргенштернлардир.

^ а р  кандай зиддиятли холат ижтимоий-и^гисодий ̂ олатнинг мате
матик модели булиб ^уйидагилардан ташкил топгандир:

1) иштирок этувчи томонлар;
2) ̂ ар бир томоннинг имкониятлар туплами;
3) томонларнинг ма^садлари.
Зиддиятли ^олатларнинг ушбу ташкил этувчиларини математика 

тили ёрдамида тасвирлаш натижасида уйин тушунчаси келиб чш^ади. 
Зиддияг иштирокчилари одатда уйинчилар ёки иштирокчилар дейи-

либ, 1  =  {1,2 ,. . м }  уйинчилар тунламини билдиради, яъни уйинчилар 
соничекли.

^ а р  бир уйинчининг зиддияг ̂ олатидаги ̂ аракат режаси ёки жоиз хат-
ти-^аракатлари ушбу / g  /  уйинчининг стратегии дейилади. Xjap бир/ 6  1

уйинчининг х . хатти-^аракатлар тупламини X t, i  G  1  деб белгилаймиз.
1-таъриф. Х[ар бир 7 6  1  уйинчи X, 6  X t стратегиясини танласин, у

^олдаX  =  ( х , , 1 2 , . . . , 1 л) б П  X , j?äHHхолати дейилади.
i e J

Уйин ̂ олатлари тупламини X  —  П  X ,  : деб белгилаймиз. Хар бир

уйин фолата XE X t да /  6  /  уйинчининг ютуги H t ( x )  функция ор^али 
аншртнган булсин.

Демак ̂ ар ̂ андай зиддиятли ̂ олатлар

Г  =  { 1 ,  X ,  н „  / € / }  ( 1 . 1)
учлик ёрдамида берилади ваушбу учлик коалициясиз (гуру^сиз) уйин 
ёки уйин дейилади. Бундай дейилишига сабаб, ^ар бир уйинчи з̂ еч ̂ ан- 
дай гуру^га фчпилмай, фа^ат уз ютугини катталаштириш ма^садида 
^аракат ̂ илади.
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Агар Г  уйинда иштирокчилар сони иккига тент булиб, з^ар бир 
X  =  (х ,, Х 2 ) уйин з^олатидаумумий юту^мш^доринолгатенг булса, 
яы т

Н ^ х { ,  х 2 )  +  Н 2 ( х х,  х2) =  0, (х15 х 2 ) е Х 1* Х 2

ёки
Н ^ Х у ,  х 2 )  =  - Н 2 ( х 1,  х 2 ) ,  ( х 1} х 2 )  е  Х х' Х 2

бундай коалициясиз (гуру^сиз) икки иштирокчининг уйини антогонис- 
тик (^арама-^арши) уйин дейилади. ^арама-^аршилик шундан иборат- 
ки, бир иштирокчи ¡^анча мш^цор ютса, иккинчи иштирокчи шунча мшу 
дорни кущазади.

Агар (1.1) коалициясиз (гуруз^сиз) уйинда иштирокчиларнинг стра- 
тегиялар туплами чекли булса, бундай уйин чекли коалициясиз (гуру^- 
снз) уйин дейилади.

Чекли икки иштирокчининг уйинида биринчи иштирокчи ютутргари- 
ни сатрнинг мос устунларига, иккинчи уйинчининг юту^парини устун- 
нинг мос сатрларига жойлаштириш вулайдир. Бунинг натижасида з̂ ар 
бир уйинчининг юту^лари матрица куринишида з^осил булади, ушбу 
матрица юту^ матрицаси дейилади.

Иккита юту^ матрицалари з^ар ̂ андай чекли икки иштирокчининг
(1.1) уйинини тули^ ифодалайди. Шу туфайли чекли икки иштирокчи
нинг уйинлари биматриц али (1$уш матрицали) уйинлар дейилади. Агар 
икки иштирокчининг чекли уйини »¡арама-^арпш булса, у з^олда иккита 
ютук; матрицаси урнига ягона бир юту*; матрицасидан фойдаланиш 
мумкин булади, ушбу юту^ матрицасида биринчи уйинчининг ютуги 
мос равишда иккинчн уйинчининг ют^азишини билдиради ва аксинча.

Бундай уйинлар матрицали уйинлар дейилади.
2-таъриф. Матрицали уйин деб икки иштирокчининг чекли антого- 

пистнк уйинига айтилади.
Бу турдаги уйинларда уйин 1{уйидаги тарзда руй беради з^ар бир 

иштирокчи узининг х / е  X  /  е  1 ,2  стратегиясини танлайди ва бу
нинг натижасида х  =  (х ,, Х2 ) уйинз^олати вужудгакелиб, /-иштирок
чи Н 1 (х ,, х 2 ) ,  / =  1,2 ю т у ^ а  эга булади. Иштирокчиларнинг з^ар 
бири уз ютувргарини катталаштириш учун з^аракат ̂ иладилар.

Уйин бир неча бор такрорланиши мумкин, бу з^олда уйин бир неча 
партиядан иборат дейилади.

2. Чекли коалициясиз уйинпарга мисоллар

а) «Рейтинг -  назорати шли»
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Т ал аба (I уйинчи)- рейтинг назорат ишига тайёргарлик куриши ке- 
рак.

Устоз (II уйинчи)-рейтинг назоратини ^абул ^илиши керак, ̂ ар бир 
иштирокчининг 2 тадан стратегияси мавжудцир. Тал аба 1 -яхши тайёр
гарлик куриш (Я) ёки 2-ёмон тайёргарлик куриши мумкин (Е).

Устоз 1 -рейтинг назоратидан талаба утди деб ̂ исоблаш (+) ёки
2-талаба рейтинг назоратини топшира олмади (-) деб хисоблаши 

мумкин.
Уйинчиларнинг ютуютари матрицасини ^уйидагича аншугаймиз.

б) «Икки кишилик Морро уйини» (икки бармо^ли Морра уйини)
Уйин цоидаси: ^ар бир уйинчи 1 ёки 2 бармогини очиб 1 ёки 2 раца- 

мини эълон ^илди. Агар I уйинчи II уйинчи очган барм о^ар  сонини 
топтан булса, II уйинчи эса тополмаган булса I уйинчининг кнута очил- 
ган б ам о^ар  сонига тент булади, бу ^олда II уйинчи ушбу ми1уюрни 
ют^азади. Агар иккала уйинчи ^ам тугри топтан булса, бу ^олда ^ар 
бир уйинчининг ютуга 0 га тенг булади. Куриниб турибдики, уйинчи- 
ларнинг стратегиялари сифатида ( ¡ ;  у) жуфтликлар булиб, бу ерда

/ =1̂ )  очилган бармонутар сони /. ( /  = 1,2 ) . айтилган бармотртр сони
ни билдиради.

I уйинчининг юту1$лари матрицаси ̂ йидагича ёзилади

Ушбу матрицада I уйинчи (2;2) стратегияни, II уйинчи эса (1 ;2) стра
тегия™ танласа, I уйинчи 3 бирликни ютцазади ва мос равшцца II уйин
чи 3 бирликни ютади. Ушбу уйин матрицали уйиндир, чунки битта юту^ 
матрицаси ёрдамида берилаяпти.

+ +

0;1) (1;2) (2 Д )  (2;2)

(1.1) (  0 2 - 3  0 "
0,2) - 2  0 0 3
(2.1) 3 0 0 - 4
(2Д) [  0 - 3  4 0 ,

(1.4)
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2-§. Мотрицали уйинлар

1. Минимакс ^оидасн ва эгар ну^талар

Икки ипггирокчининг умумий юту^ мшуюри нолга тент булган чек- 
ли уйинини та^лил этайлик. Биринчи ипггирокчининг т  дона соф стра- 
тегиялари i = l , 2 , . . .  т  ва иккинчи ипггирокчининг п  дона j - 1 ,  2 .. ..П  стра- 
тегиялари мавжуд булсин. Агар иштирокчилар мое равищца i  ва / стра- 
тегияларни танлаган булсалар, ушбу з^олда ( i , j )  уйин ̂ олатида I уйин- 
чининг ютуга а. ,  мик^цорига, П уйинчининг ютуги эса мое равищца - а .  

мивдорига тент булади, яъни.
а.. +  (-а ..)= 0

у  1 i y

ушбу уйиндаги барча ютуклар А  = (а ..) матрица ёрдамида иф о дал ан- 
са, А  -ютувугар ёки туловлар матрицаси деб номланади.

А  = ( а матрицанингг-сатрдаIуйинчинингютуврариa n , a ¡2 , ~ .С1т  

жойлашган булиб, ютув$ ^иймати II уйинчининг танлаган усули /- га 
богаи^ булади.

Дар бир уйинчи уз ютугани катталаштиришга ̂ аракат ipuiMoiyia, I 
уйинчи А  матрицанинг мос сатрларини, II уйинчи эса устунларини тан- 
лаш ор^али.

(  п .. п .  а . ^

А  =

-Ч п311 а12 

а21 « 1 2 -  

а т 1  ° т 2 —  а т

юту^ матрицали уйинда уз юту^ларини катгалаштириш учун уиинчи- 
лар ̂ андай ^аракат lyuiMoiyiapH даркор?

Эслатиб утамизки I ипггирокчининг сгратегияси сифатида А  = 
( и у ) lOiyíj мхирииАНИШ uiipmui ганлаш (Туйинчинит tx^cipaici инт) 
ва уз навбатида II уйинчининг стратегияси сифатида устунни танлаш 
(II уйинчининг соф стратегияси) ̂ абул »¡илинади.

Фараз вршамизки, уйинчилар узларини о^илона тутадилар.
Агар I уйинчи г'-сатр соф стратегиясини танлаган булса, у з^олда II 

уйинчи шундай /'-устун соф стратегиясини танлаши керакки, а.. ютув;
, a i2 , — d jn  > Krryiyiap ичида энг кичиги булиши керак, ушбу энг кичик 

юту^ мшуюрини а . -деб белгилайлик, яъни
a ¡  = m in  a  ¡¡

/=1,я
бундай усулда аншуинган а. -юту^ I уйинчи i  соф стратегияни танлаган- 
даги кафолатланган ютуга дейилади, чунки П уйинчининг ихтиёрий хат-
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ти-^аракатига ^арамасдан I уйинчи а( ю ту^ан  кам булмаган ю ту^а 
эгадир. Дар бир уйинчи уз ютугини катталаштиришга интилаётгани ту- 
файли I уйинчи уз соф стратегиялари ичидаги шундайини танлайдики, 
ушбу соф стратегия а . -ютук^а энг катта^ийматини беради, яъни

v .  =  ш а х  а ,  =  m a x  m i n  а н
Ы\,т i=\,m  /=1,я '

ушбу ютуцни таъминловчи р -соф стратегия максимнн стратегия деб ата- 
лади ва v. - булса уйиннинг ¡^уйи ь^иймати дейилади.

Иккинчи уйинчи учун шунга зЬииаш фикр юритиш асосида, агар у 
/ -сгратегияни (А -матрицанинг /-устунини) танлаган булса,

Ь ,  =  ПЩХ а „
'  /=1 ,т 7

миццор П уйинчининг кафолатланган кгпркиги булади. Шу туфайли П 
уйинчи шундай ^-стратегиясини танлаши керакки, унинг кафолатлан
ган KmyDHFH ЭНГ КИЧИК, ЯЪНИ

v *  - А  -  m i n / ) ,  =  m i n m a x а „
4 /=1 ,п /=1,л /=1,/и 1

булсин.
Бу ̂ олда v" MHiyiop уйиннинг соф стратеги яларидаги кщори ^ийма- 

ти, q  -соф стратегия эса минимакс стратегияси дейилади.
Куриниб турибдики, максимин стратегиясини танлаш натижасида I 

уйинчи v. ют-yiyiaH кам булмаган, П уйинчи булса, v' ю ту^ан куп булма
ган ющизту^а эга буладилар.

Ю^орида келтирилган максимин ва минимакс стратегияларини тан
лаш усуллари минимакс принципи (ёки кафолатланган натижа принципи) 
дейилади, ушбу принципнинг мазмунини ̂ ар бир уйинчи томонидан кафо
латланган ютух^а эришиш истаги ташкил этади.

Ихтиёрий матрицали уйин учун v* > v..
Ушбу тенгсшлик бажарилишини исботлаш ̂ ийинчилик тугдирмайди.
Аслнда у'= v. з^ол жуда му^имдир. Рйинда уйинчининг ю^ори ва 

к^уйи ^ийматлари тенг булади фа^ат ва фа^ат шу ^олдаки, агар А  = 
( а  ̂  joryiyrap матрицаси эгар ну ватага эга булса, яъни шундай (р , q )  соф 
стратеги ял ар жуфтлиги мавжудки, улар учун

a i q < a p q <  a p j,  i  = 1 , т  в а  /  = 1,«  
тенгсизлик уринлидир.

Бундай (р , q ) эгар Hyifranap А  = (а . . ) матрицали уйинда(р , q ) -муво- 
занат ^олатини беради. Агар (р , q )  эгар нукта булса, у ^олда I ва II 
уйинчилар учун р в а .  q  соф сгратегиялардан мос равишда четга чи*;иш 
уларнинг кафолатланган юту^арини фа^атгина камайтириши мум-



кин. Шу туфайли р  ва <7 соф стратегиялар мукаммал соф стратегиялар 
деб аталади ва (р ,  д )  жуфтликда аник^панган V = у.= V* мгауюр матрица- 
ли уйин ̂ иймати дейилади.

Агар у,< у’ булса, у ̂ олда А  = ( а „ )  матрица соф стратегияларда эгар 
ну^тага эга булмайди ва уйин соф стратегияларда ечимга эга эмасдир.

2. «Эгар» ну^тани ани^лаш алгоритми

1. А  ю ту ^ ар  матрицасининг ̂ ар бир сатрида а ,  - энг кичик элемен- 
тни аншуиймиз, / = 1, т .

2. Ушбу танланган а , , /  = 1 , т ,  уз устунидаги максимал элемент 
буладими? Шуни текширамиз. Агар шундай устун мавжуд булса аншу 
ланган /0 сатр ва /0 устун эгар ну^тани анщлайди. Бу ^олда уйин ^ий- 
мати я,0/0 га тенг булади.

Агар шундай устун мавжуд булмаса, ушбу матрицали уйинда соф 
стратегияларда «эгар» иу^та мавжуд булмайди.

Мисол.

А  =

{ 6  5 8 5 

7 3 - 2 3  

ч 6  5 7 5  у

= 5, а 2 = - 2  ва а 3 = 5 булиб а , = 5 нккинчи ва туртинчи устунлар- 
даги максимал элементлардир. Демак (1,2) ва (1,4) стретегиялар «эгар» 
ну^тани ани^айди.

а 3 = 5 хам иккинчи ва туртинчи устунларда максимал элемент була
ди, шу туфайли (3,2) ва (3,4) стретегияллар ̂ ам «эгар» ну1$тани аншутай- 
ди. Демак ушбу уйинида 4та «эгар» ну^талар (1,2),(1,4), (3,2) ва (3,4) 
мавжуд булиб, уйин ^иймати у=5 га тенг булади.

«Эгар» ну^та стретегиясидан четга чшупн уйинчилар ютугининг 
камайишига олиб келади.

Агар I уйинчи 3-сатрнн танласа ва II уйинчи 2-устунни танласа уйин 
^иймати у=5 га тенг (I уйинчининг ютуга 5 га, II уйинчиннинг ютуга -5 
га тенг). Фараз ̂ илайликки I уйинчи 3-сатр уринга 2-сатрни танласин. 
У з^олда II уйинчи 2-устунни танлаши натижасида уйин ̂ иймати у=3 га 
тенг булади ва бу мшуюр эгар ну^та таъминлаган у=5 бирликдан ки- 
чикдир.
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3 -§ .  « Э г а р »  н у /р п а с и з  м а т р и ц а л и  у й и н л а р .  

А р а л а ш  с т р а т е г и я л а р .  А  с о с и й  т е о р е м а л а р

1. Аралаш стратегиялар

цаси булсин.
I уйинчи А  матриданинг 1-сатрини танлаш э^тимоли х булсин, бу 

ерда 0 < Х < 1 ,у  ̂ олда 1-х I уйинчи томонидан А  -матриданинг 2-сатри- 
ни танлаш эхтимоли булади.

Мос равишда у II уйинчи томонидан 1-устунни ва 1-у II уйинчи 
томонидан 2-устунни танлаш э^тимолликлари булсин, бу ерда 0  < у  <  1. 
Фараз в;илайлик, уйннчилар (х, 1-х) ва (у , l -у) аралаш стратегняларни 
танлаш ган булишсин у ^олда уртача кутил аётган юту*; мик^цорн rçyibi- 
дагига тент булади

учун Е ( х ' , у )  = 1 булади, яъни I уйинчи П уйинчининг танловидан rçan>- 
ий назар 1 бирлик ю т у ^ а  эга булади.

Е ( х ,  у ) =  ( - 1> X • у  + 3 • x(l -  у)+  4y(l -  х ) -  2(1 -  xXl -  у)
содцалаштиришдан cÿHr ^уйидаги ифодани ̂ осил ^иламиз

ихтиёрий X  6 [ОД] танловидан ̂ агьий назар 1 бирликдан oprarç булма- 
ган ю-щизив^а эга булади.

гг о 1 *Демак, х = — ва V =  у с  аралаш стратегиялардаги «эгар» H y i ç r a  
2  / : >  

булиб, бу з^олда уйин ̂ иймати v= 1  га тенгдир

3 /
/ 5

V * =  1.
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А  =

Ю^орида айтиб утилганидек «эгар» HyjyacH мавжуд ва «эгар» Hyrç- 
таси мавжуд булмаган матрицали уйинлар орасида катта тафовут бор 
булиб, ушбу тафовут ушбу уйинлар бир неча бор такрорланганда я ^ о л  
сезилади.

Юту^ матрицаси ^уйидаги келтирилган Г уйинни курайлик

-■=г - т - *

4  ~ 2  ,
ушбу уйинда «эгар» ну^та мавжуд эмас
(min max = 1 > max mina,, = - 1), шу туфайли максимин ва минимакс соф

/  i  J  i  /  J

стратегиялар ^ам мавжуд эмас.
Фараз килайлик Г ( А )  уйин бир неча бор такрорланувчи булсин, 

ушбу з^олда I уйинчи 1-сатрни танлаган ̂ олда унинг ютуги 3 га ёки -1 га 
тенг булади агарда II уйинчи мос равишда 2-ёки 1 -усгунларни танла- 
са. Агарда I уйинчи 2-сатрини танлаган ̂ олда унинг ютуги ёки 4 ёки (-
2) бирлихка тенг булади, II уйинчи мос равишда 1-ёки 2- усгунларни 
танлаган ^олда. Ушбу тенгликдан куриниб турибдики, I уйинчининг 
ютуги П уйинчининг танловига бошшущр ва аксинча. Агар П уйинчи I 
уйинчининг танлаган стратегиясини а н щ  билса, I уйинчини тулш$ юти
ши мумкин.

Шу сабабли ушбу уйинларда танланаётган соф стратегияларнинг 
ма^фийлиги жуда му^имдир. Ушбу тасдщ «эгар» Hyiçra мавжуд булма
ган ̂ ар бир матрицали уйинлар учун Уринлидир.

К^уйидаги савол тугилади: такрорланувчи уйинда П уйинчининг их- 
тиёрий хатти-^аракатида I уйинчининг унга кафолатланган ютук^ни 
таъминлайдиган хатш-^аракати мавжудми?

Бирор бир соф стратегиясини мунтазам равишда к у л л а ш  кафолатлан
ган юту1$ни таъминлаи ол маслигини ашн^лагач i уйинчи соф стратегия- 
ларни тасодифий равишда танлашга утеин. Агар тасодифий танлаш lÿipH 
ташкил этилса, ушбу усул кузланган ма^садни бериши мумкин экан. Соф 
стратегияларнинг э^тимоли деган тушунча билан танишайлик.

- 1 3Ю^орида келтирилган А  = матрицали уйин учун х  ва 1—
4  ~ 2  ,

X  лар I уйинчи томонидан мос равишда 1 -сатр ва 2-сатрни танлаш э^ти- 
моллиги булсин, яъни 0 <  X < 1. Мос равишда ва 1— у  2-уйинни томони
дан 1-устунни ва

2-устунни танлаш э^тимолликлари булсин, яъни 0 < у  <  1. Такрорла
нувчи уйинда соф стратегияларни танлаш э^тимоллигини ^уйидагича
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Таллин фшиш мумкин. Мисол учун х  = —, шуни билдирадики, куп ма-

ротаба такрорланган уйинда уртача 5 та уйиннинг 2 тасида I уйинчи 1- 
сатрни танлаш соф стратсгиясини ва 3 марта 2-соф стратегиясини тасо- 
дифий равишда танлайди. Ушбу танлаш бирор бир тасодифий жараён 
асосида амалга оширилади. Мисол тари^асида ушбу жараён куйидаги- 
ча ташкил этнлнши мумкин. Радиуси Я  >  О булган доирада юзаси 

2
5 , = — п Я 7 булган сектор ажратиб олиб айттшган доирага кичик биржис-

мни ташлаймиз. Агар жисм 5, -секторга тушса, у ^олда 1-соф стратегия 
1̂ улланилади, акс ̂ олда 2-стратегия 1̂ улланилади

1 4 я ’

5 2 - - т с Д 2 
5

3 .1 -ч и з м а

5 ; ва секторларнинг юзаларини узгартириш натижасида бошка э^ти- 
молликларни ̂ ам ̂ осил ^илиш мумкин булади.

Демак I уйинчи куйидаги стратегия (к;оида) асосида уйнаши керак 
булади:

1-сатрни х  э^тимоллик билан ва 2-сатрни 1-  х  э^тимоллик билан 
танлаш, бу ер да 0 <  X  < 1. Бундай ^оида асосида танланаётган стратс- 
гияни аралаш стратегия деб номлаймнз. Мос равишда II уйинчи 1 -ус- 
тунни у  ва 2 -устунни 1-  у  э^тимолликлар билан танлайди бу ерда
0 <  у ^ 1 .

Куриниб турибдики, I уйинчининг аралаш стратегияси (х , 1-х),Пуйин- 
чининг аралаш стратегияси эса (у , 1— у ) векторлар ор^али берилмадущ. 

Матрицали Г  ( А )  уйиннинг юту^ матрицаси
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куринишда берилган булсин.
Ушбу уйинда I уйинчи, А  матрицанинг сатрларини танлайди ва у т  

дона соф стратегия / =  1,2,...,/ига эга. П уйинчи А матрицанинг устун- 
ларини танлайди ва п  дона соф стратегияпар / = 1,2,3,..., п  га эга.

1-таъриф. I  уйинчининг аралаш  стратегияси  деб шундай 
X  = (х ,,х 2 ,...,х т ) векторга айтиладики, буерда

т
х ,  >о, / = 1, т ,ва 2 > , = 1 .

/=1
I уйинчининг аралаш стратеги ялар туппамини 5 / б план белгилаймиз.

Мосравшпда П уйинчининг аралаш стратегияси деб У = у п)

векторга айтиладики, бу ерда

у,> 0, / = 1,и,ва

1=1
II уйинчининг аралаш стратеги ялар тупламини 5г билан белгилаймиз.

Агарда уйинчилар мос равишда X  е  5, ва У е 52 аралаш стратегия- 
ларини танласа, у ̂ олда I уйинчи учун уртача юту^ (юту^нннг матема
тик кутилмаси) 1{уйидаги ифодага тент булади

Е {х ,у )  =  ' ^ ^ а 9х ,у г  
/-1

2-таьриф. Аралаш стратегияпар X ’  е£ , ваУ' е 5 2учун
Е = ( Х , У ) < Е ( Х ' , Г ‘ ) < Е ( Х \ Г ) , Х е И 1 ва У е 5 2 (3.1) 

булса, у ̂ олда (X,  У) Е ( Х ,  У) функциянинг «эгар» ну^аси  булади.
Агар X '  е 5, ва У* е $ 2 Г ( А )  уйин учун эгар ну1$та булса, у ^олда 

X" (У)  I уйинчининг (II уйинчининг) оптимал аралаш стратегияси дейи- 
лади.

Оптимал аралаш стратегияпар (3.1) га асосан з^ар бир уйинчига ра- 
^ибининг хатти-^аракатида ^атъий-назар кафолатланган клутрш таъ-
минлайди



3-таъриф. Матрицали уйинда

(3.2)

ва

(3.3)

мое равишда уйиннинг ^уйи ва ю^ори ^ийматлари дейилади. Агар у. = 
у" = V булса у-уйнн киймати дейилади.

Изо^ 1 . Е  (X,  У )  функцияси ( Х \  У * )  лар буйича узлуксиз булиб, 
( X , У )  е 5, х 5,, ва 5, чекли ёпии; тупламлар булгани учун V. ва у" 
доимо мавжудцир.

М атрицали уйинларда куп доллар да масштаб ^а^идаги леммадан 
фойдаланилади. Шу туфайли ушбу леммани келтирамиз.

Лемма (масштаб ^а^ида). Г(Л') ва Г(А)т х п  булган матрицали уйин- 
лар булсин ва А 1 =аА + р • В,  а  > 0 ва В з^амма элементлари бир- 
лардан иборат булган матрица булсин, у холда

1-теорема (Асосий теорема). Ихтиёрий матрицали уйинда аралаш 
стратегияларда«эгар» ну^та ^олати мавжуд ва

уринлидир.
Исботи. Ушбу теоремадаги (3.5) тент лик бажарилиши учун зарурий 

ва етарлилик шарти бу Е ( Х ,  У) функциянинг эгар ну^таси мавжудлиги- 
дир. Иккинчи томондан агар ( ) Г ,  У") Е  ( X ,  У) функциянинг эгар нущта- 
си булса у з^олда

тенглик уринлидир.
1 -теорема ихтиёрий матрицали уйинларда оптимал аралаш страте- 

гиялар А” б5, ва У‘ е мавжудлигини тасден^лайди.
Теоремани юту^лар матрицаси А  =  ( а . . )  элементлари учун

а у >  0, » = 1, т ,  /  = 1,и з̂ ол учун исботлаймиз.
К^уйидаги чизшрш программалаштириш масалаларини 1̂ урамиз

у ( А ' ) = а у ( А ) +  Р . (3.4)

V. = V' (3.5)

Е ( Г ,  Г )  = у .= у ’ (3.6)
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• ¿ а ^ >  1, г = 1 ,  п ,  (3.7)
(=1

х 1 >  0 ,  /  =  1 ,т ,

ва ушбу масалага иккиланма булган

у, +  у 2 +.... + у „  - > т а х
П ____

1, г = 1, т ,  (3.8)
/=1

у ; > 0 ,  /  =  1,и.

Бош лангич ш артга кура з;ар бир а  > 0 лигидан шундай
X 1 = ( х \  , Х 2 , . . . Х т  ) >  О вектор мавжудки, бу вектор (3. 7) масаланинг
жоиз ечими булади. М |1сол тари^асида бундай вектор сифатида ^ар
биркомпонентасих,1 = —, /' = 1,т ,бу ердаа  > 0  ва А  = ( а . )  матрица-

а  4нинг энг кичик элемента.
Иккинчи томондан у = (0,0...,0) вектор ^ам (3.8) масаланинг жоиз

ечими булади.
Тугри (3.7) ва иккланма (3.8) чизшуш программалаш масалалари- 

нинг жоиз ечимлар туплами буш туплам эмаслигидан иккиланмалик 
теоремасига кура иккала масаланинг ̂ ам оптимал ечимлари мавжуд 
булади, яъни шундай

X = (х, ва ? = (у,,у2,...уи)
мавжудки улар учун

Ё х<= Ё > ' / = Х > 0 - <3 - 9 )
Ы н

Ушбу оптимал ечимлар асосида

X' = - Х  ва Г  = - Г
Я, X.

векторларни ̂ урамиз ва уларнинг мос равишда I ва II уйинчиларнинг 
оптимал аралаш стратегиялари элементларини курсатамиз. Бу з^олда

уйин ̂ иймати V — — булади.
Я.

Ху +  х2 + ... .+ хт - » т ш
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х ]  = 1-х, >0, 1 = 1,т ва у* = ^-у/ £ 0 , / =1 , п
К к

Д ш р щ а т а н  з^ам (3 .9 )  т е н гл и к д а н

деб ^абул ^илсак
т т

5 » Х
'  1 - ^  

— X, 
К Х '  )

1 V “  1 1 1
=  Т & = 7  ^  =  1’

1-1
ва

М т  (  1 ____  Л  1 7 7 7 ____ 1

5 » = Ё  г у '  Г 7 & = Г Х =  1’ ./=1 /=| \  Л. у  Л  ;=| Л.

ларни ^осил ^иламиз, яъни Х ‘  е5, ва У 6 5  .
Биринчи уйинчининг (Х~, У )  аралаш стратегиядаги ютуга

£ ( * ’ , Г  ) =  £  О у Х ;  у* = £  а у X, у,..
/-1 (-1 /-1

Иккинчи томондан Л" ва У (3.7) ва (3.8) шартларини к;аноатлантиришдан 
ва (3.9)ни эътиборга олсак 1̂ уйидаги тенглик ^осил булади:

Х =  Е > ' / = Е 1->, / ^ Е  Е а *х<
/«I М  ;«1 V. 1=1

Ушбу куш тенгсизликдан

1

у > = Ц
1=1 \  /=1 /  /=1

^ • , П = т т 1 1  « , ^ ^ = т г - > - = ^ -
А- /-1 /-1 д  А»

(ЗЛО)

кслиб чш^ади.
Агар X  е  5, ва У е  5 2 ихтиёрий аралаш стратегиялар булса, у ^олда 
((3.7) ва (3.8) дан)

£(ЛГ',К) = Х Х  ) у / г Т>
/=1 /=1 Л /=1\ ы\ )  *  л

^осил ^иламиз. Ушбу тенгсизлик ва (3.10) тенгликдан ¡^уйидаги тенг- 
сизлик кслиб чи^ади:

Е ( Х , Г ) * Е ( Х ' Х ) й Е { Х \Г ) ,  Х е Я „  У е52,
яъни, {Х~, У"} аралаш стратегия Г ( А  ) уйинда эгар нувдани з^осил ̂ илади. 
Демак Г  ва Г  мос равишда I ва II уйинчиларнинг оптимал аралаш

стратегиялари булиб, уйин р^шмати V = — > 0  булади.
А.



Бошлангач фаразни олиб ташлаб, ихтиёрий А '  = (я‘ ) матрица учун 
теорема уринли эканлигини исботлаймиз. Бунинг учун ушбу матрица- 
нинг ̂ ар бир элементига шундай р > О сонини »ушиб чи^амизки, бунинг 
натижасидаЛ = А  + Р_В>0 мусбатликшартини^аноатлантиради.Агар 
X" ва У  Г (А ) уйин ̂ иймати булса, у масштаб ^аврвдаги леммага асосан 
Х^ва У  оптимал аралаш стратегиялар Г(А') уйинда ^ам оптимал ара- 
лаш стратегиялар буладилар ва уйин ь^шмати v1 = v -  р булади.

Т  еорема исб отланди.
Изо^. Ушбу теореманинг исботлаш жараёнида матрицали уйиннинг 

оптимал стратеги ялари ^ р и л ад и  ва ушбу оптимал аралаш стратегия- 
лар чизи^ли программалаш масалаларини ечиш ор^али топилади.

4-таъриф. А гар аралаш  стратегиялар X '  = (х*,х*...х*) е  S, ва 
Y * = (у*, yl-..y'n ) е  S2 ларда х* >  0 ва у* > 0  булса, уларга мос келувчи
I -ва  / - соф стратегиялар актив стратегиялар дейилади. I уйинчининг П 
уйинчи  /  - соф стратеги яси н и  ^у л л агаи д аги  у р тач а  ю тугини

т
Е ( Х *, /)  = ^  ДуХ* деб анш^паймиз.

/=1
2-теорема (актив стратегиялар ^а^ида). Агар X  * =  ( х * X *  ) 6  S t ва 

У* = (у*,..., у*) е 5 2лар оптимал аралаш стратегиялар булса, у ^олда I 
уйинчининг ихтиёрий актив стратегияси i ва II уйинчининг ихтиёрий 
актив стратегияси / учун 1$уйидаги тенглик уринлидир

£ (/,Г ) = у. ва £ (A ',/)  = v. (3.11)
Исботи. Оптимал аралаш стратегияларни ангоргашга кура

E ( X \ i ) * v ,  , = й .  (3.12)
Фараз 1ди1аилик£(Л'*, / ) > убулсин,у^олдаJ”  = (у*,у’’ ,...у*)итпмал 
аралаш стратегия учун (3. 8) ва У* > 0 лигидан вуйидаги

Х ^ - , / ) у ; = 1
м  /=1

y ; = H w ; = £ ( ^ * , D = v ,
/=1

тенгсизликнива Е  { х \  у " )  =  у тенгликдан у > v ^арама-^аршилик келиб 
чшршга теоремани исботлайди. Теорема исботланди.
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4 -§ .  М о т р и ц а л и  у й и н л а р н и  е ч и ш  у с у л л а р и  

( а н а л и т и к  в а  г е о м е т р и к  у с у л л а р )

Ушбу параграфда (2 х 2) булган матрицали уйинларни геометрик ва 
аналитик усулда ечиш келтирилиб, сунгра (2 х /и)ва (»1 х 2) улчамли уйин- 
лар (2 х 2) улчамли уйинга келтирилади.

1. (2 х  2 )  улчамли матрицали уйин
У шбу уйинда з̂ ар уйинчи 2 стратегияга эгабулиб, ю ту^ар  матри- 

цаси ^уйидаги куриншцга эгабулсин

д [ а \ \  ° п  

\ а 21 а 22)
Агар А -матрицали уйинда «эгар» ну^та мавжуд булса, миннмакс 

^оидаснга асосан уйин ечими енгнл анила^ланадн.
Фараз ^шхайликки уйинда «эгар» ну^та мавжуд булмасин, бу ^олда 

уйинда аралаш оптимал стратегиялар ва уйин ^ийматини аш н^айм из.
Опт им ал аралаш страте гияларни ^уйидагича белгилайлнк

= (х ,, х2)  ва у  = (у , , у 2) .  б у е р  да 
х, + х2 = 1, 0 ^ х ,; х2 < 1,

у , + у 2 = 1, 0 ^ у , ; у 2 ^1,
у-уйин »¡иймати.

Агар I уйинчи оптимал х" = (х хг) аралаш стратегиясини кулласа, П 
уйинчи 1 -соф стратегиясини кулласа, яъни 1 -устунни танласа, I уйинчи- 
нинг ютути

а \\Х \ + а 21Х2
тенг булиб, уйин ь^иймати V гатенг, яъни

у = а 11х 1 + а 2}х 1 .

Агар П уйинчи 2-соф стратегиясини (2-усгун) *$лласа, 
а  п х , + а п х 2 з^осил ̂ иламиз

а а х 1 + а в х 2 =  у.

Берилиши буйича х ( + х 2 = 1 тенгликдан х [ в а х 2 аншргаш учун ьуй- 
даги муносабатларни з^осил 1$иламиз

Ч л + а д  “ V,

аих}+а22х2 =у, (4.1)
х, + х , =  1.
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V = а „ х ,  + а 2|х 2

ва П уйинчи учун аралаш стратегиялар у"= (у у 2)  ̂ уйидаги тенглама
лар системасидан анщланади

Ом У, +<г21у 2 = у ,

' а 71У1+ а 2 2 У 2 = '’ ’ (4-2)
У х + У г  =1-

Ю^орида келтирилган ечиш у су ли аналитик булиб, (2 х 2) уйинулчам- 
лари кнчнк булганлнгн учун ушбу масалани ечимини график усулида 
^осил вришш мумкин.

I уйинчининг соф стратегняларини А  ( ва А 2 (1- ва 2- сатрлар) ва П- 
уйинчинингсофсгратегияларини51 ва 3 2 (1- ва 2-устунлар) белгилайлик.

Текислнкнинг абсцисса у^ида [А  ГА 2] 1 бирлнк узунликдагн кесма 
олайлик. Ушбу кесманинг А  учи координата боши булсин.

[А  г А 2] кесманинг учларидан утказилган перпендикуляр тугри чи- 
зтргарда 1-уйинчининг ютутугарини белгилайлик (4.1 -чизма).

А 1 учидан утувчи перпендикуляр ордината О у  у^и билан мос тушиб, 
х !=1 ва х 2= 0  стратегия мосдир, А  2 учидан утказилган А  2Р перпендику
ляр А  2 соф стратегияга мос келиб х  (=0 ва х 2= 1. Агар II уйинчи В , соф 
стратегиясини ь^улласа I уйинчининг ютуги а ц га тенг, агар I уйинчи А 1 
соф стратегияни к у л л а с а , д2] тенг, агарда у А  2 стратегиясини 1$улласа, 
а и ва а 2] ми^дорларни Оу ва А 2Р кесмаларида мос равишда ани^лаб, 
ушбу ну^таларни В  {В , кесма билан туташтирамиз (4.1 -чизма). В  {В  (кес
манинг ихтиёрий ординатаси 1-уйинчининг уртача ютугнга тенг була- 
ди, агар у А , ва А  2 стратегняларини х 1ъ а х 2 э^тимолликлар билан мос 
равишда ь^улласа, (4.1) тенгламалар ^осил булади.

У ш б у  те н гл а м а л а р  си сге м а си н и  е чи б  х , х2 ва  V м ш ^ц орл арни  анш ртайм из

4 .1 - ч и з м а
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Агар II уйинчи В2 соф стратегиясини ^лласа В2В2 кссмани ^осил 
*;иламиз, агар I уйинчи А , ва А2 соф стратегияларни х { вах2 э^тимол- 
ликлар билан мос равишда танласа, В2В2 кесманинг ординаталари I

5 ^ 3 ,  синщ чизшрпшг ординаталари I уйинчининг у аралаш стратеги- 
яларини ^уллагандаги минимал ютугани белгилайди. I уйинчи минимал 
кпу{д1ар ичидан энг каттасини танлаш ма^садидадир ва бу оптимал ечим N 
ну1$та булади. N нувданинг ординатаси уйин фшмати у га тент булиб, унинг 
абдисса у^ига проекдияси, яъни М ну ф а  I уйинчи учун оптимал аралаш 
стратегия х" = (лгр аник^гайди.

Бу ерда х=М А} ва х2=ОМ тенгдир.
N  ну^та координаталарини ани^лага учун (4.1) тенгламалар систе- 

масини ечиш керакдир.
Иккинчи уйинчининг оптимал аралаш стратегияси у ' =  (у (, у 2) ни топиш 

учун I ва II уйинчинингуринларини алмапггириш керак булади, яъни А 
матрицами транспонирлаймиз. У ̂ олда П уйинчининг стратегияси сифа- 
тида сатрларни танлаш, I уйинчи учун устунларни танлашга тугри кела- 
ди. График усулдан фойдаланиб, 1£уйидаги чизмага эга буламиз.

Ушбу чизмадаги А А , сшпщ чизи^ П уйинчининг энг катта ют^и- 
зи^пар чизигидир. П уйинчи уз юпрюигини кичрайтиришга интипади. 
Шу туфайлиу N  ну^танитанлайди, N ну1$такоординаталарн у" = (у,, 
у 2) оптимал аралаш сгратегияларни ва уйин ̂ иймати V ни (4.2) сисгема- 
дан ани^лайди.

2. (2 х п) турдаги уйинларни ечиш
(2 х л) турдаги уйинларни ечиш вуйидагича амалга оширилади.
1) (4.1) чизмадаги каби уйиннинг тасвири ^рилади, фа^атгина ик-

кита В [В 1 ва В2В2 тугри чизшргар билан биргаликда ВгВг тугри
чизи^лар з̂ ам ̂ урилади;

4.2-чизма
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2) I уйинчининг р̂ уйи ютуругар сини к чизиги ани^ланиб, ушбу сини^ 
чизир^да энг катга орди натали N  нуррга танланади. Ушбу нур̂ та ордина- 
таси уйин ̂ ийматига тенг булади;

3) N ну^тада кесишувчи Д  Д  ва й /о Вк тугри чизиьртар ани^аниб, 
ушбу актив стратегиялар П уйинчининг оптимал стратегиясини аник- 
лашда нштирок этадилар (4.2-чнзма). Д  п ва актив стратегиялар анив;- 
лангандан кейин (2 х п) матрицапи уйин (2 х 2) уйинга айттяня.гш Ушбу 
уйинда I уйинчи А 1 ва А 2 стратегияларини П уйинчи булса, фа^аттнна 
Д  ва В^ стратегияларини мусбат э^тимоллик билан вуллайди. Хосил 
рршинган (2 х 2) уйинни ечиш (4.1) булимда курсатилгани каби амалга 
оширилади. N нув;та иккитадан куп тугри чизн^лар кесишмасидан ^ам 
^осил булиши мумкин.

3 .(т х 2 )  матрнцалиуйинларниечиш
Ушбу з^олда (т х 2) уйинни ечиш в;уйидагича амалга оширилади.
1) Транспонирланган, А = (а ..), ¡ = \,т матрица учун уйиннинг

(4.2)чизмаси чизилади. Бу з^олда А А.  чизи^ бир нечта булиши мумкин;
2) П-уйинчининг ютув^пгарининг юр;ори чегараси в;урилади ва ушбу 

синив; чизив;да энг кичик ординатали М нув;та танланади. Ушбу рруррга- 
ршнг ординатаси уйин в;ийматига тенг булади;

3) М нур г̂а кесишувчи А1̂ ва А̂  А̂  тугри чизирррар аниврванади ва 
ушбу тугри чизш^ индексларига мос I  уйинчининг 10 ва / актив страте- 
гиялари анш^панади. Бунинг натижасида(2 х 2) матрицали уйин з о̂сил 
рршинади ва 1-булимдаги (4.3) ихтиёрий усул билан ечилади.

4. Стратегиялар орасида устунликхоссаси
Матрицали уйинларни ечишда ютур̂  матрицасининг улчамларини 

ихчамлаштириб олиш з^исоблашларни камайтиради. Юту в; матрица- 
ларини улчамларини ихчамлаштнришда уйинчиларршнг оптимал 
булмаган стратегияларидан воз кечиш асосий усулдир. Ушбу усул стра
тегиялар уртасидаги устунлик зсусусиятига асослангандир.

1-таъриф. Г (А) матрицали уйинда I ушшчирншг 10 соф стратегияси I, 
соф стратегия устидан устунликка эга дейилади, агар

аЫ - аи> /  = 1,и булса. (4.3)
2-таъриф. I I  уйинчининг )0 соф стратегияси / соф стратегиясидан 

устуршикка эга дейилади, агар -  > —а ,̂ /  = 1, т.
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Изо^. П уйинчининг -стратегияси усгунликка эга булмаган стра
тегия дейилади.

Устунлик страте гияларидан фойдаланиш ̂ оидалари: I уйинчи узи- 
нинг устунлик стратегияларини мусбат э^тимоллик билан цупла.6, уз 
ютугани оширади, II уйинчи бундай стратегияларни ноль э^тимоллик 
билан ̂ уллаб, уз ют^изигини кичиклаштиради.

Устунлик стратегияларни ^уллаш ^оидаларига амал ^илиш нати- 
жасида бошлангич юту*; матрицаеннинг улчамларини ноль э^тимол- 
лик билан танланувчи сатр ваустунлари ташлаб юбориш ^исобига ка- 
майтириш мумкин булади.

Ихчамлаштирилган матрицали уйин асосида бошлангич уйин ечим- 
лари ^уйидагича аншрганади:

а) бошлангич уйин *;иймати ихчамлаштирилган уйин ^ийматига тен- 
гдир;

б) учириб ташланган соф стратегиялар оптимал ечимда ноль э^ти- 
моллик билан иштирок этадилар.

5. Матрицали уйинларни ечишнинг асосий бос^ичлари
Биринчи бос^ич: матрицали уйинда эгар ну^та мавжудлигини тек- 

шириш, агар у мавжуд булса, оптимал стратегиялар ва уйин ^иймати 
эгар ну^тада аншрганади.

Иккинчи бос^ич: юту в; матрицасининг улчамларини устунлик стра
тегияларини 1$ллаш цоидаси асосида ихчамлаштириш.

Учинчи бос^ич: оптимал аралаш стратегиялар ва уйин ̂ ийматини 
график, аналитик ёки чизшуш программалаштириш усуллари ёрдами
да топиш.

5-$. Матрицали уйинлар ва чизицли программалаштириш

Олдинги параграфдаулчамлари (2хп) ва (шх2) булган матрицали 
уйинларни ечиш усуллари келтирилди. Улчамлари бундан катта булган 
холларда ю^оридаги усулларни 1$ллаб булмайди. Шу туфайли бундай 
матрицали уйинлар чизиврн программалаштириш масалаларига кел- 
тирилади ва улар симплекс усул ёрдамида ечилади. Досил ^илинган 
ечим асосида оптимал аралаш стратегиялар ва уйин ^иймати ашнрга.- 
нади.



1. Ч измяли программлаштириш масаласига келтирнш
Фараз »¡илайлик, loTyiyiap матрицаси ёрдамида берилган матрица- 

лиуйиннингэлементлари манфийбулмасин, яъниа.. > 0  ва v = v (А) >0 
уйин ютуги булсин. Ушбу фараз умумийликни камайтирмайди, чунки 
А матрица элементларига узгармас мусбат сон фапиш билан ю^орида- 
ги ^олга утиш мумкин. K>ryrç матрицасининг бундай узгартирилиши 
оптимал аралаш стратегияларни узгартирмайди.

Матрицали уйин соф стратегияларида эгар Hyiçrara эга булмасин, 
пгу туфайли оптимал аралаш стратегияларни топамиз.

Келгусида X ' = { p v p 2 , . . . p m)  ва У* = (<7,,<72>—<7„) мос равишда I 
ва П уйинчиларнинг оптимал сгретегияларини билдирсин.

Фараз |дшайликки I уйинчи узининг X оптимал аралаш стратегияси- 
ни, II уйинчи булса /( / = 1,и) соф стратегиясини ^улласин. У з^олда I 
уйинчининг кутилаётган уртача ютуги

“ i l P i + a 2 / p 2 + . . M KJp m, 1 < / < и ,  (5.1)
тент булади. Ушбу loryrç уйин v дан кичик эмаслигини эътиборга олсак, 
1{уйидагшш з^осил ^иламиз.

^uPi + a2lp2+...amjpm^.v, 1 <¡<n. 
Тенгсизликнинг иккала томонини v > 0 га булиб юбориб

a,j —  + av — +••■+а , /  = 1,2..л ,
V V V

тенгсизликни з о̂сил ^иламиз ва

х, = — , i = \,2,....,т,
V

узгарувчиларни киритиб
о ,;х, + а2/х2 +...+amJxm >1, j  = \,2...n, 

тенгсизликлар системаси з^осил булади
р,+р2+...рю= 1

Янги узгарувчиларни атнргаш ва (5.4) тенгликдан ^уйидаги

х1+х2+...лп = -  (5.5)
v

тенглик келиб чи^ади.
I уйинчи уз ютуги v ни катталаштиришга интилаетганлиги учун (5.5) 

ифода узининг катта ^ийматига v минимумга эришганда эришади.
Демак (5.2)-(5.5) формулалардан ^уйидаги келиб чи^ади, I уйин

чининг оптимал аралаш стратегиялари ва уйин ^иймати v ни ашн$-
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лаш ^уйидаги чизшуш программалаштириш масаласига келтири- 
лади.

/(х )  = хх +х2 +... + хт -> т т  (5.6)

анх1 + а21х2 + •••+ а„,хт > 1, 
оих1+аахг+...+ая2хтЫ,

а\пЬ +а 2пх2 + -+ а тпхт >1,
ЧпХ\ + а2пХ2+ "  + атяХт >1,

х ^ О , х2 > 0,..,

(5.7)

Ушбу (5.6)-(5.7) чизи^ли программалаштириш масаласи симплекс 
усул ёрдамида ечилади ва дейлик (х^ ,х1,....,х'т) оптимал ечимбулсин. 

У ^олда (5.4) дан куйидаги келиб чи^ади:

1 . х ;
V =  —  7 Р , =  хг  У =  —  Н - (5.8)

Х1 + * 2 + -  + *И
Ушбу тарздаги йул билан П уйинчи учун (5.4)-(5.7) муносабатларга 

ухшашмуносабатларинианшргаймизваУ* =  (¡7|,....,</,,)ларучун

д , = и , - у  =
и, + и 2 +... .  + ит

(5.9)

тенглшснн ̂ осил циламиз, бу ерда щ ,и’,..М*пчизшрш программалшти- 
риш масаласининг (5.10) оптимал ечими:

/ ( и )  =  м, + м 2 ->  шах

вн«1 +«.2«2 + -+ аии1+..мии„ ¿1, 
«21«! +а22“з +...+а2/м/ + ..л2,«л 51,

4,1«! +аЛ2“2 + -  + + -"а™“л
и,>0, м2 >0.

(5.10)

Матрицали уйиннинг ^иймати \(А) ва К' оптимал аралаш страте- 
гиялари ̂ уйидаги узаро иккиё^лама чизи(уш программлаштириш ма
саласи ни ечиш ор^али з^осил ^илиниши мумкин.
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Б о ш л а н г а ч  м а с а л а И к к и л а н м а  м а с а л а

т
/М  = £*1->тш,

М
т
^ а«х> - 1’ / = 1,2,...,и,

г и
/(«) = Х М/ ”>тах’/=■

п
£^«,<1, / = 1,2

/-1
х, > 0, ¡ = Ът.

п  ( 
и. >0. / = 1,2,...,п.

(5.11)

Уйин ̂ иймати у ва аралаш стратегиялар лар ьуйидагича ^исоб-
ланади

1 1
V  =  ■ (5.12)

х, + х2 + ...+ хт

Бу ерда X" ва У  мое равшпда бошлангич ва иккиланма масалалар- 
нинг оптимал ечимлари.

2-мисол. К^уйидаги

А =
- 5  7 - 5 '  

. 6 5 11 ,
(5.13)

матрицали уйин оптимал стратегияларни аншрганг. Ушбу матрицали 
уйиннинг эгар ну^аси мавжуд эмас. Демак ечим аралаш стратегия- 
ларда аншуганади. Уйин киймати шартни к.ан о атлантириш учун, А 
матрицанинг з̂ ар бир элементига 6 ̂ ийматни кушиб чи^амиз:

г 1 13 п  А1 = А + В в = А  + 6-В = \
н  1,12 И 17,

В матрицанинг ̂ ар бир элемента 1 га тент.
Ушбу А 1 матрица учун у(А ') > 0 ва у(Л) =  у(А 9 - 6  булади.

У 1 +  У 2 +  Уз “ > т а х

У\ + 13Уг + 6у3 + у4 = 1,
12у1 +11у2 +17>'з + =1,
у , >  0, / = 1,5,
У  = (0,0,04,1).

Ушбу чизтрш программалаштариш масаласини П уйинчининг оп
тимал аралаш стратегияларини топиш учун симплекс метод ёрдамида 
ечамиз (II боб, 7-§). Ушбу масаланинг оптимал ечими.
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и х  Л а 1
,14 5 ’ 145’ ,У  —  у^рУгУз,, 9

Ч1 = —
у,

Ч г =  “

У; + У; + У; в ’ 

У'г _ И
К  + ^  + Уз* 13 ’

Уз*
у. +У2+Уз 

1

7  = 0,

у; + у2 + у з 13 13

у ( Л ) = г ( ^ ' ) - 6  =  11 — - 6  =  5 —
13 13

6-$ Мотрицали уйинларнинг иктисодга татбщи

Матрицали уйинлар шдисодий муаммоларнинг тазрпшида кенг вулла- 
нилади бир шдпсодий вазияг ёки з^олат ш^тисодий тизимдаги иш ти-
рокчиларнинг узаро муносабати натижасида келиб чи^ади. И ^и со д и й  
тизимдаги ишгирокчиларнинг хатга-з^аракатларини олдиндан тулю; з̂ ол- 
да баш орат ̂ илиб булмайди. (М исолучун: талаб мшуюри, об-з^аво, бо- 
зордаги ра^обат ва бош^алар).

Ш у  туфайли ш^гисодий вазиятлар ноанш угак ёки ^арама-*;аршилик 
холатларида руй беради ва бу ^абул ̂ илииаётган ^арорларга уз таъси- 
рини утказади. Бу з^олларда самарадор ёки мукаммал ^арорлар ^абул 
ь;шшш учуй уйин моделлариии 1$уриш ва улар асосида ̂ арорлар ^абул 
тотттиттт ма^садга мувофшушр. руйида уйинлар назарияси асосида к^рор 
к;абул уигтшп самарад орлигини курсатувчи бир неча ш^гисодий масала- 
ларни куриб утамиз.

1-м и со л  (Ма^сулот етказиб бериш)
Омборда п турдаги маз^сулот булиб, савдо растасига уш бу маз^су- 

лотлардан фа^ат 1 тури юборилипш м ум кин булсин. Ш ундай турдаги  
маз^сулотни танлаш  кер акки  уш бу Маз^сулотни савдо растасига ю бо-

риш  ма^садга мувофик; булсин. А гарда /  ( /  =  1 , п )  турдаги маз^сулот 
савдо растасига ю борилса ва уш бу ма^сулот харидоргир булса савдо
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растаси бунинг натижасида Р, ( /  = 1, и), ми^дорда соф фойда олади, 
аксинча булиб чщса, у з^олда 5 ; (/' = 1, и) мш^дорда зарар кУради. Ха- 
ридор талаби анш$ берилмаган з^олда савдо расгаси ва харидор ораси- 
да зиддият вужудга келади. Ушбу зиддиятли уйинни кУриш мумкин: 
савдо растаси I уйинчи, харидор талаби П уйинчи сифатида цабул 1$или- 
ниб,з$арбир уйинчи уз стратегияларигаэгадирлар. 1уйинчининг* = 1 ,п 
та стратегияси i - ма^сулотни савдо растасига юбориш булса, II уйин- 
чининг з̂ ам /  = 1, и стратегияси мавжуд булиб, бу / - турдаги маз^сулотга 
харидор талабидир.

П уйинчи I уйинчига rçapnra уйнасин, яьни унта энг катта зарар етказ- 
мокчи булсин, бу з^олда кУрилаётган уйинчекли антигонисгак (матрицали 
уйин булиб, ютуь; матрицаси 1£уйидагича берилади)

'/> - 5 , I & ’i
А  =

- S 2 Р7 S 2... S 2

1 I &

Соддалик учун Pt = Р — const ва5, > S2 > Уйин тазушлини 
содалаштириш учун А loryrç матрицасининг з̂ ар бир элементини 
Р  =  const мшдорга камайтириб 1$уйидаги янги

' 0 - A ,  —A,__—A, '

A  =
- A j  0 - А з . . . . - A ,

(6.2)

s
1 1 1 о V

матрицани з^осил ^иламиз, бу ерда ht =S, + P ва А, > А̂ .... > А„ > 0. 
Илгари олинган натижаларга асосан ушбу уйиннинг оптимал ара-

лашстратегиялариX * =  =(у,*,......у*) вауйинютуга
у’ вуйидаги -ча ани^ланади.



У/ М г - С " - 1)*-1 "л

V =  - { п

»-I I .
(6. 3)

Л и )

2) агар Ип -  (и -1 ) < О (6.5)

булса у з^олда V =  — \  ва I уйинчининг опта мал стратегияси я-сатрни 
1 эз^тимоллик б план *;абул |уиишдан, яъни X * =  {0,0,...0,1} II уйинчи
нинг оптимал стратегияси (6.5) формула ва 1^уйидаги тенгсизликдан 
танлаб олинади

у ' < 1 — — агар 1 < /  < п - 1 ,
*/ (6. 6)

Мисол учун

бу срда

У / - 1 - ^
. */у

у ; = о .

I "& А . ,
>1 шартга кура.

Бошлангич А юту^ матрицали Г(Л) уйин 1ушматини аншдташ учун у 
уйин *{ийматига Р мшуюрини 1$ушиш керак, яъни

(  „ ,  V 1
у,(А) = Р - (п - 1)

л 1

V 5-1 У
Савдо растаси учун талаб номаълум булган з^олда максимал фойда 

олиш учун »¡уйидаги и;оидага амал ̂ нлиш ма^садга мувофтршр: агар
у(Л) > 0

ёки

м Я 1 + Р
- ( и  —1) > 0 (6.7)
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булса у з^олда (6 .4 .) ш арт асосида уз стратегиясини танлаш  керак, м а- 
бодо (6 .7) ш арт бажарилмаса, у з^олда хеч ^андай ма^сулот савдо рас- 
тасига юборилмаслиги керак.

2-мисол (Экин экиш)
К итттттпу зцЬкалигида I  уйинчи 2 турдаги Я ; ва Л ? экин турини экиш - 

ни мулжалламокда. У ш б у экинлар учун ажратилган майдонлар мш$- 
дорини шувдай анивргаш керакки, олинадиган ^осилдан келадиган фой- 
да энг катта булсин. Досилдорликка об-^аво шароити ва табиат (П  уйин
чи) уз таъсирини курсатади деб хисоблаймиз. Лалмикор ва сутори- 
ладиган ерлардаги дез^ончиликда табиат ва об-^аво энг нону лай кел- 
ган  доллар дан келиб чи^иб экин майдонларини ани^лаш ма^садга му- 
вофшудар.

Келтирилган фаразларга асосан I  уйинчи 2 та  соф стратеги я га , А , 
ёки А  турдаги экинни экиш .

П  уйинчининг соф стратегиялари ^уйидагилардан иборат:
В 1: 1^рго^чилик;
В 2 : сув сероб;
В } : серсув ва ортиь^ча намгарчилик;
В 4 : экинларнингхаш оратларвасел билан зарарланиши.
Уш бу зиддиятли холатнинг моделини матрицалиуйин сифатида 1$уриш 

учун ютутдгар матрицасини аншугаш зарурдир. Уш бу кгтуц матрицасини

аншушцда ( /  =  1, п,  /  =  1,4) / - турдаги экиннинг табиатнинг й^о л аги  

руй бергандаги хосилдорлиги ва д((/ =  1,2) 1 центнер ( тур экиндан олина
диган фойда берилган булсин, у з^одца

В, В 2 В 3 Вл

Д — ^  ЙАз а|̂ 14
Л2 \ 2̂̂ 21 «2̂*22 2̂̂ 23 2̂̂ 24 у

Асосий теоремага кура Г(Л) матрицали уйин аралаш стратеги ялар- 

да доимо ечим га эга булади. Агар X  — (х , , х2 )  I  уйинчининг оптимал 
аралаш стратегияси булса, табиатнинг В .  з^олатида I  уйинчининг кути-
лаётган фойдаси учун вуйидаги тенгсизлик уринли булади:

н 1 = а Д Х  +02*2̂ 2 >у, / = 1,2,3,4.
А лбатта, кутилаётган фойда айнан олинган фойдага тен г булмай- 

ди, лекин экин майдонларини бир неча йил давомида уш бу ^оида асо
сида экилса, кутилаётган фойда олинган фойдаларнинг уртача йилли- 
гига тенг булади.
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7-§. Мисоллар ечиш

А =

Ушбу парагрфда Г(Л ) матрицали уйинларни турли з̂ ил усулларда 
ечишни курамиз.

1-мисол. «Эгар» нуи;та мавжуд з̂ ол.
Юту в; матрицаси 1^йидаги куриншцца берилган булсин:

"2 0 -3 ^  а , = -3 ,

\.3 2 \ ; а 2 =1.
Ечиш. Ушбу уйинда I уйинчи томонидан 2-соф стратегияни ва II 

уйинчи томонидан 3-устунни танлаш соф стратегиясини к^уллаши эгар
нун г̂ага олиб келади, чунки

та х т д ) а и =  тщ таха,, = а,, = 1.
1=1,2 <=1,3 * /=1,3 /=1,2 1

Демак, V = ав =1.
2-мисол (2 х2 уйин). Юту к; матрицаси ^йидагича берилган

г2  - 3 "

 ̂ 4Ечиш. Ушбу матрицали уйинда эгар нув г̂а мавжуд эмасдир, чунки 
шах т т а ( = 1 < т т  шаха,7 =2, 1—1,2, 7 —1 , 2  шу туфайли уйинчи-

ларнинг оптимал стратегиялари аралаш стратегиялардан иборат була
ди ва иккала стратегиялари з$ам актив булади.

Ушбу уйиннинг чизмасини курайлик (I уйинчи учун).

а \\ =  2, ап  = ~3 ,

А =

°2\ ~ а 22 =  4.
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N  нурта В {В, ва ВгВг кссмаларнинг кссишиш ну^асидир, бу ерда
ВХВХ: 2 х 1 +1  • х 2 -  О ва В2 В2 : ( -З )х , +  4 х 2 = О

тугри чизшрхар тснгламаларини тенглаш натижасида
2х, +  х 2 =  -З х ,  +  4 х 2, 5х, =  Зх2

тенгламани з^осил киламиз, Х1 +  Х2 = 1  тенгликдан

5
5 ( 1 - х 2) =  Зх2 ёки х2 =  —.

8
аралаш стратеги яни топамиз. Уйин ̂ иймати

5 11 , 3  
V = ! ■ -+ — = —  =  1 -  =  1,375 

8 8 8 8
тенг булади. I уйинчининг оптимал аралаш стратегияси

х  =
5
8

Ушбу натижани актив стратегиялар з^а^идаги 2-теорема асосида при лган

2х, +х7 — V,

• -Зх, +4хг = V,

* ,+ *2=1,
тенгламалар системасини ечишдан з̂ ам олиш мумкин.

II уйинчининг оптимал стратегияларини топамиз. Бунинг учун вуйи- 
даги тенгламалар системасини ечамиз

2^-1 — 3 ^ 2 =  V,

У\+Уг~Ъ
тегламани ечиб

11

У ~  8 ’

2 У \ ~  3 У 2 =  У I +  4 Уг>
У, = ' Г у 2 = 7 ( 1 - у , )  = 7 - 7 у „  

8 у,  = 7,

7 1 1 
л - у .  л - | - у . - г
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П  у й и н ч и н и н г  о п т и м а л  с т р а т с г и я с и

гатенгбулади.
3-мисол ((2х « ) - уйин)
Юту к; матрицаси ^уйидагича берилган

уйинни та^лил ̂ илайлик.
Ечиш: Ушбу уйинда ^ам эгар нук̂ та мавжуд эмас. Ушбу турдаги 

уйинларни (4. 1) ва (4. 2) тенгламалар системаси ор^али топиш ^ар 
доим э̂ ам самарадор эмасдир. Шу туфайли ушбу уйиннинг чизмасидан 
ва II уйинчининг 2та актив стратегиясини танлаш ор^али (2 х 2) булган 
матрицали уйинга келтириб олиш ма^садга мувови!ушр. (2x2) ^олга 
келтирилган уйинни 2-мисол асосида ечиш мумкин булади.

Ушбу уйиннинг I уйинчи учун чизмаси »¡уйидаги куринишда була
ди:

7.2-чизма

7.2 чизмадан куриниб турибдики, уйин к;иймати

г  = \ Ш \
ва N нуф а В[В1 ва В2В2 т-угри чизи^арнинг кесишиши, натижасида 
ашнрганмо^а, демак II уйинчининг 1-ва 2-соф стратегиялари мусбат 
э^тимоллик билан, 3-стратегияси булса, ноль э^тимоллик билан танла- 
нади.

Бу ̂ олда бошлангач (2x3) уйин (2 х 2) уйин келтирилади ва бу уйин
нинг ютуь; матрицаси
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X =

f2 -1 'iА =
J  4 ,

булиб

1 м * 5 ч
2 [ 2 1 У =

_______ 6 ’ 6 /
V =  1,5

гатенгдир.
Бошлангач (2 х 3) уйин учун оптимал стратегиялар

булиб

уйин ^иймати V = 1,5 га тенг.

4-мисол (/их2 уйин)
Матрицалиуйин Г(Л) ниечинг, агар юту^матрицаси

'  -1 3 4
А= 4 - 2

, 2  1 .
Ечиш. Ушбу уйинни ечиш учун А матрицани транспонирлаб оламиз

- 1 4  2

3 - 2  1
ва II уйинчи учун чизма чизамиз ( 6.3 -чизма)

А7 =

18 4

7.3-чизма



Ушбу расмда синив; чизш$ A 2KNA ( II уйинчининг аралаш стратеги я- 
ларда энг катта ют^изи^ларини билдиради. II уйинчи уз юприигини 
кичиклаштиришга ^аракат ^илгани учуй, унинг энг кичик ю троиги

V =  |MjV| N  HyiçraHHHr ординатасига тент булади. N нуврга А {А , ва А 3А , 
чизтргарнинг кесишишида ётибди, шу туфайли I уйинчи учун актив 
стратегиялар. А 1 ва А} лар булади. Бу з^олда Г(Л) уйин яна (2 х 2) матри- 
цали уйиига келтирилади. Ушбу уйиннинг ютув; матрицаси

(  - 1  3А‘ =
{  2 1

булади. Ушбу уйинни 2-мисолда в;улланган усул асосида ечиб

х = (х„х2) = |

i Í  2 3 ) у = ( у.7уГГ=

X = i,o,í
5 5 У =

ва V = 1,4 ларни ^осил ^иламиз. Бошлангич уйин учун

2 3 

5*5\  /  N
ва V = 1,4 булади.

5-мисол

А  =

Куриниб турибдики 2-сатр 4-сатрдан, 5-устун булса 4-устундан ус- 
тунликка эга, шу туфайли 2-сатр ва 4-устунларни ташлаб юборамиз ва 
1$уйидаги матрицани хосил *ршамиз

'3 2 - 3  - 2  
4 = 2 1 4  5

2 0 2 5

' 3 2 - 3 - 2 4  >

2 1 4 5 6

2 0 2 5 8

- 6 - 4 - 3 - 2 " I
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Бу ерда ^ам 2-сатр 3-сатрдан, 1-устун 2-устуццан 3-устун 4-устун- 
дан усгунликка эга шу туфайли 3-сатр, 1-ва 4-устунларни ташлаб юбо- 
риб фтаидаги юту^ матрицасини з о̂сил 1ушамиз

(2  -ЗЛА. -

Ушбу (2 х 2 ) - матрицали уйинни 2-мисолга узсшаб ечиб 

'3 5'
,8*8,

з^осил ̂ иламиз. Бошлангич уйин учун

1 О
у = |г ?

V  = 1,375

х  =
3 5 ^ (7  1 ^
- - Д О

, 8 8 ” , > у' = - . - Д О  
18 8 ”  )

V  = 1,375

булади.
6-мисол. У йинларни симплекс усул билан ечиш. К^уйидаги матрицали 

уйин учун уйин 1$иймати ва оптимал стратегияларини топинг.

А =
О 1 0 4

- 1 0  2 
2 2 - 1

(7. 1)

Куриниб турибдики, А  ютуугар матрицасида соф стратегияларда эгар 
ну^та мавжуд эмас, шу туфайли мукаммал стратегияларни аралаш страте
гиялар ичидан излаш керак булади. Матрицали уйинлар учун келтирилган 
асосии теоремага асосан бундай оптимал стратегиялар доимо мавжуддир. 

Ю^орида келтирилган (7.1) матрицали уйинни чизшуш программа-

лаштириш масаласига келтириб ечами_». Э т  ¿шкало А матрицага шун-

даи (X сонни 1£ушамизки А + а  • В  матрица элементлари манфиймаслик 
шартини ^аноатлантирюин, мисол учун СИ = 2 булсин (ёки ихтиёрий 
ОС >  2). У з^олда ф'йидаги юту в; матрицасига эга буламиз.

'  2 3 2 '
А= 1 2  4 .  (7.2)

, 4 4 1 ,

Ушбу А ва А матрицали уйинларнинг юту^ ^ийматлари орасида
ьуиидаги богланиш мавжуд V(А) = у(А) + 2 булиб оптимал стратегиялар 
иккала уйин учун з̂ ам бир зсилдир.
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А  -матрицали уйин учун 5-§ даги (5 .8 ), (5 .9) ва (5.12) тенгликлардан  
фойдаланиб, оптимал стратегияларни ашпугаш учун ф товдаги  чизш уш  
программалаш  масалаларини тузамиз.

Бош лаш ич масала И ккал анм а масала

х, + х 2 +  х3 ->  min Щ +  и2 +■ Щ ->  шах

2х, + Зх2 + 2х3 > 1, 2ы, +1 и, + 4ы3 <  1,

X, +  2 х2 + 4х3 > 1, Зм, +  2м2 +  4и3 < 1,

4х, + 4х2 +  х3 > 1, 2м, + 4 и2 + к, <  1,
(7.3)

X, > Ü, i =  1,2,3. и, > 0 , i  = 1,2,3.

Бош лангич масалага мос М -масалани куриб,уни М -усулда счамиз.

х, + х2 + х3 +  А /(« , + иг +  и3 )  —» min

2х, +  Зх2 +  2х3 -  х4 +  к, = 1 ,

X, +  2х2 + 4х3 -  х5 +  Uj =  1,

4х, + 4х2 +  х3 -  х6 +  «з =  1,

X, > 0 . i  =  1,6, и, > О, / =  1,2,3,

ушбу (7.4) чизшути программалаш масаласи учун симплекс-жадвал 
1 -жадвалда келтирилган.

1-жадеал

1 1 1 0 0 0 м м м

№ Б а* л. <*2 ‘Ь *4 "б “| “2 “э

1 «i м 1 2 3 2 -1 0 0 1 0 0

2 «2 м 1 1 2 4 0 -1 0 0 1 0

3 "э м I 4 4 1 0 0 -1 0 0 1

м 3 7 9 7 - 1 -1 -1 0 0 0

0 -1 -1 -1 0 0 0 0 0 0
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х '= ^  О, I  1 0, 0, I  О, О, О

га тент булади ва (7 .4) масаланинг оптимал ечими мос равишда
----------------------------------------------- ^-----1—I—^-----------------------------

У ш б у  м а с а л а н и н г  о п т и м а л  е ч и м и .

Х  =  ( Х ] , Х 2 , Х 3)  = булади.

Аншрганган х  ва (5. 5) формуладан V уйин ^иймати анш^лаймиз

1 8

У -  1 1 " з  '
0 +  -  +  -  

4  8
I уйинчининг оптимал аралаш страте гияларни (5.8) формула асоси- 

да анга^лаймиз.
  g

Р\ =  х , • V =  0  • — =  О,

— 1 8  2
Р 2 = х 2 У = -------=  - ,

4 3 3
-  1 8  1

Рз =  х з •у = ----- =  - ,
8 3 3

(7.5)

оптимал аралаш стратегия X' = га тенг булади.

I I  уйинчининг оптимал аралаш стратегияси У  ^ам шундай усулда 
аншрганади:

г  =

~  8 2 
Г  ( А )  матрицали уйин ю туга V = у - 2  = — 2 =  —га  тенг булади.

3 3
I  уйинчига унинг 2-соф стратегияси V ю ту^ни таъминлар эди, опти-

2 _
мал аралаш  стратегияларни ьуллаш, ун га  — >  0  ю ту ^ н и  таъминла- 

мад^да.
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V I  б  о б щ  о и д  м а п н у ш р

1-топшири^. График ва аналитик усулларёрдамидаьуйвдаги Г(Л)-мат- 
рииалиуйиннинготималаралашстратсгияларивауйин^ийматинитопинг.

а) А =
-2 5

г) А =

б ) А =
3 1 3  0
2 5 7 3

« - 1  и  Г  
-1  п - 3  1 /

/  п - 2  
1 2т 

- 2  4
-т  5

Д) А =

'3 2 '

¿в в) А =
1 5 
- 2  6

бу  ер да т, п=1, 2, 3,....

,2 -1>
2-гоп шири^. Стратегиялар о рас ид аг и устунлик тушунчасидан фой- 

даланиб, бошлангич Г(Л ) уйинни ( 2  ж 2 )улчамли уйинга келтщжнг ва Г(Л ) 
уйин учун оптимал аралаш стратегиялар ва уйин крйматини аншршнг.

г +3 -1  2 3т 4 ^
А = т 1 - 3  0 2

т 2п -2  -1 - 2Ч /
m, п =1, 2, 3,....

3-топшири^. Чизи1{ли программалаш масаласига келтириш йули 
билан Г(Л) матрицали уйинни ечинг.

'1 - 1  О'' 1 1 3 to

а )  Л = -1  -1  0 А = -1  п + 1 1
- 2  1 -1 , , 1 - 3 1 >

б ) А =
- 2 1 -Г |

т, п -1, 2, 3,....О - 2  -1
, 1 - 1 0  ,

4-топширшу Савдо растасига махсулотлар етказиб бериш масала- 
си учун уйин моделини матрицали уйин шаклида ̂ уринг, оптимал стра
те гияларни ва уйин ютугини ани^анг.
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Изоз$. а) ва б) мисолларни ечиш жараёнида 6-§ д аги (6. 4) ва (6 . 6) 
формулалардан фойдаланинг
а)

Товар тупи
1 2 3 4

Сотувдан келган фонда 30 30 30 30
Сотилмай колгандаги зарар 12 8 10 6

Т овар тури
1 2 3 4 5 6

Сотувдан келган фойда 60 60 60 60 60 60
Сотилмай колгандаги зарар 16 12 10 8 18 14

б)

Т о в а р  ту р и
1 2 3 4 5 6

Сотувдан келган 
фойда

80 80 60 80 80 80

Сотилмай 
колгандаги зарар

16 8 ( 1 + |/> - б |) 9 1 + |? - 8 | 7 8

Р =  1,2.......  15; ? =  1 , 2 , 8 0 .

5-топпшрщ .̂ Экинзорларга4 турдаги А , , 1  —1,4, экинш ундайтанлаб 
экилиши керакки, об-з^авонинг ёмон келган з^олда з^ам йигаб олинган 
хосилдан келган фойданинг кутш ш аси энг катта булсин. Уш бу масала- 
н инг маълумотлари жадвалда келтирилган.

Уш бу масаланинг моделини матрицали уйин куриниш ида тузннг, 
оптимал стратегиялар ва з^осилни сотиш дан кутнлаётган фонда -уйин 
»¡ийматини максималлаштиринг.

№ Табиат ва Х осилд о р л и к  ц/га
об-з^аво 4 4 4 л .

1 К ургокчилик 10 20 5 10
2 Сув сероб 30 50(1+ |? - 2 | ) 20 6 0 ( |+ |* -Ц )

3 Сув сероб лиги в а 
намгарчилик

2 0 (1 +[^-б|) 40 15 50

4 Бош ка холатлар 5 10 10 0
1 центнер з^осил 
Киймати

12 6 7 4

р , д  =  1, 2 ,  3 . . . . ,  10 .
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ГУРУ^СИЗ (КОАЛИЦИЯСИЗ) УЙИНЛАР

1-§. Коалициясиз уйинларда оптималлик цоидалари

1. Кириш. Коалициясиз уйинларда оптималлик ва ечим тушунчаси

VI бобда матрицали уйинлар куриб чшрщци, бу уйинлар 2 иштирок- 
чи (уйинчи) уртасида вужудга келган зидцият, 1$арама-1$аршиликларни 
акс эттирган эди. Kÿn доллар да икки ипггирокчи орасидаги зиддият 
доимо з̂ ам ^арама-^арши зиддият булмайди, бундан тапщари куп з̂ ол- 
ларда иштирокчиларнинг сони иккитадан куп булади ва улар томони- 
дан вужудга келган ^олатларни тав^ослаш имконияти мавжуд булади.

Ушбу бобда шундай зиддиятли холатларни урганамизки, бу з^олат- 
ларда иштирокчилар уртасида гурузуир тузиш ва келишувларга ке- 
лиш ман этилгандир. Бундай уйинларни гуруз^сиз (коалициясиз) уйин
лар деб номлаймиз.

Коалициясизлик (гуруз^сизлик) шуни билдирадики, з̂ ар бир ишти- 
рокчи фа^ат уз шахснй ютупши катталаштириш ма^садида з$еч бир 
бопн^аиштирокчисиз му ставил ваалоз^ида з^аракат 1$илади. Ушбу уйин
ларни таз^лил ̂ илишдан асосий ма^сад оптималлик ̂ оидаларини тан- 
лаш ва улар асосида уйинчиларнинг самарадор ва оптимал стратегия- 
ларини анш^паш.

Оптималлик ̂ оидалари шундай шартлардан иборатки, самарадор 
ёки оптимал стратегиялар бу шартларни ̂ аноатлантириши керак була
ди. Оптималлик бу фойдалилик, тургунлик ва самарадорлик, тушун- 
чаларини уз ид а акс этирган тушунчадир.

Матрицали уйинларда оптималлик ̂ оидаси сифатида кафолатлан- 
ган юту^ (максимин) ̂ оидаси ̂ абул ^илинган эди ва бу пройда уйинчи- 
лар учун маь;бул ва тургун булган эгар HyiçranapHH танлашни таклиф 
этган эди.

1-таьрнф. Коалициясиз п шахснинг уйинидеб

Г  = {1,Рп Н ^ е 1 }  (1.1)
систем ага айтилади.

Бу ерда I  = {1,2,...«}- уйинчилар туплами,
P ¡ - i —уйинчининг соф стратегиялар туплами,
H .- i—уйинчининг юту rç фу нкцияси.



Я. ютук функцияси X  =  (х ,,х 2,...хл) е П  Р,=Р  уйин холатларида
* /е/

ани^лангандир.
Коалидиясиз уйин в^йидагича ташкил этилади. ̂ ар бир / 5 I  уйинчи 

бопща уйинчилардан му ставил ва бир ва^тда уз стратегиясини яши- 
ринча танлайди. Натижада X  = (х^х^-.х^) уйин з^олати вужудга келиб 
; е  1 уйинчи Я, = (хГ...хт) юту^^аэгабулади. Шу билан уйин тугатила- 
ди, баъзи з^олларда уйин бир неча марта такрорланиши мумкин.

Агар Р., (г € Г) соф стратегиялар туплами чекли булса, у з^олда бун- 
дай уйин п -шахснинг чекли коалициясиз уйини дейилади. Чекли коали- 
циясиз уйинда п = 2 булган з̂ ол биматрицали уйиндир. Бундай дсйили- 
шига сабаб уйинчиларнинг юту|$ларини икки матрица А = (а „) ва В =

(Ь ) (/’ =  1, п, /  =  1, п) ёрдамида ифодалаш мумкин булади. Матрица 
элементлари а# ва Ь „ мос равишда I ваII уйинчиларнинг (¿у) уйин з^ола- 
тидаги ютуьриридир. Биматрицали уйинларни Г(А, В) деб бслгилаймиз.

Баъзи з^олларда Г( А, В) биматрицали уйин бир матрица ёрдамида 
ифодаланади, бу з^олдаз^ар бир (г,у) уйин холатига{а̂ Ь..) юту^лар жуф- 
тлиги мос и^йилади. Агар В =  —А булса, у з^олда биматрицали уйин 
матриц али уйинга айланади.

2. Мувозанат з^олати ва Нэш ЦЧавЬ буйича оптнмаллик
Г уйинда ихтиёрий х  =  ( ^ . .^ л) е Р -  уйин з^олатини олайлик ва 

фа^атгина / е  1 уйинчи ушбу з^олатда уз стратегиясини х. дан узгарти- 
риб х) стратегияни танласин, з^осил булган уйин з^олатини (X // х ,) деб 
белгилаймиз.

2-таъриф. Уйин ГдаХ  = (х; хл) уйин з^олати / -уйинчи учун ма^бул
уйин з^олати дейила,цн. Агар

НХХ/1х])<НХХ) , х'еР г (1.2)
Уйиндаги / 6 1 уйинчининг з^амма ма^бул стратегиялар туплами Р.(Г) 
деб белгилаймиз.

3-таьриф (Нэш мувозанат з^олати). Уйин з^олати х ‘ = ( х , * хп) Г 
уйинда Нэш мувозанат з^олати дейилади, агар

Х - е ^ Г ) .  (1.3)

Изоз .̂ Нэш з^олатлари з^амма иштирокчилар учун мацбул з^олатлар- 
дан ташкил топгандир, яьни
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я , . ( * * ) > я , . ( Г //* ,) ,  ж, е Х „  ¡ в  1. (1.4)
4-таьриф. Коалициясиз уйинда уйинчининг мувозанат стратегияси 

деб бирор бир Нэш мувозанат з^олатида т^атнашувчи стратегаясига ай- 
тилади.

Нэш буйича оптималлик ^оидаси бу шундай мувозанат з^олатики, 
бу холатдан бирор бир иштирокчининг огиши унга фойда келтирмай- 
ди.

Коалициясиз уйиннинг ечимини аншргаш бу мувозанат з^олатлари 
ва мувозанат стратегаяларини аншргаш демакдир. Коалициясиз уйин
да мувозанат з^олати з̂ ар бир уйинчининг оптимал ̂ атти-^аракатлари 
натижасидир.

3. Коалициясиз уйинларда аралаш стратегиялар. Нэшнинг асосий 
теоремаси

Чекли коалициясиз п-шахснинг уйинида хар бир иштирокчи чекли 
соф стратегияларга эгадир. Матрицали уйинларда булпши каби, коали
циясиз уйинларда ^ам соф сгратегияларда мувозанат з^олати мавжуд 
булмаслиги мумкин, шу сабабли соф стратегиялар туплами аралаш стра- 
тегиялар туплами га кенгайтирилади ва аралаш стратегиялар ту пл ами
да мувозанат з^олати изланади.

Ихтиёрий чекли коалициясиз уйин
Г  = {1,Р„Н1,1 е1 }  да

аралаш стратегия тушунчаси т^уйидагича анш^ланади.
5-таъриф. Коалициясиз уйин

Г = {1,Р1,Н 1,1 е 1 }
I - уйинчининг аралаш стратегияси деб

_ * , = ( * , (у,),...........х х Ущ)),
векторга айтилади, бу ерда у < -уйинчининг / -соф стратегияси булиб,

а д ) *  о, ¿ а д ) «  1. (1.5)
/=1

Бопщача тдигтиб айтганда Х1 - векторнинг Х,(у^)— компонента / -уйин
чининг узининг /соф стратегиясини т^андай эз^тимоллик б план тфллаёт- 
ганини билдиради.

Х̂ ар бир I -зшинчиузининг X. аралаш стратегиясини танласин, яъни 
уйинчи узининг у1 -соф стратегиясини X. (у̂ ) э^тимоллик билан танла
син. У з^олда х = (Х/ X") уйин з^олатининг вужудга келиши эз^тимоли-
ни Р(х) билан белгилаймиз ва



тент булади.
6-таъриф. Коалициясиз Г уйинда аралаш стратегиялардаги уйин 

з^олати деб, шундай
X(x) = (Xl(xl),X2(x1), X^íxJ)

аралаш стратегиялар векторига айтиладики бу ерда з^ар бир 
X =  (Z j Х п) е  Р ’ учун (1.6) шарт бажарилади.

Аралаш сгратегияларда i - уйинчи ютуганинг математик кутилмаси 
(уртача кутил аётган юту^) ьуйидагича ашпрганад и

HXX) = YJHl(x).X(x) = Y t  Z  #,(*■)* **.(*.)■ (1-7)
.tej?

7-таъриф. Коалициясиз уйиннинг аралаш стратегияларга кенгайти- 
рилгаиидеб, 1$уйидаги коалициясизуйиигаайтиладир  = {jfх  H,,iе 1}

8-таъриф. Г  коалициясиз уйинда X' уйин холати аралаш стратегия- 
лардаги мувозанат з^олати дейилади, агар

Я ,(* ’|* ,)  < £ , ( * ’) i e l ,  Х,еХ, .  (1.8)
Агар (1.8) шарт баъзи i уйинчилар учун бажарилса, у з^олда бу Х~ 

уйинз^олати i -уйинчи учун ма^бул з^олат дейилади.

Теорема (Нэшнинг асосий теоремасн). Ихтиёрий чексиз коалиция
сиз уйин Г да аралаш стратегияларда мувозанат з^олати мавжуд.

4. Парето бунича оптнмаллик
Коалициясиз уйинларда оптималлик мезонлари турлидир. Бунинг 

сабаби шуки, оптималлик фа^атгина Нэш мувозанат з^олати асосида 
аншрганмасдан, балки бош^а оптималлик ̂ оидалари асосида з̂ ам анщ- 
ланиши мумкин. Шундай оптималлик ̂ оидаларидан бири Парето оп
тималлик ̂ оидасидир.

9-таъриф. Коалициясиз уйин Г да х° уйин з^олати Парето буйича оп- 
тимал з^олат дейилади. Агар шундай х уйин з^олати мавжуд булмасаки, 
бу з о̂лат учун

H i (л:0) ¿  Н (х), / е 1 , ва (1.9)
бирорбир

'о е /  учун Н, (х°)<Н, (х). (1.10)

P ( x )  =  X l ( x1) - X 2( x 2) >  - X n( xn)  (1.6)
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Парето оптималлик »¡оидасининг маъноси 1̂ уйидагидан иборатдир. 
Бирор бир уйинчи ютугани камайтирмасдан туриб, уйинчилар узаро 
з^атги-з^аракатлар ор^али з̂ ар бир уйинчининг ютугани оширолмайди- 
лар.

Г уйинда Парето оптималлик »¡оидаси: уйинчилар Парето оптимал 
уйин з^олатларини танлашлари лозим.

5. Нэш ва Парето оптималлик ^ондаларининг тадлили
Коалициясиз уйинларнинг ма^сади шундай шартларни аншргашки, 

топилаётган стратегиялар, уйин з^олатлари ва ютук^ар, ушбу шартлар 
аишриёттан оптималлик мезонини ̂ ондирсин. Бундай шартларга фой- 
далилик, тургунлик ва адолатлик шартлари киради.

Коалициясиз уйинларда энг табиий оптималлик принципи кафолат- 
ланган юту^ (максимии ёки ми ни макс) принципидир. Бу принцип эгар 
нук^галарга олиб келади ва з̂ ар бир бундай з^олат мувозанат, фойдали 
ва гургун з^олат булади.

Умумий коалициясиз уйинларда з̂ ар бир уйинчи учун фойдали ва 
тургун булган уйин з^олатлари гуруз  ̂ну1$таи назаридан бундай булмас- 
ликлари мумкин.

К^уйидаги мисолларни фикримизнинг далили сифатида келти рамиз.
Ушбу биматрицали уйинларни курайлик.

бу ерда А I уйинчи, В II уйинчи юту*; матрицалари. Х̂ ар бир уйинчи 2 
тадан соф стратегияларга эгадир. I уйинчи стратегиялари а ,  ва а 2, II 
уйинчи стратегиялари р, ва р2 булсин мос равишда. Агар I уйинчи а , ва 
П уйинчи Р, соф стратегиясини танласа, (а;,р ,) уйинз^олатида I уйинчи
нинг ютуга а., га ва II уйинчининг ютуга Ь.. га тенг булади.

Келтирилган уйинларда аралаш стратегияларда Нэш мувозанат 
з̂ о лат лари ̂ уйидагига тенг буладилар.

Г2 = Г 5(Л, В),
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А) Г; уйинда- Ушбу уйинда 3 та мувозанат ропати мавжуддир булар 
(а , , Р|), (а2, р2), з^олатларда уйинчилар мосравишда (1,4) ва (4,1) ютув;- 
ларга эга буладилар.

В) Г2 уйинда: Нэш буйича учта мувозанат з^олати мавжуддир (а) > р2) 
ва (а2, Р,) -  соф стратегияларда бу з^олларда юту^ (1-е ,2) ва (0,0) га 
тент булади мос равишда ва

С) Г} уйинда ( а 2, (32) Нэш буйича ягона мувозанат з^олатидир. Бу 
з^олатда уйин ютуга (1,1) га тенгдир.

Ушбу Нэш буйича мувозанат ечимларини топиш 1$уйцца келтирилади.
Г} уйин билан батафсиррок; танншайлик.
Агар иккала уйинчи келншилган з^олда уэларининг биринчн соф 

сгратегияларини танласалар, ( а , , Р ,) уйин з^олати вужудга келади ва 
бу з^олатда уйинчилар (5;5) ю ту^ а  эга буладилар.

Ушбу з^олат Нэш тургун мувозанат з^олати эмас, аммо иккала уйин
чи учун фойдали. Ушбу ̂ арама-^аршилик тургун з^олат ва самарадор- 
лик орасидаги ̂ арама-^аршилик мавжудлигини курсатади. Нэш буйи
ча мувозанат з^олат булмаган ( а ! , Р ,) уйин з^олати Парето буйича оп- 
тималдир. Иккинчи томондан ( а 2, Р2) Нэш мувозанат з^олати Парето 
буйича оптимал эмасдир.

Коалициясиз уйин Г2 да(а2, р,) ва (а ,, Р2) з^олатлар Парето ва Нэш 
буйича оптималлардир, аммо ( а , , Р ,) уйин з^олати Парето буйича опти
мал, лекин Нэш буйича оптимал эмасдир. Аралаш мувозанат з^олати (х',у~) 
Парето буйича оптимал булмаган з о̂латдир. Коалициясиз уйин Г, да( а , , р2) 
ва(а2, р,) уйин з^олатлари Нэш ва Парето буйича оптималлик шартлари- 
ни ̂ аноатлантирадилар.

х ( 4 1

5*3

— ,—  га тенг булади. 
25 25

( * ' = / ) = (
2 -е  2 -е
1 -е  1 аралаш стратегияларда кутил аётган юту^

ларга тенг булади.
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2-§. И кки  уйинчининг коалициями уйинлари

1. У  мумий маълумотлар
Ихтиёрий чекли коалициясиз уйинларда мувозанат ^олатларини 

аник;лаш катта улчамли, маълумотларга турлича шартлар ф'йилган 
тенгсизликларни ечишга олиб келади. Математика ну1£гаи назаридан 
бу етарлича мураккаб ва катта хажмдаги зргсоблаш ишларини амалга 
оширишни талаб ̂ илади, фа^атгина баъзи коалициясиз уйинлар содда 
тасвирланади ва улар учун мувозанат з^олатларини ани^лаш мумкин.

Шундай уйин турларидан бири икки шахснинг чекли коалициясиз 
уйинларидир. Аникеи ик учун I уйинчи г = 1 ,т mJта соф сгратегияга ва П 
уйинчи /  = 1, п п-та соф сгратегияга эга булишсин ва(г, у)-уйин з^олатида 
I уйинчининг ютуги а  „ ва П уйинчининг ютуги мш^орларга тент булсин.

Бу з^одца уйинчиларнинг юту^ларини

А =

л \аи 12 ~ ~ й\„
а22 ~ ~ °2 п

Ч ат1 ~~ &тп у

ва В =

Г Ат -  -  
-  -

\  ь„\ -  -  к

матрицалар ёрдамида аншргаш мумкин булиб, бундай уйинлар бимат- 
рицалн (1$ш  матрицали) уйинлар Г (А, В) деб номланади.

Биматрицали Г(А, В) уйинда уйинчиларнинг аралаш стратегиялари 
1$уйидагича анн^анади.

  т
Х=(х^,Хг,...,Хт), X, >0 (/=1,777), £ л * = 1 ,

/-1

У=(У„Уг,~,У1,т), У,* 0 (/ = Гл), ¿ У , * 1-
/м

Аралаш стратегияларда ани^лаиган юту^ функциялари Н {(Х, У) ва 
Ну{Х, V), куйидаги куринишда аншрганади

м  1-1
п т (2.1)

Я 2(* ,У )  = ] Г £ ^ / */-1 <-1
ва мос равишда I ва II уйинчиларнинг уртача юту^арини билдиради.

Вектор-матрицалардан фойдаланилса, (2.1) формула ^йидагича  
ёзилади.__________________________________________________________
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Ну(Х,У) = ХА ¥ ,  Н2(Х,У) = ХВ V  бу ерда Т-транспонирлашбел- 
гиси.

Биматр ицали Г(А, В) уйинда ьуйидагилар бажарипса, (X, У)-аралаш 
сгратегиялар мувозанат з^олати булади

^ 1а 0у / < Х А У т, /  =  1 ,т  ва
/=1

< ХВУ1 , /  =  й  (2.2)
г=|

Агар В  =  —А (яьни А + И = 0) булса (2.2) шарт Г(А)=Г(А, -А )  матри- 
цапи уйинда эгар нуктани беради.

'¿ а (/У)<ХАУт, / = й ; ,  (2.3)
/=|

ва П  уйинчи учун

'¿ Ь уу1* Х В Г т, ]=\Гп (2.4)
/=!

булса, Т(А,В) уйинда (X, У) уйнн з^олати I уйинчи учун ма^бул стратегия 
булади.

Соддаечиладиган (2x2) биматрицали уйинларни курайлик.

2. (2х 2) биматрицали уйинларни ечяш
Г(/4, В) биматрицали уйнн ̂ уйидаги юту^ матрицалари

(2.5)

ва X  = (£ , 1 -^ ) , У = (Г|, 1 -Г ))- аралаш стратегиялари ёрдамида 
берилган булсин.

Ушбу уйинда А" ва У аралаш бнр фшматли стратегнялар £ ва Г) мш$- 
дор ор^али аншдгаяади. Шу туфайли А" ва У аралаш стратегияларни^ 
ва Т] мш^дорлар ёрдамида ани^лаймиз. Хар бир (Х,У) аралаш страте
ги янн текисликдаги бир лик квадратга тегишли ну^га сифатида тасвир- 
лаш мумкин. Уйиндаги соф сгратегиялар ушбу бирлик квадратнинг 
бурчак нуь^галарини беради (улар тургта булади).

Биматрицали уйинларни ечиш худди матрицали уйинларни ечиш каби 
амалга оширилади: аввало з̂ ар бир уйинчи учун мацбул сгратегиялар гупла- 
мини анюргаймиз, сунгра иккала уйинчи учун ма^бул булган сгратегиялар
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туплами, яьни уларнинг кесишмасини анввршймиз. Ушбу туплашшрнинг 
кесишмаси биматридали уйинда мувозанат зрзлатлар тупламини беради.

А гар  вуйидаги шартлар бажарилса, (X, У] -аралаш стратегия I уйин- 
чи учун ма^бул стратегия булади.

2 2
аиУ1+апУ2^У£ ' Ё аих1У»Ы\ /-1 

2 2

У,+Уг -1 , 

Ху + х2 = 1, х х, х г ^  О,
м /-1

Ушбу тенгсизликлар системасини тугридан-туфи счиш анча муш
ку л. Шу туфайли узга мулохазалар асосида ечимни ани^аймиз.

Келтирилпш тенгсизлик сисгемасининг ечими В-кпут̂  матрицаеига бог- 
лш$ эмас, шу туфайли Г(А,В) биматрицали уйивда I уйинчининг ма^бул 
сгратегиялар туплами А -матрицали Г(А) уйинчаги I уйинчининг макбул сгра- 
тегиялари билан мех: тушади. Матрицали уйинларда антршнган натижа- 
лар асосида I  уйинчининг макбул стратегия т;ф туплами Е ^ 1 \ А )) учтасини^ 
чиэиь; ёки бирлик квадратнинг барча ну^талар'ндан иборат булади.

I  уйинчининг макбул стратегияларини аьмцлаш алгоритми:
1^уйидаги

С  — "4“ ¿?22 — ^ 1 2  ~  ̂ 2 | ВЛ (X — Я у Л|2
мшдорларни антугаймиз ва улар орасидаги муносабатлар асосида 

, Т|)  нураларни келтирилган ^оида асосида ани^аймиз.
1) С  Ф  О ва а  ихтиёрий сон у з^олда

4=1 агарда  ц С > а  ,

(^,-П ): с = 0  агар>1а ^ С с а  , >

\  6 [0,1] агарда т|( =а .
2) С = 0 ва а  Ф 0  у з^одца

4=1 агарда > ап ,
(4,Л):4=0 агарда ап  < ап ,

О^г) ¿1.

5 ,=

52 =

53 = 6

3) с  = о ,а  =  0:

яьни 5 3 -  бирлик квадратен беради.

У ш б у  усул билан ашн^ланган з$ар бир 5 ,,/ =  13, 7"(Л ,Л)уйиндаги I  
уйинчининг макбул сгратегиялари тупламини беради, пгу туфайли

: ^ б [ 0 , 1 ]  1
Ле[0,1] Г
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5,, агар С * О,
.Р, (Г) = ■ Бг, агар С = О,а Ф О, 

53, агар С = О,а = О.53, агар С = О,а = О.
Шунта узипаш фикрлар асосида II уйинчининг ма^бул стратегия- 

лар тупламини аншргаш мумкин булади.

£?,, агар И фО,
Ш )  =

I

бу ерда О = ¿„ + -  Ь21 -  Ьп

а

г£?,, агар И*О,
0 2, агар Г> = О, р ч<= О, 

Д ,  агар 1) = 0 ,Р = 0 . 

ва Р = Ь22 — ¿2 1 )

л =1•Л =  1 учун  4 О й р , О *  О]

Й .Л ): Л = 0  УФ* ££>^Р> £>*о!

а = {  е .л ) :71 о 
I Л =0.

. 1| — и унуп Ь ^  ^
Л е [ОД] учун ££> = Р,£>

= 1, агар Ъ-?22 ^  Ь2|,
агар Ьи <Ь21,

К = 0, 
0  = 0,

63= № .Л ):0 ^ ^ 1  , 0 ^ * 1 ,  £> = Р=0}.
Гсометрик ну^таи назардан Р2(Г(А, В))уч булакли сини^ чизив^дан 

ёки бирлик квадратдан хам иборат булади.
У  ходца Г (А, В) биматрицали уйинда ма^бул з^олатлар туплами 

^ (Г (Л ,Я ))  =  Р1(Г  (Л,В))Г)Р2(Г  ( /4 ,5 ) )  булади. 
Курилган з^оллардан бири С Ф 0 ва И Ф 0 з^олда мувозанат з^олати 

сгратегизшарни ^  *)1$уйидаги формулалар ёрдамида аншуташ мумкин

¿22 Ь2у____________________ д

Ьи + Ь 22~ Ьу2 ~ Ь 21 о

л  =
а 22 а 1\

Я11 + ^ 2 2  а \1 а 21

а
С

3 - МИ СОЛ

Г(А,В) биматрицали уйинда юту^ матрицалари х^уйидагича берил- 
ган булсин
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Ушбу биматрицали уйинда мувозанат ̂ олатини аншршилик. Буиинг 
учун ь^уйидаги мш^дорларни ̂ исоблаймиз.

С = 1+1—3 — 2 = -3 * 0 , а  = 1 -2  = -1 ,
Ушбу ̂ олда С Ф 0 булгани учун I уйинчининг ма^бул стратеги ял ар 

туплами ̂ уйидагича антдганади.

4= 1 , агар л < - ,  

(4,Л):^ = °> а га Р

ч " з
Куриниб турибдики / ’ДДЛ, В)) тугалам учта сини^ чизщ  булагидан 

иборат булмовда (2.1-чизма)

2.1-чизма

1.Рг(Г) туплам ну^алари 
щрц я  —  иР,(Г) туплам ну^талари 

ф  мувозанат ̂ олат нуьргалари

Ушбу уйинда П уйинчининг ма^бул стратегиялар туплами ^ам шун
та ухшаш курил ади.

Р2(Г(Л,Я)) = & , чунки £) =  0 + 2 -  3 -  4 = —5* 0



а -

л =1, агар % < - ,  

(4,Л):Г1=0. агар

0 ^ * 1 ,  4 = |

Р,(ЦА,В)) ва Рг(Г(А,В)) тупламларининг кесишмаси 
Р(Г (АВ)) = /г ( /  (А, В)) п Р 2(Г(Л,В )) 

учта мувозанат ̂ оллатларидан иборат булади, яъни

р(Г (4 ,й ) ) = |  (од),(1,0 ),ф  А)

(  2 1 1Ушбу! I мувозанат ̂ олатидаги Iуйинчининг ютуги

2 5 3 5 2 , ,2 1------- =  — 1-1 = 1—
5 3 5 3 3 3

Бу ^олатда X'  = аралаш стратегияпарга

мос мявди. Бу аралаш стратсгияларда уйинчиларнинг ютуь^пари мое 
равишда

т  

2 13
3 1 к

ва

11,{х ‘Х ) = х .ау:  =
' 2 3  у  1 
, 5 ’5 А  3 4
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Н 2( Х \ Г )  =  Х .В 1 ,1 = = 2,4

тенг булади.
Иккинчи томондан (0,1) ^олатида Х~ — (0,1) ва Г" = (0,1) булиб уйин 

^ийматлари
Н^Х", У)  = 3 ва Н2(Х~, Г ) = 4 га тенгдир.
Куриниб турибдики ушбу уччала мувозанат ^олатлари ичида (0,1) 

мувозанат ̂ олати иккала уйинчи учун )̂ ам фойдалидир. Аралаш страте- 
гиялар такрорланувчи уйинларда ьулланилади ва бунда уйинчилар уз 
соф сгратегияларини мусбат э^тимолликлар билан ̂ абул »¡иладилар.

3-§. Щтисодда коалициями уйинларни цуллаш

И^тисодиётда, техника ва ^арбий ^атги-^аракатлардаги купгина 
масалаларнинг математик м оделлари уйинлар томонидан самарали 
та^лил ̂ илинишн мумкин.

Баъзи бир мисоллар билан танишайлик
1-мисол (Лойи^а танлови)
Л ойи^а танловида 2 та фирма иштирок т̂мои̂ да. Ушбу лойи^абуйи- 

ча у мумий ютуь; Юбирликни ташкил этсин. ?̂ ар бир фирма ушбу танлов- 
да иштирок этиши ^а^ида фа^ат ариза(А) (харажат 1 бирлик)ёкиушбу 
танлов учун ишлаб чикилган дастур (О ) (харажат 3 бирлик) билан ̂ атна- 
шиши мумкин. Танлов ^оидалари шундайки, агар иккала фирма бир 
хилда ̂ аракат турини танласа, проектни бажаришга иккала фирма жалб 
этилади ва фойда иккала фирма урташда тенг булинади. Агар фирма- 
лар турли хил ̂ аракат турини танлаган булсалар, танлов голиби сифати- 
да лойи^а дастур ини таклиф ^илггш фирма голиб деб топиладн.

Ушбу зидциятли ^олатни биматрицалн уйин тарзида ифода ^ила- 
миз. Уйинчилар сифатида I ва И фирма ^абул ^илинади.

^ар бир уйинчининг ь^уйидаги стратеги яла р и мавжуддир 
А -фа^атгина ариза топшириш 
£)-лойи^адастурини топшириш.

Уйин фолата (А,А ) да уйинчиларнинг ютук л̂ари — 1 = 4 га ва (0,0)

уйин^олатвда—  - 3  = 2 бирликка тенг булади. Агар фирмалар турли ̂ ара-
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кат йулини танласалар, масалан (А, Д ) ва (Д А) уйин з^олатларида I уйинчи- 
нингюту^лари 10-3=7ёки0-1=-1гатентбулади.УшбууйиндаЛ ваВ ютув; 
матрицалари ьуйидагича тент булади.

4 - П ( 4
А = \ 7 0 ва В =

\  7 2 )
Ушбу уйинда ягона Нэш мувозанаг ропати мавжуд булиб.бу (Д  Л) уйин 

^олатидир, бу з^олатдахар бир уйинчи 2 бирлик ютувда эга булади. Агар 
уйинчилар (Д  Д) уйин ̂ олатида булсалар, з̂ еч бир уйинчига бу ^олатдан 
чшугттт фойдакелтирмайда, чунки бу ̂ олатданчш^ан уйинчи, шжинчи уйин
чи уз ̂  олатини узгартирмаса -1 бирлик ютут^а эга булиб ̂ олади. Мабодо 
иккала уйинчи келишган з^одца (А,А ) уйин ̂ олатини танласалар, бу з^олда 
уларнинг клухргари (4,4) тенг булади, аммо бу з о̂лат тур1ун эмас, чунки 
бирор бир уйинчи уз холатини узгаргирса, иккинчи иштирокчи ющазиб 1 у̂йи- 
шихавфи бор. Ушбухавф^ар бир иштирокчини (Д1)) мувозанаг з^олати- 
дан четлашмаслигини таъминлайди ва ютуьринг 4 бирликдан 2 бирликача 
камайтиради. Ушбу келтирилган мисол самарадорлик ва тургунлик ораси- 
да ̂ арама-^аршилик мавжудлигини курсатади.

^а^и^атан з̂ ам (Д  Д) уйин з^олати тургун, амммо самарадор эмас- 
дир, (А, А ) уйин з^олати иккаласи учун самарадордир, бирот  ̂тургун эмас. 
Шу туфайли иккала уйинчи биргаликда (А, А ) з^олатини танлаш з^а^ида 
келишилган з^олида з̂ ам, ушбу кслишувнинг бузилиш хавфи доимо 
мавжуддир, чунки хар бир уйинчи учун бу келишувдан бир томонлама 
чи^иш фойдалидир.

2-мисол (Маз^сулот бозори учун кураш)
Фирма А бир туркум ма^сулотни мавжуд икки бозорнинг бирида со- 

типгаи кузламо^ца. Ушбу иккала бозор А -фирмадан бирмунча йирик 
булган В фирма томонидан назорат ̂ илинмм^да. Шу туфайли фирма А 
маркетинг изланишлари учун маълум миь^орда сарф-харажатни амал- 
га оширмоьуга. Агар фирма В фирма А ^айси бозорда уз ма^сулотини 
сотишни кузлаёгганини билиб ̂ олса, у в̂ арши чоралар куради ва бунинг 
натижасида фирма А ют^азади. Агар В фирма ̂ арши чораларни курма- 
са, А фирма ютувда эга булади. Фараз ^илайликки фирма А учун I бо
зорда галабага эришиш, П бозорда галабага эрншишдан музрмро^, аммо 
I бозор учун кураш ундан купров; сарф-харажатни талаб этади. Мисол 
тари^асида ̂ уйидаги фаразларни ̂ абул врлайлик фирма А учун I бозор- 
даги галабаси 2-бозордаги галабасидан 2 маротаба муз^имро  ̂ва 1 бо- 
зордаги унинг ма!лубияти уни касодга олиб келади.

Ушбу зидаиятли з^олатнинг математик моделни келтирамиз. Фирма Л -I 
уйинчи, фирма Л-II уйинчи булсин. I уйинчи сгратегиялари:
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1) 1 -бозорда ма^сулот сотиш;
2) 2-бозорда ма^сулот сотиш.

П уйинчи стратегиялари:
1) 1 бозорда Л фирма га ^арши чораларни ь^улламо ;̂
2) 2 бозорда А фирмага нисбатан ̂ арши чораларни кулламо*;.
I уйинчи учун 1 бозордаги Knyrç 6 бирлик ва маглубияги 10 бирлик билан

2-бозордаги юту*; 3 бирлик ва маглубияги -1 биланулчансии
П уйинчи учун унинг юту^лари 5 ва 1 бирликни маглубиятлари -2 ва 

-1 бирликларни ташкил этсин. Натижада ̂ уйидаги биматрицали уйин 
Г(Л ,В) ̂ осил ь^иламиз

' -1 0  6 ' ' 5 - 2  '
в =

, 3 -1  , , - 1  1 >

-  ва у = 3 11 \— |ларгатенгднр.

Ушбу биматрицали уйинни ечиш натижасида ягона мувозанат з о̂лати
(  2 7

(х~,у~)нианшухаймиз. Бу срдах ' -  —
ч 9 9

Ушбу уйинда мувозанат ^олати аралаш стратегияларда мавжуд- 
дир. Кутилаётган юту^

7: --  1
15

Í 3 !
Í  1  7 Ï f - 1 0  6 ^ 14
{ 9 ’ 9 1к 3 - 1  J 11

ч14>

v(S) = x * 5 / =
f 3ï

'  2 1 \ г 5 - 2  \ 14

, 9 ’ 9 J, -1 > ; 11
Л 4 ,

= i  га тенг булади.

4-§. Муста^ил ишлар учун топшири^лар

1 -топшнрн^. Биматрицали Г(А,В) уйин учун мувозанат з^олати ва 
уйин иштирокчиларнинг юту^лари анш$лансин, агар:

1 )А =
( 4 - 2  )  

1 4
В =

2 1 

-1  3

Жавоб:а)С, = (0 ,0), С2 = ( 1 Д  С = | уйиннинг мувозанат

^олатн;
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6) уйинчиларнинг мувозанат стратеги ялари:

=(°Д)> *¡ = (1,0), - , -  j -биринчиуйинчиучун,

у; =(од), у; =(i,o), ?,*=( |,1 -иккинчи уйинчиучун,

С, мувозанат ропати учун юту^ (4,3)га тенг, 
С2 мувозанат ̂ олати учун юту^ (4,2)га тенг,

✓ \
С} мувозанат ^олати учун юту в;

2)А =( 3 - 2  'I /

1 . 3 ,
5  =

\

,1 4  ,5  i 2 — , 1 -  га тенг. 
15 9 )
2 - 6  

- 6  3

'  JL I  '
17’ 7

а) С, =(0,0), Сг = (1,0), С =

б ) * ; =(0Д), А -=(1,0), х ; = [  ±  1 .  

у = (од), у; = (i,o), у3* ='5  2 )  
, 7 ’7

r 3 -1 2 ' r 2 -1  - 2  4
3)A = 2 1 - 3 5  = - 1 4  0

, i o 4 , , 4 1 o >\  /  \  ■ * J
Курсатма: ушбу (3 х 3) биматрицали уйинни ечиш учун устунлик
X тта Г-ХЛ TTQ XJ Ллитта iroiniß VmiHTITI И V 9 I VrtTTTV! vaTTTTinntir

4) A = 

m, n =  1,2

' - 2 0  2n ' /

to II
 ̂

■,  m - 5  ,
m + 6 - 4  

- 1  m

206



КООПЕРАТИВ УЙИНЛАР

V I I I  Б О Б

1-§. Кириш. Асосий тушунчалар

Коалициясиз уйинларда бирор уйинчининг мувозанат з^олатидан 
огиши унинг юту^ з^олати ёмонлашувига сабаб булишини курдик. Би
рок бир неча уйинчи маълум ма^садца келишилган з^олда бирлашиб 
мувозанат з^олатидан чи^са, улар з̂ ар бирининг ютуги мувозанат з^ола- 
тидаги юту гид ан ю^ори булнши мумкин.

Уйинчиларнинг гуруз^ини коалиция деб атаймиз. Уйинчиларнинг 
узаро гуруз  ̂ташкил этиб, биргаликда з^аракат ^ила олиш имконияти 
коалициясиз уйинга нисбатан уйинчиларнинг имкониятлар доирасини 
кенгайтиради.

Ушбу фикримизнинг тасдига сифатида 1^уйидаги биматрицали уйин- 
никурайлик

(  5 0 ^ (  5 10 ^
А = \ В  -

{  ю 2 ) 1 0 2 /
Ушбу биматрицали уйинда ягона мувозанат з^олати мавжуд булиб, 

бу з^олатда I ва II уйинчилар 2- соф стратегияларини танлайдилар. 
Натнжада уйинчиларнинг з̂ ар бирн 2 бирлик ютуеда эга буладилар. 
Агарда I ва II уйинчилар коалицияга бирлашсалар ва узаро келишиб 
(1;1) з^олатини, яъни 1-соф сгратегияларини танласалар, у з^олда з̂ ар 
бир уйинчининг клуги 5 бирликка генг булади. Биров; (1; 1) уйин з^олати 
келишув асосида амалга оширилиши ва мувозанат ^олатига нисбатан 
иккала уйинчи учун манфатли булишига ^арамасдан, бу з^олат тургун 
з^олат эмасдир, чунки з̂ ар бир иштирокчи келишув шартини бузиб, уз 
ютугини ошириш имкониятига эга. Шу туфайли уйинчиларнинг уз 
ютугини катталаштнриш ипггиё^и уйин з^олатннинг тургунлиги тушун- 
часи б план узаро зиддият тугдиради.

Коалицион уйинларда мувозанат ^олатларни тазу!ил ^илиш урнига 
уйиннинг характеристик функциялари ва юту в; тацсимотини урганиш 
в^улайдир. Буни батафсилро^ тушунтирайлик.

Дейлнк^уйидагнкоалициясиз Г =(1,Р.,Н.,1 е 1 ) уйин берилган
булсин, бу ерда 1 =  {1,2,......п} уйинчилар, Р. i - уйинчининг стратеги-
ялар туплами, Н. / - уйинчининг ютув; функцняси.
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Фараз {^шайликки бир гуру  ̂уйинчилар таъминланган энг катта клую^а 
эгабулиши учун бирор бир гурузрга бирлашсинлар. Уйинчиларнинг бирла- 
шишидан з о̂сил булган К е  1 гуру^ни янги бир уйинчи деб ̂ араш мумкин 
булади. Уйинчиларнинг бирор бир К гуруз^габирлашиши шундан далолат 
берадики, ушбу бирлашиш натижасида к̂ абул ̂ илинадиган уйин ̂ олати зрр 
бири ало^ида уйнаган ̂ олдаги кафолатланган ютуьдан кам булмаган клуб
ни таъминлайди. Ушбу ма^садга эришишда К гуру^ 1\К  уйинчиларнинг 
гуру^и ^аршилик курсатишлари мумкин. Шу ма^садда 1\К  гуруз^даги 
уйинчиларни ̂ ам ягона бир уйинчи сифатида i^apam мумкин.

Демак бошлангич уйин урнига бутун уйинчилар туплами икки гу- 
рузуа ажралиб уйнаётган уйинни, яъни икки уйинчининг уйинини таб
лиц дилинга мумкин булади. Бошлангич уйинчиларнинг гурузуа К с  N 
учун уйнаётган уйинчини I уйинчи ва 1 \ К гурух, уйинчилар учун уйна- 
ётган уйинчини П уйинчи деб белгилайлик. Ушбу I ва П уйинчиларнинг 
стратегиялари сифатида мос гуру^га тегишли уйинчиларнинг барча 
жоиз стратегияларининг турли хил комбинациялари булиши мумкин. 

Демак коалициясиз уйин Г ва гуру^ К учун шундай
Г К={РК,РЩ,НК) (1.2)

уйин мос 1^уйилиши мумкинки, бу ерда
Н к(х) = 'YJH,(x) К - гуру* юту^функцияси,

ieK
X е  Х ' х Х 2................... х Х п-уйинз^олати.

Ушбу ̂ арама-^арши (1.2) уйинда К-гуруз$ узи учун кафолатланган 
юту^\(К) га эга булади ва ушбу юту^ фа^атгина гуруз$ К га богли^ир  

Уйин ^иймати у (К) ихтиёрий гуруз  ̂К cz I учун антрганган булиб,
фа^атгина у(0) = 0 шартни «¡аноатлантирса кнфоя.

1-таъриф. Кооператив уйин деб {/, v} жуфтликка айтилади.
Бу ерда I = {1,2, л} - уйин ипггирокчилари ва v : S -> Я1, S<zl,

уйиннинг характеристик функцияси дейилади.
Г кооператив уйиннинг характеристик функцияси асосида турли хил 

коалицияларнинг з^аттн-з^аракатларини тазушл ̂ нлиш мумкин. Ушбу 
тазушп асосида бернлган кооператив уйиннинг оптимал ечимларини 
анш^лаш мумкин булади.

Характеристик функциянинг баъзи хоссаларн билан танишайлик. 
Характеристик функция ихтиёрий S e l  коалиция учун ашпргангандир,

я ь н и у  : —> R 1

Агар 5 в а  Ггурузугаручун.?,! с / в а 5 п 7  =0булиб
1)v (5 u í)> v (5 ) + v(7) v-супераддитивликхоссасига
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эгадеиилади;
2) v(S^JT) = v(S)+v(T) у адцитивлик хоссасига эга 
дейилади; (1.3)
3)у (5 и 7 )$  у(5) + v(T) у субаддитивликхоссасига 
эга дейилади.
Суперадцитивлик хоссаси уйинчиларнинг узаро бирлашуви, 5  и  7 

гурузрш ташкил этиш 5  ва Г гурузутар учун фойдали эканлигини курса- 
тади. Ю^орида келтирилган (1.3) хоссадаги суперадцитивлик хоссаси 
«бирлашиш самарадорлиги хоссаси» дейилади.

Математик индукция усули билан узаро кесишувчи тупламлар 
учун

к к
£  у(5,) £ ) эканлиги курсатиш мумкин, ушбу тенгсизликнинг хусу-
ы

сий з̂ оли сифатида ь^йидаги тенгсизликни з о̂сил ̂ иламиз

Х у( / ) ^ у(7), (1.4)
/е7

бу ерда \(1) / - уйинчининг шахсийютуга.

5 > ( / ) < у ( / )  (1.5)
/е/

шарт бажарилса,

{ /.V }

кооператив уйин муз^им дейилади. Акс^олда, яъни ^  КО = У(^)булса,
(е/уиин аддитив деиилади.

Кооператив уйинда^атьий суперадцитивлик хоссаси уйинчиларнинг 
ягона бош коалицияга бирлашиши ма^садга мувофш^ эканлигини 
курсатади.

3-таьриф. Агар 1£уйидаги шартлар бажарилса,
{/, у}кооператив уйинда X — (хх,Х2, ,Хп) е  Я" вектор юту^ та^си-
моти дейилади:

х, *  у ( |) , I 6  1, (16)

1 > , = у(7). (1.7)
I с/

Бу ерда х{ катталик / -уйинчи томонидан бирор та^симот натижаси- 
да олинган у (I) юту^нннг кисми.

Келтирилган (1.6) тенгсизлик шахсий рационаллик, (1.7) тенглик 
булса, коллектив рационаллик шарти дейилади.



Келгусида бутун юту^ та^симотлари тупламини Н  деб ва з̂ ар бир К  

гурузршнг умумий ютугани X  (К ) = У  х, деб белгилаймиз.

Кооператив уйинларда уйин натшкаси сифатида юту^ та^симоти 
»¡абул крлингандир. Шу туфайли кооператив уйинларда уйин ̂ олатла- 
ри эмас, балки юту*; та^симотлари турли хил оптималлик принциплари 
асосидаузаро та^осланади.

4-тариф. Куйидаги {1 учлик классик кооператив уйин дейи-
лади (ККУ).

Турли иккита юту^ та^симотларини солиштириш учун устунлик 
муносабатини киритамиз.

5-таьриф. Агар

шартлар бажарилса, Х =  ( х , ,х 2» ,хп) юту^ та^симоти

У = (УиУ2 э....... ->Уп) та^симотдан5 гуру^буйичаустунликкаэгадейи-
ладива х> у(хйот 5 у )каби белгиланади. Келгусида х *7У биланбир- 
галикдах >- у  муносабатдан ̂ ам фойдаланамиз.

Ушбу (1.8) шарт 5  гуруз$ уз гуру^идаги ^ар уйинчига х. мик^цор ютук;- 
ни ̂ а^щатан з̂ ам таъминлай олишини ку рсатади.

6-таърнф. Агар Г1 = { / ,у,} ва Г2 = {1,у2} кооператив уйннлар учун
шундайА^0 > ОваСХ,С2,......Спсонларимавжудбулсаки,ихтиёрий5с:/
гуруз  ̂учун

у2(5 ) =  ЛС0у,(5 )  + ^ С ,  тенглнк уринли булса, Г, ва Г2 кооператив

уйннлар эквивалент уйннлар дейилади.
7-гаьриф. А гар /’= {I, у} кооперативуйинда ч(1) =0, / е !  в ау(1) — 

1 булса, Г кооператив уйин (0,1) з^олга келтирилган уйин дейилади.
1-теорема. Х̂ ар *;андай муз^им уйин учун, унга эквивалент булган 

(0,1) келтирилган з^олдаги уйин мавжуддир.
Исботи: ихтиёрий {/, у} кооператив уйин учун, унга эквивалент (0,1) 

келтирилган кооператив уйин {/, у' }мавжудпигини курсатсак теорема 
1 исботланади.

Исботлаш учун Кд ваСХ,С2,  ,Стми1$дорларни танлай олипшмиз
мумкинлиги ва зуэсил ̂ илинган у' уйин учун

(1.8)

у ’(/) =  0 ,  / е /  ва

г \ 1 )  =  1
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эканлигини курсатишимиз зарур. Кооператив уйин v ^атъий суперад- 
дитив эканлигидан ̂ уйидагиларни ̂ осил кршамиз

*о =    >0,
v ( / ) - X v (  0

ы

С , .  - « f >  ,

v ( / ) - Z v(о
ie i

V\S )  = K0-V(S) + Y ,C i, i e l .
i e S

Ушбу янги прилган кооператив уйин v' учун ^уйидаги шартлар 
бажарилади:

v1 (i) = К0 - v(í) + С, = -----i v(í) ^ -------= 0,
v ( / ) - X K 0  v ( / ) - £ v ( 0

/*=/ #•=/

v ( / ) - 2 ( o  ÍE' v (/)-X v (i) ( ) §  °
(е/ /е/

T еорема исботланди.
Теорема 1га асосан ^амма ^атъий супераддитив утаинларни урга- 

нишурнига (ОД) кетирилган уйинларни урганиш кифоя. (0,1) келтирил- 
ган уйинларни текшириш куп жи^атдан ̂ улайликларга эгадир. И^тиё- 
рий ̂ атъий супераддитив ÿibra учун унинг келтирилган (0,1) куфиниш- 
даги уйин ьуйидагича ашнрганади

v ( S ) - ^ v ( i )

v4 s , * k 7д а -
¡ e l

Изо^. Келтирилган ÿümmapfla уйин ютуги та^симоти (0,1)
X =  (х , , Х2, , Хп ) куйидаги шартларни ̂ аноатлантиради,

х, > 0 , i e l  ва £ х ( =1,
leí

яъни юту^ та^симотлари Г туплами (л-1) упчамли симплексни ташкил 
этади. Ушбу симплекснинг учлари ̂ уйидаги

У п = (0, 0, 1........ ,0 ) =  Л  i e l .
бирлик векторлар булади.
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2-§. Кооператив уйинларда оптималлик мезонлари 
ва уйин ечими

Ю^орида айтиб утилганидек, кооператив уйинларда уйин ̂ олатла- 
ри эмас, балки у мумий юту^ та^симотини солиштириш асосида уйин- 
чилар уз ̂ арорларини ̂ абул 1{ипадилар. Ушбу ̂ арорларни ̂ абул рлш п  
оптималлик мезонлари асосида амалга опшрилади. Оптималлик мезо- 
ни юту»; та^симоти «энг яхши» та^симотми ва у ягона оптимал та^си- 
мотмидеган саволларга жавоб беришикерак.

Оптимал ечимларни 1{уриш усулларидан бири ихтиёрий берилган 
икки юту*; та^симотидан афзаллини ажратиб олищдир. Устунлик (аф- 
заллик) хоссаси (6-таъриф) икки юту*ущн афзалини ажратиб берадиган 
усуллардан биридир. Ушбу хосса асосида икки турдаги оптимал С-ядро 
ва И-М ечимлар хосил *;илинади.

Иккинчи усул юту^ та^симоти учун оптималлик аксиомаларини 
|$уришдан иборатдир. Ушбу усулга Шепли вектори ёки «адолатли так;- 
симот» ̂ оидасини мисол сифатида келтириш мумкин.

1. С-ядро
9-таъриф. Кооператив уйинда бирор бир 5 с /  коалиция таъ^шугай 

олмайдиган юу*; та*;симотлари туплами уйининг С-ядро си дейилади ва 
С(у) ёки С(Г) деб белгиланади.

Ушбу таърифдан куриниб турибдики, С-ядрога тегишли хар бир югуц 
та^симоти учун ундан услунликка эга булган юту*; та^симоти мавжуд 
булмайди ва шу туфайли С-ядро элементларини устунлик хоссасига кура 
энг яхши ечимлар сифатида ̂ абул ̂ иладилар.

2-теорема. Агар вуйидаги шартлар бажарилса, кооператив уйинда 
X = (х |;....... , хп ) кэту  ̂та^симоти С-ядрога тегишли булади:

* к ) < £ х ( 0 = х ( к ) ,  К с: 1 ва
1'е=АТ

(2.1)
у(1) = '£ х (0  = х(1).

У шбу теорема С-ядро элементларининг хоссаси ва уларни 1$ай усул- 
да топиш мумкинлигини курсатиб бермокда (2.1) тенгсизликлар систе- 
маси С-ядро тупламининг аншргагани туфайли, С-ядро доимо ^авари*; 
купбурчакдан иборат булади.

2. Нейман-Моргенштерн (М-М) ечими
Уйинлар назариясининг асосчилари Джон фон Нейман ва Оскар 

Мсргенштернлар кооператив уйин ечими сифатида ^абул ^илинувчи 
кггуц та^смотлари учун *$уйидаги шартларни танладилар.
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-ички мувозанат, яъни хеч бир N-M ечимни иккинчи бир N-M ечим
билан тал^ослаб булмайди,

-з$ар ^андай N-M ечим булмаган ечим учуй ундан афзал булган N- 
М ечим мавжуддир.

10-таьриф. Кооператив уйиннинг N-M ечими деб шундай А-ечим- 
лар тупламига айтиладики, бу туплам элементлари учун 1$уйидаги шар- 
тлар бажарилса:

1) х >- уданх £ Яекиу  £ R келиб чи^ади, яъни R-туплам элементла- 
рини узаро усгунпик хоссасига эга эмас;

2) Ихтиёрий z  i  R  ютуз та^симоти устун х  е  R  мавжудки, х > у  
уринлирдир.

3-теорема, Х|ар цандай кооператив уйинда буш булмаган С-ядро ва 
N-M  ечим мавжуд булса, C(v) с  R булади.

Исботи: Фараз ^илайликки х = (х{ Хп ) € С (v ) ва х £ R булсин.
Ушбу холда N-M ечимнинг 2 хоссасига к^ра шундай хт юту^ тацсимо- 
ти мавжудки, бу та^имот учун х т >-X уринлидир, аммо бу афзаллик 
хусусияти X е  С(v)  деган фараз билан »¡арама-^аршилик келтириб чи- 
^аради. Демак х £ R деган фаразимиз нотугри, ушбу зиддият теорема- 
ни исботлайди, яъни C(v) с  R

4-теорема. Агар (0,1)-келтирилган кооператив уйин { I ,  v} учун

V(S )<  —-, S с  /.тенгсизликуринлибулса, C(v) N -Мечимбулади.
Л — р| +  1

Ушбу теоремани исботсиз келтирамиз.

3-§. «Адолшгиш тщсимот» - Шепни векторы

1.« Адолатли та^симот» принципи. Шепли вектори
Олдинги булимда кооператив уйинлар учун С-ядро ва
N-M  ечимларни киритдик. Ушбу ечимларуйинчилар учун мувоза

нат ̂ олатлари каби эдиДар бир ечим тушунчаси маълум бир «оптимал- 
лик ̂ оидаси» асосида з^осил »¡илинади ва уз навбатида ушбу ^оида узида 
мукаммаллик ва самарадорлик хоссаларини мужассам этгандир.

Ушбу булимда оптималлик ̂ оидаси ̂ андай шартларни ̂ аноатлан- 
тирипш кераклигини аншугаб, ушбу шартларни ̂ аноатлантирувчи та^- 
симотларни оптимал та^симот сифатида ̂ абул хргаамиз «яъни аксио- 
малар асосида оптималлик ^оидасини антргаймиз». Бундай усулда 
оптималлик ^оидаларини аншргаш усули аксиоматик усул дейилади.
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З^ар бир кооператив уйин {/.V} учун ш ундай
ф(у) = (Ф,(у),Ф 2(у),......Ф„(у)) векторни аншрташимиз керакки, ушбу
векторнинг з̂ ар бир компонента танланган аксиомаларни ̂ аноатлан- 
тирсин ва Ф(\) вектори юту^ та^симоти булипш шарт.

«Адолатли та^симот» принцип ини аншрговчи аксиомаларни тузай- 
лик.

А1. Симметрия аксиомаси. ТС -акслантириш учун 71 :1 —> 1 булсин, 
уз^олда

ф .(у) = Фл (Г) (V* ), бу ерда Vя ~ТС акслантириш *$уллангандан кейин 
хосил булган кооперати уйин.

А2. Самарадорлик аксиомаси. Агар ¿0 е  1 иштирокчи учун ихтиё- 
рий ¿'с/гуруз^ учун

у (5  и  {г0}) =  у(£ )  булса, у ^олда 
Ф,о (у) =  0 булади.

АЗ. Перето оптнмаллик аксиомаси

Х ф
ш

А4. {^ушилувчанлик аксиомаси. Агарда {/, у(1'} ва {/, у(:}} иккита 
кооператив уйин булса у  з^олда

Ф ;( у(1) +  У(2)) =  Ф (у (1))  +  Ф (У (2))  булади.
А1 аксиома уйинчиларнинг тент з^у^ь^шлигини ифодалайди, яъни 

уйинчининг юту ей унинг ь;андай номланишига бог лик; эмас.
А2 аксиома з̂ еч бир гурузуа фойда келтира олмайдиган уйинчи ноль 

мшуюрдаги ютут^а эга булипш кераклигини ифодалайди.
АЗ аксиомадаги Парето оптималлик Ф(у) = (Ф,(у),Ф2(у),..... Ф„(у)) век

торнинг юту^ та^симоти эканлиги ва умумий ютук; уйинчилар орасида 
тулии; та^симпанипшни белгилайди

А4 аксиомага кура агар уйинчилар бир вао^тда иккита кооператив 
уйинда ипгшрок этсалар, уларнинг ютуьртари жамланиши кераклигини 
англатади.

11-таърнф. А 1-А 4 аксиомаларни ^аноатлантирувчи
Ф(у) = (Ф 1(у),Ф 2(у).......Ф л0 ) )  вектори {/, у} кооператив уйиннинг Шепли
вектори дейилади.

Изозу А1-А4 аксиомалар биринчи маротаба 1953 йилда Шепли (Ь. 
Б. 8Ьар1еу) томонидан таклиф этилди.

5-теорема- ^ар ^андай {I, V} кооператив уйин учун ягона Шепли
вектори Ф(у) =  (Ф ,(у),Ф 2(у),......Ф „(у» мавжуд булиб, унинг »¡ийматлари
^уйидагича з^исобланади:
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_  dsl - 1)! (n - Ы)!.....
= Z —  ^ ( v ( S ) - v ( S \ { í U  i e l .  (3.1)

i tS  П -
Sczl

(3.1) формулада йиганди уйинда {/} уйинчини уз ичига олган ̂ амма S 
коалициялар буйича амалга оширилади.

2. Уйинчилар учта булган кооператив уйин учун Шепли вектори
Асосий (3.1) формула ёрдамида «адолатли та^симот» векторини 

катта тупламлар учун ^исоблаш имконияти ̂ ийин.
6-теорема. Кооператив уйин {/ у} ни иг (ОД) келтирилган ̂ олдаги ха

рактеристик функдияси v нинг ̂ ийматлари 1$уйидагича аншршнган булсин
1) v(i) -  О, i e l;
2) v = (23) = С, , v(U) = C2> v(l,2) = С3,

0 < С ,< 1 ,  1 = 1 3 ;
3) v(I) = 1 булсин у з^олда

Ф1(у) = ^ ( 2 - 2 С 1+ С 2 + С 3) ,

Ф2(у)  =  1 ( 2 - 2 С 2 +  С1 + С3) ,  (3.2)
О

Фз(у) =  ~ ( 2 - 2 С 3 + С , + С 2) .  
о

7-теорема. Агар кооператив уйин {{1,2,3}, v} да у (i, j) = Ск булса, 
Шепли вектори Ф (у) =  (Ф[ (v), Ф 2 (v ), Ф 3 (у))ларнинг С-ядрога тегиш- 
ли булипш  учун зарурий ва етарли шарт 4C,+C; +Ct ¿4,  
i, j,k& 1 = {1 ,2 3 } Д3®1 иборат булади.

4-§. Ицтисодда кооператив уйинларга мисоллар

1-мисол (Учиштирокчилибозор модели)
К^уйидаги бозор моделини курайлик. Ушбу бозорда (^ийматид бирлик 

булган булинмас ягона ма^сулотни сотувчи {1} уйинчи ваушбу ма^сулот- 
ни мос равишдай ва с нархдасотиб олишга интилаётган 2 та харидор {2} 
ва {3} уйинчилар мавжуд булсин. Агар а >Ь булса, сотувчи учун биринчи 
харидор билан савдолашищдан наф йу^, агар а >с булса, иккинчи хари
дор билан муло^отдан наф йу .̂



Шу туфайли а<Ь<с  деб фараз зушамиз.
Юту*;нинг бошлангач з^олатдаги та^симоти (а 0,0) га тснг булади. 

Агар сотувчи уз ма^сулотини х-нархда {2} уйинчига (1 -харидор) сотса, 
юту^та^симоти (х ,6 -х ,0 )в а  {3} -уйинчи (2-харидорга сотса) (х Д с -х )  
булади.

Кооператив уйиннинг характеристик функцияси фчщдагича ан ту  
ланади.

1) у(0) = 0, у(1) = 0 , у(2) =  у(3) = 0;

2) V = (1,2) = Ь — а, у(1,3) = с — а, у(2,3) = 0;
3) у(1,2,3) =с — а.

Ушбу кооператив уйинни унта мос (0,1) келтирилган кооператив 
уйин ёрдамида те кш ирам из

С  = * 2 , 3 )  = ____у( 2 3 ) - у(2 )_ - Ч З ) _____ = _ 0 _  =  0
' 1 у (1,2,3) -  (V ®  +  у( 2 ) +  у(3)) с - я

с  уПЛУ у(Ц)-у(1)-ЧЗ)____ = (4.1)
2 ( 3) 41,23)-М 1) + у(2)+ у(3» с - а  *

С = .,(12) = ____У (и)-У (Р Г У(2)____ = £ ^ £  = 1
3 у(1,2,3)-(у(1) + у(2) + у(3)) с-а

Келтирилган (ОД) кооператив уйиннинг С-ядросини аншргайлик. 2-
теоремага асосан х  = (х1,х 2,х 3) юту^ та^симоти С-ядрога тегишли 
булиши учун 1{уйидаги шартлар бажарилиши керак

1) х, > у (0 , /б  1=  {1,2,3};

2 ) х, + х 2 2 у ( 1 ^ ) = 1 = С 3 ;

*, +  X, >  у(13)  =  — -  =  с 2 ,с-а
х2 + х3 £ у(23) = 0 = С, ;

3) ДС, Н-Д^+Хз = у ( / ) .

Ушбу тенгсизликлардан 1^уйидагиларни зуэсил галамиз
х} ^ 1 - С 3, х2< \ - С 2, хуй \ - С у (4.2)

Х^осил килинган (4.2) тенгсизликлардан ва (4.1) тенгликлардан 
С  ¡Л €  1 ларнинг ̂ йматларини ̂ уйиб С-ядро учун шартларни хосил 
Зиламнз
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0 < х 3 < 0 ,  
с - Ъ

0 < х 2 <
с - а

0 < х ,  < 1 ,  

х, + х 2 + х 3 =  1.

(4.3)

Т екширилаётган кооператив уйинда юту к; та^симотларининг гео- 
мстрик урни уч улчамли фазодаучлари (1,0,0), (0,1,0) ва (0,0,1) ну^ а- 
ларда жойлашган {1,2,3} учбурчакни ташкил этади.

К^уйидаги белгилапшарни киритамиз С,, = 1 -  С,, {2,3} томонга
паралел тугри чизи*;

= 1 — С2 {13} томонига паралел тугри чизик,
=1 - С 3 {1,2} томонига паралел тугри чизга  ̂тенгламалари.

Агар кооператив уйинда С-ядро буш туплам булмаса, бу ядро элемен- 
лари ̂  = 1 -  С,, / = 13, шартни ̂ аноатлантиради. Бизнинг мисоли-
мизучун

с  ~~Ь
=  ва =  0  дан иборат булиб, С-ядро {1,2,3}

с - а
учбурчакнинг {1,2} томонида ётувчи Л кесмадан иборатдир (4.1-чиз-
ма).

4.1-чизма

Шепли векторини (3.2) (3-§) формулаасосида з^исоблаш натижаси 
да ̂ уйидаги жавобларни оламиз.
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^осил ̂ илинган (4.4) формуладан Шепли векторини аншуюш мум- 
кин булади. Сотувчининг ма^сулотига якка з^окимлиги туфайли, со- 
тувчи, яыш 1 уйинчи умумий юту*ршнг яримидан KÿnpoFHra эгалик íguia- 
ди. Маблаг мшдори купро^ булган З-уйинчи (2-харидор) 2-уйинчи (1- 
харидор) га нисбатан каттарок; ютуь^а эга булмси^ца.

2-мисол(Ишлаб чи^арувчилар уртасида ^ушимча харажат ларнн 
такснмлаш)

Учта ишлаб чи^арувчи уз ма^сулотларини ̂ уйидаги усулда ишлаб 
чи^арсинлар: Иккинчи ишлаб чи^арувчи биринчи ишлаб чи^арувчи- 
нинг 1 бирлик махсулотидан 1 бирлик иккинчи ма^сулот ишлаб чи^а- 
ради, учинчи ишлаб чи^арувчи 1 бирлик иккинчи ма^сулотдан 1 бир
лик учинчи ма^сулот ишлаб чи^аради.

Ма^сулотларнинг бошлангич 1ршматлари 1 бирликка тент булсин. 
Агар з̂ ар бир i - ишлаб чшедрувчи уз ма^сулоти нархини х, мш^дорга 
оширса, охирги ма^сулотни ишлаб чи^аришда зуэсил булган ^ушимча 
харажатлар ишлаб чи^арувчилар уртасида ̂ андай та^симланиши ке- 
рак?

Демак I ишлаб чи^арувчининг 1 бирлик ма^сулоти нархи 1 дан 1 + 
x t гаузгаради;

11-ишлаЬ чикарувчи i бирлик маз^сулотнинг янги нархи
1 дан 1 + х2 га узгаради;
Ш ишлаб чи^арувчининг 1 бирлик маз^сулотининг янги нархи 1 + х3 

га тенг булса, у з^олда 1 бирлик якуний маз^сулот ишлаб чи^ариш хара- 
жатлари (1 + х,)(1+хг)(1+х3) га тенг булади ва ^ушимча з^осил булган 
харажат / (*,, ) = 0 + х,) (1 + дг2) (1 + х3)-1 га тенг булади.

З^осил булган пушимча харажатни учала ишлаб чикарувчи орасида 
адолатли тарзда ^андай такснмлаш керак? Ушбу ^ушимча харажат- 
ларни Шепли вектори ор^али та^симлайлик, у з^олда харажатлар 1 у̂й- 
идагича та^симланди.



Ф , (х , , х2, х ,) =  х, +  ̂  х ,(х2 +  х , )  +  ^  х, х2 х3,

Ф 2(х1,х 2,х з) = х2+ ^ х 2(х ,+ х 3) +  ̂ х 1 х2 х3,

Ф ,(х )  =  Х3 + ~ Х 3 (Х |  +  Х2 )  +  —Х| х2 х3.

К^уйидаги шартли мисолни курайлик. = 3, х2 = 5 ва хг - 7  булсин, 
у з^олда /  (х, ,х2,х3)= (1 + з)(1 + 5)(1 + 7>-1 = 191 булади ва Шепливектори 1$уй- 
идаги 1^ийматларни ^абул вршади

0 ,(3 ,5 ,7 )  =  56, Ф2(3 ,5 ,7 ) = 65, Ф 3(3 ,5 ,7 ) =  70.
3-мисол (Акциял ар уйини)
N  = {1,2,3} уйин иштирокчилари «акциядорлар», акциадорнинг

акциялар сони
а, = 9 0 ,  ^ = 6 0 ,  а3 =30.

Агар ушбу Б гурузущги акцияпарнинг уму мий сони барча акциялар- 
нинг р ̂ исмидан куп булса, Б-ютувчи гуруз  ̂дейилади

/е5 /еЯ
2Ушбу мисол учун р = — улупшни олайлик ва ушбу уйинда з̂ ар бир

«акция» эгасининг Шепливектори буйичаютугини аншртайлик. Ю^ори- 
да келтирилгаи акцияларга мос равшцда кооператив уйиини в^рамиз

агардаЗ -  ютувчи гурух б улса, 
акс халда,

у({1})=0, чунки а, = 90£^ (90  + 60 + 30) =120,

у({2}) = 0, чунки аг = 60 ^ ̂  (90 + 60 + 30) = 120,

у({3}) = 0, чунки а, = 30 ^ 120, 
у({1,2}) = 1, чунки а, +аг =90 + 60 = 150 > 120, 
у({1,3}) = 1, чунки а, + а, = 90 + 30 = 120 £  120, 
у({23}) = 0, чунки а, + а, =60 + 30 = 90 <120, 
у({1,2,3}) = 1, чунки а, + а2 +а, = 90 + 60 + 30 = 180 £ 120.

Ушбу курилган кооператив уйиннинг Шепли векторини аншушймиз.
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Ф =  ° > ( 5 ) - у ( 5 \ {«}))= ¿ (3 ^  1)!^ ( 5 ) - у ( У \{ 1 } ) )  =
5-1 п ' 5=1 Л!

Г
=  ( 3 - 1 | ^ ^ ({1})_ у ( о ) ) + (3 - 2 ) ! ( 2 - 1 ) ! (у({1>2})- у ( 2 ) + у ( { и } ) - у ({ 3 }) +

+ (3 -  3)1(3-1)! (у ({1!23})) _у (2;3)) = 1  (1 _ о +, 0) +1 (10) = 2.
У- о  о  3

Ф 2 =  I  ■ - ~ 5 ~ ° >  ( ¿ ) - V ( 5 /{ 2 } ) )  =  ~ 1}>  (2) - V (0)) +
5=1 ■» 3 !

Г
+  ( 3 - 2 ) ! ( 2 - 1 ) !  ^  (112) _ у  (1 ) )+ (2 3 )  _ у  (3)) +  (3 - 3 ) ! ( 3 - 1 ) !  И { 1 Д З } ) )  _ у  (13 ) )  =

Ф3 =  I  (--~ 5)’[Д ~ ° ! (V (5 )  -V  (5 /{3})) =  (3 - Д ) ! ( 1 - 1) ! ^ ( 3) - у ( 0 ) ) +
5=1 ^  3!

+  ~ ~  2)’[2 ~  0! N  (М )  -V  (1)) (2,3) -V  (2)) +  (3 ~ 3 )-[3 ~ 1)! (у ({1,2,3})) -V  (1,2)) =

=  1 0 + 1 . ( 1 - 0 + 0 —0 ) + |  (1 -1 )  =  1 ;  
о о  3 6

Ушбу акция уйинида иштирокчипарнинг «таъсир» кучлари »уйида-

гича та^симлангандир ф, = ^ , Ф2 = ва Ф3 = яъни {2} акциядор-

нинг 60 акциясининг таъсир {3} иштирокчининг 30 акцияоининг таъсир 
кучикабидир.

Фараз 1^илайлик {2} акциядор бирор усул билан {3} акциядорнинг 
камида 1 дона акцичсини сотиб олган булсин. У  ^олда янги «акция» 
кооператив уйинда акциялар ^уйидагича та^симланган булсии.

д, = 90; а2 =61; а3 = 29, Р = “■

Янги кооператив уйинни нурамиз
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V {/} =  (), /  =  1 ,2 ,3 ,

у({1,2}) = 1, чупки 90 + 61 = 151 ^ 120, 
у({1,3}) = 0, чунки 90 + 29 = 119 <120,
V {2,3} =  0, 61 + 29 = 90 5 120, 
у({1,2,3}) = 1, чунки 90 + 61 + 29 > 120.

ф  =  ( 3 - 1 ) ! ( 1 ~ 1 ) ! (у (1 )_ у (0 ) )  +  (3 -  2) ^ 2 ~ 1)! (V а ,2 )  -  V (2 ))  + у ( 1 ,3 ) - у (3 ) )  +

+ ( 3 - 3)!р -1)!(у(1;,^ ) - у(23 ))= 2 (0 -0 )+ 1 (1 -о  + о - 0) + |(1 -0 )= 1 ;
3! о 6 6 2

Ф> = (3~ 1)з[1~ 1)> (2) у(0» I )| -2- 1)!(у(1,2)) у(1)|у(23)) у(3)) I

+ ( 3 -3)!(3 -1)!(у(1Д з ) - у(1>3)) = | ( о - 0 ) + 1 . ( 1 - о  + о -0 )  + |(1 -0 )  = 1;
3! 6 6 6 2

И ) - “'
Ушбу мисолдан куриниб турибдики, уз ра^ибига сотилган 1 дона 

акция {3} уйинчи кучини 0 га тенглаштириб 1$йди, 29 та акцияга эга 
булган акциядор ̂ арорлар ^абул крилишда з̂ еч ̂ андай тасир кучи йуц.

VIII боб га оид машцлар

1-топширик (Уч иштирокчили кооператив уйин)
Г — {/,у}уйиида/= {12,3} вахарактеристик функция у-(0.1)-келти- 

рилган з^олда берилган ва 1$уйидагича булсин.
1) у(г) =  0, / е Д
2 )у (1 ,2 )  =  С 3, у(1,3) =  С2, у (2 ,3 )  =  С 1ва
п  _  1 _  1 ^  Ьт п-3п-2т
Ц  ~  ~ » '-'г ~  ~ •  7 >2т Зп 6 тп

т,п = 1,2,3,...
3)у(7) = 0.
Ушбу кооператив уйинда ̂ уйидагиларни анш^ланг.
1. Шепли векторини аник^ланг.
2. Уйиннинг С-ядросини изозргаб беринг.
3. Шепли вектори уйин С-ядросига тегишлилигини аникланг.
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2-топшнрик. Г= {IV} — кооператив уйинда 1— {1,2,3,4}-уйинчилар 
туплами ва V - кооператив уйин характеристик функцияси булиб, у 1$уй- 
идагича аншрганган булсин:

1) К О  =  / / е / = { 1 ,2 ,3 ,4 } ;
2) Н  {/, / } )  =  / + / '  +1 , / *  / ,  г, /  е  7;
3) у ( / , и  к )  = 9 ,  / Ф / ;  /  ^  А; /  #  /  т, / ,  А: е  / г
4 )у({1, 2 , 3 , 4 } )  =  14.
Ушбу кооператив уйинда руйидагиларни ашщланг:
1. Характеристик функция ̂ ийматларини з^исобланг 5  €  /.
2. Характеристик функция супераддитив эканлигини курсатинг.
3. Ушбу уйиннинг (0,1) келтирилган з^олга тасвирланг.
4. Шепли векторини аншуганг.
5. Бернлган уйиннинг С- ядросини ифодаланг.
6. Шепли вектори С-ядрога тегипшилигини аншрганг.

3-топширик (Акциялар уйини)
N = {12,3,4}, а{ {/} -  иштирокчидаги акциялар сони булсин 0  £ А/);

а , =40Л + Ют, 
а 2 =30А + 5т, 

а 3 =15к + Ют, 
а 4 = 5к+15т,

2к+9т
4* + 1 2 т '

Агар

2 а , . > Р Х а <
/<=5 /еЛ?

булса, 5  уйинчилар гуруз^и ютувчи гуруз$ булади.
Берилган кооператив уйиннинг характеристик функцияси V ^уйида- 

гича^урилади.

(5) I  ^  ю т Ув ч и  б у л с а ,

[ 2 к  +  3 т , 5 -  ю т у в ч и  г у р у х  б у л с а .

Ушбу кооператив уйинни фриш  ва унинг учун Шепли векторини 
аншушнг.
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