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Уш бу китоб педагогика институтларининг физика ихтисослик- 
ларига мулжалланган олий математика курсининг «Аналитик гео
метрия ва чизицли алгебра элементлари» булимининг амалдаги 
программасига мослаб ёзилган. Китоб икки кисмдан иборат: I ^исм— 
«Аналитик геометрия» ва II кием— «Чизикли алгебра элементлари». 
Маълумки, чизикли алгебра уч улчовли Евклид фазосидаги аналитик 
геометрияни куп улчовли чизицли вектор фазоларга кенг маънода 
ва турли-туман умумлаштирилишидан иборатдир. Шу сабабли I ва 
II ^исмлар шундай ёзилганки, иккинчи ^исм тегишли тушунчалар 
ва тузишларда биринчи кием материалларини анча мураккаб ва аб
стракт холларда умумлаштиради >̂ амда ривожлантиради. Иккала 
^исм орасида бир цатор чу^ур богланишлар мавжуд. Бу гаплар ав- 
вало уцув материалини китобнинг II цисмида баён этилиш характе
р н а  тааллу^ли булиб, у^ув материали чизикли структурага эга 
булган тупламларнинг тугри купайтмаси тушунчаси ва бу струк
турами са^лаб цоладиган аксланишлар тушунчаси ёрдамида геомет
рик инвариантлар (базиснинг такланишига боглик, булмаган) тилида 
баён этилади.

Математикани физика ихтисосликларига мослаб у^итиш хусусият- 
ларини хисобга олган холда китобнинг иккинчи цисмида материалнинг 
баён цилинишп абстракт характердаги тушунчаларнинг киритилишига 
мувофик. равишда икки бос кич да амалга оширилади.

Биринчи бос^ич (IV боб) матрицалар, детерминантлар ва чизикли 
тенгламалар системалари назариялари асосларига багишланган. 
Биринчи бос кич элементлари п та >;акиь;ий сондан тузилган тартиб- 
ланган туда булган конкрет чизикли к'1 фазолар ва бу фазолар 
тугри купайтмаларининг чизицли аксланишлари воситасида тавсиф- 
ланади.

Иккинчи боскич (V, VI, VII боблар) чизикли алгебра асосий 
объектларининг (векторларнинг координаталари, чизикли аксланиш- 
ларнинг матрицалари, бичизик,ли формалар ва ш. у.) бир базисдан 
иккинчи базисга утишдаги узаро богланишларига, Евклид фазолари 
назариясига ва бу фазолардаги чизикли операторларнинг (бу опера-



т-орлар математика ва физикаиинг купгина булимларида мухим р о л «  
^йнайди) махсус синфларига багишланади. Бунда масалаларни уму«® 
мий чизикли ва Евклид фазоларида караш (бу китобда шундай К,и_ щ 
линади хам) мацсадга мувофиц. 1

V ва VI бобларнинг баёни шундай тузилганки, бунда умумий*’ 
чизикли ва Евклид фазолари тушунчалари хамма жойда каноник 1 
Евклид метрикали /?•'’ фазолар тушунчаси билан алмаштирилиши 
мумкин. Бу хол мазкур курени укитишда вактни маълум ми^дорда 
^ис^артиришга имкон беради. Тугри, бунда каралаётган масалалар- 
нинг умумийлиги кучини бирмунча йуцотади.

Аналитик геометрияни текисликда ва уч улчовли фазода урга- ' 
нишда тушунчалар, исботлаш усуллари баёни характери китобнинг 
иккинчи цисми материаллари билан узвий богли^ * булишига асосий 
эътибор берилди.

Муаллиф бу китобда, биринчидан, аналитик геометрия ва чизикли 
алгебрадан физ;1клар учун зарур буладиган маълумотларни имкони 
борича купро^ беришга, иккинчидан, ^аралаётган масалаларни ихчам 
баён килишга ^аракат ь;илди. Китобга физикадан бир ^атор масала- 
лар, иллюстрациялар киритилган. Педагогика институтларининг фи
зика ихтисослиги буйича таълим олувчи студентлари учун тегишли 
адабиёт йу^лигини эътиборга олган холда чизикли алгебра бобларига 
масалалар ва маш^лар тузилди.

Китоб физикларга аналитик геометрия ва чизикли алгебрани 
укитиш учун мослаб ёзилгап булса >̂ ам, ундан математикларга 
алгебра ва геометрия курсларининг бир ^атор темаларини укитишда 
фойдаланиш мумкин.

Муаллиф, китобнинг кул ёзмасини диктат билан укг+б чикканла- 
ри, бир катор фойдали маелахатлар ва тузатишлар бергэнликлари 
;учун Б. И. Аргунов, А. М. Березманга миннатдорчилик билдиради



АНАЛИТИК ГЕОМЕТРИЯ

I к и е м

[ б о б . АНАЛИТИК ГЕОМЕТРИЯНИНГ 
АСОСИЙ ТУШУНЧАЛАРИ

1-§. Кириш

Аналитик геометрия заминида алгебра воситалари билан геомет
рик масалаларки ечиш имконини берувчи координаталар методи ёта- 
ди. Бу метод биринчи марта XVII аернинг маидур француз мате- 
матиги Р. Декарт томонидан ифодалаб берилган ва систематик ра- 
вишда геометрияга кулланчлган. Бу методнинг мохияти шундан 

“иборатки, текисликда ёки фазада исталган нуктага сонларнинг бирор 
системасини мос келтириш имконини берадиган ёрдамчи геометрик 
фигура олинади. Бу сонлар ну^танинг координаталари дейилади. 
Купчилик лолларда бошлангич ёрдамчи фигура бир ёки бир нечта 
укдаи иборат булади (тайин йуналиш танланган тугри чизик уц де- 
йилади). Бундай уклар координата уклари дейилади. Координаталар 
системаси дейилганца одатда шундай акслантириш тушуниладики, 
ёрдамчи фигура воситасида бу акслантириш текислик нукталарига 
ёки фазога тайинланган сонлар системасини мос келтиради, бу сон- 
лар системаси ну^танинг бу фигурага нисбатан ^олатини бир кий- 
матли ани^лайди. Энг му^им координаталар' системалари 3, 4- § лар- 

I да тавсифланган.
Х,ар кандай геометрик фигурами доим маълум хоссаларга эга 

Г булган нуцталар туплами сифатида каралади, бу хоссалар бош^а
I  фигурага эмас, балки фа^ат шу фигурага тегишли булади. Бу Ф
I геометрик фигурага тегишли нуцталарнинг координаталарига маълум
'г чекланишлар куяди, бу чекланишлар алгебра тилида бундай ифо-

даланади: Ф геометрик фигура ну^таларининг координаталари тула
аницланган бирор тенгламани ёки тенгламалар системасини цаноат- 
лантиради.

Шундай ^илиб, агар текислик ёки фазода бирор координал-алар 
% системаси тайинланган булса, у ^олда нуктага сонлар туплами—

унинг координаталари, чизик ва сиртларга эса тенгламалар ёки
тенгламалар системаси жавоб беради, бу тенглама ёки тенгламалар 
системасини шу геометрик фигуралар ну^таларининг координаталари 
Каноатлантиради.

Хрзирги вак,тда аналитик геометрияда координата методи билан 
бир ^аторда векториал алгебра методлари :цам му^им роль уйнамо^-
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да. Векториал алгебранинг, бир оз кейинро^ sea вектор ва тензор 
анализининг ривожланишига механика ва физиканинг талаблари 
сабаб булди. Купгина му^им тушунчалар (тезлик, тезланиш, куч 
каби) биргина сон катталикнинг узи билан тавсифлана олмайди. 
Бунинг учун вектор тушунчасини (йуналтирилган кесма тушун- 
часини) киритиш ва векторлар устида бир катор амаллар бажаришни 
урганиш талаб и,илинди. Вектор/.ар устида амаллар бажаришнинг 
таърифлари физикавий конуниятларни умумлаштириш асосида ифо-- 
даланди. Масалан, тезликлар ва кучларни параллелограмм коидаси 
асосида ^ушнш вектор йигиндини шу векторларга ясалган паралле
лограмм диагонали сифатида таърифлашга олиб келди, векторлар- 
нинг скаляр купайтмаси тушуччаси эса иш тушунчасининг табиий 
умумлаштирилишидан иборатдир.

Аналитик геометрия геометрияни алгебра ва математик анализ, 
билан узвий боглади, бу эса кейинчалик математиканипг ривожла- 
нишида ва уни табиий фанларга татбиц ^илишда улкан прогрессга 
олиб келди.

Куйида аналитик геометрияни баён ^илишда биз урта мактаб 
геометрия курсига таянамиз.

2- §. Векторлар. Векторлар устида амаллар

2. 1. Асосий тушунчалар. Т а ъ р и ф . Йуналтирилган кесма, 
яъни чекловчи нуцталари маълум тартибда олинган кесма 
вектор дейилади: одатда биринчи ну^тани векторнинг боши, ик- 
кинчи нуцтани эса унинг охири дейилади.

Агар векторнинг боши А ну^тада, охири В ну^тада булса, у
холда вектор АВ каби белгиланади (Л харфи— векторнинг боши хар 
доим биринчи уринга ёзилади). Чизмаларда векторлар (1- раем) 
стрелкалар билан тасвирланади. Шунингдек, купинча векторларни

битта ^арф билан белгилаш ^ам кулай, масалан: а, Ь, ... . Устма-уст

тушадиган ну^талар жуфти пиль-вектор дейилади ва U билан бел
гиланади. Бу ^олда векторнинг боши билан охири устма-уст тушади. 
Равшанки, ноль-вектор учун йуналиш тушунчаси маънога эга эмас. 

АВ кесманинг узунлиги ёки Л ва Б нукталар орасидаги масофа
АВ векторнинг узунлиги дейилади. Векторнинг узунлиги бундай

белгиланади; \АВ\ ёки |а| сунгра |0| =  0 экани равшан.
Т а ъ р и ф . Агар икки вектордан бирини иккинчисидан параллел 

кучириш натижасида цосил щлиих мумкин булса, бундай векторлар 
тенг дейилади.

Равшанки, агар АВ  ва CD векторлар тенг булиб, бир тугри чи- 
зикда ётмаса, у  ^олда ABCD  туртбурчак (2-а  раем) параллелограмм
булади. 2-6 раемда бир тугри чизи^да ётувчи тенг АВ ва CD век- 
торларнинг жойлашиш ^оллари курсатилган.



а.

1- раем. 2- раем.

Векторлар тенглигининг таърифидан ушбу фикрлар бевосита 
келиб чикади:

1. Агар А '— ихтиёрий нуцта ва АВ—берилган вектор брлса, у
\олда АВ векторга тенг А В' вектор мавжуд ва ягонадир.

Бсшл^э сузлар билап айтганда, бошланиши ихтиёрий А' ну^тада
булган ва берилган АВ векторга тенг бирдан-бир А В' векторни з̂ ар 
доим ^ам ясаш мумкин.

2. Агар а — Ь булса, у  хрлда Ь =  а булади.

3. Агар а =  Ь, Ь =  с булса, у  холда а = е  булади. 
Т а ъ р и ф л а р . Параллел т ^ри  чизщларда ётувчи векторлар

ёки бир тугри чизщда ётувчи векторлар коллинеар векторлар дейи- 
лади.

Бирдан-бир текисликка параллел т^рри чизщларда ёки шу тв- 
кисликда ётувчи векторлар компланар векторлар дейилади.

Агар иккита нолмас (нолдан фарцли) векторлар коллинеар б$лса 
ва уларга тенг булиб, умумий учга эга булган векторларнинг 
охирлари умумий бошдан бир хил (Хар хил) томонда ётса, бундай 
векторлар бир хил (карама-^арши) йрналган векторлар дейилади.

Ушбуларни шартлашиб оламиз: а) ноль-вектор исталган векторга 
коллинеар; б) ноль-вектор ва исталган иккита бошка вектор компла
нар; в) ноль-вектор бир ва^тнинг узида исталган бошка векторга 
нисбатан бир хил ва карама-к,арши йуналган вектордир..

■- ► ►
2.2. Векторларни кушиш. Иккита а ва Ь векторнинг йигиндиси 

деб шундай с векторни айтиладики, у ^уйидагича ясалади: ихтиёрий 

М  ну^тадан бошлаб а га тенг булган МЫ ни куямиз (3-расм), 

сунгра Ь га тенг N 9  векторни ясаймиз. с =  М Р  деб фараз цила- 

миз; с вектор одатда а-\-Ь каби белгиланади. Векторлар йигиндиси



М  ну^тани танлашга борлиг  ̂ эм 
эканини осонгинаисботлаш мумки 
яъни бошланрич нуцта сифати
исталган бошка М ' ну^тани оли_,

а ва Ь векторлар йириндиси ясалса,
'  -Л'

тор М Р  га тенг.
М 'Р' вектор хссил булади, бу век-

Векторлар йириндисининг таъри-
3- раем.

фидан хар кандай а вектор учун а +

+  0 =  а экани келиб чи^ади. 
Бундан кейин узаро тенг векторларни битта ^арфнинг узи билан 

белгилашга келишамиз, бу векторларнинг учлари >̂ ар хил булиши

^ам мумкин. а, Ь —  ихтиёрий ноколлинеар векторлар, М  ихтиёрий

ну^та булсин. У  ^олда а +  Ь =  МР  булади, бунда М Р — «томонла-

ри» М  ну^тадан бошлаб куйилган а ва Ь векторлар булган парал- 
лелограммнинг диагонали (4- раем). Векторлар йириндисини бундай 
геометрик ясашни одатда параллелограмм ^оидаси дейилади.

Агар а ва Ь коллинеар векторлар булса, у холда а +  Ь вектор

а ва Ь векторларга коллинеар булади, шу билан бирга бу вектор 
узунлиги буйича катта булган вектор билан бир хил йуналган бу

лади. а +  Ь векторнинг узунлиги, агар а ва Ь векторлар бир хил 

йуналган булса |а|+|Ь| га,, агар а ва Ь векторлар царама-царши йу

налган булса, |]а| —  |&Цга тенг булади.

1-т е о р е м а .  \ а р  цандай а, Ь, с векторлар учун цуйидаги му- 
носабатлар уринли.

1. а +  6 =  Ь +  а (коммутативлик кон у ни).

2. (а +  Ь) +  с =  а +  (Ь +  с) (ассоциативлик конуни;.
Иккала ^онуининг исботи векторларни кушиш таърифидан келиб 

чикади (4, 5-расмлар).



Узунлиги буйича берилган а векторга тенг, йуналиши бу век-

орга к,арама-карши булган вектор а векторга ксарама-ксарши вектор

дейилади ва —  а  куринишида белгиланади. а ва Ь векторларнинг

Ь —  а айирмаси деб Ь ва— а векторларнинг йириндисига айтилади, 
яъни

Ь — а — Ь +  ( —  а).

Демак, вехторларни айириш векторларни кушишга нисбатан тес-
—►

кари амал экан. Равшанки, хар цандай а вектор учун ушбу тенг- 
ликка эгамиз.

а —  а =  а +  ( —  я) = 0 .

Агар а ва Ь векторлар умумий учга эга булса, у ^олда Ь — а 

вектор а ва Ь векторларнинг охирларини бирлаштиради з^амда а 

««н г  охиридан 2г_шшг охирига цараб йуналган булади (6 -раем).

а +  (Ь —  а) =  Ь эканини куриш осон.
Учбурчак икки томони узунлигининг йигиндиси учинчи томони-

нинг узунлигидан кичик булганидан иккита исталган а ва Ь вектор 
учун

|я +  +  |6| (2 . 1)

тенгсизлик уринли (7, а- раем). Бу тенгсизлик а ва Ь векторлар бир 
хил йуналишга эга булгандагина ва фа^ат шундагина тенгликка 
айланади.

Худди шунга ухшаш

\а —  Ь\ =  |&— а\ <  \а\ +  \Ь\

тенгликни х;осил ^иламиз (7, б- раем), бунда а ва Ь векторлар к;ара- 
ма-^арши томонга йуналган булгандагина ва факат шундагина тенг- 
лик уринли булади. (2.1) тенгсизлик учбурчак тенгсизлиги дейилади.

6- раем.

б)
7- раем.



2.3. Векторни сонга купайтириш. а  векторнинг X сонга купай

маси деб шупдай b векторга айтиладики, бу вектор ушбу шарт

ларни каноатлантиради: 1) Ц =  \Х\-\а[, 2) b вектор а га коллинеар,

шу билан бирга, агар Я > 0  булса, Ь ва а бир хил йуналган, агар 
Я < 0  булса, карама-карши йуналган булади.

Биринчи шартдан агар X =  0 *ёки а =  0 булса, b — 0 га эга бу- 

ламиз. Агар а вектор ва X сон берилган булса, 1) ва 2) шартлар b 

векторни бир кийматли ани^лайди. Бундан кейин а векторнинг X сон

га купайтмасини X а билан белгилаймиз. Ха векторнинг таърифидан 

з̂ ар кандай а вектор учун (—  1) а вектор а векторга карама-карши 

65'лган векторга тенг, яъни (— 1) а =  —  а экани келиб чикади.

Равшанки, иккита коллинеар а ва ‘Ь (а Ф  0) вектор учун Ь — Ха 
тенгликни каноатлантирувчи ягона X сон мавжуд. Хакикатан хам,

агар а ва Ь бир хил йуналишли булса,— ;
Х = \  ' N

агар а ва 5 карама-карши йуналишли булса, — —•
|а|

2 -т е о р е м а .  Ихтиёрий X, р. сонлар ва ихтиёрий а, b вектор
лар учун

1. X (fха) =  (Xfi) а,

2. а) (X, +  |u) а =  Ха +  ра,

тенгликлар уринли.

И с б о т .  1. Равшанки, X(iia) ва (Xix)a векторлар бир хил [Я.| |jli| |a| 
узунликка эга. Векторни сонга купайтириш амалининг таърифига

биноан, агар Я [г>0 булса, X (¡ла) ва (Хи)а векторлар бир хил йунал

ган; агар Хц<С0 булса, бу векторлар а га карама-карши йуналган 

б^лади.гШундай килиб, агар ХфО, \хф0, а ф 0 булса, у холда Х(ца) =  

=  (Я)д)а. Агарда X =  0, р. =  0 ёки а =  0 булса, у ^олда равшанки 

X (ца) =  0 ва (Хц)а =  0 булади.

2 а) Агар р. =  0 ёки а =  0 булса, 2 а) тенглик тривиалдир. 2 а) 

тенглик тривиал булмасин. Равшанки, (X +  р) а ва Ха +  и а вектор- 
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ар коллинеардир. Агар к ва ц сонлар бир хил ишорали булса,

у зузлда ка ва ¡ха векторлар бир хил йуналган булади, ана шунинг 
учун улар йигиндисининг узунлиги узунликлар йигиндисига тенг,

яъни \ка +  ца\ =  \ка\ +  |ца|. к ва ц бир хил ишорали булгани учун

! ка I 4 - 1 lia I =  I к I I а | +  | М11а I =  ( ! ^ I +  И  )а =

=  |Я +  ц | | а |  =  |(Я +  ц ) Я  (2.2)

яъни ка +  fia ва (к +  м)а векторларникг узунликлари бир хил. Я + ц  
нинг ишораси к ва ¡х ларнинг ишораси билан бир хил булгани учун

ка +  ца ва (к +  н)а векторлар бир хил йуналган, бу я;ол (2.2) би
лан бирликда ушбу тенгликка олиб келади:

(Я +  jLi) а =  ка +  ца.
Энди Я ва ¡х з̂ ар хил ишорали ва ани^лик учун | к [ >  | ц | бул-

син. .У ^олда, равшанки, ка ва ¡ха карама-^арши йуналган хамда 

I ка +  ¡xa I =  I ка | —  ( juez j
булади. Аммо

I (Я +  p.) а I = | Я -М ‘ М  = ([Я ,|— |fi|)|a| = | Й - Й | .

Демак, (Я +  ц)а ва ка - f  ца векторлар бир хил узунликка эга.

j к I >  I ц I булгани учун (Я +  р) a ва ка +  ца векторларнинг йу-на-

лиши ка нинг йуналиши билан бир хил булади. Демак, (X +  р)а =

=  ка +  И“ - Агар Я =  —  р. ва |Я|=|(л| булса, у хрлда: (Я+ f i )  а =  0

ва ка +  ¡ха =  0.

2 6) Агар Я, =  0 ё к и а  =  0 ё к и  6 =  0 б^лса, 26) тенг-

лик уринли булиши равшан. Агар а ва b векторлар нолдан фаркли

ва коллинеар булса, у з^олда b =  pa, бунда р =  | b |Д а | (а ва Ь бир

хил йуналган) ёки ц =  —  | b |/| а \ (а ва b карама-карши йуналган). 
Шундан кейин 26) тенглик 2а) тенгликка келтирилади.

Охирида, а ва b ноколлинеар векторлар ва Я > 0  булсин (8, а- 
расм). Олдин шуни таъкидлай.мизки, ОАВ ва ОАхВх учбурчаклар

ухшаш. Бу a +  b ва ka +  kb векторларнинг таърифидан келиб чи- 
Кади. У зфлда О, В ва Bt нукталар бир тугри чизикда ётади. ОАВ 
ва ОА,Ву учбурчакларнинг ухшашлигидаь ОВх кесманинг узунлиги

Я билан OB кесма узунлиги купайтмасига тенг. Шунинг учун

И



8- раем.

0В Х =  Ца +Ь ) ва ясашга кура 0В 1 = Х а  +  ХЬ булгани учун К (а+Ь ) =  

— \а +  \Ь.
Виз / .< 0  булган ^олни укувчининг мустакил \ал килиши учун 

Колдирамиз (8, б-раем).

2.4. Чизикли комбинация. Базис. аъ а2 ак векторлар бе-

рилган булсин. +  ... +  )-как ифода аь аъ  ... ак векторларнинг 
Я-1, л2, ..., },к коэффициентли чизикли комбинацияси дейилади, бунда

^1, К , ••• . —  бирор ^акикий сонлар. Агар а вектора!, а2, ... , ак
векторларнинг чизикли комбинацияси шаклида ифодаланган булса,

а вектор шу векторлар буйича ёйилган дейилади.

3 -т е  о р е м  а. ех ва ег —  иккита ноколлинеар векторлар бС/лсин. 

У  %олда бу векторларга компланар хар кандай а вектор шу век

торларнинг чизикли комбинациясидан иборат булади, бунда анинг

ег ва е2 векторлар б(/йича сйилмасининг коэффициептлири ягона 
йС/л билан топилади.

И с б о т. е1 ва <?2 векторлар ноколлинеар булганликлари учун

улар ноль-векторлар эмас. Агар а вектор ег ёки е2 га коллинеар 
булса, у ^олда векторнинг сонга купайтмасининг таърифидан кара-

лаётган тасдикнинг тугрилиги бевосита келиб чикади. Энди а вектор

ех га >;ам, е2 га >̂ ам ноколлинеар булсин. Умумийликка зарар кел- 
тирмасдан, бу векторларнинг хаммаси битта умумий уч— О нук,тага

эга дейишимиз мумкин. У  ^олда а =  ОА (9- раем) вектор е\ ва е2 

векторлар оркали утувчи текисликда ётади, чунки а, ех ва е2 век

торлар компланар эди. А нуктадан е1 вае2 векторларга параллел /х



й 2 турри чизицларни уг- 
л ,"амиз. т1 ва т2 турри

иклар мос равишда е1 ва

е2 векторлар ётган турри 
-Чизиклар булсин. т ,  ва /2 

кесишган нуктани В билан, 
т2 ва /, кесишган нуктани 
С билан белгилаймиз.

а =  О А =  ОБ +  ОС

 »  —>    —^

экани равшан. ОВ ва еь  ОС ва е2 векторлар коллинеар булгани учун   —̂ ^
шундай ва /.2 сонлар мавжудки, уш бу ОВ —Ххеу ва ОС =  У.2е2

—■> — ^  ^
тенгликлар уринли булади. Шунинг учун: а =  +  Х2е2.

Энди а — ¡±1е1 4- № 2 Деб фараз киламиз. У  ̂ олда

( \  —  М-1)е +  (Х2 — ц2) е =  а — а =  0.

Агар л, — Цгт^О булса, у холда е, = -  ^ГВундан ёх вектор е.,|Х|
векторга коллинеар эканлиги келиб чикади, бу эса теореманинг 
шартига зидлик килади. Шундай килиб, А,, =  ¡и,. К2 =  ц2 экани з̂ ам 
шунга ухшаш исботланади. Теорема исботланди.

4- т е о р е м а. е и еъ  е3 — учта нокомпланар векторлар булсин.
—̂

У  холда исталган а вектор бу векторларнинг чизщли комбина- 
циясига ягона равишда ёйилади.

И с б о т . е ъ  еъ е3 — векторлар — иккитадан олганда ноколлинеар-
векторлар, акс з о̂лда улар компланар булар эди. Агара вектор еи е2, е3 
векторлардан бирор иккигасига компланар булса, у ^олда теореманинг

тасддаи бевосита 1- теоремадан ке
либ чикади.

Теоремани умумий хол учун ис- 
ботлаймиз. Умумийликни бузмас-

дан, а =  ОА, еъ еъ е3 векторлар 
умумий уч —  О нуктага эга дейиш
мумкин. ег ва е2 векторлар оркали
утувчи текисликни а  билан, е3 ва
ОА векторлар оркали утувчи текис-
ликни р билан белгилаймиз (10- раем-
га каранг). Сунгра т1 — а  ва р те-
кисликларнинг кесишиш турри чи- ->
зири, тг эса еА ётган турри чизик
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б^лсин. ¡3 текисликда А нуктадан /, турри чизикни е3 га паралл 
^йлиб, 4  т^рри чизикни тх га параллел килиб утказамиз. / 1 
/Их турри чизикларнинг кесишган нуктасини В билан, /2 ва тг ту* 
ри чизикларнинг кесишган нуктасини С билан белгилаймиз. У  з о̂лд

а = О А —ОВ +  ОС. ^
" —У —̂
ОС вектор е3 га коллинеар, шу сабабли

ОС =  К е, (2.4)

тенгликни каноатлантирувчи >.3 сон мавжуд.

ОВ вектор ех ва е2 векторлардан утувчи а  текисликла ётади.
1-теоремага биноан

ОВ =  (2.5)

тенгликни каноатлантирувчи А, ва л2 сонлар топилади.
—̂ ^

(2.3), (2.4), (2.5) муносабатлардан а =  +  К е% +  К ез экани—> —̂  ̂  ̂
келиб чикади. а =  ц 1е1 + и 2е2 +  Изез ва деб фараз килайлик.
У  зфлда

(^1—  М1) е1 +  (^2 —  Иг)е2 +  (К  ■

—̂  ̂   м —̂
булгани учуй ^ — — ех-Л, — И-!

 ^
Из) <?3 ;

л3 ц.3

0.

ех. Бундан
*■1-1*1 '"1‘—*■ —г

е2, е3 векторлар компланар эканлиги келиб чикади, бу эса теорема- 
нинг шартига зидлик килади. >.2 =  ц2 ва л3 =  ¡л3 эканлиги з̂ ам т у н 
га ухшаш аникланади. Теорема исботланди.

Текисликнинг маълум тартибда олинган ноколлинеар иккита век-

тори текисликдаги базис дейилади. еъ е2 ва е2, е, векторлар иккита 
бошца-бошка базисни ташкил килишини таъкидлаб утамиз, бунда

о! ва г2 — бирор текисликдаги ноколлинеар векторлар.
Шунга ухшаш маълум тартибда олинган нокомпланар векторлар 

учлиги з̂ ам фазодаги базис дейилади.
Агар текисликда ёки фазода бирор базис танланган булса, у 

холда текисликдаги (ёки фазодаги) хар бир векторга тула аниклан- 
ган тартибланган сонлар жуфти (ёки тартибланган сонлар учлиги) 
мос келтирилади, бу сонлар векторни базис буйича ёйилмасининг 
коэффициентлари тупламидан иборат.

Бу мосликни фазо учун туларок тавсифлаймиз. еъ  е2, е3 — бирор

тайин базис булсин. Бу з^олда 4- теоремадан з̂ ар кандай а вектор 
учун



лма уринли экани келиб чикади, бунда а вектор учун Х1( 
нлар бир ^ийматли аншущнган. Равшанки, аксинча Х2, Хй сон-* 

-арнинг тартибланган хар бир учлигига фазода

а =  4  Х2е2 4  Х3е3

вектор бир кийматли жавоб беради.

Тайин еь  е2, е3 базисда а =  К1е1 -(- Х2е2 4  ).3е3 векторни тула

анчк,ловчи Хи >.2, Х3 сонлар а векторнинг еъ еъ е3 базисдаги ком- 
понентлари дейилади.

а векторнинг л2, Х3 компонентлари содда геометрик маънога

эга. Битта О учидан чикувчи кирралари Х1е1, >.2е2, Х3е3 векторлар-

дан иборат булган <2 параллелепипедыи караймиз. Бу зфлда а век
тор (2 параллелепипеднинг О нуктасидан чикувчи диагонали булади.

Векторлар устида амаллар бажариш хоссаларидан ва векторнинг 
базис буйича ёйилмаси ягоналигидаи келиб чикадиган куйидаги; 
фикрлар Уринлидир.------------------ — ___________ __________________________

5 -т е о р е м а . Векторни сонга купайтиришда унинг б арча ком
понентлари илу сонга купайипирилади.

И с б о т. а — 4  Х2е2 4  Х3е3 булсин. У  з^олда

ца =  4  Х2е2 4  Я3е3) =  4  (иХ2)е2 4  (цЯ3)е3,
шуни исботлаш талаб килинган эди.

6 -т е о р е м  а. Векторларни цуишшда уларнинг мос компонент-  
лари %ам шундай цушилади.

И с б о т. а =  V ,  4  К е2 4  Ь =  И А  4  \>-2е2 4  Мзез булсин, 
у холда

а 4- Ь = ( ) .1е1 4  Х2ег 4  Х3е3) 4  4  Н2е2 4  Мз̂ з) = (^ г 4  М1) е\ 4

4  (Х2 4  Мг)е2 4  (^з 4  Из)ез-
Теорема исботланди.

3- §. Декарт координаталар системаси

3.1. Тугри чизикдаги йунали^. Ук- I —  ихтиёрий тугри чизик, 

т — шу I да ётувчи нолмас вектор булсин. У  з^олда I да ётувчи 

ихтиёрий бошка п вектор учун п =  ат  муносабат уринли булади. ‘

I да ётувчи нолмас п векторлар тупламини т вектор ёрдамида ик-

ки синфга ажратиш мумкин. Биринчи синфга шундай п векторларни 
киритамизки, бу векторлар учун а  >  0 булади, иккинчи синфга эса

1&



а,=£,т

Л,< о

т п=ат I 
— ---------
(X > о

11- раем.

шундай п векторларни кири] 
мизки, улар учун а  <  О Г  
ди (11 -раем). Одатда I да ёту 
чи векторларни бундай ажратиш

I ла т ф  О векторга мос келувчи 
йдналишни аниклайди дейилади. 
Равшанки, биринчи синфга тегиш-

т
12- раем.

 ли исталган Ф  0 вектор (яъни

Шу =  а/л, бунда а  >  0) I да ётув-

чи векторларни т вектор каби си-

нфларга ажратади, шунинг учун I  даги т  векторга мос келувчи йуналиш

I даги т1 векторга мос йуналиш билан бир хил булади. Бундан кейин

I даги векторларни синфларга ажратишда— т вектордан ёки иккинчи 
синфга тегишли исталган вектордан фойдаланилса, синфларнинг но- 
мерланиши узгаРаДи-' биринчи синф иккинчи синфга, иккинчи синф

биринчи синфга айланади. Шунинг учун I даги т ва—  т вектор- 
ларга мос йуналишлар карама-карши йуналишлар дейилади.

Юкорвда айтилганлардан тушунарлики, ^ар кандай тугри чизикда 
курсатилган усул билан факат иккита ^ар хил йуналиш аниклана- 
ди ва бу йуналишлар карама-карши булади.

Йуналиши аникланган / тугри чизик у^  деб аталади. $ к ни Ра' 
смларда стрелкалар билан курсатилади _)_(12- раем), бу стрелка I туг
ри чизикдаги йуналишни аницловчи т вектор йуналишида кетган 
(йуналган) булади. Укнинг йуналишини берувчи бирлик узунликда- 
ги вектор шу у^нинг орти дейилади.

3.2. Векторларнинг унг ва чап учликлари. Маълум тартибда карала

ётган учга ихтиёрий а, Ь, с вектор тартибланган учлик дейилади.

Агар а, Ь, с нокомпланар векторлар одам унг кулининг катта, кур- 
саткич ва урта бармоклари каби жойлашган булса, бу учлик век

торларнинг унг учлиги дейилади. Агар а, Ь, с векторлар чап кул- 
нинг юкорида айтилган бармоклари каби жойлашган булса, бу уч
лик векторларнинг чап учлиги дейилади. (Бу тушунчалар урта мак- 
табнинг физика курсида учрайди.)

Векторларнинг унг ва чап учлигини бошкача тавсифлаш хам

мумкин: агар с векторнинг учидан каРаб турилганда а  вектордан 

Ь векторга караб буриш соат стрелкаси йуналишига тескари йуна- 

лишда амалга оширилса, а, Ь, с векторларнинг тартибланган учли

ги унг учлик булади (13 -раем). Агар с вектор учидан караб турил-
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нда а вектордан Ь векторга ка- 
б буриш соат стрелкаси йуна- 

лишн буйича амалга оширилса,

а, Ь, с векторларнинг тартиблан- 
ган учлиги чап учлик булади 
(14- раем).

3.3. Декарт координаталар 
системаси. Фазода О нуктани 
белгилаймиз. М — фазонинг ихти- 13- раем. 14- раем.

ёрий иуктаси булсин.
—>•

Агар еу

ОМ 
—> -> 
в«,, е.

векторлардан иборат базис орто-

векторни М  нуктанинг радиус-вектори
дейилади. Агар еь  ег, е3 векторлар иккитадан перпендикуляр ва
уларнинг узунликлари бирга тенг булса (яъни \е\ =  \е2\ =  \е3\ =  1 бул-
са), у ,\олда фазода е1г е2, е3 
нормаланган базис дейилади.

Декарт координаталари системаси фазода бундай тузилади: бирор 
-> -> ->

ихтиёрий О нук;та ва еи е2у е3 ортонормаланган базис белгиланади
учлик Ш1 упр-учл«к деб фа раз кнлаыю), О ну^та коорлинаталар

—>■ —"> —>•
боши, ех, е2, е3 векторлар оркали утувчи, йу на лиши шу векторларга 
мос равишда киритилган тугри чизиклар координата уклари дейи
лади. Бунда биринчи у к абсциссалар у^и, иккинчи ук ординаталар 
УКи, учинчи ук аппликаталар щ и  дейилади. Координата уклари- 
нинг бирор жуфти оркали утувчи текислик координаталар текис- 
лиги дейилади.

М  нуктанинг Декарт координаталари (ёки оддий килиб айтганда
 *  — >  —> —>

координаталари) деб ОМ радиус-векторнинг еи еъ  е3 базнсга нисба- 
тан компонентларига айтилади. Биринчи координатани одатда абс
цисса, иккинчисини ордината, учинчисини аппликата дейилади.

Текисликдаги Декарт координаталари хам шунга ухшаш аникла- 
нади; нукта текисликда иккита координатага — абсцисса ва ордина- 
тага эга булади.

Нуктанинг координаталари шу нуктани белгиловчи харфдан 
кейин кавс ичида ёзилади. Масалан, текислик нуктасн учун ёзув 
М (1, 2), фазо нуктаси учун эса М  (— 3, 1, 0) куринишда булади.

Равшанки, координаталарнинг берилган системасида (яъни коор
динаталар боши ва ортонормалланган базис берилганда) исталган 
нуктанинг координаталари бир кийматли аникланган. Бошка томон- 
дан, худди шу шартларда сонларнинг тартибланган ^ар бир учлиги 
учун фазода биттагина шундай нукта топиладики, бу нуктанинг 
биринчи сон абсциссаси, иккинчи сои ординатаси, учинчи сон аппли- 
катаси булади. (Текисликда Декарт координаталари системаси те
кислик нукталари билан тартибланган сонлар жуфти орасида фазо 
^олидагига ухшаш мосликни беради.)

Бундан кейин М  нуктанинг абсциссасини х  харфи билан, ордина- 
сини у  х̂ арфи билан, апиликатасини эса г харфи билан белгилаймиз.

ч ш ж т  элл
т э и с



Абсциссалар, ординаталар ва аппликаталар уцларининг ортла

ни г, /, к. билан белгилаш к,абул ^илинган. Шундай килиб, М(х\ у, 
нуктапинг радиус-вектори учун

ОМ =  х 1 -\ -у ]-\ -х к  
формула уринли.

Купинча абсциссалар, ординаталар ва аппликаталар у^ларшш мос 
равишда х  лар, у  лар, г лар у^и дейилиб, Ох, Оу, Ог каби белги- 
ланади.

Ну кта нинг Декарт координаталари содда геометрик маънога эга. 
Олдин текнслик холинн ^араб чикамиз. Абсциссалар у кин и горизон-

тал тугри чизик билан, ординаталар уки- 
ни эса вертикал тугри чизик билан бел- 
гилаш кабул килингаи (15- раем). М (х\ у) 
—  текисликнинг ихтиёрий ну^таси бул- 
син. М  нуцта оркали мос равишда у  лар 
за л: лар у^ига параллел цилиб /1 ва 
4  тугри чизи^ларни утказамиз. х  лар ва 
у  лар у^и 5'заро перпендикуляр булгани 
учун Ох ва /1( Оу ва 4  тугри чпзиклар 
перпендикуляр булади. М , ну^та Ох би
лан /, нинг кесишиш ну^таси, /И2 ну^- 
та Оу билан /2 нинг кесишиш нуцтаси

У

N.

О

м  А

М, К

1> ^асм.

булсин. Бир томондан,

ОМ — х1 у у,
иккинчи томондан,

ОМ =  ОМу +  ОМ2 

булгани учун ва М х ну^та х  лар у^ВДа, М2 ку^та у  лар уцида ёт-
гани учун 2 -§  даги 3-теоремага кура ОМг — х1, ОМ2 — у '\ тенглик- 
ларга эга буламил. Бундан, биринчидан, /И, ну^та (х, О), М9 нукг-
та эса (0, у) координаталарга эга булиши, иккинчидан, х — ±  ]ОМ,|,
У =  ±  \ОМ2\ экани келиб чи^ади (бунда плюс ишора ОМ1 ва г ёки
ОУИ2 ва I векторлар бир хил йуналганда, минус ишора эса бу век- 
торлар ^арама-царши йуналган .^олда ^уйилади).

Ю^орида караб утилган ^оллардан куйидагн хулосалар келиб 
чикади:

1. Абсциссалар уцида ётган нуцталар (х, 0) координаталарга, 
ординаталар у^ида ётган ну^талар эса (0. у) координаталарга эга 
булади.

2. Текисликда ётган >;ар цандай М  нуктанинг абсциссаси М  
нуктанинг х  лар укига туширилган проекциясининг абсциссаси билан 
бир хил булади, ординатаси эса М  нуктанинг у  лар уцидаги проек
циясининг ординатаси билан бир хил булади.



17- раем.

3. Агар М х ва М2 лар М (х0, у0) нуцтанинг х  ва у  лар у^лари-
 > ----

даги проекциялари булса, у холда х0 — ±  |OMti, у0 =  ±  |ОМ2| бу-
лади, бунда -f- (— ) ишораларга ОМ,- (г =  1, 2) векторнинг тегишли 
координаталар j/ци ортининг йуналиши билан бир хил (jqap хил) йу- 
налиши мос келади.

Координаталаридан бири узгармас булган нукталар тупламлари 
“координата чизиклари дейиладп. (г, нукталари учу» х  =  %  — 

=  const б;/лган координата чизиги х  лар ÿrçura перпендикуляр ва шу 
у^нинг (х0, 0) нуктасидан утувчи lXg тутри чизикдан иборат булади. 
Шунга ухшаш, (х, у) ну^талари учун у  =  у0 =  const булган 
координата чиздаи • у  лар укнга перпендикуляр равишда унинг 
(0, г/9) нуктасидан утувчи 1ув тутри чизик, булади. Шундай ^илиб, 
М (х0, 1/0) нуцта 1Х() ва 1Уо перпендикуляр тугри чизикларнинг кеси- 
шиш нук,таси (15 -раем). Бундан, Пифагор теоремасидан фойдала- 
ниб, топамиз:

\5м\ = ]/4  + y l
Худди шунга ÿxuiaiu гаплар фазо нукталари учун хам \'ринла 

Биз тасди^ларнинг ифодаларини бериш билан чекланамиз, бу таедш^- 
ларнинг исботини у^увчининг узи осонгина амалга ошира олади.

1. Абсциссалар \гкининг ну^таси (л:, 0, 0), ординаталар у^ннинг 
нуктаси (0, у, 0) ва аппликаталар у^ининг ну^таси (0, 0, г) коор- 
динаталарга эга булади.

2. Х,ар ^андай М  ну^танинг абсциссаси шу ну^танинг х  лар 
ÿrçiiflara проекциясининг абсциссаси билан, ординатаси у  лар укида- 
ги проекциясининг ординатаси билан, ва ни.^оят, аппликатаси эса z 
лар ÿrçwiara проекциясининг аппликатаси билан устма-уст тушади.

3. Агар М ь М 2, М3 нукталар М (х0, у0, z0) нук,танинг х, у, г
у-^лардаги проекциялари бÿлcal у ^олда: лг0 =  ±|О М 1|. у0 =  ±  \ОМ2\,
г0 =  ±  |ОЛЦ бунда плюс ишорага (минус ншорага) OMi (г =  1, 2, 3) 
векторнинг тегишли координаталар у^ининг орти билан бир хил 
(царама-царши) йÿнaлиши мос келади.
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Фазонинг координаталаридан бири узгармас оулган ну^тал&р-1 
нинг туплами координат сиртлар дейилади, х  — х0 =  const булг$^  
да LXo координат сирт л: лар увидан утиб, бу укни (ха. 0,0) нуцтада к<̂  
сиб утувчи текисликни тасвирлайди. Шунга ухшаш у  =  t/0=  const, z — 
=  z0 =  const шартлар билан бериладиган LUq ва Lif) координат сирт
лар хам текисликлардир, бунда Ly(j сирт у лар укига перпендику
ляр ва (0, у0, 0) ну^тадан утади, LZn сирт эса z лар уцига перпон- 
дикуляр ва (0, 0, г0) н\ь;тадан утади (16 -раем).

хо =  Уо — zn — 0 сулганда L.X(h Lyo< LZq текисликларни одатда 
координат текнеликлар дейилади ва мос равишда уОг, xOz, хОу каби 
белгиланади, яъни уларнннг белгилаиишида шу координат текислик- 
ларида ётувчи коердннаталар уклари курсатилган (17- раем).

Ни.хоят, хар кандай М(х:0, у 0, г0) ну^тани иккитадан перпенди- 
. куляр булган учта LXQt Ly^ LZq текисликларнинг кесиошш нуктаси
деб караш мумкин. Бун дан, Пифагор теоремасидан фойдаланиб, то- 
памиз:

\ОМ\ =  У  х% +  У о+ 4-

3.4. Вектор компонентлари ва вектор узунлиги учун формула- 
лар. А(хь  г/ь zt) ва В (х2, у-2, г2) —  фазодаги иккита ихтиёрий нуц-
та булсин. АВ =  О В — О А (!8-расм), О А ва О В радиус-векторлар- 
нинг компонентлари мос равишда {* ,, у ь гг\ ва \х2, у2, г2| булгани
учун 5, 6-теоремалардан (2.4- пункт) АВ векторнинг г, /, k базисга 
нисбатан компонентлари (ёки бош^ача айтганда шу базис ва 0 нуг̂ та 
хосил килган Декарт координаталар системасига нисбатан компо
нентлари) ^уйидагича булади.

I * 2  —  * 1 . Уг — У ъ  Z2 —  Z j ) .

Шундай килиб, А В векторнинг компонентларини топиш учун 
унинг охири В нинг координаталаридан унинг боиги А нинг коорди- 
наталарини айириш керак.

Томонлари координат укларига параллел, диагонали А В булган 
параллелепипедга Пифагор теоремасини ^улланиб, ушбуга эга була- 
миз (19 -раем):

\АВ\ =  V (*г — *i)2 +  (У2 — УгУ +  (z2 —  z,)2- 

\АВ\ эса А ва В ну^талар орасидаги г (А; В) масофа булгани учун: 

г(А,В) — ] (х2 — Ху)2 4- (у2 — У\Г +  (z2 — Z])2.

3.5 Кесмани берилган нисбатда булиш Массалар системаси- 
нинг орирлик маркази A[xlt у и г,) ва В(х2, у2, гг) — фазодаги ик
кита ихтиёрий >̂ ар хил ну^та булсин. Сунгра Р ну^та АВ тугри 
чизицнинг ихтиёрий нуктаси булсин. Агар Р ну^та АВ кесма ичи-
да ётса, у холда АР ва РВ коллкнеар векторлар бир хил йуналган,
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18- раем.

агар Р нукта АВ  кесмада ётмаса, у х;олда к,аралаётган векторлар 
карама-^арши йуналган булади. Шунинг учун

АР  =  Х Р В  — — ----- — — (3.1).

тенгликда Р  ну^та АВ кесманинг ички ну^таси б^лса, А >  О, Р 
ну^та АВ кесманинг таш^и ну^тасн булса, X <  0 булади.

АВ кесмани берилган нисбатда булиш масаласи- ^уйидагича 
ифодаланиши мумкин: А(х,, у ь  2г), В{х2, у г, z2) ну^талар ea X
сон берилган; АВ тугри чизикда ётувчи ва (3 .1 ) тенгликни цано- 
шплантирувчи Р нуктанинг координаталарини топиш талаб ци-
линади. \АР\ =  [Х||МВ| булгани учун, яъни

\ВР\ \ВР\
(3.2)

булгани учун биз ^араётган масала АВ туири чизикда ётиб, бу -TyF- 
ри чизицни X О булса, ичкаридан, X <  0 булса, таш^аридан X 
нисбатда булувчи Р  нуктанинг ксюрдинаталарини топишга эквива
лент булади. X Ф  —  1, чунки Р  нуцта АВ кесмадан таш^арида 
ётса, у ^олда ^ар доим ё \АР\ >  \ВР\, ёки \АР\ <  ВР\ булади.

М  нуктанинг Декарт координаталарини х, у, г билан белгилай- 
миз. У зфлда (3.1) тенглик векторларнинг компонентлари учун уш- 
бу тенгликлар системасига келтиради:
X —  х х =  Х(х2 —  х), У —  У х =  Х(у2 — у), z Zi — X(z2 —  г). (3.3)

X Ф  —  1 эканини ^исобга олиб, Р нуктанинг координаталари 
учун (3.3) дан ^уйидаги формулаларни ^осил ^иламиз:

  У\ +  Ху2,
У ~  1 +  х

  г1 +  Хг2.
z ~  1 +Х (3.4)
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Р  нуктанинг радиус-вектори учун куйидаги формуланинг туй 
ги (3.4) дан келиб чи^ади;

XОМ = О А + ОВ.

эили-

(3?I + Х  ' 1 4- А'
Энди массалар системасининг огирлик маркази ^а^идаги маса- 

лани куриб чикамиз:
Берилган А (хъ у и г,) ва В(х.1, у2, г2) нукталарга мос равишда 

т | ва т-2 массалар жойлаштирилган бу.гсин. Массаларнинг бу 
системасининг огирлик маркази М нинг координаталарини топиш 
талаб цилинади. Физикадан маълумки, М нукта АВ кесма ичида 
ётади ва бу кесмани узунликлари кесма учларига жойлаштирилган 
массаларга тескари пропорционал кисмларга ажратади. К,абул Ки
лингам белгилашларга кура, X сон бизнинг ^олда мусбат ва ^  га
тенг. Шунинг учун (3.4) дан Л ва В нукталарга жойлаштирилган 
тъ тг массалар системаси огирлик марказининг координаталари 
бундай экани келиб чицади:

_ _  ШуХу +  т,х2 , _  т , / / ! ,
А    1 У  -----

т г У г

Шунинг учун
от, +  т2

ОМ =

т ,  +- т2

О А +

2 = +  т2гг 
тх +- т2 (3.6)

ОВ.т 1- \ -т2 1 т 1 т 2 '

Агар тх ва т2 ноль кийматларни айрим-эйрим кабул килади 
деб фараз килсак, яъни массалар системаси В нуктага жойлашти
рилган массага (/гг, =  0) ёки А нуктага жойлаштирилган (т2 — 0) 
битта массага келтирилса, М огирлик маркази бу холларда ё В 
нукта билан, ёки А ну^та билан устма-уст тушади. Шундай килиб,
массаларнинг —  нисбати нолдан то +  со гача булган кийматларни тх
кетма-кет ^абул килса, у холда М  огирлик маркази А ну^тадан 
бошлаб В ну^тагача булган АВ кесмадаги барча кийматларни ка
бул килади.

Энди А (* ,, //,, г,). В{ х», ги ?,), С(х:>, у3, г3) нуцталар берил
ган булиб, уларга тг, т2, т3 массалар жойлаштирилган ва бун
да т-у +  т 2+  т3 >  0 булсин. Массаларнинг шу системасининг огир
лик марказини топамиз. Аницлик учун т1-\-т2'> 0 деб фараз циламиз. 
Агар т6 — 0 булса, масала иккита А ва В нуктага жойлаштирилган 
массалар системасига келтирилади, бу ^олни эса ^озиргина караб 
чикдик. Шунинг учун т 3>  0 булган ^ол кизицарлидир. Физика
дан маълумки, бу масалани икки боскичда ^ал щлпш  мумкин. 
Олдин А ва В нукталарга жойлаштирилган т1 ва т2 массалар 
огирлик маркази /VIх нинг координатасини топамиз; шундан кейин 
изланаётган огирлик маркази М  мос равишда М г ва С  нукталарга 
жойлаштирилган т1 +  т2 ва тя массалар системасининг огирлик 
маркази сифатида топилади.(3 6) дан куйидагилар келиб чи^ади;

 _______________________=  +  т.2г2
т\ +  т%

_  ШуХу +  т2х2 , _  т1у 1 +  т2у2 ,
Л М 1 —  т .  -4- т „  »М, — т\ +  тч * ( 3 . 7 )
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С/унгра /V), ва С ну^таларга жойлаштирилган т1 +  т2 ва тл

массалар системаси учун к =  - - __3т  га эгамиз. Шунинг учун (3.7):
дН ФойДал (3  ЛЬ'  '  -V  Д а н  Гппа' +г°памц3:

*м  -  >  +

т.
х  __ ^ 1  ~т~ от, + т г 3 __ т,Ху +  тгхг +  т3х3 . (3  8  а)

М т3 тх +  т 2 +  т3 '
ту +  т2

Шунга ухшаш:
_  тууу тгу г + т , у 3. ^ _  т , г ,  +  /ягга +  Щ г*. , 3  8  б у

“ м  тх тг +  т3 М ту тг -\- т3 '  '

(3.8 а, б) дан

ОМ = ----- — 0 4 + -------------- — О бЧ --------------- —^ ------ ОС (3.9)%  +  тг +  т3 1 тг +  т.г -|- т 3 /л, -)- т2 -\- т3 '

экани келиб чикади.
(3.9) дан, агар Л, В, С нуцталарга тх +  т2 +  т3 >  0 шарт- 

да хар хил /тгг >  0, т 2 >  0 , т 3 >  0 массалар жойлаштирилса, бу 
массалар снстемасинпнг М  п ги р л и к  марказлаои туплами АВС уч- 
бурчакдан иборат булишини осонгина ани^лаш мумкин.

Агар бу Л, В, С ну^талар бир турри чизикда ётса з^амда (ани^- 
лик учун) С нуцта АВ кесма ичида ётса, у зрлда каралаётган огнр- 
лик марказларининг туплами АВ кесмадан иборат булади.

Фойдали масала сифатида туртта ва ундан ортик ну^таларга 
жойлаштирилган массалар системасини ^арашни ва бундай доллар 
учун юьррида куриб чи^илган масалаларни урганишни тавсия ци- 
ламиз.

4- §. Бошка коордикатадар системалари

Декарт координаталари системасидан ташкари купинча бошка 
координаталар системасидан ^ам фойдаланилади. Шу системалардан 
баъзиларини куриб чи^амиз.

4.1. Текисликда кутб координаталар системаси. Текисликда би-
рор О ну^тани ва боши шу О ну^тада булган / нурни белгилай-—>
миз. I нурда ётувчи боши О ну^тада булган бирлик Еектсрни е  би-

—>
лан белгилаймиз. У холда с вектор I да йуналиш хосил ^илади. 
О ну^тани цутб, I нурни киритилган й5'налиш билан бирга \\утб 
щ и  дейилади. М  нуцтанинг текисликдаги ^олати (2 0 -раем) иккита
сон билан, яъни р =  \0М\ ва кутб уки билан ОМ вектор орасидаги 
Ф бурчак билан тула ани^ланади, бу бурчак соат стрелкаси йуна- 
лишига тескари йуналишда ^исобланади. р О сонини кутбий ма- 
софа, ф бурчак эса цутбий бурчак дейилади. (Одатда ф бурчак ра- 
дианларда улчанади.) Кутб учун р =  0, ф эса бир кийматли аник,- 
ланмайди, яъни [0, 2л] ораликдан олинган ихтиёрий сон булиши
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20- раем. 21- раем.

мумкин. Текисликнинг колган нуцталари учун р >  0, ф бурчак эса 
{0, 2л] оралища тегишли булади.

Равшанки, сонларнинг хар ^андай (р, ф) жуфти учун (бунда 
р >  0, 0 <  ф <  2л) текисликнинг битта нуцтаси мавжуд булиб, 
сонларнинг бу жуфти шу нукта учун ^утб хоординаталари булади.

р =  const >  0 координат чизи^лар радиуси р ва маркази О ну^- 
тада булган айланалардир, ф =  const (ф £ 10, 2л]) чизицлар эса бо- 
ши 0  ну^тада булган нурлардир (21 -раем).

Агар текисликда боши цутб билан, х  лар у^ининг мусбат i^hc- 
ми эса цутб уки билан устма-уст тушадиган Декарт координаталар 
системаси киритилса, у ^олда М  нуцтанинг (х, у) Декарт коорди- 
наталари шу ну^танинг (р, ф) ^утб координаталари ор^али ^уйи- 
даги формулалар билан ифодаланади:

X =  Р COS ф, у  =  р Sin ф.

Уз навбатида р ва ф лар х  ва у  лар орцали бир ^ийматли то- 
пилади; агар 0 <  ф <  2л булса, у ^олда:

р =  ]  х2 +  у г, COS ф
У х 1  + -  у 2

Sin ф =
у  х2 +  у2

4.2. Фазода цилиндрик координаталар системаси. Фазода бирор 
О нуцтани ва шу О нуцта ор^али утувчи бирор а  текисликни бел-

гилаймиз (22- раем), а  текис
ликда бирор I нурни белгилай-
миз. п вектор атекисликка пер
пендикуляр ва боши О нуцтада 
булган бирлик вектор булсин. «  
текисликнинг О нук;та атрофида
айланишини п вектор учидан 
каралганда соат стрелкаси йуна- 
лишига тескари йуналишда содир 
булади деб ^исоблаймиз.
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Энди М  ну^та фазонинг ихтиёрий нуктаси, М' эса унинг а  текис-
— ->

лиюка проекцияси булсин. У холда ММ ' вектор п векторга колли- 
ÍJr&ip булади. М нуцтанинг цилиндрик координаталари деб сонлар- 
нинг тартибланган (р, ср, h) учлигини айтилади, бунда (р, ф) М  
ну^танинг а  текисликдаги О кутбга ва I кутбий у к ка нисбатан
кутб координаталари, h эса ММ  векторнинг п бирлик векторга 
нисбатан компоненти.

Энди боши О нуцтада, х  лар у^ининг мусбат ^исми / нур билан,
z лар уцининг орти п вектор билан устма-уст тушадиган Декарт 
коордпнаталар системаси киритилса, у холда ихтиёрий М  нукта- 
нинг х, у, г Декарт координаталари шу ну^танинг (р, ф, h) цилинд
рик координаталари ор^али цуйидагича ифодаланади:

jc =  р • c o s  ф, у  =  р з т ф , z =  h.
4.3. Сферик координаталар системаси. Цилиндрик координата- 

лар ^олидагидек (4.2-п), 0  ну^та, а  текислик, шу текисликда I
нур ва а  текисликка перпендикуляр п бирлик вектор белгиланади. 
М  —  фазонинг ихтиёрий нуцтаси ва М ' эса М  нинг а  текислик
даги проекцияси булсин. Сонларнинг тартибланган (р, ф, 0) учлиги
М  нуцтанинг сферик координаталари дейиладй, бунда р =  |ОМ,
Ф —  10М\ вектор билан / нур орасидаги бурчак, бу бурчак ф дан 
бошлаб соат стрелкаси йуналишига тескари йуналишда з^исобланади,
ва нихоят, 0 — ОМ вектор билан а  текислик орасидаги бурчак.
Агар М  ну^та ярим фазонинг п векторнинг охири ётган к и см и да
ётса, 9 ^ -0 ,  акс ^олда 0 <  0 булади. Равшанки, 0 координата—  у

лдан y  гача узгаради.
Агар фазода (4.2- пункт) ^илинганидек, О ну^та, а  текислик, I —̂

нур ва п вектор билан боглиц Декарт координаталари системаси 
киритилса, у ^олда М  нуцтанинг х, у, г Декарт координаталари 
шу М нуцтанинг сферик координаталари ор^али ушбу формулалар 
билан ифадаланади:

X =  P COS ф c o s  0, у  — P s in  ф COS0, Z — р s in  0.
М а ш ц . Цилиндрик ва сферик координаталар системаларида 

координат сиртларни тасвирланг.

5- §. Параллел кучиришда, симметрияда ва буришда 
Декарт координаталарини алмаштириш

5.1. Ук^ларни параллел кучиришда Декарт координаталарини 
алмаштириш. Геометрик образларни текширишни соддалаштириш 
учун купинча Декарт координаталарининг бир системасидан бошк;а 
системасига утишга тугри келади. Шунинг учун битта нуцтанинг
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■\ар хил системалардаги координаталарини богловчи формулакларни 
топиш масаласи вужудга келади. \

Боши О нуцтада булган Декарт координаталари системаси бер

ган булсин ва /, /, ^ лар х, у , г координата у^ларнинг ортлари 
булсин. Сунгра О' (а; Ь\ с) —  у^лари у ', г' булган Декарт 
координаталар системасининг боши булсин. Бу уклариинг ортларини

мос равишда ¿', к’ билан белгилаймиз ва / ' = / ,  / '  =  /, 1г' =1г 
деб фараз ^иламиз. Бу ^олда О 'х'у'г' Декарт координаталари систе
маси Охуг Декарт координаталари системасидан параллел кучириш

йули билан х;осил килинган де- 
йиш мумкин. Равшанки, ихтиёрий

а векторнинг компонентлари х  ва 
х', у  ва у ',г  ва г ' уцларга нисбатан 
бир хил.

Энди М нукта Охуг коор
динаталар системасида (х, у, г) 
координаталарга ва О'х’ у'г' коор
динаталар системасида (х', у', 
г') координаталарга эта бу'лгаи
ну^та булсин. О М =  0 0 '  +  О'М

(23- раем) ва

0 0 ' =  да +  Ь\ +  ск,

23- раем.

ОМ =  XI +  у1 +  2&,

О'М  =  х Ч .+  у ']  +  г'к
булга ни учун векторнинг базисига нисбатан ёйилмаси битта були- 
шига к5'ра ушбуга эга буламиз:

х  =  х ' +  а, у  =  у' +  Ь, 2 =  г' +  с. (5.1)
(5. Г) формулалар ихтиёрий М  ну^танинг бир-биридан параллел 

кучиришдан хреил булган координаталар системаларидаги координа
таларини узаро борлайци

5.2. Текисликда координата укларини буришда Декарт коорди- 
иаталарини алмаштириш. Оху ва Ох'у' —  умумий учга эга булган

иккита Декарт координаталар системаси булсин. Сунгра г, /  лар х

ва у  у^ларининг ортлари, г', / '  эса х ' ва у' ларнинг ортлари ва а

бурчак 0 дан 2л гача оралиадаги бурчак булиб, у г векторни О ну^-

та атрофида V вектор билан устма-уст тушгунча соат стрелкаси 
йуналишига тескари йуналишда шу бурчак ^адар бурилади (24-

расм). Равшанки, бу ва^тда / вектор з̂ ам соат стрелкаси йунали
шига тескари йуналишда шу бурчак к;адар буриш натижасида (О

ну^тэ атрофида) / '  вектор билан устма-уст тушади. ‘
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{:
Т екисликда кккита ^утб 

координаталар системаснни 
KHgjíifaMH3. бу системаларьинг 
у *  О ну^тада, бу системалар- 
нинг ^утб у^лари эса х 

/ва х' лар у^ларининг 
мусбат к,исми билан устма-уст 
тушади.

М — текисликнинг ихтиё- 
рий нуцтаси булсин. Унинг Оху 
Декарт координаталар систе- 
масидаги координаталарини х, 24- раем.
у  билан, биринчи кутб коорди
наталар системасидаги кутб координаталарини (р, ф) билан бел- 
гилаймиз. У х,олда: х =  рсо5ф, £/ =  р sinф. Шунга ухшаш (х\ 
у ') — М ну^танинг О х’у' координаталар системасидаги 
координаталари ва (р, 0) М ну^танинг иккинчи к,утб системасидаги 
^утб координаталари булсин, у х,олда х' =  pcos0 , у' =  р sin 0. ф +  
+  26л =  а  0 эканпни таъкидлаймиз, бунда k нолга ёки бирга 
тенг. Бундан куйидагиларга эгамиз:

х  =  р cos ф =  р cos (ф +  2kn) =  р cos (а +
* =  р cos а  cos 0 —  р sin а  sin 0 =  x'cos а  —  у' sin а,

у  =  р sin ф =  р sin (ф +  2£л) == р sin (а +  0) =
=  р sin а  cos 0 +  р cos а  sin 0 =  х' sin а  +  у' cos а.

Шундай килиб, координаталар укларини координаталар боши 
атрофида буриш з^олида координаталарни алмаштириш формуласи 
^уйидаги куринишга эга:

х  =  х' eos а  — у ' sin а, _
у  =  х' sin а  Ч- у ' cos а.

5.3. Симметрияда Декарт координаталарини алмаштириш. Агар 
биз х  лар укига нисбатан симметрик алмаштириш бажарсак, яъни 
А1 (х, у) нукта учун унга х  лар уцига нисбатан симметрик булган 
М '(х ', у') ну^тапи мос келтирсак, у з о̂лда х' =  х, у' — — у. Шунга 
ухшаш, М "(х", у") ну^та М  нуцтага у лар уцига нисбатан сим
метрик булса, у зфлда х "  =  — х, у  =  у" булади.

6- §. Нукталар тупламларининг тенгламалар ва тенгсизликлар
билан берилиши

6.1. Тупламларнинг текисликда берилиши. Текисликда ёки фа- 
зода Декарт координаталари системасини киритилгандан кейин нуц- 
танинг з^олати шу ну^та координаталари билан бир ^ийматли 
аникланади. Шунинг учун у ёки бу нукталар тупламини характер- 
ловчи хосса шу туплам ну^таларининг координаталари орасидаги 
муносабатлар ор^али ёзилиши мумкин.
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М(х,у)

Ушбу мисолдан бошлдймиз. 
L — текисликдаги айлана Цулиб, 
унинг маркази А (а, Ь) ну^гада 
ва радиуси R  га тенг булсин (:
раем). М  (х , у) ну^та L айла
на

\А М \ =  У (х  -  а ?  +  (у -Ь У  =  R
О X ёки

25- раем. ( х - а У  +  (у —  Ь У - Я 2 =  0 (6 .1)

булга ндагина тегишли булади.
Шундай килиб, L айлананинг ихтиёрий М  ну^тасининг коорди- 

наталари (6.1) тенгламакк каноатлантиради. Иккинчи томондан, 
равшанки, агар М0 (х0, у0) нуктанннг координаталари (6.1) тенгла
мани цаноат лам тирса, Л!0 ну^та L айланада ётади. Демак, (6.1) тенг- 
лама L айланани тула характерлайди.

Агар биз L нинг ичида ва L нинг ташкарисида ётган текислик 
булакларини мсс равишда К  ва Q орк,али белгиласак, улар

тенгсизликлар оркали тула ани^ланади.
Текисликдаг'и нукталарнинг Ф тупламини одатда тенглама ёки 

тенгсизлик билан бернш мумкин: чунончи, агар F (х, у) =  0 (ёки 
F  (х , у) >  0) булса, М (х, у) £ Ф булади.

^озиргина куриб чи^илган мисолда F(x ,  у ) = {х— а)2-\-(у— ЬУ— R2. 
Агар: 1) L тупламнинг исталган М { х 0, у0) нуцтаси учун 

F(x о, г/о) = 0 булса; 2) з̂ ар ^андай N(x*,  у*) нук;та F(x* ,  у*)  =  0 
тенгликни каноатдантириб, L нинг нуцтася булса, у з^олда

в) [(х — а)2 +  { у —  ЬУ](х2 - f  у 2) =  0,
_ г) (х —  а)2 +  (у —  by + 1 = 0 

мос равишда: а) биринчи квадрантнинг (уклар кирмайди); б) (а, Ь) ну^- 
танинг; г) (0, 0), (а, Ь) ну^талар жуфтининг; в) 0  бу'ш туплам
нинг (з̂ еч ^андай нуктаси булмаган тупламни буш туплам дейилади) 
тенгла маларидир.

Шуига ухшаш, агар Ф тупламнинг 1) ихтиёрий М (х 0, у0) ну^- 
таси учун F (х9, г/0) > 0  булса; 2) х;ар ^андай N (x * ,  у*)  нук;та

(X - a ) 2 +  ( y - b y - R 2 <  0 

( x - a y  +  ( y - b y - R 2 > 0

Г [л,  у) -  0

тенглама L тупламнинг тенгламаси дейилади. 
Масалан, ушбу тенгламалар:

(6 .2)
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F  (xV  y * ) ^  0 тснгсизликни каноатлантириб, Ф нинг ну^гаси бул
са, L  ^олда

тенгсизликни Ф ни берувчи тенгсизлик дейилади.
Маълумкн, иккига F (х, у  ) =  0 ва F2(x, у) — 0 тенгламадан 

(ёки икки Fx (х , у) >  0 ва F2 (х, у) >  0 тенгсизлпкдан) биринчиси- 
нинг ,̂ ар бир ечими иккинчисинииг ^ам ечими булса, ва аксинча, 
иккинчисининг хар бир ечими биринчисииинг хам ечими булса, у 
¡флда бу тенгламалар (тенгсизликлар) эквивалент дейилади. Бу 
иккала тенгламанинг (тенгсизликнинг) ечимлари бир хил эканини 
билдиради.

6.2. Тупламларнинг фазода берилиши. S — маркази А (а, Ь, с) 
нуктада булиб, радиуси R  га тенг сфера булсин. М  (х , у, г) нукта 
S сфера га

булгандагина ва факат шу ^олдагиаа тегишли булади. Бун дан

-■юнглама S сферанин^ тенгламаси эканини курамиз. Агар U —  S 
сфера билан чегаралаиган шар, V эса 5  дан таш1\арида ¿тгпи иуц  
талар туплами булса, у ^олда U ва V мос равишда ушбу тенгла
малар билан берилади:

Агар S тупламнинг 1) х,ар бир М ( х 0, у0, z0) нук;тасн учун 
F  (хо, г/о. zo) = 0  булса; 2) F(x * ,  у*, г*) =  0 тенгликни к;аноатлан- 
тирувчи N (х*, у*, z *) ну^та S нинг нуцтаси булса, у ^олда

тенглама S тупламнинг тенгламаси дейилади.
Ушбу (я —  а)2 +  (у —  Ь)2 +  (г —  с)2 =  0 ва (х — a)2 +  1 =  0 ми- 

соллар (6.4) тенглама бир нуктали тупламларни ^ам, буш туплам- 
ларни ^ам бериши мумкин эканлигини курсатади.

Шунга ухшаш, F (х, у, z) 0 тенгсизлик Ф тупламни бериши- 
ни ани^лаш мумкин.

6 3. Координат текисликларда ётувчи тупламларнинг берилиши. 
h  туплам мо'с равишда F x(x, у, z) =  0 ва Ft (x, у, г) =  0 тенглама
лар билан берилган Фх ва Ф2 тупламларнинг умумий ну^талари 
туплами булс-ин (26- раем). У  ^олда Ь куйидаги тенгламалар систе- 
маси билан берилади:

Х,а^ш<;атан, агар М (х, у , г) ну^та Ь тупламга тегишли булса, 
у з^олда М  бир ва^тнинг узида иккала Фх ва Ф2 тупламларнинг

| AM | — У  (х — а-)2 Н- [у —  b)2 +  (z —  с)2 =  R

(х —  а)2 +  (у — b)2 +  (2 — с)2 =  R2

U : (x  -  а)2 +  (у -  Ь)2 +  (z - c ) 2~ R 2 <  0, 
V : ( x - a ) 2 +  (y —  b)2-\-(z -  с)2-  R2 >  0.

F (x, y, z) =  0 (6.4)

(.6.5)
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нуцтаси булади, ва демак, М  нинг координаталари (6.5) тенглама- 
ларни к,аноатлантиради. Иккинчи томондан, агар бирор М* (х* , у*, г*)  
ну^та учун сонларнинг (д:* ,у* ,  z*) учлиги (6.6) системанинг ечими 
булса, у >флда М*  нуцта бир ва^тнинг узида иккала 0?! ва Фг
тупламга тегишли булади, шунинг учун хам !Л* ну^та L туплам-
нннг ну^тасидир.

Агар L туплам Оху координат текисликда ётувчи туплам булса 
(27- раем), у холда тупламлардан бири сифатида, масалан, Ф2 туп
лам сифатида Оху текисликни олнш мумкин, бу текисликнинг тенг- 
ламаси z =  0 дан иборат. Шундай ^илиб, Оху текисликда ётувчи 
ну^талар тупламлари

f i  {X, у , г) =  0, (6.6)
2 =  0 (6.7)

тенгламалар системаси билан берилади. F (х, у) =  Fx (х, у, 0) деб 
оламиз. У ^олда Оху  текисликнинг ну ̂ талари туплами деб ^арала- 
ётган L

r  (х. и) - _ е =

тенглама билан берилади. (6.7) тенгламани бу ^олда ёзмаслик мум
кин.

6.4. Тупламларнинг бирлашмаси ва кесишмаси. Бундан кейин 
тупламлар назариясининг тушунча ва белгилашларидан кенг фойда
ланилади.

М  — бирор туплам, а эса унинг ихтиёрий элементи булсин. а эле
мент М  тупламга тегишли деган факт бундай белгиланади: а £ М.  
Агар b элемент М  тупламга тегишли булмаса, b £ М  каби ёзилади. 
М ва N  — иккита туплам булсин. Агар тупламнинг барча эле- 
ментлари шу ва^тнинг узида N  нинг ^ам элементлари булса, у 
^олда М  туплам N туплам таркибига киради дейилади ва M c:N  
каби белгилашдан фойдаланилади. Агар икки туплам бир хил элемент- 
лардангина ташкил топган булса, бундай тупламлар тенг дейилади. 
Бу ^олда М  =  N  ёзувдан фойдаланилади. М ва N  тупламлар их-



28- раем. 29- раем.

тиёрий тупламлар булсин, у холда М =  N муносабат МстУУ ва 
Л'суИ муносабатларнинг бажарилишига тенг кучлидир. Бундан ку- 
пинча иккита тупламнинг тенглигини исботлашда фойдаланилади.

М и М 2, ... , М п тупламлар берилган булсин. М и М 2 М п
тупламларнинг бирлашмаси деб хар бир элементи М 1 тупламдан 
биронтасининг элементи булган М тупламга айтилади, бунда 
г 1, 2, ..., п сонлардан бири. Бошк;ача айтганда, М ь  Л12, ..., М„ 
тупламларнинг бирлашмаси шундай М тупламки, а ЕМ  эканидан 
1, 2, .... п сонлар тупламидан а^алли биттаси булган < учун а £ М 1 
экани келиб чик;ади. Тупламларнинг бирлашмаси учун ушбу ёзув
Ь | а Л у п  Ц - Н . 7 1 И Н Г Я Н . _________________________________________________________ ■____

М — и М/ ёки М ... \)Мп.
г=1

Агар п — 2 ёки п =  3 булса, одатда ёзувнинг иккинчи шакли иш- 
латилади. 28- раемда тупламларнинг бирлашмаси штрихланган.

УИ, (г =  1, 2, п) тупламлар (х, у, г) =  0 тенгламалар билан
П

берилган булсин. У  з о̂лда М  =  и М 1
/=1

Л (X, у, г) -Р2 (х, у, г)-. . .  • Рп (х, у, г) =  0 (6.8)
тенглама билан берилади.

Тенгсизликлар билан берилган тупламларнинг бирлашмалари хам 
шунга ухшаш аналитик тавсифланади. Бунга биз мукаммал тухтаб 
утирмаймиз.

М ь  М2, ... , М п тупламларнинг кесишмаси деб бу тС/пламлар 
умумий элементларининг хаммасидан иборат Р тупламга айти
лади. Тупламларнинг кесишмалари учун ушбу ёзувдан фойдаланилади:

Р =  ПМ, ёки Р »= П М 2 П ... П М Я.
/=1

Тупламларнинг кесишмаси тасвирини 29- раемдан ^аранг. Рх (х, у, г) — 
1= 0 , Р2 & , у ,  г )= 0 , ... , Рп{х, у, г) =  0 тенгламалар билан берил
ган М 2, ... , Мп тупламлар ва бх {х, у, г) >  0, С2 (х, у, г) > - 
> -0 , ..., От(х, у, г ) !> 0  тенгсизликлар билан берилган Мг, 
..., Ыт тупламлар берилган булсин. У  х;олда бу тупламларнинг з̂ ам- 
масининг кесишмаси Р  к,уйидаги тенгламалар ва тенгсизликлар сис- 
темалари билан берилади:
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Л(*. у. г) = о,
Л  (х, у , г) =  0.

Рп V, у, г) =  0,

0 1 (х , г/, г )  >  0, 
с 2 (*. У, г) >  о,

й,п (х, У , г )  >  0.

Агар т =  0 булса, яъни Р тупламнинг тузилишида фа^ат М г,
Л12.......  М п тупламлар ^атнашса, у з^олда Р туплам Т7/ {х , у, г) =  О
тенгламалар системаси билан берилади, бунда (с =  1, 2, п).
Агарда п =  0 ва Р туплам Л^, М2, ... , Ыт тупламларнинг кесиш- 
масидангина иборат булса, у з о̂лда Р ушбу б,- (х, у, г) >  0 (/ =  
=  1, 2 , т) тенгсизликлар системаси билан берилади.

Бир ^атор содда мисоллар келтирамиз.
1. Текисликда

а — х  >  0, х  ^  О,
Ь — у >  0, у  >  0

тенгсизликлар системаси учлари (0, 0), (а, 0), (О, Ь), (а, Ь) нуцта-
ларда булган тугри туртбурчакни беради (30- раем), бунда а ва Ь —
мусбат сонлар.

2. Томонлари координаталар у^ларига параллел булган, текис- 
ликдаги хар кандай тутри туртбурчак

ах—  х > 0 ,  Ь1—  г /> 0 ,  х  — а2 >  0 у —  62 > 0
тенгсизликлар системаси билан берилишини йсботланг, бунда й2< о1 
ва 62 <  ¿  ̂—  бирор сонлар.

3. Фазода
а —  х >  0, 6 — у >  0, с —  г >  0,

* > 0 ,  у  >  0 г >  0

тенгсизликлар системаси кирралари координаталар у^ларига парал
лел булган параллелепипедни беради, бунда а, Ь, с —  мусбат сонлар.

4. Кирралари координаталар у^ларига параллел булган .̂ ар ^ан- 
дай параллелепипед куйидаги тенгсизликлар системаси билан бери
лишини йсботланг:

а 1 —  * > 0 ,  Ьх — г /> 0 ,  — 2 > 0 ,
х — 0, г/ — Ь2 >  0, г —  с2 >  0,

бунда а2 <  ах, Ь2 <  ¿>х, с2 <  С1—  
бирор сонлар.

6.5. Биринчи ва иккинчи тар- 
тибли чизицлар ва сиртлар. Ко-
ординаталари бирор Декарт коор
динаталар системасида

Ах Ву 4-С  == 0 (6.1 *)

тенгламани ^аноатлантирувчи нуь;- 
талар туплами текисликда би-

ш
к (а,Ь)

. . г..............\ . .

(0 ,0 )
--------
(а, О)

ЗС- рас:.!.
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J 'i тартибли чизщ  дейилади, бунда А 1 +  В2 =h 0.
елтирилган таърпф баъзи камчиликларга эга. Биринчи тартибли 
.ни таърифлашда тасодифий Декарт координаталари системаси 
шти. Шунинг учун (6.11) тенглама бошца Декарт координата- 
системаларида уз куринишини сацлаб колиш-цолмаслнги тушу- 

нарсиз булиб крляпти. Декарт координаталарининг бир системасидан 
бошкасига утиш коордпнаталар укларини координаталар боши атро- 
фида айлантириш билан, унинг кетидан параллел кучиришни, хатто 
симметрии алмаштиришни бажариш билан амалга оширилади. Бир 
системадан иккинчи системага утишнинг буриш ва параллел кучи- 
риш ^оллари

х  =  х ' cos ф — у '  sin ф +  a, ~
у  =  х' sin ф +  у ' cos ф +  b '  ' ’

формулалар ёрдамида амалга оширилади.
Шуни таъкидлаб утамизки, ф =  0 бурчак ^адар айлантириш ва

0 вектор к;адар параллел кучиришга йул цуйилади. Шунинг учун 
(6.11) тенглама х', у' координаталар системасида ушбу

А 'х' +  В’у '  +  С  =  0
курин ишга эга, оу ер да '  “    —------------- -

А' =  A cos ф f- В sin ф, В' =  —  A sin ф +  В cos ф ва 
С' =  Аа +  ВЬ +  С.

Бундан

Л /2+  В'2 =  (A cos ф +  В sin ф)2 +  (—  A  sin ф +  В cos ф )2 =
=  А2 +  В2 0

булгани учун тупламнинг биринчи тартибли чизиц булиш хоссаси 
Декарт координаталари системасига боглиц эмаслиги келиб чикади.

Умумий хрлни, яъни бир координаталардан бошка координата- 
ларга утишда симметрияга хам йул к,уйиладиган хрлни текширшпни 
уцувчиларнинг узларига хавола киламиз.

Координаталари бирор Декарт координаталари системасида
Ах2 +  2Вху +  Су2 +  Dx  +  Еу +  F =  0 (6.13)

тенгламани каноатлантирувчи ну^талар туплами текисликда иккинчи 
тартибли чизиц дейилади, бунда А, В, С коэффициентлардан ка- 
мида биттаси нолдан фаркли.

Тупламнпнг иккинчи тартибли чнзиц булиш хоссаси бу туплам- 
нинг тенгламаси ^аралаётган Декарт координаталари системасини 
танлашга богли^ эмас.

Бу фактни бир ^олдагина, яъни х, у  Декарт координаталари 
системасидан х', у '  Декарт координаталари системасига (6.12) фор
мулалар буйича утиш зфлини текшириш билан чекланамиз. У х,олда 
(6.13) тенглама ушбу куринишни олади:

А 'х'2 +  2В 'х'у ' +  С'у'2 +  D 'x' +  Е 'у' F' =  0,
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бунда
А' —  A  c o s 2 ф  - f  2В c o s  ф s in  ф 4- С s in 2 ф ,

В' =  — A s in  ф  c o s  ф  f  f í ( c o s 2 ф  —  s in2 ф ) 4- С s in  ф  c o s  ф ,

С' =  A  s in 2 ф  —  2В s in  ф  c o s  ф 4~ С соь2ф.
Уш бу тенглик турри эканини текшириш осон:

А'2 +  2В'2 4 - С'2 =  А2 4- 2Я2 4 - С.
Бундан айтилган тасдиц келиб чикади.

Координаталари бирор Декарт координаталари системасида
Ах  4~ By -j- Cz 4~ D  =  0 (6.14)

тенгламани цаноатлантирадиган ну^талар туплами биринчи тар- 
тибли сирт дейилади, бунда A2 4 - В1 4- С2 ф  0.

Шунга ухшаш, бирор Декарт координаталари системасида
Ах2 4 - By2 4- Cz2 4 - 2D xy  +  2Exz \-'2Fyz +  ^

+  Gx 4- Ну  4- K z  4- Ь =  0
тенглама билан аникланувчи туплам иккинчи тартибли сирт де
йилади, бунда А, В, С, D, Е, F  коэффициентлардан камида биттаси 
нолдан фар^ли.

Бу таърифларнинг туррилиги ю^орида текислик учун киритил- 
ган тушунчаларнинг туррилигини аннцлагандек урнатилади.

6.6. Тупламларнинг симметрия маркази, уклари ва текисликлари 
^а^ида.

Текисликда тенгламаси
F ( x , y )  =  О (6.15)

булган L туплам берилган булсин.
Х,ар ^андай (х, у) ну^та учун координаталар бошига нисбатан 

симметрик булган нуцта (—  х, —  у) координаталарга эга булади. , 
Шунинг учун (х, у) ЕЕ шартдан F (—  х, — у) =  0 экани келиб чи^- 
Кандагина ва факат шу ^олдагина координаталар боши L нинг сим
метрия маркази булади._______________________________________  -______

Шу сдбабли, Fix, у)  шундай функциябулсаки, исталган х  ва у  
лар учун

F ( — x,  —  У )  — F (х, у)

булса, координаталар боши L нинг симметрия маркази булади.
(х, у) ну^тага х лар укига нисбатан симметрик булган нукта 

(х, —  у) ну^тадан, у  лар уцига нисбатан симметрик булган нукта 
(— х, у) ну^тадан иборат булади. Шунинг учун барча х, у  ларда 
F (х, у) функция

F (x ,  —  У) — F  (х, у) (6.16)
ёки

F ( — x, у) = F ( x ,  у) (6.17)

шартни каноатлантирса, у холда h  туплам х лар ^ и г а  ёки у  лар 
у^ига мос равишда симметрик булади.
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/
/ N1 туплам 

f  F ( x , y , z ) = 0
уЛенглама билан берилган булсин. Агар исталган х, у, z лар учун

^  F (—  х, — у, —  z ) = F ( x ,  у,  г)
булса, у х;олда координаталар боши М тупламнинг симметрия мар- 
кази булади, агарда

F ( —  х, у, z) =  F (x ,  у, z)
ёки

F (х, — у, z) =  F (х, у, г),
ёки

F (x ,  у , — z) = F ( x .  у, z)

булса, у хрлда Oyz текислик, ёки Охг текислик, ёки Оху текислик 
мос равишда М  тупламнинг симметрия текисликлари булади. Ни- 
з^оят, агар барча х , у, г ларда

F ( — x, — у, z) =  F (х, у, г),
ёки

________________________ F (x ,  — у, —  г) — F (х, у ,  г),
ёки

F ( — x, у, —  z) =  F (х, у, z)

булса, у ^олда мос равишда г лар у^и, ёки х  лар у^и, ёки у  лар 
уки М  тупламнинг симметрия уклари булади.

7- §. Текисликдаги биринчи тартибли чизиклар.
Тугри чизикнинг бурчак коэффициентли тенгламаси

7.1. Тугри чизикнинг бурчак коэффициентли тенгламаси. Текис- 
ликда боши О ну^тада булган ва координата уклари х  ва у  дан 
иборат булган Декарт координаталари системаси берилган булсин, I 
эса х  лар у^ини К ну^тада кесиб утувчи ихтиёрий тугри чизиц 
булсин (3 1 -раем), х  лар уцини К  нукта атрофида соат стрелкаси 
харакатига тескари йуналишда I тугри чизиц билан устма-уст туш- 
гунча айлантиришдан хосил буладиган ф (0 <  ф <  л) бурчак I тугри 
чизщ  билан х  лар укги орасида- 
ги бурчак дейклади. Агар I тугри 
чизиц х лар уки га параллел бул
са, у ^олда бу тутри чизикнинг 
х  лар уцига нисбатан циялиги 
нолга тенг деб ^исобланади.

Олдин ф ф  — булган холни

караб чикамиз. Агар /билан х  лар 
уки орасидаги ф бурчак ва I 
тугри чизикнинг у  лару^и билан
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кесишиш нук,тасининг ординатаси b маълум бу’лса, у ^олда / ту^ри 
чизщ текисликда бир цийматли аницланган булади. М  (х, у) — XI

тугри чизицнинг ихтиёрий нуцтаси булсин. У з^олда ВМ =  xl +  \.
71 ^

+  (У —  Ь) j  вектор I да ётади ва ф Ф  у  булгани учун тангенснинг 
таърифига Kÿpa:

t g » - X_____  —̂ —-

Бун дан;
y  =  t g y - x  +  b. (7.1)

^ =  tg ф деб оламиз. У  х;олда (7.1) бундай ёзилади:
у  = k x  +  Ь (7.2)

Шундай к;илиб, I тутри чизицнинг ихтиёрий М  нуцтасининг коор- 
динаталари

у  =  kx +  Ь (7.3)

тенгламани каноатлантиради.
(7.3) тенглама текисликда биринчи тартибли т тутри чизицни 

аник,лайди. Биз куриб чикданлардан i c m  экани келиб чикади. 
Шуни таъкидлаймизки, 5 (0 , Ь) нуцта / га тегишли, ва демак, т 
га з̂ ам тегишли.

тескари муносабатни исботлаймиз. (х *, у*) (7.3) тенглама- 
нинг (0, Ь) ечимидан фарцли ечими булсин. У  з о̂лда х* ф  0. Текис
ликда ВМ* векторни караймиз, бунда М*  координаталари (х*, у*)

б}?лган нуцта. У  з^олда: ВМ* =  x*i  +  (у* —  Ь) /. В ну^тадан утиб х  
лар ÿrçu билан ф бурчак з^осил цилувчи ягона тутри чизиц мавжуд. 
Равшанки, агар

 ___

бÿлca, М*  нуцта I да ётади, бунда Ф =/= у  тутри чизиц билан х  ÿrçu 

орасидаги бурчак. (х*, у *) (7.3) тенгламанинг ечими булгани учун 
y * = k x * + b ,  бундан k =  — ~  Аммо Л =  tg ф. Шунинг учун

М*  Ç /. М*  нуцта т нинг ихтиёрий нуктаси бÿлгaни учун m czl. 
Демак, /  =  т ,  ва шундай цилиб, у  =  kx  +  b тенглама /  тутри чи- 
зицнинг тенгламасидир. k =  tg ф микдорни /  тутри чизщнинг бур
чак коэффициента, (7.3) тенгламани эса mÿrpu чизщнинг бурчак 
коэффициентли тенгламаси дейилади*.

* 6- § даги белгилашларга биноан, (7.3) тенглама бундай ёзилиши керак эди; 
—  kx +  у  — Ь =  0, аммо биз традицияга амал ^илиб, (7.3) ёзувдан фойдалана- 
миз.
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/  х  лар уцига параллел тутри чизицлар учун бурчак коэффициент- 
•¡̂ ар нолга тенг, бу турри чизикларнинг тенгламалара шунинг учун

г* у — 6
куринишга эга.

Энди ф =  булган з<;олни цараб чицамиз. Бу цолда ^ ф

сон аницланмаган булади. Бундан у  лар ук;ига параллел булган 
туери чизи^ни бурчак коэффициентли тенглама билан бериб булмас- 
лиги келиб чицади, у  лар уцига параллел булган / х т$три чизик,-
нинг барча ну ̂ талари учун абсцисса узгармас булиб, бу турри
чизицнинг х  лар ук,и билан кесишиш нуцтасининг абсциссаси а га 
тенг булгани учун нинг тенгламаси

х  =  а
куринишга эга булади.

Шундай цилиб, у  лар уцига параллел булмаган хар кандай турри 
чизик

у  =  кх -\-Ь (7.4)

тенгламага эга, у  лар укига параллел турри чизиц эса  -
х  =  а (7.5)

тенгламага эга, бунда иккала тенгламада х  ва у лар олдидаги коэф- 
фициентлардан камида биттаси нолдан фар^ли.

Шундай цилиб. (7.4) ва (7.5) лардан, текисликдаги з̂ ар цандай 
турри чизиц биринчи тартибли чизик; экани келиб чикади.

7.2. Биринчи тартибли чизицлар ^а^идаги асосий теорема. 
Т е о р е м а .  Текисликдаги %ар /уандай биринчи тартибли чиз[Щ 

тугри чизщдир.
И с б о т .  Биринчи тартибли т чизи^

Ах +  Ву +  С =  О, А2 +  В1 ф  0 (7.6)

тенглама билан аницланснн.
Икки хол булиши мумкин:
а) В =  0, у з^олда А ф О ,  шунинг учун (7.6) тенглама

С

Х  ~  А

тенгламага эквивалент булади.
Бу з<;олда т чизик; у  лар уцига параллел турри чизиц булади.
б) В Ф  0, у з<;олда (7.6) тенглама

у==- А х - С  (7.7)
а в в

тенгламага эквивалент булади. /г = -------- , Ь =  — -  деб оламиз. Був в
з^олда (7.7) куйидагпча ёзилади:

у  =  к х  +  Ь
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дан утувчи турри чизиц экани 
келиб чикади.

Ш у билан теорема исботлан-
ди.

32- раем.

7.3. Икки тугри чизик орасидаги 
бурчак. Икки тугри чизицнинг 
параллеллик ва перпендикулярлик 
шартлари. у  лар уцига параллел

булмаган иккита 4  ва 4  турри чизиц берилган булсин. у  =  кхх  +  Ьх 
ва у  =  кгх  -}- Ь2 мос равишда бу турри чизикларнинг тенгламалари 
булсин. 4  ва 4  орасидаги бурчакни топиш учун формула чикара-
миз. Берилган турри чизицларда ах ва а2 векторларни оламиз; 0

-*• —>

бурчак ах дан а2 га караб соат стрелкаси харакатига тескари йуна- 
лишда .^исобланадиган бурчак булсин (32-расм). У  ^олда 0 =  ф2— фх 
ва шунинг учун

Аммо фх — Ах/ ф2 =  шунинг учун

Агар энди 1Х ва 4  тугри чизикларнинг роллари алмаштирилса, 
0 бурчак 0Х =  я —  0 бурчак билан алмашинади ва 1§0Х =  — 1§0 
булгани учун

формулани хосил циламиз.
Агар конкрет масалаларни ечишда иккала бурчакни билиш та- 

лаб килинса, у  ^олда (7.8) ва (7.9) формулалар битта

формулага бирлаштирилади.
нинг ишорасига караб, 4  ва 4  орасида уткир ёки утмас бур

чак хосил булади.
(7.8) формуладан икки турри чизикнинг параллеллик ва перпен

дикулярлик шартларини осонгина келтириб чицарамиз. Агар 4  ва 
4  параллел булса, ^  0 == 0 булади ва, демак, к2— кх =  0 булади. 
Ш у сабаблн 4  ва 4  нинг параллеллик шарти

(7.9)

куринишга эга булади. 
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х2 -Ь у'1 —  '¿ах — 2Ьу \аъ -|- Ь* —  Л1'7) — От

Ушбу{белгилашларни киритамиз:— 2а =  О, — 2Ь =  Е, а2+ Ь 2— /^2== 
= Р .  У  ^олда / (  айлананинг тенгламасини

х2+ у 2 + О х  +  Е у  +  Р  =  0 (8.2)
куринищда ёзиш мумкин. Бундан айлака иккинчи тартибли чизиц 
экани келиб чикади. (8.2) тенгламани иккинчи тартибли чизицнинг 
умумий тенгламаси

А х2 +  2 Вху  +  Су2 +  О х + Е у  +  Р  =  0 (8.3)
билан такдослаймиз.

(8.2) тенгламадан, унинг иккала кисмини узгармас купай-
тувчига купайтириш билан

кх2 +  ку2 +  кйх +  кЕу +  кр =  О
эквивалент тенгламага утиш мумкин.

Шундан сунг, олдингидек ху  олдидаги коэффициент нолга тенг,
х2 ва у 2 олдидаги коэффициентлар узаро тенг эканини ку рамиз.
Бундан, (8.3) тенглама айлананинг тенгламаси булиши учун зарур 
шартлар

А =  СфО, В =  0  (8.4)

муносабатлардан иборат эканлиги келиб чикади.
Бу шартлар етарли була олмайди. Бу шартларга

а + о т - 5 > °  ^

шарт цушилса, улар етарли шартлар булади.
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даги

‘в-3> т е н г л а ш  «й и -

( * + & ) Ч ( , + £ ; ' - ( & + & - 5 ) - о .  \

Бундан (8.3) тенглама маркази — ̂  нуцтада, радиуси

га тенг булган айлананингтенгламаси экани
шг бажарилишила пяли^—

эса
. радиус!«л уи- I ” 7̂

4X2+442— д га тенг булган аилананинг тен гл ам аси  экани
куриниб турибди ((8.5) шартнинг бажарилишида р а д и у с  ^ацикий сондир). _________

уйнда Декарт координата- 
лари системасида эллипс тенг- 
ламасини келтириб чи^ариш 
берилади, бу Декарт коорди- 
наталари системаси эллипс тенг
ламаси энг содда булишига 
имкон берадиган цилиб тан- 
лаб олинади. Чунончи, эллипс 
фокусларини Рх ва билан 

. белгилаймиз. Декарт координа- 
талари системасини х  лар уцн 
фокуслардан утадиган, у  лар 

эса Т7!  р 2 кесмани тенг иккига буладиган цилиб киритамиз (33- 
расм). Фокуслар орасидаги масофани 2с оркали белгилаймиз. У хол- 
да Р г ва Рг нукталарнинг координаталари мос равишда (— с, 0) ва 
(с, 0) га тенг булади5_______________________

Щх, у)-  эллипснинг ихшёрий нуктасн булсин. РХМ ва Р2М
кесмаларнинг узунликларини мос равишда гх ва г.г билан белгилай
миз. Бу масофаларнинг йигиндиси берилган эллипсни характерловчи 
бирор узгармасга тенг. Бу узгармасни 2а билан белгилаймиз. Эл- 
липснинг таърифидан а > с  экани келиб чицади.

Ушбуларга эгамиз:
Г1 =  У ( х  +  с)* +  уГ , (9.1)

Г2 — У { х —  с)2 +  у2.
Эллипснинг таърифига кура:

гг +  г2 == 2а.
(9.1) формулаларга гх ва г.г ифодаларини цуйиб, эллипснинг их- 

тиёрий нуцтаси учун

У  (х +  с)2 +  у* +  У  (х — с)2 +  у* = 2  а (9.2)
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тенгламани хрсил циламиз. Бундан]/ (х +  с)2+ г /2 =  .2а — ]/ (х— с)'1+ у 2. 
/Д осил булган тенгламанинг иккала цисмини квадратга к^тариб, уш- 

„ буга эга б^ламиз:

(х +  с)2 +  у 2 =  4а2—  4а| /(х —  с)2 +  у2 +  (х —  с)г +  у 2.
Ухшаш хадларни ихчамлагандан кейин куйидагини 5̂ осил циламиз:

4сх =  4 а2 —  4 а ] / ( х  — с)2 + у 2.

Бундан эса

а У  (х —  с)2 у2 =  а2 — сх  
экани келиб чицади. Охирги тенгликнинг иккала цисмини яна квад
ратга кутарамиз:

а2х2 —  2а2сх +  а2с2 +  а2у2 =  а4 —  2а2сх +  с2х2.

Содда алмаштиришлардан сунг куйидагини хрсил циламиз:
(а2 —  с2)х2 +  а2у 2 =  а2(а2 —  с2). (9.3)

Ь =  ] / а 2 — с2 деб оламиз. Бундай олиш мумкин, чунки а > с .  Рав- 
шанки, а > Ь > 0 Г  Энди (9.3) тенгламани бундай ёэнш мумкин;

Ь2х 1 +  а2у 2 =  а2Ь2

ёки

— +  у-  =  1 (9.4)аг Ь" к '

(9.2) тенгламани соддалаштиришда уни икки марта квадратга 
кутардик, бунинг натижасида берилган тенгламага эквивалент бул-
маган тенгламага эга булишимиз мумкин, бойца ча айтганда, (9.4)
тенгламани эллипсда ётмаган нукталар х;ам каноатлантириши мумкин.
(9.2) ва (9.4) тенгламалар эквивалент эканини, ва демак, (9.4) тенг- 
лама эллипсда ётмаган бирорта .\ам нуцтани аницламаслигини ис- 
ботлаш мумкин. Ш у фактни мустацил исботланг.

(9.4) тенглама эллипснинг каноник тенгламаси дейилади. Шу- 
ни таъкидлаб утамизки, эллипснинг каноник тенгламаси махсус 
танланган Декарт координаталар системасида хосил килинади. Эл
липснинг каноник тенгламасидаги а ва Ь сонлар хар доим а>&  
тенгсизликни каноатлантиради.

Шунинг учун ~  =  1 тенглама эллипснинг каноник тенг

ламаси булади, 1 тенглама эса каноник тенглама була
олмайди.

9.2. Каноник тенгламаси буйича эллипс шаклини текшириш. Эл
липснинг каноник тенгламасини ушбу

П ^ )  =  5  +  Й - 1 = °  0 -5 )
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эквивалент шаклда ёзамиз. Равшанки, х  ва у  нинг исталган циц- 
матлари учун ушбуга эгамиз: \  ^

F(— х ,— у) =  F(x, у), F (— x, у) =  F(x, у), F(x,— y) =  F(x, у). Ц

Шу сабабли, 6 -§ нинг 6 -пунктида чикарилган хулосаларга бино- 
ан эллипснинг симметрия маркази координаталар бошида, х  ва у  
лар уцлари эса унинг симметрия уцларидир дея оламиз.

Эллипснинг каноник тенгламасини эквивалент шаклда бундай 
ёзиш мумкин:

У =  ± ^ У ' а 2- х 2. (9.6)

Эллипс иккала координата уцларига нисбатан симметрик бул- 
гани сабабли унинг шаклини аницлаш учун биринчи квадрантдаги 
цисмини карашнинг узи кифоя. Биринчи квадрантдаги нуцталар 
учун: х > 0 ,  г /> 0, шу сабабли (9.6) тенглама

у  =  \ у *  +  *
куринишни олади.

Бу формуладан куринадики, х  — 0 да эллипс нуцтасининг орди- 
натаси энг катта цийматга эга б^лади: у  =  Ь. х  нинг 0 дан а га- 
ча усишида илдиз остидаги ифода камаяди, демак, у  ордината ^ам 
b дан 0 гача камаяди (34-расм). х  ни:хг бундан кейинги усишида, 
яъни х 'у а  да илдиз остидаги ифода манфий булиб колади, шу би- 
лан бирга у  ордината ^аци^ий кийматга эга булмайди. Бу эса эл- 
липсда абсдиссаси а дан катта булган нукта йуклигини билдиради.

Эллипс х  ва у  координата укларига нисбатан симметрик бул- 
гани учун унинг биринчи квадрантдаги кисмининг симметриясини 
текшириш билан эллипснинг бутунича тиклаш мумкин (35- раем).

ААХ ва BBj кесмаларни, шунингдек, уларнинг 2а ва ЧЬ узун- 
ликларини (а > й ) мос равишда эллипснинг катта ёки ккчик ук,и 
дейилади, а ва b сонларни эса эллипснинг катта ёки кичик ярим 
уклари дейилади. __________________    .____

— с---------------------  „е =  — мивдорни эса эллипснинг эксцентриситети деиилади.
Равшанки, 0 < е < 1 .  Эксцентриситет эллипснинг чузиклик даражасини

характерлайди. Эксцен
триситет канча катта бул- 
са, эллипс шунча чузщ  
булади. s =  0  да фокус- 
лар устма-уст тушади, 
ярим у к лар тенг булиб 
цолади, ва демак, бу ху- 
сусий хрлда эллипс ай- 
ланага утади:

у \
1

г

ь

_ J a *
Ё.
а'

35- раем. -f- г/2 =  а 2.

—2 +  2̂ —  1 = 0  ёки х 2+а* а2 1
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масофа, яъни 2а сон унинг ^акикий уки, 2Ь сон эса мав.\ум у щ  
дейилади. а ва Ь сонлар мос равишда щ/ащий ва мавуум ярим щ -
лар дейилади. е = -  микдорнч гиперболанинг эксцентриситеты дейи.
лади. Равшанки, гипербола учун е > 1 .

10.3. Гиперболанинг асимптоталари. Учлари (а,Ь)Х— а,Ь), (— а,— Ь), 
(а,— Ь) нуцталарда булган <2 тутри туртбурчакнил<араймиз (39- раем), 
ф нинг диагоналлари ётган /,  ва /2 тутри чизицларни утказамиз.

- _Бу >рлда иккита штрихланган вертикал бурчакдарда —  % = 1 хиг_ 
перболанинг нуцталари булмайди. Ха^икатан )$ам, /] нинг тенгла- 
маси г/ =  — х  дан, /2 нинг тенгламасиу= —  Ь— х  дан иборат. Шу 
сабабли ^ар к,андай М (х,у) нукта учун штрихланган сохада тенг-

!М_ ^  А
И

сизлик бажарилади. Бундан М  нуцта учун
М

га эгамиз, ва демак,
у  2 1 /2
i  <• о <  1„2 ¿,2 ^  U ^

бу эса даъвонинг тутрилигини исбот цилади.
М (х, у) нуцта гипербола буйлаб харакатланиб, координаталар 

бошидан чексиз узоклашеин, яъни х г +  уг —-*оо. У  .^олда бу нуц- 
танинг 1Х ва 4  тутри чизиклардан биригача булган масофаси нолга 
интилади. Бу тасдицни гиперболанинг биринчи квадрантда ётган 
тармоги учун тутрилигини текшириш етарли, чунки гипербола ик- 
кала координата укларига нисбатан симметрии. Гиперболада мус- 
бат координатали М (х , у) нуцтани оламиз ва U тутри чизивда
М ' (х , ^  х  J нуцтани оламиз. Равшанки,

\ММ'\ =  - х —  - У  х2 —  а2 =  — £ = .
а а х + у  х 2— а2
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=  Ь- У х 2 —  а2 гиперболада ётувчи М  нуцтанинг ординатаси)
н х  чексиз катталашганда М М ' кесманинг уз унлиги ис- 
ичик булади.
'тадан 1Х турри чизиеда туширилган перпендикуляр асоси- 
ан белгилаймиз. У холда М М ' -кесма М РМ ' турри бур- 
урчакнинг гипотенузаси, М Р  эса унинг катети. Шунинг 
[<|ЛШ'|. Бундан, х —»-¡~оо (бундан^ам кура х2 -{ -у г —*оо 
Р кесманинг узунлиги нолга интилади.
2 турри чизщлар 'гиперболанинг асимптоталари дейилади. 
ил иб,

координаталар бошига нисбатан симметрик жойлашган 
дан иборат, шу билан бирга бу гипербола уз асимптота- 
л цилган вертикал бурчаклар орасида тула ётади.

10.4. Тенг ёнли гипербола. 
Дакикий уки билан мавх.ум уци 
тенг, яъни а —Ь булган гипербола 
тенг ёнли гипербола дейилади. 
Тенг ёнли гипербола асимптота- 
ларининг тенгламаси у  =  х, у  — 
— — л: дан иборат, ва демак, бу 
асимптоталар узаро турри бурчак 
^осил килади. Янги Декарт ко- 
ординаталари системасини шун- 
дай танлаймизки, х' лар уки /2 
асимптота билан, у ' лар уци 
эса 1г асимптота билан устма-уст 
тушсин (40- раем). 5- § га биноан 
янги системага утиш формулалари

Г Г —
ун гиперболанинг

&  у2 _  ,
а2 №

янги системада ушбу куринишни олади:

ни бундай ёзиш мумкин:

анинг бу тенгламаси купинча мактаб математика кур- 
ди.



Параболанннг содда тенгламасини чицариш учун, эллипс ва ги
пербола тенгламаларини чщаришда цйлинганидек, Декарт коорди* 
наталари системаси махсус танла- 
нади. Чунончи, т турри чиликни 
Г  нуцта орцали I дпректрисага 
перпендикуляр килиб утказамиз, <2 
нуцта I ва т  турри чизщларнинг 
кесишнш нуцтаси булсин. т- да 
масштаб бирлигини танлаймиз ва
(¿Р вектор ёрдамида т нинг йу- 
налишини аниклаймиз. Сунгра 
Декарт координаталари система- 
сини шундай танлаймизки, бун
да ^ознргина- ясалган— — абс
цисс а лар уци, координаталар бо- 
ши эса С?/7 кесманинг уртаси 41- раем,
булган О нуктада булсин (41-
расм). Фоку сдан директрисагача булган масофа одатда р билан 
белгиланади ва параболанннг параметра дейилади. Танланган
системада Б нуцта ( 1  >0 )  координатага эга, директрисанинг

тенгламаси эса х  -+- =  0 курпнишда булади.
Параболанннг ихтиёрий М (х, у) нуцтаси учун бу чизии,нинг 

таърифига биноан
\м р \ =  [МЛ

тенглнкка эгамиз, бу тенгликни бош^ача з̂ ам ёзиш мумкин:

* Ч |  -У[х-т)'+я'
Бу тенгликнинг иккала цисмини квадратга кутариб ва' содда узгар- 
тиришларни бажариб, бошлангич тенгламага эквивалент булган

у* =  2рх ( 11. 1)

тенгламага эга буламиз. ( 11.1) тенглама параболаннинг каноник 
тенгламаси дейилади.

Бу тенгламадан парабола х  лар уцига симметрии экани ку- 
риниб турибди. Бундан ташкари (11.1) тенгламадан парабола х > 0  
ярим текиелнкда жойлашганлиги келиб чикади.



- —  г~т......  аналитик геомет
рия нуцтаи назаридан бирор иккинчи тартибли чизик;. Ш у иккинчи 
тартибли чизик; парабола эканини курсатамиз.

( 11.2) тенгламани ушбу куринишда ёзиш мумкин:

У =  а (х  +  ‘ \2 . Ь* 
,) + С~ 4 а (11.3)

Энди координата ^цларини параллел кучиришни цараймиз, бун
да янги координаталар боши учун с  —  нуцтани ола-

миз. У  з^олда, 5- § га асосан, координаталарни алмаштириш форму- 
лалари ушбу куринишда булади:

« “ ‘ ' - в

У =  У' +  с  — 4а

(11.4)

Шу формулаларни цулланиб, топамиз:
у ' — ах'2.

4) тенглама параболанинг тенгламасидир. Агар 
о J— . , 2  л>л|да директриса янги х ' абсциссалар увидан паст- 
да ётади, фокус эса бу укдан го^орида жойлашади (42-расм). Агар 
а < 0 булса, у з\олда директриса х ' лар увидан юкорида, фокус 
эса бу увдан пастда ётади (43-расм). Х,амма лолларда параболанинг р

1  *1

г Ш  

. У У 1

VУ .  '

к у \1 1

1
0 ' х '

/

ч  г

I  0 * х  0 \  *а >  о / \  а < о

42- раем. 43- раем,

1



13-§. Конус кесимлар. Эллипснинг, гиперболанинг ва параболанинг 
■" цутб тенгламалари

13.1. Конус кесимлар. О — бирор нуцта, / —  шу О нуцта орцали 
утувчи турри чизик булсин (44- раем). Сунгра, т турри чизид хам 
О  ну^тадан утувчи ва I  дан фарцли турри чизик; булсин. т  тур- 
ри чизицнинг / турри чизиц атрофида узгармас бурчак остида айла- 
нишидан хреил булган К. сирт доиравий конус дейилади. О нуцта 
К  конуснинг учи, I турри чизиц эса 
унинг уци дейилади. Агар К ни унинг 
уцига перпендикуляр булиб, К  нинг 
учидан утмайдиган текислик билан ке- 
силса, у >;олда кесимда маркази конус 
уцида ётган Ь айлана хосил булади (44- 
расм). Равшанки, ОХ  турри чизиц (бун
да X  нуцта Ь айлананинг ихтиёрий нуц- 
таси) бутунлигича К  конусда ётади. ОХ  
турри чизицлар конуснинг ясовчилари 
дейилади. Равшанки, К — и  ОХ, яъни /(

узининг барча О Х  ясовчиларининг бир- 
лашмасидан иборат. Ь айлана одатда К 
конуснинг йуналтирувчиси дейилади.
Равшанки, агар а  текислик К  конуснинг 
учидан утса, у з^олда конуснинг бу те
кислик билан кесими ё нуцта, ёки баъ- 
зан устма-уст тушадиган иккита турри 
чизик; булиши мумкин.

а  текислик К  конуснинг учидан ут- 
масин. К  конус билан ос текислик кеси- 
мини конус кесим дейилади. Агар а  те
кислик К  конус уцига перпендикуляр 
булса, Ь —  айлана булади. Агар а  текис
лик етарлича кичик киялаптирилса, у 
холда а  текислик К. конуснинг фа кат 
битта ярми билан умумий нуцталарга эга 
булади ва К  конуснинг хамма ясовчила- 
рини кесади. Бу холда конус кесим Ь эл
липс эканини исботлаймиз. а  текислик 
конуснинг Ь чизик. ётган ярмини икки 
циемга ажратади (45- раем). Бу кисмлар- 
нинг з̂ ар бирига К  конус ва а  текислик 
билан уринадиган цилиб ички сфера 
чизамиз. Бу сфераларнк ва билан, 
бу сфераларнинг а  текислик билан ури- 
ниш нуцталарини Р\ ва Р2 билан белги- 
лаймиз (45 -раем). М  нукта Ь конус ке- 
симнинг ихтиёрий нуцтаси булсин. М  45- раем.

44- раем.
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нуцта орцали К, конус ясовчисини утказамиз, 
М ъ  М 2 —  бу ясовчининг мос равишда L t ва Ьг  
билан кесишиш нуцталари булсин.

M i  М 2 кесма узунлиги барча М  £ L  ла 
учун узгармас. М 1 \  ва М М Х —  битта М  нуц- 
тадан 5  га утказилган уринмалар булгани 
учун M FX ва М М У кесмалар бир хнл узун- 
ликка эга булади. Шунга ухшаш сабабга кура 
MF% ва М М 2 кесмалар ^ам бир хил узунлик-
ка эга булади. Демак, х.ар ка и дай М  £ L нук- 
та учун: | M Fy | +  | MF21 =  const. У холда таъ- 
рифга биноаи L конус кесим фокуслари Ft ва 
Fi булган эллипс булади.

Агар кесувчи текислик а  нинг киялиги- 
ни катталаштирилса, эллипс купроц чузила

46- раем. боради, охири кесувчи текислик конуснинг
ясовчиларидан бирига параллел булиб долганда 

к конус кесим энди а  текисликнинг чекли кисмида жойлашмай ус
лади. Бу ^олда, биз буни цуйироцда курамиз (щу пунктда келади- 
ган теоремага каранг), L конус кесим парабола булади. Агар а  
текисликнинг киялигиии яна катталаштирилса, у К конуснинг ил-
гари кесиб утмаган иккинчи цисмини ^ам кесиб ута бошлайди. Бу
^олда L конус кесим энди гипербола булади. Бу охирги тасдикнинг 
исботи хам тахминан эллипс холида цилингандек амалга оширила- 
ди. Чунончи, олдинги белгилашларни саклаган з^олда, К конуснинг 
иккала кисмига а  текисликка уринувчи 5 , ва S2 сфераларни чизамиз 
(46- раем). Бу ^олда: | M F j  | =  | М М г |, | М Р 2 | =  | М М 2 1, шунинг
учун:

|| MF2 1 —  | MF-i || =  || M M X | —  | M M 2 1| =  | M iM2 1 =  const.
Демак, L фокуслари F, ва F2 дан иборат гиперболадир.
Энди конус кесимларнинг хоссалари хак,идаги ушбу теоремани 

исботлаймиз.
Т е о р е м а .  Айланадан таищари, иепшлган L конус кесим ке

сувчи а  текисликдаги нуцталар тупламидан иборат булиб, бу нуц;-
талардан бирор F нуктагача ва бирор d 
тугри чизищача булган масофалар нисба- 
ти 1]згармасдир; илу билан бирга F нуц- 
та ва d tnyFpu чизщ а  текисликда ётади.

И с б о т .  К конусга S  сферани ички чи
замиз. Бу сфера а  текисликка бирор F  нук;- 
тада уринади (4 7 -раем, раемда эллипс кел- 
тирилган хол берилган, бу умумийликни буз- 
майди). р —  шундай текисликки, унда S сфе- 
ранинг К  конус билан уриниш айланаси 
ётади. М  нуцта L  нинг ихтиёрий нуктаси 
булсин. М нукта орцали К конуснинг ясов-

47- раем. чисини утказамиз ва бу ясовчининг р текис-
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лик Силам кесишиш ну^тасини /VI, билан белгилаймиз. УИ нуцта- 
дан d турри чизиэда МА  перпендикулярни туширамиз, а  ва р текис- 
•Киклар бу d турри чизиц буйича кесишади (а ва р текисликлар те
орема шарти буйича кесишади).

L конус кесим F  ну^тага ва d турри чизикка нисбатан талаб 
цилинган хоссаларга эга эканини исботлаймиз. Шуни таъкидлай- 
мизки, агар L эллипс ёки гипербола булса, F  нукта бу чизицлар- 
нинг фокусларидан бири экани юкррида курсатилган эди.

Сунгра, | M F  | =  | АШ 1 |, чунки MF  ва М М , лар S сферага бир 
нуцтадан чиркан уринмалардир. М  нуктадан р текисликкача булган 
масофа h булсин. У  холда:

IN M I = - Д - ,  \ММЛ =  -Л -ь
1 1 sin ф 1 11 sm  ф

бунда ф бурчак а  ва р текисликлар орасидаги бурчак, ф эса К  ко
нус ясовчилари билак р текислик орасидаги бурчак булсин. Бундан 
ушбу

| FM  |  | M M ¡|  sin ф
j NM\ ~  | N M  | —  sin гр

муносабат Ь конус кесимнинг А4 нуцтаси вазиятига борлиц эмасли- 
ги келиб чикади. Ш у билан теорема исботланди.

1 - э С л а т м а .  Эллипс учун ф <  ф, текислиги К конус кесимнинг 
бирор ясовчисига параллел булган L конус кесим учун Ф =  ф, ва 
нихоят, гипербола учун ф >  ф.

Бундан, бирор ясовчига параллел текислик хрсил циладиган L 
конус кесим фокуси F  ва директрисаси d дан иборат парабола эка
ни келиб чикади. Шундай цилиб, конус кесимлар эллипслар, пара- 
болалар ва гиперболалардан иборат экан.

2 - э с л а т м а .  'Георемада цатнашаётган d турри чизиц L конус 
кесимнинг директрисаси дейилади. Теореманинг исботидан ва 2- эс- 
латмадан F  нукта хар доим конус кесимнинг фокуси эканлиги ке
либ чикади.

Шунинг учун теоремага эквивалент булган ушбу формулировка 
мавжуд: конус кесимнинг ихтиёрий ну^тасидан фокусгача ва дирек- 
трисагача булган масофаларнинг нисбати узгармас микдордир.

Директриса а  ва р текисликларнинг кесишиш чизири булгани 
учун теоремада бажарилган ясашдан куриниб турибдики, эллипс 
ва гипербола уз фокуслари билан биргаликда директрисадан бир 
томонда, гиперболанинг тармоклари эса турли томонларда ётади.

о л I FM | ,  ~ , в тф3- э с л а т м а. л =  ¡*дщ| деб оламиз. Бу хрлда к муно-
сабатдан эллипс учун 0 <  X <  1 (X = 0  айлана з^олига турри келади),
парабола учун X =  1, гипербола учун X >  1 экани келиб чикади.
Маълум булишича, X сон эллипс ва гипербола учун эксцентриси
тет экан. Бу тасдикни эллипс учун исботлаймиз. Унг с}хжус 
F  дан директрисагача булган масофани р билан белгилаймиз
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ц к
С

Г н *
м Х о F/M , N 'К

48 раем,

(48- раем). 2а —  эллипснинг катта у^и, 
2 с — фокуслар орасидаги масофа булсин. 
Сунгра М у ва М 2 эллипс катта у к и н и й г  
мос равишда унг ва чап охирлари бул-' 

син, у х;ол.да

FMy | — а —  с, 
FM2 1 =  а +  с,

| NMy 
1NM2

=  р —  (а —  с); 
=  Р +  (а +  с).

Бундан: 
- с а +  с

р — (а — с) р  +  (а +  с) ’

Бу тенгламани р га нисбатан ечиб, топамиз:
а2 —  с2 

Р =   — •г  с

Шунинг сабабли эллипс учун X сон ушбуга тенг: 
IР Щ I _  а + с  _  (а +  с) с
I N M , |_а + с  (а +  с) [(а —  с) + с ] а 6 ’

бунда е —  эллипс эксцентриситети.
Гипербола учун % =  е тенглик шунга ухшаш исботланади.
13 2. Конус кесимларнинг цутб тенгламалари. Ь конус кесим 

ётган а  текисликда кутб координаталар системасини киритамиз 
(4 -§), бунда конус кесимнинг F  фокусини кутб учун цабул кила- 
миз, кутб уцини d директрпсага перпендикуляр ^олда уни кесиб 
утадиган цилиб утказамиз (4 9 -раем), р —  фокусдан директрисагача 
булган масофа булсин. р сонни одатда конус кесим Ь нинг пара- 
метри дейилади. М  нукта L конус кесимнинг ихтиёрий нуцтаси 
булсин. У  холда М  дан F  фокусгача булган масофа р га, ундан 
директрисагача булган масофа эса М  ва F нуцталарнинг директри- 
садан бир томонда ёки турли томонда ётишига караб р —  р cos ф 
ёки р cos ф —  р га тенг булади. Бундан. 13.1-пунктдаги 2, 3-эслат- 
маларга биноан конус кесим тенгламае-rt эллипс ва парабола учун 
парабола учун 8 =  1)

(13.1)=  е
р —р cos ф

куринишга эгалиги, ва гипербола учун

    =  ±  8
р— р COS ф

куринишга эгалиги келиб чикади (плюс ишора гиперболанинг 
тармогига, минус ишора эса иккинчи тармогига тутри келади).

(13.1) ва (13.2) дан эллипс ва параболанинг р га нисбатан 
ечилган

(13.2) 
бир

Р = ер
I + 8  COS ф (13 .3)
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тенсдамасини ва гиперболанинг 
У  л _  *  8 РР = 1 + 8  СОБ ф (13.4)
тенгламасини з^осил циламиз.

50- расмда е эксцентриситетнинг 
цийматига караб, конус кесим шакли- 
нинг цандай узгариши курсатилган.

13.3 Параметрик чизиклар х,аракат- 
ланаётган нуцтанинг траекторияси си- 
фатида. М  моддий нуцта вакт утиши 
билан текисликда ёки фазода харакат 
цилсин. Одатда бундай нуцта з̂ ара- 
катининг изини физикада траектория 
дейилади. М  нукта траекторияси ма
тематик нуктаи назардан координата- 
лари ихтиёрий Декарт координаталари 
системасида I вактнинг

х  =  Ь (0, У = Ш ,  г =  Ш  (13.5)

нуцталар тупламидан иборат. (Агар 
харакат вактида М  нуцта хар доим ху  
текисликда булса, у з^олда / 3 (¿) =  0 .)
(13.5) формулалар траекториянинг параметрик тенгламалари 
дейилади. Физикавий масалаларда I параметр купинча вактдан ибо
рат булади.

Бир цатор мисоллар караймиз:
1) иланеталар Куёш атрофида харакат циладиган орбиталар (тра- 

екториялар) эллипс шаклида булади, бунда Куёш мос эллипс фокус- 
ларидан бирида туради. Планеталардан бири ^аракат цилаётган 
эллипснинг катта ярим уки а га ва кичик ярим ук.и Ь га тенг 
булсин. Бу ^олда орбитанинг каноник тенгламаси

50- раем.

—  4 - 2 - =  1 аг 1 - ¿2 —

куринишда булади.
Планетанинг курсатилган орбита буйича ^аракатини

х  — а соэ и у  — Ь бш со / (13.6)

параметрик тенгламалар билан тавсифлаш кулай, бунда I параметр —  
вацт. со— узгармас бундай танланади:

2я
® =  а"/.Дг

бунда А/ —  планета Куёш атрофида орбита буйлаб тула айланиб 
чикишга сарф булган вакт. Масалан, Ер учун А/ бир йилга тенг.
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Электронлар атом ядроси атрофида эллиптик орбиталар буйлаб 
юкррндагига ухшаш харакат цилади. Шунингдек, механика ва aci> 
рономиянинг турли масалаларида жисмларнинг гиперболик ёки па-4 
раболик траекториялар буйлаб килган з^аракатларини царашга турри 
келади. Масалан, артиллерия снарядларииинг ^аракаги параболик 
траектория буйлаб содир булади; кометаларнинг орбиталари хам 
параболик траекториядан иборат.

Анча мураккаб траекторияларга дойр мисолларни ка раб чицамиз;
2 ) г радиусли айлана I турри чизиц буйлаб сирпанмасдан м 

бурчак тезлик билан ^аракат цилсин. Шу айлананинг тайинланган 
М  нуктаси чизган траекториясининг параметрик тенгламасиии 
топамиз.

Вацтнинг бошланрич моменти t — О да М  нукта / турри чизикда 
ётади деб цушимча фараз киламиз. Координаталар боши ва абсцис- 
салар уци тайинланса, текисликда Декарт координаталар системаси 
киритилган булади. /  турри чизикда айлана ^аракати йуналйши би
лан бир хил булган йуналиш киритамиз, шундай цилиб хосил ки- 
линган укни абсциссалар уки деб оламиз, М  нуцтанинг бошланрич 
полатини (М0 нуцтани) координаталар боши учун кабул киламиз.

М (х, у) —  траекториянинг /  вацт моментига турри келувчи нуц- 
таси, S —  шу моментдаги айлана марказининг полати, S нинг абс
циссалар укидаги проекцияси Н  булсии. У  холда SAI ва SH  кес- 
малар орасидаги ф бурчак со/ га тенг экани равшан. Агар М  нукта- 
нинг х  лар ва у  лар укидаги ортогонал проекцияларини мос равишда 
Mi ва М 2 десак, у холда:

х  -  | OMi | =  | ON I —  I M jfí I — rcot —  r sin соt =  r (со/ —  sin со/),
y  =  [ OM2 1 =  r — r eos со/ =  r (1 —  eos со/). (13.7)

/  ^  0 булгани учун бутун траектория у  лар увидан унг томон- 
да жойлашган булиб, чексиз куп ёйлардан иборат, бу ёйларнинг 
учлари орасидаги масофа 2 л г га тенг. М  нуцтанинг бундай ёйни

A J 2 л  гутиши учун кетган At вак;т —  га тенг.
—  оэ < / < - } -  ехз ораливда каралувчи

х  =  г (со/— sin со/), y  =  r (  1 — cosco/) (13.8)
формулалар циклоида деб аталувчи чизикни аниклайди. Циклоида у  
лар укига нисбатан симметрик экани равшан. Циклоиданинг бирин- 
чи квадрантда ётувчи бир цисми М  нукта харакатининг траектория- 
си булади.

(13.8) даги иккинчи формуладан ушбуга эгамиз:

ва шунинг учун:

sin со/ =  У  1—  cos2 со/ =  У  У (2/~~у) .
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Бу муносабатларни (13.Ь) нинг биринчи формуласига куйиб, цик- 
Лоиданинг параметрик булмаган тенгламасини ^осил циламиз:

х — Y  £/ (2г — у) = гагс cos г ~~у .
У

3) текисликда маркази О нуцтада, радиуси эса R  га тенг бул- 
ган К  айланани белгилаймиз. Энди К  айлана буйлаб унинг ташки 
томонидан бошка t  радиусли айлана сирпанмасдан харакат килсин. 
Бу ^олда иккинчи айлананинг тайинланган М  нуцтаси чизган траек
тория эпициклоида дейилади.

Агар Декарт координаталари системасининг боши учун О нуц- 
тани, координаталар уци учун О нуцтадан утувчи ихтиёрий пер
пендикуляр иккита уц олинса, шу билан бирга параметр учун х

лар уци билан OS вектор орасидаги ф бурчак олинса, бунда S —  
^аракатланаётган айлананинг маркази, у холда эпициклоиданинг 
параметрик тенгламалари ушбу куринишга эга булади:

D |  ̂ D t j*
х  =  (R +  г) cos ф —  г cos——— ф, у  =  (R +  г) sin ф —  г sin——  ф.

 _________   (13.9)
(13.9) форму лани чикаришни ва г =  /? хол учун эпициклоида раеми- 
ни чизишни фойдали машц сифатида тавсия киламиз.

4) М  нукта харакатига дойр юцорида ифодаланган шартларнинг, 
т радиусли айлана К буйлаб К  нинг ичидан ^аракат цилади, де- 
ган шартдан боища ^аммаси бажарилсин, дейлик. Илгаридек, уша 
Декарт координаталари системасини ва уша ф параметрни танлаб, 
параметрик тенгламалари

х  =  (R —  г) cos ф +  г cos ф, у  =  (R — г) sin ф —  г sm — ^- ф

булган траекторияни ^осил киламиз, бу траектория гипоциклоида 
дейилади.

Гипоциклоиданинг тенгламасини мустакил келтириб чикаришни 
ва г =  ^  R  булган >̂ ол учун унинг расмини чизишда тавсия ци-

ламиз. г — ~  R булганда>ипоциклоида одагда астроида деб атала- 
ди.

5) Z радиуси R  булган тугри доиравий цилиндр булсин." Z  ци- 
линдрда М  нукта шундай харакат циладики, бу М  нуктанинг Z  
цилиндрнинг йуналтирувчи айланаси К даги проекцияси К  буйлаб 
узгармас со бурчак тезлик билан харакат килади. М  нуктанинг узи
эса яна Z  нинг ясовчилари йуналишида узгармас а тезлик билан 
^аракат цилади.

Фазода Декарт координаталари системасини шундай танлаб ола-
-У-

мизки, бунда Z  лар уци Z  цилиндрнинг уци буйлаб а вектор йу
налишида йуналсин, х  лар ва у  лар уцлари эса К  айлана текис-



лигида ётсин. Параметр сифатида вакт кабул килинса ва  ̂=  0 да 
М  нуцта (Я, 0,0) координа-таларга эга деб хисобланса, М  нукта 
траекториясининг параметрик тенгламалари ушбу куринишга эга 
булади:

х  =  Я  соь Ш, у  =]% эшо)^ г= \ а \ и  (13.10)
Бу траектория винт чизщ  дейилади. (13.10) тенгламалар винт 

чизикнинг тенгламаси эканини мустак,ил исботлашни ва унинг рас- 
мини чизишни тавсия циламиз.

II б о б .  ВЕКТОРИАЛ АЛГЕБРА АСОСЛАРИ.
ТУРРИ ЧИЗИК ВА ТЕКИСЛИК

14-§. Векторларнинг скаляр купайтмаси

14.1. Векторлар орасидаги бурчак. а ва Ь — фазонинг нолга
тенг булмаган ихтиёрий иккита вектора булсин. Бу векторлар уму-

•>* ->■
мий уч —  О нуцтага эга. а ва Ь векторлар орасидаги бурчак деб,
а вектор оркали утувчи нурни Ь вектор оркали утувчи нур билан
устма-уст тушгунча буриш керак булган энг кичик ф бурчакни
атаймиз. Бунда айланишнинг йуналиши ^исобга олинмайди ва ка-
ралаётган нурлар О нуктада умумий учга эга деб фараз цилинади. 
->■ ->■ — ->» 
а ва & векторлар турли нуцталардан чицса, у холда а ва Ь вектор-

лар орасидаги бурчак деб а ва Ь' векторлар орасидаги бурчакни
айтилади, бунда Ь' — Ь вектор а вектор билан умумий учга эга бу-
лади. а ва Ь векторлар орасидаги ф бурчакни / 1  а, Ь куринишда
белгилаимиз. Равшанки, ф =  ^  а, Ь =  / - Ь, а ва ф бурчак 0 дан 
я  гача узгаради.

Юцорида нолга тенг булмаган икки вектор орасидаги бурчак
аникланди. А гара  ва Ь векторлярдан биттаен нолга тенг булса, у 
холда ф бурчак аникланмаган.

14.2. Скаляр купайтманинг таърифи ва унинг энг содда хосса-
лари. Нолга тенг булмаган икки а ва Ь векторларнинг скаляр ку
пайтмаси деб шундай сонга айтиладики, бу сон шу векторлар 
узунликлари билан улар орасидаги бурчакнинг косинуси купайтма-

— “V-

сига тенг. Агар а ва Ь векторлардан акалли биттаси нолга тенг 
булса, у холда бу векторларнинг скаляр купайтмаси нолга тенг бу-

Г* олади. Скаляр купайтма одатда бундай белгиланади: (а, Ь).
Бу белгилашларда ушбуларга эгамиз:

~V" ->■ -V ->■ —У- —V- —>* —V
(а, Ь) =  | а 11 Ь | соэф =  \а\\Ь\с.о$/- а, Ь. (14.1) 

Скаляр купайтманинг бир цатор энг содда хоссаларини айтиб утамиз.
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1. Исталган иккшпа а ва b вектор учун: (а, b )  =  (Ь, а).
Агар а ва b векторлардан ацалли биттаси ноль вектор булса, у  

->■ ->■ ->■ >
Зфлда (а, Ь) — О ва (Ь, а) =  0, шунинг учун (а, Ь) — (b, а).

Нолга тенг булмаган векторлар учун ушбуга эгамиз:
->■ -У ->■ ' у- • >» ->■

(а, 6 ) =  | а | J 6 1 cos Z . а, b — | b || а | cos Z-b, а — (b , а).

2 . Лгар (а ,  Ь) — 0 булса, у \олда а ва b векторлар ортогонал 
векторлар дейилади.

а ва b векторлар ортогонал бС/лиши учун бу векторлардан
зхбыри ноль вектор ёки / - а, b = у  6 у  лиши зарур ва етарлидир.

Бу тасдикнинг исботи векторлар скаляр купайтмасининг таърифи- 
дан бевосита келиб чицади.

3. Векторнинг уз-узига скаляр купайтмаси шу вектор узунли- 
гининг квадратига тенг:

{а , а )  =| а |2.

Хацицатан, а ф  0 учун

(а, а) =  \а 11 а | cos 0 =  | а |2.

Агар а =  а булса, у зфлда | а | =  0 ва

(а, а) =  0  =  | а |2.

4. i, j, k —  Декарт координаталар системасининг координата 
щларидаги ортлар (бирлик векторлар)  булсин. У урлда 1 — 3-хос- 
салардан ушбулар келиб чщади:

(I , о  =  Й2 =  1, Ти Т) =  !Л2 =  1. ( I  к) =  Й 2 =  1,

Й  Я  =  о» б  =  О = О-

14.3. Скаляр купайтманинг Декарт координаталари системасидаги 
формуласи. Фазода ихтиёрий Декарт координаталари системаси берил-

, ган булсин. а ва b векторлар эса коллинеар булмаган ихтиёрий
I векторлар булсин. Умумийликни бузмасдан, бу векторлар умумий

учга эга дейиш мумкин.
У  з^олда (51-раем) косинуслар теоре- 

масидан ушбуга эга буламиз: J



Энда а ва b векторлар юцорида тайинланган Декарт координа- 
талари системасига нисбатан { х ь у ъ гх } ва { xit у 2, z2 } компонент-
ларга эга булсин. У  ^олда b —  а вектор айтилган системага нис
батан ушбу компоненталарга эга: { х., —  х ь  у2 — у ъ z.2 —  z, }. Чунки
\ь -  5* =

=  (х2 —  хх2 +  (г/2 — Ух)2 +  (za —  z t)2, |a¡2 = х 2 +  у\ +  zu

IЬ\г =  x\ +  yl +  z l  у  ЩПМ

I b  — a |2 =(jci — Ú x ^ -^ -x f )  +  (у \ —  2y xy 2 -\-y\) -f- 

- f  (.гi —  2ZxZ2 - f  zl) =  ja|2 +  |6|2 —  2(хгх г +  УхУг +  Zi*a)-
(14.3)

(14.2) ва (14.3) муносабатлардан цуйидагини зфсил киламиз:

(а, Ь) =  х хх 2 +  УхУ2 -+ zxz2 (14.4)

Агар а ва b  векторлар коллинеар ва 0 дан фарцли булса, у
^олда b =  [а а ва, деыак, х 2 = ц х х, y 2— ¡iyx,  z2 =  р 2’1. Шунинг учун 
—>■ — - >- —>-

(a, ¿>) =  1 а |- 1 ¿> I cosZ. a, é. Агар р. >  0 булса, у ^олда^_а, ¿ = 0 ,
—■>- —

агар р <  0 булса, у ^олда а, b =  п.  Юкорида айтилганлардан

. (a, b) =  V  х 2+  у2+  z2 V  p2xi +  рг/i + p z ?  cos Z . a, b =
= * 1*2 +  УхУ-2 -f  ztz2

—>- -V- —V- -V  *•
экани келиб чикади. Агар a =  О ёки Ь =  0 булса, у хрлда (14.4) 
формула тривиалдир.

Декарт координаталари системаси ихтиёрий танлангани учун биз 
ушбу теоремага келамиз.

Т е о р е м а .  Oxyz ихтиёрий Декар/щкоординаталари системасйШ 
векторларнинг скилнр купаитмаси учун

—V
(а, Ь) =  хгх2 -f í/jí/2 4  ztz2

формула дринли, бун да  { x lt y v, z 1 } ва { х 2, у 2, z2} вект орларнинг 
O x yz  Декарт  координат алар системасига нисбатан компонент- 
лари.

Бундан, агар берилган векторларнинг бирор Декарт координата
лари системасидаги компонентлари маълум булса, у холда бу векторлар 
орасидаги бурчак косинусини з^исоблаш формуласи осонгина келиб 
чицади:

-  cos 21 а, Ь= —  *1*2 +  У1У» +  *1?» , -------
V  х[ + у 2 +  £\ Y  х\ + у 2 + z $  (14.5)

14.4. Скаляр купайтманинг бир жинслилиги ва аддитивлиги. Век-
торалрнинг скаляр купайтмаси иккита мухим хоссага эга. Чунончи:
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а) иккита ихгпиёрий а ва Ь вектор ва исталган к %акщий сон 
учун ушбу формула урин ли:

(ка, Ь) = (а ,к Ь )  =  к(а, Ь). (14.6)
Х,ацик,атан, бирор ихтиёрий Декарт координаталар системасини

тайинлаймиз. {л^, у х, } ва { х 2, у2, г2}лар  а ва Ь векторларнинг 
шу системага нисбатан компоненталари булсин. У  л;олда, маълумки,
ка ва кЬ векторлар шу тайинланган системада {Л,хх, кух, кгх) ва 
(кх2, ку2, Хг2} компоненталарга эга булади.

1-теоремадан фойдаланиб, топамиз:

(ка, Ь) =-- ( ¡и х) хг +  (кух) у г 4 - (кг^) г2 =»

- =  к (х ххг 4- У1У2 4- гхг2) =  к (а, Ь),

(а, Щ  =  х х (кх2) 4- ух (ку2) 4- гх (кг2) =>

=  к (ххх 2 4 - у ху2 4 - глг2) =к (а , Ь).

Бундан (14.6) муносабатларнинг уринли экани келиб чицади.
-  Одатда (14.6) муносабатлар ,\акида бундан дейишади: скаляр 

купайтма з̂ ар цайси купайтувчи буйича бир жинслилик хоссасига эга;

б) исталган аь  а2 ва Ь векторлар учун

(ах + а 2, Ь) = ( а х, 6 ) 4 - ( а 2, Ь) (14.7)

муносабат уринли.
—̂ ^

^ацицатан, агар {х ь  у ъ гх), (х2, у 2, г2} ва {и, V, те»} лар а „  а2 
—̂

ва Ь векторларнинг Декарт координаталари системасидаги компо
ненталари булса, у зфлда, 4- теоремани (2- § даги) цулланиб топа
миз:

(ах 4-а 2, Ь2) =  (хг +  х 2) и +  (ух +  у2)и +  (гх 4- г2) т =
—̂ —>► —̂ —У

=  (х хи 4- у  {и 4- 21«;) 4- (х2и +  у.¡у 4- гж)  =  (аь  Ь) +  (а2, Ь). 

Шунга ухшаш, исталган аъ  Ьх ва Ь2 векторлар учун з̂ ам

( а ,  Ь1 +  Ь>2) =  (^ , ь[) 4 - ( а ,  ¡ 3  (14.8)
муносабат уринли.

(14.7) ва (14.8) муносабатлар скаляр купайтманинг з̂ ар бир ку- 
пайтувчига нисбатан аддитивлигини ифодалайди.

14.5. Векторнинг укда проекцияси. I —  бирор у^, е эса I уц*
нинг орти булсин. Ушбу

Р г -  а =  К  1 )  (14.9)
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сонни а векторнинг I у  фаги проекцияси дейилади. J е\ =  1, шу- 
нннг учун:

бунда

—> —> —> —> —> —> —>
Рг1 а =\а\ -\е\ cosz_ а, е =  \а\ cosZ_ а, /, (14.10)

—> —> —> 
Z .  а ,  /  =  Z_ а ,  £.

Бундан векторнинг укдаги проекцияси вектор узунлигини вектор 
билан ук орасидаги бурчак косинусига купайтирилганига тенг экани 
келиб чицади.

Векторларни цушишда уларнинг исталган уедаги проекциялари 
хам кушилади, яъни

Pf i ia i +  а2 +  — +  ат) — Pi"iai +  P rfli +  ... +  Prt ат). (14.11)

Дацицатан, агар I уцнинг орти ~е булса, у  ^олда (14.9) ва (14.7) 
муносабатларга биноан цуйидагига эгамиз:

P f l ( °Х  +  —  +  а т )  =  ( а 1 +  . . .  +  а т , б )  =  (Ol> е) +  . . .  +
—> —> —> —>

+  ( ат, е) =  Рг1 at +  ... + Р г , ат.

Бу пунктнинг охирида, агар вектор ва уцнинг орти узларининг 
бирор ихтиёрий Декарт координаталари системасига нисбатан компо- 
ненталари билан берилган булса, шундай векторларнинг укдаги про-
екциясининг формуласини келтириб чикарамиз: а =  {х, у, г), е  =

о — ^  ^
=  {^, |i, v} булсин. | е\ — 1 ( е —  каралаётган ук,нинг орти) булга- 
ни учун:

Я, =  cos а, ц — cos р, v =  cos у,
->

бунда а, р, у  —  лар е орт билан х, у, г  координата уцлари орт-
лари орасидаш бурчаклар. Сунгра:

cos2 а  +  cos2 р +  cos2 у =  \~е[2 — 1.

Шунинг учун царалаётган уцни I билан белгилаб, ушбуга эга бу- 
ламиз:

—> —> —>
Pri а =  (а, е) =  xcosa  +  z/cosp + 2  cosy. (14.12)

cos a, cos р, cos у сонларни I уцнинг х, у, г Декарт координаталар 
системасига нисбатан йуналтирувчи косинуслари дейилади.

Агар I уц х  лар уци билан устма-уст тушса, у ^олда cos a  = 1, 
cos р =  cos у =  0 ва (14.12) дан куйидагини ^осил киламиз:

—
Ргох а = х ,
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бошцача айтганда, а векторнинг х  лар уцига нисбатан компонента-
си шу векторнинг х  лар уцидаги проекцияси билан устма- уст

—>
тушади. Худди шунга ухшаш, а векторнинг у  лар ва z лар уц-

—>
ларига нисбатан компоненталари мос равишда а векторнинг у  лар
ва г  лар ^ларидаги проекциялари билан устма-уст тушади.—>

14.6. Куч таъсирида иш бажариш. Моддий нук,та F  куч таъси-
рида О нуцтадан О, нуцтага утсин. Агар ООх кесма узунлиги s га 

-> ->
тенг, F  ва ООх векторлар орасидаги бурчак эса ф га тенг булса, у 
^олда физикадан маълумки, бу харакатда F  куч бажарадиган иш

А =  \F\ s cos ф =|/r[ - ¡00i| cos ф =  (F , ÓOJ
формула буйича топилади. Бошкача айтганда, иш куч билан ку~ 
чириш векторининг скаляр к()пайтмасига тенг.

15-§. Иккинчи ва учинчи тартибли детерминантлар

Бу параграфда иккинчи ва учинчи тартибли детерминантлар наза- 
риясига оид асссий маълумотлар ва бу детерминантлар билан боглиц 
булган икки ва уч номаълумли чизицли тенМйМйЛар шлгаыларини 
ечиш масалалари цис^ача баён килинади. п- тартибли детерминант- 
ларнинг умумий назарияси ва унинг чизицли тенгламалар система- 
ларини ечишга татбики IV бобда каралади.

15.1. Иккинчи тартибли детерминантлар. Ушбу
1а,х +  Ьм =  q ,

Т .  (15.1)[a23C+b2y — C2
чизикли тенгламалар системаси берилган булсин, бунда номаълумлар 
олдидаги коэффициентлардан акалли биттаси нолдан фарцли.

Бу система х, у  ечимга эга деб фараз цилайлик. Бу ечимни
(15.1) га куйиб, иккита тенгликка эга буламиз. Бу тенгликлардан 
биринчисини Ь2 га, иккинчисини (—  £>,) га купайтирамиз ва топилган 
натижаларни цушиб, топамчз:

(a,b2 —  аф ^ х  =  cLb2 —  c2bv (15.2)

Шунга ухшаш, биринчи тенгликнинг иккала цисмини (— а2) га, 
иккинчи тенгламанинг иккала цисмини эса а , га купайтириб ва то 
пилган натижаларни ^ушиб, топамиз;

{atb2 —  аф,)у  =  агс2 —  a2c v. (15.3)
Агар А =  Gi&a —  a2bx Ф  0 булса, у  ^олда (15.1) системанинг х, у
ечимлари мавжуд ва ушбу формулалар буйича топилади:

С, 6 »  СаЬ| С1л С >2 (taCi / 1 C  Л \
х  =* —У  V - ,  í / = —Sr (15.4)а1"2— а2*1 а1°2— аА

Д =  О булган ^ол цуйида текширилади.
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Номаълумларнинг сони ихтиёрий булган тенгламалар системасига 
утишда (IV боб, 33- § га каранг) бу системаларни ечиш учун то- 
пилган формулаларга ухшаш формулаларни чикариш анча цийинла- 
шади.

(15.1) системада х  ва 
жадвални ташкил ^илади:

у  лар олдидаги коэффициентлар ушбу

(15.5)
<¡1 h
02 ъ2

«1 Ьх а, Ь.= ёки Д =  det *■ X
а2 Ь2 1 о2 Ь2

буни одатда матрица деб аталади (айни >;олда биз иккинчи тартиб- 
ли квадрат матрицага эгамйз).

Бу матрицанинг детерминанти деб

Д= ахЬ2 —  ^2̂ 1
сонни айтилади, бу сон куйидагича махсус белгиланади:

(15.6)

av Ьь  а2, Ь2 сонлар (15.6) детерминантнинг элементлари дейила- 
ди. Детерминант иккита сатр ва иккита устунга эга: а и Ьх 
сонлар биринчи сатрни, а2, Ь2 сонлар эса иккинчи сатрни; av аг 
сонлар биринчи устунни, bL, b2 сонлар эса иккинчи устунни ташкил 
цилади.

(15.5) матрица учун ^ам элементлар, сатр ва устун тушунчалари 
худди шундай киритилади.

ау ва Ь2 элементлар жойлашган диагонал бош диагональ, а2 ва 
Ь, элементлар жойлашган диагональ эса ёрдамчи диагональ дейилади.

Шундай ^илиб.
а, Ьх
а2 Ь2 детерминант мос равишда бош диагоналда

турган элементлар купаитмасидан ёрдамчи диагоналда турган эле
ментлар купайтмасини айирилганига тенг.

15.2. Икки номаълумли икки тенглама системасини текшириш. 
Ушбу тенгламалар системаси берилган булсин:

агх  -¡-Ь^у =  съ
а2х  +  Ь2у  =  Со, (15.7)

бунда номаълумлар олдидаги коэффициентлардан акалли биттаси нол- 
дан фаркли.

(15.7) система (х, у) ечимга эга деб фараз циламиз. 15.1-пункт-
да

(ахЬ2 —  а2Ьх) х  — схЬ2 —  с2Ьи 
(а А  —  а2Ьх) у  =  ахсг —  а2сх 

муносабатлар топилган эди. К,уйидагига эгамйз:

(15.8)
(15.9)

^1^2 —“  ^2^1 —
«1 Ь|
а2 Ь2 СХЬ2 ¿"2^1 — С-1

h
b2 ' йэ.С-2^1

ai ci
а2 с2 '

64



Ёзувни цис^артириш учун
ах Ъх
а,> ЫД = д , = сх Ьх 

с* Ь2
. _  | ах сху К  сг

деб оламиз. У  з^олда (15.8 —  9) муносабатлар ушэу кури нишни олади: 
х -А  =  Ах, у -А  =  Ау. (15.10)

Д детерминант (15.7) системанинг детерминанта дейилади. Ах 
детерминант бундан биринчи устун элементларини озод задлар ус- 
туни билан алмаштиришдан, Ду эса иккинчи устун элементларини 
озсд хадлар уступи билан алмаштиришдан зрсил булади.

(15,7) снстемани текширишга утамиз.
1. Д=£0.  Бу з^олда (15.7) система хар доим ечимга эга эканини 

ва бу ечимнинг ягона эканини нсботлаймиз. Агар (15.7) система 
камида битта (х, у) ечимга эга десак, у долда А 'Ф  0 шартда (15.10) 
дан

У =  д ‘Ьх
* =  Т ’

экани келиб чицади.
Бундан, Д ^ О  шартда (15.7) система биттадан орти^ ечимга эга 

эмаслиги келиб чи^ади. Энди биз бу система камида битта ечимга 
эга эканлигини курсатишимиз ^олди. Чунончи сонларпинг

х  = У =

жуфти шундай ечим булади. Хакикатан,

А *  , и Аг/ _  1 
Т  Т  ~А — А~

а, с

(15.11)

=  г  ( ° 1СА  — ахсфх -Ь

+  Ьхахс2 —  Ьхагсх) =  Г  сх (ахЬ2 — а2 Ьх) =  — схД =  с.

Сонларнинг ) жуфти (15.7) системанинг иккинчи тенг-
ламасини цаноатлантириши з<;ам шунга ухшаш текширилади.

Шундай к,илиб, агар Д 0 булса, (15.7) система хар доим ягона 
ечимга эга булади, бу ечим (15.11) формулалар буйича топилади.

2. А =  0, аммо А* ёки Ау детерминантлардан камида биттаси 
нолдан фарк;ли булса, у з^олда (15.7) система ечимга эга булмайди. 
Бу ва^тда (15.10) даги икки тенгликнинг камида бири уринли бул
майди.

Демак, А =  0 ва Д* ёки Ау детерминантлардан камида биттаси 
нолдан фаркли булса, у з^олда (15.7) система ечимга эга булмайди. 
Бу хрлда (15.7) системанинг тенгламалари биргаликда эмас дейи
лади.

3. А =  Ах =  Ау =  0. Б у з^олда биринчи тенгламанинг коэффи- 
циентлари иккинчи тенгламанинг коэффициентларига пропорционал.

^ авдатан , ах Ф 0  булсин дейлик. т — ~  деб оламиз. У  з̂ олда
1
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а2 =  тах ва Д =  ахЬ2 —  а2Ьх = 0 ,  Ау =  а^с2 —  а2сх =  0 муносабат- 
лардан Ь2 =  тЬх, с2 — тсх ни топамиз. Шундай к,илиб, (15.7) сис
тема ушбу куринишни олади:

ахх  +  Ьху  =  сх, 
тахх  +  тЬху  =  тсх.

Бу система чексиз куп ечимга эга булган битта
ахх  +  Ьху  =  сх

тенгламага эквивалент.
Шундай 1̂ илиб, агар Д =  &х =  Ау =  0 булса, у >рлда система 

чексиз куп ечимга эга булади.
(15.7) системани ю^орида келтирилган текшириш содда .«hv.pt- 

рнк интерпретацияга эга. Текисликда Декарт координаталар систе- 
масн киритилган булсин. У холда (15.7) системанинг ечими агх  +  
+  Ьху  +  сх — 0 ва а2х  +  Ьху  +  с2 =  0 тугри чизи^лар кесишиш ну^- 
тасининг координаталаридан иборат булади. Учта >рл булиши мум- 
кин:

1) аух +  Ьху  +  сх =  0 ва а2х +  Ь2у  +  с2 =  0 тугри чизик,лар 
параллел эмдс. У  з^олда бу тугри чизи^лар битта кесишиш нуцтасига 
эга булади, бу зфлда (15.7) система ягона ечимга эга булади. Агар 
тугри чизи^лар параллел булмаса, у холда уларнинг бурчак коэф-
фициентлари кх =  —  ■— ва к2 — — ~- >;ар хил, яъни к2 —  кх —

_  ■ ° 1Ьгь~  °2&1 =  Д -  Ф  0 . Шундай ^илиб, тугри чизик;лар параллел
булмаган холга Д Ф  0 тенгсизлик мос келади, бунда тугри чизи^лар- 
нинг кесишиш нуцтасининг координаталари (15.11) формуладан то- 
пилади.

2 ) тугри чизи^лар параллел ва ^ар хил. ахх  Ьху  +  сх — 0 ва 
а2х Ь2у  +  с2 =  0 тугри чизи^ларнинг параллеллик шарти шундан 
иборатки, бунда Д =  0, чунки шу ^олдагина бу тугри чизи^ларнинг 
бурчак коэффициентлари узаро тенг булади. Агар тугри чизиклар 
параллел ва устма- уст тушмаса, уларнинг тенгламалари эквивалент 
булмайди юкорида каралгандан келиб чикадики, Ах ёки Аи детер- 
минантлардан бири нолдан фаркли. (15.7) система ечимга эга эмаслиги 
геометрик бундай интерпретацияланади: параллел тугри чизи^лар ке
сишиш нуктасига эга эмас.

3) ахх  -1- Ьху  +  сх — 0 ва а2х £у/ +  с2 =  0 тугри чизи^лар уст
ма-уст тушади.

Бу холда (15.7) даги тенгламалар узаро эквивалент булади.
(15.7) система чексиз куп ечимга эга экани геометрик бундай ин
терпретацияланади: з̂ ар ^андай тугри чизивда чексиз куп нуцталар 
мавжуд.

Маълум булишича, юкорида утказилган (15.7) системани текши
риш мо^ияти жидатдан умумий характерга эга булиб, куп узгарув- 
чили чизицли тенгламалар системаларига цулланиб булар экан. 
Бунда текширншнинг асосий аппарата ихтиёрий тартибли детерми-
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К К С,
Яг ь2 С2

Р з ь3 Сз

нантлар назарияси булади. Масалаларнинг бу туркуми IV бобдз 
каралади. К,уйида, шу параграфнинг узида учинчи тартибли детер
минант тушунчасига ва уч узгарувчили чизи^ли тенгламалар сис- 
темасини текширишнинг 1̂ ис^а схемасига тухталамиз.

15.3. Учинчи тартибли детерминантлар. Ушбу

(15.12)

куринишдаги жадвални учинчи тартибли квадрат матрица де- 
йилади. Худди иккинчи тартибли матрицалардагидек, бунда з̂ ам бу 
жадвални ташкил цилувчи сонлар учинчи тартибли детерминантнинг 
элементлари дейилади. Бу матрицалар учун ^ам, иккинчи тартибли 
матрицалар учун киритилган сатр, устун, бош ва ёрдамчи диаго- 
наллар тушунчалари киритилади. (15.12) матрицанинг детерминанти 
(учинчи тартибли) деб

А =  а Дез +  а2̂ зс1 f  аФ\сг — аФъс1 ~  аА с* ~  аА сз (15.13)
сонга айтилади. Бу детерминант купинча бундай белгиланади:

а 1 г>1 с. [с?! Ь̂ ~С1
А = а2 Ь2 с2 =  det а2 Ь2 с2 (15.14)

Я3 8̂ С3 а3 Ь3 сг ■

Бундан кейин детерминантнинг элементларини иккита индексли 
битта х,арф билан белгилаш цулай, бу индекслар бу элемент тегишли 
булган сатр ва устунларнинг номерларини курсатади. Биринчи ин
декс ^ар доим сатр номерини, иккинчи индекс эса устун номерини 
билдиради. Масалан, а3, —  биринчи устуннинг учинчи сатри элемен
та. Бу белгилашлардан фойдалансак, детерминантнинг узи бундай 
куринишни олади:

^12 а 13
°21 а22 а2д
а эх а32 а33

(15.15)

15.4. Детерминантни берилган устуни ёки сатри элементлари 
буйича ёйиш. Олдин детерминант элементннинг алгебраик тулдирув- 
чисининг таърифини берамиз.

—  Я И—а\% а13
I

а21 @22 @23

@31 О3 2  ^ 8 8

(15.16)

детерминант а1к элементининг алгебраик тулдирувчиси деб

Д* =  ( - 1 ) г+* А »  (15.17)
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сонни айтамиз. Бунда А,*—  иккинчи тартибли детерминант булиб, 
у бошланрич детерминантдан г- сатр ва к- устунни учириш билан 
хосил булади. Аш детерминант а1к элементнинг минори дейилади. 
Масалан, а13 элементнинг алгебраик тулдирувчиси бундай булади:

А з  =  ( -  1)1+3

бунда

@21 @22 @ 21 @12

@31 @32 @31 @32

1̂3 @21  @22

‘ 31 а-. (15.16 га ^аранг).

с 23 нинг алгебраик тулдирувчиси эса ушбу куринишга эга: 

Л з =  ( - 1)2+3 @ 11 @12 @ 11 @12

@ ¿1 @32 @31 @ 32

Детерминантни берилган сатри ёки устуни элемента буйича ёйил- 
маси ^а^идаги асосий теорема бундай ифодаланади.

Т е о р е м а .  Детерминант исталган сатри (ёки уступи') элемент- 
лари билан шу элементлар алгебраик тулдирувчилари купайтма- 
ларининг йитндисига тенг.

Умумийликни бузмасдан, бу теоремани детерминантнинг аник; бир 
устуни ёки сатри учун исботлаш мумкин. Масалан, иккинчи устунни 
танлаб оламиз. Ушбу

А =  а12А12 4" @22̂ -22 +  аззЛ)2 (1 5.18)
тенгликнинг туррилигини курсатиш керак.

(15.13) формулага асосан ^уйидагига эгамиз:

А  а ,  Х@22@33 4 “  @ 2 1 @32@1  Я +  @ 31@ 12@ 23  ^ 2 1 ^ 1 2 ^ 3 3  ^ 3 1 ^ 2 2 ^ 1 3 -----

@11@32@23  =  @12 (@31@23 @21@3э) "Ь ^22 (@иа33 -----  @31@1з) "Н @32 (@2 1 @ 1 3 ------

— ацагз) = — а, \а 2 1  а 2 

’■ а,, а31 и 33
13 (Хо йц «13

1.а 2\ @ 23
=  а12( - 1) ^ А 12+- а21 а33

4" @22 (  1 ) 2~  ^22 4~ @32  (  1 ) 3^” 2 А 32 =  ^ 1 2 ^ 1 2  4* @ ¡2 ^ 2 2  4~ ^ 32^32•

Шундай цилиб, (15.8) тенглик урнатилди ва теорема исботланди.
Купинча бу теоремадан фойдаланиб, детерминантларни ^исобла- 

шади. Шуни таъкидлаб утамизки, ёйилмани ноллари куп булган 
сатр ёки устун буйича бажариш ма^садга мувофивдир.

15.5. Детерминантларнинг хоссалари.
1°. Агар детерминантнинг устунлари ва сатрларининг тарти- 

бини узгартирмаган уолда сатрларини устунлари билан ёки усг 
тунларини сатрлари билан алмащтириШдан деМерминйШ $эгйр-
майди, яъни:

@ 11 @12 @13 @11 @21 @31

1^21 @22 @ 23 = @12 @22 @32

\@31 @32 @ 33 @13 @23 @33

И с б о т и .  А —  дастлабки детерминант, А эса А дан сатрларни 
устунлар билан алмаштиришдан э^осил булган детерминант бул- 
син.
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А ни биринчи сатр буйича ёямиз:
А =  ап Ап  +  Qi2^i2 +" а 1зАз-

Сунгра А ни биринчи сатр элементлари буйича ёйиб, ушбуга эга 
буламиз:

А =  а11Л11 +  012^12 +  @1з\з-

Бундан: А =  А.
2°. Икки сатрининг (ёки икки устунининг) уринларини алмаш- 

тиришдан детерминантнинг ишораси узгаради.
Масалан, биринчи ва учинчи сатрларнинг уринларини алмашти- 

риб, ушбуга эга буламиз:

(15.19)

(15.19) формулани исботлаш билан чекланамиз, чунки куриб чи- 
киш умумий характерга эга.

@и @12 @13 @31 @32 а со со

@21 @22 @23 =  ------ @21 @22 а 2 3

@31 @32 @33 @11 @12 @13

ft. .t < 7 . л Cl Cl п
А =

1 1  ы12 ы 1 3

^ 2 1  &22 &23 
а31 а32 а33

, А  = &21 &22 ^ 2 3  

Д ц  # 1 2  а 13

деб белгилаб оламиз. А ни биринчи сатр элементлари буйича ёйиб, 
ушбуга эга буламиз:

А =  а.3 1
$22 2̂3 
@12 @13

—  а.3 2

а 21 а2 
ап а 13 +  аз

@21 @22 
ап а12

—  @31 (@\2@23 @13@22) “ Ь  @32 (@и@23 @2\@ 1 3 )  @33 (@11@22

=  —  а.3 1

\@12 а 1з| 1 а п @13 @11 @12

1^22 а 2з|
" Г  # 32

&21 @23
а зз

@21 @22

Энди А ни учинчи сатр элементлари буйича ёямиз:

А  \@12 @13

31 \@22 @23

1 1  “ 1 3  I п
а 32 \@21 @23\ ■ а 33

^11 ^12

’̂12̂ '21) —

(15.20)

(15.21)

(15.20) ва (15.21) дан А =  А эканини ^осил ^иламиз.
3 °. Иккита сатри ёки иккита уступи бир хил булган детер

минант нолга тенг.
Ха^и^атан, агар А да иккита сатр бир хил булса (тенг булса), 

уларнинг уринларини алмаштириш билан детерминант узгармайди. 
Иккинчи томондан, 2° хоссага кура А детерминант бунда ишораси- 
ни узгартириши керак. Шунинг учун А =  — А ёки 2А =  0. Бун
дан А =  0.

4°. Исталган сатр (ёки устун) нинг умумий элементини де
терминант белгисидан ташкарига чикариш мумкин.

Исботлаш учун элементларининг умумий купайтувчиси булган 
сатр ёки устун буйича детерминантни ёйиш етарли. >
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5“. Агар детерминант бирор сатри (уступи)  пинг %ар бир эле
менты икки цушилувчининг йигиндисидан иборат булса, детерми
нант икки детерминантнит йигиндиси шаклида ифодаланиши 
мумкин. Бунда бу детерминантлар бошлангич детерминант эле- 
ментларидап иборат булиб, факат курсатилган camp (уст уп) 
элементлари бошцадир. Биринчи детерминантда курсатилган camp 
(уст ун) биринчи цушилувчилардан, иккинчи детерминантда эса 
иккинчи цушилувчилардан иборат., Масалан,

аг + т г а2 +  т2 а3 +  т3 k  a2 a3 \mt m2 m3
Ъх Ci di =  К  Ci di +  k Ci di
b2 с2 d2 \b2 c2 d2 h С-2 d2

Исботлаш учун дастлабки детерминантни тегишли сатр (устун) 
буйича ёйиш етарли.

6 °. Бирор устун (сатр) элементларига боища устуннинг (сатр- 
пинг) бир хил купайтувчига купайтирилган мос элементларини 
цушишдан детерминант узгармайди.

И с б о т и .  5°, 4°, 3° хоссалардан кетма-кет фойдаланиб, топа- 
миз:

@2\ “Ь fc@2.
a3i +  ka3

a \2 a i3 a u «12 a i3 a l3 a X2 a \3
a 22 a 23 = a 21 a 22 a 23 +  k a 22 a 23

a 32 азз a 3 i a 32 a 33 а зз a 3 2 a 33

а 11 а 12 а 13
а21 а22 а2н
а 3 1  а 32 @33

7°. Детерминантнит бирор уступи (сатри) элемгнтларининг 
боища уступи (сатри) элементлари алгебраик тулдирувчилари би- 
лап купайтмасининг йитндиси нолга тенг.

И с б о т и .  Ани^лик учун иккинчи устун элементлари биринчи 
устун элементларининг алг«1раик тулдирувчиларга купайтирилсин 
У  вацтда

^12-^11 "Ь  а 22^21 а 32-^31 =  О

булишини курсатиш керак.
Биринчи устун элементларининг алгебраик тулдирувчилари шу 

устун элементларининг иштирскисиз тузилгани сабабли исталган 
х, у, г сонлар учун ушбу

У а 12 а 1Я 
X @23 
Z  #32

= .х А п +  уАп  +  г А
'3 1

айният уринли булади. х  =  а12, у  =  а22, z =  а32 деб оламиз. У 
з^олда:

а 12^11 +  а 22^12 +  а 32^31 =
‘ 1 2  и 1 2  и13 

°22 й22 ai3 
г32 а32 а33

=  0.
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15. 6 . Уч номаълумли учта тенгламанинг чизик,ли системаси.
Чизикли тенгламаларнинг

а п х  а \чУ “ Ь « 1з2 =  ^1>
йцХ +  0.22У ”Ь «гз2 =  Ь2, (15.22)
а31х ^32у а33г - Ь3

системаси берилган булсин. х, у , г ларнчнг коэффициентларидан
тузилган матрицанинг детерминантини А билан белгилаймиз:

А =
« 1 1  « 1 2

(15.23)«21 « 2 2  а 23
«31 «32 «  зз .

Ап , А2Х, А31— мос равишда а 1г, а21, «31 элементларнинг алгеб- 
раик тулдирувчилари булсин. (15.22) система (х, у, г) ечимга эга 
деб фараз к;иламиз, бу ечим (15.22) га ^ у й и л г а н  булсин. ^осил бул- 
ган тенгликлардан биринчисини А и га, иккинчисини А21 га, учин- 
чисини Л31 га купайтирамиз ва ^ушамиз. У ^олда ушбуга эга бу- 
ламиз:
X (а 1\Ац -)- « 2X̂ 21 +  аЪ\А'Л\) "Ь У ( « 12 1̂1 "Ь « 22^21 "1“ «32^31) Н-  2 («13^11^ 

+  а23-̂ 31 +  Я33Л31) =  Ь,АХх ¿>2^21 +  Ь3А31. 
Детерминантларнинг хсссаларидан фойдаланиб, ушбуга эгамиз:

« П ^ ц  Т  @ 21^21  +  @ 31^31  ~

« 12^11 @22̂ 21 "I- @32̂ 31 =
«13^11 ”Ь «23^21 «33^31 =

^1^11 +  ^2^21 +  ¿3^31 —
¿1 аЛ2 а 
Ь2 й22 «2
Ь‘Л « ' ¡ 9  « я :

1 3

К,искалик учун охирги тенгликнинг унг кисмидаги детерминантни 
Ах билан белгилаймиз. Шундай ^илиб, ушбу муносабатга келамиз:

х - \  — Ах.
Шунга ухшаш, уша айниятларни А детерминантнинг иккинчи сатри 
элементлари алгебраик тулдирувчиларига купайтириб ва ^осил булган 
натижаларни ^ушиб, у -А  =  Ау муносабатга келамиз, бунда

А , =
Оц Ьх «13
«21 Ь2 «:
« 3 1  Ья « я

2 3

Энди уша айниятларнинг узини учинчи устун элементларининг 
алгебраик тулдирувчиларига купайтириб ва чиркан натижаларни ^у- 
шиб, уш бу муносабатга эга буламиз:

2 -А — Аг,
бунда

«11 «12 1̂
А г =  «21 «22  Ь2

«3 1  «32
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Шундай ^илиб, агар х, у , г сонлар (15.22) системанинг ечими 
булса, у холда ушбуларга эгамиз:

х - А  =  Ах,

*/-а  =  а „,
г • А =  Д2 (15.24)

Энди бу системани текширишга киришамиз.
1°. А ф О .  Бу ^олда (15.24) формулалардан (15.24) система бит- 

тадан орти^ булмаган ечимга эга экани келиб чи^ади. Бу система
аник битта ечимга эга эканини исботлаш учун х  =  — и =] 1 Д  .  V д  »

Д? „
2 =  д- сонлар учлиги системанинг ечими эканини курсатиш керак.
Ушбуларга эгамиз:

«11* +  «12У 4~ «132 =  д~ а12\  “Ь «1зА2) =

— д" [«ц  Ф\А\\ +  ^2^21 4~ Ь3А31) -)- а12 (ЬХА 12 +  Ь2А22 4- Ь3А32) 4-

-Ь «13 (^1^13 4~ Ь2А2з 4" Ь3А33)] =  — [¿>1 (аг1Ли 4- « 1зЛ12 +  «ц А з ) 4-

4- Ь2 («11Л21 4- « 12^22 4- « 1?Л23) 4* Ь3 (ап Л31 4- а12Л32 4- « 13Л33)] =

=  1  Ь1А = Ь 1.

Келтириб чи^аришнинг якуний к,исмида детерминантни ёйиш з̂ а- 
цидаги теорема ва 7-хоссадан фойдаланилди, яна шуларга биноан 
ушбуларга эгамиз.

« 11-Лц 4“ « 12^12 4* « 13А 3 =  А,
« 11А 1 4~ « 12А 2 4- « 13Л23 — О,
«цЛ 31 4- «12^32 4- « 13Л33 =  0.

Шу х, у , г сонларнинг узи (15.22) системанинг иккинчи ва 
учинчи тенгламаларини айниятга айлантириши ^ам юкоридагидек 
текширилади.

Шундай ^илиб, агар А Ф  0 булса, у зфлда (15.22) система яго- 
на ечимга эга:

х  — и  лу 7   Аг
Х ~ Д >  У ~ ~ А '  г  ~  Т  '

2°. А =  0 ва Ах, Ау, Аг детерминантлардан акалли бнттаси нол- 
дан фар^ли. Бу зфлда муносабатларнинг

х  • 0 =  Дл., 
у - 0 =  Аи, 
г- 0 =  Дг

системаси мавжуд булмайди. Шунинг учун (15.22) система курса- 
тилган ^олда ечимга эга булмайди.
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3°. Л =  =  Ау =  Аг =  0. Бу холда (15.22) система ё чексиз
куп ечимга эга булади, ёки умуман ечимга эга булмайди. Биз бу 
тасдикнинг исботини келтирмасдан, ^уйидаги мисолларни разбор 
цилиш билан чекланамиз.

а) ( х  — Зу +  2г =  1,
12 х —  6 у  +  4 г —  — 9,
[бя —  18// +  12г =  5.

Бевосита текшириш йули билан А =  А* =  А  ̂=  Аг =  0 эканига 
ишонч хосил ^илиш осон. Хар кайси жуфтдаги номаълумлар олди- 
даги коэффициентлар пропорционал, эркин ^адлар эса номаълумлар ол- 
дидаги коэффициентларга пропорционал эмас. Шу сабабли сис
тема ечимга эга эмас.

б) 12х +  5 у  — 7г =  3
х +  Зу +  2 =  2 

(З х  +  8У—  6 г  =  5.

А =  Ад. =  Ау — Аг — 0 га эгамиз. Учинчи тенглик биринчи икки 
тенгликнинг узаро ^ушилишидан келиб чик,ишини куриш осон. 
Шундай килиб, система иккита тенгламага келтирилади:

- -  2х 4- Ъу =  7г 4 - 3,
х  4 - Зу =  2 —  г.

л I2 5 'Бу системанинг детерминанта о 1 3 =  1 Ф  0 ,  в а  ш у н и н р

учун:
7г 4  3 5 2 7г 4  3
2 —  2 3  п с  1 ’ 1 2  —  7. П  I 1

х  =    =  2 6 г — 1 , г/ =    =  — 9 2  4 -  1-

Бундан дастлабки система чексиз куп ечимга эга экани келиб 
чик,ади, чунки г  ни ихтаёрий олиб, г буйича х  ва у  ни бир ^ий- 
матли топамиз. Масалан,

2 =  1 деб олиб, х  =  25, у  =  8 ни,
2 =  2 деб олиб, х  =  51, у  =  —  17 ни

топамиз ва хоказо.
15.7. Уч номаълумли учта тенгламанинг бир жинсли системаси.
Агар чизицли тенгламалар системасининг барча озод хадлари 

нолга тенг булса, бундай система бир жинсли дейилади. Бир жинс
ли система ушбу куринишга эга:

(аи х  +  а12у  4  а13г =  0 ,
а21* +  +  а232 =  0, (15.25)

(а31х  4  а У2у  +  «зз2 =  0-

Исталган бир жинсли (15.25) система хар доим ноль ёки три- 
виал ечимга эга: х  =  у  =  г  г= 0. Система качон нолмас ечимга эга 
булади, деган савол цизик;арлэдир. Иккита з^олни ^араб чи^амиз.
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1. Д ^ О .  Бу хрлда (15 .6-пункт). (15.25) система ьоль ечимга- 
гина эга булади: х  =  у  =  2 =  0 .

Бундан Д =  0 шарт (15.25) системанинг ноль ечими мавжуд 
булиши учун зарур экани келиб чи^ади. Бу шарт етарли шарт хам 
эканлигини курсатамиз.

2. Д =  0 булсин.
а) дастлаб Д детерминантнинг алгебраик тулдирувчиларидан 

ацалли биттаси нрлдан фарцли деб фараз ^иламиз. Анщлик учун

а = Ф  О
ап а12 
«21 а22 

деб хисоблаймиз.
(15.25) системанинг биринчи иккита тенгламасини ушбу кури- 

нишда ёзамиз:
(аи х  +  а ,2у  = — а13г,
( « 21* +  а22у  =  — а23г. и э .л э)

Сунгра
а 1, « 12
«21 «22°  —  Л 33 — Ф  О

булгани учун хар кандай г да (15.25) система ушбу ечимга эга:
— 132 а 12 |

у   I °23г °22 |   3̂1 -
А  А  *л33 3̂3

I аи °132 I

и   1 а-21 д23г I   ^32 у
У А А^33 л зз

к =  деб оламиз. У холда (15.26) нинг ечими ушбу кури, 
нишда ёзиладн:

х =  кАзи у  =  кАгъ г =  ¿Л33,
бунда к сон ихтиёрий кийматларни ^абул ^илиши мумкин.

Шундай ^илиб, (15.25) системанинг дастлабки нкки тенглама- 
сининг ечими топилди. Ихтиёрий к да сонларнинг бу учлиги
(15.25) системанинг учинчи тенгламасини хам ^аноатлантиришини 
текшириб курамиз.

а31Х +  аЪчУ +  анзг =  * 1а31Л31 +  « =2Л32 +  а33Л33] =  к- Д =  0.
к ^ар ^андай сон цийматларни цабул ^илгани учун (15.25) 

система чексиз куп ечимга эга.
б) агар Д детерминантнинг барча алгебраик тулдирувчилари 

нолга тенг булса, у х,олда (15.25) системанинг хар ^андай иккита 
тенгламаси пропорционал коэффициентларга эга, ва демак, система 
битта тенгламага келтирилади —• долган иккита тенглама бу тенг- 
ламанинг натижаси булади. Бундай система чексиз куп ечимга эга: 
иккита номаълумга ихтиёрий кийматлар бериш мумкин, учинчи- 
сини эса системанинг бирдан-бир эркли (богли^сиз) тенгламасидан 
топиш мумкин.
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16.1. Таъриф. а векторнинг b векторга вектор купайтлшси

деб шундай с векторга айтиладики, бу вектор цуйидагича uiaptn- 
ларни каноатлантиради:

1) с вектор а ва b векторларга ортогонал,

2) | с | =  | а || b | sin Z . а, Ь.

3) векторларнинг тартибланган а, Ь, с учлиги унг учлик 6С/- 
лади.

Бу таърифда а ф  О, Ь ф  О деб фараз цилинади.

Агар а ва ~Ъ векторлардан щалли биттаси нолга тенг бС/лса,

у  %олда таърифга кура с — 0 .
Вектор купайтма учун икки хил ёзув шаклидан фойдаланиладш

[а, Ь] ёки а х  Ь.

16.2. Вектор купайтманинг хоссалари.

Io. Агар а ва b векторлар ноколлинеар булса, у x¿otda \ а X
X b | сон а ва Ь векторларга ясалган параллелограммнинг юзига 
тенг булади (52- раем).

Ха^икатан, мактаб геометрия курсидан маълумки, а ва b век
торларга ясалган параллелограммнинг S юзи унинг томонлари узун- 
ликларини шу томонлари орасидаги бур- 
чак синуси билан купайтмасига тенг.
Демак,

16-§. Вектор купайтма

5  =  |a|-¡6 ¡ s inZ_a ,  b — \a Xb \.
—>■ ->

2°. Агар а ва b векторлар коллинеар—>■ —У —У
бС/лса, у  холда а х  Ь = 0 . да^ицатан,

а ва b векторлар орасидаги бурчак бу ^олда 0 га ёки л га тенг.
Шунинг учун: s i n Z .а, b =  0. Бундан | а х Ь |  =  0, ва демак, 
—> —> —> 
а х  Ь— 0 . —> —> —> о 

Аксинча, агар а X  b =  0 булса, у  ^олда

\а X Ь\ =  |а|
—> —̂

I Ь \ sin Z . а, b =  0

муносабатдан а ва  b векторлардан бири нолга тенг, еки a ва о
орасидаги бурчак 0 ёки л га тенг экани келиб чиь;ади. Бу ^ол-

—̂ ^
ларнинг хаммасида a ва b векторлар коллинеардир.
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^  3". Декарт координаталар системаси координата у^ларинингi, j, k ортлари учун куйидаги муносабатлар уринли:
~> —> —> —> —> —> —> —> —>
í  X  i  =  О, ¡ X  i  =  —  k  х  i  =  j ,

—> —> —> —> —> —> —> —> —>
i x  1 =  k, j  X  j  — O, k X  i =  — i. (16.2)

i X  k  =  —  j, j  X  k  =  i ,  k  X  k  =  0.

Бу муносабатлар вектор купайтманинг таърифидан бевосита 
келиб чи^ади.

• 4°. Купайтувчиларнинг уринларини алмаштиришда вектор 
купайтманинг ишораси узгаради:

b X а =  —  (а хИ ).  (16.3)

И с б о т .  а X Ь ва b X а векторлар а ва b векторлардан
утувчи текисликка перпендикуляр булгани учун бу векторларнинг
иккаласи хам битта тугри чизикда ётади.

—> —> —> —> —> —> —> —>
а, Ь, а х  b ва b, a, b X а векторлардан иборат учликлар унг

учликлардир. Шунинг учун a, b, b х  а чап учликдир. Демак —> —> —> —> > 
а X b ва b X а векторлар карама-карши йуналган векторлардир ва

| а х  b | =  | а 11Ь | sin Z .  a, b =  | b J J а\ sin Z . Ib, а =  \b х~а |

булгани учун b X а =  — (а х~6).
5°. Исталган X \ак,щий сон учун ушбу муносабатлар Уринли:

Ха х  b =  X (а х  Ь) =  а х  X b. (16 .4 )

И с б о т .  Агар X — 0 ёки а ва b векторлар коллинеар булса,
(16.4) муносабатларнинг уринли булиши равшан. Шунинг учун
X Ф  0, а ва b векторлар ноколлинеар булган умумий ^ол ^изи^ар- 
лидир. Иккита имкониятни кетма-кет разбор кнламнз:

а) X >  0 . a ва Ха векторлар коллинеар ва бир хил йуналган.
Шу сабабли векторларнинг а, Ь, а х  Ь\ а, Ь, Х ( а х  Ь) ва 1а ,  Ь,
(Ха) х  b тартибланган учликлари унг учликлардир. Бундан ва

о о 1 —> —>
вектор купаитманинг таърифидан а X b, X (а X Ь) ва {X а) х  b век
торлар а ва b векторлардан утувчи текисликка перпендикулярлиги
ва у текисликдан бир томонда ётиши келиб чикади. Демак, —> —> —> —>
а (а х  Ь) ва X а  х  b векторлар коллинеар ва бир хил йуналган. 
Бундан танщари

IM c  X Ь)\—Х\а х  b \ =  X |гГ| |¿T| sin /..(а, ¿>) =
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=  | X а 11 Ь ̂ ¡п А  X а, Ь =  \ X а х  Ь |, (! 6.5)
—>■ —> —> —̂

булгани учун X а X Ь =  X (а х  Ь).
4° хоссз ва (16.5) муносабатдан фойдаланиб, ушбуга эга була-

миз:

а хХ Ъ  =  —  (ХЬ х а )  =  —  Х(Ь X а) = Х  [— (Ь X а)] —

=  Х(а х  Ь). (16.6)

(16.5) ва (16.6) дан а ва Ь ноколлинеар векторлар ва X >  О
сон учун (16.4) муносабатларнинг туррилиги келиб чикади.

-V- — ->-
б) X <  0, а ва Ь ноколлинеар. Юкорида а х  Ь; Х(а х  Ь) ва 

Ха Х Ь  векторлар а ва Ь векторлар оркали утувчи текисликка пер- 
пендикуляр экани курсатилган эди. X <  0 булгани учун а, Ь, 
X (а X Ь) ва а, Ь, X а X Ь учликлар чап учлик, ва демак, Х(а х  Ь) 
ва Ха х  Ь векторлар коллинеар ва бир хил йуналган. Шунингдек,

—V -У- —>-
Щ а х Ь ) |  =  |А.ахЬ| муносабат а) пунктдаги каби исботланади. 
Шунинг учун .

Х(а X Ь) =  Х а х  Ь.

X <  0 да а х Х Ь = Х ( а х Ь )  муносабат X >  0 ^олидаги каби 
исботланади. Шундай цилиб, б) пункт шартларида (16.4) нинг тур
рилиги исботланди.

Шу билан (16.4) тенгликларнинг исботи тугалланди.
о 0. Ихпшёрий а, Ь, с векторлар учун

{а +  Ь) х^с =  (а х  с) +  (Ь х  с) (16.7)
муносабат дринли. (16.7) муносабат дистрибутивлик цонуни дейи- 
лади.

Дистрибутивлик цонунини исботлашдан олдин векторнинг тур- 
ри чизикка нисбатан ва текисликка нисбатан ташкил этувчиси 
тушунчасини киритамиз.

I —  бирор турри чизик; булсин. а векторнинг I тугри чизища 
нисбатан ташкил этувчиси деб шундай а' векторни айтиладики, бу 
векторнинг учи а вектор учининг I турри чизикка ортогонал про- 
екциясидан, охири эса а вектор охирининг I турри чизикдаги ор
тогонал проекциясидан иборат булади*. Шунга ухшаш, а вектор-

* Маълумки, М  нуцтанинг I турри чизикда пртогонал проекцияси I га пер« 
пендикуляр булиб, М  нуктадан утувчи а  текисликнинг I турри чизи^ билан 
кесишиш нуцтасидир. Куйида нуктанинг турри чизивда проекцияси дейилганда 

^ар доим унинг ортогонал проекцияси тушунилади.
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нинг а  текисликка нисбатан 
ташкил этувчиси деб, шундай а 
векторни айтиладики, бу вектор-
нинг учи а вектор учининг а  
текисликка проекциясидан, охири
эса а вектор охириниНг шу те- 
кисликдаги проекциясидан ибо- 
рат.

1- т е о р е м а .  Тенг векторлар 
тугри чизища ёки текисликка 
нисбатан тенг ташкил этувчи- 
ларга эга, векторлар йтиндиси« 

нинг тугри чизщ щ а нисбатан ёки текисликка нисбатан ташкил 
этувчиси мос ташкил этувчиларнинг йигиндисига тенг (53- раем).

Бу теореманинг исботини текислик булган ^ол учун келтира- 
миз. а — векторларнинг ташкил этувчилари «¿аралаётган текислик 
булсин. х  ва у  лар у^лари а  текисликда ётувчи, ук и эса ШУ 
текисликка перпендикуляр равишда йуналган Декарт координата-

->■ —>■ -> —>-
лар системасини оламиз. У  з^олда з̂ ар ^андай а — х1 у ]' +  г1г
вектор учун унинг а  га нисбатан а' ташкил этувчиси бундай бу-
лади: а' =  дг/ +  У /• Тенг векторларнинг компонентлари тенг ва век- 
торларни кушишда уларнинг компонентлари ^ушилгани учун (2 .5- 
пунктга 1\аранг), ундан 1- теореманинг тасдиги бевосита келиб чи- 
цади.

Ташкил этувчилари I тугри чизивда нисбатан олинган з̂ ол учун 
х  лар у^и I тугри чизик;да ётган Декарт координаталари система- 
сидан фойдаланиш етарли.

Энди иккита а ва с вектор берилган булсин. а векторнинг с
векторга перпендикуляр текисликка нисбатан ташкил этувчисини ->*
а' билан белгилаймиз. У  холда

а х  с =  а' х  с. (16.8)

Ха^ицатан з̂ ам, а х  с ва а' х  с  векторларнинг йуналишлари 
бир хил (5 4 -раем). Бу векторларнинг йуналишлари тенг, чунки
а, с ва а', с векторларга ясалган параллелограммлар тенгдош.

Энди (16.7) дистрибутивлик цонунини исботлашга ÿTaMH3. Агар
с — О булса, (16.7) формула урин л и экани равшан. CÿHrpa (16.7)

формулани | с  | =  1 булган зфл учун исботлаш етарли, чунки их-
тиёрий с  вектор учун исбот (16.4) формуладан келиб чикади.

Шундай цилиб, | с  [ =  1 булсин. а ва Ъ векторларнинг с  вектор
га перпендикуляр а  текисликка нисбатан ташкил этувчиларини мос
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55- раем.

— -7 - -Г -

равишда а' ва Ь' билан белгилаймиз (55- раем). У  з^олда а' х  с,
-У —У- —>■ —>- -У" ->■

Ь' X с  ва (а ' + й ' )  Х с  векторлар мос равишда а ', Ь' ва а' 4  Ь' век-
торларда а  текисликни с вектор атрофида бурчакка буриш на-
тижасида зфеил булади (5 5 -раем). Шунинг учун:

Сунгра

булгани учун

(а' +  Ь') х  с =  (а' х  с) +  ф' х  с).

*>• ->• ->• >  ■> — -> —>■ 
а' х  с =  а х  с, Ь' X с =  Ь х  с,

(а' 4  Ь') х  с' =  (а' Х с )  +  ф' х  с) 

(а + Т ) х с  =  (а х  с) +  ф х  с),

бу эса (16.7) муносабатнинг исботини якунлайди.
16.3. Декарт координаталар системасида вектор купайтмани век

торларнинг компонентлари орцали ифодалаш. а ва Ь векторлар их- 
тиёрий олинган Декарт координаталари системасида мос равишда 
{лг1э уг, гх} ва {х2, у2, гг} компонентларга эга булсин. У  з^олда:

а =  4- У ^ +  г Д  Т = х 2 Т + у 2Т + г 2к.

Вектор купайтманинг хоссаларидан (16 .5-пункт) ушбуга эгамиз:
— ->* •> ->• ->■ "У-
а х  Ь =  х хх 2 (г х  г) +  0‘ X  г) +  (& х  /) +

4  (г X  /)  +  г/хг/2 ( /  X  /)  +  2ху2 (6 X  /)  +  ( /  X  А) +
->■ —>■ ■> >  “V

+  а  X ¿) 4 -  г1гг(^ х  к) =  — у хх гк  4 -  /  +  * 1*/» & —

—  г,г/2/ — х 1̂ г] +
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Бир хил ортларга эга булган кушилувчиларни бирлаштиргандан 
кейин:

а X Ь =  (ухг2 —  г2у2) /
=  I 01

{ххг2 —  гххъ) /  +  =

Уъ
I —

Х2 22 /  + ¿/1
У 2, I

Детерминантлар назариясининг формулаларига ухшаш (15.4) 
пунктга каранг) цуйидаги ёзувни киритамиз:

а х  Ь = (16.9)
* /
*1 Ух ■
х 2 у2 <

(16.9) формуланинг масалалар ечишда жуда фойдали буладиган 
иккита натижасини таъкидлаб утамиз.

1 - н а т и ж а .  (Икки векторнинг коллинеар булиш шарти).
-У ->■

Иккита а ва Ъ вектор коллинеар булиши учун (1 6 .2 -пунктга ->* —>■ >
^аранг) а х  Ь— 0  булиши зарур ва етарли. Агар бирор Декарт

-У -У
координаталари системасида а ва Ь векторлар {х ь  уъ  гх}  ва {х 2 у ъ г2}  
компонентларга эга булса, у  ^олда бу векторларнинг коллинеарлик 
шарти ушбу куринишга эга булади:

I ь  ^
У1 гх =  0 . (16.10)

I *2 Уг 2а
2 - н а т и ж а .  (Учбурчак юзининг формуласи.)
а ва Ь векторларга учбурчак ясалган булсин. У  ^олда бу уч- 

бурчакнинг юзини

5 =  т  \а х

формула буйича топилади.

(16.11)

а ва Ъ векторлар хОу текисликда ётган хусусий холни ало^ида 
таъкидлаб утамиз. Бу ^олда гх — г2 =  0 ва

*1 Ух 
1*2 У2

=  -^ \ х1у 2 —  ХгУх\ (16.12)

Куйидаги содда масалаларни маш^ тари^асида ечишни тавсия 
этамиз.

"У* -V —>•
1. Агар |с|= 1 ва с  вектор а = — 4/ —  Ь==г +  2А вектор-

-У-
ларга перпендикуляр экани маълум булса, с векторнинг компо- 
нентларини Декарт координаталари системасида топинг.
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*>■ I
-> 8 1 "** 4 "► а X  о

Ж а в о б ;  с =  +  - „ - ¿ ± - 5- / ±  -п -«; с векторни с =  ±  —гр— ^
9 9 У 1а х 6

формула буйича топиш цулай.> -> ->■ —>■
2. а =  3 / — / 4- Ъ =  5г векторлар берилган. Шу векторларга

ясалган параллелограммнинг юзини ва унинг диагоналлари узунли- 
гини топинг.

Ж а в о б :  5  =  5 1 /2 , /,  =  у "б 6 , /2 =  1 /6 .
3. Учлари Л(3, 0, 5). В(3, — 2, 2), ¿ ( 1 ,  2, 4) ну^таларда бул- 

ган учбурчак юзини топинг.
Ж  а в о б: 5  =  ^ /29; ЛВС учбурчакни томонлари ЛВ ва АС 

векторлардан иборат учбурчак деб караш фойдали.
4. Учбурчакнинг учлари Л(1, 1, 1), В (  1, 4, 5), С (5, 1, 4) нук;- 

таларда. Учбурчак баландликларининг узунликларини топинг.

Ж а в о б :  ^ = 1 1 0 3 6 ,  Я3 =

5. Учбурчакли пирамиданинг учлари Л (1, 1, 1), В(1,  4, 5), 
С (5, 1, 4), 0 ( — 1, — 1, — 1) нукргаларда ётади. Бу пирамиданинг V

"^ажмШИ топинг.  ----- — -----------------  _ _ _ ____
16.4. Механикага татбик, цилиш. а) Куч моменти. С} каттш^ 

жисм берилган булсин ва бу жисмнинг битта, масалан, О ну^таси 
^аракатланмайдиган цилиб махкамланган булсин. Агар 0  жисм

нинг бошка Р  ну^тасига Б куч ^уйилса, у  зфлда айлантирувчи мо
мент ёки куч моменти хосил булади. Механикадан маълум булган 
таърифга кура куч моменти (гп вектор) ушбу формула буйича то- 
пилади:

т =  г х  Б, (16.13)
— — > 

бунда г =  ОР.
Энди Р  ну^тага иккита ва Р2 куч ^уйилган булсин ва бу 

кучларнинг йигандиси Р  =  Р, 4  булсин. Агар т, тъ  тг мос ра-
->■ —У

вишда Р, Р ъ Р2 кучларнинг моментлари булса, у  ^олда табиий

т =  тх -\- т2
булади. Б у гипотезанинг исботи (16.13) формуладан ва вектор ку- 
пайтманинц з̂ ар кайси вектор буйича аддитивлигидан осонгина ке- 
либ чицади (16.7 га царанг):

т =  7 х  Р1 = Т х  (^\ 4 - % )  =  [г х " ^ )  4  (г х  Р2) =
=  щ -\ -т 2. (16.14)

б) тангенциал ва бурчак тезлик. Бирор Р  ну^та /  тугри чизиц 
атрофида узунлик буйича узгармас V (0  тангенциал тезлик билан

»-2081 ~       81



айланма ^аракат цилаётган булсин. (Тангенциал тезлик v (/) век- 
тордан иборат булиб, бу вектор хар бир ва^т моментида Р  ну^та

-У
траекториясига уринма буйлаб йуналган, бизнинг ^олда \v(t)\ =

->■ — ->■ ->-->* 
а= о0 =  con st >  0) г0 =  I г (t) I sin / - W ,r  (t) (бунда w  Ф  О вектор / тур- 
ри чизшеда ётади) Р  ну^тадан чизикдача булган масофа булгани 
учун г0 мицдор t ва^тга ва О ну^танинг I турри чизикдаги ^олатига 
борлщ булмаган мусбат узгармасдир. Энди цуйидаги шартларни

-У-
каноатлантирадиган w  векторни караймнз:

1) \w\ =  v0/r0;

2 ) вацтнннг хар кандай моментида w , r(t), v (t) векторлар унг 
учликни ташкил килади.

дар к;андай t да, бундан ташцари, v (t) вектор w, г (t) вектор- 
ларга перпендикуляр ва

| w  х  г( ()  | =  | w\-\ r\f) I sin Z . w, T(t) =  ^ -r0 =  v 0 =  fv (t) |
'0

булгани учун

v (í) =  w x  r (í). (16.15)
Шундай ^илиб, агар харакатланаётган нуктанинг тангенциал тез- 
лиги узунлик буйича узгармас булса, нуктанинг / турри чизиц ат-
рофида айланма ^аракати I да ётувчи бирор узгармас w вектор би-
лан тула характерланади. w  вектор ^аралаётган харакатнинг бур- 
чак тезлиги дейилади. _

Шу нарса му^имки, I у^ атрофида wv ... , wn бурчак тезлик- 
лар билан кетма-кет бир канча айланма харакат бажарилаётган

~У~ "У*
булса, у ^олда натижавий харакат хам / у^ атрофида w =  rw1 -J- 
- f  ... +  w n тезликли айланма ^аракат булади. Бу (16.15) ва (16.17) 
формулалардан келиб чикади:

V (0 =  w  X г (t) =  j  х  ' ( 0  =  2  х  ^ (0  2  vt (i).

17-§. Аралаш ва куш вектор купайтма

17.1. Таъриф. а, Ь, с векторлар тартибланган учлигининг

аралаш к^пайтмаси деб, а х  b вектор билан с векторнинг ска
ляр купайтмасига тенг сонни айтилади.

Аралаш купайтма учун цуйида (а, Ь, с) белгилаш ишлатила- 
ди. Ю^орида айтилганларга кура:



17.2. Аралаш купайтманинг геометрик интерпретацияси. а, Ь, с
векторлар унг учлик ^осил килсин (56 -раем), а, Ь, с векторларга 
ясалган параллелепипеднинг хажмини V билан белгилаймиз. У
5флда V = S - h  булади, бунда S —  а ва b векторларга ясалган па- 
раллелограммнинг юзи, h эса шу параллелограмм текислигига 
перпендикуляр булган CD кесманинг узунлиги.

g  — а х  Ь деб оламиз; у х,олда вектор купайтманинг таърифига
кура IS I =  ^  га эга буламиз; g  вектор а ва b векторлар орцали
утувчи а  текисликка перпендикуляр, ва ни^оят, a, b, g  векторлар
унг учлик ^осил цилади. Бундан с  ва g  векторларнинг умумий учга 
эга эканлиги ва а  текисликнинг бир томонига жойлашганлиги ке-
либ чи^ади, g  вектор сс текисликка перпендикуляр булгани учун
g  ва с векторлар орасидаги ф бурчак дан катта эмас, яъни
cos ф >  0 .

Шунинг учун
. , I -> Т\

— ------а  =  [с  cos <р

ва

(g> с ) =  |gl-|c|cos<p =  S -h  =  V. '

Бош^а томондан,

(g, с) =  (а х  Ь, с).

Шунинг учун

V =  (a, b, Т).

Шундай к,илиб, агар а, Ь, с векторлар унг учлик ташкил 
цилса, уларнинг аралаш купайтмаси шу векторларга ясалган па
раллелепипеднинг цажмига тенг экан.

Энди а, Ь, с векторлар чап учлик ташкил цилсин. У  холда 
g  =  а х  Ь ва с векторлар а  текисликдан турли томонда ётади ва 
g  вектор а  текисликка перпендикуляр булгани учун g  ва с ора
сидаги бурчак -g- дан кичик эмас, яъни cos ф <  0 .

Шунинг учун h =  —  | с | cos ф ва



Бошца томондан,

<£. с) =  ( а х  6, с)
->■ ~У~ ■>

Бундан а, Ь, с векторларнинг чап учлиги учун

V =  —  (а, Ь, с)

экани келиб чи^ади.
■> "V

Шундай цилиб, ихтиёрий а, Ь, с векторлар учлиги учун:

V =  | (а, Ь, с) |.

17.3. Аралаш купайтманинг хоссалари.
>• —У- ->■

а) а, Ь, с векторлар компланар булиши учун уларш нг ара
лаш к$пайтмаси нолга тенг булиши зарур ва етарли.

И с б о т .
*>■ —У"

Зарурлиги. Агар а, Ь, с векторлар компланар булса, у  ^олда 
умумийликни бузмасдан, улар умумий учта эга деб хисоблаш мум- 
кин; бу долда улар бир текисликда ётади ва бу векторларга ясал- 
ган параллелепипеднинг ^ажми нолга тенг булади. 17.2-пунктга
биноан: (а, Ь, с) — 0 .

—У -*■ -*• —► —>• ■>
Етарлилиги. Агар (а, Ь, с) =  0 булса, яъни (ахЬ,  с) =  0 бул-

> >  •>
са, а х Ь ,  с векторлардан бири ноль вектор ёки а х  с вектор с  га

■У >-
перпендикуляр (бу ^олда с  вектор а ва Ь векторлардан утувчи те-
кисликда ётади). Иккала ^олда хам а, Ь, с  векторлар компланар. 

->* •>
б) Ихтиёрий а, Ь, с векторлар учун ушбуга эгамиз:

(а х  Ь, с) =  (а, Ь х  с).

И с б о т .  Энг олдин шуни цайд ^иламизки, аралаш купайтма" 
нинг хоссасига кура ушбуга эгамиз:

| ( а х  Ь, с)\ — (Ь х  с, а).

Векторларнинг иккала а, Ь, с ва Ь, с, а учлиги бир ва^тда ё 
унг, ёки чап учлик хосил килади. Шу сабабли 17.2-пунктга биноан:

->■ —У" -У-
(а х  Ь, с) =  (Ь х  с, а).

17.4. Аралаш купайтмани Декарт координаталар системасидаги 
векторлар компонентлари оркали ифодалаш. Ихтиёрий танлаб олин-

—У~ ~У~
ган Декарт координаталар системасига нисбатан а, Ь, с  векторлар
нинг ёйилмаси берилган булсин:



b =  X2i +  Уг]  +  z2k, 

c =  x3¿ +  y 3j +  Z3k.

У  холда

*- -V
a X b =

шунинг учун

->■ 
* i

->

Х х Ух 21 = í/i 2i > —  
г

*1 Zi -*•
i +

Х х Ух
Х<> уг Za У г Z2 *2 Z2 Х2 Уг

k,

-V -> -V ->
(а, b, с) =  (а X Ь, с) =  * 3 Ух z ,

—  У л Хх Zi “Ь г3 Хх Ух =з
Уг г 2 х 2 z2 Х2 У2

*1 í/i
*2 í/г z2 
х з Уз 23

Шундай цилиб, охирги формула ушбу куринишда бÿлaди:

*1 01 Zj
(а, Ь, с) = *2 Уг z<i .

Хз Уз z3
(17.2)

таъкидлаб утамиз.
■> ->

1 - н а т и ж а .  17.3 пунктдан а, Ь, с векторларнинг компланар- 
лик шарти ушбу куринишда эканлиги келиб чик,ади:

Xi у г zt
хг Уг ¿г
Х3 Уз Zg

=  0.

2- н а т и ж  а. Иккита купайтувчининг уринларини алмаштириш- 
дан аралаш купайтманинг, ишораси узгаради. Масалан,

(а, Ь, с) =  —  (Ь, а, с). 

Ха^икртан, детерминантларнинг хоссасига Kÿpa:

(17.3)

(а, Ь, с) —

3- н a т и ж  а. Ихтиёрий

x i Ух Zi х г Уг z2
х г Уг z2 =  — Хх Ух Zi
Хз Уз Zq Хз Уз Z3

— ф, а, с).

Д =
-‘l 2

«2 1  «22  «2 3
«3 1  «3 2  «3 3
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детерминантнинг сатрларини бирор Декарт координаталари система-
—У -у- ->*

сида йх, с12, <13 векторларнинг компонентлари сифатида караймиз. У  
^олда:

Д =  {агаР ¿ 1. учлик унг булса, V.
[агар с1х, с1.2, с(3 учлик чап булса, —  V,

■V ->■ —►
бунда V с12, с1л векторларга ясалган параллелепипеднинг ^ажми 
(17.2 пунктга царанг).

Шундай килиб, учинчи тартибли ихтиёрий детерминантни ишора- 
сигача ани^ликда комппнентлари детерминантнинг сатрлармни таш- 
кил к,илувчи векторларга ясалган параллелепипеднинг ^ажми сифа
тида караш мумкин.

О О  ~У~
17.5. Куш вектор купайтма. а х  (Ь х  с) вектор куш вектор ку-

—У 'У' —У
пайтма деб аталади, бунда а, Ь, с  —  ихтиёрий векторлар. К*уйи- 
даги теорема куш вектор купайтмани топишнинг энг содда ^оида- 
сини беради.

1-т е о р е м  а. Ихтиёрий учта а, Ь, с вектор учун уш бу фор
мула г/ринли:

а х  {Ь х  с) — (а, с) Ь — (а, Ь) с. (17.4)
И с б о т .  Фазода ихтиёрий Декарт координаталари системасини

оламиз. а, Ь, с —  ихтиёрий векторлар булсин:

а =  а ,/ +  а2/  +  а3%,

Ь =  V  +  Ь2]  +  Ь3к, 

с  =  схс +  с2;  +  с3%.

а х  (6 X с) =

/ «
Ь<1 Ь; 
с2 с3

I
«2

Ь, Ь.
с:и - Ъг Ь3]Г  %  

сГсзУ ' Щ &

Ъ2 Ь3 р ! ь3 Ь2
с2 с3 к  с3 С1 с2

[(«2*1С2  Й2*2С1 "Ь 0-Ф\С3 —'

— а3о3с,)/ +  {аф#у — афгс2 +  аф2с3— аф ^)] +  (аф ^  —

—  аф ,с3 +  аф3сг —  афгс3) ~к] — {й1(а1с1 +  а2с2 +  а3с 3) —

—  с1(аф1 +  а2Ь2 +  аф -,)}1 +  {Ь2 ( а ^  +  а2сг +  а3с3~) —  сг (аф 1 +
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+  афг +  афъ))1 +  {¿>3 (а ^ ! +  а2сг +■ а ^ )  — с3 (а Д  +  агЬг +

+  аф3)}к = { а ,  с) Ь —  (а, Ь) с.

Шу билан теорема исботланди.
—► - V —►

2 - т е о р е м а .  Ихтиёрий учта а, Ь, с вектор учун ушбу айният 
дринли:

а х  ( Ь Х с )  +  Ь х  (с х  а )+  с х  (а х  Ь) = 0 .  (17.5)

И с б о т .  1-теоремага кура:

а х  (Ь х  с) =  (а, с ) Ь— (а, Ь) с,

Ь х  (с X а) — (Ь, а ) с —  (Ь, с)а,

с х  {а X  Ь) — (с, Ь)а— (с, а)Ь. -

Бу тенгликларни цушиб ва скаляр купайтманинг симметриклиги-
дан фойдаланиб, (17.5) айниятга келамиз.

18-§. Текисликда тугри чизиц

Бу параграф табиий равишда 7- § нинг давомидир. 7- § да тугри 
чизи^нинг бурчак коэффициентли тенгламаси чик,арилган эди ва би- 
ринчи тартибли чизиклар фа ка тг и на тугри чизидлар булиши ^а^ида- 
ги асосий теорема исботланган эди. К,уйида тугри чизикнинг турли 
геометрик характеристикаларига бомиц равишда тугри чизи^ тенг- 
ламасшшнг махсус шакллари каралади. К,уйида бериладиган мухока- 
маларда векторларнинг скаляр купайтмасидан кенг фойдаланилади.

18.1. Берилган ну^тадан берилган йуналиш буйича утувчи тугри

чизик, тенгламаси. Агар тфО вектор /  тугри чизикда перпендикуляр

булса, у  ^олда т векторни I тугри чизища нисбатан нормал век
тор ёки кис^ача / га нормал дейилади.

Равшанки, тугри чизи^ка нормалнинг берилиши тугри чизикнинг 
йуналишини аниклайди, яъни орасида изланаётган тугри чизиц бул- 
ган параллел тугри чизиклар дастасини курсатади. Шу сабабли, агар 
/ тугри чизикнинг бирор т нормали ва бирор М0 6 I ну^таси маълум 
булса, у ^олда текисликда /  тугри чизик; бир цийматли анш^ланади. 
Текисликда Декарт координаталар системасини тайинлаимиз, {А, В }—  
нормалнинг шу системадаги компонентлари’ (х0, у0) эса М 0 нукта- 
нинг шу системадаги координаталари булсин.

М (х, у) —  текисликнинг ихтиёрий нукдаси булсин. М  ну^та /
►

тугри чизиэда тегишли булиши учун М 0М вектор т векторга пер-
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пенднкуляр булиши, бошкача айтганда (М0М, т) =  О булиши зарур 
ва етарли.

М 0М =  (х — х 0) i -f- {у — 1/0) /  булгани учун

(ЛУИ, т) =  А ( х —  х0) +  В (у — у 0) 
ва биз I тутри чизивдаги ихтиёрий М ну^тасшшнг координаталари 

А ( х - х о) +  В ( у - у о) = 0  (18.1)
тенгламани ^аноатлантиришини курамиз.

(18.1) биринчи даражали тенглама ва шартга кура А2 В2 Ф  О, 
шунинг учун 7.2-пунктга биноан (18.1) тенглама / турри чизщ би- 
лан устма-уст тупгаши зарур булган турри чизикнинг тенгламасидир.
Одатда (18.1) тенгламани берилган нуцтадан берилёан йуналиш
б£/йича утувчи тугри чизик; тенгламаси дейилади.

Шуни таъкидлаб утамизки, агар I турри чизщ Ах  +  Ву - f  С =  О 
(А2 +  В2 Ф  0) текгламага эга булса, у холда, ю^орида ку-рсатилга-

нидек, т =  Ai +  Bj вектор I га нормал булади.
18.2 Тугри чизикнинг координата ук.ларига нисбатан жойлашуви.

Агар I турри чизи^ координаталар бошидан ÿTca, (18.1) дан у
А х +  Ву =  0 (18.2)

тенгламага эга экани келкб чикади.
Ш у сабабли тутри чизик; координаталар бошидан утиши учун 

С =  0 шарт бажарилиши зарур ва етарли.
Сунгра, агар I тутри чизи^ х  лар ÿspra параллел булса, у ?рл-

да унинг исталган т нормали у  лар ÿrçnra параллел бÿлaди, яъни:

т — Bj. Шундай килиб, х  лар ÿrçnra параллел турри чизщлар
Ву +  С =  0, ВфО  (18.3)

тенгламага эга. Шунга ÿxuiarn, у  лар у^ига параллел турри чизиклар
^ Г + С ^ б Г  А ф О  - (18.4)

тенгламаларга эга.
Энди х  лар ва у  лар утутарининг иккаласини кесиб утувчи тутри 

чизикларни ^араймиз.
(18.3) ва (18.4) дан айтилган тутри чизиклар

Л х + В г /  +  С =  0 (18.5)
куринишидаги тенгламаларга эга экани келиб чш^ади, бунда АфО, 
ВфО. Агар бунинг устига координаталар бошидан утмайдиган турри 
чизщлар билан чекланадиган бу'лсак, у ^олда С хам нолга тенг 
булмайди. Бундай тутри чизиклар учун (18.5) тенгламани

_ У + _ 7  =  1 ( 18-6)
A W
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57- раем. 58- раем.

куринишда ёзиш мумкин. а =  — Ь — — деб оламиз. У з о̂лда
(18.6) тенглама ушбу куринишни олади:

(18.7)

а ъг Ь сонлар содда геометрик маънога эга: а сон (18.5) тугри чи- 
зицнинг х лар уци билан кесишиш нуцтасининг абецнсеасн, Ь эса  
шу туфи чизикнинг у  лар ук,и билан кесишиш ну^тасининг орди- 
натаси (5 7 -раем). (18.7) ни одатда тугри чизщнинг кесмаларга нис- 
батан тенгламаси дейилади. Шуни эслатиб утамизки, тугри чизи^- 
нинг кесмаларга нисбатан тенгламасидан бу тугри чизиц координа- 
талар бошидан утмай, координаталар уцларининг иккаласини кесиб 
утган ^олдагина фойдаланиш мумкин.

1 8 3. Тугри чизицкинг нормал тенгламаси. Координаталар бошидан 
утмайдигян тугри чизи^лар учун купинча (18.5) тенгламанинг махсус 
формасидан фойдаланилади, бу форма бундай тугри чизи^ларга нис
батан нормални бундай танлаш билан богли^, I —  координаталар

бошидан утмайдиган тугри чизи^ булсин. Агар |я| =  1 булса, ва п

нинг боши I тугри чизи^нинг ну к; та си ва п нормаль чегараси I дан 
иборат ярим текисликнинг координаталар бошини уз ичига олмайди- 
ган ^исмида ётса, п нормаль ташки бирлик нормаль дейилади (58- 
расм). / ,  —  координаталар бошидан утувчи ва I га перпендикуляр 
тугри чизи^ булсин. I ва /, ларнинг кесишиш ну^тасини Р билан

белгилаймиз. У холда п ва ОР векторлар коллинеар ва бир хил йу-
налган булади. ОР вектор билан х  лар у^и орасидаги бурчакни а  
(58 -раем) билан белгилаймиз, бу бурчак х  лар увидан соат стрел- 
каси йуналишига тескари йуналишда ^исобланади, р  билан эса ко
ординаталар бошидан / тугри чизиедача булган масофани белгилай
миз. У ^олда р  =  \ОР\ > 0  ва

—► —> —► 

п =  (соэ а)и +  (бш а)}. (18.9)
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I га нормаль сифатида ташци бирлик нормаль п ни олиб, (18.5) ни 
I учун ёзамиз. У  ^олда (18.5) ушбу куринишни олади:

х  cos а  +  у  sin а  +  С Ф  0.
Аммо С  =  —  Ах0 —  Ву0, бунда (х0, у0) — /  тутри чизицнинг би- 

рор нуцтаси. (х0, у0) ну^та Р нуцта билан устма-уст тушади деб 
^исоблаймиз. У ^олда:

С — —  (Ах0 +  By0) =  —  (п, ОР) =  —  \п\ \ОР\ cos Z . ~п, ОР.

\п\ =  1 з^амда п ва ОР векторлар бир хил йуналганлиги учун!

С — —  |ОР| =  —  р.
Шундай ^илиб, (18.9) ушбу куринишни олади:

х  cos a  -f- у  sin а — р =  0 . (18.10)
(18.10) тенгламани одатда тугри чизи^нинг нормал тенгламаси 

дейилади. Равшанки, тугри чизицнинг (18.5) тенгламаси фа кат
А2 +  В2 =  1 ва С <  0 (18.11)

булгандагина нормал тенглама булади.
Бундан I турри чизикнинг

Ах +  Ву +  С =  0 (18.12)
умумий тенгламасидан I нинг (18.10) нормал тенгламасига утиш-
(18.12) тенглама коэффидиентларини бирор fx# 0  купайтувчига ку- 
пайтириш бнлан амалга оширилади, одатда бу купайтувчини нормал- 
ловчи купайтувчи дейилади.

Агар (18.12) I нинг нормал тенгламаси булса, у  ^олда:
|u/l =  cosa , (jß  =  sincc, i\ C = i— p. (18.13).

(18.13) дан нормаловчи купайтувчи /л ушбу

■ -   ̂ i и' i

формула буйича топилиши келиб чик,ади, бунда (18.14) нинг унг 
томонидаги ишора С нинг ишорасига тескари ^илиб танланади.

т =  Ai +  Bj вектор I турри чизш^а нормаль булса, у  ^олда

п =  цт

тенгликдан (18.12) тенгламанинг коэффидиентларини нормалловчи 
купайтувчи ц га купайтириш I нинг шундай тенгламасига олиб ке- 
ладики, унинг коэффициентлари тула аникланган, чунончи I турри
чизивда п ташки бирлик нормалнинг компонентларидан иборат.

18.4. Нуктадан тугри чизикдача булган масофа. М0 ихтиёрий ну^- 
та ва I текисликдаги бирор турри чизик, булсин. М 0 нуктадан I 
турри чизиадача булган масофа учун формула чикарамиз. Текислик- 
да бирор х, у  Декарт координаталар системаси тайинланган булсин,



59- раем. 60-раем.

ó y  системада М „ нукта (х0,' у0) координаталарга, /  тутри чизи^ эса 
Ах  4  By +  С =  0 тенгламага эга булсин.

М 0 нуцта ва / турри чизикнинг координаталар системасига нис- 
батан мумкин булган уч хил жойлашишини бир-биридан фар^ и;и-
л а м и з : _________

а) I тугри чизиц координаталар бошидан утади. Бу \олда /
тутри чизи^ Ах 4  By — 0 тенгламага эга булади. Агар d М 0 дан I
гача булган масофа булса, равшанки (59- раем):

d — | |<ЭМ0| cos Z . OM0, n\, 

бунда п =  Ai 4" Bj вектор l тугри чизи^ка нормаль. Бундан

^ _  1 10-41 • I п | c o s Z  ОМ0, п 1 _  1 (ОМ0, п) | _  1 Ах0 +  В у0 | ^  g  j ^

|я| I я | V  А* +  В*

| б) I тугри чизик; О координаталар бошидан утмайди ва О ну^та

i билан М„ ну^та I тугри чизикнинг турли томонида ётади. п вектор
i I га ташци бирлик нормаль булсин ва M(xv у,) нуцта М 0 нуцта- 
I нинг I тугри чкзикдаги проекцияси булсин (60- раем). У  ^олда:

d =  РгпОМ0 — РгпОМг =  (ОМ0, п) —  (ОМ,, п). (18.16)

Ушбу

ОМ о =  x0i 4  yój,

OMi =  x¡i 4  yij ,  (18.17)

n — (eos a)i 4 (sin a) i

тенгликлар уринли булгани учун (18.17) ва (18.18) муносабатлардан 
ушбуга эга буламиз:

d =  х о co sa  4- Уо sin а —  (.x^cos a  4  í/isina). (18.18)



М х 6 I булгани учун М г нинг косрдинаталари / нинг нормал тенг- 
ламасини каноатлантиради: XjCos. а  +  lé s in a —  р  =  О ва демак,
(18.18) дан ушбуга эга буламиз:

d =  х  cos а  +  i/0sin а  —  р.
Аммо 18.3- пунктдаги формулалардан ушбуларга эгамиз:

А . в  г.cos а  =  ±  sin а  =  ±  _ , — р  =  ±-ш / л о I по 1/ ла I г»*)' * —— }/ А*+ В 2’ ^ у ^ + Д а ’
Шунинг учун

, _  |Лх0 Sz/0 +  С|
/ ’Л2 - f  В2

в) /  Tÿppn чизи^ О координаталар бошидан утмайди ^амда О 
ва М 0 нукталар L нинг бир томонида ётади. Бу холни rçapaô чи^иш
б) ^олни караб чиеданларимизга ухшайди, натижада

d — р  —  x0cos а  =  ИХ|) +  +  С|,
'  У  А2 + В2

формулага олиб келади.
Шундай килиб, турли холларни караб чикиб,

d =  \Лхо ± Р ^ ± £ 1  (18.19)
У  А2 +  В2

формуланинг уринли эканини исботладик.

19-§. Фазода текислик

19.1. Берилган нуктадан берилган йуналишда утувчи текислик

тенгламаси. Текисликка перпендикуляр бÿлгaн т ф О  векторни Р 
текисликнинг нормали деймиз. Равшанки, текислик нормалининг 
берилиши изланаётган текисликни узига булган параллел текислик- 
лар даетвсини бсрадн. ШуНиыг учун, агар Р  текисликнинг бирор

т нормали ва бирор М  Ç Р нуцтаси маълум бÿлca, Р  текислик фа
зода бир цийматли аникланган б^лади.

Фазода Декарт координаталарй системасини тайинлаймиз, {А, В,

С} т нормалнинг шу координаталар системасидаги компонентлари, 
(х0, у 0, z0) эса Р  текислик А10 ну^тасининг шу системадаги коорди- 
наталари бÿлcин. М (х, у, г) — фазонинг ихтиёрий ну^таси бу'лсин.

М Е Р  бÿлиши учун М0М  вектор т векторга перпендикуляр були-

ши, яъни (М 0М , т) =  0 булиши зарур ва етарли.

М 0М  вектор (х  —  х 0, у  —  у0, г —  г0) компонентларга эга булгани 
учун



”  и  и г а  п а р а л л е л *

+  Сг +  D =  0 текИСЛИК Д а р У ^ г а .  А* +  C z +
«  0 У  л - Ru +  D== 0 текислик 2 л р *

Ш У » ® . t í u . ,  А *  эса у лар 5’К»га "»Р“ “ ' тя ташк„л  этувч»™
Ш у н г з  С Л 0 ^  С) векторнинг и к к и т а  п р о е к ш ^ с и

+  D “ °  *  i „ . ? ' 6v ветор »«™  «.айсн УК Д ®Г„„.,» W - 6 .

luí, эса i/ j- i  таШКИЛ
к и с л ^ _ м  в С) векторнинг иккита проекг№яси

j - b í —- -  - п  /г1 "  '  ’  ’ñv векторнинг каиси 5 ■ \  u v« aaw килнб,

M i l l  « — ■ а -

дейилади. Агар п. вектор х, у, г координаталар ук,лари билан мос

равишда а, ¡3, 7  бурчаклар ташкил ^илса, у  ^олда п =  (cos a) i +

- f  (cosР)Т +  (co s y ) ! булади. Шунинг учун Р текисликнинг тЯПТТа-" 
маси ушбу куринишга эга булади:

x cosa  - f  г/ cos Р +  z co s y  -f- D =  0. (19.8)
Мо(*о> у0, z0) —  координаталар бошининг Р  текисликдаги про-

екцияси булсин. У  ^олда р  =  \ОМ0\ >  0 координаталар бошидан Р

текисликкача булган масофадир. Таищи бирлик нормаль п ни тан-

лаш хисобига п ва ОМ0 векторлар коллинеар ва бир хил йуналган 
булади. Шунинг учун

(п, ОМ0) =  |п| • |O/Vl0| cos 0 =  \0Мй\ =  р. 
Иккинчи томондан,

(19.10)(п, ОМ0) =  х0 cos a  -f- у  о cos р +  z0 cos у.
(19.9) ва (19.10) дан

x0co sa  +  у0 cos р +  z0cosy = р  (19.11)
экани келиб чицади. М 0(х0,у0, z0) булгани учун (19.8) дан ушбу- 
га эгамиз:

х0 cos a  +  у 0 cos р +  z„ cos у  +  D =  0. (19.12)
(19.11) ва (19.12) дан D =  — р  эканини топамиз, демак, Р текис
лик ушбу

х  eos а  +  у  cos р +  z eos у  —  р =  0 (19.13)
тенгламага эга.



и’ бунда i 
танланади.

Тещ гаикнН''л а ‘ «а  те

ж 8„ ^  лейи
оширилади. T v 'ï 'U o ' - . J  ! î “ « l » n e ï  Я '  Тен^ аы асиг д. ' 1 
-  « -  - 

Чи кУадйтувад ^ ^  =  0 тенглал1а ¿Vra"  амалга ■
, м   , "ан беР т .
Рормула бил=„ ^ "  =Ь г т = = - '  IФормула билан

шИШОРагиго ^  ЗИИК.г,

(19.Г4) ва (19.15) формулаларнинг исооти худди 
пунктларда текпсликдаги тутри чизиц учун бажарилганидек амалга 
оширилади. Ш у сабабли исботларни }>^увчига фойдали маш^ сифа- 
тида ^авола ^иламиз.

19.5. Икки текислик орасидаги бурчак. Х,ар ^айси текисликнинг 
^арама-^арши йуналган нормаллари мавжуд булгани учун берилган 
икки Pi ва Р2 текисликнинг нормаллари орасидаги бурчак бир 
^ийматли аникланмайди; бу бурчак ё <р га, ёки я — ф га тенг 6ÿ-

лиши мумкин (61-расм). Шуни таъ- 
. П кидлаш му^имки, иккала <р на

л —  ф сон хам 0 дан я  гача оралиада 
ётади. ф ва я —  ф бурчаклардан 
энг KU4U2UHU Р г ва Р2 текисликлар 

'  орасидаги ф бурчак деймиз. Шу-
нинг учун, агар т1 ва т2 —  мос 
равишда Р х ва Р2 текисликларнинг 
нормаллари булса, у холда:

cos ф
6 Ь  раем.

Агар Р х ва Р2 текисликлар

'  1 ->1 í "*"l
K l  ■’ \mVL

0 ,

(19.16)

А 2х  4 “ 4~ 4 "  0 2 =  О

тенгламалар билан берилган булса, у ^олда:

COS ф  =  _________ И И а  +  ByBj -\- СгС2|__________

Y  A\ +  t f  +  C]- Y  A ¡ +  B ¡ +  C'í



Агар Рх ва И2 текисликлар перпендикуляр булса, у^олда cosij)=0 
?^амда Р, на Р2 нинг перпендикулярлик шарти ушбу куринишнн 
олади:

А &  +  а д  +  С,С2=  0. (19.17)
ц •>

Агар Р1 ва Р2 текисликлар параллел булса, у  ^олда тх =  {Л1,
Bv  С ,} ва /л2 =  {А 2, Въ С2} векторлар коллинеар ва параллеллик 
шарти ушбу куринишни олади:

£ - £ - § •  (1918)
А2, Въ С2 сонлардан бирортаси нолга тенг булган ^олда Av Въ

Сх сонлардан тегишлиси хам нолга тенг булади.

20-§. Фазода тугри чизик,

20.1. Тугри чизи^нинг вектор тенгламаси. I— ихтиёрнй тугри чи-
зик, булсин. Бу тугри чизи^нинг фазодаги ^олати бирор М 0 6 L НУЦ- 

->■
та ва /  да ётувчи s вектор билан тула аницланади.

Фазода координаталар боши О нуцтада булган Декарт коорди- 
наталари системасини тайинлаймиз. М 0 ва М ну^таларнинг радиус век-

торларини мос равишда г„ ва г билан белгилаймиз. (М  ну^та I га

тегишли ихтиёрий ну^та.) У  х о̂лда М0М = г  —  г0 вектор s вектор-
—► —►

га коллинеар булади. Шунинг учун: г —  r0 =  ts, бунда t —  бирор 
^а^и^ий сон.

t ^а^ик,ий сонлар тупламидаги хамма ^ийматларни к,абул ^ил-

ганда М 0М  векторнинг охири булган М  ну^та I тугри чизиадаги 
хамма вазиятларни цабул килади. Демак, I тугри чизи^ узгарувчи

ну^таларининг г радиус-вектори учун ушбу тенгламага эга буламиз:

Г =  Г 0 +  t • S •

буни одатда тугри чизицнинг вектор тенгламаси дейилади.
20.2. Тугри чизик,нинг параметрик ва каноник тенгламалари

I тугри чизиц узининг

r = r 0 +  /s (20 .1)

вектор тенгламаси билан берилган булсин. М0(х0, у0, г0) нуцта

г радиус-векторнинг охири, М(х, у, г) эса I тугри чизиц узгаРУвчи

радиус-векторининг охири булсин (62-расмга царанг). s векторнинг 
х, у, г координата у^ларига проекцияларини мос равишда т, п, р  
билан белгилаймиз. У  ^олда

Го =  Х0 Г  - ь  УоТ +  z0k, « i

7— 2081 97



Агар Р х ва Р2 текисликлар перпендикуляр булса, у^олда созл|з=0 
^амда Рх ва Р2 нинг перпендикулярлик шарти ушбу куринишни 
олади:

АХВ2 +  ВХВ2 +  СХС2=  0. (19.17)
->■*

Агар Рх ва Р2 текисликлар параллел булса, у  ^олда тх =  [А х,
Вх, С ,} ва т2 =  {А г, В2, С2} векторлар коллинеар ва параллеллик 
шарти ушбу куринишни олади:

А2, В2, С2 сонлардан бирортаси нолга тенг булган ^олда Ах, Вх, 
Сх сонлардан тегишлиси з̂ ам нолга тенг булади.

20-§. Фазода тугри чизиц

20.1. Тугри чизикнинг вектор тенгламаси. /— ихтиёрий тугри чи- 
31Щ булсин. Бу тугри чизикнинг фазодаги ^олати бирор М 0 6 /  ну^-

—У
та ва I да ётувчи 5 вектор билан тула ани^ланади.

Фазода координаталар боши О ну^тада булган Декарт коорди- 
наталари системасини тайинлаймиз. М 0 ва М  ну^таларнинг радиус век-

торларини мос равишда г0 ва г билан белгилаймиз, (М  нуцта I га

тегишли ихтиёрий ну^та.) У  з^олда М0М  =  г — г0 вектор s вектор-

га коллинеар булади. Шунинг учун: r —  r0 =  ts, бунда t — бирор 
з^иций сон.

t ^акик,ий сонлар тупламидаги хамма ^ийматларни к,абул цил-

ганда М 0М векторнинг охири булган М  ну^та / тугри чизиадаги 
з^амма вазиятларни ^абул килади. Демак, I тугри чизик, узгарувчи

ну^таларининг г радиус-вектори учун ушбу тенгламага эга буламиз:

г  =  г  0 +  t  ■ S ’

буни одатда тугри чизщнинг вектор тенгламаси дейилади.
20.2. Тугри чизицнинг параметрик ва каноник тенгламалари

I тугри чизик; узининг

r = r 0 +  is (20 .1)

вектор тенгламаси билан берилган булсин. М й(х0, у0, г0) нуцта 
-—►

г радиус-векторнинг охири, М(х, у, г) эса I тугри чизиц узгарувчи

радиус-векторининг охири булсин (62-расмга ^аранг). s векторнинг 
х, у, г координата уцларига проекцияларини мос равишда т, п, р  
билан белгилаймиз. У  ^олда 1  -  ,

г о =  х0Г  - f  у  0J  - f  Zok, tif

7— 2081 97.



о

Шунинг учун (20.1) ни бун- 
дай куринишда ёзиш мум- 
кин:

У

62- раем.
xi +  yj - f  zk =  (x0 +  m t)i+  

+  (Уо +  ttt)j +  (zo +  pt)k.

- 1■

Бундан l турри чизик; узгарувчи нуктасининг координаталари 
учун учта тенгламага эга буламиз:

(20 .2) тенгламаларни турри чизщнинг параметрик тенгламалари 
дейилади. М  ну^танинг / турри чизщдаги вазияти t 6 (—  +  оо)
параметр билан характерланадй. Шунинг учун ^ам (20.2) турри чи- 
зи^нинг параметрик тенгламалари дейилади.

Клинча турри чизицни таркибида параметр ^атнашмаган тенгла- 
малар системаси билан бериш фойдали булади. (2 0 .2) системадан 
параметрни йук,отишни бундай амалга ошириш мумкин. Системанинг 
^ар бир тенгламасидан t ни топамиз:

, Бундан, 5\ар к,андай М(х, у, г) 6 1 ну^та учун

муносабатлар уринли эканини топамиз.
(20.3) тенгламалар системаси mijrpu чизицнинг каноник тенгла

малари дейилади. (20.3) тенгламалар коэффициентларининг геометрик 
маъноси бундай: х 0, у0, z0 — турри чизиц бирор нуктасининг коорди
наталари; т, п, р  —  турри чизиада ётувчи векторнинг координата 
укларидаги проекциялари.

Баъ?и хусусий ^олларни таъкидлаб утамиз.
1. Агар I турри чизик, координата у^гаридан бирига перпенди

куляр булса, у \олда шу I турри чизивда ётувчн нсталган вектор
нинг Оу ^адаги проекцияси нолга тенг. Масалан, erap I т$три чизи^ 
х  лар ^цига перпендикуляр б^лса, т =  0 б^ладн. Бу з^олда /  туррн 
чизицнинг тенгламаси бундай ёзиладн:

х  =  х0 +  mt, у  =  у 0 +  nt, z =  z0 4- pt. (20 .2)

У —  Чь

х  —  х а — 0,



Равшанки, турри чизи^лар орасидаги <р бурчак 0 дан у  гача 
оралицда ётади.

Турри чизи^лар каноник тенгламалари билан берилган бу’лсин;
*  —  * i  _ _  У  —  У\  _ _  г  — г ,  

т1 пг р, ’
х — х г у — у г г — г2

« Г 3

Бу турри чизицлар орасидаги ф бурчак st =  {mv  nlt рх}  ва s2 =* 
—{т2, п2, р 2) векторлар орасидаги бурчакка тенг ёки бу бурчакни 
л га т^лдиради. Шунинг учун:

cosm ] nhm.2 +  ntn2 - f  ptpa 1
К  11 sTl Y m\ + ' ni +  pf Y ml +  nl +  pI

Агар турри чизщлар параллел булса, st ва st векторлар колли- 
неар. Бундан икки тдгри чизщнинг параллеллик ишрти ушбу к^- 
ринишга эга экани келиб чи^ади:

CL» —  H i  —  E i
т 2 п.2 рг'

Сунгра, агар икки турри чизиц перпендикуляр булса, у ^олда 
cos ф =  0 буладн. Шунинг учун икки тугри чизщнинг перпендику- 
лярлик шарти ушбу куринишга эга булади:

Щ Щ  +  « Л  +  Р х Р г  —  О 
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|В, C,| И, 4
k C2\ C2|

муносабатлар текисликларни параллел бу'лишининг зарур ва етарли 
шарти булгани сабабли (2 1 .1) тенгламалар системаси фазода тутри 
чизик,ни ифодалаши учуй тегишли узгарувчи координаталар олди- 
даги коэффициентлар пропорционал бу’лмаслиги керак.

Агар / (21.1) тенгламалар билан бериладиган Tÿppn чизиц бÿл-
са, у ^олда I да ётувчи ^ар цандай вектор Рг нинг нормали щ  =
=  {Alt Blt Cj} векторга ва Р2 нинг нормали т2 =  { Аг, В2, С2} век-
торга перпендикуляр булади. Шунинг учун s — m1x m 2 вектор / 
турри чизивда ётади. Бундан / нинг каноник тенгламалари ушбу 
куринишга эга экани келиб чикади:

* — *о _ У — У о   2 — го /0 1 о\
р т е  { )IЛ2 в2\

Энди I турри чизиц утадиган М0 (х0, у0, z0) ну^танинг коорди- 
наталарини топамиз. (21 .2) тенгламалардаги узгарувчи координата
лар олдидаги коэффициентлар пропорционал эмаслиги туфайли

IАу В,! |Л, Ct| |В, CJ 
¡^2 B2I* |̂ 2 Ç2I ' 1̂ 2 2̂1

детерминантлардан камида биттаси нслдан фарклн. Ани клик учун

деб ^исоблаймиз.
(21 .2) системани ушбу куринишда ёзами :

{ А *  +  У ~  Di CiZ> (21 .3)
\А2х -j- В2у  =  D a —  C2z.

Бунда г ни ихтиёрий z0 сонга тенг деб (масалан, нолга тенг 
деб), (21.3) системадан х 0 ва у 0 ни топамиз. Сонларнинг (x0,y 0 ,z0)
учлиги I да ётувчи М 0 нуцтани ани^лайди. х 0, у0, г0 ни (21 .2) га
цуйиб, I нинг каноник тенгламаларини топамиз.

21.2. Тугри чизик; билан текислик орасидаги бурчак. Турри чи- 
зиц билан текислик орасидаги бурчак деб, турри чизиц билан унинг 
шу текисликдаги проекцияси орасидаги бурчакка айтилади. Бу бур-
чак 0 дан ¡г- гача ораливда ётади. Бизга

[■ х~ хо — У—Уо г~ ?о
т п р

турри чизи^ ва
Р : А х  +  By +  Cz +  D =  0

текислик берилган бу'лсин.
Ф / турри чизик, билан Р  текислик орасидаги бурчак б^^лсин, у

^олда Р  текисликнинг т — { А В,С} нормали билан I да ётувчи s =

lin



=  {т, п, р)  вектор орасидаги бурчак 
2~±Ф га тенг (63- расмга царанг). 
БШф^О булгани учун

БШф == С08^ ±  ф 

\Am-\-Bn-\-Cp\

| (т, в)|
\т\

V  А*+Вг+С*\'г т*-{-пг+р*
■(21.4)

63- раем. Агар I турри чизи^ Р текислик- 
ка параллел булса, у ^олда эшф =  
=  0 , ва демак,

Ат +  Вп +  Ср =  0. (21.5)

Равшанки, Р  текислик ва I турри чизик, учун (21.5) шарт ба- 
жарилса, Р текислик I турри чизиц^а параллел булади. Демак,
(21.5) шарт тдгри чизик, билан текисликнинг параллел бдлиш илар- 
/ш ди /^А гар  I турри чизик; Р текисликка перпендикуляр булса,
т ва в векторлар коллинеар булади. Тескари тасди^ хам турри эка- 
ни равшан. Шунинг учун / тутри чизи^ билан Р текисликнинг 
перпендикуляр бйлиш шарти ушбу куринишга эга:

(21-б>
Таъкидлаб утилганидек, т, п, р сонлардан бири нолга тенг 

булса, у з о̂лда (21.6) даги А, В, С сонлардан тегишлиси ^ам нол- 
та тенг булади.

21.3. Тугри чизик, билан текисликнинг кесишиши. Ушбу

I: *2. — У—Уо го

турри чизи^ билан
Р . Ах  +  Ву -Ь Сг +  О — 0

(21.7)

(21.8)

текисликнинг кееншиш ну^тасини топамиз.
Бу масалани энг осони бундай ечиш керак. I турри чизи^нинг 

тенгламасини пареметрик куринишда ёзамиз:
х — Хд “Ь яй, у =  у0 -{- я/, г — Со р/

ва I билан Р нинг кесишиш нук,тасига турри келадиган I нинг 
цийматини топамиз. Кесишиш ну^тасининг

х* = х 0 +  т /* ,  у* = у 0 +  Ы*, г* =  го +  р1* (21.9)

координаталари (24.8) тенгламани цаноатлантаришисабабли:

А(х0 +  т Р ) +  В(у0 +  п ^ ) +  С(г0 +  <**) +  0  =  0.
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Агар Ат +  В п '+  С рФ 0 (яъни / тугри чизиц Р  текисликка па- 
раллел эмас) булса, у  з^олда:

(2110)
нинг (21.10) дан цийматларинн (21.9) формулага ^уйсак, I би- 

лан Р  нинг кесишиш нуцтасининг х*, у *, г* координаталарини 
топамиз.

И ! б о б .  ИККИНЧИ ТАРТИ Б Л И  СИ РТЛ АР

22- §. Иккинчи тартибли сирт тушунчаси. Цилиндрик сиртлар ва
айланиш сиртлари

2 2 .1 . Иккинчи тартибли сиртлар. Фазонинг бирор Декарт ко- 
ординаталари сист ешсида А, В, С, О, Е, Р  коэффициентлардан 
а^алли биттаси нолдан фарцли булган
Ахг +  Ву2 +  Сг2 +  О ху  +  Еуг +  Рхг +  К х +  1 у  +  М г +  N = 0  (22.1)

тенглама билан бериладиган нщталар туплами иккинчи тартибли 
сирт дейилади.

Бу боб да асосий эътибор иккинчи тартибли айнлмаган сиртлар: 
конуслар, цилиндрлар, эллипсоидлар, гиперболоидлар ва параболоид- 
ларга царатилади. Иккинчи тартибли сиртлар жумласига бир 
^атор энг содда геометрик образлар: буш туплам, нук;та, текислик, 
иккита параллел ёки кесишувчи текисликлар ^ам киради. Бун- 
дай сиртлар айниган сиртлар дейилади (куйида бундай сиртларни 
^арамаймиз).

Ю^орида санаб утилган сиртлар билан иккинчи тартибли сирт- 
ларнинг ^аммаси тугайди. Буни исботлаш мумкин.

22.2. Цилиндрик сиртлар. к —  фазодаги бирор чизик булсин. Ь 
нинг ^амма нуцталаридан берилган / тугри чизивда параллел тугри 
чизи^лар утказамиз (64- раем). Бу параллел тугри чизицларнинг 
бирлашмасидан иборат туплам цилиндрик сирт дейилади. Ь чизик; 
цилиндрик сиртнинг йуналтирувчиси дейилади, / т^ ри  чизикк,а 
параллел тугри чизицлар цилиндрик сиртнинг ясавчилари дейилади. 
Бундан кейин бирор Декарт координаталари системаси тайинланган 
деб хисоблаймиз.

Ясовчилари г лар уцига параллел, йуналтирувчиси к  эса хОу 
текисликда ётган 5  цилиндрик сиртни караймиз (65- раем).

Равшанки, йуналтирувчи к

| 0 , (2 2 .2)

тенгламалар системаси билан берилади.
Энди сиртнинг тенгламаси ?(я,у) ■> 0  дан иборат эканиви г.с- 

ботлаймиз. Х,а^ик,атан, М(л,у,2) иуцта 5  е*ртимиг вятиёрнй иу^тася  
булсин. У  з^олда М  иу^танинг хОу таккеликдаги про*кцпя«и бул-

1(33
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64- раем. 65- раем.

миш М ' ну^та х, у, 0 координаталарга эга булади ва L йуналти- 
рувчида ётади. Ш у сабабли, М  ну^танинг координаталари F ( x , y )  =  
= 0  тенгламани каноатлантиради. Сунгра, агар N(x', у', z ' ) £  S  бул- 
са, у х;олда бу ну^танинг текисликдаги N'(x', у' ,  0) проекцияси L 
га тегишли булмайди, ва деыак, F(x' , у ’ )Ф 0.

Шунга ухшаш, ясовчилари х  лар у^ига ёки у  лар ук,ига парал- 
лел булган цилиндрик сиртлар мос равишда G(y,z) =  0 ёки H {x ,z )=  
= 0  тенгламалар билан берилиши анн^ланади.

Охирида ясовчилари z лар у^ига параллел булган энг му^им 
цилиндрик сиртларни кайд ^илиб утамиз:

а) х г +  У2 =  а2 —  турри доиравий цилиндр,
б) ^2+  ¿2 — 1 —  эллиптик цилиндр,

в) ¿2 “ ■ 1 —  гиперболик цилиндр,

г) у2 =  2рх  —  параболик цилиндр.
Кайд ^илинган сиртлар 6 6 - раемда тасвирланган.
22 .3 . Айланиш сиртлари. Бирор текис L чизицнинг I у к, атро- 

фида айланишидан ^осил булган ну^талар туплами айланиш сир- 
ти дейилади f  чизик айланиш сиртининг меридианы,!у^эсаунннг  
айланиш ij^u дейилади.

Шуни таъкидлаб утамизки, меридианнинг айланиш у^и атрофи- 
да айланишида унинг хар бир ну^таси айлана чизади.

Куйида айланиш у^лари координата уцлари билан устма-уст 
тушадиган айланиш сиртларининг тенгламалари ^аралади.

Ишни айланиш уци z лар уцидан иборат булган, Ь меридиан эса 
Оуг текисликда ётиб,

тенглама билан берилган ^олни царашдан бошлаймиз. S— L нинг 
г лар уци атрофида айланишидан ^осил булган сирт ва 1Л(х, у, z) 6 S 
булсин. М  ну^та орцали z лар у^ига перпендикуляр ^илиб ' утка- 
зилган Q текислик S  сиртни маркази г  лар у^ида ётувчи Qt ну^-

(22.3)
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в)
66- раем.

тада булган К  айлана буйича кесади. Шуни ^айд ^илиб утамизки, 
К  айлананинг барча ну^таларининг аппликаталарн ва Ог ну^танинг 
аппликатаси М ну^танинг аппликатаси булган г сонга тенг.

К  ва Ь чизи^ларни кесишиш ну^тасини Р  билан белгилаймиз 
(6 7 -раем). Р нуг^та (0, у и г) координаталарга, Ох нук;та эса (0 ,0 , г) 
координаталарга эга. К айлананинг г радиуси 0 ,Р  ва ОхМ кесма- 
ларнинг узунликларига тенг. ГНунинг учун____________________

г =  \01Р\ =  ¡̂ |.

РхЩ  =  V —  О)2 +  { у -  0)2+ ( г - г )2 =  1/ х* +  у\
Бундан

Ы  =  V  X2 +■ у2
еки

Ух =  ± У  X '2 + у 2 

Р (0 ,уиг) нук,та Ь меридианда ётгани 
учун Р{у1,г) =  0. Бундан

Р ( ± / л :2 + г /2, 2) =  0 . (22.4)

Шундай ^илиб, айланиш сирти 5  га 
тегишли ихтиёрий М ну^танинг коорди- 
наталари (22.4) тенгламани цаноатланти- 
ради.

Цилиндрик сирт учун исботлангани- 
дек (22.2 пунктга каранг), 5  да ётмайди- 
ган нуцталар (22.4) тенгламани ^аноат- 
лантирмаслигини исботлаш мумкин. Ш ун
дай цилиб, (22.4) тенглама меридианла- 
ридан бири Оуг текисликда ётиб, (22.3) 
тенгламалар билан аницланувчи, айла
ниш ук,и эса 2 лар увидан иборат булган 
5  айланиш сиртини аницлайди.

Шунга ухшаш, агаршу меридианнинг
105
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узин и у  лар уци атрофида айлантирилса, ^осил булган айланиш 
сирти

тенгламалар билан берилган булса, у з^олда I  ни х  лар уки ёки 
у  лар у^и атрофида айлантиришдан хосил булган айланиш сирти- 
нинг тенгламаси мос равишда

Декарт координаталар системасини тегишлича танлаганда 
пгенгламаси

дан иборат булган сирт эллипсоид дейилади, бунда а, Ь, с - м у с -  
бат сонлар.

Эллипсоид з а̂к,ида умумий тасаввурга эта булиш учун а= Ь  бул- 
гандаги хусусий *олни ^араб чи^амиз. Бу з о̂лда (23.1) тенгламани

Р(± у х* +  у \ ¿) — -Др ( ± У х *  +  у* )* +  £  =  , (23.2)

куринишда ёзиш мумкин, бу тенглама каралаётган зфлда эллипсоид

эллипсни г лар у^и атрофида айлантиришда хосил булишини бил- 
диради (6 8 - расмга царанг).

Умумий холда эллипсоиднинг (23.1) формасини текшириш цулай, 
бунда уни координаталар текисликлари ва координаталар текислик- 
ларига параллел текисликлар билан кесиш керак.

1.' Эллипсоиднинг 2 =  0 текислик билан кесишиш чизиги ушбу 
тенгламалар системаси билан берилади:

Р(У, ± У х3 +  г2 ) =  0 
тенгламага эга булади.

Агар Ь меридиан ху  текисликда ётса ва
(Ф(х,у)  = 0 ,

— I -  2 = 0

(22.5)

' Ф (Х,±У у* -|- 22 = 0 (22.6)
еки

Ф ( ± У х *  +  г\ «/) =  0 (22.7)
куринишда булади.

23-§. Эллипсоид

(23.1)



68- раем. 69- раем.

еки

Бу чизи^ ярим у^лари а ва Ь дан иборат булиб, х у  ва хг те- 
кисликларига симметрия булган АВА1В1 эллипедир (09- раем).

2. (23.1) эллипсоиднинг у =  О текислик билан кесими

ярим у^лари а ва с булиб, ху  ва уг  текксликларига нисбатан сим- 
метрик булган АСАхСх эллипедир.

3. (23.1) эллипсоиднинг % = 0  текислик билан кесими

ярим у^лари Ь ва с дан иборат, ху  ва хг текисликларига нисбатан 
симметрии булган ВСВ1С1 эллипедир.

4. Эллипсоиднинг ху текислигига параллел текиеликлар билан 
кесимларини ^араймиз. Бундай текиеликлар г =  И куринишдаги 
тенгламага эга, ва, демак, бизни ^изи^тираётган кесимлар ушбу 
тенгламалар билан бернлади: _

(23.3)
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V . ** 1 / 1  Р"
ай =  а "  1 —  ^2 ,Ьь = Ь У  1 —  72 ва маркази г лар у^идаги (О, О, К) 

нуцтада булган

' - - г \ к  +  , У\г, =  1, (23.4)

г = к

эллипс хосил булади (69- раем). Щ с дан канчали нам фарк; ^илса, 
эллипснинг ярим у^лари шунча кичик булади. |/г|= 0  да эллипсоиднинг 
кесимлари (0,0, с) ва (0,0,— с) нуцталардан иборат. \Щ > с  да (23.4)

. ц „ А'2 у2 у  2
тенгламалар буш тупламни ани^лаиди, чунки 1 —  <  0 , ^  + р -  >

]> 0 . Демак, г =  с ва г =  — с текисликларнинг параллел кавати- 
дан таш^арида эллипсоиднинг нуцталари йу^.

Эллипсоиднинг ху  ва уг  координата текисликларига параллел 
текисликлар билан кесимлари у — Н, ва х — /г2 |/г1| < £» ва \Н2\<а  да 
мое равишда эллипеларни ифодалашини юкоридагига ухшаш исбот- 
лаш мумкин.

Сунгра, |А1| =  Ь ва |Ла| =  а да бу кесимлар мос равишда В  
(0, £>, 0), В1(0,— Ь, 0); А(а, 0,0) ва А,(—  а, 0, 0) ну^талардан ибо
рат булади.

Агар |/гх|>Ь ва |/г2|>а булса, у ^олда у =  Н1, х = Н 2 текислик
лар эллипсоид билан умумий нуктага эга булмайди. Шундай ци- 
либ, эллипсоид

—  а < л -< а , — Ь < у < Ь , — с < г < с

параллелепипед ич тда ётади, яъни эллипсоид фазода чегараланган 
туплам булади. а, Ь, с мицдорларни эллипсоиднинг ярим ук,лари 
дейилади. Агар а, Ь, с лар жуфт-жуфти билан тенг булмаса, у 
холда эллипсоид уч у к; л и эллипсоид дейилади. Агар ярим у^лар- 
нинг цандайдир иккитаси тенг булса, у ^олда биз юкорида курга- 
нимиздек, эллипсоид учинчи у^ атрофида айлантиришдан зфеил бул
ган айланиш сирти булади. Ни^оят, агар а=Ь=--с булса, эллипсоид

х2+ у 2+ г 2 ~  а2

сферадан иборат булади.

24- §. Гиперболоидлар

^2 —  =  1 гиперболани г лар у^и ёки х  лар уци атрофида

мос равишда айлантириш билан бу сиртлар ^а^ида аёний тасаввур 
олиш мумкин. Биринчи ^олда сирт

Агар |й|<с булса, у  з^олдаЛ — ^  >  0 булиб, кесимда ярим уклари



тенгламага эга булади. Бу бир паллали 
гиперболоид дейилади (70- раем). Иккинчи 
з^олда енрт

хг   у *  г2 _  .
¿г ^  —

тенгламага эга булади. Бу сирт икки 
паллали гиперболоид дейилади (7 1 -раем). 
Сиртнинг бундай аталишига унинг пал- 
лаларининг (кисмларининг) сони сабаб- 
чидир.

24.1. Бир паллали гиперболоид. Те-
гишлича танланган Декарт координата- 
лари системасида.

х2 , о2 г2 .
Б2 +  й2 “ Т2 = (24.1) 70- раем.

71- раем.

тенгламага эга булган сирт бир паллали гиперболоид дейилади, 
бунда а, Ъ, с— мусбат сонлар. (24.1) гиперболоиднинг шаклини тек- 
шириш учун унинг текисликлар билан кесимларини ^араймиз.

1 . ху  теккслик билан кесим
(у2 »/2
!а* б2 - ’ (24.2)[ 2 = 0

ёки

Й + Й " 1’ (24-3>
( 2 = 0

тенгламал'ар системаси билан берилади з̂ амда ярим уцлари а ва Ь 
дан иборат эллипсни кфолалайди (7 2 -раем).
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А

2. ху  текисликка параллел
текисликлар биЛан кесим

(24.4)
тенгламалар системаси билан бе-
рилади.

(24.4) чизщярнм уцлариал =

еки

с-
2 =  Н

72- раем. симметрия марказн г лар у^идаги 
(О, 0, к) нуктада булган эллипс-

дан иборат; эллипснинг учлари х ва у  координаталар укларига па- 
раллел (72- раем). 'Н\ нинг чексиз катталашиши билан бу эллипснинг 
ан ва ярим учлари ^ам чексиз катталашади. И — 0  кесимда энг 
кичик ярим у к; л и эллипс хосил булади.

3. хг тсхислик билан кесим

гипербола булиб, бу гиперболанинг хакикий у^и х  лар у^ида, мав- 
^ум у^и эса г лар у^ида ётади. Гиперболанинг учлари х лар уци- 
даги (а, 0, 0) ва (— а, 0, 0) нуцталарда булиб, (24.2) нинг х лар 
^идаги учлари билан устма-уст тушади.

4. уг  текислик билан кесим

гипербола булиб, унинг ^а^иций у^и у  лар у^и билан, мав^ум у^и 
эса г лар у^и билан устма-уст тушади. Гиперболанинг учлари у  
лар уцидаги (0, Ь, 0) ва (0 ,— Ь, 0) ну^таларда ётиб, (24.2) эллипс
нинг у  лар у^идаги учлари билан устма-уст тушади (72- раем).

Бир паллали гиперболоиднинг тенгламасидан унинг симметрия 
маркази координаталар бошида ва координата текислииларнинг х;ар 
бири унинг симметрия текиеликлари эканлиги кедиб чи^ади. Сунгра, 
ю^орида куриб чик^анларймиздан, бу гиперболоид г лар ук,и буй- 
лаб бу у^ни кесмаган ^олда чексиз чузилиб кетиши келиб чи^ади.

(24.5)

(24.6)
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I Бир паллали гиперболоид ^исмларга булинмайдиган сиртдан ибо-
[ д- 2 п 2  ¿2

! ратдир. Шуни ^айд цилиб утамизки, —  ¿ г + £ г = 1  ва—
1 г/2 г2

+  §г +  ¿г — 1 тенгламалар ^ам бир паллали гиперболоидларни ифо- 
далайди.

24.2. Икки паллали гиперболоид. Тегииии Декарт координата-
лар системашда

<2 4 -7>

тенгламага эга булган сирт икки паллали гиперболоид дейилади, 
бунда а, Ь, с— мусбат сонлар.

Бу сиртнинг турли текисликлар билан кесимларини цараймиз.
1 . уг  текислик билан кесим

_  1
ь2 с2 “  ’

*  =  0 л

тенгламалар системаси билан берилади. Тенгламаларнинг бу систе- 
| маси-е^нмга эга эмас, шунинг учун yz текислик (24.7) сирт билан

кесишмайди.
2 . yz текисликка параллел текисликлар билан кесимлар

5 - 1 ,  (24.8)

{ x —h

тенгламалар системаси билан берилади.
|/г|<а да бу система ечимга эга эмас. Демак, — a < h < a  да 

x — h текислик (24.7) гиперболоид билан кесишмайди. Бош^ача 
айгганда х =  —  h ва х =  h параллел текисликларнинг кавати ора- 
сида (24.7) гиперболоиднинг ну^таларн йук.

\h\ — а да (24.8) системадан кесимлар А(а, 0, 0) ва ЛД— а, 0 ,0 )  
нукталардан иборат экани келиб чицади.

U2
Агар |h|>a булса, у ^олда ^ —  1 > 0  ва (24.7) гиперболоид

нинг x — h текисликлар билан кесимида ярим уцлари

» . - » v i p r  ct . c Y ^ r
дан иборат, марказлари эса х лар уцидаги (h, 0 , 0 ) нукталардан 
иборат

'  т / г - т + т з Ч “ 1 (24'9)*■(?-') ‘■(¡И
z — h

эллипслар зфсил булади. Бу эллипслар ху ва xz текисликларга 
нисбатан симметрик. \h\ нинг чексиз усиши билан bh ва ch ярим у^лар 
хам чгксиз усади.
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3. ху  текислик билан кесим

2 = 0
(24.10)

тенгламалар системаси билан берилиб, ^акиь;ий у^и х  лар у^ида 
ётувчи, учлари А (а, 0, 0) ва Аг(— а, 0, 0) нуцталарда булган ги- 
перболани ифодалайди.

4. хг текислик билан кесим

паллали гиперболоиднинг умумий куриниши 73- расмда тасвир- 
ланган.

(24. 7) тенгламадан барча координата текисликлари икки пал
лали гиперболоиднинг симметрия текисликлари эканлиги келиб чи- 
цади.

Шуни таъкидлаймизки, — ^  +  р — ^ - - 1  ва -  *а ^а + ^ - = 1  

тенгламалар з̂ ам икки паллали гипербол'оидларни аницлайди. .

25.1. Эллиптик параболоид. Тегишлича танланган Декарт ко- 
ординаталар системасида

тенгламага эга булган сирт эллиптик параболоид дейилади, бунда 
Р > 0, <7>0.

Агар р =  <7 булса, у з$олда эллиптик параболоид

(хг =  2  рг,
Ь/ =  о

(24.11)

г
тенгламалар системаси билан 
берилиб, ^а^иций уци х лар 
у^ида, учлари эса А (а, 0, 0) 
ва Д ( — а, 0 , 0 ) ну^таларда 
ётувчи гиперболани тасвир- 
лайди.

73- раем.

Юь;орида утказилган тек- 
ширишлардан шу нарса келиб 
чи^адики, икки паллали гипер
болоид— а <  х  < а  полоеадан 
хар хил томонда ётувчи ало- 
з̂ ида икки ¡^иемдан иборат. Бу 
кисмларнинг з̂ ар бири х лар 
уки буйлаб чексиз чузилувчи 
паллаларни чеклайди. Икки

25- §. Параболоидлар

(25.1)
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74- раем. 7 5 - раем.

параболанинг г лар ук,и атрофида айланишидан ^осил булган 
айланиш сирти булади (74- раем).

р Ф д  булган умумий х;олда эллиптик параболоид айланиш сирти 
булмайди: унинг г лар у^ига перпендикуляр текисликлар билан ке- 
симляри энди айланалар эмас, балки эллипелар булади.

Х,а^щатан, эллиптик параболоиднинг ху  текислигига параллел 
текисликлар билан кесимлари

+  у-  =  2г. (25.2)
Р  9 

г — к

тенгламалар системаси билан берилади.
Агар / г < 0  булса, бу система ечимга эга булмайди, чунки

— 0 . Шунинг учун ху  «текислик остида» эллиптик парабо

лоиднинг ну^талари йу^. х =  0 да (22.5) система бирдан бир (0, 0,
0 ) ечимга эга, яъни эллиптик параболоид ху  текислик билан ягона
умумий нук;тага эга, бу ну^та координаталар бошидир.  _

Ни^оят, А > 0  да (22.5) система ярим уцлари а* — У 2 р к  > 
ЬН= У  (7 5 -раем) ва хг ва уг  координата текисликларига нис- 
батан симметрик булган

2 ph 4 -  — —  =  1^  2qh
(25.3)

z —h

эллипсни аншушйди. Н нинг усиши билан (22.3) эллипснинг ярим 
у^лари >̂ ам усади ва

lim aft=lim  bh= - f  со.
h > t~ 00 ► -|-oo

Эллиптик параболоиднинг xz ва yz координата текисликлари би
лан кесимлари мое равишда

Ч Г = " о 2 р г и ' Ч ? ’ “ о2 ,г  < 2 5 - 4 )
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тенгламалар системалари билан бериладиган ¿ 0 ва К 0 параболалар- 
ни беради (75- расмга к,аранг).

Энди эллиптик параболоиднинг у  лар укига перпендикуляр те* 
кисликлар онласи билан кесимларини караймкз:

Бун дан кесим хг текислигига параллел кучирилган Ь0:

параболани нфодалаши, бунда ¿ 0 нинг учи Ко параболадаги (О, Н, 
И2

— ) ну^тадан иборат экани к '̂ринади ((25.4) га царанг).

Шундай цилиб, эллиптик параболоидни £„ парабола хг текисли
гига параллел равишда ^аракат ^илганда босиб утган ну^талар туп- 
лами деб к,араш мумкин, бунда ¿ 0 нинг учи Ко парабола буйлаб 
сурилади.

Охирида шуни кайд циламизки, эллиптик параболоид узаро пер
пендикуляр иккита симметрия текисликлари хг ва уг  ларга эга. Бу 
текисликларнинг кесишиш чизиги —  гларуки— эллиптик параболоид
нинг симметрия укидир. 0 (0 , 0 , 0 ) нук,та унинг учи, г  лар уки 
эса унинг у^и дейилади. Агар эллиптик параболоиднинг уци у  лар 
у^и ёки г лар ут̂ и билан устма-уст тушса, у ^олда эллиптик пара
болоид мос равишда

тенгламага эга булади.
25.2. Гиперболик параболоид. Тегишлича танланган Декарт 

координаталар системасида тенгламаси

— Р И-  ,

дан иборат булган сирт гиперболик параболоид дейилади, бунда 
р ва д —  мусбат сонлар.

параболадан иборат (76- расмга ^аранг). Шуни ^айд г^иламизки, ¿ 0 
ва Ко параболаларнинг тармо^лари г лар у^и буйлаб турли томэн- 
га йуналган.

Энди гиперболик параболоиднинг х лар ук,ига перпендикуляр 
текисликлар билан кесимлари оиласи К 1г ни текширамиз:

¿-л Р
\у =  Ь.

(25.5)7

Р Я Р П

(25.6)

(25.7)
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76- раем.

(25.7) тенгламалар системасидан бундай хулосага келамиз: /С* 
кеемм Ко параболадан шундай параллел кучириш натижасида ^о-

сил буладики, бунда 1 0 параболанинг (А, 0, — ) иуцтаси К н нинг_
р

учи булади. Шундай ^илиб, гиперболик параболоид Ко парабола уг  
текислигига параллел текислик буйлаб ^аракат цилгаида босиб ут- 
ган ну^талар тупламидир, бунда К о  нинг учи Ь0 буйлаб ^аракат 
цилади (7 7 -раем). Умуман гиперболик параболоид чегараланмаган 
эгар шаклидаги сиртдан иборат.

Шуни кайд киламизки, гиперболик параболоид хг, у г  симметрия 
текисликларига эга ва ху  текисликни иккита кесишувчи

h ’> \V Р V  q 
2 = 0

= = • = о, —  + - Л —  =  0
и ^ у Г -р  V 7  

2 = 0

тугри чизиклар буйича кесиб утади.

2 6 -§ . Иккинчи тартибли конус

Фазода к чизиц ва бирор О £ к ну^та тайинланган булсин. Долг 
ма мумкин булган О Х , x  \ k  myFpu чизицларда ётувчи нуцталар 
туплами учи О ну tornad а ва йуналтирувчиси к булган К  конус 
дейилади. Бош^ача айтганда:

ЛГ =  U О Х .

1 - т е о р е м  а. Тегишли Декарт координаталар систенасида

(26.1)
аг Ь* са
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тенгламага эга булган К, сирт учи 0 (0 , 0, 0) нуцтада ва йунал- 
¡ -  +  у-  =  1

тирувчиси L ú a 2 ¿ 2 ’ эллипсдан иборат булган конусни ифода-
( г = с

лайда.
И с б о т .  Энг олдин шуни к,айд циламизки, (26.1) тенгламадан 

К  сиртнинг симметрия маркази 0 (0 , 0 , 0 ) ну^тада ва бу ну^та К  
конусга тегишли зкани келиб чи^ади.

Сунгра, К  нинг z =  с текислик билан кесими

-  +  =  1 ,а2 й2
2 =  С

тенгламалар системаси билан берилади, яъни теорема шартида ай- 
тилган эллипсни ифодалайди.

Энди I чизиц О (0, 0, 0,) нуцта ва L эллипснинг ихтиёрий 
М (х *, у*, с) ну^тасидан утувчи тугри чизи^ булсин. Бу ^олда I 
нинг параметрик тенгламалари ушбу куринищда булади:

х  =  x*t\ у  =  у*(\ z =  d\ 1 6 (—  оо, +  о о ) .  (26.2)

(26.2) тенгламада тугри чизи^нинг йуналтирувчи вектори сифати-

да 01И — {х*, у*, с} вектор олинган. Ихтиёрий / £ ( —  с о ,  +  о о )  да
ушбуга эга буламиз:

X2 I/2 72 » /А '*2 и*2 \

? + ^ - ? - ' гЬ + 1т - Н - ' • < 1 - 1) - о -

Шундай килиб, I тутри чизиц бутунича К  сиртда ётади ва демак,

К=>[)1м  (26.3)

булиши керак, бунда 1м —  чизиц О нуцтадан ва L эллипснинг их
тиёрий ну^тасидан утувчи тугри чизик.

Энди М  (х, у, г) —  К  сиртнинг О (0 , 0, 0) нуцтасидан фарцли 

ну^таси булсин. У зфлда z ФО. М [ с—, с—, с i ну^тани цараймиз.
Z Z '

М  ну^та г =  с текисликда ётади, унинг координаталари учун
г

а а Г  ¿2 с 2
г*

муносабат бажарилгани сабабли бу ну^та К  сиртга х;ам тегишли- 
дир. Шунинг учун М  ну^та Ь эллипснинг ну^тасидир. М  ну^та- 
нинг координаталари учун



муносабатлар бажарилгани сабабли (26.2) дан М  ну^та 1М га те- 
гишли экани келиб чи^ади. Шундай килиб, Кс:\}1м- (26 .3 ) билан

тенгликка олиб келади.
Шундай ^илиб, К  учи 0  ну^тада, йуналтирувчиси Ь эллипс

булган конусдир. Теорема исботланди.
1-теоремада ^аралган К  конус иккинчи тартибли конус дейила-

ди. (26.1) тенгламадан учала координаталар текислиги бу конуснинг
симметрия текисликлари булиши келиб чи^ади. Агар а =  Ь булса,
у з̂ олда К  конус айланиш у^и г  лар уцидан иборат булган тугри
доиравий конусга айланади.

Ь |<2 0
у  =  ±  — асимптоталар--------- — =  1 гипербола учун ^андаи

а а2 Ь2
X2 Ч2 2̂  1роль уйнаган булса, К  конус бир паллали —  +  ^    =  1 гипер

болоид учун шундай роль уйнайди. Шунинг учун бу кснусни 

х-— Ь  ------- — =  1 гиперболоид учун асимптотик конус дейилади.
Я2 ¿?2 С2

Шунга ухшаш.

тенгламалар учлари координаталар бошида ва йуналтирувчилари

эллипслардан иборат конусларни ифодалайди.

2 7 -§ . Иккинчи тартибли сиртларнинг тугри чизи^ли ясовчилари

5  — иккинчи тартибли сирт булсин. Агар булса, /  тугри
чизиц 5  нинг тугри чизщли ясовчиси дейилади. Равшанки, иккинчи 
тартибли цилиндрлар ва конуслар тугри чизик,ли ясовчиларга эга. 
Маълум булишича, бу сиртлардан ташцари бир паллали гиперболоид 
ва гиперболик параболоид з̂ ам тугри чизицли ясовчиларга эга экан.

Х ак^атан,

тенгламалар билан бериладиган з̂ ар цандай 1\ тугри чизиц з̂ ар цан- 
дай К да бутунича

М£1-
биргаликда бу

К  =  и 1м

(27.1)

(27 .2 )
р я
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гиперболик параболоидда ётади, ч^нки (27.1) тенгламанн каноатлан- 
тирувчи з̂ ар бир (хи, у0, г0) нуцта (27.1) тенгламаларнинг чап ва 
унг цисмларини хадлаб купайтиришдан з̂ осил буладиган (27.2) тенг- 
ламани хам каноатлантиради. Ф  к.2 да

2 Х,
У  р

У „  о а  х  V ВЗ ^ ‘2 — г—- ------
V  я V  р У я

текисликлар параллел булгани учун /*, ва 1\, тугри чизикли ясов
чилар кесишмайди.

Сунгра, агарМ(л:,  у, г) (27 2 ) параболоиднинг ихтиёрий ну^таси 
булса, бундай оламиз:

I ~  ~ ~
Агар х =  у =  г = 0  б^лса, 0 ;

агар - У - ^ Ф  0  ва М  ну^та (0 , 0 , 0 ) дан фар^ли булса, 
У  р У  я

V  Р  У~я

агар - т = +  —=  =  0 ва М  ну^та (0, 0, 0) дан фаркли булса, 
У р У я

2 \ у Р  У  я

(27.2) параболоиднинг 1~ тугри чизикли ясовчиси М  (х , у, г

ну^тадан утишини куриш осон.
Шундай ь^илиб, тугри чизикли ясовчиларнинг 1\ оиласи шундайки,
1) параболоиднинг з̂ ар бир ну^таси ор^али бу оиланинг камида 

битта тугри чизикли ясовчиси утади:
2 ) Я, ф У -1 да Ва и, тугри чизи^лар кесишмайди.
Бундан шундай натижа келиб чицади: (27.2) гиперболоиднинг 

х,ар бир нук;тасидан роса битта 1\ тугри чизикли ясовчи утади ва 
параболоиднинг узи шу тугри чизикли ясовчиларнинг бирлашмаси- 
дан иборат.

к  тугри чизицли ясовчиларнинг цайд цилинган оиласидан таш- 
з<арн (27.2) параболоидда

г = ‘к (27.3)

тенгламалар билан берилган тугри чизикли ясовчилар оиласи 
>1ам мавж.уд булиб, бу ясовчилар оиласи з̂ ам 1к ясовчилар оиласи 
эга булган хоссаларга эга.

Хар цандай икки ва />., тугри чизиц з̂ ар доим кесишишини 
■осонгина куриш мумкин.
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78- раем.

А'2 I цЪ 22 \~  +  Л.---- —  == 1 бир паллали гипер-
а Ь2 с 2

болоидда .хам тугри чизикли ясовчиларнинг
иккита Оиласи раем.

 Д .  =  X | 1 ^ у ( —  -л- 1 -------^

ь-' . *_____£ _ ___ \(   _ _  __________ ___
х ’ о  с \ Ь )' \ а ' с )  \ ^  Ь

мавжуд эканини юцоридагига ухшаш 
курсатилади.

Бир паллали гиперболоиднинг хар 
бир нуктасидан хар бир онланинг роса 
биттадан ясовчиси утади, бир оилага 
тегишли ясовчилар кесишмайди.

К,араб утилган иккинчи тартибли 
сиртлардаги тутрн чизныли ясовчилар- 
дан ташкил топган турлар 78- расм- 
да тасвирланган. Шуни ^айд циламиз- 
ки, бир паллали гиперболоид ва гипер- 
болик параболоидларни уларнинг тугри 
чизикли ясовчилари ёрдамида конст
рукция цилиш техникада куп сондаги 
^улланишларга эга. 79-расмда айтиб 
утилган усул билан ^араб утилган ик- 80- раем.
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кинчи чартибли сиртлар булакларидан ясалган турли системалар 
тасвирланган. Бу системалардан телевизион станциялар ва радиоте- 
лескоплар антенналарини цуришда фойдаланилади.

Техникада кесишмайдиган уклар атрофида айланишни тишли 
узатма усулида узатишдан кенг фойдаланилади. Агар уцлар айцаш 
тутри чизицлардан иборат булса, у х,олда тегишли техник конструк
ция бир паллали гиперболоиднинг иккинчи бир паллали гиперболоид- 
нинг устида айланишига асосланган (8 0 -раем).

Сфера булаги ёки эллиптик параболоид шаклидаги кузгулар ёрур- 
лик ёки бош^а нурлар дастасининг хоссасини кучли узгартириш 
хусусиятига эга. Нурлар дастасининг таъсирини бир ну^тага туплаш 
ёки параллел нурлар олиш шу тарзда амалга оширилади. Бундан 
йуналтирилган радио ва телевизион ало^а яратиш масалаларида ва 
лазер техникасида кенг цулланилади.
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ЧИЗИКЛИ АЛГЕБРА а с о с л а р и

II КИСМ

I V  б о б .  Рп фазо. Матрицалар, детерминантлар, 
чизикли тенгламалар системалари

2 8-§ . №  фазо.

28.1. Асосий тушунчалар ва таърифлар. п та ца^щт  сондан 
тузилган тартибланган системаларни цараймиз. п та сондан тузил- 
ган система тартибланган деганда бу системани тузувчи сонлар но-

мерланган деб тушунамиз. Агар х ушбу аъ а2, ..., сонларнинг тар
тибланган системаси булса,_унинг учун бундай белгилаш киритила- 

->■ ■> и 
ди: х  =  (аг, а2, ..., а„). Барча х  =  (аг, а2) ..., ап) системалар туп-
лами, бунда а, (г =  1 , 2 , ..., п) —  ихтиёрий ^аь;икий сон, фаза

дейилади, х системаларнинг узларини Яп нинг элементлари ёки век- 
торлари дейилади. /?ч фазони купинча п улчовли арифметик фазо 
^ам дейилади. Равшанки, 7? 1 ^ щ щ т  сонлар тупламидир.

0  =  (0 , 0 .........  0 ) векторни фазонинг ноль векторы дейилади»

Агар барча / =  1, 2, 3........ п ларда щ =  Р. булса, фазода х =

= ( а , ,  а 2  а„) ва у  =  (Рь р2  р„) векторлар тенг векторлар
дейилади.

Сунгра I  =  (аг, о.,........ а„), у  =  (РХ, Рг, ..., Р„) лар №  даги их
тиёрий векторлар, X эса ихтиёрий мусбаг сон булсин. /?ч да вектор- 
ларни кушиш ва векторларни сонга купайтириш амалларини бун
дай киритамиз:

х +  у  =  (« 1  +  рь 02 +  р2, ап +  р„), (28.1)

Хх =  (Ха^ ..., Хап). (28.2)

Ихтиёрий х =  (аь  аг, ап) в Яп вектор учун х' =  (— 1)х =
=  (—  а х, — а 2, .... —  а„) шундай векторки, ушбу тенглик уринли
булади:

х +  х ' =  (а ! —  схх, а 2 — а2, .... а„ —  а „ ) = 0

Шунинг учуН х ' векторни х векторга царама-цариш вектор дейи

лади ва —  х  билан белгиланади. х, у  векторларнинг айирмаси
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деб х  +  (— у) векторни айтилади ва х —  у  билан белгиланади. Рав-

шанки, х— у  — (а, —  ръ ая— р„). Таърифлардан векторлар
устида амаллар бажаришнинг цуйидаги хоссалари бевосита келиб 
•чи^ади.

1 . Ихтиёрий х, у, г £ / ? "  лар ва ихтиёрий X, ц щ щ ций сон- 
лар учун:

~ х + У = 7 /+ ~ х ,  (28.3)

~х+  (У + ”г)=* (х + ~ у ) + г ,  (28.4)

X (ц х) — (Хц) х, (28.5)

к ( х + у )  =  Х х+Х у, (28.6)

(А, +  ц) х  =  Хх +  цх, (28.7)

1 • * = " * .  (28.8)

•V "V
2  х, у  £ векторлар %ар кандай бдлганда %ам

~х +  Т = Т + х  = * у  (28.9)

тенгликни ^аноатлантирадиган бирдан-бир г  £ вектор мавжуд,
Равшанки, г — у  —  х.

Ушбу

х  =А,1х1+  Х2х2 +  ... +  Хтхт

вектор х и х2  хт векторларнинг А*, Х2  Хт коэффициентли
чизьщли комбинацияси дейилади. Агар

+  ... Хт х,„ =  0

тенгликдан Х1 =  =  ... — Хт  =  0 экани келиб чи^са, у ^олда хъ х2,

хт векторлар чизицли эркли дейилади. Акс хрлда х и х2, ...,

хт векторлар читали баглщ  дейилади. фазода п та чизицли эрк
ли векторлар системаси мавжуд. Улардан энг соддаси сифатида уш- 
•бу системани курсатиш мумкин:

? - ( 1 ,  0, 0, ..., 0),

£ - ( 0 ,  1. О, 0), (28.10)



\а ц и ^ а т а н ,

0  — Х,?! +  Аге2 +  ... +  Хпел — (А,!, А2, ..., Я„)

тенгликдан =  Х2 =  ... =  А„ =  0 экани келиб чи^ади. К,уйида, 28-§  
да да п -)- 1 та вектордан иборат ^ар цандай система чизикли 
боглик булиши исботланади.

28,2. Метрик тушунчалар. Скаляр купайтма х =  (а,, а 2, . . . ,а г}  
К'1 даги ихтиёрий вектор булсин. У  ^олда

Шундай ^илиб, х,ар кандай Еектср еъ ег, ..., еп чизщли эрк-
ли векторлар системаси буйича ёйилади; бу ёйилманинг коэффициент- 
лари бу векторни ани^ловчи сонлардир. (28.11) ёйилма векторларни 
уч улчовли фазода бирор базис буйича ёйилмасининг табиий умум-

—У ~У~
лашмасидир (I боб, 2 -§  га ь;аранг). Шунинг учун еъ е2, ..., еп чи- 
зицли эркли векторлар системасини Яп да базис деб, а ь а2, •••, ап
СС'Н.'!;-!Г'11!! чо.ч » •- пу  Г я ч г г г я  ш т ' я т м ч  кпмппнеип - ы р::

—V -V
деб цараш табиийдир. Бу бобда биз ел, е2,..., еп базисни /?ч да 
караш билан чегараланамиз; базиснинг чизикли фазодаги аник; 
таърифи ва /?л даги бошка базисларга дойр мисоллар V  бобда бе- 
рилади (/?" —  чизикли фазонинг хусусий мисолидир).

Яп да метрик тушунчалар векторларни скаляр купайтириш ёрда-

ми билан энг осон киритилади. Тартибланган х =  (аь а2, а ,Х
У
У =  (Ръ Ра. •••, Ра) векторлар жуфтининг скаляр купайтмаси деб^

сонга айтамиз. да скаляр купайтманинг бу таърифи табиий ра- 
вишда уч улчовли фазода скаляр купайтмани векторларнинг Декарт 
Координаталар системасидаги компоненталари орцали ифодаловчи 
формулани умумлаштиради (II боб, 14- §  га царанг)-

(28.12) дан скаляр купайтманинг куйидаги хоссалари бевосита 
келиб чи^ади:

*>■ ~У~
1‘ Х,ар цандай х, г /6 /?п учун

а») =  

(28.11)=  а,е, +  а 2е2 +  ... +  апеп.

(28.12)

(х, у) =  (р, х), (28.13)

яъни векторларнинг скаляр купайтмаси симметрикдир.

2. Х,ар щндай х, у , учун

(х +  у , г) =  (х, г )  +  {У, г). (28.14)

(28.15)(х, у  +  Т) =  ( х, #) +  ( * ,  г).
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3. )(ар кандай х, у  6  R'1 ва ихтиёрий X хакикий сон учун

(1-х, ~у) = Х (х , у) =  (х, Ху). (28.16)

¡(28.14— 15) муносабатлар скаляр купайтманинг аддитивлигини,
(28.16) эса унинг бир жинслилигини характерлайди.

4. %ар цандай х £ Rn учун

(х, х ) > 0  (28.17)
—У

гиу билан бирга, агар (х, х ) = 0  бу.гса, у  %олда х — Q. By хосса 
х , х) =  а ? +  а\ +  ... + а „  формуладан келиб чи^ади.

—У
х векторнинг узунлиги деб

\ x \ = V (х, х) (28.18)
сонни айтамиз.

У  ^олда >;ар ^андай x = £ Q  учун |jc j > 0 ,  х =  0  учун эса \х\= 
—  0 . К>уйидагини кайд ^илиб утамиз:

| х | =  Y (х, х ) =  а?-{- « 2  4~ ... -Ь Ял. (28.19)
(28.18— 19) формулалар уч улчовли фазо учун уринли формула- 

ларнинг турридан-турри умумлашмасидир (I боб, 3 - §  га ^аранг).
—У- ->■

Энди нолмас (ноль булмаган) х, у  векторлар орасидаги <р бурчакни

Ф =  arc cos (28. 2 0 )
\х\\у\

формула билан ани^лаймиз. Бу таърифнинг туррилигини ани^лаш 

учун ихтиёрий нолмас х, у  d R n векторлар учун

1(Д ' 4 }1 < 1  (28.21)
\хЦи\

тенгсизликнинг турри эканини курсатиш керак. (28.21) тенгсизлик

(х , # < [ > [ £ >  (28.22)

тенгсизликка эквивалент. Охирги тенгсизликни исботлашга кириша-

миз. Равшанки, х ф ®  ва у ф ®  булгандаги умумий^олгина бизда 
цизи^иш турдиради.

Шундай ^илиб, х ва у  ихтиёрий нолмас векторлар, X эса ихтиё
рий ха^и^ий сон булсин. (28.17) дан:

(х  —  Ху, х  —  Щ  >  0. (28. 23)

Скаляр купайтманинг 1— 3 - хоссаларидан цуйидагига эгамиз: _

( х  —  Ху, х —  Ху) =  (х, х) — X(х, у )— Х ( х, ~у) - И а( у, у) =
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=  (X, х ) -2 к (х , у) + Щ  у, у ) = \ х  I2 - 2 Ц х ,  у) +  X21 у\\ (28.24)

Энди

а =  |#|2> Ь =  (х , у), с =| ~х |2

деб оламиз, у ^олда (28.23) ва (28.24) дан барча Х € ( — + ° ° )
ларда

аХ2 —  2ЬХ +  с >  О

тенгсизлик уринли экани келиб чи^ади, бунда а >  0 , у з^олда, маъ- 
лумки,

Ь2 —  ас <  0.

Шунинг учун

(* , у)2 =  Ь2 <  ас =  | X I2 \у\2,

ана шунинг узи (28.22) тенгсизликнинг уринли эканини исботлайди.

Агар ( х , у) — 0 булса, х  ва у  икки вектор ортогонал вектор-
лар дейилади.__

Равшанки, ©  ноль вектор з̂ ар ^андай х£_Яп векторга ортого- 
нал. еь еъ  ..., еа векторлар учун ушбу муносабат уринли:

(7 =  / агаР 1 булса, 1
ь (агар I ф  0  булса, 0 .

Шундай к;илиб, еъ е2, еп базис жуфт-жуфти билан ортогонал 
булган бирлик векторлардан иборат.

28.3. К̂ исм фазо. Яп да векторлар системаси. Агар Р ч фазонинг 
Р туплами ушбу хоссаларга эга булса, у шу фазонинг щсм фазо- 
си дейилади:

—У —>- ■■ > -У
1 . Х>ар ^андай х , у  6  Р векторлар учун х  +- у  йигинди з̂ ам Р 

га тегишли.
2 . Х,ар кандай х  € Р вектор ва з̂ ар ¡^андай X ^аци^ий сон учун

X х  вектор Р га тегишли.
Бу таърифдан Р п нинг з̂ ар ^андай ^исм фазоси © =  (0, 0 .........

0 ) ноль элементга эга экани келиб чи^ади, чунки х  £ Р  элемент

билан биргаликда 0 • х  =  © вектор з̂ ам Р цисм фазога тегишли-
■ V*

Сунгра Р да з̂ ар цандай х  вектор билан (2-хоссага кура) бу век-

торга карама-^арши —  х  =  (—  1) х  вектор з̂ ам мавжуд, шунинг 
учун 1-хоссага кура Р да унинг иккита вектори билан бирликда 
бу векторларнинг айирмаси» з̂ ам мавжуд.

Р п фазонинг узи ва битта ноль вектордан ташкил топган туп- 
лам Р п фазонинг цнсм фазолаоига энг содда мисол булади, ноль
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вектордан иборат тупламни Я  фазонинг ноль цйсм фазоси дейилади. 
К,исм фазоларга дойр бошка мисолларни келтиришдан олдин вектор- 
лар системасининг чизикли крбири тушунчасини ифодалаймиз.

Я* да векторларнинг ихтиёрий чекли системаси

■̂1? -̂ 2» *•*» ЭСт (28.25)
берилган булсин. (28.25) векторлар системасининг чизикли кобиги 
деб бу системага кирган векторларнинг мумкин булган барча чизщ- 
ли комбинациялари тупламига айтилади. (28.25) векторлар снстеыа-

сининг чизикли ^обигини 1(хъ х2, ..., хт) каби белгилаймиз.
Х,ар цандай (28.25) векторлар чекли системасининг чизикли к,о- 

бири Я'1 да цисм фазодан иборат эканини осонгина куриш мумкин.

Хак^атан, агар^ у =  +  ... +  §тх,п ва г =  +  ... +  Утхт

булса, у ^олда у  +  г =  (рх +  +  ... +  (рт- +  ут) х т ва, демак,

у  г £ 1  (хъ ..., хт). Шунингдек ^ар цандай \ щ щ т  X ва хар кан- 
~ *5" —> •> >-

дай г =  ухг +  ... +  утх т да кг =  >.(у1) х 1 -Ь ... +  ( Хут) хт вектор 5̂ ам
-У- —V

1{х 1, ..., хт) га тегишли булади. Шунинг учун I (хь ..., хт) чизиц-

ли к,оби^ни купинча хъ х2, ..., хт векторлар системаси ^осил к,ил- 
ган к;исм фазо дейишади.

Агар

ЧУ 1> Уг> •••! У$) ^  I (^11 х2, ■-•> хт) (28. 26)
булса,

Уи У2, .... Т г (28. 27)
векторлар системаси (28.25) векторлар системаси ор^али чизикли
ифодаланади деймиз.

Агар у ъ у 2, ..., у 5 Еекторлар системаси (28.25) система оркали
-У- >■

чизикли ифодаланса, гъ  г2, ..., гр векторлар системаси эса у г, у2,

..., у 5 векторлар снстемасн оркали чизикли ифодаланса, у зрлда

г г, г2, ..., гр векторлар ^ам (28.25) векторлар системаси оркали чи- 
зи^ли ифодаланишини куриш осон.

Агар

I (*1, хг Тт) =  ? 2, ..., ¿С) ^28. 28)

булса, векторларнинг иккита хъ  ха, ..., хт  ва у ь у 2, ..., систеца- 
сини эквивалент системалар деймиз. Векторлар системасининг эн- 
виваЛентлиги таърнфидан, агар

* 1. Ч , .... х т (28. 19)
векторлар системаси

Ух, У*  у 1 (28 . 30)
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Еекторлар системасига эквивалент булса, (28.30) векторлар система- 
си эса

(28.31)

векторлар системасига эквивалент булса, у ^олда (28.29) векторлар 
системаси (2Й.31) векторлар системасига эквивалент булиши келиб

чикади. Шуни ь;айд ^нламнзки, агар бирор вектор бирор х г, х 2,

..., хт векторлар системаси оркали чизи^ли ифодаланса, у холда бу 
вектор биринчи системага эквивалент ихтиёрий система оркали чи- 
зи^ли ифодаланади.

1- те  о р е м  а. Я п да векторларнинг иккита системаси берилган 
б  у  лет:

булардан биринчиси чизщли эркли ва иккинчиси оркали чизщли 
ифодаланади. У  %олда т  <  я ва ("28.33) системадан т та вектор- 
ни шундай танлаих мимкинки. би танланган векторларни (28.32) 
система вектор лари билан алмаштирилгандан кейин (28.33) га эк
вивалент система хосил булади.

И с б о т н и  т сон буйича индукция методи билан утказамиз.
т =  0 да теореманинг тасдиги (28.33) система уз-узига эквива

лент эканини билдиради. Аммо бу ю^орида берилган таърифдан бе- 
восита келиб чикади. Теореманинг тасдиги (т — 1) та вектордан 
иборат (28.32) векторлар системаси учун исботланган .булсин. У  
^олда (28.32) системанинг биринчи (т —  1) та векторидан иборат

система чизшуш эркли ва (28.33) система оркали чизи^ли ифодала
нади. Бундан ташк,ари, т — 1 ва (28.33) да ( т —  1) та вектор- 
ни (28.34) система векторлари билан шундай алмаштириш мумкин- 
ки, натижада янги з̂ осил булган система (28.33) системага эквива
лент булади. Векторларнинг бу янги системаси бундай булсин:

хт вектор (28.33) система оркали чизшуш ифодалангани учун 
бу вектор (28.33) системага эквивалент булган (28.35) система би
лан хрм чизик;ли ифодаланади, яъни

(28.32)

(28.33)Ух* Уъ •••* Уз

(28.34)

х 1 , Х2, . . . ,  Хт_ 1, у т , Ут+ъ •••> У $ (28. 35)

Агар

Хт — -+■ +  Хт _ 1хт _ 1 +  РтУт +  И»+1 Уя»+1 +

+  •••• +  РшУг 

т —  1
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тенгсизлик бажарилганда эди, Ит =  Мт-и =  ...=*= ц , =  О булиб,
хт вектор (28.34) система ор^али чизикли ифэдаланган булар эди, 
бу эса (28.32) системанинг векторлари чизикли эркли деган фикр- 
га зид булар эди. Шунинг учун т —  1 <  s, яъни т <  s ва цт, 
цm+i, ..., коэффициентлардан а^алли биттаси нолдан фар^ли. 
Масалан, цт  Ф  О булсин. У  ^олда

У т =—  — ... —  ^ = - ‘ хт_ , +  — хт—  £ а ± ! уп+1 —  ... —
тН Пт Пт Пт-V

яъни вектор
—> -> —> —> —> —>
■̂1» х2> ••• > Ут-{-1> Ут+ъ — , i/j (28.36).

система орцали чизикли ифэдаланади. (28.35) системасининг долган 
грамма векторлари (28.36) системага тегишли булгани учун (28.35) 
ва (28.36) системалар эквивалент булади. Бундан ^амда (28.33) ва
(28.35) системаларнинг эквивалентлигидан (28.33) ва (28.36) система- 
ларнинг эквивалентлиги келиб чи^ади. (28.36) система 1- теореманинг 
шартида баён килинган барча шартларни ^аноатлантиради, шу билан 
бу теореманинг исботи тугайди.

1 - н а т и ж а .  Кар щндай иккита чизщли эркли векторлар сис- 
темаси тенг сондаги векторларга эга.

Бу фикрнинг исботи бундай фактдан келиб чи^ади: 28.3- пункт- 
даги 1 - теоремага кура чизикли эркли система узи чизикли ифода- 
ланадиган бош^а ^ар ^андай системадан купро^ сондаги векторларга 
эга булмайди.

Ушбу

%ii %2> ... 1 хт (28.37)
векторлар системаси берилган булсин. Бу системанинг чизикли эрк
ли векторларидан иборат цисм системага царалаётган бу к̂ исм сис
теманинг чизикли эрклилигини бузмаган ^олда бошлангич система
нинг битта ^ам векторини кушиш мумкин булмаса, бундай г̂ исм 
система максимал цисм система дейилади.

Агар (28.37) система чизикли эркли булса, у хрлда бу система 
узининг ^ар цандай максимал чизикли эркли ^исм системаси билан 
бир хил булади. Шу сабабли максимал чизикли эркли цисм систе
малар тушунчаси векторларнинг чизикли богли^ системалари учун 
энг куп цизикиш турдиради.

2 - т е о р е м а .  Х,ар щндай векторлар системасининг барча мак
симал чизикли эркли цисм системалари бир хил сондаги вектор- 
лардан тузилгандир.

И с б о т .  Агар векторларнинг

Z  ... , хт (28.38)
системасида

~хъ  ~х2, . . . ,  Ts ( s <  т) (28.39)
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кием система максимал чизикли эркли кием система булса, у к°лда

хг+1 +  ... +  хт векторлардан ихтиёрийси (28.38) система векторлари 
оркали чизикли ифодаланади ва, демак, (28.39) ва (28.38) системалар 
эквивалентдир. (28.38) система узининг кар бир максимал чизикли 
эркли ^исм системасига эквивалент, шу сабабли бу максимал чи
зикли эркли кием системаларнинг каммаси узаро эквивалент ва 1« 
натижага кура бир хил сондаги векторлардан тузилган.

3- т е о р е м а. Рп фазода п тадан ортиц векторлардан тузилган 
%ар цандай система чизщли боглик.

->■ •>
И с бот .  28.1-пунктда аникланганидек, ех =  (1, 0, , 0 ),е2

=  (0 ,4 , 0  ... ,0 ) ,  . . . ,  е„ =  (0 , 0 , ... , 1) векторлар системаси чизикли

эркли. 28. 1-пунктда даги кар кандай вектор ех, еъ  ... , еп
векторлар буйича чизикли ёйилиши курсатилган эди. Демак, кар

■>
Кандай чизикли эркли система п та ех, е2, ... , еа векторлар оркали 
чизикли ифодаланади ва 1-теоремага (2 8 .3 -пункт) биноан п тадан 
ортик векторга эга була олмайди.

Маълум булишича, векторларнинг чекли системалари вужудга 
. келтирган кием фазолар турридан- турри Я п фазонинг кием фазола- 

рига мисоллар булибгина колмасдан, балки Я* фазонинг кар кандай 
Кием фазосини векторларнинг бирор чекли тупламининг чизикли к°- 
6ири сифатида кам тасвирлаш мумкин экан. Чунончи ушбу теорема 
уринли.

4 - те  о р е м  а. фазонинг хар цандай Р цисм фазосини вектор
ларнинг чекли системаси вужудга келтиради.

И с б о т .  Ноль кисм фазони ноль вектор вужудга келтиради ва 
бу кием фазо учун теореманинг тасдири турри. Р  нолмас кием фазо

булсин. У  колда Р  да х1 Ф<Э вектор мавжуд. Агар Р — I (хх)

булса, у колда теорема исботланган булади. Агарда I (хх) Ф  Р бул-

са, у колда Р  шундай х2Ф @  вектор мавжудки, х х ва х2 векторлар

чизикли эркли булади. I (хъ х2) ни тузамиз. Агар Р — I (х1, х 2)

булса, у к°лда теорема исботланган булади; агарда I (хъ х г) ф  Р
—>* —>

булса, у колда Р да шундай х3 ф  0  вектор мавжудки, х г, х ъ х3 век-

торлар чизикли эркли булади. Агар I (хь х 2, х3) =  Р булса, у колда

теорема исботланган булади, агарда I (хх, х2, х3) ф  Р  булса, у колда 
юкоридагидек тузилишларни давом эттирамиз. Бу тузишлар нати-

жасида Р да шундай чизикли эркли хх, х2, ... , хк векторлар систе
маси ажраладики, натижада ушбу муносабат каноатлантирилади:

—>■ >- -У- —У~ ~У~
I (хх)с : I [хх, х2) с :  ... а  I (хх, х 2 . . . ,  хк ) с=” .

Р с :Я п ва Яп да 2 8 .3 -пунктдаги 3-теоремага кура чизикли эркли 
векторларнинг кар бир системаси п тадан купмас векторга эга бул- 
гани сабабли чекли сондаги тузилишлардан сунг чизикли эркли
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векторларнинг чекли х,, х2, ... , хт (т <  п) системасига келамиз, бу
-У '

системалар учун Р ’= 1 ( х 1, х2 хт) булади.
Шу билан теорема исботланди.
Шуни цайд ^иламизки, биз 4-теоремада ифодаланган тасдикдан 

кучлироц тасди^ни исботладик. Чунончи, хар к;андай Р цисм фазо 
векторларнинг чекли чизицли эркли системалари томонидан вужудга 
келтирилиши аницланди.

0 ->• -V —>■
Р  туплам Нп нинг ^исм фазоси ва х и х 2, ... , хт лар

I (х^, х2, . . . ,  хт) — Р 
тенгликни цаноатлантирувчи чизи^ли эркли векторлар системаси бул- 
син, у долда хг, х2, ... , хт векторлар системаси Р цисм фазонинг_ —У — V —У
базиси дейилади. Равшанки, агар I (уъ у2, . . . ,  у  ) =  Р  ва у ъ  у 2,

■*- -*•
, у 3 векторлар системаси чизицли эркли булса, у *олда у х, у2,

... , у 5 векторларнинг х,ар цандай максимал чизи^ли эркли система
си Р  учун базис булади.

Умуман айтганда, Р  цисм фазо купгина з̂ ар хил базисларга эга. 
Аммо бу базисларнинг з̂ аммаси узаро эквивалент булгани учун 28.3* 
пунктдаги 1-натижага кура бу базисларнинг з^аммаси бир хил сон- 
даги векторлардан тузилгандир. Бу сонни щсм фазонинг улчами 
дейилади. Шундай цилиб, бир улчовли цисм фазо (уч улчовли фазо-

даги турри чизицнинг аналоги) % х0 куринишидаги векторларнинг

^аммасидан иборат, бунда хйФ  0  да тайинланган вектор, К эса
^ациций сонлар тупламидаги х;амма ^ийматларни ^абул к,илади; ик-
ки улчовли кием фазо (уч улчовли фазода текислик аналоги) иккита
чизикли эркли векторларнинг з̂ амма чизицли комбинацияларидан

■> -> ■>
иборат ва з̂ . к. 28.1-пунктда киритилган еь еь ... , еп векторлар 
системаси бутун Т?" учун базис булиб хизмат цилади, шунинг учун 
Яп ни узининг п вектордан иборат базисга эга булган хусусий кием 
фазоси деб цараб, Р п фазо п улчамга эга деб хулоса чи^ариш мум- 
кин. Ноль ^исм фазо базисининг йу^лиги туфайли улчамлиликнинг 
ю^орида ани^ланган таърифига кирмайди. Бу тупламга шартли ра- 
вишда ноль улчам берилади.

Энди Р 1$исм фазонинг улчами т га тенг булсин, у  х,олда Р даги 
Хар бир чизикли эркли векторлар системаси т дан ортиц булмаган 
вектордан иборат булади. Равшанки, бу векторлар т та булса, улар 
Р да базис з^осил цилади. Агар системадаги векторлар сони т дан 
кам булса, уни Р  нинг базисигача тулдириш мумкин. Х,ак,икатан, 
Р  Да

(28.40)

(28.41)

базис ва
*1, %2> ••• » хт 

$ 1, Уй> н‘ » Уз



векторларнинг ихтиёрий чизшуш эркли системаси берилган булсин,
(28.41) система (28.40) система билан чизшуш ифодалангани учун,
2 8 .3 -пунктдаги 1-теоремага кура 5 < т  ва, бундан таш^ари, (28.41) 
системанинг векторлари билан (28.40) системанинг й та векторини 
шундай алмаштириш мумкинки, ^осил булган янги

Ух, У2, ••• I У ••• I (28.42)

система (28.40) системага эквивалент, яъни яна Р нинг базиси булади. 
Агар $ =  т булса, (28.41) система (28.40) система билан бир хил 
булади ва шунинг учун (28.41) векторлар системаси Р  нинг бази
си булади, агарда в <  т булса, у ^олда (28.41) система (28.42) 
базис таркибида мавжуд булади.

{^илинган барча хулосаларни Я п нинг узига нисбатан татби^ к,и- 
либ, шуни айтиш мумкинки, Яп да базис учун п та вектордан ибо- 
рат ихтиёрий чизикли эркли системани олиш мумкин ва фазонинг 
^ар ^андай вектори берилган базис элементларининг чизикли комби- 
нацияси сифатида бир ^ийматли ёзилади, яъни уз компонентлари 
билан берилган базисга нисбатан бир ^ийматли анщланади.

Бу боб давомида биз куп марта 28.1-пунктда киритилган Яп 
фазо ва унда

ег =  (1 , 0 , 0 ........  0 ),

ёГ == (0 , 1 , 0 , . . . ,  0 ),

еп =  (0 , 0 , 0 ........  1 )

векторлар ёрдамида берилган базисдан фойдаланамиз. Яп даги бош^а 
базислардан V ва VI бобларда фойдаланилади.

2 9 -§ . Тупламлар назариясидан баъзи маълумотлар

29.1. Тупламларнинг тугри купайтмаси. Тупламларнинг турри 
купайтмаси ^ак,и^ий сонлардан Я'1 фазони тузиш конструкциям ни 
ихтиёрий тупламлар учун умумлаштиради. и г, и 2, ... , тупламлар 
берилган булсин. 112, ... , [/„  тупламларнинг тугри купайтмаси 
ёки Декарт купайтмаси деб мумкин булган барча тартибланган иь  
иг, ... , ип лар наборига айтилади, бунда и,- [/¿(г =  1 , 2 , ... , п)
нинг ихтиёрий элементи. 1/1, IIг, ... , Ип тупламларнинг турри купайт
маси ... х И п орк,али, бу т^пламнинг элементи эса (и,,
« 2, . . . ,  ип) ор^али белгиланади. Равшанки,

Яп = х Р1 х ... х Я \
/Гмарта (29.1)
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Б ощ а мисол ^уйидаги
1п =  / х / х  ... х /

л марта

формула билан анщланадиган п улчовли 1п бирлик кубни беради, 
бунда I туплам [0, 1] сонли сегментдан иборат. Шундай ^илиб, п 
улчовли / л бирлик куб компонентлари учун

0 < а , < 1  (¿ =  1 , 2 ......... п)
—У-

тенгсизликлар бажариладиган барча х  =  (а1, а2, . . . ,  а„) 6  Rn век- 
торлар тупламидан иборат. Сунгра, агар = [ a v  6 3], U2 — 1а2, Ь2], 
... , Un =  [ап, Ьп] булса, у з<;олда

U =  U1X U 2 X ... х  Un

туплам Rn даги п улчовли параллелепипед дейилади. Агар х  =  (ах, ..., 
ап) вектор U нинг нук,таси булса, у зфлда барча i =  1 , 2 , ... , п 
ларда

a ¡ <  осп <  (29.2)
булади. / ? 3 фазода турри доиравий цилиндр дойра билан турри чи- 
зи^нинг турри купайтмасидир, унинг ён сирти эса айлана билан 
турри чизи^нинг тугри купайтмасидир.

29.2. Тупламларни акслантиришлар. U, V тупламлар ва ^ар бир 
и £ U элементга бирор v £ V элементни мос келтирадиган /  к̂ онун 
берилган булсин. Бундай з^олда U нинг V га акслантириш берилган 
дейилади. V ни f акслантиришнинг ани\ланиш сощси, V  ни эса 
/  нинг цийматлари туплами дейилади. Акслантиришни бундай бел- 
гилашади:

f i U ^ X .  (29.3)

Агар V зф^иций сонлар туплами булса, у зфлда /  акслантиришни 
купинча функция дейишади.

Агар и g U элемент f  акслантириш билан v 6  V  элементга ут- 
казилса, у з^олда бундай ёзишади: v — f  (и), v ни и элементнинг 
образи, и ни эса v элементнинг преобрази дейишади. v 6  V эле
ментнинг /  акслантиришга нисбатан'тула образи деб, бу элемент
нинг барча прообразлари тупламини, яъни /  (и) =  v тенгликни каноат- 
лантирувчи барча и 6  U элементлар тупламини айтишади. v £ V 
элементнинг тула прообрази f ~ 1(v) билан белгиланади.

Низ^оят, f (W) билан барча f(ü) элементлар тупламини белгилай- 
миз (1-боб, 6 - §  га ^аранг), бунда и элемент W czU  даги барча к,ий- 
матларни цабул ^илади. (Q) билан эса Q a V  тупламнинг тула
прообразини, яъни барча v в Q элементлар тула образлари бирлашма- 
сини белгилаймиз.

К,уйидаги мисолларни цараймиз.
1. U 81-расмда тулцин чизи^ билан тасвирланган туплам, V эса 

тугри чизик билан тасвирланган туплам булсин. Иккала U ва V 
туплам з$ам битта а  текисликда ётади деб фйраз циламиз. f:U  ->  V
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акслантириш и  ни V га ортогонал 
проекциялашдан иборат. 81- раем да 
бу акслантириш стрелка била н к$'р- 
сатилган.

1(11) туплам V тугри чизицнинг 
А В кесмасидан иборат. Агар ь‘0 6  V 
нуцта АВ  кесмага тегишли бул- 
маса, у з^олда / _ 1  (и0) =  0  • Агар 
V ну^та АВ кесмага тегишли" 
булса, у ^олда (у) ф  0  булиб, 
битта, иккита, учта нуцтадан ибо
рат булиши мумкин (81-расмга ^а- 
раиг).

2. а  текисликда бирор Оху Декарт координаталари системасини 
тайинлаймиз. а  текисликнинг узини узига акелтнтириш синфларига 
тухталамиз, бу акслантиришлар ^уйида му^им роль уйнайди.

а) акслантириш

х' — х  СОБф —  у  ЭШф, у ' =  х вШф +  у  СОЭф (29.4)

цшун билан берилади, бунда х, у  исталган М  £ а нуцтанинг, х ', у '
эса М ' =  / х (М) нук;танинг координаталари. М  нуцтадан (М) ну к,- 

*—
тага утишни ОМ векторни ф бурчакка буриш сифатида тал^ин к,илиш 
^улай (8 2 -раем). Шунинг учун / х акслантиришни а  текисликни О 
нуцтага нисбатан ф бурчакка айлантириш дейилади.

Равшанки, / х (а) =  а  ва ^ар цандай М ' 6  а  нуцта учун / 1~ 1 (М') 
туплам битта нуктадан тузилган булади. Айлантиришнинг таърифи- 
дан унинг ну^талар орасидаги масофани са^лаши бевосита келиб 
чицади.

б) / 2:а -*• а  акслантириш

=  у  +  Ь (29.5)х' — х +  а, У

цонун билан берилади, бунда а ва Ь —  узгармаслар. 
Равшанки, агар М 'Г  — / 2 (М) булса, у ^олда

ОМ' =  ОМ +  ~г

тенглик уринли булади, бунда г компонентлари а ва Ь дан иборат

вектор (83- раем). / 2 акслантиришни а текисликни г вектор к,адар 
параллел крчириш дейилади. Равшанки, / 2 (а) =  а  ва исталган М ' 6  а  
нукта учун / 2~ 1 (М') туплам битта нуктадан иборат булади. Парал
лел кучириш ^ам нук,талар орасидаги масофани са^лайди.

в) / 3:а  ->  а  акслантириш

х' — ап х +  а12у, 

у ' =  а12 х +  а22 у (29.6)
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82- раем. 83- раем.

цонун билан берилади, бунда ап , а1Ъ а21, а22—  бирор узгармас сон- 
лар. / 3 акслантиришни чизш\ли. акслантириш дейилади. 15.2-пункт-

М  “ »  Ф О  (29.7)
21 “ 22||

шартда з̂ ар кандай М ' (х у ' )  £ а нукда учун шундай ягона М (х, у) 
нуцта мавжудки, ушбу / 3 (М) =  М ' тенглик бажарилиши келиб чи- 
кади. Шунинг учун (29.7) тенглик / 3 ( а ) = а  тенглик уринли булиши- 
га кафолат беради.

(29.6) даг'и коэффнциентлардан а^алли биттаси нолдан фар^ли
ва

а11 а12 1
а21 °22 1

=  0

булса, у ^олда, 15.2-пунктда курсатилганидгк,

(аа х +  а12 у  =  х\
^21 *  -Ь ^22 У =  У'

тенгламалар системаси

ап х' X' и12]
а21 У' У'

=  0

булганда ва фа^ат шу з^олдагина ечилади.
(29.10) шартни бундай ёзиш мумкин:

ап х' —  аи у ' - 0 ,

а22х' —  а12у — 0 .

(29.8)

(29.9)

(29.10)

(29.11)

(29.12)

(29.11) ва(29.8) дан ^  экани келиб чикади, шунинг учун
и 12 а 22

(29.12) муносабатлар М '(х ', г/') ну^та 1:а 21х —  ап у = 0  турри чи- 
зи^да ётиши кераклигини курсатади. Шундай ^илиб, агар (29.8) 
шарт бажарилган булса, у ^олда / 3 (а) — I ва, демак, з̂ ар цандай 
М ’ ну^та учун / 3— 1 (М') тула прообраз буш туплам, з̂ ар ^ан-

г (ЛГ) туплам чексиздир.дай М ' 6 1 ну^та учун эса / 3- 1
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Них;оят, агар ап — а12 =  а21 — а22 =  0 булса, у х,олда f3: a - > - a  
акслантириш а  текисликни битта О (0 ,0 ) ну^тага утказади.

Текисликнинг- (29.7) шартни ^аноатлантирувчи чизи^ли акслан- 
тиришлари айнимаган акслантиришлар дейилади. Шуни ^айд ^и- 
ламизки, /* айлантириш айнимаган акслантиришдир, чунки

det
СОБф — БШф
БШф СОБф =  1.

Куйидаги акслантиришлар текисликнинг айнимаган чизи^ли акс- 
лантиришлари жумласига киради;

гх' =  kx —  маркази координаталар бошида ва коэф-
/ 4 : |у ' = k y ( k  =  const Ф  0 ) фициенти k га тенг гомотешя,

h -

и--

<х' —  —  х —  у  лар у^ига нисбатан симметрия,
W  = У
(х' =  х  —  х лар у^ига нисбатан симметрия,
I У' — — У
fx' — — х координаталар бошига нисбатан

/*• \ y f  —1 —у------------------ ;—симметрия,-------------------------------------------
fx' = k x  (k =  const) —  х  лар у^ига ^араб сициш (0 <  k < 1)

— у  ёки^х лар \^ига чузиш (& >  1 ),

fx ' — х  — у  лар ук;ига ^араб си^иш ( 0  <  k <  1)
/ 9: \у' =  ky(k  =  const) ёки чузиш (k >  1),

fx' =  х  —  айний акслантириш.
/ 1° : \у' =  у

f :U -+ V  ва g:V -*-\V  акслантиришлар берилган булсин. /  ва g  акс- 
лантиришларнинг купайтмаси (ёки композицияси) деб барча u ^ U  
ларда h(u) =  g (f  (и)) тенглик уринли буладиган h:U -*• W  акслант'и- 
ришга айтилади. Акслантиришларнинг купайтмаси учун ушбу ёзув- 
дан фойдаланилади;

h =  g°f  ёки h =  gf. (29.13)

Акслантиришларнинг купайтмаси учун ассоциативлик ^онуни уринли 
экянини куриш осон:

he (gch) =  (hog)of,

бунда f : U V,  g '-V -+ W , h : W Z ,  чунки ^ар кандай u^LJ учун 
цуйидагиларга эгамиз:

(h ° (g°f))(u) — h (g (f  (и)))
ва

((h°g)°f)(u) = h ( g ( f  (и))).

Акслантиришларнинг купайтмаси тушунчаси акслантиришларнинг 
янги синфларини осонгина тузиш имконини беради. Буни а  текис
ликнинг узини ^зига акслантириш мисолида куриб чи^амиз,
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Масалан, айлантириш билан параллел кучиришнинг купайтмаси- 
дан иборат булган И =  / 20^  акслантириш а  текисликнинг %аракати 
дейилади. (29.4) ва (29.5) дан 1г =  /^о/^ ^аракат куйидаги формула
лар билан берилиши келиб чицади:

бунда ф, а, Ь —  узгармас сонлар. Айлантириш ва параллел кучириш- 
да нуцталар орасидаги масофа са^лангани учун ^аракатда з̂ ам нук- 
талар орасидаги масофа са^ланади.

Агар шундай Н :а -+ а  ^аракат мавжуд булиб, =  Н (Т^) тенглик 
каноатлантирилса, у х;олда /-\ ва Р2 тупламлар текисликда конгруэнт 
тупламлар дейилади. Конгруэнт тупламлар тушунчаси геометрияда 
энг музрш тушунчалардандир. Биз бунга кейинроц, VI бобда кай- 
тамиз.

Энди g  — !2° /4 ° /1 —  айлантириш, маркази координаталар бошида 
булган гомотетия ва параллел кучиришнинг купайтмасидан иборат 
акслантириш булсин. Декарт координаталарида g ушбу формулалар 
билан берилади:

Агар Рх тупламни Р2 тупламга (29.15) формулалар ёрдамида ут- 
казиш мумкин булса, яъни Рг =  ц  (Л ) булса, у холда иккита / д в а  
Р2 туплам текисликда ухшаш тупламлар дейилади. Ухшаш туп
ламлар тушунчаси з̂ ам геометрияда мух;им тушунчалардан биридир.

Бундан кейин акслантиришларнинг бир ^атор махсус типлари 
муз^им роль уйнайди.

Агар игФ и 2 эканидан /  (и,) Ф  /  (и2) экани келиб чицса, f-.ll-*■ V 
акслантириш инъектив акслантириш дейилади. Куриш осонки, бун- 
дай акслантиришда И га ^арашли турли элементларни бир образга 
ёпиштириш содир булмайди.

Агар  ̂(¿/) — V' булса, ¡.11 аксланжриш сюръектив акслан
тириш ёки (усти) га акслантириш дейилади.

Ни^оят, агар /:/7  V акслантириш бир ва^тнинг узида з̂ ам инъ
ектив, з̂ ам сюръектив акслантириш булса, у биектив акслантириш 
дейилади.

Агар з̂ ар кандай и £11 учун f ( u ) = u  булса, / : £ / - > - V аксланти
риш айний акслантириш дейилади. Бундан кейин V  тупламнинг айний 
акслантиришлари 1у билан белгиланади.

М и с о л. Агар I/ ? 1 ->  Р1 функция цатъий монотон булса, у Я1 ни 
Р 1 га инъектив акслантириш булади. Агар /  (Р1) =  Р 1 булса, худди 
шу \ функциянинг узи сюръектив акслантириш булади.

х' =  х  соэф —  у  вШф +  а, 
У' =  X БШф +  у  СОЭф Ь, (29.14)

х' =  ¿х совф —  ку БШф +  а, 

у' — кх этф  +  ку соэф +  Ь. (29.15)

Агар
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чизшуш акслантириш айнимаган булса, у з^олда у биектив акслан- 
тириш булади, чунки / 3 бир вак,тнинг узида з̂ ам инъектив, з̂ ам сюр- 
ъективдир. Агар бу акслантириш учун

a u а 12

а 21 а 22

булса, у биектив з̂ ам, сюръектив з̂ ам булмайди.
IV бобнинг кейинги параграфларида R n ни Rn га чизицли акс- 

лантиришлар ^аралади ва текисликнинг ^аралган чизи^ли аксланти- 
ришлари тегишлича умумлаштирилади.

29.3. Тескари акслантириш. f :U -+ V  сюръектив акслантириш бе- 
рилган булсин. У  хрлда з̂ ар бир v 6  V учун / - 1  (и) тула прообраз 
буш булмайди. Агар, бундан тапщари, /  акслантириш инъектив акс
лантириш булса, у з^олда з̂ ар кандай v 6  V да / - 1  (и) туплам битта- 
гина и £ U элементдан иборат булади. Шу билан хар ^андай f:U V 
биектив акслантириш учун шундай бир к,ийматли g :V  -*■ U  акслан
тириш ашцланганки, ^ар цандай v 6  V учун g  (v) =  (у) тенглик
уринли булади. g :V  -*■ U акслантириш f\U -*V  акслантириш учун тес
кари, акслантириш дейилади ва f- 1  билан белгиланади. Куриш осон- 
ки, / ~ г биектив акслантириш ва f, g =  f~ 1 акслантнришлар учун 
куйидаги муносабатлар бажарилади:

f o g  —  Iv , g c f = - l u ,  (29.16)

бу муносабатлардан бошланрич /  биектив акслантириш / _ 1  акслан
тириш учун тескари акслантириш булиши келиб чи^ади.

Тескари акслантиришни аницлашда (29.16) формулалардан ^ам 
фойдаланиш мумкин: агар шундай g : V - + U  акслантириш мавжуд 
булиб, (26.16) формулалар уринли булса, f :U -* -V  акслантиришни 
цайтувчи (тескариланадиган) акслантириш дейилади. Бу ^олда /  ал- 
батта биектив акслантириш булишини курсатамиз.

Х,а^ик;атан, агар f  сюръектив акслантириш булмаса, v0 6  V \ f { U )  
мавжуд. f  ( g  (и0)) 6  f (i/) булгани учун f  ( g  (v0))=£v0 =  1 v Ы . яъни 
f o g  =  1 ̂  тенглик бузилади, ва шунинг учун /  сюръектив аксланти- 
ришдир.

Энди /  инъектив акслантириш булмасин. У  холда f  (иг) =  f (u 2) =  
=  и тенгликларни ^аноатлантирувчи иг ва и2(и1 Ф щ) лар мавжуд. 
g o f  =  1 у тенгликдан куйидаги тенгликка эга буламиз: и г =  \и («О =
“  8  (/ (“ i)) =  8  (V) =  8  (f (иг)) =  1 и Ю  =  Щ.

Бу эса Ф  иг деб цилган фаразимизга зид келади. Бундан f  —  
инъектив акслантириш экани келиб чя^ади.

Шундай цилиб, агар f :U  -+ -V  —  цайтувчи акслантириш булса, у 
Зфлда (29.16) формулаларда цатнашаётган g : V -*■ U  акслантириш /  
акслантиришга тескари акслантиришдир.

f :U - * -  V  акслантириш ва U  тупламнинг W  цисм туплами берил- 
ган булсин.

V  з^олда
и £ W  учун f\w(u) =  f(u)
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формула билан ани^ланувчи ¡  ху'.ХР -*■ V акслантириш /  акслантириш- 
нинг ЦУ тупламга щсилиши дейилади.

Ни^оят, агар / :И У/ булса, ва /  :11 -*■ {(11) акслантириш шундай 
акслантириш булсаки, ^ар цандай и £ и  да 7  (и) =  /(«) тенглик ба- 
жарилса, у >;олда /  акслантириш /  нинг келтирилган. акслантирииш 
дейилади.

3 0 -§ . Матрицалар ва улар устида амаллар. /?'* ни га чизицли
акслантириш лар

30.1. Матрицалар ва векторлар системалари т та сатр ва п та 
устундан иборат

(30.1)... Д1р

о ю й 22 ••• @2п

@т\ @т2 ®тп

жадвал турри бурчакли т х п  матрица дейилади; баъзан т х п  ма- 
трицани т х п  улчамли тукри бурчакли матрица хам дейилади. 
Матрицави тузувчи сонлар унинг элементлари дейилади. Агар мат- 
рицанинг сатрлари сони устунлари сонига тенг булса, яъни т — п 
булса, матрицани квадрат матрица дейилади, сатрлар сонини бунда 
матрицанинг тартиби дейилади. А

У мумий ^олда матрицанинг элементлари, одатда, пастига иккита 
индекс цуйилиб бигта кичик латин ^арфи билан ёзилади,(30.1) мат
рица шунДай ёзилган. Матрицанинг узини купинча латин алфавити- 
нинг тегишли катта х;арфи билан белгилаймиз ва матрицаларни ^иска 
ёзишнинг куйидаги формаларидан фойдаланамиз:

А =

а п а12 ••• а1п
а21 0-22 ... @211

@т\ О-! 12 @тп

(30.2)

еки

¡ = 1 , 2  т
к ж= 1,2, ... .  п

Сц а12 ... Ящ
а21 а22 ... а%я

ат1 @т2 @тп

(30.3)
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Берилган

<*11 @\2 • • • а
й ц £*22 • • • а

• • • • • •

ат 1 @т2 • . а

1 п

матрицадан сатр ва устунларнинг уринларини алмаштиришдан ^ о  
сил буладиган А* матрицани А  га нисбатан транспонирланган мат
рица дейилади. Равшанки,

а и @21 • . ат 1
@12 @22 • • ■ @тг

--- • . . . • • •

@\Л @2п • • • @тп

(30.4)

3
(30.4) дан, агар А улчами т х  п булган матрица булса, у >̂ олда 
А* матрица п х  т улчамли матрица экани келиб чикдди. Агар А 
квадрат матрица булса, А* ^ам квадрат матрица булади, А ва А* 
ларнинг тартиблари узаро тенг булади.

Элементлари ^аци^ий сонлардан иборат булган барча т х  п 
матрицалар тупламини М тм билан белгилаймиз. Квадрат матрица- 
лар ^олида (т — п) энг содда М " белгилашни ^улланамиз.

А, В лар М т-п тупламга тегишли матрицалар булсин. А ва В 
матрицаларнинг йигиндиси деб шундай С матрицага айтиладики,
унинг исталган сй(/ =  1 , 2 .............  т; А =  1 , 2 , . . .  . п) элементи
ацг +  Ь1к йигиндисига тенг булади. Шунга ухшаш, агар X — ^а^и- 
к;ий сон булса, X сон билан А матрицанинг купайтмаси деб, шун
дай О матрицага айтиладики, унинг исталган <2й(г =  1 , 2 , . . .  т\ 
к =  1, 2, . . . , п) элементи Ха1к га тенг булади^Одатда А ва В 
матрицаларнинг йигиндиси учун А 4 - В, X билан А матрицанинг 
купайтмаси учун ХА белгилашдан фойдаланилади.

Ю^орида киритилган матрицалар устида амаллар ^уйидаги {\о- 
нунларни цаноатлантириши таърифлардан бевосита келиб чицади:

А +  В =  В +  А, (А +  В) +  С  =  А +  ( В  +  С),
(Яр) А =  Х(цА), (30.5)

(X ц) А =  ХА 4 - Ц/4,
Х(А +  В) =  ХА +  ХВ.

Агар 0  матрицанинг барча элементлари ноллардан иборат булса, 
у ноль матрица дейилади:

0 ,  0 ......................0
0 ,  0 ......................0

0  =

• «  1 «  «

0 ,  0 ,  . . . .  0 •
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Баъзан, агар 0 нинг М тм матрицалар тупламига тегишли эканини
махсус курсатиш керак булса, 0 т ,„ каби ёзамиз.

Ушбу

ХуАу 4- Я,2Л2 — . . .  —Н ХкАк (30.6)

ифодани Л1, А2................Ак матрицаларнинг Х1, Х2, Х3, . . . , Хк ко-
эффициентли чизщли комбинацияси дейилади, бунда Аг А2, . . .  ,
Ак £ М т’п, Х1( Х2, . . .  , Хк лар эса ихтиёрий ^а^и^ий сонлар. Агар

\ А г +  Х2А2 . .  . +  ХкАк =  0

тенгликдан =  Х2 . .  . =  Хк =  0 экани келиб чи^са, Аг А2, . . .  , Ак 
матрицалар чизицли эркли, акс ^олда А1} А2, . . .  , Ак матрицалар 
чизицли бог лир; дейилади.

ал элементи бирга тенг, бош^а барча элементлари эса нолга 
тенг булган

(к)
0, 0, . . . , 0 ,  . . . .  0
0, 0, . . . , 0 ,  . . . .  0

0, 0, . . , 1 , . . . ,  0

0, 0, . . . , 0, . . 0

матрицалар М т'п да чизшуш эркли матрицаларнинг энг содда сис- 
темасини хрсял ^илади. Еш матрицалар системаси тп та матрица- 
дан иборат. К,уйида М т'п да тп -\ -1 та матрицадан иборат з̂ ар р;ан- 
дай система чизи^ли борлик булиши исботланади. Сунгра, исталган

ап
а2\

@12 • • •
Сад .  .

а1п
@!п

А  =

@ тХ @т  2 • . • @тп

матрица учун

т п

л  =  2  2  а‘к Е 1к (30.7)
1=1 *=1

айният уринлидир, бунда (30.7) даги Еы матрицалар олдидаги ко- 
эффициентлар А матрица билан бир ^ийматли ани^ланади. Шунинг 
учун Е1к матрицалар системасини М тм матрицалар тупламидаги ба
зис, й1к сонларни эса матрнцан инг шу базисдаги компонентлари деб 
^араш табиийдир.
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Бундан кейин Нт фазонинг векторларини купгина масалаларда 
т х  1 матрица сифатида караш ^улай булади:

« 1

а 2

X = (30.8)

бу матрицаларни одатда бир устунли матрицалар дейилади. Шуни 
к;айд к,иламизки, да базис цуйидаги векторлардан (бир устунли 
матрицалардан) иборат булади:

1 0 0
0 1 —* 0

’ е2 = : , • » сп —
0 0 1

Энди фазо векторларининг тартибланган хь х 2, . . . , хп сис- 
темаси берилган булиб, улар туларо^ ёзувда ушбу куринишга эга 
булсин:

(30.9)

<хи «1 2
«2 1 ос га а2.>

=
®Ш1

’ х2 =

я 
...

.
3 го

1 • •
®/ПЛ

Вектор крмпонентларининг ёзилишидаги к,уш индекслар бундай: би- 
ринчиси ’ вектор компоненти номерини, иккинчиси эса векторларнинг 
тартибланган системасида векторнинг номерини билдиради. Вектор-

ларнинг тартибланган х ъ х2, . . .  , хп системасига табиий равишда

(30.10)

“ и а 12  • • « 1 Я

а 21 К 22 • • • а 2 ,1

.  , • • • . . .

® /П 1 0&/Л2 •

т  х  п  матрица мос ^уйилади. Шундай ^илиб, даги векторлар
нинг з̂ ар бир (30.9) тартибланган системасига М т-п дан (30.10) 
матрицани мос келтирувчи /  акслантириш ани^ланади. /  акслан- 
тириш биектив экани осонгина текширилади. Бу бундан кейин Кт 
нинг тартибланган векторлари системаси билан М т'п га к,арашли 
матрицаларни фарц цилмасликка имкон беради. п =  1 да /  акслан
тириш га ^арашли векторлар билан М т'1 га царашли бир устун
ли матрицалар орасидаги мосликии тавсифлайди.
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30.2 Я п ни Я т га чизи^ли акслантиришлар. Агар з̂ ар ь;андай
х, у  6  Яп ва исталган к, ц ^ и ц и й  сонлар учун

/(X х +  ц ~у) =  Щ х) +  ц /( у) (30.11)

булса, у я;олда акслантириш чизщли акслантириш
дейилади. Уш бу базис

£  =  (1 . 0 ...............0 ),

¿2 — (0 , 1 ............... 0 ),
...................................................................................  (30.12/

■. еп =  (0, 0 , . . . ,  1),
Кп даги базис, л

<  =  (1 , О , - . . . ,  0 ),

^2 =  (0 , • • •, 0 ),

! ! ! ! ! ! ! . *  <золз)
е 'т ~  (®» 0* • • • I О

базис эса £>т даги^базис^ булсин. х  =  [аь  ..............а „) Я»

даги ихтиёрий вектор, х ' =  / ( * ) = ( « ; ,  « 2 а 'п) эса бу вектор-
нинг Ип даги образи булсин. У  х;олда

П

х  =  (30.14)
/ - 1

ва
т

(30.15)_ 4 1  
* - 1

(30.11) чизщли акслантириш х ва /  (я) векторларнинг компонент- 
лари орцали ^андай берилишини к^риб чикамиз.

¿1 =  /Й ). «а =  / Й  ап =  /(С)
деб оламиз.

а, € Я т б^лгани сабабли а, ни в,, в8, . , . ,  ет базис буйича ёйиб, 
цуйидагига эга буламиз:



Шундай цилиб, а( =  / ( е¡) векторлар системаси ушбу

ап ап  . . . Опц
а12 0 22 . • • ат2

а1п ат •• • атп

(30 . 17)

я х  т матрицанинг берилиши билан бир ^ийматли тавсифланади.
Энди х  вектор га тегишли ихтиёрий вектор булсин. У  ^олда 

(30.14), (30.15) ва /  акслантиришнинг чизицли эканидан ^амда 
(30.16) формуладан фойдаланиб, ушбуларга эга буламиз:

н*)  =  2  < 5 (30.18)
к = \

ва

¡(х) — /  « /  «['/(^¡) — 4̂
¡= 1  ’ '

о г.
¡=1 ¡=1 А = 1

=  2  (2 а*<- а‘) (30.19)
к= 1 ¡=1

(30.15) ва (30.19) дан ¡(х) векторнинг компонентлари учун цуйида- 
ги формулаларни келтириб чикарамиз:

ОС| =  "I-  ^^2^2 "Н • . . +  ОиРп,
0*2 ~  ^21^1 ”Ь ^22^2 • • • Ч- 2̂П̂ П1

.......................................  (30.20)

ССт — атаг Н” #т2^2 ”Ь • • *4” Ятг№п-
Шундай ^илиб, /  : / ?т  чизшуш акслантириш (30.19) формула- 
лар билан тула тавсифланади; бунда

А , =

Сц • • • @1п

й 2\ а 22 • • • @2п

а т 1 @т2 • • • @ тп

(30.21)

т х  п матрица /  чизицли акслантиришни тула анщлайди. А .

матрицанинг устунлари /  (ег) векторлардир. Бундан, (30.17) матри
ца А 1 дан транспонирлаш натижасида келиб чи^иши куринади. А , 
матрица /  чизщли акрланщцришнинг матрицаси дейилади. Агар т =  
=  п булса, А / матрица я-тартибли квадрат матрица булади.

143



Юцоридаги куриб чик^анларимиздан / :  Р '1 -*• К т чизи^ли акслан-
-г*. V*- !

тириш /  нинг еь  е2, , , еп базисдаги ^ийматлари билан тула анщ-
ланади, яъни Ц ип си^иш билан тула ани^ланади, бунда 1/„ с

—У —У
а  Дч —  ех, е2, . , } , еа векторлардан тузилган туплам.

~У —у  —У
Энди х в векторни х' =  ф(х) в К т векторга утказувчи ф : Яп -*• 

->  акслантириш берилган булиб, х ' вектсрнинг компонентлари
"-У
х  вектор компонентлари оркади (30.20) формулалар буйича ифода- 
лансин. У  зфлда

т п

ф й  =  2  (2  а>“ а ‘ ) **• (30,22)
к= 1 ¿=1

Ф чизи^ли акслантириш булишини исботлаймиз. ^акицатан, х, у  
лар нинг ихтиёрий векторлари, К ва ц эса ихтиёрий ^аци^ий 
сонлар булса, у зфлда

т п

Ф(Ал +  цу) =  2  ( 2  +  иР-)) =
к=\ /=1

т п т п

- х 2  (2  а*а‘ ) ?  + и 2  (2 а« р ‘ )ек=^фй+иф (у).
й=1 г -1  *=.1 г -1

ана шунинг узи ф акслантиришнинг чизицли эканини исботлайди. 

Сунгра, (30.22) га векторни ^уйиб, топамиз:
т

ф(е,)=2'
*=1

, аХ1ек. (30.23)

(30.23) дан а11 а12 .....  а1П
°21 а22 .....  а2п

@т!^@т2 @тп
г ,-------------------- ‘“" “Г“  Т\ */ \   *> > • • • » ******

рат экани, яъни бу матрица ф чизицли акслантиришнинг матрица* 
си экани келиб чи^ади.

Шундай цилиб, навбатдаги теорема исботланди.
1- т е  о р е м а .  / :  £?д Я'п чизикли акслантириш. берилган б у  л-

-У . -У~ -У
син, у  \олда х ' — [(х) векторнинг е,, е2, . .

тан компонентлари х векторнинг еъ  е2, 
тан компонентлари орцали

а 1 “  а 11а 1 а 12а 2 +  • • • " Г  а 1П « / ! .

0̂ 2 *** $21«! “Ь 2̂2®2 +  • » • “Ь @2п ®л>

е' базисга нисба-т~у
ет базисга нисба• 

(30.24)

;  > ...........................................   « * д
<Хщ~ @т\а 1 “Ь ат2а 2“Ь • • •"Г &тп®Л
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формулалар буйича ифодаланади, бунда. /  чизщли акслантириш 

А / =  Г .  - Г (30-25)

<*11 ° 1 2 •  •  &1П

° 2 1 а 22 •  •  а гп

, , . . •  •  •

@т2 *  •  •  @тп

матрицасининг устунлари ¡(е^  (I =  1 , 2  . . .  , п) векторлардан. ибо- 
рат.

Аксинча, (20.19) формулалар билан бериладиган ¡\1?п-+ 1 ?т 
акслантириш чизщли акслантиришдир ва бу акслантиришни 
аницловчи

“ и а 12 . . .  а ш

а 21 а  22 . . .  а 2п

@ т 1 @ т 2 • • ■ @ т п

матрица /  чизицли акслантиришнинг матрицасидир.
М и  1 . '■ Кп -*■ Кт шундай акслантириш булсинки,

з̂ ар ^андай х 6  Я п учун

0 » * Й  =  0  (30,26)
тенглик уринли булсин. Равшанки, 0Л т —  чизи^ли акслантириш. Бу
ноль акслантириш дейилиб, шунинг учун унга 0  ноль матрица,
яъни А в„,т =  0 мос келади.

2. п <  т булсин. Рп,т : Я.п -*• —  акслантиришни ^араймиз. Бу
*>■

акслантириш х =  (аь а 2, . . . , ап) векторга

Р,1,т(х) =  (« 1 , <*8, ап, 0 , 0 , . .  . , 0 )

векторни мос келтиради. Рп,т —  чизи^ли акслантириш ва

1 0 . . .  0
0 1 . . .  0

0 0 . . .  1
0 0 . . .  0

• • « * •

0 0 . . .  0

(п та сатр)
(30.27)

эканини куриш осон. Арп,т матрицани бундан кейин тугридан-туг- 
ри Рт,п билан белгилаймиз.

Агар п =  т булса, у зфлда Рп,п акслантириш х  в Яп вектор

га уша х  векторнинг узини мос келтиради, яъни бу 1 айний

1 0 - 2 0 8 1  1 «



акслантиришдир. Бу акслантиришнинг матрицаси ушбу куринишга 
эга;

р  —1 пт —

1 0 0 . . .  0
0 1 0 . . 0
0 0 1 . . 0

0 0 0 1

(30.28)

Бу матрицани одатда бирлик матрица дейилади ва соддагина ^и- 
либ Е  билан белгиланади.

Охирида, п >  т булсин. Бу ^олда Рп,т билан х — (аь  аг, . . . ,

ат ««) векторни Рп,т(х) =  (ах, а 2 ат) векторга утка-
зувчи акслантириш белгиланади. Рп,т —  чизицли акслантириш ва 
унинг матрицаси ушбу куринишга эга;

Р =г ПШ1

1 0 0 . .  0 0 . . о-
0 1 0 . .  0 0 . .  0

0 0 0 . .  1 0 . .  0

(30.29)

1 0 0 . .  0
0 1 0 . .  0

0 0 0 . .  1

30.3. Р п Р п чизикли акслантиришлар Татби^лар учун /? " фа- 
зони узини узига акслантиришлар жуда му^имдир. Бу ^олда 
чизикли акслантиришларни одатда чизщли операторлар дейилади. 
/  чизикли операторларга ^ар доим А, квадрат матрицалар жавоб 
беради. Айний операторга бирлик матрица

Е =

ноль оператэрга эса ноль матрица

0  0  . . .  0  
0  0  . . .  0

о о ! ! о
мос келади.

29.2-пунктда аналитик геометрияда му^им роль уйновчи / , :  /?2->-Р2 
чизицли акслантиришлар ^аралган эди. Р п ни Ип га чизикли акс- 
лантиришларнинг энг му^им синфлари к;уйида, V  ва VI бобларда 
^аралади.

30.4. Чизицли акслантиришларни ^ушиш ва уларни сонга ку- 
пайгириш. Чизицли акслантиришларни купайтириш ва матрицаларни 
купайтириш. Баённинг ^ис^а ва ^улай булиши мак,садларида умумий 
цабул цилинган ^уйидаги белгилашни киритамиз. Нот (Рп, к т) би.
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лан барча Яп- + Я т чизшуш акслантиришлар туплами белгиланади, 
бунда п, т —  тайннланган натурал сонлар.

Яп ни Ят га чизи^ли акслантиришлар учун кушиш амали ва 
зц^иций сонга купайтириш амали киритилади. Чунончи, агар /,  
g  £ Нот(Яп, Кт) ва X— ихтиёрий ха^иций сон булса, у )^олда /  ва
g  аксланпшришларнинг йигиндиси деб шундай Н\ 1<п-+  акслан-

тиришга айтиладики, бунда ^ар цандай х £ Я п да

Ых) =  М  +  ё (х) (30-3°)
тенглик уринли булади. /  акслантиришни X сонга купайтириш шун
дай / :  /?л ->■ чизи^ли акслантиришдан иборатки, бунда х.ар кап-

■ V
дай х  6  Я п учун

1(х) =  Х{(х) (30-31)

тенглик бажарилади. И ва /  акслантиришлар чизи^ли акслантириш
лар эканини куриш осон. Одатда улар бундай белгиланади:

л =  П +  I =  V .  (30.32)
(30.32) белгилашлардан бундан кейин ^ам систематик фойдалани- 
лади.

(30.32) формулалардан ва 1-теоремадан (30 .2 -пункт) х,ар кан-
дай /-,£ 6  Нот(Дп, Ят) ва ^ар 1̂ андай X сон учун ушбуга эгамиз:

А/+я  -  А , +  Ах, =  и , .  (30.33)

бунда А/гА  Л/+ ^, А / —  тегишли чизицли акслантиришларнинг матри- 
цалари.

Чизи^ли акслантиришлар учун хам, матрицалар учун к;илннга- 
нидек, чизи^ли боглицлик ва чизицли эрклилик чизи^ли, комбинация, 
базис тушунчалари киритилади. Хар бир ¡£Н от (Я п, /?"') га Луб 
6 Мт'п матрицани мос келтирувчи мосликка ва 1-теоремага (30.2- 

пункт) биноан биектив акслантиришга эга буламиз:

■ф: Нот(Яп, Ят)-+ М т-п,
бу акслантириш (30.33) га биноан акслантиришлар йигиндисини те- 
гищли матрицалар йигиндисига ва сон билан акслантириш купайт- 
масини сонлар билан тегишли матрица кунайтмасига утказади. Де- 
ма^, чизи^ли богли^ ёки чизицли эркли акслантиришларга чизицли 
боглиц ёки эркли матрицалар мос келади ва аксинча. Шу сабаблн 
куп масалаларда /  6  Нот(Яп, /?т ) чизи^ли акслантиришлар ва улар- 
га мос А/  £ М т’п матрицалар узаро бир хил булади, деб ^исоблаш 
фойдалидир.

Ю^орида айтилганлардан чизицли акслантиришлар учун 1̂ уйи- 
даги муносабатлар уринли булиши келиб чи^ади:

f +  ё  =  ё  +  /> (  ̂+  ё) +  Ь =   ̂ +  (ё +  Л),
( V )  /  =  Х(ц[) =  ц(Х[), (30.34)
^  +  ц ) /  =  ^  +  М/,

+  ё) =  М  +  ^ё<
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бунда f, g, h лар Hom(Rn, R m) га тегишли исталган акслантириш- 
лар, X ва Ц исталган ^а^и^ий сонлар, чунки бу муносабатлар 
М т'п га тегишли матрицалар учун ÿ p i^ H  (30 .1 -пунктга ^аранг).

Rn, Rm, R 1 фазолар берилган булсин ва / 6  Нот (Rn, R m). 
g  6  Нот (Rm, R l) бÿлcин. 29.2- пунктда аницланганидек, f ва g  акс- 
лантиришларнинг ку’пайтмаси шундай h :R n-*- R 1 акслантиришки, 
бунда ?qap цандай х  £ Rn да

 _____ ___________________ — —    (30.35)

тенглик бажарилади. Умум ^абул цилинган белгилашларга Kÿpa 
h =  gof ёзувдан фойдаланилади. h =  g °f  6  Нот (Rn, R 1) эканини ис-

ботлаймиз. Хакик,атан, х  ва у  лар Rn га тегишли ихтиёрий вектор- 
лар, X ва ¡л —  ихтиёрий ^ак;щий сонлар булсин. У  з^олда, f ва g  
акслантиришларнинг чизи^ли эканидан кетма-кет фойдаланиб, уш- 
буга эга бÿлaмиз:

h (x T +  ну) =  g(f (Хх +  ЦУ)) =  g(Xf (х) +  цКу)) =

=  g(Xf (х)) +  giixf (У)) =  bg{f Й )  +  ug(f Ш  =  Щ х )  +  нЧ у). 
ана шунинг узи тасдигимизни исботлайди.

f ва g алмаштиришларнинг матрицалари ^уйидагидек булсин!

А , -

f n
/21

f n  ■ • 
/22 • •

• fm
• fin

fm i f  m3 • ' fmn

А„ =

\gu g  12 • • glm
8 2 1 g î 2 • • g 2m

g  11 g ¡  2 • • glm
Agof матрицанинг куринишини топамиз. Энг олдин, шуни кайд к,и-- 
ламизки Agof матрица /  X  п ÿлчaмгa эга, чунки g j  € Нот  (Rn, R1 ) 
ва, демак, бу матрицанинг тула ёзилиши бундай:

h „ hu . .

Ihi Ji22 • • К n

hn h ¡2 . . hm

Х,ар к;андай х =  (аь а«) учун

f  ( х )  = (  а\, а 2, . . а т) 

векторнинг компонентлари ушбу формулалари бу’йича топилади:

— f u  « i  f  12 ®2 "Ь • • • fin  «л-
«2 ~  f 21  f  22 «2 “Ь • • • fin

.................................................................... (30.36)

а т — fml а 1 +  /m2 а 2 4 " • • • +  fn ■ а  п



Сунгра х;ар ^андай у  =  (р1( Р2 Рт ) учун £  (у ) векторнинг ком-
понентлари цуйидаги формулалар буйича топилади:

Р | =  §11  Р1 "Ь  £ 1 2  Рг • • '§1т $т >

Рг =  £ 2 1  Рг +  £ 2 2  Ра +  • • • + & г т  Р т,

Р / —  §11  р1 +  ё п  Рг +  • • • + £ / т  Рот-

Шу сабабли г —ё([(х)) векторнинг ух> у2, . . у1 компонентлари 
ушбу формулалар буйича топилади!

7; =  ёп  ( /и а 1 +  /«< *2  +  • • • +  / ! » « » ) + •  • • +
§1т (/т1а 1 "4" /т2®2 “Ь • • • ~Ь Iгпп^и) '

=  (§п1ц “Ь £ /2/21 "Ь • • • £/т/<щ) а1 "Ь 
+  (£/1/12 4" £¿2/22 +  • • • +  ёигЛтч)аг +  (30.38)

-Ь  (ё  ̂1л "Ь  ё‘?12.1 4~ • • • ~Ь §141?тп) а /| 

/•бунда г =  1 ,2 ,
(30.38) формулаларни ^исцача бундай ёзиш мумкин:

п т

V/ =  2 ( 2  “ ь  * =  1 .2. • • • I- (30.39)
/'=1 4=1

Бундан Ако) матрицанинг Нц элементи учун ушбу формула 
уринли экани куринади:

т

Ьц — ^ё.к?Ы>
к= 1 (30.40)

бунда /  =  1 ,2 ....................... ;  =  1 ,2 ,
Шундай ^илиб,

, п.

Ago]

2  §1 к ! к! 2  §1к1кг! • < • 2  ё1к  1)111
* = 1 к=\

III II* а*
2  ё ^ к !  ё 1к!кг • • • § 1к[кг
*=[ 4=1

(30.41)

(30.37) ва (30.38) формулаларнинг анализн шуни курсатадики, 
Лго/ матрица А^ ва А/  матрицалардан ушбу ^оида буйича тузила- 
ди: Ъ.ц элемент Аго/ матрицанинг ¿-сатри билан /-устунининг 
кесишган жойидаги элемент булсин. У  з^олда Аг  матрицанинг г -  
сатри элементларини олиб, А{  матрицанинг /  - устунининг мое эле-

149



ментларига купайтирамиз ва натижаларни кушамиз. Бу ерда шуни 
^айд цилиш му заимки, А? матрица сатридаги элементлар сони А( 
матрица устунидаги элементлар сонига тенг булиши керак (кара- 
лаётган Зфлда бу сонларнинг иккаласи хам т га тенг).

(30.41) формулага векторлар нуцтаи назаридан к;араш хам мум- 
кин. Чунончи, агар А/; матрица сатрларини ва А г матрица устунла- 
рини Ят нинг векторлари деб к,аралса, у з̂ олда Нц эле^рт Ай мат- 
рицанинг / - сатрини А , матрицанинг / - устунига скаляр купайт- 
маси булади.

Чизикли акслантиришлар купайтмасининг матрицасини тузишнинг 
ю^орида баён килинган усули матрицаларни купайтиришни аницлаш- 
га асос к,илиб олинади. Чунончи ушбу

А  =

Ьц Он Ьп м
Рм @22 • ■ а2 т

В =
^21 ¿>22 . • К

ап <3/2 • • @1т\ Ьпа Ьт2 • > bfn.ll

матрицалар берилган булсин, буларнинг улчамлари мос равишда 
/ х  т ва т х  п булсин (А матрицанинг устунлари сони В матрица
нинг сатрлари сонига тенг булиши муз^имдир). У  холда А матри
цанинг В матрицага купайтмаси деб улчами I х  т га тенг бул- 
ган С матрицага айтилади, бунинг Сц элементлари

т

Со =  2  ааРы (1 =  1,2................../;  /  =  1 , 2 , . . . / » )  (30.42)
А>=1

формулалар буйича топилади.
Биз куйида А матрицанинг В матрицага купайтмасини А -В  

ёки АВ куринишда ёзамиз.
М и с о л л а р .  1. А  ва В матрицаларнинг купайтмасини топинг,

бунда: >< о *  _ ̂  г ,  ц л

1 2 °1 и и 1
А = 0 2 1 , В  = 2  I 3

3 - 1  0)| Ъ 4 0 5

А -В

Матрицаларни купайтириш цоидасига биноан ушбу га эра буламиз:

1 - 0 + 2 - 2 + 0 - 4  Ь О + 2 - 1 + 0 - 0  1 - 1 + 2 - 3 + 0 - 5
0 - 0 + 2 . 2 + 1 - 4  0 - 0 + 2 . 1  +  1*0 0 - 1 + 2 - 3 + 1 * 5  =±=
3 - 0 — 1 - 2 + 0 - 4  З - О - Ы + О - О  3-1 —  1 - 3 + 0 - 5

I 4 2 7 |
=  8 2 1 1  

|— 2 —  1 0

2 . акслантириш /?а фаэонинг 71 =  (\, 0 ), "е% = ( 0 , 1)

базисини мос равишда иг =  (1, —  1 , 0 , 2 ) ва « 2 — (°. 1» — 2 , 3) век«
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торларга, ¿г: Я4 -* А?3 акслантириш эса /?* фазонинг е 1 = ( 1 , 0 , 0 ,  0), 
е 2 =  (0 , 1 , 0 , 0 ), е з = ( 0 . 0 , 1 , 0 ), г\ = ( 0 , 0 , 0 , 1 ) базисный мос

равишда « ! =  (2, — 1, 0), и2 =  (1,1,1) ,  у3 = ( 0 ,0 ,  5), у4 = ( — 2 , — 1,3)  
векторларга утказувчи чизщли акслантириш Оулсин. /, £  ва g■f: 
: / ? 2 -► А?3 чизи^ли акслантиришларга мос келувчи Ар  Л^, А ^  матри- 
цаларни топиш керак.

3 0 .2 -пунктдаги 1-теоремадан А 1 матрицанинг устунлари иг, иг

векторлардан, А ? матрицанинг устунлари эса иь иь  и3, у4 вектор- 
лардан иборат экани келиб чицади. Шунинг учун:

Л , =
1 О 2 1 0 — 2

— 1 1
1

—  1 1 0 —  1
0 — 2 0 1 5 3
2 3

Нн^оят,
1 0

1 0  — 2 —  1 1 — 3  — 5
1 о  - 1 0  - 2 = — 4 — 2
1 5  3 ~ 2  Г ------ 5 -------СГ

Шундай к;илиб, *  /?ш чизикли акслантиришлар туплами билан 
тугри бурчакли М т-п матрицалар туплами орасида биектив мослик 
урнатилди, бунда акслантиришлар йигиндисига, сон билан акс- 
лантиришнинг купайтмасига Еа акслантиришларни купайтиришга 
матрицалар устида шундай амалларни (матрицалар йигиндиси, сонни 
матрицага купайтириш ва матрицаларни купай 1иришни) бажариш мос 
келади. Бу эса чизикли акслантиришлар учун курсатилган амаллар- 
нинг хоссаларини тугрилиги аник,ланган булса, у ^олда бу хоссалар 
матрицалар устида бажариладигин амаллар учун х,ам уринли экани- 
ни тасдицлаш имконини беради ва аксинча.

Мисол сифатида матрицалар учун купайтиришнинг ассоциатив- 
лигини исботлаймиз. Чунончи, агар А — 1 х т  матрица, В —  т х  п 
матрица, С эса п х  р матрица булса, (АВ) С ва Л (ВС) купайтма- 
лар ани^ланган булади, булар / X р улчамли матрицалардир. Мат
рицаларни купайтиришнинг ассоциативлик ^онуни шундан иборатки, 
бунда

(АВ)С =  А(ВС) (30.43)

тенглик уринли булиши керак. 3 0 .2 -пунктдаги 1-теоремадан / 6 Нот  
(Яр , ). g  6 Нот , Я т), к £ Нот (Яп , А?' ) акслантиришлар
мавжуд булиб, бунда С матрица /  акслантиришнинг матрицаси, В 
эса g  акслантиришнинг, Л эса к акслантиришнинг матрицаси экани 
келиб чикади. Акслантиришларнинг {hg)f ва купайтмалари
аницланган булиб, улар Нот [к п , / ? ' )  га тегишли эканини осонги- 
на куриш мумкин. Агар биз
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тенгликнинг туррилигини урнатсак, (30.43) формула исботланган бу- 
лади. Аммо бу охирги тенглик исталган акслантиришларни купай- 
тиоишнинг ассоциативлик конунининг хусусий ^олидир.

Фойдали маищ сифатида чизицли акслантиришларга мурожаат 
к^илмасдан туриб, матрицаларни бевосита купайтиришнинг ассоциатив- 
лиги цонунини текширишни тавсия г^иламиз.

30.5. Чизикли операторлар ва квадрат матрицалар. Чизикли акс- 
лантиришларнинг энг му^им синфларидан бири Rn ни Rn га акс- 
лантиришлар синфидир. Шунга мос равишда барча матрицалар ора- 
сида квадрат матрицалар синфи музуш синфлардандир. Чизикли 
операторлар ва квадрат матрицалар устида амаллар бажаришнинг 
бир ^атор хоссаларини куриб чи^амиз. Одатдагидек, баён цилишни 
квадрат матрицалар учун олиб борамиз. Чизикли операторлар учун,
30.4- пункт охирида курсатилганидек, бу хоссалар бутунлай са^лана- 
ди.

2 - т е о р е м  а. п-тартибли квадрат матрицалар учун ушбу 
муносабатлар уринли:

1. А +  В = В  +  А,
2. (А  +  В) 4 - С =  А +  (В  +  С),
3. А (ВС) =  (АВ) С,
4. (А +  В) С =  АС +  ВС, С (А +  В) =  СА +  СВ.

Теоремани исботлашдан олдин, шуни ^айд циламизки, ^ар доим 
иккита чизикли операторларнинг (Rn ни Rn га) купайтмаси тушун- 
часи ва п- тартибли иккита квадрат матрица купайтмаси тушунчаси 
ани^ланган булади. Шунинг учун 1— 4 -теоремаларнинг муносабат- 
ларига кирувчи барча купайтмалар маънога эга.

1 ва 2 - хоссалар кщорида х,ар к,андай т х  п улчамли матрица
лар учун урнатилган эди, 3-хосса эса 3 0 .4 -пунктнинг охирида ис- 
ботланди. Энди

(А  +  В) С =  АС +  ВС (30.44)

эканини исботлаймиз. Х.а^и^атан, агар Иц, ga , fa лар мос равишда 
(А -\ -В ) С, АС, ВС матрииалапнинг бир хил индексли ихтиёрйй 
элементлари булса, у ^олда

п п п

ha = 2  (a‘k “1“ Ьш) Cki — 2  а‘Ьсы +  2  =  Bn +  fu>
fe=l ft=l k=l

бу  эса (30.45) муносабатнинг туррилигини исботлайди. А  (В С) — 
= А В  +  АС муносабатнинг туррилиги з̂ ам шунга ухшаш исботлана- 
ди.

Умумий турри бурчакли матрицалар учун матрицаларнинг АВ 
купайтмаси ани^лангани билан, хали ВА  купайтма мазмунга эга 
булавермайди, чунки В нинг устунлари сони А нинг сатрлари сони- 
га тенг булмай е^олиши з̂ ам мумкин. п- тартибли квадрат матрица* 
лар з^олида з<;ар ^андай А ва В матрицалар учун хар доим АВ ва 
ВА  купайтманинг иккаласи з̂ ам аницланган. Шунга царамай, з̂ ар 
доим хам АВ — В А  булавермайди, яъни п- тартибли квадрат матри*"*
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цалар (п >  2 ) учун коммутативлик кону ни уринли булмайди. Куйи- 
даги учинчи тартибли матрицалар бунга энг содда мисол бу'ла 
олади:

1 0 °! 0 0 1 1
Л = 0 0 1 В = 1 0 0

0 - 1 0 : 0 1 0

Ушбуларга эгамиз:
0 0 1 0  -- 1 0

АВ = 0 1 0 ВА = 1 0 0
—  1 0 0 , 0 0 1

Бундан А В ф В А  экани куриниб турибди.
Квадрат матрицаларни ва чизи^ли операторларни купайтиришнинг 

ассоциативлик цонуни квадрат матрицаларнинг ва чизи^ли опера- 
торларнинг натурал курсаткичли даражаларини аниклаш имконини 
беради. Агар А  ихтиёрий п- тартибли квадрат матрица булса, у 
^ол да:

Л1 =  А,
------------------------------Л 2 =  Л-Л.

Л3 =  Л ■ (А2)~ = 1 Г (7 Г 7 !)=  7ГГА-А,------------------------------

Л" =  А (А "~ 1) =  . . .  =  Л-Л-  . . . - А ,

бундан ташкари, таърифга кура Л° =  Е  га эгамиз, бунда

I 0  . . .  О

Е =
О 1 О

О 0  . . .  1

бирлик матрица. Матрица даражаларининг ушбу 
а0 +  а} А +  а2Л2 +  • • • +  апАп

куринишдаги чизт-щли комбинациялари матрицалардан иборат п- тар
тибли полином дейилади, бунда а0, ах ап —  х;ак;иций сонлар
ва ап О*

Чизицли операторларнинг даражалари ва чизи^ли операторлардан
тузилган полиномлар худди шунга ухшаш киритилади.

31- §. Поличизицли (купчизикли) формалар

Шуни эслатиб утамизки, з̂ ар ^андай ( /  тупламнинг з^иций сон
лар туплами Я1 га /  аксланишини купинча функция дейишади (29.2- 
пунктга ^аранг). Бу термин цуйида систематик ^улланилади.
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31.1. Чизикли формалар. R" ни R 1 та чизи^ли акслантиришни 
чизикли форма дейилади. Агар f . R” ^- R1 чизикли форма булса, у 
холда 30.2- пунктга биноан f  акслантиришнинг матридаси ушбу ку- 
рннишга эга:

A f =\\ ап  а12 ■ • ■ а1(1||, (31.1)

яъни 1 х  п матрицадан иборат ва А< ни R” даги вектор сифатида

^араш мумкин. Дар цандай х 6  R n учун
—>■ —►

f(x) =  аиа ! +  а12а г +  • • • +  а](1а„ =
булгани сабабли R даги хар ^андай f чизикли форма скаляр ку-
пайтмадан иборат булиб, бунда векторлардан бири А ,  тайинланган,

•>* * 
иккинчиси х эса узгарувчидир. alk — f(ek), k — 1 ,2 , • • • , п эканини 
эслатиб утамиз.

Ушбу
-У

f(x) =  3 aj -f- 2 а 2 —  За3 +  4а4

ва

g{ х) =  —  —  а 2 +  За3 +  2а4 —  5а6 +  а 6— 7а,

функциялар, (бунда а,- компонентли х ё R*, ёки R 7 га тегишли ихтиёрий 
вектор), бу вектор конкрет чизикли формалар мисолларини беради. 
Шуни ^айд киламнзки,

Л ,~ | | 3  2 - 3  4 1|
ва

A g ==\\—  \ .  —-1 3 2 - 5 1  — 7||.

31.2 Поличизицли формалар. Rn фазо m та векторининг мумкин

булган барча тартибланган тупламида берилган f(xv  х 2, ..,.хт) функ
ция, агар /  бир аргумент буйича бошка аргументларнинг ^иймат- 
лари узгармас булган холда чизн^лн форма булса, у >$олда т- чи- 
зщли форма дейилади. Бу таърифни ^ис^ача бундай ифодалаймиз: 
агар

f :  Rn х  Rn х  • • • х  Rn R1
m марта

^ap бир купайтувчиси буйича чизикли форма булса, у т- чизикли 
формадир.

Агар R n х R n X • • • х Rn да купайтувчилар сони курсатилмаган 
булса, у зфлда форма тугридан-т^гри поличизицли (ку'пчизщли) фор
ма дейилади. Rn х Rn X ■ • • X Rn фазо билан т х п матрицалар-

т марта
нинг М п• т туплами орасида урнатилган мосликка биноан (ЗОЛ* 
пунктга царанг) т- чизикли формани яна бундай аницлаш ^ам 
мумкин!

154



Агар f\ M n-m-*R x функция х,ар бир устуннинг, боища устунлар- 
нинг тайинланган ^ийматларида чизи^ли формаси булса, у ^олда 
бу функция ш-чизицли форма дейилади, яъни £ =  1 ,2 , ... , т да 
ушбу муносабатлар бажарилади:

f l u а 12 • • . Я л | А + ^ а | * • * • a i m
1

а 21 ö 22 • • . ?1Л2А +  Ц а 2А ’  * • @ 2  т
—

1 а />1 О ,¡2  • *

» » / 
.  к а г1ь ~ \ ~ ц а ^ п )

=  Х/

ап а12 • • • <2 | к 1 ' • @1т 1

<hl а22 "  ' @2k •• • aim
+

(31.2)

1 ап1 @П2 * * *
/

О-пк ■' ' @пт )

Шуни цайд циламизки1, (31.2) муносабатларга кирган матрицаларда 
k- устундан боннца устунларнинг х^аммаси бир хилдир.

Бундан кейин баённи соддалаштириш ма^садида т- чизи^ли фор
ма дейиш урнига тутридан-тутри т- форма деяверамиз.

Куйида 2 - форма ва п- формаларгина му^им роль уйнайди. Бу 
формаларнинг хоссаларини мукаммалроц куриб чицамиз.

31.3 Бичизи^ли ва квадратик формалар. 2-формаларни одатда 
бичизицли формалар дейишади. f \ Rn X R'1 -*■ R1 —  бичизи^ли форма 
ва

V —>*
х =  (а1; аз, ■ • • , а„), у  =  (ß„ ß2, • • ■ , ß„)

Rn x  Rn ra тегишли векторларнинг тартибланган жуфтлари булсин. 
У  ^олда, /  нинг бичнзи^лилигидан фойдаланиб, топамиз:

п п п

f(  XI У) = f fyhßk &k).
1=1 k~\ i.k =  1

Бундан >;ap кандай бичизщли форманинг базис векторлардан
->- —► о

иборат мумкнн булган барча тартибланган (ei} ek) жуфтлардаги ций-
матлари маълум булса, бу форма тула ани^ланган булиши кури-
нади.

/■* =/(«)> ~ek), i, k =  1 , 2 ,  • • • , п (31.3)
деб оламиз. / (А сонлар ушбу квадрат матрицани ташкил кнлади:
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F =

f i l  f 12 • • • fin
f 21 Î22 • • • fin

(31.4)

fnl fui • • • fn,

дастлабки /  бичизщли форма бу матрица ёрдамида бундай ёзилади:
П

f ( x ,  Ъ  =  2  ... сч
¡,¿= 1  (^l'5)

F матрица /  бичизщли форманинг матрицаси дейилади.
Аксинча, агар F  =  j| flk || —  ихтиёрий n- тартибли квадрат матрица,

х =  (а1; а2, • • • , a fi), у  =  (pj, рг, • • • , р„) булса, у з^олда

f {X,  ~у) = (31.6)
1,4=1

куринишдаги функция бирор f \ R n X Rn + R 1 акслантиришни amirç-

лайди. (31.6) дан бевосита f — бнчизи^ли форма ва f (е„ е4) =  f ik 
экани, яъни F  (31.6) бичизи^ли форманинг матрицаси экани кури- 
нади.

Шундай цилиб, теорема исботланди.
1 - т е о р е м а .  Х,ар цандай f \ R n х  Rn-> R 1 бичизицли форма шу 

форманинг

fn  f  12 • • • fin
/2 1  /2 2  • < • ¡ 2г.

F  =

/ni fn2 • • • fn.

(31.7)

матрицаси билан тула анщланади, бунда — f (e lt ек) (i, k =
—̂  —У _

=  1 , 2 , • • • , п) ва ех, ег, ' • •, базисдаги вектоолаопинг компи- 
нешплари орцали ущбу

П

f(x,  У )  =
t.k=\

формула билан ифодаланади.
Аксинча, агар F =  || f lk || ихтиёрий п- тартибли матрица булса,

(31.5) куринишдаги функция f  : R n х  R n +  R }  бичизщли формани 
анщлайди, F бу форманинг матрицасидир. ,

Бичизи^ли формалар орасида Я бирлик матрщадан иборат буДч 
ган энг содда матрица матрицадир, яъни

/и
iarap 1 =  k булса, 1 , 
\агар г Ф  k булса, О,
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Шу сабабли ^аралаётган бичизшуш форма ушбу KÿpiiHumra эга. 

/о (Х  у) =  а Д  +  а 2р2 Ч- + а „р „ .

2 8 .2 -пунктдан бу ферма Rn даги скаляр купайтмани ифодалаши 
келиб чи^ади. Бичизшуш формалар билан скаляр ^пайтмалар ора- 
сидаги богланиш VI ва VII бобларда туларо^ ÿpraHWiaflH.

Агар исталган х, у  Ç Rn учун

fOc, У) =  f ( y ,  х) (31.8)

булса, у ^олса /  бичизицли форма симметрии форма дейилади. ег

ва ek векторлар еь  е2, • • •, еп базисга царашли ихтиёрий векторлар 
булсин. У  зфлда (31.8) дан

/¡'А =  f  (&i> &r) ~  f {&k> ~fhi

экани келиб чик;ади.
Шундай ^илиб, бичизшуш симметрии f форманинг

fi l  fl2 • • • fin

F  =
f i l  f •.92 ■ • fin

• • frin

(31.9)

?П1 /л2 •

матрицаси шундайки, з̂ ар ^андай ¿, А да

¡¡к —
тенглик уринли булади.

(31.9) шартни ^аноатлантирувчи матрица симметрии матрица 
дейилади. Бу ном шу фактни таъкидлайдики, Р  матрицанинг бош диа
гонали унинг симметрия укидир. Равшанки, Т7 симметрии матрица 
узининг транспонирланган матрицаси билан бир хилдир (30.1-пункт- 
га ^аранг), яъни Р* — Р.

Агар бичизшуш /  форманинг матрицаси симметрии булса, у з̂ ол- 
да форманинг узи симметрик булади. Ха^и^атан,

п п п

} (Х,  У) — =  /я£«(Р& =  / (у> Х).
i,k= 1 ¡,*=1 i,k =  1

Dn оркали Rn х  Rn нинг (x, x) (бунда x  g Rn) жуфтлардан тузилган 
içhcm тупламини белгилаймиз, Dn ни Rn x  Rn тупламнинг диагонали 
дейилади.

f i R n x  Rm *■R 1 —  симметрик бичизшуш форма булсин. У  з^олда 
/  нинг Dn га си^илиши, яъни

flo" i Dn + R 1

157



квадратик форма дейилади. Ушбу белгилашни киритамиз: <р7  =

=  Ао'1 • ф/ квадратик форма х векторнинг компонентлари оркали бун- 
дай ёзилади;

П
фг(х, х) =  / ( х ,  х) =  2  (31.10)

¿,а=|
Шундай цилиб, квадратик формани ёзиш учун уша Г  матрицанинг 
узидан, яъни бу квадратик формани пайдо и; ил га н бичизик,ли сим- 
метрик /  форманинг матрицасидан фойдаланилади. Бунда фар^ шун-

даки, квадратик функция битта х векторнинг функцияси, бичизи^ли 
форма эса векторлар тартибланган жуфтининг функциясидир. Бу 
фар К квадратик форма Нп X /?" тупламнинг О* диагоналида аниь;- 
ланганлигидан, /  би чизикл и форма эса бутун # я X Яп аникланган- 
лигидан келиб чи^ади.

Куйида, агар англашилмовчилик келиб чи^майдиган булса, квад
ратик формани бу формани вужудга келтирган бичизшуш симметрии 
форма белгиланган >;арф билан белгилаймиз.

31.4. Чизи^ли акслантиришларни ва бичизицли формаларни мат-
рицалар ёрдамида ёзиш. / :  Яп # т —  чизицли акслантириш булсин. 

■> ■>
У  х,олда Яп даги е1, е2, • • • , еп базисларга тегишли векторлар ва 

—>■ / >-/
даги е 1 , е 2 , ■ ■ ■, е т базисга тегишли векторлар компонентла

ри оркали /  акслантириш бундай ёзилади:

а, =  аи а 1 +  а12 а 2 +  • • • +  а1п а„,
« 2  =  а21а 1 +  а22а 2 -+- • • • +  агпап, „ . . . .

бунда
« т  — ат2<х2-\- • о,тпо.п

А , =

^11^12 • • • &\П 
^21^22 • • • ^2/1

| &т1&т2 • • • &п

матрицанинг устунлари / (е4-) (/ =  1,2 , ••• , га) векторлардан ибо-
рат.

Агар ва /?т  га тегишли векторлар бир устунли матрицалар 
тарзида ифодаланган булса (30. 1-пунктга к,аранг), у ^олда (31.11) 
формулалар ушбу ^улай куринишни олади:

« ; а 11а 12 ' ’ « 1

а 2 @ 21а 22 ' • а 2л а 2

• — • • • • * •

а  ш 0 т \ 0 - т 2 ’

• •

■ '  Я /П Л а я (31 .12)
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Бунда

а.

-*■ аг > а,
х '  = ; € Я т , *  = ;

а  т

€ / ? л ,

деб олиб, ! :  Яп > /?т  чизи^ли акслантириш векторлар ва матрицалар 
ёрдамида бундай ёзилишига* ага буламиз:

х' =  Аг х.  (31.13)

/  акслантириш Яп ни Ят га акслантиришдаги чизик;ли оператор 
булган ^олда (31.13) формуладан фойдаланиш айни^са цулай. Бу

зфлда х ва х'  лар Яп га тегишли, Аг  эса п- тартибли квадрат матри
ца булади.

Энди а\ Нп X Яп Я1 бичизик^ли форма булсин. Бу з^олда а чи-
-V  —>■

зицли форма х, у  6  Я п векторларнинг компонентларига нисбатан 
(31.3-пунктга царанг) ушбу куринишга эга:

а (х , у) =  ¿л  а* а$Ь’
/,а=1 (31.14)

бунда А =  || а,* || бичизи^ли а форманинг матрицасидир. : /?л -* Кп 
чизщли операторни караймиз, бу оператор А  матрица билан бери- 
лади:

«I
а 2

Оца, +  £7,2«, <-

ссп |СХ| -I- а ,г2&2 Ч~ ■ ■ ■ &пп&п‘

Энди Л га нисбатан транспонирланган А* матрица билан берилади- 
ган /а : ■> Я п операторни караймиз.

а ; =  аи ах +  а21 аг +  • • • +  ап1 ап,
«2 =  Й22а2 Ч-  а21а 2 •+••••+ йп-2ап,

ссп —  а  ¡п'У.1 Ч~ ^2««2  Ч " ■ * ■ Ч-  ОппР'п’

/а операторни одатда \а операторга цушма оператор дейилади.
(31.14) ва (31.13) формулалардан ^уйидаги айниятлар уринли 

экани келиб чик;ади:
П ^

а{ х,  г/Т =  2  а «*а А  =  &  АУ) = * (* • &  (У)) ,о ,/,4=1 (31.15)
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а(х,  ¡Г )=  2  0|*в.Р*= (Л**,  ¡5 “ ( / е й .  5 -  /С11СЧ
¡,*=1  (31.1Ь)

Шундай килиб, куйидаги теорема уринлидир.
2 - т е о р е м  а. Х,ар цандай а: Яг X /? " -*■ Я1 бичизщли форма 

шундай !а: Я п X Яп Яп чизикли операторни вужудга келтира- 
дики,

а  ( х .  У )  =  (  х , 1а ( у ) )  =  ( &  ( х ) ,  у )

тенглик уринли булади, бунда / *а оператор / в операторга кушма
оператордир.

Шуни ^айд циламизки, иупинча

а (х, у) =  (х, Ау) +  (А*х,  у) (31.17)

формулалардан фойдаланиш кулай булади. (31.17) муносабатни ку
пинча бундай талцин этиш фойдалидир: агар А матрица п- тартибли
квадрат матрица, А* эса унинг транспонирланган матрицаси булса, 

■> ■>
А ни (х, Ау) скаляр купайтмада у  вектордан х векторга «ташлаш» 
(утказиш) А матрицани А* матрица билан алмаштиришга олиб 
келади.

Агар / :  Я п /?'! чизикли оператор узининг цушмаси билан бир 
хил, яъни f =  /*  булса, у зфлда у узига кушма оператор дейила- 
ди. Агар А матрица симметрии булса, /  узига кушма булиши рав- 
шан, бунинг аксинчаси з̂ ам тугри.

а- . кп х Я п + Я 1 симметрии бичизшуш форма учун (31.17) фор- 
мулалар ушбу куринишни олади:

а(х,  у) =  ( Ах,  у ) =  (х, Ау) =  (/я (х), у) =  (х, (а (у)). (31.18)

Хусусан, а симметрии бичизикли форма вужудга келтирган сра (х, 
х) квадратик форма учун ушбуга эгамиз:

сра(х, х) =  (Ах, х) =  (х, Ах).  (31.19)

3 - т е  о р е м  а. Агар барча х ва у  ларда

(А^х, у) =(Л>х, у) (31.20)

тенглик $ринли булса, иккита п-тартибли А1 ва А 2 квадрат 
матрица тенг булади.

И с б о т .  Ха^ицатан, з̂ ар ^андай х, у £ Н п учун (31.20) тенглик- 
дан ушбуга эгамиз,

0 =  (Лхх, у) —  (Л2х, у) =  ((/4Х —  А2) х, у).
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6 у айниятда

У = ( А  —  А )  х
деб оламиз, у ^олда

((Лг —  А2)х , ( 4  —  Л2) х) = 0  
ва скаляр купайтманинг хоссасига кура (28 .2 -пунктга царанг) 5̂ ар

^андай х учун ушбу тенгликка эгамиз:

( 4  -  А2) х =  0

Бундан Ах — А2 =  0„, бунда 0 „  —  ноль матрица ва, демак, Лг= Л а.
4- т е о р е м а. Иккипга \ар к^андай я- тартибли квадрат мат

рица учун

(АВ)° =  В* Л*

тенглик урин ли.
И с б о т .  Нп ни Нп га акслантиришдаги А ва В матрицалар ву- 

жудга келтирган чизицли операторларни [А ва [в билан белгилай- 
мизт уларга к,ушма операторларни эса ГА ва Гв оркали белгилаймиз. 
Шуни эслатиб утамизки, ва /*  операторларни А* ва В* матрица
лар вужудга келтиради.

(31.17) дан >̂ ар к,андай х, у учун

(х, АВу) =  ((АВ)*х,  Ъ  (31.21)

тенглик уринли экани келиб чи^ади. Бош^а томондан,

(*, АВу)  =  (х, ( /ло /в) (у)) =  (х, ¡ А ([в (у))) =  (ГА(х), / в (у)) =

=  (Гв (Га (*)). (У) =  ((Гв ° / ; )  (*). 0  =  (В* А* х, у). (31.22)

(31.21), (31.22) дан ва 3-теоремадан
(АВ)* =  В* А*

экани келиб чицади.
31.5. я-формалар. / 1  /?'» х  /?д X ... X  Яп—>Я} л-форма булсин.

п марта

га тегишли я та векторларнинг тартибланган системасини ^а- 
раймиз:

«1 1 «12 я 1а
«2 1 . «22 —► е м

*1 = . х 2 = , • • • * »  ЗС/1 ”
;

а „ 1 а».я « » * 1
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Бунда, 30.1-пунктга биноан, компонентларнинг ёзилишидаги икки- 
тадан индексларнинг мазмуни бундай: биринчиси вектор компоненти 
номерини, иккинчиси эса вектор номерини курсатади. 

п- форманинг таърифига биноан:
/  п п п

/ (%ii • • •> x,¡) =  /I c t ¡ ^ a innein
\ ¡ 1=> 1 ¿8=1 2 2  ¡n —2

n ti n

jmx 2 ! • • • лш ®í,2  • • ' alnnf (ei ’ l • ■ •>£/„) =
*4=1 = l /„  =  1

Л

2  f (e‘t’ ei2’ • • •> eln) a,tllaia2 • • • a¡nn- (31.23)
i f  Í2' . . . .  ¡n = 1

(31.23) формуладан ^ap цандай n -форма узининг e ¿ , et , . .  .,eífl век- 
торлардан олинган тартибланган цийматлари туплами билан тула 
аникланиши куринади, бунда бу векторларнинг узаро тенглари, яъни

бир хиллари булиши хам мумкин. е^, ...........ein векторлар узининг

табиий тартибида ёзилмаган е ъ  е2, . . . ,  еп базиснмнг элементлари.
т- форманинг цийши^ симметриклиги з^ацидаги му^им тушунчани 

киритамиз. Агар т- форма /  нинг иккита вектор аргументининг 
уринларини алмаштирганда форманинг киймати минус бирга купай- 
тирилса, яъни ушбу тенглик уринли булса:

/  (^1> • • •! —ii Xf¡> -̂í+i> ■ • ■> Xk—i> %i> " > •> %m) ~

f  (^i............—i, x¿, . . . ,  x ¿ —j,  х^, x¿^_j, . . . ,  x m) (31.24)

бу форма кийилщ симметрии форма дейилади. К,ийшиц симметрик 
форма му^им хоссага эга: агар вектор аргументларнинг opacada,

иккитаси тенг булса (xi=x¡¿), у  \олда векторларнинг бу система- 
сида f форманинг циймати нолга тенг булади.

Да^и^атан, (31,24) формула ва x¡ =  xk эканидан фойдаланиб, то- 
памиз:

2/ { Хц . . .  , Я/_1) x¡, X¿_j_i, . . ., X ¿ _ 1, Хц, x¿̂ _! х т) — 0.

Шу билан айтилган фикр исботланди.
R2 даги 2 - формаларга ^уйидаги формалар мисол булади:

1 ► —>
fi (•*> у) — -Ь 2а21а22, 

/г(*> у) =>
к.
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Я 3 даги 3- формаларга

Ь б  У, 2) = а и а 12а,з +  За21а 22а 33 / 4 (х, у , г )  =
«1 1  «1 2  «1 3  
«2 1  «2 2  «23  
«3 1  «32  «33

формалар мисол булади; / 2 ва / 4 —  к,ийши^ симметрии формалар, 
долган лари ^ийшик; симметрияга эга эмас.

Энди /  ^ийшик симметрии п- форма булсин. У  зфлда /(е ,

е . , , е,п) ссн е; , е 1 , векторларнинг хаммаси бир-бири-
дан фар^ли булгандагина ва фа^ат шу ^олдагина нолдан фарцли
булади. Демак, /2, . . .  , ¿п сонлар 1, 2, 3  п натурал сонлар-
нинг урин алмаштиришини ташкил килади.

¿г, г.,, • •• , сонларнинг урин алмаштиришидан 1 , 2 , . . .  , п сон- 
ларнииг усиб бориш тартибида ёзилган урин алмаштириши цандай 
^осил булишини ^араймиз. ¿г, /2, . . .  , <„ сонларнинг урин алмашти- 
ришида иккита цандайдир ^ушни ссннинг урнини алмаштириш ама- 
лини транспозиция деймиз. Масалан, г2, ¿г, 13, , 1„ урин алмаш
тириш ¿2, . . . .  /п урин алмаштиришдан транспозиция ёрдамида 
х/вчил булган 1Г1 и., . . .  . урин ялмяштнрршни 1 , 2 , . . .  , п урин 
алмаштиришга айлантириш учун нечта транспозиция бажариш ке- 
рак? Агар г,, ?2, . /* _ ж сонлар орасида г* сондан катта сонлар
булса, у ^олда 4  сон инверсия з̂ осил ^илади ёки /1( г2> — . г« У Р НН 
алмаштиришда тартибни бузади дейилади. Масалан, агар п =  5 бул
са, у .\олда 2, 4, 3, 1, 5 урин алмаштиришда 1 сони учга инверсия, 
3 сони битта инверсия х;осил цилади, 2, 4, 5 сонлари эса битта х!ам 
инверсия ^осил ^илмайди.

1Ъ и, ... , сп урин алмаштиришнинг сонлари орасида 1 сони бор.
1 сонини, ундан чапда турган сонларнинг ^аммаси билан транспо
зиция ёрдамида алмаштириб, биринчи уринга ёзамиз. Бу сонларнинг 
х;аммаси билан 1 сони инверсия ^гсил ^илади. Шу сабабли 1 сонини 
биринчи уринга утказиш учун 1 сони 1Ъ ¿2, ... , ¡п урин алмашти
ришда нечта инверсия ^осил ^илса, шунча транспозиция ^илиш ке- 
рак. Сунгра 2 сони билан шундай иш бажариб, уни иккинчи уринга
утказамиз. Бунда 2 сони / г, ¿2........  ¿п урин алмаштиришда нечта
инверсия ^осил цилса. шунча транспозиция бажариш керак. Бу про
цессии давом эттириб, ¿х, /2, ... . ^рин алмаштиришни 1 , 2 , 3, ..., п 
урин алмаштиришга айлантирамиз. Бунда /а, ... , /„ урин алмаш
тиришнинг барча элементлари бажарган инверсиялари йигиндиси 
нечта булса, шунча транспозиция бажариш керак. Инверсияларнинг 
бу сонини 1(1Ъ г2, ... , 1п) билан белгилаймиз.

>   ̂  ̂ Н “  у
е 1/г ва е,А+| векторларнинг ^ар бир транспозициясида /(е^, . . . , е 1п)

ифода ишорасини узгартиргани учун ушбу формула уринли:

/ Й , ,  I ,    е,„) =  ( - ! ) ' ‘п) /  К  72 еп). (31.25)
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5 - те  о р е м а  } : Я Г' Х Я ПХ . . .  х  Я п—»Я1 —  г^ийиищ сим метрик 
п- форма булсин, у  %олда /?" фазонинг ихтиёрий

(31.24) ва (31.25) формулаларда хулосаланган юцоридаги муло-
з^азалардан уш бу теорема келиб чи^ади.

« и «12 «1л
«21 «22 а 2-.‘

Х х = , хг = .........  Х п —

а п1 ®И2 «лл

вектор лари учун ушбу тенгликка эга бС/ламиз:
П

/  (х„ хг, . . хп) = !о  2  (—  1) ' ц"  1'........  я)а / №  2 • • • “ ¿„/1.(31.26)
«1. г =1

бунда / 0 —  векторларнинг е1, е2, . . .  , еп тартибланган системасида 

/  нг/нг цийматига тенг булган узгармас: ¡0 =  { (еь е2, . . .  , еп).

32- §. п -тартибли детерминантлар

32.1. Асосий таърифлар. т- форманинг пхгп матрицаларнинг 
М п’ тупламидаги функция сифатидаги таърифига биноан (31.2-лункт- 
га ^аранг) бундан кейин биз /г-формани п- тартибли матрицалар
нинг М п тупламида берилган функция деб ^исоблаймиз. Бундай 
функция матрицанинг з̂ ар бир устунида, бош^а устунлар узгармас 
булганда чизик,ли формадир. Бунинг тула ёзуви (31.2) формулаларда 
берилган (3 1 .2 -пунктга ^аранг).

с1е!: М п-^>К1 /г-формани, агар у ^ийши($ симметрик ва d et£ '= l 
булса, детерминант форма деймиз, бунда Е —  бирлик матрица.

31.5- пунктнинг 5 - теоремасига мувофи^ хар цандай

а11 а12 • • • а ы

А  =

]

а 22 • • • а г п 

а ,ч  @„2 • • • @т

£ М п

матрица учун ушбуга эгамиз:
П

det А  =  ^  ( - 1 ) ' (,‘ ............ » \ 1 а , , , . . а 1ап, (32.1)
¿1 . • ¡„ -=1

Бундан, п- форма det нинг цийшиц симметрик булиши талаби ва 
уни нормалаш шарти (ёе1 £ =  1) бу формани бир ^ийматли аншуга- 
ши куринади. Шуни цайд циламизки, (32.1) тенгликнинг унг цис- 
мидаги ^ар бир цушилувчига з̂ ар бир сатрдан биттадан ва з̂ ар бир 
устундан биттадан элемент киради.
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(М  детерминант форманинг М п даги матрицалар ор^али ифода- 
ланган ^ийматлари п-тартибли анщловчилар ёки детерминантлар 
дейилади. п-тартибли детерминантларни det деб белгилашдан таш- 
цари бош^а белгилашларни )̂ ам ишлатнладж

ёе!

а 11а 12 • ■ •. а 1п 1
а П ° 2 2  • • • а 2„

(32.2)

а п1 а п2 • ■ • @пп

а 11а 12 • • а 1п

а 21а 22 • • @2п
(32.3)

@П\ @П2 • • • &нп

(А  ёки а 1Ь 1- (32.4)

Бунда (32.3) ва (32.4) белгилашлар энг куп ишлатиладиган белги- 
лашлардир. (32.2) ва (32.3) ёзувларда детерминантни вужудга кел- 
тирган матрицаларнинг сатрларн ва устунлари, шунингдек, детерми- 
нантнинг з̂ ам устунлари ва сатрлари дейилади.

(32.1) тенглик детерминантни бевосита з^исоблаш мумкин булган 
формуладир. Шунга ^арамай, бу формуладан амалда кичик тартибли 
детерминантларни з^исоблашдагина фойдаланилади, чунки (32.1) нинг 
унг томонидаги цушилувчилар сони п\ га тенг ва, демак, п усиши 
билан фавцулодда тез усади.

Бевосита текшириш ёрдамида (32.1) дан II боб, 15-§  да урга- 
нилган иккинчи ва учннчи тартибли детерминантларнинг таърифлари 
келиб чи^ишига ишонч з̂ осил цилишимиз мумкин. Детерминантларни 
зугсоблаш конкрет куп номаълумли чизгауш тенгламаларнинг систе- 
маларини ечишда фундаментал роль 5'йнайди, механиканинг, физи- 
канинг ва техниканинг з̂ ар ^андай татби^ий масаласи амалда бу 
системаларга келтирилади. Шунинг учун п-тартибли детерминант
ларни ^исоблашда, (32.1) формуладан бевосита фойдаланишга Кара
ганда, натижаларни топишнинг бирмунча цулай умумий усулларини 
топиш имкониятини берадиган хоссаларини урганиш муста^ил ^и- 
зик;иш тукдиради. Бу усуллар детерминантларнинг хоссаларига асос- 
ланади.

32.2. Детерминантларнинг хоссалари. Бундан кейин шу параграф 
давомида п- тартибли квадрат матрицалар ва п-тартибли детерми
нантлар царалади, буни з̂ ар гал алоз^ида ^айд цилиб ^тирилмайди.

1-х  ос с а. Х , а р  ц а н д а й  А  м а т р и ц а  у ч у н

det А  — ё е М * . V / (32.5)

Бошцача айтганда, агар А матрнцада устунлар сатрлар билан ал- 
маштирилса, з̂ осил булган Л* матрицанинг детерминанти А  матрица 
детерминантига тенг булади
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(31.23) формуладан уш бу мунссабат кельб чикдди:
П

(М Л  =5 2  ^  ^ ¡ 1  ( ) а, га, 2 . . . а 1 п , (32.6)
к. и. . . . .  1п=  1

бунда Е>,  матрица булиб, унинг устунлари е1 , е , , . . .* 8  1 2
—>

г» • . е/п векторлардан иборат. Агар энди 1Ь 1Ъ . . . ,  /л урин алмаш- 
уиришдан 31.5- пунктда тавсифланганидек транспозиция билан 1, 
В , . . .  , га урин алмаштиришга утилса, ушбуга эга буламиз:

М Е , Л  . . . ¡ п =  ( - 1 ) '  (‘ ‘  '«Х Ы Е  =  ( - ] ) '  <'• Ч  (32.7)

бунда / ( г<, , 1п) ифода / ,  / ,  . . . ,  гп урин алмаштиришдаги ин-
версиялар сони. Ана шу соннинг узи, яъни /(г,, г2, . . . ,  г„) сон ¿ъ  
¿2, . . <п ^рин алмаштиришдан 1, 2 , . . . ,  га урин алмаштиришга 
утиш у<Гун бажарилган транспозициялар сонидир. Агар энди уша 
транспоэициялар ёрдамида ,г . . .  ¡п матрицанинг устунлари билан 
биргаликда а^2 . . .  а1п11 купайтмадаги купайтувчиларнинг урин- 
ларини ^ам алмаштирсак, купайтма ац а2/- . . . ап,п куринишни оли-
шини курамиз. Бунда I (1Ъ ¿2............ /„) транспозициялар ёрдамида
1, 2, . . .  п урин алмаштиришдан / 2, . . / ,  урин алмаштиришга
^тамиз. Бу E ii (> . . .  ¡п матрицани, унинг устунларини / ( ,   .......
трансповициялар ёрдамида Е  бирлик матрицага утказиш мумкин 
деган с^здир. Шунинг учун.

Ы Е , и ..........  /я = ( - 1  )/ (л“  • ” °"<Ы Е =  (— 1)./(<ч............'«) (32.8)

Бош^а томондан,

(— 1)' (‘'1г’2.......... <п> =  (— 1)' • • •* Ч  (32.9)

(32.8) ва (32.9) дан ушбуга эга буламиз:
П

сЫ Л =  ^  ( - 1 ) / ( ; ‘ .........................о ,,. • • • ая/л. (32.10)
к> 1г> • • •* //г =  1

(32.7) ва (32.10) дан ушбуга эга буламиз:
П

(Ы А =  2  ( - ! ) ' 0 ‘ * '*......... ' ^ ,  ^ 1  . . . ап! (32.11)
1 * 1 , ............... 1п -  1

аммо (32.1) га биноан



чунки А*  матрицада а1к элементнинг иккинчи индекси сатр номерини 
курсатади. (32.11) ва (32.12) дан

det А =  det А*

зкани келиб чи^ади.
Шу билан 1-хосса исботланди.
1-хоссадан детерминантдаги устун ва сатрларнинг роллари бир 

хил ва агар бирор фикр устунлар учун тугри булса, у фикр сатрлар 
учун ^ам уринли булиши келиб чи^ади.
• /  2 -х  ос с а. Агар детерминантда иккита устун ёки иккита 
сатрнинг уринлари алмаштирилса, у  %олда детерминант минус 
бирга купайтирилади.
V 3 -х  ос с а. Агар детерминантда иккита устун ёки иккита сатр 

дзаро тенг булса, у  %олда детерминант нолга тенг бдлади.
Бу хоссаларнинг устунлар учун уринли экани детерминант фор- 

манинг ^ийшик, симметриклигидан бевосита келиб чи^ади, сатрлар 
учун эса 1-хоссага биноан уринли булади.

- 4 -х  о с  с а. Исталган устун ёки исталган сатр элементлари 
учун умумий булган купайтувчини детерминант белгисидан таш-
нрри ип^приш мумкин.____________________________________ _________________

5-х  ос с а. Х,ар цандай детерминант учун ушбу айният дринли:

11 12

а2,а21 22

ап1ап2

а,и +  а*ik
a'2k +  a

aln
&2п

• ank +  аnk

а 11а 12 • • • a \k • • • @ln a n a u  • a in

$21^22 • • • a 2k * • @1 n a '2ia 22 • • • a 2k • * • П

+ • • • • * * • •

a n la n2 • • • a nk * . . ann a nia n2 • • *kn • ‘ &ПН

, (32.13)

сатрлар учун хам бу айният дринли.
4 ва 5-хоссанинг устунлар учун дринли экани бевосита детер

минант форма Ĵ ap бир устун буйича чизи^ли форма эканидан келиб 
чик,ади, сатрлар учун эса бу хоссалар 1-хоссага биноан уринли.

5 ва 3 -хоссалардан бевосита цуйидаги 6-хосса келиб читали.
'■ 6 - х о с с а .  Агар детерминантнинг исталган уступи (сатри) 

длементларига боища устун (сатр) элементларини бир хил сонга 
кдпайтириб цушилса, бундан детерминант дзгармайди.

Бу хосса 5 ва 2- хоссалардан бевосита келиб чицади.
32.3. Детерминантни устуни ёки сатри буйича ёйиш. Учинчи тар- 

тибли детерминантларни ^рганганда (II боб, 15-§ га ^аранг) учинчи 
тартибли детерминантни иккинчи тартибли детерминант орцали ифо- 
даловчи формула мух;иы роль уйнаган эди. Куйида бу формуланинг 
п• тартибли детерминантлар учун тула аналогини чицарамиз, бу фор



мула п- тартибли детерминантларни топишни п— 1-тартибли детер- 
минантларни топишга келтиради. Учинчи тартибли детерминантлар- 
дан исталган тартибли детерминантларга утишда бу формуланинг 
роли орта боради.

Хар бир -

Д =

@11а 12 • .  - . • • а 1п
а 21й 22 • • • а 2/г • • @2 П

й ц  Я/2 • • • a ik • . .  afa

@П1 @П2 . &пк- • • &пп

(32.14)

п- тартибли детерминант п2 та (п— 1)-тартибли детерминантларни ву- 
жудга келтиради, бу детерминантларнинг ^аммаси А дан i- сатр ва
А-устунни, ( / =  1, 2, . .  . , п, k =  1, 2  п) учириш йули билан
^осил булади. Бу (п— 1)-тартибли детерминантлар А детерминант
ларнинг минорлари дейилади ва билан белгиланади. /  ва k ин- 
декслар мос равишда А дан учирилувчи сатр ва устун номерларини 
курсатади. Купинча А(* ни а1к элементнинг минори дейишади, чунки 
бу элемент А дан ^чириладиган устун ва сатр номерларини бир 

шмат л и курсатади.
Детерминант ал элементининг алгебраик тулдирувчиси деб

Аш =  (— 1)/+ *Ай (32.15)

сонни айтилади. Шуни цайд киламизки, учинчи тартибли детерми
нант элементларининг минорлари ва алгебраик тулдирувчилари 
(II боб, 15-§ га царанг) ю^оридаги тушунчаларнинг хусусий х>ол- 
ларидир.

1-те ,орема (детерминантни устуни ёки сатри буйича ёйиш ^а- 
цидаги теорема). )(ар цандай

Д =

1 1 а 12 • • а 1 п

'■21а 22  • • а 2п

1 @ и 2  • • @ГМ

детерминант бирор устуни ё/си сатри элементлари билан улар- 
нинг алгебраик тулдирувчилари купайтмаларининг йигиндисига 
тене.

И с б о т .  1-хоссадан (32.2-пункт) теореманинг тасдигини А де- 
термиаантвинг устунлари учунгина исботлаш етарли экани келиб 
чицади.
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Д астл аб , Д детерминант

Д =

• * * @1п
О 022̂ 23 • « • ^2« 
О а320зз . . .  а

О 0,(2 Опз

зп

• • • •
• • • Clnn

(Й2.16)

куринишга эга булган ^олни цараймиз. У  ^олда
П

А =  2  ( - 1 ) ' ('"  *........... '"> а/х а/,2 • • • <*/„„. (32.17>
¿i.it........... '«= » '

(32.16) детерминантда биринчи устуннинг аи  элементидан бошца 
барча элементлари нолга тенг, шунинг учун (32.17) тенгликнинг 
унг томонида турган йигиндида 1 булганда а1г элемент ^атнаш- 
ган барча цушилувчилар йуцолади. К,олган цушилувчилар учун

1 . ¿2 i'rt) =  /(1| it. • • ■ I Ü  =  1 (ig> • • ч "̂п)>

бунда г2. • • •. ‘п ушбу 2, 3 , п сонларнинг урин алмаштириши. 
Шунинг учун!

А = (ii. 1п) @11 2 % п  =

=  а11 2 'п)а i.2 a inn- Х32Л8)
i. in =  1

Аммо (32.18) нинг унг томонида турган йигинди ушбу (п—  1)-тар- 
тибли детерминантдир:

(32.19)

@22@23 • • а гп
@32@33 • • 
• • • .

@3/1 
• •

@П2@ПЗ • • @пп

бу А детерминантнинг ап  элементининг Дц  минори эканини куриш 
цийин эмас. ап  учун (— 1)‘+ * =  (— 1)1+1=*1 га эгамиз, шу сабабли 
(32.19) детерминант А детерминант ап  элементининг Лп  алгебраик 
тулдирувчисидир. (32.18) дан у ^олда (32.16) куринишдаги детер
минант учун

(32.20)

формула уринли экани келиб чи^ади.
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Энди Д детерминант цуйидаги куринишга эга булсин:

« и
*21

@11

1 @1 п
@ 21

@ск • • -@1п

О . . . си

(32.21)

яъни й- устуннинг а,к элементидан бош^а ^амма элементлари нол- 
га тенг. г- сатрни биринчи сатр урнига ва устунни биринчи 
устун урнига утказамиз. Бунда биз сатрларни г марта, устунларни 
к марта к^чирамиз. Ш у сабабли 2- хоссага биноан (32.2-пункт) уш- 
буга эга буламиз:

Д = ( — 1)'+ *
О

@11 Щ а . • а!п
С?11 @12 •• • а1п

(32.22)

@111 а,г 2 • • @пп

(32.22) нинг унг цисмида (32.16) куринишидаги детерминант туриб- 
ди. Бу детерминантнинг ю^ори чап бурчагида турган элементининг 
алгебраик тулдирувчиси (бизнинг ^олда Д детерминантнинг а1к эле
мента) Д детерминантнинг Дй минорига тенг эканини куриш осон. 
Шунинг учун (32.20) дан топамиз;

Д — (—  1 /+ЧЛа =  @ш ( -  ! ) '+ % *  =  а1кА1к. (32.23)

Шундай ^илиб, (32.21) куринишидаги детерминант учун (32.23) 
формула уринли. Энди

Д =

«II
а21

• а \ к  ■

. 0,2/1 .
-*1/1 
2 2П

@пк . ап

(32.24)

/г-тартибли ихтиёрий детерминант булсин. (32.24) детерминант
нинг к- уступит ушбу куринишда ёзамиз:

а1к +  0 +  0 . . .  +  0 +
+  0 +  агк +  0 . . .  4* 0 +

+  0 +  0 +  0 +  . . . + апк,
Р Р  бир сатрда п тадан к;ушилувчи
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У з^олда 5-хоссадан (32.2-пункт) (32.24) детерминант учув

а-  2i=i

(ft)

11 • • 0  . . • СЦп
21 • • и . • • @2 п

/1 • • аш • • а1п

Л1 • • 0  . . .  о лл

муносабат уринли экани келиб чицади. Охирги тенгликка (32.23) 
формулани татби^ цилиб топамиз:

Л

Д =  2  a.kAik'
i

Шундай цилиб, бошлангич А детерминант ft- устун элементлари 
билан шу элементлар алгебраик тулдирувчилари купайтмасининг 
йигиндисига тенг. А детерминантда А-уетун ихтиёрийтанлангани 
учун теорема исботланди.

2 - т е о р е м а .  А — ихтиёрий п- тартибли детерминант булсин. 
У %олда бирор устун (camp) элементлари билан бошца устун 
(camp) алгебраик тулдирувчилари купайтмаларининг йитндиси 
нолга тенг.

Б у теореманинг исботи унинг учинчи тартибли детерминант бул- 
ган ^олидаги исботи билан сузма-суз бир хилдир (15.5-пунктга га
рант). Бу исботни у^увчининг узи мустацил бажариши учун тавсия 
р;иламиз.

32.4 Детерминантларни ^исоблаш. Бу пунктда детерминантларни 
^исоблашнинг бир нечта усули курсатилади. Энг содда ва энг куп 
^улланиладиган усуллардан бири детерминантларни берилган устуни 
ёки сатри буйича ёйиш теоремасини бир марта ёки куп марта кул- 
ланишдан иборат. Бунда куп мивдорда нолга эга булган сатр ёки 
устунни танлаш мацсадга мувофиц. Купинча, детерминантга ёйиш 
теоремасини цулланишдан олдин, бошлангич сатрдан купрои; ноллар 
з^осил килиш учун олдиндан бирор устунга (сатрга) бошка устун 
(сатрлар) нинг чизик,ли комбинациялари цушилади. Детерминант- 
нинг устун ва сатрларини бопща алмаштиришларидан з̂ ам фойда- 
ланилади. Буни мисолларда ^араймиз.

1. Детерминантни хисобланг:

1 1 2 3
1 2— а 2 3
2 3 1 5
2 3 1 3— а
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Иккинчи сатрдан биринчи сатрни айириб, топамиз:
1 1 2  3

А = О 1— а О О 
2 3 1 5
2 3 1 3— а

Д ни иккинчи сатри буйича ёйиб, ушбуга эга буламиз:

Д =  (— !)* + * (! —  а)

1 2
2 1

1 2  3 1 2  3
2 1 5 =  (1 — а) 2 1 5
2 1 3— а 2 1 3— а|

Досил булган учинчи тартибли детерминантда учинчи сатрдан ик
кинчи сатрни айириб, детерминантнинг цийматини топамиз:

1 2  3
Д =  (1— а) 2 1 5 =  —  (1 — а) (2 +  а) (—  1)3+ 8

О 0 — 2— а
=  3 ( 1 - с )  (2 + а).

2. Детерминантни ^исобланг:
2 1 1 1 1  
1 3  1 1 1

Д =  | 1 1 4  1 1  
1 1 1 5  1 
1 1 1 1 6

Д ни уш бу куринишда ёзамиз:
1 + 1  1 1 1 1
1 + 0 3 1 1 1  

Д =  I 1 +  О 1 4 1 1 
1 + 0 1 1 5 1  
1 + 0 1 1 1 6  

ва Д нинг биринчи сатри буйича чизицлилигидан фойдаланамиз:
1 1 1 1 1 _ 1 _ _ 1 _ О - - Д - 1
1 3 - 1 - 1 1 0 3 I Г Г

Д = 1 1 4 1 1 + 0 1 4 1 1 (32 .2 5 )
1 1 1 5 1 0 1 1 5 1
1 1 1 1 6 0 1 1 1 6

(32.25) тенгликнинг унг кисмидаги детерминантларнинг биринчисида 
бош диагоналдан пастдаги элементлар, агар биринчи сатрни барча 
долган сатрлардан айирилса, нолга айланади. Бундай детерминант 
бош диагоналда турган элементларнинг купайтмасига тенг булйши 
куйидаги мисолда курсатилади. Шунинг учун:

=  1 -2 -3 -4 -5=>120. (32.26)

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 3 1 1 1 0 2 0 0 0
1 1 4 1 1 = 0 0 3 0 0
1 1 1 5 1 0 0 0 4 0
1 1 1 1 6 0 0 0 0 5
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(32.25) тенгликнинг унг цисмидаги иккинчи детерминантнннг бирин- 
чи устун буйича ёямиз ва бошлангич детерминант куринишидаги 
туртинчи тартибли детерминантга эга буламиз, бунга ю^орида тав- 
сифланган усулни цулланами^:

1
1
1
5
1

3 1 1 1 1 1 1 1 2 1 1 1
1 4 1 1 1 4 1 1

+ 0 4 1 1
1 1 5 1 — 1 1 5 1 0 1 5 1
1 1 1 6 1 1 1 6 0 1 1 6

=  60 +  2
4 1 1
1 5 1
1 1 6

=  60 +  214 =  247.

Шундай ^илиб,' Д =  120 +  274 =  394.
3 д  —  бош диагоналидан бир томонда ётган элементларининг 

Заммаси нолга тенг булган п- тартибли детерминант булсин. У  х,ол- 
да А бош диагоналда турган элементларининг купайтмасига тенг.

1-хоссага биноан (32 .2-пункт), Д ушбу

Д =

а и <*12 а13 • . а 1п
0 а22 а23 • • @2п
0 0 @33 • • @3п

0 0 0 . . а т  ;

куринишга эга булган холни текшириш етарли. Айтилган фикрни 
индукция методидан фойдаланиб исботлаймиз. п = 2  да тасди^ урин- 
ли экани равшан. Д ни биринчи устун буйича ёйиб, топамиз:

Д =  ап

а 22 °23
0 а.33 ‘Ап

0 0 . . .  ап

Охирги тенгликнинг унг цксмида турган (п— 1)-тартибли детерми- 
минантга индукцион фаразни цуллаш мумкин, бу фаразга биноан 
бизнинг тасди^ (п — 1)-тартибли детерминантлар учун уринли. Шу- 
нинг учун

Д =  ап а22а33

бу эса тасдигимиз исботини тугаллайди.
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4. Детерминантни топинг:
1 1 1 . . . 1

a i a 2 a s  . . . a n

А  =
a 2 « 22 a 2u 3 v a 2n

.

a 1 ~ a n'2
- I  a n— 1

u 3 a n 1 . .  .  u n

Бу детерминантни Вандермонд детерминанты дейилади. Д мумкин 
булган барча а, —  а, айирмаларнинг купайтмасига тенг эканини ис- 
ботлаймиз, бунда 1 Бундай купайтмани ^ис^а белгилаш
учун П символи ёрдамида ёзнладиган ушбу Д =  П (а, — а,)

I <1< 1< п

ёзувдан фойдаланилади. Тасдик,ни индукция методи билан исботлай- 
миз. п —2 да тасдикнинг уринли экани равшан. Айтилган тасди^ 
тартиби < « — 1 булган Вандермонд детерминантлари учун исботлан- 
ган булсин. Д устида ушбу алмаштиришларни бажарамиз: га-сатрдан 
о, га купайтирилган (n—  1 )-саФрни айирамиз, (п— 1)-сатрдан аг га 
купайтирилган (п— 2)-сатрни айирамиз, ва хоказо, охирида иккинчи 
сатрдан а, га купайтирилган биринчи сатрни айирамиз. Натижада 
ушбуга эга буламиз:

Д =

1 1 1 1
0 a 2— « i a 3~ a „ — a ,
U « 2- a xa 2 a l ~ a i a 3 a r ~ a , a n

0 a ’l ~2 — a ^ l - 1 a ^ - ' — a ^ - 2 ■ ■ a r ' ~ а1 апп—7 ■

Бу детерминантни биринчи устун буйича ёйиб, биз (п— 1)-тартиб- 
ли детерминантга келамиз.

1 1 . . .  1
Д — (02— а,)(а3— a^zTTpin— а,) а. О-п

7п- 2 пп-2 пП — 2

Охирги тенгликнинг унг кисмида турган (n—  1)- тартибли де
терминантга индукцион фаразни татби^ ^илиш мумкин, ва демак,

А =  (а, —  а1)(аа —  а х) . .  .(а„ —  a j  П (a¿ — a¡)= П ( а — а,),
2 < / < í < n  K i < K n

бу эса исботни якунлайди.
32.5. Квадрат матрицалар купайтмасининг детерминанти. Уш бу 

матрицалар п -тартибли квадрат матрицалар булсин:
&U §12- • -Sin 
§21 §22 • • -§2п

G =

§ n  1 § п 2 ■ • ■§г,п

(32.27)
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и  -

М ц и  12 • • М щ

и 21 Щ я. • • « 2 п

и 'щ ^ П 2  ■ • - и п п

(32.28)

и  матрицанинг сатрларини Яп фазонинг векторлари. деб цабул
ц и лам из ва уларни мос равишда иъ и2, . . ип билан белгилаймиз. 
У ^олда и  матрицани бир устунли матрица шаклида ёзиш кулай, 
энди унинг элементлари векторлардан иборат булади:

и  = (32.29)

Агар V = О• и  квадрат матрицани ^ам бир устунли матрица

— — -Щ Щ

VI «1 »1
и*

->-
и -

-  У-
V ъ

С- —

->■ ->

Vп и,1 »П

^ =

шаклида тасвирланса, унда ушбу формулалар уринли булишини 
куриш осон:

Vх —  £11^1 "Ь 612^2 "Ь ■ • -"Н ё т ^ п  

2̂ +  §21«1 +  §22«2 +  • • • +  ёггМп (32.31)

ип =  ёгЛи 1 +  ёп2и2 +  • • - +  ̂ л,•!«/!•
(32.30) ва (32.31) формулалардан шу нарса келиб чи^адики, п- 

тартибли, элементлари сонлардан иборат квадрат матрицаларни эле
ментлари векторлардан иборат булган п х  1 матрицаларга купайти- 
риш элементлари сонлардан иборат матрицаларни купайтириш к;ои- 
далари каби амалга оширилади.

Детерминант формани бир вактнинг узида сатрлар системасида ва 
устунлар системасида поли чизитуш форма деб караш мумкин булга- 
ни учун цуйидаги муносабатлар уринли:

с\е[1! =  det

«1
«2

и,-.
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бунда иъ и2,..., ип лар га тегишли векторлар, булар О матрица
сатрларидан хосил булади и1, у2, . . ,и„ лар эса V матрицанинг сатр- 
ларидан ^осил булган Нп га тегишли векторлардир.

Л е м м а . Ушбу

0  =

^11 £12  • • -ёы
ё21 ё%2 • • -ё'гп

ёп1 ёпЪ • • -ёпп •
->■ ■> ->■квадрат матрица ва Кп га тегишли векторларнинг иъ иъ 

системаси берилган булсин. У холда

6е[

формула уринли, бунда

» 1 и 1
0 2

= С  .
и 2

-V 4 .
V,, Нп

И с б о т . (32.31) формуладан фойдаланиб топамиз:

^1
-*■ -V

ё 11^1 +  ёци2 +  . .  -+ёи^п

(1е1 = с1 е !
§21и1 +  §22 «2  +  • • ■ +  ё2,'Мп

■

V
V,, 8п\Ч\ +  ё'Ли2~Ь • • •+£/!пМп

онди детерминант форманинг ушбу
II

ёпи1 +  ёпи2 + • • • “Ь Ё1 пЩг
ё21^ +  ё22и2 + • • +  ё2гМп

• • • •
• • • .

-V
ёп!11! §п2и2 + • • “Ь §пг№п

квадрат матрицанинг сатрлари функцияси сифатида поличизшушли- 
ги ва ^ийшиц симметриклигидан фойдаланиб (бундай экани детер
минант форманинг таърифидан ва 32.2-пунктдаги 1-хоссадан келиб 
чицади), 32.5-пунктдаги каби
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формулами х,осил к,иламиз. (32.33) нинг унг томоннда турган йигин- 
ди с!е1 С* дан бошка нарса эмас, аммо <МС* =  ёе1С, шунлнг учун
(32.33) дан топамиз

det =det(^ det

Шу билан лемма исботланди.
3- т е о р е м а. А ва В лар п - тартибли квадрат штрицалар

б у  леи н. У холда det (АВ) =  йеЫ • де\В.
И с б о т . в  =  А- В, ил =  еь иг — е2, . . =  еп деб леммани тат-->• —+- ►

бщ  ^иламиз, бунда е1 =  (1, 0, 0, . .  .,0), е2 =  (0 ,1 ,0 ,.. .,0)......  е„ ==
=  (0,0,. ..,1 ) лар Яг даги базис. Равшанки,

е1
-Е,

бунда Е — бирлик матрица. (32.33) формуладан куйидагига эгамиз:

det =  det(ЛB) det det (АВ). (&  Е =  ¿е^ЛВ). (32.34)

Сунгра матрицаларни купайтиришнинг ассоциативлигидан фойдала- 
ниб ва (32.33) формулани икки марта татби^ ^илиб, топамиз:



=detv4 • det

бунда биз

Ьг-V
Ь2 =  detЛ • det£ • det

е.
= ^ е М ^ е Ш , (32.35)

Ьх-V
1!2

ьп

= в .

тенгликдан фойдаландик. (32.34) ва (32.35) дан
det(ЛB) == detЛ•detB

тенглик келиб чи^ади.
Ш у билан теорема исботланди.

33-§ . Чизикли теигламалар системаси.
Тескари оператор ва тескари матрица

33.1. Асосий тушунчалар ва таърифлар. Ушбу куринишдагн

@11Х 1 ~П @12Х -2 +  • • • +  @1 п%п ~

°21Х1 +  @22Х2 +  . . . +  @2пХп =

@т1х 1+@т2х2~  ̂ > • •~\~@тпхп—Ьп

(33.1)

тенгламалар системасини п та хъ хг, . .  ,,хп узгарувчили т та чи- 
31щли тенгламалар системаси дейилади. Бу тенгламалардаги но-

Е цилади:
а11 @12 • • • а1п

А = @21 @22 • • • @211 (33.2)

1
@т\ @т2 ■ • •@тп

бу матрицани (33.1) системанинг матрицаси дейилади. Ьи Ьг, . . Ь,п 
сонларни системанинг озод х,адлари дейилади. Озод хадларни бир 
устунли матрица шаклида ёзиш ва улар хак,ида озод ^адлар устуни 
деб гапириш ^улай.

Агар (33.1) системанинг ^ар бир тенгламаси узидаги х г, х2.........
хп номаълумлар урнига х" х”, х “ сонларни ^уигандан кеиин
тенгликка айланса, п та х°{, х°, . . сонларнинг туплами бу сис- 
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гпеманинг ечими дейилади. Номаълумлар олдидаги коэффициентлар- 
га, озод хадларга ва тенгламалар соиига олдиндан хеч кандай чек- 
ланиш цуйилмаганлиги сабабли (33.1) системанинг ечимлари тупла- 
ми учун з̂ ар хил нмконият булиши мумкин: у буш туплам булиши, • 
битта ечимдан иборат булиши, ва низфят, бир нечта ечимдан ибо- 
рат булиши мумкин. Биринчи золда система биргаликда бу л маган 
система, бош^а хол^рда эса ечимга эга система дейилади.

Энди (33.1) система ечимлари туплами тузилишининг тавсифини 
сифат томондан ^араймиз. (33.1) системанинг

А = а2\ а22 • а2/1

&т\ &гп2
матрицаси 30.2-пунктдаги 1-теоремага биноан }:Кп—> чизшупи 
акслантиришни аниклайди, бу акслантириш матрицалар ёрдамида 
бундай ёзилади:

х' —Ах,
бунда

*1
->
х ' =

*2
€/?."!Г =

хг

Хт * хп

(31.4- пунктга^аранг) (33.3)

(33.1) система матрицалар ёрдамида бундай ёзилади:

Ах =  Ь,

ва равшанки, бу системанинг барча ечимларини излаш /?" да (Ь̂
тула прообразни топишга эквивалент. Шунинг учун, агар /  (Ь)¥=
Ф 0  булса, (33.1) система ечимга эга, агар Г~‘ (Ь) =  0  булса, у 
з^олда система биргаликда булмайди.

(33.1) тенгламалар системаси камида битта ечимга эга булади, 
деган саволга ^уйидаги теорема жавоб беради.

Ьх

1 - т е о р е м а .  Агар Ь = вектор га тегишли булса, у

%олда (33.1) система камида битта ечимга эга булади, агар Ьб 
£ /?т |/(#'1) ва Ят\!{Яп) ф 0  булса, у %олда (33.1) система бирга

ликда б$лмайди.
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Хусусан, агар /( /?л) =  Я'п, яъни агар /  —  сюрьектив аксланти-
Ь,

риш булса, у \олда (33.1) система ихтиёрий Ь =

учун ечимга эга система булади. 

И с бо т .  Агар Ь =

вектор

Ш п )  булса, у ^олда /  1 (б) тула прооб

раз да буш булмайди, ва демак, х„ —

х°

£ /  (Ь) булса, у нол-

да, х°р х\, . . . ,  х'п сонлар сисгемаси (33.1) системанинг ечими булади.
Агар б £ /? т | (̂/?т )¥ = 0  булса, у *олда /“ '(6) =  0  ва, демак,

(33.1) система биргаликда эмас.
Ни^оят, агар /  сюрьектив акслантириш булса, /( /? ”) = вашу 

сабабли хар к а н дай да (6) =#=0 булади. Бу холда >̂ ар
цандай да (33.1) система ечимга эга.

Теорема исботланди.
Баъзан (33.1) система качок ягона ечимга эга булишини билиш 

му^имдир. Ушбу теорема уринли. -
2-т е о р е м а. (33.1) система %ар к^айси Ь~Ятда биттадан ортик 

булмаган ечимга эга б у лиши учун /  инъектив акслантириш 
б у лиши зарур ва етарли. Агар яна бунда /  сюрьектив булса, у

—у
%олда (33.1) система %ар кандай Ь£ /?т  да ягона ечимга эга бу
лади.

Бу геореманин/ исооти акслантириш инъектив булпшпнинг таъ- 
рифидан ва 1 -теоремадан бевосита келиб чикади.

Бу параграфда. куйида система матрицаси билан озод хадлар 
устунининг узаро хоссалари ёрдамида, (33.1) системани ечмай ту- 
рнб, у кайси х;олда ечимга эга ва ^айси ^олда ягона ечимга эга 
булиши ^а^ВДа хулоса чицаришга имкон берадиган конкрет шарт- 
лар берплади.

33.2. п  т а  н о м а ъ л у м л и  п  т а  т е н г л а м а  с и е т е м а с и  Бу пунктда бпз
~Ь а^2х2 ■(- . . .4- а1пхп =  Ь̂

@2 1 * 1  'Ь а,2х -2 4“ . • .4* а211х„ =  Ь2,
 .............................  (33.4)

ап1х, 4- аглх2 - ) - . . .  +  аппхп = Ьп
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куринишидаги п та номаълумли п  та тенглама системасини цараи- 
миз. Бу ^слда (33.4) системанЧйг А матрицаси п- тартибли квадрат 
матрицадир. Бу матрицанинг детерминаатинн

а11а12 • . .%п

Д = @21@22 ' • *̂ 2 /г (33.5)

ап\ан2 • • •О'пп
куринишда ёзамиз ва (33.4) системанинг детермннанти деймиз. 

Куйидаги асосий теорема уринли.
3 - т е о р е м а  ( К р а м е р  т е о р е м а е и ) .  Агар (33.4) тенгламалар 

системасининг детерминанта нолдан фарцли булса, (33.4) система 
ечимга эга булади ва шу билан бирга бу ечим ягона б у лад и. Бу ечим

-* -  _  д2 ■ „  _  Дл (33.6)X =  —- */» д

формулалар буйича топилади, бунда Д— (33.4) системанинг детер- 
минанти, ДД/ =  1,2,. . п) эса система матрицасидан унинг ¿- ус- 
тунини озод цадлар уступи билан алмаштиришдан %осил буладиган 
матрицанинг детерминанта*.

И с б о т .  Энг олдин

д ’ д ’

сонлар (33.4) системанинг ечими эканини исботлаймиз. Агар бу сон- 
ларни ¿- тенгламанинг чап ^исмига ^уйилса (г =  1,2, . .  ., п), ушбу- 
га эга буламиз:

1̂ I -'2 |аП д- +  а<2д- +  • 4~ аи К
Г  2 “ .А (33.7)

4=1
У ш б у

д* =

11  ■
. . . а,

а п\ ■ ■ ап (к - 1) Ьг.ап(к+1) . .  .а,,

детерминантларнинг ^ар бирини к- устун (& =  1,2, . . ,,п) буйича 
ёямиз (32.3-пунктга ^аранг) ва ёйиш натижаларини (33.7) га^уямиз. 
У  ^олда:

х У  =  Г  У  аш У  М / а -
( г -1 4=1 (=1

(33.8)

*Шуни цайд ^иламизки, п = 2  ва п = 3 да бу теорема китобнинг биринчи ^ис- 
мида ^аралган эди (15.2, 15,6-пунктларга ^аракг).
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^33.8) нинг ÿHr ^исмида жамлаш тартибини узгартириб, ушбуга эга 
буламиз:

д - 2 ° ‘А  =  г 2  Ь> ( Í ¡ a* H  <33-9>
k~ 1 |=) \£=1 ]

C ÿH rpa:

П
Q ik'^k =

*=!

Агар j =  i булса, у ^олда (А ни /-сатри буйича ёйиш 
теоремасига биноан), А.

агар /=И=г булса, у ^олда 32.4- пунктга биноан, 0.

Шу сабабли барча i =  1,2 п да ушбуга эгамиз:

^ / А  =  Ь,. (33.10)
k=\

(33.7) ва (33.10) дан — сонлар (33.4) системанинг ечи-
ми экани келиб чи^ади.

Энди (33.4) система ягона ечимга эга эканини исботлаймиз. х ь 
х7, . . ., х„ — бу системанинг ихтиёрий ечими булсин. Буни (33.4) 
системанинг ^амма тенгламасига цУямиз ва хосил булган тенгликлар 
устида ушбу амалларни бажарамиз: k сонлар 1, 2, 3, ... , п Tÿn- 
ламга тегишли ихтиёрий номер булсин. Тенгликлардан биринчисини 
Д * га, иккинчисини A.ik га купайтирамиз ва ^оказо я,амда ^осил 
булган янги тенгликларни цушамиз. Натижада ушбуга эга була- 
миз:

V  Аш V  (¡¡¡xi =  V  М (/,  (33.11)
í=i j=i ¿=1

Ёйиш х,акидаги теоремага биноан (32.4- пункт):______________

V M « = A ,  (33.12)

<33.11) нинг чап цисмида жамлаш тартибини узгартиргандан кейин 
ушбу тенгликни з^осил к,иламиз:

п п п п
V  Ал  V  ацХ; =  ^ х ^ а ц А 1к.
í=i /= i i=i i=i

Ушбу тенгликка эгамиз:
íarap j= h  булса, ёйиш теоремасига асосан, А (32.4-пункт);

I агар j=£k булса, 2-теоремага биноан (32.4-пункт), 0.
a, i A ib —* ¡¡пт

7?\
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Бундан:

^  Aik ^  a‘ix i =  x* ' Д- (33-13>
i=l ;= l

(33.11 — 13) тенгликлардан ушбу тенглик келиб чик;ади:
ху  А =  А*

ва теорема шартига кура Д^Обулгани учун хк =  номер ихтиё-
рий олингани учун (33.4) системанинг \ар к,андай ечими учун уш
бу формулалар уринли:

к  
\  ’

у  —   г у  —   _л2 —  л > • • •*л «  Л >Д    л
бу эса мазкур система еччми ягоналигини исботлайди.

Теорема исботланди
33.3 Чизик,ли айнимаган оператор. Тескари оператор. Тескари 

матрица. Агар det/4=^0 булса,

А =  I
аи а12 ■ • -О т
а2\а-п • • -а2п

&П1®ч2 • • -Яцп
квадрат матрица махсусмас матрица дейилади, агар ёе1 Д = 0  бул
са, у х,олда бу махсус матрица дейилади.

Агар 1:Кп->Яп чизшуш операторнинг Аг матрицаси махсусмас 
матрица булса, бу чизи^ли оператор айнимаган оператор дейилади.

4 - т е о р е м  а. Х,ар цандай чизицли айнимаган / : / ? " — опера- 
ратор биектив акслантиришдир.

И с б о т. / :  Яп->-ЯГ1 —  чизикли айнимаган оператор булсин ва

А , -

унинг матрицаси булсин.
*1 

^  - 
f  оператор х =

« 1 1 f l l 2  • ■ - « l r t

а 21 й 22 • • -а 2 п

0 /1 1 @ п 2  • • -О п п

6 Rn векторни х' —

Хп

6 R n вектор-

га утказади, бунда:

x i =  a u x i  4~ о п х 2 +  . .  . + а 1пх п, 

Х 2 ~  @21Х1 4“ ^22-^2 4" • . • 4" @2nXfl
(33.14)

Хп ап Х 1 аП2 х 2 4- • • .4“ аппхп
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^ 0 . 2 -  пунктга ^аранг). /  ч и зи ^ л и  айнимаган оператор булгани учун 
<М Л,=^0 ва, Крамер теоремасига биноан хар бир олдиндан берил-
гар х  £ /?л вектор учун тула прообраз ¡~1{х') ягона х  6 Яп Еектор- 
дан иборат була и. Бу эса /  оператор биектив акслантириш экани- 
ни билдиради.

Теорема исботланди.
4- теоремадан %ар кандай чизщли айнимаган /  :Яп->Яп опе

ратор тескари операторга эга экани келиб чик.ади.
5 - т е о р е м а .  Чизщли айнимаган f операторга тескари 

f - | : Яп-*к'п операпюр хам чизщли айнимаган оператор булади, 
унинг матрициси ушбу куринишда булади:

V . -

А» Л21 Ап1
А А ’ • ’  А

А12А22 Ап2
А А •"  А

•4 I п ^2П
А А '

бунда А =  сМ А,, А,,г эса А детерминант а1к элементининг алгеб- 
рай к тулдирувчиси.

И с бо т .  Энг олдин цуйидаги муносабатлар уринлй эканини^айд 
киламиз:

Г.Ч =  ЬГ' =  1я». (33.15)
(33.15) мунссабатлар 2 9 .2 -пунктда исботланган. Энди

а11а12 ■ ■ • а1П

А ,=
а21а22 • • ■ аг

и • • -Опп

матрица /  операторнинг матрицаси булсин. У

*1
хг —V ^

■---1
X,
*2X = векторни х ' =  1 (Х) =

Хп Хп

^олда 71 едератор х

векторга утказади, бунда х ва х '  лар узаро (33.14) формулалар 
оркали богланган. Шартга кура с!еЪ4р£0 булгани учун Крамер 
теоремасига биноан:

_ (33.16)

бунда А =  сМ Ар ДА (А =  1,2, . . ., п) эса А детерминантдан й-устун-

ни х  вектор компонентлари устуни билан алмаштиришдан хосил 
булади. (33.16) формулаларни туларок ёзамиз:



х 1 а и '  •  *«хл « 1 1 *  | « 1 3 '  ' и ш ° 1 1 "  '  ' а \п—  1 Л1 i

ф. 1 « « * ■ ■ в щ • «

- Х п а п г -- •а
у

« Л 1*  , !  « л 3 ‘  * 'Qnn 0(11 а пп— \х п

Д , Х-2 — Д >...» х п л
(33.17)

(33.17) формулаларнинг суратларида турган детерминантларнн мос 
равишда биринчи, иккинчи, . . .  п- уступ буйича ёйиб, топамиз:

*1 =  -гМ ц *! +  \ \ х2 +   ---- ^

х „  — , [A^nx  j -Ь А2пх •••-•)- А,ШХП\

(33.18)

бунда Aik —  А =  det Af детерминант аА элементининг алгебраик 
тулдирувчиси.

(33.18) формулалардан / _1 one ра гор R" ни Rn га утказувчи чи-
экани келиб чш<,ади ва унин 

1̂1 2̂1 . (̂11 
д \ ’ д

г матрицаси бундай:

л г - =

Л12 Даг 
д д "  ' д

A in Ann
\  д ••• д

(33.19)

30.4-пунктда барча квадрат матрицаларнинг туплами М пда чи- 
зицли операторларнинг Нот (Rn, R") биектив акслантирилиши ту- 
зилган эди, у операторлар купайтмасини матрицалар купайтмаснга, 
l Rn айний акслантиришга цуйидаги бирлик матрицани мос кел-
тиради:

1 0 - • -О 
О 1 . . . 0  

Е =  . . . .

о о .: Л

Ш у сабабли (33.15) дан ^уйидаги тенгликни ^осил ^иламиз:
А,- Ам  =  Л ,_, -А , — Е. (33.20)

det Af - del Л/_| =  det £  =  1 булгани учун эса (32.5-пунктга ^аранг)
A f-\  матрица махсусмас матрица булади, шу сабабли Af- \  опера
тор чизи^ли айнимаган оператор булади.

Теорема исботланди.
А матрица п- тартибли квадрат матрица булсин. Агар ушбу

А- В =  В- А =  Е  (33.21)
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муносабаг бажарилса, В матрица А матрица учун гпескари матри
ца дейилади. Хар цандай матрица хам тескари матрицага эга була- 
вермайди. Масалан, ноль матрица тескари матрицага эга эмас. 32-§ 
даги матрицалар купайтмасининг детерминанта купайтувчи матрица
лар детерминантларининг купайтмасига тенг экани ^а^идаги 3-тео- 
ремадан ва (33.21) шартдан А махсус матрица учун тескари мат- 
рицанинг мавжуд булмаслиги осонгина келиб чи^ади, чунки ёеМ  =  
=  0, сЫ Е  =  1 ва

0 - й е Ш = 1
тенглик уринли эмас. Махсусмас матрицалар учун тескари матрица 
хар доим мавжуд ва бирдан-бирдир.

6- т е о р е м а. Ушбу

аы ®12*

А = а21 а22' ' ' а2г.

0/12" ■ ' ®ля

махсусмас матрица булсин. У холда А ягона А 1 тескари мат
рицага эга, бу тескари матрица учун

А ц  А п  А п1 II 
Д Д ' ""  Д

^11 ^22 _ А п 2

^  1П п Апп
д д ‘ 1 д 

формула уринли, бунда А =  det А.
И с б о т .  А махсусмас матрица учун Л~'(бунда deM=^0) матри- 

цани тузиш мумкин, 5- теореманинг исботидан

~ А ' 1’А  =  А- А~* = Е ~

экани келиб чицади. (Аммо бунга бевосита 32.3-даги 1 ва 2- тео- 
ремалардан фойдаланиб, осонгина ишонч ^осил ^илиш хам мумкин.) 
Шундай цилиб, Л матрица акалли битта тескари матрицага эга.

В матрица ) а̂м А матрицага тескари матрица булсин.
А -В  =  £

тенгликни чапдан Л~! га купайтирамиз. У  ^олда ушбуни ^осил 
циламиз:

Л- 1 - (АВ) -  А ~ ]Е.

Аммо

Л“ '(ЛЯ) =  (А~'-А)В  =  ЕВ = В
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А ' 1-Е = А - \

Шунинг учун В — А ~ \  Демак, А матрица ягона тескари матрицага 
эга, бу тескари матрица учун (33.22) формула уРинли- 

Теорема исботланди.
5 ва 6-теоремалардан, чизщли айнимаган операторга

тескари оператор нинг А(- \  матрицаси /  операторнинг тес
кари матрицаси билан Сир хил б у лиши келиб чщади, яъни

Ам  = А , - (33.23)

М и с о л л а р .  1. оператор еи е2, е3 векторларни и1 =>■
=  (2, 1 ,—  1 ),и2 =  (2,— 1,2), из =  (3, 0, 1) векторларга утказувчи чи-
зицли акслантириш булсин. / — айнимаган акслантириш эканини ис-
ботланг ва А ~ 1 матрицани топинг.

Масала шаргига биноан ушбуга эгамиз. •
2 2 3 ||

— ЫХ- 
1 2 1

ва йе1Л у= — 1 булгани учун [ — айнимаган акслантириш. (33.22) 
формулани [^улланиб, топамиз: •

1 — 4 — 3 
I — 5 — 3 
1 6  4

И Г '  =

ва (33.23) га биноан Л._ 1 =  (Л,)-1 , шу сабабли:

д _ ,  =
1 - 4 — 3 
1 — 5 — 3 

- 1 6  4

2. Агар АВ =  ВА булса, АГ В =  ВА~ булишини исботланг, бун
да сЫ А ф 0. АВ = ВА тенгликнинг иккала цисмини чапдан А ~1 га 
купайтириб, топамиз: В =  Л ~ 1 • В А, Х,осил булган тенгликнинг икка
ла ^исмини унгдан АГ1 га купайтириб, бизга керак булган тенглик- 
ка келамиз: ВА~{ =  А ~]В.

33.4. Матрицанинг ранги, т х п  улчамли

(33.24)

°11 ‘ * ’ &1п
°21 аП ’ - - #2п

• • 1 • • •  *

&т\ &т2 * * * @тп
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матрица Оерилган булсин. А матрицанинг устунлари У?"1 фазонинг 
п та векторидан иборат система ташкил килади. Бу системанинг 
максимал чизикли эркли к,исм системаларини караймиз. 28.3- пункт- 
да исботланганидек, бу максимал чизикли эркли ь^исм системалар- 
нииг хаммаси бир хил микдордаги векторлардан тузилган, яъни 
бош^ача айгганда А матрицанинг устунларидан тузилган.

А матрицанинг ранги деб шу матрицанинг чизикли эркли ус- 
тунларининг максимал сонига айтилади.

А матрицанинг сатрларини Я" фазонинг т та векторидан тузил
ган деб цараб, бу матрицанинг чизикли эркли сатрларининг макси
мал сони ^ак,ида гапириш мумкин ва чизик,ли эркли сатрларнинг 
максимал сонидан келиб чик;иб, А матрица рангининг таърифини бе- 
риш ^ам мумкин. Куйида матрица рангини топишнинг иккала усу- 
ли хам бир сонга олиб келишини курамиз. Жуда х,ам нотривиал 
булган бу фактнинг исботи матрица рангини аниклашнинг яна бир 
усули курсатилгандан кейин келиб чицади, бу усул, бундан таш- 
цари, матрица рангини амалда ^исоблаш усулини беради.

Энг олдин т х п  матрицалар билан боклик булган бир ¡^атор ту- 
шунчаларни киритамиз. А матрицада ихтиёрий к та сатрни (г1< / 2<
. . .< /« )  ва £ та устунни ( / ! < / 2<  • • • < /* )  танлаб оламиз, бунда 
А > < т т  (п, т). Бу сатр ва устунларнинг кесишган жойларида турган 
элементлар ^-тартибли квадрат матрица ^осил ^илади, бу матри
цанинг детерминанта

с1е1 ■ ' йу к 
» • • • » * »
I * * * * *  »

а<1г11а‘к!2’ ’ ' а‘к1к

(33.25)

А матрицанинг к-тартибли минора дейилади. Нолдан фарк,ли ва 
тартиби энг катта булган минорлар ало^ида к,изик,иш тугдиради. 
Шунн кяйд к;илиш фойдалики, агар А матрицанинг барча к-тар- 
тибли минор лари нолга тенг булса, А матрицадан тузиш мум
кин булган ю^орироц тартибли & -| - /( /^ 1 )  минорларнинг хамма
си хам нолга тенг булади. Х,ак,ик,атан, А матрицанинг минори бол
тан (£ + /)  - тар гибли детерминантни ёйишни I марта цулланиб, 
бу детерминант А матрицанинг £- тартибли минорларининг чизи^- 
ли комбинацияси эканини топамиз, ва демак, бу нолга тенг бу
лади.

Куйидаги му^им теорема уринли.
7 - т е о р е м а .  А матрицанинг нолдан фарцли минорларининг энг 

юцори тартиби игу матрицанинг рангига тенг.
И с б о т .  А нинг нолдан фар^ли минорларининг энг юцори тарти

би г га тенг булсин. Умумийликни бузмаган ^олда, Д матрицанинг 
чап юцори бурчагида турган г тартибли минор нолдан фарцли деб 
^исоблаш мумкин:
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1̂1 • -а\, Й1(г+П • • -вы

• .А  . .

Л = • а1Г йг!г +1) • @rrt

0'Kr-\r 1 )1 . . .a<r+[)ra,(r-\-\)r+i ■ • -<2(r+j)n

\&т\ ■О-тгО-т̂г-f-I)
{,\аки'<;атпн, А минор чап юцори бурчакда булиши учун тегишли 
сатр ва устунларни тегишлича суриб, биз А матрицанинг бирорта 
^ам мичорининг абсолют ^иймагини узгартирмаймиз ва шу сабабли 
матрицада А минорнинг бизга керакли уринга жойлашишига эрц- 
шамиз.) Энг олдин, А матрицанинг биринчи г та устуни R m да 
чизи^ли эркли векторлар булишинн исботлаймиз. Агар бу шундай 
булмаганда эди, яъни курсатилган устунлар орасида чизикли 6of- 
ли^лик булганда эди, у холда А нинг биринчи г та устунини таш- 
кил к,илувчи векторлар компонентлари орасида худди шундай чи- 
зикли согли^лик мавжуд була'р эди, у холда эса А -минор нолга 
тенг булар эди, бундай булиши эса мумкин эмас.

Энди А матрицанинг >̂ ар кандай /-устуни (г <  /  < « )  биринчи 
г та устунининг чизикли комбинацияси булишини исботлаймиз. 
Куйидаги ёрдамчи детерминантни тузамиз:

a 1L . ■alr atl
ir а21 • •<h, (1%,

II<f

ап a rr arl
asi “ s,

I бунда s =  1,2, ... , т- As, детерминант А минорни / - устун ва
I s -сатрнинг мос элементлари билан у раб олишдан ?^осил булади.
! Х,ар ^андай s да Aóí детерминант нолга тенг. Х,а^ик,атан, агар

s >  г булса, у ^олда A t/ детерминант А матрицанинг г - f  / тартиб- 
ли минори булади ва г сонни танлаш хисобига нолга тенг булади. 
Агар s < r  булса, у ^олда &s¡ энди А матрицанинг минори булмай- 

I ди, аммо у бари бир нолга тенг булади, чунки у иккита бир хил
сатрга эга.

| As[ нинг охирги сатри элементларининг алгебраик тулдирувчи- 
ларини караймиз. asl элемент учун А минор алгебраик тулдирувчи 

¡ булади, as¡ элементлар учун sea (бунда 1 <  /  < ; г) s га боглии; бул-
маган

an  .  .  . i Z u y - i j a u y + i ,  .  . •alraU

a, _ - = < _ l ) ( H - i > + /

ari ■ • -aru-Ddru+i) .  . ■ W ri
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сонлар алгебранк тулдирувчи булади. ни олирги Са Iри буйича 
ёйиб ва нинг нолга тенглигидан фойдаланиб, ушбу муносабатни 
топам из:

о 41*1 +  а ,2 а 2 +  ... +  а 4ла , +  а^Д =  0. (33.26)
А Ф  0 булгани учун:

Охнрги тенглик барча з =  1,2, ... , т ларла уринли, —

— ........ — \  сонлар в га борлик; булмагани учун бутун / -  ус-
тун дастлабки г  та усту-шинг т зщ л к  комбинацияси эканига эга 
буламиз.

Шундай цилиб, биринчи г та устундан иборат ^исм система мак- 
симал чизи^ли эркли ^исм система булади, ва шунинг учун г А 
матрицанинг рангидир.

Теорема исботланди.
1 - п а т и ж а .  А матрицанинг чизи^ли эркли сатрларининг мак

сима л сони цнинг чимщли эркли устун.шрининг максимал сонига 
пгенг, яъни игу матрицанинг рангига тенг.

Н е б о  т. А* матрица А матрицанинг транспонирлашдан ^осил 
булган матрица булсин. Транспонирлашда А матрицанинг нолдан 
фар^ли минорларининг максимал тартиби узгармайди, чунки транс- < 
понирлаш детермннангларни узгартирмайди. Сунгра А* матрицанинг 
>̂ ар р а̂ндай минори А матрицанинг мос миноридан транспонирлаш 
билан ^осил булади, ва аксинча. Шунинг учун 7 -теоремага биноан 
А ва А* матрицаларнинг ранглари бир хил. Аммо А* матрицанинг 
ранги А матрица чизщли эркли сатрларининг максимал сонига генг, 
?ча шунинг узи 1-натижанинг уринли эканини исботлайди.

2- н а г и ж а. Агар п- тартибли детерминантнинг устунлари 
орасида ёки сатрлари орасида чизицли борлщлик мавжуд бума, 
ши х,олда ва фацат шу \олдагина бу детерминант нолга тенг 
булади.

Н е б о  т. Агар детерминан!нинг усгуьлари орасида нотрйвиал 
чизикли богли^лик мавжуд булса, у ^олда устунлардан бири к,ол- 
ганларининг чизикли комбинацияси булади ва 4,5- хоссаларга кура 
(32.5- пунктга н,аранг) детерминант нолга тенг булади.

* Энди п -тартибли нолга тенг детерминант берилган булсин. 
У холда бу детерминант ^осил прилган квадрат матрицанинг тарти
би п га тенг булади. Бундан биттагина нолга тенг булган п- тар
тибли минор тузилади. Демак, каралаётган-матрицанинг ранги п— 1 
дан катта булмайди ва 7 -теоремага асосан бу матрицанинг устун
лари чизикли борли^ деган хулоса чи^арамиз. 1-натижадан, матри
цанинг сатрлари ^ам чизикли борли^ деган хулоса чицади ва шу 
билан 2- натижанинг исботи тугалланади.

Матрицанинг рангини ^исоблаш масаласини караймиз. Бунинг 
учун матрицанинг сатрлари ва устунлари устида бир к,атор алмаш-
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тиришлар бажарилиб, уни энг содда диагонал куринишга келтири- 
лади; шундан кейин матрицанинг ранги жуда осон топилади.

т X  п улчамли А матрицанинг элементар алмаштиришлари деб 
бу матрицанинг ^уйидаги алмаштиришларига айтилади:

1) иккита устунни ёки иккита сатрни транспонирлаш (у’ринла- 
рини алмаштириш);

2) сатрни (ёки устунни) нолдан фар^ли ихтиёрий сонга купай- 
тириш;

3) бир устунга (сатрга) долган устун (сатрлар) нинг чизшуш 
комбинациясини цушиш.

Элементар алмашч иришлар матрицанинг рангини узгартирмасли- 
гини исботлаймиз. Х^и^атан, агар бу алмаштиришларни, масалан, 
матрицанинг устунларига татбин; килпнса, у > о̂лда R mj a  тегишли 
векторлар деб ^аралаётган устунлар системаси эквивалент система 
била и алмашади. 1 ва 2 типдаги алмаштиришлар учун бу рав- 
шан. Бу фактни 3- куринишдагн алмаштиришлар учун исботлаш 
мацсадида /- устунга к- нпмерли устунни X сонга купайтириб кушпш 
холи ни караш етарли. Агар алмаштириш бажаришга кадар матрица
нинг устунлари булиб,

->■ ->■ -V
щ, i I *» fl» » ■ flfc»■ ■ ■ )

векторлар хизмат килган булса, алмаштириш бажарилгандан кейин 
матрицанинг устунлари булиб,

> . —>■ ->■ -V
av . . . ,  а, +  Хак, . . . ,  ай ап (33.28)

векторлар хизмат к;илади. (33.28) система (33.27) система оркали
ч из и к,л и ифодаланади;

а, =  (at-YXa^ — Xak
тенглик эса (33.27) система уз навбатида (33.28) система оркали 
чизи^ли ифодаланишини курсатади. Шу сабабли (33.27) ва (33.28) 
системалар эквивалент ва, демак, уларнинг максимал чизи^ли цисм 
системалари бир хил сондаги векторлардан тузилган булади.

Шундай 1унлиб, матрицанинг рангини ^исоблашдан олдин, уни 
кетма-кет бажариладиган элементар алмаштиришлар ёрдамида сод- 
далаштириш мумкин.

т х  п матрицанинг диагонал формаси деб, бирга тенг ап ,
а.п .. . ,агг элементларидан ботща барча элементлари нолга тенгбулган 
матрицани айтамиз, бунда 0 < r <  min (т, п). Равшанки, бу мат
рицанинг ранги г га тенг.

8 - т е о р е м  а. %ар ^андай т х  п матрицани чекли сондаги эле
ментар алмаштиришлар ёрдамида диагонал формаеа келтириш 
мумкин.

И с б о т .  Агар А нинг барча элементлари нолга тенг б^лса, у 
^олда А алмаштиришларсиз диагонал формага эга. Агар унинг нол
дан фар^ли элементлари булса, у ^олда устун ва сатрларни транс
позиция цилиш хисобига шунга эришиш мумкинки, а п  элемент
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нолдан фар^ли булади. Ьиринчп сатрни —  га купайтириб, ап  эле
мент бирга тенг булишига эришамиз. Энди 6-устундан аи  га ку- 
пайтирилган биринчи устуннп айирамиз. У ^олда а1/г элемент ноль 
билан алмаштирнлган булади. Иккинчи устундан бошлаб бошка ус- 
тунлар билан ^ам шундай алмаштлрншларни бажариб, шунингдек, 
барча сатрлар устнда >̂ ам шундай алмаштиришларни бажариб, ушбу 
куринишдаги матрицага келамиз:

1 0 . . . О
О а22 . . . а2п
О аЛ2 . . . а3п

А =

О ат2 .

Пастки бурчакда турган матрица билан шунга ухшаш алмаштириш- 
ларни бажариб ва ^оказо, чекли ^адамлардан сунг, ранги бошлан- 
гич А матрицанинг рангигз тенг булган диагонал матрицага кела
миз. Шундан кейин диагонал матрицанинг бош диагоналида турган 
бирларнинг сонини .^исоблаймнз. Ана шу сон А матрицанинг ранги 
булади.

Теорема исботланди.
33.5. Чизицли тенгламаларнинг умумий системаси Бу пунктда п 

та х.ь х2, . . . , хп номаълуми т  та чизи^ли тенглама умумий сис- 
темасининг ечилиш шарти берилади:

0-11*1 и\2Х2 +
0-21 2̂2'̂ 2

+  аЬ1хп = Л Ь 
а,2пхп — Ь%,

ат1х х +  аплхг Л +  агппхп =  Ьп

(33.29)

р =
1

(33.29) системанинг
а„ «12 ■■ ' «1я1
«21 «22 * о-гп

1
А = (33.30)

0-т\ «т2 ’ ‘ «т/1

матрицаси билан бир цаторда А матрицадан озод ^адлар устунини 
к;ушиш йули билан ^осил булган

«11 «12 • • • а1п Ь1

в  = «21 «22 • • • &2Г1 (33.31)

<*т\ «1712 * * * &тл Ьт
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матрицани ,\ам ^араймиз. Одатда В матрицани (33.29) системанинг 
кенгайтирилган матрицаси дейилади.

Кенгайтирилган В матрицанинг ранги ё А матрицанинг рангига 
тенг, ёки А матрицанинг рангидан битта ортик булишини куриш 
осон. Хачика тан, А матрицанинг хар ^андай максимал чизикли эрк- 
ли устунлари системаси В матрица устунларининг чизикли эркли 
системаси булади. Агар бу система В да максималлигича ^олса, у 
холда А ва В матрицаларнинг ранги тенг булади, акс холда бу 
системага озод ^адлар устунн ^ушилиши мумкин, шундан кейинги- 
на векторлар системаси В да максимал чизикли эркли булади. Бу 
^олда В нинг ранги А нинг рангидан битта орти^ булади.

Куйидаги теорема (33.29) системанинг ечилиши масаласига жа- 
воб беради.

9- теорема (Кронекер — Капелли теоремаси). А матрицанинг ран
ги кенгайтирилган В матрицанинг рангига тенг булгандагина ва 
факат шунда (33.29) тенгламалар системаси биргаликда булади.

Агар (33.29) система биргаликда ва А нинг ранги г га тенг 
б()лса, бу системанинг барча ечимларини топиш бундай амалга 
оширилади. А да г та чизикли эркли сатрни танлаймиз ва (33.29) 
системада танланган сатрларга жавоб берадиган тенгламалар- 
нигина колдирамиз. Срнгра бу тенгламаларнинг чап цисмларида 
шундай г та номаълумларни цолдирамизки, улар олёидаги козф- 
фициентлардан тузилган детерминант нолдан фарцли б С/леди, 
долган номаълумларни озод деб уисоблаб, тенгламаларнинг унг 
цисмларига утказамиз. Озод номаълумларга ихтиёрий /щйматлар 
берамиз, долган номаълумларнинг кийматларини эса Крамер тео- 
ремасн буйича топамиз. Бу %олда биз (33.29) системанинг барча 
ечимларини топган буламиз.

И с б о т. Бу теоремада бир нечта тасдиц бор. Уларни кетма-кет 
исботлаймиз.

а) (33.29) система биргаликда булсин ва х°\, х°, . . . , х\ 
унинг ечимларидан бири булсин. Бу сонларни барча тенгламаларда- 
ги х и х 2, .. . . , хп номаълумларнинг урнига ^уйиб, т  та тенгликка 
эга буламиз. Бу тенгликлар ^аралзётган В матрицанинг охирги ус-
туни матрицанинг долган устунларининг хв\, х% х® коэффици-
ентли чизикли комбинацияси эканини курсатади. Бундан А матри
цанинг чизицли эркли устунларининг максимал системаси В матри- 
цада .%ам максималлигича ^олиши куринади, бу ^олда эса Л ва В 
матрицаларнинг ранги тенг булади.

б) энды система Л матрицасининг ранги кенгайтирилган В мат
рицанинг рангига тенг булсин. У холда, 33.5- пунктда айтилгани- 
дек (9 -теореманинг ифодаси олдидан), В матрицанинг охирги устуни 
А матрицанинг долган устунларининг чизикли комбинациясидан 
иборат. Бу шундай х\, х \ , . . . , х,е, сонлар мавжуд ва Л матрица
нинг бу  коэффициентлар билан устунларининг чизикли комбинация- 
сн (33.29) системанинг озод ^адларн устунига тенг эканини билди- 
ради. Мукаммал ёзсак, бу
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о , о , о ,#11̂ 1 “Ь 1̂2-̂ 2 “}“ . . .  й^пХп ~Ь 1У
а 2 1 х \ +  022*2 +  • . +  а 2пх п = Ь 2 , (33.32)

О т \Х [  4 "  О -т ч^!  4~ ■ • От пХ п  —  Ьт

'куринишда булади. (33.32) дан сонлариинг х'\ х\ , . . . , х пп систе- 
маси (33.29) системанинг ечими экани келиб чицади. Шундай ^илиб, 
А ва В матрицалар рангларининг бир хил булиши (33.29) система

ми ечилишига олиб келади.
в) энди (33.29) система биргаликда булсин ва А матрицанинг 

ранги г га тенг. Унда 1-натижада исботланганидек (32 .4 -пункт), 
г сон А матрицанинг чизи^ли эркли сатрларининг максимал сонига 
тенг. Умумийликни бузмасдан, А матрицанинг биринчи г та сатри 
чизи^ли эркли, долган сатрлари эса уларнинг чизикли комбинация- 
сидан иборат деб ^исоблаймиз Бундан кенгайтирилган В матрица
нинг биринчи г та сатри чизи^Ли эркли булиши келиб чш<;ади, чун- 
ки улар орасидаги ^ар ^андай чизикли богликлик А матрицанинг 
биринчи г та сатрининг ^ам чизикли боглик; булишига олиб келади. 
А ва В матрицалар рангларининг бир хиллигидан В  матрицанинг 
биринчи г та сатри унда сатрларнинг максимал чизикли эркли сис- 
темасини ташкил цилиши, яъни бу матрицанинг .̂ ар ¡^андай бош^а 

"Сатри буларнинг чизикли комбинациясидан иборатлиги келиб чика- 
ди. Шунинг учун (32.29) системанинг ^ар ^андай тенгламаси бу 
системанинг биринчи г та тенгламасининг чизикли комбинацияси, 
демак, (33.29) системанинг биринчи г та тенгламасининг хар кан- 
дай ечими (33.29) системанинг долган тенгламаларини ¡^аноатланти- 
ради. Шундай килиб, бошлангич (33.29) системанинг барча ечимла- 
рини излаш ^уйидаги система тенгламаларининг барча ечимларини 
топишга келтирилади'

а и х 1 +  ^ 12^2 4 -  . . .  4 -  а 1пх ,г =  Ь ъ
____________________ О ы Х л  -4- ао о Х п - ( - ■ ■ ■  4 -  Дд , =А дГ---------------------------

......................  (33.33)

@г1^ 1  4~ &г%х% 4~ . . -р  0-,пх п • Ьп.

(33.33) система матрицасининг сатрлари чизикли эркли, демак, (33. 
-33) системани тузиш усулига кура унинг матрицасининг ранги г га 
тенг г <  п ва (33.33) система коэффициентлари матрицасининг г- 
тартибли минорларидан акалли биттаси нолдан фарк,ли.

Агар г =  п буяса, (33.33) система Крамер теоремаси шартлари- 
ни цаноатлантиради ва, демак, бу система, шу сабабли (33.29) сис
тема ^ам (33.6) формулалар билан топиладиган ягона ечимга эга 
’булади.

Энди г <  п ва аниклик учун биринчи г та номаълум олдидаги 
коэффициентлардан тузилган минор нолдан фар^ли булсин. (33.33) 
системанинг ^ар кайси тенгламасида х А+11 . . . , хл номаълумли бар-
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ча ^адларни унг ^исмга утказамиз ва бу номаълумларга баъзи их- 
тиёрий *®+1| . . . , ^ийматларнн берамиз. Натижада ушбу систе- 
мага келамиз:

а и*1 4~ ап х2 4~ • • • 4~ о1гх2 = Ьх а1(г+|) . . . атхп>
@21Х1 4~ ^22*2 4" • • • 4“ @2гХ2 ~  Ь2 Й2(Г̂ _1) ^г-\-1 • • • ОщХ п>

а П х 1 “Ь  а г2х 2 4 "  • ■ • 4 "  а ггх г Ьг х ^+1 • • • а гпх ^

(33 34)
Бу системада г та номаълумли г та тенглама бор.

ап а \г • . а1г
а21 а22 - ■ а2г

“п 0Г2 • ■ агг

булгани учун (33.34) системага Крамер теоремасини ^улланиб бу- 
лади, ва демак, у бирдан-бир х”, х?2>. . . ; х ?, ечимга эга. Равшан-
ки, унда л'?, хг, . . . ,  х'г, х?+|,. . . ,  х„ сонлар системаси (33.33) сис- 
теманинг ечими булса, шу сабабли (33.29) системанинг х;ам ечими 
булади. Озод номаълумлар деб аташ кабул цилинган хг+ \,. . . ,  хп

О . . ономаълумлар учун х г+\, ■ . . ,  х„ киимаглар мутлацо ихтиерии тан- 
ланади, шу сабабли (33.29) система бу > о̂лда чексиз куп ечимга эга 
булади (г ранг п дан кичик).

Теорема тула исботланди.
Н а т и ж а .  (33.29) система ечимга эга булсин. У %олда бу сис

тема, система матрицасининг ранги номаълумлар сонига тенг 
булгандагина ва фа^ат шу холдагина бирдан-бир ечимга эга бу
лади.

Бу фикр Кронекер — Капелли теоремасини исботлаш давомида 
ани^ланган эди.

Агар (33.29) системанинг бярча озод ^адлари нолга тенг, яъни 
Ь1 =  Ь2 =  • • • — Ьт — 0 булса, бу чизицли тенгламалар системасини 
бир жинсли система дейилади. "Шундай цилиб, бир жинсли систе
ма ушбу куринишга эга:

@цХ-1 4" а-у2х2 4"" 1 • * 4~ &1пхп О,
^21*1 4“ 2̂2-̂ 2 "Ь • • • @2пХП О,
................................................................  (33.35)

@т1Х 1 4 “ 0-гп2х 2 • • • 4 “ С1тпх п

(33.35) система х,ар доим ечимга эга булади, чунки (0, 0, , 0)
сонлар системаси унинг ечимидир. (0, 0, . . .  , 0) ечим бир жинсли
(33.35) системанинг ноль ёки тривиал ечими дейилади. Шунинг учун
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бир жинсли система ноль ечимдан бошка ечимга эга булиши \щ и-  
даги масала ^изи^иш тугдиради.

(33.35) системанинг ап а12 . . . а1пО21 ^2 2  • • • 0-2/1А=
&т\ &т2 •• отп

матрицасининг ранги г га тенг булсин. Бнз биламизки, г <  п. Агар 
г — п булса, бир жинсли система фа^ат ноль (тривиал) ечимга эга 
булади. Агар г <  п булса, бу система нолмас (нотривиал) ечимларга 
эга булади ва бу ечимларни излаш учун 9- теореманинг исботида 
курсатилган усулнинг узидан фойдаланилади.

п та номаълумли п та тенгламадан иборат ?ир жинсли система- 
га махсус тухталамиз. Бу ^олда г <  п тенгсизлик система детерми- 
нантининг нолга тенг булишига тенг кучли. Шу сабабли т =  п 
да система детерминанти нолга тенг булгандагина ва фак,ат шунда- 
гина (33.35) система нолмас ечимларга эга булади.

Ншрят, агар т < .п  булса, яъни (33.35) да тенгламалар номаъ- 
лумлардан кам булса, у ^олда г < т < л  ва (33.35) система уз-узидан 
нолмас ечимларга эга булади.

33.6. Чизик ли тенгламалар системасининг ечимлари тупламининг 
геометрик тавсифи. Тенгламаларнинг бир жинслимас

а и х 1 - г а и х 2 + •  . • +  а 1пх п = Ь 1,
аПХ1 -}~а22Х2 + • . . . +  а.2цХп=Ь2,

(33.36)

ОпцХ1~\~ йт2-̂ 2 “Ь • • • Ч-  ОтиХп — Ьт

системаси берилган булсин. (33.36) системанинг хар бир ечими,
33.1-пунктда айтилганидек, бирор

х  = € Я Л

вектордан иборат. (33.36) тенгламалар системасини матрица кури- 
нишида ёзиш хам цулай (33.1-пунктга царанг):

Ах  =* Ь, (33.36а)

бунда А —  шу системанинг матрицаси. х  ва у  лар №  га тегишли 
ихтиёрий векторлар булсин, Я, ва (и эса ихтиёрий ^а^и^ий сонлар 
булсин, у  ^олда, маълумки,

А (Хх +  н у) — ХАх -|- цАу. (33.37)
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(33.36) системадан, свод хадлар устунини ноллар устуни Аглая 
алмаштиришдан з^ссил булган Сир жинсли тевгламалар скстемаси

а п х 1 -{- а^2х 2 “Н • • • & 1пх п —  О»
°21х 1 +  022Х2 +  . . • +  02пХп = 0 ,

Огп\Х\ “Ь ОтчХч Н“  • • . “Ь ОщпХп 0.
(33.36) система учун келтирилган система дейилади. Матрицали 
шаклда бу система бундай куринишга эга:

Куйидаги теорема бир жинслимас тенгламалар системаси ечим- 
лари тупламини текшириш аслида бу системанинг бир жинсли кел
тирилган ечимлари системасининг ечимлари тупламини текширишга 
келтирилишини курсатади.

10-т е о р е м а .  х0 6 Яп (33.36) бир жинслимас системанинг би- 
рор ечими булсин. У ,\олда бу системанинг умумий ечими ушбу 
куринишга эга бдлади:

бунда и € Яп вектор (33.38) келтирилган системанинг ихтиёрий 
ечими.

И с б о т .  (33.37) формуладан ушбуга эгамиз:

яъни (33.39) куринишидаги векторлар (33.36) системанинг ечими- 
Дир. -V

Энди х, £ Яп (33.36) нинг ^андайдир ечими булсин. и =  х х —•—у- о
— х0 деб оламиз. Бу ^олда, яна (33.37) формулани кулланиб, ушбуга 
эга буламиз:

ва, демак, и —  келтирилган (33.38) системанинг ечими.
Шундай цилиб, (33.36) системанинг умумий ечими (33.39) фор

мула билан берилади.
Бир жинсли системанинг умумий ечимини текширишга кириша- 

миз. Куйидаги теорема уринлн.
11-т е о р е м  а. Ушбу

(33.38)

Ах - 0. (33.38а)

(33.39)

А (х0 и) =  Ах о •*)- Аи =  Ь 0  =  Ь,

у- —> - - V  - V -  - V

А и =  А(хг—  х 0) — Ахх —  Ах  о =  Ь —  Ь =  0 ,

Й1 Й  +  а 12х г +  . . . +  а 1пх п =  0  
а п х 1 +  а ^ х г +  . . . +  о^пХп =  0 , (33 .40)

-V ат2*а +
Я К



чизик,.т бир жинсли тенгламалар системаси берилган б у леи н ва 
6у система А матрицасининг ранги г га тенг бдлсин. У холда
(33.40) системанинг барча ечимлари туплами /?л фазода улчами 
п—г га тенг булган кием фазо хосил килади.

И с б о т .  Биз биламизки, А матрицанинг ранги»/ -<  пип (т, п)
муносабагни ^аноатлантиради. Шунинг учун ^ар доим п —  0.

*>• ->
/? ’’ га тегишли х ва у векторлар (33.40) системанинг ихтиёрий 

ечимлари булсин, X ва ¡л — ихтиёрий сонлар булсин. У ^олда (33.37) 
дан

А(Хх -Ь ц//) =  ХАх +  цАу  =  ^0 +  ^ 0  =  0

экани келиб чи^ади ва, демак, Хх +  иу (33.40) системанинг ечи-
мидир. ^исм фазонинг таърифига биноан (28 .4-пунктга к;аранг),
(33.40) бир жинсли системанинг ечимлари туплами Рп —  фазонинг 
Р  ^исм фазоси б^лади. Бу цисм фазонинг улчамини топамиз. Ани^- 
лик учун А матрицанинг ушбу г- тартибли минори нолдан фарцли 
деб фараз ^иламиз:

б =

ап а12 • • @1Г
а21 а22 • • г

ап аГ 2 • • @гг

Ф  0; (33.41)

акс ^олда тенгламаларнинг ва номаълумларнинг номерларинн узгар- 
тириш ^исобига бунга эришиш мумкин.

33.5 -пунктдаги 9-теоремада исботланганидек, бу хряца (33.40) 
система

+  а 12х 2 +  . . . +  а 1 гх г +  й 1 (г+ 1) х г + 1 +  • • • +  а 1пх п =  0 ,

ап х 1 -|- аг2х 2 +  . . . +  аггхг +  а^ г+1) хг+г +  • • • +  =  0-

(33.42)
системага тенг кучли булади. Сунгра хг+1 , . . . ,  хп номаълумлар
сифатида . . . х °  хакикий сонларни олиб ва

а11х 1 • . +  01гХг = . . . а1ПХ°п,

ап х г +  . . . +  апх г =  —  аг(г+Х) х° +1 —  . . .  —  агпх°п (3 3 .43)

системага Крамер теоремасини к,уллани б, бу системанинг ягона бул
ган х°\, х \ , . . . ,  х°г ечимини топамиз, чунки (33.43) системанинг 6
детерминанта нолдан фаркли.

9- теоремада сонларнинг х°1, х^;. . . ,  х°г, х°г+и . . ., х°п системаси
боШЛЗНРИЧ /33.40) системянинг Рчими чкяни и^Гт-г лянгяи а тти

'    •>+!*
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. . . ,  хп сонлар бир-биридан эрклн равишда исталган .^а^икий сон- 
ларни цабул ^илганда

с =

вектор, равшанки, Р п~ г фазодаги барча ^ийматларни кабул кила- 
ди. (х?+ь . . ., х°п) 6 Яп~г векторга (33.40) системанинг х°, х°,
. . . , х°г, х  °+1 , .  . ., хп ечимини мос келтирувчи

/ :  Яп- Г -*■ Р

акслантириш чизи^ли акслантириш б5'лади, шундай экани Крамер 
формулаларидан келиб читали. Бундан ташкари, бу акслантириш 
биективдир, чунки 9- теоремада /  (Яп~ г ) =  Р экани исботланган ва 
Р п~ г тегишли с, Ф с векторларга /  ( ск) Ф  Дс2) векторлар мос ке-
лади. Шунинг учун Яп~ ‘г даги чизи^ли эркли векторлар Р даги
чизякли эркли векторларга утади ва демак, Яп~г даги базис Р да
ги базисга утади. Бундан Р нинг улчами п — л га тенг экани ке- 
либ чи^ади.

Теорема ксботланди.
1 - н а т и ж а. (33.40) бир жинсли система берилган булсин ва 

унинг коэффициентлари матрицасининг ранги г га тенг булсин. 
У уолда (33.40) системанинг умумий ечими ушбу куринишда 
булади:

'  1 Х 1 +  К х 2 +  • • . +  Хп_ г хп_г >

бунда х ъ х.2, . . , х п_г лар Яп га тегишли векторларнинг ис
талган чизщли эркли системаси бС)либ, (33.40) системанинг ечим- 
ларидир.

хъ х2, . . .  , хп г  системани купинча (33.40) бнр жинсли сис
тема ечимларининг фундаментал системаси дейилади.

2- н а т и ж а. (33.36) бир окинслимас тенгламалар системаси 
берилган булсин. У холда бу системанинг умумий ечими .ушбу 
куринишга эга булади:

X =  х 0 +  К и г +  х 2и 2 + \ _ г г

 ̂ ->■ ->* 
бунда х0 — бу системанинг цандайдир ечими, и1, и2, . . . ,  ип_ г
лар эса келтирилган бир жинсли (33.38) система исталган ечим
ларининг фундаментал системаси.

Бу натижанинг исботи 10-теорема ва 1-натижадан бевосита ке
либ чикади.
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34- §. R n ни R m га чизицли акслантиришларнинг умумий 
хоссалари ^ак;ида

Бу параграфда Rn ни R m га чизикли акслантиришнинг умумий 
хоссаларинн урганиш давом эттирилади. Чизикли акслантиришнинг 
кийматлари со^аси мукаммал Урганилади ва п хамда т сонларнинг 
хоссалари ва чизикли акслантиришнинг ^ийматлари со^асининг ул- 
чамига богли^ ^олда чизицли акслантиришларнинг инъектив, сюръ- 
ектив ва биектив булишининг зарурий ва етарли шартлари берила- 
ди. Бу масалаларни >-рганишда 33- § .нинг натижалари му^им роль 
уинайди.

34.1. Чизикли акслантиришнинг к,ийматлари сохасининг тузилиши.
1-т е о р е м a. f : R n -*-Rm —  чизикли акслантириш бдлсин. У хол- 

да /  (Rn) фазо Rm нинг цисм фазоси булади ва f (R n) нинг улча- 
ми А матрицанинг рангига тенг булади, бунда Af  —  /  чизикли 
алмаштиришнинг матрицаси (30.2- пунктга царанг). X  усу сан 
агар Af  нинг ранги т ёки нолга тенг булса, у холда f (Rn) мос 
равишда R ,n ёки R'1 нинг нолинчи кием фазоси билан бир хил 
булади.

И с б  от . х ' ва у' лар f (Rn) га тегишли ихтиёрий векторлар, 7. ва 
и эса ихтиёрий хаки^ий сонлар булсин. f  (Rn) кием фазо эканини
исботлаш учун кх' - f  ¡iy' нинг /  (Rn) га тегишли эканини исбот-
лаш етарли. х', у ' £ f  (R ") булгани учун шундай х  ва у  векторлар ->■ -> > — - 
мавжудки, f  (х) =•*', /  (у) — у ' булади. Cÿurpa, I x  +  ay 6 ^ в а ,
демак, f  (Кх +  у.у) 6 /  (Rn). f  акслантиришнинг чизикли эканидан 
фойдаланиб, топамиз:

¡ { Х х  +  \iy) = Ä / ( * ) + p /  ( у )  =  kx' +  \iy'.
■>

Бундан Хх- +  цу' £ f  (Rn). Шундай ^илиб, /  (Rn) фазо R m нинг 
кием фазоси

Бу ^исм фазонинг улчами к,андай эканини аниклаймиз. /  чизш^- 
ли алмаштиришнинг матрицаси ушбу куринишга эга:

а Ц  а 12 • • • а 1П

• • • #9..:.

гГП1 иШ2 ' .ап
->• -У-

бунда Af  матрицанинг устунлари R m фазонннг al = f  (ег), а2 =
*= f  (е2) , . , v  ап =  f(e„) векторларидан иборат (30.2- пунктга каранг).

е *** 4 п
f чизицли акслантириш булгани учун хар к;андай х  = ¿ ¿xl el £ Rn
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учун ушбуга эгамиз:
П П

f (я) =  /(^¿)=  х¡а¿.
1=1 1 = 1

-V "V "V
Бундан /  (/?") фазо а 1; аг, . . .  , ап векторлар вужудга келтирган

-> -* ->
^исм-фазо экани ва унинг улчами ах, а2, . . . , ап снстеманинг чи-
зицли эркли векторларининг максимал сонига тенг экани, яъни Ау 
йатрицанинг рангига тенг экани келиб чицади (28.4 ва 33 .4 -пункт- 
ларга царанг).

Теорема исботланди.
34.2. Чизикли акслантиришнинг инъектив булиш (узаро бир

цийматли булиш) аарти. / :  -* Ят чизикли акслантириш хар
^андай Ь 6 Ят вектор учун А/ х =  Ь тенгламалар системаси бит- 
тадан орти^мас ечимга эга булгандагина ва фаь;ат шу холдагина 
инъектив 65'лади (33 .1-пунктга ^аранг). Бунинг учун, 33.5-пункт-
да исботланганидек, А /  матрицанинг ранги а: вектор компонентлари- 
нинг мицдорига, яъни п еонга тенг булиши зарур ва етарлидир.
34.1-пунктдаги теоремага биноан А/  нинг ранги /  (Яп) кием фазо- 
нинг улчамига тенг.

Шундай ь^илиб, ушбу теоремага келамиз.
2- т е о р е м а. /  : 7?" чизикли акслантириш инъектив були

ши учун ^уйидагилар уринли булиши зарур ва етарли:
1) п >  т,
2) (/?") цисм фазонинг улчами п га тенг.
34.3. Чизицли акслантиришнинг сюръектив булиш шарти. / :

:/?'• -> чизикли акслантириш булсин. /  сюръектив акслантириш бу-
лиши учун А/Х =  Ь система ^ар кандэй Ь 6 Ят учун ечимга эга 
булиши зарур ва етарли (33 .1-пунктга ^аранг). Бу система, 33.5-
пунктда исботланганидек, А( матрицанинг ранги Ь вектор компо- 
нентлари сонига, яъни т сонга — /?т  нинг улчамига тенг булган
дагина ва факат шу холдагина ечимга эга булади. А; матрицанинг 
ранги /  (/<'') ^исм фазонинг улчамига тенг булгани учун ушбу тео
рема уринли.

3 - т е о р е м  а. / :  /?ш чизикли акслантириш сюръектив бу-
лиши учун цуйидагилар Уринли булиши. зарур ва етарли:

1) т <  п,
2) /  ( Яп) нинг улчами т га тенг.

34.4. Чизикли акслантиришнинг(устига акслантиришнинг бир ^иймат- 
ли) биектив булиш шарти. / :  -> /?т  чизикли акслантириш таъриф-
га кура бир ва^тнинг узида инъектив ва сюръектив б^лса, у х,олда 
биектив булади. Шу сабабли 34.2 ва 34.3- пунктдаги 2 ва 3-теоре- 
малардан ушбу теорема бевосита келиб чицади.

4- т е о р е м а. /:/?"->• Ят чизикли акслантириш биектив б у  лиши 
учун цуйидагилар Уринли булиши зарур ва етарли:
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1) т =  п,
2) /  ( /? ") кыс.и фазонинг улчами п га тенг.

— биектив чизицли акслантириш булсин. У  холда 
4-теоремага биноан, биринчидан, т = п  ва А, матрица квадрат 
матрица, ва, иккинчидан 34.1 -пунктдаги 1 - теоремага кура А! нинг 
ранги п га тенг. Шунинг учун 33.4 -пунктдан (Ы А г Ф 0  экани 
келиб чикади ва бошлангич акслантириш ни га утказувчи 
чизи^ли айнимаган оператор экани келиб чикади.

Бу фикр билан 33.3 -пунктдаги 4 -теоремани ^ушиб ушбу тео
ремага келамиз.

5 - т е о р е м  а. Чизщли акслантири и /  : У?1->-/? " бие/стив 6$ лиши учун т =  п ва /  акслантириш /?'1 ни /? "  га дтксиути читали айнимаган оператор булииш зарур ва етарли.

IV бобга дойр масалалар ва машклар

I. Я" фазо.
1) Куйидаги векторлар орасидаги бурчакни ани^ланг:
а) /?4 фазода: =  (2, 1, 3, 2) ва ^ = ( 1 ,  2, — 2, 1);
б) фазода: 7 Г = ( 1 .  1. 1. 2, 0) ва " ^ = ( 0 ,  3 ,— 1, 0, 1);

2) Я4 фазода (1, 1, 1, 1), (1, —  1, -  1, 1), (2, 1, 1, 3) вектор-
ларга ортсгонал булиб, узунлиги бирга тенг булган векторни
топинг.

3) агар ЯП да х  вектор йь а,л векторларнинг .\ар
бирига ортогонал булса, у холда вектор / ^ ........................чи_
зи^ли кобивда тегншли ^ар кандай векгорга >̂ ам оргогонал булиши-ш 
исботланг.

4) Нп да тугри бурчакли п улчовли параллелепипед диагонали- 
нинг квадрати унинг бир учидан чи^увчи ^ирралари квадратлари- 
нинг йириндисига тенг булишини исботланг (Пифагор теоремасининг 
л улчовлн умумлаштирилиши).

5) ^ирраси а  га тенг булган п улчовли кубчинг диагонали
узунлигини топинг ва бу узунликнинг я-»- °° даги лимитини аниь;- 
ланг.

6) Яп даги иккита ^исм фазонинг бирлашмаси ва кесишмаси 
яна да к;исм фазо эканини исботланг.

7) иккита ^исм фазо улчамларининг йириндиси йириндининг ул- 
чамига бу ь^исм фазолар кесишмасининг улчамининг цужшлганига 
тенг булишини исботланг.

II. Матрицалар ва улар устида амаллар. Чизикли акслантириш- 
лар.

8) куйидаги квадрат матрицаларнинг купайтмаларини топинг:
3 1 1 II 1 0 1
2 1 2 • \ 2 1 — 11 П пII 1  ̂ о 1 0 1 - -1
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б)

в)

1 0 — 2 
2 3 1
1 1 
2 1
2 0 1 3
1 — 1
3 3 
4 — 1 0

4 
0

1 - 1
0 3

2 0 
0 1

—  1 2  3 
0 1 0 
2 0 1
1 3 5

6 3 2
— 2 - 3  1 

1 2 1 
—  1 - 1  2

9) цуйидаги турри бурчакли матрицаларнинг купайтмасини то-

пинг:

а) || 3 — 2 2
1 1 2  3 4 1 1 0

0 5 — 1 2 . 2 3 — 1
| 3 2 — 1 1 0 1 з

б)
1 2 5 7 0
2 0 0 — 5 1
3 1 — 1 2 1

•

4 2 1
2 0 5
3 1 6 
2 1 7

»

1 — 5 6

в)

10) ушбу

1 0 3 4
2 — 1 5 7 1 4 2 0 7
3 4 2 1 . — 6 3 1 2  1
0 1 0 2 4 0 — 1 1 2
1 0 — 1 1 3 1 2 0 1

£ (Л) =  ЗЛ3 — 2Л2 +  Л
полиномнинг ^уйидаги квадрат матрицаларга турри келадиган ций- 
матлариии топинг:

а)

б)

в)

Л =

Л =

1 О 2 
3 4 0
0 - 1  1
1 0 0 2 
0 1 4 0
О 2 — 1 3  
3 — 1 0 0

1 1 )/:/? 4->-Я5 акслантириш^", е3 > е« векторларни

=  0 . 1, 0, о, 0), /  ф  =  (0, 1, 1, о, 0), / С ^ )  = ( 0 ,  о, 1, 1, 0),
I (■£) =  (0, о, О, 1, 1) векторларга утказувчи чизицли аксланти-
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риш булсин. Шу акслантиришнинг матрицасини ва унинг коорди- 
наталар буйича тасвирини (ифодасини) ёзинг.

12) алмаштириш Х + Х  ; ~ех~~Ч > X  ’ X  векторларни

/ ^ + 5 - ( 0 .  О-“ 1- ! ) . / ( * - ©  =  (°. !• 2)- /(Т3)=(1.2,0,0),
if(e4) =  (0 ,—  3, 2, 0) векторларга утказувчи чизщли акслантириш 
булсин. Шу акслантиришнинг матрицаси ва унинг координаталар 
орцали тасвирини ёзинг.

13) акслантириш цуйицаги координаталар ор^али тас-
вирланган чизи^ли акслантириш булсин:

* /  =  * 1  +  2 * 2  —  * 3  +  * 4  +  5*6,
х2' =  2хх — х2 +  З*3 — *4 +  2*6,
* з '  =  _  ^  +  *2 —  *3 +  4*4 —  6 * Б.

Ушбу f(ex—  е^+е^), /(е 2+  2е̂ ) векторларни топинг.
14) f :R3 х  R3-+R1— бичизи^ли форма булиб, унинг учун ушбу

тенгликлар уринли булсин: /  £ ,  ?x) = f { е*> еЦ =  fie l %)  =  1,

/  (*i, «г) =  2>^(е2 , ßi) =  3./(вх , е 3) = —  l>f(e3 , вх) =  — 2, / (е3, ¿¡}=
=  2. Бу форманинг У?3 га тегишли ихтиёрий ;Г =  (а], а2, а3)
ва у =  (ß1( ß2, ß3) векторлар учун ^иймати цандай булишини

■>
ёзинг ва *  (—  3, 0, 2) ва у  = (4 , 2, —  3) да f  нинг ^ийматини 
топинг.

15) f :R3 х  R3-+Ri бичизикли форма булиб, унинг учун ушбу 

тенгликлар уринли булсин ffcu  £ )  =  lf / ( £ ,  e j = - l ,  f{e l  ¿ )  =

j = 2 .  f(e* +  e2 , e2) — 2, He2, ex — %) =  4, / ( ^ 4 - ^ ,  t£) =  3,
/ ( e s, ei— 2 ^ ) =  —  1, fie l X) = 3 ,  / ( ¿ ^ 2 ^ — ^) =  4. f  симметрии 
форма эканини текширинг ва jT ~ O i  2, 3) вектор учун /  ву- 
жудга келтирган квадрат форманинг кийматини топинг.

16) f :R 3̂ R 3 оператор еТ+"е2 , векторларни /(e j  =

= ( ! .  1. ! ) . /(e t+ e t)  = (°- J)> М ё * + ¡£ + « 7 ) =  О» 2 - °) вектор-
ларга утказувчи чизи^ли оператор булсин, /  операторнинг ва унга 
цушма булган /*  операторнинг координаталар оркали тасвирини 
ёзинг. ( x , f  (у”)) =  (/* (х),~у) формулани бевосита ^исоблаш 
йули билан *  =  (1 ,—  1. 2) ва у =  (О, 1, 3) векторлар учун тек
ширинг.

17) + %  , е-!— 5 ,  e~3+ e it е3— 7х векторларни /  (e t j  =

- 0 . ^ 1 .  1),/(Г1-^ )= (1 ,  «, 2, Y), / £ + £ ) = ( - 1 ,  3. р. «)•
/ Ц — />4) =  (е. ф. 0. 3) пркторларга уткгзугчк f - .R ^ ^ R 1 чизи^ли 

804



оператор берилган булсин. а, р, у, е, ф сонларни шундай ани^- 
лангки, / :  /?4— оператор уз-узига ^ушма оператор булсин.

III. Детерминантлар.
Куйидаги детерминантларни хисобланг:

18) а)

19)

1 3 5 7 б) 1 1 1 1
3 5 7 1 2 4 8 1
5 7 1 3 9 3 9 27 1
7 1 3 5 5 25 125 1

20)

*  0 — 1 1 0  
1 х  — 1 1 0  
1 0 х— 1 0 1 
0 1 — 1 x 1
0 1 — 1 0 х
5 7 0 0 0 0 
3 5 7 0 0 0 
0 3 5 7 0 0 
0 0 3 5 7 0 
0 0 0 3 5 7 

1 0  0 0 0 3 5
21)

23)

24) л 1 1 
1 л. 1 
1 1 л

1 1

IV. Крамер теоремаси.
Куйидаги тенгламалар системаларини ечинг:

2 5 )  хх +  2 х 2 +  Зх3 —  2 х 4 =  б,
2хх —  х2 —  2х3 —  Зх4 =  8,
Зх! +  2 х 2 —  х3 +  2х4 =  4,
2хг —  Зха +  2х, +  х4 =  —  8.

2  4  4  . . .  4 2 2 ) 2  1 0 . . .  0
4  4 4 . . .  4 1 2  1 . . .  . 0
4  4  6  . . .  4

•
0  1 2 
• • •

. . . 0

4  4 4  . . .  2л
• ■ •
0  0  0 . . .  2

1 +  <Xj 1 1 . . .  1
1 1 + а 2 1 . 1
1 1 1 + а 3 . .  1

•

1 1 1 1 - f a «
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26) 2хх —  х2 +  Зх3 +  2*4 =  4,
3*! +  Зх2+  3*з+ 2 * 4= 6 ,
3*! —  * 2—  * 3 +  2*4 =  6,
3 * х   * 2  +  3 * 3    * 4  =  6 .

27) 2*х +  * 2  +  *з +  * 4  +  * 8 —2,
*1 +  2 * 2  +  *3 +  * 4  +  * 5 = 0 ,

+  Х 2 +  3 * 3  +  * 4  +  * 5  =  3,
*1 +  Х2 +  Х3 +  4*4 +  ХЬ —    2 ,
*1 + *2 + *3 + *4 + 5*6 = 5.

2 8 ) * ! +  * 2  +  . . . -f- х п =  1,
2 * !  +  3 * 2  +  .  .  .  +  Л * „  =

22*1 +  3 %  +  . . . + Я 2*„ =  /2,
• • • • • •  • • • •

¿ " - 'X j  +  3n ll*2 +-’ . + « " - '* „  =  .
2 9 )  а * х +  Ь*2 ч -  0*3 +  . .  . +  bxn =  у х, 

i>xx - f  а х  a f  &*з +  . . . +  Ь х,, =  у2,

Ь*х +  Ьхг +  ¿>*з +  . . . ахп =  у„.
30) * Х +  *2 +  *S +  • • ; +  *2Л =  а1>

2*! —  3*2 +  4*3 —  . . . —  2пх2п =  а2,
4*х +  9*2 4- 16*з +  . . .  +  (2л)2*2,, =  а3

г 2" - 1* !  +  ( —  3 )2« - ' * 2  +  4 2 ' 1- ‘ * з  +  . . .  +  (—  2 п )2п- 1х 2п =  а2„.

V. Матрицанинг ранги. Чизицли тенгламаларнинг умумий сис- 
темалари. Куйидаги матрицаларнинг рангини топинг:
•31)

■33)

0  4 10 
8 16 3 6

If) 1R 4П

1
14

?

32) 1 2  3 4  5
2  1 0  0  2 
0  3  6  8 8

•
1U 10  *±и

3  21 51 г----------------------^
3  1 1 1 34) 3  0  3 0  3
1 5  1 1 0  5  0  5  0
1 1 7  1 2  1 0  2  1 .
1 1 9  1 . 0  4 0  4  0
13 5 7

2  1 3 - -1 36) - 1 0  2 - -1 3
3 —12 0 4  1 1 2 5
1 3  4 - -2 . 3  1 3 1 8
4 - 3  1 1 —  1 2 1 0 0 -

0 0 1 2 5 1

35)

Куйидаги тенгламалар системаларини Кронекер— Капелли теорема- 
сидан фойдаланиб ечинг:
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37) x, - f  *2 —  З х э =  —  1, 38) 2x, —  x2 +  x3 —  x 4 =  1,
2xj +  x2 —  2x3 =  1, 2x, —  x2 — 3x4 =  2,

+  X 2 +  *a =  3, 3Xj —  Xg +  x4 =  —  3,
Xj +  2x2 —  Зх3 =  1, 2xj +  2x2 — 2x3 +  5x4 =  —

39) Xj +  x2 4- x3 +  x4 x6 =  7 ,
3xx -j- 2x2 4- x3 -f- x4 — 3x5 =  —  2, 

x2 +  2x3 -(- 2 x 4 -)- 6x5 =  23,
5xt f  4x2 4- 3x3 4- 3x4 —  x5 =  12.

40) 2x, 4- 3x2 — x3 4- 5 x 4 =  0,
3Xi  — x2 4- 2x3 — 7 x 4 =  0,
4xj +  x2 — 3x3 4- 6x4 =  0,
X, —  2x2 4- 4x3 — 7x4 =  0.

4 1 )  X, — 2 x 2 f  x3 4- *4 — *5 =
2xj +  x2 — x3 — x.j 4- x5 =  0,
X,  4- 7 x 2 —  5x3 —  5 x 4 f  5 x 5 =  0,
3x, — x2 — 2x3 4- * 4  — * 5  =  0.

42)  X[ 4- 2 x 2 _ — 3x4 +  2 x 5 =  1,
X,  — x 2 —  3j¿3 4 a 4 Зл5 ■■ 2»________ __________________________________
2 x j  —  3 x 2 4- 4 x 3 —  5 x 4 4  2 x 4 =  7,
9 x ,  —  9 x ,  4  6 x 3 —  16 x 4 2 x 5 =  2 5 .

1^уйидаги ci c емаларнинг умумий ечимларини бир жинсли тенг- 
ламалар системаси ечимларининг умумий хоссаларидан, шунингдек* 
бир жинсли ва оир жинслимас тенгламалар сисгемаси епимлари- 
нинг умумий формаси ,\акндаги теоремадан фойдаланиб топинг:

4 3 )  2х, 4  Зх2 — х3 4  5х4 =  0,
Зх, — х2 +  2х3 — 7х4 = 0 ,
4xj 4- х2 — Зх3 4- 6х4 =  0,
Xj —  2 х 2 +  4х 3 —  / х 4 =  0.

44 )  Xj 4- х2 — Зх3 4- 4 х 4 — х5 = 0 ,
2х, — х2 f  4х3 — 5 х 4 +  2 х 5 =  0,
3 x t 4-  х 3 —  х 4 +  х.  =  0,  
x¡ +- 2 х 2 4- Зх3 f- 4 х 4 +  5 х ь =  0.

45) Xj — х2 f  х3 — х4 =  1,
X, 4- 2 х 2 — Зх3 4- 2 х 4 =  4,
4xj —  х2 — х4 =  7.

46) Xj +  х2 4- X, 4- х4 4- х ъ =  2,
—  х 1 — х2 — 2х3 4- *4 4- *5 =  —  2,

4- х2 4* Зх4 4- Зх5 =  2,
2хх —  х2 4- х3 4- 2х4 —  х5 =  1.

Ю^оридаги масалани À параметрнинг цийматларига ботли^ равишда 
гекширинг:
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т, ' 48) Хх +  у  +  г =  4,
п, х  ЗХу 4 -2  =  3,
р. х  +  6Ху - ( - 2 = 4 .
1. 50) Хх 4- у  +  г -(- /  =  1,
X, х  -(- Ху -)- 2 -4- / =  X,
X2. х + у  +  Хг +  / =  Х\

х  4 ' У 4~  ̂ Х( =  ^2.

V боб. Чизикли фазолар ва чизикли операторлар

Чизик л и алгебрани урганишда асослари IV бобда тула урганил- 
ган матрицалар назарияси ва чизщли тенгламалар системалари на- 
зарияси асосий аппарат булиб хизмат ^илади. Бу масалаларнинг 
баёни К* фазоларнинг ва /?" ни Ят га акслантиришларнинг хосса- 
ларига таянади, бунда п ва т — ихтиёрнй натурал сонлар. Бу боб
да бнз ^озирги замон математикасининг му^им тушунчаларидан би- 
ри — чизикли фазо тушунчасини киритамиз. Чизикли фазолар син- 
фи, хусусан, Яп ни ^ам уз ичига олади.

Чиэи^ли фазоларнинг хоссалари математиканинг, механиканинг 
ва физиканинг куп булимларида мухим роль уйнайди. К^йида биз 
чизикли фазолар, масалан, т х п  матрицаларнинг М т'п тупламини, 
/?" ни Я п га барча чизикли акслантиришлар тупламини ташкил ^и- 
лишини, механикада тезлик ёки тезланиш векторлари тупламини 
ташкил цилишини ва ^оказоларни курамиз.

Биз уз баёнимизни хозирги замон математикасининг марказий 
тушунчаларидан бири — группа тушунчаси ва унинг энг содда хос- 
саларидан бошлаймиз. Бундай килиш, биринчидан, группа тушун- 
чаСи геометрия ва физиканинг бир цатор асосий принципларини 
ифедалаш учун уз-узидан му^имдир, иккинчидан, чигицли фазога 
таъриф беришда бу тушунчадан фойдаланиш цулайдир.

35- §. Группа

35.1. Группанинг таърифи ва энг содда хоссалари. в  бирор 
туплам булсин. Агар

Н : й  х  С  - V  й

акслантириш ашщланган булса. у ?;олда О да операция берилган 
дейилади.

Агар х 6 й  ва у 6 О булса, у ^олда И (х , у) 6 С элементни 
одатда х  ни у га купайтмаси дейилади ва ху  (ёки х • у) куринишда 
белгиланади; Н операцияни купайтириш амали дейилади. Барча 
х  6 б , у 6 б  ларда Н акслантириш коммутативлик. цонунини к,а- 
нватлавтирса, яъни /г (х, у) =  к (у, х) булса, бундай лолларда, 
одатда аддитив ёзувдан фойдаланилади: к операцияни 0  да 1\уишш 
алтли дейилади ва +  белгн билан белгиланзди.

47) Хх +  У 4- г =  
х 4* Ху +  2 =
X +  у  +  Хг =

49) Хх +  у  +  г =  
х +  Ху 4- 2 =  
*  4- у  4- Хг =
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U купайтириш амали киритилган туплам булсин. х, у, г 6 U 
элементларнинг тартибланган учлиги учун купайтмани икки усул 
билан тузиш мумкин: (ху)г ва x(yz). Агар барча х, у, z £ G 
ларда

( x y ) z =x ( y z )  (35.1)
тенглик уринли булса, у х,олда G да купаитириш амали ассоциа-
тивлик цонунига буйсунади ёки купайтириш ассоциатив дейилади. 
Агар барча х 6 G лар учун

ех — х =  хе (35.2)
булса, е в G элемент бирлик элемент (ёки бирлик) де5 аталади. 
Бирлик элемент ягонадир: агар е' 6 G бош^а бирлик булса, у 
хрлда

е =  ее' = е'.
Агар G тупдамда операция коммутатив булса, у холда бирлик
элемент 9 билан белгиланади ва G группанинг ноль элементы, (ёки
ноли) дейилади. Бу ^олда:

0 +  л: =  л: =  х +  8. (35.3)
Бирлик билан бир каторда купинча бирмунча умумнйроц тушун- 

ча чап ёки унг бирлик тушунчаси киритилади, бунда G туплам- 
нинг мос равишда шундай е' ва е"  элементларя тушуниладики, 
х,ар ¡^андай х £ G учун мос равишда

е'х =  х  ёки хе"  =  х (35.4)
муносабатлар бажарилади.

Бирликка эга булган, ассоциатив купайтириш киритилган ва 
^ар ^андай х 6 G учун

ху = ух = е (35.5)
тенглик бажариладигап у 6 G элемент мавжуд булса, бундай G 
туплам группа дейилади. у элемент х  га нисбатан тескари эле
мент дейилади. Тескари элемент ягонадир. \ацик;атан, агар у эле
мент х га нисбатан бош^а тескари элемент булса, у ^олда.

у ' =  у'е =  у' (ху) =  (у'х) у =  еу =  у.
х  га нисбатан тескари элемент х ~ х билан белгиланади, агар опера
ция группада коммутатив булса, у ^элда тескари элемент —  х би
лан белгиланади. Операция коммутив булган группалар коммута
тив (ёки Абель группалари) группалар дейилади. Бундай группа- 
ларда, шартлашганимизга асосан, аддитив ёзувдан фойдаланилади. 
Х,ар цандай бутун мусбат сон п учун

Хп =  Х- Х- Х . . . X* 
п марта

х° = е ва, охирида, х~п =  ( * - ') ' '  — деб фараз ^иламиз.
* Купайтириш ^онунининг ассоциатиа/шги туфайли х11 элемент тула аник;- 

ланган.
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Бутун курсаткичлар билан оддатаги амал к,оидалари бажарили- 
шини текшириш осон: х я+ т  =  хп-хт, (хп)т =  хпт.

Чап ва унг бирликларга ухшаш чап ва унг тескари элемент- 
ларнн аншуиш мумкин эди. Маълум булишича, группанинг таъриф- 
ланишида бир томонли бирликлардан ва бир томонли тескари эле- 
ментлардан фойдаланиш мумкин экан.

1 - т е о р е м а ,  в  чап еч элементга эга бу.гган ассоциатив ку- 
пайтиришли туплам булсин. Сунгра хар кай с и х £ О учун чап 
тескари элемент мавжуд булсин. У холда еч — унг бир лик бС/ла- 
ди\ хар цандай чап тескари элемент шу вактнинг узида унг бир
лик элемент хамдир.

И с б о т. а элемент й  нинг ихтиёрий элемента, Ь эса унинг чап 
бирлик элемента булсин: Ь а — еч. Ушбуга эгамиз:

(Ьа)Ь — ечЬ =  Ь. (35. 6)
с элемент Ь га чап тескари элемент булсин; (35.6) нинг иккала 
^исмини чапдан с га купайтириб, топамнз:

(сЬ) ■ аЬ = сЬ ёки аЬ =  е ч,
яъни Ь элемент а учун унг тескари элемент хамдир. Бундан таш- 
ь̂ ари,

аеч =  а фа) =  (аЬ) а — еча = а.

Демак, еч а нинг унг бирлигидир.
Теорема исботланди.
в  — группа булсин. О группанинг Н к,исм группаси деб й  нинг 

бирлик элеменпа эга булган ва купайтиришга нисбатан >̂ амда тес
кари элементнннг олинишига нисбатан берк булган цисм тупдамига 
айтилади (барча а 6 Н, у 6 Н лар учун х у 6 Н, х~ 1 £ Я). Агар 
И и;нем группа бирлик элементдангина иборат булса ёки О нинг 
узидан иборат булса, у з о̂лда бу цисм группа тривиал цисм груп
па дейилади.

Равшанки, берилган группанинг бушмас кием группаларинипг 
кесишмаси яна 1\ксм группадир.

М и с о л л а р .  1. Рационал сонлар туплами ^ушишга нисбатан 
группа ^осил  ̂мл ад и. Нслдан фарк,ли рапионал сонлар туплами ку
пайтиришга ш.сбатан группа ^ссил килади. Х.а^иций сонлар туплами- 
га ва комплекс сонлар тупламига нисбатан ^ам айтилган таедшушр 
уринли. Бу елтита группанинг ^аммаси коммутативдир.

2. Барча т х  п матрицалар туплами М т’п ^ар ь;андай натурал 
гп ва п сонларда кушпшга нисбатан группа зфеил килади (30.1- 
пунктга ^аранг). Бу группа коммутативдир; унинг ноли ноль мат- 
рицадан иборат.

3. Х,амма п - тартибли махсусмас матрицалар туплами (33.2 
ва 33. 3- пунктларга царанг) купайтиришга нисбатан группа ^осил 
цилади. Бу группа коммутативмас.

4. М  — бушмас туплам ва й  (М) эса М  нинг барча уз-узига биектив 
якслантиркшларкинг туплами булсин. У ^олда О (Л1) — группа,
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бунда G (AI) да купайтириш акслантиришлар композициясидан 
иборат (2 9 .2 -пунктга ^аранг) G (М) нинг бирлиги 1м айний акслан- 
тиришдан иборат.

G (М) группанинг элементлари М тупламнинг алмаштиришлари 
дейилади. Кабул ^илинган терминологияга биноан, G (М) группа- 
нинг хар кандай к,исм группаси М туплэм алмаштиришларининг 
группаси дейилади. G (/VI) группа, умуман айтганда, коммутатив- 
мас.

5. R n фазонинг узини узига угказувчи барча чизикли айнимаган 
операторлари тÿплaми купайтиришга нисбатан коммутатив булмаган 
группа (33. 3- пунктга каранг). Бу группа Rn нинг ÿ3HHH ÿ3nra 
алмаштиришларининг к;исм ту'пламидир.

1 — 5 -мисолларда группа хоссаларининг бажарилишини текши- 
риш содда па у^увчида хеч бир кийинчилик тугдирмайди.

35.2. Группаларнинг гомоморфизмлари G, G' группалар берил- 
ган булсин. Агар барча х, у 6 G лар учун

f(x,y) =  f (x) . f (y)  (35.7)

тенглик бажарилса, f:G->-G акслантириш G группанинг G' группа-
га гомоморфизмы дейилади. _ _ _ _ _ _ _ _ _

G ва G' коммутатив группалар учун бу муносабат ушбу кури- 
нишни олади:

f  (X +  у) = f (х) +  f  (у). (35.7')

2- т е о р е м а. / акслантириш G группанинг G' гриппага гомо
морфизмы булсин. е ва е' лар G ва G' группаларнинг бирлиги бг/л- 
син. У %олда

f  (е) =  е' (35.8)

ва \а р  цандай х  Ç G учун
/ ( * - ' )  =  [f(x)]~[. (35.9)

•*
И с б о т. и =  f (е) деб оламиз. У х;олда, группанинг бирлиги хос- 

сасидан ва гомсморфизмнинг таърифидан фойдаланиб, топамиз:

«  =  f(e) =  f(ee) =  f(e)-f(e) =  и-и.
Шунинг учун

и - 1 и = и~1 (и и)
ва, демак,

е' =  и~х и =  (и-1 и) и = е'и =  и =  /  (е).

Шундай ^илиб,
f(e) = e'

ва (35.8) исботланди.
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Энди х  —  G группанинг ихтиёрий элементи булсин, у з^олда
е' =  /(е )  =  f ( x x - 1) =  f ( x ) f ( x ~ l).

Бу тенгликни чапдан [ /(х ) ] -1 (: G элементга купайтириб, топамиз:
[ / ( * ) ] - '  е' =  [ f ( x ) - i] ( f ( x ) f ( x ~ %  (35.10)

G' даги е' бирликнинг хоссасидан, купайтиришнинг группада ассо-
циативлигидан ва берилган х  6 G учун тескари элементнинг ягона- 
лигидан фойдаланиб, (35.10) тенгликка ушбу куринишни бериш мум- 
кин:

I / ( * ) Г ‘ = / ( * - ' ) •
(35.9) муносабат, у  билан бирга 2 - теорема хам исботланди.

Шуни кайд киламизки, коммутатив группалар учун аддитив
ёзувда (35.8) ва (35.9) муносабатлар ушбу куринишни олади:

/(О) =  0/ , (35.8')
/ ( -  x) =  - f ( x ) .  (35.90

G группанинг G' группага барча гомоморфизмлари туплами одат- 
да Нот (G, G') билан белгиланади. Агар

f c g  =  1G. ва g • /  =  1G

тенгликларни ^аноатлантирувчи g в Нот (G', G) гомоморфизм мав- 
жуд булса, /  6 Нот (G, G') акслантириш изоморфизм дейилади.

Тупламларни акслантиришларнинг 29.2-пунктда ^аралган хосса- 
ларидан >;ар ^андай изоморфизм биектив акслантириш экани келиб 
чи^ади. Равшанки, агар f 6 Нот (G, G') ва /  биектив аксланти
риш б^лса, у \°лда f изоморфизм булади.

Ораларида изоморфизм урнатиш мумкин булган группа tap изо
морф группалар дейилади. Агар G ва G' группалар изоморф булса, 
бундай ёзадилар: G ~  G'. G ва G' группалар изоморф булсин. У 
з^олда G группанинг фа^атгина «купайтириш операцияси» (G груп
пада) тушунчаси билан ифодаланадиган барча хоссалари G' группа
да з<;ам уринли булади. Тескари фикр з̂ ам уринли, чунки G на и ' 
группалар изоморфдир. Бу з̂ ол шуни курсатадики, изоморф группа
лар бир-биридан фацат уз элементларининг конкрет табиати билан 
фар^ килади, элементларнинг бу табиати мазкур группаларни шу 
группаларда купайтириш операцияси хоссаларигагина асосланган ту- 
шунча ва методлар билан текширишда хеч ^андай роль уйнамайди. 
Шунинг учун купинча группаларни ва бошка алгебраик объектлар- 

, ни текширишни изоморфизмгачагина аник лик да утказилади дейи
лади.

Агар G ва 0 '  группалар бир хил булса, у холла изоморфизмлар- 
ни автоморфиэмлар дейилади; G группанинг узига гомоморфизмла
ри эндоморфизмлар дейилади.

М и с о л л а р .  1. Бутун сонларнинг ^ушишга нисбатан группасини 
Z билан белгилаймиз. Сунгра, G ихтиёрий группа, х эса G нинг 
тайинланган элементи булсин. { (п) =  хп (п — бутун сон) формула
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билан аникланган акслантириш 1  группани в  группага го-
моморфизмидир. Х ^ щ атан , ^ар кандай п, т  £ 1 учун ушбуга 
эгамиз:

/  (п +  т) =  х л+ т  =  х пхт =  /  (л) • /  (т).
2. й  —  группа ва п — тайинланган бутун сон булсин. в  группани 

узига акслантирувчи г|з акслантиришни караймиз: ^ (х) =  хп. Х,ар 
к.андай х, у £ О учун ушбуга эгамиз:

Ф (ху) = (ху)п = (ху) (ху) . . .  (ху).

Агар й  коммутатив группа булса, у холда:
Ф (ху) =  (х-х  . . . х)■ (у^у_. у) = х пуп = ф (дс) • ф (у).

п марта п  марта

Коммутатив булмаган С группа учун охирги тенглик уринли бул- 
маслиги мумкин.

Шунинг учун ф акслантириш коммутатив группалар учунгина 
С ни (3 га гомоморфизми булади.

3. Яп ни /?"' га чизицли акслантиришларининг акслантиришларни 
кушишга нисбатан Нот (Яп, Ят) группаси т X п матрицаларнинг 
матрицаларни кушишга нисбатан М п-т группасига изоморфдир. 
Бу группаларнинг изоморфизми 30.2- пунктда тавсифланган. Бу изо- 
морфизмда [ 6 Нот (Яп, Я т) акслантиришга А{ 6 Мт’п матрица 
таедосланади.

4. /?л ни Я'1 га утказувчи чизнкли айнимаган операторларнинг 
операторларни купайтиришга нисбатан группаси матрицаларни купай- 
тиришга нисбатан п тартибли квадрат махсусмас матрицалар груп
пасига изоморфдир. Изоморфизм бундай берилади: ¡—̂ А^ (3- мисолга 
^аранг). Бу акслантириш изоморфизм эканини текшириш цийин эмас 
(30.3 ва 33.3-пунктларга ^аранг).

О, О', й "  — группалар ва /  £ Нот (в, С ), g £ Нот (С', 
гомоморфизмлар берилган булсин. У  холда £ Нот (й, О"), яъни 
О группанинг й "  группага гомоморфизми булади. Агар /  ва £  —  
изоморфизмлар булса, у ^олда g°f —  изоморфизм ва /~* :6 '-+ й  ,\ам 
изоморфизмдир.

Энди С, в '  —  группалар, е ва е' —  мос равишда й  ва в '  нинг 
бирликлари ва /  6 Нот (в, в ')  булсин. й ' нинг бирлигининг тула 
прообрази, яъни /~ ‘ (е') гомоморфизмнинг ядроси дейилади. Гомо
морфизм ядроси одатда Кег /  каби белгиланади. Шундай цилиб, 
Кег{  =  / - 1 (е).

Одатда /  (О) с  С  туплам /  гомоморфизмнинг цийматлари со- 
^аси дейилади ва 1т /  каби белгиланади.

3 - т е о р е м  а. /  акслантириш в  группанинг С  группага гомомор
физми булсин, у х;олда Кег /  С нинг цисм группаси булади.

И с б о т .  Хаки^атан, агар * , у  лар /Сел/ нинг ихтиёрий элемент* 
лари булса, у ^олда

1 ( х у ) = К х ) 1 ( у ) = е ' - е ' = е '
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ва, демак, ху  £ Kerf.  35 .2 -пунктдаги 2-теоремага кура е £ Kerf  
экани келиб чш^ади. Охирида, агар* 6 Kerf  б)'лса, у  ^олда f(x)=e'  
ва шусабабли If (*) ]_ l  =  е'. (35.9) формуладан: f ( x ~ l) =  [ / (*)]-1 = е '.  
Демак, х ~ { =  Ker f.

Теорема исботланди.
4 - т е о р е м  a. f  — G группанинг G' группага гомоморфизми бул- 

син. У %олда Imf G нинг цисм группаси булади.
И с б о т  е' = f (е) булгани учун е' 6 Imf- Сунгра, агар * ', у'  £ 

6 Imf  булса, у ^олда * ' =  f(x), у'  =  f{y), бунда х £ G ва у  £ G, 
шу сабабли ^ам:

х 'у ’ =  f ( x) f ( y)  =  f  {ху) 6 Imf.

ЬЬцоят, агар * ' в Imf  булса, у х;олда * ' = / ( * ) ,  бунда * £ G; 
<35.У) дан фойдаланиб, топамиз:

( * ') - '  =  If ( * ) ] - '  = / ( * - ' )  € Imf.

Теорема исботланди.
35 3. Алмашгиришлар групласининг геометрияси. М  — бирор туп- 

лам, Н (М) эса шу /И туплам алмаштиришларининг группаси, яъни Н(М) 
группа /VI нинг барча сиектив акслантиришларининг |̂ исм группаси 
булсин (35 .1 -пунктдаги 4-мисолга ь;араиг). М тупламнинг эле- 
ментлари ну\талар, /VI нинг кием тупламларн эса фигуралар дейи- 
лади. Агар <р (А) =  В тенгликни ^аноатлантирадиган шундай 
<i £ Н(М) алмаштириш мавжуд булса, А фигура В* фигурага экви
валент дейилади. Агар А ва В фигуралар эквивалент булса, бун- 
пай ёзамиз. А — В.

5- т е о р е м а. М тупллмМ фигураларнинг эквивалентлиги чуйи- 
¿am хоссалирга эга:

1. Х,ар ыандай фигура уз- узига эквивалент (рефлексивлиги).
2. А.'ар А ' - В  булса, у холда В ~ А  (симметриклиги).
3. Агар А — В, В—С булса, у \олда Л ~ С  булади ( транзитив- 

лиги ).
И с б п т .  1. Хат цчндай фигура учун Л с Ш  — А, чунки 

1м 6Н( М)  ва 1 „ ( А ) = А .
2. Энди А ~  В Сулсин. У  >;олда ф (А) =  В тенгликни ^аноат- 

лантирадиган ц£_Н(М)  алмаштириш мавжуд булади.Аммо Н(М) — 
группа, шу сабабли ф-1 £ И (М) ва шунинг учун ф~ \В )  =  
=  А. Демак, В ~  А.

3. Ни^оят, агар А^~ В, В-^-С булса, у з о̂лда шундай ф £ Н(М) 
ва чр £ И (/VI) алмаштиришлар мавжудки, ф (Л) =  В, ф (В) =  С тенг- 
ликлар уринли булади. ф о ф алмаштириш Н (М) га тегишли ва

(ф о ф) (Л) =  ф (ф (Л)) =  ф (В) =  С.

*  Биз эквиЕалентлик муносабати билан бо^лик булгрн- учумийрок йулларни 
келтирмайниз, чунки улар бу китоб д п и п я г и - т я п  т?шкяр;тгг чилади.
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Теорема исботланди.
М  туплам фигураларининг хоссаси ва бу фигуралар билан бог- 

ли^ булган ми^дорлар Н (М) группага тегишли ^ар ^андай алмаш- 
тиришга нисбатан инвариант булса, яъни бу хоссалар ва миедор- 
лар барча эквивалент фигуралар учун бир хил булса, у ^олда 
уларни маш.^ур немис математиги Ф. Клейнга та^лид ^илиб, геомет
рик хсх:са ва мицдорлар ^исобланади. Н (AÍ) группанинг барча 
алмаштиришларига нисбатан инвариант булган фигура ва мщ- 
дорлар хоссалари цщидаги фикрлар системаси илу группанинг 
геометриясини ташкил цилади. Шундай килиб, Клейннинг гояси 
шундан иборатки, у ^ар хил геометрияларни тегишли алмаштириш- 
лар группаларининг инвариантлари назарияси деб ^араш керак 
дейди. Куйида, VI ва VII бобларда назарий-группавпй принцип- 
ларнинг конкрет татбшупари берилади.

36- §. Чизицли фазо

36.1. Сонлар майдонлари. Элементлари ^акик,ий ёки комплекс 
сонлардан иборат булган К  туплам уз таркибига кирувчи сонларни 
кушиш, айирнш, купайтириш ва булишга (ноль булишдан таш^ари) 
нисбатан ёпик, булса, уни майдон дейилади. Бооцача с?злар бтглая 
айтганда, агар ^ар ^андай иккита х, у  6 К  сон билан бирга х у ,
х — у, ху ва — (у ф  0 деб фараз ^илинади) сонлар ^ам К  тупламга

У
тегишли булса, К туплам майдон ташкил килади.

Рационал сонлар майдони, ха^икий сонлар майдони ва комплекс 
сонлар майдони майдонларга энг содда мисол Сулади. Бош^а сон
лар майдонлари >̂ ам мавжул. Масалан, а +  Ь у 2 куринишидаги \а- 
^и^ий сонлар майдон ^осил цилади, бунда а ва b —  рационал сон
лар. Исталган бошца сонлар майдони таркибида рационал сонлар 
майдони мазжуд эканини. яъни бу майдон минимум эканинн i c- 
ботсиз ^айд ^илиб утамиз. Бундан кейин бизга ^аци^кй сонлар 
майдони билан комплекс сонлар майдонигина керак булади. Бу 
майдонлардан биринчисини R  билан, иккинчисини sea С билан 
белгилаймиз.

32.2. Чизи^ли фазонинг таьрифи. К сонлар майдони ва бирор 
М  туплам берилган булсин. Ушбу

Ф: К X М — М
акслантириш одатда купайтириш операцияси (ёки туг ридан-ту/ ри
/С майдонни М тупламга купайтириш) дейилади. Агар X £ К. 
-*■ —► “► 
х 6 М булса, у холда ф (К, х) элементни М тупламнинг А соннинг х
элементга купайтмаси дейилади ва 'К х билан белгиланади. Шу 
белгилашдан биз бундан кейин хам фойдаланамиз.

G ксммутатив группа К майдон устида чизикли фазо дейи
лади, бунда G группа учун К  майдон билан G группа купайтмаси 
аншуганган ва у шбу хоссаларга эга булиши керак.
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Хар ^андай х, у £ й  ва ^андай а, р 6 К, сонлар учун ушбу 
муносабатлар уринли:

■>
1. 1 • X =  X,

2. а ф х) — (оф) х,

3. (а +  Р) х =  ах  р*,

4. а (х +  у) =  ах  +  с«/!
Агар К  майдон хак,нк;ий сонлардан иборат булса, у холда К  

май дон устидаги чизицли майдон ца^щий чизикли майдон дейила- 
ди агар К' комплекс сонлар майдони булса, К' майдон устидаги 
чизикли майдон комплекс чизсщли фазо дейилади.

М и с о л л а р .  1. Фазонинг тайинланган ну^тасидан чи^увчи 
радиус-векторлар туплами ха^и^ий чизикли фазо ^осил цилади.

2. Хар ^андай натурал п да Яп фазо х;а^и^ий чизик,ли фазо 
булади.

3. С 1 комплекс чизикли фазо Яп нинг анаЛогидир. У бундай 
аницланади:

_  с х  с х  ... х  с
п марта

яънм С" чизикли фазо п та комплекс соннинг тартибланган сис- 
темасидан иборат:

2 - (?1) ?2> > 5/1 )>
бу  сонлар учун ^ушиш ва комплекс сонларга купайтириш ушбу 
формулалар билан аннкланади:

г + г' =  ( ^  +  | ; 1Л +  ^ ) .  У г = ( у 1 1, . . . , у 1 п).

4. Х,а^ик,ий элементли п х  т матрицаларнинг М т'п туплами 
матрицаларни ^ушиш ва матрицаларни р^н^пй сонларга купайти
ришга нисбатан чизикли ^а^и^ий фазони ташкил ^илади.

5. Комплекс элементли п х  т матрицаларнинг Мс'п туплами мат
рицаларни к;ушиш ва матрицаларни комплекс сонларга купайтириш- 
га нисбатан комплекс чизикли фазони ташкил цилади.

6. ни Ят га чизикли акслантиришларнинг Нот{Яп, /?т ) 
туплами акслантиришларни [\ушиш ва акслантиришларни ха^и^ий 
сонларга купайтиришга нисбатан х1ак;и^ий чизикли фазони ташкил 
^илади.

7. Даражалари п натурал сондан катта булмаган хаки^ий ко- 
эффициентли барча полиномлар туплами полиномларни кушищ 
операциясига ва полиномларни хак,иций сонга купайтиришга нисба
тан ^аци^ий чизикли фазони ташкил килади.

Даража курсаткичлари п билан теппа-тенг булган ^акикий ко- 
эффицйентли полиномлар у,а^и:^нй чнзнцли фазо ^осил ^илмаслиги-
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ни кайд цилиб утамиз. Масалан, п даражали С  +  3/ ва — I" +  2 
полиномларнинг йигиндиси анчагина пасг даражали полиномдир.

Шунга ухшаш, даража курсаткичлари п дан оргмайдиган барча 
комплекс коэффициентли полиномларнинг й и р и н д и си  полиномларии 
^ушиш ва уларни сонга купайтиришга нисбатан чизицли комплекс 
фазони ташкил ^илади.

8. [О, 1] кесмада берилган .^а^и^ий функциялар ту^лами функ- 
цияларни кушиш ва уларни ха^и^ий сонга купайтиришга нисбатан 
чизик, л и ^а^икий фазони ташкил ^илади.

36.3 Чизи^ли фазонинг улчами. Бундай белгилашларни кирита- 
миз: — ^акикий чизик,ли фазе, ¿ е — комплекс чизицли фазо, ва
нихоят, Ьк —  ихтиёрий сонлар майдони К  устидаги чизшуш фазо. 
Чизикли фазо элементларини векторлар деймиз.

Агар фазода

•̂1*1 +  Х2х2 +  ... +  — 0 (36.1)

тенгликдан, бунда А,х, Х2 > ••• . Ч  сснлаР К майдонга тегишли
>- — *>

_л^нпрр| _  у ] — ='Х = 0  экани келиб чикса, х х, х2, ... , х п
векторлар системасн чизикли эркли дёййлаДи.

Агарда нолдан фарцли ва 36.1 тенгликларни ^аноатлантирувчи
Я. сонлар топилса, у ^олда х х, х2  хп векторлар системаси
чизикли бюглш{ дейилади.

Агар хх, х 2, ... , хп векторлар чизицли богли^ булса, у ^олда 
X. коэффициентлардан а кал л и биттаси нолдан фар^ли булади 
Аниклик учун бу коэффициент Хх булсин. У  холда:

^1 Х1 ~  ^2 хг • • ■ ^п Хп'

Буни га булиб ва
Я'й

т . =  - £  т» =  - г ; , . . . .  =

деб олиб, топамиз:

хх =  72*2 +  V»** +  . . .  +  уп хп. (36.2)

Агар хх вектор хг, х3 . . .  , х п векторлар ор^али (36.2) куринишидаги
■>

формула билан ифодаланса, у ^олда х х вектор х2, . . .  , х п век- 
торларнинг чизи цли комбинациями дейилади. Шундай цилиб,
агар хх, х2,  х п векторлар чизикли богли^ булса улар дан
акалли биттаси ^олганларининг чизикли комбинацияси булади. 
Аксинчаси уринли булишини з̂ ам курсатиш осон.
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R" фазони урганишда бу фазонинг улчами хасидаги масала хам 
^аралгап эди. Rn нинг улчами сифатида Rn нинг чизикли эрк- 
лн векторларининг максимал сони тушунилиши ани^ланган эди, 
шу сабабли R n да л та чизикли эркли векторлар системаси мав
ж уд ва п +  1 та вектордан тузилган система чизикли богли^ 
<28.1 ва 28 .4 -пунктларга ^аранг). Шу сабабли R n нинг улчами п 
га тенг.

Бу чизикли фазо улчамининг ^уйидаги таърифига олиб келади.
Агар LK да п та чизикли эркли векторлар мавжуд булса ва бун- 

дан орт1щ синда чизикли эркли векторлар булмаса, у холда Lk 
чизщли фазо п улчовли фазо дейилади ва бундай ёзилади: dim Lk — 
—л. ^уиида К  майдон устидаги п улчовли чизикли фазони LnK ку- 
ринишда белгилаймиз.

Агар Lk фазода исталган сбнда чизикли эркли векторларни то- 
пиш мумкин булса, у .\олда Lk фазони чексиз улчовли фазо дейи
лади. Чексиз улчовли фазолар функционал анализ предметини 
ташкил килади. Мазкур китобда бундай фазолар каралмайди.

Ю^орида куриб чирканларимиздан 36.2- пунктдаги 4- мисолда 
^аралган т X л магрицаларнинг ^а ^щ т  чизикли фазосининг ул
чами тп га тенг экани келиб чицади.

Укувчиларга фойдали маш^ сифатида ^уйидагиларни исботлаш- 
ии тавсия ^иламиз:

1) dim (С1) =  л;
2) dim (Q'2) =  л. бунда Qn — даражалари п дан ортмайдиган по

ли номларнинг з^а^и^ий чизикли фазоси;
3) функциялар фазоси (8- мисол) чексиз улчамли.
36.4. п улчовли чизикли фазода базис ва векторнинг компо- 

нентлари. S'лчови п га тенг булган Lk фазода базис деб шу фа- 
зонинг п та чизикли эркли векторларнинг gv g2. . . .  gn система- 
сига айтилади.

LnK фазонинг таърифига кура шу LnK фазода акалли битта 

ev  е2, . . .  . еп базис мавжуд.
-V

1 - т е о р е м а ,  п улчовли L* фазониниг хар кандай х вектори- 
ни базис векторларининг чизщли комбинацияси куринишида тас- 
вирлаш мумкин, бунда бундай тасвирлаш ягонадир.

-У ->■
И с б о т. е1, е2 . . .  , еп векторлар LnK да базис ташкил ^илса, 

у  хрлда п улчовли фазонинг таърифига кура, Lnk нинг п -f- 1 та

векторидан нборат х, еъ еъ . . .  , еп система чизикли богли^ була- 
ди. Шу сабабли К  майдонга тегишли шундай Я0> К, сонлар
мавжудки, бунда

XqX -f- Х-уву -|- Я2 е2 -f- Хпеп =  0 (36.3)
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тенглик уринли булади, шу билан бирга бунда Я. ларнинг ^амма- 
си хам нолга тенг эмас. сон олдиндан нолга тенг эмас, чунки 
акс ^олда (36.3) ушбу куринишни олади:

^1е1 +  К е2 +  •. • +  =  0,

бунда Я ларнинг хаммаси хам нолга тенг эмас. Бу, еь е2, еп 
базиснинг элементлари чизшуш богли^ эканлигини билдирар эди, 
бунинг эса булиши мумкин эмас.

Шу сабабли (36.3) дан ушбу га эга буламиз:
**■ К
* Ъе1~Ке2~-~ ~ке"’

->■
яъни фазонинг ихтиёрий х вектори базис элементларининг чи- 
зицли комбинациясидир.

Энди векторнинг базислар буйича ёйилмасининг ягона эканини 
аниклаймиз. Агар

4 ■>
ва  х  =  ^'1е 1 +  +  • . .  +  Хпвп

■“V ->■х = ЦIе! +  4- • • • +
булса, у з^олда

9 — (^1 —  Мг) е1 +  (^2 —  Иг) *2 +  • • • 4 - ( \  — М-„) е„-
">■ ->■ ">■
еъ ег, . . .  , еп векторлар чизицли эркли булгани учуш

Я,х ц1 =  Х2 р2 =  . . .  =  Хп \х.п =  0.

Бундан:
■̂1 =  (Х1( Я2 =  Ц2, . . . , Хп = Цп.

Векторнинг базис буйича ёйилмасининг ягоналиги исботланди.
Агар фазода ех, е2, . . .  , еп базисга нисбатан

->- -V ->■
л: =  4- а 2 е2 4- . . .  4- апеп (36.4)

ёйилма уринли булса, аъ ак............а п сонлар п улчовли чизи^ли

фазода х  векторнинг компонентлари дейилади.
1-теоремадан, п улчовли фазода хар бир векторни е1, е2,

, . . ,  еп базис буйича ёйиш мумкин экани, шу билан бирга а х, а 2> 
. . .  , а п компонентлар бир ^ийматли аник,ланган экани келиб чи- 
цади.

Ноль векторгина ва факат шу векторгина хар ^андай базисда 
ноль компонентларга эга экани равшан.
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2 - т е  о р е м  а. /.£ фазода векторларни кушишда уларнинг хар 
кандай тайинланган базисга нисбатан компонентлари цуишлади, 
векторларни К майдонга тегишли еонларга кдпайтиришда эса 
компонентлар шу еонларга купайтирилади.

И с б о т .  х  ва у  —  фазога тегишли ихтиёрий векторлар,

к 6 К  эса ихтиёрий сон булсин. Агар е1, е2  еп базис га
тегишли ихтиёрий базис булса, у ^олда

I  =  аХ +  . . .  +  а п еа, 1/ =  Р а  + _ . . . +  Р пТп,
бунда а ъ а г ап, Ри р2, . . .  , Рл лар х  ва у  векторларнинг шу
базисдаги компонентлари.

х  +  У = (»1 4- Р1) +  . . .  +  (а„ +  Р„) еп.
эканини куриш осон. Векторнинг берилган базисдаги компонентла- 
ри бир цииматли ани^лангани сабабли бундан х  у  вектор еъ е2, 
. . .  , еп базисда а 1 -Ь рх, . . . ,  а п 4- Р„ компонентларга эга экани

келиб чи^ади. Шунга ухшаш, к х  вектор еи е2, . . .  , еп базисда 
Я а х, . . .  , к а  компонентларга эга булади.

Теорема исбогланди.
М и с о л л а р .  1. Яп фазода (28.1 ва 28 .4 -пунктларга ^аранг) 

векторларнинг
(1, о, 0, 0),

е2 =  ( 0 , 1 , 0 , .  

е3 =  (0 , 0 ,  1 ,  .

•е„ =  (0, 0, 0, .

0), 
• , 0),

1)

системаси базис ташкил цилади. х  =  (ах, а 2, . . .  , а п) —  Яп 
тегишли ихтиёрий вектор булсин. У ^олда

га

*  -  К .............а п) =  « !  (1 , 0 , 0 ................. 0) +

+  а 2 (0, 1, 0, . . . ,  0) +  . . .  +  а п (0,0,0, . . . ,  1) =

=  а л  +  а 2е2 +  . . .  + а п еп.

Шундай ^илиб, Яп фазода х,ар бир вектор ая, . . .  , а п ^а^и^ий 
сонларнинг тартибланган системасидан иборат булиб, бу сонлар 
х  векторнинг

О, о, о о), в, - ( о .  1. о; . . . ; о),г : ,,?в - ( е ,  о, о , 1)
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базисдаги компонентларидир. Шунингдек,

? 1 - 0 .  1. 1 О,
§2 =  (0, 1, 1, . . . , 1),

1 , = ( 0 , 0 . 0  1 )

векторлар системаси /?" да базис ташкил к;илиши осон текшири- 
^  _ 

лади. ^ =  ( « 1 , а 2 а п) —  #  Да™ ихтиёрий вектор булсин. Агар

х  векторнинг бу базисдаги компонентлари Ук 7г 7 „ сонлар-

дан иборат булса у ^олда:

* =  У1Ё1 +  У2Ё2 + • '• • +  7 ,Дп- *
Тула ёзувда бу ушбуни билдиради:

(а г, а 2, , а п) = 7 1 ( 1 ,  1, 1..........1) +  7г (0, 1, 1..............1) +  . . .  +

+  У. (0, 0, . . .  , 1) =  (71, 71 +  72...........71 +  7 г +  ••• + Т „ ) .
Шундай к,илиб, 7 Х, 72, . . .  , 7 сонлар ушбу тенгламалар системаси- 
дан топилади:

VI =  « 1,
71 +  72 =  « 2 .

7. +  7г +  • ■ • +  7„ =  ап
Сунгра

71 =  Яг, Уг =  — аи . . .  , уп =  ап — а п_ , (36.5)

эканини курит осон. (36.5) формулалар битта векторнинг узи тур- 
ли базисга нисбатан турли компонентларга эга булишини курсатади.

2. Сп комплекс чизицли фазони караймиз. 36.3- пунктда айтил- 
ганидек д.\тСп = п. Куйидаги векторлар системасини ¡^араймиз:

Ч =  (1, 0, 0..........0),

2 “ (0, 1, 0, . . .  , 0),
. .    (36.6)

£  -  (0, о, 0.......1).

еъ е2 еп векторлар системаси чизицли эркли эканини ку
риш осон. Х,а^ицатан,

1̂ е 1 +  ^ 2 е 2 +  • • • > +  К  е п  ®
221



муносабатдан

(̂ 1> 2̂» • • • > л„) =  0 
экани келиб чицади. Бундан: \  = Хг = . . . = к п, ана шунинг узи

бизнинг тасдигимизни исботлайди. Сунгра, агар х =  (ах, сг2..........
а п) —  С" га тегишли ихтиёрий вектор булса, у ^олда

х  =  а1 0> 0> • • • > 0) 4* а2 (0> 1« -л . ,  0) 4- . . .  4" а „ (О, 0 ........  1) =

=  « А  4- . . .  4- «„С

ва, демак, х  векторнинг (36.6) базисга нисбатан компонентлари

а 1> ®2> . " .  I ап
куринишга эга.

Ушбу

ёг =  (¿. 0. 0..........0), Яг =  (0, /, 0, . . . ,  0) ё п =
=  (0, 0, 0 О (36.7)

векторлар системаси хам С 1 да базис ташкил ^илади. Ихтиёрий 
х  =  (а1, а2, . . .  , ап) £ С” вектор учун уринли булган

V *>■
*  =  («1..........ап) =  — I —  !■ « 2^2 —  . . .  —

•> _
айниятдан х векторнинг (36.7) базисга нисбатан компонентлари
— / а 1, — г а 2, . . . ,  — /  а п куринишга эга экани келиб чи^ади,

3. Х,аки^ий элементли М т,л матрицалар фазосида Е ,к матрицалар 
базис ташкил ^илади, бунда а1к — 1 ва £ .йнинг бошка барча эле-
ментлари нолга тенг (/ =  1 т, !г =  1, . . .  , п). т х  п улчамли А
матрицанинг ихтиёрий векторининг Е . базисга нисбатан компопеит- 
лари А матрицанинг мос элементлари билан бир хил булади, чунки:

/  а и  . . .  а 1п

л -  : : : :  1 - 1 2 <36-8>
\ а т 1 •

¿=1 /г=1
тп .

М т,п фазонинг улчами тп га тенг.
4. Комплекс элементли матрицаларнинг комплекс фазоси М%-п 

учун юцоридаги фикрлар уринли. Бунда (36.8) формула уринли, 
ва Е1к матрицалар системаси базис ташкил ^илади. т х п  матрица 
ихтиёрий вектори компонентлари Е.к базисга нисбатан А  матрица
нинг мос элементлари булмиш комплекс сонлардан иборат.
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1 ва 2, 3 ва 4-мисоллар орасида катта аналогия (ухшашлик) 
булишига ^арамай, улар орасида му^им фар^лар ^ам маржуд. 1 ва
3- мисолларда базислар буйича ёйилмада коэффицнентлар х,ак,и^ий 
сонлар майдонига тегишли булиши керак, 2 ва 4- мисолларда эса 
коэффициентлар комплекс сонлар майдонининг ихтиёрий элемента 
булиши керак.

36.5. Элементлари ва коэффициентлари берилган К  сонлар май
донига тегишли булган матрицалар, детерминантлар ва тенглама- 
лар системалари хасида. IV бобда коэффициентлари ^акикий сон- 
лардан иборат булган матрицалар, детерминантлар ва тенгламалар 
системалари каралган эди. Матрицаларни кушиш, матрицаларни 
з^ак^ий сонларга купайтириш ва матрицаларни бйр-бирига купайти- 
риш операцияларини берадиган формулалардан шу нарса келиб 
чи^адики, окибатда бу операциялар хакикий сонларни кушиш, айи- 
риш ва купайтиришга келтирилади. ^а^иций элементли матрицалар 
?фсил ^иладпган детерминантларни хисоблаш окибатда матрицанинг 
элементлари устида бажариладиган операцияларга келтирилади, ва, 
ни^оят, ха^и^ий коэффициентли тенгламалар системаларини ечиш 
охирида системаларнинг номаълумлари олдидаги коэффициентларни 
ва озод хадларни кушиш, купайтириш, айириш ва булиш операция- 
ларини бажаришга келтирилади. Шундай щ либ, цараб чицишлар- 
нинг ^аммасида алгебраик операцияларнинг хакикий сонлар майдо- 
нида ёпи^лигига таяндик. Щунлнг учун IV бобнинг барча 
тушунчалари ва натижаларида матрицаларнинг, детерминантларнинг 
элементлари ва тенгламалар системаларининг коэффициентлари их
тиёрий сонлар майдони К нинг сонларидан иборат деб ^исоблаш 
мумкин. Бу .\ол IV бобнинг натижаларини ихтиёрий сонлар майдо
ни К усгидаги чизикли фазоларни текширишга татби^ килпшга 
имкон беради.

Агар ^акикий сонлар майдонини комплекс сонлар майдони би- 
лан алмаштирилса, у ^олда барча тушунчаларда ва теоремаларда

фазо урнига Сп фазони ^уйиш керак. Агар 1̂ араб чи^ишлар их
тиёрий сонлар майдони К устида бораётган булса, у холда Я а фазо К  
майдонга тегишли сонларнинг мумкин булган барча тартибланган (а ъ 
«г. • • • > а п) наборларидан иборат булган Кп = К х К х К х
X . . .  х  К фазога алмаштирилади; Кп да векторларни ^ушиш ва век- 

торларни К  майдонга тегишли элементларга купайтириш худди 
/?" да киритилганидек киритилади (28.1-пунктга каранг).

36.6. Базиснинг узгаришида векторлар компонентларининг узга-
риши. п улчовли ¿к  фазода иккита еь ег  еп ва § 1( g2, . . . ,
—
g n базис берилган булсин. Х,ар ^айси g ¡ = (I =  1, 2, . . . ,  п) век-

->■ —>■
тор 36 .4 -пунктдаги 1-теоремага биноан, е1, е2, . . .  , еп базис век- 
торларининг чизикли комбинацияси, шу сабабли ^уйидаги ёйилма- 
лар уринли:

=  « 11 1̂ +  а21 е2 +  . . .  +  а пХеп,
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§2 ~  а\2в1 +  а22е'2 +  • • • +  ап.2е,,, (36.10)

яъни биринчи базисдан иккинчи базисга утиш А =  (Л;А) матрица 
билан берилади. Бу матрицанинг детерминанти нолдан фаркли.

-V  -► —>■
Хаки катан хам, Цг . . .  , ё п векторлар базиснинг элементлари си- 

фатида чизи^ли эркли. Агар det Л =  0 булса, у ^олда А матрица
нинг сатрларидан бири шу матрицанинг бошка сатрларининг чи-
зи^ли комбинацияси (33.4- пунктга каранг) ва мос (к =  1,2, . . . .

-У-
п) вектор ^олганларининг чизи^ли комбинацияси, яъни g 2, . . .

векторлар системаси да базис ташкил килмайди.
>

а ь а 2, . . .  , ап ихтиёрий х векторнинг биринчи базисдаги ком- 
понентлари, рх, р2, . . .  , Р„ эса унинг иккинчи базисдаги компонент- 
лари булсин. У  ^олда:

х  =  а2е1 +  а2е2 +  . . .  +  апеп =  0Х£Х 4- Р2£ 2 +  . . .  +  Рпе„-

Агар бу тенгликдаги ц . лар урнига уларнинг е. лар ор^али (36Л0) 
формулал^р ёрдамида ифодаланган ^ийматларини куйсак, ушбуга 
эга буламиз:

яъни х  векторнинг биринчи базисдаги а х, а2, , а п компонентлари
шу векторнинг иккинчи базисдаги компонентлари оркали Л матри- 
цага нисбатан транспонирланган А* матрица оркали ифодаланади. 

Л махсусмас матрица булгани учун:

х  =  « А  +  а / г  +  • • • +  <*/„ =

=  Р5 (ап ех +  а21е2 4- . . .  +  ап\еп) +  

+  Ра (а п ех +  а2аТ 2 +  . . .  +  а п̂ п) +

+  Р *  (аые1 +  а2пе 2 +  • • • аппеп)-
36 .4 -пунктдаги 1-теоремага биноан:

«1 =  аи р1 +  а12 р2 +  . . .  +  оырп, 
а 2 =  а21 рх -Ь а22 р.2 +  . . .  а2п$п, (36.11)

Рх — Ьп а х +  ¿?12а 2 + . . . - } -  Ь1пап, 
р2 =  Ь2Хах +  &22ос2 +  . . .  +  Ь2пап,

(36.12)
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К  =  ЬШа1 +  Ьп2а2 +  • • • +  Ьппа п,
бунда Ь.ь лар А* матрицага тескари матрицанинг элементлари. 
Шундай цилиб, ушбу теорема уринли.

3 - т е о р е м  а. п улчовли ¿к чизщли фазода бир базисдан иккин- 
чи базисга утишда векторларнинг компонентлари А* матрицага 
;пескари В матрица ёрдамида (36.12) формулалар буйича алмаш- 
тирилади, бунда А* матрица А матрицага нисбатан транспо- 
нирланган матрица булиб, А матрица биринчи базисдан иккинчи 
базисга #тиш (36.10) ни беради.

М и с о л л а р .  1. чизицли фазода ех, е2, еп базис берил- 
ган булсин. Ьк да куйидаги векторларни и,араймиз:

-V
= е1 -1-е2— е3 +  е4, 

е2+  е3 — е4, 

ёз =■ 2е3 +  е4,

еъ
рина

2̂. «#, е4 базисдан £ 3, §4 базисга утишни берувчи мат-

А =

Л 1 — 1 Ь 
0 1 1 — 1
0 0 2 1

чО 0  0  — 2 )

нинг детерминанта нолдан фарк,ли: det А = — 4. Шу сабабли д2, gs,
—У- л
£ 4 векторлар да базис ташкил к;илади.

-У ~  - V  - V

а ,, а 2, а 3, а 4— ихтиёрий *  векторнинг еь ег, е3, е4 базисдаги—У ->■ ->■ -У~ -У-
компонентлари, Рх, р2, рз, р4 эса шу х  векторнинг £ г, д3, £ 4 ба
зисдаги компонентлари булсин. (5̂  р2, р3, р4 ларни а х, а 2> а 3, а 4
лар ор^али ифодалайдиган формулаларни тбпамиз.

3- теоремага биноан олдин В =  (Л*)-1 матрицани топамиз. Биз- 
нинг х;олда ушбуга эгамиз:

1 0  0 0^
1 1 0  0

—  1 1 2  0
1 — 1 1— 2>

33.3- пунктдаги (33.22) формуладан фойдаланиб, топамиз:
1 0 0 0

I- 1 1 0  0

А* =

В = (А *)-1 = 1 - Н о
2 2 и

2 _ А  1  о
4 4 4

1 5 -2 0 8 1 225



Бундан, 3-теоремага кура:

Р1 =  «1,
р2 =  — а х +  а 2,
д 1 , 1Рз =  “ 1 —  2  а 2 +  Т  “ з.
й 3 „  3 , 1К4 4 а 1 4 а 2 +  “4 а з-

 ̂ I )р» ■
2, йс фазода е1, е2, е3 базис берилган булсин. ¿ с  фазода уш-

бу векторларни ^араймиз:

§1 = е1 -Ь 1еъ I
-V -)- ‘
§ 2  = е1 — ¿е2,

ёз =  ^з-

е1, <?2, е3 базисдан g2, £ 3 базисга утишни берувчи

( 1 * ° УЛ =  1 —  г О
\0 О I )

матрица шундайки, уш бу тенглик уринли булади:

=  — 212 =  2 Ф  0.
1 2 0

1 г 
1 - г

с!еМ  = 1 — 1 0 =  г
0 0 *

Шунинг учун g2, векторлар 1с да базис ташкил цилади.
(33.22) формулам биноаш

1 -1В={А*)

Шундай ^илиб, агар х  ¿ с  даги ихтиёрий вектор, ос,, о^, а 5 ва рь
Р р -V ->» ->■

2, р3 лар унинг мос равишда еъ е2, е3 ва g 1, gз базисларга
нисбатан компонентлари булса, у холда 3 - теореыага биноан:

*1 =  2 “ 1 •4- “ 2.

Рг 2 а ! +  ~2 аз’

Рз = -г а ,.

36.7. Чизицли фазонинг кием фазолари. Агар ^ар г^андай х, у  6
С. Т ТУ и - V

22  д  макдонга гсшшли ^ар ^андай К учун х у  ва л х  лар
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Р га тегишли булса, Ьк чизщли фазонинг Р цисм туплами цисм 
фазо дейилади. Бош ка сузлар билан айтганда, Ьк чизш^ли фазо
нинг Р ^исм фазоси Ьк фазонинг Ьк да киритилган ^ушиш ва К  
майдонга тегишли сонларга купайтириш операцияларига нисбатан 
чизшуш фазо ^осил киладиган векторларининг ^исм тупламидир.

28.4-пунктда бу таъриф Ьк фазоларнинг хусусий ^оли булган
Я п да ундаги к,исм фазоларни таърифлашда ^улланилган эди.

28.4- пунктда баён цилинган барча муло^азалар ва фактлар 
умумий чизик,ли фазонинг ¡^исм фазоларига х,ам тула утказилади.

Улардан баъзиларини ^айд ^илиб утамиз.
а) К  майдон устидаги хар 1̂ андай чизи^ли фазо учун в  ноль 

элемент к;исм фазо хосил цилади, бу фазони ноль фазо дейилади. 
Бутун фазонинг узи шунингдек кием фазодир. Бу икки ^исм фазо 
тривиал цисм фазолар дейилади. Тривиал цисм фазолардан фар^лн 
цисм фазолар тривиал булмаган ^исм фазолар дейилади.

б) р̂ исм фазоларни тузишнинг умумий усули векторлар систем
масининг чизикли кобиги тушунчасига асосланган. К  майдон усти»

— *>■ *>■ о 1 
даги Ьк чизикли фазода хх, х 2, . . .  , х п векторлар туплами бериЛ«'
ган булсин. Коэффициентл_ари К  сонлар майдонига тегишли булган 
хх, х2, . . .  , хА векторларнинг ^амма чизикли комбинацияларининг 

туплами /(х^, х2, . . .  , хк) ни чизщли цобщ  дейилади. 28 .4 -пункт-
— -У

даги каби / (хх, х2, . . Х/г) туплам ЬК нинг ^исм фазоси экани аницлана- 

ди. / (хх, хъ . . .  , хк) ни купинча хх, х2, . . .  , хк векторлар вужуд-
-У- —У —>- —

га келтирган цнем фазо дейилади. /  (хх, х 2 . . .  , х )  ^исм фазо х 1(
х2 х,, векторларни уз ичига олувчи энг кичик ^исм фазо эка-

нини куриш осон.
*->- -> “У*

28.4- пунктдагидек, агар хх, х2, . . .  , хк векторлар чизикли эрк-
: пли булса, у ^олда / (хх, х2 хп) Ьк нинг & улчовли ^исм фа*

зоси булади ва хх, х2, . . .  , хк векторлар / ( х х, х2 х4) да ба
зис ташкил цилишини аницлаш мумкнн. Агар п '^>2 булса, Ьк да 
бир улчовли, икки улчовли, . . .  , (п — 1) улчовли тривиал булма
ган цисм фазолар мавжудлигини тушуниш 1\ийин эмас.

Ушбу

(?  =  х0 +  Я* (0 <  £  <  /г —  1).

куринишидаги тупламларни ЬпК даги (бунда х 0—  Ьк га тегишли тайин-
ланган вектор, Рк эса ЬЦ нинг к-даги улчовли цисм фазоси) к ^лчовли 
текисликлар дейилади (х0 +  Р  ни х0 +  у векторлар й и р и н д и с и  тащ»



кил ^илган туплам деб тушунилади, бунда у Р к кием фазонинг 
барча к,ийматларини кабул килади).

36.8. Чизикли фазоларнинг гомоморфизмлари. Битта сонлар май- 
дони К  устида иккита чизщли фазо берилган булсин. Бу фазоларни
Ьк ва ¿ х  билан белгилаймиз.

—>•
Агар ихтиёрий х, у  6 Ьк векторлар учун ва ихтиёрий X £ К учун

♦ ? + ? )  =  ф Й  +  ф (у), (36.13)
Ф (к х) =  \  Ф (х) (36.14)

I
муносабатлар бажарилса, ф :ЬК акслантириш гомоморфизм де- 
йилади.

Чизикли фазонинг таърифига биноан Ьк ва Ь'к коммутатив груп- 
палар булгани учун (36.13) шарт Ь.к ва Ьк чизикли фазоларнинг 

.гомоморфизми Ьк ва Ь'к группаларнинг гомоморфизми эканлигини 
курсатади. (36.14) шарт К  ва Ь'к  группаларнинг гомоморфизм икка- 
ла Ьк ва Ьк  группанинг элементларини К майдон сонларига купай 
тириш билан мувофи^лаштирилган булсагина, у  Ьк ва Ь'к чизикли 
фазоларнинг гомоморфизми булишини курсатади.

Чизикли фазоларнинг гомоморфизми тушунчасини аникловчи 
(36.13) ва (36.14) шартлар битта эквивалент муносабат билан ал- 
маштирилиши мумкиш

ф(Хх +  нЙ =  ХФ(Й +  Ц ф5). (36.15)
*->- ■>

бу муносабат хар ^андай х, у  £ £*, ва исталган Я, и в К  учун ба- 
жарилиши керак. ф :ЬК -+Ь'К акслантиришга куйиладиган (36.15) 
шарт Ьк  ва Ь'к  фазоларнинг узларининг чизикли структурасини ^ам, 
акслантиришнинг чизикли характерини хам ани^ро^ таъкидлайди. 
Шу сабабли купинча чизицли фазоларнинг гомоморфизмини шу фа
золарнинг чизикт акслантиршишри. ^ам дейилади. Бу иккинчи 
терминдан биз ушбу китобда купро^ фойдаланамиз. Ьк чизикли
фазонинг Ьк чизикли фазодаги барча гомоморфизмларининг (чизикли 
акслантиришларининг) тупламини Нот{Ьк, Ьк) билан белгилаймиз.

Шуни эслатиб утамизки, IV бобда /?" фазонинг Ят фазога чи- 
зщ лн  акслантиришлари тула-тукис царалган ва, бир томондан, бу 
акслантиришлар орасидаги богланишлар, иккинчи томондан, мат- 
рицалар ва чизикли тенгламалар системалари орасидаги богланишлар 
курсатилган эди. Маълум булишича, матрицалар ^исоби аппарати 
умумий чизикли фазолар ва уларнинг гомоморфизмларини урганиш 
учун жуда фойдали экан. IV бобда Яп фазо учун исботланган ёки 
Я п ни Ят га гомоморфизмларининг фазоси учун исботланган купги- 
на жумлалар ихтиёрий чизикли фазолар учун хам уринлидир. Улар-
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ни биз исботламаймиз, купинча ифодаланиши ва тегишлича изо^- 
ланиши билан чегараланамиз.

Чизикли фазоларнкнг бир rçarop содда, аммо му^им хоссалари- 
ни rçapaô чи^амиз.

Ф :Lk -+L'k акслантириш LK чизщ ли фазонинг LK чизикли фазога 
гомоморфизми бÿлcин. Гомоморфизмлар группалари учун булганпдек 
Ф_ | (0') туплам, яъни ф аксланткришдаги 0 ' (ноль) нинг тÿлa пре
образи гомоморфизмнинг ядроси дейилади. ф (LK) туплам ф гомо- 
морфизмнинг кийматлари сох а си дейилади. Куйида бу тушунча- 
ларни Кег ф ва lin «j> билан белгиланади.

4- т  е о р е м а. Ихтиёрий ф : /-д. гомоморфизм ( чизикли акс
лантириш) учун, бунда LK ва L'K — К майдон устидаги чизикли 
фазолар, Кег ф Ъа 1т ф тупламлар мос равишда LK ва L'K нинг 
цисм фазоларидир.

И с б о т .  ф акслантириш LK коммутатив группанинг L'K ком- 
мутатив группага гомоморфизми булгани учун 35.2- пунктдаги 3- 
теоремага биноан Кег ф ва 1т ф мос равишда LK ва L'K нинг ^исм 
группаларидир. Шу сабабли, агар биз бу rçiiCM группалар К  май- 
донга тегйшли соига - купайтириш га ннсбатан булишиии аниц- 
ласак, теорема исбогланган булади.

х  6 Кег ф булсин, ф (х) =  0 ' бÿлгaни учун, гомоморфизмнинг таъ- 
рифига биноан ушбуга эгамиз:

ф (>-х) =  Яф (х) =  0 ',

бунда Я — К майдонга тегишли ихтиёрий сон; яъни ).х 6 Кег ф ва, 
демак. Кег ф тупламлар LK нинг г^исм фазосидир.

Агар х' £ 1т ф бÿлca, у  ^олда х ’ =  ф (х) тенгликни ^аноатлан- 
тирадиган х Ç LK топилади. Д ар крндай X 6 К  учун ушбуга эгамиз:

X x £ L K, шунинг учун:

Хх' — Яф (х) =  ф (Ях) Ç 1т ф.

Шундай 1<;илиб, 1т ф — LK нинг к;исм фазоси.
Теорема исботланди.
LK ва Ь'к — К майдон устидаги чизикли фазолар булсин. Агар 

^°Ф =  h K ва Ф01)5 =  1lk

тенгликларни каноатлантирувчи ф £ Нот (LK, Ь'к) гомоморфизм мав- 
ж уд  булса, ф 6 Нот (LK, L'K) акслантиришни изоморфизм дейилади.
29.2- пунктда ^аралган акслантиришларнинг хоссаларидан, х;ар кан- 
дай изоморфизм биектив акслантириш экани келиб чи^ади. Рав-
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шанки, агар ф £Нот(Ьк, Ь'к) ва Бк фазонинг Б'к фазога биектив 
акслаитириши булса, у  холда ф изоморфизм булади.

Битта К майдон устидаги чизщли фазоларнинг бирини иккин- 
чисига изоморф аксланпгириш мумкин. булса, бу чизщли фазолар 
изо морф фазолар дейилади.

5- т е о р е м а. К майдон устидаги иккита чекли улчовли чизицли 
фазоларнинг $лчомлари хар хил булса, улар изоморф б лмайди.

И с б о т .  Бпк ва фазолар теореманинг шартларини ^аноатлан- 
тирсин ва анщлик учун

п >  т (36.16)

булсин. Бпк ва Щ  изоморф деб фа раз цилайлик. хх, х.,, . . .  , хп

лар Бпк га тегишли, ух, у 2, , у п лар эса нинг уларга мос
векторлари булсин. У  х,олда ф : Бак изоморфизмнинг таърифига 
биноан

КУ +  • • • +  Хпуп — 0'
тенглик

^1*1 4" Х2Х2 +  . . . +  Хпхп — 0
тенгликка тенг кучли экани келиб чикади, Х2, . . ., Хп лар К 
майдоннинг сонлари. Демак /.£  фазонинг чизикли эркли векторла- 
рига фазонинг чизикли эркли векторлари мос келади ва аксин- 
ча. Демак, Ьпк даги ва даги чизикли эркли векторларнинг мак- 
симал сони бир хилдир, яъни п — т, бу эса (36.16) тенгсизликка 
зидлик ^илади.

Шундай к,илиб, бизнинг фаразимиз нотугри, шу билан теорема 
исботланди.

6 - т е о р е м а .  Биргина К 'сонлар майдони устида царалган бир 
хил п улчамли барча чизщли фазолар бир-бирига изоморфдир.

И с б о т .  ва Т.% фазолар теореманинг шартларини цаноатлан-

тирсин. Б'к да бирор еъ е2 еп базисни, да эса ихтиёрий

е\, е'2, . . . , е ' п базисни оламиз. акслантиришни ^арай-

миз, бу акслантириш >̂ ар бир д: =  ахег 4- . . .  4- а пеп векторга

ф (*) =  <*!<?; 4 - . . .  4- апе'п 
векторни мос келтиради.

Ьпк га тегишли ^ар ^андай х  ва у  векторлар ва ихтиёрий X £ К. 
сон учун ^уйидаги тенгликлар уркнли:



=  ф(х) +  ф(г/), (36.17)

(
п \  п п

=  Я— а,б.' =  Яф(х). (36.18) 
/=1 )  ¿=1 ¿=1

(36.17) ва(36.18) муносабатлар ф акслантириш £?< нинг ¿к  га гомо- 
морфизми эканини курсатади. 3 6 .4 -пунктдаги 1- теоремага биноан

■— —► —У, —*■,
хар бир х  6 ¿к  вектор х' =  а гб1 +  . . . +  а пеп тенгликни каноат- 
лантирувчи а ь а 2, . . а., сонлар системасини бир кийматли ани^-

II
V  -*■

лайди. Шу сабабли шундай ягона х =  ^  а,-е,- вектор мавжудки,
¡=1

—>- —>-
унинг учун: х ' =  ф(х), яъни ф акслантириш инъективдир. Бу ерда

Ьк нинг ^ар бир х' =  ахе, +  . . . +  апеп векторига нинг

х  =  а ,е 1 +  • . • +  вектори тегишлидир, бунда ф (х )= х ',  бу ф —  
сюръектив акслантириш эканини курсатади.

Шундай ь^илиб, ф: ¿к  “ *■£/< биектив гомоморфизмдир. Демак, ф 
изоморфизм, “теорема исботланди.

5 ва 6 - теоремалардан берилган сонлар майдони устидаги чекли 
улчамли чизицли фазонинг улчами унинг энг му.^им характеристи- 
касидан иборат экани келиб чи^ади.

Ихтиёрий п ца К" =  К X К X . . .  X  К  фазо К  майдон устидаги
п марта

п- улчовли чизи^ли фазо булгани учун (36.5- пунктга к а ран г) К 
майдон устидаги п- улчовли чизицли фазоларнинг хаммаси К п га 
изоморфдир. Хусусан, барча хающий п- улчовли чизи^ли фазолар 
Г{'1 га, барча комплекс п- улчовли фазолар С" га изоморф.

35- § да айтиб утилганидек, группаларнинг группавий операция- 
нинг хоссаларига ва группа гомоморфизмларига бог лик булган хоссала- 
рини урганиш учун группаларнинг узларини изоморфизмгача аншушкда 
урганишнинг узи етарли. Тайинланган сонлар майдони устидаги 
чизшуш фазолар ва уларнинг акслантйришлари (гомоморфизмлари) 
учун ^ам худди ю^орпдагидек ситуация уринли. Шу сабабли ^а- 
цщий чекли улчамли чизшуш фазолар учун Яп фазони ва Яп нинг 
чизицли акслантиришларини урганиш, чекли улчамли комплекс фа
золар учун эса Сп фазоларни ва Сп нинг чизшуш акслантиришлари
ни урганиш етарли.

Сонлар майдони устидаги чизи^ли фазони таърифлашда базис 
тушунчаси ^атнашмайди ва кейинчалик хосилавий тушунча сифатида 
вужудга келади. 6- теоремадан чизикли фазода барча базислар тенг 
ху^у^ли экани куринади. Ш у сабабли тушунча ва теоремаларни 
ифодалашда уларнинг конкрет базис танлашга боглиц булмаслиги 
му^имдир, чунки шу ^олдагина бу тушунчалар ва теоремалар чи- 
зи^ли фазолар геометриясига тегишли булади.
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37- §. Чизикли фазоларда чизикли операторлар

37.1. Чизикли операторни берилган базисда ифодалаш. ¿ х —
К  майдон устидаги п- улчовли чизикли фазо булсин. ¿ х  да уз-узига 
гомоморфизм (ёки чизикли акслантириш) ни IV бобдаги термино- 
логияга мос равишда ¿ х  ни ¿к  га утказувчи чизикли оператор 
деймиз ёки тутридан турри ¿ х  даги чизщли оператор деймиз.

Чизикли операторни ¿х  да махсус базисда тасвирлаш 30.3- 
пунктда к,араб чикилган эди. Бу пунктда анча умумийрок ситуация 
каралади: даги чизикли операторнинг ¿ х  фазодаги ихтиёрий
базисдаги -ифодаси келтириб чикарилади.

1- т е о р е м а .  ех, е2, . . .  , еп —  ¿ х  даги ихтиёрий базис бул

син, g l, ¿г2, . . .  , § п эса 1-к да берилган векторлар системаси
булсин. У  холда шундай битта ва факат битта ф : Ьк опе
ратор мавжудки,

—У- —
Ф {ег) =  ф (е„) =  ёп

булади.

И с б о т .  Олдин ф акслантиришни еъ е2, . . .  , еп базис век- 
торларида берамиз:

Ф (^) =  ё'1 Ф ( О  =  ёп- (37.1)

Энди х  вектор нинг ихтиёрий вектори булсин. У  холда:

*  =  а&  +  . . . +  апеп,

бунда а а 2, . . . , ап сонлар ех, е2, . . .  , еп базис билан бир 
цийматли анн^ланади (36.4- пунктдаги 1- теоремага каранг).

Ф М  =  «1 ё\ +  • • • +  апёп (37.2)

деб оламиз. (37.2) формула ф акслантиришни тула аник-
лайди. Бу формуладан ф акслантириш ¿ х  Да чизикли оператор эка- 
ни хам куринади, ана шу операторнинг мавжудлигини исботлаш 
талаб килинаётган эди.

Энди /  оператор ¿ х  даги чизикли оператор булиб, ушбу

н й  =  ё Г . . . .  (З7.з)

п
—у  —>■

тенгликларни каноатлантирсин. У  ^олда хар кандай х  =  2л а.е,
¡=1
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учун ф ва /  операторларнинг чизшушлигидан ва (37.1) ^амда (37.2) 
шартлардан фойдаланиб, ушбуни х;осил ^иламиз:

П П
V  -  V  -

/  ( х )  =  1Ё 1 =  а , ф  (е*) =  ф  ( х ) .
1=1 ¿=1

Шундай килиб, /  ва ф операторлар бир хил.
Теорема исботланди.

2 - т е о р е м а. (За ихтиёрий еи е2, . . .  , еп базис тайин- 
ланган булсин. У  холд'а %ар бир чизщли оператор га
А матрица бир цийматли жавоб беради, бу матрицани [ чизщли

операторнинг е1, е2, . . .  , еп базисдаги матрицаси дейилади. Агар

• • а1п
А =  а21 а22 . . . а2п \ (37.4)

гп\ *̂п2 • • • ия
ва

х  =  ссх ех +  . . . +  се, а  —  ¿к  еа тегшили ихтиёрий вектор,,

х '  =  ф ( х )  =  а 1е1 + • . .  . +  а пеп — эса унинг образи булса, у  х(олда\

«1 =  ^11^1 Н-
0-2 =  о 21а г о22сс2 а2п<Хп, (37.5)

«л  =  а « !« ! +  а«2а 2 + • • ■ • +  аппан-

(37.5) формулалар /  операторнинг е1, е2, . . .  , еп базисдаги тас- 
вири дейилади.

Аксинча, \ар бир А =  || а,*1| матрицага тайинланган еи е.2,

. . . , ея базисда / :  ¿к  чизикли оператор бир цийматли мос
келади, бу оператор векторларнинг компонентлари орцали (37.5) 
формулалар билан берилади. Бунда А матрица /  чизщли опера

торнинг е1, е2 е„ базисдаги матрицасидир.
Нщоят, А матрицанинг геометрик мазмуни бундай: А матри-

цанинг устунлари /  (ех), /  (е2), . .  . I (еп) векторларнинг ех, е2, . . .  ,

еп базисдаги компонентларидир.
И с б о т .  — чизшуш оператор булсин. Бу оператор,

1- теоремага биноан / ( в х), / (е2), . , / (е„) векторлар билан бир
—>■ -► “У

^ийматли аник;ланади, бу векторларни ех, е2, , , ,  , е„ базис буйи- 
ча ёйилмалари билан бериш цулай:
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X. =  0.1 е1 вектор 1 'к га тегишли’ ихтиёрий вектор, х ' = [ ( х )  =
П

=  эса унинг образи булсин. У  холда:
¡=1

/ ( * )  =  /  (^ « /< ? / ^ ^  а ,/  (е,) =

=  (ап « 1  +  а12а2 +  а1пап)в1 +
— >

“г  (°21а 1 +  й22а2 +  а2„ап) е2 +  (37.7)
*    •

+  {апла г + ап2а 2 +  . . . +  а,1Па (1) еп.
Бундан

сх 1 =  ¿̂ 1 1 °̂ ] ~Ь й12а 2 'Ь о.-упа,п,
а \  =  а21а х +  а22ос2 +  . . . +  а2аа„, (37.8)

а п =  ал1а 1 +  а„2а 2 +  . . .  +  а 11;,а п.

Устунлари /  (е^, /  (е2), . . . , /  (е„) векторларнинг компонентларидан ' 
иборат булган ((37.6) формулалар/а ^аранг):

матрица, (37.8) формулалардан куринишича /  чизи^ли оператор- 
нинг матрицасидир. 36.4- пунктдаги 1- теоремага биноан ва А мат- 
рицанинг тузилиш усулига биноан, бу матрица га тегишли
экани келиб чи^ади.

Шундай ^илиб, теореманинг биринчи цисми исботланди.
Теореманинг иккинчи ^исми, яъни тескари тасдщнинг исботи, 

бевосита, векторларнинг компонентлари оркали Д  чизи^ли
операторни берувчи (37.8) формулалардан келиб чик,адн, бу опера
тор учун



матрица f операторнинг ev  е2, . . .  , е„ базисдаги матршхаси булади
Теорема исботланди.
3- т е о р е м а. /, g  лар L\ га тегишли ихтиёрий чизикли one- 

раторлар, X эса К майдонга тегишли ихтиёрий сон булсин,' у  
%олда цуйидаги формулалар рринли б(/лади\

Aj+g = A f  +  Ag, Akj =  \Af . (37.9)

Агар, бундан таищари ¡-.Vk ^ L k чизикли оператор айнимаган 
оператор булса, у  %олда Af — махсусмас матрица ва

Af ~ ' =  A j x (37.10)

булади.
Af , Ag, A)V Ai+g, A~' лар билан LnK га тегишли тайинланган 

базисдаги f, g , Я/, f +  g, f~ x акслантиришларнинг мат рицалари 
белгиланган.
 И с б о т .  (37.9) формулаларнинг келтириб чи^арилиши чизикли
акслантириш ва матрицалар учун (37.9) формулаларда 1Чатнашувчи 
операцияларнннг аникланиш усулларидан бевсснта келиб чи^ади 
(30,33- § ларга каранг; бирдан-бир фарк, хаци^яй сонларни /< май
донга тегишли сонлар билан алмашти ришдан иборат, аммо сонлар 
майдони ^ушиш, айириш, купайтириш ва нолга булишдан ташкари 
булиш операциясига нисбатан ёпи^ булгани учун курсатилган пара- 
графларда юритилган фикрлар уз кучида колади).

Теореманинг иккннчи цисмининг исботи 33.3- пунктдаги тегишли 
теореманинг исботи, ^аци^ий сонларни К  майдонга царашли сон
лар билан тегишлкча алмаштириш билан сузма-суз такрэрлайди.

Теорема рсботланди.
2 ва 3 - теоремалардан, Нот (¿к, L£ ) операторларнинг чизицли 

фазоси п- тартибли квадрат матрицаларнинг чизикли фазоси М'к 
га изоморф экани келиб чикади, бу 'квадрат матрицаларнинг эле- 
ментлари К майдонга тегишли сонлардир.

37.2. Чизикли операторнинг турли базислардаги матрицалари 
орасидаги богланиш. f чизикли оператор Lk ни уз-узига акслантириш- 
ни ифодалайди, демак, базисни танлашга боглиц эмас. Шунга карамай, 
унинг тасвирининг матрицаси А базисни танлашга богли^. Куйидаги 
теорема уринли.

4 - т е о р е м а .  /:/./<->-£/< чизикли оператор ва ¿к  да иккита 

ихтиёрий ev е2, . .  . , еп ва g lt g 2, . , g 4 Оазислар берилган

булсин. f операторнинг ev ег еп базисдаги матрицасини А

билан, шу операторнинг g v  g 2, . . .  , g„ базисдаги матрицасини 

эса В билан ва ev е2, . . .  , еп базисдан g v  g 2 g n базисга
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&тши матрицасини С билан белгилаймиз (36.6- пунктга ^аранг). 
У  %олда ушбу

В =  С -'А С  (37.11)
муносабат уринли булади.

И с б о т .  Агар С матрица мукаммал ёзувда ушбу
/ / с11 Си • ■ ■ Сы\

- с  -  1 °2г С22 ■ ■ ■ С2п\\ ■
Сп1 Сп2 • у )■ • иП/1

ку'ринишга эга булса, у  ^олда ех, е2, , еп базисдан ^

базисга утиш формулалари ушбу куринишга эга булади:

g l =  сп е1 +  с21е2 +  . . . +  с,:1еп,
(37.12)&2 =  С12?1 +  ¿22*2 +  . . • + ■  Сп 2е„„

§П 1̂П̂1 +  “П С:1'вп-

1 ва 2 - теоремаларга кура С матрица ф : ¿к  чизицли айни- 
маган операторни бир кийматли аниклайди, бу оператор ушбу 
тенгликларни ^ансатлантиради:

Ф (е\) =  Ё1, Ф (бг) =   Ф (ел) =  £«.

бунда С матрица ф нинг е и е2, . . .  , еп базисдаги тасвирининг 
матрицаси. Агар А ва В матрицалар мукаммал ёзувда ушбу

/ап  а 12 . . .  а ,,Д  /Ьи  Ьа . . . V
у4 =  | ¿221 2̂2 • • • @2и I В — I ¿>21 Ь2з .. . . Ь2п

&п1 &п2 • • • &/т &Я 2 * * •
куринишларга эга булса, у ^олда ихтиёрий £ =  1, 2 , . . п ларда

п

/  (еа) =  (37.13)
¿=1
П

/ (& )  =  2 а -*й  (37.14)
¿=1

тенгликлар уринли булади. Барча г =  1, 2, . .  ., п ларда =  

=  ф(е() б^лгани учун (37.14) дан ушбуга эга буламиз:



Ф айнимаган оператор булгани учун ф 1 оператор мавжуд,
(37.15) нинг иккала цисмига ф- 1  операторни цулланамиз, у  > о̂лда:

П

<■=1

ва, демак, В матрица ф- 1  /ф операторнйнг еъ  ег, , , ,  , еп базис- 
даги тасвирининг матрицасидир. Иккинчи томондан, ф-1  /ф оператор-

нинг шу еъ  е2 еп базисдаги тасвирининг матрицаси С-1  АС
дан иборат (3 - теорема). 2 - теоремага кура ^ар бир базисда оператор 
тасвирининг матрицаси бир ^ийматли ани^лангани учун В = С ~ 1АС. 
Теорема исботланди.

М и с о л л а р .  1. ¿д  да е1( гъ  е3, е4 базис тайинланган ва

—>» —>- —>- —У —► —>■ —>• —►* —>■ —>■ —
/  (О  =  е1 +  в „ /  (е2) =  е2 +  е3, /  (е3) =  еэ +  в*, /  (е4) =  е4 4-

шартларни цаноатлантирувчи чизи^ли оператор берилган

булсин. ^  == /  (ед  —  /  (е2), ^  =  /  (е2) —  /  (е3), § 3 => /  (ех) 4- /  (<?з).
•—У —>•

— векторлар базис ташкил к,илишини исботлаш керак ва (  
операторнйнг шу базисдаги матрицасини ёзиш керак,

Масала шартидан ушбуга эгамиз:

ёх  =  /(е ,)  —  / Ы  =  е1 - 0 -е2 —  е3 +  0 - е „

&  =  /  ( з̂) —  /  (^з) =  0 -е +  е2 —  0 -е3 —  е4,

ё э  =  /  (е1) 4- /  (<У =  4- «2 +  е3 ■** е 4.
 >"  >- —>-  >-  >■
^4 =  / (е4) =  е14* 0 -е2 4- 0• в8 4“ 0•

—V '—► Е ^

Демак, ег, е2, е3, <?4 базисдан £з. ё 1 векторларга утиш мат
рицаси С  ушбу куринишга эга:

С =

"1 0 — 1 0  ̂
0 1 0 — 1 
1 1 1 1

4  0 О 0 '

Су игра: 

<1е1С =

1 0 — 1 0 
0 1 0 — 1
1 1 1 1  
1 0  0 1

0 — 1 0 1 - 1 )  
1 - 1 |

=  — 1 0 — 1 ___
1 1 1

=  2 =^0 .
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Шу сабабли ^  g.2, векторлар да базис ташкил ^илади.
Масала шартларидан ушбуларга эгамиз:

/ ( ^ )  =  ¿1_+ е2 +  0 - ^ +  0 -е4,
! (^г) — 0 • ̂  +  е2 +  е3 +  0 • е4,
/  (£з) =  + _0  • +  ?з +  е4,
I Й ) -  £  -Ь О .^ + О -б з+ О -е ^

Ш у сабабли /  оператор ех, е2, е3, ei базисга ннсбатан .уш бу кури* 
нишга эга:

/1  1 0 0 >
А -  0 1 1 0 А “ \ 0 0 1 1

ч  О О О'
(32.22) формулалардан ушбуга эгамиз:

/ О О О
С - х  _  V 2 - V ,  V .
0  “ 1 — 1 о О

х7 2 - 7 2 V, - 1 "

3- теоремадан /  операторнинг ^  ¿т.,, ¿т3, §-4 базисдаги матрицаси 
ушбу куринишга эга экани келиб чи^ади:

/  1 0 — 1 0 ^

в - с - ' х  - ( - • / ! - ?  -/!?
4 о 0 1 / 2  О'3 ■  ̂ “У- —у

2 . ¿ с  да ех, е2, е3 базис берилган ва ушбу

/ (ех) =  ех +  «?2, /  (е2) =  е2 +  ¿Г3, /  (е3) =  ~е3 +  

тенгликларни цаноатлантирувчи >1,с чизикли оператор берил
ган булсин. £ г =  /  (еу), £ 2 =  I (е2), £ 3 =  /  (е3) векторлар базис ташкил 
цилишини исботлаш ва /  операторнинг шу базисдаги матрицасини 
ёзиш керак.

Масала шартига кура

/  (<а) =  е1_+  ¿е2_ +  0 • ¡̂¡>
/  (ег) =  0 * +  е^-\- ¿е̂ ,

/  (ез) =  «Л +  0 -е2 +  е3

булгани учун ех, е2, е3 базисдан ¡ (е^ , /  (е2), /  (е3) векторларга утиш 
матрицаси ушбу

1 г Оч/1 г 0 \



куринишга эга булади. Сунгра
1 i О 

detC  ■= О 1 i 
i О 1

1 i
О 1 +  i

i О 
1 i ■1 - / 0 0

булгани учун g b g 2, g3 векторлар базис ташкил цилади, Сунгра
— »-У- ->■ ?

шу С матрицанинг узи /  операторнинг ех, е2, е3 базисдаги матрща-"У
сидир. Ш у сабабли /  нинг g x, g 2, g 3 базисдаги матрицаси ушбу 
куринишга эга:

/1  i 0 \
В =  С - 1С С = С =  0 1 г I.

Vi о 17

38- §. Инвариант кием фазолар, чизикли операторнинг хос 
векторлари ва хос кийматлари

38.1. Инвариант кием фазолар. /  —  L'k фазодаги чизикли опера
тор булсин. Агар f (P ) =  P  булса, P a L £ цисм фазо инвариант 
кием фазо дейилади. Бошь;ача айтганда, агар /  нинг Р даги тора- 
йиши Р  да мавжуд Ьулган — — —  ---------------------

flP(P)<=P (38.1)

цийматлар тупламига эга булса, /  чизикли оператор Ь% да узининг 
Р  ^исм фазосига эга булиб, бу унинг инвариант кием фазосидир 
(29.2- пунктга ^аранг).

Инвариант ^исм фазоларнинг тривиал мисоллари булиб, 0 ноль 
цисм фазо ва бутун Ьк фазо хизмат цилади.

М и с о л л а р .  I. R 2 чизикли фазода /  чизикли оператор ни ка-
—У -У

раймиз, бу оператор е1 =  (1, 0), е2 =  (0 , 1) базисда

А  =
COS ф —  Sin ф 
sin ф COS Ф

матрица билан берилади. Равшанки, f нотривиал инвариант цисм 
фазоларга эга эмас: IV бобдан биламизки (29 .2 -пункт), /  чизируш 
оператор R 2 ни ф бурчакка буришдан иборат.

2 . R 3 чизикли фаз ода /  чизикли операторни ^араймиз, бу опе

ратор ех =  ( 1, 0 , 0), Z = ( 0 , 1» °)> « з = ( 0 . 0 . !) базисда

(cos ф —  sin ф 0  \ 
sin ф cos ф О I

О 0 I J
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матрица билан берилади. !  оператор учун е\, е'г векторлар хосил
цилган к,исм фазо ва е3 вектор ^осил ^илган кием фазо нотривиал
инвариант цисм фазолар булади. /  операторни Я3 да е3 вектор ^осил 
цилган ^исм фазо атрофида <р бурчакка буриш деб караш мумкин.

38.2. Чизик,ли операторнинг хос векторлари ва хос сонлари. / —
Ьпк даги чизицли оператор булсин. Р1— I операторнинг х  Ф  0 век
тор ^осил килган бир улчовли инвариант ^исм фазоси булсин деб 
фараз ^илайлик; Р 1— а х  куринишидаги векторлар туплами.

/  (лГ) =  Цх)> х е  Рх (38.2)

тенгликни к,аноатлантирувчи шундай X £ К, сон мавжуд булганда- 
гина ва фацат шундагина Р1/  нинг инвариант ^исм фазоси булади. 
Ушбу му^им таърифни киритамиз:

К х) =  X х

■У
муносабатни каноатлантирувчи х0фО вектор [ операторнинг хос 
вектори, мос X сон эса хос циймати ёки /  чизицли операторнинг 
характеристик сони дейилади.

—V-
Шундай ^илиб, агар ж хос вектор булса, у ^олда Хх вектор

лар бир улчовли инвариант кием фазолар ^осил кил ад и, ва аксинча, 
бир улчовли инвариант ^исм фазонинг барча нолмас векторлари 
хос векторлардир.

5 - т е о р е м а .  /  оператор даги чизщли оператор ва Я0 —  f
-У-

операторнинг хос циймати, х  эса /  нинг Х0 сонга мос келадиган 
хос вектори булсин.

¿к  да  ихтиёрий бирор е1г е2, . . .  еп базисни белгилаймиз ва

(а 11 а12 • • • а1/Л _____

(38-3)

ап1 ап2 . .  . ат/

матрица ! операторнинг шу базисдаги матрицаси булсин. У  хрлда 
Х0 сон

(38.4)

а11 — X £2̂ 2 .  .  . йщ
#12 #22 X .  .  . а2н

• 1 * • • » « I I
* *

а,ц ап 2 . . апп— Х

тенгламанинг илдизи булади,



хос векторнинг компонентлари эса еи е2, . . .  , еп базисда бир 
жинсли

[ (аи —  ?.0) а х +  а 12а .2 +  . . . +  а1па н =  О,
^21®1 +  (̂ 22 ^о) ®2 ~Ь • • • “Ь =  ^28 5^

ЙП1«1 +  ап2«2 +  • • • +  (а„п —  Ло) а„ =  О
системанинг енимлари б у лада.—У- ^

И с б о т .  / ( * )  векторнинг рь Р2,
•У-
еп базисда ушбу куринишга эга:

Р, =  а 11а 1 +  а 12а 2 +  . 
р2 =  ап а х+  а22а 2 +  .

. . . , р„ компонентлари е1, е.ъ

• • ~Ь а^п(х,и
• ~Ь а 2д0с,1,

Рл — С1пх(Хх ' [“ #л2^2 4* ■ • ■

Шу сабабли х  вектор /  операторнинг >.(| хос ^ийматига мос хос 
вектори деган шарт ушбу куринишга эга булади:

^11̂ 1 +  ^1̂ 8- ~Ь,« . . 4~ Оц¡{¿и =  >'05Сц 
й21а 1 +  А22а 2 +  • • • +  а2пап ~  ^0а 2.

еки
ап\а 1 +  «П2«2 +  • . • +  аппап =  Х0ап

(ап  —  Я0)а 1 аи1Хъ 4- . . . +  =  О,
а21« !  +  (а22 —  Х0) а 2 +  . . . +  а2па„ =  О,

ал1а 1 +  я,!2а 2 +  . .  . (ап:1 —  Х0) а„ =  0.

(38.6)

'̂ 71
х  =  ¿ 4  а/ в1 нолмас вектор (38.6) системанинг ечими булиши 

г- 1
учун бу системанинг детерминанта нолга тенг булиши керак (33.5- 
пунктга царанг). Демак, Х0 ушбу тенгламанинг илдизи:

ап—X °12 • • • вхд
а 21 С?22---X 2̂ И

ап2 О-ПП "X
= 0, (38.7)

х  =  2  а 1 е‘ вектор (а г, а 2, . . .  , а „ хос векторнинг компонентлари)
/=!

эса (38.6) бир жинсли системанинг ечими.
Теорема исботланди.
Агар (38.4) нинг чап цисмида турган детерминантда, (32.1) фор- 

муладан фойдаланиб, X нинг бир хил даражалари цатнашган ^ад-
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ларини группаласак ва уларни Я даражасининг камайиб бориш 
тартибида жойлаштирсак, ушбу айниятга келамиз:

ап  Я а 12 . . .  а1п
а21 « 22— Я . . .  а »

= ( - т П+ ё ^ п~ 1+ - + ё п .  (38.8)
а. ц ап2 ■ • • @1111 X

(38.8) нинг унг томонида турган ифодани одатда А матрицанинг 
характеристик полинома дейилади, (38-4) тенгламани эса шу мат
рицанинг характеристик тенгламаси дейилади.

/:/. к-*- ¿л: оператор К майдон устидаги чизикли фазода чизикли опе
ратор булсин, у ^олда А матрицанинг элементлари К  майдон сонла- 
ридан иборатдир. Шу сабабли (32.1) формуладан характеристик поли- 
номнинг коэффициентлари К майдон сонларидан иборат экани келиб 
ч^кади. Шунинг учун агар К  ^а^иций сонлар ёки комплекс сонлар 
майдони булса, у холда характеристик полином мое равишда комплекс' 
ёки хацик,ий коэффициентларга эга булади.

Чизикли операторнинг хос цийматлари базисни танлашга богли^ 
булмагани холда ани^лангани учун характеристик тенгламанинг ил- 
дизлари хам базисни танлашга б орлик булмайди. Характеристик 
полином .^озирча операгорни ихтиёрий, аммо белгиланган базисда 
берадиган матрица учунгина аницланган. Шунга царамай, бу поли
ном базисни танлашга боглик булмас экан, ва шунинг учун у чи- 
зи^ли операторнинг характеристик полиноми деб аталиши мумкин. 
Бунга мос теорема мана бундай.

6- т е о р е м а. /  оператор даги чизщли оператор булсин ва

а12 Я],, \
а22 ..•• а2п 11
Оц2 0пп )

--------- ^
матрица /  операторнинг ¡Л даги ихтиёрий еи е2, ... , еп бази- 
сидаги ифодасининг матрицаси булсин. У холда характеристик
купхад ег, ... , е,; базисни танлашга боглик брлмайди.

И с б о т .  А  матрицанинг характеристик полиноми
<М (А — ЯЕ)

-У ->■ -V —У
дан иборат, бунда Е —  бирлик матрица. ,, ... , эса 1К даги ех,
... , еп базисдан фаркли бирор базис булсин ва С —  е ,  е„ базисдан
—̂ "У о
ёк  ё ъ  — , ёп базисга утишни берувчи махсусмас матрица булсин
о "У —̂

(32.2- пунктга гарант). У .^олда /  операторнинг g 2 д п базис-
даги матрицаси С-1  АС куринишга эга булади, ва, демак, бу базис
да характеристик полином С-1  АС — кЕ матрицанинг детерминанти-
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дан иборат. Матрицалар куп айтмаларининг детерминанта з^ацидаги 
(3 2 .6 -пункт) теоремани татби^ цилиб, ^уйидагини з^осил циламиз:

ае1 (С" 1 А С — ХЕ) =  ае! (С-1  A C ~ C ~ n .E C )  =
=  det (С- 1  (А —  ХЕ)С) =  det С“ 1 det (А — ХЕ) ае! С =

=  ае1 (А —  ХЕ).

Теорема исботланди.
38.3. Чизи^ли операторлар хос векторларининг ва инвариант к,исм

фазоларининг мавжудлиги. Дастлаб чизицли операторларнн Ес комп
лекс чизи^ли фазода цараймиз. К,уйидаги теорема уринли.

7- т е  о р е м  а. ¿ с  фазода хар цандай /  чизщли оператор ацалли 
битта хос векторга эга.

—У — -У
И с б о т. ех, е2  еп —  Ес даги бирор базис булсин ва

/  « и ап  ... ат \1
А =  ° 21. <̂ 22 ••• @2П

------------------ \ а ,а ап2 ... “ пп. j!

матрица f  операторнинг шу базисдаги матрицаси булсин. У  з о̂лда 
п- тартибли det (А —  ХЕ) полином комплекс сонлар майдонида камида 
битта Я0 илдизга эга (43.1-пунктга царанг).

Ш у сабабли

(аи  —  Х0) а х +  а12 а 2 +  ... +  а1а а* =  О,

° 21а 1 +  (а22  *о) а 2 +  ••• “Ь a2:i а,. =  0 .

апЛ  +  ап2а 2 +  ... +  (а,т —  Х0) а „  =  0 

тенгламалар системаси нолмас а?, а°, ... , а „  ечимга эга, чунки бу
П

системанинг детерминанта нолга тенг. Равшанки, х0 =  2  a? et Ф 9
/= I—У -У

вектор /(х 0) =  Я0х0 муносабатни ^аноатлантиради. Шундай цилиб, f  
чизи^ли оператор Х0 хос ^ийматга ва бу ^ийматга мос келувчи
дг0 хос векторга эга.

Теорема исботланди.
38.1-пунктдаги 1-мисол п- улчовли з^а^и^ий чизи^ли Е% фазо- 

ларда хос векторлар булмаслиги хам мумкинлигини курсатади. Шун- 
га царамай цуйидаги теорема ÿpинли.

8 - т  е о р е м a. hnR фазода %ар цандай f чизщли оператор камида 
битта бир ^лчовли ёки икки Улчовли инвариант цисм фазога эга.
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И с бо т .  да бирор ех, ... , еп базисни танлаймиз ва /  опера- 
торнинг бу базисдаги матрицаси

булсин. У  холда /  операторнинг характеристик полиноми сМ (А— ХЕ) 
куринишга эга булади, бу полином ^а^и^ий коэффициентли п- дара- 
жали полиномдир.

Иккита имконият мавжуд:
а) характеристик полином Х0 хак,и^ий илдизга эга,
б) характеристик полином Я0 =  £ +  /т] комплекс илдизга эга, 

бунда г ] Ф 0.
б) ^олда Х0 сонга мос келувчи хос векторни топиш учун (38.5) 

система бундай булади:

/=1
 ̂ б) холда, =  £ +  /п илдизни (38.5) тенгламалар системасига 

Куйиб, бу система тривиал

а 1 +  гр1> аг +  ¿р2> • • • . ап +  Щп

ечимга эга эканини топамиз. Бу ечимни (38.5) системага ^уямиз ва 
з^осил булган тенгликларда Я0 =  I +  ¿х\ ь;атнашган ^адларци унг 
^исмга утказамиз:

(аа  — Х0)а1 +  а12а 2 а1Пап =  О,

а21а 1 +  («22   ^о) а 2 +  • • • +  02иап =  О,

ата 1 +  @п2а 2 +  •. • +  (апп — Я0) а„ =  0 .

Бу системанинг детерминанти нолга тенг булгани учун система
0.1, а§, , а'п нолмас ечимга эга, бу ечим /  операторнинг Х0 хос

П
> 0

кииматга мос келувчи х п =  -  ̂ а ( е, хос векторини ани^лайди.

ап  ( а 1 +  гРх) +  а 12 ( а 2 +  Фг) +  • •. +  а1п (а „  +  г'Р„) =
=  (£ +  г г)) (04 +  /рх),

°21 К  +  ФО +  а22 (<х2 +  /р2) +  . . .  +  « 2/1 (ал +  $ „ )  =
=  (£ +  ¿11) («2 I- Фг),

ап1 (®1 +  г'Рх) +  агл (а2 +  /р2) +  . . .  +  апп (а„ +  гр„) =
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Бу системада хающий ва мавхум цисмларнн ажратиб, тенгликларнинг 
цуйидаги икки системасига келамиз:

(ацЯх +  а12а 2 +  ... +  aln а „  =  ta x —  т ^ ,
1^21^1 “Ь ^22®2 ""Ь ••• "Ь —  С̂С2 ^Рг»

аща 1 “Ь «,|2®2 “Ь ••• "Ь «да 1®ч =  îPiT
a llP l  +  « 12Р2 +  — +  а 1»Р/1 =  СРх +  TFl>
Q2lPl +  O22P2 +  ••• +  a2nPrt =  SP2 +  Щ ь

a'uPi ~Ь апгРг +  ••• +  агшРл =  SP-i +Л ал- 
Куйидаги векторларни киритамиз:

П П

х =  2* а‘ е‘ ва у =  2d Р̂ е‘-
¿=1 (=1

У  ^олда (38.9) ва (38.10) муносабатлар ушбу куринишни олади:

f (■*) =  Ъх —  т] у, f (у) =  I  у +  г\х.
У ~У~

Бу формулалардан х  ва у  векторлар ^осил г^илган ^ием фазолар f  
операторнинг инвариант к,исм фазолари эканлиги бевосита келиб чи- 
цади.

Теорема исботландн.
Н а т и ж а. /  оператор даги ихтиёрий чизикли оператор бг/л- 

син, бунда п — манфиймас бутун сон. У хрлда /  операторнинг а^алли 
битта инвариант кием фазоси мавжуд булади, яъни f нинг ками- 
да битта хос вектори мавжуд.

Х,а^ик,атан, /  операторнинг характеристик полиномн .^а^и^ий коэф
фициентам полином булгани сабабли Я =  £ +  гг| комплекс илдиз 
билан бир цаторда унга кушма булган к =  g — й| сон хам харак
теристик полиномнинг илдизи булади. Бундан характеристик поли- 
номнинг ^ар доим жуфт сонда комплекс илдизи мавжудлиги келиб 
чикади. L ~r) t 1 жуфт булмаган улчамга эга булгани учун L2" « 1 нинр^ 
характеристик полиномининг даражаси toi^ булади, ва демак, бу 
полином хар доим камида битта ха^и^ий илдизга эга, бу  илдизга f  
операторнинг бир улчовли инвариант ^исм фазоси мос келади (8 - 
теорема).

38.4. Хос векторлари базис ташкил киладиган чизикли операгор- 
лар. L"- фазода энг содда чизик,ли операторлар шундай операторлар- 
ки, улар п та чизикли эркли хос векторларга эга.

Х,а^и^атап, f:L/<-*- LK оператор п та чизикли эркли еъ  *2........ еа
векторларга эга булган оператор булсин. Ш у векторларни базис 
учун ^абул ^иламиз. У ^олда

f (ei) ~  >
—У- У

. f  (¿2) =  ^2̂ 2» ________________

(38.9)

(38.10)
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бунда ?4 , Х2, ... , Хп сонлар /  операторнинг мос равишда еь  е2, ... , еп 
хос векторлар жавоб берадиган хос цийматлари:

Бундан, е1, е2, ... , е п хос векторлар ташкил килган базисда /  
операторнинг матрицами энг содда, диагонал куриниш деб аталади- 
ган куринишга эга булади (33.4-пунктга гарант):

(38.11)

Аксинча, агар бирор е1, е2, ... , еп базисда /  операторга

матрица мос келса, у холда ег, ... , е„ —  /  нинг хос векторлари, Я1,
-У- -У- >

Я2, ... , кп лар эса /  операторнинг еу, е2, ... , еп векторлар мос кела- 
диган хос к,ийматларидир. Х,аки^атан А матрицанинг хоссасидан
унинг устунлари /  (е,), ... , [ (еп) векторларнинг еъ  е2  еп базис-
даги компонентларидан иборатлиги келиб чикади. Шу сабабли

/ К )  =  ^чЛ:  /(<?«) =  К

ана шунинг узч антилган тасдикни исботлайдн.
■щ§ Куйттдаги тёбрёма~ха векторларнинг чнзицли эркли булишининг 

содда етарли шартини беради.
9- т е о р е м а. Агар да /  чизикли операторнинг хос киймат- 

яари Х2, ... , Х3 ( з < п )  К майдонга гпегишли, жуфт-жуфти би-
лан хар хил сонлар бС/лса, бу хос циймлтлорга мос келувчи е1,
■е2, ... , е$ хос векторлар чизи^лй зркли булади. Хусусан, агар э —п
бг/лса е г, е2, ... . еп хос векторлар да базис ташкил цилади.

Исбот индукция методы билан утказилади. 5 =  1 да тасдицнннг 
тугрилиги равшан. Тасди^ я— 1 та вектор учун уринли деб фараз 
^иламиз ва уни я та вектор учун исботлаймиз. Агар тасдиц турри- 
мас деб фараз килинса, у ^олда К  майдонда з^аммаси бир вактда 
нолга тенг бул маган ва



муносабатни цаноатлантирувчи шундай Vi. ?г> — > V? сонлар топила- 
ди. Ани^лик учун О деб фараз цилайлик. (38.12) тенгликка f  опе- 
раторни кулланиб, топамиз:

/(V 1 еТ +  ... +  Y .O  =  ^ 0) =  е -
Аммо

f (Yi i  +  -  +  Т, ? )  =  ViK  7  +  - + Y ,  К  i  
ва шунинг учун

Yi К  еу - f  ... +  ys Xs e t =  0.
Агар охирги тенгликдан (38.12) тенгликни олдин Xs га купайтириб 
айирилса, ушбуга эга буламиз:

Yi ( К  —  К )  +  V +  Yi—1 ( K - i  — К )  1 =  е- (38-13) 
Фаразга кура у х¥= 0  ва Я, —  Я^=^0 булгани учун yj (Ях—  Я5 )Ф  О 
ва биз индукция буйича ^илган фаразимизга нисбатан зндликка ке-

-у-
ламиз, чунки (38.13) дан ev  ... , е г векторлар чизгауш эркли экан-

> > -У
лиги келиб чи^ади. Шундай килиб, ev  е-г  е5 векторлар чизи^-
ли эркли! ------ ------------------------------------- -------

Теорема исботланди.

М и с о л л а р .  1: Шундай f: L\ чизи^ли оператор берил-
ганки, берилган тайин ev е2, е3 базис учун f  нинг матрицаси 
ушбу куринишга эга булади.

/ — 1 3 — Г
/4 =  | — 3 5 — 1Г3 3

f  оператсриинг хос сонларини, хос векторларини ва (агар мумкин 
булса) f операторнинг матрицаси диагонал куринишни оладиган ба- 
зисни топинг.

/  операторнинг характеристик купхади ушбу куринишга эга:
-1— Я 3 — 1
— 3 5 - Я  — 1 
— 3 3 1— Я

Яз _  5Я2 Н- 8Я —  4 =  (Я — 1) (Я — 2)2

det II А —  ХЕ II = =  —  Я3 +  5Я2 —  8Я +  4.

булгани сабабли /  операторнинг характеристик сонлари ушбу кури- 
нишда булади: Ях =  1, Я2 =  Я3 =  2.

■*-
Яг =  1 сонга TyFpH келадиган gx =  х лех +  е2 +  х ъег хос вектор 

ушбу системанинг ечими скфатида топилади:

—  х у +  Зх2 —  х3 =  х х,
—  Зхх +  5 х 2 —  х3 =  хъ
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— Зхх +  Зх2 + х 3 =  х3.

g i  =  e t -f  е2 - f  е3 вектор Ях =  1 сонга тунри келадиган хос вектор 
эканини текшириш осон.

■У —V-
Я2 =  Я3 =  2 характеристик сонлар турри келадиган g\¡ ва g 3 хос 

векторларни топиш системаси ушбу куринишга эга:
—  х 1 +  Зх2 — х3 =  2xv
—  Зхх +  5х2 —  х3 =  2х2.

—  Зхх -f" Зх2 “Ь х3 — 2х3,

Бевосита текшириш йули билан g 2 =  еъ  §а =  ^  —  3 г3 векторлар /  
операторнинг Я2 =  Я3 =  2 сонларга мос хос векторлари эканига ишонч

-V -У -У
з^осил циламиз. g v g 2, g3 векторлар чизи^ли эркли эканини куриш 
осон:

1 1 1
1 0 0 
1 0 — 3

=  — 1 1
0 — 3 =  3 # 0 .  -

Шу сабабли g v g 2, g 3 векторлар базис ташкил ^илади. g v g 2,g 3—  
—  /  операторнинг хос векторлари булгани учун:

f (gi) =  ел +  Ogi +  0g 3, 

f( f t )  =  Ogi +  2g 2 +  0g s, 

f  (g3) =  ° g [  + 0g 2 +  2g 3.
У “V

Шу сабабли, f  операторнинг g v g 2, g 3 базисдагн матрицаси бундай:
/1  О 0\

В =  О 
V0

2 . f : Le Le оператор танин ev с2 базис векторларини f  (ех) =~У~ >■ —>■ -У
=  ех - f  /е2, /  (е2) =  е3 +  ¿ei векторларга утказувчи оператор булсин. 
/  операторнинг матрицаси диагонал куринишда буладиган базисни 
топиш талаб килинади.

ev е2 базисда /  нинг матрицаси ушбу куринишда булади;

о.
Шунинг учун Л операторнинг характеристик полиноми бундай: 

det 1 Л —  Я £  || =  ] ~ А ¡ я =  (1 —  Я,)2 —  /2 =  Я2 —  2Я +  2

Яг =  I —  i ва Я* =  1 +  i сонлар f  операторнинг характеристик 
сонлари булади. Я, ва Я2 хос сонларга турри келадиган мос g . =  

248



=  х х ву +  х 2е,2 ва =  у  у ех 4 - и2 е2 хос векторлар ^уйидаги тенгла- 
малар системаларидан топилади:

Ху +  ¿х2 =  (1 — 1)Ху, ва Ху +  ¿х2 =  (1 4  С)ху,

¿Ху +  х 2 =  (1 — ¿)х2 ¿Ху +  х 2 = (1 4  0*2-
->- -У -V —У

Бундан, ва £ 2 векторлар сифатида g l =  ех — е2 ва й  =  е \ +  е2
чизшуш эркли векторларни олиш мумкинлиги келиб чи^ади. ^  £ 2 
базисда /  операторнинг матрицаси ушбу куринишга эга:

М'о' 1-М
чунки / ( § ! )  =  (1 — О й , /  (й )  =  (1 +  О й

V бобга дойр масалалар ва машклар
->■ —У -У -У

1) /  чизик,ли акслантиришнинг е1У е2, е3, е4 базисдаги матрицаси 
ушбу куринипн~а эта:

Л =

/  нинг цуйидаги базислардаги матрицаларини топинг:
а) ву, 2е2, Зе3, е3+ е 4; б) <?, 4  е2, ех 4- е2 4  е3> б! 4  е2 4- е3 + е 4;

У*
2) / :Р 2-» - /?2 оператор ^ = ( 1 ,2 ) ,  ^ = (2 ,3 )  базисдаги чизик, л и оператор

/ 3 4 \ и ~ ~ у *
булиб, унинг матрицаси I 4 3 ) дан иборат булсин, иг =  (3,1), и2 —

=  (4,2) базисдаги И:/?2 /?2 чизикли оператор эса ( матрица билан
— —У -У

берилади./4 ?1, / — /г, /г/операторларнинг £ 1( g 2 ва их, и2 базислардаги 
матрицаларини топинг;•V ->■ ->■

3) Тайинланган е2, е3 базисда ^уйидаги матрицалар ёрдамида
берилган чизикли операторларнинг хос ^ийматларини ва хос вектор- 
ларини топинг:
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4) Агар тайинланган еь  е.2, г3 
чизи^ли операторлар

базисда (ёки е1, е2, е3, е4 базисда)

а) О 0 1
0 1 О
1 О О

б) О О О  
О 0 1 
0 1 0  0

О О О

матрицалар билан берилган булса, шу чизик л и шераторлар Я3 ва Я* 
да диагонал куринишда буладиган базисларни топинг.

5) п- тартибли

А =

0 , 0 ... 0 ] 
0 0 ... 1 о

• • . . .
0 1 ... 0 0 
1 0 ... 0 0

•матрица учун шундай махсусмас «-тартибли II матрица топиш ке- 
ракки, В =  и  ~Ч(У матрица диагонал матрица булсин.

6 ) Тайинланган базисда

матрица билан берилган / : £ | — ¿Д чизшуш операторнинг барча ин
вариант ^исм фазоларини топинг.

7) ^1, &2,

матрицалар билан берилган /?3 даги икки чизи^ли операторнинг уму- 
мий инвариант к;исм фазоларини топинг.

8 ) Агар С группанинг исталган а элемента учун а2 =  е булса, 
в  коммутатив группа булишини исботланг.

Чекли сондаги элементлардан ташкил топган группа чекли груп
па дейилади, унинг элементларининг сони эса группанинг тартиби 
дейилади.

9) Бирдан чикарилган п- даражали илдизлар туплами купайти- 
ришга нисбатан группа ташкил ^илишини ва бу группанинг тартиби 
п га тенг булишини исботланг.

10) Тартиблари 3, 4, 6 га тенг булган барча группаларни (изо- 
морфизмгача аницликда) топинг ва шу группаларда купайтириш жад- 
валини ёзинг.
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11) Купайтиришга нисбатан мусбат ^аки^ин сонлар группаси к,у- 
шиш буйича барча з^аци^ий сонлар группасига изоморф эканини, ку- 
пайтириш буйича барча мусбат рационал сонлар группаси эса ^ушиш 
буйича барча рациокал сонлар группасига изоморф эмаслигини исбот- 
ланг.

Агар исталган я £ б  элемент учун §Н  =  Н §  тенглик уринли 
булса, яъни цк' =  тенгликни ^аноатлантирувчи /г' 6 Я  ва к" 6 Н 
элементлар мавжуд булса, в  группанинг Н 1\исм группаси нормал 
булувчи дейилади.

12) ->-(?' оператор й  группанинг С  группага гомоморфизми
булсин. а) (е ') д  группанинг нормал булувчиси (е ' — С  нинг 
бирлиги) эканини исботланг; б) /  (й) с :  С  кием туплам С  группа
нинг ^исм группаси эканини исботланг; в) V =  (£ ') белгилашни
кнритамиз, бунда {  (С) тупламнинг исталган элементи. Бирор 
янги И7 тупламнинг элементи сифатида каралувчи С/ 1 =  / -1  (£ |), 
[ ] 2 =  ¡ ~ 1 (ц-)) к>исм тупламларнинг купайтмасини и 1- 1/2 =  / _12 ( .
g■2) тенглик билан ани^лаймиз. Х(/ туплам бу купайтиришга нисбатан 
группа булишини ва бу группа /  (О) группага изоморф эканини ис
ботланг.

VI б о б .  Е£ ^АКИКИЙ ЕВКЛИД ФАЗОЛАРИ.

УЗ-^ЗИ ГА ВА ОРТОГОНАЛ ОПЕРА ТОР ЛАР

39-§. да бичизицли ва квадратик формалар

39.1. Асосий тушунчалар. фазода чизик л и функцияни ёки 
гомоморфизмни чизицли форма деб айтилади. ¿д  да бичи- 

в\щпи форма деб шундай ]\1.\ X / - « функцияга айтиладики, бун
да х;ар 1\андай тайинланган у 0 6 ¿д  учун / ( х, у0) функция х  нинг

*>■ ^
функцияси сифатида чизныли форма, тайинланган хар кандай х 0 6 ¿ к

-+■ —V
учун ¡ ( х 0, у) функция у  нинг функцияси сифатида чизшуш фор- 
мадир. Бу таърифлар Я ’1 да чизицли ва Сичизикли формалар тушун- 
чаларининг табиий умумлашмасидир (31 -§  га царанг). ЬпК да ихтиёрий

—г~ -V
ег, е2. ... , еп базисни тайинлаймиз ва

П П

х =  2* а 1 е/. у =  2 л е‘
¿=1 ¿=1

лар ¿ о  га тегишли ихтиёрий векторлар булсин.
-У- -V

Чизи^ли ва бичизи^ли формаларни векторларнинг еъ  е2, , . еп
базисга нисбатан компонентлари оркали тасвирлашга дойр ^уйидаги 
асосий теоремалар уринли булади.
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Ь т е о р е м  а. Цар цандай -*■ Я 1 чизикли форма фазонинг

еъ е2   еп базисидаги векторлар орцали щ йм а тларининг
берилиши билан бир щйматли аникланади. Агар ах =  /  (ех), ... 
а-п =  / (еп) сонлар олдиндан берилган бдлса, у  \олда %ар к а н да й
_ П

х  =  2 ^  а < е1 УЧУН /  чизщли форманинг циймати

/  (х) =  2 *  ^  а, (39.1)
1 = 1

формула буйича аникланади.
~у~ -У" “У-

(39.1) муносабат /  форманинг ех е2, ... , е„ базисдаги тасвири 
дейилади. >

Аксинча, ........еп базис ва аи ... , ап уацщий сонлар системаси
тайинлансан бдлса, (39.1) формула шундай ¡:1% чизикли фор-

мани аниклайдики, (39.1) бу форманинг ех, е2, ... , еп базисдаги 
тасвири бдлади.

2- т е о  р ем а. Х,ар цандай Я1 бичизщли форма узининг
¿л  фазонинг ихтиёрий тайинланган е и ... , еп базис векторларнинг
тартибланган (еь  е¡) жуфтларидаги цийматларининг берилиши билан
бир щйматли аникланади. Агар а1к =  /  (еь ек)  (¿, к =  1, ... , п)-

■ у . * ^

сонлар олдиндан берилган бдлса, у %олда Ь% нинг исталган х, у  
векторлари учун бичизи\ли форманинг циймати уш бу  формула 
буйича топилади:

П

/  (х, У) =  ^  (39.2)
/.£= 1

(39.2) муносабат /  форманинг ех, . . . ,  <?л базисдаги тасвири, а1к =  
= /  (е,-, еА) сонлар ташкил прилган

/ап а12 ... а 1(

л =  |  _а'2' ; ) (зэ.з)
\ # „ 1  а п 2 . . .  а „

матрица эса бу тасвирнинг матрицаси дейилади.
Аксинча, агар е1 еа базис ва п- тартибли квадрат мат

рица
/ аи аи  ••• а1 л-'

22
(39.4)

\ал
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берилган булса, (39.2) формула шундай /.¿ я Х  Я1 бичизщли 
формани аниклайдики, (39.2) 6у  форманинг тасвири, (39.4) матри-
ца эса бу тасвирнинг е ,  еп базисдаги матрицаси б()лди.

31-§  даги 1 ва 2-теоремалар фазонинг хусусий з о̂ли учун
фазо учун ва ег =  (1, 0 , 0 , ... О), е2 =  (0 , 1, 0 , ... ,0), е„ =  (0 ,0 ,.. .,1) 

векторлардан нборат махсус базис учун исботланди. У  мумий х;олда ис- 
бот 31-§ да берилган исботга айнан ухшаш булгани учун биз бу 
исботни келтириб утирмаймиз.

—У -У-
Агар ¿.д га тегишли исталган х , у  векторлар учун

/  &  Ъ  =  /  (%  Ъ  (39.5)

тенглик уринли булса, у з о̂лда / : /^  бичизикли форма
симметрик бичизикли форма дейилади.

I бичизщли форма симметрик булиши учун фазонинг ис
талган базисида бу форма тасвирининг матрицаси (39.3) симмет
рик булиши, яъни исталган ¿, к — I, ... , п да ал =  ам тенглик 
Уринли булиши зарур ва етарли. Бу тасдиц, хусусий холда Яп фазо 
ва Я п даги махсус базис у ч у н  говорила ^андай исботланган булса 
шундай исботланади (31 - § га ^аранг).

Бир хил [х, х ) векторлар жуфтларидан тузилган 0% х
туплам ¿ « х / . «  нинг диагонали дейилади. / ¡ ¿ д Х / .^ - » - /? 1 бичизикли 
симметрик форманинг диагона л га торайиши квадратик форма лет - 
лат. Агар квадратик форма ва / ¡ ¿ « X  уни ву-
жудга келтирган бичизикли симметрик форма булса, у  з^олда

Ф =  /  / о я". (39.6)

Юкорида тайинланган еъ  , еп базисда ф квадратик форма ушбу 
тасвирга эга:

П

Ф (х, х) =  2 а « а йа*, (39-7)
¿,*=1

бунда

•> “V
матрица f бичизикли симметрик форманинг еъ  . . . ,  е„ базисдаги тас
вирининг матрицаси. А матрица, айтиб утганимиздек, симметрик мат- 
рицадир.
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39.2. Бир базисдан бошца базисга утишда чизицли ва бичизицли 
формаларнинг тасвирларини алмаштириш. L i  фазода ихтиёрий икки- 
та е1, ... , е„ ва g lt ... , g„ базис берилган ва g v g 2, ... , g n базиснинг 
векторлари ех, е2, ... , еп базис буйича ёйиладиган формулалар

->* -У - >■ ->■
ёх =  cnei +  с21ег сп1еп,

э2 1̂2̂ 1 ~Ь С22^2 "Ь • • • "Ь Сп2вп,

dfc  ----------de   =je---
=  C]n®l "f" 2̂n̂ 2 4“ • • • _P Сппвп

булсин. Ю^орида айтиб утганимиздек, g t векторларнинг чизицли эркли 
эканидан С матрица махсусмас экани келиб чикади.

Агарх —  Ь* даги ихтиёрий вектор булса ва а х, а2, . •. , ап лар
■> — >■

унинг ех, е2 . . . ,  еп базисдаги компонентлари, а\, а 2 а'п лар эса
•> ■»   ->■  ____

х нинг g x, g 2, . . .  , g„  базисдаги компонентлари булса, у л;олда
39. 1-пунктдаги 1-теоремага кура, /  чизщли форма е 1(, е2, . , , ,
с,, базисда уш бу куринишга эга булади;

-У
/(х) =  аха х +  а2а 2 +  . . .  +  ап<хп,->■ ->■

ёх, ёг, • • • » базисда эса бу форма
/(х) =  а\ а[ +  а2 а '2 +  . . . а'па'п

V
куринишга эга булади, бунда а,- =  Де,), а! =  f(g,). Х^р цандай 
f - .L ^ -^ R 1 чизи^ли форма учун

П

а'м =  / Ы  =  +  . . . +  с^Д,) =  i  сй / Й
¿=1

ва, демак,
=  СцО1!  - j -  С21&2 “ Ь • • • ” {" CnxUn 

а 2 —  С12а 1 +  С22а 2 +  . . . +  Сп2а п,

ап — сыа1 +  c2/ia2 +  . . .  +  ст а„.
Шундай ^илиб, бошка базисга утишда / :  LnR -*■ R 1 чизицли фор- 

манинг коэффициентлари векторнинг базисларига ухшаш узгарар 
экан.

Энди f i R n x R n- :>~Ri —  бичизшуш форма булсин. f  форманинр -> ■>» —
«1. 2̂. • • • . ва g 2, . . .  , g n базислардаги тасвирларининг мат» 
рицаларини мос равишда бундай белгилаймиз:

/  а 11 а 12 • ’ • а 1 п 
Й21 fl22 • > • а2п
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ва bu bl2 . . . bVi 
i>21 2̂2 • • • b%/i

bn\ bn2 . . . btin

В  матрица А матрица ор^али цандай ифодаланишини ва ev  е2, . .  • , « «
базисдан /7> Тъ ••• - Т  базисга утиш матрицасини топамиз. bkJ —  
В матрицанинг ихтиёрий элементи булсин. У ^олда таърифга кура.

Ь/Ц — f(gx I §l)-
A mmo

- V  -* ■  • >  .
g'/г =  clke l +  cike, +  . . ■ . +  cnken, 

gi =  сиег -f- c2le2 +  . . .  +  сл1еп,

ва шу сабабли

hw  =  /  e l  2  с, Д - )  =  ^  n , r , r u . (39 9)
;=1 )  i. 1=1

(39.9) формула изланаётган формуладир. Матрица куринишидаги 
ёзувга утиш учун уни бирмунча узгартирамиз. С* матрица С мат- 
рицага нисбатан транспонирланган матрица булсин:

бунда с*.к =  с,и У  ^олда (39.9) формулани бундай ёзиш ^улаш
П

b k i ~  ck ia 4 c n -  
i, /= i

Матрицалар ор^али ёзишга утсак, ушбуга эта буламиз:
В — С* АС. (39.10)

Шундай ^илиб, цуйидаги теорема уринли.
3 - т е  о р е м  a. f '-L ” х  L1 —̂>-R 1 —  бичизщли форма ва А хамда 

В унинг мое равишда еъ ег, . . , еп ва g u g2, . . .  ,̂ g n базислар^
даги тасвирларининг матрицалари булсин. С матрица е,, е2 ел

базисдан ~gv gl, . . . , g a базисга утиш матрицаси булсин. У холда

t
В =  С* АС. ■ (39.11)
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40-§. Е ^акикий Евклид фазоси

40.1. L nk да скаляр ку пайтма. L% хакикий чизщли фазода, ун- 
да векторларни кушиш ва ха.<ик 1;й сонга купайтириш операцияла- 
рининг берилганига асосланиб, ^исм фазолар ва хар хил улчамли те- 
кислнклар тушунчаларини таърифлаш, уларнинг узаро жойлашиш 
хоссаларини у'рганиш, шунингдёк бу фазоларнинг фигураларининг 
бир цатор бошка хоссаларини текшириш мумкин.

Аммо улар бу тушунчалар ёрдамида мактаб геометрия курсига 
царашли ва аналитик геометрия курсига тегишли (1 цисмга каранг) 
фактларни олишга ва бу олинган фактларни L" фазо учун умум- 
лаштиришга камлик килади. Вектор узунлиги, векторлар орасидаги 
бурчак, векторларнинг скаляр к>гпайтмаси ва ^оказоларнинг таъриф- 
лари ва R3 фазо фигураларн элементлари орасидаги айтиб утилган 
тушунчаларга асосланган купгина метрик муносабатлар биринчи 
уринда айтиб ÿTHflraH фактлар жумласига киради.

28.2- пунктда R'1 фазода векторларни кушиш ва векторларни 
сонга купайтириш операцияларига куши мча равишда Rn фазонинг
исталган тартибланган иккита х, у  векторига нисбатан (х, у) скаляр
купайтма тушунчаси киритилган эди. (х, у) скаляр купайтма куйи- 
даги формула билан аншупанадиган хакикий сондан иборат:

(х, у) = х 1у 1 +  х& 2 +  . . .  +  x j j a, (40Л)
У  -У- -V ->

бунла х =  (х1, . . . , х„) ва t/ =  (уъ  . . .  , уп) —  R" нинг ихтиёрий
векторлари. b y  тушунча ердамида х векторнинг узунлиги ва х ва у  
векторлар орасидаги <р бурчак ^уйидаги формулалар билан ани^лан- 
ган эди:

М  =  ] /" (х , х) =  ] / " х? +  ••• +JC«' (40-2)
—V —̂

■ -аов»  — ^  ■________________   (40.3)
Г  у

Шуни эслатиб утамизки, (40.1) формула одатдаги уч улчовли 
фазо б;улган х,олда скаляр купайтманинг векторларнинг Декарт ко- 
ординаталари системасидаги компонентлари ор^али ифодаланишидан 
иборат бÿлaди (14 .3-пунктга каранг).

28 .2 -пунктда R n да скаляр купайтма ^уйидаги хоссаларга эга 
экани курсатилган эди:

1. Х,ар цандай х, y £ R n учун:
■У -> —V
(х, у )= (у ,  х).

2. )(а р  цандай х ъ  х 2, у Ç R n учун:

Й  +  Z ,  у) =  CÎ. У) +  (*î> УУ
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3. \ а р  ^андай х, у  ва исталган хщи.^ий сон К учун:

(Хх, у) =  Ц х, у).
" V  —У  —У  • >  -> ■

4. %ар цандай х  £ Я п учун (х, х) >  0, бунда (х, х) — О булса,

у  холда х  — 0 булади.
1 —  4- хоссаларни бичизшуш формалар ну^таи назаридан ^арай-

миз. 1 —  3- хоссалар /?" да (х, у) скаляр купайтма Яп х  Яп дан У?1 
га утувчи бичизикли симметрик формадан иборат эканини курсата- 
ди. 4-хоссани формалар терминларнда ифодалаш учун ¿ г‘ хаки^ий 
чизшуш фазода мусбат ани^ланган квадратик форма тушунчаспни 
киритамиз. / :  х  ->  —  бичизикли симметрик форма ва ф =
—{¡В п —  эса /  юзага келтирган квадратик ферма булсин. Агар хар 

я ->
^андай х  6 Яп учун

Ф(х, х ) > 0  (40.4)
■> ■> ->■ о 

булиб, шу билан бирга, агар ф (л-, х) =  0 булганда х  =  0 булса, у
холда ф форма мусбат ашщланган форма дейилади.

*>■ —>-
даги (х, у) скаляр купайтманинг 4-хоссаси Я4 да бичизшуш 

форма скаляр купайтмадан иборат булиб, мусбат ани^ланган квад-
—>■ -У '

ратик форма {х, х) ни вужудга келтиришини билдиради-
/Д  да мусбат ани^ланган квадратик формаларни вужудга кел- 

тирадиган бичизикли симметрик формалар мисолларини осонлик би
лан курсатиш мумкин. Содда мнеоллар сифатида иккита бичизикли 
симметрик формани караймиз; бу формалар ихтиёрий белгиланган
ех, е2, . . .  , еп базисда -куйидаги тасвирларга эга:

У~

/ ( * ,  у) =  Х1х 1у 1 +  к2х ,у 2 +  . . .  4- К х аУт (40.5)

/ 2(х, у) =  х ху х +  у  х ху г 4  у  х 2у х 4  х 2у 2 4  • • • +  х пуп. (40.6)

(40.5) форма Я,- >  0 (г =  1, . . .  , п) булган холдагина ва факат шу 
^олдагина мусбат аницланган квадратик форма вужудга келтиради.
Агар, бундан ташк,ари, фазо Яп билан бир хил булса, еъ  . . .  , 

еп базис эса ( 1, 0  . . .  , 0), (0 , 1, 0 , . .  . , 0), (0 , 0 . . . .  1) вектор-
лардан иборат булса, у х,олда / 1 бичизикли форма Яп даги (х, у) 
скаляр купайтма билан бир хил булади. (40.6) форма мусбат аншу
ланган ф2(х, х) квадратик формани вужудга келтиради. Х ^икатан,

—У

з̂ ар ^андай х учун ушбуга эгамиз: , .
-Щ

Ф - Д  х) =  / Д  х) =  х \  4 -  Ху х 2 4  х \  4 -  х2 4  . . .  4  х1 =»
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“  +  +  У ^ Хг)' +  Т  Х2 +  4  +  • • • + Х1 >

>  I  X* +  1  4  +  4  +  . . .  +  * 2.

Бундан эса ф, мусбат аницланган квадратик форма экани келиб 
чщади.

К,уйидаги му^им таърифни киритамиз. /./<■ %ацщий чизицли фа- 
зода скаляр купайтма деб мусбат ашщланган квадратик формами 
вужудга келтирадиган хар цандай бичизикли симметрии формага 
айтилади.

У  ёки бу скаляр купайтмани да бир кийматли бериш учун, 
унинг ихтиёрий базисдаги тасвирини, ёки барибир, шу тасвирнииг 
матрицасини бериш етарли. Масалан, Нп да киритилган скаляр ку
пайтма худди шундай тузилган (28.2-пунктга каранг): скаляр ку- 
пайтманинг ( 1, 0 , 0 , . . .  0), (0 , 1, 0 , . . .  0), (0 , 0 , . . .  1) базисдаги 
конкрет тасвири (40.1) формулалар ёрдамида курсатилган эди.

40.2. Е% ^а^иций Евклид фазоси. Бирор скаляр купайтма берил- 
ган п-рлчовли чизщли %а1\икий Ь% фазо п- улчовли Е# %(щщий Ев-

клид фазоси дейшлади. Х ар кандай х, у  6 учун скаляр купайт- *>■
мани (х , у) белей билан белгилаймиз.

Агар Е'{( Евклид фазосини а ник ловчи скаляр купайтма да /  
бичизикли симметрии форма билан бернлса, ва буни ёзувда курса-
тиш талаб ^илинса, у холда (х, г/)7- белгилашдан фойдаланамиз. п- 
улчовли Евклид фазосининг келтирилган таърифидан, /.£ фазо ва 
факат шу фазонинг узидангина келиб чикиб, унда чексиз куп Епн 
Евклид фазоларини бериш мумкин.

Скаляр купайтма (40.1) формула билан бериладиган фазодан 
таш^ари, Евклид фазосининг яна куйидаги мисолини келтирамиз. 
Агар С1п [а, Ь] ораликдаги хаки^ий коэффициентли, даражаси 
п —  1 дан ошмайдиган полиномлар томонидан хосил килинган чизн^ 
ли гг-улчовли фазо булса, у ^олда 0 " да

ь
(х, у) =  | х(() у {1) си

а

формула скаляр купайтмани аницлашини ва (¡п ни п-улчовли ^аци- 
кий Евклид фазосига айлантиришни текшириб куриш осон, бунда 
х(() ва у(() — С} 11 га тегишли полиномлар.

Е% —  п- улчовли ^а^икий Евклид фазоси ва (х, у) — ундаги амал-

да мавжуд скаляр купайтма булсин. х векторнинг Е* даги узунли- 
ги деб

\х\ =  У (X, .*) (40.7)
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сонга айтилади, Е% га тегишли икки х ва у вектор орасидаги бур- 
чак деб эса

->■ >
Ф =  arc cos % (40.8)

W- \у\
сонга айтилади. Бурчакнинг (40.8) даги таърифида ^ар доим

[X, у) =  Й - \у\ СвБф
мунссабатнинг бажарилиши кузда тутилади.

Ф урчакнинг таърифи коррект булиши (тугри булиши) учун
>;ар !<андай икки х, у  £ вектор учун

и -  mi
тенгсизлик уринли ёки, барибир,

(х, у) 2 <  Й 2 -Й 2 (40.9)

^тенгсизлик у ринли булшшнн иеботлаш керак. (40.9) тенгсизлнкни
одатда Коиш—Ьуняковский тенгсизлиги дейилади. Rn фазода бу 
тенгсизлик исботланган эди (28 .2-пунктга каранг). У ерда берил- 
ган исбот (40.9) тенгсизлик исботига сузма-суз утказилади. Шу са- 
бабли биз уни келтирмаймиз.

Коши— Буняковский тенгсизлигидан Е" га тегишли х, у  вектор-
лар учун

\Х +  у\ <  \х\ +  \у\ (40.10)

тенгсизлик келиб чш^ади. Хакш<атан,

\х +  У\г =  [х ~+  У, х + у )  =  {х, х) +  2(х, у) +  {у, у),
(40.9) формулага биноан

(х, у) <  |х[ \у\,

шу сабабли

!•* + 1/? =  ( х + l j ,  х +  у) <  (х, х) +  2\х\ \у\ + (у . у) =

=  ( й + й ) 2.
-V

Бундан \х +  у\ <  | х | f  I у  |, шуни исботлаш талаб ^илинган эди. 
Агар (х, у) =  0, яыш х  ва у  векторлар узаро у  га тенг бурчак

ташкил ^илса, у ^олда Е" даги х ва у  векторлар ортогонал век
торлар дейилади.
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Агар х  ва у  векторлар ортогонал векторлар булса, у  холда х + у
ни томонлари х  ва у  дан иборат булган тугри туртбурчакнинг диа-
гонали деб ^исоблаш табиийдир. х  +  у  вектор узунлигини топамиз. 
Ушбуга эгамиз:

I* +  ~У\г =  (* +  #> х  +  у )= (х ,~ х )  +  2{х, у) +  (у, у).
*■> “>■
х  ва у  ортогонал булгаии учун (х, у) =  0 ва

| Т +  у\* =  (х, %  +  Гу , У) = Й 2 +  Й 2- (40.11)
(40.11) формула Епя фазо учун Пифагор теоремасининг аналогидир.

Ьу натижа умумлаштиришга иул куяди. х х, х2, . . .  х к векторлар 
иккитадан ортогонал булсин, у ^олда

К  +  Х +  . . .  + 'Х \2 =  Й 2 +  . .  . +  Й * . ’ (40.12)
(40.12) формула Пифагорнинг куп улчовли теоремасининг мазмуни-
ни ташкил ^илади, чунки х г, . . .  хк векторларни улчовли тугри 
бурчакли параллелепипеднинг бир учидан чикувчи ^ирралари деб 
интерпретациялаш мумкин. (40.12) формула (40.11) формулага ух- 
шаш исботланади.

->■ ->■ ->
40.3. Епя да ортонормаланган базис. еь е2.еп векторлар

Епн да иккитадан ортогонал векторлар булсин, у зфлда, агар бу век-
торларнинг ^аммаси 0 дан фарцли булса, улар чизицли эркли бу- 
лади. Ушбу тенглик бажарилган булсин:

Х А  +  М Т  +  . . .  +  к Х  =  0- (40.13)
Унда =  Я2 =  . . .  =  =  0 эканини исботлаймиз. (40.13) нинг
иккала томонини ех га скаляр купайтирамиз. У ^олда.

К ( е 1< е х) +  Х2(ег> е 1) +  ••• +  К ( е п> е 1) =  0 . (4 0 .1 4 )

Шартга кура (ех, ех) Ф 0 ,  4 =  2, 3, . . . п да (еъ  е„) =  0. Шу сабаб-
ли (40.14) дан =  0 экани келиб чи^ади. Я2 =  =  . . .  =  =
=  0 экани :?$ам шунга ухшаш исботланади.

Агар биттаси ^ам налга тенг булмаган е1.еп векторлар
сис гемасининг векторлари иккитадан ортогонал булса, у > о̂лда бу сис-

- -V
тема ортогонал базис ташкил ^илади дейилади. Агар ех, . . .  , еп 
векторлар ортогонал базис ташкил цилса ва бундан ташцари, барча 
векторлар 1 га тенг узунликка эга булса, у холда базис 
ортогонал ва нормаланган ёки тугридан-тугри ортонормаланган

базис дейилади. Ортонормаланган еь  . . .  , еп базис учун ушбуга 
эгамиз:

г =  к да 1,



Иккитадан ортогонал булган ноЛмас векторлар чизшуш эркли Экан- 
лиги юкорида исботланган эди, шу сабабли ортогонал ёки гсртонср- 
маланган базис ташкил цилувчи векторлар £ "  да оддий базис \ам 
ташкил циладилар.

1 - т е о р е м а .  Л'ар цандай п- улчовли Евклид хающий фазосида 
ортонормаланган базислар мавжуд.

И с б о т .  Бу теорема нсботланадиган метод ортонормаланган ба- 
зисни тузиш методидан иборат. Бу процессии одатда ортогоналлаш 
процесси дейилади.

Е" фазода «-улчовли Евклид ^ак^щий фазоси таърифига кура

бирор ел, . . .  , еп базис мавжуд. Олдин ех еп базисдан орто
гонал базис тузамиз.

-~г~ 4-
ё\ =  е 1 Деб оламиз. £ 3 векторни £ 2 =  ег +  куринишда излай-—̂  ̂ "V- —̂

миз. Я сонни (#2, £ 1) =  0 , яъни (ег +  g l)  =  0 теиглик уринли 
буладиган килиб танлаймиз. Бундан топамиз:

(е2, g1) 
(¿1. Л)

Исботнинг давомини индукция методи билан утказамиз. Иккита- 
дан ортогонал ва нолмас g v  £ 2, . .  . , векторлар ясалган деб 
фараз ^илайлик. векторни ^уйидаги куринишда излаймиз:

ёк =  ек +  +  Х2£к_ г +  . . . (40.15)

А-л, Я2, . . . , Я* коэффициентлар цк векторнинг олдин ясаб цуйилган 
ё к  ё ъ  • • • . ёк-\ векторларга ортогоналлик шартларидан топилади:

(Я*, Я1) =  0 , (§к, g 2) =  0 ............... (цк, цк_ г) =  0 .

(40.15) формуладан бу шартлар тула ёзувда ушбу куфинишга 
эгалиги келиб чицади:

(ек +  +  . . .  +  ^ )  =  0 ,

{ек ~Ь К ёк -1 +  • • • +  К - г ё ^  g 2) =  0 ,

(ек +  ^1ё*-1 +  • • • +  К-1ё1’ ёк- 1 ) =  0-
■V “V -V
ё 1• ё ъ  • • • . ё к - 1 векторларнинг иккитадан ортогоналлигидан фой- 
даланиб, охирги тенгликлар системаси анча содда куринишни оли- 
шини курамиз:

*Шуни цайд циламизки,  Ек—х векторлар ^ам' (40.15) формула
буйича тузилади.
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(fik, g i ) +  К~\ (gi> gi) =  0 ,
(ek> gi) "t" (gz, go) =  0 ,

(ek> g k -i)  +  X1(g*_i, gk -i) =  o.

Бундан цуйидагини топамиз:

я*-2  = — | м £ ?  ■ • • , к  =  (40.16)
(gi> gi) (fo  ёг) (gft—1> gk—\)

>
Энди топилган gft вектор нолмас вектор эканини исботлаймиз.

-У —>■ —
(40.15) дан вектор g.2, , gk_ b ek векторларнинг
чизщли комбинациясн экани келиб чикади, бунда ek олдида бирга
тенг коэффициент турибди, аммо g /;_ j  векторни g~v ~g'2 . . . , ~gk__2

векторлар ва ек_ г векторнинг чизицли комбинацияси билан алмаш-
тириш мумкин ва хоказо. Шундай килнб, gk вектор ^уйидаги ку- 
ринишда ёзилиши мумкинлигини курамиз:

gk =  a iei +  « 2е2 +  • • • +  ccA_ 1eft_ 1 +  ек (40.17)

Агар £* =  9 булса, у холда (40.17) дан еъ еъ  . . . , ек векторлар 
чизшуш бог лик экани келиб чицади, бунинг булиши мумкин эмас,
чунки шартга кура е1, е2, . . . , ек еп векторлар £ "  да базис

ташкил цилади. Шундай ^илиб, ¿ к ф  0 ва у , ¿ к_ х
векторларнинг ^аммасига ортогонал. Индукцион фараз исботланди. 
£ =  2 да нолмас иккита ортогонал векторларни ясаш хацидаги тас-
дик; исботланган. Шунинг узи билан Епя да ортогонал g 2, . . . .

базис мавжудлиги аникланди. Агар £ ( /  =  1, . . . , п) вектор
ларни

->*
Р1

g ¡ =  -^ г
1&1

векторлар билан алмаштирилса, у ^олда бу векторларнинг узунлиги 
бирга тенг булади ва биз . . .  ¿ п лар да ортонормаланган
базис ташкил килишини курамиз.

Теорема исботланди.
-V ->■ -V

2- т е о р е м  а. £]'  фазода еь  е2..... е„ векторлар ортонорма
ланган базис ташкил щлсин. У холда бу базисга нисбатан ска
ляр купайтма

/  v  1 l\ ___  rv Q. 1 ^  ß  I I О / л г\ ч г%\
\'v> V /  ^ 1  Ml l ^ 2  Р2 ~Г • • • "Г  ^ n p r i  ( ' i V . l o )
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(40.20)

крринишга эга вклада, бунда х =  а 1е1 +  . . .  +  а„еп, у  =  >̂1е1 +• 
+  рпе„ лар Е" га тегишли ихтиёрий векторлар.

И с б о т .  Скаляр купайтма бичизшуш^ форма булгани учун:

(х, 0) =  а М е 7 ,  ¿ 3  +  X) +  . . .  +
■+ а $ я(еи е„) +  а 2р,(е2, ех) 4- а 2р2(е2, е2) +

+  . .  . +  а 2Р„(е2> еп) + а „ р 1(б„, ех) +  (40.19)

+  а,.Р»(гл. г̂) +  • • • +  и/;р„(ел> е,;).

еи . . . ,  вп — ортонормаланган базис, шу сабабли 
ц. +  ( I =  к да 1,
(б* £*) =  1 1 ф  ^ да о.

(40.19) ва (40.20) дан ушбуга эга буламиз:

(*> У) =  « А  +  « 2р2 +  . . . +  а г,р„.
 чгбпгпандн ____

3 - т е о р е м а .  Е " га тегишли х  векторнинг компонентлари ор
тонормаланган базисга нисбатан шу векторни базиснинг тегишли 
векторлари билан скаляр купайтмасига тенг. ->■ —> —У"

И с б о т. х  —  Е п„ фазонинг ихтиёрий вектори ва ех, ег, . . .  , еп 
исталган ортонормаланган базис булсин.

-V

х =  а хех +  а 2е2 а аеп

булсин. Бу тенгликнинг иккала кисмини ех векторга скаляр купай- 
тириб,

а х =  (х, ех)

тенгликка эга буламиз.

«2  =  (х, ег), . . . , ап =  (х, е.)

экани хам шунга ухшаш исботланади.
Теорема исботландн. ■V
Агар одатдаги уч улчовли фазодагига ухшаш х  векторнинг бир-

лик узунликдаги е векторга скаляр купайтмасини х векторнинг е  
га проекцияси деб атасак, у ^олда Е" фазодаги векторнинг компо
нентлари ортонормаланган базисга нисбатан шу векторнинг базис 
векторларга проекцияларидан иборат булади.

Шундай цилиб, Епн да векторни ортонормаланган базис буйича 
ёйиш билан Я3 да векторни Декарт координаталари системаси орт- 
лари буйича ёйиш орасида тули^ аналогия мавжуд.
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40.4. £ "  Евклид [фазоларининг изометрияси. Иккита £^> ва ЕФ  
хаки^ий Евклид фазолари берилган булсин. Би? биламизки, бу- 
лардан биринчнси бирор ^а^и^ий чизицли фазодан унда (х, у\  
скаляр купайтмани белгилаш билан ^осил булади, иккинчиси эса би
рор, умуман айтганда, бош^а чизи^ли хакиций фазодан унда 
скаляр купайтмани тайинлаш билан х;осил булади, биз бу скаляр 
купайтмани (х, у ).2 билан белгилаймиз. Х,ар кандай го-
моморфизмни ^ам Е ^  нинг £<*> даги гомоморфизма деб ^исоблай- 
миз. Хусусан, Е<яп ва Е ^  ни, агар / :  Е(̂ - >  Е ^  изоморфизм мавжуд

булса, изоморф деймиз. Агар £^> га тегишли ихтиёрий х  ва у  век- 
торлар учун

(/(* ). /  (У )к  =  (*> ¡Ох (40.21)
тенглик бажарилса, { - . Е ^ ^ Е ^  изоморфизмни изометрия ёки 
изометрик акслантириш деймиз. Боищача айтганда, изометрия 
I : £^> -+• £<2) изоморфизмдан иборат булиб, бу изоморфизм тегишли 
векторлар жуфти учун скаляр купайтма цийматини сацлайди. Агар 
/ : £ ^ > - > £ ^  изометрик акслантиришни урнатиш мумкин булса, 
£<,'> ва £^2) Евклид фазолари изометрик фазолар дейилади. Изомет
рия / :£ ^ ) -> -£ ^ 2) биектив акслантириш булгани учун : Е (̂ - + Е 1̂  
тескари акслантириш мавжуд булиб, бу акслантириш х;ам равшанки, 
изометриядир.

Сунгра, /  : £ - + •  £(*> ва § :  £^2) - > £^> акслантиришлар £^>) 
Е%\ Е$> Евклид ^а^и^ий фазоларинингизометрик акслантиришлари 
булсин. У холда £  • / :£ ” >-*• £<з> акслантириш, равшанки, изометрия 
булади.

фазо £^2) га изометрик деган фактни ишора билан бел
гилаймиз: У  ^олда цуйидаги теорема уринли.

4 - т е о р е м  а. Е^\ £^2), £^3> —  ихтиёрий %ацщий Евклид фазо
лари булсин. У  х^олда

а) £<»^£<>>;
б) агар Е ^ ш Е ^  булса, у холда £<2)~ £ { г1);
в) агар £^‘ > ^  £^2>, Е{к2) ^  £<з) булса, у  холда £ ^ > ^ £ < з\
И с б о т  бевосита 1^(1) акслантириш Е{̂ ] фазоиинг изометрияси

эканииннг изометрик акслантириши таърифидан ва изометрик акслан- 
тиришларнинг ю^орида исботланган хоссаларидан келиб чикади.

4-теоремадан ха^и^ий Евклид фазолари орасидаги изометриклик 
муносабати рефлексивлик, симметриклик ва транзитивлик хоссалари- 
га эга экани келиб чикади, ва демак, у барча Евклид фазоларини 
иккитадан кесишмайдиган шундай синфларга буладики, бир синфга 
узаро изометрик булган Евклид фазоларининг хаммаси тушади, изо- 
мётрик б у /ш а Г а Н  ф аЗи лар  э с а  албатта ^ар хил синфларга тушади.
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Узаро изометрик б^лган Евклид хацикий фазолари уз хоссалари 
нуцтаи назаридан Караганда, бу хоссалар векторларни ь^ушиш опе- 
рациясига ва векторларни ^а^и^ий сонларга купайтириш опера- 
циясига, шунингдек, скаляр купайтмага боглиь; булгани учун, бир- 
биридан фар^ ^илмайди. Шу сабабли Евклид з^иций фазоларининг 
изометриклик шартларини аншуташ кизикишга моликдир.

ва Евклид фазоларини вужудга келтирувчи ва ¿^2) 
чизи^ли фазолар изоморфизми Е^> ва Е ^  изометриясининг зарурий 
таркибий кисми булгани учун 36.7-пунктдаги 5-теоремадан шу нар- 
са келиб чи^адики, агар ва Е^] Евклид фазоларининг улчам- 
лари хар хил булса, улар изоморф булмайди ва бунинг устига изо
метрик хам булмайди. Куйпдаги теорема Евклид х^ки^ий фазолари
нинг изометрик булишини зарурий ва етарли шартларини беради.

5- т е о р е м а. Иккита Е\1{ 1 ва Евклид хщикий фазоларининг 
улчамлари бир хил булгандагина ва фа^ат шу цолдагина изомет
рик булади.

И с б о т .  Юцорида айтилганлардан, улчамлари х1ар хил булган 
Е^> ва фазолар изометрик эмаслиги келиб чи^ади. Ш у сабабли, 
агар ва Е<£> бир хил улчамли булса, у ^олда Е^> ва Е (̂ > изо
метрик булишини аник,лаш етарли. 4 -теоремадан, бунинг учун- уз1 
навбатида Е1̂  нинг /?" га изометриклигини аницлаш етарли, да 
скаляр купайтма (40.1) формула билан киритилган.

40.3-пунктдаги 1-теоремага биноан Е^> да ортонормаланган
*>• — —>- -V
ё ъ  ёг< • • • > ёп базис мавжуд. Агар х  ва у  —  Е (Х) даги ихтиёрий век- 
торлар булса, у ^олда > да скаляр купайтма, 2 - теоремага бино
ан, ушбу формула бйлан ифодаланади: ,

(•*> У) — » 1̂ 1 +  а гРг +  • • • +  аг$п- (40.22)

Одатдагидек,

<£ =  ( 1, 0 ...............0), ¿Г =  (0 , 1, . . .  , 0 ), Тп =  (0 , 0 ...... 1) бул-
син. У  ^олда Яп даги скаляр купайтма учун (40.1) формула 
е1 е„ векторлар да ортонормаланган базис ташкил ^или-

П П*>■ -V
лишини курсатади. Хар ^айси х  =  ¿и  а ‘§1 га даи ¡(х ) =  2 * а ‘е‘

1=1 г=1
векторни мос келтириб, акслантиришни тузамиз. 36.7-
пунктдаги 6 -теоремани исботлашда /  акслантириш ва Яп ора- 
сида изоморфизм экани исботланган эди, (40.22) ва (40.1) форму- 
лалардан /  бунинг устига векторларнинг тегишли жуфтлари учун 
скаляр купайтмани саклаши ^ам келиб чикади. Ш у сабабли Е£> ни 

га изометрик акслантиришдир.
Теорема исботланди.
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41- §. Узига кушма операторлар. Квадратик формаларни каноник 
куринишга келтириш

41.1. Ер  даги узига кушма операторлар. Агар Е пк га тегишли 
хар кандай икки к ва у  вектор учун

( / Й . У ) = Й Ш  (41.1)

тенглик бажарилса, у холда f  чизшуга оператор п- улчовли хакикий 
Епц Евклид фазосида $зига к$шма оператор дейилади.

1- т е о р е м а .  /  чизицли оператор Ед фазода узига к^ушма опе
ратор булиши учун Я ’1 фазонинг хар кандай ортонормаланган ба- 
зисидаги тасвирининг матрицаси симметрии матрица, яъни тас- 
вирининг матрицаси унинг транспонирланган матрицаси билан 
бир хил булиши зарур ва етарли.

И с б о т .  е и ..., еп— £д фазонинг ихтиёрий ортонормаланган баг 
зиси, х  =  сх ^ -ь  ... +  апеп ва у  =  $1е1 + . . .  + р ,;е„ эса £ «  фазо
нинг иккита ихтиёрий вектори булсин. Агар 2 =  /  ( х) ва

^11 1̂2 • * • ^1 п 
а21 &22 • • • а2П 

• • • • • ’ •
ап1 й«2 • • • &пп

матрица /  операторнинг е1г ... , еп базисдаги матрицаси булса, у 
^олда г векторнинг компонентлари ушбу формула буйича топилади:

Ъ =  « ¿ А  +  а12а 2 +  . . . +  ата п (г =  1, 2 , ..., и).
Бундан

П П

( /(* ) -  Ъ  =  (г , у) =  2 ^ р < = 2  «и***?» (41-2)
,■=1 /,а=|

экани келиб чнкади. Шунга ухшаш
П

(х ,  / ( ! ) )  =  2  (41-3)
», *=1

эканини топамиз.
(41.2) ва (41.3) формулалардан (41.1) тенглик

О/й =

тенглик уринли булгандагина ва факат шу холдагина, яъни А мат
рица симмртрик булгандагина бажарялкши келиб чи^ади.
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2- т е о р е м а. ЕЦ, фазога тегишли f бичизщли симметрии фор
ма учун шундай узига ¡{ушма фу: Е%-*- Е% оператор мавжудки,

f (x ,  У) =  (Ф/ ( х). У) (41.4)
формула уринли булади.

И с б о т .  еъ еп —  ER га тегишли ихтиёрий ортонормаланган
базис булсин. У холда f бичпзикли форма бу базнсда ушбу тасвир-
га эга булади:

П

f i x ,  У) = 2  Ра. (41-5)
t ,  4 =  1

бунда бу тасвирнинг

(а11 а12 ".. 0 
а21 а22 ... а

Ящ 0/J2 о 
матрицаси симметрии матрицадир.

У —>■
—— Ш у е абабли еТ, е„ базигда_____________

£2] =  -{“ £2j2^2 “1“ ... "1“ ^1/i /̂I.

° 2— а2\а 1 +  а22а 2 “Ь +  а2па 'Ка п ~  a nia i  +  о /12а 2 +  .. .  +  а ппа.п

формула билан бериладиган ф¡ : E R — * E R  чизи^ли оператор 1 -теорема- 
га асосан узига цушма оператордир. Ушбу

П

f (х, У) = ^ а *  Р* =  (Ф/ (*)> У)
k=\

тенглик уринли эканини куриш ссон.
Теорема исботланди.
3- т е о р е м  a. E R да узига i^yium f операторнинг барча кос 

циймагплари хакикийдир.
И с б о т .  f оператор Я0 =  £ +  /т) комплекс илдизга эга деб фараз

^илайлик. 8 - теоремани (38.3- пункт) исботлашда E R  га тегишли 
х, у ф  0 векторлар мавжуд булиб, улар

f ( x ) = - - l  х  — t\y, f  (у) = w  +  l y  (41.6)
-> —у-

тенгликларни ^аноатлантириши ва х, у  векторларнинг чизицли зо 
бики операторнинг икки улчовли инвариант кнсм^фазоси экани анщ - 
ланган эди. (41.6) дан ушбуга эга буламиз:

f(x ) , Ъ  =  1 (х, у) — л Су , Ъ ,

С*, f  Су)) — л { х ,  х ) + 1 (х , у).
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( / М . У) =  ( х, f (у)) булгани учун иккинчи тенгликдан биринчи 
тенгликни айириб, ушбуни топамиз:

О =  2г) [ ( х, х) +  (у ,  J)].

Шундай ^илиб, ( х, х) +  ( у ,  у) ф  0, шунинг учун г) =  0. Бу Х0 =  
=  | гг) комплекс хсс ^иймат деб ^илган фаразимизга зид келади. 
Х,ар ^андай чизшуш оператор ацалли битта хос ^ийматга эга бул- 
гани учун узига кушма операторнинг барча хос цийматлари ^а^и^ий 
сонлардан иборат булади.

4- т е о р е ы a. f : Е # —> ER —  узига кушма оператор булсин. У  
цолда шундай ортонормаланган базис мавжудки, унда бу опера
тор тасвирининг матрицаси диагонал матрицадир. 38.4-пунктга 
биноан бу базис /  операторнинг хос векторларидан иборатдир.

И с б о т. 3- теоремага биноан f узига кушма операторнинг xaiyi-
ь;ий мос циймати Хл мавжуд. Унга ех хос вектор мос келади. е х 
вектор узунлигини, умумийликни бузмаган холда, бирга тенг деб

п
^исоблаш мумкин. Р туплам Е% даги е, га ортогонал векторларнинг
хаммасининг туплами булсин. У  холда EnR нинг исталган х, у  
векторлари учун ва з^акиций X ва ц сонлар учун ушбуга эгамиз;

(Х х  4- цу, ех) =  Х(х, 7Х) 4  н (У> £ )  =  0.

Бундан Р, ER нинг ^исм фазоси булиши келиб чицади. dim Р —п— 1 
экани равшан. Р f  операторнинг инвариант кисм фазоси эканини
курсатамиз. Дакикатан, х £ Р  булсин, у ^олда { х, ех) =  0. Шунинг 
учун

(/(х), еТ) =  (х, f i X ) ) =(х,  Хх e j = X ( x ,  Тх) =  0
-У

ва демак, /  (х) £ Р . Шундай цилиб, Р /  операторнинг инвариант к;исм 
фазоси.

Шу сабабли, 3 -теоремага кура, Р да f операторнинг а^алли битта
хос циймати бор, бу к,ийматга узунлиги бирга тенг булган е2 хос 
вектор мос келади. Бу ясашни давом эттириб, биз ортонормаланган
базис ^осил цилувчи п та ех е2, ..., еп хос векторларга эга була- 
миз.

f ( e t) =  Xfit (< =  1, 2 , ..., п) 

булгани учун /  операторнинг еъ  ..., еп базисдаги матрицаси



куринишга эга булади, бунда Я,- (г =  1, п) f  операторнинг хос 
цийматлари.

Теорема нсботланди.
41.2. Квадратик формани каноник куринишга келтириш.Лгар шундай

ег, ..., еп базисни (E'R булган холда базис ортонормаланган деб 
куишмча фараз цилинади) курсапшш мумкин булиб, %ар цандай

• ГЫ
х  =  У  а ‘е‘ квадратик форма е1  е„ базисда

i= 1

Ф ( х, х) =  Яха? +  Я2аг +  ... +  кпа п (41.7)

куринишга эга булса, L% вки ER да квадратик форма каноник ку
ринишга келтирилган дейилади.

5- т е о р е м а. ф форма п Улчовли ER Евклид хающий фазосида- 
ги квадратик форма булсин. У уолда бу квадратик форма кано
ник куринишга келтириладиган ортонормаланган базис мавжуд 
булади.

И с б о т .  f \E'1rx E r —> R1 форма Er  даги бичизикли симметрии 
форма булиб, ф квадратик формани вужудга келтирсин. 41.1- пунктдаги
2 - теоремадан

f i x ,  У) =  WV ( ~х), у)

тенгликни каноатлантирувчи узига к,ушма фу \Е% -* Е\ оператор мав- 
жудлиги келиб чикади. 41.1-пунктдаги '4- теоремадан фу опера
торнинг хос векторлари ташкил ^илган ev  ..., еп ортонормаланган 
базис магжудлиги келиб чикади. Бу базисда биз цуйидаги тенгликка 
эгамиз:

-ф/ ( «Л =  V /  (i =  1, «).

бунда X/ лар фу операторнинг хос цийматлари. Шунинг учун:

/  (х  у) =  (Ч>/ (х).  у ) =  U /  2  2  Р* е*  =
\ ¿=1 a=i /

=  2  2  М *  =  Xi«iPi +  М 2Р2 +  ... +  Х„а„Р„.
\/=1 ¿=1 /

Ш у сабабли ф квадратик ферма учун к.уйидагпга эга буламиз:

Ф (х, х) =  Яха 1 -f- Я2а 2 -)-... +  Я„ап .

Теорема исботланди.

Н а т и ж a. LnR уакщ ий чизицли п- улчовли фазо булсин, бундан Е% 
фазо бирор скаляр купайтмани тайинлаш билан \осил цилинган 
булсин. У  вацтда Ер нинг исталган базиси автоматик равишда LnR
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нинг .\ам базисы булади, бичизщли ва квадратик форма тушунча- 
лари эса 1д ва Епк учун бир хилдыр. Шу сабабли 5- теореманинг 
ифодасида Е% ни ¿д  билан алмаштириш мумкин ва Ед даги ор- 
тонормаланган базисни ¿д  даги оддый базис билан алмаштириш 
мумкин.

5- теоремадан чиркан натижада ифодаланган фикр ушбу усул 
билан кучайтирщшши мумкин.

6 - т е о р е м а. п улчовли чизщли хси^щиы ¿д  фазода ыккыта 
Ф! ва ф, квадратик форма берылган булсин, шу билан бирга ф2 
форма мусбат анщланган булсин. У  холда ¿д  да иккала квад
ратик форма .хам каноник куринишга эга буладиган базис мавжуд.

И с б о т. / 2 : ¿д  х  ¿д  ->  Я 1 форма ¿д  даги, ф2 квадратик формани 
ташкил цилувчи бичизикли симметрйк форма булсин. Ц[ да скаляр 
купайтмани

(* . у) =  Ш , у)

формула билан тайинлаймиз ва шу йул билан п- улчовли Евклид
^а^иций фазоси £д га эга буламиз. 41.2-пунктдаги 5 - теоремага

0  ̂ ■>
кура £д да ортонормаланган ех, .... еп базис мавжуд, бу базис-
да фх форма каноник куринишга келтирилган:

Фх ( х, х) =  -)- Я2аг +  ... +  Хпа 2п -
Ортонормаланган базисда скаляр купайтма

/г ( х, у) =  ( х, у) =  а хрх +  а 2р, -(- ... +  а,.Д.,

куринишга эга булганлигн учун ана шу ¿1, е2, ..., еп базиснинг 
узида иккинчи форма ^ам каноник куринишга эга булади.

Агар ф! да ф2 квадратик формаларни ¿д  даги формалар деб,
—V —>- ->-
ех, еъ ..., е„ базисни эса ¿д  даги базис деб карялса, исботланган 
тасди^дан исботланадиган теореманинг уринли экани келиб чикади.

М и с о л. /?3 да /  :У?3 х  /<3 — бичиз1щли симметрик форма ¿,1 =
=  ( 1. О, ... 0 ), е2 =  (0, 1, 0), е3 =  (0 , 0 , 1) базисда

0 4 =  - 1
УЗ 

0 2
V 3 

— 1 2  0

матрица билан берилган булсин. /  бичизикли форма вижудга кел-
тирган ф/ квадратик формани каноник курннишга келтириш талаб 
«¡илинадн.

Олдин шуни кайл кпламияки, агар х  — {х „  х г, х 3) за у  — (¡/1,
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у2> у3) Я3 лаги иккита нхтиёрнй вектор булса, у *\олда /  ва фу фор- 
малар еу, ~е.ь  е3 базисга нисбатан ушбу тасвирларга эга булади:

/ и ,  Ъ : х ,у2 — Хуу3 +  х 2Цу +  2х 2//3 — х3уу +  2х3у2,

Фу (х, х) = - ^ = х 1х2— 2ххх 3 +  4х2х 3.
У  з

41 . 1-пунктдаги 2 -теорсмага биноан исталган х, да ушбу / (х ,

^ )= ,,(ф у(х) "у) тёнглнкни каноатлантирувчи
фу: / ?3^  Я3

чизикли операторга эга булампз. е1, е2, е3 базисда фу бунда» тасвир- 
ланади:

х \ =  у ^ к* - х *

фу : х2 =  Ху +  2х3,

  — *¿ =  *1 +  2  *'г'------ —

Шунинг учун фу операторнинг характеристик полиноми уш бу кури- 
нишга эга булади:

сЫ II Л — Я£ II =

—  Я —  1
V  3

4 = .  —  Я 2 
/  3
— 1 2 — Я

Бундан фI нинг характеристик сонлари

ЗЯ3 - 2 5 Я  +  16 у Т  =  0 

тенгламанннг илдизлари экани келиб чи^ади.

ЗЯ3 -  25Я +  16 У З  =  (Я — У З  ) (ЗЯ2 +  ЗЯ] "3 -  16) 
булгани учун фу нинг характеристик сонлари бундай булади:

. -  л - 3 / 3 '  + / 2 1 9  ,  3 У 3 ~  / 2 1 9
Ху =  V з  ,  л2 = ------------------------- ц  .  л 3  — 6

Суигра я ,, £ 2 Ян- хос векторларни куйидагн чизикли тенгламалар 
системасидан юпамиз:

—  К Х1 +  х2 — х3 =  0,

—  X! —  Я(х2 4- 2ха =  0,

— Ху +  2х3—  Х,х3 =  0,
бунда х? +  х? +  * з =  1 шартда / =  1, 2, 3.
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41.1- пунктдаги 4-теореыадаН g b g 2, g 3 векторлар топиЛиШи мум-
кинлнги ва улар ортонормаланган базис ташкил цилишлари келиб 

-*•
чи^ади. Биз g 2, g 3 компонентларининг <?х, е2, е3 базисдаги сон iyiii- 
матларини муста^ил топишии у^увчиларга ^авола ^пламиз.

Энди х, у  — /?3 га тегишли ихтиёрий векторлар ва х  =  
->* —>•

=  +  « 2^2 +  а-£-л._ у  =  +  p2g 2 +  p3g 3 лар уларнинг g v g 2,
g 3 базис буйича ёйилмалари булсин. У ^олда 4 1 -пунктдаги 5 -тео- 
ремага кура ушбуга эга буламиз:

И Х .  5 =  V T » A  +  - -З' т  +  +  - 3^ 6- ^ а ,р , .

ь Сх. 5 - / 3 -о? +  +

41.3. Инерция ьриуни. Олдинги пунктда квадратик формани те
гишли Er Евклид фазосида таъсир этувчи чизицли узнга ^ушма
оператор ёрдамида каноник к)финишга келтнриш усули курсатилган 
эди. Квадратик формаларни каноник куринишга келтиришнинг бошца 
усуллари хам мавжуд. п- улчовли ха^и^ий чизш^ли фазода квадра
тик формага боглик; булган ^андай мицдорлар бу формани каноник 
куринишга келтириш усулига богли^ булмаслиги, бошкача айтганда, 
¡и  да квадратик формага боглик булган к а йен мшуюрлар Lr даги, 
квадратик форма каноник куринишга эга буладмган базцсга богли^ 
булмаслигига дойр масалалар бизни цизи^тиради.

ТХ " ̂  ^
Агар ф :DR- + R 1 квадратик форма бирор ev  е2, .... еп базисда

каноник куринишга келтирилган булса, у ^олда х £ Er вектор-
нинг а,- компонентлари квадратлари олдидаги Х1 коэффициентлар 
мусбат, манфий сонлар ва ноль булиши мумкин. Базис векторлари- 
нинг номерларини уз/артириш ^псобига хар доим олдин мусбат коэф- 
фициентли квалратлар, сунгра эса манфий коэффициентли квадрат- 

' лар келишига эриШиш мумкин. Ноль коэффициентли квадратлар 
ёзувда катнашмайди.

■ у
Шундай ¡^нлиб, ф : ^ - » - # 1 квадратик форма L\ даги ev  е2, ..., 

еп базисда уш бу каноник куринишга келтирилган булсин:

Ф ( х, х ) =  ^ a i  +  Х2аг 4- ... -\-кр<Хр — (41.8)

Хр+1®р+1 ••• ^•p+№p+q.
п

У ^олда ..., Яр, Яр+1, . . . ,  Кр+1, мусбат сонлар х =  ¿ ¿ а эса Lr
/=1

га тегишли ихтиёрий вектор. Уша квадратик форманинг узи бошка
базис f x  / „  да ^ам каноник куринишга келтирилган деб фараз
килайлик!
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ф (* , xj =  fijY? +  -  4 -ÍV  Vp— Цр’+i Yp'+i ••• IV + ? ’ Vp'+í'» (4 l -§)

бунда цх, ..., f v ,  Цр'+i. * Ир'+ í ’ — мусбат сонлар ва x = ^ y j ‘
1=1

вектор га тегишли ихтиёрнй вектор.
У ^олда квадратик формаларнннг инерция ^онуни деб аталувчи 

куйидаги теорема уринли.
7 - т е о р е м а .  Агар квадратик форма иккита \ар хил усул би- 

лан (яъни иккита \ар хил базис танлаш ёрдамида) каноник K íjpu- 
ншига келтирилган булса, мусбат коэффициешпли квадратлар со
ни .щи, манфий коэффициентли квадратлар сони иккала холда 
хам бир хилдир.

Бош1\ача айтганда (41.8) ва (41.9) формулаларда ушбуларга 
эгамиз: р  =  р ' ва q = q ' -  (41.8) ва (41.9) формулаларда нолга тенг 
коэффнциентлар сонн мос равишда п — (р +  q) ва п — (р' +  q') га 
тенг булгани учун теоремадан нолга тенг коэффнциентлар сони 
хам квадратик формани каноник куринишга келтириш усулига 6 o f - 
ли^ эмаслигн келиб чи^ади.

7 -теореманинг исботи к,уйидаги леммага асосланган.
Л е м м а .  Р*А) ва Р !0лар нинг иккита цисм фазосн ва k + l >  п

булсин, у холда шундай х ф д  вектор мавжудки, бу вектор 
х  £ P (k> (]Р^1) муносабатни ^аноатлантиради. (Бунда, кабул цилинган 

белгилашларга биноан, k =  d im P(4), /  =  dim PU).)
И с б о т .  P{k) да бирор ev  е,, ..., ek базисни, Р да эса fv f2;

. . . ,  f¡ базисни танлаймиз. k -\-1 > п  булгани учун ег, е 2. . . . ,  ek, fv
- у . ■ ^

/ 2, . . . ,  l¡ векторлар системаси чизи^ли богли^. Ш у сабабли хамма- 
си бир ва^тда нолга тенг булмаган Xv  Я2, . . . ,  Л.*, , ц2, • • ■> И/
сонлар мавжуд ва улар ушоу тенгликни ^аноатлантиради:

+  К е2 +  • • • 4* +  Щ fi +  • • • + fi ~
Бундан -*■ -*■

+  К е2 +  . . .  +  kkek — —  ц 1[ 1 . . .  Ц/ fi
ва, маълум булишича,

1 -v > -*■
х  =  Ci +  Х2е2 +  . . .  +Я /геА =  — Щ /i  —  • • • М/ / /

вектор бир ва^тнинг узида Р<к) да ^ам, Р’ !) да ^ам ётади. Шунинг
учун х £ Р <А) П ^ <0- Агар х = в  булганда эди, elt ег, ..., ek век- 
торларнинг чизшуш эрклилигига кура =  Х2 — . . .  =  =  0 булар

| ЭДИ> fv  f   fi векторларнинг чизщли эрклилиги туфайли цх=
=  ¿i2 = = . . . =  |.1; =  0 булар эди. Шу сабабли Х2, . . . .  К , ц2,

! . . . ,  Ц/ сонлардан а^алли биттаси нолдан фар^ли, бу эса х ф  О му-
носабатнинг тутрилигини курсатади. Лемма исботланди.
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7- т е о р е м а н и н г и с 6 о  т и. <р: D Z?1 квадратик форма 
. . еп базисда каноник куринишга келтирилган булсин:
Ф ( х, х) =  а?  +  . . .  +  1Р а 2р—  Яр+1ар +1 —  . . .  —  Яр+(? « р +?> (41 .10)

А. /г. • • •> f„ базисда эса ушбу каноник куринишга келтирилган 
булсин:

Ф ( х, х) =  +  . . .  -f- цр'у2р' —  Up-+1 Yp-j-i — . . .  —  f v + ? ’ Yp'+?’,
(41.11)

бунда, одатдагидек *,lt Х2 kp+q >  0 , ц2, . .  ,. црЧ ?.' >  0 ,

х =  а / ,  f  . . .  +  а , Х  =  Y iT i +  • • • +  VnTn-

Биз р — р' ва <? =  <?' эканини исботлашимиз керак. Бу тенглик- 
лар уринли эмас деб фараз цилайлик. Масалан, р >  р' булсин. Е д 
нинг еъ ^ . . , е р векторлар вужудга келтирган ^исм фазосини Р(р) 
билан, f(P'+\), ..., fn векторлар вужудга келтирган цисм фазссини 
эса р (Г1~р ) билан белгилаймиз. d i mP(p) =  р, dim р (п— =  п — р' 
экани равшан, чунки Р {,)) ва р (п—р ) кием фазоларни вужудга кел- 
тирувчи векторлар системалари чизшуж эркли векторлардан иборат. 
р >  р', шу сабабли

(я — р') +  р >  п

ва леммага асссан нолга тенг булмаган ~х £ Р(р) П Р <п~ р’] вектор мав- 
жуд. Шунинг учун

*  =  а хех - i  а2 е2 +  а „ ер
ва

х  =  V p ' + i /  p ' + i +  I V ' + x f  р 'ч - 2  +  . . .  +  у , . / , , .

- >  ->  — >■

Шундай килиб, х вектор ev  <?2.........  еп базисда а ъ . . . ,  аР: 0.........0
комлонентларга, Д, Д., ..., fn базисда эса 0, . . . ,  0, уР’+ ь  У„ 
компонентларга эта. (41.8)  ва (41. 9) фэрмулалардан фойдаланиб,
<р(х, х) учун ^уйидаги формулаларга эга буламиз:

Ф(* ,  х) - V ?  f  • • • + V 4 > 0 ,  (41.12)

Ф(х,  х) =  —  цр.+ 1у 2р.+1 —  . .  . —  ¡ip.+q. yp.+q. < 0 .  (41. 13)

(41.10) ва (41.11) мунссабатлар биргаликда эмас, шу сабабли 
биз р >  р' деб цилган фаразимиз нотугри. р <  /У, q >  q' , q <  ^  
муноса^атларнинг уринли булмаслиги ^ам шунга ухшаш аншушнади. 
Демак, р ~  р' ва Теорема исботланди.

274



42-§ . Ортогонал операгорлар. Евклид геометрияси

42. 1. Ортогонал операторларнинг таърифи ва асосий хоссалари.
Илгаригидек E r п улчовли ^акп^ий Евклид фазссн булсин. Агар f  
чизикли оператор £ «  да векторларнинг скаляр купай тмасини сакла- 
са, яъни £ « г а  тегншли исталган х, у  вектор учуй

(fix), Н Ъ )  =  & Ъ  (42.1)

тенгляк урннли булса, /  чизикли оператор £ «  да ортогонал дейи- 
лади.

Ортогонал операторлар бир ка тор му^им хоссаларга эга.
а) Ортогонал оператор векторлар узунликларини узгартир- 

майди.
Хакикатан, агар х, Е% га тегншли ихтиёрий вектор булса, у

холда (42. 1) формулада х  =  у  деб олиб, ушбу тенгликка эга бу- 
ламиз:

I f  й  I2 =  (/(*). f  ( Й  )_=  (}> Ъ . = .  ¿ Д . ___________ ^ 2)

б) Ортогонал оператор векторлар орасидаги бурчакларни уз- 
гартирмайди.

Бу тасдик ушбу формуладан бевосита келнб чи^ади:
-> -+■
( X, у)Ф =  arc cos
1*1 \у\

бунда ф — EnR га тегншли исталган х, у векторлар орасидаги бурчак. 
Х,аки^атан,

arc cos =  arc cos- ('х' ^
I/W 1I/WI |*| м

в) Ортогонал оператор ортонормаланган базисни яна ортонор- 
маланган базис га утказади.

Бу тасди^ а) ва б) хоссалардан бевосита келиб чщадиган нати- 
жадир.

г) /  — Е% даги ортогонал оператор ва ev  е„ Е^ даги орто-

нормаланган базис булсин. Ортогонал f  операторнинг еъ  ег, ..., е„ 
базисдаги матрицасини

(42.3)

ап а1г

А = а ,х 022 • ■ а2и

о,ц ап2 • • Ол.|
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билан белгилаймиз. У  %олда:
1. А*А  =  £ ;
2 . =

3. с1е! А =  ± 1 ,

бунда А* матрица А га нисбатан транспонирланган матрица, 
Е эса бирлик матрица.

И с б о т .  в) хоссадан / (е,), ¡{е2), . . . ,  / (е„) векторлар £ «  да ор- 
тонормаланган базис ташкил цилишн ва шу сабабли /  ортогонал 
оператор чизщли айнимаган оператор, унга мос матрица А эса 
махсусмас матрица, яъни с!е1 А ф  0 экани келиб чи^ади. Сунгра,
А матрицанинг устунлари ¡ { е^ ,  ..., ¡(е„) векторларнинг еи Тп ба- 
зисга нисбатан компонентлари наборидан иборатдир.

г =  к да 1,(/(г.). /Ы )  = ¿ Ф к  да О

булгани учун, бу муносабатларни /  ( е ^  векторлар компонентлари 
ёрдамида ёзнб, ушбуга эга буламиз:

/  =  А да 1, 

1 Ф к  да О,
(42.4)

Л матрицагя. нисбатан тпянспонирланган Л* матрицанинг сатрла- 
ри Л :'инг устунлари булгани учун, (42. 4) дан

А* А  =  Е  (42.5)
экани келиб чш<ади. У  холда тескари матрицанинг таърифи ва хос- 
саларидан (33. 3- пунктга каранг)

А * = А ~ 1 (42.6)
экани келиб чи^ади.

(Ы Л =  det л*
булганидан, (42. 5) тенгликка матрицалар купайтмасииинг детерми- 
нанти .^а^идаги теоремани (32. 6 - пункт) татбик ^илиб, ушбу тенг
ликка эга буламиз:

ёе1 Л =  ±  1;
г) хосса исботланди.

<1е1 А  =  1 булган ортогонал операторлар хос, det Л =  —  1 булган 
ортогонал операторлар эса хосмас ортогонал операторлар дейилади. 
Агар

Ян а12 . . . &1/1

Л = «21 (2о2 . . . а-2п

ат йП2 • • &пп
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матрица махсусмас ва
А* =  Л-1

булса, у ортогонал матрица дейилади. Бирор /  чизи^ли оператор- 
нинг матрицаси бирор ортонормаланган базисда ортогонал булса, у  
з^олда /  оператор ££  да ортогонал оператор булишини исботлаш осон. 
Биз укувчига фойдали маши, сифатида бу тасди^ни исботлашни тав- 
сия циламиз.

42. 2. Бир улчозли ва икки улчозли Евклид фазоларида ортого
нал операторлар. Дастлаб ортогонал операторларни £ д  бир улчовли

Евклид фазосида цараймиз. е вектор £ «  ни вужудга келтирувчи
вектор булсин. У ^олда / ( е ) =  \е. [  — ортогонал оператор булгани 
учун

( / (е), /(<?)) = ( е ,  е)
ва, демак,

К2 (е,  е) =  {е, е),
яъни к —  ±  1. Шу сабабли Е'н фазода иккитагина ортогонал опера
тор бор: /,  (х) =  л: ва / 2(х) =  — х. Бу операторлардан биринчиси- 
Е\ да ортогонал оператор булиб 1 Е\ айний акслантиришдан иборат-

—V
дир, иккинчиси эса хосмасдир. Равшанки, / 2(х) оператор 0 элементга 
нисбатан ^айтишдан иборатдир.

Энди /  оператор Е\ да ортогонал оператор булсин. ихтиёрий е1, ег. 
ортонормаланган базисни белгилаймиз ва?у о

матрица /  нинг бу базисдаги матрицаси булсин. /  — ортогонал опера
тор, шу сабабли, 4 2 .1 -пунктдаги г) хоссага биноан ушбу тенгликка 
эгамиз:

(42. 7)

Энди /  —  хос ортогонал оператор, яъни с!е1 А  =  1 деб ^ушимча 
фараз циламиз. У х,олда (33.22) форму ладан А  матрицага тескари 
Л-1  матрица учун ушбу формулага эга буламиз:

б _ Р  
— у а

“  р 1Г1
а V

У 5 1 1 “ Р б

Л“ 1- (42.8)

А  =

(42. 7) ва (42. 8) дан Л матрица
а

Р
-Р
а
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А  =

куринишга эга экани келиб читали, бунда a '2 - f  р2 =  ]. а  =  cos ф,
Р =  sin <р деб оламиз. У  ̂ олда А  матрица ev ег ортонормаланган
базисда

cos ф —  sin ф
sin ф cos ф

куринишга эга булади. Бун дан, E 2R да ортогонал хос оператор Е\
ни 0 элемент атрофида ф бурчак цадар айлантиришни ифодалаши 
келиб чи^ади.

Энди f  оператор Е\ да хосмас ортогонал оператор булсин. Бу 
^олда det А  =  —  1 ва (33. 22) формуладан фойдаланиб, топамиз:

(42.9)
а  р —i — б Р
у  б V — а

0 2 .  7) ва (42. 9) формулалардан
а  =  —  б, р =  у

А  =

экани келиб чикади ва шу сабабли А матрица ушбу куринишга 
эга булади:

“  Р II.
Р — «  I I

А  симметрии матрица, шунинг учун А* =  А  ва /  операторнинг ор- 
тогоналлигидан фойдаланиб, ушбуга эга буламиз:

А2 =  А -А  =  Л*.Л =  £ .I

Энди х Ф  0 вектор ех =  / (х) -j- х ф в  шартни ^аноатлантирув- 
чи вектор булсин. Бундай х  вектор албатта топилади, чунки акс 
^олда /  оператор f ( x ) = ~ x  куринишга эга булади ва унинг е,, 
е 2 базисдаги матрицаси бундай булади:

—  1 О 
О — 1

Аммо у ^олда det А — 1 ва f  —  хос ортогонал оператор булади, бу
эса бошлангич фаразга зидлик к;илади. ех =  Ах +  х  вектор /  опе
ратор учун хос вектор булишини ва 1 хос ¡^ийматга мос келишини 
исботлаймиз. Ха^и^атан,

/Й )  =  / ( / ( * ) + * )  =  Р(х) +  f ( x )  =  X +  f ( x )

Ортогонал операторлар векторлар орасидаги бурчакларни сацлагани
учун (42. 1- пункт) е2 вектор ех векторга ортогонал, бу хам йу- 
налишни са^лайди ва шу сабабли хос вектор булади. Бундан таш-

А =
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^ари, (42. 1- пунктга ^аранг) унинг узунлиги ортогонал оператор 
таъсиридан узгармайди, ва шунинг учун

/ Й - ± « Т  (42-10)

Шу сабабли умумийликни бузмасдан ортогонал деб ^исоблаш мум-
кин булган е2, е2 ортонормаланган базисда, f ортогонал оператор- 
нинг матрицаси ушбу куринишга эга:

1 О 
0 ± 1

Плюс ишорани чи^ариб ташлаш керак, чунки, фаразга кура f  опе
ратор хосмас оператордир. Шундай к,илиб, х,ар ^андай хосмас орто
гонал оператор бирор сртснормаланган базисда ушбу куринишга. 
келтирилиши мумкин:

а 2 =  —  а2
ва бу базисда f ушбу

J — 0 4   ------------------------------------------------------------------

о - 1 1
-V-

матрицага эга. Равшанки, f оператор ех вектор орцали утувчи 
тугри чизичщ нисбатан аксланишни ифодалайди.

42. 3. EnR да ортогонал опера горлар. (£)
Л е м м а ,  f : ER-+E'R — ортогонал оператор ва Р — f нинг k 

улчовли инвариант цисм фазоси б у  м ин. У  ^олда

1) f (P <A,)== Р(Л>;
(k)

2) Р цисм фазонинг барча векторларига ортогонал векторлар 
туплами ( п — k) улчовли р ' ‘ ’ цисм фазо ташкил цилади, бу

(k)
цисм фазо Р нинг ортогонал тулдирувчиси дейилади\

3) р'п к), f операторнинг инвариант к;исм фазоси б$лади.
И с б о т .  Инвариант цисм фазонинг таърифидан

f (P {k)) ^ P ik)
(*)

экани келиб чи^ади. Шу сабабли х £ Р  учун.

? ( * ) - / Й
формула буйича таъсир цилувчи

f Л  P (k)

оператор мавжуд. Исталган х, у  £ P k) да

( J й ,  f  (у)) =  (fix), /Й ) =  й  у)
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л (£)
:6f лгани учун f оператор Р да ортогонал оператор булади. Ор
тогонал оператор ортонормалаган базисни ортонормаланган базисга 
в /£\ 
утказгани учун f  чизи^лн айнимайдиган оператор ва демак, f(P ) —
—Р <А) (3 3 .3 4 -§  ларга ^аранг). Сунгра, f  (Р(4,) = Р и), чунки f (P(k)) =  

— ]{Р(к)) ва 1-тасдиц исботланди.
■ V -V

ЭнДи 2-тасдикни исботлаймиз. Е% да ортонормаланган еъ  е .г, ...
■*> (Й)
•«„ базисни ^араймиз, бу базиснинг векторлари Р  да ётади. Бун-

(fc)
.дай базис олдиндан мавжуд, чунки Р даги исталган базисни E# 
даги базисгача тулдириш мумкинлиги равшан. Шундан кейин ор- 
тогоналлаш процесси (40. 3- пунктга каранг)бизни керакли ортонор-
'маланган ev  е2, . . . ,  е„ базисга келтиради, бу базиснинг ех, е2, ..., ек 
векторлар Р  да етади.

  еп векторлар, равшанки, Е% да (п —  k) улчовли кием
фазо вужудга келтиради, уни р {п~к) билан белгилаймиз, шу билан 
бирга ортонормаланган базис ^ам ташкил килади.

х 6 Er вектор Р  нинг барча векторларига ортогонал булган
*>■ (ТХ—k)

чюлмас вектор булсин. У  ^олда х  £ Р . Хаки катан, х  ни ev еъ 
— , еп базис буйича ёйиб, топамиз:

■> -*• -V
х  =  а х +  а 2е2 еь+\ + . . .  +  сспеп.

v  ■*> . . ■► п(*)У ^олда х =  о с^  + . . .  if- акек 6 Р  ва демак,

(х, х') =  0 .

Аммо (х, х ')  =  a? +  a f +  . . . +  а\ . Шунинг учун a t =  a 2 = . . .  =
 £)

=  а* =  0 ва х =  a*+i eA+i +  . .  j-a „e„. Бундан тез да х 6 Р 
экан деган хулеса чик,арамиз.

Бош^а томондан 0 вектор, барча у  6 Р(к) ларга ортогонал, сунгра 

хар ^андай х  6 Р{п~ к} учун ушбу ёйилма уринли:

х  =  a k + i е  k + i  +  ■ • • +  а п е п

Агар энди у  —  Р (/с) га тегишли исталган вектор булса, у  ^олда

У =  Piei +  Рге2 +  • • • +  $kek 

:ва биз ушбуга эга буламиз:

(х, у) =  0 • - f  . . .  +  0 • +  а А+, • 0 4- . . . +  ап • 0 =  0 .
К араб чи^илган муло^азалардан Р ^
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ортогонал векторларнинг туплами Ед да (п—к) улчовли Р п } 
^исм фазо эканлиги келиб чицади.

2 -тасди^ исботланди.
3- таедщни исботлашга утамиз. Р <<!)/  операторнинг инвариант 

цисм фазоси булгани учун /(ег), /(е2), . .  .,/(?&) векторлар Р (к) да ёта- 

ди. / — ортогонал оператор, шунинг учун /(ех), /(е2) . . ,  Де*) вектор

лар Е пК да ортонормаланган базис ташкил цилади. Бундан /(е<г+1

/(£„) лар р (п~Ь) да ётиши келиб чи^ади, акс^олда с П т Р (А)> / г + 1  

булади. Шу сабабли исталган х ^ Р (п~ к) учун ушбуга эгамиз:

х  =  а*.).! е*+1 +  . . .  +  ап е п

ва демак,
М

/ й  =  2  ^ т е р (п- к),
¿=4+1

ЯЪНИ________________________________________ __________ _____________
^р(г>—к) (̂—р(п—1г)

1-тасдиедан у ^олда бундан тапщари ¡ (Р{п~к)) =  Р (п~ к)жани ке
либ чи^ади.

Лемма исботланди.

Р {к) /  операторнинг £ £  даги А улчовли инвариант цисм фазоси 
булсин. Леммадан шу нарса келиб чи^адики, Р [к) нинг \ га торай- 
иши

/|р(4):Р(А)-  е £>

ушбу шартни ^аноатлантиради: /|Р<4)(Р(Л)) = Р (А>. Ушбу

/^<4>:Р<Й)-> Р (А)

акслантиришни киритамиз, бу акслантириш 29.2-пунктга биноан/|р(А)

акслантиришнинг келтирилиши деб аталади. Леммадан бевосита цу- 
йидаги теорема келиб чи^ади.

1 - т е о р е м а .  /  ЕпК даги ортогонал оператор, Р (к) у  нинг инвари
ант цисм фазоси, Р (п~к) эса унинг Р* га ортогонал тулдирувчиси 
булсин. У  %олда

1|р(4); р'*>-> Р<*>,7|р(п -4 ):Р (л- й)- > Р (п" А)

операторлар ортогонал операторлар булади.
2 - т е о р е м а  (ортогонал оператор тузилиши ^ацидаги асосий 

теорема). /  оператор £ "  фазодаги ортогонал оператор булсин. У
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цолда £д да ортонормаланган, базис мавжуд булиб, /  оператор
ным бу базисдан матрыцаси

1

1
— 1______________ ___________________

А  = « .
■— 1

С 05ф ! —  ЭШф,^
Б Ш ф 1 СОБф! '  .

СОЭф*—  ЭШ ф* 
вШ ф * С08фд

(42.11)

куринишга эга. (42.11) матрицанынг ёзылганлардан ташкары барча 
элементлари ноллардан иборат.

И с б о т .  38.3-пунктдаги 8-теоремага биноан, £ "  да /  нинг ё бир 
улчовли, ёки икки улчовли инвариант ^исм фазоси мавжуд. Агар 
Р1 /  нинг бир улчовли инвариант киек фазоси булса, у зфлда Р г

даги узунлиги бирга тенг векторни ех билан белгилаймиз. Агар бир 
улчовли инвариант кием фазо мавжуд булмаса, у хрлда Рх икки

улчовли инвариант кием фазода ортонормаланган е1, е.2 базисни тан- 
лаймиз.

Агар Р г бир улчовли булса, у з^олда /|Р(0  ортогонал оператор,

4 2 .2 -пуяктга асосан, унда ушбу куринишга эга: //р<*)(х) =  ± х .
Агар Р ; икки улчовли булса, у ^олда /|Р(1>: Ру -» Рх орто

гонал оператор, 42.2- пунктга кура, хос оператор булади, чун* 
ки у бир улчовли инвариант цисм фазога эга эмас. Шунинг учун
> п  ° 0 5 Ф  —  з 1 п ф !
11* О) операторниш матрицася ^ П(р со5^ т| куринишга эга, оунда
Ф 0 ва я дан фар^ли. Р х нинг ортогонал тулдирувчиси булсин. 
У хрлда 42 .3 -пунктдаги 1-теоремага кура

Г к  <31 -+(¿1

оператор ортогонал экани келиб чи^ади. Бу операторга нисбатан 
хам /  операторга нисбатан бажарилган ясашни татбик киламиз ва 
^оказо. Курсатилган процессии чекли сон марта ^улланиб, узунлик- 
лари бирга тенг булган иккитадан ортогонал булган п та векторга 
зга буламиз (бунда <Нш Е^ =  п эканидан, яъни Епя фазо истал-
ган базиси элементлари сони п га тенг эканидан ва демак, чекли
эканидан му^им фойдаланилади). Бу векторларни £ ” да базис учун 
кабул киламиз. У  холла, равшанки /  нинг бу базиедяги мятрипяси 
ушбу куринишга эга:
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i
—  1

— 1
eos Фг — sin фх 
sin ф] cos фх

cos ф̂  sin 
sin ф* cos ф*|

бу ерда диагонал буйича турган +  1 ларга бир улчовли инвариант 
«¡исх1 фаэолар,

!cos ф,- — sin ф; j 
sin ф,- cos ф,-1

«катак» ларга эса f нинг икки улчовли инвариант к,исм фазолари 
мос келади.

Теорема исботланди.
2- теореманинг геометрии интерпретациясини келтирамиз. Б и pop 

икки ^лчовлп Р (2) к,исм фазони ^араймиз. р {п~ 2) ор^али унинг ор- 
тогонал тулднрувчисини белгилаймиз. Агар

Г|ри,:Р(2) - Р ^  
оператор Р<2) даги ортонормаланган еь  е2 базисда

I COS ф — sin ф |,
I sin ф COS Ф J

матрицага эга булса, f\pn—2 оператор эса айний оператор булса, у ^ол- 
да / : £ " - * £ "  хос ортогонал операторни Р(2) икки ¡улчовли цисм фа- 
зода ф бурчакка айлантириш дейилади. Бу операторда айланиш 
у^и роли ни (п — 2) улчовли Рп~ 2 ^исм фазо бажаради. .

Шунга ухшаш, Р (1> бирор бир улчовли ^исм фазо ва p (íl_1) —. 
ортогонал тулдирувчиси булсин. (п — 1) улчовли цисм фа-
зода EnR даги f  хосмас ортогонал операторни аксланиш дейилади, бу

/ | р( 1 )  :Р (1) -> Р (1) оператор /  [яО) (х) =  — х  куринишга эга булади,
fi n(n—2) —í)/] p(n— 1) • r  ‘

оператор эса айний оператор булади.
2- теорема дан, Е" даги %ар цандай чизщли ортогонал оператор 

(п  — 1)  улчовли щ см  фазолардаги аксланишларнинг бирор сони 
билан икки улчовли щ см  фаэодаги айланишлар купайтмасига кел- 
тирилииш келиб чщади.

Хусусан, п =  3 да ортогонал оператор ииии улчовли ^исм фа- 
золарда учтадан орти^мас аисланишлар нупайтмасига, ёии икки улчов-

1
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ли ^исм фазода айланиш билан бош^а икки -улчовли кием фазода- 
ги аксланиш билан к}/пайтмасига, ёки, охирида, бирор икки у'лчов- 
ли цисм фазодаги айланишга келтирилади.

VI бобга дойр масалалар ва машц.пар
1) К,уйидаги векторлар системаларини R* даги ортонормаланган 

базисгача тÿлдиpинг:
/ 1  1 У Щ  ( у  22 5 1 1 \

а) ai \ 7 ’ 7 ’ 7 ) ’ а2 =  [ 7 > 7 > 7 - 7 ] !

б) Ъ -  ( ± ,  — 1  1 .  —  5) ?  _  / / 1  2 1 1 \
б) 01 ( з  3 ’ з ’ — ’ т г  2 “  ’ 3 ’ з ’ т]-

2) Ортогоналлаш процессини ^улланиб, кием фазоларнинг к,уйи- 
даги векторлар системаси вужудга келтирадиган ортонормаланган 
базисларини тузинг.

а) а , =  ( 1, - 2 , 1, 2), б) а, =  (1, 1, - 1, - 2 , 0), 

аг =  ( 1, 0, 2, - 1 ) ,  а2 =  (0, 2, 5, 0, 8),

а3 =  (2, 1, 0, 0); а3 =  (1, 1, 3, 0, 1);

в) ¿ i  =  ( 1, 1, 0 , 0 , 0 ), (0 , 0 , 1, 1, 0 ), а3=  (0 , 1, 0 , 1, 1)

3) EnR фазо Р  ^исм фазосининг ортогонал тулдирувчиси P L деб 
Е " нинг ^ар бири Р нинг ^амма векторларига ортогонал булган 
векторлари ту’пламига айтилади.

К,уйидагиларни исботланг:
а) Р х —  £* нинг цисм фазоси;
б) dim Р х -f- dim Р =  п.

•V —V
4) Р 4 да =  (1, 0, 2, 1), а2 =  (0, 1, — 2, 1) векторларга тор-

тилган Р кием фазонинг ортогонал тулдирувчиси Р т нинг базисини 
топинг.

5) R 6 да
flj =  (1, 1, 0 , 0 , 0), а2 =  (0 , 1, 1, 0 , 0), <С =  (0 , 0 , 1, 1, 0),

Z  =  (0, 0, О, 1, 1)
векторларга тортилган Р  цисм фазонинг Р~ ортогонал тулдирувчи- 
сининг базисини топинг.

6) ф чизикли акслантириш =  (I, 2 , I), g 2 =  (I, 1, 2),

ёГз =  ( 1. 1» 0) векторлар дан иборат базисда

/ I I  3'
л =  0 5 - 1
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матрица билан берилган. д 1, [У̂  ёз базиснинг компонентлари бирор 
ортонормаланган / 2, / 3 базисда берилган деб ^исоблаб ф* ^ушма

-V -*> -*•
акслантиришнинг а2, ц3 базисдаги матрицасини топинг.

-> ->•
7) Агар ф оператор =  (О, 0, 1), аг =  (0, 1, 1), а, =  (1, 1, 1)

векторларни ¿>г =  (1, 2, 1), ¿>2 =  (3, 1, 2), Ь3 =  (7, 1̂  — 4)
векторларга утказса (хамма векторларнинг компонентлари е1, е2, е3 
базисда берилган), ф операторга к,ушма булган ф* : Егн чизицли

операторнинг ег, еъ  е3 базисдаги матрицасини топинг.
8 ) К,уйидаги квадратик формаларни ортогонал оператор ёрдами- 

• да каноник куринишга келтиринг:
а) х\ +  2х| +  3x1 ~  —  4х2х3;
б) 2х] +  5х| +  Ъх\ —  4х ,х2 — 4x ^3  — 8 х 2х 3;

в) 2 х , х 2 +  2 х 3х 4;
г) 8х хх3 +  2х хх4 +  2 х 2х 3 +  8 - х 2х 4;

> Vд) Х(х к\
1<к

е) 2  +  2  х<**•
¡—I /<а

9) Бирор ортонормаланган базисда А матрица билан берилган 
Ф : Е^-± Епа ортогонал оператор учун ортонормаланган базис топинг, 
бу операторнинг бу базисдаги матрицаси В каноник куринишга 
эга:

А  =

1 1 1 1
2 2 2 2
1 1 1 1
2 2 2 —  2
1 1 1 1
2 —  2 2 "2
1 1 1 1
2 2 2 2
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VII б о б .  п УЛЧОВЛИ ЕВКЛИД КОМПЛЕКС (УНИТАР) 
ФАЗОЛАРИ

43- § Lg чизикли комплекс фазоларда формалар

43.1. Комплекс сонлар ва пслиномлар назариясидан ёрдамчи маълу- 
мотлар. Бнз мактаб математика курсидан комплекс соннинг таъри- 
фи ва комплекс сонлар билан арифметик амаллар бажариш маълум 
деб фараз циламиз. Комплекс сонларга дойр бир катор тушунчалар- 
ни эслатиб утамиз, бу тушунчалардан к;уйида систематик фойдала- 
нилади.

Агар г — а -\-Ы ихтиёрий комплекс сон булса,

тенгликлар билан ани^ланадиган р ва ф ^аци^ий сонлар г комп
лекс соннинг модули ва аргумента дейилади. >Qap ^андай комп
лекс соннинг модули хар доим манфиймас ва у бир кийматли ани^- 
ланади, аксинча, ф аргумент (43.2) тенгликлар билан бутун каррали 
2л гача ани^ликда топилади. г комплекс соннинг модули ва аргу- 
менти учун купънча \г\ ва arg г белгилашдан фсйлаланилади.

(43.1) ва (43.2) тенгликлардан фойдаланиб, .\ар к,андай z — a-\-bi 
комплекс сонни ушбу куринишда ёзиш мумкин:

г соннинг (43.3) куринишдаги тасвири комплекс соннинг тон- 
гоно метрик илакли дейилади.

Комплекс сонларни купайтиришда уларнинг модуллари купай- 
тирилади, аргументлари эса «.ушилади. Хрки^атан, zx = p 1(ccs фх +  
+  b in  q^), г2 =  p2(cos ф2 +  ¿sin ф2) булсин. У х,олда

экани келиб чикади.
а — ib сон a - f  ib сонга цршма сон дейилади. z сонга ^ушма 

сонни г билан белгилаш цабул ^илинган. a —  ( — ib) =  a +  ib бул- 
гани учун z =  z. Кушма соннинг бир ^атор хоссаларини ^айд ки- 
либ утамиз.

р =  У  а2 +  Ь2 (43.1)
ва

Ь (43.2)
(а2+ 6 2) ’ /г

2 =  р (СО? ф +  i sin ф). (43.3)

~  PlP2[ ( « Ь ф ^ ф ,  — sin ф, sin ф2) +  
+  i (СОл Фг sin ф2 4- sin фг COS ф2)1 =

=  PiP2 [СО?(ф! +  ф2) +  i sin (ф! +  ф2)].
(43.4)

Бундан

Г  =  ícos (4Fi — Фг) +  ‘  sin (фх —  ф2)]
¿2 Рг

(43.5)
ва

2 j =  pj1 [COS пф -f- i sin Лф] (43.6)



а) г  =  а +  ¿Ь сон г =  г булгандагина ва фщат шу холдагина 
цсарщий сон б у  лад и. Бу цуйидаги тенгликнинг бевосита натижа- 
сидир:

а +  Л =  а — ¿Ь.
б) Куйидаги муносабат уринли:

г -г  =  | г |2 =  а2 4- Ь2.
в) %ар щ ндай гъ г2 комплекс сонлар учун

(43.7)

гг Ч- г2 = г1 + г2, 
гх г2 =  гх • гг

тенгликлар уринли. 
Энди

а0хп -+ агх ' " '1 +  . . . +  ап, а0ф О

(43.8)
(43.9)

(43.10)

полином комплекс коэффициентли, хусусий > о̂лда ^акикий коэффи- 
циентли полином булсин. Математик анализ курсида куйидаги тео
рема каралади.

1 - т е о р е м а  (алгебранинг асосий теоремаси). (43.10) полином 
п >, 1 да комплекс сш ш т  майдонида камида битта илдизга эга.

Энди (43.10) полиномнинг коэффициентлари х,акин 
г0 унинг илдизи булсин. У з о̂лда в) хоссадан

ао20п +  а ^ 0п- '  +  • • •а0г’‘ +  а. ^ ~ 1 + +  я« +  — 0

экани келиб чикади. Шундай цилиб, г„ х,ам (43.10) ха^и^ий коэф
фициентли полиномнинг илдизидир. Бундан, коэффициент
ли полином %ар доим фащт жуфт сонда мавцум илдизларга эга- 
лиги келиб чикади. Бундан эса, уз навбатида, х1ар цандай то^ 
даражали хамщий коэффициентли полином х1ар доим камида бит
та уа^щий илдизга эга экани келиб чицади.

С — элемгнтлари комплекс сонлардан иборат п-тартибли квад
рат матрица булсин;

ап + /&п Я\2 +  1Ь\2 . • Ящ +  ¿Ьщ 1

С =
а21 + ¿¿>01 а22 И-  ¿Ь22 . • @ 2 п " Ь

а,а + ¿ Ь щ а,,2 +  Лп2 . • С1цп +  1Ьп ,1 |
У холда

С =  А  -(- ¿В,

бунда А ва В матрицалар мос равишда а,* ва Ь//г элементлардан 
тузилган, бу элементлар ха'^и^ий сонлардир. А матрица С матрица- 
нинг ^а^щий щеми, В эса унинг мавхум щеми  дейилади. Иккита 
комплекс матрицадан бирининг ^а^иций ^исми иккинчисининг ха^и- 
ций ^исмига, мавхум ^исми мавхум цисмига тенг булганидагина 
улар узаро тенг булади.
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а,к — I Ь,к элементлардан тузилган матрицани С  матрицага ком
плекс ц рш м  матрица деймиз ва С билан белгилаймиз. Х аР Чан' 
дай С, С1, С2 комплекс матрицалар учун

С Г Г С 2 =  С Г + С Г , (43.11)

Сг . Сг =  С [ - С г, (43.12)

( Ш ?  =  ае1С (43.13)
тенгликлар уринли, биз бу тенгликларни исботлашни фойдали машц 
тарзида тавсия циламиз.

■ у

43.2. Чизи^ли ва античизицли формалар. Агар ихтиёрий х, у  а 1-с 
векторлар ва ихтиёрий X комплекс сон учун

/ ( *  +  5 - / Й  + / Ы .
/ Й  =  >.Цх)

муносабатлар бажарилса, у >;олда / :  С..функция чизщли фор

ма дейилади. Агар ех еп— ¿2  фазодаги ихтиёрий базис, х  =

=  а хе !+  . .  . + а„ея ¿2  даги ихтиёрий вектор, ва ни^оят, а;- =  } ( е )

(1 =  1 . . .  п) булсин, у  холда /  чизи^ли форма учун ех , , еп ба-
зисда

/  (*) =  +  . . . +  апап (43.14)
и “V

формула уринли булади. Агар х, у  £ ¿2  ихтиёрий векторлар ва Я 
ихтиёрий комплекс сон учун

/ Й + У )  =  / Й  Н - /5 ) .  (43.15)

/ Й ' = Ч Й  (43.16)
муносабатлар бажарилса, у  ^олда ¡ :  -* С функция античазщли

—>■ ——~ ^
форма дейилади. Агар . . .  , ¿2  Даги ихтиёрий базис, х  =

п

~  2 ла ‘ е‘ 1с  даги ихтиёрий вектор, а,- =  /  (е,-) (/ =  1, . . .  я) бул- 
¡=1 -V ->• ~̂

са, у  ^олда /  (х) античизи^ли форма учун ех еп базисга нис-
батан

   ,

/  (х) — ахссх С1ц(хп (43,17)
формула уринли булади.

43.3. Бирярим чизикли формалар. Агар функция:

1) тайинланган у  да х  нинг чизщли формаси булса;
2 ) тайинланган х  да у  нинг античизщли формаси б£/лса, у  

%олда у  ¿2  да бирярим чизикли форма дейилади.
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Бошцача айт ганда, исталган х 1г х 2, у  € ¿2 ва исталган Я комплекс: 
сон учун

f  (хг +  х г, у )  =  /  (*!, J ) +  /  (х2, {/), f  (AjcT, г/Т =  Я /(х х, 5  
■> —► •>

ва исталган х, ¿/1; г/2 6 ¿2  УЧУН ва и'-'галган Я комплекс сон учун-

f  (х, Й  +  У») =  /(•*. Й  +  /(х , &). / ( £  х й  =  Х/(л* Й .
Шуни кайд ^иламизки, бизга кейинчалик фа^ат бирярим чизикли фор 
малар керак булади. Илгаркгидек, eL, е2, . . .  , е„ система Z.£ дзги

П П-у7 -> -> 'V ч ->
ихтиёрий базис булсин, х =  а : е, ва г/ =  2 . Р* 303 Га тегиш'

! = 1 4 = 1
ли ихтиёрий векторлар булсин. У  з^олда бирярим чизикли форма, 
учун ушбуга эга буламиз:

f (х, У) =  « А  /  («!, ег) +  a & J  (elt е2) +  . . .  4- 

+  а А /  (ev  ел) +  « Л  / (е2. ei) +  « 2Р2 f (е2. <?г) +  

+  . . • +  « 2Р/1 /  (е2. еп) +

"f“ Pi/ (̂ ;i> ^l) А~ ^/2̂ 2 /  (̂ rt> 2̂) “f~ • • • “1“ ®/iPrt f  i&n.
Ушбу

A =

all a12 • • • a l 
2̂1 ^22 • • • ^2

матрица бирярим чизикли /  форманинг еъ  . . .  , еп базисдаги
матрицаси дейилади, бунда ajk =  f (е,-, ек).

LnR з^иций фазодан фар^ли равишда квадратик форма тушунча- 
си исталган, албатта симметрик булиши шарт булмаган бирярим 
чизикли форма ёрдамида киритилади. Чунончи f -L ^  х  L£-*~C бир
ярим чизицли форма, Dg эса ¿£  X Z.g даги диагональ булса, у  з^ол- 
да ф =  f\D„ функция ¿g да квадратик форма дейилади:

Ф квадратик форманинг щйматлари буйича бу формани ву- 
жудга келтирувчи f  бирярим чизикли формани бир щйматли тик-  
ланади. Бу ушбу айниятдан келиб чикдци:

f ix ,  У) =  х + Ъ  +  *7(* +  ¿У, х  +  ¿у) —

—  f i x  — у , x — y) —  i f { x  —  iy, X - 
бу айниятни бевосита текшириб куриш осон.

1 9 -2 0 8 1  .

401.
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f ( x , i f i = f ( y ,  X) (43.18)
тенглик уринли булса, у холда f . L" х  Lg ->  С бирярим чизицли 
формани эрмит формаси дейилади. Эрмит формаси L” ^а^ик,ий фа- 
зсдаги бичизи^ли симметрии форма тушунчасининг аналогидир.

Агар /  нинг эрмит формасига ev  . . . , £ „  базисда

Агар хар кандай х, у (~Lg учун

аи а ]2 . • &\п

А =
а21 а22 • . а2п

0-п\ &п-2 • ■ ап„
■матрица мос келса, у ^олда хар ^андай j, k да ушбу тенгликка 
эга буламиз:

a,k = a kj. (43.19)
Хэди^атан,

a-ik =  f(ei, ek) =  f  (ek e,) =  aki.
Аксинча, агар f  бирярим чизик,ли форманинг матрицаси учун (43.19)

П
тенгликлар бажарилса, у хрлда хар кандай х =  ¿ j a y е, ва у =

i=iПY
=  2 , Р * в е к т о р л а р  учун цуйидагиларга эга буламиз:

А = 1  ________________________

П П ______
f i x ,  У)  =  2  а ' * а ;Р* = '  ¿ L  =  f {y> х ) .

I. k=\ I, k=\
*(43.19) тенгликни ^исцача бундай ёзиш мумкин:

А =  А*. ~ (43.20)
Шундай килиб, /  бирярим чизикли форма ^ м н т  формаси булиши 

•+• —►
учун %ар к,андай е х, . . . , еп базисда унинг А матрицаси (43.20) 
шартни цаноатлантириши зарур ва етарлидир.

Эрмит формаси вужудга келтирган квадратик форма %ам эр- 
mim квадратик формаси дейилади.

2 - т е о р е м  a. f бирярим чизикли форма эрмит формаси булиши 
учун бу форма вужудёа келтирган квадратик форма %ар кандай
х Ç Le учун фа^ат уациций цийматларни цабул кишши зарур ва 
етарлидир.

И с б о т. }^ар ¡^андай бирярим чизикли формалар учун ^уйидаги 
айниятлар у'ринлидир:



— /  ( X— у , л: — у) —  / /  ( х — /у, х— /у)}, (43.21>

¡ ( у ,  х ) = - ^ - { / ( х +  у ,  х +  ~у) —  </ ( х +г'У, х -Н у )  —

— / ( * — У, х— ~у) +  //(л:— / у , х — /у)}. (43.22)

Шунинг учун, агар / ( х, х ) х,ар ^андай х 6 ¿ с  учун ^а^иь;ий сон;

булса, у ^олда / ( х +  у , х }  г/-), /  ( х ±  гУ , х ± ‘У), /  (*— У . *—  у) 
сонлар ^а^и^ий ва (43.21) ^амда (43.22) дан

/  ( * ,  У) =  Д У, х)

экани келиб чикади. _____
Агар энди /  эрмит фсрмаси булса, у  хрлда /  ( х  , у) =  / ( у , *).

г /=  х деб оламиз. У ^олда / ( х , х) =  /  ( х , х ), ва демак, /(х, х)—  
—  ^ациЦий сон.

Теорема исботланди.
Бу теоремадан квадратик форма ¿ с  фазода факат ^а^и^ий ^ий- 

матларни у эрмит формаси булгандагина ва фа1<;ат шу холдагина
цабул килиши келиб чицади. Шу сабабли ¿ с  да скаляр купаитма 
тушунчасини киритиш учун эрмит формаларидан фойдаланиш керак.

44-§. л улчовли комплекс Евклид (унитар) фазолари

44.1. Асосий таърифлар ва тушунчалар. Агар ^ар ^андай: 
х 6 ¿ с  ва х=5^0 учун

/ ( * , * ) >  О (44.1)

тенгсз!злик уринли булса, /  эрмит кшдратик форма мусбат ан щ - 
ланган эрмит квадратик формаси дейилади. Мусбат аникланган—► -V
эрмит квадратик формаси мос келадиган / ( х , у) эрмит бирярим 
чкзицли формаси скаляр купайтма дейилади.

¿ с  да скаляр купайтмани бериш шундай / :1 с  X ¿ с  “*• С бирярим; 
чнзицли формани тайинлашни билдирадики, бу форма ушбу шарт- 
ларни к;аноатлантиради:

а) /  эрмит формаси, яъни ихтиёрий х , у учун

I ( *  . У) =  /  ( У . х)

тенглик уринли;
б) /  форма вужудга келтирадиган квадратик форма мусбаг аниц- 

ланган.
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¿ с  да скаляр купайтмани 1 пк даги каби (х , у) билан белги- 
лаймиз. Скаляр купайтманинг таърифидан у ^уйидаги хоссаларга 
эга эканлиги келиб чикади:

1)  цандай х ,  у  е ¿ с  учун ( х  , у) =  { у  , х), бунда (у, х) 
■сом (х , у) га комплекс кушма сон\

2) хар кандай х , у  £ ¿ с  ва хар кандай X комплекс сон учун

(X х  , у) =  Х( х, у ),

3) %ар цандай хг, х2, у  6 ¿-с лар учун

(х, +  х 2, у) — (х1, у) +  (хг , у)-
-V

4) хар цандай х 6 ¿ с  г/чг/н { х ,  х) щ ’щкий манфиймас сон, 
ск 0 дагина у  нолга тенг булади

¡\ к с Х 1-с-*С  функциядан талаб ^илинадиган 1 — 4-хоссалар /  
'функция ¿ с  да скаляр купайтма эканига олиб келишини бевосита 
текшириш мумкин. КупинчаАг Да «-аляр купайтмани ¿с  .яаги вектор- 
лар жуфтининг 1 — 4 -хоссаларга аксиомалар сифашда буйсунувчи 
функцияси сифатида аншутнади.

Юцорида айтилганлардан да скаляр купайтманинг иккала таъ- 
■рифи эквивалент эканлиги келиб чикади.

Вирор скаляр купайтма тайинланган ¿ с  фазо п- улчозли Евклид 
<комплекс (унитар) фазоси дейилади.

—►
Масалан, Сп комплекс чизи^ли фазо, агар унда ( х , у) скаляр 

купайтма

( х  У) — о£.1 р1+• • ■ -т<%г1?>п (44.3)

^формула билан киршилса, у унитар фазо булади, бунда 

х  =  (а^ а 2, . . . , а п), у  =  р2. , р„). Ес унитар фазода

й -
■сон х еекторнинг узунлиги дейилади. Скаляр купайтма унитар 
фазода комплекс киймалаши ^ам крбул килиши мумкин булга-
нй' учун биз Ес да векторлар орасидаги бурчак тушунчасини ки-
ритмай, икки векторнинг ортогоналлиги тушунчасинигина киритамиз. 
Чунончи, агар

(х , у )  =  0 (4?.2)

булса, х , у  6 Ес векторларни ортогонал векторлар деймиз.
Ер фазодагидек, Ес унитар фазода хам ортогонал ва ортонорма- 

ланган базис тушунчалари киритилади ва ортогоналлаш (40.3-



пункт) процесси ёрдамида Ес да ортонормаланган базиснинг ыав- 
жудлнги аник,ланади.

Ес фазонинг ортонормаланган е1, е2 . . . ,е п базисида скаляр
купайтма цандай ифодаланишини топамиз. х =  ах ех + .  . . + а „  еп,

• V  —V-

У =  Рг е\ +  • • • ■+ Рл еп — £ с  даги ихтиёрий векторлар. У ^олда

( ху у) — СС\ Рх ( ^ 1 » £]) "Ь 0^1 Р2 (̂ 1 » 2̂) • • • “Ь Рл

"1“ 0̂ 2 Р] (̂ *2 > 1̂) ^2 р2 (̂ 2 » 2̂) 4“ • • • "Ь ^2 Рл (̂ 2 » л̂) “"Ь

  ->   -V ---
+  а л Рх (е.,, ех) +  а„ р2 (е„, е2) +  . . . +  ап Р„ (еп , еп) =

=  а 1 Рх +  К 2 Рг +  • • • +  “ п Рл >

ЯЪНИ

(х , у) =  а г ^  +  а 2 §г +  . . . +  а„р п. (44.5)

(44.5) формула шунп курсатадики, конкрет С" унитар фазода скаляр 
упайта (44.3) формула билан ^андай анщланган булса, Ес уни

тар фазода хам скалар купайтма ортонормаланган базис вектор* 
ларининг компонентлари ор^али худди  шу йусинда ифэдала- 
нади.

(44.5) дан ихтиёрий х 6 Ес вектор учун з̂ ар ь^андай / =  1,2, ..., 
п да

а, =(*.<?!) (44-6)
формула уринли экани келиб чикади, чунки

—► — к - V  — V-  — V-

(х , е,) =  ах (е1 , ех) +  сс2 (е.г , ех) +  . . . +  а ,  (е„, вх) = а , .

(44.6) формула, фазодагидек, х векторнинг ортонормаланган 
базисига нисбатан компоненгларини векторларнинг базис элемент- 
лапига проекциялари сифатида цараш мацсадга мувофиц эканини 
курсатади.

Агар Ес. ва Ес унитар фазоларни вужудга келтирадиган ¿с ва 
1 С чизик л и комплекс фазолар орасида изоморфизм мавжуд булса, 
у х;олда Ес ва Ес ни изометрик унитар фазолар дейилади, бунда 
изоморфизм векторларнинг скаляр купайтмасини са^лайди. Худди  
Еп[{ фазо учун исботланганидек, %ар хил п ва т ларда Ес ва Ес
фазолар изометрик эмаслиги, бир хил п ларнинг узида эса барча
Ес фазолар скаляр купайтма (40.3) формула билан киритилган 
СП фазога изометрик булиишни ва, демак, узаро изометрик экан- 
ликларини исботлаш мумкин.
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45*-§. Берилган чизикли операторга цушма оператор

45.1. Ес да бирярим чизикли ва чизицли операторлар.

/  :Е с X  Ес С Е'с даги бирярим чизикли оператор булсин. Ес
унитар фазода ортонормаланган ех , е2, . . .  , е„ базисни белгилай-

миз. У холда Ес даги хар кандай х =  ах ех 4- ■ • • 4- а„ еи ва
у  =  р, е1 4 - . . . +  Р„ е„ икки вектор учун ^уйидагиларга э га бу- 
.!.амиз:

—V V __ __ ___
{ (х , у) =  ап ах р„ +  а 1г а , р2 +  . . . +  а,,, а ,  р„4-

4" ОГо {̂1 4  022̂ 2 Р2 “К • * *4 О2п 0̂2 Рп4~ 
........................................     (45.1)

+  а«,а„ р, 4- Н А  Р2 4-. . • 4- а™ Щ, Р„ =

=  (аи а , +  а21 а 24- • • • +  ч,п а л) Р1 +

4  (а 12 сх, о22 <^2 4" • • . 4' о<!2 ап) Рг4

4 (̂  1/1 4 “Ь . . . 4  Р1 •
Ушбу тенгликларни цайул циламиз:

V , =  а и а ,  а2хъ г 4 -  . . . 4- а , м а „ ,  (45.2)

*у2 ~ 1̂2 ^ 1 4- а22̂ 2 4  - . . 4" С1цпо,Ч1

Т«= а1Л а, 4- о2/г а2 4  . . • 4- а„. а*.
У з^олда (45.2) формула £ с  да ф чизикли операгорни ани^лайди, 
бу  оператор ех, е2, . .  . , еп базисида ,4* матридага эга, бунда

а\\ а12 ■ ■ 1̂« --------- ------------------------ - ■

&21 а22 . ■ а*,
А = .

апл (̂12 • • @пп

матрица / бкрг.рим чизикли форыанинг шу г , , ег, . . . , Сазисда- 
ги матрицаси.

Шундай цилиб, Епс даги хар кандай бирярим чизикли /  форма учун 
ушбу

/ ( * . У) = Т1Р1 +  Уг Рг 4  • • • 4- у„ Р7=  (Ф (*), у), (45.3)
муносабатни канпатлантирувчи шундай ф оператор жавоб берадики,

-> ->
бунда ф операторнинг ихтиёрий ортонормаланган е{ , е2, . . .  , еп 
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базисдаги матрицаси f бирярим чизикли операторнинг А матрицаси- 
дан транспонирлаш йули билан хосил булади.

Бевосита текшириш йули билан шунга ишонч ^ссил ^илиш 
мумкинки, агар ф Ес даги чизикли оператор ва f форманинг их-
тиёрий ортонормаланган ех , е2 , . . .  , еп базисдаги матрицаси ф 
оператор матрицасини транспонирлашдан ^осил булса, у ^олда

f ( * .  3 )  =  (ф С*)> ъ
функция f\Ec X Ес — С бирярим чизикли формани .ани^лайди.

Энди (45.3) даги ф чизикли оператор f бирярим чизикли форма 
билан бир ^ийматли ани^ланишини исботлаймиз. Ха^и^атан, агар ф 
ва о|; операторлар Ес даги чизикли операторлар ва хар кандай

х , у  6 Ес учун ушбуга эга булсак:

/ ( * . ? ) “  (Ф ( 3 .  Й . ¡С* > У) =  № Й> "Й.
у холда

(Ф W  , У )=  (Ф Й  . У) 
ва шунинг~учун  -----------

(ф Й  — ф(х) , ~у) =  0.

Бунда у  =  ф (х) — ty(x) деб олиб, ytap цандай х 6 Ес учун ^уйи- 
даги тенгликка эга буламиз:

(Ф Й  — 'Ф Й ,  Ф Й  — Ч’ (*)) =  о.
бундан эса скаляр купайтманинг 4-хсссасига кура

Ф Й  =  ФМ
экани келиб чи^ади, ана шунинг узи бизнинг тасдикни исботлай- 
ди.

И'ундай ^илиб, (45.3) формула бирярим чизщли формалар туп- 
лпмининг Ес фазонинг чизщли операторлари тупламига аксланти- 
рилишининг биектив эканини анщлайди.

Ес даги бирярим чизикли формалар билан Ес даги чизикли
операторлар орасидаги богланиш бошка усул билан хам аниклани-
ши мумкин. Бунинг учун (45.1) тенгликнинг биринчи цисмидан 
иборат булган

f ( х  , у) =  апа ^  +  а12 at р2 +  • • • +  а1п аг р„ +  (45.4)

4~ 02la 2 Pi +  а 22а 2 Рг +  • • * 4 "  а 2л а 2 Р л4"

+  ап,а„ рг +  ап2 ап р2 + -.  . . +  апп а„ р„
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формулада а (, а 2 . .  . , а„ сонларни цавсдан таш^арига чи^арамиз. 
У ходда ^уйидагиларга эга буламиз:

/(•'•> У) ~  а 1 (ац  Р1 + а 12 Рг Ч~ • • • Ч" ащ Ри) Ч*

Ч- сс2 (а21 Рх +  аг2 Рг Ч~ • • . +  аг., Рп) Ч*

Ч-«„ (а„1 р! Ч- а„2 Р2 +  ■ . ■ Ч- апп Р«)
ёки

{ ( х > 1/) =  сс1(а цр1 Ч- 1̂2 Рг +  • • • Ч*^тР.ч)Ч- (45.5)

Ч~ а2(а21 Р 1+ Й22р2 Ч" • • . Ч~а2нРл) Ч-

Ч- «л (а,цр14-0/12 Рг Ч- • • • Ч- а пп р„).

Ес даги чизи^ли операторни ф* билан белгилаймиз, бу оператор 
ех , ег, . . . ,  еп базисда

а Х1 <*,2 • • • &1п

а21 а22 • • • а2/1

•

ап2 . .

матрицага эга булсин. У  ^олда (45.5) формуладан ушбу тенгликка 
эга буламиз:

/  (*> у) =  5 ,  ф* й ) -

Шуни и;айд ^нламизки, ф* операторнаяг митрицаси ф операторнинг 
матрицасидан транспонирлаш ва комплекс цушмалаш операция- 
лари ёрдамида %осил бдлади, бунда иккала матрица %ам ортонор- ]
маланган ихтиёрий тайинланган ех е базисда царалади.

45.2. Берилган чизицли операторга кушма булган оператор. Уш- ‘
бу ф :Ес~+Ес  чизи^ли оператор берилган булсин.

(Ф Й  У) =  Й  Ф* (У)) (45.6)

шартни цаноатлантирувчи чизицли оператор ф* операторга ^ушма 
оператор дейилади. ;

1-т е о р е м а .  Ес унитар фазода хар бир ф :£с  -+-£с чизщли 1
операторга щшма оператор мос келади, шу билан бирга бундай ;
оператор биттагина булади. \
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/ (* .  У) =  (<Р(х), у)

тенгликни каноатлантирувчи бирярим чизикли f:Ec х Е с -+ С  опера
тор бир ^ийматли мос келади. Аммо бирярим чизицли f формага

f (х, Ъ  =  (х, ф* (У))
тенгликни к;аНоатлантирувчи ф* оператор бир цийматли мос кела
ди. Лекин у ^олда:

(Ф (х), у) =  (х, ф* (у)).
Бундан 1 -теореманинг тугрилиги келиб чикади.

Шуни цайд 1̂ илиб утамизки, 45.1-пунктдан ф* ^ушма чизикли 
операторнинг исталган ортонорма яанган базисдаги магридаси ф опе- 
раторнинг шу базисдаги матрицасини транспонирлаш ва комплекс 
цушмалаш операциялари ёрдамида хосил цилинади.

2 - т е о р е м а .  Крм т  операторлар цуйидаги хоссаларга зга:

а) (фф)* =  ф*ф*;
— Ф  ft* )*  -  ф; — —      __________________________ __

В) (ф_-ь Ф)*_= ф* +  V ',
г) (Лф)* =  X ф*;
д) l£g =  1 •

Бу теоремани муста^ил исботлашни укувчига таклиф циламиз.

46-§ . Узига к,ушма операторлар. Квадратик формаларни каноник
куринишга келтириш

46.1. Узига кушма операторлар ва уларнинг хоссалари. Агар 
ф* =  Ф булса, Ес даги ф чизикли оператор узига цушма оператор 
ёки эрмит оператори дейилади.

1 - т е с р е м а .  ф чизикли оператор узига кушма оператор бу ли
ши учун /  — (ф (х), у) бирярим чизикли форма эрмит формаси бу-  
лиши зарур ва етарли.

И с б о т .  /  нинг эрмит формаси эканлиги

(ф М , у) = (Ф  ((у), х) (46.1)
эканини билдиради, узига ^ушмалиги эса

(Ф (х), У) =  (х, ф (У)) (46.2)
тенглик билан ифодаланади. (46.1) ва (46.2) тенгликлар эквивалент 
экани равшан.

2- т е о р е м а. $зига к̂ ушма операторнинг хос цийматлари %а- 
цикий, xiap хил хос цийматларга мос келадиган хос векторлар эса 
ортогоналдир.

И с б о т .  45.1-пунктдан q> чизикли операторга
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И с б о т .  X— узига кушма ф операторнинг хос циймати, хфО эса 
X сонга мос келадиган хос вектор булсин, яъни

Ф (х) =  Хх.

Ф* =  ф булгани учун:

(Ф Й. х ) = ( £ ф ( х ) ) . -
Аммо у х,олда

(Хх, х) =  (х, Хх)
ва скаляр купайтманинг хоссасидан фойдаланиб, цуйидагига эга 
буламиз.

->•
Я, (х, х) =  X (х, х).

-> ->• —

{х, х) Ф  0 булгани учун X = Х ,  яъни Я, — з^и^ий сон.
Энди Хх, Х2 лар ф операторнинг иккита хос ^иймати ва 

—̂ >
е ^ О , е2ф в  лар эса шу сонларга мос келувчи хос векторлар бул
син.

( V i ,  i )  =  (Ф ( i ) ,  С) =  (ev Ф* й )  =  (е„ ф {е2)) =  (е], >.аг2)

ва Xlt Х2 — ^а^и^ий сонлар булгани учун
—У ^   ̂->• -V —̂

>-1 (ег, <?2) =  (ei. е2) ёки (>-! — Х2) (е1( е2) =  0.
Шартга к5'ра ХгфХ2, шунинг учун

(ev  Z ) = 0.
Теорема исботланди.
3- т е о р е м а. ф оператор ZTg даги узига г^ушма оператор бул

син. У  холда ф операторнинг п та иккипгадан ортогонал хос век- 
торлари мавжуд.

И с б о т .  3 8 .3 -пунктнинг 7 - теоремасига биноан £ £  фазода ф one-
—У

раторнинг акалли битта е1 хос вектори мавжуд.
—̂

^иймат ф операторнинг ех векторга мос келадиган хос кий-

мати булсин. е, векторга ортогонал булган векторлар тупламини 
Q1 билан белгилаймиз. Q1 туплам Lg фазонинг (п— 1) улчовли кием
фазоси экани худди 42 .3 -пунктдаги леммадаги каби исботланади

>
(шуни эслатамизки, бунинг учун Lg фазода биринчи вектори ev век
торга пропорционал булган ортонормаланган базис олиш керак). 
Q1 туплам ф операторнинг инвариант ^исм фазоси эканини исбот-

о —У —̂
лаймиз. х 6Q 1 булсин. У  з^олда (х, е,) =  0. Сунгра ушбуга эгамиз; 

(Ф Й *i) =  ( Z  ф* Й )  = (х , Ф Й )  =  (хГ Хг =  Хх (х, 7Х) = 0 .
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Бундан <р(х) б*?1 экани келиб чи^ади. Шундай ^илиб, ф1 туплам ф 
нинг инвариант к;исм фазоси.

Энди (З1 ^исм фазода ф|д. операторни ^араймиз. ф|р. 
экани ва ф^. оператор С21 даги узига цушма оператор экани рав-
шан. ф1 да 38.3-пунктнинг 7- теоремасига биноан е2 хос вектор мав- 
жуд. Сунгра Q1 дан п— 2 улчамли, С}1 га ортогонал булган ф2 кием
фазони ажратамиз, бу к;исм фазода е3 хос векторни топамиз ва к. 

Натижада ф операторнинг иккитадан ортогонал булган п та

ех, . .  . ,  е„ векторларига эга буламиз.
Теорема исботланди.
4 - т е о р е м  а. ф оператор Епс унитар фазодаги узига кушма 

оператор б1]лсин. У холда ортоноршланган базис мавжуд б$либ,. 
унда ф операторнинг матрицаси диагонал куринишда ва хаткий 
матрицадир. Шунингдек, тескари тасдиц хам уринлидир.

И с бот .  3-теоремага биноан ф оператор £ £  фазода иккитадан

ортогонал булган е,, е2, . . .,еп векторларга эга экани келиб читали. 
Умумийликни бузмаган ^олда, бу векторларнинг узунликлари бирга
тенг деб хисоблаш мумкин; акс ^олда <?,(/ =  1, 2, . . ., п) ни
-* 7, -* -► ■е'I =  —■ векторлар билан алмаштирамиз. еь е2, . . .  , еп векторлар

м
Е¡1 да ортонормаланган базис ташкил килади, бундан ташцари

Ф (е^ =  V I .~+~ —У
Ф (е2) =  Х2е2,

Ф (О  =  Ке„

булгани учун ф операторнинг бу базиСидаги матрицаси ушбу кури- 
нишга эга булади.

\  0 . . .  О 
О Х2 . . .  О

О ’ 0 .’ . ! К.
(46.3)

2- теоремадан \2, . . . ,  ХГ1 сонлар, шунинг учун (46.3) матрица
\ам ^аки^ий экани келиб чи^ади.

Шундай к,илиб, 4- теореманинг биринчи тасдиги исботланди. Энди
иккинчи тасдикни исботлаймиз. ф операторнинг бирор ортонормалан. 

—> ■> —>
ган ех, е2, . . ., еп базисдаги матрицаси (46.3) куринишга эга булсин, 
бунда ).2...................— ^а^и^ий сонлардир. У  холда ф операторга
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«цушма булган ф* операторнинг е, , еп базисдаги матрицаси (46.3) 
матрицасини транспонир таш ва комплекс ^ушмалаш йули билан ^о- 
:сил ^илинади. (46.3) матрица диагонал куринишли ва ^а^щий матрица 
булгани учун бу (46.3) \ а : р 1ша уст ад а бажарилган операциялар уни

• узгартирмайди. Демач, ф ва ф* операторларга ортонормаланган еъ—> —̂  ̂ _
■е2, . . еп Сазисда битта матрицанинг узи мос келади, бу эса ф = ф *
эканини билдиради.

Теорема тула исботланди.
4- теоремадан узига к\шма операторларнинг куйидаги геометрик 

интерпретациясига эга буламиз. ф оператор Е£ унитар фазода узига 
■^ушма оператор булсин. У ^олда £? фазода п та иккитадан срто- 
сонал хос векторлар ажратилади, бу векторлар ££ да п та иккита
дан оргогонал йуналишни ани^лайди. Бундай хар бир йуналишга 
Хацш^ий сон (ф нинг хос ^иймати) мос келтирилади, шу билан бирга 
бу йуналишларнинг з̂ ар бири буйича |Я.,-| марта сициш ёки чузиш
■амалга оширилади, бундан таш^ари, агар мос келувчи X, к,иймат
манфий булса, у зфлда ( п - 1 )  улчовли . к,исм фазода бу йуналишга 
оргогонал аксланиш (кайтиш) руй беради. ££  з^и^ий Евклид фазо- 
•сида ф узига кушма оператор учун худди шунга ухшаш интерпре
тация уринли. Бу 41.1 пунктнинг 4-теоремасидан келиб чик,ади.

46.2. Эрмит квадратик формаларини каноних куринишга келтириш.
5 - т е о р е м  а. ££ унитар фазода ¡-.Е'^х Е%-+С эрмит бирярим 

■чизщли формат царплаётган бдлсин. У холда ££ да ортонорма
ланган базис мавжуд булиб, бу базисда мос эрмит квадратик
-ф =  I \. п форма ушбу куринишга эга булади: 

с

Ф (х, х) =  X, | а , (г +  1 а 2 ¡2 -Ь . . . +- \п | а„ |2, (46.4)
бунда — хающий сонлар, а, эса каралаётган базисга нисбатан
ихтиёрий х 6 векторнинг компонентлари.

И с б о т .  46.1-пунктга кура эрмит бирярим чизикли форма учун 
££ да

/  (х, у) =  (Ф (*), у) 
тенгликни каноатлантнрувчи узига к ушма ф оператор мавжуд. £" да 
•ортонормаланган базис сифатида ф операторнинг узунлиги бирга тенг 
булган иккитадан ортогонал булган хос векторлари системасини тан- 
лаймиз. Б у танлашни 46.2- пунктнинг 2- теоремасига кура амалга 
ошириш мумкин. У ^олда

Ф ( О  ~ К еи ф (А ) =  V *  • • ф ( О  =  Кеп,
бунда 2- теоремага кура А,х, Х2, . . . ,  ха^ик,ий сонлардир. Энди

~х =  +  . . . +  1/ =  Р1?1 +  . . . +  Р,А
векторлар Е" га тегишли ихтиёрий векторлар булсин.
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Те £)_//=* да 1,
' " к) { ¿=7= к да О

/ (X, у ) = (Ф М. Й = (Ф ̂  2 «А
п \ /  л п \ /~п п \ п

2  р* ^  =  2  2  р *** ) =  2  2  р а  ) = 2  х 'а ‘Р '-
А =  I /  \ , = 1  4 = 1  У  \  1 = 1  4 = 1  /  < = 1

Шу сабабли

Ф (х, х) =  /  (х, дс) =  А.х | а , |2 +  Х2 |а2 ¡2 +  . . . 4- К  I а <1 12- 
Теорема исботландн.
Энди 41.2- пунктнинг 6 - теоремасининг куйидаги умумлашган- 

шаклини муста^ил исботлашни так лиф циламиз.
6 - т е  о р е м  а. Комплекс чизщли фазода иккита / ва g бирярим 

чизщли Эрмит формалари каралаётган булсин, шу билан тога 
Ф =  / /  — мусбат ан.ш\ланган квадратик форма булсин. У олда

°с
бу иккала форма каноник куринишга келтириладиган базис*
м а в ж у д .--------------------—■— ________________

Э с л а т м а .  б-теоремада форматардан бирининг мусбат аницлан- 
ган булиши талаби му^имдир. Ушбу

| а , |2 — | а 2 12 ва о^оц а2а ,  
квадратик формалар учун С2 фазода 6- теорема уринли булмаслигини 
исботлашни таклиф ¡^иламиз.

Бу параграфнинг охирида шуни ^айд циламизки, эрмит квадра
тик формалари учун инерция ^онуни уринли, яъни куйидаги теоре
ма маънога эга.

7- т е о р е м а. Агар 1'с. флзодаги эрмит квадратик формаси икки
та базисда каноник куринишга эга булса, у ,\олда мусбат, манфий 
ва ноль коэффициентларнинг сони иккала холда хам бир хилдир.

Бу теореманинг исботи квадратик формалар учун ,\а^ик,ий чизицли 
фазодаги мос теореманинг исботига ухшаш утказилади. Шу сабабли 
биз исботни келтирмаймиз

47- §. Унитар операторлар
47.1. Унитар операторнинг таърифи ва хоссалари. Агар £ £  унк- 

тар фазодаги ф чизицли оператор учун

ФФ*=Ф*Ф =  1 „ (47.1)
Ес

булса, ф чизицли оператор унитар оператор дейилади, бунда ф* 
оператор Ес да ф га ^ушма оператор.

1 - т е о р е м а .  ){ар щндай ф унитар оператор Епс дх скаляр

купайтмани сацлайди, яъни \ар цандай х, у  6 Ес учун

булгани учун

(Ф (4  ф(Й) =  (*Г Й  (47.2)
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тенглик Уринли. Аксинча, скаляр купайтмани с<щлайдиган %ар 
цандай читали оператор унитар оператордир.

И с б о т .  Х,ар к,андай х, у 6 Ес учун ^уйидаги тенгликка эга- 
миз.

(Ф (*). Ф (7)) =  (х, ф* (ф (у))) =■ (х, (Ф*оФ)7).

Ф унитар оператор булгани учун (47.1) дан ф* в ф =  \£ п экани 

, келиб чи^ади, шу сабабли:

(Ф Й .  Ф (У)) -  Й  У).
Энди х,ар к;андай х, у £Ес учун

(Ф Й .  ф Ш  -  (х, у) 
тенглик уринли булсин. У ^олда

((?* ° ф)(*Т- 7) =  (х, у) =  (1_„ (х), 7)
с

ва 45.1-пунктга биноан, ф*ф =  1 £л , яъни ф’ — унитар оператор. 

Теорема исботланди.

1-теоремадан, х =  у да

|Ф (х) г =  (ф Й ,  Ф Й )  =  (X, х) =  | х |г

экани келиб чикади, яъни ф унитар оператор векторлар узунликла- 
рини са^лайди,

Ес фазода ех еп ортонормаланган базис берилган булсин
-V-

ва ф — Ес да чизик,ли оператор булсин. ф нинг ех, е*. , еп ба-
зисдаги матрицасини

А =
а11 а12 • • • а1П
а̂ \ а23. . . а<т 

она. . . аш.

билан, ф операторга кушма булган ф* олераторнинг шу базисдаги 
матрицасини А билан белгилаймиз. У ^олда:



Ф*Ф =  1 „ шартлар матрицаларнинг АА* ва /СА  купайтмалари бирлик
Е с

матрицага тенглигини билдиради. Шу сабабли АА =  Е ва А А =  Е 
матридавий тенгликларга мое равишда жавоб берувчи иккита тенг- 
ликлар системасига эга буламиз:

■у -  /  г =  к да 1,
¿ ¿ аИ ак/ — [ г- ф  к да о, (47.3)

Агар ф унитар оператор булса, у  ̂ олда ф • ф =  1Е п ва

1=1

1=1

- у  -  I г =  к да 1, 
¿ ¿ аи а\к — ь- ф к  да О (47.4)

(47.3) ва (47.4) дан ф операторнинг ортонормаланган базисда 
унитарлиги шарти ушбуни билдиради: шу базисда А матрицанинг 
бирор устуни (сатри)га жойлашган элементлари билан бошка сатри 
(устуни) элементларига кушма элементлар билан купайтмаларининг 
йигиндиси нолга тенг, исталган сатр (устун) элементлари квадрат- 
ларининг йигиндиси бирга тенг экани келиб чин^ди.

(47.4) формуладан ^уйидаги теорема келиб чик;ади.
2 - т е о р е м а ,  ф оператор унитар оператор булииш учун бу

оператор ех, . . .  , е„ ортонормаланган базисни ортонормаланган 
базисга утказиши зарур ва етарли. -У-

И с б о т  ^уйидаги фактдан келиб чи^ади: ф(е,) (г =  1...............п);
-У -У-

векторлар ф (ег) =  2л аа ег куринишга эга ва шунинг учун:

/ /Л  Л и  V  “  I =  к да 1, 
(Ф (е*), Ф Ы ) =  2  {1ф  к Ай 0.

i — к да 1,
0/1а/*

¡=1

47.2. Унитар операторнинг тузилиши
3 - т е о р е м а .  Унитар операторнинг хос цийматлари модули 

б£)йича бирга тенг.
И с б о т .  ф оператор Е£ даги унитар оператор, X эса ф нинг хос

киймати ва х Ф  0 вектор X сонга мос келадиган хос вектор булсин. 

У ^олда ф (х) =  Хх  ва, демак,

(х, х) =  (ф (х), ф (х)) =  (Хх, Хх) =  XX (х, х).

Бундан XX =  1, чунки (х, х) ф  0, яъни |Х| =  1.
Теорема исботланди.

- 4 - т е о р е м  а. ф оператор Епс даги унитар оператор булсин. 
У  %олда ф операторнинг иккитадан ортогонал булган п та хос вектор- 
лари мавжуд. Еу векторларга мос келувчи хос цийматлар модули 
буйича бирга тенг.
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И с б о т .  3 8 .3 -пунктдаги 7-теоремага биноан <р оператор ££  даги
*>•

.\ар кандай бош^а чизицли оператор каби камида битта ехФ в  хос 

векторга эга. Умумийликни бузмасдан, | ег | =  1 деб ^исоблаш мум- 
кин. Ес даги ех векторга ортогонал векторлар тупламини О1 билан 
белгилаймиз. Виз биламизки, С}1 туплам Ес фазонинг (п — 1) улчов- 
ли ^исм фазосидир (4 6 -пунктнинг 4 -теоремасига ^аранг). С̂1 туплам
Е" нинг инвариант ^исм фазоси эканини исботлаймиз. х вектор 
нинг ихтиёрий вектори булсин. У ^олда

(х, Х) =  О

ех хос векторга жавоб берувчи хос к;иймат булсин. 3- теоре- 
мадан 1^1 =  1 экани келиб чикади. Сунгра ушбу тенглик келиб 
чи^ади:

( ФЙ .  ф Й )  =  (ф*ф Й> ? )  = Й  3  =  °>

шундай цилиб, ф (е,) =  \хех, шунинг учун (ф (х), ех) =  0, яъни
<Ф (х), ех) =  0. Бу О1 нинг инвариант эканини исботлайди. ф опера- 
торнинг Q1 кием фазога сикилиши бизни (п — 1) улчовли О1 унитар 
фазодаги

Ф 1<г, '-О1 -+ 0 }
унитар операторга олиб келади, бу операторга нисбатан ^озиргина 
юритилган муло^азани яна татби^ ^илиш мумкин. Процессии давом 
эттириб, ф операторнинг п та иккитадан ортогонал, бирлик узун-
ликка эга булган хос векторларини тузамиз. ех, е2 еп вектор-
ларга, 3-теоремага кура, ф операторнинг модуллари буйича бирга 
тенг булган >.2, . . . , Хп хос кийматлари мос келади.

Теорема исботланди.
5 - т е  о р е м  а. унитар п длчовли фазода %ар цандай унитар

оператор учун ех, еъ . . . , еп ортонормаланган базис мавжуд бу- 
либ, операторнинг бу базисдаги матрицаси ушбу куринишга эга:

0 . . .  0
0 \2 . . . 0

0 0 . . Л п (47.5)
бунда л2 . . . , — модуллари буйича бирга тенг булган сонлар.

Аксинча, агар бирор ортонормаланган базисда ф : Е£ -*■ Е% чизщ- 
ли операторнинг матрицаси (47.5) куринишга эга б$лса, у  холда 
Ф унитар оператордир.

И с б о т .  47.2- пунктнинг 4- теоремасига биноан Е^ да ф опера- 
—>- *>■

торнинг е1, е2, , еп хос векторлари ^осил ^илган ортонормалан
ган базис мавжуд.
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Ф К )  =  V i .-*■ ■>

Ф ( 2̂) =  к2е2,

Ф (ег) =  Кел
булгани учун бу базисда ф операторнинг матрицаси (47.5) куриниш- 
га эга булади, бунда 47.2-пунктнинг 3- теоремасига биноан 
Х2, . . . , ?Vi— модуллари буйича бирга тенг бу’лган сонлар.

Аксинча, ф чизшуш оператор бирор ортонормаланган е,, ег...........
. . , е„ базисда (47.5) куринишдаги матрицага эга бÿлcин, бунда 
Я, | =  1 (/ =  1, 2 , ,  . . ,  п). У ^олда исталган

П П

х - ва у  =  2Рквк
.  (=i *=1

векторлар учун куйидаги тенгликка эгамиз:

«А ) ) =
п п п

= 2  ̂  Х(а ,р, = 2  I ̂  I2 а<'̂  = 2 а $ 1'
<=i <=1 ¿=1

Б у холда эса 47.1-пунктнинг 1 - теоремасига кура ф оператор уни
тар оператор бÿлaди.

Теорема исботланди.

Сунгра
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