E. E. Jumayev

GEOMIETRIY ADAN
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universitetlarning bakalavr yo‘nalishi bo ‘yicha 5141600 matematika,
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Kirish

Talabalamingbilimlarini chuqurlashtirish, olingan nazariy bilimlarni
amalda go'llashda muhim bosgichlardan birini malakaviy amaliyotlar tashkil
giladi.

Malakaviy amaliyotda mustaqil fikrlashga o'rgangan va masalalar yechish
bilan muntazam shug‘ullanib boradigan talabalar unumli mehnat qilishi
shubhasizdir.

Masalalar yechish uchun, awalo, maslahatlar, so'ngra o‘rni kelgan-
da kerakli maslahatlar beruvchi «maslahatchi» zarur. Ko'pchilik uchun
bunday maslahatchi kitobdir.

Talabalaming pedagogik amaliyotida maktab, kollej va akademik litseyda
matematika darslarini unumli tashkil etishda kuzatishlar geometriya fanidan
o'quvchi, talaba va o'gituvchilaming bilim, ko'nikma va malakalari ancha
kamligini ko ‘rsatflrli

zarur bo‘lgan masalalar
kiritildi, masalalami yechish yo‘llari hamda ba’zi masalalarga ko ‘rsatma-
lar berildi va malakaviy amaliyot davrida zarur maqgsadlarga erishishda
talabaga yordam berishi nazarda tutiladi.

Shu nuqtai nazardan talabalaming matematikaga qiziqgishini oshi-
rish, masalalar yechish orqali malakaviy amaliyotni sermahsul o ‘tka-
zishga imkoniyat yaratish o‘quv qo‘llanmani asosiy magsadi hisoblanadi.

Ikkinchidan, talabaning dunyoqarashini kengaytirish, madaniyatini
oshirish, mantiqiy va ijodiy fikrlashini shakllantirishni o ‘z ichiga oladi. Bu
maqsadlaiga erishishda tanlangan maxsus masalalar xizmat giladi. Masalalami
yechishda talabadan chuqur nazariy savollami bilish va uning muhim
jihatlarini qarash talab etiladi.

Yuqori saviyadagi mutaxassislar tayyorlash uchun harakat gqilina-
yotgan shu kunlarda bu o‘quv qo‘llanma universitetlarning fizika,
matematika, amaliy matematika fakulteti bakalavr yo‘nalishi talabalariga,
o ‘gituvchilarni igtidorli yoshlarni tarbiyalashda, talabalaming oigan bi-
limlarini mustahkamlashda yordami tegar, degan umiddaman.

Muallif
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PLANIMETRIYA MASALALARI

Kitobxon geometriyaning katta bog'ida shun-
day sayr qilsinki, u o°‘ziga yoqgan
guldastani tanlay olsin...

Rene Dekart

I-§. Geometriya fanining rivojlanishi haqgida

Buyuk grek tarixchisi Gerodot (eramizgacha 484—425 yillar) shunday
deb yozgan: «Podshoh misrliklarga yer maydonini to ‘rtburchak shaklida
ajratib beigan. Yerdan daromad gilish magsadida soliqg to‘lovi hagida farmon
chigargan. Daryoning suvi toshib ajratilgan yerlarni buzib ketadi. Yer
egalari podshoh huzuriga borib arz gilishgan. Podshoh ishongan odamiariga
golgan yerni o ‘Ichashni va unga mos solig belgilashni buyuradilar. Menga
golsa, geometriya shunday yaratilgan deb o‘ylayman».

Gerodotning fikricha, birinchidan, “geometriya” — yer o‘lchash
(grekcha yt|,— yer, loexpeco— o ‘Ichash) bilan bogiiq bo‘lib, kishilarga
amaliy jihatdan zarur bo‘lgan, ikkinchidan, soliq va yerni oMchash uchun
proporsiyani yechish kerak bo'lgan. Bundan Gerodotning geometriya bilan
shug‘ullanishiga asosli yondashganligi kelib chigadi.

Birinchi bor ifodani harf bilan belgilash flkri fransuz olimi
Fransua Viyetda (1540—1603) paydo bo‘lgan, Rene Dekart 1637 yilda
yozgan «Geometriya» asarida koordinata tekisligini belgilashni kiritgan.

Chiziqga urinma o ‘tkazish masalasini Rene Dekart (1596 —1650),
Per Ferma (1601 —1655) va Jil Persone (1602—1675) (Roberval nomi
bilan murojaat gilgan)lar hal gilganlar.

Differensial hisobning birinchi masalasi, ya’ni hosila to‘g‘risidagi
masala Blez Paskal (1623—1662) tomonidan hal etilgan va 40 yildan
keyin Leybnitsning fikri bilan bir xil boMganligi aniglangan. Leybnits va
Nyuton, Leonarda Eyler (1707—1783), fransuz olimi Gospar Monj
(1746—1818), nemis olimi Karl Fridrix Gauss (1777—1855) va Bernxard
Riman (1826—1866)lar differensial geometriyaning asoschilari hisoblanadi.

df
— —belgini Leybnits taklif etgan, keyinchalik fransuz olimi

matematik Adriyen Mari Lejandr (1752—1833) 1786 yilda f vafuyokifx



va fu belgilami kiritishni taklifetgan. Silindr so‘zi yunoncha Kylindras
so‘zidan olingan bo‘lib, ,g‘‘la“, konus —,,gqarag‘ay yong'og‘i“ ma’no-
sini bildiradi.

Sirtni kesganda kesimda birinchi bo‘lib ellips, giperbola va para-
bolaning hosil bo‘lishini eramizdan oldingi 4 - asrda yashagan matematik
Menex Appoloniy Perchskiy aniglagan.

Nyuton uchinchi darajali tenglama bilan berilgan chiziglaming 72
turini aniglagan.

Nemis matematigi David Gilbert (1868—1943) chizigning urinish
nuqtasiga o ‘tkazilgan urinmalar to ‘plamini anigladi, ya’ni normal tekis-
lik tushunchasiga asos solgan.

Fransuz matematigi Frene (1816—1900) «Reper» tushunchasiga
asos solgan, shuningdek fransuz geometri Jozef Alfred Serre (1819—
1885) egri chiziglar nazariyasi bilan shug‘ullangan.

Moskva davlat universiteti professori Sergey Pavlovich Finnikov
(1883—1964), Parij universiteti professori Eli Jozef Kartan (1869—1951)
differensial tenglamalar nazariyasi va differensial geometriyada asosiy
natijalami qgo‘lga kiritgan.

Nikolay Kuzanskiy (1401—1464) sikloida chizig‘ining birinchi muallifi
bo‘lib, keyinchalik sikloida bilan bog‘lig masalalar bilan Evanjelista Tori-
chelli (1608—1647) va Galileyning shogirdi Vinchenso Viviana (1622—
1703)lar shug‘ullanganlar.

Traktrisa chizig‘ining asoschisi Leybnits bo‘lsa-da, psevdosferadagi
geometriya tekislikdagi geometriyaga o'xshash bo‘lishi kerak, degan fikmi
italiyalik geometr Eudjenno Beltrami (1835—1900) isbotlagan.

Differensial geometriyaning yaratilishi asosan L.Eyler va fransuz
matematigi G.Monj bilan chambarchas bogiiq. L.Eyler 1707 yilda
Shveysariyadatug‘ilgan. Fransuz matematigi Monj sirt tenglamasini birinchi
bo‘lib Z=Z(x,y) ko‘rinishida yozgan.

XIX asming boshida eng kuchli matematik deb Karl Fridrix Gauss
tan olingan.

Karl Mixaylovich Peterson (1828—1881) va italiyalik olim Delfmo
Kodatsii (1824—1973)lar birgalikda differensial geometriya uchun sirtning
“Oltin” teoremasini yozganlar.

Hozirda, gisqacha aytganda, T.Shevchenko nomli Kiyev DU pro-
fessori V.l.Mixaylovskiy “Sirtlarning cheksiz kichik egilishi nazariyasi”,
M.P Dragomanov nomli Kiyev milliy universiteti professori Bevz G.P.,
Xarkov DU professori AS.Pogorelov, Moskva DU professori I.Poznyak



Differensial geometriyaning yaratilishi asosan L.Eyler va fransuz
matematigi G.Monj bilan chambarchas bog'liq. L.Eyler 1707 yilda
Shveysariyada tug‘ilgan. Fransuz matematigi Monj sirt tenglamasini birinchi
boiib Z=Z(x,y) ko‘rinishida yozgan.

XIX asrning boshida eng kuchli matematik deb Karl Fridrix Gauss
tan olingan.

Karl Mixaylovich Peterson (1828—1881) va italiyalik olim Delfino
Kodatsii (1824—1973)lar birgalikda differensial geometriya uchun sirtning
“Qltin” teoremasini yozganlar.

Hozirda, gisqacha aytganda, T.Shevchenko nomli Kiyev DU pro-
fessori V.l.Mixaylovskiy “Sirtlaming cheksiz kichik egilishi nazariyasi”,
M.P Dragomanov nomli Kiyev milliy universiteti professori Bevz G.P.,
Xarkov DU professori AS.Pogorelov, Moskva DU professori I.Poznyak
oliy geometriyaning barcha sohalarida, shuningdek 0 ‘zbekistonda G. Allayev,
M. Sherqo‘ziyev, N. Dadajonov, R.Yunusmetov, H.Nazarov, M. Sobirov,
A. Ortigboyev, A. Narimanovlar geometriyani rivojlantirishda o‘z hissasini
go'shganlar.

Geometriya fani hagida asosan ikkita garash mavjud:

1) F.Kleyning qarashlari-almashtirishlar guruhini Kiritish orqgali
geometriyani yaratish;

2) D.Gilbertning garashlari — aksiomalar sistemasini Kkiritish orgali
geometriyani yaratish.

Har ikkala garash ham birjinsli fazolar uchun bir xil natija beradi.
Lekin tranzitiv bo‘Imagan fazolar uchun D.Gilbertning garashlari orgali
kiritilgan geometriya ko’proq yaxshiroq natijaiami beradi.

E,— yevklid fazosining tuzilishi An— affin fazosiga nisbatan boy
materialga ega, ya'ni Yevklid geometriyasi affin geometriyasidan kuchliroq.
Xuddi shunday affin fazosining tuzilishi nroyektiv fazosidan boyroq,
affin geometriyasi proyektiv geometriyadan kuchli deb ayta olamiz.



2-8. Teng yonli uchburchak

Ta’rif. Agar uchburchakning ikki tomoni teng bo‘lsa,
unga teng yonli uchburchak deyiladi. Bu teng tomonlar uchburchakning
yon tomonlari, uchinchi tomoni esa uchburchakning asosi deyiladi.

C

Agar AC=BC boisa, AABC-teng yonli.
AB-asosi, AC vaBC yon tomonlari,
D-esa asosining o'rtasi.

asostga yopishgan burchak-
lari teng; ZA = ZB;
b) Teng yonli uchburchakda CD mediana, balandlik va
bissektrisa vazifasini bajaradi;
v) Teng yonli uchburchakning asosiga tushirilgan baland-
ligi, medianasi va bissektrisasi ustma-ust tushadi.

Belgilari:

a) Agar ABC uchburchakda ZA = ZB boisa, unda AC=BC
bo‘ladi;

b) Agar AA*BB, bo'lsa, AC=BC bo‘ladi, bu yerda AAr BB,
— uchburchakning balandliklari;

v) Agar AA2=BB2bo'lsa, AC=BC boiadi, bu yerda AA2
BB2—uchbarchakning medianalari;

g) Agar AA,=BB3bo'lsa, AC=BC bo‘ladi, bu yerda AA3 BB3 —
uchburchakning bissektrisalari.

Uchburchak bissektrisasining xossasi:

Uchburchak bissektrisasi garama-qgarshi tomonini
golgan ikki tomoniga proporsional bo‘lgan kesmaga ajratadi.

Isbot: ABC wuchburchakning bissektrisasi CD-bo‘lsin.
A va B uchlaridan CD ga perpendikulyar AA, va BB, ni o‘tka-

zamiz. ZACD =ZBCD =a, AA] = BB] =a,, AD =n, BD=m deb



belgilab olaylik. zB,DB = ZA,DA = p boigani uchun AACA, dan

sina =-L, aBCB dan sina = — ni topamiz.
b 1 a

bL=aL
Bundan
b a

yoki

b b t\ bo'ladi. ABDB, dan esa

sinp = -*-, ziADA, dan sinp-~L
n m

ni topamiz.

Bundan — = — yoki — =— boiadi.
n m y bt n

Demak, —= — yoki
b n AC AD

1-masala. Teng yonli uchburchakning bissektrisalari kesishish
nuqtasidan yon tomoniga ayirmasi 4 sm ga teng boigan kesma ajratuvchi
perpendikulyar u'lkazilgan. Bu nuqta asosiga o ‘tkazilgan bissektrisani 5:3
nisbatda boiadi. Agar asosiga yopishgan burchagi 60° dan kichik bo'lsa,
uchburchakning perimetrini toping.

Echish. Aytaylik, ABC uchburchakda AB = BC
bo‘lsin. BD kesma AC asosga o ‘tkazilgan balandlik.
AD = DC va BD esa Bburchakning bissektri-
sasi. B va A burchaklarning BD va AO
bissektrisalarining kesishgan nuqtasi O. OFJAB
ni o‘tkazamiz, F e AB. OD1 AC. OA—bissek-



ZB > 60°, (OAF<3()\ ZOBF > 30° ya'ni ;(OAF<ZOBF,
AF=0FctgZOAD; BF= OFctgZOBF, ctg ZOAD > ctgZOBF. Unda
AF > BF, shartga ko‘ra, AF—BF = 4 sm. A burchak AO bissektrisasining

_ BO AB
xossasiga asosan AABD dan . Bundan, agar AB > AD bo'lsa,

5 AB 5

BO
unda BO > OD hamda =- AB =5x, AD = 3x debbelgi-

laylik. AFO va AOD uchburchaklaming tengligidan AD =AF=3x,
BF = AB —AF =5x~3x=2x. Shartga ko‘ra AF-BF=4 va AF = 3x, BF = 2x
ni hisobga olib, 3x-2x = 4; x= 4. AB=4+5= 20sm, AD=3 -4=12 sm,
AC=24 sm. ABC uchburchakning R perimetri quyidagiga teng bo ‘ladi:
R= 20+ 20 + 24 = 64 sm. Javob: 64 sm.

2-masala. Teng yonli uchburchakda yon tomoni va asosining yig‘in-
disi 78 sm gateng. Yon tomoni va aoosidan teng uzoqltkda bo‘lgan bissektrisada
yotuvchi nuqta asosiga o ‘tkazilgan bissektrisani 5:4 nisbatda boladi.
Uchburchakning asosini toping.

Echish. Aytaylik, ABC uchburchakda AB = BC,
AC esa asosi bo‘lsin. Shartga ko‘ra
AB + AC = 78 sm, BD biseyektrisasini o ‘tka-
zamiz. BDIAC vaAD = DC, OeBD. OMiIAB

. . 0B 5 )
ni o ‘tkazamiz. — = —va OM = OD ekanli-
oD 4

gidan OA kesma BAD burchak bissektrisasi va

OB AB 5 .
= = Agar AB=5x, AD=4x, AC=8x deb belgilasak,

5x+8x=78, x=b, AC = 8 *6 = 48 sm ni topamiz. Javob: 48 sm.
3-masala. Teng yonli uchburchakning asosidagi burchak bissektrisasi

asosiga o ‘tkazilgan medianani 16,5 va 27,5 smli kesmalarga ajratadi. Bu
bissektrisa yon tomonini ganday kesmalaiga ajratadi?



Echish. Aytaylik, ABC uchburchakda
AB=BC, AC—asosi, BD—mediana, AM—
bissektrisa BD ni O nuqtada Kkesib
o'tsin.

Masala shartiga ko‘ra OD=16,5, OB=27,5
sm deb olsak, BD=OD+0B=44 sm bo'ladi.

Bissektrisa Xxossasiga asosan
aAd AB 80 AB _275 5 .
aaH AD-ToJ-lgaegabolamiz.

AB =5x, AA = 3x deb belgilab, AABD dan AB2AH2-= BU2;

(5x)2—(3x)2=442; x =11 AB =5+11=55cm, BC =55cm ni topa-
r%iz %isse7k~tnsa Xo0ssasiga asosan AB _ m yozib, CM =y deb
. g AC - CM y ; - y

5 55-y 5 55 . 55 1
6=~y~’ 6=7 ’ y=3°;CM=30cm,BM=55-30 = 25

cm ni topamiz.
Mashqglar

1 Teng yonli uchburchakning yon tomoni 13 sm, asosiga qarama-
garshi burchakning bissektrisasi 12 sm boMsa, uning perimetrini toping.

2. Teng yonli uchburchakning asosi 10 sm, unga o ‘tkazilgan media-
nasi 12 sm ga teng bo'lsa, uning perimetrini toping.

3. Teng yonli uchburchakning asosidagi bir uchidan o ‘tkazilgan
bissektrisa va balandlik orasidagi burchak 30° ga teng bolsa, uchburchak
burchaklarini toping

4. Teng yonli uchburchakda asosiga o ‘tkazilgan balandlik va asosidagi
burchak bissektrisasi orasidagi burchak 55° ga teng bolsa, uchburchakning
burchaklarini toping.

5. Teng yonli uchburchakda quyidagilar ma’lum bo‘lsa, uning peri-
metrini toping:

a) yon tomoni 25 sm va unga o ‘tkazilgan balandligi 24 sm;

b) asosi 30 sm va yon tomoniga o'tkazilgan balandligi 24 sm;

v) yon tomoniga o ‘tkazilgan balandlik uni 18 va 7 smli kesmalarga
ajratadi;

g) asosi 30 sm va unga o ‘tkazilgan medianasi 20 sm;
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d) yon tomoni va asosiga o ‘tkazilgan balandliklar 20 sm va 24 sm;

e) asosiga yepishgan burchagi 60° dan kichik bo‘lib, bissektrisasi yon
tomonini 25 va 30 sm kesmalarga ajratadi;

j) yontomonining asosiga nisbati 5:6 kabi. Asosiga yopishgan burchak
bissektrisasi asosiga o‘tkazilgan balandlikning, ayirmasi 4 sm bo‘lgan
kesmalaiga ajratadi;

z) yon tomoni va asosining ayirmasi 4 sm. Bissektrisa
asosiga o ‘tkazilgan medianani 5:3 nisbatdagi kesmalarga ajratadi;

k) asosiga tushirilgan balandlikda yon tomon wuchlaridan
teng uzogqglikda joylashgan nuqta olingan bo‘lib, uni 25 va
7 sm kesmalarga ajratadi;

m) medianada olingan nuqgadan asosigacha 14 sm, asosi-
ning uchigacha bo‘lgan masofa 50 sm.

k) bissektrisada yotgan nuqtadan yon tomonigacha bo‘lgan
masofa 15 sm, uchigacha bo‘lgan masofa 25 sm.

6. Quyidagilarga ko‘ra teng yonli uchburchak yasang:

a) asosidagi burchak va shu burchak bissektrisasi;

b) asosiga tushirilgan balandlik va yon tomoniga o'tkazilgan medianasi;

V) yon tomoniga tushirilgan balandligi va asosidagi burchagi;

7. Quyidagi elmentlar ma’lum bo‘lsa, teng yonli uchburchakning
asosini toping:

a) perimerti 80 sm, asosiga o‘tkazilgan balandligi 20 sm;

b) asosiga o'tkazilgan balandligi 32 sm, asosigacha bo'lgan masofa 12
sm.

v) perimerti 128 sm, yon tomonini asosiga bo°‘lgan nisbati 5:4 kabi;

8. Quyidagilarga ko‘ra teng yonli uchburchakning yon tomonini to-
ping:

a) asosiga o ‘tkazilgan medianasi 32 sm, asosidagi burchak bissektri-
sasi medianani uchidan hisoblaganda 20 sm masofada kesib o ‘tadi;

b) perimetri 128 sm, asosiga tushirilgan balandligi 32 sm;

9. Uchburchakning tomonlari 25, 25 va 30 sm bo‘lsa, katta
tomoniga o'tkazilgan bissektrisani hisoblang.

10. Teng yonli uchburchakning perimetri 128 sm, asosini
yon tomoniga nisbatan 6:5 kabi bo‘lsa, asosiga o ‘tkazilgan
balandligini hisoblang.



11. Teng vyonli uchburchakda medianalar kesishgan
nuqtadan asosiga qarama-qarshi uchigacha bo‘lgan masofa 12
sm, asosi 16 smga teng. Yon tomoniga o ‘tkazilgan medianasini toping.

12. Teng yonli uchburchakning yon tomoni 40 sm, asosi
48 sm. Asosiga o ‘tkazilgan medianada yotgan nuqtadan
asosining uchigacha bo'lgan masofalar teng bo‘lsa, shu nuqtadan
asosigacha bo'lgan masofani toping.

13. Teng yonli uchburchakning asosidagi burchak bissek-
trisasi  asosiga o'tkazilgan balandligi bilan kesishib,
kesishish nuqtasida uni 10 va 6 sm kesmalarga ajratadi.
Shu nuqtadan yon tomoniga o ‘tkazilgan perpendikulyar ajratgan
kesmaiarni toping.

Uyga vazifalar

1. Teng yonli uchburchakning yon tomoni 55 sm, asosi
66 sm ga teng. Asosidagi burchak bissektrisasi yon tomonini
ganday uzunlikdagi kesmalarga ajratadi?

2. Asosi va unga tushirilgan balandligi 8:3 nisbatda
va perimetri 5 sm bo'lgan teng yonli uchburchakning asosiga
o'tkazilgan medianasini uchidan kesishish nugasigacha bo‘lgan
masofani toping.

3. Teng yonli uchburchakning asosi unga tushirilgan ba-
landligidan 6 sm ga ko‘p, medianalar kesishish nuqtasidan
asosigacha bo'lgan masofa 3 sm ga teng bo‘lsa, uning peri-
metrini hisoblang,

4. Teng yonli uchburchakda asosidagi burchak bissektrisasi asosiga
o'tkazilgan balandligini 5:3 nisbatda bo'ladi. Agar teng yonli uchburchakning
perimetri 48 sm ga teng bo'lsa uning balandligini hisoblang.

5. Asosi va yon tomoniga o'tkazilgan balandligi bo'yicha teng yonli
uchburchak yasang.

6. Yon tomoni va unga o'tkazilgan balandligi bo'yicha teng yonli
uchburchak yasang.

7. Asosiga qarama-garshi burchagi va yon tomoniga o'tkazilgan bissek-
trisasi bo'yicha teng yonli uchburchak yasang.

8. Asosiga garama-qarshi burchagi va yon tomoniga o'tkazilgan baland-
ligi bo'yicha uchburchak yasang

12



9. Yon tomonlari va unga o ‘tkazilgan medianalar yordamida uchbur-
chaklarning tengligini isbotlang

10. Asosiga garama-garshi burchagi va asosining uchlaridan o'tkazilgan
bissektrisalar yordamida teng yonli uchburchaklaming tengligini isbotlang

11. Asosiga garama-qgarshi burchagi va yon tomonlariga o ‘tkazilgan
balandliklar yordamida teng yonli uchburchaklaming tengligini isbotlang

12. Asosi va yon tomoniga o ‘tkazilgan balandliklari bo'yicha teng yonli
uchburchaklaming tengligini isbotlang

3-8. To‘g‘ri burchakli uchburchak

burchakli uchburchak bo‘lsin. ZC=90°, AB-
gipotenuza, AC va
B C-katetlari, AB=c, AC=b, BC=a;
CD+AB, CD=h . BD=a'. AD=b\ bu

yerda a' va b1llar katetlarning gipotenuzadagi
proyeksiyalari; M nuqgta AB ning o'rtasi,
CM=mc, CL — bissekgrisa, ya’ni CL=/c, L
nugqta M va D nuqtalar orasida yotadi
ZMCD =ZDCL,CM = MA = MB.

CM =- wAB ZLCD =i(ZA-ZB).

2) O nuqta — AB, AC va BC tomonlardan
teng uzoglashgan nuqta, BO, AO, CO —
bissektrisalar.

a b »
3) sma=—;cosa = —
c c

; tga -2,
; X
ctga=— a2b2 =c2,sin2a +cos2a = 1;
C
CD+ AB,CD =hc, AD=a', BD=b"; h2=fl'b";

a2=cal ft2=cb'; ch=ab.

1-masala. To‘g‘ri burchakli uchburchakning katetlari 66 va 88 sm.
Katta o ‘tkir burchak bissektrisasi gipotenuzaga o‘tkazilgan medianani
kesmalarga ajratadi. Shu kesmalaming uzunligini toping.
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Echish. Aytaylik, ACB uchburchakda
ZC=90° bo'lsin, unda AC va BC- katetlar,
AB —gipotenuzabo‘ladi. AC = 66,BC = 88
bo'lgani uchun BC < AC, unda ZA> ZB.
ZA ning bissektrisasini, CM medianani
o'tkazamiz va ulaming kesishish nuqtasini
K hilan belgilaymiz. M a’lumKki,
CM=MB=AM, CK vaM K —kesmalarning uzunligini topamiz. AACB

dan AB2= AC2+BC2 AB = 110 sm, CM :iéAB :i2| 10 = 55 cm.

. . . CK AC
ACMA dan bissektrisa xossasiga asosan , KM =¥,
KM MA
. 55- 66
CK =55 m j*e6 « 55o Xx=25 KM =25cm.CK =55 —25

= 30 sm. Javob: 25 sm, 30 sm.

2-masala. To‘g‘ri burchakli uchburchakda o'tkir burchak bissektrisa-

lari mos ravishda 9\i5 Ba SVIO sm. Uchburchakning katetlarini toping.

Echish. Aytaylik, ABC to‘g‘ri burchakli uchburchakda BC, AC
katetlar, AB gipotenuza bo‘lsin. AM va BN bissektrisalami yasaymiz.

fa= AM =975, /, = BN =8n/i0 cm, BC =a, AC = b, ZA = 2a,
ZMAC =a, ZB =90°- 2a, ZNBC =45°- a, aMAC dan

b =laeosa, ANBC jjaH a = 1bcos(45° - a).

a _Ibcgs(45 -q)

a .7
- tg2a * —-
b b Ib cosa

L. 8VIO 8 j. n 8 R cos(45°-a)

L K5 =9 cosa ;
tg22a * €0s 2a 128
€0s2(45° - a) 81’
1+ eos 2a 1+ 1- tg2a 1+ 2tga 1+1tg2a +1- tg2a
1+ sin 2a 1+ tg2a 1+ tg2a 1+tg2a
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1+ tg2a + 2tga 1+ tg2a 2tga
1+ tg-a 1+ tg2a (1 +tga)2 (I +tga)2’ 1- tg2a

2 = 128. 2tga 64.
(1+tga)2 81 (I-tg2a)(l + tga) 81"

2tga
(I - tga)(l +tga) 9’ enditga = y deb belgilasak,

+y)=T 4(1“y2+Y* y3)=9y; 4y3 +4y2 +5y “4 =0+

(2y - N(2y2+3y +4) =0=>y =-i, chunki 2u2+ 3u + 4 = 0 haqiqiy
1
cosa = =7; b=1lacosa; b =9n/5 =18 cm
VI + tg2a 2 >
1+
2tea 2'% 4
tg2a = =— vy = fl = btg2a; a= 18(4/3) =24 cm.

Mashglar

1-masala. Quyidagi elementlariga ko‘ra to‘g‘ri burchakli uchbur-
chakning perimetrini hisoblang:

a) gipotenuzasi 13 sm, kateti 12 sm ;

b) katet va gipotenuza 3:5 nisbatda va ikkinchi kateti 16 sm;

v) katetlar ayirmasi 5 sm, gipotenuzasi 25 sm;

g) kateti 20, unga o ‘tkazilgan medianasi 5VI3 sm;

d) gipotenuzaga o'tkazilgan balandligi 24 sm va uni 9 :16 nisbatda
kesmalarga ajratadi.

e) katet va gipotenuza 4 :5 nisbatda, o ‘tkir burchak bissektrisasi
ikkinchi katetni ayirmasi 2 sm bo'lgan kesmaga ajratadi.
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2-masaia. Tcrrri burchakii uchburchakda quyidagi eiementlar beril-
gan bo'lsa, gipotenuzasini toping:

a) perimetri 36 sm, katetiar ayirmasi 3 sm;

b) o‘tkir burchak bissektrisasi katetlaridan birini 8 va 10 sm i
kesmalaiga ajratadi;

v) to‘g‘ri burchak bissektrisasi gipotenuzani 3:4 nisbatda bo'ladi,
perimetri 84 sm;

g) katetlariga o ‘tkazilgan medianalar 752 Ba V73 sm.

3-masala. To‘g‘ri burchakii uchburchakning katetlari 15 va 20 sm.
Gipotenuza o ‘tkazilgan balandligini toping.

4-masala. To‘g‘ri burchakii uchburchakda to ‘g ‘ri burchak uchidan o'tka-
zilgan bissektrisa va balandlik orasidagi burchak 15‘ga teng bo'lsa, uchburchak
burchaklarini toping.

5-masala. To'g’ri burchakii uchburchakda to ‘g ‘ri burchak uchidan ba-
landlik, mediana va bissektrisa o ‘tkazilgan. Agarbalandlik va mediana orasi-
dagi burchak 30° bo‘lsa, bissektrisa va balandlik orasidagi burchakni toping.

6-masala. Quyidagi elementlarga ko‘ra to ‘g ‘ri burchakii uchburchak
yasang;

a) gipotenuzaga o ‘tkazilgan balandligi va o‘tkirburchagi;

b) gipotenuzaga o ‘tkazilgan medianasi va o ‘tkirburchagi;

V) gipotenuza va unga o ‘tkazilgan balandlik;

g) bitta katet va gipotenuzaga o'tkazilgan balandlik.

Uyga vazifalar

1. To‘g‘ri burchakii uchburchakda katetiar yig'indisi 35 sm, gipote-
nuza va unga o ‘tkazilgan balandliklar yig"indisi 37 sm bo‘lsa, uchburchak-
ning gipotenuzasini toping.

2. To‘g‘ri burchakii uchburchakning kateti 28 sm, har bir katetdan
12 sm uzogqlikda gipotenuzasida nuqgta olingan bo‘lsa, uchburchakning peri-
metrini toping.

3. To‘g‘ri burchakii uchburchaklarning quyidagi mos elementlariga
ko‘ratengligini isbotlang:

a) gipotenuzaga o ‘tkazilgan balandligi va medianasi;

b) to‘g‘ri burchak uchidan o'tkazilgan balandligi va bissektrisasi;

v) katet va unga o‘tkazilgan medianasi;
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g) katet va ikkinchi katetiga o'tkazilgan medianasi;

d) katet va ikkinchi katetiga o'tkazilgan bissektrisasi;

j) o‘tkir burchak va shu burchak bissektrisasi bo ‘yicha.

4. To‘g‘ri burchakli uchburchakning gipotenuzasiga o ‘tkazilgan medi-
ana uni ikkita teng yonli uchburchakka ajratishini isbotlang.

5. To‘g‘ri burchakli uchburchakning katetlari 45 va 60 sm. Bissektrisa-
lar va medianalar kesishish nuqtasi orasidagi masofani toping.

4-8. Turli tomonli uchburchak

1 ABC uchburchakdaAB=c¢, BC=a,AC=b,PA=a,ZB=R,ZC =9
bo'lsin. Ma’lumki a + R + 9=180°.

a) O nuqta AB, BC, AC tomonlarning o‘rta perpendikulyar-
lari (mediatrisasi) kesishish nuqgtasi bo‘lsin. Unda AM = MB,
BM = NC, KC = AC bo‘ladi. Katta tom @arshisida katta burchak
yotadi.

b) s2=02+b2= 2absosa (kosinuslar teoremasi);

g) OM + ON + OK = BP = hb;
d) Uchburchak balandliklari yotgan to‘g‘ri chiziglar bir nuqtada
AC, BA, CB,

kesishadi, yani g A c B



AA, - ha[, BB] - hb, CC, - hc deb belgilaylik, unda

ha=>/p(P-fl)(P-b)(p-c)/2fl, hb=Jp(p-0)(p-b)(p-c)/2b,

hc=>p(p-a)(p-b)(p-c)/2c, bo'ladi, bu yerda p=a+'~c

b = VX ,a = y/X c -

2h2ah2chb 2h3bhche 2h2ah\h,
kin, bu yerda x = (hahb+ hdéhc + hbh)-(hflhb+ hbhc - hOhc) e«
(hahb + hahc - h bhc) -(hahc + hbhc - hahb).

ni isbotlash mum-

B d) Uchburchakda medianalari bir nuqtada

AC, BA, CB, =

kesishadi va CB AC BA "

AA,=ma BB,= mo, CC,= mcdeb belgilaylik.
AO Cco BO 2
OA, ~ OC, ~ OB, 1’
AO =~ AA,, OA, =-AA,.
3 3

mf=~\j2c2=2b2- a2; mb=]-yj2a2+2c2-b2 1 c=~"2ar +2b2- c2;

c2=|[2(ta+TB)-T2], a2=|[2(T2+T2)-T1 2],

b2; y ( m»+mc)-mb]

e) Uchburchakda bissektrisalar bir nuqgta-
AC, BA, CB,
c,b'a,c 'b,a I AAi_/&

BB,=/a, CC,=/c deb belgilaylik.
OM = ON = OK

C BB2=AB -BC-AB, -B|C

da kesishadi va

2bc cos — 2accos — 2ab cos -
L,: _ 2.> i - 2
b+c b a-+c a+c
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2 4P (P-fl)bc 2 4p(p-b)ac 2 4p(p-c)ab
2 G+c) " fa+cy = ° i+’

1-masala. ABC uchburchakda AB = 2 VI9 va BC = 14 sm. Agar
ZBDC=120° bo‘lsa, uchburchakning tomonlarini toping, bu yerda
BD mediana.

Echish: BD — umumiy tomon, b
AD = DC, BC>AB, ZABC = 60°,
endi AD = DC=x>0, BD=u>0 deb

belgilaymiz.
AADB dan AB2=AD2+BD2- 2AD m
*BDcos60°, A

X2+y2-—=2xy —i(2VT9)2;
X2+y2-xy =76(1)
ABDC dan DC2+BD2+2DCBD cosl20° = BC2,

X2+y2-2xy-"N =142, x2+y2+ xy =196(2). (1),(2) =>xy =60 ni

topamiz. Bundan 2x = 20 ga ega bo‘lamiz. AC = 2x, AC = 20 sm. Javob:
20 sm.

2-masala. ABC uchburchakning B uchidan balandlik va bissektrisa
o‘tkazilgan. Agar balandlik tomonni 7 va 32 sm kesmalarga ajratib bissektrisa
shu tomonni 5:8 nisbatda bo'lsa, uburchakning balandligini va perimetrini
toping.
Bxhish. Shartga ko‘ra BD —balandlik,
BM — bissektrisa, AD =7 sm, DC = 32
sm bo‘Isin.
AR 5
AB < BC, AC =39 cm, =—
BC 8
yoza olamiz. 5x > 0, BC = 8x > 0 deb olib,
AABD dan BD2= AB2-A D 2va ABCD dan
BD2= BC2—CD 2ni topamiz. Bundan AB2—AD?2= BC2—CD2va BC2—
AB2=BD?2—AD2 ekanligini hisobga olib, (8x)2—(5x)2= 322—72;
13x — 3x * 39 *25; x2= 25; x = 5 ga ega boMamiz. Shunday qilib, AB = 25
sm, BC = 40 sm.

ni



R- 25+40 + 39 = 104 sm. BD2= 252- 72= 32 - 18 = 16-36; BD =
=4 « 6 = 24 sm ni topamiz. Javob: 24 sm, 104 sm.

Mashqlar

1. Quyidagi elementlarga ko‘ra uchburchakning perimet-
rini hisoblang:

a) tomoni 35 sm. qolgan ikki tomoni 8:3 kabi va 60°li burchak hosil
qilsa;

b) tomoni 14 sm, golgan ikki tomon ayirmasi 10 sm va 60ii bur-
chak hosil qilsa;

v) balandligi 72 sm va utomonni 21 va 30 sm kesmalarga ajratadi;

g) ikki tomoni va uchinchi tomoniga o ‘tkazilgan medianasi mos ra-
vishda 12, 14va 7 sm.

2. Quyidagilar ma’lum bo‘lsa, uchburchak tomonlarini toping:

a) perimetri 30 sm, ikki tomoni 5:3 nisbatda va 120ii burchak tash-
kil etadi;

b) ikki tomon ayirmasi 15 sm, uchinchi tomoniga tushirilgan balandlik
uni 7 va 32 sm kesmalarga ajratadi;

v) uchidan tushirilgan balandlik 1273 sm va shu burchakda
30° va 45° li burchak hosil giladi;

3. Uchburchakning tomonlari 13, 14 va 15 sm. 14 sm i
tomoniga tushirilgan balandligini toping.

4. Uchburchakning tomonlari 14,18 va 28 sm. Katta tomoniga o'tkazilgan
medianasini toping.

5. Uchburchakning ikki tomoni 7 va 3 sm. Katta tomoni garshisidagi
burchak 120°ga teng bo'lsa, uning uchinchi tomonini toping.

6. Uchburchakning tomonlari 15,20 va 28 sm. Katta tomoniga o'tkazilgan
bissektrisa uni ganday kesmalarga ajratadi?

7. Uchburchakning ikki tomoni 75 va 78 sm, uchinchi tomoniga
tushirilgan balandligi 72 sm. Bu balandlik shu tomonini ganday kesmalar-
ga ajratadi?

8. Perimetri 24 sm bo‘lgan uchburchak uchlaridan tomonlariga paral-
lel to‘g‘ri chiziglar o'tkazilgan, hosil bo‘lgan uchburchak perimetrini
toping.

9. Quyidagilaiga ko‘ra uchburchak yasang:

a) ikkitomoni va uchinchi tomoniga o ‘tkazilgan balandligi;
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b) ikki tomoniva uchinchi tomoniga o‘tkazilgan medianasi;
v) ikki tomoni va uchinchi burchak uchidan o‘tkazilgan balandligi;
g) ikki burchagi va uchinchi burchak uchidan o‘tkazilgan bissektrisasi.

Uyga vazifalar

1 Uchburchakning tomoni unga o'tkazilgan medianadan 4 sm ortiq va
golgan tomonlari 28 va 36 sm bo‘lsa, uchburchakning perimetrini toping.

2. Asosiga tushirilgan balandlik, asos qarshisidagi burchakni 20° va 30°
burchaklarga ajratadi. Asosiga yopishgan burchak bissektrisalari orasidagi
burchakni hisoblang.

3. Uchburchakning burchakiari 5:6:7 kabi. Katta tomoniga tushirilgan
balandlik shujomon garshisidagi burchakni ganday qismlarga ajratadi?

4. Uchburchakning perimetri 45 sm, tomonlari 4:5:6 nisbatda bo'lsa,
uning katta tomonini toping.

5. Uchburchakning tomonlari 30 va 40 sm, uchinchi tomoniga tushi-
rilgan balandligi 24 sm bo'lsa, uchinchi tomoniga tushirilgan medianasini
toping.

6. Uchburchakning tomonlari 21 va 24 sm, ular orasidagi
burchak esa 120° ga teng bo‘lsa, uning perimetrini hisoblang.

7. Ikki tomoni orasidagi burchak 60° va ular 5:8 kabi bo'lib, uchinchi
tomoni 21 sm bo‘lsa, uning perimetrini hisoblang.

8. Quyidagilaiga ko‘ra uchburchak yasang:

a) uchta medianasi bo'yicha;

b) tomoni va unga o'tkazilgan medianasi va balandligi.

9. Mos balandliklari teng bo‘lgan uchburchaklaming o‘zaro tengligini
isbotlang.

10. Mos medianalari teng bo'lgan uchburchaklaming o'zaro tengligi-
ni isbotlang.

11. Quyidagilarga ko‘ra uchburchaklaming tengligini isbotlang:

a) ikkita burchagi va uchinchi burchak bissektrisasi;

b) ikki tomoni va uchinchi tomoniga o'tkazilgan balandligi.

v) ikki burchagi va uchinchi burchak uchidan tushirilgan balandligi;

g) bir uchidan chiquvchi ikki tomoni va medianasi;

d) ikki tomoni va ulardan birortasiga o'tkazilgan medianasi.



5-8. Parallelogramm va uning turli ko‘rinishlari

""<N3I— 1) ABCD Parallelogramm berilgan
'/ bo‘lsin. AB || CD, BC || AD, BD va AC
"W  diagonallari, O esa diagonallar kesishgan

<o /'~ nuqta, MN kesma BC va AD ga per-

/ pendikulyar bo‘lib, O nuqgta orgali o‘tadi.

/ BK va BR lar AD va DC laiga perpendiku-

UE* —  Jli—— -)e lyar bo‘lib parallelogrammnina baland-
N D liklari bo'ladi.

AD =BC=0, AB=CD =b, AC=d, BD =d2, BK = ha, BP = ht
deb belgilasak. d2i + d2 = 2(fl2 + b2); a*ha =b shb

ABCD Parallelogramm <> NMAB AMDOCVa ABOC AAOD

L, N, K, M — lar mos ravishda BC, CB,
AB, AD larning o‘rtasi bo'lsin. ABCD

Parallelogramm <> LK+ MN=(1/2)(AB+

+BC + CA + AH) KMLN — Parallelogramm
2). ABCD To‘rtburchak wuchun

iy a2
a+B +y+06-360°, S= -sin ;@

3) Tomonlari AB=CD, BC=AD
bo'lgan. To'g'ri to'rtburchak O —diagonallari-
ning kesishish nuqtasi, to‘g‘ri to'rtburchakning
barcha uchlaridan teng uzoglashgan nuqta uchun
OA=0B=0C=0D, AB=a, BC=b, AC=d deb
belgilasak, d2=t02+b2 o'rinli.

Eslatma. ABCD ga O markazh ichki
aylana chizish imkoniyati har doim bajarilmaydi.

4) Tomonlari AB= BC=CD = AD bo‘lgan ABCD romb bo'lsin.
Rombning diagonallari AC va BD bo‘lib, ACIBD. AC va BD dia-
gonallarining kesishish nuqtasini O desak, AB, BC, CD va
AD tomonlarga tushirilgan OK, OM, OR va ON perpendikulyar
uchun OK=0M=0R=0N tenglik o‘rinli. O nuqta rombning tomonlari-
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dan teng uzoqglashgan nugta.
AB = 0,AC =d|, BD =d2 desak,
d2+d2=4a2 KP =MN =h rombning
balandligi uchun 2ah = da, tenglik o ‘rinli
d2+d2=4a2 [d, =yja(@+h)+a(a- h)
d, +d2=2ah [d2=yja(a+h) - a{a- h)

O markazli tashqi aylana chizish har doim
bajarilmaydi.

1-masala. ABCD parallelogrammda
ZB=120°, BM bissektrisa AD tomonni 24 va
16 sm kesmalarga ajratadi. Bissektrisa AC
diagonalni ganday kesmalarga ajratadi?

Echish. ZzB=zZD=120° bo‘lganda.
AC katta diagonal bo'ladi. Bissektrisa
AD ni M nuqta kesib o‘tsin. Unda M D
AM=24 sm, MD=16 sm bo'ladi.

ZCBM = ZABM =ZBMA =60°
ZBAU =60°, AB=AM =24, BC= A/l =40 cm. JABC aH AC2+ BC2-
2AB ¢BC +c0s 120° gaasosan AC = 56 sm. Bissektrisa xossasiga aso-

san-r— = AK = X desak, KC = 56 — xbo‘ladi. Unda =77-- X
Ivu 40 58

bo‘lib, bundan x = 21 ni topamiz. Shunday qilib, AK = 21 sm, KC = 56
— 21 = 35 sm.

2-masala. ABCD to‘g‘ri to‘rtburchak be-
rilgan. A uchidan diagonalga tushirilgan
perpendikulyar uni 63 va 112 sm bo'lgan
kesmalaiga ajratsa, shu burchak bissektrisasi di-
agonalni ganday kesmalarga ajratadi?

Echish. AB>AD bo‘lsin. BD-diagonal,
O esa diagonalning o'rtasi. AMIDB va AK —
bissektrisani o ‘tkazamiz. DM = 63, MB =112 bo'lgani uchun
BD = BM + MD = 175 (sm). DM va DM kesmalar AD va AB ning BD
dagi proyeksiyalari. AD2= BD «DM; AD2=(5.7.3)2 AD =105 (sm).
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AB2—BD-BM; AD2—(5.7.4)2, AB=140 (sm). DK = x desak,
KB = 175—x boladi. AK—A burchak bisssektrisasi bolgani uchun AABD

BK AB
da" kd’ ad'
—s— —  175-X 140 L —
Bundan — -— ~Yo05° x Shunday qilib, DK = 75 sm,

BK = 100 sm. Javob 75 sm, 100 sm.
3-masala. Rombning o‘tmas burchagi
uchidan tushirilgan perpendikulyar tomo-
nini ayirmasi 11 sm ga teng kesmalarga
ajratadi. Diagonallarning kesishish nuqta
sidan tomonigacha bo‘lgan masofa 12 sm
bo‘lsa, rombning perimetrini toping.

Echish. ABCD — romb berilgan

bo‘lib, O — diagonallar kesishish

nuqtasi bo‘lsin. ZB o ‘tmas bo‘lsin. Bva O

nugqtadan AO tomoniga BM va

OK perpendikulyarni o‘tkazamiz. AM va MD uchun, shartga
ko‘ra MD—MA=11 sm, OK=12 sm, AM=x desak, MD=x+Il va
AD=AM +MO=2x+11 bo‘ladi. OB=0D dan MK=KD.

KD = i2(x +11); AK = AD - KD = (2x +11) -’\2(x +11) = -2(3x +11).
ZAOD = 90° ekanligidan OK2= AK «KD; 122=i"(3x + 1)~ (x +11).

Bundan x - 7; x - - ~ (shartni ganoatlantirmaydi). Shunday qilib,

AD =25 sm, p=4<AD =100 sm.

Mashqglar

1. Quyidagi elementlar ma’lum bo‘lsa, rombning diagonal-
larini toping:

a) diagonallar kesishgan nuqtadan o ‘tkazilgan perpendikulyar to-
monini 16 va 9 sm kesmalarga ajratadi;

b) o‘tmas burchak uchidan tushirilgan perpendikulyartomonini 7 va
18 sm kesmalarga ajratadi;

v) tomoni 12 o‘tmas burchagi 120%
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g) tomoni 25 sm, balandligi 24 sm;

d) diagonallar ayirmasi 10 sm, tomoni 25 sm;

e) diagonallar orasidagi burchak bissektrisasi tomonini 30 va 40 sm
bo'lgan kesmalaiga ajratadi;

j) diagonallar orasidagi burchak bissektrisasi tomonini 3:4 nisbatda
bo‘linuvchi kesmalarga ajratadi va balandligi 16,8 sm.

2. Rombning diagonallari 30 va 40 sm. Lining perimetrini toping.

3. Agar rombning diagonallari yig‘indisi 70 sm, tomoni 25 sm bo‘lsa,
uning balandligini toping.

4. Parallelogrammning o ‘tkir burchagi 60°, tomonlari 10 va 16 bo‘lsa,
uning kichik diagonalini toping.

5. Parallelogrammda diagonallari orasidagi burchak 60°, diagonallari
20 va 12 sm bo‘lsa, uning katta tomonini toping.

6. Parallelogrammda diagonallar orasidagi burchak 120°,
diagonallari esa 60 va 32 sm bo‘lsa. uning kichik tomonini
toping.

7. Parallelogrammning diagonallari 7 va 1 1sm, kichik tomoni esa 6
sm bo‘lsa, ikkinchi tomonini toping.

8. Parallelogrammning katta tomoniga tushirilgan balandligi 24 sm
bo‘lib, uni 7 va 32 sm bo'lgan kesmalarga ajratadi. Parallelogrammning
kichik diagonalini va perimetrini toping.

9. Ikkita diagonali va ular orasidagi burchagi bo‘yicha parallelogramm
yasang.

10. Kichik diagonali va ikkita qo ‘shni burchaklari bo‘yicha parallelog-
ramm yasang.

Uyga vazifalar

1. Diagonallarining ayirmasi 10 va tomoni 25 bo‘lgan rombning
balandligini toping.

2. Rombning balandligi va tomonining ayirmasi 1sm, diagonallari
3:4 nisbatda bo‘lsa, uning perimetrini toping.

3. Rombning o‘tmas burchak uchidan tushirilgan balandligi
tomonini 7 va 18 sm bo‘lgan kesmalaiga ajratadi. Rombning diagonalini toping.

4. Diagonali va balandligi bo‘yicha romb yasang.

5. Diagonallar yig‘indisi va tomoni bo‘yicha romb yasang.

6. Quyidagilaiga ko‘ra parallelogrammning diagonallarini toping:

a) tomonlari 7 va 9 sm, diagonallari yig‘indisi 22 sm;

b) tomonlari 7 va 9 sm, diagonallari 4:7 kabi.
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7. Parallelogrammning o ‘tkir burchagi uchidan diagonaliga o ‘tkazil-
gan perpendikuiyar uni 18 va 6 sm bo‘lgan kesmalarga ajratadi. Agar
Parallelogramm tomonlarining yig‘indisi 48 sm bo‘lsa, uning diagonalla-
rini toping.

8. Ikki diagonali va o ‘tkir burchagi bo‘yicha Parallelogramm yasang.

6-8. Trapetsiya

ABCD trapetsiya berilgan bo‘lsin. Bunda
BC va AD — asoslari bo'lib, AD>BC
boisin. AB va CD yon tomonlari. AC va
BD diagonallari, BM = CN lar baland-
liklari. O — diagonallari kesishgan nuqta.

apcp trapetsiya  <=> S = C

Kichik asosiga yopishgan burchak o ‘tmas, katta asosiga yopishgan burchak
o ‘tkir bo'ladi.

Agar SBIC—a, SAOD- b bo Isa, SABD—b a)2bo ladi.

1) agar AB = CD vaZA = ZD bo‘lsa, ABCD ga teng yonli trapetsiya
deyiladi. AD = a, BC=b,CD = AB=¢c¢, CP = MN = h deb belgilasak,

AP = PD = ni yozaolamiz.

a) agar AC 1 CD bo‘lsa, CK2=AK
«KD. h=|Va2-b2;

b) agar AC 1 CD bo'lsa,
(a +b)
5
v) agar AC kesma Aburchakning bis-
sektrisasi bo‘lsa, unda AB = CD = BC;
g) agar CA ¢ —burchakning bissekt-
risasi bo‘lsa, unda CD = AB = AD bo‘ladi.



2) agar ZA=90° (yoki ABIAD) B b C
bo‘lsa, ABCD to‘g‘ri burchakli trapetsiya
deyiladi. AB1 AD ekanligidan AO > AC
bo‘ladi.

a) agar AD kesma B burchak bis-
sektrisasi bo‘lsa, unda BC=CD bo‘ladi,
ya'nib = ¢;

b) agar BD kesma B burchak bissek-
trisasi bo‘lsa, unda BA=DA, ya’ni h=a;

v) agar CA kesma C burchak bissektrisasi bo‘lsa, unda CD=AD
bo‘ladi, ya’ni a=c;

g) agar AC kesma A burchak bissektrisasi bo‘lsa, unda AB=BC bo‘ladi,
ya’'ni h=b.

3) aytaylik, ABCD trapetsiyada AD va BC asoslari bo‘lib,
AD >BC bo‘lsin.

Agar trapetsiya tomonlaridan barobar uzoqglikda yotuvchi O nuqta
mavjud bo‘lsa, AB + CD = AD + BC tenglik o‘rinli bo‘ladi. AO, BO,
CO, DO lar A, B, C va D burchaklarning bissektrisalari bo‘lsa

ZABO + ZBAO =/(ZB +ZA) = —180° = 90°, ya’ni ZBOA =90°,

shuningdek, ZCOD = 90° bo'ladi. OF2= CF-FD; OC2=CD +CF;
OD2= CD «DF; OC2+ OD2= CD2

1-masala. To‘g‘ri burchakli trapetsiyaning diagonali o'tmas burcha-
gini teng ikkiga va ikkinchi diagonalini 2:5 nisbatda bo'ladi. Agar balandligi
24 sm bo‘lsa, trapetsiyaning perimetrini toping.

Echish. Aytaylik, ABCD trapetsiya B c
berilgan, AD va BC lar asoslari bo‘lib,
AD > BC bo'lsin. ZA=ZB=90°. ZC >90°,
ZD< 90°. CA diagonal C burchakni teng ikkiga
bo‘ladi. ZBCA=DCA va ZACD = ZCAD.
ZACD = ZCAD dan CD = AD kelib chigadi.
CA diagonal BD ni K nuqgtada kesib o‘tsin.
BA<CD va CD = AD ekanligidan BA<AD,

bundan BK<BD va BK:KD =2:5. BA = 24. ABSD da

CK kesma ABSD ning bissektrisasi bolgani uchun — =—- =-

(o8]
(@]
P o8]
A
— | N

BC = 2x, CD = 5x deb belgilaylik. CM + AD ni oikazamiz. CM = AB = 24
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sm, MD —3x, ACMD dan CD2= DM2+ CM 2ni tadbiq qilib x = 6
(sm) ni topamiz. r= 24+12 «6 = 96 (sm).

2-masala. Teng yonli trapetsiyada o‘tmas burchak bissektrisalari katta

asosini 3 ta teng gismga ajratadi. Agar trapetsiyaning balandligi 573 sm,
asosiga yopishgan burchaklari 120°bo‘lsa, uning perimetrini toping.

Echish. ABCD trapetsiyada AD

va BC asoslari bo‘lib, AD>BC va

AB = CD bo'lsin. BK=CP=h=5V3cm.

ZB =ZC =120°, BMvaCN larBvaC

burchaklarning bissektrisalari bo‘l-

gani uchun AM = MN = ND.
ZABM =ZMBC; ZABM =ZCBM.

Bundan ZABM =ZAMB AB = AM va ZBAM = ZABM = ZAMB =60°.

sin 602

AD =3+<AM = 3*10 = 30(sm). CN|| AB; BC = AN = 2AM =2+10 = 20(sm)
va perimetr r = 70 sm.

AB= BK- =573-2 =10 (sm).
73 \Y}

Ikkinchi bir hoi bo‘lishi mumkin.

C CN va BM lar ZC va ZB nine
A bissektrisalari. AN = NM = MD.
ZABM = ZBAM = ZBMA =60°, de-
\ mak AABM teng tomonli. AN = NM
/ \ dan BN medianani balandlik bo'lish-
w o in n ligi kelib chigadi. BN - NM dan BN
A N q medianani balandlik bo'lishligi ke-
lib chigadi.
BN 573-2

=1 . AB=AM =1 ; AN = ;
sin 60° 23 0 (sm) 00 sm; 5 sm;

AD = 15sm, CN ||AB; AN BC = 5sm. Chunday qilib r = 40 sm.
3-masala. To‘g‘ri burchakli trapetsiyaning katta diagonali o ‘tkir bur-
chak bissektrisasi bo'ladi. Trapetsiya asoslarining yig‘indisi 31 sm, yon
tomonlari yig‘indisi 25 sm bo‘lsa, uning asoslarini va balanligini toping.
Echish. ABCD ning asoslari BC va AD uchun BC<AD bo‘lsin. ZA<B = 90°,
ZC >90°, ZD< 90°, AB va CD yon tomonlari va
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CD >AB, BC + AD = 31 sm, AB+ CD

= 25 sm, D burchakning bissektrisasi

DB, ZADB =ZCDB, ZCDB =ZBDA

bo'lgani uchun ZCBD =ZCDB va

BC=CD DC =x,CB = x, AB = 25 —x,

AD = 31 — x deb belgilab olib, KD —

AD —AK =AD—B C=31—x—X—31—2X,

CK = 25—x ni yozamiz. ACKD dan

CD2= CK2+ KD2dan foydalanib, x = 13 ni aniglaymiz. Chunday qilib,
AB =12 (sm), BC = 13 sm, AD = 18 (sm) ni topamiz.

Mashglar

1. Teng yonli trapetsiya uchun quyidagilar ma’lum bo'lsa, uning
burchaklarini toping:

a) o ‘tmas burchak bissektrisasi yon tomonlarining biriga parallel;

b) diagonali balandligidan 4 marta katta va o'tkir burchagini teng
ikkiga bo'ladi;

v) diagonal yon tomoniga perpendikulyar bo‘lib, o ‘tkir burchagini
teng ikkiga bo‘ladi;

g) diagonal yon tomoniga perpendikulyar bo‘lib, o‘tmas burchagi-
dan tushirilgan balandligi bilan 60° li burchak tashkil etadi.

2. Quyidagi elementlar bo‘yicha teng yonli trapetsiya yasang:

a) katta asosi va o ‘tmas burchak diagonali;

b) kichik asosi va o ‘tkir burchak diagonali.

3. Teng yonli trapetsiyaning asoslari 25 va 7 sm, diagonali esa yon
tomoniga perpendikulyar bo‘lsa, uning yon tomonini toping.

4. Quyidagi elementlar berilgan bo‘lsa, teng yonli trapetsiyaning
asoslarini toping:

a) o ‘rta chizig‘i 15 sm va asoslari 3:2 kabi;

b) yon tomoni va asoslari 5:2:8 nisbatda va balandligi 16 sm;

v) yon tomoni, balandligi va diagonali 13:12:20 nisbatda, o'rta chizig‘i
esa 32 sm.

5. Teng yonli trapetsiyaning quyidagi elementlari berilgan bo‘lsa,
uning perimetrini toping:

a) diagonal, yon tomoni va o‘rta chizig‘i 20:13:16 nisbatda, baland-
ligi esa 24 sm;
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b) diagonali, yon tomoni va asoslarining ayirmasi 20:13:10 nisbatda
va balandligi 24 sm;

v) o ‘tkir burchagi 60°, o‘tmas burchak bissektrisasi kichik asosini
teng ikkiga, 12 sm li kesmaga ajratadi;

g) o‘tmas burchagi 120° o‘tkir burchagi bissektrisasi kichik asosini
teng ikkita 12 sm li kesmaga ajratadi;

d) diagonallari o‘tkir burchak bissektrisasi bo‘lib kesishish nuqgtasida
11:15 nisbatda bo‘linadi va balandligi 24 sm.

6. Teng yonli trapetsiyaning balandligi, yon tomoni va diagonali mos
ravishda 12, 15va 26 sm bo‘lsa, uning asoslarini toping.

7. To™g'ri burchakli trapetsiyaning yon tomonlari va diagonali mos
ravishda 12, 15 va 20 bo‘Isa, uning asoslarini toping.

8. Asoslari va katta diagonali mos ravishda 7, 16 va 20 sm boigan
to‘g‘ri burchakli trapetsiyaning yon tomonini toping.

9. Quyidagi elementlariga ko‘ra to‘g‘ri burchakli trapetsiyaning
perimetrini toping:

a) diagonali o ‘tkir burchagini teng ikkiga bo‘ladi va o ‘tmas burchagi
uchidan tushirilgan balandligini 9 va 15 sm li kesmalarga ajratadi;

b) kichik asosi 30 sm va diagonali o‘tkir burchagini teng ikkiga
bo‘ladi, o ‘tmas burchak uchidan tushirilgan balandligini 5:3 nisbatda bo ‘ladi;

v) diagonali o'tmas burchagini teng ikkiga bo‘ladi va asoslari 6 va
15 sm;

g) diagonali o‘tkir burchagini teng ikkiga bo‘lib, asoslari 15 va
24 sm;

d) asoslarining ayirmasi 9 sm va kichik diagonali 12V2 sm bo‘lib,
to‘g‘ri burchagining bissektrisasi bo'ladi.

10. Trapetsiyaning asoslari 28 va 11 sm, yon tomonlari 25 va 26 sm
bo‘lsa, uning balandligini toping.

11. Trapetsiyaning asoslari 6 va 16 sm. Yon tomonlaridan biri 10 sm
va katta asosi bilan 60° li burchak tashkil etadi. Trapetsiyaning diagonalini
toping.

Uyga vazifalar
1 Teng yonli trapetsiyaning quyidagi elementlariga ko‘ra uning

balandligini toping:
a) asoslari 25 va 39 sm, diagonali o ‘tkir burchagini teng ikkiga bo‘lsa;
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b) diagonali o‘tmas burchakni teng ikkiga bo'ladi va o ‘rta chizig'ini 3
va 13 sm bo'lgan kesmalarga ajratadi.

2. Teng yonli uchburchakning quyidagi elementlariga ko‘ra uning
perimetrini hisoblang:

a) balandligi 60 sm, diagonallari o ‘tkir burchaklarining bissektrisa-
laribo‘lib, kesishish nugtasida 13:5 nisbatda bo‘lindi;

b) balandligi 48 sm, diagonallari o‘tmas burchak bissektrisalari bo‘lib,
3:13 nisbatda bo'linadi;

v) diagonali o'tkir burchagini teng ikkiga bo‘lib, o‘tmas burchak
uchidan tushirilgan balandligini 75 va 21 sm li kesmalarga ajratadi.

3. Quyidagi elementlari bo‘yicha teng yonli uchburchak yasang:

a) o ‘tkir burchagi va o‘tmas burchak bissektrisasi bo‘lgan diagonali
bo‘yicha;

b) o‘tmas burchagi va o ‘tkir burchak bissektrisasi bo‘lgan diagonali
bo'yicha.

4. Quyidagi elementlari bo'yicha to ‘g ‘ri burchakli trapetsiya yasang:

a) o'tmas burchagi va to‘g‘ri burchak bissektrisasi bo‘lgan kichik
diagonali;

b) o‘tmas burchagi va to‘g‘ri burchak bissektrisasi bo'lgan katta
diagonali.

5. To‘g‘ri burchakli trapetsiyaning kichik diagonali to‘g‘ri burchak
bissektrisasi, asoslarining ayirmasi 30 sm, yon tomonlarining ayirmasi
18 sm bo‘lsa, uning perimetrini toping.

6. To‘g‘ri burchakli trapetsiyaning kichik diagonali o ‘tmas burchak
bissektrisasi, asoslari yig‘indisi 21 sm, yon tomonlari yig‘indisi 25 sm
bo‘lsa, uning balandligi va asoslarini toping.

7. Katta diagonali to'g'ri burchakli trapetsiyaning o‘tkir burchagini
teng ikkiga bo'lib, ikkinchi diagonalini 13:18 kabi kesmalarga ajratadi.
Agar balandligi 36 sm bo‘lsa, uning asoslarini toping.

8. To‘g‘ri burchakli trapetsiyaning asoslari 25 va 32 sm, katta diagonali
o ‘tkir burchagini teng ikkiga bo'lsa, uning perimertini toping.

9. To‘g‘ri burchakli trapetsiyaning o'tmas burchak bissektrisasi katta
asosini 5 va 15 sm li kesmalarga ajratadi. Agar kichik asosi 11 sm bo'lsa,
uning perimetrini toping.

10. Trapetsiyaning asoslari 20 va 60 sm, yon tomonlari 13 va
37 sm bo'lsa, uning balandligini toping.

11. Asoslari 3 va 14 sm, diagonallari 25 va 26 sm bo'lgan trapetsiya-
ning balandligini toping.
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12. Trapetsiyaning yon tomoni 10 sm va uzunligi 22 sm bo‘lgan katta
asosi bilan 60ii burchak tashkil etadi Agar asoslari yig‘indisi 28 sm
bo‘lsa, uning ikkinchi tomonini toping.

1j. Kichik asosi va yon tomoni 120° li burchak hosil giladi va mos
ravishda 15 va 10 sm. Agar trapetsiyaning asoslari yig‘indisi 46 sm bo‘Isa,
uning ikkinchi yon tomonini toping.

7-8. Aylana va uning elementlari

1) O markazli aylana berilgan bo‘lib,
AB va CD vatarlarining kesishish nuqtasini
M bilan belgilasak. AM «MB = CM +MD
ga ega boiamiz. Agar vatarlar kesishsa,
kesishish nugtasidan ganday nisbatda bo‘li-
nishidan qgat’i nazar vatar kesmalarining
ko'paytmasi o'zgarmas son bo ‘ladi.

2) aytaylik O—aylana markazi, P esa
undan tashgaridagi nuqgta bo'lsin. PM,
PB, PD — kesuvchi, PF va PE urinmala-
rani o'tkazamiz. OF va OE aylana
radiusi, EP = FP, BP « AP = MP +NP=
=DP «CP, FP va AP, BP kesmalar uchun
FP2=2BP*AP tenglik o‘zgarmas son
bo‘ladi, ya’ni urinmaning kvadrati kesuv-
chining tashqi kesmaga ko ‘paytmasiga teng
Bbo'ladi.

3) aytaylik, O — aylana markazi, AB —
diametr bo'lsin. Agar P nugta aylana
tashgarisida bo'lsa, AP>AB, agar P nug-
ta aylana ichida yotsa, AP<AB bo‘ladi.

4) O — aylana markazi, A va B lar
aylanada yotsin. Unda ZAOB-markaziy
burchak bo‘ladi, (AB yoy wAmB).
ZAOB =uAB, ya’ni markaziy burchak
o0 ‘zi tiralgan yey bilan o‘lchanadi.
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5) a) O — aylana markazi. A, B va C
nuqtalar aylanaga tegishli bo‘lsin. Unda ZABC
—ichki chizilgan burchak boladi.

b) aytaylik, A, B, C va D aylanaga
tegishli bo‘lsin. Unda ZABM= ZACN=
ZADN, ya’ni bitta yoyga tiralgan barcha
burchaklar teng bo'ladi.

v) aytaylik, A, B, C va D, O markazli
aylanada yotsin, AC-diametrga tiralgan har
ganday burchak to‘g‘ri burchak bo'ladi;

g) aytaylik. A. B nuaalar O markazli
aylanaga tegishli vaAM urinmabo'lsin. Unda

ZMAB = —UAmMB = —
2 2

d) agar A, B, A,, B, aylanaga tegishli
bo‘lib AA, va BB, vatarlar C nuqtada
kesishsa, @=ZACB burchak ZCBA,
uchburchakning tashqgi burchagi bo'ladi,
Unda @=a + p, bu yerda a =ZAA|B|
P=ZA ,BB| bo‘lib mos ravishda AB va
A,B, yoylarga tiraladi;

e) aytaylik, A, va B, nuqtalar CA va
CB laming aylana bilan kesishgan nuqtalari
bo‘lsin,a =ZBA,A vap =ZA,BC deb olsak,
a = cp+p ni hisobga olib, a va p ni mos
ravishda AB va A", yeylariga tiraladi va

$=-(AB- A,B,) debyozaolamiz;

33

/m



j) aylana radiusi R = OA, aylana uzunligi

7 t n / ZtiR 2 ARn . y y
c =2"R "=36T'n '"IsF- buyerda’'
AB yoy uzunligi nii markaziy burchakka

. . 2uR
tiraladi. h = ®m =R m /| 3caesa) yoy

uzunligi, a radianli markaziy burchakka tira-
ladi.

1-masala. Aylana tashqarisidan o ‘tkazilgan kesuvchining ichki va tashqi
kesmalari ayirmasi 2 sm, aylanagacha bo‘lgan masofa 4 sm ga teng. Agar
aylana diametri 32 sm bo‘lsa, kesuvchining uzunligini toping.

Echish. Aytaylik, aylana tashqarisidagi
M nugtadan AM va CM Kkesuvchini o‘tka-
zaylik. CM kesuvchi O nuqgta orqali
o ‘tadi. AM Kkesuvchining ichki kesmasi
AB, tashqgi kesmasi BM bo‘lgani uchun
AB—BM = 2sm. CD —diametr, DM esa — M
nuqgtadan aylanagacha bo‘lgan masofa.

CD=32 sm, DM=4 sm, CM=36 sm. BM=x desak, AB=x+2,
AM=2x+2 (x>0) boiadi, Kesuvchining xossasiga asosan
AM ¢BM = CM «DM, ya’ni (2x+2) ex=36 *4; x, = 8; x2= —9 bu
masala shartini ganoatlantirmaydi. Chunday qilib, AM = 2 « 8+ 2= 18sm.

2-masala. Aylanaga tegishli nugtadan 36 va 40 sm li vatar o ‘tkazilgan.
Agar vatarlarni teng ikkiga bo'luvchi nuqtalar orasidagi masofa 34 sm
bo'lsa, aylananing diametrini toping.

Echish. O markazli aylananing A nugtasidan
AB=36 sm va AC=40sm vatar o ‘tkazilgan bolIsin.
M va N lar mos ravishda vatarlaming o'rtasi
bo‘lsin. Chartga ko‘ra MN=34 sm; MN kesma
ABC uchburchakning o‘rta chizig‘i bo‘lgani
uchun BC = 2MN =2 «34=68.
ZBAC= a deb belgilaylik. BC2 = AB2+-
AC2—2AB *AC *sosa; 682=362+402—2 «36 40 esosa. Bundan

3
cosa =--. 90°<a <180°



BC D
— =2R, ZR:£8 = 85 sm.
>ina 0,8

3-masala. Xuddi shu masalani AB=52, BC=60 sm, MN=8 sm

Gbc
boigan hoi uchun yechaylik. BC =16. R = —— dan foydalanamiz, bu

yerda R tashqi chizilgan aylana radiusi; a, b, ¢ — uchburchak tomonlari,

S=VP{P- a)p- b)p-c), P=a— C, p =64, S=8-12-4;
Chunday qilib, 2R=65 sm.

Mashglar

1. Aylanaga tegishli nuqtadan ikkita vatar o'tkazilgan. Ulardan bin
100° li, ikkinchisi 80° li yoyga tiraladi. Chu vatarlar orasidagi burchakni
toping.

2. Batar 80° li yoyga tiraladi. Chu vatar bilan vatar uchi orqali o'tuvchi
urinma orasidagi o ‘tkir burchakni toping.

3. Batar uchlaridan o ‘tkazilgan radiuslar orasidagi burchak 40° ga teng.
Chu vatar bilan vatar uchidan o‘tkazilgan urinma orasidagi burchakni
toping.

4. lkkinchi vatami kesuvchi vatar uzunligi 24 sm bo‘lib, uni
10 va 8 sm kesmalarga ajratadi. Birinchi vatar kesmalarining uzunliklarini
toping.

5. Uzunligi 30 sm bo‘lgan vatar diametrga perpendikulyar bo‘lib, uni
ayirmasi 40 sm bo‘lgan kesmalaiga ajratadi. Aylana radiusini toping.

6. Aylana nuqtasidan diametrga perpendikulyar o'tkazilgan
bo‘lib, uni 16 va 9 sm li kesmalarga ajratsa, perpendikulyar uzunligini
toping.

7. Aylana nuqtasidan diametrga perpendikulyar o ‘tkazilgan bo‘lib, uni
4:9 nisbatda bo‘ladi. Agar perpendikulyaming uzunligi 12 sm boisa, aylana
radiusini hisoblang.

8. Agar quyidagilar ma’lum boisa, aylana radiusini hisoblang:

a) aylana nugtasidan diametr uchlarigachabolgan masofa 16 va 12 sm
boisa;
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b) aylana nuqtasidan diametr uchlarigacha bo‘lgan masofalar
nisbati 0,75, shu nuqtadan diametrgacha boigan masofa 12 sm.

v) markazdan bir tomonda ikkita 48 va 30 sm li vatarlar o ‘tkazilgan
va ular orasidagi masofa 13 sm.

g) aylana tashqarisidagi nuqtadan kesuvchi o ‘tkazilgan bo‘lib ichki va
tashqi kesmalar 8 va 15 sm. Chu nuqtadan aylana markazigacha boigan
masofa 13 sm.

d) aylana tashqgarisidagi nugtadan 32 sm li urinma o ‘tkazilgan va shu
nuqtadan aylanagacha bo ‘lgan masofa 24 sm.

e) aylana nuqtasidan uzunligi 12v2 bo‘lgan ikkita vatar o ‘tkazilgan.
Batarning biri 90° li yoyga tiraladi.

9. Aylanada yotgan nuqtadan diameir uchlarigacha bo‘lgan masofalar
ayirmasi 10 sm, aylana radiusi 25 sm bo‘lsa, shu nuqtadan diametrgacha
bo‘lgan masofani toping.

10. Aylanada yotgan nuqtadan uzunligi 16 va 12 sm boigan perpendi-
kulyar vatarlar o ‘tkazilgan. Batarlaming uchlari orasidagi masofani toping.

11. Aylanadan tashqgarida olingan nuqtadan uzunligi 12 sm boigan
urinma o‘tkazilgan. Agar aylana radiusi 5 sm bo‘lsa, olingan nuqtadan
aylanagacha boigan masofani toping.

12. Batar ikkinchi vatarni kesib, uni uzunligi 6 va 16 sm boigan
kesmalaiga ajratadi va 0‘zi 3:2 nisbatda bolinadi. Birinchi vataming uzunligini
toping.

13. Aylanadan tashgarida olingan nugtadan urinma va kesuvchi chiziq
o‘tkazilgan. Kesuvchi kesmalar 18 va 50 sm. Urinmaning uzunligini toping.

14. Aylana tashgarisidan olingan nuqtadan o ‘tkazilgan kesuvchining
tashqi gismi 8 sm, ichki gismi 4 sm ga teng Aylana diametrini toping.

15. Aylanada yotgan nuqtadan vatarlar uchlarigacha masofalar 15 va
20 sm, ular orasidagi burchak esa 90° ga teng. Chu nuqtadan vatargacha
boigan masofani toping

Uyga vazifalar

1 Aylananing nugtalari uni 3:4:5:6 nisbatdagi gismlaiga ajratadi. Uchlari
shu nuqtalarda boigan gavariq to'rtburchakning burchaklarini toping.

2. Aylanada yotgan nuqtadan uzunligi 5 va 8 sm boigan vatarlar
o'tkazilgan. Bu vatarlar uchlari orasidagi kesma 120° li yoyga tiraladi. Agar



kesma va nuqta aylana markazining turli tomonida yotsa, shu kesmaning
uzunligini toping.

3. Aylanada vatari 60° yoyga tiraladi. Agar aylana diametri 24 sm bo'lsa,
vatami toping.

4. Aylana yotgan nuqtadan uzunligi 10 va 5>3 sm boMgan
vatarlar o'tkazilgan. Batarlar uchlarini birlashturuvchi kesma 60° li yoyga
tiraladi. Agar kesma va nuqta aylana markazidan bir tomonda yotsa, aylana
diametrini hisoblang.

5. Uzunligi 24 sm bo‘lgan vatar diametrga perpendikulyar va uni
ayirmasi 7sm ga teng bo‘lgan kesmalarga ajratadi. Aylana radiusini hisoblang.

6. Aylanada yotgan nuqtadan diametriga o ‘tkazilgan perpendikulyar
uni 9:16 nisbatli kesmalarga ajratadi. Aylana diametri 50 sm.
Perpendikulyarlaming uzunligini hisoblang.

lyar vatarlar o ‘tkazilgan. Agar aylana radiusi 20 sm bo'lsa, shu vatarlarni
toping.

8. Aylanadan tashgaridagi nugtadan ichki va tashqi gismlari 3:2 kabi
nisbatda bo'lgan kesuvchi o ‘tkazilgan. Agar shu nugtadan aylanagacha bo‘lgan
masofa 10 sm, aylana radiusi 7 sm bo°‘lsa, shu kesuvchining uzunligini
hisoblang.

8-8. Ko‘pburchak va aylana

1) Uchburchakka tashqi aylana chizilgan
bo'lsin. ABC — uchburchak; a,\, ¢ — uning
tomonlari uzunliklari; AB, AC, BC tomonlariga
o ‘tkazilgan OM, ON, OK medianalari kesish-
gan nuqtasi (o ‘rta perpendikulyarlar) yoki tashqi
chizilgan aylana markazi. OA=0OB=0C=R —

aylanaradiusi. R = m° | R=~ | buyerda
2sm A 4S

S-ABC uchburchakning yuzi.
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a) 0 ‘tkir burchakli b) 0 ‘tmas burchakli v) To‘g‘ri burchakli

uchburchak

ZC <90°

c

uchburchak uchburchak

ZC > 90° ZC =90°

n—burchak ichki burchaklarining yig‘indisi
a,+ a:+aj+....+ an=180° (n—2)ga teng.

n —burchak tashqi burchaklarining yig‘indisi
B,+ B,+ B,+....+ §,=360° ga teng.

n — burchak diagonallarining soni

gateng

2) Uchburchakka ichki aylana chizilgan

bo‘lsin. AO,BO va CO bissektrisalarini

kesishgan nuqtasi. AB, BC va AC to-

monlariga OM, ON va OK perpendiku-

lyarlami o ‘tkazamiz. OM = ON = OK =r
2S

ichki chizilgan aylana radiusi r = -
ichki chizilgan ay radiusi r adb +c

ABC uchburchakning yuzi S.
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3) aylanaga beshburchak ichki chizilgan.
Beshburchakning barcha nuqtalari ayla-
nada yotadi. OA=0B=0C=0D=0E=R
tashqi chizilgan aylana radiusi;

4) Beshburchak aylanaga tashqgi chizilgan.
Barcha tomonlari aylanaga urinadi. O nugta-
dan AB, BC, CD, DE tomonlarga ON, OK,
OF, OR, OM perpendikulyarlarni
o'tkazamiz: OM=0K=0F=0P=OM=r

2S
ichki chizilgan aylana radiusi, r =y~> bu

yerda S va P tashqi chizilgan ko'pburchak-
ning yuzi va perimetri.

5) to'rtburchakka aylana tashqi chizilgan
bo'lsin. A, B, C va D aylanada yotsin. ABCD
aylanaga ichki chizilgan to‘rtburchak. ZA + ZC
= 180°, ZB + ZD =180°. Aylanaga ichki chi-
zilgan ko'pburchakning garama-garshi bur-
chaklari yig'indisi 180° ga teng.

Agar to‘rtburchakda garama-qgarshi bur-
chaklari 180° ga teng bolsa, unda to'rtbur-
chakka tashqgi aylana chizish mumkin,
yoki BO-OC = DO-OB tenglik o'rinli bo‘lsa.
6) to'rtburchakka aylana ichki chizilgan
to'rtburchak. Aylanaga tashqi chizilgan
to‘rtburchakning garama-garshi tomonlari yi-
g‘indisi teng bo‘lsa, unda to ‘rtburchakka ichki
aylana chizish mumkin, unda to ‘rtta bissekt-
risabir nugtada kesishadi.



7) ABCD to‘g‘ri to‘rtburchakka aylana ichki
chizilgan bo'lsin. ABCD to‘g‘ri to'rtburchak,
AC=BD=d uning diagonali. O tashqi chizil-
gan aylana markazi. O nuqta AC va BD diago-
nallarining o‘rtasi AO=0C=0B=0D=R

tashqi chizilgan aylana markazi. R =~ To‘g'ri

to‘rtburchakka har doim tashqgi aylana chi-
zish mumkin.

Eslatma. To‘g‘ri to ‘rtbur-
chakka har doim ichki aylana chizish mumkin
emas.

A//' \/ \\ 8) ABCD romb va unga aylana ichki chizilgan
/ A bo‘lsin. ABCD rombning AC va BD
\ JXx diagonallari perpendikulyar. AC1 BD,
7 * AC = d,, BD = d2 O diagonallari kesishgan
D nugta. OM, ON, OK va OP rombning
tomonlariga tushirilgan balandliklar.
MK = PN = h rombning balandligi. OM = ON = OP = OK=r
t.
ichki chizilgan aylana radiusi. r = —. AAOD dan OP2= AP +PD. Romb-

ga har doim ichki aylana chizish mumkin.
Eslatma. Rombga har doim tashqgi aylana chizish mumkin emas;

9) trapetsiya aylanaga ichki chizilgan bo‘Isin.
ABCD aylanaga ichki chizilgan trapetsiya. BC
va AD — uning asoslari. O tashqi chizilgan
aylana markazi. Agar AB=BC bo'lsa har doim
trapetsiyaga tashqi aylana chizish mumkin.

ABCD trapetsiya aylanaga tashqi chizilgan. AB = CD. Agar
AD + BC = AB + CD bo‘lsa, trapetsiyaga ichki aylana chizish mumkin.



O —ichki chizilgan aylana markazi. A, B, C va D burchaklaming bissek-
trisalari AO, BO, CO va DO. OM, ON, OK, OP trapetsiyatomonlariga
perpendikulyarlar. OM = ON = OK = r ichki chizilgan aylana radiu-
si. ZAOB = ZCOD = 90°. NR = h trapetsiyaning balandligi.

r=— = OK,gO0--DO;
2 AB CD
BC + AD = BA+ CD
Aylana, ABCD ABC D —qgavariq
to'rtburchakka fi
R U
ichki chizilgan N

To'rtta bissiktrissa bitta
nugtada kesishadi.

ZBA D+ ZBC D = ZCBA +
+ ZCDA
ft
u
AM «MC = BM <M D,
M —dioganallar kesishgan
nugta

10) ABCD kvadrat aylanaga ichki ham
tashqi chizilgan boMsin. ABCD—kvadrat,
AB=a, O—kvadratning diagonallarini
kesishish nuqgtasi; AO = OB = OC =
=0 D =R tashqi chizilgan aylana radiusi:

R =-7L OM,ON,OP va OK — kvadrat-
.12 .
ning tomonfariga o0 ‘tkazilgan perpendikulyar-

lar, OM=0ON—OR=0K=r ichki chizilgan

aylana radiusi: r = >

Fagat kvadratga har doim umumiy markazli ichki va tashqi aylana
chizish mumkin.
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11) teng tomonli uchburchakka aylana ichki va
tashqi chizilgan bo'lsin. ABC teng to-
monli uchburchak. AB = BC= AC —a. 0-AA,,
BB,, CC, bissektrisalar (yoki medianalar,
yoki balandliklar) kesishgan nuqta.
OA=0B=0C=R — tashqi chizilgan aylana

radiusi: R = OA, =0B, =0C, =7
VT

ichki a dlgan aylana radiusi: r = - R=2r

12) ABC to‘g ‘ri burchaldi uchburchakka ichki va tashqi aylana chizilgan

bo'lsin.

ABC to‘g‘ri burchakli uchburchak. AB = ¢
gipotenuza, AC = b, BC = a katetlari. O tashqi

Q
chizilgan aylana markazi, R = — O gipotenuza

o‘rtasi. R ichki chizilgan aylana markazi, r

o I a+b-c
ichki chizilgan aylana radiusi: r —

1-masala. Asosi a ga, yon tomoni b ga teng bo'lgan teng yonli
uchburchak berilgan. Ichki va tashqi chizilgan aylana radiuslarini va asosiga
o'tkazilgan balandligini toping.

B

Echish. ABC uchburchakda AB = BC bo‘lsin
Chartga ko‘ra, AB~BC~avaAC~b, BD asosga
tushirilgan balandlik. BC tomonining o ‘rtasi M.
O nuqta OM va BD o ‘rta perpendikulyarlarining
kesishish nugtasi. OB = OC = R tashqi chizilgan
aylana radiusi, R nuqta ABC va BAC
burchaklarning BD va AD bissektrisalar
kesishgan nuqtasi. RE kesma AB tomonga
o‘tkazilgan balandlik BD = RE = r kesma
ichki chizilgan aylana radiusi. BD ni
tashqi chizilgan aylanani N nugtada kesguncha
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davom ettiramiz. BN tashqgi chizilgan aylana diametri. ZBCN = 90°,
bundan BCN uchburchak to‘g‘ri burchakli, CD kesma BN diametrga per-

pendikulyar. BD =h. DC = DN = 2R—h; BR = h-r. AABD dan
h2=a2-  _ ABCN dan BC2= BD -DN, BC2=BN *BD yoki

2) - h(2R - h) va a2- 2Rh. (3) ABD uchburchakda A burchak

AB BP
bissektrisasi AP bo‘lgani uchun i
g AD pp YK
2a /i-2 2a _h A
T ~~2 b 2 2a+b

h=r4a2-b2] R= ,

_ b V4a2-b2_b 12a-b
2a+b ~2 ~2\2a +b

2-masala. Teng yonli uchburchakka tashqi chizilgan aylana radiusi
P, ichki chizilgan aylana radiusi g bo‘lsa, uning tomonlarini toping.

Echish. ABC uchburchakda AB = BC, AC asosi
bo‘lsin. AB = v, AC=a, BO —asosiga tushirilgan
balandlik, BD=h. Tashqi chizilgan aylana
markazi O, ichki chizilgan aylana markazini P
bilan belgilaylik. OA=0B=0C= P, PD=PK=r.
1-masaladagi (2), (3), (4)- tengliklardan:

=h(2R - h
5 =N )
b2 = 2Rh
h-r _b uch nom’alumli uchtatenglama
r -~ a sistemasini tuzamiz.
2
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tenglama sistemasini tuzamiz. Bundan

(h-r)2 2Rh

h(2R - h)’
almashtirishlarni bajarib, h2—2(R + r)h + r2+4Rr = O ni
hosil gilamiz.

sodda (h-r)2 (2R -h) =2Rr2

h=R+rzyj(R+rf -r2-4Rr =R +rx"R{R-2r).

VIR{R-2r) =d deb belgilasak, h= R + r+d, bu yerdad kesma O va R
markazlar orasidagi masofa, ya’ni OR = d.

Agar ZB<60° boisa, unda h=R+r+d.

Agar ZB=60° bo‘lsa, unda (h=R+r (d=0 yoki R=2r).

B

r\

/ p'° \
r \
A c
Agar ZB>60° bo‘lsa, unda h=R+r—d bo‘ladi.
ZB > 60° ZB=60° ZB<60°
h=R+r—d h=R+r h—R +r+d

a va b tomonlarni R va r orqali quyidagicha ifodalash
mumKkin:

1) |=Vh(2R-h), a=2V(R+r+d)(R-(r+d))=2VR2-(r+d)2, bu
yerda d = VR(R-2r);

2) b=V2Rh =V2R(R +r+d), bu yerda d=,/R(R - 2r).

3-masala. To‘g‘ri burchakli trapetsiyaga ichki chizilgan aylana marka-

zidan katta yon tomoni uchlarigacha bo‘lgan masofalar 15 va 20 sm bo‘lsa,
trapetsiyaning perimetrini toping.
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Echish. ABCD trapetsiyada AD va BC asoslari
bo‘lib AD>BC bo'lsin. ZA=ZB=90°; yon to-
monlari CD va AB uchun
CD > AB. Trapetsiyada O markazli aylana ichki
chizilgan va OC = 15sm, OD = 20 sm, CO va
DO lar, 0‘z navbatida, C va D burchaklarning
bissektrisalari. ZC+zZD=180° ZOCD+ZCDO
= 90° ZCOD=90°. COD uchburchak to‘g‘ri burchakli AD, BC, CD va
AB tomonlariga mos ravishda ON, OM, OK va OP perpendikulyarlami
o ‘tkazamiz. Ichki chizilgan aylananing trapetsiyaga urinish nuqtalari N,
M, KvaP, ON=OM=0K=0P esa uning radiiisi. AOCD dan CD2=0D 2+

OC2 CD =VI52+202=25sm. OK=°C*‘°D;
CD — 25

MN=20M =24 (sm). AB=MN=24 (sm). AB+CD=AD + BC. Bundan
p=2(AB+CD)= 2+49=98 (sm).

4-masala. To‘g‘ri burchakli trapetsiyaga ichki chizilgan aylananing
urinish nugtasi katta yon tomonini 9 va 16 sm bo'lgan kesmalarga ajratadi.
Aylana markazidan shu kesmalar uchlarigacha bo‘lgan masofani va tra-
petsiyaning asoslarini toping.

Echish. ABCD trapetsiyada BC
va AD asoslari bo‘lib, AD > BC bo‘lsin.

ZA = ZB=90°; AB va CD yon tomonlari

va CD > AB. Trapetsiyaga O markazli

aylana ichki chizilgan. CD, BC AD va

AB tomonlariga mos OK, OM, ON va

OP perpendikulyarlami o ‘tkazamiz. K, M, N

va P aylananing shu tomonlar bilan urinish

nugtalari. CK = 9 sm. DK = 16 sm, OK =

OM = ON = OP aylana radiusi C va D burchaklarning bissektrisalari CO
va DO. ZzC+zD =180°ZDCO+ZCDO = 90°, ZCOD = 90°, ACOD -
to‘g‘ri burchakli uchburchak.

CD = CK + KD = 25 (sm). ACOD dan OC2= CD *CK; OC = 15
(sm). OD2= CD «KD; OD =20 (sm); OK2= CK «KD; OK = 12 (sm),
CK = MC = 9 sm. ND = KD = 16 (sm), BM =AN=OR=
= ON=0M =0K= 12sm. BC=BM+MC=21 (sm). AD=AN+ND=28
(sm).
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Mashglar

I Teng tomonli uchburchakka tashqi chizilgan aylana radiusi 673
sm bo‘lsa, uning perimetrini toping.

2. Perimetri 2473 sm bo‘lgan teng tomonli uchburchakka ichki
chizilgan aylana radiusini toping.

3. Teng yonli uchburchakning yon tomoni 40 sm, asosi esa 48 sm,
shu uchburchakka ichki chizilgan aylana radiusini toping .

4. Teng yonli uchburchakning asosiga tushirilgan balandligi 16 sm,
shu uchburchakka ichki chizilgan aylana radiusi 6 sm bo‘lsa, uning
perimetrini toping.

5. To‘g‘ri burchakli uchburchakning katetlari 3:4 nisbatda, perimetri
esa 72 sm bo‘lsa, unga tashqi chizilgan aylana radiusini toping.

6. To‘g‘ri burchakli uchburchakning perimetri 48 sm, gipotenuzasi
esa 20 smga teng bo‘lsa, unga ichki chizilgan aylana radiusini toping.

7. To‘g‘ri burchakli uchburchakning katetlaridan bin 12 sm, unga
ichki chizilgan aylana radiusi 4 sm ga teng bo‘Isa, tashqi chizilgan aylana
radiusini toping.

8. Uchburchakning tomonlari 15, 26 va 37 sm bo'lsa, unga ichki
chizilgan aylana radiusini toping.

9. Uchburchakning tomonlari 30, 26 va 8 sm ga teng bo‘lsa, unga
tashqi chizilgan aylana radiusini toping.

10. Rombning diagonallari 40 va 30 sm bo‘lsa, unga ichki chizilgan
aylana radiusini toping.

Il Rombning diagonallari 3:4 nisbatda, tomoni esa 25 sm bo‘lsa,
ichki chizilgan aylana radiusini topmg.

12. To‘g‘ri to ‘rtburchakka tashqi chizilgan aylana radiusi 10 sm bo‘lib,
perimetri 56 sm bo‘lsa, uning tomonlarini toping.

13. Teng yonli trapetsiyaning balandligi va diagonali mos ravishda 24
va 40 sm. Agar diagonali yon tomoniga perpendikulyar bo‘lsa, trapetsiyaga
tashqi chizilgan aylana radiusini toping.

14. Teng yonli trapetsiyaga ichki chizilgan aylana radiusi 12 sm, yon
tomoni esa 25 sm bo‘lsa, uning asoslarini toping.

15. To‘g‘ri burchakli trapetsiyaga ichki chizilgan aylana radiusi 12 sm,
asoslari ayirmasi esa 7 sm ga teng bo'lsa, uning asoslarini toping.
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Uyga vazifalar

1. Teng tomonli uchburchakning balandligi 12 sm bo‘lsa, unga tashqi
va ichki chizilgan aylana radiuslarini toping.

2. Teng yonli uchburchakka ichki chizilgan aylananing urinish nuqtasi
yon tomonini asosining uchidan hisoblaganda 24 va 16 sm li kesmalarga
ajratsa, shu aylana radiusini toping.

3. To‘g‘ri burchakli uchburchakka ichki chizilgan aylananing urinish
nuqtasi gipotenuzani 12va 8 sm bo‘lgan kesmalarga ajratsa, shu aylananing
diametrini hisoblang.

4. Uchburchakning yon tomonlari 78 va 120 sm, asosiga o ‘tkazilgan
balandligi esa 72 sm bo‘lsa, unga tashqi chizilgan aylana radiusini hisoblang.

5. Rombga ichki chizilgan aylananig urinish nuqtasi uning tomonini
16 va 9 sm bo‘lgan kesmalarga ajratsa, shu aylananing diametrini hisoblang.

6.To‘g‘ri to'rtburchak tomonlarining ayirmasi 7 sm, to ‘g‘ri burchak
bissektrisa C4 esa diagonalini 3:4 nisbatda bo‘ladi. Tashgi chizilgan aylana
radiusini toping.

7. Teng yonli trapetsiyaning perimetri 100 sm, kichik asosi 18 sm
bo‘lsa, ichki chizilgan aylana radiusini hisoblang.

8. Trapetsiyaga aylana ichki chizilgan bo‘lib, urinish nuqtalari yon
tomonlarini 9 va 16 sm hamda 4:9 nisbatda bo‘ladi. Trapetsiyaning asoslarini
toping.

9. To‘g‘ri burchakli trapetsiyaning katta asosi uchlari ichki chizilgan
aylana markazidan 15 va 20 sm masofada bo‘lsa, uning perimetrini toping.

9-§. Figuralarning o ‘xshashligi

1. Uchburchaklaming o'xshashlik alomatlari:

1) agar bir uchburchakning ikkita burchagi ikkinchi uchburchak-
ning ikkita burchagiga mos ravishda teng bo'lsa, bunday uchburchaklar
0 ‘xshash bo'ladi;

2) agar bir uchburchakning ikki tomoni ikkinchi uchburchakning
ikki tomoniga mos ravishda proporsional bo‘lsa va ular hosil gilgan burchagi
teng bo'lgan uchburchaklar o‘xshash bo'ladi;

3) agar bir uchburchakning uch tomoni ikkinchi uchburchakning
uch tomoniga mos ravishda proporsional bo‘lsa, bunday uchburchaklar
o0 ‘xshash bo‘ladi.

2. Teng yonli uchburchaklarning o ‘xshashlik alomatlari:
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1) golgan ikkita teng yonli uchburchaklarda asosiga garama-qgarshi
bolgan burchaklar teng bolsa uchburchaklar o'xshash boladi;

2) golgan ikkita teng yonli uchburchakda asosiga yopishgan burchak-
lari teng bolsa, unda uchburchaklar o‘xshash bo ‘ladi.

3. To‘g‘ri burchakli uchburchaklarning o ‘xshashligi:

1) agar ikkita to‘g‘ri burchakli uchburchaklarda bittadan teng o ‘tkir
burchaklari bolsa, unda bu uchburchaklar o ‘xshash boladi;

2) agar ikkita to‘g‘ri burchakli uchburchaklarda birining katetlari
ikkinchisining katetlariga mos ravishda proporsional bo‘lsa, unda bunday
uchburchaklar o'xshash bo‘ladi.

3) agar ikkita to'g'ri burchakli uchburchaklar uchun birining
gipotenuzasi va bitta kateti ikkinchisining gipotenuzasi va bitta. katetiga
proporsional bolsa, unda bunday uchburchaklar o'xshash boladi.

To‘g‘ri burchakli uchburchakning kateti gipotenuza va shu katetining
gipotenuzadagi proyeksiyasining o‘rta proporsionali boladi.

To‘g‘ri burchakli uchburchakning balandligi katetlarining gipotenu-
zadagi proyeksiyalarining o'rta proporsionali bo ‘ladi.

4. Parallel to‘g‘ri chiziglarning xossasi.

Burchakning tomonlarini kesuvchi parallel chiziglar uning tomon-
larida proporsional kesmalar ajratadi.

1-masala. Teng yonli uchburchakning yon
tomoni va perimetri mos ravishda 25 va 80 sm.
Yon tomoniga tushirilgan balandligi 48 sm ga
teng, unga o'xshash bo‘lgan uchburchakning
perimetrini hisoblang.

Echish. Aytaylik, ABC uchburchakda
AB=BC, AC asosi bolsin. AB=25.
2AB+AC=80 sm. AC=80-2 «25=30 (sm). BD

- asosiga tushirilgan balandligi. A D <AC,

AD = 15 (sm). AABD dan BD2=AB2AD 2
ya’ni BD=20 (sm). DA~C, co ABC. Unda
A~~BjC, asosi. B,D, kesma A,C, ga
perpendikulyar. AM, £#BC, ni o'tkazamiz.
A|M|=48 sm. AJVLLBC ni yasaymiz.
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AM 24

AM BC =BD-AC, AM = o T 24 (sin). AM. 48

P AM

Iu, AM. ~2° P =2+ =2m0 =160 sm.

2-masala. ABC uchburchakda BD bissektrisa o ‘tkazilgan.
BD2=AB mBC - AD mDC tenglikning o ‘rin!i ekanligini isbotlang.

Echish. ABC uchburchakda BD bissektrisa
AC tomonni AD va DC kesmalarga ajratsin.
BD2=AB «BC-AD «DC ekanligini isbotlaymiz.

ABC uchburchakka tashqgi aylana chizamiz.
BD ni aylana bilan M nuqtada kesish-
guncha davom ettiramiz. Kesishuvchi vataming
kesmalari to‘g‘risidagi xossaga asosan
BD « DM =AD + DC ga ega bo'lamiz.

DM = BM — BD. BD (BM-BD)=AD «DC. Bundan BD2=

= BD *BM «AD «DC. ZABM=ZCBD, ZBCA=ZAMB. ABM va BDC
. o BM AB

uchburchaklarning o ‘xshashligidan 4C  BD Bundan

BD «BM=AB +BC. Chunday qgilib, BD2=AB «BC-AD *DC.
Mashglar

1 Biruchburchakning tomonlari 5:4:6 nisbatda, ikkinchisining 25,
20 va 30 sm bo‘lsa, ular o‘xshashmi?

2. Biruchburchakning ikki tomoni 15 va 24 sm bo‘lib, 45°ni tashkil
etadi. Ikkinchi uchburchakning ikki tomoni mos ravishda 5:8 nisbatda
bo‘lib, to‘g‘ri burchakning yarmini tashkil etadi. Bu uchburchaklar
0‘xshashmi?

3. To‘g‘ri burchakli uchburchakning burchaklaridan biri 54°, ikkin-
chi to‘g‘ri burchakli uchburchak o‘tkir burchaklar ayirmasi 18° bo‘lsa,
ular o'xshashmi?

4. Teng yonli uchburchakning asosiga qarshi burchagi 30°, ikkinchi
teng yonli uchburchakning asosiga yopishgan burchaklari 75° bo‘lsa. ular
o'xshashmi?
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5. Birto'g'ri burchakli uchburchakning katetlari 15 va 20 sm, ikkinchi
to'g'ri burchakli uchburchakning gipotenuzasi va unga o'tkazilgan balandligi
mos ravishda 75 va 36 sm bo'lsa, ular o'’xshashmi?

6. Bir to‘g‘ri burchakli uchburchakning kateti va gipotenuzasi mos
ravishda 12 va 15sm, ikkinchi to ‘g‘ri burchakli uchburchakning gipotenuzasiga
o ‘tkazilgan balandligi va kateti mos ravishda 12 va 25 sm bo'lsa, ular
o'xshashmi?-

7. Bir teng yonli uchburchakning yon tomoni va asosi 15va 18 sm ga
teng, ikkinchi teng yonli uchburchakning asosi va unga o ‘tkazilgan medianasi
54 va 36 sm bo'lsa, ular o'xshashmi?

8. Rombning diagonali uning tomoniga teng. Ikkinchi rombning tomoni
diagonali bilan 30° li burchak tashkil etadi. Bu romblar o'xshash bo‘ladimi?

9. Birto‘g‘ri to'rtburchakning diagonali burchagini 1:2 nisbatda bo‘ladi,
ikkinchi to‘g‘ri to'rtburchakning tomoni va diagonali 12 va 24 sm bo'lsa,
bu to‘g‘ri to‘rtburchaklar o ‘xshashmi?

10. Teng yonli uchburchakning asosiga yopishgan burchagi 72°. Chu
burchak bissektrisasi berilgan uchburchakdan unga o'xshash bo‘lgan o ‘tkir
burchakli uchburchakka ajratishini isbotlang.

11. To‘g‘ri burchakli uchburchakda gipotenuzaga o ‘tkazilgan balandlik
uni ikkita o xshash uchburchakka ajratishini isbotlang.

12. 0 ‘xshash uchburchaklarda barcha mos chizigli element-
lari nisbatining teng ekanligini isbotlang.

Uyga vazifalar

1. Uchburchakning tomonlari 6, 7 va 8 sm. Chu uchburchakning
o'xshash perimetri 84 sm bo'lgan uchburchakning tomonlarini toping.

2. Uchburchakning tomonlari 8, 13 va 15 sm. Chu uchburchakka
o'xshash eng katta va eng kichik tomonlari ayirmasi 21 sm bo'lgan uch-
burchakning tomonlarini toping.

3. To'g'ri burchakli uchburchakning gipotenuzasi va kateti mos ra-
vishda 25 val5 sm. Gipotenuzasiga o'tkazilgan medianasi 25 sm bo'lgan
o'xshash uchburchakning katetlarini toping.

4. Rombning diagonallari 6 va 8 sm. Balandligi 48 sm bo'lgan o'xshash
rombning perimetrini hisoblang.

5. To'g'ri to'rtburchakning tomoni va diagonali 8 va 10 sm. Kichik
tomoni 24 sm bo'lgan o'xshash to'g'ri to'rtburchakning perimetrini
hisoblang.
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6. Uchburchakning torrtonlari 5 va 8 sm, ular orasidagi burchak 60°.
Perimetri 60 sm bo‘lgan o‘xshash uchburchakning tomonlarini toping.

7. Mos diagonallari nisbati teng bolgan ikki rombning o ‘xshashligini
isbotlang.

8. Mos balandlik va tomonlarining nisbati teng bo'lgan rombning
o'xshashligini isbotlang.

9. Ikkita to‘g ‘ri burchakli uchburchakda mos katetlari nisbati teng bo‘lsa,
ulami o ‘xshashligini isbotlang.

10. Mos katet va gipotenuzasining nisbatlari teng bo'lgan to‘g‘ri
burchakli uchburchakning o *xshashligini isbotlang.

11. Ikkita to ‘g ‘ri burchakli trapetsiyada o ‘tmas burchaklari teng, diagonali
esa shu burchakning bissektrisasi bo‘lsa, ulaming o ‘xshashligini isbotlang.

10-§. Figuraning yuzi

1. To‘g‘ri to‘rtburchakning yuzi.

S-tf «bTbhunda a vab - to‘g‘ri to'rtburchakning tomonlari.

S=7d2, bundad- to‘g‘rito'rtburchakning diagonali.

2. Parallelogrammning yuzi.

S=oh, bunda a-uning tomoni, h-shu tomoniga o ‘tkazilgan balandligi.
S=ob sina, bunda a, b parallelogrammning tomonlari, a - ular orasidagi
burchak.

3. Uchburchakning yuzi.

S =" amh bundaa- uning tomoni, h - tomoniga o‘tkazilgan balan-
dligi.

S="ambsina ,bunda a, b- uchburchakning tomonlari, a - esa shu
tomonlari orasidagi burchak.

S=Vp{p-a)p-b)(p-c) bunda a b va c - uchburchakning

. a+b+c . . .
tomonlan, p = --—----———- - yarim perimetri.

4. Trapetsiyaning yuzi.

N A .
g - ”_23 U bun(ia a, b - trapetsiyaning asoslari, h - uning balandligi.
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5. 0 ‘xshash figuralar yuzlarining nisbati mos chizigli elernentlari
nisbatining kvadrati kabi bo ‘ladi.

S| _ 2
$~_K , bunda S,,S2 ikkita o‘xshash figuraning yuzlari, k-esa

o ‘xshashlik koeffitsiyenti.
6. Doiraning yuzi.
S,s..= 1R2 bunda R-doira radiusi.
7. Qo‘shimcha formulalar.

a) rombning yuzi: S=2(d, d2, bunda d,, d2- rombning diago-
nallari;

b) muntazam uchburchakning yuzi: S= Crm-, bunda a — kvadrat-

ning tomoni;
v) kvadratning yuzi: S=a2 bunda a— uchvburchakning tomoni.
g) doiraviy sektoming yuzi:

S = I:{z-n, bunda n°burchak n° li markaziy burchak.

N

S = - a :--8--9, bunda a burchak a radianli markaziy burchak.
1-masala. Uchburchakning yon tomonlari 25 va 40 sm ga teng,
asosiga o ‘tkazilgan balandligi 24 sm. Asosiga o ‘tkazilgan bissektrisasi ajratgan

uchburchakning yuzlarini toping.

Echish. ABC uchburchakda AB=25 sm,
BC=40 sm, BDIAC bo‘lib, BD=24 sm va
AB<BC, AD<DC. AABD dan AD2=AB2BLH,
AD=7 sm. ABDCdanCD2=BC2DC2CD-32
(sm) =>AC=39 (sm). BM - bissektrisani

AB  25.

C AM
o‘tkazamiz. Unda AABC danr-r* = — = — >
MC BC 40
AM _ 5 . . .
ﬁ?z 8 AM=5x, M C=8x deb belgilab, 5x+8x=39, x=3 ni topamiz.
AM=15 (sm), MC=24 (sm). SMBM=180 (sm). SiBMC=288 (sm).
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2-masala. Teng yonli trapetsiyaning asoslari ayirmasi 14 sm. Diago-
nali esa o ‘tkir burchak bissektrisasi bo'ladi. Agar trapetsiyaning perimetri
114 sm bo‘lsa, uning yuzini hisoblang.
Echish. ABCD - trapetsiyada AD va BC
asoslari bo‘lib, AD>BC bo'lsin. AD-BC=14 sm.
AB=CD. ZAotkirAB+BC+CD+AD=114sm.
AC o‘tkir burchak va ZBCA=ZCAD bissek-
trissa ZBAC=ZCAD. Bundan ZBAC=ZBCA
va AB=BC, BM + AD, CN = AD ni
o‘tkazamiz. BC=MN; AM=ND. Endi
AB—BC=CD=x desak, AD=114-3x.

AM =ND =I(AD - MN) =1(AD -BC) =~14 =7 sm;

AM

A-(114-3x - X) =57 - 2x:  2x = 50; x=25; AB=25 sm.

325=39sm. S=--A AD +BM BM=768 (sm).

3-masala. Uchburchakning medianalari mos ravishda 24, 30 va 18
sm boMsa, uning yuzini hisoblang.

Echish: ABC uchburchakda
AApBBpCC,- mediana bo'lsin, ya’niAA,=24
sm, BB,=30 sm, CC,= 18 sm. M medianalar

2
kesishgan nuqta bo‘lsa, AM =y *24=16 sm,

CM =] «18=12sm, M B=| «30=10 sm. MB,

ni B,N masofada davom ettiramiz, bunda

MBI=BIN=10 sm, MN=20 sm. AB,=B,C va

M B~B”~n shuning uchun AMCN

Parallelogramm, bunda AC va MN

parallelogrammning diagonallari, AM va MC esa uning tomonlan.
2(AM2+M C2=AC2+MN2=>AC2=400 sm. AC=20 sm. Geron

formulasidan foydalanib, AMC uchburchakning yuzini topamiz.
. . _ BD BB
aamc_"6 sm2 BDIAC, MK_LAC ni yasab, MK  MB,

Zaabe — 3'SMVC = 288 sm 2
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L
2AC BD BD

AABC _

Saamc 1 AC MK MK

=3 sm.

4-masala. Yon tomonlari va balandligi mos ravishda 25, 30 va 24 sm
bo‘lgan trapetsiya berilgan. 0 ‘tkir burchak bissektrisalari ikkinchi asosida
yotuvchi nuqtada kesishadi. Trapetsiyaning yuzini hisoblang.

Echish. ABCD - trapetsiyada AD va BC

asoslari bo‘lib, BC<AD bo‘lsin. AB=25 sm,

CD=30 sm. MNJLAD, BKIAD, CRIAD ni

o'tkazamiz. BK=CP=24 sm. AM va DM bissekt-

risalarni yasaymiz. M NIAD ni yasaymiz

A K "« ZBAM=ZMAD; ZBMA=ZMAD. Bundan

ZBAMMZBAM va AB=BM=25 sm. Chunga

0‘xshash CD=MC=30. AABK dan AK2=2AB2BK?2; ya’ni AK=7 sm. ACPD
dan RD2= CD2- CP2ya’ni PD=18 sm. BC=BM+MC;

, AM +BC
BC=55sm. AD=AK+KN+NP+PD=80sm. Bundan X = -~ .
BK=1620 (sm2.
Mashglar
1 Agar teng yonli uchburchakning quyidagi elementlari berilgan

bo‘lsa, uning yuzini toping:

a) yon tomoni 25 sm, asosiga o ‘tkazilgan balandligi 20 sm;

b) asosi 30 sm, yon tomoniga o'tkazilgan balandligi 24 sm;

v) yon tomoniga o'tkazilgan balandligi uni asosiga garshi uchidan
hisoblanganda 7 va 18 cm bo‘lgan kesmalaiga ajratadi;

g) perimetri 80 sm, yon tomoni 25 sm;

d) perimetri 80 sm, asosi 30 sm;

e) yon tomoni va asosi 5:6 nisbatda, asosiga o ‘tkazilgan balandligi 24
sm;

j) asosi va unga o ‘tkazilgan balandligi 3:2 nisbatda.yon tomoni esa 24
sm.
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2. To‘g‘ri burchakli uchburchakning quyidagi elementlari ma’lum
bo‘lsa, uning yuzini hisoblang :

a) gipotenuzaga o ‘tkazilgan balandligi uni 16 va 9 sm bo‘lgan kesmalarga
ajratadi;

b) gipotenuzasi 25 sm, katetlari 3:4 nisbatda;

V) gipotenuza va katet 5:4 nisbatda, ikkinchi kateti 15 sm;

g) gipotenuzasi 10 sm, Kkatetlari ayirmasi 2 sm;

d) to‘g‘ri burchak bissektrisasi gipotenuzani 15 va 20 sm bo'lgan
kesmalarga ajratadi.

3. Uchburchakning quyidagi elementlariga ko‘ra yuzasini hisob-
lang:

a) tomonlari 13, 14 va 15 sm ga teng;

b) ikki tomoni 25 va 40 sm ga,.uchinchi tomoniga o'tkazilgan balandligi
24 sm gateng;

v) ikki tomoni 5:8 nisbatda, uchinchi tomoniga o'tkazilgan baland-
ligi uni 7 va 32 sm bo'lgan kesmalarga ajratadi.

4. Parallelogrammning yuzini toping, agar:

a) tomonlari 12 va 8 sm, ular orasidagi burchagi 30°;

b) diagonaplari 15 va 20 sm, ular orasidagi burchak 30°;

v) balandliklari 12 va 15 sm, tomonlari orasidagi burchak 30°;

g) tomonlari 12 va 15 sm, balandliklari orasidagi burchak 30° bo'lsa.

5. Rombning yuzini hisoblang, agar:

a) diagonallari 3:4 kabi, tomoni 25 sm;

b) diagonallari ayirmasi 10 sm, tomoni 25 sm.

v) diagonallar kesishgan nuqtadan tomoniga o'tkazilgan perpendiku-
lyar uni 9 va 16 sm bo'lgan kesmalarga ajratsa;

g) o'tmas burchak uchidan o'tkazilgan balandlik tomonini 7 va 18
bo'lgan kesmalarga ajratsa;

d) diagonallar yig'indisi 34 sm, tomoni esa 13 sm;

e) balandligi 24 sm, diagonallari 3:4 nisbatda;

j) tomoni 25 sm, diagonallar ayirmasi 10 sm bo'lsa.

6. To'g'ri to'rtburchakning yuzini hisoblang, agar:

a) uchidan diagonaliga o'tkazilgan perpendikulyar uni 9 va 16 sm
bo'lgan kesmalarga ajratsa;
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b) burchak bissektrisasi diagonalini 20 va 15 sra bo‘lgan kesmalarga

ajratsa;

V) bissektrisa tomonini 12 va 8 sm boMgan kesmalaiga ajrat sa;

g) bissektrisa tomonini 1:3 nisbatda bo‘lib, diagonali 20 sm bo‘lsa;
d) tomonlari ayirmasi 7 sm, diagonali esa 13 sm;

e) tomonlari 3:4 nisbatda, diagonali esa 15 sm bo‘lsa;

7. Teng yonli trapetsiyaning quyidagi elementlariga ko‘ra uning yuzini

toping:

a) asoslari 50 va 14 sm, diagonali 40 sm;
b) asoslari 39 va 15 sm, diagonallari yon tomoniga perpendikulyar.

8. To‘g‘ri burchakli trapetsiyaning yuzini hisoblang, agar:
a) yon tomonlari 4:5 kabi, asoslarining ayirmasi 18 sm, Kkichik

diagonali 26 sm bo‘lsa;

b) asoslari 15 va 33 sm, diagonali esa o‘tkir burchagining bissektrisasi

bo‘lsa.

Uyga vazifalar

1. Agar teng yonli uchburchakning quyidagi elementlari

berilgan bo‘lsa, uning yuzini toping:

a) yon tomoniga o‘tkazilgan balandligi uni ayirmasi

11 sm bo‘lgan kesmalarga ajratadi. Yon tomonining asosiga
nisbhati 5:6 kabi;

b) yon tomoniga o'tkazilgan balandligi 24 sm, yon tomonining asosiga

nisbati 5:6 kabi;

v) asosiga va yon tomoniga o ‘tkazilgan balandliklar avirmasi 4 sm,

yon tomonining asosiga nisbati 5:6 kabi bo'lsa.

2. Rombning o‘tmas burchagi uchidan o'tkazilgan balandlik tomoni-

ni 7 va 18 sm bo‘lgan kesmalarga ajratadi. Chu balandlik ajratgan gismlarining
yuzasini toping.

3. Rombning diagonallari 3:4 nisbatda bo‘lib, perimetri 100 sm bo'lsa,

uning yuzini toping.

4. To‘gri burchakli trapetsiyaning kichik diagonali to ‘g ‘ri burchagi-

ning bissektrisasi bo‘ladi. Asoslarining ayirmasi 30 sm. Agar yon tomonlar
ayirmasi 18 sm bo‘lsa trapetsiyaning yuzini hisoblang.

5. Trapetsiyaning asoslari 60 va 20 sm, yon tomonlari esa 13 va 37 sm.

Trapetsiyaning yuzini hisoblang.
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6. Trapetsiyaning asoslari 8 va 42 sm, diagonallari
esa 30 va 40 sm bolsa, uning yuzini hisoblang.

7. Teng uchburchaklarda mosbalandliklariningtengligini isbotlang.

8. Ixtiyoriy ikki uchburchak uchun mos balandliklar teng bolsa,
uiaming tengJigini isbotlang

9. Teng uchburchaklarda mos medianalaming tengligini isbotlang.

10. Ixtiyoriy ikki uchburchak uchun mos medianalar teng bolsa,
ularni tengligini isbotlang

11. Teng uchburchaklarda mos bissektrisalarning teng ekanligini
isbotlang

12. ABC uchburchakda AA,, BB,, CC, kesmalar O nugtada kesishib,

AO BO co
O4=0Br"0CAr~ tenR,ik bolsa, AA,, BB, CC,—

kesmalaming mediana ekanligini isbotlang.
13. ABC uchburchak AA,, BB,, CC, balandliklar O nuqtada kesishib,

AO BO co
- -QR- =gq£~ ~ tenglik o'rinli bolsa, uchburchakning uchidagi

tashqgi burchaklarini toping.

14. AB va CD kesmalar M nuqtada kesishib, AM mMB=CM +«MD
bolsa, A, B, C, D nuqtalarning bir aylanada yotishini isbotlang.

15. ABC uchburchakda mc- mediana, A,B,C, uchburchakda mC,-
mediana bolib, AC=A,C,, BC=B,C,, va mC=mC, bolsa,
AABC—AAjBIC, ekanligini isbotlang.

16. ABC uchburchakda LC - bissektrisa, A B C uchburchakda esa
LC, - bissektrisa bolib, AC=A,C,, BC=B,C,, va LC= LC, bolsa,
AABC=AA,B,C,ekanligini isbotlang.

17. ABCuchburchakda AA, BB, CC, -medianalar O nuqgtada
AO »BO - CO
kesishsa, ——=2,—— =2, —— -"2ekanligini isbotlang.

OA; KJ D\

18. ABC uchburchakda AA,, BB,, CC, - bissektrisalar kesishgan

CO a+bh AO b+c BO a-+c
nuqta O bolsa, W ~~b~ ekanligini

isbotlang, bu yerda a, b, ¢ - lar uchburchakning tomonlari.
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19. ABC uchburchakda AA(, BBp CC, - balandliklar kesishgan
P CcoO cosC i BO cos B
nugtasini 0 desak, 0ocC] cos B cos A BET_ CosACos e

AO cos/4
04," ~ cosC cos B ekaniigini isbotlang.

20. ABCD to ‘rtburchakda MOAB, MOBC, KOCD, LOAD bo‘lib,
tomonlaming o ‘rtasi bo°‘lsa, quyidagilami isbotlang.

a) MNKL - to'rtburchak Parallelogramm.

AC =BR
b) MNKL - romb « - X
KL1LN
AC 1 BM
v) MNKL - to‘g‘ri to'rtburchak <> X
KL =LN

AC = Bfl viAC IBM
g) MNKL - kvadrat « X

KM =LN M3KM 1 LN

AMNKL 2 ~AABCD

e) AC2BD2=2(MK2NL2

I1-§. Kooidiuatalar, vektorlar, geometrik
almashtirishlar

1 . Uchlari A(xp y( va B(Xj, y2 nuqtalarda bo'lgan bir jinsli

steijenning og‘irlik markazi Mo(xo, yo) nuqta *0=  ~*2, yo="~"y2
deb topiladi.

2. A(x,, yO) va B2x2, y2) nuqtalar orasidagi d-masofa
d2=(xr x22+ (yr y2)2ga teng.

3. Radiusi R ga, markazi A(a, b) nugtada boMgan aylana tenglamasi
(x-a)2+(y-Z32=R2bo‘ladi.

4. To‘g‘ri chizigning umumiy tenglamasi:



ax+£y+c=0,
bu yerda a va b — lar bir vaqtda nolga teng bo'Imaydigan sonlar,
c esa ixtiyoriy son.
5. To‘g‘ri chizigning burchak koeffitsiyentli tenglamasi:
y=kx+/,

bunda k = ——— =tga; | =-~ k feeiib, burchak koeffitsiyenti
X2 ~xt b b deyiladi.

6. A(xr vy,) va B(x2 y2 nuqtalardan o'tuvchi to‘g‘ri chiziq tengla-
masi:

X-Xt y~y{
)‘i'}&l~h~3’f\ bo'ladi bu yerda x2- x *0y2-y, *0.

7. A(x,, y,) nugtadan o‘tuvchi & = {o,; a2} yo‘naltiruvchi vektoriga

ega boMgan to ‘g‘ri chiziq tenglamasi o = ~LIZ~L boMadi.

8. axt-by+c=0 to‘g‘ri chiziqg uchun & =[-b; a) vektori uning yo'nal-

tiruvchi vektor—bo‘ladi. b = {a; b} esa & =[-b; a} vektoriga perpendi-
kulyar bo‘ladi.

9. Koordinata o‘glarini yo'nalishi o ‘zgarmagan holda A(x, y) ni A'(x\
yJ) nuqgtaga ko'chirishni x'=x+a, y'=y+A bilan bajarish mumkin.

10. X va n hagiqiy soni va kolleniar bo‘Imagan a , b — vektorlari
uchun c =Xa +W%b tenglikni yozish mumkin.

11. fl. va b vektorlarning skalyar ko‘paytmasi
a4 :b =\5\ sosa, bu yerda a= (fl, b):

a) agar a =[a{; 6j} va b =[bx; b2} bo‘lsa, & :b=a,b|+a, o rinli
boladi. Bundan quyidagi xulosa kelib chigadi:
alb<5::=0 yoki o6 iio a Ibl+a2b2=0.

b) agar 6 = {a,; Oj} va b = {bt; b2} vektorlar uchun * ="~

bo‘lsa, fl va b lar kolleniar bo ‘ladi.
1-masala. Uchburchakning uchlari A(-2: -1), B(0:6), C(4;-2) bo‘lsa,
AMUmedianasining uzunligini toping.



y y0) nuqta BC ning o ‘rtasi bo‘lgani
uchun x0=2, y0=2 bo‘ladi.

Chunday qilib,
d=|AM]| = = 5boadi.
M
4
X 2-masala. Uchburchakning uchlari

A(4;-4), B(-6; 0), C(0; 6)
bo'lsa, uning tomonlarini va AMOmediana-
sining tenglamasinituzing.
Echish. M0O(x0, y0) nugta BC ning o'rtasi
bo‘lganligi uchun x0=-3, y0=3 bo‘ladi.

X-X, _ Y-y,
Chunday qilib, — for-
2 x\ 82 yi1
muladan
AB : 0 2x+5y+12=0
BC : Xt >=/"<r>x->"+6 =0;
6 6
AC: 0 5*+2y-12=0
-4 4
AMo : —<>*+y =0 ni topamiz.
Mashglar

1. Abssissalar o‘gida (2; 3) va (1; -2) nuqtalardan teng uzoqlikda
yotgan nuqtani toping.

2. (2 ;-1) va (-1; 3) nuqgtalardan o‘tuvchi to‘g‘ri chizig tenglamasini
tuzing.

3. 2x-y=0 va x+y=3 to‘g‘ri chiziglaming kesishish nuqtasining
kordinatalarini toping.

4, x2+y2=1 aylananing x+y=3 to‘g‘ri chiziq bilan kesishgan nuqtala-
rini toping.

5. (-1; 2) markazli (2; -2) nuqtadan o'tuvchi aylana tenglamasini
tuzing.
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6. Uchlari A(—; -2), B(2; -5), C(l; -2), D(-2; 1) nugtada bo'lgan
to'rtburchakni Parallelogramm ekanligini isbotlang.

7. Parallelogrammning uchlari A(l; 3), B(2; 0), C (-1; -3), D(x0yK
bo'lsa, x0, y0 ni toping.

8. Parallel ko‘chirishda (-1; 1) nuqta (2; 3) nuqtaga o‘tsa, (1;
- 2) nuqta gaysi nugtaga o ‘tadi?

9. A(0; 1), B(l; 0), C(1; 2), D(2; 1) nuqgtalar berilgan. AB va CD
vektorlarni tengligini isbotlang.

10. Uchburchakning A(-2:1), B(-—2:4), C(2:I) uchlari boMsa, uning
burchak kosinuslarini toping.

11. &4 = {3/4} va b ={a:;6} vektorlar x ning ganday giymatlarida
perpendikulyar bo'ladi?

12. a ={;1} va b = {-2;y} vektorlar, uning ganday giymatlarida

13. Agar &4 ={2;,—1} va b ={-12} bo‘lsa, c=a+b, d =4-D,

n=2a-b, m=3&-2b vektorlarni toping.

Uyga vazifalar

1 Uchlari A(—2:4), B(2:1), C(-2:-2) nuqtalarda bo‘lgan uchbur-
chakning perimetrini toping.

2. Uchlari A(2:1), B(-2:4), C(-2:-2) nuqtalarda bolgan uchbur-
chakning to‘g‘ri burchakli ekanligini isbotlang.

3. Agar uchburchak tomonlarining o‘rtasi M,(—; 3), N,(0; -1),
K((I; 2) bo'lsa, uning uchlarini koordinatalarini toping.

4. To‘rtburchakning uchlari A (-1;1), B(3;3), C(3;-3), D(1;-3)
bo‘lsa, uning romb ekanligini isbotlang.

5. x2+y2+2x-4y-4=0 aylananing radiusi va markazini topmg.

6. Uchburchakning tomonlari: x-2y+3=0, 4x+y-15=0,
3X+5Y+20-0. Uning medianalari kesishgan nuqtasini toping.

7. |0 =3, |A=8,y=120°=|a; bj bo‘lsa, a va b ning skalyar ko‘payt-
masini toping.
8. a ={0;2} va b ={3;6} vektorlaming skalyar ko‘paytmasini toping.

9. Bektorlardan foydalanib, rombning diagonallari perpendikulyar
ekanligini isbotlang.



11 BOB.
STEREOMETRIYA MASALALARI

12-8. Nugta, to‘g‘ri chiziq va tekislik

1-masala. Fazoda M nuqta ganday hollarda bir giymatli aniglanadi?

a) Jkki It va /2 to‘g‘ri chizig-
ning M nuqtada kesishishi sifatida;

b) /to‘g‘ri chiziq va T tekislik-
ning M nuqtada kesishishi sifatida;

v) T,, T2 T3 uch tekislikning
va/,, 12, 13 kesishish chizig‘ining M
nuqtada o ‘zaro kesishishi sifatida.

2-masala. Fazoda / to‘g‘ri chiziq ganday hollarda bir giymatli
aniglanadi?

a) M. va M2nuqtasi bilan;

b) Bitta MO nuqtasi va a
yo‘naltiruvchi vektori bilan;
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v) T, va T2 tekisliklarning
TV kesishishi sifatida.

3-masala. Fazoda T tekislik ganday hollarda bir giymatli aniglanadi.

v) Ikki It va /2 parallel to‘g‘ri
chiziq orqgali;

g) /, to‘g‘ri chizig va unda yotmagan
M nugta orqali.



13- 8. To‘g‘ri chiziqg va tekislik orasidagi asosiy munosabatlar
1. Ikki to‘g ‘ri chizigning parallelligi.

Ta’rif. Bir tekislikda yotib, kesishmaydigan to‘g‘ri chiziglar parallel
to‘g‘ri chiziglar deyiladi.

Uch to‘g‘ri chizigning o ‘zaro pa-
rallel bo‘lishlik belgisi:

Uchinchi /3to‘g‘ri chiziqga pa-
rallel bo‘lgan ikki /, va /, to‘gri
chiziq o‘zaro parallel, yani

(WA NuHK'3

2. To‘g‘ri chiziq va tekisliklaming parallelligi.

Ta’rif. Agar to‘g‘ri chiziq va tekislik kesishmasa, ular parallel deb
aytiladi.

To‘g‘ri chiziq va tekislikning parallel bolish belgisi:

Agar T tekislikda yotmagan /, to‘g‘ri
chiziq shu tekislikdagi birorta /2 to‘g‘ri
chiziqqa parallel bo‘lsa, unda

/, to‘g‘ri chiziq T tekislikka parallel
bo'ladi.

Xossa.

Berilgan T, tekislikka parallel bo‘lgan
Isto‘g‘ri chiziq orgali o'tuvchi har
ganday T2 tekislik T, tekislikka
parallel bo‘lishi yoki berilgan /,
to‘g‘ri chiziqqa parallel bo‘lgan /2
to‘g‘ri chiziq bo‘yicha kesib o‘tadi

(/, c T2/, UT,)=>T21T, ékn 121/,
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3. Tekisliklarning parallelligi
Ta’rif. Kesishmaydigan tekisliklar parallel tekisliklar deyiladi.
Tekisliklarning parallel boMishlik belgilari:

a) agar T, tekislikda yotuvchi kesi-
shuvchi ikki va /2 to'g'ri chizik
ikkinchi T2tekislikda yotuvchi
kesishuvchi ikki /\ va If2to‘g'ri
chiziglariga parallel bo‘lsa, unda T,
va T 2tekislar parallel bo‘ladi, ya’ni

T, /,c T, fcT,. CcT,:

b) agar berilgan ikki T, va T2tekis-
likning har biri uchinchi T3 tekis-
likka parallel bo‘lsa, unda berilgan ikki
T, va T 2tekislik o ‘zaro parallel bo'ladi,
ya'ni (T,||T3 T2lITY=>TjT2

Xossalari.

a) agar ikki T, va T2 parallel
tekislik uchinchi tekislik bilan
kesilsa, unda tekisliklarning /, va /2
kesishish chiziglari parallel bo'ladi,
yani

T.0T2=>/, Ilv bu yerda/,c T,,c T2
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b) ikkita parallel tekislik orasidagi
parallel kesmalar teng, ya’ni
(T, Il T2, /,|I2) => AV = SD, bu
yerda /, H T,=A, /, D T2 =V,
2n Tj=S,/2 n T2=D,

4. To‘g‘ri chiziglarning perpendikulyarligi

Ta’rif. Agar ikki to‘g‘ri chiziq to‘g‘ri burchak ostida kesishsa, ular
perpendikulyar to‘g‘ri chiziglar deb ataladi.

Mos ravishda ikkita /, va /2
perpendikulyar chiziglarga parallel
bo‘lgan kesuvchi ikki I\ val;2
to‘gri chiziglar perpendikulyar
bo‘ladi, ya’ni
o, N1y, 120 H2, 138 12=>11, L1'v
bu yerda /,eT,, I12e T, , I\ e T,

VeT,

5. To‘grj chiziq va tekislikning perpendikulyarligi

Ta’rif. Agar T tekislikni kesuvchi /,va /2 to‘g‘ri chiziq shu tekislikni
kesishish nuqtasi orqgali o ‘tuvchi har ganday /3to‘g‘ri chizig'iga perpendikulyar
bo‘La, unda /3tu'g'ri chizig T tekjslikka peipendikulyai bo‘ladi.

To‘g‘ri chiziq va tekislikning perpendikulyar bo‘lishlilik belgisi:

agar to‘g‘ri /3 chiziq berilgan
tekislikdagi  kesishuvchi  /, va /2
to‘g‘ri chiziglarga perperpendiku-
lyarbo‘lsa, unda /3to‘g‘ri chiziq T
tekislikka perpendikulyar bo'ladi,

ya’ni
(/3t Itva/31 ©)=>/31 T, bu yerda
/,eT, [2T.
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6. Perpendikulyar va og‘ma to‘g‘ri chiziglar

C

a)-rasmda BC - perpendikulyar, AC
- og‘ma, AB - og'maning soyasi
(proyeksiyasi) tasvirlangan.

v)- rasmda ikkita og‘madan qaysi biri
katta bo‘lsa, o‘sha og'maning katta

proyeksiyaga ega bo'lishligi tas-
virlangan.

14 - §. Sodda ko‘p yoqlar

1) IKKi yoqli burchak.

Ta’rif. Ikkita yarim tekislikdan va ularni chegaralab turgan umumiy
to‘g‘ri chizigdan tashkil topgan figura ikki yoqli burchak deyiladi.
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Yarim tekisliklar ikki yoqli
burchakning yoqlari, ulami kesishish
chizig‘i esa ikki yoqli burchakning
girrasi deyiladi. Ikki yoqli burchak-
ning girrasiga pependikulyar tekislik
uning yoglarini ikkita yarim to‘g°‘ri
chiziglar bo‘yicha kesib o ‘tadi. Bu
yarim to‘g‘ri chiziglar tashkil etgan
burchak ikki yoqli burchakning chi-
ziqli burchagi deyiladi.

2. Uch yoqli va ko‘p yogli burchaklar.
S

Bir nugtadan chiquvchi va bitta
tekislikda yotmagan uchta IvI2 L
numi garab chigamiz. Uchta yassi (/,
12), (/12/3) va (/, 13 burchakdan tashkil
topgan figura (/, 12/3 uch yoqli
burchak deyiladi. Bu yassi burchak-
lar uch yoqli burchakning yoqlari,
ulaming tomonlari esa uch yoqli
burchakning qirralari deyiladi. Uch
yogli burchakning yoglaridan tashkil
topgan ikki yoqli burchaklar uch
yogli burchakning ikki yoqli bur-
chaklari deyiladi. Ko‘p yoqli bur-
chak tushunchasi xuddi shunga
o'xshash ta’riflanadi.
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15-§. Prizma.
Ikkita T, va T2 parallel tekisliklar va bu tekisliklami kesuvchi I
to‘g‘ri chizigni garaymiz. T, tekislikda qavariq ko ‘pburchak berilgan bo'lsin.

Agar ko'pburchakning har bir uchi
orgali 1 ga parallel to‘g‘ri chiziglar
o ‘tkazsak, hosil bo'lgan ko‘p yoqlik
prizma deyiladi. A,, A2 A3...An va
A',, A'2 A'3...A'n ko'pburchaklar
uning asoslari, A™', A'2A2
AnA'n A' A, parallelogrammlar yon
yoqlari, AA', A2A'2 A3A'3
ArA'nkesmalar prizmaning qirralari
deyiladi.

Yon qirralari asos tekisligiga
perpendikuTyaf bo’lgan prizma,
to‘g‘ri prizma deyiladi. Aks holda,
prizma og‘ma deyiladi.

Prizma yon sirtining yuzi deb, yon yoqglari yuzalari yig‘indisiga aytiladi:
Syo=P-H (1) bu yerda P - asosining perimetri, H- prizmaning
balandligi, va Syo=P' J (2), bu yerda Ppe prizma perpendikulyar
kesimining uzunligi, 1- yon qgirrasining uzunligi.

Prizmaning hajmi V=S «H (3), V=Skam/ (4), bu yerda S, Sksmmos
ravishda asosi va perpendikulyar kesim yuzi.

Prizmaning xususiy holi silindr kub va parallelepiped bo‘lib:
a) Syo>=2T:R «H (5), V=tcR2*H (6), bu yerda R - silindr asosi-
ning radiiisi;

b) Syor4a2(7), V=a3(8), bu yerda a - kubning qirrasi.

V) Asosi Parallelogramm bo‘lgan prizma parallepiped deyiladi.
1) parallelepipedda:
a) barcha yoqlari parallelogram m;
b) garama-qaishi yoqglari parallel vateng;
V) to‘rtta diagonali bir nuqtada kesi-
shadi va kesishish nugtasida teng ikkiga
bo‘linadi;
g) diagonallarining kesishish nugtasi
uning simmetriya markazi bo‘ladi;
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d) diagonallari kvadratlarining yiglindisi barcha girralari kvadratlarining
yig‘indisiga teng, ya’ni d, 2+ d2+d2+d4= =4a2+4b24c2 bu yerdadp d2
d3 d4parallelepipedning diagonallari, a,b,s lar esa uning girralari.

Yon sirti

ToYa sirti

Hajm

2) to‘g‘ri parallepipedda:
a) yon girralari asosiga perpendiku-
lyar;

b) yon yoqlari to‘g‘ri to‘rtburchak va
asosi parallegrammdan iborat.

3) to‘g‘ri burchakli parallepipedda:

a) asosi to‘g‘ri to ‘rtburchak;

b) barcha diagonallari teng;

v) diagonalining kvadrati bir
uchidan chiquvchi girralar kvadrat-
larining vyig‘indisiga teng, ya’ni d2
= a2+b2+c2: StOla=2(bc+dc+ab):
V = obc.

3) kubda:

a) barcha yogqlari kvadratdan iborat
b) barcha girralari teng

d=V3a, Stoja=6a2 V=03

Prizma va piramida uchun hisoblash formulalari

Prizmaning yon sirti va hajmi

Og'ma prizma To‘g‘ri prizma
Syon :P’Ream _f‘
Pkee perpendikulyar kesimning . .
. . . L P ~ — asosning perimetr,

perirretri, yon girrasining .

- H— balandligi.
uzuniigi.
S =S + 2§ —
to'llq yon asos — ®yon + 2S «s
vV = sk 4y \ +1,
S hgmperpendikulyar kesim prizma asosining yuzi,
yuzi, yon qirrasi H balandligi.
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Yon sirt

To'la
sirti

Hajrri

Yon sirt

To'la
sirti

Hajrri

Ixtiyoriy pirarrida yon sirti va hajrri

Pirarrida Kesik pirarrida
n
z s, I's ;
i=l i=1
S. — yoglaridan birining yuzi s. — yoqlaridan birining yuzi
S to-lig = Syon-*- S »o0s- Sto'llq - Sy0n+sl+82”
St— pastki asosyuzi,
s 2 — ustki asosyuzi. "
V=}h s T v="N, -(S,+52 \/S,SZ)

Muntazam pirarrida yon sirti va hajrri

Pirarrida Kesik pirarrida
Syon =P*Fi1 syo= (PLPY 1
P asosning
perimetri, P,— pastki asos
+ apotema perimetri,
P2— ustki asos
perimetri
lapotema
Stdinst-S*(B Slo'liq = Syon+s1+sz"

St— pastki asos yuzi,
S2— ustki asosyuzi.

V=yH.S_ v=1h(s,+s2 \]3152)
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16- §. Silindr

Ta’rif. To‘g‘ri to‘rtburchakning bir tomonini o‘zida saglovchi o‘q
atrofida aylanishidan hosil bo‘lgan figura silindr deyiladi.

Silindming sirti va hajmi
Yon sirti To‘la sirti Hajmi

Syar2uRH Stola=2TcR(R+H) V=nRH
Xossalan
1) agar to;gfi prizmaning asosi
ko‘pburchak bo‘lib, bu ko'pburchak
asos aylanasiga ichki chizilgan bo‘lsa,
unda to‘g‘ri prizmaga asosi shu ayla-
nadan iborat silindrni tashqi chizish
mumkin. Silindming radiusi shu ay-
lana radiusiga teng. Silindming o‘qi
ichki chizilgan prizmaning baland-
ligini o ‘zida saglovchi to‘g‘ri chizigda
yotadi;
2) agar prizmaning asosi ko‘p-
burchak bo‘lib, bu ko'pburchak asos
aylanasiga tashqi chizilgan bo‘lsa,
unda to‘g‘ri prizmaga asos shu ayla-
nadan iborat silindrni ichki chizish
mumkin. Silindming radiusi shu ay-
lana radiusiga teng bo‘ladi. Silindming
0°qi tashqi chizilgan prizmaning ba-
landligini o'zida saglovchi to ‘g ‘ri chi-
zigda yotadi;

3) har ganday to‘g‘ri doiraviy si-
lindrga tashqi shar chizish mumkin.
Silindming asosi shar sirtida joyla-
shadi. Shaming markazi silindming
o‘gida yotuvchi balandlikning o ‘rta-
sida yotadi;
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4) silindming o‘qgi bo'yicha kesimi-
ni ko‘zdan kechiraylik. R - shaming
radiusi, r-silindrning radiusi. H-
silindrning balandligi va

5) fagat teng tomonli silindrga
(balandligi asosining diametriga teng)
ichki sharni chizish mumkin; -

6) o‘g kesimini ko'zdan kechiray-
lik, unda R=r, 2R=H

17 - §. Konus.

I.To‘gri burchakli uchburchak katetlaridan birini o‘zida saglovchi

0°‘q atrofida aylanishidan hosil bo'lgan (figura) jism to'g'ri doiraviy konus
deyiladi.

2 Asosiga parallel tekislik bilan kesganda kesim va asosi orasidagi konus
bo‘lagi kesik konus deyiladi.
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Konusning yon sirti va hajmi

Konus Kesik konus
Yon sirti SW=1ﬂ/ S\aE*(R+T)/
To‘lasirti SIME TIR(R+/) Stl= #(R+ r)/ + &TR2+ Jtr2
Hajmi V =4nR2H V = jtiH MR2+Rr+r2)

Natija: 1) Har ganday konus-
ga shami tashqgi chizish mumkin.
Konusning asosining aylanasi va uchi
shar sirtida yotadi. Shaming markazi
konus o ‘gida yotadi va o ‘q kesimi hosil
gilgan uchburchakka tashqi chizilgan
aylana markazi bilan ustma-ust tu-
shadi. R shaming radiusi, r ichki
chizilgan konusning radiusi va H
balandligi bo‘lsa, R2=(H -R)2tr2 bu
tenglik fagat H < R da o'rinli bo'ladi;

2) konus sharga ichki chizilgan bo‘isa: har ganday konusga shami
ichki chizish mumkin.

Shar konus asosining markaziga va konusning yon sirti konus asosiga
parallel tekislikda yotuvchi aylanaga urinadi. Shaming markazi konus o ‘gida
yotadi va o‘q kesimi hosil gilgan uchburchakka ichki chizilgan aylana
markazi bilan ustma-ust tushadi.

1) Konusning asosi shaming eng katta doirasidan iborat boMganda,
shaming hajmi konus hajmidan 4 marta katta bo‘ladi;
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2) konusning yasovchisi asosining diametriga teng bo‘lganda, shar

32
hajmining konus hajmiga nisbati— kabi bo°‘ladi;

3) konusning o‘gq kesimi teng
yonli to‘g‘ri burchakli uchburchak
bo'lganda, konusning hajmi shar

hajmining ~ qismini tashkil etadi

va R - konusga ichki chizilgan
shaming radiusi, r -konus radiusi,
H - konus balandligi bo‘lsa

R r

~h:7fr~7h?1 tenglik
o‘rinli bo'ladi.

18-8. Konus, shar, sfera, prizma va piramidaiar orasidagi
bogianishlar

1. Konus va shar

1- masala. Konusning yasovchisi
va balandligi orasidagi burchak B ga
teng. Konus sharga ichki chizilgan
bo'lib, markazidan asosigacha bo‘lgan
masofa /ga teng. Konusning balandligi
va asosining radiusini toping.

Echish. 0 ‘q kesimdan foydalanamiz. Shaming o‘q kesimda radiusi
shaming radiusiga teng doira va konusning o‘q kesimida asosi konusning
diametriga, balandligi esa konus balandligiga teng bolgan teng yonli uch-
burchak hosil bo‘ladi. Shar konusga tashqi chizilgan, unda aylana
uchburchakka tashqi chizilgan bo‘ladi. Konusning yasovchi va balandligi
orasidagi burchak, tayanch yonli uchburchakni tomoni va balandligi
orasidagi burchakka teng bo‘ladi.

Shartga ko‘ra ZBSO”*ZASO,—R.  burchak o‘zgarishi bilan uchbur-
chakka tashqi chizilgan aylana markazi:

1) O0< R < 45° da ABS uchburchak ichida SO, balandlikda;

2) 45° < 3 < 90° da esa ABS uchburchak tashqarisida balandligining
davomida yotishi mumkin. Har bir hoi uchun 00, = /. O va B nugqtalarni
birlashtiramiz.

75



Birinchi holda ZOtOB = 2B. Unda
AVOO, dan Ras = BO,= =/tg2R. ABSO,
dan Nkr=SO, BO,ctgR=/tg2B ctgR .

Ikkinchi holda Z0WB=2*
xzSAB=2(90°-3)=180°-2R. Unda ABOO,

dan Ra&s=BC)=/tg(18002R)= - /tg2R.
ASBO, dan Hko=SO,= BO, ¢ ctghl =
/tg2RctgR.

Bu ikki xoldan tashqari =45° da O va
O, nuqtalar ustma-ust tushadi, chunki ASB
uchburchak to‘g‘ri burchakli. Lekin
00, =1* 0 ni nisobga oisak oxirgi hoi
masala shartini ganoatlantirmaydi.

Mashqglar

1. Konusning balandligi 6 sm ga teng. Konusning asosidan 4 ga teng
masofada unga parallel tekislik o ‘tkazilgan. Hosil bo'lgan kesim yuzining
konus asosi yuziga nisbatini toping.

2. Asos aylanasining uzunligi 8e-Jn ga, balandligi 9 sm ga teng
bo‘lgan konusning hajmini toping.

3. Konusning yasovchisi 12 ga teng va u asos tekisligi bilan 60°burchak
hosil giladi. Konus asosining radiusini toping.

4. Konusning yasovchisi 6 ga teng va u asos tekisligi bilan 30° burchak
hosil giladi. Konusning hajmini toping.

5. Konus asosining radiusi 0,5 ga teng. Konus yasovchisi bilan uning
asos tekisligi orasidagi burchak qanday boMganda konus yon sirtining yuzi
0,5 p ga teng bo ladi?

6. Sharga ichki chizilgan konusning balandligi 3 ga, asosining radiusi
3 mi3 gateng. Shaming radiusini toping.

7. Konusning balandligi 6 ga, yasovchisi 10 ga teng. Konusga ichki
chizilgan shaming radiusini toping.

8. Yasovchisi 10 ga, asosining radiusi 6 ga teng bo ‘lgan konusga ichki
chizilgan shaming radiusini toping.

9. Balandligi 3 ga, yasovchisi 6 ga teng bo'lgan konusga tashqi chizilgan
shaming radiusini toping.

10. Yasovchisi 5 ga, balandligi 4 ga teng bo'lgan konus asosidan 2 ga
teng masofada shu asosga parallel tekislik bilan kesildi. Hosil bulgan kesimning
yuzini hisoblang.
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Uyga vazifalar

1. Sharga tashqi chizilgan kesik konusning yasovchilari o ‘rtalaridan
o ‘tuvchi tekislik bilan shu kesik konus hosil gilgan kesimning yuzi 4 p ga
teng. Kesik konusning yasovchisini toping.

2. Konusning yon sirti 60p ga, to‘la sirti 96p ga teng. Konusning
yasovchisini toping.

3. Konusning asosiga tomoni 3+73 bolgan muntazam uchburchak
ichki chizilgan. Konus yasovchisi 5 bo'lsa, uning hajmini torping.

4. Konus o‘q kesimi tomoni 6:Tic ga teng boMgan muntazam
uchburchak bo‘lsa, uning yon sirti yuzi ganchaga teng bo‘ladi?

5. Qirrasi 12 ga teng kubga konus ichki chizilgan. Agar konus asosi
kubning pastki asosiga ichki chizilgan bo‘lsa, uchi esa yuqoridagi asosining
markazida yotsa, konusning hajmini toping.

6. Kesik konusea shar ichki chizilgan. Knnnsning listki asosining yim
36p ga, ostki asosiniki esa 64 p ga teng. Shar sirtining yuzini toping.

7. Kesik konus asoslarining radiuslari 1va 5ga teng. Agar balandligi 3
ga teng bo'lsa, uning yasovchisi ganchaga teng bo‘ladi?

8. Konus asosining radiusi 6 ga teng, yasovchisi asos tekisligi bilan
30°li burchak tashkil etadi. Asosining markazidan yasovchigacha bo‘lgan
masofani toping.

9. Konusning yasovchisi asos tekisligi bilan 45° li burchak tashkil
etadi. Asosining markazidan yasovchisigacha boMgan masofa 372 ga teng.
Konusning balandligini toping.

10. Konusning o ‘q kesimi teng tomonli uchburchakdan, silindrniki
esa kvadratdan iborat. Agar ulaming to‘la sirtlari tengdosh bo‘lsa, hajmlarining
nisbatini toping.

11. Konusning o‘q kesimi muntazam uchburchakdan, silindrniki esa
kvadratdan iborat. Agar ulaming xajmlari teng bo‘lsa, to‘la sirtlarining
nisbati nimaga teng?

19-8. Sfera va shar

1 Berilgan O nuqtadan R masofada yotgan fazoning barcha nuqtalari
to'plamiga sfera deb ataladi.

2. Berilgan O nugtadan R masofadan katta bo'Imagan fazoning nugtalari
to‘plamiga shar deb ataladi.

Sfera va shar uchun:
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a) sferaning sirti: S = 4tiR2

4
Chaming hajmi: :auRS.

b) shar segmenti uchun:

= |k H 2(3R-H).

Segmentli sirt yuzi:
Syo=27rRH.

2
v) shar sektori uchun: V = —nR2H

Char sektorining toia sirtining yuzi:
Stola = «R(2H + V2RH-H2).

g) shar bo'lagi uchun:

v =1 ,H3+1,(r,2+r2)H,
yon sirti esa Su = 2kRH.
Mashqglar

1 Radiuslari 2; 3 va 4 ga teng bo‘lgan metall sharlar eritilib bitta shar
go'yildi. Shu shaming hajmini toping?
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2. Sharni bo‘yash uchun 50 massa birligidagi bo'yoq ishlatildi. Agar
shaming diametri ikki marta oshirilsa, uni bo‘yash uchun gancha bo‘yoq
kerak boiadi?

3. Sirtining yuzi 16 1 ga teng boigan shaming hajmini toping.

4. Radiusi 13 ga teng bo‘lgan shar tekislik bilan kesilgan. Agar shar
markazidan kesimgacha bo'lgan masofa 10 ga teng bo‘lsa, kesimning yuzini
toping.

Uyga vazifalar

1. Shaming radiusi 8v/c ga teng. Radiusning oxiridan u bilan 60ii
burchak tashkil etadigan kesuvehi tekislik o'tkazilgan. Kesimning yuzini
toping.

2. Uchburchakning tomonlari sharga urinadi. Shaming radiusi 4 ga
teng. Shar markazidan uchburchak tekisligigacha bo'lgan masofa 3 ga teng
bo‘lsa, uchburchakka ichki chizilgan aylananing radiusi qanchaga teng
boiadi?

3. Agar sferaning radiusi 50 % orttirilsa, sfera sirtining yuzi necha
foizga ko'payadi?

4. Uch yoqli burchakning S uchidagi har bir tekis burchagi 60°. Uch

2
yoqli burchakning qgirralarida SA=—, SB=SC=a shartni ganoatlantiruv-

a
chi A, Bva S nuqtalar olingan. Burchakning girralariga va ABC tekisligiga
urinuvchi sferaning radiusini toping.

20-8. Shar va prizma
Sharva prizma uchun:

1) agar prizma to‘g‘ri va uning
asosi aylanaga ichki chizilgan ko‘pbur-
chak boisa, shu prizmaga tashqi shar
chizish mumkin. Shaming markazi
prizma asoslariga tashqgi chizilgan
aylanalar markazlarini tutashturuvchi
balandlikning o'rtasida bo‘ladi.
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2) shaming markazidan
prizmaning yon qirrasidan o ‘tuvchi
tenglik bilan kesaylik. Rshar radiusi,
H prizmaning balandligi, asosiga tashqi
chizilgan aylana radiusi r uchun

R2=(-y)2+r2 tenglik o'rinli boMadi.

3) agar to‘g‘ri prizmaning
aylanaga tashqi chizilgan ko‘pburchak,
prizmaning balandligi esa shu aylana
diametriga teng bo'lsa, unda unga ichki
shar chizish mumkin. Ichki chizilgan
shaming radiusi shu aylana radiusiga
tengbo ‘ladi.

va

asos

4) prizmaning yon qirrasiga

perpendikulyar va prizmaning baland-
ligi orgali (asosiga ichki chizilgan
aylanalar markazini tutashtiruvchi
kesma) o ‘tuvchi tekislik bilan kesaylik
Shaming markazi prizma asosla-
riga ichki chizilgan aylanalar markaz-
larini tutashtiruvchi kesmaning o ‘rta-
sida bo‘ladi. R shaming radiusi, H
prizmaning balandligi va prizma asos-
lariga ichki chizilgan aylana radiusi r
pi
uchun R =r =— tenglik o ‘rinli.

80



21-8. Shar va piramida

1) har ganday muntazam pira-
midaga tashqi shar chizish mumkin.
Shaming markazi, balandligi pirami-
daning balandligiga, yon tomoni
piramidaning yon girrasiga teng bo‘lgan
teng yonli uchburchakka tashqi chizilgan
aylana markazi bilan ustma-ust tushuv-
chi piramidaning balandligisi o‘zida
saglovchi to‘g‘ri chizigda yotadi. Shar-
ning radiusi shu aylana radiusga teng.

2) shaming markazi va pirami-
daning yon girrasidan o'tuvchi tekislik

piramidaning balandligi N, piramida
asosiga tashqi chizilgan aylana radiusi
ruchun R2=(H-R)2+ r2tenglik fagat
H < R uchun o‘rinli.

3) har ganday muntazam pira-
midaga ichki shar chizish mumkin.
Shaming markazi piramida balandligida
yotib, teng yonli uchburchakka ichki
chizilgan aylana markazi bilan ustma-
ust tushadi, yon tomoni piramidaning
apofemasi, balandligi piramida baland-
ligiga teng bo‘ladi. Shaming radiusi shu
aylana radiusiga teng bo‘ladi.

4) shaming markazi va piramida
apofemasi orgali tekislik bilan kesaylik.
R shar radiusi, H piramidaning ba-
landligi, piramida asosiga ichki chizilgan

R r
aylana radiusi uchun

tenglik o ‘rinli bo‘ladi.
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22- §. Fazoda tekislik va to‘g‘ri chizigga oid
~A masalalar

Masala. Og‘ma tekislik a burchak
tashkil etadi. Shu burchak uchidan
| f tekislikda og'ma bilan y burchak tashkil
etuvchi va og‘maning tekislikdagi
° proyeksiyasi bilan p burchak tashkil
etuvchi to‘g‘ri chiziq o'tkazilgan. Cosy

= cosa «cosp ekanligini isbotlang.

Isbot. SA kesmaT tekislikka o ‘tkazilgan og‘ma bo'lsin, AB esa T tekislikda
berilgan to'g'ri chizig. Tekislik bilan SA og‘ma orasidagi a burchakni
yasash uchun S nuqtadan T tekislikka perpendikulyar tushiramiz. SA
ning T tekislikdagi proyeksiyasi AO ni yasaymiz. Z SAO = a bo'lsin. Shar-
tga ko‘ra, ZBAS = yva ZBAO = p. Aytaylik, OAiIAB bo'lsin, unda SAIAB.

SA = x bo'lsin.
ASBA dan AB = SAcosy = xcosy (1)
ASAQO dan OA = SAcosa=xcosa

AOAB dan AB = OAcosp = xcosa *cosp (2)

(1) va (2)=> xcosy = xcosacosp x kesma uzunligi bo‘lgani uchun har ikkala
tomonini x ga boiib yuboramiz va cosy=cosa *cosp ni hosil gilamiz.

Mashglar

1. Tekislikka o'tkazilgan perpendikulyar bilan og'ma orasidagi burchak
30°, perpendikulyaming uzunligi esa 10 ga teng. Og'maning uzunligini
toping.

2. Tekislikka tushirilgan og‘ma bilan perpendikulyar orasidagi burchak
60°, og'maning uzunligi 2073 . Perpendikulyaming uzunligini toping.
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2. Tekislikka tushirilgan og'ma bilan peipendikulyarorasidagi burchak
60°, og‘maning uzunligi 20V/3 . Perpendikulyarning uzunligini toping.

3. Bitta nuqtadan tekislikka og‘ma va perpendikulyar o'tkazilgan.
Og‘maning uzunligi 10 sm, perpendikulyarniki 6 sm. Og‘maning tekis-
likdagi proyeksiyasi necha sm?

4. Tekislik va uni kesib o ‘tmaydigan AB =13 sm kesma berilgan. Agar
kesmaning uchlaridan tekislikkacha bo‘lgan masofalar AA,= 5sm, VB,= 8
sm bo'lsa, AB kesmada yotuvchi to'g'ri chizigning tekislik bilan tashkil
gilgan burchak sinusini toping.

5. AB kesmaning A oxiridan tekislik o‘tkazilgan. Shu kesmaning B
oxiridan va C nuqtasidan tekislikni B, va C, nuqtalarda kesuvchi parallel

AC 2
to‘g‘ri chiziglar o'tkazilgan. Agar CC,=15 va =- bo'lsa, BB,

kesmaning uzunligini toping.

6. Muntazam ABC nchburchakning AC tomoni orqgali tekislik
o'tkazilgan. Uchburchakning BD medianasi tekislik bilan 60° li burchak
tashkil etadi. AB to ‘g ‘ri chiziq bilan tekislik orasidagi burchakning sinusini
toping.

7. ABC muntazam uchburchakning AC tomoni orgali tekislik o ‘tkazilgan.
Uchburchakning BD balandligi tekislik bilan 30° li burchak tashkil etadi.
AB to‘g‘ri chiziq bilan tekislik orasidagi burchak topilsin.

8. ABC uchburchakning to'g'ri burchakli uchi C dan uchburchakka
perpendikulyar /to ‘g‘ri chiziq o'tkazilgan. AC=15, BC=20. /va AB to'g'ri
chiziglar orasidagi masofa topilsin.

Uyga vazifalar

1. Nugtadan tekislikka uzunliklari 10 va 15 sm bo'lgan og'malar
tushirilgan. Birinchi og'maning tekislikdagi proyeksiyasi 7 sm bo'lsa,
ikkinchi og'maning proyeksiyasi gancha bo'ladi?

2. T, va T2tekisliklar 45° li burchak ostida kesishadi. T, tekislikdagi A
nugtadan T, tekislikkacha bo'lgan masofa 2 ga teng. A nuqtadan tekisliklaming
kesishish chizig'igacha bo'lgan masofani toping.

3. To'g'ri burchakli uchburchakning gipotenuzasi 12 ga teng. Bu
uchburchakning uchlaridan 10 ga teng masofada uchburchak tekisligidan
tashqgarida nugta berilgan. Shu nuqtadan uchburchak tekisligigacha bo'lgan
masofani toping.
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4. Nugtadan tekislikka ikkita og‘ma o ‘tkazilgan. Agar og‘malar 1:2 ga
teng nisbatda bo‘lib, ulaming proyeksiyalari 1 va 7 ga teng bo'lsa,
og'malaming uzunliklarini toping.

5. Bir nugtadan tekislikka uzunliklari 23 va 33 bo'lgan ikkita og‘ma
o ‘tkazilgan. Agar og'malar proyeksiyalarining nisbati 2:3 kabi bo‘lsa,
berilgan nuqtadan tekislikkacha bo‘lgan masofani toping.

6. Berilgan nugtadan tekislikka ikkita og‘ma va perpendikulyar o ‘tkazilgan.
Og‘malaming proyeksiyalari 27 va 15ga teng hamda ulardan biri ikkinchisidan
6 ga uzun bo‘lsa, perpendikulyaming uzunligini toping.

7. Uzunliklari 10 va 15 sm bo'lgan ikki kesmaning uchlari o‘zaro
parallel tekislikda yotadi. Birinchi kesmaning tekislikdagi proyeksiyasi VT9
sm bo‘lsa, ikkinchi kesmaning proyeksiyasi necha sm bo‘ladi?

8. Tekisiikdan b masotada joylashgan nuqgtadan tekislikka ikkita og‘ma
o'tkazilgan. Bu og‘malar tekislik bilan 30° va 45° li, 0 ‘zaro to‘g‘ri burchak
tashkil etadi. Og‘malaming uchlari orasidagi masofani toping.

23- §. To‘g‘ri prizmaga doir masalalar

1-masala. Uchburchakli muntazam prizma ustki asosining ikki uchi
ostki asosining garama-qarshi tomonlari o°‘rtasi bilan tutashtirilgan.

0 ‘tkazilgan to'g'ri chiziglar orasidagi burchak Agar asosining tomoni
abo‘lsa, prizmaning hajmini toping.

Echish. D AB girraning va E - BC
girraning o ‘rtasi. Masala shartiga ko'ra
A L.E va C,D to‘g‘ri chiziglar orasidagi

burchak y gateng.

X O Ikkita hoi bolishi mumkin:
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1-hol. A,C ED teng yonli trapetsiya bo'lgani uchun

DO=0E=DE=—(DE kesmaAABC ning o ‘rta chizig'i) va
a
AlO=0CI=AICI=0. Bundan A,E = 3—. Prizmaningbalandligi

H=AA =7AE2-AE2= 2V (as]

Unda V = SABC*H = a2— +a— =3a3

2-taol. ZEA,C,=" ekanligi ma’lum. EN1A,C, ni o'tkazamiz. Unda

AN=i(DE+AC,)=". sara,Ndan a ,F=- " - = Rnn
2 4 cos 30° 2

dan A|E=AE, bu mumkin emas, chunki A”~-o0g'm a, AE esa uning ABC
tekislikdagi proyeksiyasi.

2- masala. ABCAAMC, prizmaning asosi tomoni 20ga teng muntazam
uchburchakdan iborat. Prizmaning ABC tekislikdagi proyeksiyasi yon
tomoni AB va asosining yuzidan ikki marta katta bo'lgan trapetsiyadan
iborat. Agar AB”b bo'lsa, prizmaning balandligini toping.

Yechish. AA,C(C -yoq prizmaning
asosiga perpendikulyar boisin. ABB,C2
trapetsiyaning yuzi ABC uchburchak
yuzidan ikki marta katta bo'lgani uchun
BCC2B2 parallelgrammning yuzi va
ABC ning yuziga teng. Bundan

CC2—FC,—AC=a. Demak,
A F=A2X=<3, bundan A2 AC ning
o'rtasi. A2Cj=AC +CC2=2i7.

AjB2=AB=2fl va B 2=BC =2abo'lga-
ni uchun A2B2C2 uchburchak teng
yonli. Bundan CB2 a%3,

AB2="AC2+CB2 =
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|a>/3j =ajl gaegabo‘la-
miz. Shunday qilib,
B,B2=a/aB,2- AB2 =Vb2- 7a2.

2-hoL BB"C-yog™ asos te-kisligiga
perpendikulyar bo‘lsin. Birinchi
holdagidek, B2- ABC uchburchakda BC

tomonning o‘rtasi. Unda AB2 = aV3.
AAB2B3 dan

B,B2=VAB2 - AB2 =Vb2-7a2.

3- masala. Yon yugining yuzi S, shu yog'idan qarama-qarshi girrasigacha
bo‘lgan masofa d ga teng bo‘lgan uchburchakli og‘ma prizmaning hajmini toping.
Ecbish: AA~Cyoqning yuzi S, shu yogdan BB, girraga BO perpen-
dikulyar uzunligi d ga teng bo'lsin. B uchidan AA~CCpBB, qgirralarga
perpendikulyar tushiramiz. OLJLCC,. Perpendikulyar kesim yuzi ALBD

ning yuzigatengva Sks = —L.D BO =" LD -«d.

Vpriz=Syow = ILD -d, CC, =lsd.

z,

4- masala. /to‘g ‘ri chizigq va uning T tekislikdagi proyeksiyasi orasidagi
burchagi a, | to‘g‘ri chizigning proyeksiyasi bilan og‘maning asosidan
o'tkazilgan to‘g‘ri chiziq orasidagi burchagi p, / og‘ma bilan uning asosi
orqali o‘tuvchi to‘g‘ri chiziq orasidagi burchak y bo‘lsin. Unda cosy =
cosa *cosp (1) tenglik o ‘rinli ekanligini isbotlang.

Isbot: AO kesma T tekislikka
perpendikulyar bo'lsin, AB kesma T te-
kislikka og'ma, uning T dagi proyeksi-
yasi BO mBC kesmaT tekislikda og'mani
asosidan o ‘tuvchi to ‘g ‘ri chiziq bo‘Isin.
Unda ZABO=a, ZOBC=p, ZABC=y.
ODIBC nio‘tkazamiz, A va D nuqta-
larini tutashtiramiz. ADIBC ma’lum. AB
= x bo'lsin.

Unda AOAB dan BO = xcosa;
ABOD dan BD = xcosa *cosp, AABD
dan cosy= cosa *cosp vabu isbot gilinishi
kerak bo‘lgan tenglik.
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5-masala. Uchburchakli muntazam prizmaning balandligi h ga teng.

Asosining girrasi va shu girra garshisidagi uchi orgali tekislik bilan kesilgan.

Agar olingan qgirra hosil gilgan burchak 2 ga teng bo‘lsa, kesim yuzini
hisoblang.

Echish. Agar ZSA,B=2a bo‘lsa,

A,BC teng yonli uchburchak dan:

B ZA|CB=90°-a. ZA"NA —pboisin. Unda

cosy = cosa ecosp dan cos(90°-a)=
=s0s<p *s0s60° va coscp = 2sina, sin =

=V I-4sin2a =2%in(30° +a) *sin(30° - a)
dan:

AC - A
C ' 27\[si*430° 4 a)*>sin<30° a)

" h2sin 2a
Demak, izlangan figuraning yuzi: W b = 8sin(3()d-+ a).sin(30%_a)
cos(90° - a) = cos<pecos60° .naH cos(90° - a) <cos60° =>90° - a > 60° =
a < 30° a > 0°bo'lgani uchun a ning giymati 0°<a<30° bo'ladi. Shunday
qgilib
h2sin 2a
AAB  8sin(30° +a) sin(30° - a)

0° <a <30°

Mashgiar

1. Og‘ma prizmaning perpendikulyar kesimi tomonlari 6 va 3 ga teng
bo‘lgan to'g'ri to‘rtburchakdan iborat. Prizmaning hajmi 54 ga teng.
Prizmaning yon girrasini toping.

2. To'rtburchakli muntazam prizma asosining yuzi 144 sm2 balandli-
gi 14 sm. Shu prizma diagonalini toping.

3. Og‘ma prizmaning yon qgirrasi 20 ga teng va asos tekisligi bilan 30°
li burchak hosil giladi. Prizmaning balandligini toping.

4. Uchburchakli to‘g‘ri prizma asosining tomonlari 3; 4 va 5 ga teng.
Prizmaning hajmi 18 ga teng bo‘lsa, uning balandligi ganchaga teng bo‘ladi?



5. To‘g‘ri prizmaning balandligi 50 ga, asosining tomonlari 13, 37 va
40 ga teng. Prizmaning to ‘la sirtini toping.

6. Uchburchakli to‘g‘ri prizma asosining tomonlari 36; 29 va 25 vato‘la
sirti 1620 ga teng. Prizmaning balandligini toping.

7. Uchburchakli to‘g‘ri prizma asosining tomonlari 13; 14 va 15 vayon
girrasi asosining balandligiga teng. Prizmaning hajmini toping.

8. Muntazam to'rtburchakli prizma asosining tomoni 2 ga, diagonali
bilan yon yog‘i orasidagi burchak esa 30° ga teng. Prizmaning hajmini toping.

9. Muntazam to ‘rtburchakli prizma yon yog'ining diagonali 6 ga teng.
Prizmaning diagonali yon yog'i bilan 30° li burchak tashkil etadi. Prizmaning
hajmini toping .

10. Prizmaning asosi tomoni 275 bo‘lgan muntazam oltiburchak-

dan, yon yoqlari kvadratlardan iborat. Prizmaning katta diagonalini toping.
11. To‘rtburchakli muntazam prizmaning balandligi 4 ga, diagonali

%34 ga teng. Prizmaning yon sirtini toping.
12. Muntazam to ‘rtburchakli prizma asosining tomoni 4 ga, balandligi

4V6 ga teng. Prizmaning diagonali asos tekisligi bilan ganday burchak
hosil giladi?

13. To‘rtburchakli muntazam prizmaning diagonali 22 ga, asosining
yuzi 144 ga teng. Prizmaning balandligini toping.

Uyga vazifalar

1.To‘g‘ri prizmaning asosi gipotenuzasi 1272 ga teng bo‘lgan teng
yonli to‘g‘ri burchakli uchburchakdan iborat. Kateti orgali o‘tgan yon
yog‘ining diagonali esa 13 ga teng. Prizmaning hajmini toping

2. Silindrning balandligi 3 ga, o‘q kesimining diagonali 5 ga teng.
Asosining radiusini toping.

3. 0‘q kesimining yuzi 10 ga teng bo‘lgan silindr yon sirtining
yuzini toping. 2

4. Silindrning o‘q kesimi tomonlari jj= ga teng bo'lgan kvadrat
bo‘lsa, uning hajmi ganchaga teng bo‘ladi? * 7

5. Teng tomonli silindtga radiusi 3 ga teng bo‘lgan shar ichki chizilgan.
Silindr va shar sirtlari orasida joylashgan jism hajmini toping.

6. Silindrning balandligi N ga teng. Uning yon sirti yoyilganda yasovchisi
diagonali bilan 60° li burchak tashkil giladi. Silindrning xajmini toping.

7. Silindr yon sirtining yoyilmasi tomoni a ga teng bo'lgan kvadratdan
iborat. Silindrning hajmini toping.



8. Silindryon sirtining yuzi 24n ga, hajmi esa 48itga teng. Silindrning
balandligi toping.
9. 0 ‘g kesimi kvadratdan iborat silindrga ichki chizilgan shaming

hajmi 71(7) ga teng. Silindrning yon sirtini toping.

10. Hajmi 42 3n ga teng bo‘lgan silindrning o‘qg kesimi kvadratdan
iborat. Silindrga ichki chizilgan shar sirtining yuzini toping.

11. Radiusi 1gateng bo'lgan sferaga ichki chizilgan eng katta hajmli
silindrning balandligini aniglang.

12. Uchburchakli muntazam prizmaga tashqi chizilgan silindr yon
sirti yuzining unga ichki chizilgan silindr yon sirti yuziga nisbatini toping.

13. Silindr va unga tashqi chizilgan muntazam to ‘rtburchakli
parallelopipedning balandligi 3 ga, parallelopiped asosining tomoni 4 ga
teng. Silindrning hajmini toping.

24- 8§, Og‘ma prizma yon girrasining asosi tekisligidagi
proyeksiyasi bilan bogiiq masalalar

Masala. Agar og‘ma prizmada A,B, girra asosining tomonlari bilan
bir xil burchak tashkil etsa, B, uchidan tushirilgan balandligining asosi O

nuqtani A, burchak bissektrisasida yotishini isbotlaylik.
ocja,a2 ODIA.A, va B,C,
B,D kesmalarni yasaymiz. Uch per-
pendikulyar hagidagi teoremaga asosan
B~IA"j va B,DIA|An ga ega

bo‘lamiz.
Gipotenuzasi va bitta katetiga ko‘ra
(ZBiA{C=ZBIAfD shartga ko‘ra)
A~B, va A"B, to‘g‘ri burchakli
uchburchaklarteng. Bundan B|C=BID
va AB|OC=AB|OD, demak, OC=0D.
Shunday qilib, O nuqta A, burchak
tomonlaridan teng uzoglashgan. Bu esa
O nugtaning A, burchak A,0 bissekt-
A risasida yotishini bildiradi.
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Natija. Agar uch yoqli burchakning ikkita o ‘tkir burchagi o‘zaro teng
bo‘lsa, ulaming umumiy qirrasining uchinchi burchak tekisligidagi
proyeksiyasi shu burchakning bissektrisasi bo ‘ladi.

1-masala. Og‘ma parallelepipedning asosi ABCD romb bo‘lib, tomoni
a ga teng va o'tkir burchagi 60° ni tashkil etadi. AA, qgirrasi a ga teng
bo'lib, AB va AD qirrasi bilan 45° hosil giladi. Paralelepipedning hajmini
hisoblang.

Yechish: AA, girra asosining AB
va AD qirralari bilan bir xil burchak
tashkil etgani uchun A, uchining
prizma asosiga ortogonal proyeksiyasi
O nugta A burchak bissektrisasi AC
diagonalda yotadi. Sodda almashtirishni

cosy = eosa *e0s (@ dan
ZA ,AD=45°, ZOAD=30° va sharti-

1
dan foydalanib = CO0SZA,AO

fopsn

Bundan cosZA,AO = — ;sin ZA,AO — AA,AO dan

A= maav=41 —"— a= 2

2-masala. R radiusli sharga diagonali kichik yon girrasi bilan a burchak
tashkil etuvchi to‘g‘ri burchakli parallelepiped ichki chizilgan.
Parallelepiped asosining diagonali asosining tomoni bilan @ burchak
tashkil etadi. Parallelepipedning balandligini toping.
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Echish. To‘g‘ri burchakli parallelepipedga
tashqi chizilgan aylana markazi uning
diagonallarini kesishgan nuqtasi bo‘lishini
va har bir diagonal tashqi chizilgan shar
diametri ekanligini ko ‘rsatamiz.
ABCDANMC”D, to‘g‘ri burchakli paralle-
lepipedning diagonallari kesishgan nugta O
bolsin.

Unda AC,=2R. C,D, ning AA,D,D yoqqga perpendikulyar ekanligi-
dan AC, ning AA,D,D tekislikdagi proyeksiyasi AD, bo‘ladi. Shartga ko‘ra,
ZC,AD,=a. Agar AA,D,D kichik yon yog‘i bo‘lsa, AD asosining kichik
tomoni bo‘ladi. Unda, shartga ko‘ra, ZCAB=p. AAC,D, dan
CiDMAC, *sina=2R esina. Lekin AB=C,D,=2Rsina. Unda AABC dan
CV=ABtgp=2Rsinatgp. To‘g‘ri burchakli paralelepiped diagonalining
kvadrati uning uchta o'lchovi kvadratlarining yig‘indisiga tengligidan
ACAB"BC'+BB,2 Bundan

BB, = 7AC,2- AB2- BC2 = 2R”"1 - sin2a - sin2atg?p =

= 2R-y/cos2a - sin2atg2p

3-masala. ABCDAjBjC~, kubning B, girrasi orgali BC va AB
girralarini kesib o‘tuvchi tekislik o‘tkazilgan va ABCD yoq bilan aburchak
tashkil etgan bo‘lib, kesimda teng yonli uchburchak hosil giladi. Agar
kubning qgirrasi a ga teng bulsa, teng yonli uchburchak yuzini toping.

Echish: Tekislik BC va AB girralami
N va M nuqtalarda kesib o ‘tgan bo‘Isin.
Uchta hoi boTishi mumkin.

1-hol. MB, = NB,. Unda MB=BN
va BDIM N. Uch perpendikulyar haqi-
dagi teoremaga asosan B,EIM N va

A D ZB,EB=a.
“mbn _ EB ME BE2 _ aZtg2a a2cosa
cosa cosa cosa cosa sin2a
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2-hol. MB,= MN. AMB,V=AMBN (gipotenuzasi va katetiga ko'ra),
unda BB,=BN. Bundan N=C.

3
\ BEIM C ni yasaymiz. ZB,EV=a. CM=x boIsin.
v t;
A D MB = Vx2- al. BE=actga.
7bH X ¢
1/ Y -
E
A D
asina c 1,., 1 asina a a7
I r—'SMBC_ 0MCE BE - . — - —
V-cos2a 2 2 V-cos2a sina 2V-cos2a

4-masala. Prizmaning asosi tomoni a ga teng muntazam uchburchak-
dan iborat. Prizmaning yon qirrasi b va asosining tomonlari bilan mos
ravishda a va p burchak tashkil giladi. Prizmaning hajmini toping.

Echish: Prizmaning asosi ABC
muntazam uchburchak Masala shartiga ko ‘ra
Vou=d Va A= v AT ZExiMD =}
bolsin. A,EIAC ni o ‘tkazamiz va prizma-
ning A,0 balandligining asosi O ni E
bilan tutashtiramiz. Uch perpendikulyar
hagidagi teoremaga asosan OE1 AC va AC
girraga yopishgan ikki yogli burchakning
chizigli burchagi ZA,EO bo‘ladi.

AEO = @ deb belgilaylik. A uchli
uch yoqli burchak uchun

cosp— _cosa
2 2cosp- cosa

coscp =
. Vfsina
-sina
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) 2c0sB- cosa N3-4 (cos2a - cosa cos (3+cos2p)
sindp= 1 )
\Y V3sm a 73 sina

AA AE dan A,E = b sina.

5-masala. Diagonallari ,/fO va 4 sm bo‘lgan to‘g‘ri parallelepiped
sharga tashqi chizilgan. Shaming radiusini toping.

Yechish. Parallelepipedning
balandligi ichki chizilgan shar dia-
metriga teng. Shar radiusi R desak,
H=2R bo'ladi. Parallelepiped asosining
katta va kichik diagonallari mos ravishda
AC va VD bo‘lsin, ya’ni AC=d,,
BD=d2

A B

To‘g‘ri parallelepipedda AC, va BD, katta va kichik diagonali bo‘lgani
uchun AC,=4 sm, BD,=7l0 sm. ACC, va BDD, to‘g‘ri burchakli
uchburchaklar bolgani uchun dI2+4R2=16d2%+4R2=10. Sferani O mar-
kazi orqgali perpendikulyar tekislik bilan kesamiz. Kesim A2B2C 2D 2aylanaga

tashqi chizilgan parallelogramm, ya’ni bu romb va PA20B2=901l. OK_LA2B2
bo'lsin, unda OK=R va A20B2 to‘g‘ri burchakli uchburchakdan

OK *AjBM"AjO «BX. Bundan 2R%/d2+d2 =d, -d2- Endi osongina
3R413R2+10=0 ni tuzamiz va

R2 =-y-, R2 =1 R2 =-y qanoatlantirmaydi (d2+4R,2>10).
Bundan R2=1, == R=1.
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6-masala: Rradiusli shaiga S sirtli va Vhajmli ko'pyoqli tashqi chizilgan.

3v o
R = — ekanligini isbotlang.

Isbot. Tashqi chizilgan kof yoqlikning uchi shar markazida, asosini
ko'pyoqlikning yog‘lari bo‘lgan piramidalar yig‘indisi deb olish mumkin.
Ko‘p yoqlik yoglarining yuzini S,, S2,...,Sndeb belgilasak, masala shartiga
ko‘ra S\+9,+...+S =S.

RS:
Piramidaning hajmi gateng. Barcha piramidalar hajmlarining yigindisi

ko'pyoqlining hajmiga teng bo ‘ladi:

i RS, +i RS2+ ..+ “"RSn=V
3 3 3

RS 3V
V =— dan R =— .lIsbot bo‘ldi.

7-masala. Shaiga asosi rombdan iborat to‘g‘ri prizma tashqi chizilgan.
Prizmaning katta diagonali tekislik bilan a burchak tashkil etadi. Rombning
o ‘tkir burchagini toping.

Echish. R ga=xb o ‘Isin. Prizmaga
ichki chizilgan shaming diametri
prizmaning balandligi bo‘ladi. Bundan
M =H p=dsa=2 x. Agar ABCn
rombda A va C burchaklar o ‘tkir
bo'lsa, unda prizmaning katta diago-
nali A,C bo‘ladi.

= VH2r+ AC2 (1)

AB,YD dan B,D="B,B2+BD2=VhVThbD1 (2)



Agar C burchak rombning o'tkir burchagi bo‘lsa, unda AC rombning
katta diagonali: AC > BD. (1) va (2) ni tenglashtirib,
A,C > B,D, ya’ni A”prizmaning katta diagonali. Unda, shartga ko‘ra,
ZA ,CA=a (AC kesma A,C ning tekislikdagi proyeksiyasi). AAA,C dan
AC=A, A ctga=2xctga.

To‘g‘ri prizmaga ichki chizilgan shaming radiusi prizma asosiga ichki
chizilgan aylana radiusiga teng.

Rombga ichki chizilgan aylana diametri
rombning balandligi bo‘ladi, ya’ni
CK=2x (CK1 AD). AACK dan

sin ZCAK = —— = —-memmmeme =tga.
AC 2x ctga

Unda ZCAK= arcsin(tga). Rombning diagonali burchakning bissektrisasi
bo‘lgani uchun ZVAD=2ZCAK = 2arcsin(tga).

25- 8. Piramida

Ta’rif. Umumiy uchli uchburchaklar va gavariq ko‘p burchaklar-
dan iborat ko‘pyoqli piramida deyiladi. Uchlari A,,A2,--.,Anbo‘lgan P
ko‘pburchak piramidaning asosi, SA,A2 SA2A3..., SanA, uning yon
yoqlari, SAp SA2,..., SAnkesmalar yon qirralari, S nuqta esa pirami-
daning uchi. Agar R asosi n burchak bo‘lsa, n burchakli piramida hosil
bo‘ladi. Piramidaning uchidan asosi T tekislikda yotuvchi SO
perpendikulyar uning balandligi deyiladi. A,A2 AjAj.-.-*"A, kesma-
lar piramida asosining tomonlari deyiladi. S uchidan asosi tomoniga
tushirilgan perpendikulyar uning apofemasi deyiladi. SA,0, SA,0,...,
SANO burchaklar yon qirralarini asos tekisligi Anbilan tashkil gilgan
burchaklari.
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Piramida uchini proyeksiyalashning birinchi holl:

a) barcha yon qirralari asos
tekisligi bilan bir xil burchak
tashkil etsin;

b) barcha yon girralari o‘zaro
teng. Undapiramidaning uchi asosiga
tashqi chizilgan aylana markaziga
proyeksiyalanadi (agar asosiga
tashqi aylana chizish imkoni

A bo‘lsa).

O n burchakli S A »—A,, pi-

ramida balandligining asosi bo ‘Isin.

SA|,SA2...,SAn uning yon
girralari OApOA”.-.OA,, uning
asosidagi proyeksiyalari;
SA|0,SAD,...SAM0 girralami asos
tekisligi bilan hosil gilgan bur-
chaklari..

a) da barcha burchaklari o ‘zaro

teng; SAIO,SAX,..SADD-umu-
miy SO katetli o‘zaro teng to‘g ‘ri
burchakli uchburchaklar bo ‘ladi.

Bundan OA, OA2=...= OAn
kelib chigadi, yoki O nuqta asosi-
ning uchlaridan teng uzoglashgan,
ya’ni piramida asosiga tashqi chi-
zilgan aylana markazi bo‘ladi.

Agar a) ni b) bilan almashtirsak, SOA,SOA2...SOAnN uchbur-
chaklaming tengligi, SO umumiy katetdan tashgari SA=SA2..=SAn
gipotenuzalaming tengligidan kelib chigadi.

Natya. Bunday piramidaga markazi balandligida yoki davomida yotuvchi
tashqi shar chizish mumkin. Shar radiusini topish uchun SOA,
uchburchakni garaymiz.
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Al nuqgta SO ga nisbatan A,
ga simmetrik bo‘lsin. A,,ALva S
nugtalar aylananing katta
diametrida yotadi. Bundan aA™A
ning teng yonli ekanligi kelib
chigadi. Bundan sinuslar
teoremasiga ko‘ra:

2sina 2e0sa 2sina » 0 = Rasts *1ga;

_ A[S*SA, AAl_AS2

4ISOAA" 250

Qirrasi a ga va yon qgirrasini asos tekisligi bilan tashkil gilgan burchagi
a gateng bo'lgan n burchakli piramida uchun quyidagilar o'rinli:

1) d a5 - Lrbu yerda Raxs asosiga tashqi chizilgan aylana radiusi;

2) b - ,bu yerda b yon girrasming uzunhgi;

2eosasin —
n

a
3) H=Ra&ze+tga = - tga, bu yerda H piramidaning balandligi;

4) Rsfera = R yercla R *hqi chizilgan sfera
a  2sin—esin 2a radiusi;
n
5) V = — o3tga *ctg—, bu yerda V piramidaning hajmi;
d _ Ais2
6) 2SO0
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1-masala. Asosining tomoni a, yon qgirrasi bilan asos tekisligi orasidagi
burchagi a ga teng bo‘lgan to‘rtburchakli muntazam piramidaga tashqi
chizilgan shaming radiusini toping.

Echish: SABCD piramidaga
tashqi chizilgan shaming markazi
SBD tekislikda yotadi va SBD uchbur-
chakka tashqi chizilgan aylana markazi
bilan ustma-ust tushadi.

BD=V2-CD=V?2o.
radiusi;

?° SD=SC=SB=SA= a2
2 coscp

Sinuslar teoremasiga asosan
SB ay/2 aJ2
sin<p 2cos<p sincp 2sin 2p’

ay/2
2sin 2@

Piramidaning balandligi
ajl
=~2~ _—
0<(p<45° da shar markazi piramidadan
tashgarida, cp=45° da piramida balandligining

asosi bilan ustma-ust tushadi, 45°<(p<90° da
piramidaning balandligida yotadi.
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Piramida uchini proyeksiyalashning ikkinchi holi

a) asosining qirrasiga yopishgan barcha ikki yoqli burchaklari bir xil;

b) yon yoqglarining barcha apofemalari o ‘zaro teng. Unda piramida-

ning uchi asosiga ichki chizilgan aylana markaziga proyeksiyalanadi (agar
asosiga ichki aylana chizish imkoni bo‘lsa).

O nuqta SA, Aj...Ann burchakli

piramida balandligining asosi

boisin. SB,, SB2... ,SBn yon

yoqlarining apofemalari.

0B, 0B2.,,, OBnkesmalar apo-

femalarining asosidagi perpendiku-

lyar proyeksiyalari, ya’ni O nuqta

asosining barcha tomonlaridan teng

B uzoglashgan. SB,0, SB2 ...,

SBrO ikki yoqli burchaklarga mos

umu-
miy SO katetli to ‘g‘ri burchakli o‘zaro teng uchburchaklar. Bundan OB,

OV2... OBnkelib chigadi. Ya’ni O nuqta asosining tomonlaridan teng
uzoglashgan, aniqrog'i, ichki chizilgan aylana markazi bo‘ladi. Agar a)
ni b) bilan almashtirsak, SB,0, SB2 SBnO uchburchaklarning
tengligi SO umumiy katetdan tashqgari SB,=SB2= ... ¢SB” teng
gipotenuzalaiga ega ekanligi kelib chigadi.

Bunday piramidaga markazi SO balandligining asosiga yopishgan ikki
yoqli burchak bissiktrisalari bilan kesishgan nuqtasida bo'lgan ichki shar
chizish mumkin. B'nnuqta SO ga nisbatan Bnga simmetrik bo ‘Isin.

h =BnO -tg| = raxc-tg |
asos
sab,; W S o

P Tasos + BnS

Piramidaning yon sirti



\on— "
COSp

Bunday piramidaning balandligi H=ras- tgp ga teng.

2-masala. Piramidaning asosi tomonlari 6:5 va 5 sm bo'lgan
uchburchakdan iborat. Piramidaning yon yog‘i asosi bilan har biri 45° li
ikki yogli burchak hosil giladi. Piramidaning hajmini toping.
S Echish: SABC berilgan piramida bo‘Isin.
ABC uchburchak teng yonli. AB=BC=5;
AC=6. Piramidaning uchi asosiga ichki
chizilgan aylana markaziga proyeksiyalanadi.
ABC uchburchakning balandligi VD ni h
bilan belgilaylik, unda AVDCdan
h2=5232=42. OL=0D=r ichki chizilgan ay-
L lana radiusi.

ABOL dan r2+22=(4-r)2=>r =
SO=0D, vatp=45°. V =i --6-4 =-
32 2

Asosi aga va asosiga yopishgan barcha ikki yogli burchaklari p bo‘lgan
n- burchakli piramida uchun quyidagilar o ‘rinli:

an
1) ras« = j tg~ ’ bunda ramsasosiga ichki chizilgan aylana radiusi;

2) Sa® =n — tg-"-, bunda S~ asosining yuzi;

3) B - -af{gﬂ ?g E), bunda Hpiramidaning balandligi;

4) V = — a3 tg2—-tg”, bunda V piramidaning hajmi.
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3-masala. Piramidaning asosi tomoni V6 gateng muntazam uchbur-

chakdan iborat. Yon yoqlari teng yuzali, yon qgirralaridan biri 32 bo‘lsa,
piramidaning hajmini toping.
Yechish: Berilgan piramidaning aso-
D sidagi girralari teng, yon yoglarining yuzalari
teng bolganligi uchun piramida uchidan tu-
shirilgan yon yoqlari balandliklari teng
bo‘ladi. Bundan yon yog‘iga tushirilgan
balandlik va piramida balandligi hosil gilgan
B uchburchakning to‘g‘ri burchakli ekanligi
kelib chigadi. Demak, piramida yon yog‘i
asosidagi burchaklari teng. Piramida
uchining ABC asosidagi proyeksiyasi O nuqta
asosining tomonlaridan teng uzoglikda
yotadi.
UnJa ikki hoi boMishi muinkin:
O nuqgta AABC ga ichki chizilgan aylana markazi.

Buholda muntazam piramidabo‘ladivaDA=DB=DC=3>/2, AO=-JI.
Piramidaning balandligi N=D O= VAD2-OA2 =4. Piramidaning hajmi

vV =|s AC

Ikkinchi holda, AO=2AK=3>/2 (K nuqta BC

Bundan AD*3>/2.
Demak, DC=DB=3>/2 H=0D=

=VdC2-0C2Z =2"3.

V=1."-2>/3 =3.
3 2

4-masala. SABC uchburchakli piramidaning uchi S. Piramidaning
yon qgirralari teng va yon yogqlari teng yuzali. Agar yon yo qirrasi / va
ZASB=2cx bo'lsa, piramidaning hajmini toping.
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Echish: Yon yoqlari yuzalari teng
bo‘lgan teng yonli uchburchakdan iborat
bo‘lgani uchun sin ZASB = sin
ZBSC = sin ZASC bo'ladi.

Quyidagi hollar bo‘lishi mumkin.

1-hol: ZASV=ZASC=ZBSC=2a.

SC to‘g‘ri chizigni ASB tekislikdagi
proyeksiyasi ASB burchakning bissektri-
sasi bo'lsin, deb kelishib olaylik. CK
to‘g‘ri chiziq ASB tekislikka perpendiku-
lyar,

ZASK =PKSB = a,
€0sZCSB=c0sZCSK +c0sZBSK bo‘lga-
niuchun cos2a —cosZCSK ¢ cosa.

eos 2a
Bundan cosZCSK =
cosa

Piramidaning hajmi V =~SAB<CK =1/ sin2a ” sjn

12sin 2a i — —
120820 T s,
eo0s a
2- hol. ZCSA=ZBSA=a, ZCSB—ZTt"a. AQ to‘g‘ri chiziqg CSB
tekislikka perpendikulyar,
ZCSQ - ZQSB - — a. e0sZFSB =cus ZASQ eos ZBSQ,

A 2
eos2a = eos ZASQ mos(™ - a)

cos ZRB = £0s28 ;- -31-SCSB-AQ =

sina

=1 - esin(n- 2a) ¢/ *sin ZASQ =
3 2 ( ) Q

sin2a
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3-hol. ZBSC=ZASC=%-2a ,ZASB=2a
c

-holdan- -a-*V3-4*sin2=V

yoki ----- in ZT[: V ekanligi-

ni topish mumkin.

5-masala. SABCD piramidaning asosi
ABCD to‘g‘ri to‘rtburchakdan iborat, BD dia-
gonali BC tomoni bilan a burchak tashkil etadi.
Barcha yon girralaming uzunligi | ga teng, ASC
burchakning giymati 2 ga teng. Piramida barcha
. \>c uchlaridan teng uzoqlikda tekislik bilan kesilgan.
Kesim yuzini toping.
Echish. 1-hol. M,N, PQnuqtalarmos ra-
vishda AS,BS,CS,DS qirralarining o ‘rtasi bo‘Isin.
Piramidaning barcha qgirralari teng bo'lgani uchun uning uchi asosiga tashqi
chizilgan aylana markaziga proyeksialanadi, bu nuqta to‘g‘ri to'rtburchak
diagonallarining kesishish nuqtasi bo ‘ladi.
AOSC dan OC = /sin. AC = 20C = 2sinf}

SAbed - ~ AC2sin (180° - 2a) = 2/2 sin2Rsin 2a.

MNPQ to‘rtburchak ABCD to'g'ri to'rtburchakka — koeffitsiyentli S

markazli gomotetik bo ‘ladi.

Unda SMN\PO —i SABDD —~ 12 sin Rsin2a.

2-hol. M,N,P,Q, nuqtalar mos ravishda B, SB, SC, DC qirralarining
o ‘rtasi. M a’lumki,
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S MNPQ - trapetsiya, unda Oe MQ, MQ-BC.
NP =]-MQ; MQ =2 Isinp cosa ekanli-

gini isbotlaymiz. OK 1 BC ni o'tkazamiz.
L = ST fINP. QM to‘g‘ri chizig SOK

c tekislikka perpendikulyar bo'lgani uchun
OLIMQ. SL=LKdan

OL~sci-KC2=1 _sin2pcos2a =" SK

c MQ+NP _T 3.2. if— e 2
smnpg = - 2 4 smpcosa-v i-sin2pcos2a.

3-hol. M,N,P,Q nuqtalar mos ravishda AD, AS, BS, BC qirralar-
ning o ‘rtasi.

2 - holdagidek,
N
sMnpg =- /2sinpesina ¢ - sin2pesin2a
ni isbotlash mumkin.
birga teng bo‘lgan ABCD muntazam piramida berilgan

bo'lsin. M nugta AB ning o ‘rtasi, K nugta BC girrada yotadi va BK=2CK. K
nugtadan DM ning o'rtasigacha bo'lgan masofani toping.

Echlsh. DM ning o‘rtasi N bo‘lsin. D
nuqgtadan chiquvchi kompnar bolmagan

uchta DA =a, DB =b, DC = c bazis vek-
torlari tanlangan bo'lsin. Muntazam tetraedr

ta’rifidan la] = |b|] =Ic| = 1,
(a,b) =ZADB = 60°,

(a,c) = ZADC =60° (b, c) =ZBDC =60°, KN vektomi bazisda
KN=DN-DK (1)
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deb yoza olamiz. CK =i «CB ="(b-cj bo'lgani uchun

. I 1 2
DK=DC+CK=c+-(b-¢c)=—b+—c. ABning o‘rtasi M nuqta

bo‘lgani uchun

DM =I(DA +DB)=1(5 +b)

DM ning o ‘rtasi N bo'lgani uchun

DN=|dM =- I(fl+b)»i(a +b).

1)==KN =DN- DK = , +b.)-(-b +—)=—a- — b -—.
& gleth)-(Gbrae)= - b -3

Endi KN2Z-"-a2— b2 +—2-—a*b-—ac+—b*c ni topib,
16 144 9 24 2 9

a2=b~=c2=1va &b =&-c=bc =I1*I* cos60° =~ ni hisobga

olib, KN2 = ga ega bo‘lamiz. Chunday qilib, KN =

7-raasala. Piramidaning asosiga
yopishgan burchaklaria bo‘lib, asosi teng
yonli uchburchakdan iborat. Barcha yon,
girralari asos tekisligi bilan p burchak
tashkil etadi. Agar unga tashqi chizilgan
shaming radiusi R ga teng bo‘]sa, pira-
midaning hajmini toping. c

Echish: SABC piramida berilgan boMsin. SO uning balandligi.
Piramidaning yon qirrasi asos tekisligi bilan p burchak hosil giladi, shuning
uchun piramidaning uchi asosiga tashqi chizilgan aylana markaziga, ya'ni
O nuqtaga proyeksiyalanadi (AB=AC; ZB=ZC=cc). Agar piramidaning
uchi asosiga tashqi chizilgan aylana markaziga proyeksiyalansa, unda tashqi
chizilgan shaming markazi piramidaning balandligida yoki uning davomida
yotadi, ya’ni SO to‘g‘ri chiziqg bilan yon qgirrasiga o ‘tkazilgan



o'rta perpendikulyaming kesishish nuqtasida bo‘ladi. ASO tekislikda
KO, £ AS ni o'tkazamiz, bu yerda K nuqta ASning o'rtasi, O, tashqi
chizilgan shar markazi, SO, esa shaming radiusi. SA girraning asos tekis-
ligidagi proyeksiyasi AO, unda ZSAO burchak SA ning ABC
tekislik orasidagi burchagi bo'ladi, ya’ni ZSAO=p. Unda
ZS0O, K=90°-ZKS0O,=ZSAO0 = p. ASKO, dan SK = SO, Sinp = Rsinp.
Unda SA = 2SK = 2Rsinp. ASAO dan SO = SAsinp = 2Rsin2pP;
AO =SAcosp = 2Rsinp*cosp = Rsin2p. AO kesma ABC uchburchakka

AC
tashgi chizilgan aylana radiusi bo‘lgani uchun = -
g g y g 2sina

AC =2A0-esina = = 2Rsin2p sina.

Piramida asosining yuzini topamiz: SaABt = wAC *ABsin ZCAB =
=i -(2Rsin 2psin a)2sin (180° - 2a) = 2R2sin22psin2a sin 2a.
Unda Vpr =i S”gc SO =" R2sin2psin2pesin2a sin22a

Eslatma. ABS uchburchakka tashqi chizilgan aylana markazi, ya’ni
O nuqgtaning holati burchakning kiymatlariga bog‘liq bo‘lib, turlicha
bo‘lishini nazarda tutish zarur:

1. 45° < a < 90° da ABC uchburchak o'tkir burchakli va O nuqta
uchburchak ichidajoylashadi;

2. a=45°, PSAB=90° va O nuqta BC ning o ‘rtasida joylashadi (BC
ning o‘rtasi M nuqta bilan usma-ust tushadi);

3.0° <a <45° da ZCAB o'tmas. Ma’lumki, O nuqta ABC uchbur-
chakdan tashganda yotadi (AM ning davomida).

Shuningdek, O, nuqta tashqi chizilgan shaming markazi p burchak-
ning giymatiga bog‘lig bo‘lib, turlicha bo‘lishi mumkin;

1) piramidaning SO balandligida (agar 45° < p < 90°);

2) O nugqta bilan ustma-ust tushadi (agar p=45°);

3) SO balandlikning davomida (agar O0< p <45°). a va p ning turli
giymatlarda turli 9 ta shaklini chizish mumkin. Uchburchakning asosiga

tashqi chizilgan aylana radiusi uchun R = o's""a formulasidan foydalandik.

Shuning uchun topilgan yechimni a va p ning har ganday giymatlarida
tadbig gilish mumkin.
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Masalani yechish davomida shaming
markazini SA yon qirraga tushirilgan
perpendikulyar yordamida fiksirlash
mumkin edi, piramidaning SO balandligini
esa shaming diametriga to'ldirish kerak edi.
Bunda piramidaning barcha girralari asosi
bilan bir xil burchak tashkil etsa,
piramidaning markazi asosiga tashqi chi-
zilgan aylana markaziga proyeksiyalanadi.
Lekin tashqi chizilgan aylana markazi
piramidaning balandligida yoki uning
davomida yotadi. Piramidaning SO
balandligini shar bilan S, nuqtada kesish-
guncha davom ettiramiz.

Ma’lumki, shaming markazi SS, to‘g°ri
chizigda yotadi. SS, shaming diametri, ya’ni
SS,=2R. Sj nuqtani A nuqta bilan
tutashtiramiz va shaming ASO tekislik bilan
kesimini garaymiz. Kesuvchi tekislik
shaming markazidan o‘tadi, shuning
uchun kesimda doira hosil bo'ladi (radiusi
shar radiusiga teng). SAS, ichki chizilgan
burchak diametrga tiraladi, ya’ni
ZSAS,=90°. Unda ZAS,5=90°-
ZASS,=ZSAO=p. ASAS, dan

SA=SS, esinp =2Rsinp.

8-tnasala. Piramidaning asosi o ‘tmas burchakli teng yonli trapetsiya-
dan iborat. Piramidaning barcha yoqglari asosi bilan a burchak tashkil etadi.
Agar unga ichki chizilgan shaming radiusi r ga teng bo‘lsa, piramidaning

hajmini toping.

Echish. SABSD piramida berilgan bo‘lib, ABSD - teng yonli tra-
petsiya bo‘lsin (DC 11AB, AD = BCvaZADC = Z BCD = p). Piramida-
ning barcha yon yog‘lari asos tekisligi bilan bir xil burchak tashkil etgani
uchun uning balandligining asosi O, asosiga ichki chizilgan aylana markazida
bo‘ladi. M a’lumki, teng yonli uchburchakka ichki chizilgan aylananing
markazi uning ichki burchaklari bissektrisalari kesishgan nuqtasida boladi,
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ya ni MK ning o‘rtasi boiadi, Tabiiyki, MK kesma trapetsiyaning
balandligi. Agar SO trapetsiyaning balandligi boisa, unda O nugta MK
ning o rtasi (M nuqta DC ning o‘rtasi, K nuqta AB ning o ‘rtasi) va

MK1DC, MK1 AB.

. . Agarpiramidaninguchiasosigaichki
chizilgan aylana markaziga proyeksiyalan-
sa, unda piramidaga ichki chizilgan
shaming markazi asosiga yopishgan ikki
yoqli burchak bissektrisasi bilan piramida
balandligining kesishish nuqgtasida bo‘ladi.
OM X DC vaOM kesma SM ni ABCD
tekislikdagi proyeksiyasi boigani uchun
CM i. DC (uch perpendikuiyar nagiaa-
gi teoremaga asosan) va ZSMO burchak
DC girraga yopishgan ikki yogli burchak,
ya’ni ZSMO=a. SMO burchakning
M 0,(0,0S0) bissektrisasini o ‘tkazamiz

(ZOMO, =—2CMO =y). Piramidaga

ichki chizilgan shaming markazi O, va
OO ,= r uning radiusi bo‘Isin.

DMOO, dan MO = 00, sctg” =
= r esctg —. Unda htg= MK=2MO=
=2 .r.cae_r_

ASMO dan SO = MO etga = rstgy *tg

a. DT + AB nio‘tkazamiz -rasm, unda

a
DN=nhuap=2r 'Stg 2

DN 2¢.9|
ZA =180°- ZD =180° - 3@ ADN dan AD =-_ )
sin(180°-p) sinp

ABCD trapepetsiyaga aylana ichki chizilgan,
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unda AB+CD=AD + BC= 2AD = -

UndaC_.=C
asos ABCD 2 h,rap sinp

3 . 3
4 rctg - etga
Demak, Vgr=1 -Sad SQ =| «
3 sinp
Mashglar

1. To‘ltburchakli jmuntayam piramiHa awsintng tnmnni 2 marta
kattalashtirildi, balandligi esa 2 marta kichraytirildi. Hosil boigan piramida
hajmining dastlabki piramida hajmiga nisbatini toping.

2. To'rtburchakli muntazam piramidaning hajmi 48 ga, balandligi 4
gateng. Piramidaning yon sirtini toping.

3. Muntazam to ‘rtburchakli kesik piramida asoslarining tomonlari 14
va 10 sm, diagonali 18 sm. Kesik piramidaning balandligi necha sm?

4. Muntazam piramida yon sirtining yuzi 48 ga, apofemasi 8 ga teng.
Piramida asosining perimetrini toping.

5. Muntazam piramida yon sirti 24 ga, asosining yuzi 12 ga teng.
Piramidaning yon yog‘i bilan asos tekisligi orasidagi burchakni toping.

6. Uchburchakli piramidaning asosidagi barcha ikki yoqli burchaklari
30° teng. Agar piramidaning balandligi 6 ga teng boisa, uning asosiga
ichki chizilgan doiraning radiusini toping.

7.Piramidaning asosi tomonlari 6 va 8 ga teng boigan to‘g‘ri
to‘rtburchakdan iborat. Piramidaning har bir yon girrasi 5¥5 ga teng
boisa, uning balandligini toping.

8. Muntazam to‘rtburchakli piramidaning balandligi 24 ga, asosining
tomoni 14 gateng. Uning apofemasini toping.

9. Piramidaning hajmi 10 ga, unga ichki chizilgan shaming radiusi
2 gateng. Piramidaning toia sirtini toping.

10. C uchli CABCD piramidaning asosi kichik asosi AB = ava o ‘tkir
burchagi a boigan ABCD trapetsiyadan iborat. Piramidaning balandligi h.
AO to‘g‘ri chizig CD ni K nugtada kesadi (K nuqgta CD ning o ‘rtasi).
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Agar ’l\JRY-:yl va PAOB=90°bo‘lsa, SBC yog‘ning asos tekisligi

bilan tashkil etgan burchagini toping.

11. Muntazam uchburchakli piramida yon yog‘i apofemasi a ga teng.
Piramida barcha uchlaridan teng uzoqlikda yotgan tekislik bilan kesilgan.
Agar piramidaning yon yog‘i asosi bilan a burchak tashkil etsa, kesim
yuzini toping.

Uyga vazifalar

1 To‘rtburchakli muntazam piramida asosining yuzi 36 va yon sirti-
ning yuzi esa 60 ga teng. Piramida hajmini toping.

2. Hajmi 48 boigan to'rtburchakli muntazam piramida asosining
tomoni 6 ga teng. Piramida yon sirtining yuzini toping.

3. Muntazam uchburchakli piramidaning balandligi 4 va asosining
balandligi esa 4,5 ga teng. Piramidaning yon girrasini toping.

4. Muntazam piramida yon sirti yuzi 96 va asosining perimetri 24 ga
teng. Piramidaning apofemasini toping.

5. Piramidaning asosidagi barcha ikki yoqli burchaklari 60°ga teng.
Piramida yon sirtining yuzi 36 ga teng boisa, asosining yuzi ganchaga teng
bo‘ladi?

6. Uchburchakli piramida asosining tomonlari 6,8 va 10 ga teng.
Piramidaning yon qirralari asos tekisligi bilan bir xil burchak hosil giladi.
Agar piramidaning balandligi 4 ga teng bo‘lsa, yon qgirrasi ganchaga teng
boladi?

7. Muntazam to ‘rtburchakli piramidaning balandligi 9 va diagonal
kesimi yuzi 36 ga teng. Piramidaning hajmini toping.

8. Muntazam to'rtburchakli piramidaning balandligi 6 sm apofemasi
esa 6,5 sm. Piramida asosining perimetrini toping.

9. To‘rtburchakli piramidaning asosi ikki tomoni 6, qolgan ikki tomoni
10 ga teng gavariq to ‘rtburchakdan iborat. Piramidaning balandligi 7. Barcha
yon yoglari asos tekisligi bilan 60° burchak tashkil etadi. Piramidaning
hajmini toping.

10. Asoslari ABCD va A,B,C,D, bo'lgan kub berilgan, bu yerda
AA, | BB, | CC,|| DDr Aburchakka radiusi R=0.5 ga teng boigan aylana
ichki chizilgan. Kubning girrasi a =1,5 bo‘lsa, kubning uch yoqli burchagiga
urinuvchi shar radiusini toping.
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26-8. Ikki yoqli burchak

Masala. 1kki yoqli burchaklardan bi-
nning giymati a ga teng, ikki yoqli bur-
chak girrasi bilan p(0° < p <90°) bur-
chak tashkil etuvchi to‘g‘ri chiziq o ‘tka-
zilgan. Shu to‘g‘ri chiziq ikkinchi yoq

B D bilan ganday burchak tashkil etadi?

Echish. T, va T 2tekisliklar orasidagi chizigli ikki yoqli burchak ZABC
bo‘lsin. Shartga ko‘ra, ZABC=a. AD to‘g‘ri chizig uchun
ADMT, va ZADB=p bo'lsin. AC kesma T2boigani uchun ZADC izlangan
burchak bo‘ladi. ZADC = yva AD = x deb belgilaylik. AADB dan:

AB = x sinp; AABC dm AC=x sinp esinet; AADC dan siny = AL =

= sina esinp  siny = sina esinp.

Natija. Ikki yoqli burchak tekisliklarining birida yotuvchi to‘g‘ri
chizigning ikkinchi yoq bilan tashkil gilgan burchak sinusining ikki yoqli
burchak sinusining berilgan to‘g‘ri chizigning ikki yoqli burchak qirrasi
bilan tashkil gilgan burchak sinusi ko‘paytmasiga teng.

1-masala. Asosining tomoni aga va
yon yog‘i bilan a burchak tashkil etuvchi
uchburchakli muntazam piramidaning
hajmini toping.

S

A B Yechish. SABC masala shartini
ganatlantiruvchi piramida boMsin. Shartga
ko‘ra, AC=a, AC va SBC tekislik orasidagi
burchak. ZSDO burchak BC girraga

C yopishgan chizigli burchak bo'lsin.

ZSDO = b ni yasaymiz. Ma’lumki, sina =sinp sin 60°,

smp=-% sina.

boiib,
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oD = oy *ASOD dan SO = -é---—tg(S. tg(3 ni a burchakning funksi-

yasi orgali ifodalaymiz.

cos = JL- -5iN2a = -4=.\/3-4sin2, =\= °'"tecInce s 2e
3 V3 S sin a S Vsin a
sin 3a
sina
Piramidaning hajmi: v sin a :ig“ve“ . sina
4 6 Win3a 12 sin 3a

V = ) 'Sino [—m—u‘

12 Vsin 3a

Teorema: Muntazam tetraedrning
barcha ikki yoqli burchaklari o‘zaro teng
va uni toping.

Isbot: Aytaylik, D nuqta SB qirra-
ning o‘rtasi boisin. SAB uchburchak
muntazam boigani uchun ADXSB.

Shuningdek, CDJ.SB, bundan ZADC burchak SB qgirrali ikki yoqli
burchak bo‘ladi. Shunga o‘xshash AB girraning o'rtasi F boisa, ZSFC
ham AB qirrali ikki yoqli burchak bo‘ladi. ADC va SFC uchburchaklarda
AC=SC, AD=CD=SF=CF bolgani uchun ZSFC=ZADC. Shuningdek,
golgan ikki yoqli burchagi ZADC ga teng. Shunday qilib, teorema isbot
bo‘ldi.

Ikkinchi tomondan, SB qirrali ikki yoqli burchakni a bilan belgilaylik.

Tetraedrning girrasi a boisin. Unda AD=CD= boiadi va ADC

uchburchakda kosinuslar teoremasini tadbiq etib

AC2=AD2+CD2- 2AD *CD eosa
yoki

73" a\3

_ 1
az2= Jp-——— g0sa;=>e0Sa = — a * 70°32'

23 I 23

112



2-masala. Uchburchakli muntazam piramidaning yon yoqlari asos
tekisligi bilan 60° li burchak tashkil etadi. Yon yoglari orasidagi ikki yoqli
burchaklarini toping.

Yechish: SAC yon yog'ining SM
apofemasini yasaymiz va M nugqtani
piramida balandligining asosi O bilan
tutashtiramiz. Unda OM kesma SM ning
ABC tekislikdagi proyeksiyasi boiadi,
ya’ni OMIAC. Bundan ZSMO=60°.

AC—a boisin. Unda ABC muntazam uchburchakda BM =

aVli “
— - WX mm———

6 - 2 — 3
SC =n/SM2+ MC2 = e Shunday qilib, agar AL+SC boisa,
AC2C L2=AS2S L2yokKi

M @
a-CL2=(8l ) ~i*-CLT,6CL= yani CL:CS=6:7.
Il 6 J , 6

ACL va BCL uchburchaklarning tengligi tushunarli. Unda
ZBLC=ZALC, ya’ni ZBLC=90°. Demak, ZALB burchak SC girraning
uchidagi ikki yogli burchakning chizigli burchagi boiadi. ALC to‘g‘ri

burchakli uchburchakdan AL = VAC2- CL2 = — , ALB uchburchak-

dan AB2=AL2BL22AL «BL *cosx

- 2 -
) 12av7~ (2aJl\
yoki a - -2
I 73 1 73

ya’ni a « 82° 49",

, 2ay/7 * 20V7
-cosa;=>cosa = 8—,7
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27-8. Uch yoqli burchak uchun kosinuslar teoremasi

Ta’rif. S nuqtadan chiquvchi a2
annurlarni garaymiz. a,, a2 a3; a2 av
a4, an, ar a2 larning birortasi bir
tekislikda yotmasin, deb kelishib olaylik.
(ara?,(a2a3,....,(0na,) burchaklardan tu-
zilgan figura ko'pyoqli burchak deb ataladi.
S ko‘p yoqli burchakning yuzi.
at ,a2 lar uning qirralari
deyiladi.Burchaklari a, p, y ga teng bo‘lgan
uch yoqli burchak va yburchak garshisida
yotgan girraga yopishgan ikki yoqli burchak
uchun quyidagi tenglik o‘rinli:

60s<p = eos;_/- eosa_ cosp élf§
sina*asinp
Bu bogianish uch yoqli burchak
uchun kosinuslar teoremasi deyiladi. (1)
tenglikning hagiqgatan o'rinli ekanligi is-
botlaylik. SABC uch yoqli burchakda
ZBSC=a, ZASC=p, ZASB=y.

SC girrada yotuvchi ixtiyoriy C, nugtadan SA va SB ni mos ravishda
A, va B, nuqgtalarda kesuvchi tekislik o‘tkazamiz. A~.B, burchak SC ga
yopishgan ikki yoqli burchak va masala shartiga ko'ra, <p=ZAX IBI, SC,=x
deb belgilaylik. Unda ASB*, dan

SB, = —x- ; B,C, =xtga; ASA.C, dan SA, =—— |, A,C, = xtgP;
cosa cosp

ASA B, dan (kosinuslar teoremasiga ko'ra)

A B2 :_x;\__'__X% 2x2cosy

Cos a COS p €OSacosp
AAB,C| dan A,B_2 = x2tg2a + x2g2p -2 x 2gatgpcos<p.
Yugqoridagi ikki tenglikdan
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XJ— + XJf X208y - x%g%a + xﬁ'g’zrs - ﬂxrtgatgﬂ CoS P,
cos a cos B cosacosR
har ikkala tomonini x2ga bo‘lib va sodda trigonometrik almashtirishni
bajarib,
cosy- cosa ecosf

cosd_ . T—r tenglik isbotlandi.
sinasm 3

28-8. Ikki tekislik orasidagi burchak

T, va T2tekisliklar / to‘g ‘ri chiziq
bo‘yicha va y tekislik /ga perpendiku-
lyar bo‘lib, T, va T2tekisliklami m va
n to‘g‘ri chiziglar bo‘vicha kesib o ‘tsin.
T, va T2tekisliklar orasidagi burchak,
ta’rifga asosan m va n to‘g‘ri chiziglar
orasidagi burchakka teng bo'ladi.

1-masala. Muntazam tetraedrda SC girraning o ‘rtasi k, AC qirrasi-
ning o'rtasi M. ABK va SBM tekisliklar orasidagi burchakni toping.
s

Echish. K nugta SC girraning o ‘rtasi
boigani uchun SAC burchakda AK -
mediana. SAC muntazam bo‘lganligi
uchun AKiSC. Shuningdek, BK L SC.
Shunday qilib, SC to‘g‘ri chizig ABK
tekislikda kesishuvchi ikki to'g'ri chi-
zigqa perpendikulyar.

Demak, SC to‘g‘ri chizig ABK tekislikka pedendikulyar. Shuning-
dek, AC to‘g‘ri chiziq SBM tekislikka perpendikulyar. AK va SM medianalar
O, nugtada kesishadi. Shuningdek, ABK va SBM tekisliklar BO, to‘g‘ri
chizig bo‘yicha kesishadi. BO, to‘g‘ri chizig ABK tekislikda yotgani uchun
SCIBO,. Xuddi shunga o‘shash ACIBO,. Shunday qilib, BO,J_SC,
BO,IAC. Unda BO, to‘g‘ri chiziqg SAC tekislikka perpendikulyar va
AKIBO,, BO,ISM. ABK va SBM tekisliklar orasidagi burchak AK va SM
to‘g‘ri chiziqlar orasidagi burchakka teng boMadi. Bu burchakning 60°
ekanligi tushunarli.
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2-masala. ABCD A~CjD, to‘g‘ri burchakli parallelepipedda BB,

BP 1
girraning o ‘rtasi Q va P nuqta uchun ~ 3 o‘rinli.

Agar AB:AD:AAI=1:1:2 boisa, PAD va QA,D, tekisliklar orasidagi
burchakni toping.

Echish. AD |jBC boigani uchun AD
to‘g‘ri chiziq BB,C, tekislikka parallel, unda
PADNnBB,C,=PF, PF||AD.

Shuningdek, QA,D, fl BB,C,=QE,
QEJ|A,Dr

AD jA,D, bo'lganiuchunvaAD to‘g‘ri
chizig QA,D, tekislikka parallel boiganligi uchun AD orqgali o‘tuvchi
QA,D, tekislikni AD ga parallel to‘g‘ri chizig bo‘yicha kesadi. DF va D,E
lar bir tekislikda yotadi va DFnD, E=L. Shuningdek, K nuqtani topamiz.
Demak, PAD tekislik QA,D1 ni KL | AD to‘g‘ri chiziq bo'ylab kesadi.
AD to‘g‘ri chiziq CC,D, ga perpendikulyar, ya’ni KL to‘g‘ri chiziq CC D,
ga perpendikulyar. Bundan KL 1 DF. Xuddi shunga o‘xshash D,E 1 KL.
Shuning uchun DF va D,E to‘g‘ri chiziglar orasidagi burchak izlangan
burchak boiadi.

Izlangan burchak D,LD. Bu bur-
chakni DC ga parallellel 1to‘g‘ri chiziq
orqgali ikkigaboiamiz. Unda hosil bo'lgan
burchaklardan biri D,EM ga teng, ya’ni
45°, ikkinchisi esa DFN ga teng. Agar
AB=<deb olsak, AD=a AA.=2a

DD, 2a

DN T

INF:CD:a

Unda tgDFN =
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Demale, ZDFN-33041"' Shunday qilib, berilgan tekisliklar orasidagi
burchak ZD,LDa78° 41".
Mashqglar

1LABCDAjB”D, kubda A!DC, va ABjD, tekisliklar orasidagi burchakni
toping.

2. ABCDAMAD, to‘g‘ri burchakli parallelepiped BC qirrasining
o‘rtasi M boiib, AB:AD:AA,=1:2:1. AB,M va DC,M tekisliklar orasidagi
burchakni toping.

3. ABCDA|B|C|D, kubda R nugta CC, ning va Q-A B ning o ‘rtasi.
B,,P va Q nuqtalar orgali o‘tuvchi tekislik bilan kubning kesimini yasang
va kesuvchi tekislik bilan A A B tekislik orasidagi burchakni toping.

Uyga vazifalar

1. SABCD piramidaning asosi ABCD to ‘g ‘ri to‘rtburchakdan iborat,
SB girrasi asos tekisligiga perpendikulyar va AB:BC:SB =1:2:1. SC qgirrada
olingan L nuqgta uchun SL:SC=3:4. Piramidaning ABL tekislik bilan
kesimini yasang va ABL tekislik va asos tekisligi orasidagi burchakni toping.

2. SABC piramidaning asosi ABC to‘g‘ri burchakli uchburchakdan
iborat. SA girra ABC tekisligiga perpendikulyar va SA=AC=BC. SB girradan
olingan D nuqgta uchun SD:SB=2:3. ACD va SBC tekisliklar orasidagi
burchakni toping.

3. SABC piramidaning asosi teng yonli to‘g‘ri burchakli ABC
uchburchak. O nuqta AB girraning o'rtasi boiib piramida balandligining
asosi. Agar SA=SB=AC=BC bo‘lsa, SAC va SBC yoqlar orasidagi burchakni
toping.

29 -8. To‘g‘ri chiziq va tekislik orasidagi burchak

Agar /to‘g‘ri chizig T tekislikka
parallel va perpendikulyar boimasa,
/ va T orasidagi burchakni yasash
uchun /ning T tekislikdagi /' proyek-
siyani yasash zarur. Me/nuqtaning
T dagi proyeksiyasi M 1lboisin. AM1
tekislik to‘g‘ri chizig AM ning proyek-
siyasi boiadi va ular orasidagi bur-
chak /va Torasidagi burchakka teng
boiadi.
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Sodda bir masala. SABC muntazam tetraedrda AB to‘g‘ri chiziq va
SAC tekislik orasidagi burchakni toping.

Yechish. Izlangan burchakni topish
uchun SAC tekislikka AB ning biror
nuqtasidan perpendikulyar tushirish kerak
bo‘ladi. SAC tekislikda ixtiyoriy K nuqtani

S olish tushunarli, hatto BK ni SAC ga
perpendikulyar deb hisoblash mumkin
emas. Shuning uchun B nugtadan SAC ga
perpendikulyar tushirmasdan, gandaydir
BK to‘g‘ri chizig SAC tekislikka perpen-
dikuiyaming proyeksiyasiboisin. Unda
AK,CK va SK to‘g'ri chiziglar AB,CB va
SB ning SAC tekislikdagi proyeksiyasi
bo'ladi. Bu og‘malar muntazam pirami-
daning qirralari boigani uchun
AK=eK=SK. Shunday qilib, K ni S,A
va C uchidan teng uzoglikdagi nuqta sifatida
olsakboiadi.

Demak, K nugta SAC uchburchakning AL va SM medianalari ke-
sishgan nuqtasidir.

K nugtani belgilab, B bilan tutashtiramiz. Agar tetraedming girrasi a
bo'isa,

AK = va cos BAK = N, Demak, ZBAK=54° 44",

Mashqglar

1 SABC muntazam tetraedrning SC girrasida D nuqta olinganki,
SD:SC=1:3. AD va ABC tekislik orasidagi burchakni toping.

2. ABCDA~™™D, to‘g‘ri parallelepipedning asosi Auchidagi burchagi
60° bo‘lgan ABCD parallelogrammdan iborat. O - asosidagi diagonallari
kesishgan nuqta. Agar AB:AD:AA(= 1:2:1 boisa, B O to‘g‘ri chiziq va
CC, D! tekislik orasidagi burchagini toping.

3. CABCD piramidaning asosi tomonlari AB:AD=1:2 nisbatli to‘g*ri
to‘rtburchakdan iborat. Piramidaning balandligi asosidagi diagonallar
kesishgan nuqtaga proyeksiyalanadi, yon girrasi esa asosining diagonaliga
teng. DK to‘g‘ri chizig va CCD tekislik orasidagi burchagini toping, bu
yerda K - piramida asosining o ‘rtasi.
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Uyga vazifalar

1. ABCDA,B,C,D, kubda PD,Q kesim o'tkazilgan, bu yerda P nuqta
AD qirrada yotib AR:AD=1:3, Q esa CD girrada yotib CQ:CD=1:3. AD va
RD,Q orasidagi burchakni toping.

2. Piramidaning asosi ABC muntazam uchburchakdan iborat, uning
SB yon girrasi asos tekisligiga perpendikulyar va SB = AB. SA girrada olingan
D nuqta uchun SD:SA=1:3 boisa, BD to‘g‘ri chizig va SAC tekislik
orasidagi burchagini toping.

3. ABCDA,6,0,0, kubning CC, girrasida K nuqta olinganki, C,K
:CC,=1:3. DK to‘g‘ri chiziq va A,B,C, tekislik orasidagi burchagini toping.

30-8. Ayqgash to‘g‘ri chiziglar orasidagi masofani
hisoblash

Qirrasi birga teng bo‘lgan
r ABCDA,B,C,Dt kubning AA, va BC
girralari orasidagi masofani topaylik.

Echish: Quyidagi hollar bo‘lishi
b mumkin:

a) ABJLAAj va ABIBC ekanligi
maium. AB umumiy perpendikulyar
bo'lgani uchun AA, va BC ayqash chi-
0 ziglar orasidagi masofa AB ga teng.

b) AD, B,C, BC diagonallar
h ' BC,||AD, va B,C f] BC,=0. BB,C,C te-
0 kislik AD, ga parallel. AD, va B,C lar
orasidagi masofa A nuqtadan BB,C,C
tekislikkacha bo'lgan masofaga teng. AB girra
BB,C,C tekislikka perpendikulyar
(ABIBC vaABIBB,) bo'lgani uchun AD,
va B,C lar orasidagi masofa AB ga teng.

/i
. . v)A,D | B,CvaAA,DD yuza BB,C,C
-Q >i0 yuzaga parallel. AB girra BB,C,C yuzaga
> 0 perpendikulyar boigani uchun AD, va
A B
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B(C lar orasidagi masofa AB ga teng
boiadi.

g) A,B va B,C ni B,Cga perpendiku-
lyar boiadigan ABC,D tekislikdagi
proyeksiyasi bo‘lgani uchun
P(B,C; A,B)=p(0;B0|). AB=C,D =1
bo‘lganiuchunBC=AD =72 OM1BO,
ni o ‘tkazib, O va O, ni tutashtiramiz. BOO,
to‘g‘ri burchakli uchburchakning balan-
dligi-OM. Unda00=1

OB = ;=>BO, =VvB02+00,2= SaB0 =1 BO, «00, ="

NSO =Ilbo,-om =>om =" N =-L

Shundayqilib p(B,C; BA,)=p(0; BO,) OM =

Mashqlar

1. ABCDA,BIC|D1to‘g‘ri burchakli parallelepipedda AB = a,
BC = ay/7 .CBlva BD, to‘g‘ri chiziglar orasidagi burchak 45° ga teng. AA,
ni toping.

2. Ixtiyoriy to'g‘ri burchakli parallelepiped uchun kamida nechta
simmetriya tekisligi mavjud?

3. To‘g‘ri burchakli parallelepiped asosining tomonlari 7 va 24 sm,
balandligi esa 8 sm. Diagonal kesimining yuzini toping.

4. To‘g‘ri parallelepiped asosining tomonlari 3 va 5gateng bo‘lib, 60°
li burchak hosil giladi. Parallelepipedning yon qgirrasi 7J2 gateng boisa,
katta diagonali bilan asos tekisligi orasidagi burchakni toping.

5. Tomoni 4 gateng bo‘lgan kubning uchidan shu uch bilan umumiy
nugtaga ega bo'Imagan yog‘ining simmetriya markazigacha bo‘lgan masofani
toping.

6. Kubning barcha qirralari yig“indisi 96. lining hajmini toping.

7. Kubning barcha qirralari yig‘indisi 48 ga teng. Kub sirtining yuzini
toping.
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8. Kubning diagonali 73 ga teng. Uning hajmini toping.

9. Ikkita go'shni tomonlarining markazlari orasidagi masofa 272 ga
teng bo‘lgan kubga tashqi chizilgan shar sirtining yuzini toping.

10. Kubning qgirrasi 6 ga teng. Kubga tashqi chizilgan shaming hajmini
toping.

11. Kub uchun nechta simmetriya tekisligi mavjud?

Uyga vazifalar

1 Asosi kvadrat bo‘lgan to‘g‘ri burchakli parallelepiped uchun nechta
simmetriya tekisligi mavjud?

2. Chiziqli oichovlari 3;4 va 2714 sm boigan to‘g‘ri burchakli
parallelepipedning diagonali necha sm?

3. To‘g‘ri parallelepiped asosining tomonlari 8 va 4 ga teng bo‘lib,
ular 60° li burchak tashkil etadi. Parallelepipedning kichik diagonali 873 ga
teng boisa, shu diagonalning asos tekisligi bilan tashkil etgan burchagini
toping.

4. To‘lasirtining yuzi 72 ga teng bo‘lgan kubga tashqi chizilgan shaming
radiusini toping.

5. Qirrasi 5 gateng kub A,B va C nuqtalardan oluvchi tekislik bilan 2
bo‘lakkabo‘lingan. Kichik bolakning hajmi nimagateng?

6. Kub yon yog‘ining yuzi 16 ga teng. Kubning hajmini toping.

7. Kub to‘la sirtining yuzi 96 ga teng. Kubnig hajmini toping.

8. Diagonali 3 gateng boigan kub sirtining yuzini toping.

9. Qirrasi 1gateng boigan kub tomonlarining markazlari tutashtirildi.
hosil boigan jismning hajmini toping.

10. Hajmi 125 boigan kubga ichki chizilgan shar sirtining yuzini
toping.

31 -8. Ayqgash to‘g‘ri chiziq orasidagi burchak

1-masala. Kubning ikkita go‘shni yogi aygash diagonali orasidagi
burchakni toping.

121



Echish. ABCD A~C~D, kub berilgan bo‘Isin. BjD, va BC, diagonal-
lar orasidagi burchak (pbo'lsin, ya’ni (B,D,, BC,)=(p
Bektor tilida masalaning sharti
(B,D,, BC))

COSCp = = .
|IB,D, i=|BCi |
ko‘rinishda bo‘ladi. To‘g‘ri burchakli
koordinatalari sistemasining koordinata
boshini A, OX o‘gini AD, OY ni AB
va OZ ni AA, qgirralardan o'tadigan qilib
joylashtiraylik.
Agar kubning qirrasini bir birlik deb
c eale

gabul gilsak:
A(0:;0;0), D,(1;0;1), D(1;0;0), C,(I;1:1), B,(0;1;1),

B(0; 1;0), A,(0;0; 1), C(1;0;0),
BID, = BCi = {1;0; 1};

[1*1+(-1)*0 +0*I| 1
coscp =

JI2+(-N2+02*VI2+02+12 2

coscp = idan @- o'tkir burchak, ya’ni tp= 60°.

2-masala. DABC piramidaning asosi teng tomonli ABC uchbur-
chakdan iborat bo‘lib, tomoni 4V2 gateng. DA yon girrasi asos tekisligiga
perpendikulyar va 2 ga teng. Agar F nugta AB ning, M esa BC ning o ‘rtasi
bo‘lsa, DE va AM to‘g‘ri chiziglar orasidagi burchakni toping.

Echish. DE va AM ayqash chiziglar
orasidagi burchakni desak

(de-am)

coS(p = | 1 4 ‘ .
DE-AM bo‘ladi.

AD = a, AB = b, AC = c¢ larni bazis
vektorlar deb gabul qilib,
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[iij = AD =2, |b| = AB = 4V2, |c| = AC =4V2 (b, c) = ZCAB =60° ni
yozamiz. Shartga ko‘ra, DA kesma ABC tekislikka perpendikulyar, unda
DA -LACvaDAi. ABbo‘ladi. Demak, & Lb vaa 1 c.DE vaAM vektor-

lami bazis orqali DE =AE- AD =~ b- & (E nuqta AB ning o‘rtasi

bo‘lgani uchun AE = *AB),
M nuqta BC ning o ‘rtasi bo'lgani uchun

AM - i(AB +AC) =1(b +c);

DE ®AM =(i-b-a)i(b +c)=ib2+—b-c- —5-b-—a =;
— 2 R 4- 4— 2 2 —
b2=|bj =32, bec =|b|c/]cos60° =16, fl-b =O Baa-c =Oni hisob-

lab, DE* AM = 12 ga ega bo‘lamiz. |DE| ni topish uchun DE2 ni

topamiz.

DE =|DE| (*) dan foydalanamiz.
DE2=¢b-a)2=jb2-b*4d +42=--32-0 +22=12.
2 4 4

*)=>|dl| =Vm1l=VI12=2V3.
Shunga o *xshash,
AM2=4(b +c¢)]2=1b2+"bc +*-=32-+il6 +i-32 =24,
2 4 2 4 4 2 4
Bundan |am |=>AM2 = V24 = 27/6;

12 n?2
COS(P 2V3 *2n/6 ~~2~ "~emai’ & O<t™ r burchak, aniqrog'i,

= 45°,
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3-masala. SABC piramidaning SC girrasida D nuqta olingan. AD va
BC to‘g‘ri chiziglar orasidagi burchakni yasang.

Echish: SBC tekislik BC orgali
o‘tadi. D nuqgta SC ga tegishli. SBC
tekislikda D nuqtadan o‘tuvchi DF |
BC ni yasaymiz. Unda ADF burchak
izlangan burchak bo‘ladi.

Mashglar

1 SABCD to‘g‘ri burchakli piramidaning SA girrasida F nuqta olingan.
AC va DF to‘g‘ri chiziglar orasidagi burchakni yasang.

2. SABC muntazam tetraedrda DO to‘g‘ri chiziq SC girraning o ‘rtasidan,
ya’ni D nuqtadan va ABC uchburchakning medianalari kesilgan O nuqta
orqali o‘tadi. SA girraning o‘rtasi F bo‘lsa, DO va BF to‘g‘ri chiziglar
orasidagi burchakni toping.

3. ABCDAANC,!), kubning CC, girrasining o ‘rtasi K bo‘lsa, A,D va
D ,Kto‘g‘ri chiziglar orasidagi burchakni toping.

Uyga vazifalar

1 SABC uchburchakli piramidaning SA girrasida D, ABC uchbur-
chak ichida esa K nuqgta olingan. BD va SK to ‘g‘ri chiziglar orasidagi burchakni
yasang.

2. SABC muntazam uchburchakli piramidaning S uchidagi barcha
tekis burchaklari 90°. Agar D nuqta BC qgirraning o‘rtasi bo‘lsa, SC va AD
to‘g‘ri chiziglar orasidagi burchakni toping.

3. ABCDA,B*jD, to‘g‘ri parallelepipedning barcha girralari teng
bo‘lib, asosi burchagi ZBAD = 60° boigan rombdan iborat. Agar K nuqta
A,B, ning, F nuqta AD ning o ‘rtasi bo‘lsa, BK va C,F to‘g‘ri chiziglar
orasidagi burchakni toping.



111 BOB. ANALITIK GEOMETRIYA ELEMENTLARI
Analitik geometriyani o ‘rganishda determinantlardan
foydalaniladi.

32-8. Determinantlar

1. au - element birinchi tartibli determinant deyiladi va A”a,, deb
belgilanadi.

Masalan, au=3 bo‘lsa, A =3[ =3 bo‘ladi.

2. A2 = =a, a2 - {322 formula bo‘yicha aniglanadigan son
« a2

ikkinchi tartibli determinant deb ataladi.

auva ad birinchi ustun elementlari, apva aikkinchi ustun elementlari.
an va a|2- birinchi satr elementlari, a2 va a 2 ikkinchi satr elementlari
deyiladi. an a2va al2a2- ko ‘paytmalar ikkinchi tartibli determinantning
hadlari deyiladi.
Masalan:

N =2-5-31 =10-3 =7 bo‘ladi.

A—ailaZaPBralaZn3 + aZladni,-all-a2a,3ala2aBa3aAA,, formula
bo‘yicha hisoblanadigan son uchinchi tartibli determinant deyiladi. Bu son
determinantning 6 ta hadining algebraik yig‘indisidan iborat bo'lib
hisoblanadi, uchburchak qoidasidan (Carrusa qoidasi) foydalanilgan.

* * * * * *
a,, a2 ai3
* * * * * * _
ad a2 azn + =a
* * * * * *
ad a2 a3
1-misol.
1-1 1
2 11

uchinchi tartibli determinantni hisoblang.
112

Echish: A= e1e2+2 e 1el+(-1).1 #1-1 ¢ 1e1-2 «(-1) +2-1 + 1+ 1=5.
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a,i ai2ai3

a2aB ad a aZaz
ad 32ax =a, (- 1)+~ +al2(-1)H2 = +a,3(-1),+3-
aRa3d
24 aDaB a3 a3 ad a2
tenglik o“rinli.
Determinant quyidagi xossalarga ega:
1 Agar determinantning biror satr (ustun) elementlari 0 ga teng

bo‘lsa, unda uning giymati 0 ga teng bo‘ladi.

2. Agar determinantning biror satr (ustun) elemenijlan K »<jiuga
ko‘paytirilsa, unda uning giymati k marta ortadi.

3. Ikkita satr (ustun) elementlarining o‘mini almashtirsak, hosil
bo'lgan determinantning ishorasi teskarisiga almashadi.

3. Agar determinantning ikkita satr (ustun) elementlari bir xil
bolsa, unda uning giymati nolga teng bo ‘ladi.

5. Agar determinantning ikkita satr (ustun) elementlari proporsional
bo‘lsa, unda uning giymati 0 ga teng bo‘ladi.

12 24

Misol. |A|- 13-4 1 qing giymatini hisoblang.
-10 126

Echish.

12 24  -40 184
A10 18
Al= 13-4 1= 00 1=1(-1)243 gg 35 = (1)s (-1540 +1548) = 8
-10 126 -88 366 )

33- 8. Fazoda vektorlar. Bektorlaming skalyar ko'paytmasi

Maktab geometriya kursidan ma’lum bo‘lgan vektorlar haqidagi ayrim
ma’lumotlami umumlashtiramiz.

Ta’rif. Boshi A, oxiri B nugtada bo‘lgan yo‘naltirilgan kesma vektor
deb ataladi va & = AB yoki a = AB deb belgilanadi. AB kesmaning

uzunligiga teng boigan son AB |AB| uzunligi (moduli) deb ataladi.
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Birto‘g‘ri chiziqda yoki parallel to ‘g‘ri chiziglarda yotuvchi vektorlar
kollinear vektorlar deb ataladi.

Agar vektoming boshi va oxiri ustma-
ust tushsa, masalan, AA, unda bunday vektor

nol vektor deyiladi va © = AA deb yoziladi.
Nol vektor uchun |O] = O bo‘ladi. Nol vek-
torning yo°‘nalishi ixtiyoriy bo'lgani uchun,
u har ganday vektorga kollinear bo'ladi.

X >0 da yo‘nalishi & X< O dayo‘na-
lishi—a boiadigan b = |X|& uzunlikka ega
bo‘lgan b = Xa vektori o ning X songa

ko‘paytraasi deb ataladi. Xa (X > 0)
o0 ni(-l1)gako ‘t?avtirsak. — a vektori
hosil boiadi.

Boshi a vektoming boshi, oxiri b vektorning oxiri bilan ustma-ust

tushuvchi C =a +b vektor, a va b vektorlaming yig‘indisi deyiladi
(uchburchak goidasi).

¢ vektor & va b vektorlarga yasalgan parallogrammning diagonali
boMishi ma’lum (parallelogramm qoidasi). Shuningdek, bir necha
vektorlaming yig‘indisini aniglash mumkin.

Masalan, a, b, ¢, d vektorlaming yig'indisi € =o+b +c +d vek-

torlaming boshi & vektorning boshi, oxiri esa d vektorning oxiri bilan
ustma-ust tushadi (ko‘pburchak goidasi) c
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d=¢ +b+c vektoming a, b va ¢ vektorlarga yasalgan parallele-
pipedning diagonali ekanligiga ishonch hosil qgilish giyin emas
(parallelepiped goidasi).

5 va b vektorlarga gqarama-qarshi -b vektoming yig‘indisi a va b
vektorlaming ayirmasi deyiladi.
4 = AB Ba b = AD vektorlarga yasalgan parallogrammning ¢ = AC

o va b vektorlami yig‘indisini, ikkinchi d = DB diagonal esa ulaming
ayirmasini ifodalaydi. Boshi koordinata boshida bo‘lgan & vektoming
koordinatalari deb uning oxirgi nuqgtasi koordinatalariga aytiladi.

Yugorida keltirilgan ta’rifga asosan

5 ={x,;y,;z,} Ba b={x2;y2;z2} vektorlaming yig'indisi va ayir-
masini 5+b ={X +x2}; y, +y2, z, +Z2iBa a-b ={x,-x2;y, -y 2;z, ="} hamda
0={x,,y,,z,} ning X soniga ko‘paytmasi a X =b = {fx,;Ay,;8s,;} ga
teng bo'ladi.

Sj=loml=nx2+y2+z2.
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3. Bektorlarning skalyar ko‘paytmasi

Ta’rif. |a ¢|bj sos9 soni a va b vektorlarning skalyar ko'paytmasi

deyiladi va (a, b) yoki & b deb belgilanadi.
Skalyar ko‘paytmani vektoming koordinatalari orgali ifodalaymiz.

0 ={x,y,,zI}va b={x2,y2,z2} uchun ©6-b ={x2—x,; y2—y,; z2-2,}
bo'ladi.
Kosinuslar teoremasiga asosan

|[d2| =16]2+|b|] - 2]|o| «lbJcos d, chunki |o| -|b|cos = +|b| —dj |.
Bektorning uzunligini hisoblash formulasiga asosan

laj2 = A1, + y,V ,¢/,jS |2 =x,4 ,-yr +£Z2\ |ldf = (x 7 -k2f + (y, - Va)l +(z2, -
dan (6, b) =16]||b|] coBth = X|X2+y,y2+ 2,22 ni yoza olamiz.

a-bpgad=0,coep =1Ba (e, &) =16|2=x2 +y,2+,z,2.

Xususiy holda Afx"y~z,) B(x2y2 z2 nuqtalar orasidagi masofa
AB = {x2—X;y2-vy,;z2- z,} bo'lgani uchun,

d =y|AB| =¥y/(x2- x,)2+(y2-y,)2+(z22-2)2 boiadi. a va

b vektorlar orasidagi burchak esa

-,...-la’b) _ XX, =y,y, +?.Z,

la bila"
hisoblanadi.
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34-§. Tekislikda to‘g‘ri chiziglar
1. Tekislikda to‘g‘ri chiziq tenglamasi

Tekislikda chiziq tenglamasi analitik geometriyaning asosiy tushunchasi
hisoblanadi.

Umumiy chiziq tenglamasini
F(x,y) =0 yoki y = f(x) (agar mumkin
bo‘lsa) ko‘rinishida yozish mumkin, bu
yerda F(x,y) = Ova y = f(x) —qandaydir
funksiyalar.

Masalan: A(—4); 2) va B(—2; —6)
nuqtalardan teng uzoqlikda joylashgan
nuqtalar to'plami tenglamasini yozing.

Echish. M(x,y) ey bo‘lgani uchun, shartga ko‘ra AM = BM va
VIX+y)2+(y-2)2=V(X+2f +(y+6)2. Unda tenglamaning har ik-
kala tomonini kvadratiga ko‘tarib, sodda almashtirishlarni bajarib

1 5
Y =% X=-j nitopamiz. Butenglamani berilgan kesmaga o ‘tkazilgan M D

—o‘rta pedendikulyar tenglamasi ekanligi ko‘rinib turibdi. Har ganday
tenglama ham tenglikda chizigni aniglayvermaydi. Masalan, x2 +y2=0
tenglama fagat bitta (0,0) nugtani, x2+y2+ 7=0 esa hech ganday nugtalar
to‘ptamini aniglamaydi.

To‘g'ri chizig OY o‘qini B(o;b) nuqtada kesib, OX o°‘gi bilan
®(0 <d <) burchak hosil gilsin.

To‘g‘ri chizigda ixtiyoriy M(x; vy)
nuqtani olaylik. Unda MNB-
to‘g‘ri burchakli wuchburchakdan

MN ,
= kT = =K, Bundan
Y =KX +b

Bu formula » ZgZn hoi uchun ham

0 Ax0) x o'rinli bo‘lib goladi va to‘g‘ri chizigning
koeffitsiyenti tenglamasi deyiladi.
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Y4

B(o;b)

y i{

x=0

0

y=b

X=a

A=(a;0)

X

b =0 day= kx bo‘lib, bu to‘g‘ri
chizig koordinata boshidan o‘tib K=tga>0
da OX o°‘gi bilan o‘tkir burchak tashkil
etadi, K=1tg <0 da o'tmas burchak tashkil

etadi, xususiy holda | va 111 koordinata
burchaklarning bissektrisasi y =x

ko'rinishida (K-= =1], 1] va IB
uchun  esa y = —X boMadi
K=%g— =-

J 4

a=0da(K=tg0=0) y=b boiib
Bl to g n emzfq u a o Yigapardtiet uo radi—
, 'Y =0 bo'lganda esa OX o‘gi bilan ustma-
ust tushadi.

a =L da to‘g‘ri chizig OX o‘giga

perpendikulyar boMadi va K=tg" —

mavjud boimaydi, ya’ni vertikal to‘g‘ri
chiziq burchak koeflitsiyentiga ega emas .

Bu chizigni OX o‘giga a uzunlikdagi kesma
ajratsin deb kelishib olaylik. Bunday to‘g‘ri
chiziqg tenglamasi x=a (to‘g‘ri
chizigning har ganday abssissasi aga teng),

OY o‘gining tegnlamasini x=0
ko'rinishda bo'ladi

2. Berilgan nuqgtadan ma’lum

yo‘nalishli to*g‘ri chizig tenglamasi.

To‘g ri chiziqg M2AXjiY )
nuqtadan o‘tib OX o‘gi bilan o~

burchak tashkil etsin. M, nuqta to‘g‘ri
chizigda yotganligi uchun
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Y, = K,X + B tenglik oiin bo‘ladi. y = kx + b dan foydalanib yoza
olamiz va bu izlangan to‘g‘ri chiziqtengiamasi bo'ladi.

Agar y-vy, =k(x-X,) tenglamada k — ixtiyoriy son bo'lsa, unda
bu M,(x, y,) nuqgtaga o ‘tuvchi OY o ‘giga parallel va burchak koeffitsentiga
ega bo‘Imagan to'g'ri chiziqdan tashqgari to‘g‘ri chiziglar dastasini ifoda-
laydi .

3. Berilgan ikkita nugtadan o ‘tuvchi
to‘g‘ri chiziq tengiamasi.

mi(x,;¥Y,), m2(x2;y2) nuqtalar

M,(\Y,) berilgan bo‘lsin va x, *x2y, * y2.
M.(X,V, o .
- 117 e 10‘g‘ri chiziqg M, nuqtadan o ‘tganligi

uchun y-vy, =k(x - X,) ni yozaolamiz.
M2 nuqtada izlangan to‘g‘ri chizigda yotganligi uchun

y-y 1= k(x2-x,) dan k= ——— ni topamiz.
Unda y-y, =———(x—X.) yoki — =——Ti-, izlangan
X2-X, Y2-Y  X2-X,
to‘g‘ri chizig tengiamasi bo‘ladi.
4 . To‘g‘ri chizigning kesmalarga nisbatan tengiamasi.

y A Koordinatao‘glarida a* 0 va b * 0
X B(0:b) kesmalar ajratuvchi to‘g‘ri chiziqg
tenglamasini tuzaylik . Ikki nuqtadan
o‘tuvchi to‘g‘ri chiziqg tengiamasi

\ a(a;o0) formulasiga ko‘ra ~ n yoki
-
° X a b

5. To‘g‘ri chizigning umumiy tengiamasi va uni tekshirish.
Ikki o'zgaruvchili birinchi darajali Ax+ By+C =0 tenglamani
garaymiz, bu yerda A2+ B2 ®0.
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e A .
1 B*0 bo'lsih  uUnda y - .- j ga ega boiamiz

v A Cc . .
B”‘ ' & deb belgilaymiz.

Agar A *0,C *0boisay =kx+b (to‘g‘ri chizigning burchak
koefitsiyentli tenglamasi) ga ega bo‘lamiz;

agar A * 0,c =0 bo'lsa,y = kx (koordinata boshidan o‘tuvchi to‘g‘ri
chizig tenglamasi) ga ega bo‘lamiz;

agar A =0,c m0bo'lsa,y =b (OY o‘giga parallel to‘g‘ri chiziq) ga
ega boMamiz; agar A =0,c =0bo'lsa,y =0 (OX o‘gining tenglamasi-
ga) ga ega bo‘lamiz.

2. B=0,A*0bo Isin. Unda x = 2 gaega bo‘lamiz.

C t,

d dcb belgiiaymiz. Agar c* Obolsa, x =a (OY o'giga
parallel) ga ega bo'lamiz; agar ¢ = 0 boisa x =0 (OYo'gining tengla-
masi) ga ega bo'lamiz. Shunday qilib, bir vaqtda nolga teng bo‘Imagan
A,B larva ixtiyoriy C soni uchun Ax+By+C= 0tenglama OXY tekislikda
gandaydir to‘g‘ri chiziq tenglamasi bo‘ladi.

6. Ikki to‘g‘ri chizig orasidagi
y i burchak.
(2)
/‘P (1 M asala. Y=KX+B, (1) va
/X~ Vi y = K2X + b2 (2) to‘g‘ri chiziglar orasi-
dagi @ burchakni toping. Chizmadan
@=q2- ip, bo'lib K, =tgp, K2=1tgp2,
LA Ly
re o t
/ X

Unda tgp=tg«r2- «) = tg<1) yo ki gp=7—7,—™a

1+ tgep, 1+ K, *K7
yerda strelka € burchakni (1), chizigni (2) ch|2|qqa soat strelkasiga qarama-
garshi burishdan hosil bo‘lganini bildiradi.
7. To‘g‘ri chiziglarning parallellik va perpendikulyarlik shartlari.
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Agar y=Kx+b, (i) vay=K2+Db2. To‘g'ri chiziglar parallel
bo‘lsa, unda (p=0 va tgp =0 boiib, K, = K2 kelib chigadi va aksincha,
K, = K2bo‘lsa, tg(p=0 Ba tp= 0 kelib chigadi. Shunday qilib, burchak
koeffitsiyentlaming tengligi ikki to ‘g ‘ri chiziq parallel bolishligining zaruriy
va yetarli shartini ifodalaydi.

Agar to‘g‘ri chiziglar perpendikulyar bo‘lsa, Unda = " bunda
B . 1 1+K,K2.
cgep =ctg|— _, yoki ctg(p- tg<p- K2-K, > bundan

~ 'J7~ yoki 1+ Kj *K2.

Shunday qilib burchak koefFitsiyentlarining giymati garama-qgarshi
ishorali teskari boMishligi ikki to‘g‘ri chiziq perpendikulyarligining zaruriy
va yetarli shartini ifodalaydi .

Agar to‘g‘ri chiziglar umumiy tenglamalari bilan berilgan , ya’ni

Ax+B,y+C, =0 () vaAX+B,y+C, =0 (2) bo'lsa, unda K, =-—
Bi
v _ A2 A, _ B,
va r2 bo‘lib, K, = K2dan ~ ~ g~ ni hosil gilamiz. Demak,
umumiy tenglamasi bilan berilgan to‘g‘ri chiziglarni noma’lumlar
oldidagi koeffitsiyentiga proporsiona! bo‘lishi, ularning parallel boiishlik
shartlarini ifodalaydi.

To‘g‘ri chiziglarning perpendikulyar bolishi K, K, =-1 dan

I b,J , bJ
va y o ‘zgaruvchilar oldidagi koeffitsiyentlar ko ‘paytmasini yig‘indisi nol
bolishligi ulaming perpendikulyarlik shartini ifodalaydi.

1 yoki A,A2+BiB2=0 nihosil gilamiz .Ya’ni x

Mashglar

1 a={2,—;—2} vab =18;-4;0} berilgan bo‘lsa, quyidagilarni to-
ping.
a) c=2avad=b-a

b) c va d laming uzunliklarini;
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v) d ning skalyar kvadratini;

g) (c>d) ni;

d) ¢ vad lar orasidagi burchakni.

2. OXZ tekisligiga nisbatan A(l;2;3) ga simmetrik bo‘lgan nuqtani
toping.

3. A(X;0,0) nugta B(l;2;3) va C(—;3;4) dan teng uzoglikda yotishi
ma’lum bo‘lsa, X ni toping.

4. OZ o‘gida shunday M ni topingki, undan A(2;-3;l) nugtagacha
boigan masofa 7 ga teng bo'lsin.

5. Agar kesmaning bir uchi A(1;-5;4), o‘rtasida C(4;-2;3) nuqtada
bo‘lsa, ikkinchi uchining koordinatalari ganday bo‘ladi?

6. Agar a ={ 1;2;1} bo'lsa, g ={ 4;2;9} bo‘lsa, c =4 + b vektoming
uzunligini toping.

7.a = {~2;1;4 } vektor va M (I;0;-1) nuqta berilgan. Agar 2a+"x
XMN boisa, N nuqtaning koordinatalarini toping.

8 m ={-1;5;3} van ={2;-2;4} vektorning skalyar ko‘paytmasini to-
ping.

9-b ={6;-9;12} vektoriga kollinear va & mb = 9 tenglikni ganoatlanti-
ruvchi a vektomi toping.

Uyga vazifalar

1. Koordinatalar boshiga nisbatan A(l;2;3) ga simmetrik boigan
nuqgtani toping.

2. X ning ganday giymatida M(X;0;0) nuqta M I(l;2;-3) va M2 -
2;1;3) dan barobar uzoqglashadi?

3. Uchlari A(l;-2;4)va B(3;-4;2) nuqtalarda bo‘lgan kesma o ‘rtasi-
ning koordinatalarini toping.

4. A(3;-2;5) va B(-4;5;-2) nuqtalar berilgan. vektoming koor-
dinatalarini toping.

5. Agar a ={6;2;1 }vab ={0;-1;2 }bo'lsa, c =2 a- b vektor-
ning koordinatalarini toping.

6 . Z ning ganday giymatlarida £ =2i - 9j+Zk vektoming uzunligi 11
ga teng boMadi?

7. m = {4;5;x }van=|-2;2;2 }vektorlar perpendikulyar boMsa,
X ning giymati qanchaga teng bo‘ladi?
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35-8. Tekislikning umumiy tcnglamasi

T tekislik MO(X0,Y0,20) nuqtadan o‘tib n ={AI;B,;C,} vektoriga
perpendikulyar bo‘Isin. Bu shart bilan T tekislik fazoda bir giymatli aniqg-
lanadi va n ga tekislikning normal vektori deyiladi. T tekislikda ixtiyoriy
M (X,Y,Z) nuqta olamiz.

Unda MM ={X-X0Y-Y0,Z-Z(}

vektori n"A"B"C,} ga

perpendikulyar bo‘ladi va skalyar
ko‘paytmasi nolga teng boladi,

ya’ni (n,MOM) =0. Shunday
gilib, MQ(X0,Y0,Z0) nuqgtadan
o‘tuvchi va fi ={A,B,C} vektoriga
perpendikulyar bolgan tekislik ten-
g 1 a m a S i

A(X-x0)+B(y-yo+C(z-z9=0 (1)

ko‘rinishida boladi.

(1)- ni soddalashtirib, Ax+Bu+Cz+D=0 (D= -Ax0BY0OCZO0) te-
kislikning umumiy tenglamasini hosil gilamiz.

Ax+ By +Cz+ D =0 tenglamaning tekislik tenglamasi bo'lishini
isbotlash mumkin, bu yerda A2+ B2+ C 0.

1 Agar D=0 bo'lsa, Ax+Bu+Cz=0 tenglama koordinata boshidan
o ‘tuvchi tekislik tenglamasini ifodalaydi.

2 n*0,R*0,C *0, A=0 bo'lsa, Bu+CZ+D”"0O tenglama OX
o‘giga parallel, D=0 da esa OX o'gidan o‘tuvchi tekislikni ifodalaydi.

3. Agar A*0,B=0,C*0, D#0 bo‘lsa, AX+CZ +D =0 teng-
lama OY o'giga parallel va D = 0 da OY o‘gidan o ‘tuvchi tekislikni ifodalaydi.

4, Agar A*0, B*¥0, C=0, D*0 bo'lsa, AX+BY +D =0 teng-
lama OY o'giga parallel va D = 0 da OY o‘gidan o ‘tuvchi tekislikni ifodalaydi.

5. Agar A*0,B*0,C=0,D*0 bo'lsa, CZ+D =0 tenglama
XOY tekisligiga parallel va D = 0 da XOY tekislik bilan ustma-ust tushuvchi
tekislikni ifodalaydi.A =0, B* 0, C =0, D * 0 bo‘lsa, tenglama X0OZ
tekisligiga parallel va D = 0 da XOZ tekislik bilan ustma-ust tushuvchi
tekislikni ifodalaydi.
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6. Agar A*0,B=0,C=0,D *0 bo'lsa, AX+D =0 tenglama
XOZ tekislikka parallel va D = 0 da XOZ tekislik bilan ustma-ust tushuv-
chi tekislikni ifodalaydi.

7. Agar A=0,B=0,C*0, D*0 bo'lsa, BY +D =0 tenglama
XOY tekislikka parallel va D = 0 da XOY tekislik bilan ustma-ust tushuv-
chi tekislikni ifodalaydi.

Tekisliklaming parallellik va perpendikulyarlik shartlari mos ravishda
n, ={A,,B1LC1} va n, ={A2,B2C2Z} normal vektorlarning kolleniarlik va
perpendikulyarlik shartlari bilan aniglanadi, ya’ni

Al _ B _c,
A2 B2 C2 daT,IIT2 bo‘ladi va A,A2+B,B2+C,C2=0

daT, IT, boMadi.

36-8. Fazoda to‘g‘ri chiziq tenglamasi

Fazoda to‘g‘ri chizigni ikki tekislikning kesishishi sifatida berish
mumkin, ya’ni
A X+B.Y+C.Z+D"O (*)

AX+B2Y+C2Z+D,=0 sistemani gqanoatlantimvchi nuqtalar to ‘plami
B.C, A,C, AB,

BC., a2?2 A2B? vektor 1to‘gri
chizigning yo'naltiruvchi vektori bo'ladi. (*) sistemani ganoatlantimvchi

to‘g‘ri chizig bo‘ladi, bunda S =

MQx0;y0;z0) nugtauchun /: I_.XO— y -11y0 z- 120 o‘rinli bo“ladi.
i n
Bundan tashqari, agar to‘g‘ri chi-
zig S = {m,n,p} (yo'naltiruvchi vek-
tori deyiladi) vektoriga ega bo‘lsa
va M/XpY~Z,) nugtadan o ‘tsa, uning

tengl amas.in.
MIM = {X-X1LLY-Y,,Z-ZI1} va
M S = {m,n,p} vektorlarining kolleni-

arlik shartidan foydalanib quyidagicha
yozish mumKkin:
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Z,
,buyerda n* QP=*0.
m

X-X, Y-Y, .
, Z-2720=0 bo'ladi.
Shuningdek M, (X[Y,Z,) va M2(X2;Y2;Z2) nuqtalardan o ‘tuvchi
X-X, Y-y. zZ- L
bo‘ladi.
Y2-y.
Bu to‘g‘ri chizigning kanonik (sodda) tenglamasi deyiladi.

Agar P =0 bo‘lsa,
to‘g‘ri chiziq tenglamasi

37-8. Chizigli tenglamalar sistemasi
;[HIY + h V:CI

ax + b=c2 ikki o‘zgaruvchili chiziqli tenglamalar sistemasini
garaymiz.

Bu sistemani
G a /7\
y”"b7 b (i)

ko‘rinishida yozayuk.
-X + - M
w

Quyidagi hollar bo‘lishi mumkin:

I-hol.

a, b, a, b,

~r=* dan
b Q ay - €h
: 2, o f2 3 0 '62 U

ya’ni [/, va [2to‘g‘ri chiziglar turli
burchak koeffitsentlariga ega bo'lganligi
uchun ularkesishadi. Kesishish nugtasini

kordinatalari - bir juft son bo‘lib,
berilgan sistemaning yechimi bo ‘ladi.
2-hol.
a, b ¢ -a,  -a,
— == aPb.=b7, <=>— =—-
a2 b, c, 2" 2 b, 2

ya’ni to‘g‘ri chiziglar bir xil burchak koefiitsiyentlariga ega va

138



c2b2- b2,

b, b2
bo‘lganligi uchun to‘g‘ri chiziglar parallel.

Bundan sistemaning yechimga ega emasligi

kelib chigadi.
3-hol.
= ll=£1
a2 b2 «c2

arb, = b2fl; va. c2b, = b%c*

0o -- va - =1L
b, b, b2

ya’ni to‘g‘ri chiziglar ustma-ust tu-
shadi va sistema eheksiz kogp yechimga
ega bo‘ladi.
I-misol.

2X + 3y

8
4x + 6x = 14 sisteman*yeching.

Yechish. —¢ —ekanligidan sistema yagona yechimga ega.

x:;3y+4 X=-y +4 -3 . -f ,
2 « X'"T y+40ix=lI
4x + 35y =14 4(yY +4)+5y =14 y=2 ly=2"
2-misol .
3x+2y =1

6x +4y +3 sistemani yeching.

Echish. - - —- - ekanligidan sistema yechimga ega emas.
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Birinchi tenglamani 2 ga ko'paytirib, ikkinchisidan ayirib go ‘shish
mumkin:
6x - 3x +4y -4y =3-20 0=1, bu mumkin emas.
3- misol

2x+y =1
4x + 2y =2 sistemani yeching.
1

2 1
Echish. - = —= —ekaniigidan sistema cheksiz ko ‘p yechimga ega.

2x+y=10 y=-2x+1
x =t debbelgilasak, y = 2t+ I,te R bo‘ladi .

fax +y = al
4 - misol. | x+ay =[ sistemani a lar uchun yeching.
Echish. * l<=>a* 17*-1, bundan ae(-o00;-Du(-1;1)u(l: o)

da sistema yagona yechimga ega:

y =a2-ax

ly=a - cal y=a -ax
3 0 (1-a3)o
(x + -ox) =10 |(1-<r)x=i-a3 X =

(1-a2)
y - az_a*_]::__g_____?_% a
1+a Y =1+

@-a)(l+aia2)C 1+a+al
1-a)(l+a) 1+a

a=1bo'lsin, ix+y=1<x+y=1 y=1-x
jx+y=1
x =t y=1- 1 te R, demak, a=1da sistema cheksiz ko‘p yechimga ega.

a=-1 bo'lsin, J-x +y =1 -1 L 1
[x —y =i T =7i*T
ekaniigidan sistema yechimga ega emas.
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a=1da(x;y)=(1—),teR;
a=-1da:(x;y)=0.

5-misol. J|x| +|y| = fl
[x2+y2=1
Sistema nechta yechimga ega ?
Echish: x2+ y2=1 tenglama tekislikda markazi koordinata boshida, radiusi 1

ga teng aylanani ifodalaydi. |x| +|y| = a tenglama at 0 da yechimga ega

bo‘lishi mumkin.
UTy¢ 0dax™y—a ;y.~a- x; a>0 ko‘rinishmi oladi.
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a>J?2
echim yo“q.

ae (-x; 1)U (V2; ») dayechim yo‘q.
a =1 va a =2 da to‘rtta yechim;
ae( -4 )da 8tayechim bor.
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IV bob. TURLI KOORDINATALAR SISTEMALARI
38-8. Affin va dekart koordinatalar sistemasi hagida gisgacha ma’lumot

Fazoda ixtiyoriy O nugtada komplanarbo‘lmagan uchta /, /2/3vektor-
laming boshini joylashtiramiz.
Ta’rif. O nuqta va /, 24 bazisdan iborat to‘rtlik affin koordinatalar

sistemasi deb aytiladi va O, ,/2,/3 deb belgilanadi, O nuqta koordinata

boshi, lar koordinata vektorlari (/, - birinchi, /2ikkinchi, /3
uchinchi koordinati vektori).

Koordinata boshidan o‘tib koordi-
nata vektorlariga parallel bo‘lgan
yo‘naltirilgan chiziq koordinata o‘qgi
deyiladi(abssissa, ordinata va applikata
o ‘gqlari va mos ravishda OX, OU 0OZ
deb belgilanadi.) OX va OY, OX va
0OZ, OU vaOZ o‘glar aniglagan tekis-
liklar koordinata tekisliklari deyiladi va
OXU, OXZ, OYZ deb belgilanadi.

Agar koordinatalar sistemasining bazisi ortonormallangan bolsa, u
to ‘g‘ri burchakliyoki to ‘g ‘ri burchakli dekart koordinatalar sistemasi deyiladi.
Bunday sistema Oijk deb belgilanadi, bu yerda

i2=j2=k2=1 i°*j k=0.
39-8. Qutb koordinatalar sistemasi hagida gisgacha ma’lumot

Tekislikdagi nugtaning holatini aniglashda affin koordinatalar sistemasi
qulaylik tug‘diradi, lekin yagona emas. Tekislikda O nuqta va birlik vektomi
olaylik.

O nuqta va i vektordan tuzilgan juftlik qutb koordinatalar sistemasi

deyiladi va O/ yoki (O,/ ) deb belgilanadi.

O nuqtava i vektoriga parallel OR o ‘gni garaymiz. O nuqta polus, OR
0°‘q esa qutb o‘gi deyiladi.

M tekislikning ixtiyoriy nuqtasi bo‘Isin.
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(P="i,0OMj Ba p=OM deb

belgilaylik. Agar M nuqgta O nugta bilan
ustma-ust tushsa, unda p=0, tp- esa
aniglanmagan.

Shunday qilib nuqgta holatni bir giymatini aniglaydi. (-ti < < n).

Eslatma. M(p,<p) nuqtaning qutb burchagi >0 da @- 2n ga, <0
da cp+2n ga teng bo‘ladi. Bunday holda harbir nugtaning qutb burchagi
polyusdan fargli ikkita giymatga ega bo‘ladi va- 2n dan 2n gacha o ‘zgaradi.

(ij) =@=90° bo‘lsin, unda OM =xi +yj va 9= (i, OM). Unda
X = pcoscp, y=psincp.

Bundan X2+y2=p2, demak, p=-yxR+y2 va

. X
SIN(p =~ 5cev r-

COScp= —-T T-,
X +y X +y

40-8. Sferik koordinatalar sistemasi hagida gisgacha ma’lumot

Sferahammaga ma’lum gadimdan tekshirilgan sirt. Astronomlar va
astreloglar koinotni o‘rganib, yer sharining qutb yulduzi orqgali o ‘tuvchi
0‘q atrofida bir yilda bir marta to‘lig aylanishini kuzatganlar. Yulduzlami
greklar planetalar deb ataganlar, (Quyosh, Oy, Merkuriy, Benera, Mars,
Yupiter va Satum). Yeming planeta ekanligini birinchi boiib Nikolay
Kopernik (1473-1543) aniglagan.

Yulduzlami va planetalar harakatini biror sistemaga nisbatan garamaslik
ma’nosizdir. Bunday sistema sferada dekart sistemasigacha paydo bo‘lgan.

Qutb orqali o ‘tuvchi katta aylanalami meridian, qutb yulduzi orgali
o ‘tuvchi diametr (jahon o‘gi)ga perpendikulyar tekislik bilan kesganda,
kesimda hosil bo‘lgan aylanalar parallellar deb aytiladi.

Barcha yulduzlar parallellar bo‘ylab jahon o‘qgi atrofida aylanadi,
anigrog‘i, gap yer shari hagida ketayapti. Biz qo‘pollik bilan yondasha-
yapmizki, yer bu shar emas, modeli esa globus. N-qutb yulduzi bu shi-
moliy polus va S-janubiy polus orgali meridianga o ‘tadi.

Tekislikka o'xshash sferadagi har bir nuqta o'zining bir juft
koordinatisiga ega.

Sferaning barcha nugqtalari bir xil.
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r(u,v) = osin v/ (u) + acos vk sfera tenglamasini yozaylik, bu yerda

/(u) +cosu/ +sinuj yoki to‘lig r(u,v) =accsusinv/+sinusin v[+acosvk
lar egri chiziqli koordinatalar deyiladi. Nima uchun? Tekislikda x = cost
tenglamali har ganday chiziq to‘g‘ri chiziq bo'ladi, shunga o'xshash u = cost
ham to‘g‘ri chizig.

Xususiy holda x=0 va y=0 koordinata o‘glari. Sferada-chi?
u=0 da XOZ tekislikda yotuvchi katta doiraning aylanasini ifodalaydi,
hagigatan ham u=0da r (o,v) = p(v) = asin vi +acos vk ,bu yerda p(B)-
birargumentning vektor funksiyasi. Har ganday u-u0*0 uchun yana bitta
meridian moskeladi, ya’ni p, (v) =r (u0,v) = asinv/ (u0)+ acos vk bu

aylana bo‘lib, /(u0) va k vektorlar tekisligida yotadi.

v = deb olaylik.

Ekvator tenglamasi hosil bo'ladi: r(u, =p(u, ~) =acl(u). v=vo0
bo‘lsin, unda p2(u) =r(u,v0) yoki p2(u) =asin vd/(u) + acos vok;
acosV0 = b, tfsin vO=c deb belgilasak, p2(u) = cf(u) +bk bu aylana

tenglamasini ifodalaydi. Radiusi s ga teng ekvatordan b = asin V0 birlik
masofada yotuvchi parallel bo'ladi.

Uyga vazifalar

1. A(2:3) nuqgtadan o ‘tib: a) OX o‘giga parallel; b) OY o‘giga parallel;
v) OX o‘qgi bilan 45°tashkil etuvchi to‘g‘ri chiziq tenglamalarini tuzing.

2.a) AB; 1) va B(5;4) b) AB; D) vaC(3; 5); i) AB; 1) vad)(-4;
1 nuqtalardan o ‘tuvchi to‘g‘ri chiziqg tenglamasini tuzing.

3. ABC uchburchak AB, BC va AC tomonlaming tenglamalari mos
ravishda 4x + 3y - 5 =0, x - 3y +10 = 01. Ulaming koordinatalarini toping.

4, 2x—3y+1=0 va 3x—y—2=0 to‘g‘ri chiziglaming kesishish nuqtasi-
dan o‘tib y=x+1 to‘g‘ri chizig‘iga parallel va perpendikulyar boMgan to ‘g ‘ri
chiziq tenglamasini tuzing.

5. Uchlari A(—=3; 0), B(2; 5), C(3; 2) nuqtalarda bo‘lgan uchbur-
chakning BD balandlik tenglamasini va uzunligini toping.
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6. Koordinata burchagida 3 kv birlik yuzali uchburchak ajratib A(4; 3)
nugtadan o'tuvchi to‘g‘ri chiziq tenglamasini tuzing.

7. Paralelogrammning ikki tomoni y=x~2 va x-5y+6=0 tenglama
bilan berilgan. Diagonallari koordinata boshida kesishadi. Parallelogramning
golgan ikki tomoni T va diagonalining tenglamasini tuzing.

Mashqglar

1 A(3; -2) nugtadan o‘tib, a) OX o‘qgi bilan 135° burchak tashkil
etuvchi; b) OY o'giga parallel bo‘lgan to‘g‘ri chizig tenglamasini tuzing.

A(3; -2) nuqtadan o'tuvchi to‘g‘ri chiziq dastasi tenglamasini yozing.

3. A(-5; 4) va B(3; -2) nuqgtalardan o ‘tuvchi to‘g‘ri chizig tenglama-
sini tuzing.

4. OY o‘gidan A2; -1) nuqtadan o ‘tib OX o'giga nisbatan ikki marta
ortiq kesma, ajratuvchi to‘g‘ri chizig tenglamasini tuzing.

5. A(2; 1) nugtadan o‘tib 3x—2y+2=0 to‘g‘ri chizigMga parallel va
pedendikulyar bo‘lgan to‘g‘ri chiziq tenglamasini tuzing.

7. Uchburchak tomonlarining tenglamalari 3x—4y+24=0 (AB),
4x+3y+32=0 (BC), 2x—ya=0 (AC) berilgan. B uchidan o ‘tkazilgan
balandlik, mediana, bissektrisa tenglamalarini va ularning uzunliklarini
toping.
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