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С У 3 Б О Ш И

Оптималлаш назарияси ва математик программалаштириш 
хозир инсоп фаолиятининг турли жабхаларида кенг куллани- 
лаётган фанлардан биридир. Бу со??адаги му^им муваффакият- 
ларга катта техник системаларни лойи^алаш ва анализ килиш 
натижасида эришилгандир. Назарий билимларнинг инженерлнк 
со^асига тезда татбик килиниши хозирги замон ^исоблаш тех- 
никасининг такомиллаштирилиши ва кенг таркалиши билан 
бевосита богликдир.

Муаллиф мазкур дарсликни техника олий укув юртлари- 
нинг махсус факультетлари ва инженер-иктисодчилар тайёр- 
лайдиган ихтисосликлари учун тасдикланган яиги укув Прог- 
раммасига жавоб берадиган узининг куп йиллар даво-
мида Тошкент политехника институтида, Самарканд Давлат 
университетида ва Сирдарё Давлат педагогика институтларида 
укиган лекциялари хамда куп йиллик илмий-педагогим таж- 
рибаси асосида езди. Шунингдек, муаллиф узининг ва шогирд- 
ларининг кейинги йилларда олиб борган илмий изланишлари 
натижаларини, улардан студентлар узларининг укув фарлия- 
тида бемалол фойдалана олишларини эътиборга олиб,дарс- 
ликка киритишни максадга мувофик деб топди. Дарсликни 
ёзишда рус тилидаги адабиётлардан ^ам кенг фойдаланилди. 
Фойдалапилган илмий маколалар ва адабиётлар руйхати дарс- 
ликнинг охирида берилган.

Инженерлар учун олий математикани, физикани, химйяни, 
магериаллар царшилиги ва радиоэлектроникани билиш кандай 
зарур булса, оптималлаш назарияси ва математик прогр^мма- 
лаштириш усулларини билиш ^ам шундай зарурдир.

Хозирги кунда оптималлаш назарияси ва математик прог- 
раммалаштиришнинг катор булимлари буйича купгина ЧУ^УР 
мазмунли илмий китоблар, дарслик ва укув кулланмалари бу- 
лажак мутахассислар хизматидадир. Аммо уларнинг купи чу- 
Кур математик йуналишда ёзилган булиб, уларни урганиш 
учун студентлар махсус математик тайёргарликка эга р$лиш- 
лари керак. Айнина, оптималлаш назарияси ва математик
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программалаштириш усуллари дар томонлама тушунарли ки- 
либ ёзилган цулланма ва дарслик узбек тилида етарли эмас- 
лиги студентлар учун бир канча кийинчилик тугдирмокда.

Бу дарсликдаги темалар чукур ва пухта узлаштирилиши 
учун деярли дар бир тема охирида типик мисол ва масалалар 
изодлар билан ечиб курсашлган дамда укувчиларнинг муста- 
кил ишлашлари учун кушимча мисол ва масалалар келтирил- 
ган. Дарсликнинг бундай услубда тузилиши, уйлаймизки, бу 
курени мустацил урганувчилар учун жуда катта ёрдам беради.

Дарслик асосан техника олий ук;ув юртларининг махсус 
факультетлари ва инженер-иктисодчилар тайёрлайдиган ихти
сосликлари учун мослаб ёзнлган булса-дз, ундан университет- 
ларнинг математика ва амалий математика, педагогика ипсти- 
тутларининг физика-математика ва бошка факультетларпинг 
студентлари дам фойдаланишлари мумкин.

Дарсликнинг кулёзмасини куриб чикиб, унинг сифатини 
яхшилашга ёрдам берганликлари учун профессорлардан Ф.Б. 
Абутолиев, F. М. Косимовга ва доцент К- Сафоевага автор уз 
миннатдорчилигини билдиради.

Дарслик тугрисидаги фикр-мулодазаларни куйидаги адрес- 
га юборилишини илтимос киламиз:

Тошкент—700129, Навоий кучаси, 30 
„ Уцитувчи“ нашриётининг у мум- 
техника адабиёти редакцияси 

Муаллиф.



1-БОБ ФУНК1ШЯЛАРНИ МИНИМАЛЛАШ

1Л-§. Умумий ¡ушунчалар

Сунгги йилларда математиканинг программалаштнришга Зи]д 
бир неча булимлари вужудга келди. Буларга чизикли пр )у- 
раммалаштириш, каварик программалаштириш, чизиксиз про^- 
раммалаштириш, бутун сонли программалаштириш, динамик 
программалаштириш ва доказолар киради. Х 03ИРГИ вактда бу 
булимлар умумий тарзда математик программалаштириш ёки 
оптималлаш номи билан юритиладиган булди.

Чизиксиз программалаштириш л узгарувчига боглик бул’ 1̂ 
ушбу

г = Г (х и х2....... хп) =  Г (Х ), Х = ( х и х2, . . . , х п) (1.||1)

функциянинг куйидаги

«рД*!, х2, . . . ,  х„) =  ^¡(Х) <  Ьь 1 = 1 ,т

х ) > 0 ,  / -  \,п (1 1.2)

чекланиш шартларини каноатлантирадиган экстремум к;ий.\ 
ларини топиш масаласи билан шугулланади.

Агар Р(х) ва ®Дх) функциялар чизикли, яъни

«г

^ ( ^ ) = = 2  С)Х}, 9,(л:)= а1,х]*СЬ1, / = 1 ,,тЧ  1 -» ■ •’
Щ  /=1

булса, у долда (1.1.1) ва (1.1.2) масала чизикли п рограмм а лЬ1и- 
тириш масаласи дейилади. Чизикли ва чизиксиз программалаш
тириш масалалари чексиз куп ечимларга эга булади. Чекланип: 
шартлари (1.1.2) ни каноатлантирадиган ихтиёрий ечимлар 
туплами мумкин булган ёки уринли ечимлар туплами дейи 
лади.

Мумкин булган ечимлар ичидан Р (Х )  функцияга эпг ки4ик 
(минимум) ёки энг катта (максимум) киймат берадигаи ечцм
,1И X * — (х*, х\........ х*п) билан белгиласак, бу ечим оп т щ ал

(энг кулай) ечим дейилади. Г (Х )  функцияга эса оптималлаш- 
тариладиган ёки мацсаб функция дейилади.
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Шундай цилиб, оптималлаш фани мумкин булган ечимлар 
ичидан оптимал ечимни топиш усуллари билан шугулланади- 
ган фандир. Агар цуйилган масала биргина ечимга эга булса, 
бу масаланинг оптимал ечимини топиш маънога эга булмайди.

Демак, оптималлаш фанининг асосий масаласи чизикли ёки 
чизикли булмаган (1.1.1) функцияиинг чизикли ёки чизикли- 
булмаган (1.1.2) чекланиш шартларини каноатлантирадиган 
экстремум кийматларини топиш масаласидан иборат экан.

Чизик;ли программалаштириш чизикли чекланишлар асоси- 
да чизикли функцияни оптималлаш билан, чизиксиз програм
малаштириш эса, чизикли ёки чизиксиз чекланишлар асосида 
чизиксиз функцияни оптималлаш билан шугулланади.

Оптималлаш масалалари функцияларнинг энг кичик ёки энг 
катта кийматларини топиш масаласи билан бевосита боглик 
булганлиги учун бир узгарувчили ва к^п узгарувчили функ- 
цияларни мипималлаш масалалари усгида кискача тухтаб ута- 
миз.

1.2-§. Бир узгарувчига боглиц булган функцияларни 
минималлаш

1. Масаланинг куйилиши. Бизга сонлар укида куйидаги 

у =  / ( * ) ,  (1.2.1)

скаляр функция берилган булсин. Сонлар уки Я, да шундай 
нуктани топишимиз керакки, (1.2.1) функция узининг 

энг кичик кийматига эришсин, яъци

/(х 0) =  т 1 п / ( 4  /?,. (1.2.2)

Бошкача килиб айтганда, (1.2.2) тенглик сонлар уки даги 
барча л: лар учун куйидаги

/(*< > )< /(* )  (1.2.3)
тенгсизликнинг уринли эканлигини билдиряди.

(1.2.2) шартни каноатлантирувчи х0 нуктани топиш масаласи 
бир узгарувчига боглик булган функцияларни минималлаш 
масаласи дейилади. Топишимиз керак булган х0 пукта / (х ) 
функцияга минимум бсрувчи нукта ёки цуйилган минималлаш

1- раем. 2- раем.



У *

о

3 -  р а е м .

масаласининг еяими дейилади. (1.2.3) тенгсизлик чизмада сод- 
дагина ифодаланади (1-расм). Минималлаш масаласи дамма 
вакт дам ечимга эга булавермайди, масалан:

булса, бу ораликда функция узининг аник куйи ёки юкори че- 
гараларига эришади.

Агар (1.2.2) шартии каноатлантирадиган хп нуктани топиш 
талаб килинган булса, бу нукта (1.2.1) функцияга абсолют ёки 
„глобаль“ минимум берувчи нукта, куйилган масала эса, абсо
лют ёки „глобаль“ минималлаш масаласи дейилади.

Агар сонлар укидан шундай х0^ Я х нукта топиш мумкин 
булсаки, (1.2.3) тенгсизлик, етарли кичик е > 0  сон учун

булганда, сонлар укидаги дамма х £  /?, лар учун бажарилса, хг, 

нукта (1.2.1) функцияга нисбий ёки „локаль“ минимум берув
чи нукта, куйилган масала эса нисбий ёки „локаль“ минимал
лаш масаласи дейилади.

Функцияга абсолют минимум берадиган нукта нисбий ми • 
нимум берадиган нукта булишлиги дам уз-узидан тушунарли 
дир. Бу 1-расмда яццол куриниб турибди.

функциялар бирорта дам нуктада мипимумга эришмайди

фараз киламиз. Чунки, Вейерштрасс теоремасига асосан, а
(1.2.1) функция бирор ёпик ораликда аникланган ва узлуксиз

ва 3-расмларга каранг).
Шунинг учун бундан кейин функцияларнинг миним; 

мавжудлигининг зарурий шартларини текширишда каралг 
ган функциямиз Вейерштрасс теоремасининг шартларини 
ноатлантиради, яъни минималлаш масаласи ечимга эга

х — * о 1  <  е



2. Минимум мавжудлигининг биринчи тартибли зарурий 
шарти. Нисбий ва абсолют минимум берадиган нукталарда 
бажариладиган шаргни топиш учун зарур булган куйидаги 
теоремани исботлаймиз.

1-теорем а. Сонлар Укида аникланган, узлуксиз ва диф- 
ференциалланувчи (1.2.1) функция берилган булсин. Агар х0 
нукта (1,2.1) функцияга нисбий минимум берувчи нукта булса, 
шу нуктада унинг биринчи тартибли досиласи нолга тенг, 
яъни

/ '( • * )-  0.

Исботи. Аксинча фараз киламиз, яъни 

/ ' ( * ) = а ^ 0

булсин. Сонлар укидан шундай xQ R , ни танлаб оламизки, 
х —хп =  — signa бÿлcин. Бу ерда signa a сонининг ишорасини 
билдиради, х  ва х0 нукталар оркали *(р) = х 0+ $(х—х0), 0< р<1  
нуктани тузамиз. Бу нукта р нинг етарли кичик кийматида х0 
нуктага энг якин ораликда ётадиган булади, яъни олдиндан 
берилган е>0 сон учун шундай pt> 0  сон топиладики, 0 < р < р, 
булганда

ИР) — х0\ < 8

тенгсизлик уринли булади. Энди /рсО)] =  t[x0 +  Р(х — л0)] 
функцияни хп нукта атрофида Тейлор кзторига ёйиб, бирицчи 
ва иккинчи тартибли досилалар катнашадиган дадлар билан 
чегаралансак, куйидагига эга буламиз:

/ИР)] =  Л*о) + f-~  р(*—*о) + 1-~  [Р(*-*о)]ЧО[Р(х-л0)*]

ёки

/\х(Щ—/(*„) =  / '(х 0Ш х - х 0) + 0 И Р )—Jf0] =

(1.2.4)

Р пи шундай танлаб оламизки, <  |а | булсин. У долда (1.2.4)
Р

дан куйидагига эга буламиз:

/ИР)]-/(*„)< о
ёки

/[■*(?)] < /(-*■ о)-
Бу эса х0 нуктанинг нисбий минимум берувчи нукта экан- 

лигига зиддир. Фаразимиз нотугрилигидан а=0 , яъни f'(x) =  0 
эканлиги келиб чикади. Теорема исботилан эса (1.2.1) функ
цияга нисбий минимум берадиган д: нинг кийматлари
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/'(*) =  О (1 .2 .5)

тенгламанинг илдизлари орасида эканлиги келиб чикади. (1.2.5) 
шарт функция минимуми мавжудлигипинг биринчи тартибли 
зарурий шарти дейилади.

3. Минимум мавжудлигипинг иккинчи тартибли зарурий 
шарти х = х 0 нуктада (1.2.1) функция минимуми мавжудли- 

гининг биринчи тартибли зарурий шарти

П * о ) = 0  (1.2 6)

бажарилади, деб фараз килайлик.
Агар х0 нукта (1.2.1) функцияга нисбий минимум берувг 

нукта булса ва (1.2.1) функциядан иккинчи тартибли узлу! 
сиз досила мавжуд булса, дг0 нуктада кушимча яна цанд, 
шарт бажарилишиии топиш учун куйидаги теоремани исбот! 

киламиз.
2 - т еоре м а . Агар (1.2.1) функцияСонлар уки R , да ани1н 

ланган узлуксиз ва икки марта дифференциалланувчи фун 
ция 65'лса, нисбий минимум берадиган х0 нуктада унинг икки 
чи тартибли досиласи манфий булмайди, яъни

П х  о ) > 0 .  (1.2

Исботи. f"(x0) =  а <  0 деб фараз киламиз ва 1-теорема 
acoran х0 нуктада (1.2.6) шарт бажарилганлиги учун Тейл 
формуласига асосан куйидагига эга буламиз:

/ ( * )  =  /(*<,) +  f" (x о )(х- Х оТ  +  о \(х— х 0)2
21

еки

/(*) -  f ix  о) =  1  Г (х 0) ( х - х 0)2+ Щ х - х 0Г] =

. Э* Г “ 1 <КР*>1
=  ± ар* + 0 (р * )- ‘г 2 +

, ¡i =  x-

0 ( 3 » )

< | 'б  п-Шундай р, ни танлаймизки, |р| <  р, булганда,
I Р2 .

син. У долда ихтиёрий етарли кичик е >  0 сон учун 0 <  | р | <  
<m in(e , р,) булганда я =  .х0 +  р нуктада куйидаги тенгсизлик- 

лар бажарилади:

f(x ) <  f{x0); |* — х0|<е,

бу эса, х0 иуктанинг (1.2.1) функцияга нисбий минимум 6dp¡a- 
диган нукта булишлигига зиддир. Бу карама-каршилик о<0  
деб килган фаразимизницг нотуррилигини курсатади. Дем 
а >  О ёки /"(-»ol^O дир. Теорема исботланди.

(1.2.7) шарт (1.2.1) функциянинг минимуми мавжудлйг 
нинг иккинчи тартибли зарурий шарти дейилади.

ак,
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Агар хп нуцтада Г(х„) <  О 
булса, бу нуцтада каралаётган 
функция максимумга эга. Агар 
х0 нуктада /"(хп) =  0 булса, х0 
нуктанинг цандай нукта эканли- 
ги номаълум булиб колади

Функцияларни иккинчи тар- 
тибли досила ёрдамида экстре- 
мумини текширишни 1-жадвал- 
дагидек тасвирлаш мумкин.

Юкорида исботланган 1- ва 2- теоремалардаги шартлар 
функция минимума мавжудлигиминг зарурий шартлари булиб, 
етарли шартлар була олмайди. Бунга ушбу

/(х) =  — х4, \х\<  1

функция мисол була олади. ^акикатан дам * 0 =  0 нуцтада 

/'(0) =  -  4 к*1Хо=0 =  0, /"(0) =  -  12х2/Ха_0 =  0

яъни, минимум мавжудлигининг биринчи ва иккинчи тартибли 
зарурий шартлари бажарилади, лекин (4-расмга царанг) х0= 0  
нуцта каралаётган функциямизга абсолют максимум берувчи 
нуктадир.

4. Минимум мавжудлигининг етарли шарглари. Бизга олий 
математика курсидан маълумки, аргументнинг досила нолга 
айланадиган ёки узиладиган кийматлари критик нукталар  
дейилади. Юкорида келтирилган мисолимиздан куринадики, 
дамма критик нукталар дам функцияга нисбий минимум берув
чи иукта булавермайди. Лекин, функция бирорта нуктада нис
бий минимумга эришса, у нукта, шубдасиз, нисбий минимум 
берувчи критик нукта булади.

Шундай килиб, функциянинг экстремумларини топиш куйи- 
дагича бажарилади: дамма критик нукталар топилади, сунгра

дар бир критик нукта алодида текшириб 
курилади, яъни экстремумнинг мавжуд- 
лиги учун етарли шартлар куриб чици- 
лади. Бу шартлар куйидагилардан ибо- 
рат.

3- т еорем а . }{х) функция критик 
нукта х0 ни уз ичига олувчи бирорта 
ораликда узлуксиз ва шу ораликнинг 
дамма (лг0 нуктанинг узидан бошка) нук- 
таларида дифференциалланувчи булсин 
(5-расм).

Агар шу нуктанинг чап томонидан 
унг томонига утишда досиланинг ишо> 
раси манфийдан мусбатга узгарса, функ
ция х0 нуктада минимумга, агар мусбат- 

4-раем. дан манфийга узгарса, максимумга эга-

1. 1- ж а д в а л

П х  о) Хо

0 + минимум

0
иуцта

— максимум
нукта

0 0 номаълум
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f < 0

! f ‘>o

f>0

5- раем.

дир; агар ишорасини узгартирмаса, у долда экстремум мав-

^и-
зи-
лан

жуд эмас.
Бу теореманинг исботи олий математика курсида батаф 

курсатилганлиги учун бу ерда исботлаб утирмаймиз.
Функция минимумларини топишда критик нукталар Я1<1 

да досиланинг ишорасини текширишни шу иукталарнинг 
да иккинчи тартибли досиланинг ишорасини текшириш би 
алмаштириш мумкин, яъни куйидаги теорема уринлидир

4 - теорем а . Агар /(х) функция сонлар уки /?, да аникА^н- 
ган, узлуксиз ва икки марта дифференциалланувчи булиб 
нуцтада куйидаги шартлар:

(1/(*„) =  0, / " (* „ )>  О

бажарилса, х0 нукта f(x) функцияга нисбий минимум беру 
нукта булади.

Исбот.. Тейлор формуласига асосан (1.2.8) шартларни 
зарда тутиб, куйидаги тенгликка эга буламиз:

f{x) -  f(x0) =  j  f"(xo)(x -  x , f  +  0 ((*  -  X 0Y ) .

Xn

2.8)

ВЧИ

на-

Шундай e>0 булган сонни киритамизки,

\х — х 0\ <  | а | <  | 

булиб, куйидаги

f ix )- f (x  о) =  <х2

а| <  £ булганда 

0(а2)
> 0

тенгсизлик бажарилсин, бу эса х0 нуцтанинг каралаётган функ
ция мизга нисбий минимум берувчи нукта эканлигини курса- 
-тади.

Ми с о  л. х0 =  0 нуктанинг f(x) =  1 — е~* функцияга нис
бий минимум берадиган нукта эканлигини курсатинг.

11



Хакицатан дам, 4-теореманинг шартлари х0 =  0 нуцтада 
бажарилади:

Г (х0) =  2*0 < Г \ 0=0 =  0, Г (х о) =  (2е~Л°- 4 х 1 е ~ \ _0 =  2>0.

Демак, х0 =  0 нукта берилган функцияга нисбий минимум 
берувчи нуцта экан.

1.3-§. Бир неча узгарувчиларга боглиц булган 
функцияларни минималлаш

Бизга аналитик геометрия курсидан маълумки, текисликда 
берилган дар цандай векторнинг координаталари иккита тар- 
тибланган дакиций сонлар системаси билан аниклапади ва цуйи- 
дагича ёзилади:

а — (г, у).

Текислик икки Улчов билам ифодаланади. Уч улчовли фа- 
зода берилган дар цандай векторнинг координаталари учта 
тартибланган дациций сонлар сиаемаси билан ацикланади ва 
цуйидагича ёзилади:

Ь =  (х ,у ,г).

Худди шунингдек, п улчовли фазода, яъни Нп да берилган 
дар кандай вектор п та тартибланган дациций сонлар систе
маси билан аницланади ва цуйидагича ёзилади:

X  =  (хи хъ . . .,хл).

Куйида биз п улчовли фазода аницланган функцияларни 
текширамиз. Агар X  устун вектор булса, X '— сатр вектор дам- 
да транспонирланген вектор булади, яъни

*1

х п

Бу ерда X  векторнинг компонентлари ёки фазода
берилган X  нуцтанинг координаталаридир. Бир хил улчамли 
X  ва У векторлариинг скаляр купайтмаси цуйидагича аниц- 
ланади:

У Х  =  2  х,У1 — Х 'У  =  (X ', У).
1=1

Ихтиёрий /(X ), X £  /?л, /(X ) £ С (2) (с{2) икки марта диф- 

ференциалланувчи функциялар синфн) функция учун
о А

12
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белги п улчовли устун векторни, 

човли матрицани билдиради, яъни

дЩХ)

дХ*
белги эса пХп  ул-

д«Х)

дХ

-дДХГ

дх1

дПХ)

дХъ дЩХ)

• ’ дХ‘‘

дНХ)

_ дхп _

'дЧ(Х) дЧ(Х) '

дх,д<, дх,дх2
дЩХ) д*/<Х) 

дх2дх1 дх2дхъ

д-/(Х) ■ 

дх^х,, 

д*Г(Х) 

дх,дх„

дЧ(Х) дУ(Х) 

дхпдг, дхидхп

дЩХ ) 

дхпдхп

Агар <?{Х) =  <р1(Лг), ер2{Х ),. . утг{Х) 

улчовли

булса, — белги п Х т  
дХ

д<р 

дХ '

д<г,(Х) дн(Х)

дх, дх.

д<р,(Х) ду,{Х)

дх2 дх3

дщ(Х) д^(Х)

дут(Х)

дх1
д9т(Х) 

дх2

дх„ дхп

дчт(Х)
дхп

оини

чов- 
арга 
к ИНГ

Я .

. 3 . 1 )

матрицани билдиради. Ц-АГЦ белги X  векторнинг норм 
билдиради ва у цуйидагича аницланади; \\Х\\г =  Х 'Х  ёки

ЦЛ-Ц =  У(Х\ X ) = У ( Х ,Х ' ) .

1. Масаланинг цуйилиши. Юкорида келтирилган п у л 
ли фазо тушунчасидан фойдалансак, бир неча ^згарувч^ 
боглик булган функциялар учун минималлаш масалаои 
Куйилишини цуйидагича талкин килиш мумкин: п улчоз 

фазодан шундай Х 0 нуктани топиш талаб килинадики, бунда, 

! (Х 0) =  пИп/(АГ)

тенглик /?п даги дамма X  лар учун уринли булсин. Бу 

Х 0=  (х<°, х (°),. . . ,  л;<“>) нукта п узгарувчига боглик булгар 

функцияга абсолют минимум берувчи нуцта, цуйилган 
ла эса абсолют минималлаш, мпсаласи дейилади.

Энди п. узгарувчига боглик булган функциялар учу 
бий минималлаш масаласининг куйилиши дакида ту 
утамиз. Бу масаланинг куйилиши куйидагича: п улчов 

фазода шундай Х 0(~Яп нукта топиш талаб килинадики 

даги

П Х о Х К Х )  (1.3.2Г

13
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теигсизлик етарли кичик е > 0  сон учун

1 М 1 К « (1.3.3)

булганда, дамма Х £ # п лар учун бажарилсин. Бу ерда Х 0 — 

4 0).- .м ^ 0)) нуцта /(X ) функцияга нисбий минимум 

берувчи нуцта дейилади.
Абсолют ва нисбий минималлаш масаласининг цуйилишига 

эътибор берсак, абсолют минималлаш масаласида берилган 
функциянинг аргументи X  эркли узгарувчи булиб, фацат (1.3.1) 
шартни цаноатлантиришини, нисбий минималлаш масаласида 
эса X  эркли узгарувчи була олмаслигини, яъни (1.3.2) шарт 
билан бир цаторда чекланиш шарти (1.3.3) ни дам каноатлан- 
тириши талаб цилинишини курамиз. Бу мулодаза абсолют ва 
нисбий минималлаш масалалари цуйилншининг бир-биридан 
фарцини курсатади.

2. Квадратик форма назариясидан цушимча маълумотлар.
Бизга А=\ау\ пУп  улчовли симметрик матрица берилган 
булсин, у долда

теигсизлик п улчовли фазо /?я даги дамма нуцталар учун 

уринли булса, бу форма мусбат ишорали дейилади.

Агар теигсизлик дамма Х ф О  лар учун уринли булса, бу 
форма мусбат дейилади. Юцорида келтирилган квадра
тик форма мусбат [А >  0) ва манфий булмаган (Л >  0) 
матрицалар тушунчаси билан бевосита боглиц булгани учун 
улар дацида цисцача тухталиб утамиз. Бизга цуйидаги сим
метрик матрица

берилган булсин. А матрицанинг сатрлари 1и /2> • • • . но- 
мерлардан, устунларн эса /',, / 2. . . . , ]р номерлардан бошлан- 
ган минорни цуйидагича белгилаймиз:

П П

У  у  а 1]х1х ,=  Х 'А Х

|, (1 ц — аи

а'1\1\ ^11 ]2 • • • а П]р 

а 12]\ . . .  )Р

а 1р}1 а 1Ф • • • а1р1р
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Агар ¿1 /2= Л ,  . . . .  1р=‘1р булса, минор дейилади.

I П П
=  а п\ 0 2 =

а  п а 1
> • • • » ^  а

а аи 12
а пп . . . а21 22

Яя2 * * а

минорлар эса кетма-кет бош минорлар дейилади. Энди мус- 
бат ва манфий булмаган магрицалар тугрисидаги Сильвестр 
критерияларини келтирамиз.

1) Магрицанииг мусбат, яъни Л > 0  булиши учуй у. 
кетма-кет бош минорлари

А > о ,  0 2> ............А , > 0

булиши зарур ва етарлидир.
2) Матрица манфий булмаслиги, яъни А >  0 булиши 

уиинг дамма бош минорлари

иинг

учун

/ ь  ^2» • • • > 1 р
о

манфий булмаслиги зарур ва етарлидир.
3. Бир неча узгарувчиларга боглиц булган функцирлар- 

нинг минимуми мавжудлигини.чг зарурий шартлари .\а 
ги георемалар. Х 0 £  Нп нуцта /  (А') функцияга иисбий 

мум берувчи нуцта булсин, яъни

/ ( * „ ) < / ( * )

Кида-
манн-

тенгсизлик етарли кичнкг>0 сон учун

\\Х-Х0\\<ш

булганда, п улчовли фазодаги дамма X  £  %п лар учун 

бажарилсин. У долда цуйидаги теоремалар уринлидир:
1 - т е о р е м а , п улчовли фазода берилган дифференци- 

алланувчи /(А ') функциянинг нисбий минимум берувчи нуц- 
тадаги биринчи тартибли досиласи нолга тенгдир, яъни

д (Ш

дХ
0. ((II 3. 4) 

фунгИсботи. / ( X )  =  / ( х и . . .  , х г х 1+1, . . .  , х п) 

циянииг п — 1 та аргументларини фиксирласак, яъни 

А =  1,/г (/г =,М ) деб олсак, у долда фацат бир узгарувч^га бог- 
лиц булган цуйидаги

9 (-*7 ) ^ 2’ * * * ’ 1* ‘̂ '(+1’ • • • *

функцияни досил циламиз. Бу функцияга бир узгарувчйга бог- 
лиц булган функциянинг х 1 =  х'} нуцтадаги минимуми мавжуд-
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лигининг биринчи тартибли зарурий шарти дакидаги теорема- 
ни кулласак,

_ d / (* 0) _  0j Х о== (х (0)........... Xmxt Х(0К ^(0))
dxt dx[

эканлигига ишонч досил киламиз. Бу тенгликда i  га 1 дан п 
гача киймат бериб, цуйидагини досил ниламиз:

6 f { X  о) 

d x t
= 0, df(X  о) 

бХ;
:0,

d f  (Х0)

Ох„
=  0.

Бу тенгликларнинг чап томонидаги ифодалар
д/(Хп)

дх
устун век*

торнинг компонентлари булгани учун (1. 3. 4) тенглик урин- 
лидир. Шу билан теорема исботланди.

(1. 3. 4) шарт куп узгарувчи функцияларнинг минимуми 
мавжудлигининг биринчи тартибли зарурий шарти  дейилади.

Одатда, вектор / (X) функциянинг Х 0 нуктадаги гра-
дХ

диенти деб юритилади ва куйидагича ёзилади:

grad, f  (Х 0) =
д/(Х0) 

дХ

Исбот килган теоремамиз Rn фазода берилган f (X ) функ- 

дияга нисбий минимум берувчи нуцталар

д/(Х)

дХ
=  о

тенгламанинг ечимлари орасида эканлигини курсатади. Бу тенг- 
ламанинг ечимлари / (А) функциянинг стационар ёки кри
тик  ну^талари дейилади..

Бу теореманинг маъносини к;уйида- 
гича тушуниш мумкин: функцияга нис
бий минимум берувчи нукта стационар 
нук;та була олади, лекин тескари муло- 
даза нотугридир, яъни дамма стацио
нар (критик) нуцталар дам функцияга 
нисбий минимум берувчи нукта була 
олмайди. Соддалик учун бир узгарувчи- 
га боглик булган

/(л-) =  х3

функцияни карайлик. 
нинг досиласи

д/ (х ) _  о у. 2 1  

дх *х=0

Аммо бу функция х =  0 иуцтада макси- 
мумга дам, минимумга дам эга эмас.

Бу функция-

=  0.
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Бу эса 6-расмдан куриниб турибди. Демак, стационар нук;та- 
ларнинг ичмдан функцияга минимум берадиган нуцталарни 
ажратиб олиш учун (1. 3. 4) шартдан тапщари цушимча 
шарт дам керак булиб цолади.

2 - т е о р е м а .  Агар / (X ) функция п улчовли Я п фазонинг

дамма мукталарида аникланган, узлуксиз, биринчи ва иккинчи 
тартибли досилаларга эга булса, нисбий минимум берувчи 
нуктада бу функциянинг иккинчи тартибли досилаларидан ту 
зилган матрица манфий эмас, яъни

дЧ(Х0)

0Хг

д'Ч IXо) д'Ч(Хп) дЧ (Х0)

дх,дх, дх, дх2 дх, дхп

дУ (Ха) дЧ 1Х0) д*/(Х0)

дх., <3̂| йхг дх2 дх2 дхп

дЧ(Хй)

. . . • • •

дЧ (Ха) дЧ (Х0)

ОХп ÖX, дх„ дх2 дх„ дхп

> 0 .  (1.3. 5)

Исботи. Биринчи теоремага асосан вектор f '(X 0) =  0 бул 
гани учун Тейлор формуласидан куйидагига эга буламиз:

/(А -) _ , д а _ 1 (^ _ Л - „ г 2 Ж Й ( Х - ^ ) + 0 ( | | А - - Х 0||Ч

Бу ерда ( Х - Х 0) уступ, ( Х — Х й)' сатр векторлардир, а 6i 

лап цуйндагини белгилаймиз:

а =  m in У  d‘zf  (Х0) у__ у/ д2/  (х0) -у 

|| У |1 =  1 дХ* дХ*

Аксинча фараз цилиб, яъни « < 0  деб, куйидаги нуцтаии т̂  

замиз:

* (p )  =  X 0-f pF , ||ß || С  1, У =  Х  — Х 0.

р ни етарлича кичик килиб X (р ) нуктани Х 0 иуцтанинг энг 
яц/1н атрофига тушириш мумкин У долда Тейлор формула^ 

^уйидагича ёзилади:

/ (X  ( р ) ) -  / (А0) =  |  (X  (Р ) -  Х 0У (X  (р) -  Х 0) +

+ 0 (|| X  (Р) -  А'оЦ2) -  IР 2 7' ̂  У + О Г ) =

=  I ß 2a + 0 (р2) =  Р2
а , О (Р*) 

2+1
£)1 

I2 У

Бу ерда р ни шундай танлаш мумкинки, ^  булеин, 6yi

дан

булади, бу ифода Х 0 нинг нисбий «ггтиЕМУи, бслувчи нуi 

эканлигига

f ( x m < f ( x 0)

ифода Х й нинг нисбий «ггтиЕМУи, Псдувчи 

зиддир. Демак, ( 1 . 3 . 5 )  1нарт Я 1 Ш Щ

2-2270
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га бир неча узгарувчиларга боглиц булган функциялар мини* 
муми мажудлигининг иккинчи тартибли зарурий шарти дейи- 
лади.

4 Бир неча узгарувчиларга боглиц булган функциялар- 
нинг нисбий минимуми мавжудлигининг егарли шарги. Нис-
бий минимум мавжудлигининг етарли шарги булган куйидаги 
теоремани исботлаймиз:

3 - т е о р е м а . Х 0 стационар (критик) нукта п улчовли Ra 

фазода аник;ланган, узлуксиз, икки марта дифференциалланув- 
чи / (X ) функцияга нисбий минимум берувчи нукта булишли- 
ги учун шу функциянинг иккинчи тартибли досилаларидан ту- 
зилган матрица Х 0 нуктада мусбат, яъни

дУ(Х0) Q 

д Х 2

булиши етарлидир.
Исботи. Теорема шартига асосан

min У ' d*f (Хп) к ___^ пII У Н  =  1 дх г - а > и . 
бу ерда X  — Х 0 =  Y. Шундай

* (ß )  =  *„  + p ( * - * „ )  

нукта оламизки, етарли кичик '¿>-0 учун X  (ß) нукта Х п нук- 
тага энг яцин булсин. У долда Тейлор формуласидан куйидаги

/(АГ(Э) ) — / ( Х 0) =  |  ( X  -  х 0у д- ^ -  ( X -  Х 0) +  О ( IIX  (Р) -

_ ^ 0||2) =  12 У' дУ  (*°> Y +  0 (ß2) >  « + о (ß2) =  ßa Г— 4- 2Л2!]
,0 11 / 2 дх ^  2 \г / 2 ßa J

ифодага эга буламиз. а >  0 булгани учун шундай е >  0 тан- 
0 (ß * )  а „ ,

лаш мумкинки, булсин, бу ердан куйидаги ифода
р2 2

келиб чикади:

f ( X 0) < f ( X ( $ )  ).

Охирги тенгсизлик Х 0 нуктанинг функцияга нисбий минимум 
берувчи нукта эканлигини курсатади. Теорема исботланди.

1. 4-§. Шартли минималлаш масалалари

1. Масаланинг цуйилиши. Дозирча биз шугулланган абсо
лют ва нисбий минималлаш масалаларида функцияларнинг ар- 
гументлари турлича мустацил кчйматларга эга булиши фараз 
килинган эди. Энди бу ерда функцияларнинг аргументлари 
баъзи бир кушимча шартлар билан богланган абсолют ва нис
бий минималлаш масалалари наци да тухталиб утамиз. Бундай 
долда функцияларнинг абсолют ва нисбий минимуми шартли
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абсолют минимум ва шартли нисбий минимум дейилади. 
Фараз килайлик, бизга ушбу

/ ( * „  х3, . . .  , хп) (1.4.1)

функциянинг куйидаги

х %........... хп) =  0, / =  \,т (1.4.2)

тенгламалар системасини каноатлантирадиган минимуминитопиш 
талаб килинган булсин. Бошкача килиб айтганда, тенгламала 
системаси (1 .4 .2 .) ни каноатлантирадиган шундай х и х 2, ,
, .  . . , хп ларни топиш керакки, ларнинг шу кийматларида 

(1.4 . 1) функция минимумга эришсин. Агар куйидагича 

X  —  (а :,, х 2, . . .  , Хп), ( А ) =  (§ ) ( А ), §2 (X ) ,  . . .  , § т (X

векторлар киритсак, (1. 4.1) — (1. 4. 2) ни цискача куйидагича 

ёзиш мумкин:

/ ( ^ ) ,  я- (ЛГ) =  О, Х £  /?„.

Энди говорила куйилган масалани куйидагича талкин килиш 
мумкин: п улчовли фазода

ё (Х )  =  0 (1.4.

тенгламани каноатлантирадиган шундай АГ0 £  нуктани 

пиш керакки (1. 3. 1) тенглик /?л даги дамма X  лар учун ури 

ли булсин, ёки бошкача айтганда (1 .3 .2 ) тенгсизлик бажа 
рилсин. (1 .4 .3 ) ва (1. 3. 1) шартларни каноатлантирадиган 
нуктага (1.4.1) функцияга шартли абсолют минимум беру 
чи нукта деб, куйилган масалага эса шартли абсолют мин 
маллаш масаласи деб аталади. (1.4.3)  тенгламани каноатла 
тирадиган нукталар туплами куйилган масаланинг мумкин бу 
ган ёки уринли нукталар туплами дейилади ва куйидагичй 
ёзилади:

Х = { Х  : £  (А) =  0).

Шартли нисбий минималлаш масаласининг цуйилиши куй 
дагича булади: п улчовли Нп фазода шундай Х 0 нуктани "б. 

пиш талаб килинадики, олдиндан берилган е >  0 сон уч 
||А — АГ0||<е ва £  [Хо) =  0 булганда (1 .3 .2 ) тенгсизлик 

даги дамма X  лар учун уринли булсин, ёки кискача

/ ( * „ ) < / ( . * ) ;  * ( * о )  =  0, | | * - * о | | < в , '* 6 / ? в (1.4.4)

(1 .4 .4 ) ни каноатлантирадиган Х 0 нуктага шартли нисбйи 
минимум берувчи нуцта, куйилган масалага эса шартли нио
бий минималлаш масаласи дейилади.

2. Шартли минималлаш масалаларини шартсиз минимал
лаш масалаларига келгириш усуллари.

а) Э р к с и з  у з г а р у в ч и л а р н и  й укотиш  у су  л и. Агар 
тенгламалар системаси (1.4.2) ни т  та эрксиз узгарувчига ниЬ-

3)

)|
4
а-

4
в[
и-
н-
л-

и-

Ун

Хп
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батан, масалан, х , ,  хъ . . . , х т га нисбатан ечиш мумкин бул- 
са , яъни

х ; =  А; ( х т+), х т+г, , . . .  , хп), ¿=\,т  (1 .4 .5 )

булса, шаргли минимизациялаш масаласини, биз юцорида ку- 
риб утган, шартсиз минимизациялаш масаласига келтириш мум* 
кин. Хакикатан дам, (1 .4 .5 ) ни (1.4 1) га куйсак, п — т  эрк- 
ли узгарувчига боглик булган

Ч’ ^ / л + Р  • • •  > • * . )  =  /  1^1 ( Х ,л + 1 > • • •  . хп).................

‘ ■•/1т (Хт+1.......... Хя)] (1.4.6)

функцияни досил киламиз. Демак, (1. 4. 6) тенгликдаги х да+1, ... 

. . . , х п эркли узгарувчилар (1.4. 1) тенгламалар системаси- 

иинг ечимлари би^ан безлик булмаганлиги учун шартли ми
нималлаш масаласи шартсиз минималлаш масаласига айланади.

Бу ердан, куриниб турибдики, агар (х<°>, х<£>, . . . , х (̂ >) 

нукта (1. 4. 1) функцияга шартли минимум берувчи нукта бул- 

са> (х т+р х т+2 ' • • • > хп) нукта эса шартсиз минимум берув- 

чи нукта булади. Бу нуктани тониш усулипи биз юкорида ку- 
риб утдик Эрксиз узгарувчиларии йу^отиш усули булган 
шартли минималлаш масалаларини ечишда маълум кийинчи- 
лнк тугилади, чунки (1 .4 .2 ) тенгламалар сисгемасини т  уз- 
гарувчиларга нисбатан ечиш мумкин булганда дам куп дол- 
ларда уларни ечиш мураккаб булади. Шунинг учун, (1. 4. 2) 
тенгламалар системасини ечищ га э>;тиёж колмайдиган кулай 
усул Л агранж  усулидир. Энди шу усул дацида кискача тух- 
талиб утамиз.

б) Л а г р а н ж  ни н г а ник  мае  к у п а й т у в ч и л а р  у с у 
ли. Бизга (1.4. 1) фупкциянинг (1 .4 .2 ) чекламиш тенглама
лар системасини каноатлантирадиган минимумини топиш талаб 
килинган булса, куйидаги

Г  (Х|, Х 2, . . .  , Хп, Хд, , ^2, . . , , Xт ) =  Хд/ ( х , ,  Х 2, . . . ,

т

• • -Хп ) + ^ к̂ 1 (Хи Х2, . . .  , Хп)
¿=*1

ёки кискача

т

Р (Х , Х0, 1) =  \0[(Х ) + ^ 1(Х) (1.4.7)

X  — (Хр х2, • • > , х д), X =  (Х2, /.2, . . .  , Хт)

функцияни тузамиз. Бу функция Л агранж  функцияси дейи-
лади. Х0, А,, к2...........1т — Лагранжнинг аницмас купайтув-
чилари дейилади. Агар Х0 =  1 булса, (1 .4 .7 ) функция Лаг
ранжнинг нормал ф\нкци.ясн дейилади. Бундан кейин биз 
Лаграшкнинг нормал функцияси билан иш курамиз.
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(1. 4. 7) функциядан х} (/' =  1,«) ва \ (/ =  1 ,т) узгарувчиг 
лар буйича хусусий досилалар олиб иолга тенглаштирсак, цу- 
йидаги

дГ(Х,'К) д/(Х)

дх)

дР(Х. X) 

ОХ;

д Х : ¡=1 дХ]

, £ г(ЛГ) =  0, } — 1,«, I =  !,/«

(1.4 8)

чатенгламалар системасини досил киламиз. (1. 4. 8) ни цискг 
вектор формасида цуйидагича ёзиш мумкин:

дР{х, X) _ а Р ( ^ ) + >/а г _ 0 = . (Х ) =  0, ( 1.4.^)
д* д* дХ ’ дХ

Шундай килиб, биз Лагранж усули билан п номаълумли т  ■)- 1 
тенгламалар системасини п. т  номаълумли п -\- т  та тенгла
малар системасига келтирдик, ёки бошцача килиб айтганда, 
берилган шаргли минималлаш масаласини (1. 4. 7) шартсиз ми- 
нималлаш масаласига келтирдик. (1 .4 .9 ) системани каноатлан- 
тирадиган Х 0 нуцтага нормал минимум нуцта, куйилган ма- 
салага э:а нормал шартли минималлаш масаласи дейилади. 
(х'{, х°, . . .  , х°п, Х°, Х°, . . . , Х°) ну/(таг а куйилган масала- 

нинг ечими ёки Лагранж функциясининг стационар (критик ) 
нуцтаси дейилади.

М и с о л . Ушбу / (л:,, х 2, х 8) =  х 1 ■ х2 + х 2 х3 
функциянинг куйидаги

(хи х2, х 3) =  х { х 2 2 — О, 

g2 (хн х2, х я) — х2 -|- х3 2 О

чекланиш шартларини цаноатлантирадиган шартли мини^у 

нуцтаси юпилсин.
Ечши. Куйилган масала учун Лагранж фуНкциясини ту; 

миз:
2

Р  (х1г х2, х3, X,, )2) =  / (х ,, х2. х3) + (х,, х2, х3)
¿=1

м

^а-

= х^х2 х2х$ -)- X! (х, -4- х2 2) + Х2 (х2 ~Ь 2)

ва

дГ(Х, X) 

дх,
■ о ,

дР (X, X)

дхп
■ 0.

дР (X, X) 

дх.
0,

дР(Л, X) 

<?Х,
0,

дР(ХЛ)

д Х2

шартлардан куйидаги тенгламалар системасини досил кила

х 2 -Ь -̂1 =  0, '

Х\ + х3 + X, -)- Х2 =  0,

Х2 + 2̂ “  0, 
х  | х2 — 2 == 0)

Х 2 —[“ Хд —  2 —  0«

и из:
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Биринчи ва учинчи тенгламадан X,— Х2=»— х 2 эканлигини эъ- 
тиборга олсак:

х , +  * з  — 2х2 =  О, 

х, +  х 2 — 2 =  О, 

х3 +  х3 — 2 =  О

тенгламалар системасига эга буламиз. Бу системани ечсак, 

х 1 =  х2 — х 3 =  1,' X! =  Х2 =  — 1 булиб,

/ (хи х2, х3) =  1 • 1 + 1 • 1 =  2

ни досил киламиз.

1. 5-§. Чекланиш шартлари тенгсизликлар системаси кури- 
нишда берилган функцияларни минималлаш

Виз дозиргача фумкцияларни минималлаш масаласини чек
ланиш шартлари тенгламалар системаси куринишида берилган 
долда карадик. Энди чекланиш шартлари тенгсизликлар сис
темаси билан берилган функцияларни минималлаш масалалари 
устида тухталиб утамиз.

1. Масаланинг цуйилиши. Визга п улчовли Яп фазода бе

рилган (1. 4. 1) функииянинг куйидаги тенгсизликлар системаси

g l (xl, х 2, . . .  , х п) <  Ьи I =  и  (1.5.1)

куринишдаги чекланиш шартларини каноатлантирадиган мини
мум ини топиш талаб цилинган булсин.

Агар (1. 5. 1) тенгсизликлар системасини каноатлантиради
ган бирорта (х@), х̂ \ . . . , х <°>) нукта (1.4.1) функцияга ми

нимум берувчи нуцта булса ёки бошкача килиб айтганда, ку- 
йидаги

тенгсизликлар п улчовли /?д фазодаги барча нукталар учун 

бажарилса, {х^\х^\ . . . , х ^ )  нуктага берилган (1.4.1) функ

цияга (1.5.1) тенгсизликлар системасини каноатлантирадиган аб
солют минимум берувчи нукта, шу нуктани топиш масаласи 
эса чекланиш шартлари тенгсизликлар системаси куринишида 
берилганда абсолют минималлаш масаласи дейилади.

Агар етарли кичик е > 0  сон учун

|| (-к?, х ^ ........... х<°>) -  (хи х2, . . .  , хп) || <  е

булганда (1.5.2) тенгсизликлар системаси уринли булса, 
(х<“>, . . .  , х (°>) нуктага (1.4. 1) функцияга (1.5.5) тенг

сизликлар системасини каноатлантирадиган нисбий минимум
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берувчи нукга. шу нуктани топиш масаласи эса нисбий мини
маллаш, масаласи дейилади.

(1.5. 1) тепгсизликлар системасини каноатлантирадиган, /?п 

фазода берилган ихтиёрий Х = ( х и х 2, , хп) нуцта мумкин 

б$)лган нукта ёки уринли нуцта дейилади.

Агар бирорта X  =  X  нукгада [?1{Х) =  Ь1, ¿ =  \,т булса, 

чекланиш шартлари (1 .5 .1 ) — актив, ё ( (Х ) <  Ь1 булса, пас
сив дейилади.

Тенгсиз пиклар системаси куринишида берилган чекланиш 
шартларини кушимча узгарувчилар киритиш йули билан тенг- 
ламалар системаси куринишига келтириш мумкин. Масалан,
(1 .5 .1 ) ни х2п+1 узгарувчилар киритиш йули билан куйидаги- 

ча ёзиш мумкин:

т

еки

(*„  х2........... хп) + х2пН =  Ьь 1 = 1 ,

х\н = ‘ Ь1 — ё 1{х и х ъ . . . , х п) (1 .5 3)

Демак, кушимча узгарувчилар киритиш йули билан чек
ланиш шартлари тенгсизликлар системаси куринишида берил- 
ганда функцияларни минималлаш масаласипи олдинги пара- 
графда каралган шартли минималлаш масаласига келтири!н 
мумкин экан. Энди Лагранж функциясини тузиш йули билан 
шартли минималлаш масаласини шартсиз минималлаш масала
сига келтирамиз. Бунинг учун Лагранжнинг ушбу:

т

Г (Х ,  х )- / ( * )  + 2 М г « ( * )- * 1  + *2+Л П ■?•!*>
1 - 1

нормал функциясини тузамиз. (1 .5 .4 ) га Лагранжнинг аник;- 
мас купайтувчилар усулини куллаб, х и х2, , х п, . . . , 

хп\т' X,, . • .  > номаълумларни топиш учун куйидаги

= Ш  + у х дШ >  -  о, у -  Тл
дх, дХ] ^  дх,

=  2\хп+1 =  О, I =  П « , \ >  О,
°хп+1

(1 .5 .5 )

г°
аки-

тенгламалар системасини досил киламиз. Бу системада Агг/н- 

булиши >1 (Ь1— g/ (X)) = 0 булиши билам тенг кучлидир. X 
катан дам (1 .5 .3 ) ни дар иккала томонини А, га купайтирпб,

1̂Хп+1 Хп+1 =  \ (̂ 1 хя> • • • > х п))

досил киламиз. Бу тенгликдан юцорида келтирилган даъво-
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мизнинг туррилиги келиб чицади. Демак, (1 .5 .5 ) ни унга тенг 
кучли булган куйидаги

т

(1.5. 6)

тенгламалар системаси билан алмаштириш мумкин. (1.5 .6) 
шаргга Лагранж  функциясининг стационарлик шаргпи ёки 
Л агранж  функциясининг минимума мавжудлигинанг бирин- 
чи тартибли зарурий шарти  дейилади.

Агар п улчовли /?п фазода берилган (1. 4. 1) ва ё {(Х) функ- 

циялар икки марта дифференниалланувчи функциялар булса, 
Лагранж функциясининг минимуми мавжудлигининг иккинчи 
тартибли зарурий шарти Х 0 стационар нуктада куйидагича 
ёзилади:

(1. 5. 7) нинг биринчи шарти Х п стационар нуктада ё 1(Х 0) — Ь1 
булганда, яъни чекланиш шарти актив булганда уриилидир).

рица. Демак, (1 .5 .7 ) ни яна дам аникрок килиб куйидагича 
ёзиш мумкин:

булишини талаб цилсак, бу шартлар Лагранж функциясиниы 
минимуми мавжудлигининг етарли шартлари дейилади. Бу 
шартларнинг туррилиги куп узгарувчиларга боглик булган 
функцияларнинг минимуми мавжудлигининг знрурий ва етац- 
пи шарглари дакидаги теоремаларинииг исботидан бевосит.: 
келиб чикади.

(1- 5.-7)

Бу ерда и—ихтйёрий нолдан фаркли п улчовли вектор, -81 ^  —п

(Х 0,Х)
улчовли вектор устун, — ----- я X  я улчовли квадрат мат-

П

\ дхп дХ\ дхп дх2 ' дхп дхп )  ' Чп 

Агар биз (1.5.6) ва (1. 5. 7) шартларда

(1.5.9)
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1- м и с  о л .  У ш б у

функцияиинг чекланиш шарглари

£ , ( х „  х 2) =  х\ +  х г2 < 9 ,  |

ёг(хи х 2) =  х ,  +  л:, <  1 |

ни каноатлаптнрадиган минимуми топилсин.
Еяиш. Бу мисолда п =  2, т  =  2, =  9 ва 6 2 =  1 булган^ 

учуй Лагранж функцияси (1.5.4) цуйидаги куринишга эга (|у|- 
лади:

/ (X], х2, X,, Х2) =  х^ х 2 + ХДх( 4* х'а — 9 + х д) 4*

4~ "Ь х2 —  14* х^).

Эн-
Бу ерда х3 ва х 4 лар кушимча узгарувчилар булиб, X{х3 
Х2х 4 (1.5.5) шаргнинг иккинчисига, асосан нолга тенгдир. ' 
ди Лагранж функциясининг стационарлик шарти (1.5.6) ни 

сил циламиз яъни

2 х, 4 " 2Я. хп 4 " Х2 =  О

1 4- 2Х,х2 4- Х2 =  О 

Х](9 — х\ 4- х$) =  О, X, >  О,

Х,(1 х2) === О, Х2 О,

бу ердан куйидаги

2х,(1 4" X,) 4- Х2 =  О,

1 4- 2Х,ха 4 " Х2 =  О,

Х,(9 — XI 4- х1) =  О, 

х2(1 — х 1 — х,) - О

тенгламалар системасини досил киламиз. (1.5.10) да X, ва Х2 

лар иккаласи бирданига нолга тенг булиши мумкин эмас, чун- 
ки ( 1 .5 .1 0 ) нинг иккинчи тенгламасидан 1 = 0  булиб колади. 
Фараз цилайлик, Я2 =  0, у долда (1.5.10) нинг биринчи тенг
ламасидан 2х,(1 X,) =  0 тенгликни досил киламиз. Бу ерда 
икки дол булиши мумкин: х , = 0  ёки 14 -Х1 =  0 . Х1 > 0 булган- 
лиги учун, 1 4- X, =  0 шартимизга зиддир. Демак, х, =  0 бул- 

ганда (1.5.10) нинг учинчисидан х1 =  9 ёки х 2 =  ± 3 эканлиги-
—  л  I . _ 1 1̂. «

(1.5.10

га ишонч досил киламиз. Бирок;, х2 =  3, ^ , =  0 , х х-\-х.
шартни каноатлантирмайди, демак, х2 — — 3 дир- (1.5.10)

<  1

нинг иккинчисида Х2 = 0 ,  х, — 3 булганда X, =  — булади.

Шундай килиб, х 1 =  0, х 2 = — 3, ^1 — ^" ва Х2 =  О булганда

(1.5.6) шарт тула бажарилади, яъни х  =  х? =  0, х2 =  я? =  —3( 

X  =  Х й — (х?, х2) =  (0; —3; нуцта критик нуцта булади. Энди
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Х 0 ва X ларнинг шу кийматларида иккинчи тартибли зарурий 
шартлар (1.5.7) нинг ёки аникроги

и,
4)

дх,
=  о. ¿-1; 2.

(ии й2)

j= l 1 
дЩХ0, А) дЧ (Х0,1) 

дх\ дх1 дху дх.2

дЩХь >■) д'ПХ0,\) 

дх2 дх{ дх2 дх2

(1.5.11)

нинг бажарилишини куриб чицамиз. Л"0 =  (0; — 3) нуктада 
чеклапиш шартларидан ^ ,(х ,, я 2) <  9 — актив булиб, ^ ( х , ,  
х 2) <  1 — пассивдир. Ха^икатан дам,

Ы * ? . = 0  + (— З)2 =  9,

-*°)--- 3 < 1 .

Шунинг учун, (1.5.11) шартни Х 0 нуктада факат актив чекла- 
ниш шарти учун бажарилишини куриб чициш етарлидир.

Х 0 =  (0; — 3) нуктада

дх1
2X1 =  0- М^1=2̂  =  - 6

дх2

булгаии учун (1.5.11) нинг биринчи шарти куйидагича:

и, +  и2д- Щ ^  =  иг 0 - и 2-6 =  0.
дх1 дх9.

Бу ердан и, ихтиёрий булганда дам и2 =  0 эканлиги келиб 
чикади. Энди (1.5.11) нинг иккинчи шартини Х 0 нуктада ба
жарилишини курамиз, яъни

(« .. 0 )(2<‘ + Х‘> ^ ( “о’) -  («,. 0) (**■<{ + М )  _  

=  2 и ? (1 + Х ,)> 0 > 0 ,

чунки А ,> 0 . Демак, минимум мавжудлигининг иккинчи тар

тибли зарурий шарти (1.5.11) ва 2м?(1 +  >  О булгани учун 
етарли (1.5.6) ва (1.5.9) шарглар дам бажарилади. Шундай 

Килиб, / (X )  =  х\ -Ь х 2 функцияга х, +  х\ <  9, х, -|-х2<1 чек- 
ланиш шартларини каноатлаптирадиган ниобий минимум бе- 
рувчи нукта (0, —3) ва унга мос келадиган Лагранжнинг 
аникмас купайтувчилари

= 0

булади. Куйилган масаланинг ечимини 7- расмда курсатилгаи 
дек тасвирлаш мумкин булади.
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/у,) ¿ „„м ш а н и ю  f(X ) ФУНКАМ тел) Функциянинг га ниСбий мЬ-
чизин,ли сатх,и HUMyM ¿epyÿw 

нук,та

2-ми сол.  Тула сирти Sr га 
тенгбулган цилиндрнинг баланд- 
лиги х , ва радиуси х 2 ни кан- 
дай танлаш керакки, унинг наж
ми sur катта булсин (8-раем).

Ечииг. Цилиндрнинг тула 
сирти 5Т иккала асосининг юзи 
билан ён сиртининг йигиндисига 
тенг булгани учункуйидаги фор
мула билан топилади:

ST =  2тгx i + 2тсх, • х 2.

Цилиндрнинг дажми эса

V =  nxl-x1. (1.5.12)

Ушбу

Д х и х2) =  — К =  — Kxl-Xt

(1.5.13)

g (xh х 2) — 2itx2+2itx1-x2— 5Т

(1.5.14)

функдияларни киритсак, цуйил- 
ган масалани куйидагича баён 
цилиш мумкин: чекланиш шарти 
(1.5.14) ни н;аноатлантирадиган 
шундай х и х 2 ларни топиш 
керакки, (1.5.13) функцияга энг 
кичик киймат берсин. Топилган 8-раем.
x t ва х 2 ни (1.5.12) га куйсак,
энг катта хажмга эга булган цилиндрни досил киламиз

(1.5.13) ва (1.5.14) учун Лагранжнинг нормал функцияси 

тузамиз

F(xu  х 2, X) =  — itXjXj -J- X(2itXj -f- 2itX! • x2 ST)

Бу функция учун (1.5.6) шарт куйидагича булади:

— тсх2 +  2"Àx 2 =  О,

— 2irx2Xj + 4тсХх2 +  2itXx1 =  О,

X(2ux^ +  2^x2x t -  5Т) =  О, X >  0, х, >  0, х 2 ^ 0 ,

7- раем.

**

?

еки
( —  х 2 +  2Х)тгх2 =  О,

( —  x 2x j  +  2Хх 2 -+- Х х,)2и =  О, 

2тг(х2 +  х ,)х 2 — ST =  О

ни

бу ердан: х 3 =  2Х, x t =  4Х, X =  |/ 2^  критик нуцталарни то-
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памиз. Энди иккинчи тартибли зарурий шарт (1.5.8) нинг ба- 
жарилишини текширамиз. л;,, х2, X ларнинг шу циймагида 
g(x1, х2) =  0, яънн чекланиш шарти (1.5.14) актив булгани 
учун (1.5.8) нинг биринчисидан

2пх,и1 +  [4?гл:2 4- 2тсх,]к1 =  4ъ\их 4- 16яЯи2 =  О

булиб, и1 =  — 4и2 эканлиги келиб чи^ади. Энди (1.5.8) пинг 
иккинчиси бажарилишини курсагамиз:

=2 Ж Х ) -
=  (“ . • « . )  (2" х = “ ! & ) “ <“ '■ “>> (-*>«„

=  2 7сл.«,гг2 — 2кки1и2 — 4~\а2 =  12иАи2 >  0 > 0 .

Демак, зарурий (1.5.6), (1.5.7) ва етарли (1.5.8), (1 5.4) шарт- 
лар бажарилади, шундай килиб

* - 2 К й -
кийматларда (1.5.13) функциямиз узининг энг кичик киймати- 
га эришади ва (1.5.12) формула билан топиладиган цилипдр- 
нипг дажми энг катта булади.

3-м и со  л. Узунлиги / га тенг булган ипдан шундай тенг 
томонли учбурчак ва квадрат ясалсинки, улар юзларининг 
йигиндиси энг катта булсин.

К у р с а т м а .  Учбурчак учун кетган ипнинг узунлигини 
х ,> 0 , квадрат учуц кетган ипнинг узунлигини х2> 0  деб бел- 
гиласак, х 1 +  х 2 =  I булади:

И Е ,£Л а , у т  * 4

Ушбу / (* „  * 2) --- (1.5.15)
36 16

ё Л х и х 2) =  х 1 +  Х2 — / =  0,1

ёъ(хи х2) =  — х ,+  х23 =  О, (1.5.16)

ёз(хг, х2) = — х2 Лц =  0 |

функциялар киритсак, цуйилган масаладан чекланиш шартла- 
ри (1.5.16) ни каноатлантирациган (15.15) функдиянинг миии- 
мумини топишга тугри келади.

Ж ав о б и:

Хх =  О, Х2 =  /, А, =  \2 =  —) X,, =  0.
8

2-БОБ. ЦАВАРИЦ ПРОГРАММАЛАШТИРИШ

Каварик программала1птиришнинг асосий масаласини баён 
ЦИЛИШдан олдин, цаварик тупламлар ва кавариц функциялар 
тушунчалари устида циск;ача тухталиб утамиз.
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2.1-§. Цаварщ туплам- 
лар

1. Таърифлар.

1-таъриф. п улчовли фа- 
зода берилган X  гуплам ихги- 
ёрий х, ва х 2 нуцта билап 
бирга шу нукталарни бирлаш- 
тирувчи кесмани дам узичида 
сакласа, яъни х,, х 2 £ X  бу- 
либ, г — Хх, + (1 — Х)х2 (• X  
булса (9-расмга караиг), ца- 
еарщ  туплам  дейилади.

2-таъриф. (2.1.1) шартни каноатлантирадиган г нукта х, 
ва х2 нукталарнинг цаварщ яизщли комбинацияси дейилади. 
/•!=1 ва Х2= 0  булса, г нукта кесманинг х, бошлангич учки, 
Х,=0 ва Х2— 1 булса, кесмапинг охирги учки нукталари билаи 
устма-уст тушади.

Таърифга асосан, учки нукта х, ва х 2 ларни кесманинг 
бошка ихгиёрий икки нуктасининг каварик чизикли комбина
цияси куринишида ёзиб булмайди. Бу таърифни умумшЧрок 
килиб куйидагича баён килиш мумкин: х и х2, . . .  ,хп нукталар 
берилган булса, 2  нукта бу нукталарнинг каварик чизикли 
комбинацияси була олади, бунда куйидаги шартлар бажари- 
лади:

Агар Х , =Х ва ^2=1 — X 
деб белгиласак 9-расмда кур- 
сатилган нуктани куйидагичи ёзамиз:

9- раем.

г =  X, хх -(- Х2х2, X, + Х2 — 1. ( 2. 1. 1)

П П

10- оасм.
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11- раем.

Тугри чизик, нур, кесма — 
бир улчовли цавариц фигуралар 
дейилади. Икки улчовли цава- 
риц фигураларга туртбурчак, 
дойра, эллипс, учбурчак ва бош- 
Ка шунга ухшаш фигуралар ми- 
сол булади. Ха^икатаи дам, 10- 
раемда курсатилган фигуралар 
узининг иккита ихтиёрий нукта- 
си билан бирга шу нукталарни 
бирлаштирувчи кесмани дам уз 
ичига олади. Бу кесманинг их

тиёрий нуктасини х 1 ва хг оркали (2.1.1) куринишда ёзиш 
мумкин.

3-таъриф. Цавариц купбурчак деб, бир меча кесмалар 
билан чегараланган каварик фигурага айтилади.

Бу кесмалар купбурчакнинг томонлари, икки КУШНИ томо- 
нининг учрашган нуктаси эса купбурчакнинг учлари ёки 
нукталари дейилади.

Каварик купбурчакнинг учки нукталарини шу купбурчакнинг 
бошка ихтиёрий икки нуктасининг каварик чизикли комбина- 
цияси куринишида ёзиб булмайди Учбурчакнинг учки нукта
лари унинг учларидир. Доиранинг учки нукталари доирани 
чегаралаб турган айлананинг нукталаридир.

4-таъриф. Агар каварик купбурчак бирорта тугри чизик- 
нинг бир томонида ётган булса, ва купбурчак билан тугри 
чизик деч булмаганда битта умумий нуктага эга булса, бу 
тугри чизик таянч тугри чизик дейилади. 11-расмда 1г, 1г 
ва 1ц тугри чизиклар таянч тугри чизиклардир.

Уч улчовли каварик фигураларга шар, призма, пирамида, 
параллелепипед ва доказолар мисол була олади.

5-таъриф Шундай фигурага чегаравий фигура дейилади- 
ки, агар унинг ихтиёрий нуктасини марказ килиб олиб дойра 
утказсак, бу дойра дамма вакт шу фигурага тегишли ва те- 
гишли булмаган пукталарии уз ичида саклайди.

Хар кандай жиемнинг чегаравий нукталар туплами унинг 
чегарасини ташкил килади.

6-таъриф. Каварик купбурчаклар билан чегараланган жисм 
цавариц купёкли дейилади. Купёклилар чекли сон учки нук- 
таларига эга булади. Агар купёкли бирорта текисликнинг бир 
томонида ётган булса ва купёкли билан деч булмаганда битта 
умумий нуктага эга булса, бу текислик таянч текислик дейи
лади. 12-расмда р^ ва р2 текисликлар таянч текисликлардир.

7-таъриф. п улчовли /?я фазода куйидаги

П

у£ а 1х1 =  Ь1

еки
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12- раем.

(аХ )  =  В  (2.1.2)

шартни каноатлантирувчи нуцталар туплами гипер текислик 
дейилади.

(2.1.2) ифода га — 2 булганда одатдаги текисликнинг, га =  1 
булганда эса турри чизи^нинг тенгламасини билдиради.

8-таъриф. Куйидаги

(аХ ) <  В

шартни цаноатлантирувчи нуцталар туплами ёпш( ярим фазо 
дейилади.

Бу таърифдан чекли с.он ярим фазолар кесишмаси, аниь;.- 
poFH, куйидаги

j  =  1, т  (2.1.3)

<=|

тенгсизликлар системасини каноатлантирадиган ну^талар rÿn- 
лами куп ё^ли эканлиги ёки чизицли программалаштириш ма- 
саласи уринли ечимлар тупламининг мавжудлик содаси экан
лиги келиб чикади. ^акицатан дам, чизицли программалашти- 
ришнинг асосий мацеади чизицли

П

У  С1к1 =  F(x it х 2--- хп)
лша
1=1

ёки

(C lX ) =  F (X )  (2.1.4)

функциянинг чизицли чекланиш шартлари (2.1.3) ни каноатлан- 
тирадиган минимумини топишдан иборатдир.
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13- раем.

2. Чизикли ва чизицсиз прог
рамма л аштириш масалалари.;инг 
бир-биридац фар^и. Тушунарли 
булиши учун яна бир бор чизикли 
ва чизиксиз программалашгириш 
масалаларининг бир-биридан фарки 
дакида дамда максад функция
(2.1.4) чеклациш шартлари (2.1.3) 
чизиксиз функциялар булганда 
куйилган масалани ечишда учрай- 
диган кийинчиликлар устида кис- 
кача тухталиб утамиз. Аввало 
чеклапиш шартлари усгида муло- 
даза юритамиз. Агар чеклапиш 
шартларида катнашадиган функ- 
диялар чизикли булса, уринли 
ечимлар содаси дамма вакг каварик 
булиб, чекли сон учки нукталарга 

эга булади. Уринли ечимлар содаси V  куйидаги чизикли 
тенгсизликлар системаси билан берилгац булсин, нъни

— х, —|- х2 -С 1, |

X] ■— х2 ^  О, 1 

х, < 3  ]

У долда V сода 13- раемда курсатилгандек булади. Бу раем-'' 
дан куринадики, V сода икки улчовли каварик фигура, яъни 
учбурчак булиб, учки нукталарининг сони 3 тага тенгдир, яъни 
чеклидир. Энди V сода чизиксиз тенгсизликлар системаси билан 
аникланган долга мисол курамиз. Фараз килайлик, V сода 
куйидаги тенгсизликлар, яъни •

(л, — 1)" + (х 2- 1 ) 2<  1,

х, • х2 <  1

билан аникланган булсин. Бу чеклапиш шартларининг бирин- 
чиси--маркази (1; 1) нуктааа булиб, радиуси бирдан кичик 
пулган айланадаи, иккинчиси эса гнперболадан иборатдир. 14-

раемда уринли ечимлар со- 
даси V штрпхлангап булиб, 
унинг каварик эмаслиги ку- 
риниб турибди, чунки ги- 
перболага утказилган АВ 
кесманипг А ва В нуктала- 
ри V содада ётса дам кес- 
манинг узи V содада ёт- 
майди. Бу эса соданинг ка
варик булишлигига зиддир.

Иккинчи томондан, V с о 
данинг чегаравий нуктала-14- раем.
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ри айлана ва гиперболаларда ётганлиги учун бу сода чексиз 
куп учки пуцталарга эга.

Шундай килиб, агар чизикли программалаштириш масала
ларининг оптимал ечимлари каварик V соданинг чекли сон 
учки нукталар туплами ичидан топилса, чизиксиз программа
лаштириш масалаларининг оптимал ечимлари эса умумий дол
да каварик булмаган соданинг чексиз куп нукталар туплами 
ичидан топилади.

Максад функциянииг чизикли булмаслиги дам масалани 
ечишда маълум кийинчиликларни юзага келтиради. Хакикатан 
дам, агар чизикли максад функция узининг минимум кийма- 
тига уринли ечимлар содасининг чегарасида эришса, чизиксиз 
максад функция эса соданинг факатгина чегарасида эмас, бал
ки ички нукталарида дам бир неча нисбий мииимумларга эга 
булиши мумкин. Бу эса топилган нисбий минимум берувчи 
нукталарнинг кайси бири абсолют минимум берувчи нуцта 
эканлигини аниклашда кушимча Кийинчиликка олиб келади.

Юкорида келтирилган мулодазалар, биринчидан, чизикли 
ва чизиксиз программалаштириш масалаларининг бир-биридаи 
фаркини курсатса, иккинчидан, чизиксиз программалаштириш 
масалаларини умумий долда ечишнинг нидоятда мураккаб 
эканлигини курсатади.

Бу мулодазаларнинг айримларининг тугрилигини кейинча- 
лик чизикли ва чизиксиз программалаштириш масалаларига 
дойр сонли мисоллар курганда алодида тухталиб утамиз.

Агар чизиксиз программалаштириш масалаларини ечишда, 
v содани ва максад функцияни каварик деб олинса, бу маса- 
лаларни ечиш анча осонлашади. Шуницг учун, биз куйида 
каварик функциялар ва уларцинг хоссалари туррксида киска* 
ча тухталиб утамиз.

2.2- §. Цаварщ  функциялар

1. ^авариц функциянииг таърифи. Каварик X  тупламда 
аникланган / ( х ) функция агар бу тупламга карашли ихтиёрнй 
л:,, х 2£ Х  нукталар учун 0 < Х < 1  шартни каноатлантирувчи 
дамма X ларда куйидаги

+ +  ' (2.2.1)

тенгсизлик уринли булса, цаварац (ёки пастга каварик) функ
ция дейилади. Агар х и х2 ва X ларнинг шу кийматларида ку* 
йидаги

/(Кхг + (1 — Х)х2) >  Щ х х) + (1 — Х)/(х2)

тенгсизлик бажарилса, у долда / ( х ) функция ботик; дейилади. 
(2.2.1» тенгсизликнинг геометрик маъносини 15-расмда курса- 
тилгандек тасвирлаш мумкин.

Агар f(x) функция каварик булса, - f(x )  ботик ва аксии- 
ча. f(x) «= сх чизикли функция бир вактда дам каварик ва дам
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15- раем.

ботицдир, бунда ихтиёрий х и х2 ва X лар учун куйндаги тенг- 
лама уринлидир:

/(Хх, +  (1 — 1)х2) =  1сх, + (1 — Х)сх2 =  Х/(х,)-|- (1 — Х)/(х2).

2. ^авариц функцияларнинг хоссалари. Каварик функция- 
ларнинг бизга кейинчалик зарур буладиган баъзи бир хосса
лари дакида тухталиб утамиз.

1-хос с а .  Каварик функция /(х), х  £ X, X  тупламининг 
дамма ички нуцталарида узлуксиздир. Бошцача цилиб айтган- 
да (16-расмга каранг), каварик функция X  тупламнинг фаь;ат 
чегаравий нукталаридагина узилиши мумкин.

2-хо с с а .  Агар /¡(х), ¿ =  1, т , х  £  X  функциялар каварик 
булса, а2> 0  лар учун

1=1

/ (х )  =  шах /'Дл)
1 <1<т

функциялар дам каварикдир.
Исботи. Лявало (2.2.2) ни исбот киламиз.

(2.2.2)

(2.2.3)

¿=1
т

+ (1-х)х2) < х 2 « гд(-«.) +  
/=1

т

+ ( 1 - ^ ) 2 а^ 2 )  =
/=1

=  Х/(х,) +  (1 — Х)/(х2), 

2=ХХ| О — Х)х2.
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Демак, (2.2.2) функция каварикдир. Энди (2.2.3) ни исбот кй- 
ламиз:

/(г) =  max /г(г) <  X max f ^ x j  +  (1 — \) шах /г(х2) =
. 1< K m  1<1<т 1 <1<т

=  4" О  ~ 4 f l ( x2)-

Бу хоссалар оркали берилгап функциянинг каварик ёки бо
тик эканлигини аниклаш анча мураккабдир. Баъзи долларда 
функциянинг кавариц ёки ботик эканлигини текшириш анча 
осонлашади. Масалан, берилган функция икки марта диффе- 
ренциалланувчи булса, унинг каварик ёки ботик функция 
эканлигини текшириш учун куйидаги энг кулай хоссадан фой- 
даланиш максадга мувофикдир.

3-хо с с а .  Икки марта днфференциалланувчи

f (X )= f{x u х2. . х„) (2.2.4)

функция, бирорта

Х 0 =  {х\о\ (2.2.5)

нуктанинг атрофида, агар шу нуктада куйидаги

дЩХ0) д*ДХа)

дЩХ0) 

дх^
< 0 , дх\ 

дЩХо)

дхj дх3

d * fW

дЩХ0)
дх2 дх, дх\ 

дЩХй) дЩХа)

> 0;

дх\ дх, дх2 дх, дх3

д'ЩХ0) дЧ(Хй) дЩХй)

дх2 d*i дх% дх2 дх3

дЧ(Х0) дЩХп) дЧ(Х0)

дх3 дх, дх3 дх2 dxj

< 0 ,

f(x  1, x2)= xi —  — xUl + xi функциянинг А',, =  (1; 1) н

атрофида каварик ёки ботик эканлиги аниклансин, 

Еяиш- =  6х10> -  х ?  =  6 • 1 -  1 =  5 >  0,
дх%

шартлар уринли булса, катъий ботик булади. Бошкача килиб 
айтганда, берилган функциянинг иккинчи тартибли досилала- 
ридан тузилган дамма ток тартибли детерминантлар манфий 
булиб, жуфт тартибли детерминантлар мусбат булса, бу функ 
ция катъий ботикдир.

Агар юкорида келтирилган дамма жуфт ва ток тартибли 
детерминантлар мусбат булса (2.2.4) функция (2.2.5) н^цта 
атрофида катъий каварик булади.

М и с о  л.

уКта
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дУ(Х0) дЩХ0) 

дх\ 

дЩХ0)

дх2 дх.

дх1 дх-2 

д*ПХа) 

дх\

5 - 2

-2 5

б х Г - х Г  - 2 Л Г  

-2х[0)Л0) бхЦ»-х\*

=  25 — 4 =  21 > 0 ,

демак, берилган функция Аг0 =  (1; 1) нукта атрофида ^атъий 
цаварик функция экан.

4-хо с с а .  Каварик функция (2.2.4) иккита дар хил локаль 
нисбий минимумга эга булиши мумкин эмас (ёки локаль ми
нимум глобаль минимум билан устма-уст тушади). Агар (2.2.4) 
функция цатъий ^аварии; булса, у факат биттагина нуктада 
минимумга эришади.

Исбот. ^ацицатан дам, агар х ,, х2 £  X  нуцталар каварик
(2.2.4) функцияга дар хил минимум берадиган нукта булиб,

/ ( х , ) > / ( х 2) булса, г =  Хх1 +  (1 — к)х2, 0 < Х < 1

учун

/(г) <  Щ х ,)  +  (1 -  Х)/(х2) <  Х /и ,) +  (1 -  *)/(х,) =

=  / ( х () =  т т / ( х )  (2 .2 .6)

булади. Бирок;, X ни г нукта х, нуктанипг энг кичик атрофи
да ётадиган килиб танланади. Бу атрофдаги дамма х  лар учун
(2.2.6) дан /(х) < / и , )  эканлиги келиб чицади. Бу эса х, нук- 
танинг (2.2.4) функцияга минимум берувчи нукта эканлигига, 
яъни [ (х ^Х Ц х )  шартга зиддир. Бу карама-каршиликдан/(х) =  
=  /.(х,) эканлиги, яъни каварик (2.2.4) функция иккита дар 
хил локаль минимумга эга эмаслиги келиб чицади.

Энди (2.2.4) функция цатъий каварик булса, минимум бе
рувчи нуктанинг битта эканлигини куриб чицамиз. Фараз ки- 
лайлик бундай нукта иккита булсин, яъни х,, х 2^ Х ,  х уф  х2, 
/(х ,) =  / (* 2). У вактда 0 <  X < ' 1 учун

!{г) <  Х/(х,) +  (1 -Х )/(х2) =  /(х,) 

т т  /(х)
Х£Х

!(гг)

булади. Бундан г £ Х  нуктадаги (2.2.4) функциянинг киймати 
/(х,) =  ш1п/(х) дан кичик эканлиги келиб чикади. Бирок, х, 
нукта (2.2.4) функцияга минимум берувчи нукта булгани учун 
/(г )< /(х ,) булиши мумкин эмас.

Шундай килиб, х, = х 2 эканлиги, яъни каварик (2.2.4) 
функция факат биттагина нуктада минимумга эришиши мум- 
кинлиги келиб чицади. Каварик функцияларнинг бу хусусияти 
чизнксиз программалаштириш масалаларини ечишда анча кул 

'* келади.
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5-хос с а .  Агар (2.2.4-) функция каварик функция булса, у 
дол да с — const учун

Х = { Х ,  f(X ) <  с\

туплам каварикдир.
Исбот. Xi ва х2 нукталар X  тупламга карашли нукталар 

булиб, 0 <  А <  1 булсин, хосса шаргига асосан /(* ,) <  с, /(х2)<  
< с  ва (2.2.4) функция каварик, яъни z=Aa;i-|-(1 — А)л:2 нуцтада

/(2 ) <  Щ х х) +  (1 — А)/(х,) <  Ac -f (1 — А)с =  с,

шарт бажарилиши керак. Демак, z =  ’kxt +  (1 — А)х3 нукта 
X  тупламга карашли x t, х 2 ва А лар ихтиёрий булганлиги 
учун X  туплам каваривдир.

2. 3-§. Цаварик программалаштириш масалалари

1. Масаланинг куйилиши. Чизиксиз программалаштириш 
масалаларини ечиш усуллари пастга каварик максад функция*
(2.2.4) ва чекланиш шартлари

gi(xt, х2, . . .  ,хп) =  g l(X )< .b l, (у =  1, т ) (2.3.1)

' дамда эркли X = ( x t, х.г, . . . , х п) узгарувчилар уз цийматлари- 
ни бирорта Q тупламдан кабул киладигап дол учун ишлаб 
чикилгандир. Чунки, 4-хоссада курсатилгандек, бу хил масг- 
лаларнинг мудим хусусияти максад функцияларнинг локаль ва 
глобаль минимумлари устма-уст тушишидадир.

Юцорида келтирилган хусусиятларга эга булган математик 
программалаштириш масалалари цаварац программалашти
риш. масалалари дейилади ва бу масалаларнинг куйилиши 
математика тилида куйидагича булади: чекланиш шартлари
(2.3.1) ни каноаглангирадиган шундай (2.2.5) нукта топиш 
талаб килинадики, (2.2.4) функция шу нуктада узининг энг 
кичик кийматига эришсин, яъни

f (X 0) =  mln f(X)±___ |

g j(X 0) < b j ,  / = 1 ,  m.)

Агар энди биз куйидаги

Х21 • . . *̂1» 2̂» • • • ’^т) — /(^1» 2̂»
т

+ '£ Ч ё № и  хъ ••• ,x„)-bj\ 
j = 1

ёки цис^ача

F(X , А) =  f(X )  + * '[ * (* ) - В ]

* Максал функция деганда, минимуми топилиши керак булган функция 
ни тушунамиз.

>Х„) +

(2.3.
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функцияни тузсак, бу функция навари^ программалаштириш 
масалалари учун Лагранжнинг норпал функцияси дейилади.
(2.3.2) даги

векторлар т  ва п улчовлн векторлардир.
2. Лагранж функциясининг эгар нуцтаси ва цавариц про

граммалаштириш масаласининг ечими. Аввалги бобда Ла
гранж функциясининг минимума мавжудлигининг етарли ва 
зарурий шартлари дакида тухтаб утган эдик. Бу ерда биз ца- 
варнк программалаштириш масалаларини ечиш Лагранж функ
циясининг эгар муктасини топиш билан эквивалент эканлигини 
курсатамиз.

Лагранж функциясининг эгар нуцтасининг таърифи. (2.2.5)
ва

жуфтликка Л агранж  функциясининг эгар нуцтаса дейила
ди, агар дамма Я0> 0  лар учун

тенгсизлик уринли булса.
Энди Лагранж функциясининг эгар нуцтаси билан цаварщ  

программалаштириш масаласининг ечими орасидаги богланиш 
тугрисидаги теоремани исбот киламиз.

1-теорема .  Агар (2.3.4) Лагранж функциясининг эгар 
ну^таси булса, (2.2.5) цаварик программалаштириш масала
сининг ечими булади.

Исботи. (2.3.4) нуцта Лагранж функцияси (2.3.2) нинг 
эгар нуцтаси булсин, яъни

(2.3.3)

векторлардан тузилган

(*о. Ы (2.3.4)

Р (Х 0, 1 )< Г (Х 0Л 0) ^ Г (Х ,  Х0) (2.3.5)

/(*„) +  - В ) К  №  + У0(ё (Х 0) - £ ) <

< П Х )  + ь '( е (Х )- в )

ёки аницроги

т гп

/(*«) + 2 Ы^о) - ь,) < пх0) + 2Х(/0)
гпгп

< / ( * )  + 2  (2.3.6)
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Бу тенгсизлик куйидаги тенгсизликларга тенг кучлидир:

т т

2  Xj{gj(Xо) -  bj) <  2 ^ ( * o ) - ¿ / )  (2.3.7)
/=1 • =1 

т т

8 )

!-

f (X 0) + 2  W lg jW о(-  *,) <  / ( * )  + 2  y w x ( - b j )  (2.3
7=1 /=1

Лагранж функциясининг таърифига асосан (2.3.6) тенгси
лик дамма 0 лар учун уринли булиши керак. Шунинг 
учун (2.3.7) дан

g , (X o ) - b ,^ 0  (2.3.

эканлиги келиб чикади. Иккинчи томондан, (2.3.7) тенгси 
лик А; =  О да дам бажарилиши керак. Бу долда (2.3.7) дан

т

2 ^ а д - ^ . ) > 0
/ = 0

келиб чикади. Бирок, ^ 0)> 0  шартга ва (2.3.9) тенгсизликка 

асосан Ау=0 булганда (2.3.7) тенгсизликнинг факат

т

2 д а ^ ) э 0
7 = 1

ёки кискача
\'0( g ( X ) - B ) =  0 (2.3.10|)

булганда уринли булиши келиб чикади (2.3.10) га асос 
(2.3.8) куйидаги

т

f(X о) <  f (X )+  2 к? ш х ) -  bj)
I-1

тенгсизликка эга буламиз.
Бу тенгсизликда Х ^ > 0  ва (2.3.1) га асосан g¡(X )—b , ^

булгани учун
т

2  yngjW-b,)«)
1=0

булади. Демак,
f (X о) <  f(X )

тенгсизлик каварик Q тупламдаги дамма X  лар ва Х> 0 уч 
уринлидир. Шунинг учун, Х 0 каварик программалаштир 1 Ш 

масаласининг ечимидир. Теорема исботланди.
Исбот килинган теоремага асосан, Лагранж функциясининг 

эгар нуктаси мавжуд булса, каварик программалаштириш ма
саласининг ечими мавжуд деган хулосага келамиз.



Лагранж функциясининг эгар нуцтаси мавжудлиги дацида- 
ги теорема биринчи марта америкалик олимлар Кун ва Так- 
керлар томонидан исботланган булиб, бутеоремани шу олим- 
ларнинг номи билан Кун—Таккер теоремаси деб юритилади. 
Куйида биз шу теореманинг шартлари ва исботини келтира- 
миз.

Кун-Таккер теоремаси. Бизга п улчовли /?„ фазода аник- 
ланган, цаварик, узлуксиз ва икки марта дифференциалланув- 
чи (2.2.4) ва

ё)(хи х 2, ... , хп\ у =  17~т (2.3.11)

функциялар берилган булсин ва эркли узгарувчи X  £  Р п узи- 

нинг кийматларини бирорта цаварик 0  тупламдан кабул килиб 
олмаган булсин. Агар юцоридаги мулодазалар уринли булган- 
да (2.2.4) функциянинг куйидаги

ё,(хи х2, ... , х п) < 0 ,  / =  1, т (2.3.12)

чекланиш шартларини цаноатлантирадиган минимумини топиш 
талаб килинган булса ушбу теорема уринлидир.

2-теорема .  Агар (2. 2 5.) нуцта цаварик программалаш- 
тириш масаласи (2.2.4) —(2. 3.12) нинг ечими булса, шун- 
дай (2.3.3) вектор мавжуд буладики, унда (2.3.4) нуцта 
Лагранж функциясининг эгар нуцтасини ташкил цилади. Бош- 
кача килиб айтганда, барча А >  О ва X  £  /?п лар учун (2. 3.5) 

тенгсизлик уринлидир.
Исбот. (2. 2. 5) нукта каварик программалаштириш маса

ласи (2. 2. 4 )- (2 . 3. 12) нинг ечими булсин. У долда шу нук- 
тада Лагранж функциясининг минимуми мавжудлигини би- 
ринчи тартибли зарурий шарти бажарилиши керак, яъни

^ о )  =  0, х ^ (А 0) =  о
С/Л

ёки аникроги

а/(*Г. 4>. . . . .  4"’) , V  4® 4” ) „ '
+ 2 *  > ¿7,

(2.3.13)

2  х) % ( * , (0). ■*У). . . .  ,х<я°)) =  0, ¿=  1 ,п.
/=1

Кавариц функцияларнинг иккинчи хоссасига асосан (2.2.4) 
ва (2.3.11) функциялар цаварик функция булгани учун их- 
тиёрий А/>.0 учун

^[Х\> Х2’ • • ■ > ХП' ’ • ** кт) =  /(*1» Х2> • • • ) хп) 4“
т

+  2 ^ £ / ( * р л2. . • • • • * « )  (2.3.14)
у = 1
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функциянинг дам кзварик эканлиги «елиб чикали. Шуминг 
учун дамма X  £  R n ларда

F(Xvh) = / ( * i0). 4 0).. . . . . . . .К) + 4 0>.......
/=1

-^/(Хр Х2, . . . ,  ХП) 1> Х2, . . . ,  Хпj - Ag)

(2.3.1$

булади. (2. 2. 5) нуктани, теорема шартига асосан, каваРи 
программалаш масаласи (2. 2. 4 )—(2. 3.12) нинг ечими деб 
фараз килганимиз учун (2. 3. 12) га асосан

Я / М ) - Я/W " . 4 0)...........*Г)<°.> / - 1 7 «

булиб, дамма А^>0 учун
т

2  4 0).......... 4 0)) < °  (2 .з .ф !
/=1

тенгсизлик уринлидир. Иккинчи томондан, (2.3,14) дан (2.3.l|6j)
ни назарда тутсак, X) =  х 0̂), . . . ,  х (°,+

+ 2 М Г у (4 0)> 4 0)- • • • .  4 0)) < / № 4 0). • • • ,  4 0)) =

-*F{X0. Х0) (2.3.

эканлигига ишоич досил киламиз. (2.3.15) ва(2.3.17) тенгсизл[] 
лардан (2.3.5) нинг тугрилиги, яъни теореманинг торили 

келиб чикади.
3-теорема .  (2.2.4) ва (2.3.11) функциялар икки мар 

та дифференциалланувчи функциялар булсин.
У долда (2.2.5) нукта (2.2.4) функциянинг

7)

и-
ги

£ , ( * ) <  0, X = [ x v xv . . .  , хя) > 0 ,  / =  1, те (2.3. 18)

чекланиш шартларини каноатлантирувчи минимум нуктаси 
булишлиги учун шундай (2.3.3) вектор мавжуд булишлиги 

ва дамма < ^> 0 , \ >0 лар учун
п+т  .

F (X , b ) - f ( X )  + 2  K g k W  (2,3.19)
k—i

булганда (2.3.5) тенгсизлик бажарилиши зарурдир.
Исбот. Бу теоремани исбот килиш учун (2.2.4) — (2.3. 

масалани (2.2.4) — (2.3. 19) масала куринишига келтириш 
кифоядир. Бунинг учун (2.3.18) даги кушимча Х > 0  

х1 >  0, i =  1, п чекланиш шартларини g m+i(X ) =  — х 1 би 

белгилаш ёрдамида куйидаги

£ т+/(ЛГ)<0, ¿ =  Т7~п

18)
иш
ёКи

лан



куринишга келтирамиз. У долда (2.3 18) ни умумий

ёь(х ) <0, Ь. =  1 ,(п+т) (2.3.20)

куринишда ёзиш мумкин. Энди (2.2.4) — (2.3 20) масаланинг 
Куйилишига назар ташласак, бу масала учун Лагранж функ- 
циясининг куриниши (2.3.19) формулада курсатилгандек були- 
ши ва куйилган масаланинг (2.2.4)—(2. 3.12) масаланинг к;уйи- 
лиши билан бир хил эканлигига ишонч хосил ^иламиз, Шунинг 
учун, бу теореманинг бундан кейингц исботи худди 2-теоре- 
манинг исботи каби булади.

3-БОБ ЧИ ЗЩ Л И  ПРОГРАММАЛАШТИРИШ

3. 1-§. Чизицли программалаш:ириш масалалари

Каварик программалаштиришнинг мацсад функция ва чек* 
ланиш шартлари чизикли функциялардан иборат булган були- 
ми чазицли, программалаштириш дейилади.

1. Масаланинг умумий ¡арзда цуйилиши. Бизга чизикли

г — ^  С]х]
/=1

функциянинг куйидаги чизикли

П

2  аиХ) <  Ь1г / =  1, т

(3.1.1)

/-1
х 1 > 0 , /' =  1, п

(3.1.2)

чекланиш шартларини каноатлантирадиган минимумини топиш 
талаб килинган булсин. Бу ерда С,, а Ь 1 лар олдиндан бе- 
рилган узгармас сонлардир. Тенгсизликлар системаси- курини- 
шида берилган чекланиш шартлари (3.1.2) ни кушимча уз* 
гарувчилйр, яъни х п + , киритиб тенгламалар системасини куйи- 

дагича ёзиш мумкин:

/=1
1]х/ + *п+1==Ь1, 1 =  \, т,

* ¡ > 0 ,  х „ +(> 0 , / =  1, п

(3.1 3)

(3.1.1) функциянинг чизикли чекланиш шартлари (3.1.2) 
ни каноатлантирадиган минимумини топип! масаласи стандарт 
чизицли программалаштириш масаласи дейилади. (3. 1. 1) 
функциянинг чекланиш шартлари (3.1.3) ни цаноатлантира- 
ди?ан минимумини топиш масаласи эса, каноник куринишоа- 
ги чизикли программалаштириш масаласи дейилади. (3.1.1) 
функцияга мацсад ёки линамаллаштирилабигаи функция
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дейилади. (3.1.1)—(3.1.2) гаёки (3.1.1)—(3.1.3) га куйилган ма- 
саланинг математик модели дейилади. Тенгсизликлар сис- 
темаси (3.1.'¿) ёки тенгламалар системаси (3. 1. 3) нинг бир 
неча, датго чексиз куп ечимлари булиши мумкин.

1 -1 аъриф. Тенгламалар ёки тенгсизликлар системасинийг 
исталган манфий булмаган ечими уринли ечим дейилади.

2-1 аъриф. Мацсад функция (3. 1. 1) га талаб килинган 
минимум (ёки максимум) киймат берувчи уринли ечим опти- 
мал ечим дейилади.

Чизицли программалаштириш масалаларини ечишда, айрим 
холларда мацсад функция (3. 1. 1) нинг максимумини топиш 
талаб килииади. Бирок, шш2=гпах(—£ )  булганлиги учун м|ак- 
сад функциянинг минимумини топиш масаласини максимум ни 
топиш масалагига келтириш мумкин ва аксипча.

2. Чизицли программалаштириш масалаларининг ^ар 

формада ёзилиши.
а) Вектор формада ёзилиши. Агар куйидаги

хил

% п

(3

векторлар киритсак, (3. 1. 1) ни ^уйидагича ёзиш мумкш

Худди шунингдек

г = ~ с х (3

а ч '  

а 2,
, / =  1, п- £ , =

Г 1 "  
0

_ ат] _ _ о _ (3 1.6)

е 2 =

~ 0 "  
1 . . . .  Е„,~, • • • 1 т

" 0  '  
0

5  = ^2

_ 0_ _ 1 _ -Ьт-

14)

1.5)

векторлар киритсак чекланиш тенгсизликлари (3.1.2) нива  
тенгламалари (3.1.3) ни цуйидагича ёзиш мумкин:

Л ,х ,+  А3х2+ .. .+ А лхп^В-, к] >  О, /= Г Г «  Ц-)-7>

А^хх-\- А2х2 +  . . . 4 -А„хп + Е\хп + 1 + ^ 2хп + 2  +• • • +

+  ЕтХт+п " В .
(3.1.81

(3.1.5) — (3.1.7) ва (3.1.5)—(3.1.8) лар мос равишда стандар 
ва каноник куринишдаги чизикли программалаштириш ¡иаса- 
лаларининг вектор фчрмасидаги ёзилишидир.

б) Матрица формада ёзилиши.
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С  ва X  векторлар билан бирга цуйидаги

1̂1 ^12 • • • й\п

А =| • • • °2Я | (3.1.9)

а т\ а т2 • • ■ а т

матрица ва У = ( х т+1, х т+„ . . .  , ^ )Я+Я) вектор киритсак (3.1.2) 

ва (3.1.3) ни цуйидагича ёзиш мумкин:

А Х й В ,)

Х > 0 .  } <ЗЛЛ0>

А Х  У =  В, )

Х > 0 ,  У >  0. ) (3.1.11)

(3.1.5)—(3.1.10) ва (3.1.5)—(3.1.11) мос равишда стандарт ва 
каноник куринишдаги чизикли программалаштириш масала- 
ларининг матрица формадаги ёзилишидир. (3 1.1) —(3.1.2) ва
(3.1.1) — (3.1.3) масалаларни ечишда цулланиладиган математик 
усуллар чизицли, программалаштириш усуллари дейилади.

Х,ар хил и^тисодий, саноатни бошцариш, оптимал жидоз- 
лаш, ракегаларни лойидалаш, учувчи аппаратлар ва транспорт 
даракатини тартибга солиш масалаларини ечишда математик 
усулларни куллаш учун энг аввало шу жараёнларнинг мо- 
диятини тула акс эттирадиган математик моделларни цуриш 
керак.

3.2-§ Энг содда чизицли программалаштириш 

масалаларининг математик моделларини цуриш

1. Хом ашёдан фойдаланиш масаласи. Бирор корхона 
икки хил, яъни Ж, ва УИ2 мадсулот ишлаб чикариш учун уч 
хил, яъни х и х 2, х3 хом ашёдан фойдаланадиган булсин. Хом 
ашёнинг запаслари, мадсулот бирлигини тайёрлаш учун сарф- 
ланган хом ашё бирлигининг мивдори ва дар цайси мадсулот 
бирлигидан келадиган фойданинг сон киймати 3.1-жадвалда 
келтирилгандек булсин.

3.1- ж а д в а л

Хом ашё 
хиллари

Хом ашё 
запаси

Мадсулот бирлигини тайёрлаш учуй сарфлапган хом 
ашё бирлигининг мивдори

м1 м,

*1 20 2 5
40 8 5

*3 30 5 6

Бир бирлик ма^сулот- 
дан келадиган фойда 50 40

1
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Агар М х мадсулот бирлигининг микдорини х и УИ2 мадсулот 
бирлигининг микдорини эса х 2 билан белгилаб, мадсулот бир- 
лигини тайёрлаш учун сарф булган хом ашё бирлигини ва 
хом ашёнинг запасини назарда тутсак, куйидаги чекланиш 
тенгсизликларини (ёки шаргларини) досил киламиз.

2хх + 5х2 <  20, 8Х] +  Ъх2 <  40, 5х1 + 6х2 <  30. (3.2.1)

Бу тенгсизликлар мадсулотларни ишлаб чикариш учун сарф 
Килинган хом ашёнинг берилган хом ашё запасидан ошиб кет- 
маслигини курсатади. Агар М, хилдаги мадсулот ишлаб чика- 
рилмаса я, =  0, акс долда эса х,>-0. М 2 хилдаги мадсулот 
учун дам худди шундай булади.

Демак, дамма вакт •*, > 0 ,  х 2> 0  булар экан. М х хилдагги 
бир-бирлик мадсулот 50 бирлик фойда бергани учун шу хил
даги умумий мадсулогдан келадиган фойда 50 • х х га тенг 
булади. Худди шунингдек, иккинчи хил мадсулотдан 40 • л:2 
фойда олинади. Умумий фойда куйидаги

куринишда булади ва куйилган масаланинг максад функция- 
сипи ифодалайди.

Чекланиш шартлари (3.2.1) ва максад функция (3.2.2) чи- 
зикли булгани учун (3.2.2) —(3.2.1) ифода чизикли иктисодий 
мчсаланинг, яъни хом ашёдан фойдаланиш масаласининг мате
матик моделини ташкил килади. Демак, масалани ечиш учун

(3.2.1) системанинг шундай манфий булмаган (дг{°>, х ^ )  ечими- 

ни топамизки, унда (3.2.2) формула билан аникланадиган 
г  чизикли функция энг катта кийматга эришади (г максимал- 
лашади), яъни умумий фойда энг катта булади.

Энди хом ашёдан фойдаланиш масаласини умумий дол[да 
Куйиш мумкин. Фараз килайлик, корхона я хил мадсулот 
тайёрлаш учун т  хил хом ашёдан фойдаланадиган булсйн.

Аввалги масаламизга у х ш а ш  мадсулот хилларини Му(у'=1,'я> 

билан, хом ашё хилларини х^1 =  1, т )  билан, хом ашёнинг 
запасларини Ь1 билан г'-куринишдаги хом ашё бирлиги миКДо- 
ридан, у'-номерли мадсулот тайёрлаш учун рн ч а  сарф килин- 
ганлигини аи билан, у'-номерли мадсулот бирлиги реализация 
килингандан кейин олинадиган фойдани с-, билан ва у'-номерли 
мадсулот бирлигининг микдорини х, билан белгиласак (3.2- 
жадвалга каранг) куйилган масаланинг математик модели 
куйидагича булади:

г =  Z (x 1, х 2) =  50x1 +  40х2 (3.2.2)

П

(3.2.3)

П

' ^ а 1]х]<Ь], [1= \, т ), х; > 0 ,  (у =  1, я) (3.2.4)
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Бу ерда (3.2.3) максад функция, (3.2.4) эса чекланиш шарт- 
ларидир.

3.2- ж а д в а л

Хом ашё 
хиллари

Хом аше 
запаси

/-номерли махсулот бирлигини тайёрлаш учун сарф 
1<илинган< /-хилдаги хом аше бирлигининг миадори

м , м8 М , . . .  I м я

X I Ьх «11 а 12 а13 • • • а \п

2̂
•
•
•
•

Й31 а22 а33 • • • а 1 п

Х щ

•
■
•
*

Ът °т < а т 1 а тз а т п

Бир бирлик маз^сулот-
дан келадиган фонда С , С , С 3 • • • С п

КУйилган масаладан куриниб турибдики, максад функция
(3.2.3) ни максималдаштирадиган ларни топиш учун
чизикли тенгсизликлар системаси (3.2.4) нинг манфий булма- 
ган ечимларини топиш керак. Тенгсизликлар системасини ечиш 
тенгламалар системасини ечишга Караганда анча мураккаб 
булгани учун, купинча тенгсизликлар системаси (3.2.4) ни 
унга тенг кучли булган тенгламалар системаси билан алмаш- 
тирилади. Бунинг учун, тенгсизликлар системаси (3.2.4) нинг 
чап томонига, дозирча номаълум ва мусбат булган хл + / > 0 ,

I =  1, т  узгарувчиларни кушиб ёзиш кифоядир, яъни
П

—I а цХ) “Ь Хп — Ьр ¿==1, ш (3.2.5)
/=|

Бу системада номаълумлар сони тенгламалар сонидан куп, 
яъни п-\-т>п булгани учун (3 2.5) система чексиз куп ечим- 
ларга эгадир. Бу ечимлар тупламидан шундай ларни
танлаболиш талаб килинадики, максад функция (3.2.3) узининг 
энг катта кийматига эришсин. (3.2.3)-(3.2.4) умумий долда 
хом ашёдан фойдалаииш масаласинмнг математик моделини 
ташкил килади.

2. Рационни тузит масаласи. Жониворларни дар куни 

озиклантириш учун рационда миадори Ь^ 1  =  1, т )  бирликдан 
кам булмаган, п хил озуцадан фойдаланишда т. хил туйимли 
модда керак булсин. Бу масалайинг математик моделини ту- 
зиш учун /-номерли озука бирлигининг таркибидаги г-хил 
туйимли модда бирлигининг микдорини а /;- билан, у —номерли 

озука бирлигининг нархини 6Д/ =  1, я) билан, нзланаётган
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номаълумларни, яъни кунлик рациондаги /-померли озука 
бирлигининг микдорини X] билан белгилаймиз. У долда, бу 
ерда дам, мацсад функция топилиши керак булган номаълум 
микдорлар х.] лар оркали (3.2.3) куринишда булади. .\аР ^ИР 
/  померли озу^ада / та туйимли модда борлигини ва улар- 

нинг бирлик микдорлари х, ва Ь1 ларни назарда тутсак, куМ- 
даги чекланиш шартларига эга буламиз:

/= 1

х ,> 0 ,  /  =  1, п

(3.2. 6)

Демак, (3.2.3) — (3.2.6) куйилган масаланинг математик мод 
лини ташкил цилади. (3.2.6) генгсизликлар системасини, авва 
ги масалада курганимиздек, тенгламалар системаси шаклида 
ёзиш мумкин. Бунинг учуй, (3.2.6) нинг чап томонидан, д 

зирча номаълум ва мусбат булган х п+1^~0, ¿ =  1, тмикдор 

ни айириб ёзиш кифоядир, яъни
т

2  а 1,х] — хп+ { =  Ьп I =  1 , т . (3.2
1=1

Бу системада дам номаълумлар сони тенгламалар сонидан к 
булганлиги учун, (3.2.7) система чексиз куп ечимларга эг 
дир. Бу ечимлар ичидан шундай мусбат ечимни танлаб оли[д 
керакки, мацсад функция (3.2.3) узининг энг кичик киймати^а 
эришсин, яьни энг кам харажат сарфлансин.

М а сала .  Бирор бир жониворни дар купи озиклантир 
учун микдори 9 бирликдан кам булмаган 7', туйимли мод

Г.2 туйимли моддамик;дори 8 бирликдан кам булмаган
микдори 12 бирликдан кам булмаган Т3 туйимли модда ке 
булсин. Бу туйимли моддалардан икки хил, яъни О, ва 
озука тайёрлаш керак булса ва дар бир озукадаги туйимли 
моддаларнинг микдори, дамда дар бир озука бирлигин " 
нархлари З.З-жадвалдагидек берилган булса, куйилган 
саланинг математик модели тузилсин.

бг
Ат

Эт

7)

%

д&.

>4к

I 2

НГ

3.3- ж а д ! а л

Туйимли моддалар ТУйимли моддалар 
микдори

Дар Сир кг озукадаги туйимли модд 
бирлигининг микдори

0, о„

Тх 9 3 1

т» 8 1 2

Т'з 12 1 6

1 кг озуканпнг нархи 
(тийинларда)

4 * 6
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Еч.ши. Куйилган масаланинг математик моделини тузиш 
учун О, озука бнрлигининг микдорини х 1 ва 0 2 озука бирли- 
гини микдорини эса х2 билан белгилаймиз. Энди 3.3-жадвал- 
нинг охирги сатридаги озука бирликларининг нархларига на- 
зар гашласак 0 и 0 2 озукаларни тайёрлаш учун кетган умумий 
харажат куйидагига тенг:

Лгар О, ва 0 2 озукалар тайёрланмаса х ,= 0 ,  .*̂  =  0 булади, 
акс холда >  0, х2> 0 .  Демак, хамма вакт х ,> 0 ,  х2> 0  
экан.

Иккинчи томондан О, ва 0 2 озукаларда Г, туйимли мод- 
данинг умумий микдори Зх, + х 2 га, Т2 туйимли модданинг 
микдори х,-\-2х2 га ва Г3 туйимли модданинг микдори хх + 
+  6х2 га тенг булиб, улар мос равишда 9,8, 12 дан кам бул- 
маслиги керак, демак

тенгсизликлар бажарилиши керак. (3.2 8)—(3.2.9) куйилган 
масаланинг математик моделидир. (3.2.9) системанинг манфий 
булмаган ечимларидан шундай (я°, х?2) ечимни таилашимиз 

керакки, у максад функция (3.2.8) га энг кичик киймат бер- 
син, яъни О, ва 0 2 озукаларни тайёрлаш учун кетган умумий 
харажат энг кам булсин.

3. Х>аво йуллари буйича самолётларни тацсимлаш маса- 
ласи. Бу масала энг кам харажат сарфлаб берилган хаво йул
лари буйича зарур булган юк ёки пассажирларни ташишнинг 
оптимал (энг кулай) ечимини танлаш масаласидир. Бу маса
ланинг куй илиш и куйидагича булади:

гп та хаво йулига таксимлаш учун п хил самолёт берилган 

булсин. Агар г- хилдаги самолётларнинг сони N¡(¿ =  1, п) га 
/•номерли ^аво йули буйича ¿-хил самолётнинг бир ойлик юк, 
ташиш хажми а¡, бирликка ва шу билан боглик булган хара
жат Ьц сумга тенг булса, энг кам харажат сарфлаб, /'-но- 
мерли хаво йули буйича С} бирликдан кам булмаган ташиш 
ишини таъминлаш учун зарур булган г-хилдаги самолётлар 
сони х,] ни топиш масаласининг математик моделини тузиш 
талаб кнлинган булсин. Куйилган масалани жадвал курини- 
шида 3.4- жадвалда курсатилгандек ёзиш мумкин.

Бирннчидан, у- номерли хаво йули буйича ташиш ишини 
бажариш учун сарф булган харажат

г =  4х, 6х2. (3.2.8)

х 1 +  2х 2 >  8,

х 1 +  6х2 > 1 2 , х, >  0, х 2 >  0

(3.2.9)

П

=  х и 4- Ь2) Ху -Ь . . .  +  Ьп]хп, =  2  Ьц хф  / =  1, т

1=1

48



булгани учун, умумий харажат куйидагига тенг булади:

( 3 . 2 . 10)
Z =  2 Z / = I

/=11=1/=i
3 .4 -  ж  а  д  в  а  л

Сам ол ётл ар
нинг ХИЛИ

С амолёт- 

лариииг 
сони

Х ар  би р  * ав о  й$*ли буйича 

би р  ойлик ю к таш иш  

*аж м и

Х а р  бир хав о  й^ли буйича 
самолётларни ишлатиш учун 

кетган х араж ат

1 2 . . . / т 1 2 . . . 1 . . . н
1 N t «11 «12 . * • а 1] а \т Ьп ¿12 . . ■ К) . . . 1т

2 «31 «22 «2 / а 2 т ¿21 ^22 .  .  . Ьц . . .  i т

1 Nl «¡1 « /2 . . . а ч . . . а1 т Ьп bl 2 . . . Ьц 1т

п N n а п\ «Я 2 . • • а п) а пт Ь п\ *Л2 Ь*! пт

/ • н о м е р л и  ^ а в о  

й ули б у й и ч а  ю к  

т а ш и ш  б и р л и г и -  

н и н г  м и ц д о р и

С , С ,
. . . С  т

Иккинчидан, масаланинг шартига кура, г'-хилдаги самолёт- 
ларнинг сони Nl га тенг булиб, у-номерли хаво йули буйича 
Cj бирликдан кам булмаган ташиш ишини бажариш керак 
б^лганлиги учун куйидагиларга эга буламиз:

£  а и х и >  с,, 2  хи =  Ni>

, > 0 ,  i =  1, я,у =  1, т

(3.2.11)

(3.2.10)—(3.2.11) математик ифода цуйилган масаланинг мате
матик моделини ташкил цилади. Бошкача килиб айтгарка,
(3.2.11) системанинг манфий булмаган ечимлари ичидан шундай 
ечимни танлаш керакки, ма^сад функция (3.2.10) узининг эпг 
кичик кийматига эришсин, яъни энг кам харажат сарфлансин.

Масала. Туртта ^аво йулига таксимлаш учун 3 хил само
лёт берилган булсин. Агар j^ap бир хилдаги , самолётларнинг 
сони, бир ойлик юк ташиш хажмининг бирлиги ва самолёт- 
ларни ишлатиш учун кетган харажатларнинг сон киймати 
3.5-жадвалдагидек берилган булса, самолётларни шундай т̂ к- 
симлаш керакки, энг кам харажат сарфлаб, хар бир ^аво йули 
буйича мос равишда 30!), 200, ¡000 ва 500 бирликлардан кам 
булмаган юк ташилсин. Куйилган масаланинг математик моде 
ли курилсин.
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3.5- ж а д в а л.

Самолёт-
лариинг
ХИЛИ .

Самолётлар
нинг сони

>;ар Оир адво йули буйича 
бир ойлик юк ташиш 

хажми

Хар бир хаво йули буйича 
самолётларни ишлатиш учун 

кетган харажат

1 2 3 4 1 2 ■ 3 4

1 50 15 10 20 50 15 20 25 40

2 20 30 25 10 17 70 28 15 45

3 30 25 50 30 45 40 70 40 65

Юк ташиш бирли- 
гининг ми^дори

300 200 1000 500

Еяиш. у- номерли хаво йули буйича юк ташиш учун зарур 
булган I хил самолётлар сонини Хц билан белгиласак (берил- 
ган масалада ¿=1, 2, 3, 4), шу йуллар буйича юк ташиш учун 
кетган харажатлар (3.5- жадвалга каранг) куйидагича булади: 

г1 =  15хп +  70*2, +  40х31, 

г2 =  20х12 + 28х22 + 70л:32, _ .

г8 =  25л:1з +  15х2( + 40лзз) '

=  40х, 4 -(- 45л:24 -)- 65х34.

Бу ерда ги г2, гг3 ва лар биринчи, иккинчи, учинчи ва тур- 
тинчи хил самолётларнинг мос равишда / '= !, 2, 3, 4 йуллар 
буйича юк ташиш учун кетган харажатларидир. Умумий ха- 
ражат эса

^  + г2 + г3 + г4 =  2  г1 (3.2.12')
1= 1

га тенг булади, иккинчи томондан, хар бир хаво йули буйича 
мос равишда 300, 200, 1000 ва 500 бирликлардан нам булма- 
ган юк ташилиши, хамда хар бир хил самолётдан шу йуллар- 
нинг хаммасига 5 0 ( 20 ва 30 тадан беркнтилиши кеоак бул- 
ганлиги учун цуйидаги чекланиш шартларига эга буламиз:

15хи +30*21+ 25х31>  300, 

10*12+25*22 + 59л-32 >200, 

20л:,3+10л-23 + 30а:3з>  1000' 

50ас,4 +  17л-.,4-1-45Хз4 >  500

^П+^12+^ГЗ+*и =  ̂ 0,

*|2+*22+*гз+-*24=20, (3.2.13) 

-*31 +^32 + + -̂34 =30,

Хц ^>0, ¿ = 1 , 3  / — 1,4

(3.2.12) — (3,2.13) цуйилган масаланинг математик модели бу
лади. (3.2.13) системанинг манфий булмаган ечимлари тупла- 
мидан шундай х], ларни танлашимиз лозимки, у мацсад функ

ция (3.2.12) га энг кичик киймат берсин, яъни энг кам хара- 
жат сарфлансин.

4. Транспорт масаласи. >^ар хил юкларни ташишда транс
порт воситаларининг узига хос хусусиятлари ва бошца шарт
ларига кура, каралаётган масалаларни хал этиш учун хозирги
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вак;тда чизикли программалаштиришнинг транспорт масаласи 
моделидан фойдаланилади. >\акикатан хам, маълум юкларни 
ишлаб чицариш пунктларидан истеъмол килувчи пунктларга 
ташиш планини шундай аницлаш керак буладики, бунда тран
спорт харажатларини энг кам сарф цилган холда истеъмолчи- 
лар талабипи тула кондириш мумкин булсин.

Фараз килайлик, т  та ишлаб чикариш пункта (уларни Л,
А Ат деб белгилаймиз) уз махсулотлари билан п 
истеъмол пунктларини (уларни В х, В 2, . . ., В„ деб белгилай
миз) таъминлайдиган булсин [тфп ). Маълум бир вакт ичида 

хар бир А1 (г =  1 ,т ) пунктларда ишлаб чицарилган махсулот-] 

нилг мицдори мос равишда а1 га ва хар бир В} (у =  1,п) пункт+ 
ларнинг шу вакт ичидаги махсулотга булган талаби Ь1 гатеп' 
булади.

А1 пунктларда ишлаб чикарилган махсулотларпинг умум|1 

микдорн В] пунктларнинг махсулотга булган талабнинг ум/] 
мий микдорига тенг булсин, деб фараз киламиз, у холда

+  а 2 • • • +  а т =  +  ^ 24- • ■ ■ +  Ьп

тенглик уринли булади.
А{ ишлаб чикариш пунктидан В.} истеъмол пунктига ол

лборилган ма\сулотнинг умумий мицдорини Ху бйлан ва 
ишлаб чикариш пунктидан В] истеъмол пунктигача бир бирл] 
махсулотни олиб бориш учун сарф килинган харажатни 
билан белгилаймиз. Масалан, х 23—Л2 ишлаб чикариш пункМ- 
дан В я истеъмол пунктига олиб борилган махсулотнинг т  
дори булса, С23—А2 ишлаб чикариш пунктидан В3 истеъм 
пунктигача бир бирлик махсулотни олиб бориш учун саэф 
Килинган харажатдир.

Бу масаланинг хамма берилган параметрларини 3.6- жад- 

валдан оламиз.
3.6- ж а д в а л

:
к*
0(п

Ишлаб чица* 
риш пункт- 

лари

Ишлаб
чикарилган
махсулот

Истеъмол пуиктлари

в, В’, Мп

А,
| *11 I Х\1 х п

си ■̂12 с\п

л а2
I *21 хп I х '-щ

С21 С 22 С*п

ат
| * т' ! ■*’ т.2 1 х тг>

ст\ ст2 гьтп

Махсулотга булган 
талаб *1 ¿2 Ьп
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Шундай цилиб, масала ва унинг шартларипи жадвал кури- 
нишида жуда содда, аник ва ихчам холда ифодаладик. Энди 
бу масалани математика тилида ифодалаймиз, яъни математик 
моделини тузамиз.

Масаланинг математик моделини тузишимиз учуй, хар бир 
ишлаб чикариш пунктиии истеъмол пунктларига шундай мос- 
лаб куйиш керакки, биринчидан хар бир ишлаб чикариш 
пунктидаги ма^сулотлари т^ла таксимлансии. Бу шартпи тенг- 
ламалар системаси оркали куйидагича ёзиш мумкин:

Д:11 +  -,Ч 2 +  • • • + '* Г1я =  а 1.

*21 Н” -*22 • • • “*1"х2п ~  ^2,

х т\ “Н •Хт2 Т  • • • 4 “ х тп ®п

(3.2.14)

Иккинчидан, хар бир истеъмол килувчи пунктнинг талаби ту- 
ла цондирилсин. Бу шарг куйидаги куринишда ёзилади:

•*11 +-*21 +  • • • -\~х т\ —  ^1>

Х \ 2 +  -*22 +  • • • +  X т2 ^2»

*,

(3.2.15)

(3.2.16)

ЧЯ! +  Х 2п +  • • • +  Х т п  =  Ь п-

Учинчидан, ма^сулогларни ташиш учун сарф килинадиган жа- 
ми харажаг энг кам булсиц. Бу шартни куйидаги чизикли 
функция оркали ифодалаймиз:

г =  спх и +  С|2*,ч +  .

+  £21*21 +  2̂2*22 +  ■

+ ...............................
т̂\Хт\ Ст2 +

Иктисодий нуктаи назардаи, бу масаланинг ечимлари ман- 
фий булмаслиги керак, яъни:

^ / > 0 ,  (/ =  1, т , / == 1, п ) (3.2.17)

(3.2.14) — (3.2.17) ифодаларни йигинди куринишида куйидаги- 
ча ёзиш мумкин:

• • + с1п-*1я

• +  С-щХ-щ +

'% хи =  а„ / =  1, т
J-\ 

т

2 хи =  Ь], 7 = 1 , я, Хи > 0 ,

(3,2.18)

•г =  2  2 ^ л:/- (3.2.19)
¿=1 /=1

Шундай килиб, (3 2.18) —(3.2.19) ифодалар биргаликда транс
порт масаласининг математик модели деб аталади. Демак,
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(3.2.18) шартни капоатлантирувчи шундай ечимларни таила- 
шимиз керакки, натижада (3.2 19,) максад функция энг кичик 
цийматта эришсин.

Агар ишлаб чикарилган ма^сулотларнинг умумий микдори 
уларга булган талабнинг умумий микдорига тенг булса, яъни

т п

У<а1 =  '% Ь , ^ М > 0 ,  (3.2.20)
1= 1 /=1

у холда бу масалани ёпик моделли транспорт масаласи деб 
агаймиз.

Т е о р е м а .  Ихтиёрий ёпик моделли транспорт масаласи 
ечимга эга.

Исбот. Теоремани исбоглаш учун, берилган шартлар ас 
сида, масаланинг хеч булмаганда битта ечими мавжудлиги 
ва максад функциянинг ечимлари тупламида чегараланганп 
гини курсатиш кифоя. Теореманинг шартига кура (3.2.20) тен 
лик уринлкдир, у холда

х =  а— \ (г =  1, /га, у =  1, л) (3.2.2
м

о-
ни
Л"
Г-

1)

ифода берилган транспорт масаласининг ечими булади, чункй 
у (3.2 18) чекланиш шартларини капоатлангиради. Хакикатан 

Хам,

4 М М ¿шшЬ 1 м 1
j=l у = 1 1=1

т  т  т

\Л а1 Ь1 Ь1 Ь) л л и

¿=1 ¡=1 Г=1

Х'1 =  ~лГ ^  чуйки а, >  0, Ь, >  0, М  >  0.

Максад функциянинг ечимлар тушпмида чегараланганлигини 
курсатиш учун Сц нийматларнинг ичидан энг каттасини танлаб 
олиб, уни с' =  шах с1, деб белгилаймиз ва (3.2.19) максад 
функциянинг барча коэффициентларини с' га алмаштирамиз; 
у холда (3.2.18) нинг биринчисига ва (3.2.20) га асосан куйи- 
дагига эга буламиз:

т  п т  п т

2  2  счхи <  С  2  2  хи =  С  2  а1 =  СМ .
/=1 ¿=1 /=1 ¿=1

Энди с,у кийматларининг ичидан энг кичигини танлаб ол 
уни с" =  ттсц  деб белгилаймиз ва (3.2.19) максад функц 
нинг барча коэффициентларини с” га алмаштирамиз; у хо
(3.2.18) нинг биринчисига ва (3.2.20) га асосан куйидагига 
буламиз:

иб,
на
яда
эга
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2  2  счхч > с" 2  2  хи = с " 2 « / = с"м -
/= 1/=1 /=1 у=1 ¿=1

Иккита охирги тенгсизликларни бирлаштириб, уларни куйида- 
ги куринишда ёзамиз:

С"М  <  г <  С'Ж .

1емак, максад функция транспорт масала сииинг ечимлари туп- 
ламида чегараланган экан.

Ми с о  л. А и А2 ва Ав омборларда мос равишда 90 т, 70 т 
ва 50 т ун сакланади. Бу унларни В ,, Въ В3 ва В  ̂ магазин- 
ларга уларнинг талабларига кура, мос равишда 80 т, 60 т, 
40 г ва 30 т дан етказиб бериш керак булсин. А, омбордан
1 т унии В и В 2, В3 ва Вц магазинларга етказиб бериш учун 
сарф цилинадиган транспорт харажати мос равишда 2; 1; 3 ва
2 сумни; А2 омбордан—2; 3; 3; ва 1 сумни ва Ая омбордан 
эса—3, 3; 2 ва 1 сумни ташкил цилса, ташишда сарф килинган 
умумий транспорт харажати энг ка^ буладиган ечим топилсин. 
Бу транспорт масаласининг математик модели тузилсин.

Еяаш.. -Д г(г= 1,з) омборлардан 5у(у =  1,4) магазинларга 
етказиб бериладигаи уннинг микдорини х¡, билан, Аг омбор
ларда сакланаётган уннинг микдорини а1 (бунда а, =  93 т, 
а 2 =  70 т ва а3 =  50 т) билан, В, магазинларнинг унга булган 
талабини Ь, (бунда =  80 т, ¿2 =  60 т, Ь3 =  40 т ва =30 т) 
билан белгиласак, кар бир омборлардаги уннинг тула, та^сим- 
ланиш шартини

' +*12 +*13 +*14 =  90,

1 *21 +  *22 +  *23 +  *24 —  70,

, *31 +  *32 +  -*33 +  *34 =  50

куринишда ва кар бир магазинларнинг унга булган талабини 
(ула цондириш шартини

*11 +*21 + * 3 1  =  80 

*12 + *22 + *32 =  60,

*18 +  *23 +  *33 — 40,

*14 + *34 + Хщ =  30

куринишда ёзишимиз мумкин.

А1 омборлардан В1 магазинларга 1 т унни етказиб бериш 
учун сарф килинган транспорт харажатини Сгу- билан белги
ласак, унни ташиш учун сарф килинадиган жами харажатнинг 
микдорини аниклайдиган чизи^ли функция куйидагича булади: 

г =  2хи х ,2 Зхп -\- 2хц -|- 2л"21 +  Зх22 +  Зх2з 4 * * 2 4  +

+ Злгд, 4- Зх32 +  2лг?3 +  х 34.

Ицтисодий нуктаи назардан, транспорт масаласининг ечимла
ри манфий булмаслик шартларини ^исобга олиб, куйилган
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транспорт масаласининг математик моделини хуйидагича ифо- 
далаш мумкин:

х =  2хи *12 + З*13 + 2*14 + 2 х 21 + Зх22 + 3*2з + *2 4  +

+  Зхп 4- 3*32 4- 2 х 33 4- х 34.

Чизикли мацсад функциянинг цуйидаги:

*11 + *12 + *13 + *14“  90,

*21 +  *22 +  *23 +  *24 =  ^0,

*31 +  *32 +  *33 +  *34 ”  50,

*11 4 -* 2 1  + * 8 1  =  80,

*12 +  *22 + *32 =  60,

*13 +  *23 +  *33 *= ^О,

*14 + *24 +  *34 =  30,

* и  >  0, г =  1,3; / =  1,4

чекланиш тенгламалари системасини каноитлантирадиган мин! 
муми топилсин.

М аш  к л ар: 1. ^уйидаги транспорт масалаларинипг мате
матик модели тузилсин: Л, ва А2 вокзалларга мос равишда 30 
ва 40 комплектдан мебель келиб тушди. Л, вокзалдан /?,, 
ва В3 магазинларга 1 комплект мебелни етказиб бериш учун 
сарфланадиган транспорт хара:кати мос равишда 2 сум, 3 сум 
ва 4 сумни, А2 вокзалдан эса мос равишда 2 сум, 5 сум ва
3 сумни ташкил килсин. В и В2 ва Вй магазинларга мос ра
вишда 15, 25 ва 30 комплектдан мебелни етказиб беришда 
сарф килинган жами транспорт харажати энг кам буладипн 
оптимал ечим топилсин.

2. Жадвал куринишда берилган куйидаги транспорт маса: 
ласининг математик модели тузилсин:

Ишлаб
чицариш

пунктлари

Ишлаб
чицарилган
ма.\сулот

Истеъмол пунктлари

в , В , в , в .

1 *п I *12 х \з | *11

¿ 1 70 5 3 8 4

I Л21 | *22 *23 I *21

л 2 90 6 6 3 2

1 Х 31 1 -*31 *33 I *?4
А3 50 3 4 6 9

Максулотга булган талаб 30 95 25 . 60
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3.3-§. Чизицли программалаштириш масалаларининг 
геометрик интерпретацияси

Айтайлик, бизга (3.1.1) максад фуикциянинг (3.1.2) чекла- 
ниш тенгсизликлар системасини каноатлантирадиган миниму- 
мини топиш масаласи берилган булсин. Тенгсизликлар систе- 
маси (3.1.2) ни каноатлантирадиган ихтиёрий х,, х 2, . . хп 
сонлар туплами унинг еч^млари дейилади.

(3.1.2) система хеч булмаса битта ечимга эга булса система 
биргаликда дейилади. Акс холда эса, система биргаликда эмас 
дейилади. Бундан кейин биз тенгсизликлар системаси (3.1.2) 
ни биргаликда деб фараз киламиз.

п =  2 булганда (3.1.2) дан куйидаги системани ^осил ки
ламиз:

2

* =  1,/»; х , > 0 ,  х2 > 0 .  (3.3.1)
/=1

Бу тенгсизликларнинг х&р бири апх х +  а 12х2 =  Ь1 тугри чи- 
зик билан, ечимларнинг манфий булмаслик шартлари Ху>0  

/ == 1; 2 эса Х; =  0 тугри чизик билан чегараланган ярим те- 
кисликлар булади. (3.3.1) тенгсизликлар системаси биргаликда 
булганлиги учун хеч булмаганда битта ечимга эга булади, 
яъни чегаравий тугри чизиклар бир-бири билан кесишиб, урин- 
ли ечимлар тупламини хосил килади. Демак, п — 2 булганда 
уринли ечимлар туплами купбурчакнинг нукталаридан иборат 
булади. Масалан, т  =  4 булганда уринли ечимлар туплами 
17-расмда курсатилган купбурчакдан иборат булади. (3.1.2) да 
п =  3 булса ва бу тенгсизликларнинг хар бирига геометрик 
ну^таи назардан Караганда уларнинг хар бири

+  «¡2*2 + а1гх3 =  Ьь (I =  йт)

17- раем.
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текисликлар билан, ечимларнинг манфий булмаслик шартлари 
0 лар sea, x¡ =  О текисликлар билан чегаралаиган уч ул- 

човли ярим фазолардан иборат булади.
Иккинчи томоидан, (3.1.2) система биргаликда булганлиги 

учун бу ярим фазолар кесишиб, бирор бир купёцли *осил ци- 
лади. Купёкли эса уринли ечимлар тупламини беради, яъни 
унинг ихтиёрий нуктасининг координаталари (3.1.2) системани 
каноатлантиради ва нихоят, (3.1.2) да л > 3  б^лса, бу те̂ г] 
сизликларнинг л;ар бири

апх 1 +  апх 2 +  . . .  +  a inxn =  blt {i =  1 ,т)

гипертекисликлар билан ечимларнинг манфий булмаслик шаМ- 
лари эса x¡ =  0 гипертекисликлар билан чегараланган ярим 

фазолардан иборат булади. Бу ярим фазолар кесишиб, уринли 
ечимлар туплами булган бирорта купёцлини хосил килади.

Юкоридаги мулохазалар чизикли программалаштириш мй- 
салаларини геометрик нуктаи назаридан куйидагича тал кин 
Килишга имкон беради: уринли ечимлар туплами булган куп- 
ёклининг шундай нуктасининг координаталарини топиш керак 
ки, бу нуктада максад функция (3.1.1) узининг энг кичик 
Кийматига эришсин.

3.4-§. Чизицли программалаштириш масалалари 
ечимларининг хоссалари

Айтайлик, бизга чекланиш шартлари тенгсизликлар CHorje- 
маси куринишида булган (3.1.1) — (3.1.2) чизикли программа
лаштириш масаласи берилган булсин. Маълумки, (3.1.4), (3.1.6) 
ва (3.1,9) белгилашлар ёрдамида (3.1.1)—(3.1.2) чизикли прог
раммалаштириш масаласини (3.1.5) — (3.1.10) куринишда ёзиш 
мумкин. 1(уйида бундай чизикли программалаштириш масала- 
ларини ечимларининг хоссалари хакида батафсилрок тукта- 
либ утамиз.

1-хо с с а .  Чизикли программалаштириш масалаларини'нг 

ечимлар туплами каварикдир.

Исботи. п улчовли R n фазодан олинган Х 1 =  [х[]\ x-¿\ ... 

. . . ,  Хя5) ва Х 2 =  (*i2), x!¿2), х (п) нукталар (3.1.5) —(3.1.10) 

чизикли программалаштириш масаласининг уринли ечимлари 
булса, уларнинг каварик чизикли комбинацияси булган ку^”- 
даги

X  — -f \2Х 2 

X, 0, Х2 0, X, -}- Х2 =  1

ифоданинг хам уринли ечим эканлигини исботлаймиз.
X , ва Х.2 уринли ечимлар булгани учун

АХ, <  В, X , > 0 ;  Л * 2 < В , Х 2 >  0

тенгсизликлар уринлидир. Энди X  =  Х,Л'1 -f ^2 ^ 2  булганда АХ  
ифодани текширамиз, яъни
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А Х  — А(}цХ\ -|- АХ) -)- ^  ~\~ ^2^  =

=  (>-, + х2 ) В - В .

Х 1 >  0, Л'2> 0 ,  X, >  О, Х2> 0  булгани учун Лг> О д и р . Демак,
X хам чекланиш тенгсизлиги (3.1.10) ни к;аноатлангиради, 
яъни бу ифода уринли ечимдир. Бу эса чизицли программа- 
лаштириш масалаларининг уринли ечимлар туплами хаварик 
туплам эканлигини билдиради.

Бу хоссадан фойдаланиб, агар Х и Х 2, . . ., Х т лар (3.1.5) —
(3.1.10) нинг уринли ечимлари булса, уларнинг кавариц чи- 
зицли комбинацияси булган куйидаги

т

х = У , \ х ь
/=1

т

\ > о ,  > > , =  1
¡=1

ифоданинг хам уринли ечим эканлигини исботлаш цийин эмас* 
Мазкур бобнинг учинчи параграфида чизикли программа- 

лаштириш масалаларининг уринли ечимлари туплами цавариц 
хупёцлидан ибсрат эканлигини курсатган эдик. Энди чизикли 
ма^сад функция узининг энг кичик цийматига шу цавари^ 
купё^лининг учки нухталаридагина эришиши мумкин эканли- 
ги ха^идаги куйидаги хоссаии исботлаймиз.

2- х о с с а. Чизицли мак;сад функция узининг энг кичик и̂й- 
матига уринли ечимлар туплами булган купёцлининг учки 
ну^таларидагина эришади. Агар чизикли ма^сад функция узи
нинг энг кичик ^ийматига бир неча учки нухгаларда эришса, 
у узининг ана шу хийматига шу ну^таларнинг цавариц чизикли 
комбинацияси булган ихтиёрий нуцтада хам эришади.

Исботи. Уринли ечимлар туплами булган купёвдини К 
билан белгилаймиз. У хамма вахт чекли сондаги учки ну^та- 
ларга эга булади. Хусусий холда п =  2 б^лса (3.1.2) дан хосил 
буладиган (3.3.1) Уринли ечимлар туплами К купбурчакдан 
иборат булади (18-расмга ^аранг). К тупламнинг учки ну^та-



ларини х и х2, • • •. хр лар билан белгилаймиз. Бирор хп нукта
(3 .1 .5 ) —(3 .1 .1 0 ) масаланииг оптимал ечими булса К тупламда- 
ги ^амма х лар учун цуйидаги

Z (x 0) < Z ( ^ )

тенгсизлик уринли булиши керак. Агар х0 нукта К купбур 
чакнипг учки нуктаси булса, хосса шартининг биринчи кием 
исбогланган булади.

Фараз килайлик, х0 нукта учки нуцта булмасин.
У *олда К  кавариь$ туплам булгани учун х0 нуктани К 

туплам учки нукталарининг каварик чизикли гсомбинацияс 
шаклида ёзиш мумкин, яъни

р ____  р

Хд — 1̂ ^  О, I ”  1 1^» ^   ̂*
г=1 ¿=1

Максад функция (3.1.5) чизикли булгани учун цуйидаги 

*(*„) =  2  (X,*, +  \2х2 +  . . .  + \хр) — Х,г (х,) +

+  Х2г ( л 2) +  . . . \рг(хр) (3.4.

тенглик уринлидир. Агар г(х г), I =  1 , р  ларнинг энг кичигин
бирорга а сони билан белгиласак, яъни <7 =  гшпг(л:2) бул

1 <1<р

(3.4.1) дан куйидаги
р

2 (*0) >  ^ я  +  2̂<? + .  •. +  V ? =  я 2  ^ =  я {ъл,
¡=1

тенгсизликни ^осил киламиз. Иккинчи томондан, х0 оптимал 
ечим булганлиги учуп г(х0) <  д булиши керак. Бу ердан
(3 .4 .2 ) ни назарда тутсак г(х0) =  <7 булиб, х0 тупламининг уч- 
ки нуктаси эканлиги келиб чикади.

Демак, чизикли максад функция узининг энг кичик кий\а- 
тига уринли ечнмлар туплами К нипг факаг учки нукталари* 
дагина эришар экан. Шу билан хоссанинг биринчи кисми ^с . 
ботланди. Иккинчи кисмини исботлаш учун максад функция
(3 . 1.5 ) узининг энг кичик кийматига бир неча учки х п х2, . . . ,  Яг 
нукталарда эришеин, яъни г(х,) =  г(х-£) =  . . . =  г(хГ) =  # 65 л- 
син. (3 .4 .2 ) тенглик уринли булганда х и х 2, . . х т нукталар- 
нинг каварик чизикли комбинацияси булган х, яъни

Г Г

х =  'У4 \хь Хг > 0 , 2 ^  =  ^
г=1 г=1

нуктада *ам г (* ) =  ^ эканлигини исботлаймиз. Хакик;атан *ам, 

г(х)  =  2(Х ,*1 4- Х2х 2 +  . . . + Х (.хг) =  Х|г(л-1) +  Х2г(л :2) +  . . . |*|
Г

+  1Л х г) -  х хЯ 1 *1? +  • ■ • +  К Я  = Я 2  Х1 =  Я-

1)

и,
са

2)

г=1
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Демак, чизикли максад функция узининг энг кичик киймати- 
га бир неча учки нукталарда эришса, у узининг шу кийматига 
ту  нукталарнинг каварик чизикли комбинацияси булган ихти- 
ёрий нуктада хам эришар экан.

Бизга маълумки, (3.1.6) белгилашнинг биринчи ва охирги- 
сидан фойдаланиб, чизикли программалаштириш масалаларн- 
нинг тенгламалар системаси куринишда берилган чекланиш 
шартларини вектор формада куйидагича ёзиш мумкин:

А ,лг, + ^ 2*2 +  • • • Апхп =  В, Xj'^-0, / =  1, п. (3.4.3)

Бу холда куйидаги хосса уринлидир.
3 - х о с с а .  Агар (3.4.3) ёйилмадаги Аи Аг, Ак, 

векторлар системаси чизикли эркли булиб

А^х 1 +  4̂ 2*2 + • • • +  =  В (3.4.4)

тенглик $финли булса X  =  (хи х 2, . . ., х к, 0, 0, . .., 0) нукта 
уринли ечимлар туплами булган купёклининг учки нуктаси 
булади. Бу ерда X  нуктанинг охирги {п — £) та компонентлари 
нолга тенг булади.

Исботи. X  нуктани учки нукта эмас. деб фараз киламиз. 
У холда бу нуктани уринли ечимлар туплами булган купёк
лининг хеч булмаганда иккита учки нуктаси А , ва Х.г нииг 
цаварик чизикли комбинацияси шаклида ёзиш мумкин, яъни

X  =  \Х2, л ,> 0 , >  0, + Х2 =  1,
бу ерда

х ,  =  иг>. х Р ............ х (1\ О, О, . . ., 0 ) ,

Х 2 =  (х\2), 4 2)......... л*2), о, о , . . . ,  о).

Х 1 ва Х 2 лар уринли ечимлар булганлиги учун бу нукталар
нинг координаталари (3.4.4) ни каноатлантириши, яъни

>11Л(‘) + Л 2хП)-Ь... +  Л ^ у ) = 5 ,

А 1х™ + А ,х™ + ... +  АкхЫ =  В

булиши керак. Бу тенгламаларнинг биринчисидан иккинчиси- 
ни айирсак, куйидагига эга буламиз:

2  (*г>-*г>)л ;= о .
м

Ш.арт буйича, Лг(г =  1,&) векторлар системаси чизикли бог- 
ланмаганлиги учун

лП )_ л(2)= о, х ^ = х Ы ,

булади, яъни Аг1 =  Лг2. Демак, X  нуктани купёклининг ихтиё- 
рий иккита нуктасининг чизикли комбинацияси куринишида 
ёзиш мумкин эмас. Бу эса X  нуктанинг купёклининг учки 
нуктаси эканлигини билдиради.
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4- х о с с а .  Агар X  — (*,, л-5, . . . ,  хк, 0, 0,...,0) нукта уринли 
ечимлар туплами булган купёклининг учки нуктаси булса
(3.4.4) ёйилмада катнашган А,, Аъ . . . ,  Ак векторлар системаси 
чизикли эркли булади.

Исботи. Айтайлик, X  нукта учки нукта булиб, А,, А2, . . Ак 
векторлар системаси чизикли боглацган булсин, яъни ^аммаси 
бирдаиига нолга тенг булмаган шундай /г сонлар учун

.Л,/, + А212 4- . . .  4~ =  0 (3.4.5)

тенглик бажарилади, деб фараз килайлик.
Иккинчи томондан, X  нукта уринли нукта булганлиги учун 

унинг координаталари (*,, хъ . . ,х к, 0 ,0 ,..., 0), (3.4.4) тенглик- 
ни каноатлантириши керак, яъни

Ахх , +  А2х2 4- ... 4" =  1В (3.4.6)

Энди (3.4.5) ни бирорта е > 0  сонга купайтириб, (3.4.6) га 
Кушсак, ва айнрсак куйидаги тенгламаларни ^осил киламиз:

А\(х\ + еЛ) +  ^ 2(х2 4- ь12) + ... +  Л/г(л:А 4- е̂ *) =  В 

А\{%1 ) +  А2[Х2 £/г) “1“ ••• Л/г(Хк е̂ /г) — В.

Бу ердан (3.4.6) система

X , =  (*! £/1 , Х2 4- &12, ... , Хк 4“ 0, 0, ... , 0),
Х 2 == (*1 1, Х2 £¿2’ * хк 0, 0, ... 9 О)

уринли ечимларга эга эканлиги келиб чикади. Бу нукталар 
оркали X  нукгани куйидагича

X  =  —- X, 4 - -  Х 3 — к\Х1 -\-'̂ 2Х 2> X, — Х2 =  — , Х,4-Х2= 1
2, А £

шаклда , яъни X , ва Х 2 нукталарнинг каварик чизикли ком- 
бинацияси шаклида ёзиш мумкин. Бу эса X  нуктанинг учки 
нукта эканлигига зиддир. Юкоридаги карама-каршилик А „  
А2, ... , Ак векторлар системасининг чизикли богланган, деб 
цилган нотугри фаразимиздан келиб чикди. Демак, бу вектор
лар системаси чизикли эрклидир.

4-БОБ. ЧИЗИКЛИ ПРОГРАММАЛАШТИРИШ  

МАСАЛАЛАРИНИ ЕЧИШ УСУЛЛАРИ

Олдинги бобда биз чизикли программэлаштириш масала- 
ларининг умумий тарзда куйилиши, айрим чизикли програм- 
малаштириш масалаларининг математик моделининг курилиш I 
ва чизикли про! раммалаштириш масалалари ечимларининг хос- 
салари ^акила маълумот олган эдик. Бу бобда чизикли прог- 

раммалаштириш масалаларини ечиш усуллари ^акида тухталиб 
утамиз.

01



4Д-§. График усул

Бизга икки улчовли фазода чизицли программалаштнриш 
масаласи берилган булсин, яъни ушбу

Z  =  c,x} + с2х2 (4.1.1)

функциянинг чекланиш тенгсизликлари сисгемаси
2

2  a4x ,< ,bh i =  1, т

/=i
* / > 0 ,  / = 1 , 2

(4.1.2)

ни каноатлантирадиган энг кичик к'ийматини топиш талаб ки- 
линган булсин.

Тенгсизликлар системаси (4.1.2) ни биргаликда деб фараз 
килсак, бу тенгсизликларнинг jjap бири

апх х + а 12к2 =  b¡, / = 1 , 2

тугри чизи^лар билан, ечимларнинг манфий эмаслик шартлари 
sea Xj =  0, у =  1.2 тугри чизиклар билан ярим гекисликларни 
ташкил этади ва бу ярим текисликлар бир-бири билан кеси- 
шиб, уринли ечимлар туплами булган (19-расмга царанг) би- 
рорта купбурчакни ташкил цилади.

Мацсад функция (4.1.1) Z  нинг ^ар бир кийматида бирор- 
та турри чизикнинг тенгламасини билаиради, яъни

+  с2хг =  const (4.1.3)

Хусусий х;олда Z  =  0 булса, бу тугри чизик

+ с2х2 =  0 (4.1.4)

19- раем.
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куринишда булиб, координата бошидан утади. Энди куйилган 
масаланн куйидагича баён килиш мумкин: уринли ечимлар 
туплами булган купбурчакнинг шундай таянч тугри чизигини 
топиш керакки, купбурчак билан таянч тугри чизикка умумий 
булган нуктада максад функция (4.1.1) узининг энг кичик

Кийматига эришсин. Максад функция ]у=(сис2) вектор йуна- 
лиши буйича х,амма вакт усувчи булиб, бу вектор (4.1.3) туг- 
ри чизикларга перпендикуляр булади. Шунинг учун, (4.1.4)

тугри чизикни N вектор йуналиши буйича узига параллел ра- 
вишда кучира бошласак, у АВСОЕР  купбурчакка А ва О  
нукталарда таянч тугри чизик булади ва максад функцйя
(4.1.1) нуктада энг кичик кийматга эpиuJaди.

А нуктанинг координаталари * ' ва *° лар АВ ва АР  туг

ри чизикларнинг тенгламаларидан тузилган системани, яъни 

АВ : а и *{°> + й,2*<0) =  Ьи 

А Р : а 2, лг<°>+ а 22 х<2°) = Ь п

ни биргаликда ечиш натижасида топилади
График усули билан ечиладиган чизицли программалаш- 

тириш масалаларига дойр мисоллар.
а) Х ом  а ш ё д а н  ф о й д а л а н и ш  м а с а л а с и н и  ечи  

Аввалги бобдан маълумки, хом ашёдан фойдаланиш масалёсй 
ушбу

Z  =  бОх, + 40*2 

чизикли функциянинг куйидаги

2*, +  5*2 <  20,

8л, +  5я2 <  40,

5*, + 6*2 <  30, * , >  0, *  >- 0

чекланиш тепгсизликлар системасини каноатлантирадиган мак- 
симумини топишдан иборатдир.

Ечиш. Аввал, уринли ечимлар туплами булган купбурчак 
х;осил киламиз. Бунинг учун * ,0 * 2 текисликда чекланиш те 
сизликларининг х;ар бирига тугри келадиган чегаравий тугри 
чизикларнинг, яъни

/, : 2*, + 5*2 =  20,

/2: 8*, +  5*2 =  40,

13: 5*,+6*2 =■ 30, * ,-=*2 =  0

ларнинг урнини топамиз. Натижада уринли ечимлар туплами 
булган, ОАВСО  купбурчакни ^осил киламиз, Z  =  0 булганда

50*, + 40*2 =  0

тугри чизик Л/ — (50, 40) векторга перпендикуляр булиб, коор
дината бошидан утади ва ОА ВСО  купбурчакка О ва С ну^-

таларда таянч тугри чизик булади. Максад функциямиз N  век-

Г
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I *г I \

20 раем.

тор йуналиши буйича усувчи булганлиги учун, О нуктада 
минимумга С нуцтада эса максимумга эришади. С нуктанинг 
координаталари *<0) ва х¿°> лар эса /2 ва /3 (20-раем) тугри 

чизицларнинг тенгламаларидан тузилган цуйидаги системами, 
яъни

8*{°> +  54°) =  40;

5х(°> +  6*<°> =  30

ни биргаликда ечиш натижасида топилади.
Шундай килиб, берилган мацеад функцияга оптимал, яъни 

энг катта циймат берувчи ечим л<°> =  3,9; х =  1,7 булиб, 

г== 50*. + 40л;<°>= 50-3,9+40-1,7 — 263 булади.

Демак, 263 сумдан иборат булган энг катта фондами олиш 
учун биринчи хил ма^сулот М, дан 3,9 бирлик ва иккинчи
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хил ма^сулог М 2 дан 1,7 бирлик ма^сулот ишлаб чикаришни 
планлаипириш зарур экан.

б) Р а ц и о н  т у з и ш  м а с а л а с и н и  е чиш.  Рацион тузиш 
масаласининг математик модели цуйидагича:

£  =  4х, +  6 * 2

Шу функциянинг чекланиш тенгсизликлари системаси 

3*, +  * 2  >  9,

* 1  +  2 * 2  >  8 ,

* , +  6*2 >  12, *1 >  0, *2 >  О

ни каноатлантирадиган минимуми топилсин.
Ечиш. Аввалги масаламиздагидек, чекланиш тенгсизликла- 

рининг ^ар бирига мос келувчи чегаравий турри чизицларниш 
яъни

/ , :  3*! + * 2  =  9,

2̂ 5 *1 +  2*2 =  8,
/3: * , +  6*2 =  12, * , =  0, *2 =  0

нинг кесишишидан х;осил булган купбурчакни *осил килами^ 
(2 1 -расм) 2 1 -расмдан куриниб турибдики, бу купбурчак юцо 
ридан чегараланмаган купбурчакдир. Бу купбурчакнинг учк^ 
нукталари А, В, С ва £) нукталардир. Энди 21-расмда курса

тилган д ^ = ( 4 ,6 ) векторнинг йуналиши буйича

4*, 4“ 6*2=== О

тугри чизикни узига параллел равишда кучирсак, у В нукта 
да чегараланмаган купбурчакка таянч тугри чизик булади.

В  нукта эса 11 ва / 2 тугри чизикларнинг кесишган ну^та 
сидир. Шунинг учун, В нуктанинг координаталари

3*<">+ *<°)= 9,

*(°)+2л(°)=8

тенгламалар системасииимг ечимлари *<0) =  2 , *£0)=  3 ларда 

иборатдир. Бу кийматларни ма^сад функцияга куйсак

2  =  4л-(°) + 6 л<°'= 4 • 2 +  6  • 3 =  26

эканлигига ишонч з^осил киламиз. Демак, з^ар куни 26 тийи^ 
дан иборат булган эиг кам харажаг сарфлаш учун бирин 
озука О, дан 2  кг ва иккинчи озука 0.2 дан 3 кг дан тайё|) 
лашни планлаштириш зарур экан.

Чекланиш шартлари п номаълумли т  та тенгламалар 
системасидан ибораг булган чизицли программалашгириЦ] 
масалаларини график усулда ечиш.

Биз з^озиргача чекланиш шарглари икки номаълумли т  га 
тенгсизликлар системасидан иборат булган чизицли программ 
малаштириш масалаларини график усулда ечилишини курдик. 

Бу усул билан чекланиш шартлари п номаълумли т  та тенг-
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ламалар системасидан иборат булган чизи^ли программалаш- 
тириш масалаларини п — т  =  2 булганда ^ам ечиш мумкин. 
Дакикатан х;ам, бизга ушбу

=  2
у-1

с,х„

а 1\Х\ +  а \1х2 + ••• +  Ь\\

а 2\х % +  а 22х 2 +  . . .  +  112пх п =  Ь 2 

а т 1-?С1 +  а от2лг2 +  ••• +  а т пх п =  Ь„

•* />  О, У =  1, п, п — т  =  2

(4.1.4)

(4.1.5)

чизикли программалаштириш масаласи берилган булсин. Кури- 
ниб турибдики, (4.1.5) да номаълумлар сони тенгламалар со- 
нидан 2 та купдир, яъни п =  т  +  2. Шунинг учун, 
ларни эрксиз узгарувчилар, х т+1, х т+2 ларни эса эркли узга

рувчилар деб кабул циламиз. (4.1.5) системами эрксиз узга- 
рувчиларга нисбатан Гаусс усуля билан ечсак, куйидагига эга 
буламиз:

х1 =  Ь\ ®1» /я-И Хт+1 а \' т+2Хт+2’
х» =  Ь'— йо т +1 л т \-1 ' й2> ш+2 ̂ т+г

=  Ь' -а.,

(4.1.6)

Энди (4.1.6) ни (4.1.4) га куйсак, мацсад функциямиз куйи- 
даги

¿тШ + Сш+1-’ст + 1+ Ст+1 Хт+2 (4.1.7)

куринишга келади. Ечимларнинг манфий булмаслик шартлари,

яъни Ду>-0, У =  1, п ни назарда тутсак (4.1.6) ни куйидагича 
ёзиш мумкин:

а  I ,т+1Х от-И +  а \

а т, т+\Х т+\ ^  а т , т]-2Х т+ 2^  ^ т

Xт-\-\> 0 ,  х т+2>  О

(4.1 8)

(4.1.7) — (4.1.8) масалани график усулда ечамиз. Чекланиш 
тенгсизликлари (4.1.8) ни каноатланчириб, мацсад функция
(4.1.7) га минимум берувчи оптимал ечим х  ни то-/72 “1“ 1 ТТЬ ~р 2.
пиб, (4.1.6) га цуйсак, (4.1.4) функцияга минимум берувчи 
х и х2, . . . ,х т ларнинг х;ам оптимал цийматларини топгая була
миз;

М и с о л .  График усул билан

2  =  2*! — х2 +  х3 — Зл:4 ■ 4а:. (4.1.9)



функциянинг чекланиш шартлари

* ,  —  * 2 +  З * 3 -  18*4  +  2*5  =  —  4 , 
2*1 -  * 2  +  4*а — 21 * 4  + 4* 5 =  22,

3*, — 2*а + 8*з — 43*4 + 11*5 

х , >  0 ,  /  =  1 , 5

■ 38

ни каноатлантирадиган максимуми топилсин.
Ешш. Чекланиш тенгламаларини х и х2 ва * 3 ларга нисба 

тан Гаусс усули билан ечсак,

*1 +  *4 — 3*5 =  6, 1

* 2  +  7*4 +  10*5 =  70,

* 3  —  4 * 4  + 5 * 5  =  2 )  ]

тенгламалар системасини *осил циламиз.
Бу ердан

* ! =  6 — * 4 + Зх5,

* 2=  70 — 7*4 — 10*5,

* з  —  2 0  +  4я"4 — 5 * 5.

ларни топиб, максад функция (4.1.9) га куйсак,

Z  =  6 * 4  + 15*5 — 38 (4.1.1

ни >;осил киламиз. Ечимларнинг манфий булмаслик шартла 

* У > 0  (у =  1,5) ни назарда тутсак,

*4 — 3*5 <  6,

7*4 +  10*5 < 7 0 ,

— 4*4 +  5*5 < 2 0  

* 4 ^-0 , * 5  >  О

тенгсизликлар системасини 
функциянинг чекла
ниш тенгсизликлари 
(4 1.11) ни каноаг- 
лаитирадиган макси- 
мумини график усул 
билан топамиз. Бу- 
нинг учун, * 4  Ох5 

текисликда уринли 
ечимлар туплами 
булган купбурчакни 
куриб чикамиз. Бу 
купбурчак

0)

ри

/ , :  * 4 — 3* 5 =  6 , 

¿2 : 7 * ,+  1 0 * 5 = 7 0 , 

/3: —4 г4+5*5 = 20 22- раем.
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тутри чизикларнинг кесишишидан з^осил булади (22-расмга ка- 
ранг). 22-расмдан куриниб турибдики, мацсад функция (4.1.10) 
узининг энг катта кийматига В нуктада эришади. В нуцтанинг 
координаталари эса

7*<°>+ 104°)= 70,

-4х(°)+ 5^°) =  20

тенгламалар системасининг ечимлари: * '0)=2 , х<°>=28/5 лардир.

*<0) ва *<0) ларнинг бу цийматларини (4.1.10) га куйсак, 

мацсад функциянинг энг катта киймати

2  =  6-2 + 15- - - 3 8  =  12 +  84 — 38 =  58
5

эканлигига ва берилган масаланинг оптимал ечими эса * , =
28

=  104/5, * 2 =  0, * 3 — 0, а 4 =  2, * 5 = —  эканлигига ишонч зр-
5

сил киламиз.
М аш ц л ар . Куйидаги чизицли программалаштириш маса- 

лалари график усулда ечилсин.

2. 2 |П|П =  2х, 4-5х 2!• ^тах *1 +  1,5*2 
2л:, +  3*2 <  6,

*, + 4л:2 <  4,

* ,  >  О ,  * 2  > -  О

-̂ шах *1 +  * 2 

* , + 2*2 <  1, 

2 *1+ * 2< 1 ,  

*1 — *2 <  1 , 

*, — 2*2 <  1, 

2*1 *2 <  1 > 
* !> 0 , х2 >  0.

7*, 4- 2 * 2  >  14 

5л:, +  6*2 <  £0, > 

3*,+  8*2 > 2 4  

х, >  0, х2 >  0 |

4- ¿т1п — * 1  — * 2  

*1 + * 2 <  1,
* , — 2*2 <  1 ,

2 V, +  3*2 < 2,

З*, + 2гг <  3,
1

* 1  + * 2>
¿.

*1 > 0 , * 2 >  О 

6 ^шШ—1*1+2*з+ * 5 

*1+*2 +*3 + *4 + *5<5, 

*2 + *3 + *4-*5<2 , 
* 3- * 4  + *5< 1.

* />  о, /=1 ,5 .

8 . 2 шах= 2* ,+ * 2+ 6 * 3— 12*4—9*5

*!+->С2 +  7*з — 3*4--7*г>= 13,
* 1 + 2 * 2 + 1 3 * 3 + 2 *4 — 14*5=20.

*,+3*2+20*3+6x4—23*5=19,

х,> 0, }  =  Гд

4.2-§. Симплекс усул

Биз юкорида куриб утган график усулда икки улчовли, 
ски цандайдир усул билан икки улчовлига келтириладиган чи- 
зик;ли программалаштириш масалаларинигина ечиш мумкин. 
Бирок, амалда шундай масалалар учрандики, бу масалани ечиш
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учун п улчовли чизикли программалаштириш масалаларини 
ечишни талаб килади. п>  2 булганда чизикли программалаш
тириш масалаларини ечишнинг умумий усули симплекс усули- 
дир Энди шу усул билан танишамиз. Бу усул чекланиш 
шартлари тенгламалар системаси шаклида берилгап чизикли  

программалаштириш масалаларини ечиш учун кулланилади.
П

Бизга ^  == V  с ,х ] (4.2.1)

/=1
функциянинг чекланиш тенгламалари системаси

'У ^ а ,х 1= Ь 1, Ху>0, ¿ =  1,/га (4.^.2)

ни каноатлантирадиган минимумини симплекс усули билан то- 
пиш талаб цилинган булсин.

Бу масалада чекланиш тенгламалари х г, х2, ... , х т нс(^аъ- 
лумларга писбатан бирорта усул билан ечилган, яыш

Х\ — Ь, {а'\т+\Хт+\ ~̂С1\т.-\-2Х т + 2+  ~Ь а\пХ„)>

х 2 — Ь2—{а.2т+хх т+[-\-а2п1̂ х т^-\-... 4 о 2Л )>

Хт —  Ьт (ат т+\Хт+1 ~̂ ат гп+2Хт+2 4  ~̂ атпХп)

(4,2.3)

булсинки, бунда Ь\ >  0, ¿> '> 0 ,..., Ь'т >  0 шартлар *ам бажа- 

рилсин.
Мацсад функция (4.2.1) ни (4.2.3) дан фойдаланиб куйи- 

даги

¿  =  ( < „ + Л г + 1+  Ст+2Хт+2 +  -  +  С'пХп) ( 4 ‘ 2  4 >

куринишга келтирамиз ва бу чизикли функциянинг минимуми
ни топамиз. (4.2.3) нинг чап томонидаги х и х2, ..., хт номаъ- 
лумлар туплами чизикли программалаштириш масаласининг 

базиси дейилади ва у

Б  =  { ,  х%,..., х т, 0, 0 ,... ,0}

куринишда белгиланади, х и х 2, . . , х т лар базис номаълумлар 
х.т+1, хт+^ , . . . , х п лар эса озод номаълумлар дейилади.х т+ь

х т+2' ,л " °'30д номаълумларга * т+1 =  *,„+2=  •••=  Хп =  0 
кийматлар берсак, (4.2.3) дан х , =  Ь\ >  0, х2= Ь 2 >  0 ,.. . ,  х т =  

—Ь'т >  0 ни ^осил циламиз. Шундай килиб базис ечим деб 

аталгаи ушбу

Б, =  [Ь\,Ь:Х.......Ь'т% 0,0, ...0} (4.2.5)

уринли ечим зрсил булади. Z  нинг бу ечимдаги киймати куйи- 

дагига тенг:

Бу масалада икки з{ОЛ руй бериши му\кин:
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I. (4.2.4) да хамма с'т+1, с'т+2, ...,с 'п сонлар манфий, у хол

ла (4.2.4) * ш+1=  Хт+2=  ... =  х п— 0 шартда ¿(Б^) — с'0 минимум 

цийматга эришади, яъни (4,2.5) базис ечим оптимал ечим бу- 
лади, чунки бирор с'} <  0, ва ху> 0  учун — с ^ х ,> 0  булади. 

Демак, 2  =  с'й—с'1х} >  с' булади.

II. (4.2.4) лаги ст+1, ^ +2. • • •> сонлар орасида мусбатлари

бор. Масалан, с' >  0 дейлик, у вактда * т+1=  х т+2=  ••• =

=  *У _!=  =  ..•■=*„ =  О, деб олиб, Ху нинг циймати-

ни орттира бориш ^исобига 2  =  с '0— с^х^ нинг цийматини ка-

майтириш мумкин. Бу холда (4.2.3) дан келиб чикадиган куйи- 
даги

Х 1 =  а^^Х],

(4.2.6)

х т=*Ь'т- а 'т]х ,

тенгламалардаги л^, х а, ... , х т ларнинг бирортаси ^ам манфий 
булмаслиги керак.

Бу ерда ^ам икки *ол руй беради:
а) (4.2.6) да а'хп а '2 р . . . ,  а'т] сонларнинг хаммаси мусбаг 

эмас. * / > 0  учун — а ^ х ; > 0  (к=\ ^п) булганидан хк=-Ь!г— 

—а'^ Х )>  Ь'к > 0  дир.

Демак, Е  =  с'0 — с^х, да с' >  0 ва х , >  0 булгани учун х} 

ни чексиз орттира бориш билан т!п .2 = — со эта буламиз. 
Бундан эса, ма^сад функция Z  минимумга эришмаслиги келиб 
чикади.

б) (4.2.6) даги а\̂  . ,а 'т1 сонлар орасида мусбатлари 

бор. Масалан, а'к]> 0  булсин. У *;олда хк =  Ь'к — а'к)х , да х .

Ьи
га —г  дан катта киймат бериш мумкин эмас, акс х;олда * й< 0

ь'
булиб колади. Бунда -4- >  0 эканлиги равшан. Бундай кас:р-

аь/

лар орасида энг кичиги —  булиб, а[. сон дал цилувчи эле.
а1] 1

ментдир. ^исцалик учун —  белгилаш киритамиз. (4.2.6) да
а\]

х ) ни р гача орттира оламиз, акс ^олда л1 <  0 булишиии кур- 
дик. Озод номаълумларга

Х т+1 =  Х т + 2 =  • • •  =  Х ]—\ =  Х )+\~ ~  Х п ~  Х 1 ~  Р (4.2.7)

цийматларни бериб, базис номаълумларни куйидагидан аник- 
лаймиз.
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лг,=А;-а' р I
(4.28)

х т = Ь ' — а ' ,  рт  т  тп /* /

Энди янги б'г базисга утамиз:

== (*11 *21 • • • > *¿1 • • • 1 0) 0| а • ■ у 0}.

Бу базис ечим (4.2 7) ва (4.2.8) дан тузиладива унга мос 
нинг циймати цуйидагига генг булади:

г{Б2) =  с'0—с'р <  г(Б{), с' >  0.

Энди (4.2.3) система ва максад функция (4.2.4) ни янги 
¿>2 га мослаб ёзамиз. Бунинг учун (4.2.3) даги

Х1 — ¿'г (а гт-ИЛ:т+1~  ̂• • • 4  а 1) Х]~̂~ • • • +  а 1пХп)

тенгламани х, га нисбатан ечамиз:

аЧ
т+1 +  ^ Х  

ац
т+2

аЧ иц иЦ

ва бу ифодани (4.2.3) нинг колган тепгламаларига к^миз. 
Досил булган янги системани куйидаги куринишда ёзамиз:

* 1  =  Ь\—{а\ 

х 2=  К —(а “ , ,х

1 т+1Х т+1 + а \ /п+2Лт+2+ -  4 *!+ •" + а и Хп)>

2 '■“'2 ш+Гг«4 1 4 ° 2  т+2лт+2*ш+2+ — + а 21*/+ — + аг Л ) ’ 

Х)= Ь ~  (а ;т-ЦХлг-н4 а ут+2Л:т+2+ *•* + алХг '^ '” + ау„Л:л))

£(£„)

азис

Г 4.2 У |

Хт — Ь т {& т т  + 1* т +1_Ь а т  т+2’)<'ш+2‘^ ' , , * 4  1

Бу базиснинг ифодаларини (4.2.4) га ^уйиб, уни куйидаги 
куринишга келтирамиз:

2  =  с"0— (с"т+1хт+1+с"т+2хтГг+ ... +с"1х[+ ... +с"пхп), (4.2.10)

Шу билаи процесснинг биринчи боск;ичи тугади. Кейинги бос- 
Кич, яна шу биринчи боскични яъни (4.2.10) ва (4.2.9) га нис
батан 1 ва II эрлни, ундан кейин II а ва II б ни такрорлашдан 

иборат булади ва к.
Шундай к;илиб, симплекс усул куйидаги процессии ифода- 

лайли:
1. Чекланиш тенгламалари системаси (4.2.2) ни (4.2.3) ку

ринишга, мак;сад функция (4.2.1) ни эса (4.2.4) куринишга 
келтирамиз.
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2. Агар (4.2.4) ва барча с'т+1, с'т+2, . . . ,  с'п коэффициентлар 

манфий булса, £ ,  базиснинг \Ь', Ь'у . . .  ,Ь'т, 0, 0 , . . .  ,0) ечими 

оптимал булиб, бу ечимда Z(Z>1) =  c' минимумга эришади.

3. (4.2.4) ст+1> с'т+2, •••, с'п лар ора:ида мусбатлари мавжуд, 

масалан, с '> 0  десак, хт+1*=хт+2=  , = х7 - Г *Я-Г . . .  = х А1=0 ,

Х )> 0  цийматларда 4.2.3 система 4.2.6 куринишни олади. Агар
(4.2.6) да барча а'У], а'2] , . . .  ,а'т] коэффициентлар мусбат бул- 

маса, m lnZ  =  — оо келиб чи^ади, яъни Z  функция минимум
га эришмайди.

4. (4.2.6) даги акр 1г =  \,т коэффициенгларнинг мусбат

лари мавжуд, яъни а'2] >  0 десак, сонлар орасида энг ки-

ап
Ь'

чиги булган —г ни оламиз. (4.2.3) системанинг х1 га нисбатан 
аЧ

ёзилган тенгламасидан х] ни аницлаб, (4.2.3) системани янги 
=  1* 1, х 2, . . . ,  х , , . . . ,  хт, 0, 0 ,.. . ,  0) базис ечимга нисбатан 

ёзиб (4.2.9) ни *осил циламиз, ма^сад функция (4.2.4) ни эса
(4.2.10) куринишда ифодалаймиз. Янги номаълумлар х и х 2, . . . ,  

хь х 1+1> •■•>*„} Дан иборат булади. Юцорида баён этил- 

ган процесс (4.2.10) ва (4.2.9) га нисбатан яна такрорланади.

М и с о  л. Ушбу

2х1 -{- Зх2 -{- х3 =  19 

2х1 х2 =  13 

Зх%-\-хъ =  15 

Зх, -1- хв 18

(4.2.11)

системанинг мусбат ечимлари орасидан

Z =  —  7Л] — 5х2 (4.2.12)

функцияга минимум берувчи ечимини топинг.
Ечиш. (4.2.11) системани х3, х 4, х6 ва х 6 номаълумларга 

нисбатан ечамиз, яъни

х3 =  19 — 2 х ,  —  З х 2, 

х 4 =  13 — 2х1 — х и 

х 5 =  15 — З х 2, 

х 6 — 18 —  З х , .

(4.2.13)

Бу ер да х3, х4, х 6 ва хв базис, х и х 2 озод номаълумлар. х ,= х 2 =  
=  0 да (4.2.13) дан х 3 =  19, х 4 =  13, х5 =  15, * „ = 1 8  келиб 
чикади. Шундай цилиб, базис деб аталган куйидаги 

Б, =  (0,0, 19, 13, 15, 18}

уринли ечимга эга буламиз. (4.2.12) функциянинг бу ечимга 
мос киймати Z(^ '1) =  — 7,0 — 5, 0 =  0 булади. (4,2.12) дан ку-
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риниб турибдики, х, ва х 2 нинг кийматлари ортиши билан 2  
камаяди. Яна (4.2.12) дан 5х2 га нисбатан — 7х, да Z  ни тезрок 
камайишини курамиз. Шу сабабли х 2 =  0, х, >  0 деб олиб 
х, га х , = 6  киОмат берамиз (*, > 6 ) булганда (4.2.13) да 

> 0 .  * 4 >  0, * 5 >  0 ва х 6 <  0 булиб колади, аммо биз (4.2.13) 
нинг мусбат ечимларинигина топишимиз керак. У ^олда х2= 0 ,
л:, =  6  кийматларда х3 >  О, х 4 >  0 , х ъ >  0  ва ха =  О кели

кади.
Энди янги х и х3, х4, базисга утиш кулай булиб, (4

ни л,, х ,, х4, а'с га нисбатан ечамиз:

А ', =  6  —

~ Зх,
(4

Х5 — 15 — Зх 2

(4.2.12) нинг бунга мос ифодаси

г  =  42 +  - х 0 — бх2 (4.115)
3

булади. (4.2.14) дан г0 =  0, х 2 =  0 булганда куйидаги ури 
ечимга эга буламиз:

Б 2 = { 6; 0; 7; 1; 15; о},
бу ечим янги базис ечим денилади. (4.2.15) нинг бу е 1 

мос келадиган киймати Z(Б i ) — 42 булади. (4.2.15) да х. 
ганда Z  камаяди, лекин ха ортганда Z  х;ам ортади. Шунинг 
учун хв =  () ва х 2 <. 1 деб оламиз, чунки х2>1  шартда (4.2.14) 

тенгламасидан х 4 <  0  эканлиги келиб чи^ади,
гмани

б чи-

:.13)

2.14)

шли

имга
орт-

нинг учинчи
х3, х 6 базисга утиш учун (4.2.14) дан ушбу сист

^осил киламиз:

х, ■ 6 -

■хг, (4.2.16)

х 3 =  4 х 6 ЗХ4,
О

х 5 =  1 2  — 2 х 0 Зх4,

буницг иккинчи тенгламасини (4.2.15) га куйиб, куйидагига 

эга б^ламиз.
г  =  - 4 7  + 5х4 - х в (4.2.17)

х 4 =  0, х 6 =  0 булганда (4.2.16) дан янги базис ечим:

£ 3 =  {6 ; 1; 4; 0; 12; 0) 

ни досил киламиз. Бу ечимда Z (Б 3) =  47. Энди (4.2.17) га 
эъгибор берсак, дгв ортганда Z  нинг камайишини курамиз. Би
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рок х4 =  0 да х ,!> 0 , х2~̂ -0, х3> 0 ,  х 5>-0 шартлар бузилмас- 
лиги учун (4.2.16) да х й ни 3 гача орттиришимиз мумкин, 
чунки лг6> 3  булганда лг3 0 булиб цолади. хв =  3 булганда 
*з =  0 булгани учун хи х2, х ь, базисга утиш учун (4.2.16) 
дан ушбу тенгликни ^осил киламиз:

Бу ифодани (4.2.17) га куйсак, максад функция куйидаги ху- 
ринишга эга булади:

*з =  0, =  0 булганда (4.2.16) дан БА =  (5; 3; 0; 0; 6; 3) ни 
хосил киламиз. Бу ечимда 2  нинг киймати ¿{Б^) =  — 50 га 
тенг булади. (4.2.18) да хя ва хк нинг коэффициентлари мус- 
бат сонлар булгани учун ни ортикча камайтириб булмайди, 
демак, 1 (Б ^  =  — 50 оптимал ечим экан. ^акикатан дЗМ)

М аш  к л ар . Куйидаги чизикли программалаштириш маса- 
лалари симплекс усулда ечилсин.

« 11*1 “Ь &\2Х2 ¿2,3X3 4“ ^'14А*4 —

«21*1 4" «22*3 ”Ь  «23*3 "Ь  «24*4 =  ^2» 

«31*1 +  «32*2 +  «33*3 +  «34*4 =  Ьъ,

* ; > 0 ,  у  = 1 7 4

I  =  С,Х1 +  С2 К2 +  СЙХ3 +  С4ЛГ4

масала учун ^ ( £ ’1) нинг киймати ^исоблансин.

4 1 4

г =  - 5 0  + 7 * ,+  7 X4
4 4

(4.2.18)

г ( Б 1) < г ( Б ) < г  (б л) <  z  (б ,) =  -  50.

3. Ушбу

4> — 2*1 “Ь Зх2 —

*1 +  *2  -  *3 +  2*4  =  2, 

2х1 + х2 4~ * 3 4* 3' = 3,

■̂1 (" 4* -*3 4* Х А

5. X т|П — х3 2х1 -4" х2 

Зх, — л2 4- х4 =  5,

2х, +  *2 +  *3 + 2^4 =* 0, 

2х, -4- *2  4  4а:8 — х4 == 15, 
Х /> 0 ,  j — Tt4* у > 0 , у =  1,4.
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4.3- §. Симплекс жадваллар усули

Чизикли программалаштириш масаласининг ечимини Сим
плекс усули билан топиш бир неча боскичдан иборат эканли- 
гипи биз юкорида куриб утдик. Бу усулнинг асосий цийинчи-
лиги дар бир босцичда янги базисга иисбатан максад функция 
ва чекланиш шартларини цайтадан ёзиб чи^ишдан иборатдир. 
Агар шу босцичларнинг ^аммаси симплекс жадваллар ёрдами- 
да бажарилса, чизикли программалашгириш масаласини сим
плекс усули билан ечиш анча осонлашади.

Буни куйидаги масалада куриб чикамиз:

х. + а[\т+\ Х т+\
-\-a\jXj-\- . . .  +  а[пхп= Ь 'и 

+  а'2]х) + . . .  + а '2пхп = ь2,

Х 1 +  а [т+\Х т+1 +  • +  а 'пх ! +  • • •  + а 'щ хп= К ’

• +  а 'т] Х ] +  ■ • • +  а'тп Х п=  Ь 'т

х. >  0, у =  1, я, Ьз >  0, 5 =  1, т .

2 т\г&С'<п+\Хт + Л С'т^ Хт+2+ • • • + С']Х]+  • • • + < Л , =  С0

(4.3.1)

(4.3.2)

Фараз килайлик, с, >  О булганда з̂ ал килувчи элемент учун 

а танланган булсин. (4.3.1) да х , ,  х 2, . . .  х 1, . . . .  хт— базис 

номаълумлар, х т + 1 , . . . ,  х ), . . .  , хп— озод номаълумлардир. 

с' > 0  булганлиги учун максад функция (4.3.2) га м1 нимум 

киймат берувчи оптимал ечимни топиш учун х и х 5 
х г . . .  , х гп бязисдан янги х , ,  х 2, . . .  , х г_ р х г х /+1, . .

базисга утншимиз ва шу янги базисга нисбатан чекланиш 
шартлари (4.3.1) ни

*1 + а т+\ Х т + 1 +

Х2.+ а 2т+ Х т+1 +  •

X . + а ] т +1 Х т +1 +

Х т +т  1 а т т +1 Х т +1 +

2*

куринишда, максад функция (4.3.2) ни эса 

¿ т1п +  с"т+, х т+1 +  . . .  + с" х1 +  . . .  +  <■*„ =  с’0

(4.3.3)

(4.3.4)

куринишда ёзиб оламиз. (4.3.1) — (4,3.2) ни Симплекс жадвал 
деб юритилувчи жадвалда куйидагича ёзиш мумкин:

75



4.1- ж а дв а л

I

Ба
зи

с
но
ма
ъ

лу
м

ла
р о._  СОч  tj

II X2 xi x m + l . .  . X] xn

b¡ 1 0 0 0
!

a ii  n + 1 a u a \n

*2 ь» 0 l 0 0
/

a î  m +  1 a2j a 2n

• • •

XI b'i 0 0 1 0 a l m+ 1 \a ',j\ a 'n

. . .

х т b 'm 0 0 0 ! /
a mm+ 1 a mj a mn

Z
/
co 0 0 0 0 Cm+1 CJ c 'n

4.1-жадвалнинг х х дан бошланувчи сатрида (4.3.1) системада- 
ги биринчи тенгламанинг озод дади ва номаълумлар олдидаги 
коэффициентлар, х2 дан бошланувчи сатрида эса иккинчи 
тенгламанинг озод х;ади ва номаълумлар олдидаги коэффици- 
енглар жойлаштирилган ва ^оказо. Z  дан бошланувчи охмрги 
сатрида эса (4.3.2) тенгликдаги озод ^ад ва номаълумлар ол
дидаги коэффициентлар жойлаштирилган. Худди шу усул 
билан (4.3.3) — (4.3.4) масалага мос келувчи жадвални ^ам 
тузиш мумкин 4.1-жадвалдан фойдаланиб, 4.2-жадвал куйи- 
дагича тузилади: Z  га мос келувчи сатр элементлари ора'сида 
мусбатлари булса, шу элементларнинг энг каттаси жойлашган, 
яъни с'/ жойлашган устун

4.2- ж а д в а л

Базис но
маълум

лар

Озод
^адлар x i X2 xl m x m+x xi xn

Xi ь\ 1 0
n

au 0
//

a \m f  1 0
H

«1 n

*2
И

b 0 1 a2l 0
//

a 2m-b1 0 4  n

. . .

X1 0 0 a j l
0

//
ajm+l 1 0 jn

. . .

xm b’m 0 0 a mi 1
II

a mm+1 0 a rnn

2
4

co 0 0
H

cl 0 c +, 0 cn
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1

элементларидан мусбатини белгилаб оламиз, масалан, a'nj >  О 

булсин. Ажратилган мусбат a'k] элементлар билан битта сатр- 

да жойлашгап озод ^адлар b'k нинг шу a'kj ларга нисбатини

ъ\
тузамиз ва тузилган нисбатларнинг энг кичигини —  билан

аи
белгилаймиз, a'tj — ^ал килувчи элементдир. 4 .1-ж а д валд а хал 
цилувчи элемент, а^  туртбурчак ичига олинган, у турган ус

туп ва сатр стрелкалар билаи курсатилган.
)^ал килувчи а'ц элемент 1 дан фаркли булса, уни 1 га 

тенг цилиб олиш мумкин. Бунинг учун, шу элемент жойлаш- 
ган сатрнинг барча элементларини а ^  га булиш кифоя. Бунинг 

узи эса (4.3.1) да i  тенгламани х , га нисбатан ечиш била> 
тенг кучлидир. Энди 4.1-жадвал сатрларининг элементларини 
шундай узгартирамизки, ^ал цилувчи элемент тургаи устун- 
даги шу элементдан бошцалари 0 га анлансин. Бунинг учуь
4.1-жадвалнинг /-сатрини — a'kj, k =  \, т , k=/=i ва с) га ку 

пайтириб, мос равишда k =  1 , 2 , 3, . . .  , т  -l-l, k =f= i сатрлар- 
га кушамиз. У холда юкорида келтирилган 4.2-жадвал келиб 
чицади. Юкорида келтирилган иш натижасида аввалги x t 
х 2, . . .  Х[, х т базисдаги хг урнига х ;- келади ва 4.2- жад •
валда курсатилгандек янги х и х 2, . . . ,  xlt . . .  , х т базис 
}$осил б^лади.

Агар 4.2- жадвалнинг охирги сатридаги барча с'\, c"m+v . . .  I, 

с"п лар манфий булса, Z mjn =  с"0 булади, акс холда юкоридй 

курсатилган усул билан 4.3-жадвал тузишга тугри келади, 
Бу процесс оптимал ечим топилгунча ёки масаланинг ечимп 
мавжуд эмаслиги исбоглапгупга кадар давом эттирилади.

Агар бирорта К-жадвалда ал килувчи элемент туриши 
мумкин булган устунпинг барча элементлари манфий булса 
Z min =  — °° булиб, масала ечимга эга эмаслиги исботланган 

булади.

М и сол . Ушбу
x t -f- х 4 — 2 хь =  1 , '

х 2 — 2х4 4- х 5 =  2, (4.3.5)

х 8 4 " Зх4 4 - * 5  =  3 

сисгеманинг манфий булмаган ечимлари орасидан

Z  =  0 + x 4 — х 5 (4.3.6)

функцияга минимум циймат берувчи ечимни топинг.

Еяиш. (4.3.5) ва (4.3.6) ни жадвал тузиш учун 

х, +  х 4 — 2 х 5 =  1 , 

х 2 — 2х 4 + Х5 =  2,

Xi 4 - Зх4 -]- х 5 =  3,

Z  — х 4 4 - X, =  О
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куринишда ёзиб оламиз. (4.3.5) системаси хи xt, xs га нисба- 
тан осонгина ечиш мумкин. Шунинг учун бу номаълумларни
(4.3.5) системанинг базис номаълумлари деб кабул киламиз. 
Базис номаълумлар—х и х3 ва Z  ларни жадвалнинг бирин- 
чи устунига, озод хадларни иккинчи устунига, хх нинг ьоэф- 
фициентларини учиичи устунига ва хоказо х ь нинг коэффи- 
циентларини охирги устунига ёзиб, куйидаги 4.3-жадвалга 
эга буламиз:

,  4.3- ж а д в а л

I

Базис номаълумлар Озод
хадлар *1 *2 Х3 *4. ЛБ

*1 1 1 0 0 1 - 2

Хч 2 0 1 0 - 2 | 1 |
*3 3 0 0 1 3 1

2 0 0 0 0 — 1 1

Z  дан бошланувчи охирги сатрда мусбат сон булганлиги 
учун Z  ни камайтириш имконияти бор. Шунинг учун х и х2, 
х 3 базисдан янги базисга утамиз. Бу иш жадваллар ёрдамида 
куйидагича бажарилади:

1) Z  дан бошланувчи охирги сатрда битта мусбат 1 сои 
бор. Бу мусбат сон биттагина булгани учун у жойлашган ус- 
тунни хал килувчи устун деб караймиз (агар охирги сатрда 
мусбат сонлар иккита ва ундан ортик булса, уларнинг энг 
каттаси жойлашган устун хал килувчи устун булади).

2) Дал килувчи устундан мусбат элеменгларни оламиз. 
Улар иккита булиб, 2- ва 3-сатрларга жойлашган, агар битта 
булса, шу соннипг узи хал килувчи элемент булади.

Ажратилган мусбат элементлар билан битта сатрда жой
лашган озод хадларнинг шу сонларга нисбатларини тузамиз. 
Бу нисбатлар:

2 3
— =  2 ва — =  3 булади.

3) Тузилган нисбатлардан энг кичигининг махражи хал 
килувчи элемент булади. 4.3- жадвалда хал килувчи элемент 
туртбурчак ичига олинган ва шу элемент жойлашган сатр ва 
устун стрелка билан курсатилган.

4) Хал килувчи элемент 1 га тенг булгани учун шу эле
мент турган сатрни 1 га булган билан бу сатр элементлари 
узича ^олаверади.

5) 4.3-жадвалнинг хал цилувчи элемент турган иккинчи 
сатрини 2, — 1, — 1 га купайтириб, мос равишда 1 — , 3, — 4,
— сатрларга кушсак, хал килувчи элемент турган устунда шу 
элементлардан бош^алари 0 ларга айланади ва 4.4- жадвал 
келиб чи^ади (4.4-жадвалга царанг).

6) Юцоридагиларга асосан аввалги х и x .¿, хя базисдаги л2 
урнига х ъ келади ва 4.4-жадвалда курсатилгандек, базисдаги
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х 2 урнига х ъ келади ва 4.4- жадвалда курсатилгандек, янги
х и Хь, х3 базис хосил булади.

4.4- ж а д в а л

Базис
номаълумлар

Озод
цадлар ■?1 Х1 хг *5

5 1 2 0 - 3 0

■*2 2 0 1 0 - 2 1

-«3 1 0 - 1 1 111 0

2 - 2 0 - 1 0 1 0

4.4- жадвалнинг Z  дан бошланувчи охирги сатрида факат 
битта мусбат элемент мавжуд. Бу устунда биттагина мусбат 
элемент бор. Уни хал цилувчи элемент деб хисоблаб, учинчи 
базисга утамиз. Бу иш натижаси куйидаги 4.5- жадвалда кел- 
тирилган.

4.5- ж а д в а л

Базис номаълумлар Озод
хадлар Х1 хз *8 *4 *ь

.<1
28

1
7 3

0 0
5 5 б

Хъ
12

0
3 2 0

15 5 5

Х 1 0
1 1

1 0
5 5 5

11 4 1
2 0 --- 0 0

5 5 5

4.5- жадвалнинг охирги сатрида бирорта хам мусбат эле

мент цолмади. Демак, топилган | 0; 0; ечим оптимал

булиб, унга мос келган Z  нинг минимуми — — га тенг, яъни
5

7 _____И
е-'т1п _ •

о
М а ш ц л а р . Куйидаги чизикли программалаш масалалари 

Симплекс жадваллар усули билан ечилсин.

!• ^ П|П=Х)-)- 6х2—7х 3+ х 4-|-5л:5

5х 1- 4 х 2-13х 3- 2 л:4+ х 5= 2 0 1 

*1—*2+5х3—х 4+ х 5= 8 ,

2. г т1а= 2 х 1+3х% +  2 Л|

2л‘1+ х 2+ 3 ,Гз<6,

2 х , + 4х2+ Зх,3 <  16,



3 -¿-[п1п — д;1 ^2 

—  * |  +  Х2 +  X» =  1 , 1  

х ,  —  2х2 +  лг4 =  2 ,

* /  >  0, у =  1 Д

5' ^ т|п =  Л2 Х3

*1 +  *2 4  *3 4 “ ЗХ4 — 3 ,
*1 +  *2 — *3 +  Х 4 =  1 . 

*1 — *2 +  Л3 +  *4 — 1>

Ху>0 , / =  М

4  -̂ т[п =  х4 х 3 л2 2^1

*1 - *2 4* •Г3 == 1>

2х1 +  л 2 +  х 4 =  3, 

• * 7 > 0 ,  У =  М  

^т1п=  х \ *2 *8
л:, +  х 2 +  хг =  2,

3*1 — * 2 + *з ■= О, 

* / > 0 ,  у =  13

4 4- §. Сунъий базис усули

Чизикли программалаштириш масалаларини симплекс усул 
билан ечиш учун чекланиш шартлари албатта базис номаъ- 
лумларга нисбатан ечилган, яъни

х, =  Ь',-^ [а\ х „

Ч - Ь2 - { а ‘,

1т + \ т+\ 

2т+\Хт+\
(4 4.1)

Хт ~ Ьт (ат т + 1 хт + 1 +  . . .  +  а тпхп)

булиши керак эканлигини биз ю^орида куриб утдик. Лекин, 
чекланиш тенгламалари системасида номаълумлар сони тенг- 
ламалар сонидан етарлича катта булганидан чекланиш шарт- 
ларини (4.4.1) куринишга келтириш анча ме^нат ва вацт талаб 
ь;илади. Бу масалани ечишнииг цулай усулларидан бири сунъ
ий базис, усулидир. ^а^ицатан хам, ушбу

«П *1+ «.2*2+  • • •  +«-\пхп =  $и

“21 Х 1 4 " а22 Х 2  4" • • • +  а 2 п  Х П =  ?2<

х„ -П1 Х1 4" “т2 Х2 “1“ • • •

* / > 0 ,  / =  17«, $¿>0 , г =  1, т

(4 .4 .2)

(4.4 3)

системанинг ечимлари орасидан

— 2  х1

функцияга минимум циймат берувчи оптимал ечимни симплекс 
усул билан топиш талаб цилингап булсин. Чекланиш шарт- 
лпри (4.4.2) базис номаълумларга нисбатан ечилмаган булгани 
учун, бу масалани тугридан-тугри симплекс усули би.*ан ечиб 
булмайди. Шунинг учун, куйидаги тенгламалар системаси:

У1 =  ?1 — (ап *1 +  с

Ут =  I (ат1 XI + а7л2

2 4- • • • 4  а 1Л х „),

2 4  • » • 4  а 2п Х п)>
(4 .4 .4 )

*2 4- • • • +  а-тпх п)
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билан аникланадиган у,, у2) • • • > Ут сунъий номаълумлар 
киритамиз. Агар у, =  у2 =  . . .  — Ут — ^ булса, (4.4.4) систе- 
манинг ечимлари (4.4.'2) системанинг ечимлари билан устма- 
уст тушишлиги уз-узидан куриниб турибди. Куйидаги, ёрдам- 
чи ма^сад функциясини тузамиз:

F  =  У\ + Уг + ■ •••+  Ут (

ва унинг (4.4.4) шартни каноатлантирадиган миниму 
топамиз. (4.4.4) системада у1( у2, . . .  , ут лар базис но 
лумлар будганлиги учун (4.4.4) — (4.4.5) масалани chmi! 
усули билан ечиш мумкин.

Шу усулни т  марта цуллаш натижасида у,, у2, 
сунъий номаълумлар катнашмаган янги х и хг, . . .  , х т б 
га утамиз, яъни

* 1  =  ̂ 1  (Q'\mj r i x mjr \~\~ • • •  4" а \пХ п~>Т а 1\У\~*г  • • •  4"«1 т У т )' 

^ “ 6 а- (а 2«+1-*,«+1+  • • •  ~3Га,1пХ11~3гапУ\~5г • • •

Ут 
азис-

Х т "  Ь т  [а тт+\Х т+\ "I- * * * • • Ь а оттУ т )

ем им 

)’» — 
1аъ- 
ки-

Агар мана шу янги базисда m in F > 0  булса, ^уйилган (4,

(4.4.8) масала yt =  уа =  . . .  =  ут =  0 булганда ху> 0, 
шартни цаноатлантирадиган ечимга эга булмайди. Агар 
m in / '= 0  булса, {лгг, х ъ . . .  , х т, 0, 0, . . . ,0 }  базис
(4 ,4 .4 ) — (4.4.5) масаланинг оптимал ечими булади. у, =
=  • • '-ут= 0  булганда (4.4.6) дан х,, х 2, . . . *т базис hon 
лумларга нисбаган ечилган чекланиш шаргларини х;оси 
ламиз. У холда (4.4.3) куйидаги куринишга эга булади:

2  =  с 0 {Ст  + \Х т+\ Ст\-2Х т+2 “Ь  • • •  СпХ п)

Бу функциянинг

Xi =  ö1- ( a lm+1x/n+i +  a lm+2* m+2+  • • •  + ai „*„),

Х 2 =  &2_  (ß '2ffl+l Л т+2 +  ••  * +  а 2пХп)>

Х т =  Ь т ~  [а т т+\Х т + \ + а ,т т +2Х т + 2 +  • • • +  ö « , A ) .

■5)

ини
аъ-
екс

.4.6)

.2)-

адвал
базис

шартни цаноатлантирадиган минимумини симплекс ж 
усули билан топиш мумкин, чунки чекланиш шартлари 
номаълумларга нисбатан ечилгандир.

Ми с о  л. Ушбу Z  =  х, +  хг 4-2*3 функциянинг чек;{а|ниш 
шартлари цуйидагича булиб:

* i  —  * з  4- 4*4 =  3,

2х, — х2 =  3,

Зх, 2х 2 * 4  =  1 , 

xj >  0, j  — \ ,4.

уни каиоатлантирадиган минимуми топилсин.
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Ечиш. Чекланиш шартлари базис номаълумларга нисбатан 
ечилмаган булганлиги учун симплекс уеулидан фойдаланиб 
булмайди. Бу масалани симплекс жадвал усули билан ечиш 
учун сунъий базис уеулидан фойдаланамиз. у,, у2, у3 сунъий 
номаълумлар ёрдамида бу масалага мос чизицли програм- 
малаш масаласини куйидагича ёзамиз:

у, =  3 — (х, — х 3 +  4х4), 

у2 =  3 — (2дг, — х 2),

У з === 1 (З х , 2 х 2 х 4)

Бу система учун манфий булмаган х^!>0 , 7 = 1 ,4  ларни 
ва куйидаги

?  -  У> +  Уз +  Уз

ёрдамчи максад функцияга минимум киймат берувчи уь у2> У» 
ларни топамиз.

Бошланрич жадвалда базис номаълумлар учун уи у2, у3 
ларни олиб, куйидагига эга буламиз:

У\ +  *1 — *з +  4х4 =  3,

У 2 + 2х, — х2 =  3 

Уз +■ ЗХ; — 2х2 — х 4 =  1 

Е  4- блг, — Зх2 — х 3 + Зх4 =  7 

^  — х, — х 2 — 2х3 =  О

Бу масалага мос симплекс жадвал цуйидагича булади:

4.6- ж а д в а л

I

Базис номаълумлар Озод
*адлар

х, X, *8 X, У. Уз Уз

У\ 3 1 0 -1 4 1 0 0

Уз 3 2 -1 0 0 0 1 0

Уз 1 В — 2 0 -1 0 0 1

Г 7 6 - 3 -1 3 0 0 0

г 0 — 1 -1 - 2 0 0 0 0

Симплекс жадвалларнинг биридан иккинчисига кетма-кет утиб, 
цуйидаги жадвалларни тузамиз (4.6 — 4.9-жадваллар)



4.7- ж  а ;

~I—I--

в а л

Базис номаълумлар Озод
хадлар

Х х X , X , X , Vi У, Уа

У1
8

3
0

Т
3

— 1
13

3
1 0

1

3

Уз
7

3
0

3
О

_2

3
0 1

2_

I

*1
1

3
1

2

“ 3
0

1

“ 3
0 0

7

F 5 0 1 - 1 5 0 0
т

Z
1

3
0

5

3
—2

1

3
0 0

Jj_

в

4.8- ж а

1

'в а л

Базис номаълумлар Озод
хадлар •*1 X , Хз У1 Уз Уз

Х2

Уа

Xi

4

1

3

0

0

1

1

0

0

3

2

Т
2

- 1

“ В

2

3 

_  2

4

3

2

1
~2

1

0

1

0

1
2

1
2
2
3

F 1 0 0
1

~ 2
3 

_ 2
3 

~ 2
0 -

3

2

г 21
3

0 0
9

~ 2

21
2

5

2
0
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4 . 9 -  ж  а  д  в  а  л

Базис номаълумлар Озод
*адлар

х, X, *3 Хк У. Уз Уз

*2 7 0 1 0 2 0 3 - 1

*3 2 0 0 1 - 3 - 1 2 - 1

5 1 0 0 1 0 2
5

3

0 0 0 0 - 0 - 1 - 1 - 1

г 16 0 0 0 - 3 - 2 9 — 4

Охирги жадвалда Б  дан бошланувчи сатрда мусбат элемент 
мавжуд эмас. Демак, топилган |5; 7; 2; 0; 0; 0;} ечим оптимал 
ечим булади, чунки бу ечимда Б =  0. Демак, У1 =  У2 =  Уз==0 
да ^  =  16 + Злг4 булиб, Б =  |5; 7; 2; 0| булади.

Бу базис ечим мацсад функция 2  га хам эга энг кичик 
киймат беради, яъни Z  (б1) =  16, чунки 2  дан бошланувчи 
сатрда номаълумлар л1, х2, ха, х А ларни биронтасининг дам 
олдидаги коэффициентлари мусбат эмас. Шунинг учун, мак- 
сад функцияни бошца камайтириш имконияти йук« акс холда
4.9-жадвалда у,, у2, у3 лардан бошланувчи устунлар ва Б  дан 
бошланувчи сатрни олиб ташлаб, симплекс жадвал тузишии 
давом эттирган булар эдик.

4.5-§. Чизицли программалаштиришнииг узаро 
икки ёцлама масалалари

}^ар кандай чизицли программалаштириш масаласига, унга 
узаро икки ёклама булган бонща бир чизикли программалаш
тириш масаласи тугри келади. Берилган дастлабки (бошлан- 
гич) масала билан унга мисбатан икки ёклама булган масала 
уртасида бевосита богланиш бор, яъни бирининг ечимидан 
иккинчисининг ечимини топиш мумкин.

Берилган дастлабки масала ва унга нисбатан узаро икки 
ёклама булган масала хам бирон-бир иктисодий жараённи 
ифода этади. Масалан, ресурслардан фойдаланиш масаласини 

куриб утайлик. Бирор бир корхона мнкдори Ъ1(1 =  1, т ) бир- 
ликка тенг булган т  хил ресурсларга эга булиб, бу ресурс
лардан п хил махсулот ишлаб чицариш учун фойдаланадиган 
булсин: у бирлик махсулот ишлаб чикариш учун г хилдаги 
ресурсдан ау бирлик сарфлансии. Махсулот бирлигининг нар- 
хи С] бирликка тенг булсин. Корхонанинг энг куп даромад 
олиш масаласини таъминлайдиган планини тузишнинг матема
тик модели курнлсин./- хилдаги махсулот бирлигининг мик;- 
дорнни X) билан белгиласак, цуйилган масаланинг математик 
модели цуйидагича булади:

ы



функциянинг чекланиш тенгсизликлари системаси

п _______ i

2  а цХ}<Ьь ¿ = 1 ,  т\ (4.5.2)

1~1 Х ] > 0 ,  / '=  1, п  )

ни каноатлантирадигаи максимумини топинг.
Энди (4.5.1) — (4.5.2) масалага нисбатан икки ёклама бул- 

ган масаланинг математик моделями курамиз. Бунинг учун 

yt ( i =  1, т )  билан i хилдаги ресурс бирлигининг нархини 
белгилаймиз, у холда х;ар бир У бирлик ма^сулот ишлаб чи- 
Кариш учун сарф булган ресурснинг нархи

т

2  аиУ‘ 
i=l

га тенг булади. Сарф килинган ресурснинг нархи ишлаб чица- 
рилгаи ма^сулот нархидан ошиб кегмаслиги учун

т  ____
(У =  1, п) (4.5.3)

¿=1

булиши керак. Иккинчи томондан, корхона b¿(i =  1, т )  бир- 
ликка тенг булган ресурсга эга булгани учун capí}) килинган 
умумий ресурснинг нархи

т

F  =  ^ b iy¡ (4.5.4)
¿asi
i= 1

га тенг булади. Демак, (4.5 3) — (4.5 4) масала дастлабки
(4.5.1) — (4.5.2) масалага нисбатан икки ёклама масаланинг 
математик моделидир.

Бу масалани иктисодий нуцтаи назардан куйидагичаталкин 
Килиш мумкин: ресурс мицдори Ь1 га тенг булиб, ма^сулот 
бирлигининг нархи C¡ га тенг булганда ресурс бирлигининг 
нархи y¡ ни умумий сарф энг кам буладиган килиб танлаш 
керак. Бонщача килиб айтганда (4.5.4) функциянинг чекланиш 
шартлари (4.5.3) ни каноатлантирадиган энг кичик киймати 

топилсин.
Дастлабки масала (4.5.1) — (4.5.2) ни матрица формада 

куйидагича ёзиш мумкин:

Z max =  с х
А Х  <  В, Х ^ О ,

икки ёклама (4.5.3) — (4.5.4) масала эса цуйидаги куринишга 

эга:



Матрица формада ёзилган дастлабки ва икки ёклама масала- 
ларнинг матрицалари ва векторлари бир-бирига нисбатан транс« 
понирлангандир:

4.6-§. У заро икки ёцлама масалалар математик 
моделларининг турлари

Узаро икки ёклама масалаларнинг математик моделлари 
икки хил булади:

1. Симметрии булмаган узаро икки ёклама масалалар

Симметрий булмаган узаро икки ёклама масалаларнинг 
дастлабки масаласида чеклаииш шартлари тенгламалар систе- 
масидан иборат булиб, унга нисбатан икки ёклама булган ма
саласида эса чекланиш шартлари тенгсизликлар системаспдан 
иборат булади ва номаълумлар манфий кийматлар хам кабул 
Килиши мумкин булади.

Масалан:
а) Дастлабки масала

•¿-пЦп =  С Х  

А Х  =  В 

Х > 0

б) Дастлабки масала

^шах =  С Х  
А Х  =  В

Х > 0

2. Симметрик булган узаро икки ёцлама масалалар

Симметрии булган узаро икки ёклама масалаларнинг даст
лабки ва унга нисбатан икки ёклама булган масалаларида чек-

Икки ёклама масала 

А' У <  С'

Икки ёклама масала

^«,п = В 'У  

А 'У ^ С '
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ланиш шартлари тенгсизликлар системасидан иборат булиб, 
изланаётган номаълумлар, албатта, мусбат булиши керак. Ма
сала н,

а) Дастлабки масала

-2тах == С Х  
А Х < В

Х > 0

б) Дастлабки масала

¿ га1п =  С *

А Х  <  В 

Х > 0

Икки ёклама масала

А 'У > С '

У >  О

Икки ёклама масала

А 'У К С '  

У >  о

М и с о л л а р .  1. Дастлабки масала. Ушбу 

Z  =  д-2 — х 4 — Зх6 

фуикциянинг чекланиш тенгламалари системаси 

х 1 +  2х2 — хА +  хъ — 1,

— 4х 2 +  х 3 +  2х4 — лг6 =  2,

Зх2 + х 5 +  х6 — 5, 

х ,> 0 ,  у =  1,6
ни каноатлантирадиган минимуми топилсин 
икки ёклама масала тузилсин.

Ешш. Дастлабки масалада

С =  (0; 1; 0; - 1  - 3 ;  0)

В =

ва бу масалага

X -

г тШ =  СХ; А Х  — В\ Х > 0

булади. Дастлабки масала симметрик булмаган масалага тугри 
келади. Шунинг учун а) пунктга асосан икки ёклама масала 

Куйидагича булади:

^ шах =  £ 'Г ;  Л 'Г < С '

Бу ерда

- 0' 
1

. О 
- 1

3
о

У =
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1 0 0~
2 — 4 3
0 1 0

-  1 2 0
1 -  1 1
0 0 1

Я = У 1  +  2у2 +  5у3 
у, О,

Л' =  У I  ” ёки ~ 4Уа +  Зу8 =  1,j
У з < 0 ,

— У1 Ч~ 2у2 ■< — 1,
У» -  Уг +  Уз <  —  з,

Уз <  О

2. Ушбу дастлабки масалага икки ё^лама масала тузилсин.

■̂rnlli =  **1 Ч" 2^2 “f- ЗХ3

2jc, + 2х 2 — лг3 >  2,

*( — х 2 — 4хя <  — 3, 

дг, + х 2 — 2х3 > 6 ,

2л:, +  х 2 —  2л:3 >  3 

X, > 0 ,  / =  Í71

3. Ушбу дастлабки масалага икки ёцлама масала тузилсин.

Zmax == 4л , -j- 5X-¿ -f- бХ3

—  x i Ч* х 2 Н~ 2 х 3 2,
<Х\ 5x-¿ х$ 1,

*1  Ч- -*2 Ч- З х 3 ^  5,

X, >  О, /' =  1,3

4.7-§ Узаро икки ёцлама масаланинг асосий теоремаси

Бизга куйидаги дастлабки

CjXj

7=1

* ; > 0 ,  У =  1, л 

ва унга нисбатан икки ёклама булган

пах —  2  ^$1  

í=l

у — Г я

¿-i

y ¡> 0 , ¿ =  1, т

(4.7.1)

(4.72)

(4.7.3)

(4.7.4)

масалалар берилган булсин. У цолда куйидаги теорема урин- 
лидир.



Теорема. Дастлабки масала ечимга эга булса, унга икки 
ёк;лама булган масала хам ечимга эга булади ва цуйидаги

min Z  =  ш ах/7

тенглик уринли булади. Агар мана шу узаро икки ёцлама 
масаланинг бирортасида мацсад функция чегараланмаган бул
са, иккинчи масала ечимга эга булмайди.

. . ,  х,(г0) дастлабки 

у'т эса унга нисбатан икки ёц- 
лама булган масаланинг уринли ечими булсин. У вацтда 
(4.7.1) — (4.7.2), (4.7.3) — (4.7.4) га уринли ечимларни куйиб, 
к;уйидагиларга эга буламиз:

апх S0) +  апх[0) - f  . . .  +  alnx^  >  bb i =  1 , т

Исбот. Фараз килайлик, х (°\ Х20), 
(0) (0) (0) 

масаланинг у\ , уЬ

Z  =  схх  10) 4- £2*20) 4- • • • + спх «0)

а 1]У\0) 4 " а 2/У2и) 4" • • • 4* а т )У ’п ’ ^  CJ> / “ !» п
.(0) (0)

/ “о == Ь ху\ 4- Ь2У<2 ) 4" • • • +  Ьт У
,(0)

(4.7.5)

(4.7.6)

(4.7.5) тенгсизликларни y(i0), yi°\ 
ДО) J0) J»)

Ут га (4.7.6)

тенгсизликларни х\~‘, хЪ\ . . . , х'„~' га купайтириб кушсак, 
Куйидаги тенгсизликларга эга буламиз:

т  п  т

2 V a „ 4 V > » 2 % ! ‘W .
г-1 j=i t=i
т  п п

2 2 ’
i=ij=\

Бу ердан

F o <  ¿о (4.7.7)

У°2, у̂ т ечимлар

эканлиги келиб чицади.

Агар xi0), xf\ . . ., Хп] ва у], 
уринли ечимлар булса,

max F =  F0, min Z  =  Z 0

булади. У холда (4.7.7) га асосан цуйидаги тенгсизликни х<> 
сил киламиз.

max/7< m in Z  (4.7.8)

Энди цуйидаги тенгсизликлар системасини куриб чи^амиз:

' S a ljX j ^ b h ’S a liyl < c ,  i

7 = 1 1

1, я , г ■= 1, т.

У  С/Х, — V  b,yl =  Z  — F  <  0

i = 1

(4.7.9)
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Энди масалани аксинча куямиз: (4.7.9) системанинг манфий

ечим булишини куриб чикамиз.
(4.7.7) га асосан /^  <  Z 0 эканини биламиз, (4.7.9J система

нинг охирги тенгсизлигига асосан F0>  Z 0 ёки max/7> m in Z 2 
булади, чунки шаx F  =  F0, m inZ  =  Z 0. Бундан ва (4.7.8) дан 
m inZ  =  max/r эканлиги келиб чицади. Охирги тенгликдан, 
дастлабки масала ечимга эга булса, унга нисбатан икки ёклама 
масала хам ечимга эга булиши ва аксинча мулохазанинг туг- 
рилиги келиб чикади.

Энди теореманинг иккинчи кисмини исботлаймиз. Фараз 
Килайлик, икки ёклама масалада максад функция юкоридан че- 
гараланмаган, булсин, яъии +  У холда Z ^ - F  булгани 
учун, Z  >  + оо булиб, бу хсч цандай маънога эга булмайди. 
Худди шунингдек, агар берилган масалада максад функция 
куйидан чегараланмаган, яъни Z  >  — оо булса, /7<  — оо бу
либ, куйилган масала маънога эга булмайди.

4.8-§. У заро икки ёклама симплекс усул

Дасглабки масаланинг ечимидан, унга нисбатан икки ёкла
ма масаланинг ёки икки ёклама масаланинг ечимидан дастлаб- 
ки масаланинг ечимини келтириб чикаришга имкон берадиган 
симплекс усул узаро икки, ёцлама симплекс усул дейилади. 
Бу усул узаро икки ёклама масаланинг асосий теоремасига 
асослангандир. Узаро икки ёклама симплекс усулнинг асосий 
мазмуни куйидагидан иборат: 
бизга куйидаги дастлабки

уг >  О, I =  1, т.

масалалар берилган булсин. Дастлабки (4.8.1) — (4.8.2) ва унга 
нисбатан икки ёклама булган (4.8.3) — (4.8.4) масалага симп-

П

(4.8.1)

П

2  ПцХ] > Ь ь ¿==1, т ,
(4.8.2)

* / > 0 ,  у =  1, п

ва унга нисбатан икки ёклама

т

(4.8.3)

т

^ а 1)У, < с , ,  у =  1, п
(4.8.4)
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леке усулни куллаш учун чекланиш шартлари базис номаъ- 
-лумларга нисбатан ечилган, яъни

xn+l =  - bt +  2 % xr  bt K 0  (4.8.5)

т

су> 0  (4-8,6)
;= 1

куринишда булиши керак. Бу ерда (4.8.5), (4.8.6) тенгламалар 
системаси (4.8.2) ва (4.8.4) тенгсизликлар системасидан ку- 
шимча

* n+l> 0 , i =  1, /га; y mfy > 0 ,  7 = 1 , /г

номаълумларни киритиш натижасида келиб чикади. (4.8.5) ва
(4.8.6) да xn+v хп+2, . . . ,  хп+т номаълумлар берилган масала 

учун базисдир. хи х 2, . .  ., хп лар озод номаълумлардир, 

Ут+1> Ут+ 2» • • •> Ут+п номаълумлар эса икки ёклама масала 

учун базис, у,, у2, . . ., ут лар эса озод номаълумлардир.
Узаро икки ёклама масаланинг асосий теоремасига acocan 

min Z  =  max F  булгани учун юкоридаги масалаларнинг бирор- 
тасининг оптимал ечимини топсак, иккинчисининг хам опти- 
мал ечимини топтан буламиз.

Бунинг учун, берилган масаладаги базис номаълумлар би- 
лан икки ёклама масаладаги озод номаълумлар ва берилган 
масаладаги озод номаълумлар билан икки ёклама масаладаги 
базис номаълумлар уртасица узаро бир кийматли мослик ур- 
натиш кифоядир, яъни:

Хп-И Хп+ 2 • • • Хп+тxi X2 • •
Ж
I

А
I

А
I

Ж
1

Ж
I

1
Y У

1
У Y V Y

У\ у• • • s т Ут+1 У т-\- 2 • • • У т -f п

Агар берилган масаланинг оптимал ечими {0, 0, . . ., * я+1) 

х „ .2, • . х п+т) булса, унга икки ёклама булган масаланинг

оптимал ечими |у,, у2.........ут, 0, 0, . . 0) булиб, yt х п+г нинг
олдидаги коэффициентга, яъни у, =  сп+1 га; у2 эса xn+i нинг

олдидаги коэффициентга, яъни >,2==С'я+2 га; ут х п+т нинг ол

дидаги коэффициентга, яъни У т =  Сп+т га тенгдир.

М и сол . 1. Куйидаги масалага икки ёклама масала тузил- 
син ва уларнинг ечими узаро икки ёклама симплекс усули 

I билан топилсин.

Z m\n~x2 — xt — Зхъ 

х \ +  2хг +  Xi + х ъ =  1,

— 4х2 + х3 +  2Xi — х 5 =  2,

Зх2 +  + х 0 =  5, Xj =  >  0, / « = 1 ,6  .
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Еяаш,. Бизга 4.6-§ дан маълум булган дастлабки масалага 
икки ё^лама масала к;уйидагичадир:

еки

Лпах = ' У\ +  2У2 + 5уз 

2у, - 4 у 2 +  Зу3 <  1,

— У1 +  2у2 <. — 1,

У1 - У 2 + Уз< — з, у, < 0, 7 = 1,3

Р  гаах =  У\ +  2 У 2 4* 5уя 

2^1 -  4у2 + Зуз + У1 =  ь

— У1 + 2у3 + у5 — —-1,

Уг +  У х -  Уг +  Уч =  -  3 
У/ < О, 7 = 1, 3.

Дастлабки масалада Хх, х3 ва х 6 номаълумлар базис, х2, х 1 ва 
х.ь номаълумлар озод номаълумлардир. Икки ёцлама масала
да эса у4, у5 ва у0 номаълумлар базис, у,, уа ва у3 номаълум
лар озод номаълумлардир. Бу мисол учун (4.8.7) муносабат 
Куйидагича булади:

Ж ж
I I

у  у у

Ух У 2 Уз

*2 *4 *5

111 
*  у  V

у4 Уь Уб

Дастлабки масаланинг чекланиш шартларида озод хадлар 
хаммаси мусбат булгани учун симплекс усулини цуллаш осон- 
дир. Дастлабки масалага мос келувчи куйидаги жадвални ту- 
замиз:

4.10- ж а д в а л

Базис номаълумлар Озод
*адлар

дга X» x¡ х.

Хх 1 1 2 0 - 1
Ш

О

Хз 2 0 - 4 1 2 - 1 0

х 3 5 0 3 0 0 1 1

г 0 0 - 1 0 1 3 0

Симплекс жадвалларнинг биридан иккинчисига утиб, куйидагп 
жадвалларни тузамиз (4.11 — 4.13- жадваллар):
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4.11- ж а л в а л

Базис номаълумлар

X,
Х-2
Х3

Озол
хадлар

-3

1
-1

—3 - 7

4.12- ж а д в а л

и Базис номаълумлар Озод
*адлар х, х, •**3 X, Хъ X

*5 4 2 0 1 0 1 0

X* 3 1 - 2 1 1 0 0

Xз 1 - 2
111

-1 0 0 1

2 -15 —7 1 — 4 0 0 0

4.13- ж а д в а ш

Базис номаълумлар Озод
хадлар х, X1 Ха X, Хъ X«

Хъ 4 2 0 1 0 1 0

х4
11

3

1

~~ 3
0

1

?
1 0

2

3

*2

1

3

2

3
1

1

~~ 3
0 0

1

3

г
46

~ 7

19 

~  3
0

11 

~  3
0 0

~  ;"

4.13-жадвалнинг охирги сатрида мусбат элемент мавжуд эм ас. 
Демак, топилгаи {0; 1/3; 0; 11/3; 4,0) ечим дастлабки масала- 
нинг манфий булмаган оптимал ечими булади. Бу ечимда 
ма^сад функция цуйидагича булиб:

7 46 19 11 1
Л — ----- X ,--- ха ----хв

3  3  3  8  3  0
(4.7.8)

унинг ц и й м а т и  Z  =  — — га тенг. (4.7.8) да С, =  — —, С3
3 3

=  — — , С 0 =  — —, С2= С 4 =  С6 =  0. Юкоридаги узаро бир
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кийматли мосликка асосан, У1 -^0 , у2<С0 ва У-^0 ни назарда 
тутсак:

У\ =  — У* — —  р  Уз =  -\ , У 4 = У 5  =  Ув =  0

булади. Демак, икки ёцлама масаланинг оптимал ечими |—
19.
-V
3

т а х ^  —  пНп {у, +  2у2 4- 5у 3) - ■
46 

з ‘

(4.8.9)

(4.8.10)

Шундай цилиб, асосий теореманииг шарти куйидагича бажа- 
рилади:

ш1п2 =  т ах /7 =  — тг»
О

М и сол. 2. Куйидаги

■2 т1„ =  * 1  +  2х2 + Зх3 

2*, +  2х2 — х3> 2 ,

* 1  ~  хг ~  4хй <  — 3,

* 1  + Х1 — 2*з ̂  6,

2х, х 2 — 2х3 3, х ] 0, /  ̂  1,3

масалага икки ёцлама масала тузилсин ва уларнинг ечими уза- 
ро икки ёклама симплекс усул билан топилсин.

Ечиш.. Бу масалани ечиш учун аввал чекланиш шартлари
(4.8.10) даги барча тенгсизликларнинг ишорасини куринишга 
келтирамиз. Бунинг учун (4.8.10) нинг иккинчисини „— 1“ га 
купайтириб, цуйидагига эга буламиз:

2х, +  2х3 — х 3 >  2,

—  *1 +  х 2 Ч~ 4 *з  ^  3,

*1 +  *2 ~  2х3 >  6,

2х1 +  х2 — 2 * 3  >> 3, 

ёки тепглама куринишида куйидагича булади: 

х4 — 2х1 — 2х2 +  *з =  — 2,

*5 +  *1 — * 2  — 4*3 =  — з,
—л:в — Хл — л:2 + 2лг3 =  — 6,

х 1 — 2х1 — х 2 +  2^з =  — 3

(4.8.9) — (4.8.11) да икки ёцлама масала куйидагича булади: 

Л п ах  =  2у, + Зу2 + 6у3 + Зу4 

2^1 —  У2 +  Уз + 2у4 1,

2У1 + Уа+ Уз + У 4<2 ,

- У у + 4у2 — 2у8 — 2у4 <  3

(4.8.11)

(4.8.12)

уг>  0, ¿ = 1 ,4  (4.8.13)
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ёки

2yi — У2 4- уя + 2у4 + у5 =  1,

2 у  i —  У* +  Уз +  2 ) 4 +  у^ =  2,
— У1 + 4у2 — 2y:!j-  2у4 4  у7 — 3, 

y¿>0, i =  1,7

(4.8.14)

Дастлабки масаладаги х4, х ъ, х0, х п базис номаълумлар би
лан икки еклама масаладаги Vi, у2, Уз У« озод номаълум лар
ва берилган масаладаги xt, х 2, х3 озод номаълумлар билаи 
икки ёклама масаладаги у5, у0, у7 базис номаълумлар уртаср- 
да цуйидаги

■Л*4 -̂*5 Xq Xr¡ Х  ̂ JC2 Xg

t  т t  т t  t  t  /48
l i l i  I  i  I  1

У . У» Уз y4 y5 У о y7

бир кийматли мосликни урнатамйз ва бевосита биринчисин 
ечимларидан иккинчисининг ечимларини келтириб чицарам 

Энди (4.8.12) ва (4.8.14) шартларга назар ташласак, (4.8.
да хамма озод х;адлар мусбат булгани учун, икки ёклама
(4.8.13)— (4.8.14) масалани симплекс усули билан ечиш цулай- 
роадир*.

Шунинг учун, икки. ёклама масалани симплекс усули бй- 
лан ечамиз. Бу масаланинг ечими 4.16-жадвалда келтирилгаи 
(4.8.15) муносабатга acocan берилган масаланинг оптимал еч^ 
ми

1*1, *2. *3, О, 0, 0, 0}

15)

ин г 
из. 

И)

булиб, х i =  с6. лг2 =  с0, х3 =  с1 булиши керак. З^акикатан з
4.14-жадвалдан (4.8.13) — (4.8 12) масаланинг оптимал ечи

{0; i ;  f ;  0; о; о; 2 )

булиб, бу ечимда

/ 7п ,ах = = | " ( Ю У ,  + | У 4 + { У 5 + | У 9 )  (4 .8 .

нинг киймати max.F =  ̂  га тенгдир.

:ам
ми

16)

* (4.8.9)— (4 8.12) масалани симплекс усули билан ечиш учун юкорида 
«елтирилган сунъий базис усулидан фойдаланиш мацсадга мувофивдпр. Бу- 
нинг учун (4.8.12) да у,, у2, у3 у, сунъий номаълумлар киритиб. ёрдамчи 
F  — у, -f- у 2 у3 +  у, функция,¡и минимумга текшириш лозимдир.
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4 14- ж а д в а л

1

Базис иомаълумлар Озод
*адлар У у5 Уз У. У» У» У?

Уб 1 2 -1
1Т 1

2 1 0 0

Уб 2 2 1 1 -1 0 1 0

У7 3 -1 4 - 2 -1 0 0 1

Z 0 - 2 - 3 - 6 - 3 0 0 и

4.15- ж а д в а л

4-
Базис иомаълумлар Озод

хадлар У1 Уа У» У* У» У« Уг

Уз 1 2 - 1 1 2 1 0 0

Ув 1 0 РП 0 - 1 - 1 1 0

У? 5 3 2 0 2 2 0 1

Z 6 10 - 9 0 9 6 0 0

4.16- ж а д в а л

Базис иомаълумлар Озод хадлар У< Уз Уа У. Ув Уе У7

Уя
3

- 2 0 1
3 1 1

0

2 2 2 2

1 1 1 1

Уз 2
0 1 0

2 2 "2
0

У̂
2 3 0 0 4 5 3 1

Z
21

10 0 0
9 3 9

0

2 2 2 2

(4.8.16) дан берилган масаланинг оптимал ечими

3 9
x i =  съ — J ,  х 2 — са — ха — С1 =  О

ни топамиз. Бу ечимда (4.8.9) нинг циймати куйидагича:

•¿min 2 2 2'

Демак, асосий теореманинг куйидаги шарти бажарилади

• 7  г 21mm Z  =  max г =  —

Бу эса масаланинг TÿFpn ечилганини билдиради.
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М а ш к л а р. Узаро икки ёцлама 
цуйидагича масалалар ечилсин:

симплекс усули била,к

1* -£ш1п — 2х, +  4х 2 4- 12.г4. 

л , 4" 2лгг 4" хз 4  4х4 10, 

2*1 4" *2 — 2*з “I- 3*4 ^  4, 

х ,> 0 ,  7 =  1,4

3. -̂ П]ах =  бх, — х 2 4х3

— х, 4- 2х3 >  9,

— -г, + л2 >  1,

* 1  “Ь * 2 — Зх3 >  8 

*1 — *3 <  4, ̂

Х ;> 0 ,  у =  1,3

4.9- §. Потенциаллар усули

Транспорт масалаларини ечиш учун цулланиладиган бир

2. ^ тах=  2х , —  2 <2 4  З х 3 4  4

х, 4- 2х-2 4  х., 4  * 4  <  2, 

2 к1— х ,2 +  2х ъ — Зх4 >  3, 
ЗХ) 4* 4 х 2 — 5 х 3 4- 2 >с4 <  4 

X) > 0 ,  у =  1,4

4. 2 т,„ =  4 а '14 - 6 х 2 4  3гз 

Зд^ “1“ х 2 4  2 х а 9, 

х , 4  2 х 2 + 2 х 3 >  8 ,

* 1  4  6 х 2 >  12,

■х, >  0, у =  1,3

НН"

фри
ш
ш.

оп-
бо-

чи аник усул потенциаллар усули 1949 йилда совет олим/ари 
Л. В Канторович ва М. К. Гавурин томонидан таклиф килин- 
ган Бу усулминг асосий гояси, чизицли программалашти )Аш 
масалаларини ечиш усулларига боглик булмаган холда, тран
спорт масаласига мослаштирилган симплекс усулидан иборрт 

дир.
Бошк;а чизикли программалаштириш масалалари син 

транспорт масалаларини потенциаллар усули ёраамида еч 
жараёни хам бошлангич базис ечимини топишдан бошлана 
Бу усул ёрдами билан бошлангич базис ечимдан бошлаб, 
тимал ечимга якинрок булган янги базис ечимларга ута 
риб, чекли сондаги кадамлан сунг масаланииг оптимал е|йми 

топилади.
Шунинг учун, потенциаллар усулининг асосий мо^иятипи 

баён цилишдан олдин, транспорт масаласининг бошланрич 
базис ечимини топиш учун кулланиладиган усуллардан бири 
—шимоли-гарб бурчак усули билан танишамиз:

1. Ш и мол и - г а р б  б у р ч а к  у су л и .  Фараз килаилик, 
транспорт масаласининг шартлари 4.9.1 - жадвалдагидек к|ури- 
нишда берилган булсин.

Шимоли-гарб бурчак усулининг асосий мо^ияти куйидаги- 
лардан иборат: даставвал масаланииг ечимларидан тузилган 
жадвзлларнинг шимолий гарэида жойлашган номаълум л'п 
нинг киймати аникланади, х п = т т ( а 1, 6,). Агар бул-

са, х п =  а, ва хл] =  0 (у =  27«) булиб, а ,= 0  ва ¿>, =  ^¡—1̂1 га 

узгаради, агар а 1> Ь 1 булса, х и =  Ь, ва хи =  0 (¿ =  2, т)\бу-
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либ a ^ c ty  — b, ва =  0 га узгаради. Фараз килайлик, ик- 
кинчи хол бажарилсин. Бу холда 1-1<адамдан cÿHr масаламинг 
■ечямларидан тузилган жадвал 4.9.2- жадвал куринишда була- 
ди. Энди жадвалнинг шимоли-гарбида жойлашган х 12 нинг 
циймати аникланади: агар a i—bí>b,l булса, х и =  Ь2 ва х ;2= 0  

(i =  2, т )  булиб, а, — ¿  ̂=  а, — Ь{ — Ь2 ва Ь2 =  0 га узгаради. 

Агар ax- b ,< b 2 б$глса, х 12 =  a t — 6, ва х ,у =  0, (у =  37«) 6ÿ- 
,либ, а ( — ¿> ,=0 ва b2 =  b2 — +  га ÿ3rapaAH.

Айгайлик, янги жадвал учун биринчи хол бажарилсин, у 
холда 2-кадамдан сунг масаланинг ечимларидан тузилган жад- 
лал 4.9.2 жадвал курипишида булади.

4.9.1- жа д в а л

Ишлаб чица- Ишлаб чица- Истеъмол пуиктлари
риш пунктлари рилган

ма̂ сулот в, В „ в , /f„

л. «1 — b l *13 *13 • • • *1/2

а 2 #2 0 *23 *23 . .  . * 2  п

.
•
• л • *

• • • • •

А т а т 0 Х ГП2 • • • ^ r n n

Ма^сулотга 
бул!ан та-
лаб

0 ь 2 3̂ • • • ь „

4.9.2- жа д в а л

Ишлаб чи- 
цариш 

пунктлари

Ишлаб чица- 
рилган 

ма̂ сулот

Истеъмол пунктлари

В , в, в, . . .

CL j — b i — Ь% ь 2 *13 • • *»л

^2 *2 0 0 *23 • • • *2 П

• • . . . • •
• • • . • • •
• • ■ • • . • •

А т а т 0 v 0 *тз . . . *тя

Ма^сулотга 
булгаи та- 
лаб

0 0 3̂ . . , Ьп
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4 . 9 . 3 -  ж  а  д  в  а  л

Ишлаб чица- 
рмш пунктлари

Ишлаб 
чица рилган 
ма^сулот

Истеъмол пунктлари

я, В„ в»
1 • • ‘ Вп

^1 0 Ь, #2 а \— — Ь 2 • • • 0

Л2 0 0 -*23 • • • Х2П

• * . • • •

• • • • • •
• * • • * ■

•

¿ т Д/п 0 0 * х 4 - п

Ма^сулотга
булган
талаб

0 0 ¿*3 — Й1 +  &1 +  ̂ 2 • 0 • К

4.9.2- жадвалнинг шимоли-гарбидаги номаълум х ,3 пинг 
кимматини топайлик. Фараз цилайлик, бу холда а )— Ь^—Ь^<Ц)Ъ 

булсин. Демак, х 13 =  — Ьх— Ь2 ва х 1, =  0 (/ =  4, п) булнб» 
а , — Ь]— Ь2 =  0 ва Ь3 =  Ь3 — а 1-\-Ь)-\-Ь2 га узгаради. (4.9.3- 
жадвалга царанг) ва X- к.

Худди шу йул билан давом этиб, з^ар бир кадамда жад
валнинг шимоли-гарбий бурчагида жойлашган х,, нинг ций- 
мати Хц =  т т  (аь Ь{) топилади, бунда а 1 ва Ь1 полга узгара
ди. Бу жараён барча а1 ва Ь1 лар нолларга айлангунга кадар 
давом эттирилади.

М и с о л .  Куйидаги'транспорт масаласининг бошлангич ба
зис ечимини топинг. (Соддалик учун жадвалд 1 фацат аь Ьг ва
х  , параметрлар берилгаи.)

4 . 9 . 4 -  ж  а  д  в  а  л

N < 1

“ Л

3 6 4 7

1 3 3 7 1 0

7 4 5 3 9

4 5 4 5 1 2

6 6 3 4 6

4 . 9 . 5 -  ж  а  д  в  а  л

1-кадам.  х п = Ш 1П (1, 2) =
— 1 шунинг учун а, = 0  ва Ь =  
=  2 — 1 =  1 га узгаради. х ^  =  
=  х 13 =  х и =  0 булади. (4.9.5- 
жадвалга каранг.)

2-ка да м. лг2) =  т т  (7, 1 )=  1, 
шунинг учун Ь2 =  0 ва а х~ 1  —
— 1 = 6  га узгаради. х 31*=хи= 0  
булади (4.9.6-жадвалга каранг).

4 . 9 . 6 -  ж  а  д  в  а  л

\  >1 а1 ^ 1 5 4 7 \ л

“ г \

0 5 4 7

0 1 0 0 0 0 1 0 0 0

7 4 5 3 9 6 1 5 3 я

4 5 4 5 1 2 4 0 4 5 1 2

6 6 3 4 6 6 0 3 4 0
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4.9.7- ж а д в а л

а1 \
0 0 1 7

0 1 0 0 0
1 1 5 3 9
4 (| 0 5 12
5 0 0 4 6

4.9.8- ж а д в а л

а1 \
0 0 3 7

0 1 0 0 0
0 1 5 1 0
4 0 0 5 12
6 0 0 4 6

4.9.9- ж а д в а л 4.9.10- ж а д в а л

<■>

Ь1
а 1

0 0 0 7
ь

а1
0 0 0 е

0 1 0 0 0 0 1 0 0 0
0 1 5 1 0 0 1 5 1 0
1 0 0 3 12 0 0 0 3 1
6 0 0 0 6 6 0 0 0 6

4.9.11- ж а д в а л

ь

« л ч
0 0 0 0

0 1 0 0 0
о 1 5 1 0
0 0 0 3 1
0 0 0 0 6

3-
=  5,

К ад а м. 
шунинг

а 2 =  6 — 5 — 1

х22=  пи'п (6, 5) =  
учун Ь2 =г= 0 ва

га узгаради. 
буладидамда * 32 =  .*■„ =  О 

(4.9.7- жадвал).

4-ка я а м. л23=т1п (1, 4) =  
= 1, бунда а 2 =  0 ва />=4— 1 =  
=  3 га узгаради дам да я 24 =  
= 0  булади (4.9.8-жадвал).

5-ка да  м. х23 = т т  (4,3) =  3, бунда ¿>3= 0  ва я3= 4 — 3 = 1  
га узгаради дамда х43= 0  булади (4.9.9- жадвал).

6- ка да м. х и =  т т  (1, 7) =  1, бунда а3= 0  ва ¿>4= 7— 1=6 
га узгаради (4 9.10- жадвал).

7-кадам.  л44 =  т1п (6, 6) =  6, бунда я4 =  £4 =  0 бул+ди 
<4.9.1 I- жадвал) ва масаланинг ечилиш жараёни тугайди. То-

1:пилган бошлангич базис ечим: л„ =  1 
* 3 3  =  3; х 34 =  1 ва * 44 =  6 булади.

2. П о т е н ц и а л л а р  у су  л и. Бу усул ёрдамида бошлан
гич базис ечимдан бошлаб, оптимал ечимга якинрок булган 
янги базис ечимларга ута борпб, чекли сондаги кадамдан кей- 
ин масаланинг оптимал ечими топилади. Хар бир кадамдан 
кейин топилган базис ечим оптимал ечим эканлигини текши- 
риш учун дар бир ишлаб чикариш пункта (Л,) ва истеъмол 
килувчи (Ву) пунктга уларнинг потенциаллари деб аталувчи 
мнкдорлари и1 ва V, мос куйилади. Бу потенциалларни шун* 
лай танлаш керакки, бунда А1 ва В, пуньтларга мос кечувчи 
я .тенциаллар йигиндиси А1 ишлаб чикариш пунктидан В1 ис
теъмол пунктигача бир бирлик мадсулогни олнб бориш учун 
сарф килинган харажатга, яъни Су га тенг булиши керак.

Т е о р е м а .  Агар Х = (х и) ечим транспорт масаласининг оп
тимал ечими булса, у долда унга

(4.9.1)
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(4.9.2)

шартни каноатлантирувчи д +  и  та и1 ва v¡ сонлар мос кела- 
ди. и1 ва V, сонлар мос равишда ишлаб ч и к а р и ш  пункт- 
л а р и  ва и с т е ъ м о л  п у н к т л а р и н и н г  п о те н циа лла -  
ри  дейилади.

Исбот. Транспорт масаласининг математик модели куйг- 
дагидап иборат эди:

П

г  =  (4-93)
/=1 / = 1

чизикли функциянинг куйидаги

хп 4" *гг 4" • • • "Ь Xin ~ аь г' =  I > т  (4.9. 

х ч 4  x2j +  . •. +  xm¡ =  b¡, j  =  1, n (4.9.5

4)

чеклаинш шартларини капоатлангирувчи минимуми топилси 
Берилгап бу транспорт масаласини кандаидир дастлабки чи- 
зикли программалаштириш масаласининг узаро икки ёклама 
масаласи сифатида цараш мумкин. Хакикатан дам, агар (4.9.4' 
чекланиш шаргларининг дар бирига дастлабки масаланипг 

(г =  1,/гг) узгарувчиларини, (4.9.5) чекланиш шартларинип 

дар бирига v¡ ( j ==\, п) узгарувчиларини мос куйсак, даст
лабки чизикли программалаштириш масаласи куйидаги кури- 

нишга эга булади:
т  п

V í , , „ ( (4.9.6)

i-i

ЧИЗИКЛИ функциянинг

Ut + V j^C ij, (4.9.7)

i =  1, т , j  =  1, п

чекланиш тенгсизликлар системасини каноатлантирувчи мак- 

симуми топилсин
X = (X ij) ечим икки ёклама масаланинг (транспорт масала

сининг) оптимал ечими булса, Y—(u¿, v¡) ечим дастлабки чи
зикли программалаштириш масаласи — (4.9.6) ва (4.9.7) нинг 
оптимал ечими булади ва узаро икки ёклама масаланинг acq- 

сий теоремасига асосан

m inZ  =  max F

ёки
т  п тп п

1 2  c‘j х»  - 1  а ‘ п‘ + 2  ь> v ->' хч >  0 
i i /=1 i=i ;=1

булади.
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Чизикли программалашгиришнинг икки ёклама масалалари 
назариясидан маълумки, агар икки ёцлама масаланинг опти- 
мал ечими (ду) дастлабки масаланинг ¿- чекланиш шартини 
тенгсизликка айлантирса, у долда икки ё^лама масала опти- 
мал ечиминииг г-компонентаси нолга тенг ва аксинча, икки 
ё^лама масала оптимал ечиминииг г-компонеитаси мусбат бул- 
са, у долда дастлабки масаланинг г'-чекланиш шартици тенг- 
ликка аПлангиради. Демак,

«, + =  Сц агар х1} >  0 ,| 8)

П1 +  Ъ]<Ссу агар хи =  0 |

Исбот килинган теоремага асосан, бошлангич базис ечим 
оптимал булиши учун цуйидаги шартлар бажарилиши керак:

а) Тулдирилган дар бир катакчалар учун потенциаллар 
йигиндиси шу катакчаларда жойлашган бир бирлик мадсулот- 
ни ташиш учун сарфланган харажатга тенг булиши керак, 
яъни

Щ +  V] ■= Сц.

б) Буш турган дар бир катакчалар учун потенциаллар йи
гиндиси шу катакчаларда жойлашган бир бирлик мадсулотни 
ташиш учун сарфланган харажатга тенг ёки ундан кичик 6$- 
лиши керак, яъни

Щ 4" ^  Сц (4.9,10)

Агар камида битта буш катакча учун (4.9.10) шарт бажарил- 
маса, топилган базис ечим оптимал булмайди ва

ш ах (и, -\-Vj- Сц) =  (Ац =zul +  V j-  си)

д//> °

шартни цаноатлантирувчи (£, I) катакчани тулдирилган к атак- 
чага айлантиришга тугри келади.

Шундай килиб, потенциаллар усулииинг асосий гояси куйи- 
даги боскичлардан иборат:

1. Шимоли-гарбий бурчак усули ёрдамида бошлангич 
базис ечим топилади.

2. Топилган ечимни оптимал ечим эканлигини текшириш 
учун потенциаллар снаемаси тузилади.

Потенциаллар системасини факатгина хос булмаган базис 
ечимлар учун тузиш мумкин. Бундай ечим т  4  я =  1 та тул
дирилган катакчаларни уз ичига олади. Шунинг учун, дар бир 
тулдирилган катакчалардан ва (4.9.8) дан фойдаланиб, (4.9.9) 
куринишда т  -\-п номаълумли т-\-п — 1 та потенциал тенг- 
ламалар системасини тузишимиз мумкин. Хосил цилинган сис- 
темада тенгламалар сони помаълумлар сонидан биттага кам 
булганлиги сабабли потенциалларнинг сон цийматини аникла- 
шимиз учун номаълумларнинг бирига (одатда их га) ноль ций- 
мат бериб, цолганларини бирин-кетин топишимиз мумкин.
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Агар И; потенциал маълум булса, (4.9.9) формула ёрдами- 
да Vj топилади:

V j  =  С ц  —  u L

ва, аксинча, Vj маълум булса, (4.9.9) ёрдамида и, топилади:

Щ —  Су V ,

3. Барча буш катакчалар учуй (4.9.10) шартга ёки А^ =
—  V j  —  С ц  белгилаш киритсак Дг/< ;0  шарт текшириб Kyf 
рилади.

Агар барча i ва /' лар учун

Ду < 0  (г =  1, т, j  =  1, п) (4.9.11)

уринли булса, топилган бошлангич базис ечим оптимал ечим 
булади. Агар i ва j  ларнинг камида битта цийматлари учун 
Ау>0 булса, бошлангич базис ечим алмаштирилади. Бу цуйи- 
дагича амалга оширилади:

шах ^i| — A/ll
д 1]>0

шаргни каноатлантирувчи (k, /) катакча тулдирилади (хм но- 
маълум базисга киритилади). xkl =  Q деб белгилаб олиб (kl) 
катакчага 0 ёзилади. Сунгра соат стрелкаси йуналиши буйича 
(/г, /) катакчадан бошлаб тулдирнлган катакчаларга тартиб 
билан (—) ва ( + ) ишоралар куйиб борилади. Натижада ёпик 
К  контур досил булади:

к  =  к~  и /с+,

бу ерда К~ — (—) ишорали катакчаларни уз ичига олувчи 

ярим контур, К+— (+ ) ишорали катакчаларни уз ичига олув
чи ярим контурдир. 8 нинг сон киймати куйидаги формула 
ёрдамида топилади:

0 =  min Хц =  xpg 

хи 6 К~. (4.9.12)

4. Янги базис ечим дисобланади:

=  0 

Xpg = 0, 
х\]=Xjj агар Хц (f К, 

х\] =  Хц + 0 агар х,) £  К f 

x'ij — Хц — 0 агар Хц £ К~ б^лса.

Янги базис ечимдаги тулдирилган катакчалар сони я + m — 1 
Зулгани учун (4.9.12) шартни каноаглантирувчи катакчалар 
бирдан ортик булса, улардан биттасини буш катакчага айлаи- 
тириб, колган катакчалардаги тацсимотни нолга тепг деб ка
бул циламиз.
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Хар бир кадамда топилган янги базис ечим учуй яна кай- 
тадан потенциаллар системаси тузилади ва янги базис ечим- 
нинг оптимал ечим буладиган (4.9.10) ёки (4.9.11) шарти тек- 
ширилади. Агар янги базис ечим учуй (4.9.10) ёки (4.9.11) 
шартлар бажарилмаса, у долда 3, 4 пунктларда баён килинган 
ишлар такрорланади. Такрорлаш жараёни оптимал ечим то- 
пилгунча, яъни барча буш катакчалар учун Сц < 0
шарт бажарилгунча давом эттирилади.

Мисол. Л, ва А2 базалариинг дар бирида 30 тоннадан цемент 
бор. Агар А , базадан В {, Вг ва В3 магазинларга 1 тонна цементни 
олиб бориш учун сарфланадиган харажат мос равишда 1,3 ва
5 сумни, Л2 базадан эса — 2,5 ва 4 сумни ташкил этса, дар бир 
магазинга 20 тоннадан цемент шундай етказиб берилсинки, 
н.атижада сарфланадиган транспорт харажати энг кам булсин.

Ешш. А1 (/=1, 2) базалардан В, О'— 1, 2, 3) магазинларга 
олиб бориладиган цеменгиинг умумий микдорини хи билан 
белгиласак ва (3.2.14), (3.2.15) ларни назарда тутсак, берилган 
транспорт масаласининг чекланиш тенгламалари системаси 
цуйидагича булади:

*11 "4* *12 +  *13 =  30,

* 2 1 +  * 2 2  +  *гз =  30,
+  * 2 1  = 2 0 ,

*12 +  -*22 =  20,

*13 +  *̂ 2з =  20,
* у > 0 ,  ¿=1, 2; у =  1, 2, 3.

Максад функция (3.2.16) куринишда булади, яъни

— *11 + 3 <"12 +  5*13 +  2х21 +  5х22 +  4х2з.

Шундай цилиб, (4 9.14) — (4.9.15) шарт берилган транспорт 
масаласининг математик моделини ташкил килади. Демак,
(4.9.14) чекланиш тенгламалари системасини каноатлантирувчи 
ечимини юпамиз, унда (4.9.15) максад функция энг кичик 
кийматга эришади.

Берилган (4.9.14) — (4.9.15) транспорт масаласини жадвал 
куринишида куйидагича ифодалаймиз:

4.9.12- ж а д в а л

Базалар
Базалардаги сацла- 

наётган цемент
Магазиилар

В, I вй £в

А г о
I *п I *12 * 13

1 3 5

А 3 0
1 *21 I *?2 | *23

2 5 4

Магазинларнинг цемент- 

га булган талаби
20 2 0 20

(4.9.14)

(4.9.15)
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Дастлабки транспорт масаляси — (4.9.14) — (4.9.15) га узаро 
икки ёь;лама масала тузамиз. Дак;иь;атан дам, (4.9.6) ва (4.9.7) 
лардан фойдаланиб,

/*" — 30 « ! “I- 30«2 “Н 20^1 20x^2 -|~ 20г>з 

чизицли функциянинг

(4.9.16)

И, + V, <  1,
к, + ю2 3,
и, +  «8 -<  5,
иг + V, 2, 
иг + VI < 5 , 

! и-г +  <  4.

(4.9.117)

к-чекланиш тенгсизликлар системасини каиоатлантирувчн ма 
симумини топадиган икки ёклама масалага эга буламиз.

Шундай килиб, транспорт масаласини потенциал,пар усулй 
билан ечиш учун цуйидаги босцичларни бажарамиз.

1. Шимоли-гарбий бурчак усули ёрдамида бошлангич базис 
ечимини топамиз.

1-кадам.  х ,1= = т т  (30, 20) =  20, шунинг учун ¿, =  0 в^ 
а х =  а, — Ьх =  30 — 2 0 =  10 га узгаради, х21= 0  булади (4.9.13 
жадвалга карлнг).

¡.и. Ы- ж  а д в

Базалар
Базалардаги сак* 
ланаётган цемент

Магазинлар

в, | в2 в3

А 10
| 20 | *12

3
1 *13

1 5

А 30
0 1 *2 а ) *22

2 5 4

Магазинларнпнг цемент- 
га булган талабл

0 20 20

2-кадам.  х 12 =  т т  (10, 20)=- 10, шунинг учун а х= 0  ва 

Ь2 =  20 — 10 = 1 0  га узгаради. х 13 =  0 булади (4.9.14-жад- 

■зал).
3-цадам.  л22=ш1п (30, 10) =  10, демак, Ь =  0, а 2 =  30 —

— 10 =  20 га узгаради (4.9.15-жадвал).

4- к; а д а м. х23 =  т т  (20, 20) =  20, бунда а 2 =  0 ва Ьъ =  0 

га узгаради (4.9.16-жадвал). Демак, бошлангич базис ечим: 

хи =  20; х 12 =  10; х23 =  10 ва л-23 =  20 булар экан.

105



4.9.14- ж а д в а л

Базалар Базалардаги сац- 
ланаётган цемент

Магазинлар

В, I ь, в»

>1. 0
20 МО 0

1 3 5

А 30
1 о 1 10 | х  23

2 5 4

Магазинларшшг цемент- 
га булган талаби

0 10 20

4.9.15- ж а д в а л

Базалар Базалардаги сацлапа-
Магазинлар

ётган цемент В, Ва в.

0 1

20 10 0

А 3 5

20

0 10 *23

Ац 2 5 4

Магазинларшшг цементга 
булган талаби 0 0 20

4 9.16- ж а д в а л

Базалар Базалардаги саклана-
Магазинлар

етган цемент в, в„ Вз

0 1

20
-

10 0

А 3 5

0

0 10 20

А 2 5 4

Магазинларнинг цементга 
булган талаби 0 0 0

Топилган бошлангич базис ечимда (4.9.15) ма^сад функ- 
циянинг киймати

¿  =  20 + 3 ■ 10 +  5 • 10 + 4 • 20 =  180 (сум)

булади.

2. Топилган бошлангич базис ечимни оптимал ечим экан- 
лигини текширамиз. Бунинг учун потенциаллар системасини
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тузамиз, яъни узаро икки ёклама масаланинг чекланиш теиг- 
сизликлари системасидан фойдаланамиз. Агар дастлабки ма- 
сала (транспорт масаласи) учун топилган бошланшч базис ечим 
оптимал булса, у долда икки ёклама масаланинг чекланиш 
тенгсизликлари сисгемаси узининг ечимларида тенгликлар ку- 
ринишида бажарилиши керак. Бу долда чизикли тенгламалар 
системаси досил булио, у чексиз куп ечимларга эга булади. 
Бу ечимлардан бирини топамиз.

Топилган ечимни икки ёклама масаланинг чекланиш тенг(- 
сизликлари системасидаги тенгламалар системасига (юкорида 
тузилган) кирмаган шартларига куямиз. Агар бу тенгсизлик- 
лар бажарилса, текширилаётган бошлангич базис ечим опти
мал ечим булади. Акс долда оптимал ечим булмайди. Щундай 
килиб, юцорида топилган бошлангич базис ечимга (4.9.17) 
чекланиш тенгсизликлар системасидан куйидаги беш номаъ- 
лумли туртга тенгламалар системаси мос келади:

«1 +  '01 =  1,

=  ( 4 - 9 . 1 8
«2 +  =  5,

М2 +  Ъ3 =  4.

^акикатан дам, бу тенгламалар системасида номаълумлзр 
сони тенгламалар сонидан биттага куп булгани учун, уминг 
ечимлари чексиз купдир. Бу ечимлардан бирини топиш учуй 
номаълумларнинг бирортасига (одатда га) ноль киймат 0е- 
риб, колганларини бевосита дисоблаш йули билан топила;и, 
яъни м , = 0  десак, (4.9.18) нинг биринчисидан щ =  1, иккинчи- 
сидан эса г>2 =  3 ва кейингисидан и2 =  2 дамда v3=>2 эканли,- 
ги келиб чи^ади. Бу ечимни вектор куринишда цуйидагича 
ёзамиз:

(и„ иг, г>,, г>3) =  (0; 3; 1; 3; 2)

Топилган икки ёклама масаланинг бу ечимларини (4.9.17) 
тенгсизликлар системасининг колганларига цуямиз:

+  'Оз 5 [ 0 + 2 5 (а)

tti + ví < 2  ( 2 + 1  < 2  (б)

Бу ердан куриниб турибдики (а) тенгсизлик тугри, (б) тенг- 
сизлик эса нотугридир. Демак, (4.9.18) системанинг ечимлари
(4.9.17) тенгсизликлар системасининг барча тенгсизликларини 
каноатлантирмас экан. Бу эса, бошлангич базис ечимнинг оп
тимал эмаслигини курсатади.

3. Янги базис ечимни тузамиз. и2 +  <  2 тенгсизликка хг, 
узгарувчи мос келади. х21 узгарувчини базис ечимга кирита- 
миз. х21 =  Н деб белгилаб (2, 1) катакчага, яъни (Л2, Вх) Ла- 
такчага 0 ни ёзамиз (4.9.17-жадвалга к;аранг). Бу катакчадан 
бошлаб соат стрелкаси йуналиши буйича тулдирилган катак- 
чаларга тартиб билан (—) ва (+ ) ишораларини куямиз.
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0 нмнг сон циЙматини (4.9 12) формула оркали куйидаги- 
ча топамиз:

0 — min x¡j-= min (20, 10) =  10 

*¿y6^ » * i / t ^  •

4.9.17- ж а д в а л

) Базалар Базаларлаги еацлана- 
(írran цемент

Магазиплар

й, | В, в ,

А 30

20 1 ю 1 0
1“ 3 5

А г 30
1 0 10 | 20

2 + 5 4

Магазинларнипг цементга 
б^лган талаби 20 50 20

*п (; К~ булгани учун 

д,2 ^ /С+ булгани учун 

* 1 2 6 К + булгани учун 

* 2 2 6 ^  ~ булгани учун 

х 23 булгани учун 

Янги базис ечим: х\

Энди (4.9.13) дан фойдаланиб, янги базис ечимни куйидагича 
ёзамиз:

jci, =  0 =  10

* í i  = *11  -  0 =  20 — 10 =  10, 

л' =  *„  f 0  =  10 + 10 =  20,

-*12 ==*i2 + 0 =  Ю + 10 =  20,

*22 =  *22 — 0 =  10 — 10 =  0,

*23 =  *23 =  20

v, 10; л12 =  20; X2i =  Ю; л2г =  ^> * 2 3  =  

=  20 булади. Янги базис ечимда (4.9 15) мацсад функциянинг 
киймати Z 2 =  10 + 3 • 20 +  2 • 10 +  4 • 20 =  170 (сум) булади.

4 Янги базис ечимни оптимал ечим эканлигини текшира- 
миз. Янги базис ечимга куйидаги тенгламалар системаси мос. 
келади:

и, + г»1 =  1,

+  v2 — 3, 

u¿ + v\ =  2,

«г +  v3 =  4.

Бу тенгламалар системасининг ечими и, = 0  да куйидагича 
булади

(и,; и2\ ®8) =  (0; 1; 1; 3; 3) (4.9.19)

Топилган ечимни (4.9.17) тенгсизликлар системасининг колгаи- 
ларига цуямиз:

í í , +  ü 3 < 5  „ к и  ( 0  +  3  <  5 ,

, “Ь 2̂ ^   ̂ 1 1 ~Ь 4 5,
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Куриниб турибдики, янги базис ечимда (4.9.17) нинг барча 
тенгсизликлари турри экан. Демак, янги базис ечим:

10; х[2 =  20; х[а =  0;х,

х' =  10; 22 0; * ;3 =  20

оптимал ечим экан. (4 9.19) эса, иккн ёклама масала (4.9.16),
(4.9.17) нинг оптимал ечими булади. (4.9.16) чизнцли функция* 
нинг (4 9.19) ечимдаги киймати:

/=• =  3 0 . 0  + 30- 1 + 20-3 + 20.  3 =  170 сум.

Хаки катан дам, 2 т1п =  Ртях =  170 сум булгани учун ме 
ла тугри ечилди.

5. Шундай килиб, досил килинган оптимал базис ечимдан 
куйидагича хулоса чикариш мумкин: Л, базадан 10 т цемент 
В , магазинга, колган 20 т цемент В2 магазинга етказиб берил-

ара-

са, А2 базадан 10 т цемент В , магазинга, колган 20 т эса В,
70магазинга етказиб берилса, энг кам транспорт харажати 

сумни ташкил этади.
М а ш к л а р .  Куйндаги транспорт масалаларини потентал- 

лар усули билан ечинг.
1. Л, ва Л 2 гишт заводлари бир кунда мос равишда 1 000 

ва 5000 донадан гишт ишлаб чицаради. Бу гиштларни В,, В2 
ва В3 курилиш участкаларига, уларнннг талаблари асосида, 
мос равишда 4000, 80 .0 ва 3000 донадан гишг етказиб бериш 
керак булсин. А, заводдан В,, В 2 ва В.л куриаиш участкзла- 
рига 1 дона р и ш т н и  етказиб бериш учун кетадиган харажат 
мос равишда 3, 3 ва 2 тийинни, Л2 заводдан— 6, 5 ва 1 тий- 
инни ташкил килса. барча гиштларни ташишнннг грана орт 
харажати энг кам булган варианта топилсин.

2. Иккнта ишлаб чикариш пункти ва учта нстеъмол пунк
та мавжуд. Транспорт масаласининг шартлари кУ'шднги кад- 
валлар куринишида берилган булса, транспорт харажати энг 
кам булган оптимал ечимини топинг.

а)

Ишлаб чи^а- 
риш пунктлари

Ишлаб чица- 
рилгаи ма>;су- 

лот

Нстеъмол пунктлари

1 2 3

*11 *12 1

I 40 6 4 2

*21 *22

II 60 3 5 7

Мацсулотга булган талаб 20 70 10



б)

Ишлаб чица- 
риш пунктлари

Ишлаб чица- 
рилган ма̂ су-

лот

Истеъмол пунктлари

1 2 3

*12 *13

1 40 7 2 4

*21 *22 *23

II 25 3 8 9

Мах;сулотга булган талаб 10 35 50

3. Жадвал кУринишида берилгаи куйидаги транспорт маса- 
лаларини потенциаллар усули билан ечинг:

а)

Ишлаб чица- 
риш пунктлари

Ишлаб чш<а- 
рилган ма.\су- 

лот

Истеъмол пунктлари

1 2 3

*п *12 *13

1 100 4 3 5

*21 *22 *23

II 150 10 1 2

*31 *32 *33

III 80 3 9 6

Ма^сулотга булган талаб 80 140 110

б)

Ишлаб чича- 
риш пунктлари

Ишлаб чица- 
рилган ма̂ су- 

лот

Истеъмол пунктлари

1 1 *
3 4

*п *12 *13 *14

I 70 3 7 4 3

*21 *22 *23 *21

11 130 5 3 3 8

Мах,сулотга 6ÿaraH талаб 80 60 20 40
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5-БОБ. ЧИ ЗЩ С И З ПРОГРАММАЛАШТИРИШ

МАСАЛАЛАРИНИ ТАКРИБИЙ ЕЧИШ УСУЛЛАРИ

5.1-§. Масалаиинг цуйилиши.

Биз биламизки, чизицсиз программалаштириш масалалари- 
нинг максад функциялари ва чекланиш шартларида катнаша- 
диган функциялар изланаётган номаълумларнинг чизиксиз 
функцияларидан иборат булади. Агар бизга п узгарувчи, яъни 
Х —(х х, л2, хп) га боглик булган бирорта функциянинг 
чекланиш тенгламалари ёки тенгсизликлари системасини кано- 
атлантирадиган минимумни топиш талаб килинган булса, бу 
шатрли минималлаш масаласи Лагранжнинг аникмас купай* 
тувчилар усули ёрдамида шартсиз минималлаш масаласига 
келтирилади. Бу функциянинг минимуми мавжудлигининг би* 
ринчи тартибли зарурий шарти куйидагича булади:

=  <р(А") —  0. (5.1.1)
дХ

Бу шарт функциянинг стацаонаряик шарти. дейилади. Бе- 
рилган /(X ) функцияга минимум берувчи стационар (критик) 
нукталар (5.1.1) тенгламаиинг ечимларидан иборат булади. 
/(X ) функция п узгарувчига боглик чизиксиз функция бул- 
гамлигидан (5.1.1) тенгламанинг ечимларини топиш анча му- 
раккаб масалалардан бири булиб, уни ечиш учун дозиргача 
ягона усул мавжуд эмас. Бу тенгламаларнинг куринишига ка- 
раб, уни ечиш учун дар хил такрибий усуллар кулланилади. 
Масалан, ¡(X ) функциянинг аникланиш содасидан Х 0 нукта 
танлаб олиниб, бу нуктада [(X) функциянинг киймати дисоб- 
ланади. Х 0 нукта /(X ) функцияга минимум берувчи X * нук- 
танинг нолинчи кадами дейилади. Х 0 нукта функцияга мини
мум берувчи X *  нукта учун дастлабки такрибий нукта булиб, 
А"* нуктага якинрок булган Х 1 такрибий нуктага, яъни би- 
ринчи кадамга утиш зарур. Бу утиш икки боскичдан иборат 
булади:

1) А'о нуктанинг Х 1 нуктага утишдаги даракат йуналиши 
танланади.

2) Шу йуналиш буйича кандай кадам билан бориш аник* 
ланади.

X , нуктани танлаш умумий долда куйидаги шартга буйсу- 
ниши керак:

пх1)<пх0).
1-таъриф. Функциянинг минимумини ёки максимумини то

пиш алгоритми, агар Х 0 -» А",, X, -* Х 2, . . Х {_^ -> Х 1 га утйш 

маълум бир кочда асосида амалга оширилса, детермииаллаш- 
ган алгоритм дейилади.

2-таъриф. Функциянинг минимумини ёки максимумини то
пиш алгоритми агар Х ^  Х 1 угиш, яъни А'г_ 1 дан Х 1 га утиш
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(¿ =  1, 2, . . п) бирор тасодифий механизм асосида булса, 
тасодифий алгоритм дейилади.

Детерминаллашгап алгоритмлар нолинчи, биринчи, иккинчи 
ва доказо тартибли булиши мумкин.

Агар дар бир кетма-кет якинлашишда, яъни -*• Х 1 да 

фаи,ат функциянинг узи катнашадиган булса, бундай детер- 
миналлашган алгоритм-нолинчи, биринчи тартибли досила 
катнашадиган булса—биринчи ва доказо тартибли алгоритм
лар дейилади.

Агар бирорта чизиксиз программалаштириш масаласи ва 
унинг бирор тацрибий ечнш усули берилган булса, „Бу так- 
рибий ечиш усулининг аник ечимга якинлашиш тезлиги кан- 
дай?“-дегаи савол тугилади. Бу саволга куйидагича жавоб 
бериш мумкин. Агар

||^_, -  X*  || <  д 1| Х 1 -  X * ||% 0 <  д <  1

тенгсизликда а =  1 булса, бу такрибий ечиш усулининг якин
лашиш тезлиги ч.изш{ли,а.= 2 булса, квадратик, а < 1  булса, 
геометрик дейилади.

Юкорида келтирилган мулодазаларни чизиксиз программа
лаштириш масалаларини ечишда такрибий ечиш усулларини 
Куллаш жараёнида батафсилрок тухтаб утамиз.

5.2- §. Ньютон усули

л* нукта /(х) функцияга минимум берувчи нукта булиши 
учун шу нуктада берилган функциянинг градиента нолга тенг
булиши керак, яъни

ёгай?{х*) =  д- ^  =  0.
дх

Шундай килиб, /(х) функцияга минимум берувчи нукта мав- 
жуд булса, у нукта куйидаги

Й4 « _ Т( Х ) _ 0
дх

енгламанинг ечимлари орасидан топилар экан. Фараз килай- 
лик, х, нукта ср(л) =  0 тенгламанинг такрибий ечими булсин. 
<?(х) функцияни (х — х ^  нукта атрофида Тейлор цаторига
ёямиз:

=  + (я —*0 + у  (* — *1) ^ ^  С*-“ •*!) + • ■ •
(5.2.1)

Бу ёйилмада биринчи иккита кушилувчи билан чегараланиб, 
куйидаги тенгламани дссил киламиз:

ср(л) ~  <р(*1) Н— ( х  х¡ )  =  0.
О Х

/
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<5-2-2'

дх

муносабатни досил киламиз. Ньютон усули (5.2.2) муносабат- 
дан фойдаланиб,

¡Мхк-0 у-1

Бундан

3)
* - * « - ( = £ * ■ ) ' <5-2

рекуррент формула оркали * 2. хз> • • •■> хю • • • кетма-кетл1 

ларни аниклашдан иборатдир: <р(х) =  булгани учун

д ^ с )==д^х1 =  А 

дх дх» 4

булиб, (5.2.3) формула куйидаги куринишда ёзилади:

<М-)>
Агар дастлабки танланган х, нукта /(х) функцияга мини

мум берувчи нукта х* га етарлича якин булса, (5.2.4) фор! 
ла билам аникланадиган х 2, х3, . . х к, . . . кетма-кетлик 
га якинлашувчи булади ва куйилган хато ек =  хк — х *, е,с_

=  хк- 1
х* га нисбатан иккинчи тартибли чексиз кичик м[ 

дор булади. Хакикатан дам (5.2.1) дан куйидагига эга бу^ 

миз:

* (* ._ !) + ~ (Х ~  Хк-1) +  1 ~ **-!> { Х  “

— Хк-\) -°>
I

бу ерда хк_ х < 4 < х  ва х  =  х* деб куйидагини досил к^ла-
миз:

?(**_,) +  ' ( * *  ~  ~  <** -  

~  ■*,_!) =  0- (5

(5.2.5) дан (5.2.3) ни айириб, куйидагига эга буламиз:

^  <5'
Энди (5.2.6) дан

дч(хк_ }
х * -  х„

дх
( х - х к_ У ^ ( х * - х к_ х)
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муносабатни досил циламиз. Бу ерда

е\ I
^  М

М х к-\)
=  N .

д*¥(6)

дх дхг

деб белгиласак, куйидаги 

ёки

* _  V II д  || X *  — Х к _ х ||а

1 М
И Л  <  <? II е«_1 II2. д  —  2  м

тенгсизликлар келиб чикади. Бу эса К- цадамдаги хато (Л-—1)- 
кадамдаги хатога нисбатан иккинчи тартибли кичик микдор 
эканлигини билдиради. Демак, Ньютон усулининг аник ечим- 
га якинлашиш тезлиги иккинчи тартибли экан. Ньютон усули 
буйича дисоблаш олдиндан берилган г > 0  сон учун

I х к ~  х к. , I <  е

тенгсизлик бажарилгунга кадар давом эттирилади.

1-мисол.  хг — 5 =  0 тенгламанинг мусбат ечими е =  0,0001 
аникликда Ньютон усули билан топилсин.

Ечиш. Берилган тенгламанинг ечими 2 билан 2,5 орасида 
эканлигига ишонч досил килиш кийин эмас. Шунинг учун 
дастлабки такрибий ечим деб х0 =  2 ни олишимиз мумкин. 
Берилган мисолда ср(л:) =  — 5 булгани учуй <р'(х) =  2х дир.

Демак, (5.2.3) формула бу мисол учун куйидаги куриниш- 
да булади:

к ~ и  2 ; ---

* 0 учун 2 ни кабул киламиз. У долда:

• '■ " т ( 2 + т ) - 2-25-

*2 =  у  (2,25 +  - ¿ у  =  ±  (2,25 +  2,1222) =  2,2361;

=  у  (2,2361 + (2,2361 +  2,2300) =  2,23605;

| * 3 -  х 21 =  12,23605 -  2,23611 <  0,0001

Демак, берилган тенгламанинг е =  0,0001 аникликдаги ечими 
** =  2,2361 экан.

2-ми с о  л. Куйидаги

л:3 — 2х + 1 =  О

тенгламанинг мусбат ечими * 0 =  0,3 булганда е =  0,001 аник
ликда Ньютон усули билан топилсин.
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5.3- §. Чизицсиз тенгламалар системасини 
ечиш учун Ньютон усули

Фараз цилайлик, чизицсиз тенгламалар системаси

МХи * 2 ..........хп)= 0 , 1= йп

нинг К- кадамдаги та^рибий ечими

л(р, -*■«» . . х№ маълум булиб, (к +  1)- кадамдаги такри

бий ечими д:(1к+1), х[*+хУ......... л^+1) ни Ньютон усулида топиш

талаб килинган булсин.
Бу масалани ечиш учун куйидаги

Дх^к) =  х1 — ёки х1 =  х ^  -(- Дх^к), / =  1,«

белгилашларни киритамиз ва /г(хи * 2. • • •« х п) функцияларц 
Дх* нинг даражалари буйича Тейлор цаторига ёйиб, бирин 

досила катнашган дадлари билан чегаралансак,

I Л (х и х2, . . х„) =  /Д х «  + ^ { к\ х «  +  АХМ, . .

0/. (Ак\ ■ • 4 К))

+  .
дГ^\  л«) 

дх„

дх1 

Д х «  =  О,

• Д х «  +

+

/ л ( х „  х 2, . . х„) =  / „ ( * «  +  Д х « ,  4 « )  +  Д а:«, . . . , * < « > + .
+ Д л » ) - Л ( л « , . . . .  4 “>) + < 1 ) ддг«> +  . . .

.......-■У) д им _  п
дхп

тенгламалар системасини досил циламиз. Бу тенгламалар фс- 
темасини куйидагича ёзиш мумкин:

Щ Ы .  ДХ («) +  А ^ ) +  . .  . +  -д/̂ Х*]- Д х «  =  -/>(1
дх( 1 (5лг2 * '*<'дхп

д/п(Х„)
- Д х«  +  Д х«  + . .  . +  дГп(Х'с)- А хМ =  ~Гп(Х к)

ОХ2 ОXцдх1 1 дх.

ва уни матрица куринишда ёзсак

-дЛ(Хк) д/х{Хк) щ х к)- 

дх1 дх2 дх„

_ Д а« _

Д х «

»

-Л (* * Г
/2(*к)

д/п(Хп) д?п(*к) д/п(Хк) 

дх! дх3 "  дкп _

•
•

Дл-«
п

■*).

(5 •1)
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га эга буламиз (5.3.1) ни Д*г(ж) (/ =  1 ,п) га нисбатан ечамиз. У 
долда

~Ах\к)~

Д х«

~ Щ ХК) Щ х к)~

дх. дхп

Кп{Хк) ¿>/п<Хп)

_  дх1 дхп _

-1

ш к)

Ш к )

(5.3.2)

Эиди

х ^  + А л« =

деб белгиласак, (5.3.2) дан (к 4- П- кадамдаги такрибий ечим- 
ни топиш учун куйидаги формулага эга буламиз:

~Х\к+')~ -*(*)-

4 к+1)
_ •

д (к+1)
_ п _ _ Ч К)_

~дМ х к) Ы ( ХКГ

дх! дх„

* Ы Хп) д Ы * ш)

- X, дхп _

-1

и х . )

(5.3.3)

¿ =  0; 1; 2; . . .  .

Бу ерда /;(*«) = /г(*(,к)> х[к\ . .  х,к>), I =  1Гл.

(5 3.3) ифода чизиксиз тенгламалар системасининг такрибий 
ечимини топиш учун Ньютон формуласи дейилади. Ньютон 
усулининг кейинги модификацияси куйидагичадир: (5.2.3) фор- 
муладаги функцияларнинг досилаларидан тузилган матрица- 
нинг элементлари фацат дастлабки та^рибий ечим булган (х^\ 

х р ,  . . нуцтада дисоблан;**;и. Бу эса (5.3.3) формула

билан такрибий ечимларни дисоблашда сарфланадиган ариф
метик дисоблашлар сонини анча камайтиришга имкон беради.

(5.3.3) ни яна дам кулайрок куйидагича ёзиш мумкин:

№~\ХК)- Р (Х К), 

к =  0; 1; 2; . . . .

(5.3.4)

Бу ерда

-4*>' 
4*>

•
• ; П * к) =

ЛИ*0»
Ъ{х[к),

Х(Ю 2 ’
X<«>,

• ••. 4 К,Г
•••. Хп])

1 * а — 
.

1 
~
__

__
__

__
__

__
__

__
_

_л и к)>4*>, ■ * - 4 К,)_
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I дЛ{Хк) Щ Х К) Щ Х к ) - | - 1

\Г-\ХК) =

дх, дх-2

<?/»(*,) д/\хк) 

д*! д я о

дхп

*Ы *п)
дх

д/ (X \ ' п\ к }

дхА

а д )
дх* дх

УУ-ЦХ".) матрица Якоби матрицаси дейилади. Модификация- 
ланган Ныотон усули учун (5.3.4) формула цуйидаги кури- 
нишга эга булади:

* к+1 =  * к -  ХР-'(Х0)Р (Х К) 

Я  =  0; 1; 2; . . .

(5.5

Бу формула ёрдамида чизиксиз тенгламалар системасип 
такрибий ечимини дисоблаш учун сарфланадиган арифме 
амаллар сони (5.3.4) формулага Караганда анча кам була 
Чунки Якоби матрицасининг элементлари факат Х 0 нуцт 
бир марта дисобланади. Бирок (5.3.5) формула билан дисоб 
надиган такрибий ечимнинг аник ечимга якинлашиш тез л
(5.3.4) га нисбатан секинрок булади.

Ми с о  л. Дастлабки такрибий ечим х<0) =  л̂ 0) =  л<и> = 

булганда

(Л (*,, хш, х з) =  х\ + х\ +  х23 — 1 =  О,

/а (■*,, * 2, х з) =  2х] + х* — 4х3 =  О,

I /з К ' * 2’ - V  =  З х > —  4х 2 +  х 23 =  0

тенгламалар системасининг такрибий ечими Ньютон усули 

лан днсоблансин.

.5)

Ечим:

Г(Х)-
7 , (Х)\ 

/2 (-V) =

■*! +  * § - '  
2х? + х? — 4*з

инг
|гйк
ди.
[аКа
ла-
иги

0,5

би-

у3х^ — 4х2 + х\

Р (Х )  векторнинг

нуктадаги киймати

/0,25 +  0,25 + 0 ,2 5 - 1 ' 

Р ( Х 0) =  0,5 +  0 .2 5 - 2  

\0.75 — 2 + 0,25 )

0,25\ 

1,25 

1 I
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га тенгдир. Энди Якоби матрицасини тузамиз: 

' дГг(Х) д/, (X) д>/, (X ) 

дх, дх2

ЧГ(Х)=.

дх3

МАХ) дГл{Х) дГл{Х)

дк) дх,, дхя 
Щ Х )  д/3 (X) д/3(Х)

_ дх1 дх2 дх3

\У (X ) нинг Х 0 нуктадаги циймати

П 1

2х^ 2х3 

*” ( 4лг, 2х 2 — 4 

6*! — 4 2ха

1'

\У(Х0) =  2 1 - 4  
\3 - 4  1

га
ва унинг детерминанта

йеЬ \У(Х0) =

1 1 1

2 1 - 4

3 - 4  1
=  - 4 0

га тенгдир.

М (*„) га тескари IV 1 (Х 0) матрица куйидагига тенг:

К - '(Х 0) =  - ±

- 1 5 ----5 - 5 з_ 2  г

оо от 00

- 1 4 -  2 6
_7 1 3
20 20 20
1 1 7  1

1

1 1

1 _ 40 40 40

0,5 ~3

8

1

8

1 ~

8

-0,25

хф _, 0,5
7 1 3

-  1,25
20 20 20

_ х {1] _

11 7 1 -  1
.0,5 _ _40 40 40 _

г~  0,375 \ /0,875 \

0 = 0 , 5

0,125/ \0,375/

Демак, *<{> =  0,875; ^>=»0 ,5 ; ■*<.]>= 0,375.

Энди х<}>, лс<‘>, (дс<’>) лардан фойдаланиб, х^\ х®\ х ^  лар- 

ни дисоблаймиз:

/ (0,875)2 +  (0,5)2 +  (0.375)2 -  1 \ /0,15625 \

^  (Х \) — ( 2 • 0,875 + 0,5 — 4 • 0,375 | =  I 0,25125 I

\3- (0,875)*- 4,0,5 + ’(0,375)2 /  \0И375 ]
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/2 • 0,875 2-0,5 2 • 0,375 
№ (Х х) =  4 • 0,875 2-0,5 -  4

\6 • 0,875 —4 2 • 0,375

1,75 1 
3,5 1 
5,25 - 4

г ‘ № )  =
1

64,75

5,25 ■

1.75 1 0,75

1.75 0 -0 ,75 = _  64,75 

12,25 0 3,75

-  15,25 — 3,75 -4 ,75

-  23,625 -  2,625 -  9,625

-  19,25 12,25 -1 ,75

0,75

- 4

0,75

(5. 3.3) ёки (5. 3. 4) формулага асосан Х 2= Х 2— \У ‘(А',) Р(X¡)

/0,875 \

0,5 + 

\0,375 /
64,75

/ — 15,25 -3 ,75  -  4,75х 

-  23,625 -  2,625 9,625 

,-19 ,25 12,25 — 1,75

0,08519 \ /0,78981 \ 

0,00338 =  0,49662 

0,00507 )  \0,36993 )

/0,156254 

0,28125 | 

^0,4375 ]

Демак, =  (*<?>, х%, х®)-1 =  (0,78981; 0,49662; 0,36993). Ху|д- 

ди шу йул билан Х г ни дам топсак,

/0,78521 \ 0,00001\
Х ъ -  0^49562 ]; Р  (Х г) =  0,00004 

\ 0,36992 /  \0,00005/

булади. Агар учинчи Х г такрибий ечим билан чегаралансак, 
берилган системанинг ечимини =  0,78521; л(|) =  0,49662;д:(̂

=0,369^2 деб кабул киламиз.
М и с о л л а р :  куйидаги тенгламалар сисгемасининг такр 

бий ечимлари Ньютон усули билан топилсин:

1. 2л? -  *2 -  1 =  0,1 *<°> =  1,2; =  1,7
-4=0 | Ж а в о б :  х™— 1,2343; х $ =  1,6615

4 -
* 1 х\ -  х2 ■

2. х 1 +  3 ^ х 1 — х\ =  0

2 х 2  —  ■к х х 2  —  5 х , +  1
= 0

л<?> =  3,4; х ^  — 2,2 

*<*> — 3,4891; л<|> =  2,2621.

К у р с а т м а .  1^3,4 =  0,5315; \g е =  0,43429.

5. 4-§. Итерация усули

Бизга ушбу

/ / ( * ! .  * 2, • • • » хп) = 0 ,  ¿ =  1, га (5.4.1)
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//, ( X )
*2 1 М * )
: , Р ( Х )  =

Хп ) \ f n i x )

чизиксиз тенгламалар системасининг дакикий ечимини топит 
талаб цилинган булсин. Бу системани

векторлар ёрдамида цискача куйидагича ёзиш мумкин:

Р (X) =  0. (5.4.2)

Фараз килайлик, бу системанинг дацикий ечими бирорта ка- 
варик О содада мавжуд булиб, ^ (Х )  функцияларнинг бирин- 
чи тартибли хосилаларидан тузилган Якоби матрицаси куйида- 
ги куринишда ифодалансин:

г МАХ) (V, (X) д/1 (X)
• •

дх„
}Р (Х )  =  \

Их, дх2 

д/п(Х) 'д}„(Х)'

Шу дацикий ечимнинг атрофида махсус булмаган бирор мат
рица, яъни

йеЬ \\/ (X) ф  0 

булсин. (5. 4. 1) системани куйидагича ёза оламиз:

=  *2» • ■ • I Хп), ¿ = 1  ,П.

у долда уни кискарок куринишида куйидагича ёзиш мумкин:

Х  =  ч (X ). (5.4.8)

Бу ерда

ср(*) =

Агар л 0 =

/ * < 0 )

х(0>

,Г п (Х ) /

дастлабки такрибнй ечим булса, биринчи

.(0)

нккинчи ва доказо кадамдаги такрибнй ечимлар куйидагича
аникланади:

X,  =  (р ( Х 0),
Х 2 =  9 ( Х 1),
................... (5.4.4)

X
К и ■ ? (Хк)
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Агар бу итерация якинлашувчи, яъни

Игл Х г =  X *  (5.4.5)К
/с-* со

булса, X *  (5. 4. 3) системанинг ечими булади. Хацикатан хаЦ  

(5. 4. 4) дан

Иш Х к+1 =  ф (Нш Х к)

булиб, (5. 4. 5) га асосан цуйидагича булади:

X *  =  ср (X*). (5.4

Бу эса А"* (5. 4. 3) системанинг ечими эканлигини билдиради. 
Энди (5. 4. 2) системани (5. 4. 3) куринишда ёзиш мумкр; 
эканлигини курсатамиз. Агар (5. 4. 3) да

1 (Х ) =  Х  + \Р(Х), Х ф О  (5.4.7)

булса,

Х  =  Х  + \ Г(Х)

келиб чицади ва бу тенгламанинг (5. 4. 2) тенглама билаи тенг 
кучли эканлигини куриш кийин эмас. (5. 4. 7) даги дозирча 

. ду(Х0) п
номаълум а ни----- =  0, яъни

дх

=  е  + X =  Е - {-Ш  (Х 0) =  0
дх дХ

шартдан топамиз. У долда

X =  — \Г-1 (А'о) (5.4

булади. (5. 4. 7) ва (5. 4. 8) ни (5.4.4) га куйиб,

= Х К- М - 1(Х 0) Р ( Х К)

ни досил киламиз. Бу формула (5. 3. 5) формула билан бир 
хилдир. Бу ердан, курилаётган итерация усули модификац 
лашган Ньютон усули билан бир хил экан, деган хулосага 
ламиз.

Энди итерация усулининг аник ечимга якинлашиш тез 
гини исботлаймиз. Бунинг учуй п улчовли фазода КУ 

даги нормаларни киритамиз:

|| Х\\т=тах\ Х11; Ц Х\\, =  %  | 1; || X  ||? =  ] /  V
г-1 1=1

Буларнинг бириичиси т  норма , иккинчиси I ва учинчиси q н 
ма дейилади. ф (X ) векторнинг компонентлари булган срг ‘

(г == ],п) функциялар бирорта каваРиК О содада аницланг^н

ия-

йи-

ор-
X )
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ва узлуксиз булиб, шу содадаги ихтиёрий Х л ва Х 2 векторлар 
учун цуйидаги

||?(* ,)-<р(* ,)||<*||*1-*.|| . 0 < < / < 1  (5 .4 .9 )

тенгсизлик бажарилса, куйидаги теорема уринлидир.
Т е о р е м а .  Агар ср(лг) функция (5 .4 .9 ) шартни каноатлан- 

тирса, ихтиёрий танлаб олинган дастлабки такрибий ечим Х 0 
учун

* « + !- * < * . ) .  Л-=0;1; 2; . . .  . (5 .4 .10) '

итерацион процесс якинлашувчи булиб, куйидагича ифодала- 

нади:

1\тХк =  Х *. (5.4 .11)
к-у оо

Лимит вектор (5. 4. 3) тенгламанинг ягона ечими булиб,

II * ’* - * .1 1  < Т ^- 1 1 * .- *о| 1  (5 .4.12)

тенгсизлик уринлидир.
Исботи. Бизга маълумки, цуйидаги

II Х К+р ~  II =  II (* « + , _  Х к )  +  (*«+ 2 — Х К+1 ) + • • •  +

+  ( Х к+р ~  Х К+ р -1  ) II <  II Х К +  1 — Х к II +  II Х К+2 =“  Х К- 1  II +  • * * +
+  II II (5.4.13)

тенгсизлик уринлидир. Чунки, йигиндининг нормаси кушилув- 
чилар нормаларининг йигиндисидан кичик. (5. 4. 10) ва (5. 4. 9) 
га асосан куйидаги тегсизликларни досил киламиз:

II * .+ 1  -  =  II ? Т О  -  ? ( * « - 1 Ж  -? II - * « - ,  II <  

я"1 II Х к~\ Х к - 2 II ^  ^  я  II * 1  *оИ ;

11*к+ 2 - * . + , II < ^ + 2 И * - * о I I ;  Н * к+3 - * к+2 И < / +2 И * . - * о 1 1

11*.+р- * . +Р-.11<<?'С+Р' ,Ц ^ - ^ о | | .

Буни (5. 4. 13) га куйиб, куйидагига эга буламиз:

II * * + ,- * «  II < ^ 1 1 * .  - * 011 + / +,|1*1- * 011+ . . .  +

+  <?'£+Р" ‘ 11*- *оИ == (1+ <? + ?2+ . . .  +  

+ /- * )  д* • || X , -  X о || -  1 = ^  • Як || *  -  Ао|| =  •
1- ?  1—q

■II *  -  * 0 II <  7^— 1| *1 — *о|1. (5.4.14)
1 -  д

0 <  я <  1 булгани учун а:->°о да дк -* 0 булиб, || Х к+р — * к1К е 
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тенгсизлик уриилидир. Шунинг учун lim Х к =  X*  булади. Де*
К-+ СО

мак, (5.4. 14) да Я  етарлича катта булганда Х к+р =  Х*, деб 

олиш мумкин. Бу эса (5.4. 12) тенгсизликпинг турри эканлиги- 
ни билдиради.

Энди лимит вектор X* (5 .4 .3 ) тенглампнинг ягона ечими 
эканлигини курсатамиз. ф(Л') узлуксиз функция булгани у чу 
(5. 4. 10) дан

lim X  =  ф (lim Х к)
К -i со /С-»со

тенгламани досил киламиз. Бу тенгликни (5. 4. 11 га) га асо 
сан

* *  =  <}>(**) (5 4.15)

куринишда ёзиш мумкин. Фараз цилайлик, (5. 4. 3) тенглама 

бошка бир X *  ечимга дам эга булсин, яъни

* *  =  ф (** ).

Бу билан (5.4.15) нинг айирмасини оламиз ва унинг норма 
сини караймиз:

|| X* -  А"* || = Ц ф (X*) -  ф (X*) || < 0 1| -  X* ||.

Бу ердан

(1 — ^) | | * *- * *| | < 0

этенгсизлик келиб чикади. (1 — q )>  0 булгани учун || х* — х* ||= 

тенгликни досил киламиз. Демак, Х * = Х *  булиб, берилга 
(5, 4, 3)тенглама ягона X*  ечимга эга экан. Шу билан теорема 
тула исботланди.

Ми сол.  Дастлабки такрибий ечим x(J> =  0,9; =  0,5 бул

ганда ушбу

Л (*1, -^) =  ^  +  4 — 1 =  о,

fA * i. *г) =  •*? - * 2  =  0

тенгламалар системасининг такрибий ечими 0,0008 аникликд 
итерация усули билан топилсин.

£чиш.

X = ¡ * '
х

дх, öxq /  \ 1
Зх? — 1
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Демак, (5.3. 5) формула бу мисол учун куйидаги куринишга 
эга булади:

'Л '+ 'Л Ц А 'Л  /2х<? г х Ч ' у 'М * ) 9+  (*<?)*-1\  

,4к+17 = М  ~ V3 (4к))а -1) ((*(р)8 - 4*) У

Бу ифодаларни (5.4. 16) га куйсак, К =  0 булганда куйидаги- 
га эга буламиз:

/ ^ “Л  (° .9\ + 1 +1 ^ / ° ,° 6 Л =

^х<’>/ \̂0,5у 4,23^-2,43 —1,8/ ' 1̂ 0,229 у 

/0,9\ 10,0683 \ / 0,8317 \ х<р =  0,8317 

=  1̂0,51 ~  1,— 0,56301 ~ 1̂ 0,563 ) ' х<>> =  0,563

/л(2)\ /0,8317\ _1_/ 1 1 \ / (0.8317)2—(0,563)2—1\ 

\х2 ) = \Д563 ) “ 4,23 1 2 ,43-  1,8/ ’ 1(0,83!7)3- 0 ,563 ) ~  

/0,8317 \ /0,0049 \ /0,8268\ х™ =  0,8268;

=  \ 0,563 / ~  (о ,0003] =  \ 0,5683/’ х<|> -  0,5633.

Худди шу йул билан

М 3* \ /0,8268\ ( 0,0007\ _ ( 0,8261 \ =  0,8261,

[хМ ) =  1^0,5633; “  1^0,0002 / =  1^0,5631) ' х<|> =  0,5631.

ни топамиз. | х<3) — х (,2) | =-0,0007; | л(3> — лф =  0,0002 булгани 

учун иккинчи кадамдаги куйидаги

такрибий ечимни берилган тенгламалар системасининг ечими 
деб кабул киламиз.

Ми с о  л л ар. Итерация усули билан цуйидаги тенгламалар 
системасининг такрибий ечимлари топилсин:

/= Ч *о ) =

(5. 4. 16)

1,8 М; йеЬ Ч/ (Х 0) =  -  4,23, 
2,43 - 1 /  ^

х<,2> =  0,8268. л<2> =  0,5633

х 3 - г  л 3 ^  ^ х , х 2 -  и, о -  и ) л(о) _  ! 2; х О) =  ! )7)

х<°> =  х<°> =  =  0, а— 0,01 8 =  0,0007.
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5. 5-§. Градиент усуллар

1. Градиент усуллар ^акида умумий тушунчалар

Чизиксиз программалаштириш масалаларини ечишда энг 
куп цулламиладиган усуллардан бири градиент усулларидир. 
Функцияларнинг минимумими топишда кулланиладиган гради
ент усуллар дасглабки танлаб олинган Х 0 такрибий ечимни 
(5. 4. 2) тенгламанинг аник ечим йуналиши буйича кетма-кет 
аниклигини оширишга асослангандир.

Т а ъ р и ф .  п улчовли R n фазода берилган F (X ) функция

нинг Х 0 нуктадаги градиенте g r a d F (Х 0) =  деб
дх

F (X 0 +  A X ) - F ( X 0)

чекли орттирманинг чизикли кисмига айтилади, яъни 

F (Х 0 +  АX ) - F  (Х 0) =  grad F (X 0) АХ  + О (Д Х).

Градиентнинг физик маъноси куйидагича:
Х 0 нуктадан даракат йуналиши /, || / 1| =  1 танланади. Х 0 нук- 

та тугри чизик буйлаб даракат килганлиги учун вактнинг чи
зикли функциясидан иборат булади, яъни

X ( t ) = X 0 +  tl.

F (X )  функция вакт буйича куйидаги у (t) =  F \Х {t)\ конун 
буйича узгаради, t  =  0 вактдаги тезлик

д? (О 
dt

_  dF \X(t)) дХ_ 

t_  о дХ dt

d F \ X ( i )  1 l

t= о

Бу тенгликдан F (X )  функциянинг l йуналиш буйича узгариш 
d F ( X )

тезлиги — —  га тенг эканлиги келиб чикади. 
дх

Демак, функциянинг бирор нуктадаги градиенти шу функ
циянинг Х 0 иуктадан тез усиш йуналишини билдиради. 
(— g r a d  F ( Х 0))  — антиградиент дейилади ва F (X )  функциянинг 
Х 0 нуктадан тез камайиш йуналишини курсатади.

Х^амма градиент усуллар функция градиентининг юкорида- 
ги хоссаларига асослангандир. Градиент усуллар ичида энг 
куп кулланиладиганларидан бири кескин насайиш усулидир. 
Энди шу усул устида тухтаб утамиз.

2. Кескин пасайиш усули

Визга (5.4. 1) чизиксиз тенгламалар системаси берилган 
булсин. Бу системани вектор формадаги (5. 4. 2) куринишда 
ёзиш мумкии. Куйидаги

9{X ) =  ^\ ft (X )[> =  (F (X ), Г {Х )) (5.5.1)
1=1
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23- раем.

функцияни киритамиз.
(5.4.1) системами цано- 
атлантирадиган X  вектор 
у (Х )  функцияга мини- 
мум берувчи нуцта ва, 
аксинча, функцияга ми
нимум берувчи дар кан- 
дай нукта (5.4. 1) тенг- 
ламалар системасининг 
ечими эканлиги маълум. 
Шунинг учун (5.4.1)  
системанинг ечимини то- 
пиш урнига (5. 5. 1) функ- 
циянинг минимумини 
тоииш кифоядир. Фараз- 
цилайлик Х 0 (5. 4. 1) сис
теманинг аник ечими X  

булсин. Агар Х 0 Xга нисбаган дастлабки такрибий ечим 
га яцин булса,

<р(*) =  Т (Х 0)

тенглама эллипсоидга ухшаган бирорта сирт юзасини билди- 
ради (2'3-расмга царанг). Бу сирт сагдига О нуктадан уринма 
утказамиз ва уриниш нуцтасини Х 0 билан белгилаймиз. Бу 
нуктадан нормал утказамиз ва бу нормални иккинчи бир сирт 
юзаси

? ( * )  =  <Р(*1)

билан кесишгунча давом эгтирамиз. Кесишиш нуцтасини Х 1 
билан белгилаймиз. Худди шу усул билан давом этиб

'Р(^1). ? № ) .  • • • . ? (** ), • • •

сирт юзаларини ва Х и Х ъ . . .  , Х к, . .  . нуцталарни досил ци- 
ламиз. Бу ерда

<р(*о) >  ? ( * )  >  9 (*з) >  . .  . >  <?(ХК) > . . .

булганлиги учун процессии давом эттириб, ф (X ) функцияга 
минимум циймат берувчи нуцтани топамиз. Бу нуцта эса бе- 
рилган (5 .4 .1 ) тенгламалар системасининг ечими булади. 
Энди

grad  ф(А')
д

а'у (X)

дх„

:Аср(АГ)

деб белгиласак, изланаётган ечим цуйидаги итерация форму- 
ласи оркали топилади:

*«+1 = Х к - К  ёгай Ф ( * « )  =  Х к ~  Х*А(Р (Х к) (5- 5-

126



Бу формулада Хл дозирча номаълум купайгувчидир. Бу но- 

маълумни топиш учун ушбу

Ф(Х) =  <Р [Хк-ХДср(Хк)]. (5 .5 .3 )

скаляр функциями караймиз. Ф  (X) функция X  к нуктадан <р (X¿) 

функциянинг сирт юзасига утказилган нормал буйича ср (A J  

функция юзасининг узгаришини билдиради. Сирт юзаси цанча 
кичик булса, биз топишимиз керак булган ечимга шунча яцин 
келган буламиз. Шунинг учун X Ф  (X) функция минимуми 
мавжудлигининг биринчи тартибли зарурий шарти цуйидаги 
ифодадан топиладн:

(5-5-4>

(5. 5. 3) ни (5. 5. 4) га acocan цуйидагича ёзамиз:

ф  W  - S  (*«)]} (5 .5 .5 )
|=-1

f¡ функцияларни ХДср (Х К) нинг даражалари буйича Тейлор к;а* 

торнга ёйиб дастлабки иккита кушилувчи билан чегарала- 
намиз, яъни

и IX , -  и ,  (Х,)| -  /, <*„) -  х sÍ ^  А? (X J .
Буни (5.5. 5) га куйиб, куйидаги ифодани досил цила- 
миз:

ф (Х)=1] {/¿ {Xi) ~1 д̂г л? {Хк) F (5-5-6) 
i=i

Бу ерда цуйидаги

d/¡ (Хк) =  /d f liХк) д/j (Хк) д/, (Хк) \

дХ ( дх, ' дх2 ' " * * ’ дхп I

вектор сатрдир. (5. 5. 6) ни (5. 5. 4) га цуйиб, куйидаги

тенгламани досил киламиз. Бу тенгламадан Х =  ХК ни топамиз, 

яъни

X I  df ,(Xk)
V  f¿xu)-JhrL

Т Т  '  ( F ( X k) ,W(Xk) Ay(Xk)) ( 5 5 7

(W(Xk)b<t(Xk)W(Xk) b t ( X k) ’  • •

l?f

<=-1

r ' k  —

A  Z j  I dX n  *



Бу ерла, цуйидаги ифода 

б Р ( Х к)
Щ Х к)

дХ

■д Щ к) д М Х к) ~ 

дх, дхп

д!п(Х„) дГл(Х к)

- Зг, дх „

квадрат матрицадир.
(5.5.1) дан куйидаги тенгламани досил циламнз:

д<р(Х)
[ /л * )]2 1 = 2  > ; л ( * ) ^ . / - 1 . « .

¿=1

Демак,

А?(Л'к) =

д?(Хк) “

дх{

д9(Х к)

дх2

• =  2

М Х к )

дх„
— —1

п

2 П(Хк) дЫХк)
дх\

п

V
¿=1

т ы
дх2

п

2
_ 1=\

П(хк)д /,(Х к)

д х п

=  2\Г'(Хк)Р (Х к).

Буни (5,5.7) ва (5.5.2) га куйиб, куйидагига эга буламиз:

(Г (Х к), Щ Х к)1У'1Хк)Р (Х к)) 

(\Р1Хк)У '1 Х л)Р (Х л),\Г(Хк)\Г'(Хк№ Х й))

Х А+1=  Х к -  2\к ЧГ(Хк)Е (Х к), к =  1; 2; 3 ; . . . .

Бу формулалар чизиксиз тенгламалар системасининг ечим! 
ни топишда цулланиладиган кескин пасайиш усулининг фо[ 
мулалари дейилади. Бу формулалар оркали чизиксиз тенгл; 
малар системасининг такрибий ечимларини дисоблашда кулл; 
надиган арифметик амаллар сони Ньютон ва итерация усу.; 
ларига нисбатан анча купдир. Бирок, бу усул Ньютон I 
итерация усулига Караганда маълум афзалликларга эга. Е 
усул дастлабхи тацрибий ечим ихгиёрий булганда дам яки1 

лашувчи булади. Шунинг учун, кескин пасайиш усули чизж 
сиз тенгламалар системасини ечишда энг умумий усул дисо< 
ланади.

Мисол. Ушбу

х ,  + х 21 — 2х 2у3 =  0 ,1 ;

— х\ Зх,х3 =  — 0,2;
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тенгламалар системасининг такрибий ечими кескин пасайиш 

усули билан топилсин.
Еяши. Дастлабки такрибий ечим Х 0 учун ихтиёрий векгор- 

ни кабул килишимнз мумкин. Соддалик учун

деб кабул киламиз

/ A ( * ) N

и * )
ШХ),

дх

F(X 0) =

(х , +  х\ — 2^2Хз — 0,1'

1 х 2 — х\ + Злг^з + 0,2 

\х3 +  х\ +  2x¡x¡ — 0,3у

(1 4- 2х, — 2х3 — 2х2 • 

3Xg 1 - 2*2 ЗХ|

^2л:2 2 xj 1 4- 2 х 3

/1 0 0N 

W (X0) = 0 1 0  

\0 О 1

2К (F(X о), Р(Хо)) _  г .

0 (F (X 0), F (X 0))

=  £ ;

W (X0) =  Е ,Х , =  Х 0- \ Е -F (X 0) =  -  0,2 =

ни дам худди шундай топамиз.

? т - w m

1,2 - 0 ,6  - 0 ,4  

0,9 1,4 0,3 

,- 0 ,4  0,2 1,6

1,2 0,9 -0,4N 

■0,6 1,4 0,2 

— 0,4 0,3 1,6.

W W 'F (X J= *

■'0,2748 S

0,2098 .

0,1632 )

2X =  (F (X ,), W (X ,) • W 4X t) • F(X,)) ___ =

1 (WWWHXJFiXo, WiXJW iXJFlXJ)
_  0,13 • 0,2748 + 0.05 • 0,2098 -f 0,05 • 0,1632 0,054374

0,274b2 + 0,2098a + 0,10322 0,14619797
: 0,3719,
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Бу цийматларни тенгламага куйиб, куйилган хатони днсоблай-. 
миз:

/  0,032\

О Д )  =  -0,017 .

0,007)

М и с о л л а р .  Куйидаги тенгламалар системалари кескин паса- 
йиш усули билан ечилсин:

1. * ?+ х 1 = 0 ,041,1 2 .х ,+ х 1  + х1=  3,

* , +  * 1 = 0 ,1 9 .)  х, +  * 2- * 3= 1 ,
Х \ — *2 +  Х3 =  1.

5.6-§. Жарима функция усули

Берилган шартли экстремум масаласини ечишни кетма-кет 
шартсиз экстремум масаласини ечишга келтирадиган усул ж а 
рима функция усули дейилади. Бу усулнинг модияти куйи- 
дагидан иборат. Бизга /(X ) функциянинг ушбу

ё ^Х ) >  0, г = Т 7т,

чекл&ниш шартларини каноатлантирувчи максимумини топиш 
талаб килинган булсин. Бунинг урнига номаълум X  га деч 
кандай кУшимча шарт куйилмаган ёрдамчи

Ч (Х )- П Х )  + Щ Х )  (5.6.1)

функциянинг максимумини топамиз.
Агар бу функцияга максимум берувчи ечим чекланиш шарт- 

лари ¿•/(А') >  0 ни каноатлантирса, И (Х ) =  0 булади, акс долда 
эса //¡А”) каноатлантирилмаган чекланиш шартларига тулана- 
диган жаримани билдиради.

Шунинг учун, (5.6.1) даги И (Х ) функция жарима функция 
дейилади. Бу усулнинг номи дам мана шу функциянинг номи- 
дан келиб чиццан.



Одатда, жарима функция куйидагича танланади.

т

/=1

бу ерда,

„ (Л -)  _  /  ° -  а га Р (5  6 ? )
I а, агар ё ^ Х )  <  0.

Демак, жарима функция ёрдамида шартли экстремум масала- 
си шартсиз экстремум масаласига келтирилади, а. параметр 
етарлича катта сон булиб, чекланиш шартлари цаноатлантирил 
майдиган дамма нуцталарда

дН(Х)

дх]
»

д/(Х)

дХ)
/=1 ,га (5 6 3)

тенгсизликни цаноатлантирадиган цилиб танлаб олинади.
Бу шартдан куринадики, агар X  мумкин булган ечимлар 

тупламида булса, у{Х) нинг градиенти /(X ) нинг градиентига 
тенг булади, акс долда эса (5.6.3) шарт мумкин булган ечим
лар тупламига караб фупкциянинг йуналишини курсатади. 

Чекланиш шартлари ушбу

g l( X ) > 0 ,  ¿ =  1 , т ,  АГ>0

тенгсизликлар системасидан иборат булганда жарима функци 
ёрдамида чизицснз программалаш масалаларини ечиш учу 
градиент усулини кУлласак. такрибий ечимни топиш учу
Куйидаги

т

4 +1) =  тах { 0; х)к) + X ^  аАх *)
дХ}

(5.6,

/ =  1,«.

формулага эга буламиз. Агар Х к мумкин булган ечимлар туп- 
ламидан булса, квадрат цавс ичидаги иккинчи кушилУвчи бул- 
майди, яъни

а^ Х к) — 0

Агар Х к мумкин булган ечимлар тупламига карашли бу; - 
маса, «¡(Х^ Ф  0 булиб, А /;+1 ни мумкин булган ечимлар туи 

ламига каРаб йуналтиради. \ — Х к+х нинг мумкин булган ечим 

лар тупламидан чициб кетмаслик шартидан топиладиган ихт1 

ёрий параметрдир.
Шундай цилиб, жарима функция изланаётган ечимни му 

кин булган ечимлар тупламидан топишга имкон берар экан.

1-м и сол . Ушбу }(хи х 2) =  * ! +  2х 2 — — 0,5^2 функция - 
нинг —
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x 2) =  — 2*! — З х 2 4- 6 >  0;

£г(*1. xz) =  -  -  4*2 + 5 >  0

шартларини каноатлантирадиган максимуми топилсин.
Еяиш.

дШ -  i _  2х • 0/(*> -  9 г- 
дх> ~  и ~ д ^ ~ 2 ~ Хг'

à g ,(X ) _  _  2 . dgiffl =  _  g. Ö£s(£) =  _  j. dg,¿(X ) =  _  4 
0ДГ, ’ ÔX2 ’ 0̂ 1 ’ 0ЛГ2

(5.6.4) формула бу мисол учун куйидаги куринишга эга бу- 
лади.

x?+1 =  max{0; х ^ + ф  -  2x\k)+  аД-2) + а2(-1)]}

4 +1 =  max {0; x f  + Х[2 -  Ú k) +  <*,(— 3) + а2( -  4)]}.
Дастлабки такрибий ечим учун xf'1 =*х 1̂  =  0 ва X =  0,2; а = 2  

ларни кабул киламиз. x¡0) =  х2<0)=  0

g ix ( i\ x ^ )> 0 , g2(xS0), 4 0)) > o  

булгани учун (5.6.2) га асосан а1 =  а2 =  0 дир. Демак, 

aS!) =  max {0; 0 +  0,2 • [ 1 -  0 + 0 + 0]} =0,2,

* 2   ̂ max {0; 0 + 0,2 • [2 — 0 —J— 0 —0]} =  0,4. 

f(x\l), 4 Ч) -  0,2 + 0,8 -  0,04 -  0,08 =  0,88 

xi2)=  max (0; 0,2 -  0,2 • [ 1 -  2.0,2] ) =  0,32 

х (22) =  max {0; 0,4 4- 0,2 • [2 -  0,4]} =  0,72 

f(x[2\ 4 2) ) =  0,32 4- 1,44 -  0,1024 -  0,2592 =  1,4 

g ,(x i2), хЧ]) =  -  0,64 -  2,16 4- 6 >  О,

Ы * { 2), ^22)) =  -  0,32 -  2,88 + 5 >  0.

Демак, (5.6.2) га асосан

«i(-*í2), х[2)) =  а2(Х\ \  Х22)) = 0
xi3) =  max {0; 032 4-0,2- [1-0,64 + 0+0]} = 0 ,4

JC23)=  max (0; 0,72 + 0,2- [2 — 0,72 + 0 +  0]} =  1

Кх?\ хЧ]) =  1,74 ва Х.к.

2- м и с о  л. Ушбу

f ( x и Х2) =  2*1 — х 3 +  х ,х 2 — х] +  х\

функциянинг X =  0,1 ; а =  2; xi0)= x 20)= l  булганда чеклани и 
шартлари

£i(*i> х2) =  — Зх, — 2*2 + 2,5 >  О 

gÁ * i, х2) =  — Xi -  4х2 +  3 > 0  

ни каноатлантирадиган максимуми топилсин.
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5.7-§. Тасодифий излаш усули

Купинча узгарувчи функцияларнинг максимумини ёки ми- 
нимумини топишда тасодифий излаш усуллари кулланилади. 
Юкорида куриб утилган чизиксиз программалаштириш маса- 
лаларини ечиш усуллари детерминаллашган усуллар були-б, 
бир кадамдан иккинчи кадамга утиш маълум бир алгоритм 
ёрдамида бажарилар эди. Тасодифий излаш усулларида эса бир 
кадам дан иккинчи кадамга утиш тасодифий тарзда содир бу- 
лади. Куйида шу усулнинг икки турини келтирамиз.

1. Бизга куйидаги

¡ (X ), X  =  '*1, х ^ , , х п)

функциянинг минимумини топиш талаб килинган булсин.

Дастлабки такрибий ечим Х'<0)=  (дс{0), х (20), . . . ,  х (п0>) дан та- 
сздифий (ихтиёрий) йуналиш буйича к =  (ки къ . . . ,  ка) кадам

олинади ва Х ^  =  Х ( 0 ) к да максад функция /(Л") нинг сон 

Киймати дисобланади. Агар [(Хт ) ’> Ц Х {0)) булса, Аг(0) нукта- 

даи бопща бир йуналиш б}“йича к кадам олинади ва ! (Х т ) 

нинг киймати дисобланиб, } (Х (0)) билан таккослаб курилади. 

Бу /(А'<1)) < /(АГ(С)) булгунга кадар давом эттирилади. Бу шарт 

бажарилгандан кейин Х и) нуктадан ихтиёрий йуналишлар бу- 

Г'ича к кадам олиниб, Х (2) =  Аг(1)+  к да максад функциянинг 

Киймати хисобланади ва / (Х (1) билан таккослаб курилади. Б у 
ишни кетма-кет такрорлаб куйидаги тенгсизликлар кегма-кет4 

лиги хосил килинади: /(А '(0)) >  / (А'<1)) >  / (А'(1)) > ---
Агар олдиндан берилган етарлича кичик мусбат £ сон учун 

бирорта К — кадамда дамма йуналишлар буйича куйидаги

| / ( * * +1)) -  /(А ’<*>)| < е
мусбат тенгсизлик бажарилса, X  =  Х т  нукта берилган функ- 
цияга минимум берувчи ечим сифатида кабул килинади.

Бу усулнинг бошка усулларга нисбатан афзаллиги унивг 
соддалигидадир, камчилиги эса жуда секин якинлашишдир.

2. Энди }(Х) функциянинг минимумини топиш учун тасо- 
дифий излаш усулининг тажрибада куп кулланадиган куйидаА 
ги алгоритмини келтирамиз:

ихтиёрий танлаб олинган Х (0) =  (*10), * 20), . . . , * « ’) нуктадан, 

шу нуктанинг л ^  координатаси буйича кг синов кадам би
лан

[хТ +  к , х Р , ... ,*<0)) ва Х?>- (хТ -  К  х ?\... ,*<0))

нуктага утамиз ва бу нукталарда берилган [(X) функциянинг 

кийматларини таккослаб курамиз. Агар х-2 \ ... , х{п) <

<  х^\ . . . , х {$ )  булса, Х ф  у ч у н  А'и)-=  х Т .......х (°})

ни, акс долда

ш



/(дГ — А„ ... . л40)) <  / (* (10), 4 0).......* « ’)

нинг туерилигини текшириб курамиз. Агар бу тенгсизлик урин- 

ли булса, А Р  учун А Р =  (хР  — А„ х^ , . . . ,  х (п) ни кабул ки- 

ламиз. Агар ¡ (х )^  ± Ни Хг\ ..., х ^ )  >  /(лг1(0), *20), ... , х (п )  бул

са, Хо1) учун Х ^ )= (х { 0), х {г\..., х ^ )  ни цабул киламиз. Юко-

рида бажарилган ишни берилган нуктанинг дамма координа-
(0) (0) (0) ^ „ - 

талари, яъии , х а ' .......х\' лар буиича кетма-кет такрорлаб

Хоп) ни досил киламиз ва куйидаги

А,(0) =  Х10)+2(Х{п>-  А р )  =  2ХцП)— А Г

формула оркали (натижали кадам билан) А Р  нуктага утила- 

ди ва Хо°\ А"}0’ нукталарда /1А Р | ,/(А Р ) лар дисоблаб, так-

кослаб курилади. А Р , А"!01 ларнинг кайси бири берилган функ- 
цияга минимум берса, уша нуктадан яна синов радами олинади 
ва синов кадам натижа бермай колгунча бу иш такрорланади. 
Кейин синов кадам,нинг киймати камайтирилиб, майда кадам- 
лар билан берилган /(X ) функциянинг кийматини, бошка ка- 
майтиришга имкон булмай колгунга кадар юкоридаги дол 
давом эттирилади. Берилган функцияга энг кичик киймат бе-

рувчи А Г1 нуцта ва пИпДЛГ) =  /(А Р ) эслаб колинади. Кейин 

А Р  нуктадан унинг дамма координаталарига ДхР орттирма- 
лар берилган катта кадам олинади. Хосил булган нуктадан 

юкорида баён килинган алгоритмни такрорлаб, А 2 нуктага 

утамиз. Топилган А Р , Х р  нукталар ёрдамида жарли кадам 
деб аталувчи кадам билан X * нуктага куйидагича утилади:

агар / (А р )  <  / (А р )  булса, А (*’=  А р  + [а(А Р — А Р )  деб,

агар / ( * Р ) > / ( А Р )  булса, А (*}=  А Р +  ¡а(А Р — А р )  деб оли
нади.

Бу ерда р- >  1 коэффициент оптимал нукта атрофида алго- 
ритмнинг кайта-кайта такрорланиб колмаслиги учун жарли 
кадамни танлашга ёрдам берувчи коэффициептдир. Топилган

А 1 ' нуктадан янги синов кадам билан |А£+,— А Р | < е  тенг
сизлик бажарилгунча юкорида баён килинган дисоблаш ишла- 
ри такрорланади.

Юкорида баён килинган куп узгарувчили функциялар ми- 
нимумини топиш алгоритмидан дозирги замон электрон дисоб
лаш машиналари ёрдамида фойдаланиш максадга мувофикдир. 
Бу алгоритм [л нинг катта кийматларида берилган }(Х) функ
циянинг узлуксиз функция булмаган долларида дам, факат 
нисбий минимумипи, балки абсолют минимумини топишда дам 
жуда кул келади.
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6-БОБ. ФУНКЦИОНАЛЛАРНИ МИНИМАЛЛАШ

6 1-§. Функционал ^акида тушунча ва опгималлаш 

вариацион масаласининг мавзу ба^си

Z =  /(х) функцкякинг экстремум цийматларини топиш ма- 
саласи билан бирга оптималлашнинг шундай масалалари дам 
мавжудки. бу ерда алодида хусусиятга эга булган микдор- 
ларнинг, яъни функционалларнинг экстремум цийматларини 
топишга тутри келади. Функционалларнинг экстремум циймат- 
ларини топиш масаласи оптималлашнинг вариацион масаласи 
дейилади.

Энг аввало, функционал дакида тухталиб утамиз.

Т а ъ р и ф . Бирор К =  {у(*)} Функциялар синфидан олинган 

дар бир у(х) функцияга боглик равишда узгарувчи /  сон, яъни

/= /[ у (* )]

функционал дейилади. I  функционал уринли булган К=\у(х)} 
функциялар синфи функционалнинг аникланиш содаси, у(х) 
функциянинг узи эса мумкин булган функция дейилади.

Функционалга куйидаги интеграл мисол була олади:

/ =  | Р (х 1У(х), у '(х)) йх,

Хх

бу интеграл у = / ( * )  функцияга боглик-
Масалан, [х„ х2\ кесмада дифференциалланувчи /С= { у(лгП 1

функциялар тупламини карайлик, яъни у(х) ^ с (1). У холда х = х { 

ва х — х 2 нукталар орасидаги у=у (х ) эгри чизицнинг ёй узун- 

лиги— Ь, К содадаги у(х) функциянинг функционали булади 

ва куйидагича хисобланади:

у  =  | / 1 - ( У'(Х))2 <1х. у к

Бу ифода 24-расм- 
да курсатилган. Шун
дай цилиб, оптималлаш 
вариацион масаласи
нинг асосий вазифаси 
интеграл орк;али ифо- 
даланувчи бирон бир # 
мицдорга(функционал*

' га), яъни

ш

24- раем.



/ =  (' Р \х и у,(х), у,(л)...... ул(дс), у1(Х), У2(Х),...,У'(Л)]^Х

га экстремум кийматлар берувчи у^ис), у2(л:),. . . ,  уп(х) функ- 
дияларни топишдан иборатдир.

Бу ерда Р  функциянинг куриниши ва х и х2 ларнинг кий- 
матлари олдинда берилган булади.

6 .2 -§  Вариациои дисобнинг энг оддий масаласи, 
Брахистохрон масаласи

Вариацион хисобига энг оддий мисол килиб Брахистохрон 
масаласини олиш мумкин.

Брахистохрон сузи грекча кискартирилган суз булиб, бра- 
хи стос— энг кисца, хронос— вакт маъносини билдиради. Шун- 
дай килиб, бу масала, бошкача килиб айтганда, энг киска вакт 
дакидаги масаладир. Бу масала 1696 йилда Иоганн Бернулли 
томонидан куйилган булиб, унинг маъноси куйидагидан ибо- 
рат: вертикал текисликда хар хил холатда жойлашган А  ва В  
нукталар берилган булсин (25-раем). А  нуктага массаси т  га 
тенг булган огир шарча кузгалмайдиган килиб урнатилган бул
син. ¿=0 вактда бу шарча огирлик кучи Р  таъсирида А  ва В  
нукталарни туташтирувчи чизик буйича харакатланиб, А  иук- 
тадан В  нуктага келадиган булсин. А  ва В  нукталарни шун- 
дай текис чизик билан туташтириш талаб цилинадики, шарча 
шу чизик буйича харакатланиб, А нуцтадан в  нуктагача бул
ган йулни энг киска вакт ичида босиб утсин. Бошкача килиб 
айтганда, чизик кандай формада булган шарчанинг А нукта- 
дан В  нуктага тушиш вакти энг киска булади.

А  ва В  нукталарни 25-расмдагидек жойлаштириб, куйилган 
масаланинг математик моделини тузайлик.

Энергиянинг сакланиш конунига асосан, огирлик кучи Р = п щ  
нинг у(х) масофада бажарган иши A =  mgy(x), кинетик энер- 

,, ть2
гияси К -- 2 га тенгдир, яъни

А =  К . (6.2.1)

Бу ерда V — нуктанинг Ь вакти- 
даги тезлиги, у{х)—изланаётган

Р
чизикнинг тенгламаси, g = ---

т

— жисмнинг эркин тушиш тез

ланишидир. (6.2.1) ни куйидаги- 
ча ёзамиз:

У

25- раем.
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бу ердан V ни топамиз, яъни

® — / 2 Ту[х),

иккинчи томондан,

V =  — , =  / (Йу)а+(Й*)Т, ¿у =  у'(х)ах,
сИ

(6.2.2)

у'(лг) =  — , ¿5 =  г/Л сН= — .
¿л: г;

Бу ердан

1 Л - Г т -
О Ай

1+(у'(л:))2 с1х булганлиги учун (6.2.2) га асосан куйи- 
даги ифодага эга буламиз:

ь -------- * __________
У1Ну'1х))*т-  Г 'Ц ± т ж  Лх,

^ V2§У(Х) т /Ч  I  VУ{*)
(6.2.3)

Шумдай килиб, Брахистохрон масаласи (6.2.2) функционалга 
минимум берувчи [0, £] кесмада аникланган ва кесманинг уч- 
ларида

У ( 0 ;  =  0 ,  У(Ь) =  С

кийматларни кабул киладиган у =  у(х) функцияни топиш ма- 
саласидан иборат экан.

6 .3-§. Вариацион ^исобнинг эн г оддий 
м асаласининг цуйилиш и

Би,р узгарувчига боглик булган [л:,, х2] кесмада аникланган, 
дифференциалланувчи ва кесманинг учларида

у(х^) =  С„ у(х2) = С 2 (6.3.1)

Кийматлар кабул киладиган у =  у(х) скаляр функциялар т^п- 
ламидан шундай функцияни топиш керакки, у функция

/ М * ) ]  =  ] ^ ( * ,  У(х) , / ( * ) )  ах

(6.3.2)

функционалга энг кичик кий- 
мат берадиган булсин. Бу ма- 
сала вариацион дисобнинг энг 
оддий масаласи дейллади. Бу 
масалани 26- расмдагидек ки- 
либ тасвирлаш мумкин.
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1-таъриф. (6 .3 .1 )
шартни каноатлантира- 
диган ихтиёрий диффе- 
ренциалланувчи функ- 
циялар мул/кин булган 
функцаялар дейилади.

2-таъриф. Агар хамма 
мумкин булган функ- 

циялар у(х) учун

|У (*)-У (*)|<6  (6.3.3) 
тенгсизлик бажарилганда 

(6.3.4) 

у(х) да

(6.8.5)

Л уИ К Л уС*)!

тенгсизлик уриили булса, мумкин булган функция 
функционал минимумга эришади, дейилади.

Агар (6.3.4) тенгсизлик куйидаги

Ш  -  у(*)| <  6

| У ' ( * ) - У ' ( * ) | < &  

тенгсизликлар бажарилганда уринли булса, мумкин булган 
функция у(х) да функционал кучсиз минимумга эришади дейи
лади.

Кучли минимумни аницлашда эгри чизик билан кий-
матлари якин булган хамма мумкин булган функциялар так- 
косланади, (27-расмга каранг). Кучсиз минимумни аниклашда 
эса досилалари у(лг) функциянинг досиласидан мухим фарк 
киладиган мумкин булган функциялар таккослашдан чицариб 
ташланади (28-расмга каранг).

Юкорида келтирилган таърифдан функционалга кучли ми
нимум берувчи у[х) функция, кучсиз минимум берувчи функ
ция дам булишлиги ва кучсиз минимумга куйилган зарурий 
шарг (6.3.5) эса кучли минимумга куйилган зарурий шарт бу
лишлиги келиб чикади. Тескари мулодаза эса нотугридир, 
чунки (6.3.3) шарг бажарилганда (6.3.5) шарт бажарилмаслиги 
дам мумкин.
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8.4-§ Вариация усули

Функционалларнинг минимумини текширишда кулланилади- 
ган энг умумий усул 1760 йилда Ж. Лагранж ва Л. Эйлер 
томоиидан вариация усули номи билан такдим этилгандир.

1. Мумкин булган функциянинг вариацияси.
у (а ,) =  С и у(лг2) «= С2 шартни цаноаглантирадиган дамма 

функциялар мумкин булган функциялар эканлиги бизга олд^н- 
ги параграфдан маълум.

Шу функциялар ичидан функционалга экстремум киймат 
берадиганини топсак, у функция экстремал дейилади. Бу таъ- 
рифга кура у =  у[х) экстремал булса, бошка дамма мумкин 
булган функциялар унга якин булиши керак.

Бу яцинлик у(дг) — =  Щ х )  айирма билан аникланад^, 

бу ерда /¡(л-,) = 0 , А(х2) = 0  дир, /г (х )^С (1) булиб, 5 сонли 
параметрдир. У вацтда

Ъу(х) = /г( х)

функцияга мумкин булган функциянинг вариацияси дейилааи. 
Шубдасиз, х х ва х2 нукталарда 8у(х) =  0 дир. Демак, барча 
мумкин булган функциялар экстремалга вариация кушилади, 
яъни

у1х) =  у[х) + 5у(*).

2. Функционалнинг вариацияси.
** - 

/[у(л )]=  | Р[х,у[х),у'[х)\ йх функционалнинг у =  у[к),у  —

х \
= у[х ) эгри чизи1<лардаги орттирмасини ^исоолаймиз, яъни 

Д/(у) =  /(У) -  /(У) =  )' [Р (х ,у ,у ')- Р {х 1,у,у')\йк=

| [Р.(х, у + ЕА, у'+е/г')—Р(х, у, у’ )\йх =

X,
X*

у ') + ‘- Я Ь Ь П -  «  + V / +

, 1  оУ(х. V. >') +  2  У.-.Х1  Г 'М ' +

2 V дус ду ду'

+  д‘Г ( х ' у; £ 1  ? к ' 2) -  р ( х ,  у , у ' ) ]  +  о(Е2) =
ду' )

=|3/(у)Н-|&2/(у) + 0(Е2).

{Соддалик учун у, у  ва А ларнинг аргументлари тушириб кол- 

дирилган.)
.....

й х . (6т- * ч ГГ др(х- У’ У') и I др(х> У• у') , /Бу ерда б /(у )=  | --- —---АН---- ^7“ “ А Л)
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/(у) функционалнинг биринчи

у, у') й 2 I пд'Г(х' у» У') м  — д*р (*< У. у')
е)у2 дуду' ду/2 А' 2 ¿ X

эса иккинчи вариацияси дейилади.
Функционалнинг биринчи ва иккинчи вариацияларини ку- 

йидаги формулалар:

оркали дам осонгина топиш мумкин. ^ацикатан дам, (6.4.2) 
дан (6.4.1) ни келтириб чикарамиз.

у еА — и (х,е)

белгилаш киритсак (6.4.2) ни

куринишида ёзиш мумкин. Бу ифодани интеграл остида е буйи- 
ча дифференциалласак,

ифодани досил циламиз. Бу ифода (6.4.1) нинг узидир. Худди 
шу йул билан иккинчи вариацияни дам досил цилишни укув- 
чиларга давола киламиз.

3. Функционалнинг кучсиз мицимуми мавжудлигининг за- 
рурий шартлари.

Фараз к и л а й л и к ,  мумкин булган у функция [хи х 21 кесма- 
нинг учларлда (6.3.1) цийматларни кабул цилиб, (6.3.2) функ- 
ционалга кучсиз минимум берувчи функция булсин. У долда 
куйидаги теорема уринлидир.

1-те о р ем  а. (6.3.2) функционалга кучсиз минимум берувчи 
у да цуйидаги

Ы=\  7 / ( У  + вА)'
ае

&2М - ^ - / ( у + г Л ) (6.4.2)

6/( у ) - О (6.4,3)
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82/  (у) >  О (6.4.4)

зарурий шартлар уринлидир.
Ииботи. Фараз килайлик, 8/(у) =  а Ф  0, у долда

А/(у) _  *8/(у) +  у  82/(у) +  . . .  =  е [8/(у) + ±82/(у) + ., 

формуладан куйидагига:

(6.4.5)

А / (у )- е « +  ^ 2/(у )+  . . . ]  (6.4.6)

эга буламиз. е ни шундай тенглаймизки, биринчидан, унин'г 
ишораси а нинг ишорасига тескари булсин, иккинчидан,

|у-у|  =  Ы * 1 Н  1у7- у ' 1 =  |-И-|А, |

айирмалар етарлича кичик булсин. У долда (6.4.6) дан

А/(у) <  О

келиб чицади. Бу эса кучсиз минимум таърифи / (у )< / (у )ё к и  
А/(у) > 0  га зиддир. Шунинг учун а Ф 0 деб цилган фарази- 
миз нотугридир. Демак, (6.4.3) шарт уринлидир. Энди (6.4.4) 
шартнинг уринли эканлигини куриб чицамиз. Фараз килайлик,

8/(у) =  0, 82/(у) =  а <  О,

у долда (6.4.5) дан куйидагига эга буламиз:

АУ(у) =  е2 -2- +  .,
2

Бунда квадрат кавсдаги нукталар е нинг биринчи, иккинчи ¿а 
доказо даражалари катнашган даллар борлигини билдиради, 
е етарли кичик булганда, квадрат кавс ичидаги ифоданикг 
ишораси а нинг ишораси билан бир хил булиб, Д /(у )< 0  бу- 
лади. Бу эса кучсиз минимум таърифига зиддир.

Фаразимизнинг нотугрилш идан <*>0 ёки 82/ ( у ) ^ 0  экан^ 
лиги келиб чицади. Демак, кучсиз минимум берувчи у па
(6.4.3) ва (6.4.4) зарурий шартлар уринлидир.

6.5-§. Эйлер тенгламаси

1-теоремада исботланган функционалминг кучсиз минимуми 
мавжудлигининг асосий зарурий шартлари Эйлер тенгламаси 
оркали ифодаланади. Эйлер тенгламасини чицаришдан олдин 
бизга кейинрок зарур буладиган асосий леммани исботлаймиз.

1. Асосий лемма (Лагранж  леммаси). \ х,| ораликда 

узлуксиз булган /(х,) функция ва шу ораликда С0) синфга те- 
гишли Н(х^) =  к(х2) = 0  шартларга буйсунувчи, /г(х) функция 
учун

Хч

( ¡ ( х ) к ( х ) й х  =  0
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2 9 -  р а е м .

булса, у долда \хи х 2] ораликда олинган дар кандай jc учун 
f\x\ =  О булади.

Исботи. Исботлаш учун тескари долни фараз килайлик, 
\хи х 2\ ораликдан олинган бирор х0 нук;тада f(x0) ф О  булиб! 
масалан, /(x0) X J  булсин, у долда f(x) нинг узлуксизлиги 
сабабли *о нинг кичик атрофида, яъни <  х п <  ?2 да дам 
/(•*<>)> О булади. Энди h(x) ни [?,, !|2] ораликда цуйидагича 
олайлик:

А(Х) _ | ( 5x — x )2(li — x )2, агар лг£[5„ ?,] булса,

1 0, долган нукталарда.

Бунлай аницланган функция лемма шартини каноатлантиради, 
яъни функциянинг узи ва досиласи узлуксиз булиб ундан 
ташцари h(x,) =  h[x2) = 0  (29-расмга царанг).

Шунинг учун, лемма шартига кура

j  /[*] h[x\ dx =  0
Xi

б^лиши керак, лекин
Xi £3

j  f(x )h (x )d x  =  |/(дс)(5, - х ) 2[Ъ -  x]2d x > 0 ,
Xi Ei

демак, /[x ] == 0 экан.

2 Эйлер тенгламасини келтириб чицариш. Агар у(х) функ
ция (6.3.2) функционалга кучеиз минимум берувчи функция 
булса, 6.4-§ да исботланган теоремага асосан S/(y) =  o, яъни

« / ( у ) - ?  =  о
J ду ду'
Х г

булиши керак, бу интегралда

Ь - П ы ± 11) h'dx =  dF(x' y' у,) h -  f !  ■ д1±Ы±11) hdK 
J  ду' ду' х , J d x  ду к
Хг Х х
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булганлиги учун, /г(#,) =  к(х2) =  0 шартни назарда тутсак, 
Куйидагига эга буламиз:

.г,

8/(у) =  |

х,

дР (х, у, у') _  £_  дР (х, у, у') 

ду ¿ х  ду'
кйх =  О.

Бу ерда к(х) функция Лагранж леммасининг шартларини ка 
ноатлантирадиган функция булгани учун, ундан 

дР<х, у, у') й дР(х, у, у')

ду йх ду'1
=  0 (6.5.1)

келиб чи^ади. Бу тенглама Эйлер баъзи долларда Эйлер — 
Лагранж тенгламаси дейилиб, (6.3.2) функционал экстремумга 
эга булишининг зарурий шартидир. Шундай килнб, биз куйи- 
даги теоремани исботладик.

2-т е о р е м  а. Мумкин булган функция у(х) вариацион ма- 
саланинг энг содда функционали (6.3.2) га кучсиз минимум 
берувчи функция булиши учун у функция Эйлер тенгламаси
(6.5.1) ни каноатлантириши зарур.

Эйлер тенгламаси вариацион дисобда энг мудим роль уи- 
найдиган тенгламадир. ^ацицатан дам, (6.5.1) ни цуйидагича 
ёзиш мумкин:

дР(х, у, у7) _  д*Р (х, у, у') дгР (х , у, у') , _  д*Р (х, у. у') „ д и.

дк дхду' дуду' ду''2.

Агар

Р ( г  ..п д2Р (х , у, у'), г  ( г V г ' ) — ^ ( х .  У. У').у, у ) - ----------—  , (а:, у, у ) -------,

Г ! ............ /\ д р (х ’ У’ У') д *Р (х ,у ,у ')
га(Х, у, у ) ----- - ^

белгилашлар киритсак, (6.5.2) дан куйидаги

Л  (х, У, У') у" +  Ъ  (х, у, у') у' +  (х, у, у') =  О
иккинчи тартибли дифференциал тенгламага эга буламиз. Бу 
тенглама ечимида иккита ихтиёрий узгармас иштирок этади, 

яъни
у =  / ( * ,  сис3) (6.5.3)

бу функция экстремал дейилади.
Демак, (6.3.2) функционалга кучсиз минимум циймат бе

рувчи функция Эйлер тенгламасининг ечими булиб, у экстре
мал булар экан. Математик анализ курсида функцияга экстре
мум циймат берувчи аргументнинг кийматларини зарурий 
шартдан, чунончи биринчи тартибли досилалардан, яъни улзр- 
ни нолга тенглаштириб топгандан сунг, бу кийматларни етарли 
шартларга асосан текшириб курилади. Вариацион дисобда дам 
етарли шартлар текширилади. Бирок;, купинча вариацион ма- 
саланинг куйилиши, зарурий шарт булган Эйлер тенгламасинг
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ечиб, ечимни топгандан сунг, маъносига кура етарли шаргни 
текширишга эдтиёж цолмайди. Шунинг учун, биз бу курсда 
фа^ат зарурий шартларини текшириш билангина чекланамиз. 
Экстремал (6.5.5) да иштирок этадиган си с2 узгармаслар 
Хамма ва^т (6.3.1) шартдан топилади.

3. Эйлер тенгламасининг баъзи бир хусусий доллари.

1-Х о л. Е(х, у, у ')= Е (у ') , яъни (6.3.2) функционалда ин
теграл белгиси остидаги функция фа^ат у' га безлик, у холда
(6.5.1) тенглама

" =  0
ду'* ’

куринишга келади. Бундан у'' =  0 ва тенглама ечими

у =  схх + с2

булади, яъни экстремал чизи^ли функциядан иборат булади.
2-х о л. Е  (х, у, у') =  Е(х, у’ ), яъни интеграл белгиси ости

даги функцияда у иштирок этмайди. Бу хол учун (6.5.1) ифо-
да куйидаги

й /дР(х, у')\ 

с!х \ ду'

куринишга эга булади, бундан

=  0

=  (6.5.4)

булиб, бу ифода Эйлер тенгламасининг биринчи интеграли 
дейилади ва уни ечиб, ушбу у =  /(* !, си с2) умумий ечимга 
эга буламиз.

Ми со  л. Куйидаги

1

/(у) =  [ [У + -*У2] ах , у (1 )  =  о, >>(1) =  I

функционалнинг экстремуми топилсин.

Еяаш.



>ш=° 0 - с , )  +  с , - 0 '  С г

(1 — <а)+2са=  1 / У -  — ¿ + 1*

М и с о л л а р .  Куйидаги функдионалларнинг экстремали то- 
пилсин:

2 ____

h  /(у )==  \V~ 4 r ~ dx ' ^ ( 1 ) = 0 ’ y ( 2 ) - i .
1

2
2. /(у) =  j  [х • /  + у'2) Ак, У(0) =  О, у (2 ;=  1.

3-дол. F (x , у, у ') =  /^(у, у') булсин, яъни интеграл бел 
гиси остидаги функцияда х  иштирок этмасин. Бу долда (6.5.1 
тенглама

дР{У. У') _  д2/7 (У» У') _  0^'(У. У') у'/ _  q (6.5.5
ду дуду' ду'2

куринишга эга булиб, уни у' га купайтирсак,

=  0 (6.5.6)ПУ. y ' ) - dJL̂ y '
d_

dx

булади. (6 5.6) дан

;()г , у ) - ! М /ш < 1  (б.5.т|
оу

булиб, бу Эйлер тенгламасининг биринчи интеграли дейилад 
ва у биринчи тартибли дифференциал тенглама булгани учу 
уни интеграллаш натижасида яна битта ихтиёрий узгармас иш 

тирок этган куйидаги

у =  f(x , си с2)

ечимга эга буламиз.

4- д о л.

у, y') =  F (x ,  у)

булсин, яъни интеграл белгиси остидчги функцияда у' иштй- 
рок этмайди. Бу долда (6.5.1) тенглама

dF(x, у) _  q 

ду

куринишга келади. Бу тенглама эса дифференциал тенглама 
эмас. Тенгламани у га нисбатан ечиб, у =  / (х) куринишдаги 
битта ёки бир неча экстремалларни топамиз. Бу долда вариа- 
цион масала умумий долда ечилмайди. Энди юцорида курилган 
долларга оид мисоллар курамиз.
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М и со л л а р :  1. Ушбу

ir/2

1{у) -  J (у'2 +  У2) dx 
о

функционалнинг у (0 )= 0 , шартларга б^йсунувчи

экстремали топилсин.

Ечиш. F(y, у') — у'2 у3 булгани учун, (6.5.5) га асосан 

- 2у  -  2у" =  О, у" +  у =  0, у =  

к2 + 1 = 0 ,  к12 =  ± г. 

y =  CjCOsx+-¿:2sinA: булади.

1 Ечимда иштирок этган с, ва с2 узгармаслар у (0 )= 0 , y ^ j = l  

шартлардан топилади, яъни

сх = 0 ,  c2s ln y  =  l, с2= 1 .

Демак, берилган функционал у =  sin х функцияда экстремум га 
эришади.

2. Ушбу

ДУ) =  J  ~ у У' dx

функционалнинг экстремали топилсин.
Ечиш. F(y, у') булгани учун, (6.5.7) га асосан Эйлер тенг- 

ламасининг биринчи интеграли куйидагича булади:

V T + 7 2 у '2 -  

У y K l + y'?
Бу ердан 

1

у V i  + у'2
ёки у У 1 +  у'2 =  -г; =  С1( У* (1 + у '2) =  с\,

,1 С12 - У 2 ri ^ С1 ~ У 2 ^  Г  ydy г  J , 
у =  — -— , dy = ------- d*,, I ^  =  j rfx + c2

V A - У

I ________________________

( с\ -  У2) 2 =  X + съ с] -  у2 =  (х +  с3)\ у =  ± V с2- (х + с,2) ,

3. Брахистохрон масаласини ечиш учун зарур булган
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функционалнинг | ^ шартларга буйсунувчи экстремума

топилсин.
Еяши. Интеграл белгиси остидаги ифода

П У , / )

булганлиги учун бу масала Эйлер тенгламаси интегра лланиш 
долларининг учинчисига тугри келади. Шунинг учун /6.5.7) 
га асосан тенгламанинг биринчи интегралини куйидаги кури 
нишда ёзамиз:

У\л-у'г ______ у'г -  =  1

Уу у у . V I + у 1 1 Ус/
Буни (6.5.7) га асосан ёзган булсак дам, кейинги кадамларн 
бажаришда содда ифода досил килиш максадида унг томон 
даги ихтиёрий узгармасни махсус куринишда олдик. Сунгг 
ифодадан куйидагига эга буламиз

у '2 =
*  У

Бундан

Бу интегрални дисоблаш учун

У — с, вШ 2 —, (¿у =  с, в1п — • СОБ — (И
2 2 2

алмаштириш киритамиз, у долда

[ сН — х  + съ —  (г — з!п /) =  х  4- с2
,) 2 2

чегаравий шартни цаноатлантириш учун с2 =  0 деб олсак цуйи 
даги

У =  ~(,1 - с о е / )

ечимга эга буламиз.
4. Куйидаги функционалларнинг эксгремали топилсин:

х,

а) НУ) =  (*У +  У2) йх
Х 1

ха

б )  / (У ) =  Г ]/■ 1 +  у ' 2 с / х

147



в) /(У) =  | (у2 +  у' — 2у$тх)с1х
-г.
1

г) /(У) =  ] (у'2 +  12*у) йк, у(0) =  0, у( 1) =  1.

6.6-§ Юцори тартибли досилаларга борлиц булган функ- 
ционаллар учун Эйлер тенгламаси

Бизга ушбу
х,

/  ( У )  =  5 Г(х, У, У', У"................ У ")ах (6 .6 .1)

функционалга экстремал киймат бериб, чекланиш шартлари 

у(х,) =  с0, у(х,) =  с ,......... у”- ' (* 1) =  Сп-\

у(х2) =  ¿о. У Ч ^ ) =  • • •• V” ' (х 2) =  ¿ „ _ 1   ̂ (6-6,2^

ни каноатлантирадиган ва сгл синфга тегишли булган функ- 
цияни топнш талаб килинган булсин. (6 6.1) функционал учун 
дам минимум мавжудлигининг зарурий шарти 8/(у) =  0 бул- 
гани учун бу функционалнинг биринчи вариацияси цуйидагича;

8/ =  1 [8 /(у+ зЛ )]е=0
ае

(6.6.3)

ни дисоблаймиз, у + е/г =  и деб белгиласак (6.6.1) ва (6.6.3) 
га асосан куйидаги

Ы =

Хъ

— ( Г[х, и, и', гг", . . и(п))йх
Лг,)

х,
г=0

(6.6.4)

а р ./1{п]
<1у(я)

йх

ифодага эга буламиз. 
Бу ер да

Г д1 . . н йх =
.) ду'
-Г|

) ду
ху

/1" й х =
ду"

• А'

£ £ . а1 Г - Г ( - * - . * £ ) а а с
ду’ Л*, J  ду')

Хх

. IV *  <5/7 . х. ^
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лГ/7

ду(я)
ь{п)ах  =

дР
• А(п-1)

[ д / п)

+ (- !)»

дг2

\( £ -
д Р  \ Д(«-2>1

*1 ду(п))
+ ...+■

Х1

йп

(¡Хп

дР

XI
ду(л) кйх.

Л(х,) =  /г'(хх) =  К (л:,) =  , 

А(лга) =  Ь'(х2) =  Л"(лг2) =  

булгани учун

. =  Л(я_,) (* ,) =  О 

=  Уг(л-1)(х2) =  0

5/ =

X|
¿У

й!_ _ дР_ £ _  дР_ , 

Ах ду ' с1х‘‘  ду"

ип

й х п ду

дР
( Л )

/и1х 

(6.6.5)

булади. Одатдагидек, функционалнинг биринчи вариациясини 
нолга тенглаштириб, экстремумга эга булишнинг зарурий шар- 
тини текширадиган булсак, яна асосий леммани татбщ кила- 
миз: (6.6.5) интеграл белгиси остидаги цавс ичидаги ифода 
узлуксиз, /г(х) эса лемма шартига буйсунади, асосий леммага 
асосан

дР  а <1Р й Р  , . и п  ^  д р

+ + +  ¿7« ' д ^ ) =  ( Т

тенгламага келамиз. Бу тенглама Эйлер—Пуассон тенглама- 
са дейилиб, 2п тартибли оддий дифференциал тенгламадир. 
Бунинг ечимида 2п та ихтиёрий узгармас иштирок этади.

Бу узгармасларни апицлаш учун 2п та (6.2.2) шарт мавжуд. 
Шу билан масала ечилди, деб дисоблаш мумкин.

М и с о л л а р . 1. Ушбу
я/2

/(у)== \{у"г- у *  + х*)с1х 
о

функционалга экстремал циймат берувчи ва 

У(0) =  1, у'(0) =  0,

шартларни цаноатлантирувчи функция топилсин. Бу долда 
Эйлер—Пуассон тенгламаси

- *У  + ^ ( 2 Л - 0

еки

У =  О
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куринишда булади. Бу тенгламанинг характеристик тенгламаси 

к4 — 1 = 0  булиб, k l — 1, к2 = — 1, к3 =  i, к4 =  —i

илдизларга эга. Шунинг учун дифференциал тенгламанинг 
ечими ёки экстремали куйидагича булади:

у =  с^ех +  с2е~х +  с3 sin л: + с4 cos х.

Масаланинг чекланиш шартларига асосан узгармаслар: си ciy 
с3 ва ck ларни топиш учун

с\ +  ci + ¿i =  If 

С\ ~  С2 4- сз =  0. 

cte 1 4~ с^е 12 4- с3 =  0, 

с^е*'2 — с2е~*12 — с 4 = -1

тенгламалар системасини досил циламиз. Бу системанинг ечи
ми г, - с 2 — с3=  0, с4==1 булади. Демак, функционалга экс- 
тремал берувчи функция y =  cosx экан.

2. Куйидаги функционалларнинг экстремаллари топилсин:

i

а) /(У) — J ( l  +  y¥i)dx , У(0>>=0. / (0 )- 1 ;  У(1)— 1; У'(1) =  1.
О
я/2

б) /(У) — j (16уа - у " 24-x2)dx , у ( 0 )= | ;  у'(0) =  0;

У Й  =  0; / ( ^  =  1-

в) | (y")ndx.

г) j (уу' -  Зу'у" + у"'2) dx.
*А
]

д) \y”2dx, у(0) = 0 ,  у '(0 )= а ;  у(1) =  0, у'(1) =  6.

6.7-§. КУРИлиш механикасида учрайдиган функционал- 
ларни минималлаш

Курилиш механикасида ёки унинг дар хил статик ва дина
мик масалаларини ечишда, шунингдек, ковуцщоц эластик ма- 

териаллардан ясалган авиация цурилмаси элементларининг 
тургунлигини текширишда масалаларнинг математик цуйилиши 
учун, яъни уларнинг функционалларини тузиш учун системага 
таъсир килаётган дамма актив кучлар бажарган ишлари йигин- 
дисининг нолга тенглигини курсатадиган механиканинг мумкин
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булган силжиш принципи цулланилади. Бунда булаклаб интег- 
раллаш ёрдамида узига хос чекланиш шартларини каноатлан- 
тирувчи, олдинги параграфларда келтириб чицарилган Эйлер 
тенгламасига эквивалент булган ва ю^орида айтиб утилган ме- 
ханиканинг мумкин булган силжиш принципи асосида досил 

килинадиган функционалга минимум берувчи тенглама келти- 
риб чицарилади.

Айтайлик, соддалик учун, ковушцок эластик материалдан 
ясалган стерженга унинг уци йуналиши буйича вацтга богли1< 
долда узгарадиган сикувчи буйлама куч N(t) ва уки йунали
ши буйича кундаланг цуйилган юк q{x, t) таъсир килаётпан 
булсин.

Стержень цовушцоц эластик асосда ётади, яъни асоснинг 

акс таъсири к* W(x, t) — к{ 1 — Rl) W (х, t) куринишда берил- 

ган ва унинг дастлабки долатдаги бошлангич эгилиши) W0(\x) 
деб фараз килайлик (бу ерда к — асос коэффициента).

Хотирловчи цовуцщок эластиклик ьазариясига асосан эги- 
лиш момента куйидаги формула билан дисобланади:

M = * - E l ( l  -  R*) 0 , (6.7.1)

бу ерда Е — эластиклик модули, / — кесимнинг инерция моме 
ти, W • (х, t) — стерженнинг эгилиши, R¿ ( / =  1,2) — мусб 

аницланган ва

R * f ( t ) =  f R t
о

Иг

ат

аформула билан дисобланадиган операторлар, R¿(t— т) лар э 

шу операторларга мос келувчи ядролардир.
Мумкин булган силжиш принципига асосан стерженнинг 

кундаланг ва буйлама эгилиш дамда тебраниш тенгламаларини 
куйидаги

8Л =  + N (t) (a <y ^ ^ + y ° ( * ) j 8 ( g g ^  +

X\

+  (g(x, t) +  K*W(x, t) — p. 8 W(x, ¿)jrf*  =  0 (6.7.2)

функционалнинг минимумидан келтириб чицарилади. (6.7.2) да
d W  (х, t) с  с

¡л— —— - инерция кучи, [* =  рг, г —стержень кундаланг кеси-

мининг ¡ози, р—стержень материалининг зичлиги.
Куйидаги

w ( Xu о  =  о, -W{Xi’ t] =  o
дх

w{x2, о = о, — (*2’ t]=0
дх

(6.7.3)
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/ « ? ( * „  О - О ,  М (х„  / ) = 0  
\ ЧГ(хг, 0  =  0, М (ха, 0 = 0  (6.7.4)

чекланиш шартлари асосида (6.7.2) функционални булаклаб 
интегралласак,

ёки

8Л ■ М  I, 0 5 Ц/(х, О +
\ д*

+ ТУ ( о  а(^  (*' *] + Го(У- 8 УУ (X, 0  1[ * '+  (\дШ(*’ !- — М (* )Х
дх - - Хх ^ дх^

X  дНЩх' О + Ц̂оС̂ )) + ^  /) _ „ *  ^(д:, х
д*2 о/2 ]

Х 8  №{х, ()йх =  0

ёки
X,

- » * № (* ,  / ) — 8Щ ;с, <)с1х =  0 (6.7.5)

функционалга эга буламиз. Бу ерда 8Ц7 (л:, 0  функция Лаг
ранж леммасининг шартларини каноатлантирадиган функция 
булгани учун (6.7.5) дан

д * Щ х ,У )  _  д,( а ( р + Щ * »  +  к* у /,Х' Ь ) _  

д х 1 д х2

д 2 И ^ ( л с ,  г )  . . , .  л— [х — — ----- \- д \х , ¿¡ — О

ёки (6.7.1) ни назарда тутсак,

[X •
дЧГ(х.П + £ /^  _  д*\У(х, 0 +

Лх*

+  N (i) 6>?('У/(Х’̂ 2+1Г° (Л) + «(1  -  И*) ^  (■*• 0  “

—^ (л:, 0  =  0 (6.7.6)

тенгламани досил циламиз. Бу тенглама олдинги параграфда 
келтириб чицарилган Эйлер тенгламасига эквивалент булиб, 
унинг куйидаги

ЧР(х,0)-ъ(х)
д№(х,0> , . 16.7.7)- - - =  <Рг(*)

0/

дамда (6.7.3) ва (6.7.4) чекланиш шартларини цаноатлантирув- 
чи ечими (6.7.2) функционалга минимум циймат беради ва ак-
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синча; (6.7.2) функционалга минимум киймат берувчи №(х, Ь) 
функция (6.7.6) тенгламанинг ечими булади. Шунинг учун 
биз куйида (6.7.6) тенгламанинг (6.7.7), (6.7.3) ва (6.7.4) чек- 
ламиш шартларини каноатлантирувчи ечимини топиш масала- 

сини урганамиз.

6.8-§. ^овушщоц эластик асосда ётган цовуцщоц эластик 
стерженнинг эгилиши т$/трисидаги масалани ечиш

Агар (6.7.6) тенгламада Л ^ ) = 0  ва ¡х =  0 деб фараз кил 
сак, ковушкок эластик асосда ётувчи цовуцщок эластик стер 
женнинг эгилиши тугрисидаги масаланинг тенгламаси келиб 
чикади, яъни:

&Х?(х, О

Айтайлик,

£ / (1 - /? * )  — (х' *} +  и(1 - /? !)  Щх, ¿) =  <?(*, <) (6.8.

щ  =  щ ,

Р  [( — х) = х е -131/-т) а  — х)“-1, 0 < а < ^ 1 ,

х — 0 < С 0 < 1  (6.8.Г[а]

ва д[х, Ь) ■= ¡[х] тенгликлар уринли булсин.
Агар /1л:) функцияни |л:,, х2] оралиада Фурье катори^а 

ёйиш мумкин булса, яъни I =  х2— х 1,

Нх) =  У Ь -  51ПЫ{Х~^\  (6.8.Ь
е е J е

¿=1

куринишда ёзиш мумкин булса, у долда (6.8.1) тенгламанинг 
ечимини (6.7.4| чекланиш шартларни каноатлантирувчи

со

\У(х, Ц =  V  щ (() 81П ~ Х'1 (6.8.

¿=1

функция куринишда кидириш мацсадга мувофиадир. Хакик 
тан дам, (6.8.4) ва (6.8.3) ифодаларни (6.8.1) тенгламага ку 
сак, и;(^) номаълум функцияларни топишимиз мумкин булга! 
Куйидаги

«г(0 — = К  ¿ =  1 , 2 , . . .  (6.8.

тенгламаларни досил циламиз. Бу ерда

/ \4 
Е1\—  +кО

I > 1 ________



/?•«,[/) =  X J  т Г 1Щ (xj Л .

Куйидаги

M O  =e~*t P i(t) (6.8.6)

белгилаш ёрдамида (6.8.5) тенгламани
t

Pi ( О  —  №  j  —  xY~ 'P i(x) d i  =  3 ^  (6 .8 .7 )

o

кУринишга келтириш мумкин.
Агар уг (О функциялар

t

У i (0  -  №  J  (* - 1)“-1 Уг (t) dz =  1 (6.8.8)
о

тенгламаларнинг ечими булса, (6.8.7) тенгламаларнинг ечим- 
лари y¡(í) ечимлар оркали

я 2( 0 - ^ у г( 0 + ^ / е Р('-т)у ,(х )л

о

куринишда ёзиш мумкинлигини осонгина исботлаш мумкин. 
Демак, досил килинган (6 8 7) тенгламаларнинг ечимларини
(6.8.6) га куйиб (6.8.5) тенгламаларнинг ечимларини куйида- 
гича ёзамиз:

Ui(t) =  Хг <Tß< у, (¿) +  Хг ß j  e~9t yl (x) dx =

0
t

=  Хг(1 +  (x) dx). (6.8.9)

Шундай килиб, бирмунча мураккаброк булган (6,8.7) тенг
ламаларнинг ечимларини топишни даражали каторлар усули 
ёрдамида жуда дам содда ечиладиган (6.8.8) тенгламаларнинг 
ечимларини топишга келтирдик. Демак, даражали цаторлар 
усули ёрдамида (6.8.8) тенгламаларнинг ечимларини куйидаги

У£(0  =  2 а ^  (6.8 10)
J-о

даражали катор куринишда ифодалаб, уни (6.8.8) тенглама- 
ларга кУйсак,

j= О J=0 о
ёки
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тенгликларни досил киламиз. Бу ердан ¿а/ ларнинг бир хил

даражалари олдидаги коэффициентларни тенглаштириб, а)г) 
номаълумларни топиш мумкин булган куйидаги

рекуррент формулаларни досил киламиз. Бу ерда Г[-] — Эй- 
лернинг гамма функциялари ^осил килинган рекуррент фор- 

мулалар оркали а (/ ] коэффициентларни дисоблаб,

га эга буламиз. Топилган а ,  коэффициентларни (6.8.10) га 
ва уларни (6.8.9) га куйсак, (6.8.5) тенгламаларнинг ечимлари 
Куйидаги

куринишда булишлигига ишонч досил циламиз (6.8.11) да

Шундай килиб, куйилган масаланинг, яъни ковуцщок; элас+ 
тик асосда ётувчи цовуищоь; эластик стерженнинг эгилиши 
тугрисидаги масаланинг (6.7.4) чекланиш шартларини цаноат- 
лантирувчи аник ечими (6.8.4) га (6.8.11) ни куйишдан досил 
Килинади ва у куйидаги куринишда булади:

ечим келиб чициб эластик асосда ётувчи эластик стерженнинг 
эгилиши тугрисидаги масаланинг (6.7.4) чекланиш шартларини 
Каноатлантирувчи ечими булади.

Энди  ̂ пинг етарлича катта цийматларида, масалан, < =  оо 
булганда стерженнинг ковушкок эластиклик хусусиятини ди- 
собга олиш нимага олиб келишини куриб чицамиз.

И; (¿) — ^I ̂ 1 + Л) (6.8.11)

Г1 =  ¡хгчГ|а|. ( 6 .8 . 12)

00 00

• ¿Ть(Х АГ1) /о 0 I ов т — : (6,8.13,
Агар х =  0, яъни г1 — 0 булса, (6.8.13) ечимдан81п̂
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Даставвал, / =  оо булганда Z  =  xß алмаштириш ёрдамида
00 00

dz шшСМ

тенгликни досил килиб, (6.8.13) ечимдаги цавснинг иккинчи 
дадини дисоблаймиз, яъни

V I  (ri)i*-J г  [су] _  y i  (n)J

2 u r [ « j+ i]  r J 2 u r r
/=0 /=0

Бундан (6.8.12) ва (6.8.2) ларни назарда тутсак,

Г „ I  V
(Г>\! W • с0 • ß • 77", • П “]

Ü т£— 2 ------V ?---- =Ё [h' c°v
j = 0 j-  о 7=0

булиб, бу йигинди чексиз камаювчи геометрик прогрессияни 
ифодалайди, чунки 0-<[хгС0<! 1 шарт бажарилади. Шунинг 
учун,

j = О

тенглик уринлидир. Шундай цилиб, (6.8.13) ечимни куйидаги- 
ча ёзамиз:

W(x, оо) =  V  X,f 1 + ---1---) sin
4  1-wCo' /

i=Q

Бу ечимдан куриниб турибдики, стерженнинг ковушцок элас- 
тиклик хусусиятини дисобга олиш унинг эгилишининг купайи- 
шига олиб келар экан. Бунда ¡хгС0 микдор бирга цанчалик 
я^ин булса, эгилиш шунчалик купрок булади

6.9-§. Вацт буйича узгарувчи сицувчи кучлар 
таъсиридаги цовушцоц эластик стержень 
квазистатик туррунлигинииг йук(олиши

Айтайлик, ковуищок эластик материалдан тайёрланган стер
жень кундаланг куйилган g(x) юк ва бир меъёрда тацсимлан- 
ган си^увчи куч

N (t )= P + y t\  0 < а < 1  (6.9.1)

таъсирида булсин.
Сикувчи кучнинг (6.9.1) тарзда ифодаланиши умумийдир. 

Дархакицат, сикувчи кучнинг бу тарзда ифодаланишидан, 
унинг тажрибаларда учрайдиган дар хил турлари келиб чита
ли. Масалан:
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1. Агар 7 =  0  булса, вактнинг [/,, ] ораликдаги к;иймаг- 
лари учун Л /(/)=Р  ва бошка кийматлари учун эса А (/) =  0  

булиб, сикувчи куч вакт буйича узгармас булади.
2 . Агар Р — 0 булиб, 7 > 0  булса, вактнинг дамма циймат- 

лари учун А' ( 0  =  7 <а булиб, сикувчи куч вакт буйича кескин 
усувчи булади.

3. Агар Р ф  0 булиб, 7 < 0  булса, вактнинг \1и ¿2] ^/2= :

у— сикувчи кучнинг усиш тезланиши) ораликдаги кийматлари

учун сикувчи куч вацт буйича кескии камаювчи булади. 
Фараз килайлик, стержень дастлабки долатда бош-

д*\Р(х,Ц
лангич эгилишга эга булсин ва унимг инерция кучи — ¡х-- ——-

дамда асоснинг акс таъсири — К* №(х, () дисобга олинмасин. 
У долда (6.7.6) дан цуйидаги тенгламага эга буламиз:

£ /(1  - /?1) +  N 4 )  * < *< * • '> + *Ь<*» =  ё (х). (6.9.2)
дх4 дх'г

Соддалик учун, чекланиш шартларини куйидагича ёзамиз:

\Р(Х1,/) = 0, « у > - 0,

д»Г<* о  (6-9-3)
Г ( х 2, о  =  о, ^  =  0.

1-таъриф. Агар дамма ¿< ^кр лар учун ва унга мос келув-

1 чи сикувчи куч А  (¿) учун эгилишнинг вакт буйича узгарицш
чегараланган долда колса, яъни

шах Г  (х, /) <  IV*

булса, стерженнинг холати тургун (барцарор) дейилади.
2-таъриф. Агар  ̂>  ¿кр лар ва унга мос келувчи сикувчи 

куч N (¿) учун стерженнинг вакт буйича эгилиши интенсив 
ривожлана бошласа, стерженнинг бундай долати нотургун (но- 
барцарор) дейилиб, Ь =  /кр вакт критик вацт ва унга йос 

келувчи А  (¿) =  N (¿кр) сикувчи куч критик сикувчи куч де

йилади.
Куйилган масала вактнинг ва унга мос келувчи сикувчи 

кучнинг шундай кийматларипи аниклашдан иборатки, улар- 
нинг бу кийматларидан бошлаб стерженнинг эгилиши иитер- 
сив ривожлансин. Агар кундаланг куйилган юк <7 (х) ни ва 
бошлангич эгилиш \У0(х) ни \хи х2\ ораликда (1 =  х 2 — х х)

Я ( * )  =  V д̂ Ш1к1х- х'\ №0(х )=  V (6.9.4)
I лЫ I

1=1 ¿“ 1
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(бу ер да А =  81п^ - Ч  и{0)= ^ > о(х)81п- ^ ~ ЛС1))

X, X,

к\ринишдаги Фурье цаторига ёйиш мумкин булса, (6.9.2) тенг- 
ламанинг (6.9 3) чекланиш шартларини каноатлантирувчи ечи- 
мини (6.8.4) функция куринишида топамиз. ^акицатан дам, 
(6.9 1), (6.9.4) ва (6.8.3) ифодаларни (6.9.2) теигламага цуйсак,
и,(1) номаълум функцияларга нисбатан цуйидаги

( 1 + 5 ,0  и, (О -  А, | /?, (I -  х) Иг (0  ¿X =  С|0) +  С]” Г  (6.9.5)

тенгламаларни досил килам из. Бу ерда

7 л _  ^  Г.Ю)В, =  - • , А  =
Р1-Р

Р ,~  £/(£ .)* , ^ - ( у ) а^  +  Яй}0); <7)°

Л - р

I \2

<7(0>
, с!"=

(1)

/-г-Я

ТИ/
(0)

(6.9.6)

Ядрони /?, (^ — х) =  х — х) куринишда олиб, (6.9.5) тенг- 
ламаларнинг ечимларини куйидаги 

Я| (/)_- £„ (»> .

У=О

(6.9.7)

кагор куринишида кидирамиз. Бу ечимларни (6.9.5) тенглама- 
ларга куйсак,

V  «)->/■'+У  а}11

у=0 У “ О

В1—АГ х ГМ  -Г[,уЧ1] 

П “ (7+1)4-11
Г (у+1,= с г ч с 1 ,)./

(0)

тенглик досил булади. Бу ердан С1 ларнинг бир хил даража- 

лари олдиларидаги коэффициентларми тенглаштириб, но- 
маълумларни топиш мумкин булган куйидаги

«о ’ =  С{0). а Г ^ С Г И . х - ^  +  С}1»,

л(0
«у

Г П Ф П « ( / - 1 )  + 1 Л .. О „«) ; о О
“ Г "  г  К  + 7]---- А ^ ~ В ‘ /  —  2, 3, . . .

(6.9.8)

рекуррент формулаларни досил циламиз. Хосил килинган

(6.9.8) рекуррент формулалар оркали а'}) коэффициентларини 
дисоблаб, уларни (6.9.7) га куйсак, (6.9.5) тенгламаларнинг 
ечимлари келиб чикади. Энди (6.9.1) дан келиб чикадиган 
сикувчи кучнинг баъзи бир турларида эгилишнинг жадаллик 
билан ривожлана бошлашини курсатадиган вакт ва унга мос 
келувчи сикувчи кучни топишга имкон берадиган квазистатик 
тургунликнинг йуколиш мезоиинн аналитик куринишда аник- 
лаймиз.
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1. Айтайлик, ^(л-) = 0  ва сикувчи куч вакт буйича узгар- 
мас, яъни 7 =  0  булсин, у долда (6.9.8) рекуррент формула1- 

лардан а}/ коэффициентлар куйидагига тенг булади:

а\1)=  {А‘х)~  с!°\ / =  1 .2 ............ (6.9.9)
Г[а/+1| 1

Бу коэффициентларни (6.9.7) га куйиб, (6.9.6) дам С\0) нш|г
7 =  0 га мос кийматини дисо')га олсак, (6.9.5) тенгламанк1(г 
ечимлари куйидаги курииишда булади:

риФ) “ >

‘ ^ ) = Ф Ъ Ф ^ -  г = ' А ‘ 1 ' -  <6 -9 л 0 >
/ —О

Куриниб турибдики, (6.9.10) катор г нинг даражалари бу
йича интенсив усиши г микдор бирга тенг булган цийма̂ гга 
эришгандан кейин бошланади. Шунинг учун, эгилишнинг 
жадаллик билан ривожлана бошланишини курсатадиган квазис- 
татик туррунликнинг йукотилиш мезони сифатида =
=  1 шартни кабул килиш максадга мувофикдир. Шу шартдан 
А1 нинг (6.9.6) даги кийматини назарда тутиб, „критик“ вакт- 
нинг кийматини аниклаш мумкин, яъни:

(6 .9 . 1 0 ) ечим критик сикувчи кучнинг энг кичик киймат 
аниклаш учун кулай мезонни ифодалашга имкон беради. X 
сусий долда, бундай мезон сифатида бошланрич эгилишни т  
марта оширишни кабул килиш мумкин. Шундай килиб 
нинг киймати куйидаги муносабатдан аникланади:

и1

т

Л1>

(6.9.10) ва (6.9.11) ларга биноан, т  нинг дар бир киймати 
учун, критик сикувчи кучнинг энг кичик киймати куйидаги

/> =  />,:( 1 + -  V
____Г  [а ;+ 11/
/»О

формуладан аникланади. Бундан куриниб турибдики, I 
Р , = Р Э (Рэ — Эйлер критик кучи) да Р  энг кичик киймат| 

бул килади, яъни

Р к о = / Э : ( 1 + - ^ ' -------)• (6.9.12)
кр 1 I т Г [,/ + 1|/

/~0

Демак, (6.9.12) формула стерженнинг ковушкок эластиклик 
хусусиятими вакт буйича узгармас сикувчи куч таъсири ости-

= 1,
ка-
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да дисобга олиш, критик сикувчи куч кийматининг камайи- 
шига олиб келишини курсатади.

2. Айтайлик, энди 7 > 0  ва Р  — О, <7 (х) — 0 булсин, яъни 
сикувчи куч вацт буйича кескин усувчи булсин.

Шуни таъкидлаш лозимки, бу долда критик сикувчи куч- 
нинг энг кичик киймати Эйлер критик кучининг кийматига 
тенг булади. Буни курсатишни укувчиларнинг узларига давола 
Киламиз.

3. Энди куйидаги долни куриб чицамиз: д(х) — 0, 7 < 0  ва 
Р ф О  булсин, яъни сикувчи куч вакт буйича кескин камаюв- 

чи булсин. У долда (6.9.8) дан (6 .У.6 ) ни назарда тугиб, а (/} 
коэффициентларни аницлаш учун куйидаги

а Р  =  СУ
40) Ра{1] (¡) мо)

----, Й1 =  С I
р1- р  

аУ>=сГ>(ц-
со /—1

+ 2 П [

В1

-24- + И  
7 Р

Г |«(5—1)+1

В,-\-

/'[«5 + 1]
- 1 В'} (6.9.13)

/=2 5=1

формулаларни досил киламиз. (6.9.13) ни (6.9.7) га куйиб,

„(0) I _ / _ 7 Н'. К. \
2 +

со ) - \

+ 2 П
¿=1

Р1

Г  [а ( 5 - 1 )+ !]  

/*|«5+ 1]
}. г =  я ,/в

га эга буламиз. Бу ердан куринибтурибдики, агар г < 1  бул 
са, стержень чекли эгилишга ишлайди ва г > 1  булса эгилиш 
вакт буйича усувчи булади. Бундан келиб чикадики. эгилиш- 
нинг жадаллик билан ривожлана бошлашини курсатадиган 

квазистатик тургунликнинг йуколиш мезони сифатида ВГ С =  1 

шартни кабул килиш мумкин. Бу шартдан В1 нинг (6.9.6) даги 
кийматини дисобга олиб, критик вактнинг кийматини куйида 
гича аниклаймиз:

Р - Р 1

Дардакикат, (6.9.11) ни эътиборга олиб критик сикувчи куч- 
нинг энг кичик кийматини дисоблаш учун куйидаги формула- 
ни топамиз:

бу ерда
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1=1

-• + 5 П
Т - 2

г [а (5—1) + Ч

Г [а5 + 1] Т “ *)

ёки (6.9.14) дан г =  1, Р  =  Рэ десак,

Лср =  ^э (1 — — — + — ~ 2) Лкр э \ т I т т  \ 7 у
(6.9,15)

булади. Демак, стерженга вакт буйича кескин камаювчи си- 
кувчи куч таъсир цилганда дам, унинг ковушцок эластиклик 
хусусиятини дисобга олиш, критик сикувчи куч кийматининг 
камайишга олиб келишини (6.9.15) формуладан яккол куриш 
мумкин.

6 .10-§. Вацт буйича узгарувчи сицувчи кучлар таъси- 
ридаги к0ВУшН<>Ч эластик стержень динамик 
тургунлигининг йуцолиши

I I
Айтайлик, ковушкок эластик материалдан тайёрлапган 

стерженга (6.9.1) куринишдаги буйлама сикувчи куч таъсир 
килаётган булсин ва асоснинг акс таъсири эътиборга олинма- 
ган долда я (х) — 0 булсин. Унда (6.7.6) дан кури-
лаётган масаланинг асосий дал килувчи тенгламаси келиб чи- 
Кади, яъни

№ )  +  £ ■ /( !_  ^  +  т  ®  =  о. (6 . 10. 1)

Бу тенгламанинг (6.7.4) чекланнш шартларни цапоатланти- 
рувчи ечимини (6.8 4) функция куринишда кидирамиз. Демак,
(6.8.4) ни (6.10.1) га куниб, «¿(¿) номаълум функцияларг!а 
нисбатан куйидаги тенгламаларни досил циламиз:

лп

бу ерда

I

(<*, + ¿>/) и, (0  -  С( (* -  х) и,(т) С/х =  О, (6.10.2)

а ь , =  ~  — т*
“о Vр1 г  “о р1

у ®

Р, =  ' " ) £ ! .  Р . - % .

(6.1 с .3)

•(6.10.2) тенгламада /* =  ¿ш0 алмаштириш бажарилган ва сод- 
далик учун, Ь нинг даражасидаги юлдузчалар тушириб кол 
дирилган.
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Бу ерда дам ядрони /?2 — т) =  / (/ — т)а 1 куринишида 
танлаб олиб, (6.1и.2) тенгламаларнинг куйидаги

щ (0) =  «</>, ^  =  0
<и

бошлангич шартларни каноатлантирувчи ечимларини (6.9.7) 
катор куринишда кидирамиз. (6.9.7) ечимларии (6.10.2) тенг- 

ламаларга куйиш натижасида досил килинган тенгликдан 
ларнинг бир хил даражалари олдиларидаги коэффициентларни 

тенглаштириб, а {р  номаълум коэффициентларни топиш мум- 
кин булган куйидаги

„(О „(О / ,« )_ /,« )_ _  _ „ М  П „ 1 а 0 — ац , а\ =  =  • • .  — Й2/п—1 =  и, а =  —

|« « 3 С
&2ш+/ — — ; ~

(2/я •)-;)(«+г) 1

У =  0, 1, 2,

^ Ч ( ^ + « с1М К 1,
(6.10.4)

рекуррент формулаларни досил киламиз. ^осил килинган ре- 

куррент формулалар оркали а {р  коэффициентларни дисоблаб, 
уларни (6.9.7) га куйсак, (6.10.2) тенгламаларнинг ечимлари

т-[ Ь[ + и----— ^

и,(0 =  вХ' ] 1 + ^  +  — ---- П 2± ш  +
[ 2! (2/я + 1) (/и + 1) 4!

+ ___ ____________ Г ^ т '2-2 ' 1 | П а , [ ' 2 • 1______  ,
' (4/я + 1)(Зяг + 1)2! \ (2/и 1-1) (,« + !) ^  ) ‘ 1 1(2/л+1) (т+1) Г[а+1] '

+  *** I -» - - х
6! (6/я-(-1) (5/л+1)-4!Г [а  (2/и +  1)+1]

/ __/я2 - 4 - 3  _ / тг ■ 2-1 < \ ^  /  /я2 • 4  • 3

1(4/я+1)(3/я+1) V (2/и+1)(/и+1) / 1 ( 4 ^ + т з ^ Т п  ' 4\ ( 4 / я + 1 )  ( 3 / я + 1 )  V  ( 2 т + 1 )  ( т + 1 )  /  \ ( 4 / и + 1 )  ( З / я  +  1 )  

т8•2 • 1

1)(/П + 1 )Г [а  +
Г [ « ( 4 / я ) + 1 ]  \ \

у  I я»« • 2 . 1_________■ Г[а(2И) + 1] .

/Ч1 (2я + 1 ) (я + 1 )Г [ а  +  1] п Г[а (2/и+1)+ 1]/

Г\а (4/я+1) + 1]/
• с,

куринишда булишлигига ишонч досил киламиз.
Энди стерженга таъсир килаётган буйлама сикувчи куч- 

дан, яъни (6.9.1) дан досил буладиган баъзи бир турларда 
эгилишнинг интенсив ривожлана бошлашини курсатаднган 
критик вактни топишга имкон берадиган динамик тургунлик- 
нинг йуколиш мезонини аниклаймиз.

1. Айтайлик, сикувчи куч вакт буйича узгармас булсин. 
яъни 7  =  0. Сикувчи кучнинг бу тури бошка турларга нисба- 
тан содда булгани учун буни бажаришни укуччиларга давола 
этамиз.
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2. т > 0  ва Р =  0 булиб, сикувчи куч вакт буйича кескин 
усувчи булсин. У долда (6.10.4) га биноан (6.10.5) дан куйи- 
даги ечимни досил киламиз:

(О =  «о * |соэ К V

(4да+1) (З/и + 1) 2! \\ (2т-\-\) (ш + 1)
1

(2/71+1) (т + 1)

т? -2
)»;+■

1
( т-Н) (т-Ц)Д«+1] 14-

+

х

Г [а (2т) + П 

Г [а [2т-\-1)4-1 | 
т'1 - 2 -1  |

(2т 1- 1) ( т  +  1)

С] +
’ ( V и  )4 ( I пС- ■ 2-1

X

+ 7:
Г  [а (2т) +  1]

I [а (2т + 1)+ I ] 

2+«/ ^

(6т+1) (5да+ 1) 4! \\(4т+1) (З/и+1)

/ т 3 ■ 4 • 3 / т 3 •2  • 1 .

\(4т + I) (3/и+1) 1 (2/и+ 1 )(т + 1) /'|а+1)

Г [а (4/и) + 1 ]

Г [я (4т+1)+1]
с ;)  + . . . ] ) (6. 10.6)

* Ь1 . С/ п “г , ю/
Ь1 =  — ’ Ч = — *5 б,==— ; ^ ,  =  — .

(¡1 0-1 о>0 »0

( 6 . 1 0 . 6 )  ечимдан куриниб турибдики, э г н л и ш н и н г  вакт буйича 
интенсив ривожланиши Z  микдор бирга тенг булган кийматга 
эришгандан кейии бошланади.

Демак, эгилишнинг жадаллик билан ривожланишини аник* 
лайдиган динамик тургунликнинг йуколиш мезони учун куйи- 
даги

V  ^  + 7>ТТ]-Х^  =  1

шартни цабул цилиш максадга мувофикдир. Бу шартдан

(6.10.7)

Г[«+-1]

:тег
булади.

(6.10.6) ечимдан * =  0 ва я = 1  кийматларда эластик стер- 
женнинг ечими келиб чицади, яъни

(27+1)1
.10.8)(О =  «0*^0вУвг*-\-{У

/=1

ва (6.10.7) дан эса, унга мос келувчи критик вакт

1 =  'Г —
кр 3АТ

келиб чикади.
Шундай килиб, (6.10.7) ва (6.10.9) лардан стерженнинг ко- 

вушкок эластиклик хусусиятини дисобга олиш, критик вак1 
пинг камайишига олпб келишини куриш мумкин.

(6.1 0.9)
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3. Айтайлик, 7 <  О ва Р Ф  О, яъни сицувчи куч вакт бу- 
йича кескин камаювчи булсим. Бу ^олда (6.10.6) ечим куйи- 
даги^а булади:

Ui(t) =  а. 1 +  —  
2!

+ -- 
4!

+

1 +

2 • I

1 +
ni ' - 4 . 3

‘+2 ! (bt + ———  
I Г[1 + 1|

(2от + 1) (от + 1) cii 

ота • 2!
(4m +1) (Зот+ I) rii \\ (2от 1 1) (от+1)( (* н)bi +

______ I___Г |а (2m) +1 ]
С г  х '  t a + . . .  . (6.10.10)

(2от + 1) (от + 1 )Г|а -f-1J ' Г[а(2/И+1)+1| ‘ J

Агар сикувчи кучни Pt гача камаяди деб дисобласак, иде
ал эластик долдагига ухшаш, ковуищок, эластик стерженнинг 
динамик тургунлигинииг йуколиш мезони сифатида

Ci

d :t ‘

2! (" ПН-П •)
(2т + 1) (от -+• 1) di

t =  1 (6 . 10. 11)

шартни кабул килиш мумкин. Pt =  Р  — ~[ta шзртдан сикувчи 
кучнинг Pi кийматигача камайишига мос келувчи t нинг кий- 
матини аниклаймиз, яъни

*‘ (Фо + *|)-Л  (6.10.12)
7

р .  р

бу ерда Z, =  —,([ )= --- сикувчи куч кийматининг Эйлер
Э Э

критик кучи киймагига нисбати.
(6 . 1 0  1 1 ) дан (6 . 1 0 . 1 2 ) га биноан <]>0 ва 7 * лар орасидаги 

богланишни куйидагича ёзамиз:

2+«
Zi -

Бунда

1 1
1 /  х о т 2 • 2  •  1

*  ( 2 m + l ) ( m - | - l )  '

а 2
•Х,а)п

X  =  -------------------- ,  0 ;

/ ' [ * + 1 1 “ o ’

Z,. (6.10Л 3.)

Хусусий долда (6.10.13) дан х= 0  ва а = 1  кийматларда идеал 
эластик стержень учун ф0 ва 7 * лар орасидаги муносабаг ке- , 
либ чикади, яъни

з

Т 0̂  *2+ Z ‘-

Шундай килиб, биринчи карашда курилиш механикасининг 
функционалларини минималлаш масаласи унчалик мураккаб
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булмаган масала булиб куринса-да, да^икатда эса узига хос 
чекланиш шартлари асссида мураккаб тепгламаларни ечишга 
келтирилади.

Виз бу тепгламаларни (6.7.4) курипишдаги содда чекланиш

шартларига биноан ечишни келтирдик.

7-БОБ. ОПТИМАЛ БОШКАРИШ МАСАЛАЛАРИ.

Понтрягиннинг максимум принципи

Ушбу бобда объектларни оптимал бонщариш назариясид 
иборат дастлабки тушунчалар берилади. Сунгра вариацион 
дисоб билан оптимал бошкариш орасидаги баъзи богланишлар 
кискача баён килинади.

7.1 -§ Тез даракат масаласи ва оптимал боищариш 
масаласининг к;уйилиши

Оптимал бошкариш масаласининг умумий тарзда куйили- 
шини баён килишдан олдин, унинг энг содда доли булган |ер 
даракат масаласининг куйилиши билан танишиб чикамиз.

Тез даракат масаласининг куйилиши Брахистохрон масаЛ^ 
сининг куйилишига ухшаб кетади. Бирок, бу масалалар бирр 
биридан кучнинг материал нуктага таъсир килиш йули билан 
фарк килади. Тез даракат масаласининг куйилиши куйидаги- 
дар иборат: массаси т  булган 0  материал нукта бирор ку̂ р 
таъсирида тугри чизикли даракат киладиган булсин. Хар б и 
пайтда нуктадан координаталар бошигача булган масофа

• с1х V
булса, у долда н'уктанинг тезлиги v =  x  =  — булади.

Материал нуктанинг А долатдаги тезлиги г)0 булса, бу ну 
тага шундай куч таъсир килсинки, бунда бу нукта олдинд 
берилган V тезликда энг киска вакт ичида В долатга ет 
келсин. Куй-лган масаланинг математик моделини тузами 
Ньютоннипг иккинчи конунига асосан вакт утиши билан 
нуктанинг даракати (30-расм)

и =  т  ■ а =  т- х

К-

ан
иб

30- раем.
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дифференциал тенглама билан ифодаланади. Бу тенгламани хи 
х 2 узгарувчилар ёрдамида (х =  хи х2 =  х ^

лг,= хъ 

х , =  -

куринишда ёзиш мумкин. и бошцариш функцияси, бошкари- 
лаётган Q нукта эса боищариш. объекта дейилади. Бошкариш 
объекта узимизнинг ихтиёрнмизда булгани учун

|м(/) | с  А, / > 0  (7.1.2)

деб фараз киламиз. (7.1.1) ва (7.1.2) лар тез даракат масала- 
сининг математик модели дейилади. Демак, тез даракаг 
масаласини куйидагича баён килишимиз мумкин: шундай бош- 
Кариш функциясини топишимиз керакки, у биринчидан (7.1.2) 
шартни каноатлантирсин, иккинчидан, унга мос келган (7.1.1) 
системанинг ечими энг киска вакт ичида А ва В нукталардан 
утсин. (7.1.1) системанинг ечими материал нуцтанинг х,ара- 
кат  траекториям  дейилади.

Энди Брахистохрон масаласи билан тез даракат масаласи 
уртасидаги фаркни яккол куриш мумкин. Брахистохрон маса- 
ласида материал нуктани даракатга келтирувчи куч табиий, 
яъни огирлик кучидир. Тез даракаг масаласида эса материал 
нуктани даракатга келтирувчи куч сунъий булиб, у (7.1.2) 
шаргни каноатлантириши талаб килинади. Тездаракат масала
сида бошкариш функцияси иЦ) номаълум булиб. Брахистох
рон масаласида эса моддий нукта даракат киладиган траекто
рия маълумдир.

Тез даракат масаласи оптимал бошкаришнинг энг оддий 
масаласидир. Бу хилдаги масалаларни дал этувчи математик 
аппарат академик Понгрягинтомонидан яратилган булиб, унинг 
номи билан, Понтря?иннинг максимум принципа деб юрити- 
лади. Бу принципнинг мо.ч,иятини баён килишдан олдин опти
мал бошкариш масаласининг умумий куйилиши дакида киска- 
ча тухталиб утамиз.

Бошкариладиган бирон объектнинг даракати ушбу

^ = Г ( Х ,  и )
ат

X  =

•*1 и 1 Г
Л-2

, и -

«2
, /=• =

/2

1 << п -

(7.1.3)

дифференциал тенгламалар сисгемаси билан берилган булсин.
Бу ерда хи х2.......... х п дар бир моментда объектнинг долати-
ни аникловчи микдорлар булиб, бирорта п улчовли Р п фазо- 

да вакт буйича узгарувчи функциялардир; иМ ), . • • »
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um(t) лар эса бошкариш функциялари дейилиб, улар бошка- 
риш содаси деб аталувчи т  улчовчи Rm содада кийматлар 
Кабул килади. \tu t21 кесмада берилган «,(/) функциялар учун
(7.1.3) тенгламани куйидаги

(7.1.4)

бошлангич шаргда ечсак, курилаётган объектнинг даракат 
траекториясини топган буламиз.

1-таъриф. А, билан бирга [/,, ¿2] кесмада берилган щ((), 

i= \ ,m  функциялар туплами боищариш дейилади ва у куйи- 
дагича белгиланади:

v =  (u(t), t, Х и t t). (7.1.5)

2-таъриф. (7.1.5) бошкариш Rm содадан кийматлар кабул 
килувчи булакли—узлуксиз т  улчовли u(t) вектор функция 
оркали аникланса, у мумкин булган бошцариш дейилади.

3-та.ъриф. Агар Г(х, и) функция дамма X  £  Rn ва u Q fi'l 

лар учун хусусий досилаларга эга булган функция булса, яъни

dF(K, U) 

дх

булса,
«•а

/(v) =  i F(X , U )dt (7.1.6

сон бошнарши туплами v да аницланган функционал дейи
лади.

4-таъриф. Агар (7.1.5) бошкаришга мос келувчи (7.1.3) 
тенгламанинг ечими X(t), [tu t2\ кесмада аникланган булиб, 
X(t2) =  А2 шартни дам капоатлантирса, у долда v бошцарши 
нуцтани А, %олатдан А2 ,\олатга утказади дейилади.

Юкорида киритилган тушунчалар асосида оптимал бошка
риш масаласининг куйплишини куриб чикамиз.

Нуктани X , долатдан Х 2 долатга утказадиган мумкин буЛ- 
ган бошкаришлар ичидан шундайини топиш керакки, у (7.1.6) 
функционалга энг кичик киймат берсин, яъни куйидаги

f(v)</(v0) (7.1.7)

тенгсизлик дамма мумкин булган v0= (u w(tm), /<0>, Х/\  ¿,(0)), 
бошкаришлар учун уринли булсин. (7.1.7) тенгсизликни ка- 
ноатлантирадигин (7.1.5) бошкаришга оптимал бошцариш 
дейилади, ва унга мос келган (7.1.3) тенгламанинг ечими бош- 
царилаётган объект %аракатининг оптимал траекториям  

дейилади, (7.1.7) шарт объект даракатининг ёки бошкаришнинг 
оптималлик шарти дейилади.
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7.2 § Оптималликнинг зарурий шарти. Понтрягиннинг 
максимум принципи

Энди берилган бошкаришнинг ва унга мос келувчи траек- 
ториянинг оптимал булишлиги учун зарур булган шартни баён 
Килишга утамиз. Шу мацсадда

тенгламани биргаликда караймиз. Бу ерда /0(А', ¿7) функция 
/(V) функционални аниклайдиган функциядир, яъни

Куриниб турибдики, (7.2.3) ифода (7.2.2) тенгламани дан 
гача интеграллаш натижасида досил булган. Энди оптимал 
бошкариш масаласини куйидагича баён килиш мумкин: мум- 
кин булган шундай и  бошкаришни топит керакки, унга мос 
келувчи (7.2.1) системанинг ечими (7.2.8) функционалга, яъни 
-*г0(М  га энг кичик киймат берсин. Энди оптималлашнинг за
рурий шарти булган Понтрягиннинг максимум принципини 
баён киламиз. Бунинг учун (7.2.1)--(7.2.2) системадан бошка 
яна ушбу

лум функциялар. Агар бирор мумкин булган «(¿)> 

бошкариш функцияси танланган булиб, ^(¿) =  (х0(^), х,(/),

■*„(0) Функция Х ( ^ ) = Х х бошлангич шартни каноатланти- 

рувчи унга мос траектория булса, у долда (7.2.4) <  
ораликда аникланган, бошлангич кийматлари ихтиёрий булган 

ягона У (/)= (у0(Л, у ,(0 ...........уп{() ечим мавжуд.
Энди ушбу

(7.2.1)

система билан

сН

*„(/,) =  ()

(7.2.2)

(7.2.3)

/ = о

системани караймиз, бу ерда у0, уи . . .  , у„ ёрдамчи номаъ-и • • • *

П

Л(К, X , и ) = ^ у ^ ( Х , и )
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функциями кириталшз. Бу функция ёрдамида (7.2.1), (7.2.3)
(7.2.4) ларни куйидагича ёзиш мумкин:

0X1 =  дЛ(У. X, Ц) .

Iи ду1

17. x .  У) . =  о ~ п
(О. дх1

(7.2

ча

ги

ва

т

иЬ

фиксирланган К ва X  лар учун П  функциянинг и  буйи 

максимумини И (У , Л) билан белгилаймиз, яъни

Н[У. Х )= * т ахЛ (7 , X , и ).
и  £ V

Энди Понтрягиннинг максимум принципи булган куйида 
теоремани келтирамиз.

Теорема (максимум принципи). (7.1.5) бошкаришнинг

■*0(Л) =  0; .*,(/,) =  хг(/2) =  х(2), / =  1, я шартларни цаноа 
лантирувчи, унга мос келувчи (7.2.1)— (7.1.2) системанинг еч 

ми Х(1) ёки курилаёгган объекгнипг даракат траекторияси 
оптимал булиши учун куйидаги учта шаргни каноатлангирув- 
чи, нолга тенг булмаган ва узлуксиз

7(0 — (у0|<), лЮ. • • ч у*(<Л

вектор_функциянинг мавжуд булиши зарур:

1) К(7) вектор функция (7.2.5) тенгламалар системасида 
иккинчи тенгламанинг ечими;

2) Ихтиёрий I, <  Ь <  ¡2  учунП(У, X , и) функция и,=и[Ц 
нуктада максимумга эришади;

3) Охирги пайтда у0(^2) =  0.

П

/ 7 ( Ж ) ,  Х Ч 2), и[(2)) =  ^ У1[ Щ Х ( ( 2), £7(/а))=0
/ - о

муносабатлар уринлидир.

Агар УИ\, А (/), ¿/(¿) вектор функциялар (7.2.5) системани

1 ва 2-шартларни каноатлантирса, у колдау0(/) ва /7(К(/), 
А^*). Я(^)) функциялар узгармас булади. Шунинг учун, 3- 
шартни /2 пайтда эмас, балки ихтиёрий £ -< /2 пайтда
текшириш мумкин.

Юкорида келтирилган теорема бошкаришнинг ва унга мос 
траекториянинг оптимал булишлигининг зарурий шартидир. 
Биз бу теоремаиинг исботи устида батафсил. тухтаб утирмас- 
дан, оптимал бошкариш масаласи билан вариациои дисобининг 
энг оддий масаласи уртасидаги богланишни ва кейинги масаЛа 

учун (7.2.5) система дамда Я(У ’(/), А'(^), ¿/(¿)) функциянинг 
максималлик шарти—Эйлер тенгламаси билан бир хил экан- 
лигини курсатиш билангина чекланамиз.
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7.3-§. Оптимал бошцариш ва вариацион дисоблаш 
масалалари орасидаги борланиш

Берилган функционалда интеграл остидаги функция х  уз- 
гарувчига боглик; булмаган вариацион дисобининг энг оддий 
масаласини, яъни

/(у) =  ) Н у , у')Лх> у{хх) =  Си у[х2) =  С3 (7.3.1)

ни караймиз. Бунда х  ни * ва у ни х  билан алмаштирсак 
куйидагига эга буламиз:

¿2

1[х) =  | Г[х, х')сН, *(*,) = С и л(/2) - С , .  (7.3.2)

Бу функционал учун функционалнинг минимуми мавжудлиги- 
нинг зарурий шарти булган Эйлер тенгламаси куйидаги кури- 
нишда булади.

дР(хг, х ') а дБ(х, х ')  д (7 3 3)

дх Л1 дх'

Энг аввало, (7.3.2) масала оптимал боищариш маеаласининг 
хусусий доли эканлигини куриб чикамиз. Х акикатан дам,

(7.3.4)

белгилаш киритсак,

/(г>) =  х [ ^ )  =  Си х(/,) =  С, (7.3.5)

булиб, (7.3.2) масала оптимал бошцариш маеаласининг ((7.2.1) 
(7.2.2), (7.2.3) га царанг) хусусий доли эканлиги келиб чица- 
ди. Энди

^£г= < ^  ¿У!ят_ М  ¿ =  0 7 «  (7.3.6)
М ду1 <И дх,

система

Н[У, X ) =  шах П ( К, X , £/)
и  £ V

шарт билан биргаликда Эйлер тенгламасининг узи эканлигини 
куриб чикамиз. ХаКикатан дам, (7.3.4) ва (7.3.5) учун 

П(У, X , С/) функциянинг куриниши

Л (У , X , и )  =  у0Р(Х , II) + у, • и  (7.3.7)

П

булади. Бу функция П{ У, X , £/) =  2  У,1)(Х, и )  функциядан 

«= 1 , [0(Х, и) =  Р[Х, и ,) /1(Л\ и) =  С1 куринишдаги белги-



лашлардан келиб чикади, (7.3.7) ни (7.3.6) га куйиб, (/ =  0,1' 
куйидаги системани косил киламиз:

dxо_дП_£/)• dX\_дП
dt ду0 ’ ' dt ду{

dyo_ дП_ q_ dy 1 __ дП dF(X, U)
dt дх0 ’ dt dxi 0 dx.

(7.3.8)

Функция экстремуми мавжудлигининг зарурий шартидан куйи- 
дагига эга буламиз:

дП dF(X, U) , л .. dF(X, U)
—  =  у0 —1— — - + Vi =  0 еки у, =  — у0 — — —
6U ди ди

Буни —  =  — у0 d тенгламага куйиб (7.3.8) дан у1
at дх,

=  const эканлигини камда

д/^х, _  d_ _ ар(Л~, ¿7) _  0 

дх dt дх'

тенгламанй ёки (7.3.4) ни назарда тутсак,

дР(х, х ') d dF(x, х ') __q

дх dt дх'

^осил киламиз. Бу тенглама эса (7.3.5) нинг узидир. Демак, 
Понтрягиннинг максимум принципи бошкариш оптималлиги- 
нинг зарурий шарти экан.

8-БОБ ДИНАМИК ПРОГРАММАЛАШТИРИШ

8.1-§. Динамик программалаштириш масалаларининг 
умумий характеристикаси

Динамик программалаштириш оптималлаш масалаларини 
ечишда кулланиладиган, козирги замонда яратилган энг янги 
математик усуллардан биридир. Бу усулданфойдаланиб, элек
трон кисоблаш машиналари ёрдамида экономиканинг, матема- 
тиканинг ва механиканинг ута мураккаб масалаларини ечиш 
мумкин.

^озиргача курилган кар хил иктисодий жараёнларни акс 
эттирувчи чизикли ва чизиксиз программалаштириш масалала- 
ри вактга боглик булмаган, яъни статик масалалардир. Шу- 
нинг учун, бу масалаларнинг оптимал ечимлариии планлашти- 
ришнинг факат бир боскичи учунгина топиш мумкин. Бундай 
типдаги масалалар, одатда, бар босцаяли масалалар деб юри- 
тилади. Динамик программалаштириш усулининг номидан бу 
усулни факат вакт билан боглик масалаларга куллаш мумкин, 
деган хулосага келиш мумкин, чункн динамика деган суз вакт 
билан боглик булган жараённи билдиради. Бирок бу усул 
билан вакт умуман иштирок этмаган масалаларни ^ам ечйш
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мумкин. Демак, динамика каралаётган масалада эмас, балки 
уни ечиш усулидадир; бошкача килиб айтганда, каралаётган 
масалани ечиш жараёни изланаётган ечимни топишга олиб ке- 
ладиган вакт буйича кетма-кет бажарилиши зарур булган бир 
неча боскичга булинади. Шунинг учуй *ам динамик про
граммалаштириш масалалари куп босцияли ёки куп цадамли 
масалалар дейилади.

Динамик программалаштириш назариясини нратишда аме- 
рикалик олим Ричард Беллманнипг хиссаси каттадир. Динамик 
программалаштириш масалаларини ечишда мудим роль уйнай- 
диган функционал тенглама деб юритилувчи тенгламани х;ам 
мана шу олим яратгандир.

Динамик программалаштириш усули билан ечиладиган куп 
босцичли масалаларнинг ало^ида хусусиятлари куйидагилар- 
дан иборат.

1. Хар бир кадамдаги холати Х к =  ( х^\ . . . , х ^ )  век

тор билан акщланадиган бирон-бир физик ёки иктисодий жа- 
раёнга ёки системага эга булайлик. Бу жараённинг бундан 
кейинги узгариши факат мана шу Х к векторга боглик булиб, 
унинг шу ^олатга цандай йул билан келтирилганлик сабабига 
боглик булмаслиги ёки бошкача килиб .айтганда, жараён хо- 
тирада сакланмайдиган булиши керак.

2. Жараён бирин-кетин бажариладиган п та боскичга ёки 
кадамга булиниши керак. Хар бир кадамда жараённи х к_ , 

^олатдан Х к ^олатга келтирувчи юк=  (и[к\ . . . , и ^ )  бошка- 

риш танланишн керак. У *олда Х к 5{олат Х /{_ 1 ва ък нинг 

функциясидан иборат булади, яъни

=  Х и(Хь-1; ък).

Жараён хотирада саклапмайдиган булганлиги учун vk бопща- 
риш факат Х к_ х векторнинг функцияси булади, яъни

3. Хар бир кадамда олияадиган фойда Ик булса, у Х к_ х 

■»а т>к минг функцияси булади, яъни

— Вк(Хк-\\ Ук). 

п кадамда олинадиган умумий фойда эса, куйидаги
П

Я = 2  £ * № - 1; *>*) (8.1.1)
*=1

формула билан аникланади.

4. Хар бир кадамга мос келувчи шундай vк, ¿ = 1 ,  п бош- 
каришни танлаш керакки, п кадамда олинадиган умумий фой
да энг куп булсин. Бундан ташкари, X  вектор ва V бошка- 
риш узининг кийматларини мумкин булган содалар б, ва 
дан кабул килсин, яъни X  £  О,, V £  0 2.
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1-чаъриф. Жараённи ёки каралаётгаи системани бошлаи- 
гнч долатдан охирги X  долатга утказадиган мумкин булган 

бошкаришлар -о,, . , ^ п туплами, яъни

V^=V^Vv Ъ21 . . . .  юя)

бошцариш стрптегияси дейилади.
2-таъриф. Кетма-кет аникланадиган ва (8.1.1) функция- 

га максимум киймат берувчи Х к_ 1, к=\, п лар отнимал 

стратегия  дейилади.
(8.1.1) куринишидаги ма^сад функцияга бошкариш мезони 

ёки аддитивлик мезони дейилади. Биз куйида бошкариш ме
зони (8.1.1) куринишда буладиган оптималлаш масалалгри 
з^акида тухталиб утамиз. Бундай масалалар ичида энг соддг1Йи 
ресурсларии таксимлаш масаласидир.

8.2-§. Ресурсларни таксимлаш масаласи

Фараз килайлик, биз маълум микдордаги ресурсларга э^а 
булайлик, яъни бизнинг ихтиёримизда маълум соидаги одш 
лар, машиналар, сув ва ракеталар учун ёкилгилар ва доказо 
лар булиб, бу ресурсларни дар хил йул билан ишлатиш 
кониятига эга булайлик.

Бу имкониятларнинг дар бири ж араён  дейилади. Хар 
жараёнда бор булган ресурсларнннг барчасидан ёки унинг 
бир кисмидан фойдаланиб, маълум бир микдордаги фо 
оламиз ёки маълум бир нархга эга булган мадсулот иш 
чик;арамиз.

Олинадиган фойданинг микдори ёки ишлаб чицарилад! 
мадсулотнинг нархи ресурсларни кандай килиб таксимла 
мизга ва улардан кандай фойдаланишимизга богликдир.

Асосий максад—дар бир жараёнда ресурсларни шу1 

таксимлаш керакки, олинадиган фойда энг куп булиб, с|арф 
буладиган харажат энг кам булсин.

Шундай килиб, ресурсларни таксимлаш масаласини куйи- 
дагича баён килиш мумкин: п хил йул билан фойдала 
мумкин булган ва микдори х  га тенг булган ресурсга эга 
лайлик. Бор булган ресурслар ва уларни таксимлаш йуллари 

дар хил булсин. г хил таксимлашда (г =  1, п) фойдаланил щи- 
ган ресурснинг микдори х1 булиб, олинадиган фойданинг мик
дори gl(x l) булса, умумий фойда энг куп булишлиги учун 
кандай микдордаги ресурсдан кайси йул билан фойдаланиш 
кераклиги аникланенн.

Куйилган масаланинг математик моделини тузамиз. Ресурс- 

лардан фойдаланиш имкониятимиз / = 1 ,  п га ва дар бир им- 
кониятдан келадиган фойда ёки ресурслардан фойдаланиш

им-

бир№
ган
ши-

дай

ниш

бу-
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учун кетган харажат микдори gi{xi) булгани учун умумий 
фойда

¡=1
(8.2.1)

га тенг булади. Хар бир имкониятлардан фойдаланадиган ре- 
сурслар микдорининг йигиндиси ресурсларнинг умумий миц- 
дорига тенг булганлиги учун

2  Х1 =  X , х1 >  0, / =  1, п (8.2.2)
г= 1

тенглик уринлидир. Энди ресурсларни таксимлаш масаласини 
Куйидагича баён килиш мумкин. Чекланиш шартлари (8.2.2) 
ни каноатлантирадиган шундай х1 ва п ларни топиш керакки, 
максад функция (8.2.1) энг катта кийматга эришсин. (8.2.1) 
нинг максимум киймати ресурсларнинг умумий микдори X  ва 
имкониятлар сони п га боглик булгани учун уни

¡п{Х) =  шах V  g l^xl)
7“ 1

(8.4.3)

I  л,
I= 1

деб ёза оламиз.

Бу ерда умумий ресурс микдори (8.3.2) дан фойдаланиш 

буйича максималлаш операцияси кетма-кет иккита максимал- 

лаш операциясидан иборатдир. Бунинг биринчиси Х  — х п~  

=  х,-|-х24 - . . . + х л_ 1 ресурсдан фойдаланиш буйича макси

маллаш операцияси булиб, иккинчиси х п ресурсдан фойдала

ниш буйича максималлаш операциясидир, яъни

шах ^  &(*/) =
« „ Я  (
2 х,= х 

¿=1

шах
0<х„<Х

шах

Е
4=1

= Х~х

п
V
г-1

&(*!)

Бундан фойдаланиб, (8.2.3) ни куйидагича ёзиш мумкин:

¡п{Х) =  шах [£„(*„) +  ёп_  1[хп_ ,) -Ь . . . +  * ,(* ,)  ] =  

Е
г= 1

=  тах ( шах
I я-10< хп < X I я—  1 8и[хп) + £ГП • • • +?|(х ,)
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=  шах

Е лг х-х
I =1

^ К ) + „ _ , тах Г „ _ , ( * „ _ , )  + « г. - 2( л я _ 8) +

+ . . .  + 11

Демак,

=  тах 
о<хп<х

Ц х ) + ^ - А х ~ хп (8.2.4)•4)

Бу ерда ?п(Х )  ресурсларни та^симлаш ва ундан фойдала 

ниш натижасида олинадиган максимал фойдани, gn{xn) миедо 

ри хп га тенг булган ресурслардан фойдаланиш натижасид 

олинадиган фойдани, [п_ 1(Х  — хп) эса колган Х п — хп ресурс 

дан п—1 хил йул билан фойдаланиш натижасида олинадиг, 
максимал фойдани билдиради.

(8.2.4) тенгламат’а (8.2.1)—(8.2.2) масалани ечиш учуй ку.1- 
ланиладиган Беллманнинг рекуррент типидаги функционгд 
тенгламаси ёки динамик програнмалаштириш усулининг ал 

горшпма дейилади. (8.2.4) тенглама ресурсларни ¿= 1 , п х^. 
йул билан фойдаланиш натижасида олинадиган максимал фо 

дани, яъни /г(X ) ни /==1, п, /0(Л ')> 0  булганда кетма-к 
дисоблаш имкониятини беради. Дакикатан дам, ?0{Х) ни би 
ган долда Д(Л’), ни Л(А') ни билган долда/2(А) ни ва дока: 
! п-\\х ) ни билган долда /„(А) ни (8.2.4) формула орка 

дисоблаш имконияти мавжуд. !п(Х )  га цуйилган масалани 

ечими ёки оптимал сиёсат (стратегия) дейилади. Р. Беллмр!
(8.2.4) тенгламани чик;аришда куйидаги принципга асослангг 
„бошлангич ечим кандай булишидан катъи назар бундак 
кейинги ечим оптималлик хоссасига эга булган ва оралицлар- 
даги долатга боглик булган ечим оптимал стратегия дейила 
ди“.Бу принцип Беллманнинг оптималлик принципа дейилади.
(8.5.4) тенглама (8.2.1) функциянинг п узгарувчи буйича мг.к- 
симумини топишдек мураккаб масалани, кетма-кет бир узга
рувчи буйича максимумни топишга олиб келади ва куйилган 
масалани ечишни анча осонлаштиради.

8.3-§. Динамик программалаштириш усули билан 
ечиладиган масалаларга дойр мисоллар

1. Консол цуринншдаги балкани оптимал лойи^алаш 
масаласи

Бир учи мадкамланган, иккинчи учига Я  = 1 0  Н куч ку- 
йилган балканинг узунлиги / ~= 1 м, цалинлиги ¿> =  0,04 м, бд- 
ландлиги/гга тенг булиб, Р  куч таъсиридаги балканинг иккин
чи учининг деформацияси /* =  0,0421675 м, эластиклик моду
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ли Е — 2 ‘ 1011 булсин. Балканинг узунлиги / ни п та булакка 
булиб, дар бир ¿-б^лакда шундай Лг баландликни танлаш ке- 
ракки, унинг умумий дажми энг кичик булсин.

Ечаш,. Энг аввало куйилган масаланинг математик модели- 
ни курамиз. Балка туртта тенг булакка булинган деб фараз 
циламиз, яъни п = 4, Д/=0,25 м булсин (31-расм).

Бизга материаллар каршилиги фанидан маълумки, балка
нинг иккинчи учининг деформацияси куйидаги

/* =  — Г х Ч х  = —  Г Г 3х ^ х  =  (8.3.1)
£/,) еь )  еъ 1 '

О 0 1 = 1

формула билан аникланади. Агар (8.3.1) га

У, =  ^  =  у (8.3.2)

белгилаш киритсак, цуйидагига эга буламиз:

к

¡=1
Бу ерда

у  =, у >  о. (8.3.3)
12Р(Д/)3 ' 4 7

Балканинг умумий дажми эса

2  • Д/ =  М / 'V  Ь ^ Ь М У ^  у И  (8.3.4)

<-> ?=1 /=1 Уг

формула билан топилади (8.3.4) да ЬМ купайтувчи охирги 
натижага таъсир килмаганлиги учун уни тушириб цолдириб,

V
ё 1{У1) =  У  — деб белгилаш киритсак, мак;сад функция



куринишда, чекланиш шартлари эса
п

2 > - ,- К .У | > °  (8-3-6)
¿=1

куринишда булади. Энди куйилган масалани куйидагича баён 
цилиш мумкин: чекланнш шартлари (8.3.6) ни ^аноатлантира- 
диган шундай уг ни (ёки балканинг дар бир i-кисмига турри

3/1з
келадиган шундай /гг =  у  — баландлик) танлаш керакки, мак-

сад функция (8.3.5) га энг кичик киймат берсин, ёки бошк;а- 
ча килиб айтганда балканинг дажми энг кичик булсин.

(8.3.5)—(8.3.6) масала (8.2.1)— (8.2.2) масаланинг узгинас^ 
дир. Бу масалаларнинг бир-биридан фарци (8.2.4) формулада- 
ги шах урнига min ёзишдан иборатдир, яъпи

f„(V) =  min (8.3.7
0<у l<Y

Демак, куйилган масалани ресурслардан фойдаланиш ма- 
саласига мослаштириш мумкин. Дакикатан дам, уг ни г хил 
таксим лашдаги ресурснинг микдори, Y ни эса ресурсларнинг 
умумий микдори деб цабул килсак, куйилган масала ресурс
лардан фойдаланиш масаласидан фарк килмай цолади.

Масаланинг шаргида берилганларни назарда тутсак, (8.2.3) 
формулага асосан

У =  f*Ebj\2P (М У  =  180 • 103

эканлигига ишонч досил циламиз.
Аввало балканинг ¿==1 участкасига мавжуд ресурсдап маъ- 

лум миздорда сарфланган деб фараз килайлик. У долда
(8.3.7) формула

fi {У) — min —  (8.3.8)
y. v У\

куринишга келади. Бунда min термини М =  \у0, y0 +  Ayj 

у0 +  2Ду, . . ., У) тупламдан шундай у, ни танлаш кераклиги- 
ни билдирадики, шу кийматда (8.3.8) ифода энг кичик булсин 
Агар у0 =  2О- 1U3, Ау — 20 • 103 деб кабул килсак, М  тупла* 
мимиз куйидаги

М =  {20 • 103; 40 • 103; 60 • 103; . . 1 8 0  • 103( (8.3.^)

куринишига келади. Куриниб турибдики (8.3.8) нинг унг roj- 
монига боглик булмагани учун / ,(У ) узининг энг кичик кий-- 
матига уг =  у, =  180 ■ 103 булганда, яъни мавжуд ресурснинг 
барчаси балканинг биринчи участкасига сарфланганда эри- 
шади ( l -жадвалга каранг).
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1- ж а д в а л

У ГО о со

о

60 • Юз 80 • Юз 100 • 103

У\ 20 • Юз 4̂
.

О О 60 • Юз

! 
оосо я»ООо

/ , ( П 0,03684 0,02924 0,025544 0,023207 0,021544

У 120 ■ Юз 140 • Юз 160 • 103

мОО.О

У\ 120 • Юз о о 160 • Юз о
с

О о со

А  (У) 0,020274 0,019259 0,01842 0,017711

Энди мавжуд ресурслар балканинг биринчи ва иккинчи 
участкаларига (г =  1» 2) тацсимланган холни курамиз. Бу дол- 
да балканинг энг кичик дажми ! 2(У) булиб, иккинчи участка- 
га микдори га тенг булган ресурс ажратилса, биринчи 
участкага эса цолган, яъни У — у2 ресурс ажратилади ва (8.3.7) 
формула куйидагича ёзилади:

М П -  т!п 117 —  + /, ( Г -  у2)}. (8.3.10)
у, I ' Уо >

Демак (8.3.9> тупламдан шундай у2 ни танлаш керакки, у 
(8.3.10) функцияга энг кичик киймат берсин.

(8.3.10) формула билан /2(К) ни У =  20 • 103 кийматда ди- 
соблаш маънога эга эмас, чунки У =  20- 103 да /2(У ) ни ди- 
соблаш учун /, (0) маълум булиши керак. /, (0) эса (8.3.8) 
шартда аникланмаган. Шунинг учун, /2(У) пи М  тупламнинг 
у =  20- 108 дан бощда барча элеменглари учун 1-жадвалдан 
фойдаланиб куйидагича дисоблаймиз:

20 • юз

=  Я11П

¡2 (40 • 103) =  гшп
у2 =  20 • 103

=  0,05848 + 0,0368 
.-з

¡ 2  (60 • 103) =  ш1п 
у2 =  20 • 103 
у2 =  40 • 103

40 • Юз

0,05848 + 0,02924 =  0,087721 

0,046416 + 0,03684 =  0,083256

3 / л--

■Л (20 • 103) | =20 ■ Юз

= 0,09532; у2 =  20 • 103.

/2 (80 • 103) =  гшп 
у2 =  20 • 103 
у2 =  40 ■ 10а 
у2 =  60 • 103

У 20 • 103

V —-—
У 40 • 103

+  /, (40 - 103)

+  Л (20 - 103)

=  0,083256; у2 =  40 • 103.

■Л (60- 103)

1 60 • 103

+ /, (40. 103) 

+ /, (20 • Ю3)
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=  min

0 , 0 5 3 4 8  4  0 , 0 2 5 5 4 4  =  0 , 0 8 4 0 2 4  

0 , 0 4 6 4 1 6  +  0 , 0 2 9 2 4  =  0 , 0 7 5 6 5 6  

0 / 4 0 5 4 8  +  0 , 0 3 6 8 4  =  0 , 0 7 7 3 8 8

: 0,075656, y2 =  2 • 40 • 103

f2 =  ( 180 • 103) =  min 
y2 =  20 . 103 
y2 =  40 • 103 
y2 =  60 • 103 
y2 «= 80 • 103 

y2 =  100 • 103 
y2 =  120 • 103 
y 2 =  1 4 0  • 1 0 3 

y2 =  160 • 103

VVV
V
V

VV

4

20 • 103

4

40 • №

4

СО • Юз

4

80 • Юз

4

100 ■ Юз

4

120 • 103

140

4

• Юз

4

160 • Юз

+ /, (160 • 103j 

+  /,(140- 103) 

+  /.(120- 10")

+  /, (100. 103) 

+  /, (80. 103)

+ Д (20 • 103)

=  min

'0 , 0 5 8 4 8

0 , 0 4 6 4 1 6

0 , 0 4 0 5 4 8

0 , 0 3 6 8 4

0 , 0 3 4 2 0

0 , 0 3 2 1 8 3

0 , 0 3 0 5 7 1

0 , 0 2 9 2 4

+  0 , 0 1 8 4 2  : 

+  0 , 0 1 9 2 5 9  

+  0 , 0 2 0 2 7 4 .  

+  0 , 0 2 1 5 4 4  = 

+  0 , 0 2 3 2 0 7  ■ 

+  0 ,0 2 5 5 4 4 ■  

+  0 , 0 2 9 2 4  = 

+  0 , 0 3 6 8 4  .

: 0 , 0 7 6 9  '  

. 0 , 0 6 5 6 7 5  

= 0 , 0 6 0 8 2 2  

: 0 , 0 5 8 3 8 4  

= 0 , 0 5 7 4 0 7  

: 0 , 0 5 7 7 2 7  

: 0 , 0 5 9 8 1 1  

: 0 , 0 6 6 0 8

j =  0 , 0 5 7 4 0 7 ;  

y2=  100 • 103

Шундай цилиб, jçgp ßHp ^олатга мос келувчи оптимал еч 
лар ва оптимал ечимларга мос келувчи /2( Н  функциян 
Кийматларидан тузилган куйидаги 2- жадвалга эга буламиз

I M -

ИНГ

2- ж а д вал

У 40 • IO3 60 • Юз

соООСО 100 • Юз 120 • Ч

Уя 20 • Юз 40 • Юз 4̂ О О с
о 60 • 103 80 • 1Cи

h  (У) 0,09532 0,083256 0,075656 0,069788 0,06603
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=  min

0,05348 ■+ 0,025544 =  0,084024 

0,046416 + 0,02924 =  0,075656 

0/40548 + 0,03684 =  0,077388

= 0,075656, ÿ2 =  2 • 40 • 103

/2 =  (180 - 10s) =  min 
y3 =  20 • 103 
y2 =  40 • 103
y2 =  60 • 103
y2 =  80 • 103 

y2 =  100 • 103 
y2 =  120 • 103 
y2 =  140 • 103 
y2 =  160 • 103

+ /,(160- 103j
~ 3/ ---4---

V 20 ■ lQi

V 1 0 Т Щ Г  +  М 1 4 0 - l 0 ‘ >

V ^ t ó V + M i z o - io -)

V  -w hw  + /,(100-10») 

V - 100 • 103
/, (80 • 103)

К ж П о г + /■<<»• 10-)V 
y -

140 • 103

160 • 103
5-+Л (20 - 103)

=  mm

'0,05848 + 
0,046416 + 
0,040548 + 
0,03684 + 
0,03420 +  
0,032183 + 
0,030571 '+ 
0,02924 +

0,01842 : 
0,019259 = 
0,020274 = 
0,021544 = 
0,023207 = 
0,025544. 
0,02924 = 
0,03684 .

: 0,0769 ' 
. 0,065675 
. 0,060822 
: 0,058384 
■ 0,057407 
. 0,057727 
=0,059811 
: 0,06608

=  0,057407; 

y2 =  100 ■ 103

Шундай килиб, дар бир долатга мос келувчи оптимал ечим- 
лар ва оптимал ечимларга мос келувчи /2( Н  функциянинг 
кийматларидан тузилган куйидаги 2-жадвалга эга буламиз;

2- ж а д в а л

У ф- о о со 60 • Юз 80 • Юз 100 • Юз 120 • 03

Ъ 20 • Юз

соОо

40 ■ IO3 60 • Юз 80 • 1

1

03

МУ) 0,09532 0,083256 0,075656 0,069788 0,06608
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Y

пОО

160 • Юз

Г

ооСО

Л

оооо 100 • Юз о о о

/ ( П 0,062384 0,059/44 0,05740

Худди шу пул билан б>'лган дамма ресурсларни бажариш- 
нинг биринчи, иккинчи ва учинчи участкаларига таксимласак 
куйидаги

/ з (П  =  т1п[3/ | -  +  /2(Г - у з )

муносабатга эга буламиз. 2-жадвалдан фойдаланиб, f2(Y ) ни 
дисоблагандек f3(Y) ни дам дамма долатлар учун дисоблай- 

миз ва fi (У) га энг кичик киймат берувчи оптимал ечим у» 
ларнинг кийматини топамиз, натижада куйидаги 3- жадвалга 
эга буламиз:

Y 60 ■ 103

Оосо 100 . Юз 120 • Юз 4̂ О О

Уз 20 • 103 о о “ 
i

Оо

60 • Юз

Ооо

/з (У) 0,1795 0,15614 0,14408 0,13639 0,12879

Y 160 Юз 180 • Юз

Уз 60 • Юз 80 ■ Юз

М У ) 0,12292 0,1 1806

Энди барча мавжуд ресурсларни балканинг дамма участкала
рига таксимласак, аввалги долатларга ухшаш, куйидаги тенг- 
ликка эга буламиз:

Л (У )- m in  г/ — + /а (^ - У * ) . .
y4L v *  J

Бу формуладан фойдаланиб оптимал ечимларда у4 ларни ва
унга мос келган /4 ( Y) нинг кийматларини худди /2(К) ва
М П  ларни дисоблагандек дисоблаймиз, натижада куйидаги 
4- жадвални досил киламиз.

1^0



4- ж а д вал-

У

оосо 100 ■ Юз 120 • Юз 4̂ О О 160 • 103 180 • Юз

У4 20 • 103 4̂ О О с
о 40 • 103 О о с
о 60 • 103 60 • Юз

М П 0,26478 0,24563 0,22982 0,21776 0,20845 0,20076 ,

4-жадвалдан куриниб турибдики, f i (Y) нинг энг кичик кий- 
мати /4 (180 ■ 103) =  0,20076 булиб, унга мос келган оптимал 
ечимнинг киймати ёки балканинг 4-участкасига та^симланган 

ресурс мицдори у4 =  60* 103 га тенгдир. У долда 3-участкага 

Г - у 4 =  (180-  60) • 103 =  120- 103

ресурс цолади ва 3-жадвалдан бу ресурсга мос келувчи оп

тимал ечим Уз= 60 * 103 эканлигига ишонч досил циламиз. 
Демак, балканинг иккинчи участкасига даммаси булиб, У—у3=  
=  (120— 60) • 103 =  60 • 103 ресурс тацсимланади ва бу ресурс

га мос келувчи оптимал ечим (2-жадвалга каранг) эса у2 =  
=  40 • 103 га тенгдир. Шундай цтиб, балканинг биринчи 

участкасига (60 — 40) • 103 =  20 • Ю3 ресурс цолади ва yt =  
=  20- 103 биринчи участка учуй оптимал ечим булади. Опти
мал ечим уг(г=  1, 2, 3, 4) лардан фойдаланиб, (8.3.2) форму
ла орцали балканинг дар бир участкасидаги оптимал баланд- 
лиги к1 ларни топиш мумкин, Оптимал ечимлар ва унга мос 
келган ларнинг киймати 5 ва 6-жадвалларда келтирилган.

5- ж а д в а л

У1 Уз Уз У.

20 • № 40 • Юз

Оо<£> 60 • Юз

6- ж а д в а л

й. л2 Лз л4

0,03684 0,046416 0,053133 0,064366

Оптимал ечимларга мос келувчи балканинг энг кичик уму • 
мий дажми

Ь ■ Ы  ■ /4 • (180 • 103) =  200007,6 см3 дир.

Юкорида келтирилган 1 — 5-жадвалдан фойдаланиб, /* узи- 
нинг кийматини {0,01875, 0,023438, 0,028125, 0,02813, 0,0375 м|
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тупламдан кабул килганда дам дар бир участкага мос келув- 
чи балканинг оптимал баландликлари И1 ларни топиш мумкин. 
Бу масалаларии ечишни укувчиларга давола циламиз.

2. Самолётларни юклаш масаласи

Юк кутариш имконияти № бирликка тенг булган самолёт 
берилган булиб, уни дар хил нархдаги п хил предмет билан 
юклаш зарур булсин. Агар /-хилдаги предметнинг огирлиги 

Р1 га, нархи С1 га, сони х1 га тенг булса (¿ =  1, п), самолётни 
шундай юклаш керакки, юкланган предметларнинг умумий 
нархи энг катта булсин.

Ечти. Куйилган масаланинг математик модели куйидагича 
булади: 
ушбу

/=1

функциянинг, чекланиш шартлари

дгг =  0; 1; 2; . . .

¿=1

ни ^аноатлантирадиган максимуми топилсин. Чекланиш шарт
лари умумий юк самолётнинг юк кутариш имкониятидан ошн-б 
кетмаслигини билдиради.

Агар самолёт факат биринчи хил предмет билан кжланса, 
(яъни I — 1 булса)

Я ,*, <  V/, (х, — 0; 1; 2; . . .)

шартда самолёт кутариш керак булган юкнинг максимал нархи

/ , ( № )  =  т а х { С „  * , )

булади. Самолёт кутариш керак булган биринчи хил предмет-
Ш

нинг сони х 1 <  —  эса бутун сон булиши керак. Шунинг учун 
Р\

— соннинг шу сондан ошиб кетмаидиган энг катта бутун кис- 
Р1

мини
Г

I Р\
билан белгиласак, 

№

Р1
булиб, Л ( №) =  тах ¡ с [ ^  1

1 1Р1

булади.
Фараз цилайлик, самолёт биринчи ва иккинчи хил пред- 

метлар билан юклансин, яъни ¿ =  2 булсин Агар самолёт!а 
юкланадиган иккинчи хил предметнинг сони х 2 га тенг булса. 
биринчи хил предметнинг сони № — Р 2х2 дан ошиб кетмасли-
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I

ги ва уларнинг нархлари мос равишда С2х2 ва /, ( XV - Р2\-;у 
дан иборат булиши керак. У долда юкланадиган умумий юк 
нинг максимал нархи

?2 ( V/) -  т ах  ¡С3х2 +  Д ( Г  -  Р 2х2) }

. 2

га тенг булади.
Худди шу йул билан самолётга юкланадиган предметлар- 

нинг хилларини ошира борсак, п цадамдан кейин

/„(№ ) =  шах

0< л :я<

СЛ + /„_ ,(  Г - Р Л )} 

ЕЛ

.Рп\

муносабатга эга буламиз. Бу ерда /„ (№ ) п хил предметдан 
иборат булган юкнинг максимал нархи, Спхпп хил предметнинг 
нархи: — Р пх п ) огирлиги № — Р пхп дан ошиб кетмай-
диган п — 1 предметдан иборат булган юкнинг максимал нар- 
хидир. Шундай килиб, юцорида досил цилинган функционал 
тенглама (8.2 4) тенгламанинг узгинасидир.

Фараз килайлик, 1^ =  83 бирлик булиб, юкланадиган пред- 
метларнинг огирликлари ва нархлари мос равишда Р х =  24; 
Р 2 =  22; Р 3 =  16; Р 4 =  10; С1 — 96; С2 =  85; С8 =  50; С4 =  20; 
п — 4 булсин.

Агар самолёт биринчи хилдаги предмет билан юкланса

—  =  [83:24] =  3 булиб, ^  =  0; 1; 2; 3 кийматлар цабул ки- 
Р1

лади. Биринчи хил предметнинг дар бирининг огирлиги Р, =
— 24 бирликка тенг булгани учун 0 < № / < 2 3  булганда само
лётга биринчи хил предметдан биронта дам юклаш имкониятм 
булмайди. 24 <  1 ^< 47  булса, биринчи хил предметдан битта[ 
48 <  ^ < 7 1  булса иккита ва 72 <; и /<  83 булса, учта юклаш 
мумкин Юкорида келтирилган дар бир долат учун /, (И/) 
ва х 1 ларнинг циймати цуйидаги 1-жадвалда келтирилган.

1- ж а д в а л 2- ж а д в а к

XV / . ( Щ

0 —  23 0 0
24 -  47 9о 1
48 -  71 192 2
72 —  83 288 3

№ /.(»') X 2 л,

0 - 2 1 0 0 0
22 —  23 85 1 0
24 —  45 96 0 1
4 6 - 4 7 181 1 1
4 8 - 6 9 192 0 2
70 -  71 277 1 2
72 - 8 3 288 0 3

Агар самолёт биринчи ва иккинчи хил предметлар билан юк-
№

ланса, Р 2 =  22 бирлик булгани учун —
'2 .

х а =  0; 1; 2; 3 цийматлар цабул цилади.

[83/22] =  3 булиб,
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Я, ва Я2 ларнинг кийматларини дисобга олиб, №  ни ора- 
ликларга ажратамиз ва дар бир ораливдаги /2(1^), х2, х 1 лар- 
нинг кийматларини 1-жадвалдан фойдаланиб дисоблаймиз (2- 
жадвалга каранг).

Агар 0 <  № <  21 булса, самолётга биринчи ва иккинчи 
хилдаги предметдан биронта дам юклаш имкоиияти булмайди. 
Шунинг учун, бу ораликда /(1Г) =  0, х2 -  О, х, =  0 дир.

/, ( №) =  шах |С2х2 + А ( ^  -  Я2х2)[

О <  х, <
Р\

ва х2 =  0; 1; 2; 3 булгани учун 22 <  V/ <  23 ораликда

/а (22) =  шах |85х2 4- А  (22 — 22х2)]
О С  лг2 ̂  [22/22]

булиб, х 2 =  0,1 кийматлар кабул кила олади. Шунинг учун

'85 • 0 +  /, (22-22  • 0)1 _

85- 1 +  А (22 — 22 • 1).

/2 (22) =  шах 
х2 =  0 

*2  =  1

=  шах
"0 +  А (22)

=  шах
' 0

.85 + А (0) 85
=  85.

Демак, /2 (22) узининг энг катта кийматига х2 =  1 да эри- 
шади.

Энди А ( М̂ ) ни 2 4 <  М7<45 ораликда дисоблаймиз.

/2 (24) =  шах | 8 5 х 2 +  /, (24 — 22ха)].
0 < х 2<  [24/22]

Бу ердан

А  ( 2 4 ) =  шах 
х2 =  0 
х2 =  1

85 ■ 0 + А (24 • 

85-1+  А (24

22 • 0 ) 

■22 • 1)

=  шах
' А (24)

=  шах
96

=  96,
.85 + А (2). .85

4 6 <  № '<47 ораликда эса

/2 (46) =  шах [85-х 2 +  А(47 
0 < х 2<  [46/22]

х2 =  0; 1; 2

22 • х 2)]

булиб,

/а (46)

Х2 =

184

1;

шах 
х2 =  О 
х2 =  1 

Ха =  2

-85 • 0 + А (46)" - 96"

85 • 1 + А (24) =  шах 181

85 • 2 +  А (2) 170
181,



Демак, каралаётган ораликда /¿(1^) функция х2 =  1 бул- 
ганда узининг энг катга цийматига эришар экан. х 2 =  1 эса 
самолётга иккинчи хил предметдан огирлиги 22 бирликка тенг 
булган бир донасини юклаш мумкин эканлигини билдиради. 
У долда самолётни биринчи хил предметдан юклаш учун 
46 — 22 =  24 бирлик имконият колади. 1-жадвалдан маълумки, 
24 <  IV <  47 ораликда х, =  1 лир. Шунинг учуп 4 6 <  <  47 
ораликда самолётгачбиринчи ва иккинчи хил предметлардан 
бир донадаи юклаши зарур экан. х 2 =  1, х, =  ] булгандаги 
/2(М^) нинг киймати 2-жадвалда келтирилган. Худди шу йул 
билан 2- жадвалда келтирилган дамма ораликлар учун х2, х, 
ни ва уларга мос келувчи /2(1^) нинг кийматларини х,исоб- 
лаймиз ва бу кийматларни 2-жадвалга жойлаштирамиз. Энди 
самолётни биринчи, иккинчи ва учинчи хил предметлар, ундан 
кейин биринчи, иккинчи, учинчи ва туртинчи хил предметлар 
билан кжлаймиз, яъии 3- ва 4-боскичларги утамиз. 3-боскич- 
да 2-жадвалдан фойдаланиб ¿ -жадвални, 4-боскичда эса 3- 
жадвалдан фойдаланиб 4- жадвални тузамиз.

4-жадвалдан куриниб турибдики, юк кутариш кобилияти 
83 бирликка тенг булган самолётга биринчи хил предметдан
3 дона, туртинчи хил предметдан бир дона юкланса, юклан- 
ган юкнинг умумий пархи энг катта, яъни 308 бирликка тенг 
булар экан.

3- ж а д в а л 4- ж а д в а л

IV / , ( Ю *3 X , X,

0-15 0 0 0 0
16-21 50 1 0 0
22-23 85 0 1 0
24-37 96 0 0 1
38—39 135 1 1 0
40-45 146 1 0 1
46-47 181 0 1 1
48-63 192 0 0 2
64—69 242 1 0 2
70-71 277 0 1 2
72-83 288 0 0 3

И? /. <*■) х, *3 X, X,

0-9 0 0 0 0 0
10-15 20 1 0 0 0
16 — /\ 50 0 1 0 0
22—23 85 0 0 1 0
24-33 96 0 0 0 1
34-37 116 1 0 0 1
38-39 135 0 1 1 0
40-45 146 0 1 0 1
46—47 184 0 0 1 1
48-57 192 0 0 0 2
58—63 212 1 0 0 2
64-69 242 0 1 0 2
70—71 277 0 0 1 2
72-81 288 0 0 0 3
82-83 308 1 0 0 3

4-жадвалдан фойдаланиб, юк кутариш кобилияти 83 бир- 
ликдан кичик булган ихтиёрий самолёт учун дам куйилган 
масаланинг оптимал ечимини топиш мумкин. Масалан, 1^=47, 
1^ =  69, V/ =  81 булганда куйилган масаланинг оптимал ечи- 
ми топилсин. Бу масалаларни ечишни укувчиларга давола ки
та миз.
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