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SO‘Z BOSHI

Mamlakatimizda ta'lim tizimini isloh qilishga va uni zamon
talablari bilan uyg unlashtirishga katta ahamiyat berilmoqda.

Aynigsa, matematika fanining o'rni, uning barcha fanlarni
o'zlashtirishga va ularning rivojiga asos ekanligini hisobga olib,
uning rivojiga alohida c’tibor qaratilmoqda. Maktabgacha ta’lim
muassasasidan boshlab, o'rta ta’lim maktablari hamda oliy
ta’limning mavjud dasturi zamon talabiga javob bera olmay qolgani
o'rinli ravishda tanqid qilindi.

Darslik 16 bobga, ya’ni birinch jild 7 bobga. ikkinchi jild
9 bobga ajratilgan. Har bir mavzuda asosiy tushunchalar va muhim
formulalar keltirilib, mavzuga doir tipik misollar yechib ko‘rsa-
tilgan. Dars jarayonida va mustaqil ishlash uchun masalalar beril-
gan. Masalalar osondan murakkabga prinsipi asosida joylashtirilgan.
Har bir mavzuda murakkab masalalar * va ** belgisi bilan

ajratilgan. Barcha masalalarning javoblari keltirilgan.

Davr talabidan kelib chiqib, darslik amaliy mashg‘ulotlarda va
mustaqil o°rganish magsadida foydalanishga mo‘ljallangan.

Darslikdan amaliy mashg‘ulot jarayonida foydalanishda
mavzuga doir asosiy tushunchalar amaliyot oqituvchisi tomonidan
keltirilib, tipik misollar yechib ko-rsatilgandan so'ng, misollarni
ishlashga malaka hosil bo‘lgach, masala ishlashga Kkirishish
mumkin.

Mavzuni mustaqil o‘zlashtirishga kirishishda, avvalo, digqat
bilan asosiy tushunchalar va formulalamni o‘zlashtirib. so‘nera
yechib ko‘rsatilgan masalani tushinib olish va unj mustaqii ravishcda
yechib chigish hamda ishlanishi bilan solishtirish kerak. Agar
ishlangan masala yoki misolingiz kitobdagi yechimga mos
kelsagina, berilgan masalalami ishlashga o‘tish maqsadga muvofiq.
Aks holda, yana qayta boshdan yoki xatoga yo‘l qo‘yilgan joydan
qayta ishlab chiqish kerak bo‘ladi.
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Birinchi jild amaldagi foydalanilayotgan o*quv adabiyotlarida
ajratilgan soat kamligi uchun kiritilmagan. lekin mutaxassislik
fanlarini o‘rganishda muhim ahamiyatga ega bo‘lgan quyidagi
mavzular bilan to‘ldirilgan:

— Vektorlarning amaliy masalalarni yechishga qo‘llanishi.

— Bir jinsli tenglamalar sistemasini yechish.

— Ikkinchi tartibli egri chiziglarning umumiy tenglamasini
kanonik ko‘rinishga keltirish.

— Amaliy masalalarni yechishda funksiyaning eng katta va eng
kichik qiymatlarini qo*llash.

— Aniq integralning amaliy masalalarni yechishga tatbiqi.

Ikkinchi jild esa quyidagi mavzular bilan to‘ldirilgan:

— Ikki o‘Ichovli integralning fizikaga tatbiqlari.

— Rikatti differensial tenglamasi.

— Eyler differensial tenglamasi.

— Differensial tenglamalar sistemasini birinchi integral yorda-
mida yechish.

— O‘zgarmas koeffitsiyentli chizigli bir jinsli bo‘lmagan
differensial tenglamalar sistemasini integrallash usullari.

— Chegirmalami integral hisoblashga qo‘llash.

— Birinchi tartibli xususiy hosilali differensial tenglamalarni
yechish.

— Bir jinsli bo‘lmagan to‘lgin tarqalish va issiqlik targalish
tenglamalariga doir masalalar yehish.

— Elliptik  tipdagi tenglamaga Dirixle masalasini to‘g‘ri
to‘rtburchakda va halqada yechish.

— O‘zgarmas koefTitsiyentli chiziqgli tenglamalar sistemasini va
integral tenglamani Laplas tasviri yordamida yechish va boshqalar.

Birinchi jildda 1085 ta masala va misollar keltirilgan bo‘lib,
ulardan 153 tasini yechib ko‘rsatilgan. Ikkinchi jildda 1400 ta
masala va misollar keltirilgan bo‘lib, ulardan 386 tasini yechib ko*r-
satilgan. Masala va misollar foydalanilgan adabiyotlar ro‘yxatida
keltirilgan kitoblardan olingan yoki mualliflar tomonidan tuzilgan.

Darslikning 1-jildi B.I.Jamalov va A.M.To‘xtabayev, 2-jildi
Yu.P.Apakov tomonidan yozilgan.
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I BOB. KO‘P O‘ZGARUVCHILI FUNKSIYALAR
1-§. Ko‘p o‘zgaruvchili funksiyalar hagida umumiy tushuncha

Tabiatda, fan va texnikaning barcha sohalarida juda ko'p
masalalar borki, o*zgaruvchi miqdorlar bog‘lanishlarida bitlasmmg
sonli giymati boshga bir nechtasining qiymati bilan aniqlanadi.
Masalan, tomonlarining uzunliklari x va y dan iborat bo‘lgan
to‘g‘ri to‘rtburchakning yuzi, uning tomonlarining uzunliklari
o‘zgarishi bilan o‘zgaradi; dehqonning hosili esa o‘g‘it berishga,
sug‘orishga, dehqonning malakasiga va boshqa juda ko‘p
faktorlarga bog‘liq; sigirdan sog‘ib olinayotgan sut miqdori, sigir
zotiga, uning qanday yem-xashak bilan bogilishiga va hokazolarga
bog‘liq. Bunday misollarni istalgancha keltirish mumkin.

Bunday bog‘lanishlamni tekshirish uchun ko‘p o-zgaruvchili
(argumentli) funksiyalar tushunchasini kiritamiz. Ko‘p o‘zgaruvchili
funksiyalarni o‘rganishda, asosan, ikki o‘zgaruvchili funksiyalar
bilan chegaralanamiz, chunki, ularning xossalari aynan takrorlanadi.

1. Ikki o‘zgaruvchili funksiya, uning aniqlanish sohasi va
grafigi

R* fazoda D va E to‘plamlar berilgan bo‘Isin.

1-ta’rif. Agar D to‘plamning bir-biriga bog‘liq bo‘lmagan x
va Y o‘zgaruvchilari har bir (x,y) haqiqiy sonlari juftligiga biror
qoida asosida E to‘plamdagi bitta z hagigiy son mos qo‘yilgan
bo‘lsa, D to‘plamda ikki x va y o‘zgaruvchilarning funksiyasi -
aniglangan deyiladi.

Ikki o‘zgaruvchili funksiya simvolik tarzda quyidagicha
belgilanadi: z=f x,y, z=F x.y (funksiya x yoki » bilan
o‘zgaruvchilar mos ravishda x,: yoki x.x, lar bilan belgilangan
bo‘lsa, y=/ xr yoki z=F(x,x,) ko‘rinishda ifodalanishi ham
mumkin va h.k.). Bunda x, y o‘zgaruvchilarga erkli o‘zgaruvchilar
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yoki argumentlar, = ga erksiz o‘zgaruvchi yoki funksiya deb
ataladi.

Uch o°zgaruvchili funksiya uchun bu ta'rif quyidagicha bayon
ctiladi:

2-ta’rif. R' fazoda biror I© to'plamning bir-biriga bog'liq
bo‘lmagan x ) va z o'zgaruvchilari har bir (x,y,z) haqiqiy sonlari
uchligiga biror qoida asosida # to’plamdagi bitta » haqiqiy son mos
go‘yilgan bo‘lsa, ' to‘plamda uch x_ Vv va z o‘zgaruvchilarning
funksiyasi « aniglangan deyiladi.

Uch o‘zgaruvchili funksiya simvolik tarzda quyidagicha
belgilanadi: w= f(x,y.z). w=F(x,»,z).

Aynan shuning uchun ikki o‘zgaruvchili funksiyani o‘rganish
bilan cheklanamiz.

D to‘plamga funksiyaning aniqlanish sohasi, £ to‘plamga
o*zgarish yoki qiymatlar sohasi deyiladi. Har bir juft haqiqiy songa
biror tayin koordinatalar sistemasida bitta & nuqta va bitta nuqtaga
bir juft haqiqgiy son mos kelganligi uchun ikki argumentli funksiyani
s nuqtaning funksiyasi ham deyiladi hamda »=s(v.x) o'rniga
v =7(a1) deb yozish mumkin.

1. - =\[4-x" - »* funksiyaning aniqlanish sohasini toping.
Yechish. Funksiya aniqlangan bo‘lishi uchun 4-x*-*>0 yoki
+y'<4 bo‘lishi kerak, bunday nuqtalar to‘plami markazi
koordinatlar boshida, radiusi 2 ga teng bo‘lgan doiradan iborat.
Qiymatlar to‘plami [0,2] bo*ladi.

] . - . - - - .
2. u=———— funksiyaning aniqlanish sohasini toping.
Jx’ +yv -9 z

Yechish. Funksiya x+)*-9>0, ya’ni markazi koordinatlar
boshida radiusi 3 ga teng bo‘lgan doiradan tashqarida aniqlangan.
Qiymatlar to‘plami (0, =).

Ikki argumentli funksiyaning geometrik tasviri fazoda
tenglamasi = = f(x, v) bo’lgan sirtni ifodalaydi.

Masalan: n:=2xi3v-12  ikki argumentli funksiya fazoda
2x+3y-z-12=0 tekislikni tasvirlaydi. 2)x*+)?+:* =g sfera tenglamasi



ikki argumentli funksiyalar grafiklari sferani

bo‘lib, z=#JR?-x -)’
ifodalaydi. ] o

Uch va undan ko‘p o‘zgaruvchili funksiyalarning graﬁkl.ar'lm
yasab bo‘lmaydi, chunki, biz fagat uch o'Ichovli olamnigina
tasavvur qila olamiz xolos. .

Ikki argumentli funksiyaning limiti va uzluksizlig.|. '

3-ta’rif. - = f(x. y) funksiyaning 7, (x,. %) nuqtadagi limiti deb,
ixtiyoriy £>0 son uchun shunday o¢>0 son topilsaki,
\/(7x—a)2+(y—b): <& bo‘lganda |f(x,y)-4|<e tengsizlik bajarilsa, 4
nuqta f(x, y) funksiyaning (x—x,, y —,) A(%02) nuqtadagi limiti
deyiladi va quyidagi ko'rinishda yoziladi.

lim f(x,y)=4 (N

X orxy
Rt

4-ta’rif. z=/(x,y) funksiyaning P(a,b) nuqtada uzluksiz
deyiladi, agarda

lim / (x.y)= £ (P) =/ (a.b)

X
b

tenglik o‘rinli bo‘lsa.
3. lim2+2Y

x-»3 — Vv
y—l x )

Yechish. lim* 2% _3+5-1_8_,
o x-y 3-1 2

limitni hisoblang.

4. - =2*! funksiyaning uzilish nuqtasini toping.
x*—y

Yechish. Maxraj 0 ga aylansa funksiya ma’nosini yo‘qotadi.
Ya’ni x*-y=0, bundan tekislikning y=x* parabolaga tegishli
nuqtalari funksiyaning uzilish nugtalari to‘plami bo*ladi.

Quyidagi funksiyalarning aniqlanish sohasini toping

5. u=yx’+y' 1. 6. u=—o .
7. u=arcsin(x+y). 8. u =,,cos(x2 + yz) .

9. u=In(-x+y). 10. u=y+\/;.
= } 12%, u= !

11*. u=arcsin[m In(]_xz_yz_zg)-




Quyidagi funksiyalarning limitini hisoblang

. vy 1 . oXx+
13. llm(.\“ +y')sm—. 14. lim=—2 .
Vo Xy Lty
15, lim 22 16. lim(l+£) .
NI NECAN
17. lim——. 18. limX =2
Xty ATy
. v . y ;
19*. hm(l—'—) . 20%. hm(l+'—) .
A= '\' =T "'
vk v
Quyidagi funksiyalarning uzilish nuqtalarini toping
21. z=In ¥ + 7. 22, o=} <.
(x-»)
p X JPSE — 24. z=cos .
l—x = xy

2-§. Ko‘p o‘zgaruvchili funksiyalarning to‘liq orttirmasi
va xususiy hosilasi

S5-ta’rif. -=f(x,») funksiyada v o°zgaruvchiga biror Ax
orttirma berib, y ni o‘zgarishsiz qoldirsak, funksiya A - orttirma
olib, bu orttirmaga = funksiyaning x o‘zgaruvchi bo‘yicha xususiy
orttirmasi deyiladi va quyidagicha yoziladi:

Acz=f(x+Ay, y) =/ (x, ¥).

Xuddi shunday, y o‘zgaruvchiga Ay orttirma berib x
o‘zgarishsiz qolsa, unga z funksiyaning » o‘zgaruvchi bo‘yicha
xususiy orttirmasi deyiladi va quyidagicha yoziladi:

A.‘.Z = f(x, y+ Ay) —f(,\', y).

o-ta’rif. x va y o‘zgaruvchilar mos ravishda Ar va Av

orttirmalar olsa, z= f(x, v) funksiya ’

Az =[x+ A%,y + )~ £(x. )

to‘lig orttirma oladi deyiladi.



7-ta’rif. a) hmA—-_l S(x+ax v)- f(x, v)
0 Ay av g Ax

bo‘lsa, unga :z=/(x,y) funksiyaning x o‘zgaruvchi boyicha

chekli limit mavjud

xususiy hosilasi deyiladi va —gzr yoki = = f7(x. v) bilan belgilanadi.

Az , P
b) lim == = lin /(“’ y+4av)-f(x, ))
Av- vOA‘ Ar ,0 Ay

unga z=/f(x,v) funksiyaning y o'zgaruvchi bo'yicha xususiy

chekli limit mavjud bo'lsa.

hosilasi deyiladi va = yokl = f/(x, ¥) bilan belgilanadi.

z=f(x,y) funksnyadan x bo‘yicha xususiy hosila hisob-
langanda y ni o‘zgarmas deb, y bo'yicha xususiy hosila

hisoblaganda esa xni o‘zgarmas deb qaraladi.
Istalgan chekli sondagi o‘zgaruvchili funksiyalarning xususiy
hosilalari ham yuqoridagidek aniqlanadi.
25. - =x*+2xy+3y* funksiyaning xususiy hosilalarini toping.
Yechish. Avval y ni o‘zgarmas deb z! ni topamiz:

2= (¢ +29+37) =(2), +(20),+(r7) =2r+2y.
Endi x ni o‘zgarmas deb - ni topamiz:
z' = (xl +2xp+3 yz )"" = (xz ),y + ( ny)'lv + (3y2 )'y =2x+6y

26. u = M—z—z- funksiyaning xususiy hosilalarini toping.
X =y +
Yechish. Hosila olish qoidalari va formulalaridan foydalanib
quyidagilarni topamiz:

R e a Kae R L)

.rz-—y3+22 i (xz_),3+2:)z
=3(x2—y]+2z)—2x(3.\'+4y— ) -3x° —8\y+2.x.+6"—3y
(xz—y3+22)2 (x -y +2z )

u,z(3x+4y-z]'=4x2—4y‘+8.z—9xy’~l.2y‘+3yzz
v xz _y1+22 , (xz_)}1+22)1 "
u'—( 3x+4y-—z) _—x’-6x-8y+)’
N 3 - N 2
X" -y +2z), (x“—y3+2z)
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Quyidagi funksiyalarning xususiy hosilalarini toping

27. z=x"+3' =3aw. 28. - =21,
X+ y
29. - =2, 30. z=x* =?
X
X B 2
3l 2= 32 :=ln(x+ X+ ) )
vt
33. z=arclgi. 34. ="
x
35, 2= 36. = =arcsin
37. z=Insin™ 4. 38. u:(xy):.
7
39%. u=z". 40%*, u=e"-":sin¥.

X

41%. n=v+ 7Y bo'lsa. N 6114 Su C .
: : » — +—+—=1 ekani .
X+ v P W 1 ni ko‘rsating

3-§. Ko‘p o‘zgaruvchili funksiyalarning to‘la differensiali.
Yugqori tartibli xususiy hosilalar va differcnsiallar

1. To‘la differensial. Ma’lumki, x va y o‘zgaruvchilar mos
ravishda ~ Avva Av  orttirmalar  olsa, :=y(x,) funksiya
Az=f(x+Ax. y+Av)- f(x. v) to‘la orttirma oladi. Bu to‘la orttirmaning
Av va Ay larga nisbatan chiziqli bo‘lgan bosh qismi funksiyaning

to‘'la differensiali deyiladi va d: bilan belgilanadi. :=/(x. )
funksiyaning to‘la differensiali

"*gd'a«az

ke @

formula bilan hisoblanadi, bu yerda dx=Ax, ¢y =ay to‘la differensial-
dan funksiyaning taqribiy qiymatlarini hisoblashda foydalanish
mumkin yoki
f(_\‘o +Av,y,+ A)’) = f(xo’ )Io) +z.dv +Z;-dy‘
Bundan
S (%0 +Ax, Y, + AV) = f(x,.y,) + %d\' + %aﬂv. 3)
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Uch argumentli « = F(x. y,z) funksiyaning to‘la differensiali

du= {":—F-clré— (i—de+ ('—;I'—d: 4
X oy (G
formula bilan hisoblanadi.
42. z=In(¥ +7) funksiyaning to‘la differensialint toping.
Yechish. Xususiy hosilalarni topamiz:
Gz 1 2y oz oy 2y
TE = =y =
o X+ R 5 S S S U Xy
Shunday qilib (2) formulaga asosan funksiyaning to‘la
differensialini topamiz:
2

I vofve
2xdx + -:,\d)_ = < (xdx + ydy).

dz = — 5 =
XT+y X+ X+
43. i =x"»=" funksiyaning to‘la differensialini toping.
Yechish. Xususiy hosilalarni topamiz:
ou + oy 2 2y . Cu sy YR Y 2.2
—={xz7) =y (x) =20z, —=(xyz°) = (V) =¥
2 (2] =2 (), =202 La(varf < ()

cu (xzyzz)': = (:2 )': =2z

(4) formulaga asosan, du =2xz’dy + 'z dv+ 2x yzd= bo‘ladi.
44. z=+sinx+8¢" funksiyaning xo:%zl,57l, ¥ =0 dagi
qiymati yordamida /sin?1,55+8¢"* ning taqribiy qiymatini

hisoblang.
Yechish.

. T . . - . .
yaning Y= ¥, =0 dagi qiymatini topamiz

Ax=1,571-1,55=0,021, Ay=0,015-0=0,015. z funksi-

Zy = sinl(%)+8e" =J1+8=3.
Oz Oz
f(xo+Ax,yo+Ay)*~'f(xo,yo)+aafr+5a’yz

in2x-Ax DY A .
sin A' +8e'Ay z34_M§z3,02.
2sin?x + 8¢ 6

=3+
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1. Yugqori tartibli xususiy hosilalar va differensiallar
== f(x v) funksiyaning ikkinchi tartibli xususiy hosilalari deb,

birinchi tartibli xususiy hosilalardan olingan xususiy hosilalarga
aytiladi. Ikkinchi tartibli xususiy hosilalar quyidagicha belgilanadi:

() &: (72:__” _ " Lo, i _6_:'7 — a:z —_ T n .
_(7)_ =zl = fo(xy), = (_\')—a\_@' =z = fi(xy),

ox\ox) ov o\ Ox

of oz . ofez) oz ., ..

=~ | 5. =2 TAl =Z)x =./,n('t’y)’ =~ | & =-\_2 =:n =-/.n (.\',}’).
ox\ oy 3 ov\av) a7 7F
So(vy) va fo(xy) xususiy hosilalar aralash xususiy hosilalar

(5)

deyiladi. Aralash xususiy hosilalar funksiyaning uzluksiz bo‘lgan
nuqtalarida ular o*zaro teng bo‘ladi.

Uchinchi va undan yuqori tartibli xususiy hosilalar ham
yuqoridagidck aniglanadi.

45. z=x'+4xy' -39 +5x—6y  ikkinchi tartibli  xususiy
hosilalarni toping.

Yechish. Birinchi tartibli xususiy hosilalarni topamiz:

9l=(\ +4x) —3xy +5x— 61) —4.\"+8xy’—3v+5.
= (\ +4x°V =33y +5x— ()v) =12x*y* =3x~6.
5%

Topilgan hosilalardan yana xususiy hosilalar olamiz:

_(3_(_65) =-6-—f =(4,\" +8x° -3y + 5)" =12x7 +8)°,

o\ dx) ax”
—a-(a-) (4,\ +8xy7" —3v+5) =24xy7 -3,
oy\ ox
(& = (12 - 3x-6) =240 -3,
ax Oy ‘
ol e =(12¢%? ~3x-6) =24xy.
ay ap ov” ¥y

Ikkinchi tartibli to‘la differensial d(dz)=d’z kabi belgilanib,
xususiy hosilalar orqali quyidagicha topiladi

o’z o’z
dx? +2
x axdy a y (©)

46. -=x’y" funksiyaning ikkinchi tartibli to‘la differensialini

d*z =

13



Yechish. Xususiy hosilalarni topamiz:

’
o 3.2 — 2.2 ' 3.2 _ 3,
z, —(x y )x =3x"y. —()« ¥ )‘ =2y, z,
” ” 2.2 2 ” 3 ! 3
z, =z, =(3x v ) =06x"y, =z, =(2,\' y)‘ =2x’,

’
el
3 v

formulaga asosan ikkinchi tartibli to‘la differensial quyidagicha

yoziladi:
d’z = 6x7dx” +12x vdxdy + 2x°dy’.

Quyidagi funksiyalarning to‘la diferensialini toping
47. z=ln(x2 +y:). 48. :=lnlg(£).
By

v

49. z=sin(.r2+yz). 50. z=x".

51. z=ln(.r+\/x3 -t-yz). 52. z=¢"(cosy+xsiny).
2 siny

53. z=¢""*(xcosy + ysinx). 54%. z=arctgm .
4 —xsiny

S55%. u=e"".

56. z=3x*+y’ funksiyaning x,=1, y,=0 dagi qiymati
yordamida z=3[1,02* +0,05° ning taqribiy qiymatini hisoblang.

57%. u=+/x* +Inz funksiyaning x, =1, y, =2, z, =1 dagi qiymati

yordamida «=4/1,04"” +1n1,02 ning taqribiy qiymatini hisoblang.
o'u
=

58. u=4x+ 3y + 3007 =37, —
(‘)X(/_'l'

59. u=xy+sin(x+y), =
y +sin(x + ) pYs

60. u=Inig(x+y), —

x+y &z _,
1-xy° oxoy

61%*. z=arctg

4-§. Murakkab va oshkormas funksiyalarning xususiy hosilalari

. z=f(x,y) funksiya x va j» o‘zgaruvchilar bo‘yicha
differensiallanuvchi bo‘lsa, x=¢(r), y=y/(r) funksiyalar ham
o‘zgaruvchi bo‘yicha differensiallanuvchi bo‘lsa, z=f[go(t),n//(1)]
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murakkab  funksiyaning ro‘zgaruvchi bo‘yicha differensiali
quyidagi formula bilan hisoblanadi:
dz _zdx O dv (7)
dt  ovdt ovdt
Agar 1 o‘zgaruvchi x yoki y o‘zgaruvchilarning biri bilan mos
kelsa,
- Oz Czdy z Czdx =
& _&, ad cdv, & (8)
dx Ox Oy dt dy oxdt oy
bo‘ladi.
v . —— o- ., .
62. - =¢""** funksiyada, v=coss, y=1° bo‘lsa ™ toping.

Yechish. (7) formulaga asosan:

' .
Z: _ (034‘,2_‘4) _ 3(’3“24‘. , Z' — (03“23') — 2(’3“-" ;
: x v

' . 2 '
.\',’=(cost), =-sin/, y,'=(t ), =2t.

~ ~
Oz 0:=0x OO0y 2y Ay a2y
— = =" 3(=sint)+ 2. 2 =

o A ovar

=t (41 —3sint) = gl (41 - 3sint).
z=f(x, ¥) x va y o‘zgaruvchilar bo‘yicha differensiallanuvchi
bo‘lsa, x=g(u,v), v=y/(u,v) funksiyalar ham u va v o‘zgaruvchilar

bo‘yicha differensiallanuvchi bo‘lsa, u holda « va v bo'yicha

differensial quyidagi formula bilan hisoblanadi :
dz 0=0x 0Oz ov d= Gz 0Ox Oz Oy 9
—_—=—— — —_—=— . ( )
du  Ovou Oy ou dv Oxév Oyov
| 2.Ushbu ko*rinishdagi funksiyalar oshkormas funksiyalar deb
ataladi.

F(x,y)=0; F(x,»,2)=0. .
O_Shkormas funksiyaning xususiy hosilalari quyidagi formula bilan
hlSOblanadi,

oF oF oF
¥__x. E__x. E__¥ (10)
&  OF & oF o oF
oy oz oz
63 2=x2+xy+y2; x=1? LY=L i ni hisoblang.

ot
Yechish, (7) formulaga asosan:
15



o= dv

= dx (3~
LR P — =2 = =x+2y — =1L
cx i dt oy dt
oy =i 3T 2.

L oo x 1) U+ (x+20) 1 =207 40) 2+ (0 22y =2t w072

dt
R : . 5 o
64. = +¥ .Z - funksiya berilgan. =7, > ="
a b 33 ov

Yechish. F(.\‘,y,z,)='\.: +"’: = bo*lganidan (10) formulaga
a - N

asosan:
eF 2x oF _2v ¢l 2z
o a’ E_l) =
o= 2fdd —x & 2/ =y
& 22 dz o 22 bz

Quyldagl murakkab funksiyalarning xususiy hosilasini toping

: . . dz
u=1g’x, v=cig’x bo-lsa, e topllsm.
X

65. :=—ln—,
2 v
xz—v < dz ey -

66. :=——, y=3x+1 bo‘lsa, — topilsin.
-y dx

67. z=x % va &

. z=xy, v=cosx bo‘lsa, — va & topllsm
ox dx

68. :=n T VXV rcosa bo‘lsa, ? topilsin.

< N
S 3 ° -
X

v=c-n bo‘lsa, & va & topilsin.
05 on

70%. u=ln(x”+) ) x=£&n, y= 2: bo* Isa 0” va — ou 1op||S|n
n (77]
71%. u=ln(l), l'=,’(.\'—a)z+(y—b)z bo‘lsa, 0lf+0“ 0 ekanini
r P,
ko‘rsating.

Quyidagi oshkornas funksiyalarning hosilasini toping
72. X +y* —4x+6y=0. T30 x4 ¥ =¥

74. xeé* — ye™* =0. 75. Ax? +213xy+(,y- +2Dx+2Ey+ F=0.
Quyidagi oshkormas funksiyalarning hosilasini toping
. s A o= oy
76. x* +y*+z*—6x=0. —=?, ==7.
X"+ )y + X o ax
77. 2> =xp.

78%. cos(ax+by —cz)=k(ax +by —cz).
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5-§. Sirtga o‘tkazilgan urinma tekislik va normal tenglamalari.
Ko‘p o‘zgaruvchili funksiyaning ekstremumlari

Sirtga M, (x,,%.5,) huqtada o'tkazilgan urinma tekislik deb,
sirtga bu nuqtasi orqali o‘tgan barcha egri chiziglarga o‘tkazilgan
urinmalar joylashgan tekislikka aytiladi. Bu nuqtadagi urinma
tekislikka perpendikular bo*lgan to*g'ri chiziq sirtiga, shu nuqtada
o‘tkazilgan normal deb ataladi.

z=f(x.y) funksiya bilan berilgan sirtga ,(x,.3,.2,) nuqtada
o‘tkazilgan urinma tekislik tenglamasi, quyidagi formula bilan
topiladi:

2=z, = [ (% 2)(x 10)+f (ro,)o)( ~ ) (1)
z=f(x.v) tenglama bilan berilgan sirtga ,(x,.v,.2,) nuqtada
o‘tkazilgan normal tenglamasi, quyidagi formula bilan topiladi:
X=X, _ Y-V, _Z—zZ,
./;,("'(>’-"(l) /;"('\'()’}'()) -1 (12)

F(x,»,z)=0 tenglama bilan berilgan sirtga A1, (x,. y,, z,) nuqtada
o‘tkazilgan urinma tekislik tenglamasi, quyidagi formula bilan
topiladi:

R (o) (=30 + F (o) (7= 30) + o) (2-2) =0, (13)

F(x,».=)=0 tenglama bilan berilgan sirtga M, (x,.y,.z,) nuqtada
o*tkazilgan normal tenglamasi, quyidagi formula bilan topiladi:

X-% __ Y= z-z,
[‘:,'(xo,yo,:o) F'(\0 »0,_0) [“’(,\0,}0,‘_0) (19

P(%.v) nuqta :z=rxy funksiyaning ekstremum nugtasi
8F (x4, %5) OF (x9, 1)

ox

)

bo‘lsa, bu nuqtada =0 va -0 bo‘ladi yoki ulardan

hech bo‘lmaganda bittasi mavjud bo‘lmaydi. Bunday nugtalar kritik
nuqtalar deyiladi.

Izoh. :=r(xy funksiya B(x,y,) nuqtada uzluksiz bo‘lib,
differensiallanuvchi bo‘lmaganda ham ekslremumoa erishishi

_ﬂV +y funkswa bu-.:,

A A

mumkin. Masalan, 0(0;0) nuqtada uzluksiz. zi=



nuqtada differensiallanuvchi emas, ammo 0(0;0)- nuqta bu funksiya

uchun minimum nugqta bo"ladi.

'ﬁ

. E 22 ; . . . .
Yetarli shartlar. S5 = 4, ££ -5 va ©£ - ¢ orqali belgilaymiz.
ox° éxcy V"

3

(SY)

A=4C-B*>0 bo‘lsa ekstremum mavjud bo’lib;

4>0 bo’lsa, minimum nuqta bo-ladi.

4 <o bo‘lsa, maksimum nuqta bo-ladi.

a <o bo‘lsa, ekstremum nuqta bo*Imaydi.

a=o0 bo‘lsa, u holda ekstremum bo"lishi ham, bo‘Imasligi ham
mumkin.

79. z=9-x’-3" elliptik paraboloidga M, (1;2;4)
o‘tkazilgan urinma tekislik va normalning tenglamasini tuzing.

Yechish. z=9-x’-)’ funksiyaning hosilasining az,(1;2;4)

nuqtada

nuqtadagi qiymatlarini hisoblaymiz:
j:(x,y)=—2x, fx'(],2)=—2; f}'(_r,y)=—2y, ‘/"‘T(I,2)=—4;

Topilganlarni (11) va (12) formulalarga qo‘yib, urinma tekislik va

normal tenglamalarini topamiz:
z-4=-2(x-1)-4(y-2) >2x+4y+z-14=0.
x-1 y-2 --4
2 4 17

80. *+3y’-2:°=4  giperbolaga  M,(-3;-1;2)  nuqtada

o‘tkazilgan urinma tekislik va normal tenglamalarni tuzing.
Yechish. F(x,y.z)=x*+3y* -2z -4=0 deb olsak, quyidagilarni

hosil qilamiz:
F/(xy.z)=(x +3y =22 4) "=2x. F/(-3.-1.2)=—6.

F(x,y.2)= (xz +3y?-2z% - 4)" =6y, F/(-3.-1.2)=—.
F(x.y,z)= (x2 +3y* =277 —4)_' =—4z, F/(-3.-12)=-8.
Topilganlarni (13) va (14) formulalarga qo‘yib, urinma tekislik
va normal tenglamalarini topamiz:
~6(x+3)=6(y+1)-8(z-2)=0 =3x+3y+4z+4=0.
X+3 y+l -2
33 4
81. z=ux"—xy+y’ +9x—6y+20 funksiyaning ekstremumini toping.
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'{])

=—x+2y-6

Yechish. = =2x-v+9

.\)'“)

~
-

=
D

v

az -0
o 2x-p+9=0 2x-y=-9 [2x-yp=-_9
~ = = 0= - =
2: =0 (—Vv+ 2.\'—6 =0 - X+ 2_\' =6 3.\' =3 =l ox=-4
v

(¥:2 (7".'.':2 2:_'

oY (:31 A:r‘:;

=2 B=-1 C=2

A=AC-B>=4-1=3>0
a>o0 demak, ckstremum mavjud. .>o0 bo‘lgani uchun minimum

nuqta.
=-I.

Zpn(x =4,y =1)=16+4+1-36-6+20=~1. Demak -__
82. Berilgan sirtga M,(x;y,2,) nuqtada o‘tkazilgan urinma va

normal tekisliklar tenglamalarini tuzing.
) z=x"-2y" M,(252), 2)z=3x"-x+x+y, M, (1;3;4),

3t 4yt 4 2t —14=0, M, (<13:-2). ) P4y 2tz =6, M,(1:2-1).
Quyidagi funksiyalarning ekstremumlarini toping

83.1) 2= —xp+ ) +9x—6y+20.  2)z=plx—y'~x+6y.

84. 7 =x’+8y'—6xy+1.
8S. z=2xy-4x-2y.
86. z=¢” (x+yz).

. . . b4
87. = =sinx+sin y +sin (.\'+y). 0<x.y< 5

88. =11 x+y=2 bo‘lganda.
Xy

89* -=x+y, i2+—l;=l bo‘lganda.
X ox 2



II BOB. KARRALI VA EGRI CHIZIQLI INTEGRALLAR
6-§. Ikki o‘Ichovli integrallar

f(x,y) funksiya p yopiq soha bilan chegaralangan xoy
tekislikda aniglangan bo‘lsin. » sohani » ta bo‘lakka ajratamiz va
diametrlari d,,d, d,,...d, ga teng A¢,.Ad,,..,As, elementar sohalarga

ajratamiz. Har bir elementar sohadan 7 (&,,7,) nuqtalar olib integral
yig‘indini hosil gilamiz:
2.’1 (éA 71, )A(sk :
Quyidagi limit f(x,y) dan olingan ikki o‘lchovli integral
deyiladi:
im 22588, = [[ £ y) s

1. Ikki karrali integralning xossalari.
/(x.v) funksiya p sohada berilgan va uzluksiz bo‘lsin.

1°. Agar D=D uD, bo‘lsa, u holda quyidagi formula o*rinli:
Hf(.\',y)dmj' =Hf(x,y)a’.\'dy +J’J‘f(.\',y)dxdy.
D 123 Dy

2°. J.ka(x,)v')d\'dy =k” S (x.v)dxdy.

3°. Agar f(x,y) va g(x,y) p sohada uzluksiz bolsa, u holda

quyidagi formula o‘rinli:

J-J. (f(x.»)£g(x, y))dedy =H S (x,y)dvdy + ﬂ S (x,y)dxdy.
D D D
4°. Agar » sohada f(x,»)>0 bo‘lsa, u holda H[(x,y)d.\-dy >0
n

bo‘ladi.
5°. Agar D sohada f(x,y)>g(x,y) bo'lsa, u holda quyidagi
formula o‘rinli:
[[ 7 (x.y)dvay >[[ g (xy)ddy
D D
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2. Ikki karrali integrallarni hisoblash.
1) Agar [f(xy) funksiya D={(.\'.y):aS,\'Sb,gf),(.vc)s_vS(/)2 (\')}
(bunda @, (x) va ¢,(x) egri chiziglar « va b vertikal chiziglar bilan

faqat bir nuqtada kesishadi) sohada integrallanuvchi bo‘lsa, u holda
ikki karrali integral quyidagicha hisoblanadi:

bl eslr)
H S (x,v)dvdy =J‘\ I f (.t,,\f)d_\'}t\'.
I3} al a(v)

2) Agar f(xy) funksiya D={(.\'.y):y/,(}-)s.\'swz(_\-),cs)rgd}
(bunda w,(x) va y,(x) cgri chiziglar ¢ va d gorizontal chiziqlar
bilan fagat bir nuqgtada kesishadi) sohada integrallanuvchi bo‘lsa. u
holda ikki karrali integral quyidagicha hisoblanadi:

df valv)
J]- S(x,v)dxdy =I|: I Vi (x,_v)d\-}(v,
D clwily)

3) Agar f(xy) funksiya D={(x):a<x<hc<v<d) to'g'i
to‘rtburchakda berilgan va uzluksiz bo‘lsa, ikki karrali integral
quyidagicha hisoblanadi:

11

sl »
[[.f () ety =I[If (x,.v)dy]-iv = I[ | f(x.,v)d\-]gf,f,
D alc cla
90. f(xy)=L D={(xy):-25x<L x<y<2-¥}  bo'lsa, ikki
karrali integralni hisoblang.

=S 1
YCChiSh- J’J‘_/.(.\'.)')d\'d)’:j[ I 1 -at‘,‘ N = J-(z_.\’z _-\')L\‘=
D x ey

=2

1+8 1-4
=2(‘+2)-—3——T=6—3+1,5=4.5

9. f(v.y)=x+2y, Diy=x, y=2x x=2,x=3 chiziqlar ~bilan
chegaralangan bo‘lsa ikki karrali integralni hisoblang.
3 2x 3
Yechish. H(\ +2y)dxdy =Idrj (x+ 2y)dv = I(,\y+ ),3)
D 2 x

R

r=2x

y=x

3

—](7 2+4r2—rz—xz)d\'=4j[\':dx=ir3 =25
_Jz' 2x? +4x1 - b ) 351 =2

o] —

2

1 e
92. Id\' J' /(x.y)dv integrallash tartibini o‘zgartiring.

ELEN Y

X
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Yechish. x =-1, x,=1, yy=—l-x* y,=1-x" chiziglar bilan
chegaralangan. Bu yerda p soha ikkita sohaga ajraydi:
D,: x, =t fl—)?, =1<3,<0 D,: x,=xfl-y, 0<y, <1,

u holda integral

jdr f x,y)dy = Idv f(r v)dx +Id\ J f(xy)dx.
1 \ \/l'_‘

Quyldagl ikki karrali mtegrdllarm hlsoblang

- 2 oL,
93. }[dyl—(,\" +2y)(bc. 94. Id I o y)’. 95. !:(lro l\+ )‘, .
9. jdx j e 97. [ar [ (v+25)ax 98. [dp | rar

=2 3cose ’ 1“ .:[1—'_ ’ e

99, I dop J r*sin’ gdr. 100%*. jdx _[ JI-x* - dy.

Quyldagl ikki karrali integrallarni integrallash tartibini
almashtiring

101. jdxjf 102. jdef(.r,y)dy
a \/‘— N

103%. [ax [ /(x.y)dy 104%*, j de [ f(xy)dy
0 (a*-x )/"a an- o

7-§. IkKki karrali integralda o‘zgaruvchilarni almashtirib
integrallash, qutb koordinatalar sistemasida ikki karrali
integrallarni hisoblash

Ikki karrali integralni hisoblashda integrallanayotgan sohadan
tashqari integrallanuvchi funksiya ham muhim of‘rin tutadi.
Integralni hisoblashda Dekart koordinatalar sistemasidan qutb
koordinatalar sistemasiga o‘tib hisoblash x=pcos0, y=psin0
almashtirish yordamida bajariladi:

Hf(x,y)dtdy = ”f(pcos@,psin 0) pdpd®. )
D D

Agar a<8<p, p(6)<p<p,(8) bo‘lsa, u holda ushbu formula

o‘rinli:
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/I r:(0)

ij(pcosO.pSinO)dde=Id() I S (pcosO,psin0Q) pdp 2)
D 4 n)
bu yerda
/- x,:, x{, _ c?s() —psind| _ 3)
Y, Y| |sin0@ pcosd

almashtirish yakobiani deyiladi va /=0 bo‘lgandagina almashtirish

mumkin.
x=x(u,v), y=p(u,v) almashtirish yordamida esa quyidagi

ko rinishga keltirib, integral hisoblanadi:

Hf(x,y)dxq’y=Hf[x(u,v), y(u,v)]llldudv. 4)
n D
105. H\/x2+y2(bcd , D: x*+y*<qa’ doiraning I-choragi bo‘lsa
D

integralni qutb koordinatalar sistemasiga o°tib hisoblang.
Yechish. x=pcosf, y=psind almashtirishda 7=p ga teng

bo*lib, IHG[ 'j] g =a’=pef0a]. U holda integral quyidagi
ko‘rinishni oladi:

H\/” + 7 dxdy = H\/P cos®* 8+ p’sin’ O pd pdl =

3

G

/2 =2
a

- Id@fﬂzdﬂ-éIp’liid0=—fd0=
(1)

.
0 2

106. _[!(x+y)3(.\'—y)zdxdv, D:ix+y=lLx—y=Lx+y=—], x—p=—1
chiziqlar bilan chegaralangan kvadrat bo‘lsa integralni hisoblang.
Yechish. x+y=u, x-y=v almashtirish bajarsak, x=—;:(u+v),
y:%(u—v) kelib chiqadi.
U holda:

“u v

)I ’
) " y\'




H(,\ +v) (x—y) dxdy = %Jl‘u"duj‘ Vidv=
Yol

el 6

Quyidagi ikki karrali integrallarni o‘zgaruvchilarini al-
mashtirish usuli bilan hisoblang

107. H dxdv , D: y=+1-x" yarim aylana va Ox o‘qi bilan

r+1 241

1
du=- z(lu-——
1 ~I( >

2%

chegaralangan.
108. H(x2+y3)drdy, D: x*+y’=2ax aylana bilan chega-
D

ralangan.

+ ) 2 2 : 2 ..
109 J’J’SlF dr(l)’, D: x +y_ :%’ '\‘2 +y2 =" chlZquar
X" +y

bilan chegaralangan.
110. ”sz +y'dxdy, D: x*+y*=a’, x*+)y’ =44’ chiziglar bilan
D

chegaralangan.

111. jdery x=u(l-v), y=w almashtirish bajarib hisoblang.
112*,0 dedy, D: xy=1, xy=2, y=x, y=3x ciziglar bilan
chegaralangan.n
8-§. Ikki o‘Ichovli integralning geometriyaga tatbiqi

Agar D soha a<x<b, y/(x)<y<y,(x) tengsizliklar bilan anig-

langan bo‘lsa, u holda bu sohaning yuzi quyidagicha ifodalanadi:
b valx)

= hm ZZArAy deay Idx I (%)
Al )0 a n(x)
Agar D soha c<y<d, x(y)<x<x(y) tengsizliklar bilan

aniglangan bo‘lsa, u holda
4 n(y)

S=lim >3 axty = [[dsay= [y | . ©)
250 < nb)
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Agar D soha qutb koordinatalarida ¢, <p<e., p(9)<p<p.(p)

tengsizliklar bilan aniglansa, u holda bu sohaning yuzi:
(o)

s={[ pdpdy =Td<o | pdp. (7)

@ ~le)
Agar D soha, quyidan oxv tekislik bilan, yuqoridan f(x,y)
funksiya bilan chegaralangan bo‘lsa, jism hajmi quyidagi formula
bilan hisoblanadi:

V=] j S (x,y)dxdy. (8)
D
Agar silliq sirt == f(x,») formula bilan berilgan bo‘lsa, uning

sirtining yuzi quyidagi formula bilan hisoblanadi:

S= H\/H(('") (%)zdxdy. 9)

113. x+y=6 va x=4y—)* chiziqlar bilan chegaralangan

figuraning yuzi hisoblansin.
Yechish. x+y=6 va x=4y -’ chiziqlarni kesishish nuqtasini

topamiz.
j.\‘ +y=0
lx =4y—y’
topamiz.
Natijada

o O R R S (RO M Ly

sistemani yechib, 4(42) va B(3:3) nuqtalarni

3

=1
s

J

2 . . T
114. p=1, P =305 chiziglar bilan chegaralangan figuraning
yuzini hisoblang.

Yechish. l—%cos(p deb 4 nuqtani topamiz, A( ) u holda
6

yuza:
xl6 Zfﬁcusq» =/6 2,6

s=jjpdpdgo=2 j dp [ pdp= Ipl’/ﬁ°"‘”’dw=f (gcoszw—l)dw=
0

(2 | 1 7 1
= I( coszgo——)— =:’(sin§—%)=§(3\f§—fr).




115. z=3x, y=1+x*, v=5. z=0 sirtlar bilan chegaralangan 1-

oktantaga joylashgan jism hajmini hisoblang.
Yechish.

V= Hf(x,y)drdy = 3J2‘x(l.r j dy =3j\' . y[f' qde= 3J:‘(4.r - .\")dx =
D 0 lex* 0 1]

= 3(2.\'2 - lx" )
4

2 2

116. X +y'=a*, ¥’ +z' =u
hajmini hisoblang.
Yechish. Berilgan jismning hajmi:

“ N
14 =ij(x,y)dxd11 =8'“’x,/a2 - x*dxdy = SIJ(12 —-x'dx J- dy =
D n 0

0
=8;|:“(a2—x2 r=8(az.\'——;x’]: 3

117. ¥ +y*=2x silindr ichiga joylashgan z=.[x*+y’> konus
sirtining yuzini hisoblang.

-

=12(kubbir.).

]

sirtlar bilan chegaralangan jism

164’

y

X
\/x +y 6y ,/.)c3+yZ ’

x=pcosO, y=psind qutb koordmatalar sistemasiga o‘tib:

s=(f 1+(‘3‘) ( )d\'dy 2 [t = \[——J/-zd(?’cj’mpdp_

nf2

Yechish. Konus formuIaSIdan

22

_7J_J’_ [ do = 4J’jcos 0d6 = 2J’j(l+cos79)d9-

=22 (0 +sin 20) =\2r.

118. y*+z2=1 silindr ichiga joylashgan x=1-)?-z*
paraboloid sirtining yuzini hisoblang.

Yechish. Paraboloid formulasidan %=—2y, x_ ). s

o=

T o g7 e

x=pcosh, y=psind qutb koordinatalar sistemasiga o‘tib:
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s faol i =aman {2 Yo war) ]
S

— ! a(kv.bir.).

0

Quyidagi chiziqlar bilan chegaralangan figuraning yuzini
toping

119. v=3 =2y x+y=0.

120. y=2—x, ' =4x+4.

121. 3?2 42y —3x+1=0. 3x-3v-7=0.

122*, y=cosx, y=cos2x+4, v=0, koordinata boshiga yaqin
yuza

123. yv=4x—x?, y=2x"-5x.

124. x=4 -y, x+2v—4=0.

125. p=2-cos6. p=2. kardiodadan tashqaridagi yuza.

126*. p=2(1—cosd), p=2cosé.

Quyidagi sirtlar bilan chegaralangan jismning hajmini

toping
127, x* +1v* =8, x=0, v=0, z=0, x+y+z=4
128 x =27, x+2y+:z=4, y=0, ==0.

129. »? +4y  +z=1, =0.

130. z=x*+)*, y=x°, y=1, z=0.

131. z=4—-x°, 2x+y=4, x=0, v=0, z=0.

132, 22 =xp, x=0, x=1, v=0, y=4, z=0.

133. z=5x, ¥*+)* =9, z=0.

134%. x+y+:-=6, 3x+2y=12, 3x+y=6, y=0. z=0.

Quyidagi sirtlar yuzasini toping

135.y=x? +z* sirtning, x*+z’=1 silindr ichida joylashgan 1-
oktantadagi qismi sirti yuzini toping.

136. ' +)* +z* =4 sferaning %+:2 =1 silindr ichida joylashgan

Yo l)

qismi sirti yuzini toping.
137. :-=x tekislikning x*+:z*=4 silindr ichida va z=0
tekislikdan yuqorida joylashgan qismi sirti yuzini toping.

27



138. == silindming x+y=v2. x=0, y=0 tckisliklar

orasidagi qismi sirtining yuzini toping.
139. ¥+ =4 silindrning x* +* =4 silindr ichida joylashgan

gismi sirti yuzini toping.
140. :*=2x sirtning «x=1, y=4. z=0 tekisliklar bilan
kesishishidan hosil bo‘lgan gismi yuzini toping.
9-§. Ikki o‘Ichovli integralning fizikaga tatbiqi

a) Massasi tekis tagsimlangan D sohaning statik momentlari:

X = ﬂxdrdy , v, =Hydw/y. (10)
b) Jismning mas;)asi, p(.\‘,y)-ZiCh“kkaDCga bo‘lganda
m= ([ p(x.y)dsdy. (11)
d) Massasi tekis taqsimlan;an D sohaning og*irlik markazi
-1 [[eaar, n=t JJ vacar (12)

e) Massasi tekis tagsimlangan D sohaning inersiya momentlari
I, = J I v’ p(x,y)dvdy ox 0°qqa nisbatan,
D

I, —jfxzp (x,y)dxdy oy 0‘qqga nisbatan, (13)
I, H x2 +y (x y dxdy koordinata boshiga nisbatan

formulalar bllan hlsoblanadl.
141. ;?=4x+4, y*=-2x+4, ciziglar bilan chegaralangan

figuraning og‘irlik markazi koordinatasini toping.
Yechish. Hosil bo‘lgan figura Ox o‘qga simmetrik bo‘lgani

uchun y_=0.
Berilgan figuraning yuzini topamiz:

)
S= Hdtdy 2jdy [ a= 2[[4 Y’ y44)dy_

o T
-f[>-3

P
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U holda (12) Ibrmuladan:

(+ 7))z > s
=- H Xdvdy = — f{/\' f xdx =é [%(4 - y: )2 - ]L()(_v: - 4)-}1)1 =

13( 3. 3 1 b 2 2
=- 3-—1"+—v”) fr=—|3p—2 42 ==, 0(:;0)-
8;[ 27 1o )T TR0 ) T G

142. p=a(1+cos8) kardiodaning Ox o‘qga nisbatan inersiya
momentini toping.

Yechish. Incrsiya momentini formulasi (13) ning 1-sidan
foydalanamiz.

Il = .U/)l sin” @ pd pd @ = TsinZ 0(1'6"'("}“0)/)3(1';0 =
D Q0

0

qallecose)

1 F . s
10=Za°fsm'0(l+cost9) dé =

L

4

_[ sin” 0 1 +4cos@ + 6cos® 8 +4cos’ 8 +cos® 0)(10-——2]/70
0

Quyidagi yuzalarning og‘irlik markazini toping

143. p=y?, p=2x*, x=1, x=2 chiziglar bilan chegaralangan
yuzalarning og'irlik markazini toping.

144. p=a(l+c059) kardioida chiziqlari bilan chegaralangan
yuzalarning og‘irlik markazini toping.

145. V' =ax parabolaning x=a, v=0 (»>0) chiziglar bilan
kesishishidan hosil bo‘lgan yarimsegmentning og‘irlik markazini

toping.
146. p=asin20 chizigning bir aylanishi bilan chegaralangan

yuzaning og‘irlik markazini toping.

Quyidagi yuzalarning inersiya momentini toping

147. y=2Jx, x+y=3, y=0 chiziqlar bilan chegaralangan
yuzaning inersiya momentini toping.

148. x+y=2, x=0, y=0 chiziglar bilan chcgaralangan

yuzaning qutbdagi inersiya momentini toping.
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149. y=4-x*, y=0 chiziglar va Ox o‘q bilan chegaralangan
yuzalarning inersiya momentini toping.

.\’2 “z . - . . - -
150. = +=-=1 ellipsning katta o°qiga nisbatan yuzalarning
=

inersiya momentini toping.
10-§. Uch o‘lchovli integrallar

Uch o‘lchovli integrallar ham ikki o-Ichovli intcgrallarga

o‘xshash aniqlanadi.
Endi fazoning biror » sohasida va shu sohaning o chegarasida
aniglangan uchta o‘zgaruvchining funksiyasi wu=/f(x,y,z) ni

qaraymiz.
Zf(p, YA, —Zf(,\,,),, Ao,
yig‘indini » sohada u=f(x,y,z) funksnyalar uchun integral yigindi

deb ataymiz.
Uch o*Ichovli integrallar quyidagi formula bilan aniqlanadi:

Ji%Zf (x.302) 80, =] (ﬂf(x,y,z)drdydz.

Uch o‘lchovli integralni ushbu formula bo‘yicha hisoblanadi:

o,(x) wa(x.y)

J:”fu ¥, z)dxdydz = J"b( I dy ,[ S, v, z)dz

a ix) “ix.y)

Silindrik koordinatalar sistemasida x=pcosf, y=psing, z=z

IHf(x.y,z)dxdydz =_[_Uf[pcos€, pcosb. z|pd pdfd:z

% m(o)
= (a6 | pdpff[pcose pcosf, z]dz.
4 /71(0) 3
151. 1 =m'zdxdydz integralni hisoblang, bu yerda » soha:

2 2

0<x<1/2, x<y<2x, 0<Sz<\fl-x"—p".
Yechish.

I/Z 2v

2 2 m |r;
(= (e~ T | wie =L T 7 e
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e sy 1(1_2.1) 7
2027 67 | 8 6 16) 192

152. /7 =J-J.J‘.\‘2yzdrdvdz ni hisoblang. Bu yerda T soha quyidagi
T

tekisliklar bilan chegaralangan x=0, v=0, z=0, x+y+z-2=0.

Yechish. T soha yuqoridan z=2-x-y pastdan z=0 bilan che-
garalangan. Jismning proyeksiyasi Oxytekislikdagi x=0, y=0, y=2-
tog'ri chiziqlar bilan chegaralangan uchburchakdan iborat.

I= m X yzdvdyd:z = Jz..\':d\‘T )’d\fz-j‘-y: = =J2'.\'Zdrzjt y(z_—'x;_yzdy =

0

1Fal(2-x) (2-x) 2(2- T s oo 16
_E£\|: ! ( \ ‘([I‘ 2— ——5

4
153. / =jﬂ.\'2d\'cbfdz uch o‘lchovli integralni hisoblang, bunda
L

7:x+ 3y +z2 <R shar.
Yechish. Ushbu
x=pcosd, v=psind, 6 (0<p<R 0<@<27, 0<O<7)
almashtirish yordamida sferik koordinatalar sistemasiga o‘tamiz. U

holda:

/= ijz sin® @ cos® pd pdpdO = ]‘sin3 GdGT cos® godgoj‘p‘dp =
;
27

S 7
= —555 _([sin’ 0(19[(/7 + %sin 240] ) AmR’

—l)d(cosB)——

Quyidagi uch o‘lchovli integrallarni hisoblang
154. Hj (x2 +y7 +z’)d\'afvdz integralni hisoblang. bu yerda
T

T:0sx<ua, 0<y<h 0<z<c
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155. JH xyzdxdyd:= integralni hisoblang. bu yerda
s

T:x*+yv'+z =1, x=0, v=0, z=0.

.

156. J‘ﬂ.\}":}lrtb’dz integralni  hisoblang, bu  yerda
)

157. IH(2X+3,V—Z)d¥d\’dZ integralni hisoblang, bu yerda
T
T: 2=0, z=a, x=0, v=0, x+y=h, (a>0, h>0).
158. Ijjzdtd\fdz integralni hisoblang, bu yerda T: z*=x"+y’,
T
kanonik sirt va z=2 bilan chegaralangan.
159.  [[[xdwdvdz  integralni  hisoblang, bu  yerda
T
T: x=0, y=0, z=0, y=3, x+z=2 tekisliklar bilan chegaralangan.
160%. [[[(~ +y+zz)]tl\'dydz integralni hisoblang, bu yerda
s
T: x*+z* =1 silindr va y=0, y=1 tekisliklar.

161%. Ijj(.r+)1+:)2drdydz integralni hisoblang, bu yerda
T

2 2
X +y

T: z2> paraboloid va x* +3? + 22 <34* shar bilan chegaralangan.

2a
11-§. Uch o‘lchovli integrallarni tatbiglari

f(x,»,z)=1 bo‘lganda uch o°chovli integral T jism hajmini

ifodalaydi:
v=| j j dxdydsz .
T

Jismning massasi y = y(x,y,z) zichlikka ega bo‘lgan jism uchun
quyidagi formula bilan topiladi:
M =IIIy(x,y,z)dxcbrdz'.
,

Jismning og‘irlik markazi quyidagi formula bilan topiladi:
- 1 . - -1 _ 5
x:H Iﬂ yxdxdydz, y-HLU yydxdydz, =z ——X/{-J;U}//.dxdyd.f..

Jismning inersiya markazi quyidagi formula bilan topiladi:

32



I, _m + 27 )delvdz, 1, —m X+ 27 )dvdvdz, 1, —m X+ ? ) dudyd.

162. he=x"+y. o=h snrtlar bilan chegaralangan jismning
hajmini toping.

Yechish. Izlanayotgan hajmga ega bo‘lgan jism pastdan
:=(x3+y3)/h paraboloid bilan, yuqoridan z=# tekislik bilan
chegaralanib. Ovv tekislikda »*+)* <k aylana bo‘ylab kesishadi.
Silindrik koordinatalar sistemasiga o‘tib x=pcos0, yv=psin0, z=z

paraboloid tenglamasi :=-’/’;ko‘rinisl1ni oladi. U holda:
1

v = [[[ dvdydz = [[[ pdvdpds= = j dp j pdp j dz =
Ia I 0

P
27 h /72 27 hp: [)4 I
=(do([ h=-L|pdp=[| 22| 4
G (G I K

won\F h’

(5L -t
163. =0, =0, y=1, y=3, x+2z=3 tekisliklar bilan chega-

ralangan prizmatik jism og‘irlik markazining koordinatalarini toping.
Yechish. Jismning hajmini lopamiZ'

(3 \)"
c!lr—I(J—\ d‘(-—(3\——2-\ J

3

v e~ farfar' [ e =faf 25

Uholda
(3-1)/2 3 -
;=§ Iﬂ.\'d\'z{;»d.:%jxdrj@ ! cL-=§ _([xdxj"
Hfo-nesiiete]
_mvmd_ —_[dxjva’y j'd_ —Idxjy(a ~x)dy =
=6j(3—x)dx=§(3x—%xl)3

=2.
3 (3-x)/2

E=—JH~d\dWL=—Id\I::§) j "dz:%'(i:@dxjdv:

=%[‘(3#”)3] =%. C(I;Z;%).
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Uch o‘Ichovli integrallarni tatbiglariga doir misollar
164. z=yx+)°, z=x"+)7 sirtlar bilan chegaralangan jism
hajmini toping.

165. = =0 tekislik. x=

D S PR . s s
= silindrik sirt va x* + 1" +27 =4 sfera

ichidagi gqismining hajmini toping.

166. 0<x<a, 0<v<a, 0<z<a kubning M(x,y.z) nuqtadagi
zichligi y(x,y,z)=x+y+z bo‘lsa. uning massasini toping.

167. x+y=1, z=x*+y*, x=0, y=0, z=0 sirtlar bilan chega-
ralangan jism og"irlik markazining koordinatalarini toping.

168. z*=xy, x=5, v=>5, z=0 sirtlar bilan chegaralangan jism
og‘irlik markazining koordinatalarini toping.

169*. 2x+3y-12=0, x=0, y=0, z=0 tekisliklar bilan chcgara-
langan jism og‘irlik markazining koordinatalarini toping.

170%. 2x+3y—12=0, x=0, y=0, z=0 tekisliklar bilan chegara-
langan jism og‘irlik markazining koordinatalarini toping.

12-§. Egri chiziqli integrallar

Aniq integral tushunchasini integrallash sohasi tekislikda
yotuvchi gandaydir egri chizigni bir gismi bo‘lgan hol uchun
umumlashtiramiz.

Bunday turdagi integrallar egri chiziqli integrallar deb ataladi.

Egri chiziqli integrallar ikki turda bo‘ladi: birinchi va ikkinchi
tur egri chizigli integrallar. Tushunishga qulaylik tug‘dirish
magqsadida ta’rifni tekislikda yotgan egri chiziq uchun beramiz.

I - tur egri chiziqli integral

K egri chzigning 4B yoyida uzluksiz f(x,y) funksiya berilgan
bo‘Isin.

2 (M )
=1
yig‘indini tuzamiz, bu yerda A/ 4B yoyning M, M, bo‘lagining
uzunligi, M’ esa M, M, yoyning ixtiyoriy nuqtasi. (1) yig‘indi
f(x.y) funksiyaning K egri chziqning 4B yoyidagi integral
yig‘indisi deyiladi.
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1-ta’rif. Agar (1) integral yig‘indi a7 —0 da limitga ega bo‘Isa,
u holda bu limit 4B cgri chiziq bo‘yicha f(x,v) funksiyadan olingan
I-tur cgri chizigli integral deb ataladi va quyidagicha belgilanadi
(yoy uzunligi bo"yicha).

lim 3 7(M W= [ /() @)

max .V,
AB
I-tur egri chiziqli integralda 4B egri chiziq Dekart
koordinatalar sistemasida y»=g¢(x), a<x<b formula bilan berilgan
bo‘lsa (2) integral quyidagicha hisoblanadi:

I S(x,p)dl = j:f[.\',(p(.\‘)]\/l +[;o'(x)]2d.r. 3)

AB a
I-tur egri chizigli integralda AB egri chiziq parametrik
ko‘rinishda x=g¢(r), yv=w(r). 1, <t<t, formula bilan berilgan bo‘lsa

(2) integral quyidagicha hisoblanadi:

If(.\',y)d/ = j"f[qo(t). l//(r)]\/[(p'(():]: +[4//'(t)]za’l . “4)

AR a

I-tur egri chiziqli integral aniq integral kabi xossalarga ega

bo*ladi faqat
l. jf(x,y)dl: J'f(x,y)d/ bilan farq qiladi.
AR BA
II - tur egri chiziqli integral
K egri chizigning 4B yoyida uzluksiz P(x,v) va QO(x,y)
funksiyalar berilgan bo‘Isin.

S P(x3)A% +O(x,3,) A, ] ©)

yig'indi P(x,y) va O(x,y) funksiyaning K egri chizigning 4B yoyiga
mos koordinatalar bo‘yicha integral yig*indisi deyiladi.

2-ta’rif. Agar (5) integral yig‘indi Ax—0 da P(x,v) funksiya
limitga ega bo‘lsa, u holda bu limit oOx 0'q bo‘yicha p(x,y)
funksiyadan olingan 2-tur egri chiziqli integral deb ataladi.

Agar (5) integral yig*indi Av—0 da Q(x,y) funksiya limitga ega
bo‘lsa, u holda bu limit Oy 0‘q bo‘yicha O(x,y) funksiyadan olingan
2-tur cgri chiziqli integral deb ataladi va quyidagicha belgilanadi;



li\m’oiP(.\;._l‘,)A\’, = IP(.\',)‘)([\‘.
maxAr, -+0 4= w

. (6)
lim ZQ(.\"._V,)A,\', = JQ(.\',)’)dy,
max.Ay, -M) 1 "
J’ P(x,y)dx+0(x,y)dy = J P(x,y)dx + I O(x,y)dv. (7)
AB 1B AB '

2-tur egri chizigli integral aniq integral kabi xossalarga cga
bo‘ladi. faqat
. J’p(x,_v)d\:-rQ(,t,y)dy:—{fP(x.y)u’x+Q(x,y)d_\«'} bilan farq qiladi.

Al B4

2-tur egri chizigli integralda 4B egri chiziq Dckart
koordinatalar sistemasida y=¢(x), asx<b formula bilan berilgan
bo‘lsa, (7) integral quyidagicha hisoblanadi:

I P(x,y)dx+Q(x,v)dy = J. {P[x,q)(x)] + Q[,\‘,(/)(.r)](p'(,\')}(lr. (8)

AB AR
2-tur egri chiziqli integralda AB egri chiziq parametrik
ko‘rinishda x=¢(1). y=w(¢), ¢, <t<t, formula bilan berilgan bolsa.
(7) integral quyidagicha hisoblanadi:

A

[ P(xy)de+O(x.y)ay = [{PLo(t)w (1) )0 (1) + O o(0)w (1) v (¢) . (9)
AB n
171. I(xz-l—y:)dl egri chizigli integralni x=acost. y=asins
K
0<t<2z parametrik formulalar bilan berilgan K aylana bo‘yicha
hisoblang.
Yechish. Integralni (4) formula bo‘yicha hisoblaymiz.
x'=—asing, y'=acose bo‘lganligi uchun
J(xz +y2)d1 = ] (a2 cos’t +a’ sinzt)\/(—asinl)2 +(acost)’dr =a]Td! =27ra’.
K 0 0

172. I(x—y)dl egri chiziqli integralni hisoblang, bu yerda K
K

to.‘g‘.ri chizigning A(0;0) nuqtadan B(4;3) nuqtagacha bo‘lgan
qismi:
Yechish. Avval A(0;0) va B(4;3) nuqtalardan o‘tuvchi to*g'ri
chiziq tenglamasini tuzib olamiz.
X=X _Y=n :>x—0

=y_‘0 = ;—3 v ! 3
NL=X V=W 4-0 3-0° ¥= l,:)—z
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(3) formuladan

3 -~ ~\2 1 54 5 . 5
x—v)dl = _‘-—i_' 1 i = .2 xdv=—x"| ==.
J( v)e I(\ 41) +(4 dx ) 401 Y= 72

[

173. [2xvdx-x’dv egri chizigli integralni hisoblang, bu yerda
J

K 0O(0;0) va A(2.1) nuqtalarni birlashtiruvchi to‘g ri chiziq kesmasi.

Yechish. 04 kesmani ko‘ramiz. Integrallash yo‘li tenglamasini
tuzamiz. Buning uchun ikki nuqtadan o‘tuvchi to‘g‘ri chiziq
tenglamasidan

1 | ——

(8) formuladan
IZ.\'\'(/.\' —xdv = JI.Z.\' L dv—x Lo = lj-xzdx = l.\‘3|2 _4
K ’ ’ 0 2 2 2 0 6 0 3
Quyidagi 1-tur egri chiziqli integrallarni hisoblang
174. J.\j»‘d/. bunda K: |x+[3]{=a, a>0 kvadratdan iborat.
K

175. bunda K: 0(0:0), 4(1;2) nuqtalarni tutash-

dl
TRVASES S +4
tiruvchi to g ri chiziq.

176. I.\jva'/, bunda «: i;+:/‘—’:-=1 ellipsning 1-chorakdagi

X a )"
qismi.
177. I)’Z‘{/’ bunda «: x=a(r—sint), _v=a(1—cost) sikloidaning
K

l-arki.

178%. '[ x*+y'dl, bunda K: x=a(cost+tsint), y=a(sint—rcost),
K

aylananing 0<: <2z dagi bir aylanishi.
179*. I(.\‘Z +_v2)2 dl, bunda K: r=ae™,(m>0) logorifmik
K
spiralning A(0;a) dan O(-;0) gacha bo‘lgan qismi.
Quyidagi 2-tur egri chiziqli integrallarni hisoblang
180. J-(J\'2 —2A3’)d\‘+(2x}’+)’2)dv bunda K: y=x* parabolaning
AR

A(1;1) nuqtasidan B(2;4) nuqtagacha bo‘lgan yoyi.
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181. I(Za—_t')dr+.\'4\' bunda K: x=a(r-sinr), y=a(l-cost)

AB
sikloidaning birinchi arki. / parametrni o'sish tartibida olinadi.

182. j(xz-yz)dw.r)dv bunda K: A(1;1), B(3;4) nuqtalardan
AB

o‘tuvchi kesma.
183. I(.t—_\’)zdx+(.t+_\'):d\’ bunda K: AO4B  bo'yicha.
K
0(0,0), 4(2;0), B(4:2) nuqtalar.
184*. j)'dr—(x:+,\’)cl,1r bunda K: y=2xv-x* parabolaning Ox
K
o‘qdan quyi gismi.
185*. Iydr+2xdy bunda K: %
K
rombning tomonlari bo‘yicha, yo‘nalish soat strelkasiga qarama-
qarshi.

=xl, bo'lgan

13-§. Ikkinchi tur egri chiziqli integrallarni integrallash yo‘liga
bog‘liq emasligi. Funksiyaning aslini to‘la differensiali bo‘yicha
tiklash. Grin formulasi

I. Ikkinchi tur egri chiziqli integrallarda D sohada
oP _0Q

o o (10)
shart bajarilsa,
$P(x,y)dx+0(x,y)dy =0, (11)
g
yopiq C kontur bo‘yicha olingan integral 0 ga teng bo*ladi.
dU(x,y) = P(x,y)dxc+O(x,y)dy. (12)

To‘la differensial formulasidan 0(0,0) dan M(x,y) gacha
integrallasak:
U(x.y)= [ P(x.0)dx + [Q(x,y)dy +C.

. (13)
U(x,y)=[P(x,y)dx + [Q(x,0)dy +C.
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2. D soha C chiziq bilan chegaralangan bo‘lib, shu sohada
o , ar co i i

P(x.x) va O(x.v), > av lar bu yopiq sohada uzluksiz bo‘lsa,
quyidagi Grin formulasi o'rinli bo‘ladi:

(f)de +Qdy = H(———)drdl' (14)

bunda, ¢ kontur chegarasi bo‘ylab yo‘nalish tanlashda p soha
chapda qoladi.

(2.3)

186. / = J' (x +3y)dx+(v +3x)dv hisoblang.
(1.1)
Yechish. P(x.3)=x+3). o

15,0
O(x,v)=y+3ux, =—*-—3 10) tenglik
O(x)=y 3, L=L -3 (10)

x=2, dx=0, 1<y<3; uholda:

J ‘+v)(aw+f(v+6)"3 ( 1’“3“)

4-1

bajariladi. v=1, dv=0, 1<x<2;
2 , 3
Y i6v| =
(5+)
1 1

+3(2-1)+ ——+6(J—|)_1 5+3+4+12=20,5.

187. dU [v+ln x+1 ]dx+(r+l— )dy, bo‘lsa U(x,y) ni toping.

Yechish. P(x,y)=y+In(x+1). O(x.y)=x+1-¢", Z—P éO 1,
) ax

U(x.y) =j"‘(-"+ v +I(x+ 1 —e-")dy =[xIn(x+1)-x+ ln(x+]):”;r +

+ (.\:v +y—e ),; =(x+1)In(x+1)—x+xy+y—e"+1+C.

188. (4x2y3 -3y’ +8)abc+(3x‘y2 —61y—l)d_v=0, differensial tengla-
mani yeching.

Yechish. Bunda P(x,y)=4x%)" =3)* +8, O(x,y)=3x"y" —6xp -1
or_9Q

=12x’y? —~6y; bundan esa dU = Pdx+Qdy
o ox
A(0;0). B(x;y) nuqtalarni tanlasak:

ya’ni U=C.

U= f8d\’ + j(3x"_v3 —6xy — l)c{v =C, yoki 8x+x'y’-3n’—yp=C
(4] 0
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189. /= 95 (xF+y7 )d.r+(.r-s—_v):(lf\' integralni Grin formulasi yorda-

(&

mida hisoblang. bunda C kontur L(I:1). M(2:2), N(1:3) uchburchak.

2
Yechish. Bunda P(x,y)=2(x"+)?). O(x.y)=(x+r)

£—4v (1—0—7(\+ v). ig—i)=2\'+7v—4v=7(\'—y),

-~

cy cx oV
(:f) r+v (x+¥) H') \—»)a’\'d)

LM: y=x, MN: y=-x+4. Karrali mlcgralm hisoblaymiz:

4-r

l= HZ(X - v)dxdy = Zjdrdjr(.l‘ -Vv)dv = Zj(.\)' - %,\'EJ
= 2J:(x(4 -x)- %(4 —x) -+ %.\'2 }ir = 4j:(4x -x7 - 4)flx =

= 4(2,\': - ; X' - 4.\')
3

190. I=<j>—2x3dr+xv2dy integralni Grin formulasi yordamida
C

__ 4

hisoblang, bunda C kontur ¥’ +)?=R? yo‘nalishi soat strelkasiga
qarama-qarshi.
Yechish.

Bunda P(x,y)=-xy, O(x,y)=x", °9Q_aor =x"+y':

ax Oy
! =?—2x3),~dx + ,\yldy - II(XZ + yl)dxdy = |x =pcosO, y=psind, 0<6< 27Z'| =
[

2z R 27 4
= ﬂpzpdpde = Ia’@jp"dp = lR" I do = i

0

Funkmyamng aslini to‘la dlfferensnah bo‘yicha tiklashga
doir misollar

191. dU :[e”” +cos(x—y)]d\'+[e“"' —cos(x—y)+2]dy.
192. dU :(1 - +cosx)(£\'+(e"" +cosx)a'y.

193. dU =(x2 -2x’ +3)dx +(y2 —2x2y+3)ajv.

194, dU =(2x -3x° +2y)dt +(2x -3y + 2y)aj).

195. dU =(shx+chy)ds +(xshy +1)dy.

40



196*. dU =(arcsinx — xIn v')dx —(arcsin y+ %Jdv

Differensial tenglamani yeching
197. (2xsin v+ ycosx +2x)dv +(x’ cos v +sinx—siny—3y2)dy =0.

198. (2.\1'“ +1In y)d.r+(e" + X +¢>")dy =0.

-‘.
Grin formul‘niga doir misollar
199. 4) (1-x° \(l\+\(l+\)(l) C:x’+)y =R

200. @(xy+\-f »)dx +(n +x—-y)dy, C: ¥’ +y* =ax.

43\/1 + vidx+ )[n + In(\ + ,/1 + 3 )]afv integralni hisob-

lang. Bu yerda C:1<x<4, 0<y<2 to‘rtburchakning musbat
yo nalishi bo‘yicha.

14-§. Sirt integrali

. f(x,v.z)- funksiya, § - sirtda aniglangan uzluksiz funksiya

bo‘lIsin.
,',"_‘}Z/(‘n-: )AS, Hf(A »,z)dS. (15)
(15) formula bilan aniglangan ifoda l-lur sirt integrali deyiladi.
Agar =z==¢(x.y) funksiya S sirtda aniqlangan, uzluksiz

funksiya bo‘lsin va Oz o°qqa parallel o‘tuvchi to*g‘ri chiziq S sirtni
fagat 1 ta nuqtada kesib o‘tsa, (15) integral quyidagicha hisoblanadi:

[I.7Gey.z Jas =[] f[.\-.,v,«)(x,,v)]\/l +(%J +(%)ded y. (16)

Agar  P(x,y.z). O(x,3,.2), R(x,y.z) funksiyalar S§*, ya’ni §
sirtning » normal vektorining musbat yo‘nalishiga mos kelsa, u
holda quyidagi integral, 2-tur sirt integrali deyiladi:

UPdvd +Qdvd= + Relxdy H(Pcosa+Qcos,8+Rcosy)ciS’. (17)

Agar S sirt ®(x,y,2)=0 oshkmmas holda berilgan bo‘lsa,
yo‘naltiruvchi kosinuslar quyidagicha bo*ladi:
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+od/éx
J(ewjax)’ + (6w av) +(emioz)

cosa =

. a= z(ﬁ,o.\-),

LoD/ Sy )

C()S/}: : i'O(l), oy - =, /} = Z([]’O);)‘
J(@w/ax) +(ew,ar) +(ew/az)

cosy = 00/ & . 7=4(ii.():).

\l(oﬂ)/ﬁx) + (8w ay) +(cwyéz)’
Sirtning inersiya momentlari quyidagi formulalar bilan
topiladi:

L.=[[(»*+z )dSl—”r+ dSl—ﬂ‘+\ ds.

S
Sirtning og'irlik markazlarl M(%.7,Z) ning koordinatalari

quyidagi formulalar bilan toplladl
=—des y =-jju1 z =%[jzd5.

Sirtning massasi, statik momentlan quyidagi formulalar bilan
topiladi:
m=[ydS, M, =([zydS, M, =[[xydS, M, =[[yyas.
S S S Ry

Stoks formulasi:
@de +Odv + Rd- =

R _29 or _oR 99 _op
_”l:( ) a+(a: aI)cosﬂ+(6x ay)cosy]a’S.
Ostrogradskiy-Gauss formulasi:

oQ OR

Lj(Pcosa +Qcos B+ Rcosy)dS = I!I(g_i ay i
202. 7= [(x* +y)ds, sirt integralni hisoblang, bunda § sirt z=0

)d xdyd:=.

va z =1 tekisliklar orasidagi z* =x* + y* konus sirtidan iborat.

Yechish. Bunda
ey, Eo_* N
| x [fe+y O ,/xz+yz’
2 . 2 2 2
ds = 1+(@) | E aedy= 14—+~ dedy =2y,
ox oy xX+y" x +y



I-_—J.j-(.\‘z +y3)dS=\/§J-I(x2+-‘.2)d\,dy=lD:x2 +y2 <il=
0

S
2 I :] \/.'2'
=2 dO| pdp=4J2|-dO0=—"n.
N R e P
203. I=”x2_v2:dx‘dv sirt integralni hisoblang, bunda S sirt

x? + 37 +z2 = R? sferaning yuqori yarim sirti.
. - 2 2 2 2
Yechish. Sferadan x +y +z°=R", z=

l= ﬂxzyzzd.\‘dy = H R = x* = ydvdy =|x = pcosO, y = psin0|=
R Ry

=Hp5 cos? @sin® G| R* — p*d pd & =4j‘cos2 fsin’ OdHTpS\/RZ -pldp=
D ] (4]
=| /Rz _p: =1. Rz _pz =13, pdp=—ta'l, p4 =(R: _12)2|=

1 —cos40
2

204. z=+Ja* -x* -y yarim sferaning Oz 0‘qqa nisbatan inersiya
momentlarini toping.

Yechish. =

2 2
ds = \/l +(E) +(2) dxdy = __adxdy ,
Ox Ox [a> — 2 —y?
7 adxdy .
/.= H xt+ y? )"3 —H _"2 =|x=pcosh, y= psiné|=
s \/a —X" -y

]
o'—-—.u.:]

a’HT(RZ ~e) Pdt =2 2R
) 1057

= _ *d 4 ,
J; \/__/)—pdpdg l\ +y <a| 40!(!0!%:371’0-.

205. 1=c‘f)xydx+dy+zdz integralni Stoks formulasi bilan
hisoblang. Bu yerda C:x*+3* =22, z=0.

Yechish. =0 tekislik uchun normal vektor n=% bo‘ladi,
bundan esa cosa=0, cosff=0, cosy=I kelib chigadi.
P=x%y', O=1, R=:z ckanidan:
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I= (f).rzysdx +dy+zdz =

) os(z+ i—(—{e—}. os ff+ (20———(1))1.09/}/5—
’ o ov

S’|r<>

u

(-
- Jfass

D:x*+y*=r* x=pcosb, y=psin0 almashtmsh bajarsak:

cos ydS =|cos ydS = d\(l)l-—3ﬂ\ Vidvdy.

a2

I= —3J.J',o5 sin® Ocos” Od pdf = —12 I sin’ @ cos’ Odﬂj;p‘dp =

[

_ =12 __L, 5] B _
=-2r° Jsm Ocos’ 0a’0———.|‘sm 20d0 y { (1 cos40 10
6 72 .
=—-'—(t9—lsin4()) =—”—’—.
4 4 A 8

206. (j.j)(xcosa+ycosﬂ+zcosy)ds integralni S jism sirti

s
bo‘yicha Gaus-Ostrogratskiy formulasi yordamida hisoblang.
Yechish. Gaus-Ostrogratskiy formulasiga asosan:
& & oo X
@(xcosa +ycos B+ zcosy S = ”J(a + a + 5)drdydz = 3]1[&({»‘(/: =3V.
Quyidagi 1 - tur sirt integrallarini hisoblang
207. ” v=ds bunda S::=x+)* sirtning =z=0 va :=I

tekisliklar ora5|dag| qismi.
208. jj (x*+y*)ds bunda 5: x* + 7 + 22 = sfera.

209 ﬂx y?ds bunda S: z=\R ~x* -y yarim sfera.
210. [[\JR —x* - y?ds bunda S: z=y/R* x> ~)? yarim sfera.
S

2 ~2
211%, ﬂ x'+y'ds, bunda s: —+)——b—2_0 (0<z<b) konusning
s a a
yon sirti.
Quyidagi 2 - tur sirt integrallarini hisoblang
212. Hyzdyd7+rza§cd4+x)’d\'a§? bunda S:x=0, y=0, =0, x+y+z=a

tekisliklar bllan chegaralangan tetraedrning tashqi qismi.
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213. ﬂ:drd: bunda s: X +¥—I:—:=0. konusning yon sirti.
J

a’ a” o

214. JIA‘Z({\fd: +Vidvdz + Z'dvdy  bunda  S: ¥ +y'+z =4, 2>0
N

yarim sferaning tashqi sirti.
215. II.\‘({tftl: + vdxd= + zdxdy bunda
;

S:x=0. v=0, z=0, x=1, y=1, z=1 kubning tashqi qismi.

216. az=x"+)*, 0<:z<a parabolik sirtning og‘irlik markazi
koordinatalarini toping.

217. z=\/.\'2+y2, 0<z</ konusning yon sirtini inersiya
momentini toping.

Stoks formulasiga doir misollar
218. (ﬁ(\ —z)dx+(z-x)dv+(x-y)dz bunda S:*+)?=1 shar va

x+y=1 tCle|lk
219. (ﬁ(y )dx +(z—x)dy+(x~-v)d= bunda S: x*+3* =1 ellips va

x+z=1 tcklsllk.

220. q;.t(it+(_\’+x)dy+(.\‘+y+:)d: bunda S: x=asint, y=acost,
z=a(sint +cost), 0<r<2x egri chiziq.

Ostrogradskiy-Gauss formulasiga doir misollar

221. ”,\‘zdyct + Vidxdz + z*dvdy bunda

S:0<x<a, 0<y=a, 0<z<a kubning tashqi sirti.
222. J-j..\dya'.f_ +ydvdz +zdxdv bunda  S:x+y+z=a x=0, y=0, ==
\Y

tekisliklar bilan chegaralangan piramidaning tashgqi sirti.
223. H.ﬁajvdz+ Ydedz +Zdedy bunda S: x* +)* +z* =q° sferaning

tashqi sirti.



II1 BOB. MAYDONLAR NAZARIYASI ELEMENTL,ARI

15-§. Skalyar maydon. Yo‘nalish bo‘yicha hosila. Gradiyent.
Yuksaklik chiziqlari va sirtlari. Oriyentirlangan sjr¢

Fizik masalalarni hal qilishda asosan ikki xil kattaliklar bilan
ishlashga to*g'ri keladi. Bu kattaliklar skalyar va vektor kattaliklar.
Statik maydonda u kattalik M nuqtaning fazodagi o‘rnj bilan
aniqlanadi.

u=u(M)=zz(.r,y.z)=zl(f), r =M nuqtaning radius vektorj.

u(x,v,z) funksiyadan /- vektor yo‘nalishidagi hosila quyidagi
formula bilan topiladi:

ou  CSu ou Cu
— =—_-cosa+—_—cosff+—cosy. (N
ol Ox ay oz

Bunda a-_-é(i,Ox)’ ﬂ=£(i,0y), y=4(i,02) hosil qilgan
burchaklari.
u(x,y,z) funksiyaning gradiyenti va uning uzunligi quyidagi

formula bilan topiladi:

ou- Ou- Oou--
gradu = —i+— j+—f.
& ' TeyltEk (2)

] _ | ou ' (o) (ouY
|g;aa’u|—\/(a) +(5) +(E) 3)
(3) formula eng katta o°zgarish tezligi deyiladi.

u=F(xy) tenglama biror sohadagi har bir (x,y) nugtasida « ni
aniqlab beradi, bunday aniqlangan soha skalyar « ning maydoni
deyiladi.

u =F(x,y), uy=F(x,y),... lardagi u,.u,,..lar 0‘zgarmas bo‘lganda
chiqiqlarning har biri bo‘yicha skalyar » o‘zgarmas bo‘lib, u faqat
(x.y) nuqta bir chiziqdan ikkinchi chiziqqa o‘tgandagina o‘zgaradi.
Bu chiziglar yuksaklik chiziglari yoki izochiziqlar deyiladi.
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u=F(xy.z) tenglama uch o‘lchovli fazoning biror gismida
skalyar + ning maydoni deyiladi. U holda izosirtlar yoki
yuksaklik sirtlari tenglamalary, = F(x,y,2), 1, = F(x,y,2),... lardan
iborat bo-ladi.

(x,0.z)  nuqta  x=x,+/cosa, v=y,+/cosf. z=z,+Icosy lar

to‘g'ri chiziq bo‘yicha %=l tezlik bilan harakat qilsin. U holda

w=1F(x,vz) skalyar
A -
_du du (.r a+£c05/)’+i(.os}' N-1,
Tdt dl ex oy oz
OF 6F a_F

b

ox’ (';‘_v oz
vektori bo‘lib, / (cosa:cosfBicosy) yo'nalishning birlik vektoridan

tezlik bilan o‘zgaradi, bundagi N( ) izosirtning normal

iborat.

Ta’rif. Maydon skalyari bir xil qiymatlarga erishadigan
maydon nuqtalari to‘plamiga shu maydonning sath sirtlari (yoki
ekvipotensial sirtlar) deyiladi.

Agar sirtning tomoni tanlangan bo‘lsa u holda sirt oriyen-
tirlangan deyiladi.

224. u=x"yz?+x'—)»"+2z funksiyani A7(2;-3;4) nuqtadagi

/(-3;0;4) vektor yo*nalishi bo‘yicha hosilasini toping.
. 0 3 > 0 b C
Yechish., = ax'y=7 +3x%, T“=x‘:' -2y, (;"=2x‘_1: +2
ox ay c=

—_1524. 24 Z262, DY~ 380,
A%

Qu

9 <

] -
OX |y, s

/(-3;0;4) vektorning yo-naltiruvchi kosinuslarini topamiz:

—3 a, a, 4

cosa =2 = . cosf=:5=0, cosy =% =—.
2 ZBE

|a| Jo+0+16

(1) formulaga asosan:
u_ 1574( ’;J+262 0-382.4 3044
o 5 5 5
225. z=arag(x+y) skalyar maydonning Af,(1;2) nuqtadagi
y=2x" parabolada yotuvchi. shu parabola yo‘nalishidagi hosilani
toping.

47



Yechish. Parabola M,(1;2) nuqtada Ox o‘q bilan « burchak
tashkil qilsin.U holda |
! 1
tga =y (xg)=4, cosa-\/rﬂg:a _Jl+l() —\/ﬁ'

T . 2 1 4
= - = =Jl-cos"a = |1 - — =—,
cos 3 cos( 5 a) sinag=l-c TR

1 1

_ 1 L .

", 1+(_r:+),:) 10" o, ]+(x:+",:_) 10°
el 11 14 5 17
ally, 1017 10417 10417 34~

226. wu=x'z*-In(z+1) skalyar maydonning M,(-1:1:2)
nuqtadagi eng katta o‘zgarish tezligini toping.

Yechish. @ = (2xy2:z)l =-8, £’):Ii
Cx |y, A ay

z =

ax

A,

= (Z.rz_vzz - L)
At z+1)],

gradu=-8i+8j + ]?I/\:,

cu

ﬁ."
cz

|grady| =\/64+64+% _J 373 .

227. u=x"+y* +2y yassi skalyar maydonning sath chiziqlarini
toping.

Yechish. Maydonning satr chiziglari x*+?+2y=C tenglama
bilan ifodalanadi. Bu tenglamadan ko‘rinadiki, satr chiziglari C>-1
bo‘lganda, markazi (0,-1) nuqtada bo‘lgan konsentrik aylanalardan
iborat bo‘ladi.

228. u=c") skalyar maydonning sath sirt tenglamasini toping.
Bunda a - o‘zgarmas vektor, r - nuqtaning radius vektori.

Yechish. Masala shartidan a=gji+a,j+ak, r=xi+yj+zk ga
teng. Ularning skalyar ko‘paytmasi esa

(5~;)=a,.v+azy+azz.

Demak, sath sirt tenglamasi quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi:

d=c, c>o0.
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Bundan
(z} - I:) =InC =ax+a,y+az=InC

ni olamiz. Bu parallel tekisliklar oilasini beradi.

Funksiyalarning berilgan yo‘nalish bo‘yicha hosilasini toping

229. Nz=x'+u", MM, vektor yo'nalishida, bunda
M, (1:2), M,(3:0).

2)u=xv+T +xz, MM, vektor yo‘nalishida, bunda

M, (1;2;3), M,(5:5:15).

3) z=In(3x" +21"), a(3;1)vektor yo*nalishida, bunda a,(-1; 2).

230 =3P+t i}[%;% g)vektor yo‘nalishida, bunda
M, (L1;1).

231. a(2:2:-1) vektor yo*nalishida, bunda A ( 2;%).

232" u=:ln(.\‘3+y2—z). xy=2cost, y=2sint, =3, 0<t<27 ayla-

na yo‘nalishida, bunda M(,(l;—\/g;3).

Funksiyalarning M, nuqtadagi eng katta o‘zgarish tezligini
toping

233. u=xvz-xv’z+xz°, M,(-21.0).

234. u=ln(l+x+y2+23), My (1;1:1).

235 u=c"", M,(-1;4;-2).

232%. u=x’arctg(3y —z), M,(2;1;3).

16-§. Vektor maydon. Vektor chiziqlar. Vektor maydon
divergensiyasi. Ostrogradskiy-Gauss formulasi

Har bir M nuqtasiga biror a vektor mos qo‘yilgan fazo vektor

fazo deyiladi.
Har bir nuqtasida urinmaning yo‘nalishi shu nuqtadagi a

vektor yo‘nalishi bilan bir xil bo‘lgan chiziqqa (I(M)vektor
maydonning vektor chizig‘i deyiladi.
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a=P(x.y,z)i+0(x,y,z)j+R(x,y,z)k vektor maydonning vektor
chizig‘i
dx _ dv _ d=- (4)
P(x,y,z) O(x.y.z) R(x.y.2)

formula bilan topiladi.

Vaqt birligi ichida butun o sirt bo'yicha ogib o‘tayotgan
suyuqlik umumiy miqdorining taqribiy qiymati, quyidagi yig‘indiga
teng bo‘ladi:

M= Za(M Ao . (5)

(5) yig‘indidan olmg,an hmlt -tur sirt integrali bo*lib. vektor
maydonning o sirt oqimi deb ataladi va quyidagi ko‘rinishda

bo‘ladi:
= lim Za M)n ‘Ao, = Ha n’-Aoc. 6)

max Ag, -0
Bunda »] sirtga musbat oriyentirlangan birlik vektor.
)}F(cosa;cos Picosy), Ez[l’(x, y,z);Q(x,y,z);R(x,y,z)]
larni skalyar ko‘paytmasini e’tiborga olsak, (6) formulani
quyidagicha yozish mumkin:
M= ”P(x,y,z)ajzdz +Q(x,_v,z)drct + R(x,y,z)d\‘d_v,

yoki
= J:“:P(,\ y,z)cosa +O(x.y,z)cos B+ R(x, y,z)cos y]do-. N

o sirt yopiq bo‘lganda, (7) formula quyidagicha yoziladi:

H=¢I)Ez-n?d0’.
oP 30 R
dlva(M)—(g af = (8)
(ﬂ)l’dydz+decL+Rchd m[zf ig ‘Z’f}mw

cﬁ)a Hldo = ﬂ:jdlva(M)dO"

(8) a vektor maydon divergensiyasi formulasi.
(9) Ostragradskiy-Gauss formulasining vektor ko‘rinishi.
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Vektor maydonda 1 yopiq kontur bo‘lsin, r=xi+yj+:zk
nuqtadagi radius vektor bo'lsin. a(af) vektor maydonning £ yopiq

gi radi
kontur bo‘yicha sirkulatsiyasi deb quyidagi formulaga aytiladi
11 = adr. (10)

1

Ushbu
= (J‘)a, dl = (j) Pdx + Qdy + Rdz.

ko rinishi ham bor.
a=P(x,y,z)i +O(x,3,z)j+R(x,v.z)k vektor maydonning uyur-

masi (rotori) quyidagi formula bilan aniglangan vektorga aytiladi:

rota(M) = (ﬂ-QQ) (”Z”-Qﬁ)ﬁ(ﬂ-f} an
ay (@ oz cx ox oy
Stoks formulasining vektor shakli quyidagi ko‘rinishda
bo*ladi:
(:f) P(x,p.z)de+ Q(x,v,z)dy + R(x,y,z)d= =
(12)
jj(”Q a”]d m(‘R a—QJajrdz+(a—P—a—R)drd.
Sl oy o oz oz Ox
(12) formulani quyidagi ko'rinishga keltirish mumkin
U =§a,di = [[n'rotado. (13)

L o
a=-yi+xj+bk vektor maydonning A(1;0,0) nuqtadan

xdx =—ydy
bdy = xdz

237.
o‘tuvchi vektor chiziqlarini toping
dv _dy d"

Yechish. (4) formulaga asosan:
-y X
Birinchi tenglamaning yechimi x‘+y’=C, yoki parametrik
holda
x=Ccost, y=C;sint.
Ikkinchi tenglamadan 6C,cost =C, costdz, bt=Cdz, z=bt +C

Demak, sistemaning yechimi
x=C,cost,

y=C;sint,
z=bt +C,.

Sl



M (1;0,0) nuqtadan o‘tuvchi vektor chiziglarini topamiz, buning
uchun ¢ =0 bo-lishi kerak, yani

1=C, ¢ X =COS!,

0=0, =T oy =sint,
. ¢, =0.

0=0+C,, - z=ht

bu esa izlangan vektor chiziq bo*ladi.

238. I tok kuchi o‘tuvchi cheksiz o‘tkazgichli magnit
maydonning vektor chiziqglarini toping.

Yechish. Oz o°‘qi yo'nalishini / tok yo-'nalishi bilan bir xil

qilib tanlaymiz. Bunda magnit maydon kuchlanganligi H=20xr
2

kabi aniqlanadi, bunda tok 7=7-k vektori; r-M(x.y,z) nuqtaning
radius vektori; p o‘tkazgich o‘qidan M nuqtagacha bo‘lgan masofa.
Bundan:

i j k .

Ixr=Ilkxr=|0 0 [I|l=-yli+xlj, = H= {(—yf-ij).
P

x y =
Vektor chiziglarning differensial tenglamalari sistemasini
tuzamiz:
_)l .r 0
Bundan
xdx + ydy =0, N x*+y'=C,
d=-=0,

Demak, cheksiz o‘tkazgichli magnit maydonning vektor
chiziglari markazlari 0z o‘qida joylashgan aylanalardan iborat ckan.
239. a=2i-(z-1)k vektor maydonning o: x* +)* =4, z=0, z=1
sirtdan tashqi tomonga o‘tuvchi oqimini toping.
Yechish. a vektor maydon o‘qimi r=r1, +11, +11, ga teng. Bundan:

I, =q§)5 ;:’.dcr= H(: - l)a’o‘ =H(0—I)da =—J:[d0 =4r,
M, =¢pa-nldo=-[[(z-1)do =~ [[(1-1)do =0,

2 o2 oy
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I, = ‘ﬁ"} ndo = H do =T4cosz 0:1’0_2[/-(1:' = 4T1+—°;—52—0 =8r.
a3 o3 5 ° :

Demak, NM=-47+0+87=4r.
240. a=xz*+3x'j+n7%k vektor maydonning x*+)°+z’=R?

sferadan tashqi tomonga o*tuvchi ogimini toping.
Yechish. Ogimni  Ostragradskiy-Gauss (9) formulasidan

topamiz:
M1 = [[[divaav = [[[(2* + y* + 5 ) dxdyetz.
[ v

sferik koordinatalarga o‘tamiz
R " 21
[[Jr sin Odrdpd0 = [ r*dr [ sin 0d0 [do=
[ 0 0

0

R = R s|®R s
T 2r _ 4 A7 . L _ 4R
—:[r (l/}[squplo (/0—-—272‘}[/ cos 0|, dr =4z 5], ==

241. a=yi—xj+z*k vektor maydonning x’+3)°=1, =0
aylananing musbat yo‘nalishi bo‘yicha sirkulatsiyasini toping.
Yechish. L chizigni parametrik ko‘rinishda yozamiz. U holda:
x=cost, y=sint, =0, dx=-sintdt, dy=costdt, d-=0.

2

U= (f)ydr —xdy +adz = f[sinl(—sint) - coslcost]a’l = —Ta’t =-27.
1.

0 0

242. a=yi—xj+ak, a=const vektor maydonning
sirkulatsiyasini x> +3»°=1, z=0 aylananing musbat yo‘nalishi

bo‘yicha toping.
Yechish. Masala shartidan: P=y, O=-x, R=a. (11) formulaga

mu;(M)=(%_%)7+(%-%]j+(-%-%Jz=-zk.

Aylananing musbat yo‘nalishi »=% normal bilan aniqlanadi.
Vektor maydonning sirkulatsiyasini (13) formula bilan topamiz:

asosan:

U = [[nrotado = -2[[nkdo = -2[[ drdy = -2Td¢j",w- =
o o ey 0 0

= -]frzl:) do = —Td(p =-g| =-2m.
0 O
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Vektor maydonlarning vektor chiziqlarini toping

243. a=xi+yvj+zk.

244, g=2xvi+2yvj+3zk.

245. a=2zi-3xk.

Vektor maydonlarning oqimini toping

246. a=xi+vj+zk ning x +31°+z*=R sferadan tashqi
tomonga o‘tuvchi.

247. a=xzi ning x*+1v’+z=1 paraboloidning tashqi tomonga
o‘tuvchi.

Vektor maydonlarning oqimini Ostragradskiy-Gauss
formulasi yordamida toping

248. a=4x’i+4y'j-6z'k ning »*+3* =9 silindrning z=0 va
z =2 tekisliklar orasidagi sirtdan tashqi tomonga o‘tuvchi.

249. a=xzfi+x*j+2'k ning X +)7+z° =R sferadan tashqi
tomonga o‘tuvchi.

250. a=xi+yj+zk ning X +v =R, (-H<z<H) silindrik
sirtdan tashqi tomonga o*tuvchi.

251. a=xi+yj+zk ning z=1-\x*+? z=0, (0<z<1) yopiq
sirtdan tashqi tomonga o*tuvchi.

Vektor maydonlarning berilgan nuqtadagi divergensiyasini
toping

252. grada\x* +y* +z°, M,(%-1;2).

253. axb, a=xi+yj+zk, b=vi+zj+xk, M0(3;l;—2),

Vektor maydonlarning oqimini  Ostragradskiy-Gauss
formulasi yordamida toping

254. a=(x+z)i+(x—y)j+xk, 2—;+§=| ellips bo‘yicha.

255. a=-yi+xj+5k x*+y =1, 2=0 aylana bo‘yicha.

256. a=x'y'i+2j+2k, x*+y'+z'=4 sferaning z=0 tekislik
bilan kesishish chizig‘i bo‘yicha.

257.  a=:zi+2yzj+yk. x*+9y°=9-z  sirtning  koordinata
tekisligi bilan kesishish chizig‘i bo‘yicha.
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Vektor maydon uyurmasining berilgan nuqtadagi
Kattaligini toping

258. a =z + X7+ vk My(-1:2;2).

259. a=xzi v(x+y+z)) -l-(.\‘: +17 +zz)/-\:, My (1;2;-3).

17-§. Vektor maydonning asosiy sinflari

Gamilton operatori deb quyidagi I-tartibli differensialga
aytiladi:

J: & - @ -
V:—I+— '+—k. ]4
et (14)
V —nabla.
i - Cu - Cu -
V=4 ﬂj + gﬁk = gradu.

ax  ¢v oz

¢ . 0 SR -
—J+—k ((Pi+Qj+Rk)=
it )( i+QJj+ Rk)

Va(M) =({’%i+
3 .

_OP QL R gva(m).

ox v o=
u S'u ou
sttt

div(gradu) =V (Vu)=(VV)u= =Au. (15)

(15) Laplas operatori.
Har bir nuqtasida divergensiyasi nolga teng bo‘lgan maydon
solitonli maydon yoki nayli maydon deyiladi.
Yopiq sirt uchun .[J-d-;z;ddo‘=jj-i}-}1;6(10' tenglik o°rinli bo‘ladi.
Har bir nuqtasida uyurmasi nolga teng bo‘lgan maydonga
potensialli (uyurmasiz, gradiyentli) maydon deyiladi.
a = gradu bo‘lsa u(x,y.z) funksiyani quyidagicha aniqlanadi:
A
u(x.y,z)= I P(x,v,z)dx +O(x,y,z)dy + R(x,y.z)d= =
M, (16)

= II’(.\',,\fo,zo)dr +IQ(.\’,)'.:0)aﬁf +IR(.\',)«',:)d: +C.
Bir vaqtning o‘zida potensialli va solenoidli bo‘lgan maydon

garmonik maydon (Laplas maydoni) deyiladi. Bu shartni
bajaruvchi u«(x,y,z) funksiya garmonik funksiya deyiladi.
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S (17)
ax” oz
260. Qanday shartlar bajarilganda a=¢(r)-r maydon solinoidli
bo‘ladi?
Yechish. Solinoidli bo‘lishi uchun diva=0,
divergensiyasini topamiz:
diva = div((p(r) . /—) =divp(r)-r+ (/)(r)div(f) =3p(r)+¢'(r)r=0,

d - .
3p(r)+¢@'(r)r=0, ¢'(r)r==3¢(r). -—(’0=—3@ d—(p=—3ﬂ,

dr ) r

a vektorning

Inl@=IC-3Inr, =S, o(r)=<.
R 3
261. a=x'+)7j+z°k maydon potensialli ekanini ko‘rsating va
uning potensialini aniglang.
Yechish. Potensialli bo‘lishi uchun rora=0, « vektorning
rotorini topamiz:

i j k
¢c ¢ d|_0 5, ¢ o . SCERE
rota=|— = T=—-l+—XJ+—Vk——Ak—TLI— z7j=0.
x ¢y Oz oy 0z ox av 0z ax
2 2 2
x Yy oz

Demak, potensialli ekan. M,(x,.».5,) va M(xy.z) nugtani
ko‘rinishda tanlasak, (16) dan:

u(x,y,z)= der+jyzdy+J Zld- = l(r +)t 4z )+(’.

Maydonlarning solinoidli bo‘lishi yoki bo‘lmasligini
aniqlang
262.

a=(6x-Tyz)i+(6y—Txz)j+(6z-Txy)k.
263. [1 (4,\ 8yz)i +(—4y —8xz) j + 8xyk.
264. a=(-2x+yz)i+(-2y+xz)j+(-2z +xp)k

265. a=(5x 6) )i+(Ty—xz)j+(-12= - )k
Vektor maydon potensialini toping
266. a= (212 3y’ )1 +(2.,2 —(,v,\'_v).j~!-(x2 +4yz)lc'.
267. a= (z +6xv)l+(.)x —4vz)j+(2xz—2y2)k'.
268. a=(2: -2x)i-2yj +2xk

56



269. g =(2x —)f— z+ \)/ — yk.

a, 3. yning qanday qiymatlarida maydon

1) solinoidli 2) potensialli 3) garmonik bo‘ladi?
270. a=(ax+Bry+7)i+(yx+ay)j+(fx+:z)k
271. a=Bxi+(ax+3y—z)j+yyk.

272. a=(ax+yz)i+(2ay+3z)j+(x+ By +:)k.
273. a=(yx-2pB=-2y)i+(ax—y)j+(x-z)k
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IV BOB. SONLI VA FUNKSIONAL QATORLAR
18-§. Asosiy ta’riflar, qator yaqinlashishining zaruriy sharti

1. Sonli qatorlar haqida asosiy tushunchalar
1-ta’rif. «,.u,, u,, ..., u,,... sonlar ketma-ketligidan tuzilgan

N IR T U S T ~Zu (H

cheksiz yig‘indiga sonli qator deyiladi. u,u,. u,.....u,,. larga
gatorning hadlari. », ga esa n-hadi yoki umumiy hadi deyiladi.

2. Qator yig‘indisi va uning yaqinlashishi. Sonli qator
ta’rifidan ma’lumki, uning hadlari cheksiz ko‘p bo’lib, yig‘indisini
oddiy yo‘l bilan qo’shib bo‘lmaydi. Shuning uchun qatorning
yig‘indisi tushunchasini kiritamiz. (1) gator hadlaridan

u=S. y+u,=S,, wtu,+u =S, utu,tu+tu, =S,
qismiy yig‘indilar tuzamiz.

2-ta’rif. lim§, =S chekli limit mavjud bo'lsa, S ga qator
yig‘indisi deyiladi va qator yaqinlashuvchi deb ataladi. Chekli
limit mavjud bo‘lmasa, qatorning yig‘indisi bo‘lmaydi va u
uzoqlashuvchi deyiladi.

3. Qator yaqinlashishining zaruriy sharti.

1-teorema. u, +u,+..+u,+.. (2) qator yaginlashuvchi bo'lsa,
ligluuzo shart bajariladi. Bu shart qator yaginlashishining zaruriy

sharti hisoblanadi.
Natija. Qator umumiy hadining » -« dagi limiti 0 ga teng
bo‘lmasa, u uzoqglashuvchi bo‘ladi. Lekin limu,=0 shartdan

n—rr

qatorning yaginlashuvchiligi kelib chigmaydi. Bu shart faqat zaruriy
shart bo‘lib, yetarli emas.

58



1 1

— 4o ator yagqinlashishini
3-4 n(n+1) 9 yaq

274, 1,

tekshiring.
Ycchish. Berilgan qatorning » qismiy yig‘indisi
] 1 1 1

S, =—+—+—+...+ =
" 1.2 2.3 3.4 n(n+l)

(I 1 (l 1 (l l) (l 1 ) 1 1 1
=l-—=|+|=—= |+ === [+...+]| —— =-— =1-
1 2 2 3 3 4 n n+l 1 n+1 n+1

bo‘lib, IimS"=lim(|_ ): . Shunday qilib, berilgan sonli qator

n+1
yaqinlashuvchi va uning yig'indisi $=1 bo‘ladi.

275, L, 1

et +... gator yaqginlashishini
14 a7 700 T Buo2)Baryy Ao yad

tekshiring.
Yechish. Bu qatorning qismiy yig‘indisini hisoblab, uning

limitini topamiz:

o TR
"'TJ 7 (gn—")(an) 3 4 4 7))

3
et oA
T 3\3n-2 3n+l 3 3n+1

IlmS —llm 11— ! ):l
n-ve n—re3 3n+1

Demak, berilgan gator yaqinlashuvchi va uning yig‘indisi s==

Quyidagi sonli qatorni yaqinlashishga tekshiring. Yaqin-
lashuvchi qatorlarning yi0‘indisini toping.

276. Z:n(n+3 277. Z 2n+5) (2n+7) 278. z:911’+21n+10

n=1 n=1
= 1 = 2n+1 = 4n
. 280. ) ———. 28l.
279. ;4':2 +4n-3 ;n *(n+1)° ,.Z( 2n-1)"(2n+1)"

< " SR
1) (3n=1). 2|
282. ;( l) (3” ) 283. Z( +( ) ) 284. Z9n +21n+10

n=l

=

I n+3
285. > 5 286*. Z'n(%”) 287+, Yarccig (n +1)‘

n=1 n=1

n=1



19-§. Musbat hadli qatorlar yaqinlashishining taqqoslash
va Dalamber alomatlari

1. Qator yaqinlashishining taqqoslash alomati
Uy Uy U (2)
VAV, L, 3)
gatorlar uchun u <1, u, <vy,.u, <v,,.. tengsizliklar hamma » lar
uchun bajarilib, (3) qator yaqinlashuvchi bo‘lsa. (2) qator ham
yaqinlashuvchi bo‘ladi. (2) qator uzoqlashuvchi bo‘lsa. (3) qator
ham uzoqlashuvchi bo‘ladi.

2. Dalamber alomati. Musbat hadli o +a, +..+a, ta,, +..

nel

gator berilgan bo‘lsin. limZ=t =4 limit mavjud bo'lib, d <1 bo‘lsa.

et g
qator yagqinlashuvchi, ¢ >1 bo‘lsa. qator uzoqlashuvchi, ¢ =1 bo-lsa.
qator yaqinlashuvchi ham uzoglashuvchi ham bo‘lishi mumkin,
bunday hollarda qatorni boshqa alomatdan foydalanib tekshirish
kerak.

288. 1+—.'-+ﬁ+——:+...+%+... qator  yagqinlashishini

tekshiring.
Yechish. Berilgan gatorni I+%+%+%+...+%+... qator bilan

tagqoslaymiz. Ma’lumki, keyingi qator maxraji q=% ga teng

bo‘lgan geometrik progressiya bo‘lib, yaginlashuvchidir. Hamma »
1 1 r T

lar uchun WSE— tengsizliklar bajariladi, demak, tagqoslash

alomatiga asosan, berilgan gatorning ham yaginlashuvchi ckanligi
kelib chigadi.
1 . C e ..
289. 1+ L, 1, L1, qator yaqinlashishini tekshiring.
2t 3 n!
. . 1 1. n! 1
Yechish. d=lim——: —=lim=—"_ - [jm—— =
s (nl)t ot e (n]) P ] 0<l. Demak,
berilgan gator Dalamber alomatiga asosan yaqinlashuvchi.

290.I+2+§+...+ n
3 5 2n—

 +- qator yaqinlashishini tekshiring.
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Yechish.
.on+l n . (n+DH(2n-1 .20 -
d =hm : = ( X )=l 1 ',Hz l
me 2n+l 2n—=1 #»= (2n+Dn n-v 2N 40
Bu holda Dalamber alomati savolga javob bermaydi. Berilgan
qator uchun qator yagqinlashishining zaruriy shartini tekshiraylik.

. . n |
limu =lim-——=—-=0.
nossr n o 2,]__' 2

Qator yagqinlashishining zaruriy sharti bajarilmaydi, demak,

berilgan gator uzoqlashuvchi.
o
Qatorlarni yaqinlashishining taqqoslash alomati bilan

tekshiring
291, 1—1+1—1+..+(=1)""+....

2 12 1(2Y 1(2
92. —+—|=| +=| = | +...+—
2 5 2(5) 3(5) n

2 3 4 n+1

= o —+

3 5 7 2n+1

2
=Z=1.
2

W |
+

2 4 6 2n
296 i+—l—+—l—+ + s
121 31 77 2n+1 T
| | 1
207, ——— 4+ ——— .=t ....
V-2 V2.3 ,/n(n+l)

2 3 b
298. 2+2—+3-—...+—"—+....
2 3 n

1 1

1
Qo+ ——=+—F—=+..+—=+... -
29 + > + 5 o+ - +

| 1 1 1

300. —+—=+—=+..+—+....
225§ (3n-1)
Qatorlarni yaqinlashishning Dalamber alomati bilan
tekshiring
301. 24,6, 8
3.9 27 8l
2 4 8

302, 1+ =+—+—... .
2t 3t 4
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137135
“ -;'.' 3‘
4.1+ =+ =+
3041435 35t 7
< 1.3 s 7!
5. -+ —+ + +
305 3t 24 a6 a6
1.5 9 13

306.—= PLE E
e N ORI/
307. 22”. 308. zw

'7n+3)

309. Z;L 310+ Y
n-1

n=t Mo

20-§. Musbat hadli qatorlar yaqinlashishining Koshi va integral
alomatlari

1. Koshi alomati. 4, +a, +...+a, +... musbat hadli qator berilgan
bo‘lib. linw/a_.=klimit mavjud va k<1 bo‘lsa, qator yaginlashuvchi,

k>1 bo'lsa, qator uzoglashuvchi, k=1 bo‘lsa, gator yaginlashuvchi

ham, uzoglashuvchi ham bo‘lishi mumkin, bu holda Koshi alomati
savolga javob bermaydi.

2.Qator yaqinlashishining integral alomati.
a +a,+..+a,+.., a>a,>..>a,>.., (a,#0)

musbat hadli qator berilgan bo‘lsin. f(n)=«, natural argumentli
funksiya tuzamiz. f(n) uzluksiz, musbat va kamayuvchi funksiya

h
bo‘lsin. l'mj f(nydn xosmas integral yaqinlashuvchi bo‘lsa, berilgan
1

qator ham yaqinlashuvchi, xosmas integral uzoqlashuvchi bo‘lsa,
qator ham uzoqlashuvchi bo‘ladi.

x n 2 3 n
311. "2 e () ing
Z’(Znﬂ 3+ 5 * 7 tet I+ + gqatorning

yaqinlashishini tekshiring.
Yechish. Koshi alomatidan

k=limz/a, =|im'-(

n-sx n-sr

)=|im n_ 1oy
)

2n+1 noe 2+ 1
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Shunday qilib, berilgan qator Koshi alomatiga ko‘ra
yaqginlashuvchi bo*ladi.
1 1 1 . . .
312. l+?+§5+...+”—2+... qatorning yagqinlashishini tekshiring.
1

. : I sy
Yechish. f(n)=— yoki /(x)=—= funksiyani tuzib, ushbu

n X
xosmas integralni hisoblaymiz:
T rl P 1Y}* 1
2y = | de=lim [xde=lim| =2 | |=1im[ - L4 1) 2
_!./(l)t\ JI._\_‘_(\ "l"r’IJ’J;\ dx ll_l:l)( -\'). Il,l.[:g( 5 l)_l,
Demak, xosmas integral yaqinlashuvchi, tekshirilayotgan qator
ham yagqinlashuvchidir.
Qatorlarni yaqinlashishning Koshi alomati bilan tekshiring

313. L+L++—l— ;
In2 In°3 In"(n+1)

314.l+(3)'+...( " )+
3 5 2n+1

. o1 a1
315. arcsml+arcsmz§+...+arcsm"—+... .

n
3 ! n+1\"
2 n
+ +...+

9 3"
3): (4)2 ( n+1 ):
+ 2|+ =] +..+ +
(3 5 2n-1
2 3 3J‘ ( n )Zn-l
+ =+ = +..-F +
(5) 8 3n-1

. i 2 +2n+1)
319*. S +2n+1)

316 +o. .

317.

2
"3
2
1
318. =
2

n=1

320*, 3+(2,1)2+(2,01)’+...+[2+(0,1)""]+,,, _
3 (6 (9Y) 3n Y
321* Z+(7) +(10) +m+(3n+l) *
3
322w, (2 o 2o( L) v (2]
227%.13) T7700) T Gen

Qatorlarni yaqinlashishning integral alomati bilan
tekshiring

913
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1 1 |
e ———————— ...
21n32+3ln:3+ (n+|)ln’(n+l)
1 1 |

-+
2In2 3In3 ninn

323.

324.

+...

: 2 Y l+n Y
325. (.lj_l) +(I+‘j) +...+( ':) +
1+1° 1+2° 1+n
] " l 4 ] + 327 ].;.l;..]_.‘.l+
326. T e 3 5 7 7
N 399, L, 2,3, 4
328.l+\—/_z+\—/7+\/m4... 2 3P 43+51+
=1 n+l 2 3
x —-']n—' 2 2 —"+
330%. 2 =M B rETnE Ty
3325, ot L
3-1 51 7'-1

21-§. Ishorasi navbatlashuvchi qatorlar. Leybnis teoremasi

1. Ishoralari navbatlashuvchi qatorlar. Ishoralari tartibsiz
holda almashuvchi gqatorlarga o‘zgaruvchan ishorali qatorlar
deyiladi. O‘zgaruvchan ishorali qatorlarning xususiy holi ishoralari
navbatlashuvchi qatorlardir.

Ishoralari navbat bilan almashinuvchi qatorlar yaqinlashishini
Leybnis teoremasi bilan tekshiriladi.

Ishoralari navbat bilan almashinuvchi

a —a, +ay o (=1)""a, 4 “4)
qgator berilgan bo‘lsin. Bu yerda a,, a,, 4, .., a,,... musbat sonlar.

2. Leybnis teoremasi. Ishoralari navbat bilan almashinuvchi
(4) qator hadlarining absolyut giymalari bo‘yicha kamayuvchi, ya'ni
a,>a,>a,>... va umumiy hadining » - dagi limiti nolga teng,
ya'ni limla,|=0 bo‘lsa, ishoralari navbat bilan almashinuvchi (1)
qator yaqinlashuvchi bo‘lib, uning yig‘indisi musbat va birinchi

haddan katta bo‘Imaydi. Bu shartlardan birortasi bajarilmasa qator
uzoqlashuvchi bo‘ladi.

3. O‘zgaruvchi ishorali gatorlarning absolyut va shartli
yaqinlashishi.
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1-ta’rif. O-zgaruvchi ishorali qator hadlarining absolyut
giymatidan tuzilgan qator yaqinlashuvchi bo‘lsa, o‘zgaruvchi
ishorali qator absolyut yaqinlashuvchi qator deyiladi.
2-ta’rif. O°zgaruvchi ishorali qator yaqinlashuvchi bo‘lib,
uning hadlarining absolyut qiymatidan tuzilgan gator uzoglashuvchi
bo'lsa, o zgaruvchi ishorali qator shartli yaqinlashuvchi qator
deyiladi.
333.1- 1
4

Yechish. [.eybnis alomati shartlarini tekshiramiz:

Dl>l>l>l>m;
2 3 4

+ +... qatorning yaqinlashishini tekshiring.

1| —
G| —

2) lima"=liml=0. Demak, Leybnis teoremasining ikkala

"o n oy

sharti ham bajariladi. Shunday qilib, berilgan qator Leybnis

teorcmasiga asosan, yaqinlashuvcl}i.
334. 1.1-1,01+1,001 +... qatorning yaqinlashishini tekshiring.

Yechish. 1.1>1,01>1,001>... birinchi shart bajariladi. Lekin

. 1 . .
a,=1+0,1" bo‘lib, li:na"=lqn)(l+10n)=l¢0, Leybnis teoremasi

n-»x

ikkinchi sharti bajarilmaydi. Demak, berilgan qator uzoglashuvchi.
335. |- % 1 51; +... qatorning yagqinlashishini tekshiring.
Yechish. Berilgan qator hadlarining absolyut qiymatlaridan

gator tuzamiz: 1+ 1ili—+. qator maxraji ¢= % bo‘lgan

geometrik progressiya bo‘lib, yaqinlashuvchidir. Demak, berilgan
qator absolyut yaginlashuvchi bo’ladi.

nal
336. 1-J1.1_ L (Gl VA qatorning  yagqinlashishini
2 3 4 n
tekshiring. ‘ ) )
Yechish. Qator shartli yaqinlashuvchidir. Chunki, uning
.. . Tar . 1 1 1
hadlarining absolyut giymatlaridan tuzilgan 1+ SHytg et

gator garmonik gator. Garmonik qator esa uzoqlashuvchi edi.
Quyidagi ishorasi navbatlashuvchi qatorlarni Leybnis

teoremasi bilan tekshiring.
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tekshiring.

n-|
338. I—l+l—l+ .+(—l) _
2 3 4 n
1-1
339 UL +(—1?| +
3 9 27 3"
n-1
T T PRLAL I RN )
4° n
S (-1)"
41 — -t - .
M T e s T )
I B
342. ]_$+_3—_Z+
343 Z(—l)"'—l— 344. 3 (-1
n-l n n
345%, Z(
Quyldagl qatorlarni shartli yoki absolyut yaqinlashishga
1 l I | 1 1
346. 1- = +— - — . 347. -
FEET 2In2 33 4lnd
348. - L, L _ 349, 1L, 11,
NN PERETT
- w1 z n ]
350. -1 . 35t.) (-1 ———
;( ) In’ ;( ) (n+l)l (n+l)'
N n 1
352. -1 . 353. ""
,Z,‘( )In(n+l) ; ( )
smna cos(n—-1)z
354*, * htud VY S48
,.Zl ln3) 355%. ; n+5

22-§. Funksional qatorlar

1. Funksional qatorlar haqida tushuncha.
1-ta’rif. Qator hadlari x ning funksiyalari bo‘lgan quyidagi

qgator
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0 (X)) F 1, () F 1 (X)) b (X)) F (5)
funksional qator deyiladi. (5) da v=ux, biror son bo‘lsa, quyidagi
sonli qatorni hosil gilamiz

1, (x,) + 1, (x,) H (X)) +. 2, (X)) + .. (6)

(6) sonli qator yagqinlashuvchi bo‘lsa, (1) funksional qator
x =x, nuqtada yaqinlashuvchi deyiladi va x =, nuqtaga yaqinlashish
nuqtasi deb ataladi.

Funksional qator yaginlashuvchi bo‘lgan nuqtalar to‘plamiga,
uning yaqinlashish sohasi deyiladi.

(5) funksional qator »-qismiy yig‘indisi

S, (%) =14, (X) + 10, (x) + 10, (X) + . 410, (x) + (7
ko‘rinishda bo-ladi.

lims, (x¥)=S(x). (8)
S(x) funksional qatorning yig'indisi, R, (x)=S(x)-S,(x)

qatorning qoldiq hadi deyiladi.
sohada limsS,(x)=S(x) bajarilsa, shu sohada IimR,(x)=0

"\" 2 n—»x
bo‘ladi.
ne l( )

Dalamber alomatidan lim' 0 =¢(x). Koshi alomatidan
IRA

limzfu, (x)|=p(x)  @(x)<1 tengsizlikni yechib, funksional gatorning

yaqinlashish intervali topiladi, chetki nuqtalardagi qiymatlarda

qatorni tekshirib, yaqinlashish intervali topiladi.
X, sohada yagqinlashuvchi (5) qator berilgan, uning yig'indisi
S(x), n-qismiy yig‘indisi S,(x), qoldiq esa R (x) bo‘Isin.
2-ta’rif. Ixtiyoriy &£>0 son uchun shunday ~=N(g) nomer
topilsa va n>N da vxe[a.b]< X, da yaqinlashuvchi (5) qator uchun

|R,(x) <& tengsizlik bajarilsa, bu qatorda[a,s] kesmada tekis

yaqinlashuvchi qator deyiladi.
Teorema. (Veyershtras alomati). Agar (5) funksional qator

uchun shunday musbat hadli yaqinlashuvchi Za sonli qator topilsa
n-1

va vxelab] da |u,(x)<q, n=12,. tengsizlik bajarilsa, u holda (5)
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gator [a.b] kesmada absolyut va tekis yaqinlashadi. ;u” sonli qator
(5) funksional qator uchun majorant qator deyiladi.
) . 1
356. 1+x+x «..+x"+.. funksional qatorni x=- va x=2 nuqtada
yaginlashishga tekshiring.

Yechish. Funksional qator x= nuqtada yaqinlashuvchidir,

19| —

chunki
1 L, d +—]—+ +L+
+ 5 +3 22 23 ‘)n
sonli qator yaginlashuvchi. Berilgan funksional gator x=2 nuqtada
uzoglashuvchi. chunki
1+2+27 42"+ +27+
sonli qator uzoqlashuvchi.

357. Z x-1)" funksional qatorning yaqinlashish sohasini
toping.
Yechish. Bu gator uchun Dalamber alomatini qo‘llaymiz:
711 l( ])2("’1) n | 1
—I nl()_l . - =2'_12|. =0
o(x) s u,(x) (n+1) 2"(x—])1"| (x=1) P+l

Demak, ¢(x)=0<1 bo‘lib, bundan esa (-w0;4+0) butun son
o‘qida qator yaqinlashuvchi.

358. z(n )c funksional qatoring yaginlashish sohasini
toping.

Yechish. Bu qator uchun Koshi alomatini qo llaymi7

(x)—llm" u (x —Innu” 14— =¢ llm I+ —e'.
Nn—r=r. n- )T

x<0 da ¢* <1 bo‘ladi.

x=0 da i(”‘l‘) qator hosil bo‘ladi, chunki hm(l+ l) =e#0.
n

N —¥
n=l

Demak, berilgan qator (—;0) intervalda yaqinlashadi.
& sinn'x
359. z, .

funksional qatorni yaqinlashishga tekshiring.
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Yechish. Bu qator uchun hadlarini absolyut giymatlaridan
qator tuzamiz:
sinn’x

2

n

sinn”x| _|sinx|

sin27 x
& +
|

22

>

n--1

n
1
n° n

smrx Hadlari — bo‘lgan qator yaginlashuvchi.

Vxe R da

<

n-
Demak. berilgan qator butun sonlar o*qida absolyut yaqinlashadi.
360. Z( )" = qatorni tekis yaqinlashish sohasini toping.

chhlsh. Leybms alomatiga ko'ra, berilgan qator .Y, =(—o0;+wx)

soha yaqinlashuvchi.

1 1 | 1
) — >— > — >..>— . 2)lim—;
x"+1 xT+2 x"+3 X"+n ne x4

U holda qatorning qoldig'i |R,(x)|<|u,..,(x)| tengsizlik bilan
baholanadi:

=0.

|< L
+n+] n+1

% (r)|<l =

<¢ tengsizlikdan n>L -1 kelib chiqadi. U holda »>N dan
&

n+1
boshlab |R,(x)| <& bo‘ladi, bu yerda N=%—l. Demak, berilgan gator

X, =(—o0;+0) soha tekis yaginlashadi.

361. 3 cosnx qatorning tekis yaginlashish sohasini toping.
Uty (I— X )

Yechish. Qator hadlari [1;1] kesmada aniqlangan va uzluksiz.

Ixtiyoriy » natural son uchun

COS 11X 1 1

|
u, (r) = < <—==a,.
I l ln: + \/(l —.\':)" n +\/(I—x:)" n

Bu yerda il qator yaqinlashuvchi. Demak, bu qator berilgan

n=|

qator uchun majorant qator bo‘ladi. U holda Veyershtras alomatiga
ko‘ra berilgan qator [-1;1] kesmada tekis yaqinlashuvchi.
Funksional qatorlarning yaqinlashish sohasini toping

ne ] = PRI
362. 3. 363. 21" 364. 21" .

na t nl
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S 1y R
365. Z5|n(2n 1)x 366. Zz smy. 367. Z

n-\ (2”—1): . nl )' +n

(Xr +l)

369. 21" 370, Y

nl

< > COS X . 1
371. Yl (x-2). 3725 2 373% S (-1) e
; g(x-2) 1 € ;( ) Va-x7 + 2

23-§. Darajali qatorlar

a, +a,(x—a)+a,(x~ a) +..ta,(x—a) +.. 9)
funksional qatorga darajali qator deyiladi. 4, q,. ay,.nd, ...
o‘zgarmas sonlar darajali qatorning koeffitsiyentlari deb ataladi.

Darajali qator shunday xossaga egaki, u x=4 nuqtada
yaqinlashuvchi bo‘lsa, |x-x,|<|5 —x| tengsizlikni qonoatlantiruvchi
hamma x lar uchun ham yagqinlashuvchi bo‘ladi. Darajali qator
uchun shunday R son mavjudki, |x-x]|<R uchun qator absolyut
yaqinlashuvchi, |x-x|>R uchun qator uzoglashuvchi, ya’ni
x,~R<x<x,+R oraligda darajali qator absolyut yaginlashuvchi,
x=x,+R nuqtalarda hosil bo’lgan qator yaqginlashuvchi yoki
uzoglashuvchi bo‘lishi mumkin. Har ikki nuqtada qator
yaqinlashishini alohida tekshirish kerak. (x,-R, x,+R) intervalga
yaqinlashish intervali, R ga darajali qatorning yaqinlashish
radiusi deyiladi. Yaginlashish radiusi R=0, R=« bo‘lishi mumkin
R=0 bo‘lsa, darajali qator fagat x =x, nuqtada, R=+w bo‘lsa, sonlar
o‘qining hamma joyida yaqinlashuvchi bo‘ladi.

Yagqinlashish intervalini  berilgan  qatorning  absolyut
giymatidan tuzilgan qator uchun sonli qatorlarning yaqinlashish
alomatlaridan foydalanib topish mumkin. Darajali qatorning hamma
koeffitsiyentlari 0 dan farqli bo‘lsa, yaginlashish radiusini Dalamber

alomatidan R = lim|-%=

n—xm a" o

, yoki Koshi alomatidan R=lim

foydalanib, formulalar yordamida topiladi.
374. x+ %xl + %x’ +... darajali qator yaqinlashishga tekshiring.
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Yechish. a"=l, a,,= ' 5’ qatorning yagqinlashish radiusini
n (n+

=[lm| —:
reex\n on+1

Demak. -l1<x<1 tengsizlikni qanoatlantiruvchi hamma x lar
uchun qator yaginlashuvchi. Qator yaqinlashishini intervalning

topamiz.

T Ll

n-»z

. |la
R=lIhm|—

noenla, n

chetki  nuqtalarida  tekshiramiz: x=1 bo‘lsin. Bu holda
I+%+l+l+.... garmonik qator hosil bo‘lib, u uzoqlashuvchidir.

x=-1 bo'lsin, bu holda —1+1—%+£+.... sonli gator hosil bo‘lib, u

Leybnis teoremasi shartlarini qanoatlantirgani uchun yaqinlashuvchi
bo*ladi. Shunday qilib, berilgan qatorning yaqinlashish intervali
—-1<x<1 dan iborat.
375. (x-2) +7)l7(x—-2)2 +,‘—I,(.\'—2)3 +...+i,(x—2)" +... darajali
z 3 7

gatorni yaqinlashishga tekshiring.

1 ..
bo‘l
iy o‘lganligi uchun

. 1
Yechish. g, =, a,, =
n

(n+1)*

n-

=lim

n-»x

(1+l)2’=|.
n

R =|Ii__m

Demak, -l1<x-2<1 yoki I<x<3 intervalda qator yaqin-
lashuvchi. Intervalning chetki nuqtalarida qator yaqinlashishini

sonli qator hosil

tekshiramiz. x=3 bo‘lsin, bunda 1

bo‘lib, integral alomatidan foydalansak, uning yaginlashuvchiligi

kelib chiqadi (bajarib ko‘ring).

v=1 bo‘lsa, —1+:217—-317+... sonli qator hosil bo‘lib, u absolyut

yaqinlashuvchidir. Shunday qilib, berilgan qatorning yaqinlashish

intervali 1<x<3 bo‘ladi.
Darajall qatorlarning yaqinlashish intervalini toping

7 ES Zr 1

376. 3", 377. 211\2" 378. 27"_1

n-:l1 n=l <
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s n-l _2n- ll " v "
379. 3 X0 o Z S8 Y [_)

,;|(4n-—3)“ o+l
2r
382 3 n' ‘m n
,Zln 383. ;(2) +l) 384, ;
385%. ZL 386~ Z—— 387% inlx"'.
v 2n+1 e C

24.'§' Teylor va Makloren qatorlari. Darajali qatorni taqribiy
hisoblashga tatbiqi. Darajali qatorni yordamida differensial
tenglamani yechish

. y=f(x) funksiya x=a nuqtada (n+1) tartibgacha hosilalarga
ega bo‘lsa, u holda quyidagi Teylor formulasi o‘rinlidir:

o " (n)
f(x)=f(a)+"/1#(x—a)+f—7('i)- —a) +.. +[ ()(A —a)"+ R (x), (10)

(nel) N — . .
bu yerda R"(,r):i_[(a?_?_)('x—i)-](r—-u)"" (0<p<ly bo‘lib, Lagranj
n+ .

shaklidagi qoldiq hadi deyiladi.
a=0 da Teylor formulasining xususiy holi — Makloren
formulasi hosil bo‘ladi:

f(.r):f(0)+f'l+())_\»+&x3 /“")(0) \n +R (\)

2!

f‘".,[Q(x]',,, (©0<g<l). (11)
(n+1)!
y=/(x) funksiya « nuqta atrofida istalgan marta differen-

siallanuvchi bo*lsa va bu nuqtaning biror atrofida limR, (x)=0 bo‘lsa,
Teylor va Makloren formulalaridan

f(.\’)=f(a)+@(x—a)+£;('i)(x-a)1+ f"a )(x ay +.
. L. n

R(x)=—-—+——"=

12
f(x)=f(0)+&x+£-@x2+...+wx"+... (2
1! 2!

n!
gatc}rlar. .hosil bo‘ladi. Bularning birinchisi Teylor qatori,
ikkinchisiga Makloren qatori deyiladi.
2. Funksiyalarni darajali qatorlarga yoyish.
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2 1 n

TR T S A il
¢ —l+”+2!+3!+...+n!+... (—0 < x < +0). (13)
N SO S SO S S i
siny=x =2 7!+...+( 1 (7"_1)!+... . (14)
2 4 o 2n-1-1 2n
~OQC Y — _i._ _A_'__L n1 X n X
cosx =1 2!+4! 6!+...+( D ——-(7’_2)' +(=1) (2’1)!-&- (15)
(1+x)" =1+ %.\-+ m(';_ l)x3 + m(m—l3)!(m—2)x, +oes (16)
o X! x"
Jm=x— (=D)L (1<x<).
In(l+x)=ux 3 + 3 ) +...+(—1) . + (-1<x<1) (17)
1 1 1 1 1
D=InN =+ — s+...|, N>O.
In(N+1)=InN + (7N+l (2N+I)’4 5(2N+1)’ ) >
3. Darajali qatorni taqribiy hisoblashga tatbigqi.
388. sinl ni £=0,001 aniglikda hisoblang.
Yechish. sinx funksiya (14) formulaga asosan:
1
sml~l—§-l +— I - _Z( 2n—1)!’
O'ng tomondagi qator absolyut yaqinlashadi.

~0,008(3)>0,001 va %z0,0002<0,001ekanligidan sinl ni 0,001

al;iqlikda hisoblash uchun uchta hadni olish yetarli:

sinl:l——l—~lz+—l--15=0,842.
3! St

389. In2 ni £=0,0001 aniqlikda hisoblang.
Yechish. In(1+x) funksiya (17) formulaning 2-siga asosan,

N=1:

ln2=lnl+2(—l~+ LN ‘7+)’
3 3.3 5.3 7.3
1
R(1)<——m8———,
() 4(2n+1)-3"
1 1
R, (1)< < .
(1) 4.9-3" 10000
Demak,
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1
lnzz2-(l:+ I—.\+ l<+ 7+);0'6()3l'

-~

3 3.3 5.3 7-3
390. J17 ni £=0,0001 aniglikda hisoblang.

Yechish. Berilgan misolda almashtirish bajarib. (16) formu-
Jadan foydalanamiz:

N7 =Jl6+1= 16(1+%) 4(|¢l);.

(16) formulada x=-ll—6, —% deb topamiz:

]*_I_)E_H_l_ L, L1 +
16 216 216 2'-16° 27-16°

Bu qator ishorasi almashinuvchi. Uning qoldig‘i |r |<|a,.|
tengsizlik bilan baholanadi:

R, <|a4| =4—]T =;<0,0001
27167 66536

\/ﬁz4.(1+_‘___‘_)=4.|230.

2-16 2°-16°

Demak,

391. IL)-(L\ integralni £=0,0001aniqglikda hisoblang.

Yechish.
jln(H\)d ‘]‘l\: 2
zn' (n+l)

4. Darajali qator yordamida differensial tenglamalarni
taqubly yechishning noma’lum kocfﬁtsnyentlar usuli.

¥+ p(x)y +q(x)y=7(x), »(0)=x. ¥(0)=5 ikkinchi tartibli
differensial tenglamani Y=Z|;Cn(-“'-"u) ko‘rinishdagi gator yorda-

mida yechish mumkin. Buning uchun p(x), ¢(x) va f(x) funk-

siyalarni darajali qatorlarga yoyib, noma’lum kocffitsiyentlar
topiladi.
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392. v+’ +yv=xcosy, ¥(0)=0, »(0)=1 differensial tengla-
mani noma’lum koeffitsyentlar usulida yeching.
Yechish. p(x). g(x) va f(x) funksiyalamni darajali qatorlarga
yoyamiz.
X!
p(x)=x. g(x)=1, xcosx —.\[1—7+7—...).

Tenglamaning yechimini quyidagi ko‘rinishda qidiramiz:
yv=c, X+ (:2.752 + (:3,\'3 + ...
U holda
y' = + 2(‘?.\' -+ 3(",\': + 4(.'4.\'3 +..., )v' = 2c2 +2- 3(,'].\' +3. 4(,4x2 + ..
Boshlang'ich shartlardan topamiz: ¢,=0, ¢ =1. Topilganlarmni
tenglamaga qo‘yamiz:
(20, +2-3¢,x +3-dey’ +) + .r(l +2¢,x+3¢,x" +4c,x’ +) +

2 4
N R X X
+(.\' + C:.\" + C_‘.l') + ...) = .\'(1 et T -+ 7 —...).

+ ning bir xil darajalari oldidagi koeffitsiyentlarni tenglash-

tiramiz:
—0. =t o1 1
c,=¢,=¢,=...=0, ;= W ST STy
. Voo 7
12 v+ 2t 4 —sinx
Demak, izlangan yechim p=x R TRE TR e

Teylor va Makloren qatorlariga doir misollar
393. /(x)=x"'-4x'-2x+1 funksiyani x,=-1 nuqta atrofida

Teylor qatoriga yoying.
394. f(x)=x’-x"+x-1 funksiyani x,=1 nuqta atrofida Teylor

gatoriga yoying.
Quyidagi funksiyalarni x ning darajalari bo‘yicha

Makloren gatoriga yoying

395. /(x)=3" 396. f(x)=€""

397. f(x)=cos’x. 398. f(x)=sh'x.

399. f(x)=In(x+a), a>0. 400 f@-):JIE, a>0.

401. f(x)=ch’x. 402%*. f(x)=cos’xsin’x.

Darajali qatorlar yordamida 0,0001 aniqlikda hisoblang
403. Inl,1. 404, sinl12.
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—4, —1<x<0,

421. f(.\:)={ 4, 0<x<um, I=2z

0, —7<x<0,

422. f(.t)={ T=2z

7, 0<x<um,

423. f(x)=1-], T =6, [-3:3]
424. f(x)=2x, T=1, (0;1).
0<x=<2,

3,
425. f(x) ={0 T=4.

2<x<4,
(0. —3<x<0,
426. f(x)={ <x=0 g

x, 0<x<3,
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V BOB. ODDIY DIFFERENSIAL TENGLAMALAR

26-§. Birinchi tartibli differensial tenglamalar, o‘zgaruvchisi
ajralgan va ajraladigan tenglamalar

1. Differensial tenglamalar haqida umumiy tushunchalar

1-ta’rif. Lrkli o'zgaruvchi x. noma’lum funksiya vhamda
uning hosilalari orasidagi bog'lanishni ifodalovchi tenglama

differensial tenglama deyiladi.
Noma'lum funksiya faqgat bitta o*zgaruvchiga bog‘liq bo‘lsa,

bunday differensial tenglamaga oddiy differensial tenglama
deyiladi.

Noma’lum funksiya ikki yoki undan ko'p o‘zgaruvchilarga
bog‘liq bo'lsa. bunday differensial tenglamalarga xususiy hosilali

differensial tenglamalar deyiladi.
2-ta’rif. Differensial tenglamaga kirgan hosilalarning eng

yuqori tartibiga differensial tenglamaning tartibi deyiladi.
3" =3x?, V" =cosx tenglamalar mos ravishda ikkinchi va uchin-

chi tartibli tenglamalarga misol bo‘ladi. Umumiy holda # -tartibli
differensial tenglama F(x,,v,y’,y”,...,y‘"’)=0 ko‘rinishda belgilanadi.
3-ta’rif. Differensial tenglamaning yechimi yoki integrali
deb tenglamaga qo‘yganda uni ayniyatga aylantiradigan har qanday
differensiallanuvchi y =¢(x) funksiyaga aytiladi.
Differensial tenglama yechimining grafigiga integral chiziq
. tf . . .
deyiladi. Masalan, %=2x. v=x" berilgan differensial tenglamaning
yechimi bo‘lib, bu holda integral chiziq paraboladan iborat bo‘ladi.
2. Birinchi tartibli tenglamalar. Birinchi tartibli tenglama

umumiy holda
F(x,»,3')=0 (D
ko‘rinishda yoziladi. (1) tenglamani ,’ ga nisbatan yechsak
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dv

' e, 1 .’= v 2
v = f(x.y) yoki o S(x.y) (2)

bo‘ladi. (2) tenglamaning o'ng tomoni fagat « ning funksiyasi
bo‘lsa, tenglama
¥ =/(x) (3)

ko‘rinishida bo‘lib, oxirgi tenglikdan bevosita ko‘rish mumkinki.
bunday tenglamaning yechimini topish  f(x) funksiyaning
boshlang‘ich  funksiyasini topishdan iborat bo'ladi, ya'ni
v=F(x)+C, [F(x)]' = /(x). Shunday gilib. (3) ko rinishdagi birinchi
tartibli differensial tenglamaning yechimi cheksiz ko'p yechimlar
to'plamidan iborat bo"ladi.

4-ta’rif. y=gp(x,C) x ning funksiyasi har bir C ixtiyoriy
o‘zgarmas bo'lganda (2) tenglamani qanoatlantirsa, uning umumiy
yechimi deyiladi.

S5-ta’rif. C ixtiyoriy o°zgarmasning muayyan qiymatida
umumiy yechimdan olinadigan yechimga xususiy yechim dcyiladi.

Umumiy yechimdan xususiy yechimni olish uchun kopincha
qo‘shimcha

y(%) =5 )
shartdan foydalaniladi, bu yerda x,. v, lar berilgan sonlar bo"lib, bu
shartga boshlang*ich shart deb ataladi.

6-ta’rif. ,' - s(x.,) differensial tenglamaning (4) boshlangich

shartni qanoatlantiruvchi yechimini topish masalasiga Koshi
masalasi deyiladi.

3. O‘zgaruvchilari ajralgan va ajraladigan birinchi tartibli
tenglamalar.

7-ta’rif. M(x)dx+N(y)dy=0 ko‘rinishdagi tenglamaga o‘zga-
ruvchilari ajralgan differensial tenglama deyiladi.
Bunday differensial tenglamani bevosita, tenglikni integrallab
uning umumiy yechimi topiladi, ya’ni jM(x)dr + jN(y)dy =C bo‘ladi.

8-ta’rif. ' = £ (x)/(») yoki %:f,(x)fz()-) ko‘rinishdagi

tenglamaga o‘zgaruvchilari ajraladigan differensial tenglama
deyiladi. Bunday differensial tenglamani £, (y) ga bo‘lib, & ga
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= fi(x)dv o‘zgaruvchilari ajralgan differensial

ko paytirib
/> ( )
tenglamaga keltirish bilan yechimi topiladi.

’ 5 : €1 M
427. ' = - differensial tenglama uchun y(O)=3 boshlan-
g‘ich shartni ganoatlantiruvchi Koshi masalasini yeching.

Yechish. Berilgan differensial tenglamaning umumiy yechi-

dv=5tgx+C. Endi boshlang‘ich shartdan

mini topamiz: )'=J-
COS™ X

foydalanib, 5/g0+C =3, bundan C=3 kelib chiqadi. Demak, Koshi
masalasining yechimi y =5gx+3 bo’ladi.

428. xdx+ yvdv=0 differensial tenglamaning umumiy yechimini
toping.

Y echish. Berilgan lenﬂlamani bevosita integrallaymiz:

2

Y
Iui\+jul\ C, = — 2 +—2—_C — x2 +), =C,.

Bunda G =2C.
429. £ = \(I + )7 ) tenglamaning umumiy yechimini toping.

=xdx tenglamani hosil

chhish. O-zgrauvchilarini ajratib l b -

+.v‘
gilamiz. Bevosita integrallab,

2

X
aretgy = —+ C

tenglikka ega bo‘lamiz. Oxirgi tenglikdan

r"
y =[g(7+C)

umumiy yechimni hosil gilamiz.
Quyidagi o‘zgaruvchlari ajraladigan differensial tengla-

malarni yeching

430. Jc(y2 - 4)([\’ + vdv =0. 431. y'cosx = L, y(0)=1.
n
A — 133, (1) =0, ().
434. Incosxdx+ xtgydy =0. 435. W +e* =0, v(l) =0.
x -
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436. i,=lny. ¥(2)=1. 437. y'+sin(x+ v)=sin(x—v).
-"
438. xfl+vde+ W1+ Xdy=0. 439. y =2, y(-3)=-5.
440). y' = Sh(.\’ + }") 1 Sh(.\' —'v). 441 .X(.y(’ + l)dl’ + }?2 (1‘" + I)(/y = 0’))(0) =1

442, X A, 443, T AL g
X+l y x Incosy

444, JI- vy I-xdy=0. 445 (14 )xdc—(1+x7) ydy =0.

27-§. Birinchi tartibli bir jinsli va bir jinsliga keltiriladigan
differensial tenglamalar

f(xy) funksiya uchun f(kv.kv)=k"f(x,y) tenglik bajarilsa,
f(x,y) funksiyaga « tartibli bir jinsli funksiya deyiladi, bunda «
biror son. Masalan, S(xy)=xy—y7 funksiya uchun

f(kr,lqv)=kr-A3;_(Ay)2=k2(xy—_vz) bo'lib. s(x,v)=xv-y* funksiya

2 2
a =2 tartibli bir jinsli funksiya bO‘ladi.f(.\',y)=i—§;}"—’, a =0 tartibli
bir jinsli funksiyadir ( buni tekshirib ko‘ring).

Ta’rif. = f(x.y) differesial tenglamada f(x,y) funksiya
nolinchi tartibli bir jinsli funksiya bo‘lsa, bunday differensial
tenglamaga birinchi tartibli bir jinsli differensial tenglama
deyiladi. Bir jinsli tenglama y=x.r almashtirish bilan o‘zga-
ruvchilari ajraladigan x/' = f(l.r)-+ differensial tenglamaga kelti-

riladi. Bu tenglamani o‘zgaruvchilarini ajratib yechiladi.
dyv ax+by+c
dy_ xrbyre (5)
dx ax+by+c,
tenglamada ¢ =¢, =0bo‘lsa, (5) bir jinsli tenglamadan iborat.
¢ yoki ¢ lardan biri, yoki har ikkalasi noldan fargli bo‘lsa,
x=x +h, y=y +k almashtirish bajaramiz.
U holda
b _dy
dx  dx, ©6)
(5) tenglamani ko‘rinishi quyidagicha bo‘ladi:

82



dv,  ax, +by +ah+bk+c 7)
dv, ax +by +ah+bk+c ’

i va k ni shunday tanlab olamizki.
ah+bk+c¢=0 3
ah+bk+c, =0 (8)

tenglamalar o‘rinli bo‘lsin, ya'ni » va k lami (8) ni yechimi sifatida

olamiz. Bu holda (7) dan dy, _ ax, +by,
(L\‘I a.x, + blyl

bo*ladi. Tenglamani yechib x va v o‘zgaruvchiga x,=x—#, y, =y-k
formula yordamida qaytib (5) tenglamaning yechimini hosil qilamiz.
Agar

tenglama esa bir jinsli

a b
=O’

a, b

bo'lsa, ya’'ni ah =ab bo‘lganda, ma’lumki (8) sistema yechimga ega
bo‘lmaydi. Ammo bu holda ai =’[_’= A, ya'ni a=Aa,, b=2b bo‘ladi.
1 )I
Bundan kelib chiqadiki, (5) tenglamani
dv_ (ax+by)+c

& Aarh)ie ©)

dx /1((7_\‘+by)+cl
ko‘rinishga keltirish mumkin ekan. Bu holda z=av+by almashtirish
yordamida (9) o‘zgaruvchilari ajraladigan differensial tenglamaga

keladi, haqiqatan y y y
< _a b Y tensli dv_ldz_a
e a+ e tenglikdan - hae b (10)

munosabatni hosil gilamiz hamda, avvalgi o‘zgaruvchiga qaytib,
ldz a z+c

‘7o ‘lari ajraladigan — = = = tenglamani hosil gilamiz.
o‘zgaruvchilari aj M T A= +e g q z

446. dy _ X+ V. differensial tenglamaning umumiy yechimini

J2\ X"
toping.
Yechish. y=x-t almashtirish orqali »y'=xr+xt'=r+x
. A 2,2
ekanligini hisobga olsak, berilgan tenglamadan 7+xr/=2XX*X0
=2
. s xdl

bo‘lib, r4xr'=r+1° Yoki xr'=r, —d—-z bo‘ladi. Tenglamada
X

~
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o‘zearuvchilarni  ajratsak, == bo‘ladi. Oxirgi tenglikni
t=

. 1 ¥ ..

i ' ‘ : : Inex]=-=, t== bolganligi

integrallasak, —;=|n|.1|+ Inc, bo’lib. Injex| ot=T ganlig

umumiy yechimni hosil qilamiz.

uchun ln|ar|=—f, yoki yE-
v -

447. ¥ _x*3=3 (englamani yeching.
de x—y—1
Yechish. Tenglamani bir jinsli tenglamaga keltirish uchun
v=x +h  y=v +k almashtirish bajaramiz. U holda tenglama
R | M 2 -

dy _x+y+h+k=3 o rinishni oladi.
L =y th-k-
h+k-3=0
h-k-1=0

sistemani yechib, #=2, k=1 ekanligini topamiz. Natijada bir jinsli
P _ 5N tenglamani hosil gilamiz . y, =s, almashtirish orqali
dx, X, —»

a, dr 1+t dr 1+r° 1-1 dx,

={+x ——_-> [+x,—=—">= X— ="+ ——dI=
dx, 'y, Yde, 1-t Yde  1-t 1+ X

arctgl—;ln(l+lz)=ln|xnl+lnlc| = """’g’=|"|¢~'\’l 1+,

Iret, arcipe ¥ !

ex N1+ =" = c«/x.2+y2 =e L‘ .—_>C\/(Y 2) +(y-1)’ =¢ RN
448, v 2x+y -l

dx 4x+2y+5

Yechish. Tenglamani x=x+h,  y=y +k almashtirish
yordamida yechib bo‘lmaydi, chunki bu holda 4 va k aniqlashga

tenglamaning yeching.

yordam beradigan sistemaning determinanti \2 l‘:0 bo‘ladi.

Shuning uchun bu tenglamani 2x+y=z almashtirish yordamida
yechimi topiladi. '=z' -2 bo‘lgani uchun tenglama

o= 2=l 5249

245 2245
ko‘rinishga keladi. Tenglamani yechib

Zz+—7—ln|52+3|=x+C
5 25
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ni hosil gilamiz. Dastlabki o*zgaruvchiga qaytib, quyidagi yechimni
topamiz:
2 7
:=2.\'+y:>7(2x+y)+;lnlle+5y+9]=x+C,
5 25
10y—5x+7In|l0x +5y+9|=C,.
Quyidagi bir jinsli differensial tenglamalarni yeching
449, ( X+ 2.\jv)(ir + xvdy =0.

450. y =L +sind, y(1)=Z.
y - qu »(1) 5

v Y
451. xv'sin=+ x = psin=—.
x X

452, xy+y° =(2)r2 +.xy)y'.
453. an' =37 + 250

454. y'=L 4 cosL.
X x

455. (xz + y:)d\' —xvdy =0.

456. (x+v+2)dv+(2x+2y—1)dy =0.

457. (2x+y+1)de+(x+2y—1)dv=0.

458. 2(x+y)dv+(3x+3y—1)adx=0, y(0)=2.
459. (x—2v+3)dv+(2x+ v —1)dx=0.

460. (x—y+4)dv+(x+y—2)dxc=0.

28-§. Chiziqli differensial tenglamalar. Bernulli tenglamasi

1.Birinchi tartibli chiziqli differensial tenglamalar

%-Fp(x)_v:q(.t) (11)

(11) tenglama chiziqli differensial tenglama bo‘lib, p(x) va
g(x) lar berilgan integrallanuvchi funksiyalar. Bu tenglamaning
umumiy yechimi quyidagi formula bilan topiladi:

y oo Jrione [c +fa(x)e "(")‘"d\-]. (12)
1. Bernulli tenglamasi
Y+ p(x)v=q(x)y", n=0.1 (13)
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ko'rinishda bo‘ladi. n#0,1 o‘zgarmas son. Bernulli tenglamasint y
ga bo‘lib,

1 / -
L p(x) g =q(x) D or=r = =)y,
¥ Y
almashtirish bajarsak,
IZ_.,.,)(X);:q(x) yoki =/ +(1-n) p(x)z=(1-n)q(x)
-n
birinchi tartibli chiziqli differensial tenglama_ hosil bo‘lz}dl. o
461. '+ =y differensial tenglamaning umumiy yechimini
loping. . . . - . .
Yechish. Berilgan tenglama birinchi tartibli chizigli tenglama
bo‘lib p(x)=x, g(x)=x ekanini hisobga olib (12) formulaga asosan.

y=el [C + Ixef“"cbc] =e : [C * jxe&;dr] < [C ' ch(‘?)] )

=04,z_[ez +C], =>y=1+Ce 2.

umumiy yechim bo‘ladi. ' ) L

462. y'+xy=x" differensial tenglamaning umumiy yechimini
toping. , |

. e Vv

Yechish. Berilgan tenglamani ' ga bo‘lib, SHxrex

.. . 24 " .

tenglamani hosil gilamiz. L=z almashtirish orqali 3'=——:T boladi.

y !

'

Bulami tenglamaga qo‘yib, —%+xz=x = z'-2xz=-2x chiziqgli

tenglamaga kelamiz. Bu tenglamaning umumiy yechimini (12)
formulaga asosan topish mumkin:

z=edm [C + I(—Zx)e‘zjde] =¢" [C - j2xe"}dx] =
=e* [C+J‘e"‘;d(—x2)]=e‘2 [C+e")]=Ce“2 +1.
Shunday qilib z=C-¢* +1 bo‘ladi, z ning o‘rniga )—1- ni qo‘yib,

: ) 1
l1=c.ef+l = y =

y _C-e“2+l ’
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ycch!m{u olam.lz. Bu berilgan Bernulli tenglamasining umumiy
yechimi boladi.
Quyidagi chiziqli va Bernulli tenglamalarini yeching

463. v'cos*x+ v =1gy, v(0)=0. 464. y'—y-thx =ch’x.
465. »'+—2_ —arcsinx + x. 466. x' — y =x"cosx.
— ’\~“ -
467. v +2xy=xe *. 468. y'cosx+y=1-sinx.
469. y'+ l\ =x"pt. 470. 4 + 3y =—e'x*)’.
2v 5 N 2 2
471. '+ 22 =34, 472, y- ¥ ¥
X x—1 x-1
473 *. (,\-2 Iny— _\‘)y' =y. 474%, Yd.X'l‘ (x + xly‘_’ )dy =0.

475*. '+ E:;—); =37 (_r" +l)sin.\', »(0)=1.
X

29-§. To‘la differensialli tenglamalar va integrallovchi
ko‘paytuvchi

1.To‘la differensialli tenglama
M(x,y)dv+N(x,y)dv=0 (14)
ko‘rinishdagi tenglamaning chap qismi biror u(x,y) funksiyaning
to‘liq differensiali. ya'ni  du(x,v)=M(x,y)dx+N(x,v)dv bo‘lsa,
bunday tenglama to‘la differensialli tenglama deyiladi. (14)
tenglama to‘la differensialli tenglama bo‘lishi uchun quyidagi shart

bajarilishi kerak:
oM _ow 1s)

o
To‘la differensialli tenglamaning umumiy yechimi quyidagi
formula bilan topiladi:

u(x,y)= J.M(x.y)d\' +I[N(x,y) - J‘%wd\'de +C.

2.Integrallovchi ko‘paytuvchi

(14) tenglamaning chap tomoni biror funksivaning to‘la
differensiali bo‘lmasin, ya'ni (15) shart bajarilmasin. Ayrim hollar-
da shunday s(x.y) funksiyani tanlab olish mumkin bo‘ladiki,

berilgan tenglamani bu funksiyaga ko‘paytirilganda. uning chap
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tomoni biror funk5|yan|nu to'la differensiali bo‘lishi mumkin.
Bunday 4(x,») funksiyaga berilgan tenglamaning integrallovchi

ko‘paytuvchisi deyiladi. Integrallovchi ko* paytuvchini topish uchun.
berilgan tenglamani hozircha noma’lum bo‘lgan  y(x.y) ga
ko‘paytirib, M (x,v)dx + uN(x,v)dy =0 tenglamani hosil gilamiz.

. _— HuM) o(uN
Oxirgi tenglama to'la differensialli bo'lishi uchun Mz_ﬂ_ﬂ)

oy ox
tenglik o*rinli bo"lishi kerak. Bunda u(x.v) quyidagicha topiladi:

oM _0oN

Gy Ox S Ox =®d(x) bo‘lganda. ]np=I(I)(.r)dx (16)
1)
ko‘rinishida topiladi.

oN _eM
- F‘T =d(y) bo‘'lganda, Inu =I<‘D(y)dy (17)

ko‘rinishida topiladi.

2 _ 3yl 2y . . .
476. Ushbu * =3 g+ZXay=0 diffcrensial tenglamaning
X RY

umumiy yechimini toping.
Yechish. Berilgan tenglamani to‘la differensialli bo‘lish yoki
bo‘Imasligini tekshiramiz:

tenglamada a7 =% 32" N= 22 po Iganligi uchun
X
oM 6y aN _6y

»y o & X

bo‘lib, M _ N (15) shart bajariladi, ya'ni berilgan differensial

O’V Ox
tenglama to‘la differensialli tenglamadir. Demak, berilgan tengla-
maning chap tomoni biror u«(x.y) funksiyaning to‘liq differensiali
bo‘ladi. Bundan esa,

u_x-3 w_2y
Ox Ty X
Endi u(x,y) funksiyani topamiz, 1-tenglikdan:

2 a2
u= X2

2

dc+¢(y) =J(x'2 —3y2x’4)dx+(p(y)=—£+‘vx—,+(/’()’),
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bo’lib. bunda ¢(v) hozircha noma’lum funksiyadir. Oxirgi tenglikni

v bo'yicha differcnsiallab. %":N:Z—-}' ekanligini hisobga olib,
v X0

‘) ‘)’ - . - . -
—-+g0( )——“\— tenglikni hosil qilamiz. Bundan ¢'(3)=0 bo‘lib,
»(v)=C, bo'ladi. Demak.
u(x,y) -1 +¥ +C.
X Rl
477. (y+.\_1':)dx—xdy=0 differensial tenglamaning umumiy

yechimini toping.
Yechish. Berilgan tenglamaning to‘la differensialli yoki to‘la

differensialli  emasligini  tekshiramiz. aﬂ—(l+n') =1+2x,
@’
ON ’
T = (=x) =-1.
a’r ( \)(
Demak, aj}:’ C;—N tenglik bajarilmaydi. (16), (17) nisbatlarni
oV ox
tekshiramiz:
M &N N oM
5y Ov 2 2 e oy —l-1-2xw 2
a X ___|+—x+]=_2_:¢(p(_\-)_ e = -1 %0 =——=CD(v)
N -x x M y+x° y
2(/\' S -2 - . .
Demak. ,u(_,v):ej"' e = = L hosil bo‘ladi. Berilgan
y°

tenglamani y(y) =-'—, funksiyaga ko*paytirsak, quyidagiga ega bo‘lamiz:
¥

(l 4 x)dx - X dv=0,
v ¥

o(uM) _2(#N) __ 1 tenglik bajariladi, ya’ni
oy ox ¥y
oxirgi differensial tenglama to‘la differensialli tenglamadir.

Tenglamani yechib,
2
i =0 = y= 2x
Y 2 2C —x

bu tenglama uchun

5 .

umumiy integralni topdik.
Quyidagi differensial tenglamalarni to‘la differensialga

tekshiring va umumiy yechimlarini toping
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478. (¢* + 1 +sin y)dx +(e'x +xcos »)=0.
479. (x+y-1)dv+(e +x)dr=0.

480. (xcosy — ysin y)dy +(xsin y + ycos y)dv =0.
481. ?.xde-H(xz —yz)dy =0.
482. (2 -9%° )xdr + (4y2 -6x’ )ydy =0
483. Xd-l’+(y‘ + |n):)dy =0.
X
484. (10'\’}’—8)’+1)(bc+(5x2 —8x+3)dy=0.
485. 3x°(1+ Iny)dx—(Zy— %]dy=0.
486. 2xcos® ydux +(2v —x*sin® ¥y)dy =0.
487. (4—-1)dt+—a’v—0 488. 3x’¢Vdx +(x e’ -—l)d)
X
489. ¢ " dr+(1-xe™)dy =0.

Quyidagi differensial tenglamalarni to‘la differensialga
tekshiring va umumiy yechimlarini toping

490. (x* - ¥ )+ xdy =0. 491. ydx+(yx—1)dy =0.
492. (r +y +,1)dx+ydy 493, v’ (0 +y)=1.

494. (¥ +3Iny)ydv—xdy=0.  495. ydr—(x+)")dy =0.
496. (¢* =) dx+ ydy =0. 497. (1+3+ siny) dx - xetydy =0

498*. (sinx+e* )dx+cosxdy =0.  499*, 2xigydx +(x* - 2sin y)dy
30-§. Hosilaga nisbatan yechilmagan birinchi tartibli
differensial tenglamalar
Ta’rif.
AN 1
F(x,),va 0 (18)

ko‘rinishdagi tenglamalar hosilaga nisbatan yechilmagan I-tartibli
differensial tenglamalar deb ataladi.
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e . . . dy . .
Bunday ko'rinishdagi tenglamalarni —. e nisbatan yechib
X

olish maqgsadga muvofiq boladi, ya'ni berilgan tenglamani
D rer). i=12em, (19)

dx
C . C o . . dy
ko*rinishga keltiriladi. Ammo har doim ham (18) tenglamani d—} ga
X
nisbatan yechib olish mumkin bo‘lavermaydi, undan tashqari )’ ga
nisbatan ycchishdan hosil bo'lgan (19) ko‘rinishdagi tenglamalar
har doim ham oson integrallanmaydi. Shunung uchun (19)
ko‘rinishdagi tenglamani ko'pincha yangi parametr kiritish yo‘li
bilan yechiladi. Shu usullarning biri bilan tanishib chiqamiz.

Faraz qilaylik (18) tenglamani y yoki x ga nisbatan oson
yechish mumkin bo‘lsin. Masalan, uni y = f(x,)’) ko‘rinishida yozib
olish mumkin bo‘lsin. —Z’lzp parametr kiritib, y=/(x,p) ni hosil

RY
qilamiz. Oxirgi tenglikning ikki tomonidan to‘la differensial olib,
hamda ¢y = pdx ga almashtirib
I (x,
of (~ ,v)d‘_+ f (x p)dp’
ax ap
ya'ni M(x,p)dx+ N(x,p)dp=0 tenglamani hosil gilamiz. Agar bu
tenglamani yechib x=a(p,C) yechimni topsak, u holda berilgan

tenglamaning yechimi

pdx =

x=d(p.C).
{y =f(x.p),
parametrik ko‘rinishda bo*‘ladi.

Dastlabki (18) tenglama uchun y(x,)=y, Koshi masalasi (x,,)
nuqtadan o‘tuvchi va bu nuqtada umumiy urinmaga ega bo‘lgan
(18) tenglamaning ikki integral egri chizig’i mavjud bo‘lma-
gandagina yagona yechimga ega bo‘ladi. Aks holda Koshi masalasi
yechimining yagonaligi buziladi, ya'ni (x,,y,) nuqta Koshi masalasi
yechimining yagonaligi buziladigan nuqta bo‘ladi.

(18) tenglama uchun Koshi masalasining yechimining mav_iudligi
va yagonaligini yetarlilik shartini quyidagi teorema aniqlab beradi.
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Teorema. y, soni F(Xy.55:30)=0 tenglamaning yechimlaridan
biri bo*Isin. Faraz qilaylik #(x.»,)") funksiya x ga nisbatan uzluksiz.
v va ' bo'yicha uzluksiz differensiallanuvchi hamda uning -
bo*yicha hosilasi noldan fargli bo*lsin:

OF (X4 Vs ¥o)
oy

U holda F(x.y,y')=0. y(x) =0 Koshi masalasining x, nuqta-
ning yetarlicha kichik atrofida ¢/(x,)=); shartni ganoatlantiruvchi
y=¢(x) yagona yechim mavjud bo-ladi.

Hosilaga nisbatan yechilgan tenglama kabi (18) ko‘rinishdagi
tenglamalar ham maxsus yechimlarga cga bo‘lishi mumkin, bu
integral chiziglar faqgat yagonalik sharti bajarilmaydigan nuqtalardan
iborat bo*ladi.

Agar F(x,y,») funksiya x ga nisbatan uzluksiz hamda y va -
ga nisbatan uzluksiz differensiallanuvchi bo‘lsa, (18) tenglamaning
maxsus yechimi. agar u mavjud bo‘lsa.

Fxpa’)=0,

OF (x.».)') -0 (20)

0.

o'
tenglamalar sistemasini qanoatlantiradi.

Shuning uchun, (18) tenglamaning maxsus yechimlarini topish
uchun (20) sistemasidan »* ni yo'qotish kerak bo*ladi.

500. (') ~2x(y') +y' =2x tenglamani yeching.
Yechish. Berilgan tenglama
() ~2x(y') +3'=2x=("=20)(() +1) =0

bo‘lgani uchun ,'-2x=0 tenglamaga ekvivalent. Uning yechimlari
y=x*+C ko'rinishga ega.

501. (»')" +y(y—x)y —x’ =0 tenglamani yeching.

Yechish. Berilgan tenglama (y'+y2)(y'—xy)=0 bo‘lgani uchun
y+y'=0 va y-xp=0 tenglamalar ko'paytmasiga ekvivalent.

Ulardan birinchisining yechimi y=0 va y=

ikkinchisiniki esa
X+

y= Ce?.
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Demak, berilgan tenglamaning yechimi

. x+C

502. y - (') ¢ tenglamani yeching.

Yechish. Berilgan tenglamaga p=y’=i£": parametr kiritamiz. U
«x
holda
y=plet, dy =(2 pe’ + pie” )a’p.
Bu yerda p=0 yoki x=2¢" +e"(p-1)+C=e"(p+1)+C.

Demak, berilgan tenglama yechimlari:
x=c" +1)+C,
p=0va {‘ (pri)+C

503. In )’ +siny’ —x =0 tenglamani yeching.

2o0r
v=pe.

v _ p, dv=pdx parametr

Yechish. Berilgan tenglamaga y'=p, o

kiritamiz. U holda x=1np+sinp. yoki L= ﬂ:=(l+cosp}1'p.
pr P P

Bundan y =j(l + pcos p)dp =p +cos p + psin p+C . Demak, yechim:
x=Inp +sin p,
{y =p+cosp+ psinp+C.

504. (')’ +(x+a)y' —» =0 tenglamani yeching.

Yechish. Berilgan tenglamaga p=)' parametr kiritamiz. U
holda y=p’+(x+d)p. dyv=pdxva dv=2pdp+(x+a)dp+ pdx teng-
lamani hosil qilamiz. Bu yerda p=C yoki 2p+x+a=0 tenglamalar
kelib chiqadi. Bundan esa berilgan tenglamaning yechimi
quyidagicha bo‘ladi:

v=p +(x+a)p, y=p'+(x+a)p,

y=(x+a)C+C? va =
v=( ) {2p+x+a=0, p=_x-:iz-a.

p ning qiymatini tenglamaga olib borib qo‘ysak, y=(x+a)C+C* va

" 2
- _Q_;ﬂ ekani kelib chiqadi.
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Quyidagi differensial tenglamalarni yeching

505. () =)" )" 506. (') +v*(In’ v-l)
507. (1) +x(') - »=0. 508. . ( N -y ) =0.
509. x(y')2+x}"—y=0. 510. ) 20 +)

511. x° (1) -2y -x*=0. 512. (v ) —x'-y=0.

513*.(3).' + l)()"')z - 3(}’ + 2),\" +9=0.  514*. In\'+ 2(xw" - y)=0.
31-§. n-darajali 1-tartibli differcensial tenglama

Chap tomoni ’ ga nisbatan butun ratsional funksiyalardan

iborat bo‘lgan quyidagi
() +R(» )"- +P(y)' +..+P Y +Py=0 21

ko‘rinishga ega bo‘lgan tenglama n-darajali 1-tartibli differcnsial
tenglama deyiladi. Bu yerda » butun musbat son, £~ P lar x va
yning funksiyalari.

Bu tenglamani ,'ga nisbatan yecha olamiz, deb faraz qilaylik.
Bunda ' uchun, umuman aytganda, » ta har xil ifoda hosil bo‘ladi:

YV =£(x3), ¥ =r(xp)d' =1 (x0). (22)
Bu holda
F(x,».V)=0 (23)
tenglamani integrallash 1-tartibli » ta
V= (xy) (24)

tenglamani integrallashga keltiriladi. Ularning integrallari mos
ravishda quyidagilar bo*lsin:

®,(x,»,C)=0, ®,(x,».C,)=0,...,D, (x,3,C,)=0. (25)

Agar (25) tenglamalarni ) ga nisbatan yechadigan bo‘lsak (23)

tenglamaning yechimini hosil gilamiz.

515. (»') —“;—32' =0 tenglamani yeching.
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Yechish. Berilgan tenglamani (y'_iJ[}..'.,.V"yJ:o ko‘ri-

’

nishda yozib olamiz. U holda -

By
1]
(o)
<
oV
\“‘~
+
B
1}
()
o]
[ed

tenglamalarni yechimlari

\/.‘—’—""/;—C=0 va \/7+"'*/;-C=o.
3a : 3u

Shuning uchun berilgan tenglamaning umumiy yechimi ushbu
ko‘rinishda bo‘ladi:

;¢
(Vo -¢) ~5==0.

Quyidagi tenglamalarni yeching

516. ( y')3 -2x( )2 +y =2x. S517. (') +y(v—x)y -0 =0.
518. (y'): + (sin.t - 2.\))))" -y’ =0. 519. (y')2 =4

520. () +* ~1=0. 521. x(v') =».

522. () - =0. 523. 8(3') =27y.

524. () -4y =0, 525. ' (17 +1)=1.

527%. .’c(_v'\)2 -2y +4x =0,

32-§. Argument oshkor holda qatnashmagan va funksiya oshkor
holda qatnashmagan differensial tenglamalar

F(»»')=0 tenglamadan y ni, F(x)")=0 tenglamadan x ni
hamda y'=p ni ¢ parametr orqali ifodalash mumkin, deb faraz
gilamiz. U holda tenglamalar yechimlari parametrik shaklda kelib
chiqadi. Masalan, F(y.p)=0 tenglamani ko‘raylik. y=g(s) deb
tenglash yordamida p =y (¢) ni topdik deb faraz qilaylik. U holda bir
tomondan dy =pdx =y (¢)dx ikkinchi tomondan dy=¢/(¢)dt, har ikki

. @' (1 .
w(t)de=¢'(1)dt :}dx=W(r;dt = x=jz(,))dt +C

Umumiy yechim parametrik shaklda quyidagicha yoziladi:

tenglikdan
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J-"=jﬂ,‘)d“
w(r)
y=o(1)
528. y=a,/l+(y'): tenglamaning umumiy yechimini toping.
Yechish. Tenglamada p=)'=sit deb olamiz. u holda teng-
lamani ko*rinishi y=av1+sh¥ =acht boladi.

dv =p =dv= av _ asht dt =adi . yanidv=adt =x=at -C.
dx p sl
. . x=at C, . .
Umumiy yechim parametrik shaklda { bo‘ladi.
v=ach,
x+C x+C

[ =

ekanini e’tiborga olsak. umumiy yechim: y =ach _
a

Quyidagi tenglamalarni yeching

529. x((x) -1)=2y". 530. y'(x—1Iny")=1.
531. x=(y) +)' 532. x=\[(y')+1.

533. y=(y) +2(y'). 534, v=In(1+(»))
535. y=(y'-1)e’. 536+, (/1) =(y' )"
53755 (v) - () =y" 538+, 2y(y' +1)=x(»')"

33-§. Lagranj va Klero tenglamalari

1. Lagranj tenglamasi. Ushbu
y=xp(¥')+w () (26)
tenglamani Lagranj tenglamasi deyiladi, bu yerda o(v'), w(v)lar y
ning ma’lum funksiyalari. Bunday tenglama ham p parametr kiritish
usuli bilan yechiladi. y' = p(x) deb belgilaymiz. U holda tenglama
ushbu ko*rinishga keladi:
y=xp(p)+y(p) (27)
Bu tenglamani x bo‘yicha differensiallab,

P=w(PH[ﬂp’(p)H//'(ﬁ)]% yoki P—(/’(ﬁ)=[w'(n)+l//'(p)]% (28)
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tenglamani hosil gilamiz. p—¢(x)#0 va p—w(x)=0 bo‘lgan hollarni

garaymiz.
a) p—g(x)=0 bo’lsin. (28) tenglamani % ga nisbatan quyidagi
ax

ko‘rinishda yozamiz:
a__o(r) _ v'(p)
dp "~ p-o(p) p-o(p)

Hosil gilingan tenglama x va Z—; ga nisbatan chiziqlidir, demak,

x=d(p,C) (29)
umumiy yechimga ega. (29) ni (27) ga qo'yib y ni p va C orqali

ifodalaymiz:

v=®(p.C)o(p)+w(pr)=r(r.C). (30)
(29) va (30) bizga Lagranj tenglamasining umumiy yechimini

parametrik ko‘rinishda beradi:
f.r =d(p,C),

lv=7(r.0).
Bu sistemadan p parametrni yo*qotib, Lagranj tenglamasining
umumiy ycchimini quyidagi ko'rinishda hosil gilamiz.
F(x,y,C)=0.
Tenglamaning umumiy yechimidan hosil bo‘lmaydigan
maxsus ycchimi ham bo‘lishi mimkin.
b) p=p(x)=0 bo‘lsin, ya’ni biror p=p, da ¢(p,)=p, bo‘lsin.

Ushbu
{y =xp(p)+w(p),

P = Po»
sistemada p ni p, bilan almashtirib y=x¢(p,)+y(p,) yechimni hosil
gilamiz. Bu esa Lagranj tenglamasining maxsus yechimi bo‘ladi.
"3 .
539. Ushbu y=x+(y) Lagranj tenglamasining umumiy va

maxsus yechimlarini toping.
Yechish. Tenglamada '=p(x) deb olamiz, u holda teng-

lamaning ko‘rinishi
. 3 -~
y=x+p (Jl)

hosil bo‘ladi. (31) ni x bo‘yicha differensiallaymiz:
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,dp 2 dp
_ 2 —1=3p —.
p=1+3p (1.\‘:[) / e

3p’ -
pldp tenglamani integrallab

a) p-1=0 bo'lsa. ushbu dx=

quyidagini hosil gilamiz:

.\'=3[ln|p—l|+ p+ %-J, (32)
x ning hosil gilingan ifodasini (31) ga qo’yamiz:

_1,-=3[ln|p—l|+p+£2—)+p’+C.

(31) va (32) lar Lagranj tenglamasining umumiy yechimining
parametrik korinishini beradi.

b) p-1=0 bo‘lsa, p=1 giymatni (31) tenglamaga qo'yib.
v=x+1 maxsus yechimni hosil qilamiz.

2. Klero tenglamasi. Bu tenglama Lagranj tenglamasining
»(¥)=) bo'lgan holiga aytiladi. Klero tenglamasining umumiy
ko'rinishi quyidagicha bo‘ladi:

y=xv'+y(y). (33)
¥ = p(x) deb olsak, (33) tenglama quyidagi ko‘rinishga keladi:
y=xp+w(p). (34)

x bo‘yicha differensiallab, quyidagini topamiz:

Y =p+x%+l//'(p)-d£ D%[,\‘+l//'(p)]=0

dx
dp
bu yerda %2 _ :
y T 0 yoki

x+y/'(p)=0. (35)
7/
Zx’lzo tenglamadan p=C kelib chiqadi. (34) da p o‘rniga ¢ ni

qo‘yib, Klero tenglamasining umumiy yechimini hosil gilamiz:
y=Cx+y/(C). (36)
Bu geometrik nugtayi nazardan to‘g‘ri chiziqglar oilasini tasvir-
laydi. (35) tenglama (34) bilan birgalikda Klero tenglamasining
parametrik shakldagi yechimini ifodalaydi:
{x=—v/(p).
y==pV' (P)+y (p).
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IHaqgigatan ham. bu tenglamadan: dx=—"(p)ap.
dv = [—/)(//"(p) - l//'(p)]dp =-py"(p)dp, bu yerda :i—p =p.
X

Buni Klero tenglamasiga qo’ysak —py'(p)-w(p)=-pv'(p)-v(p)
ayniyatga olib keladi.

Sistemaning ikkala tenglamasida p parametrni yo‘qotib (33)
tenglamaning integrali d(x,»)=0 ni hosil gilamiz. Bu integralda ¢
ishtirok ctmaydi. binobarin, u umumiy integral bo‘la olmaydi. Uni,
shuningdek, umumiy integraldan ¢ ning hech ganday qiymatlarida
hosil gilib bo*Imaydi. chunki u maxsus integral deyiladi.

540. Ushbu y=x' +y'—(,v')2 Klero tenglamasining umumiy va

maxsus yechimlarini toping.
Yechish. Klero tenglamasining umumiy yechimini y ni C

bilan almashtirib topamiz:
y=Cx+C—-C".

Bu tenglamani C bo'yicha differensiallaymiz:
O=x+1-2C.
Quyidagi
y=Cx+C-C?,
{O =x+1-2C,
sistemadan C ni yo'qotib,
v=l(x+])2
!
maxsus yechimni hosil gilamiz. U parabola bilan
y=Cx+C~-C"?
umumiy yechimlar oilasining o‘ramasini tashkil giladi.
Quyidagi klero tenglamalarining umumiy va maxsus
integrallarini toping

541. y =A},’_(yl)3. 542. - 2.\_1,'_%.
¥
,Y('V')Z ey f 1 2 n?
543. 2y = DT S544. y=x(1') +(»).
545. y +y=x(v)" 546", y+x' =4y

3

s47%. y=x(»') -2(+) 548", 20/ —y=Iny.
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5

549, x'—v=Iny". 550. y=x'-()).
551. y=xg'-al+(v). §52. y=x'+ -

2y
553. Z(y'):(y—.\y')zl. 554. v=x'—c"
5355, v=x/'—(2+)"). 556. (y')3 =3(' -y).

X

34-§. Rikkati tenglamasi

Ushbu

%:P(x)y:+Q(x)y+R(x) (37)

ko‘rinishdagi tenglama Rikkatining umumiy tenglamasi deyiladi.
Bu yerda p(x). O(x), R(x)- biror a<x<b oraligda o‘zgaruvchi x
ning uzluksiz funksiyalari (—s<a.h<»).

Tenglamada P(x)=0 bo‘lsa, chizigli tenglama; R(x)=0 bo'lsa
Bernulli tenglamasi hosil bo‘ladi.

O-zgaruvchlarni quyidagicha almashtirish natijasida Rikkati
tenglamasi oz ko‘rinishini saqlaydi:

1) x erkli o‘zgaruvchini ixtiyoriy x=¢(x) ko'rinishda (¢-
differensiallanuvchi funksiya) o‘zgarish natijasida tenglamani kori-
nishi o°zgarmaydi.

Haqgiqatan ham, (37) tenglamada bu almashtirishni bajarib,
yana Rikkati tenglamasini olamiz:

% =P[p(x) ] (x)y + [ 0(x)]e (x)y + R[p(x) o (x,),

. .. e g + e s
2) » erksiz o‘zgaruvchini kasr chiziqli y=i‘—)'—+—§- ko‘rinishda
Y

(a, B,7,6 qaralayotgan oraliqda a8 - 8y =0 shartni qanoatlantiruvchi
xning ixtiyoriy differensiallanuvchi funksiyalari) almashtirish
natijasida ham tenglama o°z ko‘rinishini saqlaydi:

r ! / ’ !
& (a‘fb:' +a'y, +/3)-(ry. +5)~(ri—£‘ +7'y +5)(ay. +3)

dx (r» +9)
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(m)‘—/]}/)i?j +(a'y—ya)y] +(a's+ By —ad - Py')y,+(B'S-5P)
(73, +5)

Erkli o'zgaruvchini x yoki erksiz o‘zgaruvchini y ning
bunday shakl almashtirishlarini bajarib, Rikkati tenglamasi
soddaroq ko rinishga keltiriladi.

1) Tenglamada y* oldidagi koeffitsiyentni v =w(x)z chiziqli
almashtirish bajarib =1 ga tenglashtirish mumkin. Bu yerda w(x)
hozircha noma’lum funksiya. U holda (37) tenglama quyidagi
ko-rinishni oladi:

wfl—z + 2w’ = P(x)w'z’ + O(x)wz + R(x)

dx
yoki
Iz 2 w R(x
:l—\' = P(x)wz’ +((_)(.\')—:):+—%.
Agar w:ip(‘ deb olinsa, tenglama quyidagi holga keladi:
X
(/Z 5 I),
R e xX)—— |z P(x)-R(:
L +(Q(\) P) P(x)-R(x).

Bu almashtirish X ning P(x)#0 bo’lgan o‘zgartirish oralig‘i
uchun o‘rinli.

2) Tenglamada qidirilayotgan v funksiya oldidagi koeffitsi-
yentni y=wu +a(x) almashtirish bajarsak (37) tenglamani ko‘rinishi,
quyidagicha bo*ladi:

‘_{Lﬁ = P(x)i +[ O(x) + 2P (x)a(x) Ju+ R(x) + P(x)a* (x).
(X
u oldidagi koeffitsiyentning 0 ga teng bo‘lishi uchun
N 90)
a(x)= ()’ (P(x):tO)

ko‘rinishda tanlab olish kifoyadir.
Keltirilgan almashtirishlarni o‘miga qo“yib, Rikketi tenglamasini
dy ) |
L4y + R(x
dx ) (x)

ko‘rinishda yozish mumkin.

dv . | . . ..
559. Ushbu Z =y’ +—2 - Rikkati tenglamasini yeching.
X =
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. 1 . . . . d= Y
Yechish. y=— almashtirish orqali tenglamani -({-z—l—»i[ )
= 2\ x

ko‘rinishga keltiramiz. Bu bir jinsli tenglamani yechishda L

belgilashdan foydalanamiz.

U holda
du | du dx du dx
u+x—=-l-—w. > —— - =-- > =
dx 2 w +2u+2 2x 1+ (e +1) 2x

tenglikni integrallab, yechimni topamiz.

1
arctg(l+u)=—§ln.\'+C, = u+l =rg(C~]Elnx), =
l

=x[-1+1g(c'%mx)]’ - 'v:x[[—H’g(C‘Izmm'

Quyidagi Rikketi tenglamalarni yeching

560. Sx' —(4x+5)y +y* =-3x 561. /4yt =2

X’
562. Aj/'+,\jv+x2)22 =4 563. 3y'+)? +3,=0.

e
564. )‘yl_(2x+l))’+yl =-x". 565. V' -2 +)y* =5-x7.
566. Y +2ye" =y =e¢ +et. 567. 3xy' —(2x+3) y+y* =-x".
568%. 20/ —(3x + Z)y +yt =-2x 569*. y'+ay? —axy —1=0.

35-§. Yugqori tartibli differensial tenglamalar.
Tartibi pasayadigan differensial tenglamalar

1. Asosiy tushunchalar. n— tartibli oddiy differensial
tenglama deb
F(x,y,y’,y",...y(")) =0 (38)
ko‘rinishdagi tenglamaga aytiladi.
Bu tenglamaning yechimi deb, » marta differensiallanuvchi va
(38) tenglamaga qo‘yish natijasida uni ayniyatga aylantiruvchi
y=¢(x) funksiyaga aytiladi, ya’ni

Flx,0(x).¢/ (x),0" (x),--.0" (x) | =0.
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Koshi masalasi. (38) tenglamaning
() =300 V(x) =0 3(%) =050 7 (x) = 37 (39)
boshlang-ich shartlarni qanoatlantiruvchi yechimi topilsin.
v=¢(x,G,C,..,C,)
funksiya (38) tenglamaning umumiy yechimi bo‘lsin, ¢,c,,....C,,
o‘zgarmas sonlar (39) Koshi shartlari orqali aniqlanib, xususiy

yechim topiladi.
Umumiy yechimdan xususiy yechimni hosil qilishda
qaralayotgan oraligning chetki nuqtalarida berilgan chegaraviy

shartlardan ham foydalaniladi.
Koshi shartlari deb ataluvchi boshlang‘ich shartlar soni

tenglamaning tartibi bilan teng bolishini ta’kidlab o*tamiz.
n-tartibli differensial tenglamani faqat ayrim xususiy hollar-
dagina bevosita integrallash mumkin. Quyida tartibi pasayadigan
tenglamalarni ko‘rib o‘tyamiz.
2.Tartibi pasayadigan tenglamalar
V" = f(x) ko‘rinishdagi differensial tenglamalar.
Bunday ko‘rinishdagi tenglamani » marta ketma-ket integral-
lash natijasida umumiy yechimi topiladi:
=1 (x). (40)
=] f(. de+C, = f,(x)+C,,
W= [[f(x)+C Jdx+C, = fi(x)+Cx +C,,

RS G e, D)
bu yerda
([
G G .C, lar o‘zgarmas sonlar bo‘lgani uchun (41) ni

(n=1)"(n-2 ) [
quyidagicha yozish mumkin:
Y=/, (x)+Cx" '+ Cx"? 4.4 C, x +C,.

570. Ushbu »" =sinx tenglamaning umumiy yechimini toping.
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"

Yechish. y"’=d2' ckanini e’tiborga olib, berilgan tenglamani
ax

"

7 =sinxyoki dy" =sinxdx ko‘rinishda yozish mumkin. Tenglamani
X

har ikkala tomonini ketma-ket integrallab, umumiy yechimni
topamiz:

V= Isinxdx +C, =—cosx+C,,

¥ =I(—cos.r+Cl)(Lr+C3 =-sinx+C,x+GC,,

|
v =I(—sinx+C,x+Q)dY+C; =cosx+;C,x‘ +C,x +C,.
Demak, izlangan yechim
b} l v
y=cosx+Cx’ +Cx+C, C=;C|-

571. "=y tenglamaning y(0)=1, '(0)=0 boshlang-ich
shartlarni qanoatlantiruvchi yechimini toping.
Yechish. Berilgan tenglamani ketma-ket integrallash natijasida
umumiy yechimni aniglaymiz:
Y =Ixe"dr+C, =—xe "+e " +C,
y=j(—xe" te* +C,)61X+Cz =xe "+e " +e +Cx+C,,
yoki
y=e " (x+2)+Cx +C,.

Boshlang‘ich shartlardan foydalanib, koeffitsiyentlami topamiz
1=¢(0+2)+C,-0+C,, C,=-1,

y'(O):—O-e'“—e'" +C, 0=-1+C, C, =1I.

Demak, xususiy yechim
y:e—x(x+2)+x—l.

Quyidagi differensial tenglamalarni yeching
ST2. /" =cos'x, y(0)=5, ¥(0)=0. ¥ (0)=5, 7(0)=0.
S73. y" =xsinx, y(0)=0, ¥'(0)=0, y"(0)=2.
374. y"sin® x =sin2x.
575. y" =2sinxcos? x —sin’ x.
576. y"=xe™, y(0)=0, ¥'(0)=-2, y"(0)=2.
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m
577. 07 = (=2, v(1)=1, 3 (1)=1.

= . 1 7
! [ o £ )
COs™ X .4 4

579*. y"=4cos2x, 1(0)=0, »'(0)=0.

580%. 1" =— 581. y7—x2,

3 .

14 x~

582. 4" =cosux. 583. Vv'=

sinx’
584. v =xe', yv(0)=1, »'(0)=2.
585. v'=sin2x, v(0)=6, v'(0)=0.

36-§. Noma’lum funksiya oshkor holda qatnashmagan
tenglamalar

F(x,),y")=0 ko‘rinishdagi differensial tenglama

, . dp .. . d
Yy =p, y =d—l almashtirish orqali F(x,l),—p)=0 birinchi tartibli
A dx

differensial tenglamaga keltiriladi.
586. " =L +x tenglamaning umumiy yechimini toping.
RY
Yechish. 7=, almashtirish bajarib
4,
i P £ + X
dx x
birinchi tartibli chiziqli tenglamaga kelamiz. (12) formuladan

foydalanib umumiy yechimni topamiz.

p= (,.[f“‘ [Cn + J’ e i i‘/‘dy} =M™ [C, + _[ xe"“"d\':l =x(C, + j xe " dx) =

v l v ’ 2 - -
= x(C, +J.x‘—a'x)=x(C, +x). =2p=y=Cx+x’ ::’V:%C. +L+C,_
X - 2 3 2

587. y"(x-1)-»"=0, ¥(2)=2, »(2)=1. y"(2)=1. tenglamaning
xususiy yechimini toping.

Yechish. 7=p(x) va y7=p' almashtirish orqali quyidagi
o‘zgaruvchilari ajraladigan tenglama hosil bo‘ladi. Bu tenglamaning
yechimi:
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pl(x=1)=p, :@=(—(b’—l) =In|p|=In|x-1]+InC,, = p=C(x-1).
p (x-

Demak,
V' =C/(x-1).
Bu tenglamani ketma-ket intcorallab umumiy yechimni topamiz.
V=[G (x- (Lx——Cr ~Cx+C..

1. . . C ¢ Lo .
y='|‘(56,x“—(,,x+CZJdr+C,=?)'.r‘—7'x'+(:x+(,.

Xususiy yechimni topish uchun chetki shartlardan foyda-

lanamiz.
¥'(2)=1, =1=C(2-1), =C =],

V( l

):I’ :>1=5’4—2+C2, :>C2:l’
$(2)=2 =2=2-2424C, =G,

o

w | N

Demak, xususiy yechim
3 1, Lt
y—gx —E'X + x4 3
588. m massali jism samolyotdan boshlang‘ich tezliksiz
tashlandi. Unga o‘z tezligining kvadratiga teng miqdorda havo
qarshilik ko‘rsatmoqda. Jismning harakat qonunini toping.
Yechish. Quyidagi belgilashlar kiritamiz: s-jism bosib o‘tgan
ds d’s

masofa; V=—--jismning tezligi; =—

=mg -

. (dsY
harakat yo‘nalishidagi og‘irlik kuchi; F=mv‘=k(7:) -qarama-

qarshi yo‘nalishdagi havo garshiligi.
Nyutonning ikkinchi qonuniga asosan jismning harakat
qonunini ifodalovchi quyidagi differensial tenglamani yozamiz:

d’s ds ds
= p—kv? = k , L
mw=p =>m o =mg — (a’t ) "
5 k
miiZ =mg —kv* 3ﬂ =—(§ﬂ—vz).
dt . m\ k

tenglama hosil bo‘ladi.
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mgr
a = —-<
o P belgilash kiritsak, o‘zgaruvchilari ajraladigan diffe-

rensi
al tenglama hosil bo*ladi. O zgaruvchilami ajratib va integral-

lab. quyidagini hosil qilamiz:
dv /((13_‘,3) - dv k 1 —kt+C'
==1+C,
m

a+tv

- =—dt =>—In
dr - m a’ - m 2a

M - . - . . . .
asalaning shartiga ko'ra 1| =0 ekanini e’tiborga olsak,

C =0 kelib chiqadi. Shunday gilib.

a-—v

u"l

akt
In|9tY|_ 2ak 2abs 2akt em —e ™ akt
a—y =—1! =Dv=dag|lem™ -1 e +1 ———_atlz—
\ m el m’
e +e ™

hOS A y
il bo*ladj. ¢ f"’g k ”‘& va v= ﬂ ekanini e’tiborga olsak,

(lv

kg
= =ath /—r tenglamani hosil qilamiz va uning yechimi

’kQUInc/"/—’+C —ﬂlncly,‘——t+C v, =0=>C,=0.

Demak, jism bosib o‘tgan yo'l .s-=%’hch ¢ formula bilan,
m

teZl. 1 < . . .
181 esa v=al/7"ki’t formula bilan topiladi. Bu formulada a= ﬁ;f’:-
m

Iunv:ahmlh,/—t—a 1’
1 —»u —y

eka 101 ' . ..
nligidan tushish tezligi cheksiz o*sa olmaydi hamda tezda v=\/—1§

limitik qiymatga erishadi.
Q"Vldagl differensial tenglamalarni yeching

589, X'y 42 y =1, 590. y" +)y'tgx= sm21
L. Vxlnx=y., 592. 0" -y =¢"

593. y"+297 =0, 594. (l—xz)y"—,\y'=2.
595. 207 =y . 596. (l+xz)y'+l+)"2 -0.
S97. ¥y =y, 598. y"(e‘ +l)+y'=0.
599. (l+x2)J’"+23}":.\"‘ 600. y'1gx =V +1-

601+, "= 3"+ xsin )—' 602*. (l—xz)y"+xy'=2.

Ry
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37-§. Argument oshkor holda qatnashmagan tenglamalar

F(y,y’,y",...,y("))= 0 (42)
tenglamada erkli o‘zgaruvchi x oshkor holda ishtirok etmaydi. Bu
tenglamani

y'=p(») (43)
almashtirish yordamida tartibi bittaga pasaytirib yechiladi. (43)
almashtirish natijasida:
y'=p )y =prs Y =p[pp"+p].-

o‘rniga qo‘yish bajariladi.

603. 1+y%=y-)" tenglamaning umumiy yechimini toping.

Yechish. y' = p(y) va y"=pp’ almashtirishni bajaramiz. U holda
pap__dy

5 =

]+p2=y'p'p”:>l+p~ y

=1+ p*=Cly*, = p=+C}y* -1,
hosil bo‘ladi. p ning giymatini o‘miga qo‘yib, umumiy yechimni
topamiz:

Y=+ /Clzyz—l, :;,_fil’_zidx, :Ciln(C,y-t-,/C,zyz—l)=i(x+C2),

Gy -1 !

D%lnll +p3|=ln|y|+lnC,,

L (x4 (3)G 2 =_L /C
2C,(e +e ) Clcz (x+C,).

604. Ar(0;1) nuqtadagi urinmasi Ox o‘q bilan a=45" burchak
tashkil giluvchi va egrilik radiusi normalning kubiga teng bo‘lgan
chiziq tenglamasini tuzing.

Yechish. Egri chzigning egrilik radiusi va normal tenglamasi
quyidagicha edi:

y:

3/2

02
R=(IJJ,L, N=y,/l+y’z.

y
Masala shartiga asosan R=N’ ekanligidan quyidagi differen-
sial tenglamaga ega bo‘lamiz;

AT
(Jr:—,) =y (1+y°) = yy =1, |y = p(»), ¥ =rr|=
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ppvi =1, = pdp=yvdy, :Ipdp =I_v'safv, =
1

El): =“%_V 2 +%C|‘ =p=C-y

Bundan,
¥ =Gy
tenglama hosil bo*ladi. Masala shartiga asosan
v'(0)=1g45 =1, y(0)=1,
tenglamaga qo‘yib 1=C, -1 =, =2.
Shunday qilib, quyidagi tenglamaga kelamiz:

1 3 1
= " — 2p- -] = —_
zl.\:?,/_} 1 x+2CZ,

y 217 -1 2

2y 1 vdy
: —_———

Vi=2—ypls =l

yoki

1 2
M (0:1) :1:5[(2-0+C2) +1], c2=1,l

y= —;—[(2,\'+ G) + l},

Demak, umumiy yechim y=2x?+2x+1.
Quyidagi differensial tenglamalarni yeching

605. 1"+ =0. 606. )" +2y()") =0.
607. y'1gv=2y" 608. V'(2y+3)-2)" =0.
609. y(1-Iny)y"+(1+Iny)y? =0. 610. y'(1+y)=)"+y.
611. " +yp=)" 612. y? + 237" =0.
613. vv'=1. 614. 25" =1+,
615. 33" =" +v-Iny. 616. ," = ‘T;
617. 2" =(¥)". 618%. 33"=»"=0, y(0)=1, y'(0)=2.
38-§. Noma’lum funksiya va hosilaga nisbatan bir jinsli
tenglamalar
Fxr ") =0 (44)
tenglama .r,y,)”,y"....y(”’ larga nisbatan bir jinsli bo*lsa,
== p(x) (45)

almashtirish yordamida (44) ni tartibini bittaga pasaytirib yechiladi.

109



619. 3y =4y-y"+ ) tenglamani yeching.
Yechish. Berilgan tenglama ,,,,," larga nisbatan bir jinsli
ekanligidan, tenglamaning har ikki tomonini ,* ga bo"lib,

{3)-13-
y y
ko‘rinishga kelamiz. Bu tenglamada:

’

L= p(x)=p(x) =222 =L_(L) , ==yt
4 B % Y% v R%

Bularni e’tiborga olib, quyidagi tenglamani hosil gilamiz.
Uning yechimi:

<

3p* —4p*—4p'=-1-p° ‘=4p'=-1- pl= dp —ldx:>
1+ p’ 4
1
dretgp = —ix+cI = p=t1g(c,— 5) =2 = 1g(c, - _)_y =stg(c, - i)dx +Inc,
4 4 y 4"y 4 -

cos(C,—i)
4
620. y?+y-y"=y-y tenglamani yeching.
Yechish. Berilgan tenglama y,)’,)” larga nisbatan bir jinsli
y2+y"=(3) ekanligidan yy'=z =7 =z =z=C¢'. Bundan
y =Ce’ = ydy=Cdx =y*=2Ce" +C, :yz,p(,’,e’ +C,.
Quyidagi differensial tenglamalarni yeching

In|y|=41n

+In|C,| = y=C, cos’ (Cl —%]

621. " -y =0. 622. (y+l)y"+(y’)' =0.
623. 29" y" = y"? -a’. 624. y"=y'e', y(0)=0, y'(0)=1.
625. X" +xy2 =y 626. yy" =y +15y*Jx.
627. (1+x°)(y*-»')=n0y.  628. np"+n” =23
629. X' =(y-/)". 630. yr+ X 4+ 2 =2
x x y
631. x*y)" + " =0. 632. x*(y"” - 2=y
633. " =y (y+y). 634. 4x2)*y" =x* — )"

635%. X'y =(y-0')(y-0'-x).
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39-§. Yugqori tartibli chiziqli tenglamalar
W pa (x)y N v ay (x)y" N+ ra, (x)y +a,(x)y=1(x) (46)

ko‘rinishdagi tenglama n-tartibli chiziqli bir jinsli bo‘lmagan
tenglama deyiladi.

Bu yerda 4/(x), a,(x)....a,(x) va f(x) - ma’lum va biror
oraliqda uzluksiz bo‘lgan funksiyalar.

Agar f(x)=0 bo‘lsa, bu tenglama chiziqli bir jinsli tenglama
deyiladi.

Chiziqli bir jinsli tenglamaning birorta y, Xususiy yechimini
bilgan holda

y=z(x)ds (47)

chiziqli almashtirish yordamida berilgan tenglamaning tartibini
bittaga pasaytirish mumkin. U holda mos bir jinsli bo‘lmagan
tenglama ham :z(x) ga nisbatan (n-1)-tartibli chizigli tenglamaga
keladi.

2 ” ’
636. y"+=v"—y'+
X

=x tenglamani y, =Inx Xususiy yechimi
xXinxy
bo‘lsa, tartibini pasaytiring.

Yechish. (47) formulaga asosan y=lnsz(x)tit almashtirish

bajaramiz . y dan 3-tartibli hosila olamiz.
I
'=—|z(x)dx+zInx,
¥ =1fx(x)
1 2z
=——[z(x)dx+=+z"Inx,
% I(x \ \’ X
_—j (x) dx——+—+ Z"Inx.

Hosilalarning qiymatini berllgan tenglamaga qo‘yib z(x) ga
nisbatan quyidagi ikkinchi tartibli tenglamaga ega bo‘lamiz:

n 3 2Inx » 1
"Inx + +| = -—Inx|z=x.
x X x

11




sinx . ..
xususly yechimi

2
637. yu+;y’+y =0 tenglamani »=

bo‘lsa, umumiy yechimni toping.
sinx

z(x)dx almashtirish

X
bajaramiz. y dan 2-tartibli hosila olamiz.

Xcosx—sinx sin r
V'——-“.,J- ( )(L\"f-
x* x

P

. _sinx . 2(xcosx—sinx) (.\‘: —2)sinx+ 2xcosx
= ' =z _\'2 = x} J.f'(;_',
hosilalarning qiymatini berilgan tenglamaga qo‘yib, quyidagi I-
tartibli tenglama hosil bo‘ladi. Uning o‘zgaruvchilarni ajratish
usulida yechamiz.
dz cosx C
dx = 1

sinx-z'+2cosx-z=0 = —=-2= z=—"
Z Sinx sin”x
Natijani dastlabki almastirishga qo‘yib, umumiy yechimni

topamiz:

COosx
X

smxI .C: dx_smx(c Cctgx) —y=C, smx_C
X sin~ x X
638.1'sin*x =2y tenglamaning y=crgx xususiy yechimi bo‘lsa,
uning tartibini pasaytiring.
639.y"—=v—+l;=0 tenglamaning y=x xususiy yechimi bo‘lsa,
X X

v

uning tartibini pasaytirib integrallang.
640.)" +(1gx—2ctgx)y' + 2c1g’x- y =0 tenglamaning y=sinx Xxusu-

siy yechimi bo‘Isa, uning tartibini pasaytirib integrallang.
2, . COS. . ..
641.)"+=)y'+y=0 tenglamaning y=-—— xususiy yechimi
X X

bo‘lsa, uning tartibini pasaytirib integrallang.
tenglamaning y=r1gx Xxususiy yechimi

bo‘lsa, uning tartibini pasaytirib integrallang.
643.})" -2y -3y=0 tenglamaning y=e

bo‘lsa, uning tartibini pasaytirib integrallang.
644.," +4y =0 tenglamaning y=sin2x xususiy yechimi bo‘lsa,

uning tartibini pasaytirib integrallang.

-+ xususiy yechimi
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40-§. Yuqori tartibli chiziqli bir jinsli tenglamalar

W a ()" r e, ()2 + Lt a, (x)y +a,(x)y=0  (48)
ko‘rinishdagi tenglama berilgan. j,, y,,..,», funksiyalar (48)
tenglamaning chiziqli erkli xususiy yechimlari bo‘lsa, quyidagi
teorema o‘rinli.

Teorema. Agar (48) tenglamaning xususiy chizigli erkli
yechimlari y,. y,,....y, funksiyalar bo‘lsa
y=Cy» +Cyy, +...+C,v, 49)
funksiya (48) tenglamaning umumiy yechimi bo‘ladi, ¢, c,,...C, lar
ixtiyoriy o‘zgarmas sonlar.
Izoh. . v,..y, funksiyalar (a;») oraligda noldan fargli
@, ..., sonlar uchun
ay, +oy, +..+a,y, #0 (50)
bo‘lsa bu funksiyalar chizigli erkli funksiyalar, aks holda chizigli
bog‘liq funksiyalar deyiladi.
(50) tenglikni ikkita y,, y, funksiyalar uchun qo‘llasak, quyi-
dagi sodda natijani hosil qilamiz, ya’ni chiziqli erkli bo‘ishi uchun:

ay, +a.y, 20 SHe X SN
Y2 a

Masalan. 1.y =x, y,=x* funksiyalar == ,=l,-=c bo‘lgani
- X

uchun chiziqli erkli.

2.y,=¢", y,=¢ funksiyalar =L=—=¢"=C bo‘lgani uchun

chiziqli erkli.
) . : »o_2e" 2 Tomm:
3.y, =2¢", y,=5¢" funksiyalar =L ==—-===C bo‘lgani uchun
: Yy, S’ 5
chiziqgli bog‘lig.
n ta funksiyaning chiziqli erkli bo‘lishining yetarli sharti
sifatida W(y, v,....»,) — Vronskiy determinantining noldan farqli

bo‘lishi xizmat qiladi, ya’ni
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B g R g Y,
o0 ¥,
W (31 a3 =| i (51)

(n-1) Sll-l) )’,‘,"_l)

N Ya
Agar y, v,,..,», funksiyalar (48) tenglamaning Xususiy
yechimlari bo‘lsa, Vronskiy determinantining noldan farqli bo"lishi
bu funksiyalarning chiziqli erkli bo*lishi uchun zarur va yetarli.
(48) tenglamaning Vronskiy determinanti (51) «(x) koef-
fitsiyenti bilan (a;b) oraligning x, nuqtasida

- [t e
W (3> Yo ¥a) =W (31 Yrreea v )|, € I (52)
Liuvilli-Ostrogradskiy formulasi bilan ifodalanadi.

(48) tenglamani chizigli erkli yechimlari to‘plami yechim-
larning fundamental sistemasi deyiladi.

Ikkinchi tartibli

Y +a(x)y +a,(x)y=0 (53)
chizigli bir jinsli tenglamaning fundamental sistemasi y,(x)va y,(x)
funksiyalardan iborat bo‘lsa, uning umumiy yechimi

y=Cy(x)+Coy(x) (54)
ko‘rinishda bo‘ladi.

Agar (53) tenglamaning bitta xususiy yechimi y (x) ma’lum
bo‘lsa, ikkinchi chizigli erkli yechim Liuvilli-Ostrogradskiy for-
mulasi, ya’ni

e~Ia.(,\')«l(

yz(x)=y,(x)jmd\' (55)

yordamida aniqlanadi. Bu wusul ikkinchi tartibli bir jinsli
tenglamaning bitta yechimi ma’lum bo‘lganda, uning tartibini
pasaytirmasdan birdaniga (55) formula yordamida y,(x) ni topib,
(54) formula orgali umumiy yechimni yozish imkonini beradi.

645. y"+zy'+y=0 tenglamani y =322 xususiy yechimni

X X

bilgan holda uning umumiy yechimni toping.

Yechish. (55) formulaga asosan y,(x) ni topamiz
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2,
I‘,“ . “2nr : 2 -2

sinxr ¢ SINXX°-X
-dy = I —dx = I ——dx=
X Sln X X

X

sinx ¢ dx  sinx cosx
= _[ = (—crgx)=- )
\

sin~ .x

sin“x X X
Tenglamaning umumiy yechimi (54) formulara asosan
quyidagicha bo‘ladi:
sinx COS\’
y=C2 -, =2
X Ry

646. y=Ce" +C,e™ funksiya »"-9y =0 tenglamaning umumiy

yechimi ekanini ko* rsatmﬂ
Yechish.  y(x)=e", y,(x)=e” har biri ham tenglamani

. RIS
ganoatlantiradi hamda “E:; =:_—3 e = C. Demak, ular chiziqli erkli
funksiyalar shuning ucun:
v=Ge' +Ce.
647. y"-)' =0 tenglamaning y =e¢", y,=¢™, y,=chx Xususiy
yechimlari fundamental sistema tashkil etadimi?
Yechish. Buning uchun Vronskiy determinantini hisoblaymiz:
v onl e e chy
W(x)=|yl y, »¥|=le" - shx|=0,

X

vy W et et ol
chunki birinchi va uchinchi satrlar bir xil. Shuning uchun bu
funksiyalar chiziqli bog‘liq, ular fundamental sistema tashkil
etmaydi. Demak, ulardan umumiy yechim tuzib bo‘lmaydi.
»(x) va y,(x) funksiyalar berilgan tenglamaning funda-
mental yechimlar sistemasini tashkil etishini ko‘rsating va
tenglamaning umumiy yechimini yozing.

648. y,=x, v,=x-1, V' -

y y=0.

x+l x*+1

649. 4 =.\’1, Y =_\'4, y

X’
650. y, =¢>, y,=xe™, V' -4y +4y=0.
651. y, =sinx, y,=cosx, 3y +y=0.
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652. y, =shx, v,=chx, y"—v=0.
653. y, sy v, = Sy y"—l__v' +(l - 41 )_v= 0.

Jx Jx X X
Quyidagi berilgan funksiyalar chiziqli erkli bo‘lishi yoki
bo‘lmasligini aniqlang
654. x+1, 2x+1, x+2.
655. 2x* +1, ¥ -1, x+2.
656. Vx, Jx+a, Jx+2a.
657. In(2x), In(3x), In(4x).

658. arcsinx, arccosx.

41-§. O‘zgarmas koeffitsiyentli yuqori tartibli chiziqli bir jinsli
differensial tenglamalar

W gy +ay" P+ +a,_y +ay=0 (56)
tenglama o‘zgarmas koeffitsiyentli chiziqli bir jinsli tenglama
deyiladi, bu yerdagi «,,q,,...,a, lar o‘zgarmas haqiqiy sonlar.

(56) tenglamaning vechimini
v=e"

ko‘rinishda qidirib, uni tenglamaga qo‘yish orqali, (56) ning
xarakteristik tenglamasi deb ataluvchi quyidagi algebraik
tenglamani hosil gilamiz:
' +ak™ +a k" +..+a, k+a,=0. (57)
(56) tenglamaning yechimini (57) xarakteristik tenglamaning
yechimiga mos ravishda:
1) har bir oddiy haqiqiy 4 yechimga C¢* qo‘shiluvchi mos
keladi, bu holda umumiy yechim quyidagicha bo‘ladi:
y=Ce" +C,e** +..+C e (58)
2) har bir, karrali yechimga, quyidagi ko‘rinishdagi umumiy
yechim mos keladi:
y=(CI +Cx+.. +C X" )ek‘; (59)
3) har bir k,=a+if oddiy kompleks yechim bo‘lganda,
umumiy yechim quyidagicha bo‘ladi:
y=e"(C, cos Bx +C,sin fx); (60)
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4) har bir k,=a+iff m karrali kompleks yechim bo‘lganda,
umumiy yechim quyidagicha bo-ladi:

y=e" [(C, +Cx+..+Cx"" )cos Px+ (C, +Cx+.t C,,x"")sin ,Bx]. 61)

659. y" -7, +6y =0 tenglamaning umumiy yechimini toping.

Yechish. i*-7k+6=0  xarakteristik tenglamani tuzib,
k =1, k, =0 ildizlarga ega bo‘lamiz, (58) formulaga asosan, umumiy
yechim quyidagi ko‘rinishda bo-ladi:

y=Ce' +Cye.

660. " —13)y"+36y=0 tenglamaning umumiy yechimini
toping.

Yechish. 4*-13k*+36=0 xarakteristik tenglamani tuzib,
k.,=13, k,=%2 ildizlarga ega bo‘lamiz. (58) formulaga asosan,
umumiy yechim quyidagi ko rinishda bo‘ladi:

y=Ce™ +Ce™ +Ce™ +Ce™.

661. " -y -2y =0 tenglamaning »(0)=0, '(0)=3 boshlang‘ich
shartlarni ganoatlantiruvchi xususiy yechimini toping.

Yechish.  k*-k-2=0 xarakteristik tenglamani yechib,
k =-1, k, =2 ildizlarga ega bo‘lamiz (58) formulaga asosan, umumiy
yechim quyidagi ko*rinishda bo"ladi:

v=Ce " +Ce’.
Boshlang‘ich sartlardan foydalanib, quyidagi sistemaga

kelamiz:
{C, +C, =0,

-C, +2C, =3.
Sistemani yechib, ¢ =-1. C,=1 ni topamiz. U holda xususiy
yechim quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi:
y=—c"+e™.
662. ,"-2y'=0 tenglamaning v(0)=0, y(In2)=3 chegaraviy
shartlarni qanoatlantiruvchi xususiy yechimini toping.
Yechish.  #°-2k=0  xarakteristik tenglamani yechib,
k =0, k,=2 ildizlarga ega bo‘lamiz (58) formulaga asosan, umumiy
yechim quyidagi ko‘rinishda bo*ladi:
y=C +C,e™.
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Chegaraviy shartlardan foydalanib, quyidagi sistemaga

kelamiz:
{C|+Cz=0, {C+C,=0,
- 2

C +e™C, =3, |C +4C, =3.
Sistemani yechib, ¢ =-1, C,=1 ni topamiz. U holda xususiy
yechim quyidagi ko‘rinishda bo*ladi:
y=e" —1.

663. y" —2y"+ ' =0 tenglamaning umumiy yechimini toping.

Yechish. & -2k’ +k=0 xarakteristik tenglamani yechib,
k =0, k, =k =11ldizlarga ega bo‘lamiz (58) formulaga asosan,
umumiy yechim quyidagi ko‘rinishda bo*ladi:

y=C +Ce" +Cyxe'.

664. " —4)' +13y =0 tenglamaning umumiy yechimini toping.

Yechish. k*-4k+13=0 xarakteristik tenglamani yechib,
k.=2%3i ildizlarga ega bo‘lamiz (60) formulaga asosan, umumiy
yechim quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi:

y=¢"(C, cos3x +C,sin3x).

Quyidagi tenglamalarning umumiy ycechimini toping

665. "' —4y'+3y=0. 666. y"—4)' +4y=0.
667. 3" —4y' +13y=0. 668. y" -4y =o0.
669. y"+4y=0. 670. " +4y =0.
671. -y -2y=0. 672. y"+25v=0.
673. y"' -y =0. 674. y"+4y' +4y =0.
675. y""—2y"+y"=0 676. y"+2) +5v=0.
677. y"+5y"+4y=0 678. Y =3y +2y=0.
679%. ¥ +2ay' +a’y =0. 680%. )" +4'y=0.

Quyidagi tenglamalarning boshlang‘ich yoki chegaraviy
shartlarni ganoatlantiruvchi yechimini toping

681. ¥ +5y +6y=0, y(0)=1, ¥(0)=-6.

682. )" 10y +25y=0, y(0)=0, »'(0)=1.

683. 3" -2y +10y =0, ){%)=O, y’(%):é{zn

684. y7+3) =0, y(0)=1, y'(0)=2.
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686. )"+ =0, y(0)=1, y’(f) =0.

3
687. 9y"+ =0, ‘:(3_”)=2' 'v'(gi‘{)=().
’ "\ 2 2
688. y"—y=0, y(0)=2, 1(0)=4.

689. " +2V +2y=0, y(0)=1, 3'(0)=1.

42-§. Yuqori tartibli chiziqli bir jinsli bo‘lmagan differensial
tenglamalar

Ushbu
W +a ()" a, (x)2" P ++a,, (X)) +a,(x)y = £(x) (62)
tenglama chiziqli bir jinsli bo‘lmagan tenglama deyiladi. (62)
tenglamaning umumiy yechimi quyidagi teorema bilan aniqlanadi.

Teorema. Agar U =U(x) funksiya (62) tenglamaning birorta
xususiy yechimi bo°lib, j,, v,...,», funksiyalar esa mos bir jinsli
tenglamaning fundamental yechimlar sistemasini tashkil etsa, bir
jinsli bo*lmagan tenglamaning umumiy yechimi

v=U+Cy +Cy+..+C v . (63)
ko‘rinishda bo‘ladi.

Demak, bir jinsli bo‘lmagan tenglamaning umumiy yechimi
uning biror xususiy yechimi bilan unga mos bir jinsli tenglamaning
umumiy yechimlari yig‘indisidan iborat.

Masalaning muhim jihati shundaki, bir jinsli tenglamaning
umumiy yechimini xarakteristik tenglama orqali topishni bilamiz,
ammo bir jinsli bo‘lmagan tenglamaning birorta xususiy yechimini
topish masalasi ancha murakkab.

Chiziqli bir jinsli bo‘lmagan tenglamaning birorta xususiy
yechimini topishning ikki usuli bilan tanishamiz.

1. Ozgarmasni variatsiyalash wusuli. Bu usul bir jinsli
bo‘lmagan tenglamaning birorta xususiy yechimini topish uchun
qo‘llaniladi va koeffitsiyentlar o‘zgarmas hol uchun ham yaroglidir.

Mos bir jinsli tenglamaning fundamental yechimlari y,, y,.....y,

ma’lum bo‘lsa (62) ning birorta xususiy yechimini
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U=C1(.x)yl +C2(x)y2 +...+C'"(,\¢)y" (64)
ko‘rinishda qidiramiz. - .
(64) l’?l (62) ga qo‘yib G (x),C,(x),Ca(x) funksiyalarni
aniglash uchun quyidagi sistemani hosil qilamiz:
Ci(x)n + G (xX)y +t c (x)y, =0,
C/(x)y +Ci(x)2 +..+C(x)y, =0,
(65)
C/(x)y" P + Gy (%) W p 4 C(x) v =0,
()5 G s G = S ()
Bu sistemadan C,(x),Cy(x),-C,(x) lami topib. (64) ga qo‘ysak,
xususiy yechimga ega bo‘lamiz.
Yugqoridagi sistema
)}" +al (X)}y’ +a2 (x) =.f(x)
ikkinchi tartibli tenglama uchun
Cl(x)» +Cy(x)y. =0, (66)
Cj(x) ¥+ Cy(x)yi = /(%)
ko‘rinishni oladi va bu sistemaning yechimi quyidagi ko‘rinishda
bo‘ladi:

yof (x)d nf (x)dx
C(x)=-[22Z 2212 (x)= 22222
) IW()’,JZ) () jW(y.,yz)
U holda (64) formulaga asosan xususiy yechim quyidagi
ko‘rinishda bo‘ladi:
vof (x)dx »/ (x)dx
U=- +y .
ylj W(yl’yl) ! W(yn)’z)
Bu formuladagi w(y,»,) ifoda y,y, yechimlarning Vronskiy

determinantidan iborat.

(67)

690. y"+zy'+y=% tenglamaning umumiy yechimini toping.
X X
Yechish. y"+zy'+y=0 bir jinsli tenglama uchun 645-misolda
P

) =S'%ekanini bilgan holda y, =—% ni aniglagan edik. Vronskiy

determinantini topamiz:
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sinx cosx

. 1
W(v.»,)= o B =
XCOsX—sinx xsinx+cosx| x

[N}

X’ x* |
Demak, y,v, yechimlar chiziqli erkli, ya'ni fundamental
sistema tashkil etadi. U holda bir jinsli tenglamaning umumiy

yechimi

sinx cosx
yv=C + C,
X

X
ko‘rinishda bo‘ladi. Bundan esa xususiy yechim (67) formulaga
asosan quyidagicha aniqlanadi:

Cosx cIgx sinx cigx
sinx . cosx - - sinx gcos® x
U=-222[x X g ZPR[ X X g 2RI[E08 Ty
X 1 X s X sinx
X7 x?

cosx sinx x cosx . sinx x
- Icosxdr= Inftg =|+cosx |— sinx = Injtg =
x X 2 X x 2

Natijada (63) formulaga asosan. umumiy yechim quyidagicha
bo‘ladi:
sin.x cosx _sinx

v=_ -G, + In
X

X RY

{ X
£35

Ushbu misoldan ko'rinadiki, (62) tenglamaga mos bir jinsli
tenglamaning birorta y,(x) xususiy yechimi ma’lum bo‘lsa, uning
umumiy yechimi

v=Cy +Coy, +U(x)
ko‘rinishda bo‘lib, bu yerda
»~I-I,(\‘).tx
¢
R

Vi

formula orqali, U(x) esa (67) formula bilan topilar ekan.

2. Noma’lum koeffitsiyentlar usuli.

Bu usuldan faqat tenglamaning koeffitsiyentlari o‘zgarmas
bo‘lganda foydalaniladi.

Soddalik uchun o‘zgarmas koeffitsiyentli ikkinchi tartibli bir
jinsli bo‘lmagan tenglamani ko‘ramiz.
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Y'+ay +a,y=f(x). (68)
Bu tenglama uchun xususiy yechimni qidirish, s(x) funksi-
yaning berilishidan kelib chigadi. Quyidagi hollarni ko‘rib o*tamiz.
1. f(x)=£(x)e™ bo‘lgan holda:
a) a son k*+ak+a,=0 xarakteristik tenglamaning ildizlari
bo‘lmasa, xususiy yechim
U(x)=0,(x)e™ (69)
ko‘rinishda qidiriladi, bu yerda p(x) hamda Q,(x) lar n-tartibli
ko‘phadlardir.
b) a son k*+ak+a,=0 xarakteristik tenglamaning bir karrali
ildizi bo‘lsa, xususiy yechim
U(x)=xQ,(x)e™ (70)
ko‘rinishda qidiriladi.
d) a son & +ak+a,=0 xarakteristik tenglamaning ikki karrali
ildizi bo‘lsa, xususiy yechim
U(x)=x0, (x)e" (71)
ko‘rinishda qidiriladi.
2. f(x)=¢“[ B(x)cos Bx+Q,(x)sin fx] bo‘lgan holda:
a) a+iff son k’+ak+a, =0 xarakteristik tenglamaning ildizlari
bo‘lmasa, xususiy yechim
U(x)=e[ B(x)cos Bx +Q(x)sin fx] (72)
ko‘rinishda qidiriladi, bu yerda /= max (n,m).
b) a+if son k’+ak+a,=0 xarakteristik tenglamaning ildizi
bo‘lsa, xususiy yechim
U(x) =xe™*[ B(x)cos Bx +Q, (x)sin px| (73)
ko‘rinishda qgidiriladi, bu yerda /=max(n,m).
691. y" -2y’ +2y=x" tenglamaning umumiy yechimini toping.
Yechish. Xarakteristik tenglamasi k*-2k+2=0 =k, =1%i.
Demak, bir  jinsli tenglamaning umumiy yéchimi
y=e*(C,cosx+C,sinx) ko‘rinishda bo‘ladi.f(.r):xz=e°‘Pz(_\-) bo‘lgani
uchun xususiy yechimni
U(x)zAx2+Bx+C

ko‘rinishda izlaymiz. Bu yechimni tenglamaga qo‘ysak:
122



2A=4Ax =2B+2Ax +2Bx+2C=x" =
2457 +(—4A+2B)x +(24-2B+2C)=1-x*+0-x+0.
Natijada ushbu sistemaga kelamiz:
24 =1,
—44+2B =0, = A=
24+2B+2C=0
Demak, izlangan yechim quyidagi ko rinishda bo‘ladi:

v=¢"(C cosx+C,sinx) +%(x+l)2.

. B=1. C=

| —

692. v+ y=xe" +2¢ * tenglamaning umumiy yechimini toping.
Ycchish. Xarakteristik tenglama 4*+1=0 =4, =+. Demak, bir
jinsli tenglamaning umumiy yechimi y=C cosx+C,sinx ko‘rinishda

bo‘ladi.
j(\) =/|(\)+/: (.\'):,\'er +2¢”* hamda =1, ay=-1, §=4,=0,

£ (x)=x bo‘lgani uchun xususiy yechimni
U(x)=U,(x)+U,(x)=(Ax+B)e" +Cc™*
ko‘rinishda izlaymiz. Bu yechimni tenglamaga qo‘ysak,
24e" +(Ax+ B)e" +Ce " +(Av + B)e" +Ce ™ =xe* +2¢™,
(2Ax+24+2B)e" +2Ce " =(1-x+0)e" +2¢™".

Natijada quyidagi sistemaga kelamiz:
24 =1,
24428 =0, :A=%, B=-L c=1.
C=l,
Demak, umumiy yechim quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi:
. 1 !
y=C cosx+C, smx+§(x—l)l‘ +e.

693. y"+)y'-2)y'=x-¢" tenglamaning umumiy yechimini

toping.
Yechish. Xarakteristik tenglama
K +k —2k=0 =k =-2, k,=0, k =I.
Demak, bir jinsli tenglamaning umumiy yechimi
y=C +Ce" +Ce™
ko‘rinishda bo*ladi. O‘ng tomondagi funksiya:
F(5)=Fx) + £lx) ==,
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o =0, P(x)=x, &=L R(x)=-1 B=4,=0, B(x)=x
bo‘ladi bundan xususiy yechimni:
U(x)=U| (x)+U2(x) =x(A-’f+B)@' +Cxe™
korinishda izlaymiz. Bu yechimni tenglamaga qo‘ysak
3Ce* +Cxe* +2A+2Ce” + Cxe®* —4Ax-2B-2Cxe* =x —¢",
= —4Ax+(24-2B)+3Ce" =x—¢".
Natijada quyidagi sistemaga kelamiz:

44=1,
24-2B=0, =>A=B=_%’ c=_1
3C=-1, 3

Demak, dastlabki tenglamaning umumiy yechimi, quyidagi
ko‘rinishda bo‘ladi:
BV

694. y" -2y —3y=c"" tenglamaning y(In2)=1, y(n4)=1 chega-
raviy shartlarni qanoatlantiruvchi xususiy yechimini toping.

Yechish. Xarakteristik tenglama &> -2k-3=0 =k =-1, k, =3.
Demak, bir jinsli tenglamaning umumiy yechimi y=Ce™+C,e™
ko‘rinishda bo‘ladi. f(x)=1-¢", a=4, F,=1 bo‘lgani uchun (69)
formuladan xususiy yechim

U(x)=Ae™

ko‘rinishda bo‘ladi. Bu yechimni tenglamaga qo‘ysak:

164c™ —84e™ =3A4e™ =¢™ =54=1 = A =%,

Bundan, umumiy yechim (63) formulaga asosan, quyidagicha
bo‘ladi:

y=Ce ™ +Ce* + —;-e“.

Chegaraviy shartlardan foydalanib, xususiy yechimni topamiz.

-In2 n ] n2
C,e'*+C2e"2+§e“"-=|, %C,+8CZ+%=], CFQ,
= 75
o v o2 | gmn
C,ez""-l-(,:eﬁ' 2, Loma lC,+64C,+@=l c __M91
> 4 : ’ > 600°

Demak, izlanayotgan xususiy yechim
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652 ., 491 4, 1 4
V= et ———e"+=e".

750 600 S
695. 1" +3y'-2y=cosx-3sinx tenglamaning y(0)=1, )'(0)=2
boshlang‘ich shartlarni qanoatlantiruvchi xususiy yechimini toping.
Yechish. Xarakteristik tenglama &°+k-2=0 =k =-2, k,=1.
Demak, bir jinsli tenglamaning umumiy yechimi p=Ce™ +Cye*
ko‘rinishda bo‘ladi.  f(x)=¢"(cosx-3sinx), a=4, =1 bo‘lgani

uchun (60) formuladan xususiy yechimni:
U(x)= Acosx+ Bsinx,

ko‘rinishda izlaymiz. Bu yechimni tenglamaga qo‘ysak :
—Acosx — Bsinx — Asinx + Bcosx —2Acosx —2Bsinx =cosx —3sinx,

= (B-3A)cosx —(3B+ A)sinx =cosx —3sinx.

Mos koeffitsiyentlarni tenglab, quyidagi sistemaga kelamiz:
B-34=1,
{3/3 +A4=3
Bundan esa umumiy yechim quyidagi ko rinishda bo‘ladi:
v=Ce™" +C,e" +sinx.
Boshlang‘ich shartlardan foydalanib, quyidagi sistemaga
kelamiz:

= A=0, B=1.

0 0 _
{q° rGe=l, =C, =0, C, =1

-2Ce° +C,e” +cos0=2
Demak, xususiy yechim quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi:
y=e' +sinx.
696. -y =ch2x tenglamaning y(0)=)'(0)=0 boshlang‘ich
shartlarni qanoatlantiruvchi xususiy yechimini toping.
Yechish. Xarakteristik tenglama  k*-k=0 = =0, k,=1.
Demak, bir jinsli tenglamaning umumiy yechimi y=C +Ce
ko‘rinishda bo‘ladi. f(x)=e°‘(l-c/12x+0-sh2x), a=0, f=2 bo‘lgani

uchun (60) formuladan xususiy yechimni:
U(x)= Ach2x + Bsh2x,

ko‘rinishda izlaymiz. Bu yechimni tenglamaga qo‘ysak:
4Ach2x +4Bsh2x —2 Ach2x — 2 Bsh2x = ch2x,

(4A4-2B)ch2x +(4B-2A)sh2x =1-ch2x +0-sh2x



Shunday qilib, mos koeffitsiyentlarni tenglab, quyidagi siste-
maga kelamiz:

1
A=L p=1
oasa=0 ~ 173 B7%

Demak, umumiy yechim quyidagi ko‘rinishda bo*ladi:

{4A—2B=l, 1

y=C +Ce" + %clsz + %shZ,\'.

Boshlang‘ich shartlardan foydalanib, quyidagi sistemaga
kelamiz:
C,+Cze°+zl;—ch0+%s/10=0, C1+C:=_l,

= =C,=0,C, =1,

C2e°+§shO+%cle=0 CZ+%=0 3
Demak, xususiy yechim quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi:
y= —%e" + lchZ,\f + %3112.\' .
697. " +y=3sinx tenglamaning ¥(0)+y'(0)=0, y(%)q.y'(f) -0

2

chegaraviy shartlarni ganoatlantiruvchi xususiy yechimini toping.
Yechish. Xarakteristik tenglama £*+1=0 =k,=0+i Demak,

bir jinsli tenglamaning umumiy yechimi y=C cosx+C,sinx ko‘ri-
nishda bo‘ladi. f(x)=€"(3sinx+0cosx), =0, =1 bo‘lgani uchun

(73) formuladan xususiy yechimni:
U(x)=x(Acosx+ Bsinx)

ko‘rinishda izlaymiz. Bu yechimni tenglamaga qo*ysak:
—2Asinx +2Bcosx — Axcosx — Bxsinx + Axcosx + Bxsinx =3sinux,

= —2Asinx +2Bcosx =3sinx +0cos x.
Shunday qilib, mos koeffitsiyentlarni tenglab, quyidagi siste-

maga kelamiz:
-2A4=3, 3
=>A=-=, B=0.
{23 =0, 2
Demak, umumiy yechim quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi:

. 3
y=C,cosx+C, smx—Excosx.

Boshlang‘ich shartlarni qanoatlantiramiz:
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. - . 3 3 .
y'=-C,sinx+ C,Cco8x — =COSX+ —xsiny,
2 2

y(0)=C, cos0+C, sil1()—32—()-cosO=C,,
, . 3 3. 3
v'(0)=-Csin0+C, c050—5c050+ S0sin0=C, -,

Vg T .t 3=z T
v = |=C cos= +Cysin=~==-cos==C,,
“\2 2 2 22 2

. 3 .
y’[f)=—(,smz+C,cos£——cos£+gzsm£=—C, +3_7z'-
2 2 - 22 2 22 2 4

¢’tiborga olsak, quyidagi

Berilgan chegaraviy shartlarni
sistemaga kelamiz:

C+C-2=0, C+C=2,

_3@-n)
c,-C+%-0  |-c+c=-Z 8 4
Demak, xususiy yechim quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi:
,v=—g—[(fr+2)cosx—(7r—2)sin.\']—;xcos.\‘.

698. )" +6)'+10y=80c'cosx tenglamaning y(0)=4, »'(0)=10

boshlang‘ich shartlarni qanoatlantiruvchi xususiy yechimini toping.
Yechish.

Xarakteristik tenglama k*+6k+10=0 =4, =-3+i Demak, bir
jinsli  tenglamaning umumiy yechimi y=¢"*(Ccosx+C, sinx)
ko‘rinishda bo‘ladi. f(x)=e"(80cosx+0sinx), a=1, B=1
uchun (60) formuladan xususiy yechimni:

U(x)=e"(Acosx + Bsinx)
ko‘rinishda izlaymiz. Bu yechimni tenglamaga qo‘ysak:
e*(-24sinx +2Bcosx) + 6e* (Acosx + Bsin x — Asinx + Bcosx) +
+10¢* (Acosx + Bsinx) =80¢* cosx =
(164 +8B)cosx + (-84 +16B)sin x =80cos x + Osin x.

Mos koeffitsiyentlarni tenglab, quyidagi sistemaga kelamiz:
164+8B =80
—8A4+168=0

Bundan esa umumiy yechim quyidagi ko‘rinishda bo*ladi:
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y=e*(C cosx+C,sinx)+2e" (2cosx +sinx).
Boshlang‘ich shartlardan  foydalanib, xususiy yechimni

topamiz. . .
3 = (-3C, cosx = 3C,sinx —C;sinx +C, cosx) +2e* (3cosx —sinx),

y(O):CI +4=4, y’(O):—-3C, +C2 +6=10 :C‘l =0, Cz =4
Demak, xususiy yechim quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi:
y =4~ sinx +2e*(2cosx +sinx).

699. , +y=1gx tenglamaning )r(O)zy(%)=0 boshlang*ich
shartlamni qanoatlantiruvchi xususiy yechimini toping.

Yechish. Xarakteristik tenglama &*+1=0 =k, =i. Demak, bir
jinsli tenglamaning umumiy yechimi y=C cosx+C,sinx ko‘rinishda
bo‘ladi. f(x)=1gx bo‘lgani uchun xususiy yechimni noma’lum

koeffitsiyentlar usuli bilan izlab bo‘lmaydi. Shuning uchun
o‘zgarmasni variatsiyalash usulidan foydalananiz.
y=C,(x)cosx +C,(x)sinx deb olsak ¢ (x) va C,(x)funksiyalarni

aniglash uchun (65) formulaga asosan, quyidagi sistemaga kelamiz:
C/(x)n+Cy(x)y, =0, _ C;(x)cosx +C;(x)sinx =0,
C(x)y+Co(x)ya=S(x),  |-Cl(x)sinx+C;(x)cosx =gx.
Bu sistemani yechib,
o)
8273

sin® x
G (x) = —I
ekanini topamiz.
Shunday qilib, berilgan tenglamaning umumiy yechimi
X T

dx+ A=sinx—1In

+A4, =>C,(x)=—cosx+B
cosx

y=Acosx+ Bsinx—cosxIn

Chegaraviy shartlardan:

Acos0+ Bsin0—cos0in tg(9+£) =0,
2 4 B
=>A=0, B=—In3.
AcosZ + BsinZ —cosZIn Ig(£+£) =0,
6 6 6 12 4

Demak, xususiy yechim quyidagicha bo‘ladi:

okl o(3+%)

y =—2—ln3~sinx—cosxln
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Quyidagi tenglamalarni yeching

700, v =2V + v=c". 701. Vv —4y=8x".

702, v +33 + 2y =sin2x+cos2x. 703, y +y=x+2¢".

704. 3" +3v=9x 705. V" +4V +5y =5x7 =32x+5.
706. v" =31 + 2y =¢". 707. V' +5V +6y=¢ +e7*.
708. V" + " =6x+c". 709. V' +3 —2v=6x%

710. 4y"— y=x"-24x. 711. y"+ V' +2,5v=25c0s2x.
T12%. Vv +2V +y=c. 713%. v" -5y +6v =13sin3x.

714. y"-4y' +3y=¢", v(0)=0, »'(0)=9.
715. »" -8y +16y=¢", y(0)=0, y'(0)=1.
716. v+ v =cos3v, y(%):‘l, v

717. 23" =3 =1, p(0)=0, »'(0)=1.

718. Y +4y=sin2x+l, y(0)=‘l1'. y'(0)=0.

0.

719- ."”+4,"=C052.\', ),(0) =",(%)

720. "y”_)-=23/1’\', _"'(0):0, )"(0)‘—".
721%*. )’"—4)"+8)’=6lez’sin.\‘, y(O =0’ )"(0)=4.

43-§. Eyler tenglamasi

O‘zgaruvchi koeffitsiyentli chiziqli
P ey Ny va, o vav=f (x) (74)
yoki
(ax+b) Y +a(ac+b)" Y+ +a,, (a+b)y +a,y=f(x) (75)
tenglama Eyler tenglamasi deb ataladi, o- bu tenglama uchun
o‘zgarmas koeffitsiyentlar.

(74) tenglama uchun x=¢'va (75) tenglamani esa ax+b=¢'
almashtirish orqali o‘zgarmas koeffitsiyentli chizigli tenglamaga
keltiriladi.

722. x*y" —xy' +y =0 tenglamani yeching.
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Yechish. x=¢' = ¢=Inx, %=l=i,=e“ almashtirish bajarib,
X X e

y=y(x)=y[x(f)] funksiyaning murakkab funksiya sifatidagi
hosilasini topamiz:

'-_.Q=.dl.f1£= {ze"‘
de dtdx -
v = ie) = (et —es)e = (5 5).

dx
Bu yerda 3 va j ko‘rinishida  bo‘yicha hosilalar belgilandi.

Bularni e’tiborga olsak, dastlabki tenglama quyidagi holga keladi:
e (j-y)-ee'y+y=0 = j-2y+y=0.
Bu tenglamaning xarakteristik tenglamasi:
kK —2k+1=0 = k =k, =1,
umumiy yechimi esa quyidagich bo‘ladi:
y=(C +Cyt)e' =(C +C,Inx)-x.
723. (4x—1)" " —2(4x~1)y +8y =0 tenglamani yeching.

Yechish. 4x-1=¢ = x=l(e'+l) = £=lc' = £=4e",
4 da 4 dx
almashtirish bajarib, hosilasini topamiz:
dy dt _
== —_ —4ye "
Y dr dx )
d dt
"= (4ye' ) — =(4ye" —de ' p)de™ =16e7H (y - y).

Bularni e’tiborga olsak, dastlabki tenglama quyidagi holga
keladi:
16ee™ (y—y)—4-2¢e”y+8y=0 = 2y -3y +y=0.
Bu tenglamaning xarakteristik tenglamasi
2 -3k +1=0 = k =1, kz=%.
Natijada umumiy yechimi esa quyidagicha bo‘ladi:
1

y=C¢' +Czei' =C,(4x-1)+C,"/4x - 1.
724. v —x + y=cos(Inx) tenglamani yeching.
a 1 1

, ——=—=—=¢"' almashtirish bajarib,
& x ¢

Yechish. x=¢'" = t=Inx

hosilasini topamiz:
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L dy _dvdl

‘!

dv dt dx

ood .\ dt - e S -
Vi=—(ve' | —=(Ve" —e'yle" =e T (Y-V).
. dl(' )d\' ( ) (7-7)

Bularni e’tiborga olsak, dastlabki tenglama quyidagi holga keladi:

e ($-j)-ce’y+y=cost = j-2y+y=cost.

2

Bu tenglamaning xarakteristik tenglamasi
K —2k+1=0 = k =k, =1,
umumiy yechimi esa quyidagich bo‘ladi:
y=(C+Cy)e.
S(x)=(1-cost +0-sint)e* bo*lgani uchun xususiy yechimni
U(t)= Acost + Bsint

ko‘rinishda gidiramiz. Hosilalarni hisoblab,
U'(t) =—Asint + Bcost, U"(t) =—Acost — Bsint

tenglamaga qo‘ysak,
—Acost — Bsint +2Asint —2Bcost + Acost + Bsint =cost, =

—2Bcost +2Asint =cost.
Noma’lum koeffitsiyentlarni aniqlaymiz:

{Azo’ = B=—1 4=0.
~2B=1 2

Demak, U(I)z—%sint hamda umumiy yechim
v=(C +Ca)¢ ~Ssint ko*rinishda bo‘ladi.
Yechimdagi ¢ o‘zgaruvchini x orqali ifodalasak,
y=(C +C,Inx)x - %sinln X,

umumiy yechim bo‘ladi.
Quyidagi Eyler tenglamalarini yeching

725. x*y" -2y =0. 726. x°y" +2xy' —n(n+1)y=0.
T27. X'y +59" +4y =0, 728. XY+ + y =0,

729. 33" + 23 =10x. 730. X’y -6y=12Inx.

731. x*y"—xy' +2y=0. 732. x*y"=3x'+3y=3In%x.
733. ¥’y" -39/ +3y=0. 734. xX°)" =29/ +2y =4x.

735. ¥’y" +3x*y +xy=6Inx. 736. x°)" —4x) +6y =x°.
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737%. XY+ +y=x. 738%. x*y"+x" + v =sin(2Inx).
2. ! l ’
739. v +3xy"+y = y()=1y'(1)=0.

740. x*y" -3xy +dy= %x y(1)= ,)(4)

44-§. Differensial tenglamalar sistemasini o‘rniga qo‘yish
usulida yechish

Ushbu
dx,

71—'[(1 X XgseenX, ) (i=l-,7) (76)
ko‘rinishdagi sistema birinchi tartibli » ta differensial tenglama-
larning normal sistemasi yoki x =x(¢) noma’lum funksiyaning
hosilasiga nisbatan yechilgan differensial tenglamalar sistemasi
deyiladi. Bunda tenglamalar soni noma’lum funksiyalar soniga teng,
deb faraz qgilinadi.

Agar (76) sistemaning c‘ng tomonidagi f; ( =1 n) funksiyalar

x,%,..X, larga nisbatan chiziqli bo‘lsa, u vaqtda (76) sistema
chiziqli differensial tenglamalar sistemasi deyiladi.

(76) sistemaning (a;b) intervaldagi yechimi deb, (a;b)
intervalda uzluksiz differensiallanuvchi va sistemaning barcha
tenglamalarini ganoatlantiradigan n ta x,(¢).x,(¢)....x,(¢) funksiyalar
to‘plamiga aytiladi.

Differensial tenglamalarning normal sistemasi uchun Koshi
masalasi shunday yechimni topishdan iboratki, u r=¢da berilgan

quyidagi giymatlarni qabul qilsin'
5 =i %, = B, =T (7)

Bu qiymatlar (76) normal SIStemanmg boshlang‘ich shartlari
deyiladi. Ularning soni noma’lum funksiyalar soni bilan bir xil.

(76) sistemaning umumiy yechimi deb, n ta ixtiyoriy C,,C.,....C,
o‘zgarmaslarga bog‘liq bo‘lgan ushbu x =¢(/,C,,C,,....C,) funksi-
yalar sistemasiga aytiladi. Ixtiyoriy o‘zgarmaslarning mumkin
bo‘lgan barcha giymatlarida hosil bo‘ladigan yechimlar xususiy
yechimlar deyiladi.

132



n-tartibli bitta differensial tenglamani tenglamalarning normal
sistemasiga keltirish mumkin. Umuman aytganda, buning aksi ham
o°rinli, ya'ni birinchi tartibli » ta differensial tenglamaning normal
sistemasi n-tartibli bitta differensial tenglamaga ekvivalentdir. Bu
usulni o‘rniga qo‘yish usuli ham deb aytiladi.

O'rniga qo‘yish usulini ikkita birinchi tartibli differensial
tenglamalar sistemasini ikkinchi tartibli tenglamaga keltirib, ishonch

hosil qilamiz.
Quyidagi differensial tenglamalar sistemasi berilgan bo‘lsin.

% =a.\'+by+f(t),
dv (78)
Z =cx+dy+g(l).
Bu yerda a, b, ¢, d lar o‘zgarmas koeffitsiyentlar, f(¢), g(r) lar
berilgan funksiyalar, x(¢), y(¢) lar esa noma’lum funksiyalar.
(78) sistemaning birinchi tenglamasidan » ni topamiz:

¥ =%(%—a_\'— /‘(r)). (79)
(79) ni + bo‘yich differensiallaymiz:

dy_dx_ de_df

E'l;(dﬁ “n dz)’ (80)

(79) va (80) ni (78) ga qo'yamiz. Natijada ushbu x(r) ga
nisbatan ikkinchi tartibli differensial tenglamani hosil gilamiz:
Adhx+B%—:+Cx+P(1)=O, (81)
[¢

£y

de”
bu yerda .1, B, ¢ lar o‘zgarmas sonlar.
741. Quyidagi tenglamalar sistemasini o‘rniga qo‘yish usuli
bilan yeching.

—=y+I,
dt
d—y=x+l
dt

Ycchish. Birinchi tenglamadan y ni topamiz. _v=§Y——l ni ¢
t

bo‘yicha differensiallaymiz: d—;v= “;‘ natijani ikkinchi tenglamaga
ar dr-



qo‘yib, quyidagi ikkinchi tartibli o°zgarmas koeffitsiyentli
tenglamaga kelamiz:
d’x
dr
Bu tenglamaning yechimi:
x=Ce' +Ce" —1.
Topilgan yechimni ¢ bo‘yicha differensiallab, y ga qo‘ysak,
navbatdagi yechim chiqadi:
y=C¢ec' -Cye”" —1.
Demak, sistemaning umumiy yechimi quyidagicha bo‘ladi:
x=Ce' +Ce” -1,

—-x—1=0.

y=Cec' -Cye' -1.

Quyidagi differensial tenglamalar sistemasini o‘rniga
qo‘yish ushuli bilan yeching
dx

—=-9y, £=x+5y, x(0)=—2,
742. ;" 743, 14
744 %” T 745 Z;f=xz+.v, x(0)=x(0)=1,
o < o 9
y dy 0)=0
(ar ="' — =3 v(0)=
£=3—2y, (£+3r+y=()
746. | ;” 747. ! ;”
7y—2x—21 7“:)—«*'*‘)’:0
2 .13
df+§i+ =0, (£=3~x—ly—3f~ St
748% {9 d 749%, { 2 : 2
de dy_ P S Y
dt dr’ dr
£=x—4 X 4£——)+3x=sml,
750+, {4 751%. 4 A
%:x-’-y —c;+y=0051
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45-§. O‘zgarmas koeffitsiyentli chiziqli bir jinsli differensial
tenglamalar sistemasini Eyler usulida yechish

Quyidagi bir jinsli chizigli

dx
—=av+by+cz,
dt

av

Z =ax+by+cz.

g','---a)c+b +c,z
dl 2 Zy 2=

\

sistemani qaraymiz va undagi kocffitsiyentlarni o‘zgarmas deb
hlsvol.algyljllz- (82) sistemaning yechimini ko‘rsatkichli funksiyalar
ko‘rinishida izlaymiz:
x=Ae", y=pe", z=ve", (83)

bu yerda Ao v o‘zgarmas bo‘lib, ulami (83) ifodalar (82)
tengl_amam qanoatlantiradigan qilib aniglash lozim. (82) ga (83) ni
qo )flb, ¢" ga gisqartirib va A u. v oldidagi koeffitsiyentlarni tanlab,
quyidagi algebraik tenglamalar sistemasini hosil gilamiz:

(a-r)A+bu+cv=0,

aA+(b—r)u+cv=0, (84)

a, A+ by +(c,—r)v =0.
(84) sistema 4, 4 v larga nisbatan chiziqli bir jinsli tenglamalar

sistemasidir.

.Bi.zga ma’lumki bir jinsli sistema noldan farqli yechimga ega
bo‘lishi uchun sistemaning determinanti nolga teng bo*lishi zarur va
yetarli. Shunday qilib,

(85)
a, b, c,-r
tenglik bajarilishi kerak. (85) tenglama r ga nisbatan uchinchi

darajali t‘engla.lma bo‘lib, uni (82) sistemaning xarakteristik
tenglamasi deyiladi. Quyidagi hollar bo‘lishi mumkin:
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a) Xarakteristik tenglamaning i, r, », ildizlari haqiqiy va
har xil bo‘lsin. Bu.ildizlarning har biri uchun mos (84) tenglamalar
sistemasini yozamiz va A, u. vi; A,. m,. vo: A, 145, v, Koeffitsiyent-
larni aniglaymiz. Agar (85) tenglamaning r, r,. r, ildizlariga mos
(84) sistemaning xususiy yechimlarinix, . z; x,, 3y, 223 ¥, va 2,
orqali Dbelgilasak, (82) differensial tenglamalar sistemasining
umumiy yechimi quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi:

x(l) =Cx, +Cox, +Cix;,
y(1)=Cy +Cyy +Cizy, (86)
z(t)=Cz, +C,z, + Ciz,.

752. Quyidagi tenglan‘rlalar sistemasini umumiy yechimini toping

Ft-=3x—y+z,
d
{7);=—-x+5y—z,
dz
—=x-y+3z
dt Y

Yechish. Sistemaning xarakteristik tenglamasini tuzamiz:
3-r -1 1
-1 5-r -1|=0= -1/’ +36r-36=0 = r,=2.r,=3, 1, =06.
1 -1 3-r
Demak, berilgan sistemaning xususiy yechimlarini
X, =/’{1€2', » =,u,62’, z, =V|e'.’l’

— 31 3t 3t
X, =Ae, y,=e’, z,=v,e,

x3 =/"3€6l, ¥, =/_13(36’, z, =V366’,
ko‘rinishda izlaymiz.
r=2 da A, 4, v lamni aniglash uchun (84) sistema quyidagicha

yoziladi:
(3-2)4 -1 +v, =0, A= g1, +v, =0,
“A+(5-2)p v, =0, = -4 +3p-v, =0, = A4 =1 4=0, v,=-L
A -p+(3-2)v, =0, A= p+v =0,

r =3 uchun (84) sistema quyidagicha yoziladi:

136



—i +v, =0,
A 42, v, =0, >4, =1, =1, =1.

A, =4, =0,
r=6 uchun (84) sistema quyidagicha yoziladi:
=34, -, +v; =0,

-, -v,=0, = A4 =1, 4,=-2, v,=1

A=ty =31, =0,
Shunday qilib, berilgan sistemaning xususiy yechimlari:
2t

v, =0, z;=-¢,

/

x, =e,
x,=¢e", y,=¢e", z,=¢",
xy=e, y,==2¢%, z,=¢%

Bu xususiy yechimlar berilgan sistemaning fundamental
yechimlar sistemasidir. Demak, sistemaning umumiy yechimi (86)
formulaga asosan quyidagicha bo‘ladi:

x(r)=Ce* +Ce* +Cye®,
(1) =Cye” =2C, e,
z(1) =-Ce* +Cye” +Cie®.

b) Xarakteristik tenglamaning ildizlari kompleks sonlar
bo‘lgan holni qaraymiz.

753. Quyidagi tenglamalar sistemasining umumiy yechimini
toping.

—=x-5y,

dr Y

dy

= = 2'r —

dr Y

Yechish. Sistemaning xarakteristik tenglamasini tuzamiz:
1-r =5 5
=0 = r’'+9=0 = 5, =43..
2 —l-r -

(84) formulaga asosan quyidagi sistemaga kelamiz:
(1-r)A-5u=0,
{2/1—(1 +r)u=0.
r=3i uchun
(1-3i) A, +544 =0,
{2,11 —(1+3i)y, =0,
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U holda, x,=5¢", y,=(1-3i)e”. xususiy yechimlarni topamiz.

r=-3i uchun
(1+3i) A4 =54, =0,
22, -(1-3i) 4, =0,
U holda, x,=5¢>", y,=(1+3i)e™ xususiy yechimlami topamiz.

= A4, =5 4,=1+3i

Yangi fundamental yechimlar sistemasiga o‘tamiz:

X =R A

2 : 2
_\;zyl +}’2‘ )_,’z."l —
. 2 - 2

Eyler formulasi e* =cosar +sinar dan foydalanib, quyidagilarni
topamiz: . _
x, =5cos3t, x, =5sin3t, y, =cos3r+3sin31, y, =sin3t —3cos3r.

U holda umumiy yechim quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi:
x(t)=5C, cos3t +5C,sin3t,

y(£)=C,(cos3t +3sin3t) + C,(sin3r —3cos 3r).
d) Xarakteristik tenglamaning ildizlari karrali bo‘lgan

holni garaymiz.
754. Quyidagi tenglamalar sistemasining umumiy yechimini

toping.

dx
—=2x+y
dt v
% =—x+4y.
Yechish. Sistemaning xarakteristik tenglamasini tuzamiz:
2-r 1 »
1 4—r =0 = r"—-6r+9=0 = =r,=3.

U holda sistemaning yechimini
x=(4+upt)e”,
y=(h+mt)e”
ko‘rinishda izlash kerak. Yechimni sistemaning birinchi teng-

lamasiga qo‘yib,
3( A+ put) + 4 =2(A4 + p4t) + (A + 41t),
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tenglikka ega bo*lamiz. Tenglikning chap va o'ng tomondagi bir xil
darajadagi : ning kocffitsiyentlarini tenglab, quyidagi sistemani
3ot =244 A

hosil gilamiz:
A =pm+a,
a4, =24, + 14, My = f.

2 va g sonlarni ixtiyoriy parametr deb qarab, 4, =C va y4 =, deb
belgilasak, yechim quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi:

x=(C +Cy)e",

{y=(C, +C,+Cyt)e.

Quyidagi differensial tenglamalar sistemasini o‘rniga
qo‘yish usuli bilan yeching
d_x:Sy._x’ -i—j'-\::z,);-{-y,
755. ! 756. 4 9
dv X+ L x =3y
Ldt 4 dt Y-
. (d
é’—‘.\'-i-y, x(O):O, d—x=4x—3y’
757. ! “1” 758. d’
) Y _ o
—— =4p-=-2 ’ =0. = =3x+4v,
s ) X J (0) dt Y
- 1'.
é =5x—y, %=.\‘+5y, X(0)=—2,
759. 4 760. | <
ﬂ = X 4 3v “i—v = —x—3 0 l
dt Y dr ¥, »(0)=1.
£+25/l=17,\-+81, x(0)=2,
761% dt dt
14
13— =53x+2y, v(0)=-1.
— =53v+2) »(0)
[ [ dx
—=6x-12y-z, “ax-
di ! ) dt T
762% |9 _ 3z, 763*% (Y _
dt ’ dt
dz d.
~E=—4x+l2y+3z. Ff=.v—\’
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46-§. Differensial tenglamalar sistemasini birinchi integral
usulida yechish

Ushbu —
dx, : =
7t_=fi(1,,\1,x2,...,.\',,), (1—1,:1) (87)

differensial tenglamalar sistemasini integrallashning bu usuli
quyidagidan iborat: arifmetik amallar (qo‘shish, ayrish, ko‘paytirish
va bo‘lish) yordamida (87) tenglamalar sistemasini integrallash

uchun qulay
(: U, ﬂ) =0 (88)

dt
tenglamaga keltirilib yechim topiladi, bu yerda U =U(¢,x,,x,,...,x, ) -

764. Quyidagi tenglamalar sistemasining umumiy yechimini
toping

% = 2():2 +y )t
dy
Z —4Xyl.

Yechish. Sistemaning tenglamalarini hadma-had qo‘shib,
quyidagi natijaga kelamiz:

—d(i;y) =2(x+y)zl = I

a'(\+v)
Sistemaning tenglamalarini hadma had ayirib, quyidagi
natijaga kelamiz:

M: 2(x-y)'t :>I d(x-v) Iz:dt = 1 ir-c,

I2ra’1 =1 i =C,.
xX+y

dt (x- y) x=y i
Shunday qilib sistemaning ikkita birinchi integralini topdik.
£t =C, 12+L=Cz. (89)
x+y x—y

(89) ni x va y noma’lum funksiyalarga nisbatan yechib, (87)
sistemaning umumiy yechimini topamiz:
()= Gt G -2 (1) c, -G,
2(c-r)e-a) TG -r) G -r)
765. Quyidagi tenglamalar sistemasining umumiy yechimini
toping
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dv _x-—y

dt -t
dv  x-y

dat  z-t’
dz
—=x—-y+].
dt

Yechish. Sistemaning birinchi tenglamasidan ikkinchi teng-
lamasini hadma-had ayirib, quyidagi natijaga kelamiz:
d(x-y)
dt
(90) ni ikkinchi va uchinchi tenglamalarga qo‘yib, quyidagi
sistemaga kelamiz:

=0 = x-yv=C,. (9())

&_ G
d z=-t’
E=C,+l.
dt
Sistemaning uchinchi teglamasini integrallab, z=(C +1)t+C,

ni topamiz va buni birinchi tenglamaga qoyib. uni integrallab,
y=In(Cy+C,)+C, ni topamiz. Shunday qilib berilgan sistemaning
umumiy yechimi quyidagiga teng:

x(1)=In|Cr+C,|+C, +C,,

y(1)=In|Ct+ G|+ C,.

z(1)=(C +1)t+C,.

766. Quyidagi tenglamalar sistemasining xususiy yechiminin

toping

%}=3x+5y, x(0)=2,

dy
= =-2x-8y. (0)=5,
dr x=9) }()

Yechish. Sistemaning birinchi tenglamasini 2 ga ko*paytirib,
ikkinchi tenglamaga hadma-had qoshib, quyidagi natijaga kelamiz:

d(2x+y) d(2x+y)

T=2(2x+y) = I—(—2X—+)T)-=I2(/t = In|2x+y|=2t+lnCl

2x+y

=In =2 = x+y=C¢" > p=Ce* -2x
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Topilgan yechimni sistemaning biriqchi tepglamasiga qo‘yib,
x ga nisbatan chiziqli tenglamaga kelamiz. Chiziqli tenglamaning
yechimini topamiz.

g 2 -t 5 2
%+7x=5€,e" = x(t1)=Ce” +§C,e )

Shunday qilib, sistemaning umumiy yechimi quyidagicha
bo‘ladi:

S I
x(t)=Ce™" + §C,e' ,
1 2 -7t
y([) =—§C,e' - 2C2€ 7 .
Boshlang‘ich shartlarni e’tiborga olsak:

G, +§C, =2,
? = =9, C,=-3.
Lo _ac, =5,
9

Demak, sistemaning xususiy yechimi quyidagi ko‘rinishda
bo‘ladi:
x(1)=5€" -3,
y(t)=-¢"+6e™".

Quyidagi differensial tenglamalar sistemasining yechimini
sistemaning birinchi integralini topish usuli bilan toping

dx _ & _
767 Z_x Y 768 dt x-y’
"y T ldy x
—— =2xy. = .
dt dt x-—y
26 -‘ai,;: =sinxcosy, m = cos’ xcos’ y +sin’ xcos® y,
9. 770*
dy . ) 1. .
7}t=cosxsmy. %=—§sm2xsm2y, x(0)=y(0)=0.
dx
771 14T 9, 2—x—y® funksiyalar sistemani
. dy  yi—t z=t"+2xy, z=x-ty° funksiyalar sistemaning
di . x

birinchi integrali bo‘la oladimi?
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[dx 2

T =) —CoSsuxy,

772. . ‘1’ z=2tcosx—Iny, z=3vcosx—1*' funksiyalar
dy :
= =-ysinx,
de -

sistemaning birinchi integrali bo*la oladimi?

47-§. O‘zgarmas kocffitsiyentli chiziqli bir jinsli bo‘lmagan
differensial tenglamalar sistemasini integrallash usuli

1. O‘zgarmasni variatsiyalash usuli. Ushbu sistema berilgan
bo*lsin:
X+ax+hy+ez=f(1),
Y+axthy+ez=f (1), on
Z+a,x+bhy+ez=f(1)
Bunda f(¢) (i=1,2,3), - o‘zgaruvchining ma’lum uzluksiz
funksiyasi.
Faraz qilaylik:
v=Cx, +Cx, +Cx;,
y=Cy +C, +Cyyys (92)
z=Cz + Gz, +Cizy,
funksiyalar (91) sistemaga mos bir jinsli sistemaning umumiy
yechimi bo‘lsin. U holda (91) sistemaning yechimini
x=G(t)x +Ca(r)x + Cy(t)x,,
y=C()» +C () v+ Ci(0) ys, (93)
z=G(1)5+ G (1) + G (1)=,,
ko‘rinishda izlaymiz, bu yerda C(1), G(¢), C,(r)- noma’lum
funksiyalar.
(93) ifodani (91) sistemaga qo‘ysak, sistemaning birinchi
tenglamasi quyidagi ko'rinishga keladi:

y? S ~' ~ ’
CGx+Cx,+Cix +C.(x, +ax, +by, +clz,)+

%94)
+C; ("':' tax, + by, +¢,5 ) +G; ("'3' +ax; +by, + c,:,) =/ (I)
Bunda (93) ga asosan barcha gavslar nolga teng, demak,
C/x, +Cox, +Cxy = £(0). 99

143



Xuddi shuningdek. (91) sistemaning ikkinchi va uchinchi
tenglamalaridan (94) kabi natija kelib chiqadi, ular birgalikda

C/x, +C)x, +Cx; = fi(1),
C|I,V| + Cz'yz + Cllyl =/ (1)’ (95)
C/'z,+C,z,+C,z, = £;(1),

tenglamalar sistemasini hosil qiladi.

c,Cc,C larga nisbatan chiziqli bo‘lgan (95) sistema
yechimga ega, chunki determinanti Vronskiy determinant bo‘lib, u
noldan fargli, ya’ni
X X, X
BARED S S 4
5z, Z
(95) sistemadan C', C,. ¢/ lami topib, so‘ng integrallab ¢, ¢, c,
larni topamiz, shu bilan birga (91) sistemaning (92) ko‘rinishdagi
yechimi topiladi.

773. Quyidagi tenglamalar sistemasini xususiy yechimini toping.

A= #0.

%x—+2x+4y=l+4t,

t
dy (96)

—+x—y=§t2
dt 2

Yechish. (96) sistemani yechish uchun, avvalo, bir jinsli

dx
— +2x+4y =0,
dt Y

dy
—+x-y=0.
dt Y

sistemaning umumiy yechimini topamiz. Bu sistemani o‘rniga
go‘yish usuli bilan yechamiz. Ikkinchi tenglamadan x=y—%)i ni
i

topib, differensiallab, birinchi tenglamaga qo‘ysak, quyidagi teng-
lama kelib chigadi:

d’y  dy

P G

Bu tenglamaning umumiy yechimi

y=Ce" +Cee™ = x=y— % =-Ce” +4C,e™.

144



Demak, bir jinsli sistemaning umumiy yechimi
x=-Ce” +4C(_"',
{l’ = CL + Cle” LS
ko‘rinishda bo‘ladi. Bir jinsli bo'lmagan (96) sistemani yechimini,
quyidagi ko'rinishda qidiramiz:
x=-C ()" +4C.(1)e™.
{y:C’,(r)ez' +C,(t)e™.

(97) yechimni (96) sistemaga qo'yib, elementar almashtirish-

lardan so‘ng quyidagi chiziqli tenglamalar sistemasiga kelamiz:
—C/ ()™ +4C, (t)e™ =1+4t,

Cl:(’)czl +(.‘:’(’)e-)l — %’2.

(97)

Bundan
oy (6 =ar=1)e™ o (3 +8r+2)e”
(=" )" )= )
ckani kelib chiqadi Bu ifodalarni integrallaymiz
C,(r)=—§(1+3t Je ¥ +C,, C(t)— (21+: )e* +C.,

bu yerda C,, C, ixtiyoriy o‘zgarmaslar. Topilgan natijani (97) ga
qo'yib, (96) sistemani yechimini hosil gilamiz:

x(0)=-Ce* +4C,e™ +1+1°,

v()=Ce* +Ce™ —%12.

2. Anigmas koeffitsiyentlar usuli. Agar o‘zgarmas koeffit-
siyentli chizigli bir jinsli bo‘lmagan differensial tenglamalar
sistemasining o‘ng tomonidagi f(s) funksiya B (t) — ko‘phad, ¢ —
ko‘rsatkichli funksiya, singr, cosBr — trigonometrik funksiyalardan
iborat bo‘lsa, sistemaning xususiy yechimini anigmas koeffitsi-
yentlar usuli bilan topish maqsadga muvofiqdir.

774. Quyidagi tenglamalar sistemasining umumiy yechimini
toping.

dx

— =x+2y.

dr ey

dy .
=x-—S5sint

dr
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Yechish. Sistemani yechish uchun, avvalo, bir jinsli

dx
—=x+2y,
dr Y
b_,

dt

sistemaning birinchi tenglamasini har ikki tomonini ¢ bo‘yicha dif-

ferensiallab, % ni x bilan almashtirib, quyidagi tenglamani hosil

qilamiz:

dr*  dr
Bu tenglamaning yechimi x=Ce™ +C,e”.
Sistemaning ikkinchi tenglamasini e’tiborga olsak, tenglama-
ning ko‘rinishi
Q—é—zxﬂOsint
det dt
dan iborat bo‘ladi. Bu bir jinsli bo‘lmagan tenglamaning xususiy
yechimini
J(1)=10sint =e"10sint, a=0, =1,
x" = Acost + Bsint
ko‘rinishda axtaramiz.
Hosilalarni topib, bir jinsli bo‘lmagan tenglamaga qo‘ysak,
quyidagi tenglik hosil bo‘ladi.
(34+ B)cost +( A+ B)sint =10sint.
Koeffitsiyentlarni tenglab, sistemani yechamiz.
34+ B=0,
{A + B =10,
Demak, xususiy yechim
x" =-5cost +10sint.
Umumiy yechim esa
x=x+x =Ce" +C,e” —5cost +10sint.

= A=-5, B=15.

Umumiy yechimni va uning ~ hosilasini sistemaning birinchi

tenglamasiga qo‘yib,

y=—Ce' + —]-C,ez’ +Ecost —ésinl
2 - 2 2
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ni topamiz. Demak, berilgan sistemaning umumiy yechimi quyidagi
ko'rinishda bo’ladi:
x=Ce" +C,e™ —5cost +10sint,
v=—Ce" + lC,el' - I—§cost - ésint.
i 2 - 2 2
3. Birinchi integralni topish usuli (Dalamber usuli).
Bizga
dx
—=ax+by+ fi(t),
dt a, 1) ./;() (98)

%“; = a:.\‘+b:y+f2(l),

sistema berilgan bo‘Isin. Sistemaning ikkinchi tenglamasini 2 songa
ko‘paytirib, birinchi tenglamaga hadma-had qo*shamiz:

‘i(x—;”’@:(a, + Aa)x+ (b + b )y + £i(2)+ AL (1). (99)
[¢
(99) ni quyidagi ko‘rinishda yozib olamiz:
w (a + 2a, )(“bi"’ )+f(t)+)f(t) (100)
2 ni shunday tanlaymizki, u
b+Ab, _
a,+/laz_;' (101)

bo‘lsin. U holda (100) tenglama (x+Ay) ga nisbatan chiziqgli
tenglama ko‘rinishga keladi:

LD (04 0 x4+ ()4 240)

Bu tenglamani integrallab, quyidagini topamiz:
)c+/1y=e("'”l"’)'{C+‘|.|:fl(1)+/?.fZ (t)]e“(‘"'“"")'dl}. (102)
Agar (101) tenglama ikkita har xil 2 =4, ildizga ega bo‘lsa, u
holda (102) dan (98) sistemaning ikkita birinchi integrali topiladi.
Demak, yechim to‘la topilgan bo‘ladi.
775. Quyidagi tenglamalar sistemasini Dalamber usuli bilan

yeching.
dx

———Sx+4y+e
dt
g"—)=4x+5y+l.
dt
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Yechish. Bu sistemada
q, =5, bl =43 a =4’ bz =5,j;(1)=8’,f_,(1)=|.
A ni topamiz:

AL 4+54=A(5+42) = 47 =4, L =-1, L, =1.
5+44

U holda 4 =1 uchun:
o 1, 1
x+y=e’[CI +J(e'“’ +e'°’)dt]=C,e’ “3¢ 5"
A =-1uchun:
x—y=e’[C2 +I(l —e")(ll]=Cze' +1e' +1.
Shunday qilib, berilgan sistemaning bog‘ligmas ikkita birinchi
integrali, quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi:

x+y+ée'+%)e'°’=c., (I—)"fe'—l)e"' =G,

Quyidagi differensial tenglamalar sistemasining yechimini
o‘zgarmasni variatsiyalash usuli bilan toping

£+2x—y=—ez', é=.»c+y—cosl,
776. | di 777. { %
%+3x—2y=602" Z_};—_-—y—z,r+COSt+Sinf.
é—y—cost J£+v—cost
778. | dt ’ 779. {4
Q—l 2 4 x=sins
~ =l-x o X =sint.
" (%=2x+y—2z—l+2,
—~ =2x-y,
780. 3, 781. )Y __ .,
d—),’=2y—x—5e’sint. Z'; N .
— =X y—z— - .
dt

. Quyidagi differensial tenglamalar sistemasining yechimini
anigmas koeffitsiyentlar usuli bilan toping

£=3—2y, é=—y+sint
782. ) dt dr ’
| ay 783. dy
= =2x-2 —~ = x +COSl.
dr 7
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£‘l‘=4x—5y+4z—l. x(0)=o0 (§+Q+y=eﬂ
784, ) dt " 785, ]di i
({)7 dt d)’ Yv—=ci
L =x=2y+], A0) = 2—+—=—+2y=sint.
p X v Al (0) 0. dt dt
Jé =x+ v+, x(0) =-Z, —- =XCos{,
786. j' 9" 787. ] d:j
& _v-2 ) 4- 2t (0)=_2 29D (¢ vy
oD . ¥(0) 5 2 (‘ ))
Quyidagi differensial tenglamalar sistemasining yechimini
anigmas koeffitsiyentlar usulj bilan toping
£=5x+4)', £=6.\'+,V,
788. | ! 789,
ﬂ= x+2y. @'—'4—‘:4‘3)"
L dt dt
£=2-\’_4)'+l £=2x+4y+COSf,
790. | d! 791%, {4
E’X_=_\+5y Q=X—2y+sinr.
dr dt
—=3x+y+e, E=x+5y, x(0)=-2,
792. j’ 793. ;’f
) . ly -
2oy 43p+e. L-3y-x, y(0)=1
y x+3y+e u Yy )( )
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VI BOB. KOMPLEKS O‘ZGARUVCHILI FUNKSIYALAR
48-§. Kompleks sonning algebraik shakli va ular ustida amallar

Fan va amaliyotning rivojlanishi haqiqiy sonlar to‘plamining
yetarli emasligini ko‘rsatdi. Masalan, tashqi ko‘rinishi juda sodda
x*+1=0, x*-4x+5=0 tenglamalar haqiqiy sonlar to‘plamida
yechimga ega emas. Demak, istalgan algebraik tenglamani yechish
uchun haqiqiy sonlar to‘plami yetarli bo‘Imay qoladi.

Bundan tashqari, elektronikada va fizikaning turli bo‘limlarida
murakkab tabiatli kattaliklar qaraladiki, ularni haqiqiy sonlar
tushunchasi qamray olmaydi. Shu sababli, sonlar tushunchasini
kengaytirish ehtiyoji yuzaga keldi.

Ta’rif. x va y haqiqiy sonlar, iesa (i>=-1) bo‘lgan mavhum
birlik,

z=x+1iy (1)
ifodaga kompleks son (algebraik shakli) deyiladi, kompleks son
uchun quyidagi tengliklar o‘rinli:

1) x+i0=x, O+iy=iy va l-i=i, —l-i=—i;

2) faqat X=X, Y =), bo‘lgandagina, =X+, 2, =X, iy, =z =2z,
bo‘ladi.

z=x+iy kompleks sonda x=0, y»0 bo‘lsa, u mavhum son
deyiladi. i son mavhum birlik deyiladi. Sonning haqigiy va mavhum
qismlari x=Rez, y=Imz ko‘rinishda belgilanadi. y=0 bo‘lsa, z=x
haqiqiy son, agar x=0 bo‘lsa, z=iy sof mavhum son bo‘ladi.
Mavhum gismlarining ishorasi bilangina farq qiluvchi z=x+i va
z=x—iy kompleks sonlar qo‘shma kompleks sonlar deyiladi.

Agar z =x+iy, va z,=x,+iy, ikkita kompleks son berilgan
bo‘lsa, ular ustida arifmetik amallar quyidagicha bajariladi:

Loz oy =0+ ) + (x5 + i) =(x, +,) +i(y, + 3,) )
2. ::l—::2=(x,+iy,)—(x1+iyz)=(x,—x2)+i(y,—y2), (3)
3. ::,-::2=(x,+iy,)-(x_2+iy2)=(x\x2—y,y2)+i(x,y2+x2y,), (4)
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4. a_Ntm (% + 1) (x, — 19,) - (3ixs + 309, )+ —x,y,) (5)

I, X Hip, (xz +i."z)(xz _i)'z) xz: +y§ )
Kompleks sonlamni darajaga ko‘tarish ikkihadni darajaga ko‘ta-
rish kabi bajariladi, ; mavhum birlik uchun quyidagi tengliklar o‘rinli.

5

iP=-1, P=-i, i*=1vah.k.

Umuman,
qu =l, '-U!I =’-’ idAoZ =—l, i-u».x =_'-,.” (6)
794. -, =2+i va z,=3-2i sonlarning yig-indisi va ayirmasini
toping.

Yechish. (2) va (3) formulalardan foydalanib quyidagilami
topamiz:
5 +z,=(2+i)+(3-2)=(2+3)+(1-2)i =5~
z -z, =(2+i)-(3-2i)=(2-3)+(1+2)i=-1+3i
795. z,=2-3i, z,=1+2i kompleks sonlar berilgan, quyidagi

amallarni bajaring: 1) z,.z,=7, 2) z,-z, =2, 3) =2, 4%
Z3

Yechish. (4) va (5) formulalarga asosan ko paytirish va bo‘lish
amallarini bajaramiz.

D) _,-:,—(2 3i)- (1+2i) =(2-(-3)-2) +(4+(-3)-1)i=(2+6) +(4-3)i =8 +1,

2) z,-5,=(2-3i)-(2+3i)=(2)" - (3i)' =4-(-9)=4+9=13,

3) z,_2-3i _(2-30)(1-2) 2-3i-4i+6° _—4-7i_ 4 7.

Pz w2 (2)(1-20) E-(2i) 5 5 5"

4) _zi_I+2i_(l+2i)(2+3i)=2+3i+4i+612=—4+7i__i+1_
5, 2-31 (2-30)(2+31) 2 -(31) 3 13 13"

Quyidagilarni hisoblang
796. Agar z, =1-i, z, =3+4i bo‘lsa:
Dz+z,=2 2)z-5,=2 3)z,-z=% 4)z,-z=2,
797. Agar zy=1-i, z, =3+4i bo* lsa.

)z-2,=2 2)z-7=2 3)2=2 4)22=9,

7 z|
798. Quyidagi amallarni bajaring:
1)(2+3i)-(3-2i), 2) (a+bi)-(a-bi). 3)(3-2i),
l+1 2i

H(1+i), 5)—., 6)=—.

) (1+7) 5) )l+i
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799. Hisoblang: .
2-3i 2 . +3i .
1 l+;;+(]—l) (1+i). 2) 3_;( 2i)+1,
3)(2+30) —(2-31),  4)(-1+20) ~(1+2)"

49-§. Kompleks sonning trigonometrik shakli va ular ustida
amallar

Har bir -=x+i kompleks son geometrik jihatdan Oxy

koordinatalar tekisligining ~(x,y) nuqta yoki ON vektori bilan
tasvirlanadi. Kompleks son tasvirlanadigan Oxy tekislik kompleks

tekislik deyiladi. . o
z kompleks soniga mos keluvchi ~ nuqtaning holatini » va ¢

qutb koordinatalari bilan ham aniglash mumkin. Bunda koordina-
talar boshidan ~ nuqtagacha bo‘lgan masofaga, Z=|0N| soni komp-

leks sonning moduli deyiladi va || bilan belgilanadi. ON vektorning
Ox o‘qining musbat yo‘nalishi bilan hosil gilgan ¢ burchak

kompleks sonning argumenti deyiladi va (o=arctg% kabi belgilanadi.

z=x+iv kompleks son uchun quyidagi formula o‘rinlidir:
X=rcosep, y=rsing, r=\/x2+y2, Ig(p=£, (7)
X

bunda g =arg= ning qiymati 0<argz <2z shartni qanoatlantiradi.
Kompleks sonning z=x+iv ko‘rinishdagi ifodasi kompleks

sonning algebraik shakli deyiladi.
Kompleks sonning quyidagi ifodasi uning trigonometrik shakli

deyiladi:

z=x+iy=rcosg-+irsing=r(cosp+ising),
z =r(cosp+ising). (8)
Trigonometrik ko‘rinishda berilgan kompleks sonlar ustida

amallar quyidagicha bajariladi:
z, =r(cosg, +ising,), =, =r(cosgp, +ising,)

z,°z, =41 [cos((o, +¢,)+isin(g, +(/7Z)], 9

1[1

=%[cos((p, — @) +isin(¢g —,)], (10)

t
v
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2 =r”(cosn(/)+isinn¢), (11
%:W(Cosw+isin¢+2k”), (12)
n

n

bunda £=0,1,2...(n-1).
(11) va (12) formulalar Muavr formulalari deyiladi.

Kompleks sonning ko‘rsatkichli shakli z =re* ko‘rinishda bo‘lib,
¢ =cosg+ising. (13)
(13) formulaga Eyler formulasi deyiladi.
800. z=-\3+i kompleks sonning moduli va argumentini
toping, trigonometrik shaklga keltiring va Eyler formulasi orqali

ifodalang.
Yechish. x=—f3, =1 bo‘lganligi uchun
hY/4

B 2 l
;-=,/x’+y‘ =2, tg(o:—ﬁ tenglamadan: ¢=—%+7t= S

S

Shunday qilib, »=2, p="c
Demak, trigonometrik shakl quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi:
z= 3+i=2(cosif—[-+isin5—” =2e5(;-?'

6 6 )

801. z,=2(cos£+isinz)a z;=3(cos£+isin£) bo‘lsa, 1gz-z,
3 3 6 6

2) 2L larni toping.

Yechish. 1) (9) formulaga asosan:
-3 cosz+isin£)=6(cos£+isin£)=6i.
6 2 2

T .. T
. =2| cos—= +isin—
2 - 3 3

3}

Zy -
2) (10) formulaga asosan:

T .. 7
2(cos§ +isin 5) 2( . ”) Fai

CoS— +isin— |= .
6 3

3 | _ta

2 3(cos£+isin-ﬂ-) 3
6 6

802. - =1-/ sonni sakkizinchi darajaga ko‘taring.

Yechish. Berilgan sonni trigonometrik shaklda quyidagicha

tasvirlaymiz:
77
z=1 —i=\/2(00577 +isin%r).

Muavr formulasiga ko‘ra ushbuni hosil qilamiz:
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# = (1-1)’ [f(cos%wﬂf)}”:

=(~/§)X [(cosS-%HsinS-?Tﬂ)] =16(cos14z +isinl4z)=16.

803. Y~16 sonning barcha giymatlarini toping.
Yechish. Berilgan sonni trigonometrik shaklda quyidagicha
tasvirlaymiz:
-16=16-(-1)=16(cos 7 +isin 7).
(12) Muavr formulasiga asosan:

2k; 7 7
«]4—16=2\]4 —l=2;’/cos,-[+[sin;z' =2(COS”+4A7+iSinT+42,\T), k=0,1,2,3.
k=0 :2(cos%+isin%) ( +1—'} J2 +2i,
27
k=1 =>2(cos”+2ﬂ+ism”+"7) "(cos3—-{ 151n§—)=— 2 +/2i,
4 4 4 4

4; Sw
k=2 =>2(cos”-;47r+isin”+ T) "(LOST+IsmT)=—ﬁ-~/—:

4
k=3 =>2(cos’7;6”+isinﬂt16”) 2[c05%+lsm—) \/— J2i.

Quyidagilarni hisoblang
804. Berilgan kompleks sonlarni trigonometrik shaklga
keltiring va Eyler formulasidan ifodalang:

D) z=-2+23, 2) -=3-i, 3):=—§+%i, 4)z=2+\/§i,
S)1—, 6)=3-2i, 7) z=l—\/’§i, 8) 3=“ﬁ—\/§i.

80S. Berilgan kompleks sonlar ustida ko‘paytirish va bo‘lish
amalini bajaring, natijani algebraik shaklda ifodalang:

D) z =4(cos%+isin% ) z, =2(°09?—2+1sm%)'

A =6(COS§—+ISIH§£) & =COS(—2—T)+Ism(—g£)’
6 6 3 3

3) z, =8(cos]35" +isinl35’), z, = 2(‘30545, +1’sin45’);

4) z, =8(c0590” +isin90") 2, =c0s30" +isin30".

806. Berilgan kompleks sonlarni darajaga ko‘taring, natijani
algebraik shaklda ifodalang:
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-9 N0
1) Q(coslz+isin7—ﬂ) , 2)(1’.) . 3)(2-2i),
2 36 36 1—i

4) z= (coss—” +isin 5—”)
6 6

807. Berilgan kompleks sonlaming barcha ildizlarini toping:

DV2—-2i, 2) Y1 3 Y-8+83, 4)M+i.

50-§. Kompleks o‘zgaruvchili funksiyalar va ularning
aniqlanish sohasi, limiti va uzluksizligi

Ta’rif: Agar berilgan =<z qiymatga biror qonun yoki qoida
asosida bitta yoki bir nechta weW giymat mos qo‘yilgan bo‘lsa, w
o‘zgaruvchi z o°zgaruvchining funksiyasi deyiladi va w=f(z)
ko‘rinishida belgilanadi.

Agar w=s(z) funksiyada har bir z ga faqat bitta w mos kelsa,
bunday funksiya bir qiymatli, har bir = ga bir nechta w mos kelsa,
ko‘p qiymatli funksiya deyiladi.

w=u(x,¥)+v(x,v)i funksiyada u(x,y) funksiyaning haqiqiy
gismi, v(x,») esa mavhum gismi bo‘ladi.

808. w=:z>+: funksiyaning haqiqiy va mavhum qismlarini
toping. 1) z=1+i, 2) z=2-i, 3)z=i, 4)z=-1 lami hisoblang.

Yechish. Funksiyaning haqiqily va mavhum qismlarini
aniqlaymiz: ]

w=zl4= =(_\'+yi)' +X+ i =x? +2_\j«'i—y2 +Xx+yi=
S(¢ =y ) (2 )i =u(ny) =X fxoyt, v(x) =204y
Funksiyaning qiymatlarini hisoblaymiz:
Dw=2+z=(14i) +1+i=1+2=1+1+i=1+3;,
2) w=z" +z=(2—i)2 +2—i=4—4i—1+2—i=5_5,-=5(1_;),
Hw=z’ +:-:=(i)2 +i=—1+i,
4yw=z"+:z =(—l)2 —1=1-1=0.
809. w=/(z)=x?+y% berilgan bo'lsa, 1) r(1+2i), 2) f(2-3),
3) £(0), 4 f(~i) larni hisoblang.
Yechish. Funksiyaning qiymatlarini hisoblaymiz:
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D f(+2)=P+22%=1+4i, 2)f(2-3])=2>+(-3)"i=4+9i,
3) £(0)=0+0i =0, 4) f(~i)=0"+(=1)i=i.

Kompleks o‘zgaruvchili funksiyalarning limiti va uzluk-
sizligi.

1-ta’rif: Kompleks o‘zgaruvchili s(z) funksiya berilgan
bo‘lsin. Agar istalgancha kichik £>0 son uchun shunday &(g)>0
son topish mumkin bo‘lsaki, |z-z|<s tengsizlikni qanoatlan-
tiradigan barcha = lar uchun |f(z)- 4|<¢& tengsizlik bajarilsa, .1 son
s(z) funksiyaning z o‘zgaruvchi :, ga intilgandagi limiti deyiladi
va quyidagicha yoziladi.

lim f(z)=4

2-ta’rif: Agar har qanday kichik £>0 son uchun shunday
5(g)>0 son topish mumkin bo‘lsaki, |z-z|<& tengsizlikni
ganoatlantiradigan barcha z lar uchun
|f(z)—f(zo)|<£
tengsizlik bajarilsa, ya’ni
lim /()= / (2)
bo‘lsa, u holda w= f(z)funksiya -, nuqtada uzluksiz deyiladi.

Kompleks o‘zgaruvchili elementar funksiyalar uchun quyidagi
formulalar o‘rinli

l.e’=1+%+%+§-+..., 2. sin.«.=%—§—1+zs—s!—...
- - e —c” e +e”
J.cosé—l—-z—!+z—a+... 4. shz= 5 , chz=
5. " =cosz+isinz 6. Inz=In|z|+ (¢ + 2kn)i.
810. w=|z| funksiyaning ixtiyoriy z da uzluksiz ekanini
ko‘rsating.
Yechish. Uchburchak tengsizligiga asosan, quyidagi tengsizlik
o‘rinliz 2|~z |z -z,). 0<8<& bo'lsin. |z—z|<s ekanidan |z[-|z| <&

, bundan esa :I_i_{l)z:z(, o‘rinli bo‘ladi. Shunday qilib w=|z| uzluksiz

funksiya.
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811. w=: funksiyaning ixtiyoriy z da uzluksiz ekanini

ko‘rsating.
Yechish. -* -2 =(z-z,)(z+z,). Agar z— z, tengsizlik bajarilsa

|s| <M, |z|]<M, o'rinli bo‘ladi. U holda
=|z = 2| |z + 2| <|z = 2|(|2] +]za]) < 2M |z - 2,].

2

- 2
b <0

&
) M deb tanlasak, |- - z,|<s ga asosan:

lzz~2§|<2M(5<i4-:|22—25|<8 Bundan esa |z-z|<s funksiya

uzluksiz ekani kelib chiqadi.
812. In(v/3 +4) ni hisoblang.

. 1 V4
Yechish. =3 +i =x=+3, y=1=r=2, p=arc (—J:-,
|,,(J§+i)=ln2+(£+2kﬂ)i, keZ.
6
813. cos(%') ni hisoblang.

Yechish. Qatorga yoyilmadan foydalanamiz:

v 46
COS:=|—EE+4—!—E—...
Formulaga asosan
i 1 1 1
cos == 1- L + 7 o T 1,1276.

Quyidagi misollarni yeching
814. w=¢ funksiyaning quyidagi qiymatlarini toping:

. A 1 .
1 2= z=x(1-i), 3)z==1+ 3+2k7r i

815. f(z)= ] funksiyaning quyidagi qiymatlarini toping:

X —yi

D f(1+i), 2) £(i), 3) f(3-2i).

816. w=2:' funksiyaning ixtiyoriy - da uzluksiz ekanini
ko‘rsating.
817. In(1-/) ni hisoblang.
818. sini-chl =icosi-shl ayniyatni isbotlang.
819. cosz=2 tenglamani yeching.
820. arcsini ni hisoblang.
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821. sin/ ni giymatini 0,0001aniqlikda hisoblang.
822. Sin(z+i) ning hagiqiy va mavhum gismlari giymatini
6

0,001 aniqglikda hlsoblan0
823*. f(z)=¢ funksiyaning quyidagi giymatlarini toping:

T
Dz=i, 2)z=1+—I.
) ) 5

51-§. Kompleks o‘zgaruvchili funksiyaning hosilasi

Kompleks o‘zgaruvchili funksiyaning hosilasi quyidagi
formula bilan topiladi
z+Az)— f(z
Kompleks o zgaruvch1|| funksiyaning hosilasi mavjud bo‘lishi

uchun u Koshi-Riman shartlarini bajarishi zarur va yetarli:
ou ov Qdu ov
e S (15)
ox d&v oy Ox
f(z) funksiyaning hosilasi, «(x,y) va v(x,y) ning Xususiy
hosilalari bilan quyidagicha ifodalanadi:
ou v ou ou_Ov .Ou _Ov .Ov
X_ A =. 16
f()ax'oxar'ayayayay“ax (16)
/(z) bir gqiymatli funksiya bo*lib, D sohaning har bir nuqtasida
differensiallanuvchi bo‘lsa, bunday s(z) funksiya D soha analitik
funksiya deyiladi.
Elementar funksiyalaming hosilalari quyidagi formulalar bilan
hisoblanadi:

Y a N\ N\ . 3 ' ’ .
(z") =nz, (e°) =, (a‘) =a’lna, (smz) =cosz, (cosz) =-sinz,

' | ' 1
t = > (et =- Inz) =—, (log,z) = .
( gZ) COSZZ (C gZ) ( n ) ( Oga ) Zlna
824. Quyidagi funksnya dlfferenSIallanuvchimi' f(2)=y+xi?
. ou Ju ov ov .
h. = )= —_—= —_— —_— —_— -
Yechis U=y, v=x—> Fw 0, By 1, > 1, > =0. Koshi

Riman sharti bajarilmadi, differensiallanuvchi emas.
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825. Quyidagi funksiya differensiallanuvchimi? Agar differen-

siallanuvchi bo‘lsa hosilani toping.
f(2)=x7 =3 +2x1.
ov

. ., ou 5
Yechish. u=x'—y? v=2xy =>—=2xv, Z__ 5, —=2y,
ax PV
% ou ov du ov < D- . e ety
&Y _oy. Demak, == > =-— Koshi-Riman sharti bajarildi,
ox )y Ov ox

ay
funksiyanig hosilasi mavjud. (16) formula yordamida hosilani

topamiz:
Iz )_@ a" =2x+2vi=2(x+yi)=2z
.\'
Bu natijaga boshqa usul bllan ham kelish mumkin:
f(z) =x7 -y’ +2xpi =(Jr+yi)z =2z = ['(z)=2z

826. Quyidagi funksiya differensiallanuvchimi? Agar differen-

siallanuvchi bo‘lsa hosilani toping.
f(;;) =e¢'cosy +ie"siny.
. . - cu
Yechish. uy=e“cosy, v=e sy =—=ec'cosy, éli=—e‘siny,
- Ox ov
ou Ov a oV . .
Y- _% Koshi-Riman

ov - ov
= ot ‘ln v ’ — =" ? . Demak’
ST e Sy, o =cicos) ax 'y ax

ox oy
sharti bajarildi, funksiyaning hosilasi mavjud, hosilani topamiz
f(z )—?ﬁﬂﬂ—e cosy +ie'siny =e (cosy+lsmy) e eV =e"V=¢.

Bu natijaga boshqa usul bilan ham kelish mumkin:
f(z)=¢"(cosy+isiny)=e"-e* =" =¢ :>f'(:)=(c:)’ =
827. Funksiyaning haqiqiy qismi u(x,y)=+*-»*—x berilgan

/(z) ni toping.
. ou s . ou ov

hish. —==2y-1 Koshi-Riman sharti osan,
Yec . 2x-1 ga as ey

bo‘lgani uchun
v ov ,
— =2x-1 Dv(x,);)=2xy—)’+(/)(x), a=2y-¢(x)'

)

a : :
%=_2), 52—% = -2y="2y-¢'(x) = ¢'(x)=0=>¢(x)=
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Demak,

f(z)=xz _yz —x+i(21y—}’+c)=x2 —yl +2xyi—-(,\'+yl')+Ci.
f(z)=(x+yi)2 —(x+yi)+Ci =z’ —z+Ci.

828. Funksiyaning mavhum qismi v(x,y)=x+y berilgan, s(z)
ni toping.

-

-

. ov . . . O ov
Yechish. 2 =1, Koshi-Riman shartiga asosan, % - & bo‘lgani
oy ox oy

uchun

Ou ou Ov ou ov
—=1, u(x,y)=x+ , —=¢'(y), —=1, —=-=
o (xy)=x+0(y) o ) = v

=¢'(y)=-1=p(y)=—y+C =u(x,y)=x-y+C.

Demak,

S(E)=x-y+C+i(x+y)=(+i)(x+yi)+C, = f(z)=(1+i)z+C.

Quyidagi misollarni yeching

829. f(z)=x*+y* —2x funksiyani analitiklikka tekshiring.

830. f(:):(x’—3.\3'2)+i(3x2y—y:) funksiyani analitiklikka tek-
shiring, analitik bo‘lsa, hosilasini toping.

831. f(z)=sinxchy+icosxshy funksiyani analitiklikka tekshiring,
analitik bo‘lsa, hosilasini toping.

832. f(z)=¢(y)+iw(x) funksiya analitik bo'ladigan, ¢(y) va
w(x) funksiyalarni aniglang.

833. s(z)=y+Ax funksiya analitik bo‘ladigan 4 ni toping.

834. f(z)=az, (z=x-iv) funksiya analitik bo‘ladigan @ ni
toping.

835. Funksiyaning mavhum qismi v(x,y)=sinxshy berilgan,
£ (=) ni toping.

836+*. Funksiyaning haqiqiy qismi u(x,y)=2"cos(vIn2) beril-
gan, f(z) ni toping.
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52-§. Konform akslantirish

z, nuqtada burchakning saqlanishi va cho‘zilishni o‘zgar-
masligi xossalariga ega bo‘lgan w=s(z) akslantirishga konform
akslantirish deyiladi.

Agar konform akslantirishda burchak hisobini yo‘nalishi ham
o‘zgarmasa, bunday akslantirishga I tur konform akslantirish deyiladi.

Agar konform akslantirishda burchak hisobini yo‘nalishi
qarama qarshisiga o‘zgarsa, bunday akslantirishga Il tur konform

akslantirish deyiladi.
Shunday qilib, agar z kompleks tekislikning biror z, nuqtasida

w= f(z) funksiya analitik va s"(z,)=0 bo'lsa, u holda bu nuqtada
w=/(z) akslantirish konform bo‘ladi.
G sohaning har bir nuqtasida konform bo‘lgan w=f(z)

akslantirish ¢ sohada konform akslantirish deyiladi.
Konform akslantirish uchun quyidagi teorema o‘rinli bo*‘ladi:
Teorema. Agar w=f(z) funksiya biror z, nuqtasida analitik

va f'(z,)=0 bo‘lsa, u holda w=s(z) funksiya z, nuqtada I tur
akslantirishni amalga oshiradi. Bunda arg[./"(:o)] burish bajariladi
lf’(z(,)l esa bu akslantirishda cho‘zilish koeffitsiyentini bildaradi.

Ikkinchi tur konform akslantirishni, misol uchun, w=3
(analitik bo‘lmagan) funksiya beradi: u D sohani Ox 0°qqa nisbatan
D sohaga simmetrik bo‘lgan Esohaga akslantiradi.

Agar f'(z,)=0 bo‘lsa, umuman olganda z, nuqtada konform

bo*Imaydi.
Masalan, w=:* akslantirish koordinatalar boshida nurlar
orasidagi burchakni ikki marta oshiradi.

837. w=% funksiya yordamida quyidagi nuqtalamni O
tekislikka akslantiring: 1) (1;1), 2)(0;-2), 3)(2:0).
l

Yechish. 1) (l;l)=>:=|+,-:>w=l= . . :
- ox+iy I+i 2 2 2

Owv teKislikda quyidagi nuqta hosil bo‘adi: (1/2;-1/2).
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2) (0-2)=>2=0-2i mw=i=t 1 _2_
z x+iy -2 4

likda quyidagi nuqta hosil bo‘ladi: (0;1/2).
Il _Lli0i ow tekislikda
z x+iy 2
quyidagi nuqta hosil bo‘ladi: (1/2;0).

838. w=z' funksiya yordamida Ouv tekislikka y=x chizigni
akslantiring.

Yechish.

'W=Z3 =(x-}-yi)3 =x3 +3).’2}’I'—3Xyz —y}l' =(X} —3.13’2)+(3X2y—y3)i.

0+ %i. Owv tekis-

3) (2§O)=>Z=2+Oi =S w=

Shunday qilib:
u=(x3—3xyz), v=(3x2y—y3). y=x=u=-2x
Bundan, Oxysistemaning | va III chorak bissektrissalari oOwv

tekislikning II va IV chorak bissektrissalariga o‘tar ekan.
839. w=z* parabola z kvadratdan iborat bo‘lib 0<x,y<I

oraligda o‘zgarsa w qanday sohadan iborat bo‘ladi?
Yechish. w=2"=(x+yi) =x’ +2xpi - * =(x* - y*) + (21)i.
Shunday qilib: « =(.wc2 —yz), v=2xp.
Kvadratning uchlarini koordinatalarini topamiz:
(0:0)=(0;0), (0;1) =(-1;0), (1,0)=(1;0). (1;1)=(0;2).

Tomonlarni tasvirlarini aniqlaymiz:

OB: y=0=u=x*,v=0

OA4: x=0u=-y*,v=0;

3, v=2x' D u=-v.

AC: y=1-_—>u=x2—1,v=2x=>u=%{v’—l;

BC: x=l:>u=l—y2,v=2y:~u=l—%v2.
Demak, Oxy tekislikdagi kvadrat v tekislikning v=o0,
] 9 o o .
u:%vz-l, zz:l—zv' chiziglar bilan chegaralangan uchburchakka

akslantirar ekan.
840. Oxy tekislikda x*+)?=1 formula bilan berilgan aylanani

w=2z+1 formula bilan berilgan funksiya owv tekislikda qanday
figuraga o‘tkazadi?
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Yechish.

w=2z+1=2(x+yi)+1=(2x+1)+2yi Du=2x+1, v=2y=
=>.1'=-“T—], _v=‘§}. =(u-1)" +1* =4 =20,(1;0), 1, =2,
aylanaga o‘tar ekan.

841. uv:ﬂ funksiya yordamida bajarilgan akslantirish

z—i
natijasida z, =-2; nuqtadagi hosil bo‘ladigan burilish burchagini va
qisilish koeffitsiyentini aniglang.

Yechish. w=f(z) funksiya yordamida bajarilgan akslanti-
rishda burish burchagi a=argw/(z) formula bilan, z, nuqtadagi
qisilish koefTitsiyenti esa k =|w/(z)| formula bilan topiladi:

, 2(z+))(z=i)=(=+i) _4+(z=i)

W = T Zp =—21,

(z—i)2 (z—i)"

=§<L
9

4+(-2i-i)
(=2i-i)’
gisilish hosil bo‘ladi. Demak, burilish hosil bo‘lmaydi va qisiladi.
1+z
842. w1

— 2zl

funksiya yordamida bajarilgan akslantirish

bajarilganda, burish burchagi «=0 bo‘ladi, qanday nuqtalarda
qisilish koeffitsiyenti # =1 ga teng boladi?

Yechish. w=7(z) funksiya yordamida bajarilgan akslantirish
konform akslantirish bo‘ladi, chunki, fagat konform akslantirish-
dagina burish burchagi va qisilish koeffitsiyenti to‘g‘risida fikr
yuritish mumkin. Ularni hisoblaymiz:

w,z(l+zi)'___i(l—:i)+i(l+:i)= 2% -2
I-zi (1-zi)’ (1-zi)  (=+i)"
w(z)#0 bo‘lishi kerak, z#-i da Imw/(z)=0 ni hisoblaymiz:
~ax(v+1) =20 5 = (v +1) ]

=argw'(z)=ar 2 > |=ar >
& () gl:(z+i)'] £ tx2+(y+l)":|
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w(z) son haqigiy bo‘ladi, agarda Imw(z)=0 bo‘lsa, musbat

bo‘ladi agar Rew/(z)>0 bo‘lsa,
(y-|.])2 =i’ :>[mw'(:)=0,}
x(y+l)<0 :.‘>Rcw'(2)>0.
Bundan y=—x—1, x=0 son hagigiy bo‘ladi, agarda, imw/(z)=0
bo‘lsa, burish burchagi « =0 bo‘ladi. o
Qisilish koeffitsiyenti esa k=1 bo‘ladi, agarda,
—Zi, (z+i)2l=2 :>|z+i|=\/§.
(z+i)
_i va radiusi 2 teng bo‘lgan aylanadan

=] =

lw'(z)l=l =

Bu esa markazi z=
iborat. .

Quyidagi misollarni yeching o

843. w=z' funksiya yordamida Owv tekislikka x=2, y=I

chiziqlarni akslantiring. o
844. w=-z* funksiya yordamida Ouwv tekislikka x+y=1

chizigni akslantiring. o
845. w=iz+1 funksiya yordamida Ouv tekislikka Ox, Oy

o‘qlarni akslantiring. )
846. Ox tekislikdagi y=x* formula bilan berilgan parabolani
w=z' formula bilan berilgan funksiya Owv tekislikda qanday

figuraga o‘tkazadi?
w=f(z) funksiya yordamida akslantirish bajarilganda,

burish burchagini va qisilish koeffitsiyentini -, nuqtada toping.
847. w=>2, zy=1—i.
848. w=1, 2, =i
149*, w=u+vi bunda u =¢"cosx, v=—c"sinx, z,=i.
w=f(z) funksiya yordamida akslantirishda qisilish
koeffitsiyenti I ga teng bo‘ladigan nuqtani toping.
850. w==z2

851. w=z*-22z.
w= f(z)funksiya yordamida akslantirish bajarilganda,

burish burchagi nolga teng bo‘ladigan nuqtani toping:
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852. w==z".
853. w=iz>.

53-§. Kompleks o‘zgaruvchili funksiyaning integrali

Kompleks o‘zgaruvchili funksiyaning integrali quyidagi
formula bilan topiladi:

I[ ()dt = F(z)- F(z,) — Nyuton-Leybnis formulasi,

bunda £ (=) funksiya f(z) funksiyaning boshlang‘ich funksiyasi.
Koshi teoremasi. Barcha analitik r(z) funksiyalar bir

bog‘lamli D sohadan olingan yopiq kontur uchun If(:)dz integral

qiymati nolga teng.

Ted
854. Integralni hisoblang: [ zd-.

Ter

i+ / ]l—': 27
Yechish. I"d:— ) -7 2l

= = =—+i
2 2 2

855. Hisoblang: If(z)tlz, bunda f(2)=(y+1)-xi, 4B kesma
1

_\. z, =i larni birlashtiradi.
Yechlsh If( )d"—J.(y+l)d\+L\dy Ijxdx ~(y+1)dy=

AB AR
_("+])-\|‘ 0,3 1

856. Hlsoblang. J‘f(..)dz, bunda S(z)=x+)%, 4B kesma
AB

z
A

A=1+i, B=2+3i larni birlashtiradi.
Yechish. v =x* v=)* ekanligidan:

_[f(z)a’z— I}\ d\—vdv+1J-y2d\*+rdv

AB AB
Birinchi integral, aniq integral kabi hlsoblanadl:
2 3 32 33
J. x*dx —ydy = I.\'zdt —J.yzafv E I | A N
an g 1 3}, 3 3 3
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Ikkinchi integralni hisoblash uchun, AB to‘g‘ri chizigni

tenglamasini tuzamiz:l 1
y— X —
L = = y=2x-1 L
3-1 2-1 ° =dy =2dx.

2

=J’|:(2.\f—l)2 +2xz:|dt =j[(6,vc2 —4x+1)d.\'=

2dx +x°dy
Jﬂy + X 2
1

=(2x’—2x2 +x)| =10-1=9.

19 4
Bundan J'f(z)dz=——3—+9l-
AB _
857. Hisoblang: Izd:, bunda y: x=cost, y=sins aylana.
14

Yechish.z =x —iv, dz=dx+idy ekanligidan:
IZd5=Ide+,l’£1',V+ijxd_}’—ydx,
i 4 k4
Birinchi integral yopiq sohada to‘la differensialdan olingan
integral bo‘lgani uchun u nolga teng.
Ikkinchi integralni hisoblash uchun, quyidagini e’tiborga olsak:
v = —sintdl, dy=costdl = xdy — ydx = cos® tdt +sin’ tdt = d.

j zdz = zj dt = 2.
y 0

natija kelib chigadi.
858. Hisoblang: J;i_zz bunda y - ellips: x=3cost, y=2sint.

Yechish. Integrallanuvchi funksiya analitik bo‘lgani uchun
yopiq sohada, ya’ni ellipsda hisoblangani uchun Koshi teoremasiga

asosan nolga teng:

. . dz o i) =
859. Hisoblang: J;z_ 7 bunda y-aylana: |z—(i+1)|=1.
Yechish. Aylanani tenglamasini (x-1)"+(y-1)"=1 yoki
x=1+cost, y=Il+sint almashtirish bajarib, z=1+i+¢" ni hosil
gilamiz. y aylana bilan chegaralangan yopiq sohada integral-
lanuvchi funksiya analitik emas, chunki bu aylananing markazi
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bo‘lgan z=1+i nuqtada funksiya cheksizga intiladi. Biroq dz=i-¢"dr
bo‘lganidan quyidagi kellb chiqadi:

I d= -I ie"dt I]-’ ”dl
Jo=(1+i) g (1+i)+e"=(1+i) ¢ €
Quyidagi integrallarni hisoblang
860. J f(z)d=, bunda S(z)=y+xi, [: AOAB uchlari

Zo =0, z, =1, zp=—1

861. I:Z(/z, bunda AB kesma =, =1, =, =i lami birlashtiradi.

AB
5

862. Iz"’dz, bunda y- ellips: &+ =1.
v a-

a’

863. I—E bunda y-aylana: (.vc—4)2 +(y-3) =1.

14

864. I-‘E bunda y-aylana: -=¢".

865. I Rc, d.., bunda I: y=2x* parabolaning

o

z,=0, z, —-1+2: nuqtalar orasidagi qismi.
866. ch(ZE)dz, bunda TI':z=0, z,=5-3i nuqtalar orasidagi
r

to‘g‘ri chiziq.
867. lem:d:, bunda TI':z=I+i, z,=2 nuqtalar orasidagi

r
to'g‘ri chiziq.
868. J "—31_(1. bunda T':z =1, z,=i nuqtalar orasidagi

to‘g'ri ChlZIq. ~
869. I|z|zdz, bunda T:|z|=1 yopiq yarim aylana, soat
4

strelkasiga qarama-qarshi yo*nalishda.

870. J _(‘L_ ok bunda I':|z-3+2i|=1 yopiq yarim aylana,
soat strelkasnga qarama-qarshi yo‘nalishda.
871%. J(z:+zz)dz, bunda r: y=x" parabolaning =, =0, z,=1+i

4
nuqtalar orasidagi qismi.
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872. j(l+i—2£)dz, bunda I:z =0, z,=1+i nuqtalar orasidagi
!

to‘g‘ri chiziq kesmasi. .
873. [ (32 +22)a. 874. [(-z+1)dz.
-1

1

i

0

875. jsin zd=. 876. I(z+cos z)dsz.

[(N7]

54-§. Kompleks o‘zgaruvchili qatorlar.
Teylor va Loran qatorlari

Hadlari ¢,c,,...,c,,... kompleks sonlardan iborat bo‘lgan

Z”:c” =¢ +c, o tC, o 17
qatorga kompleks sohad_agi qator deyiladi. o .
Hadlari ¢, =a,+ib, bo‘lgan (17) qator quyidagi ko‘rinishda

yoziladi:

ic” =i(a” +ib,) =ia" +iib,,.
n=1 n=1

n=1 n=1

(17) qatorning n-qismiy yig‘indisi uchun
limS, =S=A+iB<© (18)

n—x

shart bajarilsa, (17) gator yaginlashuvchi, aks holda uzoqlashuvchi

qator deyiladi.
Kompleks hadli qator uchun yaqinlashishning zaruriy sharti:
limc, =0. (19)

Taqqoslash alomati: icﬂ va ic,', qatorlar uchun ¥ nomerdan
n=1 n=1
boshlab |c,| <|c!| tengsizlik bajarilsa,
ic,', qator yaqinlashsa Zx:c,, qator ham yagqinlashadi;
n=l n=l
ic,, qator uzoqlashsa ic,', qator ham uzoqlashadi.
n=l n=|
Dalamber alomati: (17) gator hadlari uchun

lim [enal =d (20)

n—rc ,c
n
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d <1 bo‘lsa, qator yaqginlashuvchi, 4 >1 bo‘lsa, gator uzoglashuvchi
bo*ladi.
Koshi alomati: (17) qator hadlari uchun
lim Jc, =/ (1)

<1 bo‘lsa, gator yaqinlashuvchi, />1 bo‘lsa, gator uzoqlashuvchi
bo*ladi.
Darajali qator

ic"z" =c,+cz+c,zt ez . (22)
n-0

ning yagqinlashish radiusi Dalamber alomati yordamida R=limlcﬁ"I

n—rx c
n+l

formula bilan, Koshi alomati yordamida R=lim

1
n-vz. dlzﬂ—l
topiladi.

/(z) funksiya a nuqta yoki uni atrofida aniqlangan, uzluksiz
va (n+1) marta differensiallanuvchi bo‘lsa, quyidagi Teylor
qatoriga yoyiladi:

70)= £ @)+ L0y Aoy LD a7

Agar a=0 bo‘lsa (17) qator quyida Makloren qatorl hosil bo‘ladi:

S(2)=1(0)+ f(O) f"“2(!0)23+j‘”'3(!0)z3+m. (18)

Agar  f(z) funksnya bir qiymatli va r<|z-a/<R halqada
analitik funksiya bo‘lsa, uni Loran qatori deb ataluvchi quyidagi
gatorga yoyish mumkin:

f(2)=. Ay,
( ) T-ay z-a (19)
+A,+ A (z—a)+ 4, (z —a) +A(z —a)’ .

Loran qatorining koeffitsiyentlari quyidagi formula bilan

hisoblanadi:

formula bilan

A = ! j qf(Z) dz, (neZ). (20)

. 1
d 277'1[- z—a n+

(19) qatorning kasrli qismi Loran qatorining bosh qismi,
kasrsiz qismi esa to‘g‘ri qismi deyiladi.
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Agar Loran qatori bosh gismga ega bo‘lsa, @ nuqta uning
yakkalangan maxsus nuqtasi deyiladi.
(20) formula bilan topilgan koeffitsiyentlar f(z) funksiyaning

yakkalangan maxsus nuqtadagi chigirmalari deyiladi.
f(z) funksiya z=a nuqtada analitik funksiya bo‘lib,

chegaralangan bo‘lsa, ya’ni l_i_rgf(z)<°0, bu nuqtada bartaraf qilish

mumkin bo‘lgan maxsuslikka ega bo‘ladi.
/(z) funksiya z=a nuqtada analitik funksiya bo‘lib, chega-

ralanmagan bo‘lsa, ya’ni [ng(Z)=w, bu nuqtada bartaraf qilish

mumkin bo‘Imagan maxsuslikka ega, ya’ni qutb nuqta deyiladi.
Yakkalangan maxsus nuqtani, (19) qator bosh gismga ega
bo‘lmasa, bartaraf qilish mumkin.
877. Quyidagi gatorlarni yaqinlashishga tekshiring:

=2 _j n z-2 U
D3 ayE]. a3
n=0
Yechish. 1) Berilgan qatorning haqiqiy va mavhum gismlarini

alohida-alohida gator shaklida yozib olamiz

=] I 1 1 1 1
—=l4+—+—F+. =+, -——l+ +—+. =+,
02" 2 4 2" 03 3 9 3"

bu qatorlarning har ikkalasini cheksiz kamayuvchi geometrik
progressiya bo‘lgani uchun yig‘indisini topamiz:

U holda berilgan qator yig‘indisi s=2—%i ga teng va u yaqin-

lashuvchi.

R

2) Berilgan qator uchun |c,|=

Qatorning yaqinlashishini Koshi alomati bilan tekshiramiz:
I|_m‘/ —I|m |2_ |

— <I.
Demak, i(%) qator yaqinlashuvchi.
n=0

n-y.o 3 3
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3) Berilgan qator uchun
1 ] el . (n+1)
s = . R=1lim =lim ——=1.

= C -—
7 " 3 K
n ” (I7+ l) x|, n-orz n

Demak, berilgan qator |z—1|<1 da, ya’ni markazi z,=2 va
radiusi R=1 bo‘lgan doira ichida yaqinlashadi. Chegaradagi
qiymatni tekshiramiz:

-

lz-2)| -2 _ 1

2 B - 2

n- n" n

k23

ZL qator absolyut yaqinlashuvchi bo‘ladi. Demak, berilgan

n-0

qatorning yaqinlashish to‘plami |z—2| <1 doiradan iborat bo‘ladi.

878. i(z +2i)" z* qatorning yaqinlashish radiusini toping.

Yechish. Berilgan qator uchun |c,|=|2+2i" =(J§)". U holda

lim JI [ 2
lled {{(vBY VB4

879. Quyidagi funksiyalarni berilgan qiymatida Teylor qatoriga
yoying.
1) r(z)=2* funksiyani z -i ning darajalari bo‘yicha,
2) 7(z)=ch(1-z) funksiyani z—(l—-’zfi) ning darajalari bo‘yicha.
Yechish. 1) Funksiyaning hosilalarini topamiz:
f(z)==°, f(=)=5:". f7(z)=20z", f"(z)=60z",
FY(2)=120z, f"(z)=120, f"(z)=0,...
Hosilalarning a =i nuqtadagi qiymatlarini hisoblaymiz:
F()=i, f'(z)=5 [f'()=-20i, f"(z)=-60,
fU(z)=120i, f(z)=120, f"(z)=0,...
Bularni (17) formulaga qo"ysak, quyidagi qator hosil bo‘ladi:
f(2)=i+5(z=i)-10(z=i)’ =10(z i) +5i(z~i)" +(==i)’.
Demak, f(z)=z* beshinchi darajali ko‘phad ekan.
2) Funksiyaning hosilalarini topamiz:

f(2)=ch(1-2), _/(a):clz(%i)=cos%=0,
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S(2)==sh(1-2), f(a):—sh(%i)=—isin'——2r-=—i,

S (z)=ch(1-2), S (a)=0,
S7(z)=-sh(1-2), S"(a)=-i.
Bulami (17) formulaga qo‘ysak, quyidagi qator hosil bo*ladi:

: AN A Y
f(2)=—l[(2—l+§l)+§(z-—l+%l) +§(2—l+%1J +]

880. Quyidagi qatorni yaqinlashishga tekshiring.

et ! T+ ! -+ ! +I+:_l+(z~,l)-+(z*}l) +...
2(z-1) 22(z-1)" 2(z-1) 5 5 5
Yechish. Ikkita qatorni ko‘ramiz:
L. 1 S+ l ~ .. (a)
2(=-1) 2*(z-1) 2’(=-1)
-1 (z-1)" (z-1)'
1+ 5 +(252) +( 53) +.. (b)
Agar (a) qatorda z-1=-1 almashtirish bajarsak, quyidagi

zZ

darajali qator hosil bo‘ladi:
e e O (a)

Dalamber formulasi yordamida yaqinlashish radiusini topamiz:

7n-l
R=1lim /2
nvs /2"

Bundan (a) qatorni |z|<2 qiymatida yaqunlashuvchi bo‘ladi.

=2

Natijada, (a) gatorni ‘__]_1‘<2 bajariladigan qiymatlarda yagqinla-
Z—

shuvchi bo‘ladi. U holda |z-1|>2", demak, (a) qator R=% radiusli

z =1 aylanadan tashqarida yaqinlashuvchi bo‘ladi.
Dalamber formulasi yordamida (b) qatorning yaqinlashish
radiusini topamiz:

iV
R=lim /5"
Bundan ko‘rinadiki, (b) qatorning yaqinlashish radiusi |z -1| <5.

Demak, gatorning yaginlashish oralig‘i:

5.
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—1-<|z—l|<5.
2

881. Quyidagi gatorni yaqinlashishga tekshiring
4i 3 N2 . - 73 7]
+(3+31) +(3+fl) +(3+4l)+1+;+§2—+f—3+...
pos pos { 1 1
Yechish. Ikkita gatorni ko‘ramiz:

. 4 ~ \3
3+4i (34: 1) +(.>+;l1) . (@)
1+§+T+%+... (b)
1 I ]
(a) va (b) qatorlar mos ravishda 3+ a Z bo‘lgan geometrik
V4 1

3+4i z

Zl<1 bo‘lganda qatorlar yaqin-
1

progressiyadan iborat. <1 va

lashuvchi bo‘ladi. [3+4i|=9+16 =5 ekanidan |z|<],

H<] = |¢]>5.

Bu tengsizliklar birgalikda bo‘lmagani uchun berilgan gator
tekislikning hech bir nuqtasida yaginlashmaydi.

882. Quyidagi funksiyalami - ning darajalari bo‘yicha
berilgan nuqtada Loran gatoriga yoying:
1) f(z) —» 2=0 nuqtada,
2) j’(z):iz_-]:—s, z =00 nuqtada.
1
Yechish. 1) Funksiyani f(z)=5 ]_5=_-5_~ ko‘rinishda yozib

-
5

olamiz. - =0 nuqta atrofida |22 < %1<1, shunung uchun bu funksiyani bi-

. . ) .. 2z . . .
rinchi hadi a=—% va maxraji =" bo‘lgan, cheksiz kamayuvchi

geometrik progressiyaning yig‘indisi sifatida qarash mumkin.
Bundan esa

r=-1- 2 CT O o s 3
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<1

Ushbu yoyilma faqat to‘g‘ri hadlardan iborat bo‘ldi. ‘%

tengsizlikdan, |z|<% da qator yaqinlashuvchi bo‘ladi.
1

! ___2z_ ko'rinishda yozib olamiz.

2) Funksiyani f(z)=7~ <=
£z — 1

2z

z=o0 nuqta atrofida ‘2 ‘<1 shunung uchun bu funksiyani birinchi

hadi a=% va maxraji q=% bo‘lgan cheksiz kamayuvchi

geometrik progressiyaning yig‘indisi sifatida qarash mumkin.
Shunday qilib,
1 5 5 5’ 2, 5"

f(z)=2—z+(2z): +(2~)3 4—(2:)4 +... yoki f(z)=nzl:(27)".

Bu qatorda to‘g‘ri hadlar qismi qatnashmas ekan. Qator |z |>—

ya’ni aylanadan tashqarida yaqinlashuvchi bo‘ladi.
1

883. f(z)=———

GE-3)

1<|z| <3 halqada Loran qatoriga yoying.

funksiyani : ning darajalari bo‘yicha

Yechish. Funksiyani sodda kasrlarga yoyamiz:

= e A=), -

U holda,

1
2

1<|z]<3 ekanini e’tiborga olib, funksiyani quyidagicha yozib

olamiz:

1Yz 13
I@)==3 1072 1-2/3°

Natijada Loran qatori quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi:

7(2)=-5- Z( = )
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e

z
(-2
Loran gatoriga yoying.

Yechish. z-2 =z almashtirish bajaramiz. U holda

2 (2+2) 5 482 +2457 4325, 416 16 32

884. s(z)= funksiyani z-2 ning darajalari bo‘yicha

s)= - - = =—+ = +24+8: + -,
f( ) (2“2)- z I zl = l v
zo‘zgaruvchiga qaytsak, f(z)= G 162)2 + _“"_22 +24+8(z-2)+(z~2)’
885. Quyidagi qatorni yaqinlashishga tekshiring:
I & COS n+isin\/;7‘ ) N e 3 N 1 .
); n ) ,,Zu n ) ,,Z:;(n+i)x/;—z
cosizn = <h
4 5 o 6 —_
) 3ot ) 3t ) 32t

886. Quyidagi qatorni absolyut va shartli yaqinlashishga
tekshiring:

N 217:- 2) Zsmm. 3) i(sinirlzl) ' i l+n1 sinin
n=| n-

n-sh'n 9% cos
= in
887. Quyldaol gatorni yaqinlashish radiusini toping:

DYZ. 2 Z"' “3) Z 7 4) inze-"’f

nln nl n=l

5) Socosiust. 6) 3enn. 7) "Z:;sin(;i)z 83—
888. Quyldagl qatorni yaqinlashish doirasini toping:

+ x »n x
PP pundl "2,,’ 2 2) et 3) T(=-2)" 4) Tcosin(z-1)
n=| n-l

5) e )Zm D Z.:(li) 8) S cos” % =,

n=1

“sin (l +m

889. Quyidagi qatorni yaqinlashishga tekshiring:

+—1-+l+l+l+£+(i-)z+ z 3+

22z 2 \2 2) 7

890. Quyidagi qatorni yaqinlashishga tekshiring:
4 3 2 1 2

R kit +2z+(22) +(22) +...

4

A < < <
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/(z) funksiyalarni z, nuqtada Teylor qatoriga yoying
1 1

891. f(z)=2__';’ z,=0. 892. f(3)=22+]a 5, =0.
1

z ———l z =
893. f(Z)=E, .:.(,-_—’l. 894. _f(-)—(l_:)z, Zn 0.

/(z) funksiyalarni z, nuqtada Loran qatoriga yoying
2z-3 1

89s. f(Z)—zz—_S—;E, 40—2. 896. _f(_)—z(3_:),

1 1

897+%. f (z)=m, 7,=0. 898*, f(z)=

z,=0.

z, =0.

» 0
2—z-6

55-§. Funksiyaning chegirmasi. Koshi teoremasi

Koshi teoremasi. G sohada analitik bo‘lgan s(z) funksiyaning

shu sohada yotuvchi va maxsus nuqtalarni o‘z ichiga olmagan yopiq
L kontur bo‘yicha integrali nolga teng.

Agar f(z) funksiyaning yopiq . konturning ichida a maxsus
nuqtasi bo‘lsa, bu nuqtadagi integrali « qutbga nisbatan »-tartibli
chegirmasi quyidagicha hisoblanadi:

i d7[(z-a) £ (2)]

es £z)= ' 21
fgsf( (n—l)!lzl“l?‘} e (21
Agar a qutb I-tartibli bo‘lsa, chegirma quyidagicha bo‘ladi:
rfsf(z) =lim(z~a) f(z). (22)

Agar ¢(z) va y(z) funksiyalar z, nuqtada analitik funksiyalar
bo‘lsa, f(z)=% ning chegirmasi, quyidagi formula yordamida
topiladi:

res f(z)= %2)). (23)

899. f(z)=———(z_l)z(z_3) funksiyaning chegirmasini hisoblang.

Yechish. z=1 va =3 nuqtalar funksiya uchun oddiy qutblar
bo‘lgani uchun shu nuqtalardagi chegirmalarni (22) formula

yordamida hisoblaymiz:
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(2-1)(2—3)=l-"-'3']z—3=_"
. z .oz 3
resf(z)=lim(z-3 = ==
3 /() "’]3]( )(z—l)(z—3) l-'l-r’l;z—l 2
900. f(z)=— " funksiyaning chegirmasini hisoblang.
Yechish. f(z)=—1_ - L =2 z=-2i
/(2) P T T =z=2i va z=-2i nuqtalar

funkgiya uchun oddiy qutblar bo‘lgani uchun shu nuqtalardagi
chegirmalarni (22) formula yordamida hisoblaymiz:

l'ﬁ’.ﬁ‘f(::) =lim(z-1)

=l

—

3]

@ V=1 -7 l =1 l —.l_—_._l;
’Zc'sf(~) 11{121,(_ 21)(2—2i)(z+2i)—-!l-g]'z+2i_41‘— 4
o5 F{=) = lirm (-4 9 ] o [ )
res/(2)= lim (= +2I)(z-—2i)(:+2i) Ry

901. f(2)=ﬁ funksiyaning chegirmasini hisoblang.
Yechish. £(z =;=z L=1+2i= l

/) ' =245 . =121 (z—l—2i)(z—l+2i):
7, =1-2i va z, =1+2; nuqtalar funksiya uchun oddiy qutblar bo‘lgani
uchun shu nugqtalardagi chegirmalarni (22) formula yordamida
hisoblaymiz:

) : (z-1-2i) , 1 i
C )= l = —_—
/) S e T T P R ey ey
e () T (z-1+2i) . ]
/() QR ErEey ey, Rl Ly
902. .f(2)=( 2-2)3 funksiyaning chegirmasini hisoblang.

=L
-

Yechish. -=2> nuqta funksiya uchun uchinchi tartibli qutb

bo‘lgani uchun shu nuqtalardagi chegirmalarni (21) formula
Yordamida hisoblaymiz:

d? [(2 —2)3 ~—:—2—,:,
'gsf(2)=%lug l’(-?—?)
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-

903.f(z)=1_‘;osz funksiyaning chegirmasini z=0 qutbga

nisbatan hisoblang.
Yechish. -=0 nuqta funksiya uchun birinchi tartibli qutb
bo‘ladi. Hagiqatan ham,

2
. z .2z . 2
lim =lim———=Ilim =2,
0] —cosz :0sinz :0cosz

chekli son. Shuning uchun bu nuqtalardagi chegirmalarni (21)
formula yordamida topamiz:

. . d =2 . 2z(1-cosz)-z’sinz _
res f (=)= lim Ez-( ) =lim =

1-cosz (1-cosz)’
22 X] 3
k(;_gvhj_f(g_%+m) 2
=lim S M =lim 12 -=0.

Z-0) 2 4 2 20 /2 4 -
(i_ikq (:_:ﬁj
21 4! 2t 4

Quyidagi funksiyalarning : nuqtadagi chegirmalarini
toping

904. f(z)= 5. 2=0. 905. /(z)=5. z,=0.
906. 7(z)=S2 smr 0T f()=r, 7
z+3

908. f(_7)=m, z=2. 909. f(z)=

)= zicos—— 2 = N=Inzsin—— z =
910. f(z)==z cos—, zy=1. 911*. f(2) lnzsmz_l, zp=1.

~—3 =1

56-§. Chegirmalarni integral hisoblashga qo‘llash

Agar qutb nuqtalar kontur ichida bo‘lsa, yopiq kontur bo‘yicha
integralni quyidagi teoremadan foydalanib hisoblanadi:
Teorema. Agar f(z) funksiya L kontur bilan chegaralangan G

yopiq sohada chekli sondagi z,z,,..,z, nuqtalardan boshqa barcha
nuqtalarda analitik bo‘lsa, u holda f(z) funksiyaning yopiq kontur
bo‘ylab olingan integrali uchun
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4’./’(3)‘1" = ZHigresf(zl) (24)

formula o‘rinli bo‘ladi.
z+1
912 + d= integralni y:z=1,z=2,z=3 nuqtalami
I (z-2)(z-3)

ichiga oloan yopiq kontur bo’yicha hisoblang.
Yechish. Berilgan nuqtalardagi chegirmalarni (22) formula

bilan hisoblaymiz:

i z+1 iln.—:.+_]_
)=t ) ) )
z+1 z+1 B
r-g;sf() |1|n(4—2)(ﬂ-—3) |l ———( )(z 3) 3
z+1 . z+1

=2.

res f(z)=lm(z -3 =lim
3 f( ) :-»3( )(Z—l)(Z—Z)(Z—3) =3 (Z ])( 2)
Integralni teoremaga asosan (24) formuladan foydalanib
hisoblaymiz:

-+1
= dz=2miy resf(z)=27i(1-3+2)=0.
I(:—l)(:—Z)(:—B) ;ZI “ )
913. '[—erz—_—)d. integralni y:|z|=3 aylanada hisoblang.
Yechish. f(z =—z_ funksiya uchun i, —i,2 nuqgtalar
(2) (z“+l)(z—2) 9 Y

konturning ichiga joylashgani uchun, har bir nuqtadagi chegir-
malarni (22) formula bilan hisoblaymiZ'
res f(z)=lim(z =) u Sp— ,
' = (== +l)(' DRETe +')(*—2) 2i(2-1)
z = lim !

O ) LiTeTE )

res /()= tim(: -

-2) —Ill'n———:—.
(z-i)(= +1)( =2) =(z-i)(z+i) 5

Integralni teoremaga asosan (24) formuladan foydalanib
hisoblaymiz:

*zz 2wi ) res = l - l +4 =
!(zzﬂ)(z_z)‘b ,Z,: ,f( )= ( 2i(2-4) 2i(2+i) 5)—
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( 1 1 8. [2. 8)
= - +—=i|=m|—=i+—=i 27i.
2—-i 2+i 5 5 5

914. j )2 integralni hisoblang.
_f = +4
Yechish. r(z)= L - funksiya yuqori yarim tekislikning

(zz+4)
z=2i nuqtadan tashqari barcha nuqtalarida analitik funksiya.
Bundan tashqari,
=0

A OISy

~ funksiyaning ikkinchi tartibli 2i

chekli sondan iborat. f(;):( )
22 +4)

qutbidagi chigirmasini topamiz:

_ (:—_l) 1 . -2 2 i
o E e G

Buni e’tiborga olib, quyidagi natijani hosil qilamiz:

T dz ( i ) P s
J. 3 =27 -5z =—.
(zl +4) 32 16

-7

dz .
91 4 o _ .
S. J'z(7+2)(z ) integralni , —aylanada

D|z|=1, 2)|z]=3, 3)|z|=5 bo‘lgan hollar uchun hisoblang.
1
z(z+2)(+4)
uchun, har bir nuqtadagi chegirmalarni (22) formula bilan

hisoblaymiz:

Yechish. f(z)= funksiyani 0, -2, -4 nuqtalar

-es f(z)=limz ! =lim ] =l’
g )= i e T ) s
1 L

res f(z) = lim (= + )m M Gva)
z)=lim(z+4)—— ! ==
r_eff(“) ,],_,_,( 4)-( +2)( +4) ”"b(é*z) 8

1) || =1 aylana ichida, fagat z=0 qutb yotadi, shuning uchun:

b
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1 i
"—-7, -=—
I[ z)dz =27i- s= 2
2) |-|=3 aylana 1ch|da fagat -=0.-=-2 qutblar yotadi, shuning

uchun:
(1 1) A
!f(-)d;--m- g 4]— 7

3) |s|=5aylana ichida z=0,z=-2,z=—4 qutblar yotadi,

I 1 1
[ ey =i (g =0
Quyldagl mtegrallarm hisoblang
916. j

shuning uchun:

dz,bunda ¥ —aylana |z|=R>|d].

z—a

917. I—— bunda ¥ —aylana |z|=R, R>|a|, R>[b|.a=b.
—-a

)(z-b)’

918. J.T’ bunda » — maxrajning qutblarini o‘z ichiga
" =2z+
y
oluvchi ayhnada

. [y

odz

920. | ——
'L(::H)'
T 2d-
921. i
Jr;(l+4:2)_
922.T dz

0 3+cosz

bunda ¥ —aylana |-|=2.

923.3‘[’ sin’ zdz .

o S+dcosz
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VII BOB. MATEMATIK - FIZIKA TENGLAMALARI
57-§. Birinchi tartibli xususiy hosilali differensial tenglamalar

1-ta’rif. z(x,y) funksiya va uning birinchi tartibli xususiy
hosilalarini o‘z ichiga oluvchi
AxneZ )0 ()
ox dv
ko‘rinishdagi tenglama birinchi tartibli xususiy hosilali diffe-
rensial tenglama deyiladi.
2-ta’rif. (1) tenglamaning umumiy yechimi deb, tenglamaga
qo‘yganda uni ayniyatga aylantiruvchi o‘zi va birinch tartibli
hosilalari berilgan sohada uzluksiz bo‘lgan z(x,y) funksiyaga
aytiladi.
Quyidagi differensial tenglamani qaraymiz
oz Oz
XEH,E:Z’ 2)
bunda X.Y,Z -funksiyalar x,y,z ning funksiyalari. Bu tenglamaga
mos, oddiy differensial tenglamalar sistemasi quyidagi ko‘rinishda
bo‘ladi:

oz

oddiy differensial tenglamalarga teng kuchli.
Differensial tenglamalar sistemasining yechimi

o, (x,y,2)=C,, o, (x,y,2)=C, 4)
ko‘rinishda bo‘lsin. U holda (2) tenglamaning umumiy yechimi
CD[a), (x,3,2), o, (x,y,z)] =0. 5)

ko‘rinishda bo‘ladi, bu yerda ®[w, w,] ixtiyoriy uzluksiz, differen-
siallanuvchi funksiya.
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Umuman olganda, xususiy hosilali (2) differensial tengla-
maning yechimi (3) ko‘rinisdagi oddiy differensial tenglamalar
sistemasini yechishga keltiriladi va (3) sistemani (2) tenglamaga

mos sistema deyiladi.
Koshi masalasi. (2) tenglamani shunday
v =X, XX, )

boshlang‘ich shartni qanoatlantiruvchi yechimi topilsin
924. — =1 tenglamaning umumiy yechimini toping
Bu

1= 6z=0x :IGE:I&\'+¢/(}))=>z=.1+l,z/(y)

Yechish. &
Ox

yerda y(y) ixtiyoriy funksiya
925. y? —x% =0 tenglamaning umumiy yechimini toping
X 4

Mos oddiy differensial tenglamalar sistemasini

Yechish.
tuzamiz:
dx ; 1,
& A => xdv =—ydy :der = -—j-_vdy+—(, =>x'+y =C
y o ox 2
Tenglamaning umumiy yechimi: z=y(x* + %)
7|  =¢(x) shartni qanoatlan-

oz o= .
926. ya——xgy-;o tenglamani 7,

X
tiruvchi yechimini toping.
Yechish. 925-misolda berilgan tenglamaning umumiy ye-

chimini
z=y(x*+57)

ko‘rinishda hosil qilgan edik. Bu holda
(5,9)=x"+)" = p(x,0) =2, Y=p=>x=

Demak, izlanayotgan yechim
o8- o)

927. x = +) =_. tenglamaning umumiy yechimint toping

B

Yech|sh & _dv_d= sistemaning yechimini topamiz.

X pot
I£=jﬂ+mc =hx=lny+InC=
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y
—x=yC =2=C,. -
x x =

U holda (5) ko‘rinishdagi umumiy yechim quyidagi ko‘ri-
nishda bo‘ladi:
(D() :)=O.
X X

928. % . %, ¢ & -0 tenglamaning umumiy yechi-
"o, 77 " Ox,

Xy n
mini toping.
Yechish. Mos oddiy differensial tenglamalar sistemasini
tuzamiz:
de _dx _ _dx
R Xa ’ X,
Bu sistemaning yechimi 927- misoldagl kabi
i=q$xz=c_’.1"" = nl’ (x 1-0

X, n

n n

ko‘rinishda bo‘ladi. Berilgan
quyidagicha bo‘ladi:
\‘I" "” xn-l
/= x 'x, 7 x,

tenglamani  qanoatlantiruvchi va

tenglamaning umumiy yechimi

929. - Z. - oy
Ox oy
x*+y*=16 z=3 aylanadan o‘tuvchi yechimni toping.
Yechish. Tenglamaga mos oddiy differensial tenglamalar

sistemasini tuzamiz.
_dy_ = = xdx = ydy, 2xdx =-zdz.

yz xz @ 2xp
Har ikki tenglamani integrallab, quyldagml hosil gilamiz:

xX*-y*=C, x* +?—C

Tenglamaning umumiy yechlml
x* +?—t//(x —yz). (6)
z=3 aylana orqali o‘ta-

(6) sirt tenglamasidan x*+),*=16,
z=3 tenglikni

diganini ajratamiz. Buning uchun (6) ga x*=16-)?,
olib borib qo‘yamiz. U holda
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S 9 -2
16— +==yp(16-2)7) 216-2y* =1 = =8-L,
2 2
1425 2 2y X =y 425
t//([) =T = (//(x' —y') =\_);—'
Bundan foydalanib, (6) tenglamani quyidagi ko‘rinishda

yozamiz:
2 22 .'2 - +25 2 2 5
.r'+;=%— =X+ yT+z7 =25,

Demak radiusi 5 ga teng bo‘lgan sfera ekan.
930. (1+,/4—r y)+—a-—=2 tenglamaning umumiy yechimini
oy

toping.
Yechish. Mos oddiy differensial tenglamalar sistemasini tuzamiz:

dx d}’zi =>z-2y=C,

I+ z-x-y | 2

dy  de—dx—dy

Umumiy yechim quyidagi ko‘rinishda bo*ladi:
(D(:—2y,y+2\/:—.\'—-y)=0

Quyidagi tenglamalarning umumiy integralini toping

S y+2fz-x-y= =C,.

oz | 0z 0z Cz
31. ‘,_+\__0 932, x—+yz==x
9 o o &
933. ‘Y'%'F'\-Z%*'%g\%:o' 934. sinx%+siny—§=sin:.
& oz O, L8
935. yeo- +.u§—.\:v. 936. -\a\.'*.vg—o-

37. yz—+xz— + xy—=0.
9 vz nay+w(

0 © oz
a\’ (?\‘ ’ 6‘\ a\r
938- (.\'l _al)ar_l -f'(.\'2 —02)5; +...+ (X, —a")a‘" +(u—a)gl- =
o= - . . . .
939. —l—(a'—“+l;—'=4 tenglamani qanoatlantiruvchi va y* =z, x=0
xdx  yov

parabola orqali o‘tuvchi sirtni toping.
-> . - -
940%. \/— J_ +z %=0 tenglamani ganoatlantiruvchi va

S=y-z, x=1 orqall o tuvchi sirtni toping.
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58-§. O‘zgarmas koeffitsiyentli ikkinchi tartibli xususiy hosilali
tenglamalarni kanonik ko‘rinishga keltirish

Quyidagi ikkinchi tartibli xususiy hosilali tenglamani qaraymiz:
5u o*u o’u ou Su
_— + '_,+F X, Vol T v 4 =O’
Tt T o P (nn 2 2 @
bu yerda a,b,c o‘zgarmas son yoki x, y ning funksiyalari.
Agar biror D sohada b*—ac>0 bo‘lsa, (7) tenglama giperbolik
tipga tegishli bo‘lib, u to‘lgin tarqalish yoki tor tebranish

jarayonlarini ifodalaydi va quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi:
d’u du ou .0 . 0u
= —_— k —a - —=uU.
axa}) F(xay)z’ax’a:vJ yo 1 a}}l a ax'.’ 0 (8)
Agar biror D sohada »*—ac=0 bo‘lsa, (7) tenglama parabolik
tipga tegishli bo‘lib, u issiqlik tarqalish jarayonlarini ifodalaydi va
quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi:

qu_ 20 _ 8
axl ° ( )

. Agar biror D sohada 5°-ac<0 bo‘lsa, (7) tenglama elliptik
tipga tegishli bo‘lib, u statsionar issiqlik holati jarayonlarini
ifodalaydi va quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi:
£3—2£+az 62u=0 1
TiraiZi=o (10)
(7) tenglamaning xarakteristik tenglamasi deb, quyidagi
ko‘rinishdagi oddiy differensial tenglamaga aytiladi:
a(dy)’ —2bdxdy +c(dx)’ =0. (1)
o Giperbolik tipdagi tenglama uchun (11) xarakteristik tenglama
ikkita o(x,y)=C,, w(x,y)=C, integralga ega bo‘ladi, u &=9(x,y),
n=w(x,y) almashtirishlar yordamida kanonik ko‘rinishga keltiriladi.
. Parabolik tipdagi tenglama uchun (11) xarakteristik tenglama
integrallari ikki karrali bo‘ladi va ¢(x,y)=C, kelib chiqadi, u
¢&=¢(x,y) almashtirish yordamida kanonik ko‘rinishga keltiriladi,
[
n

bunda y(x,y) funksiyani #0 shartni qanoatlantiruvchi

x y

ixtiyoriy funksiya sifatida tanlanadi.
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Elliptik tipdagi tenglama uchun (I11) xarakteristik tenglama
ikkita o(x,v)*iy(x,»)=C,, integralga ega bo‘ladi, u &=¢(xy),
n=w(x,y) almashtirish yordamida kanonik ko‘rinishga keltiriladi.

E=plxy), n=y(xy). (12)

(12) almashtirish orqali xususiy hosilalami hisoblaymiz:

u =ul g, uo =g Fu,,
Uy =1 &l +2u, 0 E, 0l +1E vuT
&> - ; (13)
u, = u;’,é‘f‘, + g, (4‘3]}, +&.1, ) 0,00, +u;§p, +u .,
U, =1, &5+ 20,0, &+, ) S
(13) ni (7) ga qo‘ysak, quyidagi tenglamaga kelamiz:
aug, +2h,, +cu,, +F (5, 7, u,u;,u,,) =0 (14)
bu yerda
a=a&l +2b8 <, +cd,,
b=afn, +2b(én, +En,)+cgn,,
¢ =an; +2bna, +cn;.
(14) tenglama a,5,¢ koeffitsiyentlardan bittasi yoki ikkitasining
nolga aylanishiga garab turlarga ajraladi.
~2 2
941. xz% —yz% =0 tenglamani kanonik ko‘rinishga keltiring.
A "

Yechish. Tenglamada a=x* b=0, c=—)* =b*>—ac=x"y">0.
Demak, berilgan tenglama giperbolik tipga tegishli ekan.

Xapakteristik tenglamani tuzamiz:

() -2 (dx): =0 = (xdy ~ y&v)(xdy + ydx) =0,

xdy + yde =0 :>°—{"—+£=InCl 2>9=C >f{=x,
y X
»odv oy

xdy - ydx =0 :ﬁ:‘-——lﬂnCz :>)—=C2 :>77=Z.
y x X X

Xususiy hosilalarni hisoblaymiz:

5.\ =) éy =X, gn‘ =0, :1}‘ = l’ ‘:.‘ZV =0'
Y _._.l 1 =£ .= —L =
Pl 1, 3 T PO 1 X yy =0.

Hosilalarni (13) ga qo‘ysak:

n, ==
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~2

ou
axl
Natijalarni berilgan tenglamaga go‘yib, quyidagini hosil

[)=a
.

- -

R 2

2 u
4 0 X2+ 2u,, U,
x

5 T U

)
vl Yy 2
=uy” —2u,, e} +u,, - T +2u, PR

qilamiz:

2 2 }’2 )’2 Yl u.. -x2+2u., +u

X7\ Ugey _2"57'7’“";:;"7"'2"0';7 Yo Yes - ]
T xt x

. 11 1
—411;,,'y'+2u }; 0 =u —-2'11 ';;'—‘O:’":a 25"/1_0'
., O S 0 tengl i kanonik
942. Sll’lz.’ englamani
ox’ axoy o’
ko‘rinishga keltiring. D ..
Yechish. Tenglamada a=sin’x, b=-ysinx, c=y* diskrimi-

nantni hisoblaymiz: #? —ac=y*sin’x—»*sin*x=0. Demak, berilgan

tenglama parabolik tipga tegisli ekan.
Xapakteristik tenglamani tuzamiz:
sin? x(aﬁz) +2ysinxdxdy + y° (dr) =0 =>(smxajz+ydt) =0.
Q+ dx =0 |ny+]nlg— =InC =>ylg— =C.
y sinx 2 2

sinxdy + ydv =0 =

N x . .
O‘zgaruvchilarni almashtiramiz: §=yf85, n=y. Xususiy hosi-

lalarni topib,

x
y x y ‘83 1
§x= x’ évzlga’ fnza—_;’ é\’.“:_—_x’ ;u,:(),
2cos® = 2cos = 2cos’ =
2 2 2

=0 77‘ =]’ ”uzo, 77 ,=O, 7]»‘-:(),

u 1 x x_ 0O
: ;g =Ulg’ +2u¢,,tg +u,,,

e cu, ysec S 4 Ztg=;

o gy 53 2y""‘seczgza; 2 2
ﬂ—l w12 +u secz—+lu sec? >
axay 28 T JPIEC TR

ularni tenglamaga qo‘yamiz:

lu y’sec ‘XsinZx + ]yu sec? Zsin?x - tg'r+11 yzseczxsinx
4% 2 2 2 Uesl& 5 T e 2

2 X . 2 2 X X _
~U, ysec Esm X+ (ulg > + 21(5,,,lg§ +u,)=0.

Soddalashtiramiz
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XX s ) "
— V. S - tg=si -. »2 _ 2.— . _ . _ . _
5 g sec 212-,25“ Y+, —u. ysec 25mx-0 = ju,, =U,sinx,

endi quyidagi almashtirishni bajaramiz:

’g£=£=>sin.t= Ig(:\'/Z) __2%n ‘
2 7 1+tg‘(x/2) E vy
U holda tenglama quyidagi ko‘rinishda bo*ladi:
_ﬂu =O
nn §2+771 £ .
Bu tenglama berilgan tenglamaning kanonik ko‘rinishi bo*ladi.
a " Ozl( a u
943. — =0 te . - e .
e ady o nglamani kanonik ko‘rinishga
keltiring.

Yechish. Tenglamada a=1,h=-1, ¢=2 =4* —ac=1-2=-1<0.
Demak, berilgan tenglama elliptik tipga tegisli ekan.
Xapakteristik tenglamani tuzamiz:
(a) +2dxdy +2(dx)’ =0 = (1) +2)'+2=0 = )’ =—1%i =
y+x-—ivx=C, y+x+ix=C,=>=x+y, p=x.
Xususiy hosilalarni hisoblaymi7
E=l &=l £,=20, & =0, £ =0,
=11, —0, M. =0, 1,=0, 7, =0,
O',l = + 2, F 1, aoil =Uy tu,,, %‘-:u,,
Natualaml (13) ga qo‘yib, quyidagi tenglamani hosil qilamiz:

oo + 20, + 10, =20 = 24g, + 20, =0 S, +u, =0.
5’ 5? oY

nn

Quyldagl tenglamalarni kanonik ko‘rinishga keltiring

944. (i;‘u 611_*_),6'1_1 0.

ou o’u u .Cu _du
945, — -4—-3—-2—+6—=0.

3 0\‘8}) ay ox ay
946, ~2u, Lou_g

x° Ox ¥ ('}y

Ozu 6 u 621( du  Cu
ox ("X(“\ av ﬁ\' ov
A2 2 2

948. £H 71 | 10T g,
ot gy Qv

947. =0.
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950- 7 Py o o o

= +4— 1127 +2
951. o oxoy (0,1 Ox oy

o+ 3 —
952. —=*3a 15 a1

44— +3
9535 e ¥ a o
20U du 2\ Ou
954*. (1+x) o +QVZ (I+' )

59-§. To‘lqin tarqalish tenglamasiga Koshi masalasi.
Dalamber formulasi

D={(x,y):—oo<x<+00,0<y<l}, >0 sohada
2 2
Tu_g2%_g (15)
o ox”
bir jinsli to‘lqin tarqalish tenglamasi berilgan bo‘lsin.
Koshi masalasi. (15) tenglamani va quyidagi boshlang‘ich

shartlarni

u(50)=o(x), 220y (), (16)

ganoatlantiruvchi yechimi topilsin.
Koshi masalasining yechimi quyidagi Dalamber formulasi

orqali topiladi:

u(x,y)= (o(x.;.ay);‘;o(x—ay) +5]_ J l//(z)dz. (17)
ax-ay
Ushbu
2 2
%—az gxl;=g(x,y) (18)
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bir jinsli bo‘lmagan to‘lqin tarqalish tenglamasi berilgan bo‘lsin.
Bir jinsli bo‘lmagan (18) tenglama uchun Koshi masalasining

yechimi quyidagi formula orqali topiladi:

N+ p(x—ay i af xrele)
u(ry)= 2t a)rolr-a) L, d—+—j[ [ (z,r)dz}fr.(l9)

2 2a x-ay v-a(y-r)
Su &u ., Ou .
956. 5)— - =0 tenglamaning u| x*, =—| =0 shartlarni
v )
=0

qanoatlantiruvchi yechimini toping.
Yechish. Tenglamada a=1, p(x)=x%, w(x)=0 (17) formulaga

asosan

oy elxray)re(x—ay) 1L (x+¥) +(x=») a2
u(x,y)= 5 +Zx£‘.n//(-)d4 = 3 =x+y%
957. a . a = u| _,=0, %4~ shartlarni
] a e N

qanoatlantiruvchi yechimini toping.
Yechish. Tenglamada a=2, ¢(x)=0. y(x)=x (17) formulaga
asosan:

xedy

1 P R T (x+2y)2 —(Jc—Zy)z _
e
958. a" a’ “—0 tenglamaning u| =sinx, % =1 shartlarni

=0

qanoatlantiruvchi yechimini )z:,)l momentdagi giymatini toping.
a

Yechish. Tenglamada a=a, ¢(x)=sinx, y(x)=1 (17) formulaga
asosan:

sin(x+ay)+sin(x-av) 1 ¢ 1
u(x,y)= (x+@) (x-a )+7— ldz =sinxcosay +—z|" " =
2 2a X~ 70 o
. T . LA
=sinxcosay + y = u| x,— | =sin xcos +— =
2a 2a 2a 2a
52 6
agu u
959. Pele g u|,_,=cosx, @‘ =sinx shart-
y=0

larni qanoatlantiruvchi yechimini toping.
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Yechish. Tenglamada a=1, p(x)=cosx, w(x)=sinx, g(x,y)=x
(19) formulaga asosan:

B o x+y yf xe(y-1)
u(x,y)zcos(x+})+cos(x ))+% J‘ sinzdz++%][ J‘ zdz}]r:
“xy )

2
x-{y-1)

vo_a|xryer

x+yv Y
g

dt = cosxcosy —sinxsin y +

X-V+r

+]'(xy —xr)dr =cos(x+y) +(x_vr - %xrz)
° 2

=COSXCOSy— —COS

r=y

=cos(x+y)+ lx_vz.
=0 2

To‘lqin tarqalish tenglamasi uchun Koshi masalasini yeching

0 N
960. gyu axu =0 tenglamaning .« % =-x shartlarni
=0
qanoatlantiruvchi yechimini toping.
6 u 6 u_ 6 .
961. a , 2 =cosx shartlarni
=0

qanoatlantiruvchi yechimini toping.

o’ u 8 u
962. ;=0 tenglamaning u|  =sinx, X _cosx shart-
a'y a) v=0
larni qanoatlantiruvchi yechimini y=7 momentdagi qiymatini
toping.
o'u _ 0u . ou
963. — =9— tenglamaning u| =sinx, —| =1 shartlarni
@)- ax.. g g | =0 a} -0
ganoatlantiruvchi yechimini toping.
o . ) .
964. q',‘—4—a—u tenglamaning 1|  =x°, ou =x shartlarni
a v=1) ay o
ganoatlantiruvchi yechimini toping.
o'u _d'u . sinx Ou .
965. 5 o tenglamaning u| Y M=0 shartlarni
ganoatlantiruvchi yechimini toping.
du _0u . .
966. — =— tenglamaning | ,ﬂ,=—x;, ou =sinx shartlarni
o ox olxt gyl
-

qanoatlantiruvchi yechimini toping.
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ou  ,Ou .
967. >=4—+2x tenglamaning | =7 o =cosx
o’ X’ y=0 oy
) -0
shartlarni ganoatlantiruvchi yechimini toping.
o'u Su . ) )
968. — =— +2y tenglamaning i  =sinx, 94 _2 shartlarni
' o’ ° av
) o < ly=0

qanoatlantiruvchi yechimini toping.

~2 2
ou _Ou . .

969. —— =9 +2x tenglamaning 4|  =x, @‘ =sinx shartlarni
@} (3'\‘ o ‘3’ y=0

ganoatlantiruvchi yechimini toping.

S*u Ju . o
970. — =16—=+2y tenglamaning u| =x, a
»” o w0 o

M ly=0

=cosx Shart-

lamni qanoatlantiruvchi yechimini toping.

60-§. Tor tebranish tenglamasiga qo‘yilgan masalani
Furye usulida yechish

D={(x.y): 0<x<l, 0<y<p}, p,/>0 sohada
ou  ,0u
7 =a 22
ov° ox
bir jinsli tor tebranish tenglamasi berilgan bo‘lsin.
1. Birinchi chegaraviy masala. (20) tenglamani hamda
quyidagi boshlang‘ich

(20)

ou(x,0
o(50)=p(x). 2Dy @)
va chegaraviy
1(0,y)=0, u(l,y)=0 (22)

shartlarni qanoatlantiruvchi yechimi topilsin.

Masalada chegaraviy shartlarning qiymatlarini nol deb olinishi
torning ikki chetlarini mahkamlanganligini anglatadi.

Yechish. Qo*yilgan masalaning yechimini noldan farqli bo‘lgan

u(x.y)= X ()Y (») (23)

ko‘paytma shaklida gidiramiz. Bu usulni birinchi bo‘lib qo‘llagan
olim nomi bilan Furye usuli deb ham ataladi.

(23) ning hosilalarini hisoblab. (20) ga qo‘ysak:
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y'(y) _ X"(x)
X(X)Yn(y)zazxn(x)},(y) — ;ITY_((%V'S _ m

tenglik hosil bo‘ladi. Tenglikning chap tomoni fagat y o‘z.garuv-
chiga, o'ng tomoni esa fagat x o‘zgaruvchiga bpg‘liq. U.lammg hf:ir
ikkisi fagat bitta o‘zgarmas songa (€ng bq'lgandagma ter.lghk.
bajariladi. Bu o‘zgarmas son —4, (4>0) bo‘lsin, u holda quyidagi
oddiy differensial tenglamalarni hosil qgilamiz:

Y() X)L sen(x) 2K (x) =0, Y1 (x)+ 2Y () =0,

X(x) ga nisbatan tenglamaning yechimi bilan shug‘ullanamiz

(22) chegaraviy shartlarni e’tiborga olib
X"(x)+AX(x)=0, 24)
X(0)=x(1)=0,

masalani hosil qilamiz. Bu masalani Shturm-Liuvilli masalasi deb

nomlanadi. Xarakteristik tenglamasini tuzamiz:
B+ A=0 =k, =Ai

U holda umumiy yechim quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi:
X (x)=Acosy/Ax+ Bsin Jax,

bunda 4, B - ixtiyoriy o‘zgarras sonlar.

Chegaraviy shartlardan
X(0)=A=0, X(/)=BsinJAl =0 = B#0, =sinJAl =0=

JAU=nr, 2= 2171 = X (x)=Bsin %x.
A ning bu giymati (24) masalaning xos qiymati,
X(x)= Bsin%x

esa xos funksiyasi deb ataladi.
Y(»)ning yechimini topish uchun A ning qiymatini e’tiborga
olib, quyidagi umumiy yechimni hosil qilamiz:
Y(y)= Ccos¢y+ Dsing';—ﬂy,
bunda C, D ixtiyoriy o‘zgarmas sonlar. Natijalarni (23) ga qo‘ysak,
quyidagi umumiy yechim hosil bo‘ladi:
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an,

u,(x,y)= (Ccos #y + Dsin #y)sin Tﬂx, n=123,..

(20) tenglama chiziqli va bir jinsli bo‘lgani uchun uning
yechimlari yig‘indisi ham yechim bo‘ladi, bundan umumiy yechim

u(y,v)= Z( nz )sin%x, (25)

ko‘rinishda bo‘ladi.

(25) funksiya (20) tenglamani va (22) shartni ganoatlantiradi.
Agar (25) qatorning C,,D, koeffitsiyentlari shunday bo‘lsaki,
qatorning o‘zi va uning ikkinchi tartibli hosilalaridan tuzilgan
qatorlar yaqinlashuvchi bo‘lsa, (25) qator masalaning yechimi
bo‘ladi. (25) funksiya (21) boshlang‘ich shartlarni ganoatlantiradi.

u(x,O):iC,,sinml—mx=qo(x).
n=1
Agar ¢(x) funksiya Furye qatoriga (0,/) oraliqda sinus orqali
yoyilsa, quyidagi formula o‘rinli bo‘ladi:
1
c =% Joo(ix)sin Tt (26)

@% = ;# D, sin g’;—ﬂx =y(x), D, = ﬁ!q/(x)sin %.\dx. (27)
Shunday qilib, birinchi masalaning yechimi (25) formula bilan,
c,, D, koeffitsiyentlar esa (26) va (27) formulalar bilan topiladi.
Izoh: agar o*zgarmas sonni
) _X'(x)_
a¥(y) X(x)
deb tanlansa, hosil gilingan yechim (22) chegaraviy shartni qanoat-
lantirmaydi.
D sohada

~2
T T eslo) 28)
bir jinsli bo*lmagan tor tebranish tenglamasi berilgan bo*lsin.
2. Birinchi chegaraviy masala. (28) tenglamani hamda

quyidagi boshlang*ich:
611(.\',0)
u(x.0)=o(x), o =y (x) (29)

va chegaraviy:
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u(0,y)=0, u(l,y)=0 30)
shartlarni ganoatlantiruvchi yechimi topilsin.
(28) tenglama tomi tashqi kuch ta’siridagi majburiy tebranishini.
(30) shart esa toming ikki cheti mahkamlanganligini ifodalaydi.
Bu masalamno yechlml quyidagi formula yordamlda toplladl

u(x,y)= Z(Cn cos—T-y + D,,smT_v)smT,\f+ Zg" (y)sm —I—x, 31
bu yerda _
g, (v)——‘[g(r ¥ smT(v 7)dr. (32)

anmix

973. Ikki cheti x=0 va x=/ da mahkamlangan, hamda dast-

labki holatda u u=%x(/—x) tenglik bilan aniglanuvchi boshlang*ich

tezlikka ega bo‘Imagan torning harakat tenglamasini toping.
Yechish. Bu masala
E)u_ a —al v>0. 0<x</
& o

tenglamani
cu(x,0
(x0)= ()= 2x(1-). 22— () -0, 0551

boshlang‘ich shartda va u(0,5)=0, u(/,y)=0, y20 chegaraviy
shartlarda yechishga keladi.

Masalani yechimini Furye usulida
u(x,y)=X(x)-Y(y)

ko‘rinishda gidiramiz.
(25) formulaga asosan qidirilgan yechim
.. anmr

u(x,y) Z(C cos—I—y+D sm%;)sm—T,\'

ko‘rinishda bo‘ladi. (26), (27) formula yordamida

1
=%J.l/7(x)sin$xdx—8l—h (lx— )smﬂdx D =— IO ﬂd\‘
0

0

C, koeffitsiyentni topish uchun ikki marta bo‘laklab integrallaymiz:
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] u =l—x* du, =(1 - 2x)dx
C, =§Il (1\ —-x )qinﬂdx= . nmx 1 nrx|=
r / dv, =sin——dx, v, =——cos——
! nr [
!
8h ] nmx 8h
=——(lx-x")—cos—— [ -2x coscos—dx-
r ( )n/r [, e I ( ) {
=[/-2x du, = -2dx
o 1 . I 1
= Ll, (/- 2-1’)005ﬂd\'= nrx 1 . nax|=
nwl” / dv, =cos——dx, v, =—sin—-
! nr )
| 1 o
B ) 8: (/=2 ) . W/UII n]zfrlil Jsin "7[""¢r=_"136]:’3 €08 ”’7“; -
) 0 0

o 0, agar n juft bo'lsa,
16/ 164
—_ e = —{ - = l
n'r (COS i =1) = P’ [l ( l) ] Lﬁ,agar ntoq bo'lsa.
(2n+1) 2°

Natijani e’tiborga olsak, yechim quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi:

u(x ))=£ﬁ 3 I cos(2”+l)”aysin (2'1+l)7rax.

7 w7 (2n+1) l /

974. Ikki cheti x=0 va x=/ da mahkamlangan hamda dastlabki

siljishi «(x,0)=0 ga teng, boshlang‘ich tezligi

v X [<h v, = const
9 '.—_ _, = ’Lg,
611(,\',0)_ 0 2 27 °
% 0, |[x—= >—}1,
2 2

ga teng bo‘lgan torning ixtiyoriy vaqtdagi holatini aniqlang.
Yechish. Bu masala
ou 50
—=a —, y>0,0<x</
Q‘,Z a‘_Z -

tenglamani
u(x,O) =¢(x)=0,

|

oIS

boshlang ich shartlarda va
u(0,)=0, u(/,y)=0, y>0

chegaraviy shartlarda yechishga keladi.
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(25) qatorni hosil
unki ¢(x)=0.
(1-i)/2

Masalaning yechimini Furye usulifia yechib,
qilamiz. Qator koeffitsiyentlarini topamiz. ¢, =0 ch

(142 Tx
2 v, 1 _
D: =—_ vosinﬂ{dr:————“—-——cos—[_' =
nzTa 5 / nga niw (1-h)/2
2wl cos nz(1-h) "~ cos nz(l+h)|_ 4}\’,,}/ sin "% sin nzh
n’rla 2/ 2/ n’rla
Natijani e’tiborga olsak, yechim quyidagi ko‘rinishda bo*ladi:
Wl 1 . nx . nwh . onray . nrx
u(x,y)="2 _sin ——sin ——sin ———sin .
(x.7) ax’ ;:r 2 2/ ! / '
975. Ikki cheti x=0 va x=/ da mahkamlangan hamda dastlabki
du(x,0)

— =0

holatda u «(x.0)=0 shakliga ega. Boshlang'ich tezligi Py

bo‘lgan
Gu —ﬂ+ysinx, y>0, O<x<m

? %
majburiy tebranuvchi torning ixtiyoriy vaqtdagi holatini aqiqlaqg.
Yechish. Bu masalaning yechimini Furye usulida izlab,
0 .
&u(x,0) =0 bo‘lgani

yechimni (31) ko‘rinishda topamiz. u(x,0)=0 va lay
uchun ¢, =0, D, =0 bo‘ladi. U holda berilgan masalaning yechimi:
u(x.y) =31, ()sin " x
ko‘rinishda bo‘ladi. Bu yerda
Y,,(y)=$Ig,, (y)sin%(y—r)a’r

va
g.(y)= %I‘;g(g’,y)sin n/—”cfa'{.

Bundan masala shartiga ko‘ra:
7 m Z
g, (r)= :Iysinfsin nédé =|n=1|= Q_[sinz £dé =
T 0 a 0
_2ytl—cos2¢& y( e 1. B
= 7!7(15 =;({l0 —Esm2§|o ) =)
Demak, berilgan masalaning yechimi:

u(x,y)=(y—siny)sinx.
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To‘lgin tarqalish tenglamasiga qo‘yilgan quyidagi masa-
larni Furye usulida yeching

976. Ikki cheti x=0 va x=/ da mahkamlangan hamda
dastlabki holatda u u=/x(x*-2x"+x) tenglik bilan aniglanuvchi va

boshlang‘ich tezlikka ega bo‘lmagan torning harakat tenglamasini

toping.
977. lIkki cheti x=0 va x=/ da mahkamlangan hamda dastlabki

siljishi «(x,0)=0 ga teng. Boshlang'ich tezligi

cos-———”(x_l/z) ‘x—il<£
ou(x.0) ho 2| 2’
¥ 0 x—i >ﬁ
2 2 2’
ga teng bo*lgan torning ixtiyoriy vaqtdagi holatini aniqlang.
2 2
978. gy’2‘=4%, y>0, 0<x<l, u(0,y)=0, u(l,y)=0,
27x 1
, 0<x<-—,
u(x.0) = / 2 811(\,0)=0.
2”([—'\), iS\Sl. ¥
/ 2
979. Z;’:’ “TU 50, 0<x <, 1(0,)=0, u(l,y)=0,
- (7'\'--
ou(x,0) .
u(x,O) =0, % =sm§x.
ou_ Ju . _
980. §=¥, v>0, 0<x </, u(0,¥)=0, u(l,y)=0,
ou(x,0) .
u(x,0) =sinx, u(x )=smx.
981. ;u=% y>0, 0<x </, u(0,y)=0, u(l,y)=0,
.5 ou(x,0
u(.\',O)=sm—;—T«\’, E?y )=0.
du_du : _
982. Py y>0, 0<x<l, u(0,y)=0, u(l,y)=y,
cu(x,0)
x,0)=0, ——==0.
u(x,0) o
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u u

983. P =6x2’ y>0, 0<x<l, u(O,y)=0, u(/,y)=C=c0n.s‘l,
u(x,0)=0, M=O.
@l
984. gf2‘=4%, y>0, 0<x<3, u(0,y)=0, u(3,y)=0,

ou(x,0)

u(x,0)=%hx(3—x),h>0, =0.

98s. al:=9gxl;, y>0, 0<x<l, u(O,y)=O, u([,y)=0,

_(’}u(x,O) —sins—ﬂ X
o [

986. > =gr—2’ y>0, 0<x<z, u(0,y)=0, u(z,y)=0,

u(x,O) =0,

u(x,0)=sin7x, 81_{2;,_0) =0.
987. 2;1,1:162-—1,1, y>0, 0<x</, u(0,y)=0, u(l,y)=0,
2 ox*
u(X,O):O, f)u(x,O) =Sin2—” X
57
988. gl: =a’ (2'12( +bshx, y>0, 0<x</, u(0,y)=0, u(l,y)=0,
ou(x,0)
r,0)=0, ——==0.
u(x,0) &
d’u o*u
989. §=a26x2 +bx(x-1), y>0, 0<x </, u(0,y)=0, u(l,y)=0,
u(x O)=0 M =0.
2 k] Qv
2 2
990 %, —gy—1:= gxl,‘ +sinzx, >0, 0<x</, u(0,y)=0, u(l,y)=0,
u(x0)=0, 240 _
k] 2 a.)}
ou  d'u .
991 *, §=§+(4)’—8)5102L y>0, 0<x<z, u(0,y)=0, u(x,y)=0,
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u(x.0)=0, a(glr,O)

=0.

?

99 * % gz‘:o-‘lgt\'(_\'—l)yz, y>0, 0<x</, u(0,y)=0, u(l,y)=
u(x,0)= M=O.
oy

61-§. Issiqlik tarqalish tenglamasiga qo‘yilgan masalani
Furye usulida yechish

ou ,0u
—=a"—. y>0, —o<x<+m, u(x,0)=f(x) chegaralanma-
oy ox~
gan sterjenda issiqlik tarqalishi yoki Koshi masalasining yechimi

quyidagi formula bilan topiladi

% % y>0, x>0, u(.\',O)=f(x), u(0,y)=0(y)  bir
tomondan chegaralanmagan sterjenda issiqlik targalishi yoki Koshi
masalasining yechimi quyidagi formula bilan topiladi:

1.

(r-s)
fe “dg. (33)

2.

(=) (x+5) i
1 T, e ro(n)e i
X, = > -0 - a'
11(\ ,v) 20\/; .[f(g)l:c ¢ } § 2(1\/;:')- (y 7])3 a’” (34)
3. Ql_l=a3_a_:£‘ v>0, 0<x</, u(x,0)=f(x), u(O,y):u(l,y):o
oy e '

har ikki tomondan chegaralangan sterjenda birinchi chegaraviy
masalaning yechimi quyidagi formula bilan topiladi:

u(.\- v Zbe _I_] SII]”—\- h = If(r)sm HITX (35)

n:l
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983. 2_’_‘=ﬂ y>0, 0<x</, u(0,v)=0, u(l,y)=C=const,
o' ox
o-u(x,O)=0

u(x,0)=0, =
(x0) .
984.—2—4; y>0. 0<x<3, u(0,y)=0, 1(3.y)=0,
ou(x,0)
x,0 ———x -x), h>0, L =
(x0)= 2 x(3-x), .

98s. g:: 92;,‘, y>0,0<x</l, u(0,y)=0, u(l,y)=
u(x,0)=0. @—(x—'ol=sin§£x.
oy {

&

986. ‘?‘,‘:9},‘, y>0, 0<x<z, u(0,y)=0, u(z,y)=
oy ox”
5u(x.0
u(x,0)=sin7x, ou(:c )=O.
ay

.= a-lf, y>0,0<x</. u(0.y)=0. u(l,y)=0
oy ox"
u(x,0)=0. &u(x.0) =sin2—”x.
13Y /
Ccu ﬁ (/ ll
988. — = e +bshx, y>0, 0<x</, u(0,y)=0, u(/,y)=0
ou(x,0)
,0)=0, —(——
u(x,0) >

=0.
_alﬂﬁ+bx(’< -1}, v>0, 0<x</, u(0,y)=0, u(l,y)=0,
()u(x,o)
0)=0, ———=0.
u(x ) av

ﬂ+sin7t\', y>0, 0<x </, u(0,v)=0, u(l,y)=0

989.

‘g)

~2
cu

990*. 5 o
u(x,0)=0, (‘L(x,_O_) =0
oy
+(4y-8)sin2x, y>0, O<x <z, u(0,y)=0, u(r.y)=0

O'u _ J*u
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u(.\',()) = v =0.
o
992%*, T( Ny, y>0, 0<x<l, 1(0,y)=0, u(l,y)=0,
o
”(.\"O)z M:O
v

61-§. Issiqlik tarqalish tenglamasiga qo‘yilgan masalani
Furye usulida yechish

ou L, 0u
I. —=d"—5. >0, —o<x<+m, u(x,0)=f(x) chegaralanma-

B

%)% ox”
gan sterjenda issiqlik tarqalishi yoki Koshi masalasining yechimi
quyidagi formula bilan topiladi

I AP

o) =5 [ 116

cu , Fu .

5:"-5.:" ¥>0, x>0, u(x,0)=/(x), «(0,y)=9p(y) bir

tomondan chegaralanmagan sterjenda issiglik tarqalishi yoki Koshi
masalasining yechimi quyidagi formula bilan topiladi:

-8y
Je ¥d. (33)

9

‘2

)
——dn. (34)
(v-n):

(4 e8]

¢ -!:l - LIV

di— X ro(n)e

2uadiT s,

(. v)= "u\/—. I /(

3. ‘l= ,L” v>0, O<x<!{, u(x,0)=f(x), 1{(0,y)=u(l )=
ol (x0)=7(x). #(0.y)=u(l.)=0,
har ikki tomondan chegaralangan sterjenda birinchi chegaraviy
masalaning yechimi quyidagi formula bilan topiladi:
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4, E:E =u:2-—'.“ v>0, 0<x<l, u(x.0)=f(x). au(0.r) = cu(l.x)
o ox ov &

=0,

har ikki tomondan chegaralangan sterjenda ikkinchi chegaraviy
masalaning yechimi quyidagi formula bilan topiladi:

. BRI
u(x.y)=2ane' 7Y cos I oa =—I[ cos—d\ (36)
n
~, I
5. &ty 1(x,y), ¥>0, 0<x<l, u(x,0)=f(x).
cy ox’

1(0,y)=u(l,y)=0 har ikki tomondan teploizolatsiyalangan sterjenda
bir jinsli bo‘lmagan tenglamaga birinchi chegaraviy masalaning
yechimi quyidagi formula bilan topiladi:

ll(.t,'v)zle,'e-[+) sin 22X +ZY ( v)sm— (37)
bu yerda
{n.l..r\’( -5 2/
Y (v)= Ig,, (r)e dr. =7£ r)sm—(l\
é‘u 6 u :
993. a5 y>0, —o<x<+o chegaralanmagan sterjenda
G)}

issiqlikning dastlabki targalish qonuni quyidagicha bo‘Isa,

u(x,0)= f(x) ={

0, xe(x,x,)

Uy, XE ():,,xz),

masalaning yechimini toping.

Yechish. Sterjenning uzunligi cheksiz bo‘lgani uchun bu
masalaning yechimi (31) ko‘rinishda topiladi. [x,x,] oraligda u,
ekanini e’tiborga olsak:

(=-€)
If(é)c -la\ dé:

Natijani Laplas funksnyasn - ehtlmolhk integrali
27 0
d)(z)=—\/;:|:e "du
orqali ifodalaymiz. Buning uchun

x-£ _ -
H= 20\/; , d&= —2a\/yd,u,

u(,

u(x,y)
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almashtirish bajarsak, quyidagi tenglikni olamiz:

( ) u, (voe, ]{ I.f- (x- .l:],_!u‘/,l_’ . (x-.t‘)J/‘lZuJ; .
u(x,v)=- e dy= e*du- e’du|.
J— (v vy) .uJ- \/: 0 [} )

Laplas funksiyasi orqgali |fodalab, quyidagi yechimni hosil

qilamiz:
X=X
u(x,y)==2 o ]—d) L]
( )) [ ( e [70\/_-1-'/_
994 . Ju .
) —=——. y>0. O<x<+x, u(x,0)=u, u(0,y)=0 bir
o &

tomondan chegaralanmagan sterjenda issiglik tarqalishi masalasini
yechimni toping.

Yechish. Sterjenning uzunligi cheksiz bo‘lgani uchun yechim
bir tomondan chegaralanmagan sterjenda issiglik tarqalishi (34)
formula bilan topiladi:

I PR " o o ()
ay ayv - To TS
u(x.) e Y —e VW |dé= ¢ dé-|e * dé&|.
( \//7 »I 27y ! {

X . . . . e P
H=7 \/: d§=—2\/;d,u almashtirish bajarsak, birinchi integral
2y

quyidagi ko"rinishda bo‘ladi:

u, T (‘:) oy A2 i (
2\/7;_)»‘;[‘ ¢ d‘—f“’rie’d/l— l+<1)L \/_J

X+ . - « .
pu=1= d&=2Jydy almashtirish bajarsak, ikkinchi integral

2J_v

quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi:
(-2

s - ') +n .
”l\/ﬁjt voag =T | e""d,u—— l-df }
- S0

Ve ‘/:‘[T _ a
Shunday qilib, yechim quyidagi ko‘rinishni oladi:

u(x.y)=u, (D(?\/_ l



X, O<.\'Si,
2

B

99s. @:?—l_‘ v>0, O0<x</, u(x,0)= f(x)=- )
@ = ,l—x, S<x<l,
Y

va u(0,y)=u(l,y)=0 har ikki tomonidan mahkémlang:,an sterjenda

issiqlik tarqalishi masalasini yechimini toping.
Yechish. Sterjen har ikki tomonidan mahkamlangan bo‘lgani

uchun yechim (35) formula bilan topiladi'

[ nza \

u(x,\ Zl) ¢ k KR

7/
b =?a|‘f( )sm%——jmm—/—d\+ I([ x)sm—l—-d\—l +1,.

nzrx

12
2 w =X, du, = dx
I =ijsi nax ' ! 2 nrx|"
1 / n—-— = . nTx 1 nrx|=———XCO0S ——
o { dv, =sin—dx, v, =-—cos——| n7 L,
/ nr /
/2
2% nmx 21 . nmx 2! nr
+— fcos—dx=-—<—ZsSIN—| =-_—sin—.
ni g / nT / o w3 2
512 (=1-x, du, = —dx
/= :I l-x sm—--—d\' . nmIx 1 nrx|=
13 ( ) dv, =sin—= ¢, Y = ——C0S——
) / nw !
_2 ! . nax| { nrx nrx
7 “(1 X )cos —— —-—‘I €0s ——clx ——— f cos—dx =
B [y N7, { ] ni
/
2l . nmx 2/ nmr . T
=-—Fsin?E =—fZsin— = +1, _—___-—4lzsm'—.
n [y, »n *x? 2 nwir 2
U holda izlangan yechim
2
4 o 2]
u(x,y)=—~ —,Slll - ! . nTX
( J ) x ;"- 2 sin —[ N
yoki

! ,(%J (2L+I)/rr

u(.\'.y)— Z( (2k ) sin ;

n-l

-
9 (&7 ou _ . .
96. -2 p>0, —0<X<+w chegaralanmagan sterjenda

issiqlik dastlapk; tarqalish qonuni quyidagicha bo‘lsa,
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u(x,0)=f(x)=q1-=, 0<x<]/,

masalaning yechimini toping.
Yechish. Sterjenning uzunligi cheksiz bo‘lgani uchun yechim

I

odé.
\/_ d¢ =-2vdu almashtirish bajarsak, yechim quyidagi

ko‘rinishni oladi:

<~>—é{( o) el s sl

Su  Fu .
¢ A T : : = -
997. p¥alew: +2sinysinx, y>0, O<x<az, u(x,0)=0, «(0,y)=x,
u(7,y)=2n, chegaralangan sterjenda, bir jinsli bo‘lmagan tenglama
uchun birinchi chegaraviy masalaning yechimini toping.

Yechish. Bu masalada chegaraviy shartlar bir jinsli bo‘lmagani
uchun Furye usulini birdaniga qo’llab bo‘lmaydi, shuning uchun
chegaralangan sterjenda bo"lgani uchun quyidagi almashtirish bilan
masalani bir jinsli shartli masalaga keltiramiz:

w(x,y)=u(0,v) +[u(rr,y) —u(O,y)]';r =7+(27 _ﬂ.)-_" T+,
7
w(0.v) =7z, w(z.y)=2x.

Berilgan masalaning yechimini
" (x_.‘:) = \'(x. )) + \1’(,\‘,.\1), (3 8)
ko'rinishda izlaymiz, bu yerda v(x,y) noma’lum funksiva. Bu

funksiyani topish uchun



2

Q
<

+2sin ysinx, ¥y >0,0<x <7, \-(x,O)—‘-O,' 39)

P2

2

Ry

v(0,v)=0, v(7,y)=0
masalaga kelamiz. . . T
(39) masalaning yechimi, f(x)=0 bo*lgani uchun quyidagi
ko‘rinishda bo‘ladi:
hJ . nNaxN
u(x,y)= ;Y,.()')S'" 7
bu yerda

) | R0 ‘(.v,.-, _ 2 ! ( . )sin NIT.
};(.\‘)=jg"(r)¢" f dr, g"(,v)—77[g %4
0

[~
S dE.
/ o

U holda berilgan masala uchun

&=2siny.

2 2siny ., 1-cos2s
g,.(y)=ij‘2sinysin§sinn¢df, =jn=1|= 7z ,[2 2 a
/i 0 {

Bundan :
Y.(y)=siny—cosy+e ' o
Demak, masalaning yechimi, (38) formulaga asosan, quyidagi
ko‘rinishda bo*ladi:
U(X’y)=(siny-cosy-l-e"')sinx+):+”- .
Issiqlik tarqalish tenglamasiga qo‘yilgan quyidagi masalani
Furye usulida yeching

JO, X <0,
998. 2 _ 28U o —ecx<io, u(x0)=/(x)={un O<x<l,
oy N 0. <,

va «(0,y)=0 bir tomonidan teploizolyatsiyalangan sterjenda issiqlik
tarqalish Masalasining yechimini toping.

999, %:az%, v>0,0<x</, u(x,O):f(x)=}|7cx(l—x)
va u(0,y)=u(l,y)=0 har ikki tomonidan teploizolyatsiyalangan
sterjenda issiqik tarqalish masalasini yeching.

1000, @=azl‘ 3>0, =90 < x <400, 11(x,0)=f(x)=e"2”, k =const > 0.

oy n’ .
1001. éll:()i';’ y >0, —00<x <+oo, 14(_\30):/‘();)::(3 1
o .

7
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Issiglik o‘tkazuvchanlik masalalarini yeching

cu  ,0u

1002. EJ—’=0 FR ¥20,0<x<l, u(x,0)=u,=const, u(0,y)=0, u(l,y)=0.
cu L3

1003. Py =d’ A y20,0<x <, u(x,0)=sinx, u(0,y)=0. u(m,y)=0.
cu - Cu

1004. g)-' =a —(_.n‘: . y20,0<x<l, l((,t,0)=25in3x, 11(0,}:):0, “(]’y):-()_

Gu Sl
1005.?=a'£—, v20,0<x</, u(x,0)=x(/-x), u(0,5)=0, u({,¥)=0.

C ~ou .,
1006. L =a*2Y, y20,0<x<z. u(x,0)=3sinZx-5sin="
. pwE (x,0) 3sml.\ Ssin ; X,

u(0,y)=0, u(m,v)=0.
cu é’u
1007. gv-=2_6?2—’ ¥20,0<x<6, u(x,0)=3sin37zx—Ssindrx,

1(0,v)=0, u(6,y)=0.

ou 0 .
1008-%=3§+y5'"-\% »20,0<x<7, u(x,0)=0, 1(0,y)=0, u(z,y)=e"'.

o Ow . om
1009. = +sin 2 x, ¥20,0<x<2, u(,t,o) =0, u(O,y) =0, 1,(2,_\;) =0.

oy o

1010.”1—%+3cosysi|16x, »20,0<x<7, u(x,0)=0,

& &
#(0,y) =0, u(7,y)=0.
C 16° .
1011. &= 5;\'—'; +ysin3x, »y20,0<x<7, u(x,0)=2sin2x,

(';)7
u(O,y) =0, u(/t,_v) =0Q.

1012*. ‘O)l = :li% +10sin ysinx, y20,0<x<z, u(x.0)=2sin4x,
¥
u(0,v)=0, u(x,y)=0.
g QU O )
1013 ;7)_=4;r—2—+5||12x, »20,0<x<7, u(x,0)=sin3x,
I

ll(O,)’) =e*, ll(/‘[,}’) =
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62-§. Elliptik tenglamaga qo‘yilgan Dirixle masalasini doirada
yechish

Au=(2-—,:‘+g'7‘+gl:‘=0 (40)
(37 S ¢ A e
(40) tenglama fazoda Laplas tenglamasi deb ataladi, uning yechimi

€sa

u(x,yz)= lll;l:. r= \/(‘ —X ): +(V =¥, ): +(z-2, ) (41)

ou  ou
Au=—<+77= (42)
&t @y

(42) tenglama tekislikda Laplas tenglamasi deb ataladi, uning
yechimi esa

u(ry) =iz, r=le=n) (- ) (43)
ko‘rinishda bo‘ladi.
(41) va (43) funksiyalar garmonik funksiyalar deyiladi.
(42) tenglamada x=rcos¢, y=rsing almashtirish bajarsak u
quyidagi ko‘rinishga keladi:
Fu  u Fu
rre—=tr—to5
ot o @
Dirixle masalasi. (Doira UChun) (44) tenglamani
u(r,o)s =1 (@) (45)
shartni qanoatlantiruvchi yechimi topilsin.
Bu masala doirada Dirixle masalasi deb ataladi. Bunda o-doira
chegarasi.
Yechish, Masalaning yechimini Furye usuli bilan
u(r,p)=R(r) (o) (46)
ko‘rinishda qidiramiz. (46) ni (44) ga qo‘ysak, quyidagi tenglama
hosil bo*ladi:

=0 (44)

PRQ+rRQ+RY =0,

O*zgaruvchilarni ajratib,
o _ PR+ rR'
0 R
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tenglikni hosil gilamiz. Tenglikning har ikki tomonini -4* (1>0) ga
tenglab, quyidagi oddiy differensial tenglamani hosil gilamiz:
O +A0=0. r*R +rR —A*R=0.
Bu tenglamalarni 2 =0 bo-lgandagi yechimi:
O(p)=A+ B, (47)
R(r)=A+Blnr. (48)
A >0 bo'lgandagi birinchi tenglamaning umumiy yechimi
quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi:
O(p)= Acosg+ Bsing, QO(¢)= A+ Bp. (48)
A>0 bo‘lgandagi ikkinchi tenglamaning yechimini R(r)=r"
ko‘rinishida gidiramiz:
Pm(m=0)r" g™ = 20" =0 = r'"(mz —/Iz) =0 = m, =%
Bundan ikkinchi tenglamaning umumiy yechimi quyidagi
ko‘rinishda bo‘ladi:
R(r)=Cr* + Dr . (50)
(50) yechimda » =0 nuqtada funksiya uzulishga ega bo‘ladi, bun-
dan csa funksiya doirada bu nuqgtada garmonik bo‘la olmaydi. Shuning
uchun (50) da 1> =0 deb olamiz. U holda (46) ga asosan yechim

(1 0)= 4,12, u,(r.p) =(Acosng + Bsin np)r", n=1,2,3,...
umumiy yechim esa quyidagi ko'rinishda bo‘ladi:
u(r.p)= %‘" + ) (Acosng + Bsin nej)r-. (31)
- n=l
(51) yechimdan 4,..,.8, koeffitsiyentlarni aniqlash uchun (45)
chegaraviy shartni bajarsak:
S (p)= ﬁ:‘—‘ + > _(Acosnp + Bsin np)R".
- n=l
Bu yerda
A, =;1T- [ fi(z)dr, A, = ;:T [ﬁ(r)cosr7r(1r, B, =#J’fl (z)sinnrdr.
Bulami (51) qo‘ysak.

w(rp) =L ]ﬁfmljg 32 cosn(r —«»)}n.
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Hosil bo‘lgan yechimni soddalashtiramiz, buning uchun

=p, 7 -@p=t almashtirish bajarsak, katta qavs ichidagi ifoda quyda-

x|~

gi ko'rinishga keladi:
l = n -— N e l
—+Z/) cosnt —Zp cosnt —5.
Quyidagi qatorni ko‘rib chlqam|7

Z( “y Zp cosnt + :Zp sinnt.

n=0 n-0

Bu qator p<! da yaqlnlashuvchl va uning yig'indisi
quyidagiga teng:
1

1 l—pcost+:psmt
1- pe" l—pcost—tpsml |-2pcost+p°
Bundan
Zp”cosnl—lz]_pCOSthS”,” _l___ 1-p° .
P 2 1-2pcost+ p~ 2 2(1—2pcosr+p')

Buni e’tiborga olsak, umumiy yechim quyidagi ko'rinishga
keladi:
R =’

l k4
= —_— (I .
«(r.0) 27 -[, ‘—2chos(z’—(p)+r2 ’

Shunday qilib, aylana uchun Dirixle masalasining yechimini
hosil qildik, o‘ng tomondagi integral Puasson integrali deb ataladi.

Laplas tenglamasining doiraning ichki qismida berilgan
chegaraviy shartlarni qanoatlantiruvchi «(»¢) yechimini toping

1015. u(3,p)=3+5Scos¢p, r<3.

1016. 1(2,0)=2+3sing, r<2.

1017. u(3,p)=sin’ ¢, r<3.

1018. u(2,¢0)=cos’ g, r<2.

63-§. Elliptik tenglamaga Dirixle masalasini to‘g‘ri
to‘rtburchakda va halqada yechish

b

{(x y);0<x<a, —'—<) < } sohada quyidagi tenglama beril-

gan bo‘lsin:

210



Ju, %o, (52)

A=

-~ 2

o~ ov
1019. p sohada (52) tenglamani va quyidagi chegaraviy
shartlarni qanoatlantiruvchi yechimini toping:

b I
w(0,y)=y, (), u(a,y)= w2 (v), -3 <y< 5)'

/ b
u(.\‘.—;’): o (v). u(x,;)=go: (y), 0<x<a.

(33)

Yechish. Masalani yechish uchun, avval, y (y)=y,(y)=0

bo‘lgan 1-xususiy holni ko‘rib chigamiz:
ou Fu b b
Au=—+—=0; u(0,y)=0, u(a,y)=0, ——<y<—,
T =00 u(0.9)=0, u(ay)=0, -3

:‘("—f)w’(‘.) u(‘.é)=¢(") erea [ (54)
R (L B

(54) masalani Furye usulida yechamiz. Nol bo‘lmagan yechimni
u(x,y)=X(x)¥(y) (55)
ko‘rinishda izlaymiz. (55) ni (52) ga qoyib. o*zgaruvchilarni ajratsak,
X)X __g 4k,
X(x) Y(y)
kelib chiqadi, bundan esa quyidagi oddiy differensial tenglamalarni
hosil gilamiz:

X"(x)+AXx(x)=0, (56)
Y (v)—AY(y)=0. (57)
(56) tenglamani x(0)=x(a)=0 shart bilan yechamiz:

X, (x}=Csindx, 4, = % = X,(x)=Csin %x, n=12,.. (58)

(57) tenglamaning A =4, shart bo‘yicha yechimi:
Y(»)=Dye" +Dye = DchZy+ Dsh ™y (59)
a a

ko‘rinishda bo'ladi, bunda b, p,-ixtiyorly o‘zgarmaslar.

(58) va (59) farni (55) ga qo‘ysak hamda (52) tenglamani
chiziqli va bir jinsli bo*lganligidan, quyidagi qator ham (54) masala-
ning birinchi ikkita shartini gqanoatlantiruvchi yechimi bo‘ladi:

u(x,y)= Z( A,,ch'_%y + B,,shffy)sin%x. (60)

EEERN
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u(x,v) funksiyani (54) masalaning golgan ikki shartiga bo"ysundirib

4,, 8, larni aniglaymiz, ya’ni:

(st} S e na By 0Tl

b n-|

b = anb _T'_Iz an x=¢,(x).
U(X,E)'—‘Z(/‘L/?u— + B sh o ]%ln " @ (x)

n=1

@ (x), ¢.(x) funksiyani (0,¢) oraliqda sinuslar bo"yicha qatorga
yoyib ushbuga ega bo‘lamiz:

(x)= Z” sin l_x ¢, (x Zb «nn—\, (62)
bu yerda
a, =Zj'¢,l x)sin—/z’—lxd-\’, b, ——I(p, ; sm—xdr (63)
(61) va (62) qatorlar koeffitsiyentlarini 1eng]ab
1 /'T"b ]Eé:a AL/I”",’+B ll—ni—’—-l)
e _u ~ B 2a 2a
larni hosil gilamiz. Bundan
1 a, +b,, — a, —hn
o anb’ 25 710
2ch 2a T 2a

4, va B qiymatlami (60) ga qo‘yib, (54) masalaning
yechimini hosil gilamiz:

3\
a, +b , —b mn __'1
u(x.y)= Z ”!,!7411 i) +—2 o shZ - 1y lsin—x. (64)
ch 2a 2a

Masalani yechish uchun, ¢(x)=g(x)=0 bo'lgan 2-Xususiy
holni ko*rib chigamiz.

b b
"(Ov)’)='//n()’)’ u(a,y)=v,(»), —§<y<;;,

Au=_2 il 4.0_'1 =0; u(.\'.—é)=0, U(X,ﬁ)=0. O<x<a.
ox (}y. 2 2 L
(65) masalanij yechishda (54) masalaning yechimidan foyda-
lanish uchun yangj o*zgaruvchi kiritamiz:
b

(65)

_. a
/\l—_-y+-2-, Bdi —*—E.
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U holda (65) masalaning chegaraviy shartlari (54) masalaning
chegaraviy shartlariga keladi, @ va & sonlarning o‘rni almashadi,
(64) yechimda ¢,. ¢, funksiyalar o‘rniga y,, v, funksiyalar olinadi.

Agar x, y 0‘znaruvchilarga qaytilsa (65) masalaning yechimi
\

q,+b, h™ . _a a,—-b, ,an a\l|. mnf b
u(x.y)= ; ;, 7Tha T(\ —5)+ oeh 1A ,7(\ —5) SN (" " 2)'
b 2b

ko‘rinishda bo‘ladi, bu yerda

c, =;2- J: )sm~l—'(\ +g)d\ d, = Iw, X ﬁln—(\’i— )d\ (67)
) <

b2

Dirixle masalasining to*g‘ri to‘rtburchak uchun umumiy
yechimi, ya’ni 1019-misolning yechimi (64) va (66) yechimlar
yig‘indisidan iborat bo‘ladi.

1020. D={(x,y):0<x<2, —1<y<l} sohaning ichki qismida (52)
tenglamaning quyidagi chegaraviy shartlarni qanoatlantiruvchi
yechimini toping:

u(O,y)=0, u(2,y)=0,—l$ysl, u(.\',—l)=0, u(x,l)=sin£72x, 0<x<2.

Yechish. Masalaning yechimi (64) formula bilan topiladi.

Koeffitsiyentlarni (63) formula yordamida topamiz:

e
¢ (x)=0.=a,= :J‘w, (x)sin%xdx =0,

b, ——Iq:z ‘c)sm——\d\ —Isin?xsin%’-’xdv:
0 - -
17 (1 2
5! (1-cosnmx)dy = 5\\-'1/_[51!1)171\) =1.

Bundan
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-h T
ll(t,\):Z "n '-I)n /ﬂ‘+ a, n _h___v SiIn —X =
n anb " 4 anh " a
"N 2ch-—-- Ash-- -
\ 2a 2a
7 Y
' 1 an 1
= 5 /,__H._——fa—xh’——\ sin—x =
n 2 - 2
e 2eh DS < 2sh
\ 2.2 2-2 /
Tn an N
ch’ h' Ty
2 2 n
= . = sin — X
n an 2
Al 2¢ch 7 25h "

Halqa uchun Dirixle masalasi
Qutb koordinatalar sistemasida

~ 2
Laplas tenglamasining
. u(r,p+27) =u(r.¢) (69)
davriylik shartini va
. u(R.p)=£(®): u(R..0)=/:(¢) (70)
chegaraviy shartlarni qanoatlantiruvchi yechimini toping.
) AvYal (68)-(70) masalaning xususiy holini, ya'ni doiraviy
summ.elnyaga ega bo'lgan yechimini topamiz. Bunda yechim , ga
bog‘liq bo‘imaydi va ]

12(,54)
rorlar) (71)
Tenglamaning

u(R) = u(R,)=1s. (1.1, = const) (72)

chegaraviy shartjarni tlantiruvchi St topi .
kelib chiqadi. arni qanoa i yechimini topish masalasi
(71) tenglamaning umumiy yechimi quyidagi ko*rinishda bo*ladi:
u=Clnr+C,. (73)
C, va C, o‘zgarmaslarni (72) shart yordamida topamiz:
w,=C,InR +Cy, ;=CInR, +C,.
Bundan i
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¢ =Tt _tnR —u,InR
"InR,—-InR" InR, —InR,

O‘zgarmaslarni (73) ga qo ysak (68)-(69) masalaning, ya’ni
ga bog'liq bo‘lmaoan holdaOi yechimini topamiz:
uInR, —u,InR,
u(ry=—32 nr+ ERL bk

In R., — ln R, MR, -InR
1021. Laplas tenglamasining 1<r<2 halqaning ichki qismida
u(1)=4, u(2)=6 chegaraviy shartlarni qanoallantxruvchl u(r) yechi-

(74)

mini toping.
Yechish. Masala doiraviy simmetriyaga ega. Shu sababli, bu

masalaning yechimi (74) fomluladan topiladi:
u(;)— Inr+4l112—61nl 2 2 lar+a.
-lnl In2-1Inl In2
Endi (68)-(70) masalam yechamiz.
Furye usuliga asosan noldan farqli yechimni
u(r.p)=R(r)Q(e) (75)
ko‘rinishda qidiramiz.
(75) ni (68) ga qo‘yamiz:
O () r'R (r)+rR (/)=_/1’ 150

O(e) R(r)
Bundan ikkita oddiy ditferensial tenglamani hosil gilamiz:
O (p) +20(9) =0, (76)
'R”(I')+I‘R'(I')—2R(l‘)=0. (77)

u(r,p+27)=u(r,p)
shart bajarilishi uchun, (76) tenglamada A= deb olinadi. U holda
(76) teglamaning umumiy yechimi
Q(¢) = Acosng + Bsinng (78)

kelib chiqadi.
(77) tenglama » =0 bo‘lganda quyidagi ko‘rinishdagi yechimga
ega bo‘ladi:

R(r)=A4,Inr+B, (79)
n>0 bo’lganda (77) tenglamaning yechimini R(r)=+r" ko‘rinishda
izlaymiz. U holda

rrm(m=1)r" 2 4 ppp™™ =" =0 = r(nr’ _”z)=0 = m=:n

Demak, (77) tenglamaning yechimi
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R(r)=Cr"+€;- (80)
(78)-(80) tengliklarni e’tiborga olib. umumiy yechimni

quyidagicha yozamiz:

pY. .
"(' ,(o) Z[(A r4 B, )cosn(ﬂ-f-(c,,l'" +-’j,7—]$l"”‘/’J+ Ayinr + B, (81)

nl

Noma’lum koeﬁ'tsnycntlarni topish uchun f(9) va S2(9)
funksiyalamni Furye gatoriga yoyamiz:

fi(o)= 523 + g(al, cosng + b, sinng),

. (82)
filp)= So > (e, cosnp+d, sinng),
) 2 n=l
Bu yerda 3
‘_jf(r)dr q, —-/—I f;(7)cosnrdz, b, =l1{ f, (r)sinnrdz,
] 2z
= = { — r)sinnrdr.
Co = 71[ 2(7)dr, ¢, —I/( )cosnrdz, d, = If()
(83)

(72) shartlardan foydalanib va (81) formuladagi sinuslar va kosi-
nuslar oldndagl koefﬁtS‘yentlarm tenglab, quyldaollal‘l‘ll topamiz:

D
a=aR B p AR T T AR B,
& P (84)
C,,=AR;‘+Q d =AR +—". 4_A0[L+Bo,
ntta R:" n Iez 2

Bundan noma’lum koeffitsiyentlami aniqglab, ulami (81) ga
qo°yib, (68)-(70) masalani yechimini topamiz:
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w(rp) = —d, In r+anlnR:—colnR.'+
¢ 2(lnR -InR) 2(InR, —1InR)

21

3 (C R: — R'" ))'“ - (\Canu - U"Rf )Rl R—’.'
+; ( Rz:" _ ann)"" cosnp +
(C"R;' —_ a"Rln )’ U (C”Rln _ a,,Rg )RIHR; .
+
(R22" _ RIZ" )’,n sin "¢ (85)

1022. Laplas tenglamasining 1<,-<2 halqaning ichki gismida
|y 1=1-cos@, ul, ,=1-sin2¢p chegaraviy shartlarni qanoatlantiruvchi
yechimini toping:

Yechish. Masalaning yechimini (85) formuladan topiladi,
shuning uchun koeffitsiyentlarni topamiz:

_1 v 1% 1 W27
'! (7)dr !( cosp)dr (z -sint)

1 1
a,=— 2[ fi{(7)cosnrdr p. :':( cost)cosnrdr =|n=]|

N
{3
0o "3 !(l +L052T)(I'TJ=—],

g ;l: fo(z)sinnrdr = % _g sin2zsinnrdr =|n=2|= i]’ (1—cos4z)dr =1.
U holda, topilganlarni (85) ga qo‘ysak:

w(rp) =072, 2201
’ 2(In2-In1) 2(In2-Inl)
. N (0.1 —1.9).1.
L0 2t (0 -12) 12
(22—l)r




(1-22+0-1)r* =(1-1-0-27)-1-2
o \
(2*-1)r

Inr r’—4 -4
cosp + sin2¢.

2

sin2¢p =

Laplas tenglamasining to‘g‘ri to‘rtburchakning ichki
gismida berilgan chegaraviy shartlarni qanoatlantiruvchi u(x,y)

yechimini toping
1023. 4(0.y)=0, u(m,y)=0. -1<y<0, u(x,—1)=0,
u(x,1)=sin3x, 0Sx<7z
1024. u(0,y)=0, u(2,y)=sindy, -z<y<m, u(x,—7)=0,
u(x,7)=0, 0<x<2

1025. 2(0,y)=siny, u(z,y)=0, -z<y<n, u(x,—7)=0,
u(x,1)=sin2x, 0<x<x
1026*. u(0,y)=0, u(my)=sin2y, -—-z<y<m, u(x,—7)=sindx,
u(x,7)=0, 0<x<7.

Laplas tenglamasining halqaning ichki gismida berilgan
chegaraviy shartlarni qanoatlantiruvchi «(»-) yechimini toping

1027. 11(2)=4, u(3)=8, 2<r<3.
1028. 1{(3)=7, 14(5)=IO, 3<r<s.

Laplas tenglamasining halqaning ichki qismida berilgan
chegaraviy shartlarni qanoatlantiruvchi «(r,¢) yechimini toping

1029. u(1,0)=sing, u(3,p)=cosp, 1<p<3.

1030. u(2,p)=cos2p, u(5,p)=sin3p, 2<p<3.

1031. u(l,p)=4, u(3,p)=sing, 1<p<3.
1032%. u(2,¢)=sinp, u(3,)=sin2¢p, 2<p<3.
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VIII BOB. OPERATSION HISOB ELEMENTLARI
64-§. Laplas tasviri. Funksiyaning tasvirini topish

/(¢) funksiya r haqiqiy o‘zgaruvchining barcha re(—onw)
giymatlarida aniqlangan haqiqiy funksiya bo‘lsin.

Quyidagi shartlarni qanoatlantiruvchi s(¢) funksiya original
(asli) deyiladi:

) r<0da f(r)=0;

2) f(¢) bo‘lakli uzluksiz;

3) shunday M >0 va s,>0 sonlar topiladiki, barcha / larda
|/ (0)] < Me* tengsizlik bajariladi.

Ta’rif. /() originalning tasviri deb p=s+ic kompleks
o‘zgaruvchining

F(p)zj_f(t)c'“dl (1)

integral bilan aniqlangan F(p) funksiyaga aytiladi.

Ba’zi adabiyotlarda (1) integral Laplas integrali va kompleks
o‘zgaruvchiga bog‘liq F(p) funksiya esa Laplas tasvir deyiladi.
Simvolik tarzda (1) formulani

F([))=L[f(l)] yoki F(p)—f(t) ko‘rinishda belgilanadi.

Laplas tasviri quyidagi xossalarga cga:

I Chiziglilik xossasi: £(p)—£(t) va E(p)—> f,(1) bo‘lsa,
{aF (p)+ BR(P)——{afi(1)+ AL (1))

2. O‘zgarmas sonni chiqarish:  F(p)—=f(r) bo‘lsa.
e F(p)— /(1)

3. O*xshashlik xossasi: F(p)—> f(r) bo‘lsa, %F(ﬁ)_,{,‘(m).

a
4. Kechikish xossasi:
F(p)—>f(t) bo‘lsa, ¢ " F(p)—> s 7).
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Asosiy elementar funksiyalarning tasvirlari jadvali

No Original| Tasvir Ne Original Tasvir
e A0, F(p) AU F(r)
1 6 | ¢ cos s _r-x
1 [ » c® cos fit (17—0'):+,52
r ! s B
2 p P 7 | c™sin St (p—a):+/32
u l [ _
3 e p-a 8 a! (p_a)ml
P ‘ P =5
4 | cosprt i 9 | t.cosft (/7: Ay )z
. /3 . 2pp ]
5 | sin 3t PR 10 | tsingt (p:+/33)'

1. agar t =20, . . ce . .
¢ funksiyani tasvirini toping.

1033.fU)={
Yechish. (1) formulaga asosan:

. ’ b | " |
F(p)=|S(t)e "di=|1-e"di =lim e"”dt=lim[———e "'1 =—.
( ) _‘[ () .! h—.:a[ LAY P o V4

0, agar 1 <0,

Demalk, l<——i ekan.
p

1034. s(s)=¢" funksiyani tasvirini toping.
Yechish. (1) formulaga asosan:

s . A b
F(p) =If(f)e""d1 =Ie"’ e dt =lim_"e gy =—Iim( Lew ""] =
0 o (el \P—da A

h-rx

4 AN

| e‘(l’ ap

= ! , Re(p—u)>0.
\p—a p-a ) p-a

=lim

h—x

ckan.

Demak, " «—
p—a
103S. s(r)=«' funksiyani tasvirini toping.

Yechish. f(1)=d =" =™ (3) formulaga asosan:
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]
p—=Ina

[:(/)):C’”na = a>0’

_ ! ckan.
p-Ina

1036. /(r)=cos'+ funksiyaning tasvirini toping.

Demak, o'«

1 -
- - - ‘) +L’
Yechish. Eyler formulasiga asosan: cost=———. U holda

-

3
3 - h
¢+ 1 . ~
COSJI=( 3 ] =§(‘33“+3(—’”+3C’ 'l+e]h)=

le+e™ 3c¢"+e™ | 3
=- += =—co0s 3t +=cost.
4 2 4 2 4 4
(4) formulaga asosan,
ATOS S SRN V)

== == 3 .

4p°+9 4p'+l (p'+l)(p'+9)
1037. f(r)=2sin2 +3sh2 funksiyaning tasvirini toping.
Yechish. Berilgan funksiyani Eyler formulasiga ko'ra

/'(l):ZsinZH%(cz' ~¢™) ko‘rinishda yozib olamiz. I-xossa va (3),

(5) formulalarga asosan

| 4
F(p)=— 42| —- ]=, T
pi+4 2\ p-2 p+2) p+4 p -4

ckanini topamiz.
1038. 7(¢)=shie funksiyaning tasvirini toping.

thchifh. Giperbolik sinus uchun Eyler formulasiga asosan:
), el t

f—__,c— = %e"' - l’u U holda 2" xossani €’tiborga olib olsak,
B | b

| _
Fr)= 2(p-b) 2(p+b) p-b

shbt =

ni topamiz.
1039. f(r)=sharsin~ funksiyaning tasvirini toping.
Yechish. Giperbolik sinus uchun Eyler formulasiga asosan:

«l al
PELN 1 ] 1 1
shat=————=—¢" ——¢ ", f(t)==e"sinbt ——e ™ sinbt
2 2 2 ( ) 2 2 ’

U holda (7) formulaga asosan:

38
[$%]



o b B b _ 2pab .
Fr) 2((p—a)2+b2) 2((1)+a)2+b2) [(p—a)z+h:][(/)+u):+bz]

1040. s (r)=1-chbr funksiyani tasvirini toping.

Yechish. Giperbolik kosinus uchun Eyler formulasiga asosan:

hr ~-ht
chbr=te L Low f(t)=lt-e"’+ll-e"".
2 2 2 2
U holda (8) formulaga asosan:

I 4 1 _ pl+b?
(p=b) 2(p+b) (p*-)
Quyidagi funksiyalarning tasvirlarini toping.
1041. s(1)=sin*t.  1042. f(:)=c'cos’t. 1043. f(1)=chbt.
1044. f(:)=1-shbt. 1045. f(r)=sint—cost. 1046. s(r)=3+2t
1047. f()=cos’t. 1048. f(r)=(c=1). 1049. s(r)=cos*(r-1).
1050. s(1)=e"-cos2t. 105L. f(r)=c"-*. 1052. f(¢)=sin’t.
1053. f(t)=t-coswt. 1054. f(r)=¢-1*. 1055. f(r)=1* cost.
1056*. f(¢)=shat -cosbt. 1057*. f (1) =chat - sinbt.
1058+, /(1) =chat - cosbt.

F(p)=
(p) .

65-§. Funksiyaning tasviridan originalni topish

Operatsion hisobning asosiy masalalaridan biri F(p) tasvirga
mos s(¢) originalga o‘tishdan iborat. Buning uchun:

1. Agar tasvir sodda kasr ko‘rinishga ega bo‘lsa, birdaniga
tasvir jadvali yordamida asli topiladi.

2. Tasvirni sodda kasrga yoyib, so‘ng tasvir jadvali yordamida
asli topiladi.

3. Tasvir kasr ratsional ko‘rinishda bo‘lsa, ya’ni

F(p)="(p \) m<n va maxraj

V(')
n ky ky k,
v(p )=(p—p,) (p=p.) -(p-p)". k+k +..+k =n,
bo‘lsa, tasvir A,J_/(p—pj)“ ! ko‘rinishdagi sodda kasrga ajraydi,
bunda je(rr), se(ﬁ) . U holda
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F(p)= ZZ (2)

J'Il(p p)"l
yoyilmaning barcha koeffitsiyentlarini quyidagi formula bilan
aniqlanadi:

4, = :l lim{dd‘,ll[(p p/)( .F(p)]}. (3)

Agar maxrajning barcha ildizlari haqiqiy va butun sonlardan
iborat bo‘lsa. ya’'ni
W(r)=(r-p)(p-p:)-(r-r.),
bo‘lsa (3) yoyilma, quyidagi sodda ko"rinishda bo*ladi:
U | u(/))
F ) )= s S A = / . 4
() ,Z,p—p, ! v'(pj) )
Har ikki holda ham. ya'ni (2) yoki (4) formuladan foyda-
lanilganda ham, original quyidagi formula bilan topiladi:
a) mahraj v(p) karrali ildizga ega bo‘lganda:

-5

f(r) ilzk: 1 ) ¢ (%)

11l

b) maxraj v(p) barcha ildizlari haqiqiy va butun sonlar

bo‘lganda:

r0-$8 ©

Agar funksiyaning tasviri /p ning darajalari ko‘rinishidagi

gator bo‘lsa, ya’'ni
a

F(p)=—"+i',+‘..+L"‘l+.,., 7
rop 4
U holda original quyidagi formula bilan topiladi:

2 n

j'{l)za(,+al-%+112-%+...+a”-’—-+... (3)

mel

P
Bu darajali qator r ning barcha giymatlari uchun yagqinla-
shuvchi bo‘ladi.

1059. F(/))

svirning originalini toping.
P ]) P +3

Yechish. Tasvir jadvaliga moslab olamiz:
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— 4 3 5 =4l4§l'5 i
’U’)-;*"p—:*p_,_g, p 2p p+3

Tasvir jadvaliga asosan har birining aslini topamiz:

5 3,
F(p)—>4‘l+%'tz+5~e” = f(l)=4+7+>e‘.

2!
3

1060. F(,,)=_l___ tasvirning originalini toping.
’ (p+l)(p2 +4)

Yechish. Tasvimi sodda kasrlarga yoyamiz:
A 4 Bp+C

! = e
F(I’)=m p+l p+4

Noma’lum koeffitsiyentlarni
A(p? +4)+(Bp+C)p+1)=1,
ayniyatdan o‘zgaruvchilaming bir xil darajalari oldidagi koefTit-

siyentlarini tenglab, topamiz:
I 1 1
A+B=0, B+C=0, 44+C=1 '—‘>/1=-5-, B=_§’ C=§'
Demak,
N M e 12 )
r([))—s[l".'l p2+23 2 I)2+22}'

Tasvir jadvaliga asosan har birining aslini topamiz:
1{ _ 1. -
f(z) = ;(e ! —cos2t + Esm_t}

1061. F(p)=——2  tasvimning originalini toping.
pPr=2p+5

Yechish. Tasvirni soddalashtirib, jadvalga moslaymiz:
P p-1+1 _  p-l . ]

pPP-2p+5 :(p-—l)2+4 —(p—l):+4 (p—l)2+4'

(6) va (7) jadvalga asosan:
p=1 | 1 2

3 “>e' -cos2t, S =— =
(p-1) +4 ¢ (p-1) +4 2(p-1) +4
Demak,

| .
y—¢' -sin 21.
2

2 L > (cos 2 + -]-sin 21).
p -2p+5 2

1062. F(p)= " 5 tasvirning originalini toping.
p —-—

Yechish. Tasvirni soddalashtirib, sodda kasrlarga ajratamiz:
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1 _ 1 _ A + B[)+C
p-8 (/)-2)(/):+2p+4) p=2 p+2p+d

Noma'lum koeffitsiyentlarni
A(pz+2;)+4)+(B/)+C)(p—2)=l,
ayniyatdan o‘zgaruvchilarning bir xil darajalari oldidagi koeffitsi-
yentlarini tenglab, topamiz:
A+B=0, 24-2B+C=0, 44-2C=1 = A=
Demak,
L1 1 ped 11 1 (pr)+(\B)

pP-8 12p-2 12p°+2p+4 12p-2 12(p+l)2+(\/§)

F(p)= Pt v 1 pr! B, -
/)’—8 12 p-2 12 (p+l)2+(J§)z 12 (p+l)z+(\/§)z

Bundan (3), (6) va (7) jadvaloa asosan quyidagini topamiz:

f(l)=li2e ——L (COb\/_l+ 3smf:)

1063. FO}FW tasvirning originalini toping.

Yechish. Tasvimni (2) formula bo‘yicha sodda kasrlarga yoyamiz:

zl—
~
9| —

P A, A Ay Ay 4,
F(p)= T = + T+ + + .

(r) (p—l)s(p+2)' (/7—1)3 (p-1) pr-1 (p+2)2 p+2

(3) formula yordamida koeffitsiyentlarni topamiz:
A.,—ahml—(p—l) F(y )]"lll]’l d —=

A, =|I—l: l!]-——[([)—l) F(p)]— lim —

d I 2p
=lim— 7
P dp (p+"’) (p+2 ]

1 d’
,,'llun(—)-[(p—l) r (p)]-——z- HJ —Fr =




ll. 4 + 6p =__I_,
L TR TR I
1 2 p 2
= — g :l =—,
A, 0!,!1_1.11[(/)+2) f(/))] ”"’m:(p—l)J >
A.,=—lm ——[( )+2) F(p)]: llmil— 14 -
Tl " (p-1)
1 ip 1
=lm - § -
g ’[(p—l)s (p—l)J 27
Shunday qilib,
Flp)et| 3 1 1, 2 |
27 (l’_l)J (l’—l)2 p-1 (p+2)2 [)+2_'

Bundan (3) va (8) jadvalga asosan quyidagini topamiz:

w| 3 +2a-2, 2 .
f()_— te+te —e +2e™ +e7¥ L I 'Hu"
54 27

1064. F(p)= p(p—l)(p+]2)(p—3) tasvirning originalini toping,

Yechish. Tasvir maxrajining ildizlari haqigiy va butun
bo‘lgani uchun (6) formuladan foydalanish qulay.
u(p)=p+1, v(p)=p(p-)p-2)(p-3)=p*-6p’ +11p*~6p,

(P)'p.=0, pr=1 p;=2, p,=3; V(p)=4p’-18p* +22p-6.

u(p) _ __1 ulp) _2_, "(ﬁ;)=i=_§ u(p) 42
v(p,) -6 v'(p) 2 Vip,) -2 v(p,,) 6 3
u ' | 3., 2
fi = +c'——c"+—c".
()= ,Z:v p/ 2 3

1065. F(p)=——,—l—4 tasvirning originalini toping.
p(1+r')

Yechish. Tasvirni 1/p ning darajalari ko‘rinishidagi gatorga

keltirish mumkin bo‘lgani uchun uni (7) formulaga keltiramiz:
e S T W i W
p(1+p') P o L P 0 p
P

Bu qator |p|>1 da yaqinlashuvchi bo‘lgani uchun funksiyaning

originalini (8) formula yordamida topamiz:
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Quyidagi tasvirlari berilgan funksiyalarning originalini
toping.
|

1066. F(p)= Pl 1067. F(p)z(p_l)(p._,_4)
1068. F(p)= e /’:JH 3 1069. F(p)=m.
1070. r (,,)—;"‘i 1071. F(p)=- +;’p*2
1072. r(,,)zm. 1073. F(,;):p_z(;'z_rl)
1074. #(p)=—22"3 1075. F(p)= o=
Sp+ap +p 1),,

1076. F(,,)=F4_;’WW 1077 F(p)=—L it

1078. /7( ,,)zili%"j_lzr_!. 1079. F(p)= p,fp,,—l
1080%. F(p)=— 2P~ 1081%. F(p)= 2ot 2 +2p+2

P =3p+3p - 1

p+2pt+2p’

66-§. Originalni differensiallash va integrallash

Ta’rif. 7(r) va g(r) funksiyalarning o‘ramasi deb, quyidagi
integralga aytiladi:

(£*&))=[ /()= r)dr. ©)
Teorema. Agar F,(p)—>/,(¢) va F,(p)— £,(¢) bo'lsa,
F(p)F(p)—1+ (1) (10)
bo*ladi.
Teorema. Agar F(p)F(p)—>/*f(t) va f(f) original
bo‘lsa,

PR (p)F.(p) ——)J-f, Lt =1)dr + £,(0) £, (¢) an
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bo‘ladi. (11) Dyuamel formulasi deb nomlangan.
1082. F(p)_.—”- tasviming originalini o‘rama formulasi
p —
yordamida toping.
Yechish. Tasvirni ko‘paytma shakliga keltiramiz:
Flp)=—_t—z_P | r ht,
() pi=-1 p'=1 p*+l :/)I—I_w” p+
Bundan funksiyaning originalini (9) formula yordamida
topamiz:

i T IC'/I(l —1)sinzdr = —%[Sh(l ~t)sinz +ch(t —7)cos T]l; -

l—f—>sint.

4

P -
= %(chl —cost).

1083. F(p)=—|——, tasvirning originalini o'rama formulast
pr+at)
yordamida toping.
Yechish. Tasvirni ko‘paytma shakliga keltiramiz:

I | 1 | R
(17)— T E——— e D >—sinal.
(p +a)' p +a p+a p+a 7§
Bundan funksiyaning originalini (9) formula yordamida
topamiz:
1

m——e-‘[—sm at[llsma(! -1)dr =

| I 1 .
=——=| —sinar+-—sinal(2t-r
z[a a ( )

‘
.
a = —-sinar(l-cosar).

o a

1084. F(p)=% tasvirning originalini Dyuamel formulasi
p +l1
yordamida toping.
Yechish. Tasvirni ko‘paytma shakliga keltiramiz:

2p’ 1 4 1 . P
F(p)= —=2p—— _ >sinf, ——————>CoS .
(r) (p2+|)‘ pp’+l P+l :p‘-i-l sin P +1

(11) formulaga asosan:
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F =2p—. r
(r)=2p P+l optad

—>2jcos rcos(t—7)dr+0=

r !
r I . .
=Jcostdr+Jcos(27—1)dr=cost- 7. +-—sm(2r—l)]' =tcost +sinl.
4} 2 1)
] [} =
Quyidagi tasvirning originalini o‘rama formulasi yorda-
mida toping.

1085. #(p)=—L. 1086. F(p) =iy
1087. F(p)= m 1088. F@):m.

1089, ()= R B ! j'l') (’;)-: g 1090 £ _ 2P r6p" +150 L0 f’f;s;”.
091, p(p)= 20 109%, F(p) = RS

Quyidagi tasvirning originalini Dyuamel formulasi yorda-
mida toping.

1093. _r 1094. F(p)=—~—L—.
Flr) (»° +1)‘ ( (" +1)(r +4)
. p(p’+6 = p) = ~16p )
; —- l) E3 . = p -
1097. r(p)—m- 1098*. £(p) o) 2r+2)

67-§. O‘zgarmas koeffitsiyentli chizigli differensial tenglamani
operatsion hisob yordamida yechish

Originalning differensiali uchun quyidagi formulalar orinli:
Agar r(p)— (1) bo‘lsa:

pr(p)=1(0)—> /1),

P E(p) - pf (0)= £/(0)— 1" (1), (12)

()= 1 (0) = e S(0)— 1 0)
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bo‘ladi. (11) Dyuamel formulasi deb nomlangan.- '
1082. F(p)=—L— tasvirning originalini o‘rama formulasi
)=

yordamida toping. . L
Yechish. Tasvirni ko‘paytma shakliga keltiramiz:
——>sint.

F(p)= ‘I) = !) . ,I O LAp——T ;

p -1 p =1 p +1 p - - : damid

Bundan funksiyaning originalini (9) formula yordamida
topamiz:

p!l— 1 —>.c|:ch(t —7)sintdr = —%I:slz(/ —r)sint +ch(t - z)cos r]lo =

3

=%(cht —cost).

1083. F(p)=— tasviming originalini o‘rama formulasi

p:+az)-

yordamida toping. _ -
Yechish. Tasvirni ko‘paytma shakliga keltiramiz: |

F(p)= ! __r 1 e ,l ~——>—sinal.

(pPea) pi+d paapra

Bundan funksiyaning originalini (9) formula yordamida

topamiz:

[

S [ _ _ _
——>£;smat;sma(1—r)drzﬁ_([[cosar cosa(2t ‘r)]dr

t

I
2
2a

Lsinar +Lsin a(2r-71)
a a -0

= L,sin at(1-cosar).
a

1084. F(p)=—2L__ tasvirning originalini Dyuamel formulasi
p+1
yordamida toping. '
Yechish. Tasvirni ko‘paytma shakliga keltiramiz:
_2p 1 P
F(p)—(p2+])z_2ppz+] P+l :>p2+l

(1'1) formulaga asosan:

—>sin/, ——,E———N;osl .
p o+l
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I ’
o =2p- P _ 0=
(r)=2p pa p:+l——)2!cosrcos(1 7)dr +

1 {
= Icostd T +Jcos(2r ~t)dr =cost- 7] + %sin(Zr - r)|:. ={cos! +sint.

Quyidagi tasvirning originalini o‘rama formulasi yorda-
mida toping.

108S5. F(; ))—p — 1086. r(p)_p (p 0

1087. 1:(,;)=m. 1088. r(,,)=77,(;++l)-

1089. F(/))=%. 1090. 7(p)= 5;’ (*;)6'1:5 ‘)50.
1091. F(p)ﬂi’fr 1092%. F(p)=£ +7pp_(4p —;;)p =

Quyidagi tasvirning originalini Dyuamel formulasi yorda-
mida toping.

1093. /()=

1094. F(p)= L

P RO
(I) +6) - _ —|6[)
109S. (p)= m 1096. /(P)_(p: +9)(p1+25).
(p)e e P *. F(p)= L
1097. 7 (p) (I)"+l)(/"‘]). 1098+ #(r) (I,:+|)(l,3+2p+2).

67-§. O‘zgarmas kocffitsiyentli chiziqli differensial tenglamani
operatsion hisob yordamida yechish

Originalning differensiali uchun quyidagi formulalar orinli:
Agar r°(p)- »s(r) bo‘lsa:

/)I"(p) - f(O)——)_/"(l ),

P H(2)- 2/ (0)- 1'(0)=— (1), .

P = 7 (0) = F(0)—s /7 (1),
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O'zgarmas koeffitsiyentli chizigli bir jinsli bo‘lmagan
differensial tenglamani
y(") + aly(" My o+ ay =4/‘(l) (13)
2(0)= vy, ¥(0)= ¥y "V (0) = I (14)
boshlang‘ich shartlarni qanoatlantiruvchi yechimini topish talab
gilinsin.
Quyidagi belgilashlarni kiritamiz:
v()e——Y(p)=Y va f(1)< F(p)=F.

Laplas almashtirishining originalni  differensiallash  va
chiziglilik xossalaridan foydalanib, (13) tenglamani har ikki
tomonini tasvirini topamiz:

(PY=p" 'y =Py == ) e (Y = - p
wta,(pY-y))+aY=F.

Bu tenglamaga operator tenglama deyiladi. Uni Y ga nisbatan
yechib,

n 2

Yo == 2))+...

Y(p-p"la~...- pa,, +ao) =F+

w2 n-3 (n 1)

+yo(/f"I +p e+ ta, ) +y",(p a +... +a,,_2) +ot yy

yoki

+p

Y(p)-Q.(p)=F(p)+R,.(p)
ni topamiz, bu yerda Q,(p), R, (p) mos ravishda p ning n va n-1
darajali ko‘phadlari.

Oxirgi tenglikdan v(p) ni topamiz:

_F(p)+R, ()
M) - =55 (15)

Bu tenglikni (13) differensial tenglamaning operator yechimi
deyiladi. Bu tenglamadan y(p) ga mos y(¢) ni topsak, yechim hosil
bo‘ladi. Agar (14) boshlang‘ich shartlar bir jinsli, ya’ni 0 bo‘lsa,
R, ,(p)=0 bo‘ladi.

1099. ,"-2y'-3y=¢" tenglamani y(0)=0, y'(0)=0 boshlan-
g‘ich shartlarmi qanoatlantiruvchi yechimini Laplas tasviri yorda-
mida toping.

Yechish. Tenglamani har ikki tomonini tasvirini topamiz:

230



I)Zy—l)~"(0)_—V’(O)—z[l’y“}’(0)]—3)’=L3 = pY-2pY -3y = ! -
pP- p-3

1
=Y(p)=- .
(p1)(p-3)
Fasvirdan originalga o‘tish uchun, sodda kasrlarga yoyamiz:
I A B C

"‘ > = -+ + =
(p+1)(p=-3) (p-3) p-3 p+l
I=A(p+1)+B(p-3)(p+1)+C(p-3).

p=-1bo‘lsa, 1=16C =>C=%, p=3 bo‘lsa, 1=44 =>A=Zl,
)

2 : . =y . 1
p* oldidagi koefTitsiyentlarni tenglab, 0=8+C =B=-C=-—.

16
U holda
l 5 1 N 1
4(p-3)° 16(p-3) 16(p+1)
Originalga o*tib, quyidagi yechimni hosil gilamiz:

| 1 | -
)v'(1)=zle"—me”+i-(;e :

1100. 4 Y =2y=¢" tenglamani »(0)=0, y'(0)=1 boshlang‘ich
shartlarni  qanoatlantiruvchi yechimini Laplas tasviri yordamida
toping.

Yechish. Tenglamaning har ikki tomonini tasvirini topamiz:

pY - , =t o p¥—lspr-2Y=
ry(0)-y'(0)+[ py - y(0)] -2 oy = p p

Y{pr)=

p+l

pt2 p+2 - ) =sm
)= (r+1)(P+p=2) (p+)(p+2)(p-1) P~ 0
1101- misol. " +2)'+ y=re” tenglamani y(0)=1 »(0)=2
boshlang‘ich shartlami qanoatlantiruvchi yechimini Laplas tasviri
)’OIdamnda toping.
Yechish. Tenglamani (15) formula yordamlda yechamiz:

Q(p)=p* +apta, =>p° +2p+1—(p+l) >

|
R(p)=y(0)(p+a)+y,=p+2+2=p+4 F(p)-‘-(pr'
U holda (15) formulaga asosan:
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1
(p+4)

Y(p)= F(p)+R,_(p) _ (;)‘-i-l)z B _ 1 P +4
o.(p) (p+1) (p+1)’ (p+1)"
Bundan
¥(p)= 1 p+l+3 1 3 1

+ = + -+ - .
(p+1)" (p+1) p+l (p+1) (p+1)
Demak,

y(t)=e¢"+3tc’ +%l‘c".

1102-misol. y"—2y'+2y=2¢'cost tenglamani y(0)=0, »'(0)=0
boshlang‘ich shartlami qanoatlantiruvchi yechimini Laplas tasviri
yordamida toping.
Yechish. Tenglamani (15) formula yordamida yechamiz:
O(p)=p +ap+a, =>p*-2p+2=(p-1) +1,

R(p)=y(0)(p+a)+y,=0. F(p)=2—L"]

(p=1)"+1
U holda (15) formulaga asosan
P L
V(p)= (p-1)+1_ 2(p-1)

(p=1) +1 [(p—])2 -l-]]:.
Bundan, jadvalga va siljish xossasiga asosan:
y(r)=1tc'sinz.
Quyidagi Kosh masalasini Laplas tasviri yordamida yeching
1103. y'—2y=0, y(0)=1.

1104, y'+y=¢, »(0)=0.

1105. y" -9y =0, y(0)=,'(0)=0.

1106. )"+ )y —2y=¢', p(0)=-1, y'(0)=0.

1107. y"+y' —2y=1, y(0)=0, y'(0)=2.

1108. y'—y -6y =4, y(0)=1, y(0)=0.

1109. y"+y -2y =¢", y(0)=0, y'(0)=1.

1110. y" -2y +y=¢', y(0)=0, y'(0)=1.

1111, y"+ y=cost, y(0)=-1, ¥ (0)=1.

1112, 37+ ' + y=sins, p(0)=0, y'(0)=—1.
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T3,y - y=25m, y(0)=0, v(0)=1.
1114. V' + vV =ch, y(O):O, y'(0)=0.

1115, = oo, v(0)=1, »(0)=1, y"(0)=0.

1116%. y"=3)"+3y'~y=0, ¥(0)=1, y'(0)=0, "(0)=0.
TT17%, v"~6y"+11y' -6y =0, y(0)=0, ¥(0)=1, y"(0)=o0.

68-§. O‘zgarmas koeffitsiyentli chiziqli differensial tenglamalar
sistemasini va integral tenglamani operatsion hisob yordamida
yechish

Agar 1(p)— f(¢) bo‘lsa, originalni integrali uchun quyidagi

formula o*rinli:

F(p If(r)dr (16)

O‘zgarmas kocfﬁtsnyenth ch:znqh bir jinsli differensial tengla-
malar sistemasi
[¥=axrby,  x(0)=x, (17)
ly' =a,x+b,y, _V(O) =Y
uchun Koshi masalasini yechimini topish talab etilsin.
Hosilani tasviri formulasiga asosan:

(1) —=—X(P), y(1)——VY(P) bo'lsa,
Xe—p X =x(0), ¥e—p* X=px(0)-x(0). g
Ye——p-Y-r(0) ye—p*- Y—[J',V(O)“.V'(O)'

Yugqoridagi kabi tasvirdan foydalanib, quyidagini topamiz:
X-x,=aX+hY,
{)’ -v=a,X+hY
Sistemani yechib,

V()= LI ey

—(p—u,)(p h)—ub' (IJ'(’)(/’ b) -a,h,
Natijani onbmallm topib. sistemani yechimini hosil qil:

, a
1118. V—Ildl +1 integral tenglamani Laplas tasviri vordamid

(r- @)y, +ax,

(19)

amiz.

Yeching,
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Yechish. Tenglamani har ikki tomonidan .tasvir olamiz, (16)
formuladan foydalanib integralni tasvirini topan‘]nz:
y=Xil Sy(p-1)=! =Y=—
p pr
Demak,
»(r)=¢"
1119. jy(r)sin(t—-r)dr =1-cos: integral tenglamani Laplas
1)
tasviri yordamida yeching. ] ) _
Yechish. Tenglamani har ikki tomonidan tasvir olamiz, chap

tomonda y(¢) va sins funksiyalarning o’ramasi ishtirok etmogqda.

(10) formuladan foydalanamiz. O'ng tomonni tasvirini topsak,
quyidagi ifoda hosil bo*ladi: | I |
gun ! lid = =V=—.
Y. _ 1 - Y — .
P+l p op+d pAl (I’- +l)I’ r

Demak,

'v(t) =1.

1120. j\v(r)v'"drzy(l)—e’ integral tenglamani lLaplas tasviri

0
yordamida yeching. ) )
Yechish, Tenglamani har ikki tomonidan tasvir olamiz, chap
tomonda () va ¢ funksiyalarning o‘ramasi ishtirok etmoqda. (10)

formuladan foydalanamiz. O‘ng tomonni tasvirini topsak, quyidagi
ifoda hosil bo*|adj-

- 1
Y‘—L=Y—Hl =Y. l—-—l—-):—l— :>Y~p—2-=——1- =YY= .
p-1 p=-1_ p-1 p-1 p-1 p-1l pP-2
Demak
y(1)=¢"

1121. {x =x+2y, tenglamalar sistemasini x(0)=0, y(0)=5
}»’=2x+})+l,

boshlang‘ich shartlarni ganoatlantiruvchi yechimini Laplas tasviri
yordamida toping. . o

Yechish, Sistemaning har ikki tenglamasini tasvirini topamiz,
buning uchun (18) formuladan foydalanamiz:
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I'IJ.X_0=X+2)’,
] m'—5=2X+Y+-,l;-
Sistemani (19) ko'rinishdagi X(p) va Y(p) yechimi quyidagi
ko‘rinishda bo‘ladi:
10p+2 , 2y " FT
X(r)= 17(17411))(/1—3). )(I))—II(I’“)(P—:‘).
X(p) ning tasviridagi maxrajning ildizlari butun bo‘lgani
uchun, originalni topishda (6) formuladan foyda[amsh qulay.
w(p)=10p +2, v(p)= p(p+l)(p—3) p-2p°-3p
v(p)' P =0, p,=—1, p,=3;, Vv (/’) 3p*—4p-3.
w(p) _u(0) 2 u(p,) _ u(=1) -2, u(py) _u(3) _8

5p*-4p-1

V(p) V() T3 V(p) V) V(e) )
.m='s“’“(”) i =2 _pety 8o,
) 1]_',‘ (/) ) 3 3

Y(p) ning tasviridagi maxrajning ildizlari butun bolgani
uchun (6) formuladan foydalanamiz:
] o I ~
"l(l)) 5[7 4[)—], v(l)) 1)(p+])(p ) p =2p°-3p
v(p): p=0. py=-1 p,=3 ¥(p)=3p" ~4p-3.

u, (/), ) u, (0)

l l(.(pz)_ll,(—l)zg_:z ”l(pl)zul(3)=3_2=§

v(pI v(O) 37 v'(pz)—v'(—l) 4 ' V’(p;) V'(3 12 3
cau(p,) 0 1, 8,
v(r)= Z '( ¢’ =§+2e +§e’.

Demak, sistemaning yechimi:

x(t )=—_2-—2c"+ %c"
o

2

v(r)-—i—2(. +§
1122. J‘ "=0,
\ -y =2cost.

v(0) =2, ¥'(0)=0 boshlang‘ich shartlarni qanoatlantiruvchi yechimi-
ni Laplas tasviri yordamida yeching.

tenglamalar sistemasini x(0)=0, x'(0)=2,

5]
w
w



Yechish. Sistemaning har ikki tenglamasini tasvirini topamiz,
buning uchun (18) formuladan va tasvir jadvalidan foydalanamiz:
Xe—p-X=x(0)=p- X, x"e—p*-X=p-x(0)=-x(0)=p* X -2,
Ve—pY-Y(0)=p-Y=2, ye—p>Y=p-p(0)=y'(0)=p*-Y-2p.
Topilganlari sistemaga X(p) va Y(p) ga nisbatan chiziqli
operator tenglamalar sistemasini hosil qilamiz:
"p-‘,\'-z-p)'+2=o. pA-Y =0
. - 2
‘p . X=-pY¥==2 {) .
P+l P+l

pX=-pY+2p=2

Bu algebraik tenglamalar sistemasini yechib:

: 1 1
X(p): 2_‘1) = — + — .
) p -1 p =1 p+l
o} 1
2p P P
Y = =— +—,
([)) pi-1 pi-1 pi+l

ekanini topdik. Endi tasvirlar jadvaliga asosan:
x(1)=sht+sint,  v(r)=cht +cost.

X =y-z, va(())z L,
1123. {y'=x+y, tenglamalar sistemasini 1 y(0)=2, boshlang‘ich
|Z'=x+z, 2(0)=3,
shartlami ganoatlantiruvchi yechimini Laplas tasviri yordamida
toping.

Yechish. Sistemaning har ikki tenglamasini tasvirini topamiz,
buning uchun (18) formuladan va tasvirlari jadvalidan foyda-
lanamiz:

Xe—p-X-x(0)=p- X -1,
Ye—p-Y-y(0)=p-Y -2,
e(——p-Z—:(O)=p'Z—3,

Topilganlarni sistemaga x(p) va Y(p), z(p) larga nisbatan
chiziqli operator tenglamalar sistemasini hosil qilamiz:

pX =1=Y -2, ,p.\’—)'—Z:l,
A pY=2=X+V, > XN =(p-1)Y=-2
pL-3=X+7Z X+(1-p)Z=-3.

Bu algebraik tenglamalar sistemasini yechib:
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X(p): [)—2 _z-——l-_ )’(,)):M:-E.}. 4 __1__
pip-1) p p-1 r(p-1)y p p-1 (p-1)
3/):—2[)—2 2 5 1
2 P)= =—— + -
(r)= p(p-1) p p-1 (p-1)

ekanini topdik. Endi tasvirlar jadvaliga ko‘ra:
x(f)=2-¢', y(t)=-2+4¢' -1/, z(1)=-2+5¢—te'.
Quyidagi integral tenglamani Laplas tasviri yordamida
yeching

1124, v= [ ydi+8.
1125. [y(r)(t-7) dr =t".
1126. [y(r)edr =p(1)+e".

1127. Jy(r)cos(fil -7)dr =1 -cos3t.

U

1128, [¥(e)(t-7) dr =0

0
1129. Jy(r)cos(l —7)dr =l-cost.

Quyidagi sistema uchun Koshi masalasini Laplas tasviri
yordamida yeching

[x'=2y, x(0)=2
1130. ly=2x, y(0)=2

’

X' =3x+4y, x(0)=1
1131 {v'—4‘c—3y (0) 1.

]A ~3x-4y=0, x(0)=1,
1132. ] -4x+3y= (0)

X=y+x=0, x(O L,
1133 {v+3v+,\—0 y(0)=1

X' +y=2e, x(0)=l,
1134. { Srx=2¢', y(0)=1.
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[x+x-y=¢, x(0)=1,
|y +y-x=e, y(0)=1.
[X"—y'=e’, x(0)=x'(0)=0,
1136. ‘l..r'+y'-y=0. y(0)=v'(0) =0.
,f2x"+x—y’=—3sin!, x(0)=0, x'(0)=1,
.l.r+y' =-siny, y(0)=0.
(¥=y+z, x(0)=-],
Y=x+z, y(0)=1
Z'=x+y, z(0)=0.

1135

1137.

1138.

X+y=1, x(0)=],
1139%, V' +z=0+1, y(0)=0,
Z+x=2t+1, z(0)=0.
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IX BOB. EHTIMOLLAR NAZARIYASI VA MATEMATIK
STATISTIKA ELEMENTLARI

69-§. Kombinatorika clementlari. Nyuton binomi

Kombinatorika-matematikaning berilgan obyektlardan u yoki
bu shartlarni qanoatlantiruvchi kombinatsiyalar tuzish mumkinligini
o‘rganuvchi bo‘limidir.

1-ta’rif. To*plamlar va ulamning qism to‘plamlarini tuzish usulla-
rini hamda migdorlarini o‘rganuvchi fan kombinatorika deyiladi.

2-ta’rif. Butun manfiy bo’lmagan sonlar uchun aniglangan !
funksiyaga faktorial deyiladi. Har ganday natural 72 soni uchun n!
funksiya | dan 72 gacha bo‘lgan ketma-ket natural sonlar ko‘payt-
masiga teng, ya’'ni

m=1-2-3-..-n.
Qulaylik uchun ta’rifga ko‘ra 0=, 1!=1 deb olinadi. Faktorial,
qatorlar va kombinatorika masalalarida ko*p uchraydi.

n ortishi bilan s funksiya juda tez o'sadi. Masalan, 1'=1,
21=2, 31=6, 4!=24, 5!=120 va hokazo.

Agar to‘plamda tartib munosabati kiritilgan bo‘lsa, ya'ni
to‘plamning qaysi elementi qaysi clementdan keyin kelishi yoki
gaysinisidan oldin kelishi aniglangan bo‘lsa, bunday to‘plam
tartiblangan  to‘plam deyiladi. Agar tartiblangan to‘plamda
clementlarning joylashish tartibi o‘zgartirilsa, dastlabki to*plamdan
farqli yangi to‘plam hosil bo‘ladi.

O‘rinlashtirish. 7 ta clementdan iborat to‘plamning tartib-
langan Kk elementidan iborat tartiblangan qism to‘plamlarga, » ta
clementdan & tadan tuzilgan o‘rinlashtirish deb aytiladi va quyidagi

formula bilan hisoblanadi:
I
A =n(n=1)-(n=2)..[n=(k=1)] yoki 4, :(;:k)!

O‘rin almashtirish. /7 ta elementdan tuzilgan o‘rin almash-
tirish deb, shu elementlarning faqat joylashish tartibi bilan farq
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giluvchi birlashmalarga aytiladi va quyidagi formula yordamida

hisoblanadi:
@1)

R'=,1!=|.2.3~...~u.

Gruppalash. , ta elementdan & tadan tuzilgan gl'l'PPfi_laShla"
deb, hech bo‘lmaganda bitta elementi bilan ffqulanuvchu gism
to‘plamlarga aytiladi (bu yerda Ak<n bo'ladi). Gruppalashlar

quyidagi formula bilan hisoblanadi:
n! (22)

- _
C =Rk
Gruppalashlarda bizni  fagat to'plamning  elcmentlari

giziqtiradi, ulaming tartibi esa qiziqtimla)’di-
Quyidagi tengliklar o‘rinli bo*ladi:

LG =G,
2.C5=CM +CF, (k<)
g n!
" (n=k)

4. (a+b) =Cla" +Cla"b+..+C,d" Kok g+ CO” (23)

(23) formula bilan berilgan ifoda Nyuton binomi deyiladi.
n ning katta qiymatlarida, ushbu tagribiy formula

W =2zn-n"-e” (24)
Stirling formulasidan foydalanilanish mumkin.

1140. Guruhdagi 22 talabadan sardor, uning muovini va
devoriy gazeta muharririni saylash kerak. Shu uchta talabani necha
usul bilan saylash mumkin.

Yechish. (20) formuladaga asosan:

A =221 220.21.22=9240
2= o0

1141. 2,3,4,5,7,9 raqaml‘ari ishtirokida nechta turli ragamli

6 xonali son hosil gilish mumkin.
Yechish. (21) formuladaga asosan:
P =61=1.2-3-4.5-6="T20.
1142. Aylananing ixtiyoriy 13 ta nuqtasidan, uchlari sh
nuqtalarda bo*lgan nechta uchburchak yasash mumkin.

Yechish. (22) formuladaga asosan:
1 . .
ARRLELNNLLELES S B E T T P18
10L3 1.23
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Demak, 286 ta uchburchak yasaladi.

Quyidagi masalalarni yeching

1143. Guruhdagi 20 ta talabadan iborat ro‘yxatni necha usulda
tuzish mumkin.

1144.10 ta shafyorni 10 mashinaga necha usulda o‘tqazish
mumkin?

1145. 1,3,5,7,9 raqamlardan necha usulda turli besh xonali son
tuzish mumkin?

1146. Aylanada 9 ta turli nuqtalar olingan, bu nugtalarni
tutashtirib, nechta:

] )vatar, 2) uchburchak, 3) to'rtburchak, 4) beshburchak yasash
mumkin?

1147. 25 ta talabadan iborat guruhdan 25 kunlik navbatchilik
ro‘yxatini nech usulda tuzish mumkin?

1148. Kartochkaga A, B, C, D harflari yozilgan. Shu
harflardan necha usulda 4 ta harfdan iborat “so*z” tuzish mumkin?

1149. 25 ta talabadan iborat guruhga 25 ta imtihon bileti
tuzilgan. Har bir talabaga | tadan berib nech usulda targatish
mumkin?

1150. 23 ta talabadan iborat guruhdan guruh sardori, yoshlar
yetakchisi va devorly gazeta muharririni necha usulda saylash

mumkin?
1151. Futbol birinchiligida ishtirok etayotgan 17 komanda

oltin, kumush va bronza mcdallarini necha usulda bo‘lib oladi?
1152. Shahmat taxtasida 4 ta ruxni o‘zaro olmaydigan qilib
necha usulda joylashtirish mumkin?
1153. Uchta guruhda mos ravishda 20, 10, 5 ta talaba bor.
Qurilish otryadiga 1-guruhdan komandir, ikkinchi guruhdan
komissar va uchinchi guruhdan brigadimi necha usulda belgilash

mumkin? .
1154. # ta nol va k (k<n+1) ta birni ikkita bir raqami yonma-

yon turmaydigan gilib necha usulda joylashtirish mumkin?
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70-§. Ehtimollikning ta’riflari

Hodisa tushunchasi ehtimollar nazariyasining asosiy tushun-
chasi hisoblanadi.

Hodisa deganda, muayyan sharoitda yuz berishi yoki yuz
bermasligi mumkin bo‘lgan har qanday voqeani tushunamiz.
Hodisalarni 4, B, C.... harflari bilan belgilanadi.

Albatta yuz beradigan hodisa muqarrar hodisa deyiladi.

Mutlaqo yuz bermaydigan hodisani mumkin bo‘lmagan hodisa
deyiladi.

A hodisaga qarama-qarshi hodisani 4 korinishida belgilanadi.

Agar bir necha hodisalardan hech qaysi ikkitasini bir vaqtning
o‘zida ro‘y berishi mumkin bo‘lmasa, bunday hodisalarni birgalikda
bo‘lmagan hodisalar deyiladi.

Agar har bir sinovda 4, B, C, ..hodisalardan kamida bittasini
ro‘y berishi muqarrar bo‘lsa, bu hodisalarning to‘liq gruppasini
tashkil etadi deyiladi.

1-ta’rif: 4 hodisaning sodir bo‘lishining ehtimolligi deb, unga
qulaylik tug‘diruvchi hodisalar sonining, to‘liq gruppa tashkil
etuvchi barcha hodisalarning soniga nisbatiga aytiladi. U quyidagi

formula bilan hisoblanadi:
m

P(A):;. (25)

Bu ta’rif ehtimollikning klassik ta’rifi deyiladi.

Ta’rifdan bevosita har qanday 4 hodisa uchun

0<P(A)<1
tengsizlik o‘rinli bo‘ladi.

Klassik ta’rifdan foydalanish uchun, hodisalarni teng
imkoniyatli va chekli bo‘lishi zarur. Biroq amalda bu prinsiplarni
har doim ham go‘llab bo‘lavermaydi.

Bunday holda quyidagi statistik ta’rifdan foydalaniladi.

2-ta’rif. Hodisaning nisbiy chastotasi deb, hodisa ro‘y bergan
sinashlar sonining jami sinashlar soniga nisbatiga aytiladi. U

quyidagi formula bilan hisoblanadi:
w(a)=". (26)

n
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Nisbiy chastota va ehtimollik o‘zaro bog‘liq tushunchalardir. »
sonning yctarlicha katta giymatlarida nisbiy chastotani ehtimollik

sifatida qabul gilish mumkin, ya’ni
limW (A) = P(A).

3-ta’rif. Tashlangan nuqtaning D,c D bo‘lgan har ganday b,
sohaga tushish chtimoli deb, 1, soha o‘lchamini D soha o‘Ichoviga
nisbatiga aytiladi.

Bunday aniqlangan chtimollikni gcometrik ehtimollik
deyiladi va u quyidagi formula bilan topiladi:

P(A =mera(D,).
mera( D)
mera(D)- D sohaning o‘lchovi ma’nosini anglatadi.

1155. Bir dona kubik tashlangan. 1) 4 raqami tushish 2) juft
ragam tushishi hodisasining ehtimollarini toping.

Yechish.l) A-hodisa 4 ragami tushish hodisasi bo‘lsin. Kubik
tashlanganda 6 ta teng imkoniyatli hodisalar mavjud: 1,2,3,4.5,6.
Demak, #=6, m=1, chunki 4 raqami 1 ta, bundan (25) formulaga

asosan:

(27)

m |

PA=0=6

2) B - hodisa juft ragamlar tushish hodisasi bo‘lsin. Bu holda
n=6 m=3

Chunki: 2,4.6 raqamlari juft ragamlar, bundan (25) formulaga
asosan:

m 3 1
P(A)-;—g=5.

1156. lkkita tanga tashlandi. Har ikki tangani gerb tushish
ehtimolini toping.

Yechish. Ikkita tanga tashlanganda quyidagi hodisalar ro‘y
berishi mumkin:

GG, GR, RG, RR. Demak, n=4, m=1_ chunki jami hodisalar
soni 4 ga, imkoniyatlar soni esa | ga teng, bundan (25) formulaga
asosan:

m |
n o4

P() =
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1157. Yashikda 12 ta oq va 8 ta qora shar bor. Tavakkaliga 2 ta
shar olindi. Olingan sarlarni 1) 2 ta 0q. 2) 2 ta qora 3) I taoq va lta
qora chigish hodisasining ehtimolini toping. i

Yechish. 1) 2 ta oq shar chigishi uchun: » =C5. m=C;,
demak, (25) forimulaga asosan

12t
PPN e (e B O
T 20! 19-20 90 95’

2t(20-2) 12
2) 2 ta qora shar chiqishi uchun: n, =C3, m,=C} , demak, (25)
formulaga asosan

8 7-8
P4 _my _Cl_2+(8-2) 7., 14
A)=7 e 200 19-20 95’

2:(20-2)! 1.2
3) | ta oq va | ta qora shar chiqishi uchun: », =C3,, m,=C;-C, ,
demak, (25) formulaga asosan

8 12!
P(A)_ﬂ]__q.cgz_ (8-1) 1(12-1)!  8-12 _96 _48
Y a 200 71920 190 95
21(20-2)! 1.2

Ta'kidlash lozimki, 2 ta shar olinganga yuqoridagi 3 ta hodisa
to'liq gruppa tashkil etadi. Shuning uchun:
Y+ P( —.3.3 ﬁ ﬁz
P(A,)+I(.4:)+P(.4,)-95+95+95 .
1158. Yilning 135 kunida yog‘ingarchilik bo‘lgan bo‘lsa,
yog‘ingarchilikning nisbiy chastotasini toping.
Yechish. (26) formulaga asosan:
w(a)= 3.2
365 73
1159. R radiusli doiraga kvadrat ichki chizilgan. Tashlangan
zarrani kvadratga tushish ehtimolini toping.
Yechish. s, =zR*, S, =a®=2R". (27) formulaga asosan:
P(A)= mera(D,) _Su _ 2Ri 2
' mera(D) S, #R* =«
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Quyidagi masalalarni yeching

1160. Yashikda | dan 20 gacha nomerlangan 20 ta shar bor. 1
ta shar olindi. 1) olingan sharning raqami 23. 2) juft raqam chiqishi.
3) 4 ga karrali ragam chiqishi ehtimolini toping.

1161. Tanga 2 marta tashlandi. 2 ta tangada ham gerb tushish
ehtimolini toping.

1162. 1000 ta lotareya bileti chiqarilgan bo‘lib, undan 500 tasi
yutuqli. 2 ta bilet olindi. 1) 1 tasi yutuqli. 2) 2 ta yutugli bo‘lish
chtimolini toping.

1163. Guruhda 30 o‘quvchi bo‘lib, yozma ishdan 9 tasi 5 baho,
12 tasi 4 baho,

6 tasi 3 baho, 3 tasi esa 2 baho oldi. Doskaga chiqarilgan 2
o‘quvchining | tasi 5 baho, 1 tasi 2 baho olgan o'quvchi bo‘lish
ehtimolini toping.

1164. “TARVUZ” so‘zidan tavakkaliga | ta harf tanlangan. Bu
harfning: 1) “M” harfi bo*lish ehtimolini toping. 2) unli harf bo‘lish
chtimolini toping.

1165. Qutida 3 ta qizil, 7 ta ko‘k, 5 ta oq shar bor. Qutidan
tavakkaliga olingan sharning : 1) oq rangli bolishi, 2) qizil rangli
bo*lishi, 3) yashil rangli bo*lishi, 4) rangli bo*lish ehtimolini toping.

1166. 2020-yilning fevral oyining 14 kunida yog‘ingarchilik
bo‘ldi. Yog‘ingarchilikli kunlar hodisasini nisbiy chastotasini
toping.

1167. 2019-yilning fevral oyining 13 kunida yog‘ingarchilik
bo*ldi. Yog‘ingarchilikli kunlar hodisasini nisbiy chastotasini toping.

1168. Mashinaga yuklashda 400 ta tarvuzdan 25 tasi yorildi.
Tarvuzlar yorilishi hodisasining nisbiy chastotasini toping.

1169. Magazinga keltirilgan 6000 ta chinni idishdan 16 tasi
singan chiqdi. Siniq idish chiqish hodisasining nisbiy chastotasini
toping.

1170. R radiusli doiraga: 1) muntazam uchburchak, 2) kvadrat,
3) muntazam oltiburchak ichki chizilgan. Tashlangan zarrani:
uchburchakka, kvadratga, oltiburchakka tushish ehtimolini toping.
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1171. R radiusli sharga, kub ichki chizilgan. Tashlangan
zarrani kubga tushish ehtimolini toping.

71-§. Ehtimollarni qo‘shish, ko‘paytirish teoremalari.
Shartli ehtimollik

A hodisaning ro‘y berishi yoki ro‘y bermasligi, B hodisaning
ro‘y berish yoki ro‘y bermasligiga bog‘liq bo‘lmasa bu ikki hodisa
o‘zaro bog‘liq bo‘lmagan-erkli hodisalar deyiladi.

Oc¢zaro erkli hodisalar, yig‘indisining ehtimoli uchun quyidagi
formula o‘rinli:

P(A+B)=P(A)+P(B). (28)

Juft-jufti bilan erkli hodisalarning yig‘indisini ehtimoli uchun
quyidagi formula orinli:

P(Z:A,) - ZP(A, ) (29)

O‘zaro bog‘liq hodisalar, yig‘indisining ehtimoli uchun
quyidagi formula o‘rinli:

P(A+B)=P(A)+P(B)-P(4-B). (30)

O‘zaro erkli hodisalar, ko‘paytmasining ehtimoli uchun
quyidagi formula o‘rinli:

P(A-B)=P(A) P(B). 31

Juft-jufti bilan erkli hodisalarning ko‘paytmasini ehtimoli

uchun quyidagi formula o‘rinli:

P(:;Z.A')zip(”')' (32)

Juft-jufti bilan erkli hodisalaming hech bo‘lmasa, bittasini ro‘y
berish ehtimoli uchun quyidagi formula o‘rinli:

P(A)=1-P(4 4,-... 4,) (33)

O‘zaro bog‘liq hodisalar, ko‘paytmasining ehtimoli uchun

quyidagi formula o‘rinli, bunday ehtimollikni shartli ehtimollik deb

ataladi:

P(A-B)=P(A)'I’A(B)=P(B)-P”(A). (34)

Juft-jufti bilan bog‘liq hodisalarning ko‘paytmasini chtimoli
uchun quyidagi formula o‘rinli:
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P(A- A, (”A) P(A)-P (A) P (A) Py 4 (4,) (35)

1172. Yashikda 10 ta oqg, 15 ta qora 20 ta yashil sharlar bor.
I dona shar olindi. Shu sharni 1) oq bo‘lishi, 2) qora bo‘ishi, 3)
yashil bo‘ishi, 4) oq yoki qora boishi, 5) qora yoki yashil bo‘lishi,
6) 0q. qora yoki yashil bo‘lishi ehtimollarini toping.

2 1 20 4
Yechish. 1) P(O)=—==, 2) P(Q ——=—, ) P(Y)="2==.
)P(0)=53 =5 DP(Q)=32=5. VP(V)=1=3
(28) formulaga asosan:
10+15 25 5 15+20_35_7
P(O = =—=-, SYP(O+Y S—_—= =
HPO+O) == =757 IPOHN)==577575
10 _7 10+15+20 45
(O+Y)=1-P(O)=]——=2,  TP(O+0+Y)=— T2 22y
0) P(Q+¥)=1-P(0)=1- =7 )P(0+0+Y)=————= "=l

1173. Birinchi yashikda 2 ta oq. 10 ta qora. ikkinchi yashikda 8
ta oq 4 ta qora sharlar bor. Har bir yashikdan | tadan shar olindi.

Olingan sharlarni ikkalasi ham oq bo‘lish ehtimollarini toping.

Ycchish. 4-birinchi yashikdan oq shar chiqish hodisasi
bo‘lsin, 8-ikkinchi yashikdan oq shar chiqgish hodisasi bo‘lsin, 4 va
B hodisalar o‘zaro erkli hodisalar,

()===1 3.2

PA)=5=5 PB)=5=3
(31) formulaga asosan:

P(A-B)=P(A4)- P(B)_lé-:%.

1174. Avvalgi masalani shartlaridan, olingan sharlarni bittasi
oq, ikkinchisi qora bo‘lishi ehtimollarini toping.

Yechish. ¢-birinchi yashikdan oq shar chiqish hodisasi bo‘Isin,

D-ikkinchi yashikdan oq shar chiqish hodisasi bo‘lsin,

¢ -birinchi yashikdan qora shar chigish hodisasi bo‘Isin,

n-ikkinchi yashikdan qora shar chigish hodisasi bo‘lsin.

U holda
2 —~, I 5 - 2 1
> = =-, :]——'::— = —_= -
P(C)=, P(D)=3 r(C) = P(D)=1- 357
Faraz quhylnk birinchi yashikdan oq va ikkinchi yashikdan
qora shar chigsin:

!
EANTY

r(en)=r()-r(n)-
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Faraz gilaylik, birinchi yashikdan qora va ikkinchi yashikdan

oq shar chigsin: 55 5
P(CD)=P(C)-P(P)=3 6 5 -
Olingan sharlarni biri oq va biri qora bo'lishi esa bu ikki

ehtimollikning yig*nidisiga teng bo-ladi:
I Pgp—

p=P(CD)+P(CD)=15*5 15" o
1175. 1]73-masala shartida olingan sharlarni har ikkisi ham
qora bo‘lish ehtimolini toping.
Yechish. Bu masala

to*ldiruvchisidan iborat bo*Igani uchun, uning ehtimoli:

(1,0), 1B_>2
P=l_k§+13]-l 18 18

1176. Yashikda 6 ta oq, 8 ta qora sharlar bor. Ikkita shar olindi.

Har ikki sharlarni oq bo‘lish ehtimollarini. t9ping- o
Yechish. 4-birinchi olingan sharni oq chigish hodisasi bo*Isin,

B-ikkinchi olingan sharni oq chigish h-odisasi bo'lsin. 4 va B
hodisalar o‘zaro bog‘liq hodisalar bo‘lgani uchun:

[173-1174-masalalar  shartlarining

6 _6_3 6-1_35 - NI L)
=—= — = — \:———:——‘PA'B —PAI)/ B— = .
A aror v G v (4-8)=r(4) 2(F) =515,

1177. Uch mergan o‘zaro erkli holda nishonlarga ofq
uzmoqda. I-merganning nishonga tekkizish ehtimoli 0,75 ga teng,
2-merganning nishonga tekkizish ehtimoli 0,8 ga teng, 3- mer-
ganning nishonga tekkizish ehtimoli 0,9 ga teng. Har uch mergan-
ning nishonga urish ehtimolini toping.

Yechish. 4-birinchi merganni, B-ikkinchi merganni, C-
uchinchi merganni nishonga urish hodisasi bo'lsin. U holda, (31)

formuladan
P(4)=0,75, P(B)=0,8, P(C)=09.

P(A-B-C)=P(4)-P(B)-P(C)=0,75-0,8-0,9=0,54.
1178. 1177-masalani shartlaridan, aqalli bitta
nishonga urish ehtimolini toping.
Yechish.
P(4)=1-0,75=0,25, P(B)=1-0,8=0,2, P(E)=1-0,9=0,1.
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Har uch merganning nishonga bir vaqtda tekkiza olmaslik
ehtimoli:
P(4-B-C)=P(4)-P(B)-P(C)=0,25-0,2-0,1=0,005.
U holda. hech bo’lmasa bittasini nishonga urish (33)
formuladan:
P=1-P(4-B-C)=1-0,005=0,995

ga teng.

Quyidagi masalalarni yeching

1179. Yashikda 10 ta oq, 8 ta qora, 6 ta yashil shar bor. | ta
shar olindi. Olingan sharni: 1) oq, 2) qora, 3) yashil, 4) oq yoki qora,
5) oq yoki yashil, 6) gora yoki yashil chigishi ehtimolini toping.

1180. Birinchi yashikda 12 ta oq, 8 ta qora; ikkinchi yashikda 6
ta oq va 4 ta qora shar bor. Har ikki yashikdan 1 tadan sharlarni
olindi. Olingan sharni har ikkitasi qora bo‘lish ehtimolini toping.

1181. 1kki mergan o‘zaro erkli holda nishonga o‘q uzmoqda. 1-
merganning nishonga urish ehtimoli 0,7 ga teng, 2- merganning
nishonga urish chtimoli 0,8 ga teng. Merganlar bir paytda nishonga
o0‘q uzishdi. Merganlardan birini nishonga urish ehtimolini toping.

1182. Birinchi yashikda 1 ta oq, 2 ta qizil va 3 ta ko‘k; ikkinchi
yashikda 2 ta oq va 6 ta qizil va 4 ta ko‘k shar bor. Har ikki
yashikdan | tadan shar olindi. Olingan sharni ichida: 1) ko‘k shar,
2) qizil shar, 3) oq shar bo‘lmasilik ehtimolini toping.

1183. Kun davomida stanokning buzilish ehtimoli 0,03 ga
teng. 4 kun davomida stanokni buzilmay ishlash ehtimolini toping.

1184. Guruhda 12 ta yigitlar va 18 ta qizlar o‘qishadi. Ikki
kishidan iborat vakil saylash kerak. Saylanganlarni: 1) 2 ta yigitlar,
2) 2 ta qizlar, 3) 1 tayigitva | ta qiz bo‘lish ehtimolini toping.

1185. Yashikda 9 ta oq, | ta qora shar bor. 3 ta shar olindi. 1) 3
ta oq 2) 2 taoq | ta qora shar chiqish ehtimolini toping.

1186*. Bitta nishonga 3 ta o°q uzildi. O‘gni nishonga tegish
chtimoli 0.5 bo‘lsa, fagat 1 ta o’qni nishonga tegish ehtimoli
topilsin.
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72-§. To‘la ehtimollik formulasi. Beyes formulasi

Agar A hodisa, to'liq gruppa tashkil etuvchi o‘zaro juft-jufti
bilan erkliB,, B,,... B, hodisalarning bittasi bilan birgalikda ro‘y
berishi mumkin bo‘lsa, quyidagi to‘la ehtimollik formulasi o‘rinli
bo‘ladi:

P(A)=P(B,)- By (A)+ ...t P(B,)- Py (4)= D P(B)F; (4). (36)
el

A hodisa ro‘y berdi degan shart ostida B hodisaning ro‘y
berish shartli ehtimoli, quyidagi Beyes formulasi bilan topiladi:
P(A-B P(B, 1
P,(B)= 5)( ‘1),) _ M )b, (- ) (37)
' ZP )P, (A)

1187. Birinchi qutida 2 ta oq va 6 ta qora, ikkinchi qutida 4 ta
oq va 2 ta qora shar bor. Birinchi qutidan tavakkaliga 2 ta shar
olinib, ikkinchi qutiga solindi. Ikkinchi qutidan olingan sharni oq
bo‘lish ehtimolini toping.

Yechish. 4 - ikkinchi qutidan olingan sharni oq bo‘lishi
hodisasi bo‘lsin. B, —birinchi qutidan olinib, ikkinchi qutiga
solingan sharlarning ikkalasi ham oq, B, —birinchi qutidan olinib,
ikkinchi qutiga solingan sharlarning | tasi oq va | tasi qora, B~
birinchi qutidan olinib, ikkinchi qutiga solingan sharlarning ikkalasi
ham qora. U holda

Cs ! Cl ,Cl, ‘2 ("/2 ]5
P(B)=Cr=sp P(B)="gr" =g B =i 5p
3 3 2
6 5
,)lll("‘)zgv ( ')—g /1)-——

Demak, (36) formulaga asosan:
pfy_ V6125 154 9
l{/‘,—- +— -t ——=—
28 8 28 8 28 8 16
1188. Magazinga ikkita korxonadan lampalar keltirildi.
Lampalarning 30% birinchi firmada ishlab chigarilgan bo‘lib, ularni
yarogliligi 0,8 ga teng, ikkinchi firmada ishlab chiqarilgan 70%
mahsulotni esa yarogliligi 0,6 ga teng. Tanlangan lampani
tekshirilganda u yaroqli chiqdi. Uni birinchi korxonada ishlab
chiqarilganligi ehtimolini toping.
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Yechish. /1 - sinab ko‘rilgan lampani yaroqli chigish hodisasi.
B, —lampa birinchi korxonaga tegishli bo‘lishi hodisasi, B, - lampa
ikkinchi korhonaga tegishli bo‘lishi hodisasi. Masala shartiga ko‘ra,
P(B)=0.3 P(B,)=07. P,(A4)=08  F,(4)=0,6.
Sinab ko‘rilgan lampa yaroqli chiqqan, ya'ni 4 hodisa ro‘y
bergan. U holda Beyes formulasi (37) ga asosan, birinchi korxonada
ishlab chiqarilgan bo*lish ehtimoli

P.(8)= 0.3-0.8 _
170,3.0,8+0,7-0.6

Quyidagi masalalarni yeching

1189. Birinchi qutida 1 ta oq va 2 ta qora, ikkinchi qutida 100
ta oq va 100 ta qora shar bor. Ikkinchi qutidan tavakkaliga 1 ta shar
olinib, birinchi qutiga solindi. Shundan so‘ng birinchi qutidan 1 ta
shar olindi, u oq shar bo‘lsa, uni ikkinchi qutidan olingan shar
bo‘lish ehtimolini toping.

1190. Qutida 5 ta standart va 2 ta nostandart detal bor. Qutidan
ketma-ket ikki marta detal olindi. Ikkinchi olingan detalni standart
bo‘lish: 1) agar 1-detal qutiga qaytarilgan bo'lsa. 2) agar 1-detal
qutiga qaytarilmagan bo‘lsa, ehtimolini toping.

1191. Oquv zalida ehtimollar nazariyasidan 8 ta darslik bolib,
ularning 3 tasi lotin alifbosida yozilgan. Talaba tavakkaliga ketma-
ket ikkita darslik oldi. Olingan ikki darslikni lotin alifbosida
yozilgan bo‘lish ehtimolini toping.

1192. Ikki zambarakdan bir vaqtda o‘q uzilganda nishonga
o‘gni tegish ehtimoli 0,95 ga teng. Agar ikkinchi zambarakdan bitta
0'q uzilganda o‘qni nishonga tegish ehtimoli 0,8 ga teng bo‘lsa, bu
chtimollikni birinchi zambarak uchun toping.

1193. Ikkita to‘quv dastgohining bir soat davomida to‘xtovsiz
ishlashi ehtimoli mos ravishda 0.6 va 0,85 ga teng. Bir soat davomida
faqat bitta to‘quv dastgohining to‘xtovsiz ishlashini ehtimolini toping.

1194. 6 ta oq va 2 ta rangli shar solingan yashikdan tavak-
kaliga 4 ta shar olindi. Olingan sharlarni ichida hech bo‘Imaganda
1 ta rangli shar bo‘lish ehtimolini toping.

1195. 100 ta lotereya biletidan 8 tasi yutugli. Hech ool-
maganda bitta biletda yutuq bo‘lish ehtimolini toping: 1) agar 2 ta
bilet olingan bo"lsa; 2) agar 4 ta bilet olingan bo‘lsa.

0,364.
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1196. Ikkita qutidan birinchisida 4 ta oq va 8 ta qora shar bor
va ikkinchisida 6 ta oq va 3 ta qora shar bor. Har bir qutidan
tavakkaliga bittadan shar olindi. Olingan sharlardan hech bo‘lma-
ganda bittasi oq bo‘lish chtimolini toping.

1197. Talaba o°quv dasturidagi 25 ta savoldan 20 tasini biladi.
Talaba o‘gituvchi tomonidan berilgan 3 ta savolni bilish ehtimolini
toping.

1198. Qutida 8 ta oq, 6 ta qizil va 4 ta yashil shar bor. Qutidan
tavakkaliga ketma-ket 3 ta shar olindi va qutiga qaytarilmadi.
Olingan sharlarni birinchisi oq. ikkinchisi qizil va uchinchisini
yashil bo*lish ehtimolini toping.

1199. Talabaning 3 ta test savolidan o‘tish chtimoli mos
ravishda 0,9, 0,8 va 0,9 ga teng. Talabaning: 1) fagat uchinchi
sinovdan o‘tish; 2) faqat bitta sinovdan o‘tishi; 3) har uchala
sinovdan o‘tishi; 4) hech bo‘lmaganda ikkita sinovdan o‘tishi;
5) hech bo*lmaganda bitta sinovdan o‘tishi ehtimolini toping.

1200. Uchta mergan nishonga qarata bittadan o'q uzishdi.
Merganlarni o*gini nishonga tegish ehtimoli mos ravishda 0,7, 0,8
va 0.6 ga teng bo‘lsa, quyidagi hodisalaming ehtimolini toping: 1)
faqat uchinchi ierganni nishonga tekkizishi; 2) faqat bitta merganni
nishonga tekkizishi; 3) har uchala merganni nishonga tekkizishi; 4)
hech bo‘lmaganda ikkita merganni nishonga tekkizishi; 5) hech
bo’lmaganda bitta merganni nishonga tekkizishi.

1201. Uchta erkli sinashda hodisaning hech bo‘lmaganda bir
marta ro'y berish ehtimoli 0,9919 ga teng. Hodisaning ehtimoli
bar?ha sinashlarda o‘zgarmas bo’lsa, hodisani bitta sinashda ro‘y
berish ehtimolini toping.

_!202- Basketbolchining bir tashlashda koptokni savatga
UfSh‘”Sh ehtimoli 0,6 ga teng. 0,784 dan kam bo‘lmagan chtimol
bilan hech bo‘lmaganda bir marta savatga tushirish uchun
basketbolchj koptokni savatga kamida necha marta tashlashi kerak?

1203. Qimmatli qog‘ozlar bozorida har bir aksiya paketi aksi-
y?dorlarg:a 0,5 ehtimollik bilan foyda keltiradi. Hech bo‘lmaganda
bitta aksiya paketida 0,96875 chtimol bilan foyda ko‘rishi uchun
kamida nechta har xil firmalarning aksiyasi sotjb olinishi kerak?
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1204. Qutida 2 ta oq, 6 ta qora shar bor. Ikkita talaba qutidan
navbati bilan 1 tadan shar oldi va qutiga qaytaradi. Birinchi bo‘lib
oq shar olgan talaba yutuqqa ega bo‘ladi. Birinchi talabaning
yutugqa ega bo‘lish ehtimolini toping.

1205. Birinchi qutida 5 ta oq va 3 ta qora, ikkinchi qutida 3 ta
oq va 9 ta qora shar bor. Birinchi qutidan tavakkaliga bittadan shar
olindi va ikkinchi qutiga solindi. Keyin ikkinchi qutidan bitta shar
olindi. Bu sharni qora bo‘lish ehtimolini toping.

1206. Yig‘uv scxiga birinchi sexdan 40%, ikkinchi sexdan
60% detal keltirilgan. Birinchi sexda 90%, ikkinchi sexda 95%
standart detallar tayyorlanadi. Tavakkaliga olingan detalni standart
bo*lish chtimolini toping.

1207. Do'konga uchta firmadan mos ravishda: 20%, 46% va
34% miqdordagi mahsulot keltirilgan. Firmalarning mahsulotlarini
yaroqsiz bo‘lish ehtimoli mos ravishda: 0,03, 0,02 va 0,01 ga teng.
Do‘kondan tavakkaliga olingan mahsulot yarogsiz chiqgdi. Uni
birinchi firma mahsuloti bo‘lish ehtimolini toping.

1208*. Musobaqada 3 ta sport ustasi, 4 ta sport ustaligiga
nomzod va 5 ta birinchi razryadli sportchi qatnashmoqda. Ularni
o*qni nishonga tekkizish ehtimoli : mos ravishda: 0,9 ga, 0,85 ga,
0,75 ga teng. Otilgan o°q nishonga tegdi. Nishonga tekkizgan
qatnashchini sport ustasi bo‘lishi ehtimolini toping.

1209*. Do‘konga uchta korxonadan 5:8:7 nisbatda mahsulot
keltirildi. Korxonalarning mahsulotlarini yaroqli bo‘lish ehtimoli
mos ravishda: 0,9, 0,85 va 0,75 ga teng. Quyidagi ehtimollikni
toping: 1) sotilgan mahsulotni yarogsiz bo‘lishi; 2) sotilgan
mahsulotni yaroqli bo‘lishi; 3) sotilgan mahsulot yaroqli chiqdi va
uni uchinchi korxonada ishlab chiqarilganligi.

73-§. Erkli sinovlar ketma-ketligi. Bernulli formulasi.
Muavr-Laplasning lokal va integral formulalari

n ta erkli sinovlarning har birida 4 hodisaning ro‘y berish
chtimoli bir xil bo'lib p ga teng va ro'y bermasligi esa ¢-1-p ga
teng bo‘lsa, uni » ta sinovda m marta ro'y berish ehtimoli

L(m=Crp g (38)
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formula bilan topiladi. (38) Bernulli formulasi deyiladi.
A- hodisaning kamida bir marta ro‘y berish ehtimoli quyidagi
formula bilan topiladi:
Pl(:(zl)=l—l’(.\‘=9)=l—q”. (39)

n n

A- hodisaning kamida 4 marta ro‘y berish ehtimoli quyidagi
formula bilan topiladi:
. n k A
P(.\- >4 ) =SCrpryt . yoki P( x> J == Crpty (40)
n m & \ n

m 0

A- hodisaning ko‘pi bilan 4 marta ro‘y berish ehtimoli
quyidagi formula bilan topiladi:

P(.\‘§£)=ZC:'/)"'(/" m. 41

n

A- hodisaning chtimolligi pkichik va » katta qiymatni gabul

gilganda, (38) formulaning o‘rniga Muavr-Laplasning lokal
formulasidan foydalaniladi:

P (m)= 1 -(p(x),6y epaa x=

,/npq
Bu yerda w(x):%.;e—z ko‘rinishda bo‘lib, funksiyaning

n - np (42)

npy ’

qiymatlari 1-jadval yordamida topiladi. Bunda (0(—x)=qo(x).
4- hodisaning kamida m, marta va ko'pi bilan m, marta ro‘y

berish ehtimoli quyidagi Muavr-Laplasning integral formulasidan
foydalaniladi:

P, (my,m:) = P(x7) = (x), (43)
bu yerda

Rkl (ARVP N Sl

Py
(l’(.\')='\7§:—7‘_‘[(’ Tdz
~ Laplas integrali deb ataluvchi tenglik bilan aniqlanadi va unj
qlymatlari jadya| yordamida topiladi. Bunda ([)(_x)=,cp(x),
_ 7 ta erkli sinovlar seriyasida 4 hodisaning ro‘y berishini eng
chtimolli sopj m, quyidagi formula bilan topiladi:
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np—g<m,<np+ p. (44)

. . . - m - - - . .
4 hodisa ehtimoli p bilan — nisbiy chastota orasidagi fargni ¢
n

dan kichik bo‘lmaslik chtimolini. quyidagi formula yordamida

topiladi:
P sg)z 20 i). 45
[ -z @

4- hodisaning ehtimolligi p->0 kichik va n -~ katta qiymatni
gabul qilganda, (38) formulaning o‘rniga quyidagi Puasson
formulasidan foydalaniladi:

P (m)=

m
—-r
n

g
m!

1210. Olingan mahsulotni standart bo‘lish ehtimoli 0,8 bo‘lIsin.
Quyidagi:

1) olingan 5 ta mahsulotdan 3 tasini standart bo‘lishi;

2) kamida 1 tasini standart bo‘lishi;

3) kamida 3 tasini standart bo‘lishi;

4) hech bo‘lmasa 2 tasini standart bo‘lishi, ehtimolliklarini

et (46)

toping.
Yechish. Masala shartiga asosan, »=0,8, ¢=0.2
1) (38) formuladan:
2 5! 10
= 3. LN 2“:—-———_ < '0,512- s = —- ~
P(3)=C?-0,8-0, G5y 0.04 = —--0,02048 ~ 0,068.
2) (39) formuladan:

0
1’[x2 %J - p("’ - Z)=1'0’25 =1-0,00032 =0,999.

3) (40) formuladan:
I’(x E %) =C!-08-0,2° +C;-0.8°:0,2'+(C{-0,8°-0,2° ~ 0,804.

4) (41) formuladan:
ial
p("' = ?)z('g .0,2° +C;-0,8'-0,2" +C7 0,8 .0,2° ~ 0,576,

1211. Merganning bir marta o'q uzishda nishonga tegish

chtimoli p=0,2 ga teng. 100 ta o’qdan 20 tasini nishonga tegish
chtimolini toping.

29
N
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Yechish. Aytilgan ehtimollikni (42) formula yordamida topa-
miz. Bunda p=0.2; g=0,8; m=20 bo‘lganidan \fnpq =/100-0,2.0,8 =4

- 20 - 0.2 . . . e e .
va x=':’/_£)="0 100-0.2 _ o(x) funksiyaning giymatini jadval-
npg

4

dan topamiz: ¢(0)=0,40. Shuning uchun R, (20)=0,40-0,25=0,1.
1212. Tasodifan tanlangan mahsulotni yarogsiz chigish

chtimoli p=0,2 ga teng. Tekshirish uchun olingan 400 ta mahsulot

ichida 70 tadan 100 tagacha yaroqsiz bo‘lish ehtimolini toping.

Yechish. Masalaning yechimini (43) formuladan foydalanib
topamiz. Masala shartidan: p=0,2, 4 =08, n=400, m, =70, m, =100,

bo‘lgani uchun fipg =400 0,2.0,8=8 va x = 0=30002__, ¢

100 - 400- 0.2 i
4 =2,
Fia (70,100) = d(2,5) =D (=1,25) =d(2,5) + 0 (1,25) =
=0,4938 + 0,3944 = 0,8882.
1213. Zavodda ishlab chiqarilgan mahsulotlar ichida oliy
navlisi 31% nij tashkil etadi. Konveerdan hozirgina chqqan mahsu-
lotlardan 75 tasi ixtiyoriy ravishda tanlab olindi. Shu mahsulot

ichida ko“pi bilan nechta oliy navli mahsulot bo*lishi mumkinligini
aniqlang.

Xa

Yechish. Masala shartiga asosan, n=75 p=0,31, ¢=1-0,31=0,69.
(44) formulaga asosan:

75-0,31-0,69 <m, <75-0,31+0,31 = 22 56< m, <23,56.
Bu tengsizlikdan m, =23 deb olish mumkin.

. 1214, Hodisaning 600 ta erkli sinovlarning har birida ro‘y
berish ehtimolj 0,7 ga teng. Hodisa ro‘y berishi nisbiy chastotasi-
ning oldindan ma’lum bo‘lgan ehtimolidan chetlanishi absolyut
kattalik bo‘yicha 0,03 dan ortiq bo‘lmasligi ehtimolini toping.

Yechish,
Masalaning shartiga ko‘ra, n=600, p=0,7, ¢=1-0,7=03,
£=0,03 bo‘lganj uchun (45) formulaga asosan:

m : 600
P( 50.03] .~.2a{o.03-,’—‘0 703 J= 2a(1,60) = 2-0.445 = 0,89,

1600
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Demak. echtimollik 0,89 ga teng ekan.

1215. Do‘konga fabrikadan 500 dona sifatli tort jo‘natildi.
Tortning yo*‘lda buzilish ehtimoli bir donasi uchun 0,002 ga teng.
Do"konga 3 ta sifatsiz tort yetib kelish ehtimolini toping.

Yechish. Masalaning shartidan

n =500, p=0,002, m=3 = A=500-0,002=1.

Puasson formulasi (46) ga asosan:

| S
Pio (3) =3¢ =0,06.

Quyidagi masalalarni yeching

1216. Tanga 8 marta tashlandi. 6 marta gerb tomon tushish
chtimolini toping.

1217. Tanga 6 marta tashlandi. 3 martagacha gerb tushish
chtimolini toping.

1218. Guruh 20 ta o‘g‘il va 10 gizdan iborat. O‘qituvchi
tomonidan berilgan 3 ta savolga javob berganlarni 2 tasi o‘gil, 1 tasi
qiz bo‘lish ehtimolini toping.

1219. 4 ta yashikning har birida 5 ta oq va 15 ta qora shar bor.
Ketma-ket 14 ta shar olinib ularni ro‘yxatdan o‘tkazib, yashikka
qayta tashlanadi. Har bir yashikdan 1 donadan shar olindi. Olingan
sharlarning 2 tasi oq va 2 tasi qora bo‘lish ehtimolini toping.

1220. 20 ta yashikda bir xil detallar bor. Tavakkaliga tanlangan
| ta yashikdan standart detal chiqish ehtimoli 0,75 ga teng. Barcha
detallari standart bo‘ladigan yashiklar eng ehtimolli sonini toping.

1221. Birinchi ishchi smena davomida 120 ta, bundan 0,94
chtimolik bilan oliy sifatli detal tayyorlaydi. lkkinchi ishchi esa
smena davomida 140 ta, bundan 0,8 ehtimolik bilan oliy sifatli detal
tayyorlaydi. Har bir ishchi uchun oliy navli detal tayyorlashning eng
chtimolli sonini toping.

1222. Oq va qora sharlari bo‘lgan 100 ta yashik bor. Har bir
yashikdan oq shar chiqish chtimoli 0,6 ga teng. Barcha olingan
sharlari oq bo*lgan yashiklarning eng ehtimolli sonini toping.

1223. Agar 49 ta erkli sinashda hodisa ro‘y berishining eng
chtimolli soni 30 ga teng bo‘lsa, har bir sinashda hodisa ro‘y berishi
chtimolini toping.



1224. Tavakkaliga tanlangan detalning nostandart bo-lish
chtimoli 0,1 ga teng. Standart detalni eng ehtimolli soni 50 ga teng
bo*lishi uchun nechta detal olinishi kerak.

1225. Auksionda o‘rtacha 20% aksiya boshlang‘ich giymatda
sotiladi. 5 aksiyalar paketidan boshlang’ich giymatida sotilish
ehtimollarini toping: 1) rossa 4 tasi; A

2) 2 tadan 4 tagacha bo‘lgani; 3) 2 tadan kam bo Igam.; Y 2
tadan ko‘p bo*lmagani; 5) hech bo'lmaganda 2 tasi; 6) eng chtimolli
soni.

1226. Yashikda 10 ta oq va 5 ta qora shar bor. Yashikdan
tavakkaliga 6 ta shar olindi. Bunda olingan har bir shar yashikka
qaytarilib. ular aralashtiriladi. Olingan sharlardan oq shar chigish
ehtimolini toping: 1) rossa 3 ta; 2) 3 tadan 5 tagacha; 3) 3 tadan kam
bo‘lmagan; 4) 3 (adan ko'p bo’lmagan: 5) hech bo‘lmaganda 3 tasi;
6) eng ehtimolli sonj.

1227. Oliy matematikadan hisob grafik ishini 50% talaba
bajara oldi. Hisob grafik ishini 400 talabadan bajarish chtimolini
toping: 1) 180 talaba;2) 180 tadan kam bo‘Imagan talaba.

1228. Korxonada ishlab chigarilgan varoqsiz chigish chtimolj
0,2 ga teng. 400 ta mahsulotdan yarogsiz chigish chtimolini toping;
1) 100 tasi; 2) 70 tadan 130 tagacha.

1229, Zavod ishlab chiqargan telefon apparatdan 50% birinchj
navli bo‘lishj ma’lum. Zavod ishlab chiqargan 1000 ta telefon
apparatdan, birinchij nav bo°lish ehtimolini toping: 1) 120 tasi; 2)
eng ehtlmolli soni; 3) 120 tadan kam bo‘lmagan; 4) kamida 120 (5
va ko*pi bilan 570 tasi.

1230. Ha, bir o‘q uzishda o°qni nishonga tegish ehtimolj
0,0001 ga teng. 5000 ta 0‘q uzishda 2 tadan kam bOLhnaga" O‘qni
nishonga tegish ehtimolini toping.

12 Merganning bitta 0°q uzishda nishonga tekkizish
ehtfmolf Q,g ga teng. 400 ta 0°q uzganda, o‘qnj nishonga tekkizish
ehtImO!lnl toping: 1) 300 ta; 2) kamida 300 ta va ko‘pi bilan 360 la;
3) kamida 28¢ ta va ko‘pi bilan 360 ta; 4) eng chtimolli soni.
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74-§. Diskret tasodifiy miqdor.
Diskret tasodifiy miqdorning sonli xarakteristikalari

Tasodifiy miqdor tushunchasi ehtimollar nazariyasining asosiy
tushunchalaridan biridir.

Tasodifly miqdor deganda, tasodifga bog‘liq ravishda u yoki
bu giymatlarni gabul qiladigan miqdorni tushuniladi.

Mumkin bo‘lgan qiymatlari chekli yoki sanoqli bo‘lgan
tasodifiy miqdorlar diskret tasodifiy miqdorlar deb aytiladi.

Faraz qilaylik, x tasodifiy miqdor «x,,x....,x,.... qiymatlarni mos
ravishda p,.p......p,.... chtimolliklar bilan qabul qilsin. Bunday
bog*lanishni ifodalovchi s(x,)=p, moslik tagsimot qonuni deyiladi

va u

X N % eee X
Vi I)l /’2 aas p‘.

kabi tasvirlanadi.
X tasodifiy miqdorning matematik kutilmasi, quyidagi
formula bilan topiladi:
M(x)=xp, +x,p, +...+X,p,, (47)

bunda p, +..+p, =1.
Matematik kutilma quyidagi xossalarga ega:
1. /\/I(c) =¢, c¢=consl.
* M (ex)=cM(x).
LM (x+y)=M(x)+M(y)
4. M(x)=np. (Binomial qonunga bo‘ysunuvchi tasodifiy

§S]

(9%}

miqdor uchun).
’\"u‘ll.l = ‘VI . pl +x2 . 1)3 +"‘+xl‘ ) p& :M(x)’ (48)

x diskret tasodifiy miqdorning dispersiyasi quyidagi formula
bilan topiladi:

D(x)=M[(x=m) |=M(x*) =41 (x). (49)

Dispersiya quyidagi xossalarga ega:
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I D(c)=0, c=const.

2. D(cex) =¢*D(x).

3. D(x+y)=D(x)+D(y)

4. D(x)=npq. (Binomial qonunga bo‘ysunuvchi tasodifiy

miqgdor uchun). )
X diskret tasodifiy miqdorning o‘rta kvadratik chetlanishi

quyidagi formula bilan topiladi:
o(x)=4D(x). (50)
1232. Tagsimot qonuni

w | 2134
e 105104]0.1

ko‘rinishda berilgan diskret tasodifiy miqdorning: matematik
kutilmasi, dispersiyasi, o‘rta kvadratik chetlanishini toping.

Yechish. Matematik kutilmasi (47) formulaga asosan:

M(x)=x-p+%-p+X-p,=2-05+3-0,4+4-0,1=2,6.

Dispersiya (49) formulaga asosan:

D(x)=M(x*)-M*(x)=22-0,5+3-0,4+4-0,1-2,6* =
=2+3,6+1,6-6,76=0,44.

O‘rta kvadratik chetlanish (50) formulaga asosan:

o (X)={D(X) = 0,44 = 0.66.

1233. x tasodifiy miqdor ikkita mumkin bolgan giymatga
€ga, uning tagsimot qonunini toping, bunda (x,>x):
£, =0,6; M(x)=1,4; D(x)=0,24.

Yechish. Masalaning shartiga asosan:

P,=1-p =1-0,6=0,4.

X 3 'tl XZ

Pe 10,6 104

M(x)=x-p +x,-p,=0,6-x,+0,4-x,=1,4,
D(x)=x’ p +x. p,—m?=0,6-x>+0,4-x,°—1,4>=0,24,
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_7-3x
2
4x,+9=0

|0.6x, +0.4x, =1.4 [6x, +4x,=14 ’x

- - - = 2 N =
10,637 +0,4x2 =2,2 [6x} +4x] =22 '5\-2 -1

_7+449-45 742
s s
Demak, (1:2). (1,8;0,8). Bundan: (x,>x) shartni bajaruvch

javob: (1;2).

X, y X =1 v, =18; X, =2 x, =0,8.

Quyidagi masalalarni yeching

1234. Tanga 3 marta tashlandi. Raqamli tomon tushish
hodisasining tagsimot gqonunini toping.

1235. Tasodifiy miqdorning tagsimot qonuni berilgan:

(-1 0 1 27

A 'LO,Z 0,103 0,4J. Uning matematik kutilmasi, dispersiyasi va
o‘rta kvadratik chctlanishini toping.

1236. Tasodifiy migdorning tagsimot qonuni berilgan:

o101 2253
Lo,1 0102030201/

Uning matematik kutilmasi, dispersiyasi va o‘rta kvadratik
chetlanishini toping.

1237. Haydovchi manzilgacha beshta svetaforga duch keladi.
Uning har svetofordan to‘xtamasdan otish ehtimoli 1/3 ga teng.
l.laydovchini birinchi to‘xtashigacha yoki manzilga yetguncha
o‘tadigan svetoforlar sonidan iborat tasodifiy miqdorning tagsimot
gonunini, matematik kutilmasini va dispersiyasini toping.

1238. Merganning o°q uzishda nishonga tekkazishlari sonidan
iborat tasodifty miqdorning tagsimot qonuni berilgan:

X.( o 1 2 3 4
10,10 0,25 0,20 0,20 0,25 )
Matematik kutilma va dispersiyani hisoblang.
1239. Qutidan oq shar chiqishi sonidan iborat tasodifiy

migdorning tagsimot gonuni berilgan:
(0 23 4

0,20 0.15 0,20 0,20 0,25 )
Matematik kutilma va dispersiyani hisoblang.
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1240. X tasodifiy migdorning tagsimot gatori ikkita m‘umkm
bo‘lgan qiymatdan iborat, (x, > x,). Tasodifiy miqdorning bt qiymat-
lardan birint qabul qilish ehtimoli 0,8 ga teng. Agar
M(x)=3,2, D(x)=0,16 bo‘lsa, tasodifiy miqdorning tagsimot
gonunini toping. :

1241. X tasodifiy miqdorning tagsimot qatori ikkita mumkin
bo‘lgan qiymatdan iborat, (x,>x). Tasodifiy miqdorni"g ou
qiymatlaridan birini qabul qilish ehtimoli 0,6 ga teng. Agar
M(x)=1,4, D(x)=0,24 bo‘lsa, tasodifiy miqdorning tagsimol
qgonunini toping.

1242. X tasodifiy migdor ikkita mumkin bo‘lgan giymatga ¢,
uninig tagsimot qonunini toping, bunda (x, > x,):

1) p,=0,9 M(x)=31 D(x)=0,09.
2) p,=0,3; M(x)=3,7; D(x)=0,21.
3) p,=0,5; M(x)=3,5 D(x)=0,25.
4) p,=0,7, M(x)=33; D(x)=0,21.

1243*. Qutida 6 ta oq, 4 ta qora shar bor. Qutidan tavakkaliga
ketma-ket 5 ta shar olindi. Olingan shar qutiga qayta tashlanib
aralashtiriladi. Olingan sharlar oq chigishidan iborat X tasodifiy
miqdorning tagsimot qonunini, matematik kutilmasi va dispersi-
yasini toping.

75-§. Uzluksiz tasodifiy migdor. Uzluksiz tasodifiy miqdorning
sonli xarakteristikalari

X tasodifiy miqdorning qabul qgiladigan qiymatlari chekli yoki
cheksiz oraligni butunlay to‘ldirsa, uni uzluksiz tasodifiy miqdor
deyiladi.

Taqsimotning integral funksiyasi deb, har bir x qiymat
uchun X tasodifiy migdorning x dan kichik giymat qabul qilish
ehtimolini aniqlovchi F(x) funksiyaga aytiladi.

F(x)=P(X<x). (&2D)

Integral funksiya quyidagi xossalarga ega:

I 0<sF(x)<1.
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2. F(x) kamaymaydigan funksiya, x, 2y, = F(x)2F(x)-

3. Agar xe[a;b] bo'lsa x<a = F(x)=0, x2b = F(x)=I
bo’ladi.

Tagsimotning s(x) differensial funksiyasi yoki zichlik
funksiya deb, integral funksiyadan olingan hosilaga aytiladi:

f(x)=F(x)- (52)
Pla<X <b)= | f(xk = [ F(x)dc= F(8)- F(a). (53)
F(x)= [ /(x)ax. (54)
Differensial funksiya quy?Ziagi xossalarga ega:
[. f(x)=20
2. 'ff(x)rix =

[a;p] kesmada X uzluksiz tasodifiy migdorning matematik
kutilmasi, quyidagi formula bilan hisoblanadi:

M (x) =j.\--f(x)d\-. (55)
Uning dlspersnyaSI quyldam formula bllan hisoblanadi:
D(X)= _[[x M(,\)] f(x)ax —I f(x)de—m? (56)

O‘rta kvadratlk chetlanishi esa, quyidagi formula bilan

hisoblanadi:
a(X)=D(x) (57)
1244. Uzluksiz tasodifty miqdorning integral funksiyasi
quyidagi ko‘rinishda berilgan:
0 agar x<0,
F(,\')=~,\'2 agar  O<x<l|,

1 agar  x>1.

/(x) — zichlik funksiyani, M(x) — matematik kutilmani, p(x) -
dispersiyani, o(X) — o‘rta kvadratik chetlanishni va [0.5:1,5]oraligqa
tushish ehtimolini toping.

Yechish. y(x)=+(x) (52) formulaga asosan:

203



[0 agar x<0,
S{x)=42x agar 0<x<],
IO agar x>1.

Matematik kutilma (55) formulaga asosan:
t

. b _I L I R __2,1" 2
M(x\)_:[x-f(.r)dr—l‘x-l\dr—2_‘[.r d\_TO_E,
Dispersiya, (56) formula bilan hisoblanadi:
b 1 2 L
2 2 v 2 . 2 X 4 1
D(X)=:|:x - f(x)dx —M (,\):7‘:,\' -2xa’.\—(§) =2.ZU =15

O-rta kvadratik chetlanishi esa. (57) formula bilan hisoblanadi:

a(X)=D(X) =\/g: % - —(‘/’z

[0,5;1,5] oraligqa tushish ehtimolini (53) formula yordamida
topamiz:

P(0,5<x<1,5)=F(1,5)-F(0,5)=1-(0,5)" =1-0,25=0,75.

Quyidagi masalalarni yeching

Quyidagi tagsimot funksiyasi bilan berilgan X tasodifiy
miqgdorning matematik kutilmasi, dispersiyasi va o‘rta kvadratik
chetlanishini toping:
0, agar x<0,
1245. F(x)=<cx®, agar 0<x<l,
I, agar x>1.

0, agar x<2,
1246. F(x)=, c(.w:1 —8), agar 2<x<3,

L1, agar x>3.
agar x<aua,
1247. F(x)=40,25x%, agar a<x<b,
1, agar x>b.
0, dagar x<0,
1248. F(x)={c’, agar 0<x<2,
l, agar x>2.
Quyidagi zichlik funksiyasi bilan berilgan X tasodifiy
miqdorning matematik kutilmasi va dispersiyasini toping:
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JO, agar x<l,
1249. f(x)=¢2x-2, agar 1<x<2,
0. agar  2>1.
0, agar x<0,
1250. f(x)=+ %sin.\', agar 0<x<u,

0, agar X>7.

[3In3, agar x<Q,

0, agar x>0,

0. agar x <0,
1252. f(x)= &

exe ', agar x=0.
1253. f(x)=4a

(), agar x e 0 a

X, dqgar Xe€ [0;\/:],
AVO, agar X¢& [O;ﬁ:l.

agar |x|<a,

N bo*lsa.
0 agar |x]2a,

1255. f(x)=-

R

{

J— agar xe(0ia),
)-

|

|

|

I

Da=? 2) I’(::u)=?.

1256*. f(x)= l,, bo‘lsa, P(z;+0)=2.

76-§. Tekis, ko‘rsatkichli va normal tagsimot qonunlari

Fagsimot zichligi

S(x)=

I e agar xe€ [a;b],

0, agar x [a;b),

(58)

ko‘rinishda berilgan uzluksiz tasodifiy miqdorning tagsimot
gonuniga [a;6] kesmada tekis tagsimot deyiladi.

Tekis tagsimot qonuniga bo ysunuvchi tasodifiy migdorlarning
sonli xarakteristikalari quyidagicha topiladi:
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-«

) h - > . = 5
M(x)= ”;‘I)_ D(x)= (/,120) . o(x)= 3\/51' Pla<Xsh)=3=0r (39
Tagsimot zichligi
agsim 1 S (o, agar x<0, (60)
f("’):j).e""'v agar x>0,

ko‘rinishda berilgan uzluksiz tasodifiy miqdorning tagsimot
gonuniga ko‘rsatkichli tagsimot deyiladi, bundal>0- o’zgarmas

parametr. . . .
Ko‘rsatkichli tagsimot qonuniga bo'ysunuvchi tasodifiy

miqdorlarning sonli xarakteristikalari quyidagicha topiladi:

M(.:):%, D(.r)=£;. cr(x)-%- 1)
Pla<X<pB)=e*-¢”

F([)=P(T<t)=l—e')’ (62)

(62) formula bilan,  vaqt davomida uskunaning to‘xtab qolish

ehtimoli
R(t)=P(T>1)=e¢" (63)

(63) formula bilan, to‘xtovsiz ishlash ehtimoli yoki mustahkamlik

funksiyasi.
Tagsimot zichligi

e
f(X)=O'v% ¢
ko‘rinishda berilgan uzluksiz tasodifiy miqdorning tagsimot
gonuniga normal tagsimot deyiladi, bunda «e R, o>0 parametr.
Normal tagsimot qonuniga bo‘ysunuvchi tasodifiy miqdor-
larning sonli xarakteristikalari quyidagiga teng:
M(x)=aq, D(x)=0?, o(x)=0. (65)
Normal tagsimot qonuniga bo‘ysunuvchi tasodifiy migdorlar-
ning [e;) oraliqqa tegishli giymatni qabul gilish ehtimolligi
quyidagi formula bilan topiladi:
P(as/\’</})=d>('§}gJ—d>(z‘_/g), (66)
Bunda o(r)-Laplas funksiyasi deyiladi va uning qiymatlari 2-
Jjadvaldan topiladi, @(-r)=-®(r).

(64)
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Normal tagsimot qonuniga bo‘ysunuvchi X tasodifiy miqdorni
m nuqtaga nisbatan simmetrik masofaga tushish ehtimoli:

- l<c) = 2. (67)

1257. Bir soat ichida bekatga faqat bitta avtobus kelib to‘xtadi.
+=0 vaqtda bekatga kelgan yolovchining avtobusni 10 dagigadan
ortiq kutmasligi ehtimolini toping.

Yechish. /=0 vaqtda bekatga kelgan yo‘lovchining avtobusni
kutish vaqti [0;1] oraligda tekis tagsimlangan X tasodifiy miqdor
bo-ladi. Shu sababli

0 agar x<0,
S(x)=41 agar 0O<x¢<l
0 agar  x>|.

Bundan b=1, a=0, a=0. /3'=lOmin=%s. U holda

1\_f-a_(1/6)-0 1
P(OSX<—)_-—h_a_ =1

6 1-0 6
1258. Tekis tagsimot qonuniga bo‘ysunuvchi tasodifiy miqdor-

ning tagsimot zichligi
h, agar xe|2:8
l # (28] bo'lsa,

/() IO agar \(,[‘) 8]
h=2 M(x)=2 D(x)=? o(x)=2
P(2,5< X <7,5)=".

Yechish.

T_f(.t)d\':l: =1 =>6h=1 :;.h:l‘ ,1{(x)=_2_+_8=5’

. 6 2
8-2)° 36 » 7.5-25_5

I)(x)z(__lz_)._;n:'; o(x) =5 P(assvers)=l23L5

1259. Xtasodifiy miqdor ko‘rsatkichli tagsimot qonuniga

bo'ysunadi va uning tagsimot zichligi:
](L agar x <0,

_/'(-‘)=14U “

agar x20.
X tasodifiy miqdorning (0,2:0,5) oraliqga tushish ehtimolini

toping.
Yechish. (61) formuladan loydalanamiz:
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P(0,2< X <0,5) 02 08 =% 7 =(,4493-0,1353=0,314.

1260. ; vaqt temir yo‘l vokzalida poyezd sostavini las!1kil qilish
vaqti bo‘lib, u ko‘rsatkichli tagsimot qonuniga bo‘ysufnsm. 1' soat
davomida 2 =5, ta poyezd sostavini tashkil gilish mumkin bo'lsin. 1)
30 daqiqadan kam vaqtda; 2) 6 dagigadan ko'p va .24 Qaqiqadan
kam vagqt davomida, poyezd sostavini tuzish ehtimolini topl'ng.

Yechish. 1) (62) formuladan foydalanamiz: 30 min=0,5 s.

ckanidan: .
F(£)=P(T <30min)=P(T <0,5)=1—¢’*’ =1-¢7* =1-0,082=0,918.
2) 6 min=0,1 s. 24 min=0,4 s. ekanidan (61) formuladan

foydalanamiz:
P(O,] <X< 0,4) —e ¥ _ o0 =0 % e 7 =0,6065-0,1353=0,4712.

1261. x tasodifiy migdor moslamaning to‘xtovsiz ishlash vaqti

bo*lib, u ko'rsatkichli tagsimot gonuniga bo*ysunadi:
0 agar x<0,

f(x)={0’02€—002r, (lgll" IZO
Moslamaning 50 soat davomida uzluksiz ishlash ehtimolini

toping.
Yechish. (63) ko‘rsatkichli tagsimot formulasidan foyda-

lanamiz;:
R(50) =% = T_0,3670.
44

1262. Normal tagsimot qonuniga bo‘ysunuvchi X tasodifiy
miqdorning matematik kutilmasi a=40, dispersiyasi o =200 ga
teng. X tasodifiy miqdorning (30;80) intervalga tushish ehtimolini
toping.
Yechish. (66) normal tagsimot formulasidan foydalanamiz:
a=30, =80, a=40, o=/200 =102, va 2-jadvalga asosan:

[ 80-40 ( 30-40
P(3O<X<80)~0,51\d)(IO\/E-\/ij (ka\/i.\/i):l—

=0,5[ d(2) +D(0,5) ] =0,5[0,995+0,521]=0,758.

1263. Tayyorlanayotgan detal uzunligining standartdan chetla-
nishi tasodifiy migdor bo‘lib, u normal tagsimot qonuniga
bo‘ysunadi. Agar standart uzunlik «=40sm, dispersiyasi o =0,4 sm

268



ea teng bo'lsa, 0.8 chtimollik bilan qanday aniqlikda uzunlikni
ta’'minlash mumkin?
Yechish. Masalaning shartiga asosan P(|X -40/<¢)=0,8 shartni

qanoatlantiruvchi ¢ >0 sonni topish talab etilmoqda. (67) formuladan:

e

0.4-2

P(|X ~40|<¢)= (D(

)=q>(|,77g).

Bundan.
®(1,77¢)>0,8 = 1.776>0,91 = £=0,52.

Quyidagi masalalarni yeching

1264. Tekis tagsimot qonuniga bo‘ysunuvchi tasodifiy
miqdorning tagsimot zichligi

h, agar xe|l:4], h=2 M(x)=? D(x)=?, o(x)=",
/(‘,):_J [ ] bO‘lSﬁ, ( ) ( ) ( )
[0, agar .\'6[1;4], P(1,5< X <3,5)=".

1265. Tckis tagsimot gonuniga bo‘ysunuvchi tasodifiy miqg-
dorning tagsimot zichligi
h, agar x€|2;5], h=? M(x)=2, D(x)=? o(x)=2,
/'(x):l & [2:3] bo'lsa, (x) () =% o(x)

' ]O, agar xe[Z;S], P(2,5< X <4,5)=".

1266. Tekis tagsimot qgonuniga bo‘ysunuvchi tasodifiy mig-
dorning tagsimot zichligi
h, agar xe|l;7|, h=" M(x)=?, D(x)=?, o(x)=2,
oy [ g xelB) L h=2 (=2, D)= o)

: lO, agar .re[l;?], P(l,5<X<6,5)=?.
1267. Teckis tagsimot qonuniga bo‘ysunuvchi tasodifiy
miqdorning taqsimot zichligi
h, agar x€|3;10], h="2 M(x)=? =7 x)=?
g L g XL e (=2, D(x)=2 o
|0, agar xe[3:10]. P(3.5<.X <9,5)="2.

1268*. Shahar avtobusi bekatga har 5 dagigada kelib ketadi.
Bekatga kelgan yo‘lovchini avtobus ketgach 1 daqiqadan so‘ng va
keyingisidan 2 daqiqa avval kelishi ehtimolini toping.

1269. Ko‘rsatkichli tagsimot qonuniga bo‘ysunuvchi tasodifiv
migdorning tagsimot zichligi:

/(x)=0,02¢™"", x>0, bo*lsa M(x), D(x), P(0<x<50)=".

1270. Televizorning to'xtovsiz ishlash vaqti ko‘rsatkichli
tagsimot qonuniga bo‘ysunadi va f(s)=0,002¢°*>, ; >0. Televizorni

1000 soat davomida to‘xtovsiz ishlash ehtimolligini toping.
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1271. Ko‘rsatkichli tagsimot qonuniga bo'ysunuvchi tasodifiy
i ing i ichligi:

migdoming tagsimot 2N IEE o D=2, o2

1272. Ko‘rsatkichli tagsimot qonuniga bo'ysunuvchi tasodifly
miqdorning tagsimot zichlig:

S(x)=7e7", x>0 bo‘lsa, M(x). D(x), P(0,15<x<0,6)=?.

1273. ¢ vaqt temir yo'l vokzalida poyezd tarkibini tashkil
qilish vaqti bo‘lib, u ko‘rsatkichli tagsimot qonuniga bo‘ysunsin.'l
soat davomida A1=5, ta poyezd sostavini tashkil gilish mumkin
bo‘lsin. Poyezd tarkibini 0,3 coatdan kam bo‘Imagan vagt davomida
tuzish ehtimolini toping.

1274. Elementning to*xtovsiz ishlash vaqti ko‘rsatkichli taqsi-
mot qonuniga bo'ysunadi. Agar F(¢)=P(T<t)=1-¢°", 150 bo'lsa,
24 soat davomida 1) to‘xtab qolish, 2) to‘xtab qolmaslik

ehtimoligini toping. .
1275*%. Ko‘rsatkichli tagsimot qonuniga bo‘ysunuvchi tasodifiy

miqdorning tagsimot zichligi:
S(x)=3e", x>0bo‘lsa,M(x), D(x), P(0,13<x<0,7)="7.

1276. onuqtaga o‘rnatilgan pushkadan Ox o‘q yo‘nalishida
otish bajarilmogda. Snaryadning o‘rtacha uchish uzogligi m.
Snaryadning o‘rtacha uchish uzogligini x normal tagsimot qonuniga
bo‘ysinsin va o‘rta kvadratik chetlanishi o=80 m bo‘lsa otilgan
snaryadlardan necha foizi 120 m dan 160 m masofaga yetib boradi.

1277. Tasodifiy miqdor x normal tagsimot qonuniga bo‘ysun-
sa va matematik kutilmasi », o‘rta kvadratik chetlanishi o ga teng
bo‘lsa. x tasodifiy migdorning 0,01 aniglik bilan

(m,m+o), (m+cr,m+20'), (m+20,m+30)
intervallarga tushish ehtimolini toping.

1278. Vagonning massasi normal tagsimot gonuniga bo‘ysu-
nib, matematik kutilmasi 65 ¢, o‘rta kvadratik chetlanishi =0,9¢ ga
teng bo‘lsin. Navbatdagi vagonning massasi (60;70)oraliqda bo*lish
ehtimolini toping.

1279. Ustaxonada tayyorlangan sterjenning uzunligi / normal
tagsimot qonuniga bo‘ysunib, matematik kutilmasi 25sm. o‘rta
kvadratik chetlanishi o=0,1sm ga teng bo‘lsin. Navbatdagi
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tayyorlangan sterjenning uzunligi uning matematik kutilmasidan
0,25smdan ortiq xatolik bermaslik ehtimolini toping.

1280. Poyezd 100 vagondan tashkil topgan. Har bir vagon
massasining matematik kutilmasi 65 tonna va o‘rta kvadratik chetla-
nishi ¢=0,9 tonnaga teng bo‘lsin. Lokomativ 6600 tonna massali
sostavni tortishi mumkin, aks holda ikkinchi lokomativni qo‘shishga
to‘g ri keladi. Ikkinchi lokomativ kerak bo‘lmaslik ehtimolini toping.

1281*%. Avtomat sharchalar tayyorlaydi. . -sharchaning
diametri bo‘lsin. Bu diametrni loyihadagi o‘lchamdan chetlanishi
absolyut qiymat bo'yicha 0,7 mm dan kichik bo‘lsa, sharcha yaroqli
hisoblanadi. x tasodifiy miqgdor o=0,40‘rtacha kvadratik chetlanish
bilan normal tagsimlangan bo‘lsa, tayyorlangan 100 ta sharchadan
nechtasi yaroqli bo‘ladi.

77-§. Chebishev tengsizligi. Katta sonlar gqonuni.
Markaziy limit teorema

Lemma. (Chebishev tengsizligi) x -ixtiyoriy tasodifiy miqdor,
M (x), D(x) mos ravishda uning matematik kutilmasi va dispersiyasi,

¢ -istalgan musbat son bo‘lsin. U holda

D(x)

P(|X—M(x)|<£)21—T (68)

tengsizlik bajariladi, bu yerda P(

X =M (x)|<£)- x tasodifiy miqdor-
ning matematik kutilmasidan chetlanishining ¢ dan kichik bo‘lish

chtimoli.
Teorema (Chebishev teoremasi). x,, x,,.., x, juft-jufti bilan

bog‘ligmas bir xil tagsimotga ega tasodifiy miqdorlar ketma-ketligi.
ya'ni M(X)=a, D(X)=0" (i=1, n) bo‘lsin. U holda istalgan £>0

son uchun

(A X+ X
hm [— : |
] —

< 5)= 1 (69)

bo‘ladi.
Teorema (Bernulli teoremasi). & Bernulli sxemasida # ta
sinashdagi 4 hodisaning ro‘y berishlar soni, p=P(4) bitta sinashda

ro‘y berish ehtimoli bo‘lsin. U holda quyidagi tenglik o‘rini bo‘ladi:
271



\
<e =t (70)

lim( k
v\ |n

—=p
Teorema (Markaziy limit teorema). Agar X, X,..X, -
odifiy miqgdorlar bo'lib, chekli am(x,)=a matematik

bog‘ligmas tas
kutilish va D(X,)
qonuniga ega bo’lsa, U hol

—g dispersiyaga ega bo'lgan bir xil tagsimot
da n cheksiz ortganda

r
Z X, -na

e 71
o\n (1)
ning tagsimot qonuni matematik Kutilishi 0 va dispersiyasi | bo‘lgan

normal tagsimotga yaqinlashadi.

Izohlar. |I. AgarZX, miqdor uchun markaziy limit
1=1

teoremasining shartlari bajarilsa, u holda bu miqdor asimptotik

normal tagsimotga ¢ga deyiladi.
2 Avval ko‘rib chigilgan Muavr-Laplas teoremalart markaziy

limit teoremaning variantlari bo‘ladi.
1282. x tasodifiy miqgdorning o‘z matematik kutilishidan

chetlanishi o°rtacha kvadratik chetlanishining uch baravaridan

kichik bo‘lish ehtimolini baholang.
Yechish. (68) formulada £=3c deb, ehtimollikni quyidagicha

hisoblaymiz:

P(|x - M(x)|<30)21- i 1_3

_=]——===0,8889,

3o) 9
1283. Dengizning chuqurligi sistematik xatoliklarga ecga

bo‘lmagan uskuna bilan o‘lchanadi. O‘Ichovlarning o‘rtacha
kvadratik chetlanishi 15 m dan oshmaydi. 0,9 dan kam bo‘lmagan
ehtimol bilan o‘lchashlarning o‘rta arifmetigi (dengiz chuqurligi) a
dan modul bo‘yicha 5 m dan kam farq qiladi deb tasdiglash uchun
nechta bog'‘ligmas ofIchashlar o‘tkazilishi kerak?

Yechish. Dengiz chuqurligining n ta bog‘ligmas o‘lchashlar
natijalarini x bilan belgilaymiz. Masalaning shartiga ko‘ra: ¢=5,
D(x)=0" =225. Chebishev tengsizligini qanoatlantiruvchi 1 ni

topamiz:
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<5 >l-—£>09
25n

“I i X —-a
"oy

Bundan 0,129/n = n290.

Demak. 90 dan kam bo‘lmagan o‘Ichashlar o*tkazilishi kerak.

1284. Texnologik uskuna tayyorlanayotgan detal uzunligining

o‘rtacha kvadratik chetlanishi bu uzunlikning matematik kutili-
shidan 0,05 sm dan ko'p bo‘lmasligini ta’minlaydi. 50 ta detal
o‘lchangan. Bu o‘lchashlarning o°rta arifmetigi haqiqiy matematik
kutilishdan 0,02 dan ortiq bo‘lmagan chetlanishining ehtimolini
toping.

Yechish. Masalaning shartiga asosan £=0,02, D(x)=0,5*, n=50.
U holda Chebishev tengsizligiga asosan:

fl 1 30 )]
P=—> X, —al<0.02} 21-————=0,875.
Is045 |~ 50-0,02?

1285. Qo‘lyozmaning bitta betida xato bo‘lishi ehtimoli 0,2 ga
teng. 400 betdan iborat qo‘lyozmada xato bo‘lishining nisbiy
chastotasi mos ehtimoldan modul bo‘yicha 0,05 dan kam farq gilishi
chtimolini toping.

Y echish. Masala shartiga asosan:
p=0,2, ¢=0,8, n=400, £ =0,05.
Bernulli teoremasiga asosan:

<0, 0051

0,05°

ﬂ\:l— 0,2-0,8
ng* ) 400-0.05*
1286. Har biri [0;4] kesmada tekis tagsimlangan 75 ta bog‘lig-
mas tasodifiy miqdorlar yig‘indisining zichligi uchun taqribiy
ifodani toping va bu yig‘indi 120 dan 160 gacha bo‘lishi ehtimolini
toping. N
Yechish. x=3%"x , bunda X -[0;4] kesmada tekis taqsim-
-1

1
{—~02

n

=0,84.

langan tasodifiy miqdorlar bo‘lsin.
4-
a=M(X)= 4+0 =2, D(X,)= ( 0) =§,
Jd
bo‘ladi. Demak, markaziy llmlt tcorwmsmmo shartlari bajariladi.
Bundan
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78

mx=M(i,\;J=iM(XI)=75.2:150, af=D(z':,k',
1 P "

U holda

]: 75._4_ =100.
3

foom (v
l I I 200

L TV

Yig‘indi 120 dan 160 eacha bo*lish ehtimolini topamiz:
- 120 - 150) _

P(lzos.\'sl(»()):(b(l—()o—lz)lﬂ)—q’( 10
—_-(D(l)+d)(3)=0,3413+0.498720.84

Quyidagi masalalarni yeching

1287. Qurilish firmasining bir kunlik sement sarfi I tonna. Bu
tasodifiy miqdoming o‘rtacha kvadratik chetlanishi 200 kg dan
oshmaydi. Ixtiyoriy tanlangan kunda firmaning sement sarfi
2 tonnadan oshmasligi ehtimolini toping.

1288. Har bir sinovda hodisaning ro‘y berish ehtimoli 0,25 ga
teng. Agar 800 ta sinash o‘tkazilishi kerak bo’lsa, A hodisaning ro"y
berishlar soni 150 dan 250 gacha bo‘lish chtimolini toping.

1289. Avtomatdan standart detalning chiqish ehtimoli 0,96 ga
teng. Chebishey tengsizligidan foydalanib, 2000 detal orasida
nostandart detallar sonini 60 tadan 100 tagacha bo’lishini baholang.

1290. Depozitga qo‘yilgan aksiyalamning talab qilinishi
ehtimoli 0,08 ga teng. 1000 ta mijozdan kamida 70 tasi va ko'pi
bilan 90 tasi aksiyalarni talab qilish ehtimolini toping.

1291. 900 ta sinashning har birida hodisaning ro‘y berish
ehtimoli 0,7 ga teng. Bernulli teoremasidan foydalanib, hodisaning
ro‘y berishlar soni 600 tadan 660 tagacha bo*lish ehtimolini toping.

1292. O‘g‘il va giz bolalar tug‘ilish ehtimollari bir xil bo‘lsa,
1000 ta tug‘ilgan bola orasida giz bolalar soni 465 bilan 535 orasida
bo‘lish ehtimolini Bernulli teoremasi yordamida toping.

1293. x tasodifiy miqdorning tagsimot qonuni berilgan:
(%,:03 0,6,
Lp”: 0,2 0.8 J'

1294. x 1tasodifiy miqdorning tagsimot gonuni berilgan:

x": 3 5 . . . . -
(/) 0.6 0 ] |4 - ()| <1,3 bo‘lish ehtimolini toping.

Y -M(X)<0.2 bo‘lish ehtimolini toping.
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1295. [0;0,25] kesmada tasodifiy ravishda 162 ta son olingan.
Ularning yig‘indisi 22 bilan 26 orasida bo‘lish ehtimolini toping.
1296*. v, bog‘ligmas tasodifiy miqdorlar [0;1] kesmada tekis

- 100 - . . . .
tagsimlangan. y=>"x, tasodifiy miqdorning tagsimot qonuni va
|

P(55<Y <70) ni toping.

78-§. Ikki o‘lchovli tasodifiy miqdorlar va ularning sonli
xarakteristikalari
Ikki o‘Ichovli tasodifiy migdorlar sistemasining korrelatsiya
momenti va korrelatsiya koeffitsiyenti

Diskret ikki o‘Ichovli tasodifly miqdorlarni (x;;y,) ko‘rinishda
belgilanadi. Diskret ikki o‘lchovli tasodifiy miqdorlarni tagsimot
gonuni quyidagi

NX| : !

Y 'll '\2 '\3 . e . -‘n
Vi APy | P | B
Y2 I I PO P I
)'m 1)11" P, p3m ... 1)nm

jadval ko‘rinishida beriladi va (¥ =x:¥=y), (i=Lmj=lm) hodi-
salar to‘liq gruppa tashkil qilgani uchun, jadvalning barcha
kataklarining ehtimollari yig'indisi 1 ga teng.

S (72)

INE]
x va y tasodifiy miqdorlar (x,y) diskret tasodifiy miqdorlaming
tashkil etuvchilari deyiladi. Tashkil etuvchilar uchun quyidagi
formulalar o°rinli:
P(X=x)=20  P(r=y)=2r, (73)
) =
(X:Y) ning tagsimot qgonunini bilgan holda A ning va r ning

tagsimot qonunini chiqarish mumkin.
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Ikki olchovli diskret tasodifiy miqdorlaming tashkil etuvchi-
larining matematik kutilmalari quyidagi formulalar yordamida topiladi:

ﬁ’f(X):.\',ip,l +-‘2i/’:/ +...+.\'"ipn}.
72 J=1 7

‘w(y) = )’lzpll +)’ZZP:2 +..ot ."mzl)ml‘
i=1 =1 =l
Ularning dispersiyasi quyidagi formulalar yordamida topiladi:
D(X)=x>Y p, + X7 py, + x> p, =M (X),
2=l 71 7=t

(74)

(75)
D(Y) =y|ZZp,, «i-yz:Zp,2 +...+y,,,ZZpM -M*(Y)
1=|

28} =)

Oc‘rtacha  kvadratik  chetlanishlar  quyidagi  formulalar
yordamida topiladi:
o(X)=JD(X), o(¥)=\D(¥). (76)
Ikki  o'lchovli  (x:v) uzluksiz tasodifiy —miqdorning
giymati x<X<x+Ax, y<Y<y+Ay ni qanoatlantirish chtimoli
P(x<X <x+Ax,y<Y <y+ay) ko‘rinishda belgilanadi.

1-ta’rif. Agar Ap=y(ax)’ +(Ay)' ga nisbatan yuqori tartibli
cheksiz kichik migdorgacha aniqlikda
P(x<X <x+0x, y<Y<y+Ay)= f(x,y)Axdy (77)
tenglik bajarilsa. f(x,y) funksiya ikki o‘lchovli (x;Y)tasodifiy
miqdorning tagsimot zichligi deyiladi. (77) ni qisqacha quyidagi
ko‘rinishda ham yozish mumkin
P[(X.,Y)eD]= f(x.y)AxAy. (78)
Teorema. Tagsimot zichligi f(x,y) bo‘lgan ikki o‘lchovli
(X;Y) tasodifiy miqdorni p sohada yotish ehtimoli, f(x,y) funksi-
yadan olingan ikki o‘Ichovli integral bilan ifodalanadi, ya'ni
I’[(X.Y)e D] zﬂf(.\',y)drdy. (79)
D

Teoremadan quyidagi natijalar bevosita kelib chigadi:
10 Agar D soha a<x<f, y<y<dé to‘g‘ri chiziglar bilan

chegaralangan to‘g‘ri to‘rtburchak bo‘lsa, u holda
/o
Pla<x<p. }’<)/<5)=J.J-f(x,y)dxdv..

ay
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2°, ] T/‘(x,y)dxdy:l.

2-ta’rif. Ushbu F(x.y)= [ [ /(u.v)dudv funksiya ikki o‘lchovli

—-u -

(x;¥) tasodifiy miqdor chtimollari tagsimotining integral funksiyasi
deb ataladi.
_ e FF -
2-ta’rifdan ko‘rinadiki ﬂxJ):? munosabat o‘rinli.
oxov
Zichlik funksiyaning tashkil etuvchilari

J)= ] rGea)dve £(0)=] £ (xp)ds 80)

formula bilan topiladi.
Tashkil ctuvchilarning differensial funksiyalarini bilgan holda

matematik kutilish va dispersiya quyidagi formula bilan topiladi:

M (x)= J\/I (x)dx, M(y)= j)f(v)dv (81)

= I [x- M(x)]' fi(x)de= I X fi(x)de - M3 (x),
(82)

D(y)= I[y M) Ay dv-fy L) d-m3(y).
Tashkil etuvchulax topilmagan bo‘lsa, u holda matematik

kutilish va dispersiya quyidagi formula bilan topiladi:

M(x)= H.rf(x,y)(lrdy, M(y) =ﬂyf(x,y)drdy. (83)
D(x)= ﬂ[\ —M(\)] S (xoy)dvdy = j f (x,y)dxdy - M3 (X)),

p(y)=[[[y-M)] 1 (x.y)dvds = I Y f(x,y)dvdy - M*{Y).(84)

Bunda integrallarning chegaralari (x;r)tasodifiy miqdorlar
sistemasining qabul qilishi mumkin bo‘lgan soha bo‘yicha olinadi.

Korrelatsiya momenti va korrelatsiya koeffitsiyenti tasodifiy
miqdorlar sistemasining sonli xarakteristikalari hisoblanadi.



3.ta’rif. X va Y tasodifiy miqdorlaming K, korrelatsion
momenti deb, bu miqdorlar chetlanishlari kopaytmasining
matematik kutilmasiga aytiladi:

K, =M[(X =M (x))(y -m(1))]. (85)
Bu ifodani diskret tasodifly miqdorlar uchun quyidagi
6 =S MO M Oolen) (89
ko‘rinishda. uzluksiz tasodifity migdorlar uchun quyidagi
K= [ [(x=M))(y=M(»))f (x.v)dsdy (87)

ko‘rinishda yozish mumkin.
4-ta’rif: X va Y tasodifiy miqdorlarning korrelatsion
koeffitsiyenti deb, korrelatsiya momentining bu miqdorlar o‘rtacha
kvadratik chetlanishlari ko’paytmasi nisbatiga aytiladi:
k..
r, =—=—. (88)

g . -o,

Agar X va Y tasodifty migdorlarning korrelatsion momenti
yoki korrelatsiya koeffitsiyenti noldan fargli bo‘lsa, ular
korrelatsiyalangan deyiladi, agar korrelatsiya momenti nolga teng
bolsa, ular korrelatsiyalanmagan deyiladi.

1297. Ushbu tagsimot qonuniga ega bo‘lgan ikki o‘lchovli
tasodifiy migdorlaming tashkil etuvchilarga ajrating.

X Xy Ro) X3
Y

» 0,10 10,30 | 0,20
Y2 0,06 | 0,18 | 0,16

Yechish.
P(x)=0,10+0,06=0,16,

P(x,)=0,30+0,18=0,48,
P(x,)=0,20+0,16=0,36.
P(y,)=0,10+0,30+0,20=0,60,
P(y,)=0,06+0,18+0.16=0,40.
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vox oox X, RS R U
Bundan ( " ! : : ), ( ! \l

20,16 0,48 0,36 )’ | p,: 0,60 0,40
1298. Tagsimot gonuni
NIERERE
Yi N\
2 0,1 {0,2 {0,1
4 0.3 {0,1 [0,2

ko‘rinishda berilgan (x;r) tasodifiy miqdorning tashkil etuvchila-
rining matematik kutilmalari, dispersiyalari va o‘rta kvadratik

chetlanishlarini toping.
Yechish. Matematik kutilmalari (74) formulaga asosan
M(X)=1-(0,1+0,3)+2-(0,2+0,1)+3:(0,1+0,2)=1,9,

M(Y)=2-(0,1+0,2+,01)+4-(0,3+0,1+0,2)=3,2.
Dispersiyalari (75) formulalarga asosan
D(X)=1*-(0.1+0,3)+2%-(0,2+0.1)+3*-(0,1+0,2) - 1,9* = 0,69,

D(¥)=2%-(0,1+0,2+0,1)+4-(0.3+0,1+0,2)-3,2* = 0,96.
O°‘rta kvadratik chetlanishlarini (76) formulalarga asosan
a(A')—J_@—o 83, o(¥)=10,96=0,98.
a(x+y). (x,y)e[03],
0, (x.y)[0:3],
bilan berilgan uzlul\sm tasodifiy migdor uchun
a, M(X), M(Y), D(X), D(¥), o(X), o(¥)-kattaliklarni aniglang.

13

Yechish. GJ’I(.\"*‘)‘)(/.\’(/'\':I ckanligidan
00

1299. f(xy)= differensial funksiya

33 3 V=3
ujj(.\' 4 y)d\'d_v :lljll\j (x1 \ dy = I( \‘y+1y2) dx =
00 3 0 0 2 v=0
: 3. 9\
:(1[(3.\'4—2)(1\':0(.—.\" 1'-(—_\‘) =27a :azl‘
2 2 2 27
[}] [{]

/\I(X =—jj (\ + ¥)ddy = i ‘ lvj(.\': +.\y)dv =
0

o) -
00 "7‘.



16 27\ 4 ZJ 16 4 16 I()'

=W=\E:—

M(Y), D(Y) va o(¥) lar ham shu usulda topiladi.

1300. x¥ va Y tasodifiy miqdorlar chiziqli y=ax+b, a=0.
bog‘lanishga ega. Korrelyatsiya koeffisiyentini va korrelatsiya
momentini toping.

Yechish. Korrelyatsiya koeffisiyentini topamiz, (85) for-
muladan:

K, =M[(X-M(X))(Y -M(»))]|=M(XY)-M(X)M(¥)=
=M(ax® +bx)- M(X)M (ax+b)=aM(x*)+bM(X)-
—aM®(X)~bM(X)=a] M(x*) - M?(x)]=ac?.

Tasodifty miqdorning dispersiyasini hisoblaymiz:
D(y)=D(ax+b)=a’D(x)=d’o;.

Bundan o, =|a|0',. U holda

=i -
xv

lalo

](3 s 3 ‘)I‘ 49 ][243 81) 49 15 49 11
— =X +§\' +
(.

2
X

>
Y
Natija, @ >0 bo‘lsa r, =1, a <0 bo‘lsa Fy ==l

Quyidagi masalalarni yeching
1301. (x;¥) tasodifiy migdorlar sistemasining tagsimot qonuni
berilgan.
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\‘XI Xl Xv X3

Y, |o.0] 030 ] 020
Y, |0.06] 0,18 | 0.16

Tashkil etuvchilarning tagsimot qonunlarini toping.
1302. (X;Y) tasodifiy miqdorlar sistemasining tagsimot

gonuni berilgan.

N\
X
1
2

Y
-1 0 1 2
AN

0,10 | 0,25 | 0,30 | 0,15
0.10 | 0.05 | 0,00 | 0.05

Quyidagilarni toping:
1) tashkil etuvchlarning tagsimot qonunlarini;
2) y=2 da X tasodifiy miqdorning tagsimot qonunini;
3) x=1 da Y tasodifiy miqdorning tagsimot qonunini;
4 P(Y <X).
1303. Ikki o°lchovli (x:Y) tasodifiy miqdorning tagsimot zichligi
¢
f NN V)=
’ ( ’ ) (I+.\")(l+.\")
formula bilan berilgan. Quyidagilarni toping: 1) C ni; 2) F(x,y); 3)
P(x<l, Y <1)ni:4) f(x) va f,(») ni.
1304. Ikki o’Ichovli (X;Y) tasodifiy miqdorning tagsimot
zichligi
F(xr)= ce v 200v20,
0, x<0,y<0,
formula bilan berilgan. Quyidagilami toping: 1) C ni; 2) F(x,y); ni
3) F(x) va /(») ni; 4) f(x) va f£,(v) ni:5) P(x>0, Y<I) ni.

1305. Bitta o'q otishda nishonga tekkazish ehtimoli 1-mergan
uchun 0,4 ga. 2-mergan uchun 0,6 ga teng. Bir-biriga bog‘liq
bo‘Imagan holda har ikki mergan ikkitadan o‘q otgan. Quyidagilarni
toping: 1) X va Y tasodifiy migdorlarning taqsimot qonunini; 2)
(x;Y) tasodifiy miqdorlar sistemasining tagsimot qonuni.
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1306 (X;¥) tasodifiy miqdorlar sistemasining taqsimot qonunj
berilgan.

Y I 2 3 4]
X

| 1 [0.007[0,004] 0,11 [0,11
| 2 Joo08] o011 ] 0.06 [0,08
[ 3 J009] 0,037 0.10 [0,02

K., ~korrelatsiya koeffisiyentini toping. - .
1307. Ikki o‘Ichovli (X;Y) tasodifiy miqdorning tagsimot
zichligi
[x+y, (x,y)eD,
S(xp)= , 0, (x.y)eD,
formula bilan berilgan. X tasodifiy miqdorning matematik kutilishi
va dispersiyasinj toping. _ ) . .
1308. Ikki o‘Ichovli (x;y) tasodifiy miqdorning tagsimot
zichligi
isinxsiny, S=(0<x,ysr),
S(x,y)=1{4 _
0, (v.y)es,

formula bilan berilgan. x¥ va v tashkil etuvchilarning bog'‘ligmas
ekanini ko‘rsating.

79-§. Matematik statistikaning asosiy tushunchalari.
Poligon va gistogramma

Statistika tabiatda va Jamiyatda kechadigan ommaviy hodisa-
lami o‘rganadi. o '

Matematik statistikaning vazifasi statistik ma’lumotlarnj
to'plash, ularni tahlil gilish va shu asosda ba'zj bir xulosalar
chigarishdan iborat. . .

Tanlanma to‘plam yoki tanlanma deb tasodifiy ravishda
ajratib olingan obyektlar to‘plamiga aytiladi.
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Bosh to’plam deb, tanlanma ajratilgan obyektlar to‘plamiga
aytiladi.

Bosh yoki tanlanma to'plamning hajmi deganda, bu to‘plam-
dagi obyektlar soni tushuniladi.

Agar tanlanma to'plam bosh to'plamning deyarli barcha
xususiyatlarini o‘zida saqlasa, u holda bunday tanlanma vakolatli
tanlanma deyiladi.

Faraz qilaylik, bosh to’plamdan tanlanma olinib, bunda »x,
giymat », marta x, giymat »n, marta va hokazo x, giymat n, marta

kuzatilgan bo‘lsin.

e X 5 Xaseeis Xy 5eey Xigoes Xy 5oty Xy ooy X
. / . 7 \ 7 \— 7
v v Vo A
m marta ny marta n, marta ng marta

\ J

v :
w0y +. A =0 La sinoy

Shu vaziyatda kuzatilgan x, giymatlar variantalar deyiladi.
x, larni o‘sish tartibida x,x,,...,x, ko‘rinishda yozib chiqgsak, hosil
bo*lgan qator variatsion qator dcyiladi.

n, songa x, qiymatning  chastotasi deyiladi.

n

(89) formula x, giymatning nisbiy chastotasi deyiladi.

Bu yerda x,,x,,...,x, lami X tasodifiy miqdoming qabul gilgan
qiymatlari sifatida garash mumkin.

Ushbu

.o

n U n

jadvalga X ning empirik yoki statistik tagsimoti deyiladi.

X Y | o

n n, . n

jadvalni ham nazarda tutiladi.
X tasodifiy miqdor uzluksiz bo‘lganda uning statistik tagsimoti
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I (&.4)
134 W

jadval yordamida beriladi. Bunda, ¥, - X ning (£.,:¢) intervaldagi
giymatlarni qabul qilish chastotasi. ) .
Tagsimotning empirik funksiyasi (tanlanmaning. tagsimot
funksiyasi) deb, har bir x giymat uchun X <X hodisaning nisbiy
chastotasini aniqlaydigan F(x) funksiyaga aytiladi:
F.(X)z-’—l"—. (90)

bu yerda, » — tanlanmaning hajmi, n, - x dan kichik variantalar
soni.

Empirik funksiyaning asosiy xossalari:

. 0<F (x)<1.

2°. F'(x) —kamaymaydigan funksiyadir.

3. Agar x eng kichik varianta, x, eng katta variant bo*lsa, u
holda x < x bo‘lganda F*(x)=0, x> x, bo‘lganda

F(x)=1.
. Chastotalar poligoni deb, kesmalari (x,,n,),...,(xk,n‘.) nuqtalar-

ni tutashtiradigan siniq chizigdan iborat figuraga aytiladi- (1-shakl).

w

P S

1-shakl.
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Chastotalar gistogrammasi (nisbiy chastotalar gisto-
grammasi) deb. asoslari /i uzunlikdagi intervallardan va balandligi
n,/n,(w,/n) sonlardan iborat bo‘lgan to‘g‘ri to‘rtburchakdan

tuzilgan pog‘onasimon figuraga aytiladi (2-shakl).

0 NNy T VU GRS
2-shakl.
X, X . <. . .
h=—"ms _Yww _ jnterval uzunligini aniqlash uchun Sterdjess
143,2211gn
formulasi.

m=1+3,32211gn — intervallar soni.

x, =x,,, —#/2 — birinchi intervalning boshini aniqlash formulasi.

Agar hajmi n ga teng bo‘lgan tanlanmaning son qiymatlari
X,,X5,.--,%, DO°lib, ular har xil bo‘lsalar, u holda tanlanma o‘rta
qiymat quyidagicha topiladi:

—_— RV S WA S A Y
X, =th L ©1)

"
Agar hajmi » ga teng bo‘lgan tanlanmaning son giymatlari
X, Xs.....x, mos ravishda s, .n,,....n, chastotalar bilan olingan bo‘lsa,
k

Z xn,

1=)

yoki x, =
n n
tenglik yordamida aniglanadi. Bunda: »m +un, +...+n =n.
Agar hajmi » ga teng bo‘lgan tanlanmaning son qiymatlari
X2 Xy....aX, Mos ravishda s,.m,,....n chastotalar bilan olingan bo'lsa,
u holda tanlanma dispersiya sifatida, quyidagi kattalik olinadi:
285
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L] —\2
Z(.\', -—,\’) n,
[}

L3 R —\> 3 —\2
D, = - =%'le,'n,—()() =X (X} (92)

Tanlanmaning o‘rtacha kvadratik chetlanishi quyidagi formula
bilan topiladi: _ )
3=\/D. (93)
Tanlanmaning kengligi quyidagi formula bilan topiladi:
R = xrmx —"-uun‘
M’ — tanlanma moda deb, eng katta chastotaga ega bo’lgan
0
variantaga aytiladi. ' . o
Tanlanmaning medianasi quyidagi formula bilan topiladi:
X, + X,

5

,i=£,k=2m,
2

M=

c

(94)
k+1

j=——— k=2m+]1.
x,, 1 5

1309. 10 ta talabadan iborat guruhda oliy matematikadan
o‘tkazilgan oraliq nazoratda quyidagi Dballar to‘plangan:
2,5,4,02,5.0,4,2,1. Tanlanmaning chastotalar va nisbiy chastotalar
statistik tagsimotlarini toping, empirik tagsimot funksiyasini tuzing.

Yechish. Tanlanmaning variatsion qator ko‘rinishda yozib
olamiz:
0,0,1,2,2,2,4,4,5,5 chastota va nisbiy chastotalarni (w, =n, /n)
topamiz.

Bu yerda

-

g

S
n=241+3+2+2=10, D w,=0,2+0,14+0,3+0,2+0,2 =1

t

=1

Chastota va nisbiy chastotalar qatorini tuzamiz:

Xi 0 | 2
n, 2 1 3 2 2
w, | 0,2 0,1 0,3 0,2 0,2

Bu qatorlar asosida empirik tagsimot funksiyasini tuzamiz:
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I. x, =0, eng kichik varianta.
Demak, x <0 da F'(x)=0;

2. x<l,da x;, =0 va w; =0,2.
Demak, 0<x<1da F'(x)=0,2;

3. 1<x<2da F'(x)=0,2+0,1=0,3;
4. 2<x<4da F’(x)=0,3+0,3=0,6;

5. 4<x<S5da F' (x)=0,6+0,2=0,8;

6. x =5 cng katta varianta bo‘lgani uchun
x>5da F’(x):l.

I *(x)
T ¢
*—
06f .. *——' !
F]| IR P
3-shakl.
Demak, Wy
0, x <0,
0.2, 0<x<l,
0.3, l<x<2,
F(x)=- ! :
0.6, 2<x<4. : f
0,8, 4<x<5, ) — R
L x>1. 4-shakl
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anigligida) o‘lchangan va quyidagi natijalar olingan: 171,

ng bo‘yl (sm.

! ig lansan 20 ta talabani
1310. Tavakkaliga tanlang 100, 165,

162, 156, 159, 176, 172, 164, 158, 162, 166, 162, 167, 171, 157,

167,

158, 169, 174.
Intervalli statistik qatorni tuzing. _
Yechish. Olingan natijalarni o'sish tartibida joylashtiramiz:
156, 157, 158, 158, 159, 160, 162, 162, 162, 163,
164,166, 167,167,169, 171,171,172, 174, 176.
Bundan

X =156, X =176.

176 -156

Sterdjess formulasiga asosan =~ "~ "7~ ~4
1+3,3221g20
U holda % =y, ~/2=156-2 =154

Berilganlami m =1+3,3221g20 ~ 6 ta intervalga ajratamiz:
Har bir intervalga tushuvchi talabalar sonini (chastotalarni),

nisbiy chastotalarni aniglaymiz va intervalli statistik qatorni tuzamiz

’71'[

[154;158) | [158;162) | [162;166) | [166;170) | [170;174) [174;178)ﬁ

.

1

2 4 5 4 3 2

w

{

0,1 0,2 0,25 0,2 0,15 0,1

I}

w,/h| 0,025 0,05 0,0625 0,05 0,0375 | 0,025

n

000620 e e e e e = =

0.0500]|= ===~

0.02504

154 162 170 178 BY

5-shakl.
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1311. Texnomart magazinida kompyuterni 10 kunlik sotishdan
quyidagi natijalar olindi: 1, 2, 4, 0, 2, 5, 0, 4, 2, 5. Tanlanmaning
sonli xarakteristikalarini toping.

Yechish. Olingan natijalarni o‘sish tartibida joylashtirib
variatsion qator tuzamiz : 0,0, 1,2,2,2,4,4,5,5

xi| O | 2 4 5
nj 2 | 3 2 2

(91)-(93) formulalar yordamida sonli xarakteristikalarni topamiz:

X’=%(0-2+1-1+2-3+4-2+5-2)=2,5;
D=—(0-2+1-1+2"-3+4%-2+5-2)-2,5* =3,25,

0
o=3.25=18 R=5-0=5 M,=2 M =2

Quyidagi masalalarni yeching

1312. Supermarketda sovitgichlarni 10 kunlik sotishdan
quyidagi natijalar olindi: 2, 3. 2, 1, 0, 2, 4, 3, 0, 1. Tanlanmaning: 1)
nisbiy chastotalar statistik tagsimotini toping; 2) empirik tagsimot
funksiyasini tuzing va grafigini chizing; 3) nisbiy chastotalar
poligonini chizing.

1313. Supermarketda televizorlarni 10 kunlik sotishdan quyi-
dagi natijalar olindi: 1, 1, 2,2, 3,5,2,5, 1, 0. Tanlanmaning: 1)
nisbiy chastotalar statistik tagsimotini toping; 2) empirik tagsimot
funksiyasini tuzing va grafigini chizing; 3) nisbiy chastotalar
poligonini chizing.

1314. Yuk tashish bilan shug ullanadigan korxonaning haftalik
tashilgan yuklar hajmi (tonna) kuzatilganda quyidagi natijalar
olingan: 157, 160, 170, 183, 159, 153, 182, 186, 171, 155, 178, 179,
175, 165, 154, 156, 166, 179, 155, 158, 173, 171, 167, 175, 167,
173, 163. 164, 169, 172.

Tanlanmaning intervalli statistik qatorini tuzing va nisbiv
chastotalar gistogrammasini chizing.

1315. Fermer xo‘jaligi a’zolarining bir kunlik tergan paxtasi
kuzatilganda quyidagi natijalar (kilogramm) olingan: 183, 166, 179,
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155,169,172, 178,157,179, 163, 171, 164, 160, 175, 165,155, 159,
158,154,170, 165, 186, 167,173, 153, 182, 171, 173, 167, 175.

Tanlanmaning intervalli statistik qatorini tuzing va nisbiy
chastotalar gistogrammasini chizing.

1316. 10 ta abituriyentdan iborat guruhda matematikadan test
nazorati o‘tkazilgan. Bunda har bir abituriyent 5 balldan to"plashi
mumkin. Nazoratda quyidagi natijalar olindi: 1) I-guruh uchun; 4,
4,5,3,3,1,5,5,2,5;

2) 2-guruh uchun: 3, 4, 5, 0, 1, 2, 3, 4, 5, 4. Har bir guruh
uchun tanlanmaning sonli xarakteristikalarini toping.

1317. Ulgurji savdoni tashkil gilishda erkaklar payabzalining
o‘rtacha o°lchamini bilish maqsadida tajriba o‘tkazilgan. Bunda
do‘kondan ma’lum vaqtda xaridorlar tomonidan sotib olingan
erkaklar payabzalining o‘lchami kuzatilgan va natijada quyidagi
tanlanma olingan:

39,43,42,40,44,39,42,41,41,40,42,41,42,45,43,44,40,43,41 42,

41,43,38,41,42,40,43,40,44,41 43,41,39,45,43.46,42,43 42 40,

43,42,41,43,39,44,40,43,41,42,41,43,42,45,44,42,41,42,40,44.

Tanlanma o‘rta qiymat va tanlanma dispersiyani toping.

1318. Elektr zanjiridagi kuchlanish tasodifiy xarakterga ega
bo‘lgan kuchlanishning ulanishiga bog‘liq. Zanjirdagi kuchlanish-
ning tebranishini o‘rganish uchun ma’lum vagqt oralig‘ida voltning
o‘ndan bir bo‘lagi anigligida 30 ta o‘lchash o‘tkazilgan va quyidagi
variatsiya gatori olingan:

215.0, 215.5, 2159, 216.4, 216.8, 217.3, 217.5, 218.1, 218.6,
218.9,219.2,219.4,219.7,219.8, 220.0, 220.2, 220.3, 220.5, 220.7,
2209, 221.3,221.6,221.9, 222.3, 222.6, 222.9, 223 .4, 224.0, 224 5,
225.0.

Tanlanma o‘rta qiymat va tanlanma dispersiyani toping.

1319. Hajmi 20 ga teng tanlanmaning statistik tagsimoti
berilgan:

Y 12560 | 2600 | 2620 | 2650 2700
vl 2 3 10 4 |
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Tanlanma o°rta qiymat va tanlanma dispersiyani toping.
1320. Hajmi 100 ga teng tanlanmaning statistik tagsimoti
berilgan:

x | 156 | 160 | 164 | 168 | 172 | 176 180
w, | 10 14 26 28 12 8 2

Tanlanma o‘rta qiymat va tanlanma dispersiyani toping.
80-§. Taqsimot noma’lum parametrlarining statistik baholari

Izlanayotgan ¢ parametrning taqribiy, tasodifiy qiymatini o‘z
ichiga olgan bahoni @ statistik baho deyiladi va u quyidagi
ko‘rinishda belgilanadi:

0=06(X,,X,....X,) (95)

Agar M(())=(} bo'lsa, 0 bahoga ¢ parametr uchun siljimagan

baho deyiladi.

Agar limM(0)=0 bo‘lsa, 6 bahoga 6 parametr uchun
asimptotik siljimagan baho deyiladi.

Agar M(e);:e bo‘lsa, 0 bahoga ¢ parametr uchun siljigan
baho deyiladi.

Agar li‘mP(|0—0|<e:)=l bo‘lsa, 6 bahoga 6 parametr uchun
asosli baho deyiladi.

0 parametr ¢ siljimagan bahosi bu parametrning mumkin
bo‘lgan baholari orasida eng kichik dispersiyaga ega bo‘lsa, ¢
bahoga ¢ parametr uchun samarali baho deyiladi va 6; ko'rinishda

belgilanadi.
Bahoning samaradorligi
1)(();')
el=—— (96)
n(0,)

kattalik bilan baholanadi, bu crda ¢ samarali baho.
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Agar limeﬂ—l bo-lsa, & bahoga ¢ paramelr uchun asimptotik

samarali baho deyiladi. .
X tasodlf'yymlqdommo matematik kutilmasi A7(X)=« va

i lamaning o'rta
dispersiyasi p(x) bo'lsin. X,,XssuX, |.ar uchu.n tan " g
qiymati X, M(x) ning siljimagan bahosi bo"ladi. U holda

llmP(‘X ,\’)‘<c)—l = llmP(lH ()|<.9)_]

D(x)dispersiya uchun, tuzatilgan tanlama dispersiya,

siljimagan va asosli baho bo*ladi:
s = n-l D. (97)

n
Matematik kutilishi « ga dispersiyasi o° ga teng bo‘lgan
normal tagsimot gonuniga bo* ysunuvchl tasodifiy miqdor uchun

P(a<X<ﬂ)=d)(J;/JG )_(b(ﬁ—d—) = P(lX—(l|<e)=2(l>(8J_J
(98)
X, %,....,x, lanlama asosida tuzilgan
) L(x,x,..... X”,6)=f(.'(l,())'./‘(xz,())'.‘.' (x,.0)
yoki
L(x,,xz,...,x,,,(?)=r'lf(x,,0) (99)

ishonchlilik funksiyasi. . .
Agar P(g,<0<0,)=y tenglik bajarilsa (g;0,) intervalga o

parametrning ishonchlilik inlcrvali deyiladi

(98) formulada , _T T almashtirish bajarsak:
5% lo Y 19 _sar(s)= 5
P(’X—u,<ﬁ)=2¢(l) (X J;<a<X+J;J 2(1) =y
w(1)=2 (100)
/7 \ .
L —%< TJ- ishonchlilik intervali.
n n

£= —\'/i_- kattalik bahoning anigligi deb ataladi.

H
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Eng kichik kvadratlar usulida, bahoning minimallashgan
qiymati quyidagi formula orqali topiladi:

F(0)=3(X,-0). (101)

i=l

Styudent tagsimotli Ttasodifiy miqdorning T=J;";a

formulaga asosan

— S — ¢S
(|T|<f ‘\/——} )=y :P(X—’T<a<X+’T)=y.
n n
Sunday qilib,
- 1S — 8
N-= X +1= 102
( 7 Jﬁ) (102)
(102) a parametr uchun y- ishonchlilik intervali. g=%- bahoning
n

anigligi.
1321. Hajmi 50 ga teng bo‘lgan tanlamaning statistik tagsimoti
berilgan:

Yl 3 5 8 11
wl 14 10 12 14

Bosh o‘rtacha qiymatning siljimagan bahosini toping.
Yechish. Bosh o‘rta giymatning siljimagan bahosi tanlanma
o‘rta giymat bo‘ladi. Uni hisoblaymiz:

7:5'—0(3-14+5-10+8.12+11-14)=6,84.

1322. Hajmi 51 ga teng bo‘lgan tanlanma bo‘yicha dispersi-
yaning siljigan bahosi topilgan: 5 =7. Bosh to‘plam dispersiyasining
siljimagan bahosini toping.

Yechish. Bosh to‘plam dispersiyasining siljimagan bahosi
tuzatilgan dispersiya bo‘ladi:

st= B5=2Lg-71
n-| 50
1323. Shaftoli sharbati 200 ml hajmli qog'oz karton qutiga
quyiladi. Quyuvchi avtomat shunday sozlanganki, uni to‘ldirish
xatoligi o+10m/ ga teng. Aviomatni 205ml quyadigan qilib
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sozlandi. Idishlar karton qutilarga 25 tadan qadoglanadi. Tasodifan
tanlangan qadoqlangan qutining og-irlikka tckshiruvdan o‘tmasligi
ehtimolini toping.

Yechish. Idishlarga o‘rtacha to"ldirilish 205 ml., o'rtacha
kvadratik og"ish 10 ml. Tasodifiy tanlanma sharbat bilan to*ldirilgan
25 ta idishlardan iborat. p=25 hajmli mumkin bo’lgan barcha

tanlanmalar uchun o‘rtacha og‘irlikning tagsimoti normal tagsi-
motga bo‘ysunadi. Bunda idishning ortiqcha to*ldirilishi 205 ml. ga,
o‘rtacha kvadratik og‘ish

2 - 10 =2ml
Jn 23
ga teng bo‘ladi.

Agar qadoglangan qutidagi idishlarning o'rtacha to‘ldirilgan-
ligi 200 ml dan kam bo‘lsa, quti sifat nazoratidan o‘tmaydi. (xaridor
talabiga javob bermaydi).

Demak,

P(X <200)=P(0< X <200)= <1>(—2°°:205)—q>(0 ‘7205 ) =

<

= d(-2,5) - D(~102,5) = -0,4938 — (0,5) =0,0062.
1324. Ko'rsatkichli tagsimotga ega X tasodifiy miqdor «
parametrni bahosini maksimal ishonchlilik usuli bilan toping.
Yechish. Ko‘rsatkichli tagsimotga ega X tasodifiy migdor
S(x,a)=ae™, x>0.
Uning ishonchlilik funksiyasini tuzamiz:

ni v,

L(x0)=]]0e =07 =
Bu funksiyani logarifmla;miz:
In[L(x,G)] =Inf"% "% =nlné —Bi X,
Ishonchlilik tenglamasini tuzamiz: :

Bundan
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ot _m M=(__j g
n o

2‘\: .\’ (/()3 0' 03
I

Tesaps oo - n . . .
bo*lgani uchun 0== baho g=a parametrning bahosi bo‘ladi.

1325. Puasson tagsimotiga ega X tasodifiy migdorning 2
parametri bahosini eng kichik kvadratlar usuli bilan toping.

Yechish. (101) formuladan F(o):i(xi_o)’ funksiyani mini-

mumga tekshiramiz:

FO-(Sx-0r)| =255 -o-)=o

=]

0=0
Bundan
n ] n —_—
ZXi—110=O :>0=—IZX,.=X.
niq

1=l

,'“(0)=(—2i0) =—22(—l)=2n>0, bo‘lgani uchun =X baho
] b =1

0=2 parametrning bahosi bo‘ladi. . )

1326. Tanlama o =20 parametr bilan normal tagsimlangan. X

tasodifiy migdor ustida 5 ta kuzatish o‘tkazilgan va x, =-25, x, =34

X, =-20, x, =10, x, =21 natijaga erishilgan. y =0,95 ishonchlilik bilan

a parametr uchun ishonchlilik intervalini toping.
Yechish. X ni topamiz:

?=%(-25+34-20+10+21)=4.

(100) formuladan ®(r)= f = O—:)j- =0,475
Jadvaldan topamiz: ¢=1,96. U holda
poto 19620475
Jn 5 .
« parametr uchun ishonchlilik intcrvalini aniglaymiz:
(4-17,5; 4+17.5) yoki (=135 21’5)'. ik xatolars-
1327. Biror kattalik bitta asbob yordan?ifia s.lstemat]n )
siz | chiqqan. Asbob aniqligini 0.95 ishonchlilik bilan toptng-

ifoda uchun 2-
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sozlandi. Idishlar karton qutilarga 25 tadan qadoglanadi. Tasodifan
tanlangan gadoglangan qutining og’irlikka tekshiruvdan o°tmasligi
ehtimolini toping. o 3

Yechish. Idishlarga o‘rtacha toldirilish 205 ml., o'rtacha
kvadratik og*ish 10 ml. Tasodifly tanlanma sharbat bilan to*Idirilgan

25 ta idishlardan iborat. p=25 hajmli mumkin bo*lgan barcha
tanlanmalar uchun o‘rtacha og'irlikning tagsimoti normal taqsi-
motga bo*ysunadi. Bunda idishning ortiqcha to’Idirilishi 205 ml. ga,

o‘rtacha kvadratik og‘ish
g - 10 _ 2 ml

NS
ga teng bo‘ladi.
Agar gadoglangan qutidagi idishlarning o'rtacha to'ldirilgan-
ligi 200 ml dan kam bo‘lsa, quti sifat nazoratidan o‘tmaydi. (xaridor
talabiga javob bermaydi).

Demak,
(200 —205 l—"’(

P(X <200)=P(0< X <200) == )
= d(-2,5) - d(-102,5)=-0,4938 —(~0,5) = 0,0062.
1324. Ko‘rsatkichli tagsimotga ega X tasodifiy miqdor «
parametrni bahosini maksimal ishonchlilik usuli bilan toping.
Yechish. Ko‘rsatkichli tagsimotga ega X tasodifiy migdor
f(x,a) =ae “,x>0.

Uning ishonchlilik funksiyasini tuzamiz:
r‘}“ v

L(.\‘.()) — ILI()"V“I = 0"¢ =
1=1

0-205)
=)=

Bu funksiyani logarifmlaymiz:

In[[‘(.\"a)] =Infd'e ”‘2"‘"" =nlnd —gi: X"

el

Ishonchlilik tenglamasini tuzamiz:

kbl (a-5) 0

do
Bundan
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Go_n__n &h[L(x0)]

n
n 5 5 - ( :] =-—<0
ZX: X d& A, AP
I

02

-~

bo*lgani uchun B—T baho 6=« parametrning bahosi bo‘ladi
1325.

Puasson tagsimotiga ega X tasodifty miqdorning 2
parametri bahosini eng kichik kvadratlar usuli bilan toping

Yechish. (101) formuladan F(0)=i(xi—a) funksiyani mini-
mumga tekshiramiz:

-l

F(0) =(i( X -0):)

=23(%,-0)(-1)-
=]
Bundan

n

Zx -ng=0 :»0——2)( X.
no3

I~"(0)=(—ZZ()) =-2>(-1)=2n>0, bo‘lgani uchun 6=X baho
[ =1
0= A parametrning bahosi bo‘ladi

1326. Tanlama o =20 parametr bilan normal tagsimlangan. X
tasodifiy miqdor ustida 5 ta kuzatish o*tkazilgan va x =-25, x, =34
Xy = > =

. =34,

=-20, x, =10, x; =21 natijaga erishilgan. y=0,95 ishonchlilik bilan

a parametr uchun ishonchlilik intervalini toping
Yechish. X ni topamiz

g(—25+34—20+10+2|)=

(100) formuladan  ®(r)= 7 92—0 475 ifoda wuchun 2-
jadvaldan topamiz: t=1,96. U holda
to 1,96-20

=17,5.
Jt: JS

a parametr uchun ishonchlilik intervalini aniglaymiz

(4-17,5; 4417.5) yoki (-13,5; 21,5)

1327. Biror kattalik bitta asbob yordamida sistematik xatolar-
siz | chiggan. Asbob anigligini 0.95 ishonchlilik bilan toping
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Yechish. llovadagi jadvaldan n=10 va y=0,95 ga mos ¢ ning

giymatini topamiz:
g =¢(10:0.95)=0,65.

U holda
0,6(1—0,65) <o <0,6(1+0,65) =0,21 <5 <0,99.

Quyidagi masalalarni yeching
1328. Hajmi 70 ga teng bo'lgan tanlanmaning statistik
tagsimoti berilgan:

lx']4920 ,’.\-,_-561018
) Tiel201 22 121 2w 2215123 [ 10

Bosh o°rtacha giymatni siljimagan bahosini toping.

1329. Hajmi 60 ga teng bolgan taglanma bo‘_yicha disper-
siyaning siljigan bahosi topilgan; 1) 1)D=826;2) D=7,67. Bosh
to‘plam dispersiyasining siljimagan bahosini toping.

1330. Bosh to‘plamning o‘rtachasi X =103 ga va o’rtacha
kvadratik chetlanishi o =400 ga teng. Bosh to’plamdan hajmi 100 ga
teng bo‘lgan tanlanma olingan. Tanlamaning o'rtachasi X uchun
kutilayotgan giymatni va o‘rtacha kvadratik chetlanishni toping.

1331. Bosh to‘plamning o‘rtachasi X =22,5 ga va o‘rtacha
kvadratik chetlanishi o=16 ga teng. Bosh to‘plamdan hajmi 200 ga
teng bo‘lgan tanlama olingan, Tanlamaning o‘rtachasi X uchun
kutilayotgan qiymatni va o‘rtacha kvadratik chetlanishni toping.

1332. Supermarketga kirgan xaridorning magazinda bo‘lish
vaqti o‘rta hisobda 14 dagiqaga, uning o‘rtacha kvadratik
chetlanishi 4 dagiqaga teng. Tavakkaliga tanlangan 6 ta xaridorning
kamida 12 dagiqa magazinda bo‘lish ehtimolini toping.

1333. Do‘konda bir kunda o‘rtacha 1000 ta kitob sotiladi. Bir
kunlik o‘rtacha savdo hajmining o‘rtacha kvadratik chetlanishi 100
ga teng bo‘lsa, to‘rt kunlik savdoni o‘rtacha 900 va 1100 dona kitob
orasida bo‘lishi ehtimolini toping.

1334. Bernulli sxemasidagi noma’lum natija chtimolini
momentlar usuli bilan toping.

1335. Tekis tagsimotga ega X -tasodifiy miqdor a va b para-
metrlarning bahosini momentlar usuli bilan toping.
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1336. Puasson tagsimotiga ega X -tasodifiy miqdor 1 para-
metrlarning bahosini maksimal ishonchlilik usuli bilan toping.

1337. Tanga 10 marta tashlanganda 6 marta gerb tomon tushdi.
Gerb tomon tushishi ehtimolini maksimum ishonchlilik usuli bilan
baholang.

1338. Bosh to‘plamning normal tagsimlangan X -tasodifiy
miqdor noma’lum matematik kutilishi @ ni 0.99 ishonchlilik bilan
baholash uchun berilgan: o, X, » ma’lum bo‘lsa, ishonchlilik
intervalini toping.

No=5 X=16,3, n=25; 2) o =4, X =12,4, n=16;
3)o=3, X=10,I, n=9; 4 o=6, X=14,5 n=36

1339. Audit tckshiruvchi tavakkaliga 50 ta to‘lov hisoblarini
tahlil qilib, ularning o‘rtacha miqdori 1100 so‘mga va o‘rtacha
kvadratik chetlanishi 287 so‘mga tengligini aniqladi. O‘rtacha to‘lov
hisoblari uchun 90% li ishonchlilik intervalini toping.

1340. Normal taqsimlangan bosh to‘plamning o‘rtacha
kvadratik chetlanishi o =3 ga teng. Bosh to‘plamning tanlama o‘rta
qiymat bo‘yicha matematik kutilmasi bahosining anigligi £=0,2
bo‘lsa, tanlamaning minimal hajmini 0.95 ishonchlilik bilan
aniqlang.

1341. Normal tagsimlangan bosh to‘plamning o‘rtacha
kvadratik chetlanishi o=5 ga teng. Bosh to‘plamning tanlanma
o‘rta qiymat bo‘yicha matematik kutilmasi bahosining aniqligi
£=0,4 dan katta bo‘lmasa, tanlanmaning minimal hajmini 0,9
ishonchlilik bilan aniglang.

1342. Bosh to*plamdan »=16 hajmli tanlama olingan:

NN PRI NOIERINE 54
)"',-5443 w6 |2 j2 |6 |

Bosh to‘plamning normal tagsimlangan X -tasodifiy miqdor
noma’lum matematik  kutilmasini o‘rtacha qiymatni 0,95
ishonchlilik bilan ishonchli interval yordamida baholang.

1343. Biror fizik kattalikni bir xil aniqlikda 16 marta o‘lchash
natijalarini o‘rtacha arifinetik qiymati X =42,8 va tuzatilgan o'rtacha

297



kvadratik chetlanishi s=8 topilgan. O’lchanayolgan kattalikning

haqigiy giymatini 0.999 ishonchlilik bilan baholang. ) )

1344. Bir xil aniglikdagi 15 ta o‘lchash bo'yicha o°rtacha
kvadratik chetlanishi aniglangan:

1) S$=0,12; 2) §=0,16; 3)S=O,24;1)S=0,19.
0,99 ishonchlilik bilan toping. ) . .

1345". Biror fizik kattalikni bitta asbob bilan (sistematik
xatolarsiz) 8 marta o‘lchangan. Bunda o’Ichash tasoQiﬁy x:alé‘-
ligining o‘rtacha kvadratik chetlanishi s=0,25 bo’lib chiqdi.
Asbobning aniqligini 0,99 ishonchlilik bilan aniqlang.

O‘Ichash aniqgligini

81-§. Statistik gipoteza va ularni tekshirish. Styudent tagsimoti

No‘malum tagsimot qonunining ko rinishi ,f/oki. parametri
haqidagi har ganday taxminga statistik gipoteza de).nladu.

Gipotezalar ikki turli bo‘ladi: Birinchi turli gipotezalar para-
metrik gipotezalar. Ikkinchi turdagi gipotezalar noparametrik
gipotezalar deyiladi.

Kuzatish tagsimotini bir giymatli belgilovchi gipotczaga oddiy
gipoteza, aks holda murakkab gipoteza deyiladi.

Tekshirilayotgan gipoteza nolinchi (asosli) gipoteza deb
ataladi va H, bilan belgilanadi. Unga zid bolgan gipotezaga
raqobatli-muqobil (konkurent — alternative) gipoteza deyiladi va

H, bilan belgilanadi.
Agar k ta o‘zaro bog‘liq normallangan X tasodifiy miqdorlar

normal tagsimotga ega bo‘lsa, u holda ulamning kvadratlari
yig‘indisining
i
=X (103)
[}

tagsimotiga erkinlik darajasi 4 bo‘lgan y* tagsimot deyiladi. Bu

tagsimotning zichligi
l’O, x<0,

h(x)= I I (104)
lz‘”r(uz)‘ ’ '
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ko'rinishda bo‘ladi, bu yerda 7(x)= j 1*'e'dr gamma funksiya.

[
7 tagsimot uchun
My =k, Dy*=2k. (105)
r? tagsimot uchun k<30 giymati jadvaldan topiladi. %>30
bo*gandagi qiymatlari esa normal tagsimot bilan almashtiriladi.

_— 'X’
“F (106)

k crkinlik darajali Styudent taqgsimoti. Bu yerda .\ -normal
tagsimlangan tasodifiy miqdor, Y-erkinlik darajasi k bo‘lgan 4
tagsimotga cga tasodifiy miqdor. Bu tagsimotning zichligi quyidagi
ko‘rinishda bo-ladi:

r(k+-') R
: 2 XT 12
nuﬁ——%@%- 107
wN ) "
{ — tagsimotning ~ MT =0, DT=kL_'2. (108)
X
A
Fﬂﬁ (109)

k, k, erkinlik darajali Fisher tagsimoti. Bu yerda X, Y - bog‘ligmas
lasodlﬁy miqdor, erkinlik darajasi &,k, bo‘lgan »* tagsimotga ega
tasodifiy miqdor. Bu tagsimotning zichligi quyidagi ko'rinishda

bo‘ladi:

0, x<0, 1“|/k' +k)k‘:,k l;
/2 2 1 2
Ii,L ( ) ‘ ____(_l‘%w, ,\’)0’ Coz_\ﬁ__ (110)
o T
J° - tagsimotning
k, o 2Kk +k -2
MF = =25 (A ~2). DIT= 2 (h vk, )m») (111)

e ik, =2) (k- 4)’
Xtasodifiy miqdorlar normal tagsimotga ega bo'lib, o
parametr ma’lum bo*lsin. U holda StatIStlk mezon sifatida

/f‘ (112)
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bu yerda #, gipoteza uchun ‘
M(X)=a, D(X)=Z-. (113)

n

Kritik nuqta

,(7,) =" _72“ (114)

formula bilan aniglanadi va uning giymati Laplas [unksiyasi

jadvalidan topiladi. « giymatllik darajasi. B
X -tasodifiy miqdorlar normal tagsimotga cga bo'lib, o
parametr noma’lum bo'lsin. U holda statistik mezon Styudent

tagsimoti yordamida quyidagi ko‘rin_ishda bo‘ladi:

7'=s]u—l'Vl S"u” (HS)
bu yerda, X tanlanmaning o'rta giymati, S§°-tuzatilgan tanlama

dispersiya. . .
X tasodifiy miqdorlar normal tagsimotga ega bo’lib, o=g,

parametr bo‘lsin. U holda statistik mezon ko‘rinishda bo‘ladi:
i (nm1)S 116
J = (J'é N ( ))
bu yerda, $* —tanlanmaning tuzatilgan dispersiyasi.
Hy: 0" =g; bo‘lsin,
1) H,: 0% > 02 bo'lsa, a - qiymatillik darajasi
a=h, (7' S,)=R, (7> %)
tenglama asosida berilgan £ =n-1 va a—-1 bo‘yicha y° tagsimotning
kritik nuqtalari jadvalidan topiladi.
2) H,:c°<o? bo‘lsa, a - qiymatillik darajasi quyidagicha
topiladi:
a=, (1 e8.)=0, (1 <m)=1-D (x> 2 Jyoki B (7 <z)=1-a
tenglama asosida berilgan k=n-1 va -1 bo'yicha z* tagsimotning
kritik nuqtalari 6-jadvaldan topiladi.
3) 11,:6°=0; bo‘lsa, a - qiymatlilik darajasi quyidagicha
topiladi:
=0, (f eS;) =0, (,(1 € ?")

NIR

yoki
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o o5l <) <) 1S

Bosh to*plam haqidagi statistik 01potezalarm tekshlrlsh

Muvofiqlik kriteriysi deb tagsimot funksiyasining umumiy
ko‘rinishi haqgidagi gipotezani qabul qilish yoki rad etishga imkon
beradigan kriteriyga aytiladi.

Pirson Kkriteriysi. Xtasodifiy miqdor ustida » ta o‘zaro
bog‘liq bo*lmagan kuzatishlar natijasi, quyidagicha bo‘Isin:

X x, x5 .|«

[ ”n

n n n, | ... | n,

Bu yerda » empirik kuzatishlar chastotasi.
1) Tagsimot diskret bo‘lganda: p =P(X=x) - ehtimollik va
wo=np, - nisbiy chastota, ;1=§'i,x, - tanlama hajmi.
1=1
2) Tagsimot wuzluksiz bo‘lganda: p;=F, |1 <X<,1M\ -
chtimollik va n) =np, - nisbiy chastota, n=>"n, - tanlama hajmi.
=1

U holda statistik mezon sifatida
5 Ll H/—H:l
7= Z(_._._) (I ] 7)
yig*indi olinadi. a - giymatlilik darzqasn quyidagicha topiladi:
a=h, (,( ES) £, (Z >2'Lr)

Kolmogorov Kriteriysi. X tasodifiy migdor ustida # ta o‘zaro
bog‘lig bo’lmagan x,. v, .x,. F'(x)-emperik tagsimot funksiyasi

berilgan bo’lsin.
Statistik mezon sifatida, quvidagi ifodani olamiz:
D, =max|F(x) -F,,'(.t)l. (118)

Teorema (Kolmogorov tcoremasi). Istalgan uziuksiz F(x)-

funksiya uchun

1!?3”(0':( HW)
bo‘ladi. bunda
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K(/‘.):k:zq(—l)‘v'“:‘: (119)

Agar
D, > 2

Jn

bo‘lsa, 17, gepoteza rad etiladi.
1346. o°=4, n=36, X=064, H,:a=6 gipotezani  H,:a>6
gipotezada 0,05 qiymatlilik darajasida tekshiring.

H -2 -0,

funksiyasining 2-jadvalidan z, =1,65 va S, =(1,65; + o).

Statistik mezonni kuzatilgan qiymatini hisoblaymiz:
Z, =J;A’-ao =J3756'47'6=1,2 =7Z,=1,2<1,65=7%
ag Z

Demak, #, gipoteza a=0,05 qiymatlilik darajasi bilan gabul
qilinadi.

1347. ¢° =9, n=400, X =4,8, H,:a=5 gipotezani H,:a<5
gipotezada 0,01 giymatlilik darajasida tekshiring.

. 1-2a 1-0.2

Yechish. «=0,01 dan ®,(Z,)= R —==0,49, Laplas
funksiyasining 2-jadvalidan: z, =2,33 va S, =(-o0; ~2,33).

Statistik mezonni kuzatilgan qiymatini hisoblaymiz:

Laplas

Z, =JZX_“‘1=JZ(T()'4’87'5 =-1,33 =27, =-1,33>-2,33=2,,.
ag Z

Demak, r, gipoteza a=0,01 qiymatlilik darajasi bilan qabul
qilinadi.

1348. o°=9, n=81, X=0,8, H,:a=0 gipotezani H, :a+0
gipotezada 0,1 giymatlilik darajasida tekshiring.

Yechish. «=0,1 dan ®,(Z, )-_—=;=0.45, Laplas
funksiyasining 2-jadvalidan: z, =1,65 va S, =(—oa;—l,65)u(l,65;+oo).

Statistik mezonni kuzatilgan qiymatini hisoblaymiz:

J_X o J8|°83 24 =z,-245165=2,.

Demak, 1, glpoteza a =0,1 qiymatlilik darajasi bilan rad
ctiladi.
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1349. Elektr chiroglari ishlab chiqaruvchi firmaning ma’lum
turdagi chiroqlar uchun me’yoriy xizmat muddati 1500 soat qilib
belgilangan. Yangi ishlab chiqgarilgan chiroqglar partiyasini tekshirish
uchun n=10 dona chiroq tanlandi. Bu tanlama uchun o‘rtacha xizmat
muddati X =1410 soatni va o‘rtacha tuzatilgan kvadratik chetlanish
§=90 soatni tashkil gilgan. Olingan ma’lumotlar ishlab chiqari-
layotgan chiroqlarning xizmat muddati me’yoriy xizmat muddatidan
farglanadi, degan xulosa chiqarishga asos bo‘ladimi (« =0,1 da) ?

Yechish. Gipotezalarni kiritamiz: #,:a=1500, yani tanlama
o‘rtacha 1500 soatga teng bo°lgan bosh to‘plamdan olingan;
H,:a=1500 ya’'ni tanlama o‘rtacha 1500 soatga teng bo‘lgan bosh
to‘plamdan olinmagan.

Styudent tagsimotining kritik nuqtalari 7-jadvalidan

T, =t(a;n—1)=1(0,1,9) =1,83.

Statistik mezonni kuzatilgan qiymatini hisoblaymiz:

1410 -1500
7, =Jn-1 \ 2% o flo1 2= 3 =T, =-3<-1,83=2,.

90
Bundan. 1(J gipoteza a=0,1 giymatlilik darajasi bilan qabul
qilinadi.
Demak, chiroglarning o‘rtacha xizmat muddati o‘zgargan va u
me’yoriy xizmat muddatini qanoatlantiradi degan xulosa chiqarish

mumkin.
1350. =21 S’=14,3, a=0,02, H,:0°=6,7, H,:0° #6,7, bo‘lsa

11, gipotezani tekshiring.

Yechish. 6-jadvaldan k=n-1=21-1=20 va qo/2=0,01 para-
metrlar bo‘yicha o‘ng kritik nuqta 32 =37,6 va k=n-1=21-1=29
va l-a/2=0,99

Parametrlar boyicha chap kritik nuqta »2 =8 26ekanini
topamiz.

Statistik mezonni kuzatilgan giymatini hisoblaymiz:

(n=1)S* 2014,3

= =427 =y =42, =y
= x X =42,71>37.6=y2 .
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Demak, #, gipoteza «=0,02 qiymatlilik darajasi bilan rad

etiladi.
1351. Bosh to'plam normal tagsimotga bo‘ysunishi haqidagi
H, gipotezani tekshirish uchun tanlanma asosida empirik », va

nazariy ) chastotalar topilgan.

", 8 16 | 35 | 72 | 60 | 53 [ 36
" 5 12 | 39 | 81 | 65 | 49 | 29

J

a =0,05 giymatlilik darajasida #, gipotezani tekshiring.
Yechish. Chastotalarning hajmini hisoblaymiz:

?
n,=8+16+35+72+60+53+36 =230,
1

M“\

n,=5+12+39+81+65+49 +29=280.

z* kriteriyaning »? qiymatlar jadvalini keltiramiz:

~

j n, ", n=n (”/ - )Z "—,(n, - )
J

1 8 5 3 9 1,80

2 16 12 4 16 1,33

3 35 39 -4 16 0,41

4 72 81 -9 81 1,00

5 60 65 -5 25 0,38

6 53 49 4 16 0,33

7 36 29 7 49 1,69
> 280 280 6,94

Jadvalga muvofiq: 7 =6,94, m=7, r=2, chunki taqsimot
normal. U holda

k=7-2-1=4.

k=4, «=0,05 parametrlarda 6-jadvaldan topamiz
Xo =95 1% =694<9,5= 3.
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Demak, 11, gipoteza gabul qilinadi.

1352. Tanga 4040 marta tashlanadi. n, =2048 marta gerb tomon
tushishi va », <1992 marta ragam tomoni tushishi kuzatildi. Bu
natijalar tanganing simmetrikligi hagidagi #, gipotezaga mos

kelishini Kolmogorov kriteriysi bilan tekshiring (a=0,05).
Yechish. x tasodifiy migdor ikkita giymat qabul qiladi: x =-1

(ragam) x, <1 (gerb). Bunda ﬂozp(X=-1)=P(x=l)=%.
F(a) va /-;(‘) larni topamiz:
x (-1 (1
» 10,5105
dan
(0, agar x<-l
F(x)=40,5, agar -1<x<L
1, agar x>
x, -1 ]
n, 1992 | 2048
p, 10,493]0.507
dan
IO. agar  x<-l
1" (x)=10.493. agar -l<xgl,
l 1. agar x>L
Bundan

D, = max|[F(x) - £ ()| =[0.5 ~0.493]=0.007

- .. : 12 1-1-0.05=0,95 da
Kolmogorov tagsimoti jadvaliga asosan K(A)=!

J\) = |.358
U holda

D, = 1358 _0.021 = D, =0.007<1,358= D,
V4040

Demak. 44, gipoteza gabul qilinadi.

Quyidagi masalalarni yeching
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Demak, #, gipoteza «=0,02 qiymatlilik darajasi bilan rad

etiladi.
1351. Bosh toplam normal tagsimotga bo‘ysunishi hagidagi
H, gipotezani tekshirish uchun tanlanma asosida empirik » va

nazariy »,chastotalar topilgan.

n 8 16 | 35 | 72 | 60 | 53 | 36
n 5 12 | 39 | 81 | 65 | 49 | 29

J

a =0,05 qiymatlilik darajasida #, gipotezani tekshiring.
Yechish. Chastotalarning hajmini hisoblaymiz:

1

D, =8+16+35+72+60+53+36=280,

j |

7
>t =5+12+39+81+65+49 +29=280.

]
j=1

z* kriteriyaning »? qiymatlar jadvalini keltiramiz:

1 2
j n ", n,—n ("/ _,,;)2 "_-("/ '"1)
J
] 8 5 3 9 1,80
2 16 12 4 16 1,33
3 35 39 -4 16 0,41
4 72 81 -9 81 1,00
5 60 65 -5 25 0,38
6 53 49 4 16 0,33
7 36 29 7 49 1,69
Z 280 280 6,94

Jadvalga muvofiq: 47 =6,94, m=7, r=2, chunki tagsimot
normal. U holda

k=7-2-1=4.

k=4, a=0,05 parametrlarda 6-jadvaldan topamiz
22 =9.5. % =6,94<9,5=x;.
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Demak, 17, gipoteza gabul gilinadt.
1352. Tanga 4040 marta tashlanadi. » =2048 marta gerb tomon

tushishi va n, =1992 marta ragam tomoni tushishi kuzatildi. Bu
natijalar tanganing simmetrikligi haqidagi 4, gipotezaga mos
kelishini Kolmogorov kriteriysi bilan tekshiring (a=0,03).

Yechish. X tasodifiy miqdor ikkita qiymat qabul qiladi: v =-1

. - |
(ragam) x, =1(gerb). Bunda 7/,: P(X =-1)=P(A =|)=5
F(x)

va £ (x) larni topamiz:

N B
r,. 10.5]0.5

dan
0, agar v<—1.
F(x)=40.5, agar -1<x<l.
1, agar >
(-1 ]
", 1992 2048
o 10.49310.507
dan
(0, agar  x<-l,
Fi(x)= 1' 0.493. agar -1<x<],
ll. agar x>,
Bundan

D, = max

F(x)- £ (x)]=]0.5-0.493)=0,007.

Kolmogorov tagsimoti jadvaliga asosan K(4,)=1-0.05=0,95 da
A, =1.358.

U holda

=38 0,021 D =0.007<1.358= D,
Demak, 71, gipoteza qabul gilinadi.
Quyidagi masalalarni yeching
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1353. o =4, n=36, X =6,2, da H, gipotezani H, gipotezada «
qulaylik darajasi  bilan tekshiring: 1 11,:a=6, /1;: a>6, a=01;
2 H,:a=5, H:a#5 a=0,05 3)H,:a=7, H:a<7, a=0,0]

1354. Atirgul ko‘chatlarining bo‘yi o‘rtacha «=43 sm va
dispersiyasi o =9 ga teng bo‘lgan normal tagsimotga cga. 15 dona
ko‘chat o‘tqazish kerak bo‘lgan maydonga o‘g‘itlar normadan 2
baravar ko'p solingan. Bunda ko‘chatlarning o‘rtacha bo‘yi 46 sm

ga yetgan. Normadan ortiqgcha solingan o‘g‘itlar foyda bermadi
degan xulosa chiqarishga asos bormi?

1355. =12, n=16, X =12,4, da #, gipotezani H, gipotczada a
qulaylik darajasi bilan tekshiring: 1) 77,:a=11,8, 11,: a=# 11,8, @ =0,02;
2)H,:a=12, H,: a>12, a=0,053) Hy:a=13, H: a<13, a=0,l;

1356. Kofe 100 gr li idishga avtomat uskunada qadoqlanadi.
Qadoglanayotgan idishning og‘irligi aniq og'irlikdan farq qilsa
uskuna sozlanadi. Ma’lum vaqtda qadoglanayotgan idishlar ajratib
olinib, ularning o‘rtacha og"irligi tekshiriladi va og‘irlikdan
chetlanish hisoblanadi. 30 dona qadoqlangan idishlar og‘irliklari
tahlili natijasida ularning o‘rtacha og‘irligi X =102,4 va tuzatilgan
o‘rtacha kvadratik chetlanish §=18,54 ekani aniqlangan. Uskunani
sozlash zarurati bormi? (Qiymatlilik darajasi a=0,05)

1357. s?=16,2, n=21, da H, gipotezani /s, gipotezada «
qulaylik darajasi bilan tekshiring: 1) 71,: 0% =15, 11,: 6* >15, a=0,01;
2) H,:0? =17, H,: 6* <17, @=0,05; 3) H,:0° =16, I1,: 6" %16, a =0,02.

1358. s*=0,24, n=17, da #H, gipotezani H, gipotezada «
qulaylik darajasi bilan tekshiring:

) H,:0,=0,18, H,: o >0,18, «=0,05;

2) H,:0; =0,20, H,: o <0,20, a =0,01;

3) H,:62=0,16, H,: 0* #0,16, @ =0,02.

82-§. Korrelatsion tahlil

X tasodifiy migdorning mumkin bo‘lgan har bir gqiymatiga v
tasodifiy miqdomning mumkin bo‘lgan bitta giymati mos qo'yilgan
bog‘lanishga funksional bog‘lanish deyiladi.
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Atasodifiy migdorning mumkin bo*lgan har bir qiymatiga ¥
tasodifity miqdorning biror qonuni mos qo-vilgan bog‘lanishga
statistik bog‘lanish deyiladi.

Statistik bog'langan ¥ va ¥ tasodifiy migdorlar uchun Y ning
belgilangan X larda hisoblangan matematik kutilishiga (o°rta
qiymatiga) shartli o ‘rta giymat deyiladi va x bilan belgilanadi.

Ta’rif. y, va x lar orasidagi funksional bog'lanishga X va ¥
tasodifty miqdorlar orasidagi korrelatsion bog‘lanish deyiladi
v, =¢(x) ko'rinishda yoziladi.

v, =¢(x) tenglamaga Y tasodifiy miqdorning X tasodifiy
migdor bo'yicha regressiya tenglamasi deyiladi va bu funksiyaning
grafigi regressiya chizig‘i deyiladi.

X va Y tasodifiy miqdorlar orasidagi korrelatsion bog lanishi
odatda korrelatsiya jadvali yordamida beriladi:

}/ n-‘

"‘l ”ll "I'.‘ ”Im Z"H

. N
Xy ", ", ", 2N,
2=l
k m m m
Z"u Z”-l 2 2 | 1
1) =1 11 21

Bunda \,x,....x; y,v,,..0,- X va Y tasodifiy migdorlarning
kuzatilgan giymatlari (diskret tasodifty miqdorlar uchun) yoki
intervallarning o'rtalari (uzluksiz tasodifiy miqdorlar uchun), n, -
(x,,») juftlik uchraydigan chastota

n=Y>n, (120)

g
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Korrelatsiya jadvalini funksional bog'lanish bilan almashtirish
uchun jadvaldagi har bir x qiymatning y, shartli giymatlarini
hisoblaymiz:

v =lZ-‘U"u* (121)
n /

(A

bu yerda n, =3 n,.
;-1

X va Y tasodifiy miqdorlar orasidagi korrelatsion bo‘g‘la-
nishning koordinata tekisligi nuqtalari bilan berilgan geometrik
tasviriga korrelatsiya maydoni deyiladi.

Korrelatsiya maydonining (\T) nuqtalarini tutashtiruvchi
siniq chizig‘iga X ning ¥ bo'yicha empirik regressiya chizigi
deyiladi.

Agar empirik regressiya chizig‘iga yaqin bo‘lgan biror silliq
chiziq bilan almashtirilsa, bu chiziqqa nazariy regressiya chizig‘i
deyiladi.

Nazariy regressiya chizig‘i to*g"ri chizigdan iborat bo‘ladi:

v, =bh,+hx. (122)

Bunda 4,va # noma’lum parametrlarni bir nechta usul bilan
topish mumkin.

Parametrlarni topishning eng kichik kvadratlar usulida b, va b,
noma’lum parametrlar shunday topiladiki, bunda (121) formula
bilan topilgan », giymatning (120) formula bilan hisoblangan y,
empirik shartli o‘rta giymatdan chetlanishi kvadratining yig‘indisi
eng kichik bo‘lishi, ya’ni

S=3 (v, -5 )n =3 (b +hx -3)m (122)
-1

0
funksiya minimumga erishishi ta’minlaydi.
Ekstremum mavjud bo‘lishining zaruriy shartini topamiz:

i

X 22(/}0 +bx, - ¥, )u, =0,
[}

o 1

— = Z‘Z(b(, +hy, -y, ) cxn =0
[

Sistemada almashtirishlar bajaramiz:
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' b Zu_ : /L ‘Z.\“n, A Z;n
]/’”Z\u : Z\ n :1.2.\',)111,‘
n ns

(121) tenglik asosida lopaml7'

A m " m m
> z( >, ﬂ-zzm DR IS NN
11 vt 4 1

,/l TN A |

k. ) m
Zl’\" Z\ L\,ll" l' = 24 2 wvn
) Vi

AT
IR} ,ll ety

Bu almashtirishni sistemaga go’yamiz va

bo . ""n : . I :
L S L TS
n iy "o n-°-

N

Dy < hl"_._l"”-.
yoki
,[17“ -i-/),.;‘z_\—'.
l/)".;' +b, = W
ko‘rinishga kclliramiz, bu ycrda

I k _ m
—Z.\',H,:.\', Z\ )I —\ Z\ n, -—\ —YZ\ \)7 —-\)’.
n,

(124)
IR
Slslemanmg, birinchi 1eno|amasndan ushbuni topamiz:
b, = v—h X,
by (122) tenglamaga qo*yamiz:
v, —;'=h,(.\'—.;'). (125)

(125) tenglamadagi 5 regressiya kocffitsiyenti deyiladi v
b, = p,, almashtirish bajarib, quyidagi tenglikni hosil qilamiz:

yo-r=p,(1-x) (126)
Bu tenglama Yning X bo‘yicha regressiya tenglamasi deyiladi
Tenglamani yechamiz:

_XV-NY

- (127)

Py = I)l = il

"-.,I\ﬁ |

|
=
[ \.-I

Bu yerda
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&3 = 2-,‘{-3=lz.\72n -x3, (128)

/1=x_y—fj7=lz.r,)gn,—fj". (129)

o
Bunda u kattalikka tanlanma korrelatsiya momenti yoki
tanlanma korrelatsiya deyiladi.
X ning Y bo‘yicha regressiya tenglamasi ham shu tartibda
topiladi

x,—x=p,(r-¥) (130)

Bu yerda . .
pjy:h,:%:-;:':x,vt;‘lf.f'___;’5, (131)
5=y -7 =%iyfn‘ _7, (132)

X wva Y tasodifiy miqdorlar uchun chizigli bo‘lmagan
korrelatsiyada regressiya tenglamasi chiziqli korrelatsiyadagi kabi
eng kichik kvadratlar usuli bilan topiladi.

Yo =b,+hx+bx’,
bunda #,, 4, b, larni
k -\ i . -2
S= Z(yx, _y/) n: =Z(b(l +b|'tl +b2x:- —)’,) n,
1=l 1=1
funksiyaning minimumga erishish shartidan keltirib chiqarilgan

i I i [
)
b(,Zn, +b,Zx,n, +szx, n = Zy,n,,
i=) 1=1 1=1 1=
I3

]
k k ko
2 3
- b(,Zx,n, +b,Zx, n +bZZA, n = Zx, yn,
1=1 1=l 1=l

1
, i & k -
" 3 A .2
b, ) x'n, +/),Z,\, n, +bzz.\, n = Z.\, yan,
1=1 1=1 1=1

A
\ 1=1
sistemadan topiladi.
b
yx=_7 )’,=ba(’ }’x=h"'- yxsz”
X
Bu korinishdagi chiziqli bo‘Imagan korrelatsiyalarda tenglik-
larni har ikki tomonini logarifmlash va belgilashlar kiritish orgali
ular chiziqli korrelatsiyaga keltiriladi. Korrelatsion bog‘lanishning
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zichligini bahosi sifatida o'rtacha kvadratik chetlashishlarning
o*zgarishiga asoslangan kattalik. I\orrclatsly a koeffitsiyenti

a AV Xy
L s (133)
a GO

olinadi.

Chizigli bo*lmagan Korrelatsiyada X va ¥ tasodifiy miqdorlar
orasidagi korrelatsion bog'lanish zichligi tanlanma korrelatsion
nisbat deb ataluvchi quyidagi ifoda bilan aniglanadi:

TN \/l 7 (134)

“ —

a,
1359. v =bha* chizigli korrelatsiyaga keltiring.
Yechish. Tengliklarni har ikki tomonini logarifimlash va
belgilashlar kiritish orqali ular chizigli korrelatsiyaga Keltiriladi.
Iny =Inba' =mb+xina >v=Iny, h =Inb, b =Ina =>v=h +hx
1360. Bir tipdagi 50 ta korxonaning sutkalik mahsulot ishlab
chiqarishi y(r) va asosiy ishlab chiqarish fondlari X (mln.so m)

berilgan.
} "o 3 17| 21 25 ):,
225 2 | - - - 3
2750 3 | 6 | 4 - - 113
325 - |3 1] 7 Y
375 | - | 21 6 | 2 |11
425 | - - - 1 | 2
Zn S it |17 14| 3|50
’ 1 N -

1) ¥ ning X bo'yicha regressiya tenglamasini tuzing. 2)
Asosiy ishlab chiqarish fondlari X va korxonaning sutkalik ishlab
chiqarishi ¥ orasidagi bog‘lanish zichligini hisoblang.

Yechish. 1) Korrelatsiyon jadvalga muvofiq har bir x uchun
(121) formula yordamida shartli o‘rta giymatni topamiz:

E:%(9-2+13-1)=10,3; _I-;z—(o 3413:-6+17-4)=13,3;
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M= (13:3+17-1121.7)=17.8;
!

E:I—]l(w-]+17-2+21-6+25-2)=20,3; vo==(21-1425-1) =23,
Yig‘indilarni hisoblaymiz:

> xm =22,5-3+27,5-13432,5-21+37,5-11+42,5-2 =1605;

1=l

5

D xin =22,5%-3+27,5"-13432,57 21 +37,5°-11+42,5° -2 =52612,5;
1=\

t=

5
> v =9-5+11-13+17-17+21-14+25-3 = 846;
|

> Xy, =22,5-9-2422,5-1-13+...+42,5-1- 21 +42,5 1. 25 = 27875.
=] y=1
(124)-(130) formulalar bilan regressiya tenglamasining tanlan-

ma xarakteristikalari va parametrlarini aniglaymiz:
- 1605 — 846 — _52612.5

X = =32,I; y=—=106,92; o; 32.1°=21.84;
50 50 50
27895
H=——-32,1-16.92=557.9 - 543,132 = 14, 768; N, = |—4~’~7—68- =0,6762.
50 21,84

Demak, regressiya tenglamasi
y.—16,92=0,6762 (x -32,1) =y, =0,6762x-4,79.
Regressiya tenglamasidan ko‘rinadiki, asosiy ishlab chiqarish
fondlari Imln so‘m.

2) &, ni topish uchun quyidagi yig‘indini topamiz:
D Vin =91 -54137 1141717+ 217 14+ 25 . 3=15226.
1=1

(132) formulaga asosan
U}; =@§ -16,92* =18,2336.
50
(133) formulaga asosan:

r=0,6762- 21,84 =0,6762-1,0944 =0, 74.
18,2336

Demak, Xva ¥ lar orasidagi bog‘lanish to‘g‘ri chizigli va
yetarlicha zich.

Quyidagi masalalarni yeching
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1361. ¥ va ) tasodifiy miqdorlar orasidagi korrclatsion
bo‘g lanish o°rganilganda mos qiymatlarini o‘lchash natijalari
quyidagi jadvalda berilgan:

v [03]04]05 [osToe {07 Tos Joo [oolto]i|is
D [y Jo2]os 2 Tias {25 30 [34 [38]41]44]59

Y ning X bo'yicha v, =h, +hx regressiya tenglamasini tuzing va

ular orasida bog’lanish zichligini baholang.
Y

2 1 03047«

05106 (0.7 10,8 (09 [09]1.0]1.1
v 102108

1.4
1.8 {25 [3.1 |34 [38]41]44(59

’ Pl
[ AR

Y ning X bo'yicha y =p,+hx+bx® regressiya tenglamasini
tuzing va ular orasidi bog‘lanish zichligini baholang.
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:%(13.3”7.11+21-7)=17.8:

- — 1 . A
¥y =ﬁ(]3.]+|7.2+2].6+25.2)=20,3; =;(2|-]+2)'])=23.

Yig indilarni hisoblaymiz:
D xn =22,5-3+27,5-13432,5-21 +37,5-11+42,5-2=1605;
1=1

D =225 3427, 5113432, 21 437,511 442,57 2252612.5;

i

Zy,n, =9.5411-13+17-17+21-14+25-3=846;

Znyln =22,5.9-2+22,5-1-13+...+42,5-1-21+42,5-1.25 = 27875.

=] =l
(124)-(130) formulalar bilan regressiya tenglamasining tanlan-
ma xarakteristikalari va parametrlarini aniglaymiz:

- 1605 - 846 — 52612,5 . .
= =32.1: )= —=]6 9_, . = —32,| =2|,84,
* 50 Lo 50 50
2789 14,768
= 5—32,]-l6.92=557,‘)—543,l32=14,768; p. = 7——5-—0 6762.

~ i

Demak, regressiya tenglamasi
¥, —16,92=0,6762(x-32,1) = y, =0,6762x-4,79.

Regressiya tenglamasidan ko‘rinadiki, asosiy ishlab chigarish
fondlari Imln so‘m.
2) &, ni topish uchun quyidagi yig*indini topamiz:

Zy,n—9’ S+132. 11417217 +21* 14 4257 5226.

1=]

(132) formulaga asosan
o _%’-E ~16,92* =18,2336.

(133) formulaga asosan:

r=0.6762- 21,84 _ 0,6762-1,0944 =0,74.
18,2336

Demak, Xva Y lar orasidagi bog‘lanish to‘g‘ri chizigli va
yetarlicha zich.
Quyidagi masalalarni yeching
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1361. X va Y tasodifiy miqdorlar orasidagi korrelatsion
bo‘e‘lanish o'reanilecanda mos giymatlarini o°lchash natijalari
o f) o .,

quyidagi jadvalda berilgan:

x, |03]04]05 (o506 [07 [08 09 [09]10]11]14
Dy jo2]osg]12 [1a]18 [25 (3.0 [34 [3.8][4.1]44]59
Y ning X bo‘yicha v, =5, +hx regressiya tenglamasini tuzing va

ular orasida bog'lanish zichligini baholang.
Y

to |

X 103704 ([(
v, 0210811

N e
[SS ARV

06 (07 (08 [0,9 [09]1.0]1.1 4
1.8 {25 3.1 [34 |38|4.1]44]59

2)

—

f=2
s |
—_| W

Y ning X bo'yicha y =4, +bx1bx? regressiya tenglamasini
tuzing va ular orasidi bog‘lanish zichligini baholang.
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EHTIMOLLIK FUNKSIYALARINING JADVALLARI

I-jadval
p(x)= l e * funksiya qiymatlari
s
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

00 | 03989 | 3989 | 3989 | 3988 | 3986 | 3984 | 3982 | 3980 [ 3977 | 3973
0,0 | 3970 | 3965 | 3961 | 3956 | 3951 | 3945 | 3939 | 3932 | 3925 | 3918
02 | 3910 | 3902 [ 3894 | 3885 | 3876 | 3867 | 3857 | 3847 | 3830 | 3825
03 | 3814 | 3802 | 3790 | 3778 | 3765 | 3752 | 3739 | 3726 | 3712 | 3697
04 | 3683 | 3668 | 3652 | 3637 | 3621 | 3605 | 3589 | 3572 | 3555 | 3538
0.5 | 3521 | 3503 | 3485 | 3467 | 3348 | 3429 | 3410 | 3391 | 3372 | 3352
0,6 | 3332 | 3312 [ 3292 | 3271 | 3251 | 3230 [ 3209 | 3187 | 3166 | 3144 |
07 | 3123 | 3101 | 3079 | 3056 | 3034 | 3011 | 2989 | 2966 | 2943 [ 2920
08 [ 2897 [ 2874 | 2850 [ 2827 | 2803 | 2780 | 2756 | 2732 | 2709 | 2685
09 | 2661 | 2637 | 2613 | 2589 | 2565 | 2541 | 2516 | 2492 | 2468 | 2444
10 | 02420 | 2396 | 2371 | 2347 | 2323 | 2299 | 2275 | 2251 | 2227 | 2203
L1 | 2179 [ 2155 | 2131 | 2107 | 2083 | 2059 [ 2036 | 2012 | 1989 [ 1905 |
12 | 1942 | 1919 | 1895 | 1872 | 1849 | 1826 | 1804 | 1781 | 1758 | 1736
13 | 1714 | 1691 | 1669 | 1647 | 1626 | 1604 | 1582 | 1516 | 1539 | 1518
14 | 1497 | 1476 | 1456 | 1435 | 1415 | 1394 | 1374 | 1354 | 1334 | 1315
1,5 | 1295 | 1276 | 1257 | 1238 | 1219 | 1200 | 1182 | 1163 | 1145 | 1127
1,6 [ 1109 [ 1092 | 1074 | 1057 | 1040 | 1023 | 1006 | 0989 | 0973 | 0957
1.7 [ 0940 [ 0925 | 0909 | 0893 | 0878 | 0863 | 0848 | 0833 | 0818 | 0804
1.8 [ 0790 [ 0775 | 0761 | 0748 | 0734 | 0721 | 0707 | 0694 | 0681 | 0669
19 | 0636 | 0644 | 0632 | 0620 | 0608 | 0596 | 0584 | 0573 | 0562 | 0551 |
2,0 | 00540 | 0529 | 0519 | 0508 | 0496 | 0488 | 0478 | 0468 | 0459 | 0449
2,0 | 0440 | 0431 | 0422 | 0413 | 0404 | 0396 | 0387 | 0379 | 0371 [ 0363
22 | 0355 | 0347 | 0339 | 0332 | 0325 [ 0317 | 0310 | 0303 | 0297 | 0290
23 | 0283 | 0277 | 0270 | 0264 | 0258 | 0252 | 0246 | 0241 | 0235 | 0229
2,4 | 0224 | 0219 | 0213 | 0208 | 0203 | 0198 | 0194 | 0189 | 0184 | 0180
25 | 0175 | 0171 | 0167 | 0163 | 0158 | 0154 | 0151 | 0147 | 0143 | 0139
2,6 | 0136 | 0132 | 0129 | 0126 | 0122 [ 0119 | 0116 | 0113 [ 0110 | 0107
27 | 0104 | 0101 | 0099 | 0096 | 0093 | 0091 | 0088 | 0086 | 0084 | 0081
28 [ 0079 | 0077 | 0075 | 0073 | 0071 | 0069 | 0067 | 0065 | 0063 | 0061
29 | 0060 [ 0058 | 0056 | 0055 | 0053 [ 0051 | 0050 | 0048 | 0047 | 0046
30 [ 0.0044 | 0043 | 0042 | 0040 | 0039 | 0038 | 0037 | 0036 | 0035 | 0034
3,0 [ 0033 | 0032 [ 003i | 0030 | 0029 | 0028 | 0027 | 0026 | 0025 | 0025
32 [ 0024 | 0023 [ 0022 | 0022 | 0021 | 0020 | 0020 | 0019 | 0018 | 0018
33 | 0017 | 0017 | 0016 | 0016 | 0015 | 0015 | 0014 [ 0014 | 0013 | 0013
34 [ 0012 [ 00i2 | 0012 | oott [ 0oi1 | 0010 | 0010 [ 0010 | 0009 | 0009
35 | 0009 | 0008 | 0008 | 0008 | 0008 | 0007 | 0007 | 0007 | 0007 | 0006
3.6 | 0006 | 0006 | 0006 | 0005 | 0005 | 0005 | 0005 | 0005 | 0005 | 0004
3,7 | 0004 | 0004 | 0004 | 0004 | 0004 | 0004 | 0003 | 0003 | 0003 | 0003
38 | 0003 [ 0003 | 0003 | 0003 | 0003 | 0002 | 0002 | 0002 | 0002 | 0002
39 | 0002 [ 0002 | 0002 [ 0002 | 0002 [ 0002 | 0002 | 0002 | 0oor | 0oot
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2-jadval

M(x)=-

|
J27

[e : 4= funksiya qiymatlari
4]

x| D) x| Dd(x)] x| D(x)] x (l>(;\') x| d(x)| x| ®(x)

0.00 | 0.0000 | 043 | 0.1664 | 0.86 | 03051 | 1,29 | 0.9015 [1.72 [0.4573 | 230 [ 0.4893

0,01 10,0040 { 0,04 ] 0.1700 | 0.87 | 0.3078 | 1.30 | 04032 | 1.73 {04582 | 2.32 | 0.1898

0.02 ] 0.0080 1 0,05 [0.1736 | 0.88 | 03106 | 1.31 | 04049 | 1,74 { 04591 | 2,34 | 0.4904
0.03 {00120 ] 0.06 | 0.1772 { 0.89 | 0.3133 | 1.32 10,4066 | 1,75 { 0,4599 | 2.36 | 0.-1909

0.04 ] 0.0160 [ 0,07 | 0,1808 | 0,90 | 0.3159 | 1.33 | 04082 | 1.76 | 04608 | 2.38 [ 0.4913

0.05 [0.0199 [ 0,08 |0.1844 | 0.91 {03186 | 1.34 | 0.4099 | 1,77 [ 0.4616 | 2.40 | 04918

0.06 1 0.0239 [ 0,09 10,1879 10,92 10,3212 ] 1.35 {04115 { 1.78 { 0.4625 | 242 | 04922

0.07 | 0.0279 | 0.10 ] 0.1915 0,93 | 0.3228 | 1.36 | 0.4131 | 1,79 [ 04633 | 2.44 | 01927

0,08 10,0319 [ 0,11 | 0,1950 § 0,94 ] 0.3264 | 1.37 | 04147 | 1.80 [ 0.4641 | 2,46 | 04931

0,09 1 0.0359 [ 0,12 10.1985 | 095 | 0.3289 | 1.38 | 04162 [ 1.81 | 04049 | 248 | 0.4934

0,10 10,0398 | 0,13 ]10.2019 { 0,96 | 0.3315 { 1.39 { 04177 [ 1.82 | 04656 | 2.50 { 0.1938

0,11 {00438 | 0,14 ]0.2054 10,97 { 0.3340 | 1.40 [ 0.4192 { 1,83 | 0.1664 | 2.52 | 0.4941

0,12 10,0478 | 0.15 | 0.2088 | 0.98 | 0.3365 | 1,41 | 0.4207 | 1.84 | 0.4671 | 2.54 | 0.4945
0,13 10,0517 1 0,16 10.2123 [ 0,99 | 0.3389 | 1,42 [ 04222 | 1.85 | 0.4678 | 2.56 | 0.4948
0.14 [ 0.0557 [ 0.17 ] 0.2157 } 1,00 [ 0.3413 | 1.33 [ 0.4236 | 1.86 | 01686 | 2.58 | 0.4951
0.15 [ 0.0596 | 0.18 [ 0.2190 | 1.01 [ 03438 | 1,44 | 0.4251 | 1.87 | 0.4093 | 2.60 | 0.4953
0.16 | 0.0636 | 0,19 [0.2224 [ 1,02 | 0.3461 | 1,45 | 04265 | 1.88 | 0.4699 | 2,62 | 0.49506
0,17 ] 0.0675 [ 0,20 | 0.2257 | 1,03 | 0.3485 | 1,46 | 04279 | 1,89 | 0.4706 | 2.64 | 0.4959
0.18 | 0.0714 | 0.21 [ 0.2291 | 1.04 [ 0.3508 | 1,47 | 0.4292 { 1.90 | 0.4713 | 2.66 ) 0.4961
0.19 10,0753 10,22 | 0.2324 | 1,05 [ 0.3531 | 1,48 | 0.4306 | 1,91 | 0.4719 | 2.68 | 0.4963
0,20 } 0,0793 1 0,23 ]0.2357 | 1,06 [ 0.3554 | 1,49 {1 0.4319 [ 1,92 | 04726 | 2.70 | 0.4965

0.21 ] 0.0832 10,24 ]0.2389 | 1,07 { 03577 | 1,50 [ 0.4332 | 1,93 [0.4732 { 2,72 | 0.4967

0.22 1 0.0871 | 0.25 ]0.2422 | 1,08 | 0.3599 | 1.51 | 0.4345 | 1.94 [ 0.4738 | 2,74 | 0.4969

0.23 1 0.0910 | 0,26 | 0.2454 | 1.09 | 03621 [ 1,52 | 04357 | 1,95 [ 0.4744 { 2,76 | 04971

0,24 10,0948 | 0,77 ] 0.2486 | 1,10 | 03643 | 1,53 | 04370 | 1,96 | 0.4750 | 2,78 | 0.4973

0,25 [ 0.0987 10,28 [0.2517 | 1,11 | 0.3665 [ 1.54 | 0.4382 | 1.97 | 0.4756 | 2.80 | 0.4974

0,26 | 0.1026 | 0.29 | 0.2549 | 1,12 | 03686 | 1,55 | 04394 | 1,98 | 04761 | 2,82 | 0.4976
0,77 { 0,1064 | 0,30 ] 0.2580 | 1,13 | 0.3708 | 1,56 { 0.4406 [ 1,99 | 0.4767 | 2.84 | 0.4977

0,28 [ 0,1103 0,31 102611 | 1,14 03729 1 1,57 | 0.4418 | 2,00 | 04772 | 2.86 | 0.4979

029 [0.1141 [ 0.32 10,2642 | 1,15 [ 0.3749 | 1,58 | 0.4429 [ 2,02 | 0.4783 [ 2.88 | 0.4980

0,30 10,1179 | 0.33 [0.2673 [ 1,16 | 0.3770 | 1,59 | 0.4441 | 2,04 | 0.4793 | 2,90 | 0.498)
031)0.1217 | 0,34 {02703 [ 1,17 ] 0.3790 | 1.60 | 0.4452 | 2,06 | 0.4803 | 2,92 | 0,4982

7
0,32 | 0.1255 1 0.35 [ 02734 | 1,18 | 0.3810 | 1.61 | 0.4463 | 2,08 | 0.,4812 | 2,94 | 0.4984
0,33 10,1293 [ 0,36 {02764 | 1,191 0,3830 { 1,62 | 04474 | 2,10 | 0.4821 | 2,96 | 0,4985

0.34 10,1331 ] 037 |0.2794 | 1,20 [ 0.3859 | 1,63 | 0.4484 | 2,12 | 0.4830 | 2,98 | 0.4986

0,35 10,1368 | 0,38 |0.2823 | I, 0.3869 | 1.64 | 0.4495 | 2,14 | 0.4838 ) 3.00 | 0.4986

1

2

21
0,36 | 0.1406 | 0.39 |0.2852 [ 1,22 ] 0.3883 [ 1.65 [ 0.4505 [ 2,16 | 0.4846 | 3,20 | 0.4993
0,37 10,1443 | 0.40 | 0.2881 | 1,23 ] 0.3907 [ 1,66 | 04515 | 2,18 | 0.4854 | 3,40 | 0.4996
0,38 | 0.1480 | 0,41 ] 0.2910 | 1.24 ] 0.3925 [ 1.67 | 0.4525 | 2,20 | 0.4801 | 3,60 { 0,4997

0,39 | 01517 [ 0,42 10,2939 [ 1,25 ] 03944 [ 1,68 | 0.4535 | 2,22 | 0,4868 | 3.80 | 0.4998

0,40 | 0.1554 | 0,83 |0,2967 | 1,26 | 0.3962 [ 1,69 | 0.4545 | 2,24 | 0,4875 | 4,00 | 0.4998

0,41 10,1591 | 0,84 | 0.2995 | 1.27 | 0.3980 ) 1,70 | 0.4554 | 2,26 | 0.4881 | 4,50 | 0.4999

0,42 10.1628 | 0.85 [0,3023 | 1.28 1 0,3397 | 1,71 ] 0.4564 | 2,28 | 0,.4887 | 5.00 | 0.4999
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m

P(m):%;u'" funksiya givmatlari

3-jadval

AN Y 02 | 03 | 04 | 05 | 06 | 07 | 08 | 09 1.0
0 |0.9048 | 0.8187 | 0.7408 | 0.6703 | 0.6065 | 0.5488 | 0.4966 | 0.4493 | 0.3066 | 0.3690
1 |0.0905 | 0.1637 | 0.2223 | 0.2681 | 0.3033 | 0.3293 | 0.3476 | 0.3595 | 0.3659 | 0.3679
20,0045 | 0.0164 | 0.0333 | 0.0536 ] 0.0758 | 0.0988 | 0.1216 | 0.1433 | 0.1647 | 0.1839
3 0.0002 | 0.00110.0033 | 0.0072 | 0.0126 | 0.0198 | 0.0284 | 0.0383 | 0.0494 | 0.0613
3 10.0000 | 0.0001 ] 0.0003 [ 0.0007 [ 0.0016 | 0.0030 | 0.0050 | 0.0077 | 0.0111 | 0.0153
5 1 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0001 | 0.0002 | 0.0003 | 0.0007 | 0.0012 | 0.0020 | 0.0031
6 | 0.0000 ] 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0001 | 0.0002 | 0.0003 | 0.0005
7 10.0000 ] 0.0000 | 0.0060 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0,0001
. A1 20 | 30 | 40 50 | 60 | 70 8,0 9.0 10,0
0 01353 | 0,0498 | 0.0183 | 0.0067 | 00025 | 0.0009 | 0.0003 | 0.4493 [ 0.0001
1 0.2707 [ 0.1494 | 00733 | 0.0337 | 0.0149 | 0.0064 | 0.0027 | 0.3595 | 0.0005
2 0.2707 | 0.2240 | 0.1465 | 0.0842 | 0.0446 | 0.0223 | 0.0107 | 0.0001 | 00023
3 0.1805 | 0.2240 | 0.1964 | 01404 | 0.0892 | 0.0521 | 0.0286 ] 0.0011 | 0.0076
4 00902 | 0.1681 | 0.1954 | 0,1755 | 0.1339 | 0.0912 | 0.0572 | 0,0050 | 0.0189
5 0.0361 | 0,1008 | 0.1563 | 0.1755 | 0.1606 | 0.1277 | 0.0916 | 0.0150 | 00378
6 0.0120 | 0.1504 | 0,1042 | 0.1462 | 0.1606 | 0.1490 | 0.1221 | 0.0337 | 0.0631
7 0,0034 | 0.0216 | 0,0595 [ 0,1045 | 0,1377 | 0,1490 | 0,1396 | 0,1171 | 0,0901
8 0.0009 | 0,0081 | 0.0298 | 0.0653 | 0.1033 | 0,1304 | 0,1396 | 01318 | 01126
9 0.0002 | 0,0027 | 0.0132 ] 0.0363 | 0.0689 | 0.1014 | 0.1241 | 0.1318 | 0.1251
10 | 0.0000 | 0,0008 | 0.0053 | 0.0181 ] 0.0413 | 0.0710 | 0,0993 | 0.1186 ] 0.1251
11 0.0000 | 0.0002 | 0,0019 | 0.0082 | 0,0225 | 0.0452 | 0.0722 | 0.0970 | 0.1137
12 | 0.0000 | 0,0001 | 0.0006 | 0.0034 | 0.0113 | 0.0264 | 0.0481 | 0.0728 | 00948
13 |0.0000 | 0.0000 [ 0.0002 | 0.0013 [ 0.0052 | 0,0142 | 0.0296 | 0.0504 | 0.0729
14 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0001 | 0.0005 | 00022 | 0.0071 | 0.0169 | 0.0324 | 0.0521
15 0,0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0002 | 0.0009 | 0,0033 ] 0.0090 | 0.0194 | 0.0347
16 0.0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0.0003 | 00015 | 0,0045 | 0.0109 | 0,0217
17 ] 0.0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0.0000 | 0.0001 | 0.0006 | 0.0021 | 0.0058 | 0.0128
18 00000 | 0,0000 | 0.0000 | 0,0000 | 0.0000 | 0.0002 | 0,0009 | 0,0029 | 0.0071
19 | 0,0000 | 0.0000 | 00000 | 0.0000 | 00000 | 0.0001 | 0.0004 | 0.0014 | 00037
20 ] 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0,0000 | 0.0000 | 0,0002 | 0.0006 | 0.0019
21 0.0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0.0000 | 0.0001 | 0.0003 | 0.0009
22 |0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0001 | 0.0004
23] 0.0000 ] 0.0000 | 0.0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0.0000 | 0,0000 | 0.0000 | 0.0002
24 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0.0000 | 0.0001
25 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0,0000
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1, =t(y.n) funksiya giymatlari

4-jadval

A A

m 0,95 0,99 0,999 [ m 0,95 0,99 0,999
5 1278 4.60 8.61 20 | 2.093 | 2.861 3.883
6 257 | 4.03 6.86 | 25 | 2.064 | 2,797 | 3.745
7 2.45 3.71 596 | 30 | 2,045 | 2.756 | 3.659
8 | 237 [ 3.50 5.41 35 | 2.032 | 2.720 | 3.600
9 2.31 3.36 5.04 | 40 | 2,023 | 2.708 | 3.558
10 2.26 3.25 4.78 | 45 | 2.016 | 2,692 | 3.527
11 2.23 3.17 4.59 S0 2.009 | 2.67Y 3.502
12 2.20 3.11 4.44 60 | 2.001 | 2.662 | 3.464
13 2.18 3.06 4.32 70 | 1996 | 2.649 | 3.439
14 2.16 3.01 4.22 80 | 1.991 | 2,640 | 3418
15 2.15 2.98 4.14 90 | 1.987 | 2.633 | 3.403
16 2.13 2.95 4.07 | 100 | 1.984 | 2.627 | 3.392
17 2.12 2.92 4.02 120 | 1.980 | 2.617 3.374
18 2.11 2.90 3.97 © 1.960 | 2.576 3.291
19 2.10 2.88 3.92
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g=¢(7,n) funksiya giymatlari

5-jadval

A

m 0,95 0,99 0,999 [ m 0,95 0,99 0,999
5 1.37 2.67 5.64 | 20 | 037 0.58 0.88
6 1.09 2.01 388 [ 25 | 0.32 0.49 0.73
7 0.92 1.62 298 | 30 | 0.28 0,43 0.63
8 0.80 1,38 242 | 35 | 0.26 0.38 0.56
9 0.71 1.20 2.06 | 40 | 0,24 0.35 0.49
10 0.65 1.08 1.80 | 45 | 0.22 0.32 0.46
11 0.59 0,98 1.60 | 50 | 0.21 0.30 0.43
12 0.55 0,90 1,45 | 60 | 0.188 | 0.269 0.38
13 0,52 0.83 1.33 70 | 0.174 | 0.245 0.34
14 0.48 0.78 1.23 | 80 | 0.161 | 0.226 0.31
15 0.46 0,73 1.15 | 90 | 0.151 | 0.211 0.29
16 0.44 0.70 1.07 1100 | 0.143 | 0.198 0.27
17 0.42 0.66 1.01 {150 | 0,115 | 0.160 | 0.211
18 0.40 0.63 0.96 | 200 | 0.099 | 0,136 | 0.185
19 0.39 0.60 0.92 250 | 0.089 | 0,120 [ 0,162




6-jadval
z° tagqsimotning kritik nuqtalari

k ozodlik a qivmatdorlik daragasi
darajalari UV Y
soni 0,01 0.025 0.05 0,95 0975 0.99
1 B 6.6 5.0 3.8 0.0039 0.00098 0.00016
2 9.2 724 ] 60 0.103 0.051 0.020
3 1.3 9.4 7.8 0.352 0.216 0,115
4 133 1.1 9.5 0711 0484 0.297
5 N EN 128 | N 115 0.831 0.554
6 10.8 14.4 126 1.64 1.24 0.872
7 18,5 16.0 14.1 2,17 1.69 1.24
8 20.1 17.5 155 2,73 2,18 1.65
9 217 19.0 16,9 3.33 2.70 2.09
10 23.2 20.5 18.3 3.94 3.25 2.56
11 24.7 219 19.7 4.57 3.82 3.05
12 26.2 233 21.0 5.23 4.40 3.57
13 217 24.7 22.4 5.89 5.01 4.1
14 29.1 26.1 237 6.57 5.63 4.68
15 30,6 27.5 25.0 7.25 6.26 5.23
16 32,0 28.8 263 7.96 691 581
17 334 30.2 27.6 8.67 7.56 641
18 34.8 315 28.9 939 8.23 7.0!
19 36.2 329 30.1 10.1 891 7.63
20 37.6 34.2 314 10,9 9.59 8.26
21 389 353 32.7 11,6 10.3 8.90
22 40.3 36.8 33.9 12,3 11.0 9.54
23 41.6 38.1 35.2 13.1 11.7 10.2
24 43.0 39.4 364 13.8 12,4 10.9
25 443 40.6 377 14.6 13.1 1.5
20 45.6 419 38.9 154 13.8 12.2
27 47.0 43.2 40,1 16,2 14.6 2.9
28 48.3 44.5 413 16.9 153 13.6
29 49.6 45.7 42,6 17.7 16.0 14.3
30 509 47.0 438 18,5 16,8 15.0
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Styudent tagsimotining kritik nuqtalari

7-jadval

k ozodlik o qiymatdorlik darajasi (ikki tomonli kritik soha)

"“’S‘:":i"’“ 0,10 0,05 0,02 0,01 0,002 | 0,001
1 6.31 12.7 31.82 63.7 3183 | 637.0
2 2.92 4.30 6.97 9.92 2233 31.6
3 2.35 3.18 4.54 5.84 10.22 12.9
4 2.13 2.78 3.75 4.60 7.17 8.61

5 2.01 2.57 3.37 1.03 5.89 6.86

6 1.94 2.45 3.14 3.71 5.21 596 |
7 1.89 2.36 3.00 3.50 4.79 5.40

8 1.80 231 2.90 3.36 4.50 504
9 1.83 2.26 2.82 3.25 4.30 4.78
10 1.81 2.23 2.76 3.17 4.14 4.59
11 1.80 2.20 2.72 3.11 4.03 4.44
12 1.78 2.18 2.68 3.05 3.93 4.32
13 1.77 2.16 2.65 3.01 3.85 4.22
14 1.76 2.14 2.62 2.98 3.79 4.14
15 1,75 2,13 2.60 2.95 3.73 4.07
16 1.75 2.12 2.58 2.92 3.69 4,01
17 1.74 2,11 2,57 2.90 3.65 3.96
18 1.73 2.10 2.55 2.88 3.61 3.92
19 1.73 2.09 2.54 2.86 3.58 3.88
20 1.73 2,09 2.53 2.85 3.55 3.85
21 1.72 2,08 2.52 283 | 353 3.82
22 1,72 207 2.51 2.82 3.51 3.79
23 1.71 2.07 2.50 2.81 3.49 3.77
24 1.71 2.06 2.49 2.80 3.47 3.74
25 1.71 2.06 2.49 2.79 3.45 3.72
26 1.71 2,06 2.48 2.78 3.44 3.71
27 1.71 2,05 2.47 2,77 3.42 3.69
28 1.70 2,05 2.46 2.76 3.40 3.66
29 1.70 2.05 2.46 2.76 3.40 3.66
3,6630 1,70 2.04 2.46 2.75 3.39 3.65
403,65 1,68 2.02 2.42 2.70 3.31 3.55
603,65 1,67 2,00 2.39 2.66 3.23 3.46
1203,46 1.66 1.98 2.36 2.62 3,17 3.37
o 1,64 1.96 2,33 258 | 3.9 3.29

0,05 0,025 0,01 0.005 0,001 | 0,0005

a_qiymatdorlik darajasi (bir tomonli kritik soha)
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JAVOBLAR

I BOB.

5. ¥+ 21 radiusi 1 teng bo’lgan aylana va uning tashqarisi.
6. ¥ +1* <1 radiusi 1 teng bo*lgan aylana ichki gqismi.
7. x+v<! va x+v2>-1 parallel to"g'ri chiziglar orasi.

s 2T 3T _ 2, 57 .
8. 0< + v < =L ’7 SIS konsentrik aylanalar.
9. y =x bisscktrissadan yuqorida yotuvchi y > x yarim tekislik.
10. x>0 yarim tekislik.

11. Fazoning x* +y* —z° =0 konusdan tashqaridagi gismi.

12. ¥+’ + " <1 sharning. (0:0) dan tashqari ichki qismi.

13. 0. 14 0. 15. 2. 16 ¢'. 17 Limit mavjud emas.
18. Limit mavjudemas. 19, ¢’'. 20.¢. 21. Uzulish nuqta
(00)

22. Uzulish nugta x =y nuqtalar to*plami.
23. Uzulish nuqta ¥* +y* =1 aylanaga tegishli nuqtalar.
24. Uzulish nuqtalar ox va Oy o*qlar.

Oz ) (= . (= v - -2x
27. i— = 3(.\" —ay), (:- = 3(_\" —(L\'). 28. &= —‘ == —\.

o o o (v+y) O (x+2)

as y ¢z 1 cz X (3= -V
29. -—= "5, - - —. 30. -—= , — = = .

o Xy x o \/'\-3 —y O \/_\-3 -\




Styudent tagsimotining kritik nuqtalari

7-jadval

k ozodlik a qiymatdorlik darajasi (ikki tomonli kritik soha) |
“ars‘:::i"‘“ 0,10 0,05 0,02 0,01 0,002 | 0,001
1 6.31 12.7 31.82 63.7 318.3 637.0
2 2.92 4.30 6.97 9.92 22.33 31.6
3 2.335 3.18 4.54 5.84 10.22 129 |
4 2.13 2.78 3.75 4.60 7.17 8.61
5 2.01 2.57 3.37 4.03 5.89 6.86
6 1.94 2.45 3.14 3.71 5,21 3.96
7 1.89 2.36 3.00 3.50 4.79 5.40 |
8 1.80 2,31 2.90 3.36 4.50 5.04
9 1.83 2.26 2.82 3.25 4.30 4.78
10 1.81 2.23 2.76 3.17 4.14 4.59
11 1.80 2.20 2.72 3.11 4.03 4.44
12 1.78 2.18 2.68 3.05 3.93 4.32
13 1.77 2.16 2.65 3.01 3.85 4.22
14 1.76 2.14 2,62 2.98 3.79 4.14
15 1,75 2,13 2.60 2.95 3.73 4.07
16 1.75 2.12 2.58 292 3.69 4.01
17 1.74 2,11 2,57 2.90 3.65 3.96
18 1.73 2.10 2.55 2.88 3.61 3.92
19 1.73 2.09 2.54 2.86 3.58 3.88
20 1.73 2,09 2.53 2.85 3.55 3.85
21 1.72 2.08 2.52 2.83 3.53 3.82
22 1.72 2.07 2.51 2.82 3.51 3.79
23 1.71 2.07 2.50 2.81 3.49 3.77
24 1.71 2,06 2.49 2.80 3,47 3.74
25 1.71 2.06 2.49 2.79 3.45 3.72
26 1.71 2.06 2.48 2.78 3.44 3,71
27 1.71 2,05 2.47 2.77 3.42 3.69
28 1,70 2.05 2.46 2.76 3.40 3.66
29 1,70 2,05 2,46 2.76 3.40 3,60
3,6630 1.70 2.04 2.46 2.75 3.39 3.65
403,65 1,68 2.02 2.42 2,70 3.31 3.55
603,65 1,67 2,00 2.39 2.66 3.23 3.46
1203,46 1.66 1.98 2.36 2.62 3,17 3.37
© 1,64 1.96 2.33 2.58 3,09 3,29
0,05 0,025 0,01 0,005 0,001 0,0005

a_giymatdorlik darajasi (bir tomonli kritik soha)
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JAVOBLAR

1 BOB.

5. ¥+ 21 radiusi | teng bo’lgan aylana va uning tashqarisi.
6. ¥* +37 <1 radiusi 1 teng bo*lgan aylana ichki qismi.

7. x+v<l va x+y>~1 parallel to*g ri chiziglar orasi.

:‘/T bl bl 5/'. -

’7 STy S konscntrik aylanalar.

9. y = bisscktrissadan yuqorida yotuvchi > yarim tekislik.
10. x>0 yarim tekislik.

11. Fazoning »* +3* - 2* =0 konusdan tashqaridagi qismi.

12. X+’ + =" <1 sharning. (0:0) dan tashqgari ichki qismi.

g
8. 0<y’ 4+ S;.

13. 0. 14 0. 15. 2. 16 ¢. 17 Limit mavjud emas.
18. Limit mavjud emas. 19.¢"'. 20. e 21. Uzulish nuqta
(0;0)

22. Uzulish nugta x =y nuqtalar toplami.

23. Uzulish nuqta «* +* =1 aylanaga tegishli nugtalar.
24. Uzulish nuqtalar ox va Oy o'qlar.

oz I3~ . oz RAY cz -2x
27. = =3(¥ —ay). =230 —ax). 28, —=—— . == 5
ox ov v (x+y) v (x+»)
29 = __v @& 1 30, 5. X Gy
ax o x ox J‘-— -7 T \/x —_—
mE v x_ w
TR T NE m T oo
ox (\ + ),_). b % (\ + _"_),z
cs 1 s v
32. aT T AT TS ‘
\/,\ +3 - -y (r+ X — )
33 = v = i\ z N
T AT T IR 3 34, =~ = — =x"Inx.
l5:% XTHY v x4y ( ,
- \
«z Yy sin- \YU a‘: sin 7
35. —=—=e¢ 'cos-., —=-—¢ fcos—
Ox X" X & x X
36. = _ 0 2x7 =237 2z —wif2a - 247




P &
39. Z =1z Inz, X " Ing, 2 =gz
Ox ox ax
40. $=}’-’L’ sz-ie T cos= y o xze™ sin£+le"* cosl,
x x° x o x x X
2 xcdx + vdv 2( xdv — vdx
U yesind. 47, qr= 20EHIB) g 2y yd)
oz x X +y x7sin( 2y, x)
49. dz=2(xdx "'}"dy)cos(x2 +y! ) 50. dz =x"(ldx +1In .\'(/_\f).
X
. du= ((l\ + ydy = ]
\/\’ + ¥ x+\/xz+y'/

52. dz=e [(.rcosy—siny)dy+(siny+ cos v +xsin y)dyx |-

53. dz=e""" {[(x +1)cos y + y(sinx + cosx)]zlr +
+[x(cosy —siny)+(y+1) sinx]dy} .

53. dz=¢" {[(x +1)cosy + y(sinx +C0$X)]d.\’ +
+[x(cosy —sin y) + (y +1 smx]dy} .

54. gz = %a’x +2cos vdy
x“+4 sin° y+4

55. du=e™ (yzdx + xzdy + xydz).

56. 1,013. 57.1,05. 58. 6(x+v).  59. —sin(x+y).
60, ZHoos(2x+2y) o 65. 1. 6. 2x(3x+2)
sin’(2x +2y) sin2x (x +3x+])2
67. a-—2xcosx %—x(Zcosx —xsinx). 68. 0.
X

ox
69. z"__ =4£ E =4n.
g

n
70,802 ou _2r-1) 72.2_22x g3 v
o E op )7()7‘4-1)' ox 3+y T Nx
a2 - 2 -
74. 2)4,2 e”. 75. _2Ax+28y+2D' 76. o _3 x Ez-l
2xe™ —e*” 2Bx +2Cy+2FE 1% z ) =
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77, = _ =X 78 g a (f..:_h
o 2 v 2z X ¢ v«
S T -_n
82.1) dv—dy-z-2=0, ‘4“-%!:' Z. 2)dv—z=0.
- -3 -~ 1= o+
! ]=" = 4; 3)x-3yi 274 14=0, Hl_‘ 2 2;
4 0 -1 ' 1 -3 2

. ,_') -
4) x+11y+52-18=0, ll—“ =)

1 5
83. )z, =12, x=y=4 2)z, =-1, x=-4, v=1L

nux

84.2z =0, x=1, y=--. 85.LEkstremumga e¢ga cmas.

19 —

T
un ¢ B . MERAITION 2 3 ’

9
86.2 =-= X=‘-—2. \"=0. 87 7 =3£' x:y:l

88.7, =2 x=y=1 89. 7., =3 x-y=*l. 7z =-1 x=-y
I BOB.
93.42. 94.m>. 95 % 96.° 97 504
3 24 12 4
ra’ T w 8
98. 7. 99. 2.4, 100. = 101 [dv [ f(x.x)dv.
2 6 ’0 V12 ’
2 3 1
102. | 11’ ’(x,_v)d\'+ [y j S (%),
0 vl N
w2 ‘/
103. I S(x,y)dv+ Ia’v I S{x, ).
a a \la V 2 2 20
104. _[ J (% v)dx +Idv I S(xyv)de+ j dy j T(x,y)dx.
0 ‘\':Aa ae JJ'—; 0 vida

107. 0.57m2.  108. ‘_’i‘i 109. 32 110. '.f*;_"i. 111 os.

112 0.5In3. Ko*rsatma: x=(u/v) ", y=(uv) *almashtirish bajaring.
128

119. -é(kv.bir.). 120. G—j(kv.bir.). 121 Zgobin). 122, L kv bi),

123. 2 (kv.bir). 124, %(kv.bir.). 125. (8—)(kv.bir). 126. Sx(kv.bir.)
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127. 87 - 32£(kub.bir.).

130. 22 (kub.bir.).

105
133 90(kv.bir.).
136.
139.
144.
147.
150.
156.
159.
164.

6
167.

170.

176.

179.

182.

185.
192.

193.
19S.

167
—(kv.bir.).
3 (kv.bir.)

a(kv.bir.).

X =

E)
6

ab(azab +b2)
3(a+b)

a* 1+ ni?

67

z—.
12.

Sm

a, y=0.

131. ?(kub.bir.). 132. 3T)z-(kub.bir.).
134. 12(kub.bir.). 135, (5J5 -1)x(kv.bir.).
137. 2J27(kv.bir ) 138.(§ . ? In(3+292)(kv.bir.).
~ 45 279
32 .=
140. 32(kv.bir.). 143. c( 2.2 )
5. 7230 523 o128,
145. x=2a y=c. 146. x = v 05
8 4096
.2 49. 270
148. 2 149. T
_ abc(a:+b2+cz) ]
154. 155, .
157, @ (10b-3a) = 15g 4,
12
3 | 97
160. = 161. Lxa (naﬁ : )
165. 2022 (uppir). 166, 2.
168. x=y=3, 2=‘3‘—§.169. (%%%)
174. 0. 175. ;Y513
177. S 178. 3[(l+47r) 1]
180. 4022 181. 21
30
183. 0. 184. 4.
191. U=¢"" +sin(x-y)+2y+C.

128.%}qubh4 129.%Umbbk).

U=x-¢e""+sinx+siny +C.

U=%x3 —xzyz+3x+%y’+3y+C. 194. U =x? +yz——;-x2y2 +2xy+C.

U=chx+xchy+y+C.
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196.
197.
199.

207.

210.

213.

216.

219.
222.

229.

232.

235.
244.

247.

250.

253.
256.
259.
204.
207.
209.

> |,
. . 2 b 2
U = v-arcsinx — y-aresin v+ 1 - x —,/l—v -5 Inv+C.

X siny+ ysinx+ 1 +cosy -y =C
Ly 200.

2 S

255 - S
12575 - | 208. > rat,

420 3
| 2ra’Jat +b

5

. 211. 3
ilmlu'. 214. a .
3 2

255 + ;
VSl g 21y
10(55 -1) 2
4r. 220. -7’
a 12
= 223. —S—zra .

111 BOB.

2. ‘J— 3) 8230, 2+ 2.

l.)
0. 233. 6.
J33. 236. 4./10.
x=Ce', _;):C'?:y‘. 245. 3¢ + 227 =C,
T 248. 1087
6
67 R M. 251. .
2. 254. abr.
—87. 257. 18.
5. 262. yo'q.
yo'q. 265. ha.

u=3x’p+xz'-2:-y’+C.

u=x'—-xy -1z +C.

325

198.
201.

209.

R
231.

234.

243.
1»=0C,.

249.

252.

255.
258.
263.
266.

268.

ye' +xiny+e =C.

8.

3
. 3a”.

246. v=4xR’.

W19 U] 4
! =}
=,

~
N

0.
ha.
u=x'z+2yz - 3xy +C.

u=-x'-y+2x+C.



270.
271.
272.

273.

276.

279.

282.

28s.
291.
294.
297.
300.
303.
306.
309.
314.
317.
320.
323.
326.
329.
332.
339.
342.
345.
347.
349.
351.

1 1
1) a=—;, 2)p=y=1, 3)a=—5, B=y=1

) B=-3, 2)a=0, y=1, 3)B=-3, =0, y=1.
I

Da=--. 2)4=3, y=], 3)0=‘%,ﬂ=3, y=L
J

) a=2, 2)ﬂ=%. y=2, a=2 p=-, y=2.

(SR

IV BOB.

11 1

= 277. 278. L.

14 15

1
L 280. 1. 281. 1.

3 2

Uzoglashuvchi. 283. Uzoqlashuvchi. 284. 3

8. 286. Uzoqlashuvchi. 287. Uzoqlashuvchi.
Uzoqglashuvchi.292. Yaqinlashuvchi. 293. Uzoqglashuvchi.
Uzoqlashuvchi. 295. Uzoqlashuvchi.295. Uzoglashuvchi.
Uzoglashuvchi. 298. Uzoglashuvchi.299. Uzoqglashuvchi.
Yagqginlashuvchi.  301. Yaqinlashuvchi. 302. Yaginlashuvchi.
Yaginlashuvchi. 304. Uzoglashuvchi.305. Uzoqlashuvchi.
Yaqinlashuvchi. 307. Yagqinlashuvchi.  308. Yaginlashuvchi.
Uzoqlashuvchi.310. Uzoglashuvchi.313. Yaqginlashuvchi.
Yagqinlashuvchi. 315. Yaginlashuvchi  316. Yaqinlashuvchi.
Yaginlashuvchi. 318. Yaqinlashuvchi.  319. Yagqginlashuvchi.
Uzoglashuvchi.321. Uzoqlashuvchi. 322. Yaginlashuvchi.
Yaqinlashuvchi. 324. Uzoglashuvchi.325. Yaqinlashuvchi.
Yagqinlashuvchi. 327. Uzoglashuvchi.328. Uzoqlashuvchi.
Yaqinlashuvchi. 330. Yaqginlashuvchi.  331. Uzoglashuvchi.
Yagqinlashuvchi. 337. Yagqinlashuvchi.  338. Yaginlashuvchi.
Yaqinlashuvchi. 340. Yaqinlashuvchi.  341. Yaqginlashuvchi.

Yagqinlashuvchi. 343. Yaginlashuvchi.  344. Yaqinlashuvchi.
Yagqinlashuvchi,a > 0. 346. Absolyut yaginlashuvchi.
Shartli yaqinlashuvchi. 348. Shartli yaqinlashuvchi.
Absolyut yaqinlashuvchi. 350. Absolyut yaqinlashuvchi.
Shartli yaginlashuvchi. 352. Shartli yaqinlashuvchi.
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353. Uzoqlashuvchi. 354. Absolyut yaqginlashuvchi.
355. Absolyut yaginlashuvchi.

362. x>1 absolyut yaginlashuvchi. x <1 yzoglashadi.

363. v>1 absolyut yaqin.. o< v<1 sharth yaqin.. x<0 uzoql.

364. x>¢ absolyut yaqin.. 1 <x <e¢ shartli yaqin.. x <1 uzoqgl.

365. —o < x <+ absolyut yaginlashuvchi.

366. —o < x <+ absolyut yaqginlashuvchi.

367. (—r < x <+x) 368. (—x:-1)U(lioc). 369. (—c:0),

l I " 14 -
370. [..5;5]_ 371. (m n) 372.x>0absol.yaq.x<0
uzoq.
373. [—2;2], 376. -1<x <1, 377. 2<v<2,
378. -l<x<lI. 379. \/bm-._:?'; 380. -1<x<I.
381. 2<x<2. 382. w<i<x. 383. d<x<4.
384. —%<x<%. 385. —-l<x<l. 386. ¢<x<ec.
387. —l<x<l. 393.

[(x)=8-18(x +1)+18(x + 1) =8(x +1)’ +(x+1)’
394, /(x)=3(x —1)+7(\ —1) +9(x=1)" +5(x=1)" +(x-1)’

Iln"2 xin'2
+ . (—o':<x<co).

395, 1+xIn3+

N
Rl

396. l“"—.* —_—"‘——' (-03<,1‘<cx;),

397. l——z—.r: +x' ==+ .. (~o<x<o0).
2! 3!

2 3 —)* 7 ‘
- <4 bt 0
S e 4 (o< x <o),
A TR TRIY ! ( )
oo
399, na+=—-- +———"t.. (-u<x<a).

3
a 24 3@ 4du

400,\/;; + = - '\., -rl v b3y T (—a<x<u).

20 (24)°2! (2a)'3 (2q)' 4

2 2! 28, 2,
1+ 20"+ 7 ¥ +2 a7 el (-x<vcex)
401 1+ S+ T 8! (-2 <x<x)

(—x:00).



403. 0.0953. 404. 0,2094.
406. 8,0411. 407. 0,2398.
409. 0,1991. 410. 0,7635.
= 2% (20 1) ‘
412. ZW (—xiw)
413. v=l+l-~i+£--- X 4.
i I 3.4 4.5 3-4.7-8
14Xt 1471
414, y=1- e T
417. f(r)——*4z (-1 2

418. f

419.

420.

421.

422.

423.

424.

425.

426.

o[- o
i

f(")=fr+2ZM'
_lssin(zn-1)x

T 2n-1

TS 2
f(x)zvg('m

(1) = 1)eosnes 21y

cos(2n-1)x+(-1 ,N.SmnxJ.

+£ N 1 (2)1—])”‘“

: cos
2 7 w1 (2n~ 1) 3

f(x):]_gzsln’)nﬂx.

T n

f(")=§‘i | gn 227

2 n=1 2”—] 2

405. 1,6487.
408. 0,2449.

n-l

sinn.\'),

\

n

n

RY

n

n'

_3.3 ,_ 2 cos(zn_])ﬂx-r(_1)"sinn”x
10328 UL J

4 s

x(2n- 1)2

328

411 31"

£}

oo),



430, ¥ -4=Ce” 431. ;anyln S :]=c 432. sinycosx =C.

433 p=e™ 434. v=arccose’”. 435,20 (y+1) =0 41,
436. 2(x-2)=In"y.  437. 2sinx+In !g% =C 438.\/l+1‘: + =C.
439, 2 -2 :7 440, v =Inig(chy+ C). 441 arcige’ + 2arcigr’ = .
342, ) ('(] + \’) 443. y=arccose™. 444. \/I—v =arcsiny +C.
445 :::}z = 1449, Infx+ v+ e =C. 450. v =2xarctgn.

451. C.\'-‘—L’m". 452, ' =Cxe : 453, y" =4x"InCx.
454. 2' -2 = :2 435, 1+ sin%=(frcos%. 456. y* = Iny’.
437, x+2v+5in|x+y -3 = 458. KVt x—y=C -1,

VvV BOB.

[ x

459, 3x+2y—4+2fx+v-1=0 460. ¥ +x0 ' -x+3y=C
463. v-igx-l+e ™ 464. y=chx(shx+C).
465. y=+1-x —‘I,—arcsin:,\'—\/l -xt+C ’
466. y=x(sinx+C). 467.y=¢ ’ \— . 408. M
\ 2 I+sinx
l L
469.Y=——= 470,y =x(c'+ )- 471,y =Cx0=2x
( 7
_\'\'/3In
X
. | I
472, y=(x-1)(C--x). = 474, =
y=(x=1)(Cx) 473 v et
475. v = —sfi 478. ¢ +xp+xsiny+e' =C.
x +1
479, ¢' +%XZ +ww-x=-1=C 480. ¢*(xsiny + ycosy —siny)=C.
481. 3-’(2)’_)" =C. 482. x° —3,\‘5'\‘! ~|-yJ =C.

483. 4y ax+y'=C.
485. X’ +x'Iny -y =C.

484. 5x'v -8 +x+3v=C.
486.

329

k] h) v
xeos' v+ vt =C.



488. ¢! —y=C.
490. ,u=i3, x+2=C
X

X
492, 2x+ ln(x2 +y3)=C.
494, x> +Iny=Cx’, x=0.
496. p=e", ¥y’ =(C-2x)e"".

498. py=e, ¢ "cosx=C+x.
50s. y=——7"" vr=0. v=1
v,

, v=0, y=x+1.

487. 4x° + " =Cx.
489, y+xe” =C.
1
491. H=" xy—Iny=0
493, 2x'y* -3 =C.
_ 1
495. u= x=y(C+y).
497. p=——, = +x=C.
siny  siny
499_ 4 =cos v, .rlsiny+%c052y=C.
sinfee() l
506. y=c¢ Jy=e y=-.
e
507. =—=-p+ i -,y
2 (p-Y)

508.

2 (p-1)y

yv=Cr+ l 40 =270
( -

x=Cp'e’, y=C(p+l)e’, y=0.

512. w=Cx+C, 4x’y=—1.
514. }’=Cx+%InC, 2y+1+1n|-24=0.

517. (,V—Ll)(y-cw'h):o.

X+

) (y—cosx—C)(ye’l—C):O. 519. y=(Ci.t)2.

521. (y-x)' =2C(x+y)-C’, y=0.

3

509.

510. 3Cy=3C2x+(C—3)2, Yy +4y=12x.
511. 2Cv+x*=C>.

513. y?=2Cx—C%, y=tx.

316. v=x'+C.

518

520. y=sin(C+x).

522. yp=¢

- x=

2p
p=r

y:

. y(x+C) =1, y=0.

. _v+x=(x+C)3, y=-x.

2p

Pl

523. ' =(x+C)
525. (x+C)' +y* =1, y==l.

527. y=Cx' +-('—.-

In|p? -1+ C.
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530.

1
x=lnp ,v=p-lnpi C. 531.

14

Cx=pdp o+l 3

cx=3p2p

LX= In|p|t§lnl_”)“-I +
2 [pete

v=2p +p, y=0.

Cx=2arcigp +C, y:ln(l«l- p:), y=0.
cx=e"+C, y:(l;_])(,/" y=-I,

|
L= t{ Jp =1 +aresin —:

1z

v

=p +p dvr=3p*+2p+C.

=(2/)Z—l)\//)" +1+C.

+(, y=7!-p\/p2—l. y=0.

p+1+C, v=p(l+p)’. v=11.

=(c J\+1) » maxsus integral v=0

[x= ((/Hl)
538. | vl
ot
541. »
542, x=Cr 20,

. y=Cx-a

(p-1)

. p=Cy—(7. maxsus integral y="

B

Nre

. |'+\/.\'+l\: =C, y=0
)
/)—Inp+(

‘_
4

y=2Ct- 32, bunda (= l

r

|
=Cx+ T maxsus integral y =1,5x

. _v=Jl—.\‘2.

. y=Cr-C*.
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h

. Gr=(x-C)", maxsus integral v=0, y=-4x.

_xdp=lnp+C. y=\/—/—)(4—lnp—(‘), »=0.
cx=C(p-1)-2+2p+], y=Cp(p-1)-2+p°. »=0. y=x-2.
Lt =p+Coy=242Cp—-1-Inp.
. y=Cx-InC, y=Inx+1.

. maxsus integral x* +y° =

-/1

S4. v=Cx-¢'.
56. (7 =3(Cx-p). 9 =4x".



2

557. y=x+ , y=x 558 v=Cr+C 41, v=1-".
C+x 4
2x 206 +1 2
560. y=— +~*~ y=x 561. v=r . v=".
2Ce 5 (Cl‘ l).\‘ X
4 2 | 1 ]
362. v=—+ Ly=—. ~ ) — Ly
PRI A 563. A Y
Cyoi+x
564. y=x+ y=x 565, v=x+2 (: I y=x+2
(' -
e Cy=e 567 Y in =
566. y=¢ TC VR ey
X . 9 e’ .
568. v= —— +X, V=X 569. y=x+——"— y=ux
3Ce ? +1 ('+¢1J.¢"¢/.\'
572. y—4i8x +%\ +L2c052x. 573. y=xcosx—3sinx+x2+2x.
574. y=Infsinx|+Cx*+Cx+C,. 575. y:-:l;_sin'.\'+(".\~+(':_
576. y=—(x+3)e” +3x*+3. 577. y=3lnx+2x’ —6x+6.
578. y=—In|cosx|- 579. v=I1-cos2x.

580. y=Cx+xarcigx-InV1+x* +C,.
581. y=x(l—ln[xl)+%C,x2+Clx+C,.

582. y=cosx+%c,xu%c,xuc,uc,.. 583. y=—Infsin+Cx+C,.
)

584, y=€'(x-2)+Cx+C, 585. y=—£sin2x+%x+6.

589. y=£+C,lnx+Cz. 590). y=C,Sinx—x—:l)-sin2x+Cz.
591, y=Qx(I11x—l)+C 597, y=e‘(x—l)+CTx3+C2.
593. Y=Cz+ oty 2 594, y =(arcsinx)’ +C, arcsinx +C,.

35
595, y=+ L’(C,x+a’)2+Cx+Cj 596. yz(l—(‘l")ln|l+(‘,x|—('l_+(“:.

15C; .
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597. y==-limjli caf v 598. v=C (x-¢")+C,.
¢
3599, _v=;—;)—%+( arctex + C,. 600. y=C, -C cosx—x.

601. y=(x"+C)arctg (L +Cx+C,. 602.y=x"+ %(.\'Jl - X7 +arcsin .r) +C,.

605. y=Cx+C,. 606. ' +Cy+C, =3x.
607. cigy—-Cx=C,. 608. %11112.\'+3]:C1x+ C,.

x+C, !
609. .v=cxr>{ i C, ] 610. In[C,(y+1)-1]=C(x+C,).
611. Gy +1=+ch(Cx+C,). 612. ,1"=C‘l(.r+(.‘2)°‘, y=C.
613. Cy =(Cx+C,). 614. HCr=1)=(Cx+C)'.
615, pl=Ce' s G 616, ++F- (25 C) .
617. ).'=(C,e' +CZ):. 618. v=c. 621. y=C.e5.
622, Y+ G+ Oy 37 = (-7 120043

- 4 W2
023. v=Cx+( ¢ E(Cl.\'—k a') . 624. y:—lnll -4
625. y=Cie™. 626. InC, y=4x"*+Cx, y=0.
627. y=C.(x+Jx 41}, 628. ¥' =G +C..
629. y=Cyxe *. 630. y=C,lx I""‘“"
631 "= x -(i)(\ )" 632. y=Cux(InCx)".
\ !
Ik
Inlyi=In|x" - 2x+C —‘—
633. Infy|=In|x’ |+ j Fec
634. 4Cy* =4x +x(C; lnsz) : 635. y=—xIn(C,InCx).
638. y=C, +(C, - Cyx)ctgx. 039. y= %,\'Inz x+Cxlnx-C,x.
640. y=C sinx +C,sin’ x. 641. y=C, 8% ¢, X
X

642. y=(C —Cx)ctgx+C,. 643. v=Ce ' +Ce™.
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644.
649.
651.

633. v

655.
657.
665.
667.

669.
671.

673.
675.
677.
679.

680.

681.
683.

685.

687.

689.
701.

702.
703.
70S.

706.
708.

y=C;sin2x+C,cos2x. 648.
y=Cx’ +Cn*. 650
y=C;sinx+C,cosx. 652

i\l/n—\' C\(}i\ 654
Ciziqli erkli. 656.
Ciziqli erkli emas. 658.
y=Cec'+Ce™. 666.
y=¢"*(C, cos3x +C,sin3x). 668.
y=C, cos2x +C,sin2x. 670.
y=Ce " +Ce ™. 672.
y=C+C e 674.
y=C +Cx+Ce'+Cxc". 676.
y=(C+C,x)e. 678.
y =C,cosx +C,sinx+C,cos 2x+C,sin2x.

uﬁl "\/51\ )
N e 2x B
y=(c‘c T +Ce Jcosa\/_ (Ce :

L

y=4dc¢ -3¢ ™. 682.

y= —;—e‘cos3x. 684.

y =\/§sin3x. 686.

y=2sin. 688.
S

y=e*(cosx +2sinx). 700.

y=Ce” +C,e * —2x>-3x.

y=Ce +Ce™+ O,Zsﬁcos(% - 2.:).

y=Ccosx+C,sinx+x+e". 704.

y=e(C cosx +C,sinx)+x*=8x+7.

y=Ce* +(C,—x)e". 707.

y=C +Cx+(C, +x)e  +x’=3x".
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y=Cx+ Cz(x2 - l).

Ly=Cet +Coxe.
. y=Cshv +Cchv.

. Cizigli erkli emas.

Cizigli erkli.

Ciziqli erkli.

y=(C, +C,x)c?

y-CGe' +C,e ¥ = Ach2x.
y=C +Ce™.

y=C, cos5x + C,sin5x.
y=(C +Cyx)e’™

y=e ‘(G sin2x+C,cos2x).

v .2 v
y=Ce" +Ce .

a2x

+(,'Je 3 Jsm

Sx

y=xc".
y=%(5—2c ").

. |
y =SinX + —=CosX.
NE
I

y=3¢" —-e .
y=(C +C,x)e" +e™.

y=C +Ce ™ +%.rz—x.

1 . -
y==e +xe "+Ce+Ce™
5



709. Y= Ce' +G, c'z'—3(.\'2 +x+ 1,5).
7]0.y = (‘|c2 + C}" 2 -

-, RRY RS .
711, y=¢ ?| C,cos =+ C,sin— | - 6cos 2x+ 8sin 2x.
. e T

712. y=(Cx+G,)e +l(,

) | .
713. y=Ce't +C, ¢+ —(5cos3x —sin3x).

6

714. y=%(c“ +22¢" xe'). 715. >'=%-\'(-\'+2)°“-
716. y=—l§|cos.\‘+4sinx—%cos3x. 717. y=4c;—x—4.
718. y=ésinz.t—i(.\'coszx—l). 719. Y=, (-h—;r)sm”x
720. y=xchx. 721.y=¢ (3(.052.\—sin2.\'+65in.\'—5005,\).
725. y=(—;'+czx’. 726. y=Cx"+Cx ™.
727. y:x. 3¢ +Cnx). 728. y =C, cos(Inx)+C,sin(Inx).
729. y=§-x1 +Cx~ —Inx+§. 730. y=Cx' +Cx~ —lnx+%.
731. y=x(C,cos(ln.r)+Czsin(ln.\')).
732. y=Cax+Cpx'+ '(oln x+24Inx+26).
733, y=Cx+Cx'+Cx’. 734. v=Cx+Cx —4xinx.
735.y= l(C +C,Inx+In’ \) 736. y:x:(-(l-).\‘ t Cxt (‘3).
737. y=%x+C,cos(lnx)+('zsin(lnx).
738. y=C,cos(Inx)+C, sin(lnx)—l;sin(Zln.\').
739. y= (In \+7lnr+7) 740. y—%\ —I\’ln\

x=3C, cos3r-3C,sin 31, | x = (sint- 2cosr)e
742. {v-( cos3t +C sin3r. 743. | y=c'cosl.

RRA



744.

746.

748.

750. 1

75S.

757.

759.

761.

763. 1=

z=C,(cost+sint) + C, (sint—cost).

x=C¢é' -Ce” +1-1,
y=Ce' +C,e ' —t+1.

| x=1+C,cos2r+C,sin2,
y=1+Csin2t-C,cos2t.

x=C+Cyt+C,0,

2 5
L=(ﬁ¢lj o :-(1 ‘/:Jc"ﬁ,
2 2
_‘/_E.(;JSI - _\/_:E.c”',':'
2 .

." =

|x=2Ce" -4Ce™,

|y=C,e5'+C2e 3
e —e

X = 2r k1
y=e =20,

Jr—e*'(ch)

ly "(Ct+C,-C),
x=e' +c".
v=>6¢" -7c¢".

| x = Cie' + C, cost+ Csint,

Cie' + G, sint+ C,cost,

[x=x2—y2=C,,

768. | si=c,
770, JE(+1)=1
[Ig (x-y)=t.
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Gy 0
1)'=—(C,+2C,)l—7't ¢t
4 J

747.

749.

751.

758.

760.

x=c'.

s |
> y=e-e
{I i
{

-

x=1r +I~L(( +C ( .

v=r+1+20e".

x=Ce' +Ce™.

|y=Ce "+3Ce ™ +cost.

6. 170
l\
x=c¢' (CI cos 3t + C,sin3r),
{ y=c"(-C son3+C,cos3t).
lvx =¢”'(sint - 5cost),

| y=e" cost.

x=2Ce +7C,¢" +3C,e”,
762. {y=Ce +3C,e* +Cc”,
z=-2C¢' -8C,e™ -3C,e”
+t=C,
x+y
767. 7
—+t=G,.
x-y
lgx+)/ =C|C’,
769.7 . C
Ig—)—-C,e'
8 2 LR !
x=§e +2C e +Che ',
776. 5
29 21 v 1 ~
y=?c +3Ce" +Cye™.




[ |—I cosl —sint,

l 2)cost+ tsint.

779. e
|y=—(,c+(,:c .

x=Ce' +GC,sint + C,

[x=Ce'+Coe " +sint,

.o
’.\’ - Ccost+ C sint+ 5 cost+ 1
778."

_ r .|
y==Csint +C,cost— S sint—cost.

[x=Ce' +C e+ (2cost —sint),

'.v =Ce' - C,¢"+ ' (3cost +sint).

780.

cost,
| x=C cos2t+C,sin2t+t,

781. s v=-C' +C,cost - C,sint +1, !

782. ly=(,', sin2t—C,cos2t+1,
z=C,sint + Cyeost + 1, ’
=—C -] =-

783 [x==Csint+( )eost, 284, fr=-1
lv cost +C,sind. 1 =0.
47
_ [¥=G11C=2e™ ~cost —siny, U3y
8s. 786.
| 1=(, ~2¢ " +cosl. I‘_:ll_g
T3 9
[ =C ™ [x=4Ce" +C, ¢,
788. - o .
l = l'\'=C'le’ +Ce'.
x=4Ce¢ +C,c" >
x=Ce* +4Cc", TET e R L e
789. { RS 790. °
»)’__—-4C|(:' +4 € |'V=C|(.’,“C:,c6,“—.
D
701 [x=C,(1+2r)=2¢, = 2cost = 3siny,
) ly: —Ct +C, + 2sint.
192 J,r=C‘,e"’+C3e”—c', 293, ] = sm!—’?cosr)
) Lv:Cle" -Ce* +c'. l ‘cost.
VI BOB.
796. 1) 4+3i. 2) -2-5i, 3)2+5i, 4) 2+3i.
797. 1) —35+15i, 2) 145, 3) —=3,7-0,9, 4) "3174’f°’.
5
798. 1) 12+5i, 2)d® +b%, 3)5-12i, 4)-2+2i, S)i, 6)1+i.
799. l)——-lgzl 2)-E—§i, 3) 244, 4) 48..

337



27 Iz
804. 1)-2+23i=4 (cos—-&-zsmTJ 4c
J .

T . Y
2)J3-i= S| —— |+ -=
) N3 -1 [cos( 6) lsm( 6)_
3)-— — =\/§(Cos£+isinz\-= Z‘w-c‘:‘.
2 2 4 4 )

=2¢ ¢

9

k]

4)2+2i= ZJZ(cosz*lsm—) 2\/—e‘

5)l—i=x/§[cos(—%)+isin —/Z J=\/§e ;,

2
8 k]

2 14 o) ] N :
6)-3—2i=\/ﬁ[cos[arctgi—ir)+isin|arclg—;-—fr)J=\/ﬁc b
_ \ -
-Bi=2 cos(—ﬂusin(—ﬁ) =2¢ V.
3) 3]
_ 3 ’ 3,
8)—\/5—~/2i=2[cos[—f-§)+isin(—3%)|=2e 4

805‘ ])21'23=_4+4\/§ia = J—l 2) Z - 4,—)\/—+.)I ‘—’—'—61

Z4 Z,

3)2,-2,=-16, Z=di; 4) z,-z,=-4+4J3i, L=d+445;

<2

806. 1) 16(1+i), 2) -1, 3) 2*(1-i), 4) ;32(I+\/§i)
807. 1y £(V3-i); 2) 4, L, -ﬁ—%i; 3) £(V3+i), £(1-3i);

2 27 2
4) '\'J’i(coszﬂ' 8kz +isin”+8k”\l.
Y 20 20 )
814. hw=i, 2) w—ﬁe‘T 3) ei.
815. 1) 'ﬂ, 2) i, 3) 32’
817. imz+(zkﬂ-£)i. 819. z=tiln(2+3).
2 4

820. iln(liﬁ). 821. 1,1752i.
822. 0,772 +1,018.. 823. 1) &~ -[cos(sinl)+isin(sin l)]
829. Analitik emas. 830. f'(2)=32% 831. f'(z)=cosz.

832. p(3)=ay+C, w(x)=—ax+C,, f(z)=Az+C, A=~ui, C=C +C,.
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833. A=-1, f(z)=-iz. 834. u=0.

835. f(=z)=—cosz+C. 836. r(z)=2"+C.
843, noa- ¥ w2t ). 844. v~

16 4 2
845. =1, v=0 846. u-{%) —(‘;)
847. a=-Z. k=6. 848.a=0, k=1,

2 4
849. x=0, k=c. 850. |-|=1.
851. |-~ 1= 852. Rez=0
853. argz = - 2. 860. 1+i. 861. -
Z J
862. 0. 863. 0. 864. 27
865. -2 866. 5(5-3i). 867. 1=
. J
868. - =Y 869. . 870. 27i.
871.° 7" 872. 2(i-1). 873. 3415,
J

874. 2“3‘"”. 875. cin. 876. — +ill.

885. 1) yaqginlashuvchi 2) uzoglashuvchi. 3) yaqinlashuvchi.
4) uzoqlashuvchi. 5) yaqinlashuvchi. 6)uzoqlashuvchi.

886. 1) shartli yaginlashuvchi, 2) absolyut yaqinlashuvchi. 3) shartli
yagqinlashuvchi. 4) absolyut yaqginlashuvchi.

887. hR=ox, 2)1\’=0,3)R=l, NHR=cc, 5)R=l, 60)R =1, 7)R=1, 8§)§R=c0,
¢ ¢
888. 1)|-/<2. 2) -] <1, 3) |==2<1, 4) |-~ 1<, 5| <1, 6) Markazi (0:0)
("

bo*lgan har qanday doira 4) absolyut yaqinlashuvchi.
Nz]<2, 8) Iz <t.

889. i <|:| <2.
890. Qator tekislikning barch nuqtalarida uzoqlashuvchi.



=N

891. 32 . 892. Y (-1) = 893. 'Z (=)

r 0= n O

894. Z;("H):”' 895. 'Z(-l)"‘:(:—Z)". 896. Z;,:f..

n o1

x ] -
897. Z(l—,n ,) l+ <1, "Z~——Z,,. SEEEED SN E P

n=0 n (<« ,l..

898. —1'2(3

LA

—2(3 +(-1)"2 )_ EER

o ban-l

1y ')m},|_|<z. Sy T e

n-1 -

904. resf(0)=0. 90)5. resf(0)=0. 906. res/(7)=0.
907. res/(4)=2. 908. usf(Z)—i— 909. resf(1)=4.

910. res/(1)=-1.  911. ,-e,sf(1)='Zz,,((_7',?+,)-,.

916. 27a’. 917. 27i. 918. 0.

27 0. 2% z
919. 3= 920. & 921. ¢

a2 ;
922, =2 923. }

VII BOB.
931, ®(x*-y’,z)=0. 932, “’{"_l 1’XJ‘°' 933. <1>| EXETE -2
2 'y (R S A
z x 1gy/2 R 2

934. ’g(§)=’g(§J‘V’(m] 935. 2 =2 ‘“//() X )

936. x0y tekislikka parallel va 0z o‘gni kesib o‘tuvchi sirt.
937. u =<I)(z2 —y —yz).
X, —a, x,—a, x,,—a"\zo

938. d»(

. s
u—a u-ao u-—-a )

939, z=x*+y", Aylanuvchi parabola.
940. f=y-=z +2(\/x - l)(\/; —\/y).

e
944. <% =0, §=—, n=y.
077
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()45. ——‘—‘—T:() :zl’f\. l’:}\’.\
(RN B
(S TR TR N O IR TR W2 T .
946, —(—+ - ¢ ,,'( 3=t ;—]=0 S=y.,p=x°
R A A A/ A
947. u,, +u, =0. 948. w_ +u, =0
949. u_+u, 2ignpu, 2elu -0,
950. u,-u -u, =0. 951, u + u, +u, =0 952. u, - 2u, + u, =0
953. 2u,,-3u, =0. 954, u_ +u, =0 955. u, +u, =0.
1 . .
960. u=x(1-y). 961. u=—cosxsinay. 9G2. u=—sinx.
a
963. 1= v+sinxcos3y. 964. u=x*+y+4y°’.
- XSinxXcos v~ rcosxsiny ~"(| +x° '".V:)
965. u= —— =. 966. v=—"—"3 T
Xy (\ + Vv +l) —4x"y"
. 5 | . 5 . 2,
967. u=x"+4dy -l-;cosxsty + 0, 968. u=sm.\‘c052.\'+;y .

969.

970.

976.

9717.

978.

979.
980.
981.

982.

983.

r. . 2
u= ;sm xsin3y+ .\'(l +v )

| . 2,
u=—cosxsindy+x+—-y.
4 3

L 9%hE ] o
u{x.v)= " D) ———— ccos(2n+1)ay-sin(2n +1)7x.
T n«n(2I1+l)
. onr nwh
2 a sin - S . s
4h | | . HTX . nray
u(xey)=—7-> — £ L .gin——-sin——--
Ta s =l /

' 1y N ; 2 .
u(x, v):i{'Zi_‘_L(_,()gﬁﬁ +1)ry 'sin( n+ l)'r\‘
. ’7- 11-0(2,7+ l).'

; 1 . 3rv . ax
u(x,v)=—-sin="—=-sin—.

k¥ g / /
u(x, y) = (sin 3+ cos y)sinx.

25ry . Sax
= -sin

/
u(x,y)= % + j—{,z‘(—_nl:)—sin ?y -sin '—'I/I X.

x 20&(-0 nay . onax
xp)=m 4= Lcos = -
u(x.v) [, sy sin

i



. 5 '
984. u(x,y)zg 1 c 2(._n+1)/r.vs. (2n+l)7r,\.
=1 (2n+l) 3

1 . 6xy . 3ax
S. ulx,y)=——sin—=-sin—-.
985, u(x,y) Pl ;
986. u(x,v)=cos7y-sin7x.
1 87v . 2mx
987. u(x, y,—gsmT sin ==

988. u(x,y)=%(%shl—slu\+ 2b i(—l)v cos Y gin T -

amr., o n / /

J
_2bashl <~ (=1)'n anay . anx
Z 13 g '

- COS si .
a Sna+ 0 ! !
(2n+0)zy . (2n+1)7x
_bx ( 2l 4 ) 8/ iCOS / -sin =
9. vy - X — + _—
989. u(xy)=-15 e e}

990. U(xa)’)=L,(l—cos;ry).sin$‘
—~

991. u(x,.v)=(2c052y—;l;sin 2y+y—2)-sin2x.

. (2n+1)ax (2n+l)7n
0 Sy S 1 S
X, )= — + B
992. u(xy)=-—3 S (n+l) A& (2n+)

(2n+Dxx  (2n+D7y
1615 xn sin / - COS ;

7

S (2n+1)
)l

8¢ < l M . (2n+1)7x
999, u(x,.v)=”—‘,Zl(2n+l),-e ' .sm(—l_.

998. u(x,y)= 2

A D

n'y’ .l
; =u—°. 1+4n’y _ 1 . 4‘3(.}-_
1000. u(x.y) N e 1 1001. u(x») oy ©
. ((2me1)m= N
Qs 1 T g @mr)ax
1002. u(xy)=— gzmﬂe sin*——
1002. u(x,y)=¢ “¥.sinx. 1004. u(x,y)=2e™" -sin3x.
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fmedloe (2m+1)xx

1005. u( . l)—iz; ¢ 7 sin ;

T u("nnl)

v 2

lr

(=

i .=

2/ SIN——x.
/

1006. u(x.r)=3¢ * ~sin§x-5e
1007. u(x,))=3e™" -sin3zx — 5™ 7 . sindzx.

1008. u(x.y)=(y+e ' =1)-sinx+ Ze .

aT

, .
= oz

l-¢ ' |-sin—x.
i 4

3 .
1010. u(x.y)= ;(cosy+ siny— e'") -sin6x.

1009, u(x.y) =2

T

-

1011. u(x.v)=(y+e "—l)-si113x+e Y sin2x.
10/ . SO b o
1012. u(.\',y)=l—7 siny—4cosy+4e * |-sinx+2¢ ** sindx.

1013, u(xy)= i(l - " )esin2x+e @ sin3x 4 (e ~¢').

ﬂ-\
5 -
1015, v(r9)=: 3+ 3er-cosp. 1016. u(r,q))=2+§-r-sing/7.
1017. u(r.p) =2 - -cos20. 1018. u('zw)Z%*{'{"Z'COﬁw

<

-sin3ux.

N3y sh3v
. u’x.r‘=(‘ — \
1023. u{x.v) \2ch3  2sh3)

Coa_[cha(x=1) sha(x=1))
1024. u(.\._\)—( TR J sindy.

/ P N\ N
JT
chl x- shl v -
ch2y  sh2y ) . ( 2) ( 2)
— f——— [-sin2x + - - :

1025. u(x. v)=( -siny.
. ) 22 ; ; -
2ch2x 2sh2x 2wh T h T
9 i
\ - = /
' 4 - T N\
Wy shis c/:?;r(.\' - ; ] .chlrr(x—- ';)
[& Shay .
Lu(x )= o - ——— [sin3x + - —Z [sin2y.
1026 ( ) ["t 3T .\'h.'%:r) 2chr Asha y

N

(r) 3Inr+7In5-101In3

1 ul'r)z—-——i——~ln§r. 1028. u(r)=
027. V) 3T m2 . In5—In3
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1066.

u(r.p)= ;;7 -[(3r: —3)c05(p— (- ‘))sin(p].
u(r.@)= 5% (9-r)sing+ %(;‘ =~ 16)sin2¢.
u(r,e) =4~(I - :::—;)4 %(I - I)singo.

u(r.p)= 6:1'3 -(8] —r‘)cosZ(p— 6(.);7/" (r" —()4)sin 3¢.

VIII BOB.

2 , p(p2+2p+3)
F(p)=————. L F(p)= i .
(r) 7 ) 1042 F(P)= 25,43
2pb

(pz—b:)-
F(p)=—L 1046. F(p)=3’:§ :

2 2e"
P

F(p)=—L"r. 1044. 7(r)=

F(p)=~—— 1048. F(p)=—

- . p+l
2 ) : 1050. r(p)_—_—[)2+2])+5.
6 _ _ 6
: 1052. F(p)———(l)erl)(szrg).

F(p)=-2=2_ 1054. F(p)=—"—.
( ) (,)2-}-&):)2 ( ) (l)_l)l

a(p2 -d —bz)

1056.5(p)= - —.
(r) p[(p—a)’+b'J!_(p+a) +b'J

_ b(pz+az—b2) ]
(p-a) +&7|[(p+a) +67]
p(p'-a —b?)
(p=a) +6 || (p+a) +°]

1)=-———cost+—cos2t. ty=——¢' 2 -Zl‘
F0=5-3 12 1067. /(1) 3¢ 79 e

F(p)=
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1080.
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1103.

1105. -

1107. ¥
1109.

1111.

1113.

S(t)=1-2¢"+¢".
S (1)=3ch2t-sh2t,

L) =1-¢"(14+1)
|

f(o)=¢ +-|~t" 1.

/(1)_—%+;c2 [cm\/—t+\/3ch£l]

J(1)=¢" +¢” +sinz.

,/‘(1)=e'(l—rz).

1
f(1) =5(c'h! —cost).
f(1)= —]- (3sinr—sin31).
S()= ‘hm! +5sin2r.
S (1) =cht +cost.
f(r)=cost ~=t-sint
/(1) =cos3t — —t-sin3t
S(1) = %(sim —cost + c').
r(e)=¢".
y(1)=0
V()= -ty Lo

5¢ ™

(1) =st.
y(1)= %lsint—cosl +sint.

y(1)=tche.

1069. /(1)

1 —lchl+ icth.
4 3 12
¢ '(cost —sinr).

1071. /(1) =

1073. /(¢)=1-sint.

[(r)= 2(3 ~3¢™ cost+ 4o sint).

(ch2t-cost).

Ull—

1076. /(1)=

P4

1079. /(1) =t +ch.

1081. /(1)= %1 +2e”'sint.
1086. ./’(t)=f>’—%z2 —r-1.
1088. /()= %r +cost 1.
1090. f(r)=r"=sinSt.
1092. f(1)=e"-C+t+l.
1094. /(1) = %(cow cos2t).
1096. /(1) =cos5r —cos3t.

1098. /(1) =c ‘(sin+cost 1),

1104, »(1)=sh.
1106. ¥(1)=

! ! 7 U |
:l(’ - —¢ - =
3 9

9
2 .
1108. ."(f)=-—§+§c" +e ¥,
] I
1110. .v(r)=u(5,+1).
(6’ —le —cosl)

1112, ¥0)=

v(e) = -;-shr - %tc".

1114,
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1047.

1049.

1051.

1053.

1055.

1057.

1058.

1066.

u(r, ¢)=8—

u(r,p)= ? .(9

[(3' ~3)cosp— (rz—‘))sin;o].

-r )sin ¢+ 6—;);?(:-“ - I6)sin 2¢.

In
u(r,(/7)=4-(l ln;)+31r(’ —l)smq)
4 . 27
u(rg)= s (81-r")cos2p - == (r* - 64)sin3.
VIII BOB.
F(p)=— 04z, F(p)= AL 2003)
p([)z+4) (l)—l)(l) _2p+5)
a = ,/’ Fp)= pb
(P)= 1044. 7(P)= T _h)
F(ﬁ)=,',?+”,- 1046. F(r)=
2 2e™”
F =
(P)= ) 1048. F(r)="5
(P +2)e” +
F(p _ ptl
()= ea) 1050. F(p)=l—.
. 6 6
Flp)=—3. 52. F(P)= 7+
( +1) 1052. (r) (/’2"'])(/7:‘*9)
F(p)=-L p -t F(p)= 2
([) +(0) 1054- (IJ) (/)_1)3
2p° -6 2_ 2 g2
F(m)-22=2. yosg.i(p) oo L
(1) To-a o]
F(p)= bz(l)2+a2_bz)7 3
_(P—a) +b || (p+a) +b°
2 _ Z_bZ
F(P)= I)z(p a )’ .
(p—a) + b7 [(p+a)' -l~b2
::——l _l_. __I_ I ] -
f(1) 3cost-|-|2c052t 1067. /(1) e +4e +‘2

344



1068.

1070.
1072.

1074.
1075.

1077.
1078.
1080.
1085.

1087.

1089.
1091.

1093.
1095.

1097.
1103.

1105.

1107. ¥
1109.

1111.

1113.

S()=1-2¢ +¢".
S (1)=3ch2t-sh21.

I )=I e (1+1).
()=
f(f)=("+_l)l:~t—l.

P B IR S C
./(1)_—§+-§p [C()S—_)~l+\/§ch—2—l).

f(1)=é +e" +sint.
f(n)=¢(1-1)

f(t)= %(('ll( ~cost).

S(n)= Eli(%im —sin3r).

S(r)=3sins +5sin2r.

(1) =cht +cost.
S(t)=cost —%rsint.
f(1)=cos3r - ;l;l sin3t.
f(r)=
v(t)=e".

(1) =0.

)’(1) =sh.

S .
y(r)= S Isint—cost +siny.

(1) =tch.

%(sim —cost+¢').

1069. fU):%—%cm+I%dQL
1071, f(r)=¢ ' (cost —sint).

1073. /(1) =1-smnt.

(‘% 3e7 cost+ 4()':'sint).

1076. /(1)=
)

—I;(ch2l—cosl).
5

1079. /(¢)=t+ch.

|

—*+2e7 sint.

1081. /(1)=

|\J

1086. /(t)=¢ ——r —1-1.

1088. /(r)= —f +cost —1.
1090. /(¢)=r S _sinst.
1092. /(1)=e"—t'+1+1.
1094, /(1) = (cost ~cos2r).

1096. /(1) =cos5t —cos3t.
1098. /(1)=¢"
1104. »(¢)=s/.

(sint+cost—1).

1106, v(1)=twe - Lo -2c>.
t 3 9 9

2 R
."(’)=‘§+3L’ +c

(3 )
e =tr+11.
2

I .
—(e —le —cosl)
2

-2

1108.
1110. ¥()=

112, r()=
(! 1.
1114. u(()—zshr—jre :
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1115.

1117.

1125.

1127.
1129.

1130.

1131. ¥

1132.

1133.
1134.
1135.
1136.

1137.
1138.
1139.

1143.
1146.

1148.
1151.

1154.
1162.

1165.

y(1)=3+1+(1-2)e". 1116. »(?) =( I—1+ é{” Jc’.

3

3 .
y(t)= ——e +4¢* 50 S 1124, y(1)=8¢"

I St 4 bH
J’(')=4‘ 1126, ¥(1)=3e"- 3¢
»(1)=9. 1128. ¥(1)=1.
y(e)=t
S . 1 S 5, .
x( ) Ee —Ee‘ , y(t)=%ez —Ee
\(!)—_) S ):(t)—ée"+§e'5’
.r(1)=§e" —-le"", y()==e"+ —i—e 5'
x(t)=e™(1+2), y(t)=e(1-2)
x(t)=y(1)=¢
x(t)=y(t)=¢
x(1)=%13+é13, y(1)=l+l+%lz—e'.
x(t)=tcost, y(t)=-tsint
x(t)=-e'. y(t)=e", z=0
x()=1 y(t)=1, z=1
IX BOB.
20! 1144. 100. 1145. 5.
1)36, 2) 84, 3) 126, 4)126. 1147. 25
24. 1149. 626. 1150. 10626.
4080. 1152. 40320. 1153. 1000.
k 11 161. L.
ct.,. 1160. 1) 0. 2) >33 7
1
30 2% g163. 2. 1164.D0.2)3
999" 7 1998 145 2

1! 2
=.2)=.3)0, 4)=.
D 3-2)5- 30, D3
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1167. L_;zo,4o4. 1168. 0.625. 1169. 0.0025.

1170 1y 33 5y 2 3,35 1171.2
47 T 2T 37
S 1 1 3 2 7
1179.) >y Loyl 4y 2 5 2.6 L
) 53D 3303 53 305
1180. 2. 1181. 1182. nt ol 3
25 3 3 3 36
1183. =0.88. 184, n 2. 3L 5 2
145 145 145
1185. 1no.7, 2)0,3. 1186. 0,375. 1189. E
1190. 1) 2. 2)2 yoki 2. 1191. =
7 O 3 28
1192. 0.75. 1193. 0.45. 1194. l'_i
1195. 1)0.098, 2)0.188. 1196. 57,
1197. 2L 1198. 2.
s 51
1199. 1)0.18, 2)0.44. 3) 0,648, 4)0.954, 5)0.998.
1200. 1)0.096, 2) 0.188, 3) 0,336, 4)0,788. 5) 0.976.
1201. 0.7, 1202. 2. 1203. 5.
1204. g 1205. 3 1206. 0.93.
1207. '3(1’ 1208. 0,274,
1209. 1) 0,1725, 2) 0,8275, 3) 0,3172.
1216. . 1217. 2L 1218. *
64 32 9]
1219. 122_73 1220. 15. 1221, /=114, 11 -112.
1222. 54, 1223. 0,6<p<0,62 1224, 55.

1225. 1) 0,0064, 2)0,2624, 3) 0.73728, 4)0.9776, 5)0.26272, 6) 0.4096.

1226. 1) 0,219, 2) 0.811, 3) 0.101. 4)0.692. 5)0.911, 6) 0.329.
1227. 1) 0,0054, 2)0.09272.
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1228.
1229.
1230.

1234.

1235.
1236.

1237.

1238.
1239.

1240. |

1242. 1

1243.

1245.
1246.
1247.
1248.

1249,

1251.

1253.

1255.

1264.

1265.

1266.

1) 0,002, 2)0,8944.
1) 0,0113, 2)0,0252, 3)0,8962,4)0,7924.
0,0902. 1231. 1) 0,0022; 2)0,9938; 3)1; 4)0,0499.
j 0 12 3
10,125 0,375 0,375 0,125 >
M(x)=0,9; D(x)=1,29: o(x)=1,14.
M(x)=1,5; D(x)=1,4; o(x)=118.
o 1 2 3 4 5
132 80 80 40 10 | M(x)=167; D(x)=111.

M(x)=2,25; D(x)=1,7875.

M(x)=2,15; D(x)=2,1275.

[_\'ki 3 4 [ 2

0802 12417, . 06 04

){.\-‘; 3 4 7){.@: 3 4 )[l‘ 3 4 4 JX‘f 3 4
pe: 09 0.1 P 0,30,7 |p: 0,5 0,5 |pe: 0.7 0,3

j 0 1 2 3 4 5 M(x)=3

|0,01024 0,0768 0,2304 0,3456 0,2595 0,07778> D(x)=1,2.

M (x)=0,667; D(x)=0,056; o(x)=0,236.

M(x)=2,57, D(x)=0,6; o(x)=0,77.

M(x)=1,33; D(x)=0,22; o(x)=0,47.

M(x)=1,5; D(x)=0,15; o(x)=0,39.

M(*‘)=§: D(x)=%. 1250. M(x)=2: D(x)=7 -2

M(x)=—#: D(x)=—n——- 1252. M(x)=2 D(x)=2.

1254, 11(x)= 202 D(x)=1

1
l)a=— ( <X<aJ 1256. P(ﬂ<X<+°o)=Z'

V3

(x)=%, D(x)=%, o(x) =2
N

, M(x)=3,5; D(r)—— o(x )___, p(|535)__

M(x)=2—a; D(x)=

: 1)(1,5;3,5):3.

> 3
Il Il
.

Byl
Il

M(x)=4; D(x)=3, o(x)=13, P(1,5;6,5)=_
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1267.

1268.
1270.
1272.
1273.

1275.

73

1 49
[,_‘_7.’ 1](3):3—, I)(.\)—]—Z. O’(.\')—T. P(’%S‘)S)-—.
2 <
= 1269. M(x)=50. D(x)=2500, P(0<X <50)=0,3679.
R(1000)=¢*=0.1359.  1271. M(x)=0,4; D(x)=0,16, o(x)=0,4.

M(x )_7 D(x )_4_'; P(0.15< x<0,6) = 0,3349,

P(0.3<r<o)=c " =0.2231. 1274, F(24)=0,3812; R(24)=0,6188.
M(x)=3: D)= 3. P(013<2<0.7)=0.53.
3

1276. 4.4%, natija m ning giymatiga bog'liq emas.
1277. 0.34; 0,14, 0,02, 1278. 0,424, 1279. 0,9876.
1280. 0,733. 1281. 92. 1287. P>0,96.
1288. P>0,94. 1289. P>0.808. 1290. P>0,264.
1291. P>0.79. 1292. P>0.796. 1293. P>0,64.
1294. P>0,432. 1295. P=0,0281.
1296. /(r)=—3_o 37 P =0,04
. /( ) V,a;r C . = y .
1301.
X X2 | X3 Y Y, Y>
p |0.16]0,48|0.36 p | 06104
1302.
1) X |1 |2 Y (-1 |0 I |2
p 10,8 10,2 p 102103 |03 0.2
De=2 (X[ 1|2 3valY] -1 ] 0o |1 2
da | p[0,75[025] da |p[0.125]0.3125]0.375!0.1875

4) P(Y<X)=0,5.
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1303. l)C——-; 7)( arctgx + l)( ! arclgv+%); 3) i%

9 4(9)= e A=y

|| —e*)(1-¢ ). x20, 20,

4. =l; 2)F(x,y)=
1304. nNC=1; 2)F(x,») -\ v <O0.x <0,
3 F(x [1— o0 [1-¢". y20,
) IO x<0, l() »<0,
N_Jer, x=20, . _Jt’ YLoy20,
4)f.(f\)—{0’ <0, f:())—m b <0,
1305.
o XLo [ 1 T2 vl o | 1 | 2
) [510,36]0.48[0,16| [p]0.16]048]0.36
Y[ o ] 2
X
2) [0 10,007 0004 0.11
1 008 | 0.11 | 0,06
2 | 009 013 | 0,10

1306. r,, =-0,2145.

7 1
1307. M(X)=—=, D(X)=—.

(X)=13> D) =123
1308. K =0.r, =0.

1312. 1313.

x< |0 |1 [2 |3 4 xi |01V ]2]3]5
£ o012 (2 13 |2 1 ml | 313112
wi [0.210,210,3]0,210,1 w; 10,1]03]/03]0,110,2
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0. X <0, 0,? ) x <0,
- <
0,2, 0<x<l, 8; | = '7"
' - <
F()< |04 1exs2 F(x)=q o St
] ." = .<
0,7, 2<x<3, 0.7. 2<x<3,
] . <
0,9, 3<x<4, 0.9. 3<x "i’
. x> 4, . S
1314.
x| [150,156) | [156,162) [162:168)| [168;174) [174;180) | [180;186)
n, 4 5 6 7 5 3
W, 2 I 1 z 1 1
15 6 5 30 6 10
w/h| L IR T Il I
45 36 30 180 36 60
1315.
[ x| [150:156) | [156:162) [162;168)| [168;174)| [174;180) | [180:186)
n 4 4 7 7 5 3
W, 2 2 7 7 1 L
15 5 30 30 6 10
w/h| L I A A L 1
45 45 180 180 36 60
1316. )X =3.7, D=181, 6=135 2)X =31, D=249, oc=1,58.
1317. X =41.88, >=2.92. 1318. X =220, D=7,93.
1319. X =2621. D=919. 1320. X =166. D=33.44.
1328. )X =7.63. 2)X =6,51. 1329. 1) $*=8,4. 2)S*=78.
1330. 1,03; 1600. 1331. 22,5; 1,28. 1332. 0,8883.
1333. 0,9544. 1334. X. 1335. X -\3D: X +3D.
1336. . 1337. 00.
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1338. 1)(13,72;18,88); 2)(9.82;14,98), 3)(7,52;12,68); 4)(11,92;17,08)
1339. (1033,2;1166,8). 1340. 864. 1341. 423.

1342. 1)(0,53;3,47), 2)(0,71; 3,29). 1343. (34,66;50,94).
1344. 1)(0,0324;0,2076), 2) (0,0432;0,2768), 4)(0,0513;0,3287).

1345. (0;0,595).

1361.1)y, =5,34x—-1,36;2) v, = -0,4x7 +12,16x - 10.57.
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