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SO‘Z BOSHI

Mamlakatimizda ta’lim tizimini isloh qilishga va uni zamon
talablari bilan uyg‘unlashtirishga katta ahamiyat berilmogda.

Aynigsa, matematika fanining o‘rni, uning barcha fanlarni
o‘zlashtirishga va ularning rivojiga asos ekanligini hisobga olib,
uning rivojiga alohida e’tibor qaratilmogda. Maktabgacha ta’lim
muassasasidan boshlab, o‘rta ta’lim maktablari hamda oli)f
ta’limning mavjud dasturi zamon talabiga javob bera olmay qolgani
o'rinli ravishda tanqid gilindi.

Darslik 16 bobga, ya’ni birinchi jild 7 bobga, ikkinchi jild 9
bobga ajratilgan. Har bir mavzuda asosiy tushunchalar va muhim
formulalar keltirilib, mavzuga doir tipik misollar yechib ko‘rsa-
tilgan. Dars jarayonida va mustaqil ishlash uchun masalalar beril-
gan. Masalalar osondan murakkabga prinsipi asosida joylashtirilgan.
Har bir mavzuda murakkab masalalar * va ** belgisi bilan

ajratilgan. Barcha masalalarning javoblari keltirilgan.

Davr talabidan kelib chiqib, darslik amaliy mashg‘ulotlarda va
mustagqil o‘rganish maqsadida foydalanishga mo‘ljallangan.

Darslikdan amaliy mashg‘ulot jarayonida foydalanishda
mavzuga doir asosiy tushunchalar amaliyot o‘qituvchisi tomonidan
keltirilib, tipik misollar yechib ko‘rsatilgandan so‘ng, misollarni
ishlashga malaka hosil bo‘lgach, masala ishlashga Kirishish
mumkin.

Mavzuni mustagqil o‘zlashtirishga kirishishda, avvalo, diggat
bilan asosiy tushunchalar va formulalamni o‘zlashtirib, so‘ngra
yechib ko‘rsatilgan masalani tushunib olish va uni mustaqil ravishda
yechib chiqish hamda ishlanishi bilan solishtirish kerak. Agar ish-
langan masala yoki misolingiz javobi kitobdagi javobga mos kelsa-
gina, berilgan navbatdagi masalalarni ishlashga o‘tish maqsadga
muvofiq.

Birinchi jild amaldagi foydalanilayotgan o‘quv adabiyotlarida
ajratilgan soat kamligi uchun kiritilmagan, lekin mutaxassislik
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fanlarini o‘rganishda muhim ahamiyatga ega bo‘lgan quyidagi
mavzular bilan to‘ldirilgan:

— Vektorlarning amaliy masalalarni yechishga qo-llanishi;

— Bir jinsli tenglamalar sistemasini yechish;

— Ikkinchi tartibli egri chiziqlarning umumiy tenglamasini
kanonik ko‘rinishga keltirish;

— Amaliy masalalarni yechishda funksiyaning eng katta va eng
kichik qiymatlarini qo‘llash;

— Aniq integralning amaliy masalalarni yechishga tatbiqi.

Ikkinchi jild esa quyidagi mavzular bilan to‘ldirilgan:

— Ikki o‘lchovli integralning fizikaga tatbiqlari.

— Rikatti differensial tenglamasi.

— Eyler differensial tenglamasi.

— Differensial tenglamalar sistemasini birinchi integral yor-
damida yechish.

— O‘zgarmas koeffitsiyentli chizigli bir jinsli bo‘lmagan
differensial tenglamalar sistemasini integrallash usullari.

" — Chegirmalamni integral hisoblashga qo‘llash.

— Birinchi tartibli xususiy hosilali differensial tenglamalarni
yechish. ‘

— Bir jinsli bo‘lmagan to‘lgin tarqalish va issiglik tarqalish
tenglamalariga doir masalalar yehish.

— Elliptik tipdagi tenglamaga Dirixle masalasini to‘g‘ri
to‘rtburchakda va halgada yechish.

— Ofzgarmas koefTitsiyentli chiziqli tenglamalar sistemasini va
integral tenglamani Laplas tasviri yordamida yechish va boshqalar.

Birinchi jildda 1085 ta masala va misollar keltirilgan bo‘lib,
ulardan 153 tasini yechib ko‘rsatilgan. Ikkinchi jildda 1400 ta masa-
la va misollar keltirilgan bo‘lib, ulardan 386 tasini yechib ko‘rsa-
tilgan. Masala va misollar foydalanilgan adabiyotlar ro‘yxatida
keltirilgan kitoblardan olingan yoki mualliflar tomonidan tuzilgan.

Darslikning 1-jildi B.I.Jamalov va A M To‘xtabayev, 2-ildi
Yu.P.Apakov tomonidan yozilgan.

Mualliflar darslik qo‘lyozmasini o°qib, uning sifatini yanada
oshirish borasidagi fikr va mulohazalari uchuyn Namangan
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muhandislik-qurilish instituti Oliy matematika kafedrasi professor-
o‘gituvchilariga va Namangan davlat universiteti professori
M.M.Raxmatullayevga hamda Toshkent shahridagi MMFI Milliy
tadgiqotlar yadro universiteti Federal davlat avtonom oliy ta’lim
muassasasi filiali o‘quv va tarbiyaviy ishlar bo‘yicha direktor
o'rinbosari A.S. Sharipovlarga o‘z minnatdorchiliklarini bildiradilar.

Darslikning kamchiliklarini bartaraf etishga oid takliflarni
mualliflar mamnuniyat bilan qabul qiladilar.

Murojaat uchun e-mail: yusupjonapakov@gmail.com

Mualliflar



1 BOB. OL1Y ALGEBRA ELEMENTLARI
1 §. Ikkinchi va uchinchi tartibli determinantlar

Ikkinchi tartibli determinant

% % ko‘rinishidagi ifoda ikkinchi tartibli determinant,
dy  Op
A=a,a, -a,a, ayirma esa uning son giymati deyiladi.
1. l—z 5] determinantni hisoblang.
. -3 5
Yechish. ‘ ) ]'=-3-(—1)—5(-2)=3+10=13.
2. 1 63| =8 tenglamani yeching.
Yechish.  -3x-6=8, -3x=14, x=—]—:-=-4§ .

Uchinchi tartibli determinant

Quyidagicha
a4, G, a;
A=la, a, ay
ay a; Gy
belgilanadigan va son qiymati
A = a,,aa;; + @, 0,,0,; + a),d.,a;, ~ G,Upd; — G 1?2303: T 4aya,, (1 )
ga teng bo‘lgan ifodaga 3-tartibli determinant deyijaq;
3-tartibli determinantni hisoblash uchun uchburchqj qoidasi:
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Uchinchi tartibli determinantni hisoblashning Sarrius usuli:
6 &

N
2 7§< 23)< 2l\ 2
a?l/ Qy, Ay 4 ~ay

() OO

Bu usulda uchinchi tartibli determinant jadvali yoniga 1- va
2- ustunlar takroriy yoziladi, 1- asosiy diagonalga parallel uchta
diagonal elementlarni o‘zaro ko‘paytirib, ularni yig‘indisi olinadi.
2-yordamchi diagonal va unga parallel uchta diagonal elementlari
ko‘paytirilib, ularning ayirmalari olinadi. Natijada (1) formula hosil
bo‘ladi.

a,

1 2 4
3.10 1 -1 determinantni hisoblang.
35 =2
Yechish.
1 2 4
0 1 -1)=1-1-(-2)+2-(~1)-3+0-5-4-3:1.4=5-(-1)-1-0-2-(-2) =
35 =2

=-2-6+0-12+5+0=-20+5=-15.
Determinantning xossalari

Determinatning xossalari ularning tartibiga bog‘liq bo‘lmagani
uchun, xossalarni asosan uchinchi tartibli determinantlar uchun
keltiramiz.

1°. Determinatning mos satrlari va ustunlari o‘rinlari almash-
tirilganda uning qiymati o‘zgarmaydi.

20 Agar ‘determinantning ikki satr (ustun) elementlari o‘zaro
almashtirilsa, uning giymati o‘zgarmaydi, ishorasi esa qarama-
qarshisiga almashadi.

30, Agar determinant ikkita bir xil elementli satrga (ustunga)
ega bo‘lsa, u nolga teng.

49, Determinantning biror satr (ustun) elementlarini ixtiyoriy o
songa ko‘paytirish determinantni shu songa ko‘paytirishga teng
kuchlidir.
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5% Agar determinant nollardan iborat satrga (ustunga) ega
bo‘lsa, u nolga teng.

6°. Agar determinantning ikkita satr (ustun) elementlari o*zaro
proporsional bo‘lsa, u nolga teng.

7°. Agar determinantning biror satrining (ustunining) har bir
elementi ikkita qo‘shiluvchining yig‘indisidan iborat bo‘lsa, u holda
bu determinant (quyidagi ko‘rinishdagi) ikkita determinantlar
yig‘indisidan iborat bo‘ladi.

Masalan:
a,+b a;, a,| |a, a; a, |6 a, a,
ay+b, Gy an|=|a, an ay|tih ay ay).
ay+b, a, ay |a, ay, ay b, a, a,,

80. Agar biror satr (ustun) elementalarini istalgan 4=0,
umumiy ko‘paytuvchiga ko‘paytirib boshqa satrning (ustunning)
mos elementlariga qo‘shilsa, determinant qiymati 0‘zgarmaydi.

Ikkinchi tartibli determinantlarni hisoblang:

4 -3 2, 8 sinl®  singg®
. b2 - A4
5-1 ~cosl® cosg9?|’
5. |4 ‘2|; log,a 1 |
3 -5 ] |0g,,b b
1 1
7 5 10, [ ac|.
6‘ 4l 5 ; bd cd)| >
2— -4 1
2 11. ~lga|
7 J;+J5 J;__ b . Clga 1 ’
Ja-\5 a+dB
Tenglamalarni yeching:
12. x x+1 - 15' 0088x sinsx
-4 x+1 —sin8x  cogs5,]= 05
13. [F -3 16, *73 x+3
7 4 6—2x X+2 =0,
14. [f ‘7’=2s; 1751 x4
2 x x+2  x_y[=-6.
Uchinchi tartibli determinantlarni hisoblang;
111 1 -2
18. 2-3 1; 19.a 3 .
4 -1 -5 5 0 >




2 3 1 0 a 0
20. |06 13 25. 16 ¢ d|;

1 2 2 0 e 0

2 -1 3 P11
21. 3 2 -N; 26. Ix ¥y z|>

1 3 -2 ) 22

18 9 27 sina cosa
22. |6 12 12} 27. lsing cospg 1}.

13 26 39 siny cosy |

I a 1
23.la a 0

a 0 -a

x ~1 X
24. 11 x =113

RY 1 .\“
Tenglamalarni yeching:

1 6 3 x-l
28. ¥ 4 9|=0; 29, |4 x+2 2 |=0.

x 23 2x 1 0

2 §. Yugori tartibli determinantlar

n-tartibli (n>4) determinantlar va ularni hisoblashni o‘rganish
uchun avvalo, quyidagi yordamchi tushunchalar kiritamiz:

Algebraik to‘ldiruvchi va minorlar.

Determinantning biror elementining minori deb, shu element
turgan satrini va ustunini o‘chirishdan qolgan elementlardan hosil
bo‘lgan determinantga aytiladi.

Determinant a, elementining minori M,, (i.k=123) bilan
belgilanadi.

Deterntinant a, elementining algebraik to‘ldiruvchisi deb
4,=(~1)" M, songa aytiladi.

Masalan, quyidagi uchinchi tartibli determinantni olaylik:
a, G, G
A=ja,, ay ay.
A Gp Ay
9



a,, elementining algebraik to‘ldiruvchisi
a, a

Ay=(-1)"M,, = bo‘ladi,

23
Gy, Gy

a,, elementining algebraik to‘ldiruvchisi esa
a, a, .
" ¥l bo‘ladi.

ay  ax

Ay, = (_])3»2 ‘w”~= -

Bu kiritilgan tushunchalar yordamida quyidagi xossani
isbotlash mumkin (xossalar tartibini saqlab qolamiz).

9°. Determinantning biror qatoridagi barcha elementlarni mos
algebraik to‘ldiruvchilari bilan ko‘paytmasidan tashkil topgan
yig‘indi shu determinantning qiymatiga teng.

Yugqori tartibli determinantlar

n ta satr va » ta ustundan tashkil topgan ushbu

a G -
|G an .. ay,

A=l )
a, 4, .. 4,

determinantga n -tartibli determinant deyiladi. To‘rtinchi tartibli
determinantni qaraymiz.

Determinantlarning yuqorida keltirilgan 9°-xossasin; qo‘llab
ya’ni biror satr yoki ustun elementlari bo‘yicha yoyish ysyli bilan 4-
tartibli determinantni biror ustun yoki satr elementjar bo‘yicha
yoyilganda hosil bo‘ladigan determinantlar 3-tartibli hojadi. 3-
tartibli determinant tushunchasi esa bizga ma’lum  p-tartibli
determinantlar uchun yuqorida aytilgan barcha xossajq; jumladan
determinantning biror qator elementlari bo‘yicha yoyish ‘formulasi
ham o‘rinli bo‘ladi.

Istalgan tartibli determinantni hisoblash quvidac:
biri orqali bajarilishi mumkin: Aidagi- usullardan

a) algebraik to‘ldiruvchilar yordamida satr yokj
yoyish usulidan foydalanish;

b) biror satrdagi (ustundagi) bittadan boshqa
larni nolga aylantirib, so‘ngra shu satr (ustun) boc! barcha element-
tartibini pasaytirib;

ustun bo‘yicha

yicha yoyib, ya’ni



d) bosh (yordamchi) diagonaldan bir tomonda yotuvchi barcha
elementlarni nolga aylantiriladi, ya’ni uchburchak ko‘rinishga
keltiriladi.

30. Determinant hisoblansin:

2 1 43
A___50-10
2 -1 6 3|
1 5 -1 2

Yechish. Determinantni hisoblash uchun uni ikkinchi satr
elementlari bo*yicha yoyib chigamiz. U holda
A=ay A, +ay,4, +andys +ay, Ay =

1 4 3 2 4 3 |21 3 21 4
=-5|-1 6 3|+0[2 6 3{+1j2 -1 3|-02 -1 6|=
5 -1 2 1 -1 2 |t 5 2 1 5 -1

=—5(12+60+3-90+3+8)+(—4+3+30+3-30-4)=20-2=18

bO‘!afii. Demak, yugori tartibli determinantni hisoblash, determinant
tartibini ketma-ket pasaytirish yo‘li bilan amalga oshiriladi.

2 -1 0 4
4 2 -1 3
31. A=
-2 0 3 -4
1 1 0 -2

determinantni tartibini pasaytirish usuli bilan hisoblang.

Yechish. Buning uchun ikkita elementi nolga teng bo‘lgan
uchinchi ustunni tanlaymiz va uning ikkinchi satrida joylashgan
clementidan boshqa barcha elementlarini nolga aylantiramiz. Bu-
ning uchun ikkinchi satr elementlarini 3 ga ko‘paytirib, uchun-
chi satrning mos elementlariga qo‘shamiz va hosil bo‘lgan
determinantni uchinchi ustun elementlari bo‘yicha yoyamiz:

2 -1 0 4 2 -1 0 4 s 1 4
4 2 -1 3 4 2 -1 3 s

%12 0 3 -4|T|10 6 0 5 =(D-CD ]‘0 ? _52'
1 1 0 =2 1 1 0 -2

Hosil qilingan uchinchi tartibli determinantda birinchi ustun-
ning uchinchi satri elementidan yuqorida joylashgan elementlarini
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nolga aylantiramiz. Buning uchun avval uchinchi satrni (-2)ga
ko“paytirib, birinchi satrga qo‘shamiz, keyin uchinchi satrni (~10) ga
ko‘paytirib, ikkinchi satrga qo‘shamiz, hosil bo‘lgan determinantni
birinchi ustun elementlari bo‘yicha yoyamiz va hosil bo‘lgan
ikkinchi tartibli determinantni hisoblaymiz:

0 -3 8

A=[0 -4 25|= —i 285 =—75+32=-43.
1 1 -2
2100
3010
32. A=
1 0 21
010 2'

determinantni uchburchak ko‘rinishga Keltirib hisoblang.

Yechish. Determinant ustida quyidagi almashtirishlarni
bajaramiz:  _

birinchi ustunni o‘zidan o‘ngda joylashgan ustuplar bilan
ketma-ket 3 ta (toq) o‘rin almashtirib, to‘rtinchi ustunga o‘tkazamiz:

birinchi ustunning birinchi satridan pastda joylashgar’l
elementlarini nolga aylantiramiz;

ikkinchi ustunning ikkinchi satridan pastda joylashgan
elementlarini nolga aylantiramiz;

uchinchi ustunning to‘rtinchi satrida joylashgan elementini
nolga aylantiramiz;

(-1) ko‘paytuvchi bilan hosil bo‘lgan uchburchak ko‘rinish-
dagi determinantning bosh diagonalda joylashgan elementlarini
ko‘paytiramiz.

210 0 1 00 2 10 o
30 1

N ol_Jo 1 o3|_Jo1o ;
10 2 1 002 1 1 0 2 1 =
01 0 2 toz20| [002 _,
100 2 100

o1 o 3 010 3|

1o 01 -5/ oo 1 -5 D18~y
002 -2 |ooo 8




Determinantni ikkinchi satr elementlari boyicha yoyib hisoblang:

33.

35.

37.

38.

39.

40.

41.

30 -1 -1 30 0 -1
a b ¢ d : 34. b a ¢ d'
[ T B 1 1 1 1
-1 -3 -2 -4 -1 -3 -2 -4
Determinantni 3-ustun elementlari bo‘yicha yoyib hisoblang:
5 1 x 8 1 -1 a -1
-4 -1 y -5{. -1 =2 b -1
g8 -1 = 12 36'-—20c1'
4 -1 1 7 0 1 d 0
Determinantni hisoblang:
1 3 0 4 1 2 0
0 -7 1 -5 0 1 -4 7
: 42. ;
o -1 1 -2 2 -5 71 5P
0 6 2 8 -2 -5 2 3
0 3 0 1 -1 31 2
7 2 - -
1 2|, 43, |75 8 27;
5 50 0 4 53 -
-4 -6 0 -2 -7 8 4°5
0 0 1 -1 1 5 7 2
3 0 80 0 6 3 7
. 44. .
-2 -5 3 4y -2 -8 -7 -3’
3 07 3 -1 -6 -5 -
7 1 0 2 0 31
33 0 o0, -1 -3 1 of,
2 10 -2 3¢’ 45. 3 0 4 1
1 6 -1 0 3 2 2 2
3 2 01 o 0 0 0 2
35 0 4, 00 030
0 3 03’ 46' 0O 0 4 0O
% -4 2 0 s 000 O
o 6 00 O

a ning qanday qiymatlarida tenglik o‘rinli bo‘ladi?

47.

0
7
S

-4

3 0
1 a+3
-5 0
-6 0

_2_

-2

48.

0 0 1 -1
3 0 8 0
-2 a+4 3 4
3 0o 7 3



70 1 0 32 0 1
33 0 0 . -3 5 0 4f
49. 210 —2 g_g 7185 50. o 3 o 3|73
1 6 -1 0 2 -4 4-q 0
Quyidagi yuqori tartibli determinantlarni hisoblang:
1 -2 3 4 l+a 1 1 1
2 1 -4 3|, I l-a 1 .
S1. 3 -4 -1 =2y 4. 1 1 1+ 1 |°
4 3 2 -1 I 1 1 1-b
-1 -1 -1 -1 12 2.2 2
-1 -2 -4 -8/, 2 22 .22
2. -1 =3 -9 _27|° 55, 2 23 .22
-1 -4 -16 -64| e
© 200 o0 2 2 2..n-12
2 102 0 0 2 2 2. 2 »n
53.o 1210 2 of;
0 0 1210 2
0 00 12 10
56*. 1370, 1644, 2055 va 3425 sonlarj 137 ga qoldigsiz
1370
gz |1 6 4 4 . L L
bo‘linadi. |, o 5 s determinant ham 137 ga qoldigsiz bo‘linishini
, 3425
isbotlang.

57". Determinant xossalaridan foydalanib quyidagi n-tartibli
determinantlarni ko‘rsatilgan qiymatlarga tengligini isbotlang:
11 1.1

10 1.1

a1 oo.=(-1"';

1 1 1.0

-1-20 .. n|l_.
b) -1-2-3.n n

-1-2-3.0



3 §. Chizigli tenglamalar sistemasini Kramer qoidasi bilan
yechish

Ikkita x, va y, noma’lumli chiziqli tenglamadan iborat ushbu
{allxl +a,x, =b 3)
ayX, +ayx, =b,
sistema ikki noma’lumli chiziqli tenglamalar sistemasi deyiladi,
bunda ais, a3, a2, az2 - (3) sistemaning koeffitsiyentlari, 4,5, - ozod
hadlardir.

A=
dy Ay
asosiy determinant,
A ___‘b. a,, A _|9n bll
b, ay e b

yordamchi determinantlar deb nomlanadi. Agar A=0 bo‘lsa, (3)
tenglamalar sistemasining yechimi quyidagicha topiladi:
x=2n, y=0n @
, A ' xz A ) ) P 3
Xuddi shuningdek, uchta x.x va x noma'lumli chizighi
tenglamalardan iborat
a, X, +apx, + 4% = b
@y %) + AnX, +apX; =b, (5)
ayX, +a,x, + ayX, = b,
sistema uch noma’lumli chizigli tenglamalar sistemasi deyiladi.
a, 4a, 4a;

A=la, a, ay
a; G4y Gy
asosiy determinant,

b -a, a, a, b a; @, Gy b
A, =lb, ay, ay A, =lay, b, ay|, A, =ia; an by,
b, a, ay a, b, a,; a, ay b

yordamchi determinatlar deb nomlanadi, agar A'¢0. bo‘lsa, (5)
tenglamalar sistemasining yechimi quyidagicha topiladi:
A A A

X . L2} x

A RIS ©)



(4) va (6) formulalar (3) va (5) tenglamalar sistemasini yechishning
Kramer formulasi deyiladi. A=0 bo‘lsa, sistema yagona yechimga
ega bo‘ladi.

A=0 hamda ax, Ax,, Ax, lardan hech bo‘lmaganda bittasi noldan
farqli bo‘lsa, sistemaning yechimi mavjud emas.

4=0 Va Ax=Axr,=Ax =0 bo‘lsa, sistema cheksiz ko‘p yechimga
ega bo‘ladi.

58. {x' 36 =1 chiziqli tenglamalar sistemasi yechilsin.

2x,~-x, =5
Yechish. Asosiy va yordamchi determinantlarni hisoblaymiz.

1 3
A= =] —-6=-
) —1’ 1-6=-7,
-1 3 1 -1
= =1-15=- = =5+2=7,
A‘l ,5 _I, 14, A‘: ,2 5, 5+
u holda, Kramer formulasiga asosan,
_A 14 woBa_ T _
- ATA T TR RS
Demak, sistemaning yechimi(2;-1).
x, +2x,=3 . . .
9, ! z sistemani yeching.
S {3x,+6x2=1 yeching
Yechish.
b2 32 I3
A‘: =09 A = = = =-9.
36 | 6, 16, 4,, ‘3 =8

Demak, berilgan sistemaning yechimi mavjud emas.
60. Quyidagi sistema yechilsin: { 25 +3x, =1
4.\'| + 6x2 =2
Yechish. Bu holda asosiy va yordamchi determinantlar nolga

teng:
2 3

A=’4 6

‘=O, A’n =

2 1
2 6

1 3
=0, A‘ = =0.
a2

TR 1-2¢ gt s . NPT
Demak, ixtiyoriy (t;T) ko‘rinishdagi (teR) sonlar juftligi

sistemaning yechimi bo‘ladi, ya’ni cheksiy ko‘p yechim mavjud.
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25, —x,+x,=4 .
61. {3x +2x,-x,=1 sistema yechilsin.
x‘+'\‘2_2x3=—3 . g e
Yechish. Asosiy va yordamchi determinantlarni hisoblaymiz:
2 -1 1 4 -1 1 2 4 1
A=3 2 -1|=-10, A, = 1 2 -1{=-10, A&=3 1 -1j=0,
L s 1 2 1 -3 -2
2 -1 4
A =3 2 1]=-20
11 -3
u holda, Kramer formulasidan
A, -10 A, _0 x=ﬁfa_=:_2_°=
REL T 0T RTTA 0 07 A -0

Demak, (1;0;2) sistemaning yechimi bo‘ladi.

ChlZlqh tenglamalar sistemasini

[x,+2x, —x, =
2x, +5x, - 6’q-] ;
(3x, +8x, —10x, =1

X, ~X,+3x, =7

62.

B

63. 2x,+x,-4~c,- -3;
Iy +x,-3x, =1
*rz—r,-l

JSx, +3x,—
X, + 2%, =

64. =2 ;

3x,

65.

Sx, +2x, +5x, =
{3“ +5x,-3x, =

-2x,—4x, +3x, = [

X,+2xl+x3=8
66. 3x,+2x,+x, =10
4x,+3x,~2x, =4

67.
9x, +x, +8x,=0

=17

-5

=2+ X, — X,
4x, +5%,=3x, =
X +3x,-2x, =1

4x, +2x, +3x, =2
3x,+8x,~-x,=8 |
. |

Kramer qoidasi bilan yeching:
x+y-3z=-1
2x-y+z=2
3x+2y-4z=1
x, +3x,—4x,=-1
x =5, +x,=17
2x,+x,=3x,=3
I +x—x,=2
2x,-3x,+x, =13

X=X, +2x,=5

2%, + 2%, = x, +x, =4

4x, +3x%,—x, +2x,=6
‘8.'(,+5xz-3x3+4x,=12 ?
3x, +3x,-2x,+2x, =6

2x, +5x, +4x;+x, =20

X +3x,+ 25 +x, =11

2x, +10x, +9x, + 7x, = 40 ’
3x, +8x,+9x, +2x, =37
(2x—y-62+31=-1
|Tx-ap+2z-15t=-32
L x-2p—dzasSi,

A x—yﬁg,z_,tfbf‘éiﬂ‘s\&l

et

3

69.
70.

2

71.

72.

nl

e Weir Ry
\: & H_ﬂ:‘[‘\uav__,



2x—-4y+3z=1 [x+2y+3:=5
7S. {x-2y+4z=3 ; 77. J2x-y-z=1
{3x—y+52=2 ]I+3}"»‘4~'=
2x—y+2z=2 2 -x,+x, =4
76. {3x+2y+2z=—2; 78. 3x,+2x,-x,=1,
x=2y+z=] XX, 2% =-3

4 §. Matritsalar. Matritsalar ustida amallar.

Quyidagi

a, 4, a,
a, ap 4, (7)
a, a a

ko‘rinishdagi jadval (mxn)-tartibli matritsa deyiladi.

a, -element xuddi determinantdagi kabi i -satr, & -ustunga joylash-
gan bo‘ladi. Ba’zan (7) yozuv, gisqalik uchun, |a,|, (i=1m, k=1,n)
ko‘rinishda yoki 4=[a,| ko‘rinishda ham belgilanadi. Ravshanki,
(7) matritsa m ta satr va » ta ustundan iborat.

Barcha elementlari nolga teng bo‘lgan matritsa nol matritsa
deyiladi.

0 0
0
0 0 0 O
Xususiy holda, m=n bo‘lganda,
a, G .. q,
aZl azz s aZn (8)
anl anZ eee ann

ko‘rinishidagi matritsa kvadrat matritsa deyiladi.

%> ay,---a,, (8) matritsaning bosh diagonal elementlari deyiladi.
Agar (8) matritsada bosh diagonalda turgan elementlardan boshqa
barcha elementlari nol bo‘lsa, uni diagonal matritsa deyiladi:
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0 a, ... O
.es .se "o ) (9)
0 0 a,,
(9) matritsada @, =@, = ... = 4, =1 bo‘lsa, yani,
1 0 .. 0
o1 .. 0
E=

0 0 |

birlik matritsa deb ataladi.
(8) kvadrat matritsaning clementlaridan tashkil topgan determinant
A matritsaning determinanti deyiladi va det(4) yoki |4| kabi
belgilanadi. Shu o‘rinda eslatib o‘tamiz: matritsa sonlarning tartibli
jadvali, determinant esa elementlarning ma’lum kombinatsiyasidan
hosil gilingan birgina sondir.

a, Gy " G
P Ay, o @y
anl anZ A ann

Agar det(4)=0 bo‘lsa, bu holda 4 matritsa Xos matritsa,
det(4)=0 bo‘lsa, 4 xosmas matritsa deyiladi. Kvadrat (8) matritsa-
ning satr elementlarini mos ustun elementlari bilan almashtirishdan
hosil bo*lgan

ay ay an,
a, dy a,
a, ay, - 9m

matritsa transponirlangan matritsa deyiladi va A" kabi belgila-
nadi. Determinantning 1° xossasiga asosan det(4) = det(4").

Ikkita
a, 9. a4y, by, b, bln\
b, by . by
A= ay Ay - G . B= n P22 s (10)
a, G a,, bnl bnz bun



matr.itsalar berilgan bo‘lib, 4 matritsaning har bir elementi p
matritsaning mos elementiga teng, ya'ni q, =5, bo‘lsa, u holda 4 va
B ofzaro teng matritsalar deyiladi va 4=3 kabj yoziladi. Ta'rif
bo‘yicha ikkita (10) ko‘rinishdagi (mxn) tartiblj matritsalarning
yig‘indisi va ayirmasi mos ravshida 4+ B kabj belgilanib, N

a,tb, a,*b, .. a, th,

+ +
A+B= a, b, a,*bh, .. a,, tbh,,
anl i.bnl anZ ian e a,m + b""

qoida bo‘yicha hisoblanadi, ya’ni mos elementlari qo‘shiladi yokj
ayiriladi. Matritsalarni qo‘shish quyidagi Xossalarga ega:

1° 4+0=4;

2°. A+B=B+4.
A matritsani @=0 songa ko‘paytmasi deb, uning har bir elementin;
o songa ko‘paytirishdan hosil bo‘lgan

- aa, ‘aa, .. aa,
aa, aa,, .. aa,

aAd= -

oa, aa, .. aa,

matritsaga  aytiladi. Matritsani songa ko‘paytirish ~ quyidagi
xossalarga ega:

3°. a(p4)=(ap)4;

4°, a(A+B)=aA+arB :

5° (a+B)A=ad+pA.

7. Agar A=(—2-l ; '2) Bz(? ,2 IZJ bo‘lsa,
A+B, A-B, 24-3B matritsalar topilsin.

Yechish.

2 41 0 21 2+0 4+2
A+B= + ):( ]+l - 2 6 2
=10 2)70 1 2) S+ 041 245)%(g 4 4
2

2 4 1) (0 21 (2-0 4-2 1 2 20
A-B= - = =
-1 0 2) 1 2 =1-1 0-1 2—2] (_2 -1 o]
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, (2 41 021_482_(063)=
“A'3B=“(—102_31 1 2)7\204 336

4-0 8-6 2-3) (4 2 -1)
=(~2—3 0-3 4-6)'(—5 3 -2f ‘

Endi ikki matritsa ko*paytmasi tushunchasini kiritamiz. Bunda
ko*paytiriladigan matritsalar birinchisining ustunlar soni ikkin-
chisining satrlar soniga teng bo‘lishi talab gilinadi. .

(mxn)tartibli 4 matritsaning (nx k)tartibli B mat'ntsr«:tg.a
ko‘paytmasi deb (mxk) tartibli shunday C matritsaga aytfjadlk”
uning ¢, elementi 4 matritsa i-satri elementlarini B matntsa, {-
ustinining mos elementlariga ko‘paytmalari yig‘indisiga teng, ya'm

c,=a.b, +a,b, +..+ab, . ‘
matritsalar ko‘paytmasi C = 4- B8, ko‘rinishda belgilanadi.

80. Matritsalar ko‘paytmasi topilsin:

1 -1
2 1
A={2 1 |, B=[‘ J.
11
Yechish. 4-B mavjud, chunki 4 matritsa ikkita ustundan B
matritsa esa ikkita satrdan iborat:
1 -1 1-2-1-1 1-1-1-1 1 0
A-B=|2 1 -(2 ): 2.2+1-1 2-1+1-1|=|5 3|
EEYAL 1-2+1-1  1-1+1-1) {3 2
B4 ko‘paytma mavjud emas, chunki B matritsada 2 ta ustun, 4
matritsada esa 3 ta satr mavjud.

Agar 4 va B matritsalar bir xil tartibli kvadrat matritsalar

bo‘lsa 4-B va B- 4 ni hisoblash mumkin.

: 2 - 4 -3 s
81. A=(q ]3), B=(2 6) bo‘lsa, 4-B va B- A topilsin.

Yechish.
A.B{z -3).(4 —3){2-4-3-2 —2-3—3-6)___(2 —24)
5 1){2 6 5-4+1-2 -5-3+1.6) (22 -9)°
B.A=(4 -3).(2 —3){4-2-3-5 -4-3-3-1){-7 -15).
2 6)\5 1 2:2+6-5 -2-3+6-1) \34 -0
Bu misoldan ko‘rinadiki, umuman olganda, 4-B#B-4.
21



Matritsalarni ko*paytirish quyidagi xossalarga ega:
1°. (A-B)-C:A-(B-C);

2°.(4+B)-C=4-C+B-C;

3% (2-4)-B=2(4-B);

4°. A-E=E-Ad=4;

5°. 4-0=0-4=0. (Bunda 0-matritsa).
82. Agar 4- ( ) bo‘lsa, s(1)=r-2+3 nj hisoblang.

Yechish.

(2 ALY

Berilgan matritsalar ustida amallarni bajaring:

17 2 3 4 0)
83. 4=(-3 4 -2 s B=|2 3 1|,C=24-38;

1 2 -10 4

v2
-3 1 -1(+
-1 0 1
1 -1 1 -1
89. A=lo1 of, B—[o IJ, AB=?
L o_.J ¥

1 -12 34 1)
90. A={2 3 4}, B=[0 2 5, uB=?

(V%)

-45 1 1-14
A va B matritsalarni ko‘paytiring:
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(123),

91. A

1"
X
v
a

=-11
4
(12 -3)

|

52 4
I 1-3
201
-232
4-15

4

(12-2), B
2

12-5, B

{

A

100. A:[

99, 4
101. 4
102. 4
103.



|
104. A=[] -! 3), B= 2];
2 15 3

13 -1\ 11
105. 4=)2 1 2J, B= 23J;
[o 10 10
, 0 -1 3
106.A=(]2 '53 ?) B=t3 5 2|;
4 =21
131 210
107. 4=|2 o 4|, B=[l -t 2|, AB=? BA=?
123 321

A va B matritsalar berilgan. Quyidagi tenglamani qanoat-
lantiruvchi X matritsani toping:

2-40
108. 4+2x-4B=0, A=|6 -2 4|, B
=Y
7 215
109. 54+3x-B=0, A=[3 -2 4 —3J, 3:( 3 -2 IJ.
1 02 4

H
N
Hno ) -
()

. W

9w U o

w wn N
M
.

2 111
A matritsaning berilgan n-darajasini hisoblang:

1 -2 ) (11 o
110. A=(3 _4), n=3; 113. ,f_(o l], n=10

4 -1 . fa 1 ..
11 4] T s 1= 1) s

2 -1 . (32 .
112. A=(3 _2], n=10, n=15, 115. A—(' 4), A=
Matritsalar ustida amallarni bajaring:

112
116. A=|131 |, E-birlik matrisa 2.4° +3.4+5£=2

411

342 20 13
117. A=(] . 5}, B=[:) 2J c=[04J ABCT=2



1
118. A=(l
4

>t

5

-3 1
2], B=H, C=(205),
3 1

E-birlik matritsa AxBxC-3E=?

57

t 3) _ . _
119. ,4-[2 1)‘ B—(_l 2], £ —AB+2BA=?

120. Quyidagi matritsalar berilgan: A=(z 41), B=C 13),

{3 )

Agar 7172,
toping.

;=-1 23=1bo'lsa, D=2 JA+22B+23C matritsani

Berilganlar bo‘yicha /() ni toping:

121. /(x)= -3x. .-1=(3 2];

14

122. f(x)=+ -5x=3. A=(_23'3‘];

123. f(.\'):,\‘z—x.;.L A=

2 11
31 2(;
1-10

124. f(x)=x"-2x+3. A=(:—3l) 5

125. f(x)=x"-2x"+x+4. Azi:;‘;);

126. f(x)=3x —dx+L AT

10 2
00-11;
010

1000
0200

127. r(x)=3"—2x"+3x-5. A= 0010 :

0000

128. Agar A=(—] 2)3 f(x)=x"-x" 4504, g(x)=x"-2x+11 bo‘lsa,

03

21(4)-3g(4) ni toping.

129. Agar B=[? ;), f(x)=

ni toping.

1-2x+l, g(x)=3x+5 bo‘lsa, f(B)-2g(B)
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01-1
2-1 3
0-1-1I
B matritsa A va X matritsalarning ko‘paytmasidan iborat
bo‘lsa (B=4x yoki B=x4 ), X matritsani aniglang:
342 211 645 [645 211 342]
. B= 5

130. Agar A= , f(x)=x+1bo‘lsa, (r(4) ni toping.

1317, 4=|457 992 719 719 992 457
123 403 842 842 403 123
342 211 645 457 992 719
132, 4=|457 992 719 |, B={342 211 645];
123 403 842 123 403 842

332 211 123 [996 633 369]
B= ;

133", 4=|457 992 719 |, 457 992 719
123 403 842 123 403 842
111 203 343 (333 812 343
134", .=|209 121 514 , B=|627 484 514 |,
(221 106 678 663 424 678
5 §. Teskari matritsa

Ushbu kvadrat matritsani garaylik:

a, a, .. a,
4=|% G2 o Dy .
anl anZ e unn

Agar 4-B=B-A=E bo'lsa, B matritsa 4 matritsaga teskari
matritsa deb ataladi. 4 matritsaga teskari matritsani 4" kabi
belgilash gabul gilingan. 4-B kvadrat matritsaga teskari A
matritsani topish quyidagicha amalga oshiraladi:

1. det(4) hisoblanadi. Bu o‘rinda A=det(4)=0 bo‘lishi kerak-
ligini eslatib o‘tamiz, aks holda teskari matritsa mavjud bo‘lmaydi.

2. 4 matritsa determinantining har bir a,, (i.j=123,...,n)
elementi algebraik to‘ldiruvchisi A, ni hisoblaymiz va 4! mat-
ritsani quyidagicha tuzamiz:



-1 _ 1 Al‘.’ Azz An:
“det(4)| - oo ) an
A]n A?.n b Ann
Ishonch hosil gilish uchun 4- A'=A" A=E nitek
yetarli.

shirib ko‘rish

1 0 -2
135. 4=|3 1 0 matritsaga teskari matritsa topilsin.
-1 2 4
Yechish.
1 0 =2
A=i3 1 0 =-10=0.
-1 2 4

Demak, teskari matritsa 4" mavjud. Matritsa determinantining
barcha elementlari algebraik to*ldiruvchilarini hisoblaymiz:

1 0 30 3 1
= = = - =—'l2. A = =77
A ‘2 J e S R o
0 -2 1 2 1 0
=— = = = 4, == =-2,
All lz 4 —4, AZZ ‘_1 4 \ 23 A’.‘_‘\ l—'l 2\
0 -2 1 -2 10
/ = = = - = - A = =1,
B T e L
topilganlarni (11) ga qo‘ysak:
‘4H A’ll A}l 1 4 —4 2
A":-l- 4, 4 LT 12 2 -6}
A z 10 ,
Ay Ay A 7 -2 1
Tekshirish:
4 -4 2 0o -2
gtge Mz 2 6|31 07
100 5 5 1)\~ 2
4-12-2 0-4+4 -8+0+8 l—lO o 0 1 00
No1246+6 0+2-12 24+0-24 |=—| © 10 0 |={0 1 0}
10 10 o) lo o 1
7-6-1 0-2+2 -14+0+4 o o0 -l
Demak, A" matritsa, A matritsaga teskari matritsa ekanligi
kelib chiqdi.
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A matritsaga teskari matritsanj toping:

6 2 3)
136. 4- (4 9)’ 142, A-[l -1 oJ
137. 4- ( J -2
2 (4 -1 2°
138. 4-(4 3 143. 4= 1 1 -2
6 sJ’ 0 -13

139. 4= "4),

-1-11

123
223,
334

Berilgan matritsaga teskari matritsani toping va ko‘paytirish
bilan tekshiring:

-3 5 I -1 1)
146. ( | zJ 154.{2 ! 1J
1

i 1
144. 4=|3 2|
2-10 6 -2 1
140, .= 2 -1

141. 4-

147.( ‘3) L2
1
148, (15 _5) 000 -
5;' 15_00:1'-0
5.

149(0 3J o1 oo
1-1 1 |6
150.[2 1—2] 5000

12 3 Lo oo
301 ] -1 1 09
151.(: 2 2} '5"'[1 1o
4 -3 - =1 1 -1 ]
2 -1 -] I =300
152.[3 4-2] 157(0 i 00
3 -2 4 0 0 21
0 1 |

1 12 \0
153.{2 -1 2
4 14



a, b va c parametrlarning qanday giymatlarida A va B
matritsalar o"zaro teskari matritsalar bo‘ladi?

a-1 =2 3 10 1
158*. A:{ 0o -l c—2}, B=[-8 -61;
4 b -3 42 -3
(g-3 3 3 { -2 -1l
159%. A:l 0 c 3 ], 3={-15 29 12];
-5 -1 b-4 10 -19 -8
a-2 0 1 -3 -2 3
160*. .-:=(-s b+4 —-6), B=( 0 -1 2|
-4 2 ¢ 4 2 -3
{ a -2 -l 4 3 5
161*. A:\—IS b+ 20 12), B{o 2 3];
o -9 2 -5 -1 -1
f -1 2 -l
-3 -1 2
1 0 —4 5 o 4
163.* A=(3 1 1) B=(b—20 1 c—-10).
1 0

-1 0 a 1
a ning qanday qiymatlarida berilgan matritsaga teskari matritsa

mavjudligini aniqlang:

2 4 -1 2—a 1 1
164. (a—Z 2 1); 165*. ( 1 2-a 1);
o 0 3 1 1 2-—a

a

-1 2 a a 0 a?-1
166. (a -1 5 a) . 167. ( 1 0 a )
3 0 3 2 4

a

W

sistemasini yechishning matritsa usuli

6 §. Chizigli tenglamalar

h noma’lumli uchta tenglamalar sistemasi

Bizga quyidagi uc

berilgan bo‘lsin:
ax, + apX, N = b
)X, + ApXy 0% = b, - (12)
ayx, + Xy + 3% = by
Tenglamalar sistemasi koeffitsiyentlari 4. (i,j=12.3),

%,, x,. x,- noma’lumlar va b (i=12.3) ozod hadlardan
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a, a, a, X b
A=lay a, a,|, X=|x,| B=|b

&G 4 a, X3 b,
matritsalarni tuzamiz.
Matritsalarni  ko*paytirish amaliga asosan, (12) sistemani.
quyidagicha yozish mumkin
A-X=B. (13)
Bu tenglamalar sistemasining matritsalar ko‘rinishida yozili-
shidir. Aytaylik, 4 matritsaga teskari 4" matritsa mavjud bo'lsin.
(13) tenglikning har ikki tomonini 1 ga chapdan ko‘paytirib,
A4 X=4"-B nihosil qilamiz.
A'-A=E va E-X=X ekanini e’tiborga olsak,
X=A4".B (14)
hosil bo‘ladi.
(14) formula (12) tenglamalar sistemasini teskari matritsa
yordamida yechish formulasidir.
168. Kramer usuli bilan yechilgan 61-misoldagi tenglamalar
sistemasini teskari matritsa usulida yechilsin.

Yechish.
2 -1 1 X, b,
A=|3 2 -1, X:[,\-:], B=[b2J s
1 1 =2 X, b,
A=det(A4)=-10%0
4 =}2 —1‘__3 4P - P 2’=
Tl =2l TR T T IE
—1 2 1 2 -1
A1=—1 _ L4 __lz 1 s 4 ='2 —|’=7
S S | R P32 7

(1) formulaga asosan
=3 -1 -l
AT==01 5 -5 5 J
1 -3 7
teskari matritsani topamiz. Bundan (14) formulaga binoan

30



-3 -1 -1 4 —12-1+3 -10 1
Xea'-B=—015 =5 5|1 [|=70l 20-5-15|=-0,1} 0 {={0
-3 7 -3 4-3-21 =20/ \2
Javob (1; 0; 2)
Chiziqli tenglamalar sistemasini matritsa usulida yeching:
x1—x2+x3=—2 x+y-3z=-1
169. i2x1+x2—2x3=6; 175.{2x—y+z=2 ;
x1+2X2+BX3=2 3x+2y—4z=1
3x1+x2+x3=2 x1+3x2—4x3=-—1
170. x1—2x2+2x3=—1; 176.{ X, —Sx2+x3=7 3
4x1—3x2—x3=5 2x1+x2—3x3=3
3%, + X X3 =1 3x,+ Xz~ X3 =2
171. iSX, + X, + 2x3 = 20; 177. {2351 —3x, +x3 =13
6x1—x2+x3=10 x,-—x2+2x3=5
3X1+4X2_X3=2 le+2x2—x3+X4=4
4x1+3x2—x3+27g4=6

172

. {BX] - 2X2+x3 = 24;
2%4 —x2+x3=8
x1_2X2 +X3=O
173.{ le—xz—]_:o
3x1+2xz—x3—4=0

.
9

*
178 : 8x1 + 5x2 - 3x:), + 4X4 =12’
3x, + 3x2 — 2X3 +2x,=6

3x1+x2+x3=2 H

4X1"3X2“X3=5

X, — 2Xz + 2X3 = -1
174. {

78 Matritsaning rangi

Biror (mxn)-tartibli 4= la..|
matritsaning ixtiyoriy & ta satrini va ixtiyori
(k <min(m.n)), (kxk)= tartibli kvadrat matritsa
matritsaning determinanti

4 matritsaning & -

deyiladi. .
179. Quyidagi 4x5-tartibli
2 4 3 1 0
1 =2 1 4 2
o 1 1 3 1
4 -7 4 45

matritsani qaraylik. Ushbu
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y k ta ustunini olib
tuzamiz. Bu kvadrat

tartibli minori



2 4 1 0
2 4 2 1 30 1 2 -4 2
=0, =-3, |1 1 1|=—40, ~ 7l=o,
1 =2 11 0 1 3 1
-7 4 5 )
4 -7 -4 5

determinantlar qaralayotgan matritsaning mos ravishda ikkinchi,
uchinchi hamda to‘rtinchi tartibli minorlaridir.

A matritsa yordamida hosil qilish mumkin bo‘lgan barcha
minorlar orasida noldan farqli bo‘lgan eng yuqori tartibli minorni
topish muhimdir.

Shuni ta’kidlash kerakki, agar 4 matritsaning barcha « -tartibli
(k=min(m,n)) minorlari nolga teng bo‘lsa, undan yuqori tartibli
bo‘lgan barcha minorlari ham nolga teng bo‘ladi.

Ta’rif. 4 matritsaning noldan farqli minorlarining eng yuqori
tartibi uning rangi deyiladi va rang 4 kabi belgilanadi.

1-13
180. A=[l 1 2] matritsaning rangini toping.

113
r "
=-1], 1 1 2(=0.

1

113
Demak, 4 matritsaning noldan fargli minorlarining eng katta tartibi
2 ga teng ekan. Bundan rang4=2. Ta’rif bo'yicha 0 matritsaning
rangi 0 deb olinadi.

Matritsalarning rangini topish ko‘p hollarda murakkab bo‘ladi.
Chunki unda bir gancha turli tartibdagi determinantlarni hisoblashga
to‘g ri keladi.

Quyidagi elementar almashtirishlar natijasida matritsaning
rangi o‘zgarmaydi:

1) ikki qator elementlarini o‘zaro almashtirish;

2) biror qatorni o‘zgarmas songa ko*paytirish;

3) biror qatorga boshqa qatorni o°zgarmas songa ko‘paytirib
qo‘shish;

Bu tasdiqlar determinantlarning xossalaridan kelib chiqadi.

Yechish.

1]

| 1 3
=0,
1 1 2
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Agar (mxn)= tartibli 4 matl‘itsanmg Gy Gys GsypernFasr (OSSSmin(m,n))
elementlarining har biri noldan fargli bo‘lib, qolgan barcha
elementlari nolga teng bo‘lsa, u holda 4 diagonal ko‘rinishdagi
matritsa  deyiladi. Ravshanki, bunday diagonal ko‘rinishdagi
matritsaning rangi s ga teng bo‘ladi. Aynan shu va yugqorida
aytilgan elementar almashtirishlardan foydalanib, matritsani rangini
topishning ikkinchi usulini bayon gilamiz.

Bizga quyidagi 4 matritsa berilgan bo‘lsin:

a, 94 a,,
a a a,
21 22 n
A=
a4, @y - Gm

va uning rangini topish talab etilsin. Bu matritsaning rangini
yuqorida aytilgan elementar almashtirishlar yordamida diagonal
ko‘rinishli matritsaga keltirib topamiz.

A matritsaning hech bo‘lmaganda bitta elementi noldan fargli
bo'lsin. Bu elementning satrlari va ustunlarini o°zaro almashtirish
yordamida birinchi satr birinchi ustunga chiqaramiz va birinchi satr

elementlarini shu elementga bo*lib, ushbu

1 dy - @

’ ’ ’
as,, Ayy oo a,, (1 5)
a, dp o Gm

matritsani hosil gilamiz. (1) matritsaning birinchi ustunini -aj, ga
ko‘paytirib, ikkinchi ustunga qo‘shsak, so‘ng —d, ga ko‘paytirib
uchunchi ustunga qo‘shsak va h. k. Birinchi ustunni —d, 82 ko‘pay-

tirib n-ustunga qo‘shsak, natijada hosil bo‘lgan matritsaning birinchi

satrdagi elementi a, =1, gqolgan elemetlari esa nollar bo‘lib goladi.
Xuddi shunga o‘xshash (15) matritsaning birinchi ustundagi
a, =1 dan boshqa elementlari nolga aylantiriladi. Natijada

i 0 .. 0

0 ayp - ay,
4=

0 d,, - a,,
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matritsaga ega bo‘lamiz. Bundan rang 4 =rang 4, kelib chiqadi.

A, matritsaga yuqoridagi elementar almashtirishlarni bir necha
marta qo‘llash natijasida u diagonal ko‘rinishidagi matritsaga keladi.
Bu diagonal ko‘rinishli matritsaning rangi berilgan 4 matritsaning
rangi bo‘ladi. .

Matritsalarning rangini aniglang:

(2 51 12345
181. 382]; 187*.23451
120 34512
31 2) 456—“3/
182. |6 2 4|; o 0 -5
o5 6 188. |7 0 L
21 4 -37 = Z
183.2 158 7 1|; 5 18 -8 -l
[z 174-13-9} L35 -l
3110 -2 189. Z“l"f“;;
184.{1502—1}; 2 7 9 1
0133 -1 111 -2
343 190 1 130
18s.|' 2 '; 2 210 3
:‘2"1 L3 15 2)
21 -3
15 -2
186'411-7’
1 -1 -1

Matritsalar rangini ko‘rsatuvchi eng yuqori tartibli minorni
aniqlang:

2 0). 100
191. (0 -1)’ 194, {0 0 o];

{l 2 00 2
192. |2 5];

-13 -2 -1 3
193. (2 3]. 195.[ 4 2 -6 ];

4 6) 2 1 -3
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13000 1-240
196.[24000; 198.[—1 3 511.
00023 2-140
42 0
197.{20 10 -40| 5
10 -30 40

Matritsalar rangini eng yuqori tartibli minor yordamida
aniqlang:

1 -210 11000
199.[51011; 23000
4 3711 202.10 0500},
11 -l 00060
200.2013]; 000038
3 -12 2
12 -3 4
2 4 -6 1
201%. |4 -8 12 1 |;
1 -2 3 6
36 -9 12 .
Elementar almashtirishlar yordamida matritsani rangini
aniqlang:
o0 2 4 01 2 -1
2 13 - 206.1°2 4 77L;
203%. |1 1 5 35 13 -2 4
4 -2 -6 2 16 41
0 1 71 24141715
23 13 16 14
:) 21 "7 —i 207-| ;7 733 29|
204%.|1 2 -1 0] 3003
.
2 5 0 1
I

23
205, |-1 4 0f;
186

208. y ning ganday giymatida
teng bo*ladi.

(]/ ‘) matritsaning rangi r=1 ga

2
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A matritsa rangi r=2 ga teng bo‘ladigan y ning qiymatlarini
toping:

13 -4 2 -14 0
209, 4=({y 0 1 |; 211. 4| 20 -7,
4 3 -3 "8 —4 8y
y 20 3) 6 -3 12 y
210. 4=|0 y-2 4}; y 0 1)
0 0o 7 212. 4=[3 4 1.
-1 2

Elementar almashtirishlar yordamida matritsaning rangini
aniqlang:
25 31 17 43

75 94 53 132 47 -67 35 201 155)
213% 75 94 54 134’ 214%.{26 98 23 -294 86|.
25 32 20 48 16 —428 1 1284 52}

8 §. Chizigli tenglamalar sistemasini yechishning Gauss usuli

ntanoma’lumli m ta tenglamalar sistemasini qaraymiz
a, X, +a,x, +..+a,x,=h

all‘xl + a22x2 +..ot alnxn = b2 (1 6)

a,x +a,.x, +..+a,x, =b,

Agar chizigli tenglamalar sistemasi yechimga ega bo‘lsa, u
birgalikda, agar yechimga ega bo‘lmasa. u birgalikda emas deyiladi.
Quyidagi elementar almashtirishlar natijasida tenglamalar siste-
masi o‘ziga teng kuchli sistemaga almashadi:

1) Istalgan ikki tenglamaning o°rinlarini almashtirilsa;

2) Tenglamalardan istalgan birining ikkala tomonini noldan
farqli songa ko‘paytirilsa;

3) Tenglamalardan birini istalgan haqiqiy songa ko‘paytirib,
boshga tenglamaga qo‘shilsa.

Agar n>m bo‘lsa, n—m ta bir xil noma’lumli hadlarni teng-
liklarning o‘ng tomoniga olib o°tib, 0 ng tomonidagi noma’lumlarga
ixtiyoriy giymatlarni gabul giladi deb, tenglamalar sistemasini n=m
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holga kel?irib olish mumkin. Shuni e’tiborga olib, (16) sistemani
n=m holi uchun yechamiz.
X Gauss usulining mohiyati noma’lumlarni ikkinchi tenglamadan
oshlab. ketma-ket yo‘qotib, oxirgi teglamada bitta noma‘lum
q01gupcha davom ettiriladi va oxirgi tenglamadan yuqoriga garab
nomalumlarni ketma-ket topib, yechim hosil qilinadi.
t 1-—q-adam. (16) sistemada birinchi tenglamaning har ikki
omonini 4, ga bo‘lib, teng kuchli ushbu sistemani hosil gilamiz:
LG a,, b
R L e
ay ay a,

(7

(@, + QX oot G ¥n = b,

Birinchi tenglamani ¢ 83 ko*paytirib, ikkin
i ga ko*paytirib, uchinchi tenglamadan va hokazo 4, ga ko‘pay-
:mb, n-ter.lglamadan ayiramiz. Natijada yana berilgan sistemaga
eng kuchli ushbu yangi sisteman hosil qilamiz:
X, +dpXy et a,x,=b

@ppxy + ot a,x, = b,
- - . (1 8)

chi tenglamadan,

............................................

’ ' — K
Al X, F et @y Xy = b,

Bu sistemada quyidagicha belgilashlar kiritilgan:

LA Ay ' [ b b| .
A =—"> ax =dy — 4 a,s bl,= : \ bll=bl—-——all. "k=2’3’""n.

all all 11
Agar (4) sistemada biror tenglama chap tomonidagi barcha
noldan fargli bo‘lsa,

koeffitsiyentlar nolga teng, 0°Ng tomoni €sa
ya’ni -
0x, +0x, +...+0x, = b, (19)

ko‘rinishdagi tenglama hosil bo’lsa, sistema birgalikda emas bo‘ladi

va ishni shu yerda yakunlanadi.
Agar (19) ko‘rinishdagi tenglama hosil bo‘lmasa
qadamga o‘tiladi.
2-qadam. ]kkinchi tenglamani 42
hosil bo‘lgan sistemaning ‘Kkinchi tenglamasini

keyingi

koeffitsiyentga bo‘lamiz,
ketma'ket a;zr--a a:.z
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ga ko‘paytirib, uchinchi, to‘rtinchi va hokazo tenglamalardan
ayiramiz.
Biz bu jarayonni oxirgi tenglamada x, noma’lum golguncha
davom ettirsak, dastlabki sistemaga teng kuchli
X, QX ot AKX, = b
X, + et @, X, = b5
.......................... (20)
Xp-1 +dy X, = by,
x,=b;
ko‘rinishdagi sistemaga €ga bo‘lamiz. X,=b, qiymatini (n-1)
tenglamaga qo‘yib X, ni topamiz va hokazo, bu ishni x, topilgunga
gadar davom ettiramiz.
215. Quyidagi tenglamalar sistemasi yechilsin:
2x,+ X%, — X =1
3x, +2%,—2x;=1.
X =X, +2x,=5
Yechish. Birinchi tenglamaning barcha hadlarini q,=2 ga
bo‘lib,

x, +0,5x, = 0,5x; = 0,5

3x, +2x, = 2x, =|

X, — X, +2x,=5
sistemani hosil gilamiz. Birinchi tenglamani 3 ga ko‘paytirib
ikkinchi tenglamadan, so‘ngra uchinchi tenglamadan birinchi teng-
lamani ayiramiz:

x, +0,5x, =0,5x, = 0.5

0,5x, —0,5x, = 0.5

—1,5x, +2,5%, = 4.5
Ikkinchi tenglamani 0.5 ga bo‘lib, so'ngra uni -1.5 ga ko‘paytirib ,
uni uchinchi tenglamadan ayiramiz.

Natijada
x, +0,5x, = 0,5x, = 0.5
x,—x,=—1
x=3

hosil bo‘ladi.
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Bundan ketma-ket X, =3 %,=-1+3=2 %= 0,5-0,5x,+0,5%,=1  lami
topamiz.  Shunday  qilib, berilgan  sistemaning yechimi
x,=1, x,=2, x,=3 dan iborat ekan.
x, +2x, +4x; — X, +3% =1
216. J2x +x, +x =4 sistema yechilsin.
X, +2%, —X; =6
Yechish. Bu sistemada uchta tenglama beshta noma’lum
bo‘lganligi uchun x, va ¥; larni 0'ng tomonga olib 0'tamiz-
X, +2x, + A =T X =3x
2x, +X; =4
X, = 6—2x, +Xs
Misol uchun % =2. %=1 giymatlami go‘ysak
X, +2%, +4%; = 6
2x,+x, =3
x, =3
sistema hosil boladi. ¥, =3 ekanini e’tiborga olsak,
x, +4x,= 0
{2:(, +x,=3
sistemaga ega bo*lamiz. Birinchi tenglamani 2 83 ko paytirib, undan
ikkinchi tenglamani ayirsak
X + 4% = 0
{7)(3 =-3

. ] 3 12
hosil bo‘ladi. Bundan x, =—%, x, =3 % ="7"

Bu sistemada x, va %s noma’lumlarga boshqa giymatlar berib,

yangi yechim hosil qilish mumkin ekanini, boshqacha ay‘tg_anfia}
n>m bo‘lganda yechim yagona bo‘lmay cheksiz ko*p bo‘lishins
eslatib o‘tamiz. L
Tenglamalar sistemasini birgalikda bo‘lish—bo‘lmashglm, uni
yechmasdan turib aniglash usuli bilan tanishamiz. .
(16) tenglamalar sistemasini koefﬁtsiyentlaridan tuzilgan n=m

tartibli hamda mx(n+1)— tartibli kengaytirilgan
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a, a, - g 4, 4, .. 4, bl]
|G G e Gy, b,
a, b

ml m

dy A, o 4, a
matritsalarni tuzib olamiz.

Teorema. (Kroneker-Kapelli teoremasi) (16) tenglamalar
sistemasi birgalikda bo‘lishi uchun 4 va 4 matritsalarning ranglari
teng bo‘lishi, ya’ni rang A=rang 4 bo‘lish zarur va yetarli.

Keltirilgan teoremadan quyidagi xulosalar kelib chiqadi:

1. Agar rangA>rangA' bo‘lsa, (16) sistema yechimga ega
bo‘lmaydi.

2. Agar rangA=rangA'=k bo‘lsa, (16) sistema yechimga ega
bo‘lib,

a) k<n bo‘lganda, tenglama cheksiz ko‘p yechimga ega bo"ladi:

b) k=n bo‘lsa, sistema yagona yechimga ega bo‘ladi.

Tx, +3x, =2
217. { x, —2x,=3 tenglamalar sistemasi yechilsin.
4x,+9x, =11
Yechish. Bu yerda n=2,m=3,ya’'nl m>n.
7 3 7 3 2
A=|1 =2, A'=|1 =2 3],
4 9 4 9 11
rangd=2 chunki,
7 3 2
7 3
==17 %0, 1 -2 -31=0
1 -2
4 9 11

bo‘lishini e’tiborga olsak, rangd’'=2, demak. bu sistemaning
yechimi mavjud. Berilgan sistemaning birinchi ikki tenglamasini
birgalikda yechsak, x,=—-%, x2=§ kelib chiqadi. Bu sonlar
uchinchi tenglamani ham qanoatlantiradi.

5
4x,+9x2=4(—%J+9-“—3=11.

17
Demak, (-%%J sistemaning yechimi bo‘ladi.
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Chiziqli tenglamalar sistemasini G
4%, + 2% — %3 = 1
220. {

X, +2X — X3 = 3
218. {Zx, +5x, —6x3 =13
3)(1 + 8X2 - 1OX3 =1
X, —Xp +3%3 =7
219. {le + Xz - X3 = _3,
‘ 3x; + %, —3x3 =1
Tenglamalar sistemasini
tekshiring:
X1 +2X2—3X3+X4 =1
222.{ 2% — X, + 2% =3
3sz - 6x35+4x4 =5
Xy + Xy +5X3F X = 2
223.{ —x1+4x2+x33+3;4= 13
—Sx, 4+ 7x; — 3%z +5X4 = 2
o a parametrning qanday
birgalikda bo‘ladi?
X, — Xp + 2X3 = 3
2%, + 5x3 = 7 5
X, + %, + (@t N3 = 6
X1 + ZXZ — X3 = 3
226. LZx] +6x,—5%3 =7 5
1+6X2—7X3=a+3
X, + 3%, — 2X3 = 1
2%, + Xy — 4x3 = 4 ;
X, + 8%, + (@a=7N¥3 =3
2%, — X3+ 3% = 10
3x; — X2+ 2x3+X4 & 8
Bx, — 2%, + 3%3 + 4x4 = 18 ’
3x, —x;+2x3 =23
Xy + 3%, — 2x3 + A% = 1
—x, + 2% + XatXa 2,
3x, + 2%, =1 i
3x1+5x‘2+x3+2\x4 =5
Kroneker-Kapelli teoremasi
bo*lganlarini yeching:
2%, + Xz — X3 T %s = 1
234, { 3x1—x2+2x4=0 .
X1 —2X2+X3+x4=2
X1 — X2 + 3X3 =
235. { 4xq + X2 + 4x3 = 4 ’
2%, + 3%p — 2%3 = 2

225.

227. i

228.

229.

221- %3)(1 + 5)(7_ - 3X3 =

birgalikda yoki birga

224*.

qiymatlarida tenglam

yordamida tekshirin

auss usulida yeching:

5x1+3x2—-2x3=2;
3x, + 2% — 3%3 = 0

le + ZXZ + SX3 =4

-1,

—2%X, — 4x, + 3x3 = 1

likda emasligini

4)(1 +x2+3X3+2X4+X5=3
—2X1+x2+2x4+3x5=0
x1—4x2+3x3+x4=2
3x‘—2x2+6x3+5x4+4x5=4

alar sistemasi

X!+5X2_ZX3+SX4=2
4X1+X2—X3—3x4=2;
"11)(1 +2X2+X3+12X4=a
—x1—4xz+2x3+3x4=3
231. {—4’){1 +3XZ+2X3+X4 =_2;

x1—15x2+4x3+8x4=a

230. {

X1—3X2+4X3+ZX4 =5
232.]-3% + 2% + 3x; + %0 =45
g8x, — 10x2 + 2x3 + 2% =2
—x; +3%2 2x%3 + 4%4 =

33- {le + 3%, — 4X3 4+ 3% = —4.
4%, +15% — 16x3 +17%4 =3

|30

g va birgalikda

2X1+3X2—‘X3=4
x1—2x2+2x3=1.
236. 3x%4 +xy +3%3 =7’
2x1——x2+2x3=2
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2x; +3x, —x3 =1
3X1+5X2+2X3 =3
Xy +3x, —x3=3
2% + X3 +2%3 =5
3x1+4—x2 —7X3 =0
X1 —Xp +3x3 =3

X1+2X2+3X3 =2
237. {

238.

X; — 2%, + 3x3 +4x4 = =2,

240'{ 2X; = 4%, + X3 — %4 =3 °

Xy — 3%y +4x3 —4x4 = 2

241. {le + 3)(2 +X3 + 5X4 = 1:

3X1 + 5X3 +4'X4 =10
X1_5X2+3X3—X4=1
le - 1OXZ +3X4 =0

4x, — 20x; + 6x3 + x4, = 2

»

242. [

X, +2X; = X3 +4x,+ x5 =1
243. [2x1—3x2+2x3 +X4—Xs=3"

X1 + 2%, +x3 =—1
239. {le + 3X2 + 4‘X3 = 3,
3X1 + 5X2 + 5X3 =0

9 §. n ta noma’lumli chiziqli tenglamalar sistemasi

r -
@ X, +apX, +...+a,%, =b
Ay X, + Xy + .+ 0y X, = b,

1)

a,x +a,x,+..+a,x,=b,
(21) tenglamalar sistemasi » ta noma’lumli chiziqli tenglamar
sistemasi deyiladi.
(21) tenglamalar sistemasini yechishning Kramer va matritsalar

usullarini ko‘ramiz. Noma’lumlar oldidagi koeffitsiyentlardan
asosiy determinantni

a, a4, ... 4,
A= Ay Ay e Dy,
d

a, .. d

nl m:

va uch noma’lumli chizigli tenglamalar sistemasidagiga o‘xshash
yordamchi Ax,, Ax,..,Ax, determinantlarni tuzamiz. Ular yuqori
tartibli determinantlarni hisoblash usuli bilan hisoblanadi. Bu yerda
ham agar A=0 bo‘lsa, Kramer formulasiga asosan

Ax, Ax, Ax,

X =, X, =—=, .., X, =

A A A
yechimni hosil gilamiz. Bu yechim yagona yechim bo‘ladi. Agar
(21) sistemaning koeffitsiyentlari va noma’lumlaridan 4,2 va X
matritsalar
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a, G, - % b, x,

Auy ye oo @ b X
¥ 22 2n 2 2
A= , B= , X=

an 1 a"-_, .- ann bn X n

ko‘rinishida tuzilsa, (21) sistemasini 4X =3 holda yozish mumkKin.
ber Agar A=0 bolsa. 4 g2 teskari 4~ matritsa mavjud bo‘ladi va
erilgan sistemaning matritsalar ko‘rinishidagi yechimi X= A'B

bo‘ladi.

Agar A=0 bo'lib, Ax,, AX,,..., A%, lardan aqalli birortasi noldan
farqli bo‘lsa, (21) sistema yechimga €82 bo‘lmaydi.

Agar A=0 bo'lib, Ax, =A%, = =%, -0 bo'lsa, (21) sistemad
cheksiz ko'p yechimga ega bo*ladi.
2X,+ X, 5%+ Xy =8
x‘—3x2—6x4=9 . . o

tenglamalar sistemasi yechilsin.

2x, =X, +2%, = -5
X, +4x, 7% +6x,=0

Yechish. Sistemani Kramer usulida yechamiz.

244.

T_'3'05_16 _30-61—51 1 -5
=y 2 - =22 -1 20— - o-|-3 0 —6|=27
- 4—764—762—12
1 4 -7 6

Xuddi shu usul bilan hisoblashni davom ettirib, quyidagilami
topamiz: Ax, =81, Ax,==108, Ax, =21, bx, =27

Demak. sistema yagona yechimga ega, chunki A#0- Bu
yechim esa .
Ay, 8l Ax, —108 Ax, =27 _ A 2o
R

(3:-4;-1;1) bo'ladi.
(21) tenglamalar sistemasining
ko'ramiz.

b=b=" 5 =0 bo‘lgan holini

a, X, + %2 Fo QX = 0
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(22) tenglamalar sistemasini bir jinsli, chizigli tenglamalar sistemasi
deyiladi.
Osonlik bilan ishonch hosil qilish mumkinki, ¥ =x,=..=x, =0

(22) sistemaning yechimlari bo‘ladi va bu yechimni mwal yechim
deb ataladi. Agar (22) bir jinsli sistemanig asosiy determinanti A
noldan farqli bo‘lsa, bu sistema faqat trivial yechimga ega bo‘ladi.
Chunki bu holda Ax,=Ax,=..=Ax, =0 va Kramer formulasiga asosan
fn=x,=..=x,=0 bo‘ladi .

Demak, (22) sistemaning notrivial yani noldan farqli yechimi
mavjud bo‘lishi uchun A =0 bo‘lishi zarur ekan.

245, { %X, =0

tenglamalar sistemasi yechilsin.
x—-x,=0

Yechish. x=x,=0 trivial yechim ekani ravshan.

A=’ =1-1=0,

O |
bundan ko‘rinadiki, sistemaning notrivial yechimi bo‘lishi mumkin.

Haqiqatdan ham x=x,=t (¢ -ixtiyoriy hagqiqiy son) sistemaning
notrivial yechimi bo‘ladi.

Chiziqli tenglamalar sistemasini yechmg

X +2x,43x,=0 (% +x,+2,=0
24e6. {2x,+3xz+4x, =0; 252, |55 -%-x=0 :
3x, +4x, +5x, =0 35 +x,+x,=0
+x,+%,=0 2%, +3x,+2x%,=0
247. 2x|+3x2+x, 0; X +x+3x%,+x,=0
{3x, —x,—x, = 253, 2x, =%, +x,+3x,=0 :
6xl 8x2+2x,+3x4 0. 4x, +x, +Tx, +5x, =0
3 -4x, +x,~-x,=0 5x = x, +5x,+7x, =0
\=2x, +3x,—x, = 0 2x, —4x,+5x,+3x, = 0,
249, {x,+x2-x,+2x =0 ; 254, 13x,—6x, +4x, +2x, =0,
4x, - 5r2+8x3+x4 0 4x, - 8x, +17x, +11x, = 0.
X +4x, - Tx, = 2x,—x, +3x, - 2x, +4x, =0,
250. 13x,~2x,+x,= 0 255%, $dx ~2x, +5x,+x, +7x, =0,
250 = 3% = O 2x, —x, + X, +8x, 4+ 2x, = 0.
X 4X—X,—x, =
251. 3x1-t2+2x,+x —0,
5x-~x,-x, =



I BOB. VEKTORLAR ALGEBRASI
10 §. Vektor. Vektorlar ustida amallar.

Vektorlar. Fizika, mexanika, texnika va matematikada,
asosan, ikki xil kattaliklar bilan ish ko‘riladi. Ulardan biri o‘zining
son qiymati bilan to‘la xarakterlanib, skalyar miqdorlar yoki
skalyarlar deb ataladi.

Ikkinchi tur kattaliklarni to‘la xarakterlash uchun ularning son
qiymatlarigina yetarli bo‘lmay, balki yo‘nalishi ham berilgan
bo*lishi kerak.

O‘zining son qiymati bilan birga yo‘nalishi ma’lum bo‘lganda
to‘la xarakterlanadigan Kkattaliklar vektor miqdorlar yoki vektorlar
deb ataladi.

1-ta’rif. Yo‘nalishga ega bo‘lgan kesma vektor deb ataladi.
Vektorlar boshlanish va tugash nugtalari orqali 4B, BC... kabi yoki
a.b.¢ ko‘rinishida belgilanadi.

Vektorning son qiymati uning moduli yoki uzunligi deyiladi va
|48 bilan belgilanadi.

Ikki & va b vektorlar bir to‘g‘ri chiziqda yoki parallel to‘g‘ri
chiziglarda yotsa, bunday vektorlar keollinear vektorlar deb ataladi.

> Bitta tekislikda yoki parallel tekis-
.7 liklarda yotgan a va b vektorlar komplanar
,// 7 vektorlar deb ataladi.
s 2 va b kollinear, bir xil yo‘nalishli,
// uzunliklari teng vektorlar bo‘lsa o‘zaro teng
- -chad vektorlar bo‘ladi.

1- shaklda o‘zaro teng vektorlar tasvirlangan.
Vektorlar ustida amallar
1.Vektorlarni qo‘shish. a,5,c vektorlar berilgan bo‘lsin. Bu

vektorlarni boshini biror O nuqtaga ko‘chiramiz. Ikki a va »
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vektorlarni yig‘indisi deb tomonlari « va 5 vektorlardan iborat
parallelogrammning O uchidan chiggan OC dioganaliga teng ¢
vektorga aytiladi (parallelogramm qoidasi) va a+b=¢ .

A
2
[4 C
0
B
B
2-shakl

2. Vektorlarni ayirish. Parallelogramning ikkinchi dioganali
AB gateng  vektor i va § vektorlarni ayirmasi deyiladi.

A
) ]
G C
B
8
3-shakl

3. Vektorni songa ko‘paytirish.

a vektorni k (k-const) soniga ko‘paytmasi deb, uzunligi |ka| ga
teng bo‘lgan ¢ vektorga aytiladi. ¢=ka. Agar +>0 bo‘lsa, ¢ vektor
yo‘nalishi z vektor yo‘nalishi bilan bir xil, aks holda esa  vektor
yo‘nalishiga qarama-qarshi bo‘ladi. Agar & =0 bo‘lsa, ¢=kaz=0a=0
bo‘ladi.

4. Vektorlarning proyeksiyasi.

Mnuqtaning berilgan o°qdagi proyeksiyasi deb, shu wm
nugtadan o‘qqa tushirilgan perpendikulyarning asosiga aytiladi.

4B vektor boshining (A nuqta) proyeksiyasini uning oxirining
(B nuqta) proyeksiyasi bilan tutashtiruvchi 4B, vektor B
vektorning o‘qdagi tashkil etuvchisi yoki komponentasi deyiladi. 73
vektorning { o‘qqga proeksiyasi deb uning 45 tashkil etuvchisining
£ o‘q yo‘nalishida yoki unga qarama - qarshi yo‘nalganligiga
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qarab, musbat i ; . . . o
(4-shakl). yoki manfiy ishora bilan olingan uzunligiga aytiladi

4-shakl

unday belgilanadi: np,AB.

Vektorning { 0°qq2 proyeksiyasi b

Demak.
np(A_ﬁ = i"A,E\ .

Proyeksiyalarning asosiy xossalari

asl a vektor modulining bu

ga proyeksw
ko paytmamga teng,

1.a vektorning € 0°q
burchak kosinusiga

vektor bilan 0°q orasidagi

ya'ni
np, a= Hcosqo, Q= (Zz,“ E)_
2 Vektorning 0°qdagi proyek51yas1 skalyar migdordir-
3.1kki vektor yigindisi uning 0°q42 proyek31yas1 qo shiluvchi
indisiga teng, ¥a ni

vektorlarning shu 0‘qqa proye eksiyalari yig'i
Mp(a+b)= = Iip,a+1pb-
4. A o'zgarmas sonni proyek51yadan tashqariga chigarish
mumkin:
Ip, (m) )Hp,
a vektorlarga

’ 9-ta’rif. @, @ %n sonlarning MOS a- .- 4,
ko*paytmalari yig-indisiga,
aa + o,

ifodaga vektorlarning chizigli komb1nats1yas
3-ta’rif. Orasida nol

Q)5 Q50 O sonlar mavjud bo

kombinatsiyasi nolga teng, Y& "ni

yam
+..+a,4a,

i deb ataladi

ham bo’ lgan sh\mday
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a,a +a,a, +aya, +...+a,a, =0 (1)
bo‘lsa, a;,2,,....a, vektorlar chizigli bog‘liq deb ataladi.
Agar (1) tenglik fagat « =a,=..=a,=0 bo‘lganda ofrinli
bo‘lsa, u holda &,,a,,...,«, vektorlar chiziqli erkli deb ataladi.

4-ta’rif Istalgan @ vektorni » ta chizigli erkli ¢.z... c.
vektorlarning chizigli kombinatsiyasi orqali ifodalash mumkin
bo‘lsa, u holda bu vektorlar fazoning bazisi deb ataladi.

Bazisni hosil giladigan vektorlar soni fazoning o‘Ichami
deyiladi. Bazisga kiruvchi vektorlar bazis vektorlar deyiladi.

To‘g‘ri burchakli koordinatalar sistemasida boshi 0 dan
chiqgan OM  vektor berilgan bo‘lsin (5-shakl).

Bu vektorning OX, OY,
OZ ofqlaridagi proyeksiya-
larini topish uchun, OM Ms
vektor oxiridan YOZ tekisli- M
giga parallel tekislik o‘tkazib,
bu tekislikni OX o‘qi bilan 9 : >y
kesishgan nuqtasini M;, XOY ‘/Mr
tekisligiga parallel tekislik S-shakl
o‘tkazib bu tekislikni OY o‘qi
bilan kesishgan nuqtasini Mz, OXY tekisligiga parallel tekislik
o‘tkazib, bu tekislikning OZ nugqtasini M3 deb belgilaymiz.

OM vektorning OX, OY, OZ koordinata o‘qlaridagi
proyeksiyalari mos ravishda OMi, OM2, OM; ga teng bo‘ladi.

Bu proyeksiyalarning har biri Oaf vektorning o‘qlardagi
komponentalaridir. Chizmadan ko‘rinib turibdiki, a7 vektor
OM,, OM,, OM, vektorlaming yig‘indisiga teng:

OM =OM, +OM, +OM . )

Ko‘pincha koordinata o‘glariga mos keluvchi asosiy birlik
vektorlarni tanlab olish qulay bo‘ladi.

OX, OY, OZ o‘qlaridagi birlik vektorlarni mos ravishda i, 7.k
lar bilan belgilaylik.

OM\,OM,,0M,  vektorlar OM vektorning bazis vektorlari

bo‘ladi. |5A7,|=x, ’”5712 =y, |—TM;|=: lami (2) ga qo‘yib
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DMl =ix+ jy+ke tenglikni hosil qilamiz. 5-shakldan ko‘rinadiki,
OM vektorning uzunligi parallelopiped diogonalining uzunligiga
teng bo*lganidan |o51)= Fry+e bo‘ladi.
256. 4= 16:3:-2) vektorning uzunligini toping. )
257. Vektorning ikki koordinatasi x=4. y="12 berilgan. |d=13
bo‘lsa, uning uchinchi z koordinatasini toping. . )
258. A(3; —1; 2) va B— 1: 5 1) nuqtalaming koordinatalarl
berilgan bo‘lsa, .{Bva B4 vektorlarning koordinatalarini toping.
259, - 13:-1:4y vektorning boshi At 2:-3) nuqtada bo‘lsa, uning
oxiri N nuqtaning koordinatalarini toping.
260. a= {2 —3 —1 vektorning OXil
bo‘lsa, uning boshining koordinatalarini toping. 0 . 00
261. & vektorning uzunligi berilgan. |a=2 va a™ 45 2 A 60°,
,=120°. & ning koordinata o*qlaridagi proyeksiya'.larinl to‘plng.. .
262, @ =12, —15 —16} vektoming yo'paltiravelt

a

1; —b 2) nugtada

kosinuslarini aniglang.

263. a:{i-iﬁ} vektorning yo‘naltiruvchi kosinuslarmn

13713713
aniglang. ' ' o
264. Quyidagi burchaklar vektorning koordinata O glari bilan
hosil gilgan burchaklari bo‘ladimi? . e
1) «=45°, 5 =60% 1~ 120% 2)a =4 p=135%7 = 60°;

—_ ane = o. , =60°?

3) o =90°% p =15077 . 1900

265. Vektor Ox va Oz o‘qlari bilan mOS ;aylSPda ix —.{2(;1 :;‘l

, = 45° burchaklamni hosil giladi. Uning Oy o°'q! bilan hosil U8

burchakni toping. e :
266. a Sek%or uzunligi |d|=2 bo‘lib, Ox va 0‘ o"glari l?‘lar;l ::IS;:

gilgan burchaklari «=60% 2~ 120° borlsa. uning koordina!

aniqlang. ) . . .
! 267. Uzunligi 3 ga teng bo-lib, radius vektor! koordinata O 4°
lari bilan bir xil burchak hosil qilgan M nuqtanin

toping. . . .
P %68. Berilgan a va j vektorlar bo‘yicha quyidagl vektorlarni
yasang: 4) -a-b.

1yaed; Da-bi 3) b-a;
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269. Quyidagilar berilgan: |d=13,
hisoblang.
270. |Zz|=ll, [B]=23 va |a—13|=30 bo‘lsa, |5+5| ni hisoblang.

13[:19 va la+b| = 24. lci—é! ni

271. & va jvektorlar o‘zaro perpendikulyar bo‘lib |¢7}i:5 va
|o|=12 bo‘lsa, |a+8| va |a-5|ni toping.

272. i va pvektorlar orasidagi burchak ¢ = 60° bo'lib, |df=5 va

f|=8 bo‘lsa, |a+5| va |a-6|ni aniglang,
273. a va pvektorlar orasidagi burchak ¢=120° va |43,

bj=5
bo‘lsa, |a+13| va |a—5| larni aniglang.
274*. Quyidagi tengsizliklar bajarilishi uchun & va »vektorlar
qanday shartlarni bajarishi kerak:
Dfa+s|=fi—5|, 2) fi+b]>ja—b], 3)}a-|<fi—8]-
275. @ va 5 vektorlar qanday bo‘lganda a+5 vektor i va b

vektorlar orasidagi burchakni teng ikkiga bo‘ladi?

276. O nuqta ABC uchburchakning og‘irlik markazi bo‘lsa,
quyidagi tenglikni isbotlang: 04-05+0C=0.

277. a, B ning qanday qiymatlarida a= — 2+ 3;-pf wu
b=ai — 6j + 2k vektorlar kollinear bo‘ladi.

278. 4= {3; —5: 8} va b= {—I; 1. —4} vektorlarning yig‘indisi va
ayirmasi uzunliklarini aniglang.

11 §. Ikki vektorning skalyar ko‘paytmasi

Ta’rif. Ikki 7 va ;5 vektorlarning skalyar ko‘paytmasi deb, bu
vektorlar uzunliklari bilan ular orasidagi burchak kosinusining
ko‘paytmasiga teng bo‘lgan songa aytiladi.

2-5=|z‘ll-|};|‘cos¢ 3)

Buyerda ¢ —i va vektorlar orasidagi burchak

Skalyar ko‘paytmaning ba’zi xossalarini keltiramiz.

1°. a-b=b-a;

20 . (1a)-b=4-(a-b);

30 g-(b+c)=a-b+a-i;
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. Gea=ld -
0 . ‘ - 7 .
59, Agar a Lb bo lsa. a-b=0 va aksincha .
0 < o 7 : ool
.4 va 5° xossalardan ij va [ bazis vektorlar uchun quyidagi
tengliklarni topamiz.

i~.‘=f‘l_c=}'-i=j-l:'=i-?=ﬁ-]'=0.
_ Teorema. Agar @ va b vektorlar o‘zlarining koordinatalari
bilan berilgan bo‘lsa. a=lxann)s b=l y,.5,} u holda ularning skalyar
ko*paytmasi quyidagi formula bilan aniglanadi
(Zz-i)):.\‘,-.\'2+y‘-y2+:,-zz. (4)
Teoremadan quyidagi ‘kkita muhim natija kelib chigadi:
1.4 va b vektorlar orasidagi burchakni
cosp = XX E X ¥t I . (5)
Trrire AT
formula bilan aniglanadi.
4. X+t 522 = 0
279. H::», \B\=4, p=60, a-b=?
Yechish. (3) formulaga asosan 7.h=3-4-cos60" =6
280. a(2:-3:4). a(5:L-6). a-b=".
Yechish. (4) formulaga asosan a-b=
281. ¢=2a+3b, |£7[=4, \B\:s, 9=60", |2|=?.

Yechish. 4-xossaga asosal
= I(E)Z -, f(25+35): _agi +12a-5+% -
= _j6. =25, a-b=4-5-00s60 =10 bo‘lgani uchun

= [iTeriz 10w 25 = A =202

I. 23- :;. :l,

vektorlaring perpendikulyarlik sharti.

5.5-3-1-4-6=-17-

282. a=3i+j-k =i +2j+k cosp="?
Yechish. (3) - formulaga asosan
3-2+1-2+(-—l)-1 _ 7_ ~0.703.

"/
cos@p = 2 ) ) ]
'31 +12+(_])~ ,2‘+2'+l' \/11

283, m ning qanday qiymatida so2i+3j-k b =i-5j+mk

vektorlar pelpendikulyar bo‘ladi. . )
Yechish. Vektorlarning perpendikulyarhk shartiga asosan

2.|+3.(..5)+(-—1)m=0, m=-13
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284. i va ; vektorlar ¢=%zburchak hosil qiladi. |a; =3 ,
o} = 4 bo‘lsa, quyidagilarni hisob].ang:
Iy a,; 2)a; 3)b; 4) ahy; 5)(3—2b) (a- 2b) :
6)(a—5) 5  T)(3a+ 26) .
285. @ va ; vektorlar o‘zaro perpendikulyar; ¢ vektor ular
bilan % burchak hosil giladi. Agar |q =3, [f| = 5, = 8 bo’lsa.

quyidagilarni hisoblang:
1)(3a— 25) (6+32) ; 2)Ga+h+éy )i+ 2b— 38)7 .
286*. Tenglikni isbotlang va geometrik ma’nosini aniqlang:
(@+b) +(3-b)'=2(a"+b").

287%. a, b va ¢ birlik vektorlar uchun a+b+c=0 tenglik
bajarilsa, @b +ab-+ca ni hisoblang.

288. a, b va ¢ vektorlar uchun @+4+c¢=0 tenglik bajarilib.
la] =3,|b| =1 va 5| = 4 bo‘lsa, ab+5¢+ca ni hisoblang.

289. 4, 5 va ¢ vektorlar bir-biri bilan o‘zaro 60° burchak hosil
qiladi. |a| =4, [f|=2 va [g=6 bo'lsa, p=a-b-¢ vektorning
uzunligini toping.

. la=3, |E|=5bo‘lsa aning qanday qiymatlarida d+ab vy

a-ab vektorlar perpendikulyar bo*ladi.
291.;=;+2}+};_4(1+25])+3k
va yo‘naltiruvchi kosinuslarini toping
292. (a+b)cni hisoblang, agar
la|=4, [o| =2, || =3.(a. #)=120, (B, c)=4s.
293. @ va 5 vektorlar ¢_ burchak hosil qiladi valaé| =

vektorning modulini hisoblang

lo| =1. p=d+b vag-=di—b vektorlat orasidagi burchakni toping.
294, i-(4 — 2, — 4} , b=!6 —3 2y bo‘lsa, quyidagilarni

hisoblang:

Dabs ; D Va; 3)V6; 4)a—hwi+ 26); S)a+ by ; 6)a—by .



295. (-1 % -7). B(=-:5) V@ C (0; 1; -5) nugtalar berilgan.
Quyidagilarni aniglang:

1) Qi5—7c8) Q& +Ei) 2) Vi 3 3) Jac.

296. To*rtburchak uchlarining koordinatalari berilgan: AQ;-2,
2). B(1: 4: 0). C(-4: 1: 1) va D(5:-55 3)- AC va BD diognallarning
o°zaro perpendikulyar ekanini ko‘rsating.

297. o ning qanday qiymatlarida d=ai —3j+2k vab =7 +2j—ak
vektorlar ozaro perpendikulyar boladi.

298. Uchburchak uchlari Kkoordinatalari berilgan: A(-1; -2 4),
B(-4:-2: 0) va C(3:-2; 1). B uchidagi burchakni aniglang.

299. Uchburchak uchlari koordinatalari berilgan: AG; 253),
B(5; 1;-1)vaC(1;-2: 1). A uchidagi tashqi burchakni aniqlang.

300, Uchlari Al; 2; 1), BG=1: 7 C(7; 42) nudtalards
bo‘lgan uchburchakni ichki burchaklarini aniglang va teng yonli
ekanini ko‘rsating.

301, g= (3-:5) vabh = {1:2:-3) vektorlar berilgan. =9,
Oz o0'qiga perpendikulyar X

b =—4
shartlarni qanoatlantiruvchi va

vektorni toping. .
302. = 2i-j+3%. b = [3j+2 Ve c=37+ 2j -4k vektorlar beril-

gan. fi= -5, ¥ =-11 ¥= »p shartlarni qanoatlantiruvchi ; vektorn!

toping.
12 §. Vektorlarning vektor va aralash ko*paytmasi

Ikki vektorning vektor ko‘paytmasi

Ta’rif, Ikki 7 va 7 vektor-
larning vektor ko‘paytmasi

deb shunday & vektorga ayti- €| b

ladiki, bu vektor a va b vek-

torlarga perpendikulyar, uzun- LA

ligi tomonlari @ va ; vektor- a 6-shakl

lardan tuzilgan parallelogramm )
vektorning uchidan qaraganda @ vektordan

yuziga teng, yo‘nalishi ¢ : ) )
5 vektorga o‘tishning €ng gisqa yo'l goat strelkas! harakafti

yo‘nalishiga qarama-garshi bo'lishi kerak. (6-shakl).
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Vektor ko‘paytma axb yoki [a;] ko‘rinishda yoziladi.
Ta’rifga ko‘ra,

buyerda ¢ —a va 5 vektorlar orasidagi burchak.
Vektor ko‘paytma quyidagi xossalarga ega:
1. [ab]=—{5a];
2. A[ab]=[2ab]=[a2b];
3. {@+b)-z=[ae]+[pe|;
4. Agar il|s bo‘lsa, [215] =0.
1 va 4 xossalardan foydalanib i.j.k bazis vektorlar uchun
quyidagi formulalarni topamiz:
T =0 fgless ]
[jil=-k ; (51- o5 [K]=7;
leil= 75 ]=-7 ; [ek]=o0.
1-teorema. @ va ; vektorlar o‘zlarining koordinatalari bilan
berilgan bo‘Isin:

] ffin

T={N.Y.Z}, b= 1N, V2.0,
U holda i va ¢ vektorlarning vektor ko‘paytmasi quyidagi
formula bilan topiladi:

i J k
1% zl|. |z, x|. |x, vl-
[ab]=|" 2+ i+ 17 =\x, v z (6)
v, zl Tlz. x) "x, vl Y v 7
2 2 2

303. @ va ¢ vektorlar o‘zlarining koordinatalari bilan berilgan
a=(257) va b=[1;2;4] [a5] topilsin.
Yechish. (6) formuladan foydalansak.

natijani olamiz.
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Uch vektorning aralash Kko‘paytmasi.

Biz ikki @ va § vektorlar uchun w
skalyar va vektor ko‘paytma tushun-
chalari bilan tanishdik. Bizga ixtiyoriy a
3 ta 7.; va ¢ vektorlar berilgan bo'lsin. |
i vektorni i vektorga vektor ko*-
paytirib, [a5] vektorni hosil gilamiz. [@
5] vektorni ¢ vektorga skalyar ko'-,
paytirib.  [a7]¢ sonni hosil gilamiz.
Berilgan .5 va ¢ vektorlarni bunday
tartibda ko‘paytirish vektor-skalyar Yok aralash ko‘paytma deb

ataladi. N
2-teorema. i, va ¢ vektorlarning aralash ko‘paytmasmmg
absolyut qiymati. shu vektorlarga qurilgan parallelopipedning
hajmiga teng.

Natija. V,, =16\(axb).c\.

i.5 va ¢ vektorlar koordinatalar bilan berilgan bo‘lsin.

AN 1\, 1.Z,) va F=(N 12y

7-shakl

SN A P L .X,F+‘x, Y,‘E
[al'l]—-p,2 Zzl+ 7. X Y, 1,
vektorni &= X,i+1j+ZFk vektorlarga skalyar ko‘paytiramiZ:
\ Y ‘\’\ Yl Zl
- vzl oz N ek, k2
(ab ):‘\'\’I |l+). v +Z,\, H=lx, L #
[ k 3 Y, Z )z, X, X, Y X, ¥, z,
Demak,
x, L 4 )
[ab]e=|x: % z, Q)
X3 Y3 ZC‘

z,) vektorlarning aralash ko‘paytrpasi

lanar bo‘lishi zarur va yctar!x.
vektorlarga qurilgan

G =N 2 bt dad va o={VWr

nolga teng bo‘lishi uchun ular komp
304. a={:23), pef-ixst va ¢ ={%52)

parallelopipedning hajmini toping.
Yechish. (7) formulaga asosal
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X, % z| |1 2 3
V=X, ¥, Zyj=|-1 3 4/56-15+16-18-20+4|=|-27}=27 kub birlik.
X, Y. z| |2 52

305. a va ;5 vektorlar (p=% burchak hosil qiladi. j4| = 6. |6} =5
bo‘lsa, |{a5}| ni hisoblang .
306. |4 = 10, [5] = 2 va ab=12 bo"lsa, |[ak]! ni hisoblang .
307. 1a| = 3, |51 = 26 va [[ab]| = 72 bo’lsa, a6 ni hisoblang .
308. i va § vektorlar o‘zaro perpendikulyar, shuningdek,
|a} =3, }5|=4 bo‘lsa, hisoblang:
Df(a+5) (a-5)] ;
2)| [(3&—5)(&—25)j .
2

309. @ va 5 vektorlar p= burchak hosil giladi. (4| = 1. |5;= 2

bo‘lsa, hisoblang:
D[as]: 2)[Qa +byd + 2b)f;
3)[@ + 3bw3a —5)] .

310. a+5 va a-» vektorlar kollinear bo‘lsa. i va 5 vektorlar
qanday joylashgan bo‘ladi?

311*. Tenglikni isbotlang: [d 67 + (i 5) = % .

312*, Tengsizlikni isbotlang

[a 6] <a%

Qanday holda tenglik orinli bo‘ladi?

313*%, 4,5 vaé vektorlar uchun i+ 5 +¢= 0 tenglik o°rinli
bo‘lsa,

[ab] = [#¢] = [cd] ni isbotlang.

314. 4.5, ¢ vad vektorlar uchun [dk| =[cd]: [ac]=[hd] muno-
sabatlar o‘rinli bo'lsa, a-d va 5-¢ vektorlar kolleniar bo‘lishini
isbotlang.

315.a= {3.-1:-2) va 6 - {k2-1} vektorlar berilgan. Quyidagilarni
aniqlang:

1)[ab | ; 2)[(2d = B)p . 3 3){(2:) -b )(2a + 5)] .

56



316. AQ2: -1: 2). B(12; —1)va c(3;2: 1) nuqtalar berilgan.

Quyidagi vektor ko' paytmalarni aniqlang:
Dimxk 2E2 C4) ¢B]-

317. j-{x 2 -} kuch va uning qo‘yilish nugtasi A2 -1 D
berilgan. Koordinatalar boshiga nisbatan luch momentini toping.

318. p-{x—+ 5, kuch va uning qo‘yilish nuqtasi M 0(4;-2; 3)
berilgan. A(3: 2; -1) nuqtaga nisbatan kuch momentini toping.

319. ¢-{3 +-2, kuch va uning qo'yilish nuqtasi C(2;-.1;-2)
berilgan. Koordinatalar boshiga nisbatan kuch momentini va
moment bilan koordinata o‘qlari orasidagi purchaklaming
kosinusini toping. .

320. A(:2;0). BG: 0. —3)H C(5;2; 6) nuqtalar berilgan.
ABC uchburchakning yuzini toping. N

321. Shunday # vektorni topingki, U d= &% H va .b={1;‘-2.-, 3
vektorlarga perpendikulyar va G+ 27-T0=10 tenglik orinli
bo‘ladi. ) .
322. a5 ¢ vektorlar qanday uchlik(o'ng yoki chap) hosil

qiladi:

323. . b.¢ 0°Zaro pelpendikulyar va 0ng uchlikni tashkdl

etadi. Agarid| = 4 [p1-2 lel=3 bolsa as M hisobla.ng. ] )
324. ¢ vektor a va ; vektorlarga Pel’l’e“dlk“‘yari ‘ v‘a I:
vekionar esa 30° 1i burchak hosil qitadi Agar [d] = 6 [B1=3 FI= 2
bo‘lsa, dbc ni hisoblang. i
325%. a.b6,¢ vektorlar Tap) + [Be)r [e]
da komplanar bo'lishini isbotlang.

326. a= (-3 b =tE 2N, ¢

hisoblang. o
327. 4. b, ¢ vektorlar komplanar bo ladimt:

- 0 shart bajarilgan-

- {325 bo'lsa, abke ™
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I)a= {23}, b= {1 -3}, &= {1 9: -11}:
2) a= {3;-2:1}, b= {2:1;2}. c={3 -: -2}:
3a= {212, b= {1123-3}, = {347}
328. A(1;2;-1), B(0:;1;5), C(1;2;1), D(2:1;3)
nugqtalar bir tekislikda yotishini ko‘rsating.
329. Uchlari 4(22;2), B(4;3;3), C(4:5;4) va D(5:56) nuqta-
larda bo‘lgan uchburchakli piramidaning hajmini toping.
330. Uchlari A (2; -1;1),B(5;5;4),C(3;2;-1)vaD (4: 1. 3)
nuqtalarda bo‘lgan tetraedrni hajmini aniglang.

58



(11 BOB. TEKISLIKDA VA FAZODA ANALITIK
GEOMETRIYA

13 §. Tekislikda analitik geometriyaning sodda masalalari

Analitik geometriya kursida asosan figuralarni ulaming
algebraik tenglamalari yordamida o‘rganiladi. Bu o‘rganishning
asosini koordinatalar metodi tashkil giladi. Analitik geometriya fani
tekislikda va fazoda analitik geometriyaga bo'lib o‘rganiladi. Biz
asosan tenglamalari birinchi va ikkinchi darajali algebraik teng-
lamalar bilan ifodalaniladigan geometrik figuralar bilan shug'ul—
!anamiz. Biz o‘rganadigan geometrik figuralar sinfi fan va texnikada
juda muhim rol o‘ynaydi.

O nuqtada kesishuvchi 0°zaro perpendiklllyaf x'x vaYY
to'g'ri chiziqlami qaraylik (1 _shakl). oxva OY qurlarni musbat,
ox' va or' nurlamni manfiy yo*nalish deb gabul gilamiz va b}l
nurlarda yagona birlik kesma tanlab masshtab Kiritamiz. Hosil
bo‘lgan sistema tog'ri burchakli Dekart Kkoordinatalar sistemasi deb
nomlanadi. Bunda OX nurni x 0°qi yoki absissa o‘qi, OY nurni Y
o-qi yoki ordinata o°qi deyiladi Tekislikdagi ixtiyory 27
olaylik va bu nugtadan x va o*qlariga parallel to'g'ri chizidlar
o'tkazaylik. Bu togi chiziqlar x V& Y o‘qni MOS ravishda
x=a, v=bh nuqtalarda kesib otsin. Bu nuqtalami P va
belgilaylik.. M nuqtaga (a.b) sonlar juftini mOS qo‘yamiz V& bu.
juflikni M nuqtaning koordinatasi deb ataymiZ. M,
belgilaymiz. Shu tarzda tekislikdagi barcha nuqtalar va x,
sonlar juftligi orasida moslik o*rnatib chigish mumKkin.
Endi ba’zi muhim formulalarni keltiraylik- .

Dekart koordinatalari sistemasida biror M(@.b) nuqta berilgan
bo‘lsin. Bu nugtaning O% o‘qidagi
o'gidagi proyeksiyasi M, (0,b), Ox ©
gan nugtasi M ' (a,~b), oy 0°qig



nuqtasi M',(-a,b), O oqiga nisbatan simmetrik bo'lgan nugqtasi
M’ (-a,-b) bo‘ladi.

'e
ylu s
. ™ ¥ s o —
3 - d/
P yl lA v
X 0 a X 3
Ol X %X “x Y,
gt "
Y(
1-shakl 2-shakl 3-shakl

A(x1,y1), B(X2,y2) nugtalar orasidagi masofa ushbu formula
orqali hisoblanadi (2-shakl).
| 4Bl=d =\[(x,—x,)’ +(»,— y,)’ (1)

Uchlari A(x1,y1) , B(x2,y2) nuqtada bo‘lgan AB kesmani ,l(%ll =1

nisbatda bo‘luvchi C(x,y) nuqtaning koordinatalari topish formulasi
( 5+ Ax,

1+2 )
_yedy 2)
L I+ 4
Xususan, C nuqta AB kesmaning o‘rtasi bo‘lsa, u holda 1=1 va

_X +x

2 3)

yzyz +yr
9

Uchlari A(x1,y1), B(x2.y»), C x q ]
chakning yuzi (x3,y3) nuqtalarda bo‘lgan uchbur

X

<

Jx

1
SO AR =) 0 ) ) (-] ()
1|x X, )
S =+ [ ¢ Y, .
S ®)
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1 1 1
X, X, X
Yo . W
formulalar orqali hisoblash mumkin (3-shakl). Bu yerda + ishora
yuza nomanfiy ekanligini inobatga olib tanlanadi.

Dekart koordinatalar sistemasidan boshqa koordinatalar
sistemasini ham Kiritish mumkin. Qutb koordinatalar sistemasi deb
ataluvchi sistema bilan tanishaylik. Tekislikda O nuqta va bu
nuqtadan chiquvchi OP nur va OP nurda yotuvchi OE=i birlik
vektor olamiz. O nuqtani qutb boshi, OP nur esa qutb o‘qi deyiladj.

Tekislikda ixtiyoriy N nuqta berilgan bo‘lsin, bu nuqtamng
tekislikdagi vaziyatini ma’lum tartibda olingan ikkita son:

1) OE birlik kesmada o‘lchangan ,=|o~| masofa;

2) OP nur ON nurning ustiga tushishi uchun burilishi kerak
bo‘lgan yo‘nalishli = ~on) burchak bilan to‘lig aniglanadi. Ushbu
sistema qutb koordinatalar sistemasi deb ataladi.

o, N nuqtaning qutb radius ¢ ni T

N nuqtaning qutb burchagi

deyiladi, ularni birgalikda N

nuqtaning qutb koordinatalari

deyiladi va N(po.9) ko‘rinishda Py 3
yoziladi (4-shakl). 4-shakl

Agar osp<m 0s<p<27 O°‘zgarsa, tekislikning har bir nuqtasi
qutb koordinatalarida to‘la ifodalanadi.

Dekart va qutb koordinatalar sistemasi quyidagicha bog‘-

langan:
- p=yxi+y’
{x = peosg yoki { - (7
y=psme p=arclg=—
X

S

+1
2

©

Bizga 0XY Dekart koordinatalar sistemasi berilgan bo‘lsin.

Koordinata o‘qlarini parallel ko‘chirish natijasida koordinata
boshi O nuqta O'ab)ga o‘tsin. M(x.y) nuqta yangi OXY
koordinatalar sistemadagi M(x.y) koordinatalari quyidagi formula
orqali aniqlanadi:
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x'=x-a
{}" =y-b ®
OXY Dekart koordinatalar sistemao‘qlarini O nuqta atrofida ¢ burc
Koordinata boshiga nisbatan burishda yangi ox<' koordinatalar
sistemasi hosil bo‘lsin. OXY koordinatalar sistemasidagi M, y)
nuqtaning OX'Y' koordinatalar sistemasidagi koordinatalarini
quyidagi formula orqali topiladi:
x'=xcos¢g + ysing
i - ©)
y'=-—xsingp+ ycosp
331. A(3;8) B(-5;14) nuqtalar orasidagi masofasini toping.
Yechish. (1) formuladan foydalanib,
d=\(-5-3) +(14-8) =64 +36 =10ga ega bo‘lamiz.
332. A(-1;3) B(3;-2) AB kesmani 1.5 nisbatda bo‘luvchi
C nuqtani va AB ning o‘rtasi D nuqtani koordinatalarini toping.
Yechish. (2)~formula orqali C nuqtani, (3) formula orqali
D nuqtani koordinatalarini topamiz:

_—l+4.5_] x——]+3~l
1+1.5 T2
3-3 ’ 3-2
= =0 )= — =),

Y s y=—5—=05

Demak, C(1.4;0), D(1;0.5) ekan.

333. Uchlari A(1;-2), B(3;4).C(-7:6) nuqtada bo‘lgan
uchburchak yuzini toping.

Yechish. (6) formuladan foydalanamiz.

1 1 1
I 3 -7

=18+14+4+6+28-6=64, S=l.64=32.
2 4 s 2

334. AR135%) mugani Dekart. 52°5) nugeani quib
koordinatalar sistemasidagi koordinatalarini toping.

Yechish. (7) formul x=2c0s135" =-\2 .
adan {y =2sin 135" = 2 A(-V2;42)

>
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5. B
rE\Y e =N

-3 ekanligini topamiz. B nuqtaning ikkala
5 .
3

2
koordinatalari ham manfiy bo‘lgani uchun 3- chorak burchagi ya’ni
¢=210" ekan. Bundan B(+3:;210°) ekani kelib chigadi. |
335. Koordinata o‘qlarini 60° ga burish natijasida M(4,-2)
nugtaning vangi koordinatalar sistemasidagi koordinatalarini toping.
Yechish. (9) formulaga ko‘ra
X'=4cos60° —2sin60°  [x'=2-+3
{y' =—4sin60° — 2c0s60" {y' =-2{3-1
336. Quyidagi nuqtalarni Dekart koordinatalar sistemasida
belgilang.

A(2; 3),B(-5;1).C(=2; -3),D(0; 3),E(-5; 0),F(—§;-§-)

@ =arclg = arclg-3—

ni hosil gilamiz.

337. Quyidagi nuqtalarni absissa va ordinata o°qidagi
proyeksiyalarini toping.
A(2;-3), B(3;-1),C(=5;1). D(-3;-2),E(=5;-1)-
338. Quyidagi nuqtalarga absissa va ordinata o‘qlariga va
koordinata boshiga nisbatan simmetrik nuqtalarni toping.
DA(2; 3); 2)B(—3; 2): )HC(-L -1);
4)D(=3; -5); 5)E(-4; 6); 6)F(a;b). .
339. Uchburchakning tomonlari o‘rtalarining koordinalari
M (1;-1), N(-1; 4) va P(-2; 2). Uchlarini koordinatalarini toping.
340%. Uchlari 4(1:-3) va B(4;3) nuqtalarda bo‘lgan kesma teng
5 gismga bo:lingan. Bo*linish nugtalarining koordinatalarini topigg.
341. Uchlarining koordinatalari berilgan uchburchakning
yuzasini hisoblang:
DA(2; ~3).B(3;2)vaC(-2: 5);
2)M, (—3; 2),M,(5:-2), M, (L; 3);
)M (3; —4),N(=2;3),P(4; 5).
342*, Uchlarining koordinatalari A(3;6),B(-1;3),C(2;-1) bo‘lgan
uchburchakning C uchidan tushirilgan balandligini toping.
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343. Uchta uchining koordinatalari berilgan parallelogramm
yuzasini hisoblang:

A(-2: 3),B(4; -5),C(-3; D).

344*. Uchburchakning yuzi s=4, ikkita uchi 4(2; 1), B(3:-2)
bo‘lib, C uchi Ox o‘gida yotadi. C uchini koordintasini toping.

345*, Qutb koordinatalari sistemasida quyidagi A(3;-%7r) .

B(5; %n) nugtalar berilgan. ABCD parallelogrammning diagonallar

kesishgan nugtasi qutb boshi bilan ustma-ust tushadi. C va D nuqta
koordinalarini toping.
346. Qutb koordinatalari sistemasida quyidagi A( 8: -3;,7) va

B(6; %) nugtalar berilgan. AB kesma o‘rtasini koordinatasini toping.

347. Koordinata o‘qglarini parallel ko‘chirish natijasida
koordinata boshi O nugta

0'(-1;3) nuqtaga o‘tsa, M(2;-1) nugtaning yangi sistemadagi
koordinatalarini toping.

348. Koordinata o‘qlarini 60° ga burish natijasida qanday nuqta
(-2;4) nuqtaga o‘tadi.

14 §. Tekislikda to‘g‘ri chiziq tenglamalari.
Tekislikda to‘g‘ri chiziqga doir turli masalalar.

Maktab geometriya kursidan ma’lumki, to'g‘ri chiziq eng
sodda geometrik shakllardan biri bo‘lib, u ta’riflanmaydi.
To‘g¢ri chizigning turli tenglamalarini keltiramiz.
To‘g‘ri chizigning burchak koeffitsiyentli tenglamasi.
y=kc+bh (10)
(10) tenglama to‘g’ri chizigning burchak koeffitsiyentli teng-
lamasi deb ataladi. Bunda to*g‘ri chizigning ox o‘qi musbat yo‘nali-
shi bilan hosil qilgan burchagi «, to'g‘ri chizigning ordinatalar
o‘qidan ajratgan kesmasining Kkattaligi b ga teng va igo= k
munosabat o‘rinli.
To‘g'ri chizigning vmumiy tenglamasi
Ax+By+C=0 (1)
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(11) tenglama to'g'Ti chizigning umumiy tenglamasi deyiladi.
Bunda . + B >0, n(::B) to'gm chiziqqa perpendikulyar bo‘lgan
ixtiyoriy vektor (normal vektor).

1) 420, B#0, C=0 bo‘lsa, Ax+By=0 bo'lib, to‘gT chiziq
koordinatlar boshidan o°tadi, chunki 0(0. 0) nuqtaning koordinatlari
tenglamani qanoatlantiradi.

2) 4=0, B=0, =0, bo’lsa, y=-< bo'lib, o o'qdan -5 kesma

ajratib, ox o‘qiga parallel to*g‘ri chiziq tenglamasi bo‘ladi.c
3) B=0, 420, C+0 bo’lsa, x=_£4 botlib, ox o‘qdan - kesma

ajratib, oy 0°qiga parallel tog'ri chiziq tenglamasi bo‘ladi. .
4 4=0, C=0, B=0 bo‘lsa, y=0 bo‘lib, 0X 0°qining tenglamast
hosil bo‘ladi.
5) B=0, C=0, 4#0 bo'lsa, x=0 bo‘lib, O
hosil bo‘ladi.

To‘g‘ri chizigning kanonik tenglamasi
X=X _ _}:-’y._ (12)

m n . . .
(12) tenglama to‘g'ri chizigning kanonik tenglamasl fleyllad{-

Bunda oy to'g'i chiziqqa tegishii BIror nuqtaning koordinatalarh
s(m;n) shu to‘g‘ri chiziqqa parallel bo‘lgan biror vektor.
To‘g‘ri chizigning paramertik tenglamast

{.\' =x, +mt (13)

y=ytn

¥ o‘qining tenglamaSi

(13) tenglama to'g'ri  chizigning parametrik t?qgl?d?%l

deyiladi. Bu tenglama (12) tenglamani ¢ ga tengla® hosil gilinact-
Totg'ri chiziqning kesmalarga pisbatan tenglamasl )
To‘g'ri ehiziq koordinat o‘glaridan mOS ravishda a V2 b

kesmalar ajratib o‘tsin ya'ni to'g'ri chizig @O Ve B B

nuqtalardan o‘tsin. U holda bu to‘g‘ri chiziq tenglamasi quyidagl
x Y _q (14)

a ‘ 3 . - . .
tenglama orqgali ifodalaniladi. Bu tenglamaga to‘gri chizigning

kesmalarga nisbatan tenglamasi deyiladi.
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Ikki nuqtadan o‘tuvchi to‘g‘ri chiziq tenglamasi
xX=% _Y—nh (15)
X=X V=W
(15) tenglama berilgan ikki nuqtadan o‘tuvchi to'g'ri chiziq
tenglamasi deyiladi.
Bunda to‘g‘ri chiziq (x:y,), (x,;y,) turli nuqtalar orqali o‘tadi.
(15) quyidagicha ham ifodalash mumkin:

x y 1
x oy 1=0. (16)
x, ¥, |
To‘g‘ri chizigning normal tenglamasi
xcosa + ysina—p=0 a7

(17) tenglama to‘g‘ri chizigning normal tenglamasi hosil
bo‘ladi. (11) tenglamada 4°+B*+C*>0 shart bajarilsa, bu
tenglamani (17) ko‘rinishida yozish mumkin.

Bunda p-koordinata boshidan to‘g'ri chizigqa o‘tkazilgan
perpendikulyar uzunligi, «-perpendikulyar bilan OX o‘qning
musbat yo‘nalishi orasidagi burchak.

Ikki to‘g‘ri chiziq orasidagi burchak

y=kx+b , v=hkx+b, to‘g-ri chiziqlar orasidagi burchak

2 kl
T+k -k, (18)
formula orqali aniqlanadi. Agar to‘g‘ri chiziglar 4x+By+( =0.
Ax+ B,y+C, =0 umumiy tenglamalari orqali berilgan bo‘lsa,

AA, + BB,
Jai+B? -4’ + B/
formula orqali aniqlanadi.

Nugqtadan to‘g‘ri chiziqqacha bo‘lgan masofa A, (x,;),)
nuqtadan /: Ax + By +C =0 to‘g‘ri chiziggacha bo*lgan masofa

d= le“ + By, + ('!

JA2+ B

tga =

cosa =

(19)

(20)

formula orqali aniglanadi.
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_ 349. A(<ll), B(l;3)nuqtalar orqali o‘tuvchi to‘g'd chiziqning
turl} tenglamalarini yozing, O« o‘qi bilan hosil qilgan burchakni
toping, 0(0;0) nuqtadan to‘g‘ri chiziggacha masofani hisoblang.
Yechish. (15) tenglamadan —*—}l=z—;—]— kanonik tenglamani
. . . x= -1 .
hosil gilamiz. Bundan shu to‘g'ri chiziqning{;:l+l parametrlk,

- y+2=0 umumiy. %_ + }5 _{ kesmalar bo‘yicha vay=x+2 burchak
koeffitsiyentli tenglamalarini hosil gilamiz. Ox o‘qi bilan hosil
qilgan burchagi « = arcrgl =45" ekanini topamiz. (20) formula orqali

0(0;0) nugtadan to‘g’r chiziqqacha bo‘lgan masofa d =2
2

ekanligini topamiz. x-y+2=0 umumiy tenglamani - A+B =

ga bo'lib, "71'—7‘3""—\/%)’—\/5 =0 yoki xcos135° +ysin135" _Jz=0 to‘gt

chiziqning normal tenglamasini hosil gilamiz. '
350. y=-3x+7,y=2x+1 to‘g‘ri chiziglar orasidagl burchakni

aniqlang.
Yechish. k=-3/k=2 bo‘lgani uchun (18)
2-(-3)
1+(-3)-2
351. Berilgan nuqtalardan qaysilari
chiziqqa tegishli?
Mi(3: 1), M(2; 3), M5(63 3), Mi(-3;-3). Ms(3; 1) Ma(-2;1)-

352. 2x-3y-12=0 to‘g'ri chizigni koordinata o‘qlari bilan
kesishish nugqtalarini toping. Grafigini yasang- |

353. To'g'ri chiziglar kesishish 1nud
burchagini toping:

formuladan

=1, yokia =45 ekanini aniglaymiz.
2x—-3y—-3=0 to‘g'n

ga =

tasini va orasidagi

3x—y-14=0, 2x+y-6=0.
354. Uchburchakning tomonlari tenglamalari  x= 3y=0,
x—y+2=0, 3x+y—10=0 bo‘lgan to‘g‘ri chiziglarda yot§a3
uchburchakning uchlari koordjnata]arini, yuzini va burchaklarint

toping. o
355. To"g‘ri chiziglar orasidagi burchakn! aniqlang.
N3x—y+5 =0, 2x+y——7:0;
67



2)x2-y¥3-5=0,3 +V2)x + (V6 -3y +7=0;

3)xB+y2—-2=0, xJ6-3y+3=0.

356*%. Agar uchburchakda A(2;—1), B uchidan o‘tkazilgan
balandlik 3x -4y + 27 = 0, C uchidan o‘tkazilgan bissektrissa x +
2y — 5 = 0, tenglamalari ma’lum bo‘lsa, tomonlari tenglamalarini
tuzing.

357%*. m va n ning ganday qiymatlarida quyidagi to‘g‘ri
chiziglar

mx+8y+n =0,2x+my—1=0

1) Parallel bo‘ladi; 2) Usma-ust tushadi; 3) Perpendikulyar
bo‘ladi?

358. 4(-1;3)nuqta va 3x-y—4=0 to‘g‘ri chiziq berilgan.

1) Nugtadan to‘g‘ri chizigqacha bo‘lgan masofani toping;

2) Nugtaning to‘g‘ri chiziqdagi proyeksiyasini toping;

3) To‘g‘ri chiziqga nisbatan nuqtaga simmetrik nuqtaning
koordinatasini toping.

359*. M(4;3) nuqta orgali o‘tuvchi va koordinata o*qlari bilan
kesishib 3 birlik yuza ajratuvchi to‘g'ri chizigning koordinata
o‘qlari bilan kesishgan nuqtalari koordinatalarini toping.

360. Umumiy tenglama bilan berilgan to‘g‘ri chizigning turli
tenglamalarini tuzing.

D3x—4y—-10 = 0 2) 5x—12y+ 26 = 0 3) 24x—10y+ 39 = 0.

15 §. Ikkinchi tartibli chiziglar.
Aylana, ellips, giperbola va parabola.

; Tekislikda

Ax® +2Bxy +Cy* +2Dx +2Ey+ F =0 1)
M  tenglama bilan aniglanuvchi chiziqlar
ikkinchi tartibli chiziglar deb ataladi.
Bunda 4°+B8*+C?*>0.

Aylana. Markaz deb ataluvchi nuqta-
dan teng uzoqlikda yotuvchi tekislik nuqta-
larining geometrik o‘rniga aylana deyiladi
(5-shakl). Aylananing kanonik tenglamasi
(x~a)l +(y-b)' =R’ (22)
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(2) tenglama bilan aniglanadi. Bunda M,(a;b)nuqta aylana markazi,
R masofa aylana radiusi deb ataladi.
Xususan, a=0,b=0da (22) tenglamadan quyidagini topamiz:
x’+y'=R. (23)

Bu tenglama markazi koordinatalar boshida yotuvch1 va radiusi -

R ga teng aylanani aniqlaydi.
{" Roost | _10:27) 24)
y=Rsi
(24) tenglamalar sistemasiga aylananmg parametrik tenglamalan
deyiladi.

Aylana bilan bitta N,(x,;»,) umumiy nuqtaga ega bo‘lgan
to‘g‘ri chiziq aylanaga shu nuqtadan o‘tkazilgan urinma deb ataladi.
x*+y'=R' aylananing WN,(x;),) nuqtasidan o‘tuvchi urinma
tenglamasi quyidagicha bo‘ladi: '

o, + 0 — R*=0. ‘ (25)
M,(a;b) markazli aylanaga N,(x,;y,) nuqtada o*tkazilgan urinma esa
(x - a)(x, —a) +(y—b)(y, —b) =R’ (26)

ko‘rinishda bo‘ladi.

Ellips. Fokuslar deb ataluvchi berilgan ikki nuqfagacha
bo‘lgan masofalarning yig‘indisi o‘zgarmas miqdorga teng bo‘lgan
tekislik nuqtalarining geometrik o‘rniga ellips deyladi (6-shakl).

F, va F, ellipsning fokuslari, M ellipsning ixtiyoriy nuqtasi bo‘lsin.

6-shakl
|EF,|=2c, | FM|=r, | FM|=r, bo‘lsa, ellipsning ta’rifiga ko‘ra
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r+r,=2a, 27
bu yerda a-o‘zgarmas musbat son (2a>2¢) va b*=a’-¢*.
LYo (28)
a b
(28) tenglamaga ellipsning kanonik tenglamasi deyiladi.
Ellipsda 4,(a0), 4,(-a;0), B(0;b). B,(0:-b) nuqtalarga uchlar,
|44,], |BB,| kesmalarning 2a, 26 uzunliklariga mos ravishda katta
va kichik o‘qlar, a, s sonlarga mos ravishda katta va kichik yarim
o‘qlar, | FM|. | LM | kesmalaming r,,r, uzunliklariga fokal radiuslar
deyiladi.
X =acost
{y —psing’ 1€[0;27] (29)
tenglamalar sistemasiga ellipsning parametrik tenglamalari
deyiladi. i
=< Kkattalikka ellipsning ekssentrisiteti deyiladi. Bunda

a
0<e<1, chunki0<c<a. M nuqtadan d,,d, masofada o‘tuvchi va

tenglamalari x=i-§ dan iborat bo‘lgan to‘g‘ri chiziqlar ellipsning

direktrisalari deb ataladi. Direktrisalar ushbu
) L., 30)
d,~ d,
tengliklarni qanoatlantiradi. Bu tengliklardan ellipsning fokal
radiuslari uchun

r=a-—-&, r,=a+éx 31)
formulalar kelib chiqadi.
Ellipsning qutb koordinatalar sistemasidagi tenglamasi
oty 62
—ECcosQ

(32) formula orqali aniglanadi.
Ellipsga M,(x,:5,) nuqgtada o‘tkazilgan urinma

e (33)
formula orqali aniqlanadi.
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» Giperbola. Fokuslar deb ataluvchi berilgan ikki nuqtagacha
o‘lgan ma.sofalar ayirmasining moduli o‘zgarmas miqdorga teng
bo‘lgan tekislik nuqtalarining geometrik o‘mniga giperbola deyiladi
(7-shakl).

F, va F, ellipsning fokuslari, M giperbolaning ixtiyoriy
nuqtasi bo*lsin.

Y

7-shakl
|FF,|=2¢c. \|FM=r, | EMI=T bo‘lsa, ellipsning ta’rifiga ko‘ra
sl 2
bu yerda a-o‘zgarmas musbat SOf (2a<X) Va p=c-a.
X _¥o 35)
o

a- . -
(35) tenglamaga giperbolaning kanonik tenglamasi deyiladi.
Giperbolada 4,(a:0); A, (-a:0), B (0;b), B,(0:-b) nugtalarga uchlar,

| 44,1, |BB,] kesmalarning 24 2b uzunliklariga mOS ravishda

haqiqiy va mavhum!| EM | | M| kesmalarning 7" uzunliklariga

fokal radiuslar deyiladi.
xX= aCht (36)

y=bsht
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tenglamalar sistemasiga giperbolaning parametrik tenglamalari
deyiladi.
e=S  kattalikka giperbolaning ekssentrisiteti deyiladi.

a
Bunda £>1 chunkic>a. A nuqtadan d,, d, masofada o‘tuvchi va
tenglamalari -+ x=+Z dan iborat bo‘lgan to'g‘ri chiziqlar

£
giperbolaning direktrisalari deb ataladi. Direktrisalar ushbu
=& 37)

=t
d

2

tengliklarni qanoatlantiradi. Bu tengliklardan giperbolaning fokal
radiuslari uchun

B

n=a-&, n=a+& (38)
formulalar kelib chigadi.
Giperbolaning qutb koordinatalar sistemasidagi tenglamasi
- ___ P
p= l-gcosp (39)

(39) formula orqali aniglanadi.
Giperbolaga M,(x;¥,) nuqgtada o‘tkazilgan urinma

XX Y Yo _
a20 TR = (40)

tenglama orqgali aniqlanadi.
Giperbolaning asimptotalari

b
y=t—x 41

a

tenglama orqgali aniglanadi.
Parabola. Direktrisa deb ataluvchi berilgan to‘g‘ri chiziq va

unda yotmagan fokus deb ataluvchi nuqtadan teng uzoqlikdagi
tekislikdagi barcha nuqtalar to‘plami parabola deyiladi (8-shakl).

Agar x=-§ parabola direktrisasi, £ g;o) parabola fokusi

bo‘lsa, u holda parabolaning kanonik tenglamasi
y:=2px 42)

(42) orqgali aniglanadi (p>0).

72



8-shakl

Parabolaning fokal radiusi
rex+£ “3)
formula bilan aniglanadi. ‘

Parabolaning M,(%,y,) nuqtasidan o‘tkazilgan urinma teng-
lamasi

W, =P(x+x,) “44)
(44) orqali aniglanadi. .
Parabolaning qutb koordinatalar sistemasidagi tenglamasi
p=—>~ . @5)
l-cosp

(45) formula orgali aniqlanadi.
361. Berilgan aylananing markazi va radiusini toping:
2x? 421 -8x+5y—-4=0,
Yechish.Tenglamani quyidagicha yozib olamiz:

* —4x)+(y2+%y)=2.

Qavslar ichidagi ifodalarni to‘la kvadratga keltiramiz:
5)’ il
4

(x* —4x+4) -4+ (? +-;- »+—)-——5-2 yokl (x-2) +(y+ 6
Demak, aylana markazi Mo‘*“z)’ radiusi R =7ekan.
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362. M, 5 46 V15

—) va N(-2=2) nuqtalardan o‘tuvchi ellipsning
kanonik teng]ama51m tuzing.
Yechish. M va N nuqtalarning koordinatalari Z—z+';;j=l- ellips
tenglamasini qanoatlantirishi kerak.

4 3

—_—t—=],

25 3
Ty 1 2 = .o .
‘4" i bundan {‘i 10 natijaga kelamiz.
b =1
a’ 56

Demak, ellips tenglamasi: ETT =1 ko‘rinishda ekan.

363. Giperbolaning %2.—% =1 tenglamasi berilgan. Bu
giperbola elementlarini aniqlang.

Yechish. Giperbola tenglamasiga asosan a=3, b=4 fokuslar
esa absissalar o‘qida yotadi.

c=Ja*+b* =Jo+16=5 giperbola ekssentrisiteti: £=<= —g’- .
a

Fokusi va uchlarining koordinatalari quyidagicha:

Giperbola asimptotalarining tenglamalari : y= %x, y= —g-x .

Giperbola ixtiyoriy M(x,y) nuqtasining fokal radiuslari:
n=-3 +§x, r,=3 +§x . Direktrisalarining tenglamalari: x= %, x= —%;

364. Quyidagi shartlarni qanoatlantiruvchi aylana tenglama-
larini tuzing.

1) Markazi koordinatalar boshida radiusi R = 3 ga teng;

2) Markazi C(2; -3) nuqtada radiusi R = 7 ga teng;

3) Markazi C (6; -8) nugtada va koordinatalar boshidan
o‘tuvchi aylana;

4) Markazi C(1; -1) nugtada va 5x-12y +9 =0 to‘g‘ri chiziqga
urunuvchi aylana;

5) A(1; 1), B(1; -1) va C(2; 0) nuqtalardan o‘tuvchi aylana;

365. Qutb koordinatalar sistemasida aylana tenglamasini
berilgan. Aylana markazi va radiusini toping.
1)p=4cost; 2)p=3sinf: 3)p=-2cost; 4)p=—5cost;
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5) p=6cosiz-0: 6)p=8 Sin(o--’;-); 7) p=8sin §-0-
_366- Agar quyidagilar ma’lum bo‘lsa, markazi Kkoordinatalar
boshida, koordinatalar o'glariga nisbatao simmetrik  bo‘lgan,
fokuslari Ox o*qida yotuvchi ellips tenglamasini tuzing.

1) Yarim o‘qlari 5 va 2

2) Katta o°qi 10, fokuslar orasidagi masofa &;

3) Kichik o°qi 24, fokuslar orasidagi masofa 10;

3

4) Fokuslar orasidagi masofa 6, eksentrisiteti £=3>

5) Katta o‘qi 20, eksentrisiteti £= % .
367. x-v-5=0 tog‘ri chiziqqa urunuvchi fokuslari Fi (-3; 0)

va F2 (3; 0) bo‘lgan ellips tenglamasini tuzing. _
368. Ox va Oy o‘qlar bo‘yicha mOS ravishda g1 va 42
x' Y =1 ellips L+y=16

koeffitsiyentlar bilan siqilish patijasida  5%7g

aylanaga o‘tsa, g1 va 42 ni toping- ' )
369. Agar quyidagilar ma’lum bo‘lsa mark lgoordlnatalar
boshida, koordinatalar o‘qlariga i
fokuslari Ox o'qida yotuvchi giperbola teng
1) Haqiqiy o‘qi 10, mavhum 0°Qi 8, .
2) Fokuslar orasidagi masofa 10 va mavhum 0°qi 8;

3) Fokuslar orasidagi masofa 6 va eksentritsiteti € =5

4) Hagiqiy o‘qi 16 va eksentrisiteti € =% ;

5) Asimptotalar tenglamasi ¥ = i%x , fokuslar orasidagi masofa
20;
5 6) Direktrisalar orasidagi masofa 22. fokuslar orasidagl masofa
6;
8 va cksentritsiteti € =% .

7) Direktrisalar orasidagi masofa
=0 to*g‘ri chiziglarga

370. 5x - 6y-16 = 0s 13x-10y-48 O
urunuvehi  ©o° ql':ri ox va OY o‘qglarida yotuvchi giperbola
tenglamasini tuzing.

371. O‘qlari Ox va Oy o

o‘tuvchi va

‘qlarida yotuvchi, A(«f6' :3) puqtadan
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9x+2y-15 = 0 to‘g‘ri chiziqgga urunuvchi giperbola tengla-
masini tuzing.

372. Parabola uchi koordinata boshida bo‘lib, quyidagilar
ma’lum bo‘lsa, parabola tenglamasini tuzing.

1) p = 3, shoxlari Ox o‘qi musbat yo‘nalishi bo‘yicha
yo‘nalgarn va Ox o‘qiga nisbatan simmetrik;

2) p = 0.5, shoxlari Ox o°qi manfiy yo‘nalishi bo‘yicha
yo‘nalgan va Ox o‘giga nisbatan simmetrik;

3) p= ':I’ shoxlari Oy o°‘qi musbat yo‘nalishi bo‘yicha
yo‘nalgan va Oy o‘qiga nisbatan simmetrik;

4) p = 3, shoxlari Oy o‘qi manfiy yo‘nalishi bo‘yicha
yo‘nalgan va Oy o‘qiga nisbatan simmetrik;

373*. P(-3; 12) nuqtadan )?=10x parabolaga urinma
o‘tkazilgan. P nuqtadan urinish nuqtasigacha masofani toping.

374. Quyidagi parabola uchining koordinatasini va fokusning
koordinatalarini toping.

1)y=%x2+x+2; 2)y=4x>-8x+ 17, 3)y=-%x2+2x-7.

16 §. Ikkinchi tartibli chiziglarning turlari.
Ikkinchi tartibli chiziglarni kanonik ko‘rinishga keltirish.

Quyidagi ikkinchi tartibli chizigning berilgan bo‘lsin:

Ax* +2Bxy +Cy* +2Dx +2Ey + F =0, (46)
Quyidagicha belgilash kiritaylik:
A B D
s=| 8 A=|B C E 47
- B C 4 - * ( )
D E F

Quyidagi sxema orqali (46) tenglamaning turini aniglash
mumkKin:

) A=0 A=0
6>0 Ellips Nugta
6<0 Giperbola Kesishuvchi to‘g‘ri chiziglar jufti
0=0 Parabola Parallel to‘g‘ri chiziqlar jufti
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Bizga biror (46) ko rinishidagi tenglama berilgan bo‘lsin.
y=x'cosq - y'sin@, ¥= Y'sina +)'cosc
« burchakni shunday taniash mumkinki, (48) almashtirish
yordamida (46) tenglamani quyidagicha yozish mumkin
At Oy 2D 2B F'=0. 49
375. Quyidagi chizigni turni aniglang va Kanonik ko‘rinishga
keltiring:
5x* +dxy+8)° +8x+14y+5=0.
Y echish. )
1. Avval chiziq turini aniqlaymiZ. Berilgan tenglaman! (46)

tenglama bilan taqqoslab A=5,B=2,C=8,D=4,E=7.F=5ekanim

topamiz. (47) formuladan
5 2 5 2 4
S =\2 ;\=36>0, A= 8 7 _500+56+56-128=245~
4 75
Demak, berilgan chiziq ellips ekan-

2. Berilgan tenglamani kanonik ko‘rinishga lfeltiramiz. 47)

almachtirishdan foydalanib  berilgan tonglamani  quidagicH®
yozamiz:

5(x' cosa — ¥'sina)’ +4(x'cos@ ysina)(x'sin® + y oo
+8(x' cosax — y'sina) + 14(x'sina + y'cosa)+ 5=0
yoki

(Scos® o +4sinacosa +

20=-81#0.

sat)+8(Jc'sint:t+y'cosoz)z +

2 12
- i 2 . 2 . S a +
gsin®)x"” + (5sin” & _Asinacos& +8cos’ @)y

M - . 2 ’ . ' +
+[6 sinacosa +4(cos” @~ sin” a)]x 'y +(8cosa +14sin@)X.

+(l4cosa—85ina)y'+5=o . iz
a ni .x)' oldidagi koefﬁtsiyentni nol bo‘ladigan qilib t aymiz.
Ya'ni,

-31ga—-2=0. Bundan g0, = 2>

4(cos® o —sin’ @) +6sin acosa=0 yoki ug'a
iga, = -lzni topamiz. .

Shuni ta’kidlash kerakki, &2 nit}g qi?lmatlzil %ZIaN P:r’;:;’
dikulyar bo‘lgan ikki yo‘nalishni anigladi. #%= olm q >
8 =—% holda »' va ' lar o‘rni almashadi (9-shakl)-
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x

9-shakl.

tga:=2 bo‘lsin, u holda sine = -, cosa =—= bo*ladi. U holda

VA

b aay? 2380 2 s o yoki 9( %] 4( o)
ox* +4y +J§x ﬁy+5 0, YOK1 Y+J§Y+ ¥ 2J—5-y
Qavslar ichidagi ifodalami to‘la kvadratga keltirib

9(x'+72§-)2+4(y 2[)2 B, 5yok1 9[\ +—j—§-) +4(y 2[)2 k4

tenglamaga ega bo‘lamiz. Demak, 0{ ) koordinata o‘qlarini

35S
parallel ko‘chirib x'=x"--2 /= "+

J5

, quyidagi tenglamani hosil

1
a5
qilamiz:

n2 n2
)

74 916
nimizdek, ellipsning kanonik tenglamasi.
376*. Quyidagi 2-tartibli chiziglarni kanonik ko‘rinishga
keltiring, chiziq turini aniqlang va grafigi sxemasini chizing.
1) 4x* + 9y* — 40x+ 36y + 100 = 0; 2) 9x* —16y° ~54x-64y— 127 = 0;
)97+ 4y  + 18x — 8y + 49 =0; 4)4x -+ 8x-2y + 3 = 0
5)y*+ 8x — 6y + 11=0. 6) 4x" +4 3’ + 8x —16y -29 = 0
377. Quyidagi 2-tartibli chiziglarni kanonik Kko‘rinishga
keltiring, chiziq turini aniqlang.

9y +4y"2=%, yoki =1. Bu esa avval ta'kidlaga-
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1) 3x° +10xy + 3y’—2x—14y—|3 = 0;
2) 253 —14xy + 25y + 64x — 64 -224 = 0;
3) 4xp + 3y°+ 16x + 12y-36 = 0;

+28x + 12y + 28

4) Ix* + 6xyv — ¥ =
2, 38x+ 6y+ 29 = 0

5) 19x° + 6xy+ 1y
_ax + 20y +20=0

6) Syt = 2xy + 5)12
tekislik tenglamalari

17 §. Fazoda

‘ Berilgan M, (x,, Vo) orqali n(A; B;C) vektorga perpendikulyar
o‘tuvchi tekislik

A(x-x.nB(,v—y.>+C(z—z‘)=0 (50)

tenglama orqali ifodalaniladi.
z,) nugtalardan

M|(x"’v":')7 JM:(.\':..VI.Z:) va M;(xs’yas
7=
=0 (ShH

o‘tuvchi tekislik

x-x PN
X% y-=N =2

X3 =X Vi~ N A

tenglama orqali ifodalaniladi.
Tekislikning umumiy tenglamasi
/b:+By+Cz+D= (52)

tenglama orqali ifodalaniladi. Bure® 2B H+C>0.
4-0 bo‘lsa, By+C=+D=0 OX 0‘qq2 parallel tekislik;
g=0 bo‘lsa, ax~C=+D=0 OY o‘qqa parallel tekislik;
¢=0 bo‘lsa ,Ax+By+D=0 0Z 0'qqa parallel tekislik;

' -=0 koordinatalar poshidan o‘tuvchi

p=0 bo'lsa, dx+ By+C:==
tekislik hosil bo"ladi. .

Q,: Ax+By+Cist D=0, & Ax+By Ozt D= 0 tekisliklar
orasidagi burchak

At B,B. +CC; (53)
cose= LB

(53) formula orqali topiladi.

Xususan,

iAIL = % = % bo‘lsa, tekistiklar parallellik bo'ladi:
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44, +B,B,+CC,=0 bo‘lsa, tekisliklar perpendikulyarlik bo‘ladi:
4.5_6_D bo‘lsa, tekisliklar ustma-ust tushadi.

Koordinata o‘qlarini A4(a,0,0),8(0,b,0),C(0,0,c) nuqtalarda kesib
o‘tuvchi tekislik
ZeEiZog (54)
, a b ¢
tenglama bilan aniqlanadi. Bu tenglamani tekislikning kesmalar

bo‘yicha tenglamasi deyiladi.
. M,(x,3.2) nuqtadan Q:4x+By+Cz+D=0 tekislikkacha bo‘lgan
masofa
d=]Ax,+By,+Cz,+D| (55)
NA +B +C?
(55) formula orqali topiladi.
Tekislikning normal tenglamasi
x-Cosa+y-Sinfi+zcosy—p=0 (56)
(56) formula orqali ifodalaniladi. Bunda P koordinata boshidan
tekislikka tushirilgan perpendikulyar, .., shu perpendikulyar
bilan mos ravishda 7.,k orasidagi burchaklar.
Q,:4x+By+Cz+D =0, Q,:Ax+B,y+C,z+D,=0 tekisliklar kesi-
shish to‘g‘ri chizig‘ini o'z ichiga oluvchi tekisliklar dastasi
tenglamasi

Ax+By+Cz+D, +/1(A2x+Bzy+sz+Dz)=0 7
(57) formula orqali aniglanadi. Bunda 1 - ixtiyoriy haqigiy son.

378. M(4;-5;7) nuqta orqali o‘tib, YOZ tekislikka parallel
bo‘lgan tekislik tenglamasini tuzing.

Yechish. YOZ tekislikka parallel bo‘lgan tekislik tenglamasida
B=C=0 vyoki Ax+D=0 bo‘ladi. Oxirgi tenglikni A4 ga bo‘lib
4+D,=0ni hosil qilamiz. Bundan x-4=0 tekislik tenglamasi hosil
bo‘ladi.

379. x+y-1=0 va 2x-y+V3z+3=0 tekisliklar orasidagi
burchakni toping.

Yechish. Tekisliklar orasidagi burchak formulasiga ko‘ra,
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cosg = 1:2+1-(-1)+0-3 0 U I |

\/|2+12+0’-\/;2—+(—1)2+~/§2_‘/§‘*/§ 4 4’
380. M(-1:1;-2) nuqtadan 2x-3y+6z-11=0 tekislikkacha
bo‘lgan masofani aniglang.

Yechish. Berilgan nuqtadan tekislikkacha bo‘lgan masofa
formulasiga asosan,

g bzisrs-26-n s
JE =37 +67 7

381. M,(0;1;3) va M,(245) nuqtalardan o‘tuvchi va OX o‘qqa
parallel tekislik tenglamasini tuzing.

382. OX o‘gidan va Mi(0:-2; 3) nugtadan o‘tuvchi tekislik
tenglamasini tuzing.

383. x+2y+2:-8=0,x+y-6=0 tekisliklar orasidagi bur-
chakni toping. . :

384. (2;2;-2) nugtadan of‘tuvchi va x-2y-3z =0 tekislikka
parallel tekislik tenglamasini tuzing.

385. M(-1;-2;0) va M,(:1:2) nuqtadan o‘tuvchi hamda
x+2y+2z-4=0 tekislikka perpendikulyar tekislik tenglamasini
tuzing.

386. M,(-1;2), M,(2L2) va M,14) nuqtalardan o‘tuvchi
tekislik tenglamasini tuzing.

387. OZ o‘qdan o‘tib, 2x+y-+5:=0 tekislik bilan 60° li
burchak tashkil etuvchi tekislik tenglamasini tuzing.

388. 4x+3y-5:—-8=0 va 4x+3y-5z+12=0 parallel tekisliklar
orasidagi masofani toping.

389. (4:3;0) nuqtadan M,(13:0) M,(4-12) va M 3(30:) nugqta-
lardan o‘tuvchi tekislikkacha bo‘lgan masofani toping.

390%, 3x—4y—z+5=0, 4x-3y+z+5=0 tekisliklar kesishib hosil
gilgan o‘tmas burchakka bissektrisa bo‘luvchi tekislik tenglamasini
tuzing.

391*. Kubning ikkita yog'i 2x-2y+z-1=0,2x-2y+z+5=0
tekisliklarda yotsa, kub hajmini toping.
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18 §. Fazoda to‘g‘ri chiziq tenglamalari.
To‘g ri chiziq va tekislikning o‘zaro vaziyati.
Fazoda to‘g‘ri chiziq tenglamasi,

Q:Ax+By+Cz+D, =0, Q,:Ax+B,v+C,z+D.=0 tekisliklarning

kesishish éifatida
IA,x+B,y+C,:+D,=0 (58)

lA2x+Bzy+sz+ D,=0

orqali ifodalaniladi.
s=mi +nj+pk  vektor, to‘g‘ri chizigning yo‘naltiruvchi vektori

bo‘lsin.
To‘g‘ri chizigning vektor tenglamasi,
F=F +1-5

(59

(59) orqali ifodalaniladi. Bunda,”.7; -radius vektorlar.
nuqtadan o°tuvchi to‘gri chizigning

Berilgan  ar,(x, ..z
kanonik tenglamasi
X=X, ¥-y, z-z
m - n - J2 (60)
tenglama orqali ifodalaniladi.
To‘g‘ri chizigning parametrik tenglamasi
x=Xx +im
Y=y +tn (61)
Z=zI,+1Ip

tenglama orqali ifodalaniladi.
M, (x;;332) va M,(x;:¥,:5;) nuqtalardan o*tuvchi

Berilgan
to‘g‘ri chiziq tenglamasi esa
X —X, - V=1 - zZ—2I (62)
X=X M —M LTI

tenglama orqali ifodalaniladi.
Ih _YTh TR XTh PN i oqo*geri chiziglar berilgan
P

Bizga :
m, n, P, n. h ;

bo‘lsin. Bu to‘g ri chiziglar orasidagi burchak
(63)

mm.+mn.+p, - p,

cosp = = = =
\/m," +nl + p; ~\/m; +nl+ pl

(63) formula orqali topiladi.
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iex V=Y 2T . o
,_Y-h 2R to‘g'ri chiziqqacha

M,(x,.y,-z,) nuqtadan [:——
masofani " " "
(¥, 5]
= ’ 64
f *

(64) fO}'mula orqali topiladi. M,(x,Yu2) €h- (64) ni
quyidagicha yozish mumkin:

Xy — X1 Vo~ Vi

m T \ (65)

I m
mf+nf+p;’
. X=X v z—zZ . et
Bizga /: , Y=Y 2 to‘g'rt chiz1q,

m n

Q: Ax+By+Cz+ D=0 tekislik v
To'g'ri chiziq va tekislik kesishish

p
aM (X YorZo) nuqta berilgan bo‘lsin.
nuqtasini topish formulasi

quyidagicha:
x=x _ Y=V -
m n P (66)
.4.\'+B_V+C:+D=0
To*g'ri chiziqni tekislikda yotish sharti:
{Am+ Bn+Cp=0 67
Ax+By+C:+D=0
To‘g‘ri chiziq va tekislik orasidag purchak sinusi:
. Am+Bn+CP
sing = e . (68)
JA£+B +C* J; ++p
Te‘g'ri chiziq va tekislikni parallellik sharti:
Am+Bn+Cp=0- (69)
To‘g'ri chiziq va tekislikni perpendikulyarlik sharti:
4_B_C (70)
m n P
Af, nuqta va ! to‘gri chizigdan o“tuvchi tekislik
z—2Z
° v

x=x, Y~

X~ %o n—Xo
n p

. —z1=0

= <0

m

tenglama bilan ifodalaniladi.
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I to‘g‘ri chizigni o‘z ichiga oluvchi, Q tekislikka perpendikulyar
tekislik tenglamasi
x~-x, y-yv, z-zI,
m, n, p |=0 (72)
, A B C
tenglama bilan ifodalaniladi.
392. To‘g‘ri chizigning quyidagi tenglamasini kanonik shaklga
keltiring:
2x-3y-z-9=0
{x—-2y+z+3=0

Yechlsh 1-usul. To‘g‘ri chizigga tegishli biror nuqtasini

x—-2y+3=0 z=0

To‘g‘ri chizigning yo'naltiruvchi vektori esa vektor
ko‘paytmadan

z=0 x=27
2x—3y-9=0=> y=15. Demak, M,(27:15;0)ekan.

i j ok
S=[n.m]=2 -3 -1l=-5i-3j-k
1 -2 1

ekani kelib chigadi.

Bundan, 2222 -2=P -2 yoki 1= Y=L -2 ckanligini
olamiz.

2-usul. z ni parametr qilib tanlab, x va y ga nisbatan

.. x=5z+27

yechamiz: {y=3:+15.

Bu tenglamalardan z ni topamiz:

x_527=z, y;lj— -, Bundan = 32/ }—_3]—5—=1; ekanligini olamiz.

393. M(2,-5,3) nuqtadan o°tib, Oy o‘qgqa parallel bo‘lgan
to‘g‘ri chizigning tenglamasini tuzing.

Yechish. j(0,1,0) izlanayotgan to‘g‘ri chizigni yo‘naltiruvchi
vektori bo‘ladi, chunki shartga asosan, to‘g'ri chiziq Oy o‘qqa
parallel. Shunga ko‘ra, to‘g‘ri chizigning paramertik tenglamasi
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x=2
v=t-3 hosil bo‘ladi.

o=

394, Ai(4; -3: ‘tuvchi tog’™l
chiziq tenglalr;e;silit&;ing.m(s, %0 noqualareen © et 78
Yechish. (5) formuladan foydalanib,
;\'_—_‘E=_y_——_(::i)__z—l Cx—4 y+3 z-1 . . :
im0 ___0_:{ yokl -—-l——=—-6-—=—:-l— ekanini topamiZ.
2-kasrning maxraji 0 ekanligini
vektorning ordinatasi deb tushunish kerak.
parametrik tenglamaga o'tish yordamida qutilish mumkin. Ya'0l,

x=t+4
y=-3 -
c=—t+]

2 -~
sos, [2x7 7737320 (g chidd .
1x+}.+:_1=0 to'g'n chiziqm

koordinata tekisliklari

bilan kesishish nuqtalarini toping.

—2y-3z-5=0
396*.{x > «ori chi
25 yoz+2=0 to'g'ri chiz

iqni koordinata tekislik-

laridagi proyeksiyalarini toping-
397. {5-"-}'—23-3=°

x+19y -7z—-11 =0 tekislikka perpendikul

tuzing.

‘ 398. M; (2; 0; -3) nuqtadan o‘tuvchi va quyidagil
bo‘lgan to*g'ri chizigni kanonik tenglamasini tuzing:
x-1 \-+2__’:_—'_l” 3) Ox O‘qi;

4) Oy o'qi; 5) 0z o'qi.
¥ 2 2 -1

1x—2y-5+2=0 to'gri chiziq orqali o‘tib,
yar tekislik tenglamasini

arga parallel

. _§- w1_y+l_ 272 i‘.::.=);il=z__—
399, M (-4; -5; 3) nuqtava —— =" -1 ) 5
to‘g‘ri chiziqlar kesishish nuqtasi orgali o*tuvchi to‘g'tl chiziq
tenglamasini tuzing.
400. To‘g‘ri chiziglar orasidagl o‘tkir burchakni toping:
-3 y+2_ 2, {j2=;:3=£i§

- o1 2

T ,

=)
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401. Quyidagi to‘g‘ri chiziglarni parametrik tenglamasini
tuzing:
1) 2x+3y—z=0
3x-S5y+2z+1=0
2) x+2y—-z-6=0
T l3x=-y+z+1=0
402. To*g‘ri chiziq va tekislik kesishish nuqtasini toping:

x-1_y+l = _ i
1) =5 s 2x+3y+z-1=0;
x+3 y-2 z+l
2 = = , Xx—2y+:z—-15=0;
) 3 _] _5 X y+ 0’
3) x+2=y—l=z—3? x+2p-2-+6=0.
-2 3 2

403. Quyidagi ikki to‘g'ri chiziqlar orasidagi eng gqisqa
masofani toping: .
1)x+7=y+4=z+4,x—2]=y—2l=z—2,
4 =27 6 -4 -1’
2) x=2t 4; y= - t+4; z=-2t- 1. x=- 4t -5, y=-3t+5; z= -5t+5;
3) x;5=y;5 =z'; : x=6t+9; y= -2t; z= -t+2.
404. Parallel to‘g‘ri chiziglar orqali o‘tuvchi tekislik tengla-
masini tuzing:
x—-2 _y+1_z-3 x—1_y=-2_z+3
3 2 =27 3 2 =2
405. M; (-6; 1; -5), M>(7; -2; -1) va M; (10; -7; 1) nuqtalardan
o‘tuvchi tekislikka nisbatan P(3; -4;-6) ga simmetrik nuqtaning
koordinatasini toping.

406. P(1; -1; -2) nugtadan

\+3 y+2 z
2

28 to‘g‘ri chizigqacha

masofani hisoblang.
407. P(2; 3;-1) nugtadan quyidagi to‘g‘ri chiziglargacha maso-

fani toping:
x—95

Z425
-2
2) x=t+1; y=t+2.z=41+13;
2x—-2y+:-+3=0
{2.\:—2y+2:+l7=0
86
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. .408. M; (2: -2; 1) nuqta va x=2t+1; y=-3t+2; 7=2t-3 to‘g'r
chiziq orqali o*tuvchi tekislik tenglamasini tuzing.

19 §. Ikkinchi tartibli sirtlar

®* fazoda quyidagi tenglamani qaraylik:
a,x* +2a,Ny + 20X any* +2any=+ ayz* +2hx +2b Y+ 2b,z+c=0. (73)
(73) tenglama orqali berilgan geometrik shakl ikkinchi tartibli
sirt deyiladi. Agar (73) tenglama yechimga €ga bo‘lmasa, mavhum
sirt deyiladi.
(73) tenglamani muhim «ususiy hollarini qarab chigamiz.
Markazi C (.. B, Y) nuqtada, radiusi r bo‘lgan sfera

(x-a) +(x- By +(x- pye=r (74)
tenglama orqali ifodalaniladi.
Ellipsoid tenglamasi:
X Yaiel (a.b,c>0). (75
a b
Bir pallali giperboloid tenglamasi:
£;+2)_;_.'Z_:-=1 (a,b,c)O). (76)
a b
Ikki pallali giperboloid tenglamasi:
£ V1 (@he). an
a'.’ bl CZ
Elliptik paraboloid tenglamasi:
12—+Xz—_—_2: (p,q>0). (78)
p 4q .
Giperbolik paraboloid tenglamast:
¥ ¥ e (pg>0) (7%
p 4a
Konus sirti tenglamasi: A
© L7 _Z o0 (@be>0- (80)
eI
Nugqta @1)

24yt +z =0
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Silindrik sirtlar

Elliptik silindr tenglamasi:

2

;—2+§-=1 (a,6>0), (82)

Giperbolik silindr tenglamasi:

%—%ﬂ (@,6>0), (83)
Parabolik silindr tenglamasi:
y'=2px (p>0). (84)
Keshuvchi tekisliklar jufti tenglamasi:
@x' -5y’ =0 (a,6>0). (85)
Parallel yoki ustma-ust tushuvchi tekisliklar Jjufti tenglamasi:
x*-a*=0 (a>0), :’=0. (86)
To‘g‘ri chiziq tenglamasi:
x*+y? =0, (87)

Quyida bulardan ayrimlarining chizmalari keltirilgan.
Ellipsoid.

10-shak)

Bir va ikki pallali giperbolojd.
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12-shakl

11-shakl

g

2

2

o

<

Q.

=

°

=] =,
)

R

(=11]

s N
AN S s
E N
k= N
o /U N

14-shakl

13-shakl

Konus.
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15-shakl

Elliptik silindr.

Y
16-shakl

Giperbolik va parabolik silindr.

~

/ ol :

Lo o R y ) b

" / ‘-,\\ _
17-shakl 18-shakl
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409. Markazi C(-%3:2) nuqtada va 2x—2y+z-4=0 tekislikka

urinuvchi sfera tenglamasini tuzing.
Yechish. Markazdan tekislikkacha masofa, ya'ni radiusni
topamiz:
2-(-5)-2‘3+2—4|
P el et R @
Ja+a+l
tenglamadan (x+5)" +(y =3V +(=~ 2y = 36 ekanini topamiz.

410, y—2-0 tekislik bilan %%#;4%:1 ellipsoid kesilishidan

hosil bo'lgan ellipsni uchlari Koordinatalarini toping. -

z

<

Yechish. Tenglamada y=2 ckanini inobatg2 olsak, ]g+?

1
2

_Ji3, A(~B:20)

-

yoki %+§‘—5=1 hosil bo‘ladi. Bundan a=8, b

As( {8 :2:0) Bi(032;- V45) , Ba0:2: Ja5)bo'ladi.
411. Quyidagi shartlar asosida sfera tenglamasint tuzing:
1) Markazi C(0; 0: 0). radiusi r=9;
2) Markazi C (55 -3;7)s radiusi r=2;

3) Markazi C(4; 4 22) va koordinatalar boshidan o‘tadigan

sfera; »
4) Markazi C(3; -2; 1) va 4 @: -1 -3) nugtadan © tadigan

sfera: i nuqtal
5) A(2; -3; 5) va B4 15 3) diametrial qarama-qarshi 73 *
bo‘ladigan sfera: ) 75=0
6*) Markazi koordinatalar boshi V& 16x 15y —125H T
tekisli : _ :
ekislikga.urunuvchi sfera; 5 0; 0) nugtalar orgali

7) Mi(3: 1z -3), Ma(-2; 4; 1) V@ Ms (=254 o
o-tuvchi va 2x+y—22 +3=0 tekislikka arunuvchi § era M o 2:2)
8) Mi(l; -2 -1 Ma(- 53 105 - 1), Mi(4; 1; 11), ACR

nugtalar orqali o‘tuvchi sfera. s

412. x - 2 = 0 tekislik pilan TE+T2_ 4

kesilganda hosil bo‘lagan ellips yari
koordinatalarini toping.
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413,z + 1 = islik bilan =+ -2 =1 bir pallali
z 0 tekislik bilan 2 18 32 bir pallali

giperboloid kesilganda hosil bo‘lgan giperbolaning yarim o*qlari va
uchlari koordinatalarini toping.

2 2

414. ‘y + 6 = 0 tekislik bilan %.+y7=63 giperbolik paraboloid

kesilganda hosil bo‘lgan parabolaning uchini va p parametrini
toping.

415%. y’+z2 = x elliptik paraboloid va x+2y-: =
tekislikning kesishishidan hosil bo‘lgan kesimning koordinata
tekisliklaridagi proyeksiyalarini tenglamasini tuzing.

416*. Yasovchilari x+y-22z-5 = 0 tekislikka perpendikulyar
bo‘lgan silindr, x*+y*+:z*= 1 sferaga tashqi chizilgan. Silindr
tenglamasini tuzing.

417. Quyidagi to‘g‘ri chiziq va sirt kesishish nuqtalarini
toping:

1)12_+y_2+z_2=I -x—3=y—4=z+2_
81 36 9 -3 -6 4
YELL_Z Xy =2
16 9 4 >4 =3 4
3)x_2+-’_2_ ,x+]_y_2_:+2 ; 4)£_£—=3 ,£=g=~+|
5 3 2 -1 -4 9 4 3 -2 2

418. (.\'—2)2 + (y—-])2 +27= 25, x? +y2 +z2i=
ham tashqi chizilgan silindr tenglamasini tuzing.
419. Uchi (3:;-1;-2) nuqtada bo‘lgan, yasovchilari
{xz + yz 7%=

9

5 ikkala sferaga

1 . . .. .
0 tenglama orqgali berilgan konus tenglamasini tuzing.
x—y+z=

420. Uchi koordinatalar boshida, yasovchilari
(x +2) +(y-1*+ (z=3)= 9 sferaga urinuvchi konus tenglamasini
tuzing.

421. 4x* + 16y* + 8z° = 1 ellipsoidga x-2y+ 2z+ 17 = 0 tekis-
likka parallel qilib urinma o‘tkazilgan. Berilgan tekislik va urinma
orasidagi masofani toping va urinma tenglamasini tuzing.
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1V BOB. MATEMATIK ANALIZGA KIRISH

20 §. To‘plamlar va ular ustida amallar.

Hagiqiy sonlar to‘plami. Matematik belgilar.
To‘plam tushunchasi. To‘plam matematikaning boshlang‘ich,
ayni paylda muhim rushunchalaridan b1t Uni ixtiyorly tabiatli
narsalarning (predmetlarning) ma’lum belgilar bo‘yicha b.irlas.hmam
(majmuasi) sifatida tushuniladi. Masalan, Jja .
to*plami, bir nuqtadan o'tuvchi 10°g'TE chiziglar 10 plami,
¢ -5v+6=0 ftenglamaning ildizlari to*plami nkin
To'plamni tashkil etgan parsalar uning elementlari deyiladi.
Matematikada to‘plamlar bosh harflar bilan, ulaming elementlan
esa kichik harflar bilan belgilanadi. Masalan, 4,B.C - to‘plamlar,

a.h.c - ularning elementlari.
Ba’zan to‘plamlar ularni
yoziladi:

A={2.4,6,8.10, 12}.N ={12,3. O T B4 ={ ...,.2,-1,0.1',2,...}.. .
Agar a biror 4 to‘plamning elementi bo‘lsa: ae A kabi yozﬁalclh
va «a element A4 to‘plamga tegishli» deb o‘qiladi- Agar a shu

to*plamga tegishli bo*lmasa, uni 4 " A kabi yoziladi va <4 eliriner}t .j
to'plamga tegishli emas» deb o‘giladi. Masalan, yudor! agl
to‘plamda 10e 4.15¢ 4.

plamnda 108 1 topgan bo‘lsé ¥

Agar A chekli sondagi elemer}tlartdﬂ}n t;;hk‘l topgan
Cflin—fl;-’lll, 4;%%%; c%iiliﬁz{i?arﬁ?;lslzuq;c‘l’ﬁ f)‘tUVChi barcha to° g
Sefr o it st
siyatni P bilan belgilaymiz) €82 bo-‘la:rllgtg?plam quyidagicha .

Bunday xususiyatli elementlardan tuzilg
e 4| P} (yoki ba’zan {P\xeA})

ng clementlarini Kko'rsatish bilan

belgilanadi.
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m

meZ,neN}.
n

Masalan, ratsional sonlar: Q ={

1-ta’rif. 4 va B to‘plamlari berilgan bo‘lib, B to’plamning
barcha elementlari 4 to‘plamga tegishli bo‘lsa, B to*plam 4 ning
qismi (qismiy to‘plami) deyiladi va
Bc A (yoki Ao B)
kabi yoziladi (1-shakl).

A

1-shakl.

Yuqoridagi misollarda, 4 = N = Z munosabat o‘rinli.

Agar 4 to‘plam elementlari orasida P xususiyatli elementlar
bo‘lmasa, u holda

{xe4 | P}
bitta ham elementga ega bo'lmagan to‘plam bo‘lib, uni bo‘sh
to‘plam deyiladi. Bo‘sh to‘plam @ kabi belgilanadi. Masalan,
x*+x+1=0 tenglamaning haqiqiy ildizlaridan iborat 4 bo‘sh
to‘plam bo‘ladi:
@:{xe fo’+x+l=0}.

Har qanday A to‘plam uchun 4 4, @< 4 deb qarash mumkin.

Odatda, 4 to‘plamning barcha qismiy to‘plamlaridan iborat
to‘plam P(4) kabi belgilanadi. Masalan, 4={a,b,c} to‘plam uchun

P(A)={{a}’{b},{C},{a,b},{a,c},{b,c},{a,b,c},@}
bo‘ladi.

Chekli, » ta elementli to‘plamning barcha qism to‘plamlari
soni 2" ta bo‘ladi.

2-ta’rif. 4 va B to‘plamlari berilgan bo‘lib, 4c B, Bc 4

bo‘lsa, 4 va B bir biriga teng to‘plamlar deyiladi va 4=B kabi
yoziladi.
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Demak. 4=B tenglik 4 va B to‘plamlarning bir xil
elementlardan tashkil topganligini bildiradi.

To‘plamlar ustida amallar. Ikki 4 va B to‘plamlar berilgan
bo‘lsin.

3-ta’rif. 4 va B to‘plamlarning barcha elementlaridan tashkil
topgan E to‘plam 4 va B to‘plamlar yig‘indisi (birlashmasi)
deyiladi 4U B kabi belgilanadi (2-shakl):E=AUB.

Demak. bu holda ae 4UB dan aecd4, yoki aeB, yoki bir
vaqtda ac 4. ae B bo‘lishi kelib chiqadi.

AUB ANB
@
2-shakl. 3-shakl.

422. A={1; 2; 5; 8} va B={2; 4; 8; 10} to‘plamlarning
birlashmasini toping.

Yechish. Ta’rifga ko‘ra. 4UB={1;2; 4;5; 8; 10} bo‘ladi.

4-ta’rif. 4 va B to‘plamlamning barcha umumiy
elementlaridan tashkil topgan F to‘plam 4 va B to‘plamlar
ko‘paytmasi (kesishmasi) deyiladi va 4NB kabi belgilanadi (3-
shakl):F=4NB.

Demak, bu holda ae 4N 8 dan bir vaqtda ac 4, ae 8 bo‘lishi
kelib chigadi.

423. A={(1; 2; 5; 8} va B={2; 4; 8; 10} to‘plamlaming
kesishmasini toping.

Yechish. Ta’rifga ko‘ra, AnB={2; 8} bo‘ladi.

S-ta’rif. 4 to‘plamning B to‘plamga tegishli bo‘lmagan
barcha elementlaridan tashkil topgan G to‘plam 4 to‘plamdan B
to‘plamning ayirmasi deyiladi va 4\B kabi belgilanadi (4-shakl):
G=A4A\B
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4-shakl S-shakl

Demak, @€ 4\B dan ae 4, a¢ B bolishi kelib chigadi.

6-ta’rif. 4 to‘plamning B ga tegishli bo‘lmagan barcha
elementlaridan va B to‘plamning 4 ga tegishli bo‘lmagan barcha
elementlaridan tuzilgan to‘plam 4 va B to‘plamlaming simmetrik
ayirmasi deyiladi va 4AB kabi belgilanadi (5-shakl):

AAB=(A\B)U(B\ 4).

Demak, ae 4AB bo‘lishidan ae 4, aep yoki aeB, aed
bo‘lishi kelib chigadi.

424. A={1; 3; 5, 7, 9} vaB={4; 6, 7; 8; 9} to*plamlar berilgan.
A\ B, B\ 4, AAB to‘plamlarni toping.

Yechish. Yuqoridagi ta’riflardan, A\B={1; 3. 5}, B ={4;6;
8} ekani kelib chiqadi. Bundan  “#28={L3;5,0(4;6,8) ={1:3:4;5:6;8)
ekani kelib chiqadi.

7-ta’rif. Aytaylik, ae 4, acB bo'lsin. Barcha tartiblangan
(a,b) ko‘rinishidagi juftliklardan tuzilgan to‘plam 4 va B to‘plam-
larning dekart ko‘paytmasi deyiladi va Ax3 kabi belgilanadi.
Demak,

AxB={(a.b)|aeA,beB}_

Xususan, 4=B bo‘lganda Ax 4= 4" deb qaralad.

,425‘ A={4; 5; 7} va B={-1: 2; 3; 4) to‘plamlar berilgan
bo‘Isin. U. l'folda A va B (B va A) to‘plamlarning dekart
ko‘paytmasini toping.

Yechish. Ta’rifga ko‘ra
A><3={(4;—l),(4;2),(4;3),(4;4),(5;—1),(5;2).(5;3),(5;4).(7;-1 . :3),(7;4
Bx A={(=14),(-1;5),(-1;7),(2;4).(2:5).(2; 7),(3:4),(3;5), (3,7;’((12,((1?;))’( )}
(4,7)} bo‘ladi. T

8-ta’rif. Aytaylik, s va 4 to‘plamlar bep Gih.
bolsin. Ushb P berilgan bo'lib, <

S\A
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to‘plam 4 to‘plamni S ga to‘ldiruvchi to‘plam deyiladi va C4 yoki

Cy4 kabi belgilanadi:
CA=S\A.
Masalan, C,N={0,-1,-2,-3,..}. , .
To‘plamlar ustida bajariladigan amallarning ba’zi xossalarini
keltiramiz. ' .
A,B va D to‘plamlari berilgan bo‘lsin.
1) Ac B,Bc D bo‘lsa, 4c D bo‘ladi;
2) AUA=A4, An A= 4 bo‘ladi;
3) 4c B bo‘lsa, AUB=B, AnB=4 bo‘ladi;
4) AUB=BUA. AnB=Bn 4 bo‘ladi;
5) (4UB)UD=AU(BuUD),(AnB)nD=A4n(BND);
6) Ac S bo'lsa, AnCA=2; ‘
7) C(Au B)=CANCB, C(AnB)=CAUCB, bundadcS,BCS.
426. Ushbu (4\B)(B\4)=(4UB)\(4 N B) tenglikni isbotlang.
Yechish. ae (4\ B)U(B\ 4) bolsin.
U holda ae(4\B): ae 4, aeB
Yoki ae(B\ 4): aeB, ag A bo‘ladi.

Bundan esa ?€{(4VB),ag(4nB)
bo‘lib, a€(4YB)\(41 B) poejishi kelib chigadi.

Demak, (A\B)U(B\ A)c(AUB)\(4NB)

Aytaylik,a < (4U B)\(4N B) bo‘lsin. U holda

ac(AUB): ae A yoki acB,
ae¢(ANB):ag A, aeByokiac A,ae B yoki a¢ 4,a€B
bo‘ladi. Bundan esa a< 4\ B yoki ac B\A bo‘lib, ae(4\B)U(B} )
bo*lishi kelib chigadi. Demak, (4~ B)\(4nB)<(4\B)V(B\4),

Bu munosabatlardan talab gilingan tenglikning o‘rinli bo‘lishi
topiladi.

To‘plamlar ustida bajariladigan amallarni bayon etishda
to‘plamlamning ganday tabiatli elementlardan tuzilganligiga e’tibor
qilinmadi.

Aslida, keltirilgan amallar  biror universal to‘plam deb
ataluvchi to‘plamning qismiy to‘plamiari ustida bajariladi deb
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garaladi. Masalan, natural sonlar to‘plamlari ustida amallar
bajariladigan bo‘lsa, universal to‘plam sifatida barcha natural
sonlardan iborat ¥ to‘plamni olish mumkin.

Matematik belgilar. Matematikada tez-tez uchraydigan so‘z
va so‘z birikmalari o‘rnida maxsus belgilar ishlatiladi. Ulardan
muhimlarini keltiramiz:

1) «agar ... bo‘lsa, u holda ... bo‘ladi» iborasi «=» belgi orqali
yoziladi;

2) ikki iboraning ekvivalentligi ushbu «<» belgi orqali
yoziladi;

3) «har qanday», «ixtiyoriy», «barchasi uchun» so‘zlari o‘rniga
«V » belgi ishlatiladi;

4) «mavjudki», «topiladiki» so‘zlari o‘rniga «3» mavjudlik
belgisi ishlatiladi.

Hagigiy somlar va ularning to‘plami. Cheksiz davriy
bo‘lmagan o‘nli kasr bilan ifodalanadigan son irratsional son

deyiladi. Uni -""T (mnez, neN) ko‘rinishida yozib bo‘lmaydi.
Ratsional va irratsional sonlar umumiy nom bilan haqigiy son
deyiladi. Barcha haqiqiy sonlar to‘plami R harfi bilan belgilanadi.

Aytaylik, E={x} biror haqigiy sonlar to‘plami bo‘lsin: EcR.
Agar

IMeRNVxeE:xsM
(BmeR,Ver:me)

bo‘lsa, £ to‘plam yuqeridan (quyidan) chegaralangan deyiladi.
Agar E to‘plam ham yuqoridan, ham quyidan chegaralangan bo‘lsa,
E chegaralangan to‘plam deyiladi.

Agar

1) VxeE : xsa ;

2) Ve>0,3x,€E : x,>a-¢
bo‘lsa,

a=supE = sup{x}
son E to‘plamning aniq yuqori chegarasi deyiladi.
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Agar

1) vxeE : x28;

2) Ve>0,3A,€E : x,<B+¢
bo‘lsa,

B=inf E=inf{x . . .
son E to‘plamnin{g} aniq quyi chegarasi deyilad}- Quyidagicha
to‘plamlarni qaraylik. Ushbu to‘plamlar
{xe Rla<x<b}=[a,b]- segment yoki kesma;

{x €Rla<x< b} =(a,b)- interval;

{x € Rl asx< b}

{xe R| a<xsb}
deb ataladi.

427 . Ushbu E={x= L :neN}
n+4

=[a,b)- yarim interval;
=(a,b]- yarim interval

to‘plamning aniq yuqori hamda aniq quyi chegarasi topilsin.
Yechish. Ravshanki, vne ¥ uchun 0< n,"+ 7

bo‘ladi. Demak, berilgan to‘plam chegaralangan. Oxirgi
munosabatdan Vx e E uchun x= "' <1 bolishi kelib chiqadi.

<1

n’+4
V&>0 sonni (0<£<1) olib, Eto‘plamda, uning
2 4{1-¢
X,=—a—, n> 4(1-2)
n+4 €

2

elementi qaralsa, uning uchun —- [>1-¢ tengsizlik bajariladi.
n +
Chunki

2

n,+4>1—e=n’>n‘+4—n’s—4s=>n’s>4(l-s)=>

:’lZ;Mﬁ"> M
& V &

3
munosabatlardan topamiz: SupE = Sup{_x =~ T :neN{=1.

44

nz

Xuddi shunga o‘xshash inf E = inf{x =———:ne N} =0 bo‘ladi.

n"+4
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428. Quyidagi to‘plamlarni elementlari orqali yozing.

1) A={xlxeN,x<6} ;

2) A={x,er,—7Sx<2};

3) 4={x|xeN,x<30,x—tubson; ;

4) 4={x|xeN,48 ning bo‘luvchisi};

5) A={xlxez, 2x1—5x+2 =0} ;

6) 4={x|xcQ, 2x*-sx+2=0};

7) A={x,xc—:R, x*-x-650}.

429. O‘quv markazida 100 ta talabadan, 70 tasi ingliz tilini, 45
tasi fransuz tilini, 23 tasi har ikki tilni biladi. Nechta talaba na ingliz
tilini, na fransuz tilini biladi?

430. Agar 4={2,3,5,8,13}, B={5.9.13,17} bo‘lsa, quyidagi top-

.. . _1)AUB 2)ANB 3)A\B 4)B\4
lamlani toping: 5)AAB  6)AxB T)BxA 8)BxB
431. Agar C={1,3,5,7,9}, D={3,6,9,12} bo‘lsa. quyidagi to‘plam-
.. . _1)CuD 2)CAD 3)C\D 4)D\C
larni toping: .\, 6)cxD 7)DxC 8)DxD

432. Agar A4=[L4],B=[25] bo‘lsa, quyidagi to‘plamlarni
1)AUB 2)ANB 3)A\B 4)B\ 4
toping: 5)AAB  6)AxB T)BxA 8)BxB

433. Agar C=[35),D=(47] bo‘lsa. quyidagi to‘plamlarni
. 1)CuD 2)CAD 3)C\D 4)D\C
toping: 5)CAD 6)CxD T7)DxC 8)Dx D
434. A={ab,cd} to‘plamning barcha gism to‘plamlarini
tuzing. : , : . :
435. To‘plamning aniq yuqori va aniq quyi chegaralarin
toping.
l)A:{x]xeR,|x+2|<5};
2)A={x|xe R |x-2|<2};
3)4={xxe R 25| +1|<5}.
436*. Quyidagilarni isbotlang:
DAn(4vuB)=4;
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2)A\(B\C)=(A\B)U(ANC); ‘ )
3)n(A U B) = n(A)+n(B)-n(ANB), bunda n(.4) — A to‘plamning
elementlari soni.

21 §. Sonli ketma-Kketliklar. Ketma-ketlik l.imiti.
Yagqinlashuvchi ketma-ketlik xossalari.

Sonlar ketma-ketligi tushunchasi. Har bir natural 7z songa
biror haqiqiy *, sonini mos qo‘yuvchi
fin-ox,, (n=123,..) ()]
akslantirishni qaraymiz.
1-ta’rif. 1- akslantirishning akslaridan iborat ushbu )
X)s Xay X35 weey Xy oo ( )
to‘plam somlar ketma-ketligi deyiladi. Uni {x,} yoki % kabi
belgilanadi. L
x,(n=1,2,3,...) sonlar (2) ketma-ketlikning hadlari deyiladi.
Masalan,

1) x,,=l: I,l,l,..
n 23

2)x, =(=D": =L 1, -1 ...(=D",...
3) x, =%n: 1. V2, 3, ... %n, ...
4) xp=1: 111, .. L.

5) 03:0.33; 0,333;..;0,333..3; ... .

n Ta
lar sonlar ketma-ketliklaridir.
Biror {x,} ketma-ketlik berilgan bo‘lsin. .
2-ta’rif. Agar shunday o‘zgarmas M soni mavjud bo‘lsa,kl.,
ixtiyoriy x,(n=1,2,3,...) uchun x,<M tengsizlik bajarilsa (ya'n
IM,VneN:x, <M bo'lsa), {*,} ketma-ketlik yuqoridan chega-
ralangan deyiladi. -
Zig-ta’rit?.,1 Agar shunday o‘zgarmas m soni mavjud bo‘ls?k},
ixtiyoriy x,(n=1,2,3,..) uchun x,2m tengsizlik bajarilsa (ya’'ny,
Im VneN:x,>m bo'lsa), {x,} ketma-ketlik quyidan chegara-
langan deyiladi.

.y )

S |-
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4-ta’rif. Agar {x,} ketma-ketlik ham yuqoridan, ham quyidan
chegaralangan bo‘lsa (ya’ni 3m, M, VneN: m<x,<M bo’lsa), {x,}
ketma-ketlik chegaralangan deyiladi.
437. Ushbu «x,=
4+n

chegaralangaiiligi isbotlansin.

Yechish. Ravshanki, vne N uchun x, = Z +"n
bo‘ladi. Demak, qaralayotgan ketma-ketlik quyidan chegaralangan.
Ma’lumki,0 < (n-2)* =n® —4n+4 bo‘lib, undan 4n<4+n’ ya'ni,

n_1
4+n® 4
bo‘lishi kelib chigadi. Bu esa berilgan ketma-ketlikning yuqoridan
chegaralanganligini bildiradi. Demak, ketma-ketlik chegaralangan
S-ta’rif. Agar{x,} ketma-ketlik uchun
VMeR, AnpeN: x, >M
bo‘lsa, ketma-ketlik yuqoridan chegaralanmagan deyiladi.

Sonlar ketma-ketligining limiti. Aytaylik, ae R son hamda
ixtiyoriy musbat & son berilgan bo‘lsin.

6-ta’rif. Ushbu

U (a)={xeRla-e<x<a+e}=(a—¢, a+¢)
to‘plam a nuqtaning £ —atrofi deyiladi.

Faraz qilaylik {x,} ketma-ketlik va @eR soni berilgan
bo‘lsin.

7-ta’rif. Agar ixtiyoriy £>0 son olinganda ham shunday #,
natural soni mavjud bo‘lsaki, 7> n, tengsizlikni qanoatlantiruvchi
barcha natural sonlar uchun

| X, — a| <g 3)
tengsizlik bajarilsa, (ya'ni Ve>0. I eN,Vn>ny:|x,-ale
bo‘lsa), a son {x,} ketma-Ketlikning limiti deyiladi va a=lim x,

yoki n—=>o da x, »a kabi belgilanadi.

Yugorida keltirilgan ta’riflardan ko'rinadiki ¢ ixtiyoriy musbat
son bo‘lib, natural », soni esa £ ga va qaralayotgan ketma-ketlikka
bog‘liq ravishda topiladi.

(n=12.3,...) ketma-ketlikning

2

7 >0
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438. Ushbu x =) (n=123..) ketma-ketlikning limiti 0
n . .
ga teng bo‘lishi isbotlansin.

Yechish. Ravshanki, ——0

-1 bo‘lib, -’l; <e(¢>0) tengsizlik

n
barcha > bo‘lganda o'rinli. Bu holda n, = Hn deyilsa, (lal-a

sonidan katta bo‘lmagan uning butun gismi), unda Vn>n, uchun

!
~=0
n

<& bo‘ladi. Ta’rifga binoan lim %:0.

439. Ushbu x, =

teng bo‘lishi 1sbot1ansm
Yechish. Ixtiyoriy £ >0 son olamiz. So‘ng ushbu |x, —-][<£

tengsizlikni qaraymiz. Ravshanki, |x,-1j=

(n_1,2,3 ..) ketma-ketlikning limiti 1 ga

=2 Unda yuqo-

n+l

ridagi tengsizlik ﬁ<a ko‘rinishga keladi. Keyingi tengsizlikdan

S

n+l

n> %—1 bo‘lishi kelib chigadi. Demak, limit ta’rifidagi n, € N
sifatida », = [{;—I}H olinsa (>0 ga ko‘ra n, e N topilib), Vn>n

uchun |x, - I} <& bo‘ladi. Bu esa ,!iinw;'%:l bo‘lishini bildiradi.

440. Ushbu x, =(-1)" (n=12,3,...)
ketma-ketlikning limiti mavjud emasligi isbotlansin.

Yechish. Teskarisini faraz gilaylik. Bu ketma-ketlik o limit-
ga ega bo‘lsin. Unda ta’rifga binoan,

Ve>0, IngeN, Vn>n,: {(-1)" —al<e
bo‘ladi. Ravshanki, » juft bo‘lganda |l-d<s, n toq bo‘lganda
|(-1)-a|<e, ya'ni |1+a|<e bo‘ladi. Bu tengsizliklardan foydalanib
topamiz:
25 (l-a)+(1+a)|dl-a|+|l-al<2e.

Bu tengsizlik £>1 bo‘lgandagina o‘rinli. Bunday vaziyat &>0
sonining ixtiyoriy bo‘lishiga zid. Demak, ketma-ketlik limitga €g2
emas. :
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8-ta’rif. Agar {x,} ketma-ketlik chekli limitga ega bo‘lsa. u
Yaqinlashuvchi ketma-ketlik deyiladi.

Yagqinlashuvchi ketma-Kketlikning xossalari

1-teorema. Agar {x} ketma-ketlik limitga ega bo‘lsa. u
yagona bo‘ladi.

2-teorema. {x, ketma-ketlik  yaqinlashuyvchi bo‘lsa, u
chegaralangan bo‘ladj.

3-teorema. Agar {x,} ketma-ketlik yaqinlashuvchi va
imx, =a bo‘lib, a>p (@<g) bo‘lsa, u holda shunday »n,en

topiladiki, vn > 5, bo‘lganda x, > p (x, <q)bo‘ladi.

4-teorema. Agar {x.} va {z,} ketma-ketlik yaqinlashuvchi
bo‘lib,

1) limx,,:a, ﬁrn,z"=a

2) VneN uchun x,<y,<z,
bo‘lsa, u holda {».} ketma-ketlik yaginlashuvchi va limy, =a
bo‘ladi. .

S-teorema. Aytaylik, {x,} va {), | ketma-ketliklari berilgan
bo“lib,

limx, =q, limy, =b,  (aer, beR)

n—wm N—pauy
bo‘Isin. U holda » - o da(cx,)>cou:
X, +Y, >a+b; X, ¥, > ab: \——>;—I (6=0), ya’ni
."u 4

bo‘ladi.
Monoton ketma-Kketlik tushunchasi,
Aytaylik, {x,)
Xis Xypeny X, . “4)
ketma-ketlik berilgan bo‘lsin.
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9-ta’rif. Agar (4) ketma-ketlikda VvneN uchun  x, $Xuu
tengsizlik bajarilsa. {x,} o‘suvchi ketma-ketlik deyiladi. Agar 4
ketma-ketlikda vneN uchun x, <X tengsizlik bajarilsa, {x.}
qat’iy o‘suvchi ketma-ketlik deyiladi.

10-ta’rif. Agar (4) ketma-ketlikda VneN uchun X, 2 %pa
tengsizlik bajarilsa. {x,} kamayuvchi ketma-ketlik deyiladi. Agar
(1) ketma-ketlikda vneN uchun x,>Xu tengsizlik bajarilsa, {x.}
qat’iy kamayuvchi Kketma-ketlik deyiladi.

441. Ushbu x, =250 230 2,

n 172 3

ketma-ketlik gat’iy kamayuvchi ketma-ketlik bo*lishini ko‘rsating.

Yechish. Hagigatdan ham, berilgan ketma-ketlik uchun

~_n+l n+2
Xy = Npa T
n n+l
~13 o) -
bo'lib, vrne N uchun x,., -x =i+_;—i'-+—l=————l——<0
" n= 1 o nln+D

bo'ladi. Unda x,., <x, bo‘lishi kelib chigadi. Bu esa garalayotgan
ketma-ketlikning qat’iy kamayuvehi bo*lishini bildiradi.

O-suvchi hamda kamayuvchi ketma-ketliklar umumiy nom
bilan monoton ketma-ketliklar deyiladi.

442. Ushbu s =—"— (=123
n-+1

o‘suvchi ekanligi isbotlansin.
Yechish. Bu ketma-ketlikning

ketma-ketlikning qat’iy

n—hamda (n+D- hadlari

uchun
2 2 1
x,'= :7 ::l— ’] ,x",l=__(£i£l——=“'—" 2
n+1 Al () Al (n+1)7+1
bo‘ladi. Ravshanki, LI _1_ .Shu tengsizlikni e’tiborga olib,
(n+l)”

topamiz:

Lsd =1 ! - ——"] =X, DEmaks vne N UChun ¥a < Fnets

—(n+l)3+l> n+1 ) .
Bu esa qaralayotgan ketma-ketlikning gat’iy o‘suvehi borlishint
bildiradi.

6-teorema. Agar {x,} ketma-ketlik

1) o‘suvchi,
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2) yuqoridan chegaralangan bo‘lsa, u chekli limitga ega
bo‘ladi. :
7-teorema. Agar {x,}ketma-ketlik

1) kamayuvchi,
2) quyidan chegaralangan bo‘lsa, u chekli limitga ega bo‘ladi.
8-teorema. ’1111&(1 +-'l;) =e. )

Ushbu limit 2-ajoyib limit deb ataladi. Bu ¢ soni irratsional son
bo‘lib, e=2,718281828459045...bo‘ladi.

443. Quyidagi limitni toping: m(z;:]) .

Yechish. 2-ajoyib limitdan foydalanib quyidagini topamiz:

n n 2,,.1
lim(2"+l) =lim(1+;1-) =lim(l+2—ln) ? , 2n=k deb belgilash kiritsak,

n—p0 2n n—o n n—
-
n k\2 1
Ihn(2n+l) - um(1+l) =e* =z bo‘ladi.
noo\  2n ko k

Ketma-ketlikning quyi hamda yuqori limitlari. {x,} ketma-
ketlik berilgan bo‘lsin. Bu ketma-ketlikning qismiy ketma-
ketligining limiti {x,} ning gismiy limiti deyiladi.

11-ta’rif. {x,} ketma-ketlik qismiy limitlarining eng kattasi
berilgan ketma-ketlikning yuqori limiti deyiladi va  lim x, kabi
belgilanadi.

{x,} ketma-ketlik qismiy limitlarining eng kichigi berilgan
ketma-ketlikning quyi limiti deyiladi va lim x, kabi belgilanadi.

Masalan, ushbu {x,}:1,2,3,1,2,3.1, 2, 3,... ketma-ketlikning
 yuqori limiti i x, =3, quyi limiti esa lin x, = 1bo‘ladi.

Umuman, {x,} ketma-ketlikning quyi hamda yuqori limitlari
quyidagicha ham Kkiritilishi mumkin.
9-teorema. {x,} ketma-ketlik ¢ limitga ega bo‘lishi uchun

limx, =limx,=C

n—»o n—ra

bo‘lishi zarur va yetarlidir.
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444. Quyidagi ketma-ketliklarning dastlabki 5 ta hadini
yozing:

1) x, =3, 2) x, =(-1)" +1;
3) x, =BLI; 4) x, =cos 2 ;
n 2
5)x,=n"-2n+3; 6) x,,=;]l-'-;
7) %= 3aes 8) x,=.(-1';
L:|2 k=)

9) x,=0. x,=1. x,.,=x,+x,, -Fibonachchi ketma-ketligi.
445. Quyidagi ketma-ketliklaming umumiy hadi formulasini
yozing.

3) §%%% 4) 2,1%,1%,113,1%,... ;
5) -LL,-LL... ; 6) 2,4.2,4,2,4,... ;
1
7) -2,5.-10,17,-26.... ; 8) %%%ﬁ ;
) 3o e 10) 1‘5355%

446. Quyidagi ketma-ketliklardan qaysilari ~quyidan
chegaralangan, yuqgoridan chegaralangan, chegaralangan, o‘suvchi,
kamayuvchi bo‘lishini aniglang.

- = .

l)ln n, 2) xn n+l’

1Y . an

3) X =(_5] N 4) X, =COS—2- S

2

5) x,=—n’ +2n; 6) x"=£z—t—l;
7 x,=(-2)"; 8) x,=27";
9) x, =" ; 10) 5, =22

447. Quyidagi x, ketma-ketliklaming limiti a ekani ta’rif
yordamida ko‘rsatilsin.
3n+1

n+1
1)xn=7’a=l; z)xn=_n___5’a=3;
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) n+|
3)x=2022 ,_2. 4)x-33",a=3.

5n+2 5°
448. Quyidagi ketma — ketliklarning limitlarin; toping.
l)hm n- 3 2) llm n _2'7+5 .
H=6n+l =2t 2 47
n-n+3 7’ —~100n+5
lim——"1° . 4) lim 2201 +5 |
3) lim——> R )n'-"~1100n2—2n+1’
(n+5)* 6) 1 ( 5 2.
S)nloﬂl_s’f ? )"LTJ n-3 3n—lJ’

7) ’l'i_ﬂ(\/9nz_+n—3n); 8) lim(\/3 " -4 —n)'
9) lim V2n ; 10) |.ml°”\‘\ Vr+2 :
. 3n++3n+3n Van® +3 —p

11) lim

. 12) nm(L 2 AJ

2422 4 1P 1-3 3.5 (2n-1) 2n+])

n - n+l
13) um(”—’f:); 14) lim 2”+3)
n—wx n-—
. (n=1Y"" =1y .
15) lafz(m] ; 16) ,',':2[ ) ;
17) ym;:;; ; 18%%) lim el U

22 §. Funksiya tushunchasi. Elementar funksiyalar sinf;.

Funksiya ta’rifi, berilish usullari
Aytaylik, XcR,YcR to‘plamlar berilgan bo- lib, x va

o‘zgaruvchilar mos ravishda shu to‘plamlarda o Zgarsin: xex,
€Y,

g 1-ta’rif. Agar X to‘plamdagi har bll'.x songa biror s qoidaga

ko‘ra ¥ to‘plamdan bitta y son mOS'QO‘.yllgan bolsa, X to‘plamda

funksiya berilgan (aniglangan) deyl'ladn Va f:ix>y yoki y= (%)

kabi belgilanadi. Bunda X - funksiyaning aniqlanish to‘plami

(sohasi), v - funksiyaning o‘zgarish to‘plamj (sohasi) deyiladi.
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x- erkli o‘zgaruvchi yoki funksiya arglfme.nti, y esa erksiz
o‘zgaruvchi yoki funksiyaning giymati deyiladi. .

449, X = (—w,+o). ¥ =(0,+®) bo'lib, s qoida f:x=>Y=% +1

bo‘lsin. Bu holda har bir xe X ga bitta »*+1€Y moOS qO‘.Ylhba
y= x> +1
funksiyaga ega bo‘lamiz. . .

450, Har bir ratsional songa 1 ni, har bir irratsional songe}(? ni
mos qo‘yish natijasida funksiya hosil bo‘ladi. Odatda, bu Dirixle
funksiyasi deyilib, u D(x) kabi belgilanadi:

1, agar x ratsional son bo'lsa,
D(x)= {0 , agar x irratsionalson bo'lsa.

Shunday gilib, y= f(x) funksiya uchta: X to‘plam, ¥ 'C.O‘Pljc\m
va har bir xeXx ga bitta yeY ni mos go‘yuvchi f qoidaning
berilishi bilan aniglanar ekan. .

Tekislikda dekart koordinatalar sistemasini olamiz. Tekislikda-
ai (x,f(x)) nuqtalardan iborat ushbu {(x/))}={(x f@)|xeX. ST}
to‘plam y = f(x) funksiyaning grafigi deyiladi.

Masalan,

y=x*-1 (rex=[-2,2])
funksiyaning grafigi 6-shaklda tasvirlangan.

?

-1 0/ x

6-shakl.

Funksiya ta’rifidagi / qoida turlicha bo‘lishi mumkin. _

a) Ko‘pincha x va y o‘zgaruvchilar orasidagi bogqm}lfh
formulalar yordamida ifodalanadi. Bu funksiyaning analitik
usulda berilishi deyiladi. Masalan, y =V1-%* .
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b) Ba’zi hollarda xex, veY o‘zgaruvchilar orasidagi
bog*lanish jadval orqali bo‘lishi mumkin. Masalan, kun davomida
havo haroratini kuzatganimizda, +, vaqtda havo harorati 7; , ., vaqtda
havo harorati 7, va hk. bo‘lsin. Natijada quyidagi jadval hosil
bo‘ladi.

t— vaqt 5 ’ 1 1,
T— harorat |7, 7, T Ty
Bu jadval 7 vaqt bilan havo harorati 7 orasidagi bog‘lanishni
ifodalaydi, bunda r-argument, T esa ¢+ ning funksiyasi bo‘lad;.
¢) x va y o‘zgaruvchilar orasidagi bog‘lanish tekislikda biror

egri chiziq orqali ham ifodalanishi mumkin (7-shakl).

7-shakl.

Masalan, 7-shaklda tasvirlangan L egri chiziq berilgan bo‘Isin.
Aytaylik, [a,5] segmentdagi har bir nuqtadan o‘tkazilgan perpen-
dikulyar L chizigni faqat bitta nuqtada kessin. Vxe[a,b] nugtadan
perpendikulyar chigarib, uning L chiziq bilan kesishish nuqtasini
topamiz. Olingan » nuqtaga kesishish nuqtasining ordinatas; y ni
mos qo‘yamiz. Natijada har bir xe[«,5] ga bitta y mog qo‘yilib,
funksiya hosil bo‘ladi. Bunda x bilan y orasidagi bog*lanishni

berilgan L egri chiziq bajaradi. o
Funksiyaning chegaralanganligi. s(x) funksiya x <z to‘p-

lamda berilgan bo‘Isin. .
2-ta’rif. Agar shunday o‘zgarmas M soni topilsaki, vxe x

uchun f(x)sM tengsizlik bajarilsa, /(x) funksiya X to‘plamda
yuqgoridan chegaralangan deyiladi. Agar shunday 0‘zgarmas m
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soni topilsaki, Vx€X uchun f(x)2m tengsizlik.baj.anlsa, fix)
funksiya X to‘plamda quyidan chegaralangan deyiladi. }
3-ta’rif. Agar [ (x) funksiya X to‘plamda ham yuqondtm, ham
quyidan chegaralangan bo'lsa, f(x) funksiya X to‘plamda
chegaralangan deyiladi. o
451. Ushbu f(x)_—.l""cz funksiyani chega_ralanganllglm ko‘r-

1+ x?

sating. ) ‘
Yechish. Ravshanki, VxeR da f()=1rg>0- Demak, beril-

1+x* .
gan funksiya R da quyidan chegaralangan. Ay paytda, f (x)
funksiya uchun

2 2
X

+ X <1+
1+x* 1+x

f(x)=

4 4

1+x

bo‘ladi. Endi ,

x 1-
0<(x* -1 =x'-2x"+1 = ax<xt+l = Fﬁs—i

bo‘lishini e’tiborga olib, topamiz: f(x)<1 +]§=%. .
Bu esa f(x) funksiyaning yuqoridan chegaralanganligini
bildiradi. Demak, berilgan funksiya R da chegaralangan.
4-ta’rif. Agar har gqanday M >0 son olinganda ham shunday
x,€ X nuqta topilsaki, f(x,)> M tengsizlik bajarils(;’ f(x) funksiya
X to‘plamda yuqoridan chegaralanmagan deyila i. )
II;avriy i}"::ksiyalar. ;fft va toq %unksiyalar- f(x) funksiya
X c R to‘plamda berilgan bo‘lsin. )
S-ta’rif. Agar shunday o‘zgarmas T (r+0) son mavjud
bo‘lsaki, Vxe X uchun
1) x-TeX,x+TeX
2) S(x+T)=1(x) . : .
bo‘lsa, f(x) davriy funksiya deyiladi, T son esa / (x) fanksiyaning
davri deyiladi. _
Masalan, f(x)=sinx, f(x)=cosx funksiyalar daviiy funksiyalar
bo‘lib, ularning davri 27 ga, f(x)=1g%, f(x)=ctgx funks:yalamn?g
davri esa 7 ga teng.
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Aytaylik, v xe x (X =R) uchun — xe X bo‘lsin,

6-ta’rif, Agar Vxe x uchun 7(-x)= /(%) tenglik bajarilsa, r(x)
juft funksiya deyiladi. Agar Vxex uchun s( x)=~71(x) tenglik
bajarilsa, Sx) toq funksiya deyiladi.

Masalan, Fx)=x2 4] juft funksiya, Sx)=x 4 x esa toq

Monoton funksiyalay. Faraz qilaylik, f(x) funksiya x < p
to‘plamda berilgan bo‘Isin.

T-ta’rif, Agar vx xcx uchun x, <, bo‘lganda Sx)< 7(x,)
tengsizlik bajarilsa, f (x) funksiya y to‘plamda o‘suvchij deyiladi.

8-ta’rif, Agar Vx.xeX uchun % <x, bo‘lganda S0q)z 7(x,)
tengsizlik bajarilsa, S(x) funksiya y to‘plamda kamayuvchj
deyiladi.

O°‘suvchj hamda kamayuvchij funksiyalar umumiy nom bjjap
monoton funksiyalar deyiladi.

452. Ushbu f(zjo_* funksiyaning Y=[1.+) to‘plamda

1+ x?
kamayuvch; ekanligi isbotlansin,
Yechish. [1,+=) da ixtiyoriy x, va *: huqtalarni olib, », <x,
bo‘lsin deylik. Unda
‘ X X, X +XxT —x, — x?
f(xj)_f(xz)=¢"@: : (l-:xh,z)(l ;x::')z =
X —x, +x, "X (x, —x,)___ (x, —%)(1 -, "X,)
I+ xbHa + x2) A+ x7)(1 + 42)
bo‘ladi. Keyingi tenglikda »x, TR<0, d-x .y, <o
bo‘lishinj e’tiborga olib, f(x)- 1 (x:)>0 ya'pi. S0)> f(x,) ekaninj
topamiz, Demak, x, <% = fy)s 7(x,).
Teskari funksiya, Murakkap funksiyalar, , - S(x) funksiya

X <R to‘plamda berilgan bo‘lib, by ﬁ.lnksiyaning qiymatlaridan
iborat to ‘plam

Y, ={f(x)1xeX}
bo‘Isin.
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Faraz gilaylik, biror qoidaga ko‘ra Y, to‘plamdan olingan har
bir y ga X to‘plamdagi bitta x mos qo‘yilgan bo‘lsin. Bunday moslik
natijasida funksiya hosil bo‘ladi. Odatda, bu funksiya y=s(x) ga
nisbatan teskari funksiya deyiladi va x=f ~(») kabi belgilanadi.

Masalan, y=%x+1 funksiyaga nisbatan teskari funksiya

x=2y-1 bo‘ladi. .

Yugqorida aytilganlardan y=f(x) da x argument, y €sa x niig
funksiyasi, teskari x= f "'(y) funksiyada y argument, x €52y ning
funksiyasi bo‘lishi ko‘rinadi. . L

Aytaylik, v, to‘plamda u=F() funksiya berilgan 'bo Isin.
Natijada X to*plamdan olingan har bir x ga ¥, to‘plamda bitta y:

fixoy =fG)
va ¥, to‘plamdagi bunday y songa bitta u :
F:y—ou w=F(®) )

son mos qo‘yiladi. Demak. X to‘plamdan olingan haf bir x songa
bitta » son mos qo‘yilib, yangi funksiya hosil bo‘lac.ll: u=F(f(x)).
Odatda bunday funksiya murakkab funksiya deyi.ladl. .

Elementar funksiyalar. Elementar fun}<51ya1§r kitobxonga
o‘rta maktab matematika kursidan ma’lum. Biz quy}da elementar
funksiyalar haqidagi asosiy ma’lumotlarni bayon etamiz.

1. Butun ratsional funksiyalar.

Ushbu ‘ )

y=a, +a,.1r+a2x2 Fo4a X7 Hax o

ko‘rinishdagi funksiya butun ratsional ﬁmksiy? deyiladi. B?ngz
a4y @,,....a,— O‘zgarmas sonlar, neN. Bu funksiya R=(= *+®
aniglangan. . )

Butun ratsiohal funksiyaning ba’zi Xususiy hollari:

a) Chizigli funksiya. Bu funksiya

y=ac+b (a=0)

ko‘rinishga ega, bunda a,b 0°zgarmas sonlar. ‘

Chigiqlig funksiya (—o, +%) da aniqlal?gan_ a_>0 l’{° lt%fnds
o‘suvchi, a<0 bo‘lganda kamayuvchi, grafigi tekislikdagi g
chiziqdan iborat.
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b) Kvadrat funksiya. Bu funksiya
V=ax®+bx+c (a=0)
ko‘rinishga ega, bunda «, 4, ¢ — 0‘zgarmas sonlar.
Kvadrat funksiya R da aniglangan bo‘lib, uning grafigi
parabolani ifodalaydi.
2. Kasr ratsional funksiyalar. Ushbu
,_ G tax+ a,x* +..+a,x"
.7 by +byx+byx? +ot b, x"
ko‘rinishdagi funksiya kasr ratsional funksiya deyiladi. Bunda
ay, ay,....a, va by, b,...b, lar o‘zgarmas sonlar ne N, menN. Bu

funksiya

X = (-0, +0) \ {x]b, +bx+...+ b, x" =0}
to‘plamda aniglangan.
Kasr ratsional funksiyaning ba’zi xususiy hollari:
a) Teskari proportsional bog‘lanish. U

y=g (x20 a=const)

X
ko‘rinishga ega. Bu funksiya
X =(-0,0) U (0,+00) = R\ {0}
to‘plamda aniqlangan, toq funksiya, « ning ishorasiga qarab
funksiya (-, 0) va (0, +) oraliglarning har birida kamayuvchi yoki
o‘suvchi bo‘ladi.
b) Kasr chizigli funksiya. U ushbu

ax+b

cx+d
ko‘rinishga ega. Uning grafigini y=% funksiya grafigi yordamida
chizish mumkin.

3. Darajali funksiya. Ushbu

y=x, (x=0)
ko‘rinishdagi funksiya darajali funksiya deyiladi.

Bu funksiyaning aniqlanish to‘plami « ga bog‘liq. Darajali
funksiya a>0, bo‘lganda (0, +x) da o'suvchi. a<0 bo‘lganda
kamayuvchi bo‘ladi. y=x“ funksiya grafigi tekislikning (0,0) va
(1,1) nugtalaridan o‘tadi.
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4. Ko‘rsatkichli funksiya. Ushbu
y=a"
ko'rinishdagi funksiya ko‘rsatkichli funksiya deyiladi. Bunda a<®,
a>0, a=1. Ko‘rsatkichli funksiya (-, +) aniglangan, vxeR da
a*>0: a>1 bo‘lganda o‘suvchi; 0<a<l bo‘lganda kamayuvchi
bo*ladi.

Xususan, a=e bo‘lsa, matematikada muhim rol o‘ynaydigan
y=e¢" funksiya hosil bo‘ladi.

Ko'rsatkichli funksiyaning grafigi ox o‘qidan yuqorida
joylashgan va tekislikning (0,1) nuqtasidan o‘tadi.

5. Logarifmik funksiya. Ushbu

y=log, x
ko‘rinishdagi funksiya logarifmik funksiya deyiladi. Bunda >0,
a#l.

Logarifmik funksiya (0, +) da aniqlangan, y=a* funksiyaga
nisbatan teskari; a>1 bo‘lganda o‘suvchi, 0<a<1 bo‘lganda
kamayuvchi bo‘ladi.

Logarifmik funksiyaning grafigi Oy o‘qining o‘ng tomonida
joylashgan va tekislikning (1,0) nuqtasidan o‘tadi.

6. Trigonometrik funksiyalar. Ushbu

y=sinx, y=cosx, y=Igx, y=CIgx,

1 1
secx = , cosecx =-—T——
cosx simx

funksiyalar trigonometrik funksiyalar deyiladi.

7. Teskari trigonometrik funksiyalar.

Ushbu y=arcsinx, y=arccosx, y=arctge, v=arccigc funksi-
yalar teskari trigonometrik funksiyalar deyiladi.

8. Giperbolik funksiyalar. Ko‘rsatkichli y=e” funksiya
yordamida tuzilgan ushbu

e -e e +e
shx = , chx=

doe=Cm =S
2 e’ e -¢e*

funksiyalar giperbolik (mos ravishda giperbolik sinus, giperbolik
Kosinus, giperbolik tangens, giperbolik kotangens) funksiyalar

deyiladi.
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453. Quyidagi funksiyalarning aniqlanish sohasini toping.

1) y=lnx+2; 2) y=v9-x* +L];
x—
3) y=arcsin2x ; 4) y=+sinx +V16-x*;
5) y=arccosi%; 6) y =arccoscosx .
454. Quyidagi funksiyalarning qiymatlar sohasini toping.
1) y=3x*-12x+13; 2) y=4-3sin2x;
3) y=rnaretgx; 4) y=-A-x+3;
5) y=4775; 6) y=Incos’4x—1.
455. Quyidagi funksiyalarning juft — toqligini aniglang.
1)y='—§-'; 2) y=x°—2x*;
3) y=4xcosx; 4) y=2"+1;
5) y=x*sin3x; 6) y=£ ="

2
456. Quyidagi funksiyalar davriy bo‘ladimi? Mavjud bo‘lsa,
eng kichik musbat davrini toping.

1) y=cos%; 2) y=sin3x+ctg2x;

3) y=sin3xcos3x; 4) y=cosx’;

5) y=[sin2x]; 6) y=arcigigx.

457. Quyidagi berilgan funksiyalar uchun s(f(x)).g(f(x). f(g(x))
murakkab funksiyalarni toping.

1) fx)=%x%, gx)=x~-1; 2) f(x)= x|, g(x)=cosx.

458. Quyidagi funksiyalardan qaysilarining teskari funksiyalari
mavjud? Agar teskari funksiyalari mavjud bo‘lsa, teskari
funksiyalarini toping.

1) y=x; 2) y=2x'+5; 3) y=2x7+15
o —x?, x <0,
=1 l 2): - . )=
4) y=1+Ig(x+2); S)y T 6) 3 {Zx,xZO.

459. Quyidagi funksiyalarni monotonlikka va chegara-
langanlikka tekshiring.

¢+ 3
1) y=c, ceR; 2) y=cos®x: 3)y=Jt :

x+6"
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© |-10,x<0,
4) y=tgsinx; 5) y=\’2x+5 ; 6) y={x2

, x20.

23 §. Funksiyaning limiti. Ajoyib limitlar.
Limitga ega bo‘lgan funksiyaning xossalari.

To‘plamning limit nuqtasi. Aytaylik, biror X cR to‘plam va
x, € R nuqta berilgan bo‘lsin.
1-ta’rif. Agar x, nuqtaning ixtiyoriy
U,(x5)=(xg—&, Xo+&) (VE>0)
atrofida X to‘plamning x, nugtadan farqli kamida bitta nuqtasi
bo‘lsa, ya’'ni
Ve>0, 3xre X, x=x,: |x—x5|<¢
bo‘lsa, x, nuqta X to‘plamning limit nuqtasi deyiladi.
460. Quyidagi to*plamlaming limit nuqtalarini toping:

1. x =[0,1]; 2. Xx=0,1);

3. x ={1. L -,l‘...}; 4 X=N={123,.}.
2°3’4

Yechish.

1. X =[0,1] to‘plamning har bir nuqtasi shu to‘plamning limit
nugqtasi bo‘ladi.

2. X =(0.1) to*plamning har bir nuqtasi va x=0, x=1 puqtalar
shu to‘plamning limit nuqtalari bo*ladi.

3. x= {l, % % %, } to‘plamning limit nuqtasi x, =0 bo‘ladi.
4.X=N={12,3,..} to‘plam limit nugtaga ega emas.
Keltirilgan ta’rif va misollardan ko‘rinadiki, to‘plamning limit

nuqtasi shu to‘plimga tegishli bo‘lishi ham, bo‘lmasligi ham

mumkin ekan.
Funksiya limiti. Faraz gilaylik, f(x) funksiya X cR to‘plam-
da berilgan bo‘lib, x, nuqta X to*plamning limit nuqtasi bo‘lsin.
2-ta’rif. Agar Ve>0 son olinganda ham shunday &=6(s)>0
topilsaki, 0<|x-x,|<& tengsizlikni qanoatlantiruvchi vx uchun
| f(x)-bl<s
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tengsizlik bajarilsa, 5 son; /(x) funksiyaning «, nuqtadagi limiti
deyiladi va fim S(x)=b kabi belgilanadi.
x—xy
461. Ushbu f(x)=£_Tl funksiyaning x, =1 nuqtadagi limiti 2
x—

ga teng ekani ko*rsatilsin,

Yechish. v:s uchun s=¢ deb olsak, u holda [x=1|<&
(x=1) tengsizlikni qanoatlantiruvchj ixtiyoriy x da

x? -]

-2

=le+1-2=[x~1l<g=¢
x-1

bo‘ladi. Demak, fim*_=!_ 2.

=l xy—]
462. Quyidagi limitni toping: lim L—:S
x-0 x pe—
Yechish. x—10.¢ ekanidan foydalanib

s (5T )

= lim
=10 x 10 x-10 (.\._]0)(\/"-_].;.3)

= lim x~10 =

: | 1
Hom- m (=1+3) 6

i hosil gilamiz.
Ajoyib limitlar, Odatda quyidagi

lim S0 X _ (6)
X0y
um( |+1J iy 7)
X1 x
lim(1+x)£=e (8)

6), (7) va (8) formulalar ajoyib limitlar deyiladi. Xususan, 6) 1-
ajoyib limit, (7) va (8) 2-ajoyib limit deb ataladi.
Funksiyaning o‘ng va chap limitlari.
3-ta’rif, Agar ve>0,35 > 0,Vxe(x, -0, X)) | f(x)=-bl<e
bolsa, 5 son s funksiyaning «, nuqtadagi chap limiti
deyiladi va
b= lim /(%)= f(x, -0)

X=X, =0 "
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kabi belgilanadi.
4-ta’rif. Agar Ve >0,35>0, Vxe (X, o +68): | f(x)-bl<e
bo'lsa. » son f(x) funksiyaning x, nuqtadagi o‘ng limiti deyiladi
va
b= lim f(x)=1(x,+0)

x—xy+0

kabi belgilanadi.

Masalan.
1, agar x>0 bo'lsa,

f(x)=13 0,agarx=0 bo'lsa,
~1, agar x<0 bo'lsa
funksiyaning 0 nuqtadagi o‘ng limiti I, chap limiti -1 bo‘ladi.
Limitga ega bo‘lgan funksiyalarning xossalari.
Faraz qilaylik. f(v) funksiya Xc R to‘plamda berilgan bo‘lib,
x, € R nuqta X ning limit nuqtasi bo'lsin.
1-xossa. Agar x—x, da f(x) funksiya limitga ega bo‘lsa, u
yagona bo'ladi.
2-xossa. Agar lim f(x)=b, (b-chekli son)
s}

bo‘lsa. u holda x, nuqtaning shunday  Us(xo) (6>0) atrofi

topiladiki. bu atrofda f(x) funksiya chegaralangan bo‘ladi.
3-xossa. Agar lim f(x)=b bo‘lib, b<p bo‘lsa, u holda x,

nuqtaning shunday Us (~x.0) atrofi topiladiki, bu atrofdagi qiymatlar

uchun f(x) < p bo‘ladi.
Faraz qilaylik, f(x) va g funksiyalar X cR to‘plamda

berilgan bo‘lib, x, € R nuqta X to‘plamning limit nuqtasi bo‘lsin.
4-xossa. Agar lm f()=b, 31_133 g(x)=b, bo‘lib, VxeX da

fix<glx)  tengsizlik  bajarilsa, U holda 4 <b, yam

lim f(x)< lim g(x) bo‘ladi.

XXy

5-xossa. Faraz gilaylik, Im fx)=4. _}i_l,‘;og(ﬂ:bz' (. b, e B

limitlar mavjud bo‘lsin. U holda
a) VceR da lim(c-f(x))=C°l!i_I’1:nf(x);

X=rXo
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b) Im (7(x) + g(x)) = lim f U‘)f@; 8(x);

c) Jim (7(x)- g(x)) = Jim /() lim g(x):

A=y,

Xk,

e lim f(x)
d) Agar 5, =0 bo Isa, .rll?l, lg(T) = m
bo‘ladi. '

463. Ushbu i ‘””\W limit hisoblansin.
X X—-
Yechish. By limitni yuqoridagi  xossalardan foydalanib
hisoblaymiz:
lim 4304y gyt ~n
L S

i (.r-1)+(x:-|)+(.r9-n+...+r.r"—|)=
5] x_' 1

x=~|

lim (x‘l)[1+(x+l)+ X+ x ] R U 1)
x|

x~—1
! 1
=1+2+3+...+n=i(”7L).
. l-cosx .. | . .
464. Ushby lm}) ——— limit hisoblansin.
X X

Yechish, Ma’]urnki,

.2 X
I -cosx=2gin2"

5+ Shuni hisobga olib
topamiz:
. 2 X .oxX ("
1—cos x ] 2sin 5 sm2 _
Ilm\2=hm —= =lim —. =
X0 X0 x- a0 2 X
2
X .X
I sin sin
=—. lim\2-|i|11-4 ==,
*-0 y X0 X 2
2 2
Funksiya ]imitining mavjudligj
1-teorema. Agar f(x) funksiya
lim f£(x), lim

nuqtadagi chap va o'ng
lim f(x)= lim‘of(x) bo‘lsa,
u holda funksiya x, nuqtada lim f(x) Jim

itga ega bo‘ladi.

o S} limitlar mavjud va
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Faraz qilaylik. f(x) funksiya XcR& to*plamda berilgan bo‘lib,
(x,-7. x.)c X bo'lsin (r>0). |

2-teorema. Agar f(x) funksiya X to*plamda o‘suvchi bo‘lib,
u yuqoridan chegaralangan bo‘lsa, funksiya x, nuqtada Jim f®
limitga ega bo"ladi.

3-teorema. Agar f(x) funksiya X to‘plamda kamayuvchi
bo'lib. u quyidan chegaralangan bo‘lsa, funksiya X nuqtada
Jim () limitga ega bo‘ladi.

Cheksiz katta va cheksiz kichik funksiyalar. Aytaylik, a(x)
hamda p(+) funksiya lap XcR to‘plamda berilgan bo‘lib, x &R

nugta X to*plamning limit nugtasi bo‘lsin. .
S-ta’rif. Agar lim a(x)=0 bo‘lsa, alx) funksiya x—>Xo da

Y->Xg

cheksiz kichik funksiya deyiladi. e .
Masalan. x—0 da a(x)=sinx funksiya cheksiz kichik funkstya

bo*ladi. )
6-ta’rif. Agar lim B(x)=* bo‘lsa, A(x) funksiya =% da

X=X

cheksiz katta funksiya deyiladi.
Masalan. x—0 da ﬂ(x)=l funksiya cheksiz katta funksiya
X

bo‘ladi.
7-ta’rif. Agar lim%((i%=l bo‘lsa, a(x) va B(x) funksiyalar
XX, X
x—x, da ekvivalent funksiyalar deyiladi va a(x)~ B(x), x 2%
kabi belgilanadi.
Ma’lumki, x —» 0 da

x
. . ) o~ — ~X
sinx ~ x, fgx ~ x, arcsinx ~ X.arcigx = x. log,(1+%) na In(l+x) ~ X%,

a*-1~xlna, e’ —1~x. (1+x)" -1~ mx
munosabatlar o*rinli bo‘ladi.

465. umkl_(l;'fﬁf"_s)‘-“-x-z)—“isi ni hisoblang.
r=0 e.r _ l t ‘gx '
Yechish. x—0 da 6xarcsin¥ -0 .eka.mm. inobatga olib,
ekvivalent munosabatlardan quyidagint hosil qilamiz:
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In(1 +6xarcsinx) ~ 6xarcsinx ~ 6x°, sin 5x ~ 5x, .

e ~1~x,tgxt~x?

in)sin 5; ,
Jim In(1+ 6xarcsin x)sxn X lim 30),‘ _30
0 (e‘ - l)tgx' 0 x*

Cheksiz katta va cheksiz kichik funksiyalarning xossalari

1) Chekli sondagi cheksiz kichik funksiyalar yig‘indisi cheksiz
kichik funksiya bo‘ladi;

2) Chegaralangan funksiyaning cheksiz kichik  funksiya
bilan ko‘paytihasi cheksiz kichik funksiya bo‘ladi;

3) Agar a(x)  (alx)=0) cheksiz kichik funksiya bo‘lsa, —_

a(x)
cheksiz katta funksiya bo‘ladi.
4) Agap p(x) cheksiz katta funksiya bo‘lsa, —— cheksiz

] B(x)
kichik funksiya bo‘ladi. o
466. Ta’rif yordamida quyidagi tengliklarn; isbotlang.

1) im@3x+2)=-1; 2) lim2-x)=1;
Dhml-l, T 4) limx* = 4.
=3 x 3 . v—2
467. Quyidagi limitlarni hisoblang.
. xX1=5x+6 . l=x* . cos2x
1 l'-rg xt-9 ° 2) l’flﬂ?l—x“ 3) fl_n,%sinx—cosx’

x+1

4) lim 1 __6 ); 5)Iiml——£; 6) lim ———;
=\x=~3 x*-9 1= =+ x+ 27

Jx -1 . x-2 . 9) I NBx+17 -2x+12

i : 3 | .

7 ‘1"]2'1\3/;-1’ 8) ’l‘l'n"lx'_3-"+2’ )‘l‘TS x> +8x+15 >
x bx

10) ﬁm(’ig) s 1) lm(-4x)<512) tim i 3x ;

X—»a0 X — X

. sinx | L sin®2x . sin3x—sinx
13) ,I,'_rﬂt g 14) ;lr'-'Barcsin23x’ 15) 1'53 In(x+1) °

. sin2x .

16) lim 193X . 17) lim 3= 18) lim 20527,

0] - cos3x = 3 ao o x

lng? . xarcsin3x #y o SiNE=1)
19) lxl_rzlxx4_1 ; 20) lim—=5 5 21%) E-TT’
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1 . . .
—3 24) lim 3%

x——210
4

77 lim [x]: 23) i
‘—-) xl—l»‘_‘EO[l\]‘ ) :I—II;‘;IO —_—
x+2%3

24 §. Funksiyaning uzluksizligi. Uzilish turlari.

Funksiyaning uzluksizligi ta’riflari Faraz qilaylik, f()
funksiya X cR to‘plamda berilgan bo‘lib, x,e€X nuqta X
to-plamning limit nuqtasi bo‘lsin.

1-ta’rif. Agar  lim f(x)=/(x) €)]

bo‘lsa, f(x) funksiya x, nuqtada uzluksiz deyiladi.
Demak, f(x) funksiya ning xo nuqtada uzluksizligi ushbu
1) lim f(x)=»b ning mavjudligi,

2) b= f(x,) bo‘lishi
shartlarining bajarilishi bilan ifodalanadi. (9) ni quyidagicha ham-
yozish mumkin:

lim f(x)= f(limx). 10
XXy X-¥%

468. Ushbuf(x)=x*+x*+1 funksiya Vxo € R nuqtada
uzluksiz bo*lishini ko‘rsating.

Yechish. lim /(x)= }1})}:()‘4 sl +l)=x +xp+1= (%) ekanligidan
ta'rifga ko'ra berilgan funksiya uzluksiz bo‘ladi.

469. Ushbu f(x) = (signx)’ ={1, agar x#0 bo'lsa,

0, agar x=0 bo'lsa
funksiyani uzluksizlikka tekshiring. )
Yechish. Ravshanki, Vx, €R nuqtada }iﬂof =1 bo‘ladi.
Demak, garalayotgan funksiya Vx, €R, %20 nuqtada uzluksiz
bo‘ladi. Ammo s(0)=0 bo‘lganligi sababli lim f(x)=f(0) bo‘ladi.
Demak, f(x) funksiya x, =0 nuqtada uzluksiz bo‘lmaydi.
Funksiya uzluksizligini quyidagicha ham ta’riflash mumkin.
2-ta’rif. Agar ve>0 son olinganda ham shunday 5=6(e_) >.0
son topilsaki, vxe X NUs(x,) uchun |f(x) = f(x)I<E tengsizlik
bajarilsa, f(x) funksiya x, nuqtada uzluksiz deyiladi.
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Odatda, x-»x, ayirma argument orttirmasi, s(x)- Jlx,) esa
funksiya orttirmas;j deyilib, ular mosg ravishda Ax va a S kabi
belgilanadi:

Axr=x-x, AS =7~ f(x0) = fix, +AX) - f(x,).
Unda funksiya uzluksizligining 1-ta’rifidagi (9) munosabat ushbuy
lim Af =0 (1

ko‘rinishga keladj. Demak, (11) munosabatni funksiyaning x,
nuqtada uzluksizligi ta’rifi sifatida qarash munikin,
Aytaylik, f(x) funksiya xcp to‘plamda berilgan bolib.
%o €X nuqta ¥ to‘plamning o‘ng (chap) limit nuqtasi bo‘lIsin.
3-ta’rif. Agar fim J@)=f(x,) (lim 7= 1(x,))

X340 X=3x)—0
bo‘lsa, f(x) funksiya »x, nuqtada o‘ngdan (chapdan) uzluksiz
deyiladi.

Demak, S(x) funksiya %o Nuqtada o‘ngdan (chapdan) uziuksiz
bo‘lganda funksiya ning o‘ng (chap) limiti uning x, nuqtadagi
qiymatiga teng bo‘ladi:

f(x0+0)=f(xo) (f(xo_0)=f(xo))-

Keltirilgan ta’riflardan, f(x) funksiya nuqtada ham
o‘ngdan, ham chapdan bir vaqtda uzluksiz bo‘lsa, funksiya shy
nuqtada uzluksiz bo‘lishin; topamiz.

Ve >0 berilganda ham unga ko‘ra shunday s=5(cy5¢ topilib,
Vx e Usixg)cx = S()e Us(f(xo))
bo‘lishini bildiradj.
4-ta’rif. Agar S(x) funksiya x < p to’plamning har bir nuqta-
sida uzluksiz bo‘lsa, f(x) funksiya x to'plamda uzluksiz deyiladi.
S-ta’rif. xcp to‘plamda uzluksiz bo*lgan funksiyalardan

Masalan, S(x)e(la, b] bo-lishi, S(x) funksiya ning [q, h)
Seégmentining har bir nuqtasida uzluksiz, ya’ni f(x) funksiya (a.b)
intervalning har bir nuqtasida uzluksiz, huqtada o‘ngdan,



Uzluksiz funksiyalar ustida amallar

1-teorema. f(x) va g(x) funksiyalari XcR to‘plamda
berilgan bo‘lib. v, € ¥ nuqtada uzluksiz bo‘lsin. U holda
a) VeeR da ¢ f(x) funksiya X nuqtada uzluksiz bo‘ladi;
b) f(x)+glx) funksiya x, nuqtada uzluksiz bo‘ladi;
¢) 7x)-g(») funksiya ¥, nugtada uzluksiz bo‘ladi;
d) —f:—\: (g(x)=0) funksiya xo nuqtada uzluksiz bo‘ladi.
X

470. fx)=x. xeR bo‘lsa, u holda F(x)eC(® bolishini
ko rsating.

Yechish. Haqgigatan ham. v&>0 g3 ko‘ra o=¢ deyilsa, u
holda
Vr, |x=x,1<8: | f(x)= f(x)] =[x~ %o |<5=¢€
bo‘ladi.
a, €R

471, F(¥)=apx" +a X" +ot @ X Al T eN. Ay
bo‘lsin. U holda f(x)e C(R) bo‘lishini ko‘rsating. dan

Yechish. Bu tasdigning isboti 470-misol hamda 1-teorema
kelib chiqadi. ] 5 da

Funksiyaning uzilishi. Aytaylik, /() _funksnya (a,
(-w<a<b<+x) berilgan bo‘lib, x,€(a. b) bo‘lsin. o N

Ma’lumki, f(x) funksiya ning %o nuqtadagi o‘ng va chap
limitlari

flre+0).  S(xa=0 (12)

mavjud bo‘lib, 13)

f(x0—0)=f(v"o)=f(xo+0) -
' s okesi uzluksiz
tenglik o'rinli bo‘lsa, u holda /(x) funksiya * nuqtada 5

bo‘lar edi. . .
Agar jt(x) funksiya %o nugtada uZluk;lzd] bo‘lmasa, unda xc
nuqta /(x) funksiya ning uzilish nuqtasi deYPac oo e g3

: imi jud va che
6-ta’rif. Agar (12) limitlar mavju S,
tengliklarning birortasi o‘rinli bolmasa, ¥ nuqta /() funksiyaning

birinchi tur uzilish nuqtasi deyiladi.
Bunda
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S(xq +0)= f(x, - 0)

ayirma funksiyaning x, nuqtadagi sakrashi deyiladi.

472. f(x)=[x] funksiya x=p (peZ) nuqtada birinchi tur
uzilishga ega bo‘lishini ko‘rsating.

Yechish. Ma’lumki, f(p+0)=p, f(po-0)=p—1
bo'lib, f(p+0)=f(p,-0) bo‘ladi. Demak, berilgan funksiya
x=p (peZ) nuqtalarda 1-tur uzilish hosil gilar ekan.

Agar hech bo‘lmaganda (12) limitlarming birortasi mavjud
bo‘lmasa yoki cheksiz bo‘lsa, x, nuqta f(x) funksiyaning ikkinchi
tur wzilish nugqtasi deyiladi.

473. Ushbu f ()= {sin%, agar x#0 bo'lsa,
0, agar x=0 bo'lsa

funksiya x=0 nuqtada ikkinchi tur uzilishga ega bolishini
ko‘rsating

Yechish. Bu funksiyaning x=0 nuqtadagi o‘ng va chap
limitlari mavjud emas. Demak, berilgan funksiya x= o nuqtada 2-
tur uzilish hosil qgilar ekan.

2-teorema. Agar = f(x) funksiya x X nugtada, u=F()
_funksiya esa Yo €Y, nuqtada (y, =/(x)) uzluksiz bo‘lsa, F(f(x))
funksiya x, nugtada uzluksiz bo‘ladi.

3-teorema. [o,5]c R da monoton bo‘lgan f(x) funksiya shu
[2.b]ning istalgan nuqtasida yoki uzluksiz bo‘ladi, yoki birinchi tur
uzilishga ega bo‘ladi.

Shuni ta’kidlash joizki, barcha elementar funksiyalar o‘zining
aniqlanish sohalarida uzluksiz bo‘ladi.

Nugtada uzluksiz bo‘lgan funksiyaning xossalari,

Faraz qgilaylik, 1(x) funksiya X <R to‘plamda berilgan bo‘lib,
xo € X bo‘lsin.

1. Agar 7(x) funksiya x,eX nuqtada uzluksiz bo‘lsa, ./(x)
funksiya x, nuqtaning biror U,(x,) atrofida chegaralangan bo*ladi.

2. Agar f(x) funksiya x,eX nuqtada uzluksiz bo‘lib, f(x,)=0
bo‘lsa, f(» funksiyaning biror Us(x) dagi ishoras; f(xp) ning
ishorasi kabi bo‘ladi.
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474. Ta'rif bo‘yicha berilgan funksiyalami vx,eR da
uzluksizligini ko‘rsating.

1) fo=C 2) fx)=x° 3) f(x)=sinx
475. 1 (x)={f:+l’220: funksiyani vx,eR nuqtada uzluk-
, x<0;

sizligini ko'rsating va grafigini chizing.
476. _f(x)={;'+"’(‘) 0% funksiyani x,=0 nuqtada uzluksiz
, x<0; .
emasligini ko‘rsating, grafigini chizing va uzilish turini aniqlang.
477. Berilgan funksiyalamning uzilish nuqtalarini toping,
uzilish turini aniglang va grafigini chizing.

1)f(x)=—%; 2) f(x)=1gx;
4. — arcta—2—:
3) f(x)—4_x2, 4) fx)=aretlg——:
cos X, -%<x£%;
5) f=—7: 6) SD= = 4
x 2L —<Lx=s7m,
142 X162 x
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V BOB. BIR O‘ZGARUVCHIL1 FUNKSIYANING
DIFFERENSI AL, HISOBI

25§. Funksiyaning hosilasi. Hosila topish qoida.lari.
Hosilaning geometrik va mexanik ma’nolar;,

Funksiya hosilasining ta’rig;, Misollar. Faraz qilaylik, r(x)
funksiya (a,5)cr g, berilgan bo-lib, % e(a.b), x, + Ave(a.b)
bo‘lsin,

Ushbuy Af(x(,)=f(x0+Ax)—f(x0) ayirma f(x) funksiyaning x,
nuqtadagi orttirmas; deyiladi.

1-ta’rif, Agar ushby

lim f(xo + Ax)“f(xo)
Ar—0

Ax
limit mavjud va chekl; bo‘lsa, shy limitga r(x) funksiyaning »,
nuqtadagi hosilagj deyiladi va dfgf‘)), Yoki f'(x,). yoki (S,
o
kabi belgjlanadj. Demak,
) = lim £ 00+ AV~ f(x,) )
L) = dim L) (
Agar x,+Ax=y deyilsa, unda Ar=x-x, va Ax—0 da XX,
bolib, ( 1) munosabat quyidagi
S'(x0) = lim L= Stx) )

.X-»Xo X — 'YU

ko‘rinishga keladj. o )
478. F unksiyaning berilgan nuqtadagi hosilasini toping:
f(x):x » Xo€R.
Yechish. By funksiya uchun
S&X) =~ f(x,) Yo%
X - Xy X - Xo
bo‘lib, fim L) =7(xy)

% xex,

bo‘ladi. Demak, S ) =(x) =1



479. Funksiyaning hosilasini toping: / (x)=|4, xeR-
Yechish.

Agar x>0 bo‘lsa. u holda s(x)=x bo'lib, Sx)=1 bo‘ladi.
Agar x<0 bo'lsa, uholda f(x)=-x bo‘lib, f'(x)=-1 bo‘ladi.

Agar x,=0 bo'lsa, u holda ﬂ-x)—gh'f-‘ bo'lib, x—0 da bu
X— X

nisbatlarning limiti mavjud bo‘lma.ydi. Demak, berilgan funksiya
x, =0 nuqtada hosilaga ega bo‘lmaydi.
480. Funksiyaning hosilasini toping: (x)=xd . x€R, % eR.
Yechish.
a) x,>0,x>0, x#x, uchun

2 _ .2

x)—Jf(x x| —Xo X x° =X
S - J( o)=J\I = o|= 0 —x+X,

X =X, X—Xp X —Xp

bo‘lib, lim S = Sx) 2x0 = 2| X | bo‘ladi.
X=Xy x—- xo
FE-fl) =Xty

b) x, <0,x<0, x=x, uchun
x—Xg X=X

bo'lib, lim i‘%‘—{“—’ _ 2%, =2| x| bo‘ladi.
—
d) x,=0, x#x, uchun )=o) _*1X] 4 borlib,
x-0 x

X% x-0

bo‘ladi. Demak, Yxe R da /() =(I x|)=2x].
481. Funksiyaning x, =0 nuqtadagi hosilasini toping:

x-sin—l-, agar x#0 bo'lsa,
X

f(x)=
0, agar x=0 bo'lsa.
x-sin !-—0
Yechish, 23 =/Ce)_ X _sint
X=X x=0 x

bo‘lib, uning x—0 dagi limiti mavjud emas. Demak, berilgan

funksiya x, =0 nuqtada hosilaga ega emas.
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Funksiyaning o‘ng va chap hosilalari. Faraz qilaylik, 7(x)
funksiya XcR to‘plamda berilgan bo‘lib, (Xg=6. x)cX (550
bo‘lsin.

2-ta’rif. Agar ushbu lim L)~ /) limit mavjud bo‘lsa, by

250 x—x,
limit f(x) funksiyaning x, nuqtadagi chap hosilasi deyiladi va
f'(x, -0) Kabi belgilanadi: f(x, ~0)= [fm ZX)=/(xo)
X=x0~0 X - -"o

Aytaylik, f(x) funksiya XcR to'plamda berilgan bo‘lib,
(xg, X +8)c X (6>0) bo'lsin.

3-ta’rif. Agar ushbu lim L2 =/ (xg) limit mavjud bo‘lsa, by

X->xy+0 x_xo
limit f(x) funksiyaning x, nuqtadagi o‘ng hosilasi deyiladi va
JS'(xo +0) kabi belgilanadi:

[ +0)= lim L= 7(x)
XXy +0 X - XO

Masalan, f(x)< x| funksiyaning x, =0 nuqtadagi o‘ng hosilasi
f'(+0)=1, chap hosilasi f'(-0)=-1 bo‘ladi.

Yuqorida keltirilgan ta’riflardan quyidagi xulosalar kelib
- chiqadi:

1. Agar f(x) funksiya x, nuqtada f'(x,) hosilaga ega bo‘lsa, u
holda bu funksiya xo nuqtada o‘ng r (x,+0) hamda chap f'(x,-0)
hosilalarga ega va f'(x -0 =/"(x.) = f'tx, +0) tengliklar o‘rinli bo*ladi.

2. Agar f(x) funksiya x, nuqtada 0°ng f'(x, +0) hamda chap
f'(x,-0) hosilalarga ega bolib. /(x, ~0)= r(x, +0) bo‘Isa, u holda
f&) funksiya x nuqtada f'(x,)  hosilaga ega va
F'(x0 = 0) = f'(x0) = f'(x, +0) tengliklar o‘rinlj bo*]adi,

Hosilaning geometrik hamda mexanik ma’nolari. Faraz
qilaylik, f(x) funksiya (a.6) da berilgan bo‘lib, x, € (a.6) nuqgtada
f'(x,) hosilaga ega bo‘lsin. B‘u f(x) ftulksiyaning grafigi 1-shaklda
tasvirlangan I” egri chizigni ifodalasin;
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1-shakl.

Bu I" chiziqda M,(x,.¥), M(x,y) nuqtalami olib, ular orqali
o‘tuvchi / kesuvchini qaraymiz. ' :

My(x0, f(x0))e ", M(x,f(x))el", M—>M, da I kesuvchi limit
holati I" chiziqga M, nuqtada o‘tkazilgan urinma deyiladi.

Funksiyaning x, nugtadagi f'(x,) hosilasi urinmaning burchak
koeffitsentini ifodalaydi:

S'(x)=1gx.
Urinmaning tenglamasi
Y= F(%)+ (%) (x = X,)

ko‘rinishda bo‘ladi.

Normal tenglamasi

(x_xo)

1
.V=f(xo)"'f,(xo)
ko‘rinishda bo‘ladi. o o il

Harakatdagi P nuqtaning ¢ vaqtdagi onty tezligi v(r), o‘tilgan
s() yo‘lning hosilasidan iborat bo‘ladi:
v(t) = s'(8). .
Harakatdagi P nuqtaning ¢ vaqtdagi oniy tezlanishi a(?), v(?)
tezlikning hosilasidan iborat bo‘ladi:
a(@)=v'(?). o
Hosilaga ega bo‘lgan funksiyaning ‘ u;luksmlxgl. Faraz
qilaylik, f(x) funksiya (a, b)c R da berilgan bo‘lIsin.
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Teorema, Agar f(x) funksiya x, e (a, 6) nuqtada chekli f ’(.r(:)
hosilaga €ga bo‘lsa, u holda S(x) funksiya x, nuqtada uzluksiz

uning shu nuqtada cheklj hosilaga ega bo-lishj har doim ham kel.ib
chiqavezmaydi, Masalan, r () ={xi funksiya x=o¢ nuqtada uzluksiz.
ammo u shu nugtada hosilaga ega emas.

Hosila hisoblash qoidalari

Ikki funksiya yig‘indisi, ayirmasi, ko‘paytmasi va
nisbatining hosilas;, Aytaylik, f(x) va g(x) funksiyalari (a,p)c g
da berilgan bo‘lib, xye(a,b) nuqtada 7'(x,) va &'(xy) hosilalarga
ega bo‘lsin. U holda T £ g(x), £(x)- g(x). g%) (£(x,)=0) funksiya

X0 nuqtada hosilaga éga bo‘lib ular uchun quyidagi formulalar
o‘rinli:

(O£, = vy £ g, ), )
(f(x)-g(x)), = 1 ) g0x,)+ f(x,)- g'(x,), (4)
[&J = f'(xo)'g‘x())_./‘('\‘u)'g’('YO) . (5)
gx)) ™ £3(x,)

(4) formuladan ,
© Y =c- f(x) ©)

hosil bo‘lad;. Bunda ¢—-0°Zgarmas son,.

482, Funksiyaning hosilasinj toping: f(x)= :2;'[

Yechish. (5) formuladan foydalanib hisoblaymiz:
Fie)= (x—l)'(xz + 1)~(x—1)(x3 + l)' Y+ 1-2x(x—1) 14+ 2x—x?

(1) (F ) ey
483. Hosila ta’rifidan foydalanip, berilgan funksiyalarning
hosilalarini toping:

x-1

1) f(x)=2x2+7x—3; 2) J(X)=x"+552 7 3) f(x)=x+
4) fx)=+/x; 5) fo=3 .
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484. /(v)= funksiya berilgan. f(-2)=/() ckanligini

X
ko‘rsating.
485. f(x)=|v’ -5x+6| funksiya x=2,x=3 nugtalarida hosilaga

;‘)é;. emasligini ko‘rsating. Shu nugtalarda o‘ng va chap hosilalarni

ing.
486. Funksiyaning berilgan nuqtadagi hosilasini toping.
Dy=@x+H@x=1) y(=?
2) y=(x=Dx=2)x-3.x-1) yD=?

3x+1
3 V= (1) =
)] " v(1)=2?
4) »= “:_+l' y(0)=?

=—'-t+—l funksiya grafigiga o‘tka-
X .

shi bilan 45° li burchak
a o‘tkazilgan urinma va

487. Qanday nuqtalarda y

Zilgal} urinma OX o‘qning musbat yo‘nali
tashkil etadi? Shu nuqtada funksiya grafigig
normal tenglamasini tuzing.
488. y=l va y=x" funksiyalar kesishish
X
yentlarini toping va

nuqtasidan

o'tkazilgan urinmalarining burchak koeffitsi
chiziglar orasidagi burchakni toping.

489. S()=1+16:—¢> qonun bilan harakatlanayotgan moddiy
nugtaning t=1 s dagi oniy tezlik va tezlanishini toping - Moddiy

nuqta qachon to‘xtaydi?

26 §. Elementar funksiyalarning hosilalari. Murakkab,
oshkormas, teskari va paramertik usulda berilgan funksiyaning
hosilalari. Logarifmik differensiallash.

Elementar funksiyalarning hosilalari hosila ta’rifidan va hosila

olish qoidalaridan foydalanib aniglangan.

490. (log, x)'= 1111 _ ekani ko'rsatilsin. Bunda a>0, a%l, x>0.
xna

Yechish. f(x)=log, x funksiya uchun
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Ax

f(x)=log, x aniqlanish sohasida uzluksiz va

ekanidan foydalanib, (log, x)'=log, ¢=—.
x xIn

(nxy=1 boladi.
X

Ax

() _log,(x+Ax)-log,(x) _ 1\ (
Ax a

I+—

Ax 1 Ax \ar
)=—logu(l+—-) .
X X X

Iim(
Ax -0

1+ —

AxJé
=e¢
X

ni topamiz. Xususan,

Shu kabi usullar bilan quyidagi hosilalar jadvalini hosil

gilamiz.
1 |(c) =0 2 [*'=1 3 .! (x7) =ax= )
4 X ' X 5 x ’ X 6 ’ l ‘
(a ) =a’lna (e ) =e (log, x) “ia '!
7 (lnx)'=§ 8 (sinx) =cosx 9 (cosx) =—sinx '
10 y _ 1 1 1 ’ __ 12 . ’ _ 1 i
(1gx) == (crgx) = ey (arcsinx) N
13 o 14 - 15 o
(arccosx) = = (arctgx) e (arcctgx) T
16 (shx), =chx 17 (chx)' = shx 18 (1/1::)' =
ch’x
19 S |
(Cthx) - Iix l

Bu jadvalda sax,chx,thx,cthx funksiyalar mos ravishda giperbolik
giperbolik tangens va giperbolik
kotangens funksiyalar bo‘lib, ular quyidagicha aniqlangan:

sinus,

X -X
e —e
shx =

, chx =

X

e

+e

giperbolik  kosinus,

—-X

,the = =

shy e'—¢e
chx

—x

e +e™”*

cthx =

shx

el

_chx ée'+e”

—_ e_"

Murakkab funksiyaning hosilasi. Faraz qilaylik, y=f(x)
funksiya X cR to‘plamda, g(y) funksiya {f(x)|xeX} to‘plamda

berilgan bo‘lib, x,e X nuqtada /'(r,) hosilaga,

Vo €{f(x)] xe X}

nuqtada (y,=/(x)) g'(») hosilaga ega bo‘lsin. U holda g(s(x))
murakkab funksiya x, nuqtada hosilaga ega bo‘lib,

134



(&S (), =8'(f (X)) (%) ™
bo‘ladi.
491-misol. y=In (x +1+ % ) funksiyaning hosilasini toping.
Yechish. (7) formula bilan tagqoslab g(x)=Inx, fx)=x+V1+x°
ekanligidan ,

! x x+Vl+x? . .
xX)=—, f'x)=1 = ni topamiz.
S N (e RN e
(X)) = —— = : dan va (7) formuladan foydalanib
fX) x+l+2°
y'=(gfix)) = | x+¥l+x 1 ekanini topamiz.

X+\/l+x2 1+x° _\/r-i»xz )

Teskari funksiyaning hosilasi. Aytaylik, v=/(x) ﬁlnkSIY.a
(a.6) da berilgan, uzluksiz va qat’iy o‘suvchi (qat’iy kamayuvchi)
bo‘lib, x, €(a.b) nuqtada f'(x,) (f'(xo)=0) hosilaga ega bg‘lsin- U
holda x=f"'(») funksiya y, (¥ = f(x,)) nuqtada hosilaga egava

- - ®)
[f (.V)IXo )

bo‘ladi.

492. (arctgx)'=l;7 ekani ko‘rsatilsin.

+x~

Yechish. Teskari funksiya hosilasini hisoblash formulasiga

asosan (y=arctgx, x=1gy)
1 1

2

1
"= (arctgx)'= =cos” y=
Y= (aretg) (1y) Y 1+1g%y 1+x°

bo'ladi.

Oshkormas funksiyaning hosilasi. Bizga biror F(x¥)=0
oshkormas funksiya berilgan bo‘lib, y=y(x) funksiyaning y'f}_"")
hosilasini topish talab etilsin. Buning uchun y = y(x) ekanligini no-
batga olgan holda tenglamaning har ikkala tomonidan x b?‘Y‘Cha
hosila olib, so‘ngra hosil gilingan tenglamani y'=y'(x) ga nisbatan
yechish kerak.

493. Oshkormas funksiyaning hosilasini toping: x*+y* =4
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Yechish. Tenglikni ikkala tomonidan x bo‘yicha hosila
olamiz: 2x +2yy'=0.

Bundan y' ni topamiz: y'=--

Parametrik usulda berilgan funksiyaning hosilasi. Agar

y=y(x) funksiyada o‘zgaruvchilar {y =)(()) parametrik usulda beril-
gan bo‘lsa, u holda _
b YO
Y= S0 %)
bo‘ladi.
x =4cost . dy _. .
494, {y= 3sin bo‘lsa, - ni toping.

dv _ (4cost)' —4smf

Yechish. (9) formuladan & Gend - Beost -
kelib chiqadi.

Logarifmik differensiallash.

495. y=[u]"™  @x)>0) funksiya uchun, «'(x) va v'(x) lar

mavjud bo‘lsin. U holda
([u(x)]"(” ) =[u(o)]"™ -[v'(x) In 2(x) + ¥x) u'(x)]
u(x)
ekanligini ko‘rsating.
Yechish. Ushbu y=[«(x)]" ni logarifinlab,
Iny=v(x)In u(x),

so‘'ng murakkab funksiyaning hosilasini hisoblash qoidasidan
foydalanib topamiz:

rgt ekani

ly'=v’(x)-1nu(.w:)+‘.'(,\')-——(!—)-u'(.\'),
y'= y[v (x)- Ina(x) +v(x)- E u (x)]
x)

=[u(x) ] - [v (x)In u(x)+ :‘;u (x)]

Demak,
(uv)' =u' -y v+v-u o (10)
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tenglik o‘rinli ekan.
496. Ushbu f(x)=x", g)= x*
funksiyalarning hosilalari topilsin. .
Yechish. (10) formuladan foydalanib topamiz:
F=0%) =x* nx+x-x =x (Inx+1),
g'(x)= (xX' ) = (x.f(x'i) =x7® Inx -f‘(x)+f(x) LS =
=x" Inx-(x*(hx+1)+x* X =
=x" N x Inx(in x + 1) +1).
497. Quyidagi funksiyalaming hosilalarni jadval va hosila

olish qoidalari yordamida toping.
1

1)y=—’: 2) y:{/;; ) 3) y=55inx+3cosx;
et
4) y=50gx-x); 5) y:-—%—]—; 6)y=2’arcsir.1x;
e
1gx
7) y=log,2; 8) y=shix—chix+2chx; Y= =
498. Quyidagi murakkab funksiyalarning hosilalarini tOngz-
1)y=(2x3+5)4; 2) y=1g°x; 3) y=cos’x;
xc
4) y=1g*Inx; 5) y=sin3-§-; 6) y=Inig>;
1, .
7) ,v=ln(«/2sinx+| +\]25inx—]); 8) y=§fg \/;+l“°°sJ;'

499. Quyidagi funksiyalaming hosilalarini logarifmik
differensiallash yordamida toping. -

1) y=x"; 2%) y=(sinx)" 3 o)

3 ~4)x-

_(2x=1)Bx+2 (x-1)(3-2 (x-3)(= )
3*) y= (5.\74-4)2 3’__—]—.\7 ’ 4**) y= (x+l)(x+2)(x+3)(x-|:4)(x:+5)

500. Quyidagi oshkormas funksiyalarning hosilalarini toping.

1)+ ~3xy=0; 2) y*—x"=0; 1=0

3) x’ +y’Inx-4=0; 4) xlsiny+yBCOSX‘2x'3y:*‘ =0.

501. Quyidagi paramertik usulda berilgan funksiyalarning
hosilalarini toping.
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_ x=£+t+1
1) {x—cht . 2){ .

y=sht’ y=§t3+212+t ’
x =e 'sint y=>5sint

3){*7e s 4){ .
y=¢€ cost X =5cos?

S02. Quyidagi funksiyaga teskari bo‘lgan funksiyaning
berilgan nuqtadagi hosilasini toping.

1
1)y=2x—-;-cosx,yo=—5; 2) x=shy, x0=\/§,

27 §. Funksiyaning differensiallanuvchiligi.
Funksiyaning differensiali.
Yugqori tartibli hosila va differensiallar.

Funksiya differensiali tushunchasi. Faraz qilaylik, f(x)
funksiya (a, b) da berilgan bo‘lib, x,  (a,6). x,+Axe(a,b) bo‘lsin.

Ma’lumki, Afxo)=f(x,+Ax)- f(x,) ayirma f(x) funksiyaning
x, nuqtadagi orttirmasi deyiladi.

1-ta’rif. Agar A f(x,) ni ushbu

A f(xy)= A Ax+aAx (11)

ko‘rinishda ifodalash mumkin bo‘lsa, f(x) funksiya x, nuqtada
differensiallanuvchi deyiladi, bunda 4=const. Ax—0,daa—o0.

Teorema. f(x) funksiya xe(a, b) nuqtada differensiallanuvchi
bo‘lishi uchun uning shu nuqtada chekli s'(x) hosilaga ega bo*lishi
zarur va yetarli.

2-ta’rif. Funksiya orttirmasidagi f'(x,)-Ax ifoda f(x) funksi-
yaning x, nuqtadagi differensiali deyiladi va df(x,) kabi
belgilanadi:

df (x) = f'(x,)-Ax .

Aytaylik, xe(a, b) nuqtada differensiallanuvchi f(x) funksi-

yaning grafigi 2-shakl tasvirlangan egri chiziqni ifodalasin:
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2-shakl.

Keltirilgan chizmadan ko*rinadiki,

— =1lga
ac ¢

bo‘lib, DC =1ga- AC = f'(x)-Ax bo‘ladi. .

Demak, sy funksiyaning x nuqtadagi differensiali. funksiya
grafigiga (x, f(x)) nuqtada o‘tkazilgan urinma orttirmas bc m
ifodalar ekan. )

Faraz qilaylik, 7(x)=x xeR bo‘lsin. Bu funksiya differen-
siallanuvchi bo‘lib, df(x)=(x)"-Ax=Ax, ya’ni dx=Ax bo‘la'dl-. I?emak,
(a, b) da differensiallanuvchi f(x) funksiyaning differensialini "

df (x)= f'(x)-ax (12)
ko‘rinishda ifodalash mumkin.

Masalan, d(sinx)=cosxdx . ilaylik,

Funksiya differensialining sodda qoidalari. Faraz @ a}tla dn
/() va gx) funksiyalari (a, &) da berilgan bo‘lib, x € (a & ¥4
differensiallanuvchi bo‘lsin. U holda x e (a4, b) da

1) d(c- f(x))=cdf(x). c=const;

2) d(f(x)+ g(x)) = df (x) + dg(x);

3) d(f(x)g(x)) = g(x)df (x) + f(x)dg(x);

4) d(f(x)] _ BRI D - I (o) 20)

g(x) g (x)

bo‘ladi.
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503. Ta’rifdan foydalanib, ushbu f(x)=x-3x* funksiyaning
x, =2 nuqtadagi differensiali topilsin.

Yechish. Bu funksiyaning x,=2 nuqtadagi orttirmasini
topamiz:

Af2Q)=fR+Ax)- f(2)=2+Ax-3(2+Ax)’ -2+12 =

=-11-Ax—3Ax? = —11-Ax + (—3Ax) - Ax .
Demak, d f(2)=-11-dx.

Funksiya differensiali va taqribiy formulalar. Funksiya
differensiali yordamida taqgribiy formulalar yuzaga keladi.

Aytaylik, f(x) funksiya (a,5) da berilgan bo‘lib, x, €(a. 5)
nuqtada chekli f'(x,) hosilaga (f'(x,)=#0) ega bo‘lsin. U holda

Ax >0 da
A f(xg) = f'(x,) Ax + O(Ax)

bo‘ladi. Bundan,
A f(x) = df(x,),
ya'ni ]
S (%o +Ax) = f(x0) + f(x,) - Ax (13)

taqribiy formula hosil bo‘ladi

504. Ushbu sin 29° miqdor taqribiy hisoblansin.

Yechish. Agar f(x)=sinx, x,=30" deyilsa, unda (13)
formulaga ko‘ra

.i?i._ NER Y

sin 29° ~ sin 30° +cos 30° - (29° -30°)- == = 0,5~ = —— ~ 0,4848
360 360
bo‘ladi.

Funksiyaning yuqori tartibli hosilalari. Faraz qilaylik, 7(x)
funksiya (4, b) da berilgan bo‘lib, vxe(a,b) da f'(x) hosilaga ega
bo‘lsin. Bu f'(x) funksiyani g(x) orqali belgilaymiz: :

g(x)=f'(x) (xe(a,b).

3-ta’rif. Agar x, «(a, 5) nuqtada g(x) funksiya g'(x,) hosilaga
ega bo‘lsa, bu hosila f(x) funksiyaning x, nuqtadagi ikkinchi

tartibli hosilasi deyiladi va f"(x,) yoki d 2‘ (;Co)
ax

Xuddi shunga o‘xshash, f(x) ning 3-tartibli f"(x), 4-tartibli
7% (x) va hokazo, tartibli hosilalari ta’riflanadi.
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Umuman, f(x) funksiyaning »-tartibli hosilasi f*”(x) ning
hosilasi f(x) funksiyaning (n+1)-tartibli hosilasi deyiladi:
£ =(r"w) - (14)

Odatda, f(x) funksiyaning f“(x), f™(); - hosilalari uning
yuqori tartibli hosilalari deyiladi. Shuni ta’kidlash lozimki, f(x)
funksiyaning ve(a, b) da n-tartibli hosilasining mavjudligi bu
funksiyaning shu nuqta atrofida I-, 2—-. ..., (n—1)—tartibli hosilalari
mavjudligini taqoza etadi. Ammo bu hosilalarning mavjudligi.dan
n-tartibli hosila mavjudligi, umuman aytganda, kelib chiga-
vermaydi.

Masalan. 7(x)=%! funksiyaning hosilasi f'(x)=|x] bo‘lib,

5
bu funksiya x=0 nuqtada hosilaga ega emas, ya’ni berilgan
funksiyaning x=o0 da birinchi tartibli hosilasi mavjud, ikkinchi
tartibli hosilasi esa mavjud emas. e

505. f(x)=a*, a>0, xeR, funksiyaning n-tartibli hosilasint
toping.

Yechish. Bu funksiya uchun (a") =a*Ina,

(@a*)'=(a*lna)=a"(ln a)?,

Umuman (a*)™ =a*(Ina)” bo‘ladi.

506. f(x)=sinx funksiyaning »—tartibli hosilasini toping.

Yechish. Bu funksiya uchun

T
(sinx) =cosx = sin(x + %).(sin x)" =(cosx) ==sinx = sin(x + 2-2—)

Umuman, (sin x)" = sin(x + n-’;:-) bo‘ladi.

507. f(x)=x* x>0, aeR funksiyaning 2—tartibli hosilasini
toping. )
Yechish. Bu funksiya uchun
(x*Y =ax* (x*)' =(ax*") =a(a~ Nx*?,
umuman, (x*)* = a(a - 1)@ -2)...@ —n+1)x*" boladi.
A G

Xususan, f(x)= l, (x> 0) funksiya uchun (;J Y
X

X
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n-1 .
bo‘lib, undan (nx)® = DT G1oDl g e topamiz.
X

Faraz qilaylik, f(x) va g(x) funksiyalar (g, b) da berilgan
bo‘lib, vxe(q, ) da SP(x) va g (x) hosilalarga ega bo'lsin. U
holda:

D) (e fx)™ =c. FPx), ¢ =const ;

2) S £g@)™ = £ () +g'"(x);

3) U@ = 3k 1 (). girhr) (15)
k=0

n=1)..(n-x+1
(Cf ~HE=D-nmk +1) k(! )), IO = f(x)
bo‘ladi.
(15) formula Leybnits formulasi deyiladi.

508. Ushbu  y=x2cosay funksiyaning - tartibjj hosilasi
topilsin.

Yechish. Leybnits formulasida f(x)=cos2x, g(x)=x° deb
olamiz. Unda bu formulaga ko‘ra, ayni paytda g(x)=x? funksiya
uchun 4> 2 bo‘lganda g9x) =x?)® g, (k>2)
bo‘lishini e’tiborga olib topamiz;

(x* cos 2x)™ = Cyx?(cos 2x)™ 4 Ca(x?) - (cos 2x)" Ci(x*)(cos 2x)"

Ravshanki, (cos2x)(™M = ogn cos(Zx +n. %J,

(cos2x)*D - on-l cos(Zx +(n-1) g) =2 sin[2x + n%) .

\
(cos2x)"2) - pn-2 cos(Zx +(n-2) -;—) =-2"2¢os (Zx + n~72£ ) .

- ( \
Demak, (x? cos2x)™ = pn (xz - n(n4 ])Jcos L2x +I1§J+2"msin fZ.r + n%).
< \ Z

Funksiyaning yuqori tartibli differensiallari,

Faraz qilaylik, f(x) funksiya (g, b) da berilgan bo‘lib,
Vxe(a,b) nuqtada S7(x) hosilaga €ga bo‘Isin. Ravshanki, f(x)
ﬁmksiyaning differensialj

Y (x) = f'(x)dx



4-ta’rif. 7(x) funksiyaning xe(ab) nuqtadagi differensiali
df(x) ning differensiali  f(x) funksiyaning xe(a, b) nugtadagi
ikkinchi tartibli differensiali deyiladi va d*f(x) kabi belgilanadi:
d* f(x) = d(df (x)) .

Xuddi shunga o‘xshash, f(x) funksiyaning uchinchi d*f(x),
to'rtinchi @* f(x) va h.k. tartibdagi differensiallari ta’riflanadi.

Umuman, f(x) funksiyaning n—tartibli differensiali d"f(x)
ning differensiali s(x) funksiyaning (n+1)—tartibli differensiali
deyiladi:

d" f(x)=dd" f(x)-
509. Ushbu f(x)=xe™ funksiyaning ikkinchi

rensiali topilsin.
Yechish. Berilgan funksiyaning ikkinchi t
ta'rifiga ko'ra topamiz:
& f(x) = d(df (x)) = d(d(xe™)) = d(xde”
= —d(xe ™ )dx +(de” Wy = ~(xdde™ + € RN = G

= x-e () —e (@) —e” (dx)* =(x=2)” (@)”.
Differensiallash qoidasidan foydalanib topamiz
d*f(x) = d(df (x)) = d(f'(x)dx) = d-d(f() = de- f(x)dx=f "(x)(d)’,
& f(x) = d(d f(x)) = SO

tartibli diffe-
artibli differensialini

x4 g dy) =d(—xe dxt eFdx)=

d"f(x)= " (x)(dx)” (16)
Masalan, yuqorida keltirilgan misol uchun

d*(xe™) = (xe ™) (dx)’ = (€7 —xe”t ) ()’ =

Cle —e e ) = (v =207 )
bo‘ladi. .

Aytaylik, f(x) va g(x) funksiyalar (a6 da perilgun bo‘lib,
. U holda:

Vx e (a, b) nuqtada »-tartibli differensiallarga ega bolsin.

) d'(¢ flx)=c-d"flx)h €= const.
2) d"(f(x)£gx) =d"(E d"g(x):
3) d"(fix)-gxN=d"f(x) g ¥ Cld™ f(x)-dg)+
4.+ CRa"F f(x)- d¥g(x)+..+ f(x)-d"gx)
bo*ladi.
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Differensial shaklining invariantligi, Aytaylik, = Sx)
funksiya (a,5) da differensiallanuvchi bo‘lib, o°zgaruvchi o,
navbatida biror , 0‘zgaruvchining [, B8] da differensialla.nuvchj
funksiyasi bo‘Isin:

x=op(t) (tele, B], *=p(t)e[a, b]).

Natijada

Yy =s(x) = flp@t)
bo‘ladi. Bu funksiyaning differensiali

Y= e)Ydt = f(pr))- p'(t)dt = f @) do(t) = '(x)dx

bo‘lib, u (12) ko‘rinishga ega bo‘ladi. Shunday qilib, y = f(x)
funksiyada « o‘zgaruvchi erkli bo‘lgan holda ham, u biror ,
0°zgaruvchiga bog‘liq bo‘lgan holda ham v=f(x) funksiya
differensialining ko‘rinishi bir xil bo‘ladi. Odatda by Xususiyat
differensial shaklining invariantligi deyiladi.

¥ =f(e(®) funksiyaning ikkinchi tartib]j differensiali quyi-
dagicha bo‘ladi:

d?y = d(df) = d( S (x)dx) =df'(x) - cx + f'(x). d(dx) =
= f(x)-(dx)* + f'(x)d*x.

Bu munosabatnj (16) munosabat bilan solishtirib ikkinchj
tartibli differensiallarda differensial shaklining invariantligi xossas;
o‘rinli emasligini topamiz.

510. Funksiyaning differensialini ta’rif yordamida toping.

1) f0=x"+3x-2;  2) f(x)=%"+3x; 3) fx)=3x—-2.
S11. Funksiyaning differensialini toping.
) 70=8fx;  2) fegy=Inx; 3) f(x) =sinx;

4 f=er;  5) SE)=xInx =410 6) ri) ot
S512. Quyidagilarni taqribiy qiymatini hisoblang,
D f69=2+3x-2x+4, £01.98)~2; 2)f1x)=cosx. £(63%) 9 ;

D IW= T 1609225 4) SO=NF 12712, 1396 2
—
5) 65, 6) 4258 ; 7) In0.9g,
S513. Funksiyaning berilgan nugqtada 3-tartibli hosilalari va
differensiallarini toping,
1) f(X) =e§x+2, x, = 0; 2)f(x) =sin ZX, Xy = % ;
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3) f(x)=In3x, x, =13
514*. Funksiyaning x,=0 nuq

toping:

4) f(x)=+2x, %, =0.

tadagi n -tartibli hosilalarini

1) f(x)=x—2x> +4x+6; 2)f(x)=¢€" 3
3) fy=Y1-x 4) f()=In1+2x);
5) f(x)=xIn(1+x); 6) f(x)=x’sinx.
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VI BOB. HOSILANING TADBIQLARI
28 §. Differensiallanuvchi funksiyalar haqida asosiy teoremalar

Bu teoremalar funksiyalarni tekshirishda muhim rol oynaydi.

1-teorema (Ferma teoremasi). f(x) funksiya XcR to'p-
lamda berilgan. x, € X nuqtaning atrofi uchun

Us{xp)=(x =38, x, +8)c X (5>0)

bo‘lib, quyidagi shartlar bajarilsin:

1) VxeUs(x,) da f(x)< f(x,) (S (x)2 f(x0)).

2) f'(x,) mavjud va chekli bo‘lsin.
Uholda f/(x,)=0 bo‘ladi.

2-teorema (Roll teoremasi). Faraz qilaylik, s(x) funksiya
[a, 5] da berilgan bo‘lib, quyidagi shartlarni bajarsin:

1) f(x)eCla, b),

2) Vxe(a, b) da f'(x) mavjud va chekli,

3) f(a@)=f() bo‘lsin.
* U holda shunday x, e (a, ) nugqta topiladiki, /(x,)=0 bo‘ladi.

3-teorema (Lagranj teoremasi). Faraz qilaylik, f(x) funksiya
[a, 5] da berilgan bo‘lib, quyidagi shartlarni bajarsin:

1) f(x)eCla, b),

2) Vxe(a, b) da f'(x) hosila mavjud va chekli bo*lsin.
U holda shunday c e (a, 5) nugta topiladiki,

J®)-f(a)= f(c)b-a)
bo‘ladi.

1-natija. Aytaylik, f(x) funksiya (a. %) da s'(x) hosilaga ega
bo‘lib, Vxe(a, b) da f'(x)=0 bo‘lsin. U holda Vxe(a, b) da
f(x)=const bo‘ladi.

2-natija. f(x) va g(x) funksiyalari (4. ) da f'(x), g'x)
hosilalarga ega bo‘lib, Vxe(a, b) da /'(x)=g'(x) bo‘lsin. U holda
Vxe(a, b) da f(x)=g(x)+ const bo‘ladi.
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4-teorema (Koshi teoremasi). Aytaylik, f(x) va g
funksiyalar quyidagi shartlarni bajarsin.
1) f(x)eCla, b], g(x)e(la, b], )
2) Vxe(a. b) da f'(x) va g'(x) hosilalar mavjud va chekli;
3) Vxe(a. b) da g'(x)=0 bo‘lsin.
U holda shunday c¢ < (a, b) nuqta topiladiki,
S -fla)_ [
gb)-g(a) g'()

bo‘ladi.

515. Vx'.x"eR uchun |sinx'-sinx"|< | x=x"|
isbotlansin. . da

Yechish. Aytaylik, x<x' bo‘lsin. f(x)=sinx 82 be, =1 ta
Lagranj teoremasini qo‘llaymiz. Unda shunday ¢ e, x" v
topiladiki,

}sin x'-sin x"' | ={cos c|-(x"~x")
bo‘ladi. Agar vieR da |cosr|<1 ekanini e’tiborga olsak, -unda
yuqoridagi munosabatdan

|sin x'=sin x'' | < | x'—x"' (Vx', x''eR)
bo‘lishi kelib chiqadi.

516. Ushbu

tengsizlik

a—_é<lng-<g—-—b (0<b<a)
a b b

tengsizlik isbotlansin. ) . Bu
Yechish. [5, o] segmentda f(x)=In(x) funksiyan! qaraymiz.
. 1 : a.
funksiya shu segmentda uzluksiz va (4. @) da f'(x)=7 hosilaga &

ta
Unda Lagranj teoremasiga ko‘ra shunday ¢ (b<¢ <a) U4

topiladiki, |
Ina- . . 1 1 2
na-inb_1 bo'ladi. Ravshanki, b<c<a = —<7<%"
a-»b c a ¢

Bulardan £ ; b cin % <4 ; 5 botlishi kelib chiqadi. _
Lopital qoidalari. Ma’lum shartlarda funksiya limitm

hisoblash goidalari o‘rganilgan edi. Ko‘p hollarda bunday shartiar

bajarilmaganda, ya’ni
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X=X, da fix)—0, g(x)>0: & ning limiti 9 .
g(x) 0

¥ > x, da fix) - +0, g(x)—> 40

e &

J(x) ning limiti 2\
x) ’
XX, da flx) - +o, g(x)— +o: S(x)-g(x) ninglimiti (o0 — x),

X% da ) 0. g()>0: (£(x)EX) e i (00).
X >, da f{x) 1, g(x)—>+o: CEED g limiti ( 1")

¥2% da f(x)>w,gx) >0 f(x) g(x) nj limiti «nj topishda
funksiyaning hosilalariga asoslangan qoidaga ko‘ra hisoblash qulay
bo‘ladi. Bunday usul bilan funksiya [imitin; topish Lopital
goidalari deyiladi.
g- va g ko‘rinishidagi hollar

S-teorema. Faraz gilaylik, 7(x) va &(x) funksiyalar (a. 5) da
berilgan bo‘lib, quyidagi shartlarni bajarsin:

D) lm 7(=0, lin g(x)=0;

2) Vxe&(a, b) da f'(x) va g'(x) hosilalar may

3) Vxe(a, b) da g'(x)=0;

4) Ushbu  im %ﬂ, (teR) mavjud. U holda fim £ _,

x=» x=h=0) g(x)

jud;

bo‘ladi.
517. Ushbu

im —— %=/
X X—¢€ Id

munosabat isbotlansin. ,
Yechish. f(x)=(Inx)* ‘G) R =x-e funksiyalari uchun
(1, ) da S-teoremaning barcha s};art]ari bajariladi:
D) lim £(x)=lim [ ((n x)* -(-‘{) )=o0.

lim g(x) = lim (x—¢) = 0;
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g
2) f'(x)= a(lnx)*" l—g(g) , g(x)=k
3) g(x)=1=0; -
Lt p(xY
alnx)® === (—)
f(x) _ g x e \e ___a—ﬂ
4) llm 70) Enn 1 -
Demak,

(
unf—(—x—)=hm

X g(x) X

6-teorema. Aytaylik, f(x) va &

berilgan bo‘lib., qu

p
a _ X
nx) (e) =a-ﬁ_

xX—e e

(x) funksiyalar (a +<) da
yidagi shartlarni bajarsin:

D lim f(x)=0, hm g(x) =0;

X~»+00

2) Vxe(a, +9) da f(x) g'x) hosilalar mavjud;

3) Vxe(a, +»

) da g'(x)=0:

. S
4) Ushbu lim ==~ f( ) -¢ mavjud ((eR). U holda !:31@;(;)-—2
bo‘ladi.
518. Ushbu Jim limitni hisoblang.

Yechish. Agar f(x)=¢
uchun 6-teoremamng barcha shartlan

arctgt’
2, gx) = sarctex? -7 deyilsa, ular
bajariladi, jumladan,

2
y)=—-—e*, x) = — bo'lib,
J(x) xse g'w)= Trx’
2
—*>€r 4 1
LACIJ S =—‘|iml‘t§4"=’_

"*‘“‘g(.x) X +® ‘4}:’ -t 2X 2

1+x*

bo‘ladi. 6-teoremaga ko‘ra

tim L&) = fim
o g (x) x—

bo‘ladi.

JS&) _ ,e:‘_:l_=_

1
400 g(,\) x=p+0 231'0'.'9 -7 2
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7-teorema. Faraz qilaylik, 7(x) va g(x) funksiyalar (q, b) da
berilgan bo‘lib, quyidagi shartlarni bajarsin:

l) xl—.lfp-of(x) =% xl—‘g'—(l g(X) =%

2) Vxe(a,b) da s '(x), g'(x) hosilalar mavjud;

3) Vxe(a, b) da g'x)=0;

4) Ushbu sin £ _ ¢ (¢ #) maviud. U holda
=50 g'(x)

8-teorema. Faraz qilaylik, f(x) va g(x) funksiyalar (a, +oo)
da berilgan bo‘lib, quyidagi shartlarni bajarsin:
D Jim f()=oo, lim g(x)=c;

2) Vxe(a, +0) da f'(x), g'(x) hosilalar mavjud;
3) Vxe(a,+o) da g'(x)=0;
4) Ushbu lim &E & (£eR) mavjud, U holda 1lim Jx) =/
X0 g (X) X~ g(’\-)
bo‘ladi. ,
0-00, 0=, I, 0 ko‘rinishidagi hollar
Bu ko'rinishdagi aniqmasliklar 2. = holiareq keltirilib, so'ng
 da ‘llaniladi.
yuqoridagi teoremalar qo anll

sin x
x

) limit hisoblansin.

1

Yechish. Avvalo, y=lm($X)7 g ) L Ravshanki,

519*, Ushbu ,l,'f,"o(

x—0da .
sin x

Sf(x)= "
Sodda hisoblashlar yordamida topamiz:

In sin x ( In §§n;,\f)’

X

- 1.

8(x) = L, — 4,
2

. = lim = lim
l\ln;:) In Y x0 x
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X Xxcosx—sinx

= lim Sin X x2 =
x—0 2x
f
L xcosx—sinx 1. (xcosx—sinx) _
2 x50 _'\'3 2 x=0 (x3 )'

. R 1

. (sinx) -

Demak, hm( )r =e ®
v—=0

X

520. 7(x)=3+* -1 funksiya uchun x=0 nuqta va (-1;1) oraliqda
Ferma teoremasining shartlarini tekshiring.

521. f(x)=x'—4x+5 funksiya uchun x=2 nuqta va (1:3)
oraliqda Ferma teoremasining shartlarini tekshiring.

522. f(x)=sinx funksiya uchun [0:27] kesmada Roll
teoremasini qo*llash mumkinmi? ‘

523.  f(x)=x(x-1)(x-2)x—-3)ko‘phad hosilasining  ildizlari
haqiqiy va (0;1).(1;2).(2:3) oraliqda yotishini isbotlang.

524. f(x)=x’ egri chiziqda shunday nuqta topingki, b‘f
nuqtadan unga o°tkazilgan urinma A(-L-1) va B(Z8) nugqtalarni
tutashtiruvchi vatarga parallel bo*lsin.

525. Lagranj teoremasidan foydalanib tengsizliklarni isbotlang.

1) larcigb—arcigaldb—al; 2) e >1+x (x>0).

526. f(x)=x* va g(x)=x" funksiyalar uchun a) [-1;1]; b) [1:2]
kesmalarda Koshi teoremasi o‘rinli bo‘ladimi? .

527. Quyidagi limitlarni Lopital goidasidan foydalanib
yeching.

x 2x l_cosx
.oox=3 . e —e . 1—COSX ,
1) 1'111} x4 ~81 2 2) !l_l;.l’} sinx ° 3) !\‘|’Q]—COS4A‘ i
. oo oy 1
. XCOSX—SinXx . X—arcigxy ; _L_.—-)-
4) i XTI, S5 O (55
| (1) -
7) lim(cl : —1); 8*) llm(—) ; 9) limx'=.
x50 x x=0\ X !
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29 §. Funksiyaning monotonligi, ekstremumlari, grafigini
qavariq va botiqligi

Funksiyaning to‘la tekshirish

Funksiyaning monotonligi. Faraz qilaylik, f(x) funksiya
(a, b) da berilgan bo‘lsin.

Ma’lumki, Vx,, x, € (a, b), uchun

X <x; = f(q)< f(x;) (f(x)) < f(x,))

bo‘lsa, f(x) funksiya (a, b) da o‘suvchi (qgat’iy o‘suvchi),
Vx,x, €(a,b) uchun x <x, = f(x)2f(x;) (f(x)>f(x,)) bo'lsa,
J(x) funksiya (a, b) da kamayuvchi (qat’iy kamayuvchi) deyiladi.

1-teorema. Aytaylik, f(x) funksiya (a, 4) da berilgan bo‘lib,
Vxe(a, b) da f'(x) hosilaga ega bo‘lsin. f(x) funksiyaning (a. b) da
o‘suvchi bo‘lishi uchun Vxe(a, ) daf'(x)20bo‘lishi zarur va
yetarli. )

2-teorema. Faraz gilaylik, f(x) funksiya (a, b) da berilgan bo‘-
lib, Vxe(a,b) da f'(x) hosilaga ega bo‘lsin. f(x) funksiya (a. 5) da
kamayuvchi bo‘lishi uchun Vxe(a,5) da f'(x)<0 bo‘lishi zarur va
yetarli.

Demak, (a, b) da

S (x)20 = f(x) o'suvchi = f'(x)20.

f'®) <0 = f(x) kamayuvchi = f'(x)<0.

f(x)>0 = f(x) qat’iy o‘suvchi = f'(x)>0,

S'(x)<0 = f(x) qat’iy kamayuvchi = f"(x)<0
bo‘ladi.

528. Ushbu f(x) ——, funksiyaning o‘suvchi, kamayuvchi

bo‘lish oraliglari topilsin.
Yechish. Ravshanki, f'(x)=x-27"(2-xIn2) bo‘ladi. Ushbu

F'(x)>0, x-27(2-xI2)> 0 tengsizlik xe(o. m—) da o‘rinli bo‘ladi.
Demak, f(x) funksiya xe(O 12—) da o‘suvchi, (~o, O)U(iz, +00)

da kamayuvchi bo‘ladi.
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Funksiyaning ekstremumlari. Faraz qilaylik, f(x) funksiya
X <= R to*plamda berilgan bo‘lib, x, € X bo‘lsin.

1-ta’rif. Agar shunday & >0 son topilsaki,

VxeUg(xy) =(xg =0, Xo+J) C X nuqtalarda
fOSfx) ()2 1)

tengsizlik bajarilsa. f(x) funksiya x, nuqtada maksimumga
(minimumga) erishadi deyiladi, x, nuqtaga esa f(x) funksiyaning
maksimum (minimum) nugtasi deyiladi.

2-ta’rif. Agar shunday >0 son topilsaki, VxeUs(xo)\{¥o}
(Us(x,) © X) nuqtalarda

f®<fx)  F@> 1)

tengsizlik bajarilsa, f(x) funksiya x, nuqtada qat’iy maksimumga
(qat’iy minimumga) erishadi deyiladi. .

Funksiyaning maksimum hamda minimumi umumiy nom bilan

uning ekstremumlari, maksimum hamda minimum nugqtalari esa
uning ekstremum nugqtalari deyiladi.

3-teorema. Faraz qilaylik, f(x) funksiya Xc<R to‘plamda
berilgan bo‘lib, x, e X nuqtada ekstremumga erishsin.

Agar f(x) funksiya x, nugtada f'(x,) hosilaga ega bo‘lsa, U
holda f'(x,) =0 bo‘ladi. .

3-ta’rif. Funksiya hosilasini nolga aylantiradigan nuqta uning
statsionar (kritik) nuqtasi deyiladi.

Eslatma. Agar f(x) funksiya biror nuqtada ekstremumga
erishsa, u shu nuqtada hosilaga ega bo‘lishi shart emas. Masalar,
()=} funksiya =, =0 nuqtada minimumga erishadi, birod U S
nuqtada hosilaga ega emas. .

Demak, f(x) funksiyaning ekstremum nugqtalari uning Satsto
nar hamda hosilasi mavjud bo‘lmagan nuqtalari bolishi murkin-

4-ta’rif. Agar shunday ¢ >0 son topilsaki, 0
Vre(3, -6, %) da g()>0 yoki Vxe(x,~8, %) da EIN<"
bo‘lsa, g(x) funksiya x, nuqtaning chap tomonida ishora sagiay
deyiladi.
Agar shunday & >0 son topilsaki, 0
Vxe(x,, X, +3) da g(x)>0 yoki Vxe&(x,, X, +J) da gx)<
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bo‘lsa, g(x) funksiya x, nuqtaning o‘ng tomonida ishora saqlaydi
deyiladi.

4-teorema. Aytaylik, f(x) funksiya x = R to‘plamda berilgan
bo‘lib, quyidagi shartlarni bajarsin:

1)36>0, VxeUs(x)c X ma f'(x) hosila mavjud;

2) f'(x)=0;

3) f'(x) hosila x, nuqtaning o‘ng va chap tomonlarida ishora
saqglasin.

Agar f'(x) hosila x, nuqtani o‘tishda ishorasini o‘zgartirsa,
/() funksiya x, nuqtada ekstremumga erishadi.

Agar f'(x) hosila x, nuqtani o‘tishda ishorasini o‘zgartirmasa,
/(x) funksiya x, nuqtada ekstremumga erishmaydi.

S-teorema. f(x) funksiya x <R to‘plamda berilgan bo‘lib,
quyidagi shartlarni bajarsin:

1) f(x)eC(X);

2) 36> 0, Vx eUy(x,)\ {x,} ma f'(x) hosila mavjud va chekli;

3) f'(» hosila x, nuqtaning o‘ng va chap tomonlarida ishora
saglansin.

Agar f'(x) hosila x, nuqtani o‘tishda ishorasini o‘zgartirsa,
/(x) funksiya x, nuqtada ekstremumga erishadi.

Agar f'(x) hosila x, nuqtani o‘tishda ishorasini o‘zgartirmasa,
J(x) funksiya x, nuqtada ekstremumga erishmaydi.

6-teorema. Faraz gilaylik, f(x) funksiya xc R to‘plamda
berilgan va meN, m22, x,ex bo'lib, quyidagi shartlarni
bajarsin:

1) 36>0, VxeU,(x,)c X da ;" "(x) hosila mavjud;

2) £ (x,) hosila mavjud;

3) f1(xp) = f"(xXo) == f D (x,) =0, £ (x,)0.

U holda m=2k, keN bo‘lganda f(x) funksiya x, nuqtada
ekstremumga  erishib, f“(x,)<0  bo‘lganda =x, nuqtada
maksimumga, /™ (x,)>0 da minimumga erishadi.

Agar m=2k+l, keN bo'lsa, f(x) funksiya x, nuqtada
ekstremumga erishmaydi.
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Xususan, agar x, nuqta f(x) funksiyaning statsionar nuqtasi
bolib. f(x) funksiya x, nuqtada chekli f"(x,)=0 hosilaga ega
bo‘lsa, shu nugtada f(x) funksiya f"(x,)<0 bo‘lganda maksi-
mumga. /"(x,)>0 minimumga ega bo‘ladi. '

529. Ushbu f(x)=2Vx’ -5x*+1 funksiya ekstremumga
tekshirilsin.

Yechish. Bu funksiya R =(—o0;+0) aniglangan bo‘lib, u shu
to‘plamda uzluksiz. Uning hosilasini topamiz:

s 1
s 2 2 - k-
"()=2-Z.xy3 -5.=.x 32
f(\) < 3 X 5 3 b ¥ 3§/;

Ravshanki, funksiyaning hosilasi x, =1 nuqtada nolga alanadi:
/'(1)=0: x. =0 nuqtada esa funksiyaning hosilasi mavjud emas. o

Hosila ifodasidan ko‘rinadiki, x=1 nuqtaning chap tomonidagi
nuqtalarda f'(x)<0 o‘ng tomonidagi nuqtalarda S '(X)>.9 bo !adl'
Demak, berilgan funksiya x=1 nuqtada minimumga erishadi ‘va
min f(x)= f(1)=-2 bo‘ladi.

Yana hosila ifodasidan ko‘rinadiki,
tomonidagi nugtalarda f'(x)>0, o‘ng tomo
I'(x) <0 bo‘ladi. . .

Demak, f(x) funksiya x=0 nuqtada maksimumga enshadl va
max f(x)= £(0)=1 bo‘ladi.

Funksiyaning qavarigligi va b
funksiya (a.b) da berilgan bo‘lib, x,¥2€(
bo‘lIsin.

f(x) funksiya grafigining (x,, f(x)))» (%2: -
o‘tuvchi to‘g"ri chizigni y =/(x) desak, u qu)’idagwha

X, —X X —X
Xy — X

,=0 nuqtaning chap
nidagi nuqtalarda

otigligi. Faraz gilaylik, f(x)
a, b) achun x, <x,

f(x,)) nuqtalaridan

I(x)=

flx) +—f(x2)

X

bo‘ladi. : ylashgan
-ta’ri : x,)c(ad) da joylasng
S-ta’rif. Agar har qanday oraliq (. ¥z . 100 funksiya

Vxe(x,,x,) uchun f)<ix) (f(x)<ix) Po‘
(a, b) da botiq (qat’iy botiq) funksiya deyiladi.
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6-ta’rif. Agar har qanday oraliq (x,, x,) c (a, b)) da joylashgan
Vxe(x,x) uchun f(x)2/x) (f(x)>/(x)) bo'lsa, f(x) funksiya
(a, b) da qavariq (qat’iy qavariq) funksiya deyiladi.

Botiq hamda qavariq funksiyalarning grafiklari 1-shaklda
tasvirlangan:

ya Ja

1-shakl.

Aytaylik, ¢, 20, a, 20, a,+a, =1 bo‘lib, Vx,, x, e (4, b) bo‘lsin.
Funktsiyaning botiqligi hamda qavariqligini quyidagicha ta’riflash
ham mumkin. -

T-ta’rif. Agar f(ax +ax,)sas(x)ra/(x,) bo‘lsa, f(x) funksiya
(a, byda botiq deyiladi.

8-ta’rif. Agar f(ax+ax,)2a/(x)+a,/(x) DO‘lsa, (v funksiya
(a, b) da qavariq deyiladi.

530. Ushbu f(x)=x* funksiya & da qat’iy botiq funksiya
bo‘lishini isbotlang.

Yechish. 7-ta’rifdan foydalanib topamiz:

Slax +ayx)=(ax +a,x,) =(a,x,)* + 20,0, %,%, +(@y%,)" <

<ozfx,2 +a,a,(x + x, )+ 0:221122 = a,xlz (o, +a,) +0(2).'§(atI +a,)=

=oyx) +ayx; =a, f(x) + e, f(x)

7-teorema. f(x) funksiya (a, b) intervalda botiq (qavariq)
bo‘lishi uchun (4, b)da f"(x)20 (/"(x)<0) bo‘lishi zarur va yetarli.

§31. Ushbu f(x)=Inx (x>0) funksiya qavariq bo‘lishini
ko‘rsating.

Yechish. Bu funksiya uchun f"(x)= —xiz <0
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bo'ladi. Berilgan f(x)=lnx~ funksiya (0.+®) da qat’iy qavariq
boladi.

Funksiyaning egilish nugtalari. Faraz gilaylik, /() funksiya
Y < R to'plamda berilgan bo'lib. x, € X, (xg—%> o +8)c X, §>0
bo-Isin.

9-ta’rif. Agar f(X) funksiya (xg = 6> Xo) da botiq (qavariq),
(x,. x,+0) da qavariq (botiq) bo'lsa, x, nuqta f® funksiyaning
egilish nugtasi deyiladi.

Aytaylik. f(x) funksiya (¥ -9 x,+6) da f®) hosilaga eg2
bolsin. Agar Vxe(xo=3: %) da f()20 (f" (<0,

Vxe(x, X,+0.) da f(x)<0 (F(»z20,
bo'lsa. f'(x) funksiya X, nuqtada ekstremumga erishadi va demak,
f"x,) =0 boladi. Demak, f(x¥) funksiya egilish nugtasida / (x)=0
bo‘ladi. . s

<32 Ushbu sin=x fanksiya %=0 nugtada. egilisti
ko‘rsating. ‘

Yechish. Bu funksiya uchun fr(x)=6x
bo'lib. Vxe(-6.00 da f'()<0, vxe(0,9.)
bo*ladi.

Funksiya grafigining asimptOtalal’i-
funksiya X < R to*plamda berilgan bo‘lib, x, MU
limit nugtasi bo'lsin.

10-ta’rif. Agar ushbu tim f . lim )

x—x—0

limitlardan biri yoki jkkalasi xam cheksiz bo‘ls'a, x.= %o
chiziq f(x) funksiya grafigining vertikal asimptotast deyiladi.
grafigi uchun x=0 to'g'ri chiziq vertikal

da f'®>0 (6>0)

to‘g'ti

Masalan, f(x)=% funksiya

asimptota bo'ladi. . o
Aytaylik, £() funksiya (o) da aniglangan bOISIT

11-ta’rif. Agar shunday « V& p sonlari topilsakl,

f(x):kx-i—b+a(.\') (.\‘——)00 da a(x)——rO) ' . .
bolsa, y=hi+d to'g chiziq fx) funkstyd grafigining 08 M@

asimptotasi deyiladi.
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8-teorema. f(x) funksiya grafigi y=4x+b og‘ma asimptotaga
ega bo‘lishi uchun
im L2k dim (f)— k) =
X—>+ o x X—>+ar

bo‘lishi zarur va yetarli.
3
533. f(x)=

funksiyaning og‘ma asimptotasi topilsin.

2

x -
2
X

Yechish. Bu funksiya uchun 4= lim ACI N

X+w® X X=3+cn (x_])ﬁ

b= lim (f(x)—loc)=|im( x —x]=2

X+ (.\' - ])2
bo‘ladi. Demak, y=x+2 to‘g‘ri chiziq berilgan funksiya grafigining
og‘ma asimptotasi bo‘ladi.
Funksiyaning to‘la tekshirish sxemasi

1) Funksiyaning aniqlanish sohasi topiladi;

2) Koordinata o‘qlarini kesuvchi nuqtalar topiladi;

3) Funksiyaning juft-toqligiga tekshiriladi;

4) Uzluksizlikka tekshiriladi, uzilish nugtalar topiladi va turi
aniglanadi;

5) Funksiyaning monotonlik intervali topiladi, lokal mak-
simum va lokal mimimumlari hisoblanadi;

6) Funksiyaning qavarig- botiglik intervali topiladi;

7) Funksiyaning asimptotalar va qiymatlar sohasi topiladi;

8) Funksiyaning grafigi yasaladi.

534. Funksiyani to‘liq tekshiring va grafigini yasang:

y=3 .
2(x-=-1)
Yechish. 1) Funksiyaning aniqlanish sohasi maxraji nolga
aylanadigan nugqtalardan boshga barcha nuqtalar to‘plamis:
D(y) = (—os) U (1;+0) .

2) x=0da quyidagini hosil gilamiz: w0)=

2

— =0
2(00-1) °°
x=0 nuqta koordinata o* qlarini kesib o tuvchi yagona
nuqta.

3) Funksiyaning jufi-toqligiga tekshiramiz.
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(—x)2 ~ x2
2—x-1) 2(x+1)
Y(=x)# y(x), y(=x) #-y(x).
Demak, funksiya juft ham, toq ham emas;
4) x=1 nuqta uzilish nugta. Shu nuqtada o‘ng va chap limitini
hisoblaymiz:

v(=x)=

2 2

= 400,

lim —= =—o0, lim
w0 2(x — 1) 140 2(x - 1)
x=1 nuqta 2-tur uzilish nuqta ekan.

5) Funksiyaning monotonlik intervalini hisoblash uchun
funksivaning 1- tartibli hosilasini hisoblaymiz va son © ‘qini
quyidagi intervallarga bo‘lamiz:

_2x(x=D-x _ x(x- 2) (—oo'O)u(O'l)U(IJZ)U(Z;m)'
2(x ~1)° 2(x -
Bu mtervallarda funk51ya hosﬂasmmg ishorasini amqlaymll

»i(- 1)—~>0 11(0.5)=-1.5<0, y'(1.5) =-1.5<0. y’(3)—->°

¥
- £ _ ~ ; ..;.'
1 .
(-2:0)U(2:4) intervalda funksiya o‘sadi, @DV m::irvalda
-0,

funksiya kamayadi. x=0 nuqta lokal maksimum, Yu()=3@77)

-

2°
22-1)

Van(2) = =2 bo‘ladi.

. I iz. Bunin,
6) Funksiyaning qavariq- botiglik intervalinl topamiz g
uchun 2- tartibli hosilani hisoblaymiz:

oo (=2 - 2x(x -2 ) __

2x-1)° TV
(1;+o) intervalda  boti

Funksiya (—<:1) intevalda qavariq,
bo‘ladi.

7) x=1 to‘g‘ri chiziq funksiyaning vertikal
O‘g‘ma asimptota quyidagicha ko‘rinishda bo’ ladi: ¥ =

bunda & = lim 22 f 9 b= tim (f() - k).

asu:nptota bo‘ladi.
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PR P NS (O L)< tim [ E o241
=E(x-1) 277 | 2x=1) 2/ o 2x-1 - 3°

Demak, 0‘g‘ma asimptota y=0,5(x+1).

Funksiyaning qiymatlar sohasi E(y)=(~;0) U (2;+=) ekan.

8) Yuqoridagi natijalarga tayangan holda funksiyaning grafinj
yasaymiz.Avvalo vertikal, og‘ma asimptotlarni yasaymiz, keyin bir
necha giymatlarni topamiz va grafik yasaymiz.

= ~
2 /
Y] 2

&
JRSIDERS———

o

P

/ \ 2 4
~— ]
x=l
4
2-shakl

535. Quyidagi funksiyalarning o‘shish va kamayish oralig‘ini

toping:
l. y=x"-6x+8; 2, y=x-9x"-2lx+1; 3. y=X438 43041
4, y=x'-22+5; 5. y=xe7; 6. y=e';
7. y=2"+47"; 8. y=2x-¢; 9. y=xinx.
536. Quyidagi funksiyalarning ekstremumlarini toping:
1. y=x*—dx+5; 2. y=2x"-6x"-18x~1; 3. y=3xt-dx'43;
4. y=xJi—< ; 5. y=x*¥1-x; 6. y=e'sinx;
X .
7. y=x~-in(l+x); 8. Ve a1’ 9. Y=Inx-2arcigx .
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537. Quyidagi funksiyalaming berilgan kesmadagi eng katta va
eng kichik qiymatlarini toping:

1. p=x"-0x* < 15x 1, [-2:6] ;

3.2 g 4. y=x-24x,[0:41;

2_ y=4x‘—2x2 +2: [0;2]; ’

6. y=ln2x-x"+%, [0.5;2].

5. y=2x-gn 1:Z);
botiglik oralig*larini

538. Quyidagi funksi i i
. Q yalarning qavariq-
toping. Egilish nuqtalarini aniqlang:g :

L - . 2x°+4
1. y=x'-3x"«dx-1; 2, y=x'-63"+x 3.vy="7>
X +2v+d4
4, y= 5 5. y=(x+l)e; 6. y=x'lnx.
539. Quyidagi funksiyalarning grafiklari asmptotalanm toping:
1. p=X*+2. 2xF+x+1, o
y 1 . 2. y:__;-—z——, 3 y= \l;-z‘—-z,
4. y=ixr-x; 5. y=xe"; 6. J"M ,
540*. Quyidagi funksiyalarni to‘la tekshiring va graﬁg1m
yasang:
1. y=3x"-5x"; 5 poXtl. 3. v:..-——"‘“)‘”s);
. N ’ *
4. y='x._| : 4x 1.
5. y=x2+4, 6.y"x1+19
_ 2x-1 2 1 .
10, y=—X—_. 1 o2l
Y xZ__lﬁ ll,y:l—xz; 12.)" 2+l’
13, y=-2—; =+, Il B
¥y t:_l-s 14. _V=—x_—2‘, 15 y= 2 2x
3
16. y=X*+4. x-1, Rt 2
Y xf s 17. y=?-+—l, 18 y= 9 s
=X . 2,
19. 'V~3_x19 20. y=xe"; 21.}’=92x_ ’
22. y:ln_x_- e"' . — _.X;z.
J;9 23. y=—x—, 24- )"'lnx_'_l’
25. y=xe; 26. y=Inx; 27. y=xin"x;
X
28. y=¥ey 29, y=ig 30. y=lxinlxll-
nx



30 §. Teylor va Makloren formulalari

Ko‘phad uchun Teylor formulasi:

P'( 0 . P"(xu 2 P(m Yo n
P(x)=P(x,)+ ]J:)(x—zo)+——2!—)(x-x,,) +...+—#—)(x—xo? @)

bo‘ladi.

Ixtiyoriy funksiyaning Teylor formulasi va uning qoldiq
badlari. Faraz qilaylik, f(x) funksiya (a,6) da berilgan bo'lib,
x, € (a,b) bolsin. Bu funksiya x, nuqtaning

Us (xo) = (xo =6 X +9) < (a.b) 6§>0
atrofida /(). (xS (¥, £V (x) hosilalarga ega bo‘Isin.

' ) (n) 3
f(x)=f(xo)+f(;0 (x—xo)+...+£%(x—xo)"+R,,(x) (2)

Bu (2) formula f(x) funksiyaning Teylor formulasi deyiladi.
(2) formuladagi R,(x) esa Teylor formulasining qoldiq hadi deyiladi.
Endi goldiq had R, (x) ni aniglaymiz.
a) Koshi ko‘rinishidagi qoldiq hadli Teylor formulasi:
S'(x0) f"(xo)
2

S =f(xo) T R T )

3)

(n) (n+1)
+L7$£°’) (x—x0)" + IT(C)‘-"-XO)"*'(I -6)"

bo‘ladi. Bunda bunda ¢ =% + Ox-x,) (0<@<1).
b) Lagran;j ko‘rinishidagi qoldiq hadli Teylor formulasi:
flnl(,ro ’ f(rnl)(c)

"(x f"(Xo) L 2 .
f(x)=f(x°)+l-(ﬁﬁ(x—x°)+ 2 A n (x=x)" + nl (x—xo)'m,
(c=x +0(x—Xo): 0<@<l)
4)

formula hosil bo‘lib, uni /(x) funksiyaning Lagranj ko‘rinishidagi
qoldiq hadli Teylor formulasi deyiladi.
d) Peano ko‘l‘i“EShidag' qoldiq hadli Teylor formulasi:

(x0) S (xq)
fx)=S(x)* ]ro (x=xo)+ o x4

)

+_f_('_').(f‘-"l(x—xo)"+0((x"x°)”)’ (¥ > x,)
n

bo‘ladi.
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Ba’zi funksiyalarning Teylor formulalari. f(x) funksiyaning
Peano ko‘rinishidagi qoldiq hadli Teylor formulasini olamiz:

f(x)= f(xo)'*'f(xc')( xo)+£¥£2(x—xo)z+...+

f(ﬂ)(x()) (‘K‘—xo)" +0((x_xo)"), (x__)xo)
Bu tenOIlkda x, =0 deb, ushbu A
f(f) f(0)+f(0). f'(o) xl f( (0) u+o(x ) (I_) 0) (6)

2
formulaga kelamlz. (6) formula /x) funksiyaning Makloren
formulasi deyiladi. ™0y =
1) f(x)=¢* bo'lsin. Bu funksiya uchun f(@=1 /@)=l
bo‘lib, '
2 3 n

ef =l+x+ oy, +'\—+o(x ), x—0
21 3 =
bo‘ladi. -
2) f(x)=(1+x)*, @€ R bo‘lsin. Bu funksiya uch@
fO=1 fM0)=a@-1..@-n+t)

bo‘lib,
(1+x)* = z:o.f(a D...@a=-k+1) 2t +o(x"), x—0
par k!
bo‘ladi. Xususan, I; 3 xt +ox"), x>0
k=0
LSt oz, x>0
l+x ;>
bo‘ladi.

3) f(x)=In(1+x)bo‘lsin. Bu funksiya uchun
F)=0, f*0)=(=n*"k-1)
bo‘lib,
n (ot R
In(l+x)=z.(_l)71\‘—+o(x ), x_‘)o

k=1

bo‘ladi.
Shuningdek, In(1-x)= —z":fki +o(x"), x—0 bo‘ladi.

k=1
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4) f(x)=sinx bo‘lsin. Bu funksiya wuchun f(0)=0,
SEM0) =(-1)* bo‘lib,

U d _1*
sinx =3 =0

2k+1
+0o(x*?), x>0

bo‘ladi.
5) f(x)=cosx bo‘lsin. Bu funksiya wuchun f(0)=1,
F0)=(-1)* bo‘lib,

2
cosx = Z;)(— 0!

541. Ushbu f(x)= ——
3x+2

funksiyaning Teylor (Makloren) formulasi yozilsin.
Yechish. Bu funksiyani quyidagicha f(x)= LI !

3x+2 2( 3)
1+- x
2

+o(x*™"), x—0 bo‘ladi.

yozib, so‘ng LI i(—l)" x* +o(x"), x>0
1+x k=0
bo‘lishidan foydalanib topamiz:
—Z( -t —-x +o(x"), x—>0,

3x+2 par 24!

542, Teylor formulasidan foydalanib y=%x funksiyani (x-1)°
hadigacha yoying.

543. Makloren formulasidan foydalanib y=a* funksiyani x°
hadigacha yoying.

544. Makloren formulasidan foydalanib 329 ni 107 aniqlikda
hisoblang.

545. Makloren formulasidan foydalanib e ni 10~ aniqglikda
hisoblang.

546. Makloren formulasidan foydalanib quyidagi limitlarni
hisoblang.

1)] sinx — x’ 2)] lcosxe 3)lim

Incos x + x*
=0 x’ x? -0 sinxtgx
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VII BOB. ANIQMAS VA ANIQ INTEGRAL

31 §. Boshlang‘ich funksiya va anigmas integral tushunchasi.
Integrallash usullari.

Boshlang‘ich funksiya tushunchasi. Faraz gilaylik, f(x) va
F(x) funksiyalari («.6)c R intervalda berilgan bo‘lib, F(») ﬁmksiyfi
shu (a,6) = R da differensiallanuvchi bo‘lsin.

1-ta’rif. Agar (a,b) intervalda F'(x)=/f(x) (x e(a,b)).boflsa,
(a,b) da F(x) funksiya f(x) ning boshlang‘ich funksiyasi deyiladi.

Masalan, f (X)=% funksiyaning (0,+0) da boshlang‘ich funksiyasi

F(x)=1Inx bo‘ladi, chunki (0,+) da F'(x)=(1nx)'=i‘=f(x)'

Aytaylik, f(x) va F(x) funksiyalari [4,5] segmentda }aenlgan
bo‘lib, F(x) funksiya shu [4,5] da differentsiallanuvehi bo‘Isin.

2-ta’rif. Agar (a,) intervalda F'(x)=/(x) & é("’b)_) bo h‘bj a
va b nuqtalarda esa F'(a+0)= f(a), F'(b-0)=/(®) tengliklar o 1:11111
bo‘lsa, [a,b] segmentda F(x) funksiya JS(*) ning boshlang‘ich
funksiyasi deyiladi. ) )

1-teorema. Agar (a,b) intervalda F(x) va ®(x) fun‘k51yalarnmg
har biri /(x) funksiyaning boshlangtich funksiyasi bo‘lsa, u holda
F(x) va ®(x) funksiyalar (,6) da bir-biridan 0‘zgarmas SOnga farq
qiladi: F(x) - d(x)=C

O(x) - F(x)=C. (C =const) . .

Natija. Agar (a,) da F(x) funksiya f(x)_ ning bmor
boshlang‘ich funksiyasi bo‘lsa, u holda fmﬁ;nksiyamng (a,b) dagi
ixtiyoriy boshlang‘ich funksiyasi D(x) uchun
®(x)= F(x)+C. (C=const) bo‘ladi.

Eslatma. (a,b) da berilgan har ganday
boshlang‘ich funksiyaga ega bo‘lavermaydi.

funksiya ham

165



547. (-11) intervalda berilgan funksiyaning boshlang‘ich
funksiyaga ega emasligini ko‘rsating:
—l,agar -1<x<0 bo'lsa.
f(x)=4 0,agar x=0 bo'lsa.
1,agar 0<x<| ho'lsa
Yechish. Teskarisini faraz qilaylik, ya'ni berilgan funksiya
(-L1) da boshlang‘ich funksiya F(x) ga ega bo‘lsin: F'(x)= f(x)
(xe(-L1). Ravshanki, F'(0)=s(0)=0 bo‘ladi. Bu F(x) funksiyaga
[0,x] segmentda (0<x<1) Lagranj teoremasini qo‘llab topamiz:
F(x)-F(©0)=F'(c)-x= f(c)-x=x (ce(0,x)). Keyingi tenglikdan
F)=FO) 1 i F(x)=F(0) _

X x—+0 x
bo‘lib, F'(+0)=1 bo‘lishi kelib chigadi. Bu esa F’'(0)=f(0)=0
munosabatga ziddir. Demak, qaralayotgan f(x) funksiya (-1,1) da
boshlang‘ich funksiyaga ega bo‘lmaydi.

2-teorema. Agar f(x)eC(a,b) bo‘lsa, u holda f(x) funksiya
(a,b) da boshlang‘ich funksiyaga ega bo‘ladi.

Funksiyaning aniqmas integrali. Integralning xossalari.
Aytaylik, (a,6) da f(») funksiya berilgan bo‘lib, F(x) funksiya
uning biror boshlang‘ich funksiyasi bo‘lsin: F'(x) = f(x) (x e (a,b)).

3-ta’rif. Ushbu F(x)+C (x e (a,b)) ifoda f(x) funksiyaning
aniqmas integrali deyiladi va [/(x)dx kabi belgilanadi. Bunda [ -
integral belgisi, f(x) integral ostidagi funksiya, f(x)dv integral
ostidagi ifoda deyiladi.

Demak, J’ f(x)dx=F(x)+C  (C = const)
548. Ushbu [x’dr anigmas integral topilsin.
Yechish. Anigmas integral ta'rifiga ko‘ra, shunday F(x)

funksiya topilishi kerakki, 7'(x)=x" bo‘lsin. Agar F(x) = %x"deyi]sa,

ravshanki, F'(x)=x" bo‘ladi. Demak,jx3dx=%x4+c (C =const).

Endi anigmas integralning xossalarini keltiramiz. Bundan buyon

aniqmas integral hagida gap borganda uni qaralayotgan oraliqda

mavjud deb, ya’ni integral ostidagi funksiya garalayotgan oraliqda
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boshlang‘ich funksiyaga ega deb qaraymiz va oraligni ko‘rsatib
o‘tirmaymiz.

Anigmas integralning xossalari.

1) d(J f(x)dx) = f(x)de;

2) [dF(x)= F(x)+C  (C =const);

3) flreo+ g(x)]rif=If(x)ck+_[g(x)dx;

4) [kf (x)dx = k[ f(x)dx, bunda k o‘zgarmas son va k#0.

. . L. 5 .
549. Ushbu anigmas integralni toping: /= I (]—Jr?-3smx)dx.

Yechish. Aniq integralning 3) va 4) xossalaridan foydalansak,

unda [(—2~ —3sin x)dx = 5[ —k ~ 3[sinxax bo°lishi kelib chiqadi.
1+x~ 1+x? .
Endi(-cos x)’ = sin x, (arctgx)’ = ] ! _ bo‘lishini e’tiborga Ohb top )
+x*
SI;,dx - 3jsin xdx = Sarctgx + 3cosx +C .

I+ x°
Demak, / =5arctgx+3cosx+C .

Asosiy anigmas integrallar jadvali
Elementar funksiyalarning hosilalari Jad\{all mda ﬁgmas
integral ta’rifidan foydalanib, sodda mnkS{Ya!afn;(‘ﬁﬁr o
integrallari topiladi. Ularni jamlab, jadval ko'rinishiga keltratie
1) J0-dx=C, C=const.

2) flodx=x+C.
a+l
3) Jxar = ZH +C, (a#-).

4) j% —ln+C,  (x=0).

a-r
=24, .
5)ja¢a ing (@>0, a=1)

Je*dx=e" +C.
6) [sin xdx =—cosx+C.
7) [cosxdx =sinx+C.
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8) Icfi

=tgx +C, (x¢£+7m,neZ).
x 2

9) = (x2m.neZ).
arcsinx+C, !
10) IJ—z { arccosx +C. Glex<h.
_ | arcigx +C,
1) I,h_._xz —{—arcctgx-t-C.

12) [ shxdx = chx +C.
13) [chxdx =shx +C.

dx
15) [—===thx+C.

Anigmas integralni integrallash usullari.
O‘zgaruvchini almashtirib integrallash usuli.

Faraz gilaylik, s(x funksiyaning aniqias integrali
[ f(x)de (1)
berilgan bo‘lib, uni hisoblash talab etilsin.

Ko‘pincha, o‘zgaruvchi x ni ma’lum qoidaga ko‘ra boshqa
o‘zgaruvchiga almashtirish natijasida berilgan integral sodda
integralga keladi va uni hisoblash oson bo‘ladi.

Aytaylik, (1) integraldagi o‘zgaruvchi x yangi o‘zgaruvchi ¢
bilan ushbu

1= p(x)
munosabatda bo‘lib, quyidagi shartlar bajarilsin:
1) o(x) funksiya differensiallanuvchi bo‘lsin;
2) g(» funksiya boshlang‘ich funksiya G()ga ega, ya’'ni

G'y=gr), [g)di =Gu)+C: )
3) f(x) funksiya quyidagicha
S(x) = g(g(x))-¢'((x) (3)

ifodalansin. U holda
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Jfx)ete= [ glplx)o'(edx Glo(x)) +C - @)
bo‘ladi. Shu yo‘l bilan (1) integralni hisoblash o‘zgaruvchini
almashtirib integrallash usuli deyiladi.

Bu usulda, o‘zgaruvchini juda ko‘'p munosabat bilal} a]mash:
tirish imkoniyati bo‘lgan holda ular orasidan qaralayotgan integralni
sodda. hisoblash uchun qulay holga keltiradiganini tanlab-olish
muhimdir.

dx
550. Berilgan anigmas integralni toping: / =I———‘

e’
Yechish. Avvalo berilgan integralni quyidagicha
dx "'_[ e*dx
Ie‘ e Je¥ 4l

yozib olamiz. Bu integralni o‘zgaruvchini almashtirish usulidan
foydalanib hisoblaymiz:

x »x =t N
= J‘eT—dx— = ¢ :I dt 5 =arctg[+c=arctgex+c
e+l le*adx=dil 71+t

551. Berilgan anigmas integralni toping:
I=I L (a=0,a€R).

Jx*+a

s daoi iramiz:
Yechish. Integralda o‘zgaruvchini quyidagicha :1mashtu'aml
x+Jx* +a=1. Unda dt =d(x+Jx* +a)=(1+—;;‘/—";‘"‘;)d"=

_¥x? ta+x ' . bolib. undan ____dx_____:_t?_ bo‘lishi kelib
Vxi+a Vxl+a ’ Jx* +a

“lishini
chigadi. Natijada /= j%=|n|:|+C=1n|x+m+C bo

topamiz.

Bo‘laklab integrallash usuli

. ] _.), V'(X)
Faraz qilaylik, u(x) va v(x) funksiyalar uzluksiz #*
hosilalarga ega bo‘lsin. U holda

&)
Ju(x) - () =u(x) - v(x) - [(x)du(x)
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ham yozish mumkin. (5) formula bo‘laklab integrallash formulasi
deyiladi. Uning yordamida [u(x)-v'(x)dx integralni hisoblash
{#'(x)-v(x)dx integralni hisoblashga keltiriladi.

552. Ushbu anigmas integralni toping: [ xcosxdx.

Yechish. Bo‘laklab integrallash formulasidan foydalanib
topamiz:

u=xo A= | e fsinxds =
cos xdx = dv v =sin xi
=xsinx+cosx+C.
553. Ushbu anigmas integralni toping:

dx
1,,=jm (neN,aeR, a=0).

jxcosxdx:

Yechish. Bu integralda u=—l—n ,dv=dx deb olsak, u

(x2 +a2)

holda du=_ﬁf‘w}, v=x bo‘ladi. (5) formuladan foydalanib
topamiz:

X X
=4 2n .—.’__.T—d\'_
n (x2+a2)n j-(x.. +a-)n+l

= zxz +2”I 2dx~n"“zj ? dr”!l .
(x* +a*)" (x*+a”) (x~ +a*)"

Natijada £, =————+2n-1,-2na*-1,,, bo‘ladi. Bu tenglikdan
(x*+a°)

1 X 2n—-11
n+l =2na2 (+a) + n a " (6)
bo‘lishi kelib chiqadi. Odatda, (6) munosabat rekkurent formula
deyiladi.
Ravshanki, » =1 bo‘lganda

X
_J' dx _I d(Z) ]art x+C
- i — =-—arclg—
! x2+a d |+(i)2 a ga
ad
bo‘ladi. n=2 da,
dx 1 X 1 l
I = - —.J= x 1
2 J‘(x2+a*)2 28 +d 2d° ' 28 (¢ T iy 3arctg -+ C

bo‘ladi.
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554. Aniqmas integralning xossalari va aniqmas integrallar

jadvali yordamida quyidagilarni integrallang:

1. I xt =2 —6.\"+8x+7)dx; . J'(x"l)(x —l)a‘.c

3. J.\-;Yildt; 4. J‘(_____) :

‘{e_" 2xg3x .
. Je'|s dx ; 6. [2:375% dx
IL ( + e ) : I :
7. ICOS:%"d\'; 8- I’gzxdx;
I+cos’y , cOs2X ..
% j"*‘COS?-\’dY’ 10. I4coszxsin2x

555. O‘zgaruvchini almashtirib integrallash us
quyidagilarni integrallang: s
]_I(S—Qx)“dx; 2. IxJ(l_-Z_x‘) dx;

uli yordamida

l .
. dx; 4. x\/l—xdx,
3 ‘[x/2—7x ’ -[
! 2-Vxtl 4
5.‘[!+J3\‘+ L 6'Iz+3x+l
| .
7 e 8 [
dx * arClg‘J- Ck.
9'-[ : 10%. j Wx
1g2x (+x Larmi
556. Bo'laklab integrallash usuli yordamida quyideg’
integrallang:
N
1. Jxe'd\'; 2. Ie dx,J
3. Ix"e‘?d\'; 4. I(e’ +x) dx;
5. Iez’sinSxdx; 6. Ixe"sinxdx; .
7. [in(x+2)dx; 8. log, (1 ~ 2%)4%;

0. jx’ sin 7xdx ; 10*. jcosJ;dx-
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32 §. Kasr-ratsional funksiyalarni integrallash

Sodda Kasr-ratsional funksiyalarni integrallash

Ushbu
Bx+C
(x#a)

(x-a)" " pyag)”
ko‘rinishdagi funksiyalar sodda kasr-ratsional funksiyalar deyiladi.
bunda meN; A,B,.C,a,p.q — haqiqiy sonlar bO‘Iib, x2+px+q kvadrat

>0.

uchhad haqigiy ildizga ega emas, ya’ni ¢ - ";
m=1 bo‘lganda sodda kasrlarning integrallari

A Bx+C
Ix—adx' Ixz +px+q(b.

lar quyidagicha hisoblanadi:

de=9) _ ginfx-af +C;

I Bx+C e = Bx+C =

Apxtq (x+f)2+(t1-p4)

B 2C .
==In(x"+ px+q) + T T4
2 2Ja-2 \[E
4 4

x+3
557. Integrallang: [ =25

Yechish. Maxrajdagi kvadrat uch haddap to‘la kvadrat
ajratamiz: x* -8x+25=(x—4)'+9 hamda x-d=r s 4 o100 ey

kiritib, quyidagini hosil gilamiz:
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7 dl"‘
I\—\stivs IH —_jt_l;dtﬂj

|+—mgT+C
da sodda kasrlarning

-—ln|t +9|+Zarctg3+C——ln|x —8x+25

Aytayhk meN, m>1 bo‘lsin. Bu hol

integrallari s C

‘[(x-—a)'" ’ I(x2+;1r+q)
lar qllyidagicha hisoblanadi:

4 +C,
J o = Ao d(x-0)= z;‘n‘("f""‘
X+ _p- =i x=t —g
I__.'__QLC"".dv = 2 p2 2 =
(x~ + px+q) de=di, q___z_=a
2tdt =
e e Fra HE 2B (T’Ia')-
_.B 1 B)I
2 (m=1)(? +a*)™ * @ +a i (6)
. . . avzu! gl’
Keyingi munosabatdagi | 7 j;z),,, integral awalgl m

rekkurent formula yordamida topiladi.
Kasr ratsional funksiyalarni
integrallash

bo‘lsin.
Bizga Lix) ) ,(n<m) Kkasr ratsional funksiya berilgan

sodda Kkasrlarga yoyib

m

Agar
Bunda, ~(x),0,(x) mos ravishda nm darajali kP hadlar. A5 ib
AR NI 1 C.) PO (s<m) ko' rinishida yozl
0. " O
olishimiz mumkin. Ko*phadning integrallash
to‘g‘ri kasr — ratsional funksiyani mtegral]aSh
Faraz qilaylik

Qm(x)z(x_al)a'n (x_az)a: ,"..(x__al)al. .
.(Xz +px+q )A (xz + pz.l""‘h)A ..__.(xz +p,,x+q,)
bo‘lsin. Bunda a, +a, +...+a, + 2(5, + B+t B)=M va

n>m bo'lsa, u-holda —=~—=

odda bo‘lgani uchun
asalasiga kelamiz.
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D=pl-4g,<0,i=1r. U holda quyidagicha

P(x) Ap Alal Az] A‘rz AZm
+ - + + ot = = +...+
0.0 7 Gma) " Gmay x-a Gea) (r-a)”
+ An + A Ao + Mux Ny Mx+ Ny T+t
(x- a,) (x a)” X+ px+q, (x:+p,x+q,)-
M,Ax+NmA . 1:/12,x+N2, o Max+ Ny, - /}/I:ﬂ,x-%Nz/);p. 4

(xz+p,x+q|) X EPXYY, (xz"'sz"‘%) (x'+pzx+q2) '

_ M,x+N, . Mx+N, Mpx+ Ny

X¥+px+q, (c+pa+q)  (P+pa+q)

ko‘rinishda sodda kasrlarga yoyish mumkin bo‘ladi. Demak, beril-
gan kasr-ratsional funksiyani integrallash, bir nechta sodda kasr rat-
sional funksiyalarni integrallash masalasiga keltirib yechilar ekan.
558. Ushbu ——3"—‘:8—
+4x° +4x
Yechish. Bu kasrmng maxraji
x* +4x% +4x = x(x* +4x+4) = x(x +2)?

to‘g‘ri kasrni sodda kasrlarga yoying.

. . 3x% +8 A B C e .
bo‘lgani uchun PRI it S bo‘ladi. Uni
2 2 .
3x> +8=A(x+2)%> + Bx(x +2)+Cx =
=(A+B)x*> +(4A4A+2B+C)x+44
tenglikka kelamiz. Ikki ko*phadning tengligidan foydalanijb, ushbu
A+B=3
44+2B+C =0
44=8
sistemani hosil qilamiz va uni yechib 4=2. 8= C=-o
3x*+8 = 2, L + —\]0
x> +axi+dx X Xt2 (x+2)2°

559. Ushbu kasr-ratsional funksiyani integrallang:

2
e
x+4x7 +4x

bo‘lishini topamiz. Demak,
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Yechish. Integral ostidagi ratsional funksiyani sodda kasrlar-
ga yoyamiz (avvalgi misolga qarang):
3x°+8 2 1 10
X +Ax +4x x x+2 (x+2)7

Demak, J'33x-—,+8dy=2]§_+j dx —10f dx _=
X" +4x" +4x x Tx+2 (x+2)°

= 2ln|.\1+ln|x+2|+l+c
x+2

560. Ushbu kasr-ratsional funksiyani integrallang:
x®+2x* +2x% -1
J x(x* +1)? .
Yechish. Integral ostidagi funksiya Kasr-ratsional funksiy2
bo‘lib, u noto*g*ri kasrdir. Bu kasrning surati x* +2x* +2x° -1 kKO'P-
hadni maxraji x(x?+1)> ko‘phadga bo‘lib, uning butun qismini
ajratamiz: S

x® +2x* +2x% =1 ¥ +2x® +x
=z T -
x° +2x* +x? x

x* -1

6 o) 4 Z_ 2_
Demak, x +_x7+2.§ l=x+ x’ ]o.
x(x° +1)° x(x” +1)”
xz—]

Endi ——— to‘g'ri kasrni sodda kasrlarga yoyamiz:
x(x' +])'
x* -1 A Bx+C  Dx+E
5 3 =—+— + B s
x(x*+1)? x x*+1 (@ +1)?
X =1= A +1)? +(Bx+C)x(x® +1) +(Dx + E)x=
=(A+ B)x* +Cx* + (24 + B+ D)x? +(C + E)x + 4.
Keyingi tenglikdan 4=-1, B=1. C=0, D=2 E=0

s ching . -t -1 x . 2
bo‘lishini topamiz. Demak, ———s=—+——%75 ¢ "
x(xz-f-l)' x x"+l1 (x'+1)—
6 4 2_ )
Natijada, ul +2x‘,+2_1; ]=x—l+._;’.x___+___2£-—;
x(x* +1)° x x*+1 (x2+1)'

s x°+2x4+2x2—l_ e ﬂ x
bo llb,I x(x2+])2 —Iad\ Ix+j——x2+ldx+
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+[i¢y=x_h_hw+ljd(xz H)"‘_fd(xz +[)=

(x* +1)? 2 2V e
—ﬁ—ln]xl+lln(x2 +1) - I C
T2 2 2 1"'
bo‘ladi.
S561. QUyldagl sodda kasr-ratsional funksiyalarni mtegxallang
I)IX+7 : 2)‘[1—2x ’ )'[x +l7l
. dx .
)J3x’+”’ MNes I(% DTN
@ dx . _
" J2‘4)“ 2 Prom vk %) f—“xz_m 5
x+6 ; X+5 .
10 )Ix +2x +5dx, 11)I2x2+2x+3 : ]2)]‘ 2 4v+8
2x+1 . dx 5%
) I(x2+2x+5)2 & 14) '[ 24 %) ‘f (x —6r+10)

562. Quyidagi kasr-ratsional funksiyalarni sodda kasrlarga
yoyib integrallang.

iy e
)J- 2x+7 dx: )J-(x_lz)(zlr x)‘i"; 6) j-?%z’

N I_ )I;_—%E *)Iv 2% - 1:’—|4x+24;
10) [ —a; ll)jﬂ*_“ﬁdx )I(x::;xf3)2
13) J,(xzq»:cx:;)l(x’+l)dx; 14) Ir +A2‘f\+~ 3 15%) J._lv—i%d*

33 §. Trigonometrik funksiyalarni integrallash
Ushbu
| R(sin x,cos x)ddx (7)

integralni qaraymiz. Bunda R(sinx.cosx) funksiya sinx va cosx ga
nisbatan kasr-ratsional funksiya.
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Bu integralda s =rg > almashtirishni bajaramiz. Unda

X ] 2 X R
: 2g, “y -7
smx=_—-——-——=l—;:, COosX = x=m'2‘,
2 X +t 2
-7 1+tg” -
1+tg 5 g 5
2dt
X =2arctgs, dv= e

bo‘lib.jR(smx.cosx)dr=2J‘R[ 2 1-0) 14 potladi.
L+ 71+ 82 1+t

Ravshanki. R( 2 l-t-) l ifodla ¢ ning ratsional

1422 140 1447
funksiyasidir.
Demak. (7) integralni hisoblash t=tg-’2E
ratsional funksiyani integrallashga keladi. i
563. Trigonometrik funksiyani integrallang: J 1755

almashtirish bilan

Yechish. Bu integralda t=tg:;- almashtirish bajarib topamiz:
2
| de_ l+{)2 =2 dt - =__2_=____.2__-;+C.
1 +sinx |+r'v'—'~,~ (1+1) I+t ™
1+1° < ishl ula
Ayrim hollarda r=cosx, r=sinx.7=1g% almashtirishlar quay
bo‘ladi. s
sh talab etilsin.

Aytaylik, [R(sinx,cosx)dx integralni topi
1) R(-sinx,cosx) = —R(sinx,cosx) bo‘lsa, t=cosx
2) R(sinx.—cosx) = —R(sinx,cosx) bo‘lsa, ¢ =sinx
3) R(—sinx,—cosx) = R(sinx,cosx) bo‘lsa, t=1g*
almashtirishlar bajarib oson integrallash mumkin. L
564. Trigonometrik funksiyani integrallang: [sin” x¢0S b
Yechish. Integral ostidagi funksiya uchun )
R(—sin x,cosx) = —R(;ginx.c:sx) b%‘ladi. Sl}:auning uchun cosx =1 deyilsa,

unda - sin xdr = dt bo‘lib,
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7 3
Isin Sxcos 4xdx=[(l: —l)t‘dt=l——,T+C=lcos 7.\'—%::05 x+C
7 5 7 5
bo‘ladi.
Agar integral
fsin mxcos nx dx, fcos mx cos nx dbx, J-sin mxsin nx dx
ko‘rinishda bo‘lIsa ,
a) sin xcosﬁ:%[sm(a+/})+sin(a—ﬂ)] R
b) cosacos ff= %[cos(a + )+ cos(x - /})],
C) sin asin ﬂ:%[cos(a— B)—coster + ﬂ)]
mos formuladan foydalanib hisoblanadi.
565. Trigonometrik funksiyani integrallang: [sin.xsin3xsin Sxdx .

Yechish. Yuqon'dagi formulalardan foydalanib quyidagicha
shakl almashtirishlar bajaramiz:

. . . . . 1.
sin2xsin3xsinSx =sin2x- % -(cos4x —cos6x) = %sm 2xcosdx ~ 5sin 2xcosbx =

1, . . . .
= Z(sm 6x ~sin 2x —sin8x +sin 4x)

.. ] 1 .
NatlJada, fsin xsin3xsinSxdy = é(%cos 8x+cos2x—- ECOS 6x — ECOS 4.\‘} +C

hosil bo‘ladi.
Agar integral [Rugx)ax yoki [ Rietgxydx ko' rinishda berilgan

bo‘lsa, mos ravishda t=tgx yoki r=ciex almashtirishlar yordamida
integrallanadi.

Agar integral [—=—ar va | — ! _ & ko‘rinishida bo‘lsa bu
cos™ x sin”" x
integrallar quyidagi formullalar orqali hisoblanadi:
J— dsz.iin;J,(,‘LJJ- LI (8)
cos™""x 2 cos™x \ 24 ) cosiiy
! _deosx (0 13: . 9)
-[sinz""xdx—z sn? x| (l ZTJJJ sm“""xd't

Bo‘laklab integrallash orqali hosil gilinadigan «tartibini
pasaytirish» formulasi orqali

Isin" xdx= -lcos.\'sin""‘ el jsin " Xy (10)
n n

-l J'cos"‘2 Xelx (11)
i

| -
J cos” xdx = —sin xcos"™" x +
n
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1
(10) \;‘16 ; 11) ko' rinishidagi mtegrallanu integrallash mumkKin.
Trigonometrik funksiyani integrallang: [sin® xds-

Yechish. (10) formula orqali mtegrallayrmz

jsill“_\‘dx:—_ _‘—\:0\‘ \S 3 5 3
S ~m Xx-— sin \(L\"——CO | -— 3 2 {si 2 =
6 ()I 6 nsm \+6 40051’51(\ x+4jsm xdx |=

=—-‘-\:ns.\'~'ing \'-_5. < vsin’ 5(_1
o s 74coa.\'sm x+3 -—-;«.owsmr+ v +C=
s\ 2

=—-l—co.i\'sin’ SR D >
R X ;—ws.\'sm x——l—cosxsin:c+—'-(;.\'+C.

6
567. Trig(;ionomenik funksiyani integrallang_
N (—E— d
)j‘7+_l5cos.\- : )IS ey 3)[
N — . 1-sinx 4 .
j7‘55in.\'+6cos_\-’ jmtix, 6*)
5

7) I-——fdi\’—‘, 8) jcos“l}d\’;

LS
sin X COSX

10) j% 11) Isin’xcos’xd.\'; I
Jie'S

13) jsin xsini—sin%d\'; 14) Ictg“xdt; 1

34 §. Ba’zi irratsional funksiyalarni integrallash

mtegrallarni hisoblash.

=3
[ Rex- "l—‘—-—g )i ko < rinishidagi

ko* rmlshldagx integrallaml qaraymiz- Bu i
almashtirish yordamida ratsional Tunks iyaning mtegra liga keladl.

Rix.al =)y =
j (\’\‘C.' d)t Mnl(h

(0 _ Cf")“

=J'R(dt" 'b’t).gl‘_i_,w"d’.
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jsm xcos ‘vdr= .[(’ 1)’4d"7-~+C-7cos x ——'cos r+C
5
bo‘ladi, ’
Agar integral
fsin mxcos nxdk,fcos mxcos nxdx,fsm mxsin nx dx
ko‘rinishda bo“Isa,
a) sin xcosﬁ:%[sin(a+/3)+sin(u—ﬂ)] .
b) cosarcos p= 2 feosta + )+ costar- ],
C) sin asin /f:%[cos(a— B)=costa + p)]
mos formuladan foydalanib hisoblanadi.
565. Trigonometrik funksiyani mtegrallang J' sinxsin3xsin Sxdy .

Yechish. Yugqoridagi formulalardan foydalanib quyidagicha
shakl almashtirishlar bajaramiz:

. . . . 1 . I . 1
sin2xsin3xsin5x =sin2x- 3 (cos4x —cos6x) = 5sin 2xcosdx — Esin 2xcos6x =
= %(sin6x-sin2x—sin8x +sindx)

.. . . I{1
Natijada, fsin xsin3xsinSxdx = E(Z COs8x + cos2x — glcos 6x -%cos4.v)+ C

hosil bo‘ladi. .
Agar integral [Regod yoki [Reigqar kotrinishda berilgan

bo‘lsa, mos ravishda r=1gx yoki r=crg almashtirishlar yordamida
integrallanadi.
Agar integral f S Va I\(/\- ko‘rinishida bo‘lsa bu

sSin
integrallar quyidagi formullalar orqali hxsoblanadl
1 sinx +(]*2l")j${xd\* (8)

|
—_—dx=
J‘CDSZ'"'X 2n LOS ‘x Cos”

1 ! __cosx _\‘l - 1
I;m’—""; T sm’".t+(l Z:J)Jﬁd“ (9)

/7 sin’
Bo‘laklab integrallash. orqali hosjj qilinadigan «tartibinj
pasaytirish» formulasi orqali
1 p n=le
J-Sl.n,,xdr-——cosrsm X+- T SN xgly (10)

n—|

1
J' cos” xdx = ;sm xcos" x4+ 220 COS" vy (] ] )

n
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(10) va (11) ko*rinishidagi integrallarni integrallash mumkin.
566. Trigonometrik funksiyani integrallang: fsin® xax

Y echish. (10) formula orqali integrallaymiz:

i ! 5L = |sin xdx)
jsm xdv:—-‘(;cosxsm x«-zjsm .\dx——-gcosxsm a+6(—4cosxsm x+ I

5 ao 5(1 . 1 ] _
-~ sin® x —— *yaZ]| —=—cosxsinx+—-X +C =
g cosasin’ x 24t:osxsm x S( 2«. 3

5 .3 5 . 5
=== - x———cosxsmx*—-x+C
6005 \’b|n X ')4 cos.xSsin’ |6 ]6

567. Tngonomemk funksiyani mtegrallang

)Il7+l<cosx ’ 2)J.S COS\‘. 3) I2 3sm\

dx . 1- smxdx' 6* .
4 I?—Ssin x+6C0sX Il+sinx ? ) J‘2 «/§sinx+cosx’

cos’ 3x
8) feos* Zdv; 9) [£57x;
Dgmvass D1 ) 252
10) Ilcos . 11) [sin' xcos® xax; 12) Ism?;xcos%xdx;
+COS 'l

x
13) jsin xsm—ism'—;-dx; 14) ICtg"xdx; 15) _"rg‘—G-dx.

34 §. Ba’zi irratsional funksiyalarni integrallash

lax +b

I Rx- 'V cx+d
Ushbu

)d;» ko‘rinishidagi integrallarni hlsoblash

[RCx, g} - )dx ad —bc 20, 12)

ko‘rinishidagi integrallarni qaraymiz. Bu integral 0°‘zg aruvchini
almashtmsh yordamida ratsional funksiyaning integraliga keladl

ax+b
+b 'ch-fd-::’A_
jR(\‘, il d)dx=
¥+ dx = {ad - be)n e
(a-ct "y?
- - -1
=]'R(d‘ i’,,]_(ad bc)m" it
a—ct (a-ct"y
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(12) integralning umumlashmasi bo‘lgan quyidagi:
ax+bY" N ax+bY"
isyz22] ol 22T e

integralda &’Fb:,m”‘("w"r' almashtirish ratsionaj funksiyaning

. ox+d
Integraliga olib keladi.
568. Ushbu | :l"%dx integral toping.
—-X -X
Yechish. Bu integralda = t—f almashtirishni bajaramiz,
Unda
2 ]
s=STl | ae M i, | L S o a2
*+1 2+0n? I-x 1-x £+
bo‘ladi. Ravshanki, | LGN arctgs +C.

£ +1

Demak, I\/E._L(ir:z\/E—Zarctg\/E+C .

l-x I-x l-x I-x
| R(x, Vo’ +bx + ¢ )ak' ko‘rinishidagi integrallarnij hisoblash.
Bizdan
jR(x,\)axz +bx +c)dx (]3)

ko‘rim’shidagi integralni integrallash talab etilsin. Bunda integral-
dagi a,5,c -haqiqiy sonlar bo‘lib, a#0,D=5-4ac=0 bo‘Isin.

1) ax®+bx+c kvadrat uchhad ildizga €ga bo‘lmasin.
Ma’lumki, bu holda ax?+bx+c kvadrat uchhadning ishorasi « ning
ishorasi bilan bir xil. Shuning uchun a4 >0 bo‘ladi va qaralayotgan
integral quyidagi almashtirish yordamida ratsional funksiya
integraliga keladi.

(13) integralda ushbu

, S ———
t=vax+Ja® +bx+c  (yoki (=~Vux+var® 1hric)

almashtirishni bajaramiz. U holda N X
o +bx+e=1"=2Vaxt+ax’,

I 2at® + bt +ea)

= ——d
L olais (2Vat +b)°

E

180



JoTrbere Jart +bt+cla
ax - +bx+c=—mF

2Jat +b
bo‘ladi. Natijada
[R(x,Vax™ +bx+c)dr=
=IR( N Y +bt+c\/<_1).2(\/;t2 +bt+cJE)d!

2Jar +b 2Jat+b (2Jat +b)’
bo‘ladi.

dx
569. Ushbu | — 77—
shbd I.\-+\/x2 +x+1
Yechish. Bu integralda r=x+ Jx? +x+1

integral hisoblansin.

e . . -1 _zfjﬁ—]-dt
almashtirishni bajaramiz. Natijada = 0 O +20)°
bo'lib, [——2_=of T+ podladi.

x+VxT+x+1 a+26)7r

Agar 2 +1+) _2_ 3 3

(+20° t 1+2t (1+20)°
bo‘lishini e’tiborga olsak, unda

idiiarn U T a2y’
= 21| =2 Injt + 24+ +C=
2 2(1+21)

=21n‘x+\/x2 +x+l|—%|n|l+2x+2\/x2 +x+l‘+

+ 3 :
20+ 2x +2vVx% +x +1) +e
bo‘lishi kelib chigadi. .
2) ax? +bx+c kvadrat uchhad turli x, va x: haqiqly ildizga
ega bo‘lsin:,
@l +hx +c=alx—x) (x—%).

Bu holda (1) integralda ushbu ¢=——Jax" +bx+c almash-

tirishni bajaramiz. Natijada

2 X —X5) 2a(x,—x2)td
@y txd 7 o _H_C=a(-| Dy =g
x = =, . ax +b —”—t"—a @ -a
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bo‘lib, [R(x, Vax? +bx+c)dy =

_f —ax, +x1° a(x, —xz)’ 2a(x, - x, )t
N, =27 Ty

" ~a t’-q U —-a)-
bo‘ladi.

T 13rea
§70. Ushbu / = ] IVX 43x42 0 integral hisoblansin.

x+Vx®+3x+2

Yechish. Ravshanki, x2 +3x+ 2=(x+1)-(x+2). Shuni e’tiborga
olib berilgan integralda =L'x/x2 +3x+2 almashtirishni bajaramiz.
X+

U holda
2-¢2 2uds

X = 0 =—

e s bo‘lib,

Ix—\/x2+3x+2dx=-|~ ~21° -4

x+Vx2 +3x+2 ¢=2)-¢-n-e+1)°

316 17 5 l

Endi —=20o% 4 7 s, 15 3

(=2)-(t=D)-(+1° (=1 1-2 141 (t+0)*  (+1)}
bo‘lishini e’tiborga olib topamiz:
_ -2t — 4

- (t=2)-(c=1)-(t +1)°

17 - dt 5 dt | dt 3
BT LT Pt ] P A PR

B @+1* 3 t+0' 4

1

dt bo*ladi.

dt 16 . dt

3
a=2fL 16 di

t=1 277r-2

I

1087 ¢ +1

27 108
Binomial funksiyalarni integrallash.
Quyidagi binomial ko‘rinishidagi funksiyaning integralini
qaraylik:
fx"‘(a+bx")"dx. (14)
Bunda aer, per, m,n.p  — ratsional sonlar. Bu integral
quyidagi hollarda ratsional funksiyaning integraliga keladi:
I)p-butun son. Bu holda m va n ratsional sonlar
maxrajlarining eng kichik umumiy karralisini & orqali belgilab, (14)
integralda



allI}ashtirish bajarilsa, (14) integral ratsional funksiyaning integ-
raliga keladi.

§71. Ushbu 7 =] _dx integral hisoblansin.

(1+3Vx)”
Yechish. Bu integralni quyidagicha
1

AP
=[x iy
§(1+3\/})2dx j\ a+x?)
yozib, bunda p=-2 bo‘lishini aniglaymiz. Integralda x=t°

dt bo‘lishini topamiz.

almashtirish bajarib /= 6f

(i+ 1)'
I 4 1
Ravshanki. ———==!" S 43—
1+t )' 2l @+
Demak j——s———dt—'S g’-3+3t—4axrctgt+l---’—+ Zarctg (+C
) 5 3 2 41 2
bo-lib,
6\/— 38/x T
[= 4+ r+18"x—7larctg\/¥+ +C bo‘ladi.

+1

2) m; I _ putun son. Bu holda (14) integralda

)
v=¢» almashtirishni bajarib j\"’(d+b\'")”abc—;];j(a+bl)” .94t bo'li-

shini topamiz. bunda q—fn—f—l—l So‘ng p ning maxrajini s deb
n

1
z=(a+b0)* almashtirishni bajaramiz.

funk51yamn0 integraliga keladi.

572. Ushbu ———L integralni hisoblang.
I Vi+ \/ X"

Yechish. Bu integralda

Natijada (14) integral ratsional

1

xdv
—Ix(1+\ ) e, m=ln=
I\’l 3\/\’ )

bo‘lib, m+1_3pocladi. Shuni e'tiborg
n

-o)l\)
N

a olib, berilgan integralda,

21

(=(1+x%)2
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almashtirishni bajaramiz. Unda

I+x3 =4

L 7 5 ' 2
bo‘lib, fx(l+x’)2dx=3_[(lz—l)2t2d1=31—-6’—+13+C, t=\/l+x3 bo‘ladi.

3) -'"—H+p - butun son. Ma’lumki, x:r:l,
almashtmsh bilan ushbu

(14) integral

1 'l*L] r
—I(a+b1)”~1 g dl=lj(a+bt)”-l"dt:lj(a"'m} g
] n n J

1
ko'rinishga keladi. Agar keyingi integralda - =( "j”’)"‘ almashtirish

ratsional funksiyaning

bajarilsa (s soni p ning maxraji), y
integraliga keladi.

573. Ushbu [——=—_ . \/2—? integral hisoblansin.

Yechish. Ravshanki, | ‘/zd"\ [x2@+35) 2 .
+

Demak, m=-2,n=2, p=_ 2~' mA e
n

bo‘lib, ﬁ:—+ p-butun  son  bo‘ladj.

]
2\; . . .
.- (2+3x ) - /%+3 almashtirish bajarib,
x X

o V2 e = N 2dt

Berilgan integralda

virez T (12—3)3
j \/T =[x (7+3x)-tlx-
X
2
43
dt ! x2
-—f(—?)=-5+c—— 3 +C

bo‘lishini topamiz.
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Ba’zan yuqoridagi almashtirishlar ancha giyinchilik tug‘dirishi
mumkin. Ba'zi xususiy hollarda quyidagi usul va almashtirishlar
irratsional funksiyalarni integrallashga qulaylik tug‘diradi.

.. 1

1) Agar integral | (Mx+N)dx__ ko‘rinishda bo‘lsa, x—d ==

(x- d)\[t? +bx+c t
almashtirish yordamida hisoblanadi;

2) Agar integral IR(‘(,Jaz “<Jc ko‘rinishda bo‘lsa, x =asint
yoki x=acost almashtirish yordamida hisoblanadi; .

3) Agar integral  [R(xx’ & )de korinishda bo'lse,

x=—— yoki x= —2_ almashtirish yordamida hisoblanadi;
sint cost

4) Agar integral [ R( Na? +x2)dx ko‘rinishda bo‘lsa, x=agt
yoki x=actgr almashtirish yordamida hisoblanadi;
5) [’ +ax” + . +ds e ko'rinishdagi integraldan ushbu

Jax* +bx+c
J-au_\""+...+a

——,___ax:+bx+zd\-=(_40x"“+...+A,k.)~/m+flmfﬁ;‘+‘j (15)
formula asosida algebraik qismini ajratish mumkin. Bunda
Ay, dysen A, lar noma’lum koeffitsiyentlar bo‘lib (15) tenglikni ikki
tomonini differensiallab va maxrajdan qutqargandan so‘ng chap va
o‘ng tomonidagi bir xil darajali x lar oldidagi koeffitsiyentlarni
tenglashtirib topiladi.

574. [—%_ integralni hisoblang.

xJ¥sx® =2x+1

Yechish. x =} almashtirish bajarib hisoblaymiz:
1 _d_t p
= dx = _t = - tz = 1 =

J.x\/5x2—2x+lmd __d Il ’_5___2_+1 j‘3t2—21+5

I t V¢t

3 1 1 2 5

=—ln|t—l+\/t'—2t+5|+(3= -;—1+ ;5-—;+

575. [Ja'-xtax integralni hisoblang.

+C

t=-l-|=—ln
X
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Yechish. x=asins almashtirish bajarib hisoblaymiz:
x=asint — > N
f a’-x'dx= =J'\]a' —a’sin’t -acostdt =fx/a' cos’t -acostdt =

dx = acostdl

=azjcosztdt=azf]—+czizl

dt = _-J‘d/ +a—-IC0521df = a—[ + a—Sil’! 2U+C=
2 2 2 4

. X
! = arcsin— . , =
a a- a 2x .
= -—arcsm—+——-— l——,+( =
. . 2x x2 2 a 4 a a
sin2/ =2sin¢-cosf = —,[| -

2

a a
2

a X X
=3arcsm—+5\/a’ -x*+C.
a

X 4+2x*+3x+4
576. | I +2x+2
Yechish. (4) formula yordamida hisoblaymiz:
3 2
I%z(f’"f +Ax+ AN F 2+ 2+ /13‘[‘/%?-
Tenglikning har ikkala tomonini differensiallasak, quyidagi
ko‘rinishga keladi: -
x*+2x" +3x+4

VX2 +2x+2

=(2on+Al)\/x2+2x+2+(A(,x2+A,x+Az)- X+, - 4
xi+2x+2 xP+2x+2
bunda,

X +2x7 435 +4= 24X+ A)x2 +2x +2) + (Ax + Ax+ 4,)(x +1)+ 4,
x*+2x% +3x+4 =34, + (54, +24)x" + (4

dc integralni hisoblang.

A, + 34+ A)x+(2A4 + A, + A4)

3‘40:]

5 24 =2 . . . )
A +24 bu sistemani yechib, .1, =-]—,A, =l,.4, =1,.4x =3 ni

44,+34 + 4, =3 3 67 67 2

24+ A, + 4, =4
olamiz. Natijada quyidagiga ega bo‘lamiz :
3 2
J-x +2x +3x+4dx=
I +2x+2

(;x2+éx+7)x/x +2x+2+—ln

x+1+x? +7x+7l+C.
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577. Quyidagi irratsional ﬁmk51yalarm 1ntegrallang ;
dx
°I\/xl+13x+41' "'IJ T IJ 3x ek

4. dx . 3x+13 . :
I\’—x:+2x+8’ > '[\/1 —x Il+§]2x-5

\/.\‘—7 X+ 2 3 .

7 5 . 3 . ; 9- 2- 9
IM—(__ _ax; 8 j[m (x+5)3¢ [V2-=.

3x-16

10. G gy 12

‘[ J:x x° > 1. I \ _7__‘+3‘&’ IJx 2 _11x+32
1 . _ .

13. IE\[—t_‘x_}d‘.’ 14%, j‘\[; 5X\/§+3d\’, 15. fl—_’-—\/;—?ﬁ

35 §. Aniq integral. Aniq integralni integrallash usullari.

f(x) funksiya biror [q,6]c R kesmada aniqlangan va shu

kesmada chegaralangan bo‘lsin. Ushbu
a=Xx5 <X <X <.X,, <X, =b

munosabatda bo‘lgan x,.x,, x,..x,,. ¥, nuqtalar 10 ‘plami
kesmani bo‘laklash deyiladi va P ={Xo ¥i» ¥z Xp-1>
belgilanadi.

Bunda har bir x, (k=1,2,..,n) nuqta [a,5] kesmaning bo‘luvchi

[a.6]
x,} kabi

nuqtasi, [x,_.x.] (k=1,2,...,n) kesma esa P bO ‘laklashning oralig‘i
deyiladi. . ok
Quyidagi 2, =max{Ax} . A% =% =% miqdor P bo‘lak-

lashning diametri deyiladi. Har bir bo‘laklash orag‘idan ixtiyoriy
& €lx,.x,,,] nuqtalar tanlaymiz va quyidagi
4 &) (16)

Zﬂsn Ax, = f(£)- Ax, + f(E;)- B+
: deb ataluvch1 (16)

integral yig‘indi yoki Riman yig‘indisi
yig‘indini qaraylik.

Agar
n a7
lim > f(&)-8%
T ksl
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limit mavjud, chekli, P bo‘laklash va & ni tanlanishiga bogliq
bo‘lmasa, f(x) funksiya [a.b] kesmada Riman ma’'nosida
integrallanuvchi deyiladi. Limitning qiymati esa s(x) funksiya

[a,b] kesmadagi aniq integrali deyiladi va j Jf(x)dx kabi belgilanadi.

Demak,
[ Foxxis:= }jggf(fk)'Axk : (18)

Bunda o va 5 aniq inregralning mos ravishda quyi va yuqori
chegaralari deyiladi.

Aniq integralning geomertik ma’nosi.

Agar Vxe[ab], f(x)=0 bo‘lsa, aniq integralning qiymati
quyidagi 1-shakldagi x=a.x=b5,y=0,y=f(x) chiziqlar bilan chegre-
langan egri chiziqli trapetsiyaning yuziga teng.

Y

-

o -7 c
Vol T
[2)

A
2 b X

1-shakl
Aniq integralning asosiy xossalari

Agar integral ostidagi funksiyalarni integrallari mavjud bo‘lib,
a<b bo‘lsa, quyidagi xossalar o‘rinli:

1. [ fCode=—] roe;

2. jf(x)dx=0;
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3. if(x)dx = ].f(x)dwif(x)wc ;
A L] b
4. [(fix)te)dr = [ £ £ [glx)x;

5. [af (o) =cf f(x)dx;
6. Agar Vxe(a,b). f(x)20 (f(x)<0) bo‘lsa,
j:f(x)dx 20, [j Fx)dx < o) bo‘ladi;

7. Agar Vxe(a.b), f(x)>g(x) bo‘lsa, jf(x)cb‘ ng(x)tix bo‘ladi;

]
8. Agar Vxe[ab]. m< f(x)<M bo‘lsa, m(b-a)S [ f(x)Ex<Mb-a)

baho o‘rinli bo‘ladi; e
9. O‘rta qiymat haqldag1 teorema. Agar f(v)eC[a b] bo'lsa,

shunday £ <[a.b] topilib, jf(x)dx= F(&)b-a) tenglik 0 ‘rinli bo‘ladi;

i \“Isa, u holda
10. Agar f(x) uzluksiz funksiya va ®x)= f f(tydt bo‘lsa, uho

®'(x) = f(x) bo‘ladi;

= bo‘lsa, u
11. Nyuton-Leybnits formulasi. Agar [roa=F )

holda jf(x)dx F(x)[, =F(b) - F(a) bo‘ladi.

hisoblang:
578 Ta'rif yordamida quyidagi amiq integralni

Ixzdx,

o

. i teng n bo* lakka
Yechish. f(x)=x*,a=0,5=2, berilgan kesman! ng %

. tanlasak, X ==
bo‘lsak, u holda ax, =229_2 po'ladi. & =% deb
n

n

f(x)= %, k =0,1,....n bo‘ladi.
Demak,
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N=yry 3

no et 4= n-vr gy
=ih'm(]+iJ(2+l)=§.
3 a4 n n) 3
cos.x

579. Anig integralni baholang: | Nt
< + X

2 a2

_ . =~ 4k° . < . 2
J.xzdxzhm E f(é:k)Axk =]|]]]Zi.g=|m]£ E k2=|]m£3.W=
0 naddrmn i n

Yechish. |cosx|<1, x> 5

<—]—255'2 tengsizliklardan va 8-
I+x*| x
13

j COosx &
5 V]+x"

580. Aniq integralni hisoblang: [¢%ax.

Xossadan

<8-57=0.32 ekani kelib chigadi.

3
Yechish. Nyuton-Leybnits formulasidan
6 x <|f
j' e3dx = 3e5! =3e’ —3e = 3e(e —1)ekaninj topamiz.
3 3

581. y=%/;+% funksiyaning (.4, intervaldagi o‘rtacha
VX

qiymatini toping.
Yechish. O‘rta qiymat haqidagi teoremaga  ko'ra
I b

Li = 34 33y 3
f(°)=b_adjf(x)d\'=§-!’(\/;+$)dx=§(Z«\' +5—\ JI] —\/Z‘F\/_—Z

ekanini topamiz.

O‘zgaruvchilarini almashtirish formulasi

Aytaylik, aniq integralda x 0°zgaruvchi ushbu

X=g(1)

formula bilan almashtirilgan bo'lib. bunda o) funksiya quyidagi
shartlarni bajarsin:

D) ow)eCla, g bo‘lib, (1) funksiyaning barcha qiymatlari
[a,5] ga tegishli;

2) pl@)=a, p(B)=b;

3) o) funksiya [, 5] da uzluksiz ¢'() hosilaga ega bo‘Isin. U
holda
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b s
[ /(s = [ f(00)- @'t (19)

bo‘ladi.
582. Ushbu jx‘]—\ 4« integral hisoblansin.
Und Yechish. Benloan integralda x =sint almashtirishni bajaramiz.
nda

cos> tdt =

O i | 2

l
j' l—x:d\':j\/l—smztcos!dt:
[\ 0

[X3E]

=
4

(

l 1.
- ! —cos2t)dt = (-l—t +—sin 2f)
2 2 2 4 0

© ety

bo‘ladi.

Bo‘laklab integrallash formulasi ‘
Aytaylik . u(x) va v(x) funksiyalarning har biri [a.?] segmentda

uzluksiz #(x) va vi(x) hosilalarga ega bo‘lsin. U holda

Iu(\)dv(,\) (u(x)- m)) jv(x)du(x) (20)

bo*ladi.
Agar f(x) - toq funksiya bo

ya bolsa, U holda j f(x)dx = 2] fx)dx
u holda

‘Isa, u holda jf(x)dx=0;

Agar f(x) - juft funksi

Agar f(0),T - davrli davriy funksiya bo‘lsa,

ard I
I f(x)dx = If(x)dx bo'ladi.

1 hisoblansin.

583. Ushbu j vin xdv integrad
ulx)=hx dv{x)=x deb

Yechish. Bu intervalda

dulx)= —d\ lx)= 1‘; bo-lishini topamiz. Und? (20) formulaga ko'ra:
2 2 Y 1
g

12 . _opm2-> bo‘ladi
-=2h12-—-2-Jl'.\'dx—21n2 2

IA In xdx = (—ln x)
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584*. Ushbu _[ x(x—2)(x~ 4)(x- 6)(x— 8)(x—10)(x—12)dx  integral
(1]

hisoblansin.
Yechish. O‘zgaruvchini almashtirish usulidan foydalanib
hisoblaymiz:

x—6=t
Tx(x 2)(x— 4)(x~ 6 B A
) 2)(x—4)(x~ 6)(x~ 8)(x—10)(x—12) Zly=0s=-6 =
x=12,1=6

= j (t+6)(t+ AX(t+ 2)t(t— 2)(t- 4)(t— 6)d:-j t(t3 - 2°) (13— 4*)(t*- 6% )dlt =0.

Oxirgi 1ntegralda chegarasi 0 ga snmmetrlk bo‘lgan oraliqdagi toq
funksiyaning integrali O ekanidan foydalanildi.
585 Aniq integralni ta nf yordamida hisoblang:

I)Ide 2) Ix’dx 3)Ie‘dX-
586. Quyidagi aniq integrallarni baholang:

2 3
1)J-smx 2) J’,/s.,_x’dr; 3) I?/ﬁ:dx

587- Quyidagi funksiyalarning berilgan oraliqdagi o‘rtacha
qiymatini toping;:
1) f(x)=x,[4;51; 2) fx) =x"+2x=1,[0:1];

3)f(x)=5-2sinx+3cosx, [g;ﬂ-] .
588. Quyidagi aniq integrallarni hisoblang:

f7_5- 8- (1eVx)
1)'!.(7 x x)dx, 2'!. N dx ; | :
4) .Ie’”“dx; 5) !e +e el -!' (]+In x)
7 j'(x+l)«/l—xdx; 8)} '\'1_9(1\-; 9)]5 <5

0 7_S|n_.
2



10) ‘]{re—zrdx; 11) jxsexdt; 12) ‘Ieéwsm;
v ° 2

o : 2 x
13) [cosinZdr;  14) [<sinxdr; 15) [arcsinZdk.
) J J

36 §. Aniq integralni taqribiy hisoblash .

5 L .
To‘g‘ri to‘rtburchaklar formulasi. If(x)dr aniq integralni

taqribiy hisoblash talab etilsin. [a,4] kesmani
=Xy <X, <X; <.eXpy <Xa =b

munosabatda bo‘lgan nta qismga bo‘laylik.
X, =a+kb;a X TR )
"2

¥ =f(x.), k=0,n bo‘lsin. U holda ]

1,b-a _b-a
=a+(k+-7-)——;—-, X~ % = n va
27

b n=] n=) 21
If(x)drz b—azf(x,‘ +xM) b- azf( -, @1)
a n 5 2 n = 2 . trinli Bu

(21) formula to‘g‘ri to‘rtburchaklar formulasi 0°Tl!
taqribiy hisoblash xatoligi quyidagi

-mula bilan ifodalanadi.

LD g ey fo
Trapetsiyalar formulasi.

If(.l)dx“b a[f(x0)+f(x )+f(x)+f(x )+ +f(xn-l)]

22) formula trapetsiyalar formulasi deyiladi a [ab] da
Bu taqribiy formulaning xatoligi .-/t ﬁmkS]y
uzluksiz f"'(x) hosilaga ega bo‘lishi shartida ,
,__b-a’ (£ € @)
R =
=€)
bo‘ladi.
Slmpson formulasi

If(x)dx =—[f(xo)+f(x°,,)+4(f(\?|)+f(x3)+

"'+f(x'.’u—l))+2(‘/-(X2)+f(x4)+.. +f(xZ,,-'7))]
193
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(3) formula Simpson formulasi deyiladi.
Bu taqribiy formulaning xatoligi 8], s(x) funksiya [a,b] da
uzluksiz f*(x) hosilaga ega bo‘lishi shartida,

" (b a)
R J— (iv)
"= g &) (Ce@b)
bo‘ladi.
589. Trapetsiya formulasi orqali aniq integralni taqribiy
=5.
Yechish. f(x)=——, 22402
24x n
k 0 1 2 3 4 S
X 0 02| 04 0.6 0.8 1
1 LI 1 L I
& 2 22| 24 2,6 2,8 3

1

sz_" ~ 0,2(0‘5 *+0.333 | 0,4545 40,4167 +0.3846 +0.3571 ) ~0.2-2,0296 ~ 0.4059
X

0

2
Endi xatolikni baholaymiz.
1 6
[ —_— [} = " )=_ .
=y T e A) SO

f"(x) funksiya [0,1] da statsionar nuqtalarga ega emas.
Demak,

Lirte 1.1y

max] f"(x)| = ) =g |R1% {77557~ 0.00083 <0,001.
590. Aniq mtegralm 0.01 aniqlikda taqribiy hisoblang.

3 2

. NS
I)J;x+2 ’ u)-l[x ?

12 2 .
3)[ear ; 4) [eux.

0 0

591*. Aniq integralni trapetsiya formulasi yordamida n=10
uchun taqribiy hisoblang.

)jx+l ?)I\' +l.
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el . Lo
3) s 4){A}+4dx.

37 §. Xosmas integrallar

Aniq integralning ta’rifida integrallash chegaralari chekli va
integral ostidagi funksiya [s,6] oraliqda chegaralangan deb olingan
edi. Bu shartlardan hech bo‘lmaganda birortasi bajarilmasa, integ-
ralning aniq integral ta’rifi o‘z ma’nosini yo‘qotadi. Biroq nazariy
va amaliy mulohazalarga muvofig aniq integralning ta’rifi bu
cheklanishlar bajarilmaydigan hollar uchun ham umumlashtirilishi
mumkin. Bunday integrallar bizga tanish bo‘lgan aniq !ntegral larga
xos bo*lmagan gisqacha xosmas integrallar deb ayﬁla}dl‘

Xosmas integrallarning ikki asosiy turini garaymiz.

1. Uzluksiz funksiyalarning cheksiz oraliq bo‘yicha xosmas
integrallari. /() funksiya [a+o) oraliqda berilgan va umng
istalgan qismi  [a.+4] da integrallanuvchi, ya'ni istalgan 4>a da

aniq integral mavjud bo‘lsin. Bu holda li_“.lj fxax=1 limitga /)
funksiyaning [a.) oraligdagi xosmas integrali deyiladi va
quyidagicha belgilanadi: s =T S@)de=lim f F(x)dx .

limit chekli bo‘lsa, xosmas integ;-al yaginlashuvchi -<.ie¥iladii
Limit mavjud bo‘lmasa yoki cheksiz bo‘lsa, xosmas Integra
uzoqlashuvchi deyiladi.
/@) funksiyadan (~.a] oraliq bo*yic
ral ham xuddi yuqoridagiga o‘xshash aniglanadi:
f Sxdx = lim [ fizmds-
f(x) funksiyadan (—«:»w) oraliq bo‘yicha molmganbxosm:: v
integral quyidagicha aniqlanadi: Tf(x)dn | f(x)dx+;[f (x)dx , bu yer
i = - ii integral
a istalgan son. Oxirgi integrallarda 0‘ng tomondag! ;:akg?xlfashuvg;hi
ham yaginlashsa chap tomondagi int¢8 ham

ha olingan X0smas integ-
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deyiladi. O‘ng tomondagi integrallardan aqalli bi.ttasi uzoqlashsa,
chap tomondagi integral ham uzoqlashuvchi bo*ladi.

592.] 4 integralning yaginlashishini tekshiring.

Yechish. j dx

1+ x2

o T
= arcigy . = li_marctgx—arclgl =3"3°%3° Demak,

integral yaginlashuvchi va % ga teng.

2. Chegaralanmagan funksiyalarning chgkli oraliq
bo‘yicha xosmas integrallari. (a,6] intervalda uzluksiz va x=« da
aniqlanmagan yoki uzilishga ega bo‘lgan s funksiyaning xosmas
integrali quyidagicha belgilanib aniqlanadi: [/(de=lim [ fixas.
Oxirgi limit mavjud bo‘lsa, xosmas integral yaqinlashuvchi aks
holda uzogqlashuvchi deyiladi. Bunday integrallarga 2-tur xosmas
integral deyiladi.

Integral ostidagi f(x) funksiya uchun F(x) boshlang‘ich funsiya
ma’lum bo‘lsa, Nyuton - Leybnits formulasini qo‘llash mumkin:

If(X)dx=limF(x)| b =lim[F(6)- F(a+¢)]
@ =0 a+g <

Shunday qilib, x—a« da Fx) boshlang'ich funksiyaning limiti
mavjud bo‘lsa, xosmas integral yaginlashuvchi, mavjud bo‘lmasa,
xosmas integral uzoqlashuvchi bo‘ladi. [«.#) intervalda x=4 nuqtada
uzilishga ega bo‘lgan s(x) funksiya xosmas integrali ham shunga
o‘xshash bo‘ladi, ya’ni

If(x)dx: li_n’ahj.”f(x)dv :Ility_F(x)h-- = !im[F(b—s)—F(a)].

f(x) funksiya [4,6] kesmaning biror x=c¢ nuqtasida uzilishga ega
bo‘lsa Xosmas integral quyidagicha aniqlanadi:
[r (x)dx=jf (s +f finax. O'ng tomondagi integrallardan aqalli bittasi
uzoqlashuvchi bo‘lsa, xosmas integral uzoqlashuvchidir. O‘ng

tomondagi ikkala integral ham yaqinlashuvchi bo‘lsa, chap
tomondagi xosmas integral yaqinlashuvchi bo‘ladi.

593. j"% integralning yaqinlashuvchiligini tekshiring.
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Yechish.x >0 da f(x)= 71_- —»» demak,
X

=1‘i£[2\/2-2~/£]=2-2=4.

Ll ) .
lim [ o de=lim2J

rdv . . .
Demak,?[ﬁ integral yaqinlashuvchi.
594. j‘—% integralning yaginlashuvchiligini tekshiring.
Yechish. x50 da f(x)=—'= »+=, x=0 nuqta [-18] kesmaning
V;- -
ichki nuqtasi. 2-tur xosmas integrali formuladan foydalm
!%=Ix_idxﬂtim(ﬂ/;l;+3-1/_?|z)=0+3+6=9 bo‘ladi. Demak, b@gm

xosmas integral yaqinlashuvchi.
X osmas integrallarning asosiy xossalari.

1) Taqqoslash alomati. Bizga [ Fx)dx, J' g(x)dx berilgan
bo‘lib,
I S1x)dx, [g(x)dx integrallar mavjud bo‘lib,

T hs
vrelal, 0<f(x)<g(x) boflsa, u holda [/(dx uzoglashsa,

o +o . 40 V h
Ig(x)dx ham uzoqlashadi, [ g(x)dx yaqinlashsa, !f (x)dx. ham

yaqmlashadl
2) Bizga J' f(x)dx, J‘ g(x)dx berilgan bo ‘lib, If

holda
integrallar mavjud bo‘lib, Vxe[a,4], hm%—‘-l >0bo’lsa, U

A
(x)dx, j g(x)dx

di.
If (x)dx va _[ g(x)dx bir vaqtda yaqinlashadi yoki uzoglasha
" T T inlashadi va
3) [|f(ldx yaqginlashsa, u holda [ f(x)d ham yaginla
bu holda T f(x)dx absolut uzoglashuvchi deyiladi.

197



595, Xosmas integrallarni hisoblang yoki uzoglashuvchi
ekanini ko‘rsating:

Tdx T ax .
I)I'—za 2)ix+2’ 3)'[3' +”r+7
, 5) Txlf;x; 6*)‘]:xe"'dx;

todr

'dx_ £ de .
7!T et 9>I—m’

vl

dx
— 12%)
10){«‘7“ ’ I(x l),’/ln x I
596. Xosmas integrallarni yaqinlashishga tekshiring:
t odx ¢ e . e
l)!.;‘_—l- s 2)£m, 3) JI‘ x°
2 .
.1 dx t cos xdx
4)-([5ln—x-'-x—2 5 3 ) Itgx e ’ 6) ;‘: ‘\/; .

38 §. Aniq integralning tatbiqlari
Aniq integralning geometrik masalalarga tatbiqlari

Tekis yuzani hisoblash. y= f(») funksiya grafigi, x=a,x=5
ikkita to‘g‘ri chiziglar va ox o‘qi bilan chegaralangan egri chiziqli
trapetsiyaning yuzi

b h
S =[x = [ fx)etx (24)
formula bilan hisoblanadi

Umumiy hol, ya’ni y, = f(x), v.=/ix). fi(x)2f(x) chiziqlar
bilan chegaralangan yuza

Si= [[A() - /()]s @5)

aniq integralga teng bo‘ladi.
x=¢(y), y=c, y=d,x=0 chiziglar bilan chegaralangan yuza
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S, = [xdy=[ o () - @6)
aniq integral bilan hisoblanadic. ‘
Egri chiziq parametrik {xij’((?) , tenglama bilan berilgan
bo*lsa, yuza ” 4
s,;jy(,)x'(,)dt S

formula bo"yicha hisoblanadi. i
Qutb koordinatalar sistemasida berilgan egri  chizigh
sektorning yuzi

1

s, =1 s oo, @8

l\)

buyerda p=a,p=p,(a<p).
597. x=8.x=1 x=e,y=0 chiziglar bilan chegal‘alangan yuzani

hisoblang:
Yechish. y=— bo'lib, (1) formulaga asosan,

S= jydx [—dx ginlx]|° [ =8(Ine~In1)= 8 bo‘ladi.

598. y— " = chiziglar bilan chegaralangan yuzani toping:

Yechish. { " tenglamalar sistemasidan
ng abtsissalari bo’ lib,

¥ =x x-x=0.x=0,x=1 Kesishish nuqtalarini
xl

1 ¥ (2 _(_]_,_0)=.- bo‘ladi.
- ={=-0
b5 G

bu yuza S=‘f[‘/’_“-":]“"‘=T
amasidan fovda-

2

599. Ellipsning {ziz‘:’:: parametrik tengl

lanib uning yuzini toping. trikligidan
Yechish. Ellips koordinata o qlarlga nisbatan Slmlme da ’gl
nda 4=,
foydalanib, hamda x=3cost tenglamada x=0.%¥= 3 bo'lga I
t,=0 bo‘lganligini hisobga olib,
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=

dt = l”jl cos2t)dt =

0

0 3 z
S= 4Iyd¥ = —4_[2$in t(-3sint)dt = 24j>sin2 tdt =
0 0

2

fl cos2t
0

/3
—Z--EsinZI
0

ni hosil qilamiz.

Egri chiziq yoyi uzunligini hisoblash. To‘g‘ri burchakli
koordinatlar sistemasida y=f(x) funksiya [a b]kesmada silliq
(ya’ni y'=s'(x) hosila mavjud) bo‘lsa, bu egri chiziq yoyining
uzunligi

7
=12¢ E=12(%—0)—6(sinfr—sin0)=67r
0

b
1= 1+(y) o 29)
formula yordamida hisoblanadi.
Egri chiziq parametrik tenglama {z:((?) bilan berilgan bo'lsa,

yoy uzunligi ‘
I= f \/(x')’ +(yY ot (30)

aniq integral bilan hisoblanadi.
Silliq egri chiziq qutb koordinatalarida r=r(p), (a<e<p)
tenglama bilan berilgan bo‘lsa, yoy uzunligi

I -
1=j',/r2(¢)+(r'(¢))'d¢ 3N

formula bilan hisoblanadi.

600. x> + y§ —a® astroida yoyining uzunligini toping.
Yechish.Astroida koordinata o‘qlariga nisbatan simmetrik
bo‘lganligi uchun 1/4 gism yoy uzunligini topamiz,
Oshkormas funksiya hosilasiga asosan il *L. y'=0 bundan,
3x3 33

3y
y’=—%. Yoy uzunligi formulasiga asosan,
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1=4H1 +(y')2dx=4],/1+(3j§/e/§)’abc=4i\/£§ =

1 2
e a3 a 1 3 3 2 B
a[Zav=4a|x 34x=42/352—[ =4-2-3/3-[a3 —0)—6a
a3 0 3

bo‘ladi.
Aylanma jism bhajmini hisoblash. y= f(x),x=a,x=by=0

chiziglar bilan chegaralangan figuraning OX o'qi atrofida
aylanishidan hosil bo‘lgan jismning hajmi
b b (32)
V,=n[yde=n[f(x)dx
aniq integral bilan hisoblanadi. )
c=a(»).y=c,y=d,x=0 chiziglar ~bilan chegaralangan

figuraning or o°gi atrofida aylanishidan hosil bo‘lgan Jt &
hajmi
d d (33)
v, =7|x’dy =z [ )y
formula bilan hisoblanadi. . s
. lar, hamda
5= () VB y= () (05 A()SA(2) e CHADEE TR G
x=ax=b to'gri chiziglar bilan chegaralangen €'
trapetsiya ox o‘q atrofida aylanishdan hosil bo‘lgan] )
V,=x|(vi -3} )ax
formula bilan hisoblanadi. ~tqi bilan
. .. Y ¢ gl
601. )*=2x parabola, x=3 to‘g'ri chizid V1aanioshidag hosil
chegaralangan figuraning ox o‘qi atrofida 3y _
bo‘lgan jismning hajmini hisoblang. «zoaradi.
Yechish. Masala shartiga ko‘ra x 0 dan3 gacha 02897
Demak, ¥, =r[yds=n|2sde=nx] =23’ ~0)=9

‘qi atrofida a)’laniShidan hosil

602 A ellipsning or o
* aZ b2

bo‘lgan jism hajmini hisoblang.
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Yechish. Bunday jismga aylanma ellipsoid deyiladi. Ellips
2
tenglamasidan  x* =a2[ —--Z—ZJ bo‘lib, integralning chegaralari
c=-b, d=b bo‘ladi. (10) formulaga asosan,
& - 2 ? 2 . . b 2 Al b
Vy =7r:[a"[l—-’z—z}fy=ﬂ'azjdv—ﬂ—c:jy‘dy:n‘a')rl _71-:2 _«‘? _b -

[b3 (-b)]= 77ra“b—37ra'b —-Ezz'a'b

=na’ [b - (‘—b)] T— e

Demak, Vy=§7mb. a=b=R bo‘lsa, shar hosil bo‘lib

V,,,:%nR’ bo*ladi.

Aylanma jism sirtining yuzini hisoblash. y=f(x).a<x<s
egri chiziq 4B yoyini ox o‘qi atrofida aylanishdan hosil bo‘lgan
jism sirtining yuzi

b
S, =27rIy,’l+(y’)2dr (35)
formula bilan hisoblanadi.

x=x(t), y=y(t). te[t,1,] parametrik tenglama bilan berilgan
egri chizigni ox o‘qi atrofida aylanishdan hosil bo‘lgan jism

sirtining yuzi
S, =22 () +() e (36)

formula bilan hisoblanadi.

603. §+§=l to‘g‘ri chizigning koordinata o‘glari bilan
kesishib hosil qilgan kesmasini ox o°qi atrofida aylanishidan hosil
bo‘lgan jism yon sirtini yuzasini hisoblang.

Yechish. 0<x<2, y=3(1-§), y'=-2 ekanligini inobatga olib
(35) formuladan quyidagini topamiz:

_ F x 9, 3\/_ Iz
S,. =273 1= |1+ = J’(? — x)dx =
0

=3~/1—3”(2 _X_J

2

—3\/—71'

0
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Aniq integralning mexanika va fizikaga tatbiglari

Inersiya momenti. Mexanikada moddiy nugta harakati muhim
tushunchalardan biri hisoblanadi. Odatda, o‘lchami yetarli da.rajada
kichik va massaga ega bo‘lgan jism moddiy nuqta deb qaraladi.

Avtaylik. tekislikda » massaga ega bo‘lgan 4 moddiy nuqta
berilgan bo'lib, bu nuqtadan biror 7 o‘qqacha (yoki 0 nuqtagach:fl)
bo-lgan masofa r ga teng bo‘lsin. Ushbu J = mr? miqdor 4 moddiy
nuqtaning / o‘qqa (O nugqtaga) nisbatan inertsiya mol_nentl d‘fyﬂafh-

Masalan, A= A(x,») moddiy nuqtaning koordinata © glanga
hamda koordinata boshiga nisbatan inertsiya momentlari mos

ravishda . —
J_‘, =my” , J_v =n]x2 s JO =M\jx +y

bo'ladi. Massaga ega bo‘lgan 4B egri ch.iziqn%ng k 2$$ga£
o‘qlariga hamda koordinata boshiga nisbatan inertstya m '
aniq integrallar yordamida topiladi: .

(Jx =j'f:(x) 1+ 2 (x)dx

L, -fedroe. o7

Jo= [+ NI+ () .
d shi. Biror jismni Ox o‘qi
F(x) kuch ta’siri ostida a
bajarilgan ishi

L

O‘zgaruvchi kuchning bajargan i
bo'ylab, shu 0'q yo-nalishida bo‘lgan F =
nuqtadan 5 nuqtaga (a <b) o‘tkazish uchun

38

formula bilan ifodalanadi.

) . i tahkamlangan,
604. Vintsimon prujinaning bif ucht ntfil?xfa gisilgan (2-
ikkinchi uchiga esa F = F(x) kuch ta'sir etib, Pt
shakl)
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AN

Fix)

2-shakl

Agar prujinaning qisilishi unga ta’sir etayotgan F(x) kuchga
proportsional bo‘lsa, prujinani « birlikka qisish uchun F(x)
kuchning bajargan ishi topilsin.

Yechish. Agar F(x) kuch ta’sirida prujinaning qisilish
miqdorini x orqali belgilasak, u holda F(x)= ix bo‘ladi, bunda « -
proportsionallik  koeffitsiyenti  (gisilish  koeffitsiyenti). (15)
formulaga ko‘ra bajarilgan ish

P P
2 2

bo‘ladi.
605. Quyidagi chiziglar bilan chegralangan shakl yuzini
hisoblang:
Dy=2x-x*y=0; 2) y=0,y=2x"+1l,x=-1,x=1;
3)y=x"-x,y=3x; 4) y=x"-2x+2.y=2+4x-x2.
606. Quyidagi chiziglar bilan chegralangan shaklni OY o‘qi
atrofida aylanishidan hosil bo‘lgan jism hajmini hisoblang;:
1) y*=6x,y=0,x=3 ; 2)y=£,
3)d4y=x*8y=x; 4) xy=4,x=1.x=4.y=0.
607. Quyidagi chiziqlarni berilgan oraliqdagi uzunligini
hisoblang:

y=xry=0,x=2;

2
Dy=2.0x<2; 2) y=+2x- 2—|,%5x51;
2
In
3)y="7_7",15xs3; 4)x=1ncosy.05ys§.
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608. Quyidagi chiziglar bilan chegralangan shaklni OX o‘qi
atrofida aylanishidan hosil bo*lgan jism sirt yuzasini hisoblang:

1))’=2C’h%,05x$2; 2)y=x’,0_<_x$—;-;
3*)x_;+;‘)'_:=1; 4) x=1-sint, y=1-cost bir arkasi.
=

tezlik qonuni bilan harakat-
ha yo‘l bosib o‘tadi?

h uchun IN kuch talab
h kerak?

609. Moddiy nuqta v=100+8¢
lanmoqda. Vaqtning [0;10] oralig‘ida qanc
610. Agar pryjinani 1 sm ga cho‘zis
etilsa, 4 sm ga cho‘zish uchun qancha ish bajaris
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371. x_’_y_z_, 2x___=|372 1)y’ =6x;2)32 = .y, J)x-——y 4yx?=_

5 45 10
6y.

373.d=132.374. 1) AGZ D.p= 22D A(1:3). p= 1;3) A(6; 1), p =
3.
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376. 1) ellips =+ = 1; O'(5; —2); 2) giperbola £ =1;,00-2)3)
mavhum ellips %+-‘"-:-= -1; 4) giperbola 4x>-* =0 O’ (-1;-1); 5)
parabola ; 6) aylana.

5 2 2 32 Xy
377. 1) x'"* el 2) l—6+-'—9—— 13) _9—-%6- 1

4)x? 42 =05)x* +2y%=-1 .
6) 2x? + 3y =0 381.2y-3z+7=0 382. 3y+2:=0383. 45 384.
.\‘-2_\’*3::4

385, 2x—2y+2=2 386.2v—y+:=0387. 3x—y=0vax+3y=0 388. 242 389.
J6 390, x+y +2z=0. 391.8395.(2;-1; 0 (5 03 -3)- 3%

o= proemt=0 {5-"‘»":“'“0’ 342020 397, x+ 19 -7z~ 11

z=0 lr=0 x=0
=0 45° 3
x=2 'y z=+3, x=2 y z+3. x=2_Y_Zt2;
398. 1) > =:_3.=T,2) = =3=_:l—’3) T "0" 0
4)x=2_y_z+3.5)x=2_y =+3 399 x+d_rr3. 223
o 1 ’ o o 1 2

-1

400.60° 401.1) x =¢+ 1, y1= STpz=-19t-2; Px=-tt1ly =3t
$2,225t- 1 3x-y=0vaxsiy=0 402. 1) (2: —3; 6); 2) parallel 3)
to*g'ri chiziq tekislikda yotadi. 403. 1) 13; 2)3; 3)7- 404. 6x-igg-
11z + 120, 405.(1;2: -2) 406.d = 7.407. 1)21; 2)6; 3)15. 408
4x + 6y + 5z-1=0.
AL 1) oy aiagly -G
3) G- (e a2 =36, A +OD D= D) =49,
=3 +(y+ 17 +(z-D'=21; 6) X’ +y*+2"=9; T) (-1’ +(+2) +(z-3)'=49;
8) (x+2)' +(y-4) +(z-57 =81,
412.3, 75 (2:3;0), (2;-3;0), (2;0: %),
0; -1),
(-4;0;-1). 414.15;(0;-6;-2).

X2 +4,\3.+'5y2__,=0. 2 [ERP TP P X OyZ {’..?+:’+2,\‘—z=0.
415. Oxy:{" " Oxz: |7 T
416. 5x2 +5y2 + 222 -2xy + dxz+ 4yz-6=0 ) s
417. 1) (3; ‘Z -2) (2;6; -);); 2) (4; -3); 2); 3) kesishmaydi; 4) To'gn
chiziq sirtga tegishli. 418. x* + 4y* +52° —4xy—125.= 0_ )
419. 3 x2- 5y2+72%- 6xy+10xz - 2yz-4x + 4y - 4z +4=0
420, x* + 4y? -47° + 4xy +12xz - 6yz = 0.
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421.x -2y +2z-1=0, x-2y+2z+1=0; 2.

IV BOB

428. 1) A={1,2,3,4,5}; 2) A={-7,—6,~5—4.~3,~2,—L0,1!:

3) A=1{2,3,5,7,11,13,17,19,23,29;} ; 4) A4={1,2,3,4,6,8,12,16,24,48} :

5) A={2};6) A=1{05.2}; 7) A=[-2,3].429. 8.

430. 1) AU B=1{2.3,5,8,9.13,17} 2)AN B ={5,13} 3)4\ B={2.3.8)

4)B\ A={9,17} 5) AAB ={2,3,8,9,17)

6)Ax B={(2,5),(2,9).(2,13),(2,17),(3,5),(3.9),(3,13),(3,17),(5.5),(5,9).(5.1 3).(5,17)
(8,5),(8,9),(8,13),(8,17),(13,5),(13,9),(13,13),(13,17)}

432. 1) AUB=[1,5] 2)An B=[2,4] 3)4A\ B=[1.2)

4)B\ A=(4,5]5) AAB =[1,2) U(4,5]

6)4Ax B tekislikdagi uchlari (1,2),(1,5),(4,5).(4,2) nuqtalarda bo*Igan
kvadratning nuqtalari 435. 1) supA=3,inf A=-7 2) supA=4,inf4=0
3) supA=4,inf A=—6

444. 1) 1,3,9,27,81 2) 0,2,0.2,0 3) 2 %%%g 4) 0,-1,0,1,0 5) 2,3,6,11,18
1111 13715 31
————T) ==, —,—,— 8) -1,0.-1,0,—1 9)0,1.1,2,3,5,8
6) "2’6 24’120 ) 274’8 16 32 ) )
1 2n n+l
. = e p =— = 4 =
j145 1) x, Yy 2) x, = 3) x, Yy ) x,

1
3n-1

5)x,=C=D" 6)x,=3+-1)" 7)x, =(=D"(n*+1) 8) x, =
9) =D 10) x,=n"" 446. 1) /', quyidan chegaralangan 2)

N, yuqondan chegaralangan 3) chegaralangan 4) chegaralangan 5)
N, yuqoridan chegaralangan 6) ™\, chegaralangan 7)
chegaralanmagan,monoton emas 8) \.. chegaralangan 9) quyidan
chegaralangan 10) ikkinchi hadidan boshlab ™,

| 1 1 1 4 2
4. N1l D-2No =160t -2 9)\E 10y 5
1) 3 12)% 13) & 14)e 15) e 16)0 17)1 18) 2+
453. 1) (0,40) 2) [-3,)u(,3] 3) [0.2] 4) [<4.-7]U[0,7] 5) [_.;.,1]
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6) (—c.+<0) 454. 1) [,+0) 2) [1,7]1 3) [—”7-’52—) 4) G,+) 5) [—6—14:0)

6) (—<.—1] 455. 1)toq 2)juft 3)toq 4) juft yokitoq emas 5) toq 6)toq
456. 1) davriy, eng kichik musbat davri mavjud emas 2) davriy, T=2x
3) davriy, T =§ 4) davriy emas 5) davriy, =-;£ 6) davriy, 7=#

x-5
457. 1) x*.x' =1 (x=1) 2)|x|.cos|x|,|cosx| 458.1) y=x 2) y= >
3) Aniqlanish sohasida teskari funksiyasi mavjud emas.
——-x,x<0,

i, x20.
2

459. )monoton, chegaralangan 2) chegaralangan 3) kam'ayuvchi
4) chegaralangan 5) o‘suvchi 6) kamaymaydigan funksiya &

2
467.1);- 2)% 3) —2 4)% 554 6)2 7)15 8)0 9) - 10)

el(v

4) y==2+10"" 5) y=logzﬁ 6) y=[

- 3 qa | 4 25 1 2 18)0 19) +20) 0.6
e 12) e 13) 5 14) 5 15) 2 16) - 17) 13 ) 2
21) 1
22) f2-0)=L7(2+0)=2 23) f(3_o)-_-.;:,f(3+0)=0

24) [ =0 =42, fC+0)=0

2n-1 _ 1
477. 1) x=0 2-tur uzilishnuqta  2) x-_-_”,z-;z, neZ 2-turuzilish

nuqtalar .
3) x=%2 2-tur uzilish nuqtalar 4) x=a I-tur uzilish nuqta,

fla-0)= "%,f(a +0) =ZI; 5) x=0 1-tur uzilish nuqta,

f(=0)=1,f(+0)=0 6) x= % 1-tur uzilish nugta,

V2

T
f(z—0)= >

,f({-+0)=0
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V BOB

483. 1)4x+72)3x* +10x3) 7J_
485. f'(2-0)=-1, f'(2+0)—~l,f(3 O)——l,f(3+0)=l

486. 1) 23 2)10!3)-1.54)-2 487. 0(0.0),y =x,y=—x 488. arcig3
489. 14,-2,7

2 o1 s 2. _ L
497. 1) = 2) —é/;_? 3) 5cosx —3sinx 4) Stg*x 7) *inZlogh.x 8) 2shx
498. 1) 24x*(2x’ +5) 3) —sin2x 6) o8t )”"l“
sinx Jasin?x -1 2Jx

499.1) £ (142003) 4) y=3 2o 231y -T2 )

o Y(y—xiny)
y(y—xIny)
501. 2)2¢+1 4)—ctgt 502.1)52)0.5 510. 1) df(x)=(2x+3)ax 2)

df (x)=(3x* +3)dx 3) df (x)=3dc S11.4) df (x)=-2xc"dx 5) df (x)= Inxcix
4tg x

6) df (x )- dx 512.1) 19.56 2)0.4557 3)1.4948 4)5.9777 5)

8.0625 6)4.0078 7)-0.02 513.1) 27¢° 2)03)2 4) ﬁ 514. 1) 0, (

n>0)2)2"
3) (=1)"(=3)=7)..{5—-4n)

T 4) (-1 2" =0t 5) (1)t

V1 BOB

1 | s
p— _; 4 __; e
524. (1;1)527. l)108 ;2) 1,3)l6 ) . 8)19)e
5835. 1. (=3 (B®)” 2. (=D (-o=D(Tiw)” 3L ()
6. (~0;0).7, (G:0)\ 9. BN (ieny

536.1.x, =2 2.x, =3 x.=-1 4 ‘“"JL?‘“‘JI?

8. x,. =-1x.,=1 9.ckstremum mavjud emas. 537. . Eng kichik qiymat:
y(=2)=-73, eng katta qiymat: »()=8 2. Eng kichik qiymat: »(0.5)=1.75,
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eng katta qiymat: y(2)=58 3. Eng kichik qiymat: y(1)=-3, eng katta
giymat: =0 4. Eng kichik qiymat: y(1)=-1, eng katta qiymat:

w0y =1(d)=0 5. Eng kichik gqiymat: »(0)=0, eng katta qiymat: y(%):%—l
6. Eng kichik qiymat: %2)=mn4-2, eng katta qiymat: y()=In2.538. 1.
x=1L (== (o)

2. x=#L (=D~ (=—Dva(bw) U 5. x=1, (—0;—1)s(L;0) N

539. I.x=1 vertikal asimptota, y=1 gorizontal asimptota 2.x=2 vertikal
asimptota, y=2x+5 og‘ma asimptota. 3. x=12 vertikal asimptota, y=+2x
og‘ma asimptota 4.y =+(x-0.5) og‘ma asimptota 5. y=0 gorizontal
asimptota 6. x=0 vertikal asimptota, y=0 gorizontal asimptota. 544.
3.072 545. 1 6487

546.1) -~ 2) L3y 1
46.1) — )23)2

VII BOB

1
554. l.l.vs—lx‘—2x3+4x2+7x+C 2. 1s 2 =In|x|-—+C
S 2 3 x

3. %.\';—x+arclgx+C 4, 6&—%;-2 x+C 5. 5e’—;l3—+C

2250°
In2250

1
6. +C 7. %x+%sinx+(‘ 8. 1gx—x+C 9. -ctgx—?z-x'fc

| |

——ctox ——1{

10. 4ng 4g:\r-hC
1 1

55. 1.-——(5-2x) +C 2. -——(1-2x")"+C

555. 1 ]4( x) +C 2 32( )

3. -3J2—7x +C 4. —g(l—x)sfl-x—g(l—x)le—x+C

S. —\3/(>‘+l =3x+1+3Ini1+Yx+1]+C

6.

6, 12, .., +C, t=x+1
— T+ = 3 =80 — 1202 + 481 + 24 In(1? + 2) - arc
7 5 ( ) N th

2
7. -;—e"*'+C 8. In|In|Inx || +C 9. -:lz-lnlsin2x|+C 10. (arcth;) +C
556. 1.c"(x=1)+C 2. 2" Wx=1+C
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3. L -x+arctgx+C 4. 1 +3te éez‘+3e"(x2—2x+2)+-]—.\'4+C
3 3 2 4 4

1 . .
5. 2—9-e”‘(2sm5x—5cos§x)+(‘ 6. %xe‘(smx—cosx)+%e‘cosx+C'

7. C—x+(x+2)In|x+2| 8. ﬁ((x—O.S)ln(x—2x)—x)+C

2
9, —x—cos7x+ixsin7x+icos7x+c 10. Z(stin\/;+cos\/.;)+c
7 49 243

561. 1) In|x+7|+C 2) —§1n|l-7x 1+C  3) —arctg-l—|+C

1 2x 4x-3
6)——(3—2-)— 7 —(mctg + +4)+C 8) \/.2_301‘612\/5 +C
1) - ln(x+2x+3)+ J_arctng/il +C

1 x(x +10)
9 (( 746y JE“’“gJ‘)
15) ((x (3)(3);x_:183):-32)-1—3arclg(x—3))+C

x+3 x-3 ,
562. ])—ln =t 2)—In 7+C 3)—lnx+2+(
# w2 ]ic 5y mE=2 2,

(x- ) x-1
@a-x* | 1 x+2 .

6) —In ret

)96 X +dx+16| 1683 2
X2, gl ‘+c 10) ~{ In
70 +4 5

x-—1
x+1 57 57x* +103x7 +32
14) J_arctg f *C 15 —Tgalctgx 16x(x"+1)°

3 «x .
567. 1) Zarctg(ztg§)+c 2) %arvlg(‘j_—ilg%]“

S N
(x7 2) -9urclgx)+C
cC 41

1
—1
9) 30 n

| |2es-3-45 2
3) i —2———l+C 6) ——+C
5 2tg5-3+J§ \/§—tg'5
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9) ——=
) ~GsinT3x

—glnlsin3x|+%sin23x+c

13) —cos—-——:”—cosél—i s7x+~§-co ]—E+C

2 6 10 6 14 6 22 6
14) -—S-clg’.\'+%clg3x—crgx—x+C 15) 21g3%—6lg-36£+x+C
J
577. 1. In|x+6.5+s]x2+13x+4l|+C 3. :/1_5-arcsin(3x+l)+C

4, arcsin%+(‘ 5. =3J1-x? +13arcsinx+C

4 4 1 . X
7. 22 -2+ +C t=x-7 9. —xJ2—-x* +arcsin—=+C
303 | * 2" V73

10. —-,/*‘ +C 1L —(\‘ —2x-3)YxP - 2x43+C
Q’ —\
5A +3 +C 15.

l—iﬂ+ln|x+«fx2 +1|+C
X

585. 1) 0.5 2)% 3) e 586. 1)0<i<1 2) 12</<16 3) 2f<’5 J‘

N
587. 1) 12) 1 3) (2 -2) 588, 1) 17.5-6In6 2) 325 3)Ing 4) e -e
3 74 /5

-2 e
5) ar'ctge—% 6) E 7 E 8) 33-7 9) i"_‘/:. 10) —-— 11) 2(2°+3)

12) E[e"?-e?) 13) e =1 14) 0.089 15)—+—‘2[-—3

590. 1)0.916 2)0.693 3)2.320 4) 0.882 591.1) 0.69377 2) 0.78458
3)0.84259 4)0.23661.595. 1)0.5 2) uzoglashuvehi 3)7

4o >],a—l—1:__a'$l, uzoglashadi  5)1  6)0.5 7?2 8 9) 6

10)a<|,lL;azl,u:oqlashuvchi 122 12)15

596. 1) uzoglashadi 2) uzoqlashadi
3) yaqinlashuvchi 4) uzoqlashadi
5) uzoglashadi 6) absolut yaginlashuvchi.
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605. 1) - 2) — 3)—4)9 606. 1) 277[2) = 3) —7[4) 127
607. 1) \/—+ln(l+\/_) 2) arcsm— 3) 4+In_34) ln(2+\/§)

608. 1) x(ez-e’2+4)2) —6]—” 3)2 b,:b+——arcsm—:|,c—\/a -6’ 4) 64—”
609. 1400 610. 0.08 J
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