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SO‘Z BOSHI

Mamlakatimizda ta’lim tizimini isloh qilishga va uni zamon
talablari bilan uyg‘unlashtirishga katta ahamiyat berilmoqda.

Aynigsa, matematika fanining o‘rni hamda uning barcha fanlarni
o‘zlashtirishga va ularning rivojiga asos ekanligini hisobga olib, unga
alohida e’tibor qaratilmoqgda. Qolaversa, hozirgi paytda maktabgacha
ta’limdan boshlab oliy ta’limga qadar mavjud o‘quv dasturlari va
o‘quv adabiyotlarini zamon talablariga moslashtirish jarayoni
ketmoqda.

Oliy matematika fani bo‘yicha ma’ruza darslarida va mustaqil
ta’lim olishda foydalanish mumkin bo‘lgan o‘zbek tilida, lotin
alifbosida yozilgan darsliklarni topish mushkul ishdir. Mavjud
adabiyotlarning aksariyati hozirgi o‘quv dasturlar bilan muvofiq
emas.

Oliy ta’limni Yevropa ta’lim tizimiga moslash va modul tizimiga
o‘tilishi munosabati bilan, muhandis-texnika sohasidagi bakalavriat
ta’lim yo‘nalishlari uchun Oliy matematika fanidan ma’ruza mash-
gulotlari to‘rt semestr davomida o‘tiladigan 288 soat qisqartirilib,
uch semestrda 105 soatga (ayrim yo‘nalishlarda 90 soatga) tushirildi,
mustaqil ta’lim uchun esa 255 soat (ayrim yo‘nalishlarda 240 soat)
ajratildi. Ragqamlarni tahlilidan ma’lum bo‘ladiki talabaning oladigan
bilimlarning taxminan 30 foizini dars jarayonida, 70 foizini esa
mustaqil ta’limda olishiga to‘g‘ri keladi. Shularni e’tiborga olib,
yoziladigan darslikda faqat auditoriyada o‘tiladigan mavzularnigina
emas, balki mustaqil ta’lim uchun ajratilgan mavzularni ham
yoritishga to‘g‘ri keladi.

Yugoridagilardan kelib chiqib, ushbu darslik namunaviy o‘quv
dasturida ma’ruza mashg‘ulotlarda o‘tishni rejalashtirilgan hamda
talabalar mustagqil ta’limda o‘zlashtirishi rejalashtirilgan mavzularni
ham bayon etishga e’tibor qaratilgan. Darslikka shargning buyuk
mutafakkirlarining matematika rivojiga qo‘shgan hissalari, uchinchi
tartibli tenglamalarni yechishning Kardano formulasi, algebraning
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asosly teoremasi, ikkinchi tartibli egri chiziglarning umumiy
tenglamasini kanonik ko‘rinishga keltirish, aniq integralning
geometrik, fizik masalalarni yechishga tatbiglari, aniq integralni
taqribiy hisoblash mavzulari bilan to‘ldirilgan.

Darslikning birinchi jildi 7 ta bobdan iborat bo‘lib, chiziqli
algebra, tekislikda va fazoda analitik geometriya, matematik analizga
kirish, bir o‘zgaruvchili funksiyaning differensial va integral hisobi
kabi bo‘limlarni 0z ichiga oladi. Berilgan har bir nazariy ma’lumot
misollar yechish bilan mustahkamlangan. Mavzu yakunida o‘z-0‘zini
tekshirish uchun savollar keltirilgan.

Darslikni  yozishda foydalanilgan adabiyotlar ro‘yxatida
keltirilgan kitoblardan ijodiy foydalanilgan, ayrim mavzular esa
muallifning fikri bo‘yicha bayon etilgan.

Muallif darslik qo‘lyozmasini o‘qib, uning sifatini yanada
oshirish borasidagi fikr va mulohazalari uchun Namangan
muhandislik-qurilish instituti Oliy matematika kafedrasi professor-
o‘qituvchilariga va Namangan davlat universiteti professori
M.M.Raxmatullayev hamda Mirzo Ulug‘bek nomidagi O‘zbekiston
Milliy universiteti professori A.S.Sharipovlarga o‘z minnatdorligini
bildiradi.

Darslikning kamchiliklarini bartaraf etishga oid takliflarni
muallif mamnuniyat bilan qabul qiladi. Fikr-mulohaza va takliflar
uchun quyidagi elektron manzilga murojaat qilishingiz mumkin: e-
mail: yusupjonapakov(@gmail.com.

Muallif.



I BOB. OLIY ALGEBRA ELEMENTLARI

Oliy o‘quv yurtlarida oliy matematikani o‘qitishdan magsad
talabalarni mutaxassisligi va iqtisod bo‘yicha nazariy hamda amaliy
masalalarni yechish uchun zarur bo‘lgan matematikaviy apparat bilan
tanishtirish, talabalarda matematikadan o‘quv adabiyotlarini mustaqil
o‘rganish va undan foydalana bilish malakasini hosil qilish, mantiqiy
fikrlashni o‘stirish va matematikaviy madaniyatni umumiy saviyasini
ko‘tarish, amaliyotda uchraydigan masalalarni matematikaviy
tomondan tekshirish malakasini hosil qilish va ularga muhandislik
masalalarini matematikaviy tilda ifodalab, hal etishni o‘rgatishdan
iborat. Oliy matematika fanini o‘rganish bilan talaba hisoblash
texnikasi va uni dastur bilan ta’minlash, fizika, kimyo, chizmachilik,
materiallar garshiligi, iqtisod, nazariy mexanika va boshqa fanlarda
uchraydigan masalalarining matematik algoritmini tuzish va uni
yechishni o‘rganadi.

1-§. Sharqning buyuk mutafakkirlarining matematika rivojiga
qo‘shgan hissasi

Qadimgi Sharq, xususan Markaziy Osiyo mamlakatlari
mutafakkirlari matematika rivojiga ulkan hissa qo‘shganlar, ulardan
ayrimlariga to‘xtalib o‘tamiz.

Al-Xorazmiy. (783-850) Muhammad ibn Muso al-Xorazmiy
Xorazmda tug‘ilib, diniy maktab va madrasada ta’lim oladi.
Bag‘dodda “Bayt Al-Hikmat” (“Donishmandlar uyi”) tashkil etib, 0z
davrining ilg‘or olimlarini to*plab, ularga rahbarlik qiladi. Xorazmiy
“Hind hisobi” nomli risolasida 0,1...,9 dan iborat raqgamlar
sistemasini birinchi bor arab tilida bayon etadi va undan Yevropaga
bu sistema o‘tadi. U “Al-Jabr val-muqobala” asarida birinchi bo‘lib
chiziqli va kvadrat tenglamalarni ajratdi hamda ularni yechish usulini
bayon etdi. Algebra so‘zi “Al-Jabr” so‘zining lotincha yozuvidan



olingan. Al-Xorazmiy birinchi bo‘lib zij-matematik va astronomik
jadvalning muallifidir.

Beruniy. (973-1048). Abu Rayhon Beruniy Muhammad ibn
Ahmad of‘rta asrning buyuk qomuschi olimidir. U o°zining
“Geodeziya” asarida Qiyot shahrining geografik kengligini
aniglaganini yozadi. Beruniy “Hindiston tarixi” asarida yer shari
meridiani 110,895 km ekanini yozadi. Bu esa hozirgi hisobdan
(111,1km) kichik, ya’ni 205 m xato qilgan xolos. Uning “Qonuni
Mas’udiy*“ asari astronomiyaga bag‘ishlangan bo‘lib, unda
trigonometriya, sferik trigonometriyaga oid kashfiyotlarini yozadi.
Jami matematikaga doir 22 ta, astronomiyaga doir 10 ta,
mineralogiyaga, fizikaga doir 38 ta va hokazo asarlar muallifidir.

Ulug‘bek. (1394-1449). Muhammad Tarag‘ay-Ulug‘bek,
Shohruh Mirzo farzandi va Amir Temurning nabirasi bo‘lib, buyuk
olim va davlat arbobidir. Ulug‘bekning asosiy asari “Ziji
Ko‘ragoniy” deb atalib, unda yil hisobi, to‘rtta xonagacha aniqlikdagi
trigonometrik jadval mavjud bo‘lib, bunda sinus va kosinuslarning
bir daqiqa oraliq bilan farglanuvchi qiymatlari keltirilgan.
Trigonometrik jadvallari 10 ta o‘nli xona aniqgligida hisoblangan va
bu jadvallarda sinus va kosinusning qiymatlari bir daqiqa oraliq bilan
tuzilgan.

Zijda Ulug‘bek bir gradusni sinusini hisoblash uchun alohida
risola yozgan. Astronomiyaga taallugli ekvator og‘ishi, osmon
yoritgichlari koordinatasini aniqlash, yerning ixtiyoriy nuqtasining
geografik kengligini aniqlash, yulduz va sayyoralar orasidagi
masofani aniqlash masalalari bayon etilgan. Ulug‘bek Oy va Quyosh
tutilishlari kalendarini va 1018 yulduzning ro‘yxatini hamda ularning
joylashishini hisoblab chiqgan, 1437-yildagi teng kunlilik nuqtasiga
nisbatan uzunligi kengligi berilgan. U 55 yoshida ilm-fan
dushmanlari tomonidan gatl ettirilgan.

Ahmad Farg‘oniy. (797-865) Abul Abbos ibn Muhammad ibn
Kasr Farg‘oniy-buyuk astronom, matematik va geograf bo‘lgan.
Ahmad Farg‘oniy, Muso Xorazmiy va boshqa olimlar bilan
Bag‘dodda “Bayt Al-Hikmat” da ishlab izlanishlar olib borgan.
Uning “Astronomiyaga kirish” nomli asarida o‘zigacha bo‘lgan
astronomlar ishlarini bayon qilib, kamchiliklarini tuzatib, 812 yildagi
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quyosh tutilishini oldindan aytib bergan. Farg‘oniyning “Osmon
harakatlari va astronomiya fani to‘plami haqida” kitobi bo‘lib u arab
tilidagi astronomiyaga taallugli birinchi kitobdir. Unda astronomik
asboblar yasash va undan foydalanish, eng zarur asboblardan biri
bo‘lgan quyosh soati bayon etilgan. Farg‘oniy “Asturlab yasash
haqida” asarida sfera va uning turli holatdagi kesimlarining
xossalarini bayon etgan.

Umar Xayyom. (1048-1123). G‘iyosiddin Abdulfatx Umar ibn
Ibrohim al-Xayyom Noshipurda tug‘ilib, Buxoro va Samarqand
shaharlarida ta’lim olgan. Umar Xayyom ‘“Al-Jabr val mugqobala
isbotlari haqida risola” kitobida son tushunchasini haqiqiy musbat
songacha kengaytirdi, ya’ni kvadrat va kub tushunchalarini kiritdi va
ayrim kub tenglama va ularni yechish usullarini bayon etdi. Umar
Xayyom “Evklid kitobining kirish qismidagi qiyinchiliklarga
sharhlar” kitobida Evklidning mashhur 5 postulatini teorema sifatida
bayon etib, uni rivojlantiradi va geometriya rivojiga katta hissa
qo‘shadi. U o‘zining “Ziji malik shoxi” nomli asarida taklif etilgan
kalendarda 33 yildan 8 tasi kabisa yili bo‘lib, yilning davomiyligi

365% sutkaga teng, bu kalendarning xatoligi yiliga 19 sekundni

tashkil etadi.

G‘iyosiddin Koshiy. (XIV-XV asr). Jamshid ibn Mas’ud ibn
Mahmud G‘iyosiddin Al-Koshiy O‘rta Osiyoning atoqli matematik
va astronomidir. Koshiy Ulug‘bek astronomiya maktabi qoshidagi
madrasada astronomiya va matematika fanlaridan dars bergan. U
“Hisob kaliti”, “Aylana haqida risola”, “Vatar va sinus haqida risola”
nomli asarlar muallifidir. Uning matematikadagi yangiligi n-darajali
ildiz chiqarish amali bo‘lgan. Al-Koshiy aylanaga doir asarida

7=3,14159265 ni hisoblagan va Sin3 orqali Sinl ni topishni keltirgan.

U x’+g=px tenglamaning ildizlarini iteratsiya usulida (ketma-ket
yaqinlashish) topishni bayon qilgan. Al-Koshiy o°zining “Arifmetika
kaliti” asarida birinchi bo‘lib o‘nli kasr kashf etdi va ular ustida
amallarni bajarish qoidalarini ko‘rsatib berdi va manfiy son
tushunchasini kiritdi.

Forobiy. (873-950) Abu Nasr Muhammad ibn Uzlug‘ Tarxon,
hozirgi Qozog‘iston Respublikasining Chimkent viloyatining Aris
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shahrida tug‘ilgan. Dastlabki ta’limni 0z yurtida, keyinchalik Shosh
(Toshkent), Buxoro va Samarqandda madrasada ta’lim oladi.
Keyinchalik o‘sha paytdagi shargning ilm-fan markazi bo‘lgan
Bag‘dodda ilmiy faoliyatini davom ettiradi. Forobiy o‘rta asr
fanlarining turli sohalariga doir 160 ga yaqin asar yozgan. U “Ilmning
kelib chiqishi va tasnifi” nomli asarida o‘rta asrlarda mavjud bo‘lgan
30 dan ortiq fanning ta’rifini berdi va ularning har birining tutgan
o‘rni haqida gapiradi. Farobiy matematikaga buyumlarning miqdor
va fazoviy nisbatlarini o‘rganuvchi fan deb ta’rif beradi. Son haqidagi
fan — mavjud narsalarning bir qismini boshga bir qismiga
ko‘paytirish, bo‘lish, qo‘shish va ayirish, ildizning mavjud qismlarini
topish va h.k. haqgidagi fan deb ta’riflaydi. Forobiy “Tatbiglar kitob1”
da asosiy trigonometrik chiziqglar, ularni hosil qilish va shu chiziglar
bilan bog‘liq trigonometrik jadvallarni tuzish qoidalarini beradi. U
“Geometrik figuralarning tabily nozik sirlari va aqliy mohir usullari
kitob1” da esa turli geometrik figuralar- doira, uchburchak,
to‘rtburchak kvadrat, sferalarning yasash usullarini bayon qilgan.

Ibn Sino. (980-1037) Abu Ali ibn Sino Buxoro viloyati
Vobkent tumani Lag‘laga qishlog‘ida tavallud topgan. Ibn Sino o‘n
yasharligida algebra, geometriya va hatto falsafani ham o‘rgandi,
hamma yulduz turkumlarining qanday atalishini bilar va aniq
ko‘rsatib bera olar edi. Ibn Sino meditsinadagi ulkan tajribasi va
falsafa, algebra, astronomiya, kimyo hamda fanning boshqga
sohalaridagi beqiyos bilimini “Shifo kitobi”, “Tib qonunlari”,
“Bilimlar kitobi”da bayon etgan. Ibn Sino asarlarining hammasi 280
dan oshadi. U o°zining “Shifo kitobi” ning arifmetikaga doir qismida
natural sonlar va ularning xossalarini yoritadi. Ibn Sino natural sonlar
ustida amallar bajarilishini 9 yordamida tekshiradi, ya’ni u sonlarni
to‘qqiz moduliga ko‘ra taqqoslaydi.

O°¢z-0¢zini tekshirish uchun savollar

1. Oliy matematika fanini oliy o‘quv yurtlarida o‘rganishdan
magqgsad nima?

2. Shargning buyuk mutafakkirlaridan kimlarni bilasiz?

3. Muso Xorazmiy matematika rivojiga qanday hissa qo‘shgan?
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4. Abu Rayhon Beruniy matematika rivojiga qanday hissa
qo‘shgan?

5. Muhammad Tarag‘ay-Ulug‘bek matematika rivojiga ganday
hissa qo‘shgan?

6. Ahmad Farg‘oniy matematika rivojiga qanday hissa
qo‘shgan?

2-§. Ikkinchi va uchinchi tartibli determinantlar va ularning
xossalari

1. Ikkinchi tartibli determinantlar

all alZ

ay Ay
ifoda ikkinchi tartibli determinant, A =4, ,a
son qiymati deyiladi.

Determinantni tashkil qiluvchi sonlar uning elementlari deb
ataladi. Ikkinchi tartibli determinant ikkita satr va ikkita ustunga ega.
Birinchi indeks satrining, ikkinchi indeks ustunining tartibini
bildiradi.

a,,,a,, -birinchi satr, a,,,a,,-1kkinchi satr elementlari,

a,,,a,, -birinchi ustun, a,,,a,, -1kkinchi ustun elementlari,

a,,,a,, - bosh diagonali elementlari,

a,,,a,, - yordamchi diagonali elementlari deb ataladi.

Demak, ikkinchi tartibli determinantning son qiymati bosh
diagonal elementlari ko‘paytmasidan yordamchi diagonali
elementlari ko‘paytmasini ayirmasiga teng ekan.

I-misol. Quyidagi determinantni hisoblang.

Yechish: Hisoblash formulasiga asosan:

., —a,a,, aylrma esa uning

4 3
—4(=1)-3(=2)=—4+6=2
% 2Faen-at=as
2-misol.
x 6
=8
1 —3‘

tenglama yeching.



Yechish: Hisoblash formulasiga asosan:

3x—-6=8 =>-3x=14 = x:—%=—4§.

2. Uchinchi tartibli determinant

Ta’rif bo‘yicha quyidagicha
a4, 4
A=lay ay, ay
sy Gy Ay
belgilanadigan va son qiymati
A= a,,ay,a55 + Gy 0550,5 + 100305, — Q130505 = Gy 8y, — G130y, Ay, (1)
ga teng bo‘lgan ifodaga 3-tartibli determinant deb aytiladi. Uchinchi
tartibli determinantlar uchun satr, ustun, bosh va yordamchi diagonal
tushunchalari yuqoridagi kabi kiritiladi.
(1) tenglikning o‘ng tomonida qaysi ko‘paytmalar «+», qaysilari
«-» 1shora bilan olinishini eslab qolish uchun quyidagi uchburchak
qoidasidan foydalanish qulaydir:

(+) (-)

O

Uchinchi tartibli determinantni hisoblashning Sarrius usulini
ham keltirib o‘tamiz.

+ ) Dlay @, a3
. Ay A3 lau A2 (H|ay; @y ax|(—)
ay) ayp 3|dy  ap (Dlasy _azn ass|(-)
azp dzy dsz|d3; 43 a;p _Cp a3
=) =) ) dy) dpy A3

Bu usulda uchinchi tartibli determinant jadvali yoniga 1- va 2-
ustunlar takrority yoziladi, 1- asosiy diagonalga parallel uchta
diagonal elementlarni o‘zaro ko‘paytirib, ularni yig‘indisi olinadi. 2-
yordamchi diagonal va unga parallel uchta diagonal elementlari
ko‘paytirilib, ularning ayirmalari olinadi. Natijada (1) formula hosil
bo‘ladi.
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3-misol. Quyidagi determinantni hisoblang.
1 2 4
0 1 —1|=1-1-(=2)+2-(-1)-3+0-5-4-3-1-4=5-(=1)-1-0-2-(=2) =
3 5 2

=-2-6+0-12+5+0=-20+5=-15.
3. Determinantning xossalari

Determinantning xossalari ularning tartibiga bog‘liq bo‘Ilmagani
uchun, xossalarni asosan uchinchi tartibli determinantlar uchun
keltiramiz.

1°. Determinantning mos satrlari va ustunlari o‘rinlari
almashtirilganda uning qiymati o‘zgarmaydi:

Bu xossaning isboti (1) formulaga asosan kelib chigadi.

29 . Agar determinantning ikki satr (ustun) elementlari o‘zaro
almashtirilsa, uning qiymati o‘zgarmaydi, ishorasi esa garama-
qarshisiga almashadi.

Masalan,
a  dp 4y a4y Ay
Qyy Ay Ay =—|dy 4y diy
as; Az dg ay Ay Ay

Bu xossa isboti bevosita hisoblashdan kelib chiqadi.

3%, Agar determinant ikkita bir xil elementli satrlarga
(ustunlarga) ega bo‘lsa, u nolga teng.

Isbot. Ikki parallel bir xil elementli satrlar (ustunlar) o‘zaro
almashtirilsa, 2°- xossaga asosan giymat o‘zgarishsiz qolib, ishora
o‘zgaradi. Demak, A=-A, 24=0 yoki A=0.

4-misol. Quyidagi determinantni hisoblang.

1 2 4
3 2 -1|=8-2+24-8+2-24=0.
1 2 4
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4°, Determinantning biror satr (ustun) elementlarini ixtiyoriy «

songa ko‘paytirish determinantni shu songa ko‘paytirishga teng
kuchlidir.

ay, ap a3 a4y Gy

aa, Qda, Qdy|=aid, ady dy

as, as, A3 a3 4y ds

Bu xossaning isboti ham bevosita hisoblashlardan kelib chiqadi.

Natija. Biror satr (ustun) elementlardan umumiy ko ‘paytuvchini
determinant belgisidan tashqariga chigarish mumkin.

59 Agar determinant nollardan iborat satrga (ustunga) ega
bo‘lsa, u nolga teng. Bu xossa 4°-xossadan «=0 da kelib chiqadi.

6°. Agar determinantning ikkita satr (ustun) elementlari o‘zaro
proporsional bo‘lsa, u nolga teng.

Isbot. Proporsional satrdan (ustundan) umumiy ko‘paytuvchini
4%-xossaga ko‘ra determinant tashqarisiga chiqarsak, hosil bo‘lgan
ikkita bir xil satrli (ustunli) determinant 3°-xossaga asosan nolga teng.

7°. Agar determinantning biror satrining (ustunining) har bir
elementi ikkita qo‘shiluvchining yig‘indisidan iborat bo‘lsa, u holda
bu determinant (quyidagi ko‘rinishdagi) ikkita determinantlar
yig‘indisidan iborat bo‘ladi.

Masalan,

ay+b,  ay, as| |ay, a, a5 |b a, a;
a21 +b2 a22 a23 = a21 a22 a23 + b2 a22 a23
ay +by ay, ay| |ay ay ay| b oay, a

Bu xossani bevosita hisoblash orqali isbotlanadi.

8°. Agar biror satr (ustun) elementlarini istalgan 10, umumiy
ko‘paytuvchiga ko‘paytirib boshga satrning (ustunning) mos
elementlarga qo‘shilsa, determinant qiymati o‘zgarmaydi.

Masalan,

all a12 a13 all + /ILaIZ a12 a13
Ay Ay Ayl=|dy + A4y a4y ay
a3l a32 a33 a31 + ﬂ“a32 a32 a33

Bu xossaga ishonch hosil gilish uchun 7°-xossaga asosan o‘ng
tomoni ikki determinant yig‘indisi ko‘rinishida yozib, 4°-xossaga
asosan 2 ni determinantdan chiqarsak, 3%-xossaga ko‘ra ikkinchi

determinant nolga teng bo‘ladi, ya’ni
12



a,+4a, a, a;| |a, a, a5 |la, a, a;
a, +Aday, a, ay|=lay ay, ay|ti|la, ay, ay

a, +Aay, ay, ay| |ay a4y, ay| |Aay, ay,  ag
O¢z-0‘zini tekshirish uchun savollar

1. Ikkinchi va uchinchi tartibli determinantlar ganday hisoblanadi?

2. Uchinchi tartibli determinantni hisoblashning Sarrius usulini
aytib bering.

3. Determinant xossalarini aytib bering.

3-§. Yuqori tartibli determinantlar. Chiziqli tenglamalar
sistemasini yechishning Kramer usuli

Avvalgi mavzuda 2, 3-tartibli determinantlar bilan tanishdik,
endi n - tartibli(n>4) determinantlar va ularni hisoblashni o‘rga-

namiz. Ishni osonlashtirish maqgsadida yordamchi tushunchalar
kiritamiz.

1. Minor va algebraik to‘ldiruvchi

Determinantning biror elementining minori deb, determi-
nantning shu element turgan satrini va ustunini o‘chirishdan qolgan
elementlardan tuzilgan determinantga aytiladi. Soddalik uchun
quyidagi uchinchi tartibli determinantni olaylik.

a4, 4y
A=lay ay, ay
ay 4y 4

Determinant @, elementining minori M,, (i,k=12,3) bilan

belgilanadi. Masalan, 4, element minori




Determinant «, elementining algebraik to‘ldiruvchisi deb
4,=(-1)"M, songa aytiladi. Masalan, 4, elementining algebraik

J
to‘ldiruvchisi

), dy

4, = (_1)1+1 M, =

4y, Ay
bo‘ladi, 4,, elementining algebraik to‘ldiruvchisi esa

all a13

A32 = (_1)3+2 M, =-

ay Ay
bo‘ladi.

Bu kiritilgan tushunchalar yordamida quyidagi xossani
isbotlash mumkin (xossalar tartibini saglab qolamiz).

9°.  Determinantning biror satrdagi (ustundagi) barcha
elementlarni mos algebraik to‘ldiruvchilari bilan ko‘paytmasidan
tashkil topgan yig‘indi shu determinantning qiymatiga teng.

Isbot. Bu xossani birinchi satr uchun keltiramiz.

a4, 4y

A=la, a, ay

determinantning birinchi satr elementlarining algebraik to‘ldiruv-
chilarini topamiz:

ay, dy a, day

A

1

1:

a32 a33 a3l a32

Bundan
A=a, A, +ayd, +a,4,=a, (a22a33 - azsasz) —dp (a21a33 - a31a23) +
+a; (a21a32 - a31a22) = Q),0,,03; T A1,0305; + 4130503, —
4y AUy — ApQy sy — dy3A3,0y,

Demak,
A= Ay, dy Axp|= a11A11 + alelz + a13A13 . (2)

Xuddi shu kabi ixtiyoriy satr yoki ustun elementlari orqali (2)
formula kabi natijani  hosil qilish mumkin. (2) formula
determinantning birinchi satr elementlari orqali yoyilmasi deyiladi.

1-misol. Ushbu determinant hisoblansin:
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1 0 -1
A=|3 2 2
1 4 5
Yechish: Birinchi satr elementlari orasida nol bo‘lgani uchun

birinchi satr elementlari bo‘yicha yoyish qulay, ya’ni

2 =2 32‘

A=1 ~1f7 7|=18-10=8
4 5| |1 4

determinantning biror gatoridagi bitta elementidan tashqgari barcha
elementlari nolga teng bo‘lganda, bu gator bo‘yicha yoyilmadan
foydalanib, natijani hisoblash i1shni yanada osonlashtiradi.

2-misol.
1 -3 2
A=5 4 1
3 2 -4

determinant hisoblansin.

Yechish: 8-xossadan foydalanamiz, ya’ni birinchi ustunni
o‘zgarishsiz qoldirib, ikkinchi ustunga birinchi ustunni 3 ga
ko‘paytirib qo‘shamiz, uchinchi ustunga birinchi ustunni (-2) ga
ko‘paytirib qo‘shamiz, natijada

1 -3 2| |1 O 0
A=5 4 1|=|5 19 -9
3 2 -4 3 11 -10

bo‘ladi. Birinchi satr elementlari bo‘yicha yoyilmadan foydalansak,
19 -9
‘11 -10

=-190+99=-91].

2. Yugqori tartibli determinantlar

To‘rtinchi tartibli determinantni garaymiz.

Determinantlarning yuqorida keltirilgan 9°-xossasini qo‘llab,
4-tartibli determinantni biror ustun yoki satr elementlari bo‘yicha
yoyilganda hosil bo‘ladigan determinantlar 3-tartibli bo‘ladi.
3-tartibli determinant tushunchasi esa bizga ma’lum. Shu jarayonni
ketma-ket davom ettirib n-tartibli determinantni  hisoblash
tushunchasi kiritiladi. Uning umumiy ko‘rinishi quyidagicha:

15



N ®)

(3) ko‘rinishdagi n-tartibli determinantlar uchun yuqorida
aytilgan barcha xossalar, jumladan, determinantning biror satr yoki
ustun elementlari bo‘yicha yoyish formulasi ham o‘rinli bo‘ladi.

Istalgan tartibli determinantni hisoblashda aynan algebraik
to‘ldiruvchilar yordamida satr yoki ustun bo‘yicha yoyish usulidan
foydalanish ancha qulay.

3-Misol. Determinant hisoblansin.

2 1 4 3

5 0 -1 0
A=

2 -1 6 3

1 5 -1 2

Yechish: Determinantni hisoblash uchun uni ikkinchi satrida
ikkita O turganidan foydalanib, ikkinchi satr elementlari bo‘yicha
yoyib chigamiz. U holda

A=aydy +aydy, +aydy, + a4, =
I 4 3 2 4 3 2 1 3 2 1 4
=-5-1 6 3/+02 6 3/+12 -1 3/-02 -1 6|=
S -1 2 np -1 2 {1 5 2 {1 5 -1
:—5(12+60+3—90+3+8)+(—4+3+30+3—30—4):20—2:18
bo‘ladi. Demak, yuqori tartibli determinantni hisoblash, determinant
tartibini ketma-ket pasaytirish yo‘li bilan amalga oshiriladi.

3. Chiziqli tenglamalar sistemasini Kramer qoidasi bilan
yechish

Ikkita x;va x, noma’lumli chizigli tenglamadan iborat ushbu

{allxl Ta,x, = bl (4)

ay X, +ayx, =b,
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sistema ikki noma’lumli chiziqli tenglamalar sistemasi deyiladi,
bunda 4,,,a,,a,,a,,- (4) sistemaning koeffitsiyentlari, 5,6, - o0zod
hadlardir.

asosiy determinant,
b a,

Xy ? X

b2 a22 a21 b2
yordamchi determinantlar deb nomlanadi. Agar A=0 bo‘lsa, (4)
tenglamalar sistemasining yechimi quyidagicha topiladi:

xlzfa X = sz (5)

Xuddi shuningdek, uchta x, x, va x noma’lumli chiziqli
tenglamalardan iborat

ay X, + a,X, + a;,x, =b,
@y X, + Ay X, + 53, = b, (6)
@3, X, + a3, X, + Ay x; = by
sistema uch noma’lumli chizigli tenglamalar sistemasi deyiladi. Bu
sistema uchun
ay 4y dg
A=lay, a, ay
a; 43 Qs
asosiy determinant,
b a, a a, b a; a, a, b
Ax] =b, a,, ay|, A

b, a;, a a, by ay a, a; b

, =492 b, ay|, A, =|a, a, b,

X

yordamchi determinantlar deb nomlanadi, agar A=0 bo‘lsa, (6)
tenglamalar sistemasining yechimi quyidagicha topiladi:

Xy X3

X, :T, X, :T, Xy = A (7)

(5) va (7) formulalar (4) va (6) tenglamalar sistemasini
yechishning Kramer formulasi deyiladi. A=0 bo‘lsa, sistema yagona
yechimga ega bo‘ladi. A=0 hamda Ay, Ax,, Ax, lardan hech

bo‘lmaganda bittasi noldan farqli bo‘lsa, sistemaning yechimi

17



mavjud emas. A=0 va Ax, =Ax,=Ar,=0 bo‘lsa, sistema cheksiz ko‘p
yechimga ega bo‘ladi.
4-misol.
x, +3x,=-1
{2x1 —x,=5
chiziqli tenglamalar sistemasi yechilsin.
Yechish: Asosiy va yordamchi determinantlarni hisoblaymiz.

I 3
= =—1-6=-7
2 -1
-1 3 1 -
= =1-15=-14, A, =) |=5+2=7,
u holda, Kramer formulasiga asosan,
A — A
l——xl:ﬁzz, _x2: % :l:—l
A T A T
Demak, sistemaning yechimi(2;-1).
5-misol.
X +2x,=3
3x,+6x,=1
sistemaning yeching.
Yechish:
1 2 3 2 I 3
A= =0, A_= =16, A, =| |=-8.
3 6 L6 301

Demak, berilgan sistemaning yechimi mavjud emas.
6-misol. Quyidagi sistema yechilsin:
2x, +3x, =1
{4)(?1 +6x,=2
Yechish: Bu holda asosity va yordamchi determinantlarni
hisoblaymiz:

2 3 1 3 2 1
A= =0, A = =0, A= =0
4 6 "2 06 w4 2

Demak, ixtiyoriy (z;l_?’—ztj ko‘rinishdagi (reR) sonlar juftligi

sistemaning yechimi bo‘ladi, ya’ni cheksiz ko‘p yechim mavjud.
7-misol.
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2x,—x,+x,=4
3x,+2x,—x; =1
X +x,—2x,=-3
sistema yechilsin.
Yechish: Asosiy va yordamchi determinantlarni hisoblaymiz:

2 -1 1 4 -1 1 2 4 1
A=13 2 -1=-10, A =1 2 -l=-10, A =3 1 -1|=0,
I 1 =2 -3 1 2 I -3 2

2 -1 4

A, =3 2 1]=-20
1 1 -3
U holda, Kramer formulasidan
i_—lo_1 A0 A, 20

i =——=1 x =——=0, x =——=2.
A -10 A —10 A -10
Demak, (1;0;2)sistemaning yechimi bo‘ladi.

O¢z-0¢zini tekshirish uchun savollar

1. Determinantning minori deb nimaga aytiladi?

2. Determinantning algebraik to‘ldiruvchilarini topish ta’rifini
ayting va hisoblash usulini ko‘rsating.

3. Tenglamalar sistemasi Kramer usulida qanday yechiladi?

4. Tenglamalar sistemasi ganday shart bajarilganda bir qiymatli
yechimga ega?

5. Tenglamalar sistemasi qanday shart bajarilganda yechim
mavjud emas?

6. Tenglamalar sistemasi ganday shart bajarilganda cheksiz ko‘p
yechimga ega bo‘ladi?

4-§. Matritsalar va ular ustida amallar

Quyidagi

N (8)



ko‘rinishdagi jadval (mxn)-tartibli matritsa deyiladi. «, element
xuddi determinantdagi kabi i-satr, k-ustunga joylashgan bo‘ladi.
Ba’zan, (8) yozuv, qisqalik uchun, |a,|, (izl,_m, kzl,_n) ko‘rinishda
yoki 4=|a,| ko‘rinishda ham belgilanadi. Ravshanki, (8) matritsa m

ta satr va n ta ustundan iborat.
Barcha elementlari nolga teng bo‘lgan matritsa nol matritsa
deyiladi.

0O ... 0
0
0O 0 .. O
Xususiy holda, m = n bo‘lganda,
all a12 aln
a21 6122 Clzn (9)
dnl an2 dnn

ko‘rinishidagi matritsa kvadrat matritsa deyiladi.
a,1,0555.--,a,, (9) matritsaning bosh diagonal elementlari

deyiladi. Agar (9) matritsada bosh diagonalda turgan elementlardan
boshqa barcha elementlari nol bo‘lsa, uni diagonal matritsa deyiladi:

a, 0 .. 0
0 a, ... 0
22 (10)
0O 0 .. a,
(10) matritsada a,, = a,, =.....=a,, =1 bo‘lsa, ya’ni
I 0 0
0 1 0
E=
0 O 1

birlik matritsa deb ataladi.
(9) kvadrat matritsaning elementlaridan tashkil topgan
determinant 4 matritsaning determinanti deyiladi va det(4) yoki |4

kabi belgilanadi. Shu o‘rinda eslatib o‘tamiz: matritsa sonlarning
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tartibli jadvali, determinant esa elementlarning ma’lum kombi-
natsiyasidan hosil qilingan birgina sondir.

all 6112 Clln
A= 6121 Cl22 Clzn
anl anZ ann

Agar det(4)=0 bo‘lsa, bu holda A4 matritsa xos matritsa,
det(4)=0 bo‘lsa, A4 xosmas matritsa deyiladi. Kvadrat (9)

matritsaning satr elementlarini mos ustun elementlari bilan
almashtirishdan hosil bo‘lgan

a, 4a .. 4,
a12 a22 an2
aln a2n ann

matritsa transponirlangan matritsa deyiladi va 4" kabi belgilanadi.
Determinantning 1° xossasiga asosan det(4)=det(4")

Ikkita
a, dap a, b, b, b,
a, a a b, b, .. b
S| 2 2n . B= b1 o) o , (11)
anl an2 o0 ann bnl an o bnn

matritsalar berilgan bo‘lib, 4 matritsaning har bir elementi B
matritsaning mos elementiga teng, ya’ni «, =», bo‘lsa, u holda 4 va
B o‘zaro teng matritsalar deyiladi va 4=B kabi yoziladi. Ta’rif
bo‘yicha ikkita (11) ko‘rinishdagi (nxn) tartibli matritsalarning
yig‘indisi va ayirmasi mos ravishda 4+ B kabi belgilanib,

a,xb, a,xb, .. a,K6tbh,

a, b, a,tb, .. a, tb,
A+ B= ,

anl i bnl anZ i an ann i bnn

qoida bo‘yicha hisoblanadi, ya’ni mos elementlari qo‘shiladi yoki
ayriladi. Matritsalarni qo‘shish quyidagi xossalarga ega:
1°. 4+0=4
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2°. A+B=B+4
A matritsani a=0 songa ko‘paytmasi deb, uning har bir
elementini oo songa ko‘paytirishdan hosil bo‘lgan

aa, oaa, .. aa,
aa, aa, .. Oa,,
aA=
aa, aa, .. aa,

matritsaga aytiladi. Matritsani songa ko‘paytirish quyidagi
xossalarga ega:

3°. a(BA4)=(ap)A4

4°. a(A+B)=aA+aB

5°. (a+pB)A=ad+ B4

1-misol. Agar

2 41 0 21
A: ,B: s
(-102} (112}

bo‘lsa, 4+ B, A- B, 24-3B matritsalar topilsin.
Yechish:

2 4 1) (0 2 1) (240 4+2 1+1 2 6 2
A+B= + = =
(—1 0 2j (1 1 2j (—1+1 0+1 2+2] [0 1 4}
_p_[? A1) (0 2 1) (20 42 1-1) (2 2 0
=10 2) 01 2){-1-1 0-1 2-2) (=2 -1 0
2 41 0 21 4 8 2) (0 6
24-3B=2 -3 = E =
(—102} (112}(—204}(336}
(4-0 8-6 2-3) (4 2 -l
2-3 0-3 4-6) \-5 3 2f
Ikki matritsa ko‘paytmasi tushunchasini kiritaylik.
Ta’rif. (mxn) tartibli 4 matritsaning (nx k) tartibli B matritsaga

W

ko‘paytmasi deb (mxk) tartibli shunday C matritsaga aytiladiki,
uning ¢, elementi 4 matritsa i-satri elementlarini B matritsa -

ustunining mos elementlariga ko‘paytmalari yig‘indisiga teng, ya’ni
Cl'j = ailblj + aizsz' + ...ainbnj. (12)

Matritsalar ko‘paytmasi C = 4- B ko‘rinishda belgilanadi.
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Ta’rifdan ko‘rinadiki, ko‘paytiriladigan matritsalar birinchi-
sining ustunlar soni ikkinchisining satrlar soniga teng bo‘lishi talab
qilinadi.

2-misol. Matritsalar ko‘paytmasi topilsin.

o))
A=|2 1|, B=
I 1
1 1
Yechish: 4-B mavjud, chunki 4 matritsa ikkita ustundan B
matritsa esa ikkita satrdan iborat.
-1 [-2-1-1 1-1-1-1 |
A-B=12 1 -(2 lj: 2:2+1-1 2-1+1-1|=|5
I 1 b [-2+1-1 1-1+1-1 3 2
B-A ko‘paytma esa mavjud emas, chunki B matritsada 2 ta
ustun, 4 matritsada esa 3 ta satr mavjud.
Agar 4 va B matritsalar bir xil tartibli kvadrat matritsalar bo‘lsa
A-B va B- A ni hisoblash mumkin.

3-misol.
(2 —3] (4 —3]
A= , B= :
5 1 2 6

bo‘lsa, 4-B va B- A topilsin.
Yechish:

A.B:[z —3}_[4 —3]2(2-4—3-2 —2-3—3-6]:[2 —24]
S 1 2 6 5:441-2 -5-3+1-6 22 -9 )
B‘A:[4 —3]_[2 —3]:(4-2—3-5 —4-3—3-1}2(—7 —15].
2 6)(5 1 2:246-5 -2-3+6-1 34 0
Bu misoldan ko‘rinadiki, umuman olganda, A-B#B-A.
Matritsalarni ko‘paytirish quyidagi xossalarga ega:
1°. (4-B)-C=4-(B-C)  2°.(4+B)-C=4-C+B-C
3°.(A-4)-B=2(A4-B) 4°. A-E=E-A=4
5°. 4-0=0-4=0

0
3

O°¢z-0¢zini tekshirish uchun savollar

1. Matritsa deganda nimani tushunasiz?
2. Matritsalarning ganday turlari mavjud?
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3. Matritsalar ustida amallar bajarishda nimalarga e’tibor berish
kerak?
4. Matritsalar ustida amallarning qanday xossalarini bilasiz?

5-§. Teskari matritsa, chiziqli tenglamalar sistemasini
yechishning matritsa usuli

Ushbu kvadrat matritsani qaraylik:

an an e Ay
A= a) (5% e oy
a a,n e Ay

Ta’rif. Agar 4-B=B-A=FE bo‘lsa, B matritsa 4 matritsaga
teskari matritsa deb ataladi. 4 matritsaga teskari matritsani 4~ kabi
belgilash qabul qgilingan. 4 kvadrat matritsaga teskari 4™ matritsani
topish quyidagicha amalga oshiriladi:

1. det(4) hisoblanadi. (Bu o‘rinda A=det(4)=0 bo‘lishi
kerakligini eslatib o‘tamiz, aks holda teskari matritsa mavjud
bo‘lmaydi).

2. A matritsa determinantining har bir «,,, (,j=12,3,..,n)
elementi algebraik to‘ldiruvchisi 4,, ni hisoblaymiz va 4™' matritsani

quyidagicha tuzamiz:
4, A, .. A,

n

-1 — 1 A12 A22 oo An2
det(A)

(13)
4. 4, ... A4,
Satr bo‘yicha hosil qilingan algebraik to‘ldiruvchilarni mos

ustun elementi qilib yozilishiga e’tibor garatish kerak. Ishonch hosil
qilish uchun 4- 4™ = E ekanini tekshirib ko‘rish yetarli.

1-misol.
I 0 2
A= 3 1 0
-1 2 4
matritsaga teskari matritsa topilsin.
Yechish:
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1 0 -2
A=[3 1 0|=4-12-2=-10=0.
-1 2 4

Demak, teskari matritsa 4™ mavjud. Matritsa determinantining
barcha elementlari algebraik to‘ldiruvchilarini hisoblaymiz:

A :‘1 0:4 A =—‘3 O‘:—IZ A, = 3 1‘:7
11 2 4 ’ 12 _1 4 > 13 _1 2 s
) :_F —1: :‘1 —1:2 ) _ |1 1:_2
2 4 S R N )
_lo —1:2 - F —1:_6 ) a ﬂ:
31 b 32 3 0 ’ 33 3 1
Topilganlarni (13) ga qo‘ysak,
1 1 All A21 A31 1 4 -4 2
Al =l Ay Ay Ay ==l -120 2 6
A4, A, A, 7 2 1
Tekshirish.

A" A=—]-12 2 —6|| 3 1 0 |=
: 7 =2 1)\{-1 2 4
4-12-2 0-4+4 -8+0+8

—| —12+6+6 0+2-12 24+0-24 |=

0 7-6-1 0-2+2 -14+0+4

-10 0 0 1 0 0

0 -10 0 (=0 1 0]

0 0 -10 0 0 1

Demak, 4™ matritsa, 4 matritsaga teskari matritsa ekanligi
kelib chiqdi.

Bizga quyidagi uch noma’lumli uchta tenglamalar sistemasi
berilgan bo‘lsin

_-1
10

Ay X, +a,X, +ax; = bl’

ay X, + ayX, +ayx; =b,, (14)

Ay X, + X, + Ay X, = b;.
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Tenglamalar sistemasining koeffitsiyentlari «,,, (i,j=1,2,3),
x,, x,, x; noma’lumlar va », (i=1,2,3) ozod hadlardan

a, 4y, a4 X b,
A=|a, a, ay|, X=|x,|, B=|D,
a3 4y Ay X3 b,

matritsalarni tuzamiz.
Matritsalarni ko‘paytirish amaliga asosan, (14) sistemani,
quyidagicha yozish mumkin
A-X=B. (15)
Bu tenglamalar sistemasining matritsalar ko‘rinishidagi yozi-
lishidir. Aytaylik 4 matritsaga teskari 4" matritsa mavjud bo‘lsin.
(15) tenglikning har ikki tomonini 4™ ga chapdan ko‘paytirib.
A A4-X=4"B
ni hosil gilamiz.
A" A=FE va E- X=X ekanini e’tiborga olsak,
X=4"B (16)
hosil bo‘ladi.
Bu (15) tenglamalar sistemasini teskari matritsa yordamida
yechish formulasidir.
2-misol. Kramer usuli bilan yechilgan 7-misoldagi tenglamalar
sistemasini teskari matritsa usulida yechilsin.
Yechish: Tegishli matritsalarni tuzamiz:

2 -1 1 X 4
A=13 2 -1\, X=|x|, B=|1 |
I -1 -2 X3 -3
A=det(A)=—10¢0,
i e T R
AR PR > 2 | - R P I
-1 1 2 -1
A21:_‘1 B ‘_ 1, Azz_‘ _ ‘ 5, 1423__‘1 1‘:_33
-1 1 1 2 -1
31:‘2 Tk AT ‘3 _1‘_59 33_‘3 2‘: )

(13) formulaga asosan
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-3 -1 -1
A'=-015 -5 5

1 3 7
teskari matritsa topamiz. Bundan (16) formulaga binoan
-3 -1 -1 4 —-12-1+3 -10 |
X=4"B=-0,1-| 5 =5 5|1 |==01:20-5-15|=-0,1| 0 [=[0
I 3 7 -3 4-3-21 —20 2

Javob (1; 0; 2)
O¢z-0¢zini tekshirish uchun savollar

1. Qanday matritsa berilgan matritsaning teskari matritsasi bo‘ladi?

2. Teskari matritsani ganday topiladi?

3. Chizigli tenglamalar sistemasi matritsa ko‘rinishda ganday
yoziladi?

4. Chiziqli tenglamalar sistemasi matritsa usulida qanday
yechiladi?

6-§. Matritsaning rangi. Chiziqli tenglamalar sistemasini
yechishning Gauss usuli

Biror (mxn)-tartibli 4=|q,,| matritsa berilgan bo‘lsin. 4
matritsaning ixtiyorly k ta satrini va ixtiyorly & ta ustunini olib
(kSmin(m,n)), (kxk)— tartibli kvadrat matritsa tuzamiz. Bu kvadrat
matritsaning determinanti 4 matritsaning k - tartibli minori deyiladi.

1-misol. Quyidagi 4x5-tartibli

2 4 3 10

I -2 1 4 2
O I 1 3
4 -7 4 -4 5
matritsani qaraylik. Ushbu
2 4 1 0
-4 3 0
2 4 -2 1 I 2 4 2
=0, =3, 1 1 1j=-40, =0
I 2 I 1 0O 1 3 1
-7 4 5
4 -7 -4 5




determinantlar garalayotgan matritsaning mos ravishda ikkinchi,
uchinchi hamda to‘rtinchi tartibli minorlaridir.

A matritsa yordamida hosil qilish mumkin bo‘lgan barcha
minorlar orasida noldan farqli bo‘lgan eng yuqori tartibli minorni
topish muhimdir.

Shuni ta’kidlash kerakki, agar 4 matritsaning barcha k -tartibli
(k=min(m,n)) minorlari nolga teng bo‘lsa, undan yugqori tartibli

bo‘lgan barcha minorlari ham nolga teng bo‘ladi.
Ta’rif. 4 matritsaning noldan farqli minorlarining eng yuqori
tartibi uning rangi deyiladi va rang4 kabi belgilanadi.

2-misol.
1 13
A=|1 1 2
I 13
matritsaning rangini toping.
Yechish:
I 1 3
1 1 1 3
=0, =—1, I 1T 2/=0
1 1 I 2
I 1 3

Demak, 4 matritsaning noldan farqli minorlarining eng katta
tartibi 2 ga teng ekan. Bundan rangda=2. Ta’rif bo‘yicha 0

matritsaning rangi O deb olinadi.

Matritsalarning rangini topish ko‘p hollarda murakkab bo‘ladi.
Chunki unda bir qancha turli tartibdagi determinantlarni hisoblashga
to‘g‘ri keladi.

Quyidagi elementar almashtirishlar natijasida matritsaning rangi
o‘zgarmaydi:

1) ikki gator elementlarini o‘zaro almashtirish;

2) biror qatorni o‘zgarmas songa ko‘paytirish;

3) biror qator o‘zgarmas songa ko‘paytirib boshga qatorga
qo‘shish.

Bu tasdiglar determinantlarning xossalaridan kelib chiqadi.

Agar (mxn) - tartibli 4 matritsaning asosiy diagonalida

3399 Pss 2

joylashgan a,, a,,, a,...a,, (0<s<min(m,n)) elementlarining har

birt noldan fargli bo‘lib, qolgan barcha elementlari nolga teng bo‘lsa,
28



u holda 4 diagonal ko‘rinishdagi matritsa deyiladi. Ravshanki, bun-

day diagonal ko‘rinishdagi matritsaning rangi s ga teng bo‘ladi.

Aynan shu va yuqorida aytilgan elementar almashtirishlardan foyda-

lanib, matritsani rangini topishning ikkinchi usulini bayon qilamiz.
Bizga quyidagi 4 matritsa berilgan bo‘lsin:

all a12 LR aln
A= ay, a,, ... a4,
a, a,, .. a4,

va uning rangini topish talab etilsin. Bu matritsaning rangini yuqorida
aytilgan elementar almashtirishlar yordamida diagonal ko‘rinishli
matritsaga keltirib topamiz.

A matritsaning hech bo‘lmaganda bitta elementi noldan farqli
bo‘lsin. Bu elementning satrlari va ustunlarini o‘zaro almashtirish
yordamida birinchi satr birinchi ustunga chigaramiz va birinchi satr
elementlarini shu elementga bo‘lib, ushbu

! !
1 a, .. q,
! ! !
Ay, Gy ... 4,
(17)
! ! !
a, a, .. a.

matritsani hosil qilamiz. (17) matritsaning birinchi ustunini -4/, ga
ko‘paytirib, ikkinchi ustunga qo‘shsak, so‘ng -a, ga ko‘paytirib
uchinchi ustunga qo‘shsak va h. k. birinchi ustunni -4/, ga ko‘paytirib
n-ustunga qo‘shsak, natijada hosil bo‘lgan matritsaning birinchi
satrdagi elementi «, =1, qolgan elementlari esa nollar bo‘lib qoladi.
Xuddi shunga o‘xshash (17) matritsaning birinchi ustundagi

a/, =1 dan boshga elementlari nolga aylantiriladi. Natijada

1 0 .. O
! !
4= 0 a, .. a,
=
! !
0 a, .. a,

matritsaga ega bo‘lamiz. Bundan rangd = rang4, kelib chigadi.
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4, matritsaga yuqoridagi elementar almashtirishlarni bir necha

marta qo‘llash natijasida u diagonal ko‘rinishidagi matritsaga keladi.
Bu diagonal ko‘rinishli matritsaning rangi berilgan 4 matritsaning
rangi bo‘ladi.

n tanoma’lumli m ta tenglamalar sistemasini qaraymiz
a,x, +a,x,+..+a,x =b

1n""n

Ay X, +apX, +...+a, X, =b

2n""n 2 (18)

a,x+a x,+..+a, x =b

Agar chizigli tenglamalar sistemasi yechimga ega bo‘lsa, u
birgalikda, agar yechimga ega bo‘lmasa, u birgalikda emas deyiladi.
Quyidagi elementar almashtirishlar natijasida tenglamalar sistemasi
o‘ziga teng kuchli sistemaga almashadi:

1) istalgan ikki tenglamani o‘rinlarini almashtirilsa;

2) tenglamalardan istalgan birini ikkala tomonini noldan farqli
songa ko‘paytirilsa;

3) tenglamalardan birini istalgan haqiqiy songa ko‘paytirib,
boshga tenglamaga qo‘shilsa.

Agar n>m bo‘lsa, n-m ta bir xil noma’lumli hadlarni
tengliklarning o‘ng tomoniga olib o‘tib, o‘ng tomonidagi
noma’lumlarga ixtiyoriy qiymatlarni gabul qiladi deb, tenglamalar
sistemasini » =m holga keltirib olish mumkin. Shuni e’tiborga olib,
(18) sistemani »=m holi uchun yechamiz.

Gauss usulining mohiyati noma’lumlarni ikkinchi tenglamadan
boshlab, ketma-ket yo‘qotib oxirgi tenglamada bitta noma’lum
qolguncha davom ettiriladi va oxirgi tenglamadan yuqoriga garab
noma’lumlarni ketma-ket topib, yechim hosil gilinadi.

1-qadam. (18) sistemada birinchi tenglamaning har ikki
tomonini «,, ga bo‘lib, teng kuchli ushbu sistemani hosil gilamiz:

a a b
X+ 22X, 4+, =—
a ap, a
a, X, +a,x,+..+a,x =b, (19)

a,x, +a,x,+..+a, x =b
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Birinchi tenglamani «,, ga ko‘paytirib ikkinchi tenglamadan, a,,
ga ko‘paytirib uchinchi tenglamadan va h.k. «, ga ko‘paytirib, »-
tenglamadan ayiramiz. Natijada yana berilgan sistemaga teng kuchli
ushbu yangi sistemani hosil gilamiz:

X, +a,x,+...+a,x =b
ay,X, +...+a, x =b,

(20)

!
a.x,+..+a x =b

nn- - n

Bu sistemada quyidagicha belgilashlar kiritilgan:

a a b, b,
4 Tk 1k ’ '
a,=—*%*,a, =a, ——*a,, b=—-, b =b, ——a] i,k=2,3,...n

ay, ay, ay, ay,
Agar (20) sistemada biror tenglama chap tomonidagi barcha
koeffitsiyentlar nolga teng, o‘ng tomoni esa noldan farqli bo‘lsa,
ya’ni
0x, +0x, +...+ 0x, = b, (21)
ko‘rinishdagi tenglama hosil bo‘lsa, (18) sistema birgalikda emas
bo‘ladi va ishni shu yerda to‘xtatiladi.
Agar (21) ko‘rinishdagi tenglama hosil bo‘lmasa keyingi
gadamga o‘tiladi.
2-qadam. Ikkinchi tenglamani ), koeffitsiyentga bo‘lamiz,
hosil bo‘lgan sistemaning ikkinchi tenglamasini ketma-ket 4.,,...,a’

32952

ga ko‘paytirib uchinchi, to‘rtinchi va h.k. tenglamalardan ayiramiz.
Biz bu jarayonni oxirgi tenglamada x, noma’lum qolguncha

davom ettirsak, dastlabki sisternaga teng kuchli
X, +a,x, +..+a, x =b

1n""n
"
X, +...+a, x =b)
........................................... (22)

o +a x =b"

ko‘rinishdagi sistemaga ega bo‘lamiz. x =" qiymatini (n-1)
tenglamaga qo‘yib, x,, ni topamiz va h.k., bu jarayonni x, topilgunga
qadar davom ettiramiz.

1-misol. Quyidagi tenglamalar sistemasi yechilsin:
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2x, +x, —x; =1
3x,+2x, —2x, =1
X =X, +2x;=5
Yechish: Birinchi tenglamaning barcha hadlarini «,=2 ga
bo‘lib,
x, +0,5x, - 0,5x,=0,5
3x,+2x, - 2x, =1
X, —x,+2x,=5
sistemani hosil gilamiz. Birinchi tenglamani 3 ga ko‘paytirib ikkinchi
tenglamadan, so‘ngra uchinchi tenglamadan birinchi tenglamani
ayiramiz, natijada quyidagi sistemani hosil gilamiz:
x,+0,5x, —0,5x;, =0,5
0,5x, -0,5x, =-0,5
—L5x, +2,5x, =4,5
Ikkinchi tenglamani 0,5 ga bo‘lib, so‘ngra uni -1,5 ga
ko‘paytirib, uni uchinchi tenglamadan ayiramiz. Natijada
x, +0,5x, —0,5x,=0,5
X, —x, =-1
x, =3
hosil bo‘ladi. Bundan ketma-ket
x,=3, x,=-1+3=2, x,=0,5-0,5x, +0,5x; =1
larni topamiz. Shunday qilib, berilgan sistemaning yechimi
x =1 x,=2, x;=3
dan iborat ekan.
2-misol.
X +2x, +4x; —x, +3x, =7
2x, +x,+x,=4
X, +2x,—x,=6
sistema yechilsin.
Yechish: Bu sistemada uchta tenglama beshta noma’lum
bo‘lganligi uchun, x, va x, larni o‘ng tomonga olib o‘tamiz.
X, +2x, +4x; =7+ x, —3x,
2x, +x,=4—x,

x,=6-2x, +x,
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Misol uchun, x, =2, x, =1 qiymatlarni qo‘ysak,
X, +2x,+4x,=6
2x, +x,=3
x,=3
sistema hosil bo‘ladi. x, =3 ekanini e’tiborga olsak,
x, +4x,=0
{ZXI +x,=3
sistemaga ega bo‘lamiz. Birinchi tenglamani 2 ga ko‘paytirib, undan
ikkinchi tenglamani ayirsak,
x, +4x,=0
{7)(3 =-3

hosil bo‘ladi. Bundan
3 12

X, =——, x,=3, x, =—.
3 > M2 > M
7

Bu sistemada x, va x, noma’lumlarga boshqa qiymatlar berib,

yangi yechim hosil gilish mumkin ekanini, boshqacha aytganda » > m
bo‘lganda yechim yagona bo‘lmay cheksiz ko‘p bo‘lishini eslatib
o‘tamiz.
Tenglamalar sistemasini birgalikda bo‘lish yoki birgalikda
bo‘Imasligini, uni yechmasdan turib aniqlash usuli bilan tanishamiz.
(18) tenglamalar sistemasini koeffitsiyentlaridan tuzilgan m x»
tartibli hamda mx(n +1) tartibli kengaytirilgan

a, a, .. a, a, a, .. a, b
A= ) dy ...y, A= a, dy a,, b,
aml amZ amn aml aml aml bm

matritsalarni tuzib olamiz.

Teorema (Kroneker-Kapelli teoremasi). (18) tenglamalar
sistemasi birgalikda bo‘lishi uchun 4 va 4’ matritsalarning ranglari
teng bo‘lishi, ya’ni rangd = rang4’ bo‘lish zarur va yetarl..

Keltirilgan teoremadan quyidagi xulosalar kelib chiqadi:

1. Agar rangd >rangd’ bo‘lsa, (18) sistema yechimga ega
bo‘lmaydi.
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2. Agar rangd =rangd'=k bo‘lsa, (18) sistema yechimga ega
bo‘lib,

a) k <n bo‘lganda, tenglama cheksiz ko‘p yechimga ega bo‘ladi;

b) k=n bo‘lsa, sistema yagona yechimga ega bo‘ladi.

3-misol.
Tx, +3x,=2

X, —2x,=3
4x,+9x, =11

tenglamalar sistemasi yechilsin.
Yechish: Buyerda n=2, m=3,ya’ni m>n.

7 3 7 3 2
A=|1 2|, A=|1 2 =-3|,
4 9 4 9 11
rangA =2, chunki
7 3 2
7 3
=—17#0, 1 -2 -3|=0
4 9 11

bo‘lishini e’tiborga olsak rang4’'=2, demak, bu sistemaning yechimi
mavjud. Berilgan sistemaning birinchi ikki tenglamasini birgalikda
yechsak,

5 23
| = -, x2 = — )
17 17
kelib chigadi. Bu sonlar uchinchi tenglamani ham qanoatlantiradi.
4x, +9x, =4(—ij+9-§=11.
17 17

Demak, (—%%) sistemaning yechimi bo‘ladi.

O¢z-0¢zini tekshirish uchun savollar

1. Matritsaning rangi deb nimaga aytiladi?
2. Matritsaning rangi qanday hisoblanadi?
3. Qanday elementar almashtirishlar natijasida matritsaning
rangi o‘zgarmaydi ?
4. Kroneker-Kapelli teoremasini ayting.
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5. Tenglamalar sistemasi Gauss usuli bilan qanday yechiladi?

7-§. n ta noma’lumli chiziqli tenglamalar sistemasi.
Bir jinsli tenglamalar sistemasi

a, x, +a,x, +..+a,x, =b
a, X, +a,x,+..+a,x =b,

(23)

............................................

a,x,+a,x,+..+a x =b
(23) tenglamalar sistemasi » ta noma’lumli chiziqli tenglamalar
sistemasi deyiladi.

(23) tenglamalar sistemasini yechishning Kramer va matritsalar
usullarini  ko‘ramiz. Noma’lumlar oldidagi koeffitsiyentlardan

tuzilgan asosiy determinantni

all a12 1n
A= a21 a22 a2n
anl anZ ann

va uch noma’lumli chiziqli tenglamalar sistemasidagiga o‘xshash
yordamchi Ax,, Ax,,..,Ax, determinantlarni tuzamiz. Ular yuqori

tartibli determinantlarni hisoblash usuli bilan hisoblanadi. Bu yerda

ham agar A=0 bo‘lsa, Kramer formulasiga asosan
Ax, Ax, Ax
X=—, X, =—=,.., X = .

A A A
yechimni hosil gilamiz. Bu yechim yagona yechim bo‘ladi. Agar (23)
sistemaning koeffitsiyentlari va noma’lumlaridan 4, B va X

matritsalar

n

a, dp a,, b, X

a, dy a,, b, Xy
A= , B= , X =

a a a b X

ko‘rinishida tuzilsa (23) sistemasini 4X =B holda yozish mumkin.
Agar A#0 bo‘lsa, 4 ga teskari 4™ matritsa mavjud bo‘ladi va
berilgan sistemaning matritsalar ko‘rinishidagi yechimi X =4"'B
bo‘ladi.
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Agar A=0 bo‘lib, Ax,Ax,,...,Ax, lardan aqalli birortasi noldan
farqli bo‘lsa, (23) sistema yechimga ega bo‘Imaydi.

Agar A=0 bo‘lib, Ax,=Ax,=..=Ax, =0 bo‘lsa, (23) sistema
cheksiz ko‘p yechimga ega bo‘ladi.

1-misol.
2x,+x, = 5x;+x, =8
x,—3x,—6x,=9

2x, =X, +2x,=-5

x, +4x,—7Tx;,+6x,=0
tenglamalar sistemasi yechilsin.
Yechish: Sistemani Kramer usulida yechamiz.

2 1 =5 1
-3 0 -6 |1 =5 1 |1 =5 1
I -3 0 -6
A= =22 -1 2(-2 -1 2|-|-3 0 —6/=27
0 2 -1 2
4 -7 6| 4 -7 6/ |2 -1 2
I 4 -7 6

Xuddi shu usul bilan hisoblashni davom ettirib, quyidagilarni
topamiz:
Ax, =81, Ax,=-108, Ax,=-27, Ax,=27.
Demak, sistema yagona yechimga ega, chunki A=0. Bu yechim

esa
wo2u 8l 5 Ay 108,
A 27 A 27
Ax, 27 Ax, 27
x3:—:—:—’ x4:—:—:1
A 27 A 27
(3;-4;-1;1) bo‘ladi.
(23) tenglamalar sistemasini b =b,=..=b,=0 bo‘lgan holini
ko‘ramiz.

a,x, +a,x, +..+a,x =0
Ay X, + X, +...+a,x, =0

(24)

a.x, +a,x,+.+a x =0
(24) tenglamalar sistemasini bir jinsli, chizigli tenglamalar sistemasi
deyiladi.
Osonlik bilan ishonch hosil qilish mumkinki,
x,=x,=..=x,=0
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(24) sistemaning yechimlari bo‘ladi va bu yechimni trivial yechim
deb ataladi. Agar (24) bir jinsli sistemaning asosiy determinanti A
noldan farqli bo‘lsa, bu sistema faqat trivial yechimga ega bo‘ladi.
Chunki bu holda Ax, = Ax, =...= Ax, =0 va Kramer formulasiga asosan
x,=x,=..=x,=0 bo‘ladi.
Demak, (24) sistemaning notrivial, ya’ni noldan fargli yechimi
mavjud bo‘lishi uchun A =0 bo‘lishi zarur ekan.
2-misol.
-x,+x,=0
{.p—xzzO
tenglamalar sistemasi yechilsin.
Yechish: x, =x, =0 trivial yechim ekani ravshan.
-1 1
I -1
bundan ko‘rinadiki, sistemaning notrivial yechimi bo‘lishi mumkin.
Haqgiqatan ham x =x,=¢ (¢-ixtiyorly haqiqly son) sistemaning
notrivial yechimi bo‘ladi.

=1-1=0

O°¢z-0¢zini tekshirish uchun savollar

1. Tenglamalar sistemasini yechishning qanday usullarini bilasiz?

2. Tenglamalar sistemasi qachon yagona yechimga ega bo‘ladi?

3. Tenglamalar sistemasi qachon cheksiz ko‘p yechimga ega
bo‘ladi?

4. Tenglamalar sistemasi qachon yechimga ega bo‘lmaydi?

5. Bir jinsli tenglamalar sistemasi qachon noldan farqli
yechimga ega?

8-§. Kompleks sonlar va ular ustida amallar

x’—4x+5=0 tenglamani haqiqiy sonlar to‘plamida yechimi
mavjud emasligi bizga ma’lum, chunki x,,=2++4-5=2++-1. Lekin
i’ =-1 ga teng bo‘lgan mavhum birlik tushunchasini kiritish bilan bu
muammo hal bo‘ladi va yechim x,, =2+ ga teng bo‘ladi.
1-ta’rif: z kompleks son deb
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z=x+yi (25)
ko‘rinishidagi ifodaga aytiladi, bunda x va y haqiqiy sonlar, i esa
i =~/-1 yoki i* =-1, tenglik bilan aniglanuvchi mavhum birlik, x va y
ni z kompleks sonning haqiqily va mavhum qismlari deyiladi va
quyidagicha belgilanadi:

x=Rez, y=Imz.

(25) ko‘rinish kompleks sonning algebraik ko‘rinishi deyiladi.

Xususiy holda, agar x=0 bo‘lsa, u holda z=0+ yi=yi soni sof
mavhum son, agar y =0 bo‘lsa, uholda z=x+0=x_ya’ni hagiqiy son
hosil bo‘ladi. Shunday qilib, haqiqiy va mavhum sonlar z kompleks
sonning xususiy hollaridir.

2-ta’rif. Agar ikkita z =x +y,i va z, =x,+y,i kompleks son-
larining haqiqiy qismlari haqiqiy qismiga, mavhum gismlari mavhum
qismiga mos ravishda teng bo‘lsa, bu kompleks sonlar o‘zaro teng,
ya’ni z =z, bo‘ladi, boshqacha aytganda Rez =Rez,, Imz =Imz,,
ya’ni faqat x, =x, va y, =y, bo‘lsa, z =z, tenglik o‘rinli bo‘ladi.

3-ta’rif. z=x+yi kompleks sonning haqiqiy va mavhum qismi
nolga teng bo‘lsagina, u nolga teng bo‘ladi, ya’ni agar x=0 va y=0
bo‘lsagina z=0 va aksincha.

4-ta’rif. Mavhum qismlari fagat ishoralari bilan farq qiluvchi
ikkita z=x+yi va z = x - yi kompleks sonlar qo‘shma kompleks sonlar
deyiladi.

Kompleks sonlar ustida arifmetik amallar, xuddi ko‘phadlar
ustidagi amallar kabi bajariladi, ularni ko‘rib chigamiz.

Bizga z, = x,+ y,i va z,=x, + y,i berilgan bo‘lsin :

Kompleks sonlarning yig‘indisi

Zl+22:(x1+x2)+(yl+y2)i, (26)
kompleks sonlarning ayirmasi
Zl—Zzz(xl—x2)+(yl—y2)i, (27)
kompleks sonlarning ko‘paytmasi
22, = (%, + 2 (X, + 30) = (x5, =y, ) + (0, + 6,01, (28)

go‘shma kompleks sonlarning ko‘paytmasi
z;:(x+yi)(x—yi)=x2 +y7%,
kompleks sonlarni bo‘lish
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X+ (xl +yli)(x2 _yzi) _ ANty NN TXNY, (29)
Ay (H+pi)(n-wi)  nEy, o N+

kompleks sondan ildiz chigarish

m:iwxw”f +isigny\/_x+vxz+y2 J (30)

2 2
I, y>0,
formulalar bilan hisoblanadi, (30) formuladagi sign(y)=10, »=0,
-1, y<0,

ko‘rinishda olinadi.

1-misol. z, =3+ va z, =1-2; kompleks sonlarning yig‘indisi va
ayirmasini toping.

Yechish: (26) va (27) formulalarga asosan:

z+2,=3+i+1-2i=4—i, z—z,=(3+i)—(1-2i)=2+3i

2-misol. z, =1-+/3i, z, =~/3 +i kompleks sonlarni ko‘paytiring va
bo‘ling.

Yechish: (28) va (29) formulaga asosan:

212y =(1=~3i)(V3+i) =3+i-3i-/3i* =23 - 2i,

o 1-3i (1-3i)(V3-i) B3-i-3i+3> V3-v3 1+3.
n B3+ (V3+i)(V3-i) 3-i7 R
3-misol. z=3+2i va z=3-2i qo‘shma kompleks sonlarni
ko‘paytiring.
Yechish: z.z=(3+2i)(3-2i)=9-4i"=13.
Demak, qo‘shma kompleks sonlarning ko‘paytmasi haqiqiy
sondan 1borat bo‘lar ekan.
4-misol. i” ni hisoblang.
Yechish: i =-1, i’ =—i, i* =1 ekanidan va 79=4-.19+3 bo‘lishidan

19

79 41943 4 3 119 . .
7= :(z) =17 (i) =i

5-misol. v15+8i ildizdan chigaring.
Yechish: (30) formulaga asosan, y=8>0 bundan sign(8)=1

f1 <2 2 [1 <2 2
m:i{\/15+ 125 +8 +i\/_15+ 215 +8 J:i(4+i).

6-misol. V-8-6i 1ldizdan chiqaring.
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Yechish: (30) formulaga asosan, y=-6<0, bundan sign(—6)=-1

J-8—-6i =+ \/_8+‘/(_8)2+(_6)2 —i\/8+\/(_8)2+(_6)2 =+(1-3i).

2 2

Har bir z=x+yi kompleks sonning Oxy tekislikda x va y
koordinatali 4(x;y) nuqta shaklida tasvirlash mumkin va aksincha,
tekislikning har bir nuqtasiga bittadan kompleks sonni mos qo‘yish
mumkin.

Kompleks sonlar tasvirlanadigan tekislik z kompleks
o‘zgaruvchining tekisligi deyiladi.

Kompleks tekislikda z sonni tasvirlovchi nuqtani z nuqta deb
ataymiz. Ox o‘qida yotuvchi nuqtalariga haqiqiy sonlar mos keladi
(bunda y=0), Oy o‘qida yotuvchi nugtalari sof mavhum sonlarni
tasvirlaydi (bunda x=0). Shu sababli Ox o‘q haqiqiy o‘q, Oy 0‘q
mavhum o‘q deyiladi. A4(x;y) nuqtani koordinatalari boshi bilan
birlashtirib, 04 vektorni hosil gilamiz, bu z=x+ yi kompleks sonning
geometrik tasviri deyiladi.

Kompleks sonning trigonometrik shakli

A nuqtaning 04 vektor bilan Ox o°q orasidagi burchak ¢, z
kompleks sonning argumenti deyiladi va argz kabi belgilanadi.
Argument bir qiymatli aniglanmay, balki 2kz qo‘shiluvchi
qadar aniqlikda aniglanadi, bunda & butun son. Argumentning
hamma qiymatlari orasidan 0<@<2z tengsizliklarni ganoatlan-
tiruvchi bittasini tanlaymiz. Bu qiymat bosh qiymat deyiladi va
bunday belgilanadi ¢ =argz.
Ushbu
X=rcoSqQ,
{ y=rsing,
tengliklarni hisobga olib, z kompleks sonni bunday ifodalash
mumkin.
z=x+iy=r(cosp+ising), (31)
bunda r=|z|=/x* + »* kompleks sonning moduli deyiladi.

40



—r<argz<z bo‘lgani uchun, argumentni rgp=2 tenglikdan
X

topamiz:

arctgl, I,IV choraklarning ichki nugqtalarida,
X

p=argz= arctgZ + zr, II chorakning ichki nuqtalarida,
X

arctgZ — rr, Il chorakning ichki nuqtalarida.

X

Agar nuqta haqiqiy yoki mavhum o‘qlarining birida yotsa, argz
ni bevosita topiladi. Yozuvning (31) ko‘rinishi kompleks sonning
trigonometrik shakli deyiladi.

7-misol.

z=x+iy va zZ=x-iy qo‘shma kompleks sonlar, (1-shakl)
shuningdek z =x+iy va z =-x-iy qarama-qarshi sonlar (2-shakl)
tasvirlangan.

A y A

“y

1-shakl. 2-shakl.

Chizmadan |z|=r=/x> +)* va [z]=r=/x"+ ) ekani, ya'ni |z|=|z]
va argz =—argZz ekani kelib chiqadi.

Qo‘shma kompleks sonlar bir xil modulga ega va absolyut
qiymatlari bo‘yicha teng argumentlarga ega bo‘lib, haqiqiy o‘qga
simmetrik bo‘lgan nuqtalar bilan tasvirlanadi (1-shakl).
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Chizmadan |z,|=|z,|, argz, = 7 + arg z, ekani kelib chiqadi. Qarama-
qarshi kompleks sonlar koordinatalar boshiga nisbatan simmetrik

nuqtalar bilan tasvirlanadi. (2-shakl).

8-misol. z=-2i kompleks sonni trigonometrik shaklda ifodalang.

Yechish: z=-2i, x=0, y=-2 bo‘lgani uchun r=2, (p:%”,

z=-2i= 2(cos3—7z + isin3—7[) .
2 2

Trigonometrik ko‘rinishdagi kompleks sonlarni ko‘paytirish

z, va z, kompleks sonlar trigonometrik shaklda berilgan bo‘lsin:
z, =1 (cosg +ising,) va z, =r,(cose, +ising, ).
Shu sonlarning ko‘paytmasini hisoblaymiz.
z,-z, =r,(cos, +ising,)-r,(cosp, +ising,) =
=10 [(cos @, cos @, —sing;sing, ) + i(sin @,Cos @, +Ccos @, sin g, )} =

=7 -rz[cos(go1 +@,)+isin(g, +(02)],
shunday qilib,

2,2, =", -rz[cos(go1 +(02)+isin((p1+(02)], (32)
ya’ni ikkita kompleks son ko‘paytirilganda ularning modullari
ko‘paytiriladi, argumentlari esa qo‘shiladi.

Qo‘shma kompleks sonlarni ko‘paytmasi esa ularning moduli
kvadratiga teng bo‘lgan haqiqiy son hosil bo‘ladi.

Trigonometrik ko‘rinishdagi kompleks sonlarni bo‘lish

Agar kompleks sonlar z =r,(cosg, +ising,) va z, =r,(cosp, +ising,)
trigonometrik shaklda berilgan bo‘lsa, u holda
z,  nr(cosg +ising) r(cose +ising,)-(cosp, —ising,)

Z, B r,(cosg, +ising,) v, (cos2 @, +sin’ goz)
= i[(cos @, cos @, +sing sing, ) +i(sin g, cosp, —cosg, sing, ) | =
2

:i'[COS(¢1 —§02)+iSin((01 _¢2):|.

5
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Shunday qilib,

ﬁzi.[cos(gpl—gp2)+isin(¢1—(02)], (33)

Z h
ya’nt kompleks sonlarni bo‘lishda bo‘linuvchining moduli
bo‘luvchining moduliga bo‘linadi, argumentlari esa ayriladi.

Trigonometrik ko‘rinishdagi kompleks sonlarni darajaga
ko‘tarish

Kompleks sonlarni ko‘paytirish amalini z =z, bo‘lganda
bajarsak, darajaga ko‘tarish qoidasi kelib chiqadi. z=r(cosg+ising)
uchun natural » deb,

| = Z

z" =r"(cosng +isinng) (34)
ekani kelib chigadi. Bu formula Muavrning darajaga ko‘tarish
formulasi deyiladi. Bu formula kompleks sonni natural darajaga
ko‘tarish uchun modulni shu darajaga ko‘tarish, argumentni esa
daraja ko‘rsatkichiga ko‘paytirish kerakligini ko‘rsatadi.

Muavr formulasidan »=1 deb olib quyidagini hosil qilamiz:
(COS(p + isinq))n =cosng+isinng.
Bu formula sinng va cosng larni sing va cos¢ larning darajalari
orqali ifodalash imkonini beradi.
Masalan, n=3 da (cos¢+isin gp)3 =cos3p+isin3p ga ega bo‘lamiz,
bundan
cos’ @ +3icos’ psing + 3i* cos@sin® @ + i’ sin’ ¢ = cos3¢p + isin 3@
(cos3 @ —3cosgsin’ (o) + i(3 cos’ @sin @ —sin’ (0) =cos3¢ +isin3¢p
ikki kompleks sonning teng bo‘lish shartidan foydalanib topamiz:
sin3¢ =3cos’ @sing —sin’ @, cos3¢ =cos’ @ —3cospsin’ @

Trigonometrik ko‘rinishdagi kompleks sonlardan ildiz
chiqarish

Bu amal darajaga ko‘tarish amaliga teskari amaldir. Kompleks
sonning n-darajali ildizi ¥z deb shunday w kompleks songa
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aytiladiki, bu sonning »-darajasi ildiz ostidagi songa tengdir, ya’ni
agar w=4/z bo‘lsa w' =z
Agar z=r(cosp+ising) va w=p(cosd+isind) bo‘lsa, u holda

(/r(cos¢)+ isingp) = p(cos@+ isin@).
Muavr formulasiga asosan
r(cosgp +isin (p) =p" (cos né + isin n¢9)

bo‘lib, p"=r, n@=¢+2kz. Bundan p=4r, g P2

, bu yerda %

n
istalgan butun son, ¥/r ning arifmetik ildizi. Demak,

(/r(cosgoﬂ'singo):W(cos¢+2kﬂ+isin¢+2kﬂj, k=0,1,2,..n—1 (35)

n n

formula Muavrning ildiz chiqarish formulasi deyiladi. (35) formula
yordamida » ta ildiz topilishini ta’kidlab o‘tamiz.
9-misol. z =+v3-i, z,=-3, z;=-2i sonlarni trigonometrik

shaklda ifodalang.
Yechish:
1) r=v3+1=2, singolz—%, cosgolzg, (p1=27z—%=%17r larni

e’tiborga olsak, z, = 2(005%7: + isin%ﬂ}
2) r,=3, sinp, =0, cosp, =1, p, =7 =z, =3(cosn+isin7r).
3) =2, sing,=-1, cosp, =0, @, :377[ = z, :2(cos%+isin3§j.

10-misol. z =1-+/3i, z, =3 +i trigonometrik shaklga keltiring
va ularni ko‘paytiring.
Yechish:
J3 Sz

. Sz .. S&
r =2, COS(01=5, s1n¢1:—7 :>(p1=? =z,=2 cos?ﬂsm— )

» =2, ¢c0S ——3sin —l:> —£:>z =2 coszﬂ'sinz
2 = 4 ¢2—2= (Pz—z ¢2—6 2= 6 6 )’

( 1z . . llﬂj
z,-z,=4 cos?ﬂsm? .

11-misol. z =1+i, z, =-2+2i kompleks sonlarni algebraik va
trigonometrik shakllarda bo‘ling.
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Yechish:

1) 2 1+i  (1+i)(=2-2i)) 0-4i 1.
z, =242 (-2+2i)(-2-2i) 4+4 2
\/E(cosﬁﬂ'sinﬁj
4 4

z 1 7T 3x) .. (xn 3«
P ST A R VY A Ve i
2 %2 22| cos>= +isin =~

) 4 4 :

1 T .. T
=—| cos——isin— |.
2( 2 2)

12-misol. (1+4)" ni hisoblang.

Yechish: z=1+i=+2 (cos% +i sin%j . (34) formulaga asosan:

10
10
0 =12 COSE-FZ'SiIlZ :(\/2) COSIOE-I-Z'SiIlIOz =
4 4 4 4

= 32(c0s577r + isin%zj =32(0+1)=32i.
13-misol. /1 ning barcha qiymatlarini toping.
Yechish: z=1+0i=cos0+isin0. (35) formulaga asosan quyidagi

uchta turli 1ldizlar topildi:

J1=3/cos0 +isin0 = cosszﬁ+isin2kTﬂ, k=0,12.

k=0, w =cos0+isin0=1,

k=1 w2=c0s—ﬂ+isin2—”:—l+i£
’ 3 3 2 27

k=2 w3=cos4—”+isin4—”=—l—i£.
’ 3 3 2 2

O°¢z-0¢zini tekshirish uchun savollar

1. Kompleks sonning ta’rifini ayting.

2. i soni ganday son?

3. Kompleks sonning trigonometrik shaklini yozing.

4. Kompleks sonlar ustida ganday amallar bajariladi?

5. Muavrning darajaga ko‘tarish va ildiz chigarish formulalarini
yozing.
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9-§. Uchinchi tartibli tenglamani yechishning Kardano
formulasi. Algebraning asosiy teoremasi

1. Uchinchi tartibli
X +ax’ +bx+c=0 (36)
tenglamaning yechimini topamiz. (36) tenglamada x=y+a

almashtirish bajaramiz, natijada
v +(Ba+a)y’ +(3a2 +2aa+b)y+(aa2 +ba+c+a3):0

tenglamani hosil qilamiz. Bu tenglamada « = —% tanlasak, y* oldidagi

koeffitsiyent 0 ga aylanadi, ya’ni x=y —% almashtirish bajarsak,

V+py+q=0 (37)
tenglamani hosil gilamiz. Bu uchinchi darajali tenglamaning normal
2 3
shakli deb ataladi, bu yerda p=b-=-, 4- 22i7 _“_317 ro
(37) ning yechimini
y=u-+vy (38)

ko‘rinishda 1zlaymiz. (38) ni (37) ga qo‘yib,
(u+v)3 +p(u+v)+q:O yOki (u3 +v? +q)+(3uv+p)(u +v)=0 (39)
tenglamani hosil qilamiz. Agar
3uv+ p=0 yoki uv= —g (40)

deb talab qilsak,

Y
hosil bo‘ladi.

Bundan esa »’ va v’ Viyet teoremasiga asosan
3

Lo
27
kvadrat tenglamaning ildizlari bo‘ladi. Bu tenglamani yechib

quyidagilarni topamiz:

2 +qz—



yoki

2 3 2 3
u3=21 =—g+,/q—+p— va v3=22 :—g—,/q—+p—.
2 4 27 2 4 27

Bundan (38) formulaga asosan:

2 3 2 3
PR T I T @1)
2 4 27 2 4 27

(41) tenglik Kardano formulasi deb ataladi.

Bu tenglik ikkita ildizning yig‘indisidan iborat bo‘lib, har bir
ildiz uchta qiymatga ega, ya’ni « ning har bir qiymatini v ning har
bir qiymati bilan olsak, y=u+v uchun hammasi bo‘lib to‘qqizta
qiymatni hosil gilamiz. Ammo (37) tenglama faqat uchta ildizga ega.
Shu sababli, yuqoridagi to‘qqizta qiymatdan uchtasini, ya’ni y=u+v
yig‘indining (40) shartni ganoatlantiruvchi qiymatlarini olishimiz
kerak. Shu magsadda avval

. Jg favs
2 4 27
ildizning uchta qiymatini topamiz. Buning uchun, ma’lumki, » ning
bitta, masalan «, ildizini 1 ning uchinchi darajali

Q/I:cosOﬂ'sinO:l, Q/I:coszTﬂ+isin2—”:—%+i§:g,
X Aar .4z 1 A3,
l=cos—+isin—=———-1—=¢

3 3 2 2

ildizlariga ko‘paytirish lozim. Natijada » ning uchinchi darajali
ildizlari

U, Uy =EU, Uy =EU,
bo‘ladi. Endi v ning tegishli qiymatlarini (40) shartdan topamiz:

SN D R S 0 2 BN
3u, 3u, 3eu,

3u, 3&uy, 3u,

bundan ¢ =1 ekanligidan foydalandik.
Shunday qilib, « ning har bir qiymatini v ning mos qiymatiga
qo‘shsak, y uchun quyidagi uchta qiymat kelib chiqadi:

2 2
V=uU v, Y,=8EU +&V, V=& U TEV.
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Agar bu tengliklarga ¢ va &’ larning qiymatlarini qo‘ysak, (37)
normal tenglamaning ildizlari quyidagiga teng bo‘ladi:

1 3
Y=u tv, yzz—z(u1+v)+17(ul—v1),
(42)
y :—l(u +v)—i£(u —v).
3 o) 1 1 o) 1 1

U holda (36) tenglamaning ildizlari x, =y, —% ekanini e’tiborga

olsak,

a 1 N3
X = +vi—%, X 2—5(“1 +V1)+17(”1 -v)-3

1 ~N3
X3 :—E(Ml +V1)—17(M1—V1)—§

izlangan yechim hosil bo‘ladi.
I-misol. x* +3x* +15x+13=0 tenglamani yeching.
Yechish: Bu tenglamada a=3, =15, ¢=13 bo‘lgani uchun

.33 3
p:15—§:12, qzzzs —% +13=0. Endi u—,3/0+,/0+£ JJ64 =2,

12 S
agar u, =2 desak, v, =———=-2 hosil bo‘ladi.
1 1 32

Demak, (42) ga asosan:

=2-2=0, y, :—%(2—2)“?(%2):2\/5@
V= —%(2 ~2) _l-?(z +2)=-23i.

(43) ga asosan berilgan tenglamaning yechimi quyidagicha
bo‘ladi:
=0—§=—1, X, =231, x,=-23i-1.
2-misol. ¥’ -6x+9=0 tenglamani yeching.
Yechish: Bu tenglamada a=0, p=-6, c=9 bo‘lgani uchun

p=—-6, g=9.
U holda

9 81 6° 9 7 9 7
u=3—+,|———— =3[——4+— %/——_1 v—3————:%/—_8:—2’
\/2 22 2 2

4 27

bundan
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3 3 3 B
=—1-2=-3, =—+—1I, =———1I,
Wi V> ) Y3 2 >
x =—-1-2=-3, x2:—+—3i, x3:——£i
2 2 2

izlangan yechimlar bo‘ladi.
2. Bizga quyidagi n-darajali ko‘phad berilgan bo‘lsin:
P(x)=ayx"+ax"" +a,x"? +..+a,_x+a,. (44)
Bu yerda »>0 butun son, a,#0,aq,4a,,..a, lar ko‘phadning
koeffitsiyentlari.

P,(x) ko‘phadning ildizi deb x o‘zgaruvchining shu ko‘phadni
nolga aylantiradigan qiymatlariga aytiladi, ya’ni P («)=0 bo‘lsa, u
holda x =« ko‘phadning ildizidir.

P (x) ko‘phadni x -« ga bo‘lishdan chiqadigan qoldigni bo‘lish
jarayonini bajarmay turib topish imkonini beradigan muhim
teoremanti keltiramiz.

Bezu teoremasi. P, (x) ko‘phadni x-o ikkihadga bo‘lishdan
chiqadigan qoldiq P (x) ko‘phadning x=« dagi qiymatiga teng. P,(x)
ko‘phadni x -« ikkihadga bo‘lib, quyidagini hosil gilamiz:

B (x)=(x-a)Q, (x)+ .
0, (x)-bo‘linma, R-qoldiq.

3-misol. P(x)=8x’+4x’+1 ko‘phadni 1) x-1, 2) x+i ikkihadlarga
bo‘lishdan chigadigan goldigni toping.

Yechish: 1) P(1)=8+4+1=13, R =13,

2) P(i)=8(—i) +4(~i) +1=-8 +4i> +1=-3+8i, R =-3+8i.

Bezu teoremasining natijasi. Agar « P,(x) ko‘phadning ildizi
bo‘lsa, ya’ni P,(a)=0 bo‘lsa, uholda P, (x) ko‘phad x -« ga qoldigsiz
bo‘linadi, ya’ni

L, (x) - (X - a)Qn—l (x)
tenglik o‘rinli bo‘ladi.

Algebraning asosiy teoremasi. Har qanday n-darajali ko‘phad
kamida bitta ildizga ega.

Teoremani isbotsiz gabul qilamiz. Bu teoremaning natijasi
sifatida quyidagi teoremani keltiramiz:
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Teorema. »-darajali har ganday
P(x)=ax"+ax"" +a,x"? +..+a, x+a,
ko‘phad x-a ko‘rinishidagi » ta chizigli ko‘paytuvchiga ajraladi,
ya’'ni
P(x)=a,(x—a)(x—a,)...+(x—¢,).
Xulosa: n-darajali ko‘phad n tadan ortiq ildizga ega bo‘la
olmaydi.

O¢z-0¢zini tekshirish uchun savollar

1. Uchinchi tartibli tenglamani yechishning Kardano for-
mulasini yozing.

2. n-darajali ko‘phadning umumiy ko‘rinishini yozing.

3. Algebraning asosiy teoremasini ayting.

4. n-darajali ko‘phadni nechta chiziqli ko‘paytuvchiga ajratish
mumkin.
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II BOB. VEKTORLAR ALGEBRASI ELEMENTLARI

10-§. Vektor. Vektorlar ustida amallar.
Ikki vektorning skalyar ko‘paytmasi

Vektor tushunchasini kiritishdan avval tekislik va fazodagi
to‘g‘ri burchakli koordinatalar sistemasi to‘g‘risida eslab olaylik.
Bizga maktab kursidan ma’lumki, tekislikda O nuqtada kesishuvchi
ikkita o‘zaro perpendikular Ox, Oy o‘qlardan tashkil topgan sistemani
tekislikda ikki o‘lchovli Dekart koordinatalar sistemasi deb ataladi.
Bu sistemada Ox o‘qni abssissalar 0‘qi, Oy o‘qni ordinatalar o‘qi deb
ataladi. Tekislikdagi istalgan nuqtaning vaziyatini uning ikkita
koordinatalar1 bilan A7 (x;y) ko‘rinishda aniqlanadi va aksincha,
ixtiyorly M (x;y) koordinatali nuqtaga tekislikda bitta nuqta mos

keladi. Bu to‘g‘rida 12-§ da batafsil to‘xtalamiz.
O nugtada kesishuvchi uchta o‘zaro perpendikular Ox, Oy, Oz

o‘qlardan tashkil topgan sistemani fazoda uch o‘Ichovli Dekart koor-
dinatalar sistemasi deb ataladi. Bu sistemada Ox o‘qni abssissalar
0‘ql, Oy o‘qni ordinatalar 0‘qi, Oz o‘qni applikatalar o‘qi deb ataladi.
Fazodagi ixtiyoriy nuqtaning vaziyatini uning uchta koordinatalari
bilan M (x;y;z) ko‘rinishda aniqlanadi va aksincha, ixtiyoriy M (x;y;z)
koordinatali nuqtaga fazoda bitta nuqta mos keladi. (6-shakl).

Vektorlar. Fizika, mexanika, texnika va matematikada asosan
ikki xil kattaliklar bilan ish ko‘riladi.

Ulardan biri o‘zining son qiymati bilan to‘la xarakterlanib,
skalyar miqdorlar yoki skalyarlar deb ataluvchi migdorlar.

Ikkinchi tur kattaliklarni to‘la xarakterlash uchun ularning son
qiymatlarigina yetarli bo‘lmay, balki yo‘nalishi ham berilgan bo‘lishi
kerak.

O‘zining son qiymati bilan birga yo‘nalishi ma’lum bo‘lganda
to‘la xarakterlanadigan kattaliklar vektor miqdorlar yoki vektorlar
deb ataladi.
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1-ta’rif. Yo‘nalishga ega bo‘lgan kesma vektor deb ataladi.
Vektorlar boshlanish va tugash nuqtalari orqali 4B, BC,... kabi yoki

a, b, ¢ ko‘rinishida belgilanadi.

Vektorning son giymati uning moduli yoki uzunligi deyiladi va
|4B| bilan belgilanadi.

Ikki @, va b vektorlar bir to‘g‘ri chiziqda yoki parallel to‘g‘ri
chiziglarda yotsa, kollinear vektorlar deb ataladi.

3-shakl.

Bitta tekislikda yoki parallel tekisliklarda yotgan &, b va ¢
vektorlar komplanar vektorlar deb ataladi.
d va b kollinear, bir xil yo‘nalishli, uzunliklar teng vektorlar

bo‘lsa, o‘zaro teng vektorlar bo‘ladi. 3-shaklda o‘zaro teng vektorlar
tasvirlangan.

Bundan vektorlarni o‘zini o°ziga parallel ko‘chirish mumkinligi
kelib chigadi.

4-shakl.
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Vektorlar ustida amallar

1. Vektorlarni qo‘shish. a va » vektorlar berilgan bo‘lsin. Bu
vektorlarning boshini biror 4 nuqtaga ko‘chiramiz. Ikki & vas

—

vektorlarni yig‘indisi deb tomonlari & vas vektorlardan iborat

parallelogrammning A4 uchidan chiqqan AE diagonaliga teng ¢
vektorga aytiladi (parallelogramm qoidasi). ¢ =a + 5 (4-shakl)
2. Vektorlarni ayirish. @ va » vektorlar berilgan bo‘lsin. Bu

vektorlarning boshini biror 4 nuqtaga ko‘chiramiz. Ikki @ vab

—

vektorlarni ayirmasi deb tomonlari @ vab vektorlardan iborat
parallelogrammning B uchidan chiggan BCdiagonaliga teng dJ
vektorga aytiladi (parallelogramm qoidasi). d=a-5 (5-shakl).
Parallelogrammning ikkinchi diagonali BC gateng d =a -5

5-shakl.

3. Vektorni songa ko‘paytirish.

a vektorni k (k-const) soniga ko‘paytmasi deb, uzunligi |kd| ga
teng bo‘lgan ¢ vektorga aytiladi. ¢=ka. Agar >0 bo‘lsa, ¢ vektor
yo‘nalishi @ vektor yo‘nalishi bilan bir xil , aks holda esa ¢ vektor
yo‘nalishiga  garama-qarshi  bo‘ladi. Agar k=0  bo‘lsa,
¢=ki=0 = d=0 bo‘ladi.

4. Vektorlarning proyeksiyasi. Oxzfazoda to‘g‘ri burchakli
koordinatalar sistemasida koordinata boshi 0 dan chiqgan oM vektor
berilgan bo‘lsin. (6-shakl).

Bu vektorning Ox, Oy, Oz o‘qlaridagi proyeksiyalarini topish
uchun, oM vektor oxiridan Oyz tekisligiga parallel tekislik o‘tkazib,
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bu tekislikning Ox o°qi bilan kesishgan nuqtasini M;, Oxz tekisligiga
parallel tekislik o‘tkazib, bu tekislikning Oy o‘qi bilan kesishgan
nuqtasini  M,, Oxy tekisligiga parallel tekislik o‘tkazib, bu
tekislikning Oz 0‘qi bilan kesishgan nuqtasini A, deb belgilaymiz.

zA

M,

M

0/

M,

M,

6-shakl.

OM vektorning Ox, Oy, Oz koordinata o‘qlaridagi proyek-
styalari mos ravishda om,, om,, om, ga teng bo‘ladi.

Bu proyeksiyalarning har biri oM vektorning o‘qlardagi
komponentalaridir. 6-shakldan ko‘rinib turibdiki, om vektor
OM:, OM ., OM ; vektorlarning yig‘indisiga teng.

OM =0OM +OM, + OM, (1)

Vektorlarni (1) ko‘rinishda tasvirlash vektorning kompo-
nentalari yoki tashkil etuvchilari orqali ifodalash deb ataladi.

Ko‘pincha koordinata o‘glariga mos keluvchi asosiy birlik
vektorlarni tanlab olish qulay bo‘ladi.

Ox, Oy, Oz o‘qlaridagi birlik vektorlarni mos ravishda i, j,k lar
bilan belgilaylik. Bular ko‘pincha ortogonal vektorlar deb ham
aytiladi.

OM,, OM,, oM, vektorlar oM vektorning bazis vektorlari
deyiladi. oOM,=x, OM,=y, OM,=z larni (1) ga qo‘yib,
OM =ix+jy+kz tenglikni hosil gilamiz. 6-shakldan ko‘rinadiki,
oM vektorning uzunligi parallelepiped diagonalining uzunligiga teng
bo‘lganidan:
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‘O—M‘: JxXi+yi
a(x,y,21) va b(x,,y,,2,) vektorlar berilgan bo‘lsa, ularning
yig‘indisi va ayirmasi quyidagicha topiladi:
G+b=¢ = E=(x,+x,)i +(+»,)] +(z+2)k.

i-b=d = d =(x1 —xz)l?+(y1 —yz)j+(z1 —22)/;.

a vektorni k (k-const) soniga ko‘paytmasi esa quyidagicha
topiladi:

G=k-d = ¢(kx,ky,kz,).

5. IKKki vektorning skalyar ko‘paytmasi.

Ta’rif: Ikki ¢ va s vektorlarning skalyar ko‘paytmasi deb, bu
vektorlar uzunliklar1 bilan ular orasidagi burchak kosinusining
ko‘paytmasiga teng bo‘lgan songa aytlladl

a-b= -COSQ . (2)

Bu yerda ¢ & vab vektorlar 0ras1dag1 burchak, |d|cose ifoda b5

—

vektorning & vektor yo‘nalishidagi proyeksiyasi. a-b=|a|iip,b,
shuningdek, -5 = ‘B‘Hp};& :

Skalyar ko‘paytmaning ba’zi xossalarini keltirib o‘tamiz.
19, G b=pa 20 (2a)-b = (ab)

2

—

3% a-(b+c)=a-b+a-c 4 a-a=|a

5% Agar a 15 bo‘lsa, a-5=0 va teskarisi a-5=0 va a=0, =0
bo‘lsa, a Lb

1° va 2° xossalarning isboti (2) formuladan birdaniga kelib
chiqadi.

3% xossani isbot qilamiz. 5+¢ vektorning & vektor yo‘na-
lishidagi proyeksiyasi formulasidan

(Ei+l;)-5=|E|p7%(5+l;):|5|(plfac_i+pi%lg)=|E|-pr55+|5|-pral;:5-&’+5-l;.

4% va 5° xossalardan 7, j va k bazis vektorlar uchun quyidagi

tengliklarni topamiz.

—_ —

iP=jr=k’=1,i-j=ik

— —

=j-i=k-i=k-j=0.

55



Teorema. a(x,y,,z) va b(x,,,,2,) vektorlar berilgan bo‘lsa,
ularning skalyar ko‘paytmasi ushbu formula bilan topiladi:

a-b=xx+yy,+z22, 3)
Isboti. Vektorlarning koordinatalari orqali yoyilmasi quyidagi
ko‘rinishda bo‘ladi: d=xi+y j+zk, b=xi+y,]j+zk. Vektorlarni
skalyar ko‘paytiramiz va
i-b= (xlf + ¥, I+ zllg)(xzf +y, I+ zzl;) =

—_

= X000 + XVl J+ X,2,0k + yx, JT + VY, 11+ 02y Jk + z20k0 + 2,0,k j+ z,2,kk =
=XX, + V), + 2,2,
Oxirgi tenglikdan va bazis vektorlar skalyar ko‘paytmasidan
foydalandik, natijada (3) formula kelib chiqdi. Teorema isbotlandi.
Teoremadan quyidagi ikkita muhim natijalar kelib chiqadi:
1) @ va b vektorlar orasidagi burchakni

XXtV T 22, (4)
2 2 2 2 2 2
\/xl Tt \/xz TV, 2,
formula bilan aniglanadi.
2) XX, + ¥, +2,2,=0 (5)
vektorlarning perpendikularlik sharti.
1-misol. ‘ZI‘ =3, 13‘ —4, p=60°, a-b=2.

CosQ =

Yechish: (2) formulaga asosan
a-b=3-4-5in60" = 6:/3.
2-misol. 21(2;—3;4), 21(5;1;—6), a-b=7.
Yechish: (3) formulaga asosan
a-b=2-5-3-1-4-6=-17.
3-misol. c=2a+3b, |a|=4, [B=5, p=60", |d=".

Yechish: 4-xossaga asosan

_ \/(2)2 =\/(2Zz +313)2 42?1124 -5+ 95",

—

c

—_— —_—

la| =16, |b]' =25, a-b=4-5-cos60" =10,

bo‘lgani uchun

H=\/4-16+12-10+9-25 — /409 ~20,22.
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4-misol. a=3i+ -k, b=2i+2j+k, cosp=2.
Yechish: (4) formulaga asosan
3-2+1-2+(-1)-1 T
Y3+ (-1) V2 22 4T
5-misol. m ning qanday qiymatida a=2i+3j-k, b=i-5j+mk,
vektorlar perpendikular bo‘ladi.

Yechish: Vektorlarning perpendikularlik sharti (5) ga asosan
2:143-(=5)+(~1)m=0, m=-13.

N ES ~0,703.

O¢z-0¢zini tekshirish uchun savollar

1. Vektor va skalyar kattaliklar ganday kattaliklar?

2. Vektor deb nimaga aytiladi?

3. Vektorning o‘qlardagi proyeksiyasi qanday aniqlanadi?
4. Vektorlarni ganday qo‘shiladi va ayriladi?

5. Vektorning moduli nima?

6. Qanday vektorlar o‘zaro kollinear vektorlar bo‘ladi?

7. Qanday vektorlar o‘zaro komplanar vektorlar bo‘ladi?
7. Ikki vektorning skalyar ko‘paytmasi qanday topiladi?
8. Ikki vektorning perpendikularlik shartini yozing.

11-§. Vektorlarning vektor va aralash ko‘paytmasi
1. IkKi vektorning vektor ko‘paytmasi

Ta’rif: & vektorni » vektorga vektor ko‘paytmasi deb
quyidagicha aniglangan ¢ vektorga aytiladi: 1) ¢ vektorning moduli
son jihatidan & va b vektorlarga tomonlari qilib yasalgan
parallelogrammning yuziga teng, ya’ni
[Zzl;] sin @ (6)
2) ¢ vektor @ va b vektorlarga perpendikular,

3) ¢ vektorning yo‘nalishi shundayki, uning uchidan garaganda a
vektordan 5 vektorga o‘tishning eng gisqa yo‘l soat strelkasiga
qarama-qarshi bo‘lishi kerak. (7-shakl).

—

a

—

b

ch
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7-shakl.

Vektor ko‘paytma axb yoki [Zil; ] ko‘rinishda yoziladi.

Ta’rifga asosan, ¢ @ va b vektorlar orasidagi burchak.

Vektor ko‘paytma quyidagi xossalarga ega:

I [ab|=~|ba] 2. Alab|=| 2ab|=|a4b]

3. [d+b |- =[ac]+|be] 4. Agar a || b bo‘lsa, | ab |=0

I va 4° xossalardan foydalanib i, j va k bazis vektorlar uchun
quyidagi formulalarni topamiz:

ixi=0, jxj=0, kxk=0,ixj=k, jxi=—k,
ixk=—j, kxi=], jxk=i, kxj=—-i

Teorema. d(x,y,z ) va b(x,,y,,z,) vektorlar berilgan bo‘lsin.
U holda @ va » vektorlarning vektor ko‘paytmasi quyidagi formula
bilan topiladi:

ik
lab]=|x » z|. (7)
X, Vo 2

Isbot. Vektorlarning koordinatalari orqah yoyllma31 quyidagi
ko‘rinishda bo‘ladi: d=xi+y j+zk, b=xi+y,]j+zk. Vektorlarni

vektor ko‘paytiramiz va
[55] = (xll7 + ¥, j+ zll;) X (xzz7 +, j+ Zzl;) =

_xl‘le xi +x1yzl X J+xlzzl x k + VX, J><l + Y p, I} J+
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— —

+ .2, ¥k + zx,k x i+ z,p,k x j+ 2,2,k x k

— —
.

=X,k =Xz, ]- 0,k + yz,0 +zx, J—Zp,0 =

— —_

ik
Vi 4= M A= 1Y N r
= i — j+ k=|x y z|
Yo 2 X, I X, W
X, Vo 2,

Teorema isbotlandi.
1-misol: @(2;5;7) va b(1;2;4) vektorlar berilgan bo‘lsa, [aﬁ]

topilsin.
Yechish: (7) formuladan foydalansak,

l
[55]: 2
|

—

=20i+7j+4k—5k—14i—-8j=6i— j—k.

N D L
9 =

2. Uch vektorning aralash ko‘paytmasi
Biz ikki @ va b vektorlar uchun skalyar va vektor ko‘paytma

tushunchalari bilan tanishdik. Bizga ixtiyoriy 3 ta @, b va ¢ vektorlar
berilgan bo‘lsin. @ vektorni 5 vektorga vektor ko‘paytirib, | ab | vek-

torni hosil gilamiz. | ab | vektorni ¢ vektorga skalyar ko‘paytiramiz.

B G

L,
D)/

8-shakl.
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—_ —_

Berilgan @, b va ¢ vektorlarni bunday tartibda ko‘paytirish
vektor-skalyar yoki aralash ko‘paytma deb ataladi.

Quyidagi muhim teorema yordamida aralash ko‘paytmaning
geometrik ma’nosini anglab olamiz.

Teorema. G, b va ¢ vektorlarning aralash ko‘paytmasining
absolut giymati, shu vektorga qurilgan parallelepipedning hajmiga
teng.

Isboti. Ikki vektorning vektor ko‘paytmasi | ab | ning moduli &

va b vektorlarga qurilgan parallelogramm yuzi S ga teng ekanligi
bizga ma’lum. U holda aralash ko‘paytma ta’rifidan

(ZIZ;E):([Zzl;}g):‘[Zzl;]-‘z‘cosgo:S-‘E‘cosgo. (8)
Bu yerda ¢ | ab | va ¢ vektorlar orasidagi burchak.

Ammo d, b, ¢ vektorlardan qurilgan parallelepiped hajmi,
asosining yuzi S va balandligi » ko‘paytmasiga teng (8-shaklga
qarang). i :H\cow\ ekanidan

V =Sh=S|c|[cosg|. 9)

(8) va (9) dan ¥ = (abc) ni hosil gilamiz. Teorema isbotlandi.

Natija.
i/~ -\ -
Vpir.:g(axb)-c. (10)
a(x,91,21 ), b(x2,12,25 ), ¢(x3,13,23 ) vektorlar berilgan bo‘lsin.
- Z |- V4 X, |- |X -
|:c_ib:|=yl W7 | 1j+1 ylk
Yy 2 Z; X Xy W
vektorni ¢ =x,i +y, j+z,k vektorlarga skalyar ko‘paytiramiz.
v z - X XN g
([5b]5)= R P e O e
Vo 4 Z; X Xy W
X3 V3 23
Demak,
X0 g
([ab]e)=x. ». = (11)
X3 Yy I

Shunday qilib, isbotlangan teoremadan a(x, .z ), b(x,,¥5,2,)
va ¢(x;, 3,23 ) vektorlarning aralash ko‘paytmasi nolga teng, ya’ni
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I R
X, ¥, z|=0
X3 V3 4
bo‘lgandagina ularning komplanar bo‘lishi kelib chigadi.
2-misol: a(1,2,3), b(-1,3,4) va ¢(2,5,2) vektorlarga qurilgan
parallelepipedning hajmini toping.
Yechish: (11) formulaga asosan
XV oz I 2 3
V=lx, ¥, z|=|-1 3 4|=|6+16-15-18-20+4|=|-27|=27 kub birlik.
X, ¥, | |25 2

O°¢z-0¢zini tekshirish uchun savollar

1. Ikki vektorning vektor ko‘paytmasi deb nimaga aytiladi?

2. Vektor ko‘paytma xossalarini aytib bering.

3. Koordinatalari bilan berilgan vektorlarni vektor ko‘paytmasi
qanday topiladi?

4. Vektorlarni aralash ko‘paytmasi ganday topiladi?

5. Vektor ko‘paytma yordamida parallelepipedning hajmi gan-
day hisoblanadi?
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III1 BOB. TEKISLIKDA VA FAZODA ANALITIK
GEOMETRIYA

12-§. Analitik geometriya fani. To‘g‘ri burchakli Dekart
koordinatalar sistemasi. Qutb koordinatalar sistemasi

1. Analitik geometriya fani geometrik obyektlarni ularning
koordinatalari yoki tenglamalari orqali o‘rganuvchi oliy mate-
matikaning bir bo‘limidir.

2. To‘g‘ri burchakli koordinatalar sistemasi

Ikkita o‘zaro perpendikular, bir xil masshtabli bo‘lgan Ox va Oy
o‘qlar tekisligidagi to‘g‘ri burchakli koordinatalar, umumiy
bog‘lanishi O nuqtaga ega sistemasini hosil qiladi (10-shakl).

Ox 0°qi abssissa, Oy o‘qi ordinata o‘qi deb aytiladi.

]

=y

\‘—v—"l.a

x

10-shakl.

O‘qglarning kesishish nuqtasi koordinatalar boshi deyiladi. Ox va
Oy o‘qlar joylashgan tekislik, koordinatalar tekisligi deb ataladi va
Oxy kabi belgilanadi.

M nugqta tekislikning ixtiyoriy nuqtasi bo‘lsin. Bu nuqtadan Ox

va Oy o‘qlariga mos ravishda M4 va MB perpendikularlar tushiramiz.
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OA=x va OB=y kesmalarni M nuqtaning Oxy koordinatalar
sistemasidagi koordinatalari deb ataymiz. x M nuqtaning abssissasi,
y ordinatasi deyiladi.

x va y koordinatalarga ega bo‘lgan M nuqta shartli ravishda
M(x;y) ko‘rinishida yoziladi. Bunda qavs ichidagi birinchi
koordinata abssissasini, ikkinchi koordinatasi ordinatani bildiradi.

Koordinatalar boshi (0;0) koordinataga ega. Masalan: M (-1;2)
nuqtaning abssissasi x=-1, ordinatasi y=2. Shunday qilib, to‘g‘ri
burchakli koordinatalar sistemasidagi har bir M nuqtaga yagona (x; )
juftlik mos keladi.

3. Qutb koordinatalar sistemasi

Biz qutb koordinatalar sistemasi deb ataluvchi sistemani
o‘rganamiz. Bu sistema to‘g‘ri burchakli koordinatalar sistemasi kabi
juda muhim bo‘lib, u ko‘p qo‘llaniladi.

Qutb koordinatalar sistemasi, qutb deb ataluvchi 0 nuqtadan
chiquvchi va qutb o‘qi deb ataluvchi 04 nur, uzunlikni o‘lchash
uchun masshtabning berilishi bilan xarakterlanadi. Bundan tashqari,
qutb sistemasini berilishida O nuqtaning atrofida qanday burilish
musbat burilish ekanligini bilish kerak. Odatda musbat burilish deb,
soat strelkasiga qarama-qarshi burilish qabul qilinadi. Qutb va qutb
o‘qi berilgan bo‘lsin. (11-shakl).

M

11-shakl
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M nugqta tekislikning ixtiyoriy nuqtasi bo‘lsin. M nuqtadan O
nuqtagacha bo‘lgan masofani p, (p=0M) bilan belgilaymiz. ¢ bilan
OA nur OM nurning ustiga tushish uchun burilishi kerak bo‘lgan
burchakni belgilaymiz. ¢=xX40M = 0<p<27z bo‘lgan qiymatlarni
qabul qiladi.

4. Qutb va Dekart koordinatalari sistemalari orasidagi
bog‘lanish

Tekislikdagi M nuqta koordinatalarni qutb va to‘g‘ri burchakli
koordinatalari orasidagi bog‘lanishni ko ‘ramiz.

Bunda koordinatalar boshi bilan, qutb boshini ustma-ust, qutb
o‘qini abssissa o‘qi bilan bir xil yo‘nalishda joylashtiramiz.

Faraz qilaylik, M nuqtaning to‘g‘ri burchakli koordinatalar
sistemasi x va y koordinatalariga, qutb koordinatalar sistemasi esa p

va ¢ koordinatlarga ega bo‘lsin. Bunda
X=pcos@, y=psing (D
bo‘lishi ravshan.
(1) formula Dekart koordinatalarini qutb koordinatalari orqali
ifodalovchi formulalardir.
Qutb koordinatalarining Dekart koordinatalari orqali ifodalarni
shu formulalarning o°zidan yoki bevosita hosil gilish mumkin.

p=yx+y, tg¢=%- (2)

Ammo shuni eslatamizki, bu formuladan ¢ ni ikkita qiymati
topiladi, bu qiymatlardan biz (1) tenglamani qganoatlantiradigan
qiymatini olamiz.

5. To‘g‘ri burchakli koordinatalar sistemasini almashtirish

Analitik geometriyaning gator masalalarini hal qilishda, biz
o‘rgangan to‘g‘ri burchakli koordinatalar sistemasidan boshqa to‘g‘ri
burchakli koordinatalar sistemasini kiritishni ham talab qiladi.

Bunda tabity holda nuqtaning koordinatalari va egri chiziq
tenglamasi ham o‘zgaradi. Bizning oldimizda bir koordinatalar
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sistemasida biror nuqtaning koordinatalarini bilgan holda, ikkinchi
koordinatalar sistemasida shu nuqtaning koordinatalarini gqanday
topish mumkin degan masala qo‘yiladi.

Bu masalani yechishda bizga koordinatalar sistemasini
almashtirish formulasi yordam beradi.

Ulardan ikkitasi bilan tanishamiz:

1. Koordinata o‘qlarini parallel ko‘chirish, bunda koordinata
o‘qlari yo‘nalishi o‘zgarishsiz qoladi, koordinatalar boshi o‘zgaradi.

2. Koordinata o‘qlarini burish, bunda koordinata o‘qlarining har
ikkalasi ham bir xil burchakka bir tomonga buriladi, koordinatalar
boshi o‘zgarishsiz qoladi.

6. Koordinata o‘qlarini parallel ko‘chirish

Yangi koordinatalar sistemasining boshi O eski koordinatalar
sistemasida (a;b) koordinatalarga ega bo‘lsin, (12-shakl).

Eski koordinatalar sistemasida (x;y) koordinataga ega bo‘lgan
M nuqta yangi koordinatalar sistemasida (x’;)") koordinatalarga ega
bo‘ladi. 12-shakldan quyidagini yozamiz.

¥ ,
A A

=Y

Q
.

12-shakl.

xX'=x—a, yy=y-b 3)
ya’ni M nuqtaning yangi koordinatalari eski koordinatalaridan yangi
koordinatalar sistemasining eski koordinatalar sistemasidagi
boshining koordinatalarini ayrilganiga teng.
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7. Koordinata o‘qlarini burish

Faraz qilaylik yangi koordinatalar sistemasi oOx'y' , Oxy

koordinatalar sistemasi boshi O ni o‘zgartirmay uning o‘qlarini «
burchakka burish natijasida hosil bo‘lsin, ya’ni #xOx' =« (13-shakl)

AY

=Y

13-shakl.

M nuqtaning radius vektori r=|OM| ning Ox o‘qi bilan hosil
qilgan burchagi « + g ga teng bo‘ladi, bundan:
x=rcos(a+ f)=rcosacos f—rsinasin f )
y=rsin(a+ f)=rsinacos S +rcosasin B
M nuqtaning yangi koordinatalari x* va ' mos ravishda
x'=rcos B va y'=rsinglarga teng bo‘lganligi uchun, bularni (4) ga
qo‘yib,
(5)

ni hosil gilamiz. Bu tenglamalar sistemasidan x' va ' larni x va y
orqali ifodalab,

{x =x'cosa — y'sina

y=x'sina + y'cosx

(6)

x'=xcosa — ysina
{y’ =—xsina + ycosa
tengliklarga ega bo‘lamiz.
l-misol: Markazi O(-2;1) nuqtada bo‘lgan, o‘qlari Oxy
koordinatalar sistemasiga parallel bo‘lgan ox’)' koordinatalar
sistemasida M (3;5) nuqtaning koordinatalarini toping.

66



Yechish: (3) formulaga asosan
x'=3+2=5 y'=5-1=4.
M nuqtaning yangi koordinatalar sistemasidagi koordinatalari
M (5;4) ekan.

O¢z-0¢zini tekshirish uchun savollar

1. To‘g‘ri burchakli Dekart koordinatalar sistemasi ganday
sistema?

2. Qutb koordinatalar sistemasini tushuntiring.

3. Qutb koordinatalar sistemasiga Dekart koordinatalar siste-
masidan ganday o‘tiladi?

4. Koordinatalar sistemasini berilgan burchakka burish va
parallel ko‘chirishni tushuntirib bering.

13-§. Ikki nuqta orasidagi masofa.
Kesmani berilgan nisbatda bo‘lish. Uchburchakning yuzi

1.IkKi nuqta orasidagi masofa

Oxy tekislikda ikkita A(x;y) va B(x,;y,) nuqtalar berilgan
bo‘lib, bu nuqtalar orasidagi masofani topish talab etilsin. |4B|=4 ikki

nuqta orasidagi masofa bo‘lsin. 14-shakldan ko‘rinadiki, A4BC
to‘g‘ri burchakli uchburchak bo‘lib, tomonlarining uzunliklari

|4C|=|x, - x|, |BC|=]|y, - »|, bo‘ladi. Pifagor teoremasiga asosan
4B =|ac[ +|BCT .
Bundan
d’ =(x2 —xl)2 +(y2 —yl)2
yoki

dz\/(xz—x1)2+(y2—yl)2 . (7)
Demak, berilgan A4(x;y,) va B(x,;y,) nuqtalar orasidagi masofa

bu nuqtalarning bir xil ismli koordinatalari ayirmalari kvadratlarining
yig‘indisidan olingan kvadrat ildizning arifmetik qiymatiga teng.
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B(xy,3,)

C(x3.3,)

14-shakl.

Xususan, koordinata boshi 0(0;0) dan A4(x;y) nuqtagacha
bo‘lgan masofa

|OA|:a’:\/(x—())2+(y—0)2 ={x*+y’

bo‘ladi. Agar nuqtalar Ox o‘qda yotgan bo‘lib, P(x;0) va O(x,;0)

koordinatalarga ega bo‘lsa, bu masofa quyidagicha topiladi:
|PO|=|x,—x|. Agar nuqtalar Oy o‘qda yotgan bo‘lib, M (0;y,) va
N(0;y,) koordinatalarga ega bo‘lsa, bu masofa quyidagicha topiladi:
[MN|=ly, - .

1-masala. Ushbu 4(1;2) va B(4;6) nuqtalar orasidagi masofani
toping.

Yechish: Bumisolda x, =1, y,=2 va x, =4, y, =6 bo‘lgani uchun
(7) formuladan foydalanib,

d =, =) +(3 =2 ) =y(4=1) +(6-2)" =\0+16 =5

ni topamiz.

2.Kesmani berilgan nisbatda bo‘lish

Oxy tekisligida A(x;y,) va B(x,;y,) nuqtalar berilgan bo‘lib,
ularni tutashtirish natijasida |4B| kesma hosil qilingan. |4B| kesmadan
shunday C nuqtani topish kerakki, |[4C| kesmaning |CB| kesmaga
nisbati o‘zgarmas 1 songa teng bo‘lsin, ya’ni
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4] _
B
[zlanayotgan C nuqtaning koordinatalari x va y bo‘lsin. 15-

shakldan ko‘rinadiki,
04, =x,, OC,=x, OB, =x,,

O4,=y, OC,=y, OB,=y,.
Bundan

4, A( D
>

O 4 C B, X

15-shakl.

|4C [=]x-x], [CB|=]x,-x|, [4C|=]y-n]|, [CB]=]y,~-y|
kelib chiqadi. AACD hamda ACBE uchburchaklar o‘xshashligidan
|4D| |cD| |AC]|

ICE| |BE| |CB| ®)
munosabat o‘rinli bo‘ladi.
|AD|=|AC |=|x-x], |CE|=|CB|=]|x, x|,
|ICD|=|4,C,|=|y =y, |BE|=|C,B;|=|y, -]
bo‘lishini hamda
[4C] _
@ -
ekanini e’tiborga olsak, (8) dan
x_xlz/l’ y_ylzl
Xy =X W=y
tengliklarni hosil qilamiz. Bu tengliklarning birinchisidan x ni topamiz:

X—x X+ Ax,

=l =>x-x=Ax,-Ax =>x(1+1)=x+Ax, > x=
X, —X 1+4
Xuddi shu usul bilan, ikkinchi tenglikdan y ni topamiz:
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It Ay,
1+4
Demak |4B8| kesmani berilgan 4 nisbatda bo‘luvchi € nuqtaning
x va y koordinatalari

_ X + Ax, K +Ay, 9)
1+4 1+
formula bilan topiladi. Xususan, C(x;y) nuqta |4B| kesmani teng

ikkiga bo‘luvchi nuqta bo‘lsa, (4C=CB) u holda

Mo
CB]
bo‘lib, (9) formula
_5E T Nt
X = 2 ’ y 7 o (10)

ko‘rinishni oladi.

Shuni ham ta’kidlash lozimki, 0<A<1 bo‘lsa, C nuqta
markazdan 4 nuqta tarafda, 21=1 bo‘lsa markazda, 2>1 bo‘lsa C
nuqta markazdan B nugqta tarafda joylashadi.

2-masala. A4(-2;2) va B(6;4) nuqtalarni tutashtiruvchi 4B
kesmani 4 =0,2 nisbatda bo‘ladigan C(x;y) nuqta topilsin.

Yechish: C(x;y) nuqtaning koordinatalarini (9) formuladan
foydalanib, topamiz.

X+ Ax,
1+ A4 1402 1,2 3
oy tAy, 24024 2408 7

1+ A4 1+0,2 1,2 3

240,26 —2+12 2

b

Demak, 4B kesmani 4 =0,2 nisbatda bo‘luvchi nuqta C(—%;%}

3. Uchburchakning yuzi

Ma’lumki, o‘rta maktab matematika kursidan uchburchak
yuzini tomonlarining uzunliklari orqgali topishni bilamiz.

Uchburchak yuzini uchlarini koordinatalari orgali topishni
o‘rganamiz. Oxy tekisligida AABC o‘zining A(x;y,), B(x,;y,), C(xy;p5)
koordinatalari bilan berilgan bo‘lsin, (16-shakl).
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4, B, C nuqtalarni Ox o‘qdagi proyeksiyalari 4, (x;0), B (x,;0),

C,(x,;;0) nuqtalardan iborat bo‘ladi.

Izlanayotgan A4BC ning yuzi AABD va ADBC larning yuzlarini

yig‘indisidan iborat.

SAABC = SAABD + SADBC

v A
B
A
C
D

>
O 4 B C, X

16-shakl.

Shakldan ko‘rinadiki, 4,4BB,, BBCC, va 4,A4CC,

petsiyalardir.

Demak,

A A+ BB
SAlABBl = AlBl

bo‘ladi. Koordinatalarini e’tiborga olsak,

_|._
SAIABBI =& 2)/2 '(xz _xl)'

Xuddi shuningdek,
_BB+CC .BC, = Yot Vs

B,BCC, —
A A+CC Wty
44CC; ~ : FAC ==

natijalar hosil bo‘ladi. Ravshanki

Suise = Sausp T Sapsc = SAlABB] + SBlBCC] - SAIACCI

bo‘ladi. (6), (7), (8) natijalardan foydalanib topamiz:

(x;—x,),

(% —x)
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(13)



+ + +
SAABC:yl 2y2 '(xz—xl)+y22y3(x3—x2)—yl 2y3(x3_x1):

:%[(Jﬁ "‘yz)(xz _x1)+(J’z +y3)(x3 _Xz)_(yl +y3)(x3 _xl)]’

SpaBs = i%[()’l +y2) (2 = x1) + (V2 + ¥3) (x5 — x2) — (¥1 + ¥3) (x5 — x1)]- (14)
formula A4BC ni yuzini uchlarining koordinatalari orqali ifodalovchi

formula bo‘ladi. (14) formulani
1 1 1

=xx, x, X (141)
Vi Vo s

sosl
2

X=X V= );

Xy =X3 Vo= W3

holda ham yozish mumkin.
3-masala. Uchlari A4(1;1), B(2;4), C(3;3) nuqtalarda bo‘lgan
uchburchakning yuzi topilsin.
Yechish:
x =1, x,=2, x;,=3, y =1 y,=4, y,=3
ekanligidan (9) formulaga qo‘ysak,
Spapc = 25 [A+DC-D+#+3)B-2) -G+ DB - D] =+5(5+7-8) =2

(kv.birl.)

N |

O°¢z-0¢zini tekshirish uchun savollar

1. Analitik geometriya fani nimani o‘rganadi?

2. Ikki nuqta orasidagi masofa qanday topiladi?

3. Kesmani berilgan nisbatda bo‘lish formulasini yozing.
4. Uchburchakning yuzini topish formulalarini yozing.

14-§. To‘g‘ri chiziq va uning tenglamalari. Berilgan nuqtadan
berilgan vektorga perpendikular o‘tuvchi to‘g‘ri chiziq
tenglamasi. To‘g‘ri chizigning kesmalar bo‘yicha tenglamasi.
Ikki nuqtadan o‘tuvchi to‘g‘ri chiziq tenglamasi

1. Oxy tekislikda / to‘g‘ri chizigni garaymiz. Bu to‘g‘ri chizig-
ning birorta M (x;y) nuqtasi va bu to‘g‘ri chiziqqa perpendikular
bo‘lgan N=ai +b vektor berilgan bo‘lsin. Bu vektor to‘g‘ri
chizigning normal vektori deyiladi. M, nuqta va N normal vektor /
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to‘g‘ri chizigning Oxy tekislikdagi holatini to‘la aniglaydi. / to‘g‘ri
chiziqda yotuvchi ixtiyoriy M (x;y)nuqtani tanlab,

U

N\

17-shakl.
W =(x—xl)7+(y—yl)]
vektorni quramiz. N va MM vektorlar o‘zaro perpendikular
bo‘lganligidan ularning skalyar ko‘paytmasi nolga teng: N-M M =0.
Skalyar ko‘paytmani proyeksiyalar orqali ifodalab, quyidagiga ega
bo‘lamiz.
a(x—x)+b(y—y)=0 (15)
[ to‘g‘ri chiziqda yotuvchi ixtiyoriy M (x;y) nuqtaning koordinatalari
(15) ni ganoatlantiradi va u berilgan nuqtadan berilgan vektorga
perpendikular o‘tuvchi to‘g‘ri chiziq tenglamasi deyiladi.
4-masala. M,(-1;3) nuqtadan o‘tuvchi va N=2i-5; vektorga
perpendikular to‘g‘ri chiziq tenglamasini tuzing.
Yechish: Bu masalada ¢=2,b=-5,x,=-1,y,=3 bo‘lganligidan
(15) formulaga asosan
2(x+1)—5(y—3):0 yoki 2x-5y+17=0
tenglamani hosil gilamiz.
2. (15) tenglamani soddalashtiramiz. Buning uchun
ax+by—ax,—by, =0, c=-ax—-by
belgilash kiritib,
ax+by+c=0 (16)
tenglamaga ega bo‘lamiz. (16) to‘g‘ri chizigning umumiy tenglamasi
deyiladi.
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x va y o‘zgaruvchiga nisbatan birinchi tartibli tenglama Oxy
tekislikda /7 to‘g‘ri chizigni ifodalar ekan.

(16) tenglamada c=0 bo‘lsa, ax+by=0=y= —%x tenglama

hosil bo‘ladi, bu esa koordinata boshidan o‘tuvchi to‘g‘ri chiziq
tenglamasidir.

a=0 bo‘lsa, y:‘§’ Ox o‘qqa parallel o‘tuvchi to‘g‘ri chiziq
kelib chigadi.

h=0 bo‘lsa, x:—g, Oy o‘qqa parallel o‘tuvchi to‘g‘ri chiziq

hosil bo‘ladi.

3. (16) tenglamadan ozod had ¢ =0 ni tenglikni 0‘ng tomoniga
o‘tkazib, ax+by=-c hosil bo‘lgan tenglikning har ikki tomonini —c¢
ga bo‘lib, shakl almashtirish bajarilgandan so‘ng

X y c c
~1 -_° __c
—c/a +—c/b ATy b b
belgilash kiritsak,
XY
A S| 1
a, ’ b, (17)

to‘g‘ri chizigning kesmalar bo‘yicha tenglamasi hosil bo‘ladi. Bu
tenglamada @, Ox o‘qdan, b, esa Oy o‘qdan ajratgan kesmalari bo‘ladi

(18-shakl).

¥ y A

bl 2
3 -

1 8-shakl. 19-shakl.

Yy

5-masala. §+§ =1 to‘g‘ri chiziq yasalsin.
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Yechish: Ox o‘qdan x=3 va Oy o‘qdan y =2 nuqtalarni belgilab
(19-shakl), birlashtirsak, izlangan to‘g‘ri chiziq hosil bo‘ladi.

4. Oxy tekislikda ixtiyoriy / to‘g‘ri chiziq va unga tegishli
bo‘lgan M, (x;y,) nuqta berilgan bo‘lsin. / to‘g‘ri chiziqqa parallel
S=mi +nj vektor berilgan bo‘lsin. S vektor / to‘g‘ri chizigni
yo‘naltiruvchi vektori deyiladi.

..'IIli

-'-!'"d

20-shakl.

M, nuqta va S vektor / to‘g‘ri chizigni to‘la aniglaydi. M (x;y)
nuqta to‘g‘ri chizigning ixtiyoriy nuqtasi bo‘lsin.
MM :(x—xl)z7+(y—yl)jva Esz+nj
vektorlar kollinear bo‘lganligidan mos koordinatalari nisbatiga teng

X=X _V=h
YU (18)

Hosil bo‘lgan (18) tenglama / to‘g‘ri chizigning kanonik
tenglamasi deyiladi.

S. Oxy tekislikda M (x;y,) va M,(x,;y,) nuqtalar berilgan bo‘l-
sin. Bu nuqtalardan o‘tuvchi / to‘g‘ri chizigni kanonik tenglamasini
tuzamiz.

Yo‘naltiruvchi S vektor sifatida

§=W=(xz _xl);"'(yz _y1)j
vektorni olamiz. m=x, -x,, n=y,—y bo‘lganligidan (18) formulaga
asosan

X=X _ V=N (19)

X=X V=N
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21-shakl.

ga ega bo‘lamiz. (19) tenglama berilgan ikki nuqtadan o‘tuvchi
to‘g‘ri chiziq tenglamasi deyiladi, (19) tenglamani quyidagicha ham
ifodalash mumkin:

x y 1
X, — X, —

X _*2 T Vs J’1:O. (19,)
X=X V=N

X, W

6-masala. M, (1;2) va M,(-2;3) nuqtalar orqali o‘tuvchi to‘g‘r
chiziq tenglamasi tuzilsin.

Yechish: (19) formulada x =1, y,=2, x,=-2, y,=3 ekanini
e’tiborga olsak,

2:x =>x+3y-7=0
2 2-1

y—
3—
ni hosil gilamiz.

6. Oxy tekislikda 7/ to‘g‘ri chiziq berilgan bo‘lsin. Bu to‘g‘ri
chiziq Oxy koordinata boshidan o‘tkazilgan perpendikularning
uzunligi P va bu perpendikular bilan Ox o‘qning musbat yo‘nalishi

orasidagi burchak « bo‘lsin (22-shakl).
Berilgan P va « tekislikdagi 7 to‘g‘ri chizigni to‘la aniqlaydi.
To‘g‘ri chizigning ixtiyoriy M (x;y) nuqtasini tanlab bu nuqta-
dan Ox o‘qqa perpendikular tushirsak, M, nuqta perpendikularning
asosi bo‘ladi. Ravshanki, om,=x, MM, =y. Koordinata boshi bilan
M nuqtani tutashtirsak, Aomm, to‘g‘ri burchakli uchburchak hosil
bo‘ladi. zmMoM, = ¢ desak,
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x=0OM,=0Mcosp, y=MM,=0Msing (20)

bo‘ladi.
YA
N
Y C
M
[
(74
v B
0 M, ~X
22-shakl.

Endi to‘g‘ri burchakli ocm uchburchakni qaraylik. Bu
uchburchakda ~2com =« - ¢ bo‘ladi. Ravshanki,

Q:i:cos(a—go).
OM OM
Demak,
P=0M cos(a—-9). (21)
Ma’lumki,
cos(a — @) =cosacosp+sinasing. (22)

(20), (21) va (22) munosabatlardan
P=0M cosacosp+ OM sinasin@ =xcosa + ysina .
Bu tenglikdan esa
xcosa + ysina—P=0 (23)
to‘g‘ri chizigning normal tenglamasi hosil bo‘ladi.

Endi to‘g‘ri chizigning umumiy tenglamasini normal
ko‘rinishga keltirishni ko‘raylik. Berilgan to‘g‘ri chiziq (16) umumiy
va (23) normal tenglamalarga ega bo‘lsin. (16) va (23) bitta to‘g‘ri
chizigni anglatgani uchun ularning koeffitsiyentlari proporsional
bo‘ladi. Demak, (16) tenglamani biror x songa ko‘paytirsak,

uax + uby + uc =xcosa + ysina — P
tenglik o‘rinli bo‘ladi. Bundan esa
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ua =cosa, ub=sina, uc=-P
natijaga ega bo‘lamiz.
wa®+ u’b’ =cos’a +sin‘a =1,
bundan esa
1

=4 24
u=t— (24)

tenglik kelib chigadi.

Shunday qilib, to‘g‘ri chizigning umumiy tenglamasini
normallovchi ko‘paytuvchi deb ataluvchi ¢ ga ko‘paytirib normal
holga keltirilar ekan. Normallovchi ko‘paytuvchining ishorasi ozod
had ¢ ning ishorasiga teskari olinadi.

7-masala. To‘g‘ri chizigning 5x+12y -26 =0 umumiy tenglamasi

normal tenglamaga keltirilsin.

Yechish: Normallovchi ko‘paytuvchini hisoblaymiz.
1 | 1

=+ = =—,
A 512 169 13
Berilgan tenglamani x ga ko‘paytirib,

normal tenglamaga ega bo‘lamiz.
9-shaklda om = p qutb radiusi Ox o‘qni esa qutb o‘qi sifatida

qarasak, (21) dan
P
p=—— (25)
cos(a —p)
to‘g‘ri chizigning qutb koordinatalar sistemasidagi tenglamasi hosil
bo‘ladi.

O¢z-0¢zini tekshirish uchun savollar

1. Tekislikda to‘g‘ri chizigning umumiy tenglamasini yozing.

2. To‘g‘ri chizigning kesmalar bo‘yicha tenglamasini yozing.

3. To‘g‘ri chizigning kanonik tenglamasini yozing.

4. Berilgan ikki nuqtadan o‘tuvchi to‘g‘ri chiziq tenglamasini
yozing.

5. To‘g‘ri chizigning normal tenglamasini yozing.
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15-§. Berilgan nuqtadan berilgan yo‘nalishda o‘tuvchi to‘g‘ri
chiziq tenglamasi. To‘g‘ri chizigning burchak koeffitsiyentli
tenglamasi. IkKi to‘g‘ri chiziq orasidagi burchak.
Nugtadan to‘g‘ri chizigqacha bo‘lgan masofa

1. Oxy tekislikda Oy o‘qni M nuqtada kesib o‘tuvchi / to‘g‘ri
chiziq berilgan bo‘lsin (23-shakl). Ox o°‘q bilan 7 to‘g‘ri chiziq
orasidagi burchakni « deb belgilaylik.

YA

uY

23-shakl.

[ to‘g‘ri chizigning holati unda yotuvchi M,(x;y,) nuqta va «

burchakning berilishi bilan to‘la aniglanadi.
Yo‘naltiruvchi vektor sifatida Ox o°‘q bilan « burchak tashkil

qiluvchi
S: =cosai +cos ]
birlik vektorni olamiz. Ravshanki,
cos f=cos(90—a)=sina
bo‘lgani uchun
ST) =cosai +sina; .
Shuning uchun m=cosa, n=sina deb olishga to‘g‘ri keladi. U

holda (18) tenglamadan

X5 _V=h (26)

cosa sina

hosil bo‘ladi. (26) ni shakl almashtirib,
y=y =tga-(x-x) (27)
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ni hosil qilamiz. /ga = k belgilash bajarsak,
y_y1:k(x_x1) (28)
tenglama hosil bo‘ladi. k=tga to‘g‘ri chizigning burchak koef-
fitsiyent1 deyiladi. (28) tenglama berilgan nuqtadan berilgan
yo‘nalish bo‘yicha o‘tuvchi to‘g‘ri chiziq tenglamasi deyiladi.
8-masala. M (2;-1) nuqtadan o‘tib, Ox 0°q bilan azg burchak

hosil qgiluvchi to‘g‘ri chiziq tenglamasini tuzing.
Yechish: To‘g‘ri chizigning burchak koeffitsiyentini hisob-
laymiz:
k:tga:tg%=\/§.

(28) formulaga asosan
y+1= NE) (x — 2)
yoki
x—y-1-243=0
tenglama hosil bo‘ladi.
Shunga e’tibor qaratish kerakki, agar / to‘g‘ri chiziq Oy o‘qqa
parallel bo‘lsa, ya’ni « :g uni burchak koeffitsiyenti # =1ga

aniqlanmagan bo‘ladi va bu to‘g‘ri chizigni (28) ko‘rinishida yozib
bo‘lmaydi. Bu holda to‘g‘ri chiziq x=x, ko‘rinishida bo‘ladi.

Tekislikdagi biror M nuqta orqali o‘tuvchi to‘g‘ri chiziglar
to‘plami to‘g‘ri chiziglar dastasi deyiladi. M nuqta esa dasta markazi
deyiladi.

k ning turli qiymatlarida markazi M,(x;y,) nuqtada bo‘lgan
to‘g‘ri chiziglar dastasini (x = x, chiziq hisobga olinmaydi) aniglaydi.

2. Ox o‘qni «a burchak ostida kesuvchi to‘g‘ri chiziq Oy o‘qni
B(0;b) nuqtada kesib o‘tsin.

U holda x=0, y=b deb olib, bu to‘g‘ri chizigni tenglamasini
tuzamiz.

y—b= k(x — 0)
yoki
y=kx+b (29)
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7 0 e
24-shakl.

ni hosil qilamiz. (29) tenglama [/ to‘g‘ri chizigning burchak
koeffitsiyentli tenglamasi deyiladi. / to‘g‘ri chizigning tenglamasi
umumiy tenglama bilan berilgan bo‘lsa, uni y ga nisbatan yechib,

__4,..c
YT
ni hosil qilamiz va k:—%, b:% belgilash kiritsak, (29) tenglama

kelib chigadi.

9-masala. 2y-2x+3=0 to‘g‘rt chiziq Ox o°‘qi bilan hosil
qiluvchi burchak, 0Oy o‘gqni kesuvchi nuqtaning esa koordinatasi
aniglansin.

25-shakl.
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Yechish: Berilgan to‘g‘ri chiziqni y ga nisbatan yechsak,
y=x-15 hosil bo‘ladi. Bu yerda k=tga =1, b=-1,5. Shunday qilib,
ordinata o‘qini »=-1,5 da kesadi, Ox o‘qni kesishuvidan hosil

bo‘lgan burchak % ga teng.

3. Oxy tekislikda 7 va I, to‘g‘ri chiziqlar
yv=kx+bva y=kx+b,
tenglamalar bilan berilgan bo‘lsin. Bu ikki to‘g‘ri chiziglar orasidagi
¢ burchakning tangensini topamiz. / to‘g‘ri chiziq Ox o‘qni ¢
burchak ostida, /, to‘g‘ri chiziq esa «, burchak ostida kesib o‘tsin.
25-shakldan ko‘rinadiki, 7, a,=¢+ea, yoki ¢=a, -«,, demak,

ga, —iga
gp=ig(a—a)= 1+Zga tgal '
2 1

tga, =k, tga, =k, ekanidan
gp=22"k
1+ k,k,
Shunday qilib, agar ikkita kesishuvchi / va 1, to‘g‘ri chiziqlar
perpendikular bo‘lmasa, ular orasidagi burchak (30) formula
bo‘yicha topiladi.
Agar to‘g‘ri chiziqlar parallel bo‘lsa, yoki ustma-ust tushsa,
a,=a, Vad 1ga, =tga, , ya’ni

(30)

k, =k, (31)

Aksincha, agar , =k bo‘lsa, «,=«, bo‘ladi hamda 1 va 1,
to‘g‘ri chiziglar parallel bo‘ladi yoki ustma-ust tushadi. (31) ikki
to‘g‘ri chizigning parallellik sharti deyiladi.

Agar 1 va [, chiziglar perpendikular bo‘lsa, (30) formula
ma’nosini yo‘qotadi. Biroq bu holda to‘g‘ri chiziglar orasidagi
burchakning kotangensini garash mumkin. U holda (30) formula
quyidagi ko‘rinishni oladi:

l+tgatga, 1+kik,

ct =clig(a, —a,) = = .
$4 g(a, D) ga, —iga, K~k

To‘g‘ri chiziglar perpendikular bo‘lganida cigep = ctg% =0, demak,

1+ kk, B

=0
kz_kl

bundan esa
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kk,=-1 yoki k = —ki (32)

to‘g‘ri chizigning perpendikularlik sharti hosil bo‘ladi.

10-masala. 3x+y-6=0 to‘g‘ri chizig bilan x+2y+1=0,
6x+2y—-1=0 va x-3y+2=0 to‘g‘ri chiziglar hosil gilgan burchakni
toping.

Yechish: Berilgan to‘g‘ri chiziq tenglamalarini burchak

koeffitsiyentli tenglama shakliga keltiramiz:
1 1 1 1 1

=-3x+6, y=——x——, y=-3x+—, y=—Xx+-—.
g Y|ty Y 2 7733
Burchak koeffitsiyentlari mos ravishda
1 1
k1:—3, k2:—59 k3:—3, k4:§,
|
43
k,—k o7 P
tgp, =—2+—L= =1 =>¢p =—.
Tk L1, "y
2

k =k,=-3 bo‘lgani uchun 1,7, ekan. kk,=kk,=-3 % =-1.

Bundan ¢/ 11,, va 1 11, ekanligi kelib chiqadi.

4. Oxy tekislikda 7 to‘g‘ri chiziq ax+ by +c¢ =0 formula bilan va
M,(x,;y,) nuqta berilgan bo‘Isin.

M, nuqtadan [ to‘g‘ri chizigqacha bo‘lgan d masofani
topamiz.

M, nuqtadan 7 to‘g‘ri chiziqqa tushirilgan perpendikularning
asosi M,(x;y,) nuqtada bo‘lsin. Izlanayotgan 4 masofa unga mos

26-shakl.
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—_— —

d=MM, :(xo _xl)l?+(yo _y1)]
vektorning moduliga teng.

d bilan / to‘g‘ri chizigning normal vektori N =ai +5/ 0‘zaro
kollinear bo‘lganidan ular orasidagi burchak ¢ =0 yoki ¢=7 bo‘ladi.
Bundan esa cosg = +1.

Ikki vektorning skalyar ko‘paytmasidan ushbu tenglik o‘rinli:
ﬁﬁ:WHE‘cosgo:iWHE‘. (33)

Ikkinchi tomondan skalyar ko‘paytmani koordinatalar orqgali
ifodasi quyidagicha:

N-d =a(x0 —x1)+b(y0 _)’1) =ax, + by, +(—axl —byl).

M, nuqta [ to‘g‘rt chizigda yotganligi uchun ax, +5by, +c¢=0
bo‘ladi. Bundan ¢ = -ax, - by, bo‘lishini hisobga olsak, quyidagiga ega
bo‘lamiz.

N-J:axo+by0+c. (34)
(33) va (34) taqqoslab,
i‘NHZZ‘ =ax, +by, +c yoki d = i%
ni hosil gilamiz.
‘N‘ =’ +b* bo‘lgani uchun 4 =+%0" byt e yoki

Ja* +b*

g ‘axo + by, +c‘

Ja® +b?

(35)

formula hosil bo‘ladi.

(35) M,(x,;y,) nuqtadan ax+by+c=0 to‘g‘ri chizigqacha
bo‘lgan masofani topish formulasidir.

11-masala. M,(3;2) nuqtadan 3x+4y+8=0 to‘g‘ri chizigqacha
bo‘lgan masofani toping.

Yechish: a=3, b=4, c=8 va x,=3, y,=2 bo‘lganidan (35)
formulaga asosan

g 3-3+4-2+8| _25_ o
3+ 4 5
5. ax+by+c=0va ax+by+c =0 to‘gri chiziglar berilgan bo‘lib,
ularning kesishish nuqtasini topish talab etilgan bo‘lsin. Bu nuqta
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to‘g‘ri chiziglarning har ikkisiga ham tegishli bo‘lgani uchun uning
koordinatalari har ikki to‘g‘ri chizigni ham ganoatlantirishi kerak.
Shunday qilib, ikki to‘g‘ri chizigning kesishish nuqtasining
koordinatasini topish uchun
{ax+by+c:0 (36)
ax+by+c =0
tenglamalar sistemasini yechish kerak.
6. ax+by+c=0 va ax+by+c =0 to‘g‘ri chiziglar orasidagi
burchak bissektrisalarining tenglamalari
axtbyt+c _ ax+bhy+c (37)

Ja* +b* Ja' +b’

formula bilan topiladi.
12-masala. 2x+y-1=0va x+2y+1=0 to‘g‘ri chiziglarning
kesishish nuqtasini toping va burchak bissektrisasining tenglamasini

tuzing.
Yechish: 1) (36) formulaga asosan
2x+y—-1=0
{x+2y+1:0

tenglamalar sistemasini yechib, (1;-1) nuqta kesishish nuqtasining

koordinatalari bo‘lishini ko‘ramiz.

2) (37) formulaga asosan
2x+y—1_+x+2y+1

Ja+l T a1

x—y—-2=0, x+y=0.

2x+y—1:i(x+2y+1L

O°¢z-0¢zini tekshirish uchun savollar

1. To‘g‘ri chizigning burchak koeffitsiyentli tenglamasini
yozing,.

2. Ikki to‘g‘r1 chiziq orasidagi burchakni topish formulasini
yozing.

3. Nugtadan to‘g‘ri chizigqacha bo‘lgan masofa formulasini
yozing.

4. Tkki to‘g‘ri chizigning kesishish nuqtasini topish formulasini
yozing.

85



16-§. Ikkinchi tartibli egri chiziqlar.
Aylana va ellips tenglamalari

1. Ikkinchi tartibli egri chiziglar x va y o‘zgaruvchilarga

nisbatan ikkinchi darajali tenglamalar bilan ifodalanadi. Ikkinchi
darajali tenglamalarning umumiy ko‘rinishi quyidagicha bo‘ladi:

Ax> +2Bxy +Cy*> +2Dx+2Ey + F =0. (38)

Odatda (38) tenglamani ikkinchi tartibli egri chizigning umumiy
tenglamasi deb ataladi. Bu tenglamaga keyinroq batafsil to‘xtalamiz.
Sodda ko‘rinishdagi ikkinchi tartibli egri chiziglardan aylana, ellips,
giperbola hamda parabolalarni ko‘rib chigamiz.

Ularni tenglamalarini tuzib, geometrik xossalarini o‘rganamiz.

YA

«Y

27-shakl
1. Aylana va uning tenglamasi.

Tekislikda biror 4(a;6) nuqtadan barobar uzoqlikda joylashgan
nuqtalar to‘plami aylana deb ataladi.

Aylanada ixtiyoriy nuqta olib, uni B(x;y)bilan belgilaylik (27-
shakl). Aylana ta’rifiga asosan |4B| masofa o‘zgarmas. Uni R bilan
belgilaylik:

|4B|=R.
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Ikki nuqgta orasidagi masofa formulasiga asosan
[4B|=(x—a) +(y-b)’

bo‘ladi. Demak,

J(x—a) +(y=b) =R.
Bu tenglikning har ikki tomonini kvadratga ko‘tarib, quyidagi
(x—a)2+(y—b)2=R2 (39)
tenglamaga kelamiz. Demak, aylanada yotuvchi ixtiyorly B(x;y)
nuqgtaning koordinatalari (39) tenglamani ganoatlantiradi. (39)
tenglama aylananing tenglamasini ifodalaydi. 4(a;b) nuqta aylana
markazi, R esa aylana radiusi deyiladi.

Masalan, markazi 4(-3;4) nuqtada, radiusi R=3 ga teng bo‘lgan

aylananing tenglamasi quyidagicha bo‘ladi:
(x+3)° +(y—4)=9.

Agar (39) aylana markazining koordinatalaridan biri yoki
ikkalasi nolga teng bo‘lsa, aylana markazi koordinata o‘qlaridan
birida yoki koordinata boshida joylashgan bo‘ladi.

Bu holda aylana tenglamasi (39) quyidagi ko‘rinishni oladi:

x*+y* =R, (40)

Bizga (39) tenglama, ya’ni A4(a;b) markazli, R radiusli aylana
tenglamasi berilgan bo‘lsin. Bu tenglamani qavslarni ochib,
quyidagicha yozish mumkin:

x> —2ax+y’ =2by+a’ +b*—R>=0.

Agar —a=D, -b=E, a’+b’ - R’ =F deb olinsa, unda yuqoridagi

tenglama

X'+ +2Dx+2Ey+F =0
ko‘rinishga keladi. Bu esa 4=C=1, B=0 bo‘lgan holdagi ikkinchi
tartibli egri chiziq tenglamasi ekanini bildiradi. Demak, aylana
ikkinchi tartibli egri chizigdan iborat.

Aksincha, (38) tenglamada 4=C, B=0 bo‘lsa, bu ikkinchi
tartibli egri chiziq aylana bo‘lishini ko‘rsatamiz.

A=C, B=0 bo‘lgan holda (38) tenglama quyidagi ko‘rinishga
keladi:

Ax* +2Dx+ Ay* +2Ey+ F =0. (41)
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Agar (41) dan to‘la kvadrat ajratsak,

2 2 2 2
A x+2 —D—2+ y+£ —E—2 +F=0
A A A A

tenglikka ega bo‘lamiz. Endi tenglikni har ikki tomonini 4 ga bo‘lib,
qulay holda yozsak,

DY EY D* E* F
(X'ng +(y+zj —?-FF—Z (42)
bo‘lishi kelib chigadi.
Agar
D E D* E* F _,
_:—’—:—b, —2+_2__:
A A A A" A

deb belgilasak, (42) tenglamaning ko‘rinishi, (39) holga keladi. Bu
esa aylana tenglamasidir.
13-masala. Ikkinchi tartibli egri chiziq ushbu
x4+ +2x—4y-20=0
tenglama bilan berilgan. Uning aylana tenglamasi ekanini ko‘rsatib,
aylana markazi va radiusini toping.
Yechish: Berilgan tenglamadan to‘la kvadrat ajratsak,
X4y 4+ 2x—4y—20=(x+1) +(y-2) -25=0
bo‘lib, berilgan tenglama ushbu
(x+1) +(y-2)" =5
ko‘rinishni oladi. Demak, aylananing markazi 4(-1;2) nuqtada bo‘lib,
radiusi R=5 ga teng bo‘ladi.
Aylana bilan bitta M (x;y,) umumiy nuqtaga ega bo‘lgan
to‘g‘ri chiziq aylanaga o‘tkazilgan urinma deb ataladi.
(40) formula bilan berilgan aylananing M,(x,;»,) nuqtasidan
o‘tuvchi urinma tenglamasi quyidagicha bo‘ladi:
x-x,+y-y,— R =0. (43)
A(a;b) markazli aylanaga M (x,;y,) nuqtada o‘tkazilgan urinma
esa
(x—a)(x,—a)+(y-b)(y,—-b)=R (44)
ko‘rinishda bo‘ladi
14-masala. x*+y®=8 aylananing M,(2;2) nuqtasidan o‘tuvchi
urinma tenglamasini tuzing.
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Yechish: Bu urinmaning tenglamasi (43) formulaga asosan:

2x+2y—-8=0 =>x+y—-4=0.
R radiusli aylanani parametrik tenglamasi
x = Rcost, te[0:27]
el 0;2x
y = Rsint, (45)

ko‘rinishida bo‘ladi.
3. Ellips va uning tenglamasi

Ellips deb tekislikning barcha shunday nugqtalari to‘plamiga
aytiladiki, bu nuqtalarning har biridan shu tekislikning fokuslar deb
ataluvchi berilgan ikki nuqtasigacha bo‘lgan masofalar yig‘indisi
o‘zgarmas kattalikdir (bu kattalik fokuslar orasidagi masofadan katta).

Fokuslarni /; va F, orqali, ular orasidagi masofani 2¢ orqali,
ellipsning har bir nuqtasidan fokuslargacha bo‘lgan masofalar
yig‘indisiga teng o‘zgarmas miqdorni 2« (shartga ko‘ra 2a>2c)
orgali belgilaymiz.

Dekart koordinatalar sistemasini F va F, fokuslar abssissa
o‘qida, koordinatalar boshini FF, kesmaning o‘rtasida qilib
tanlaymiz (28-shakl). U holda fokuslar F(-c;0) va F,(c0)

koordinatalarga ega bo‘ladi.

Ellipsning ixtiyoriy nuqtasi M(x;y) ni qaraymiz. Ellipsning
ta’rifiga ko‘ra, bu nuqtadan F, va F, fokuslargacha bo‘lgan masofalar
yig‘indisi 24 ga teng:

|FM|+|F,M|=2a.

A M(x. )
F(-:0) 0 Fc0)  x
28-shakl.

Ikki nuqgta orasidagi masofa formulasidan foydalanib,
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Em=yre) 27, Jm=(x—e)

ni hosil gilamiz, demak, ellips tenglamasi

\/()c+c)2+y2 +\/(x—c)2+y2 =2a. (46)
Bu tenglamani soddalashtirish uchun uni

w/(x+c)2 +y2 =2a—1/(x—c)2 +y2

ko‘rinishda yozib olamiz va tenglikni har ikki tomonini kvadratga
ko‘tarib, qavslarni ochsak,

X +2ex+ct+y° =4az—4a\/(x—c)2+y2 +x°=2ex+c" +y’

ifodaga ega bo‘lamiz. Soddalashtirishdan so‘ng:

CX-CZZ 2—611/()6—0)2 +y2

Bu tenglamani ikkala tomonini yana kvadratga ko‘tarib,

c’x’ =2d’cx+a' =a’ (x2 —2cx+c’ yz)

ni hosil qilamiz. Ayniy almashtirishdan so‘ng:
(az—cz)x2+a2y2=a2(a2—cz). (47)
Ellipsning ta’rifiga asosan 2a>2c¢ bo‘lgani uchun «’-¢* son
musbat.
a’-c*=b’ (48)
belgilashni kiritamiz. U holda (47) tenglama
b2x2 +a2y2 :a2b2
yoki
e yz
PRt 1 (49)
ko‘rinishni oladi. Ellipsning ixtiyoriy nuqtasining koordinatalari (46)
tenglamani ganoatlantiradi. (49) tenglama esa (46) ning natijasidir.
Demak, ellipsni ixtiyoriy nuqtalarining koordinatalari ham bu
tenglamani qanoatlantiradi. (49) tenglama ellipsning kanonik (sodda)
tenglamasi deyiladi.
Ellipsning shaklini aniqlaymiz. Dastlab (49) tenglamada y=0

2

deb olsak x—2=1 yoki x*=a’ Demak ellips x, =-a, x, =« nuqtalarda
a

Ox o‘qni kesib o‘tadi. Bu nuqtalarni 4,(-a;0) va 4,(a;0) bilan
belgilaymiz. Endi (49) tenglamada x=0 deb olsak, =4 hosil
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bo‘ladi, bundan y, =-b, y,=» kelib chiqadi. Bu nuqtalarni B,(0;-5) va
B,(0;b) bilan belgilaymiz. 4 4, va B B, kesmalarning uzunliklari mos
ravishda 24 va 2b ga teng bo‘lib, ular ellipsning katta va kichik
o‘glari deyiladi. Odatda « ellipsning katta yarim o‘qi, » esa kichik
yarim o‘qi deyiladi.

Ellipsning fokuslari orasidagi masofani katta o‘qi uzunligiga

nisbati ellipsning ekssentrisiteti deyiladi.
g=2_C (50)
2a a

Ravshanki, ellipsda <1 bo‘ladi. Agar a=b bo‘lsa, £=0 bo‘lib,
ellips aylanadan iborat bo‘lib qoladi.

A

29-shakl.

n=a+éexvar,=a-¢&x
formula bilan aniglanuvchi chiziqlar fokal r radiuslar deb ataladi.
Ellips bilan bitta A7, (x,;y,) umumiy nuqtaga ega bo‘lgan to‘g‘ri
chiziq ellipsga o‘tkazilgan urinma deb ataladi. Bu urinmaning
tenglamasi
% + ybi -1 (51)
ko‘rinishda bo‘ladi.
Ellipsning qutb koordinatalar sistemasidagi tenglamasi quyidagi
ko‘rinishida bo‘ladi:
P
—gcosQ’

P =1 p=a-—E&c.
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Ellipsning parametrik tenglamasi esa
X = acost,
{ _ te[0;27]
y = bsint,
ko‘rinishida bo‘ladi.
Ellips uchun x=+2 ham o‘zgarmas miqdor bo‘lib, u kichik
&

o‘qqa parallel bo‘lgan 1 va 1, chiziglar. Ularga ellipsning

direktrisalari deyiladi.
15-masala. Katta yarim o‘qi «=5 va ekssentrisiteti ¢=0,6
bo‘lgan ellipsning kanonik tenglamasi tuzilsin.

Yechish: Shartga ko‘ra & =£-0,6 bundan ¢=0.62=0,6-5=3.
a

Kichik yarim o‘q esa
b*=a’—c*=25-9=16.

Ellipsning kanonik tenglamasi
2 2

L S|
25 16
ko‘rinishda bo‘ladi.
16-masala. M, (2;-3) nuqta orqali o‘tuvchi, katta yarim o°qi a =4
bo‘lgan ellipsning kanonik tenglamasini tuzing.
Yechish: a =4 ekanidan ellipsning kanonik tenglamasi

2 2

Xy
16 b*

ko‘rinishda bo‘ladi.
M,(2;-3) nuqta koordinatalari bu tenglamani qanoatlantirishi
kerak. Demak,
2> (-3)
E+( bz)
bundan »* =12 bo‘ladi. U holda ellipsning kanonik tenglamasi esa
2 2

LA
16 12

=1

5

ko‘rinishda bo‘ladi.

2 2

17-masala. %+f—6=1 ellipsga M0(3;%) nuqtada o‘tkazilgan

urinmaning tenglamasi tuzilsin.
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.16
Yechish: (51) formulaga asosan )62—'53+ 165

=1 ga ega bo‘lamiz.

Bu tenglikni soddalashtirib 3x+5y-25=0 urinma tenglamasiga ega
bo‘lamiz.

O°¢z o¢zini tekshirish uchun savollar

1. Aylana deb nimaga aytiladi?

2. Aylanaga M (x,;y,) nuqtada o‘tkazilgan urinma tenglamasini
yozing.

3. Ellipsni ta’rifini ayting va kanonik formulasini yozing.

4. Ellipsni fokuslari, katta va kichik o‘qlari uchlarining
koordinatalarini yozing.

5. Ellipsning ekssentrisiteti deb nimaga aytiladi?

6. Ellipsga urinma tenglamasini yozing

17-§. Giperbola va parabola tenglamalari

1. Giperbola

Giperbola deb, tekislikning barcha shunday nuqtalari to‘plamiga
aytiladiki, bu nuqgtalarning har biridan shu tekislikning fokuslar deb
ataluvchi berilgan i1kki nuqtasigacha bo‘lgan masofalar ayirma-
larining absolyut qiymatlari o‘zgarmas bo‘ladi (bu kattalik nolga teng
bo‘lmagan va fokuslar orasidagi masofadan kichik).

F, va F, fokuslar orasidagi masofani 2c orqali, giperbolaning har
bir nuqtasidan fokuslargacha bo‘lgan masofalar ayirmasining
moduliga teng bo‘lgan o‘zgarmas miqdorni 2a orqali (0<2a<2c)

belgilaymiz. Ellipsdagi kabi (28-shakl) koordinatalar sistemasini
tanlaymiz. Bunday sistemada fokuslar F (-c;0)va F,(c;0) koordi-

natalarga ega bo‘ladi.
Giperbolaning ta’rifiga asosan M (x,y) nuqgta uchun

|MF|~|MF,|| = 2a yoki |MF| - |MF,|=+2a,
biroq
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|MFl|:\/(x+c)2+y2 va |MFZ|:\/(x—c)2+y2.
Demak,

\/(x+c)2+y2 —\/(x—c)2 +y° =+2a. (52)
(52) ni ellips tenglamasi kabi soddalashtirishdan so‘ng, quyidagi
tenglamaga keladi:

(az—cz)x2+a2y2:az(az—cz). (53)
Giperbola uchun 2a<2c¢ ekanligidan o’ -¢*<0 =¢*-a* >0,
shuning uchun,

c—a’=b (54)
deb belgilaymiz. U holda (53) tenglama

z L (55)
ko‘rinishni oladi. Bu tenglama giperbolaning kanonik tenglamasi

deyiladi.

2. Giperbolani shaklini aniglaymiz. Dastlab (55) tenglamada
y=0 deb olsak x*=4’ hosil bo‘ladi, bundan esa x =-a, x,=a
nuqtalarda Ox o‘qni kesib o‘tishi ma’lum bo‘ladi. Bu nuqtalarni
A (-a;0) va 4,(a;0) bilan belgilaymiz. Endi (55) tenglamada x=0 deb
olsak y?=-b* hosil bo‘ladi, bundan y =-bi, y,=bi kelib chigadi,
ya’ni giperbola ordinata o‘qini kesib o‘tmaydi.

Giperbola uchlarini tutashtiruvchi 4,4, uzunligi 2« kesma
giperbolaning haqiqiy o‘qi deb ataladi. B,(0;,-b) va B,(0;b) nuqtalarni
tutashtiruvchi 26 uzunlikdagi kesma giperbolaning mavhum o‘qi deb
ataladi.

Endi giperbolaning 1-chorakda joylashgan va

y=2é=a (56)
funksiyasining grafigi bo‘lgan bo‘lagini qaraymiz.

Bu grafikning koordinatalar boshida yetarlicha katta masofada

joylashgan nuqtalari koordinatalar boshidan o‘tuvchi
b
y=—x (57)

a
to‘g‘ri chiziqqa istalgancha yaqin bo‘lishini ko‘rsatamiz.
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I > >

30-shakl.

Bitta x abssissali (56) egri chiziqda va (57) to‘g‘ri chizigda (30-
shakl) yotuvchi ikkita M (x;y,) va W (x;y,) nuqtalarni qaraymiz hamda
bu nuqtalarning ordinatalari ayirmasini tuzamiz:

b b b ab
Vo= N =;x—;m=;(x—m)= . ,—x2 — .

Bu kasrni surati o‘zgarmas son bo‘lib maxrajdagi x cheksiz
o‘sganda kasr nolga intiladi. Shuning uchun y, -y ayirma nolga
intiladi, ya’ni abssissa cheksiz o‘sishi bilan M va w nugqtalar bir-
biriga juda ham yaqinlashadi.

Giperbolaning koordinatalar o‘qiga nisbatan simmetriyasiga

asosan y:—éx to‘g‘ri chizigga ham giperbola nugtalari juda ham
a

yaqinlashadi. yzgx va yz—gx to‘g‘ri chiziglar, giperbolaning

asimptotalari deyiladi. (31-shakl)

Fokuslar orasidagi masofani yarmini giperbola haqiqiy o‘qiga
nisbati giperbolaning ekssentrisiteti deyiladi va & harfi bilan
belgilanadi:

823 (58)

Giperbolada a<c¢ bo‘lganligi sababli £>1. Agar giperbolada

a=b bo‘lsa,

2

2
Y Y 2
22

_ L2 2
" =1yoki x*-y*=a

95



ko‘rinishidagi kanonik tenglamaga ega bo‘lib, bunday giperbola teng
tomonli giperbola deyiladi.

31-shakl.

Teng tomonli giperbola asimptotalarining tenglamasi
y=x ry=-x
ko‘rinishda bo‘ladi.
Giperbolaning fokal radiuslari

c c
x>0 bo‘lganda r=—x-a, r=—x+a,
a a

c c
x<0 bo‘lganda ,=—=x+a, r,=—"x-a,
a

a
ko‘rinishda bo‘ladi.
Giperbola bilan bitta A,(x,;y,) umumiy nuqtaga ega bo‘lgan

to‘g‘ri chiziq giperbolaga o‘tkazilgan urinma deb ataladi. Bu urinma
tenglamasi

T S (59)
a b

ko‘rinishda bo‘ladi.
Giperbolaning qutb koordinatalar sistemasidagi tenglamasi o‘ng
va chap tarmoqlar uchun mos holda

P _ D
p p 1-—gcosg’

= 5 = — &
l—¢cosg p=amec

ko‘rinishda bo‘ladi. Bunda qutb markazi fokuslardan biriga
joylashtiriladi.
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Giperbolaning direktrisasi x=+2 formula bilan aniqlanadi
&

hamda 7, va 1, (31-shakl) chiziglardan iborat bo‘ladi.
18-masala. Fokuslari orasidagi masofa 26 ga, ekstsentrisiteti esa

g ga teng bo‘lgan giperbolaning kanonik tenglamasini tuzing.

Yechish: Shartga ko‘ra 2c=26 va ngzg. Demak,
a

giperbolaning katta yarim o‘qi a= % o= %% =12. b=+c’-d’
formuladan »=+13*-12* =5.
Giperbolaning tenglamasi quyidagicha bo‘ladi:

2 2

AT
144 25
19-masala. 16x*-25y* =400 giperbolaning fokuslari, ekssent-
risiteti topilib, asimptotalarining tenglamasi tuzilsin.

Yechish: Berilgan giperbola tenglamasining har ikki tomonini
2 2

400 ga bo‘lib % _1y_6 =1 ko‘rinishga keltiramiz. Bundan

a® =25, b* =16, c = a* +b* =25 +16 =/41,
Demak,
Fw—Jﬂﬂﬂ,E(¢ﬁﬂ0,8:£:3@l

a 5
Giperbola asimptotasi tenglamasi quyidagicha bo‘ladi:

yziéxziﬂm
a 5

2. Parabola

Parabola deb, tekislikning fokus deb ataluvchi berilgan F
nuqtasidan va direktrisa deb ataluvchi berilgan to‘g‘ri chizigdan
barobar uzoqlashgan barcha nuqtalar to‘plamiga aytiladi (fokus
direktrisada yotmaydi deb faraz qilinadi).

Fokusdan direktrisagacha bo‘lgan masofani p orqali bel-

gilaymiz. Bu kattalik parabolaning parametri deyiladi.

97



Parabolani tenglamasini chiqarish uchun abssissalar o‘qini
shunday joylashtiramizki, u direktrisaga perpendikular bo‘lib, fokus
orqali o‘tsin va direktrisadan fokusga qarab musbat yo‘nalishga ega
bo‘lsin (32-shakl).

Koordinatalar boshi sifatida fokusdan direktrisaga o‘tkazilgan p
perpendikularning o‘rtasini tanlaymiz.

o A
M(x.v)
o Y4
® - >
R(—g;ﬁ) F(%;O) “
32-shakl.

Shunday qilib, tanlangan sistemada fokus F(%;Oj koordinataga

ega. Direktrisa tenglamasi x = —g ko‘rinishni oladi, ya’ni R(—%;O).

Aytaylik, M (x;y) parabolaga tegishli nuqta bo‘lsin.
Parabolaning ta’rifiga asosan: |MW|=|MF|, 32-shakldan ko‘rinadiki,

IMW|=\/(X+§j2+(y—y)Z =

2
purf= (-2 +
2
2
x+§‘= (x—gj + 7.

Bu tenglamani har ikki tomonini kvadratga ko‘tarib,

2 2
p 2 2 p 2
b px+x =X - px+ =+ )7,
A 2 p 4 Yy

P
+ =
X 2,

demak,

soddalashtirilgach quyidagi hosil bo‘ladi:
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Y =2px. (60)
(60) tenglama parabolaning kanonik tenglamasi deyiladi. Bu tengla-
mani parabolada yotuvchi nuqtalarning koordinatalari qanoatlantiradi.

v A

Al e

l')irfl.ktrim x

33-shakl.

Ja'*

Fo:Z)
® 2

Y

Direktirisa

34-shakl.

(60) tenglama bilan berilgan parabola Ox o0‘qqa nisbatan

simmetrik ekani ravshan.
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Oy o‘qga nisbatan simmetrik bo‘lgan parabolaning kanonik
tenglamasi
x*=2py (61)
ko‘rinishda bo‘ladi (34-shakl).
(61) tenglama bilan berilib 33-shaklda tasvirlangan parabolada
x fagat musbat qiymatlarni gqabul qilishga va x=0 da y =0 bo‘lishiga
osonlik bilan ishonch hosil qilinadi x cheksiz o‘sganda y ning

absolyut qiymati ham cheksiz o‘sadi.
Parabolaning simmetriya o‘qi fokal o‘q deyiladi.
Parabola bilan bitta am,(x,,y,) umumiy nuqtaga ega bo‘luvchi

to‘g‘ri chiziq parabolaga o‘tkazilgan urinma deyiladi va u
y-y0=p(x+x0) (62)

tenglamaga ega bo‘ladi.
Parabolaning qutb koordinatalar sistemasidagi tenglamasi

p=—L (63)

_1—6‘008(0

ko‘rinishida bo‘ladi.

Umuman olganda, (63) tenglama qutb koordinatalar
sistemasida:

1) £<1 bo‘lsa, ellipsni aniglaydi va ¢ €[0;7]

2) =1 bo‘lsa, parabolani aniqlaydi va ¢ €[0;7]

3) ¢£>1 bo‘lsa, giperbolani o‘ng tarmog‘ini aniqlaydi va
@, <@<2r—g, :
¢, - asimptota bilan Ox 0°‘q orasidagi burchak.

20-masala. y*’=6x parabola berilgan. Uning direktrisasi
tenglamasini tuzing va fokusini toping.

Yechish: Berilgan tenglamani (60) bilan tagqoslansa p =3 kelib
chigadi. Parabola direktrisasining tenglamasi

__p_ 3
T2 2
va fokusi
(39
2
bo‘ladi.
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21-masala. Parabolaning fokusi F(5;0) nuqta bo‘lsa, shu

parabolaning tenglamasi topilsin.

Yechish: Masala shartiga ko‘ra §=5 va p=10. Bundan esa

parabola tenglamasi
y* =2-10x =20x
bo‘lishini topamiz.
22-masala. »*=8x parabolaga A/ (2;4) nuqtada o‘tkazilgan
urinma tenglamasi tuzilsin.
Yechish: (60) tenglama bilan y* =8x ni solishtirib, p =4 ekanini

aniqlaymiz. (62) formulaga asosan
y~4:4(x+2) =>y=x+2,
izlangan urinma tenglamasi bo‘ladi

O°¢z o‘zini tekshirish uchun savollar

1. Qanday egri chiziq giperbola deb aytiladi?

2. Giperbolaning kanonik tenglamasini yozing.

3. Giperbolani uchlari va fokuslarini ayting.

4. Giperbolaning asimptota formulalarini yozing.

5. Giperbolaga urinma tenglamasini yozing.

6. Qanday chiziq parabola deb ataladi va uning kanonik
tenglamasini yozing.

7. Parabolani fokus va direktrisasi nima?

8. Parabolaga urinma tenglamasini yozing

18-§. Ikkinchi tartibli egri chiziglarning umumiy tenglamasini
kanonik ko‘rinishga keltirish

Bizga ma’lumki, tekislikda
Ax* +2Bxy +Cy* +2Dx +2Ey+ F =0 (64)
tenglama ikkinchi tartibli egri chizigning umumiy tenglamasi deb
atalgan edi. Bu tenglamada 4’+B*+C*#0, ya’ni 4,B,C
koeffitsiyentlarni kamida bittasi albatta O dan farql..
(64)-tenglamada
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A=C=1, F=-R*, B=D=E=0 bo‘lganida aylanani,
| |

A=—, C:bz’ F=-1va B=D=E=0 bo‘lsa, ellipsni,
a
A —iz C= _b_12’ F=-1va B=D=E=0 bo‘lganida giperbolani,
a
D=p va C=-1 bo‘lib, qolgan koeffitsiyentlar 0 bo‘lsa,
parabolani ifodalaydi.

Quyidagicha savol paydo bo‘ladi: aylana, ellips, giperbola va
paraboladan tashqari (64) tenglama bilan ifodalanadigan chiziqlar
mavjudmi?

Bu savolga javob berish uchun (64) tenglamani soddalash-
tiramiz. B=0 bo‘lgan holda R={0;i;;} sistemani R'={0;/;,"} ga
o‘tkazuvchi

{xzx',c?sa—y,’sina (65)
y=Xx'sina+ y'cosa
almashtirishni bajaramiz. (65) ni (64) ga qo‘yib soddalashtirilgandan
so‘ng
a, X +2a,x'y +a,y'"? +2a,,x +2a,,y" +ay, =0 (66)
tenglama hosil bo‘ladi. (66) tenglamada:
(Acos’ a +2Bcosa -sina +Csin’a =aq,,,

—Acosa -sina + Bcos’ a — Bsin’a + Ccosa -sina =a,,,

Asin®a —2Bcosa -sina + Ccos’ a = a,,,
) : (67)
Dcosa + Esina =ay,

—Dsina + Ecosa = a,,
F=a,,
belgilash kiritilgan.

(67) dan ko‘rinadiki, q,,q,,,a,, koeffitsiyentlar 4, B,C va «

burchakka bog‘lig. « koeffitsiyentlardan kamida bittasi

noldan farqli, chunki

2 : : 2
Cos o 2cosasina Sin &

a,,a

11>712° %22

—cosasina cos’a—sina cosasinal|=

sin’ & —2cosasina cos’a
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2

cos’a sin 2« sin? a cos® a sin2a  sin“«

1 . 1 . 1 . 1 .
=|——=sin2a cos2a —=sin2al|=|—-=sin2a cos2a —=sin2a|=

2 2 2 2

sin?a —sin2a  costa 1 0 1

cos’a sin2a  cos2a

sin2a  cos2a . 5
=—sin“"2a—-cos 2 =—1%#0

1 . )
=|——sin2a cos2a -—sin2a|= ]
2 cos2a —sin2a

1 0 0

asosiy determinant noldan farqli.
(66) tenglama koeffitsiyentlari uchun ¢, a,, -, = AC - B* tenglik
o‘rinli bo‘lib, bu ikkinchi tartibli egri chizigning invarianti deyiladi.
(66) tenglamada 4, koeffitsiyentni nolga aylantiruvchi o ni
topamiz:
a, =—Acosasina + Bcos’ a — Bsin® o + Ccosasina =

—(Acosa + Bsina)sina +(Bcosa + Csina)cosa =0

U holda

(Acosa + Bsina)sina =(Bcosa + Csina)cosa

yoki
Acosa+Bsina:Bcosa+Csina:l’ (68)

cosa sin
ya’ni aynan bitta o‘zgarmas songa teng bo‘lishi kerak. (68)
tenglikdan esa

Acosa + Bsina = Acosa, (69)
Bcosa + Csina = Asine,

yoki
(A—A)cosa + Bsina =0, (70)
Bcosa+(C—/1)sina =0

bir jinsli tenglamalar sistemasiga ega bo‘lamiz. Bu sistema yagona
yechimga ega bo‘lishi uchun uning asosiy determinanti 0 bo‘lishi
kerak.

Demak,

yoki
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A —=(A+C)A+AC-B*=0 (71)
bo‘lgandagina (70) sistema yagona yechimga ega bo‘ladi. (71) teng-
lama (64) ikkinchi tartibli chizigning xarakteristik tenglamasi deyiladi.

(71) tenglamaning ildizlari

, :(A+c)iJ@4+cf—4@«j—Bﬁ:JA+CgiJg-

2 2
Agar B#0 bo‘lsa,
A=(A4+C) —4(AC-B*)=(4+C) +4B>0,
demak, 4 =24, ikkita ildiz mavjud bo‘ladi. (69) sistemani cosa =0
bo‘lganda

A+ Btga =4,
B+ Ctga = Atga,
ko‘rinishda yozish mumkin.

Bundan
A—A B
- , 2
B A-C (72)
Bu esa (71) tenglamaning aynan o‘zi bo‘lib, uning yechimlari
A4 _ -4
ga ==, g, == (73)

ko‘rinishda bo‘lar ekan degan xulosaga kelamiz.
Viyet teoremasidan
A+, =A4+C,  A-A=AC-B (74)
A=A -4 Ah-A(L+4)+4
tgal . l’gaz — B . 2B — 2 (B2 2 —
AC—B>—A* - AC+ A’
bundan esa |a, - o =% ekani kelib chiqadi.

go =

-1

Demak, rga Ox' 0‘qning R sistemadagi burchak koeffitsiyenti
bo‘lganda tgazztg(al+%j Oy' o‘gqning shu sistemadagi burchak

koeffitsiyenti bo‘ladi.
U holda j'(cose;sine, )

. 1ga, 1
sing, =—————, (0sq =—F———,
J1+1gia, J1+1gia,
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formula bilan,
Jj(cosa,;sine,)

. : T Vs :
sina, :sm(oc1 +—j =cosq,, COSQ, :cos(oz1 +—) =-sina,,
2 2

formula bilan aniglanadi.
A =4, bo‘lganda (69) dan
Acosa, + Bsina, = 4, cosq,
{Bcosoz1 + Csing, = 4,;sin¢,
hosil bo‘ladi, natijada
a,, =(Bcosa, + Csing, )cosa, —(Acosa, + Bsina, )sing, =
= A, sing, cosa, — A, sing, cosa, =0.
a,+a,=A+C=A+21, Va a,=4 va a, =4, deb olsak, (66) ni
ko‘rinishi:
Ax?+ A7 +a X +ay,y +a, =0 (75)
holga keladi.
(75) da 4, va A, lardan kamida bittasi O dan farqli bo‘lsin:
l. 4, #0, 4, #0,ya’ni 44, #0.
U holda 44,=4C-B> ekanidan AC-B*=20 bo‘lishi kelib
chigadi. U holda (75) tenglamani quyidagicha yozish mumkin:

2 2
X242 %0y Do | g2 a0y D |
ﬂl[ 227 T T T T

yoki

bu yerda

Oxirgi tenglikda
X:x'+h, Y=y'+h
24 24
formula yordamida parallel ko‘chirish bajarsak,

AXP+AY +al, =0 (76)
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tenglama hosil bo‘ladi. Bu esa koeffitsiyentlarni ishorasiga qarab
ellips yoki giperbolani ifodalaydi.
2. 4=0,2,#0 va a,»0 bo‘lsin yoki 4 %0, 1,=0 va a,, #0
bo‘lsin, bu hollardan birini ko‘rib chiqish yetarli, chunki
x=)
{y:f
almashtirish yordamida birini ikkinchisiga keltirish mumkin.

2,=0,,#0 va a,»0 holga to‘xtalamiz. U holda (75)
tenglamani quyidagicha yozish mumkin:

2

%Lyd+2£&4"@lj+%df+aJ=O

24, 44
yoki
2
@[ya+—29 +a,)(x'+a,)=0
2
bunda,
_ 9y Ay
1 :
a,  4ha,
Hosil bo‘lgan tenglikni
X=x"+gq,
a
Y=y +2
Y
almashtirish yordamida parallel ko*chirsak,
AY +a,X =0 (77)

tenglik hosil bo‘ladi. Bu esa parabolani ifodalaydi.

3. 4=0, a,=0 yoki 4,=0, a,=0 hollardan 2 =0, a/,=0
bo‘lgan holga to‘xtaymiz. U holda (75) tenglamani quyidagicha
yozish mumkin:

2 2
12 ' 12 a ' a a
Ay +amy+am=0,:>%(y +2§ij/+4%j+a%—42}20,

bundan esa

2
a
bu yerda aj, =q,, ——2.
44,
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Oxirgi natijada
X=x

a
Y=y +2
Yo

formula yordamida almashtirishni bajarsak,
12y2+a(')0 =0 (78)

tenglama hosil bo‘ladi.

Hosil bo‘lgan (78) tenglama ikkita bir-birini kesuvchi mavhum
to‘g‘ri chizigni ifodalaydi.

Yugorida aytilganlardan quyidagi xulosa kelib chiqadi:

Ax* +2Bxy +Cy* +2Dx +2Ey+ F =0

tenglama yuqori darajali hadlari koeffitsiyentlaridan tuzilgan.

A B D
A B
B C
D E F
determinantlar qiymatiga qarab quyidagi geometrik chiziglarni
aniglaydi:
A
S A+#0 A=0
Ellips (haqiqiy yoki Nugta
0>0
mavhum)
5<0 | Giperbola Ikkita kesishuvchi to‘g‘ri chiziq
s—0 |Parabola Bir Juft parallel chiziq (haqiqiy
yoki mavhum)

23-masala. 5x* +4xy+8y> +8x+14y+5=0 tenglamani kanonik
ko‘rinishga keltiring.
Yechish: 4=5 B=2, C=8, D=4, E=7, F=5.

5 9 5 2 4
5:‘2 8‘=36>0, A=]2 8 7=-81%0,
4 7 5

demak, jadvalga asosan ellips hosil bo‘lishi kerak. (67) formulaga
asosan a,, = 0 tenglikdan « ni aniqlaymiz.

a, = Acosasina + B> cos’ a — Bsin® a + Ccosasina =

= —5cosasina +2cos’a —2sin’ a +8cosasina =0

107



tenglamadan
2(cos2 a —sin’ a) +3cosasina =0
hosil bo‘ladi. Tenglikni har ikki tomonini —cos’« ga bo‘lib,
2tg’a —3tga -2 =0
tenglamaga ega bo‘lamiz. Bu tenglamaning yechimi

1
tga, =2, tga,= )

ko‘rinishda bo‘ladi.
Yechimdan ko‘rinadiki, #ga o‘zaro perpendikular yo‘nalishli

o‘qlardan iborat ekan, chunki
k -k,=tga, -tga, =-1.
Shuning uchun, ge, =2 ni olish bilan x' va ' ni o‘zaro

almashtirish orqali iga, = _% ni hosil qilinadi.

Agar tga=2 deb olsak, Sina =+, cosa=+—= hosil boladi.

5 5
Musbat giymatlarni olib koefﬁtsiyentlarm hisoblaymiz.
a,=5— 1 4 =1+ § 32 9,
11 5 \/— \/— 5 =
4 1 8 8
=5.2-2.2 —=4-24224
ay 5 \/— \/— 5 5 + 5

2 18 2 1 1
f TG TN EN TR e

Demak, berilgan tenglama

+ﬁx'—iy'+5 =0 = 9[)(?’2 +ix'j+4(y'2 —Ly'j =—
NG N5 NG

ko‘rinishga keladi. To‘la kvadratga ajratsak, quyidagi ko‘rinishni

oladi:

2 2 2 2
2 1 36 1 2 1 9
O x'+—=| +4| y——=| ==+—-5 =9 x'+ +4| Yy ——=| ==,
( ﬁJ [y 46) 5 20 ( ﬁJ (y 4@) 4

Ox'> +4y"

2
X=x'+—
J5
Yoo
SN

almashtirishni bajarsak,
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2 2
ox?+ar’ =2 XY
s 719
4

16
ellipsning tenglamasi hosil bo‘ladi.

O°¢z-0¢zini tekshirish uchun savollar

1. Tkkinchi tartibli egri chizigning umumiy tenglamasi ganday
shart bajarilganda ellipsni tenglamasi bo‘ladi.

2. Ikkinchi tartibli egri chizigning umumiy tenglamasi ganday
shart bajarilganda giperbolani tenglamasi bo‘ladi.

3. Ikkinchi tartibli egri chizigning umumiy tenglamasi ganday
shart bajarilganda parabolani tenglamasi bo‘ladi.

4. Ikkinchi tartibli egri chizigning umumiy tenglamasi qanday
shart bajarilganda to‘g‘ri chiziglarni tenglamasi bo‘ladi.

19-§. Fazoda tekislik va uning tenglamalari. Tekisliklarning
o‘zaro joylashuvi. Nuqtadan tekislikkacha bo‘lgan masofa

1. Oxyz fazoda Q tekislikni qaraymiz. Uning holati bu tekislikka
perpendikular bo‘lgan N vektorning va QO tekislikda yotuvchi
M, (x;;»,;z,) nuqtani berilishi bilan aniglanadi.

zA

Yy

/

35-shakl.

O tekislikka perpendikular bo‘lgan N(4;B;C) vektor shu
tekislikning normal vektori deyiladi. Berilgan A (x;y,;z) nuqtadan
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o‘tuvchi va N = 47 + Bj + Ck normal vektorga ega bo‘lgan tekislikning
tenglamasini keltirib chigaramiz. @ tekislikda yotuvchi ixtiyoriy
M (x;y;z) nuqtani olib,
MM =(x-x)i +(y-»)j+(z-2z)k
vektorni quramiz. MM, va N vektorlar o‘zaro perpendikular bo‘lgani
uchun N MM, =0 skalyar ko‘paytmani koordinatalar orqali ifoda-
lasak, berilgan A, (x;y;z) nuqta orqali N vektorga perpendikular
o‘tuvchi
A(x—xl)+B(y—y1)+C(z—Zl)=O (79)
tekislik tenglamasi hosil bo‘ladi. Bundan ko‘rinadiki, har ganday
tekislikka o‘zgaruvchi koordinatalarga nisbatan birinchi darajali
tenglama mos kelar ekan.
31-masala. N =2i +4k vektorga perpendikular bo‘lgan va
M, (1;-2;3) nuqta orqali o‘tuvchi tekislik tenglamasini yozing.
Yechish: Bu masalada 4=2, B=0, C=4 va x, =1, y,=-2, z

bo‘lgani uchun (79) ga asosan
2(x=1)+0(y+2)+4(z-3)

=3

1

0

yoki
x+2z-7=0
tenglama hosil bo‘ladi.
(79) tenglamada 4, B, C koeffitsiyentlarga turli qiymatlar
berib, M, nuqtadan o‘tuvchi turli tekisliklarni hosil qilish mumkin. U

holda (79) tenglama tekisliklar bog‘lami tenglamasi deyiladi.
32-masala. Berilgan uchta A (1;-1;,0), M,(2;1,-3) va M,(-10;1)
nuqtalar orqali o‘tuvchi tekislikning tenglamasi tuzilsin.
Yechish: 1-usul. &, nuqta orgali o‘tuvchi tekisliklar bog‘lami

tenglamasini yozamiz:
A(x—1)+B(y+1)+C(Z—O)=O.

MM, va MM, vektorlar izlangan tekislikda yotganligi uchun
ularning vektor ko‘paytmasi bu tekislikka perpendikular bo‘ladi.
Demak, shu vektorni tekislikning normal vektori sifatida gabul qilish
mumkin. MM, (1;2;-3), M;M;(-2;1;1), bundan
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i 7 ok
N=MM,xMM,=|1 2 =3=5+5]+5k.
2 1 1

Shunday qilib, 4=5 B=5 C=5 va izlangan tenglama
quyidagicha bo‘ladi:
5(x—1)+5(y+1)+5(z-0)=0
yoki
x+y+z=0.
2. Ixtiyorty uchta M (x;y:z), M,(x;p,5z,) va M,(x;y::z;)
nuqtalardan o‘tuvchi tekislik tenglamasini M,M,, MM, MM

vektorlarning komplanarlik shartiga asosan (36-shakl)
X=X Y= Z-Z

X, =X V=Y Z,—7|=0 (80)
X=X V=V T4
ko‘rinishda yozish mumkin. Bu formuladagi M (x;y;z) tekislikda
yotuvchi ixtiyoriy nuqta. (80) tenglama berilgan uch nuqtadan
o‘tuvchi tekislik tenglamasi deyiladi.
32-masalani yechishning 2-usuli, (80) formulaga asosan
x—=1 y+1 z-0
1 2 -3 (=0
-2 1 |
determinantni hisoblasak, x+ y+z=0 tenglama hosil bo‘ladi.
3. (79) tenglamada qavslarni ochib, quyidagini hosil gilamiz:
Ax+By+Cé+(—AM—lﬁq—Cz):O.
Agar
D =—Ax, — By, — Cz,
belgilash kiritsak,

Ax+By+Cz+D=0 (81)
tenglama hosil bo‘ladi. (81) tenglama tekislikning umumiy
tenglamasi deyiladi. Bu tenglamadagi 4, B, C koeffitsiyentlardan
kamida bittasi noldan fargli bo‘lishi kerak, aks holda, D=0 ayniyatga
ega bo‘lamiz. Tekislikning umumiy tenglamasida 4=0 bo‘lsa,
By+Cz+D=0 Ox o‘qqa parallel o‘tuvchi tekislik hosil bo‘ladi. B=0
bo‘lsa, 4x+Cz+D=0 Oy 0°‘qqa parallel o‘tuvchi tekislik tenglamasi
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kelib chigadi. C=0 bo‘lsa, 4x+By+D=0 0Oz 0‘qqa parallel tekislik
tenglamasi hosil bo‘ladi. D=0 bo‘lsa, Ax+ By + Cz=0 ya’ni koordinata
boshidan o‘tuvchi tekislik tenglamasi hosil bo‘ladi.

A=B=0 bo‘lsa, Cz+ D=0, ya’ni Oxy tekislikka parallel tekislik
hosil bo‘ladi. 4=C=0 bo‘lsa, By+ D=0, ya’ni Oxz tekislikka parallel
tekislik tenglamasi hosil bo‘ladi. B=C=0 bo‘lsa, Ax+ D=0, ya’ni Oyz
tekislikka parallel o‘tuvchi tekislik tenglamasi kelib chigadi.

zA

M,

~

=y

M, M,

36-shakl. x 37-shakl.

Agar M (x;y;z) nuqta (81) tekislikka tegishli bo‘lsa, uning
koordinatalari bu tenglamani qanoatlantiradi, aksincha, tekislikda
yotmasa, tenglamani gqanoatlantirmaydi.

33-masala. M (1;2;-3) va M,(4;2;1) nuqtalar 2x+3y-5z-23=0
tekislikda yotish-yotmasligini aniglang.

Yechish: Ma’lumki, nuqtaning koordinatalari tekislik teng-
lamasini ganoatlantirsagina u tekislikda yotadi.

M, va M, nuqta koordinatalarini tekislik tenglamasiga qo‘yib,
quyidagiga ega bo‘lamiz:

2-1+3-2—5-(—3)—23:2+6+15—23=O,
2:4+3-2-5-1-23=8+6-5-23=-14=0.

Demak », tekislikka tegishli, a, esa tekislikda yotmaydi.

(81) tekislikni yasash uchun uni bir to‘g‘ri chizigda yotmagan
uchta nuqtasini topish kifoya. Buning uchun ikkita o‘zgaruvchiga
ixtiyoriy qiymatlar berib, uchinchi o‘zgaruvchini topiladi. Tekislikni
D=0 holda koordinata o‘glari bilan kesishgan nuqtasining
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koordinatasini topib yasash yanada oson. Buning uchun ikkita
koordinataga nol qiymat berib uchinchi koordinata topiladi.
34-masala. 2x+3y+6z-6=0 tekislik yasalsin.

Yechish: Ox o°‘q bilan kesishgan nuqgta koordinatasini topish
uchun y=0 va z=0 deb olamiz va 2x-6=0 = x=3 kelib chiqadi.

Xuddi shu kabi
x=0, y=0, 6z-6=0 = z=1,

x=0, z=0, 3y—-6=0 = y=2
natijada A4(3;0;0), B(0;2;0), C(0;0;1) nuqtalar tekislikning koordinata
o‘qglari bilan kesishish nuqtasi bo‘ladi. (37-shakl).
4. o va @, tekisliklar o‘zining umumiy tenglamalari bilan
berilgan bo‘lsin.

O: Ax+By+Cz+D, =0,
0, Ax+B,y+C,z+ D, =0,

38-shakl.

Bu ikki tekislik orasidagi burchak deganda, bu tekisliklar
kesishishi natijasida hosil bo‘lgan ikki yoqli burchakni tushunamiz.
Ma’lumki, bu burchak tekisliklarning normal vektorlari ora-
sidagi burchakka teng. Demalk,
N, -N,
NN,
N, =Ai +Bj+Ck, N,=Ai+B,j+Ck,
bo‘lgani uchun, quyidagiga ega bo‘lamiz:
A4-A4,+B-B,+C,-C,
\/Af + Bl +C} \/AZZ +B+C
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(82) formula ikki tekislik orasidagi burchak kosinusini topish
formulasi deyiladi.
35-masala. x+2y-3z+4=0 va 2x+3y+z+8=0 tekisliklar

orasidagi burchakni aniglang.

Yechish:
4 =1, B =2, C,=-3, 4,=2, B =3, C =], (82)
formulaga qiymatlarni qo‘ysak,
1-2+2-3+(-3)-1
Cosp = (3) RN Q= arccos% ~ 69°05'

JEe2 () 2 aer 14
izlangan burchak bo‘ladi.

Ikkita @, va @, tekislik:

A) ularning normal vektorlari N, va N, kollinear bo‘lgandagina

va faqat shundagina bir-biriga parallel, ya’'ni
A _B_G
AZ B2 C2
B) ularning normal vektorlari N, va N, perpendikular bo‘l-
gandagina va faqat shundagina, ya’ni 4,4, + BB, + C,C, =0 bo‘lsagina
bir-biriga perpendikular bo‘ladi.
@) A_B _G_D §a esa har ikki tekislik ustma-ust
A2 B2 CZ D2
tushishadi.
36-masala. M (-2;;4) nuqtadan 3x+2y-7z+8=0 tekislikka

parallel o‘tuvchi tekislik tenglamasini tuzing.
Yechish: m, nugtadan o‘tuvchi tekisliklar bog‘lami tenglamasi
A(x+2)+B(y-1)+C(z—-4)=0
ko‘rinishda bo‘ladi. Izlangan tekislik 3x+2y-7z+8=0 tekislikka
parallel bo‘lgani uchun N =3/+2j-7k normal vektor vazifasini
bajarishi mumkin. N, (4;;B,;C,) vektor N vektorga kollinear bo‘lgani
uchun N,(3;2;-7), demak,
3(x+2)+2(y-1)-7(z—-4)=0
yoki
3x+2y-7z+32=0
5. Uchta

114



Q: Ax+By+Cz+D,=0, Q,: Ax+B,y+C,z+D, =0,
O,: Ax+By+Cz+D,=0
tekisliklarning kesishish nuqtasi quyidagi tenglamalar sistemasining
yechimi ko‘rinishida bo‘ladi:
Ax+By+Cz+D, =0,
Ax+B,y+C,z+ D, =0, (83)
Ax+By+Cz+D,=0.
Agar bu sistemaning determinanti noldan farqli bo‘lsa, ya’ni
Al Bl Cl
A=|4, B, C,|#0
A3 B3 C3
holda sistema yagona yechimga ega bo‘ladi.

37-masala. x+y-2z+3=0, 2x-2y+3z-7=0, x+3y—-z-4=0
tekisliklarning kesishish nuqtasining koordinatalarini toping.

Yechish: (83) formulaga asosan

x+y—-2z+3=0,

2x=2y+3z-T7=0,

x+3y—-z-4=0
sistemaga ega bo‘lamiz. Bu sistemani yechib, tekisliklarning
kesishish nugtasi koordinatalarini topamiz: x=1, y=2, z=3.

6. M, (x;y;z) nuqta va Ax+By+Cz+D=0 tenglamaga ega 0O
tekislik berilgan bo‘lsin. Ular orasidagi 4 masofa, ya’ni &, nuqtadan
0 tekislikka tushirilgan perpendikular uzunligi nuqtadan
tekislikkacha bo‘lgan masofa quyidagi ko‘rinishda aniglanadi.

g | 4x, + By, + Cz, +D|.
VA + B +C

38-masala. M, (1;0,-2) nuqtadan 2x-y+2z-4=0 tekislikkacha
bo‘lgan masofani toping.

Yechish: (84) formulaga asosan quyidagini hosil qilamiz:

d:PJ—LO+2(%Q—4:§:

J2 (-1 +2r 3

(84)

2.
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O¢z-0¢zini tekshirish uchun savollar

1. Fazoda tekislikning umumiy tenglamasini yozing,.

2. Berilgan uch nugtadan o‘tuvchi tekislik tenglamasini yozing.

3. Ikki tekislik orasidagi burchak formulasini yozing.

4. Uch tekislikning kesishish nuqtasi formulasini yozing.

5. Nugtadan to‘g‘ri chizigqacha bo‘lgan masofa formulasini
yozing,.

20-§. Fazoda to‘g‘ri chiziq va uning tenglamalari.
Ikki to‘g‘ri chiziq orasidagi burchak

l.Q0: Ax+By+Cz+D,=0, Q,: Ax+B,y+C,z+D, =0,
tekisliklar berilgan bo‘lsin. Agar bu tekisliklar o‘zaro parallel
bo‘lmasa, ya’ni N,(4;B;;C,) va N,(4,;B,;C,) normal vektorlari o‘zaro
kollinear bo‘lmasa,

{A1x+Bly+Clz+D1 =0, (85)
Ax+By+Cyz+ D, =0,
sistema to‘g‘ri chizigni ifodalaydi. (85) tenglama to‘g‘ri chizigning
fazodagi umumiy tenglamalari deyiladi.

39-masala. Quyidagi umumiy tenglamalar bilan berilgan to‘g‘ri

chiziq yasalsin:
x+y+z-3=0,
x=3y—-z+5=0.

Yechish: Bu to‘g‘ri chizigni yasash uchun bitta o‘zgaruvchiga
ixtiyorly qiymatni berib, qolgan ikki o‘zgaruvchining qiymatini
topish qulay. z=0 bo‘lsa,

{x+y=l
=>4x=4 =>x=1, y=2.
x—=3y=-5,
demak, M, (1;2;0) bo‘lar ekan. y=0 deb olsak,
{x+Z:i
=2x=-2= x=-1, z=4,
x—z=-5
bundan M,(-10;4) bo‘lishi kelib chigadi. Bu ikki nuqtadan o‘tuvchi
to‘g‘ri chiziq biz izlagan to‘g‘ri chiziq bo‘ladi (39-shakl).
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L
G(mym ) M
M, -
: D 7
39-shakl. 40-shakl.

2. L to‘g‘rt chizigning fazodagi vaziyati unda berilgan
M, (x;»;z) nuqta va bu to‘g‘ri chiziqqa parallel yoki unda yotuvchi
s vektorning berilishi bilan to‘la aniglanadi. § vektor L to‘g‘ri
chizigning yo‘naltiruvchi vektori deyiladi.

Aytaylik, L to‘g‘ri chiziq o‘zining M (x;y;z) nuqtasi va
S(m;n; p)=mi +nj + pk yo‘naltiruvchi vektori bilan berilgan bo‘lsin.

L to‘g‘ri chiziqdan ixtiyoriy M (x;y;z) nuqtani tanlab,

OM =OM, + MM (86)

ni hosil gilamiz (40-shakl). M M vektor S vektorga kollinear
bo‘lgani uchun

MM=t-S (87)
tenglik o‘rinli bo‘ladi. s parametr, M nuqtaning joylanishiga qarab
turli qiymatlarni gabul qiladi. &, va M nuqtalarning radius vektor-
larini , = OM, va r=0M orqali belgilab, (86) ni quyidagicha yozamiz:

F=r+1tS (88)
(88) tenglama to‘g‘ri chizigning vektor tenglamasi deyiladi. (88)
tenglamani koordinatalar orqali ifodalaymiz:
Fr=0M =xi +yj+zk, n=0M,=xi+yj+zk,
tS =tmi +tnj + tpk
ekanini e’tiborga olsak,
xf+yj+zl€ =(x1 —|rtm)l7+(y1 +tn)j+(z1 +tp)l€,
bundan
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X=X +1im,
y =y +in, (89)
z=z +Ip
hosil bo‘ladi. (89) tenglamaga to‘g‘ri chizigning parametrik
tenglamalari deyiladi.
3. M/(x;y;z) nuqta L to‘g‘ri chizigda yotuvchi va

—

S=mi +nj + pk vektor esa uning yo‘naltiruvchi vektori bo‘lsin. L
to‘g‘rt chizigda yotuvchi M(x;y;z) nuqta bilan », nuqtani
tutashtiruvehi MM =(x-x,)i +(y-»,)j+(z-2)k vektor S vektorga
parallel (40-shakl).
S va MM vektorlarning kollinearlik shartiga asosan
X=X _ Y= _z2—2%

P, (90)
hosil bo‘ladi. (90) fazoda berilgan nuqtadan o‘tuvchi to‘g‘ri chiziq
tenglamalari yoki to‘g‘ri chizigning kanonik tenglamalari deyiladi.
Xususiy holda s yo‘naltiruvchi vektor birlik vektor bo‘lganda, ya’ni
§:cosaz7+cos,8}'+cos7/7€ = m=cosa, n=cosf3, p=cosy

bo‘lgani uchun (90) formuladan

x—xlzy—ylzz—zl (90!)
cosa cosff cosy

hosil bo‘ladi.

L to‘g‘rt chizigning umumiy, parametrik va kanonik
tenglamalari o‘zaro ekvivalent tenglamalar bo‘lib, ularning biridan
doim ikkinchisini keltirib chigarish mumkin. (90') umumiy tenglama
berilgan bo‘lsa, ularni kesishish chizig‘i L: N, va N, vektorlarga
perpendikular bo‘lgani uchun bu to‘g‘ri chizigning yo‘naltiruvchi
vektorini S =N, x N, vektor ko‘paytma sifatida olish mumkin.

40-masala. To‘g‘ri1 chizigning quyidagi umumiy tenglamasini

2x+3y—-z+8=0,
{x—3y+2z+120
kanonik va parametrik ko‘rinishga keltiring.

Yechish: z=0 deb olib, quyidagi sistemani hosil gilamiz va

uning yechimi:
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2x+3y=-8,
=>3x=-9, x=-3, y=——
x=3y=-1 3

Natijada M(—3;—§;Oj hosil bo‘ladi. N =27+3j-F va

N, =i -3j +2k bo‘lgani uchun

— d

i ]k
S=N,xN,=2 3 —1/=3i -5/ 9.
1 -3 2

Demak, m=3, n=-5, k=-9 ekan. (90) formulaga asosan
x+3 y+2/3 z-0
3 5 9
kanonik tenglama hosil bo‘ladi. Bu tenglamani parametrik holga
keltirish uchun tenglamadagi har bir ifodani alohida ; parametrga
tenglaymiz:
%Hzt: x=3o3, 23, y=-5i-2, =

Ozt = z=-9t.

Natijada izlangan parametrik tenglama
x=3t-3,
2
=-51-=,
g 3
z=0-9¢

ko‘rinishga ega bo‘ladi.
4. L to‘g‘ri chiziq M,(x;y:z) va M,(x,;y,;z,) nuqtalar orqali
o‘tsin. Bu to‘g‘ri chizigning kanonik tenglamasini tuzamiz.
Yo‘naltiruvchi vektor sifatida
EZW:(xz _xl);+(y2 _yl)]"'(zz _ZI)E
vektorni tanlasak, m=x,-x, n=y,-y, k=2z -z, demak, (90)
tenglama
X=X _Y=h _27% (91)
X=X W=V ZH %
ko‘rinishni oladi. (91) tenglama berilgan ikki nuqtadan o‘tuvchi
to‘g‘ri chiziq tenglamasi deyiladi.
41-masala. M, (1;3;-5) va M,(1;4;2) nuqtalar orqali o‘tuvchi

to‘g‘ri chiziq tenglamasi tuzilsin.
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Yechish: x =1, y,=3, z,=-5 va x,=1, y,=4, z, =2 bo‘lganidan
(91) ga asosan
x—1 :y—3 _ z+5 :>x—1 :y—3 _ z+5
I-1 4-3 245 0 1 7
m=0 bo‘lgani uchun bu to‘g‘ri chiziq Ox o‘qqa perpendikular bo‘ladi
va uning tenglamasini
x—1=0,
{7)}—2—26:0,

ko‘rinishda ham yozish mumkin.

5., AR A0 g 2D VPR _ETE toter

m, n P m, n, P>

chiziglar kanonik tenglamalari bilan berilgan bo‘lsin. Ma’lumki
fazoning biror nuqtasidan berilgan to‘g‘ri chiziglarga parallel qilib
o‘tkazilgan to‘g‘ri chiziqglar tashkil gilgan burchaklarning biri ikki
to‘g‘ri chiziq orasidagi burchak deb qabul qgilinadi. Bu burchak esa s,
va S, yo‘naltiruvchi vektorlar orasidagi burchakka teng. Vektorlar
orasidagi burchak kosinusi formulasiga asosan

S1'§2

yoki

mm, +mn, + p,p, (92)
\/mf +n} +p12\/m22 +n + p;
(92) ikki to‘g‘ri chiziq orasidagi burchak kosinusi formulasi
deyiladi.

cosQ =

-2 + —1 +2 — ¢ o . .
X2 _y¥3_z x+2_y_z-3 to‘g‘ri chiziglar
3 —2 3 2 5
orasidagi burchakni toping.
Yechish: m, =5, n,=3, p=-2, m,=3, n,=2, p,=5 bo‘lgani-
dan (92) formulaga asosan
5-3+3-2+(—2)-5 11
cosQp = =—=0,2895
V2549 +44/9+4+25 38
ni hosil gilamiz, jadvaldan foydalanib, ¢ = 7310’ ni topamiz.
2x+3y+5z-7=0,

3x-4y+z-8=0

42-masala.

9

43-masala. M (1;2;3) nuqta orqali { to‘gri

chizigqa parallel o‘tuvchi to‘g‘ri chiziq tenglamasini tuzing.
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Yechish: Izlangan to‘g‘ri chiziq Y21 Y22 273 yorinishda
m n p

bo‘ladi. Ravshanki, bu to‘g‘ri chiziq berilgan to‘g‘ri chiziqqa
parallel, bundan esa uning yo‘naltiruvchi § vektori to‘g‘ri chizigni
tashkil etuvchi tekisliklarning normal vektorlariga perpendikular.
Demak S =N, x N, sifatida olish mumkin.

— —

ik
S=NxN,=|2 3 5|=23+13]-17k,
3 4 1

buni e’tiborga olsak,

x-1 y-2 z-3

23 13 —-17

izlangan tenglamaga ega bo‘lamiz.

44-masala. M, (-4;0;2) nuqta orqali XTszTﬂzi va

x=2 y-3 z-
3 2
chiziq tenglamasini tuzing.
Yechish: Izlangan to‘g‘ri chizigni kanonik tenglamasi
x+4 y-0_ z-2
m  on p

ko‘rinishda  bo‘ladi. L to‘g‘ri  chizigning yo‘naltiruvchi
S =mi +nj + pk vektori, N, =2i +3j +4k va N,=3i +2j +2k vektorlarga
perpendikular bo‘lgani uchun

> to‘g‘ri chiziglarga perpendikular o‘tuvchi to‘g‘ri

_— —

i
S=N xN,=[2 ——2i +8) —5k.
3

N W .
NN Y

Bundan esa,

x+4 y-0 z-2
2 8 5
kerakli chizigning tenglamasi hosil bo‘ladi.
6. Fazoda »m, nuqtadan L, to‘g‘ri chiziggacha bo‘lgan masofa yoki

L, va L, to‘g‘ri chiziglar orasidagi eng qisqa masofa quyidagi formula
bilan topiladi:
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2 2

2
Yo= WV Zy— 4 2072 Xy X +x0—x1 Yo =W

d= \/ n P P m, m n, - (93)

2 . 2 2
\/m1 +n +p

O°¢z-0¢zini tekshirish uchun savollar

1. Fazoda to‘g‘ri chizigning vektor, parametrik, kanonik teng-
lamalarini yozing.

2. Fazoda ikki nuqtadan o‘tuvchi to‘g‘ri chiziq tenglamasini
yozing.

3. Fazoda ikki to‘g‘ri chiziq orasidagi burchakni topish for-
mulasini yozing.

4. Fazoda nuqgtadan to‘g‘ri chiziggacha bo‘lgan masofani topish
formulasini yozing.

21-§. Fazoda to‘g‘ri chiziq va tekislik

1. Fazoda

m n P

[ XTH_Yon_z-35

to‘g‘ri chiziq va
Q: Ax+By+Cz+D=0
tekislikni garaymiz.

A) L to‘g‘ri chizigning S(m;n;p) yo‘naltiruvchi vektori va Q
tekislikning N(A;B;C) normal vektori kollinear bo‘lsin. U holda L
to‘g‘ri chiziq Q tekislikka perpendikular bo‘ladi.

B) s vektor N vektorga perpendikular bo‘lganda bu to‘g‘ri
chiziq va tekislik parallel bo‘ladi.

45-masala. M (2;-3;4) nuqta orqali o‘tuvchi %=y7_1=2;3 va
x+1 y-1 z4+5 _ ( (. 1.. .. . o
PR to‘g‘ri chiziqlarga parallel tekislik tenglamasi yozilsin,

Yechish: M, nuqtadan o‘tuvchi tekislik  tenglamasi

A(x-2)+B(y+3)+C(z-4)=0 ko‘rinishda bo‘ladi. N=4i+Bj+Ck
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vektorni S, =i +2j+8k va S,=4i+0j+2k vektorlarning vektor
ko‘paytmasi shaklida yozamiz:
i ]k
N=S8xS, =1 2 8/=4i +30/ —8k.
4 0 2
Demak, 4=4, B=30, C=-8 larni e’tiborga olsak, 1zlangan
4(x=2)+30(y+3)-8(z—4)=0
yoki
2x+15y—-4z+57=0
tekislik tenglamasi hosil bo‘ladi.
2. [ XA _YThn_zZ74
m n p
Q: Ax+ By+Cz+ D=0 tekislikni kesishish nugtasi topilsin.

Buning uchun ikkala tenglamalar sistemasini yechish kerak.
To‘g‘ri chiziq tenglamasini (89) parametrik holga keltirib uni O
tekislik tenglamalariga qo‘yib, : parametrni shunday qiymatini
topamizki, natijada ayniyat hosil bo‘lsin.

A(x,+tm)+B(y,+m)+C(z,+1p)+ D=0

to‘g‘ri chiziq bilan

yoki

t(Am+Bn+Cp)=—(Ax,+ By, +Cz + D) o Ax+ By +C5+D

Am+ Bn+Cp
hosil bo‘ladi. Bunda s va N vektorlar perpendikular emasligidan maxraj
noldan fargli. (94) dan : ning topilgan qiymatini (89) parametrik
tenglamaga qo‘yib, izlangan nuqtaning koordinatalarini topamiz.
x-1 y+1 =z
46-masala. = =
2 3

tekislik bilan kesishish nuqgtasini koordinatalarini toping.

Yechish: Berilgan to‘g‘ri chiziq tenglamasini parametrik holga
keltiramiz.

(94)

;5 to‘g‘ri chizigning 2x+3y-2z+2=0

x=2t+1
y=3t-1.
z=2t+5
Bu giymatlarni tekislik tenglamalariga qo‘yib,  ni topamiz.
2(2t+1)+3(3t—1)-2(2t+5)+2=0= t=1.
¢ ning topilgan qiymatini parametrik tenglamaga qo‘ysak,
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x=2-1+1=3, y=3-1-1=2, z=2+5=7.

Shunday qilib, to‘g‘ri chiziq va tekislikning kesishgan nuqtasi
M (3;2;7) ekan.

3. Berilgan L to‘g‘ri chiziq orqali o‘tuvchi tekisliklarni
tekisliklar dastasi deyiladi, L to‘g‘ri chiziq esa dasta o‘qi deyiladi
(41-shakl).

Dasta o‘qi (85) to‘g‘ri chizigning umumiy tenglamasi bilan
berilgan bo‘lsin.

(85) sistemani ikkinchi tenglamasini 4 songa ko‘paytirib, birinchi
tenglamaga qo‘shamiz:
Ax+By+Cz+D +A(Ax+B,y+C,z+D,)=0. (95)

(95) tekisliklar dastasining tenglamasi deyiladi. 2 ning turli
qiymatida dastaga tegishli turli tekisliklar hosil bo‘ladi.

M, (x),:2,) nuqtadan o‘tuvchi dastaga tegishli tekislik tengla-
masini hosil qilish uchun bu nuqta koordinatalari (95) formulani
qanoatlantiradi, ya’'ni

Ax,+ By, +Czy+ D+ A(Ax,+ By, + C,zy+ D,) =0 (96)
Ax,+B,y, +C,zy+D, #0
bo‘lsa, ya’ni m, nuqta ikkinchi tekislikda yotmasa,
_ Ax,+By,+Cz,+ D,
o Ax, +B,y, +C,z, + D,
A aniqlanadi. 4 ni1 topilgan qiymatini (96) ga qo‘yib M, (x,;¥,;z,)

nuqta orqali o‘tuvchi tekislik tenglamasini hosil qilinadi.

2x+3y—-5z+1=0 Coqe .
47-masala. { rreyTes to‘g‘ri chiziq va M, (1;-2;3) nuqta

3x—y+z+28=0

orqali o‘tuvchi tekislik tenglamasi tuzilsin.
Yechish: Berilgan to‘g‘ri chizigdan o‘tuvchi tekisliklar dastasi

tenglamasini yozamiz:
2x+3y-5z+1+A(3x—y+z+28)=0

dasta tenglamasiga M, nuqgta koordinatalarini qo‘ysak,
2:143-(=2)=5-3+1+4(3-1-(-2)+3+28)=0 :l:%,
topilgan qiymatini dasta tenglamasiga qo‘yib, izlangan tekislik

tenglamasini hosil gilamiz:
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2x+3y—5z+1+—=(3x—y+2z+28)=0 = 7x+5y—-9z+30=0.

1
2
48-masala. XT_I:yTH:§ to‘g‘ri chiziq orqali o‘tuvchi hamda

3x+3y-z+1=0 tekislikka perpendikular bo‘lgan tekislik tenglamasini
tuzing.
x—1 y+1 y+1 z

Yechish: Berilgan to‘g‘ri chizigni =Ty VAT =T yoki

3x—2y-5=0, y-3z+1=0 tekisliklar ko‘rinishida yozib olsak,
ularning kesishmasi
3x-2y-5=0,
y—=3z+1=0
dastlabki to‘g‘ri chiziq bo‘lgani uchun
3x—2y—5+/1(y—3z+1)=0
to‘g‘ri chizigdan o‘tuvchi tekislik bo‘ladi. Tekislikni
3x+(/1—2)y—3lz—5+120,
ko‘rinishda yozsak, masala shartiga ko‘ra bu tekislik 3x+3y-z+1=0
tekislikka parallel bo‘ladi. Ular N,(3;1-2;-34) va N,(3;3;-1) normal

vektorlarga ega. Ikki vektorning parallellik shartidan

N,-N,=3-3+3-(1-2)-1:(-32)=0 :l:—%,

natija kelib chiqadi. Bu qiymatni dasta tenglamasiga qo‘yib,
quyidagini hosil qilamiz:
3x—2y—5+(—%j(y—3z+1)20 = 6x—-5y+3z—-11=0.

Bu esa izlangan tekislik tenglamasi bo‘ladi.
4. - XA _YTh_zZ74
m n p

Q: Ax+By+Cz+ D=0 tekislik orasidagi burchakni topishni ko‘raylik.

O tekislik bilan L to‘g‘ri chiziq orasidagi burchak ¢ bo‘lsin. 0
tekislikning N(4;B;C) normal vektori bilan L to‘g‘ri chizigning
S(m;n;p) yo‘naltiruvchi vektori orasidagi burchakni « bilan
belgilasak, 42-shakldan « =90-¢ tenglik o‘rinli bo‘ladi. Ikki vektor
orasidagi burchak kosinusi formulasidan

to‘g‘ri chiziq va
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Lr.vl"g

’/ﬂ
\-

p
/ Q
=
42-shakl.
Am+ Bn+Cp

cosa =
JA4? + B +C2\/m2 +n'+p°

hosil bo‘ladi.
cosar =cos(90— ) =sing

ekanini e’tiborga olsak,
Am+ Bn+Cp (97)

sing =
VA2 + B2+ C2ym? +n? + p?
(97) formula Q tekislik va L to‘g‘ri chiziq orasidagi burchak

sinusini topish formulasidir.
A) Agar Am+Bn+Cp=0 bo‘lsa, to‘g‘ri chiziq tekislikni kesib

o‘tadi.
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B) Agar Am+Bn+Cp=0 va Ax,+ By, +Cz,+D =0 bo‘lsa, to‘g‘ri
chiziq tekislikka parallel.

C) Agar Am+Bn+Cp=0 va Ax,+ By,+Cz,+D=0 bo‘lsa, to‘g‘ri
chiziq tekislikda yotadi.

—1 1 -2
49-masala. xz _Y ; _Z

tekislik orasidagi burchak topilsin.
Yechish: m=2, n=3, p=1va 4=3, B=2, C=-1 bo‘lgani uchun
(97) formulaga asosan

to‘g‘ri chiziq va 3x+2y-z+7=0

3.2+3-2-1-(-1) 11

V2437 PR 422 (-1 14

sing =

yoki ¢ = arcsinE
14 °

Masalalar yechish uchun kerak bo‘ladigan hosilaviy formu-

lalarni keltirib o‘tamiz:
5. f; 4 yoh_zta
ml nl pl m2 n2 p2
chiziglarni bir tekislikda yotish sharti quyidagicha bo‘ladi:
MM,, S,, S, vektorlarning komplanarlik shartiga asosan
a—-a, b-b, c —c,
m, n, p, |=0. (98)
m, n, P>
6. M, (x;y:z) va M,(x,;»,;z,) nuqtalardan O: Ax+By+Cz+D=0
tekislikka perpendikular o‘tuvchi tekislik tenglamasi: MM,, M M,, N
vektorlarning komplanarlik shartiga asosan:
X=X Y= Z-Z

xX—a, _ y—>b, _z-¢ to‘gri

X=X Y=» Z,-z|=0. 99)
A B C
7. M, nuqta va L, to‘g‘ri chizigdan o‘tuvchi tekislik tenglamasi
MM, MM,, S vektorning komplanarlik shartidan quyidagi
ko‘rinishda bo‘ladi:

X=X V=)o Z75
X=Xy V—Yy 7 —%)|=0. (100)

m, n, P
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8. M, nuqtadan va L|L, to‘g‘ri chiziglarga parallel o‘tuvchi
tekislikning tenglamasi MM,, S,, S, vektorlarning komplanarlik
shartidan quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi:

X=Xy V=V 2%
m, n, p, |=0. (101)
m, n, P>

9. Parallel bo‘lmagan L, dan £, ga to‘g‘ri chiziglarga parallel
o‘tuvchi tekislik tenglamasi MM, S, S, vektorlarning komplanarlik
shartiga asosan quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi:

X=X Y=W Z—%
m, n, p |=0 (102)
n, n, P>

10. L, to‘g‘ri chizigdan @ tekislikka perpendikular o‘tuvchi
tekislik tenglamasi MM,, S, N vektorlarni komplanarlik shartiga
asosan quyidagi tenglama bo‘ladi:

X=X Y= Z—%
m, n, p, |=0 (103)
A B C

11. m, nuqtadan L, to‘g‘ri chiziqqa tushirilgan perpendikular
tenglamasi
ml(x—x0)+nl(y—y0)+p(z—zo):O
X=Xy Y=Yy Z7%

X=Xy M=V z—%)|=0
m, n P

sistema ko ‘rinishida, perpendikularning & (x; y;z) asosi koordinatalari

csa
X=X _V=h _Z272%

m n P
my(x—x,)+m(y—yg)+pi(z—25)=0 (104)
X=Xg V=)o Z7Z2

Xp=Xg Y=Yy Z—%=0

m n P

sistemaning yechimi ko‘rinishida topiladi.

128



O¢z-0¢zini tekshirish uchun savollar

1. Fazoda to‘g‘ri chiziq va tekislik orasidagi burchak formu-
lasini yozing.

2. Fazoda to‘g‘ri chiziq va tekislikning kesishish nuqtasini
topish formulasini yozing.

3. Fazoda tekisliklar dastasi tenglamasini yozing.

4. To‘g‘r1 chiziglar va to‘g‘ri chiziq bilan tekisliklar orasidagi
burchak formulasini yozing.

22-§. Ikkinchi tartibli sirtlar

1. IkKkinchi tartibli sirtning umumiy tenglamasi. Ma’lumki,
fazoda sirtlar uchta o‘zgaruvchi x,y,z ni bog‘laydigan tenglama bilan

aniglanadi. x,y,z ga nisbatan ikkinchi darajali algebraik tenglama
bilan aniqlangan sirt ikkinchi tartibli sirt deb ataladi.

Bunday sirtning umumiy tenglamasi quyidagi ko‘rinishda
bo‘ladi:

Ax> + By* + Cz* +2Dxz + 2Eyz + 2Fxy +ax+by+cz+d =0 (105)

Bunda 4, B, C, D, E, F koeffitsiyentlardan aqalli bittasi noldan
farqli.

(105) tenglama o‘zgarmas koeffitsiyentlarning qiymatiga
bog‘liq ravishda turli sirtlarni aniglashi mumkin.

Masalan; 4=B=C=1, D=E=F=0, a=b=c=0, d=—R* bo‘lsa,
bu tenglama

X4y’ +z22 =R’
ko‘rinishni oladi. Bu esa R radiusli 0(0;0;0) markazli sfera
tenglamasidir. Agar sferani markazi O,(x,;y,;z,) nuqtada bo‘lsa,
uning tenglamasi
(x—xo)2 +(y—y0)2 +(Z—ZO)2 =R’
ko‘rinishda bo‘ladi. Qavslarni ochib soddalashtirsak,
X+ + 2t = 2xx, = 2yy, =22z + X+ yo +zo —R* =0

holga keladi. (105) tenglama bilan solishtiramiz.
A=1, B=1, C=1, D=E=F=0, a=-2x,, b=-2y,, ¢c=-2z,

d=x]+ys +z; —-R’
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bo‘lishi kelib chigadi. Bundan ko‘rinadiki, sfera ikkinchi tartibli
sirtdir.

2. Yasovchisi koordinata o‘qlaridan biriga parallel bo‘lgan
sirtlar.

Biror berilgan chizigni kesuvchi to‘g‘ri chizigning bu chiziq
bo‘ylab va berilgan yo‘nalishga parallel harakatidan hosil bo‘lgan sirt
silindrik sirt deb ataladi. Harakatlanuvchi to‘g‘ri chiziq yasovchi,
berilgan chiziq esa yo‘naltiruvchi deb ataladi (43-shakl).

Z i
Nz, y 2}
y
0 il Ex, y)=0
X
Nz y 0
43-shakl.
FA |

nr,‘q

44-shakl.

y* +z* =R’ tenglama bilan aniglangan sirt silindrik sirt bo‘lib, u
doiraviy silindr deb ataladi. Uning yasovchisi Ox 0‘qqa parallel Oyz
tekislikdagi yo‘naltiruvchisi esa radiusi R ga va markazi 0(0;0)
bo‘lgan y? + 2z’ =R* aylana tenglamasidir (44-shakl).
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Ushbu x—2 +% =1 tenglama bilan aniglangan silindrik sirt elliptik
a
silindr deb ataladi. Uning yasovchilari Oz o‘qqa parallel, Oxy

tekislikdagi yo‘naltiruvchisi esa yarim o‘qlari « va b bo‘lgan
ellipsdan iborat (45-shakl).

45-shakl.

»

===

46-shakl.

2 2

Ushbu = -2 =1 tenglama bilan aniqlangan silindrik sirt

a b
giperbolik silindr deb ataladi. Uning yasovchilari Oz o‘qqga parallel,
Oxy tekislikdagi yo‘naltiruvchisi esa haqiqiy o‘qi « va mavhum o‘qi
b bo‘lgan giperboladir (46-shakl).
Ushbu x*=2pz tenglama bilan aniqlangan silindrik sirt para-
bolik silindr deb ataladi. Uning yasovchilari Ox o‘qqa parallel, Oxz
tekislikdagi yo‘naltiruvchisi esa paraboladir (47-shakl).
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A
v

4

47-shakl.
3. Aylanish sirtlar

Oyz tekislikdagi F(y,z)=0 tenglama bilan berilgan L chizigni
qaraylik. Bu chizigni 0y o‘q atrofida aylanishidan hosil bo‘lgan sirtni
tenglamasini hosil qilamiz. Bu sirtdan ixtiyorlty M (x;y;z) nuqtani
olamiz va bu nuqtadan Oy o‘qqa perpendikular tekislik o‘tkazamiz.
Kesimda markazi aylanish o‘qidagi N(0;y;0) nuqtada bo‘lgan aylana
hosil bo‘ladi. Bu aylananing radiusi vx* + z*> ga teng.

Lekin ikkinchi tomondan bu radius L chiziq M,(0;y;z) nugqtasi
applikatasining absolyut giymatiga teng. Bu nuqtaning ordinatasi y
ga teng. Demak, berilgan tenglamada

y=y, z= i\/m

deb izlanayotgan aylanish sirtning




F( ;i\/x2+zz)=0
tenglamasini hosil gilamiz (48-shakl). L chizigning 0y o‘qi atrofida
aylanishidan hosil bo‘lgan sirt tenglamasini olish uchun bu chiziq

tenglamasida z ni ++/x*+z* ga almashtirish kerak. Ushbu qoida

boshqga o‘qlar atrofida aylanishidan hosil bo‘lgan sirtlar uchun ham
o‘rinlidir.
2 2

Oxz tekislikda joylashgan %+%:1 ellipsni Ox o°‘q atrofida

aylanishidan hosil bo‘lgan sirt tenglamasini z ni +.)’+z° ga
almashtirib,

hosil gilamiz.
Agar ellips Oz 0‘q atrofida aylansa x koordinatani +./x*+* ga
almashtirib, quyidagi sirt tenglamasini hosil qilamiz.
X+’ . z_ .

2 2
a C

Bu hosil bo‘lgan sirtlar aylanish ellipsoidlar deb ataladi. a=c
bo‘lsa R=a sfera hosil bo‘ladi (49-shakl).

Z |

""—h-..._.y X
Py
49-shakl.
2 2
Oyz tekislikda joylashgan %—2—2:1 giperbolaning 0Oz o‘qi
C

atrofida aylanishidan hosil bo‘lgan sirt tenglamasi
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4yt 2 1
b’ ¢
bo‘ladi. Bu bir pallali aylanish giperboloid deb ataluvchi sirtdir (50-

shakl). Agar shu giperbolani o‘zini Oy 0°q atrofida aylantirilsa,
y2 x2 +Z2
7

sirt tenglamasi hosil bo‘ladi.
Bu esa ikki pallali giperboloid deb ataluvchi sirtdir (51-shakl).

=1

50-shakl. 51-shakl.

Oyz tekislikda joylashgan y* =2pz parabolaning Oz o‘qi atrofida
aylanishidan hosil bo‘lgan sirt tenglamasi
X' +y =2pz
bo‘ladi. Bu aylanish paraboloid deb ataluvchi sirtdir (52-shakl).

52-shakl.
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4. Konussimon sirtlar

Konussimon sirt konusning uchi deb ataladigan nuqta bilan
berilgan egri chizigning hamma nuqtalaridan o‘tuvchi barcha to‘g‘ri
chiziglardan tashkil topgan sirtga aytiladi. Bunda berilgan nuqta
berilgan egri chiziqgda yotmaydi. Konussimon sirt tashkil etadigan
to‘g‘ri chiziglarning har biri konusning yasovchisi deb ataladi.

53-shakl.
Uni koordinatalar boshida bo‘lgan doiraviy konusning
X+’ —2"=0
tenglamasi bilan beriladi (53-shakl).
O°¢z-o0°zini tekshirish uchun savollar

1. Ikkinchi tartibli sirtning umumiy tenglamasi yozilsin.

2. Yasovchi koordinata o‘qlariga parallel bo‘lgan sirtlarni
ayting.

3. Silindrik sirt tenglamasini yozing.

4. Giperbolik sirt tenglamasini yozing.

5. Elliptik sirt tenglamasini yozing.
6. Konussimon sirt tenglamasini yozing.
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IV BOB. MATEMATIK ANALIZGA KIRISH

23-§. To‘plam va ular ustida amallar. Haqiqiy sonlar to‘plami.
Sonli ketma - ketliklar. Ketma - ketlikning limiti

1. To‘plam va ular ustida amallar

To‘plam tushunchasi matematikaning boshlang‘ich tushuncha-
laridan biridir, shuning uchun unga ta’rif berilmaydi. To‘plam
tushunchasi-predmet yoki obyektlarning umumiy belgi yoki
xususiyatlari bo‘yicha birlashmasini bildiradi.

To‘plamlar Lotin alifbosining bosh harflari bilan belgilanadi:
A, B, C, D,..., uning elementlari esa Lotin alifbosining kichik harflari
bilan belgilanadi: a,b,c.d,...

Masalan, A4-auditoriyadagi jami talabalar to‘plami. B-
auditoriyadagi talaba yigitlar to‘plami. C-auditoriyadagi talaba
qizlar to‘plami.

D:{a,b,c,d}, E:{a,b,c,f,x,y}, Fz{@}, M ={1,2,3,4,0}, P ={1,2,3}.

Quyidagi belgilashlardan foydalaniladi: ae D-“a element D
to‘plamga tegishli”, e D —“e element D to‘plamga tegishli emas™.

Birorta ham elementga ega bo‘lmagan to‘plam bo‘sh to‘plam
deb ataladi va @- ko‘rinishda belgilanadi.

Agar B to‘plamning barcha elementlari A4 to‘plamni ham
elementlari bo‘lsa, B to‘plam 4 to‘plamning to‘plam osti deyiladi va
B c A4 ko‘rinishda belgiladi.

A yoki B to‘plamning biriga yoki har ikkalasiga tegishli
elementlardan tuzilgan to‘plamga to‘plamlarning birlashmasi
deyiladi va 4uU B ko‘rinishda belgilanadi.

A hamda B to‘plamning har ikkalasiga tegishli elementlardan
tuzilgan to‘plamga to‘plamlarning kesishmasi deyiladi va 4nB
ko‘rinishda belgilanadi.

E to‘plam doska tekisligi bo‘lib, 4 to‘plam unga chizilgan
aylana bo‘lsin, u holda AcFE ko‘rinishda yoziladi va doska
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tekisligining aylanaga kirmagan qismi 4-ko‘rinishda belgilanib, A4
to‘plamning E gacha to‘ldiruvchisi deyiladi.
Masalan, yuqorida keltirilgan misolda
AUB=4, AnB=B, BUC=A, BNC=9, DUE={a,b,cd,f,x,y},
DNE={ab,c}, DUM ={a,b,c,d,1,2,3,4,0}, DN M ={J},
MUP={1,2,3,4,0}=M, P={4,0.
P- P ni M gacha to‘ldiruvchisi.

2. Haqiqiy sonlar to‘plami

Son tushunchasi gqadim zamonlarda paydo bo‘lib, uzoq vaqt
davomida kengaygan va umumlashgan. Butun, musbat va manfiy
kasr sonlar ratsional sonlar deb ataladi. Har bir ratsional sonni ikkita

P

butun p va g (¢#0) sonlarning nisbati ~ shaklida tasvirlash
q

mumKkin.

Ratsional sonlarni chekli yoki cheksiz davriy o‘nli kasrlar
ko‘rinishida ham tasvirlash mumkin. Ratsional bo‘lmagan sonlarni
irratsional sonlar deb ataladi. Irratsional sonlarni chekli yoki cheksiz
davriy o‘nli kasrlar ko‘rinishida tasvirlab bo‘lmaydi. Shuning uchun
ularni cheksiz davriy bo‘lmagan o‘nli kasrlar ko‘rinishida tasvirlash
mumkinligi kelib chiqadi.

Barcha ratsional va irratsional sonlar birgalikda haqiqiy sonlar
to‘plamini tashkil qiladi. Natural sonlar to‘plamini ~, butun sonlar
to‘plamini Z, ratsional sonlar to‘plamini Q, haqiqiy sonlar to‘plamini
R deb belgilasak, N cZ Q<R munosabat o‘rinli bo‘ladi. Haqiqiy
sonlar giymatlari bo‘yicha tartibga solingan, ya’ni x va y haqiqiy
sonlarning har bir jufti uchun ushbu, x<y, x=y, x>y muno-
sabatlardan bittasi va faqat bittasi o‘rinli bo‘ladi.

Son o0°qi, haqiqiy sonning absolyut qiymati tushunchalari o‘rta
maktab kursida kiritilgani uchun ularga ortigcha to‘xtab o‘tirmaymiz
va haqiqiy sonlar to‘plamining quyidagi ikkita muhim xossasini
isbotsiz keltiramiz:

1) Ixtiyoriy ikkita haqiqiy son orasida ratsional sonlar ham,
irratsional sonlar ham topiladi;
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2) Har bir irratsional 2 son istalgan darajadagi aniqglikda
ratsional sonlar yordamida ifodalanishi mumkin.

Hagqiqiy sonlarni son o‘qining nuqtalari bilan belgilanadi. Bu
nuqtalar va haqiqiy sonlar orasida o‘zaro bir qiymatli moslik mavjud.
Bu son 0‘qi nuqtalarini ularga mos sonlar bilan almashtirish imkonini
beradi.

a va b sonlar (yoki ikkita nuqta) berilgan, shu bilan birga a<b
bo‘lsin. a<x<b tengsizlikni ganoatlantiradigan x sonlar to‘plami
segment yoki kesma deb ataladi va u [a;b] kabi belgilanadi, a va 5

sonlar kesmaning oxirlart deyiladi. a<x<b tengsizlikni ganoat-
lantiradigan x sonlar to‘plami interval yoki oraliq deb ataladi va u
(a;b) kabi belgilanadi. a<x<b, a<x<b tengsizliklarni qanoatlan-

tiradigan x sonlar to‘plami yarim ochiq kesma yoki yarim yopiq
interval deyiladi va u [a;b), (a;b] kabi belgilanadi. Xususan,

quyidagilarni ham cheksiz interval yoki yarim intervallar deb qarash
nunnkﬁn(—wﬁﬂﬂ,(—w;ﬁ,(—w;ﬂ,@u+w% Pu+w)

Markazi C nuqta bilan ustma-ust tushadigan, uzunligi 2¢ (&> 0)
bo‘lgan (C-¢,C+¢) interval C nuqtaning ¢ atrofi deb ataladi (54-
shakl).

pr
C—-¢ C C+e x
54-shakl.

C nuqtaning ¢ atrofiga tegishli bo‘lgan istalgan x nuqta
C-e<x<C+¢ yoki|x—C|<e tengsizlikni ganoatlantiradi.

3. Sonli ketma-ketliklar

Bizga natural sonlar to‘plamida aniqlangan tartiblangan
quyidagi sonlar qatori berilgan bo‘lIsin:
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(1)
1-ta’rif. Agar natural sonlar to‘plamidagi har bir » songa mos
ravishda x haqiqiy son mos keltirilgan bo‘lsa, bu holda (1) sonlar
to‘plami sonli ketma-ketlik yoki ketma-ketlik deb ataladi.
X, X,,%,,...,x,,... sonlarning har biri sonli ketma-ketlikning hadlari,
x, umumiy hadi, » -soni esa uning nomeri deyiladi. (1) ketma-ketlikni
qisqacha {x,} ko‘rinishida ham yozish mumkin.

Masalan, 1%%1 sonli ketma-ketlik bolib, uni {l}
n

X5 Xy Xgsuns X

n
ko‘rinishida ham yozish mumkin. Agar ketma-ketlikning ixtiyoriy
hadini topish imkonini beruvchi qoida yoki formula berilgan bo‘lsa,
ketma-ketlik berilgan deyiladi. Masalan, x,=1+(-1)" formula

0,2,0,2,... ketma-ketlikni beradi.
{x,} va {y,} ketma-ketliklar berilgan bo‘lsa, bu ketma-ketliklar
ustidagi arifmetik amallarni quyidagicha yozish mumkin:

mix,}={mx}, (b=l 40 ()= ={xn ),
_ () _[x
{xn}'{yn}—{xn'yn}, {y} —{y—}, v, #0.

n

Agar {x,} ketma-ketlikning ixtiyority =, hadi wuchun
x, <M, (x,>m) tengsizlikni qanoatlantiruvchi M (m) son mavjud
bo‘lsa, u holda {x } ketma-ketlik yuqoridan (quyidan) chegaralangan
deyiladi.

Agar {x| ketma-ketlikning ixtiyorty hadi uchun m<x <m

tengsizlikni qanoatlantiruvchi m va M sonlar mavjud bo‘lsa, u holda
bu ketma-ketlik chegaralangan deyiladi.
Agar har qanday musbat 4 son olinganda ham {x,} ketma-

ketlikning |x |>4 tengsizlikni qanoatlantiruvchi x,-hadi mavjud
bo‘lsa, bu holda {x,}- chegaralanmagan ketma-ketlik deyiladi.
Barcha hadlar bir xil qiymat qabul qiladigan {x,} ketma-ketlik

o‘zgarmas ketma-ketlik deb ataladi. Agar istalgan neN uchun
x,>x,, tengsizlik bajarilsa, {x} o‘smaydigan ketma-ketlik deb
ataladi.
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Agar istalgan neN uchun x <x, tengsizlik bajarilsa, {x}

kamaymaydigan ketma-ketlik deyiladi.
Masalan, 1,2,3,..,n,... ketma-ketlik quyidan chegaralangan,

yuqoridan esa chegaralanmagan, demak, u o‘suvchi ketma-ketlikdir.

1%%1 ketma-ketlik kamayuvchi chegaralangan ketma-
n

ketlikdir, chunki ixtiyoriy » uchun 0<L<1 bo‘ladi.
n

4. Ketma-ketlikning limiti

2-ta’rif. Agar har ganday kichik ¢>0 son uchun, shunday, ~
nomerni topish mumkin bo‘lsaki, »> N bo‘lganda |x, —a|<¢ tengsizlik

bajarilsa, a son {x,} ketma-ketlikning limiti deyiladi vauni limx, = « kabi

yoziladi. («Limit» so‘zi lotincha «limes»-«chegara» ma’noni bildiradi)
|x, —a|<e tengsizlik a-e<x,<a+e tengsizliklarga teng kuchli
bo‘lgani uchun yuqoridagi ta’rifni quyidagicha tushuntirish mumkin:
agar istalgan musbat ¢ son uchun shunday N son topilsaki, {x,}
ketma-ketlikning »> N dan boshlab barcha hadlari « nuqgtaning &
atrofida yotsa, ya'ni « nuqtaning ¢ atrofida {x,} ketma-ketlikning

chekli sondagi hadlaridan boshqa barcha hadlari yotsa, « o‘zgarmas
son {x,} ketma-ketlikning limiti deb ataladi.

I-misol. lim~=0 bo‘lishini isbotlaymiz.

n—>x0 n

1

n

Lo
n

Yechish: Ixtiyoriy ¢ >0 sonni olaylik. <¢ yoki |- <& teng-

sizlikni tuzamiz. Biroq » >0, shuning uchun, L yoki n > 1 poladi,
n &

L_ o< botlishi

n

1 .
Bundan N > — deb olinsa, » > N lar uchun
&

<& yoki

n

kelib chigadi. Bundan ta’rifga asosan limL =0 kelib chigadi.

n—»0 n

Ushbu teoremalarni isbotsiz keltiramiz:
1-teorema. Agar {x,} ketma-ketlik monoton o‘suvchi va

yuqoridan chegaralangan bo‘lsa, u limitga ega bo‘ladi.
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2-teorema. Agar {x,} ketma-ketlilk monoton kamayuvchi va
quyidan chegaralangan bo‘lsa, u limitga ega bo‘ladi.

5. Yaqinlashuvchi ketma-ketliklar.
Bolsano-Veyershtrass teoremasi

3-ta’rif. Agar {x,} ketma-ketlik chekli limitga ega bo‘lsa, u

yaqginlashuvchi ketma-ketlik, aks holda esa uzoqlashuvchi ketma-
ketlik deb ataladi.
1

I-misolda TimL=0 bo‘lgani uchun {—} ketma-ketlik yaqin-

o 1 n
lashuvchidir.
{n} ketma-ketlik monoton o‘suvchi va yuqoridan chega-

ralanmagan bo‘lgani uchun chekli limitga ega emas. Shuning uchun
u uzoglashuvchi ketma-ketlik bo‘ladi, uning limitini lim» =0 deb

yozamiz.
Ixtiyoriy sonlar ketma-ketligi {x,} ni qaraymiz. Undan cheksiz

sondagi elementlar to‘plamini ajratsak, yangi ketma-ketlik hosil
bo‘ladi, uni {x,} ketma-ketlikning qismiy ketma-ketligi deb ataymiz.
Agar {x } ketma-ketlik yaqinlashuvchi bo‘lsa, uning istalgan qismiy
ketma-ketligi ham yaqinlashuvchi bo‘ladi. Har qanday chegaralangan
{x,} haqiqily sonlar ketma-ketligidan yaqinlashuvchi qismiy ketma-
ketlikni ajratish mumkin.

Masalan. {x,}= {(—1)”} ={-1;1;-LL...} uzoglashuvchi ketma-
ketlik, biroq uning {1;1;1;...} qismiy ketma-ketligi 1 ga yaqinlashuvchi
ketma-ketlikdir.

Agar {x } ketma-ketlik chegaralanmagan bo‘lsa, u holda u ()
ga yoki(+») ga yaqinlashadigan qismiy ketma-ketlikni 0‘z ichiga
oladi.

Bolsano-Veyershtrass teoremasini isbotsiz keltiramiz.
3-teorema: Agar {x,} ketma-ketlik chegaralangan bo‘lsa, u

holda undan chekli songa yaqinlashadigan qismiy ketma-ketlikni
ajratish mumkin.
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Yagqinlashuvchi ketma-ketliklar quyidagi xossalarga ega:
1°. Agar {x,} va {y,} ketma-ketliklar yaqinlashuvchi bo‘lsa, u

holda {x, £ y,} ketma-ketlik ham yaqinlashuvchi bo‘lib,

lim(x, £ y,)=limx, limy,

bo‘ladi.
2°. Agar {x} va {y} ketma-ketliklar yaqinlashuvchi bo‘lsa, u
holda {x, - y,} ketma-ketlik ham yaqinlashuvchi bo‘lib,

lim(x, - y,)=limx, -limy,

bo‘ladi.
3°. Agar {x,} va {y,} ketma-ketliklar yaqinlashuvchi bo‘lib, y, =0

va limy, =0 bo‘lsa, u holda {x—} ketma-ketlik ham yaqinlashuvchi
n—>0 yn
bo‘lib,
limx,
Iim—2 =222 —
oy, limy,

bo‘ladi.

Yuqorida keltirilgan xossalar ketma-ketliklarning limitini
hisoblashda katta amaliy ahamiyatga ega.

2-misol. {C} ketma-ketlikni qaraymiz, bu yerda C =const.

Yechish: Har qanday ¢>0 son olganda ham x =cC bo‘lgani
uchun|x, - C|=|C - C|=0<¢ bo‘ladi. Bundan 1im € = C po‘lishi kelib
chigadi.

2
3-misol. lim2 +"*1

n—>0 3n —

Yechish: Berilgan kasr uchun 3-xossani bevosita qo‘llab
bo‘lmaydi. Chunki, » -« da kasrning surat va maxrajining limitlari

limitni hisoblang.

« ga teng bo‘lib, 2 ko‘rinishidagi anigmaslik hosil bo‘ladi. Shuning
o0

uchun avval kasrning surat va maxrajini »* ga bo‘lib, so‘ngra

yuqorida keltirilgan xossalardan foydalanamiz.

2+1+—1 2+ ! +—1
2 - 2 —_ 2
limwzlim n_n _ 0 0 :%.
n—o  3pc —1] n—»w 3_ 1 3_ 1 3

2

l’l2 o0
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O¢z-0¢zini tekshirish uchun savollar

1. To‘plam tushunchasini ayting. To‘plam ustida qanday amal-
larni bilasiz?

2. Haqiqiy sonlar to‘plami va uning tarkibiy gismlarini ayting.

3. Sonli ketma-ketliklar va uning limitiga ta’rif bering.

4. Yaginlashuvchi ketma-ketliklar haqidagi teoremalarni ayting.

24-§. Funksiya. Elementar funksiyalarning asosiy
klassifikatsiyasi. Funksiyaning limiti

1. Funksiya va uning berilish usullari

Matematika miqdorlar bilan, ularning aniq mazmunini e’tiborga
olmagan holda shug‘ullanadi. Turli son giymatlar gabul qiladigan
miqdor o‘zgaruvchi miqdor deyiladi. Son qiymatlari o‘zgarmaydigan
miqdor o‘zgarmas miqdor deyiladi. O‘zgaruvchi miqdorlar x, y, z, u,...
harflar bilan, o‘zgarmas miqdorlar q, b, c, ... harflar bilan belgilanadi.
Tabiatning turli hodisalarini o‘rganishda va turli texnikaviy
masalalarni  yechishda, matematikada ham bir migdorning
o‘zgarishini boshqa miqdorning o‘zgarishiga bog‘liq ravishda
o‘rganishga to‘g‘ri keladi. Masalan, harakatni o‘rganishda o‘tilgan
yo‘Ini vaqtga bog‘liq ravishda o‘rganiladi. Doira yuzining o‘zgarishi,
radiusning o‘zgarishiga bog‘liq ravishda o‘rganiladi.

1-ta’rif. Agar o‘zgaruvchi x ning biror sohadagi har bir
qiymatiga boshga o‘zgaruvchi y ning fagat bitta ma’lum qiymati
to‘g‘ri kelsa, u holda y o‘zgaruvchi x o‘zgaruvchining funksiyasi deb
ataladi va y= f(x), y=¢(x).... va hokazo ko‘rinishida yoziladi.

Bu yerda x erkli o‘zgaruvchi yoki argument deb ataladi. x va y
orasidagi bog‘lanish esa funksional bog‘lanish deyiladi.

2-ta’rif. x ning berilgan f(x) qoidaga binoan y funksiyaning
qiymatlari topiladigan qiymatlar to‘plami D(y) funksiyaning
aniglanish sohasi deyiladi. y funksiyaning topilgan qiymatlar
to‘plami E(y) esa o‘zgarish sohasi deyiladi.
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x argumentning qiymatlari bo‘yicha y funksiyaning qiymat-
larini topish usuli funksiyaning berilish usuli deyiladi.

Funksiya berilishining quyidagi usullarini ko‘rib chigamiz:

1. Jadval usuli. Bu usulda argumentning ma’lum tartibdagi
X1, %2, X3,....%, qlymatlart va funksiyaning shularga mos y,,y,,ys,....y,
qiymatlari quyidagi ko‘rinishda yoziladi:

X X Xy X3

n

Y Vi 2 Y3 Y

Trigonometrik funksiyalarning qiymatlari jadvallari, logarifm-
lar jadvallari va hokazolar funksiyaning jadval usulida berilishiga
misol bo‘ladi.

2. Grafik usuli. Agar tekislikda to‘g‘ri burchakli koordinatalar
sistemasida qandaydir M (x;y) nuqtalar to‘plamiga ega bo‘lsak va
bunda shu to‘plamning har qanday ikkita nuqtasi Oy o‘qqa parallel
to‘g‘r1 chiziqda yotmasa, u holda bu nuqtalar to‘plami biror y = f(x)
funksiyani grafigini aniglaydi, argumentning qiymatlari nuqtalarning
abssissalaridan, funksiyaning qiymatlari tegishli ordinatalaridan
iborat bo‘ladi.

o A

/,-""'_\ Y

55-shakl.

144



Abssissalari erkli o‘zgaruvchining qiymatlaridan, ordinatalari
esa funksiyaning tegishli qiymatlaridan iborat bo‘lgan Oxy
tekislikdagi nuqtalar to‘plami berilgan funksiyaning grafigi deyiladi.

3. Analitik usul. O‘zgarmas yoki o‘zgaruvchi miqdorlarni
belgilovchi sonlar va harflar ustida ma’lum tartibda bajariladigan
ma’lum matematik amallar to‘plamining simvolik tarzda belgilanishi
analitik ifoda deyiladi.

Agar y= f(x) funksional bog‘lanishda s analitik ifoda bo‘lsa, u
holda funksiya analitik usulda berilgan deyiladi. Analitik usul ba’zan
funksiyaning «formula bilan berilishi» deb ham yuritiladi. x ning
tenglikni o‘ng tomonida turuvchi analitik ifoda butunlay aniq
qiymatga ega bo‘ladigan qiymatlarining to‘plami analitik usulda
berilgan funksiyaning tabiiy aniqlanish sohasi deyiladi.

l-misol. y=+4-x* funksiyaning aniqlanish va o‘zgarish
sohalarini toping.

Yechish: Berilgan funksiya 4-x* >0 bo‘lganda ma’noga ega. Bu
tengsizlikning yechimi 4 > x* yoki |x|<2 yoki -2 < x <2 bo‘lgani uchun
D(y)=[-2;2] bo‘ladi. 0<+v4-x*<2 bo‘lgan1 uchun esa E(y)=[0;2]
bo‘ladi.

2. Asosiy elementar funksiyalar

Asosty elementar funksiyalar deb, quyidagicha analitik usul
bilan berilgan funksiyalarga aytiladi.

I. ChiZiqli funksiya: y=ax+b, a,beR.

II. Darajali funksiya: y=x“, bunda « - haqiqiy son.

III. Ko‘rsatkichli funksiya: y=a*, bunda a#1, a>0.

IV. Logarifmik funksiya: y=1log, x, bunda a=1, a>0.

V. Trigonometrik funksiyalar:
y=sinx, y=Cc0SX, y=IgX, y=cClgx, y=SecX, y=CoSecx.

VI. Teskari trigonometrik funksiyalar:
y=arcsinx, y=arccosx, y=arctgx, y=arcctgx,

y=arcsecx, y=arccosecx.
Asosly elementar funksiyaning aniqlanish sohasi D(f),
qiymatlar sohasi E(f) quyidagicha bo‘ladi:
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D(ax+b)=(—o0;40), E(ax+b)=(-o0;+x),
D(ax):(—oo;+oo), E(ax):(0;+oo),

D(log, x)=(0;+0), E(log,x)=(-o0;+),
D(sinx)=(-o0;400), E(sinx)=[-1L1],
D(cosx)=(—o0;+0), E(cosx)=[-L1],

D(1gx) = {(—% +7Nn,=+7n, ne Zj}, E(tgx)=(—o0;+),
D(ctgx)= {(72'11;72’ +7n, ne Z)}, E(ctgx)=(—o0;+®),
D(arcsmx):[—l;l], E(arcsinx):[—g;%},

D(arccosx) = [—1;1], E(arccosx) =[0;7z],

D(arcigx) = (—o0;0), E(arctgx)z(—%;%),

D(arcctgx)z(—oo;oo), E(aI'CCth)=(O;7Z').

Faraz qilaylik, biror X to‘plamda giymatlar sohasi Z bo‘lgan
z=¢(x) funksiya aniqlangan bo‘lsin. Z to‘plamda y=f(z) funksiya
aniglangan bo‘lsa, u holda X to‘plamda y=f|¢(x)] murakkab
funksiya (yoki z=¢(x) va y=/(z) funksiyaning superpozitsiyasi)
aniqlangan deyiladi. Bunda z =¢(x) murakkab funksiyaning oraliq

argumenti deb ataladi. Murakkab funksiyaning oraliq argumenti bir
nechta bo‘lishi ham mumkin.
Masalan, 1. y=sin3x murakkab funksiya, chunki y=f(z)=sinz

va z=¢(x)=3x funksiyalarning superpozitsiyasidan iborat.

2. y=log,cos4x murakkab funksiya, chunki y=f(z)=log,z va
z=¢(x)=cosr hamda r=4x funksiyalarning superpozitsiyasidan
iborat.

3. Elementar funksiyalarning asosiy xossalari

3-ta’rif. Elementar funksiya deb y = f(x) ko‘rinishidagi birgina
formula bilan berilishi mumkin bo‘lgan funksiyaga aytiladi, bunda
o‘ng tomonda turuvchi ifoda chekli sonda qo‘shish, ayirish,
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ko‘paytirish, bo‘lish va murakkab funksiya amallari yordamida
asosily elementar funksiyalardan va o‘zgarmaslardan tuzilgan ifoda
bo‘ladi. Bu ta’rifdan elementar funksiyalar analitik usulda berilgan
funksiyalar ekanligi kelib chigadi.

ctgx —lgx + 73/x

S5x—x*+7

Masalan, y=|x| =x%, y=+1-3cos’x, y= funksi-

yalar elementar funksiyalardir.

y=1-2-3-.-n=n! (y=f(n)) funksiya esa elementar funksiya
emas, chunki y ni topish uchun » ning ortishi bilan cheklanmagan
sondagi amallarni bajarishga to‘g‘ri keladi.

f(X)={

bo‘lsa, funksiya ham elementar funksiyadir. Uni 0<x<2 oraliqda
y= E(x ~1)+ l\/(x ~1)" kabi yozish mumkin.
2 2

Elementar funksiyalarning ba’zi xossalarini ko‘rib chiqamiz.
y = f(x) funksiya biror D(f)=[a;b] sohada aniglangan bo‘lsin.

x—1, agar 0<x<I1 bo'lsa,

2(x—1), agar 1<x<2 bo'lsa,

4-tarif. Agar x ning shu sohaga tegishli ixtiyoriy ikkita xva x,
qiymatlari uchun x <x, bo‘lganda f(x)<f(x,) (yoki f(x)>f(x,))
bo‘lsa, f(x) funksiya D sohada o‘suvchi (yoki kamayuvchi) deyiladi.

S-ta’rif. Agar x, <x, bo‘lgandaf(x)<f(x,) (yokif(x)=/(x,))
bo‘lsa, f(x) funksiya D sohada kamaymaydigan (yoki o‘smaydigan)
funksiya deyiladi. D(f)=[a;b] soha esa f(x) funksiyaning mos
ravishda o‘sish (yoki kamayish) oralig‘i deyiladi.

6-ta’rif. Agar y=/(x) funksiyada har bir xeD(f) uchun
f(=x)=f(x) tenglik bajarilsa, u holda f(x) funksiya juft funksiya
deyiladi. Agar har bir xe D(f) uchun f(-x)=-7(x) tenglik bajarilsa,
u holda f(x) toq funksiya deyiladi.

Masalan, y=x’, y=cosx, y=ln(1+x*) juft funksiyalardir,

. 1 . .
y=x’, y=sinx, y=x+— toq funksiyalardir.
X

Juft funksiyaning grafigi ordinatalar o‘qiga nisbatan, toq
funksiyaning grafigi esa koordinata boshiga nisbatan simmetrik
bo‘ladi.
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7-ta’rif. Agar y=f(x) da har bir xeD(f) va (x+T)eD(f)
uchun f(x+7)= f(x) tenglik bajarilsa, uholda f(x) funksiya 7 davrli
funksiya deyiladi, bu yerda T-biror haqiqiy sonning 7T eng kichik
musbat qiymati 7, f(x) funksiyaning asosiy davri deyiladi.

4. Elementar funksiyalarning asosiy klassifikatsiyasi

Elementar funksiyalarning quyidagi asosiy klassifikatsiyasi
ma’lum.

Elementar funksiyalar jumlasiga kiruvchi quyidagi funksiyalar
algebraik funksiyalar deb ataladi.

1. Butun ratsional funksiya yoki ko‘phad:

y=ax"+ax"" +ax"+..+a, a,a,..a,

koeffitsiyentlar o‘zgarmas sonlar bu yerda sonlar, »>0 butun son
bo‘lib, ko‘phadning darajasi deyiladi.

2. Ratsional kasr funksiya. Bu funksiya ikkita ko‘phadning
nisbati kabi garaladi:
ax"+ax"" +..+a,

byx" +bx"" +..+b

masalan, y=< funksiya ham kasr-ratsional funksiyadir.
X

3. [Irratsional funksiya. Agary=f(x) formulaning o‘ng
tomonida qo‘shish, ayrish, ko‘paytirish, bo‘lish va butun bo‘lmagan
ratsional darajaga ko‘tarish amallari bajarilsa, y ga x ning irratsional
funksiyasi deyiladi.

2x°/x
V1+3x®

Algebraik bo‘lmagan funksiyalar transsedent funksiyalar
deyiladi. Masalan, y=cosx, y=10" transsedent funksiyalardir.

Masalan, y = , y=+/x irratsional funksiyalardir.

5. Funksiyaning limiti

8-ta’rif. Agary=f(x) funksiya x=a nuqtaning biror atrofida
yoki bu atrofning ba’zi nuqtalarida aniglangan bo°‘lib, har bir £ >0 son
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uchun shunday & >0 sonni ko‘rsatish mumkin bo‘lsaki, x ning « dan
farqli va |x—q|<&5 tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha qiymatlari
uchun |f(x)-b|<e tengsizlik o‘rinli bo‘lsa, x argument « ga
intilganda (x —a), y=f(x) funksiya » limitga intiladi deyiladi.

Agar x - a da funksiyaning limiti » bo‘lsa, u holda

lim f'(x) =b (2)

yoki x > a da f(x)— b kabi yoziladi.

Yugoridagi ta’rifning geometrik talqini quyidagicha:

Agar istalgan £>0 son uchun shunday &§>0 son mavjud
bo‘lsaki, « dan § dan ortiq bo‘lmagan masofada yotuvchi (a - ;a+5)

intervaldagi barcha x lar uchun f(x) funksiyaning qiymatlari
(b-¢&b+¢) intervalga tushsa, » son f(x) funksiyaning x —a dagi

limiti bo‘ladi.

I-misol. lim x2 _4116 =2 ekanini ta’rifdan foydalanib isbotlang.
x4 x° —4x
I.}'? e

hts """._
f{x}_____// y=r(x)

56-shakl.

2
X

Yechish:  f(x)== _if funksiyanix=4 nuqtaning atrofida,
X —4aXx

masalan, (3;5) intervalda qaraylik. Ixtiyoriy £>0 ni olamiz va
|f(x)-2| ni x=4 deb quyidagicha o‘zgartiramiz: xe(3;5) ya’ni x>3
ni hisobga olsak, ushbu tengsizlikni hosil qilamiz:
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3
bundan ko‘rinib turibdiki, 5=3¢ deb olsak, u holda |[x-4/<s
tengsizlikni qanoatlantiradigan barcha xe(3;5) uchun ushbu

2
x° —4x

2 —
x—_16_2‘<M’

tengsizlik bajariladi:
2
i 16—2<é=g.
x —4x 3
x*—16

Bundan 2 soni f(x)=

bo‘lishi kelib chiqadi.
Endi, x - « da funksiya o‘zgarishining ba’zi hollarini ko‘ramiz.
9-ta’rif. Har bir ixtiyoriy kichik &> 0 son uchun shunday musbat
N sonni ko‘rsatish mumkin bo‘lsaki, x ning |x>N tengsizlikni

— funksiyaning x =4 nuqtadagi limiti
X —4aX

qanoatlantiruvchi barcha qiymatlari uchun |f(x)-b|<e tengsizlik
qanoatlantirilsa, x >~ da f(x) funksiya » limitga intiladi deyiladi
vauni lim f(x)=5 yoki lim f(x)=5 kabi yoziladi.

2-misol. lim 22

X—>+0 X

=1 ekanligini isbotlang.

Yechish: f (x):x—+2 funksiyani garaymiz. »=1 deb olamiz.
X
Ixtiyoriy >0 ni olamiz va |f(x)—-b| ni o‘zgartiramiz:
Agar N -2 deb olsak, 1+2-1 :ﬁ u holda barcha
& X X
—4<££:a
N

x+2_1

X

x| >~ uchun ushbu tengsizlik bajariladi: X+ 2

X

Bundan »=1 soni f (x):x—_;2 funksiyaning x— « dagi limiti
bo‘lishi kelib chiqadi.

10-ta’rif. (a;b) intervalda aniqlangan y= f(x) funksiya uchun
shunday M >0 son mavjud bo‘lsaki, barcha xe(a;6) lar uchun
|f(x)|<M tengsizlik bajarilsa, u holda y=/(x) funksiya (a;b)
intervalda chegaralangan deb ataladi. Agar bunday M son mavjud
bo‘lmasa, u holda y= f(x) funksiya bu intervalda chegaralanmagan
deyiladi.
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3-misol. y=sinx funksiya (-w;+») intervalda chegaralangan,
chunki bu intervaldagi barcha X lar uchun [sinx|<1, ya’ni M <1
bo‘ladi.

1-teorema. Agar lim /(x) =5 chekli son bo‘lsa, u holda y = f(x)

xX—>a

funksiya a nuqtaning biror atrofida chegaralangan bo‘ladi.
Isboti. lim /'(x) =56 tanglikdan istalgan & >0 uchun shunday & >0

xX—a

topiladiki, a nuqtaning ¢ atrofida ushbu tengsizlik bajariladi:
[f(x)=b|<& yoki |f(x)|-]b|<e.

Bundan |7 (x) <|p|+¢ kelib chigadi. Agar M =|p|+& deb olsak,
|f(x))<M bo‘lib, f(x) funksiyaning chegaralangan bo‘lishi kelib
chigadi. Teorema isbotlandi.

11-ta’rif. Agar X biror @ sondan kichik qiymatlarnigina qabul
qilib, shu @ songa intilganda f(x) funksiya 5 limitga intilsa, u holda
lim f(x)=5b yoziladi va b ga f(x) funksiyaning a nuqtadagi chap

x—a—0
limiti deyiladi. x fagat a dan katta qiymatlarnigina gabul qilsa, u
holda lim f(x)=5, kabi yoziladi va », ga funksiyaning a nuqtadagi

o‘ng limiti deyiladi.
Agar b =b,=b bo‘lsa, limf(x)=b bo‘ladi va aksincha, agar

xX—>a

limf(x)=b bo‘lsa, lim f(x)= lim f(x)=b boladi.

x—a x—a—0 x—a+0

O°¢z-0¢zini tekshirish uchun savollar

1. Funksiyaning ta’rifini va uning berilish usullarini ayting.

2. Asosiy elementar funksiyalarni ayting.

3. Elementar funksiyalarning asosiy xossalarini ayting.

4. Elementar funksiyalarning asosiy klassifikatsiyasini ayting.
5. Funksiya limiti ta’rifini ayting.
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25-§. Limitlar haqida asosiy teoremalar.
Birinchi va ikkinchi ajoyib limitlar

1. Limitlar haqidagi asosiy teoremalar

Limitlar haqidagi quyidagi teoremalarda birgina x argumentga
bog‘liq funksiyalar to‘plamini tekshiramiz, bunda x — a yoki x — .
Soddalik uchun x — ¢ ni ham, x — « ni ham yozmaymiz.

7-teorema. Agar limf(x)=b, limg(x)=c bo‘lsa, bu holda

lim[f(x)ig(x)]:bic, hm[f(x)-g(x)]:b.c, limf(x) b

g(x) = Z, c#0
bo‘ladi.
8-teorema. Agar uchta w=u(x), z=z(x), v=v(x) funksiya-

larning tegishli qiymatlari orasida u<z<v tengsizliklar bajarilsa,
bunda x »a (yoki x > da) u(x) va v(x) birgina limitga intilsa, u
holda x —a da (yoki x > wda) z=z(x) ham shu limitga intiladi.

9-teorema. Agar x—a da (yoki x—>o da) funksiya y>0
qiymatlarni gqabul qilib, limy =5 bo‘lsa, u holda »>0 bo‘ladi.

10-teorema. Agar x —a da (yoki x — o da) intiluvchi u(x) va
v(x) funksiyalarning tegishli qiymatlari orasida u>v tengsizlik
bajarilsa, u holda limu > limv bo‘ladi.

11-teorema. Agar f(x) o‘suvchi va chegaralangan funksiya
bo‘lsa, ya’ni f(x)<M bo‘lsa, bu funksiya lim f(x)=a limitga ega

bo‘lib, a <M bo‘ladi. Bu teoremalarni isbotsiz gqabul qilamiz.
Quyidagi limitlarni hisoblang.
2
1-misol. lim* * ¥ - lim(

X—>0 X X—>0

1+£jzlim1+limz=1+0=1.

X X—>0 X—>0 X

2-misol. lirr215x3 = 51inr21x3 =5.2°=5.8=40.

. 3x+5 lim(3x+5) 3limx+5 3.245 11
3-misol. lim = 222 S ) = -
=24 x -2 11rr21(4x—2) 411n3x—2 4.2-2 6

x’—4 (x—2)(x+2)

4-misol. lim——=1lim =lim(x+2)=2+2=4.
x—2 X — 2 x—2 X — 2 x—2

152



2. Birinchi ajoyib limit.

12-teorema.
TLLENY 3)

x—0 X

Isbot, S funksiya x=0 da aniglanmagan. Bu funksiyaning
X

x — 0 dagi limitini topamiz. Radiusi 1 bo‘lgan aylanani qaraymiz. 57-
shakldan ko‘rinadiki,

Sumon < Ssumos < Sacos VA £MOB =x deb belgilaymiz, bunda 0 < x <% .

Bu yuzlar quyidagicha:
v A
¢ Yos =L siny=Lsi
y SAMOA—ZOA MB—2 1 s1nx—231nx,
I S Loasma=La.,=1;
SekMOA — 2 2 2 >
Syoy =204~ AC =+ 1.1gx = Lygx
0 B 4 T x aco4™ o 2 g—2g.
57-shakl. Demak, sinx < x < tgx.
Bu tengsizlikni sinx ga hadlab bo‘lamiz: 1<—— < yoki
SImx COSX

1> 5 cosx. Bu tengsizlikni x>0 bo‘lgan hol uchun chiqardik. x<0
X

sin(—x) sinx . sinx
(=) =——, cos(—x)=cosx bo‘lgani uchun 1>-—=>cosx
—x X X

tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. Ammo limcosx =1, lim1=1 bo‘lgani uchun

x—0

bo‘lganda

. Sll’l X
lim =1.
x—0 X

Birinchi ajoyib limitga doir misollarni yechamiz

5-misol. lim ¥ =i (Smx- ! jzlimsmx-lim L 1=t
x—0 X x—0 X COS X x—0 X x—0 COS X
6-misol. hng S _ k- hIIOl Stex _ k-1=k, k=const.
x> X x>
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1—cosx

7-misol. lim limitni toping.

x—0 X
Yechish:
| — cosx 2sin’ sin - X sin - X
lim — lim——2 = lim| —2 -sin> |=lim—2 - limsin>=1-0=0.
x—0 X x—0 X x—0 E 2 x—0 E x—0
2 2
3. ¢ soni
13-teorema.
1im(1+lj e )
n—o0 n

Isbot. Nyuton binomi formulasiga asosan
(a+b) =a"C)+a"'Cib+a">C}b* +a">Cb° + ...+ Clb".
|
Bunda, C" =— ™ p1=1.2-3.n, 1=01=1, n>m, a=1, b=—.
m!(n —m)! n

U holda quyidagiga ega bo‘lamiz:
( 1}" n 1 n(n-1) [ljz n(n-1)(n-2) (1)3
a,=|1+—| =l+——+———=-| —| + =1 +..

n I n 1-2 n 1-2-3 n
+n(n—1)(n—2)...(n—(n—l)).(lj"_
1-2-3-...-n n
=2+i£1—l +1(1—l [1—3 +...+l£1—l -2 1= ook
2! n) 3 n n n! n n n
bo‘ladi.
2<an:2+bns2+l+l...+ls2+1+L2+L3+...+i£
2! 3! n! 2 202 2"
=2+1/—2:2+1=3, 2<a, <3.
1-1/2
Demak,
2<lim(1+1J <3, = lim(1+lj =e.
n—>0 n n—>o0 n

12-ta’rif. (1+1j o‘zgaruvchi miqdorning » — « da limiti ¢ soni
n

deyiladi:
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lim(l + lj =e.
n—»0 n

2<e<3 bo‘lgan irratsional son bo‘lib, e=2,7182818284... bo‘lishi
aniglangan.

4. Ikkinchi ajoyib limit

14-teorema.

lim(l %j e (5)

X—>®0

Isbot. Teoremani isboti 13-teoremani isbotidan oson kelib
chigadi.
(3) formulada « _ 1 almashtirish yordamida

X
1

lim(1+a)« =e (6)

a—0

natijaviy formulani hosil gilamiz.
Asosi e bo‘lgan y=e¢" funksiya eksponental funksiya deyiladi

va matematika kursida juda katta rol o‘ynaydi.
8-misol.

n+5 n 5 n 5
lim(1+lj :lim(1+lj -(1+1J :lim(1+lj -lim(1+lJ =e-l=e
n—>®0 n n—»o0 n n n—»0 n n—»w n

1 3x 1 X :
9-misol. 1im[1+—j [hm(1+ j] _o.
X—00 X X—0

x+3 x+3 (x-1)+4
10-misol. lim(er? ) ( J _ lim 1+i) _
X—>00 x — X‘)OO

X—>»0 x_l

y+4
:lim(1+ij —11m(1+—j hm( i} lim 1+ij 1=¢".
y—© y y—© y—© y y—>0 y

2)’“ L
— | n1toping.

X

11-misol. lim(l +

Yechish: =2 deylik, x—>« da ¢r—0, (4) formuladan
X

foydalanamiz:
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. 2\ 2 (o N
)1}33(1+;] :ltlgol(1+t)t :(%g{)l(l+t)tj =e’.
5. Natural logarifmlar

Matematikada asosi ¢ bo‘lgan logarifmlar asosiy rol o‘ynaydi.
e asosli logarifm natural logarifm deyiladi va Inx deb belgilanadi,
shunday qilib: Inx=1log, x.

Natural va o‘nli logarifmlar orasidagi bog‘lanishni topamiz.
y =Inx bo‘lsin. U holda logarifmning ta’rifiga ko‘ra x=¢" ga egamiz.
Bu tenglikning ikkala tomonini 10 asos bo‘yicha logarifmlab,
quyidagini hosil qilamiz: Igx=Ige” = lgx = ylge yoki Igx=Inx-Ige.
lge~1g2,7183 ~0,4343 bo‘lgani uchun Igx ~0,43431nx.

Bu formuladan

Inx

~ | 7
0.4343 °° (7)

yoki
Inx = 2,30261gx (8)

ckani kelib chigadi.

(7) va (8) formulalar natural va o‘nli logarifmlar orasidagi
bog‘lanishni beradi.

12-misol. In32,94 ni toping.

Yechish: 1g32,94~1,5177 bo‘lgani uchun (8) formulaga ko‘ra
quyidagini topamiz: 1n32,94 ~2,3026-1,5177 =3,4947.

O¢z-0¢zini tekshirish uchun savollar
1. Limitlar haqida asosiy teoremalarni ayting.

2. Birinchi ajoyib limitni formulasini ayting.
3. Ikkinchi ajoyib limitni formulasini ayting.
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26-§. Cheksiz kichik funksiyalarni taqqoslash.
Ekvivalent cheksiz kichik funksiyalar

1. Cheksiz katta va cheksiz kichik funksiyalar

1-ta’rif. Har qganday katta M >0 son uchun shunday &>0
qiymatni topish mumkin bo‘lsaki, |x-a|<s tengsizlikni qanoat-
lantiruvchi x ning barcha giymatlarida |f(x)>M bo‘lsa, x»>a da
f(x) cheksiz katta funksiya deyiladi va uni lim f(x)=c0 kabi yoziladi.

xX—a

Bunda lim f(x)=+w, limf(x)=- tangliklardan biri bo‘lishi

xX—>a

mumKkin.

2- ta’rif. Agar lime(x)=0 yoki lime(x)=0 bo‘lsa, x - « da yoki
x— o da a=a(x) funksiya cheksiz kichik funksiya deyiladi.

Bu ta’rifdan lima(x)=0 bo‘lsa, [x—a|<s dan |a(x)|<e bo‘lishi
kelib chigadi.

1-teorema. Agar y=f(x) funksiya b o‘zgarmas son bilan
cheksiz kichik o =«a(x) funksiyaning yig‘indisi y=b+«a ko‘rinishida
berilsa, u holda x — a yoki x — o« bo‘lganda lim y =» bo‘ladi. Aksin-
cha, agar limy=b bo‘lsa, y=b+a ni yozish mumkin, bu yerda «
cheksiz kichik funksiya.

Isbot. y=b+a tenglikdan |y -b|=|y+a - b|=|a| bo‘ladi.

Har ganday & >0 son olinganda ham biror qiymatdan boshlab «
ning barcha qiymatlari |«|<¢ munosabatni qanoatlantiradi. Bundan
esa limy =5 bo‘lishi kelib chigadi. Aksincha, agar limy =5 bo‘lsa,
ly-b|<e bo‘ladi. y=b+a deb belgilasak, u holda « ning biror
qiymatidan boshlab barcha qiymatlar uchun |o|< & bo‘ladi. Bu esa «

cheksiz kichik funksiya deganidir.
2-teorema. Agar x—>a da (yoki x—owo da) a=a(x)
nolga intilsa-yu, lekin nolga aylanmasa, u holda y _ 1 Cheksizlikka
(94
intiladi.
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Isbot. M >0 istalgancha katta bo‘lganda \a\<— bo‘lsa, —

bo‘ladi. ‘a‘<ﬁ tengsizlik « ning biror qiymatidan boshlab, barcha

qiymatlari uchun bajariladi, chunki «(x)— 0.

Quyidagi teoremalarni ham xuddi shu kabi isbotlash
mumKkin:

3-teorema. Chekli sondagi cheksiz kichik funksiyalarning
algebraik yig‘indisi cheksiz kichik funksiyadir.

4-teorema. Cheksiz kichik a=a(x) funksiyaning chega-
ralangan z=z(x)funksiya bilan ko‘paytmasi yoki x—a da (yoki

x — o da) cheksiz kichik funksiyadir.
S-teorema. Cheksiz kichik «(x) funksiyaning limiti noldan

farqli z=z(x) funksiyaga bo‘lishdan chigqan a((x)) bo‘linma cheksiz
Z\X
kichik funksiyadir.

2. Cheksiz kichik funksiyalarni taqqoslash

¢(x) va y(x) funksiyalar x - da cheksiz kichik funksiyalar

bo‘lsin. Bu funksiyalar nisbatining x — +« dagi limitini qaraylik va
quyidagi ta’riflarni kiritaylik. (Shunga o‘xshash ta’riflar x - —o da,
x — +oo da 0‘ngdan va chapdan, shuningdek, x — x, da ham kiritiladi.)
3- ta’rif. Agar lim % mavjud va nolga teng bo‘lmasa, ¢(x)
x—>+oow X
va y(x)funksiyalar x — +o bir xil kichiklik tartibidagi cheksiz kichik
funksiyalar deyiladi.

4- ta’rif. Agar lim (0(( )) 0 bo‘lsa, ¢(x) va w(x) funksiyaga

X—>+00 w
nisbatan yuqori kichiklik tartibidagi cheksiz kichik funksiya deyiladi.
o(x)
X—>+00 l// (x)
nisbatan quyi kichiklik tartibidagi cheksiz kichik funksiya deyiladi.

= bo‘lsa, ¢(x) va y(x) funksiyaga
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6- ta’rif. Agar lim (DE )) mavjud bo‘lmasa yoki « gateng bo‘lsa,
x%-%—ool//

o(x) va y(x) funksiyalar taqqoslanmaydigan cheksiz kichik

funksiyalar deyiladi.
1-misol. x — 0 da y=x* funksiya y=>5x funksiyaga nisbatan yuqo-
r1 kichiklik tartibidagi cheksiz kichik funksiya ekanini ko‘rsating.

Yechish: Ikki funksiyaning nisbatini limitini ko‘ramiz:
2

1
lll’IOI;C—:gllHle 0, ya’ni x nolga intilganda y=x* funksiya y=5x
X—> _x X—>

funksiyaga nisbatan tezroq nolga intiladi.
2-misol. y=x*-4 va y=x"-5x+6 funksiyalar x —2 da bir xil

kichiklik tartibidagi cheksiz kichik funksiya ekanini ko‘rsating.
Yechish: Ikki funksiya nisbatining limitini ko‘ramiz:
x’—4 _ (x=2)(x+2) . x+2 B

lim———=1 =
xl—r>r21x -5x+6 xl—r>r21(x—2)(x—3) =2 x =3

3-misol. go(x):cosx va z//(x):l funksiyalar x —» +o da
X X

tagqoslanmaydigan cheksiz kichik funksiyalar ekanini ko‘rsating.
Yechish: Ikki funksiyaning nisbatini x — +o dagi limitini
ko‘ramiz:

go( )—1 cosx l—hmcosx ?

X—>+00 W( ) X—>+00 X X X—>+00

ning limiti mavjud emas, demak, bu ikki funksiya x—» +wo da
tagqoslanmaydigan funksiyalar ekan.

3. Ekvivalent cheksiz Kichik funksiyalar

7- ta’rif. Ikkita ¢(x) va y(x) funksiya nisbatining x — + dagi
limiti birga teng bo‘lsa, bu funksiyalar ekvivalent (yoki teng kuchli)
funksiyalar deyiladi. Ta’rifdan ekvivalent cheksiz kichik funksiyalar
bir xil kichiklik tartibiga ega bo‘lishi kelib chigadi.

Masalan, x, sinx, tgx funksiyalar x —0 da ekvivalent cheksiz
kichik funksiyalar, chunki

im3Y g, im & o,

=0 x =0 x
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¢(x) va y(x) funksiyalar x —» x, da ekvivalent cheksiz kichik

funksiyalar bo‘lsin, ya’ni lim q)EX)) =1. U holda x ning x, ga yaqin qiy-
X*)XO l// x

matlari uchun % ~1 yoki ¢(x)~y(x) taqribly tenglik o‘rinli bo‘lib,
w(x

uning aniqligi x qiymatining x, ga yaqinlashishi bilan ortib boradi.

sinx va x funksiyalar x—0 da ekvivalent cheksiz kichik
funksiyalar bo‘lgani uchun x ning 0 ga teng yaqin qiymatlari uchun
sinx ~ x bo‘ladi. Bu hol amalda keng foydalaniladi. Demak, x cheksiz
kichik bo‘lganda sinx va xargumenti bilan almashtirish mumkin.
Masalan, agar x=0,1 bo‘lsa, sinx=sin0,1~0,0998 ~0,1.

Agar ¢(x) va y(x) funksiyalar ekvivalent cheksiz kichik
funksiyalar bo‘lsa, uni quyidagicha belgilanadi: ¢(x)~y (x).

6-teorema. x — + da ¢(x)~ ¢ (x) va y(x)~y,(x) bo‘lsin.

Agar lim 2 (x) mavjud bo‘lsa, u holda lim 46 ham mavjud va

bu ikkala limit o‘zaro teng bo‘ladi.
Bu teorema qisqacha quyidagicha bayon qilinadi: ikkita cheksiz
kichik funksiya nisbatining limiti ularga ekvivalent funksiyalar
nisbatining limitiga teng.
Isbot. Quyidagiga egamiz:
1mﬂﬁﬂmvwxﬁﬂyﬁq

=y (x) = g(x) wi(x) w(x)

—tim 20 iy 20 ()

X—>+00 () (x) X—>+00 78 (x) X—>+00 v/(x)
) | 2)

=1- lim
X—>+0 l/ll (_x) X—>+0 l/ll (x)

Isbotlangan teorema ko‘p hollarda limitni topishni yengil-

lashtirishga imkon beradi.
sinSx

4-misol. lim
x—0 tg3x

Yechish: x— 0 da sin5x~5x, #g3x~3x bo‘lgani uchun
. sin5x . 5x 5
lim =lim—=—.
x—0 l‘g3 X x—0 3 X 3
Ikkita cheksiz kichik funksiyaning ekvivalentli alomatini

keltiramiz.

ni toping.
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7-teorema. ¢(x) va y(x) cheksiz kichik funksiyalarning
ayirmasi ¢(x) va w(x) ga nisbatan yuqori kichiklik tartibidagi
bo‘lganda va faqat shundagina ular ekvivalent bo‘ladi.

Isbot. ¢(x) va y(x) funksiyalar, masalan x — + da cheksiz
kichik bo‘lsin, ularning ayirmasini g(x) orqali aniqlaymiz.

Agar ¢(x)=y(x) bo‘lsa, g(x) funksiya ¢(x) va w(x) funksi-
yalarga nisbatan yuqori kichiklik tartibidagi cheksiz kichik bo‘lishini,
ya’ni

tim 20 _ova fim 20
X—>+00 ¢(x) X—>+00 l//(x)
ekanini ko‘rsatamiz. Haqigatan ham,

tim 28) i ¢(x)_W(x):1im{1—M}=1—an:1—1=0.

() e p(x) el () e g(x)
lim % =0 ekanligi shunga o‘xshash isbotlanadi.
x—)+ool// X

Aksincha p(x) funksiya ¢(x) va w(x) ga nisbatan yuqori

kichiklik tartibidagi cheksiz kichik funksiya bo‘lsin. ¢(x)~y(x),

=0

ya’ni limM:I ekanini ko‘rsatamiz.
(v

Haqiqatan ~ ham,  g(x)=¢(x)-w(x) bo‘lgani  uchun
o(x)= B(x)+w ().

Demak,
tim 20 iy B v () LB oo
X—>+0 l//(X) X—>+0 l//(x) X—>+0 w(x)

chunki shartga ko‘ra lim'B () =0.
ae

O°¢z-0¢zini tekshirish uchun savollar

1. Cheksiz katta va cheksiz kichik funksiyalar ta’rifini ayting.

2. Cheksiz kichik funksiyalarni taqqoslash teoremalarini ayting.

3. Ekvivalent cheksiz kichik funksiyalar deganda nimani
tushunasiz ?
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27-§. Funksiyaning nuqtada uzluksizligi.
I va II tur uzilish nuqtalari. Funksiyaning kesmadagi
uzluksizligi, funksiya uzluksizligi

1. Funksiyaning nuqtada uzluksizligi

Funksiyaning uzluksizligi tushunchasi bizning bu funksiyaning
grafigi sillig hech qayerda uzilmaydigan bo‘lishi haqidagi intuitiv
tasavvurlarimiz bilan bog‘liq. Bunday y = f(x) funksiyaning grafigini
qarayotganimizda biz ko‘ramizki, argumentning x, ga yaqin
qiymatlariga funksiyaning x, dagi qiymatiga yaqin qiymatlari to‘g‘ri
keladi. Agar x erkli o‘zgaruvchi x, nuqtaga yaqinlashsa, y= f(x)
funksiyaning qiymati funksiyaning x, dagi qiymatiga chegara-
lanmagan holda yaqinlashadi (58-shakl).

v A

58-shakl.

Endi funksiyaning uzluksizligi tushunchasining qat’iy ta’rifini
beramiz. Ushbu shartlar o‘rinli bo‘lsa, y= f(x) funksiya x, nuqtada

uzluksiz deyiladi:
1) funksiya x, nuqtada va bu nuqtani o‘z ichiga oluvchi biror

atrofida aniglangan;

2) funksiya x — x, da limitga ega;

3) funksiyaning x — x, dagi limiti funksiyaning x, nuqtadagi
qiymatiga teng, ya’ni

lim f(x) = /(%) 9)
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Agar x, nuqtada funksiya uzluksiz bo‘lsa, u holda bu x, nuqta

berilgan funksiyaning uzluksizlik nuqtasi deyiladi.
1-eslatma. (9) formulani

1imf(x):f(limx) (10)

X=X X=X

ko‘rinishda yozish mumkin, chunki
lim x = x,

formula uzluksiz funksiyaning limitini topayotganda funksiya belgisi
ostida limitga o‘tish mumkinligini ko‘rsatadi.

2-eslatma. Ko‘pincha funksiyaning x, nuqtadan o‘ngda yoki
chapda uzluksizligini (ya’ni bir tomonlama uzluksizligini) qarashga
to‘g‘ri keladi. y = f(x) funksiya x, nuqtada aniqlangan bo‘lsin. Agar

lim f(x):f(xo)

x—x5+0
bo‘lsa, y = f(x) funksiya x, nuqtada o‘ngdan uzluksiz deyiladi; agar

lim f(x)zf(xo)

bo‘lsa, y=f(x) funksiya x, nuqtada chapdan uzluksiz deyilad:.

1-misol. y=5x° funksiyani garaylik. Bu funksiyani x=2 nuqtada
uzluksizligini ko‘rsating.

Yechish: Buning uchun funksiya uzluksizligi ta’rifiga kiruvchi
uchta shartning bajarilishini ko‘rsatish kerak:

1) funksiya x =2 nuqtada va uning biror atrofida aniglangan;

2) lim f (x) mavjud;

3) bu limit funksiyaning x =2 nuqtadagi qiymatiga teng.

f(x)=5x" funksiya butun son o‘qida aniqlangan bo‘lgani uchun
birinchi  shart  avtomatik  ravishda  bajariladi.  So‘ngra
lim f(x)=1lim5x" = 40.
x—2 x—2

Shunday qilib, ikkinchi shart bajarildi. Nihoyat, f(2)=5-2°=40
ekanligini e’tiborga olsak, lim f (x)=/(2) ekanligini ko‘ramiz, ya’ni
funksiyaning x=2 nuqtada uzluksizligini aniglovchi shart ham
bajarildi. Shunday qilib, y =5’ funksiya x =2 nuqtada uzluksiz, xuddi

shunga o‘xshash, bu funksiya son o‘qining istalgan nuqtasida
uzluksizligini ko‘rsatish mumkin.
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2. Uzilish nuqtalari va ularning turlari

Agar x, nuqta y=f(x) funksiyaning aniqlanish sohasiga yoki
uning chegarasiga tegishli bo‘lsa va uzluksizlik nuqtasi bo‘lmasa, bu
nuqta shu funksiyaning uzilish nuqtasi deyiladi.

Agar x, nuqtaning istalgan atrofi funksiyaning aniqlanish

sohasining nuqtalarini ham, aniglash sohasiga tegishli bo‘lmagan
nuqtalarini ham o°‘z ichiga olsa, x, nuqta funksiya aniqlanish
sohasining chegaraviy nugqtasi deyiladi. Barcha chegaraviy nuqtalar
to‘plami sohasining chegarasi deyiladi. Masalan, y=1/v1-x
funksiya uchun (-1;1) interval aniqlanish sohasi bo‘ladi, uning
chegarasi esa ikkita x=-1 va x =1 nuqtadan iborat.

Bu holda funksiya x = x, da uzilishga ega deyiladi. Bu hol agar
funksiya x, nuqtada aniqlanmagan bo‘lsa yoki x = x, da funksiyaning
limitt mavjud bo‘lmasa yoki, funksiyaning limiti mavjud, lekin u
funksiyaning x, dagi qiymatiga teng bo‘lmasa, ya’ni lim f(x)= f(x,)

X=X,

bo‘lsa, ro‘y berishi mumkin.
X -1, 0<x<3 bo'lsa,
2-misol. £ (x)= {x agar 0<x o'lsa

nuqtasini aniglang.
Yechish: Bu funksiya [0;4] kesmaning barcha nuqtalarida

funksiyaning uzilish
3—x, agar 3<x<4 bo'lsa

aniglangan va uning x=3 dagi qiymati 0 ga teng. Biroq x =3 nuqtada
funksiya uzilishga ega, chunki u x—3 da limitga ega emas:
lim f(x)=2, lim f(x)=0. f(x) funksiya [0;4] kesmaning x=3

x—3-0 x—3+0

nugtadan boshqa barcha nugqtalarida uzluksiz bo‘lishini eslatib
o‘tishimiz kerak. Bunda u x=0 nuqtada o‘ngdan, x=4 nuqtada
chapdan uzluksiz, chunki

lim f(x)= lim (x~1)=£(0)=—1, lim f£(x)= lim (3-x)=f(4)=-1.

x—0+0 x—0+0 x—4-0 x—4-0

3-misol. y= 1 va y =i2 funksiyalarni uzluksizlikka tekshiring.
X X

Yechish: Bu funksiyalar o‘zlarining aniqlanish sohasining
chegaraviy nuqtasi x=0 da uzilishga ega, chunki ular bu nuqtada

aniqlanmagan, y =% va y= é funksiyalar x — 0 da (59-shakl) cheksiz
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katta funksiyalardir. Shuning uchun x=0 nuqtada bu funksiyalar
cheksiz uzilishga ega deyiladi.

59-shakl.

Funksiyaning uzilish nuqgtalarini ikki tirga ajratish mumkin.
Agar ikkala bir tomonli limit lim f(x) va lim f(x) mavjud

x—>x—0 X—x)+0
bo‘lsa, y=f(x) funksiya x, nuqtada 1-tur uzilish nuqtasi deyiladi.
l-tur wuzilish nuqtasi bo‘lmagan uzilish 2-tur wzilish nuqtasi
deyiladi.
2-misolda keltirilgan y = f(x) funksiya x =3 nuqtada birinchi tur
uzilishga ega, chunki u funksiya uchun x — 3 da chap va o‘ng limitlar
mavjud, demak, bu nuqta 1-tur uzilish nuqgta ekan.

3-misolda ko‘rilgan y 1 va y =i2 funksiyalar x =0 nuqtada 2-
X X

tur uzilishga ega, chunki bu funksiyalar x=0 nuqtada chap limitga
ham o‘ng limitga ham ega emas.

I-tur uzilish nuqtasi bo‘lsa, bu bartaraf qilinishi mumkin
bo‘lgan uzilish nugtasi deyiladi.

xo nuqgta 1-tur wuzilish nuqtasi bo‘lsin. U holda
lim f(x)- lim f(x) ayirmani funksiyaning x, nuqtadagi sakrashi

X=Xy +0 X=Xy~
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deyiladi. 2-misolda ko‘rilgan funksiya x,=0 nuqtada 0-2=-2 ga
teng sakrashga ega ekan.

3. Uzluksiz funksiyalar ustida amallar

Uzluksiz funksiyalar ustida qo‘shish, ayirish, ko‘paytirish va
bo‘lish (bo‘luvchi noldan farqli bo‘lgan shartda) amallar bajarilsa,
buning natijasida hosil bo‘lgan funksiyalar ham uzluksiz bo‘ladi.

1-teorema. Agar ¢(x) va y(x) funksiyalar x, nuqtada uzluksiz

bo‘lsa, ularning yig‘indisi va ko‘paytmasi ham x, nuqtada uzluksiz
bo‘ladi. Agar, bundan tashqari y(x,)#0 bo‘lsa, ¢(x)/w(x) funksiya
ham uzluksiz bo‘ladi.

Isboti. Masalan, f(x)=¢(x)-y(x) ko‘paytmaning uzluksizligini
isbotlaylik. x, nuqtada f(x)=¢(x)-w(x) anigqlangan, shu bilan
birga  f(x) funksiyaning x, nuqtada  uzluksizligidan
limp(x)=p(x,), limy(x)=y(x,) kelib chiqadi. Ko*paytmaning limiti

haqidagi teoremaga asosan quyidagini hosil gilamiz:
lim £ (x) = lim [ ¢ (x) -y (x) ] = lim g (x) - lim v (x) = 9 (x, ) v (o).

Shunday qilib, lim f(x)= f(x,) buesa ¢(x)-y(x) funksiyaning x,

nuqtada uzluksizligini ko‘rsatadi. Teoremaning boshqga tasdiqglari
ham shunga o‘xshash isbotlanadi. Teorema ixtiyoriy chekli sondagi
qo‘shiluvchilar yoki ko‘paytuvchilar uchun umumlashtiriladi.

4. Murakkab funksiyaning uzluksizligi. Ishora turg‘unligi

2-teorema. Agar u = ¢(x) funksiya x, nuqtada y = f(«) funksiya
esa u, = ¢(x,)nuqtada uzluksiz bo‘lsa, y = f(¢(x)) murakkab funksiya
x, nuqtada uzluksiz bo‘ladi.

Isboti. Teoremani isbotlash uchun lim f(¢(x))=/(o(x,)) ni

X=X

ko‘rsatish yetarli. Haqiqatan ham, u=¢(x) funksiyaning uzluk-
sizligiga asosan lim(x)=¢(x,)=u, ga egamiz, ya’ni x - x, = u — u,.
Shuning uchun, y = f(«) funksiyaning uzluksizligidan:
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limf((p(x))=}i_g§f(”):f(”o):f(go(xo))

X=X

Isbotlangan teoremaning qisqacha bayonini keltiramiz.
Haqiqatan ham, ikkita uzluksiz f(u) va ¢(x) funksiyadan

tuzilgan murakkab funksiya y = f(¢(x)) uzluksiz funksiyadir.
Masalan, y =sin(x3 +4x—2) murakkab funksiya x ning barcha

qiymatlart uchun uzluksiz, chunki y=sin(u) va wu=x'+4x-2

funksiyalar barcha giymatlarda uzluksiz. y=In(1-x*) murakkab

funksiya x ning 1-x*>0 tengsizlikni ganoatlantiradigan barcha
qiymatlari uchun, ya’ni (-1;1) intervalda uzluksiz.

Biz bilamizki, elementar funksiya deb asosiy elementar
funksiyalardan chekli sondagi murakkab funksiyalarni berish
mumkin bo‘lgan funksiyaga aytiladi. Asosiy elementar funksiyalar
o‘zlari aniglangan barcha nuqtalarda uzluksiz bo‘lgani uchun 1 va 2-
teoremalardan quyidagi natija kelib chigadi: har ganday elementar
funksiya o‘zining aniqlanish sohasiga tegishli bo‘lgan barcha
nuqtalarda uzluksiz bo‘ladi.

Bu muhim natija agar elementar funksiya x=x, nuqtada anig-

langan bo‘lsa, bu funksiyaning x — x, dagi limitini oson topish
imkonini beradi. Buning uchun funksiyaning bu nuqtadagi qiymatini
hisoblash yetarli:

lim (x):f(lim ):f(xo).

X—>X, X—>Xg

3-misol. lim 5% ni toping.

x—r/4

Yechish: 5% funksiya x = z/4 nuqta uzluksiz bo‘lgani uchun

1.
lim 5 =5 — 587t 5 _5
x>/

Nugtada uzluksiz bo‘lgan funksiyaning yana bitta xossasini
ta’kidlab o‘tamiz. x, nuqtada uzluksiz bo‘lgan f(x) funksiya x,
nuqtada musbat (manfiy) giymatga ega bo‘lsa, u x, nugtaning biror
atrofidagi barcha nuqtalarda musbat (manfiy) bo‘lib qoladi.

Haqiqatan ham, masalan, f(x,)>0 bo‘lsin. Shunday &>0 ni

olamizki, f(x,)-&>0 bo‘lsin. lim f(x)=f(x,)>0 bo‘lgani uchun

X=X,

(funksiyaning x, nuqtada uzluksizligiga asosan) funksiyaning x — x
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nuqtada uzluksizligi haqidagi ta’rifga asosan shunday N va M sonlar
mavjudki, lim f(x)=f(x,) bo‘lgani uchun
xe[N;M]= |f(x)- f(x)|<e= f(xo)—&< f(x)< f(x,)+¢.
Biroq f(x,)-&>0 bo‘lgani sababli [N;M] intervalning barcha
nuqtalari uchun f(x)>0. Shunday qilib, f(x) funksiya x, nuqtaning
biror atrofida musbat.

5. Kesmada uzluksiz funksiyalarning xossalari

Uzluksiz funksiyalarning ba’zi xossalarini qarab chiqamiz.
Bunda, odatda, isbotlarni keltirmasdan bayon qilish va tushuntirish
bilangina chegaralanamiz.

Agar y= f(x) funksiya [a;b] kesmaning chegaralarida, ya'ni a
va b nuqtalarda mos ravishda chapdan va o‘ngdan uzluksiz bo‘lsa
[a;6] kesmada uzluksiz deyiladi.

3-teorema. Agar y = /(x) funksiya [a;5] kesmada uzluksiz bo‘lsa,

u bu kesmada o‘zining eng katta va eng kichik qiymatlariga erishadi.
Bu teorema bunday tasdiqlanadi: [4;6] kesmada shunday x

nuqta topiladiki, y= f(x) funksiyaning bu nuqtadagi qiymati uning
kesmadagi barcha qiymatlari ichida eng kattasi bo‘ladi (60-shakl):
f(x)<f (%)

Shunga o°‘xshash, kesmada shunday x, nuqta topiladiki, y = /(x)
funksiyaning bu nuqtadagi qiymati uning kesmadagi barcha
qiymatlari ichida eng kichigi bo‘ladi, ya’ni f(x,)< f(x).

Eslatma. Agar teoremaning bayonida kesmani (a;5) intervalga

almashtirsak, umuman aytganda, tasdiq to‘g‘ri bo‘lmaydi.
Masalan: (0;1) intervalda uzluksiz bo‘lgan y=>5x funksiya bu

intervalda eng katta qiymatga erishmaydi. U 5 ga yaqin ixtiyoriy qiy-
matni gabul qgilish mumkin biroq (0;1) intervalda funksiya 5 ga teng
bo‘la oladigan bitta ham nuqta yo‘q, 1 ¢ (a,b).

Bu funksiya (0;1) intervalda eng kichik gqiymatga ham erish-
maydi. Xuddi shunga o‘xshash, agar funksiya kesmada aniqlangan
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bo‘lib, kesmaning biror nuqtasida uzilishga ega bo‘lsa, teoremaning
xulosasi umuman aytganda, o‘rinli bo‘lmay qolishi mumkin.

» A

S )

"

60-shakl.

4-teorema. Agar y=f(x) funksiya [a;b] kesmada uzluksiz

bo‘lsa va uning chetki nuqtalarida turli ishoralarni qabul qgilsa u holda
kesma ichida bu funksiya nolga teng bo‘ladigan kamida bitta nuqta
topiladi.

Teoremaning geometrik ma’nosi quyidagicha: agar y=f(x)
funksiya grafigining [a;] kesmaning chakkalariga tegishli nuqtalari
Ox o‘qdan har xil tomonda yotsa, u holda bu funksiyaning grafigi Ox
o‘qni kamida bitta nuqtada kesadi. 61-shaklda ko‘rsatilgan funksiya
grafigida bunday nugqtalar uchta: x,x,,x;. Bu teoremani quyidagicha

umumlashtirish mumkin:
S-teorema. (Oraliq qiymatlar haqidagi teorema) y=f(x)

funksiya [a;p] kesmada uzluksiz va f(a)=4, f(b)=B bo‘lsin. U holda
A va B orasida yotgan ixtiyoriy C son uchun bu kesma ichida shunday
¢ nuqta topiladiki, f(c)=C bo‘ladi.

Bu teorema geometrik jihatdan tushunarli. y= f(x) funk-
styaning grafigini qaraylik. f(a)= 4, f(b)=B bo‘lsin. U holda y=C
to‘g‘ri chiziq funksiya grafigini kamida bitta nuqtada kesib o‘tadi, bu
yerda C berilgan 4 va B orasida yotgan ixtiyoriy son (62-shakl).
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A A
.‘.
2 y=s(x)
y=7(x C
A F(®)
A
| T > f(©
0 a X Xy i b x
Y o
0 a c b =
61-shakl. 62-shakl.

Shunday qilib, uzluksiz funksiya bitta qiymatdan ikkinchisiga
o‘tayotib, albatta, barcha oraliq qiymatlardan o‘tadi.

O¢z-0¢zini tekshirish uchun savollar

1. Funksiyaning nuqtada uzluksizligini ta’rifini ayting.

2. Uzilish nuqtalari va ularning turlari nechtadan iborat?

3. Uzluksiz funksiyalar ustida ganday amallarni bajarish
mumkin.

4. Murakkab funksiyaning uzluksizligi ganday ta’riflanadi?

5. Kesmada uzluksiz funksiyalar ganday xossalarga ega bo‘ladi?
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V BOB. BIR O‘ZGARUVCHILI FUNKSIYANING
DIFFERENSIAL HISOBI

28-§. Funksiya hosilasining ta’rifi. Hosilaning geometrik Ba
mexanik ma’nosi. Funksiyaning uzluksiz bo‘lishi bilan uning
hosilaga ega bo‘lishi orasidagi bog‘lanish. Yig‘indi, ko‘paytma,
bo‘linmaning hosilalari. Trigonometrik funksiyalarning hosilasi

1. Hosilaning ta’rifi. Biror oraliqda aniqlangan
y=f(x) (1)
funksiya x argumentning shu oraliqdagi har bir qiymatida ma’lum y

qiymatga ega bo‘lsin. Argument x biror Ax orttirmani olsin. U vaqtda
y funksiya biror Ay orttirma oladi. Shunday qilib, argumentning

x+Ax qlymatida y+Ay=f(x+Ax) ga ega bo‘lamiz. Funksiyaning
orttirmasi Ay ni topamiz:

Ay = f(x+Ax)- f(x) (2)

funksiya orttirmasining argument orttirmasiga nisbatini tuzamiz:
&Zf(x+Ax)—f(x). (3)
Ax Ax

Bu nisbatning Ax— 0 dagi limitini topamiz. Agar bu limit
mavjud bo‘lsa, u berilgan y = f(x) funksiyaning hosilasi deyiladi va
f'(x) bilan belgilanadi. Shunday qilib, ta’rifga asosan,

()= i 2.
yoki

N s f(x+Ax)—f(x)
£1(x) = fim HEE S 4
1-ta’rif. Berilgan y= f(x) funksiyaning argument x bo‘yicha
hosilasi deb, argument orttirmasi Ax ixtiyoriy ravishda nolga intilgan
holda funksiya orttirmasi Ay ning argument orttirmasi Ax ga

nisbatining limitiga aytiladi.

171



Umumiy holda x ning har bir qiymati uchun f’(x) hosila
ma’lum qiymatga ega, ya’ni hosila ham x ning funksiyasi bo‘lishini
qayd qilib o‘tamiz.

Hosila uchun f’(x) belgi qatorida boshqacha belgilar ham

ishlatiladi, masalan,
C o Ay
Vo Vs e

Hosilaning x=x, nuqtadagi mos qiymati /'(x,) yoki '|  bilan
belgilanadi.

Berilgan y=f(x) funksiyadan hosila topish amali shu
funksiyani differensiallash deyiladi.

l-misol. y=x* funksiya berilgan. Uning: 1) ixtiyoriy «x
nuqtadagi va 2) x =3 nuqtadagi hosilasi ' topilsin.

Yechish: 1) Argumentning x ga teng qiymatida y=x*> ga
egamiz. Argumentning x+Ax ga teng qiymatida y+Ay=(x+Ax)" ga
egamiz. Funksiyaning orttirmasini topamiz:

Ay=(x+Ax)2—x2=2xAx+(Ax)2.

% nisbatni tuzamiz: %=2x+Ax. Limitga o‘tib, berilgan

funksiyadan hosila topamiz:

V' = limﬁ = lim (2x + Ax) =2x.

A—0 Ax  Ax—0
Demak, y=x* funksiyaning ixtiyoriy nuqtadagi hosilasi y'=2x.
2) x=3 dagi hosilani topamiz: y/_ =2-3=6.
2-misol. y 1 funksiyaning ' hosilasi topilsin.
X

Yechish: Bundan oldingi misoldagi kabi muhokama qilib,
quyidagini hosil gilamiz:

1 1 1 I x—x—-Ax Ax
y=;, y+Ay:x+Ax 3Ay:x+Ax_;:x(x+Ax):_x(x+Ax)
ﬂ__ ! =y =—lim ! =—i.
Ax x(x+Ax) A>C—>0x(x+Ax) x?
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2. Hosilaning geometrik ma’nosi. Hosilaning juda muhim
geometrik ma’nosini beramiz. Buning uchun eng avvalo egri chiziqqa
uning berilgan nuqtasida o‘tkazilgan urinmaning ta’rifini berishimiz
kerak bo‘ladi.

/

63-shakl. 64-shakl.

y=f(x) egri chiziq va unda tayin M, nuqta berilgan bo‘lsin.
Egri chizigda M, nuqtani olamiz va m M, kesuvchini o‘tkazamiz.
Agar M, nuqgta egri chiziq bo‘yicha M, nuqtaga cheksiz yaqinlasha
borsa, u holda m M, kesuvchi m M/, M M] va h.k. turli vaziyatlarni
ishg‘ol qiladi.

Agar M, nuqta egri chiziq bo‘yicha istalgan tomondan
nuqtaga cheksiz yaqinlasha borganda kesuvchi ma’lum a7 to‘g‘ri
chiziq vaziyatini egallashga intilsa, u holda bu to‘g‘ri chiziq M,
nuqtada egri chiziqqa urinma deyiladi. («egallashga intiladi» degan
tushuncha quyida aniglanadi) (63-shakl).

Biz y=f(x) funksiyani va to‘g‘ri burchakli koordinatalar

sistemasida unga mos egri chiziqgni ko‘zdan kechiramiz (64-shakl). x
ning biror qiymatida funksiya y = f(x) qiymatga ega. Egri chiziqda x
va y ning bu qiymatlariga M,(x,;y,) nuqta to‘g‘ri keladi. Argument
x ga Ax orttirmani beramiz. Argumentning yangi x+Ax qiymatiga
funksiyaning «orttirilgan» y+Ay=f(x+Ax) qiymati to‘g‘ri keladi.
Egri chizigning bunga mos nuqtasi M, (x+Ax;y+Ay) nuqta bo‘ladi.
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M M, kesuvchini o‘tkazamiz va uning Ox o‘qning musbat yo‘nalishi
bilan hosil qilgan burchagini ¢ bilan belgilaymiz.
Ay

E:tggo (5)

ekanligini bevosita asoslaymiz.

Endi agar Ax nolga intilsa, u holda », nuqta egri chiziq bo‘yicha
harakat qilib, &, nuqtaga yaqinlasha boradi. am M, kesishuvchi am,
nuqta atrofida aylanadi va Ax o‘zgarishi bilan ¢ burchak ham
o‘zgaradi. Agar Ax— 0da gburchak biror « limitga intilsa, u holda
M, nuqtadan o‘tuvchi va abssissalar 0‘qining musbat yo‘nalishi bilan
« burchak tashkil qiluvchi to‘g‘ri chiziq 1zlangan urinma bo‘ladi.
Uning burchak koeffitsiyentini topish qiyin emas.

. . Ay ,
tga—gr_{lotggo—griloa—f(x).

Demak,

f’(x) =tga. (6)
ya’ni argument x ning berilgan qiymatida f'(x) hosilaning qiymati
y=f(x)funksiyaning grafigiga uning M (x;y,) nuqtasidagi
urinmaning Ox o‘gqning musbat yo‘nalishi bilan hosil gilgan burchak
tangensiga teng.

3. Tezlik haqida masala. M moddiy nuqtaning yo‘l formulasi

s= (1) (7)
bo‘lsin. Faraz qilaylik, harakat qiluvchi M nuqta : vaqtning biror
momentida M, boshlang‘ich holatdan s masofada bo‘lsin, undan

keyingi biror ¢+ Ar momentda esa nuqta boshlang‘ich holatdan s+ As
masofada bo‘lib, u, holatni olgan bo‘lIsin.

5 AS
[ Jl \ \ |
M, by M M, >
65-shakl.

Shunday qilib, Ar vaqt oralig‘ida s masofa As miqdorga

o‘zgaradi. Bu holda Ar vaqt oralig‘ida s migdor As orttirmani oldi
deyiladi (65-shakl).
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Endi % nisbatni tekshiraylik. U bizga nuqgta harakatining A¢

vaqtdagi o‘rtacha tezligini beradi:
As
Vorrta = A7 (8)
O‘rtacha tezlik M nuqta harakatining  momentdagi tezligini
hamma vaqt ham aniq xarakterlayvermaydi. Masalan, jism Ar
oraligning boshida juda tez, oxirida esa juda sekin harakatlangan bo‘lsa,
u holda o‘rtacha tezlik nuqta harakatining ko‘rsatilgan xususiyatlarini
aks ettira olmasligi va bizga nuqta harakatining : momentdagi haqiqiy
tezligi haqida tasavvur bera olmasligi ravshan. Bu haqiqiy tezlikni
o‘rtacha tezlik yordami bilan aniqroq ifodalash uchun A¢ kichik vaqt
oralig‘ini olish kerak. Nuqta harakatining  momentdagi tezligini
At — 0 dagi o‘rtacha tezlikning intilgan limiti to‘la xarakterlaydi. Bu

limit harakatning berilgan momentdagi tezligi deyiladi:
y=lim2. 9)
A0 At
Shunday qilib, vaqt orttirmasi As nolga intilgan holda yo°l
orttirmasi As ning vaqt orttirmasi As ga nisbatining limiti harakatning
berilgan momentdagi tezligi deyiladi.
Biz (9) tenglikni yoyilgan shaklda yozamiz. Masofaning
orttirmasi

As= f(t+At)— f(1)

bo‘lgani uchun

f(t+At)—f(t)_

v=Ilim
At—0 At
Demak,
V:S;:f’(t)a (9')

ya’ni tezlik yo‘ldan ¢ vaqt bo‘yicha olingan hosilaga teng.

Buning o°zi notekis harakatning tezligi bo‘ladi. Shunday qilib,
notekis harakat tezligi tushunchasi limit tushunchasi bilan uzviy
ravishda bog‘langanligiga asoslanamiz. Faqat limit tushunchasi
yordami bilan notekis harakat tezligini topish mumkin.

Yugqoridagi (9') formuladan tezlik v vaqt orttirmasi Ar ga
bog‘liq bo‘lmasdan, balki  ning qiymatiga va f(¢) funksiyaning
xarakteriga bog‘ligligi kelib chiqadi.
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4. Funksiyalarning differensiallanuvchanligi

2-ta’rif. Agar y=f(x) funksiya x=x, nuqtada hosilaga ega
bo‘lsa, ya’'ni

i & _ i S (o A%) = /()

(10)
A—0 Ax  Ax—0 Ax
mavjud bo‘lsa, u holda berilgan x=x, qiymatda funksiya

differensiallanuvchi yoki hosilaga ega deymiz.
Agar funksiya biror [4;b] kesmaning yoki (a;b) intervalning har

bir nuqtasida differensiallanuvchi bo‘lsa, u holda funksiya [a;b]
kesmada yoki (a;b) intervalda differensiallanuvchi deyiladi.
1-teorema. Agar y=/(x) funksiya biror x=x, nuqtada

differensiallanuvchi bo‘lsa, u holda funksiya shu nuqtada uzluksizdir.
Haqiqatan, agar

bo‘lsa,

bu yerda, y— cheksiz kichik migdor bo‘lib, Ax -0 =y —0. U holda
Ay = f'(x)) Ax + yAx .
Bu tenglikda Ax — 0 dagi limitga otsak,
lim Ay = iiir%[f'(xo)Ax + yAx |=0.

Demak, y=f(x) funksiya x, nuqtada uzluksiz ekanligi kelib

chiqdi. Shunday qilib, uzilish nuqtasida funksiya hosilaga ega bo‘la
olmaydi. Teskari xulosa to‘g‘ri emas, ya’ni biror x=x, nuqtada

y=/f(x) funksiya uzluksiz bo‘lishidan bu nuqtada u differen-
siallanuvchi ham bo‘ladi degan xulosa kelib chigmaydi. x, nuqtada
y = f(x) funksiya hosilaga ega bo‘lmasligi ham mumkin.

Masalan. y=3/x funksiya erkli o‘zgaruvchining barcha
qiymatlari uchun aniglangan va uzluksizdir. Bu funksiya x=0 da
hosilaga egami-yo‘qmi ekanligini aniqlaymiz, buning uchun x=0 da
y=0 va x=0+Ax da funksiyaning qiymatlarini topamiz:
y+Ay = m . demak,
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Ay =3 Ax .
Endi funksiya orttirmasining argument orttirmasiga nisbatining
limitini topamiz:
3/
limﬂ = lim Ax = lim !

A—0 Ax M0 Ax Ax—0 3[(Ax)2

Demak, tekshirilayotgan funksiya x=0 nuqtada differen-
siallanuvchi emas. Bu nuqtada egri chiziqga o‘tkazilgan urinma

= 400,

abssissa 0‘qi bilan % burchak hosil qiladi, ya’ni 0y o‘qi bilan ustma-

ust tushadi.

5. O‘zgarmas miqdorning, yig‘indining, ko‘paytmaning va
bo‘linmaning hosilalari

Berilgan y=f(x) funksiyaning hosilasini hisoblash uchun

hosilaning umumiy ta’rifiga asosan ushbu amallarni bajarish zarur:
1) argument x ga Ax orttirma berish, funksiyaning orttirilgan
qiymatini hisoblash:
y+Ay=f(x+Ax)
2) funksiyaning orttirmasini topish:
Ay:f(x+Ax)—f(x).
3) funksiya orttirmasining argument orttirmasiga nisbatini
tuzish:
Q: f(x+Ax)—f(x)
Ax Ax
4) Ax— 0 da bu nisbatning limitini topish:
f(x+Ax)- f(x)

y' = 1im£: lim

A—0 Ax  Ax—0 Ax
2-teorema. O‘zgarmas miqdorning hosilasi nolga teng, ya’ni
y'=(C) =0 (11)

bo‘ladi, bu yerda C = const.
3-teorema. O°‘zgarmas ko‘paytuvchini hosila belgisidan
tashqariga chigarish mumkin, ya’ni

y’:[C-u(x)]’zc-u'(x). (12)
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4-teorema. Chekli sondagi differensiallanuvchi funksiyalar
yig‘indisining hosilasi shu funksiyalar hosilalarining yig‘indisiga
teng, ya’'ni

v =[ fi(x)+ f(x)+ fi(x ] = f(x)+ f(x)+ f(x). (13)
5-teorema. Ikkita differensiallanuvchi funksiyalar ko‘payt-
masining hosilasi birinchi funksiya hosilasining ikkinchi funksiya
bilan ko*paytmasi qo‘shilgan birinchi funksiyaning ikkinchi funksiya

hosilasi bilan ko‘paytmasiga teng, ya’ni
y':(u-v)lzu'-v—ku-v'. (14)
6-teorema. Kasrning (ya’ni ikkita funksiya bo‘linmasining)
hosilasi kasrga teng bo‘lib, uning maxraji berilgan kasr maxrajining
kvadratidan, surati esa maxrajining surat hosilasi bilan va suratning
maxraj hosilasi bilan ko‘paytmalari orasidagi ayirmadan iborat, ya’ni
(] ey (15)

\% 1%
Bu teoremalardan 6-teoremaning isbotini ko‘rib chigamiz, 2-5-
teoremalar ham shu kabi isbotlanadi.

Isboti. Agar Ay, Au va Av lar y, u va v funksiyalarning argument

x ning orttirmasiga mos orttirmalari bo‘lsa, u holda

Au B Ai
y+Ay=u+Au jAy:u+Au_z:vAu—uAv Ay Ax Ax
v+ Av v+Ay v v(v+Av) Ax (V+Av)
Au Av A
Ay Al YA Egoiv_”i}g%ﬂ u'v—uv
y'=lim— = lim = - = >
M0 Ay A0 v(v+Av) 11mv(v+Av) v

Ax—0
Bundan, biz v funksiyaning uzluksizligidan, ya’ni limAv=0

Ax—0

ekanidan foydalandik.

6. Trigonometrik funksiyalarning hosilasi

7-teorema. (sinx) =cosx.
Isbot. Argument x» ga Ax ottirma berilsa, Ay quyidagi
ko‘rinishni oladi:
1) y+Ay:sin(x+Ax),
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2) Ay:sin(x+Ax)—sinx:2sinx+A2x_xcosx+Ax+x =281n%cos£x+%}

2
2sinAxcos(x + Azx) sing

Ay 2 ) Ax
3 . — = + — R
) cos(x 5 j
2

LAy S Av) . S Ax
4) y—gg})a—gr_{% Ay COS x+7 —gr_{}) A gr_lgocos x+7 = COSX.

2 2
Demak,

(sinx) = cosx (16)
(cosx) = (sm[H%D _ cos(x+§j _ —sinx. (17)

Shu kabi boshqa trigonometrik funksiyalarning hosilalarini ham

topish mumkin.
1

cos’ x

8-teorema. (tgx) =

Isbot. Bo‘linmaning hosilasi formulasidan foydalanamiz:
(tgx),:(sinxj':coszxtsinzx: 12 | (18)
COSX COS X COS X
Xuddi shuningdek,
(Ctgx),:(c.osxj':—sinz‘x;coszxz_ | 12 . (19)
Sinx Sin- x Sin X
Misollar.

1. y=cosx—tgx funksiyaning hosilasini toping.

1

COS2 X

y' =(cosx) —(tgx) =—sinx+

2. y=x?+ % funksiyaning hosilasini toping.
X

y' = x% + x_% | ey gx_% — lx_% = 2 — 1
302 HWa oy
3. y=x*-sinx funksiyaning hosilasini toping.
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!
!

. re. . ' .
y :(x2-51nx) :(xz) -sinx +x*(sinx) = 2xsinx + x*cosx.

3

4. y= funksiyaning hosilasini toping.

COS X

! 3 ! 3 ! .
, ( X J (x ) COSX—X (COSX) _3x2cosx+x3smx

COSX COS2 X COS2 X

O¢z-0¢zini tekshirish uchun savollar

1. Funksiyaning berilgan nuqtadagi hosilasi ta’rifini ayting.
2. Hosilaning mexanik ma’nosi nimadan iborat?

3. Hosilaning geometrik ma’nosi nimadan iborat?

4. Qanday funksiya nuqtada differensiallanuvchi deb ataladi?

29-§. Murakkab funksiyaning hosilasi. Teskari funksiyaning
hosilasi. Oshkormas funksiyaning hosilasi. Logarifmik, darajali
va ko‘rsatkichli funksiyalarning hosilasi. Teskari trigonometrik

funksiyalarning hosilasi

1. Murakkab funksiyaning hosilasi. Faraz qilaylik, y = f(x)

murakkab funksiya, ya’ni shunday funksiya berilganki, uni
y=F(u), u=¢(x)yoki y =F[g0(x)}

ko‘rinishda tasvirlash mumkin bo‘lsin. y=F(x) 1fodada u
o‘zgaruvchi oralig argument deyiladi. Murakkab funksiyani
differensiallash qoidasini chigaramiz.

1-teorema. Agar u=¢(x) funksiya biror x nuqtada u/ =¢'(x)
hosilaga ega bo‘lsa, y=F(u) funksiya esa « ning mos qiymatida
v, =F'(u) hosilaga ega bo‘lsa, u holda ko‘rsatilgan x nuqtada
y=F| ¢(x)] murakkab funksiya ham

Y, =F/(u)y'(x)

ga teng hosilaga ega bo‘ladi, bu yerda « o‘rniga u=¢(x) 1foda
qo‘yilishi zarur.

Qisqacha,

Ve =Yy Uy
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ya’ni murakkab funksiyaning hosilasi berilgan funksiyaning ora-
ligdagi argument » bo‘yicha hosilasining oraligdagi argumentning x
bo‘yicha hosilasi bilan ko‘paytmasiga teng.

Isbot. Argument x ning ma’lum qiymatida

u=p(x), y=/(u),
argumentga Ax orttirma bersak,
u+Au :go(x+Ax), y+Ay:F(u+Au).

Shunday qilib, berilgan funksiyalarning uzluksiz ekanligidan Ax

orttirmaga Au orttirma mos keladi, bunga esa Ay orttirma mos keladi,

shu bilan birga Ax — 0 = Au — 0 = Ay — 0. Shartga muvofiq

Ay,
Hm ==
Bu munosabatdan limit ta’rifidan foydalanib,
Yo yia (20)
Au
tenglikni hosil gilamiz, bu yerda Au — 0 da « — 0. Bu tenglikni
Ay =y Au + alAu (21)
ko‘rinishda yozamiz. (21) tenglik ixtiyorty « da Au— 0 bo‘lganda
ham to‘g‘riligicha qoladi, chunki u 0=0 ayniyatga aylanadi. Au=0 da
a=0 deb hisoblaymiz. (21) tenglikning barcha hadlarini Ax ga
bo‘lamiz:
Ay , Au Au
Nt (22)
Shartga asosan

. Au .
lim—=u, lima=0.
Ax—0 Ax Ax—0

(22) tenglikda Ax — 0 da limitga o‘tib, quyidagini hosil
qilamiz:
Y=Y,y (23)
Bu esa talab qilingan isbotdir.

2. Teskari funksiya va uni differensiallash

Faraz qilaylik, biror (a;0) intervalda aniglangan o‘suvchi yoki
kamayuvchi funksiya y = f(x) berilgan, f(a)=c, f(b)=d bo‘lsin.
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Aniqlik uchun bundan buyon o‘suvchi funksiyani tekshiramiz.
(a;b) intervalga qarashli ikkita har xil x; va x, qiymatlarni qaraymiz.
O‘suvchi funksiyaning ta’rifidan agar x,<x, va y, = f(x), y, = f(x,)
bo‘lsa, y, < y, bo‘lishi kelib chigadi.

=Y

66-shakl.

Demak, ikkita har xil x va x, qiymatlarga funksiyaning ikkita
y, va y, turli qiymatlari mos keladi. Buning teskarisi ham to‘g‘ri,
ya'ni agar y <y, va y=f(x),»,=f(x,)bo‘lsa, o‘suvchi funk-
siyaning ta’rifidan x, < x, bo‘lishi kelib chigadi. Shunday qilib, x ning
qiymatlari bilan y ning ularga mos qiymatlari orasida o‘zaro bir
qiymatli moslik aniglanadi. y ning bu qiymatlarini argumentning
qiymatlari deb, x ning unga mos qiymatlarini esa funksiyaning
qiymatlari deb garab, x ni y ning funksiyasi sifatida olamiz:

x=¢(y).

Bu funksiya y= f(x) funksiya uchun teskari funksiya deyiladi.

Xuddi shuningdek, y=f(x) funksiya ham x=¢(y) funksiya uchun

teskari ekanligi ravshan. Shunga o‘xshash muhokama bilan kama-
yuvchi funksiya ham teskari funksiyaga ega ekanligini isbotlash
mumkin.

Endi teskari funksiya hosilasini bilgan holda y=f(x) funksi-

yaning hosilasini topishga imkon beruvchi teoremani keltiramiz.
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2-teorema. Agar y=f(x) funksiya uchun tekshiriladigan y
nuqtada noldan farqli ¢'(y) hosilaga ega bo‘lgan, x=¢(y) teskari

funksiya mavjud bo‘lsa, u holda tegishli x nuqtada y = f(x) funksiya
1

0 ga teng bo‘lgan f’'(x) hosilaga ega bo‘ladi, ya’'ni
P\y

"(x) = 24
formula to‘g‘r1 bo‘ladi.

A 1 .
Isbot. Ey =y hamda Ax -0 = Ay - 0 ekanidan:

Shunday qilib, ikkita o‘zaro teskari funksiyalardan birining
hosilasi bir sonini bu funksiyalardan ikkinchisining x va y ning
tegishli qiymatlaridagi hosilasiga bo‘linganiga teng.

3. Logarifmik funksiyaning hosilasi

3-teorema. (Inx) =—.
X

Isbot. y=Inx funksiyani qaraymiz. Bu funksiya uchun «x
argumentga Ax ottirma berilsa, Ay quyidagi ko‘rinishni oladi:

Ayzln(x+Ax)—1nx:1nx+Ax:ln(1+£),
X X

Ax
A ln(1+J 1 Ax Ax i
AU x) A A
Ax Ax Ax

X

. Ax
o 1
M:hmélzmnm@+éﬂM=hlmn1+;L —lnet =1
A—0 Ax M0 X Ax—0 l X
Ax

Demak,

(25)



y =log, x funksiya uchun

(logax)lz(ln—x) —L(lnx)’zL-l— 1 = (log, x) = 1 . (26)

Ina) Ina Ina x xlna xlna

4. Oshkormas funksiya va uni differensiallash

Ikkita x va y o‘zgaruvchilarning qiymatlari o‘zaro biror tenglama
bilan bog‘langan bo‘lsin, biz uni simvolik tarzda bunday belgilaymiz:

F(x,y)=0. (27)

Agar y= f(x) funksiya biror (a;b) intervalda aniglangan bo‘lib,

(27) tenglamada y o‘rniga f(x) ifoda qo‘yilganda tenglama x ga

nisbatan ayniyatga aylansa, u holda y= f(x) funksiya (27) tenglama

bilan aniglangan, oshkormas funksiya bo‘ladi. Masalan,
x’+y' =a

y= /az_xz’ y=- /az_xz

elementar funksiyalarni nooshkor tarzda aniglaydi. Endi oshkormas
funksiyani oshkor ko‘rinishga keltirmasdan, uning hosilasini topish
qoidasini quyidagi misolda ko‘rsatamiz. Faraz qilaylik, funksiya ushbu
x’+y' —a’=0
tenglama bilan berilgan bo‘lsin. Agar y bu yerda x ning shu tenglik
bilan aniglanadigan funksiyasi bo‘lsa, u holda bu tenglik ayniyatdir.
Uni x ning funksiyasi deb hisoblab, bu ayniyatning ikkala tomonini
x bo‘yicha differensiallab (murakkab funksiyani differensiallash
qoidasidan foydalangan holda), quyidagini topamiz:
X

x+2p =0 =y =—=.
Y

tenglama mana bu

S. Darajali funksiyaning hosilasi

!

4-teorema. (x*) =a-x".
Isbot. y=x“, aeR funksiyani qaraymiz. Tenglikning har ikki

tomonini e asosga ko‘ra logarifmlaymiz:
Iny=Inx*"=a-Inx.
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Oshkormas funksiyalarni differensiallash qoidasiga asosan
tenglikning har ikki tomonidan hosila olamiz:

(lny)' =(a-lnx)' :>l-y'=05'l :y’za'lza-ﬁza-xa_l.
y x x x
Demak,
(x“), =ax®". (28)

6. Ko‘rsatkichli funksiyaning hosilasi
5-teorema. (a) =a*Ina.
Isbot. y=a", a>0 funksiyani qaraymiz. Tenglikning har ikki
tomonini e asosga ko‘ra logarifmlaymiz:
Iny=Ina"=x-Ina.
Oshkormas funksiyalarni differensiallash qoidasiga asosan
tenglikning har ikki tomonidan hosila olamiz:

(lny)’ :(x-lna)' :>l-y' =1-Ina =)' =ylna=a"-Ina.
y

Demak,

(a*) =a*Ina. (29)
(29) formulada a = ¢ bo‘lsa, (e* ) —e¢‘lne=e".

() =e. (30)

7. Teskari trigonometrik funksiyalarning hosilasi

' 1
6-teorema. (arcsinx) = :
V1-x?

Isbot. y=arcsinx funksiya [-1;1] kesmada uzluksiz va monoton

o‘suvchi bo‘lgani uchun unga _Z;E kesmada aniglangan x =sin
g g 7 qlang y

teskari funksiya mavjud bo‘ladi. (24) formulaga asosan:
' 1 1 1 1

y'=(arcsinx) = = = = :
( ) cosy J_r\/l—sinzy NI

!

(siny)
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Demak,

(arcsinx) = . (31)
1-x°
Xuddi shuningdek,
(arccosx) = 1 (32)
1-x°
' 1
7-teorema. (arcrgx) = ot

Isbot. y=arczgx Bu funksiya (-oo;0) kesmada uzluksiz va

monoton o‘suvchi bo‘lgani uchun unga (—%%) kesmada aniglangan

x =tgy teskari funksiya mavjud bo‘ladi. (24) formulaga asosan:
| | | 1

(arctgx) :(tgy), T :1+tg2y Tl+a (33)
cos’ y
Xuddi shuningdek,
(arcctg x)' =T (34)
Misollar.

1. y=¢" funksiya berilgan. )" ni toping.

y'= (ex3 ), e (x3 ), =3x%" .

2. y=arcsin’x funksiyaning hosilasini toping.

V= (arcsin2 x)’ = 2arcsin x (arcsin x)l — Darcsin x 1 2arcs1nx.
V-2 V1=
3.y=arcctg7x funksiyaning hosilasini toping.
' 1 , 7
y' =(arcctg7x) = 75) = .
( ) 1+(7x)2( ) = Taer

O¢z-0¢zini tekshirish uchun savollar

1.Murakkab funksiyaning hosilasi qanday topiladi?
2.Qanday funksiya teskari funksiya deyiladi?
3.Teskari funksiyani differensiallash qoidasi qanday?
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4. Asosity elementar funksiyalarning hosilalarini  keltirib
chiqaring.

30-§. Parametrik va giperbolik funksiyalar. Ularning hosilalari
1.Funksiyalarning parametrik berilishi

Ikkita tenglama berilgan:
{x =o(1), (35)
y=w(t),

bu yerda ¢ € [4;t, | kesmadagi qiymatlarni qabul qiladi. + ning har bir
qiymatiga x va y ning bittadan gqiymatlari to‘g‘ri keladi (¢ va w
funksiyalarni bir qiymatli deb faraz qilamiz). Agar x va y ning
qiymatlariga koordinata tekisligidagi nuqtaning koordinatalari deb
qaralsa, u holda : ning har bir giymatiga tekislikning ma’lum bir
nuqtasi to‘g‘ri keladi. + ning qiymatlari s dan # gacha o‘zgarsa, bu
nuqta tekislikda biror egri chizigni chizadi. (35) tenglamalar
sistemasi bu egri chizigning parametrik tenglamalari, : parametr, egri
chizigni (35) tenglamalar bilan berish usuli esa parametrik usul
deyiladi. Endi faraz qilaylik, x=¢(7) funksiya ¢=®(x) teskari
funksiyaga ega bo‘lsin. U holda y o‘zi x ning funksiyasidan iborat

bo‘lishi ravshan:
y:l//((l)(x)) (36)
Shunday qilib, (35) tenglamalar y ni x ning funksiyasi kabi
aniglaydi va x ning funksiyasi parametrik ravishda berildi deyiladi.
y ni x bilan bevosita bog‘ligligining ifodast y=/f(x) ni (35)
tenglamadan parametr ¢ ni yo‘qotish yo‘li bilan hosil qilish mumkin.
Egri chiziglarning parametrik tarzda berilishi mexanikada keng
qo‘llaniladi. Agar Oxy tekislikda biror moddiy nuqta harakat gilsa va
bizga bu nuqtaning koordinata o‘qlaridagi proyeksiyalarining harakat
gonunlari ma’lum bo‘lsa, bu yerda parametr : vaqt, u holda (35)
tenglamalar harakatlanuvchi nuqta trayektoriyasining parametrik
tenglamalaridan iborat bo‘ladi. Bu tenglamalardan parametr ¢ ni
yo‘qotib, y=f(x) yoki F(x;y)=0 shaklda trayektoriya tenglamasini

hosil gilamiz.
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X =Xx,+mi,
y = yO + nt:
(bunda m, n -yo‘naltiruvchi vektorning koordinatalari) parametrik

tenglamalarini =~ =7, 2=%0—; deb yozsak, bundan *—= ="
m n m n

to‘g‘ri chizigning kanonik tenglamasi kelib chiqadi.

1-misol. To‘g‘ri chizigning tekislikdagi ushbu {

2. Parametrik berilgan funksiyaning hosilasi

Faraz qilaylik, x ning funksiyasi y (35) parametrik tenglamalar
bilan berilgan bo‘lsin. Bu funksiyalar hosilalarga ega va x=¢(¢)
funksiya hosilaga ega bo‘lgan ¢=®(x) teskari funksiyaga ega deb
faraz qilamiz. U holda parametrik tenglamalar bilan aniqlangan
y = f(x) funksiyani murakkab funksiya deb qarash mumkin:

y:t//(t), t:CD(x),
+ — oraligdagi argument. Murakkab funksiyani differensiallash
qoidasiga muvofiq

V=it =y (1)@ (x). (37)
Teskari funksiyani differensiallash haqidagi teoremaga asosan
1
) = .
X (.X) w[’ (Z)
Oxirgi 1fodani (37) tenglikka qo‘yib, quyidagini hosil gilamiz:
! t !
y )y (38)
o, (t) X,

Chiqgarilgan formula y ni x ga bevosita bog‘lanishining
ifodasini topmay turib, parametrik berilgan funksiyaning .

hosilasini topishga imkon beradi.
l-misol. x ning funksiyasi y ushbu parametrik tenglamalar

bilan berilgan:
X =acost,
y=asint, 0<t<rx

1) + ning istalgan qiymatida; 2) t:% qiymatida y. hosila topilsin.
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!

. ' int
Yechish: 1) y! =Li= (asin ), = aCO.St = —clgt,
X, (acost) —asit

2) ¥,

T
z =—Ctl _:_1
=508y
, L x=a(t—sint),
2-misol. Ixtiyoriy (0<s<27) nuqtada ushbu
y=a(l-cost),

funksiyaning hosilasi topilsin.

!/
Yechish: y =2t formulaga asosan x/=a(l-cost), y =asint

!
t

bo‘ladi. Bundan

.t !
: asins ZSII’IECOSE ;
y; :Li: = :Ctg—_
X, a(l-cost) 5ot 2
2

3. Giperbolik funksiyalar

Matematik analizning ko‘pgina tadbiglarida %(e —¢¥) va

%(ex+e_x) ko‘rinishidagi ko‘rsatkichli funksiyalarning kombi-

natsiyalari uchraydi. Bu kombinatsiyalar yangi funksiyalar sifatida
qaraladi va quyidagicha belgilanadi:

.
X —X

e —e
shx =

- ( 39
X X . ( )
Ch.x —

Bu (39) funksiyalardan birinchisi giperbolik sinus, ikkinchisi
giperbolik kosinus deyiladi. Bu funksiyalar yordami bilan yana ikkita

thx:ShTX— giperbolik tangens va cthxzchﬂ— giperbolik kotangens
cnx SNX
funksiyani aniglash mumkin:

e —e”
thx =

e +e’
b
X —X
e +e
cthx =

e —e”
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funksiyalar x ning barcha qiymatlari uchun aniqlangan. ctix funksiya
esa x=0 nuqtadan boshqa barcha nuqtalarda aniqlangan. Giperbolik
funksiyalarning grafiklari 67, 68 va 69-shakllarda berilgan.

shx va chx funksiyalarning (39) formulalardagi ta’riflaridan
trigonometrik  funksiyalar orasidagi munosabatlarga o‘xshash
munosabatlar kelib chiqadi:

ch’x—sh’x =1, (40)
ch(a+b)=cha-chb+ sha - shb, (41)
sh(a+b)=sha-chb+ cha - shb, (42)
Hagqiqatan,
chzx—shzx:(ex +e " jz _(ex —exJz _ e +2+e - 42— 1
2 4
So‘ngra
ath . gmab
ch(a+b) = %

ekanini nazarga olib, quyidagi munosabatni hosil qilamiz:
e +e e +e’ N e —e? e’ —e”
2 2 2

ea+b + e—a+b + ea—b + e—a—b + ea+b _ e—a+b _ ea—b —a-b a+b + e—a—b

cha -chb + sha - shb =

67-shakl. 68-shakl. 69-shakl.

(42) munosabatning to‘g‘riligi ham shu kabi isbotlanadi.
«Giperbolik funksiyalar» deyilishining sababi shu bilan izohlanadiki,
x*+y' =1
aylanani parametrik tasvirlash uchun sinz va coss trigonometrik

funksiyalar ganday ahamiyatga ega bo‘lsa,
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x’ -y =1

giperbolani parametrik tasvirlash uchun skt va cht funksiyalar ham
shunday ahamiyatli hisoblanadi.

Haqiqatan,

X = COS{, y= sint
tenglamalardan s parametrni yo‘qotish bilan
x> +y° =cos’t+sin’t =1

(aylana tenglamasi) tenglikni hosil qilamiz. Shunga o°xshash,
x=cht, y=shttenglamalar giperbolaning parametrik tenglamalaridir.
Haqgigatdan bu tenglamalarni hadma-had kvadratga ko‘tarib,
birinchisidan ikkinchisi ayrilsa, ushbu tenglik hosil bo‘ladi:
x> =y =ch’t—sh’t=1.

Bu esa giperbolaning tenglamasidir.

Ushbu

x*+y° =1

tenglama bilan ifodalangan aylanani tekshiramiz (70-shakl).
x=cost, y=sint tenglamalarda : parametr son jithatdan 40M
markaziy burchakka yoki 40M sektor yuzi § ning ikklanganiga teng,
chunki 7=28S.

Giperbolaning

x=cht, y=sht

parametrik tenglamalarida : parametr ham son jihatdan A40M
«giperbolik sektor» yuzining ikkilanganiga tengligini isbotsiz qayd
etamiz (71-shakl).

y
v .

70-shakl. 71-shakl.
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4. Giperbolik funksiyalarning hosilalari

Giperbolik funksiyalarning hosilalart giperbolik funksiya-
larning ta’riflaridan kelib chiqadigan ushbu

(shx)' = chx, (chx)' = shx, (thx)’ =ﬁ, (cthx)' = _shlzx (43)

formulalar bilan aniqlanadi;
Isbot. 1- va 3-formulalarni isbot qgilamiz:

1). (shx)’ =(€x _e_x} = cre” = chx,

2

! 2 2
3)- (thx)r:(shxj :ch x—sh X _ 1

chx ch’x ch*x’
2- va 4-formulalar ham shu usulda isbotlanadi.

5. Differensiallashning asosiy formulalari jadvali

Differensiallashning barcha asosiy formulalarini va qoidalarini
bir jadvalda keltiramiz.

Ne | Funksiya va hosilasi | Ne Funksiya va hosilasi
! (C)' =0 1 (secx)' = sinx
cos’ x
2 nY _ o 12 r__cosx
(x ) =n-x (cosecx) i
3 (e)C )' =e" 13 (th)' = chx
4 (a")' —a‘lna 14 (chx)' = shx
5 r 1 15 '
Inx) =— -
( nx) . (thx) i
6 O 16 N
(log, x) ~ xlna (crhx) = sh’x
7 (Sinx), =Cosx 17 (arcsinx)' _
1-x°
8 (COS)C), =—sinx 18 (arccosx)' =— 1
1-x7
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9 1 T O
(tgx) ~ cos’x (arctgx) 1+
10 1 20 1
(ctgx) = o (arcctgx) .
Hosilani hisoblash qoidalari
(uiv), =u' £V 5 y=F[(0(x)} =y, =F/(u)¢'(x)
2 (u-v)’:u'-v+u-v' 6 F 0 = ,:_Fx'(x,y)
(x’y) yx Fy'(x,y)
3 (zj_u'-v—u-v’ 7 {x—(p(f) :y,:yt'
Vv y=l//(t) tox
lolesty=esty | B 2R/ eme)®
= f(x)=

O°¢z-0¢zini tekshirish uchun savollar

1. Funksiyalar va chiziglar tenglamalarining parametrik berilishi
nimadan 1borat?

2. Parametrik berilgan funksiyalarni differensiallash ganday
bajariladi?

3. Giperbolik funksiyalar ta’rifini ayting.

4. Giperbolik funksiyalarning grafiklari qanday bo‘ladi?

5. Giperbolik funksiyalarning hosilalari formulasini chigaring.

31-§. Funksiyaning differensiali va uning geometrik ma’nosi.
Funksiyalarni differensiallashning sodda qoidalari. Yuqori
tartibli hosila va differensiallar

1. Differensialning ta’rifi

Faraz qilaylik, y=/(x) funksiya [a;p] kesmada diffe-
rensiallanuvchi bo‘lsin. Bu funksiyaning [a;6] kesmaga tegishli biror
x nuqtadagi hosilasi

. Ay,
gg})g =f'(x)
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tenglik bilan aniglanadi. Ax—0 da % nisbat ma’lum /'(x) songa

intiladi, demak, % /"(x) hosiladan cheksiz kichik miqdorga farq
qiladi, ya’ni

bu yerda Ax—»0 da « —0.

Oxirgi tenglikning barcha hadlarini Ax ga ko‘paytirib, ushbu
tenglikni hosil gilamiz:

Ay = f'(x)Ax + aAx. (44)

Umumiy holda f'(x)=0, shuning uchun o‘zgarmasx va
o‘zgaruvchi Ax—0da f'(x)Ax ko‘paytma Ax ga nisbatan bir xil
tartibli cheksiz kichik migdordir. « - Ax ko‘paytma esa Ax ga nisbatan
doimo yugqori tartibli cheksiz kichik migdordir, chunki

im @ _ lima =0.
Ax—0 Ax Ax—0

Shunday qilib, funksiyaning Ay orttirmasi ikkita qo‘shiluvchi-
dan 1borat bo‘lib, bulardan orttirmaning bosh bo‘lagi deb ataladigan
birinchisi (/"(x)#0) da Avorttirmaga nisbatan chiziqlidir. f'(x)Ax
ko‘paytma funksiyaning differensiali deb ataladi va dy yoki df(x)
bilan belgilanadi.

Agar y= f(x) funksiya x nuqtada f’(x) hosilaga ega bo‘lsa, u
holda f'(x) hosilaning argument orttirmasi Ax bilan ko‘paytmasi
funksiyaning differensiali deb ataladi va 4y simvol bilan belgilanadi:

dy = f'(x)dx. (45)

y=x funksiyaning differensialini topamiz: bu holda y'=(x) =1
demak,dy = dx = Ax. Shunday qilib, erkli o‘zgaruvchi x ning diffe-
rensiali dx uning orttirmasi Ax bilan bir xil bo‘lar ekan. dx=Ax
tenglikni erkli o‘zgaruvchining differensiali deb garalganda tekshi-

rilgan misol, funksiya differensialining ta’rifiga buning zid kelmas-
ligini ko‘rsatadi. (45) formuladan quyidagi tenglik kelib chigadi:
fx)=2.
dx

194



Demak, f'(x) hosilani funksiya differensialini erkli o‘zgaruv-
chining differensialiga nisbati deb qarash mumkin.

(44) ifodaga qaytamiz va uni (45) ni hisobga olgan holda,
bunday yozamiz:

Ay =dy + alAx, (46)
shunday qilib, funksiya orttirmasi funksiya differensialidan Ax ga
nisbatan yuqori tartibli cheksiz kichik miqdorga farq qiladi. Agar
f'(x)=0 bo‘lsa, u holda eAx ko‘paytma dy ga nisbatan ham yuqori

tartibli cheksiz kichik migdordir va

. Ay )
lim — =1+ lim = — =
Ax—0 Ax Ax—)Of’(_x)A_x Ax—)Of’(x)

Shuning uchun taqribiy hisoblashlarda ba’zan ushbu
Ay = dy (47)
taqribiy tenglikdan yoki yoyiqroq ko‘rinishdagi
f(x+Ax)—f(x)zf'(x)Ax :>f(x+Ax)zf(x)+f'(x)Ax (48)
taqribiy tenglikdan foydalaniladi, bu esa hisoblashni gisqartiradi.

2. Murakkab funksiyaning differensiali, differesial shaklining
invariantligi

Faraz qilaylik,
y=1r(u), u=p(x) yoki y=1{o(x)]
bo‘lsin. U holda murakkab funksiyani differensiallash qoidasiga
muvofiq:

D fo(u) () = dy = £ () (), (49)
lekin ¢'(x)dx =du , shuning uchun,
dy=f '(u)du.

Shunday qilib, oraliq argument » erkli o‘zgaruvchi bo‘lgan
holda funksiyaning differensiali qanday ko‘rinishda bo‘lgan bo‘lsa,
murakkab funksiyaning differensiali shunday ko‘rinishda bo‘ladi.
Boshqgacha aytganda, differensialning shakli funksiyaning argumenti
erkli o‘zgaruvchi yoki boshqa argumentning funksiyasi bo‘lishiga

bog‘liq emas, differensial shaklining invariantligi deb ataladigan
bu muhim xossadan bundan buyon keng ravishda foydalaniladi.
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funksiya

I-misol. y=In*x funksiya differensialini toping.
Yechish: dy=f!(u)¢'(x)dx = f/(u)du formulaga asosan:

dy =2Inxd (Inx) =glnxdx.
X

2-misol. y =arcsiny/x funksiya differensialini toping.
Yechish: dy = f!(u)¢'(x)dx= f!(u)du formulaga asosan:

d(\/;)_ dx
J—x 2dx1-x

dy =

3. Differensialning geometrik ma’nosi

y = f(x) funksiyaning grafigini tekshiramiz.

72-shakl. 73-shakl.

Tenglamasi y=f(x) bo‘lgan egri chiziqda ixtiyorty M(x;y)

nuqta olib, bu nuqtada egri chizigqa urinma o‘tkazamiz va bu urinma
Ox 0‘qining musbat yo‘nalishi bilan hosil qilgan burchagini « bilan
belgilaymiz. Erkli o‘rgaruvchiga Ax orttirmani beramiz, u holda
Ay=NM, orttirmani oladi. y=f(x) egri chiziqda

x+Ax, y+Ay qiymatlarga M, (x+ Ax;y +Ay) nuqta mos keladi.

MNT uchburchakdan
NT = MN -tga,

lekin

tga=f"(x), MN =Ax,

196



shuning uchun,
NT = f'(x)Ax,
ammo differensialning ta’rifiga muvofiq f'(x)Ax=dy.

Shunday qilib,
NT =dy.

Oxirgi tenglik y=f(x) funksiyaning berilgan x va Ax
qiymatlariga tegishli differensiali y = f(x) egri chizigning berilgan x
nuqtasidagi urinma ordinatasining orttirmasiga teng ekanini bildiradi.

72-shakldan bevosita M T =Ax-dy ekanligi chiqadi. Ilgari isbot

qilinganiga asosan Ax—0 da A]f;; — 0 orttirma doimo dy dan katta

deb o‘ylash yaramaydi. Chunonchi, 73-shakldan Ay=m N, dy=NT ,
bundan Ay < dy.

5. Yugqori tartibli hosilalar

y=f(x) funksiya biror [a;p] kesmada differensiallanuvchi
bo‘lsin. f'(x) hosilaning qiymatlari, umuman aytganda, x ga bog‘liq,
ya'ni f'(x) hosila ham x ning funksiyasidan iborat. Bu funksiyani
differensiallab, f(x) funksiyaning ikkinchi tartibli hosilasi deb

ataladigan hosilani topamiz.
Birinchi hosiladan olingan hosila ikkinchi tartibli hosila yoki
dastlabki funksiyaning ikkinchi tartibli hosilasi deyiladi va y" yoki

f"(x) simvol bilan belgilanadi:
y" — (yr)’ — fﬂ(x) .
Masalan, y=x" bo‘lsa, u holda:
y' = (x5 ), =5x*, y'= (5)64 ), =20x".

Ikkinchi tartibli hosilaning hosilasi uchinchi tartibli hosila yoki
uchinchi hosila deyiladi va y” yoki f”(x) bilan belgilanadi.

Umuman f(x) funksiyaning » -tartibli hosilasi deb — uning
(n—1)-tartibli hosilasining hosilasiga aytiladi va y"' yoki /" (x)
simvoli bilan belgilanadi.

Demak,
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y(n) _ (y(nfl)) _ f(n) (x).
(Hosilaning tartibi daraja ko‘rsatkichi deb tushunilmasligi
uchun qgavs ichiga olinadi.)
To‘rtinchi, beshinchi va undan yuqori tartibli hosilalar rim
ragamlari bilan belgilanadi; ", ", y"”,... bunday holda hosilaning

tartibini gavssiz yozish mumkin. Masalan, agar y = x> bo‘lsa, u holda
¥y =5x, y"=20x", y"=60x>, " =120x, y" =120, y" =0,...
l-misol. y=¢* funksiya (k —const) berilgan. Uning istalgan » -
tartibli hosilasining ifodasini toping.
Yechish: ' =ke®, y"=k",...y" =k"e".
2-misol. y=sinx bo‘lsa, y" toping.

Yechish: y’:(sinx)l:cosx:sin(x+%j, y”:—sinx:sin(x+2-%}

V" =—cosx:sin(x+3-%j, y" :sinx=sin(x+4-%j,...,y(”) :sin(x+n-%j.

hosilalarini topish formulasini keltirib chigardik.

x> +y* =a* oshkormas funksiyaning 1-tartibli hosilasi ' ==
Y

ko‘rinishda hisoblangan edi. Ikkinchi hosilani hisoblaymiz:

y—x| =% e
y X y—x-y y Y y y2+x2 a’
Yu =7 T T 2 == 2 - 2 3 3¢

G y y y y y
Parametrik ko‘rinishda berilgan

{x—¢OL

y=y(1),

funksiyaning 1-tartibli hosilasi (38) formula bilan topilar edi.
Ikkinchi tartibli hosilani hisoblaymiz:

) N AN ’ H.xl_ l.x” 1 Il.xl_ !.xu
yxx:(y_fj =(Lf) -tx=y” t'Jz}t tz__,:)ﬁz t’);t tt (50)
Xt ) x Xt )¢ (xt) Xi ()Ct)

funksiyaning 2-tartibli hosilasini toping.

. X =acost,
3-misol. _
y=bsint
Yechish:  x'=-asint, x" =—-acost, y =bcost, y"=—-bsint.  (50)

formulaga asosan:
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—bsint-(—asint)—bcost-(—acost) B absin’t + abcos’ t B 2b

"
Vi = R 3 . - . .
o (—a sin t) —a’sin’t a’sin’t

5. Yuqori tartibli differensiallar

Bizga y=f(x) funksiya berilgan bo‘lsin, bu yerda x — erkli

o‘zgaruvchi. Bu funksiyaning differensiali

dy = f'(x)dx
x ning biror funksiyasidir, ammo x ga faqat birinchi ko‘paytuvchi
f'(x) bog‘liq bo‘lishi mumkin, ikkinchi ko‘paytuvchi (dx) esa erkli
o‘zgaruvchi x ning orttirmasidan iborat bo‘lib, o‘zgaruvchining
qiymatiga bog‘liq emas. dy 0‘zi x ning funksiyasi bo‘lganligidan, biz
funksiyaning differensiali haqida gapirishga haqlimiz.

Funksiya differensialining differensiali bu funksiyaning
ikkinchi differensiali yoki ikkinchi tartibli differensiali deyiladi va
d’y bilan belgilanadi:

d(dy)=d’y.

Ikkinchi differensialning ifodasini topamiz. Differensialning

umumiy ta’rifiga asosan
d*y =(f'(x)dx) dx.

dx ozi x ga bog‘liq emas, shuning uchun differensiallashda dx

hosila ishorasidan tashqariga chiqariladi va biz

d’y= f"(x)(dx)z.
ni hosil qilamiz. Differensialning darajasini yozishda qavslarni
tushirib qoldirish qabul qilingan, masalan, (dx)" o‘rniga dx’ yozish
qabul gilingan, bundan & ifodaning kvadrati tushuniladi; (dx)’
o‘rniga dx’ yoziladi va hokazo.

Uchinchi differensial yoki funksiyaning uchinchi tartibli diffe-
rensiali deb uning ikkinchi differensialining differensialiga aytiladi:

&y =d(d*y)=(f"(x)d) dx= f"(x)dx. (51)
Umuman »-tartibli differensial deb (n-1)-tartibli differen-
sialning birinchi differensialiga aytiladi:
d'y=d(d@y)=(" (X)) dx > d'y= O, (52)
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Turli tartibli differensiallardan foydalangan holda, istalgan
tartibli hosilani tegishli tartibli differensiallarning nisbati shaklida
berish mumkin:

R Y b R N
f(x)_dx’ f(x)_dXZ ""’f (x)_dxn'

Izoh: (52) va (53) tengliklar »>1 da x faqat erkli o‘zgaruvchi
bo‘lgan hol uchungina to‘g‘ridir. Haqigatan, ushbu murakkab
funksiyani olaylik:

(33)

y=F(u), u=gp(x). (54)
Biz « ning erkli o‘zgaruvchi yoki x ning funksiyasi bo‘lishiga
qaramay, birinchi differensial invariant formada bo‘lishini ko‘rdik:
dy =F)(u)du. (55)
Ikkinchi differensial va undan keyingi differensiallar bu xossaga
ega emas.
Hagqiqatan, (50) va (51) formulaga asosan:
d’y = d(Fu'(u))du ,
lekin bu yerda du =¢'(x)dx ozi x ga bog lig, shuning uchun,
d2y=d(Fu'(u))du+Fu'(u)(ddu) (56)
yoki
d’y=F" (u)(du)2 +F/(u)d’u.
Bunda d’u = ¢"(x)(dx), d*u vahokazolar ham shu tartibda topiladi.
1-misol. Ushbu y =sinu, u=+/x murakkab funksiyadan 4y va d*u
toping.

Yechish: dy=cosu- dx=cosudu. So‘ngra (55) formula

1
2Jx
bo‘yicha quyidagini hosil qilamiz:

d’u = —sinu(clu)2 +cosud’u = —sinu(alu)2 +cosu -u"(dx)2 =

_ —sinu(z\l/;jz (dx) + cosu(—ﬁj(dx)z.

O¢z-0¢zini tekshirish uchun savollar

1. Funksiyaning differensiali deb nimaga aytiladi?
2. Funksiya differensialining geometrik ma’nosi qanday?
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3. Differensial shaklining invariantlik xossasi nimadan iborat?

4. Berilgan funksiyaning n-tartibli hosilasi deb nimaga aytiladi?

5. Berilgan funksiyaning n-tartibli differensiali deb nimaga
aytiladi?

32-§. Differensial hisobning asosiy teoremalari.
Ferma, Roll, Lagranj, Koshi teoremalari

1. Ferma teoremasi. (a;0) intervalda aniglangan f(x) funksiya

bu intervalning biror x=c¢ nuqtasida eng katta yoki eng kichik
qiymatini qabul qilsin. Bunday holda, agar bu funksiyaning x=c
nuqtada hosilasi mavjud bo‘lsa, u nolga teng bo‘ladi.

YA

‘?.”‘

r D

" |

74-shakl.t

Isboti. Aniqlik uchun funksiyaning (a;5) intervaldagi eng katta
qiymati f(c)=M bo‘lsin. f'(c)=0 ekanligini ko‘rsatamiz. Hosilaning
ta’rifiga asosan:

. . fle+Ax)—f(c
Funksiya ¢ nuqtada eng katta qiymatni gabul qilgani uchun Ax
ning ixtiyorly qiymatida quyidagiga egamiz:
f(c)Zf(c+Ax) :>f(c+Ax)—f(c)SO.

Bundan, agar Ax>0 bo‘lsa,
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<0.

f(c+§2—f(0) <0 :f,(c)zgi%
Agar Ax<0 bo‘lsa,

f(C+AZ)2—f(C)20 :ff(c)zgr_{})
Shunday qilib, f'(¢) hosila musbat ham, manfiy ham bo‘la

olmaydi. Demak, f'(¢)=0.
Ferma teoremasining geometrik ma’nosini quyidagicha
tushuntirish mumkin. Hosila, funksiya grafigiga urinma abssissalar

o‘qi bilan hosil qilgan « burchak tangensiga teng bo‘lgani uchun
f'(c¢)=tga=0 tenglik funksiya eng katta yoki eng kichik qiymatga

f(c+Ax)—f(c)
Ax

f(C+Ax)_f(C)ZO.
Ax

teng bo‘lgan ¢ abssissali nuqtada funksiya grafigiga o‘tkazilgan
urinma Ox o‘qiga parallel bo‘ladi (74-shakl).
2. Roll teoremasi. Agar f(x) funksiya [q;5] kesmada uzluksiz,

uning ichki nuqtalarida differensialanuvchi va kesmaning oxirlarida
teng qiymatlarni qabul qilsa, ya’ni f(a)=f(b) bo‘lsa, u holda f'(x)
hosila bu kesmaning juda bo‘lmaganda ichki bir x = ¢ nuqtasida nolga
teng bo‘ladi.

Isbot. Bu funksiya kesmada uzluksiz bo‘lgani uchun u o‘zining
eng kattaM va eng kichik m qiymatiga erishadi.

Agar M =m bo‘lsa, funksiya [a4;b] segmentda o‘zgarmas va
demak, segmentning ixtiyoriy nuqtasida uning hosilasi f'(x)=0. Endi
M #m bo‘lsin, u holda bu sonlardan biri, masalan M =0. Shuning
uchun, agar eng katta qiymat M ga ¢ nuqtada erishilsa, f(c)=M,u
holda ¢ nuqta [a;b] segmentning ichki nuqtasi bo‘lishi, ya'ni (a;b)
intervalga (chunki kesmaning oxirlarida f(a) = /(b)) tegishli bo‘lishi
kerak. Demak, Ferma teoremasiga asosan f'(c)=0.

Roll teoremasining geometrik ma’nosini quyidagicha
tushuntirish ham mumkin: agar [4;5] kesmada uzluksiz va uning ichki

nuqtalarida differensiallanuvchi funksiyaning grafigi Ox o‘qni ikkita
x =a va x =b nuqtalarda kesib o‘tsa, u holda bu nuqtalarning orasida
hech bo‘lmaganda bitta ¢, a <c<b nuqta topiladiki, bunda funksiya
grafigiga o‘tkazilgan urinma abssissalar o‘qiga parallel bo‘ladi. (74-
shakl).
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Mis ol [0;z] kesmada f(x)=sinx funksiyani qaraymiz. Bu

funksiya Roll teoremasining barcha shartlarini ganoatlantiradi. U
[0;z] kesmada wuzluksiz va differensiallanuvchi hamda uning

chegaralarida nolga aylanadi: sin0=sinz=0. Bu funksiyaning
f'(x)=cosx hosilasi [0;7] segmentning ichida yotgan x:% nuqtada
nolga aylanadi.

3. Lagranj teoremasi. Agar f(x) funksiya [4;b] kesmada

uzluksiz va uning ichki nugqtalarida differensiallanuvchi bo‘lsa, u
holda bu kesma ichida juda bo‘lmaganda bitta x=c nugqta topiladiki,
bunda quyidagi tenglik o‘rinli bo‘ladi:

YA

@ i )

0 Q g b

75-shakl.

OV e (57)

Isbot. 75-shaklda y=f(x) funksiyaning grafigi ko‘rsatilgan.
Ikkita 4(a;f(a)) va B(b;f (b)) nuqta orqali o‘tuvchi to‘g‘ri chiziq
tenglamasidan foydalanib, AB vatar tenglamasini yozamiz. Berilgan
ikki nuqtadan o‘tuvchi to‘g‘ri chiziq tenglamasidan

y_f(a) _X—a :>y:f(a)+f(b)

f(a)(
fb)—f(a) b—a b

p x—a).
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Endi funksiya grafigi va vatar ordinatalari ayirmasiga teng
bo‘lgan x ning bitta shu giymatiga mos keladigan F(x) funksiyani

qaraylik:

b—a

Bu funksiya Roll teoremasining barcha shartlarini ganoat-
lantirishini oson tekshirish mumkin. Haqiqatan, bu funksiya [a;5]

kesmada uzluksiz, chunki f(x) va x-a lar bu kesmada uzluksiz.
Px)=r(o)- LA (58)
Hosila (a;b) intervalda mavjud, chunki unda f'(x) mavjud.
Kesmaning oxirlarida F(a)=F(b)=0. Roll teoremasiga asosan [a;5]
kesma ichida shunday x = ¢ nuqtani topish mumkinki, unda F’'(c¢)=0

F(x):f(x)_[f(a)+f(b)‘f(“)(x_a)j.

bo‘ladi. (58) tenglik asosida quyidagini topamiz:
F(e)= (o)~ L) =/19)

b—a

Bundan

b—a
Shuni isbot qilish talab qilingan edi.
Lagranj teoremasining geometrik ma’nosini quyidagicha
tushuntirish mumkin. Teorema shartini qanoatlantiradigan y = f(x)
funksiyaning grafigini qaraylik (75-shaklga qarang). M
—a
nisbat yoyning oxirlarini tutashtiruvchi 4B vatarning burchak
koeffitsiyentini tasvirlaydi. f'(c¢)=ige urinmaning burchak koef-

fitsiyenti bo‘lgani uchun Lagranj teoremasi y=jf(x) funksiya

grafigida hech bo‘lmaganda bitta nuqta topilishini, bu nuqtada

urinma yoy oxirlarini tutashtiruvchi vatarga parallel bo‘lishini
tasdiglaydi. (57) formula ko‘pincha quyidagicha yoziladi:

f(b)=f(a)=f"(c)(b~a). (59)

Bu tenglik quyidagicha o‘qiladi: [a;b] kesmada differen-

siallanuvchi funksiyaning orttirmasi kesma uzunligining (ya’ni
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argumentning orttirmasi) bu kesma ichidagi biror nuqtasidagi
funksiya hosilasining ko‘paytmasiga teng ekan.

(59) formulani Lagranj formulasi yoki chekli orttirmalar
formulasi deyiladi.

Misol. f(x)=x" funksiya [0;1] kesmada berilgan. x ning funksiya
grafigiga o‘tkazilgan urinma grafik yoyi oxirlarini tutashtiruvchi
vatarga parallel bo‘lgandagi qiymatlarini toping.

Yechish: f(b)=/(1)=1 f(a)=,(0)=0 bo‘lgani uchun (59)
formulaga asosan topamiz:

1—O=(1—O)f'(c) :>f'(c):1.

Ikkinchi tomondan f’(x)=4x’ va demak,

1
4

Ma’lumki, y=c¢ o‘zgarmasning hosilasi nolga teng. Lagranj
teoremasi yordamida teskarisini isbot qilamiz.

Teorema. Agar f(x) funksiya [a;b] kesmada uzluksiz bo‘lsa va

uning barcha ichki nuqtalarida f'(x)=0 hosilaga ega bo‘lsa, f(x)
funksiya [a;b] kesmada o‘zgarmas bo‘ladi.

fl(c)=4c* =1 =c= =3/4~0,63.

Isboti. x-argumentning « nuqta bilan ustma-ust tushmaydigan
ixtiyorly nuqtasi bo‘lsin. (59) Lagranj formulasini [a;x] segmentga
moslab yozamiz. f(x)-f(a)=(x—a)f'(c), c-bu yerda a« va x
orasidagi biror son ce(a;b) intervalga tegishli bo‘lgani uchun
f'(¢)=0. Demak, f(x)-f(a)=0, ya’ni (a;b) intervalning ixtiyoriy x
nuqtasi uchun f(x)=/(a) bu esa f(x) funksiya [a;p] kesmada
o‘zgarmas ekanini bildiradi.

Natija. Agar ®(x) va F(x) funksiyalarning hosilalari [a;5]
kesmaning barcha nuqtalarida teng bo‘lsa, bu funksiyalarning
ayirmasi bu kesmada o‘zgarmas bo‘ladi.

Isboti. f(x)=®(x)-F(x)bo‘lsin. Uholda f'(x)=a'(x)-F'(x)=0
, bundan esa @'(x)=F'(x). Demak, hozirgina isbot qilingan teoremaga
asosan f(x)=®(x)-F(x) funksiya [a;5] kesmada o‘zgarmas ekan.

4. Koshi teoremasi. Agar f(x) va ¢(x) funksiyalar [a;b]
kesmada uzluksiz va uning barcha ichki nuqtalarida differen-
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siallanuvchi bo‘lsa, shu bilan birga ¢'(x)=0 bo‘lsa, u holda bu
kesmaning ichida shunday ¢ nuqta topiladiki, bunda quyidagi tenglik
o‘rinli bo‘ladi:

o(b)=p(a) ¢'(c)
Isboti: Quyidagi yordamchi funksiyani qaraylik:

P= (1)1 0) - L =LE o) o(a).

Ravshanki, bu funksiya (a;b) intervalning barcha nuqtalarida

f(b)_f(a) f'(c) (60)

differensiallanuvchi va uning oxirlarida nolga aylanadi:
F(a)zF(b):O.

Demak, Roll teoremasiga asosan shunday ce(a;b) nuqta
topiladiki, F'(c)=0 bo‘ladi. Shunday qilib,

P(e)= (o)LL),

S(b)=S(a) _S'(c)
p(b)-p(a) ¢'(c)
(60) tenglik Koshi formulasi deyiladi.
Izoh. Teorema shartidan ¢(b)# ¢(a) ekani kelib chigadi, chunkai,

aks holda Roll teoremasiga asosan shunday ¢ e (a;5) nuqta topiladiki,

Bundan

uning uchun
¢'(c)=0 bo‘lar edi. Bu esa xe(a;b) lar uchun ¢'(x)=0 shartga

zid.
O¢z-0¢zini tekshirish uchun savollar
1. Ferma teoremasini ifodalang va isbotlang.
2. Roll teoremasini ifodalang va isbotlang.

3. Lagranj teoremasini ifodalang va isbotlang.
4. Koshi teoremasini ifodalang va isbotlang.
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33-§. Anigmasliklarni ochish. Lopital qoidalari.
Teylor formulasi

1. Ikkita cheksiz kichik miqdor nisbatining limiti

g ko‘rinishdagi noaniqglikni ochish.

Faraz qilaylik, biror [4;0] kesmada f(x) va ¢(x) funksiyalar
Koshi teoremasining shartlarini ganoatlantirsin va bu kesmaning
x = a nuqtasida nolga aylansin, ya’ni f(a)=0 va ¢(a)=0 bo‘lsin.

Bu x=a qiymatda / Ex)) nisbat aniglanmagan, ammo x # a

p\x
qiymatlarda to‘la aniq ma’noga ega. Demak, x — a da bu nisbatning
limitini topish masalasini qo‘yish mumkin. Bu xildagi limitlarni

hisoblash odatda «g ko‘rinishdagi anigmasliklarni ochish» deyiladi.

Ushbu turdagi masalaga ilgari ham duch kelingan, masalan,

2% limitni tekshirishda elementar funksiyalardan hosilalar

Iim
x—0 X

topishda uchrashgan edik. x=0 da ST ifoda ma’noga ega emas,
X

ya’ni F(x)= B funksiya x=0 da aniglanmagan, ammo biz x —0 da
X

sinx ifodaning limiti mavjud va 1 ga tengligini ko‘rgan edik.
X
1-Teorema. (Lopital qoidasi). Biror [a;b] kesmada f(x) va ¢(x)
funksiyalar Koshi shartlarini qanoatlantirsin va uning biror x=a

nuqtasida nolga aylansin, ya’ni f(a)=¢(a)=0 bo‘lsin, u holda agar
x—a da M nisbatning limiti mavjud bo‘lsa, limM ham mavjud
?'(x) e (x)
bo‘ladi, shu bilan birga
limM = limw.
xX—a ¢(x) X—>a ¢ (x)
Isbot. [a;b] kesmada biror x=a nuqtani olamiz. Koshi

formulasini qo‘llab, ushbu tenglikni yozamiz:
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f(x)=f(a) _f'($)
o(x)-o(a) ¢'(S)’

bu yerda & nuqta « va x orasida yotadi, ya’ni a4 < £ < x. Ammo shartga
asosan f(a)=¢(a)=0 demak,
X !/
HOWAG) o
o(x) ¢'(S)
Agar x — a bo‘lsa, uholda & — a, chunki & ning qiymati « bilan
x orasida yotadi. Bunda lim&:A bo‘lsa, u holda lim / (5) ham
x—)a(o(f) g"'—)aqp(f)
mavjud va 4 ga teng. Bundan ravshanki,

im? 8) i L E) i S(S)

x—a (0(5) B E—oa (0'(65) x—a (0'(65)
Demak, limM:hmM .
xX—>a ¢(x) xX—a ¢ (x)
1-izoh. Agar x =a da f(x) yoki ¢(x) funksiyalar aniqlanmagan,
lekin lim /'(x) =0, limg(x)=0 bo‘lgan holda ham teorema o‘rinlidir.

xX—a

= A,

Bu holni ilgari tekshirilgan holga keltirish uchun f(x) va ¢(x)

funksiyalarni x = « nuqtada uzluksiz bo‘ladigan qilib aniglab olamiz.
Buning uchun
f(a)=1lim £(x)=0, p(a)=limp(x)=0
xX—>a xX—>a
deb faraz qilish kifoya, chunki x -« da % nisbatning limiti x = a
p\x

nuqtada f(x) va ¢(x) funksiyalar anigqlanganmi yoki aniqlanmagan
ekanligiga bog‘liq emasligi ravshan.

2-izoh. Agar f'(a)=¢'(a)=0 va teorema shartlarida f(x) va

¢(x) funksiyalarga qo‘yilgan shartlarni f'(x) va ¢'(x) hosilalar ham

qanoatlantirsa, u holda % nisbatga Lopital qoidasini qo‘llab,
limf (x) =1imf (x) formulaga kelamiz va hokazo.

xX—a ¢'(x) xX—a ¢"(x)
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3-izoh. Agar ¢'(a)=0 lekin f'(x)=0 bo‘lsa, u holda teorema

) da nolga intiladigan teskari nisbatga qo‘llaniladi.

o(x)
/(%)
f(x)

)

x—a da

Demalk, f(x nisbat cheksizlikka intiladi.

o(x
1-misol. Tim 1% =1im—(sm5’f ) _ g 30085x _5
x>0 3x x—0 (3X) x—0 3 3

. In(1
2-misol. hmM = llmM = hml-i-_x = 1 =1.
x—0 X x—0 (x)’ =0 ] 1

2. IKkkita cheksiz katta miqdor nisbatining limiti

% ko‘rinishidagi noaniqlikni ochish.
0

Endi x — a ga (yoki x — o ga) intilganda cheksizlikka intiluvchi
ikkita f(x) va ¢(x) funksiyalar nisbatining limiti haqidagi masalani
tekshiramiz.

Teorema. Faraz qilaylik, « nuqta atrofidagi barcha x=a
nuqtalarda f(x) va ¢(x) funksiyalar uzluksiz va differensiallanuvchi

bo‘lsa hamda
lim f(x)=c0, limg(x)=oc0, ¢'(x)#0

bo‘lsa va h h
im? ) _ (62)
()
limit mavjud bo‘lsa, u holda lgn% limit mavjud va ushbu tenglik
o‘rinli bo‘ladi:
tim? ) i ) _ (63)

xX—>a w(x) xX—>a w’(x)
Isbot. Tekshirilayotgan « nuqta atrofida « <x<a (yoki a<x<a
) bo‘ladigan ikkita « va x nuqta olamiz. Koshi teoremasiga binoan
f(x)=f(a)_[(c) 64
o) o)~ gle) o
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bu yerda a<x<a. (63) tenglikning chap tomonini quyidagicha
almashtiramiz

s I
S(x)-fla) flx J(x
o(x)-pla) " olx) | ola) ()
o(x)
(64) va (65) munosabatlardan
_fa)
(o) _f(x) _ f(x)
o'(c) o(x) ,_ela) (0)
o(x)
Bundan
_o(a)

f(x)_S(e)  o(x)
o(x) ¢'(c) _fla)
/(%)
(62) shartdan ixtiyoriy kichik £>0 da « ni « ga shunday yaqin
qilib tanlab olish mumkinki, barcha x = ¢ uchun

f:(c) Al<e
¥'(c)
yoki
A—g<&<A+g (67)
v'(c)
- ole)
tengsizlik bajariladi, bu yerda a<c<a. So‘ngra qux)) kasrni
(04
1
/(%)
tekshiramiz.

(67) tengsizlik o‘rinli bo‘lishi uchun « ni tayinlab qo‘yib, x ni
a ga yaqinlashtiramiz. x —a da f(x)—>o va ¢(x)—« bo‘lgani uchun

‘)

4G
hm (x)
o fle)
(%)

va demak, avval tanlangan £>0 da « ga yetarli yaqin x uchun
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(@) _o(a)
%1«9 =1l-¢< ?Ez))<l+g (68)
/(%) /()
(67) va (68) tengsizliklarning mos hadlarini bir-biriga ko‘paytirsak,
_o(a)

(4-e)(1-¢)< 8 EZ))<(A+5)(1+5)
/(%)

yoki (66) tenglikka asosan

Co)(1-g) <L)
(A 5)(1 g)<(o(x)<(A+8)(1+5)
kelib chigadi. x ni « ga yetarli darajada yaqin qilib olganda &
ixtiyoriy kichik son bo‘lganligi uchun oxirgi tengsizliklardan

. f(x)
Iim——~==4
1 ()
yoki (62) ga asosan
L S(x) e Sx)
lim o(x) = lim o (x) =4
kelib chigadi.

Bu esa talab qilingan isbotdir.

1-izoh. Agar (62) shartda 4=« ya’ni, lim %) Ex)) = bo‘lsa, unda
xX—>a ¢

(63) tenglik ham to‘g‘ri bo‘ladi. Hagigatan, oldingi ifodadan

lim? (x) =0 kelib chiqadi. U holda isbotlangan teoremaga asosan

x—a f'(x)

limM:IimM:O
x—a f(x) x—)af (X)
bundan
limM:oo.
xX—a w(x)
2-izoh. Isbotlangan teorema x — o hol uchun ham osongina
umumlashtiriladi. Agar lim /' (x)=c0, limg(x)=0w, va lim £ Ex; mavjud
X—>00 X—>00 X—0 (0

bo‘lsa, u holda
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tim £ () _ iy LX)
o (x) w0 g'(x)

Isbotlashda g ko‘rinishdagi noaniqlikka x = 1 almashtirish yo‘li
z

(69)

bilan o‘tkaziladi.

e’ (ex) e

3-misol. lim— =1lim —=lim— = oo
x>0y X—>0 (_X,') X—>0 1
2
. ) +b . 2
4-misol. lim™=—""=lim=—~ =2,
o ext —h 0 Qex ¢
1
. 2 2 } :
5-misol. lim 8% = ljm €08*X _ iy 1 €08 Y _ 12 Scosiasinix
HEIg3x i E 3 T3 cos’x %3 2cosxsinx
2 2 5 2 2
cos” 3x
. cos3x,. sin3 . 3sin3x (-1 -1) (-1
= lim * Jim _ Y _lim _ x.( )23-—)-—)23.
% COSX 7 SInX .7 SInXx 1 1 1
2 2 2
. ) |
6-misol. hmix:hm—x:O.
XA)OOe XHOOe
Umuman istalgan butun »>0 da
n n—1
.X . nx o on(n-1)...1
l1m—x:11rn . :hm#zO.
x—)ooe X—>00 e X—>00 e

3. 0-00; 0°; °; 1; o0 —o0 ko‘rinishdagi anigmasliklarni yechish

Simvolik tarzda

a) 0-0; b) 0% c) ; d)17;, e€) wo-w
ko‘rinishida yoziladigan boshga noaniqlik hollari bundan oldingi
hollarga keltiriladi va ma’nosi quyidagidan iborat bo‘ladi.

a) Faraz qilaylik, £i_r){llf(x)=0, limp(x)=co bo‘lsin. lim| f(x)e(x)]

ni topish talab qilinadi. Bu 0. xildagi noaniqlik. Agar berilgan
ifodani

lim[ f (x)p(x)]= 1im@ yoki lim[ /(x)e(x)]= nm@

xX—a x—a xX—>a xX—>a

o(x) f(x)
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ko‘rinishda yozsak, u holda x—»a da g yoki 2 ko‘rinishdagi

o0

noaniqlik kelib chigadi.

. . . Inx . X"
7-misol. limx"Inx=lim— =lim—*— = —lim=— =0.
x—0 x—0 1 x—0 n x>0 p
n - n+l
X X

b) Faraz qilaylik, lim f(x)=0, limp(x)=0 bo‘lib, tim[ f(x)]"" ni

topish, ya’ni 0° ko‘rinishdagi noaniqlikni ochish talab gilinsin. Bunda
y=[r (x)]w(x) deb faraz qilib, bu tenglikning ikkala tomonini
logarifmlaymiz;

Iny= ga(x)ln[f(x)].
o‘ng tomonda x — « da 0-o ko‘rinishdagi noaniqlikni hosil qilamiz.
limlny ni topib, so‘ngra limy ni topish oson. Haqigatan, logarifmik

xX—a xX—>a

funksiyaning uzluksizligiga asosan, limlny=Inlimy va Inlimy=5b

x—>a xX—>a xX—>a

bo‘lsa, u holdalimy =¢".

xX—a

Agar b=+ yoki b=-x bo‘lsa, u holda mos ravishda lim y =

yoki 0 bo‘ladi.
8-misol. limx* ni topish talab qilinadi. y=x* faraz qilib,

x—0

Inlimy =limIn y = limIn(x*) = lim(xIn x) ni topamiz.

x—0 x—0 x—0 x—0
1
lim (xInx) = lim 2% = lim—X_ = _limx =0,
x—0 x—=0 1 x—=0 1 x—0
. T2
X X
Demak, In lirr(}y =0 bunda In lingy = lirr(}lny = lin(} ln(xx) = lir%(xln x)

Inlimy=¢"=1 ya’ni limx*=1 boshga hollarda ham limitlar shunga

x—0 x—0

o‘xshash yo‘l bilan topiladi.
4. Teylor formulasi

Faraz qilaylik, y=f(x) funksiya x =« nuqtani o‘z ichiga olgan
biror oraliqda (n+1)-tartibgacha barcha hosilalarga ega bo‘lsin.
Darajasi » dan oshmaydigan, x=a nuqtadagi qiymati f(x)

213



funksiyaning bu nuqtadagi qiymatiga teng, uning » -tartibigacha x = a
nuqtadagi hosilalarining qiymatlari f(x) funksiyaning shu nuqtadagi
mos hosilalarining qiymatlariga teng, ya’ni

P(a)=1(a). F(a)=f"(a), F(a)=1"(a)....P" (a)=1"(a). (70)
bo‘lgan y=P(x) ko‘phadni topamiz. Bunday ko‘phadni biror
ma’noda f(x) funksiyaga «yaqin» deb kutmoq tabiiydir. Bu
ko‘phadni x - a darajalari bo‘yicha noma’lum koeffitsiyentli

Pn(x):C0 +C1()C—Cl)+c2(x—a)2 +C3(x—a)3 +...+Cn(x—a)n. (71)
ko‘phad ko‘rinishda izlaymiz. Noma’lum c,,c,,....C, koeffitsiyent-

larni (70) shartlar ganoatlantiriladigan qilib aniglaymiz.
Avvalo P (x) ning hosilalarini topamiz:

P/(x)=C, +2C, (x—a)+3C3(x—a)2 +...+nC, (x—a)”_1 ,

P(x)=21-C,+3-2-Cy(x—a)+...+n(n-1)C,(x—a)", -

P" =n(n-1)..2:1-C,
(71) va (72) tengliklarning chap va o‘ng tomonlarida x o‘rniga
a ning qiymatini qo‘yib va (70) tenglikka asosan P,(a) ni f(a) orqali

P/(a)=f"(a) va shunga o‘xshash almashtirib quyidagilarni hosil

n

qilamiz.

f"(a)=n(n-1)(n-2)..2:1-C,.
Bundan koeffitsiyentlarning qiymatini topamiz:

Co=/f(a), Ci=f'(a), G :%f”(a),

1 1
Cy=——f"(a),...C, = (") (a).
=123/ (@ C=1 (@)

C,,C,,....,C, larning topilgan qiymatlarini (11) formulaga qo‘yib,
izlangan ko‘phadni hosil qilamiz:

(73)

X

P (x)= f(a)+@ f’(a)+% f"(a)+...+% ). (74)
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Bu ko‘phad Teylor ko‘phadi deyiladi.
5. Teylor va Makloren formulalari

Berilgan f(x) funksiya bilan tuzilgan P (x) ko‘phad qiymat-
larining ayirmasini R, (x) orqali belgilaymiz (76-shakl):
R,(x)= 1 (x) - B,(x)
bundan
f(x)=F,(x)+R,(x).
yoki yoyilgan ko‘rinishda
X — a)2

7(5)=(a) 2 ()« 2L

“ ey )00 o, (). (75)

1-2-3-...-m

R.(x) ga qoldiq had deyiladi. x ning qoldiq had R, (x) juda
kichik bo‘ladigan qiymatlari uchun P,(x) ko‘phad f(x) funksiyaning
taqribly tasvirini beradi. Shunday qilib (75) formula y=f(x)
funksiyani, qoldiq had R (x) qiymatiga teng bo‘lgan tegishli
darajadagi aniqlikda y=P (x) ko‘phad bilan almashtirishga imkon
beradi.

% f(x) P (x)

76-shakl.
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Endigi vazifamiz x ning turli gqiymatlarida miqdorni baho-
lashdan iborat.
Qoldiq hadni
B (x_a)n+1
shaklda yozamiz, bu yerda Q(x)-aniglanishi kerak bo‘lgan biror

funksiya. Bunga moslab (75) formulani gaytadan yozamiz:

f(x):f(a)+¥f’(a)+...+%f(")(a)+%Q(x). (75

x va g ning tayin qiymatlarida O(x) funksiya ma’lum qiymatga ega;
uni Q bilan belgilaymiz.
So‘ngra ¢ ga bog‘liq (+ ning qiymati « bilan x ning orasida
yotadi) yordamchi
x—t , x—t n x—t
F(9)= /(-1 (-1 (t)—...—%f( >(¢)_ﬁ
funksiyani tekshiramiz, bu yerda 0 (75') munosabat bilan aniglangan

qiymatga ega; bunda « va x ni aniq sonlar deb hisoblaymiz.
Endi F'(x) hosilani topamiz:

0.

F/()=f(t)+ £ (1) =521 (0) + 2(’; !‘t) f”(t)—(x;—!t) S ()
(x—t)n_1 . n(x—t)n_1 . (x=1)" (n+1)(x—t)"
~(n-1)! o+ n! 0= n! AL (n+1)! ¢
yoki gisqartirgandan keyin
P =L e Lo (77)

Demak, a abssissali nuqta (a <x da a<t<x va a>x da a>t>x)
yaqinida yotuvchi barcha ¢ nuqtalarda F(¢) funksiya hosilaga ega.

So‘ngra (75") formulaga asosan
F(x)=0, F(a)=0
ckanligiga asoslanamiz. Shuning uchun F(¢) funksiyaga Roll

teoremasini qo‘llasa bo‘ladi, demak, « va x orasida yotuvchi shunday
t = ¢ qiymat mavjudki, bu qiymatda F'(£)=0 bo‘ladi. Bunda (77)

munosabatga asosan
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dan 0= f""(&).
Bu ifodani (76) formulaga qo‘yib,
_ (x - Cl)n+1 (n+1)
R,(x)= 1) ()
qoldiq had uchun Lagranj formulasini hosil qilamiz.
& miqdor x va a orasida yotgani uchun uni é=a+60(x-a)

shaklda tasvirlash mumkin, bu yerda ¢, 0 bilan 1 orasida yotuvchi
son, ya’ni 0<é&<1. U holda qoldiq had formulasi

R, (x) =%f("“) (a+6(x—a)).

ko‘rinishini oladi.
7(3) = (a2 () )+ o (=) (79

formula f(x) funksiya uchun Teylor formulasi deyiladi.

Agar Teylor formulasida « =0 deb faraz qgilinsa, u holda formula

_ X oy X X" ) X )
f(x)—f(0)+1f(0)+ 2!f (0)+..+ n!f (0)+(n+1)!f (0).  (79)

ko‘rinishda yoziladi, & bu yerda O bilan 1 sonlari orasida. Teylor
formulasining bu xususiy holi ba’zan Makloren formulasi deyiladi.

O°¢z-0°zini tekshirish uchun savollar

l. x—>a (chekli) va x>~ da (—(; anigmaslikni yechish uchun

Lopital qoidasini keltirib chigaring.

2. x>a va x—>» da 2 anigmaslikni yechish uchun Lopital
o0

qoidasini keltirib chigaring.

3.17, «’, 0° ko‘rinishdagi anigmasliklarni yechish uchun Lopital
qoidasini qo‘llanilishini bayon qiling.

4. Teylor ko‘phadi nima?

5. Qoldiq had uchun Lagranj formulasini keltirib chiqaring.
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34-§. Funksiyaning o‘suvchi va kamayuvchi bo‘lishi.
Funksiyaning ekstremumlari. Funksiya ekstremumining
zaruriy sharti. Funksiyaning eng katta va eng kichik qiymatlari

1. Funksiyaning o‘sishi va kamayishi

1-ta’rif. Agar [a;b] kesmada yotuvchi x <x, nuqtalarda
f(x)<f(x,) bo‘lsa, y=f(x) funksiya [a;b] kesmada o‘suvchi
deyiladi.

Agar Ax=x,-x, Ay=f(x,)-f(x) deb belgilasak, Ax>0, Ay>0
bo‘lgani uchun o‘suvchi funksiya uchun % >0 bo‘lishi kelib chiqadi.

2-ta’rif. Agar [a;b] kesmada yotuvchi x <x, nuqtalarda
f(x)>f(x,) bo‘lsa, y=r(x) funksiya [a;b] kesmada kamayuvchi
deyiladi.

Agary=f(x) funksiya [a;b] kesmada kamayuvchi bo‘lsa,
Av=x,-x>0, Av=f(x)-f(x)<0 bo‘lgani uchun %<0 bo‘lishi
kelib chigadi.

1-teorema. 1) Agar [a;b] kesmada hosilaga ega bo‘lgan y = f(x)
funksiya shu kesmada o‘suvchi bo‘lsa, uning hosilasi [a;5] kesmada
manfly bo‘lmaydi, ya’ni f'(x)>0.

2) Agar y= f(x) funksiya [a;b] kesmada uzluksiz, (4;0) oraligda
differensiallanuvchi bo‘lsa va a<x<b uchun/f’(x)>0 bo‘lsa, bu
funksiya [a;b] kesmada osadi.

Isbot. Avval teoremaning birinchi qismini isbot qilamiz.
y=/f(x) funksiya [a;b] kesmada o°sadi deb faraz qilamiz. x
argumentga Ax orttirmani beramiz va

f(x+§:2—f(x) (80)

nisbatni qaraymiz.
y=/f(x) o‘suvchi funksiya, shunga asosan Ax>0 bo‘lganda

f(x+Ax)> f(x) va Ax<0 bo‘lganda f(x+Ax)< f(x).
Ikkala holda ham
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, (81)

demak,
lim f(x+Ax)—f(x)
Ax—0 Ax
ya'ni f'(x)>0. Shuni isbotlash talab qilingan edi. (Agar f'(x)<0
bo‘lsa, Ax ning yetarli darajada kichik qiymatlarida (80) nisbat
manfiy bo‘lar edi, bu esa (81) munosabatga ziddir).
Endi teoremaning ikkinchi qismini isbotlaymiz. x ning [a;b]

oraliqdagi hamma qiymatlarida f’(x)>0 deb faraz qilamiz.

[a;b] kesmaga tegishli ikkita ixtiyoriy x, va x,, (x, <x,) qlymatni
qaraymiz.

Lagranjning chekli orttirmalar haqidagi teoremasiga binoan
ushbu tenglikni yozishimiz mumkin:

f(xz)_f()ﬂ):f'(‘f)(xz _x1)’ X <E<X,.
Shartga asosan f'(£)>0 demak, f(x,)-f(x)>0, bundan esa
y=f(x) o‘suvchi funksiya ekani kelib chiqadi.

Kamayuvchi (differensiallanuvchi) funksiya uchun ham shunga
o‘xshash teoremani aytish mumkin, ya’ni:
1. Agar y= f(x) funksiya [a;b] kesmada kamaysa, shu kesmada

f'(x)<0 bo‘ladi. Agar (a;b) oraligda f'(x)<0 bo‘lsa [a;b] kesmada
y=f(x) kamayadi. (Albatta, bu yerda ham funksiya [a;b] kesmaning
hamma nuqtalarida uzluksiz va (a;b) oraligning hamma nuqtalarida
differensiallanuvchi deb faraz qilamiz).

A Fy
y T ¥

77-shakl.
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Izoh. Isbotlangan teorema ushbu geometrik faktni ifodalaydi.
Agar [a;b] kesmada y = f(x) funksiya o‘ssa, shu kesmaning har bir
nuqtasida y=f(x) egri chiziqqa urinma Ox o‘q bilan ¢ o‘tkir
burchakni hosil giladi yoki ayrim nuqtalarda gorizontal bo‘ladi; bu
burchakning tangensi manfiy bo‘lmaydi: f'(x)=tgp>0 (77-a shakl).
Agar [a;b] kesmada f(x) funksiya kamaysa, urinma Ox o°‘q bilan
o‘tmas burchak hosil giladi (yoki ayrim nuqgtalarda urinma gorizontal
bo‘ladi); bu burchakning tangensi musbat bo‘lmaydi (77-b shakl).

Teoremaning ikkinchi qismi ham shu kabi tasvirlanadi. Teorema
hosilaning ishorasiga garab funksiyaning o‘sishi yoki kamayishini
aniglashga imkon beradi.

I-misol. y=x" funksiyaning o‘sish va kamayish sohalari
aniqglansin.

s "'f‘

78-shakl.

=

Yechish: berilgan funksiyaning hosilast y'=4x’, x>0 =)' >0
bo‘ladi, funksiya o‘sadi; x<0 = )'<0 bo‘ladi, funksiya kamayadi
(78-shakl).

2. Funksiyaning maksimumi va minimumi

Maksimumning ta’rifi. Agar y= f(x) funksiyaning x, nuqtadagi
qiymati x

1

ni o‘z ichiga olgan birorta intervalning barcha
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nuqtalaridagi qiymatlaridan katta bo‘lsa, y = f(x) funksiya x nuqtada

maksimum (maximum)ga ega bo‘ladi. Boshqacha aytganda, agar
absolyut miqdori bo‘yicha yetarli darajada kichik bo‘lgan har qanday
(musbat va manfiy) Ax uchun f(x +Ax)< f(x) bo‘lsa, f(x) funksiya

x, nugtada maksimumga ega bo‘ladi.

XJL

-
0 a XX, X b vy
79-shakl.

Masalan, grafigi 79-shaklda tasvirlangan y = f(x) funksiya x=x,

nuqtada maksimumga ega.

Minimumning ta’rifi.

Agar absolyut miqdori bo‘yicha yetarli darajada kichik bo‘lgan
har qanday (musbat va manfiy) Ax uchun f(x,+Ax)> f(x,) bo‘lsa,
f(x) funksiya x=x, nuqtada minimum (minimum) ga ega bo‘ladi
(79-shakl).

Masalan, y=x* funksiya (78-shakl) x=0 nuqtada minimumga
ega, chunkix=0 bo‘lganda y =0 va x ning boshga giymatlarida y >0

Maksimum va minimum ta’riflari munosabati bilan quyidagi
hollarga e’tibor qilish lozim.

1. Kesmada aniglangan funksiyaning x ning faqat qaralayotgan
kesmaning ichidagi qiymatlarida maksimal va minimal qiymatlariga
yetishi mumkin.

2. Funksiyaning maksimumi va minimumini qaralayotgan kes-
mada uning eng katta va eng kichik qiymatlari deb garash xato
bo‘ladi. Funksiyaning maksimum nuqtadagi qiymati shu maksimum
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nuqtaga yetarli darajada yaqin turgan hamma nuqtalardagi
qiymatlariga nisbatan eng katta bo‘ladi, minimum nuqtadagi qiymati
esa shu minimum nuqtaga yetarli darajada yaqin turgan nuqtalardagi
qiymatlariga nisbatangina eng kichik bo‘ladi. 80-shaklda [a;b]
kesmada aniglangan funksiya tasvirlangan, bu funksiya x=x va
x=x, nuqtalarda maksimumga ega, x=x, va x=x, nuqtalarda
minimumga ega, lekin funksiyaning x = x, dagi minimum x = x, dagi
maksimumdan katta. Funksiyaning x=5 dagi qiymati qaralayotgan
kesmadagi maksimumlarining har biridan kattadir. Funksiyaning
maksimum va minimumlari funksiyaning ekstremumlari yoki
ekstremal qiymatlari deb ataladi.

¥

0
d ::;1};2 X, 15{4 b

80-shakl.

Funksiyaning ekstremal qiymatlari va ularning [a;6] kesmada

joylanishi argumentning o‘zgarishi bilan bog‘lanishda funksiyaning
o‘zgarishini ma’lum darajada xarakterlaydi.

3. Ekstremum mavjudligining zaruriy sharti

2-teorema. Agar differensiallanuvchi y= f(x) funksiya x=x,

nuqtada maksimumga yoki minimumga ega bo‘lsa, uning hosilasi shu
nuqtada nolga aylanadi, ya’ni f'(x,)=0 bo‘ladi.
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Isbot. Aniglik uchun x=x nuqtada funksiya maksimumga ega
deb faraz qilamiz. Bu holda x, ga absolyut qiymat jihatidan yetarli
darajada kichik Ax, (Ax=0) orttirma berib, ushbu tengsizlikni yozish
mumkin:

f(x1 +Ax)<f(xl),
ya’ni
f(x +Ax) = f(x)<O0.
Lekin bunday holda
f<x1 +Ax)—f(x1)
Ax
nisbatning ishorasi Ax ning ishorasi bilan belgilanadi, ya’ni Ax<0
bo‘lganda

M

f(x1+Ax)—f(xl)
Ax

>0

9

Ax >0 bo‘lganda
f(x1 +Ax)—f(xl)

™ <0.
Hosilaning ta’rifiga muvofiq
()= tim /1A 1) (82)

Agar y=f(x) funksiya x=x nuqtada hosilaga ega bo‘lsa, o‘ng
tomondagi limit Ax ning qanday (musbat va manfiyligicha qolgan
holda) nolga intilishiga bog‘liq bo‘lmaydi, ammo Ax manfiyligicha
qolgan holda intilsa, u holda f'(x, )>0. Agar Ax musbatligicha qolgan
holda nolga intilsa, u holda f(x,)<0. f'(x,) ning qiymati Ax ning qan-
day holda nolga intilishiga bog‘liq bo‘lmagan aniq son uchun so‘nggi
ikki tengsizlik faqat f’(x,)=0 bo‘lgandagina birgalikda bo‘ladi.

Funksiyaning minimumi bo‘lgan hol uchun ham teorema shu

kabi isbotlanadi. Isbotlangan teoremaga ushbu ravshan ko‘rinib
turgan geometrik fakt mos keladi: agar f(x) funksiya maksimum va

minimum nugqtalarda hosilaga ega bo‘lsa, y = f(x) egri chizigning shu

nuqtalarida o‘tkazilgan urinma Ox o‘qiga parallel bo‘ladi.
Hagqiqgatan, f'(x )=1tgp =0 tenglikdan, bu yerda ¢ urinma bilan

Ox 0°‘qi orasidagi burchak, ¢ =0 ekanligi kelib chigadi (79-shakl). 2-
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teoremadan bevosita ushbu natija chiqadi: agar argument x ning
qaralayotgan hamma qiymatlarida f(x) funksiya hosilaga ega bo‘lsa,

u holda funksiya x ning faqat hosilani nolga aylantiradigan qiymat-
laridagina ekstremumga (maksimum va minimumga) ega bo‘ladi.
Bunga teskari xulosa to‘g‘ri emas: hosilani nolga aylantiradigan har
gqanday qiymatda albatta maksimum yoki minimum mavjud bo‘laver-
maydi. Masalan, 80-shaklda tasvirlangan funksiyaning hosilasi x = x,

nuqtada nolga aylanadi (urinma gorizontal). Lekin bu nuqtada funk-
siya na maksimumga va na minimumga ega emas. Xuddi shuningdek,
y=x" funksiyaning hosilasi (8 1-rasm) x =0 nuqtada nolga teng:

(y)’xzo = (x3 )'x=0 =3x*| =0

x=0

b

o |

8 1-shakl.

ammo bu nuqtada funksiya na maksimumga va na minimumga ega
emas. Haqiqatan, x nuqta 0 nuqtaga har qancha yaqin bo‘lsa ham,
hamma vaqt x<0 bo‘lganda x’ <0 va x>0 bo‘lganda »’ >0 bo‘ladi.

Biz birorta kesmaning hamma nuqtalarida funksiya hosilaga ega
bo‘lgan holni tekshirdik. Hosila mavjud bo‘lmagan nuqtalarda ahvol
qanday bo‘ladi?

Argumentning hosila nolga aylanadigan yoki uziladigan
qiymatlari kritik nuqgtalar yoki kritik qiymatlar deyiladi.
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Yugqorida aytilganlardan har qanday kritik qiymatda funksiya
maksimumga yoki minimumga ega bo‘lavermasligi kelib chigadi.
Lekin funksiya birorta nuqtada maksimumga yoki minimumga
erishsa, u nuqta shubhasiz kritik nuqta bo‘ladi. Shunga asosan funk-
styaning ekstremumlarini topish uchun quyidagicha ish bajariladi:
hamma kritik nuqtalar topiladi, so‘ngra har bir kritik nuqtani ayrim
tekshirib, u nuqtada funksiyaning maksimumi va minimumi bo‘lishi
yoki na maksimumi va na minimumi bo‘lmasligi aniglanadi.

4. Ekstremum mavjudligining yetarli shartlari

3-teorema. f(x) funksiyaning kritik nuqta x ni o‘z ichiga
olgan birorta intervalda uzluksiz va shu intervalning hamma (balki x,
nuqtaning o‘zidan boshqga) nuqtalarida differensiallanuvchi bo‘lsin.
Agar shu nuqgtaning chap tomonidan o‘ng tomoniga o‘tishda
hosilaning ishorasi musbatdan manfiyga o‘zgarsa, funksiya x=x,
nuqtada maksimumga ega bo‘ladi. Agar chapdan x = x, nuqta orqali
o‘ngga o‘tishda hosilaning ishorasi manfiydan musbatga o‘zgarsa,
funksiya shu nuqtada minimumga ega bo‘ladi.

Shunday qilib, agar:

a) x<x, bo‘lganda f'(x)>0 hamda x>x bo‘lganda f'(x)<0
bo‘lsa, funksiya x, nuqtada maksimumga ega;

b) x<x bo‘lganda f'(x)<0 hamda x>x bo‘lganda f'(x)>0
bo‘lsa, funksiya x; nugtada minimumga ega bo‘ladi.

Bunda shuni nazarda tutish lozimki, a) va b) shartlar x ning x,
ga yetarli darajada yaqin bo‘lgan hamma qiymatlarida, ya’ni x kritik
nuqtalarning yetarli darajada kichik atrofining hamma nuqtalarida
bajarilishi kerak.

Isbot. Avvalo, hosilaning ishorasi musbatdan manfiyga
o‘zgaradi, ya’ni x ning x nuqtaga yetarli darajada yaqin bo‘lgan
hamma qiymatlari uchun x < x, bo‘lganda £'(x)>0, x>x, bo‘lganda
esa f'(x)<0 tengsizliklarga egamiz deb faraz qilamiz. f(x)-f(x)
ayirmaga Lagranj teoremasini qo‘llab, f(x)-f(x)=/(&)(x-x)
tenglikni hosil qilamiz, bu yerda & e(x;x,).
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1) x<x bo‘lsin, u holda &é<x, f'(£)>0=f'(&)(x-x)<0 va
demak,
f(x)—f(x1)<0 yoki f(x)<f(xl). (83)
2) x>x boflsin, u holda ¢>x, f'(£)<0 = f'(&)(x-x)<0 va
demak,
f(x)—f(x1)<0 yoki f(x)<f(xl). (84)
(83) va (84) tengsizliklar x ning x ga yetarli darajada yaqin
hamma qiymatlarida x nuqtadagi qiymatidan kichik ekanini
ko‘rsatadi. Demak, x, nuqtada f(x) funksiya maksimumga egadir.

Teoremaning minimum uchun yetarli shart haqidagi ikkinchi
qismi ham shu kabi isbot gilinadi.

O¢z-0¢zini tekshirish uchun savollar

1. Kesmada o‘suvchi va kamayuvchi funksiya ta’rifini ifo-
dalang.

2. Funksiya o‘suvchi va kamayuvchi bo‘lishining zaruriy va
yetarlilik shartlarini isbotlang. Bu teoremaning geometrik mazmuni
nimadan iborat?

3. Funksiyaning ekstremum nuqtalarini, funksiyaning ekstremal
qiymatlarini ta’riflang.

4. Ekstremumning zaruriy shartini isbotlang.

5. Funksiya ekstremumi yetarlilik shartini birinchi hosila
yordamida isbotlang.

35-§. Egri chizigning qavariqligi va botiqligi.
Bukilish (egilish) nuqtasi. Egri chizigning asimptotalari.
Funksiyani tekshirishning umumiy sxemasi

1. Funksiya grafigining botiqligi va qavariqligi.

Funksiya grafigining botigligi va qavarigligi bilan bog‘liq
bo‘lgan xossalarni o‘rganamiz. Differensiallanuvchi y= f(x) funk-
siya grafigi uning (a;b) intervaldagi barcha nuqtalarida o‘tkazilgan
urinmalaridan pastda joylashgan bo‘lsa, qavariq deyiladi (82-a shakl).
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YA YA

y=f(x)
N
0 a 5! }.‘c 0 a b }_‘c
a) b)
82-shakl.

Agar y= f(x) funksiya grafigi (a;b) intervaldagi har bir nug-
tasidagi urinmalaridan yuqorida joylashgan bo‘lsa, bu differen-
siallanuvchi funksiyaning grafigi (a;b) intervalda botiq deyiladi (82-
b shakl).

Shunga o‘xshash, masalan, y=+1-x> yarim aylana (-L1)
intervalda qavariq, y=x" parabola (—w;) intervalda botiq. Funksiya
grafigi berilgan intervalda gavariq yoki botiq bo‘lishining yetarli
shartini qaraymiz.

1-teorema. y=/(x) funksiya (a;b) intervalning barcha
nuqtasida ikkinchi tartibli hosila f"(x) ga ega bo‘lsin. Agar bu
intervalning barcha nugqtasida f"(x)<0 bo‘lsa, funksiya grafigi bu
intervalda qavariq, /"(x)>0 bo‘lsa, botiq bo‘ladi.

VA
‘”= fﬁ{i - F
-7
f@ |2
0 E_.'c_; ;‘c |
83-shakl.
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Isbot. Aniglik uchun f"(x)<0 bo‘lsin va grafikning
qavariqligini isbot qilamiz. Funksiya grafigida (a;b) intervalga
tegishli x, abssissali ixtiyoriy M, nuqtani olamiz va M, nuqta orqali
urinma o‘tkazamiz (83-shakl). Teoremani isbot qilish uchun biz
funksiyaning grafigi urinmadan pastda joylashganligini ko‘r-
satishimiz kerak. Boshqacha aytganda, bitta o‘sha x abssissa uchun
egri chiziq ordinatasidan kichik bo‘lishi kerak. Grafik tenglamasi:
y=f(x) urinmaning M, nuqtasidagi tenglamasi quyidagicha:

Y= f (%)= f"(3)(x = x,)

Bu yerda x abssissaga mos keladigan Y ordinata bilan
belgilangan.

Grafik va urinmaning bitta shu x abssissadagi ayirmasi
quyidagiga teng:

y—Y:f(x)—(f(x0)+f'(xo)(x—xo)):y—Y:f(x)—f(xo)—f'(xo)(x—xo)
f(x)-f(x,) ayirmani Lagranj formulasi bo‘yicha almash-
tiramiz:
f(x)—f(xo) =f'(c)(x—x0) bu yerda ¢ e(x;xo).
U holda
y—Y:f’(c)(x—xo)—f'(xo)(x—xo):(x—xo)(f'(c)—f'(xo)). (85)
f'(¢)-f'(x,) ayirmani Lagranj formulasi bo‘yicha yana
almashtiramiz:
/(€)= 1"(x)=(e=x)/"(c),
bu yerda ¢, (x,;c). Ayirma ifodasini (85) tenglikka qo‘yib,
y=Y=(x-x)(c=x)f"(c) (86)
ni hosil gilamiz, x-x, va ¢-x, ayirmalar bir xil ishoraga ega, chunki
¢ kattalik x va x, orasida joylashgan, demak, ularning ko‘paytmasi
(x—x,)(c—x,)>0. Shartga asosan (a;b) intervalda f”(x)<0 bo‘lgani
uchun, xususan, f"(c,)<0. Shuning uchun, y-y=(x-x)(c-x)/"(¢)<0.
Shunday qilib, (a;6) intervaldagi nuqtalar uchun urinmaning

ordinatasi grafik ordinatasidan katta, ya’ni grafik qavariq.
Xuddi shunga o‘xshash f"(x)>0 da grafik botiq bo‘lishi

1sbotlanadi.
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2. Bukilish nuqtalari

Uzluksiz funksiya grafigining gavariqlik qismidan botiqlik
qismini (yoki botigdan qavariqga) ajratadigan nuqtasi bukilish
nuqtasi deyiladi. Funksiya grafigining bukilish nuqtasini topish
quyidagi teoremalarga asoslangan.

2-teorema. (bukilish nuqtasi mavjudligining zaruriy sharti).
y=f(x) funksiya (a;b) intervalda uzluksiz ikkinchi f”(x) hosilaga
ega bo‘lsin u holda, agar abssissasi x, (a;6) bo‘lgan nuqta berilgan
funksiyaning grafigining bukilish nuqtasi bo‘lsa, f"(x)=0 bo‘ladi.

Isbot. Teskarisini faraz gilamiz, ya’ni f"(x)=0 bo‘lsin. Aniglik
uchun f"(x)>0 bo‘lsin. U holda ikkinchi hosilaning uzluksizligi
haqidagi farazga asosan x, nuqtaning biror atrofida musbat bo‘ladi va
demak, funksiya grafigi botigq.

YA

F(x) <0

.:._c: T

84-shakl.

Lekin bu x, nuqta bukilish nuqtasining abssissasi deyilishiga
qarama-qarshidir. Bu qgarama-qarshilik  f"(x)=0 to‘g‘riligini
ko‘rsatadi.

y=/f(x) funksiya grafigi abssissasi x=x, bo‘lgan bukilish
nuqtasiga ega bo‘lsin. Agar x = x, da ikkinchi hosila uzluksiz bo‘lsa,
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f"(x)=0 bo‘ladi. Biroq boshqa hollar, ya’ni uzluksiz funksiyaning

ikkinchi hosilasi uzilishiga ega bo‘lgan hol ham bo‘lishi mumkin.

Masalan, y=<i/x’ funksiyaning ikkinchi hosilasi y”=93—0.
X
Ravshanki, —o<x<0 da y"<0 va 0<x<+wo da y">0 bo‘ladi. Demak,

berilgan funksiyaning grafigi x=0 da bukilish nuqtasiga ega. Biroq
bu nuqtada funksiyaning ikkinchi hosilasi mavjud emas.

Shunday qilib, uzluksiz funksiya grafigining bukilish nuqtalari
abssissalarini ikkinchi hosila nolga teng yoki uzilishga ega bo‘lgan
(xususan, mavjud bo‘lmagan) nuqtalardan izlash kerak ekan.

3-teorema. (bukilish nuqtasi mavjudligining yetarli sharti).
Agar uzluksiz funksiyaning ikkinchi f”(x) hosilasi x, nuqtadan
o‘tayotganda o°z ishorasini o‘zgartirsa, u holda x = x, abssissali nuqta
funksiya grafigining bukilish nuqtasi bo‘ladi.

Isboti. Masalan, x<x, da f"(x)<0 va x>x, da f"(x)>0 bo‘lsin.
Bu holda x, dan chapda funksiya grafigi qavariq, o‘ngda esa botiq.
Demak, x, nuqta qavariglik intervalini botiglik intervalidan ajratadi,
ya’ni funksiya grafigining (x,; /(x,)) nuqtasi bukilish nuqtasi bo‘ladi
(84-shakl).

I-misol. f(x)=x"-3x funksiya grafigining qavariq va botiqligini
tekshiring.

Yechish: Ikkinchi tartibli hosilani topamiz:

f'(x):3x2—3 = y"=6x.
f"(x) ni nolga tenglaymiz: 6x=0 = x=0. Agar x<0 = f"(x)=6x<0,
agar x>0 = f"(x)=6x>0 ni e’tiborga olsak, (—;0) intervalda grafik
qavariq, (0;+o) intervalda botiq bo‘lishini xulosa qilamiz: x=0
nuqtada funksiya grafigi €(0;0) bukilish nuqtasiga ega.

3. Funksiya grafigining vertikal asimptotalar

Funksiyani tekshirayotganda funksiya grafigining nuqtasi
koordinatalar boshidan cheksiz uzoqglashganda yoki boshgacha
aytganda uning o‘zgaruvchi nuqtasi cheksizlikka intilganda grafik
shaklini bilib olish muhim.
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O‘zgaruvchisi cheksizlikka intilganda funksiya grafigi biror
to‘g‘ri chizigqa cheksiz yaqinlashib boradigan hol alohida qiziqish
tug‘diradi.

O‘zgaruvchi nuqta grafik bo‘yicha koordinatalar boshidan
cheksiz uzoqglashganda funksiya grafigidagi o‘zgaruvchi nuqtadan
to‘g‘ri chizigqacha bo‘lgan masofa nolga intilsa, bunday xossaga ega
bo‘lgan to‘g‘ri chiziq y=j(x) funksiya grafigining asimptotasi
deyiladi. Oy o‘qqa parallel Oy o°‘qqa parallel bo‘lmagan
asimptotalarni ayrim-ayrim holda garaylik.

Oy o°‘qqa parallel bo‘lgan asimptotalar. x—x,da y=r(x)
funksiya absolyut qiymat bo‘yicha cheksiz o‘ssin, ya’ni lim f(x)=w

x—xy—0
. U holda ta’rifga asosan x=x, to‘g‘ri chiziq asimptotadir (85-shakl).
Oy 0‘qqa parallel asimptotalar vertikal asimptotalar deb ham ataladi.

Asimptota

A 4

85-shakl.

Shunga o‘xshash, agar lim f(x)=0 bo‘lsa ham x=x, to‘g‘n

x—xy+0
chiziq asimptota bo‘ladi. Teskarisi ham o°z-o‘zidan ravshan, ya’ni
x=x, asimptota bo‘lsa, lim f(x) yoki lim f(x) limitlardan kamida

x—>xy—0 x—>xy+0

bittasi cheksizdir.
Shunday qilib, y= f(x) funksiya grafigining Oy o°‘qqa parallel
bo‘lgan asimptotalarni izlash uchun funksiya cheksizlikka
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aylanadigan (cheksiz uzilishga ega bo‘lgan) x = x, ning qiymatlarini
topish kerak. U holda 0y o‘qqa parallel bo‘lgan asimptota x=x,
tenglamaga ega bo‘ladi.

2-misol. f(x)=x+ 12 funksiya grafigining Oy o‘qqa parallel

bo‘lgan asimptotasini toping.

Yechish:  lim f(x)= lim(x +

x—2 x—2 X —

12):00 bo‘lgani uchun x=2
asimptotaga ega.

3-misol. f(x)=tgx funksiya grafigining Oy o‘qqa parallel
asimptotasini toping.

Yechish: 1(izn31) tgx=00 bo‘lgani uchun f(x)=1gx funksiyaning

grafigi cheksiz ko‘p asimptotalarga ega:

wetZ yoaF 47
27

2’ 27
4. Funksiya grafigining og‘ma asimptotalari

Or va Oy o‘qqa parallel bo‘lmagan asimptotalar og‘ma
asimptotalar deyiladi.

y=f(x) funksiyaning grafigi og‘ma asimptotaga ega bo‘lsin. U
holda og‘ma asimptota tenglamasi y=/kr+5 ko‘rinishda bo‘ladi. £ va
b ni topish uchun quyidagi ishni bajaramiz: funksiya grafigining M
nuqtasidan asimptotagacha MN perpendikular tushiramiz (86-shakl).

Asimptotaning ta’rifiga asosan x— +o da MN — 0, M MN

MN
bunda o« -—

uchburchakdan quyidagiga egamiz: MM = COS O

asimptotaning Ox o‘qqga og‘ish burchagi. « o‘zgarmagan holda am M
kattalik MmN bilan bir vaqtda nolga intiladi, ya’ni
MM =PM,~PM =y, . —,.=kx+b)-f(x),

bo‘lgani uchun

lim[ (kx+b) - f(x)]=0. (87)

X—>00
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A\ 4

ox [ P X
86-shakl.

(87) dan qavs ichidagi ayirma x — +» da cheksiz kichik funksiya
f(x)-(kx—b)=p(x) ekani kelib chiqadi. Oxirgi tenglikni hadma-had
x ga bo‘lib, limitga o‘tamiz:

lim(M —k- éj = limM.
X—>00 x x X—>00 x

lim b_ 0 va lim Alx) =0 bo‘lgani uchun lim[M —~ kj =0 ga egamiz.

X—>+00 x X—>+0 x X—>0 X

Bundan asimptotaning burchak koeffitsiyenti
k=tim? ) (88)

X—>00 x
bo‘ladi. Endi » ni aniqlaymiz. f(x)-kx-b=p(x) bo‘lgani uchun
b= f(x)—ke—B(x). x >+ da limitga o‘tib, quyidagini hosil qilamiz:
b=lim( f(x)—kx). (89)

X—>0

Bundagi & (88) formula bo‘yicha topiladi.

Shunday qilib, og‘ma asimptotani topish uchun (88) va (89)
limitlarni topish kerak ekan. Teskarisini, ya’ni (88) va (89) limitlar
mavjud bo‘lsa, y=kr+b to‘g‘ri chiziq asimptota ekanligini ko‘rsatish
mumKkin.

Agar hech bo‘lmaganda limitlardan bittasi mavjud bo‘lmasa,
y=f(x) funksiyaning grafigi x— +» da og‘ma asimptotaga ega
bo‘lmaydi.
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Xususiy holda asimptota tenglamasidagi & koeffitsiyent nolga
teng bo‘lishi mumkin. Bu holda asimptota Ox o‘qqa parallel bo‘ladi
va gorizontal asimptota deyiladi.

87-shakl.

x — - da asimptotalar shunga o‘xshash topiladi. Aytib o‘tish
joizki, (88) va (89) formulalar x » +» va x - - da har xil bo‘lishi
mumkin, ya’ni funksiya grafigi ikkita har xil og‘ma asimptotaga ega
bo‘lishi mumkin.

4-misol. y = x - arctgx funksiyaning asimptotalarini toping.

Yechish: Berilgan funksiya barcha son o‘qida aniqlangan va
uzluksiz. Demak, grafik 0y o0°qqga parallel bo‘lgan asimptotalarga ega

emas. Oy o‘qqga parallel bo‘lmagan asimptotalarni topamiz.

1) x> +400: k= 1jmm: lim(l—ZarCtgx}:l—Zlim al’ctgx:L

X—>+00 X X—>+0 X

X—>+0 X

X—>+00 X—>+00

b= lim (x —2arctgx — x) =—2 lim arctgx = —2% =—7.
x - +o da asimptota tenglamasi y=x- 7.

2) xX—>—0: k= hmm: lim(l_zarCtngzl_zlim arCtngI

X—>—0 X X—>—0 X

s
X—>—0 X

X—>—00 X—>—00

b= lim (x —2arctgx — x) =2 lim arctgx = —2[—%j =T
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x — - da asimptota tenglamasi y=x+ 7.

Shunday qilib, y=x-arctgx funksiyaning grafigi Oy o‘qqa
parallel bo‘lmagan ikkita har xil asimptotaga ega ekan: x - +xda
y=x-rz va x> - da y=x+7x.y=x-arctgx funksiyaning grafigi 87-
shaklda tasvirlangan.

S. Funksiyani tekshirishning umumiy sxemasi va uning grafigini
yasash

Yugorida bayon qilinganlarga asoslanib, funksiyani tekshi-
rishning quyidagi rejasini tavsiya qilish mumkin.

1. Funksiyaning aniqlanish sohasini, uzluksizlik intervallarini,
uzilish nuqtalarini topish.

2. Funksiya monotonlik intervallarini va uning ekstremumlarini
(maksimum va minimumini) topish.

3. Funksiyaning qavariqlik va botiglik intervallarini hamda
funksiya grafigining bukilish nuqtalarini topish.

4. Funksiya grafigining asimptotalarini topish.

5. Funksiya grafigini yasash.

1-izoh. Funksiya grafigini yasashda grafikning koordinatalar
o‘q1 bilan kesishish nuqtalarini bilish foydali.

2-izoh. Funksiya grafigini yasashdan avval uni toq yoki
juftligini bilish ham foydali. Juft yoki toq funksiyaning grafigini
yasayotganda grafikni ordinata o‘qiga yoki koordinatalar boshiga
nisbatan simmetrikligidan foydalanish tavsiya qilinadi.

5-misol. f (x):2x—3%/x_2 funksiyani tekshiring va grafigini
yasang.

Yechish: 1. Funksiya x ning barcha qiymatlarida aniqlangan va
uzluksiz.

2. Funksiyaning monotonlik intervallarini, maksimum va
minimumini aniqlaymiz. Funksiyaning hosilasini topamiz:

2

f’(x)zZ—a.

Argumentning kritik qiymatlarini topamiz:
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22
Ix x
Bundan tashqari x=0 da hosila cheksiz uzilishga ega bo‘lgani
uchun x=0 giymat ham kritik hisoblanadi.
(=0;0), (0;1), (,+) intervallarning har birida hosilaning
ishorasini aniglaymiz, bunda 0 va 1 nuqtalar berilgan funksiyaning
aniqlanish sohasini ajratadi va quyidagiga egamiz:

(=50) = £(=1)> 05 (0:1) = f’(%)<0; (1:40) = £'(8) > 0.

Quyidagi jadvalni tuzamiz:

—0=>3Yx-1=>x=1.

—0<x<0 0 O<x<l 1 I<x<o
y' + mavjud emas _ 0 +
y /| ymax:() \l ymin:_1 /|

Shunday qilib, y,. = /(0)=0, y,.=/(1)=-1.
3. Grafikning qavariqlik va botiqlik intervallarini aniqlaymiz.
Ikkinchi hosilani topamiz:
y 1) 4 2
=2 = x5 = .
/) ( 3jx 3xi/x
f"(x) hosila x ning hech qanday qiymatida nolga aylanmaydi,

lekin x =0 da mavjud emas (cheksiz uzilishga ega).
Ikkinchi hosilaning (—;0) va (0;») intervallarning har biridagi
ishorasini aniglaymiz va jadval tuzamiz:

X —0<x<0 0 0<x<oo
y" + mavjud emas 4
y botiq bukilishga ega emas botiq

4. Funksiya grafigining 0Oy o‘qqa parallel bo‘lmagan
asimptotalarini topamiz:

3/..2
J3) i 2= (2-3%]:2,
x40y x—>+0 X x—>+o0 X

k= lim = lim
b= lim (£ (x) - ) = lim (26~ 3327 — 2x) = lim (33" ) = =

X—>+0 X—>+0 X—>+0
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b uchun chekli limit mavjud bo‘lmagani uchun x - +» da
funksiya grafigining Oy o‘qqa parallel bo‘lmagan asimptotalari yo‘q.
x—-o da ham funksiya grafigi Oyo‘qqa parallel bo‘lmagan

asimptotalari yo‘qligini oson tekshirish mumkin. Oy o‘qqa parallel
bo‘lgan asimptotalar ham yo‘q, chunki f (x):2)c—3%/)72 funksiya x
ning barcha qiymatlarida uzluksiz.

5. Grafikning koordinatalar o‘qi bilan kesishish nuqtalarini
topamiz:
f(x)=0 :>2x—3%/?=0 =8x’=27x" = x,=x,=0, x, :%.

6. Grafikni yasayotganda x—0 da f'(x) > ni ko‘zda tutish

kerak, ya’ni koordinatalar boshida grafik vertikal urinmaga ega (88-
shakl).

6-misol. y= Inx funksiyani tekshiring va grafigini yasang.
X

Yechish: 1. Funksiya 0<x<+wo intervalda aniglangan va
uzluksiz. Aniqlanish sohasining x=0 chegaraviy nuqtasida funksiya

cheksiz uzilishga ega, chunki
Inx

lim — = —o0.
x—0+0 X

2. Hosilani va kritik nuqtalarni topamiz

2
X X

y,:(lnx) = I-Inx =0 =>1-lnx=0=>Ihx=1 =>x=c
x=e nuqta funksiyaning aniqlanish sohasidan ajratadigan

intervallarda hosila ishorasini tekshiramiz:

(0:¢) = f'(1)= 1‘11“1 ~1>0,

, l-lné*> 1-2lne 1-2 1
(e;oo):>f (62): — = — = "=——<0.
e e e e
Jadval tuzamiz:
O<x<e e e< X<+
Y + 0 _
Y /" Vo = 20,37 N
e




YA

(0] | 2e¢3 4 ! X
1 _ ¢
. 5 27 X
/ : 8
-1
88-shakl. 89-shakl.
3.  f(x) funksiyaning ikkinchi hosilasini  topamiz:
f "(x):zlmz_3 ni nolga tenglab, grafik bukilish nuqtalariga ega
X
bo‘ladigan argumentning qiymatlarini topamiz:
2Inx-3 3 3

=0 =>2lnx-3=0 :>1nx:5 :x:eé.

[(x)=0 ==—5
X
Ikkinchi hosilaning (O;e% ) va (e%;+oo) intervallarning har

biridagi ishorasini aniglaymiz:
(0,6%) :>f"(e) _ 21ne3—3 _ 2—33 :_%<0’
e

e e
2_ J—
(e%;+oo) :>f”(ez):21ne6 3_4 63 =i6>0.
e e e

Jadval tuzamiz:

X | o0<x<e” ¢ ~ 4,48 ¢ < x < 4o

yn _ 0 N

y qavariq | bukilish nuqtasi botiq
y=~0,33

4. x=0 nuqtada funksiya cheksiz uzilishga ega bo‘lgani uchun

x=0 (Oy 0°q) to‘g‘ri chiziq asimptotadir. Oy 0‘qqa parallel bo‘lmagan
asimptotani topamiz:
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Inx % 1

k= lim —= = lim £X = lim — =0,
x>+ ) x>0 Dy x>+ Dy

X—>+00

1
b= lim(ln—x—O-xJ: lim 20X _ limé: lim ~ = 0.

x>0\ x x40y x>0 | x>+ y

(limitlarni topishda biz Lopital qoidasidan foydalandik).

Shunday qilib, k =5=0 va y=0 asimptota tenglamasi, ya’ni Ox
0‘q gorizontal asimptota ekan. Grafik asimptotalari Ox va Oy o‘qlar
ekan.

5. Koordinatalar o‘qi bilan kesishish nuqgtalarini topamiz. Grafik
Oy o‘q bilan kesishish nuqtasiga ega emas, chunki funksiya 0<x <+w
oraligda aniqlangan. Ox 0°q bilan kesishish nuqtasi y =0 tenglamadan
topiladi, bunda

InX ) nx=0= x=1.
X

Hosil qilingan natijalarga asoslanib, yzln—x funksiyaning 89-
X

shaklda tasvirlangan grafigini hosil gilamiz.
O°z-o‘zini tekshirish uchun savollar

1. y = f(x) funksiyaning grafigi qavariqlik va botiqlik ta’riflarini
bering.

2. y=f(x) funksiya grafigining bukilish nuqtasi ta’rifini bering.

3. y=f(x) funksiya botigligi xarakteri bilan funksiya ikkinchi

hosilasi ishorasi orasidagi bog‘lanish haqidagi teoremani ifodalang
va isbotlang.

4. Chiziq asimptotasining ta’rifini ifodalang. Qanday asimp-
totalar mavjud?

5. Vertikal asimptotaning mavjudlik sharti ganday va u qanday
topiladi?

6. Og‘ma asimptotalar ganday topiladi?
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VI BOB. ANIQMAS INTEGRALLAR

36-§. Boshlang‘ich funksiya va aniqgmas integral. Anigmas
integralning xossalari

1. Boshlang‘ich funksiya va anigmas integral

Differensial hisobning asosiy masalalaridan biri, bu berilgan
f(x) funksiyaga asosan uning hosilasi f'(x) ni topishdan iborat edi.

Bu masalaga teskari masalani qaraymiz. Shunday F(x) funksiyani
topish kerakki, hosilasi f(x) ga teng, ya’ni F'(x)=f(x) bo‘lsin. Bu
masala integral hisobning asosiy masalalaridan biri hisoblanadi.

f(x) funksiya (a;b) oraliqda berilgan bo‘lib, F(x) funksiya esa
shu oraliqda differensiallanuvchi bo‘lsin.

1-ta’rif. Agar (a;b) oraligning barcha nuqtalarida F'(x)= f(x)
tenglik o‘rinli bo‘lsa, F(x) funksiya f(x) funksiyaning (a;b)
oraliqdagi boshlang‘ich funksiyasi deyiladi.

I-misol. f(x)=x" funksiyaning boshlang‘ich funksiyasi

F(x)=2x°, chunki
6

2-misol. F(x)=2+/x funksiya (0+x) oraligda f (x):%
X

funksiyaning boshlang‘ich funksiyasidir, chunki (0,+) da (2\/;)’ _ L

Jx
bo‘ladi.
3-misol. F(x)=arcsinx va F,(x)=—arccosx funksiyalar (-11)
1

oraligda f(x)= funksiyaning boshlang‘ich funksiyalaridir,

1—x

chunki (-11) da
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1

V1—x? .
4-misol. F(x)=x", F,(x)=x>+3, F(x)=x’+C (C - const)
funksiyalar (-w+w) da f(x)=2x funksiyaning boshlang‘ich

Fi(x)=F5(x)=

funksiyalaridir.

Berilgan ta’rif va keltirilgan misollar asosida quyidagi ikki
savolning qo‘yilishi tabiiydir.

1) Qanday funksiyalarining boshlang‘ich funksiyalari mavjud
bo‘ladi?

2) Berilgan funksiyalarning boshlang‘ich funksiyalari nechta
bo‘lishi mumkin?

Berilgan savollariga javob quyidagi teoremani mazmunidan
iborat.

1-teorema. Agar funksiya [a,6] da uzluksiz bo‘lsa, u holda shu

kesmada uning boshlang‘ich funksiyasi mavjud bo‘ladi.
Ikkinchi savolning javobi esa ushbu teoremadan kelib chiqadi.
2-teorema. Biror D sohada F(x) va F,(x) funksiyalar f(x)

funksiyaning boshlang‘ich funksiyalari bo‘lsa, u holda ularning
ayirmasi o‘zgarmas bo‘ladi.

Isbot. Shartga asosan D sohaning ichki nuqtalarida F/(x)= f(x),
F)(x)=f(x). Differensiallash qoidasiga asosan:

[F(x)=F ()] =F (x)= F (1)= £ (x) - £ (x) =0
bo‘ladi. Demak, bu ikki funksiya (C-o‘zgarmas) songa farq qiladi,
ya’ni E(x)—Fz (x)zC.

Teoremaning isbotidan ko‘rinadiki, F(x) funksiya f(x) ning
boshlang‘ich funksiyasi bo‘lsa, u holda f(x) ning shu sohadagi
boshlang‘ich funksiyalarining umumiy ko‘rinishi ®(x)=F(x)+C
bo‘ladi.

Boshqacha aytganda F(x)+C 1ifoda f(x) funksiyaning
boshlang‘ich funksiyalar to‘plamidir.

2-ta’rif. Berilgan F(x) funksiya f(x) funksiyaning bosh-
lang‘ich funksiyasi bo‘lsa, F(x)+C ifodani f(x) funksiyaning
anigmas integrali deyiladi va ushbu simvol
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If(x)dx:F(x)+C (1)
bilan belgilanadi.
Bunda [-integral belgisi, f(x)-integrallanuvchi funksiya, dx-

integrallovchi ko‘paytuvchi, F(x) funksiya f(x) ning boshlang‘ich
funksiyalaridan biri, C ixtiyoriy o‘zgarmas son. 'f f(x)dx simvolini

nemis olimi G. Leybnis (1646-1716) tomonidan 1686-yilda kiritil-
gan. Integral termini 1696-yilda I. Bernulli tomonidan fanga
kiritilgan. Integral so‘zi, lotin tilidagi «integer» - butun, ya’ni hamma
yuza degan ma’noni anglatadi

5-misol. | x* dx anigmas integralni toping.

Yechish: (—o,+0) oraligda F(x)= %x3 funksiya uchun

F'(x) =(lx3j =1~3-x2 =x".
3 3
Demak,
JAdex:F(x)+C:§x3 +C.
6-misol. j cosxdx integral toping.

Yechish: (-o;40) da f(x)=cosx funksiya, (sinx) =cosx
bo‘lganligi uchun .[ cosxdx =sinx+C.

2. Aniqmas integralning xossalari

Quyida anigmas integralning xossalarini keltiramiz.
1°  f(x) funksiya anigmas integrali I f(x)dx ning hosilasi
anigmas integral ostidagi funksiyaga teng:
([ £ (x)dx) = £ (x).
2°. f(x) funksiya anigmas integrali j f(x)dx ning differesiali
anigmas integral ostidagi ifodaga teng:
d([ f(x)dx)=f(x)dx
3°. Funksiya differensialining anigmas integrali shu funksiya
bilan o‘zgarmas son yig‘indisiga teng:
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J.dF(x)zF(x)+C
4°. Agar f(x) funksiyaning boshlang‘ich funksiyasi mavjud
bo‘lsa, u holda ixtiyoriy 4 son uchun
J.lq’(x)dx:kjf(x)dx
tenglik o‘rinli bo‘ladi.
5°. Agar f(x) va g(x) larning boshlang‘ich funksiyalari mavjud
bo‘lsa, u holda ularning yig‘indisining ham boshlang‘ich funksiyasi

mavjud, ya’ni
J.[f(x)ig(x)}dx:_..f(x)dxiIg(x)dx.

Bu xossalarning isboti bevosita anigmas integralni ta’rifidan
kelib chigadi. Biz ulardan birini, masalan, 3°-xossaning isbotini
keltiramiz.

Isbot. F(x) funksiya f(x) funksiyaning biror boshlang‘ich

funksiyasi bo‘lsin. Ta’rifga asosan
F'(x)=f(x) = jf(x)dx =F(x)+C :>_[F'(x)dx = de(x) =F(x)+C.
bo‘lishi kelib chiqadi.

3. Asosiy integrallar jadvali

Ma’lumki, berilgan ixtiyoriy elementar funksiyalarning hosilasi
yana elementar funksiya bo‘ladi. Lekin har ganday funksiyani
integrallash har doim ham elementar funksiyaga keltiriladi deb

bo‘lmaydi. Masalan, J.Siﬂdx, J'exzdx, J'ld—x kabi integrallarning hech
X nx

bir elementar funksiya orqali ifodalanmaydi. Bu kabi funksiyalarni
elementar funksiyalar yordamida integrallanmaydigan funksiyalar
(chekli holda integrallab bo‘lmaydigan) deyiladi.

Asosiy elementar funksiyalarni differensiallash jadvalidan
foydalanib, quyidagi asosiy integrallar jadvalini keltiramiz:

Asosiy integrallar jadvali.

1. [dx=x+C 11. J. dx :lln‘ax+b‘+C
ax+b a
a+l d 1
o X x X
2. [x dx:a+1+C (az-1,aaeR) 12. Ia2+x2 —;arctg;+C
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3. I%zln‘xhc 13. | 2dx 2:L]n

a~ —Xx 261

a—Xx

+C

a+x

dx X
= =2Jx+C —arcsm—+C
4. [ 14. IJ—
X a’ — N 2
5. Ia dlena-l-c, (a;tl,a>0) 15 jm In|x + X ta”|+C
6. jexdxzex+C 16. jtgxdx=—ln‘cosx‘+€
7. J.sinxdx:—cosx+C 17. Ictgxdx:ln‘sianC
8. jcosxdx:sinx+C 18. _[d lntg +C
sin x 2
dx dx T X
=tox+C =Injtg| —+—= ||+ C
7 J-coszx s 19. J’(:Osx g(4 2]

10. | 'd); =—ctgx+C

sin- X

Eslatma. 12-19 integrallarni kelgusi mavzuda isbotlaymiz.
Yugqoridagi formulalarni to‘g‘riligini, ta’rifdan foydalanib,
boshlang‘ich funksiyani differensiallash bilan tekshiriladi.
7-misol. [(x*+ 1)2 dx ni toping.
Yechish:
2 5 3
j(xz +1) dx=j(x4 +2x° +l)dx=Ix4dx+2jx2dx+jdx=%+2%+x+€.

8-misol. [gxdx ni toping.
Yechish:

2 sin® x 1—cos® x dx
ftg xdxzf > dx=f—2dx:J 5
cos” x cos” x cos” x

Demak, [tg*xdx=1tgx—x+C bo‘ladi.

—de:tgx—x+C.

4. Anigmas integrallarni topish qoidalari

Anigmas integralni topishda quyidagi qoidalarni foydalanish
magsadga muvofiq bo‘ladi.
I. Agar

If(x)dsz(x)+C
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bo‘lsa, u holda quyidagi formulalar o‘rinli:
L. J‘f(a~x)dx:lF(a-x)+C,
a
IL [f(x+b)dx=F(x+b)+C,

I11. jf(a-x+b)dx:lF(a-x+b)+C.
a

9-misol. j 5 : de ni toping.
X+

Yechish: 3-formulaga va I1I-qoidaga asosan

I ! dleln‘2x+5‘+C.
2x+5 2

O¢z-0¢zini tekshirish uchun savollar

1. Boshlang‘ich funksiya deb qanday funksiyaga aytiladi?
2. Anigmas integral ganday topiladi?

3. Anigmas integralni asosiy xossalarini ayting.

4. Asosiy integrallash jadvalini yozing.

37-§. Integrallash usullari. Bevosita integrallash, o‘zgaruvchini
almashtirib integrallash, bo‘laklab integrallash
1. Anigmas integralda bevosita integrallash usuli

Bizga ma’lumki, integrallar jadvalida ko‘rsatilgan 1-11
integrallarni hosilalar jadvali yordamida tuzish mumkin. Lekin
integrallar jadvalidagi 12-17 integrallarni sodda almashtirishlar
yordamida jadvaldagi integrallardan biriga keltirish mumkin. Bu
usulni bevosita integrallash usuli deb yuritiladi. Bu usullar yordamida
jadvaldagi 12-17 formulalarni isbotini keltiramiz:

L)
fy

dx | 1 1 dx dx
13. _ L LIS A _ _
J.xz—az 2a {x—a x+a} ZaUX—a J.x+a}
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12. _[ arctg +C

a+x




:L[Zn‘x—a‘ —ln‘x+ aH+ C:Lln
a 2a

X—da

+C,
X+ a

14. —arcsm alile
IV x

a

15. f ——lnx+\/x +a )+C chunki
1+ 2x

] 2 2
(1n(x+\/x2ia2)+c): 2Vx ta’ _ !

x+\/x2ia2 \/xzia2

16. jtgxdx jSInxdx:—IM:—ln‘costC
coS x COS X

17. Ictgxdx J~cosxd J. Smx)—ln‘sinx‘nLC
sinx sin x

18-19- formulalarni 39-§ da isbotlanadi.
Bevosita integrallash usulida integral ostidagi funksiyani sodda
funksiyalar yig‘indisiga yoyish va anigmas integrallar xossalaridan

foydalanib ham integrallash mumkin.

1-misol. J dx anigmas integralni toping.

_tax

2(1+x2)

Yechish: j 1+ix )dx jlﬂijx dx = j
X X

anigmas integralni toping.

|
~=——+arcigx +C
1+ x7 x

2-misol. j

dx
\/7
Yechish: j —1 dﬁxis) 2 x—5+C .

X

2. Anigmas integralda o‘zgaruvchini almashtirish usuli

Ushbu I f(x)dx integralni hisoblash talab qilinsin. x o‘zga-

ruvchini ¢ o‘zgaruvchiga biror x=¢(s) munosabatdan foydalanib
almashtiramiz. Bunda ¢(r) uzluksiz va x=¢(¢) ga nisbatan teskari
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funksiya ¢ =y (x) mavjud deb faraz qilinadi. Endi x = ¢(¢) dx=¢'(t)dt
, (t=w(x)) 1fodalarni jf(x)dx ga qo‘yamiz:
[ £(x)ax=[1(o(e))(t)dt. (2)

Bu yerda ¢(¢) ni shunday tanlab olish kerakki, o‘ng tomondagi
integral soddaroq bo‘lsin. Agar f(7)=f ((p(t))(o'(t)dt funksiyaning
boshlang‘ich funksiyalaridan biri @(¢) bo‘lsa, berilgan integral

jf(x)dx - jf((p(t))(p'(t)dt =(t)+C=d(y(x))+C

bo‘ladi. Ba’zi hollarda, ya’ni o‘zgaruvchini ¢=y(x) formula orqali
kiritish foydadan holi emas.

3-misol. [ sin® xcosxdx aniqmas integral toping.

Yechish: ¢=sinx deb olsak, dt = cos xdx bo‘ladi.

Isin3 xcosxdx=jt3dt =it4 + Czlsin4 x+C

4-misol. | dx anigmas integralni toping.
xv2x-9

Yechish:
J:J' dx :t: 2x=9 ZZJ' tdt ZZJ' dt
xvV2x-9 x:%(t2+9), dx = tdt t(t2+9) 9+1¢
Oxirgi integralni (13) formulaga asosan:

V2x -9
3

+C

2 t 2
J=—arcte—+ C=—arct
3 478 3 78

deb olishimiz mumkin.
3. Aniqmas integralni bo‘laklab integrallash

u va ¢ funksiyalar x o‘zgaruvchi bo‘yicha differensiallanuvchi
funksiyalar bo‘lsin. Ko‘paytmani differensiali

d(u-g):ud9+9du (3)
ga teng. (3) tenglikning ikkala tomonini integrallab, quyidagini hosil
qilamiz:

[ d(u3)=[uds+ [ 9au

Anigmas integralning 3-xossasiga asosan:
ud= Iud G+ Igdu
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bo‘ladi. Ikkinchi qo‘shiluvchini tenglikni chap tomoniga olib o‘tib,

[ud9=ug—| Idu (4)
formulani hosil gilamiz. Odatda (4) formula bo‘laklab integrallash
formulasi deyiladi.

(4) formula yordamida integral ostidagi » bilan 49 ning
ko‘paytmasi ko‘rinishida tasvirlaganda 49 differensialdan $ funk-
siyani topish bilan dastlabki integraldan osonroq integrallanadigan
holga keltiriladi. Ayrim hollarda bir necha marotaba bo‘laklab
integrallash formulasidan foydalanishga to‘g‘ri keladi.

Integral ostidagi » va d49 funksiyalarni tanlash malakasi
masalalar yechishda shakllanib boradi. Shunday bo‘lsada, ba’zi bir
hollarga to‘xtalib o‘tish mumkin.

[. Agar integral ostida teskari trigonometrik yoki logarifmik
funksiya kelganda, bu funksiyalarni « va d9=dx deb olish bilan
integral oson topiladi.

5-misol. [arctg xdx ni toping.

Yechish: Bo‘laklab integrallash formulasiga asosan

1
1+ x
dv =dx, V=X
d(1+x%)
1+ x°
II. I x" sin xdx, Ix”’ cos xdx, Ix’”e"dx ko‘rinishidagi integrallarda

mos ravishda [ u =x",d3=( )dx | deb olinadi.
6-misol. Ixcosxdx anigmas integralni topilsin.
Yechish:

u=x, du=dx

dx

u=arctgx, du=
Iarctgxdxz & 2 =x-arctgx—J- dx =

1+x°

=x-arctgx—%j :x-arctgx—%ln‘l+x2‘+C

J.xcosxdxz :xsinx—jsinxdx=xsinx+cosx+C.

d9=cosxdx, $=sinx
1. Ix’" arcsin xdXx, J.x’" arccos xdx, Ix”’ Inxdx ko‘rinishidagi integ-
rallarda mos ravishda [ u =( ),d9=x"dx ] deb olinadi.
7-misol. jlnzxdx ni toping.

Yechish: Bu integral ketma-ket ikki marta integrallash orqali
hisoblanadi.
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u=1In’x, du= 21nx-ldx

Ilnzxdx: X :xlnzx—ZIx-llnxdx:xlnzx—2jlnxdx:
dx =d39, x=9 o
dx
—Inx, du=2
:u fxs ai x==xln2x—2xlnx+2jx-ﬂ:xln2x—2xlnx+2x+C.
dS=dx, §=x .

IV. leje“x cos(bx)dx va J,= J' e”sin(bx)dx ko‘rinishdagi integ-
rallarni topish talab qilinsin.
Birinchi integralda bo‘laklab integrallash formulasini qo‘llab,

u=e"”* du=a-e"" dx

J, :Ie“x cos(bx)dx = 1 -
d 9 =cos(bx)dx S:Esin(bx)

)

| al a -
b-e -sin (bx) . J.e -sin(bx)dx,
ni hosil gilamiz. So‘ngra yana bir marta bo‘laklab integrallash
formulasini qo‘llab,
u=e", du = ae™dx
[esin(bx)dx = _ 1 =
d9 = sin( bx )dx, Sz—zcos(bx) 6)

1
= —gcos(bx)e“x + %jcos(bx)dx,
ni hosil qildik. (6) ni (5) ga qo‘yib,
Ie"x cos(bx)dx = % " -sin(bx) +%- e** - cos(bx)— % : Ie“x cos(bx)dx

Bu tenglikdan J, ni topsak,

2 2
1+4 [e™ cos(bx)dx =e™ - l-sin(bx)+i-cos(bx) 1+ ].c
b2 b b> b*
ckanidan,
e“* . (b-sin(bx)+a-cos(bx))

a’ +b?

Jy =[e™ cos(bx)dx = +C. (7)

V. I = j (sz integralni toping.
X +a

Yechish: Bu integralni topish uchun avval quyidagicha ish
bajaramiz:
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N 2 2\" 2 2 2”x 2 2 2\
(x+a) a (x+a) a (x+a)

Oxirgi tenglikda gatnashayotgan J i ni bo‘laklab

2, 2 2 2
n_J- dx 1 ¢rx"+a xd 1 dx nl_ij x“dx

2 (x2 +a2)n :

‘+a’
integrallaymiz:
. u=x, du = dbx,
rax o _ d 1 -
j(xz+az)” 4= xz):—z )n’ :2(1—11)(xz+az)n_1
_ X B 1 dx
2(1 n)(x +a2)n 1 2(1_”) (x2 +azz)n_1
Demak,
X 1 dx
:_-[ 2 2 2\ 5 _ 2 2\
x +a’ 2 (l—n)(x +a ) 2a (1 ") (x +a)

3= 2n ;o X
24%(1-n) " 288 (A=-n)(x* +d)
Shunday qilib, 7, integral quyidagi rekurrent formula

yordamida hisoblanadi:
dx X 2n-3 dx
n=273,..

(x2 +a2)” B 2a2(n—1)(x2 +a2)n—1 - 2612(1—7/1) (x2 +a2)n_l )
yoki
X 2n -3
- I .. ]
2612(”—1)()62 +a2)n—l 2a°(1-n) " (8)

8-misol. J - integralni toping.
x +1
Yechish: Bu integralda n=3, a=1 rekurrent (8) formulani
qo‘llaymiz:

1 X 2:3-3 1 X 3
I, = : [ =——— 477
T2 (war) T 260 Ay 4

dx 1 X 2:2-3¢ dx X l ¢ dx
1 — — . = | — =
? J.(x2_|_1)2 2(2—1) xz+1+ 2 J~xz+l 2(x2+1)+2'[x2+1

X _I X
Z(x +1) x*+1 2(x2+1)
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Demak,

dx X 3x 3
'[ = + +—arctgx + C.

(@ +1) 4(x+1) 8(x7+1)

O¢z-0¢zini tekshirish uchun savollar.

1. Anigmas integralni bevosita integrallash usulini magsadi
nima?

2. O‘zgaruvchini almashtirish usuli haqida ayting.

3. Bo‘laklab integrallash usulida nimaga e’tibor berish kerak?

4. Qanday integrallarni bo‘laklab integrallanadi?

38-§. Kasr-ratsional funksiyalarni integrallash. Sodda kasrlarga
yoyib integrallash

1. Kasr-ratsional funksiyalar

Integrallarni hisoblash uchun umumiy usullar mavjud bo‘lma-
ganligi tufayli ayrim funksiyalar sinflarini integrallash yo‘llari bilan
tanishamiz. Ma’lumki,

P(x)=ax"+ax""+,..+a,_x+a, (a,#0)
ko‘phad butun ratsional funksiya
P(x) ax"+ax""'+,..+a
O, (x)  bx"+bx""+,..b

x+a,

n—1

x+b,

) (ay,b, #0) 9)

(9) kasr-ratsional funksiya deb ataladi. (Barcha koeffitsiyentlar
haqiqiy sonlar)

Butun va kasr ratsional funksiyalar ratsional funksiyalar deb
yuritiladi.

Agar n<m bo‘lsa, u holda f(x) to‘g‘ri kasr ratsional funksiya,
n > m bo‘lganda noto‘g‘ri kasr ratsional funksiya deyiladi.

Noto‘g‘ri kasr funksiyalarning suratini maxrajiga bo‘lib,

XZMZI’X+M
=00 0.

ni hosil gilamiz, bunda r(x)- butun ratsional funksiya, & <m.
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xt=x+x
x(x=2)(x+2)

Yechish: xt—xt+x _ 3x% +x .
S )2 x(x2)(x+2)

Algebradan ma’lumki, har ganday haqiqiy koeffitsiyentli

1-misol.

kasrni butun qismini ajrating.

ko‘phad (x-a)* va (x2 + px+ q)ﬂ ko‘rinishdagi ko‘paytuvchilar
ko‘paytmasiga ajraydi, bunda « - berilgan ko‘phadning « karrali
haqiqiy ildizi, (x* + px + q)ﬂ esa a karrali qo‘shma kompleks ildizlarga
mos keladi. Shuning uchun, x*+px+g,  (p’-4¢<0) ko‘phad
ko‘paytuvchilarga ajramaydi.
Demak, ko‘phad
o, (x) =(x—a) (x=b)’ (x - 0)7...(x2 + px + q)l
shaklda yoziladi, bunda o + g+y +..+ A =m.

2. Sodda kasrlarga yoyish usuli

Ushbu

A , B Bx+C Bx+C 1. (10)

xX—a (x—a)m’ X+ px+q (x2+px+q)m’

(10) ko‘rinishdagi kasrlar sodda kasrlar deb ataladi. Bunda
A4, B, C,a, p,q— o‘zgarmas haqiqiy sonlar, m -natural son, x*+ px+gq

kvadrat uchhad uchun(p* —4¢ <0) bo‘lib u hagiqiy ildizga ega emas.

Pn(x) tO‘
(x)

Algebra kursida g‘ri kasr ratsional funksiya (10) da

m

ko‘rsatilgan 4 xil sodda kasrlar yig‘indisi shaklida yozilishi
ko‘rsatilgan:

=0 _ 4 + 4 7 Tt 4 « T 5 + 5 7+t % 7t
0,(¥) x-a (x-ay ~(x-a) x-b (x-b) " (x-c)
SR SR (11)
x—c¢ (x=o¢) (x—cy
M x+ N, M,x+ N, M,x+N,
2 2 A
X+ px+q (x2+px+q) (x2+px+q)



Bunda 4,.B,..C,,...M_N,,. (m taynoma’lum koeffitsiyentlar-
dir. (11) ayniyatni umumiy maxrajga keltirib va hosil bo‘lgan
kasrlarni suratlarini tenglashtirib, » —darajali ko‘phadni hosil qilamiz.
Bu ko‘phadlarni tenglashtirib, m noma’lumli chiziqli tenglamalar

sistemasini hosil qilamiz. Shu sistemani yechib, noma’lum
koeffitsiyentlarni aniqlaymiz.

X +1

2-misol. - ratsional kasr funksiyani sodda kasrga yoying.

x(x—l)

Yechish:x3—+13:£+ B . _C - D -
x-(x—l) x x-1 (x—l) (x—l)
A(x—1)3+Bx(x—1)2+Cx(x—1)+Dx
x(x—l)3 '

Bundan
X +1=(A+B)x’ +(-34-2B+C)x* +(34+B-C+D)x—4
x ning bir xil darajalari oldidagi koeffitsiyentlari tenglashtiramiz:

x> [A+B=1

x2: |=34-2B+C=0

x': |34+B-C+D=0

x| —4=1
Bu sistemani yechib, 4=-1, B=2, C=1, D=2 hosil qilamiz.
Demak,

x +1 1 2 1 2
-=——+ + =+ <.
x(x—l) x x-1 (x—l) (x—l)

3 - misol. —— ni sodda kasrlarga yoying.

x” +1
Yechish: x3+1:(x+1)(x2—x+1) va x’—-x+1 da p*-4¢g<0

ckanidan
1 _ 4 N Bx+C :sz—Ax+A+Bx2+Bx+Cx+C
X4+l x+1 x*—x+1 X +1 '
Demak,
1=(A+B)x*+(-A+B+C)x+(4+C)
x*: [ A+B=0 A4=1/3
x': < —4+B+C=0 < <B=-1/3
x’ A+C=1 C=2/3
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1 _1 1 _l x—2
¥ +1 3x+1 3x2—x+1'

Shunday qilib,

3. Kasr ratsional funksiyalarni integrallash

Ushbu
P(x)=ax" +ax"" +a,x"+,.a, x+a,
butun ratsional funksiyaning integrali quyidagicha hisoblanadi:
_[Pn (x)dx = j(aox” +ax"" +..+a,_x+ an)dx =

1 1
ax""' +—ax"+..+—a,_x*+ax+C
n+1 n 2

Agar J% noto‘g‘ri kasr (»>m) bo‘lsa, uning butun qismi
m x

ajratilib butun ratsional funksiya va to‘g‘ri kasr ratsional funksiya
yig‘indisi ko‘rinishda yoziladi:
R0 _p e BO)

bu yerda k +/=n bo‘ladi. U holda
Ide:jP (x)dx+J.de (12)
0,(x)" 0, (x)
bo‘ladi.
% to‘g‘ri kasr bo‘lsin. Bu to‘g‘ri kasrni integrallash uchun,

avval uni sodda kasrlarga ajratiladi, so‘ngra ularning integrallari topiladi.
Avval sodda kasrlarni integrallashni ko‘rib chigamiz.

I. -4 sodda kasrning anigmas integralini topamiz:
XxX—a

I 4 dx:AJ.xdfxa:Aj%zAln‘x—a‘—l-C.

X—a

II.

— (m>1) sodda kasrning aniqmas integralini topamiz:

(x-a
J‘(X_Aa)ni dx:Aj(xib;)m =Aj(x—a)_md(x_a):
:A(X—a)_m+l+C: A _ic
-m+1 (1—171)(x—a)m



m _Bx+tC

2

sodda kasrning anigmas integralini topamiz,
X"+ px+gq

2

% —g <0 bo‘lgan holni qaraymiz:

2 2 2 )
x2+px+q=x2+2-§x+(§j +q—(£j :(x+£j +q—p—:

U holda
p
X+—=t
’ 4
Bl t—-—
Bx+C Bx+C 2 ( z)”
[— dx = ——=| dy=dt |=[—5—45—dt=
(x +px+q) x+£ e » I"+a
2 X=t——
4
_J‘Bt-l_C_ZBdt_BJ‘ tdt C_BpJ‘ dt £ d(l‘2+a2)+
£’ +a’ £’ +a’ 2 )M +a® 27 P+d’

B 1 x+ L
——ln(x2+px+q)+(C— pj arctg 22 +C
2 \/q_p r
4 4
. 3x—1 . . .
4-misol. [-—————dx integralni toping.
x°—4x+8
Yechish:
3
3x—1 5(2x—4)_1+6 3 d(x2+4x+8) dx
Iz—dx: 2 dx==|—> +5I2—:
x —4x+38 x —4x+8 29 x"—4x+8 x —4x+8
:gln‘x2—4x+8‘+5j‘ dxz =§1n‘x2—4x+8‘+§arctgx—_2+C.
2 (x=2)" +2* 2 2 2
Bx+C .o .
IV. —. m>1 kasrni integrallash uchun xuddi III
(X2+pX+Q)

holdagi kabi o‘zgaruvchini almashtiramiz:
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Bx+C N P __I (f +“)+(C_Bpjj dt _ _
2 (

(x2+px+q) et (t +a )m 2

B 1 1 Bpj dt
= —. . +| C ——
2 1-m (t2+a2)m_l ( 2 (t2+a2)m

I ( ; dtz)m integralni esa, avvalgi mavzudagi (8) rekurrent
" +a
formula yordamida topiladi ya’ni
f da__ _ 2m 3 I di
(t2+az)m_1

(t2+a) (t2+a) - *(1-m)

m=2,3,...

x—1

J.()c +2x+3)

Yechish: Kasr ratsional funksiyani suratida ba’zi algebraik
almashtirishlar bajaramiz:

5-misol. . dx integralni toping

1
jx—_lzdx: 5(2x+2)—1 : :_Iﬂdx_zj;zdx:
(x2+2x+3) (x2+2x+3) x +2x+3) (x2+2x+3)
(x +2x+3) 1 1 1 1
:_‘[ ‘[(x2+2x+3)2dx:_§.x2+2x+3_ZI dx

x +2x+3) (x2+2x+3>)2

Oxirgi integralda x +1=¢ almashtirishni bajaramiz:
1 1 1
dx= dx= dt. 13
(x* +2x+3) J ((x+1)2 +2)2 (# +2) (13)

Rekurrent formulaga asosan

dt = —arct
Ii2+t ) g

| t

Ge] 4(2+t)+z’1 a2+r) 4 f““‘fgf

x+1 1 1 x+1
= +—- arct +C. 14
4(x*+2x+3) 4 2 NG (14)
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(14) n1 (13) ga qo‘ysak,

j x—1 1 x+1 1 1 O

1
(362—|—2x—|—3)2 2(x2+2x+3) 4(xz+2x+3)+1'\/§arctg\/§

=— xX+2 \/5 -arct —+C
2(x2+2x+3) & \/_

Demak,
J- x—1 xX+2 \/E

sdx = — — -arctgx+1+C
(x*+2x+3) 2(x’+2x+3) 4 2

O¢z-0¢zini tekshirish uchun savollar

1. Kasr-ratsional funksiyaning umumiy ko‘rinishini yozing?
2. Kasr-ratsional funksiyani qanday integrallanadi?
3. Sodda kasrlar nima, ularni ganday integrallanadi?

39-§. Trigonometrik funksiyalarni integrallash

L. .[ sin” x - cos” xdx ko‘rinishdagi integralni qaraymiz (m va » lar

butun sonlar).
Bu integralni hisoblashda quyidagi hollar bo‘lishi mumkin:

Agar

a) n toq va m juft bo‘lsa, z=sinx, dz=cosx dx, almashtirish
bajariladi;

b) m toq va n juft bo‘lsa, z=cosx, dz=sinx dx almashtirish
bajariladi;

d) m va n har ikkalasi juft musbat son bo‘lsa,

sinzx:%(l—cos2x), coszx=%(1+cos2x) (15)

formulalardan foydalanib, integral ostidagi funksiyani darajasini
pasaytirib, a) va b) hollardan foydalanib almashtirish bajariladi;

d) m va » har ikkalasi toq musbat son bo‘lsa, u holda darajasi
yugorisini yangi o‘zgaruvchi bilan almashtirib oson integrallanadi.
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e) m va n lar juft hamda aqalli bittasi manfiy bo‘lsa, u holda

dz almashtirish lozim.

Igx =z, x=arctgz, dx=1 >

+Zz

f) m=n bo‘lsa, sinxcosx:%sian formuladan foydalanib

integrallanadi.
1-misol. _[ sin® x - cos’ xdx integralni hisoblang,.

Yechish: m=4, n=5. m-juft musbat son bo‘lganligi uchun

z=sinx, dz=cosx dx almashtirishni bajaramiz:
Z=sinx

. . . 2
Ism4 x-cos* xcosxdx = jsm“ X- (1 —sin? x) cos xdx =
dz = cos xdx

IJ'Z4(1—ZZ)2 dz =Iz4dz—2jz6dz+ngdz I%ZS —%Z7 +éz9 +C =

) i 1 .
=—sin’x—=sin’ x+—sin’ x+ C
5 7 9

II. 1=IR(sinx,cosx)dx (16)
integralni hisoblashning universal usuli mavjud bo‘lib, bu usul bilan

integralni tg%zz almashtirish yordamida z ning ratsional

funksiyasiga keltirib integrallanadi, ya’ni

tg r_; ; x=2arctgz ; dx= 2dz

2 1+ 22
X ) X

sin x = 2tg5 __ %2 Cosx=1_tg 5—1_22
- X 47z ,x 1422 (1)
[+tg”> = l1+1g” —
2 2
(17) n1 (16) ga qo‘ysak,
2z 1-z*) 2dz
I=|R , =|R(z)dz
j 1+ 22 1+22J1+22 I 1

hosil bo‘ladi. R o‘z argumentlarning ratsional funksiyasi bo‘lgani
uchun R, ham ratsional funksiya bo‘ladi. Demak, berilgan integral

ratsional funksiyani integrallashga keltirildi.

2-misol. _[ ﬂ integralni hisoblang.
Sin x

Yechish: Yuqoridagi (17) almashtirishni bajarib,
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2dz

dx B

Sin x

+C

J

1+22_ %_ _
j >, —J'Z—ln‘z‘JrC—ln

1o
2

1+ 22

hosil gilamiz.

[I. j R(sinx,cosx)dx ko‘rinishdagi ba’zi bir integrallarni
universal almashtirish yordamida hisoblash ba’zi bir qiyinchilik
tug‘dirishi mumkin. Shuning uchun ba’zi bir qulay usullarni ham

qarab o‘tamiz.
1. Agar R(sinx,cosx) funksiya sinx ga nisbatan toq funksiya

bo‘lsa, ya’ni R(-sinx,cosx)=-R(sinx,cosx) u holda cosx=z
almashtirish yordamida R(sinx,cosx) funksiyani -z ning ratsional

funksiyasiga keladi.
2. Agar R(sinx,cosx) funksiya cosx ga nisbatan toq funksiya

bo‘lsa, ya’ni R(sinx,—cosx)=—R(sinx,cosx) u holda sinx=:z
almashtirish yordamida R(sinx,cosx) funksiya z ning ratsional

funksiyasiga keladi.
3. Agar R(sinx,cosx) funksiya sinx va cosx funksiyaga nisbatan

juft bo‘lsa, ya’nmi R(sinx,cosx)=R(-sinx,—cosx) u holda zgx=:
almashtirish yordamida ratsional funksiyani integrallashga keltiriladi.

3
. cos X . . .
3-misol. 7 =] dx integral hisoblansin.
Sin " x
Yechish:
3 3
: cos” x : Cos” X :
R(smx,cosx): — :>R(s1nx,—cosx):— — :—R(smx,cosx).
sin” x sin” x

2-holga asosan z=sinx almashtirishni bajaramiz:

3 2 . 2
COS” X COS™ X-COSX Z=S8Inx 1-z
[—==dr= [———=dx= = [——dz=
sin” x sin” x dz = cos xdx z
dz dz 1 1 1 1
:J'—4— —=——-=+—+C=———F+—+C.
z z 3z z 3sin"x sinx

Natijani hosila yordamida tekshiring.
IV. [tg"xdx va [ctg"xdx ko‘rinishdagi integrallarni hisoblash.
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a) Bu ko‘rinishdagi integrallarni g°x = 12 -1 (yoki
cos X
ctg’x = _12 —1) almashtirish bilan #gx yoki ctgxdarajasini pasaytirib
sin - X
integrallanadi;

dz

b) z=tgx = x=arctgz = dx= >
1+z

(yoki z=ctgx = x=arcctgz = dx=-

!_iz) almashtirish bajarib
1+z

integrallanadi.
4-misol. [tg’xdx integral hisoblang.

Yechish: Ushbu integralni ikki usul bilan topamiz.
1-usul. Darajani pasaytirish usuli:

jtg7xdx =J thx( 12 — 1] dx = jtgsxd(tgx) — Itgsxdx =

CoS X

1 3 1 1 1 3
=—to'x—|te’x —Ddx=—te’x——to " x+ | tg” xdx =
6g Jg (coszx ) 6g 4g Ig
| | 1 1 1 . 1 ,
=—to'x——1tg ' x+ | tox —Ddx==—te"x ——tg"x+—tg"x — | texdx =
ol e [l e == gt gt gt g
1

1 1
=—to’x——to*x +—to’x +Inlcos x|+ C
6g 4g 28 ‘ ‘

2-usul.
Igx=z .
jtg7xdx:x:arctgz :I z zdz:j(25—23+z— szdz:
] I+z I+z
dx = 2dz
1+z

6 4 2 6 4 2
R P o S .S YW PSS e
6 4 2 6 4 2 2

V. j sin ax - cos bx dx j cos ax-cosbx dx va I sin ax - sin bx dx
ko‘rinishidagi integrallarni

sin ax-cosbx:%(sin (ax + bx ) + sin(ax —bx ) ) (18)
cos ax-cosbxz%(cos (ax—bx)+cos(ax+bx)) (19)
sin ax - sin bxz%(cos (ax —bx ) — cos(ax +bx ) ) (20)
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formulalar yordamida ko‘paytmani yig‘indi ko‘rinishiga keltirib
integrallanadi.

5-misol. [sin5x-sin3xdx integralni toping.

Yechish: (14) formula yordamidan foydalanib, berilgan
integralni topamiz.

IsinSx-sin3xdx =%J.(cos(5x—3x)—cos(5x+3x) )dx =

I(cos 2x —cos8x )dx :ljcos 2xdx —lj.cos8xdx =
2 2

= %sian —Lsin8x+ C.

O¢z-0¢zini tekshirish uchun savollar

1. Universal almashtirishda qaysi funksiyani qanday almash-
tiriladi?

2. I R(sinx,cosx)dx ni qanday hisoblanadi?

3. Isin’”xcos” xdx ni qanday hisoblanadi?

4. [1g"xdx qanday hisoblanadi?

5. jxll + cos’ xdx integral elementar funksiya bo‘ladimi?

40-§. Irratsional funksiyalarni integrallash
1. Irratsional funksiyalarni integrallash

Ratsional funksiyalarni boshlang‘ich funksiyalari hamma vaqt
elementar funksiya bo‘lishini va ratsional funksiyalarni integrallash
usullarini oldingi mavzuda ko‘rib chiqdik. Lekin har qanday
irratsional yoki transsendent elementar funksiyalarning boshlang‘ich
funksiyalari elementar funksiya bo‘lavermaydi. Bu mavzuda faqat
boshlang‘ich funksiyalari elementar funksiya bo‘ladigan ba’zi bir
sodda irratsional va transsendent funksiyalarni integrallash bilan
shug‘ullanamiz.

I. [R (x,”«/ ax + b)dx ko‘rinishdagi integrallarni topish uchun
o‘zgaruvchini almashtirib integrallash usulidan foydalanamiz, ya’ni
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ax+b=z" = x=l(z”—b) :>dx=£z”‘ldz

(21)
a a
Bu almashtirishni bajarib, berilgan integralni z ning ratsional
funksiyasiga keltirib integrallaymiz.

[ R(x,Xax +b 1 =jR[Zna_b, J .

z|—-z"Vdz
a

. 1-x . o
1-misol. dx 1ntegralni toping.
J v integ ping

— — :2 — —
Yechish: [ Vr g fp=n x= - [ =22z - : = d: -
X 7

X =
—2Jx dx =2zdz z" =2z

= —2] dz —

—2z-2Injz =2+ C =-2Vx —2lx -2+ C.
2-misol, [ 2tV

342x -3 +3(2x - 3)
Yechish: | 2x+~N2% 3

dx integralni toping.

2x +3/(2x - 3)?

dx =
342x -3 +4/(2x - 3)° 3«4/2x ~3+4(2x-3)

4
=42x-3
* zY 43427 3 20 4 2% 4322
= 2443 s |= —3-22 dZ=2J > dz =
xX= dx=2z"dz 3z+z 3+z
27 2 27
=2 z* =222 +9— }dz: ———+9z - arctg
I ( 2% +3 5 3 I I
2 4 Y2x -
“24fon 3 A4 23 sz =3 = 22 greg XT3
5 3 V3 V3
IL [R(x,x™",x%2 x% .. x% ) dx
Bunda R-0°‘z argumentlarining ratsional funksiyasi
o, =" q,="2.  .q, ="k ratsional sonlar bo‘lib, ularning
m my my

umumiy maxraji m ga teng bo‘lsin. U holda

z=%x =>x=z"= dx=m-z""dz (22)
almashtirishdan so‘ng, integral z ga nisbatan ratsional funksiyaning
integraliga keltiriladi.

Xuddi shunday,

J.R( ax+b (ax+b)a2,....,(ax+b)ak)dx

(23)
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va

IRLX,(ax+b) 1,””,(ax+b) kjdx (24)
cx+d cx+d

ko‘rinishidagi integrallarni ham ratsional funksiyani integraliga
keltirib integrallash mumkin. Bunda R-0°z argumentlarining ratsional

funksiyasi,
ap =L ay="2. ., ="k ratsional sonlar bo‘lib, ularning
m my M
umumiy maxraji m bo‘lsin. U holda:
(23) da
z=Yax+b =" =ax+b=>x== _b:dxzﬁzm_ldz (25)
a a

almashtirishdan so‘ng integral z ga nisbatan ratsional funksiyani
integraliga keltiriladi.
(24) da esa

/ g — d—bc)z"d
Z:max+b:>Zm:ax+b :>x:Zd b:dx:m(a 0)22 Z (26)
cx+d cx+d a—cz" (a—czm)
almashtirishdan so‘ng, integral z ga nisbatan ratsional funksiyani

integraliga keltiriladi.
3-misol. 7 =

dx

J2x+5-32x+5
Yechish: Bunda

m=6, z°=2x+5 :x:%(z6—5):> dx=3-2dz,

J2x+5=2°, J2x+5=2%

Ushbu almashtirishlarni bajarib, integralni topamiz

3z°dz
]:-[23—2 :3j(zz+z+1+

2

ni integralini toping.

)dz+z3+%Zz+3z+3ln|z—l|+C=
Z—

=2x+5 +%\3/2x+5 +3%2x+5 +3ln‘\6/2x+5—1‘+C.

2. Eyler almashtirishlari

j R(x, Vax® +bx+c)dx, bunda R-0‘z argumentining ratsional

funksiyasi, ko‘rinishdagi integralni hisoblaylik.
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Bunday integralni hisoblash bilan XVIII asrda yashagan buyuk
matematik Leonard Eyler shug‘ullangan. U o‘zining «Integral
hisobi» kitobida (1768-1769-yilda yozilgan) quyidagicha hal
qilgan:

Agar ildiz ostidagi kvadrat uchhadning haqiqiy ildizlari
bo‘lmasa va a<0 bo‘lsa, u manfiy bo‘lib, vax* +bx+c¢ ildiz mavjud
bo‘lmaydi hamda integrallash masalasi 0‘z ma’nosini yo‘qotadi.
Shunday qilib, quyidagi hollar qoladi.

1). Eylerning birinchi almashtirishi. a« >0 bo‘lsin, u holda

Vax* +bx+c=z—-xa (yoki z + x+/a) (27)
almashtirishni bajaramiz. (27) dan
ax> +bx+c=z" —2z-x\/g+ax2,

22 —c 222\/;+2bz+20\/;
b+2za (b+2zJa)
2
\/ax2 +bx+c =Z—Z—_C a
b+2Z\/;

kelib chigadi. Topilganlarni berilgan integralga qo‘yib, z ga nisbatan
ratsional funksiyaning integrallashga keltiramiz.
2) Eylerning ikkinchi almashtirishi. ¢ >0 bo‘lsin, u holda

Vax? +bx+c=x-ztc (28)
almashtirishni bajaramiz. U holda
ax’ +bx+c=x"z"+2z-xJc+c

_2ze—b 2z2*\e +2aJe -2zb

X=—————= dx

a-z° (a—z°)

dz,

\/ax2+bx+c =z-

22\/_ ; b n \/Z
a—z
Topilgan ifodalarni integralga qo‘ysak, z ning ratsional
funksiyasidan olingan integralga keladi.
3) Eylerning uchinchi almashtirishi. « < 0, lekin ax* + bx + ¢ ikkita
a va f (a< pB) haqiqiy ildizlarga ega. Bu holda

\/axz+bx+c:\/a(x—a)(x—ﬂ)z(x—a)z (29)

almashtirish bajaramiz. Bundan
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2
az —a
=3z —af

d. d
z*-a - (zz—a)2 -
NVax® +bx +c :—a(a—ﬂ)zz
t’ —a

Topilganlarni berilgan integralga qo‘yib, yana z ga nisbatan
ratsional funksiyaning integraliga ega bo‘lamiz.

Agarda B=a bo‘lsa, Vax® +bx+c = \/ a(x—a) funksiya mavjud
bo‘lmaydi, chunki a <0.

(27), (28) va (29) almashtirishlarni Eyler almashtirishlari deb
ataladi.

4-misol. 7= integralni toping.

dx
Vx? +a?
Yechish: (27) almashtirishga asosan

VXl +a’=z—-x = x*+a*=z"-2zx+x°,

z"—a _422—2(22—a2)d _zz+a2

X = = dx 5 —dz,
2z 4z 2z
Ny 2 —-a '+d

x’+al=z- =
2z 2z

bo‘ladi. Topilganlarni berilgan integralga qo‘ysak, u holda
ax’ +bx+c=x"z2"+2z-x\Jc+c

2 2
=] (ZHa) 22 (% |+ C=ln(x+x’ =a®) 4 C.
(z"+a")-2-z z

3. Binomial differensialni integrallash.
Chebishev teoremasi

Ushbu jx’"(a+bx”)p dx, bunda m,n, p—ratsional sonlar, « va b

haqiqiy sonlar, integralni hisoblash bilan shug‘ullanaylik.

a+bx" binom tufayli integral ostidagi ifoda binomial differensial
deb ataladi.

Binomial differensiallarni integrallash masalasi bilan rus olimi
P.A.Chebishev (1821-1894) shug‘ullangan.

Chebishev teoremasi. Quyidagi uch holdagina binomial
differensialning integrali elementar funksiya bo‘ladi:
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1-hol. p- butun son bo‘lsa, x=z' almashtirish yordamida

ratsional funksiyani integrallashga keltiriladi, bunda s soni m va n

sonlarni eng kichik umumiy maxraji.

m+1

2-hol. p=L-kasr son, —butun son bo‘lsa, a+bmx" =z’ (s son

S n

r kasrni maxraji) almashtirish yordamida integral hisoblanadi.

3-hol. p=£ va m+1—kasr sonlar, lekin mt

S n n
holda ax™ +b=z" (s— kasrni maxraji) almashtirish yordamida integral

hisoblanadi.

+ p—butun son, u

. dx . .
5-misol. 7= integral toping.
3/x2 (1+3/x2)
Yechish:  m= —% n= % p=-1. Bunda x=z almashtirish

bajaramiz, ya’ni
2 2
z=3x = x3=z2, (1+x)'=(1+2)", dx=32%dz

=3arctgz+C = 3arctg3/; +C

I = J.z_2 (1 + zz)_l 32%dz = 3J.

dz

1+2°
1

6-misol. 7= [(1+x*)*dx integralni toping.

1 m+l_1

Yechish: m=0,n=2, p=—, s=4. Bunda ,
4 n 2

1 I 1 3 . .
mE, p:—+Z:Z butun sonlar emas, shuning uchun, bu integral

n

[{1+x*dx elementar funksiya bo‘lmaydi.

4. Ba’zi bir sodda irratsional funksiyalarni integrali

Integral ostida a* — x* va va® + x? irratsional funksiya ishtirok
etsa, u holda trigonometrik almashtirishlar yordamida integrallash
magsadga muvofiq bo‘ladi.

Agar integral ostida va? —x? irratsional funksiya qatnashsa, u

holda
x=a-sint (30)
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almashtirishdan, integral ostida +a”+x*> irratsional funksiya

qatnashsa, u holda

xX=a-1gt (3 1)
almashtirishdan foydalanish qulaydir.
7-misol. 7 =] ax - integralni toping.
a 2 X 2

Yechish: x=asint almashtirishni bajarsak,

N =\/a2 —(cz-sint)2 =qg-cost, dx=a-costdt

bo‘ladi. Topilganlarni berilgan integralga qo‘ysak, u holda

I_j de _|x=asint _Iacostdt_j dt
/(az_xz)3 dx=acost| ? a’cos’t *a’cos’t
1 1 sint 1 X
:—Ztgt+C:—2 +C:—2 +C.
a a” cost a Ja>—-x?

O¢z-0¢zini tekshirish uchun savollar

1. Irratsional funksiyalarni ganday almashtirish yordamida
integrallanadi?

2. Eyler almashtirishlarini yozing.

3. Chebishev teoremasi yordamida ganday integrallar hisob-
lanadi?

4. Elementar funksiya bilan boshlang‘ich funksiyasi ifoda-
lanmaydigan integrallarga misollar toping?
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VII BOB. ANIQ INTEGRALLAR

41-§. Aniq integral tushanchasiga olib keladigan masalalar.
Aniq integralning ta’rifi. Aniq integralning xossalari

1. Aniq integral tushunchasiga olib keladigan masalalar.
Egri chiziqli trapetsiyaning yuzini topish masalasi

[a;b] kesmada uzluksiz va f(x)>0 bo‘lgan funksiya berilgan
bo‘lsin.

1-ta’rif. y=7(x) funksiyaning grafigi Ox o‘qi, x=a va x=b
to‘g‘ri chiziqlar bilan chegaralangan tekis figura a4Bb egri chizigli
trapetsiya deb ataladi (90-shakl).

Xususiy holda 4 bilan « nuqta yoki B bilan » nuqta ustma-ust
tushishi ham mumkin (91-shakl).

v

T 0
0 & x X, x B 2 4

90-shakl.

1) Shu trapetsiyaning yuzini topish talab gilinsin. Buning uchun
[a;b] N1 a=x,<x < <x_,<x <--<x,=b nuqtalar yordamida » ta
bo‘lakka bo‘lib, bo‘linish nugtalaridan Oy o‘qqa parallel to‘g‘ri
chiziglar o‘tkazamiz. a4Bb egri chizigli trapetsiya » ta kichik egri
chiziqli trapetsiyalarga ajratiladi. Endi har bir [x,_,x, | segmentchadan

ixtiyoriy &, nuqta tanlab olamiz. Har bir egri chizigli trapetsiyada
asosi [x, ,,x,], balandligi r(¢,) bo‘lgan to‘g‘ri to‘rtburchak chizamiz.
Bu to‘g‘ri to‘rtburchaklarning yuzalari
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f(fk)(xk—xkfl)zf(fk)ﬂxk, (k=1,2,...n)
bo‘ladi. Bunda Ax,=x,-x_, deb belgillaymiz. »-ta to‘g‘ri
to‘rtburchaklarni yuzlarining yig‘indisi, quyidagiga teng:

S, = S, + F(EIAT +..t f(E)A%, =D f(£)Ax,

AR (k = ﬁ) segmentchalarning uzunliklarining eng kattasini 2

orqali (ya’ni 1=maxAx, ) belgilab, 1 -0 da s, ifoda egri chiziqgli

1<k<n
trapetsiyaning yuziga tobora yaqinlasha borishini aniglaymiz.
Shunday qilib,

S=limS, = Jim Y./

max Ax, —0 k=1
ni egri chiziqli trapetsiyaning yuzi deb olamiz.
2) Kuch ta’sirida bajariladigan ishni hisoblash masalasi. Moddiy
nuqtaga F = f(x) kuch ta’sir qilsin. U r kuch ta’sirida « nuqtadan »
nuqtagacha harakatlanganda bajargan ishni topish talab qilinsin. [a;b]

ni » ta bo‘lakka bo‘lamiz. Har bir [x,_,x, ] bo‘lakda r kuchni deyarli
o‘zgarmas deb qaraymiz. Bu ish taqriban /(& )Ax, ga teng bo‘ladi,
bunda ¢ e[x_.x,], Ax,=x,—x_.Uholda [a;5] da f(x) kuch bajargan
ish taqriban

3 (e
ga teng bo‘ladi. Endi [x,_.x,| eng kattasi A =max Ax, -0 bo‘lsa, u
holda

A= lim 2 (5 )Ax%,
A—0 k=1
ni hosil gilamiz.
Shunday qilib, bir-biriga o‘xshash geometrik, mexanik va h.k.
masalalar yig‘indini limitini izlashga keltiramiz.

2. Aniq integralni ta’rifi

[a;b] kesmada y = f(x) uzluksiz funksiya berilgan bo‘Isin.
1. [a;b] kesmani Xgs X5 Xyseees Xjseers X, (a =X, <X, < <X, <X, < <X, =b)

nuqtalar yordamida » ta bo‘lakka bo‘lamiz, ya’ni
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[Xos 2, 1, [x5x0 ], [xps65 15[, 5%,

bu bo‘lakchalarni qismiy intervallar deb ataymiz.

2. Qismiy intervallar uzunliklarini quyidagicha belgilaymiz:

Axy=x;—a, Ax, =x, =X, -, Ax; =x; —x;_|,+, Ax, =b—Xx,_,

3. Har bir qismiy intervalning ichida bittadan ixtiyoriy nuqta

tanlab olamiz
Sis 25" 561G,

4. Tanlangan nuqtada berilgan funksiyani qiymatini

hisoblaymiz
F(8)s F(&) e £(&)se1(8))

5. Funksiyaning hisoblangan qiymatlarini mos ravishda qismiy
intervallarning uzunligiga ko‘paytirib, so‘ngra qo‘shib, s,
yig‘indisini hosil gilamiz:

S,=f(&) Dx + [ (&A%, +++ f(E)A +--+ f(&,)Ax, =if(§k)mk- (1)
Ushbu yig‘indini y = f(x) funksiyaning [4;b] kesmadagi integral

yig‘indisi deb ataladi. 4 =max|Ax| bilan belgilaymiz. Ravshanki, 2
ning kattaligi [a;5] ni bo‘luvchi sonlar to‘plamiga bog‘liq. Bu
to‘plamni 7 bilan belgilaymiz. 2 ning kattaligi 7 ga bog‘liq, ya'ni
A=A(T).

Shunday qilib, [4;5] ning 7 bo‘linishlari va ¢, e[x,_,,x, ] nuqta-
larni tanlash usullari cheksiz ko‘p bo‘lganligi sababli f(x) funksi-
yaning [a;b] dagi (1) integral yig‘indilari to‘plami cheksiz to‘plamdir.

2-ta’rif. Agar A(T) nolga intilganda f(x) funksiyaning [a;b]
dagi (1) integral yig‘indisi chekli limitga ega bo‘lib, bu limit [a;5]
ning 7 bo‘linishlariga va ¢, nuqtalarni tanlash usuliga bog‘liq
bo‘lmasa, bu limit f(x) funksiyaning [a;b] dagi aniq integrali deyiladi

b
va uni j f(x)dx orqali belgilanadi:

0 b
lim 2 (& )Ax;, =] f(x)dx (2)

A0 k=1
f(x) — integral ostidagi funksiya, [a;b] kesma integral oralig‘i,
a —quyl, b-yuqori chegara deyiladi.
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Bu ta’rifdan ko‘rinadiki, aniq integral har doim ham mavjud
bo‘lavermaydi.

1-misol. j f(x)dx integralni f(x)=1 bo‘ganda ta’rif bo‘yicha

hisoblang.
Yechish: Qulaylik uchun [4;6] kesmani ixtiyorty usul bilan 6

bo‘lakka ajratamiz, u holda (1) integral yig‘indi, quyidagicha bo‘ladi:
6 6
D f(x)Ax, =D 1-Ax, =Ax, + Ax, + Ax, + Ax, + Ax + Ax, =
= k=1
=(x,—a)+(x, —x)+(x,—x,)+(x, —x)+(x—x,)+(b—x)=b—a.
(2) formulaga asosan:

b 6 b
j1-dx:m;f(§k)mk:m(b—a):b—a = [l-dx=b-a.

3. Aniq integralning xossalari

1°. Agar f(x) funksiya [a;b] da integrallanuvchi bo‘lsa, u holda
Jf(x)dx:—'[f(x)dx

2°. jf(x)dsz.

3°. Agar f(x) funksiya [a;b] da integrallanuvchi bo‘lsa, u holda
¢ f(x), (¢c—const) ham integrallanuvchi va

jf )dx = cjf

bo‘ladi.
Isbot. Hagigatan ham,

hmch(gk)mk _Chme(gk)Axk _cjf(x)dx

A—0

kelib chigadi.
4°. Agar f(x) va f,(x) funksiyalar [a;b] da integrallanuvchi

bo‘lsa, u holda f;(x)* f,(x) ham [a;b] da integrallanuvchi bo‘ladi va
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Jj[fl(x (x) Jdx = jf dx+jf2

Bu ham oldingi xossa kabi 1sb0tlanad1.
5°. Agar [a;b] kesma [a;c] va [c;b] kesmalardan iborat bo‘lib,

f(x) funksiya uchun _Tf(x)dx, jf(x)dx va _Tf(x)dx mavjud bo‘lsa, u
holda a a c

[ ()= £(x)ee+ [ £ (x)e
tenglik o‘rinli bo‘ladia. a v

6°. Agar [a;b] kesmada f(x) funksiya integrallanuvchi bo‘lib,
Vxe[a;b] da f(x)>0 o‘rinli bo‘lsa, u holda

j F(x)dx=0
bo‘ladi.

7°. Agar [a;p] kesmada f(x) va ¢(x) funksiyalar
integrallanuvchi bo‘lib, f(x)<¢(x), a<x<b o‘rinli bo‘lsa, u holda

b b
[ £y < [ p(x)ax
bo‘ladi.
1-teorema. (O‘rta qiymat haqida teorema) Agar [a;0] da f(x)

funksiya uzluksiz, u holda (a;6) oraligda kamida bitta ¢ nuqta
topiladiki,

jf f(c) b a) e(a;b) (3)

tenglik o‘rinli bo‘ladl.
Isbot. [a;b] da f(x) funksiya uzluksiz ekanligidan, u bu

kesmada o‘zining eng kichik va eng katta qiymatiga erishadi, ya’ni
m< f (x) <M

munosabat o‘rinli bo‘ladi. Tengsizlikni har uch tomonini [a;b]

kesmada integrallab, 3-xossadan va 1-misolning natijasidan
foydalansak,
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jmdxs j-f(x)dxs jde :mjl-dxs j{f(x)deMjil-dx =

m(b—a)sif(x)deM(b—a).

Tengsizlikni har uch tomonini »-a ga bo‘lib,

! j‘f(x)deM.

b—a

Har doim m va M orasida yotuvchi m< <M son topiladiki,
1 b b
U= f(c) =E:[f(x)dx = _L[f(x)dx = f(c)(b—a).

2-teorema. (O‘zgaruvchi yuqori chegara bo‘yicha hosila)
f(x) funksiyani o‘zgaruvchi yuqori chegara bo‘yicha hosilasi,
integrallash o‘zgaruvchisi yuqori chegara bilan almashtirilgan
integral osti funksiyaga teng:

@f(r)drj';f(x)- 4)

Isbot. Quyidagi funksiyani kiritamiz:
D(x)= [ £(0)dt, a<x<b

m<

va bu funksiyani tekshiraylik.
AD(x)= @ (x+Ax)=D(x)= | f(0)di— | f(e)di =

xX+Ax x+Ax

=[r@are [ r@ydi-[r@ydi= | rea

O‘rta qiymat haqidagi teoremaga asosan

j f()de=f(E)Ax, Ee(xx+Ax) = AD(x)=f(&)Ax.
Bu tenglikdan “21)_ /(¢) kelib chigadi.
Ax—0 da ¢ - x ni va f(x) ning uzluksizligini nazarda tutsak,
, . AD .
@(X)ZEEEZQE)}f(ﬁ):f(X)-
Shunday qilib, @'(x)=7f(x) hosil bo‘ladi. Bu tenglik,

birinchidan, [4;b] da @(x) ni hosilasi mavjudligini, ikkinchidan, [a;b]
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da uzluksiz bo‘lgan f(x) funksiyaning boshlang‘ich funksiyasi @(x)
mavjudligini ko‘rsatadi.

Demak, aniq integralning o‘zgaruvchi yuqori chegara bo‘yicha
hosilasi integral ostidagi funksiyaning yuqori chegaradagi qiymatiga
teng ekan.

Shunga o‘xshash,

! ! !

{j f(t)dt] =[—jf(t)dt] =—[ff(t>dtj /(). (5)

O¢z-0¢zini tekshirish uchun savollar

1. Aniq integralga olib keladigan masalalarni ayting,.
2. Aniq integral deb nimaga aytiladi?
3. Aniq integral ganday xossalarga ega bo‘ladi?

42-§. Nyuton-Leybnis formulasi. Aniq integralni o‘zgaruvchini
almashtirib va bo‘laklab integrallash

1. Nyuton-Leybnis formulasi

3-teorema. f(x) funksiya [a;6] da uzluksiz va integrallanuvchi
funksiya bo‘lsin, uning shu kesmadagi boshlang‘ich funksiyasi F(x)
bo‘lsa, u holda

b

[£(t)dt=F@b)-F(a) (6)

formula o‘rinli.
Isbot. f(x) [a;b] kesmada berilgan va integrallanuvchi bo‘lIsin,

u holda f(x) funksiya [a;x], (xe[a;b]) da ham integrallanuvchi
bo‘ladi hamda F(x) uning boshlang‘ich funksiyasi bo‘lgani uchun,
quyidagi formula o‘rinli bo‘ladi:

[£()de=Fx)+C. (7)
(7) tenglikda x=a deb olsak,
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[£(¢)dt = Fa)+C=0 = F(a)=—C
x=b deb olsai<,
jf(t)dt=F(b)+C=F(b)—F(a).
Demak, a
[ £(0)di=F(x)} = F(5)-F(a).

(6) formula integral hisobning asosiy formulasi bo‘lib, ingliz
matematigi [. Nyuton (1643-1727) va nemis matematigi G.V.Leybnis
(1646-1716) sharafiga Nyuton-Leybnis formulasi deb ataladi.
[.Nyuton mexanika masalalari uchun, G. Leybnis esa geometriya

masalalari uchun differensial va integral hisobni kashf qilganlar.
x/4

1-misol. j dx aniq integralni Nyuton-Leybnis formulasi
/6 COS X
yordamida hisoblang.
/4 72./4 _
Yechish: J d)g =1gx :tgz—tgzzl—ﬁzﬁ.
608" X 4 6 3 3
/6

2
2-misol. [e*dx aniq integralni Nyuton-Leybnis formulasi
1

yordamida hisoblang.
2

2
Yechish: jexdxzex —e?—e.
]
1

2. Aniq integralni hisoblashda o‘zgaruvchini almashtirish usuli

Anigmas integrallarni hisoblashda yangi o‘zgaruvchini kiritish
usuli soddaroq integralga kelib,

jf(x)dxzjf((p(t))go'(t)dz
munosabatdan foydalangan edik. Shunga o‘xshash masalani aniq
integral uchun ham ko‘rib chigamiz.

275



4-teorema. Agar ¢'(r) funksiya [« 3] kesmada uzluksiz,
p(a)=a, ¢(B)=b bo‘lib, f(x) funksiya ¢(¢) funksiyaning o‘zgarish
sohasida uzluksiz bo‘lsa, ushbu

[ @av=L oo ®)

tenglik o‘rinli bo‘ladi.

Isbot. r(x) berilgan f(x) funksiyaning boshlang‘ich funksiyasi
bo‘lsin: F'(x)= f(x). U holda (6) Nyuton-Leybnis formulasi o‘rinli
bo‘lar edi.

[.8] da F(p(r)) funksiya y = F'(x) va x = ¢(t) munosabat bilan
aniglangan bo‘lib, murakk'ab funksiyaning hosilasi qoidasiga asosan

LFe()] =F'(o(1))-¢'(1)= £ (0(1)) ' (1).
bo‘ladi. Demak, f(¢(1))¢'(r) uchun F(p(¢)) boshlang‘ich funksiya
bo‘ladi, u holda

[ (00)6/(eXit = F(o(8)) - F ((c0) ©)
bo‘ladi. Shartga ko‘ra, ¢(a)=4a, ¢(B)=0> bo‘lgani uchun
ff(go(t))go'(t)dt =F(b)-F(a). (10)

(8) va (10) ni solishtirsak,
b B
[ f(x)dx = [ f(plt))g'(e)dt

kelib chigadi.
Eslatma. Ko‘p hollarda x=¢(t) almashtirish o‘rniga ¢=¢(x)

ko‘rinishdagi almashtirishdan foydalaniladi. Bu holda r=¢(x) ga

teskari funksiya mavjud bo‘lishi va bu teskari funksiya teorema
talablariga javob berishi kerak.

In2
3-misol. [ ve® —1dx aniq integral hisoblansin.
0

Yechish: Yuqorida eslatmaga asosan, ve* -1=¢ deb belgi-
laymiz:
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t=\e =1, x=In|¢*+1]
In2 . 2tdt
J [ex_ld — e :t2+1, dx:1+t2 —
’ x=0, t, =0,
x=1In2, =1

2

1 ,2 1
=2 Jtdt :2-](1— ! Jdt=2[t—arctgt]1)

' 2 2
1+t ) 1+¢

1
4-misol. [v1-x*dx integralni hisoblang.
0

Yechish: Irratsional funksiyalarni integrallash qoidasidan
foydalanib,

X = sint
1 dx = costdt
[Vi-x?de =[x 20,4 =0]|=
0
T
=1t =—
X 5 2

T

| 2

2

cos? tdt =

T
7

1 sin 2t
1 2t)dt =—| t
(1+cos2t) 2( +— j

OV N
S| N

0
3. Bo‘laklab integrallash usuli

Ma’lumki, anigmas integrallarni hisoblashda bo‘laklab integ-
rallash usuli asosiy usullardan biri edi. Nyuton-Leybnis formulasiga
asosan aniq integral va anigmas integral bir-biri bilan muayyan
bog‘lanishga ega. Shu sababli, bu usulni aniq integralni hisoblashda
ham tatbiq etish mumkin. Buning uchun u«(x) va 9(x) funksiyalarni

[a;6] da uzluksiz hosilaga ega deb olamiz. U holda [a;5] da
(u3) =u'9+ug’ bo‘lib, u-9 funksiya u'9+ud uzluksiz funksiyaning

boshlang‘ich funksiyasi va Nyuton-Leybnis formulasiga asosan
b

J.[u'z9+u9']dx=[uz9]b (11)
a
bo‘ladi.
Bundan
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b b b
Iu'&dx+ ju&'dx: u-9
a a a

yoki
b b
IuS'dx =u-9

a

b
— [u'Sdx.
a
So‘ngra, u'dr=du va 9'dx =d $ ni e’tiborga olsak,

b _1sdu (12)

a

b
judl9=u-l9

formulasini hosil gilamiz. Bu formula aniq integrallarni bo‘laklab
integrallash formulasi deyiladi.
1
5-misol. [xe “dx integralni hisoblang.
0

Yechish: Aniq integralni bo‘laklab integrallash formulasiga
asosan:

L u=x, du = dx s
jxe “dx = =—xe | +|e'dx=
7 d%=e"dx, 9=-¢" 0 9
1 1
——xe [ —e| =—e-e! +1:1—z.
0 0 e

1
6-misol. [arctgxdx ni hisoblang.
0

Yechish: Bu aniq integralni ham bo‘laklab integrallash
formulasiga asosan hisoblash mumkin:
1 1

=arctgx, du= d 1
Iarctgxdx:u areis X, 1+ x* x:x-arctgxo—jx-l ! >dx =
0 d9=dx, 9=x o T
Ld(1+x° 1
:1-arctgl—O—lj<—2)=£—lln‘1+x2‘ =T L1 2ifi+ o=
29 1+x 4 2 0 4 2 2
:z—llnl
4 2

O¢z-0¢zini tekshirish uchun savollar

1. Nyuton-Leybnis formulasi ganday hosil bo‘ladi?
2. O‘zgaruvchini almashtirib integrallash formulasini yozing.
3. Bo‘laklab integrallash formulasini yozing.
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43-§. Aniq integral yordamida yuzalarni hisoblash

1. Figura yuzlarini Dekart koordinatalar sistemasida

hisoblash
Bizga  ma’lumki, [ab] g
kesmada funksiya f(x)>0 bo‘lsa, £ 3

y=/(x) egri chiziq, Ox o‘qi va i/—

x=a hamda x=5 to‘g‘ri chiziglar
bilan chegaralangan egri chiziqli — -
trapetsiyaning yuzi

92-shakl.
Szjf(x)dx (13)

b
ga teng edi. Agar [a;5] kesmada f(x)<0 bo‘lsa, If(x)deO bo‘ladi,

b

'[f(x)dx

a

hosil bo‘lgan yuza esa S = ga teng bo‘ladi. Umumiy holda,

tegishli yuza
b
Szﬂf(x)‘dx (14)

ko‘rinishda hisoblanib, integral ostidagi funksiya musbat bo‘lganda
funksiyaning o‘zi, manfiy bo‘lganda absolyut miqdori olinib, [a;5]
kesma esa tegishli oraliglarga ajratilib, umumiy yuza esa tegishli
yuzalarning algebraik yig‘indisidan iborat bo‘ladi.

D soha yuqoridan y, = f;(x) egri chiziq, quyidan y, = f,(x) egri
chiziq hamda yon tomonlaridan x=a« va x=b to‘g‘ri chiziglar bilan
chegaralangan bo‘lsin (92-shakl). Bunday shaklning yuzi quyidagi
formula yordamida topiladi:

S=j‘f1(x)dx—j1f2(x)dx:j‘[fl(x)—fz(x)]dx. (15)
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1-misol. —+Z—2—1 ellips bilan chegaralangan figuraning yuzini
a

hisoblang.
Yechish: Izlanayotgan yuza S =4S, ga teng. Shakldan (93-shakl).
S = 4? ydx
0

v A

5
—a e v
-b
93-shakl.

bunda y = S\/ a’ —x* ekanini ¢’tiborga olsak,

Szﬁj a’ —x? dx.
a g

Agar x=asint, dx=acostdt almashtirish bajarsak, x, =0=17=0 va

% da integral quyidagi ko‘rinishga keladi:

x2:a:>t2:
; X =asint b%
4b 4 .
——j\/czz—)c2 dx =| dx=acostdt :—I\/az—azsmztacostdtz

a 0 a 0
T
t=0,t=—
2

SRR

21 \|=
sin jz 2ab - E—Gbﬂ'

cos’ tdt = 2abj (1+cos2t)dt = Zab(t
0 0

dab

O'—)N‘k)
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Demak, ellips bilan chegaralangan figuraning yuzi S = = ab (kv.
birlik) ga teng. Xususan, a =5 bo‘lsa, doiraning yuzi hosil bo‘lib,
s =rza* ga teng bo‘ladi.

2-misol. y=cosx, y=0, chiziglar bilan chegaralangan yuzani
[0;2z] oraligda hisoblang.

Yechish: y=cosx funksiyasi [0;%} U [377[;24 oraligda musbat va

T 3x

[5 7} oraligda esa manfiy ekanini e’tiborga olib (14) dan va (15)

formulalar foydalanamiz

. 3 3
S:Z_Hcosx‘dx:j.cosxdx+ Icosxdx + Icosxdx s1nx77+‘sinx‘ %+sinx ;7; =
0 0 % 7” 0 72.2 A

. T
=sin——sin0+
2

sin3—7[ —sinZ + sin27r—sin3—7[ =1 —0+‘—1 —1‘+0—(—1) =4,
2 2 2

3-misol. y = x* +1 va y=3-x chiziglar bilan chegaralangan figu-

raning yuzini hisoblang.
2

Yechish: Figurani yasash uchun {y :;C 1 sistemani yechib
y=3-x

chiziglarning kesishish nuqtalarini topamiz.
Bundan x’+x-2=0= x,=-2, x, =1 ildizlarga ega bo‘lamiz.

94-shakl.
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Mos ravishda y, =5, y,=2 nuqtalarni toplladl (94-shakl).

1

S = J.(yz yl)dx—j(3 x—(x +1))dx—J.(2 x—x")dx =

5 2
2 x|
(255,
Egri chiziq tenglamasi parametrik shaklda berilgan bo‘lsin:
{x=¢0)
y=v (1)
U holda a<t<p va ¢(a)=a, ¢ (f)=b egri chiziglar bilan
chegaralangan egri chiziqli trapetsiya yuzini hisoblaymiz.
x=¢(t) =>de=¢'(t)dt, y=y(1)
pla)=a, @(B)=b
ekanini e’tiborga olsak, (13) formuladan quyidagiga ega bo‘lamiz:

S = Iydx Iy/ '(¢)dt , yoki

:20+2)—§O—4)—§0+8):§.

B
S=[w (1)g'(1)dt (16)

(16) formula parametrik tenglama bilan berilgan egri chiziqli

trapetsiyani yuzini hisoblash formulasidir.

x=a(t—sint)

y=a(1l-cost)

chegaralangan yuzani hisoblang.
Yechish: (16) formulaga asosan, bir arkasida 0<¢ <2z ekanidan

4-misol. Ox o‘q va { sikloidaning bir arkasi bilan

2z 2z

S =Tl// () @' (t)dt = Iaz(l—cost)z dt =a’ I (1—2cos t+cos2t)dt =

0 0

27 27
1 7
a’ [1—2cost+ +020s2tjdt=a2 [%—2cost+%cos2tjdt=

0

Il
O'—.

27
=q’ it—2sint+lsin2t :a2§27r=3a27z.
2 4 0 2
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2. Figuralar yuzini qutb koordinatalar sistemasida hisoblash

4B egri chiziq qutb koordinatalarida x=psing,y=p cosp, p=p(p)
formula bilan berilgan bo‘lsin, bunda p(¢) funksiya [¢;¢,] kesmada
uzluksiz. ¢ va ¢,burchaklar orasida hosil bo‘lgan egri chizigli
sektorning yuzi

§==[r()dp (17)

formula bilan topiladi.
5-misol. p=a(l+cosp), a>0 Kkardioida bilan chegaralangan

figuraning yuzini hisoblang.
Yechish: Qutb koordinatalarida berilgan egri chiziqli sektorning
yuzini hisoblash formulasiga ko‘ra topamiz.

p=a(l=cosg)

96-shakl.

Bu yerda ¢ =0 va ¢=x chegaralarga ega bo‘lamiz (96-shakl).
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S=[a*(1+cosp)’dp=a’[(1+2cosp+cos” p)dp =
0 0

:aZI(lJr200S¢+w)d¢::a2j(§+200s¢+lcos2¢)d§0=
0 2 0 2 2
3 1 "3
2 - ‘ 2
=a°(—@p+2sinp+—sind =—rma
(59 o+ (P)O 5

O°z-0°zini tekshirish uchun savollar
1. Dekart koordinatalar sistemasida figura yuzini gqaysi formula
orqali hisoblanadi?
2. Qutb koordinatalar sistemasida figura yuzini hisoblash

formulasini yozing.

44-§. Aniq integralning geometriya masalalarini yechishga
tatbiqi

1. Jismning hajmini ko‘ndalang kesim yuzi bo‘yicha hisoblash
Jismni hajmini hisoblash uchun, uni Ox o‘qga perpendikular

tekislik bilan kesimning yuzi ma’lum bo‘lsin. Bu yuza, ya’ni x ning
funksiyasi bo‘lishi ravshan hamda u uzluksiz funksiya bo‘lIsin.

N
(0

0 / X

P
/
N

¥

97-shakl.

284



Berilgan jism hajmini hisoblash uchun [a,p] kesmani
a=x, X, X ,..%,...,x,=b nuqtalar bilan ixtiyoriy uzunlikdagi » ta
bo‘lakka bo‘lamiz va bu nuqtalar orqali Ox o°‘qga perpendikular

tekisliklar o‘tkazamiz. Bu tekisliklar jismni » ta qatlamga ajratadi,

ularning haymlarini Av,, AV,,---,AV,,---,AV, bilan belgilaymiz. U holda

V= f: AV, bo‘lishi ravshan, x; , va x, abssissali kesimlar hosil gilgan
i=1

qatlamlardan birini qarab chigamiz.

Uning Ay, hajmli balandligi Ax;, =x, —x,_,, asosi biror &
abssissali jismning kesimi bilan mos tushadigan to‘g‘ri silindrning
hajmiga taqriban teng, bundan x, , <& < x, va shuning uchun ham
S(¢) yuzaga ega bo‘ladi.

Bunday silindrning haymi §(& )Ax, ga teng. Shunday qilib, a7, ~
S(&)Ax,. Shuning uchun butun jismning hajmi uchun quyidagi
taqribiy tenglik hosil bo‘ladi:

V= Zn:S (&)Ax,
i=l
b
Bundan esa maxAx, =4 —0 bo‘lganda uning limiti [S(x)dx aniq

integral bo‘ladi, jismning hajmi esa son jihatidan shu aniq integralga
teng bo‘ladi, ya’ni

V= lim 35(¢)Ax,

=0 =

yoki
V:?S(x)dx. (18)

2 2 2
1-misol. Ushbu z—2+z—2+z—2=1 ellipsoid bilan chegaralangan

jismning hajmini hisoblang.
Yechish: Ellipsoidni Ox o‘qiga perpendikular va Oyz
koordinatalar tekisligidan x birlik masofada yotuvchi tekislik bilan

kesimida
2 2
/ X / X
=b,|1——, c =cCy1——
bl az 1 612
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yarim o‘qli

2 2
z
Y +

SElE

ellips hosil bo‘ladi. Lekin bu ellipsning yuzi S=bczr ga teng
bo‘lishini avvalgi mavzuda ko‘rib o‘tgan edik. Demalk,

S(x):bczz[l—x—jj

a

ga ega bo‘lamiz. Buni e’tiborga olsak, ellipsoidning hajmi quyidagiga

teng bo‘ladi:
h x* x* [ a a

V= bcni(l—;}dx = bcn(x—gj 3 = bcn(a —§+a —gj =

4

2
bc#a( 3j 3 aberr

Shunday qilib, yarim o‘qlari «, 4, ¢ bo‘lgan ellipsoidning hajmi

V= %abcn ga teng bo‘ladi. Xususan, a=b=c=R bo‘lsa, sharning hajmini
hosil gilamiz:

VziﬂR3.
3

2. Aylanma jismlar hajmini hisoblash

Agar qaralayotgan jism y = f(x) chiziq bilan chegaralangan egri
chizigli trapetsiyaning Ox o‘q atrofida aylanishidan hosil bo‘lsa, Ox
o‘qqa perpendikular x abssissali kesim

y A
y=s()
>
U
98-shakl.
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doiradan iborat bo‘lib, uning radiusi y = f(x) ordinataga mos keladi.
Bu holda §(x)=zy* yoki S(x)=z[f(x)] va Ox o‘qi atrofida
aylanayotgan jismning haymi formulasini hosil gilamiz.

V= ﬂj‘yzdx
yoki a
V:ﬂj[f(x)]zdx, (19)

Oy o‘q atrofida aylanayotgan jismning hajmi formulasi ham
yuqoridagi kabi hosil gilinadi:

V= 7Z'I x*dy
yoki
v =x[[p()]dy. (20)

bunda x=¢(y) aylanish jismning hosil qiluvchi chizigning tenglamasi
c<y<d.

2 2
. X
2-misol. —+ y—2 =1
a

aylantirish bilan hosil gilingan jismlarning hajmlarini hisoblang.
Yechish: Ellipsning tenglamasidan

2

2_[7_ 2.2 2_61_2 2 2
y—z(a x)Vax— (b y).

ellipsni Ox o‘qi va Oy o‘qi atrofida

a b’
¥ A
il
99-shakl.

287



Ellipsni Ox o°‘qi atrofida aylantirish bilan hosil qilingan
jismning hajmi:
2 b
V=2V = Zﬂjyzdx 2 —2J‘a —x’ dx=

2 3\|“ 2 3
= 27Tb—2(a x—%) = 27b ((f —%) :gﬂabz.
a

2
0

a
Ellipsni 0y 0‘qi atrofida aylantirish bilan hosil qilingan jismning
hajmini shunga o‘xshash hisoblash mumkin:

b 2 b
V=2V = 27r.|.x2dy :ZﬁZ—zj(bz —yz)dy =
0 0
2 3 2 3
=27ra—2 bzy—y— = 27a b’ b =i7m2b.
b 3 3

b2
3. Yoy uzunligini hisoblash

b

0

AB yassi  egri  chiziq  berilgan  bo‘lsin.  Uni
A=Ny, Ny, ..., Ny, N;, .., N, =B nuqtalar bilan ixtiyority » bo‘lakka
bo‘lamiz. Qo‘shni bo‘linish nuqtalarni kesmalar bilan tutashtirib 4B
yoyga ichki chizilgan siniq chizigni hosil gilamiz.

oA
y=,f(x) 1

A |

100-shakl.

Bu siniq chiziq 4n,, N\N,, N, \N,,...,N, B bo‘g‘inlardan iborat
bo‘lib, biz bu bo‘g‘inlarni A/,AlL,,...Al,...,Al, bilan belgilaymiz
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(100-shakl). U holda siniq chizigning perimetri quyidagiga teng
bo‘ladi:
=S AL
i=1
Egri chiziq bo‘g‘inlari soni » ning ortishi va bu bo‘g‘inlar
uzunligi A/ kamayishi bilan bu perimetrning limiti 4B egri
chizigning uzunligiga yaqinlashishi ravshan. v (x_.,».,) va N,(x.,»,)

nuqtalar orasidagi masofa A/, :\/(xi —x; ) +(y; -y, )* tengligi va
X; =X, = Ax,

1’

y; — v, = Ay, ekanidan,

Mzﬂmf+@mﬂ:1{%ﬂlp

i

Lagranj teoremasiga asosan, Ax = f'(&), buyerda £ elx, ,.x,]

1

Bundan, siniq chiziq parametri quyidagicha bo‘ladi:
1= 380 =31+ [0 F A (21)

(21) ifodadan max Ax, — 0 olingan limit

= f,/l +[/(x)] dx (22)

aniq integralga teng bo‘ladi. (22) formulaga 4B egri chizigning
uzunligini hisoblash formulasi deyiladi.

3-misol. y=chx funksiya grafigining [0;]] oraligdagi yoy
uzunligini hisoblang.

Yechish: ) =ch'x =shx =1+ (y')2 =1+sh’x=ch’x bundan (22)

formulaga asosan
1

[=[1+(y') dv= j\h;+sh2 dx = IVC%E_dx_.

0

= Jchxdx :shx‘z =shl—sh0=shl~1,17.

Agar AB chiziq { :(p((t)) parametrik tenglama bilan berilgan
y=ylt

bo‘lsa, uning uzunligini topish talab qilinsin.
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Parametrik ko‘rinishda berilgan funksiyasini hosilasini topish

v tj = ¢'(t)dt bo‘ladi. Topilganlarni (22)

qoidasiga ko‘ra y!

formulaga qo‘ysak,

lJ\/de j1+£ j 'dt =
o] <o a-[ i

ko‘rinishini oladl, bu yerda a=¢p(a), b=¢(B).
Shunday qilib, parametrik formula bilan berilgan egri chiziq
yoy uzunligini hisoblash formulasi

p
l:jw/(x,')2+(yt’)2dt. (23)
ko‘rinishida bo‘ladi.

4-misol. {x =al—sint)

t €[0,27] sikloidaning bir arki uzunligi
y=a(l-cost)

hisoblansin.
Yechish: x'=a(l-cost), y' =asint, a=0 va F=2z larni (23)
formulaga qo ‘yib, yoy uzunligini topamiz:

[= J\/ +(y) dt = I\/ 1—cost) +a’sin’ ¢ dt =

2z
—ajx/l 2cost+cos’t+sin’t dt = aj 2(1—cost)dt =

0

2z

2r  t t
:ZaI sin—dt =—4acos—| =4a+4a=_~8a.
0 2 2

0

Egri chiziq p=p(p) formula bilan qutb koordinatalar
sistemasida berilgan bo‘lsin. Bu egri chiziq yoyining uzunligi

l=f\/p2 +(p') do (24)

formula bilan hisoblanadi.
5-misol. p=a(1+cosep) kardiodaning uzunligini hisoblang.
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Yechish: Qutb koordinatalar sistemasida berilgan egri chizigni
yoyini uzunligi quyidagiga teng:

B 27
[= J'\/,oz +(p')2d(0: j\/[a(1+cos¢)J2 +[a(1+ COS¢),:|2d¢:
a 0
= Za]Z\/l +2cos@+sin’ @+ cos’ pdg :2a]£1/2(1 +cosg)dg :4a]£‘ cos? %d(ﬁ -
0 0 0

T

V4

% . @
=4q|cos—dp =8asin—
j 2 4 2

0

=8&a.

0
4. Aylanish jismlar sirtini yuzini hisoblash

y=f(x), a<x<b egri chiziq 4B yoyining Ox o0‘qi atrofida
aylanish jismlar sirtini yuzi

S= 27zjif(x),/1 +[f'(x)]2dx = 27zj)‘y\/1+(y')2dx (25)

formula bilan hisoblanadi.

6-misol. y =sinx, 0<x <z sinusoida yoyining aylanishidan hosil
bo‘lgan jism sirtining yuzini hisoblang.

Yechish: y'=(sinx) =cosx (25) formuladan

< cosx =t, dt =—sintdt
S=2ﬂjs1nxxll+coszxdx: ‘1 ¢ .
0 1: s Ly = —

-1 1
- —27zj\/1 +dt =2ﬁJ\/1+t2dt =277[[t 1412 +ln‘t tl+1
1 -1

I
-1
:ﬂ[zﬁ +1n(3+2\/§)} ~14,38. (kv. birlik)

Agar 4B egri chiziq x=¢(y), c<y<d formula bilan berilgan
bo‘lsa, shu egri chiziq yoyini Oy o‘qi atrofida aylanishidan hosil
bo‘lgan jism sirtining yuzi:

S :zﬂfgp( Y1+ ()T dv (26)
S = 27rjlx\/1 - [x']zdy (27)

formula bilan hisoblanadi.

yoki
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Agar AB egri chiziq {xzq)((tt)) parametrik tenglama bilan
y=v

berilgan bo‘lib, y(¢)>0 va ¢(¢) « dan b gacha o‘zgarsa, u holda
parametr o dan g gacha o‘zgaradi. Shu egri chiziq yoyining Oxo‘qi
atrofida aylanishidan hosil bo‘lgan jism sirtini yuzini topish talab
etilsin.

Parametrik tenglama bilan berilgan funksiyani hosilasini topish

qoidasiga asosan y;:WT(;; Ba dx=¢'(t)dt bo‘ladi. O‘zgaruvchini
%

almashtirib integrallash usulidan foydalanib, (25) formula

S :j:f(x)«/l+(f’(x))2dx:jl//(t) }1+{Z:E;))j ¢'(t)dt =

- 27[]31//(t)\/[(p'(t)]2 [y () de= znf (O[T +[n(0) ] .

ko‘rinishni oladi.

Shunday qilib, parametrik formula bilan berilgan egri chiziq
yoyining Ox o°‘qi atrofida aylanishidan hosil bo‘lgan jism sirtini
yuzini hisoblash formulasi

S= 2ﬂfy/(t)\/[(p'(t)]2 [y ()] ar

yoki

A 2 2
s=22[y(e)W[= (O] + [ ()] e (28)
ko‘rinishda bo‘ladi.
O°z-0°zini tekshirish uchun savollar
1. Jismlar hajmini hisoblash formulasini yozing.
2. Aylanma jismlar hajmini hisoblash formulasini yozing.

3. Yoy uzunligini hisoblash formulasini yozing.
4. Aylanish jismlar sirtini yuzini hisoblash formulasini yozing.
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45-§. Aniq integralning mexanika va fizika masalalarini
yechishga tatbiqi

1. Egri chiziq va tekis shaklning statik momenti

Oxy tekisligida massalari
My, My,...,M,,...,M,
bo‘lgan moddiy nuqtalar sistemasi berilgan bo‘Isin.
M_ =x-mva My =y, -m,
ko‘paytmalar m, massaning mos ravishda Ox va Oy o‘qlarga nisbatan
olingan statik momentlari deyiladi.

Biror / o‘qdan » masofadagi m massali moddiy nuqtaning !
0‘qqa nisbatan statik momenti deb M, =m-r

M
L ]

G
101-shakl.
T 99
i e o
i 0
102-shakl.

ga aytiladi. Tekislikdagi / o‘qdan #,r,...,r, masofadagi m,, m,,...m,
massali moddiy nuqtalarning / o‘qqga nisbatan statik momenti deb
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= imirz’ (30)
i=1

ga aytiladi. Uni hisoblash uchun aniq integraldan foydalanish

mumkinligi kelib chiqadi.
Oxy tekislikdagi 4z egri chiziq tenglamasi y=f(x) (a<x<b)

bo‘lsin. Egri chiziqning har bir nuqtasidagi chiziqli zichlik y = y(x)

4, y=f(x)B

103-shakl.

o‘qdagi statik

x -o‘zgaruvchining chiziqli funksiyasi. M -x
Al

momentni hisoblash uchun Ox o‘qini ixtiyoriy usul bilan A/, AL,...,
bo‘lakchalarga ajratib A/ bo‘lakdan P(x,0) nuqtani tanlaymiz.

Bunda bo‘lakchaga mos massa
Am, z}/(xl.)All.. (31)

U holda
m~r(x)AL =Y 7 (x,) 1{%} Ax,.

i=1 i=1
Bu tenglikning o‘ng tomonida y(x)y1+[y'(x)] funksiya uchun
integral yig‘indi turibdi. Bundan esa
m= lim Z;/ Al —jyf

max Ax; >0

m=i7(x)dl:jy(x),/1+[y'(x)]2dx. (32)

a a

yoki
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AB egri chizigni Ox 0°‘q bo‘yicha statik momenti

Mx:j.;/(x)y-dl:j‘y(x)yw/1+[y'(x)]2dx, (33)

bu yerda y=f(x) 4B chiziq tenglamasi.

AB egri chizigni Oy 0°‘qqa nisbatan statik momenti esa

M, = jy(x)x -dl :j.}/(x)x 1+ Y2 (x)dx (34)

formula bilan hisoblanadi.
Agar egri chiziq bir jinsli bo‘lsa y(x)=y =const bo‘ladi, u holda

szyjy'dl va Myzij'dl

ko‘rinishini oldi.
I-misol. y=+r’—x7,

x|<r, yarim aylana wuchun, y(x)=1
bo‘lganda Or va Oy 0‘qqga nisbatan statik momentlari topilsin.
Yechish: y(x)=1 bo‘lgani uchun (33) va (34) formulalar

quyidagi ko‘rinishni oladi:
Mx:.[y~dl:J‘y-\/1+y'2dx, My:jx~dl:jx~ 1+y"dx.

Berilgan funksiyani hosilasini va yoy differensialini

hisoblaymiz:

2
, X X rdx

=— dl =1+ dx = :
Y /rz_xz’ rg—— /rz_xz

Bularni e’tiborga olsak, statik momentlar quyidagiga teng
bo‘ladi:

M = j\/rz —x’

’;dx = :rJ.dx:2r2, My=J. xrdx =—r\Vrt —x° g =0.
—x J 4

\r N - —-r
Oxy tekislikda y=f(x) egri chiziq, Ox o‘q va x=a, x=b

chiziglar bilan chegaralangan egri chiziqli trapetsiya berilgan. Uni
har bir nuqtasidagi zichligi y(x) bo‘lsin.

295



-
[3
a3
5

104-shakl.

U holda egri chiziqli trapetsiyaning statik momenti
1 b , b
szzj)/(x)y dx, Myzjj/(x)xydx (35)

formulalar bilan hisoblanadi.

YA
E)\
0 a £

105-shakl.

Agar egri chizigli trapetsiya bir jinsli bo‘lsa, ya’ni y(x)=y
bo‘lsa statik momentlar:

b b
M. =%7/:|:y2dx, M, =y£xydx.

ko‘rinishni oladi.
2-misol. f+1=1,
a b

uchburchakni koordinata o‘qlariga nisbatan statik momenti y(x)=1

x=0,y=0 chiziglar bilan chegaralangan

bo‘lganda hisoblang.
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Yechish: y=1 bo‘lsa yzb(l—fj formulaga asosan:
a

A C R G

2. Egri chiziq va tekis shaklning og‘irlik markazi

Oxy tekisligida massalart m,, m,,...m, bo‘lgan moddiy nuqtalar
sistemasi berilgan bo‘lsin. x, va y_  orqali berilgan sistemaning

og‘irlik markazi koordinatalarini belgilaymiz. Bu holda yuqorida
keltirilgan moddiy sistema og‘irlik markazining koordinatalari

n
Z X,

_ Xt xmy A xm, S (36)

2
m+m,+..+m, o
2,
i-1

X

c

n

> ym,

_ymtymy et ym, S 37)
n
m, +m2 +...+mn Zm
i=1 l

c

formulasi orqali aniglanar edi.

AB egri chiziq y = f(x) tenglama bilan berilgan (a<x<b) va bu
egri chizig moddiy chiziq bo‘lsin. Bunday moddiy egri chizigning
chizigli zichligini y deb faraz qilamiz. Chiziqli uzunliklari
AS,AS,,...,AS bo‘lgan » - ta bo‘lakka bo‘lamiz. Bu bo‘laklarning
massalari ularning uzunliklari bilan zichlik ko‘paytmasiga teng, ya’'ni
Am.=y-AS., bu yerda as, yoyning har bir bo‘lagida abssissasi &
bo‘lgan ixtiyoriy nuqta olamiz. Endi As, yoyning har bir bo‘lagining
massasi y-AS, bo‘lgan P[Z,f(£)] moddiy nuqta bilan tasvirlab, (36)
va (37) formulalarda x, o‘rniga x, qiymatni, y, o‘rniga /(&) qlymatni,
m, o‘rniga y-AS, (as,-bo‘laklar massasi) qiymatni qo‘ysak, yoyning
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og‘irlik markazini aniqlash uchun quyidagi taqribiy formulalarni
hosil gilamiz:

Zé y-as, D f(&) r-AS
27 AS, > e 27/ -AS,

Agar y = f(x) uzluksiz va uzluksiz hosilaga ega bo‘lsin, u holda

har bir kasrning suratidagi va maxrajidagi yig‘indilar maxas, -0 da
mos integral yig‘indilari limitlariga teng bo‘lgan limitlarga teng
bo‘ladi. Shunday qilib, yoy og‘irlik markazining koordinatalari
quyidagi aniq integrallar bilan ifodalanadi

[ xds jx,/1+[f ]dx jf )ds jf ()L [/ (x)] ax
jds j,/1+[f ]dx !ds !,/1+[f’(x)]2dx

3 mlsol. Ox o‘qining yuqorisiga joylashgan x?+ y? =4* yarim
aylana og‘irlik markazining koordinatalari topilsin.
Yechish:  Og‘irlik  markazining ordinatasini  topamiz:

y=+a*-x* yoki

____x ds = 1+(dyjd, ds =—2 gy

. (38)

dx
topilganlarni (38) ga qo‘yib,

j\/aZ—xz T ix a_[dx 5
S Ja* —x? 2 2a° 2a
yc = = = -, xc - 0
wa wa wa T
ga ega bo‘lamiz, chunki yarim aylana Ox o°‘qga nisbatan sim-

metrikdir.

3. Og‘irlik markazining koordinatalarini hisoblash

Bizga quyidagi shakllar berilgan va ular
v=f,(x), y=f,(x), x=a, x=b chiziglar bilan chegaralangan bo‘lib, tekis
shakldan iborat bo‘lsin. Sirt zichligini, ya’ni sirt birlik yuzining
massasi shaklning hamma bo‘laklari uchun o‘zgarmas va o+ ga teng
deb hisoblaymiz.
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_ S =AW
A
g LN AC)
C

R [

106-shakl.

Berilgan shaklni x, = a, x,,---,x, =b to‘g‘ri chiziqlar bilan kengligi
Ax,, Ax,,--,Ax, bo‘lgan polosalarga ajratamiz. Har bir polosaning

massasi polosa yuzi bilan o zichlik ko‘paytmasiga teng bo‘ladi. Agar
har bir polosani asosi Ax, va balandligi f,(&)- f,(¢) bo‘lgan (bunda
& =2z 12+x ) to‘g‘ri to‘rtburchak bilan almashtirsak, u holda

polosaning massasi taqriban
Am =c| f,(&)-£i(&)]Ax, i=12n
ga teng bo‘ladi.

Bu polosaning og‘irlik markazi taxminan tegishli to‘g‘ri
to‘rtburchakning markazida bo‘ladi

(x). = > (). = f2(§)2f(§)

Endi har bir polosani massasi tegishli polosaning massasiga teng
bo‘lgan va shu polosaning og‘irlik markaziga to‘plangan moddiy
nuqta bilan almashtirib, butun shakl og‘irlik markazi koordi-
natalarining taqribiy qiymatini topamiz.

(36), (37) formulalarga asosan

Zfd[fz - £i(&) A,
Yol h(6)-Ailé)]ax,
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] S LA+ AE) e[ A(8)-A(&)]Ay
Ve ZO'[fz(é)_fl(fi)]Axl‘

Ax, >0  limitga o‘tib, berilgan shakl og‘irlik markazining

koordinatalarini ushbu ko‘rinishda topamiz:
b

J‘x[f2 (x)—fl(x)]dx
X, =5 ) (39)

(LA (x) = £i(x)]dx

a

LA AETLA) A

[[(0) ()]

Bu formulalar har qanday bir jinsli (ya’ni hamma nuqtalarida bir
xil zichlikka ega bo‘lgan) tekis shakllar uchun o‘rinli. Og‘irlik
markazining koordinatalari shaklning o zichligiga bog‘liq emas.

(40)

Ve

4. Aniq integral yordamida ishni hisoblash

Biror F kuch ta’siri ostida M moddiy nuqta to‘g‘ri chiziq
bo‘yicha harakat qilsin, bunda kuchning yo‘nalishi harakat yo*‘nalishi
bilan bir xil bo‘lsin. M nuqta s=« vaziyatdan s=b vaziyatga
ko‘chganda F kuchning bajargan ishini topish talab etiladi.

1) Agar F kuch o‘zgarmas bo‘lsa, u holda 4 ish F kuch bilan
o‘tilgan yo‘l uzunligi ko‘paytmasi bilan ifodalanadi, ya’ni

A=F-(b-a).

2) F kuch moddiy nuqgtaning olgan o‘rniga qarab uzluksiz

o‘zgaradi, ya’ni a <s<b kesmada F (s) uzluksiz funksiyani ifodalaydi

deb faraz qilamiz.
[a;b] kesmani uzunliklari
As,As,,-+-,As,
bo‘lgan » ta ixtiyoriy bo‘lakka bo‘lamiz, undan keyin har bir [s, ,s,]
qismiy kesmada ixtiyorly ¢ nuqta tanlab olamiz va F(s) kuchning
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As,, (i=1,2,...,n)
yo‘lda bajargan ishini F(¢&)As, ko‘paytma bilan almashtiramiz. Bu
esa bir qismiy kesmada biz F kuchni o‘zgarmas miqdor deb gabul
qilishimizni, chunonchi F=F(¢) deb faraz qilishimizni bildiradi.
Bunday holda F(¢&)As, ifoda As, yetarlicha kichik bo‘lganda F
kuchning As. yo‘lda bajargan ishining taqribiy qiymatini beradi,
yig‘indi
A= F(&)As,
i-1

esa F kuchning butun [a;b] kesmada bajargan ishining taqribiy

ifodasi bo‘ladi.

A yig‘indi [a;b] kesmada F = F(s) kuch uchun tuzilgan integral
yig‘indi ekani o‘z-o‘zidan tushunarli. Bu yig‘indining maxAs, — 0
dagi limiti mavjud va F(s) kuchning s =« nuqtadan s=» nuqtagacha
bo‘lgan yo‘lda bajargan ishini ifodalaydi:

Asz(s)ds. (41)

4-misol. Vint prujinasining S qisilishi unga ta’sir etuvchi F
kuchga proporsional. Agar prujinani 1 sm siqish uchun 1 kg kuch
kerak bo‘lsa, F kuch prujinani 5 sm siqishi uchun gancha ish
bajarishi kerak bo‘lishini hisoblang.

PR PR E PR a R d AR dd ad s s 7

107-shakl.
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Yechish: Shartga ko‘ra F kuch va § siljish F=k-S munosabat
orqali bog‘langan, bunda & o‘zgarmas son.

S metr bilan, F ni kilogramm bilan ifodalaymiz. §=0,01, F =1
bo‘lganda 1H =k-0,01 ekanidan, k=100 va F=100S bo‘ladi.
Formulaga asosan

0,05 Sz 0,05
A= [1008dS =100= =0,125].
0 2 0
5-misol. ¢, elektr zaryadi o‘zidan » masofada turgan (ishorasi bir

xil) e, zaryadni F kuch bilan itarsa, bu kuch 7 = k<22 formula bilan

r
ifodalanadi, bunda 4-o‘zgarmas son. ¢ zaryad sanoq boshlanadigan

nuqta deb gabul qilingan. 4, nuqtaga joylashgan deb faraz qilib, e,
zaryadning ¢, zaryaddan » masofa uzoqda bo‘lgan 4 nuqtadan e
zaryaddan », masofada bo‘lgan 4, nuqtaga ko‘chishida F kuchning
bajargan ishi aniglansin.

Yechish: (41) formulaga asosan

A= Ikﬁdr = —kelezl

> 1 1
2 :kelez(___j,
¥ n h 5
o0

A:jMdr:M

2
h

» = bo‘lganda

Ul

bo‘ladi. ¢, =1 bo‘lsa, 4 Sy Keyingi miqdor ¢, zaryad hosil gilgan
r

maydon potensiali deyiladi.
O¢z-0°zini tekshirish uchun savollar
1. Egri chizigning statik momentlari ganday aniglanadi.
2. Tekis shakllarning statik momentini topish formulasini yozing.

3. Jismlarni og‘irlik markazini topish usulini ayting.
4. Ishni migdori ganday hisoblanadi.
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46-§. Xosmas integrallar va ularning xossalari
1. Chegaralari cheksiz xosmas integrallar

Aniq integral tushunchasi bilan tanishganda biz integral ostidagi
funksiyani berilgan kesmada uzluksiz bo‘lishini talab qilgan edik.
Lekin ayrim hollarda berilgan kesmada uzilishga ega bo‘lgan
funksiyalarni integrallash talab qilinadi. Bunday integrallar xosmas
integrallar deb ataladi.

f(x) funksiya [a+) oraliqda berilgan va uzluksiz bo‘lsin. Bu

funksiyaning [a+») oraligning istalgan chekli [a;y], a<y<+oo

qismidagi Jy' f(x)dx integral y ga bog‘liq bo‘ladi:

F(y):j.f(x)dx

1-ta’rif. Agar y—>+o da F(y) funksiyaning limiti mavjud
bo‘lsa, bu limit f(x) funksiyaning [a;+») oraliqdagi xosmas integrali
deb ataladi va

Tf(x)dx
kabi belgilanadi.
[ f(x)dx=timF(y)=tim| £(x)d. (42)

Bunda f f(x)dx integral chegarasi cheksiz xosmas integral deb
ham ataladi. Agar y—+eoda F( y):jy' f(x)dx funksiyaning limiti

mavjud va chekli bo‘lsa, u holda T f(x)dx xosmas integral

yaqinlashuvchi deyiladi.
Agar y-—>+o da F(y) funksiyaning limiti cheksiz bo‘lsa, u

holda T f(x)dx xosmas integral uzoqlashuvchi deyiladi.
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Aytaylik, f(x) funksiya (—o0;a] yoki (—o;+0) oraligda berilgan
va uzluksiz bo‘lsin.

Bu funksiyaning (—o0;a] yoki (-o;+0) oraliglar bo‘yicha xosmas
integrallari ham yuqoridagi kabi ta’riflanadi:

]{f(x)deyliIEjf(x)dx (—0 < y<a) (43)
T f(x)dx:yzf?wjf(X)dx (-0 < y<t<+m) (44)
e ’

t—>+00

+00
l1-misol. [e *'dx xosmas integral hisoblansin.
0

Yechish: Chegarasi cheksiz xosmas integral ta’rifidan
foydalanib topamiz:

t -2x —2x ly -2x 1 -2x y
j dx = hmJ. dx = lim —Ie d 2x)——— lim e =
0

0 Y40 Y40 ) 2y

1 1
=——lim(e™ —e")=—.
2y—>+oo( ) 2

Demak, xosmas integral yaqinlashuvchi va j e dx :%.
0

2-misol. 1 = j d—f (a >0,a >0) Integralni hisoblang.
X

Yechish: Agar a>1bo‘lsa,

+0o —-a+l
& i [P i 2] lim (y" —a")=-2

© X y—>+0 . x& voro—g+lla 1—ogro+

xosmas integral yaqinlashadi.
Agar a<1 bo‘lsa,

+00 y 1-a

[ xedx =1im [x“dy =lim =

y—>+0 7 yo+o | —

= lim
y—>+0 1 —a

bo‘ladi. Xosmas integral uzoqlashadi.
Agar a=1bo‘lsa,

j—-hm Iny—Ina)=+wo.

Yy
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Shunday qilib, berilgan fd—f (@ >0,a>0) Xosmas integral «>1
X

bo‘lganda yaqinlashuvchi «<1 bo‘lganda esa uzoqglashuvchi bo‘ladi.
2. Yaqinlashuvchi xosmas integralning xossalari

Xosmas integrallar ham aniq integrallarga o‘xshash xossalarga
ega bo‘ladi.

1°. Agar f(x) funksiyaning j flx)a&r xosmas integrali

yaqginlashuvchi bo‘lsa, bu funksiyaning jw f(x)dx (a<b<+o0) XOSMAas

integrali ham yagqinlashuvchi bo‘ladi va aksincha. Bunda
+00 b +00
J. f(x)dx :If(x)dx+ Jf(x)dx
a a b

bo‘ladi.

2°. Agar T f(x)dx yaqinlashuvchi va & o‘zgarmas son bo‘lsa, u
holda ka (x)dc ham yaqinlashadi va Tk- f (x)dx:kT f(x)dx.
3°. AgarTf(x)aSc va Tg(x)cbc integrallar yaqinlashuvchi bo‘lsa, u

holda T[ f(x)*g(x)]dx integral ham yaqinlashadi va

T[f(x)ig(x)]dxsz(x)dxi [ g(x)dx.

4°. AgarT f(x)ax yaqinlashuvchi bo‘lib, Vxe[a;+0] uchun
£(x)>0 bo‘lsa, u holda [ (x)dv>0 bo‘ladi.
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5. Agar Vxe[ao] uchun f(x)<g(x) bolib, Tf(x)cbc va

+00

j (x)dx integrallar yaqinlashuvchi bo‘lsa, u holda j f%) Tg(x)cbc
bo ladi.

3. Chegaralanmagan funksiyaning xosmas integrallari

f(x) funksiya [a;b) yarim intervalda berilgan bo‘lib, (#;6) da
(a<t<b) chegaralanmagan bo‘lsin. Bu funksiyaning [a4;b) ning

istalgan [4;¢] qismidagi I f(x)dx integral + ga bog‘liq bo‘ladi.

F(t) = f(x)dx.

Q'—‘N

Ta’rif. Agar + —>b-0 da F(r) funksiya mavjud bo‘lsa, bu limit
chegaralanmagan f(x) funksiyaning [q;b) oraligdagi xosmas integ-

rali deb ataladi va j f(x)dx kabi belgilanadi:

b

J f (x)de= Jim, F (1 —IE}PJ Sl (43)

Agar +—>b-0 da F(z):j f(x)dx ning limiti mavjud va chekli
bo‘lsa, u holda j f(x)dx xosmas integral yaqinlashuvchi deyiladi.
Agar 1—>b-0 da F(r) funksiyaning limiti cheksiz bo‘lsa, u
b
holda j f(x)dx xosmas integral uzoqlashuvchi deyiladi.

Chegaralanmagan f(x) funksiyaning (a;b] (yoki (a;b)) oraliq
bo‘yicha xosmas integral ham yuqoridagidek ta’riflanadi:

b b
_[f(x)dxiiirrioj‘f(x)dx, a<t<b, (46)
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jf( Jdr = lim jf x)dx, a<t<y<b. (47)

t—>a+0 t

3-misol. Ushbu j integralni yaqinlashishga tekshiring.

l-x
. 1 .
Yechish: x=1 nuqta atrofida = funksiya chegara-
x q F)=7= ya cheg
lanmagan. Ta’rifga asosan
¢ dx
J. = lim
o VI—x 1510 o VI—x
t
t L
: d« . | (l-x)2 —
rgrllzoz[\/l_x B _tErlr—lo _l+1 2tll>rln0|: I- _1] 2.
2 0
1 . . . . .
Demalk, | =2 bo‘lib xosmas integral yaqinlashuvchidir.

4-misol. [= integralni hisoblang.

0 X

Yechish: x=0 nuqta s(x)= ' funksiyaning maxsus nuqtasi
X

t—>+0 t—>+0 t—>+0 t—>+0 t

——1 —= limln|x” = hm[lnl—lnt]— hm[lnl} +00.
Demak, xosmas integral uzoqlashuvchi.
4. Absolyut va shartli yaqinlashuvchi xosmas integrallar

Xosmas integrallarni kelgusida yaqinlashuvchi yoki uzoq-
lashuvchi ekanligini bilish magsadida quyidagi solishtirish
alomatlaridan foydalanamiz.

1-teorema. Agar Vxels+o] uchun 0<f(x)<g(x) tengsizlik

bajarilsa va j x)dx yaqinlashuvchi bo‘lsa, u holda j f(x)dx ham

yaq1n1ashuvch1 bo‘ladi.
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2-teorema. Agar Vxela+o] uchun 0<¢(x)<f(x) tengsizlik
bajarilsa hamda Tgo(x)dx uzoglashuvchi bo‘lsa, T f(x)dx ham

a

uzoqlashuvchi bo‘ladi.

3-teorema. Agar T‘ f(x)|dx integral yaginlashuvchi bo‘lsa,
T f(x)dx integral ham yaqinlashuvchi bo‘ladi.

Bunday T f(x)dx integral absolyut yaqinlashuvchi deyiladi.

Agar T f(x)ax yaqinlashuvchi bo‘lib, T\ f(x)|dx uzoglashuvchi

bo‘lsa, u holda T f(x)dx xosmas integral shartli yaqinlashuvchi

deyiladi.
5-misol. | Coixdx xosmas integralni yaqinlashishini tekshiring.
1 X
+00
Yechish: Ma’lumki, |[~== _%, x>1, lekin | d—f integral
X X 1 X

yaginlashuvchi («=3), u holda |

1

CoSs X

x3

dx yaqinlashuvchi bo‘ladi.

©cos x

Demak, [—=dx absolyut yaqinlashuvchi integraldir.
1 X

O¢z- o¢zini tekshirish uchun savollar

1. Xosmas integral deb nimaga aytiladi?

2. Xosmas integralni turlarini aniglang.

3. Xosmas integral ganday xossalarga ega bo‘ladi?

4. Absolyut va shartli yaqinlashuvchi xosmas integrallarni
ta’rifini ayting.
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47-§. Aniq integralni taqribiy hisoblash usullari

1. To‘g’ri to‘rtburchaklar formulasi bilan aniq integralni
taqribiy hisoblash

Faraz qilaylik, y=f(x) funksiya [a;b] kesmada uzluksiz funk-
b
siya bo‘lsin. Ushbu j f(x)dx aniq integralni hisoblash talab qilinsin.

[a;b] kesmani a = x,,x,,...,x, =b nuqtalar bilan » ta bo‘lakka
ajratamiz. Har bir bo‘lakning uzunligi

szb_a
n

ga teng bo‘ladi.

f(x) funksiyaning x,,x,x,,...x, nuqtalardagi qiymatini mos
ravishda

Yo =f (%) n=S(x)s 2, = S (x,)
belgilaymiz va quyidagi yig‘indini tuzamiz (108-shakl):
VoAx + Y, Ax + ... +y, ., Ax,  yAX+y,Ax+..... +y,Ax.

Bu yig‘indilarning har biri [4;6] kesmada f(x) funksiyaning
integral yig‘indisi bo‘lishi ravshan va shuning uchun taqribiy
integralni ifodalaydi

_[f yo+y1+y2+ +yn1) (48)

jf L+ vyt ). (49)

Biz aniq integralm taqr1b1y hisoblash uchun to‘g‘ri to‘rtburchak
formulasini hosil qildik.

, . . b—a)’
To‘g‘ri to‘rtburchak formulasining absolyut xatosi Ml—( 4a)
n

dan katta emas, bu yerda », funksiya birinchi tartibli hosilasi

ning [a;b] kesmadagi eng katta qiymati.

1
1-misol. Ushbu J=] 1& integralni taqribiy qiymatini to‘g‘ri
oltX

to‘rtburchaklar formulasi bo‘yicha hisoblang.
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Yechish: n=10, Ax= % =0,1 (48) formula bo‘yicha ortig‘i bilan

hosil gilamiz.
J= 0,1(1,000 +0,9091+---+ 0,5263) =0,71877,
(49) formula bo‘yicha kami bilan hosil gilamiz.
Jz0,1(0,9091+0,8333+ ------ +O,SOOO):0,66877.
Ma’lumki, J integralni qiymatini Nyuton-Leybnis formulasiga
asosan:

B 12 ~069315
1+ x

Agar f(x)=0 va f(x) o‘suvchi bo‘lsa, u holda (48) formula
«ichki» to‘g‘ri to‘rtburchaklardan tuzilgan pog‘onali figuraning
yuzini ifodalaydi. (49) formula esa «tashqi» to‘g‘ri to‘rtburchakli
pog‘onali figurani yuzini ifodalaydi. Bu formulada yo‘l qo‘yilgan
xato » ni kattaligiga bog‘liq. N katta bo‘lsa, xato kam bo‘ladi.

To‘g‘ri to‘rtburchaklar formulasi uchun A, ni hisoblaymiz.

1
J=]
0

f(x):L uchun f'(x)=- 1 v bo‘lgani uchun [0;1] kesmada

1+ x (I+x
/'(x)|<1 bo‘ladi, shuning uchun A, =1.
2
Demak, M(b-a) _ 1 — 0,025
4n 4-10

&5 =/0,69315 - 0,66877| = |0,02435] < 0,025.

VA v A vz )
y=f(x)
r-
¢ Vot | 2
M
¥ M
0 X,=d X, X Xoy x, =0 ::x 0 ::x
108-shakl. 109-shakl.
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2. Trapetsiyalar formulasi bilan aniq integralni taqribiy
hisoblash

’ =, y=f(x)
chizigning har bir yoyini bu yoyning uchlarini tutashtiruvchi vatar
bilan almashtiramiz.

Berilgan egri chiziqli trapetsiyaning yuzini » ta to‘g‘ri chiziqgli
trapetsiyalar yuzlarini yig‘indisi bilan almashtiramiz.(109-shakl)

Jf(x)dxz(yozyle+yl—;y2Ax+ ..... y'”;y"ij:

a

[a;0] kesmani » ta teng bo‘lakka bo‘lamiz. ax=

+
=Ax(y°Ty"+y1 +, +...+yn_1),

yoki

If(x)dx~ ( 2y” +y1+y2+...+yn1]. (50)
n

(50) formula aniq integralni taqribiy hisoblash uchun
trapetsiyalar formulasidir.

3
Trapetsiyalar formulasining absolyut xatosi MZ-(bl_az) dan

katta emas, bunda Mz,

‘ ning [a;b] kesmadagi eng katta qiymati.

2-misol J = j ™ integralni trapetsiya formulasi orqali taqribiy
1+ x

hisoblang.
Yechish: »=10 bo‘lganda (50) formulaga asosan
720 1(1,000+o,5000 N

hosil boladi.
f'x)=-

f"(x)‘ <2.
Demak, v, =2.

.. 2
bo‘lganligi uchun 7"(x)=————,
(e O BANIETuehun S0 =

[0;1] kesmada
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Mz(b—cl)2 2 1
122 12-100 600

ortiq bo‘lmaydi. Integralning absolyut xatosi

0,69315-0, 69377| =0,00062.

Natijaning xatosi <0,02 kattalikdan

3. Simpson formulasi yordamida aniq integralni hisoblash

[a;p]kesmani n=2m ta juft miqdordagi teng qismlarga
bo‘lamiz. Uchta nuqta olamiz va bu (x,,y,) (x;;¥),(x,;»,) nuqtalar
orqali Y = Ax* + Bx + C parabolani o‘tkazamiz, (110-shakl).

A

W

y=ax’ +bx+c

NN

x=a 0 x=b X

110-shakl.

Bu parabola bilan y = f(x) funksiya grafigini almashtiramiz.

Xuddi shunga o‘xshash y=/(x) funksiyaning [a;6] kesmani
[x,;x,], [x::x] va boshqa kesmalarga almashtiramiz.

Shunday qilib, y=f(x) egri chiziqli trapetsiya yuzini bu
kesmadagi parabolalar bilan chegaralangan egri chiziqli trapetsiyalar
yuzlarini yig‘indisi bilan almashtiramiz.

Bunday egri chiziqli trapetsiyalar parabolik trapetsiyalar
deyiladi.

Parabola tenglamasining 4,B,C koeffitsiyentlari parabolaning
berilgan uchta nuqtadan o‘tish shartidan aniglanadi.

4,B,C koeffitsiyentlarni parabolaning (-4;y,), (0;3,), (k)
nuqtalardan o‘tish shartidan topamiz.
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b-—a b-a
n 2m

Vo = Ah* — Bh + C,

»n=C,

v, = Ah* + Bh+C

tenglamalar sistemasini yechib,

1

1
Azz_]/lz(yo_zyl+y2)9 Cc=1, Bzz_h(y2_y0)

h=Ax=

ni aniglaymiz.
Endi parabolik trapetsiyaning S yuzasini aniq integral

yordamida topamiz.
h 3 2 h
S, = [(Ax" + Bx+C)dy=| A=+ B=—+Cx =ﬁ(2Ah3+6c).
% 32 3
A va B ning topilgan qiymatlarini o‘rniga qo‘yib, quyidagilarni

hosil gilamiz:

h h
Sl=§(y0+4yl+y2), Szzg(yz+4y3+y4):

A h
S4 :§(y4+4y5+y6), ......... 9S2m zg(y2m72+4y2m71+y2m)‘

Hosil bo‘lgan yuzalarni qo‘shib, izlangan integralning taqribiy
qiymatini hosil qilamiz:

b
h
jf(x)dx :§|:yo + Vom +4(y1 T +"‘+y2m—l)+2(y2 TV, +"‘+y2m—2):|9

bunda
b—a
2m

Shunday qilib, # ni e’tiborga olsak, aniq integralni taqribiy
hisoblashning Simpson formulasi (parabolik trapetsiyalarning
formulasi) bunday ko‘rinishni oladi:

h:Ax:

b
b_
[ 7 (x)ax =6—ma[yo + Vow H 4+ Yt Y2 )20y Yt 2n,5) | (B1)

. .. . b—aY
Simpson formulasining absolyut xatosi M4( 8:)4 dan katta
n

Ve [V(x)‘ ning [a;b] kesmadagi eng katta

bo‘lmaydi, bu yerda M,,

qiymati.
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L dx

3-misol. Simpson formulasi bilan J= jl— ni taqribiy
ol+X
hisoblang.
Yechish: n=2 , m=10 bo‘lsa, Ax= bza_1
3n 30

J = %[I,OOOO +0,5000 + 4(0,9091 +0,7692+0,6667 + 0,5882 + 0,5263) +

+ 2(0,8333 +0,7143+0,6250 + 0,5556)] =0,693146.
Natijani absolyut xatosini topamiz.

(IV) _ 24
S (1+x)

bo‘lganligi uchun

M,=max <24

[o:1]

5

24
(l—Hc)5
b— 5
X a)4 -2 £0,000008.
2880n"  2880-10000
Natijalarni taqqoslab, Simpson formulasi bo‘yicha topilgan

natijaning aniqligi yuqori ekaniga ishonch hosil gilamiz.

O°¢z-0¢zini tekshirish uchun savollar

1. Aniq integralni taqribiy hisoblashni to‘g‘ri to‘rtburchak
usulini ayting va formulasini yozing.

2. Aniq integralni taqribiy hisoblashning trapetsiya usulini
ayting va formulasini yozing.

3. Aniq integralni taqribiy hisoblashning Simpson usulini ayting
va formulasini yozing.
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