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S^joeKucmoH Республикаси муста/^ттги-
нииг 13 йи.шгига бапииланади.

СУЗ БОШИ

Дискрет математика — математиканинг бир кисми б^либ,
милоддан аввалги IV асрда яратила бошланган. Дискрет
математика математиканинг такомиллашган сонлар наза-
рияси, алгебра, математик мантик кисмларидан таш1^ари,
XX аср Урталаридаги фан-техника тараккиёти туфайли жадал
ривожланаётган функционал системалар назарияси, граф
ва турлар назарияси, кодлаштириш назарияси, комбинатор
анализ каби булимларни \ам ^ ичига олади.

Дастлаб, фак;ат математик мантик;, алгебра, математик
анализ, математика асослари, э);тимоллар назарияси, гео
метрия, топология, сонлар назарияси, моделлар назарияси
каби математик фанларда татбик; этиб келинган дискрет
математика XX асриинг 40- йилларидан бошлаб кисоблаш
математикаси, кибернетика, ахборот назарияси, и1^исодиёт,
психология, математик лингвистика, тиббиёт фанлари ва
дискрет техникада ;;ам кенг 1^лланилмокаа. Дискрет мате
матика электр схемаларни лойихалашда ва текширишда,
автоматик >;исоблаш машиналарини лойи\алаш ва програм-
малашда, дискрет автоматларни мантикий лойи;^алашда,
ЭХМ элементлари ва кисмларини лойи^алашда, з^ар хил
техник системалар, курилмалар ва автоматик машиналарни
анализ ва синтез килишда кенг микёсда татбик; этилади.
Математик мантик; фани электрон \исоблаш машина-
ларининг вужудга келишига ва уни мукаммаллаштиришга
катта з^исса кЗпшди.

Дискрет математика математик кибернетиканинг пойде-
вори б5^лиши билан бирга, \озирги замон математик таъ-
лимининг муздим б5д^ини з^ам з^исобланади.



^ мантик ва дискрет математика

муаллифтомонидан 1973 йил-
ва амалий математика
маъо^пя^!^ факультета талабаларига узлуксиз укилаётган
Факультет ^таом"'^^"п структураси ва мазмунигаTail^ азасида «Дискрет математика ва унинг татбик-
Мтсква Утказилган Халкаро илмий анжуманлар,Давлат 5^иверситетининг «Дискрет математика»
Факулмет тГм1Г со;4алардаги \амкорлик камдаJ  тадабаларига дискрет математика фанининг етук
R  Ю.Журавлёв, М. Комилов,Д?®' • Зиков ва В. Кобулов томонидан Укилганмаъ^заларнинг ижобий таъсири бор.

математиканинг ривожланиш тарихи(кириш) ва 9 бобдан иборат.
К^лланманинг биринчи бобида -фшамлар назариясинингэлементлари, муносабатлар, бинар муносабати, функииялар

суперпозицияси, тартиблаш муносабати ва панжара \акида
тушунчалар берилади.

Иккинчи боб муло^азалар алгебрасига баришланган
булиб, зл{да муло^азалар ва улар устида манти1^й амаллар,
формулалар, тенг кучли, айнан чин, айнан ёлрон ва бажари-
лувчи формулалар, тенг кучли формулаларга дойр теорема-
лар, формулаларнинг нормал шакллари, мукаммал дизъ-
юнктив ва конъюнктив нормал шакллар, мулохазалар алгеб"
раси функциялари, Буль алгебраси, манти!^ алгебрасидаги
икки тарафлама конун ва арифметик амаллар, Жегалкин
куп\ади, монотон функциялар, функционал ёпик синфлар
ва Пост теоремаси каби масалалар куриб чикдлади.

Китобнинг учинчи боби муло]|(азалар \исо5ига багиШ"
ланган б^либ, унда муло5^дзалар хисоби формуласи тушун-
часи, исботланувчи формула таърифи, мул оказал ар хисоби-
нинг аксиомалар системаси (тизими), келтириб чикари^и
цоилалари, келтириб чикариш коидасининг ^осилалари
булган бир вактда Урнига куйиш, мураккаб хулоса, сил
логизм, контрпозиция, икки карра инкорни тушириш крида-
лари, формулалар мажмуасидан формулами келтириб чикР"
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риш коидаси, келтириб чицарилган формула (исботлаш)
тушунчаси, дедукция ва умумлашган дедукция теоремалари,
айрим мантик; (асосларни урин алмаштириш, асосларни
кЗ^иш, асосларни ажратиш) конуиларининг исботи, муло-
хазалар алгебраси ва муло^азалар \исоби 5фтасидаги муно-
сабатлар, муло\азалар \исобида ечилиш, зидсизлик, тулик-
лилик ва эркинлик муаммолари каби масалалар к)фиб чики-
лади.

Туртинчи бобда предикатлар мантики баён этилган. Бу
ерда предикат тушунчаси, предикатлар устида мантикий
амаллар, умумийлик ва мавжудлик кванторлари, предикат
лар мантикининг формуласи ва унинг киймати, предикатлар
мантикининг тенг кучли формулалари, предикатлар мантици
формуласининг нормал шакли, бажарилувчи ва умумций-
матли формулалар, ечилиш муаммоси, хусусий )^олларда
формуланинг умумкийматлилигини топиш алгоритмлари,
предикатлар мантицининг математикага татбики, аксиома
тик предикатлар \исоби х^кида маълу\10тлар келтирилади.

Китобнинг бешинчи боби математик назарияларга ба-
тишланган б$?либ, аксиоматик назария тушунчаси, биринчи
тартибли тил, терм ва формулалар, мантиций ва хос (махсус)
аксиомалар, келтириб чих;ариш коидаси, алгебра, геометрия
ва анализда мавжуд булган математик назариялар, назарияда
исботлаш тушунчаси, тавтология хусусий \олларининг исбот-
ланувчанлиги, дедукция теоремаси, назария тилининг интер-
претацияси (талкини), берилган интерпретацияда формула-
ларнинг чинлик кийматлари, назариянинг модели, интер-
претациянинг изоморфизмлиги, назариянинг катъийлиги,
назариянинг зидсизлик, тулик;лилик ва ечилиш муаммолари,
предикатлар \исобининг зидсизлиги, натурал сонлар наза-
рияси, Гёделнинг т^ликсизлик >^акидаги теоремаси сингари
масалалар ёритилган.

Китобнинг олтинчи бобида алгоритмлар назариясннннг
элементлари атрофлича баён этилган. Бу ерда алгоритм
тушунчаси ва унинг характерли хусусиятлари, ечилувчи ва
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саналувчи тупламлар. Пост теоремаси, алгоритм тушун-
часини аникдаш, ?сисобланувчи функциялар, цисмий рекур-
сив ва умумрекурсив функциялар, А. Чёрч на С. Клини
тезислари, Тьюринг машиналари, Тьюринг машинасида
алгоритмии жорий 1ДО1иш, натурал сонларни кУшиш алго-
ритми, Евклид алгоритхш, алгоритмлар назариясининг асо-
сий гипотезаси, Марковнинг нормал алгоритмлари, Марков
буйича кисман з^исобланувчи ва \исобланувчи функциялар,
в^исмий рекурсив (умумрекурсив) функция билан Марков
буйича кисмий \исобланувчи (\исобланувчи) функция
Уртасидаги муносабат, нормаллаштириш принципи, алгорит-
мик ечилмовчи муаммолар, математик манти^да келтириб
чи1оарувчанликни таниш муаммоси, Уз-узига татбик; этув-
чанликни таниш муаммоси каби масалалар курилган.

Китобнинг етгинчи бобида математик мантикрганг техни-
кага татби^ари келтирилган. Бу ерда реле-контактли схема-
лар, контактли схемалар ва уларнинг синтези, функционал
элементлар ва улардан схемалар ясаш, куп тактли схемалар,
функционал элементлар системасининг туликлиги, схема-
ларни минималлаштириш муаммоси, тескари богланиши
булмаган автоматлар, чекли автомат ^ацида умумий тушун-
чалар. Мили ва Мур автоматлари каби масалалар куриб
чикилган. Мантик алгебраси функцияларини схемалар (авто
матлар) оркдяи реализация этиш масаласига ало^ида а^амият
берилган.

Саккизинчи бобда математик мантиц функцияларини
минималлаштириш муаммоси баён этилган. Бу ерда дизъ
юнктна нормал шакл (ДНШ)ни соддалаштириш, энг
ДНШ, 1оискэртирилган ДНШ, тупикли ДНШ, Квайн ДНШ
ва минимал ДНШларни ясаш алгоритмлари келтирилган.
Аналитик ва геометрик тарздаги алгоритмларнинг эквива-
лентлиги курсатилган.

Тукд(;изинчи бобда графлар назариясининг элементлари
ёритилган. Бу ерда оддий графлар, графларнинг изоморф-
лиги, маршрутлар, занжирлар, цикллар, богликлилик.
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дарахтлар, хроматик сон ва хроматик синф, турлар ва т^рдаги
окимлар. Форд—Фалкерсон теоремаси каби масалалар караб
чицилган.

Назарий масалаларни баён этишда мисоллардан кенг
фойдаланилган, деярли \ар бир параграфнннг охирида мус-
так?1л ишлаш учуй машк;лар, савол ва топширик;лар бернлган.

Китобда ёритилган масалалар «Математик мантик ва
дискрет математика» ва «Математик маитик ва алгоритмлар
назарияси» фанларидан ташцари давлат таълим стандартла-
рида курсатилган «Машиналар арифметикаси ва автоматлар
назарияси», «Информатика асослари ва >;исоблаш техни-
каси», «ЭХ,М ва дастурлаш», «Операиияларни тскшириш»
каби фанларни укитишда )^ам му^им а\амият касб этади.

Китобни тайёрлашда америкалик С. Клини ва А. Чёрч,
австриялик К. Гёдел, англиялик Л. Тьюринг ва Э. Мендельсон
\амда россиялик А.Л. Марков, А.И. Мальцев, П.С. Новиков,
С.В. Яблонский, О.Б. Лупанов, В. Б. Кудрявцев, В.А. Горбатов.
С.Г. Гиндикин, А.А. Зиков, Л. Лихтарников ва Т. Сукачёва,
узбекистонлик Р. Искандаров, Т. Ёкубов каби математиклар
томонидан яратилган монография, дарслик, укув ц^лланма
ва илмий маколалар ва самарк;андлик М.Исроиловнинг
муло>^залар алгебрасига багишланган 1^лёзмасидан фойдала-
нилди.

Олий 5^кув юртлари математика факультетлари талабалари
учун Узбек тилида ёзилган дастлабки китоблар мар?^ум
устозимиз Р.И. Искандаровнинг «Математик логика эле-
ментлари» (1970) номли дарслиги ва Т.Ёкубовнинг «Мате
матик логика элементлари» (1983) укув к^^лланмасидир. By
китоблар математик мантик фанини Укитишда, табиийки,
ижобий рол уйнади.

5^1^чиларга тавсия этилаётган ушбу китоб «Математик
мантик ва дискрет математика» камда «Математик мантик
ва алгоритмлар назарияси» фанлари буйича Республикамиз
давлат таълим стандартларида курсатилган Укув дастурларига
тулик жавоб беради.
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Китоб университет на педагогика институтларида
5460100 —математика, 5480100 — амалий математика ва
информатика, 5140100 — математика ва информатика,
5521900 — информатика ва информацион технологнялар
бакалаврлик Й5^налишлари )^амда 5А460104, 5А480101 за
5А480107 магистратура мутахассисликлари буйича таълим
олаётган талабаларга мулжалланган. Китоб камчиликлардан
холи б^^лмаганлиги туфайли, муаллиф китоб ?;акидаги танки-
дий фикр ва муло^азаларни миннатдорчилик билан кабул
Килади ва олдиндан ?з ташаккурини из^ор этади.

Кшобнинг кУлёзмаси билан муфассал танишиб, унинг
сифатини яхшилаш йулида фойдали к^фсатма ва маслакатлар
берган такризчилар ^зР ФА академиги Н. Сатимов, профес-
сорлар А. Солеев, А. Пулатов, доцентлар Р. Руломов ва
Р. Эргашевга, мукаррирлик ишйни бажарган доцент
А Мусаевга, матнини компьютерга киритган ва макетини
тузиб нашр этишга тайёрлаган X. Якубова, Э.Урунбоев ва
Ф. Муродовга уз миннатдорчилигимни билдираман.

Муаллиф.



КИРИШ

Мантик "■ му?^окама юритишнинг конун-коидалари,
усуллари ва формалари (шакллари) \акидаги фан булиб,
унинг асосчиси ^адимги юной мутафаккири Аристотель
(милод. авв. 384—322) \исобланади. У биринчи булиб дедук
ция назариясини, яъни мантикий хулоса чи1^ариш назария-
сини яратиб, манти101й хулоса чикаришнинг формал харак-
терга эга эканлигини к^сатди. Аристотелнинг мантикий
таълимоти формал мантик?ганг (логиканинг) асосини таш-
кил 1^лади. Формал мантик; фикрлашнинг формалари ва
Конуиларини текширади. Шундай килиб, Аристотель ман
тикий фикрлашнинг асосий конунларини очди.

Аристотель асос солган мантик кУп асрлар давомида тур-
ли мутафаккирлар, файласуфлар ва бутун фалсафий мактаб-
лар томонидан тулдирилди, Узгартирилди ва такомиллаш-
тирилди. Шу жумладан, Лбу Наср ФоробиЙ, Лбу Али ибн
Сине, Абу Райкон Беруний, Мукаммад ал-Хоразмий, Умар
Хайём, Алишер Навоий, Мирзо Бедил каби Шаркнинг буюк
мутафаккирлари кам узларининг катта киссаларини
КУшдилар.

Мантикнинг янгиланишида француз олими Р. Декарт-
нинг (1596—1650) ишлари муким роль уйнади. Р.Декарт ана
литик усулда фикрлашнинг асосий принципларини яратди.

Немис философи ва математиги Г. Лейбниц (1646—1716)
биринчи булиб мантикий фикрлашга \исоб характерини
бериш зарур, деган гоя билан чикпи. Бунинг учун, унинг
фикрича, камма илмий тушунчалар ва мулоказаларни асосий
мантикий элементларга келтириб, уларни маълум символлар
билан белгилаш керак.

Г. Лейбниц гоялари факат XIX асрдагина уз ривожини
топди. Инглиз олимлари Ж.Буль (1815-1864), Ч. Пирс
(1839—1914), Б.Рассел (1872—1970), А. Уайтхед (1861—
1947), У. Жевонс (1835—1882), немис олимлари Г. Фрёге
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(1848-1925), Д. Гильберт (1862-1943), Э. Шредер (1853-
1910), шотлацд математиги О.де Морган (1806—1871), рус
олимлари П.С. Порецкий (1846—1907), В.И. Гливенко (1897—
1940), И.И. Жегалкин (1869—1947) ва бошкалар мантик
сохрсндаги ишлари билан символик ёки математик мантик;щ1
(логикани) яратдилар.

Математик мантик; асосчиларидан бири б^^лган Ж. Буль
(MaiiDQp «Cj^a» романининг муаллифи Лилиан Войничнинг
отасшшр) Myciai^ равииша грек, логин, немис, француз ва
италь5штилларини ^мда математикани {фганади. 1^7 йилда
ёзилган «Манти^нинг математик та\лили», «Манти10ий
Чисоб» ва 1854 йшша ёзган «Фикрлаш крнунларини тадкик
этиш» китобларида мантикни алгебраик (1юрмага келтирди
ва математик мантикцинг аксиомалар системасини яратди.
Булнинг мантичйй чйсоби Буль алгебраси деб юритолади.

Ж. Буль мантик ва математика операииялари Уртасидаги
Ухшашликка асосланиб, мантикий хулосаларга алгебраик
символикани кУллади. У мантик операиияларини формал-
лаштириш (расмийлаштириш) учун куйндаги символларни
(белгиларни) киритди:

- предметларни белгилаш учун (дс, у, z, -.) кичик логин
чарфларини;

■"предметлар сифатини белгилаш учун (А^, Г, ...) бош
лотин чарфларини;

бирор мулочазага акслантирилган чамма предметлар
синфи 1 ни;

-курилиши лозим булган предметлар йуклигининг
белгиси О ни;

- мулоч!азаларни мантикйй кУшишнинг « +белгисини;
- мулочдзаларни мантикрй айиришнинг <с -белгисини;
~ мулочазалар тенглигининг « = » белгисини.
Символик буль алгебрасида мантикий купайтириш

амали, худди алгебраик кийматларни купайтиришдагидек,
ху^ух

коммутативлик хоссасига
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ва

хЫ) = (xy)z
ассоциативлик хоссасига эга. Мантикий кУшиш амали хам
коммутативлик ва ассоциативлик хоссаларига эга:

х-^у = у+
(х + у) + г = х+ ^).

Буль алгебрасида йигинпи к^пайтмага нисбатан дистри-
бутивлик хонунига буйсунади:

Ж. Буль алгебраик символикалар ёрдами билан хамма
мантихий операцияларни икки хийматли (1 ва 0) алгебра
хонунларига б5Шсунадиган формал (расмий) операцияларга
келтиришни уйлади. Буль функциялари ва унинг аргу-
ментлари фахат икки хиймат — «чин»- ва «ёлгон» хийматлар
хабул хилади.

Мантих алгебраси хоидалари орхали оддий мулоха-
залардан мураккаб мулохазаларни хосил хилиш мумкин.

Масалан:
ху — бир вахгда jc ва у хоссаларга эга булган предметлар

класси;
jc(l - у) — бу X хоссага эга ва у хоссага эга булмаган

предметлар класси;
(1 - х)у "■ бу у хоссага эга ва х хоссага эга булмаган

предметлар класси;
(1 - jc){l - у) — бу X ва у хоссаларга эга булмаган пред

метлар класси.
Хозирги математик мантих фанини яратишда фунда-

ментал роль уйнаган Буль символик логикаси мукаммал-
лаштиришга мухгож эди. Масалан, Жевонс фикрича, мантга^
айириш операцияси айрим нокулайликларга олиб келади.

О.де Морган Буль рояларини ривожлантириб, мантих
Хисобини эхгимоллар назарияси теоремаларини асослашга
татбих этди ва символик хисобни яратиш устида ишлади.
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Ч. Пирс математикани анализ кдпищда мантикий муно-
сабатларни курол сифатида ишлатишни асослаб берди, у
Г. Фрёге ишларидан хабарсиз ;^олда, манти^ка квантор
тушунчасини киритди.

Г. Фрёге математика принципларини мантик; принцип-
ларршан келтириб чикариш устида ишлаб, мантик кисобини
яратди.

Буль на О. де Морган асарларида математик мантик Узига
хос алгебра — матик алгебраси куринишида шаклланди.

Кейинчалик, Буль методлари У. Жевонс, Э. Шрёдер ва
П.С. Порецкий асарларида уз ривожини топди.

Буль алгебрасини У. Жевонс ва Э. Шрёдер мукаммал-
лаштирди. У. Жевонс «Соф мантик^^ (1864), «Ухшашларни
алмаштириш» (1869) ва «Фан асоси» (1874) китобларида ман
тик сокасида алмаштириш принципига асосланган узининг
назариясини тавсия этди. 1877 йили Э.Шрёдер «Der operation-
skreis des Logikkalkuls» китобида алгебраик мантик асосларини
ёритди.

Математик мантик фанининг ривожланишида Порецкий-
нинг кам катта хизмати бор. У Буль, Жевонс ва Шрёдер
ютукдарини умумлаштириб, «Мантикий тенгламаларни
ечиш усуллари ва математик мантикнинг тескари усули
какида» (1884) китобида мантик алгебраси аппарати риво
жини анча илгари сурди, Америкалик олим А. Блейк
П.С.Порецкий методини Э.Шрёдер методидан устун куяди.

П.С. Порецкий системасида куйидаги белгилар кабул
килинган:

1) бир-бирига боглик булмаган ва бир-бири билан кеч
Кандай муносабатда булмаган предметлар классини киник
лотин карфлари — д, с, ... билан белгилаш;

2) синфларни инкор этиш учуй кичик лотин карф-
ларидан кейин «эмас» сузини кУшиш, 5гьни а эмас, b эмас
ва коказо каби белгилаш;

3) а, Ь, Су предметлар синфи хусусиятига эга булмаган
предметлар синфини а,, b^y с,,... билан белгилаймиз;
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4) икки ёки 1ф1рок синфлар биргаликда бир нечта бир-
бирига борлик б^^ямаган хоссаларга эга б{^лишини аЬ, be ва
>^оказо 1ф1айтмалар билан белгилаш. Бу операция коммута-
тивлик ва ассоциативлик хоссаларига эга:

аЬ = Ьа, {аЬ)с = а{Ьс)\

5) мантикий кУшиш амалини « +» белгиси билан бел-
гилаш. Бу операция )^ам коммугативлик ва ассоциатавлик
хоссаларига эга:

а: + У = У + х, х + (у + ^) = (д: + У)г;
6) Xfi4 кандай мазмунга эга булмаган сифат формасини

О (мантикйй 0) билан белгилаш;
7) мумкин булган синфларни уз ичига олган сифат фор

масини 1 (мантикий I) билан белгилаш; О ва 1 ушбу хосса
ларга эга:

А + О = а; а • I = д;

8) а синфиинг инкорини a^ синф билан белгилаш;
9) кУшиш, купайтириш ва инкор амалларидан ташкари

эквивалентлик амалини киритади ва уни « = » символ билан
белгилайди. Бу амал учта кондага б^сунади: 1) агар д = ^
тенглигига бир хил синфларни кУшсак, у кодда тенглик
бузилмайди, яъни а+ с = Ь + с булади; 2) агар b бУлса,
у холла ad = bd булади; 3) агар а = b булса, у холда д, =
булади, бу ерда д, = д эмас, b^^b эмас.

XIX асрнинг охирида математик назариялар шундай
ривожландики, энди мантик масалалари математиканинг
Узида хам мухим ахамиятга эга булиб, мавжуд мантикий
КУроллар математика талабларига жавоб беролмай колди.
Айрим математик муаммоларни ечищдаги кийинчиликлар
уларнинг мантикий табиатига богликлиги аникланди.
Шунинг учуй хам математик мантик тор алгебраик доирадан
чикиб, жадал ривожлана бошлади. Бу йуналищда биринчи
булиб Г. Фрёге ва итальян математиги Ж. Пеано (1858-1932)
тадкикотлар олиб бордилар, улар математик мантикни ариф
метика ва тупламлар назариясини асослаш учун кУлладилар.
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1903 йили Б.Расселнинг Лондонда нашр этилган «Мате
матика принциплари» китобида муло)(аэалар ва синфлар
>Сисоб назарияси ишлаб чш^илди. Б. Расселнинг А. Уа<^ед
билан ^^мкорликда ёзган 3 томлик «Математика приншш-
лари» китоблари математик мантик фанининг ривожла-
нишида катта роль уйнади. Бу китобларда мулоказа, синф
ва предикатлар кисоби деярли тулик аксиомалаштирилди ва
формаллаштирилди. Улар хозирги вахтда Урганилаётган
математик мантих кУринишини яратдилар.

Д. Гильберт ва немис олими В. Аккерманнинг 1928 йилда
ЧОП этилган «Назарий мантикнинг асосий хусусиятлари»
китоблари математик мантикнинг янада ривожланишида
мухим ахдмият касб этди. Бу китобнинг муаллифлари ман-
ТИ1^ амалларда формаллаштириш методини татбик этиб,
катта ютукха эришдилар.

Буль, Шрёдер ва Пореикийнинг мантик алгебраларига
таяниб, И.И. Жегалкин логик кУшиш ва логик купайтириш
амалларини куйидагича аник^^зди:

1)0 + 0 = 0; 0+1 = 1; 1+0=1; 1 + 1=0;
2)0 0 = 0; 0 1 = 1 0 = 0; 1 1 = 1.
Логик кУшиш ва купайтириш амалларидан а + д = О ва

Д • д = д келиб чикади.
Мантикий операиияларнинг символик куринишлари

Жегалкин системасида 10^идагича булади:
р = р + 1; р^Р\ /^v^=/i + ^+/?^;

1+/? + /?^; р^д=1+р + д.
У символик мантикК(3 умумийлик ва мавжушшк кван

тори деган тушунчалар киритди ва предикатлар алгебрасини
яратди.

XX асрнинг 50- йилларида кУп кийматли мантик сохасида
илмий изланишлар олиб боршши. Куп кийматли мантикдз
мулох^алар чекли (3 ва ундан куп) ва чексиз чинлик кий-
матлари олади. Математик мантик бу булимининг асосчила-
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ридан бири поляк олими Я.Лукасевич (1878—1954) кисоб-
ланади. У дастлаб уч к;цйматли (1920), 1954- йилда кий-
матли ва нихрят чексиз 191йматли манти^ни яратди.

кийматли MamifK проблемалари (муаммолари) бютан
Е. Пост, С. Яськовсгай, Д. Вебб, А. Гейтинг, А.Н. Колмогоров,
Д.А. Бочвар, В.И. Шестаков, Г. Рейхенбах, СК. Клини,
П. Детуш-Феврие ва бошкэ олимлар шурулланга1{лар.

Конструктив математиканинг ривожланиши конструктив
мантик масалаларини ечиш усулларини ишлаб чи^йш вази-
фасини к^^йди. Бу сохада А.А. Марков, Н.А. Шанин ва
шогирдларинимг хизматлари каттадир.

Дискрет математиканинг катта булимларидан бири алго-
ритмлар назарияси хисобланади. Алгоритм сузи IX асрда
яшаган замонасининг буюк математиги ватандошимиз
Мухаммад ал-Хоразмнй исмининг лотинча Algorithmi форма-
сидан келиб чртккан.

Алгоритмлар назарияси алгоритмларнинг умумий хусу-
сиятларини ургатувчи дискрет математикашшг бир були-
мидир.

)ОС асрнинг 20- йилларида биринчи булиб интуиционист-
лар вакиллари Л. Брауэр ва немис олими Г. Вейлер (1934)
алгоритм тушунчасини ^ганишга киришганлар. Алгоритм
лар назарнясининг асосчиларидан бири булган америкалик
олим А. Чёрч 1936 йилда хисобланувчи функция тушунчасига
1-анихликни киритди ва хуйидаги тезисни илгари сурди:
натурал аргументларнннг барча хийматларида х^мма жойда
анихланган хисобланувчи функциялар бнлан умумий рекурсии
фуикциялар эквивалентдир (бир хилдир). У хисобланувчи
функция булмаган функцияни курсатди.

Алгоритмлар назарнясининг кейинги ривожланишида
америкалик олимлар К. Гёдел, СК. Клини (1957), ЭЛ. Пост
(1943-1947), Х.Роджерс (1972), инглиз олими А.Тьюринг
(1936—1937), рус олимлари А.А. Марков (1947—1954, 1958,
1967), А.Н.Колмогоров (1953, 1958, 1965), Ю.Л.Ершов
(1969—1973), А.И. Мальцев (1965,) Д.А. Трахтенброт (1967,
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1970-1974), П.С.Новиков (1952), Ю.В. Матнясевич (1970—
1972) нинг хизматлари бенихоят каггадир.

Масалан, С. Клини алгоритм ёрдамцца \исобланувчи ^с-
мий функциялар ^смий рекурсив функцияларлир, деган рояни
илгари сурди.

А. Тьюринг ва Э. Пост (1936) идеаллаштирилган \исоб-
лаш машиналари атамасида биринчи булиб, бир-биркдан
бехабар холда, алгоритм тушунчасига aHHignoc киритдилар.
Пост ва Тьюринг алгоритмик жараёнлар маълум бир тузи-
лишга эга булган «машина» бажарадиган жараёнлар эканли-
гини кУрсатдилар. Улар уша пайтдаги математикада маълум
булган барча алгоритмик жараёнларни бажара оладиган
«машина» лар синфини хосил килиб, уларга аник математик
атамалар ёрдамида таъриф бердилар. Пост ва Тьюринг ушбу
машиналар ёрдамида хисобланувчи барча функциялар синфи
барча кисмий рекурсив функциялар синфи билан бир хил
эканлигини кУрсатдилар. Натижада, Чёрч теэисининг яна
битта фундаментал тасдиги косил булди.

С. Клини ва Э. Пост биргаликда рекурсишгак назария-
сини яратдилар ва рекурсив функциялар назариясини тарак-
Кий эттирдилар. Улар KiiCMaH рекурсив функциялар тушунча-
сини киритдилар.

Дастлаб фа]^т математик мантик» алгебра, математик
анализ, математика асослари, эхтимоллар назарияси, гео
метрия, топология, сонлар назарияси, моделлар назарияси
каби математика фанларида татбик отиб келинган алгоритм-
лар назарияси XX асрнинг 40- йилларидан бошлаб хисоблаш
математикаси, кибернетика, ахборот назаршси, икгисодиёт,
психология, математик лингвистика, тиббиёт фанлари ва дис
крет техникада кенг 1флланилмокца.

Сунгги даврларда математик мантикни техникага жуда
самарали татбикэтиш имкониятлари борлиги маыхум будди.

Математик мантикни дискрет техникага татби^ нати-
жаснда унинг техник мантик булими сохдда
Е. Пост, В.И.Шестаков, К-Шеннон (1916 й.т.), А. Накашима,
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М. Ханзава, С. Юганн, О.Б. Лупанов (1932 й.т.), С.В. Яблонский
(1924 й.т.)« В.Б. Кудрявцев, Ю.И. Ж^фавлёв, В.И. Левенштейн,
В.В. Глаголев, Ф.Я. Ветухновский, Ю.Л. Васильев на бошка
олимлар уз илмий изланишлари билан унинг lapaiwift эти-
шига улкан хисса кУшганлар.

Математик мантикни техникага кУллашни биринчи
булиб рус физиги П. Эренфест (1910) за гидротехника кури-
лишлари буйича етук мутахассис Н.М. Герсеванов амалга
оширганлар.

К. Шеннон \исоблаш машиналарини яратишнинг асосий
методи сифатида мантикалгебрасини билган, у информация
ва информацияни узатишнинг математик назарияларини
яратди, электрон тармокяардаги «Ь ва «О» бинар муносабат-
лар билан математик мантикдаги иккилик (1 ва 0) киймат-
ларининг мое келишини ва кэндай килиб «мантю; машина-
сини» яратишни курсатди ва \оказо.

Контактли ва рсле-контактли схемаларга мантикалгебра
сини хатбик этишнинг исботини биринчи бУлиб В.И. Шестаков
ва К, Шеннон берди. А. Накашима ва М. Ханзава матема
тик мантикни дискрет техника масалаларини ечишда кУл-
лаш методларини яратдилар. С. Клини дискрет курилма моде-
лини (чекли автомат модели) яратгани туфайли, математик
мантикни хотирали дискрет курилмаларни лойихалашда
ишлатиш имкони юзага кедди.

Москва давлат университети дискрет математика макта-
бининг асосчиларидан бири О.Б. Лупановнинг асосий иш-
лари математик кибернетика ва математик мантиккэ багиш-
ланган. У мураккаб бошкдрувчи системаларнинг асимптотик
Конуниятларини, контакт схемалар ва функционал элемент-
лардан ясалган схемаларни (умуман, асосий бошкарувчи сис-
темаларни), энг яхши асимптотик синтез методларини ва
локал кодлаш приниипини ишлаб никои.

С.В.Яблонский оптимал схемаларни синтез килиш ва
здасоблаш курилмаларини ясаш мЩиШиАярахдиТ" . у
2-Х.Т,ра.в ■



ГГЦ МАТЕМАТИК МАНТИК ЯА ДИСКРЕТ МАТЕМАТИКА
Мантик алгебраси эл§ктр рхемаларни лойихвлашда ва

текширщцда, автоматик ̂ соблш машиналарини лойих!алаш
на программалашда, дискрот аатоматларни мантикий лойи-
халашда, ЭХМ элементдари аа кисмларини лойикалашда,
кар хил техник системалар, 1^илмалар ва автоматик маши-
наларни анализ ва синтез килииша кенг микёсда татбик
этилади. Математик мантик фани злектрон кисоблаш маши-
наларининг вужудга ксдищига ва уии мукаммаллаштиришга
катта хисса

Демак, математик мантик» бир томондан, формал мантик
муаммоларига математик методларии к$^ллаш натижасида
ривожланган б^^лса, иккинни томондан, математикани асос-
лашга хизмат 1^1лувчи фан сифатида ривохсланди. Хозирги
замон математик мантики автоматика, машина матема-
тикаси, бир тилдан иккинчи тилга автоматик тарзда таржима
килиш, математик лингвистика, ахборот назарияси ва уму-
ман кибернетика билан богликдир.

Шундай килиб, математик мантик ва дискрет математика
150 йилдан бери ривожланиб келмокда. У математика
асослари, алгебра, геометрия, математик анализ, функционал
анализ, топология, э^гимоллар назарияси каби фанларда тат-
бик этилишидан ташкври кибернетика, икгисодиёт, мате
матик лингвистика, психология, ЭХМ ва дастурлаш, опера-
цияларни текшириш, схемотехника, радиотехника, автома
тика, ^^инлар назарияси, ахборотлар назарияси сингари
фанларда Х|зм кенг ]^лланилади.



1- §. ТУпламлар назариясининг асосий тушунчалари

f7[ Туплам. Тутам элементлари. Тенг купли тупламлар, 1(исм
тутам. Хос ва хосмас кием тутампар. Буш тутам.

тупламлар назариясига математик фан сифатида немис
математиги Г. Кантор (1845—1918) томонидан асос солинган.

Математикада доимо турли тупламлар билан иш куришга
турри келади. Масалан, тугри бурчакли учбурчаклар тУп-
лами, натурал сонлар туплами, турри чизивда ётувчи
нукталар туплами ва коказо. Умуман, туплам тушунчаси
айрим-айрим нарсалар, буюмлар, объектларни биргаликда,
яъни бир бутун деб караш натижасида вужудга келади.

1 - т а ъ р и ф. Тутамни ташкил этувчи нарсалар, буюмлар,
обьектлар бу тртамнинг злементдари деб аталади. Туп-
ламлар, одатда, лотин ё'ки грек алфавитининг брш карфлари
билан белгиланади.

А туплам а, с, d, ... элементлардан тузилганлиги
Л^{а, Ь, с, d,

куринишда ёзилади. Тупламни ташкил этувчи элементлар
сони чекли ёки чексиз булиши мумкин. Биринчи >оолда чекли
тупламга, иккинчи >^олда аса чексиз тупламга зга буламиз.
Масалан: ^ = В={а, Ь], С={а, Ь, с}; = 2, 3, п} -
чекли тупламлар; В={2, 4, 6, 2л, С={1, 4, 9, 16,

...}, D= {2, 3, 5, 7, р, ...} чексиз тупламлар,
а нарса А тУпламнинг элементи эканлиги аеА ёки Ава

кУринищда белгиланади. Бирор b нарса А тупламнинг эле
менти эмаслиги bW А ёки А'эЬ кУринишда ёзилади. Маса
лан: А^{2, 4, 6, 8, 10} да 2, 4, 6, 8, 10е^4, бирок 12, 14^>4.
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А ва 5тупламлар берилган булсин. Агар Л тупламнинг а
элемента В тупламнинг b элементига тенг, яъни д = деб
олсак, бундан битга элемент иккала тупламда \ам мавжуд-
лиги келиб чикали. Масалан, А = {2, 4, 6, 8, 10} ва ^={1, 2,
3, 4, 5, 6, 7, 8} тупламлардаги 2. 4, 6. 8 элементлар
уларнинг иккаласида кам мавжуддир.

2-таъриф. А тупламнинг j^ap бир элементы В тупламда
мавжуд ва, аксинна, В тупламнинг j^ap бир элементы Л щуР'
ламда ^ам мавжуд булса, А ^а В щупламларни тен^ (швнв
купли) деб аталади ваА — В ёки В^А белги билан ифодаланыды,

Демак, тенг i4 ва В тУплам аслида бир тупламдир.
3- т а ъ р и ф. Агар В тупламнинг кир бир элементы А тУп^

ламда j^aM мавжуд булса, у ^олда В туплам А тупламнинг
цисм туплами деб аталади ва нуиидагича белгиланади:

BqA ёки А^В, (О
Масалан: 1) бутун сонлар туплами хэкикий сонлар тупла-

мининг кием тупламини ташкил этади;
2) вилоятлар республика вилоятлари тУпламининг

тупламини ташкил этади;
3) ток сонлар туплами бутун сонлар тУпламининг КИ

тупламидир ва коказо.
4-таъриф. В тупламнинг :^амма элеменгтари А туп

ламда мавжуд булиб, ту билан бирга А тумамда В
кирмаган элементлар :(ам бор бУлса, у ̂ олда В тУтам у
ламнинг кос цисм туплами деб аталади ва цуиидагина
ланади:

Вс.А ёки A'=i В. (
Демак, Ас. В ъэ В с. А булса, У

Л = Д.

(3) тенглик Л нинг ?зи узинияг
к^^сатаои ва бу холатни ифодалаш учун «Уз
кисми^ деган иборадан фойдаланамиз.



2-§. ТуЛлаша^ устида амаллар f I

Масалан, А = [а, с, d, а, /, g, h] туплам учун В^{а],
С- (а, Ь], D-{d, e, f\ тугшамларнинг j^p 1^сиси хос i^cHokp.

Одатда, тупламлар назариясида бшта хам элементи бул-
маган т5^амлар билан иш кУришга тутри келади. Масалан,

-н 4 = О тенгламанинг хакик;ий илдизлари буш тУпламни
ташкил 1^лади, чунки д:, ^ = ±2/, яъни тенгламанинг хакикий
нддизлари мавжуд эмас.

5- т а ъ р и ф. Битта :^ам элементга эга булмаган туплам
буш трплам деб аталади ва 0 символы билан белгиланади.
0 буш туплам г^андай А тупламнинг i^ucm туплами булади
ва у ^ам Л тупламнинг хосмас цисми дейилади.

2- §. Тупламлар уствда амаллар

[7[ Тупламларнинг бирлашмаси. ТупламларнЫнг кесишмаси.
Туплампарнинг айирмаси. Тулдирувчи. Универсал туплам.
А  В тупламлар берилган булсин.
1 - т а ъ р и ф. Берилган А ва

В тупламларнинг йигиндиси ёки
бирлашмаси деб, шу тупламлар
нинг такрорланмасдан олинадиган
^^амма элементларидан тузилган ва
C=A\J В каби белгиланадиган туп-
ламга айтилади (1.1-шакл). 1.1-шакл.

^ар /Ij, А^^ тупламлар берилган булса, у холда
уларнинг А\}В йигиндиси куйидагича ёзилади:

()A,=A, {jA^\JA,U...{JA„. (1)
а=:|

Масалан, А = {а, Ь), В = {а, с, Ь], С = {e,f^ к) булса, у холда
.4и^иС={д, Ь, с, e,f,k).

^"Заъриф. Берилган А ва В тупламларнинг у^амма
умумий элементларидан тузилган С туплам А ва В туплам
ларнинг купайтмаси (кесишмаси ёки умумий t^ucMu) дейилади
ва С = АГ\В куринишида белгиланади (1.2- шакл).
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А  В

m С^А\В

1.2- шакл. 1.3- шакл.

Агар i4,, у4з, А^ тупламлар берилган булса, у \олда
уларнинг С=АГ\В купайтмаси куйидагича ёзилади:

{\\=А,С]А,ПА,П...ПА„. (2)
asi

Масалан, >4 = {1, 2, 3, 4, 5}, 5= {2, 4, 6, 8} булса, у з^олда
С={2,4}. ^

Битта j^aM умумий элементга эга булмаган тупламлар-
нинг кесишмаси 0 буш тупламга тенг булади. Масалан,
ток сонлар туплами билан жуфт сонлар тУпламининг кесиш
маси бУш тупламдир.

3-таъриф. А ва В туплашарнинг айирмаси деб, А нинг
В да мавжуд булмаган ^^амма элементларидан тузиладиган ва
С = А - В ёки С = А\В куринишида ёзиладиган С тупламга
айтилади (1.3-шакл).

Масалан, >4 = {1, 2, 3, 4} ва 5={3, 4, 5, 6} булса, у колда
С-{1,2}.

4-таъриф. А тупламдаги унинг В туплами^
кирмай /долган );амма элементларидан тузилган к^см тупл
В нинг А тупламгача тулдирувчиси деб айтилади ва
{ёки В') куринишда белгиланади. п гт а

/1= {1, 2, 3.4, 5. 6, ...) натурал сонлар M {2. 4.
6, 8, ...} жуфт сонл^ тУплами бУлса, у \опл^ ^» » ' ' *
булади, яъни B\JB = А.

В туплам В \т А гача тулдиради. тенгликлар
келтириб чикариш мумкин: _

B\JB = <2, BV[B = A, В-В = В, В-В = В.



J- S. Асвсий темёламсф сшнё tcytiu/tu/ctc^j 1Ж]
5-1 а ъ р И ф. £ирор т^нламнинг хос кисми деб /^аралмаган

j^ap вир трпламни унышёрсвл трплаМ деб атаб, уни U т^арфи
билан белеилаймиз.

Таърифга биноан^ У Нинг ^амма кисмлари орасида ик-
кита хосмас кисми бор: биттаси U йинг 5^и, иккинчиси 0
буш тУплам, КОЛгаМЛари хос кисмлардан иборат.

3- §. Асосий ranrJnttuiap (тент кучлиликлар)

Асосий тенг кучлиликлар. Коммутативлик, ассоциативлик,
дистрибутиелик конунлари.

У универсал тупламнинг кисмлари орасиоаги мунссабат-
ларни ифсшаловчи асосий тенгликлар куйидагилардан иборат.

1.2^ Л.
Тупламлар назариясида тенгликларни исботлашнинг

умумий методи тенгликнинг бир томонидаги тупламга
тегишли >;ар бир элемент иккинчи томонидаги т5^ламда
хам мавжуд ва, аксинча, эканлигини курсатишдан иборатдир.

_ И с б о т. >4 туплам А нинг тулдирувчиси. Шунинг учун
А нинг хар бир элементи А , демак, х^А. Аксин^,
А нинг хар бир элементи xs А булгани учун хё А .
Демак, А = А,

2. АГ\В= ВГ\А — купайтмага нисбатан коммутативлик
Конуни.

Исбот. АГ[ В нинг хар бир элементи Л ва 5да мавжуд,
чунки АГ\ В туплам А ъг В нинг умумий элементларидан
тузилган. Демак, АГ\ В нинг элементлари ВС\А да хам мав
жуд. Худци шу каби, ВГ\А нинг хар бир элементи ^ ва ^4 да
мавжуд, чунки ВС\А туплам В bsl А нинг умумий элемент
ларидан тузилган. Шунинг учун ВГ\А тупламнинг хар бир
элементи АГ\ В тупламнинг хам элементи булади. Демак,
AV{B^B(\A.
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3. {АГ\Б)Г\С-АГ\{В{\С) — купайтмага нисбатан ассо-
циативлик конуни.

Исбот. х^(А{\В)Г\Сбулсин. Демак, х^{АГ\В) ва дсе С.
Бу ердан хе/4, хе^Въъ. jce С эканлиги келиб чикади. Шунинг
учун ;сб>4 ва jce Сдир. Бу ердан уз навбатида х€.АГ\ (^П О
эканлиги келиб чикади. Исботнинг иккинчи кисмини укув-
чига т^авола этамиз.

A.A\}B=B\JA — йигиндига нисбатан коммутативлик
к;онуни.

5.{>4U^UC=i4U(5UQ ~ йигиндига нисбатан ассо-
циативлик к;онуни.

4 ва 5- тенгликларнинг исботлари худди 2 ва 3- тенглик-
ларни исботлашга Ухшаш амалга оширилади.

6.у1П(ЯиО = ('4ПВ)и(/4ПС) - купайтмага нисбатан
дистрибутивлик конуни.

7. /4 и (5П С) = (И и Д) П (/1 и С) - йигиндига нисбатан
дистрибутивлик конуни.

6-тенгликнинг исботи: хе/!П(5и Q бУлсин, У холда
JC6 у4 ва jc€ 5 и С булади. Бу ердан хе Л ва ^ ёки хе /1 ва Х€
келиб чикали. Демак, х€:АГ[ В ёки х€(Л П О- Шунинг учун
Х£ (у1 п В) и (/4 П О- Энди хе (/I п В) и И П О бУлсин, У
x^(AV[B) ёки хе{АГ\0 булади. Бу ердан хеЛ ва xei* е
х6у4 ва хе С келиб чикади. Демак, х€у4 П (^U О-

8. Жв = 1иВ. 9. АиВ = АПВ. Ш А^А = Л.
11./4П£/=А 12. Ж4 = 1. 13.

4- §. Тупламлар алгебраси
(pftl

0 Айниятлар. Теоремалар. Де Морган и^онуни. ЖуФ^"
эквивалент.

тупламлар алгебрасида U, П, q белгилари
Узаро муносабатлар кУриб чикилади. Тупламлар алге Р
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умуман, оддий алгебрадагидск айниятлар — тенгликлар
к^рилади. Бу айниятлар универсал тупламнинг ва унинг хос
кием тупламларининг кандай булишидан катъи назар уз
кучини сакдайди.

1-теорема. Uуниверсал тупламнинг исталган А, В, С
t^ucM тупламлари орасидаги муносабатларни ифодаловчи
1^уйидаги тенгликлар айниятдир:
1. A\J{B\JQ = {A[jB)\JC V. АП{ВГ[0 = (.АГ\В)Г\С
2. A[JB=B\JA. 2\ АГ[В:=ВГ\А.
3./1и(5ПО = (/4иД)П(/4иС). У.АП(Ви0^(АГ[В}\ЛАГ\0-
4. /1110 = /4. А\АР[1ЫА.
Ъ. АУ} А = и . 5'. /1П/1=0.

Агар i4 ва В^А булса, у \олда А = В. Дна шу хоссадан
фойдаланиб юкррида келтирилган айниятлар исбот килинади,
яъни тенгликнинг чап томонидаги \ар бир элемент унинг
унг томонида \ам мавжуд ва аксинча эканлигини курсатиш
керак. Виз юк;оридаги айниятларнинг айримларини исбот
этган ЭДИК.

I ва Г- айниятлар мое равишда Сшпшди ва купайтма амал-
лари учун ассоциативлик /^онунлари дейилади. 2 ва 2'- айният
лар коммутативлик конуни ва 3, 3'- айниятлари эса шу
амаллар учун дистрибутивлик /^онуни дейилади.

Ассоциативлик конунига асосан А, В, С кием тУплам-
лардан маълум тартибда йигинди амали билан косил килин-
ган икки туплам тенгдир. Бу тупламни A\JB\JC шаклда
белгилаймиз.

Ассоциативлик конунига кУра кавс белгиси каерда тури-
ши кеч кандай роль уйнамайди. Математик индукция мето-
дига асосан

/4, и /12 и и... и Л. = >4,. и Аг и Ау U... U А„.,
бу ерда 1', 2', ..., л' белгилашлар 1, 2, ..., п сонларининг
исталган тартибда олинганидан косил килинган сонларни
билдиради.
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Шу тари1^ куйндаги тенгликларни хдм келтириб чика-
• риш мумкин:

АГ\а^Г]а,п...Г\а„ = а,.Г\АгГ\АуГ]...Па„.,
^ и (Л, П п... Л 5J = м и 5,) П (>4 и ) П... ПМ и 5„).
^ П (Л, и Лз и... и 5„) = (/4 П 5,) и (/4 П ^2) и... и (.4 П .SJ.

КУрсатилган 1—5 ва 1'—5' тенгликлардан цуйидаги
X ул О С а НИ хосил киламиз: I- теоремалаги айниятлар жуфт-
жуфт тарада шундай жойлаштирилганки, бири иккинчисидан
и ва П хамда 0 ва £/ белгиларни бир ва1^да узаро жойла-
рини алмаштириш натижасида келиб чик;ади.

2- т е о р е м а. U универсал тупламнииг исталган А ва В
/^исм гпупламлари учун щуйидаеилар уринлидир'.

6. Агар ^амма А лар 6'. Агар исталган А учун
унун A\JB = A булса, АГ\В = А булса, у >;олда
у:(рлдаВ-(д. В^ и.

7 ва 7. j^ap A\J В= U ва А П^=0 булса, у ^олда В — А .
8 ва 8'. А = А,

0 = ^/- 9'. 6/=0.
10. А\}А = А. 10'. AV[A^A.
И. A\}U^U. 1КАП0 = 0.
12. Аи(АПВ)-А. 12' АП(Аи В) = А.
13. АиВ = АПВ. 13'. АПВ = АиВ.
2-теореманинг айрим тенгликлари адабиётдд мдхсус

номга эгадир. М[асалан, 10 ва 10'-тснгликлар udeMHOtncf^^^^
лик 1^онуни, 12 ва 12'- тенгликлар ютиш конуни^ 13 ва 13
тенгликлар де Морган конуни деб аталади.

Тупламлар алгебрасида бирор тенгликдан шу тенгликка
кирган и ни П га, П ни U га, 0 ни £/ га, ^ ни 0 га
бирданига алмаштириш натижасида хрсил килинган иккин-
чи тенглик биринчи тенгликка ва, аксинча, биринчи тенг-
лик иккинчи тенгликка нисбатан икки тарафлама тенглик
деб айтилади.



4- §. Тучлам/хар алгебраси _Хе\
3- т е о р е м а. Истсыган А ва В туплалмар учун /^уйидаги

муло:^азалар жуфт-жуфт эквивалентдир:
{\)АсВ; {и)АГ{В=А\ (11I)>4U5=5- О

/?,, Л, муло)^азалар жуфт-жуфт эквивалентдир
деган тасдик; куйидагини билдиради: исталган / вау учун
муло\аза R муло^азага эквивалентдир. Бу муло\аза уз нав-
батида факатгина R^ муло\аза Rj муло\азанинг, муло-
?^аза /?з муло\азанинг /?^, мулоказа R„ муло\азанинг
т>трилигини келтириб чикаргандагина турридир.

Исбот. (1) муло.\аза (11) муло^азанинг туррилигини
келтириб чикаради. Хак;икатан, АсВ булсин. Исталган
у4 ва ^ учун АГ\В = А эканлигини кУрсатиш керак.

а) хТлгГ5 булса, у чолда х€/4 ва хе ^ дир. Демак,
А П Bq,A.

б) хеЛ булсин. У \олда (И) га асосан хеВ \амдир.
Шунинг учун /4 с у4 П яъни (I) муло^аза (И) муло)^азанинг
туррилигини келтириб чикаради.

Энди АГ\В = А булсин, у колда А{}В=^В эканлигини
исбот киламиз:

/lUS=(/in5)U5=('4Ufi)n(SUfl) = (/tUB)n8=5-
Демак, A\J В = В.
(III) мулоказа (I) мулоказанинг туррилигини келтириб

чикаради. Хакикатан кам, А{] В = Въ^ А^А\] В булишидан
i4 Q Д. Бу билан исбот якунланади.

Муаммоли масала ва monmupuifaap

1. а) Jnlu Д = Я"и = =
б) (.4П5ПСПЛи(Л"ПС)и(ДПС)и(СПЛ = С
эканлиги исбот этилсин.
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2. Ушбу тупламларнинг \ар иккитаси ва \ар учтасининг
кесишмалари ва бирлашмаларини топинг:
А = {а, Ь, с), В= {d, е,/, g), С= {а, /, g, к, с].

3./Г = {1, 2, п] туплам учун fi={3, 6, 9, 12, Зл, ...}
кием тупламдир. В ни топинг.

4. (.АГ\ВГ\Х){}(АГ\ВПСГ\ХГ\У)и(АГ\ХГ\А) = АПВ
тенгликни исботланг.
7—13-асосий тенг 10^лиликларни исботланг.

Муста101л ишлаш учун савол ва топширш^лар
Тупламлар назариясининг асосий тушунчалари нимадан иборат?

2. Т^'пламлар устида кандай амаллар бажарилади?
3. Асосий тенг кучлиликларни ёзинг.
4. Кэндай тупламлар тупламлар алгебраси деб айтилади?
5. Муло^аларнинг жуфт-жуфт эквивалентлигининг шартлари.

5- §. Муносабатлар. Бинар муносабат
0 Муносабат, Тартибланган жуфтлик, Унар ва бинар муно

сабатлар. п- ар муносабат. Ани1^аниш coj^acu. f^uuMam-
лар coj^acu.

Дискрет математикада фундаментал тушунчалардан бири
булган муносабат тушунчаси предметлар (нарсалар) ва ту-
шунчалар орасидаги алокдни ифодалайди. 1^идаги т^ликсиз
гаплар муносабатларга мисол була олади:

... кичик ... дан; ... тенг ... га; ... булинади ... га ва х^казо.
Бундам кейин муносабат тушунчаси тупламлар назарияси

нук:гаи назаридан туриб Урганилади.
Муносабат тушунчасини annigiam учун тартибланган

жуфтлик тушунчасига аник^ик киритайлик. МаъяУ!^ тар-
тибда жойлашган икки предметдан тузилган элемент mapmw-
ланган жуфтлик jitVmjidm. Математикада тартибланган жуфт-
лик куйидаги хусусиятларга зга булади, деб фараз килинади:
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1) хар кандай (исталган) jc ва д' предметлар учун <х, у>
каби белгиланадиган маълум объект мавжуд булиб, у jc ва у
нинг тартибланган жуфтлиги деб Укилади. Хар бир х ва у
предметларга ягона тартибланган <х, у> жуфтлик мое
келади;

2) иккита <х, y>Ba<w, v> тартибланган жуфтлик берил-
ган булсин. Агар х = w ва у = v булса, у з^олда <х, y> = <w, v>
булади.

Тартибланган жуфтлик <х, у> куйидаги тупламдир:
<х, у> = {{х}, {х, у}},

яъни шундай икки элементли тупламдирки, унинг битта
элементи {х, у} тартибсиз жуфтликдан иборат, иккинчиси
эса {х}, шу тартибсиз жуфтликнинг к^йси \ади биринчи
хисобланиши кераклигини кУрсатади.

Тартибланган жуфтлик <х, у> нинг х предмети унинг
биринчи координатаси^ у предмети эса иккинчи координатаси
деб аталади.

Тартибланган жуфтликлар атамаси асосида тартибланган
л-ликларни аниклаш мумкин. х, у ва z предметларнинг
тартибланган учлиги < х, у, г > куйидаги тартибланган жуфт
ликлар шаклида аникланади: «х, у>, г>. Худди шу каби
X,, Xj, ... ва х^ предметларнинг тартибланган п-лиги <Хр Xj,
..., х^ >, таърифга асосан, «х,, х^, ..., х^, >, х„> тарзда аник-
ланади.

Элементлари тартибланган жуфтликлардан иборат булган
туплам тартибланган жуфтликлар туплами деб аталади.

Бинар муносабатни тартибланган жуфтликлар туплами
сифатида аникпаймиз. Агар р бирор муносабатни ифодаласа,
у колда <х, у>€ р ва хру ифодаларни узаро алмашувчи
ифодалар деб >;исоблаймиз. х ру ифодани «предмет х пред
мет у га нисбатан р муносабатда» деб Укилади.

Куйидаги х=у, х<у, xsy белгилар хру ифодадан келиб
чиккан.
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п- ар муносабати тартибланган я- ликлар т5?плами сифа-
тида ани1д1анади. 3-ар муносабатни к^пинча адабиётда
тернар муносабат деб \ам юритилади.

Мисоллар. 1.{<2,4>,<5,6>,<7,6>,<8,8>}тартиб-
ланган жуфтликлар т^плами бинар муносабатга мисол бУла
олади.

2. Агар р айният муносабатини билдирса, у ?^олда
р дегани х=у ии билдиради.

3. Агар р оналик муносабатини билдирса, у >^олда
< Хуршида, Ирода > g р символи Хуршида Ироданинг онаси
эканлигини биддиради.

4. Тернар муносабатига бутун сонлар т5^амидаги к^^шиш
амали мисол б^ла олади. 5 = 2 + 3 ёзувини <5, 2, 3 > е +
шаклида хам ёзиш мумкин.

Бундан кейин бинар муносабат атамаси 5фнига киска-
лик учун муносабат атамасини ишлатамиз.

{х/х€ А} символини куйидагича тушуниш керак: {Шун-
дай X лар тупламики, х g А].

{л/айрим у учун <л:, y>G р) туплами р муносабатнинг
аникланиш coj;acu дейилади ва символи билан белгила-
нади. {у/айрим хучун <х, у>е р} туплами р муносабатнинг
кийматлар coj^acu дейилади ва символи билан белгила-
нади. Бошкача килиб айтганда, р муносабатнинг aHut^anum
сохося деб, шу р муносабатнинг биринчи координаталаридан
тузилган тупламга айтилади, иккинчи координаталаридан
тузилган тУплам эса и,ийматлар со^аси дейилади.

^  >» < 3, 3 >, < 6, 7 >} р муносабат берилганбулсин. У холда = {2, 3, 6}, = {4, 3, 7}.
Бирор С тУплам <х, у > тартибланган жуфтликлар туп-

^ бирор Xтупламнинг элементи ва у бош-^ / тупламнинг элементи булса, у холда С туплам Л' ва К
тупламларнинг myfpu (декарт) купайтмасидан тузилган
туплам дейилади ва куйидагича белгиланади:

С=2Гх Y={<x, y>/x^Xb2Lye Y\.



6-§. Эквивалентшк муносабати QD
\ар бир р муносабат айрим олинган Хх Ктурри к^шайт-

манинг KJICM т^плами булади ва А'э Кэ Агар p^XxY
булса, у )^олда р шу А' дан Yea булган муносабат деб аталади.
Агар pCiVxKBa Z:^X\jY булса, у \олда р дан Z га булган
муносабат деб аталади. Z дан Z га булган муносабатни
Z ичидаги муносабат деб аталади.

X бирор тунлам булсин. У \олда X ичидаги ХхХ муноса
бат X ичидаги универсал муносабат деб аталади.

{<х, л>Де А] муносабат X ичидаги айният муносабати
деб аталади ва /,ёки /символи билан белгиланади. Хар кдндай
X тупламнинг х ва у элементлари учун xi^y ифода х = у
билан тенг кучлидир.

А туплам ва р муносабат берилган булсин. У \олда
pl'^] = \У/^ нинг айрим X лари учун хру}. Бу тУплам Л туплам
элементларининг р- образлари туплами деб айтилади.

Мисол. у=2х+1 тУгричизикни {<х,у>е Лх/?/у=2х+1)
ва у <X муносабатини {<х, у > е RxR/y<х] шаклларда ёзиш
мумкин.

6- §. Эквивалентлик муносабати

Рефлексив, симметрии ва транзитив муносабатлар.
Эквивалентлик синфи.

1 - т а ъ р и ф. Агар X тупламнинг исталган х элементы
учун X рх булса, у ^(олда р муносабати X тупламдаги рефлек
сив муносабат деб аталади; агар х ру дан у рх келиб чиг^са,
у х;олда р симметрии муносабат деб аталади; агар х ру ва
ург дан xpz келиб чи/^са, у х,олда р транзитив муносабат
деб аталади.

Шу курсатилган учала хоссага эта булган муносабатлар
математикада куп учрагани учун уларга махсус ном 1о^йилган.

2- т а ъ р и ф. Агар бирор тупламдаги муносабат рефлексив,
симметрии ва транзитив хоссаларга зга булса, у j;oada бундай
муносабат шу тупламдаги эквивалентлик муносабати дейилади.
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Агар р муносабати XтУпламдаги эквивалентлик муноса-
бати бУлса, у холла = X.

Мисоллар. К^Гждаги \гр бир муносабат маълум
тупламдаги эквивалентлик муносабатига мисол була олади:

1. Исталган тупламдаги тенглик муносабати.
2. Евклид текислигининг хэмма учбурчаклар туплами-

даги Ухшашлик муносабати.
3. Бутун сонлар тупламидаги п модуль буйича та1^ослама

муносабати.
4. Мамлакатда яшовчи одамлар тупламидаги «бир уйда

яшовчилар» муносабати.
Эквивалентлик муносабати ушбу асосий хусусиятга зга:

у тупламни кесишмайдиган хисм тУпламларга булади.
Кейинги мисол, масалан, «бир уйда яшовчилар» муносабати
мамлакатни бир-бири билан кесишмайдиган «бир уйда
яшовчилар» j<^icM тупламларига булади. By айтилганларни
куйидагича умумлаштириш мумкин.

рбирор А'тупламдаги эквивалентлик муносабати булсин.
Агар X тупламнинг А хисм тупламининг шундай х эле-
менти топилиб, А = {у/хру} булса, у холда А кием туплам
эквивалентлик синфи ёки эквивалентлик р- синфи деб аталади.

Шундай килиб, X тупламнинг шундай элементи мавжуд
булсаки, А = p({x}J тенглик бажарилса, у вактдз ^ тУплам
эквивалентлик синфи булади.

Агарда р муносабат т5Ь^рисида хеч к^ндай англашилмов-
. чилик тугилмайдиган бУлса, у вактда X туплам [х\ шаклида
белгиланади, яъни р[{х}] = [дс] ва дс юзага келтирган эквива
лентлик синфи деб аталади.

Эквивалентлик синфи куй ид а ги икки хоссага эта.
1) ДС6 [дс] - бир синфнинг хамма элементлари узаро экви-

валентдир;
2) агар дс ру булса, у холда [х] = [у].
I - X о с с а эквивалентлик муносабатининг рефлексивлик

хусусиятидан келиб чикади.
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2-хоссанинг исботи. хру б^лсин, яъни х элемент
у элементга эквивалент булсин, у холда [у] Q М- лакикатан
хам, ze[y] Су pz ни билдиради) дан вгхр1 булганлиги учун
р муносабатнинг транзитивлик хусусиятига асосан х p-z кели
чикали, яъни ZG [х]. Эквивалентлик муносабатининг симмет-
риклик хоссасидан фойдаланиб, [х] с 1у] ни исбот этиш
мумкин. Демак, [х] = [у].

7- §. Функция тушунчаси. Функциялар суперпозицияси
[7[ Функция. Тартибланган жуфтлик. Функциялар тенглиеи.

Бир 1^ийматли функция. Суперпозиция. Функцияларнинг
функцияси. Тескари функция.

Функция тушунчасини олдинги параграфларда ургагал-
ган атамалар оркали аниклаймиз. Функииянинг графиги
тартибланган жуфтликлар тУпламидан иборат. Функция
билан унинг графиги Уртасида \q4 кандай фарк йУК- Функ
ция шундай муносабатки, унинг икки хил элементининг
биринчи координаталари кеч к^чон тенг булмайди.

Шундай килиб, / муносабат куйидаги талабларни ка-
ноатлантиргандагина функция була олади:

1)/ нинг элементлари факат тартибланган жуфтлик-
лардан иборат;

2) агар <х, у> ва <х, элементлар/нинг элементлари
булса, у холда y = z,

Мисоллар. 1. {< 1, 2>, <2, 2>, <3, 4>} функциядир.
/),= {!, 2,3}, Л ={2, 4}.

2. {< 3, 4 >, < 3, 5 >, < 4, 6 >} муносабати функция була
олмайди, чунки <3, 4>ва<3, 5> элементларининг биринчи
координаталари тенг.

3. {<х, + х + 1 >/хе R) функциядир, чунки агар х = и
булса, у холла х^ + х+\ = и^ + и+ I.

4. {<х^, x>/xeR} функция була олмайди, чунки унинг
<1, 1 >, < 1, -1 > элементлари мавжуд.
3 - Х.Тураев
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Агар/— функция ва <jc, у>е/ яъни xfy б5^лса» у з^олда

X функциянинг аргументы, у эса / функциянинг х даги
i^uuMamu ёки х элементининг образа дейнлади.

у ни белгилаш учун xf, f(x), fx ёки х^ символлари
ишлатилади. f(x) символни f(x) =Л{х}1 деб, яъни х эле
ментининг f- образлари туплами деб 1^раш мумкин.

Икки / ва ^ функция бир хил элементлардан тузилган
булса, бундай функциялар тенг булади (f=g), яъни бошк;ача
Килиб айтганда, jD^= ва/(х) =g(x) булсагина, f=g бУлади.
Шундай 1^илиб, функция берилган булиши учун унинг
аникланиш со^аси ва шу со^анинг хар бир элементи учун
унинг киймати берилиши керак.

{< X, + X + 1 >/хб /?} дан /(х) = х2 + X + 1 келиб чикади.
Агар / функциянинг ани^паниш сохаси булса,

у холда функциянинг Узгариш сохаси КтУплам ичида бУлади
деб айтилади ва хуйидагича белгиланади:

f.' X-¥ У ёки А' Л К.
Юкорида кУрсатилган хамма / туплами (ДГхУ) туплам-

нинг хисм тУплами бУлади ва уни К' деб белгилаймиз.
Агар A= 0 булса, у холда Y' факаттина бир элементдан

иборат булади ва у Ах У тупламнинг буш кием тупламидир.
Агар У= 0 ва 0 булса, у холда У = 0.
Агар X, дан /(х,) ^/{х^ келиб чикса, у холда / бир

кийматли функция дейилади.
Иккита/ва g функция берилган булсин. /ва ̂  функция-

ларнинг суперпозицияси деб, go/= щундай У м^в-
жудки, х/у ва ygz] тупламга айтилади ва go/символи билан
белгиланади. Бу туплам хзм функция булади. ^

Шундай кнлиб, функцияларнинг суперпозицияси куии-
дагича булади;

gof=z-g(f(x)).
Функцияларнинг суперпозицияси функцияларнинг

функцияси деб хэм айтилади.
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У = sinx ва z=\ny булсин, у ^олда г = Insinx функция sinx
на Iny функцияларнинг суперпозициясидир.

Суперпозиция амали ассоциативлик конунига буйсунади,
яъни

go{foh)=gof{oh).

Агар /:х—>у ва g'.y Z булса, у \олда gof: х г ва
(^°/)W =^(/W) булади.

Агар/бир кийматли функция булса, у ;;олда/дан коор-
динаталарининг урнини алмаштириш натижасида ?^осил
буладиган функция /функцияга тескари булган функция деб
аталади ва символи билан белгиланади. ФаК|ат бир кий-
матли функциялар учун бажариладиган бу амал t^umapuui амали
дейилади./-' нинг ани1д1аниш со\аси Dj-\ = /?/, /?/-> = Of

8- §. Тартиблаш муносабати

Г7[ Тартиблаш муносабати. Антисимметрик муносабат.
/(исман тартиблаш муносабати. Иррефлексив муносабат.
4u3ui^u тартиблаш муносабати. 1(исман тартибланган
туплам.

1 - т а ъ р и ф. Агар бирор X тупламдаги х ва у элементлар
учун урх муносабат урнига хру муносабат уринли булишини
курсатувчи муносабат тартиблаш муносабати деб аталади.

Тартиблаш муносабати ёрдамида элементларни цайси
тартибда 1^иш масаласини ?^ал этиш мумкин. Хакикий-
сонлар туплами учун <, <, >, > муносабатлари тартиблаш
муносабатларига мисол була олади. ТУпламлар системаси
учун худди шундай вазифани с, с муносабатлар уйнайди.

2- т а ъ р и ф. Агар X тупламнинг исталган хва у элемент-
лари учун бир ва/^тда хру ва урх бажарилишидан х = у келиб
чикса, бундай р муносабат антисимметрик муносабат деб
аталади.
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3-таъриф. Xщуплом инидарефлексивлик, антисиммет-
риклик во транзитивлик хоссаларига эга булган р муносабат
X тупламдаги /(исман тартиблаш муносабати деб аталади.
)(ар /^андай рефлексов во транзитив муносабат тартиблаш
муносабати деб аталади,

К^сман тартиблаш муносабати ^ символи билан белги-
ланади. Агар < муносабати X т$Ьггламни кисман тартибласа,
у ?;олда Xтупламнинг исталган дс на у элементлари учун х^у
муносабати бажарилиши )^ам мумкин, бажарилмаслиги чам
мумкин.

Худди шу каби, агар дс<у ва булса, у \олда х<у ясб
ёзилади ва х элемент у дан кичик деб аталади.

4-таъриф. X тупламнинг j^ap /^андай х элементы учун
хрх муносабат бажарилмаса, у ^лда р шу X тупламдаги
иррефлексив муносабат деб аталади.

Агар < муносабати X тупламдаги кисман тартиблаш
.муносабати булса, у холда < муносабати X тупламдаги
иррефлексив ва транзитив муносабат булади.

5-таъриф. р муносабат 1^исман тартиблаш муноса
бати булсин. р муносабатнинг аникланиш coj^acuea н^арашли
j^ap /^андай икки хил х ва у элементлари учун ехру ёки еурх
уринли булса, бунда и муносабат низшей (оддий) тартиблаш
муносабати деб аталади.

Хакикий сонларни кийматига к;араб тартиблаш чизик^и
тартиблаш муносабатига мисол була олади.

6- т а ъ р и ф. Агар бирор X тупла.чда г^исман тартиблаш
муносабати берилган булса, бундай туплам /^исман тартиблан-
ган туплам деб аталади ва у <х, ^ > тартибланган жуфт
ликдан иборат булади.

Агар Xтупламда оддий тартиблаш муносабати берилган
булса^ у з^олда X оддий тартибланган туплам деб аталади ва
у \ам <х, тартибланган жуфтликдан иборат бул^*^» ^
ерда й муносабат X тупламни оддий (чизикди) тартиблаиди.
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Масалан, агар / трпламлар системаси булса, у \олда
</ G > кисман тартибланган тушам булади.

/: .V -»дс' функция учуй х<у дан /(jc) ^'/(у) келиб чикса,
у \олда бу функция X тупламнинг < тартиблаш муносаба-
тига ва А'' тупламнинг <' тартиблаш муносабатига нисба-
таи тартибини саклайдиган функция булади. Л' ва Л'' туплам-
лар уртасидаги узаро бир кийматли богланиш <х, <> ва
<х\ £'> га кисман тартибланган тупламлар уртасидаги
изоморфизм деб айтилади. Агар шундай богланиш мавжуд
булса, у вакгда курсатилган кисман тартибланган тупламлар
изоморфдир.

X тупламнинг камма х лари учун у<х бУлса, у колда
X тупламнинг у элементи X тупламнинг кисман тартиблаш
муносабати < га нисбатан энг кичик элементи деб айтилади.
Агар шундай элемент мавжуд бУлса, у ягонадир.

X тупламнинг кеч бир х элементи учун дс< у муносабати
бажарилмаса, у колда X тупламнинг у элементи шу туплам
нинг кисман тартиблаш < муносабатига нисбатан минимал
(энг киник) элементи деб айтилади. Берилган тупламда
минимал элемент бир нечта булиши мумкин.

Агар кар квндай хе у учун х<у булса, у колда Xтуплам
нинг у элементи шу т5^амнинг < муносабатига нисбатан
энг катта элементи деб айтилади. Агар шундай элемент
мавжуд булса, у кам ягонадир.

X тупламнинг кеч бир х элементи учун х>у муносабати
бажарилмаса, у колда X тупламнинг у элементи шу туп
ламнинг < муносабатига нисбатан максимал элементи деб
айтилади.

Агар X тупламнинг \гр бир 6S^ эмас кием туплами энг
кичик элементга эга булса, у колда <х, кисман тартиб
ланган туплам тулик тартибланган туплам деб аталади.
Масалан, {О, 1, 2, ...}.

<X, <> кисман тартибланган ъг. А^Х булсин. У колда
исталган as А учун а<х бажарилса, Xтупламнинг х элементи
А тупламнинг юкори чегараси деб аталади. Худди шу каби,
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агар исталган as А учун х<а бажарилса, х элемента А туп-
ламнинг куйи чегараси деб аталади.

Агар М тартибланган туплам булса, у холда унинг Л/'
кием телами кам тартибланган булади. Агар бу тартиблан
ган туплам чизикли булса, у )^олда Л/' кием туплам М туп-
ламнинг занжири дейилади.

/ = |Л/'| - I ифода занжирнинг узунлиги деб аталади, бу
ерда |Л/'| — чизикли тартибланган Af' кием тупламнинг
куввати, I узунликдаги кар бир занжир !, 2, ..., /+ 1 бутун
сонли занжирга изоморфдир.

М тупламнинг энг катта элементини билан ва энг
кичик элементини билан белгилаймиз.

М тартибланган туплам т. элементининг баландлиги
d{m) деб т^< < т^< ... < т. (Л/ тупламнинг) занжирлар
узунлигининг максимумига (/^) айтилади. М тартибланган
туплам узунлиги d{M) деб М тупламдаги занжирлар узунли
гининг максимумига айтилади, яъни тартибланган Л/туплам
нинг узунлиги d{M) унинг элементлари баландлиги d(m)
нинг максимумига тенг булади:

d{M) = max ^(/я.), /я.е М.

9- §. Панжара к^кид^ тушуичалар

М Нанжара. Сигнатура. Дистрибутивлик критерийси.
Дедекинд (модуляр) панжара. Дедекиндлик критерийси.
Изоморф. Изоморфизм.

Кисман тартибланган туплам тушунчасидан фойдаланиб,
панжара тушунчасини аникпаймиз.

Т а ъ р и ф. Тартибланган туплам < Л/, < > нинг исталган
иккита т^, mj элементи орасида т.Г\ т^ (энг катта §^уйи ei^)
ва m.\Jm^ (энг кичик юг^ори ёк) муносабатлар мавжуд булса,
бундай туплам панжара деб аталади.

Равшанки, М панжарага икки тарафлама булган л7 тар
тибланган тУплам кам панжара булаои. М панжарагш кесишма
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амалини бирлашмага ва бирлашма амалини кесишма амалига
Узгартириш керак. Тартибланган тУпламнинг \амма кксм
тупламлари энг катта куйи ва энг кичик юкори чегарага
эга булса, у \олда бундай туплам тулик панжара Jit6 аталади.

Панжарани сигнатуралари куйидаги хусусиятларга эга
булган /4 = < Л/, и, П > алгебра сифатида \ам аникдаш мум-
кин:

1) m[Jm = m, mfl т - т — идемпотентлик;
2) m.U ntj = /я и т., /я.П = /я П т. — коммутативлик;
3) (т.О т.) П = /я.П (т^П ш^),

(/я^и т) и /я^ = m^\^ (m\J - ассоциативлик;
4) т.и (/я.П тр = /я.П (/я^У /Яу) = — ютиш.
Панжарага берилган иккала таъриф хам эквивалентдир.
Бундам кейин О ва 1 ни панжаранинг мое равииша струк-

турали ноли ва бири деб биламиз.
Агар /1' туплам хар бир т^е А жуфт элементлар билан

биргаликда уларнинг йигиндиси /я^У т. ва купайтмаси /я^П яг
ни XiaM Уз ичига олса, у холда /4' тупяам А панжаранинг кием
панжараси деб аталади. Энг катта элемент ва энг кичик

элементдан иборат А' хисм панжара / интервал деб аталади:
/= (т,, л|р] = {т.е А'/«. т, < т^.

Агар
я1„Птр = 0, /я^и%=1

булса, у холда нол ва бир структурали А панжарада иккита
/Яд ва /Яд элемент 1^^имча (тулдирувчи) элементлар булади.
/я га кушимча булган т элемент А панжарадаги т эле-
ментнинг тулдирувниси деб хам аталади.

А панжарада умумий тУлдирувчига эга булган икки
элемент Л да богланган элементлар деб аталади.

Панжаралар синфининг энг мухими дистрибутив панжа-
ралардир. Куйадаги айниятларни (хамма т., mj, т^еА лар
учун) хдноатлантирувчи А панжара дистрибутив панжара
деб аталади:
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/M^fK/w.U/w.) = т^Г\т.\}т^Г\т^.
Панжаранинг дистрибутивлик критерийси. А панжара

чар бир I интервалида исталган иккита борланган элементи
тенг б5?лганда на фак^ат шундагина дистрибутив панжара
б5?лади.

Дедекинд (модуляр) панжара деган тушунча киритамиз.
А панжарада чамма /я, т., т.еЛ ва т.<т. лар учун

»  J К J к

(/я.и /я.) П = т.П U

муносабат бажарилганда ва фак;ат шундагина А дедекинд
панжара булади.

Панжаранинг дедекиндлнк критерийси. А панжара деде
кинд панжара бУлиши учун А^ панжарага изоморф булган
чисм панжара мавжуд булмаслиги етарли ва зарур (1.4- шакл).

А^ панжара битта ноль баландликдаги элемент, иккита
бир баландлргедаги элемент, битта икки баландликдаги ва
битта уч баландликдаги элементни Уз ичига олади.

Панжаранинг модулярлик критерийсидан фойдаланиб,
дистрибутивлик критерийсини кулай чисоблаш шаклини
мисол учун келтирамиз:

А панжара А^ га изоморф бУлган чисм панжарани уз
ичига олмаса (яъни дедекинд булса) ва А^ кзюм панжарага
изоморф бУлган чисм панжарани уз ичига олмаса ва факат
шундагина дистрибутив булади {1.4-6 шакл).

1.4- шакл.
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панжара битта ноль баландликдаги элементдан, бир
баландликдаги учта элементдан ва икки баландликдаги битга
элементдан иборат икки узунликдаги учта занжирдан тузил-
ган. _

О ва I структурали А панжаранинг \ар бир т эле-
ментининг тулдирувчиси мавжуд булсин. У колда бу панжа-
рада /|(/я) = т унар операция берилган деса булади. Агар
юкорида акс этгирилган хусусиятларга эга булган А панжа-
рада

т -т, (^)
/я, и = т, П nij у

тГ\т-0 (в)
муносабатлар бажарилса, у колда А панжара тулдирувнили
(тулдирувчиси бор) панжара деб аталади.

(а) ва (б) га асосан U операцияни П операция билан ва
П операцияни U операция билан ифодаланиши мумкин.
Демак, тУддирувчили панжарани сигнатураси U булган алгебра
сифатида аникпаш мумкин. (а) ва (б) муносабатлардан
куйидагилар келиб чикдпи (1=0 десак):

0П/я = 0, Ои'я = 'я,
\Г\т = т, lU^i = 1,

m\Jm = I.

Демак, 1- панжаранинг энг катта элементи, яъни струк-
тураси { булади.

ТУлдирувчили дистрибутив панжара Буль алгебраси булапи.
Теорема. Буль алгебраси Кантор алгебрасига изоморф-

дир. Буль ва Кантор алгебралари орасида 1^уйидаги изоморфизм
мавжуд:

а у АГ^у
бу ерда ифодаларнинг чап тарафида — назарий-панжаравий
ва Уиг тарафида — назарий т^лам операциялари.
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Муаммоли масала ва топшири§^лар

1. у-2х+ 1 тугри чизикни {<х, у>е RxR/y= 2л + I} ва у < л
муносабатини {<jc, y>G RxR/y<x} шаклларда ёзиш мум-
кинлигини тушунтаринг.

2. {< 2,4 >, < 5, 6 >, < 7, 6 >, < 8, 8 >} тартибланган жуфтликлар
туплами бинар муносабати була оладими?

3. {<1, 2>, <2, 2>, <3, 4>} функциянинг аник^аниш ва
|^ийматлар со\аларини топинг.

4. {<3, 4>, <3, 5>, <4, 6>} муносабат функция була ола
дими?

5. {<Ху х^ + х+ [ >/xeR] функция булишини исботланг.
6. {<л, х>/хе Л} функция була олмаслигини исботланг.
7. Буль алгебрасининг Кантор алгебрасига изоморф эканли-

гини исботланг.

Мустакил ишлаш учун савол ва топшнри1^ар
1. Муносабатлар тушунчаси нимани ифодалайди? Бинар муносабат

деб нимага аИтамиз?
2. Эквивалентлик муносабати. Кдндай муносабатлар рефлексив,

симметрик ва транзитив муносабатлар деб аталали?
3. Функция тушунчаси. Функциялар суперпозиаияси деб нимани

тушунасиз?
4. Тартиблаш муносабатини тушунтиринг.
5. Панжара хэкида тушунчалар. Панжаранинг дистрибутивлик ва

дедекинхишк критери^ари нималардан иборат?
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1- §. Мулот^аза. Мулохазалар устида амаллар

[71 Муло:^аза. Абсолют чин (ёлрон) муло^аза. Кийматлар
сотри. Инкор, конъюнкция, дизъюнкция, эквивапенция ва
импликация мантилий амаллари. Шеффер омали.

Математик мантикнинг ушбу муло\азалар алгебраси деб
аталган б^лимида асосий текшириш объектлари булиб гаплар
хизмат килади. Математик мантик J^ap бир гапнинг
маъносига караб, унинг чин, какконий, тутри ёки ёлтон,
нотурри булиши билангина кизикади.

Масалан: 1) «Тошкент — !?збекистоннинг пойтахти», «Ой
ер атрофида айланади» деган гаплар чиндир.

2) «Ер ойдан кичик», «3 > 5» деган гапларнинг хар бири
ёлрондир.

Шуни \ам айтиш керакки, купгина гапларнинг чин ёки
ёлронлигини дар\ол anniyiam 1д1йин. Масалан, «Бугунги тун
кечагидан коронгирок», деган ran к;айси вакгда ва кайси
жойда айтилишига караб чин )^ам, ёлгон >;ам булиши мум-
кин.

I) Олдимга кел. 2) Уйда булдингми? 3) Янги йил билан.
4) Агар олдин билсам эдим. Бу гаплар чин ёки ёлгон киймат
кабул килмайди.

Шундай килиб, математик мантик: «Хар бир ran чин
ёки ёлрон булиш хоссасига эга» деб кабул 1д^ади.

1-таъриф. Фа1^ат чин ёки ёлрон /^иймат /^абул 1^ила
оладиган дарак гап мулоз^аза деб аталади.

Демак, кар бир мулоказа маълум колатда чин ёки ёлгон
Кийматга эга. Бундан кейин, чин кийматни кискача «ч»
карфи ва ёлгон кийматни «ё» карфи билан белгилаймиз.
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Мулохазаларни белгилаш учун, асосан, лотин алфави-

тининг кичик >(арфлари ишлатилади:
с, и, V, JC, Уу Z-

Маълум муло^^азалар борки, улар ^амма мумкин булган
?(олатларда (вазиятларда) чин (ёлгон) кийматни к^бул к^ла-
ди. Бундай мулохазалар абсолют чин (ejiroH) муло;;азалар
деб аталади.

Муло^^азалар алгебрасида, одатда, конкрет мул оказал ар
билангина эмас, балки ;^ар кандай исталган мулохазалар би
лам шурулланилади. By эса узгарувчи мулохаза тушуй-
часига олиб келади. Агар узгарувчи мулохазани jc деб белги-
ласак, у холда х конкрет мулохазаларнинг исталганини ифо-
далайди. Шунинг учун х икки: «ч» на «ё» к;ийматли j^rapye-
чини ифодалайди.

п та X,, Xj, Хд 5^гарувчи мулохаза берилган б^^лсин.
Буларнинг хар кайсиси чин за ёлгон кийматларни кабул
килади. Шунинг учун куйидаги кийматлар сатрини тузиш
мумкин:

ё, ё, ё,
ч» ё, ё,
ё, ч, ё.

ч. ч ч.

Демак, 5Ьгарувчилар сони п та б$^лса, у холда
+... + Q = 2" та кийматлар сатрига эга буламиз.

Ху '. 1} = А Tdi к^йматлар сатри.
^2* ^3 *2=8 та к^йматлар сатри.Математик мантикда «эмас», «ёки», «за», «агар ... булса,

у холда», «шунда за факат шундагина ..., к^чон ...» сузлари
(боглозчилар) мулохазалар орасидаги мантш^ий амаллар
дей1^ади. Бу амаллар ёрдамида элементар мулохазалардан
мураккаб мулохаза тузилади. Мулохазалар устидаги бу амал
лар математик мантикнинг элементар кисми булган мулоха
залар мантики ёки мулохазалар алгебраси деб аталувчи кис-



У- §. Мулоз;аза. My.iojfa3a.wp устида амаиар

МИДа урганилади. Хар иккала атама («муло\азалар мантики»
ва «муло\азалар алгебраси») синоним сифатида ишлатилади,
чунки улар мантик;нинг маълум кисмини икки нуктаи
назардан ифодалайди: бу мантик; (Уз предметига к5фа),
?^ам алгебра (Уз методига кУра).

Мантик^ий амаллар асосан 5 та булиб, уларнинг таъриф-
лари куйидагичадир.

1. Инкор амали. Исталган х узгарувчи муло\аза билан
бирга X куринишида белгиланган иккинчи узгарувчи муло-
)^аза \ам берилган булсин.

2-таъриф. X муло^азанинг инкори деб аталган х муло-
^аза шу билан характерланадики, х мулох;аза «н» /^ийматни
г^абул 1^илганда, х мулох1аза «ё» г^ийматни 1^а6ул f^unadu ва
аксинна.

Демак, муло^азалар мантицининг энг содда амали бу
инкор амали булиб, оддий тилдаги сифатдош «эмас» га тугри
келади. Бу амал « символи билан белгиланади. Агар х
бирор муло^аза, масалан, «бугун \аво совук» булса, у )^олда
X янги мураккаб «бугун \аво совук эмас» муло\азасидан
иборатдир. X муло\аза «х эмас» деб У кил ад и. Шунинг учун,
агар X чин мулоказа булса, у колда х ёлгон муло^аза булади
ва, аксинча, х ёлгон булса х чиндир.

Инкор амалининг таъсирини куйидаги чинлик жадвали
куринишида тасвирлаймиз:

Худди шу жадвални инкор амалининг таърифи сифатида
кабул киламиз ва бошка мантикий амаллар учун \ам шунга
Ухшаш жадваллардан фойдаланамиз. Улар чинлик жадвали
дейилади. Бу жадваллардан фойдаланиш кулай булиб, улар
математик мантикнинг кУп булимларида ишлатилади.
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2. Конъюнкция (мантиций к^гпайтма) амалн. л- ва

узгарувчи муло^азалар устида бажарилалиган конъюнкция
(лотинча conjunctio — боглайман сузидан) амалини л
кУринишда за бу амал натижасида хосил булган янги мурак-
каб муло5;азани хлу кУринишда белгилаймиз.

3- т а ъ р и ф. «Ва» богловчисига мое келувчи мантш^ий
амал конъюнкция амали дев аталади. х ва у мулоу^азаларнинг
конъюнкцияси X ва у муло^азалар чин булгандагина чин
Кийматни 1^абул ifujw6, г(олган ^(олларда эса ёлгон г^ийматни
кабул i^iLiadu,

Хлу куринишдаги муло^аза «х ва у» деб уцилади.
Куриниб турибдики, бу таъриф «ва» борловчисининг маъно-
сига тулик турри келади. Хакикатан \ам, «5 сони ток ва
туб» муло\азаси чин, чунки уни ташкил этувчи кар иккала
мулоказа: «5 сони ток» ва «5 сони туб» кам чин. «10 сони
5 га булинади ва 7 > 9» мулоказаси ёлрон, чунки мураккаб
муло\азани ташкил этувчиларидан бири, чунончи «7 > 9»
ёлрондир. Конъюнкция таърифини куйидаги чинлик жадвали
кУринишида ёзиш мумкин:

X У хлу

ч ч ч

ч ё с

ё Ч ё

ё ё ё

3. Дизъюнкция (мантиций йиганди) амали. Мулоказалар
мантикида ишлатиладиган учинчи амал «ёки» борловчисига
турри келади. Шуни таъкидлаш керакки, «ёки» борловчиси
Узбек тилида икки хил маънода ишлатилади. Биринчи колда
рад этувчи «ёки», иккинчи колда рад этмайдиган «ёки»
-маъносида ишлатилади. Бунинг фарки куйидагилардан
иборат. Агар х ва у мулоказаларнинг иккаласи \ам ёлрон
булса, у колда «х ёки у» мулоказаси шубкасиз ёлрон булади.
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Агар X ЧИН ва у ёлгон (ёки х ёлгон ва у чин) булса, у ?;олда
«JC ёки у» ни чин деб i^apam керак, бу эса Узбек тилидаги
«ёки» сузининг маъносига тугри келади. Аммо ;^ар иккала
X ва у муло\азалар чин булганда «х ёки у» мулохаза чин
булади. Бу вактда «х ёки у» муло)^азага кандай к^раш керак?

Масалан, «Бугун якшанба ёки мен кинога бораман»
муло\азани олайлик. Агар бугун якшанба ва мен кинога
борсам, у ?^олда бу мулоказа чин ёки ёлгонми? Узбек тилида
«ёки» богловчиси бир маънода, баъзан эса бошк^ маънода
ишлатилади. Агар юкоридаги муло^^азани чин деб карасак,
у щпда «ёки» ни рад этмайдиган маънода, иккинчи \олда
«ёки» ни рад этувчи маънода ишлатиляпти деймиз.

4-таъриф. Рад этмайдиган маънода ишлатиладиган
^ёки» манти/^ий амали дизъюнкция (лотинча disjunctio — фарк
/^иламан сузидан) дейилади. Иккита хва у муло^азанинг дизъ-
юнкцияси «xvy» каби ёзилади ва «х ёки у» деб щилади.

Икки X ва у муло^азанинг дизъюнкиияси xvy мураккаб
муло?^аза булиб, у факсах х ва у ёлгон булгандагина ёлгон
киймат кабул килиб, колган колларда чин кийматни кабул
килади.

Дизъюнкция амалини куйидаги чинлик жадвали оркали
кам ифолалаш мумкин;

X У xvy

ч ч ч

ч ё ч

ё ч ч

ё ё ё

4. Импликация амали. Куйидаги мураккаб мулоказалар-
ни курайлик:

1) «Агар 2-5=10 булса, у холда 6 • 7=42 бУлади»; 2) «Агар
30 сони 5 га булинса, у хо-ада 5 жуфтдир»; 3) «Агар 3 = 5
булса, у холда 15 = 17»; 4) «Агар 4 - 3 = 13 булса, у холда
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9 + 3=12». Бу муло?;азаларнинг хаммаси \ам 2 та элементар
муло^азадан «агар ... булса, у ?(олда ...» богловчиси ёрдамида
тузилган. Бу борловчи муло>(азалар мантикининг имплика
ция (лотинча implicatio — зич борлайман сузидан) амалига
т?рри келади. Импликация амалини к5финишида белги-
лаймиз.

5- т а ъ р и ф. Икки х ва у мулохазанинг импликаццяси деб
шундай мулохазага айтиладики, у фа/^ат х чин ва у ёлгон
булгандагина ёлрон булиб, г^олган хамма холларда чиндир.

«дг-»у» муло?(азаси «агар х б^лса, у ;^олда у» деб Укилади.
Импликация таърифини куйидаги чинлик жадвали кури-
иишида ёзиш мумкин:

X У х-»у

ч ч ч

ч ё ё

ё ч ч

ё ё ч

Чинлик жадвалидан куринадики, юкоридаги муло^аза-
ларнинг иккинчиси ёлгон булиб, колганлари чиндир. «х-^у»
и.мпликацияда х муло.\аза асос (шорт, гипотеза, далил),
У муло^^аза эса бу асоснинг ог^ибати деб аталади. Имплика
ция чинлик жадвалининг охирги иккита сатри шуни курса-
тадики, ёлрон асосдан чин хулоса хам, ёлрон хулоса хам
келиб чикар экан, бошкача килиб айтганда «ёлгондан хар
бир нарсани кутиш мумкин».

Импликация мулох^алар мантихининг мухим амалла-
ридан бири хисобланади. Сузлашув тилида «агар х булса, у
холла у» нинг хар хил синонимлари бор: «х бУлса, у бУлади»,
«агар X булса, у вахтда у булади», «х дан у хосил бУлади»,
«х дан у келиб чикдпи», «у, агар х булса», «х у учун етарли
шарт» ва хоказо.
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5. Эквивалентлик (тенг кучлилик) амали. К^пчилик

мураккаб муло\азалар элементар муло\азалардан «зарур ва
кифоя», «факат ва факдт», «шунда ва факат шундагина, ка-
чонки», «... бажарилиши етарли ва зарурдир» каби боглов-
чилари ёрдамида тузилади. Муло^азалар мантикининг бун-
дай борловчиларга мое келадиган амали эквивалентлик дейи-
лади ва каби белгиланади. х<г^у мураккаб муло\аза
«X эквивалент у» деб укилади.

6- т а ъ р и ф. Мураккаб мулох;аза х<г^у чин булади, агар х
ва у лар чин ёки х ва у лар ёлгон булса, боии^а лолларда у
ёлгондир. Бош1^ача 1^шшб айтганда, х ва у мулох;азалар фа/^ат
ва факат бир хил /^иймат /^абул и^илгандагииа х^у чин булади.

Бу таърифни куйидаги чинлик жадвали билан ифодалаш
мумкин:

X У х<->у

ч ч ч

ч ё ё

ё ч ё

ё ё ч

х<г^у эквивалентликка «х булса (бажарилса), у булади
(бажарилади) ва у булса, х булади» ёки «х дан у келиб чик;ади
ва у дан х келиб чицади» деган муло^аза мое келади, яъни
х^у эквивалентликка математикада зарурий ва етарли шарт
хакида айтилган теоремалар мое келади. Демак,

х<->у = (х-^у)л(у->х) (О
булади. (1) га биноан, х<->у эквивалентликни икки томонли
импликация деб аташ мумкин.

6. Шеффер амали (штрихи). Ни\оят, яна бир мантику1й
амални келтирамиз. У Шеффер амали ёки Шеффер штрихи
дейилади ва у «|» каби белгиланади. «х|у» мураккаб муло\аза
«X Шеффер штрихи у» деб укилади. Бу амал куйидагича
таърифланади.
4 - Х-ТУраев
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^  3) I ва 2- бандларда курсатилган ифодалардан таищари
ооища ^еч 1\андай ифода формула була олмайди.

-Vp Л',, узгарувчилар элементар формулалар деб
аталади.

Кейинчалик формулами лозим булгандагинау^х,, х,, х,)
функция шаклида белгилашдан фойдаланамиз.

Хар кандай формула учуй чинлик жадвали тузиш мум-
кин. Бунинг учуй асосий чинлик жадвалларидан кетма-кет
фойлаланиш керак. Масалан, (хл>^)->(х v ) формуланинг
минлик жадвали куйидагича булади:

X У X хлу X vy XV у (хлу)->
-^(xvy)

ч ч ё ч ч ё ё

ч ё ё ё ё ч ч

ё ч ч ё ч ё ч

ё ё ч ё ч ё ч

Шундай 1^илиб, \ар ^андай формулага (ч, ё} тупламнинг
бир элементи мое килиб куйилади.

3-таъриф. А ва В формулалар берилган булсин. (I) эле
ментар мулт^ттариинг у(ар бир 1^ийматлари сатри учуй А ва
В формулаларнинг мое /^ийматлари бир хил булса, А ва В
формулалар тенг купли формулалар деб аталади ва бу А - В
тарзда белгиланади. (1) /^аторнинг камида битта 1^ийматлар
сатри учуй А ва В формулаларнинг мое 1^ийматлари бир хил
булмаеа^ у ̂ ^олда А ва В формулалар тенг кучлимас формулалар
деб аталади ва А^ В куринишда белгиланади.

А ва В формулаларнинг тенг кучли булиш-булмаслиги
улар учун тузилган чинлик жадваллари ёрдамида аник;ла-
нали.

Мисоллар. 1. X\/у=А^В=х—>>>формулалар берил
ган булсин.



2- §. Формулсигар. Тенг куч.и1 формулсишр 53

X У X X vy х~»у

ч ч ё ч ч

ч ё ё ё ё

ё ч ч ч ч

ё ё ч ч ч

Жадвалдан куриниб турибдики, туртала кийматлар сатри
учун А ва ^формулаларнинг мое кийматлари бир хил. Демак,
таърифга асосан Л - В.

2. xvx = .Y тенглик исбот этилсин. y4 = .vv.Y, S=x.

X XVX

ч ч

ё ё

Демак, жадвалга асосан А - В.
3. /l = (YVY)Ay, В = у.

X У X XV X (xvx )ау
ч ч ё ч ч

ч ё ё ч ё

ё ч ч ч ч

ё ё ч ч ё

Демак, (XV х)лу = у.
Худди шу каби цуйидаги тенг кучлиликларни исботлаш

мумкин.

4.xvx=yvy. 5.xv(xAy)=x.
6. (xvx (хах )vj;. 7. xvCVA^) = (xvy)A(xv^).
Эквивалентлик билан тенг кучлилик орасидаги фаркни

тушуниш учун уларни алгебраик тенглама ва айният билан
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солиштирамиз. Тенглама (масалан, 1х+v= 10) \арфларнинг
айрим 1д1йматлари (масалан, х = 4, >^= 2) учуй бажарилиб,
бошка кийматлар (масалан, дс= I, у = 2) учуй бажарилмайди.
Шунга ухшаш, эквивалентлик А ^деб, шундай (масалан,
л-,^(х,лХз)) муло\азага айтиладики, унга л:,, jc^ \арф-
ларинйнг урнига бир хил конкрет муло\азала'р к;уйилганда
у чин киймат кабул килиб, бошкд конкрет кийматлар куйил-
ганда ёлрон кийматни к;абул килади. Айният деб, шундай
тенгликка (масалан, а- - ^ {а - Ь)(а + Ь)) айтиладики, у
узида катнашадиган барча карфлар учун бажарилади. Шунга
Ухшаш, А^ В муло\азада катнашадиган барча х,, х,, х^
харфларининг Урнига ихтиёрий конкрет муло\азалар"к^уйил-
ганда у чин киймат кабул килса, бундай муло\аза тенг
кучлилик дей ил ал и.

Алгебрада айний ифодаларни бир-бири билан алмаш-
тириш мумкин булганидек, мантик алгебрасида тенг кучли
муло\азаларни (формулаларни) хам бир-бири билан алмаш-
тириш мумкин. Бу эса мураккаб формулаларни (мулоказа-
ларни) соддалаштириш имконини беради.

Виз тенглама ва айният билан эквивалентлик ва тенг
кучлилик орасидаги ухшашликни келтирдик. Энди эса улар
орасидаги фаркни курсатамиз. Маълумки, алгебрада \сч
кандай алмаштириш ёрдамида тенгликни амаллар (кушиш,
айириш, даражага кутариш, булиш ва хоказо) билан алмаш-
тириб булмайди. Мантик алгебрасида эса эквивалецтликни
импликация (->) ёки конъюнкция (л), дизъюнкция (v) ва
инкор (-) амаллари орк^и ифодалаш мумкинлигини биз юко-
рида курсатган эдик (1- § даги (1) формулага каранг). (1) фор-
муланинг туррилигини чинлик жадвали оркали кУрсатамиз:

X У х->у у^х х^у (х->у)л(у^х)

ч ч ч ч ч ч

ё ч ч ё ё ё

ч ё ё ч ё ё

ё ё ч ч ч ч
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Жадвалдан куринадики, охирги икки устуннинг чинлик
киймати устма-уст тушади. Шу билан (1) формула исботланди.

Оддий алгебрада тенглик белгиси «=» куйидаги аксио-
маларни каноатлантиради: I) ихтиёрий а сон учуй а = а
(рефлексивлик); 2) агар а = Ь булса, у х,олда Ь = а (симмет-
риклик); 3) агар а = Ь, b = с булса, у \олда а = с (транзи-
тивлик) булади.

Шунга Ухшаш, муло)^азалар алгебрасида, эквивалентлик
таърифидан осонлик билан куриш мумкинки, у рефлексив,
симметрик ва транзитив, яъни:

1) ихтиёрий X муло\аза учун х s х;
2) ихтиёрий икки х ва у муло\азалар учун, агар х = у

булса, у \олда у = х;
3) ихтиёрий X, у, Z учта муло\азалар учун х = у ва у^ z

булса, у ^олда х = г.

Машцлар

1. К^уйидаги формулаларнинг чинлик жадвалларини тузинг:
1) (х v^)A(y-^(w-»x)); 2) х,-^(х2-^(...->х^)...);
3)x,vx2v...vx^-^;;,A>;,A...Ay^.

2. Тенг кучлиликларни исботланг:
I) x<-»ys х<-»37; 1) ху^ X у^ ху =х-^у\
3) х-^ у = у^ X; 4) х-^(у-»^) S хлд^-^ z\
5) Xs(xaj/a^)v(xa;'a Z)v(xaJ; ac)v(xa3; А Z).

3. Формулаларни соддалаштиринг:
1) (х-^х)->х; 2) х-»(х-»>');
3) X у V (х-> у) • х; 4) (x<->>')a(xv>/).

3- §. Айнан чин, айнан ёлгон ва бажарилувчи
формулалар

[7[ Айнан чин. Айнан ёлгон. Тавтология. Бажарилувчи
формула. Manmui^ 1^онунлари. Ечилиш муаммоси.
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I- таъ р И ф. Элементар мулохазаларнинг хомлш /^иймат-
лар сатрларида фаи^ат чин /^ийматни /\абул t^iLiyenu формула
айнан чин (доимо чин) формула ёки тавтология деб аталади
ва J бштн белгсианади.

А формуланинг тавтология эканлиги ёки эмаслиги кий-
матлар жадвалини тузиш оркали аник;ланади.

М исоллар.
I. У=л'л(х->у)->у формула тавтологиядир. Х^кикатан:

X У х-^у дгл(х->у) хл (х—^у) —>у

ч ч ч ч ч

ч ё ё ё ч

ё ч ч ё ч

ё ё ч ё ч

2. J={x vy)->(jc-»>') формула \ам тавтологиядир:

JC У X X vy х->у {xs/y)-^{x^y)

ч ч ё ч ч ч

ч ё ё ё ё ч

ё ч ч ч ч ч

ё ё ч ч ч ч

2- т а ъ р и ф. Элементар мулохазаларнинг хомма к^иймат-
лар сатрларида фа/^ат ёлгон /^ийматни г^абул /^илувчи форму-
лалар айнан ёлгон (доЁШо ёлгон) ёки бажарилмайдиган форму-
лалар deuujiadu ва J билан белгиланади.

Масалан, J = (х v у) л (х у) айнан ёлгон формуладир:
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X У X X vy х-^у х-^у (х V у) л (х -4 у)

ч ч ё ч ч ё с

ч ё ё ё ё ч ё

ё ч ч ч ч ё ё

ё ё ч ч ч ё ё

Маълумки, айнан чин формуланинг инкори айнан ёлрон
формула булади ва аксинча. Айнан чин иа айнан ёлрон
формулалар унга кирадиган узгарувчиларга борлик, б\11май.
факат битта кий мат кабул килади.

3-таъриф. Агар (А^В) тавтология бузса, у .sojda
А ва В мантиций эквивалент деб аталади. Агар (А-^В)
тавтология булса, у ̂ олда В формула А нинг мантт^ий хула-
саси деб аталади.

Энди Э.Мендельсоннинг [39] китобида баён этилган
тавтологияларга оид айрим теоремаларни келтирамиз.

1-теорема. Агар А ва А-^В айнан чин формулалар
(тавтологиялар) булса, у з^олда В формула :^ам тавтология
булади.

И с б о т. >4 ва А-^В тавтологиялар б5^лсин. /I ва 5 форму-
лаларнинг таркибига кирувчи узгарувчиларнинг бирор
КИЙматлар сатрида Я формула ёлрон киймат кабул килсин.
А формула тавтология б^^лганлиги учун ^Узгарувчиларнинг
уша КИЙматлар сатрида А чин киймат кабул килади. У колда
(А-^В) формула ёлрон киймат кабул килади. Бу натижа
{А-^В) нинг тавтология деган фаразимизга карама-карши-
дир. Демак, В тавтологиядир.

2-теорема. Агар х,, jCj, узгарувчиларга боглик бул-
ган А формула тавтология ва В формула А формуладан
X,, Xj, х^узгарувчилар урнига мое равишда А^, А^, >4,,
формулаларни i^yuuut натижасида }^осил /^илинган булса,
у хрлда В формула тавтология булади, яъни тавтологияда
урнига куйиш яна тавтологияни келтириб чикаради.
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И С бот. А тавтология булсин на В формула таркибига
кирувчи узгарувчи муло^азаларнинг ихтиёрий кийматлар
сатри берилган булсин. У \олда ..., А^ формулалар
У,, у, у„ (5^ар бир X. ч ёки ё киймат кабул килади)
кийматлар кабул килади. Агар х,, ..., х^ га мое равишда
Ур Уг^ -V. У„ кийматларни берсак, у колда А нинг натижавий
Киймати iff нинг чинлик кийматига мое келади. А тавтология
булганлиги учун В формула таркибига кирган Узгарувчи-
ларнинг берилган ихтиёрий кийматлар сатрида ч киймат
кабул килади. Шундай килиб, В доимо ч киймат кабул ки
лади ва у тавтология бУлади.

3-теорема. Агар >4, формула таркибига бир ёки куп
марта кирган А формула урнига В формулами г^уйиш натижа-
сида ff, формула ^(осил /^илинса, у }(олда в,))
тавтология булади. Демак, А ва В лар манти/(ий эквивалент
булса, у х^олда /4, ва ff, х^м мантик^ий эквивалент булади.

И с б о т. Агар А ъв. В формулалар Узгарувчиларнинг
ихтиёрий кийматлар сатрида карама-кэрши чинлик киймат-
ларига эта булса, у ^олда (Ai->B) нинг чинлик киймати ё
булади ва натижада ((A<->B)->(A,<^B^)) формула ч киймат
кабул килади. Агар А ва В лар Узгарувчиларнинг ихтиёрий
кийматлар сатрида бир хил чинлик киймати кабул килса,
у \олда v4, ва -ff, формулалар кам бир хил чинлик киймати
кабул килади, чунки теореманинг шартига асосан B^ формула
>4, формуладан А нинг Урнига В ни к?йиш натижасида косил
Килинган. Демак, бу колда (А^В) кам, (y4,<-^iff,) кам ч
киймат кабул килади. Шунинг учун ((A<->B)->(A,<-^B^))
формула кам ч киймат кабул килади. Демак, ((A<-^B)U
->(>4,<->ff,)) формула тавтология булади.

4-таъриф. Элементар мулоо;азаларнинг камида битта
кийматлар сатрида чин киймат кабул килувчи ва айнан чин
Щлмаган формула бажарилувчи ^рмула деб аталади.

Масалан, (х л у) «-»(х л у); [(х у) л (х v у)] z; xvy;
x—>y<r>z формулалар бажарилувчи формулалар кисобланади.
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Айнан ЧИН формулалар катта а?^амиятга эга булиб, улар

мантик конуиларини ифодалайди. Шу муносабат билан
куйидаги масала тугилади: шундай методни топиш керакки,
у чекли микдордаги амаллар ёрдамида мантикалгебрасининг
ихтиёрий муайян формуласини айнан чин ёки айнан чин
эмаслигини аник^асин. Бундай метод ечилувчи метод, ёки
алгоритм, ёки ечилувчи процедура дейилади. Куйилган масала-
нинг ^зи эса «ечилиш муаммоси» дейилади. By муаммо фацат
муло\азалар алгебраси учунгина эмас, балки бошка манти-
Кий системалар учун к^^йилади. У муло^азалар алгебраси
учун ижобий \ал этилади. Бу ерда ечилувчи процедура сифа-
тила чинлик жадвалини олишимиз мумкин, чунки бундай
жадвал \ар бир муайян формула учун куйилган саволга жавоб
беради. Агар берилган формулага мое келадиган жадвалнинг
охирги устунида факат «чин» б5?лса, у \олда бу формула айнан
«чин», агар охирги устунда булмаганда битта «ёлгон»
б$?лса, у \олда формула айнан чин эмас булади. Табиийки,
амалда бу усулни \ар доим \ам кУллаб брлавермайди (чунки
формулада п та Узгарувчи катнашса, бундай жадвал 2" та
сатрга эга булади). Лекин \ар доим чекли мицдордаги
амаллар бажариб, принцип жи\атдан кд^илган саволга жавоб
бериш мумкин. Кейинги парафафларда бошка бир ечилувчи
процедурани келтирамиз, у берилган формулани нормал
шаклга келтиришга асосланган. Нормал шакллар математик
мантикнинг бошка масалаларида кам ишлатилади.

й  Маш/^ар
1. Куйидагиларнинг кайси бирлари айнан чин ва айнан

ёлгон формула эканлигини аникданг:

I) (д: V у jf л у ; 2) (х -> у) -> (у х);

Р\ iPi ^ Р\)\ 4) р —> (р, —» pi)\
5) 6) ((p-*q)A(,q-*r))-*(p-*i)-

2. Айнан чин ёки айнан ёлгон формула эканлипти исботланг:
I) (х -> у) л (х -»Я ; 2) X л (х -> у) л (х -> у);
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3) х^х-^улу\

8) (хл>'— >(х—>(у—>^)).

4- §. Асосий тенг кучлиликлар

[7[ Асосий тенг кучлиликлар. v, л, - амаллар 1<;атнашган
муло,\азалар. Колшутативлик, ассоциативлик ва дистри-
бутивлик конунлари. Иделтотентлик ва ютиш и;онунлари.

Бу параграфда кенг кулланиладиган тенг кучлиликлар
каралади. Аввало, оддий алгебрада маълум б^лган айният-
ларга ухшашларини келтирамиз. Маълумки, 1^шиш ва
к^пайтириш амали куйидаги конуниятларга б^йсунади:

1) х + у = у + х (кушишнинг коммутативлик крнуни);
2) {x+y)+z=x+{y+z) (кУшишиингассоциатиачик крнуни);
3) ху = ух (купайтиришнинг коммутативлик конуни);
4) {xy)z-x{yz) (купайтиришнинг ассоциативлик конуни);
5) х{у+ z)=xy+xz (купайтиришнинг йигиндига нисбатан

дистрибутивлик конуни).
Мантик алгебрасида шу айниятларга Ухшаш куйидаги

тенг кучлиликлар Уринлидир:

хлу=улх, (3)
(хлу) лz=xл {у л Z), (4)

xvysyvjc, (5)
(xvy)v^ = .xv(yv^) (6)

Хл (;'V z) = (хлу) V (хл г). ( 7 )
XV (у л Z) = (Х vy) л (х V г). (8)

Бу тенг кучлиликларни текшириш учун чинлик жадва-
лидан фойдаланса булади. Бу ерда биз (8) ни текширадиган
жадвални келтириш билан кифояланамиз:



4'§. Асосий тенг куч-шлисюр iia
X У Z y^z х\/у .wO'Az) {xvy) JrvO;лг)s

5 (.w>')a(xv^
ё ё ё ё ё ё ё ё ч

ё ё . ч ё ё ч ё ё ч

ё ч ё ё ч ё ё ё ч

ё ч ч ч ч ч ч ч ч

ч ё ё ё ч ч ч ч ч

ч ё ч ё ч ч ч ч ч

ч ч ё ё ч ч ч ч ч

ч ч ч ч ч ч ч ч ч

Дизъюнкция (v) амали коммутативлик ва ассоциативлик
хоссаларига эгадир. (7)—(8) тенг кучлиликлар эса л ва v
амалларининг бир-бирига нисбатан дистрибутивлик хоссасига
эга эканлигини курсатади. Шуни \ам таъкидлаш керакки,
оддий алгебрада (8) тенг кучлиликка Jxuiam айният Й5к
(чунки х+д'г=(х+з')(х + г) айният эмас). Юкоридаги ухшаш-
лик асосида х\^у ни мантилий йигинди, хлу ни эса мантш^ий
купайтма деб олишимиз мумкин. Бу ^хшашликни кучай-
тириш учун, алгебраик к^пайтмада нукта (•) ёзилмаганидек
(масалан, х у = ху), мантикий к^пайтириш белгиси (л) ни
ёзмаймиз, яъни хлу нинг урнига ни ёзамиз. Бундан кейин
мантикий ифодаларни соддалаштириш, уларда к,авсларни
камайтириш мак^садида куйидагича шартлашамиз:

1) бирор мантилий ифода инкор ишораси остида булса,
уни кдвссиз ёзамиз, яъни (jc v 3;) л ^ нинг 5^рнига х\/ у л1
ни ёки х\/ yz ни ёзамиз;

2) конъюнкция белгиси дизъюнкция, импликация ва
эквивалентлик белгиларига нисбатан муста\камрок боглайди
деб \исоблаймиз, яъни {xy)vz урнига xyvz. х->0'г) ?рнига
x-^yz. (xy)i-^{zu) Урнига xy<r^zu ёзамиз;
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3) ДИЗЪЮНКЦИЯ белгиси импликация ва эквивалентлик
белгиларига иисбатан муста^камрок; борлайди деб )^исоблай-
миз, яъни (xvy) 5^рнига x\^y-^z ва Урнига
ёзамиз;

4) импликация белгиси эквивалентлик белгисига иис
батан муста^камрок; боглайди деб \исоблаймиз, яъни
(^— урнига x—^yir^z ёзамиз. Бу келишувлар мантик;ий
ифодаларни ёзишни соддалаштиради, масалан,

(((л- i^y)^{xA z)) <r^ {((хлу) V (jc л у)) V (JC z)))
Урнига

(дс у) —> ^ дсу V ху V (х —»
ни ёзамиз.

Юкоридаги 1-§, (1) тенг кучлилик ёрдамида ^ белги-
сини вал белгилари оркдли ифодалашимиз мумкин. Энди
х^у импликаиияни кУрайлик. Факатгина х чин ва у ёлгон
булгандагина xvy муло>;аза ёлрон, бундан эса факатгина
X чин (яъни X ёлгон) ва у ёлгон булгандагина xvy муло^^аза
ёлгон булиши келиб чикади. Шундай килиб, яна бир тенг
кучлиликка эга буламиз:

x-^ysxvy. (9)
Демак. V, А, - белгиларни уз ичига олган ихтиёрий

мураккаб муло^азани унга тенг кучли булган шундай муло-
\аза билан алмаштириш мумкинки, натижада фа^ат v, л, -
белгилар катнашган муло^азаларга эга буламиз. Бундай
алмаштириш мантик алгебрасининг электротехникадаги тат-
бик;и учун катта а\амиятга эга, чунки у ерда ишлатиладиган
ифодаларда фак;ат учта v, л, - белги катнашади. Энди v
белгини л ва - белгилар оркдли ифодалаймиз. Буни икки
карра инкорни учириш конуни деб аталувчи х = х тенг
кучлиликдан ва де Морган крнунлари деб аталувчи \амда
чинлик жадвали ёрдамида осонгина текшириладиган

xvysxAy, (10)



4-§. Асосий теме кучлиликлар HD
Xa>'sxv7 (II)

тенг кучлиликлар ёрдамида бажариш мумкин.
Хацикатан \ам,

X V у =-зс vy = jc лу (12)
ва шунга Ухшаш

JC л у S х vy (13)
эканлиги келиб чик;ади.

Шундай килиб, мантик алгебрасининг ихтиёрий ифода-
сини унга тенг кучли булган шундай ифода билан алмаш-
тириш мумкинки, охирги ифодада фа^ат л ва - ёки v ва -
белгилар катнашади. Шунга ухшаш, барча мантилий амал-
ларни -» ва ~ амаллари билан алмаштириш мумкин.

Шуни \ам айтиш керакки, барча амалларни фацатгина
Шеффер штрихи билан алмаштириш \ам мумкин:

xsxjx, JC л у = (х|у)|(х|у) , хлугх|у, X V у s х|у ,
X -> у = х|у .

Бу тенг кучлиликларни, Шеффер амали таърифидан
фойдаланиб, чинлик жадвали ёрдамида осонгина курсатиш
мумкин.

Энди мисол сифатида (х->у)(у->х)->(.х <-> у) ифодани
шундай алмаштирамизки, натижада фак;|ат л, v ва - белгилари
Катнашсин. Бунинг учуй аввало (9), (2) ва (3) тенг кучли-
ликлардан фойдаланамиз:

(х->у)(у->х)->(х <^у )s(x->y) (y-^x)-^(x -^у) (у ->х) S
= (х vy)(y vx) -> (х vy)(y V х) S (х vy)(y V х) V (х vy) • (у vx).

Коммутативлик ва дистрибутивлик конунларидан фойда-
ланиб, бу ифодани куйидаги к^финишда ёзишимиз мумкин:
(х-^у) (у-»х)->(х<-^y)s(x yvy xvx y vx yvxyvxy.

Энди шундай савол тугилади: агар 5^амма манти1^ий амал
ларни иккита (-, л) ёки \атто битта х = х га келтиришнинг
>;ожати борми? Сабаб шундаки, факат иккита ёки битта белги
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оркали алмаштирганда мантикий ифодалар жуда чузилиб
кетади ва уни куздан кечириш к;ийинлашади.

Иккинчи томондан, мантикий хулосаларнинг конуният-
ларини баён этаётганда, юкорида киритилган л, v,
амаллари катта акамиятга эга. Бу хусусан амалига хосдир.
Яна бир нечта муким тенг кучлиликларни келтирамиз:

х • X S ч (карама-каршилик конуни), (14)
X V X S ё (учинчиси истисно конуни), (15)

X XS X, XVXSX (идемпотентлик конуни), (16)
X (xvy) S X, XVX-у S X (ютиш конунлари) (17)

xvё=x, xv4 = 4, X4SX, х-ё^ё. (18)
Бу тенг кучлиликлар ихтиёрий мантикий ифодаларни

керакли куринишга келтиришга имкон беради.

Машцлар

1. Тенг кучлиликни исботланг: х у s х л у .

2. Формулани соддалаштиринг: >4s(xvy->3cvy)Ay.
3. Берилган формуланинг айнан чинлигини исботланг:

/I S X (у х).

5- §. Тенг кучли формулаларга дойр теоремалар

[7[ Теоремалар. Зарурий ва етарли шартлар.

1-теорема. А ва В формулалар тенг кучли булишиучуй
А ва В формулалар тенг кучли булиши зарур ва етарли.

Исбот. А = В булсин. У вактда \амма \олатларда
формулалар бир хил кийматга эга бУлади. У колда J ва 5
формулалар хам чинлик жадвалининг кар бир сатрида бир
хил кийматларга эга булади. Демак, А - В .

Худди шунга ухшаш, А = В дан А = В келиб чикэди.



5- §. Тенг кучаи формуладарга дойр теоремалар Д 'бУ [
2-теорема. Л ва Вформулалар тенг купли булишиучун

Л<г^В формула айнан чин (тавтология) булиши зарур ва етарли.
Исбот. А = Вбз^лсин. Бу эквивалентликтаъ-

рифига асосан, А^В нинг \амма сатрларидаги 1;ийматлари
«ч» дан иборат, демак, у4ч^5тавтологияни ифодалайди.

2. i4<->^тaвтoлoraя булсин. У >^олда А^В >^ар бир сатрда
«ч» 1^йматга эга булади. Бундан эса Abdi В нинг \ар бир
сатрдаги кийматлари бир хил, яъни А- В келиб читали.

Мисоллар. 1. xvyi->XAy — айнан чин.

2. X лу XV у — айнан чин.
3-теорема. А^В айнан чин булиши учун А В айнан

чин булиши зарур ва етарли.
Исбот. а) А<^В ^р^ла айнан чин булсин. У вакгда

2- теоремага асосан А = В . Демак, 2- теоремага асосан
А ^ В формуланинг айнан чинлиги келиб чик|ади.

б) А В айнан чин булсин. Бундан А = В кёлиб чи-
КЭДИ ва уз навбатнца А = В. Демак, А'^В формула айнан
чин булади.

4-теорема. Р формуланинг исталган А щисми урнига
шу А билан тенг купли В формулани 1^уйишдан j(ocua булган
янги Q формула Р билан тенг кучлидир.

Мисол. Р = XVу Z берилган булсин. xvу -х лу
булгани учун Р = Q =^х лу z - х лу v z = xvу v z.

ев Муаммоли масала ва топширш^лар
1. Куйадаги мулохазаларнинг чин ёки ёлгон эканлигини

ани1;ланг:

l)2e{x|2x3-3jc^+l=0, xg/?}; 2) {1}еЛГ.
2. Куйцдаги импликацияларнинг кайси бири чин булади:

1) агар 2-2 = 4 булса, у \одда 2 < 3;
2) агар 2-2 = 4 булса, у \одда 2 > 3.

5 - Х-ТУраев
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Куйцдаги тенг кучлиликларни исботланп
l)jcvjc = yvy; 1) xw{xАу) = х\
3) 4) jcvCvaO = (*v>')a(jcv^).
Куйидаги формулаларнинг чинлик жадваллари тузилсин:
1) х; V *2; 2) (х V у) (х А у V X 50;
3) (х, aX2)vx3; 4)xAy->(yvx->^;
5) (х, -> Xj)-> (*| VX2 ЛХз).

5. Тенг кучлиликларни исбот килинг.
1) {xvy)A(xv50s*;
2) xv(xAy) = xvy;
3) (х V у) А (г V /) s хг V уг V X/ V у/;
4) xyv^ s(xvz)(y ve)(x v/)(y V/);
5) X, AXj A...AX, -^y sXj -^(X2 ^(...-►(x„ ->y)...)).

6. Куйидаги формулаларни содщалаштиринг:
1) {x у) а(у z) (Z ^ x);
2) (x V у -» (г -» у V у V х)) А (х V X -> (х -► х)) у;
3) (XAXAX->yAy->>Z)vXv(yAZ)v(yA^);
4) (XA(yV2->yVZ))v(yAXA50vXv(yA X А Х) .

7. Куйидагиларнинг кайси бирлари айнан чин ва айнан
ёлгон формула эканлигини аникданг:
1) (х -> г) ((у ^ г) -> (х V у -► г));
2) (а л) «А V /*) -> (а V у));
3) (А (А -» А) -»((А -» А) ^(а А»;
4) (А Рг) ^ ((А лу) (а л р)).

8. Айнан чин ёки айнан ёлгон формула эканлигини исбот
ланп

1) X А у X; 2) X (х V у);
3) (х -> у) ^ (у 4) (у ^ (х ^ у).

9. F — айнан ёлгон формула булсин. хлу-^ршх-^у
эканлигини исбот килинг.



б- §. Формулааарнинг нормал шаклаари 03
10. Хамма асосий манти1д1й амалларни:

1) дизъюнкция, конъюнкция ва инкор;
2) конъюнкция ва инкор;
3) дизъюнкция ва инкор;
4) импликация ва инкор амаллари оркали ифодаланг.

11. Айнан чин ёки айнан ёлрон формула эканлигини исбот-
ланг:

1) (х, л... л xj л (х, V ... V х„ у) л у ;
2) X, (Xj -> ... ^ (х„_, (х„ у V у))...);

3) fхлх^у^ -*Уг-> -^У,-х -»(глг).

Мустацил шплаш учун савол ва тошпирн^ар

1. Мулокш. Муло}(эзалар устида цандай мантикий амаллар бажа-
рилади?

2. Формулалар. Тенг кучли формулаларни келтиринг.
3. Айнан чин, айнан ёлгон ва б^арилувчи формулаларнинг таъриф-

ларини келтиринг.
4. Асосий тенг кучлиликпарни исботланг.
5. Тенг кучли формулаларга дойр теоремаларни исботланг.

б- §• Формулаларнинг нормал шакллари

|7[ Элементар конъюнкция (дизъюнкция). КНШ. ДНШ. Теоре-
малар. Формуланинг доимо чин булишининг етарли ва
зарурий шарти.

Тенг кучли алмаштиришлар бажариб, мулоказалар алгеб-
расининг формулаларини хар хил кУринишларда ёзиш
мумкин. Масалан, А ВС фopмyлaниv4viffCёки (y4v^(>4vC).
к^инишларда ёза оламиз.

Мантикалгебрасининг контакт ва реле-контакгли схема-
лар, дискрет техникадаги татби^дарида ва математик май-
ти^нинг бошхд масалаларнда формулаларнинг нормал шакл
лари катта ахамиятга эга. 1^идаги белгилашни киритамиз:
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-fe агар а = ч булса,
агар а = ё булса.

о" = ч эканлиги аник.

1-таъриф. Ушбу

(1)
куринишдаги формула элементар конъюнкция деб аталади,
бу ерда о = {Oj, Oj, а^} ихтиёрий г^ийматлар сатри ва х. уЬга-
рувчилар орасида бир хиллари булиши мумкин.

2-таъриф. Ушбу

(1)

куринишдаги формула элементар дизъюнкция деб аталади,
бу ерда jfaM о = {а,, о^, а^} ихтиёрий цийматлар сатри ва х^
узгарувнилар орасида бир хиллари булиши мумкин.

3-таъриф. Элементар дизъюнкцияларнинг коньюнк-
цияси формуланинг конъюнктив нормал шакли (КНШ) ва
элементар конъюнкцияларнинг дизьюнкцияси формуланинг
дизьюнктив нормал ишкли (ДНШ) деб аталади.

КНШ га (х V д') л (Зс V л (х V у V г) формула ва ДНШ га
ху V хг V j^z формула мисол була олади.

1-теорема. Элементармуло^^азаларнингj^apбирРфор-
муласига тенг купли конъюнктив нормал шаклдаги Q формула
мавэкуд.

Бу теоремами исботлашда ушбу тенг кучлиликлардан
фойдаланамиз:

1)АаВ = А\/В] 2)А\/В = АлВ;
3) А-> В = А^/ В; 4) ^ А аВ\ (3)
5) A^B = (A\/B)a(AwB)\ б) А'^^ В-(АаВ)\/(А аВ) .
И с бот. /'формула нормал конъюнктов шаклда бул-

маса, куйицаги доллар булиши мумкин:



6- §. Формулаларнинг нормал шакалари га
а) Рдаги элементар муло^азалар л ва v амаллари билан-

гина бирлаштирилган б^^лса \ам, лекин л сунгги амални
ифодаламайди. Бу ходда А^(В/\С) = (А\/В)г^(А^В) дистри-
бутивлик конунидан фойдаланиб, амали л дан иборат
тенг кучли формулага келтирамиз;

б) Р формула V, л, мантилий амаллар воситасида
тузилган бирор формулани ифодаласин. У холда Р га (3)
тенг кучлиликларни татбик этиб, Р билан тенг кучли ва
V, л билан ифодаланган Р' формулани хосил 1;ияамиз. Агар
Р' КНШ к$финишида булмаса, унга A\/(B^Q = {A\/Щг\{А\/В)
дистрибутиЕлик конунини татбик этиб, чекли кадамлардан
кейин Р билан тенг кучли Q конъюнктив нормал шаклдаги
формулага келамиз.

Изо;;. Рформулани конъюнктив нормал шаклга келти-
риш жараёнида

АлА = А, = Ал/=А, A/\J-J,
А aJ = J ^ А\/ J = А ^ А\/ А = J (4)

тенг кунлиликлардан фойдаланиб, уни соддалаштириш мумкин.
Мисоллар. 1. Р= [(jcvy)A(jcv7)]v[xA(jcvy)].
Р= {[(xv>;)a(J v3?')]vjc}A{[xvy)A(x v5r)]v(3c vj')} =

= [(xvy)vx]A(( Jvy )vx]A[(jcvy)v(jc vy)jA[(3c vy )v(3c vy)] =
- (jCVy)A[/v у ]A(/vy)A( jc v7) = (jCVy)A/A/A/= JCvy ;

P=jcvy.
Шуцдай 1;илиб, P формуланинг КНШ битгагина дизъ-

юнктив (jcvy) \адцан иборат экан.
2. Р = х\/у i-y Xлу.

Р= ХАУЧ->ДСАУ= JCvy^(jCAy) =

V (JC л J»)] л [(* V у) V (х л у)1 =
= к* V J-) V (х л >)] л [(* л V (* V jO] =

= [(х V V х) л (х V V ;;)] л [(х V 7 V 3f) л (х V л у) J =
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= (х Vу) /\(х V у)л{х \/у) л(х v у) = (х Vу) л(х \/у);
Р = {XV у) л {XV у).

Р формула тавтология эканлигини чинлик жадвалига
мурожаат килмай туриб аницлаш мумкинми деган са-
волга куйидаги чинлик аломати деб аталган теорема ижобий
жавоб беради.

2-теорема. Р формула доимо чин булиши учун унинг
КНШдаги вир элементар дизъюнктив jfaduda камида
битта элементар мулоз^аза билан бирга бу мулоз^азанинг инкори
з^ам мавжуд булиши зарур ва етарли.

И с б о т: а) Р формуланинг

Р = y4j л .^2 ^ (5)
КНШ даги \ар бир Л^ хадида камида битта элементар
муло\аза билан бирга бу муло)(шнинг инкори \ам мавжуд
булсин, яъни Д = XV XV у V ...V и шаклида булсин, у >(олда
xvx = J ва JvA=J ларгаасосан Д =/v(yv...vwvИ) = У
булади. Демак, P-J/\J л...aJ-J булади, яъни айнан чин
формула булади.

б) Энди Р тавтология булсин ва А. унинг КНШ даги
шундай элементар дизъюнктив \ади булсинки, унда бирорта
элементар муло\аза билан бирга унинг инкори кдтнашмаган
булсин. Масалан, Д. = xv у v ...v и шаклкда булсин. Энди,
элементар мулоз^азаларнинг шундай кийматлар сатрини
олайликки, бу сатрда х нинг киймати ё, у нинг киймати ч,
Z нинг киймати ё, и нинг ^иймати ё булсин. У ва^гда

Д = X V ? V ... V W = 6 V ч V... V ё = ё V ... V ё = ё.
Демак, Р = Д л д л... л А„ нинг киймати ёлгон була
ди. Аммо, теоре.манинг шартига асосан Р нинг киймати
айнан чиндир. Натижада карама-к^ршиликка келдик. Демак,
элементар дизъюгжцияларнинг \ар бир \адида бирорта
муло\аза узи ва yimnHHr инкори билан к^тнашиши шарт.
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Мисол. 1. Р = хлх-¥уАу = х/\х^улу = х\/х\/у\/у.
P = 3cvxvyvy — айнан чиндир.
2. XAjcA(yAj->'Z)=(xvjc)A(yv;/)v^: = ДЗcvx)л(pv^;vг) -

айнан чин формуладир.

7- §. Дизъюнктив нормал шакл

\7\ ДНШ. Формуланинг доимо ёлгон булишининг етарли ва
зарурий шарти. Мисоллар,

Эслатиб утамизки, элементар конъюнкиняларнинг дизъ-
юнкцияси формуланинг дизъюнктив нормал шакли (ДНШ)
деб аталади.

1-теорема. Элементар муло^азаларнинг исталган
Р формуласини ДНШга келтириш мумкин.

И с бот. Бунинг учун Р формулани КНШга келти-
рамиз:

Р = >4, А А ... А ,
сунгра Р нинг инкорини топганимизда формула ДНШ
кУринишига келади:

Р - Р - А i42 А ... А = i4, V ^2 V ... V .
Энди ёлюнлик аломати деб аталган теоремани исбот-

лаймиз.

2-теорема. Рформула айнан ёлгон булиши учун, унинг
дизъюнктив нормал шаклидаги т^р бир элементар конъюнкция
ифодасида камида битта элементар мулот^аза билан бирга бу
мулоо^анинг инкори оцш мавокуд булиши зарур ва етарли.

Исбот. а)Р — айнан ёлгон булса, у ^олда Р — айнан
чин булади. Демак, Р нинг КИШ даги хар бир элементар
дизъюнкция ифодасида камида битта элементар муло^аза би-
^н бирга унинг инкори )^ам мавжуд булади. Шунинг учун
Р = Р нинг ДНШ даги \ар бир конъюнктив хадида камида
битта элементар муло\аза ва унинг инкори мавжуд булади;
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б) ЭНДИ \ар бир элементар конъюнкция ифодасида ка-

мида битга элементар муло^аза ва унинг инкори мавжуд
булсин, яъни Af = л Зс) л у,, л... л Zi булсин, у \олда Д = О
ва P=:OvOv...v0 = 0.

Демак, Р айнан ёлрон формуладир.

Мисол. Р = (хлх)-»улу = {хл x)v у лу -
= (х V x)v у V у = (х V х) V (у V у);

Р = (х V х) V (у V у) — айнан чин;
Р = (х л х) л (у л у) — айнан ёлрон.
3-теорема. Элементармуло\азаларнингз^ар бир Рфор-

муласи учуй ечилиш муаммоси ечиладигандир.
Исбот. 1) Рни КНШга келтиргандан кейин, айнан

чин булиш-булмаслиги дар\ол ани1д1анади;
2) Р айнан чин булмаса, уни ДНШ га келтириб, айнан

ёлрон булиш-булмаслигини ани1д1аймиз;
3) Р доимо чин ва доимо ёлрон булиш шартларини

Каноатлантирмаса, у холда бу формула бажарилувчи булади.
Демак, элементар муло\азалар формуласининг айнан

чин, айнан ёлрон ёки бажарилувчи формула булишини чекли
Кадамлар жараёнида аникпаш мумкин. Шунинг учуй ечи
лиш муаммоси доимо ижобий \ал булади.

8- §. Мукаммал кстюнктив ва дизъюнктив нормал
шакллар

[7Т МКНШ. МДНШ. Тулик ва тугри элементар конъюнкция-
лар (дизъюнкциялар). Формулани МКНШ (МДН1П)га кел-
тириш алгоритмы.

Мантик алгебрасининг битта формуласи учун бир нечта
ДНШ (КНШ) мг.гжуд булиши мумкин. Масалан, (xvy)(xv^)
формулани 10пйидаги xvyj, xs/xy\/xz ДНШ ларга келтириш
мумкин. Булар днстрибутивлик ва идемпотентлик конунла-
рини кУллаш натижасида хосил килинган.
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Формулаларни бир кийматли равишда нормал шаклда
тасвирлаш учун мукаммал
мукаммал конъюнктив нормал шакл (МДН
деб аталувчи куринишлари ишлатилади.

п та Хр Х2 х„ элементар муло\азанинг
х°' vxf^ v...vx^ О)

элементар дизъюнкииялари ва
хГ'лх°2 л...лх^ (2)

элементар конъюнкииялари берилган б?лсин.
1-таъриф. (I) элементар дизъюнкция ((2) элементар

конъюнкция) ифодасида i^ap бир элементар
марта катнашган булса, у тугри элементар
(mvFpu элементар конъюнкция) деб аталаои.

Масалан, x.vx.vx, ва х, v х, v х, элементар диэъюнк-
циялар ва х.хл ва х.х^х, элементар конъюнкциялар мое
равишда тУтри элементар дизъюнкииялар ва элемент р
конъюнкциялар булади.

2- т а ъ р и ф. (I) элементар дизъюнкция ((2)_ элементар
конъюнкция)нинг ифодасида х,, Xj, -х^ мулоо^азаларнинг л Р
биттаси бир мартагина катнашган булса, у х,, пмулоз^азаларга нисбатан тулиц элементар дизъюнкция (тул н
элементар конъюнкция) деб аталади.

Масалан, х, v х, v х, ва х, v х, v Хз элементар дизъюнк
ииялар ва XjXjXj, x.XjXj элементар конъюнкциялар x,,Xj,X3
мулочазаларга нисбатан тулик, элементар дизъюнкииялар ва
тулик элементар конъюнкциялар булади.

3-таъриф. Агар ДНШ (КНШ) ифодасида бир хил
элементар конъюнкциялар (элементар дизъюнкциялар) булмаса
ва хамма элементар конъюнкциялар (элементар дизъюнк-
циялар) туFPU ва тулии; булса, у мукаммал
шакл (мукаммал конъюнктив нормал шакл) МДН
(МКНШ) деб аталади.
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^ мулохаза-ларга ннсбатан МДНШ б?лади. (jcv>)(лг v^(r v v) KHIM
мулохазаларга нисбатан МКНШ б?лади.

Асосий мантихий амалларнинг МДНШ в-i Michiii
куринишлари куйидагича б?лади; "^"ШваМКНШ

МДНШ: х = х ; ху = ху • v-w ,, -
V _v ^ у = ху V ху v ху :-''-'y^xys.xyvxy; x-^y=:xyvxy;б)М1ШШ: ДС = х; Xf = (^vy)Uvy)(xvy); л-vy = .vvy

->у Xvy;x-^y = (xv у)(х V у),

тивнормад шакдга (МКНШ) ке^шириш мумки!^ «онъюнк-
Исбот. Куйидаги исбот тавтологиялян Жо,.., .

sap кэнлай А формулами МКНШ га келтиоти
булади. кслтириш алгоритми

I. Аввало А формулами комъюнктив нопмяп
конъюнкция д^онГция ва инкор мантихий амаллари оокали иЖл„ !?

СФнгоа лТ" Узгарувчилар устида бyлtши ксраЮФойдаламиб. Гфор-мулани КНЩга келтирамиз ва хамма лозим булган соляя
лаштиришларни бажарамиз.2. Агар КНШ ифодасида бир мечта бир хил элем,.итяо
Дизъюнкциялар мавжуд булса, у холла хлх=х тент кучлилик
sssr" " «Ф^™3. Кл'йидаги икки усул орхали хамма элементао ли-п,

а) агар бирор элементар дизъюнкция иЛоласипя
Узгарувчи Узининг инкори билан катнашган б^лса у хо^а
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б) агар бирор Узгарувчи элементар дизъюнкция ифода-
сида бир неча марта К¥1тнашган б^лса (ёки хамма чрлда инкор
ишораси остида эмас, ёки хамма х>олда инкор ииюраси
остида), у \олда xv* формуласига асосан биз улардан факат-
гина биттасини КНШ ифодасида колдирамиз.

Натижада, камма элементар дизъюнкииялар тутри эле-
ментар дизъюнкцияларга айланади.

4 Агарбаъзи элементар дизъюнкииялар т^^лик, элементар
дизъюнкииялар б^лмаса, яъни дизъюнктив хадларда эле
ментар мулохазаларнинг баъзилари (ёки уларнинг инкор-
лари) мавжуд б?лмаса. у холда бундай элементар дизъюнк-
иияларни тулик элементар дизъюнкииялар холатига келти-
риш керак.

Масалан, ушбу

X, V *2 V ... V Х,_, V V ... V Х„

элементар дизъюнкция ифодасида х. ёки х, й?к деб фараз
килайлик. У холда уни х, л х, = О ва £) v О = Z) формулалар-
дан фойдаланиб куйидаги икки тулик элементар дизъюнк
ция конъюнкциясига келтира оламиз.

(х, V Х2 V ... V Х,_, V Х,-.| V ... V х„) V (х,- л X,-) —
= (х, V Х2 V ... V х,_, V X, V Х;^, V ... V х„) л
л (Х| V jCj V ... V X,.., V X, V X,.., V ... V X.).

Агарда элементар дизъюнкиия ифодасида бир нечта
У У,. У Узгарувчилар катнашмаётган булса, у холда унинг
ифодасига" (у, лу,) (/= ГГ^) конъюнкиияларни мантиций
К$^шиб, дистрибутивлик конунини 1^ллаймиз. Натижада,
битта т$^лик эмас элементар дизъюнкция 5фнига 2/я та тулик
элементар дизъюнкцияга эга б5?ламиз.

5 туртинчи уя.пям бажарилиши натижасида КНШ ифо
дасида бир хил элементар дизъюнкциялар пайдо булади. Шу-
нинг учуй яка 2- кад^мни ишлатамиз.
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натижасида КНШ ифодасида бир
булмайди ва ;<амма эле-

^  Таьрифга асосан,УНД й КНШ мукаммал конъюнктив нормал шакл булади
МиСОЛЛар. 1. ^ = ^ ■КУЙидаги МКИШ га эга булади: ^
'4=U4^«)^(,vzvir)A(y vfvti)A(j7vcvo).2. ^ - (х \/ z) л (х у) = (х л у) л (х \/ у),

'<=[^v(yA^v(ZA?)]A[(XAic)v(VA^Vf]A
A(*Vyv(?AZ))]=[(jCvyvj)A(XvyvZ)A
AUvj,v?)A(jcvj;vf)lAl(xvyvj)A(xvj;vf)^
A(Aryvf)A(Xvyv^]A[(jCvyv^)A(-CVyvf)|.

>4 - (x V у V г) A (x V у V г) A (x V у V г) A (Зс V у V f) л
^ (х у/ у V z) л (х V у V z).3. -4 = (х V у) А (у V г) А (г V г).

^=kvyvUAf)v(fA/)]A((XAX)v;,Vev(/Ar)lA
A[(XAX)v(yAy)vZV/] = ((xvy V^Vf)A(xV>.vf vOa

A(xvj'vzvr)A(xvyvfvf)]A((xv;;v2v/)]A
A(XVyvZV/)A(XVyVZV/-)A(Xvyv?V,-)]A

A[(XVyvZvOAXVyvev/]A(xvyv^V/)^(XvyvZV/)].
Й та мулоказали мукаммал конъюнктив нормал шакл

а(Х|' vxjv...vxi)ифодасида а урнига v ни ва аксинча, v урнига а нм ..сйго„
мизда биз л та мулоказали " КУйгани-

v(x,' AXjA...Axi)мука^ал дизъюнкгав нормал шаклга зга бУламизМука„„„ дн„»н„и. „„р„„ 6„р
А XJA...AX, хади конъюнктив конституент деб аталади.
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2-теорема, п та элементар муло^^азаларнинг айнан

ёлрон формуласидан фаркли :^ар бир А формуласини мукаммал
дизъюнктив нормал шаклга келтириш мумкин.

И с б о т. Берилган формулами А билан белгилаб, аввало
А ни мукаммал конъюнктив нормал шаклга келтирамиз:

А = a(jcJ V xJv...vx],) .
Бундан А = А нинг МДНШ ни топамиз:

А = л(л*,' V х\ V ... V xl)= v(x,' л xj л ... л Хд).
М и с ол . А = [(х —> х) л (у -> у)1 V (г ^ w) ■
/4 = (х V г V w) л (х V г V w) л (р V г V w) л (у V г V и) л
л (х V ^ V w) V (у л р) = (х V Z V W V у) л (Х V ^ V М V у).

9- §. Формул ал арнинг асосий хоссалари

Чинлик жадвали буйича формулами тиклаш. Формулами
узгарувчилар буйича /^аторга ёйиш. Чимлик жадвали буйича
формулами МКНШ (МДНШ) куринишида ёзиш.
Маълумки, берилган формула учун чинлик жадвали ту-

зиш мумкин. Формуланинг чинлик жадвалини тузишни би-
ламиз. Энди тескари масала билан шугулланайлик, яъни бе
рилган чинлик жадвали брйича формулами топишни мац-
сад килиб куяйлик. Масалан, х ва у элементар муло^азалар-
нинг куйидаги чинлик жадвалларига эга булган А, В, С, и
фоомулаларини топайлик (1- жадвал):
^ ^ 1-жадвал

X У А в с D Aw в Aw С AwD BwD AwBwC Aw BwCwD

1 \ 1 0 0 0 1 1 1 0 I I

1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 I 1

0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 I I

0 0 0 0 0 1 0 0 1 1 0 I
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Бундан кейин бирор муло>^азанинг «чин» кийматини
«Ь ва «ёлрон» кийматини «О» деб белгилаймиз. Маълумки,

А = х/\у\ В = хлу; С = хлу \ 0 = хлу, (I)
(I) формулаларнинг \ар кайсиси учун жадвалнинг, мое

равишда, I, 2, 3, 4- сатрида «1» кий мат ва колган сатрларида
<«0» киймат туради. (I) формулалар икки мулоказали
конъюнктив конституентлардан иборат.

Энди ш)шдай формулаларни топайликки, улар учун
жадвалнинг икки сатрида «1» киймат ва икки сатрида «О»
киймат турган булсин. Бу талабга куйидаги формулалар
жавоб беради:

Av В = (XAy)v(x л у); А v С = (х л у) v (х л у);
А V D = (х л у) V (х л у); В v D = (х л у) v (х л у) ва \.к.
Шундай килиб, ушбу коида ^^ринли: 2 ва 4-сатрларда

«1», 1 ва 3-сатрларда «О» кийматга эга б^лган формулани
косил килиш учун» биттасининг «Ь киймати худди 2- сатр-
да ва иккинчисининг «I» киймати худди 4-сатрда турган
икки конъюнктив конституент дизъюнкциясини оламиз:

В V D = (х л у) V (х л у).
Худди шу каби, 1-жадвалдаги учта конъюнктив консти

туент дизъюнкцияси учта сатрда «I» кийматга ва битта сатрда
«О» кийматга эга б^лган формулани тасвирлайди. Масалан,

А v В V С = (х л у) V (х л у)\/(хлу).
Шундай килиб, туртала А, В, С, D конъюнктив консти

туент дизъюнкиияси тУртала сатрда кам «I» кийматга эга,
яъни айнан чин:

£ = >1 V 5 V С V £) = (Х л у) V (J л у) V (;с л J7) V (jc л у) .
Бу формула икки мулоказали т^лик мукаммал дизъюнк-

тив нормал шаклдан иборат. Демак, £ нинг инкори

£ = (л- л у) V (X л у) V (л: л у) V (х л у) =
^ХАУАХЛУЛХАУАХЛУ
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еки

Е = (ЗС V у) л (JC V у) А (Зс V >») л (JC V у)

айнан ёлрон формулами ифодалайди. Бу эса икки
муло\азали тулик» мукаммал конъюнктив нормал шакляир.

Шундай килиб, икки х ва у элементар муло\аза учун
чинлик жадвалларига караб мое формулаларни тиклаш
масаласи ?^ал к;илинди.

Энди берилган чинлик жадваллари буйича учта х, у\ z
элементар муло\азанинг формулаларини топиш масаласига
\^амиз. Бу уч муло^аза учуй 2' = 8 та кийматлар сатрлари
тузилади (2-жадвал).

2- ж а д в а л

X У Z X у 1 ^2 ^2 ^5 4 л А ^2 А А А А

1 1 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1

1 1 0 0 0 1 0 I 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0

1 0 1 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0

1 0 0 0 1 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0

0 1 1 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 I 0 0

0 1 0 1 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0

0 0 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 !

0 0 0 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0

2-жадвалнинг сатрларидан биридагина «I» кийматга,
1^олганларида «О» 101йматга эга б5^лиш талабига жавоб бер\^чи
формулалар ушбу уч муло\азали \амма 2^ = 8 та конъюнктив
конституентлардан иборатдир:

1)хлулг = -4,; Л) X лу/^1= 1) X л.у лг = А-,-,
2) X л у л г = /ij; 5) X л л г = /I5; 8) х л >- л z = Л • (2)
3) JC А у л 2 = /4,: 6) X А у А г = А»
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Ьу (2) конъюнктив конституентлардан >(ар иккитасининг
Дизъюнкциясини олиб, кийматлари икки сатрда «1», кол-
ганларида «О» булган формулаларни; ^ар учтасининг дизъ
юнкциясини олиб, кийматлари уч сатрда «1», колган сатр-
Дарда «О» булган формулаларни косил киламиз на к-К-

Масалан:

^5 = К = \ ^7 = ^1
С, = v>43; = ВуА^\ ... ;
/?, = АуАуАуА^ = C,vy4^; ... ;
Е=АуАуАуАуАуАуАуА^ — МДНШ; (3)
Е =у4, а. А2 ^ А^ /\ А^ л А^ л Af^ л At л А^ — МКНШ. (4)

Бунда саккизтасининг дизъюнкцияси (3) айнан чин форму-
лани ва зшинг инкори (4) айнан ёлрон формулани ифода-
лайди.

п та X,, Xyt элементар мулоказа учун кам масала
худди шу усул билан ечилади.

Юкорида келтирилган мулоказалардан келиб чикадики,
кар бир айнан ёлрон булмаган п аргументли А формулани
куйидаги мукаммал дизъюнктив нормал шакдда ёзиш мумкин:

A(x^,xг,...,x„)= V х^'...х°". (5)
Л(01.СТ2 0„)al

яъни кийматлар сатрида чин кийматга эга булган элементар
конъюнкцияларнинг дизъюнкцияси шаклида ёзилади.
(5) формулани куйидагича кам ёзиш мз^кин:

А(х,. xj, = Oj, х, х,"'. (6)
Бу ерда х, ' ...х°" элементар конъюнкцияларнинг дизьюнк-
цияси камма 2" кийматлар сатри буйича олинади.

Худди шу каби айнан чиндан фарк килувчи исталган
А формулани куйидаги мукаммал конъюнктив нормал
шаклда келтириш мумкин:
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/((Л-|,Х2,...,Х„)= _Л А-;" V...VX,°'
'  И(0|.02 о„)«0

L1L
(7)

еки

<0| Оя'

яъни х,®' v.^vx®" элементар дизъюнкцияларнинг конъ-
юнкцияси \амма 2" к^1йматлар сатри буйича олинади.

Шундай килиб, (7) ва (8) формулалар оркали исталган
функииянинг чинлик жадвалидан фойдаланиб уни МДНШ
ва МКНШ к?ринишида ёзиш мумкин.

М и с о л. I. Берилган чинлик жадвалига асосан
формулаларни МДНШ куринишида ёзиш талаб этилсин:

3-жад вал

X У z ^2 л
1 I 1 0 I I 0 I

0 0 I I 0 I I 0

0 1 0 0 I 0 1 1

1 0 0 1 1 0 0 0

1 I 0 0 0 1 1 I

I 0 I 1 I 0 0 1

0 1 1 0 0 I I 0

0 0 0 1 1 0 0 I

Aiix, у, z) = xyz V xyz V xyz V xyz ;

A2iXy y, z) = xyz V xyz V xyz V xyz V xyz ;

Ayix, y, z) = хуг V xyz V ху^г v xyz ;

З'» z) = xyf V хуг V xyz V хуг ;
>45(x, y, z) = хуг V xyz V хуг V xyf v xyz .

6 - \.ТУра€в



Маш1{лар

Ш^нп! берилган А , ..., фор.мулаларнинг^ МКНШ куринишини топинг.
• Вир, икки ва уч аргументли хар кандай айнан ёлрон

улган функцияларнинг МКНШ куринишини топинг.

10- §. Тенг кучлимас формулалар сони

1^ У^^<^РУвЧ1ии формулалар сони. Элементар конъюнкциялар
сони.

«та элементар

(1)

муло.хазаларнинг нечта Узаро тенг кучлимас, яъни \ар хил
формулалари мавжуд деган масалани куямиз.

Икки х за у элементар муло^аза учун нечта тенг кучлимас
формулалар борлигини курайлик. х ва у нинг 2^=4 к,иймат-
лар сатри учун: 4 та А, С, D формулалардан )^ар к;айси-
сининг кпйматларидан биттаси «1» ва учтаси «О» дан иборат
уступи .мавжуд. Бундай устунлар сони 4 та, яъни Cj = 4.

Ундан кейин, oлтитa>4vЛ, /tvC, CvZ) формулалардан
\ар кайсисининг кийматлари иккита «1» ва иккита «О» дан
иборат устунни \осил килади. Бундай устунлар сони Cj = 6
га тенг. Яна туртта

/Iv^vC, /4vCvD, /Iv^vD, В\/С\/D
формулалардан кар кайсисининг кийматлари учта «1» ва
битта «О» дан ташкил этилган устунни беради. Бундай устун
лар Q = 4 тадир. Никоят, Ефор.муланинг к;ийматлари факат
«1» дан тузилган = I та устунни ташкил этади.

Шундай килиб, 1-жадвалда
C4%Cj+C^+Ci+c;=2-»=2^'
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устун мавжуд булади. Бундан эса худди шунча формула бор-
лиги келиб чикааи. Устунларнинг \еч цайси иккитаси бир
хил булмаганлигидан, \еч кайси иккита формула \ам узаро
тенг кучли эмасдир.

Демак, икки х ва у муло)^азанинг шу 16 та формуласидан
ташкари, уларни ифодалайдиган бош^а тенг кучли формула
йук;. Бундан, х ва у нинг исталган А(х, у) формуласи жад-
валда келтирилган формулаларнинг бири билан тенг кучли
деган хулосага келамиз. Масалан, (х у) л у формулани
олсак, ушбу чинлик жадвалидан

X У у х<->у (х у л у)

1 1 0 1 0

1 0 1 0 0

0 1 0 0 0

0 0 I 1 1

(х<^у)лу = хлу эканлиги маълум булади.
Юцорида \осил к^инган формулалардан 15 таси МДНШ

ва 1 таси МКНШ куринишига эга.
Худди шундай фикр юритиш йули билан х, у, z эле-

ментар муло^азаларнинг тенг кучлимас формулалар сони

с; + Cg' + + Cj' + с,' +... + С1 = 2» = 2^'
га тенглиги келиб чикади. Т?ртта *, у, г,/мулоказаларнинг
\ар хил формулалари сони 2 га ва, умуман, п та муло^а-
занинг \ар хил тенг кучлимас формулалари сони

+с' +с' +
2" 2" 2"

яъни N = 2^" га тенг.
Шундай килиб, п та аргументли тенг кучлимас форму

лалардан 2^" -1 таси МДНШ ва биттаси МКНШ курини
шига эга.
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Муаммоли масала ва топшири^лар

Ь Куйидаги формулаларни КНШ куринишига келтиринг:
1) X л{х у); 2) х) л (ху ^ у);
3) (х у) -> (у ^ х) ̂  4) (X V г) у л г ;
5) (х V у X л г) (х ^ х) V у л г;
6) (аЬ be) —> {{а —> ^ (с —> /?));

^ с) —> »д); 8) (а -> Z?) -» (^с —> дс).
2. 1-масалада келтирилган формулаларни ДНШ курини

шига келтиринг.
3. Куйидаги формулаларни ДНШ к^^ринишига келтиринг

ва айнан ёлгон ёки айнан ёлгон эмаслигини аник;ланг:
1) ху <-> X V ху ; 2) (х у) А (ху v ху);
3) ху —> (х у); 4) X V у —> (х у);
5) X V у ^ Z; 6) (X z){y (х у).

4. I ва 3-масалаларда келтирилган формулаларни МКНШ
ва МДИШ куринишига келтиринг.

5- /(х, у, г) функция Узгарувчиларнинг факат биттаси чин
киймат олганда ва фак^т шунда чин киймат олади./(х, у, z)
функциянинг чинлик жадвалини тузинг ва уни формула
оркали ифодаланг.

б. Чинлик жадвалидан f,(x. у, z), /,U, у, z), f,(x, у, z).
MX. у, г), /jCx, у, z),^(x, у, z) функаияларни ифодаловчи

.X у 7 .V, Z) /iCJC. у. Z) Aix. у, Z) А(Х, у. Z) А(Х. у, Z) Л(х у, Z)
1 1 1 0 \ 1 1 0 1
1 1 0 1 1 1 0 I 0
! 0 1 ! 0 0 1 0 0
1

0

0 0 1 0 0 1 1 1
1 1 0 0 0 0 1 0

и 1 0 0 I 1 0 0 1
0 0 1 1 0 1 1 I 1
0 0 0 0 0 0 0 0 I
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7. Кл'йиДаги мукаммал нормал шаклдаги формулаларнинг
чинлик жадвалини тузинг ва уларни содд^аштиринг:
1) xy\/xyvxy ; 2) (х v у)(х v у)(дс v у);
3) xyz V xyz V jcj^; 4) (х V у V ^)(х v у v г)(х v у v f).

8. Бир, икки ва уч аргументли \ар кандай айнан чин б^лган
функиияларнинг МДНШ кУринишини топинг.

Мустацил ишлаш учун савол ва топшири1у1ар
1. Формулаларнинг нормал шакллари деб нимага айтамиз?
2. Формуланинг дизъюнктив ва конъюнктив нормал шаклларини

ифодаланг.
3. Формулани мукаммал конъюнктив ва дизъюнктив нормал

шаклларга кслтириш алгоритмини ёзинг.
4. Формулаларнинг асосий хоссаларини келтиринг.
5. Тенг кучлимас формулалар сони нимага тенг?

11- §. Формуланинг чинлик туплами

Q Чинлик туплами. Мантиг^ий амалларнинг чинлик туп-
ламлари.

Маълумки, п та элементар х,, Xj, ...» х„ муло\азаларнинг
кийматлари 2" та к^ийматлар сатрини ташкил этади. Бу муло-
\азаларнинг \ар бир А формуласи баъзи цийматлар сатрла-
рида «Ь к^йматни ва баъзиларида «О» кийматни кабул килади.

Т аъ р и ф. А формула «/»f^uuMam /^абул /^илувчи элементар
муло^азаларнинг >;амма 1^ийматлар сатрларидан тузилган
туплам А формуланинг чинлик туплами дейилади.

Утган параграфларда курганимиздек, элементар муло\а-
заларнинг {А) формулаларидан = 2" таси битга киймат-
лар сатрида «U кийматни кабул килади. Демак, бундай \ар
бир формула бир элементли чинлик т^^амига зга.

Худди шунингдек, (^) формулаларнинг тасининг
кар бири икки элементли чинлик т^пламига, тасининг
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\ар бири уч элементли чинлик т5^ламига, формула

эса 2''та элементличинликт5^ламигаэгалир. Е айнанёлгон
формуланинг чинлик т5^лами эса 0 бУш тупламдан иборат.

X,, муло^азаларнинг айнан чин формуласига тегиш-
ли чинлик т5^амини U универсал туплам деб олсак, шу
мулоказаларнинг )(амма формулаларга тегишли чинлик
тупламлари U нинг кием тупламларини ташкил этади ва бу
уьгиверсал тУплам

С" +...+с^:-'+с2:=22"
та

кием тУпламларга эга булади.
Шундай килиб, п та элементар мулоказанинг камма А

формулалари билан уларнинг чинлик тупламлари ораеида
Узаро бир кийматли моелик Урнатилади.

Хамма Узаро тент кучли формулаларга битта чинлик
туплами мое келади.

Мисоллар. 1. Уч элементар х, у, z мулоказанинг
/4 = X л у л г формуласи факат битта (1,0,1) кийматлар еат-
рида «1» кийматни кабул килади. Шу еабабли, бу форму
ланинг чинлик туплами ушбу бир элементли Р = {I, О, 1}
тупламдир.

2. /4 = (х л у л z) V (х л у А V (х л у л форм^тха уч эте-
ментли 0={(|, 1, I), (О, I, 0), (1, О, I)} чинлик тупламига
эгадир.

3. Ушбу i4 = xvy<->XAy формула айнан чиндир. Шу-
нинг учун унинг чинлик туплами универсал U — {(\ 1)
(Ь 0), (О, I), (О, 0)) тупламдан иборат.А формула /'т^пламда чин булса, у ^^олда Р нинг тулди-
рувчиси булган Р тупламда ёлгон булади. Лекин А нинг
„ ^'нкори Л да чин ва Лда ёлгон бУлади. Худди шу кабиайнан чин У формула {/да чин. лекин {/ = 0 да ёлгон. Айнан

елгон У формула эса, аксинча, 0 да чин ва 0 = {/ да ёлгондир.
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п та элементар муло?^аза формулалари билан чинлик
тупламлари орасидаги бунлай борланиш муло\азалар манти-
кидаги масалани т^пламлар назариясидаги масалага ва,
аксинча, тупламлар назариясидаги масалани муло\азалар
мантикидаги масалага кучириш имкониятини беради. \аку1-
катан ^ам:

1. А формула Р тупламда чин ва В формула Q тупламда
чин б^лса, у4л^ формула к^ндай тупламда чин булади?

Маълумки (конъюнкция таърифига асосан), бу формула
/I ва 5 нинг иккаласи \ам чин булган тупламда чиндир.
Демак, Q кесишмада чиндир. Масалан, Л^х лу /^z ва
д = (jc л у л г) V (Зс л V л г) V (х л у л г) формулаларнинг {Ал В)
конъюнкиияси РГ\ 0= {(К О, I)} тупламда чиндир. Шундай
килиб, муло\азалар мантикидаги л амалига тупламлар наза
риясидаги П а.мали мое келади (11.1- шакл).

11.1- шакл. 11.2- шакл.

2. AvB формула кандай тупламда чин бУлади?
Дизъюнкция таърифига асосан y4v5 формула Ава В фор

мулаларнинг камида биттаси чин булган тупламда чиндир.
Демак, PU Q тупламда i4v5 формула чиндир. Шундай кнлиб,
муло\азалар мантицидаги v амалига тупламлар назарияси
даги и амалининг мое келишини курамиз (11.2- шакл).
Юкорида келтирилган А ва В формулалар учун

Яи(2={(1, I, 1), (О, 1,0), (1,0, 1)}.
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3. А-^В импликациянинг
чинлик тупламини топайлик.

Импликация таърифига асо-
сан В формула факат А чин
б?либ, В ёлрон булган ту^ламда
ёлрошшр. Демак, P-Q= {{\, 1, 1),
(О, I, 0)} айирмала А-^В фор-

II.3- шакл. мула ёлрондир. Шундай килиб,
А-^В формула и нинг штрих-

ланган булагида ёлрон булиб, к;олган булагида чиндир
(И 1.3- шакл). и нинг колган булаги эса /* UQ га тенг. Демак,

5 формула P\JQ тупламда чиндир.
Иккинчи томондан, А формула Р да ва ^ формула

Q да .чин булгани учун, А В формула P\JQ да чиндир.
Демак. бизга маълум б^^лган А —¥ В - А В тенг кучли-
ликни бошка й^л билан исботладик.

4. (1) муло5;азаларнинг исталган /1 за Д формулаларини
олиб, А \/ А у В = J тенг кучлиликни исботлайлик. А форму
ла Р да чин, А формула /'да за ^ формула Ода чин б5шсин.
Шундай килиб, A\fAs/B формула P\JP\JQ = U \JQ = U
т^ламда чин. Шу сабабли, А v Av В айнан чин формула
булиб, А V А V В = J дир.

5. Кандай шартда А ^ B = J тенг кучлилик бажарилади?
Маълумки, А-=>В формула U нинг P-Q дан бош№;а

булагида, демак, Р-Q да чин. А В = J шарт б^^йича
P-Q = U б^глиши керак. Бундан ёки P-Q=:0
келиб чикади. Бу эса P^Q эканини билдиради.

6. Д формуланинг чинлик т^^пламини аник^айлик.
Бу формула А чин за В ёлрон, шунингдек, В чин за А

ёлрон б^?лган т5^ламда, яъни {Р— Q)U (Q- Р) дагина ёлРон
бУлиб, и нинг колган булагида, яъни (P-Q)U(Q-Р) да
чиндир.
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Шундай 1^либ, А^В нинг
чинлик туплами U нинг штрих-
ланган булагидан бошк^а i^cmh
билан тасвирланади (II.4- шакл):

Бош1оа KjiCMHra мое келувчи
тупламнитопамиз. P~Q= PflQ
на е-р = еп? = ?пе. Вундан
F=G = FU0 ва Q-P=P\JQ
келиб чикади. Шундай килиб,

IL4- шавл.

(p-G)U(G-л=/'-опо-/' = (^ие)гк/'ие).
Демак, i?формула (?UG)n(PUG) туп.'шмда чиндир.
Иккинчи томондан, (РиО)П{РИО) туплам

{А\/ В) л (А V ?) формуланинг чинлик туплами булгани учуй,
ушбу маълум тенг кучлиликка эга буламиз:

А  В = {А w В)л(А \/ В).

Куйидаги А\/В = А-* В, В w А = В А формулаларга
асосан

А <г* В = {А В) л {В ^ А).
1. Формулалар билан тупламлар орасидаги борланишга

таяниб, куйидаги теоремани исботлайлик.
Теорема. А ва В формулалар тенг купли булиши унун

А^В формула тавтология булиши зарур ва етарли.
И об от. а)у4 = 5булсин. Демак, Р= G- нинг чин

лик тУплами

(?UG)n(/'UO) = (?U/')n(PUP) = и.
Вундан = У келиб чикади, яъни тавтологиядир;

б) (?UG)n(PUO^) = J булсин, у колда булади.
Демак, A^B^{A-^B)/^{B^A)^J. Вундан, конъюнкциятаъ-
рифига асосан А^В = У ва В-^А = У. By ердан, 5- бандга
биноан PcG ва QaP. Демак, G = ^ келиб чикади. By Уз
навбатида А^ В бУлишини кУрсатади.
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Шундай килиб, мулохазалар алгебрасидаги л, v, -
мантихйй амалларига мое равиища т5^амлар алгебрасидаги
П, и, - (к]^айтма, бирлашма, т^лдирувчи) амаллари мое
келади. Мулохазалар алгебрасидаги «1»» «О» константаларга
тУпламлар алгебрасидаги £/ва 0 (универсал ва брш) туплам-
лар мое келади. Демак, мулохазалар алгебрасидаги бирор
ифодада л ни П га, v ни U га, инкорни (-) тУдцирувчига,
«Ь ни универсал (/тутшамга, «О» ни буш 0 тупламга алмашти-
рилса, тупламлар алг^расидаги ифода хоснл булади ва аксинча.

12- §. Мулохазалар алгебраси функцияларн.
Функииялар тент кучишлиги. Фунвщиялар

<^ерпозицияси

|7[ Функция. Функциялар тенг кучлилиги. О ва I сацловчи
функциялар. паргументли функциялар сони. Бир рангли
суперпозиция.

Маълумки, мантихий амаллар мулохазалар алгебраси
нухгаи назаридан чинлик жадваллари билан тулих тавсиф-
ланади. Агарда функциянинг жадвал шаклида берилишини
эсга олсак, у ходда мулохазалар алгебрасида хам функция
тушунчаси мавжудлигини биламиз.

1-таъриф. Мулот^азалар алгебрасининг х,, ..., аргу-
ментли /(х,, х^) функцияси деб, О ва 1 цийматлар цабул
цилувчи функцияга айтилади ва унинг х,, х^ аргументлари

О ва 1 цийматлар цабул цилади. /(х,, ..., х^) функция
узининг чинлик жадвали билан берилади:

...

0 0 0 ... 0 0 /(0, 0. ..., 0. 0)
1 0 0 ... 0 0 /(1, 0, .... 0. 0)

... ... ... ... ... ... ...

1 I 1 ... 1 0 Л1, 1 1, 0)
1 1 1 ... I 1 /(1, 1 1. 1)



12- §. Мулоказалар адгебраси функцшиари. функциядар тенг кучдилиги, _JiD
Бу жадвалнинг \гр бир сатрида аввал ^^гарувчиларнинг

(а,, aj кийматлари ва шу кийматлар сатрида/функция-
нингДа,, aj киймати берилади. Олдинги параграфларда
исбот килган эдикки, п та Узгарувчи учуй ^ийматлар сатрла-
рининг сони 2" ва функцияларнинг сони 2^ га тенг б9лади.

Мул оказал ар алгебрасида асосий элементар функциялар
КУЙидагилардан иборат:

/(х) = X, /(х) = X, /з(х, у) = ху, /(X, у) = xvy, /Дх, у) = х-^у,
/Дх, у) = х<->у, /Дх„ х„) = 1, /Дх,, х^) = 0.

Агар /(О, О,..., 0) = 0 б?лса, у колдаД^,. ^2, -» Функ
ция О caifAoeHu функция деб аталади. Агар Д1, 1, 1) = 1
булса, у \олда Дх,, х,, х^) функция 1 cat^oenu функция
деб аталади.

л та аргументли О сакловчи функцияларнинг сони 2^
га ва 1 са1^овчи функцияларнинг сони кам 2^"' га тенг
бУлади (исбот килишни Укувчига \авола этамиз).

Мулоказалар алгебрасидаги п та аргументли О са^ловчи
функциялар тупламини ва 1 сакдювчи функциялар тУп-
ламини P^ билан белгилаймиз.

2- т а ъ р и ф. fea gMyAOj^qsoAap алгебрасининг функцияпари
ва Хр Хд лар ^еч булмаганда улардан биттасининг аргу-
ментлари булсин. Агар х,, х^ аргументларнинг ^амма
1^ийматлар сатрлари учун feag функцияларнинг мое циймат-
лари бир хил булса, у х,олда f ва g функциялар тенг купли
функциялар деб аталади ва f—g шаклида ёзилади.

3-таъриф. Лгарда
/(■*!» -*2» •••» */-1» •••» "/(■*!» -^2» "*»
муносабат бажарилса, у з^олда х. аргумент Дх,, Xj, х^)
функциянинг сахта аргументи деб аталади.

Лгарда
Дх,, Xj, ..., х^_,, 1, х^^,, ..., Хд) О, х.^,, ..., Хд)
булса, у ^лда х^ аргумент Дх^, х^, ..., х„) функциянинг сахта
эмас (MyjpiM) аргумента деб аталади.



92 // БОБ. ЫУЛОХАЗАЛАР АЛГЕБРАСИ

М И С О Л. Дрс, у)=JCV (jcy) функция учуй у аргумента сохта
аргумент булади, чунки /(1, 0)=/(0, 1).

Функци5шинг аргументлари 1^торига исталганча сохта
аргументларни ёзиш мумкин ва у ]^атордан хамма сохта
аргументларни олиб ташлаш мумкин.

Энди муло\азалар алгебраси функцияларининг суперпо-
зицияси тушунчасини кУрайлик.

4-таъриф. Ф = {Ф,(*„
муло^алар алгебраси функцияларининг чекли системаси бул-
син. Куйидаги икки усулнинг биттаси билан уносил ^^илина-
диган у функция Ф системадаги ф,, функцияларнинг
злементар суперпозицияси ёки вир рангли суперпозицияси деб
аталади:

а) бирор ФубФ функциянинг х- аргументини t^Uma ном-
лаш усули, яъни

ф/^1> <^2» ^Ji-V У*
бу ерда у узгарувчи, Хд узгарувчиларнинг бирортаси билан мое
тушиши мумкин;

б) бирор фубФ функциянинг бирор х.^ аргументи урнига
иккинчи бир фДх^,, функцияни г^уйиш усули, яъни

Агар Ф система функцияларнинг к рангли суперпозиция-
лари синфи Ф^*> берилган булса, у у^олда = (ф(*))(» булади.

1- и 3 о \. 4- таърифнинг а) ]^смига асосан бир хил чин-
лик жадвалига эга булиб, лекин Узгарувчиларнинг белги-
ланиши билан фарк киладиган функциялар бир-бирининг
суперпозицияси булади.

2- и 3 о X. 4- таърифнинг а) хисмига асосан бирор х..
Узгарувчини (/ ̂  А:) билан хайта номласак, натижада кам
Узгарувчили функцияга эга буламиз. Бу холда х. ва х.
Узгарувчилар айнан тенглаштиридди деб айтамиз. Масалан*
xvy ва X л у функциялардаги у ни х билан х^йта номласак,
у вахтда xvx=хва хлх = 0 функцияларни хосил хиламиз.



13-§. Буль адгебраси 93

3- И 3 О \. 4- таърифнинг а) кисмига асосан агар Ф с
булса, у \олда ф<'')с ва умуман r^s булганда
ф(г) с (ф)<').

5-таъриф. X, ху, xvy, х-^у, х<^у асосий элементар
функцияларнинг суперпозицияси формула деб аталади.

13- §. Буль алгебраси

[7[ Буль алгебрасининг таърифи. Мисоллар.

Таъриф. Конъюнкция (хлу), дизъюнкция (xvy), инкор
(jc ) амаллари 0,1 € Мзлементлари аникланган Мтупламда
шумантиций амаллар во О, 1 элементлар учун 1^уйидаги аксио-
малар

f = x; (1)
ху-ух\ (2)

(лу)^ = лСиг); (3)
xvy=yvx; (4)

(jcvy)vz=Jcv(yvz); (5)
JcCyvz) = xyvxz; (6)

xvyz=(jcvy)(acvz); (7)
xvy = xy; (8)

ду = 3c V у ; (9)
xvx=x; (10)
XX=X, (11)
lx = x; (12)
Ovx = x (13)

бажарилса, бундай М тутам Буль алгебраси деб аталади.
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Буль алгебрасига куйидаги т^пламлар мисол б^ла олади:

М — бирор Tj^aM (масалан, турри чизикда стган
нукгалар туплами ёки натурал сонлар тУплами) ва — шу
М нинг ^мма iQHCM тУпламларидан иборат туплам булсин.
ху(х, у е Цд^) opiganH х ва у тУпламларнинг дг Пу кесишмасини,
jcvy оркэли дг ва у тУпламларининг xUy бирлашмасини, х
оркали X тупламнинг М тупламгача х тулдирувчисини,
О орк^и 0 буш тУпламни ва 1 оркэли ^тУпламни белгилаб
оламиз. У холда Цд^ туплам Буль алгебраси булади, чунки
юкорида кУрсатилган 13 та аксиома бажарилади.

2. Мулохдзалар тУплами учун л, v ва - амаллари хамда
О ва I элементлари ани1д1анганлиги учун бу тУпламни Буль
алгебраси деб тахмин килишимиз турган ran. Лекин бунинг
учун 10^кдаги ани1;пикни киритиш керак. А вг В мулоха-
залар айнан тенг булиши учун эквивалентлик абсолют
чин булиши керак. Ана шундай тушунча киритилган муло-
хазалар тУплами Буль алгебраси булади.

я Муаммоли маеала ва mmaaipiuf/uip
1. Куйидаги формулаларнинг чинлик тупламларини топинг:

A = :gf\/:^v^; В = (х\/ У)(х v у)(х v у);
С = xyz V xyz V xyz ; Д = (* v у v z){x v у v z)(x v у v г);
£ = F = {x^y)f,{3^s/xy)-,
^ ^ У)-, J = xw у -* {x y)\
l = xvy^z-, Л/ = (*-»г)(у-»г)-^(л-»-у).
\ *«салада келгирилган формулалардан тузилган AvB,.4vC^yA^vf. АлВ, АлС, АлО, АлР. A^B,
г~* ^ C^D, C^F. C*^D, С^В,
?л л ^ С, A-yF->C, (A-^^F)-^C,

\  E^D, E^F,
L-*B, L-*C, L^D, L*^F, М-уВ, M-*C, M<^D,



14-§. Мамтик аагебрасидаги июш тарафлама цонум И
М<-> Fj E->F-*Ly M-^J-^Gy (L<->E)'-¥My (A<^G)->Fy

мураккаб формулаларнинг чинлик т^пламини
топинг.

3. /| = -ху V г ва /2 = х(ху V уг V (у V tz) функци51ларга тенг
кучли б^лган функцияларни топинг.

4. Ёлрон киймат cai^oBMH (/"(О, О, 0) = 0) л та аргументли
\ар хил функци5и1арнинг сони нечта?

5. Чин 1^ймат caigioBHH (/"(1, 1, 1) = 1) л та аргументли
хил функцияларнинг сони нечта?

6. ^йидаги f^(Xy у у Z, О = (^vy)(zvO ва /^(х, у, z, Г) =
=xi:vyzvxrvy/ \амда /^(Ху у у z, О = xy\/zt ва fJ^Xy у, г, t) =
= (xv2)(yv^)(xv/)(y V/) функцияларнинг тенг кучлилигини
исботланг.

Мустацил ишлаш учун савол ва тошпирн^ар

1. Maimiioift амалларнинг чинлик тупламлари.
2. Формуланинг чинлик туплами деб нимага айтамиз?
3. Мулохазалар алгебраси функциялари. Кдчон функциялар тенг кучли

деб айтилади? Функциялар суперпозицияси нимадан иборат?
4. Буль алгебраси тагьрифини келтиринг.

14- §. Мангщ алгебрасцдаги икки тарафлама 1^онун

[71 Икки тарафлама функция. S^3-y3uea икки тарафлама функ
ция. Икки тарафлама /донун. Мисоллар. Теорема. Лемма.

Энди икки тарафлама (|^^ма) функция тушунчасини
киритамиз.У2(х,, х^» х^) функцияга икки тарафлама булган
функциями топиш учун /функциянинг ЧИНЛИК жадвалида
Х;амма Узгарувчиларни уларнинг инкорига алмаштириш керак,
5гьниXjBMMaжойда 1ниОгаБаОни1гаалмаштириш керак.

1-таъриф. Куйидагичаанш^нган
f  3^2» •••! *п) ~ /*(*!» -*2*

фyнкцuя/(x^y Xj, х„) функциянинг икки тарафлама фуик-
цияси деб аталади.
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2-таъриф. Агар
/(^1, = /*(Xi, Xj, xj = /(x„ Xj, x;,)

муносабат бажарипса, у j^oAdafix^, Xj, xj га уз-узига икки
'плрафдама функция деб аталади.

Таърифга асосан, /(х,, л^, х^) икки тарафлама функ
ция (а,, а^) ва (а,, а„) 1^ийматлар сатрларида к^рама-
Карши к;ийматлар кабул килади.

Мисоллар. 1. Муло\азалар алгвбрасининг асосий
элементар функцияларига икки тарафлама б^^лган функция-
ларни топинг.

1) f^(x) = X га икки тарафлама функция /*(х) = х б^лади.
2) ЛW = Зс га икки тарафлама функция f*(*) = х бу-

лади.

3) /з(х, у)^ху тг икки тарафлама функция fy =х\/ у
булади.

4) /а(х, у) = X vy га икки тарафлама функция = ху
булади.

5) fs(x, у)=X ->у га икки тарафлама функция = у -> х
бУлади.

6) feix, у) = X <->у га икки тарафлама функция Л* = х у
б^^лади.

7) = 1 га /7* = О ва = О га // = 1 икки тарафлама
функция булади.

Келтирилган мисолнинг ечимвдан куриниб турибдики,
/(х) ва у^(х) функциялар, таърифга асосан, Уз-Узига икки
тарафлама функциялар булади.

2. /(х, у, Z) = Jtyvyzvx^ функциянинг Уз-Узига икки
тарафлама функция эканлигини исбот килинг.

Исбот.

/* (л 0^,2) = ху V yz V XZ = 5^ л уг л хг = (х V у)(у V г) (х V г) =
= [(xvy)yv(xvy)zl(xvz) = Iyvyzvxz](xvz) = (y vxz)(xvz) =
= ху V yz V х(х V z)Z = V yz V xz.



t4-§. Мантик алгебрасидаги икки тарафдама 1^онун DD
Демак,/(д:, у, z)=f*{x, у, z) эканлиги учун/Уз-?зига икки
тарафлама функциядир.

Теорема. Агар

Ф(Х|, ... , Х^) = y(yi(-*H * • • •» ^Ipi
бужа, У ^олда

Ф (Х|,..., jc„) = У (У (Х| I, ..., х^р^),..., yj, (-Чп1 -> •••'
булади.

Исбот. Ф*(Хр = Ф(х, х„) =

~ f i.f\ ••••* ^\р\ )) ~
~ f Kf\ (-^11 > •••» ^\pi )» •*•> 1 •••' ^ntp„ ~
— У(У ("^IH •••» ^\pi )» '••■> •••» ^mp,„ )) ""
— У (У (-^И ♦ •••» ^]pi )' •••' » •••' "^«Яя ))•

Теореманинг исботидан икки тарафлама к;онун келиб
чикдаи.

Икки тарафлама конун. ф,, фз» Ф„ функцияларнинг
суперпозициясига икки тарафлама булган функция мое равишда
фГ» Фг» •••' Фт икки тарафлама функциялар суперпозициясига
тенгкучлидир, яъни агар А = С[ф,, Ф2, Ф„1 формула/{х^, х,)
функциями реализация этса, у J(oлдa С = (ф*, фз, . • •, Ф„| фор
мула f*(x^, X,,) функциями реализация этади.

Бу формула А формулага икки тарафлама булган формула
деб айтилади ва уни А' деб белгилаймиз. Демак,

А* =C[ф^ф^...,Ф*].
Ушбу крнундан уз-узига икки тарафлама булган

функцияларнинг суперпозицияси яна 5^з-узига икки
тарафлама функция булиппиги келиб чицади, яъни агар
Ф,, ф^, ф^ 9з-5^зига икки тарафлама функция булса,
7 — к Тураев
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У >^олда Ф'=фЧф1» Фда) функция >^ам Уз-Узига икки
тарафлама булади. Хакик;атан

Ф*=ф*(ф*, ф*)=ф(ф„ ф„)=Ф.
Агар функция формула оркали ифодаланган ва бу фор

мула Уз навбатида л, v, - мантик амаллари орк;али ифода
ланган булса, у ;^олда бу функцияга (формулага) икки тараф
лама булган функцияни (формулани) топиш учун v ни л га,
А ни V га, 1 ни О га ва О ни 1 га алмаштириш кифоя. Бу
принципни тенг кучли формулаларга ишлатганда, яна тенг
кучли формулалар ?;осил киламиз, яъни =
=  jc„) булса, у >;олда = В\х^, х ). "

Ушбу принцип оркали мантиц алгебрасининг бир
формуласидан иккинчи формуласига, бир теоремасидан
иккинчи теоремасига, бир таърифидан иккинчи таърифига
келамиз-

Масалан, юкорида келтирилган (2), (3), (6), (8), (10),
(12) тенг кучли формулаларга ушбу принципни ишлатсак,
(4), (5), (7), (9), (11), (13) тенг кучли формулалар келиб чикади.

Мантик алгебрасида элементлари п та аргументли уз-
Узига икки тарафлама функциялардан иборат булган туп-
ламни S билан белгилаймиз, унинг элементларининг сони
2" га тенгдир.

Эпдп уз-узига икки тарафлама булмаган функпиялар
Какидаги леммани кУриб чикайлик.

Лемма. Агар ф(х,, ..., xj^ S булса, у х,олда ундан аргу-
ментларининг урнига х ва х функцияларни i^yuuiu усули билан
оир аргументли уз-узига икки тарафлама булмаган функция,
яъни константани :^осил /(илиш мумкин.

Исбот. ф(х,, х^)«5 булганлиги учун, шундай
(а,, а^) кийматлар сатри топиладики, ф(а,,...,а„) =
= Ф(а,, а„) булади.

Ф/(х) = х°'(/= 1,..., л) функцияни киритамиз ва
~ ф(ф|(■*)»•••> Ф/|(х)) деб белгилаб оламиз. У вактда
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КУйидаги натижага эга буламиз:

Ф(0) = (р(ф,(0), фЛО)) = ф{0"' О"") = ф(а а«) =

= Ф(а а„) = ф(1°' Г") = Ф(Ф, (I) Ф„(0) = ф(0.
Лемма исбот булди.

15- §. Мантик алгебрасидаги арифметик амаллар.
Жегалкин кз^п^^ади

[7[ Арифметик aMQjuap. Жегалкин куп>;ади. Мантт^ий амал-
ларни арифметик амаллар оркили ифодалаш. Чизи/^ли
функция. Теорема.

{О, 1} Буль алгебрасидаги ху конъюнкция амали оддий
арифметикадаги О ва I сонлари устидаги к^пайтма амали га
мое келади. Аммо О ва I сонларини кушиш натижаси {О, 1}
Tj^aM доирасидан четга чикади. Шунинг учуй И.И.Жегалкин
2 модулига асосан кушиш амалини киритади (И.И.Жегалкин
Утган асрнинг 30-йиллар бошида Москва давлат универ-
ситетида биринчи булиб мате.матик мантик буйича илмий
семинар ташкил этган). х ва у муло\азаларни 2 модули буйича
к^шишни -х + у сифатида белгилаймиз ва у куйидаги чинлик
жадвали билан берилади:

X У х+у

0 0 0

0 1 I

1 0 1

1 1 0

Чинлик жадвалидан куриниб турибдики, + у = jc ^ у .
Мантик алгебрасидаги к$^пайтма ва 2 модули буйича к^^шиш
мантик; амаллари учун коммутативлик, ассоциативлик ва
дистрибутивлик арифметик конунлари уз кучини сакдайди.
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Буль алгебрасидаги асосий манти1^й амалларни кири-
тилган арифметик амаллар оркали куйидагича ифодалаш
мумкин:

l)jc = jc + l; 2)дслу = ху; Ъ)х\/у-ху-¥х + у\
4) х-^у=ху + х+\; 5)х<-»>^ = х + з; + 1.
2 модули б^ича к$^иш амалининг таърифига асосан

х+х=0 ва хх=х (хГ = х).
Мантик; алгебрасидаги исталган функцияии ягона ариф

метик |фт\ад шаклига келтириш мумкин. Хакикатан хам,
биз олдинги параграфларда исталган функция ни конъюнк
ция ва инкор мантилий амаллари оркдли ифодалаш мумкин-
лигини курган эдик. Ю^орида конъюнкция, дизъюнкция
ва инкор мантик;ий амаллари ни арифметик амаллар оркали
ифодаладик. Демак, исталган функцияни арифметик к>^хад
шаклига келтириш мумкин.

1 - т а ъ р и ф . X■*/! ^#2 ••••*/4 ^ куринишидаги куп^ад
Жегалкин кущади деб аталади, бу ерда удмма х, узгарувчилар
биринчи даражада г^атнашади, (/,, ..., /^) г^ийматлар сатрида
у^ша i. лар j^ap хил булади, ае = {О, 1}.

2-таър и ф. Xf^ + Xf^ +... + Xf^ + а куринишидаги функция
чизикли функция деб аталади, бу ерда де £*2 = {О, !}•

Чизикли функциянинг ифоласилан куриниб туриблики,
п та аргументли чизикли функциялар сони 2"^' га тенг ва
бир аргументли функци5шар доимо чизикли функция булади.

Жегалкин куп\ади куринишидаги хар бир функциянинг
аргументлари сохта эмас аргументлар булади. Ха^^катан хам,X, шундай аргумент булсин. У холла ихтиёрий /(х,, ..., jcJ
функцияни куйидаги куринишда ёзиш мумкин:

Л^Р -э ..., х„) + Ф(л2, X).
Бу ерда ф функция айнан О га тенг эмас, акс холла х, аргумент
/функциянинг (купхаднинг) аргументлари сафига кУшил-
масди.
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Энди jc^, ...» аргументларнинг шундай кийматларини

оламизки, ф = 1 булсин. У >;олда /функциянинг циймати x^
аргументнинг кийматига борлик булади. Демак, х, сохта
аргумент эмас.

Мантик алгебрасидаги \амма п аргументли чизикли
функциялар тупламини L ^арфи билан белгилаймиз. Унинг
элементларининг сони 2"-' га тенг булади.

Теорема. Агар /(х,, х^€ L булса, у з^олда ундан
аргументлари урнига О ва 1 константапарни з^амда х ва х
функцияларни, айрим з^олда/устига инкор амалини куйиш
усули билан х,Х2 функциями з^осил i^unuui мумкин.

16- §. Мантик алгебрасидаги монотон функциялар

Q Монотон функция. Цийматлар сатрининг олдин келиши.
Таъриф. Монотон функциялар суперпозицияси. КНШ
(ДНШ) куринишидаги функциянинг монотон функция
булиш шарти.

О < I муносабати оркали {О, 1} тУпламни тартиблаш-
тирамиз.

1-таъриф. а = (а,,'..., а^) ва Р = (Р,, ..., Р„) кийматлар
сотри булсин. Агар а. < р^ (з^еч булмаганда битта / ракам учун
тенгсизлик ишораси бажарлса) ё'ки ава^ к^^йматлар сатрлари
устма-уст тушса, у з^олда а кийматлар сотри р кийматлар
сатридан олдин келади деб айтамиз ва а шаклида ёзамиз,

2-таъриф. а = (а,, ..., а^) ва Р = (Р,, Р„) ихтиёрий
кийматлар сатрлари булсин. а<р дан /(а,, ...» а„) <
^ /(Рр —» Р„) бажарилиши келиб чикса, у колда /(х,, ..., х^)
функция монотон функция деб аталади.

3-таъриф. а<р дан ...» а^) >/(Р,, . Р„)
муносабат келиб чикса, у з{олда/(х^, иомонотон функция
деб аталади.

Асосий элементар мантикий функциялардан О» 1, х, ху,
xvy функциялар монотон функциялар булиб, х , х->у, х<-»у,
х+у функциялар номонотон функциялардир.



102 // БОБ. МУЛОКАЗАЛАР АЛГЕБРАСИ

1-теорема. Монотон функцияларнинг суперпозицияси-
дан j^octin /^илинган функция яна монотон функция булади.

И с бот. Ф монотон функци51лар системаси бУлсин ва
шу системадаги функциялар суперпозициясидан \осил
Килинган функция монотон эканлигини исбот килиш керак
булсин. О рангли суперпозиция учун бу тасдикнинг турри-
лиги аник, чунки Ф системадаги камма функциялар монотон
функциялардир. к рангли суперпозиция учун теоремадаги
тасдик турри булсин. Унинг {к + I) рангли суперпозиция
учун кам т^^илигини исботлаймиз.

Ф(дс,, ф(у,, у)е Ф<*> булсин. У колда
Ф(дг,, ..., X у, ..., х^);

^Х|, ..., Х^_|, Х^|, ..., Х^, У|, ..., У/) =
= ф(х,, ..., Х^,, \|/(у у,), х^,, ..., х^)

функцияларнинг монотон эканлигини исботлаш лозим. Бу
ерда у ва у. лар х^. Узгарувчиларнинг бирортаси билан мое
келиши мумкин. ф функциянинг монотонлигидан ф(х,, ...»

•••» **) "ИНГ монотон функция эканлиги келиб
чикади. F функциянинг монотонлигини исботлаймиз. Бу-
нинг учун /^функциянинг иккита Y ва у таккрсланадиган
Кийматлар сатрини куриб чикамиз:

У ~ (OCj, ..., СХ;_,, ..., , ..., Од, Р|, р/) i
у ~ Ct,_i»•••, Ot,vi t..., СХд, Pi , Р^) .

у  булсин. у колда F(y) < F{y') эканлигини курсати-
шимиз керак. Куйидагилар маълум:

РЦ) = Ф(5'), бу ердау = / булганда 6^ = а^., 5^ = \|/(р');
^iy) = Ф(60, бу ердау = / булганда Ъ' = а', 6' = \|/(р').

Ф монотон функция ва у' -< у'' дан р' -< р' келиб чиккан-
лигидан ^ булади. Яъни ф(б') = F{y) < ф(5') = F(cf),
чунки ф монотон функциядир.
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(р(х„ y,)i
эканлигидан (/: +1) рангли суперпозиция учун теорема исбот
булди. Демак, монотон функцияларнинг суперпозициясидан
\осил килинган функция яна монотон функциядир.

Конъюнкция ва дизъюнкция монотон функциялар бул-
ганлиги учун, теоремага асосан, уларнинг суперпозиция
сидан \осил килинган функция \ам монотон булади.

2-теорема. Агар/(х,, jcJg М булса, у ^олда ундан
аргументлари урнига О, I ва х функциями /^йиш усули билан
X функциями ^осил 1^илиш мумкин.

Муаммоли масала ва топширицлар

1. Мулоказалар алгебрасининг асосий элементар функция-
ларига икки тарафлама булган функцияларни топинг.

2. Хамма икки аргументли Уз-Узига икки тарафлама булган
функцияларни топинг.

3. л та аргументли Уз-Узига икки тарафлама бУлган функция
ларнинг сонини топинг.

4. / = (Jc V yz)(xy V xz) ва ф = (х v y)zi v xt функцияларга
икки тарафлама булган функцияларни топинг.

5. а) б) xvyv^vr; в) x^y^z формулаларни
Жегалкин купкади кУринишига келтиринг.

6. Функциянинг Жегалкин купкади куринишидаги ифодаси
ягона эканлигини исботланг.

7. Чизикли функцияларнинг кайси бири уз-узига икки
тарафлама функция булади?

8. xywxz^yz=xy-^xz-^yz эканлигини исботланг.
9. К^идаги формулаларни Жегалкин кУпкади куринишига

келтиринг:

Xvy V z\ xywyz'^xt, xyz V луг V xyz V xyz '

10. Жегалкин кУпкаци куринишидаги функциянинг кзмма
аргументлари сохта аргументлар эмаслигини исботланг.
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11. Чизикли функцияларнинг к^йси бири монотон функ-
циялар булади?

12. Ноль (бир) сак;повчи монотон функциялар айнан бирга
(нолга) тенг эканлигини исботланг.

13. Икки аргументли хамма монотон функци51ларни топинг.
14. Куйида келтирилган функцияларнинг кайси бири моно

тон функция эканлигини аникланг:
di) xyw xz^ xz\ б) дг -> (x у); в) х vy х v у ;
г) X V у ^ X ; д) лу V X V xz; е) jy v уг v х^.

15. Айнан константадан (О ёки I) фарк килувчи функция
монотон булиши учун уни конъюнкция ва дизъюнкция
суперпозицияси ор1дали ифодалаш етарли ва зарурлигини
исботланг.

16. Монотон функцияга икки тарафлама булган функция
монотон эканлигини исбот килинг.

17. Факат ва факат ёки константалар, ёки Узгарувчилар ус-
тида инкор амали булмаган КНШ ва ДНШ кУринишида
ифодаланган функциялар монотон булишлигини курсатинг.

Муста191л ишлаш учун савол ва топширимар
1. Икки тарафлама функция ва уз-узига икки тарафлама функция

таърифларини келтиринг.
2. Мантикалгебрасидаги икки тарафлама конунни ёзинг.
3. Мантикалгебрасидаги арифметик амаллар. Жегалкин куп?^дци.
4. Манти1^алгебрасидаги монотон функциялар.

17- §. Фзчнщионал ётн^ синфлар ва Пост теоремаси
jvj Тулих функциялар сисшемаси. Икки тарафлама функциялар

системасининг тулих булиш шарти. Ёпих синфлар, Хусусий
функционал ёпих синф. Максимал функционал ёпих синф.
Пост теоремаси. Иатижа. Туплам ёпиги. Пост жадвали.

Мантик алгебрасининг Ф = {ф,, ф^} функциялар сис-
темаси берилган булсин.
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1 - т а ъ р И ф. Агар манти/^ алгебрасининг истапган функ-

циясини Ф = {ф,, ф^} системадаги функциялар суперпо-
зицияси оркаяи ифодапаш мумкин булса, у т^олда Ф тулиц
функциялар системаси деб аталади.

Исталган функциями МКНШ ёки МДНШ куринишида
ифодалаш мумкинлигидан {лу, х v у, х) функциялар систе-
масининг т^лик/1иги келиб чикааи. {ху, л: + у, 1} функциялар
системаси \ам т?лик булади, чунки исталган функциями
Жегалкин куп^^али куринишига келтириш мумкин.

К^йидаги функциялар системасининг тулику1игини
исботлаймиз:

а) ху,х \ 6) XV у, X ; в) лу, х + у J ;
г) xvy; Д) jcy; и) х + у, xvy, I;
ж) X + у + г, ху. О, I; з) X у, X ; е) х у, О.
Исбот. а) xvy = jcy, яъни дизъюнкция амалини конъ

юнкция ва инкор амсшлари cpKiuiM ифодалаш мумкин. Демак,
{ху, х} функциялар системаси т$^лик; булади;

б) ху = ху = X V у эканлиги маълум. Демак, исталган
мантилий функциями дизъюнкция ва инкор амаллари оркдли
ифодаласа булади. Шунинг учун {xvy,.?} функциялар
системаси т^ликаир;

в) мантик алгебрасининг ихтиёрий функииясини ягона
Жегалкин к^пз^ади куринишига келтириш мумкинлигидан
{ху, X + у, I) функциялар системасининг тулик^иги келиб
чикзди;

г) ва д) мантик алгебрасидаги исталган функциями
V(x, у) = ху ва ф(х, у) = X V у Шеффер функциялари оркали
ифодалаш мумкин. Хакикдтан х = ф(х, х).

xvy = xvy = ф(х, у) = ф(ф(х, у), ф(х, у))
ва

ху = ф(х, у) = ф(ф(х, х), ф(у, у))
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асосий мантикий амалларни Шеффер функцияси оркали
ифодалаш мумкин. Демак, [Щ ва {joTy} функциялар
системаси тулик булади.

и) xvy = ху + х + у булганлиги учун xvy + (х + у) = лу
булади. {лу, х+у, 1} тулик система эканлиги в) бандда исбот
к^1пинган эди, демак, {х + у, xvy, 1} система туликдир.

Худди шундай бошкд функциялар системасининг тулик,-
лигини исбот к;илиш мумкин.

1-теорема. Агар Ф = {ф,, функциялар системаси
тули/^ булса, у :^олда унга икки тарафи7ама булган Ф' = {ф[,... ̂  ф'}
функциялар системаси ^ам тули/^ булади.

Исбот. Ф" системанинг тули1ф1игини исботлаш учун
исталган /(х х^) функцияни Ф* системасидаш функ
циялар суперпозицияси ор1^али ифодалаш мумкинлигини
курсатишимиз керак. Бунинг учун аввал /* функцияни
Ф = {ф,, ..., ф^ системадаги функциялар оркали ифодалай-
мнз (Ф система тулик булганлиги учун бу процедурани
бажариш мумкин). Кейин икки тарафлама к^онунга асосан
икки тарафлама функциялар суперпозицияси ор1^али fфунк
цияни хосил киламиз.

Ми СОЛ. Куйидаги функциялар системасининг тулиц
э.маслигини исботлайлик:

а) X, I ; б) xy,xvy; в) х + у, х;
г) ХЗ'vyt V гг, г ; я) vyvy^v x^, 0,1 .

-V = X +1 га тенг. Демак, {х, 1} системадаги функция
лар бир аргументли функциялар бУлади. Визга маълумки,
бир аргументли функцияларнинг суперпозицияси натижа-
сида \осил 1^илинган функция яна бир аргументли функция
булади. Натижада, бу системадаги функциялар оркяли куп
аргументли функцияларни ифодалаб булмайди. Шунинг учун
{■X, 1} тулик, система эмас.

б) {ху^ xvy] системадаги функцияларнинг иккаласи >;ам
монотондир. Монотон функцияларнинг суперпозицияси
ор1^али ^осил килинган функция яна монотон булишини
исбот 1^лган ЭДИК. Демак, бу иккала функциянинг суперпо-
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зицияси орк;эли монотон булмаган функци5и1арни ифодалаш
мумкин эмас ва натижала, xvy) система туликмас сис
тема булади.

в) {дг + д', jc} системадаги функциялар чизи1у1и функ-
циялардир. Шунинг учун бу функииялар орк^^пи чизи1^1имас
функцияларни ифодалаб бд'лмайди. Демак, {х + >% х] функ
циялар системаси т^лиц эмас.

г) {ху V V хг,.?} системадаги функииялар 5^з-узига
икки тарафлама функциялардир. Бу функиияларнинг
суперпозициясидан \осил к'^линган \ар кандай функция
:^ам Уз-узига икки тарафлама функция булади. Демак,
{ху \/ yz"^ xZy Зс} функциялар системаси тулик эмас.

д) {ху V yzv XZy 0,1} системадаги функцияларнинг хам-
маси монотон функциялар б5?лади. Монотон эмас функ
циялар бу системадаги функциялар оркали ифодаланмайди.
Демак, {xyvyzv хг, 0,1} система тулик эмас.

Шундай к;илиб, юк^орида келтирилган масала ечимининг
анализидан куйидаги хулоса келиб чикади.

Берилган Ф функциялар системасининг тулик; эмасли-
гини исботлаш учун системадаги функцияларнинг шундай
умумий хусусиятини топиш керакки, бу хусусият функ
циялар суперпозицияси натижасида сак^зансин.

Хак^1к;атан \ам, у вак^да бундай хусусиятга эга б$?лмаган
функцияни Ф системадаги функциялар суперпозицияси
орк^али ^осил 1дилиб б^^лмайди.

Функцияларнинг бу маълум хусусиятларини текшириш
учун одатда функционал ёпик; синфлар тушунчасидан
фойдаланилади.

2- т а ъ р и ф. j4eap А системадаги функциялар суперпози
циясидан з^осил булган функция яна шу системанинг элементи
булса, у у^олда бундай система суперпозиццяга нисбатан ёпиц
система деб аталади.

3-таъриф. Манти/^ алгебрасининг суперпозицияга
нисбатан e'nui^ булган х;ар i^andaii функциялар системаси
функционал ёпиц синф деб аталади.
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Равшанки, маълум бир хил хусусиятга эга булган функ-
циялар системаси функционал ёпик синфни ташкил этади
за, аксинча, маълум функционал ёпик синфга кирувчи
функциялар бир хил хусусиятга эга булган функци51лардир.
Куйидаги функциялар системаси фзпнкционал ёпиц синф-
ларга мисол була олади:

а) бир аргументли функциялар;
б) мантик алгебрасининг ;^амма функциялари;
в) L — чизи1^и функциялар;
т) S - уз-Узига икки тарафлама функциялар;
R) М — монотон функциялар;
е) Pq — ноль к;ийматни сак^овчи функциялар;
ж) Р, — бир кийматни сак;ловчи функциялар.
4- т а ъ р и ф. Буш синфдан ва мантии^ алгебрасининг у^амма

функциялари тупламидан фар}^ /^илувчи функционал ёпик синф
хусусий функционал ёпиц синф деб аталади.

Шундай килиб, функциялар системасининг тулиц бу-
лишлиги учун бу системада >^ар кандай хусусий функционал
ёпи1^ синфга кирмайдиган функция топилиши етарли ва
зарурдир.

5-таъриф. Уз-узидан ва мантик алгебрасининг к^мма
функциялари синфи (Р,) дан фарк кплувчи функционал ёпик
синфларга кирмайдиган хусусий функционал ёпик синф макси-
мал функционал ёпиц синф деб аталади.

Манти!^ алгебрасида \аммаси булиб бешта максимал
функционал ёпи1; синф мавжуд:

Рд - ноль сак^овчи функциялар синфи, Р, - бир сак;-
ловчи функциялар синфи, М — монотон функциялар синфи,
S ~~ Уз-узига икки тарафлама функциялар синфи, L ~~ чи-
зикди функциялар синфи.

Пост теоремаси. Ф = {ф|, функциялар систе
маси тулик булишлиги учун бу системада Р^, Р,, М, S, L
максимал функционал ёпик синфларнинг кар бирига кирмай
диган камида битта функция мавжуд булиши етарли ва зарур



17-§. Функционал enutf синфлар ва Пост теоремаси И
(яъни Ф = {(р,, ф^} система Р^, Р,, М, S, L максимал
функционал ёпик синфларнинг бирортасининг д^ам /(исм туп-
лами булмаганда ва факат шундагина тули!^ система булади).

И с бот. Ф = {ф,, ф^} тулик система б?лсин, яъни
[Ф] = р^, Фараз киламизки, Ф максимал функционал ёпик
синфларнинг бирортаси. У вакгда Fhhhf ёпи1у1игини з^собга
олиб, Р2[Ф] с [/Й = F ни ёзиш мумкин, яъни F= Ру Аммо
бундай б^^лиши мумкин эмас. Демак, Ф с /"муносабат бажа-
рилмайди.

Теореманинг етарлилиги исботини Укувчиларга \авола
этамиз.

Н а т и ж а. Манти/f алгебрасидаги j^ap /^андай функционал
e'nuf^ синф Р^, Р,, М, S, L максимал функционал ёпик синф
ларнинг бирортасининг кием туплами булади.

Амалда бирорта Ф = {ф,, ф^} системанинг т^лик ёки
тулик эмаслигини ани1ф1аш учун Пост жадвалидан фойдала-
нилади. Пост жадвали куиидаги к^финишда булади:

^0 р. S L М

<pl

Ф2
... ... ... ... ... ...

Ф.-1

ф„

Жадвалнинг хоналарига ^а сатрдаги функция функционал
ёпик синфларнинг элементи б>^лса «+» ишора, б^лмаса
ишораси к$^нлади.

Ф = {ф(, ф^} система тулик функциялар системаси
б^^лиши учун, теоремага асосан, жадвалнинг кар бир усту-
нида камида битта « - » ишораси б^^лиши етарли ва зарур.

Ф = {ф,, ф^ функциялар системаси т^^лик булмаслиги
учун Pq, Р,, л/, S, L максимал функционал ёпик синфлар-
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нинг бирортасининг цисм туплами булиши, яъни Пост
жалвалининг бирор устуни тулик «ч-» ишораларидан иборат
булиши керак.

Функииялар системасининг туликлиги тушунчаси билан
синфнинг (т$^ламнинг) ёпиги тушунчаси ^заро борланган.

6-таъриф.>4 билан (манти/^алгебрасинингпта аргу-
ментли :^амма функцияларини уз ичига олган) тупламнинг бирор
кием тупламини белгилаймиз. А туплам функцияларнинг супер-
позициясидан косил килинган комма буль функциялари туплами
(А туплам функциялари орколи ифодаланган комма буль функ
циялари туплами) А тупламнинг enufu деб аталади ва [А]
каби белгиланади.

Мисоллар. \. А = б^лсин, у \олда [А]~ Р.^.
2. у4 = {I, JC, + Х,} б)^лсин, у холда А тупламнинг ёпири

\амма L — чизи^пи функциялар тупламидан иборат булади.
туплам ёпири куйидаги хоссаларга эта:
1) М]э>4;
2) fMlI = MI;
3) агар >4, с ><2 бУлса, у \олда \А^\ с [А^ булади;
4) М,и>4з]зМ,1иМ2Ь
7-таъриф. Агар [А]=А булса, уколда А туплам (синф)

функционеы ёпиц сипф деб ата.пади
Мисоллар. l.i4=/^2 синф ёпиксинф булади.
2. А = {[, x^+x^} синфи ёпик синф булмайди.
3. L синф ёпик синф булади.
Осонгина куриш мумкинки, чар к^ндай \А ] синф ёпик

синф булади. Бу чол кУпгина функционал ёпик синфларни
топишга ёрдам беради.

туплам ёпири ва ёпик синф тилида функциялар систе
масининг туликлиги чакидаги таъриф (аввалги таърифга
эквивалент булган таъриф) ни бериш мумкин.

8-таъриф. Агар [А] = Р^ булса, у колда А функциялар
системаси тулиц деб аталади.



l7-§. Функционал enutf сипфлар ва Пост теоремаси CiD
М и с о л. Куйилаги функциялар системаларининг т^лик

эмаслигини Пост жадвали ор1оали исбот цилайлик:
а) Ф, = {О, лэ', дс + у + г}; 6) Фг = {1, х + у + г};
в) Фз = {ху V хг V у1); г) Ф4 = {О, Ux + y}\
д) Фз = {О, I, ху].

P. л S L M

а) 0 + — — + +

ху + + - - •f

х+у+г + + + + -

6) I — + — + +

ху + + — - +

X+y+Z + + + + -

в) Jcy V jcz V yz - - + — —

г) 0 + - - + +

1 — + — + +

x+y + - - + —

д) 0 + — — + ■¥

1 - + — + +

+ + — - +

Жадвалдан куриниб турибдики, юкорида келтирилган
Хэмма фунюхиялар системаси т}^лик эмас, чунки хар бир
система учун жадвалда битта устун фак^тгина «+:> ишорала-
ридан иборат. Шуи и таъкидлашимиз керакки, \ар бир
система учун бу устунлар хар хил. Демак, Пост теоремаси
шартидан Р,, Л/, S, L максимал функционал ёпиксинф-
ларнинг бирортасини хам олиб ташлаш мумкин эмас. Бу
хулосадан Уз навбатида P^,S,LyMмаксимал функционал
ёпиксинфларнинг бирортаси иккинчисининг цисм туплами
була олмаслиги келиб чикади.
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Муаммоли масала ва топшири1(лар

1. Куйкдаги фун1сци51лар системаси функционал ёпик синф-
лар булишини исбот цилинг:
а) бир аргументли функциялар;
б) \амма мантик алгебрасининг функциялари;
в) L — чизи1;ли функциялар;
г) 5" — уз-з?зига икки тарафлама функциялар;
д) Л/ — монотон функциялар;
е) Рд - ноль к;ийматни сакловчи функциялар;
ж) Р, — бир 1дийматни caigioBHH функциялар.

2. Агар Ф = (ф,, ва /•= (/;, /,) функционал ёпик
синфлар булса, у колда ФПР ва Ф* ={ф*,...,ф*} лар \ам
функционал ёпик синфлар булишини ва ФУ Рнинг функ
ционал ёпик синф булмаслигини исботланг.

3. Куйидаги максимал функционал ёпик Pq, Р,, S, L, М
синфларнинг бирортаси иккинчисининг кием туплами
булмаслигини исботланг.

4. Хар кандай шахсий функционал ёпик синф Pq, Р,, S, L, М
максимал функционал ёпик синфларнинг бирортасининг
кием туплами эканлигини исботланг.

5. Ноль сакламивчи функция номонотон функция ёки Уз-
Узига икки тарафлама булмаган функция эканлигини
исботланг.

Мустакил ишлаш учун савол ва топшириклар
1. Тулик функциялар системаси.
2. Функционал ёпик синфлар ва хусусий функционал ёпик синфлар.
3. Максимал функционал ёпик синф ва Посттеоремаси.
4. Туплам ёпири ва Пост жадвали.
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Муло^^азалар з^нсобн аксиоматик мантиций система
булиб, мулохазалар алгебраси эса унинг интерпретацияси-
дир (талкинидир).

Берипган аксиомалар системаси негизида (базасида) i^ypiui-
гаи аксиоматик назария дев, шу аксиомалар системасига тая-
ниб исботланувчи ^(амма теоремалар мажмуасига айтилади.

Аксиоматик назария формал ва формалмас назариялар-
га булинади.

Формалмас аксиоматик назария назарий-т^ламий маз-
мун билан т^лдирилган б^либ, келтириб чикариш тушун-
часи аник берилмаган ва бу назария асосан фикр мазмуни-
га суянади.

Каралаётган аксиоматик назария учуй куйидаги шарт-
лар бажарилган б^лса, яъни:

1) назариянинг тили берилган;
2) формула тушунчаси аникланган;
3) аксиомалар деб аталадиган формулалар 'пшлами бе

рилган;

4) бу назарияда келтириб чицариш коидаси аникпанган
булса, формал аксиоматик назария аникланган деб кисоб-
ланади.

Куйида мулоказалар кисобининг символлари, формула-
си, аксиомалар системаси, келтириб чицариш коидалари,
формулалар мажмуасидан формулани келтириб чикариш
коидаси, дедукция ва умумлашган дедукция теоремалари,
айрим мантик конуиларининг исботи, мулоказалар алгеб
раси ва мулоказалар \исоби уртасидаги муносабатлар, му-
локазалар кисобида ечилиш, зидсизлик, т^ликлилик ва эр-
кинлик муаммолари каби масалалар баён этилади.
8 - Х-Тураев
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I- §. Муло^язалар ^^исоби фор1муласи тушунчаси

W\ Му-Ло^^залар jfuco6u. Манти/^ий борловчилар. Символлар.
Формула. 1^исмий формула.

\ар цанлай хисобнинг тавсифи бу хисобнинг символ-
лари тавсифидан, формулалар ва келтириб чик;ариш форму-
лалари таърифидан иборат.

Муло^азалар ^соб1ш уч категорияли символлардан ибо
рат алфавит к;абул килинади:

Биринчи категория символлари: jc, у, z, jc,, jc„ .... Бу
симЕОЛларни узгарувчилар деб атаймиз.

Иккинчи категория символлари: v, л, -. Булар ман-
ти/^ий борловчилардир. Биринчиси - дизъюнкция ёки ман
тилий кУшиш белгиси, иккинчиси - конъюнкция ёки ман
тилий купайтма белгиси, учинчиси - импликация белгиси
ва туртинчиси — инкор белгиси деб аталади.

Учиичи категорияга кавс деб аталадиган (,) символ ки-
ритилади.

Муло?(азалар \исобида бошка символлар йуц.
Муло\азалар \исобининг формуласи деб муло\азалар

\исоби алфавити символларининг маълум бир кетма-кет-
лигига айтилади.

Формулаларни белгилаш учун лотин алфавитининг бош
Харфларидан фойдаланамиз. Бу \арфлар муло\азалар \исо-
бининг символлари 1^аторига кирмайди. Улар фацатгина
формулаларнинг шартли белгилари булиб хизмат к;илади.

Энди формула тушунчаси таърифини берайлик. Бу ту-
шунча /(уйидагича ани/;ланади:

О лор кондай х, у, z, ... узгарувчиларнинг исталган бири
формуладир;

2) агар Ава В нинг jfap бири формула булса, у т^олда (>4л
{А-^В) ва А учам формуладир;

3) бош1ча учеч /чандай символлар сатри формула була ол-
майди.



/- §. МуАОЗ(аз(иар jfuco6u формуласи тушунчаси иш
^згарувчиларни элементар формулалар деб атаймиз.
Ми СОЛ. Формула таърифининг 1-бандига кура

X, у, г, ... Узгарувчилар формула б^лади. У вакгда таъриф-
нинг 2- бандига мувофик; (делу), (xvy), х дар ^ам
формулалардир. Худди шу тарикада (x^vy), ((деАу)->г)).
((деАу)->(у^г)) хам формулалар б^^лади.

Куйидагилар формула була олмаслигани тушунтиринг:

ДУ , лг, XVy, Х->у, (ДС А у) ^ д .

l^ucMuu формула тушунчасини киритамиз:
1. Элементар формула учуй фак;ат унинг узи цисмий

формуладир^
2. Агар А формула б^лса, у \олда шу формуланинг узи,

Л формула ва Л формуланинг хамма цисмий формулалари
унинг хисмий формулалари булади.

3- Агар формула >4*^ к^финишда б^лса (бу ерда ва бун-
дан кейин » ^нида v, а, -> символларининг исталганини
тушунамиз), у холда шу формуланинг узи, Л ва В формула
лар хамда А ва В формулаларнинг барча кисмий формула
лари А* В формуланинг кисмий формулалари бУлади. Ма-
салан, ((х v у) {z -> у)) формула учун:

((х V у) -> (f у)) — нолинчи чук;урликдаги кисмий
формула;

(х V у), (г у) — биринчи чукурликдаги цисмий фор
мулалар;

Ху у у (г -> у) — иккинчи чухурликдаги хисмий форму
лалар;

Уу1 — учинчи чукурликдаги 1^смий формулалар;
Z ~~ туртинчи чукурликдаги кисмий формула бУлади.
Формулаларни ёзишда айрим соддалаштиришларни

кабул киламиз. Худди мулохазалар алгебрасидаги каби фор
мулалар ёзувидаги кдвсларни тушириб црлдиришга кели-



116 /// БОБ. МУЛОКАЗАЛАР МИСОБИ

шамиз. Бу келишувга биноан ((xvy)A^), (х л у), ((хлу)->(гл/))
формулаларни мое равишда xv^az, х ау, хлу-^z^t кУри-
нишда ёзамиз.

2- §. Исботланувчи формула таърифи. Муло\азалар
т^исобининг аксиомалар системаси (тизими).

Келтириб чш^риш 1^01вдалар11
|у^ Исботланувчи формула. Аксиома. Келтириб чи/^ариш ffou-

даси. Урнига ц^уйиш f^oudacu. Хулоса i^oudacu. Аксиомалар
тизими. Исботлаш.

Энди муло^азалар хисобида исботланувчи формулалар
синфини ажратамиз. Исботланувчи формулалар формула
лар таърифига Ухшаш характерда таърифланади. Аввал даст-
лабки исботланувчи формулалар (аксиомалар), ундан ке-
йин эса келтириб чицариш коидаси аницланади. Келтириб
чикдриш коидаси оркали бор исботланувчи формулалардан
янги исботланувчи формулалар косил к^инади.

Дастлабки исботланувчи формулалардан келтириб чи-
кариш коидасини кУллаш йули билан янги исботланувчи
формулаларни косил килиш шу формулаларни аксиомалар-
дан келтириб чикариш деб аталади.

2,1. Мулоказалар кисобининг аксиомалар системаси (ти
зими). Мулокззалар кисобининг аксиомалар тизими 1J ак-
сиомадан иборат булиб, булар тУрт гурукга булинади. '

Биринчи eypyj^ аксиомалари:
I, х->(у-»х).
I, (^-^Си-^0)-^((х-»>/)->(д:-^^)),
Иккинчи eypyj^ аксиомалари:
II, ХАу-^х.
II2 ХАу-^у.
Из и->-*)->((г->У)-^(г->ХАу)).
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Учинни гуру^ аксиомапари:
III, x-^xvy.
lllj >'->xv3;.
III3
Туртинчи гуру:^ аксиомалари:
IV, (х -> (У-> х).
IV, X ^ X .
IV3 X -4 X .
2.2. Келтириб чицариш коидаси.
2.2.1. Урнига куйиш коидаси. Агар А муло)^азалар \исо-

бининг исботланувчи формуласи, х узгарувчи, В муло\аза-
лар \исобининг ихтиёрий формуласи булса, у холла А фор
мула ифодасидаги хамма х лар ^нига В формулами кЗ^иш
натижасида хосил килинган формула \ш исботланувчи фор
мула булади.

А формуладаги х $^згарувчилар урнига В формулани
Куйиш операцияси (жараёни)ни урнига f^yuuui г^оидаси деб
айтамиз ва уни куйидаги символ билан белгилаймиз:

/м).
X

Зикр этилган коидага куйидаги аник^ликларни кирита-
миз:

а) агар А факат х узгарувчидан иборат булса, у холла
в

j(A) урнига кэ^иш 5 формулани беради;
дс

б) агар А формула х дан фархли у узгарувчидан иборат
в

булса, у холда 1(A) урнига куйиш А ни беради;
X

в) агар А урнига куйиш анихланган формула булса, у
холда А формуладаги х Урнига В формулани куйиш нати-
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в _жасида Урнига кУйишнинг инкори келиб чик^ади, яъни J{А)

Урнига к^^йиш |у4 ни беради;
х

г) агар A^ ва А^ формулаларда Урнига кУйиш аниман-
в  8 8

ган булса, у холда J(A^ * А2) урнига кУйиш /(/i,) * J(А2) ни
X  X

беради.
Агар А исботланувчи формула булса, уни \-А шаклда

ёзишга келишамиз. У \олда Урнига кУйиш коидасини куйи-
дагича схематик равишда ифодалаш мумкин:

[-А

h/M)
X

вза уни «агар А исботланувчи формула булса, у \олда j(A)
Кам исботланувчи формула булади» деб у^илади.

2.2.2. Хулоса цоидасн. Агар АваА-^В муло\азалар \исо-
бининг исботланувчи формулалари булса, у ?^олда В \ам ис
ботланувчи формула булади. Бу к;оида куйидагича схематик
равишда ёзилади:

\~ А\ А —
fB •

2.2.3. Исботланувчи формуланинг таърифи.
а) Хар кандай аксиома исботланувчи формуладир;
б) исботланувчи формуладаги х Узгарувчи ^нига ихти-

ёрий В формулани к^^йиш натижасида \осил булган форму
ла исботланувчи формула булади;

в) А вв. А-^ В исботланувчи формулалардан хулоса коида-
сини кУллаш натижасида олинган В формула исботланувчи
формуладир;

г) мулохазалар хисобининг бош^а хеч хандай формула-
си исботланувчи деб саналмайди.
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Т а ъ р И ф. Исботданувчи формулаларни j^ocua /^идиш про
цессы (жараёни) исбот /(идиш (исботлаш) деб атадади.

I - м и СОЛ. \-А-^А эканлиги (имлликациянинг рефлек-
сивлиги) исботлансин.

Импликациянинг рефлексивлигини исботлаш учун ушбу

X

аксиомадан фойдаланамиз. Бу ерда jClj) ^рнига к^^ишни
бажариш натижасида

h (л*-» (У^х)) -> ((х^>') {х-^х)) (1)

келиб чикади. h U->tv->^))->((x-^>')->(jc-»c)) — аксиома
ва (1) формулага хулоса коидасини к^ллаб

\-(х^у)-^{х^х) (2)
формулами \осил циламиз. (2) формулага ушбу

1(2)
У

Урнига кЗ?йишни бажариш натижасида

(3)

исботланувчи формулага эга буламиз. х-> х — IV^ аксиома
ва (3) формулага нисбатан хулоса коидасини кЗ^ллаш нати
жасида

h х->х (4)
исботланувчи формулага келамиз. Ни)^оят, (4) формуладаги
X Узгарувчи урнига А формулами кУйсак,

\-А-^А

исботланиши керак булган формула з^осил булади.
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2-мисол. \- XW у X лу эканлигини исботланг.
(г-^дс)->((г->>;)->(г->дслд^)) — IIj аксиомага нисбатан кет-

ма-кет икки марта урнига к^^иш усулини к^ллаймиз: ав-
вал х ни X га ва кейин у ни у га алмаштирамиз. Натижада
куйидаги исботланувчи формулага эга б5?ламиз:

Ь (г ^ х) -> ((г у) (г X л у)). (5)
.rvy

(5) формулага нисбатан J(5) Урнига кУ^ишни бажа-
риб, куйидагини \осил киламиз:

h ((jc V у) х) {(х V у у) -> (х V у х л у)). (5.а)
Энди

xvy-^x, (6)

xvy-4y (7)
формулаларнинг исботланувчи эканлигини кУрсатамиз. Бу-
нинг учуй (X у) (J7 -> х) — IV, аксиомага нисбатан

xw

|(IV,)
у

урни1а куйишни бажарамиз. Натижада

h (х-> X V у) ^ (х vy х) (8)
формулага эга буламиз. (8) формула ва х—>xvy — III, аксио
мага нисбатан хулоса 1фидасини ишлатиб, (6) нинг исбот
ланувчи формула эканлигига ишонч \осил циламиз. Худди
шу каби (7) нинг \ам исботланувчи формула эканлигини
кУрсатиш мумкин.

(6) ва (5) формулаларга хулоса коидасини кулласак,
h (х V у у) ^ (х V у X л у) (9)

исботланувчи формула келиб чикади.
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(7) ва (9) формулаларга хулоса цоидасини кУллаб,
£Ю

f-Xvy->XAy
дастлабки формуланинг исботланувчи эканлигини \осил ки-
ламиз.

3- §. Келтириб чт^ариш цоидасининг хосилалари

Хосилавий коидалар. Бир eai^mda урнига i^yuuiu tfoudacu.
Мураккаб хулоса f^oudacu. Силлогизм н^оидаси. Контрпози
ция i^oudacu. Икки марталик инкорни тушириш t^oudacu.

Хулоса на урнига кУйиш коидалари сингари келтириб
чикариш коидасининг \осилалари \ам янги исботланувчи
формулалар хосил килишга имкон яратади.

ЭЛ. Бир ва1^да урнига |фшш кошшси.
Таъриф. Агар /4(х,, xj — исботланувчи формула

ва 5,, ...у мулоз^азалар ^{исобининг ихтиёрий формулала-
ри булса, у х;олда А формуланинг х,, х^, ...» х^ узгарувчилари
урнига бир ва^тда мое равишда В^у В^у В^ формулаларни
куйиш натижасида С исботланувчи (формулами ^осил 1^илиш
бир вацтда урнига /^уйиш §(оидаси деб аталади.

г^у Цу лар Ау В,у В^у В^ формулалардаги бошка
Узгарувчилардан фарк *^1лувчи узгарувчилар ва (/, У = U л)
булсин. У \олда А формулада п та кетма-кет ^нига кЗ^иш-
ни бажарамиз: аввал х, 5фиига ни, кейин х^ Урнига ни
ва ?;оказо х^ урнига ни кУямиз. Натижада куйидаги ис
ботланувчи формулаларга эга буламиз: h J (^) Урнига кэ^ш

\-А ни, h |(Л) урнига кЗ^йиш [-Л^ни, Ь |(Л„_|) Урни-
га кУйиш 1-Л„ ни беради.

Бундан кейин А^ формулага нисбатан яна я та кетма-
кет урнига кУйишни бажарамиз: аввал г, Урнига 5, ни, кейин
Zj урнига В^ ни ва \оказо z„ урнига В^ ни цуйиб чикамиз.
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Бунинг натижасида \- j(A„) урнига куйишдан ]-C^ ни,
Z|

J(^i) Урнига кУйишдан h ни, h урнига
V/I

КУйишдан |- Сд ни ;^осил 1^иламиз. Демак, исботланувчи
формула А формуладаги x^, х^ Узгарувчилар урнига
бир вактда мое равишда В^ формулаларни куйиш
натижасида \осил булади.

Бир вакгда Урнига кУйиш операция (коида)сини куйи-
дагича ифодалаймиз:

hA
Bi.Bi в„- (I)

h  j(A)
Xi,X2....Jc„

3.2. Мураккаб хулоса коидаси. Бу коидада

куринишдаги формулаларга нисбатан иккинчи \осилавий
Коида ишлатилади ва уни куйидаги тасдик, оркали изохлаш
мумкин.

1-теорема. Агар А^, ...уА^ларва
A,-^(A^-^{A^-^(..\A^-^L)..,))) (2)

исботланувчи формулалар булса, у ^олда L :^ам исботланувчи
формула булади, ^

хулоса коидасини кетма-кет кУллаш
^акикатан ^ам, агар /4, ва

сига асосан Ф^Р^Улалар булса, у холда хулоса коида-
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х^гл исботланувчи формула булади. ва (3) исботланувчи
формула булганлиги учун

(4)

формула \ам исботланувчи булади. Худди шундай му\ока-
мани давом эттириб, охири L нинг исботланувчи формула
эканлигига ишонч \осил циламиз.

Мураккаб хулоса к;оидасини схематик равишда куйида-
гича ёзиш мумкин:

\- Ау^\- h А„^\- А\ -*{А2 —»(/4я —»£)...)))
\-L

(5)

3.3. Силлогизм цоидаси.
2-теорема. Агар А-^В ва В-^ С исботланувчи форму-

лапар булса, у ^лда А—>С формула т^ам исботланувчи булади.
И с б о т. Теоремани схемапгик равииша куйидагича ёзамиз:

FTic (6)

x-^iy-^x) — I, ва "" Ь акси-
омаларга нисбатан куйндаги

А.В.С В-*С.А

jiU) ва J(I,)
хо-.г х,у

бир вактда 5фнига куйиш цоидаларини кУлл21Ш натижасида
ушбу исботланувчи формулаларни хосил циламиз:

(7)
(8)

Теореманинг шартига асосан
\-А^В, (9)
\-В^С (10)

формулалар исботланувчидир. (10) ва (8) дан хулоса коида-
сига асосан
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(11)
формулами \осил киламиз. У вактда (И), (9) ва (7) дан
мураккаб хулоса коидасига асосан эканлиги келиб
чикдди.

Агар А—^В ъа. В—^С исботланувчи формулалар булса, у
\олда А—^С \ам исботланувчи ({юрмула б^лишини силло
гизм /^оидаси деб атаймиз.

3.4. Контрпозиция цоццаси.
3- ор^ м а. Агар А-^В исботланувчи формула булса, у

^олда В А j(aM исботланувчи формула, яъни

то ('2)
булади.

И сбот. у) -> (у -> х) — IV, аксиомага нисбатан
бир ва1^да урнига кУйиш 1^оидаси

А.В

ни куллаб,

h (/(-» S) Я") (13)
исботланувчи формулани }(осил киламиз. Теореманинг шар-
тига асосан

\-А-->В (14)
исботланувчи формуладир. Шунинг учун (14) ва (13) дан
хулоса коидасига асосан [- (5 А) исботланувчи формула
эканлиги келиб чикади.
^  Агар А—>В исботланувчи формула булса, у \олда
в А ХАМ исботланувчи формула б?лишини контрпози-
ция /(оидаси деб атаймиз.



3'§. Келтириб чицариш /(оидасининг :;осиладари |
3.5. Икки карралик инкорни тушириш коцдаси.

4-теорема. I) Агар А В исботланувчи формула
булса, у ^олда В з^ам исботланувчи булади;

2) агар А -=> В исботланувчи формула булса, у у;олда А-^В
формула х,ам исботланувчи, яъни

V Л->В А ->g ^. г\
ул-^в ^ '

булади.
Исбот. jc->jc — I Vj ва х —> JC ~ IV, аксиомаларга

нисбатан ушбу

J(IV,) ва |(1Уз)
*  д:

Урнига к^^иш коидаларини кЗ^ллаб,

\-А^А, (16)
(17)

исботланувчи формулаларни хосил киламиз. Теореманинг
I- ва 2- шартларига асосан

(18)

\-А-^В (19)
формулалар исботланувчидир.

Агар теореманинг 1- шарти бажарилса, у \олда (17) ва
(18) формулалардан силлогизм коидасига асосан \-А-^В
келиб чикади.

Агар 2- шарти бажарилса, у холда (16) ва (19) формула
лардан ни келтириб чикарамиз.

дгар у4 -> 5 {А-^В) исботланувчи формула б?лса, у
\олда А^ В хрм исботланувчи формула булишини икки мар-
талик инкорни тушириш i^oudacu деб атаймиз.
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Муаммоли масала ва топширицлар

Куйидаги ифодаларнинг кайси бири муло^азалар \исо-
бининг формулалари б^лади:
1) (А ^Р2)-^(Р\ Pi);
2) ((А V p.J'^iPiPi)) А;
3) (Р\ —^ iPi Р})) Р};
4) (а Р:) ((а Pi) Pi);
5) (А ^ Pi) (Pi А);
6) (а Pi) (iPi -> Pi) ((а V Рз) Pi));
7) ((Pi ^ Р2)л(р^-> Рз)) -> (/?, (рз л Рз));
8) ((Р| а) (а V Рз)) ^ (а V Рз).

2. Куйидаги формулаларнинг хамма к;исм формулаларини
ёзиб чикинг:

^  А (х V у), B = (x<r^y)v (ху),
С = (х у) (у —> г) J D = ху V xz'^ yz.

2)~b^c', Ъ)а^~Ь;
4).v— 5)acvj;^-^x; 6) Jc—
7) ((л л) /ч (>' ) -)) Y V г);
8) {x -> З ) ((jc J7) —> J7)

3. A = >4), = /lv5, L^ = A-^BvC форму-
лалар учун к>'йидаги Урнига к^^йишларнинг натижалари-
ни езинг:

•)ЛМ; 3)'7(Х);
.4 л , /IV Й А

41 6)'7,2,,.
"  >1.в.с
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4. Урнига кУииш коидасини куллаб, куйидаги формулалар-

нинг исботланувчи эканлигини исботланг:

1) (А^В)а.В-^В\

2) Ал В—>у4л5\/С^

3) {А —> В) —> ((С —> В) —> {А V С —> fi)) ■

4) CvD->CvZ);

5) (/1л ВлQ)^({AaB-^Q-^{AaB^Ва О).
5. Урнига куйиш ва хулоса коидаларини куллаб, куйидаги

формулаларнинг исботланувчи эканлигини аник^анг:
1) y4v/4— 2) А—^АаА'у 3) АаВ—^ВаА'.,

4) >4v5-^5v/4; 5) (/4->5)—>(/!—>Л); 6) А А .
6. Келтириб чикаришнинг \осилавий коидаларидан фойда-

ланиб, куйидаги формулаларнинг исботланувчи эканли
гини исботланг:

l) >4v5— 2) >4—»/?;
3) (A^B)-^(A-^AvB)\ 4) F-^A\
5) {А—>5)—^i,A— 6) А А А —> F j
7) (А В) А В А \ S)AaB-^As/B.

7. Келтириб чикаришнинг \осилавий коидаларини исбот
ланг:

• х ■ 9\ _!ld_. "1\ л\ _Ь-5_-

~М~' ^ к? ' ^ "RTF^
ох hFl-5 bAhZ. 114
Т^' ' ' 1-^ ' '2) -R^'

.-*х \- А-^В,[- А^В , h у4->ДА
F5 ' \-А
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Мустакил ишлаш учун савол ва топшири1д1ар

1. Мулодашар з^соби формуласи тушунчаси. Манти1^й борловчилар.
Символлар. Кисмий формула.

2. Исботланувчи формула таърифи. Муло\азалар \исобининг аксио-
малар системаси (тизими). Келтириб чицариш коидалари,

3. Келтириб чицариш цоидасинингцосилалари.
4. Вир вацтда урнига цуйиш ва мураккаб хулоса коидалари.
5. Силлогизм, контрпозиция ва икки марталик инкорни тушириш

коидалари.

4- §. Формулалар мажмуасцдан формулани келтириб
чикариш коццаси

Келтириб ни/^ариш /^оидаси. Келтириб чи/^ариладиган фор
мулалар синфи. Исботланувчи формулалар синфи

И= {A^, А^} че?сли формулалар мажмуаси (тупла-
ми) берилган булсин. Бу формулалар мажмуасидан форму
лани келтириб чикариш тушунчасини берамиз.

Таъриф. I) )(ар кондай A.g Н формулалар мажмуаси
Н дан к&тириб чикариладиган формуладир.

2) }(ар /^андай исботланувчи формула Н дан келтириб чи-
/{арилади.

3) С ва С—> В лар И формулалар мажмуасидан келтириб
чикарилган формулалар булса, у у;олда В формула кам И дан
келтириб чикарилади.

Бирор В формула Н формулалар мажмуасидан келтириб
чикэриладиган булса, уни символик равишда И\- В шаклда
езамиз.

л  ̂ тУплам ёки элементлари факат исботланув-иборат булса, у цолда И дан келтириб
^  формулалар синфи исботланувчи формула-

// келади. Агар формулалар мажмуасикеч булмаганда битта элементи исботланмайдиган
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формуладан иборат б^лса, у \олда Н дан келтнриб чикари-
ладиган формулалар синфи исботланувчи формулалар син-
фига нисбатан кенгрок булади.

М и с о л. y4v 5 формула Я= {/4, В] формулалар мажмуа-
сидан келтириб чикарилишини исботланг.

И сбот. Ява Яб^^лганлиги учун формулами кел
тириб чикариш коидасига асосан

Н\-А, (П
Н\-В. (2)

А.В.Л В.А

IIj ва 1, аксиомаларга нисбатан |(Пз) ва j(I|) ^рнига
■r.v.c -t.r

Куйишларни бажарамиз. Натижсша исботланувчи формула
лар \осил булади. Улар формулами келтириб чикэриш коида-
сига асосан Я дан келтирилиб чикарилади, яъни

Н\-ВМА-*В) W
каби булади. А-^А исботланувчи формула эканлиги учун

Н\-А^А. (5)
(5) ва (3) формулалардан хулоса коидасига асосан

я h (/4-» 5)-^(/4-^/4 л В) (6)
ни хосил киламиз. Худди шу каби (2) ва (4) формулалардан

Я|-(Х->В) (2)
муносабатга келамиз. (7) ва (6) формулгшардан хулоса коида-
сига асосан

H\-A-*Af^B (8)
келиб чикади. У холла (I) ва (8) формулалардан

Н\-АлВ W
ни хосил хиламиз, яъни АаВ формула Я формулалар маж-
муасидан келиб чик;ишини курсатдик.
9 - Х-Турасв
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Н формулалар мажмуасидан бирорта ихтиёрий форму
лами келтириб чик;аришда мураккаб хулоса коидасидан
фойдаланса булади. Бу ;^олда (9) муносабатга (5), (7), (1) ва
(3) муло^азалар оркали келиш мумкин.

5- §. Келтириб чинариш (исботлаш) тушунчаси.
Дедукция теоремаси. Умумлашган

дедукция теоремаси

[7[ Исботлаш тушунчаси. Келтириб чихаришнинг хоссалари.
Келтириб чихаришнинг асосий xoudajiapu. Дедукция тео
ремаси. Дедукция умумлашган теоремаси. Конъюнкцияни
киритиш хоидаси. Дизъюнкцияни киритиш хоидаси.

5,1. Келтириб чицариш (исботлаш) тушунчаси.
Таъриф. Агар В^, ..., В^ чекли формулалар кетма-

кетлигининг хор хондай ходи хубидаги уч шартнинг бирорта-
сини хоноатлантирса, у холда бу кетма-кетлик Ннекли фор
мулалар мажмуасидан келтириб чицарилган деб аталади:

1) // формулалар маокмуасининг бирорта формуласи^
2) исботланувчи формула;
3) B^f^B^, ..., В^ кетма-кетликнинг исталган иккита ол-

динма-кейин келадиган элементларидан хулоса хоидасига асо-
сан хосил хо-ишади.

Олдинги параграфдаги мисолда к5фсатилдики, {А^ Щ
дан куйидаги формулалар чекли кетма-кетлиги келтирилиб
чикарилади:

А, В. {^-^Л)-^{{А-^В)-^{А-^А^В)), В-^(А^В),
А, В, А-^А, {А-^В)-^(А-^{АлВ)), А-^В, А^АлВ, АлВ.
^ар мураккаб хулоса коидасидан фойдалансак, у колда

(исбот) келтириб чицариш формулалари куйидагича б^глади:
А, В, {А^А)-^{{А^В)'^{А-^АаВ)),

А-^А, А-^В, А/\В.
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Формулани кслтприб чикариш ва формулалар мал^а-

сидаи келтириб чикариш таърифларига асосан келтири чи
каришнипг к>ч*»идап1 хоссалари косил б^лади.

1) Н формулеыар \1ажмуасидан келтириб чи1^рилган че -
ли кетма-кетликпииг бошлаигич кисми кам двн келти
риб чикарилалигаи булади; „„„„««г

2) агар Я лап келтириб чикарилган кетма-кетли
иккита к>'шии ка.алари (злсмеитлари) орасига^
риб чикарилган бирор бошка кетма-кетлик куиилса, у
косил килингаи янгп формул^шар кетма-кетлиги ка^
келтириб чикарплиши мумкин. д ва

Хакикатаи \ам, масалан, агар Я,, Bjj •• •» "п t
С,, .... С„,лар Я лай келтириб чикарилса, у вак^ кел^-
риб чикариш таърифига асосан -в,, 5,*
В. „ В. кам Я дан келтириб чикариладиган булади.

3) Я формулалар мажмуасидан келтириб чикарилган фор
мулалар кетма-кетлигининг кар кандай каДИ Я дан келти
риб чикариладиган формуладир.

4) агар Яс И^булса, у колда Я дан келтириб чикарилган
кар кандай формула W ни иг кам формуласи булад^

5) В формула Я дан келтириб чикариладиган ф^мула
булиши учун Н дан келтириб чикарилган ихтиёрий форму
лалар кетма-кетлигида бу формуланииг мавжуд бУлиши етар-
ли ва зарурдир.

5.2. Келтириб чикариш койдаси. Я ва мулока^ар
Кисобининг иккита формулалар мажмуаси булсин. ,
оркали бу мажмуаларнинг йигиндисини (бирлашмасин
белгилаймиз, яъйи

Я, яи W-

Агар W мажмуа битта С формуладан иборат булганда
кам Яи{С} бирлашмани Я. С кУринишда ёзамиз.

Энди келтириб чикаришнинг асосий коидаларини куриб
Утамиз.
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I

Бу коида бевосита формулалар мажмуасидан келтириб
чикариш коиццасидан хосил булади.

„ HXhA.HhC
"• hVa •
Исбот. Коиданинг шартига асосан Н, С формулалар

мажмуасидан А формула келтириб чик^арилади. Шунинг
учуй Ну С дан охирги формуласи Л булган келтириб чика
риш мавжуд:

^|э ^2' •••* ^*-1» (О
Худай шу каби И формулалар мажмуасидан С формула

ми келтириб чик;арилиши мумкинлигидан И дан кейинги
формуласи С булган келтириб чикариш мавжуд:

С*,, Cj, С^у С. (2)
(1) келтириб чикаришда С формула иштирок этмаган

колда, у факат Н формулалар мажмуасидан келтириб чика-
рилган кетма-кетликда булади. Демак, И дан Л формула
келтириб чикарилади.

Агар (1) келтириб чикаришда бирорта формула Сбулса
(масдтан формула В) у у \олда 5^, ва , формулалар ораси-
га (2) ни кУямиз. Натижада куйидаги факат Я дан келтириб
чикаришни оламиз:

^1» В^у В^^у C^y С^у С^у В^ ^у А.
Шундай килиб, Я дан А формула келтириб чикарилади.
III ^* С\-Ау \УУ-с

HyW\-A—•

Исбот. Н,С^А булганлиги учун I коидага асосан
я. W, С)-А. Коиданинг шартига биноан И^-С, у холда

Коидага кУра Н, W\- с. II коидадан фойлаланиб М, fV\-А нк
топамиз.
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НУС^А
HXVA '

И С 6 О т. С->у4 формула Н формулалар мажмуасидан кел
тириб чикариладиганлиги сабабли Н нинг шундай келтириб
чи1^ариши мавжудки, унинг охирида С—^А формула туради.

А,, В, В».,. С-^А. (3)
Энди Н формулалар мажмуасига С формулани 1^?шиб,

Н, С формулалар мажмуасини \осил киламиз. (3) келтириб
чикаришга С формулани к?ши6, ушбу келтириб чикдришга
эга буламиз:

в,, в, в,.,, С^А. С. (4)
У'з навбатида бу Я» С формулалар мажк<уасининг кел

тириб чикариши булади.
(4) нинг охирига А формулани ёзиш мумкин, чунки у

хулоса коадасига асосан С->А ва С формулалардан \осил
килинади. Демак, охирги формуласи А булган Я, С форму
лалар мажмуасининг

В„ В„ В,.„ С^А, С, А
келтириб чикэришига эга буламиз, бу ердан Н, С\- А экан-
лиги келиб чицади.

Н,С[-л
V. Дедукция теоремаси:

Аввал Я, С формулалар мажмуасининг з^ар кандай
В, В, В^ келтириб чицариши учун Н\- С^В^ нингтугри-
лигини математик индукция методидан фойдаланиб исбот
киламиз. D

к —\ \ол учун масала тугри. Хдкицатан з^м, агар ,
формула Я, С нинг келтириб чик^ариши булса, у вак^да уч
з^рл булиши мумкин:

а) Я;
б) Д, - исботланувчи формула,
в) В, формула С нинг узидир.
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a) ва б) >(оллар учун Н дан куйидаги келтириб чик;ариш-

ни ёзиш мумкин: 5,, С^В^. Дe^faк, Н\- С-^Ву
в) учун Н\- С-^ С эканлигини исботлаш керак.
Аммо С-»С исботланувчи формуладир. Шунинг учун

уни \ар кандай мажмуадан келтириб чикариш мумкин,
2. Энди исталган / (/ < к) чукурликдаги ^ар кандай кел

тириб чи1^ариш учун масала тугри булсин деб \исоблаб,
унинг к чу1о^рликдаги келтириб чи^ариш учун туррилиги-
ни исбот киламиз.

By лар Я, С мажмуанинг келтириб чик;ариши
б?лсин, бу ерда к> \. Шунинг >'чун \ам В^ формулага нис-
батан тУрт з^ол юз бериши мумкин:

а) Я;
б) Bf^ — исботланувчи формула;
в) В^ формула С нинг Узидир,
г) формула хулоса коидасига асосан келтириб чик;а-

ришлаги иккита ундан олдин кетма-кет келадиган форму-
ла-лардан >(осил килинади.

а), б), в) \олатлар учун исбот тулик; равишда к - 1 \олда-
ги исботга мое келади.

Шунинг учун г) \олни курамиз. Бу зчолда формула В
ва В^ формулалардан з^осил килиниб (/< А:, j > к), В. формула

куринишни илади ва куриглаги тасдпк^зар тугри булади:
Н\-С^Ву (5)

Н\-С-^{В,^В,). (6)
аксиомада

/С:)
Урнига к^ишни бажариб, куйидаги исботланувчи форму
лага эга буламиз: ^ ^ у

h (С, (В.^В^)-»((С-»В) (С-> В^)).
(7)
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(6), (5) ва (7) ифодалар Я дан келтириб чикариладиган
формулалардир. Уларга мураккаб хулоса коидасини к^^ллаб,
ЯН ни \осил киламиз.

Энди умумий, яъни Я, С\-А б?лган )^олни кУрайлик.
Бу >^олда Я, С нинг 5,, 5,, А келтириб чик;ариши
мавжуд булади. Демак, юкорида исбот килганимизга асосан
Н\- С->А тасдик; тутридир.

Дедукция теоремасидан мухим ахамиятга эта булган
куйидаги натижа келиб чик;ади.

Умумлашган дедукция теоремаси:

{С|,С С,)\-А

Исбот. Я^ = {С,, С^, С^} булсин. Теорема шартига
асосан Н^\-А ёки Я^_,, С^\-А нинг тугрилиги, Я^^, = Я^_2,
булганлиги учун эса

^к-2У
тасдикнинг тУгрилиги келиб чикади. Бу ифодага нисбатан
яна дедукция теоремасини куллаб,

ни хосил хиламиз. Бу процедурами к марта такрорлаб, ушбу
тасдихка келамиз:

Яо = 0|-С,-^(С2-^(Сз^... (С,->Л)...)).
Аммо буш тУпламдан фахатгина исботланувчи форму-

лалар келтириб чихариш мумкин, яъни

к= 1 булган хусусий холда
С\-А

га эга буламиз.
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VI. Конъюнкциями киритиш цоидаси:

Н\-А.Н\-В
И\-АлВ '

И С б О т. Берилганига кУра
ЯЬ А, (8)
И\- В. (9)

{А, В} формулалар мажмуасидан Ал В формулами келтириб
чикариш мумкинлиги, яъни

И В)\-АлВ (10)
эканлигини кУрсатган эдик. Келтириб чикаришнинг I коида-
сига асосан

Н,А,В\-АлВ, (И)
И,А\-В. (12)

Келтириб чикаришнинг 11 коидасидан фойдаланиб, (11) ва
(12) муносабатлардан

Н.А]гАлВ (13)
\амла (8) ва (13) дан

Н\-АлВ
ларми \осил киламиз.

VII. Дизъюнкциини киритиш коидаси:

Н,А\-СхН,В\-С
Н.А\гВ\-С

Исбот. Н, А\- С\ Н, ВУ- С шартлардан дедукция теоре-
масига асосан

Н\-А-*С, (14)
Н\-В^С (15)

формулалар келиб чикади.
Ill аксиома Я формулалар мажмуасидан исботланувчи

формула сифатида келтириб чикарилади, яъни
Я|~ (^4—> О—>((5—> C)->(/lv5—> Q). (15)



6'§. AHpilu .uaHinuii г{онун.1арин11нг чсоотч 137

(14), (15) па (16) формулаларга мураккаб хулоса коида-
сини куллаб

H\-AvB-^C (17)
формулами \осил киламиз.

Энди келтириб чикаришнинг IV 1фидасини к^^ллаб
//, /iv5b С

формулага эга буламиз.

6- §. Айрим мантик конунларининг исботи
[7] Мантик }^онушари. Шаршарни урин алмаштириш конуни.

Шартларни куишш /^онуни. Шаршарни ажратиш и^онуни.
Дедукция теоремаси бир к^тор мантик цонунларини

исботлашга ёрдам беради.
1, Асосларни (шартларни) урин алмаштириш 1(онуни:

h (JC->(>'-»z))->(y—
и с б о т. Я= {y^z)y у, X} формулалар мажмуасидан

x^(y-^z). у. y-^Zy Z келтириб чикариш келиб чикади. Де-
мак, Н дан z формула келиб чицади. У )^олда умумлашган
дедукция теоремасига асосан (1) формула исботланувчи
эканлигини \осил циламиз.

Асосларни урин алмаштириш крнунидан исботланувчи
формулалар учун ушбу асосларни урин алмаштириш кридаси

h (л'—»(>'—»с))
Иг->(л*-^г))

келиб чикали.
Хакицатан кам, агар

h-T->(y->z)

булса, у колда (I) ва (2) формулалардан хулоса коидасига
асосан

|- у—>(х-^2)
формула косил килинади.
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II. Асосларни кЗ^шиш н^онуни;

h {x^{y-^z))^(xAy^zy (3)
И с б о т. Я= {х-> jCAy} формулалар мажмуасидан

x^(y->z), хлу, хлу-^х, хлу-^у, X, у, у-» г, Z келтириб чика-
риш олинади. Бу эса Н дан z формула келиб чикдди демак-
дир. Бу 5^3 навбатила умумлашган дедукция теоремасига асо-
сан (3) формуланинг исботланувчи эканлигини курсатади.

Асосларни кушиш конунидан исботланувчи формула
лар учуй асосларни к^^иш коидаси

h (х^(у->г))
\-Xr.y^Z

келиб чикади.
Хаки катан кам, агар

\-x^(y-^Z) (4)
булса, у кояда (3) ва (4) формулалардан хулоса коидаларига
асосан h хлу—^z эканлигини косил киламиз.

III, Асосларни ажратиш конуни!

И с бот. Я= {х, у, xлy^z} формулалар мажмуасидан
келиб чикадиган х, у, xлy-->z, хлу, z келтириб чикаришни
караймиз. Бунда Я формулалар мажмуасидан z формула
нинг келиб чикиши кУриниб турибди. У колда умумлашган
дедукция теоремасига асосан (5) формула исботланувчи
эканлигига ишонч косил киламиз.

Асосларни ажратиш конунидан исботланувчи формула
лар учун асосларни ажратиш кридаси

косил булади. Хакикатан кам, агар
hxлy-^Z (6)

б5^лса, у колда (5) ва (6) формулалардан хулоса коидасига
асосан i -х ^(у ^z) эканлиги келиб чикали.
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ТУ. ->у).
и с б от. I, ва IV, аксиомаларда куйидаги

j(li) ва j(IV|)
У

^рнига куйишларни бажариш натижасида
1-JC— (7)

\- (у ^х)^{х -^у) (8)
исботланувчи формулаларни \осил к^иламиз. (7) ва (8) фор
мул ал ардан силлогизм коидасига асосан

hx->(3c->y)
формула келиб читали. Асосларни бирлаштириш крнуни-
дан фойдаланиб,

h хл jc у
формулани \осил килам из. Икки карралик инкорни туши-
риш кридасидан фойдаланиб,

[-хлх-^у
формулага эга буламиз. Бу ердан асосларни ажратиш кону-
нини куллаб, исботланиши керак б^лган (5) формулани кел-
тириб чикарамиз.

V. f-jcAy-»xvy.
И с бот. lllj аксиомада Z нинг уфнига х л у ни кУямиз.

|- (х X л у) —> ((у -> X л у) —»(X V у -> X л у). (9)
II, ва II, аксиомалардан

1- X лу ->х ,
|-Хлу—>У

формулалар келиб чик;(ади. (10) ва (П) формулаларга контр-
позиция коидасини кз^ллаб, ушбу формулаларни косил кила-
миз:

1-х-»хлу,
1-3;-»хлу.
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Бу форлгулаларга икки каррали инкорни тушириш к;оида-
сини куллаб, куйидаги формулаларни келтириб чи1^арамиз:

|-х-^хлУ, (14)
hv->XAy. (15)

Энди (9), (14) ва (15) формулаларга мураккаб хулоса к;оида-
сини куллаб,

(16)
фор.\1улага эга буламиз.

Нихоят, (16) формулага аввал контрпозиция коидасини
ва сунгра икки мартали инкорни тушириш кридасини к?ллаб,
исботланиши лозим булган

f- .V А у .VV у
формулами хосил киламиз.

Муаммоли масала ва топширш^ар
1. И формулалар мажмуасидан к^рсатилган формулаларни

келтириб чи1^ариш мумкинлигини ку^рсатинг:
\) Н={А)\-В^А\ ^ 2) Н={А^В,
Ъ) Н = {A-^Q\-С ^ А  ,■ А) Н={А-^В, В)\-А-,
5) Н={А. А^В}УВ-, 6) Я={/1^В}|-/1лС-^5лС;
7) Н = {A—^B)\-(C-*A)-i{C^B)',
8) H={A-^B)h{B-^C)-i(A^C)\
9) Н= {A-^(B-^Q\- В^(А^С)\
10) И = {А—^ В)\-Aw С—^ Bv С.

1. Умумлашган дедукция теоремасидан фойдаланиб, фоо-
мулаларнинг исботланувчи эканлигини исботланг:
1) (•*'^>')-»((у-^г)-)(дг->г)):
2) М—»5)-)(/4vC->5vC);
3) ('4-»5)-^((С-»/()-»(С-»в)).
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3. Мантик конунларининг тутрилигини курсатинг:

1) X (х-> >'); 2) xvx; 3)XAy->xvy.
4. Шартларни Урин алмаштириш, шартларни кушиш ва

шартларни ажратиш цоидаларидан фойдаланиб, берилган-
ларнинг туррилигини исботланп ^
I) 1-х->(у-^хлу); 2) 1'(у4-^В)лВ^Я; 3) h >4 А).

^2^ Мустакил ишлаш учуй савол ва топшири1д1ар
1. Келтириб чикариладиган ва исботланувчи формула1ар синфи.
2. Формулалар мажмуасидан форх1улани келтириб чикэриш кридаси.
' Келтириб чи1дариш(исботлаш)тушунчаси. Келтириб чикдришнинг

хоссалари ва асосий цоидалари.
4. Дедукция теоремаси ва умумлашган дедукция теоремаси.
5. Конъюнкцияни ва дизъюнкцияни киритиш коидалари.
6. Мантик конунлари. Шартларни Урин алмаштириш, кУшиш ва

ажратиш конунлари.

7- §. Мулохазалар алгебраси ва мулоказалар кисоби
орасидаги муносабатлар

\7\ Мулоз^азалар з^исоби формуласининг киймати. Мулоз^азсшар
з^исобидаги формулалар билан мулохозалар алгебрасидаги
формулалар орасидаги муносабатлар. Умум^ийматли форму
ла. Айнан чин формула. Келтириб никариил з^ахидаги теорема.
Мулохазалар кисоби формулаларини худди мулоказалар

алгебраси формулалари сифатида караш мумкин. Бунинг
учун мулоказалар хисоби узгарувчиларига мулохралар ал
гебраси «згарувчилари сингари караймиз, яъни узгарувчи-
лар чин ёки ёлгон (I ёкн 0) киймат олади деб хисоблаймиз.л, V, ва - амалларини муло\азалар алгебрасидагидек
^™Мулохазалар хисобининг хар бир формуласи, Узгарув-
чилар унинг ифодасига цандай киришидан катьи назар,
1 ёки О киймат кабул килади. Унинг киймати мулохазалар
алгебрасидаги коидалар буйича хисобланади.
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Мулохазалар ^исоби формуласининг киймати тушун-
часини ани1д1айлик.

А - муло^^азалар \исоби формуласи, дг,, лар эса
А формула и(^дасига кирувчи ?згарувчилар (х.фх) булсин.
а,, Oj, лар ор1^али мое равишда дс,, дс^, х^ Узгарувчи-
ларнинг кийматларини белгилаймиз, £, = {О, 1}. (а,, о^,

0^) вектор 2" та кзийматлар сатрига эга.
Узгарувчиларнинг битта кийматлар сатри учун А фор-

муланинг 1сиймати ^ куйидагича аник;лаймиз:
1. А формуланинг энг катта узунликдаги к?1смий фор

муласи дг, булганда, = ai булади.
2. Агар к + I узунликдаги ^^мма кисмий формулалар

аникданган булса, у \олда Ал.4^, A.wAj, A.-^Aj, А^ амаллар-
нинг бажарилиши натижасида олинган к узунликдаги кис-
мий формулалар куйндаги кийматларга эга булади:

^0| 02 ...Оя (4 ^ ^j) ~ ^а\ 02 ...а„ ^ ^а| 02 ...а„ ("^у ) >
^axai...aS^i ^ ~ ^oj 02 • а„ (Л ) ^ 02. .о„ (-^у ) >
^aia2...a« (Д* Д ) ~ Д11 а2...о„ (Д ) Д*|02...а„ (Д ) j
Д1, cj ..а„ (Д ) = Дх, 02 ...ая (Д ) •

Масалан, х, v ̂ 4 дсг л A3 формула х„ х^, Х3, х^
Узгарувчиларнинг (О, 1, I, 0) кийматлар сатрида
Д)|1о(-*1 V Х4 Хз лхз) = I кийматга эга,

Хакикатан кам, бу формула куйндаги кисмий формула-
ларга эга:

X, VX4, Хз лХз - биринчи узунликдаги кисмий форму
лалар;

X, VX4, х, лХз - иккинчи узунликдаги кисмий форму
лалар;

Х4, Хз, Х3 — учинчи уззпнликдаги кисмий формулалар;
Х3 - тУртинчи узунликдаги кисмий формула.
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Бу ердан = 1, = ^01,0(^^3) = 0.

^110 ("^4) ~ ^110 (■'^4) ~ ^iio(-^i) ~

^11о('*1 ^ -*4) ~ ^11о(''''|) ^ ^ОПо(-*^4) ~ ^ ^

^11о(^2 ^ -^з) - ^11о(^2 ^ -^.я) -

^11о(-*1 -^Х2ЛХ^) =
"■ ^ -*4) ^поС-'^г ^ ~ ^

эканлигини топамиз.

Энди муло\азалар \исоби билан муло\азалар алгебраси
орасидаги муносабатларни аникповчи теоремаларга т)^а-
либ утайлик.

1-теорема. Муло);азалар ^исобидаги ^ар бир исботла-
нувчи формула муло^азалар алгебрасида айнан чин (тавтоло
гия, умумкийматли) формула булади.

И об от. Теоремани исбот килиш учуй куйидаги учта
\олни кУриб чикишга турри келади:

1) муло}^|азалар \исобидаги х^р бир аксиома мулох^а-
лар алгебрасидаги айнан чин формуладир;

2) айнан чин формулаларга Урнига к^^иш хридасини
хУллаш натижасада хосил хшшнган формулалар яна айнан
чин формулалар бУлади;

3) айнан чин формулаларга хулоса кридасини кУллаш
натижасидд хосил хилинган формулалар яна айнан чин фор
мулалар булади.

1-Холнинг исботи. Мулохаззлар ?^соби аксиома-
ларининг айнан чинлигини исботлаш учун чинлик жадва-
лидан фойдаланамиз;
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И С б ОТ. JC,, jCj, X лар >4 ва 5 формулалар ифодасига
кирувчи Узгарувчилар булсин. Узгарувчиларнинг з^амма
2""'та (а,, а^, а) кийматлар сатрида ](А) формула
чин киймат кабул килишини к^^рсатиш лозим. ](А) фор
мула айнан чин формула эмас деб фараз киламиз. У \олда
шундай (а®, aj, а®, а°) кийматлар сатри топилиб,

/?„о оа, а. НА)
X

= 0

булади. Бундан Уз навбатида лемма шартига асосан
^о®о;...о2аоР(^) = О эканлигини топамиз. Аммо бу А нинг
айнан чин формула эканлигига зиддир. Демак, \амма кий-

вматлар сатрида j(A) формула чин киймат кабул килади ва
у айнан чиндир.'

З-колнинг исботи. Агар С ва С—>А формулалар ай
нан чин булса, у ^^олда А ^ам айнан чин формула булади.

И об от. Хр Xj, лар С за И формулалар ифодасига
кирзшчи Узгарувчилар булсин. А — айнан чин булмаган фор
мула деб фараз киламиз. У колда Узгарувчиларнинг шундай
(о?, Oj, .. »«„) кийматлар сатри мавжуд булалики, /^о^о „о (А) = О
булади. Бу ердан (С /I) = (С) ,1; (.4) =
= 1^0-® эканлиги келиб чикдаи. Бу натижа С-*А фор-
муланинг айнан чин эканлигига зиддир. Бу карама-карши-
лик А айнан чин формула эканлигини исботлайди.

2-те о рем а (келтириб чи/^ариш ^ai^uda), А — муло^^аза-
лар хисобининг бирор формуласи; х,, - шу А формула
ифодасига кирувчи узгарувчилар ва а,, о^, а - узгарувчи
ларнинг ихтиерий кийматлар сатри булсин. Н оркали чекли
формулалар мажмуасини белгилаймиз. Агар

агар а, = 1 бУлса,
агар а, = О булса,

> к.
'  "к.
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У  ̂олда Н = х""} формулалар мажмуаси
унун:

О ^а,02 ...0,('4) = J булган :;олда Н\-Л\
2) Ла,а2 = О булгон ^(олда Н\-А булади.
Исбот. Теореманинг исботини формула тузилишига

КЭраб индукция метели билан олиб борамиз.
1. А формула X. Узгарувчи булсин:

а) агар ^а,а, . (-*^i) = », =1 б^^лса, у \олда х.\-х. ёки
х°' I-JC., яъни Jc"' [-А. Демак, И[-А;

б) агар /^,а2 .а„Ю = а. =0 булса, у ?(;олда х, h ёки
|- X., яъни jc"' h А . Демак, Н]- А .
2. Энди фараз киламизки, ва формулалар учун

теорема тз^и деб каралган з^олда А формула куйидаги тургт
к^инишнинг бири булсин:

1.В^лВ{, llB^vB{, ULB^-^B,\ IV. Д.
Хар бир \олни ало\ида к^^риб ^^амиз.
I. А формула B^лB^ к^^ринишга эга:
а) агар /?х,а2..а«(^ а^) = 1 бУлса,у\олда Ratai...a„W = ^

ва Ва^а2 .а„(^2) ~ ^ келиб чикади. Буцдан 1дилинган фарази-
мизга кУра Н\- В^ ва Я|- В^, Бу ердан Уз навбатида конъюнк-
цияни киритиш коидасига асосан Н\г В^лВ^^ яъни Н\гЛ
косил булади;

б) агар А^) = Обулса, уколда ^
ёки Ла,а2 .а,(^2) = 0 бУлаДИ. МЗОаЛаН, ®
дейлик, у крдда фаразимизга кУра

ЯЬД- (I)
II, аксиомага кура h By ердан контрпозиция

коидасига асосан
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f- —» 5, л ^2 (2)
келиб чикади. (1) ва (2) формулалардан хулоса коиласига
биноан Н\- л ^2 ни >;осил к;иламиз, яъни Н\- А .

\\. Л формула кури ниш га эга булсин:
а) агар (Д v 5,) = 1 б^лса, у \атда \еч б^^лмаганда

Л„,с, . = „ (5j)=l булади. .. ,.„(й,) = 1
булсин, у )(олла фаразимизга кУра

я he,. (3)
IIIj аксиомага асосан эса

h 5, ^ 5, V В, (4)
келиб чикади. (3) ва (4) формулалардан хулоса коидасига
асосан Н\-В^\/В^ ни косил киламиз, яъни Н\-Л\

б) агар /^, „2.. г., (^1 V ^) = О булса, у колда „Д ̂ 5,) = О
ва /?„,сх, . а„(^2) = О булади. Буердан Н\- В^ ва Я|- ^2 келиб
чикади. Уз навбатида конъюнкцияни киритиш коидасига
асосан

Я|- ^ А ^2 (5)
га келинади. Исботланувчи формуладан фойдаланиб,

h В^ /\ В2 В^ W В2 (6)
ни оламиз. (5) ва (6) формулалардан хулоса коидасига асо
сан Я|- fi, V ^2 ни косил киламиз, яъни Н\- Л .

\\\, А формула В^-^В^ куринишда булсин.
а) агар /?„, ^ (5, -> ^2) = 1 булса, ёки /?„, ... а„ (Д) = О,

ёки Ла.а, ..аЛ^г) = 1 булади. Масалан, Лд.аг ®
булса, у колда

ну- В, (7)
ни косил киламиз.
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Исботланувчи формуладан фойдаланиб \- 5, ^ ft )
формулами топамиз. Бу формуладан асосларнинг урин ал-
маштириш коидасига асосан

h ft (ft ft ) (8)
формулами ?^осил киламиз. (7) ва (8) формулалардан хулоса
коидасига биноан И\- ft -» ft формулами ёзамиз, яъни Н-^А.

Агар ft .aj .аЛ^2) = ^ булса, у \олда
Н\- ft . (9)

I, аксиомадан фойдаланиб,
|-ft-»(ft^ft) (10)

формулами келтириб чик;арамиз. (9) ва (10) формулалардан
хулоса коидасига кура Н\- ft -»ft келиб чикади, яъни Н\-А;

б)агар ft,„,..„Jft -»ft) = 0 булса,уколда ft,a,...«„(ft) = l
ва ft.aj ...a«(ft) = О булади. By ердан

Яhft, (И)
Яhft (12)

экамлиги келиб чикади. Исботланувчи формула таърифига
асосан

h (ft —»ft)—»(ft —»ft)-
By формуладан асосларнинг Урин алмаштириш коидасига
кУра

h ft —»((ft ft ) -» ft ) (13)
формулами келтириб чикарамиз. (11) ва (13) формулалар
дан хулоса коидасига биноан

Яh((ft^ft)-^ft) (14)
ни косил киламиз, Уз навбатида ундан контрпозиция коида-
сини кУллаб



I ISOj /// БОБ. МУЛОКАЗАЛАР КИСОБИ

ну В, (В, ^ В,) (15)
формулами келтириб чикарамиз. (12) ва (15) формулалар-
дан хулоса коидасига асосан Н\- {By ^ В-^) формулага эга
б^ламиз, яъни Н\- А .

IV. Л формула By к^^ринишга эга б^^лсин:
а) агар ...«„(/i) = ^ У \олда Kya^...a„W = ^

б^лади. Демак, Н\- By , яъни НУ А\
б) агар К.аг .аЛ^|) = 0 булса, у \олда /?а,а2 ^

б;5^лади ва бундам

f^y (16)
келиб чикади. IV^ аксиомадан фойдаланиб

НУВ^-^Ту (17)
формулами ёзамю. (16) ва (17) формулалардам хулоса коида-
сига асосан НУ By ни, яъни НУ Лу ни )^осил к;иламиз.

3- т е о р е м а. Мулоу^азсьюр алгебрасининг ^ар бир айнан
чин формуласи муло:^азалар ^исобида исботланувчи формула
булади.

И с б о т. А формула теорема шартига асосан айнан чин
формула булганлиги учун Бундам 2-теоре-
мага асосан

Н„УА (18)
келиб чикади, бу ерда Я„ = {л:®', х^"}.

(а,, Oj, aj кийматлар сатрларининг сони 2" тага тенг.
Шунинг учун (18) фор.мула камма 2" та кийматлар сатрида
бажарилади.

Агар Н„_у = {х',^\ булса, у колда, равшан-
ки, Я^р х^У А ва Я^,, х^Уа булади. Дизъюнкциями кири-
тиш коидасига асосан бу колда Я,,,, x^vx„ У А б?лади. Лммо
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V  формула исботланувчи формула б^лганлиги учун уни
Я^1, х^\/х„ формулалар мажмуасидан олиб ташлаш мум-
кин. Демак,

Худцишукаби =«',дг2"-\ Я2 = {х°Чх?^},
Я, = {jc"'} формулалар мажмуалари учун кетма-кет Я^, |- А,
Я^з[-/4 , Я^,|->4, Н^\-Л эканлигини исботлаш мумкин.
Маълумки, Я, = {х°'} \-А муносабат а, = 1 ва а, = О доллар
учун т^рридир, яъни д:, h ва Jc, [- А. Бу срдан дизъюнкиия-
ни киритиш кридасига асосан .г, v х, [- /4 га эга б>'ламиз. Аммо
JCjvJc, исботланувчи формула булганлиги учун уни ташлаб
юбориш мумкин. Шундай к,илиб, (д\-А. Демак, А исботла
нувчи формула экан.

Муаммоли масала ва топширицлар

1. Куйидаги формула А = x,vx,->x, ва 5^згарувчиларнинг:
I) (О, О, 1); 2) (1, О, 0) кийматлар сатри берилган. А фор
мула ва унинг инкори А ни мое формулалар мажмуа
сидан келтириб чикаринг.

2. Куйидаги формула А = х, vx,-^X3 ва узгарувчиларнинг:
I) (I, 1, I); 2) (I, О, 1); 3) (О, 1, 0) кийматлар сатри
берилган. А формула ва унинг инкори А ни мое форму
лалар мажмуасидан келтириб чикаринг.

3. Куйидаги формула A = {xwу)-^хл1 ва узгарувчилар
нинг: 1) (I, О, 0); 2) (О, I, I); 3) (О, 1, 0) к^ийматлар сатри
берилган. А формула ва унинг инкори А ни мое форму
лалар мажмуасидан келтириб чикаринг.

4. Умумлашган дедукция теоремасидан фойдаланиб, куйи-
даги формулаларнинг исботланувчи эканлигини ва улар
мулоказалар алгебрасида айнан чин(тавтология) форму
лалар эканлигини исботланг:
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(х->>0 -> (,xv z-^yv z)\

(x-^y)^i{z-^x)->{z-^y)).
5. Л-, V .V4 -> .*2 л .Хз формула л*,, х,, Х3, х^ 5^гарувчиларнинг

(О, К 1,0) кийматлар сатрида /?ono(-'^i ^ Х4 -> л'з aXj) = I
Кийматга эга эканлигини исботланг.

Mycrai^ ишлаш учун савол на топшири]олар
1. Муло^эзалар \исоби формуласининг ^иймати.
2. Муло\азалар алгебраси ва муло\азалар \исоби орасидаги муноса-

батлар.
3. Умумк;ийматли ва айнан чин формулалар.
4. Келтириб чицдриш ^а^идаги теорема.
5. Муло\азалар ;^исобидаги формулалар билан муло\азалар алгебра-

сидаги формулалар орасидаги муносабатлар.

8- §. Мулот^азалар хисобида ечилиш, зндсизлик,
т5^ликлилик ва эркинлик муаммолари

[71 муаммоси. Зидсизлик муаммоси, Тулии^лилик муам-
моей. Эркинлик муаммоси. Аксиоматик назария. Тор маъ-
надо тул1И\. Кеиг маьнода тули)^. Эркин аксио.ма. Эркин
QKCUOMOiiap системаси. Тенг купли формулалар.

Хар кзндай аксиоматик назарияни асослаш учун куйи-
даги туртта муаммони \ал кз1лишга тутри келади:

1) ечилиш; 2) зидсизлик;
3) тулик;лилик; 4) эркинлик.
8.1. Муло>(азалар хисобининг ечилиш муаммоси. Муло-

казалар кисобидаги ихтиёрий формулани исботланувчи ёки
исботланувчи эмаслигини ани1^аб берувчи алгоритмнинг
мавжудлигини исботлаш муаммоси мулохазалар >^исобининг
ечилиш муаммоси деб аталади.
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1-теорема. Мулот^азалар х,исоби учун ечипиш муаммоси

j^cui 1^илинувчидир (ечилувнидир).
И с бот. Олдинги параграфда айтилгандек, муло\аза-

лар \исобининг исталган формуласини муло\азалар алгеб-
расининг формуласи сифатида к,араш мумкин. Демак, бу
формуланинг мантикий кийматини узгарувчиларнинг ис
талган кийматлар сатрида аниклаш мумкин.

А — муло\азалар \исобининг ихтиёрий формуласи,
JC,, Xj, эса А формуланинг ифодасига кирувчи Узга-
рувчилар булсин.

кийматини \амма 2" та (а,, а^, а^) кий
матлар сатрида хисоблаб чикамиз. Агар камма кийматлар
сатрида . а„(^) = ' булса, у \олда А формула айнан чин
булади. Демак, 8- § даги 3- теоремага асосан А мулоказалар
Кисобининг исботланувчи формуласи булади.

Агар шундай (af, aj, кийматлар сатри топилиб,
/?аО а2('^) = О булса, у \олда А айнан чин формула булмай-

ди. У колда 8-§ даги 1-теоремага асосан А исботланувчи
эмас формуладир.

Шундай килиб, муло\азалар \исобининг исталган фор
муласини исботланувчи ёки исботланувчи эмаслигини кур-
сатувчи юкорида баён этилган алгоритм мавжуд экан.
Демак, мулоказалар кисоби алгоритмик ечилувчи назария-
дир.

8.2. Мулоказалар кисобининг зццсизлик муаммоси.
_  1-таъриф. Агар муло)(азалар з^исобининг ихтиёрий А ва
А формулалари вир пайтда исботланувчи формулалар булол-
маса, у з^олда бундай мулоз^азалар з^исоби зиддиятсиз аксио^
матик назария, акс з^олда эса зиддиятга зга булган аксиома
тик назария деб аталади.

Демак, зиддиятсиз мулоказалар кисобида А ва унинг ин-
кори булган А биргаликда исботланувчи формулалар була
олмайди.
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Муло^азалар \исобида зидсизлик муаммоси куйидагича
куйилади: берилган муло\азалар \исоби зиддиятлиликми ёки
зиддиятсизликми?

2-теорема. Агар муло^азалар j^uco6uda исботланувни
А ва А формулалар мавжудлиги ани^^ланса, у з^олда бу мула-
.^азалар у;исобида истсьгган В формула :^ам исботланувни фор
мула булади.

И с бот. Бундан кейин \гр к^ндай исботланувни фор
мулами Л ва R = F билан белгилаймиз.

1, Авват j^ap к^андай В учуй

(1)
формуланинг исботланувни эканлигини курсатамиз.

Хакикатан ?;ам, 1^ аксиомадан урнига к^^иш натижасида
hR-^{B^R) (2)

ни хосил киламиз. Аммо шартга кура R исботланувни фор
мула, яъни

h Л. (3)
У \олда (2) ва (3) формулалардан хулоса коидасига асосан
(I) формуланинг туррилиги келиб никади.

2. Энди \ар 1^андай В унун
(4)

формуланинг исботланувни эканлигини тасдивутаймиз.
Хак;ик;атан \ам, IV^ аксиомадан Урнига 1^иш натижа

сида

|-(fi ->i) (5)
формула келиб чиедхи. Аммо исботлаганимизга асосан

(6)
навбатида (6) ва (5) да^, хулоса коидасига биноан

h Л -» В (7)
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формулани ;^осил киламиз. Икки карралик инкор амалини
тушириш коидасидан фойдаланиб ва R ни Гбилан алмаш-
тирилса,

формулага эга буламиз, яъни (4) исботланувчи формула-
дир.

3. \ар кандай А учуй

\-A^A-^F (8)
формула исботланувчи эканлигини курсатамиз.

Хакикатан \ам, I, ва IV, аксиомаларга асосан куйидаги-
лар исботланувчи формулалар булади:

\-A^{R-^A), (9)
(10)

(9) ва (10) дан силлогизм коидасига биноан

|-'4->( А -^F)
формулани келтириб чикарамиз. Бу формуладан асосларни
бирлаштириш коидасини куллаш натижасида \-АлА -»/"
формулага келамиз, яъни (8) га эга буламиз.

(4) ва (8) дан силлогизм коидасига асосан

\'АлА-^В (И)
формулани косил киламиз. Аммо теореманинг шартига к^а
(- >4 ва h >4 , у колда h >4 л /4 . Демак, В исботланувчи фор
мула булади.

3-теорема. Мулох^азаларз^исобизиддияпыиксизназария-
дир.

Исбот. Мулоказалар кисобида А ва А бир вактнинг
Узида исботланувчи б^ладиган кеч кандай А формула мав-
жуд эмаслигини курсатамиз.

А мулоказалар кисобининг ихтиёрий формуласи булсин.
Агар А исботланувчи формула булса, у колда 7- § даги 1-тео-
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ремага асосан Л айнан чин формуладир ва, демак А айнан
ёлрон формула булади. Шунинг учуй \ам Л исботланувчи
формула булмайди.

Демак, у4 ва /4 бир вакп*да исботланувчи формулалар
була олмайди. Шунинг учун \ам муло?^азалар ?;исоби зид-
диятга эга эмас.

8.3. Мулот^азалар т^собинннг тулшдтлик муаммоси.
2- т а ъ р и ф. Муло^азалар :^исо6ининг аксиомалар систе-

масига шу :^исобнииг. бирор ихтиёрий исботпанмайдиган фор-
муласини янги аксио'м'а сифатида кушишдан ^осил буладиган
аксиомалар системаси зиддиятга эга булган мулоо^азалар х^исо-
бига олиб келса, бундай муло:^азалар х,исоби тор маънодаги
тулиц аксиоматик назария деб аталади.

3-таъриф. 1^андай айнан чин формуласи исботла^
нувчи формула буладиган мулох^азалар х^исоби кет маънодаги
тулш( аксиоматик назария деб аталади.

Демак, муло^азалар хисобининг тулик;лилик муаммоси
иккита масалани \ал килиши керак:

1) янги аксиома сифатида бирор исботланмайдиган фор-
муласини аксиомалар системасига цушиш натижасида му-
ло^азалар ?;исобини кенгайтириш мумкинми ёки йукми?

2) муло)^азалар алгебрасининг \ар цандай айнан чин фор
муласи муло^азалар хисобида исботланувчи буладими ёки
йУкми?

Бу масалаларнинг ечими куйидаги теоремаларнинг маз-
мунидан иборат.

4-теорема. Мулох^алар .\исоби тор маънода туликдир.
И об от./1 муло^азалар \исобидаги ихтиёрий исботлан

майдиган (исботланувчи эмас) формула, х,, эса
А формула таркибига кирувчи узгарувчилар булсин. А ис
ботланмайдиган формула эканлигидан у айнан чин форму
ла эмас. Демак, х,, х,, ..., х^ узгарувчиларнинг шундай
а,, а^, ...» кийматлар сатри мавхсудки,
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aSMX^, X,. ..., X,,)) = 0 (12)
булади.

5,, лар JC,, ^2, jc^ узгарувчиларга боглик ихти-
ёрий айнан чин фop^^yлaлap булсин. 5°', ...,5°" маж-
муани (наборни) к;араймиз. Бу ерда

ва, ^|Д >агар а,. = 1 булса,
[5^, агар а, = О булса.

ff,"' g««
А формулада J(.4) урнига куйишни бажариб, ушбу

формулага эга буламиз:

А(ВГ.ВГ- B:;^^). (13)
(12) формуланинг айнан ёлгон формула эканлигини к^ф-

сатамиз. х,, х^, узгарувчиларнинг ихтиёрий а,, Gj,.
Кийматлар сатрини оламиз. 5,, В^, 5^ формулалар айнан
чин формулалар эканлигидан о„(Д) = 1 булади. У
Холда Ло,02 .. о„(^'"') = ". 5^ринли. Демак,

' Яг. Я°-) = /4(о,, ttj, а„) = 0.

Бу ердан А(£°' , By, В°') нинг айнан чин формула
эканлиги келиб чикади ва у 7- § даги 3- теоремага асосан
исботланувчи формула бз?лади.

Иккинчи томондан, агар муло\азалар \исобининг аксио-
малари каторига /4(х,, Xj, х^) формулани янги аксиома
сифатида к^^шиб кЗ?йсак, у \олда янги \осил б^лган муло\а-
залар ;^исобида бу формула аксиома булганлиги учун исбот
ланувчи формула булади. Шу вактнинг узида янги муло\а-
залар \исобида A(Bl'^, В^^, В^") формула \ам исботла
нувчи формула булади, чунки у исботланувчи формуладан
Урнига кУЙиш к;оидаси оркали \осил килинган.
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Шундай килиб, янги муло^азалар ^исобида иккита
/4(5,°', Bp, Bp) ва А(Вр, Bp-, Bp) исботланувчи
формулага эга б^ламиз. Демак, янги муло^азалар \исоби
зиддиятга эга булган аксиоматик назария экан. Бу ердан
унинг тор маънода туликлиги келиб чикади.

5- т е о р е м а. Мулоказалар кчсоби кенг маънода тули^дир.
И с б от. Виз 7- параграфда (3- теорема) мулоказалар ал-

гебрасининг бир айнан чин формуласи мулоказалар
\исобида исботланувчи формула эканлигини исбот килган
ЭДИК. Демак, муло)^азалар >^исоби кенг маънода туликдир.

8.4. Мулот^азалар >^исоби аксиомаларининг эркинлик
муаммоси. Хар кандай аксиоматик \исобда аксиомаларнинг
эркинлик масаласи, яъни бирорта аксиомани системанинг
колган аксиомаларидан келтириб чикариш коидаси оркали
\осил этиш мумкинми ёки йУкми деган муаммо мавжуд
булали. Агар бирор аксиома учун бу масала ижобий \ал этил-
са, у \олда бу аксиома система аксиомалари руйхатидан чи-
кариб ташланади ва мантикий хисоб бу билан узгармайди,
яъни исботланувчи формулалар синфи Узгармасдан колади.

4- т а ъ р и ф. Агар А аксиомани .мулоказалар к^^собининг
колган аксиомаларидан келтириб ник(яриш мумкин булмаса,
у шу мулоказалар к^^собининг боши;о аксиомаларидан эрким
аксиома деб аталади.

5-таъриф. Агар мулоказалар к^соби аксиомалар систе-
масининг к^Р аксиом ас и эркин булса, у колда мулоказалар
кисобининг аксиомалар системаси эркин деб аталади.

6-теорема. Мулоказалар кисобининг аксиомалар сис
темаси эркиндир.

Исбот. А мулоказалар \исобининг ихтиёрий аксио-
маси булсин. Бу аксиоманинг эркинлигини исботлаш учун
мулоказалар кисобига нисбатан куйидаги усулни куллай-
миз: мулоказалар кисоби узгарувчиларини а ёки Р киймат
к^абул килувчи Узгарувчилар сифатида караймиз. Бу ерда а
чин ролини ва р ёлгон ролини уйнайди.
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л, V, - амалларни шундай ани1дтаймизки, куйидаги
шартлар уринли б?лсин:

1) А аксиомадан ташкари системанинг >^амма аксиома-
лари таркибидаги ?згарувчиларнинг барча кийматларида
фак;ат а кийматни кабул килсин;

2) А аксиомадан бошка, аксиомалар мажмуасидан кел-
тириб чикарилган кар кандай формула кам таркибидаги ^зга-
рувчиларнинг барча кийматларида факат а кийматни кабул
килсин;

3) А аксиома таркибидаги узгарувчиларнинг айрим кий
матларида р кийматни кабул килсин.

Агар А аксиомага нисбатан юкорида келтирилган
интерпретация (изоклаш) уринли булса, у кодда А аксиома
бошка аксиомалардан эркин эканлиги келиб чикади. Хаки-
катан кам, агар А аксиомани мулоказалар кисобининг бош-
Ка аксиомаларидан келтириб чикариш мумкин булганда эди,
у шартларнинг иккинчисига асосан таркибидаги у^згарув-
чиларнинг барча кийматларида факат а кийматни кабул
Килиб, бу эса 3- шартга зид булар эди. Демак» А аксиомани
муло\азалар кисобининг бошка аксиомаларидан келтириб
чикариш мумкин эмас ва у системадаги эркин аксиомадир.

Узгарувчиларининг урнига уларнинг айрим кийматла-
ри к5^й ил ганда кам формулалар маънога эга деб келишамиз.
Масалан, алр, а->/4, а-^(р->а) ва бошкалар.

6- т а ъ р и ф. Таркибидаги узгарувчиларни а ва^ билан ал-
маштирганда бир хил /^иймат 1^абул /^илувчи А ва В формула
лар тенг кучли формулалар деб аталади );амда бу А = В кури-
нишда ёзилади.

Тенглик белгиси л, v, мантикий богловчиларга нис
батан сустрок борлайди деб \исоблаймиз.

Энди 11, аксиоманинг эркинлигини исбот килайлик.
Бунинг учун конъюнкциядан ташкари колган камма ман
тикий амалларни худди мантик алгебрасидагидек ва конъ
юнкция амалини хлу = у тенглик оркали аниклаймиз:
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Ушбу интерпретация учун юкорида келтирилган учта
шартнинг бажарилишини курсатамиз.

11, аксиомадан ташкари муло)^азалар \исобининг кол-
гаи камма аксиомалари Узгарувчиларнинг барча кийматла-
рида а киймат кабул килади (бу колки чинлик жадвали ор-
кали к^рсатиш мумкин).

Хакикатан кам 1, 111 на IV гурук аксиомаларида конъ
юнкция амали катнашмайди. К,олган мантикий амаллар худ-
ди мулоказалар алгебрасидагидек аник^анган.

Мулоказалар алгебрасида бу формулалар айнан чин фор-
мулалар булганлигидан, ушбу интерпретацияда ^згарувчи-
ларнинг барча кийматларида улар а киймат кабул килади.

11,, 11, ва II3 аксиомаларни к5^райлик.
II, ва 11. аксиомалар кабул килинган интерпретацияда

у-^у формулага тенг б^лади ва х= р, х = а кийматларда р кий
мат кабул килади, яъни кеч качен а киймат кабул килмайди.

Энди айнан а га тенг формулалардан кслтириб чика-
риш коидасига асосан косил килинган формулалар кам а га
тенглигини курсатиш колди, яъни 2- шартнинг бажарили
шини к5^рсатиш керак.

Олдинги параграфларда айнан чин формулаларга Урни-
га кУйиш ва хулоса коидаларини кУллаш натижасида чика-
рилган формулалар айнан чин формулалар булишини к^фсат-
ган ЭДИК. Демак, 2- шарт кам бажарилади. Шундай килиб,
мулоказалар кисобининг И, аксиомаси эркин аксиома экан.

Хухщи шу схемадан фойдаланиб, мулоказалар кисоби
нинг I, II, III ®а IV гурукларидаги кар бир аксиоманинг
эркинлигини курсатиш мумкин. Демак, мулоказалар кисо
бининг аксиомалар системаси эркиндир.
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Муаммоли масала ва топширицлар

1. Хар кандай аксиоматик назарияни асослаш учун нечта
муаммоларни куриб чикишга т>^и келади?

2. А(х) ва В{х) ихтиёрий предикатлар булсин. Куиидаги фор-
мулаларнинг кайси бири /1(л) -> В{х) формулага тент
кучли формула булади:

\)A(x)vB{x)\ 2) ^)v5(x); 3) АМ-^В{х):
4) В(х)^А(х) ; 5) >4(л) л ^(.v); 6) /1(дг) л ^(х);
7) В(х) -> А(х).

3. Куйидаги тасдик;лар(теоремалар)нинг нотуррилигини
исбот к;илинг:
1) агар функция jc„ нуктала узлуксиз булса, у холда у шу
нуктада дифференциалланувчи булади;
2) агар сонли каторнинг п- ?(ади нолга тенг булса, у \олда
бу катор якиилашувчи булади;
3) агар туртбурчакнинг диагоналлари тенг бУлса» у \олда
бу тУртбурчак турри бурчакли булади;
4) агар [а, Ь\ ёпик; интервадда интегралланувчи булса, у
\олда у шу интервалда узлуксиз булади.

Мустакил ишлаш учун савол ва топшири1д1ар
1. Мулоказалар кисобининг ечилиш муаммоси.
2. Муло\азалар \исобининг зидсих1ик муаммоси.
3. Мулоказалар \исобинингтУликлилик муаммоси.
4. Мулохазалар хисоби аксиомаларининг эркинлик муаммоси.
5. Аксиоматик назария кацида тушунча.
6. Тор маънода тулик- Кенг маънода тулик-
7. Эркин аксиомалар системаси. Тенг ку«гли формулалар.

11 - Х.Тураев
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Куйидаги бобда предикатлар мантик;и баён этилган. Бу
ерда предикат тушунчаси, предикатлар устида мантилий
амаллар, умумийлик ва мавжудлик кванторлари, предикат
лар мантик?1нинг формуласи ва унинг киймати, предикатлар
мантикининг тенг купли формулалари, предикатлар ман-
тики формуласининг нормал шакли, бажарилувчи ва умум-
1^матли формулалар, ечилиш муаммоси, хусусий \олларда
формуланинг умумцийматлилигини топиш алгоритмлари,
предикатлар мантицининг математикага татбици, аксиома
тик предикатлар хисоби хак;ида маълумотлар келтирилади.

1- §. Предикат тушунчаси. Предикатлар устида
мантилий амаллар

12 Предикат. Предикатлар мантии^и. Вир жойли предикат.
Куп жойли предикат. Предикатнинг чинлик туплами.
Айнан чин предикат. Айнан ёлрон предикат. Предикат
лар устида манти/^ий амаллар.

1.1. Предикат тушунчаси. Маитик; алгебрасида муло^а-
залар факат чин ёки ёлрон к;иймат олиши нук^аи назаридан
царалади. Мул оказал арии иг на структураси ва \атто на
мазмуни каралмайди. Аммо фанда ва амалиётда муло^аза-
ларнинг структураси ва мазмунидан келиб чикадиган хуло-
салардан (натижалардан) фойдаланилади. Масалан, «Хар кан-
дай ромб параллелограммдир; ABCD — ромб; демак, ABCD —
параллелограмм».

Асос (шарт) ва хулоса муло\азалар мантик;ининг эле-
ментар муло^азалари булади ва уларни бу мантик нуктаи
назаридан булинмас, бир бутун деб ва уларнинг ички струк-
турасини хисобга олмасдан царалади. Шундай к;илиб, ман
тик; алгебраси мантикнинг мухим кисми булишига кара-
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масдан, кушима фпкрларпи га)д1ил килишга крдир (етар-
ли) эмас. Шунинг учуи .хам мулохазалар мантикини кен-
гайтириш масаласп вужудга келди, яъни элементар муло-
Хазалариинг ичкп структурасини хам тадкиц эта оладиган
мантикий система! 1и яратиш муаммоси пайдо булди. Бун-
дай система мулохазалар мантик;ини Узининг бир кисми
сифатида бутуплаипга уз ичига оладиган предикатлар ман-
тикидир.

Предикатлар маптикм анъанавий формал мантиц син-
гари элемста)-) \1\ло\аза1т субъект ва предикат к;исмларга
булади.

Субъект - 6у муло.хазала бирор нарса хакида нимадир
тасдик;лайди; предикат — бу субъектни тасди1у1аш. Маса-
лай, «5 - туб сон»> мулохазасида «5» - субъект, «туб сон» ~
предикат. Бу мулохазада «5» «туб сон булиш» хусусиятига
зга эканлиги тасдихланади.

Агар кслтирплгаи мулохазада маълум 5 сонини натурал
сонлар тУпламмдаги .y узгарувчи билаг алмаштирсак, у холда
«X - туб соН'> куринитидаги мулохаза формасига (шакли-
га) зга буламиз. л- узгарувчининг бир хил кийматлари (ма-
салан, х= 13, л = 3. л = 19) учун бу форма чин мулохазалар ва
X Узгарувчининг бошка кийматлари (.масалан, х= 10, х = 20)
учун бу форма слгон мулохазсшар беради.

Аникки. бу форма бир jy аргумс!!тли функциями аник-
лайди. Бу фуикииянинг аникланиш сохаси натурал сонлар
туплами N ва кий.матлар сохаси {1,0} туплам булади.

1 - т а ъ р и (|). М туп^амда ани/^шнган ва {1, 0} туплам-
дан ffuuMam ннбул ь^илувчи бир аргументли Р(х) функция бир
жойли (бир уринли) предикат деб аталади.

М туплами и Р(а*) предикатнинг ант^аниш сохаси деб
айтамиз.

Р{х) предикат чин киймат к^бул килувчи хамма хе М
злементлар туплами Р{х) предикатнинг чинлик туплами деб
аталади, яъни Р{х) предикатнинг чинлик туплами 1р =
= {х: х€ Л/, Р{х) = 1} тупламдир.
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Масалан. «х — туб сон» - Р{х) предикати N натурал
сонлар тупламида аник^анган ва унинг 1р чинлик т^плами
\амма туб сонлар т^пламидан иборат. «sinx=0» — Q(x) пре
дикати R ^акикий сонлар тупламида анитдтанган ва унинг

чинлик туплами /^ = {кк, ке Z}. «Параллелограмм диаго-
наллари х бир-бирига перпендикулярдир» - Ф{х) предикат-
нинг аницланиш со\аси ?^амма параллелограммлар туплами
ва чинлик т$^лами >^амма ромблар туплами булади.

Вир жойли предикатларга юк;орида келтирилган мисол-
лар предметларнинг хусусиятларини ифодалайди.

2-таъриф. Агар М тупламда аникланган Р(х) преди
кат учуй 1р = Л/(/р= 0) булса, у айнан чин (айнан ёлрон) деб
аталади.

Энди куп жойли предикат тушунчасини аник^аймиз.
куп жойли предикат предметлар орасидаги муносабатни
аник^тайди.

«Кичик» муносабати икки предмет орасидаги бинар му
носабатни ифодалайди. «х<у» (бу ерда х, уе Z) бинар муно
сабати икки аргументли Р{х, у) функиияни ифодалайди. Бу
функция ZxZ тупламда аник;ланган ва кийматлар со\аси
{I, 0} туплам булади.

3-таъриф. М = тупламда аникланган в а {1, 0}
тутамдан климат олувчи икки аргументли Р{х, у) функция-
га икки жойли предикат деб аталади.

Масалан, «х = у» Q(x, у) икки жойли предикат R^ = RxR
тупламда аник^анган: «х±у» — х тугри чизик, у тУтри чи-
зикка перпендикуляр — Fix, у) икки жойли предикат бир
текисликда ётувчи тугри чизик^ар тупламида аник^анган.

п- жойли предикат \ам худди шундай аник^анади.
1-мисол. Куйида берилган муло\азаларнинг кайси

бири предикат булишини ва уларнинг чинлик тУпламини
аникланг. Бир жойли предикатларнинг аникланиш со>;аси
М = R вз. икки жойли предикатлар учун аникланиш со\аси
М= Rx R булсин:
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1)х4-5=1; 2) х'--2х+\=0\ 3)а-+2<Зх-4;
4) (a + 2)-(3jc-4); 5)х'- + у'>0.
Е ч и м. I) Бу берилган ифода бир жойли предикат А{х)

булади ва = {-4};
2) ифода билан берилган муло\аза бир жойли предикат

А{х) б^^лади ва /^ = {1);
3) ифода билан берилган муло)^аза бир жойли предикат

А(х) б^лгт ва /^ = {3, -н»};
4) ифода билан берилган муло\аза предикат булмайди;
5) берилган ифода икки жойли предикат А{х. у) бУлади

ва 1^= /?\{0, 0}.
2- м и с о л. Куйидаги предикатларнинг кайси бири айнан

чин б5?лишини аник^анг:
2)х- + у->0; 3) sin-jc + cos-a= 1;

4) (х+l)^ >А-1; 5) А--h I > (л:+1)^.
Ечим. Равшанки, 1, 3 ва 4-предикатлар айнан чин

булади. 2- предикатда а = О, у = О кийматларида тенгсизлик
бузилади. 5- предикатда булса,^А нинг \амма мусбат киймат-
ларида тенгсизлик ишораси бузилади. Демак, 2 ва 5- преди
катлар айнан чин предикатлар була олмайди.

3-мисол. Л/=Л/, xA/jC/Jx/? т$^пламда А(х, у) ва
Rix, у) предикатлар берилган б}?лсин. А(Ху у) В(х, у) пре-
дикатнинг чинлик тупламини топинг ва уни Эйлер доира-
лари оркали ифодаланг.

Ечим.

А(Ху у) В{Ху у) = {А(Ху у) В{Ху у)) л (В(х, у) -» А{Ху у))
булганлиги учун

= ((С/,и/,)П(С/,иЛ)) =
= (/,n/,)U(c/,nc/,).

чинлик телами IV.l-шаклда штрихланган со?^а
сифатида курсатилган.
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rV.l- шакл.

1*2. Предикатлар устида мантикий амаллар. Предикатлар
^ам муло^^дзалар сингари факатгина чин ва ёлрон (1,0) кий-
матлар 1оабул килганликлари туфайли улар устида муло\а-
залар мантикидаги \амма мантикин амалларни бажариш
мумкин.

Вир жойли предикатлар мисолила муло\азалар манти-
к>1даги мантикий амалларнинг преликатларга татбик эти-
лишини курайлик.

А/тУпламда Р{х) ва 0(х) предикатлар аник;лаиган б^л-
син.

4-таъриф. Берилган М тугыамда ани/^шнган Р{х) ва Q(x)
предикатларнинг конъюнкцияси дев, факат ва факат jce М
кийматларда аникланган комда Р{х) ва Q{x) лар вир вактда
ним киймат к^бул KUjieaHdaewia чип кшшвт кабул калган
барча колларда ёлрон киймат кабул калувчи лиги предикатга
айтилади ва у Р{х)л^х) каби белгилаиади.

Р(х)лО{х)предикатнингчинлик со);аси /^,П Iqтупламдан,
яъни Р{х) ва 0(х) предикатлар чинлик со^штарининг уму-
мий кисмидан иборат булади.

Масалан, Р{х): «х— жуфт сон» ва 0(a) : «л- — ток сон»
предикатлар учуй «х — жуфт сон ва х — тоц сон» : Дх)лО(-х)
предикатлар конъюнкцияси мое келади ва унинг чинлик
сок^си 0 буш т>^амдан иборат булади.

5-таъриф. Берилган М тупламда аникланган Р{х) ва
0(Jf) предикатларнинг дизъюнкцияси дев. факат ва факапггина
х€ М кайматларда аникланган камда Р{х) ва 0(х) предикатлар
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ёлтн /^иймат /^абул /^илганда ёлтн г^иймат /(абул 1^илиб, колган
барча ^^олларда чин /^иймат Х^бул предикатга
айтилади ва у P(x)\/Q(x) каби белгиланади.

P(x)v Q(x) предикатнинг чинлик со^аси /pU т^пламлан
иборат булади.

6-таъриф. Агар хомма хе М хцйматларда /^jc) преди
кат чин хиймат хобул х^л^окба ёлгон xt^^^tam ва xg М нинг
барча хийматларида Дх) предикат ёлгон хчбмат х^^бул х^^л-
ганда чин хиймат хабул хилувчи предикат Дх) предикатнинг
инкори деб аталади ва у Р{х) каби белгиланади.

Бу таърифдан /д = Л/ \ /р = С1р келиб чицади.
7-таъриф. Фахат ва фахатгина хе М лар учуй бир

вахтда Дх) чин хиймат ва Q(x) ёлгон хиймат хобул хилганда
ёлгон хиймат хабул хилиб, холган хомма холларда чин хиймат
хабул хиладиган Дх)--> 0(х) предикат Дх) ва Q(x) предикат-
ларнинг импликацияси деб аталади.

Хар бир тайинланган xg М учун
Дх)-^0(х)н ?(x)vQ(x)

тенг кучлилик тугри булганлигидан /р_^ = /^ (J /(? = С!р U !q
Уринлидир.

2- §. Умумийлик ва мавжудлик кванторлари

Умумийлик квантори. Мавжудлик квантори. Кванторли
амаллар билан конъюнкция ва дизъюнкция амаллари ораси-
даги муносабат.

М тУпламда аншдханган Дх) предикат берилган б^лсин.
Агар AG Л/ни Дх) предикатнинг х аргумента ^фнига к^сак,
у холда бу предикат Дд) мулот^азага айланади.

Предикатлар мантикнда яна иккита амал мавжудки,
улар бир жойли предикатни муло\азага айлантиради.

2.1. Умумийлик квантори. Л/тупламда ани1д1анган Дх)
предикат берилган булсин. Хар кандай xg М учун Дх) чин



168 IV БОБ. ПРЕДИКАТЛАР МАНТИКИ

ва акс \олда ёлрон киймат кабул килувчи мулоказа ифода-
сини УхЛх) формада ёзамиз. Бу муло\аза энди х га борлик
булмай колади ва у куйидагича ^илади: «Хар кандай х учун
Р{х) чин». V сим воли умумийлик квантори деб айтилади.
Айтилган фикрларни математик тилда куйидагича ёзиш
мумкин:

^  [1, агар камма хе Л/ учун Р{х) = I булса,
Vxr(x) - ^

акс колда.

Дх) предикатда л* ни эркин (озод) узгарувни ва \fxP{x) му-
локазада х ни умумийлик квантори V билан ботланган
узгарувни деб аталади.

2.2. Мавжудлик квантори. Дх) предикат М тупламда
аник1анган булсин. Хеч булмаганда бирорта xg М учун Дх)
предикат чин ва акс колда ёлрон киймат кабул килувчи
мулоказа ифодасини ЗхДх) шаклда ёзамиз. Бу мулоказа х га
борлик эмас ва уни куйидагича укиш мумкин: «Шундай х
мавж>^аки, Дх) = I». яъни

ЗхДх) = 1*' бирор хе М учун Дх) = 1 булса,|0, акс колда.
3 символи мавжуд.шк квантори деб аталади. ЗхДх) муло-

\азада х узгарувчи 3 квантори билан борланган булади.
Масалан, N натурал сонлар тупламида Р{х) предикат

берилган булсин: «х— туб сон». Кванторлардан фойдаланиб
ушбу предикатдан куйидаги муло\азаларни косил килиш
мумкин: \/хДх) — «Хамма натурал сонлар туб сонлар бу
лади»; ЗхДх) — «Шундай натурал сон мавжудки, у туб сон
булади». Равшанки, биринчи мулоказа ёлРон ва иккинчи
.мулоказа чин булади.

Маълумки, УхДх) мулоказа факат Дх) айнан чин пре
дикат булгандагина мин киймат кабул килади. ЗхДх) муло
каза булса, Дх) айнан ёлрон предикат б^лгандагина ёлрон
киймат кабул килади.
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Кваиторли амаллар к^п жойли предикатларга \ам 1фша-

нилади. Масалан, Л^т^^амла икки жойли Р[х, у) предикат
берилган булсин. Агар Р{х, у) предикатга х Узгарувчи буйича
кванторли амалларни кулласак, у \олда икки жойли Р(х, у)
предикатга бир жойли VxP(x, у) (ёки бир жойли ЗхДх, у))
предикатни мое килиб куяди.

Бир жойли УхДх, зО (Зх/Х-^, у)) предикат факдт у ^га-
рувчига боглмк, па х узгарувчига боглик эмас б^лади. Уларга
у б^йича кванторли амалларни кУллаганимизда куйидаги
муло^азаларга эга буламиз:

Vy VxP(a*, у). 3y\fxP(x. у), Vy3x/X^, у), ЗуЗхР(х, у).
Масалан, тугри чизицлар тупламида ани1д1анган Дх, у) :

«хХу» предикатни курайлик. Агар Дх, у) предикатга нис-
батан кванторли амалларни татбик этсак, у ;^олда куйидаги
саккизта муло\азага эга буламиз:

1. Vx УуДл-, у) - «\ар кандай х т^и чизик \ар кандай
у турри 4H3HKKii перпендикуляр».

2. Зу УхДх, у) - «Шундай у турри чизик; мавжудки, у \ар
Кандай X туррп чизикка перпендикуляр».

3. УуЗхЯ.у, у) - «\ар кандай у тУрри чизик учун шундай
X турри чизик мавжудки, х турри чизик У турри чизикка
перпендикуляр».

4. Зу ЗхДх, у) — «Шундай у турри чизик ва шундай х тур
ри чизик мавжудки, х турри чизик У турри чизикка перпен
дикуляр».

5. Vy УхДх, у) - «Хар кандай у турри чизик кар кандай
X турри чизнкка перпендикуляр».

6. Vx ЗуДх, у) - «Хар кандай х турри чизик >WH шундай
у тугри чизик мавжудки, х турри чизик У турри чизикка
перпендикуляр».

7. Зх ЗуДх, у) - «Шундай х турри чизик ва шундай у тур
ри чизик мавжудки, X турри чизик У турри чизикка перпенди
куляр».

8. ЗхУуДх, у) ~ «Шундай х турри чизик мавжудки, у
кар кандай у тУгри чизикка перпендикуляр».
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Бу мисоллардан куриниб турибдики, умумий \олда
кванторлар тартиби з^гариши билан муло^^азанинг мазмуни
ва, демак, унинг мантикий киймати хам узгаради.

Чекли сондаги элементлари булган М = aj
тупламда аникданган Р(х) предикат берилган булсйн. Агар
Р{х) предикат айнан чин булса, у холда P(a^),

мулохазалар хам чин булади. Шу холда \^хР{х) мулохаза
ва Лйг,)л/Х^7,)л...лЯ(д^) конъюнкция хам чин булади.

Агар хсч булмаганда бирорта М элемент учун Р(с1,)
ёлгон булса, у холда VxP(x) мулохаза ва Р(а^)лР(а^)л...АР(а^
конъюнкция хам ёлгон булади. Демак,

= Р(а^)лР(а,)л...лР{а^
тенг кучли ифода тугри бУлади.

Юкоридагидек фикр юритиш йули билан
ЗхР(х) = Р(а^)\/ Р{а.,)\^ ...V P(aJ

тенг кучли ифоданинг мавжудлигини кУрсатиш мумкин. Бу
ердан кванторли амалларни чексиз сохаларда конъюнкция
ва дизъюнкция амалларининг умумлашмаси сифатида к;араш
мумкинлиги келиб чик;ади.

Муаммоли масала ва топширицлар
1. М - <3, 4. 5, Ь, 7, 8} тупламда икки1а А{х): мд- туб сон»

ва В{х): «X— тох сон» предикати берилган. Бу предикат-
ларнинг чинлик жадвалини тузинг.

2. Л/= {1, 2, 3 20} тупламда хуйидаги предикатлар
берилган: А{х): «д сон 5 га булинмайди»; В{х): «д— жуфт
сон», С(д). «д — туб сон»; D{x): «д сон 3 га каррали».
КЗг'йилаги предикатларнинг чинлик тупламини топинг:
I) А{х)аВ{хУ, 2) С(д)а^(д); 3) С(д)л/)(д);
4) B{x)aD{x)\ 5) B{x)aD{x)\ 6) /4(д)л Д(д):
7) 5^ А ДМ; 8) А{х) А В{х) А Д(д); 9) А(х) v В{х)\
10) В{х)^уС{х)\ II) C(д)vД(д); 12) Д(д)уД(д);



3- §. Предикатлар мантикшшнг форму.шси 171

13) B{x)wD{x)\ 14) B{x)/\D{x)\ 15) Дд:)vДJc)vДx);
16) С{х) ^ А{х)\ 17) D{x) -> С{х); 18) А(х) В(х);

19) (Дх)лС(х))-» D{x): 20) (Д;с)лДх))^С(х).
3. R тупламда Р{х): х- + х + I > О ва Q{x): х- - 4х + 3 = О

предикатлар берилган. Куйидаги муло\азаларнинг 1^айси
бири чин ва к,айси бири ёлгон эканлигини аникланЬ
1) VxP(x); 2) ЗхДх); 3) Vx(3(x); 4) ЗхО(х).

4. Куйидаги предикатларнинг кайси бири айнам чин к;иймат-
га эга булади:
1) х^ + > 0; 2) х- + у- > 0; 3) sin^x + cos-x = 1;
4) (х + 1)- > X - 1; 5) х- + 1 > (х + 1)-.

Муста^ил ишлаш учун савол ва топширимар

1. Предикаттушунчаси. Предикатлар устида мантикий амаллар.
2. Умумийлик ва мавжудлик кванторлари
3. Бир жойли ва куп жойли предикатлар.
4. Предикатнинг чинлик туплами.
5. Айнан чин ва айнан ёлгон предикатлар.

3- §. Предикатлар мантикининг формуласи.
Предикатлар мантици формуласинниг
киймати. Предикатлар мантикининг

тенг кучли формулаларн

0 Предикатлар манти1\ининг символлари. Формуланинг таъ-
рифи. Формуланинг /^иймати тушунчаси. Тенг кучли фор-
мулалар. Асосий тенг кучли формулалар. Тенг кучли фор-
мулаларнинг исботлари.

Предикатлар мантикида куйидаги символлардан фой-
даланамиз:

^^P^ Я> '*» - символлар — I (чин) ва О (ёлгон) киймат-
лар кабул килувчи Узгарувчи мулоказалар.
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2.x. у. Z, ... бирор М т5^амдан киймат олувчи пред
мет узгарувчилар; х^у у,,, ... — предмет константалар, яъни
предмет 5?згарувчиларнинг кийматлари.

3- Р( ). F( ) — бир жойли Узгарувчи предикатлар; 0(-, ,
) — п жойли Узгарувчи предикатлар.

4. Р"( )' Q4'^ * •) ~ узгармас предикатлар символи.
5. л, V, — — мантик?1й амаллар символлари.
6. Vx, Зх — кванторли амаллар символлари.
7. ( , ) (кавс, вергул) - кд^имча символлар.
3.1. Предикатлар мантики формуласининг таърифи.
1. Хар кандай узгарувчи ёки узгармас муло\аза форму

ла (элементар) булади.
2.Агар F( у , ..., ) л жойли $^згарувчи предикат ёки

5?згармас предикат ва х,, jc,, ..., пред.мет узгарувчилар ёки
предмет константалар булса, у ;^олда F(x^y х^у ..., х^) фор
мула б5^лади. Бундай формулами элементар ({юрмула атай-
миз. Бу формулада предмет ^Узгарувчилар эркин б5Улади, 5гьни
кванторлар билан богланган булмайди.

3. Агар А ъэ В шундай формулаларки, бирорта предмет
Узгарувчи бирида эркин ва иккинчисида богланган узга
рувчи бУлмаса, у \олда Л\^Ву Ал By А^В >;ам формула була
ди. Бу формулаларда дастлабки формулаларда эркин булган
Узгарувчилар эркин ва богланган булган Узгарувчилар бог
ланган узгарувчилар булади.

4. Агар А формула булса, у )^олда А \ам формула була
ди. А формуладан А формулага утишда Узгарувчиларнинг
характери Узгармайди.

5. Агар А(х) формула булса ва унинг ифодасига х пред
мет узгарувчи эркин )^олда кирса, у \олда \/хА{х) ва ЗхА{х)
мулохазалар формула булади ва л: предмет Узгарувчи уларга
богланган холда киради.

бандларда формулалар деб айтилган мулохазалар-
дан фарк; килувчи хар кандай мулохаза формула булмайди.

Масалан, агар Р{х) ва Q(Xy у) - бир жойли ва икки жой
ли предикатлар, д, г — Узгарувчи мулохазалар булса, у холда
хуйидаги мулохазалар формулалар булади.*
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д, Р(х), Р(х)лО(х^, у), VxP(x)-*3xQ(x. у).

«?(■*,y)vq)-^ г.
VxG(x, муло\аза формула була олмайяи, чунки

таърифнинг 3- банддаги шарти бузилган: х предмет 5^зга-
рувчи VxG(x, у) формулага борланган холла кирган, 1\х) га
эса эркин холда кирган.

Предикатлар мантики формул асининг таърифидан кури-
ниб турибдики, мулохазалар алгебрасининг хар хандай фор-
муласи предикатлар мантихйнинг хам формуласи б^лади.

I - м и с о л. Куйидаги ифодаларнинг кайси бири преди
катлар мантицининг формуласи булади? Хар бир формула-
даги борланган ва эркин ^^згарувчиларни аникданг:

1) ЭхУг(Р(х, у) Р{у, z);

2) (р д) (г vp) ;
3) P(x)aVxO(x);

4) Vx(P(x) 0(х)) (ЗхР(х) УхЛ(х, у));

5) (Р(х) 0(х) V 3y(Vy/?(y));
6) ЭхУг(Я(х, у) Р(у, Z)).
Ечим. 1, 2, 4, 6-ифодалар формула б^^лади, чунки

улар предикатлар мантихи формуласининг таърифи асосида
хосил хилинган. 3 ва 5- ифодалар формула эмас. 3- ифодада
л амали Р(х) ва VxQ(x) формулаларга нисбатан хУлланил-
ган. Р(х) да х предмет Узгарувчи эркин ва VxQ(x) да б^лса,
умумийлик квантори билан борланган. Бу холат формула
таърифининг 3-бандига зиддир. Шунинг учуй 3-ифода
формула була олмайди. 5- ифодада булса, мавжудлик кван
тори Зу умумийлик квантори тархалган Vy/?(y) формулага
(бу ерда у Узгарувчи борланган) тархалган. Бу хам таърифга
зиддир. 1- формулада у эркин узгарувчи, х ва г Узгарувчи-
лар булса, борланган. 2- формулада предмет узгарувчилар
мавжуд эмас. 4- формулада х борланган узгарувчи, у эса
эркин узгарувчидир.
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3.2. Предикатлар мантики формуласининг 1(иймати ту-

шунчаси. Энди предикатлар мантик;и формуласининг кий-
мати тушунчасини антдтайлик. Предикатлар мантики фор
муласининг ифодасига кирувчи предикатларнинг аникда-
ниш со\аси Л/т>шлам берилгандагина бу формуланинг ман-
тикий киймати какида суз юритиш мумкин. Предикатлар
мантики формуласининг мантикий киймати уч хил Узга-
рувчилар: 1) формулага кирувчи узгарувчи муло^^заларнинг;
2) М тупламдаги эркин предмет узгарувчиларнинг; 3) пре
дикат Узгарувчиларнинг кийматларига боглик булади.

Уч хил Узгарувчилардан кар бирининг маълум киймат-
ларида предикатлар мантикининг формуласи чин ёки ёлгон
Киймат кдбул килувчи мулоказага айланади. Мисол сифа-
тида куйидаги формулани курайлик:

ЗуУг(Я(д:, у)-^Р{у, г))- (1)
(I) формулада Р{х, у) икки жойли предикат Л/хЛ/тУп-

ламда аникданган, бу ерда >W={0, I, 2, л, (1) фор
мула ифодасига Узгарувчи предикат Р{х^ у) ва предмет Узга-
рувчилар X, у, Z кирган. Бу ерда у за ^ — кванторлар билан
богланган Узгарувчилар, х — эркин Узгарувчи.

Р{х, у) предикатнинг маълум киймати сифатида тайин-
ланган Р^{х^ у) : «х < у» предикатни оламиз, эркин Узгарув
чи х га х" = 5 е М киймат берамиз. У >(олда у нинг х'^ = 5 дан
кичик кийматлари учун Р\х\ у) предикат ёлгон киймат
кабул килади, Дх, у)->Жу^ импликация эса z нинг камма
ге Л/ кийматлари учун чин булади, яъни 3yV^(/'°(x, у)->
->/^(у, z)) мулоказа «чин» кийматга эга булади.

2-ми СОЛ. Натурал сонлар туплами Л^да Дх), Q(x) ва
Л(х) предикатлар берилган булсин. Ух(Дх)лО(х)->/?(х))
формуланинг киймати куйидаги колларда топилсин:

1) Дх). «X сон 3 га булинади», Q(x): «х сон 4 га булина-
ди», Я(х)' ^х сон 2 га булинади» ;

^  ̂ булинади», Q(x): «х сон 4 га булинади», Rix): <^x сон 5 га булинади».
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Ечим. Иккала \олда хам P(x)aQ(x) формула х сон
12 га булинади деган тасди^ни ис1юдалайди. Уз навбатида,
Хамма JC лар учуй х сон 12 га б$линса, у холда х сон 2 га хам
булинади. Демак, I- холда формуланинг хиймати чин булади.

X соннинг 12 га булинишидан айрим х лар учун х нинг
5 га булиниши, бундан эса 2- холда формуланинг ёлгон
эканлиги келиб чикэди.

3- м и с о л. Р{х, у) предикат М = Nx N тупламда аник-
ланган ва Р°(х, у): <*х сони у сонидан кичик» булганда
УхЗу Р(х, y)->3jc Vy fX-*» у) формуланинг мантикий цийма-
тини топинг.

Ечим. Ддс, у) предикатнинг курсатилган киймати учун
Vx Зу Р(х, у): «хар кандай х натурал сон учун шундай у на-
турал сон топиладики, у х дан катта булади» деган чин м>'-
лохазани билдиради. Шу вактнинг узида Зх\/у Р(х, у):
«Шундай X натурал сон мавжудки, у хар кандай натурал
сон у дан кичик булади» деган тасдикни билдиради. Бу тас-
дик ёлгондир. Демак, берилган формуланинг мантикий кий
мати ёлгон булади.

3.3. Предикатлар мантикннинг тенг кучлн формулалари.
Предикатлар мантикида хам тенг кучли формулалар тушун-
часи мавжуд.

1 - т а ъ р и ф. Предикатлар мантш^ининг иккита А ва В
формуласи уз таркибига кирувчи М сотого оид :;амма узгарув-
чиларнинг г^ийматларида вир хил мантш^ий 1^иймат 1^абул кипса,
улар М coj^ada тенг купли формулалар дев аталади.

2-таъриф. Агар ихтиё'рий соз^ада А ва В формулалар
тенг кучли булса, у )^олда улар тенг купли формулалар деб
аталади ва А = В куринишда ёзилади.

Агар мулохазалар алгебрасидаги х<амма тенг кучли фор
мулалар ифодасидаги узгарувчи мулохазалар Урнига преди
катлар мантикидаги формулалар кУйилса, у холда улар преди
катлар мантикининг тенг кучли формулаларига айланади.
Аммо предикатлар мантики хам Узига хос асосий тенг куч-
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ЛИ формулаларга эга. Бу тенг кучли формулаларнинг асо-
сийларини к^риб Утайлик, А(х) ва ^(л:) - узгарувчи преди-
катлар ва С — Узгарувчи муло^^аза булсин. У щтда прешжатлар
мантикида куйидаги асосий тенг кучли формулалар мавжуд:

1. \/хА(х) = ЗхА(х).
2. ЭхА(х) = VxA(x),
3. VxA{x) = ЗхКх).
4. ЗхА(х) = VxA(x).
5. VxA(x) л VxB(x) = Vx[A(x) л
6. С л VxS(x) s Vx[C л В(х)].
I. С s/ \fxB{x) = VxlC V В(х)].
8. С Vx5(x) = Vx[C B(x)].
9. V4iff(x) CJ s Эх^(д:) -» С.
10. 3x[A(x) V B(x)] = ЗлЯ(л:) v З.г5(л).
II. 3x[C V B(x)] 2 С V 3xB(x).
12. 3xlC л B(x)] 2 С л ЗхВ(х).
13. 3x4(jr) A ЗуВ(у) ~ 3x3y[A(x) л B(y)].
14. 3xlC B(x)l = C 3xB(x).
15. 3x[B(x) -> C] = VxB(x) r
16. VxA(x) = VyA(y).
17. 3xA(x) Ш ЭуА(у) ,
Бу тенг кучли формулаларнинг айримларини исбот

килайлик.
Биринчи тенг кучли формула кз^1идаги оддий тасдикии

(лалилни) билдиради: агар ;^амма х лар учун А(х) чин булма-
са, у холда шундай х топиладики, А(х) чин булади.

2-тенг кучлилик: агар А(х) чин буладиган х мавжуд
булмаса, у холда хамма х лар учун А(х) чин булади деган
мулохазани билдиради.
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3 ва 4- тенг кучлиликлар I за 2- тенг кучлиликларнинг
иккала тарафидан мое равишда инкор олиб ва икки марта
инкор конунини фойдаланиш натижасида \осил булади.

5-тенг кучлиликни исбот к;илайлик. Агар /IW ва В{х)
предикатлар бир вак^да айнан чин булса, у \олда >4(х)л5(дс)
предикат \ам айнан чин булади ва, демак,

Vx/4(x), УхВ(х), Vx[>4(x)a Дх)1
муло\азалар \ам чин киймат кабул килади.

Шундай килиб, бу колда 5- тенг кучлиликнинг иккала
тарафи кам «чин» киймат кабул килади.

Энди \еч булмаганда икки предикатдан бирортаси,
масалан, А{х) айнан чин булмасип. У >^олда А{х)/^В{х)
предикат кам айнан чин булмайди ва, демак, Vx>4(x),
Уху4(х)лУх5(х), Vx[y4(x)Ai5(x)l мулоказалар ёлгон киймат
кабул килади, яъни бу \олда кам 5- тенг кучлиликнинг
икки тарафи бир хил (ёлгон) киймат кабул килади. Демак,
5- тенг кучлиликнинг тугри эканлиги исботланди.

Энди 8- тенг кучлиликнинг тугри эканлигини исбот ки-
лайлик. Узгарувчи муло\аза С «ёлгон» киймат кабул килсин.
У колда С->5(х) предикат айнан чин булади ва C-^Vx5(x),
Vx[C^j5(x)] мулоказалар чин бУлади. Демак, бу ;^олда 8-тенг
кучлиликнинг иккала тарафи кам бир хил (чин) киймат
кабул киладилар.

Энди Узгарувчи мулоказа С «чин» киймат кабул килсин.
Агар бу колда узгарувчи предикат ;б(х) айнан чин булса, у
колда С-^В{х) предикат кам айнан чин булади ва, демак,

УхД(х), С->Ухад, Ух[С->Д(х)1
муло\азалар кам чин киймат кабул килади, яъни бу колда
8-тенг кучлиликнинг иккала тарафи кам бир хил (чин)
киймат кабул килади.

Агар В(х) предикат айнан чин булмаса, у колда С-^В{х)
предикат кам айнан чин бУлмайди ва, демак,

Vx5(x), C->Vx^x), Ух[С->Д(х)1
мулоказалар ёлгон киймат кабул килади.
12 - Х.ТУрасв
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Шундай килиб, бу ?^олда \ам 8- тенг кучлиликнинг ик-
кала тарафи бир хил (ёлгон) кд1ймат кдбул килади. Демак,
8-тенг кучлилик ^ринлидир.

Шуни таъкихшаб ^амизки, \fx[A(x)\/ В(х)\ формула
Vxi4(jc)vVx^(x) формулага ва Здг1>4(х)л^(х)] формула
ЗхА{х)а.ЗхВ{х)] формулага тенг кучли эмас.

Аммо, куйидаги тенг кучлиликлар уринлидир:
Vx/I(x) V Vjr^(x) = VxA(x) V \fyB(y) =

= \fx\A{x) V \/уВ(у)] = VxVy[/!(x) v B{y)],
3x4 (x) л 3xB{x) = 3x4(x) л ЗуВ(у) =

= 3x[A{x) л ЗуВ{у)] = ЗхЗу[А(х) л В(у)].
Бу тенг кучлиликлардан биринчисини исбот килайлик.

Бунинг учун Vx квантор v дизъюнкция амалига нисбатан
дистрибутив эмаслигини мисолда курсатайлик.

Л/={1, 2, 3, 4, 5}, А{х) : «(х- 1)(х-2) = 0»,
В{х): <с(х - 3)(х - 4)(х - 5) = О»

булсин. Аникки, М со\ада Vx4(x) ва Vxfi(x) муло\азалар
ёлгон ва» демак» бу тенг кучлиликнинг чап томонидаги
Vx/4(x)v \/хВ{х) муло\аза \ам ёлгондир. Агар Vx квантор v га
нисбатан дистрибутив, яъни

Vx[/I(x)vfi(jc)] = Vx4(x)vVXiB(x)
б^лганда эди, Vx[/I(x)viff(x)] чин муло\аза б5^Л1'анлиги учун
1дарама-каршилик хосил б5шар эди. Демак»

VxM(x)v5(x)] Vx4(x)vVx^x)
б^лади.

Энди бу тенг кучлиликларнинг ^г томони доим
чап томонидаги муло\аза билан бир хил киймат кдбул кили-
Ц1ИНИ курсатамиз. Агар Vx4(x) s 1 ёки \/хВ{х) = 1 б^лса, у
\олда бу тенг кучлилик тугри эканлиги аник, чунки бу
колда тенг кздыиликнинг иккала томони кам бир вактда
чин киимат кабул килади. Бу колда факат Vx^(x) = Vy^(i/)
эканлигини курсатиш кифоя. Аммо бу охирги тенг кучли-
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лик табиийдир, чунки х предмет Узгарувчи х^м, у предмет
Узгарувчи \ам М со\анинг \ар бир элементный киймат си-
фатида кабул кил ад и.

Энди Vx/4(x) = О ва \fxB{x) = О б^лсин. У колда тенг куч-
лиликнинг чап тарафи О (ёлрон) киймат кабул килади. Уиг
томонида Vx кванторининг таъсир со\аси /4(x)vjB(y) фор
мула булса-да, В{у) предикатда х предмет узгарувчи кат-
нашмаганлиги сабабли, Vx нинг таъсири факат А{х) га тар-
КДлади. Худди шу каби, Vy квантор факат В{у) га таъсир
этади. Демак, VxVyly4(x)vi8(y)| формула кам ёлгон киймат-
га зга булади.

Кеятирилган иккинчи тенг кучлиликни \ам худди шу
каби исбот килиш мумкин ва буни укувчига кавола этамиз.

4- м и с о л . Зх Уу(у4(х)л 5(у)) s Vy Зх(/4(х)л 5(у)) тенг
кучлилик уринли эканлигини к>^рсатинг.

Ечим.

3xVy(/4(x) л В{у)) = 3x(i4(x) л Vy5(y)) s ЗхА{х) л Vyi5(y),
Vy3x(y4(x) л 5(у)) = Vy(3x/l(x) л В{у)) = ЗхА(х) л Vy^(y).

Демак, келтирилган тенг кучлилик уринли экан.

4- §. Предикатлар мантики формуласининг
нормал шакли. Бажарилувчи ва

умумкийматли формулалар

[2 Формуланинг деярли нормал шакли, Формуланинг нормал
шакли, Xfip 1^андай формулани нормал шаклга келтириш.
Бажарилувчи формулалар. Умумкийматли формулалар.
Айнан чин формула. Айнан ёлгон формула. Мантик КОну-
ни. Умумкийматли ва бажарилувчи формулалар какидаги
теоремалар.

4.1. Предикатлар мантици формуласи11Ш1г нормал шакли.
1-таъриф. Агар предикатлар мантиги формуласи ифо-

дасида факат инкор, конъюнкция, дизъюнкция (-, л, v) амал-
лари ва кванторли амаллар (V, 3) к^'пнашиб, инкор амали
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элементар формулаларга (предмет узгарувчилар ва узгарувни
предикаш/шрга) тегишли булса, бундай формула деярли нор-
мал шаклда дейилади.

Равшанки, предикатлар мантики ва муло\азалар алгеб-
расидаги асосий тенг кучлиликлардан фойдаланиб, преди
катлар мантикининг \ар бир формуласини деярли нормал
шаклга келтириш мумкин. Масалан,

{ЗхР{х) -->^yO{y))^R(z)
формулани деярли нормал шаклга келтирайлик.

(ЗхЯ(л) VyQ(y)) -» R{z) = (ЗхР(х) v VyQ(j;)) R(z) s
s (Зх^Сх) V VyQ(y) V R(z) = 3x/>(x) л \/yQ(y) v R(z) s

s ЗхРСх) л 3yQ(y) V R(z).
Демак,

(3xPU) -> Vye(y)) RU) = fxP(x) л ЗуёОО V Riz).
Предикатлар манти1^ининг деярли нормал шаклдаги фор-

мулалари орасида нормал шаклдаги формулалари му\им роль
уйнайди.

Бу формулаларда кванторли амаллар ёки бутунлай ^ат-
нашмайди, ёки улар мулох;азалар алгебрасининг \амма амал-
ларидан кейин бажарилали, яъни нормал шаклдаги форму
ла цуйилаги к^^ринишда б^лади:

(ах.ХаХз)... (GxJA (х,, ..., xj, п ^ т,
бунда (ох^) символи Урнида Vx. ёки Зх^. кванторларнинг бири
тушунилади ва А формула ифодасида кванторлар булмайди.

1-теорема. Предикатлар мантии;ининг >^ар кандай фор
муласини нормал шаклга келтириш мумкин.

nP'fi деярли нормал шаклга келтирилгандеб хисоблаймиз ва уни нормал шаклга келтириш мумкин-
лигини курсатамиз.

Агар бу формула элементар формула булса, у холда
унинг ифодасида кванторлар б^лмайди ва, демак у нор
мал шакл куфинишида булади. '
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Энди фараз кдпамизки, теорема к5^и билан к амални
камраган формула учуй турри булсин ва уни шу фараз асо-
сида к + 1 амални цамраган формула учуй исбот киламиз.

А ифода к + \ амални уз ичига олган формула ва унинг
куриниши схЦх) шаклда булсин, бу ерда ах кванторлар-
нинг бирини ифодалайди. Цх) формула к амални уз ичига
олганлиги туфайли уни нормал шаклга келтирилган деб
\исоблаймиз. У \олда ахЦх) формула таърифга асосан нор
мал шаклда булади.

А формула L куринишда булсин, бунда Z. формула нор
мал шаклга келтирилган ва к амални уз ичига олган деб
^исобланади. У \олда

\/хА{х) = Зх/1(х) ва ЗхА(х) = Уд:у4(х)
тенг кучлиликлардан фойдаланиб, инкор амалини преди
катлар устига туширамиз. Натижада А формулани нормал
шаклга келтирган буламиз.

Энди А формула L, vlj к^^ринишда булсин, бу ерда L, ва
нормал шаклга келтирилган формулалар деб 1^аралади.

формулада богланган предмет узгарувчиларни шундай к;ай-
та номлаймизки, L^ ва формулалардаги \амма богланган
предмет Узгарувчилар \ар хил булсин. У \олда L^ ва фор-
мулаларни куйидаги куринишда ёзиш мумкин:

Ц = (ах,)(ах2)... (ах„)а,(х,, JCj, xj, /я < я,
^  ...{ау^)а2(у^,Уз. • У,)уР^Я-

CvVXi5(x) = Vx(Cv^x)] ва Vx4(x) = ЗхА{х) тенг кучли
ликлардан фойдаланиб, L, формулани (aXj), (oXj), ..., (csxj
квантор амаллари остига киритамиз, яъни А формулани ушбу
куринишга келтирамиз:

А = (Gx.Kaxj)... (Gx„)(a,(x,, Xj,..., xj) v
V (oy.KGyj)... (оур)а2(у,, У21 — Уд))'

СУнгра a,(x,, x^, ..., x,) формулани
(ay,), (Gy^), ..., (ay )
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квантор амаллари остита киритамиз. Натижада А формула-
нинг нормал шаклини ^осил циламиз:

А = (ox,)(ff jCj)... (ах„)(ау| Ка;;^) ... (ау^)х
х(а.,(х„ Xj, ..., х„) va3(j'|, j-j, ..., д)).

Z.,aZ.2 куринишидаги А формулами нормал шаклга кел-
тиришнинг исботи худди юкорида каби булади.

Агар формулами нормал шаклга келтириш жараёнида
SxA{x)\/3xB{x) ёки yxA(x)/\\fxB(x) куринишдаги ифодалар-
ни куришга туфи келса, у \олда

УхА{х)/\УхВ{х) = \/х[А(х)/\В(х)]
ва

3xA{x)s/3xB{x) = Зх[А{х)\/В(х)]
тенг кучлиликлардан фойдаланиш керак булади.

1 - м и с о л , А = ^хЗуР{х, у) л 3xVy0(x, у) формулами
нормал шаклга келтириш талаб этилсин.

А формулада тенг кучли алмаштиришларни 5пгказиб, уни
нормал шаклга келтирамиз:

А = Vx3y/>(jc,y) л \fx3yQ{x,y) = \/х{ЗуР{х,у) л =
= Vx3y(P(x,y) А 3zQ0^)) = '^x3y3z(P(x,y) А Q{x,y)).
4.2.Бажарилувчи ва умумкийматли формулалар.

2- т а ъ р и ф . Агар А формула ифодасига кирувчи ва
М сох^ага оид узгарувчиларнинг шундаи и^ийматлари мавжуд
булиб, бу {^ийматларда А фор.мула чин и^иймат и^абул i^u/ica,
у х^^лда предикашлар мантицининг А формуласи Л/ сохлда
бажарилувчи формула деб аталади.

3- т а ъ р и ф. Агар шундай соха мавжуд булиб, унда А фор
мула бажариладиган булса, у холда А бажарилувчи формула
деб аталади.

Демак, агар бирор формула бажарилувчи бз^лса, бу з^али
унинг исталган созвала бажарилувчанлигини билдирмайди.
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4-таър и ф. Агар А нинг ифодасига кирувчи ва М соз^ага
оидз^амма узгарувчиларнинг кийматларида А формула чин t^uH-
мат кобул К1ллса, у з^олда А формула М соз^ада айнан чин
формула деб аталади.

5-таъриф. Агар А формула з^ар и^андай соз^ада айнан
чин булса, у з^олда А умум/^ийматли формула деб аталади.

6-таър и ф. Агар А формула ифодасига кирувчи ва М со-
з^ага оид з^амма узгарувчиларнинг /^ийматларида А формула
ёлгон /^иймат 1^абул к^илса, у з^олда А формула М соз^ада айнан
ёлЕОН формула деб аталади.

Келтирилган таърифлардан ушбу тасдикл^Р келиб чикади:
1. Агар А умумкийматли формула булса, у \олда у \ар

к;андай со\ада \ам бажарилувчи формула б?лади.
2. Агар А формула М созвала айнан чин формула булса, у

\олда у шу со\ада бажарилувчи формула булади.
3. Агар М со\ада А айнан ёлгон формула б^лса, у \олда

у бу со\ада бажарилмайдиган формула б>^лади.
4. Агар А бажарилмайдиган формула б?лса, у \олда у

j^ap кандай со^ада \ам айнан ёлгон формула булади.
Демак, предикатлар мантики формулаларини икки синф-

га ажратиш мумкин: бажарилувчи синфлар ва бажарилмас
(бажарилмайдиган) синфлар формулалари.

7-таъриф. Умум^ийматли формула мантик tfonynu деб
аталади.

Энди бир нечта мисоллар келтирайлик.
1- м и с о л . УхЗ>'Я(х, у) формула бажарилувчидир. Х^ки-

катан \ам, агар Р{х, у): «х < yi> предикат М = ЕхЕ со\ада
аник^анган (Е= {О, I, 2, ..., п)) булса, у \олда VxBv/^x, у)
формула Л/ со\ада айнан чин формула булади, демак, бу
со\ада бажарилувчи формуладир. Аммо, агар Е, = {О, I, 2,
..., к) учун «х<у» предикат чекли Л/, = Е,хЕ, со\ада аник-
ланган булса, у \олда '^хЗуР(х, у) формула Л/, со^ада айнан
ёлгон формула булади ва, демак. Л/, со\ада бажарилмасдир.
Равшанки, Vx3^E(x, у) умумк,ийматли формула булмайди.
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2- м И С О Л. ЗхЗу\ Р{х) л Р(у)\ формула бажарилувчидир.
Хакикатан \ам, агар Р{х); «дс — жуфт сон«> предикат

£={0, 1, 2, п) учун Л/= £х£ со\ада аник;ланган б^лса,
у \олда бу формула М со\ада айнан чин булади, демак,
М со\ада бажарилувчи формуладир.

Аммо, агар Р{х): «дг — жуфт сон» предикат £, = {2, 4, 6,
8, ...} учун Л/, = £,х£| созвала аниманган булса, у холда
ЗдсЗу[£(л:) л £(у)] формула Л/, со^ада айнан ёлгон формула
булади, демак, бу сосала бажарилмас формуладир.

3 - м и с о л . Vx[£(;r) v Р{х)\ формула исталган М со>^а-
да айнан чин булади.

Лемак, у умумкийматли формула, яъни мантикий ко-
нундир.

4- м и с о л. ^х\Р{х) л Р{х)\ формула исталган со\ада ай
нан ёлгон за шунинг учун \ам у бажарилмас формула бз^лади.

Энди предикатлар мантикидаги формулаларнинг умум-
кийматлиги ва бажарилувчанлиги орасидаги муносабатни
к^?риб $?тайлик.

2-теорема. А умулщийматли формула булиши учун унинг
инкори Л бажарилувчи формула булмаслиш зарур ва ешарлидир.

И с бот. Зарурли^и. Л умум1^ийматли формула булсин.
У )^олда, равшанки, Л исталган со^^ада айнан ёлгон форму
ла булалп ва шупипг учуп \ам у бажарштмас формуладир.

Етарлилиги. Л исталган со\ада бажарилувчи формула
булм^ин. У \олда бажарилмас формуланинг таърифига асо-
сан А исталган со\ада айнан ёлгон формуладир. Демак,
А исталган со\ада айнан чин формула булади ва у умум-
кийматлидир.

3-теорема. А бажарилувчи формула булиши учун
А нинг умум1^ийматли формула булмаслиги зарур ва етарлидир.

Исбот. Зарурлиги. А бажарилувчи формула булсин.
У \олда шундай М со^а ва А формула таркибига кирувчи
узгарувчиларнинг шундай цийматлар мажмуи (сатри) мав-
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жудки, л формула бу кийматлар сатрида чин киймат кабул
килади. Аникки, узгарувчиларнинг бу кийматлар сатрида
А формула ёлрон киймат кабул килади ва, демак, Л умум-
Кийматли формула була олмайди.

Етарлилиги. Л умумкийматли формула б^лмасин. У кол-
да шундай М сока ва А формула таркибига кирувчи узгарув
чиларнинг шундай кийматлар сатри мавжудки, А формула
бу кийматлар сатрида ёлгон киймат кабул килади. Бу кий
матлар сатрида А формула чин киймат кабул килганлиги
учуй у бажарилувчи формула булади.

5-мисол. А= (Р(х) -» 0(jc)) ЗхР(х) л VjcG(x) фор-
муланинг умумкийматлигини исботланг.

Е ч и м. А формула исталган М сокада аникланган деб
Кисоблаб, тенг кучли алмаштиришларни 5^казамиз:

А = Vx(/>(jc) Q{x))
ЗхР(х) л Vxe(x) S \/х{Р{х) Qix)) V

V ЗхР{х) л \/xQ{x) S Зл:(Я(х) v Q(x)) v ЗхЯ(х) v VxQ(x) s
s 3x{P{x) A Q(x)) V ЗхЯ(д:) v 3xQ(x) = 3x{P{x) a Q(x)) v
V 3xQ{x) V 3xP{x) = 3x{P{x) A Q{x) v Q{x)) v ЗхР{х) s

s 3x(P{x) V Q{x)) V 3xP(x) = (3xP(jc) V ЗхРСдс)) v 3xQ(x) =
s 1 V 3xQ(jc) = I,

яъни A формула исталган сокада кар кандай Я(х) ва Q(x)
бир жойли предикатлар учун айнан чин, демак, у умум
кийматли формуладир.

6-мисол. /4 S Зх[(/'(х)-»/^(х)) А (FCx) ^ F(x))] нинг
айнан ёлгон формула эканлигини курсатинг.

Е ч и м. (Р(х) F(x)) л (F(x) Fix)) s F(x) Fix) га
эгамиз. Fix) <-> Fix) айнан ёлгон формула эканлигидан,
А = 3x(F(x) Fix)) кам айнан ёлгон формула булади.
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Муаммоли масала ва топширицлар

1. К^идаги ифодаларнинг цайси бири предикатлар манти-
кининг формуласи булишини аницланг. Хар бир форму-
ладаги эркин ва богланган узгарувчиларни курсатинг:
I) ЗхЗуР(х, у)\ 2) Vx/Xx)vVy0(A:, у)\ 3) '^хЗуР(х, у)\
4) p-^VxP(x, у); 5) ЗхР(х, у)л Q(y, х).

2. Я(х, у) предикат М = NxN тупламда аникланган ва
Р(х, у) : «X < у«> булсин.
1) Куйида берилган предикатларнинг кайси бири айнан
чин ва к;айси бири айнан ёлрон эканлигини аницланг:
а) ЗхЛх, у)\ б) УхЯ(х, у); в) ЗуР{х, у); г) VyP(x, у).
2) Куйидаги муло\азаларнинг к;айси бири чин ва кайси
бири ёлрон эканлигини аник^анг:
а) ЗхУуДх, у); б) УхЗуДх, у); в) УуЗх/^х, у);
г) VxVy/^x, у); д) Vy Vx/Xx, у); е) Vy Vx/^^, у);
ж) ЗхЗуДх, у); з) ЗуЗхРСх, у).

3. Куйидаги тенг кучлиликларнинг турри эканлигини ис-
бот килинг:
1) Vx/4(x) = Зх/4(х);
2) Зх/4(х) = Vxy4(x) ;
з) С А Vx/4(x) = Vx(C л/l(jc));
4) С V Vx4(x) = Vx(C V /1(х));
5) Зх(/1(х) V В{х)) = Зх/1(х) V ЗхВ{х);
б) Зх(С V /4(х)) S С V Зх/1(х);
7) Зх(С А/1(х)) S С А Зх>4(х);
8) Зх/1(х) А Зу5(у) = ЗхЗу{А(х) л В(у)) ;
9) Vx(/4(x) С) = Зх/1(л:) С ;
10) Зх(С —> ^(х)) ~ С 3x/<(jc) ;
11) Зх(у4(х) ^ С) = Vx/l(x) С .
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4. /I(jc) ва ихтиёрий предикатлар булсин. А{х) В{х)
формулага куйида берилгап формулаларнинг цайси бири
тенг кучли булади?
1) А(х) V В{х); 2) М^) V 5(7); 3) А(х) В{х);
4) i5(x) >4(jc); 5) /((.г) л fi(x); 6) /1(д:)лв(х) ;
7) B{x)-^A(jc).

5. Куйида келтирилган формулаларнинг к^йси бири умум-
1д1йматли:
1) 3x(f^(x) л (ЭаЯ,(л-) а ЗхРАх)) ;
2) Зх(Я,(х) А PjW) ^ (ЗхР,(х) А 3x^2(^)) i
3) (VxP,(x) V \fxP2ix)) -4 Vx(P,(x) V Pj(x));
4) (VxP, (x) V VxPj (x)) <-> Vx( P^ (x) V P2 (x));
5) Vx(<7-» P,(x)) VxP,(x));
6) Vx(P(x,) P2W) (VxP,(x) -> VxPiix));
7) 3x(P,(x) РгСх» -4 (3xP,(x) SxPjix));
8) Vx(P,(x) -> PiCx)) (3xP(.Y,) VxP^Cx));
9) Vx(>4,(x) -> /1>(х)) -> (Vxy4,(x) -> Vx/42(x» ;
10) Vx(/I,(x) —> /liCx)) (3x/4,(x) —> 3x42 (x)) ♦
11) 3x(4,(x) Ajix)) <-> (Vx4,(x) Vx42(x)) ;
12) ЗхССх)-> VxCCx);
13) Vx(3(x)-^3x(3(x);
14) VxP(x) A VxQ(x) Vx(P(x) A Q{x));
15) VxP(x) V VxG(x) <-> Vx(P(x) V Q(x));
16) 3xP(x) A 3xO(x) 3x(P(x) A 0(x));
17) 3bcP(x) V 3xQ(x) <-> 3x(P(x) V 0(x))?

Мустацил ишлаш учун савол ва TomnHpHigiap

1. Предикатлар мантикининг символлари ва формуласи.
2. Предикатлар мантики формуласининг киймати. Тенг кучли

формулалар. Асосий тенг кучли формулалар.
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3. ФормуламингдеярлИ нормал шакли. Формуланинг нормал шаклч.
4. Хар кандай формулани нормал шаклга келтириш мумкинлиги.
5. Бажарилувчи ва умумк,иГ|матли формулалар. Айнан чин за айнан

ёлрон формул cUiap.
6. Бажарилувчи ва умумцийматли формулалар )^акидаги теоремааар.

5- §. Ечилиш муаммоси. Хусусий холларда
формуланинг умумкийматлилигини

топиш алгоритмлари

[7[ муаммоси. Чеюш со^аларда ечилиш муаммоси. Enui^
формула. Формуланинг умумий ёпилиши. Формуланинг мав-
жудлигини ёпиш. Таркибида бир турдаги квантор амали
и^атнашувчи нормал шаклдаги формулалар учун ечилиш
муаммоси.

5.1. Ечилиш муаммоси. Предикатлар мантихида ечилиш
муаммоси мулохдзалар алгебрасила кандай кУйилган б5^лса,
худди шундай к^^йилади: предикатлар мантихининг истал-
ган формуласи ёки умумхийматли, ёки бажарилувчи, ёки
айнан ёлрон (бажарилмас) формула эканлигини аникдаб
берувчи алгоритм мавжудми ёки Й5^ми? Бу масала ечилиш
муаммоси деб аталади. Агар бундай алгоритм мавжуд булса
эди, у (худди муло\азалар алгебрасидагидек) предикатлар
мантик;идаги исталган формулани айнан чинлигини аних-
лаб берувчи критерийга келтирилган булар эди.

Агар ушбу муаммо муло^азалар алгебраси учун осон
ечилган булса, предикатлар манти^и учун бу муаммони ечиш
катта кийинчиликларга дуч келди. XX асрнинг 30- йиллари-
да алгоритм тушунчасига аник; таъриф берилгандан сунг
мазкур муаммо yMyN^Hft холда ижобий хзл этилиши мум-
кин эмаслиги, яъни изланган алгоритм мавжуд эмаслиги
маълум б^либ колди.

1936 йилда америкалик олим А.Чёрч предикатлар ман-
тихининг ечилиш муаммоси 3|^умий \олда алгоритмик ечил-
маслигини исботлади, яъни предикатлар мантикининг ис-
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талган формуласи кайси (умумкийматли, бажарилувчи ва
бажарилмас) синфга киришини аник^аб берадиган алго
ритм мавжуд эмаслигини курсатди.

Ечилиш муаммоси предикатлар мантик.и учун ижобий
ечилмаса-да, лекин предикатлар мантици формулаларининг
баъзи синфлари учун бу муаммо ижобий этилишини
к^сатайлик.

5.2. Чекли со^аларда ечилиш муаммоси. Ечилиш муам
моси чекли со\аларда ечилувчидир. яъни ижобий \ал б^^ла-
ди. Хакикатан ^ам, бу \олда кванторли амалларни конъюн
кция ва дизъюнкция амаллари билан алмаштириш мумкин.
Натижада предикатлар мантици формуласи муло\азалар ал-
гебраси формуласига келтирилади. Маълумки, муло\азалар
алгебраси учун ечилиш муаммоси ечиладигаидир.

Масалан, Vjc3y[P(jc,y) v P(jc,x)l формула Л/= {о, Ь]
икки элементли чекли со>^ада аникданган булсин. У \олда
уни ушбу куринишга келтириш мумкин:

V /*(х,х)1 = VxlP(x,t7) V Р(х,х) V Р(х,Ь)]^
S [Р{а,а) V Р(а,а) v Р{а,Ь)]л[Р{Ьуа) v P(b,b) v .

Хосил этилган конъюнктив нормал шаклдаги форму-
ланинг \ар бир элементар дизъюнкцияси ифодасида битта
муло\аза узининг инкори билан биргаликда катнашмокда.
Демак, муло\азалар алгебрасининг бу формуласи доимо чин
Киймат кабул килади, яъни айнан чин булади.

5.3. Таркибида бир турдаги квантор амали катнашувчи
нормал шаклдаги формулалар учун ечилиш муаммоси.

1 - т а ъ р и ф. Агар предикатлар манти1^и формуласи тар
кибида эркин предмет узгарувчилар булмаса, у х,олда бундай
формула enui( формула деб аталади.

2- т а ъ р и ф. Агар предикапыар манти/^и формуласи С тар
кибида Хр X,, х„ эркин узгарувчилар мавжуд булса, у ^олда

А = Vx,Vx,...Vx„C(x,, х,, х„)
формула С формуланинг умумий ёпилиши ва
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В = Эх,Зх2...3х„С(л:,, х„)
формула С формуланинг мавжудлигини ёпиш деб аталади.

1-теорема. Агар предикатлар мантш^ининг нормал
шаклдаги ёпии, формуласи таркибида (ифодасида) фа1^ат п
та мавжудлик кванторы {^атнашган ^амда бир элементли ые-
талган сох^ада айнан чин булса, у у^олда у умуми^ийматли фор-
муладир.

Исбот. Предикатлар мантикининг нормал шаклдаги
формуласи

В S 3x^3Xj..3x„C(q^. q,, />, Л, 0,, 0,,...) (I)

куринишда булсин, бунда С формула ифодасида квантор-
лар !<;атнашмайди, q. — мантилий узгарувчи, Р. — бир жой-
ли предикатлар, Q^— икки жойли предикатлар. Бу формула
нинг чинлик к,иймати унинг таркибида катнашаётган
9,, (72, ... мантикий узгарувчилар ва Р,, ..., б,, ...
предикатларга боглик,.

Теореманинг шартига асосан бир а элементли исталган
Л/= {а} со\ада бу формула айнан чин, яъни

Qjia.a),...) (2)

фомула айнан чин булади. Аник;ки, (2) формула муло?^аза-
лар алгебрасининг формуласи булади.

(1) формула умумкийматли эмас деб фараз киламиз. У
\олда шундай Л/, со.\а ва узгарувчиларнинг шундай ций-
матлар мажмуаси <7,", <7?, ..., б", 62°» — мавжудки,
унда (1) формула ёлгон киймат кабул килади, яъни

Зх,Зх,..Зх„С(?,", gl.... Р^. ....Q'.Q;, ...)= 0. (3)
(3) формуланинг инкорини оламиз:

3.r,3x,...3.v„(9°. />", Р," 0°, 0°....) S
S Vx,Vx,...Vx„C{gl ql, .... Р°, Р«, 0», 0»,...) = 1
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Бу ердан

C(<7^ Р» QlQl-..) (4)
формуланинг Л/, со);ага оид предмет узгарувчиларнинг к^н-
дай олинишидан Кгатьи назар айнан чинлиги келиб чи^ади.

сохадан ихтиёрий Лу элементы и олиб, у ни (4) формула-
даги предмет узгарувчилар ^^рнига х^йиб чицамиз. У холла

qt, Р°(Ха), РНхо)> -^о). 0?(-*о. -<.))• •••) = ' •
Демак,

С(9,°, ql Р,\х,), P»(JC„),.... е°(Хо, х„), .t„),...) = 0.
By натижа (2) формуланинг айнан чин эканлигига зид-

дир ва (I) формула умумкийматли эмас деган фаразимиз-
нинг нотуррилигини к^рсатади. Шундай хилиб, (1) фор
мула умумкийматлидир.

2-теорема. Агар предикатлар манти/^ининг нормал
шаклдаги ёпиг^ формуласи ифодасида п та умумийлик кван
тора /^атнашса ва бу формула купи билан п та элементли
j^ap /^андай тупламда (coj^ada) айнан чин булса, у :^олда у уму-
мг(ийматли булади.

И с бот. Предикатлар мантихининг нормал шаклдаги
формуласи хуйидаги куринишда булсин:

А S VX|VXj...V.t„C(9,, 92 Qy,Qi,...). (5)
бунда ^2» ••• ~ мантихий Узгарувчилар, Р,, ... — бир
жойли предикатлар, 0,, ... — икки жойли предикатлар.
(1) формула умумхийматли эмас деб фараз хиламиз. У холла
п тадан ортих элементга эга булган А/, соха мавжудки, бунда
(1) формула айнан чин булмайди. Бошхача хилиб айтганда,
Узгарувчиларнинг шундай

Хийматлар мажмуаси мавжудки,

Vx,Vx2...Vx„C(9». 9»,.... Я», Яз",.... QIQI...) ̂  0. (6)
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Бу ердан

V.v,VXj...V.v„C(v;', ql.... ^>2° <3,°. Ql ■■■) ^
Ш 3.v,3.r,...3.t„C(?r, 9?...., /^°, Л«, ..., (3°, (3°, ...) = 1 .

Шундай кнлиб, предмет узгарувчиларнинг шундай
"  о

Л| » 1 Л/| кийматлари мавжудки.

ва

булади.
Демак, Л/, со\адан к^^пи билан п та элементи булган

шундай М со\ани ажратиш мумкинки, у ерда бу формула
айнан чин булмайди. Бу натижа теореманинг шартига зид-
дир ва у (1) формула умумк;ийматли эмас деган нотурри
фаразимиздан келиб чикди. Демак, (I) формула умумкий-
матли формуладир.

Таркибида фацат бир жойли (битта предмет узгарувчига
боглик булган) предикатлар катнашган формулалар учун
ечилиш муаммоси ижобий \ал этилиши куйидаги теорема-
дан к>ринади.

3- т е о р е м а . Предикатлар мантиг^ининг таркибига п та
бир экоили предикат кирган А формуласи бирор М тупламда
бажарилувчи булса, у х^олда бу формула элементлари сони 2"
дан катта булмаган А/, тупламда у,ам бажарилувчи булади.

Ушбу теоремадан куйидаги натижа келиб чикааи.
Натижа. Предикатлар мантикининг таркибига фак^ат

п та бир жойли предикат кирган Л формуласи эле.ментлари
сони 2" дан куп булмаган ихтиёрий тупламда айнан чин
булса, у \олда бу формула ихтиёрий тупламда \ам айнан
чин булади.

Куйидаги теорема \ам предикатлар мантик;ининг катта
синфини ташкил к,илувчи формулалари учун ечилиш му-
аммосини \ал килади.
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4-теорема. Агар предикатлар манти1^ининг А форму-
ласи бирор чексиз со^ада бажарилувчи булса, у урлда у чекли
coxfida у^ам бажарилувчи булади.

Муаммоли масала ва топширицлар

1. К^йидаги формуланинг умум1^ийматли эканлигини ис-
ботланг:

А = (/'(л:) -> G(JC)) ^Р(х) л Vx(3(x) •
2. Агар М т?пламда аник;панган А(х) ва В(х) предикатлар

чин кийматли б?лса, у \олда уларнинг чинлик туплам-
лари кандай шартларни каноатлантириши керак.
1) Vx(/)(x) В(х)) л Зх(/1(х) л В(х));
2) Зх(/С(х) л В(х)) л (V(/l(x) -> В(х)));
3) Зх(/((х) л В(х)) (Vx(/f(x) ^ Bix)))!

3. Л/= {1, 2, 3, 20} тупламда куйидаги предикатлар
берилган:
А(х): «X 5 га б^линмайди»; В(х): «х жуфт сон»,
С(х): «X туб сои»: Щх): «х 3 га каррали».
Куйидаги предикатларнинг чинлик тупламини топинг.

2) С(I) /1(х)лВ(х);
3) С(х)лО(х);
5) 5(х)л/)(х);
7) В(х)лО(х);
9) ^(х) V В(х);
II) C(x)v/)(x);

В(х) V Дх);
А{х) V В(х) V D(x);
Дх)^С(х);

13)
15)
17)
19) (Жх) л С(х)) ^ Z)W;

13 - К Т?раев

х)лЯ(х);
4) в(х)лДх);
6) Жх)лО(х);
8) Жх) л 5(х) л Дх);
10) S(x)vC(x):
12) Дх)уДх);
14) 5(x)v5(x);
16) С(х)^Ж*):
18) А(.х)-^ В{х) \
20) (Ж*)л Д*))^<7(х)

■  ..'.si-. --..

-i.-Л-Л''? i: ч
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Мустацил ишлаш учун савол ва топшири1д]ар

1. Предикатлар манти^ида ечилиш муаммоси.
2. Чекли со\|Ешарда ечилиш муаммоси.
3. Ёпикформула. Формуламинг умумий ёпилиши. Формуланинг мав-

жудлигини ёпиш.
4. Таркибида бир турдаги квантор а.мали катнашувчи нормал шакл-

даги формулалар wyii ечилиш муаммоси.

6-§. Предикатлар мантицининг математикага
татбики

[7[ Математик таьриф ва теоремаларни предикатлар ман^
mut^u тили воситаси билан ифодалаш. Сонлар кетма-кет-
лиги лилштининг таърифини ифодалаш. Функциянинг //y/f-
тадаги лимитининг таърифини ифодалаш. Функциянинг
нуи^тадаги узлуксизлиги таърифини ифодалаш. У^сувни
функциянинг таърифини ифодалаш. Чегараланган функ
циянинг таърифини ифодалаш. Кррама-и^арши macduigiap-
ни тузиш. Тугри, тескари ва карама-к^арши теоремалар
ни ифодалаш. Етарли ва зарурий шартларни ифодалаш.

6.1. Математик муло^азаларни предикатлар мантици
формуласн куринишида ёзиш. Куйида асосий математик ту-
шунчалар — таъриф ва теоремаларни предикатлар .маптик^и
тили воситаси билан к^ндай ифодалаш мумкинлигини куриб
утамиз.

Хар к^андай математик фан шу фанда каралаётган объект-
лар \ак,идаги муло\азалар билан иш к^ради. Мантик ва туп-
ламлар назариясининг символлари \амда берилган фаннинг
махсус символлари ёрдамида шундай муло\азалар преди
катлар мантик;ининг формуласи к$^ринишида ифодалани-
ши мумкин. Предикатлар мантикининг тили математик ту-
шунчалар ^ртасидаги муносабатни ифодалашга, таъриф, те
орема ва исботларни ёзишга имконият яратади. Бу ёзиш-
ларни мисолларда курайлик.
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1. Сонлар кетма-кетлиги лимитининг таърифи.

Сонлар кетма-кетлиги лимитининг таърифини /(уйидагина
ёзиш мумкин:

а = lim Ve > OBwqV/z e N{n > Лц -> \a„ - fl | < e).
Бу ердауч жойли предикат л, п^\ {п> п^ ]fi„ - л| < е)

дан фойдаланилган.
2. Функциянинг нуктадаги лимитининг таърифи.

Бу таърифни ушбу шаклда ёзиш мумкин:

Ь- lim/(jc) Ve >035> OVjce £(0<|;с-лСо|<5-»|/(х)-^;|<е).

Бу ерда £(е, 6, jc): (О < |х - .Хо| < 5 |/(х) - < е) ун жой
ли предикатдан фойдаланилган.

3. Функциянинг нуктадаги узлуксизлиги таърифи.
£ тупламда аникланган /(jc) функция учун лс^е Е да

Ve > 035> OVjc 6 £(|jc- JCo| < 5 (jc) -/(Хо)| < е)
булса, /(jc) функция jCqG £ ну/^тада узу1уксиз деб аталади.

Бу ерда уч жойли £(е, 6, jc) предикатдан фойдала-
нилди.

4. Усувчи функциянинг таърифи. Етупламда аник-
ланган /(jc) функция учун

Vjc, е £ Vjc^ 6 £2(jc, < jCj ^ /(л,) < /(.х^))
булса, бу функция шу тупламда усувни деб аталади.

Бу ерда Q(jc,, х^: (х^ кх^-^Дх,) </(х^)) икки жойли преди
катдан фойдаланилган.

5. Чегараланган функциянинг таърифи. Аникла-
ниш сохаси Е булган f{x) функция учун

ЗМ е /?,Vjce £ (|/(х)| < М)
булса, у халда бу функция шу сохада чегараланган деб аталади.

Бу ерда хам F(x, М): (|/](дс)| < М) икки жойли аредикатдан
фойдаланилган.
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Маълумки, математикада к^п теоремалар шартли муло-
\азалар шаклида ёзилади, яъни «Агар х булса, у >^олда у 6J-
лади» тарзида ифодаланади. Масалан, «Агар нукд^а бурчак
биссектрисасида ётган булса, у холда у бурчак томонлари-
дан тенг узок^лашган (масофада) б:$?лади». Бу теореманинг
шарти «Нукта бурчак биссектрисасида ётган» ва хулосаси
«Нукта бурчак томонларидан тенг узоклашган» жумлала-
ридан иборат. Куриниб турибдики, теореманинг шарти \ам,
хулосаси хам = Rx Я тУпламДа аникданган предикатни
ифолалайди. Бу предикатларни х& R} учун мое равишда А(х)
ва В(х) билан белгилаб, теоремани куйидагича ёзиш мумкин:

Vx€ R^ (А(х)^В(х)).

Шу сабабли, теореманинг т>'зилиши (структураси) \а-
кида гапирганда, унда учта хисмни ажратиш керак; 1) теоре
ма шарти: R^ тупламда аникданган Р(х) предикат; 2) тео
рема хулосаси: R^ тупламда аникуханган Q(x) предикат;
3) тушунтириш кисми: бу ерда теоремада ran юритилаётган
объектлар т$?пламини ифодалаш керак.

6.2. Карама-ццрши тасдихларни тузиш. Бирор А мате
матик тасдик берилган булсин. Унга карама-карши булган
тасдик, А булади. Предикатлар мантик^и тенг кучли алмашти-
ришлар воситасн билан А формулага яхши шакл (куриниш)
бера олади. Масалан, чегараланган функциянинг таърифи

ЗМ G Ryxs Е {\f{x)\<M)
формула оркали берилишини кУрган эдик. Бу формуланинг
инкорини олиб ва тенг кучли алмаштиришларни утказиб,
чегараланмаган функциянинг таърифини хосил киламиз:

ЗМ е Яух& Е (|/(х)| < М) = \/М е Яух^ Е (|/(х)| < М) s
S VA/ € R^3x е f (|/(х)| < М) s VAf е R^3x б Е (|/(jc)| > М).

Хосил булган VAf б /?^3хб Е (|/(х)| > М) формула че
гараланмаган функциянинг таърифини ифолалайди.
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Келтирилган мисолдан к^риниб турибдики, з^амма кван-

торлари олдинда турган предикатлар мантики формуласи
оркали ифодаланган тасдикк^ карама-^арши тасдикни ясаш
учун j^oMMa кванторларни г^арама^/^аршисига (яъни ни 3 га
ва 3 ни ^ га) алмаштириш ва кванторлар остида турган
предикатнинг инкорини олиш кифоя.

Масалан, b ^ !im f{x) тасдик;ни куйидаги форлт^'ла ифо-
далаиди:

Ve > 036> OVxe £(0 < |д: - дсо| < 5 -> |/(х)-^>| < е) =
= Эе > 0V6 > ОЗд: е £(0 < |jc - JC0| < 6 -> |/(jc) - 6| < е) s

= Эе > 0V6> OBjcg £(0 < |jc -jcqI< 6a|/(jc)-^*1 > e).
Энди берилган теореманинг туррилигини рад эталиган

тасдицни ясашни мисолда курайлик. Vjc е Е{Р{х) Q{x))
теорема берилган булсин. Бу теоремани рад этадиган тасдик;
КУйидагича б^лади:

Vjc € £(P(Jc) Q(jc)) = 3jc g E(P{x) 0(jc)) =
s3xG E{P(x) л Q(x)).

Охирги формула фак;ат P(x) s 1 ва Q{x) s 0 булгандагина
чин кийматга эгадир.

Демак, Vjc(P(x) бС-зс)) теореманинг нотуррилигини
исботлаш учун шундай xg £ элементни кУрсатиш керакки,
бу элемент учун Р{х) — чин ва Qi^x) — ёлгон к;иймат кабул
килсин, яъни контрмисол келтириш керак.

б.З. Туррм, тескари ва 1^рама-к9рши теоремалар. Куйи-
даги туртга теоремани кУриб чикайлик:

VxG £(/1(х) ^ £(х)), (1)

Ух G Е(В{х) А{х)), (2)

Ух G Е(Л{х) В(х)) у (3)
Ух G Е(В{х) -> А{х)). (4)
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1-таъриф. Бирининг шарти иккинчисинингхулосаси ва
иккинчисининг шарти биринчисининг хулосаси булган жуфт
теоремалар узаро тескари теоремалар деб аталади.

Масалан, (I) ва (2) теоремалар \амда (3) ва (4) теоре
малар узаро тескари теоремалар булади. Бу жуфт теорема-
ларнинг бирини турри теорема десак, у холда иккинчисини
тескари теорема дейиш керак.

2-таъ р и ф. Бирининг шарти ва хулосаси иккинчисининг
шарти ва хулосаси учун мое равишда инкорлари булган жуфт
теоремалар узаро /^рама-царши теоремалар деб аталади.

(I) ва (3) теоремалар \амда (2) ва (4) теоремалар узаро
КЭрама-кдрши теоремалар булади.

Масалан, (I): «Агар туртбурчакнинг диагоналлари тенг
булса, у \олда бу т^ртбурчак туфи бурчакли б^ладт теоре-
мага (2): «Агар туртбурчак т^фи бурчакли булса, у \олда
унинг диагоналлари тенг б$^лади*> деган теорема тескари тео
рема булади. (1) теоремага к;арама-к;арши теорема (3): «Агар
туртбурчакнинг диагоналлари тенг булмаса, у \олда у туфи
бурчакли булмайди» ва (2) теоремага карама-карши теоре
ма (4): «Агар туртбурчак тугри бурчакли булмаса, у \олда
унинг диагоналлари тенг булмайди» бУлади.

Курилган мисолда (1) ва (4) теоремалар бир вактда чин
булади. (I) теоремага тенг ёнли трапеция контрмисол булади.

Равшанки, тугри за тескари теоремалар, умуман айт-
ганда, тенг кучли булмайди, яъни бири чин, иккинчиси
ёлгон булиши мумкин. Аммо, (I) ва (4) теоремалар \амда
(2) ва (3) теоремаларнинг тенг кучли формулалар эканли-
гини осонгина исботлаш мумкин. Хакик;атан \ам.

Vxe Е(А{х) -> В(х)) = Vjc е Е{А{х) v В{х)) =

= V.Y е Е(В(х) V А{х)) = Vy е Е{В(х) -> А(х)) .
Худди шу каби (2) ва (3) формулаларнинг тенг кучли-

лигини исботлаш мумкин:

Va е ^(^(л) А(х)) = Vxe Е{А(х) В(х)).
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Бу тенг кучлиликлардан куйидаги хулосага келамиз: агар

(1) теорема исбот килинган булса, у холла (4) теорема хам
исбот хилинган б$^лади ва агар (2) теорема исбот хилинган
б^лса, у холда (3) теорема хам исботланган хисобланади-

6.4. Бтарли ва зарурий шартлар. Куйидаги теоремани
курайлик:

Vx€ Е{А{х) -> 5(х)). (^)
y4(jc)->5(jc) предикатнинг чинлик т^плами C/^U/e туп-

ламдан иборат булади. Демак, бу предикатнинг ёлгонлик
туплами С(С/^ и /д) = (/^ ПС/д) тупламдан иборат. Охирги

П С/д туплам фахат с fg булгандагина буш туплам
булади.

Шундай хилиб, i4(jc)^5(x) предикат хе£ нинг хамма
Хийматларнда А{х) предикатнинг чинлик туплами В(х) пре
дикат чинлик тупламининг хисм туплами, яъни с: fg
б^лганда ва фахат шундагина чин булади. Бу холла В(х)
предикат А(х) предикатдан манти1^ий келиб чикади деб ай-
тилади. 5(х) предикат А(х) предикат учун зарурий шарт ва
А{х) эса 5(дс) учун етарли шарт деб айтамиз. Масалан, ушбу
«Агар X натурал сон булса, у холда у бутун сон б^^лади»
теоремасида В{хУ. «х — бутун сон» предикати А{х): «х — нату
рал сон» предикатидан мантихий келиб чихади ва «х — на
турал сон» предикати «х — бутун сон» предикати учун етар
ли шарт булади.

Шундай холл ар мавжудки, буларда
VxG Е(А(х) В{х)) (6)

ва

Vxe £(;ff(x) >1(х)) (7)
$^заро тескари теоремалар чин булади. Бу хол фахат
яъни >4(х) ва В{х) предикатлар тенг кучли предикатлар бул
гандагина мумкин.

Кэралаётган холда (1) теоремага асосан Л(х) предикат
В(х) предикат учун етарли шарт ва (2) теоремадан А(х) пре-
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дикат В(х) предикат учун зарурий шарт эканлиги келиб чи-
кади. Демак, агар (1) ва (2) теоремалар чин булса, у \олда
А(х) шарт в{х) учун \ш етарли, хам зарурий шарт булали.
Худди шу каби бу холатда В(х) шарт А(х) учун етарли ва
зарурий шарт булади.

Биз айрим ва1сгларда «зарур ва етарли» мантилий бог-
ловчи ^нига «шунда ва факат шунда» мантикий богловчи-
ни ишлатамиз.

Бу ерда (1) ва (2) мулохазалар чин б^^лганлиги учун
Куйидаги мулохаза хам чин б^лади:

Vx 6 £(А(х) -> В(х)) л Vx е Е{В(х) -> А(х)) =
= Vxe Е(А(х) В(х)).

1-ми со л. Ушбу теорема: «Агар х сон 6 га булинса, у
холда X сон 3 га булинади» чиндир. Бу ерда А(х) предикат:
«X сон 6 га б5^линади» ва В(х) предикат: «х сон 3 га булина
ди». В(х) предикат А(х) предикатдан мaнтикд^й келиб чика-
ди, яъни А{х)-^В{х). А{х) предикат (х сон 6 га булинади)
В{х) предикат (х сон 3 га булинади) учун етарли шартдир.
В{х) предикат А(х) предикат учун зарурий шартдир. Шу
вактнинг узида тескари теорема: «Агар х сон 3 га булинса,
у холла X сон 6 га б^^линади» нот5^ридир (ёлгондир). Шу-
нинг учун хам В(х): «х сон 3 га б^^линади» предикати А(х):
<а' сои 6 га булинади» предикат учун етарли игарт ва А{х):
«X сон 6 га булинади» предикати В{х): «х сон 3 га булинади»
предикатига зарурий шарт б^ла олмайди.

6.5. Тескарисини (аксинн) фараз н;илиш усули билан ис-
ботлаш. Тескарисини фараз килиш усули билан исботлаш-
ни куйидаги схема оркали олиб борилади:

Vxe Е{А{х) -> 5(х)), (8)
теорема нот^рри, яъни шундай х узгарувчи мавжудки, А(х)
шарт — чин ва В(х) хулоса — ёлгон деб фараз килинади.
Агар бу фараздан мантикий фикрлаш натижасида карама-
карши тасдик келиб чикса, у холда килинган фараз нотуг-
ри эканлиги ва теореманинг тугрилиги хосил булади.
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Бу схемалан фойлаланиб (1) теореманинг чинлигини
курсатайлик. Х^кикатан хам, (1) теореманинг нот5^илиги
(ёлгонлиги) (фараз буйича) ушбу формуланинг чинлиги
ни к^рсатали: Vx е £(А(х) В(х)).

(1) теоремани нотугри леб кабул кдлган фаразимизлан
келиб чикалиган карама-карши таслик D конъюнкци-
ялан иборат б;$^лали, бунла D — бирор мулохаза. Шунлай
Килиб, тескарисини фараз хилиш усули билан исботлаш схе-
маси куйилаги формуланинг чинлигини исботлашга келти-

рилади: Vjc е Е(А(х) -> 5(х)) D л D.
Бу охирги формула (8) формулага тенг кучлилир. Хаки-

катан хам,

Vx е Е(А(х) —> В{х)) —^ОлО =

S Vx е Е{А(х) -) В{х)) v /) л s Vx g Е(А(х) В(х)).

7- §. Аксиоматик предикат^^ар хисоби хакнда

[71 Аксиоматик предикатлар т^исоби. Предикатлар т^исоби-
нинг аксиомалар систелшси. Умумийлик кванторини кири-
тиш t^oudacu. Мавжудлик кванторини киритиш i^oudacu.
Ечилиш, зидсизлик, тули1^илик ва эркинлик муаммолари.

Аксиоматик преликатлар назариясини хам хулли акси
оматик мулохазалар назарияси каби яратиш мумкин. Бу ерла
КУйилагиларни кУрсатиш зарур:

1. Преликатлар хисоби формуласининг таърифи прели
катлар мантики формуласининг таърифи билан бир хил.

2. Преликатлар хисоби аксиомалар системасини танлаш-
ни (худди мулохазалар хисобилагилек) хар хил амалга оши-
риш мумкин. Шунлай аксиомалар системасилан биттаси
куйилаги; мулохазалар хисобининг ун бир аксиомаси (4 та
гурух аксиомалар) ва иккита кушимча аксиома

\/х(Е(х) -» Е{х)), F0) ЗхЕ(х),
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аксиомалардан иборат система булиши мумкин, бу ерда
t узгарувчи X узгарувчини уз ичига олмайди.

3. Муло\азалар >;исобидаги келтириб чик^ариш коидаси-
га я на иккита крида кушилади:

а) умумийлик кванторини киритиш коидаси:
F^G{x)

F-^'^xGix) '

б) мавжудлик кванторини киритиш коидаси:
G{x)^F

3xG(x)-*F *

агар F X га боглик булмаса.
4. Хулоса ва исботланувчи формула тушунчалари худди

муло\азалар кисобидаги каби аник;ланади.
5. Худди \амма аксиоматик назариялардагидек ушбу му-

аммолар к^^рилади:
а) ечилиш; б) зидсизлик; в) тулик^лик; г) эркинлик.

Муаммоли масала ва топшири/(лар

1. Предикатлар мантики тилида куйидаги таърифларни ёзинг:
1) чизикди тартибланган туплам (тартибланган т$^плам
чизикли деб айтилади, агар шу тупламнинг кар кандай
л: ва у элементлари учун ёки jc = у, ёки Jc < у. ёки х > у
булса);
2) жуфт функция (f{x) ж>'фт функция деб айтилади, агар
унинг аникданиш сокаси координата бошига нисбатан
симметрик ва аникланиш сокасининг кар бир х элементи
учун Дх) =Д-х) б^лса).

2. Куйила берилган жумлалардаги нукгалар урнига «зарур,
аммо етарли эмас*>, ёки <«етарли, аммо зарур эмас»^, ёки
«зарур эмас ва етарли эмас» ва каерда мумкин булса,
«зарур ва етарли» сузларини шундай куйингки, косил
б$^лган мулоказалар чин булсин:
I) туртбурчак тутри бурчакли булиши учун унинг диаго-
налларининг узунлиги тенг булиши
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2) - 5х + 6 = О булиши учун х = 3 б^лиши
3) /(х) функция [а, Ь] сегментда интегралланувчи були
ши учун чегараланган булиши
4) f{x) функция \а, Ь] сегментда интефалланувчи були
ши учун /(х) \а, Ь] сегментда узлуксиз булиши

5) сонли катор якинлашувчи булиши учун limfl_ = 0
*:=! ' п-о-

булиши....
3. Ушбу кванторли муло\азаларнинг инкорларини топинг:

1) Vx3yF(x, у);
2) Vx3yV2/4(x, у, г);
3) Vx[f (х) у \/уВ{х, у)];
4) 3x3y\fz[A{x, у) л В{у, 4)];
5) Зх/4(х, Z) л 3xVyi5(x, у) \/x\fyC{x, у, z);
6) Зх(у4(х) л 5(х) л С(х)) ;
7) Vx(/I(x)-> Vy5(y));
8) Vx(y4W ^ А Зх(/)(х) л Л(х));
9) 3x(/?(x)^/>(х));
10) Vx3yV4P(x, у, Z) 0(х, у, Z)).

Мустакил ишлаш учун савол ва топшнрН1^ар

1. Математик таъриф ва теоремаларни предикатлар мантики тили
воситаси билан ифодалаш.

2. Сонлар кетма-кетлиги лимитинингтаърифини ифодалаш.
3. Функциянинг нуктадаги лимитинингтаърифини ифодалаш.
4. Функциянинг нуктадаги узлуксизлиги таърифини ифодалаш.
5. Усувчи функциянинг ва чегараланган функциянинг тафифларини

ифодалаш.
6. Кдрама-кэрши тасдикпарни тузиш.
7. Турри, тескари ва карэма-карши теоремалар.
8. Етарли ва зарурий шартлар.
9. Тескарисини (аксини) фараз килиш усули 6iviaH исботлаш.
10. Аксиоматик предикатлар \исоби \акида.
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Муло^азалар алгебраси ва муло^азалар ^исобида форму-
ланинг тавтология б^лиши еки булктаслигини аниклашнинг
самарали усулларидан бири чинлик жадвалидир. Аммо пре-
дикатлар мантикида бу )^олат батамом ?згаради. Предикатлар
мантикида )^ар бир формуланинг умумкийматли ёки умум-
кийматли эмаслигини ечадиган самарали усул мавжуд эмас.
Шунинг учун предикат ва у билан борлик; квантор ту-
шунчаларидан фойдаланадиган математик назарияларда ак
сиоматик усуллардан фойдаланиш зарур б^либ колади.

Берилган аксиомалар системаси негизида (базасида)
курилган аксиоматик назария деб, шу аксиомалар система-
сига таяниб исботланувчи камма теоремалар мажмуасига
айтилади. Аксиоматик назария формал ва формалмас наза-
рияларга булинади.

Формалмас аксиоматик назария назарий-тупламий маз-
мун билан тулдирилган бУлиб, келтириб чикариш тушунча-
си аник берилмаган ва бу назария асосан фикр мазмунига
суянади.

К^аралаётган аксиоматик назария учун куйидаги шарт-
лар бажарилган булса, яъни:

1) назариянинг тили берилган;
2) формула тушунчаси аникланган;
3) аксиомалар деб аталадиган формулалар туплами берил

ган;

4) назарияда келтириб чикариш коидаси аникланган
булса, формал аксиоматик назария аникланган деб кисоб-
ланали.

Математик назариялар орасида биринчи тартибли наза
рия алокида урин тутади. Бу назария юкори тартибли мате
матик назариялардан куйидаги хусусиятлари билан фарк
килади:
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— предикатлар ва фунюшялар б^ича квантор амаллари
(операциялари) бажарилмайди;

— аргументлари бошка предикатлар ва функиияларни
кабул килувчи предикатлар мавжуд эмас.

Биринчи тартибли математик назария бошка бир к^тор
маълум математик назарияларни ифодалаш учун етарлидир.

Куйида биринчи тартибли математик назариянинг тили,
терм ва формулалари тушунчаси, мантикий ва хос (махсус)
аксиомалари, келтириб чикариш кош^аси, назарияда исбот-
лаш тушунчаси, тавтология хусусий колларининг исботла-
нувчанлиги, дедукция теоремаси, назария тилининг интер-
претацияси (талкини), берилган интерпретаиияда формула-
ларнинг чинлик к^™мaтлapи, назариянинг модели, интер-
претациянинг изоморфизмлиги, назариянинг катъийлиги,
назариянинг зидсизлик, т^ликлилик ва ечилиш муаммола-
ри, предикатлар кисобининг зндсиэлиги, натурал сонлар наза-
рияси, Гёделнинг туликсизлик \акидаги теоремаси сингари
масалалар ёритилган.

1- §. Биринчи тартибли хил. Терм ва формулалар

Терм. Формула. Суз. Буш суз. Назариянинг тили. Биринчи
тартибли тил. Тилнинг сигнатураси. Функционал з^арфлар.
Предикат }(арфлар. Биринчи тартибли назариянинг сим-
воллари. Предмет узгарувчилар. Предмет константалар.
Кванторнинг таъсир этувчи coj^acu.

1- таъ р и ф. Хор кондай символларнинг буш булмаган чекли
туплами алфавит деб, алфавитнинг символлари эса з^арфлар
деб аталади.

2-таъриф. Хоралаётган А алфавит ^(арфларининг чек
ли кетма-кетлиги А алфавитдаги суз деб аталади. Хорфлар-
нинг буш кетма-кетлиги буш суз деб аталади ва л билан
белгиланади.
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3-таъриф. Агар А алфавитидаги ва b^by..b^
сузлар учун п = к ва а^= Ь^, Qj- •••» ^п~ сузлар
тенг деб аталади ва а^ау..а^ = Ьфу.Ъ^ куринишда ёзилади, Бу
ерда п сон с^нинг узунлиги деб аталади.

4- т а ъ р и ф. Агар А( Т) бирор назариянинг о/чфавити булса,
А{Т) даги Е{Т)сузашр ту/ыами Тназариянинг ифодалар тупла-
ми деб аталади.

5-таър и ф . <А{Т),А{Т)> жуфтлик Т назариянинг
тили деб аталади.

Биринчи тартибли тиллар биринчи тартибли назарияларда
К5^лланилади.

Биринчи тартибли назариянинг символлари куйидаги-
лардан иборат:

л, V, — мантик^ий амаллар;
V, 3 — квантор амаллари;
(.) ~ кушимча символлар;
А" {n,j> 1) — л-жойли предикат \арфларнинг санок;ли

т^плами. Бу ерда юкори индекс жойнинг сонини ва куйи
индекс предикат \арфининг ракамини билдиради;

// (л, У > I) — чекли (буш булиши \ам мумкин) ёки
canoigiH функционал \арфларнинг туплами. Бу ерда юк;ори
индекс функция таркибига кирувчи узгарувчилар сони ва
КУйи индекс функционал \арфнинг ракамини билдиради;

а. (/> I) — чекли (бУш) ёки санокли предмет константа-
лар туплами.

Мантикий амаллар занжири кам функционал карфлар
сифатида к^ралиши мумкин.

6- т а ъ р и ф . Предикат ]^арфлар туплами функционал
:(iapфлap ва константатр тупламлари билан биргаликда бе-
рилган назария тилининг сигнатураси деб аталади.

Шундай килиб, биринчи тартибли Т назарияда айрим
ёки кам.ма функционал карфлар ва предмет константалар ва
айрим (аммо каммаси эмас) предикат к^рфлар мавжуд
булмаслиги мумкин.
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Биринчи тартибли \ар хил назариялар бир-биридан ал-
фавитдаги \арфлар таркиби билан фарк; цилиши мумкин.

Т назарияни тулик тавсифлаш учуй терм ва формула
тушунчаларини аник^ашимиз керак. Терм ва формула — бу
Е{Т) сузлар т^пламининг икки синфидир.

7-таъриф. I) Предмет узгарувнилар ва предмет коис-
танталар термдир;

2) агар /*,, г,, лар терм, Л эса п-жойли амалнинг
символа булса, у у;олда /4"(г,, г,, i\) термдир;

3) Т назарияда / ва 2-бандларда ати^тнганлардаи таш-
1\ари j^en /^андай терм мавжуд эмас.

Табиий интерпретация га (талкинга) асосан терм — бу
айрим олинган предметнинг исмидир. ^^згарувчилар ва пред
мет константалардан ташк;ари амалларнинг символлари во-
ситасида узгарувчилар ва предмет константалардан \осил
Килинган занжирлар \ам терм булади, чунки интерпрета-
цияга к^ра терм бирор функииянинг киймати сифатида
аник^аняпти.

8-таъриф. 1) Агар Л — п-жойли муносабат символи
(предикат ёки функция) ва гKj, ...» тершар булса, у з^олда
/4(г,, Tj, г^) формула, хусусан, агар А — предикат ^арфи А"
булса, у у;олда

/"г • ••' О
элементар формула деб аталади;

2) а^р А ва В формулалар булса, у ^олда Аак В, Aw В,
А-^ В, А jfOM формуладир;

3) агар А формула ва у ^(арфи А формулага эркин кирувчи
ёки А таркибига кирмагац предмет узгарувчиси булса, у й^олда
"^уА , ЗуА ифодалар формула булади. Бу о^олда А кванторнинг
таъсир этувчи со^аси дейилади;

4) 1-3- бандларда аниг^анганлардан таии^ари бош/^а >;еч
/^андай формула мавжуд эмас.
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2- §. Мантикий ва хос (махсус) аксиомалар.
Келтириб чикариш коцдаси

[7[ Мантиг^ий аксиомалар. Махсус аксиомалар. Келтириб чи-
t^apinu н^оидаси. Хулоса f^oudacu. Умумлаштириш /^оидаси.

Биринчи тартибли назария аксиомалари икки синфга:
мантикий ва хос аксиомалар га булинади.

Мантикий аксиомалар: А, В ва С лар Т назариянинг
кандай формулалари булишидан катъи назар куйидаги фор
мул ал ар Г нинг манти1<,ий аксиомалари б^лади:

\) А А)\

2) {А —> {В —> С)) —> ((А —> В) (А —> С)) ;

3) (В-^А)-> {{В -> /I) В) ;
4) VxfAixf) A(t). By ерда А{х) — берилган Т назария

нинг формуласи ва / — шу А(х) формулада эркин булган
Т назариянинг терми. Таъкидлаш керакки» t терм х. билан
\ам мое келиши мумкин, у \олда биз Vxy>4(x/) -> A(xi) ак-
сиомага эга буламиз;

5) агар X. предмет Узгарувчи А формулада эркин булма-
са, у \олда

\/Xi{A-^B) у {А yVxiB).

И 3 о \. Олдинги бобда XI аксиомали классик муло);аза-
лар \исобини куриб утган эдик. Аммо кам аксиомали муло-
хазалар хисобини хам яратиш мумкин (масалан, 1—3-ман
тикий аксиомалар асосида).

Хос аксиомалар. Хос аксиомаларни умумий холда тав-
сифлаш мумкин эмас, чунки улар бир назариядан иккинчи
назарияга утишда узгаради, яъни хар бир назариянинг Узи-
гагина хос аксиомалари булади.

Биринчи тартибли назария хос аксиомаларга эга эмас.
Бу назария соф мантикий назариядир. Адабиётларда бу наза
рия биринчи тартибли npeduKatwiap j(uco6u деб айтилади.
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куп аксиоматик назарияларда тенглик тушунчасидан
фойдаланилади. Уни икки жойли предикат «х=>'» сифа-
тида киритилади. Шу сабабли аксиомалар каторига иккита
хос аксиома киритилади:

1) Vx(x = х);
2) агар X, у, z хар хил предмет узгарувчилар ва Flz) фор

мула булса, у холла VxV>^(x = у F{x) = Fiy)).
Келтириб чнцариш ковдаси. Худли мулохазалар хисоби-

дагидек, Н формулалар мажмуасидан келтириб чик;дриш ту
шунчасидан фойдаланамиз. Н га кирувчи мулохазаларни
(формулаларни) шартлар деб айтамиз. Агар Н дан келтириб
чикдрилган ифоданинг охирида А мулохаза (формула) тур-
ган булса, у холда А мулохаза Я дан келтириб чикарилган деб
айтамиз вз. Н\- А кУринишда ёзамиз. Хусусан, Я= 0 булса,
у холда \-А куринишда ёзилади.

Биринчи тартибли назариянинг келтириб чих^^риш
Цридаси таркибига ушбу иккита хоида киради:

1. Хулоса хоидаси (ёки modus ponens):
h >4, f- A—*B

Гв •
2. Умумийлик кванторн бнлан борлаш хоццаси (ёки умум-

лаштириш хоццасн):
\^л

¥Ч1;л'

Муаммоли масала ва топтирицлар

1. Кдндай шартлар бажарилганда аксиоматик назария формал
аксиоматик назария булади?

2. Биринчи тартибли назария юкрри тартибли математик
назариялардан кдндай хусусиятлари билан фарх хнлади?

3. Мантихий амаллар занжири х^м функционал х^рфлар
сифатида харалиши мумкинлигини исботланг.

4. Агар А^ л /к А„ В булса, у холда ^4,, Ajr В
булишини исботланг.

14 — X-TJ^pacB
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Мустакил ишлаш учун савол ва топшири1д1ар

1. Аксиоматик назария тушунчаси. Формал ва формалмас аксиолгатик
Нашпмапяпназариялар.

2. Биринчи тартибли тил. Терм ва формулалар. Функционал ва пре
дикат \арфлар. Биринчи тартибли назариянингсимволлари.

3. Предмет У'згарувчилар ва константалар. Кванторнингтаъсирэт>'вчи
cojgacH.

4. Мантикий ва хос (махсус) аксиомалар. Келтириб чиклриш коиласи.
Хулоса коидаси. Умумийлик квантори билан ботлаш Koimacii.

3- §. Алгебра, геометрия ва анализда мавжуд
булган математик назариялар

[7| Кисман тартиблаш назарияси. Гуру^ар назарияси. Кес-
малар тенглиги назарияси. Hamypaji сонларнинг аксиома
тик назарияси.

Энди алгебра, анализ ва геометрияда мавжуд булган ма
тематик назариялардан мисоллар келтирайлик.

ЗЛ.Кисман тартиблаш назарияси. Т назария битта
предикат \арфга эга булсин. Бу назария функционал \арф
ва предмет константаларга эга булмасин. А^{Ху,Х2) ва

. >/ч, (л,. А,) фopмyJlcЪlap ypHHia одаша л, <а, ва л, yt муно-
сабатларни ёзадилар.

Т назария яна иккита махсус аксиомаларга эга булсин:
а) Va-,(x, <х,) — иррефлексивлик;
б) VajVajVAjCCai < Xj) л (лСз < Ху) (а, < Аз)) — транзи-

тивлик.

Бу назариянинг х;ар кандай модели 1^исман тартиблан-
ган структура деб аталади.

3.2.Гуруклар назарияси. Т назария битта А} предикат
\арфга. битта функционал )^арфга ва битта предмет
константага эга булсин. Алгебрада к,абул к;илинган белги-
лашлардан фойдаланиб,
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(Л s) ^рнига t = Sy
s) Урнига t + s,

Oy урнига О
ни ёзамиз. Бу ерда куйидаги формулалар Тназарияиинг мах-
сус аксиомалари булади:

а) Vx,Vx2Vj:3(jc, + (Xj + х,)) = ((х, + Xj) + Xj) — ассоциатив-
лик;

б) Vx,(0 + x, =х,) — нолнинг хусусияти;
в) Vx,3x2(x, + Xj = 0) — цгфама-карши элементнинг мав-

жудлиги;

г) Vx, (х, =х,) — тенгликнинг рефлексивлиги;
д) Vx,Vx2((x, = Хз) -»(Хз = X,)) - тенгликнинг симмет-

риклиги;

е) Vx.VxjVxjCCx, = Хз) -> ((Хз = Xj) -> (х, = Х3))) -тенг
ликнинг транзитивлиги;

ж) VX,VX2VX3((X2 = Х3) ((х, + Хз = X, + Хз) л
л (Х2 + X, = Хз + X,) — тенгликни урнига кУйиш.

Бу назариянинг \ар кандай модели гуру^ деб аталади.
Агар гуру\аа Vx,Vx2(x, ч-Хз = Хз ч-Хз) чин формула булса,
у \олда бу гурух абел гуруп^и ёки коммутатив деб аталади.

Гурухга хуйидагилар мисол була олади:
1) М тупламнинг узини Узига барча Узаро бир кийматли

акслантиришлари туплами шу акслантиришларнинг супер-
позицияси амали билан биргаликда карал ганда;

2) камма бутун сонлар туплами Z бутун сонларни к>'шиш
амали билан биргаликда каралганда;

з) текисликнинг \амма векторлар туплами вектор-
ларни учбурчак ёки параллелофамм кридаси буйича кушиш
амали билан биргаликда каралганда.

Кисман тартиблаш ва гуру\ назариялари самарали (эф-
фектли) аксиомалаштирилган назариялардир, чунки бу на-
зарияларда исталган формулани мантикий аксиома булиши
ёки булмаслигини самарали текшириш имконияти мавжуд.
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З.З.Геометрия (кесмалар тенглиги назарияси). Бу наза-
рияда S — \амма кесмалар туплами булсин. Тенглик муно-
сабатини «х=у» шаклда ёзамиз, яъни «х=у» ифодани
« X кесма у кесмага тенг » деб У1^ймиз. Назариянинг мах-
сус аксиомалари:

1) Vjcg S{x = л);
2) 's/xVy\/z((x = 1)л(у = z)) -> (х = у)).

4- §. Назарияда исботлаш лушунчаси. Тавтология
хусусий >(олларининг исботланувчанлиги

[71 Исботлаш тушунчаси. Теорема. Исботлаиувчи муло^^аза.
Тавтология хусусий ^(олларининг исботланувчанлиги.

Алохида фикрнинг чинлигини (тУфилигини) асослаш
усулини исботлаш деб айтамиз.

1 - т а ъ р и ф . Курилаётган назария мулоз^азаларининг
5,, - кетма-кетлиги учун бу муло^^азаларнинг j^ap
бири ёки аксиома, ёки шу кетма-кетликнинг бирорта муло-
^азасидан, ёки кетма-кетликда узидан олдин турган бирорта
мулоз^азадан мантикнинг келтириб чи/^ариш t^oudacu оркали
^осил этилган булса, бу кетма-кетлик исбот (исботлаш)
дейилади.

2- т а ъ р и ф. Исботлашнинг охиргиси булган мулоз^аза
теорема ёки исботланувчи мулоз^аза деб аталади.

Аник^^и, \ар цдндай аксиома теорема булади. Бу теоре-
манинг исботи бир кадамдан иборат булади.

Теорема. Агар биринчи тартибли Т назариянинг А фор-
муласи тавтологиянинг хусусий ^^оли булса, у з^олда А форму-
ла Т назариянинг теоремаси булади ва у ни (1), (2) ва (3) ман-
ти/^ий аксиомалар ва хулоса коидасини куллаш йули билан кел
тириб чи/^ариш мумкин.

Исбот. X,, Xj, лар ^формула таркибига кирувчи
узгарувчилар мажмуи ва А формула В тавтологиядан ^рнига
КУйиш коидаси оркали \осил килинган булсин. Маълумки,
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бу ;;олда В формулами Н- {дс,, jc^} мажмуадан келти-
риб чикариш мумкин. Бунинг учуй куйидаги коида б^^ича
5^рнига к^^иш амалини бажарамиз:

1) агар бирор X. узгарувчи В формула таркибида булса, у
\олда j^ap бир келтириб чик^ариш формуласи таркибидаги х.
урнига Т назариянинг А формуласини хосил хилиш учун
В дат уша jc. узгарувчи Урнини оладиган формула к5^илади;

2) агар бирор х. Узгарувчи В таркибида булмаса, у холла
келтириб чикариш формулалари таркибидаги шу Узгарувчи-
нинг хар бир жойига Т назариянинг ихтиёрий битта форму
ласи к?йилади.

Шундай килиб келтириб чикарилган формулалар кет-
ма-кетлиги назариядаги А формуланинг Т назарияда келти-
рилиб чикарилиши булади.

Теореманинг исботида факатгина (1), (2), (3) аксиома-
лар ва хулоса коидасилан фойдаланилди.

5- §. Дедукция теоремаси

[71 Дедукция теоремаси. Формулалар мажмуасидан форму-
лани келтириб ни/^ариш. Дедукция теоремасининг исботи.

Мулохазалар хисобила
И.С\-А
Н\-С^А

дедукция теоремаси Уринли эди. Ихтиёрий биринчи тартиб-
ли Т назарияда бу теорема айрим узгартиришларсиз уринли
булмай колади. Масалан, хар кандай биринчи тартибли на
зарияда А h Vx/4 Уринлидир, аммо хар доим хам А \fxA
формула исботланувчи булавермайди. \акикатан хам, хеч
булмаганда М = {а, Ь, ...} нинг икки элементини камраган
сохэ берилган холни караб бунга ишониш мумкин.

Т— предикатлар хисоби ва А формула Л\{х) куринишда
булсин. А\ (х) формула факатгина а элемент эгаллаган ху-
сусиятга зга деб интерпретация берамиз. У холда А} (х) фор-
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мула а элементи булган М тУлламда бажарилувчи булади,
аммо шу вак,тнинг узида VxA(x) формула М тупламда бажа
рилувчи формула эмас.

Муло^азалар хисобидаги дедукция теоремасининг шарт-
ларини бироз кучсизлантирганимиздагина у биринчи тар-
тибли назарияда уринли булади. Бунинг учун аввал бирин
чи тартибли назарияда формулалар мажмуасидан формула-
ларни келтириб чикариш коидасини аник;лаб олайлик. Шу
мак^садда биринчи навбатда бир ёрдамчи тасдикни исбот
киламиз.

Я, Л формулалар мажмуаси ва бу мажмуадан келтириб
чик^арилган Я,, формулалар кетма-кетлигини курай-
лик. Бу келтириб чикаришда формула А формула билан
куйидаги икки колда боглии; булади деб айтамиз:

1) формула А формуланинг Узидир ва у келтирилиб
чик;арилган формулалар таркибига Я, А формулалар мажму-
асида мавжуд булган формула сифатида киритилган;

2) формула Я,, ^2, В^ келтирилиб чикарилган фор-
мулалардаги узидан олдин турган формулалардан хулоса
коидаси ва кванторни боглаш йули билан х;осил килинган.
^^зидан олдин турган формулаларнинг \еч булмаганда би-
рортаси А формулага боглик,. Масалан, {Vx^ С, А} фор
мулалар мажмуасидан

А, Vav4, Vл/^ С, С, УлС

формулаларни келтириб чик^ариш мумкин. Бу формулалар
нинг \ар бири А формулага богли*;.

Лемма. Н, А формулалар мажмуасидан келтириб чи/^а-
рилган Я,, Я^,, Я формулалар кетма-кетлигидаги
В формула А формулага богли!^ булмаса, у холда Я h Я.

Исбот. Лемманинг исботини математик индукция ме-
тоди билан утказамиз.

1. « = I \ол учун лемма тугридир. Х^кикатан \ам, агар
Я, А формулалар мажмуасидан Я формула келтирилиб чи
карилган булса ва у /4 формулага боглиц булмаса, у \олда
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ёки Be Н, ёки В формула исботланувчи формула б^лади.
Иккала >;олла хам Н\- В.

2. Энди леммами иг хулосаси к < п узуиликдаги келти-
риб чихариш формулалари учуй турри деб фараз хиламиз ва
унинг п узуиликдаги келтириб чихариш формулалари учуй
т$^грилигини исбот этамиз. Агар Be Н ёки исботланувчи
формула б5^лса, у холда Н\- В.

Агарда В формула $Ьидан олдин турган битта ёки иккита
формулалардан келтириб чихарилган б^лса, у хрлда В фор
мула А га боглих булмайди, чунки индуктив фаразимизга асо-
сан келтириб чихариш формулалари таркибидаги А дан ол
дин турган хамма формулалар А га боглих эмас. Демак, Н)г В.

Дедукция теоремаси. Н, А \г В ва Н, А формула^
лар мажмуасидан келтириб чи1^арилган В формула мавжуд
булсин. А формулага боьлии^ булиб келтириб чи/^арилган фор-
мулаларга квантор билан боглаш /^оидасини 1^андай г^уллаши-
миздан 1^атъи назар А формулага кирувчи эркин узгарувчилар-
нинг бирортаси квантор билан борланмасин. У^^олда Я, А-^В.

Исбот. ..., B^^, = ^ лар Я, А формулалар
мажмуасидан келтириб чихарилган теореманинг шартлари-
ни ханоатлантирувчи формулалар б^^лсин. Исботни матема
тик индукция методи билан олиб борам из.

\.п-\ ход учун теорема тугридир. Хахихатан хам, агар
В формула Я, А мажмуанинг келтириб чихариш формуласи
булса, у холла:

а) ёки Be Н\
б) ёки В — исботланувчи формула;
в) ёки В формула А нинг узидир.
а) ва б) холларда Я|- ^ ва В-^(а-^В) формула исботла

нувчи формула б^лганлиги учун хулоса хоидасига асосан
НУ-А-^В натижага эга буламиз.

в) холда А-^В формула А-^А формулага айланади, яъни
исботланувчи формула булади. Шунингучун Н\- А-^В
ди, яъни А-^В формулами Я дан келтириб чихариш мумкин.



[Hi у БОБ. МАТЕМАТИК НАЗАРИЯЛАР

2. Энди к<п узунликдаги келтириб чикариш формула-
лари учуй теорема т^рри булсин ва уни к = п узунликдаги
келтириб чик;ариш формулалари учуй исбот этамиз.

В лгр Ну Л формулалар мажмуасининг келтириб чи-
кариш формулалари булса, фак^атгина куйидаги доллар юз
бериши мумкин:

а) Be И;
б) В — исботланувчи формула;
в) В формула А формуланинг Узидир;
г) В формула келтириб чикариш формулалари таркиби-

даги узидан олдин келадиган В. ва Bp <J <п) формулалар-
дан хулоса к^оидасига асосан косил кдпинади;

д) В формула келтириб чикариш формулалари таркиби-
даги < я) формуладан кванторни боглаш коиласига асо
сан олинади.

а), б), в) коллар учун теорема исботи я = 1 кол учун
берилган исбот билан бир хилдир.

Туртинчи г) колни курайлик. Бу ерда В формула икки-
та 5 ва B.(i<j<n) формулалардан келтириб чикарилганлиги
учун В. формула В.-^В куринишга эга булади ва

\-А-^В., (1)
Н\'Л-^{В,-^В) (2)

тасдикдар тугри булади.
Иккинчи {Л ^ (5 —> С)) {{А В) {А С)) аксио-

мадан фойдаланиб, куйидагини косил кдазмиз
\-{А (5- —> В)) —> ((/4 —» 5,) —> (у4 —> В)). (3)

Мураккаб хулоса коидасидан фойдаланиб, (3), (2) ва (1)
формулалардан Н\- А-^В формулани келтириб чикарамиз.

Охирги бешинчи д) колни курамиз. Ну А формулалар
мажмуасидан келтирилиб чикарилган формулалар орасида
i9.(/< я) шундайки, В формула Ух^В. булсин. Фаразимизга
кура Н\-А-^В. ёки В. формула А формулага боглик эмас,
ёки X. Узгарувчи А формуланинг эркин Узгарувчиси булмайди.
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Агар В. формула А формулага боглик булмаса, у \олда
леммага асосан Я h Я h В. формулага кванторни боглаш
коидасини к^ллаб, НУ-Ух^В. формулами \осил киламиз,
яъни Н\-В. Шундан сунг биринчи А-^{В-^Л) аксиомадан
фойдаланиб, Н \- В-^(А^Щ формулами келтириб чик^ара-
миз. Демак, Н^-А-^В.

Агар x^ Узгарувчи А формуланинг эрким Узгарувчиси бул
маса, у \олда бешинчи Vx^(A В,.) {А Vjc,5,) аксиома-
дам фойдаланамиз. Н\-А^В. булганлиги учум кванторми
боглаш коидасидан фойдаламиб, Я h формулами
5;осил киламиз. Бу формуладан хулоса кридасига асосан
И \-A'->Vx^B. формулами келтириб чикарамиз. Бумдан Уз
навбатида Н\-А-^В формула келиб чик;ади.

Шундай кд1либ, дедукция теоремаси бешала \ол учун
кам тугри/шр.

Амалда бу теоремадан келиб чикадиган куйидаги нати-
жалардан фойдаланиш кулайрокдир:

I - м а т и ж а. Агар Н, А \- В ва А нинг эркин узгарувчисига
кванторни борлаш f^oudacuHU ишлатмасдан келтириб HUt^a-
рилган формулалар мавжуд булса, у ^^олда Н\-А-^ В.

2-натижа. Агар А формула ёпик^ ва Я, Л\-В булса,
у ^олда Н\-А-^В.

б-§. Назария тнлининг интерпретациясн. Берилган
интерпретацияда формулаларнинг чинлик

К91йматлари. Назарнянннг модели

12 Интерпретация. Формулага интерпретация бериш. Берил
ган интерпретацияда формуланинг чинлик г^ийматлари.
Формуланинг бажарилувчанлиги тушунчаси. Назариянинг
модели.

6.1.Назария тилининг интерпретациясн.
Т а ъ р и ф. Формула таркибига кирувчи констан-

талар, узгарувчилар, функционал ва предикат хорФ-^^Р^^ аних
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мазмун ва у^амма эркин узгарувчиларга узгармас i^uuMom бе-
ришга (рормула ёки формулапар мажмуига имтерпретщия бе-
риш деб аталади.

Масалаи, Х2) формулага икки хил интер
претация беришни курайлик. Биринчи интерпретацияда \амма
узгарувчилар \акикий киймат олади, а^ = /\{х,у)-х+у,
Л{{х, у) = х< у ва эркин Узгарувчи = 2 деб ^исоблаймиз.
У \олда куйидаги чин арифметик муло^азага зга буламиз:
«Шундай JC, мавжудки, л, + I < 2 » иккиичи интерпретацияда
Хямма узгарувчиларнинг М узгариш со\аси иккита ва а
5^рфларидан иборат, эркин узгарувчи х^ = а функция
ва Л; предикат куйидаги жадваллар билан берилган деб
\исоблаймиз:

X у А' X у aUx> у)
^0 «0 ^0 % ё

^0 ё

^1 ^1 ч

^0 ^1 ё

У чолда г, узгарувчига богликбулган А s Д^(У;^(дс,, ц,), а,)
предикатнинг киймати к;уйидаги жадвал билан ани^панади:

^1 у = У;^(х„ а^) ^i (y, л,)
^0 ^0 ё

ё

А предикат Узгарувчиларининг \амма цийматлар сатри-
да ёлрон циймат кабул килганлиги учун Зx^A{x^) муло\аза
ёлрон киймат цабул килади. Демак, исталган интерпретаци
яда формула мулоказага айланади. Бу мулоказанинг чинлик
кийматини биз аник^ай оламиз.
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М т^плам интерпретациянинг предмет coj^acu деб атала-

ди. Бу туплам чексиз \ам булиши мумкин.
Шундай 1;илиб, интерпретация сифатида уз таркибшш

куйидагилар булган системани тушунамиз:
1) интерпретация со\аси деб аталадиган буш булмаган

М туплам;
2) Т назария тилининг \ар бир элементига М тУплам-

нинг ягона элементини, ани1фок айтганда, <Л(Г), Е(Т)>
аник;паниш со\аси ва к^1йматлар со\аси М тупламнинг кием
туплами булган функиияни мое цилиб куядиган бирор мос-
лик.

2- бандни куйидагича ту шуми ш керак: ^ар к^йси преди
кат Л" е<А{Т)^ Е{Т)> \арфга М тупламнинг бирор я- жой-
ли муносабатини, кар кайси функционал // е:<А(Т)^Е{Т)>
Карфга А/тупламдаги бирор я- жойли амални ва \ар кайси а.
предмет константага Мтупламнинг кандайдир элементи мое
Куйилади.

Берилган интерпретацияда предмет Узгарувчилар М тУп-
ламдан киймат олувчи узгарувчилар сифатида каралади, ман-
тикий ва квантор амаллари еимволларига булеа одатдаги маз-
муни берилааи. Бундай интерпретация учун:

1) эркин узгарувчиеи булмаган кар кандай формула
(ёпик формула) чин ёки ёлгон киймат кабул килувчи муло-
Казани ифодалайди;

2) эркин Узгарувчиеи булган кар кандай формула ин
терпретация сокдеига ниебатан бирор муноеабатни ифода
лайди. Бу муносабат узгарувчиларнинг интерпретация еокэ-
еидаги айрим кийматларида чин ва бошка кийматларида
ёлгон киймат кабул цилиши мумкин.

Маеалан, интерпретация еокаеи сифатида бутун муебат
еонлар тупламини олайлик ва А^ (х,, х^) предикатга х, ^х^ деб
интерпретация берайлик. У колда /1,Чхр х^) предикат а<Ь
муноеабатни каноатлантирувчи камма тартибланган (л, Ь)
бутун муебат еонлар жуфтлиги учун чин киймат кдбул килади.
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Улг^Д^Сх,, формула «Хар кандай бутун мусбат сон
учун JC, < Xj^ деган муносабатни билдиради. Бу муносабат
фак^атгина битта I сони учун чиндир.

3jc,Vjc, (jc,, л^) формула булса, энг кичик мусбат сон
мавжудлигини билдиради ва у бутун мусбат сонлар тупла-
мида чин б^лади.

6.2. Берилган интерпретацияда формуланинг чинлик кий-
матлари. М сосали бирор интерпретация берилган булсин.
G — шу М со?^адаги \амма санокди кетма-кет келувчи эле-
ментлар туплами. S= ...)€ G кетма-кетликда

формуланинг бажарилувчанлиги тушунчасини аникдайлик.
Хийматлар со\аси М булган ;^амма термлар т>^ламида

ани1у1анган бир аргументли (узгарувчили) S* функиияни
КУЙидагича индуктив аник/таймиз:

1) агар / терм х. предмет узгарувчи булса, у х;олда 5*(/) = А;
2) агар / терм предмет константа б^лса, у \олда 5*(/) бу

константанинг М даги интерпретацияси билан мое тушади:
3) агар М со\ада g интерпретацияланувчи f" функцио

нал ^арф ва /,, /j, /^ термлар б^лса, у \олда

-S * (/;"(/„ /2,... /J) = .
Шундай к;илиб, 5* — бу 5 кетма-кетлик билан annigia-

надиган ва \амма термлар тупламини Л/ со)^ага акслантира-
диган функциядир. Оддий килиб айтганда, \ар к^андай
S=(b^, ...) кетма-кетлик ва ихтиёрий / терм учун

функция Л/ тупламнинг элементидир. Бу элемент
/ терм ифодасига кирувчи \амма х. узгарувчилар урнига
Ь. элементларни 1^йиш ва ундан кейин / термнинг функ
ционал )^арфларига мое келувчи \амма интерпретация
операцияларини бажариш натижасида \осил булади.

Масалан, / терм /Д (л:,, д,)) ва бутун сонлар т?п-
•ми интерпретация со^аси булсин, ~ оддий к^пайтма

гида, — ц^шиш сифатида, д, эса 5 сони сифатида
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интерпретаци5и1анади. У \олда ихтиёрий S=(by, b^,
...) бутун сонлар кетма-кетлиги учун S*{t) функция
b^x{b^ + 5) бутун сонни ифода этади.

Энди формуланинг индуктив таърифига ухшаб, бажа-
рилган формула тушунчасини аниклаймиз:

1) агар Л ушбу элементар формула ва В"
муносабат унга мое б^лган интерпретация б$^лса, у т^олда
Л формула шунда ва фак;ат шундагина S кетма-кетликда
бажарилган деб \исобланади, качонки

В" муносабатга карашли булса;
2) А формула шунда ва факат шундагина S да бажарил

ган булади, качонки А формула S да бажарилмаган булса;
3) 5 формула шунда ва факат шундагина S да бажа

рилган булади, качонки А формула S да бажарилмаган ёки
В формула S да бажарилган булса;

4) \/хА формула факат ва факат шундагина S да бажа
рилган булааи, качонки А формула 5 дан факатгина /-ком-
поненти билан фарк килувчи G тупламнинг ихтиёрий кет-
ма-кетлигида бажарилган б5^лса.

Бу таърифдан куриниб турибдики, А формула ифодаси-
даги эркин кирувчи х. Узгарувчилар урнига Ь. ни кз^иш
натижасида косил б^'ладиган мулоказа берилган интерпре-
тацияда чин кийматга эга булганда ва факат шундагина
5= (А,, Ь^, Ь^, ...) кетма-кетликда А формула бажарилган
б5^лади.

I - т а ъ р и ф. Берилган интерпретацияда А формула G нинг
исталган кетма-кетлигида бажарилган булса, шунда ва фа-
/^ат шундагина у чин деб аталади.

2- т а ъ р и ф. Берилган интерпретацияда А формула G нинг
j^ap i^andau кетма-кетлигида бажарилмаган булса, шунда ва
фа/^ат шундагина у ёлрон деб аталади.
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б.З.Назариянинг модели.
3- т а ъ р и ф. Назария тилининг интерпретацияси шу на-

зариянинг модели деб аталади.
Оддийрок цилиб айтганда, бирорта назария берилган

булса, бу назариянинг бошланрич тушунчаларига янги маъ-
но берамиз. Агар айрим прелметлар мажмуаси ва интерпре
тация сифатида олинган улар орасидаги муносабатлар наза
риянинг \амма аксиомаларини каноатлантирса, у \олда у
берилган аксиоматик назариянинг модели деб аталади. Ма-
caian, олдинги параграфларда Буль алгебрасини анимаган
ва унинг иккита моделини курсатган эдик: мантик алгебра-
си ва т^пламлар алгебраси.

Муаммоли масала ва топширицлар

1. 1) Л/ тупламнинг узини узига барча узаро бир кийматли
акслантиришлари т^плами шу акслантиришларнинг су-
перпозииияси амали билан биргаликда к^ралганда;
2) х^мма бутун сонлар т5^лами Z бутун сонларни кУшиш
амали билан биргаликда к^ралганда;
3) текисликнинг \амма векторлар т^плами векторлар-
ни учбурчак ёки параллелограмм коидаси б^^ича к^^иш
амали билан биргаликда каралганда гуру\ б^лишини
исботланг.

2. Агар Я, /4 h ^ ва /1 нинг эркин узгарувчисига кванторни
боглаш коидасини ишлатмасдан келтириб чи1^арилган
формулалар мавжуд булса, у ?^олда Н\-А->В эканлигини
исботланг.

3. Агар А формула ёпик; ва И, А \- В булса, у \олда Н \-А-^В
булишини исботланг.

4. Интерпретация ва интерпретация со)^аси деб нимани
тушунасиз? Мисоллар келтиринг.

5. \г(А—^В)—>{{В—^С)—^(А -> О) булишини исботланг ([4], 58- бет).
6. Агар А^, ..., А^^ h В булса, у \олда A^ л... л А^\-В экан

лигини исботланг ([4], 58-бет).
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Ф Муста^ил ишлаш учун савол ва топшири1опар

1. Кисман тартиблаш назарияси. Гуру^утарназарияси.
2. Натурал сонларнинг аксиоматик назарияси. Кесмалар тенглиги

назарияси.
3. Назарияда исботлаш тушунчаси. Исботланувчи муло\аза. Тавто

логия хусусий \олларининг исботланувчанлиги.
4. Дедукция теоремаси. Формулалар мажмуасидан формулани келтириб

чикдриш.
5. Назария тилининг интерпретацияси. Берилган интерпретацияда

формулаларнинг чинлик к^^и^^зтлapll.
6. Формуланинг бажарилувчанлигм тушунчаси. Назариянннг модели.

7- §. Интерпретациянинг мзоморфизмлнги.
Назариянннг к^атьинлиги

[7[ Изоморфизм. Назариянииг г^атъийзиги. Бажарилувчи фор
мула. Изоморф. р- 1\атьий назария.

1-таъриф. Лгар биринчи тартибли Т назариянииг бе
рилган /, интерпретациясини шу назариянииг /, интерпрета-
циясига утказувчи (изоморфизм деб аталадиган) узаро бир f^uii-
матли акслантириш мавжуд булиб, шу билон бирга:

1) агар AJ предикат .^арфнинг /, ва /, интерпретация-
лари мое равишда {А"У ва {А'!)- лар булганда, Л/, со:^адаги
Ар Aj, ..., А^ ларнинг t^andau булишидан 1^атъи назар,
(AJУ(g^b^)^ ^Aj), ...» g(b}) бажарилувчи булганда ва фак;ат
шундагина (>4")'(А,, А^, ..., А,)) бажарилса;

2) агар f" функционал .\арфиинг /, ва интерпретация-
лари мое равишда (//)' ва {/"У булганда Л/, еоз^адаги j^ap
и;андай А,, Aj, А^ лар учун

(/;)ЧАр А,, А,) = (/;ШЛ),
бажарилеа;

3) агар предмет конетантанинг /, ва интерпретация-
лари мое равишда а] ва а] булганда, а] = g{a)) булеа, у ^олда
/. интерпретация L интерпретацияга изоморф дейилади.
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Равшанки, агар /, ва интерпретациялар изоморф булса,

У холла уларнинг солалари бир хил кувватга эга булади.
Теорема. Агар g берилган /, ва интерпретациялар-

нинг изоморфизма булса, у J(oлдa:
(1) Т назариянинг А формуласи ва Л/, со);а элементлари

кетма-кетлиги S=ib^, bj нииг /^андай булишларидан
Катъи назар, А формула мое g(S) = (g(b^), g(b^), g(b^)) кет-
ма-кетликда бажарилувчи булганда ва фа/^ат шундагина S да
бажарилувчи булади ва, демак,

(2) А формула A/j со>;ада чин булганда ва фа/^ат шундаги
на Л/j coj^ada чин булади.

И с бот. (2) хулоса (1) хулосадан келиб чикади. (1) ху-
лосани А формулалаги кванторлар ва мантик;ий богловчи-
лар сонига караб индукция методи билан исботлашни Укув-
чига \авола к;иламиз.

2- т а ъ р и ф. Агар математик назариянинг ^амма модел-
лари изоморф булса, у ^олда у з^атъий математик назария
деб аталади.

3-таъриф. р — бирор тупламнинг t^yeeamu булсин. Агар
биринчи тартибли Т назария:

(1) ^еч булмаганда битта р f^yeeanviu моделга эга булса ва;
(2) у пит р и;увватли ^ар 1;апдай иккита модели изоморф

булса, у з^олда бундай биринчи тартибли Т назария р- цатъий
назария деб аталади.

Масалан, гуру^лар назарияси катьий назария эмас, чунки
изоморф булмаган гуру^лар мавжуд, Аммо айрим кувватлар-
да гурухлар назарияси катьийдир, масалан, р = 3 кувватда
шундай булади.

Евклид геометрияси катьий математик назарияга мисол
була олади, <|унки унинг исталган иккита модели изоморф-
дир, Хакикатан х;ам, Евклид геометриясининг исталган мо
дели арифметик .модел билан изоморф эканлигини осонги-
на кУрсатиш мумкин.
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Евклид геометриясининг ихтиёрий моделида т^гри чи-

зик;ни оламиз ва унда О HyigraHH белгилаймиз. Бундан ке-
йин уша чизикда О нук^адан фарк, кдлувчи т нук^дни тан-
лаб оламиз. От кесмани бирлик сифатида К|абул 1;иламиз.
Тугри чизикда мусбат йуналишни танлаб олиш натижасида
сонли Укни \осил кдпамиз.

Узаро перпендикуляр б^лган сонли турри чизи1у1ар myfpu
бурчакли декарт координата системаси деб аталади. Бу сис
тема текисликдаги \ар бир нук^ага шу нук:ганинг коорди-
наталарини ?заро бир к^ийматли равишда мое кЗ^яди. Худди
шу каби, бу система текисликдаги \ар бир турри чизикка
унинг тенгламасини мое куяди. Евклид геометриясининг
бошкд моделида \ам текисликда худди шу тарзда иш кУрамиз.

Евклид геометриясининг кар хил моделлари уртасида
изоморфизмни Урнатиш натижасида аналитик геометриями
яратиш мумкин.

8- §. Назариянинг зидсизлик, тули^лилик ва
ечилиш муаммолари

(21 Зидсиз назария. Зиддиятга эга булган назария. Зидсизлик
муаммоси. Абсолют тули/^ назария. Тор маънода тулиг^
назария. Тулиг^илик муаммоси. Ечилиш муаммоси.

8.1. Зцдсизлнк муаммоси.
1 - т а ъ р и ф. Агар Т назарияда шундай S муло^аза топи-

либ, у узининг инкори S билан бирга теорема брлса, у :;олда Т
зиддиятга эга булган назария деб аталади. Акс 1{олда Т зидсиз
назария дейилади.

Агар Т назарияда S муло^аза топилиб, у узининг инко
ри S билан бирга теорема булмаса, шунда ва факат шунда-
гина у зидсиз назария булади.

Т назарияда келтириб чицариш коидасининг бири си
фатида хулоса коидаси мавжуд булганндан, зиддиятга эга
булган назариянинг исталган муло^азаси теорема булади.
15 — К.ТУраев
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Хакикатан \ам, Т назариянинг исталган Л муло^азаси учун
S-^(S ->у4) ифода теорема булали, чунки бу муло\аза
5'->(5 -^А) тавтология лир. Бу ерла 5 ва 5 нинг теорема
эканлигини \исобга олиб ва икки марта хулоса коидасидан
фойдаланиб, А — теорема деган хулосага келамиз.

Аксиоматик назарияларда зидсизлик муаммосини к^п
>;олларда модель тушунчаси оркали ечиш мумкин. Хакикатан
\ам, агар Т назария зидлиятга эга б?лса, у \олда у нинг мо
дели \ам зиддиятга эга булади, чунки назариянинг бир-би-
рига карама-карши булган жуфт теоремалари модель )^олида
бир-бирига К1арама-к;арши булган муло)^азага айланади. Де-
мак, назария зилсиз булиши учун унинг зиддиятдан холи
булган модели мавжудлигини кУрсатиш керак. Муло)^аза-
лар \исобининг зидсизлигини худди шу схема оркали исбот
кил гаи ЭДИК.

Агар Т назария учун шундай интерпретацияни топиш
мумкин булсаки, унинг интерпретаиияси чекли тупламдан
иборат булса, у колда бу интерпретацияда зиддият мавжуд
эмаслиги масаласини ечиш тугридан-турри шу чекли туплам-
ии куриш билан кал булади. Масалан, бир элементли туплам
битга ягона элементга эга булсин. Агар бу тупламда а а-а
амали аникпанган булса, у колда у зиддиятга эга булмаган
гурук назариясининг модели булади. Демак, гурук назария-
си зидсиздир.

Аммо, купинча, моделнинг зидсизлигини исботлаш анча
мураккаб фикр юритишни талаб килади. Бу, айникса,
Т назария факат чексиз моделларга эга булган колларда юз
беради. Масалан, агар Евклид геометриясининг тушунчала-
ри Лобачевский геометриясининг интерпретаиияси сифати-
да фойдаланилса, у колда Лобачевский геометриясининг зид-
сизлиги масаласини Евклид геометриясининг зидсизлиги
масаласига келтириш мумкин.

Шуни таъкидлаш керакки, Евклид геометриясининг зид
сизлиги ва к^кикий сонлар назариясининг зидсизлиги козир-
гача исбот килинган эмас.
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8.2. Тули1д1илик муаммоси. Агар бирор назариянинг зид-
СИХ1ИГИ исбот этилган б$?лса (ёки исбот этилиши мумкин
деб \исобланса), у \олда бу назария учун т$?ликлилик муам-
мосини кЗ^йиш маънога эга булади.

1 - т а ъ р и ф. Агар Т назариянинг исталган S муло)^заси
учун ёки S, ёки унинг инкори S теорема булса, у :^олда бу
назария абсолют тули!^ деб аталади.

Бу таъриф ушбу \олни ;;исобга оляпти: Т назариянинг
исталган S муло\азасининг бирор моделдаги интерпрегаии-
яси ej^ чин, ёки ёлгон булади. У ^^атда Г назарияда ёки 5,
ёки S теорема булиши керак.

Вир вакгда зидсиз ва тулик булган Т назария зидсиз-
ликка нисбатан шу маънода максимал буладики, бу назария-
га аксиома сифатида шу назарияда мумкин бУлган исталган
(аммо унинг теоремаси бул.маган) муло?^азани кЗ^шганда,
зиддиятга эга булган назария косил булади.

Куп математик назариялар бир вак;тда зидсиз ва тулик-
лилик хусусиятига эга эмас.

2-таъриф. Агар аксиомалари ногпорига :^амма келти-
риб чинариш ноидаларини са1^ааган ^^олда, исталган исбот-
ланмайдиган тасдинни 1^ушганда, зиддиятга эга булган наза
рия ^осил буладиган аксиоматик назария тор маънода тулиц
деб аталади.

Хар кандай абсолют тулиц назария тор маънода кам т?лик
булади. Хакикатан кам, бирор абсолют тулик назария тор
маънода тулик булмасин. У вак^да бу назарияда исботлан-
майдиган шундай А тасдиктопиладики, аввалги аксиомалар
ва янги аксиома сифатидаги А тасдикдан яратилган янги
назария зидсиз, демак, А янги назарияга тегишли булади.
Иккинчидан, дастлабки назариянинг абсолют тули1даги-
дан ва унда А исботланмайдиган тасдиц булганидан А ис-
ботланад|^ан тасдик булади. Шундай килиб, янги назария
да /I ва А исботланувчи булди, яъни карама-каршиликка
келдик. Демак, фаразимиз нотугри ва кар кандай абсолют
тУлик назария тор маънода кам тУлик бУлар экан.
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8.3. Ечилиш муаммоси. Ечилиш муаммоси алгоритмик
муаммо булиб, унда берилган А т^плам учун шундай U ал
горитм тузиш керакки, бу алгоритм А ни бошк^а В тупламга
нисбатан {А с JB) ечувчи (хал этувчи) б^лсин, яъни бу U
алгоритм В нинг хар бир элементига татбик этилади хамда
х^А лар учун U{x) - 1, xg B\i дар учун эса U{x) = О деб
хисобланади.

Ечилиш муаммосига оддий мисол сифатида мулохаза-
лар алгебрасидаги ечилиш муаммосини курсатиш мумкин,
У шундай алгоритмии топишдан иборатки, бу алгоритм во-
ситаси билан мулохазалар алгебрасидаги бир формула-
нинг ёки айнан чин, ёки айнан ёлгон, ёки бажарилувчи
эканлигини аниклаш мумкин. Алгоритмик муаммонинг
мухим синфи формал назариялар учун ечилиш муаммоси-
дир, яъни хамма исботланувчи формулалар туплами учун
формулалар назариясидаги (>4тУ11лам) назариянинг хамма
формулалар тупламига (iBтyплaм) нисбатан ечилиш муам-
мосидир. Виз уни мулохазалар хисобининг аксиоматик на-
зарияси учун курган эдик.

9- §. Предикатлар хисобининг зндсизлиги
(махсус аксиомаларснз назарня)

[7[ Виринни тартибли предикатлар. Предикатлар з^исоби.
Предикатлар хисобининг зидсизлиги. Тавтология.

Т а ъ р и ф. Махсус аксиомаларга эга булмаган биринни тар
тибли назария биринни тартибли предикатлар х^соби деб
аталади.

Теорема. Xflp хакдай биринни тартибли предикатлар
хисоби Т зидсиздир.

Исбот. Ихтиёрий А формуладан куйидагича Узгарти-
ришлар натижасида хосил хилинадиган ифодани Н(А) би
лан белгилаймиз. А формуладаги хамма квантор ва термлар
Хавслар ва вергуллари билан биргаликда ташлаб иборилади.
Масалан, \fxAl(x, у) A!(z) формула юхорида кУрсатилган
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^'згартиришлардан кейин А} А\ к^ринишни олади, яъни
Я(Х/х/4^(дс, у) ДЧ^)) ифода А} А\ куринишга, худди шу
каби H{3tAl{x, у, t) /14^)) ифода А1 -> А\ куринишга ке-
лади. _

Равшанки, Н(А) = И (А) ъг. Н {А В) = Н{А) Н{В).
Осонгина курсатиш мумкинки, предикатлар \исобининг
А формуласи учуй Н(А) формула муло\азалар \исобининг
формуласидир ва к^андайдир схема оркали !—5- аксиомалар-
дан (3- § га каранг) \осил этилган хар кандай А аксиома
учуй ЩА) тавтология б^лади. Бу 1—3-аксиомалар шундай-
гина к^^зга ташланиб турибди. Vjo4(x) -> А{1) аксиома учуй
Я(\/ху4(х) -> A(t)) формула А-^А куринишда булади, яъни
тавтологиядир. \/х{А -> 5(х)) (/J Vx5(x)) аксиома учун
Я(\/х(/4 В{х)) (>4 Vxfi(x)))) формула {А-^В)-^{А-^В)
муносабатга айланади, яъни бу >^м тавтологиядир.

Агар муло\азалар \исобидаги хулоса кридасини А^ А-^В
тавтологияларга кулласак, у ?^олда В тавтологияга келамиз.
Шуцдай килиб, агар НЦ) ва Н{А-^В) тавтологиялар булса,
у холда Н(В) \ам тавтология булади.

Иоперациясини А ва "^хА формулаларга к^ллаш нати-
жасида олинган натижалар бир хил булганлиги учун, агар
Н{А) тавтология б^^лса, у \олда Я(\/хД) зоам тавтология б^^лади.

Демак, агар предикатлар >^исобида А теорема б^лса, у кол-
да Н(А) тавтология булади.

Айтилганлардан myjiapca келиб чикадики, агар преди
катлар :дисобида В e2l В исботланувчи буладиган шундай
В формула _мавжуд булса эди, у ^^олда мулоз^азалар \исобида
Н{В) ва Н{В) лар тавтология, яъни исботланувчи формула-
лар булар эди. i^MO бу мумкин эмас. Демак, предикатлар
хисоби зидсиздир.

Изо);. Н операцияси предикатлар о^исобининг бир эле-
ментли соз^ага интерпретацияси билан тенг кучлидир. Преди
катлар :;исобининг х^амма теоремалари бу интерпретацияда
турридир (чиндир).
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10-§. Натурал сонлар назарияси. Гёделнинг
туликсизлик теоремаси

Q Пвано аксиомалар системаси. Натурал сонлар назарияси-
нинг махсус аксиомалари. Аксиомалар системасидан ке-
либ никадиган натижалар, Гёделнинг туликашик у^а^идаги
биринчи ва иккинчи теоремалари.

10.1. Натурал сонлар назарияси. Натурал сонлар назария-
сининг аксиоматик характеристикасини (тавсифно\гасини)
1888 йилда Дедекинд томонидан берилганига карамасдан,
натурал сонлар арифметикасининг аксиоматик тузилиши-
ни купинча «Пеано аксиомалар системаси*> дсб айтаяилар.

Аксиоматик натурал сонлар назарияси тили алфави-
тининг \арфи куйидаги формал символлардан иборат: кон
станта О, сонли ^згарувчилар, тенглик символи
(1 ни кушиш) функционал символлар ва л, v, V, 3
мантилий борловчилардан иборат.

I - т а ъ р и ф . Формсь! символларнинг чекли кетма-кетли-
ги формал ифодалар деб аталади.

Масалан, )а'0 = , = +)лу ва л у с) = , (а)' + у формал
ифодалар булади.

Формал ифодалар иккита синфга б\апнади: тер.млар син-
фи ва формулалар синфи.

Константа О ва сонли узгарувчилардан функционал сим
воллар оркали термлар тузилали.

2-таъриф. /) О " терм булади; 2) х, у, i, ... сонли узга-
рувчилар терм булади; 3—5) агар г ва s — тер.и булса, у :;олда
(/*')» (/•) + (s) ва (г) ■ (5) терм булади; 6) 1—5- бандларда аник-
ланган термлардан бош^а :;еч /;андай терм мавжуд эмас.

Бу назарияда элементар формулалар термлар ва улар-
нинг тенгликларидан иборат булади. Бошк;а фор.мулалар эле
ментар формулалардан л, v, — V, 3 манти1д1й богловчи-
лар оркали \осил к^илинади.
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3-таъриф. 1) Агар г ва s термлар булса, у :^олда (г) = (s)
формулс^булади; 2—5) Агар А ва В формуяалар булса, у ^олда
А-^В, А f АлВ, Av В у;ам формулалар булади; 6—7) Агар А —
формула ва X — узгарувчи булса, у J^oлдa Vx(>4) ва Злг(/4) форму^
лалар булади; 8) 1—7- бандларда аии/^шнган формулалардан
боши;а ^еч г^андай формула мавжуд эмас.

Формулалар аксиоматик натурал сонлар назариясида
арифметик формулалар деб аталади.

И зо\ . 2- таърифдаги « г», « 5 » формат символлар эмас.
Улар метатилда фойдаланиладиган математик узгарувчилар-
дир. Шунинг учун «(г) + (5)» формат ифода эмас. Агар
ва «5» урнига тер.млар к^йилса, у \олда у формат ифода
булади.

Худди шу каби, 3-таърифдаги <«/4» ва «В*> хамда «х» ма
тематик $?згарувчилардир. Уларнииг уриига мое равишла
маълум к^ийматлари куйилгандагина. таърифдаги ифодатар
формулатарга айланади.

Пеано аксиомалар систсмаси куйидагилардан иборат:
1)0 — натурал сон;
2) \ар кандай х натурал сон учун бошк;а х' натурал сон

мавжуд ва уни х кетидан келадиган деб айтилади;
3) О^х' — \ар кандай х натурал сон учун;
4) агар х' = у' булса, у \олда х=у:
5) агар Q хосса б5?либ, айрим нат>'рат сонлар бу хоссага

эга булиши ва бошка натурал сонлар бу хоссага эга булмас-
лиги мумкин б^^лса ва агар:

(1)0 натурал сон бу хоссага эга ва;
(2) \ар кдндай х натурал сон учун, агар х натурал сон

Q хоссага эга б^лишидан х' натурал сон \ам Q хоссага эга
булиши келиб чи^са, у \олда \амма натурал сонлар Q хосса
га эга булиши келиб чиК(ади (индукция крнуни (принципи)).

Бу аксиомалар тупламлар назариясининг айрим фраг-
ментлари билан биргаликда, Э.Ландау курсатганидек, на-
фа1^т натурал сонлар, балки ^аци^ий, рационал ва комп
лекс сонлар назарияларини яратишга етарлидир.
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Аммо бу аксиомаларда интуитив тушунчалар мавжуд,
масалан, хосса тушунчаси. Бу нарса бутун системани к;ать-
ий формаллаштиришга тускинлик килади. Шунинг учун
Пеано аксиомалари системасига асосланган янги биринчи
тартибли Т назария яратамиз. Т назария элементар арифме-
тиканинг хамма асосий натижаларини келтириб чик;аришга
етарлидир.

Бу биринчи тартибли Т назария битта предикат \арф,
ягона А, предмет константа на учта функционал
\арфга эгадир. Формал эмас арифметика билан апокани уз-
маслик учун унинг белгиларидан фойдаланиб, , а, за
f\ и = 1, 3) ларни хуйидагича ёзамиз:

А, урнига О,
s) урнига / = 5,

/;'(/) Урнига I,
•2/, (/, s) урнига г+ 5,

(г, S) Урнига / • 5,
бу ерда (ва S — термлар.

Т натурал сонлар назарияси куйидаги махсус аксиома-
ларга эга:

1. X, = Xj —> (Х, = Xj -> Хз = Xj) .
2. X, = Xj х[ = Хз.
3. 0^(х,)'.
4. х[ = Хз -> X, = Хз.
5. X, + О = X, .
6. X, + Хз = (х, + Хз)'.
7. X, -0 = 0.
8. X, • Хз = X, • Хз + X, ,
9. >4(0) -> (Vx(^(x) >4(х')) ^ Vx>4(x)).

бу ерда А(х) — натурал сонлар назариясининг ихтиёрий фор-
муласи.
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1—8- аксиомалар аник формулалардир, аммо 9- аксиома

чексиз аксиомалар тупламини турдирадиган аксиомалар схе-
масидан иборат.

Бу аксиомапар схемаси математик индукция принципи
деб аталади ва у Пеано аксиомалар системасидаги 5- аксио-
мага умуман мое келмайди, чунки 9- аксиомалар схемаси
факат Т назария формулалари орк^ши аникпанааиган саноцпи
хоссалар т^плами билан иш к^ради.

Назариянинг 3 ва 4- аксиомалари Пеано аксиомалар сис-
темасининг 3 ва 4- аксиомаларига мое келади.

Пеано аксиомалар системасидаги 1 ва 2-аксиомалар
О нинг ва «кетидан келадиган» амалнинг мавжудлигини
таъминлайди, Т назарияда булса, буларга О предмет констан
та ва /,' функционсШ карф мое келади. Т назариядаги 1 ва
2- аксиомалар тенгликнинг айрим зарурий хоссаларини таъ
минлайди. Дедекинд ва Пеано бу хоссаларни интуитив аник
деб фараз кил гаи эдилар. Назариядаги 5—8-аксиомалар ре-
курсив тенгликларии ифодалайди. Бу аксиомалар к^шиш ва
к$?пайтириш амалларини аниклайди.

Дедекинд ва Пеано бу аксиомаларга мое келадиган кеч
Кандай постулатлар формулировкасини бермаган эдилар,
чунки улар интуитив тупламлар назариясидан фойдаланган
эдилар. тупламлар назариясида Тназариясидаги 5—8- аксио
малари и каноатлантирувчи +, • амаллари чикарилувчидир.

9- аксиомалар схемасидан куйидаги индукция коидаси-
ни косил килам из: агар /4(0) ва Vjc(/4(x)->/4(x')) булса, у ̂ олда
Vjc/4(x).

Т назариянинг аксиомалар системасидан куйидаги на-
тижалар келиб чикади. Бу натижалардан формулаларни сод-
далаштириш ва умуман теоремаларни оддийрок исботлаш
учун фойдаланилади.

!-л е м м а. Т назариянинг у;ар /^андай t, s ва г тершари
учун ffyuudaeu формулапар Т да теорема булади:

Г. / = г -> (/ = 5 -» г = 5). 2'. t = г ^ г*.
3'. 4'. /' = /->/ = г.
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5\ Г + 0 = Г. 6'. / + г' = (/ + г)'.
Т. / 0 = 0. 8'. t / = +

2- л е м м а. 1^андай t, s ва г термлар учун куйидаги
формулалар Т назарияда теорема булади:

a) / = /;
b) t = г г = t ;
c) f = г {г = S t = s) \
d) г = t (s = t -¥ г = s);
t) t = r ->./ + 5 = r+ 5 ;
0 r = 0 + /;
g) /' + r = (/ + r)';
h) t + r = r + t;
i) / = r-^5 + / = 5 + r;
j) (/ + r) +5 = / + (/- +j);
k) t = r^t s = r s;
1) 0 / = 0;
m) /' • г = / • r + r;
n) t r = r t \
o) t = r->s r = s r.

10.2. Гёделнинг туликсизлик т^акидаги теоремаси. Гёдел-
нинг т^ликсизлик );акдааги теоремаси сифатида Гёделнинг
к^уйидаги и к кита теоремасининг умумий номини тушуна-
дилар.

Гёделнинг биринчи теоремаси (тулик;сиз-
лик хак^ида). Минимум арифметиками н^амраб олган j^ap
1\андай 1^арама-1^аршиликка эга булмаган формал системада
ва, демак, Hamypoji сонлар назариясида формал етимовчи фикр
мютиади, яьни шундай ёпиг^ А формула топиладики, на А, на
А ни системада келтириб чи/^ариш мумкин эмас.

Гёделнинг иккинчи теоремаси (т^лик;-
сизлик .\ацида) тасдик^айдики, табиий 1^ушимча шарт-
лар бажарилганда А урнида курилаётган системанинг /^ара-
Ma-fiapuiiuuKKO эга эмаслиги >;а/^идаги тасди/^ни олиш мумкин.



Муам.ио.ш Maca.ia ва monutupui^wp

Гёделнинг биринчи теоремаси куйидагини билдиради:
арифметикада 1^андай аксиомалар тизими танлашимиздан
Котъи назар, формап назария тилида ифодаланган натурал
сонлар j^at^uda шундай муло:;аза топиладики, уни берилган на-
зарияда на исбот /^илиб булади ва на рад этиб булади.

Муаммоли масала ва топширицлар

1. Агар /, ва 1-^ интерпретациялар изоморф б?лса, у \олда
уларнинг сохалари бир хил кувватга эга булишини ис-
ботланг.

2. Евклид геометриясининг к;атъий математик назарияга
мисол була олишини кУрсатинг.

3. кандай абсолют тулик; назария тор маънода \ш тулик;
булишини исботланг.

4. Предикатлар >а1собининг А формуласи учуй Н{А) формула
муло\азалар >;исобининг формуласи булишини курсатинг.

Мустакил ишлаш учун савол ва TonmHpHigiap

1. Интерпретациянинг изоморфизмлиги. Назариянинг кдтьийлиги.
2. Бажарилувчи формула, р- катьий назария.
3. Зидсиз ва зиддиятга эга б^лгаи назариялар. Зидсизлик муаммоси.
4. Абсолют тулик назария. Тор маънода тУлик назария. ТУликлилик

муаммоси.
5. Назариянинг ечилиш муаммоси.
6. Биринчи тартибли предикатлар \исоби ва унинг зидсихтиги.
7. Пеано аксиомалар системаси. Натурал сонлар назариясининг махсус

аксиомалари.
8. Аксиомалар системасидан келиб чикэдиган натижалар. Гёделнинг

туликсизлик хакидаги биринчи ва июсинчи теоре.малари.
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Бу бобда алгоритмлар назариясининг элементлари ат-
рофлича баён этилган. Бу ерда алгоритм тушунчаси ва унинг
характерли хусусиятлари, ечилувчи за саналувчи туплам-
лар, Пост теоремаси, алгоритм тушунчасини аниклаш,
;^исобланувчи функциялар, кисмий рекурсив ва умумрекур-
сив функциялар, А.Чёрч ва С.Клини тезислари, Тьюринг
машиналари, Тьюринг машинасида алгоритмни реализация
килиш, натурал сонларни кушиш алгоритми, Евклид алго-
ритми, алгоритмлар назариясининг асосий гипотезаси, Мар-
ковнинг нормал алгоритмлари, Марков буйича кисман
х;исобланувчи ва \исобланувчи функциялар, кисмий рекур
сив (умумрекурсив) функция билан Марков буйича кис
мий кисобланувчи (кисобланувчи) функция орасидаги му-
носабат, нормаллаштириш принципи, алгоритмик ечилмовчи
муаммолар, математик мантикда келтириб чикарувчанлик-
ни таниш муаммоси, Уз-Узига татбик; этувчанликни таниш
муаммоси каби масалалар кУрилган.

1- §. Алгоритм тушунчаси ва уиинг характерли
хусусиятлари

Алгоритм тушунчаси. Ечувчи процедура. Ечилиш муам
моси. Алгоритмнинг интиутив таърифи. Алгоритмнинг
характерли хусусиятлари. Алгоритмнинг дискретлиги.
Аиоритмнинг ани/^анувчанлиги. AjieopumM /(адамларининг
элементарлиги. Алгоритмнинг оммавийлиги. Алгоритмнинг
натижавийлиги.

Математиканинг асосий тушунчаларидан бири алгоритм
(алгорифм) тушунчасидир. «Алгоритм» сузи IX асрда ижод
этган буюк математик ватандошимиз Абу Абдулло Му^ам-
мад ибн Мусо ал-Хоразмий номининг лотинча Algorithmi
тарзида ёзилишидан келиб чиккан.
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Хар бири «\а» ёки «й^к» деган жавоб талаб этувчи ай-
рим санок^и-чексиз математик ёки мантикий масалалар
синфини курайлик. Чекли сон кадамда ушбу синфдаги кар
Кандай саволга биз жавоб бера оладиган жараёнлик (проце
дура) мавжудми? Агар шундай процедура мавжуд булса, у
Колда у берилган саволлар синфи учуй ечувчи процедура ёки
ечувчи алгоритм (алгорифм) деб айтилади. Ечувчи проиеду-
рани излаш муаммоси бу синф учуй ечилиш муаммоси деб
аталади.

Формал системалар учуй ечилиш муаммосини кун тар-
тибига биринчи к^йган олимлардан Шрёдер (1895), Лёвен-
гейм (1915) ва Гильбертни (1918) курсатиш мумкин.

Масалан, куйидагилар ечувчи алгоритмларга мисол була
слали:

1. Сонлар устида арифметик амалларни бажариш коида-
лари.

2. Квадрат иллиз чик^ариш кридаси.
3. Энг катта умумий булувчини топиш криласи (Евк-

лил алгоритми).
4. Квадрат тенгламанинг ечимини топиш кондаси.
5. л- тартибли кУпкаднинг косиласини топиш коиласи.
6. Рационал функцияни интеграллаш коидаси.
Юкррила келтирилган \ар бир мисолда бир хил типли

(турдаги) масалалар синфи билан иш куришга турри кела-
ли. Бир хил турлаги масалалар синфи оммавий муаммо деб
аталади. Бундай синфларнинг масалалари бир-биридан фа-
Кат ифодасидаги параметрлар билан фарк кдлади. Масалан,
ах^ + Лх + с = О квадрат тенгламанинг ечимини топиш маса-
ласида а, ва с параметрлар кдтиашади. Уларнинг киймат-
ларини узгартириш йули билан бир синфга мансуб турли
хил масалаларга келамиз. Айтилганларни кисобга олиб ал-
горитмнинг куйилаги интуитив таърифини бериш мумкин,

1-таъриф. Берилган оммавий муаммодаги барчамаса-
лаларни умумий бир хил шаклда, anut^ маыум булган усул би
лан ечиш жараё'ни алгоритм деб аталади.
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Бундай таърифни катъий деб \исоблаш мумкин эмас.
Хакикатан хам, унда аник; мазмуни номаълум с^злар уч-
райди. Хусусан, бу «усул» с^^зига хам тааллук^и. Шунинг
учуй хам алгоритмиинг бу хатьий булмаган таърифи интуи-
тив таъриф деб аталади.

Энди алгоритмнинг характерли хусусиятларини к^риб
Sn-айлик.

1. Алгоритмнинг дискретлигн. Алгоритм — микдорларни
шундай кет\1а-кет куриш жараёники, бошлангич холатда
^fИ^g^opлapнинг дастлабки чекли системаси берилган б^либ,
Хар бир навбатдаги моментда микдорлар системаси маълум
аник;ланган конун (дастур) асосида олдинги холатдаги мих-
дорлар системасидан хосил хилинади.

2. Алгоритмнинг детерминацияланувчанлиги (анихланув-
чанлиги). Бошлангич холатдан фарх хилувчи бошха холат-
да анихтанган михдорлар системаси илгариги холатларда
хосил хилинган михдорлар системаси орхали бир хийматли
анихданади.

3. Алгоритм хадамларининг элементарлиги. Илгариги
михдорлар системасидан кейингисини хосил хилиш хону-
ни содда хадамлардан иборат б^лиши керак.

4. Алгоритмнинг оммавийлиги. Бошлангич михдорлар
системасини айрим потенциал чексиз тупламдан танлаш
мумкин.

5. Алгоритмнинг натижавийлиги. Микдорларни топиш
жараёни чекли булиши ва натижа (масаланинг ечимини)
бериши керак.

Математик амаллар асосий ролни уйнайдиган алгоритм-
лар сонли (ыгоритмлар деб аталади. Бундан ташхари, ман-
ти/^ий алгоршплиар хам мавжуд. Мисол сифатида, манти-
хий алгоритм ишлатиладиган хуйидаги ^инни к^рамиз.

Мисол. 15 та предмет бор. 5^йинда 2 киши хатнаша-
ли: бошловчи ва унинг рахиби. Хар бир 5?йинчи навбат би-
лан бир, икки ёки учта предметни олади. Ким охирги пред-
метни олса, уша ютган хисобланади. Бошловчи ютиш учун
^инда хандай стратегияни ишлатиши керак?



2- §. Ечым'вчи ва сана, печи туплалиар li^
Ечим. Бошловчининг ютук стратегиясини куйилаги

жалвал шаклила ифолалаш мумкин:

Юриш раками Бошловчи Ракибнинг
юриши юриши

1 3 //

2 4-я т

3 4-Я7 Р

4 4-/7 0

Хакд1катан \ам, бошловчи бундай стратегия натижасида
3 + (4 - /г) + (4 - /и) + (4 - р) = 15 - (« + т + р) предмет олади ва
ракиб п + т + р предмет олади, яъни иккаласи биргапикда
15 та предмет оладилар. Охирги предметни бошловчи ол-
ганлиги туфайли, у уйинни ютади.

2- §. Ечилувчи ва саналувчи тупламлар

Р7[ Ечилувчи туплам. Эффектив саналувчи туплам. Пост
теоремаси. Ечилувчи туплам билан эффектив саналувчи
тупламлар орасидаги муносабатлар.

Бирор алфавит берилган булсин. Бу алфавитдаги .\амма
сузлар тупламини S билан ва S тупламнинг кием туплами-
ни М билан белгилаймиз.

I - т а ъ р и ф. Лгар х сузнинг М тупламга /^араииилик муам-
мосини х,ал к,ила оладиган алгоритм мавжуд булса, у .^олда М
ечилувчи туплам деб amoiiadu.

2-таъриф. Агар М тупламнинг ^амма элеменпиарини
санаб чика оладиган алгоритм мавжуд булса, у .^олда М
эффектив саналувчи туплам деб аталади.

1-теорема. Агар М ва L эффектив саналувчи туплам
лар булса, у х,олда Л/U L ва Л/П L :;ам эффектив саналувчи
тупламлардир.
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Исбот. Мвг L эффектив саналувчи тупламлар булсин.
У \олда, 2-таърифга асосан, уларнинг \ар бири учун ало-
\ида алгоритм мавжудки, бу алгоритмлар оркали мое ра-
вишда М ва L даги \амма элементларни санаб чик;иш мум-
кин. M\J L ва MOL т^пламларнинг эффектив \исобловчи
алгоритми М ва L тупламларнинг эффектна \исобловчи ал-
горитмларини бир вактда куллаш натижасида х;осил к;или-
нади.

2-теорема (Пост теорем ас и). Л/ тупламнинг узи
ва тулдирувчиси СМ эффектив саналувчи булганда ва фа1^ат
шундагина М туплам ечилувчидир.

Исбот. а) М тзт1лам ва унинг СМ тулдирувчиси эф
фектив саналувчи булсин. У )^олда, 2-таърифга асосан, бу
тупламларнинг элементларини санаб чика оладиган А ва В
алгоритмлар мавжуд булади. У );олда М ва СМ тупламлар
нинг элементларини санаб чициш пайтида уларнинг руйха-
тида X элемент учрайди. Демак, шундай С алгоритм юзага
келадики, у оркали х элемент М тупламга к;арашлими ёки
карашли эмасми деган муаммони \ал килиш мумкин. Шун
дай кдпиб, М ечилувчи туплам булади;

б) Л/ечилувчи туплам булсин. У \олла, 1-таърифга асо
сан, X бу тупламнинг элементими ёки элементи эмасми
деган муаммони >;ал к,илувчи алгоритм мавжуд булади. Бу
алгоритмдан фойдаланиб, М ва СМ тупламларга кирувчи
элементларни иг руйхатини тузам из. Шундай килиб, М ва
СМ тупламлар элементларини санаб чикувчи иккита А ва В
алгоритмни хосил киламиз. Демак, М ва СМ тупламлар эф
фектив саналувчи тупламлар булади.

1-мисол. Л/={1, 4, 9, пг, ...} натурал сонлар квад-
ратлари туплами эффектив саналувчи туплам буладими ёки
йУкми?

Е ч и м . М = {л^} туплам эффектив саналувчи туплам
булади, чунки унинг элементларини \осил килиш учун кет-
ма-кет натурал сонларни олиб, уларни квадратга к^ариш
керак. Бу туплам ечилувчи \ам булади. Хакикатан );ам, би-
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рорта X натурал соннинг М тупламга кириш ёки кирмасли-
гини аниклаш учун уни туб к?пайтувчиларга ажратиш ке-
рак. Бу усул унинг натурал соннинг квадратими ёки йУкми
деган муаммони \ал кдпиб береди.

2-ми СОЛ. Тартибланган натурал сонлар жуфтликла-
ридан иборат туплам эффектив саналувчи эканлигини ис-
ботланг.

Е ч и м. Тартибланган натурал сонлар жуфтликларидан
иборат тупламнинг эффектив саналувчи эканлигини исбот-
лаш учун диагонал методи деб аталадиган методдан фойда-
ланамиз. Бунинг учун хамма тартибланган натурал сонлар
жуфтликларини 1^йидаги куринишда ёзамиз:

(О, 0),^(0, 1),^(0, 2),^(О, 3),^(0, 4),
4),

(2,^^(2,^^(2,^^(2, 4),
(3, 0), (3, 1), (3, 2), (3, 3), (3, 4), ...

Юкори чап бурчакдан бошлаб кетма-кет диагоналлар
буйича утиб туплам элементларини санаб чикамиз. Бу жуфт-
ликларнинг руйхати куйидагича булади:

(О, 0), (1, 0), (О, 1), (2, 0). (I, 1), (О, 2), (3, 0), (2, I),
(1,2), (О, 3), (4, 0), (3, 1), (2, 2), (1, 3), (О, 4), ... .
3-теорема. Ечилувчи булмаган эффектив саналувчи на-

турал сонлар туплами мавжуд.
И с б о т. Эффектив саналувчи ихтиёрий U натурал сон

лар туплами берилган булсин. t/тупламнинг ечилувчи эмас-
лигини исботлаш учун. Пост теорсмасига (2- теорема) кура,
унинг си тУлдирувчиси эффектив саналувчи эмаслигини
исботлаш етарли.

Л/q, л/,, Л/2, \амма саналувчи натурал сонлар туплам-
ларидаги эффектив санаб чик;илган тупламлар булсин. Де-
мак, \ар кандай neN учун тУпламни тиклаш мумкин.
16 - ?;.тураев
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Энди и тупламнинг ;^амма элементларини санаб чика-

диган А алгоритмии киритайлик. Бу алгоритм (т, п) ракам-
ли каламда те Af, ни \исоблаб чикади. Агар бу сон п сон
билан устма-уст тушса, бу \олда А алгоритм уни U тупла-
мига киритади, яъни пе Ui-^ne М.

Бундан к^^риниб турибдики, \ар кандай саналувчи т^п-
ламдан CUTfnna\i \еч булмаганла битта элемент билан фарк
Килади, чунки СС/ шундай п элементлардан иборатки,
л ё" М„. Шунинг учун \ам CU саналувчи туплам эмас. Де-
мак, Пост теоремасига асосан U ечилувчи т>плам булмайди.

Изо\. Исбот этилган теорема аслида Гёделнинг фор-
мал арифметиканинг тулик^сизлиги \акидаги теоремасини
ошкормас (ошкора эмас) равишда камраб олган.

3- §. Алгоритм тушунчасига аникдик юнритиш

[7[ Диофант тенгламаси. Ферманинг «буюк теорема»си.
Ю.Матиясевич ва Г.Чудновский натижалари. Уч асосий
йуналиш. Эффектив у;исобланувчи функция. Х- аниг^ланувчи
функциялар. Умумрекурсив функция. А.Чё'рч ва С.Клини
натижалари. Чёрч тезиси. К.Гёдел натижа.три. Тьюринг
тезиси. Тьюринг буйича :^исобланувчи функциялар. Тьюринг
машиналари. Э.Пост натижалари. Нормал алгоритлс^ар.

Математика тарихида бир хил турдаги саволлар тупла-
мига «\а» ёки «йух» ва бир хил турдаги функциялар синфи
«)^исобланувчи» ёки «кисобланувчи эмас1> деган жавоблар
бериши мумкин б^лган алгоритмларни излаш узок давом
этди. Айрим вактларда бу изланишлар натижасиз тугади. Бу
колларда, табиийки, алгоритмиинг мавжудлигига шуб\а би
лан каралади.

I - м и с о л . Мисол сифатида Ферманинг «буюк теорема»-
сининг ечиш муаммосини курсатиш мумкин. 1637 йиллар
атрофида Ферма куйидаги теореманинг исботини узида бор
деб эълон килди: <tx"+y"-z" твиглама п>2 булганда мусбат
бутун сон н,ийматли X, у, z, п ечимга эга эмас». Хозирги
кунгача бу тасдик на исбот килинган ва на рад этилган.
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2-МИ CO Л. 1900 йилда Парижда ^Ьгказилган иккинчи
халк;аро математиклар конгрессида немис математиги
Давил Гильберт ечилиши му\им булган 23 математик му-
аммо р^йхатини укнб берди. Шулар орасида куйидаги Гиль-
бертнинг Ю- муаммоси бор эди: «Коэффициентлари бутун
сонлардан иборат булган \ар кандай алгебраик тенгламанинг
бутун сонли ечими мавжудми?», яъни бутун сонли коэффи-
циентлардан иборат булган \ар к;андай алгебраик тенглама
бутун сонли ечимга эгами деган муам\юни ечадиган (}^ал igi-
ладиган) алгоритм яратиш кераклипши Д.Гильберт курсатди.

Математикада бутун сонли коэффиииентларга эга б?лган
алгебраик тенглама диофант тенгяамаси деб аталади. Ма-
салан,

X' + у- - 2xz - О, 10х^ + 7х- + 5 = О

куринишдаги тенгламалар диофант тенгламалари булади,
у:1ардан биринчиси уч узгарувчили ва иккинчиси бир узга-
рувчили тенгламадир. Умумий \олда тенглама исталган сон-
даги узгарувчиларга боглиц булиши мумкин. Буадай тенг
ламалар бутун сонли ечимларга эга булиши \ам, эга булмас-
лиги \ам мумкин. Масалан, х-+ з'-- 2хг = О чексиз куп бу
тун сонли ечимларга эга ва 10х^ + 1х^ + 5 = 0 тенглама бутун
сонли ечимга эга эмас.

Бир Узгарувчили диофант тенгламасининг \амма бутун
сонли ечимларини топиш алгоритми анчадан бери мавжуд.
Аник;ланганки, агар

Р„(,х) = а„х" + +... + а„.,х + а, = О
бутун сонли коэффициентларлан иборат тенгламанинг бу-
тун илдизи булса, у колда у коэффициентнинг булувчиси
булади. Бу тасдикк^ асосланиб, куйидаги алгоритмии тав-
сия этиш мумкин:

1) соннинг \амма булувчиларини топиш: ...» d^;
2) соннинг ;^ар бир булувчиси учуй Р^{х) нинг кий-

матини ани1д1аш: P„(d) (/ = 1,м);
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3) агар 1, 2, п лардан бирорта / учун P„{d) = О б^лса,
у \олда d. тенгламанинг ечими б?лади. Агар /= 1, 2, п
ларнинг \аммасида P„{d) ^ О булса, у >;олда тенглама бутун
сонли ечимга эга эмас.

Гильбертнинг 10-муаммоси билан дунёнинг мате-
матиклари деярли 70 йил шугулландилар. Факатгина 1968
йилда Санкт-Петербурглик ёш математик Ю.В.Матиясевич
ва сал кейинрок рус математиги Г.В.Чудновский бу муам-
мони хал килдилар: и^уйилган масаланинг ечимини бера ола-
диган алгоритм мавжуд эмас.

Алгоритмнинг интуитив таърифи катьий эмаслигига
карамасдан, у муайян масаланинг ечимини топадиган ал
горитмнинг тугрилигига шубха уйготмайди.

Математикада шундай ечими топилмаган алгоритмик
муаммолар мавжудки, улар ечимга эгами ёки эга эмасми
эканлигини аник^аш муаммоси пайдо булади. Бу муаммо-
ни ечишда алгоритмнинг интуитив таърифи ёрдам бера ол-
майди. Бу холларда ёки алгоритмнинг мавжудлигини, ёки
унинг мавжуд эмаслигини исботлаш керак булади.

Биринчи холда масалани ечадиган жараённи тасвирлаш
кифоя. Бу жараённинг хахихлтан хам алгоритм эканлигига
ишонч хосил килиш учун алгоритмнинг интуитив тушун-
часи етарли булади.

Иккинчи холда алгоритмнинг мавжуд эмаслигини ис
ботлаш керак. Бунин г учун алгоритмнинг нима эканлиги
ни аник; билиш талаб кз^линади. XX асрнинг 30- йилларига-
ча алгоритмнинг аник таърифи мавжуд эмас эди. Шунинг
учун хам алгоритм тушунчасига аник таъриф бериш кейин-
ги давр математикасининг асосий масаласи булиб колди. Бу
таърифни ишлаб чикиш куп кийинчиликларга дуч келди.

Бириннидан, бундай таъриф алгоритм интуитив таъри-
фининг мохиятини акс эттириши, иккинчидан эса, бундай
таъриф формал аникдик нуктаи назаридан мукаммал були-
ши керак эди. Бу муаммонинг тадкикотчилари томонидан

Чыгоритмиинг бир мечта таърифи ишлаб чикилди. Аммо вакт
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Утиши билан бу таърифларнинг узаро теиг кучлилиги аник-
ланди. Ана шу таъриф ^озирги замон алгоритм тушунчаси-
дир.

Алгоритм тушунчасини аникдаш буйича ёндашувларни
уч асосий йуналишга булиш мумкин.

Бирннчи йуналиш — эффектив ^^исобланувчи функция ту
шунчасини ани1у1аш билан боглик;. Бу йуналиш буйича
АЧёрч, К. Гёдел, С.Клини тадк]ИКОт ишларини олиб бордилар.

1935 йилда, 1932—1935 йиллар давомида А.Чёрч ва
С.Клини томонидан Урганилган ва «Х-ани1д1анувчи функ-
циялар» деб аталган, тугри аник^танган \исоблануБЧИ наза-
рий-сонли функциялар синфининг хоссалари: «Х-аникла-
нувчи функциялар» синфи бизнинг интуитив тасаввуримиз
буйича ^^исобланувчи деб i^apanaduean ^(амма функцияларни
Комраб олиши мумкин деган фикр тугдиради. Бу кутилмаган
натижа эди.

Ж.Эрбраннинг битта гояси асосида 1934 йилда К.Гёдел
томонидан аник^анган ва «умумрекурсив функциялар» деб
аталган бошка хисобланувчи функциялар синфи \ам «А.- аник-
ланувчи функциялар» хоссаларига ухшаш хоссаларга эга эди.

1936 йилда А.Чёрч ва С.Ютини томонларидан бу иккита
синф бир хил синф эканлиги исботланди, яъни j;ap i^andau
А.- ани/^анувчи функция умумрекурсив функция булиши ва J^ap
Кандай умумрекурсив функция А,- аниг^ланувчи функция экан
лиги тасди^ланди.

1936 йилда Чёрч 1;уйидаги тезисни эълон килди: j^ap кан-
бай интуитив эффектив (самарали) ^исобланувчи функция
лар умумрекурсив функциялардир.

Бу теорема эмас« балки тезисдир: тезис таркибида инту
итив аникланган эффектив ;^исобланувчи функция тушун-
часи аник математик атамаларда аникпанган умумрекурсив
функция тушунчаси билан айнан тенглаштирилган. Шу-
нинг учун \ам бу тезисни исботлаш мумкин эмас. Аммо
Чёрч ва бошка олимлар томонидан бу тезисни кувватловчи
KS^n далиллар курсатилди.
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Иккинчи йз^налиш — алгоритм тушунчасини бевосита
аниклаш билан борлик;: 1936—1937 йилларда А. Тьюринг Чёрч
ишларидан бехабар \олда янги функциялар синфини ки-
ритди. Бу функцияларни «Тьюринг буйича ;^исобланувчи
функииялар» деб атадилар. Бу синф \ам юкррида айтилган
хоссаларга эта эди ва буни Тьюринг тезиса деб айтамиз.
1937 йилда А.Тьюринг исботладики, унинг ^исобланувчи
функциялари А.- аниг^анувчи функцияларнинг узи ва, демак,
умумрекурсив функцияларнинг худди узи экан. Шунинг учун
\ам Чёрч билан Тьюринг тезислари эквивалентдир.

1936 йилда (Тьюринг ишларидан бехабар \олда) Э.Пост
айнан Тьюринг эришган натижаларга мое келадиган нати-
жаларни эълон килди ва 1943 йилда, 1920—1922 йиллардагИ
натр этилмаган ишларига суяниб, тУртинчи эквивалент
тезисни нашр этади. Шундай килиб, алгоритм тушунчаси
ни бевосита аник/1ашга ва сунгра унинг ёрдамида з^исобла-
нувчи функция тушунчасини аниклашга биринчи булиб бир-
биридан бехабар х;олда Э.Пост ва А.Тьюринг эришдилар.

Пост ва Тьюринг алгоритмик проиесслар маълум бир
тузилишга зга булган «машина» бажарадиган проиесслар
эканлигини курсатдилар. Улар ушбу «машина»лар ёрдами
да барча \исобланувчи функциялар синфи билан барча к,ис-
мий рекурсив функциялар синфи бир хил эканлигини к5ф-
сатдилар ва, демак, Чёрч тезисининг яна битта фундамен
та?! тасдиги юзага келди.

Учинчи йуналиш — рус математиги А.Марков томони-
дан ишлаб чи1^илган нормат апгоритмлар тушунчаси билан
боглик;.

Муаммоли масала ва топшири§;лар

1. >4 = {1, 9, 25, 121, ...} туб сонлар квадратлари туплами
эффектив саналувчи туплам буладими ёки йу|дии?

2. Гильбертнинг куйидаги «Коэффициентлари бутун сон-
лардан иборат булган кар кандай алгебраик тенгламанинг
бутун сонли ечими мавжудми?» 10-муаммосининг ечиш
алгоритми мавжудми ёки йУкми?
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3. Ю.В.Матиясевич ва Г.В. Чудновский юкоридаги масалани
кандай \ал килдилар? Уларнинг илмий натижалари к;аерда
нашр эттирилган?

4. Чёрч билан Тьюринг тезислари нега эквивалент?
5. А. Чёрч ва С. Клинининг кайси илмий ишларида кар

кандай Х- аник^ланувчи функция умумрекурсив функция
булиши ва кар кандай умумрекурсив функция Х-аник-
ланувчи функция эканлигининг тасдиги келтирилган?

Мустакил ишлаш учун савол ва топширикпар

1. А1горитм тушунчаси. Ечувчи процедура. Ечилиш муаммоси.
Апгоритмнинг интуитив таърифи.

2. Алгоритмнинг характерли хусусиятлари. Апгоритмиинг дискрет-
лиги, детерминаиияланувчанлиги, кад^мларининг элементарлиги
ва натижавийлиги.

3. Ечилувчи ва саналувчитупламлар. Посттеоремаси. ЕчилувчитУп-
лам билан эффектив саналувчи тупламлар орасидаги муносабатлар.

4. Алгоритм тушунчасига аниклик киритиш. Уч асосий йуналиш.
5. Эффектив кисобланувчи функция. Я.- аник^анувчи функциялар.

Умумрекурсив функция.
6. Д. Чёрч ва С. Клинилар натижалари. Чёрч тезиси. К. Гедел натижалари.
7. Тьюринг тезиси. Тьюринг буйича кисобланувчи функциялар.

Тьюринг машиналари.
8. Э.Пост натижалари. Нормал алгоритмлар.

4- §. Хисобланувчи фунюшялар. Кисмий рекурсив ва
умумрекурсив функциялар

(21 Арифметик функция. X^4coблaнyвчu функция. Бошланшч
функциялар. Функциялар суперпозицияси. Примитив рекур
сия схемаси. Минималлаш операцияси (\1- оператор). При
митив рекурсив функция. 1(исмий рекурсив (рекурсив) функ
ция. Умумрекурсив функция. Л. Чёрч тезиси.

1 - т а ъ р и ф. Агар бирор функциянинг анигдюниш coj^acu
^ам, /^ийматлар со^аси ^ам натурал сонлар тупламининг кием
тупламлари булса, у колда бундай функция арифметик (сон-
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ли) функция деб атапади. Натурал сонлар тупламида верил-
ган ^ар 1^андай муносабатлар арифметик муносабат дейила-
ди.

Масалан, натурал сонлар тупламида/(х, у)=Х'у (1фтайт-
ма) — икки аргументли арифметик функциядир, х + у<^ —
уч аргументли арифметик муносабат. Арифметик функция
ва арифметик муносабат тушунчалари интуитив тушунча-
лардир ва \еч к^ндай формал система билан богланган эмас.

Арифметик (сонли) функциянинг к^йматини \исоблов-
чи алгоритм мавжудлигини аник;лаш алгоритмик муаммо-
лардан биридир.

2-таъ р и ф. Агар g = /(х,, xj функциянинг /^ийма-
тини кисобловчи алгоритм мавжуд булса, у эффектив (сама-
рали) ^(исобланувчи функция деб атапади.

Бу таърифда алгоритм тушунчаси интуитив маънода ту-
шунилганлиги сабабли, эффектив \исобланувчи функция
тушунчаси \ам интуитив тушунча булади.

Аммо алгоритм тушунчасидан эффектив \исобланувчи
функция тушунчасига 5^ишнинг узига хос ижобий томони
бор. Масалан, алгоритм тушунчасига 1^йилган \амма та-
лаблар (характерли хусусиятлари сифатида) рекурсив (кай-
тариш) функциялар мажмуаси деб аталадиган \амма ;^исоб-
ланувчи функциялар мажмуаси учун бажарилади.

Гёдел биринчи булиб бирор формал спстсмада апикдан-
ган \амма сонли функциялар синфини рекурсив функция
лар синфи сифатида ифодалади. 1936 йилда Чёрч \ам бошка
асосларга таяниб рекурсив функциялар синфини тасвирла-
ган эди. Бу ерда ^исобланувни функциялар синфи куйидаги
равишда тузилади.

3-таър и ф. Куйидаги сонли функцияиюр бошлантч (од-
дий, базис) функциялар дейилади:

1) ноль функция (бекор к;илиш оператори): 0(х) = О \ар
бир X учун;

2) бирни к^?шиш (силжиш оЛератори): Цх) = х+ 1 \ар
бир X учун;
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3) проекциялаш функиияси (прое1сци5и1аш оператори):
C(jc,, jTj, ?^аммаX,, х лар учун (я= I, 2,
/я= I, 2, л).

Равшанки, учала бошлангич функция \амма жойда
аник^ланган на интуитив \исобланувчи функциялардир.

Изох. Аргументларининг барча {^йматларида аник-
ланган функиияни х,амма жойда аникланган функция деб
атаймиз.

Куйидаги учта крила воситаси билан мавжуд функция-
лардан янги функциялар \осил килинади.

1 .Функциялар суперпозицияси. /[(дс,, х,), ^{х,, Xj,
•••» -^2» • функцияларни ва ф(х,, х,, xj
функиияни карайлик.

4- т а ъ р и ф. ф(х,. д^, х„) = ф(/;(х,, х„), fjx х^))
шенглик билан ани1^анадиган ф(х,, х^, х^) функция ф ва

•••»/« Фулкцияларнинг суперпозицияси деб аталади.
Агар биз бирор усул билан ф —yf„ функииялар-

нинг кийматини \исоблаш имкониятига эга булсак, у ?^олда
Ф функиияни куйидагича \исоблаш мумкин: х,, х^, х^
Узгарувчиларга мое равишда д,, а^, а^ кийматларни берамиз,
Хамма Да,, а^) ларни ;^соблаб, Л =Дд,, а,)
ларни топамиз. Кейин ф(/>,, ...» bj ни >^исоблаб,
е = \|/(а,, ^2, а„) ни топамиз.

Ани»;ки, агар ф ваУ|,у^, /j, ^амма жойда аник;данган
булса, V функиия хам хамма жойда аникданган булади.
Хахик;атан хам, arap/j,^, ..., Д нинг хеч булмаганда бирор-
таси хамма жойда аникданган булмаса, у холда ф функиия
Хамма жойда анихланган булмайди. Шу билан бирга, ик-
кинчи томондан, аргументларнинг шундай а,, а^, а^ хий-
матлари топилиши мумкинки, А.=Да,, а^, ..., а^ (/ = 1,/я)
булса, ф(^,, />2» •••» bj ни хисоблаб булмайди. Бу холда хам
ф функция хамма жойда аникданмаган бУлади.

Шундай хилиб, агар Ф,/|,У^, ...»Д функциялар интуитив
Хисобланувчи булса, у холда ф функция хам интуитив хисоб-
ланувчи булади.
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Шуни хам таъкидлаб $ЬгамизкиД,/2, функциялар-
нинг барчаси хам jc,, аргументларнинг хаммасидан
борлихбулмаслиги мумкин. Бу холларда xj/ функциями хосил
хилиш учун сохта аргументлардан ва /,7(Хр х,, х^) функ-
циялардан фойдаланамиз. Масалан, у(х, у, z) = фС/iW,

}\ Z). у, х) функция ф(х,, Xj, Х3, X,) ва f,(x, у, г)
^ у. г) =/,(х, у, г), /"зСх, у, г) = /3 (х, у, г), /^(х, у, г) =
= ^3 z) функцияларнинг суперпозициясидан хосил хи-
линган.

2. Примитив (уха содда) рекурсия схемаси. ф(х„ Х3, xj
ва Xj, х^, х^^,) (л > 1) функциялар берилган б^^лсин.
Куйидаги тенгликларни ханоатлантирувчи янги /функция
ми к^рамиз:

/(О, Xj, Х3, Х^) = ф(Х2, Х3, х„),
/(у+ 1, Х3, Х3, х„) = ф(у, /(у, Х3, Х3, х^), Хз, xj, (1)

бу ерда ф функция п - I аргументга, ф функция л + 1 аргу-
ментга ва / функция л аргументга боглих функция.

5-таър и ф. Агар/(х,, Xj, х^) функция ф ел ф функция-
лардан (I) муносабат оркали уносил и^илинса, у ^олда f функ
ция ф ел ф функциялардан примитив (ута содда) рекурсия
схемаси орг^али j^ocili i^iuuHean деСииади.

Агар ф ва ф функниялар интуитив хисобланувчи функ
циялар булса, у холда / хвм интуитив хисобланувчи функ
ция булади. Хахихвтан хвм, х,, Xj, х^ аргументларнинг
Хийматлар мажмуаси л,, flj, булсин. У холда кетма-кет
ХУйидагиларни топамиз:

У(0, л,, Qy а^) — ф(Л25 Л3, л^) —
/(1, Qy Qy Л,)=ф(0, ^0, Л,, Л3, =

/3(2, Qy Qy а^ = ф(1, Л3, Л3, о,) = ^з ва хоказо.
Равшанки, агар ф за ф функциялар аргументларнинг

барча хийматларида аникланган б^лса, у холда / функция
ХЭМ аргументларнинг барча хийматларида аникланган булади.



4' §. }(исо&1анувчи функщшар. /(ислчш реку/кш ва у.иумрекурсив функцилкщ 251

Энди мисолларда примитив рекурсия схемаси оркали
лиги функцияларни \осил этишни курайлик.

I - м и с ол . ф(д:) = X ва г", z) = у + I булсин хамда
/(у, х) функция к>'йидаги тенгликлар оркали ани1ф1ансин:

/(0,л') = .х:,
/(у + 1, А') = /(У,

/{Уу х) функциянинг кийматини аргументларнинг у = 5, х=2
Кийматларида \исоблаб чик^айлик./(О, 2) = ф(2) = 2 б^лган-
лиги учуй (2) формулаларнинг иккинчисидан кетма-кет ра-
вишда куйидагиларни )^осил киламиз:

/(1,2) = ф(0, 2, 2)=:2 + ! = 3,
/(2, 2) = ф(1,3, 2) = 3+1 =4,
/(3, 2) = ф(2, 4, 2) = 4 + 1=5,
/(4, 2) = ф(3, 5, 2) = 5 +1=6,
/(5, 2) = ф(4, 6, 2) = 6 + 1 = 7.

Лу, х) = у+ х эканлигини осонгина курсатиш мумкин. \ак}1'
катан \ам, /(у + z, х) =f(j\ х) + z- Бу тенгликда у = О деб кабул
килиб, f(z, х) =/(0, jf) + г ёки /(г, -г) = jc + ̂  ни косил киламиз.

2- м и с о л. /(у, х) функция куйидаги тенгликлар билан
берилган дейлик:

/(О, JC) = 0.
/(у + I, х) = f (у, х)

Бу ерда <(>(х) = О, \|f(x, у, z)=y + z б?лааи.
/(у, х) функциянинг кийматини аргументларнинг у = 2,

х=2 кийматлари учун \исоблаймиз./(О, х) = ф(х) = О б?лган-
лиги учун/(О, 2) = ф(2) = Л„ = 0 булали. Функциянинг ЛI, 2)
ва Д2, 2) кийматларини кетма-кет топамиз:

/(1,2) = ф(0.0,2) = Л, =0 + 2=2
/(2,2) = v(l, 2, 2) = 2 + 2=4. •1
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Бу мисолда f{y, х)=х у эканлигини курсатиш мумкин.
Ха|<;икатан \ам, Ду + z, х)= Ду, x) + z х. Бу тенгликда у = О
деб кабул килиб, f(z, х) = /(О, х) + Z X ёки /(г, х) = z -x ни
\осил киламиз.

3. Минималлаш операцияси (ц- оператор). Ихтиёрий
Дх. у) функция берилган булсин. Куйидаги масалани к^риб
чикамиз: jc аргументнинг \ар кандай цийматлари учун
у аргументнинг \сч булмаганда шундай битта кийматини
топиш керакки, Дх, д') = О булсин. Масалани яна \ш му-
раккаброк; \олда куямиз: берилган /(х, у) функция ва унинг
муайян кийматли х аргументи учун /(х, у) = О кила олади-
ган у аргументларнинг энг кичик кийматлисини топиш ке-
рак булсин. Масаланинг ечими х га борлик булганлиги учун
/(х, у) = О кила оладиган у нинг энг кичик киймати кам
X нинг функцияси булади, яъни

ipW = MJ't/(*.y) = 0] = 0.. (4)
(4) ифода куйидагича укилади: «Шундай энг кичик у ки,

/(х, у) = 0^.
Худди шу тарзда куп аргументли ф(х,, х^, х^) функ

ция аник-занади;

ф(х,, Хг, xj = ру[/(х,, Х2, х„, у) = 0). (5)
6-таъриф. /(х,, х^, х„, у) функциядан ф(х,, х^, xj

функцияга утиш р- операторнинг татбит дев аталади.
Ф(х,, х,, xj функцияни кисоблаш учун куйидаги ал-

горитмни тавсия этиш мумкин:

1) /Up х^, х^,, 0) ни кисоблаймиз. Агар/нинг бу кий
мати НОЛ га тенг булса, у \олда ф(х,, х^, х^) = О деб кабул
киламиз. Агар/(х,, х^, х^,, 0) О булса, у колда навбатдаги
кадамга $п^амиз;

2) ^2' кисоблаймиз. АгарД-х^,, •••, *, 0 = 0
булса, у колда ф(Хр х,, х^)= 1 булади. АгарДх,, х^, l)?tO
булса, у колда навбатдаги к^амга утамиз ва коказо.
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Агар у нинг хамма 1дийматлари учун /(х,, у) ^ О

булса, у \олда ф(х,, х^, х^) ни антдюнмаган функция деб
атаймиз.

Аммо у аргументнинг шундай у^ киймати мавжуд були-
ши мумкинки, /(х,, х^, х^, уц) = О ва, демак, энг кичик у
мавжудки, /(х,, х^, х^, у) = О булади; шу вакз-нинг Узида,
бирорта Z учун (0<г<Уо)/(х,, х^, х^, z) к;иймат аниклан-
маслиги мумкин. Ани|дси, бу холда у нинг Дх,, х^, у) = О
буладиган энг кичик кийматини топиш жараёни, у^ гача
етиб бормайди. Бу ерда \ам (р(х,, х,, xj ни аникданмаган
функция деб зд^соблайдилар.

3- м и с о л. /(х, у) = X - у функция берилган булсин. Бу
функция минимизация оператори орк^али \осил к^илиниши
мумкин:

/(^, У) = Ц г(у + Z = X) = р zir^x, у, Z) + /зЧл:, у, Z) = У. Z)] •
Масалан, /(х, у) функциянинг 1^ийматини аргументлар-

нинг у = 2, х=7 к^ийматларида (/"(7,2)) зсисоблаб чикамиз.
Бунинг учун у = 2 деб, х га кетма-кет ку!йматлар бериб бо-
рамиз:

г = 0. 2 + 0 = 2 7,
z= 1, 2 + 1 = 3 9^7,
^=2, 2 + 2 = 49^7,
^ = 3, 2 + 3 = 5^^7,
^ = 4, 2+4 = 69^7,
^=5, 2 + 5 = 7 = 7.

Шундай килиб, /(7,2) = 5.
7-таъриф. Агар/(х^у х^, х^) функциями бошлантч

(оддий) функциялардан суперпозиция ва примитив рекурсия
схемаси амалларини чекли сонда г^уллаш натижасида уносил
Килиш мумкин булса, у y^oлдaf{x^, х^, примитив рекур
сив функция деб аталади.
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Бошланрич 0(jc) = О, А.(х) = х + I, - м -^л) -
(\<т^п) функциялар ва /(х,, х,, ..., xj = а (а е N), /(х, у) =
= х + у,/(х, у)=х у,/(х, у) = х> (х" = I) функциялар примитив
рекурсив функциялар булади.

8-таъриф. Агар /(х,, Xj, xj функциями бошлангич
функциялардан суперпозиция, примитив рекурсия схемаси ва
минималлаш оператори (\i- оператори) амалларини чекли сонда
к,уллаш натижасида )^осил г^илиш мумкин булса, у х,олда
/(х,, Xj, х^,) цисмий рекурсив (рекурсив) функция деб ата-
лади.

Бу кейинги таъриф примитив рекурсив функциянинг
таърифидан фак^ат бошлангич функцияларга к;ушимча ра-
вишда LI- операторини 1<;Уллашга рухсат берилгани билан
фарк килади. Шунинг учун \ам о^ар /^андай примитив рекур-
сив функция уз навбатида f^ucMuu рекурсив функция булади.

9-таъриф. Агар f{x^, х^, х^) функция /цисмий рекур-
сив ва аргументларнинг барча /^ийматларида ант^анган булса,
у х,олда/(х,, Xj, xj умумрекурсив функция деб аталади.

Куйидаги функциялар умумрекурсив функциялар булади:
А.(х), 0(х), /;'(х), /(у, х) = у + X,

/(у, х) = X■ у. /(у, х)=х+п.

А.Чёрч тезиси. )(ар кондай интуитив з^исобланувчи
функция кислшй рекурсив функция булади.

Бу тезисни исботлаш мумкин эмаслигини юкррида айт-
ган ЭДИК, чунки у интуитив кисобланувчи функция нокать-
ий математик тушунчасини катьий аникутанган кисмий ре
курсив функция математик тушунчаси билан боглайди.

Аммо, агар шундай интуитив \исобланувчи функция
тузиш мумкин булсаки, у f3 навбатида ку1смий рекурсив
функция б$?лмаса, у \олда бу тезисни рад этиш мумкин.
Аммо бундай \олнинг мавжудлигини \озиргача хеч ким
ку^рсата олмаган.
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Теорема. g(y^, .... у^) примитив рекурсив (/^исмий

рекурсив) функция ва узгарувчилар булсин.
Агар ^ар бир i (\ <i< к) учуй z, узгарувчи jc,, jc,, дг,, узгарув-
чиларнинг бири булса, у х;олда f{x^, х^, х^ =^Up Zj,
функция у;ам примитив рекурсив (кисмий рекурсив) функция
булади.

И с б о т. Zi=Xj^ (1 < л) булсин. У ;;алда

Zi — ^ (ДГ|, Xji •••> xj)
ва

Х2, Х„) = ф(/;(Х,, JCj х„), /д (х,, Xj, х„)).
Шундай килиб, v функция ни ф, /jj»-м/д функция-

лардан суперпозиция амали оркали \осил килиш мумкин,
яъни V примитив рекурсив (рекурсив) функция булади.

Бу теорема сохта узгарувчиларни киритиш» узгарувчи-
ларнинг урнини алмаштириш ва уларни айнан тенглашти-
риш жараёни примитив рекурсив ва кисмий рекурсив функ-
цияларни уз синфларидан чи^армаслигини билдиради.

4- м и с о л . (Сохта аргументларни киритиш.) Агар
Ф(л:,, дгз) примитив рекурсив функция ва \|/(х,, х,) = ф(х,, х^)
булса, у \олда .т,, х^) j^aM примитив рекурсив функция
булади. Исбот килиш учун z^ = х, ва Z2 = Х3 деб белгилаб,
теоремадан фойдаланиш керак.

5- м и с о л . (Узгарувчиларнинг урнини алмаштириш,) Агар
фСХрДг^) примитив рекурсив функция ва \|/(х,, Xj) = ф(х,, х^)
б^лса, у )^олда у \ам примитив рекурсив функция булади.
Исбот килиш учун Zy =Х2 ва Zi = x^ деб белгилаб, теоремадан
фойдаланиш керак.

6- м и с о л . (Узгарувчиларни айнан тенглаштириш.) Агар
Ф(Хр х^, Х3) примитив рекурсив функция ва ^(х,,Х2) = ф(Хр Х3)
булса, у колда \|/(Хр х^) кам примитив рекурсив функция була
ди. Исботлаш учун теоремала л = 2, г, =Хр Z2 = x^, ^3 = ̂ 1
кабул килиш керак.
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Натижалар. I. Ноль функция 0(jc) — примитив ре-
курсив функция.

2. Агарда к — бирор бутун мусбат сон булса, узгармас
Q' Ц> -^2' ■'^я) = ^ функция примитив рекурсив функция-
лир.

3. Суперпозиция амалини \ар бир/ функция х,, ...»
узгарувчиларнинг фа^ат айримларидангина борлик, булган-
да \ам ишлатиш мумкин. Худди шундай примитив рекур
сия схемасида х;ам ф функция х,, х^, х^ узгарувчиларнинг
айримларига боглик, булмаслиги мумкин ва \|/ функция
/Су, х,, Х3, х^) функцияга \амда, шунингдек, х,, х^, х^, у
>'згарувчиларнинг айримларига борлик булмаслиги мумкин.

Шундай килиб, \ар бир примитив рекурсив функция
К.ИСМИЙ рекурсив (рекурсив) функция булганлиги учуй к;ис-
мий рекурсив функциялар синфи примитив рекурсив функ-
циялар синфидан кенгдир.

К,исмий рекурсив функция тушунчаси алгоритмлар на-
зариясининг асосий тушунчаларидан биридир. Шуни \ам
таъкиллаб утамизки, \ар кандай кисмий рекурсив функция-
нинг киймати механик характерга эга булган маълум бир
процедура ёрдамида \исобланади ва бу процедура бизнинг
алгоритм \акидаги интуитив тасаввуримизга тугри келади.

Иккинчидан, \озиргача 1^андай муайян алгоритмлар яра-
тилгап булмасип, улар срдамида к"йматлари >^исоблаиувчи
сонли (арифметик) функциялар албатта кисмий рекурсив
функциялар булиб чикди.

Шунинг учун \ам \озирги пайтда кисмий рекурсив
функция тушунчаси алгоритм тушунчасининг илмий эк-
виваленти сифатида кабул килинган. Буни биринчи булиб,
юкорида таъкидлаб утганимиздек, илмий тезис сифатида
А. Чёрч ва С. Клини уртага ташладилар.

Худди шу каби \ар кандай алгоритмни мое Тьюринг
машинаси ёрдамида реализация килиш мумкин. Алгоритм-
нинг илмий эквиваленти кисмий рекурсив функция булган
лиги учун камма кисмий рекурсив функциялар синфи
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Л билан Тьюринг машиналари ёрдамида хисобланувчи
функциялар (Тьюринг буйича хисобланувчи функцияяар)
синфи В билан бир хилдир, яъни А = В,

Муаммоли масала ва топширш^лар
1. Куйидаги функцияларнинг примитив рекурсив ва умум-

рекурсив функци51лар эканлигини исботланг:
^)х + у; 2)ху; 3)jcy;

X > О булса,
[О, агар X = 1 булса;

[О, агар X < у булса;

6) \х-у\ = 1^^ У' ^-У
[у-Zy агарX <у булса;

7) sgn(x) = l*'' агарх = Обулса.
[1, агар X О булса;

8)5№(х)=Я' ®гар^ = 0булса.
[О, агар X ;й О булса;

9)х!;
10) min(x, у) = х ва у сонларнинг энг кичиги;
И) min(x„ х^, ...,х^);
12) тах(х, у) = х ва у сонларнинг энг каттаси;
13) тах(х,, Xj, х„).
Изо^. Агар исбот килишда кийналсангиз, у холда
Э. Мендельсоннинг «Введение в математическую логику»
китобицан фойдаланинг, 137-138-бетлар.

2. 0(х) ва /"(Хр х^у х^) функциялардан суперпозиция ва
примитив рекурсия схемаси амаллари орК|али х + 1 ва 2х
функцияларни )^осил килиш мумкин эмаслигини исботланг;

17 — Х.ТУраев



ши VI БОБ. АЛГОРИТМЛАР

Ь Мустакил ишлаш учун савол ва топшири1д1ар
1. Арифметик функция. Хисобланувчи функция. Бошланрич функ-

циялар.
2. Функииялар суперпозицияси. Примитив рекурсия схемаси.

Мини.маллаш операцияси (р-оператори).
3. Примитив рекурсив функция. К.исмий рекурсив (рекурсив)

функция.
4. YNiv'MpeKypcHB функция. А.Чёрч тезиси.

5- §. Тьюринг машиналари

Q Оммавий муаммо. Ечиш алгоритми. Тьюринг машинаси.
Таш/^и алфавит. Инки алфавит. Лента (машинанинг
ташн;и хотираси). Боии^арувни каллак. Бошлангич ахбо-
рот. Машина дастури. Тьюринг функционал схемаси.

Агар бирор оммавий муаммони ечиш алгоритми маъ-
лум булса, у \олйа уни реализация этиш учун шу алгоритм-
да аник; ёритилган кур.сатмаларни ижро этиш зарур. Алго-
ритмни реализация этиш жараёнини автоматлаштириш
гояси, табиийки, инсон бажаралиган ишни машинага уза-
тишни такозо килади. Бундай машинами XX асрнинг 30-
йилларида америка математиги Э.Пост ва англия математи-
1и А.Тьюрин! 1авсия этдилар.

Тьюринг машинаси тушунчаси бизга интуитив маълум
булган \исоблаш процедурасини элементар операцияларга
ажратиш натижасида \осил б>?лади. Тьюринг таъкидлайди-
ки, исталган мумкин булган \исоблашни ^казиш учун
унинг элементар операцияларини такрорлаш етарли.

Тьюринг айрим турдаги назарий \исоблаш машинаси-
ни изо^лаб берди. Бу машина муайян механик курилма эмас,
балки «хаёлий» .математик машинадир. Берилган к5^рсатма-
ни бажарувчи \исобловчи одамдан ёки мавжуд ракамли
\исоблаш \1ашинасидан Тьюринг машинаси икки жи^ати
билан фарк килади.
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Биринчццан, «Тьюринг машинаси» хато к;ила олмайди,

ягьни у огишмай (четга чикмасдан) курсатилган коидани
бажаради.

Иккинчидан, «Тьюринг машинаси» потенциал чексиз
хотира билан таъминланган.

Энди Тьюринг машинаси тушунчаси билан батафсил
танишамиз. Тьюринг машинасини куйидагилар тулик аник-
лайди:

1. Ташки алфавит, яъни А = д,, чекли сим-
воллар туплами. А тУплам элементларининг чекли кетма-
кетлиги А тупламдаги суз дейилади. Сузни ташкил этувчи
символлар сони шу сузнинг узунлиги дейилади.

Масалан, А алфавитнинг \ар бир элементи узунлиги
1 га тенг булган суздир. Бу алфавитда суз куринишида ма-
шинага бериладиган ахборот (информация) кодлаштирила-
ди. Машина суз куринишида берилган информаиияни цайта
ишлаб, янги суз косил килади.

2. Ички алфавит, яъни Я, Д Н символ
лар. q^y q^y q^y q^ — машинанинг чекли сон колатларини
ифодалайди. Исталган машинанинг колатлари сони та-
йинланган булади. Икки колатда махсус вазифа бажарилади:

~ машинанинг бошлангич (дастлабки) колати, — нати-
жавий (охирги) колати (тухташ \олати). Я, Д Я — сурилиш
символларидир (Унгга, чапга ва жойида).

3. Икки томонга чексиз давом эттириш мумкин булган
лента (машинанинг ташки хотираси). У катакчаларга (ячей-
каларга) булинган булади. Хар бир катакчага факат битта
Карф ёзилиши мумкин. Буш катакчани символи билан
белгилаймиз (VI.I-шаклга каранг).

^0 ^2 ^3 ^3 ^7 ^11 ^12

VI. 1- шакл.
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4. Бопщарувчи каллак (головка). У лента б^шаб \аракат
Килади на бирор катакча (ячейка) каршисида тухгаши мум-
кии (У1.2-шакл).

и
V1.2- шакл.

Ьу );олатда «каллак катакчани», яъни символни «к^фиб ту-
рибди» деб айтамиз. Машинанинг бир такт давомидаги ишида
каллак фак^ат битта катакчага сурилиши (j^nrra, чапга) ёки
жойида туриши мумкин.

Лентада сакланаётган \ар бир информация ташк;и алфа-
витнинг дан фаркди чекли символлар мажмуаси билан
тасвирланади. Машина иш бошлашидан олдин лентага бош-
ланрич ахборот (бошлангич маълумот) берилади. Бу );олда
бошкдрувчи каллак, коидага асосан, q^ бошлангич холатни
кУрсатувчи охирги чап белги каршисида туради (V1.3- шакл).

«о I «3 «2 ^2

fr
VI.3- шакл.

Машинанинг иши тактлар йигиндисидан иборат булиб,
иш давомида бошлангич информация оралик информация-
га айланади.

Бошлангич информация сифатида лентага ташки алфа-
витнинг катакчаларга ихтиёрий равишда к^^илган чекли
символлар системасини (алфавитдаги ихтиёрий сузни) бе-
риш мумкин. Берилган бошлангич информацияга боглик
булган икки хил );ол булиши мумкин:
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1. Машина чекли сон тактдан кейин т^хгайди тухташ
\олатига ?гади). Бу холда лентада В информация тасвир-
ланган булади. Бу \одда машина А бошлангич информацияга
нисбатан татбих этиладиган (кулланиб буладиган) ва уни ]^йта
ишлаб В натижавий информацияга келтирган деб айтилади.

2. Машина \еч вакг тухгамайди, яъни д^ тухгаш хола-
тига утмайди. Бу ходда машина А бошлангич информация
га нисбатан татбих этилмайди деб айтилади.

Машина ишининг х^р бир тактида хуйидаги функцио
нал схема буйича хдракат килади:

а, Л д,.
if

Бу ерда — ташки алфавитнинг хлрфлари; gj^ д^ —
машинанинг холатлари; П, Л, Н — сурилиш символлари!

Бошк;;арувчи каллак лентада кандай харфни кУриб тур-
ганлиги (бизнинг ёзудда д.) ва машина кайси холатда (биз-
нинг ёзувда gj) турганлигига хараб, бу тактда уч элемент-
дан иборат команда (буйрук) ишлаб чикилади:

1) к^иб турилган харф алмаштирилган ташки алфавит
Карфи (д^;

/ /7 \
2) келгуси такт учуй ташки хотира адреси Л

н

3) машинанинг келгуси холати (д). ^
Хамма командалар мажмуаси Тьюринг машинасининг

дастурини ташкил килади. Дастур икки Улчовли жаггеал шак-
лида булиб, уни Тьюринг функционал схемаси деб аталади.
Буцдай схема куйидаги жадвалда мисол сифатнда берилган.

^0 «I «2
Ях ^г^Яз ^Х^Я2 ^г^Ях

Яг а^нд^

Яъ ^2»Ях

Я, ^х^Яз ^2"Я4
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Аникки, Тьюринг машинасининг иши бутуилайига
унинг дастури билан аникланади. Агар иккита Тьюринг ма
шинасининг функционал схемалари бир хил б^лса, у з^олда
улар бир-биридан фарк; к;илмайди. Хар хил Тьюринг маши-
налари 5^ар хил дастурларга эга булади.

Бундан кейин Тьюринг машинасининг \ар хил конфи-
гурацияларини (тархий куринишларини) соддарок; ифода-
лаш учуй лента ва унинг катакчаларини ифодаламасдан ах-
боротни факат суз шаклида ёзамиз. Бошкарувчи каллак за
машина \олатини ифодалаш сифатида машина )^олатини
ёзамиз.

Юк^оридаги жадвалда берилган функционал схемага мое
келувчи Тьюринг машинасининг ишини кУриб угайлик.

I - м исол . Дастлабки конфигурация куйидагича берил
ган булсин:

Aq ^2 ^2 ^0*

Чх

Бош кару вч и каллак карфини кУрИб турганлиги ва
машина \олатда булганлиги учуй машина а^ла^ коман-
дани ишлаб чикади ва натижада иккинчи конфигурацияни
косил килам из:

О2 ^0*

Ях

Равшанки, навбатдаги конфигурациялар куйидаги кури-
нишларда булади:

flo ^2 ^2 ^0 ~ учинчи конфигурация,
Ях

flj flj Ад — тУртинчи конфигурация,
Я,

— бешинчи конфигурация.

Яо
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Бешинчи конфигурацияда машина холатда (т\'*хташ
\олатида) турганлиги учуй cj3 \исоблашнинг нати-
жаси булади.

2- м и с о л. Бошланрич конфигурация куйидагича булсин:

До fl , ^2 ^2 ^0-

Юкоридаги функционал схемадан фойдаланпб, куйп-
даги конфигурацияларга келамиз:

До fl , ^2 ^2 ^0 ~ иккинчи конфигч'рация.

До д, д, Дз Дз До — учинчи конфигурация.

До д, д, Дз Дз До — туртинчи конфигурация,
Я2

До д, д, д, Дз До — бешинчи конфигурация,
Я2

До д, д, Дз Дз До — олтинчи конфигурация.
Я1

Иккинчи ва олтинчи конфигурациялардан куриниб ту-
рибдики, машинанинг иш жараёни такрорланди за, демак,
натижа б?лмайди.

6- §. Тьюринг машинасвда алгоритмнн
реализация килиш

|7[ Алгоритмларни реализация этиш. S^unuK системада п дан
н + I га утиш алгоритмини реализация 1^илиш. Натурал
сонларни 1^ушиш алгоритмини реализация /^илиш. Евклид
алгоритмини реализация i^unuui.
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Айрим оддий арифметик алгоритмларни реализация
купяпиган (амалга оширадиган) Тьюринг машинасини i^h-
дай ясашни бир i^aTop мисолларда курсатамиз.

1- м и с о л. Тьюринг машинасида з^нк снстемада п дан
л + 1 га утнш алгорнггмини реализация цилиш.

Ечим. Уилик системада п соннинг ёзуви берилган
булсин ва я + 1 соннинг унлик системадаги ёзувини курса-
тиш талаб этилсин, яъни /(я) = я + I функциями ^(исоблаш
талаб этилсин.

Равшанки, машинанинг ташкзт алфавити О, 1,2, 3, 4, 5,
6, 7, 8, 9 ракдмларидан ва буш катакча дан иборат б?ли-
ши керак. Лентага з^лик системада я сонни ёзамиз. Бу ерда
КДторасига б>^ жойсиз кар бир катакчага битта рацам ёзи-
лади.

К^^илган масалани ечиш учун ишнинг биринчи такти-
да машина я соннинг охирги ракамини ^ириб, уни бир
бирлик катта сонга алмаштириб ва агар охирги ракам 9 со-
нидан кичик булса, у \олда тухташ \олатига утиши керак.

Агар я соннинг охирги раками 9 булса, у \олда машина
9 рак^мини учириб, буш колган катакчага О ракдмини ёзиб,
Уша крлатда крлган \олда чапга юкорирок разрядли кУшни-
сига сурилиши керак. Бу ерда ишнинг иккинчи тактида
машина юкррирок разрядли ракамга I сонини кушиши ке
рак.

Табиийки, чапга сурилиш пайтида юкррирок разрядли
ракам булмаса, у колда машинанинг бошкарувчи каллаги
65^ катакчага чикиши мумкин. Бу колатда буш катакчага
машина 1 ракдмини ёзади.

Айтилганлардан шу нарса келиб чикадики, /(я) = я + 1
функциями кисоблаш алгоритмини реализация этиш пай
тида машина бор йуги ва колатларда булади.

Шундай килиб, унлик системада я дан я + 1 га утиш
алгоритмини реализация этадиган Тьюринг машинаси куйи-
даги кУринищда булади:
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^0 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

14 14 24 34 44 64 74 84 94 Qhq^

Куйида л = 183 ва я = 399 сонлари учун мое равишда
уларнинг конфигурациялари келтирилган:

flo183 flo
ffi

Ча

Oq 399 Яо
4l

Oq

OJ ОЧ О

Ч\

^0 300 До
41

^0 400 До

2- м И С О Л i Натурал сонларни |фпнш алгоритми.
Машина лентасига таёкналар мажмуаси шаклида икки-

та сон берилган булсин. Масалан» 2 ва 3 сонлари. Бу сон
ларни к$^шиш талаб этилсин. Кушиш символини (белгиси-
ни) юлдузча билан белгилаймиз. Шундай килиб, машина
лентасига куйидаги с^з ёзилади:

Оо11*|||во (О
(1) сузга татбик этиш натижасида 2 ва 3 сонларининг йи-
гиндисини, яъни

воНШло (2)
сузини берадиган фунюлионал схемани топиш талаб этилади.

Kj^йилгaн масалани ечиш жараёнини изо?;паб берайлик.
Дастлабки моментда машинанинг каллаги энг чапдаги та-
ёцчани куриб турсин. Уни то биринчи буш катакчага эриш-
гунча \амма таёцча ва юлдузчаларни чеклаб унгга суриш
керак. Бу буш катакчага биринчи таёкча ёзилади. Ундан
с^нг иккинчи таё1^ага к;дйтиб келиш керак ва уни ^ириб
тухташ керак. Машина ишининг \амма тактини куйидаги
мое конфигураци5и1арда ифодалаб берамиз:
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1) ^0 11*111^0
Ях

4) ^?о1*1 1К
4i

7) ^ohl lko
Я1

10) ^0 1*11 1 1^0
Яг

Яг

Яг

19) ^оЧИко
Яг

Яг

25) ао*\ \ \ \ \а.
Яг

28) а,*\ \ \ \ \а.
Яг

2) «о I * 1 1 1 ^0
Яг

5) ^ohl l l^o
Яг

3) ^^0 hi ll «о
Яг

6) ^0 I * 11 ho
Яг

8) ^^0 hl l lho 9) flo 1*1 1 1 he
Яг Яг

П) Ло hl l lho 12) ^0 1*111 he
Яг Яг

13) ао\*\\\\ао 14) flohll lho 15) 1*1 IIho
Яг Ях

16) floflo*l l lho 17) ^0 *11 1 ho 18) ^0*11 1 he
Яг

20) flj

Яг

Яг

21) flo*ll lho
Яг

22) flo*l ll lho 23) flo*lll lho 24) flo*ll l lho

26) йо
Яг

* I I I I I flr
Яг

27) ^^0* II 1 1 1^0
Яг Яг

29) flo*l l llho 30) ^0^^0*1 1 1 11^^0.
Ях Яо

Бу жараён масаланинг ечиш алгоритмини куйадаги икки
У'лчовли жадвал шаклида ёзишга имконият яратади:

«0 * 1
Ях "о" Яг

Яг кЯъ *«92 |«92
Яг ОоПЯх *-«9i 1/гд,
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Шундай кйлиб, бу ерда < *, | > ташк,и алфавит ва

^3 машина холатларидан фойдаланилди.
3-м и со л. Евклид алгоритми.
Евклид алгоритми берилган иккита натурал сон учун

уларнинг энг катта умумий б^лувчисиии топиш к^рини-
шидаги масалаларни ечади.

Маълумки, Евклид алгоритми 1;уйидаги камаювчи сон-
лар кетма-кетлигини тузишга келтирилади: биринчиси бе
рилган икки соннинг энг каттаси булади, иккинчиси — ки-
чиги, учинчиси — биринчи сонни икинчисига булишдан
)^осил булган цолдик;, туртинчиси — иккинчи сонни учин-
чисига булишдан з^осил булган цолдик; ва \оказо, то цол-
дицсиз булингунча давом эттирилади. Охирги булишдаги
булувчи масала ечимининг натижаси булади.

Биздан Евклид алгоритмини Тьюринг машинасининг
дастури сифатида ифодалаш талаб этилади. Бу дастур сон-
ларни таккослаш ва айириш циклларининг навбатма-нав-
бат (навбатлашиб) келишини таъминлаши керак.

ТУртта\арфдан иборат <а^, |, а, р> ташци алфавитдан
фойдаланамиз. Бу ерда — бУш катакча символи, | — таёк-
ча, а ва р — таёк;ча ролини вак^инчалик уйнайдиган \арф-
лар.

Масаланинг ечилишини бошлангич конфигурацияси

^1

булган \ол учун 4 ва 6 сонларининг энг катта умумий булув-
чисини топиш мисолида кУриб угайлик.

Биринчи навбатда машина лентада ёзилган сонларни
так;КОСлаши керак. Шу мацсад учун машина биринчи сон
ни ифодаловчи таёк?1аларни а ̂ арфи билан ва иккинчи сонни
ифодаловчи сонларни р харфи билан алмаштириши керак.
Машина ишининг биринчи тУрт тактига мое келувчи унинг
конфигурацияси куйидагича булади:
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1) ^«l l l l l i l l lko 2) ^ol l lcxl l l l l l^o
Ях Яг

3) ^7о| | |а| 1 | | | |£г„ 4) floll laP 1 1 1 1 1^0
Яг Ях

Шу билан дастлабки сонларни таккослаш цикли тамом
булиб, айириш цикли бошланади. Бу цикл давомида кичик
сон лентадан бутунлайига Учирилади, Р ;^рфи билан белги-
ланган иккинчи сон таёк;чалар билан алмашинади на, де-
мак, катта 6 сони иккита 4 ва 2 сонларига булинади.

Бу операцияларга бир катор конфигурациялар тУгри ке-
лади. Шулардан айримларини ёзамиз:

ДоааааррррЦоо
Ях

floaaaapppp| |^7o
Яу

Ло о а а ot р р р р 1 1 До
Яу

До ^0 ^0 ^0 Р Р Р Р 1 1 ^0
Яу

До До ^^0 До До I Р Р Р I ко
Яу

^0 ^0 ^0 ^0 ^0

Яу

^0 ^0 ^0 ^0 ^0 I 1 I I I ко
Яг
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Шу билан биринчи айириш цикли тамом булади.
Энди машина 4 ва 2 сонларини таккрслаши керак. Бу

сонларни таккослаш цикли куйидаги

в„ 1 1 а а р р а„
Я*

конфигурацияга ва айириш цикли

«о 111 I во
"нфигурацияга олиб келади. Учинчи тацкослаш цикли 2

ва ' сонларини
а а р Р До

^3
конфигураг яга ва айириш цикли

«о 1 1 "о
Я„

охирги конфигурацияга олиб келади. Шундай килиб, Тью
ринг функционал схемаси ушбу к^ринишида булади:

^0 1 а р
о-ЧЯг Q^лq^ Рл9,

ь ^0"^ Яа Р«9, апд^ Рл^2
Яъ ^о^*Яо \нЯг "о" Я, \пЯг
Яа ^0 " ̂ 0 «9, 1л «4 Ял

7- §. Алгоритмлар назарнясининг асосий птотезаси

Q Универсал усул. Тьюринг тезиси. Тьюринг, Чёрч, Гёдел,
Клини ва Марков олган натижаларнинг эквивалентлиги.

Тьюринг машинаси алгоритм тушунчасини аниклаш-
нинг битта йулини курсатади. Шу туфайли бир нечта са-
воллар пайдо бУлади: Тьюринг машинаси тушунчаси кан-
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чалик умумий булади? Алгоритмларни Тьюринг машинаси
воситаси билан бериш усулини универсал усул деб булади-
ми? Хамма алгоритмларни шу усул билан бериш мумкинми?

Ушбу саволларга \озирги вак^да мавжуд булган алго-
ритмлар назарияси куйидаги гипотеза билан жавоб беради:
j^ap и;андай алгоритмни Тьюринг функционал схемаси opt^anu
бериш ва мое Тьюринг машинасида реализация этиш мумкин.

Бу гипотеза Тьюринг тезиси деб аталади. Уни исботлаш
мумкин эмас, чунки бу тезис к^атьий таърифланмаган алго
ритм тушунчасини катьий аникданган Тьюринг машина-
сининг тушунчаси билан боглайди.

Бу тезисни рад этиш учуй Тьюринг машинасида реали-
зацияланмайдиган (амалга оширилмайдиган) алгоритм мав-
жудлигини курсатиш керак. Аммо 5^озиргача аникданган
Хамма алгоритмларни Тьюринг функционал схемаси opi^-
ли реализация этиш мумкин.

Шуни \ам таъкидлаб утамизки, Марковнинг нормал
алгоритм тушунчаси \амда Чёрч, Гёдел ва Клини томони-
дан киритилган рекурсив алгоритм (рекурсив функциялар)
тушунчалари Тьюринг томонидан киритилган алгоритм ту
шунчаси (Тьюринг функционал схемаси) билан эквивалент-
лиги исботланган.

Бу лалил уз наьбащца Тьюриш 1И11и1езасинин1 |уьри-
лигини яна бир марта курсатиб угади.

Муаммоли масала ва топшири1(лар
1. ф(л) = я + 2, ф(я) = я + 4, ф(я) = О функцияларни \исобловчи

алгоритмларни Тьюринг машинасининг дастурлари
сифатида ифодаланг.

[1, агар X фО булса,
функцияни хисобловчи Тьюринг машинасини тузинг.



Муаммояи масаяа ва moniuupuifjiap IhD

3. sgnjc
агар X = О булса,
агар X * О булса,

функцияни хисобловчи Тьюринг функционал схемаси-
ни тузинг.

4. ф(я) = 2п функцияни \исобловчи Тьюринг машинасини
тузинг.

5. /Лп)
_ Jl, агар п

[О, акс \а
сон р сонга булинса,

холла

функцияни хисобловчи Тьюринг машинасининг дастур-
ларини {Лд, 1} алфавитда ёзинг.

б. Функционал схемалари цуйидаги 1,2- жадвалларда берил-
ган Тьюринг машинаси кднлай функци5шарни \исоблайди?

1-жадвал 2-жадвал

^0 1
Чх

Чг
... ... ...

^Р-\

ч \^gi
^iH-l \"Чо

^о"Ч^,

"оНЧа

^р*4 "о "9,.»

^0 1
Яг \пЯл ЛЯ2

Я2 ^о"Яь \^'^Яъ
Я, ^о^Яе \лЯг
Ял \»Яо
Яъ

Яь 1«^7
Яп ^о'^Яб ^о"Яь

7. Дастури куйкдаги функционал схема (3- жадвал) оркали
берилган Тьюринг машинаси к^ндай куринишдаги
функцияни хисоблайди?
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3-жадвал

^0 а Р
^ь^Яг \nq, an д, РЯ?1

Яг адд^

Я, \nя^
Я, \пд> |«?4

И 30)^. Мисолларни ечишда Л.М. Лихтарников ва
Т.Г. Сукачеваларнинг «Математическая логика» (Санкт-
Петербург, 1999 й.) китобидан фойдаланишни тавсия
этамиз, 248—250-6., 275—281-6.

Mycrai^ ишлаш учун савол ва тошпиринлар

1. О.ммавий муаммо. Ечиш алгоритми. Тьюринг машиналари.
2. Ташки ва ички алфавит. Машинанинг ташки хотираси. Бошка-

рувчи каллак. Бошлангич ахборот. Машина дастури. Тьюринг
функиионал схемаси.

3. Тьюринг машинасида алгоритмни реализация килиш.
4. Натурал сонларни к^шиш алгоритмини реализация этиш. Евклид

алгоритмини реализация этиш.
5. Алгоритмлар назариясининг асосий гипотезаси.
6. Тьюринг, Чёрч, Гёдел, Клини ва Марков олган натижаларининг

эквивалентлиги какида.

8- §. Марковнинг нормал алгоритмлари
Г7| Алфавит. Символлар. ^(арфлар. Cjh3. Буш суз. Алгоритм. Алго

ритм таърифи. Алфавит устидаги алгоритм. Алфавит-
даги алгоритм. Татби/^ этиладиган алгоритм. Татби/f этил-
майдиган алгоритм. S^puuza t^yHum усули. Алгоритм схе
маси. Нормал алгоритм ёки Марков алгоритми. Мисоллар.
1 - т а ъ р и ф . Буш булмаган чекли символлар туплами

алфавит ва алфавитдаги символлар з^арфлар деб аталади.
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2-таъриф. А алфавитдаги^^арфлариинг,^ар 1\андай некли
кетма-кетлиги шу тупламдаги суз деб аталади. ){арфлар-
нинг буш кетма-кепьшги буш суз деб аталади ва уии л сим
волы билан белгилаиади.

Агар Sj^ сузни билан ва сузни Q
билан белгиласак, у \олда Sj^ Sj^ S^... суз P ва
Q с^зларнинг бирлашмаси PQ ни билдиради. Хусусий \олда,
у>л=А /> = Я ва

Агар BczA булса, у \олда А алфавит В алфавитнинг
кенгайиши (кенгайтиршггани) деб айтилади. Равшанки, бу
);олда В нинг \ар бир сузи уз навбатида А алфавитининг
\ам с^^зи булади.

А алфавитдаги \амма сузларнинг туплами Д С эса D
т^пламнинг бирор кием туплами булсин, яъни C<z D.

3-таъриф. Ани1^аниш со>;аси С ва f^uuMamnap coj^cu
D булган эффектов ^^исобланувчи функция А алфавитдаги
алгоритм (алгорифм) деб аталади.

4- т а ъ р и ф. Агар А aJlфaвumдaгu бирор Р суз U алгоритм-
нинг аникланиш сох;асига тегишли булса, у :^олда U алгоритм
Р сузга татбиц этиладиган деб аталади.

5-таъриф. Агар АаВ булса, у ^олда В алфавитдаги
о^ар бир алгоритм А алфавит устидаги алгоритм деб аталади.

А алфавитдаги нормал алгоритм тушунчаси билан А ал
фавит устидаги нормал алгоритм тушунчаси уртасидаги фарк
жуда кам мукимдир. А алфавитдаги кар кандай нормал ал
горитм факат А нинг карфларидан фойдаланади. А алфавит
устидаги нормал алгоритм эса А га кирмаган бошкд к^шимча
Карфлардан кам фойдаланиши мумкин. Шундай килиб,
А даги кар кандай нормал алгоритм А устидаги нормал ал
горитм кам булади. Аммо А да шундай алгоритмлар мав-
жудки, улар А устида нормал алгоритм эканлигига кара-
масдан, А да нормал алгоритм була олмайди.
18 - К.ТУрасв
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К^п аникланган алгоритмларни бирмунча оддийрок
Кадамларга булиш мумкин. Шу мацсадда рус математиги
А.А. Марков 1950 йилларда алгоритм тузишнинг асоси (неги-
зи) цилиб, элементар операция сифатида бир сузни иккинчи
суз урнига 1^уйишни олган.

Агар Р ва Q лар А алфавитдаги сузлар булса, у ^олда
Q ва P-^ Q ларни А алфавитдаги урнига 1^уйиш форму-

лалари деб атаймиз. Бу ерда ва символлари А алфавит-
нинг \арфлари эмас )^амда Р ва Q ларнинг \ар бири суз
б^лиши мумкин. Р-^ Q урнига цуйиш формуласи оддий
формула ва Р-^ Q урнига куйиш формуласи натижавий (ху-
лосавий) формула деб аталади.

Берилган Р^ Q ва. P^Q ̂ нига кз^йиш формулалари-
нинг исталган бирини ифодалаш учуй P-^( )Q умумий
к5финишдаги ёзувни ишлатамиз.

Алфавитнинг куйидаги урнига к^йиш формулаларининг
чекли руйхати

Pr-^i )Qr
алгоритм схемаси деб аталади ва у .4 алфавитда [о^йидаги
алгоритмии юзага келтиради: агар шундай W, Ксузлар (буш
суз булишлари мумкин) топилиб, Q = WTV булса, у \олда
Т суз Q сузнинг таркибига киради деб келишиб оламиз.

Энди А алфавитда Р сУз берилган булсин. Бу ерда икки
\ол булиши мумкин:

1. Яр p2> •••» Я^сУзларнинг бирортаси \ам Я сузнинг тар
кибига кирмайди. Бу тасдикни киска равишда U\ Яз шак-
лида ёзамиз.

2. Яр Я^, Я^ сузларнинг орасида Я сузнинг таркибига
кирувчилари топилади. Энди 1 < m ^ г муносабатни каноат-
лантирувчи энг кичик бутун сон т ва Р^ суз Я нинг тарки
бига кирувчи суз булсин.
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Р сузнинг таркибига энг чапдан кирган сузни

билан алмаштиришдан хосил б^ладиган с^ни Р дейлик.
Р B2i R орасидаги айтилган муносабатни:

а) агар P-^{ ')Q^ Урнига куйиш формуласи оддий фор
мула булса,

U:P\-R (1)
шаклида ва;

б) агар P-^{)Q„ Урнига кУйиш формуласи натижавий
формула булса,

U:P\-R (2)
шаклида ёзамиз.

(1) \олда и алгоритм Р сузни R сузга оддий утказади
дейилади ва (2) \олда U алгоритм Р сузни R сузга натижа
вий утказади деб айтилади.

U'.P^R символик ёзув А алфавитда шунаай /^, R^,
сузлар кетма-кетлиги мавжудки, /2=Л^^,У=0, 1, к-2
лар учун (/:/? ва ёки U:R^^^ \-'R^y ёки U:R^^^ \- •R,,
(охирги \олда U: P\=R Урнига U: P^ R ёзилади) эканли-
гини билдиради.

Ёки С/: Рh Л, ёки U: P\=R ва U: Rid булганда ва фа-
Кат шундагина U(P) = R деб кабул циламиз.

Юкоридаги каби аникпанган алгоритм нормал алгоритм
ёки Марков алгоритма деб аталади.

и алгоритмнинг амал к^ишини куйидагича ифодалаш
мумкин. Л алфавитда Р суз берилган булсин. U алгоритм
схемасида Р^ суз Р нинг таркибига кирувчи биринчи • )б„
урнига кУйиш формуласини топамиз. Р сузнинг таркибига
энг чапдан кирган Р^ суз урнига формулани кУямиз.
Р, шундай Урнига кУ^ишнинг натижаси бУлсин^ Агар

—> (.) 0^ Урнига кУйиш формуласи натижавий булса, у
колда алгоритмнинг иши тугайди ва унинг киймати Р, бУла-
ди. Агар P„-^{ )Q„ Урнига кУйиш формуласи оддий булса,
у колда Р, 1га Р га нисбатан ишлатилган процедурани бажа-
рамиз ва коказо. Агар охирги боскичда I/.R^d муносабатни
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каноатлантирувчи (яъни, Р,, Р^ срзларнинг бирор
таси R. таркибига кирмайди) R. суз \осил б?лса, у \олда
алгоритмнинг иши тугайди ва R. унинг киймати булади.

Агар ифодаланган жараён охирги бос1^чда тамом булмаса,
у \олда и алгоритм Р с5ага татбии^ этилмайди деб айтилади.

1 - м и с о л . {Ь, с) А алфавит б?лсин. Куйидаги алгоритлМ
схемасини к^рамиз:

Л
Бу схема билан берилган U нормал алгоритм А алфа-

витдаги таркибига камида битта b харфи кирган к;андай
Р сузни шундай сузга узгартирадики, бу суз Р суздан унинг
таркибига энг чапдан кирган Ь сузни Учириш натижасида
>;осил булади.

Хак;икатан \ам, /'суз таркибига энг чапдан кирган Ь суз
дан чапрокда турган \ар кандай с \арфни с с оддий Урни-
га к^йиш формуласи яна с \арфига Утказади ва энг чагшаги
Ь харфини А -»• л натижавий урнига кУйиш формуласи л
натижавий буш сузга узгартиради.

Масалан, агар Р- ссЬЬс булса, у \олда P-^ Q, бу ерда
0= ссЬс. и алгоритм буш сузни уз-узига узгартиради.

и алгоритм Ь ?^арфи кирмаган буш булмаган сузларга
татбик; этилмайди. Хак;ик;атан ^ам, агар Р суз факат с чарф-
ларлан иборат булса, у \олда с —> с оддий Урнига к^^йиш фор
муласи уни яна узига айлантиради. У )^олда )^мма вацт Р—>Р
булади ва биз натижавий Урнига 1^уйиш формуласига кела
олмаймиз, яъни жараён чексиз давом этади.

2- м и со л . у4 ушбу {Aq, a^, ..., алфавит булсин. КУйи-
даги схемани кУрамиз:

Qt —> Л

О- —> Л



9- §. Марков буйича ifucMuu :^исо6.1апувчи ва з^исоблаиувчи функцимар Ozii
Бу схемани л) (д,. е А) куринишида \ам ёзиш

мумкин. Бу схема А апфавитдаги \ар кандай сузни б5?ш сузга
узгартирадиган U нормал алгоритмдир. Масалан,

и: a^a^a^a^aQ h h ^ I"
ва охири (/: л ID. Демак, U^a^a^a^a^aQ) = л.

3-мисол. А алфавит 5", \арфдан иборат булсин. Бу
з^арфни 1 билан белгилаймиз. Хар кандай п натурал сон
учун индукция методи буйича 6 = 1^ ва л + 1 = л1 ларни
аниклаймиз. Шундай килиб, 1 = 11, 2 = 111 ва \оказо.

п с^злар ракамлар деб айтилади. Ушбу
{ л • 1

схема оркали берилган U нормал алгоритмни аникдаймиз.
А алфавитдаги \ар кандай Р с^з учун £/(/^ = IP га эга була-
миз. Хусусий \олда, \ар цандай п натурал сон учун
U(n) = л + 1. Хар кандай Р с^з а б^ш сузнинг киришидан
бошланишини (чунки Р = лР) эсласак, келтирилган алго-
ритмиинг туррилигига ишонамиз.

9- §. Марков бз^ича кисмий кисобланувчи ва
кисобланувчи функциялар

СТ Батамом эквивалент алгоритмлар. Эквивалент алгоритм-
лар. Марков буйича i^ucmuu ,^исобланувчи функциялар.
Марков буйича ^^исобланувчи функция/шр. Кцсмий рекур-
сив функция билан Марков буйича г^исмий з^исобланувчи
функция орасидаги муносабат. Умумрекурсив функция
билан Марков буйича ^(исобланувчи функция орасидаги
муносабат.

и b2i К алгоритмлар ва Р с^з булсин. Агар (/ ва /Г алго-
ритмларнинг иккаласи кам Р сузга татбик этилмайдиган
ёки иккаласи кам унга татбик этиладиган ва кейинги колда= К(Р) булса, бу колатни U(P)- К{Р) куринишда ифо-
далаймиз.




























































































































































































































































































