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Soʻz boshi 

 

Toshkent axborot texnologiyalari universitetida 2018/2019 oʻquv 
yilidan boshlab kredit texnologiyasi boʻyicha ta’lim joriy qilindi. Bu 

ta’lim tizimi boʻyicha ta’lim olayotgan talabalar uchun oʻquv rejasiga 

yangi “Differentsial tenglamalar” fani kiritildi. Shu sababli, bu fan 
boʻyicha namunaviy dastur va maruzalar matni yozish zaruriyati 

vujudga keldi. Muallif shu maqsadni koʻzlab fanning 18 ta mavzusini 

oʻz ichiga olgan ushbu oʻquv qoʻllanmani yozib oʻquvchi diqqatiga 
havola qilyapdi.  

Amaliy masalalar aksariyat murakkab, koʻpincha analitik yechimga 

ega boʻlmaganligi uchun ularni sonli usullar yordamida taqribiy yechish 
majburiyati vujudga keladi. Ayrim hollarda esa yechimni topish 

algoritmi katta hajmdagi hisoblarni talab qiladi. Bunday hollarda 

yetarlicha xatolik bilan boʻlsada taqribiy yechimni topish ma’qul 
boʻladi. Ayniqsa texnik yoʻnalishdagi fanlarda keng uchraydigan bunday 

murakkab katta hajmdagi hisoblashlar bilan bogʻliq masalalarni 

kompyuterlarda dasturlar yordamisiz hisoblab boʻlmaydi. Shu sababli, 
oʻquv qoʻllanma oxirida differentsial tenglamalarni taqribiy yechish 

usullari keltirilgan. Bu sohadagi mavjud adabiyotlar aksariyat rus tilida 

boʻlib, ular ham yetarli hajmda emas. 
Ushbu oʻquv qoʻllanma “Differentsial tenglamalar” fanidan 

adabiyot taqchilligini bartaraf etish uchun moʻljallangan. Qoʻllanma 

“Differentsial tenglamalar” fanining namunaviy dasturi asosida oʻquv 
rejaga muvofiq, soatlar taqsimotiga koʻra tuzilgan. Qoʻllanma oxirida 

bilimlarini mustahkamlash istagida boʻlgan talabalar uchun qoʻshimcha 

adabiyotlar roʻyxati keltirilgan.  
Qoʻllanma kamchiliklardan holi boʻlmasligi mumkin. Shu sababli, 

muallif qoʻllanma boʻyicha bildirilgan barcha kamchiliklarni 

mamnuniyat bilan qabul qiladi. 
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       1-§. Umumiy tushunchalar. Ta’riflar. 

       1.1. Differentsial tenglamalar tushunchasiga olib keluvchi 

ayrim masalalar. Kuzatilayotgan jarayonda bir nechta oʻzgaruvchi 
miqdorlarning oʻzaro munosabatda boʻlishligiga fizika, matematika 

fanlarida bir nechta  misollar orqali ishonch hosil qilgan edik. 

       Ular oʻrtasidagi funktsional munosabatlarni biz shu jarayonning 
tenglamasi deb nomlagan edik. Bu tenglamani shu jarayonning ma-

tematik modeli, deb ham atashadi. Shu tenglamaga kiruvchi ayrim 

oʻzgaruvchilar asosiy oʻzgaruvchilar orqali ifodalanishi mumkin. 
Masalan, moddiy nuqta harakatini koʻraylik. U biror t  vaqt ichida 

qandaydir s  masofani bosib oʻtadi. Ma’lumki, s  t  vaqtning 

funktsiyasidir, ya’ni )(tss  . s  masofani moddiy nuqta biror   tezlik 

bilan bosib oʻtsin. Bilamizki, )(' ts , moddiy nuqtaning tezlanishi esa 

)('' tsa   edi. Jarayonni kuzatish maqsadidan kelib chiqqan holda, 

jarayon tenglamasi nainki t , s  oʻzgaruvchilarni, balki    va a  larni, ya’ 
ni s  ning birinchi va ikkinchi hosilalarini ham oʻz ichiga olishi 

mumkin. Shunday holatlarga doir bir nechta misollar koʻraylik. 

       1-m i s o l.  Massasi m  boʻlgan biror jism yuqoridan tashlangan 
boʻlsin. Agar jismga ogʻirlik kuchidan tashqari uning tushish tezligi   

ga proportsional boʻlgan havoning qarshilik kuchi ham ta’sir etsa, shu 

jismning tezligi qanday qonun bilan oʻzgarishini aniqlang. 
     Yechish. Nyutonning ikkinchi qonuniga 

koʻra 

                     F
dt

d
m





, 

bu yerda 
dt

d
 -harakatdagi jismning 

tezlanishi, F


 esa jismga ta’sir etuvchi kuch. 

Bu kuch jismning ogʻirlik kuchi mgF 1


  va 

havoning qarshilik kuchi kF 2


 lar 

yigʻindisidan iborat boʻladi. 
Demak,  




kmg
dt

d
m   ,                                   (1) 

ya’ni noma’lum   funktsiya va uning hosilasi 
dt

d
 larga nisbatan 

tenglama hosil qildik. 

      Har qanday  

        

 

 

           1F


 

 

 

                    
2F


 

 

 

           1-rasm.   
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k

mg
Ce

t
m

k




  

koʻrinishdagi funktsiya (1) tenglikni qanoatlantiradi (buni tekshirishni 

oʻquvchining oʻziga havola qilamiz). 
      2-m i s o l.  Massasi m  boʻlgan moddiy nuqta vaqtning t  momentida 

  (absolyut) tezlikka ega boʻlsin. t  vaqt ichida unga massalari 

yigʻindisi т , qoʻshilgunga qadar tezligi u  boʻlgan zarralar qoʻshilsin. 
U holda, tt   momentda nuqta va unga qoʻshilgan zarralar massasi 

тт   va tezligi    boʻladi. 

      Bu nuqtalar sistemasining t  momentdagi harakat miqdori 
mumQ    

boʻlsa, tt   momentda esa 
))((   mmQQ  

boʻladi.  

      Demak, sistema harakat miqdorining t  vaqt ichida oʻzgarishi 
  mmumQ )(  

ga teng boʻladi. 

      Tezlik kabi massani ham vaqtning uzluksiz va differentsiallanuvchi 

funktsiyasi, deb faraz qilaylik. Oxirgi tenglikni t  ga boʻlib, 0t  da 
limitga oʻtsak,  

0lim
0






 t

m

t


 

ekanligidan 

dt

dm
u

dt

d
m

dt

dQ
)(  


 

munosabat hosil boʻladi. Agar oʻzgaruvchan massali jismga qoʻyilgan 

tashqi kuchlarning teng ta’sir etuvchisi F  ga teng boʻlsa, harakat 

miqdori haqidagi teoremaga koʻra 

F
dt

dm
u

dt

d
m  )(


                                         (2) 

tenglamani hosil qilamiz. Bu tenglama Mesherskiy tenglamasi, deb 
ataladi. Bu tenglama orqali xarakterlanadigan jarayon reaktiv harakat, 

deyiladi.  

      Agar zarralar qoʻshilib borsa, nuqtaning massasi ortib boradi, shu 

sababli 0
dt

dm
 boʻladi, agar parchalanish jarayoni kuzatilayotgan boʻlsa, 

ya’ni nuqtadan zarralar ajralib chiqa boshlasa, 0
dt

dm
boʻladi, va nihoyat, 
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nuqta massasi oʻzgarmasa, 0
dt

dm
 boʻlib, (2) tenglama Nyutonning 

ikkinchi qonunini ifodalaydi. 

0uu   

miqdor nuqtaga qoʻshilayotgan zarralarning nisbiy tezligi, deb ataladi. 
Mesherskiy tenglamasini bu miqdor orqali quyidagicha yozish mumkin: 

0u
dt

dm
F

dt

d
m 


                                              (3) 

yoki 

RF
dt

d
m 


, 

bu yerda 0u
dt

dm
R   reaktiv kuch, deb nomlangan. 

      Agar oʻzgaruvchan massali nuqtaga tashqi kuchlar ta’sir etmasa, 

0F  boʻlib, oxirgi tenglama quyidagi koʻrinishni oladi: 

R
dt

d
m 


. 

      3 - m i s o l . Ba’zi elementlar atomlarining yadrolari alfa-, beta- va 

gamma- nurlar chiqarib boshqa elementlar yadrolariga oʻz-oʻzidan 

aylanishi radioaktiv yemirilish, deyiladi. Radioaktiv yemirilish statistik 
xarakterga ega: atomlarning yadrolari hammasi birdaniga yemirilmay, 

balki izotopning butun mavjud boʻlish davrida yemiriladi. Bunda birlik 

vaqt ichida yemiriladigan atomlar soni har bir izotop uchun oʻzgarmas 
boʻlib, uning yemirilmagan atomlari miqdorining biror qismini tashkil 

etishi aniqlangan. Bu kattalik qismiy yemirilish doimiysi, deyiladi va   

harfi bilan belgilanadi. 
      Shunday qilib, dt  vaqt davomida yemirilgan dN  atomlar soni Ndt      

ga teng, ya’ni 

NdtdN  ,                                                  (4) 
bu yerda N  son t  vaqt momentida yemirilmay qolgan atomlar sonidir. 

Manfiy ishora yemirilmagan atomlar soni N  vaqt oʻtishi bilan 

kamayishini bildiradi. 
      4 – m i s o l . Kimyoviy reaktsiya mobaynida A  va B  moddalar С  

moddaga oʻtsin. Agar harorat oʻzgarmas va reaktsiya tezligi: a) A  modda 

С  moddaga oʻtganda A  moddaning qolgan miqdoriga; b) A  va B  
moddalar С  moddaga oʻtganda tegishli massalar koʻpaytmasiga 

proportsional boʻlsa, С  moddaning miqdorini topaylik. 
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      С  moddaning miqdori х  boʻlsin. Agar a) hol yuz bersa, A  

moddaning boshlangʻich miqdorini а  va proportsionallik koeffitsientini 

0k  desak,  

)( xak
dt

dx
                                              (5) 

tenglama, va agar b) hol yuz bersa,   

))(( xbxak
dt

dx
                                       (6) 

tenglama hosil boʻladi. 

       5-m i s o l . Qarshiligi r , induktivligi L  va sigʻimi C  boʻlgan 
maydonlar ketma-ket ulangan zanjirda boshlangʻich 0t  vaqt 

momentida konturdagi tok va kondensatordagi zaryad nolga teng boʻlsa, 

shu zanjirdagi oʻtish jarayonlarini  
 

                                     rU                LU  

 

 
          )(tU                                                           СU  

 

 

 

                                     2-rasm.   
 

tekshiring. 
       Kirkgofning 1-qonuniga koʻra, elektr zanjirning tarmoqlarida sarf 

boʻlayotgan toklar yigʻindisi nolga teng, 2-qonuniga koʻra esa elektr 

zanjirning har qanday yopiq konturining barcha tarmoqlaridagi 
kuchlanishlar pasayishining yigʻindisi shu konturdagi elektr manbaaning 

EYuK lari yigʻindisiga teng. 

       Butun zanjir boʻylab kuchlanishning pasayishi barcha maydon-
lardagi kuchlanishlar pasayishining yigʻindisiga teng (2-rasmga qarang): 

CLr UUUU  . Om qonuniga asosan qarshiligi r  boʻlgan maydon 

uchun rIU r  . Sigʻimi C  boʻlgan kondensator uchun 
C

q
UC  , bu yerda 

q - kondensatorning zaryadi. Ma’lumki, 
dt

dU
C

dt

dq
I C . Bundan 



t

C Idt
C

U
0

1
.Induktivligi L  boʻlgan katushka uchun 

dt

dI
LU L  . 
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        U holda   

t

CLr
dt

dI
LIdt

C
rIUUUU

0

1
 boʻladi. Agar bu teng- 

likni t  boʻyicha differentsiallab yuborsak, quyidagi tenglamani hosil 
qilamiz: 

dt

dU

C

I

dt

dI
r

dt

Id
L 

2

2

.                              (7) 

       1.2. Ta’riflar.  

       1-ta’rif. Erkli oʻzgaruvchi х , uning noma’lum funktsiyasi у  va 

uning hosilalari 
 nyyу ,...,",'  larni oʻzaro bogʻlovchi tenglama 

differentsial tenglama, deb ataladi. 

       Differentsial tenglamalar  
  0),...,",',,( nyyyyxF  

yoki 

0),...,,,,(
2

2


n

n

dx

yd

dx

yd

dx

dy
yxF  

koʻrinishda yozilishi mumkin. 

       2-ta’rif. Tenglamaga kiruvchi hosilalarning eng yuqori tartibi  shu 
differentsial tenglamaning tartibi, deb ataladi. 

       Masalan, yuqorida koʻrilgan misollardagi (1)-(6) tenglamalar 1-

tartibli differentsial tenglamalardir, (7) tenglama esa 2-tartibli 
differentsial tenglamadir. 

       3-ta’rif. Differentsial tenglamani ayniyatga aylantiruvchi har 

qanday )(xfy   funktsiya differentsial tenglamaning yechimi yoki 

integrali, deb ataladi. 

       Masalan, 
k

mg
Ce

t
m

k




  funktsiya ixtiyoriy oʻzgarmas С  son uchun 

1-misoldagi hosil qilingan (1) differentsial tenglamaning yechimidir. 

       6-m i s o l. Oʻzgarmas 1С  va 2С  larning har qanday qiymatlarida 

ham  

xCxCy cossin 21   

koʻrinishdagi funktsiyalar ikkinchi tartibli  

02

2

2

 yk
dx

yd
 

differentsial tenglamaning yechimlari boʻladi. Buni bevosita oʻrniga 

qoʻyib tekshirish mumkin (buni bajarishni oʻquvchiga havola qilamiz). 
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      Bu misollardan koʻrinadiki, differentsial tenglama agar yechimga 

ega boʻlsa, yechimlari soni cheksiz koʻp boʻlar ekan.  

      Agar noma’lum )(xfy   funktsiya bir erkli oʻzgaruvchining 

funktsiyasi boʻlsa, biz koʻrayotgan tenglama oddiy differentsial 

tenglama, deyiladi. Bu bobda biz faqat oddiy differentsial tenglamalarni 

koʻramiz. 
      Agar noma’lum funktsiya bir nechta erkli oʻzgaruvchining 

funktsiyasi boʻlsa, u holda bunday tenglamalarni xususiy hosilali 

differentsial tenglamalar, deb ataymiz. 

     1.3. Yoʻnalishlar maydoni. Izoklinalar. 

     Quyidagi 

 ,
dy

f x y
dx

                                                   (8) 

tenglama koordinatalari x va y boʻlgan M nuqtadagi 
dy

dx
 hosilaning 

qiymatini, ya’ni integral egri chiziqning shu nuqtada oʻtkazilgan 

urinmasining burchak koeffisientini aniqlaydi. Demak, (8) tenglama Oxy 
tekisligida har xil yoʻnalishlar, boshqacha qilib aytganda yoʻnalishlar 

maydonini aniqlaydi. 

      Shuning uchun, geometrik nuqtai-nazardan (8) differentsial 
tenglamani integrallash urinmalari yoʻnalishi qaralayotgan nuqtalarning  

maydon yoʻnalishlari bilan ustma-usr tushadigan egri chiziqlarni 

aniqlashdan iborat ekan. 

      (8) differentsial tenglama uchun 
dy

C Const
dx

   tenglikni 

qanoatlantiradigan nuqtalarning geometrik oʻrni bu differentsial 
tenglamaning izoklinasi deyiladi. 

      С ning har xil qiymatlarida har xil izoklinalar hosil boʻladi. С ning 

qiymatiga mos keluvchi izoklina tenglamasi  ,f x y C  boʻladi. 

      Quyidagi 
dy y

dx x
    

differentsial tenglama izoklinasining tenglamasi 
y

C
x

   yoki  y Cx   . Bu 

toʻgʻri chiziqlar oilasidir (3-rasmga qarang). 
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3-rasm 

       2-§. Birinchi tartibli differentsial tenglamalar.  

        2.1. Umumiy tushunchalar. Birinchi tartibli differentsial tenglama 

quyidagi koʻrinishga ega boʻladi: 
0)',,( yyxF .                                               (1) 

Koʻpincha uni y  ga nisbatan yechib olib,  

),(' yxfy                                                    (2) 

koʻrinishga keltirib olish mumkin. 

       (2) koʻrinishdagi tenglamalar yechimlari uchun mavjudlik va 

yagonalik shartlarini beruvchi quyidagi teorema oʻrinli. 

       Teorema. Agar (2) tenglamaning oʻng tomonidagi ),( yxf  funk 

tsiya biror  00 , ух  nuqtani oʻz ichiga oluvchi D  sohada uzluksiz va y  

boʻyicha uzluksiz differentsiallanuvchi boʻlsa, u holda (2) tenglamaning 

00 )( уху   shartni qanoatlantiruvchi yagona yechimi mavjud. 

       Geometrik nuqtai-nazardan teorema grafigi berilgan  00 , ух  

nuqtadan oʻtuvchi yagona )(ху   funktsiya mavjudligini bildiradi. 

Bu teoremadan differentsial tenglamaning yechimlari cheksiz koʻp 

boʻlishligi kelib chiqadi, chunki D  sohada har xil  00 , ух  nuqtalar 

olsak, ulardan oʻtuvchi mos yechimlar har xil boʻladi. 

       00 )( уху   shart boshlangʻich shart, deyiladi. Uni quyidagi  

00
| yy xx   

koʻrinishda ham yoziladi. 

       1-ta’rif. 1-tartibli differentsial tenglamaning umumiy yechimi deb 

shunday  
),( Cxy                                                     (3) 
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funktsiyaga aytamizki, u: a) har qanday oʻzgarmas С  son uchun 

differentsial tenglamani qanoatlantiradi; b) boshlangʻich 00 )( уху   shart 

qanday boʻlmasin, shunday 0СС   qiymat topiladiki, ),( 0Cxy   

funktsiya boshlangʻich shartni qanoatlantiradi. 
       Qoʻyilgan masalaning yechimi oshkormas 

0),,(  Cyx                                                 (4)      

koʻrinishda aniqlanishi mumkin. Agar (4) ni y  ga nisbatan yechish 

mumkin boʻlsa, bu ishni bajarib, umumiy yechimni topamiz. Agar buni 

imkoni boʻlmasa, yechim oshkormas (4) koʻrinishda qoladi. Bu holda 

(4) ni differentsial tenglamaning umumiy integrali, deb ataymiz. 
       2-ta’rif. Differentsial tenglamaning umumiy (3) yechimida 

oʻzgarmas С  songa biror  0СС   qiymat bersak, hosil boʻlgan 

),( 0Cxy   funktsiya differentsial tenglamaning xususiy yechimi, deb 

ataladi. Xuddi shunday 0),,( 0  Cyx  funktsiya tenglamaning xususiy 

integrali deyiladi. 

       1-m i s o l. Quyidagi 

x

y

dx

dy 2
  

differentsial tenglamaning umumiy yechimi  
2Cxy   boʻlsa, uning  

1)1( y  boshlangʻich shartini qanoatlantiruvchi xususiy yechimini topish 

uchun 1,1 00  ух  qiymatlarni umumiy yechim tenglamasiga qoʻysak, 
211 C , ya’ni 1C  boʻladi. Demak, berilgan differentsial tenglamaning 

xususiy yechimi 
2xy   boʻladi. 

        Agar umumiy integrallarning koordinatalar tekisligidagi grafiklarini 

koʻrsak, ular oʻzgarmas С  songa bogʻliq boʻlgan egri chiziqlar oilasini 
beradi. Bu egri chiziqlar 

differentsial tenglamaning 

integral chiziqlari, deb ataladi. 
Xususiy yechimga bu oilaning 

tekislikning biror nuqtasidan 

oʻtuvchi bitta egri chizigʻi mos 
keladi. 

        Oxirgi koʻrilgan misolda 

umumiy 
2Cxy   yechim 

parabolalar oilasini ifodalasa, 

                
3
1С  1С   у         

2
1С   

4
1С  

 

 

 

 

 

                                       О           0С           х  

 

               
3
1С  

 

4-rasm. 
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topilgan xususiy yechim )1,1(0М  nuqtadan oʻtuvchi parabolani 

ifodalaydi. 4-rasmda bu oilaning 1С , 
2
1С , 

3
1С , 

4
1С   va 

3
1С   

qiymatlarga mos keluvchi aʻzolari koʻrsatilgan. 
        Qilayotgan mulohazalarimiz geometrik nuqtai-nazardan tushunarli 

boʻlishi uchun tenglamaning yechimi, deb faqat ),( 0Cxy   funktsiyani 

oʻzini emas, balki uning grafigi boʻlmish integral egri chiziqni ham 

tushunamiz. Masalan, tenglamaning yechimi  00 , ух  nuqtadan oʻtadi, 

deymiz. 

        Demak, differentsial tenglamani yechish yoki uni integrallash 
deganda: 

        a) uning umumiy yechimi yoki umumiy integralini (agar 

boshlangʻich shartlar berilmagan boʻlsa)  yoki 
        b) uning xususiy yechimini  (agar boshlangʻich shartlar berilgan 

boʻlsa) topishni tushunar ekanmiz. 

         

        2.2. Oʻzgaruvchilari ajralgan va ajraluvchi differentsial 

tenglamalar. Quyidagi 

0)()(  dyyNdxxM                                           (5) 

koʻrinishga keltirilgan differentsial tenglamalar oʻzgaruvchilari ajralgan 
differentsial tenglamalar, deb ataladi. 

       Uning umumiy integrali (5) ni bevosita integrallab topiladi: 

   CdyyNdxхМ )()(  

       5 - m i s o l. Oʻzgaruvchilari ajralgan 
0 ydyxdx  

differentsial tenglamaning ikkala tomonini integrallasak: 

   Cydyxdx , 

uning 

C
yx


22

22

 

umumiy integralini topamiz. Oxirgi tenglik maʻnoga ega boʻlishi uchun 
0С  boʻlishi shart. Shu sababli, agar uni  

Сух 222   

koʻrinishda yozib olsak, tenglamaning umumiy yechimi markazi 

koordinatalar boshida, radiusi С2  boʻlgan kontsentrik aylanalar 

ekanligi kelib chiqadi. 
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       Eng sodda oʻzgaruvchilari ajralgan differentsial tenglamalar 

quyidagi 

)(xf
dx

dy
   yoki  dxxfdy )(  

koʻrinishdagi tenglamalardir. Uning umumiy yechimi 

Сdxxfy   )(  

boʻladi. 

)()( 21 yfxf
dx

dy
                                              (6) 

koʻrinishdagi yoki 

0)()()()( 2211  dyyNxMdxyNxM                       (7) 

koʻrinishga keltirilgan har qanday differentsial tenglama oʻzga- 

ruvchilari ajraluvchi differentsial tenglamalar, deb ataladi. 

       Agar tenglama (6) koʻrinishda berilgan boʻlsa, uni avval  

dxxfdy
yf

)(
)(

1
1

2

  

koʻrinishga keltirib olib, keyin yuqoridagidek bevosita integrallab, uning 

umumiy integrali topiladi: 

Сdxxfdy
yf

  )(
)(

1
1

2

. 

      2-m i s o l. Kimyoviy reaktsiya tenglamasi (§1.1, 4-misolni qarang) 

)( xak
dt

dx
     yoki    ))(( xbxak

dt

dx
  

oʻzgaruvchilari ajraluvchi tenglama. Masalan, chap tomondagi 

tenglamani quyidagicha yechamiz: 

kdt
аx

dx



. 

Endi oxirgi tenglikni integrallab yuborsak 

 


dtk
ах

dх
. 

yoki 

Cktax lnln  . 

Bundan 
ktCeax   

hosil boʻladi. 
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       Agar tenglama (7) koʻrinishda berilgan boʻlsa, (7) ning ikkala 

tarafini )()( 21 xMyN  ifodaga boʻlib yuborsak, u oʻzgaruvchilari ajralgan  

0
)(

)(

)(

)(

1

2

2

1  dy
yN

yN
dx

xM

xM
 

tenglama koʻrinishiga keladi. 

       3 - m i s o l. Ushbu 

011 22  dyxdxy  

tenglamaning umumiy yechimini topaylik. 

       Tenglikning ikkala tarafini  
22 11 ух   ifodaga boʻlib yuborib, 

oʻzgaruvchilari ajralgan 

0
11 22





 y

dy

x

dx
 

tenglamani hosil qilamiz. Bundan 

 
Cyx arcsinarcsinarcsin   

 

umumiy integralni topamiz. Agar bu tenglikda sinuslarga oʻtsak 

Cxyyx  22 11  

kelib chiqadi. 

      2.3. Bir jinsli tenglamalar.  

      Ta’rif. Agar ),( yxf  funktsiya х  va у  oʻzgaruvchilarga nisbatan 0-

darajali bir jinsli funktsiya boʻlsa (13-bob, 9-§ ga qarang), u holda 1-

tartibli  

),( yxf
dx

dy
                                                   (8) 

differentsial tenglama bir jinsli, deyiladi. 

       Oxirgi tenglamaning oʻng tomonidagi ),( yxf  funktsiya 0-darajali 

bir jinsli funktsiya boʻlgani uchun har qanday   son uchun  

),(),( ухfyxf   boʻladi, xususan х
1  uchun  











x

y
fyxf ,1),( , 

 

ya’ni 0-darajali bir jinsli funktsiya erkli oʻzgaruvchilar nisbatiga bogʻliq 
boʻladi.  
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       Shuni eʻtiborga olib (8) ni quyidagicha 











x

y
f

dx

dy
,1                                                (8ʻ) 

yozish mumkin. 

      Agar bu yerda  
x

y
u   , ya’ni uxy    desak,  x

dx

du
u

dx

dy
  boʻladi. 

Bularni (8ʻ)  ga olib borib qoʻysak, u  ga nisbatan differentsial         
tenglama hosil boʻladi: 

),1( uf
dx

du
xu  . 

      Bu tenglamaning oʻzgaruvchilarini quyidagi tartibda ajratamiz: 

uuf
dx

du
x  ),1(        va      

x

dx

uuf

du


),1(
. 

Oxirgi tenglamani integrallagach: 

  


C
x

dx

uuf

du

),1(
, 

natijadagi  u  oʻrniga  x
y

 ni qoʻyib, berilgan differentsial tenglamaning 

umumiy yechimini topamiz. 

       4 - m i s o l. Quyidagi 

x

y

x

y
y sin'   

differentsial tenglamaning  2)1( y   boshlangʻich shartni qanoat- 

lantiruvchi xususiy yechimi topilsin. 
      Yechish . Berilgan tenglama bir jinsli (buni tekshirishni oʻquvchiga 

havola qilamiz), shu sababli unda uxy  , x
dx

du
u

dx

dy
  almashtirish 

bajaramiz. Natijada 

 dxuuudxxdu sin ;      udxxdu sin ;     
x

dx

u

du


sin
 

tenglamaga ega boʻlamiz. Agar oxirgi tenglikni integrallasak: 

  Cxutg lnln2ln   

yoki 

 Cxarctgu 
2  
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kelib chiqadi. Agar bu yerda teskari almashtirish bajarsak, ya’ni u           

oʻrniga  x
y

 ni qoʻysak, umumiy yechim   Cxxarctgy 2   hosil boʻladi. 

Agar berilgan boshlangʻich shartdan foydalansak: arctgC22   boʻladi. 

Bundan 1С  ni topamiz. Demak, soʻralgan xususiy yechim 
xarctgxy 2  

ekan. 

      Eslatma. Quyidagi 

    0,,  dyyxNdxyxM  

koʻrinishdagi tenglama bir jinsli boʻladi, qachonki  yxM ,  va  yxN ,  

funktsiyalar birjinslik darajalari bir xil boʻlgan funktsiyalar boʻlsa, 

chunki birjinslik darajalari bir xil boʻlgan funktsiyalar nisbati 0-darajali 
birjinsli funktsiya boʻladi (13-bob, 9-§ ga qarang). 

      5 - m i s o l .   022  xydydxxyx ,   046 32224  dyxydxyyxx  

tenglamalar bir jinsli differentsial tenglamalardir. 

 
      2.4. Bir jinslikka keltiriladigan differentsial tenglamalar. Agar 

111 cbyxa

cbyax

dx

dy




                                               (9) 

koʻrinishdagi tenglamada  0,0 1  cc   boʻlsa, bu tenglama bir jinsli 

boʻladi, aks holda, ya’ni  s  va  s1  larning kamida bittasi noldan farqli 

boʻlsa, bu tenglamani bir jinsli tenglamaga keltirish mumkin. Buning 
uchun 

hxx  1  ,  kyy  1  

almashtirish bajaramiz. 

1

1

dx

dy

dx

dy
  

boʻlgani uchun, (9) bu almashtirish natijasida 

1111111

11

1

1

ckbhaybxa

cbkahbyax

dx

dy




                                (10) 

koʻrinishga keladi. Agar h  va  k  larni  









0

,0

111 ckbha

cbkah
                                             (11) 

sistemaning yechimlari qilib tanlasak, (10) quyidagi bir jinsli 

1111

11

1

1

ybxa

byax

dx

dy




  
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tenglamaga keladi. 

      Agar (11) sistema yechimga ega boʻlmasa, ya’ni baab 11   boʻlsa, u 

holda 1aa   va  1bb   deb, (9) ni  
 
  1cbyax

cbyax

dx

dy







                                            (12) 

koʻrinishga keltirish mumkin. Bu tenglama  

byaxz                                        (13) 

almashtirish yordamida oʻzgaruvchilari ajraluvchi tenglamaga keladi. 

Haqiqatan,  

dx

dy
ba

dx

dz
       yoki     

b

a

dx

dz

bdx

dy


1
  .                     (14) 

(13)  va  (14)  larni (12)  ga qoʻysak, oʻzgaruvchilari ajraluvchi 

1

1

cz

cz

b

a

dx

dz

b 





 

tenglama hosil boʻladi. 

      Eslatma. Ixtiyoriy uzluksiz  funktsiya uchun 

















111 cybxa

cbyax
f

dx

dy
 

koʻrinishdagi har qanday tenglama yuqoridagi usullar yordamida 

integrallanadi. 

      6 - m i s o l .     01212  dyyxdxyx  tenglamaning umumiy 

yechimini toping. 
      Yechish . Buning uchun avval 









012

012

yx

yx
 

sistemani yechib olamiz 1;1  kyhx . Endi berilgan tenglamada 

1;1 11  уyхx  11; dуdydхdx   almashtirish bajarsak, tenglama  
    022 111111  dyyxdxyx  

koʻrinishga keladi. Bu tenglama duxudxdyuxy 11111 ;   almashtirish 

yordamida oʻzgaruvchilari ajraluvchi  

    02112
2

111

2  duuxdxxuu  

tenglamaga keltiriladi. Bu tenglamaning umumiy integrali  

Cuux  12

1 . 

Agar bu yerda  11 xyu   deb, tenglikning ikkala tomonini kvadratga 

koʻtarsak: 
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22

111

2

1 Cxyxy   

munosabat hosil boʻladi. Eski oʻzgaruvchilar  x   va  y  larga qaytish 

uchun oxirgi tenglikda 1;1 11  уухх  deb, bir nechta elementar 

almashtirishlar bajarsak, berilgan tenglamaning umumiy integrali 
222 1 Суххуух   

kelib chiqadi. 

      7 - m i s o l .     01222  dyyxdxyx  tenglamaning umumiy 

yechimini toping. 
      Yechish . Bu tenglama uchun (11) sistema yechimga ega emas. 

Shuning uchun dxdzdyzxy  ;  almashtirish bajaramiz. Natijada 

tenglama  

     0122  dxdzzdxz     yoki       0123  dzzdxz  

 

koʻrinishga keladi. Oʻzgaruvchilarni ajratib integrallasak: 
 

  



Cdxdz

z

z

3

12
   yoki     Cxzz  3ln52  

 

hosil boʻladi. Endi oxirgi tenglikda ухz   deb eski oʻzgaruvchilarga 

oʻtsak, berilgan tenglamaning umumiy integrali kelib chiqadi: 

Cyxyx  352 . 

 

3-§. Birinchi tartibli chiziqli tenglamalar. 
 
    Ta’rif. Noma’lum funktsiyaga va uning hosilasiga nisbatan chiziqli 

boʻlgan ushbu  

)()( xQyxP
dx

dy
                                            (1) 

koʻrinishdagi tenglama birinchi tartibli chiziqli tenglama, deb ataladi, bu 

erda )(),( xQxP  lar berilgan oʻzgarmas yoki x  ning uzluksiz 

funktsiyalaridir. 

    Agar  0)( xQ  boʻlsa, (1) ni bir jinsli
1
 tenglama, aks holda bir jinsli 

boʻlmagan tenglama deymiz. (1) koʻrinishdagi tenglamalarni echishning 
ikki usuli bor. 
                                         
1 Bu yerda " bir jinsli " atamasi yxPy )('  ifoda у  va 'y  larga nisbatan bir jinsli funktsiya bo’lgani uchun 

ishlatildi, shu sababli buni х  va у  ga nisbatan bir jinsli bo’lgan tenglama bilan chalkashtirish kerak emas. 
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    3.1. Bernulli usuli. (1) ning yechimini  

)()( xxuy                                                   (2) 

koʻrinishda qidiramiz. Buning uchun (2) ni differentsiallab, (1) ga olib 

borib qoʻyamiz: 

)()( xQuxP
dx

du

dx

d
u  


 

yoki 

).()( xQ
dx

du
xP

dx

d
u 








 


                                    (3) 

Agar )(x  funktsiyani  

0)(  


xP
dx

d
                                               (4) 

bir jinsli tenglamaning echimi sifatida tanlasak, (3) quyidagi 

)()( xQ
dx

du
x                                                (5) 

koʻrinishga keladi. Natijada noma’lum )(xu  va )(x  funktsiyalarni 

topish uchun tenglamalar sistemasini hosil qilamiz: 














).(

0)(

xQ
dx

du

xP
dx

d






        

(4) tenglama oʻzgaruvchilari ajraluvchi tenglama, shuning uchun 

dxxP
d

)(



 

boʻladi. Agar uni integrallasak: 

 dxxPC )(lnln 1   

boʻladi. Bundan 


 dxxP

eCx
)(

1)(  

kelib chiqadi. Bu (4) ning umumiy yechimi, lekin bizga uning bitta 

xususiy yechimini bilish kifoya edi, shu sababli )(x  funktsiya sifatida 


 dxxP

ex
)(

)(                                                   (6) 

ni olamiz. Ayonki, 0)( x . Endi (5) ni yechish mumkin, buning uchun 

(6) ni (5) ga qoʻyib, uning oʻzgaruvchilarini ajratsak: 

dx
x

xQ
du

)(

)(


  

boʻladi. Buni integrallasak: 
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Cdx
x

xQ
u   )(

)(


 

hosil boʻladi. Va nihoyat, topilgan )(xu  va )(x  funktsiyalarni (2) ga 

qoʻysak, (1) ning umumiy yechimi kelib chiqadi: 

  )(
)(

)(
)( xCdx

x

xQ
xy 


 . 

Bu haqiqatan umumiy yechim, chunki har qanday 00 )( yxy   

boshlangʻich shart uchun S ni  
)()()( 0000 xCxxy    

tenglamadan topish mumkin, bu yerda  dx
x

xQ
x

)(

)(
)(


 . 

    1 - m i s o l . Oʻzgarmas R  qarshilik va L  induktivlik ketma-ket 

ulangan induktivlik zanjiridagi tokning oʻtish jarayonini boshlangʻich 

tok 0I  va kuchlanish )(tfU   boʻlgan hol uchun koʻraylik. 

    Yechish . Ma’lumki (§1.1, 5-misolga qarang), bunday zanjirdan 

tokning oʻtish tenglamasi 

URI
dt

dI
L                                                    (7) 

boʻladi. Buni qoʻyidagicha yozib olamiz: 

L

tf
I

L

R

dt

dI )(
 . 

Bu I  ga nisbatan birinchi tartibli chiziqli differentsial tenglamadir.Bu 

yerdagi R
L  kattalik masala shartiga koʻra oʻzgarmas, uni zanjirning 

vaqt doimiysi deyiladi. 

    Uning yechimini (2) koʻrinishda qidiramiz. U holda noma’lum )(tu  va 

)(t  funktsiyalarga nisbatan hosil boʻladigan sistema qoʻyidagi 

koʻrinishda boʻladi: 














.
)(

0

L

tf

dt

du

L

R

dt

d






 

Bu sistemaning birinchi tenglamasini yechamiz: 

dt
L

Rd





 

yoki 
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t
L

R
dt
L

R

ee





 . 

Buni sistemaning ikkinchi tenglamasiga qoʻyib, )(tu  ni topamiz: 

dtetf
L

du L
Rt

)(
1

  

Oxirgi tenglikni integrallab yuborsak: 

  Cdtetf
L

tu L
Rt

)(
1

)(  

hosil boʻladi. U holda yechim 









 


dtetf

L
CeI L

Rt
L

Rt

)(
1

 

boʻladi. Agar boshlangʻich shartni qoʻllasak: 

CI 0  

ekanligi kelib chiqadi. Demak, masalaning yechimi 









 


dtetf

L
IeI L

Rt
L

Rt

)(
1

0  

ekan. 
    3.2. Lagranj usuli. Bu usulning mohiyati shundaki, berilgan bir jinsli 

boʻlmagan chiziqli (1) tenglamaning umumiy yechimi unga mos 

qoʻyilgan 

0)(  yxP
dx

dy
                                                   (8) 

bir jinsli chiziqli tenglamaning umumiy yechimidagi oʻzgarmas S1 
koeffitsientni oʻzgaruvchi deb faraz qilib topiladi, ya’ni 


 dxxP

eхCу
)(

1 )(  

deb, uni (1) tenglamaga qoʻyiladi, natijada noma’lum )(1 хС  funktsiyaga 

nisbatan  

)()('
)(

1 xQexC
dxxP

  

tenglama hosil boʻladi. Bundan 

  CdxexQxC
dxxP )(

)()(  

kelib chiqadi, bu yerda S ixtiyoriy oʻzgarmas. U holda (1) ning umumiy 

yechimi 







 



CdxexQeу
dxxPdxxP )()(

)(  

boʻladi. 
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    Eslatma. Lagranj usulini "ixtiyoriy oʻzgarmasni variatsiyalash usuli", 

deb ham atashadi. 

    2 - m i s o l . tgxyxy 2cos'   tenglamaning umumiy yechimini 

Lagranj usuli bilan topaylik. 
    Yechish . Avval  

0cos' 2  yxy  

bir jinsli tenglamani yechib olamiz. Buning uchun uning 

oʻzgaruvchilarini ajratamiz: 

0
cos2


x

dx

y

dy
. 

Tenglikning ikkala tomonini integrallab yuborsak: 
Ctgxy lnln   

yoki 
tgxCey   

ni hosil qilamiz. Endi berilgan tenglamaning umumiy yechimini topish 

uchun  
tgxeхCy  )(                                                  (9) 

deb olib, berilgan tenglamaga (9) ni va  

xexCexCy tgxtgx 2sec)()(''    

olib borib qoʻyamiz: 

tgxexCxxexCexxC tgxtgxtgx   )(cossec)()('cos 222  

yoki 

tgxxexC tgx 2cos)(' . 

Bundan 

  Ctgxedx
x

tgxe
xC tgx

tgx

  1
cos

)(
2  

 

kelib chiqadi. U holda berilgan tenglamaning umumiy yechimi 
 

tgxCetgxy  1  

boʻladi. 

4-§. Bernulli tenglamasi. 
 

    Quyidagi у  ga nisbatan chiziqli boʻlmagan 

nyxQyxP
dx

dy
)()(                                         (1) 
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koʻrinishdagi tenglama “Bernulli tenglamasi”  deb ataladi, bu yerda 0n  

va  1n  boʻlgan ixtiyoriy haqiqiy son, chunki aks holda, tenglama 

avvalgi paragrafda koʻrilgan chiziqli tenglamaning aynan oʻzi boʻladi. 
(1) ni chiziqli tenglamaga quyidagi usul bilan keltiriladi. 

    Tenglamaning ikkala tomonini 
nу   ga boʻlib yuboramiz: 

)()( 1 xQyxP
dx

dy
y nn  

. 

Agar oxirgi tenglamada  
1 nyz                                                      (2) 

deb oʻzgaruvchini almashtirsak, u quyidagi koʻrinishga keladi: 

)()1()()1( xQnzxPn
dx

dz
                         

ya’ni z  ga nisbatan chiziqli tenglama hosil boʻladi. Bu tenglamaning 

umumiy yechimini avvalgi paragrafdagi ikki usulning biri bilan topib 

olib, undagi z  ni 
1nу   ga almashtirsak, Bernulli tenglamasining 

umumiy integrali kelib chiqadi. 

    1 - m i s o l . 3
4

23
2

' yx
x

y
y    tenglamani echaylik. 

       Yechish. Bu Bernulli tenglamasi, shuning uchun 3
1

 yz  deb 

oʻzgaruvchini almashtiramiz. U holda tenglama quyidagi koʻrinishga 

keladi: 

2

3

2
' xz
x

z  . 

Buni masalan Lagranj usuli bilan yechaylik: 

0
3

2
 z

xdx

dz
 

yoki oʻzgaruvchilarini ajratsak: 

x

dx

z

dz

3

2
 . 

Bundan 

3
2

)( xxCz  . 

Bundan hosila olib, berilgan tenglamaga olib borib qoʻyamiz: 

23
1

3
1

3
2

)(
3

2
)(

3

2
)(' xxxCxxCxxC 



 

yoki 
3
4

)(' xxC  . 
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Buni integrallab yuborsak: 

CxxC  3
7

7

3
)(  

hosil boʻladi. Demak,  

3
2

3

3

7
Cxxz   

yoki 

3
2

33
1

3

7
Cxxy 

  

ekan. Bundan 

3

3
2

3

3

7

1













Cxx

y  

kelib chiqadi. 

    Eslatma. Bernulli tenglamasini oʻzgaruvchini (2) koʻrinishda 
almashtirmasdan, bevosita Lagranj usulini qoʻllab yechsa ham boʻladi. 

    2 - m i s o l . 
42' yx

x

y
y   tenglamani Lagranj usulida yechaylik. 

    Yechish. Avval 0' 
x

y
y  tenglamani yechib olamiz. Uning umumiy 

yechimi x
Cy   boʻladi. Endi  x

xC
y

)(
  , 2

)()('
'

x
xC

x
xC

y    larni 

berilgan tenglamaga qoʻysak: 

 
2

4
)()('

x

xC

x

xC
  

tenglama hosil boʻladi. Unda oʻzgaruvchilarini ajratamiz: 

x

dx

xC

xdC


4)]([

)(
. 

Bu tenglamani integrallasak: 

 
Cx

xC
lnln

)(3

1
3

        yoki       
 3

ln3

1
)(

x
C

xC   

kelib chiqadi. Demak, umumiy yechim 

 3 ln3

1

x
Cx

y   

boʻlar ekan. 
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5-§. Toʻla differentsialli tenglamalar. 

 

     5.1. Ta’rif. Quyidagi 

0),(),(  dyyxNdxyxM                                   (1) 

differentsial tenglama "toʻla differentsialli" deyiladi, agar ),(),,( yxNyxM  

lar 

x

N

y

M









                                                  (2) 

munosabatda boʻlgan uzluksiz, differentsiallanuvchi funktsiyalar boʻlsa. 

    (1) tenglamaning bunday atalishiga sabab, agar (2) tenglik oʻrinli 

boʻlsa, u holda (1) ning chap tomoni biror  ),( ухи  funktsiyaning toʻla 

differentsiali boʻladi, va aksincha, agar (1) ning chap tomoni biror 
),( ухи  funktsiyaning toʻla differentsiali boʻlsa, u holda (2) munosabat 

bajariladi. Haqiqatan, agar  
dyyxNdxyxMdu ),(),(   

boʻlsa, u holda toʻla differentsialning Ta’rifiga koʻra 

dy
y

u
dx
x

u
du









  

ekanligidan 

),( yxM
x

u





, ),( yxN
y

u





                                   (3) 

boʻlishi kelib chiqadi. Bularning birinchisini у  boʻyicha, ikkinchisini 

esa х  boʻyicha differentsiallasak: 

yx

u

y

M








 2

 , 
xy

u

x

N








 2

 

ga ega boʻlamiz. Agar ikkinchi hosilalar uzluksiz boʻlsa, u holda 

x

N

y

M









 

tenglik oʻrinli boʻladi. Demak, (2) tenglik (1) ning chap tomoni biror 
),( ухи  funktsiyaning toʻla differentsiali boʻlishi uchun zaruriy shart 

ekan. 
    Endi faraz qilaylik, (2) tenglik oʻrinli boʻlsin. U holda 

),( yxM
x

u





 

munosabatdan 
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 

x

x

ydxyxMu

0

)(),(   

kelib chiqadi, bu erda 0х - yechimning mavjudlik sohasidagi ixtiyoriy 

nuqtaning abtsissasi. 

    х  boʻyicha integrallaganda у  ni oʻzgarmas deb faraz qilingani uchun, 

integrallash jarayonida hosil boʻladigan oʻzgarmasni у  ning funktsiyasi, 

deb hisoblash mumkin. 

    Endi )(у  ni shunday tanlaymizki, natijada (3) ning ikkinchisi ham 

oʻrinli boʻlsin. Buning uchun oxirgi tenglikni у  boʻyicha 

differentsiallaymiz: 

 








x

x

yxNydx
y

M

y

u

0

),()(' ; 

lekin (2) shartga koʻra 

 



x

x

Nydx
x

N

0

)('  

yoki 

),()('|),(
0

yxNyyxN x

x  . 

Demak, 

),()(' 0 yxNy   

yoki 

10

0

),()( CdyyxNy

y

y

  . 

Va nihoyat,  

10

00

),(),(),( CdyyxNdxyxMyxu

y

y

x

x

                        (4) 

tenglikni hosil qilamiz. 

    Demak, (2) shart bajarilsa, shunday ),( ухи  funktsiya mavjudki, 
dyyxNdxyxMdu ),(),(   

boʻladi. Shu sababli, (1) ni 

0du  
deyish mumkin. Bundan 

Cухи ),(  

tenglik kelib chiqadi. U holda (4) ga asosan 
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CdyyxNdxyxM

y

y

x

x

 
00

),(),( 0 ,                                  (5) 

ya’ni (1) ning umumiy integralini hosil qilamiz. 

    1 - m i s o l . 0)()1(  dyxedxyx y  tenglamaning umumiy 

yechimini toping. 

    Yechish. Bu yerda  xeyxNyxyxM y  ),(,1),( , 1




y

M
, 

1




x

N
, ya’ni (2) shart bajarilyapti, demak, berilgan tenglama toʻla 

differentsialli ekan. 

    Umumiy yechimni (5) formula boʻyicha topamiz: 

1

00

)1( Cdyedxyx

y

y

x

   

yoki 

10

0

2 |
2

1
Cexxyx yy

x









 . 

Bundan 

1

2 1
2

1
Cexxyx y    yoki   Cxxyxe y  2

2

1
 

ga ega boʻlamiz. 
    5.2. Agar (2) tenglik bajarilmasa, u holda (1) tenglama toʻla 

differentsialli boʻlmaydi. Bunday tenglamalar uchun ayrim hollarda 

integrallovchi koʻpaytuvchi, deb ataluvchi  shunday ),( yx  funktsiyani 

topish mumkinki, berilgan tenglamani shu funktsiyaga koʻpaytirilganda, 
tenglama toʻla differentsiallikka aylanadi. 

    Integrallovchi koʻpaytuvchi  ),( yx  ni topish uchun berilgan 

tenglamani ),( yx  ga koʻpaytiramiz: 

0),(),(  dyyxNdxyxM  . 

Ma’lumki, bu tenglama toʻla differentsialli boʻlishi uchun 
   

x

N

y

M








 
 

boʻlishi zarur va yetarlidir. Oxirgi tenglikni quyidagicha yozib olamiz: 

x
N

x

N

y
M

y

M


















 



  
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yoki 





























y

M

x

N

x
N

y
M 


. 

Tenglikning ikkala tomonini ),( yx  ga boʻlib yuborsak noma’lum 

),( yx  funktsiyaga nisbatan: 

y

M

x

N

x
N

y
M


















  lnln
                                (6) 

tenglamani hosil qilamiz. Buni umumiy holda yechish juda murakkab, 
shu sababli uni ayrim xususiy hollardagina hal qilamiz. 

    Masalan, (1) tenglama faqat у  ning funktsiyasi boʻlgan integrallovchi 

koʻpaytuvchiga ega boʻlsin. U holda  

0
ln






x


 

boʻladi. Shu sababli, (6) tenglama quyidagi koʻrinishda boʻladi: 

M

y

M

x

N

dy

d 









ln

. 

Agar bu yerda 

M

y

M

x

N










 

ifoda faqat у  ga bogʻliq boʻlsa, u holda 





















dy
M

y

M

x

N

e  

boʻladi. 

    Aynan shundek, agar 

N

y

M

x

N










 

ifoda faqat х  ga bogʻliq boʻlsa, u holda integrallovchi koʻpaytuvchi 





















dy
N

y

N

x

M

e  

koʻrinishda topiladi. 

    2 - m i s o l .   02  dyyxydx  tenglamaning umumiy ildizini toping. 
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    Yechish. Bu yerda   1,1,, 2 










x

N

y

M
yxNyM , ya’ni 

x

N

y

M









, lekin 

yM

y

M

x

N

2











.  Shu sababli, 

2

2

1

y
e

dy
y 





 . 

Berilgan tenglamani shu integrallovchi koʻpaytuvchiga koʻpaytiramiz: 

01
1

2











 dy

y

x
dx
y

. 

 
Natijada toʻla differentsialli (buni tekshirishni oʻquvchiga havola 

qilamiz) tenglama hosil qilamiz. 

    1,1 00  ух   deb (5) formulani qoʻllaymiz: 

 

 











yx

Cdy
y

dx
y

1

2

1

1
11

 

yoki 

Cy
yy

x
yx











11

1
. 

Demak, berilgan tenglamaning umumiy yechimi 

Cy
y

x
  

ekan. 

 

6-§. Egri chiziqlar oilasining oʻramasi. 

 

    Quyidagi  
0),,( CyxF                                    (1) 

tenglama Оху  dekart koordinatalar tekisligida S  ning har bir qiymatida 

biror egri chiziqni ifodalaydi (3-bob, 1.1-§ qarang). S ning har xil 

qiymatlariga mos keluvchi egri chiziqlarni bir parametrli egri chiziqlar 

oilasi deb ataymiz. Demak, (1) tenglama bir parametrli egri chiziqlar 
oilasini aniqlar ekan. 
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    Ta’rif. L  chiziq bir parametrli egri chiziqlar oilasining oʻramasi 

deyiladi, agar u oʻzining har bir nuqtasida oilaning biror chizigʻiga 

urinib oʻtsa va har xil nuqtalarida urinayotgan oilaning chiziqlari ham 
har xil boʻlsa. 

    1-m i s o l .   222
RyCx    tenglama markazlari Ох  oʻqida 

joylashgan  R  radiusli aylanalar oilasini beradi. Bu oilaning oʻramalari 

Ry   va  Ry   toʻgʻri chiziqlardir (5-rasmga qarang). 
              у  

              R 

 

                      

                                                                x  
             -R       

                  C 

                                5-rasm.  
    Endi oʻramani topish masalasini koʻraylik. Faraz qilaylik, (1) egri 

chiziqlar oilasi berilgan boʻlsin. Agar u tenglamasi )(ху   boʻlgan 

oʻramaga ega boʻlsa, bu yerda )(х -uzluksiz va differentsiallanuvchi 

funktsiya, u holda bu oʻramaning har bir ),( ухМ  nuqtasi (1) oilaning 

biror egri chizigʻiga tegishli boʻladi, bu egri chiziqqa S koeffitsientning 

M nuqtaning koordinatalari ),( ух  ga bogʻliq boʻlgan aniq bir qiymati 

mos keladi: ),( ухCC  . Demak, oʻramaning barcha nuqtalari uchun 

0)),(,,( yxCyxF                             (2) 

boʻladi, ya’ni (2) ni oʻramaning oshkormas tenglamasi deb qarash 

mumkin. Faraz qilaylik, ),( ухC  koeffitsient ух,  larning barcha 

qiymatlarida oʻzgarmas boʻlmagan differentsiallanuvchi funktsiya 

boʻlsin. Oʻramaning (2) tenglamasidan oʻramaga uning ),( ухМ  

nuqtasida oʻtkazilgan urinmasining burchak koeffitsientini topaylik. (2) 
ni х  boʻyicha differentsiallaylik: 

0'








































y

y

C

C

F

y

F

x

C

C

F

x

F
 

yoki 

0'' ''' 
















 y

y

C

x

C
FyFF Cyx                          (3) 
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    Ma’lumki, egri chiziqga oʻtkazilgan urinmaning burchak koeffitsienti 

uning tenglamasidan olingan hosilaning shu nuqtadagi qiymatiga teng. 

Agar oshkormas funktsiyadan olinadigan hosila formulasini eslasak: 

'

'

'
y

x

F

F
y  , 

u holda (1) oilaning egri chizigʻiga oʻtkazilgan urinmaning burchak 
koeffitsienti 

0'''  yFF yx                                    (4) 

tenglikdan aniqlanadi. Oʻramaga oʻtkazilgan urimaning burchak 

koeffitsienti egri chiziq urinmasining burchak koeffitsientiga teng 
boʻlgani uchun  (3) va (4) larga asosan 

0'' 
















y

y

C

x

C
FC            

tenglikka ega boʻlamiz. Oʻramada constухC ),(  boʻlgani uchun 

0'








y

y

C

x

С
, 

shu sababli, oʻramaning barcha nuqtalari uchun 

0),,(' CyxFC                                 (5) 

boʻladi. Natijada oʻramani topish uchun 









0),,(

0),,(

' CyxF

CyxF

C

                                  (6) 

sistemani hosil qildik. Lekin bu tenglamalarni (1) ning 
'' , yx FF  xususiy 

hosilalarini nolga aylantiradigan statsionar nuqtalar deb ataluvchi 
nuqtalar koordinatalari ham qanoatlantiradi. 

    Haqiqatan, maxsus nuqtaning koordinatalarini (1) tarkibiga kiruvchi C 

parametr orqali ifodalash mumkin: 
),(Cx   )(Cy  .                             (7) 

    Agar bularni (1) ga olib borib qoʻysak: 
  0),(),( CCCF   

ayniyatni hosil qilamiz. Uni C boʻyicha differentsiallaylik: 

.0'''  Cyx F
dC

d
F

dC

d
F


 

ух,  lar statsionar nuqtaning koordinatalari boʻlgani uchun 0,0 ''  yx FF  

boʻladi, shu sababli yuqoridagi tenglikdan 0' СF  kelib chiqadi. 
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    Demak, (6) ni yechganda, yechim oʻramani yoki statsionar 

nuqtalarning geometrik oʻrnini bildirishini aniqlash uchun qoʻshimcha 

tekshirishlar oʻtkazish lozim ekan. 

    2-m i s o l.   222
RyCx   aylanalar oilasining oʻramasini (6) 

sistema yordamida aniqlang. 

    Yechish. Oila tenglamasini S boʻyicha differentsiallaylik: 

  02 Cx . 

U holda (6) sistema bu misol uchun quyidagicha boʻladi: 

 
  








.02

,222

Cx

RyCx
 

Bu sistemadan S ni yoʻqotsak: 

022  Ry   yoki  Ry   

hosil boʻladi. Shu natijaga biz boshqa usul bilan kelgan edik. Ma’lumki, 

bu oʻrama edi. Bu yerda ham aylana statsionar nuqtalarga ega 

boʻlmagani uchun Ry  - oʻrama tenglamasi, degan xulosaga kelamiz. 

    3 - m i s o l .   0
23  Cxy  yarimkubik parabolalar oilasining 

oʻramasini toping. 
    Yechish. Berilgan tenglamani S parametr boʻyicha differentsiallaymiz: 

  02 Cx . 

    Bundan S ni topib, oila tenglamasiga qoʻysak: 
0y  

boʻladi. Bu  Ох  oʻqining tenglamasi. Uni oʻramami yoki statsionar 

nuqtalarning geometrik oʻrnimi ekanligiga ishonch hosil qilish uchun 
berilgan oilaning statsionar nuqtalarini topaylik. Buning uchun berilgan 

tenglamani х  va y  boʻyicha differentsiallaylik: 

 

.03

;02

2'

'





yF

CxF

y

x

 

Bundan Сх  , 0y  ekanligi kelib chiqadi. S ga har xil qiymatlar 

bersak, statsionar nuqtalar Ох  oʻqini toʻlgʻizadi, ya’ni Ох  oʻqi statsionar 

nuqtalarning geometrik oʻrni ekan (6-rasmga qarang). 
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                                        у     

 

 

 

                                        О                           х     
    statsionar nuqtalarning geometrik o’rni 

 

 
6-rasm 

    4 - m i s o l .     0
3

2 32
 CxCy  oilaning oʻramasi va statsionar 

nuqtalarining geometrik oʻrnini toping. 
    Yechish. Tenglamani C  boʻyicha differentsiallaylik: 

    03
3

2
2

2
 CxCy  

yoki 

 2CxCy  .                                (8) 

Buni berilgan tenglamaga qoʻysak: 

    0
3

2 34
 CxCx  

yoki 

    0
3

23









 CxCx  

hosil boʻladi. Bundan C ning ikkita qiymatini topamiz: C1= х , 

3
2

2  хС . 

    Agar (8) ga birinchi qiymatni qoʻysak: 

 2xxxy   

yoki 
xy   

tenglamani hosil qilamiz. Agar (8) ga ikkinchi qiymatni qoʻysak: 

0
3

2

3

2
2









 xxxy  

yoki 

9

2
 xy  

kelib chiqadi. Topilgan chiziqlarning birinchisi statsionar nuqtalarning 

gelmetrik oʻrnini, ikkinchisi esa oʻramani beradi (7-rasmga qarang). 
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7-rasm 

    

 

 
                        Evolyuta 

 

 

 

 

 

    

                                    Egri chiziq 

 

 

  
8-rasm 

    Eslatma. Berilgan egri chiziqning normallari oilasi evolyuta uchun 

urinmalar oilasi boʻladi. Demak, evolyuta berilgan egri chiziqning 
normallari oilasi uchun oʻrama vazifasini oʻtar ekan (8-rasmga qarang). 

 

7-§. Birinchi tartibli differentsial tenglamalarning 

maxsus yechimlari. 

 

    Berilgan 

0,, 








dx

dy
yxF                                  (1) 

differentsial tenglama  

  0,,  Cyx                                  (2) 

umumiy integralga ega boʻlsin. 
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    Faraz qilaylik, (2) umumiy integralga mos keluvchi umumiy egri 

chiziqlar oilasi oʻramaga ega boʻlsin. Bu oʻrama (1) differentsial 

tenglamaning integral egri chizigʻi boʻlishini koʻrsatamiz. 
    Haqiqatan, oʻrama oʻzining har bir nuqtasida oilaning biror egri 

chizigʻiga urinadi, ya’ni u bilan umumiy urinmaga ega boʻladi. Demak, 

har bir umumiy nuqtada oʻrama va egri chiziq ',, yyx  miqdorlarning bir 

xil qiymatlariga ega boʻladi. Lekin oilaning egri chizigʻi uchun ',, yyx  

sonlar (1) tenglamani qanoatlantiradi. Shu sababli, oʻramaning har bir 

nuqtasini abtsissasi, ordinatasi va burchak koeffitsienti (1) tenglamani 
qanoatlantirishi shart. Bu - oʻrama integral chiziq, uning tenglamasi esa 

differentsial tenglamaning yechimi ekanligini bildiradi. 

    Lekin oʻz navbatida oʻrama, umuman aytganda, integral yechimlar 
oilaning vakili emas, shu sababli, u umumiy integraldan C ning biror 

xususiy qiymati orqali topilmaydi. 
    Ta’rif. Differentsial tenglamaning umumiy yechimidan C ning birorta 

ham qiymati orqali topib boʻlmaydigan va grafigi umumiy yechimga 

kiruvchi integral egri chiziqlar oilasining oʻramasi boʻlgan yechimi 
differentsial tenglamaning "maxsus yechimi", deb ataladi. 

    Faraz qilaylik, (2) umumiy integral berilgan boʻlsin. Undan va 

  0,,'  CyxC  tenglamadan C parametrni yoʻqotib, 0),( ух  

tenglamaga kelamiz. Agar bu funktsiya (1) ni qanoatlantirsa-yu, lekin 

(2) yechimlar oilasiga tegishli boʻlmasa, u holda Ta’rifga koʻra, bu 
funktsiya maxsus integral boʻladi. 

    Shuni ta’kidlash lozimki, maxsus yechimni ifodalovchi egri 

chiziqning har bir nuqtasidan kamida ikkita integral egri chiziq oʻtadi, 
ya’ni maxsus yechimning har bir nuqtasida differentsial tenglamaning 

yechimini yagonaligi buzilyapti. 

    Shuning uchun yechimning yagonaligi buziladigan nuqtalar "maxsus 
nuqtalar" deb ataladi. Demak, maxsus yechim maxsus nuqtalardan iborat 

ekan. 

    M i s o l .   222 '1 Ryy    tenglamaning maxsus yechimlarini toping. 

    Yechish. Avval uning umumiy integralini topamiz. Buning uchun 
tenglamani hosilaga nisbatan yechib olamiz: 

.

22

y

yR

dx

dy 
  

Oʻzgaruvchilarini ajratsak: 
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.
22

dx
yR

ydy



 

Buni integrallasak: 

  222
RyCx   

umumiy integral hosil boʻladi.Ma’lumki (6-§, 1-misolga qarang), bu 

oilaning oʻramasi Ry   toʻgʻri chiziqlardir. 

     Ry   funktsiyalar berilgan tenglamani qanoatlantiradi. Demak, bu 

funktsiyalar maxsus yechimlar ekan. 

 

8-§. Hosilaga nisbatan yechilmagan differentsial 

tenglamalar. 

 
     Birinchi tartibli quyidagi 

  0',, yyxF                                   (1) 

differentsial tenglama berilgan boʻlsin. Yuqorida bunday tenglamalar 

hosilaga nisbatan yechilgan hollar uchun koʻrildi. Endi koʻradigan 

holimizda  ',, yyxF  funktsiya  'y  ga nisbatan chiziqli boʻlmasin deb 

faraz qilamiz. Bunday hollarda tenglama har doim ham 'y  ga nisbatan 

yechilavermaydi. Shunday boʻlsada, biz bu paragrafda parametr kiritish 

yordamida hosilaga nisbatan yechiladigan tenglamaga keltiriladigan 

ayrim xususiy hollarni koʻrib chiqamiz. 
 

    8.1. n-darajali birinchi tartibli tenglamalar. Faraz qilaylik, 

differentsial tenglama quyidagi koʻrinishda berilgan boʻlsin: 

      ,0'''' 1

2

2

1

1  


ypypypypy nn

nnn
  

bu yerda n -natural son, nppp ,,, 21   lar х  va y  larning funktsiyalari. 

    Agar bu tenglama 'y  ga nisbatan yechilsa, u holda 'y  uchun n  ta har 

xil ifoda hosil boʻladi: 

),,(' 1 yxfy  ),,(' 2 yxfy  , ).,(' yxfy n                (2) 

Bu bilan berilgan tenglamani integrallash hosilaga nisbatan yechilgan n  

ta (2) tenglamalarga keltirildi. 

    Agar   ,0,, 11  Cyx   ,0,, 22  Cyx ,   0,,  nn Cyx  lar bu 

tenglamalarning umumiy integrallari boʻlsa, u holda berilgan 
tenglamaning umumiy integrali 

  Cyx ,,1   Cyx ,,2    0,,  Cyxn  



 37 

koʻrinishda boʻladi (buni tekshirishni oʻquvchiga topshiramiz). 

Umumiylikka ziyon yetkazmaslik maqsadida barcha nССС ,, 21   larni 

bitta C oʻzgarmas bilan almashtirdik. 

    1 - m i s o l .   0'
2

2


a

xy
y  tenglamaning umumiy integralini toping. 

    Yechish. Agar tenglamaning chap tomonini koʻpaytuvchilarga 
ajratsak, tenglama quyidagi koʻrinishga keladi: 

0'' 






























a

xy
y

a

xy
y . 

Bundan  

0' 
a

xy
y    va   0' 

a

xy
y  

tenglamalarni hosil qilamiz. Ularning umumiy integrallari mos ravishda 

0
3

 C
a

xx
y    va   0

3
 C

a

xx
y  

boʻladi (tekshiring!). U holda berilgan tenglamaning umumiy integrali  

  0
9 2

3
2


a

x
Cy  

boʻladi. 

 

     8.2. y  ga nisbatan yechilgan va х  qatnashmagan tenglamalar. 

     Bizga  

)'(yy                                        (3) 

koʻrinishdagi tenglama berilgan boʻlsin. 

     Agar bu tenglamada py '  belgilash kiritsak, (3) quyidagi 

)(py                                         (4) 

koʻrinishga keladi. Endi py ' tenglikni 
p

dy
dx   koʻrinishda yozib olib 

integrallasak: 

   C
p

dpp

p

y
C

p

dy
x

2

)(
                      (5) 

hosil boʻladi, oxirgi integralga boʻlaklab integrallash usuli qoʻllandi. (4) 

va (5) lardan tuzilgan tenglamalar sistemasi berilgan tenglamaning 
parmetrik koʻrinishdagi umumiy yechimini boʻladi. Zaruriyatga qarab, 
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(4) va (5) lardan р  ni yoʻqotib, bu yechimni   0,,  Cyx  koʻrinishga 

keltirsa boʻladi. 

    2 - m i s o l .    32
'2' yyy   tenglamaning umumiy yechimini toping. 

    Yechish. py '  deb tenglamani 
32 2ppy   koʻrinishga keltiramiz. 

Agar buni х  ga nisbatan differentsiallasab, py '  ekanligini hisobga 

olsak: 

 
dx

dp
ppy 262'       yoki      

dx

dp
ppp 262   

Bundan oʻz navbatida    dppdx 62   , integrallagandan soʻng esa 

Cppx  232  hosil boʻladi. Shu sababli, umumiy yechim quyidagicha 

boʻladi: 











.2

,32

32

2

ppy

Cppx
 

 

     8.3. х  ga nisbatan yechilgan va y  qatnashmagan tenglamalar. 

     Bu yerda  
)'(yх   

koʻrinishdagi tenglama nazarda tutilyapdi. Bunda ham, xuddi 

yuqoridagidek py '  belgilash kiritamiz. U holda tenglama  

)(px                                        (6) 

koʻrinishga keladi. Endi py '  tenglikni  pdxdy   koʻrinishda yozib 

olib, integrallasak, boʻlaklab integrallash usulini qoʻllagandan soʻng 

  xdppxpdxy       yoki      Cdppppy   )()(   

hosil boʻladi. Demak, umumiy yechim 











 Cdppppy

px

)()(

),(





  

parametrik koʻrinishda boʻlar ekan. 

    3 - m i s o l . 'sin' yyx    tenglamaning umumiy yechimi topilsin. 

    Yechish. Agar py '  desak, u holda ррx sin  boʻladi. Endi pdxdy   

tenglikni integrallasak: 

  pdppppxpdpppxxdppxpdxy coscossin  

Cppppx  sincos  

kelib chiqadi. Demak, umumiy yechim 
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







Cpppppy

ppx

sincossin

,sin

2  

boʻlar ekan. 
 

     8.4. Klero tenglamasi. y  ga nisbatan yechilgan, х  va y  ga nisbatan 

chiziqli, lekin 'y  ga nisbatan yechilmagan quyidagi tenglama  

)'(' yxyy                                    (7) 

"Klero" tenglamasi, deb ataladi. Xuddi yuqoridagidek, bu yerda ham 
py '  deb qoʻshimcha parametr kiritamiz. U holda (7) quyidagi 

koʻrinishga keladi: 

)(pxpy   .                                (7ʻ) 

    Agar oxirgi tenglikni х  boʻyicha differentsiallasak: 

dx

dp
pp

dx

dp
xp )('  

yoki 

  0)(' 
dx

dp
px   

tenglikka kelamiz. Har bir koʻpaytuvchini nolga tenglaymiz: 

0
dx

dp
,                                       (8) 

0)('  px  .                                   (9) 

    Agar (8) ni integrallasak, Cp   hosil boʻladi, buni (7ʻ) ga qoʻyib, (7ʻ) 

ning umumiy yechimiga 

)(CxCy                                    (10) 

ega boʻlamiz. Ma’lumki, bu toʻgʻri chiziqlar oilasidir. 

    Agar (9) dan p  parametrni х  ning funktsiyasi sifatida aniqlab, (7ʻ) ga 

qoʻysak, hosil boʻladigan: 
 )()( xpxxpy                                 (11) 

funktsiya (7) ning yechimi boʻladi (tekshiring!). Lekin (11) yechim (10) 

umumiy yechimdan S ning biror qiymatida ham kelib chiqmaydi. Shu 

sababli, bu yechim maxsus yechim boʻlib, u quyidagi  









0)('

),(

px

pxpy




 

sistemadan p  ni yoki  
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







0)('

),(

Cx

CxCy




 

sistemadan S ni yoʻqotish yoʻli bilan hosil qilinadi. Demak, Klero 

tenglamasining maxsus yechimi (10) umumiy integrallar oilasining 
oʻramasi, ya’ni boshqacha qilib aytganda, Klero tenglamasining umumiy 

yechimi maxsus yechimlariga oʻtkazilgan urinmalar oilasidan iborat 

boʻlar ekan. 

    4 - m i s o l . 
'' yexyy   tenglamani integrallang. 

    Yechish. Bu tenglamada py '  deb, uni pepxy   koʻrinishda yozib 

olamiz. Bu tenglikni differentsiallaylik: 

dpexdppdxdy p  

Lekin pdxdy  , shuning uchun oxirgi tenglik 

0 dpexdp p  

yoki 

  0 dpex p
 

koʻrinishga keladi. Demak, yo 0dp  yo pex   boʻlishi kerak. Agar 

0dp  boʻlsa, u holda Cp   boʻladi. Buni pepxy   ga qoʻysak: 
CeCxy   

umumiy yechimni hosil qilamiz. Agar pex   desak, berilgan 
tenglamaning maxsus yechimi 











p

p

epy

ex

)1(

,
 

sistemaning birinchi tenglamasidan p  parametrni aniqlab (bu yyerda u 

xp ln  boʻladi), ikkinchisiga qoʻysak, quyidagi  

 1ln  xxy  

koʻrinishda aniqlanadi. Endi umumiy yechim aniqlagan toʻgʻri chiziqlar 

maxsus yechimlarga oʻtkazilgan urinmalar oilasi boʻlishligini koʻrsatish 

qoldi. 
    Maxsus yechimni differentsiallaylik: 

xy ln' . 

Hosilaning geometrik maʻnosidan, maxsus integral chiziqga uning 

),( 00 ухМ  nuqtasida oʻtkazilgan urinmasining tenglamasi 

  )(ln1ln 0000 xxxxxy   

boʻlishligi kelib chiqadi. Agar buni ixchamlab, Cx 0ln  deb belgilasak: 
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CeCxy   

tenglamani hosil qilamiz. 

 
    8.5. Lagranj tenglamasi. "Lagranj tenglamasi", deb quyidagi 

tenglamaga aytiladi: 

)'()'( yyxy    ,                             (12) 

bu yerda    va    lar 'y  ning maʻlum funktsiyalaridir. Tenglama х  va 

y  ga nisbatan chiziqli, avvalgi boʻlimda koʻrilgan (7) "Klero" 

tenglamasi (12) ning ')'( yy   boʻlgandagi xususiy holi. Shu sababli, bu 

tenglama ham yuqorida koʻrilgan tenglamalar kabi py '  parametr 

kiritish yordamida integrallanadi. U holda, (12) quyidagi koʻrinishni 

oladi: 

)()( ppxy                                (12ʻ) 

Buni х  boʻyicha differentsiallasak: 

 
dx

dp
ppxpp )(')(')(    

yoki 

 
dx

dp
ppxpp )(')(')(                           (13) 

ega boʻlamiz. Bu tenglamaning umumiy yechimini topish maqsadida uni 

quyidagi koʻrinishda yozib olamiz: 

)(

)('

)(

)('

pp

p

pp

p
x

dp

dx













  

va х  ni p  ning funktsiyasi sifatida qaraymiz. U holda hosil boʻlgan 

tenglama х  ga nisbatan chiziqli differentsial tenglama boʻladi. 
    Shu bobning 3-§ ida koʻrilgan usullarning biri bilan uning 

),( Cpfx   

yechimini topamiz. Bundan va (12ʻ) dan p  parametrni yoʻqotsak, (12) 

ning  
0),,(  Cyx  

koʻrinishdagi umumiy yechimini hosil qilamiz. 

    (12ʻ) ni  p  ning 0)( 00  pp   shartni qanoatlantiruvchi har qanday 

oʻzgarmas 0p  qiymati ham ayniyatga aylantiradi. (7) ning 0рp   

qiymatga mos keluvchi yechimi х  ning chiziqli funktsiyasi boʻladi. Bu 

chiziqli funktsiyani topish uchun (12ʻ) dagi p  parametr oʻrniga 0рp   

qiymatni qoʻyish kifoya: 
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)()( 00 ppxy   . 

Agar bu yechim umumiy yechimdan oʻzgarmasning biror qiymatida 
hosil boʻlmasa, u holda bu yechim maxsus yechim boʻladi. 

    5 - m i s o l . 
22 '' yxyy   koʻrinishdagi Lagranj tenglamasini 

integrallaylik. Buning uchun unda py '  almashtirish bajaramiz: 
22 pxpy  .                                  (14) 

    Agar (14) ni х  boʻyicha differentsiallasak: 

 
dx

dp
pxppp 222   

yoki 

dx

dp
xppp )1(2)1(                               (15) 

hosil boʻladi. Oxirgi tenglikni quyidagicha yozib olaylik: 

pp
x

dp

dx







1

2

1

2
. 

Buning umumiy yechimi 

2)1(
1



p

C
x                                 (16) 

boʻladi (tekshiring!). Agar (14) va (16) dan p  parametrni yoʻqotsak, 

umumiy yechim 

 21 xCy  

koʻrinishga keladi. 

    (15) tenglikni p  ning 0p  va  1p  qiymatlari ham qanoatlantiradi. 

Shu sababli, berilgan tenglamaning shu qiymatlarga mos keluvchi 
yechimlari 

000 22  xy    va   1 xy  

boʻladi. Bulardan ikkinchisi maxsus yechim boʻlmaydi, chunki u 

umumiy yechimdan S=0 qiymatda hosil boʻladi, shu sababli u xususiy 

yechim, 0у  esa maxsus yechim, chunki u umumiy yechimdan S ning 

birorta ham qiymatida kelib chiqmaydi. 

    Eslatma. Odatda "Lagranj" tenglamasi deb, х  va y  ga nisbatan 

chiziqli boʻlgan quyidagi  
0)'()'()'(  yRyyQxyP                          (18) 
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koʻrinishdagi har qanday birinchi tartibli differentsial tenglamaga 

aytiladi. Lekin bu tenglama (12) koʻrinishga uni )'(yQ  ga boʻlib 

keltirilishi mumkin, bunda 

)'(

)'(
)'(

yQ

yP
y     va

)'(

)'(
)'(

yQ

yR
y   

boʻladi. 

    Biz bu paragrafda (18) tenglamaning eng sodda koʻrinishidan 
boshlab, barcha xususiy hollarini koʻrib chiqdik. 

 

9-§. Yuqori tartibli differentsial tenglamalar. 
 

     9.1. Umumiy tushunchalar. Quyidagi 
   0,,",',, nyyyyxF                             (1) 

noma’lum funktsiyaning n-hosilasini oʻz ichiga olgan tenglamalar n-
tartibli differentsial tenglamalar, deb ataladi. Ayrim hollarda, (1) yuqori 

tartibli hosilasiga nisbatan yechilgan boʻlishi mumkin, ya’ni 
    1,,",',,  nn yyyyxfy                          (1ʻ) 

koʻrinishda berilgan boʻlishi mumkin.  

    Bu paragrafda biz (1ʻ) koʻrinishdagi yoki shu koʻrinishga 

keltiriladigan tenglamalarni koʻramiz. Bunday tenglamalar uchun 
quyidagi teorema oʻrinli. 

    Teorema. Agar (1ʻ) tenglamada 
  1,,",',, nyyyyxf   funktsiya va 

uning 
 1,,",', nyyyy   argumentlari boʻyicha olingan xususiy hosilalari 

 
),,",',,(

1

000000

n
yyyyxM   nuqtani oʻz ichiga olgan qandaydir sohada 

uzluksiz boʻlsa, u holda tenglamaning 
   1

0

1

000 ,,"",'',
 
nn yyyyyyyy                    (2) 

shartlarni qanoatlantiruvchi yagona yechimi mavjud. 
     (2) shartlar boshlangʻich shartlar, deb ataladi. 

     Ta’rif. n-tartibli (1ʻ) differentsial tenglamaning umumiy yechimi deb, 

n ta C1, C2,...,Cn koeffitsientlarga bogʻliq boʻlgan shunday  
 nCCCxy ,,,, 21   

funktsiyaga aytamizki, u 

     1) C1, C2,...,Cn koeffitsientlarning har qanday qiymatlarida ham (1ʻ) 
ni qanoatlantiradi; 
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    2) C1, C2,...,Cn koeffitsientlarning shunday qiymatlari mavjudki, bu 

qiymatlarda  nCCCxy ,,,, 21   (2) boshlangʻich shartlarni ham 

qanoatlantiradi. 

    Oshkormas   0,,,,, 21  nCCCyx   koʻrinishda topilgan yechim (1ʻ) 

ning umumiy integrali, deb ataladi. 
    C1, C2,...,Cn koeffitsientlarning aniq qiymatlari uchun umumiy 

yechimdan hosil qilinadigan har qanday yechim xususiy yechim, 

deyiladi. 
    Xususiy yechimning grafigi differentsial tenglamaning integral 

chizigʻi, deb ataladi. 
    Demak, n-tartibli differentsial tenglamani yechish deganda, uning 

umumiy yechimini yoki boshlangʻich shartlarni qanoatlantiruvchi 

xususiy yechimini topishni tushunar ekanmiz. 
 

     9.2. Eng sodda n-tartibli tenglamalar. Quyidagi 
  )(xfy n                                     (3) 

koʻrinishdagi tenglamalar eng sodda differentsial tenglamalar, deb 

ataladi. 

    Agar 
    '1 nn yy   ekanligini e’tiborga olib (3) ni integrallasak: 

 
1

1

0

)( Cdxxfy

x

x

n  


 

boʻladi, bu yerda 0х   х  ning biror qiymati. Agar yana bir marotaba 

integrallasak: 

 
201

2 )()(

0 0

CxxCdxdxxfy

x

x

x

x

n 













  


 

munosabatni hosil qilamiz. Va nihoyat, shu jarayonni n marotaba 

bajarsak (3) ning umumiy yechimini topamiz: 

 
 

 
  n

nx

x

nx

x

C
n

xx
C

n

xx
Cdxdxxfy 













  
!2!1

)(

2

0

2

1

0

1

0 0

. 

    Agar (2) koʻrinishdagi boshlangʻich shartlar berilgan boʻlsa, unga mos 

keluvchi xususiy yechimni topish uchun 
 1
01010 ,,',



 
n

nn yCyCyC   

deyish kifoya. 

    1- m i s o l . 
xxey "  tenglamaning 0)0(',1)0(  yy  boshlangʻich 

shartlarni qanoatlantiruvchi xususiy yechimini toping. 
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    Yechish. Berilgan tenglamani ketma-ket integrallab, uning umumiy 

yechimini topamiz: 

  211

1

2

,'

CxCexedxCexey

Cexedxxey

xxxx

xxx












 

yoki 

21)2( CxCexy x   . 

Agvr boshlangʻich shartlardan foydalansak: ;21 2C  ;12 C  

;10 1C  .11 C  Demak, xususiy yechim 

1)2(   xexy x  

ekan. 
 

    9.3. y  ni bevosita oʻz ichiga olmagan tenglamalar. Bu turga  
       0,,,, 1  nkk yyyxF                            (4) 

koʻrinishdagi differentsial tenglamalar kiradi. 

    Agar (4) da 
  zy k   almashtirish bajarsak, uning tartibi k  taga 

pasayadi, ya’ni 
   0,,',, knzzzxF   

boʻladi. 

    2 - m i s o l . )1(
1

'
" 


 xx
x

y
y ; 1)2( y ; 1)2(' y  masalaning 

yechimini toping. 

    Yechish. Berilgan tenglamada y  bevosita qatnashmayapti, shu sababli 

zy '  desak, tenglama quyidagi 

)1(
1

' 


 xx
x

z
z  

chiziqli tenglamaga keladi. Buni masalan, Bernulli usuli bilan yechamiz, 
ya’ni yechimni uz   koʻrinishda qidiramiz. U holda, u  va   larga 

nisbatan 
















)1('

,0
1

'

xxu

x

u
u


 

sistema hosil boʻladi. Sistemaning birinchi tenglamasidan 

1 xu  
ni topib, ikkinchisiga qoʻysak: 
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1

2

2
C

x
  

kelib chiqadi. U holda, )1(
2

1
)1( 2

1  xxxCuz   boʻladi. Bu yerda 

'yz   ekanligini eslab, yana bir marotaba integrallasak: 

2

342

1
6

1

8

1
)1( CxxxCy   

hosil boʻladi. Bu yerdagi 1С  va 2С  oʻzgarmaslarni boshlangʻich shart- 

lardan foydalanib topamiz:  

,2
2

1
1 2

1  C  

.2
6

1
2

8

1
11 2

342

1 CC   

Bundan ;31 С  .
6

20
2 С  Demak, qoʻyilgan masalaning echimi 

6

20
)1(3

6

1

8

1 234  xxxy  

boʻlar ekan. 

       3 - m i s o l . Massasi m  boʻlgan biror jismning yuqoridan vertikal 
holatda erkin tushish masalasini koʻraylik (1.1-§ dagi 1-misolga qarang). 

Agar jismga ogʻirlik kuchidan tashqari uning tushish tezligi   ning 

kvadratiga proportsional boʻlgan havoning qarshilik kuchi ham ta’sir 
etsa, shu jismning tezligi qanday qonun bilan oʻzgarishini aniqlang. 

       Yechish. Xuddi 1.1-§ dagi 1-misolga oʻxshab mulahaza yuritib, 

Nyutonning 2-qonuniga koʻra quyidagi 
2

2

2











dt

ds
kmg

dt

sd
m  

differentsial tenglamani hosil qilamiz. Jismning erkin tushish masalasi 
koʻrilayotgani uchun boshlangʻich shartlar 

,0
0


t
s  0

0


tdt

ds
  

boʻladi. ,
dt

ds
 

dt

d

dt

sd 


2

2

  boʻlgani uchun tuzilgan differentsial 

tenglamani   ga nisbatan birinchi tartibli 

2


m

k
g

dt

d
  
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tenglamaga keltirsa boʻladi. Agar bu yerda 
2a

k

mg
  desak, unda 

oʻzgaruvchilarini quyidagicha 

dt
m

k

a

d


 22 


 

ajratish mumkin. Endi oxirgi tenglikni integrallasak: 

1ln
2

1
Ct

m

k

a

a

a









 

ga ega boʻlamiz. Agar bunga boshlangʻich shartlarni qoʻllasak, 01 С  

chiqadi. Demak,  

t
m

ak

a

a 2
ln 








 

boʻladi. Bundan 

 maktath
ee

ee
a

e

e
a

maktmakt

maktmakt

makt

makt














2

2

2

1

1
 . 

Lekin 
m

kg

m

k

k

mg

m

ak
  boʻlgani uchun oxirgi tenglikni  

t
m

kg
ath

dt

ds
  

deb yozish mumkin. Bundan 

22 lnln Ct
m

kg
ch

k

m
Ct

m

kg
cha

kg

m
s   

hosil boʻladi. Boshlangʻich shartning birinchisini qoʻllab 02 С  ni 

topamiz. 
    Demak, koʻrilayotgan jarayon qonuni 

t
m

kg
thch

k

m
s   

formula bilan ifodalanar ekan. 
 

    9.4. Erkli oʻzgaruvchini oʻz ichiga olmagan tenglamalar. Bizga 
   0,,",', nyyyyF   

koʻrinishdagi tenglama berilgan boʻlsin. Bunday tenglamalarda )(' yzy   

almashtirish tenglama tartibini pasaytiradi. Bunda ,'''," yy   hosilalar 

yangi oʻzgaruvchi z  orqali quyidagicha ifodalanadi: 
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.,''',"

2

2

2

























dy

dz

dy

zd
zzy

dy

dz
zy  

    Xususan, agar tenglama 2-tartibli boʻlsa, u holda u almashtirish 
natijasida quyidagi 1-tartibli tenglamaga keladi: 

0,, 








dy

dz
zzyF  

    4 - m i s o l . "'1 2 yyy   tenglamani yeching. 

    Yechish. 
dy

dz
zyyzy  "),('  almashtirish natijasida tenglama quyidagi 

tenglamaga keladi: 

.1 2

dy

dz
yzz   

    Uning oʻzgaruvchilarini ajratib integrallaymiz: 

y

dy

z

zdz


 21
;   ;ln2ln21ln 1

2 Cyz   ;1 22

1

2 yCz   122

1  yCz . 

    Endi y  oʻzgaruvchiga qaytsak: 

,1' 22

1  yCy  ,
122

1

dx
yC

dy



 

   ,1ln
1

2

22

11

1

CxyCyC
C

  

yoki 

     .
1

2

1
*

1

2*

121

1

)(

1

1212

C

Cx
chCCxchC

C
ee

C
y

CCxCCx 


 
 

 

    9.5. 
 nyyyy ,,",',    larga nisbatan bir jinsli boʻlgan tenglamalar. 

Bunday tenglamalarning tartibini zyy '  almashtirish orqali pasaytirish 

mumkin, bu yerda  z - yangi noma’lum funktsiya. 

    5 - m i s o l . 22 "4'3 yyyy   differentsial tenglamani yeching. 

    Yechish. Tenglamaning ikkala tarafini 2y  ga boʻlib yuboramiz: 

.1
"

4
'

3

2










y

y

y

y
 

    Agar oxirgi tenglikda zyy '  desak, u holda bundan 

'
'"
2

2

z
y

y

y

y
    yoki   

2'
"

zz
y

y
  

ega boʻlamiz. Bularni tenglamaga olib borib qoʻysak, natijada 
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1'443 22  zzz   yoki   21'4 zz   

 
differentsial tenglamaga kelamiz. Agar buning oʻzgaruvchilarini ajratib 

integrallasak: 

xCarctgz
4

1
1    yoki  









4

1

x
Ctgz  

hosil qilamiz. Endi teskari almashtirish bajaramiz: 










4

'
1

x
Ctg

y

y
. 

Buni integrallasak: 

21 ln
4

cosln4ln C
x

Cy 







    yoki   









4

cos 1

4

2

x
CCy . 

10-§. Yuqori tartibli chiziqli birjinsli tenglamalar. 

 

    10.1. Ta’riflar va umumiy xossalar.  
    1-ta’rif. n- tartibli differentsial tenglama chiziqli deyiladi, agar u 

noma’lum funktsiya y  ga va uning barcha  nyyyy ,,''',",'   hosilalariga 

nisbatan 1-darajali, ya’ni  
    )('1

1

10 xfyayayaya nn

nn  

                  (1) 

koʻrinishda boʻlsa, bu yerda )(,,,, 10 xfaaa n  lar х  ning berilgan 

funktsiyalari yoki oʻzgarmaslar, bundan tashqari (1) tenglama qara-

layotgan sohadagi barcha х  lar uchun 00 a . Bundan buyon naaa ,,, 10   

va )(xf  funktsiyalarni х  ning qaralayotgan sohadagi barcha 

qiymatlarida uzluksiz, deb faraz qilamiz. Umumiylikni buzmagan holda, 
10 a , deb faraz qilish mumkin, chunki aks holda, tenglamaning 

shunday koʻrinishiga uni 0a  ga boʻlib keltirsa boʻladi. )(xf  

tenglamaning oʻng qismi, deb ataladi.  

    Agar 0)( xf  boʻlsa, (1) ni birjinsli boʻlmagan tenglama deb, agar 

0)( xf  boʻlsa, ya’ni tenglama  
    0'1

1

1  

 yayayay nn

nn                         (2) 

koʻrinishda boʻlsa, birjinsli tenglama, deb ataymiz. Bunday deb 

atalishiga sabab, (2) ning chap tarafi  nyyyyу ,,''',",',   larning chiziqli 

birjinsli funktsiyasidir. 
    (1) tenglamani qanoatlantiradigan har qanday funktsiya uning 

yechimi, biror  
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   1
0

1

00 0
00

,,'', 




  n
xx

n

xxxx yyyyyy                (3) 

shartni qanoatlantiruvchi yechimini esa uning xususiy yechimi, deb 

ataymiz. (3) shartlar (1) tenglamaning boshlangʻich shartlari,deb ataladi. 

    Chiziqli birjinsli tenglamaning bitta 1y  yechimini bilgan holda 

 zdxyy 1  almashtirish orqali uning va demak, unga mos keluvchi 

birjinsli boʻlmagan tenglamaning ham tartibini bittaga pasaytirish 

mumkin. z ga nisbatan hosil boʻlgan (n-1)-tartibli tenglama yana chiziqli 

boʻladi. 

    1 - m i s o l . xy
xx

yy
x

y 
ln

1
'"

2
'''  tenglama va unga mos keluvchi 

birjinsli tenglamaning xy ln1   xususiy yechimi ma’lum boʻlsa, uning 

tartibini pasaytiring. 

    Yechish.  zdxxy ln  almashtirish bajaramiz. Buni differentsiallab: 

xzzdx
x

y ln
1

'   , ,ln'
21

"
2

xz
x

z
zdx

x
y    

,ln"
'332

'''
23

xz
x

z

x

z
zdx

x
y    

keyin berilgan tenglamaga olib borib qoʻyamiz. Natijada bir nechta 
soddalashtirishlardan soʻng quyidagi: 

xzx
x

z
x

x
xz 











 ln

1
'

3ln2
ln"

2
 

tenglamaga kelamiz. 

    2 - m i s o l . 
x

x
y

sin
1   xususiy yechimi ma’lum boʻlgan  

0'
2

"  yy
x

y  

differentsial tenglamani integrallang. 

    Yechish. Agar  zdx
x

x
y
sin

 almashtirish bajarsak: 

,
sinsincos

'
2

z
x

x
zdx

x

xxx
y 


   







 zdx
x

xxxx
z

x

xxx
z

x

x
y

3

2

2

cos2sin)2()sincos(2
'

sin
"  

boʻladi. Bularni tenglamaga qoʻysak: 

0cos2'sin  zxzx  

tenglama hosil boʻladi. Bundan 
x

C
z

2

1

sin
  ni topamiz. Demak, 
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   .
cossinsin

sin

sin
12122

1

x

x
C

x

x
CctgxCC

x

x

x

dxC

x

x
y  

     

    10.2. Chiziqli bir jinsli tenglamalar. 

    1-teorema. Agar 1y  va 2y  lar (2) ning xususiy yechimlari boʻlsa, u 

holda 21 уy   ham (2) ning yechimi boʻladi. 

    Isboti. Agar 1y  va 2y  lar (2) ning xususiy yechimlari boʻlsa, u holda 
   

0' 111

1

111  


yayayay nn

nn
                      (3ʻ) 

   
0' 221

1

212  


yayayay nn

nn
                     (3") 

boʻladi. Endi 21 уy   ni (2) ga olib borib qoʻyib, (3ʻ),(3") ayniyatlarni 

inobatga olsak: 
     

 )()'()()( 21211

1

21121 yyayyayyayy nn

nn   
   

 


)'( 111

1

111 yayayay nn

nn


   
0)'( 221

1

212  


yayayay nn

nn
  

boʻladi. Teorema isbot boʻldi. 

    2-teorema. Agar 1y  (2) ning biror xususiy yechimi va C oʻzgarmas 

boʻlsa, u holda 1Сy  ham (2) ning yechimi boʻladi. 

    Isboti. 1Сy  ni (2) ga qoʻyamiz: 

 
     

 )()'()()( 111

1

111 CyaCyaCyaCy nn

nn   
   

00)'( 111

1

111  


CyayayayC nn

nn
 , 

ya’ni teorema isbot boʻldi. 

    2-ta’rif. Agar bir vaqtda nolga teng boʻlmagan shunday A1,A2,...,An-1 

sonlarni topish mumkin boʻlsaki,  ba,  oraliqning barcha х  nuqtalarida  

)()()()( 112211 xAxAxAx nnn     

munosabat oʻrinli boʻlsa,u holda )(xn  funktsiya )(1 x , )(2 x ,..., )(1 xn  

funktsiyalar orqali chiziqli ifodalanadi, deymiz. 

    3-ta’rif. )(1 x , )(2 x ,..., )(xn  funktsiyalar chiziqli erkli  deymiz, agar 

ularning biri qolganlari orqali chiziqli ifodalanmasa, aks holda ular 

chiziqli bogʻliq, deyiladi. 

    Demak, agar )(1 x , )(2 x ,..., )(xn  funktsiyalar chiziqli bogʻliq boʻlsa, 

u holda bir vaqtda nolga teng boʻlmagan shunday C1, C2,..., Cn sonlar 

topiladiki 
0)()()( 2211  xCxCxC nn   

boʻladi. 
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    1 - m i s o l . 
ххх еуеуеу 3,, 3

2

21   funktsiyalar chiziqli bogʻliq, 

chunki C1=1, C2=0, C3=-1/3 lar uchun 

033
2

21  ххх еСеСеС . 

    2 - m i s o l . 
2

321 ,,1 хухуу   funktsiyalar chiziqli bogʻliq emas, 

chunki bir vaqtda nolga teng boʻlmagan hech qanday C1, C2, C3 lar 

uchun 
2

321 1 хСхСС   

yigʻindi aynan nolga teng boʻlmaydi. 

    3 - m i s o l .  
xkxkxk neуeуеу  321 ,,, 21   funktsiyalar har xil 

nkkk ,,, 21   sonlar uchun chiziqli erkli. 

    Yechish. Teskarisini faraz qilaylik, u holda bir vaqtda nolga teng 
boʻlmagan shunday C1, C2,..., Cn sonlar topiladiki 

021

21 
xk

n

xkxk neCeCeC   

boʻladi. Faraz qilaylik, Cn0 boʻlsin. Tenglikning ikkala tarafini xk
e 1  ga 

boʻlaylik: 

0
)()(

21
112 

 xkk

n

xkk neCeCC  .                      (4) 

Agar (4) ni differentsiallasak: 

0)()(
)(

1

)(

122
112 

 xkk

nn

xkk nekkCekkC   

tenglikka kelamiz. Buni xkk
e

)( 12  ga boʻlib keyin yana differentsiallasak: 

0))(())((
)(

21

)(

23133
223 

 xkk

nnn

xkk nekkkkCekkkkC   

hosil boʻladi. Bu jarayonni n marotaba takrorlab, natijada 

0)())((
)(

121
1  



xkk

nnnnn
nnekkkkkkC   

tenglikka kelamiz. Bu yerda farazimizga koʻra Cn0, shartga koʻra 

121 ,,,  nnnn kkkkkk   va har qanday х  uchun 0
)( 1 

 xkkпe . Ziddiyatga 

keldik. Demak, berilgan funktsiyalar haqiqatan ham chiziqli erkli ekan. 

    4 - m i s o l . xe x  sin , xe x  cos  funktsiyalar 0 uchun  х  

oraliqda chiziqli erkli. 
    Yechish. Haqiqatan, agar 

0cossin 21  xeCxeC xx  
 

tenglikni 0xe  ga boʻlsak: 
0cossin 21  xCxC   

hosil boʻladi. Bu tenglik barcha х  lar uchun, shu jumladan х =0 uchun 

ham oʻrinli boʻlishi kerak. Agar х =0 desak, oxirgi tenglikdan 02 С  
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ekanligi kelib chiqadi. U holda 0sin1 xC   boʻlishi kerak. Lekin 

0sin x  emas. Shu sababli, 01 С . 

    3-ta’rif. Agar nyyy ,,, 21   lar х  ning biror (n-1)-marotaba 

differentsiallanuvchi funktsiyalari boʻlsa, u holda quyidagi 

 

     11

2

1

1

21

21

21

'''
,,,





n

n

nn

n

n

n

yyy

yyy

yyy

yyyW









  

determinantni "Vronskiy determinanti",  deb ataymiz. 

    3-teorema. Agar nyyy ,,, 21   funktsiyalar sistemasi  ba,  oraliqda 

chiziqli bogʻliq boʻlsa, u holda bu funktsiyalarning Vronskiy 
determinanti shu oraliqda aynan nolga teng. 

    Isboti. Agar nyyy ,,, 21   funktsiyalar sistemasi  ba,  oraliqda chiziqli 

bogʻliq boʻlsa, u holda bir vaqtda nolga teng boʻlmagan shunday S1, 

S2,..., Sn-1 sonlar topiladiki 

112211  nnn yCyCyCy   

boʻladi. Buni (n-1)-marotaba differentsiallaylik: 
       k

nn

kkk

n yCyCyCy 112211    , .1,,2,1  nk   

    U holda 

 

         





















1

11

1

2

1

11

1

2

1

1

1

11

1

22

1

11

11

2

1

1

11221121

21
...

,,,

n

nn

nnnn

nn

nn

n

yCyCyCyy

yCyCyCyy

yCyCyCyy

yyyW









  

           





























1

2

1

2

1

1

1

2

1

2

1

1

221

2

1

1

1

2

1

1

1

1

1

2

1

1

121

1

nnnnnn yyy

yyy

yyy

C

yyy

yyy

yyy

C  

chunki determinantlarning har birida ikkitadan bir xil ustun boʻlgani 

uchun ularning har biri nolga teng. Teorema isbot boʻldi. 

     

,0

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

111

1 




















n

n

n

n

n

nn

nn

n

yyy

yyy

yyy

C








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    5 - m i s o l . 








8

sin,sin


xx   va  








8

sin


x  funktsiyalarning chiziqli 

bogʻliq ekanligini koʻrsating. 

    Yechish. Bu funktsiyalarning Vronskiy determinantini hisoblaymiz: 

  0

8
sin

8
sinsin

8
cos

8
coscos

8
sin

8
sinsin

,, 321 


































































xxx

xxx

xxx

yyyW
, 

chunki 1- va 2-satrlari oʻzaro proportsional. 
    6 - m i s o l . 4-misoldagi funktsiyalarning chiziqli erkliligini Vronskiy 

determinanti yordamida koʻrsating. 

    Yechish. Avval bu funktsiyalarning Vronskiy determinantini hisoblab 
olaylik: 

       .,, 231312

2

3

2

2

2

1

321321
321

321

321

321

kkkkkke

ekekek

ekekek

eee

yyyW
xkkk

xkxkxk

xkxkxk

xkxkxk




 

Agar 323121 ,, kkkkkk   boʻlsa,   0,, 321 yyyW  boʻladi. Demak, 

yuqoridagi teoremaga koʻra berilgan funktsiyalar chiziqli erkli ekan.  

    Funktsiyalar sistemasining chiziqli bogʻliqligini tekshirishning yana 

boshqa bir mezoni mavjud. Endi shu mezonni koʻraylik. 

    Bizga  ba,  oraliqda aniqlangan nyyy ,,, 21   funktsiyalar berilgan 

boʻlsin. Ular uchun 

   njidxxyxyyy

b

a

jiji ,,2,1,,)()(,    

belgilashlar kiritamiz. Quyidagi 

 

     

     

     nnnn

n

n

n

yyyyyy

yyyyyy

yyyyyy

yyy

,,,

...

,,,

,,,

,,,

21

22212

12111

21









   

determinant nyyy ,,, 21   funktsiyalar sistemasining "Gram determinanti", 

deb ataladi. 

    4-teorema. nyyy ,,, 21   funktsiyalar sistemasi chiziqli bogʻliq boʻlishi 

uchun ularning Gram determinanti nolga teng boʻlishi zarur va etarlidir. 
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    Bu teoremaning isbotini tushurib qoldiramiz. 

    7 - m i s o l . хуху 2, 21   funktsiyalarning [0,1] oraliqda chiziqli 

bogʻliq ekanligini koʻrsating. 

    Yechish.   ;
3

1
,

1

0

2

11   dxxyy      ;
3

2
2,,

1

0

2

1221   dxxyyyy  

 
3

4
4,

1

0

2

22   dxxyy  boʻlgani uchun 

  .0

3

4

3

2
3

2

3

1

, 21  yy  

Demak, 4-teoremaga koʻra bu funktsiyalar chiziqli bogʻliq ekan. 

    5-teorema. Agar (2) chiziqli birjinsli tenglamaning 1y  va 2y  

yechimlarini Vronskiy determinanti  ba,  oraliqning biror х = х 0 

nuqtasida noldan farqli boʻlsa, u holda u  ba,  oraliqning hech bir 

nuqtasida nolga aylanmaydi. 

    Teoremaning isbotini 2-tartibli chiziqli tenglama uchun bajaramiz. 

    Isboti. Shartga koʻra 1y  va 2y  funktsiyalar (2) ning yechimlari, ya’ni 

012

1

11

11

1  yayay   va  .022

1

21

11

2  yayay  

    Bu tengliklarning birinchisini 2y  ga va ikkinchisini 1y  ga koʻpaytirib, 

ikkinchisidan birinchisini ayiramiz: 

    .02

'

1

'

2112

"

1

"

21  yyyyayyyy  

Ikkinchi qavsda turgan ayirma Ma’lumki 1y  va 2y  funktsiyalarning 

Vronskiy determinantidir, birinchi qavsda turgani esa shu deter- 
minantning hosilasidir. Shu sababli, oxirgi tenglikni  

0' 1  WaW                                  (5) 

deb yozish mumkin. Shu tenglamaning 0| 00
 WW xx  boshlangʻich 

shartni qanoatlantiruvchi yechimini topaylik. Avval (5) ning umumiy 

yechimini topamiz. Buning uchun uning oʻzgaruvchilarini ajrataylik: 

.1dxa
W

dW
  

Bu tenglikni integrallaymiz: 

CdxaW

x

x

lnln

0

1    

yoki 
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.ln

0

1
x

x

dxa
C

W
 

Bundan 

.0

1




x

x

dxa

CeW                                     (6) 
Bu formula "Liuvill formulasi", deb ataladi. 

    Ayonki, agar 0WC   boʻlsa, (6) boshlangʻich shartni ham qanoatlan- 

tiradi. Demak, 






x

x

dxa

eWW 0

1

0  

funktsiya (5) ning soʻralgan xususiy yechimi ekan. 00 W  boʻlgani 

uchun bu funktsiya х  ning birorta ham qiymatida nolga aylanmaydi. 

Teorema isbot boʻldi. 
    Eslatma. Agar Vronskiy determinanti qandaydir х = х 0 nuqtada nolga 

teng boʻlsa, u holda (6) formuladan koʻrinib turibdiki, u berilgan 

oraliqda aynan nolga teng boʻladi.  

    6-teorema. Agar 1y  va 2y  lar (2) chiziqli birjinsli tenglamaning  ba,  

oraliqda chiziqli erkli boʻlgan yechimlari boʻlsa, u holda ularning 

Vronskiy determinanti  ba,  oraliqning hech bir nuqtasida nolga 

aylanmaydi. 

    Isboti. Teskarisini faraz qilaylik, ya’ni berilgan yechimlarning 

Vronskiy determinanti  ba,  oraliqning biror nuqtasida nolga aylansin. U 

holda 5-teoremaga koʻra u  ba,  oraliqning barcha nuqtalarida nolga 

aylanadi, ya’ni 

0W     yoki    0'' 2121  yyyy  

boʻladi. 

    Faraz qilaylik,  ba,  oraliqda 01 у  boʻlsin. U holda oxirgi tenglikni 
2

1у  ga boʻlsak: 

0
''

2

1

2121 


y

yyyy
    yoki     0

'

1

2 








y

y
 

tenglikka kelamiz. Buni integrallasak: 

const
y

y
 

1

2
 

hosil boʻladi, ya’ni 1y  va 2y  lar chiziqli bogʻliq boʻladi. Bu esa 

teoremaning shartiga zid. 
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    Agar  ba,  oraliqning х 1, х 2,..., х k nuqtalarida 01 у  boʻlsa, u  1, xa   

intervalda noldan farqli boʻladi. U holda yuqoridagi isbotimizga koʻra 

 1, xa   intervalda 

12 yy   

boʻladi. 1y  va 2y  lar (2) ning yechimlari boʻlgani uchun 12 yyу   

funktsiya ham (2) ning yechimi boʻladi va u  1, xa   intervalda aynan 

nolga teng. 

    Agar shu mulohazalarimizni  21, xх ,,  kk xх ,1  oraliqlar uchun ham 

bajarib chiqsak,  ba,  oraliqning barcha nuqtalarida 0у  ekanligiga 

ishonch hosil qilamiz. Bu esa  ba,  oraliqning barcha nuqtalarida 1y  va 

2y  lar chiziqli bogʻliq ekanligini bildiradi. Yana ziddiyatga keldik. 

Demak,  ba,  oraliqning birorta ham nuqtasida  21, yyW  nolga teng 

boʻlishi mumkin emas. 

    7-teorema. Agar 1y  va 2y  lar (2) ning chiziqli erkli yechimlari boʻlsa, 

u holda ixtiyoriy C1 va C2 oʻzgarmaslar uchun  

2211 уСуСy                               (7) 

(2) ning umumiy yechimi boʻladi. 

    Isboti. (7)  funktsiya  (2)  tenglamaning yechimi boʻlishi 1- va 2-
teoremalardan kelib chiqadi. U (2) ning umumiy yechimi boʻlishi uchun 

har qanday 
'

0

'

0 00
, yyyy xxxx

   boshlangʻich shartlarda ham C1 va C2 

oʻzgarmaslarning shunday qiymatlari mavjud mumkin boʻlishi kerakki, 

bu qiymatlarda (7) xususiy yechim boshlangʻich shartlarni ham 
qanoatlantirishi shart.  

    Boshlangʻich shartlarni (7) ga qoʻyamiz: 









.

,

'

202

'

101

'

0

2021010

yCyCy

yCyCy
                             (8) 

Bu sistema yagona yechimga ega, chunki uning asosiy determinanti 

chiziqli erkli 1y  va 2y  yechimlarning Vronskiy determinantining х = х 0 

nuqtadagi qiymatiga teng, 6-teoremaga koʻra esa u noldan farqli. 

Teorema isbot boʻldi. 

    8-teorema. Agar ikkinchi tartibli chiziqli birjinsli tenglamaning biror 
xususiy yechimi maʻlum boʻlsa, u holda uning umumiy yechimini topish 

funktsiyalarni integrallashga keltiriladi. 

    Isboti. Faraz qilaylik, 1y   0'" 21  yayay  tenglamaning maʻlum 

xususiy yechimi boʻlsin. 7-teoremaga koʻra bu tenglamaning umumiy 
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yechimini topish uchun uning ikkita chiziqli erkli xususiy yechimini 

bilish kifoya. Shuning uchun uning 1y  bilin chiziqli bogʻ liq boʻlmagan 

boshqa 2y  yechimini topamiz. 

    Liuvill formulasiga koʻra 


 dxa

Ceyyyy
1

2112 '' , 

ya’ni 2y  ni topishga doir chiziqli tenglamaga ega boʻldik. Bu tenglikni 
2

1у  ga boʻlamiz: 


  dxa

Ce
yy

yyyy 1

2

1

2

1

2

'

11

'

2 1
   yoki    .

1 1

2

11

2 






  dxa

Ce
yy

y

dx

d
 

Bundan 

'
2

11

2

1

Cdx
y

Ce

y

y
dxa




 


. 

Xususiy yechim qidirilayotgani uchun C=1, Cʻ =0 desak: 








dx
y

e
yy

dxa

2

1

12

1

                                (9) 

hosil boʻladi. Demak, umumiy yechim  








dx
y

e
yCyCy

dxa

2

1

1211

1

        

ekan 

    Eslatma. n-tartibli chiziqli birjinsli differentsial tenglamaning  ba,  

oraliqda aniqlangan va chiziqli erkli n ta xususiy yechimlari shu 

tenglama yechimlarining fundamental yechimlar sistemasi, deb ataladi. 

    8 - m i s o l . 0'
2

"  yy
x

y  tenglamaning umumiy yechimini toping. 

    Yechish. 
x

x
y

sin
1   funktsiya berilgan tenglamaning yechimi (tekshirib 

koʻring!). Ikkinchi yechimini (9) formuladan foydalanib topamiz: 

.
cos

sin

sin

sin

sin
22

2

2
x

x

x

dx

x

x
dx

x

x

e

x

x
y

x

dx














 



 

Shuning uchun umumiy yechim 

x

x
C

x

x
Cy

cossin
21   

boʻladi. 
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    10.3. Birjinsli boʻlmagan chiziqli differentsial tenglamalar. Bizga  
    )('1

1

1 xfyayayay nn

nn  

                     (1) 

differentsial tenglama berilgan boʻlsin.  
    9-teorema. Birjinsli boʻlmagan (1) tenglamaning umumiy yechimi 

uning biror *у  xususiy yechimi bilan unga mos keluvchi 
    0'1

1

1  

 yayayay nn

nn                          (2) 

birjinsli tenglamaning у  umumiy yechimini yigʻindisi koʻrinishida 

ifodalanadi. 

    Isboti. ууу  *  funktsiya (1) ning umumiy yechimi ekanligini 

koʻrsatishdan avval uni (1) ning yechimi ekanligini koʻrsataylik. Buning 

uchun uni (1) ga qoʻyamiz: 

        )(***
1

1 xfyyayyayy n

nn



            

yoki 

(     yayayay nn

nn  

 '1

1

1  )+(     )(*)*'** 1

1

1 xfyayayay nn

nn  

  . 

у  (2) ning yechimi boʻlgani uchun birinchi qavs aynan nolga teng va 

*у  (1) ning yechimi boʻlgani uchun ikkinchi qavs )(xf  ga teng. Demak, 

oxirgi tenglik ayniyat ekan. 

    Endi ууу  *  funktsiya (1) ning umumiy yechimi ekanligini 

isbotlaylik. 

    Faraz qilaylik,  
   1

0

1

00 0
00

,,'', 




  n
xx

n

xxxx yyyyyy                  (3) 

boshlangʻich shartlar berilgan boʻlsin. 

    Qilingan farazga koʻra у  (2) ning umumiy yechim boʻlgani uchun 

avvalgi boʻlimdagi 7-teoremaga koʻra uni 

nn yCyCyCy  2211  

koʻrinishda ifodalash mumkin, bu erda nууу ,,, 21   lar (2) ning chiziqli 

erkli yechimlari, nCCC ,,, 21   lar ixtiyoriy oʻzgarmaslar. U holda 

*2211 yyCyCyCy nn    

boʻladi. Bu yechim (3) shartlarni ham qanoatlantirishi kerak. Shuning 
uchun 

,

,

'

0

*'

0

'

0

'

202

'

101

0

*

00202101

yуyCyCyC

yуyCyCyC

nn

nn








 

. . . . . . . . . . .  
         1

0

1*

0

1

0202

1

101

1  
 n

n

nn

nn

n yyyCyCyC
n

 . 

boʻladi. Bu tengliklarni quyidagi sistema koʻrinishida yozib olamiz: 
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          

















 .

,

,

1*

0

1

0

1

0

1

202

1

101

*'

0

'

0

'

0

'

202

'

101

*

000202101

nnn

nn

nn

nn

nn

yyyCyCyC

yyyCyCyC

yyyCyCyC









         (4) 

Bu sistemaning determinanti chiziqli erkli boʻlgan nууу ,,, 21   

funktsiyalar Vronskiy determinantining 0хх   nuqtadagi qiymatiga teng. 

Shuning uchun u noldan farqli ( avvalgi boʻlimning 6-teoremasiga 

qarang). Demak, (4) sistema yagona yechimga ega. Teorema isbot 

boʻldi. 
    Bu teoremadan koʻrinadiki, agar birjinsli tenglamaning umumiy 

yechimi maʻlum boʻlsa, u holda birjinsli boʻlmagan tenglamaning 

umumiy yechimini topish uning biror xususiy yechimini topishga 
keltirilar ekan. 

    Berilgan (1) tenglamaning umumiy yechimini bizga 3.2.-§ dan 

maʻlum boʻlgan oʻzgarmaslarni variatsiyalash usuli deb ataluvchi 
Lagranj usulini qoʻllab topsa ham boʻladi. Bu usul quyidagi tartibda 

qoʻllaniladi. 

    Faraz qilaylik, nууу ,,, 21   (2) ning fundamental yechimlar sistemasi 

boʻlsin. U holda (1) ning umumiy yechimini  

nn yxCyxCyxCy )()()( 2211                          (5) 

koʻrinishda qidiramiz. Buni (1) qoʻyamiz. Buning uchun avval uni 
differentsiallasak: 

nnnn yxCyxCyxCyxCyxCy )()()()()(' '

1

'

1

''

22

'

11    

hosil boʻladi. )(,),(),( 21 хCхCхC n  larni shunday tanlaymizki, natijada 

0)()( '

1

'

1  nn yxCyxC   boʻlsin. U holda 
''

22

'

11 )()()(' nn yxCyxCyxCy    

boʻladi. Buni yana differentsiallab, xuddi yuqoridagidek mulohaza 

qilsak: 

0)()( '''

1

'

1  nn yxCyxC    va  
''''

22

''

11 )()()(' nn yxCyxCyxCy    

boʻladi. Shu jarayonni to n-tartibli hosilasigacha davom ettirsak,  
         n

nn

nnn yxCyxCyxCy )()()( 2211     1'1

1

'

1 )()(   n

nn

n yxCyxC   

tenglikga ega boʻlamiz. Bu hosilalarni (1) ga qoʻysak: 
       n

nn

nn yxCyxCyxC )()()( 2211        1'1

1

'

1 )()( n

nn

n yxCyxC   
        11

111 )()( n

nn

n yxCyxCa   )()()( 11 xfyxCyxCa nnn    
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yoki 
          

nn

n

n

n

nnn

nn yayayxCyayayxC  1

11

1

1111 )()(  
    )()()( 1'1

1

'

1 xfyxCyxC n

nn

n     

tenglikka kelamiz. nууу ,,, 21   lar (2) ning yechimlari boʻlgani uchun 

birinchi n ta qavs ichidagi ifodalar nolga teng boʻladi. Natijada 

)(,),(),( 21 хCхCхC n  lar uchun quyidagi sistema hosil boʻladi: 

      

















 ).()()()(

,0)()()(

,0)()()(

1'1

2

'

2

1

1

'

1

'''

2

'

2

'

1

'

1

'

2

'

21

'

1

xfyxCyxCyxC

yxCyxCyxC

yxCyxCyxC

n

nn

nn

nn

nn









 

Bu sistemaning determinanti chiziqli erkli nууу ,,, 21   funktsiyalarning 

Vronskiy determinanti boʻlgani uchun noldan farqli. Shu sababli, bu 

sistema yagona yechimga ega. Uni yechsak: 

),()( 1

'

1 xxC   ),()( 2

'

2 xxC   ¾, )()(' xxC nn   

lar topiladi. Bularning har birini integrallasak: 

,)( 111 CdxxC    ,)( 222 CdxxC   ¾, nnn CdxxC   )(  

hosil boʻladi. Bu topilgan ifodalarni (5) ga )(,),(),( 21 хCхCхC n  lar 

oʻrniga qoʻysak, (1) ning umumiy yechimini topamiz. 

    9 - m i s o l . 
x

ctgx
yy

x
y  '

2
"   tenglamaning umumiy yechimini 

toping. 

    Yechish. Shu paragrafning 9.1.-boʻlimidagi 2-misolda  

0'
2

"  yy
x

y  

tenglamaning xususiy yechimlari topilgan edi: 
x

x
y

sin
1  , 

x

x
y

cos
2  . Ular 

chiziqli erkli, chunki ularning Vronskiy determinanti  

  .0
1

,
221 
x

yyW  

Shuning uchun berilgan tenglamaning umumiy yechimini  

x

x
xC

x

x
xCy

cos
)(

sin
)( 21                           (6) 

koʻrinishda qidiramiz. )(1 хC  va )(2 хC  koeffitsientlarni quyidagi 

sistemadan topamiz: 
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


















.
cossin

)(
sincos

)(

,0
cos

)(
sin

)(

2

'

22

'

1

'

2

'

1

x

ctgx

x

xxx
xC

x

xxx
xC

x

x
xC

x

x
xC

 

Bundan 
x

x
xC

sin

cos
)(

2
'

1     va   xxC cos)('2    yoki ularni integrallaga-

nimizdan soʻng: 

  11 cos
2

ln)( CxxtgxC  , 22 sin)( CxxC  . 

Bularni (6) ga qoʻysak: 

 
2

ln
sincossin

21
xtg

x

x

x

x
C

x

x
Cy  . 

    10-teorema. Agar 
*

1у  va 
*

2у  lar mos ravishda  
    )(' 11

1

1 xfyayayay nn

nn  

                   (7) 
    )(' 21

1

1 xfyayayay nn

nn  

                   (8) 

tenglamalarning yechimlari boʻlsa, u holda 
*

2

*

1* ууу   
    )()(' 211

1

1 xfxfyayayay nn

nn  

   

tenglamaning yechimi boʻladi. 

    Isboti. Agar (7) va (8) larni hadma-had qoʻshsak: 
    )()()()'()()( 21

*

2

*

1

*

2

*

11

1*

2

*

11

*

2

*

1 xfxfyyayyayyayy nn

nn  

   

hosil boʻladi. Bundan 
*

2

*

1* ууу    (2) ning yechimi ekanligi kelib 

chiqadi. 

    10 - m i s o l . 
xexyy 34"   tenglamaning xususiy yechimini toping. 

    Yechish. xyy 4"  tenglamaning xususiy yechimi ху
4

1*

1  , 

xeyy 34"   tenglamaning xususiy yechimi esa 
хеу

5

3*

2  . Shu sababli, 

berilgan tenglamaning xususiy yechimi 

хеху
5

3

4

1*   

boʻladi. 

 

11-§. Oʻzgarmas koeffitsientli chiziqli birjinsli 

differentsial tenglamalar. 
 
    Bizga chiziqli birjinsli n-tartibli 
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    0'1

1

1  

 yayayay nn

nn                       (1) 

differentsial tenglama berilgan boʻlib, undagi naaa ,,, 21   koeffitsientlar 

oʻzgarmas boʻlsin. 

    Avvalgi paragrafning 9.2.-boʻlimidagi 7-teoremaga koʻra, (1) ning 
umumiy yechimini topish uchun uning fundamental yechimlari 

sistemasini topish kifoya.  

    Bu xususiy yechimlarni quyidagi koʻrinishda qidiramiz: 
kxey  , bu yerda .constk                          (2) 

U holda  
  .,,",' 2 kxnnkxkx ekyekykey    

Bularni (1) ga qoʻyib ixchamlasak: 

  01

1  

n

nnkx akake   

tenglik hosil boʻladi. Ma’lumki, barcha х  lar uchun 0kxe . Shu sa- 
babli,  

01

1

1  



nn

nn akakak                        (3) 

boʻlishi shart. Hosil boʻlgan (2) algebraik tenglamani (1) ning xa-
rakteristik tenglamasi, deb ataymiz. 

    Biz bilamizki, har qanday n-darajali algebraik tenglama n ta ildizga 

ega. Bu ildizlar: 
1) haqiqiy va har xil; 

2) haqiqiy, lekin ularning orasida karralilari bor; 

3) ularning ayrimlari kompleks boʻlishi mumkin. 
Bu hollarning har birini alohida-alohida koʻrib chiqaylik. 

    1-hol. Barcha nkkk ,,, 21   ildizlari haqiqiy va har xil. 

    Bularni (2) ga qoʻyib 
xk

ey 1

1  , 
xk

ey 2

2  , ¾, 
xk

n
ney                        (4) 

xususiy yechimlarini hosil qilamiz. Ma’lumki (9.2.-boʻlimdagi 3-

misolga qarang) bu funktsiyalar har xil nkkk ,,, 21   lar uchun chiziqli 

erkli. Shu sababli (4) funktsiyalar (1) ning fundamental yechimlari 
sistemasini tashkil etadi va shuning uchun (1) ning umumiy yechimi 

xk

n

xkxk neCeCeCy  21

21  

boʻladi. 

    1 - m i s o l .  0'3"2'''  yyy  tenglamaning umumiy yechimini toping. 

    Yechish. Berilgan tenglamaning xarakteristik tenglamasini tuzib 

olamiz: 
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032 23  kkk . 

Uning ildizlari: 3,1,0 321  kkk . Bu ildizlar haqiqiy va har xil 

boʻlgani uchun tenglamaning umumiy yechimi 
xx eCeCCy 3

321  
 

boʻladi. 

    2-hol. nkkk ,,, 21   ildizlar haqiqiy, lekin ularning ayrimlari karrali. 

Masalan, kkkk l  21  boʻlib, qolgan ln   tasi har xil boʻlsin. Bu 

holda 
xk

ey 1

1   xususiy yechim k ning oʻrniga k1 ni qoʻyib hosil qilinsa, 

qolgan 
xk

ey 2

2  , ¾, 
xk

l
ley   lar unga aynan teng boʻlgani uchun ularni 

alohida xususiy yechim deb qaralishi mumkin emas. Shu sababli, 
bunday xususiy yechimlar sifatida  

xk
хey 1

2  , ¾, 
xkl

l eхy 1  

funktsiyalar olinadi (ularni (1) ning yechimi ekanligini oʻrniga qoʻyib 

tekshirish mumkin, bu vazifani bajarishni oʻquvchining oʻziga havola 
qilamiz). Bu funktsiyalar qolgan yechimlar bilan chiziqli erkli sistemani 

tashkil etadi. Shuning uchun (1) ning umumiy yechimi  

  xk

n

xk

l

l

l

xk nl eCeCxCxCCey  

  11

121  

koʻrinishda boʻladi. 

    2 - m i s o l . 0'"2'''  yyy  tenglamaning umumiy yechimini toping. 

    Yechish. Bu tenglamaning xarakteristik tenglamasi 

.023  kkk  
Buning ildizlari: 0,1 321  kkk . Ildizlardan biri karrali ekan. Demak, 

tenglamaning umumiy yechimi 

321 CxeCeCy xx  
 

boʻladi. 

    3-hol. nkkk ,,, 21   ildizlar orasida komplekslari bor. Ma’lumki (9-bob, 

7-§, 1-teoremaga qarang), agar biror kompleks son algebraik 

tenglamaning ildizi boʻlsa, u holda unga qoʻshma kompleks son ham shu 

tenglamaning ildizi boʻladi, shu sababli, qoʻshma      ikik  21 ,  

kompleks ildizlarga  
 xi

s ey  , 
 xi

s ey 

 1                           (5) 

xususiy yechimlar mos keladi. Bular haqiqiy oʻzgaruvchining kompleks 

funktsiyalaridir. 
    Agar biror haqiqiy oʻzgaruvchining  

)()( xixuy   
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kompleks funktsiyasi (1) ni qanoatlantirsa, u holda )(xu  va )(x  lar ham 

(1) ni qanoatlantiradi. 

    Shu sababli, agar biz (5) funktsiyalarni 

 xixey x

s  sincos    va   xixey x

s  sincos1   

koʻrinishda yozib olsak, yuqoridagi mulohazaga koʻra,  

xey x

s  cos~  , xey x

s  sin~
1                        (6) 

funktsiyalar ham (1) ning xususiy yechimlari boʻladi degan xulosaga 

kelamiz. Bu yechimlar chiziqli erkli, chunki 

.~

~

1

constxctg
y

y

s

s 


  

    Shuning uchun qoʻshma kompleks      ikik  21 ,  ildizlarga 

mos keluvchi xususiy yechimlar sifatida (5) ni emas, balki (6) 

yechimlarni olamiz. 

    Agar    ik 1  ildiz l  karrali ildiz boʻlsa, u holda    ik 2  ham l  

karrali ildiz boʻladi. Bu holda bunday ildizlarga mos keluvchi xususiy 
yechimlar sifatida xuddi 2-holdagidek 

xe x  cos , xe x  sin , xxe x  cos , xxe x  sin ,¾, xex xl  cos1
, xex xl  sin1

 

funktsiyalar olinadi. 

    3 - m i s o l . 
      02'"422 345  yyyyyy  tenglamaning umumiy 

yechimini toping. 

    Yechish. Xarakteristik tenglama  

02422 2345  kkkkk  
yoki 

   012
22  kk  

oddiy haqiqiy 21 k   va ikkikarrali mavhum ik   ildizlarga ega. 

Shuning uchun tenglamaning umumiy yechimi 

    xxCCxxCCeCy x sincos 5432

2

1   

boʻladi. 
 

12-§. Oʻzgarmas koeffitsientli chiziqli birjinsli 

boʻlmagan differentsial tenglamalar. 

 

    I. Bizga  
    )('1

1

1 xfyayayay nn

nn  

                       (1) 
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differentsial tenglama berilgan boʻlsin, bu yerda naaa ,,, 21   koef- 

fitsientlar oʻzgarmas va )(xf   х  ning berilgan funktsiyasi. 

    10.3-boʻlimdagi 9-teoremaga koʻra (1) ning umumiy yechimi uning 

biror xususiy yechimini topishga keladi. Biz hozir  )(xf  ning maxsus 

koʻrinishlarida xususiy yechimni tanlash usuli, deb ataluvchi usul 

yordamida topish masalasini koʻramiz. )(xf  funktsiyaning bu usulni 

qoʻllab boʻladigan eng umumiy koʻrinishi quyidagichadir: 

 ,sin)(cos)()( xxQxxPexf mn

x                       (2) 

bu yerda )(xPn  va )(xQm  lar  х  ning mos ravishda n- va m-darajali 

koʻphadlari,  lar esa oʻzgarmaslar. 

    Eslatish joizki, boshqa barcha hollarda (1) ning umumiy yechi- mini 
9-§ da koʻrilgan oʻzgarmaslarni variatsiyalash usuli yordamida aniqlash 

mumkin. 

    (2) ning bir necha xil xususiy koʻrinishlarini koʻraylik. 

    1-hol. Faraz qilaylik, )()( xPexf n

x  boʻlsin. Bunda quyidagi uch 

holat yuz berishi mumkin: 

    a)   xarakteristik 

0)( 1

1

1  



nn

nn

n akakakkh   

tenglamaning ildizi emas. 

    Bu holda xususiy yechimni 

  x

n

xn

n

n

n exPexAxAxAAy  )(
~

* 1

110  

             (3) 

koʻrinishda qidiramiz. Buni (1) ga qoʻyib, xe  ga qisqartirsak, u quyidagi 
koʻrinishga keladi: 

 
 

 
 

  ).(
~
)('

~
)('

~

)!2(

)(~

)!1(

)(~ 2
2

1
1

xPPhPhP
n

h
P

n

h
P nnnnn

n

n

n

nn

n

n

nn

n 





 








    (4) 

  xarakteristik tenglamaning ildizi boʻlmagani uchun 0)( nh , shuning 

uchun tenglikning oʻng tomonida ham, chap tomonida ham n-darajali 

koʻphadlar turibdi. х  ning bir xil darajalari oldidagi koeffitsentlarni 

tenglasak, noma’lum nAAA ,,, 10   koeffitsentlarni topish uchun n+1 ta 

tenglamalar sistemasini hosil qilamiz. 

    b)   xarakteristik tenglamaning oddiy (bir karrali) ildizi, ya’ni 
0)( nh , lekin 0)(' nh . Bu holda xususiy yechimni (3) koʻrinishda 

izlab boʻlmaydi, chunki aks holda (4) dagi tenglikning  chap  tomonida 
n-1-darajali, oʻng tomonida esa n-darajali koʻphad boʻlib qoladi, ya’ni 
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nAAA ,,, 10   larning hech bir qiymatida (4) ayniyatga aylanmaydi. Shu 

sababli, xususiy yechimni 

  x

n

xn

n

n

n exPxexAxAxAAxy  )(
~

* 1

110  

          

koʻrinishda izlaymiz. 

    v)  xarakteristik tenglamaning s  karrali ildizi, ya’ni 0)( nh , 
  0)( l

nh , ,1,,2,1  sl 
  0)( s

nh . Agar biz xususiy yechimni (3) 

koʻrinishda qidirsak, u holda shuni hisobiga (4) quyidagi koʻrinishda 
boʻladi: 

 
 

 
 

 
 

  ).(
~

!

)(~

)!2(

)(~

)!1(

)(~ 2
2

1
1

xPP
s

h
P

n

h
P

n

h
P n

s

n

s

nn

n

n

nn

n

n

nn

n 





 



 

  

Bu tenglikning chap tomonida n-s-darajali koʻphad, oʻng tarafida esa n-

darajali koʻphad boʻlib qolyapti. Shu sababli, buni oldini olish 
maqsadida xususiy yechimni (3) koʻrinishda emas, balki quyidagi  

  x

n

sxn

n

n

n

s exPxexAxAxAAxy  )(
~

* 1

110  

 , 

koʻrinishda izlaymiz, chunki differentsiallash jarayonida ozod haddan 
boshlab dastlabki s ta had yoʻqolib ketadi. 

    1-m i s o l . xeyyy 43'2"   tenglamaning umumiy yechimini toping. 

    Yechish. Bir jinsli tenglamaning umumiy yechimi 

.2

3

1

xx eCeCy   

Berilgan tenglamaning oʻng tarafidagi koʻrsatkichli funktsiya dara- 
jasidagi 4 xarakteristik tenglamaning ildizi emas va uning oldida 0-

darajali koʻphad. Shuning uchun xususiy yechimni  
xAey 4*   

koʻrinishda izlaymiz. Bu xususiy yechim uchun (4) tenglama quyidagi-
cha boʻladi: 

xx eАe 445  . 
Bundan A=1/5. Demak, umumiy yechim 

хxx еeCeCy 4

2

3

1
5

1
 

 

ekan. 

    2 - m i s o l . 
xexyyy )2(6'7"   tenglamaning umumiy yechimi-ni 

toping. 

    Yechish. Tenglamaning oʻng tarafi 
xexP 1

1 )(  koʻrinishga ega, darajadagi 

1 xarakteristik tenglamaning oddiy ildizi. Shu sababli, xususiy yechimni 
xexAAxy )(* 10   



 68 

koʻrinishda izlaymiz. Buni differentsiallab, tenglamaga qoʻyib 

ixchamlagandan soʻng quyidagiga ega boʻlamiz: 

    .22510 101

xx exeAAxA   

Agar х  ning koeffitsientlarini va ozod hadni tenglasak: 
,110 1  A   .225 10  AA  

Bundan 259,101 01  AA . Demak, umumiy yechim 

xxx exxeCeCy 








10

1

25

9
1

6

1  

boʻlar ekan. 

    3 - m i s o l . xxyy 612"''' 2   tenglamaning umumiy yechimini 

toping. 

    Yechish. Xarakteristik 023  kk  tenglamaning ildizlari: 

.1,0 321  kkk  Shuning uchun mos birjinsli tenglamaning umumiy 

yechimi  
xeCxCCy 321   

boʻladi. 0 xarakteristik tenglamaning ikki karrali ildizi boʻlgani uchun 
berilgan tenglamaning xususiy yechimini 

  2

0

3

1

4

2

2

210

2* xAxAxAxAxAAxy   

koʻrinishda izlaymiz. Buni tenglamaga qoʻyib ixchamlasak: 

    .6122662412 2

0112

2

2 xxAAxAAxA   

Bundan х  ning bir xil darajalari oldidagi koeffitsientlarni tenglab  















026

,6624

,1212

01

12

2

AA

AA

A

 

sistemani hosil qilamiz. Bu sistemaning yechimlari: ,150 A  

.1,5 21  AA  Demak,  

.155* 234 xxxy   

U holda umumiy yechim 
234

321 155 хххeCxCCy x   

boʻladi. 

2-hol. Tenglamaning oʻng tarafi  ,sin)(cos)()( xxQxxPexf mn

x   bu 

yerda )(xPn  va )(xQm  lar  х  ning mos ravishda n- va m-darajali 

koʻphadlari,  lar esa oʻzgarmaslar. 
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    Bu hol 1-holga quyidagi usul bilan keltiriladi. Agar xcos  va xsin  

larni Eyler formulasi bilan berilgan ifodalariga almashtirsak, oʻng taraf 

quyidagi koʻrinishga keladi: 

i

ee
exQ

ee
exPxf

xixi
x

m

xxi
x

n
2

)(
2

)()(





 







 

yoki 

   xi
mn

xi

mn exQ
i

xPexQ
i

xPxf  


















 )(

2

1
)(

2

1
)(

2

1
)(

2

1
)( .      (5) 

    Demak, bu holda xususiy yechim 

 xxQxxPeху kk

xs  sin)(
~

cos)(
~

*   

koʻrinishda qidirilar ekan, bu yerda   snmk ,,max -esa xarakteristik 

tenglamaning ildizi boʻlmish  i  ning karrasi (agar  i  

xarakteristik tenglamaning ildizi boʻlmasa s=0 boʻladi). 

    4 - m i s o l . xxyyy sin3cos2'"   tenglamaning umumiy yechi-

mini toping. 

    Yechish. Xarakteristik tenglamaning ildizlari: 2,1 21  kk , shuning 

uchun mos birjinsli tenglamaning umumiy yechimi 
xx eCeCy 2

21

 . 

Berilgan tenglamaning xususiy yechimini  
xBxAy sincos*   

koʻrinishda izlaymiz, chunki bu yerda ii   ,1,0  xarakteristik 

tenglamaning ildizi emas. Buni tenglamaga qoʻyib, quyidagiga ega 

boʻlamiz: 
    xxxABxAB sin3cossin3cos3  . 

Bundan  

.
33

,13









AB

AB
 

Sistemani yechsak: 1,0  BA  boʻladi. Demak, umumiy yechim 

.sin2

21 xeCeCy xx  
 

    5 - m i s o l .  xxeyyy x 2cos2sin8'4" 2   tenglamaning umumiy 

yechimini toping. 

    Yechish. Xarakteristik tenglama ikik 22,22 21   kompleks 

ildizlarga ega va ii 22    xarakteristik tenglamaning ildizi, shu 

sababli birjinsli tenglamaning umumiy yechimi 

 xiСxСey x sin2cos 21

2   
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boʻlsa, berilgan tenglamaning xususiy yechimi 

 xBxAxey x 2sin2cos* 2   

koʻrinishda boʻladi. Buni tenglamaga qoʻyib ixchamlasak: ,41A  

41B  kelib chiqadi. Demak, umumiy yechim 

   xxxexiСxСey xx 2sin2cos
4

1
2sin2cos 2

21

2   

boʻladi. 
    II. Eyler tenglamasi. Oʻzgaruvchan koeffitsientli chiziqli 

          )('1

11

1 xfyaybaxaybaxaybax nn

nnnn
 


      (6) 

koʻrinishdagi tenglamalar "Eyler tenglamasi" deb ataladi, bu yerda 

naaa ,,, 21   koeffitsientlar oʻzgarmas va )(xf   х  ning berilgan 

funktsiyasi.  

    Bu tipdagi tenglamalarda tebax   almashtirish bajarilsa, natijada 

tenglama yangi oʻzgaruvchiga nisbatan oʻzgarmas koeffitsientli 
tenglamaga keltiriladi.  

    6 - m i s o l. 0'"2  yxyyx   tenglamaning umumiy yechimini to- ping. 

    Yechish. Agar tex   yoki xt ln , bundan 
te

xdx

dt 
1

 desak,  

,' tey
dx

dt

dt

dy

dx

dy
y        tt

t

t eyyeey
dt

d
y 2'
"     

boʻladi. U holda berilgan tenglama quyidagi koʻrinishga keladi: 

  022   yyeeyyee tttt     yoki    .02  yyy   

Xarakteristik tenglamaning ildizlari 121  kk , shu sababli umumiy 

yechim 

  tetCCy 21      yoki    xxCCy ln21   

boʻladi. 

    7 - m i s o l .     08'142"14
2

 yyxyx  tenglamani yeching. 

    Yechish. Agar tex 14  desak, 
tt e

dx

dt
dtedx  4,

4

1
 boʻladi. Bundan 

ye
dx

dt

dt

dy
y t  4' ,   .16" 2 yyey t   

 

U holda berilgan tenglama 032  yyy   koʻrinishga keladi. Uni 

yechsak: 
2

21

tt eCeCy     yoki     1414 21  xCxCy . 
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§13. Furʻye qatorlari. 

     Har qanday i j  lar uchun  

    0

b

i j

а

x x dx    

shartni qanoatlantiruvchi   
1п п





  functsiyalar  sistemasi  ,a b  oraliqda  

ortogonal functsiyalar sistemasi deyiladi. 
      Bunday sistemalarga trigonometrik functsiyalardan tarkib topgan  

  
1

cos ; sin
k

kx kx



  

sistema misol boʻla oladi, chunki har qanday i j  lar uchun 

 cos sin cos cos sin sin 0ix jx dx ix jx dx ix jx dx

  

    

         . 

     Agar  ,a b  oraliqda aniqlangan  f x  functsiya uchun 

   
1

k k

k

f x c x




  ,                                         (1) 

bu yerda     , 1,2,3,

b

k k

a

c f x x dx k  , munosabat oʻrinli boʻlsa, (1) ni 

 f x  functsiyaning Furʻye qatori deb ataymiz. 

      Agar davri 2  boʻlgan  f x  functsiya uchun  

   0

1

cos sin
2

k k

k

a
f x a kx b kx





                                     (2) 

yoyilma oʻrinli boʻlsa, (2) tenglik  f x  functsiyaning Furʻye qatori 

boʻladi. Bu yerda qator koeffitsiyentlari quyidagi formulalar yordamida 
aniqlanadi: 

    0

1 1 1
; cos , sin .k ka a f x kx dx b f x kx dx

 

 
  

 

      

      Misol:            oraliqda davriy boʻlgan                functsiyani qaraylik. 

 
9-rasm 

Bu functsiyani Furʻye qatoriga yoyish uchun qator koeffitsiyentlarini 

hisoblaymiz.  

 ,   f x x
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  

'
0

2 '
0 2

0, ,
1 cos cos 2

cos 1 4
, ,

agar k juft bo lsa
kx kx

k
k k k k agar k toq bo lsa

k






 





  

       
   


  

 
Demak, Furʻye qatori quyidagi koʻrinishda boʻlar ekan: 

 
      Furʻye qatorlarni ikkinchi tartibli bir jinsli boʻlmagan differentsial 

tenglamalarning yechimini topishda qoʻllash mumkin. Buning uchun 

faraz qilaylik, quyidagi differentsial tenglamaning: 

  1 2'' 'y a y a y f x                                           (3) 

y(0)=0,        y(l)=0                                                   (4) 

chegaraviy shartlarni qanoatlantiruvchi yechimini topish kerak boʻlsin. 
Avval  f x  functsiyani quyidagi Furʻye qatoriga yoyib olamiz: 

 
1

sink

k

k
f x M x

l





  , 

soʻngra (3)  tenglamaning hususiy yechimini quyidagi koʻrinishda 
qidiramiz: 

 
1

sinn

n

n
y a x

l





 
  

 
  . 

Noma’lum  an  koeffitsientlarni aniqlash uchun  y  dan ketma-ket hosila 

olib (3) tenglamaga olib borib qoʻyamiz. Soʻngra, tenglikni   sinkx    ga   

koʻpaytirib       oraliq boʻylab integrallaymiz. Natijada noma’lum ak 

koeffitsiyentlar uchun quyidagi formula hosil boʻladi: 

  
2

2

2
k k

k
a a M

l l

  
      

 yoki  
2

2

2
.k

k

M
a

l k
a

l




  
     
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                     l  
 

 
              ст  

       О              

               х  
 

      М   Р   
           х  
  

10-rasm. 

14-§. Differentsial tenglamalarning fizik va 

mexanik masalalarga qoʻllanishi. 

 

    1. Mexanik tebranishlar. 1-masala. 
Ogʻirligi R boʻlgan yuk uzunligi l  boʻlgan 

tinch holatdagi vertikal prujinaga osilgan. 
Natijada yuk biroz pastga tortilib, keyin 

prujinaning tarangligi hisobiga yana yuqoriga 

koʻtariladi. Prujina massasini va havo 
qarshiligini hisobga olmay, yukning xarakat 

qonunini topish masalasini koʻraylik.   

        Ох  oʻqni yuk osilgan nuqtadan pastga 
vertikal yoʻnalishda olamiz. Koordinatalar 

boshi O ni yuk muvozanatda boʻlgan holatda, 

ya’ni yukning ogʻirligi prujinaning reaktsiya 
kuchi bilan muvozanatlashgan nuqtada 

olamiz (10-rasmga qarang). 

      Agar  - prujinaning boshlangʻich mo-mentdagi choʻzilishi, st esa 
statik choʻzilish, ya’ni choʻzilmagan prujinaning oxiridan muvozanat 

holatigacha boʻlgan masofa, х   yukning muvozanat holatidan 

chetlanishi boʻlsa, u holda =st+ х  boʻladi. 
      Nyutonning ikkinchi qonuniga koʻra F=ma, bu yerda F - yukka 

qoʻyilgan kuchlarning teng ta’sir etuvchisi, m=R/g yuk massasi, a esa 

xarakat tezlanishi. Biz koʻrayotgan masalada F kuch prujinaning 
taranglik kuchi va ogʻirlik kuchlari yigʻindisidan iborat. 

    Guk qonuniga binoan prujinaning taranglik kuchi uning choʻzi-lishiga 

proportsional, ya’ni  -s ga teng, bu yerda s-oʻzgarmas pro-portsionallik 
koeffitsienti, u prujinaning birkligi, deyiladi. 

    Shuning uchun xarakat tenglamasi 

Pc
dt

xd
m  

2

2

 

boʻladi. 

    Muvozanat holatida prujinaning taranglik kuchi ogʻirlik kuchi bilan 

teng boʻlgani uchun стсР   boʻladi. Buni tenglamaga qoʻysak, u 

02

2

2

 xs
dt

xd
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koʻrinishga keladi, bu yerda mcs 2  deb belgilandi va -st= х  ekanligi 

eʻtiborga olindi. Bu tenglama yukning "erkin tebranish" yoki "garmonik 

ostsillyator" tenglamasi, deb ataladi. Bu oʻzgarmas koeffitsientli 

ikkinchi tartibli bir jinsli differentsial tenglama. Uning xarakteristik 

tenglamasi 022  sk  mavhum isk 2,1  ildizlarga ega. Unga mos 

keluvchi umumiy yechim 

stCstCx sincos 21   

boʻladi. Agar buni 2

2

2

1 CCA   ga koʻpaytirib va boʻlib,  

,sin
2

2

2

1

1

CC

C


  

2

2

2

1

2cos
CC

C


  

desak, u quyidagi koʻrinishga keladi: 
  stAx sin . 

    Demak, havo qarshiligi boʻlmasa yuk muvozanat holati atrofida 

garmonik tebranar ekan. A kattalik tebranish amplitudasi, st+ tebranish 

fazasi,  esa boshlangʻich fazasi, deyiladi. Tebranish chastotasi mcs   

prujinaning birkligi va yukning massasiga bogʻliq. cmcm mgPc    

boʻlgani uchun tebranish davri 

gcmsT cm 222   

boʻladi. 

    Endi faraz qilaylik, yukka xarakat tezligiga proportsional boʻlgan 

havo qarshiligi ta’sir etsin. U holda yukka ta’sir etadigan kuchlar 

qatoriga havoning qarshilik kuchi R= -v qoʻshiladi, bu yerda manfiy 

ishoraning olinishiga sabab, R kuch qarshilik kuchi boʻlgani uchun 

xarakat yoʻnalishiga teskari yoʻnalgan boʻladi.      
    Bu holat uchun xarakat tenglamasi  

dt

dx
cx

dt

xd
m 

2

2

 

boʻladi, bu yerda agar nmsmc 2,2    desak, u 

02 2

2

2

 xs
dt

dx
n

dt

xd
                              (1) 

koʻrinishga keladi. Uning xarakteristik tenglamasi 
22

2,1 snnk                                (2) 

ildizlarga ega.  
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    Bu yerda uch hol roʻy berishi mumkin. Agar muhit qarshiligi uncha 

katta boʻlmasa, u holda 022  sn  boʻlib, ildizlar 12,1 iknk   

koʻrinishda boʻladi, bu yerda 
222

1 nsk   deb belgilandi. Shuning uchun 

tenglamaning yechimi 

 tkCtkCex nt

1211 sincos  
 

koʻrinishda boʻladi. Agar yuqoridagidek almashtirishlar bajarsak, u 

quyidagi koʻrinishga keltiriladi: 

   tkAex nt

1sin . 

    Bu yerda amplituda sifatida ntAe  miqdorni koʻrishga toʻgʻri kelyapti, 
u t  da, nolga intiladi, ya’ni havo qarshiligi kam boʻlsa, tebranish 

soʻnuvchan boʻlar ekan. Shu sababli bunday tebranishni "soʻnuvchi 

tebranish", deb ataymiz. Soʻnuvchi tebranish davri 
22

1 22 nskT    ga teng.  

    Soʻnuvchi tebranishning amplitudasi maxraji 1kn
e


 ga teng boʻlgan 

geometrik progressiyani tashkil etadi. Bu miqdor "soʻnish dekrementi", 

deb ataladi, uni biz D harfi bilan belgilaymiz. Dekrementning natural 

logarifmi 1ln knD   "soʻnishning logarifmik dekrementi", deyiladi. 

    Agar muhitning qarshiligi katta va shu sababli 022  sn  boʻlsa, u 

holda ildizlar hnk 2,1  boʻlib, bu yerda 222 snh  , tenglamaning 

umumiy yechimi 
   thnthn eCeCx   21  

yoki agar hn   boʻlsa,  

 tCCex nt

21    

koʻrinishda boʻladi. 

    Bu ikkala holda ham t  da 0x  boʻladi, ya’ni tebranish 

soʻnuvchi boʻlar ekan. 
    2 -masala. Uzunligi l  boʻlgan prujinaga ogʻirligi R boʻlgan yuk 

osilgan. Agar yukka xarakat tezligiga proportsional boʻlgan muhit 

qarshiligidan tashqari qoʻzgʻatuvchi ptQsin  kuch ta’sir etsa, yukning 

xarakat qonunini topaylik. 
    Aynan yuqoridagidek mulohazalar bilan xarakat tenglamasini 

quyidagi koʻrinishda hosil qilamiz: 

ptQ
dt

dx
cx

dt

xd
m sin

2

2

   

yoki  
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,sin2 2

2

2

ptqxs
dt

dx
n

dt

xd
                            (3) 

bu yerda nmmcs 2,2    va mQq  , va yuqoridagilardan farqli 

oʻlaroq yukka ta’sir etayotgan qoʻzgʻatuvchi kuch ham eʻtiborga olindi. 

Bu jarayonda tebranma xarakat qoʻshimcha kuch ta’sirida ham sodir 
boʻlayotgani uchun bu xarakatni "majburiy tebranma xarakat", deb 

atashadi. 

    (3) oʻzgarmas koeffitsientli bir jinsli boʻlmagan chiziqli ikkinchi 
tartibli differentsial tenglamadir.  

    Avval yukka muhit qarshiligi ta’sir etayotgan holni koʻraylik, bunda 

0п  boʻladi. Agar 22 sn   boʻlsa, u holda xarakteristik tenglama 

kompleks 12,1 iknk   ildizlarga ega boʻladi, bu yerda 
222

1 nsk  . Shu 

sababli, mos bir jinsli tenglamaning umumiy yechimi 

   tkAex nt

1sin  

boʻladi (1-masalaga qarang). (3) ning xususiy yechimini 
ptNptMx sincos*   

koʻrinishda izlaymiz. Buni (3) ga qoʻyib ixchamlagandan soʻng, M  va 

N  larning qiymatlarini topamiz: 

 
,

4

2

22222 pnps

npq
M


  

 
 

.
4 22222

22

pnps

psq
N




  

Demak, xususiy yechim 

      
























 pt

pnps

ps
pt

pnps

np

pnps

q
x sin

4

cos

4

2

4

*
22222

22

2222222222

boʻlar ekan. Quyidagi belgilashlarni kiritaylik: 

 
,

4 22222

B

pnps

q



 

 
,sin

4

2

22222



 pnps

np
  

 
.cos

4 22222

22







pnps

ps
 

    U holda xususiy yechim 

  ptBx sin*  

koʻrinishni oladi. (3) ning umumiy yechimi esa 

   tkAex nt

1sin   ptBsin                       (4) 

boʻladi. Uning birinchi hadi soʻnuvchi teranishni ifodalaydi; t  da u 

nolga intiladi. Shu sababli, biror muddatdan keyin uning umumiy 
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yigʻindiga ta’siri boʻlmay qoladi va asosiy qiymatni majburiy 

tebranishni aniqlaydigan had beradi. Bu tebranishning chastotasi р  

tashqi kuchning chastotasiga teng, majburiy tebranishning amplitudasi 
р  ning s  ga qanchalik yaqinligi va п  ning qanchalik kichikligiga qarab, 

shunchalik katta boʻladi. 

    Majburiy tebranish amplitudasining п  ning har xil qiymatlarida р  

chastotaning oʻzgarishiga qanchalik bogʻliqligini tekshiraylik. Buning 
uchun uni differentsiallaymiz: 

 
,

4

)(
22222 pnps

q
pB



  

 

   23
22222

222

4

42
)('

pnps

pnpps
qpB




 . 

Agar 0)(' pB  desak, 02)( 222  nps  tenglama hosil boʻladi. Uning 

ildizi tashqi kuchlarning chastotasini beradi: 22 2nsp  . Bu qiymatda 

)(pB  maksimum qiymatga erishadi (tekshiring!). Uning maksimum 

qiymati 

22
max

2 nsn

q
B


                               (5) 

ga teng. п  qanchalik kichik boʻlsa, р  ning qiymati s  ga shunchalik 

yaqin boʻladi va (5) dan koʻrinadiki, tebranishlar amplitudasi shunchalik 

katta boʻladi: 



)(lim pB

sp
. 

Agar sp   boʻlsa, rezonans holati yuz beradi. 

    Endi faraz qilaylik, 0п  boʻlsin, ya’ni yukka tashqi muhit ta’sir 

etmasin. U holda xarakat tenglamasi 

ptqxs
dt

xd
sin2

2

2

                                (6) 

boʻladi. Mos bir jinsli tenglamaning umumiy yechimi 
  stAx sin . 

Agar sp   boʻlsa, (6) ning xususiy yechimini 
ptNptMx sincos*   

koʻrinishda izlaymiz. Buni (6) ga qoʻyib ixchamlagandan soʻng, M  va 

N  larning qiymatlarini topamiz: 
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.,0
22 ps

q
NM


  

U holda umumiy yechim 

  stAx sin pt
ps

q
sin

22 
  

boʻladi. 

    Agar sp   boʻlsa, (6) ning xususiy yechimini 
)sincos(* ptNptMtx   

koʻrinishda izlaymiz. Bunda M  va N  lar quyidagicha boʻladi: 

.0,
2

 N
s

q
M  

Demak, 

stt
s

q
x cos

2
*   

ekan. U holda umumiy yechim 

  stt
s

q
stAx cos

2
sin    

boʻladi. Oʻng tarafdagi ikkinchi had t kattalashgan sari tebranish 

amplitudasi cheksiz orta borishini koʻrsatadi. Bu holat rezonans holati, 
deb ataladi. 

 

    13.2. Elektr zanjiridagi tebranishlar. r  qarshilik, L  induktivlik va 
C  sigʻim ketma-ket ulangan zanjirda boshlangʻich 0t  vaqt momentida 

konturdagi tok va kondensatordagi zaryad nolga teng boʻlsa, tokning shu 

zanjirdan oʻtish jarayonini tekshiraylik. 
                                     rU                LU  

 

 
          )(tU                                                           СU  

 

 

 

11-rasm. 
 

    Biz bu masalani shu bobning 1.1-§ ida 5-misolda koʻrgan edik. Agar 
U  manbaaning elektr yurituvchi kuchi (e.yu.k.) boʻlsa, u holda zanjirdan 
I  tokning oʻtish tenglamasi quyidagicha edi: 
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dt

dU

C

I

dt

dI
r

dt

Id
L 

2

2

                              (7) 

    Faraz qilaylik, zanjir manbaasining e.yu.k. oʻzgarmas, ya’ni constU   

boʻlsin. U holda (7) quyidagi bir jinsli tenglamaga aylanadi: 

.0
2

2


LC

I

dt

dI

L

r

dt

Id
 

    Uning xarakteristik tenglamasi 

CL

LCr

L

r
k

2

2

2,1
4

4

2


  

ildizlarga ega. Agar 042  LCr  boʻlsa, ildizlar haqiqiy, shuning uchun 

umumiy yechim nodavriy boʻladi.   Demak, tok ham nodavriy boʻladi. 
Bu zanjirda hech qanday tebranishlar roʻy bermasligini bildiradi. Agar 

042  LCr  boʻlsa, umumiy yechim 

 tCtCeI t

1211 sincos   
                        (8) 

boʻladi, bu yerda    222

1 41,2 LrLCLr   . 

    1С  va 2С  koeffitsientlarning  

,0| 0tI   
L

E

dt

dI
t 0|  

boshlangʻich shartlarni qanoatlantiruvchi qiymatlarini topaylik. Buning 
uchun avval (8) ni differentsiallaymiz: 

    .cossinsincos 121211211 tCtCtCtCe
dt

dI t   
 

Agar boshlangʻich shartlardan foydalansak: ,01 С   12 LUС   lar 

topiladi. Demak, yechim quyidagi koʻrinishda boʻlar ekan: 

te
L

U
I t

1

1

sin


 . 

    Endi faraz qilaylik, tQU sin  boʻlsin. U holda (7) tenglama 

quyidagicha boʻladi: 

tQ
C

I

dt

dI
r

dt

Id
L  cos

2

2

 .                         (9) 

Ma’lumki (1.1-§, 5-misolga qarang) 

,0| 0tI     tQ
dt

dI
LIdt

C
rI

t

sin
1

0

  . 

Bundan 

0| 0t
dt

dI
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ekanligi kelib chiqadi. Demak, (9) uchun boshlangʻich shartlar 

,0| 0tI   0| 0t
dt

dI
 

boʻlar ekan. Shu shartlarni qanoatlantiruvchi xususiy yechimni topaylik. 

Agar  1  boʻlsa, u holda bu yechimni 

tNtMI  sincos*   
koʻrinishda qidiramiz. Uni (9) ga qoʻyib, M  va N  larni 1-masala-

dagidek mulohazalar bilan topamiz: 

 
 

,
1

1

2222

2

rLC

LCQ
M








   

  2222

2

1 rLC

rQ
N






 . 

U holda umumiy yechim 

   tCtCeI t

1211 sincos 

  



















 trtL

CrLC

Q



sincos

1

)(1 22  

boʻladi. Agar ;1 KCL    ZrK  22  desak, yechim 

   trtK
Z

Q
tCtCeI t  sincossincos

21211  
 

koʻrinishni oladi. Boshlangʻich shartlardan 1С  va 2С  larni topamiz: 

,
21
Z

QK
C     


Kr

Z

Q
C 

1

22 . 

Qavsda turgan ifodani quyidagicha oʻzgartiraylik: 



















C

r
r

C
L

L

r
rKr

2

1

2
 

'
1

2
K

C
L

C

r

















 , bu yerda  '

1
K

C
L 


  deyildi. 

Demak,  

   trtK
Z

Q
tKtKe

Z

Q
I t 



 sincossin'cos
2111

1

2
 

. 

C
KK

2
'   boʻlgani uchun 


























 2222222

1

2 141
' 




C
K

C
K

LC
KKK  

.
4

4114 2

2

22
2

2

LC

Z

LC

Lr

LC

K

CC
L

CLC

K












 





 

    Agar 



 81 

1
222

1

2

1 sin
'







 KK

K
 , 1

222

1

2
cos

'

'







 KK

K
, sin
Z

K
, cos
Z

r
 

desak, u holda yechimni quyidagicha yozish mumkin: 

   .sinsin 11

1









t
Z

Q
t

LCZ

Qe
I

t

 

    Agar  1  boʻlsa, u holda xususiy yechimni 

)sincos(* tNtMtI    

koʻrinishda izlaymiz. Bu qavs oldidagi t kattalashgan sari tebranish 
amplitudasi cheksiz orta borishini koʻrsatadi. Demak, bu holda rezonans 

holati yuz berar ekan. 

 

    13.3. Differentsial tenglamalarning iqtisod dinamikasiga 

qoʻllanishi. Iqtisod dinamikasining modellarida differentsial 

tenglamalar yetarlicha koʻp qoʻllaniladi. Quyida biz makroiqtisod 
dinamikasiga qoʻllanilishigа doir bir nechta masalalarni koʻramiz. 

    1-masala. Faraz qilaylik, )(ty - biror korxonaning t  vaqt momentida 

sotgan mahsulotlari hajmi boʻlsin. Agar korxona chiqargan mahsulotini 

bir xil p  narxda sotgan boʻlsa, u holda korxonaning t  vaqt momentida 

olgan daromadi )()( tpytY   boʻladi. 

    )(tI  bilan ishlab chiqarishni kengaytirish uchun sarf qilinadigan 

investitsiya miqdorini belgilaylik. Tabiiy oʻsish modelida mahsulotning 
chiqish tezligi (ya’ni akseleratsiyasi) investitsiya miqdoriga 

proportsional deb hisoblanadi, ya’ni 

).()(' tlIty                                       (1) 

     Investitsiya miqdori )(tI  daromadning oʻzgarmas qismini tashkil 

etadi, deb faraz qilsak: 

)()()( tmpytmYtI  ,                                 (2) 

bu yerda proportsionallik koeffitsienti m   10  m  boʻlgan oʻzgarmas 
miqdordir. 

    Agar (2) ifoda (1) ga olib borib qoʻyilsa: 

kyy '                                          (3) 

differentsial tenglama hosil boʻladi, bu yerda .mplk   Bu tenglama 

oʻzgaruvchilari ajraluvchi differentsial tenglamadir. Uni yechsak: 

)(,)( 00

)(

0
0 tyyeyty

ttk



 

funktsiya hosil boʻladi.  
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    Aytish lozimki, (3) tenglama demografik jarayonda aholini oʻsish 

dinamikasini, muntazam inflyatsiya davrida narxning oʻsish 

dinamikasini va xokazo jarayonlarni ifodalaydi. 
    Amalda bozorning toʻyinish sharti yetarlicha kichik vaqt intervali 

uchun qabul qilinadi. Umuman talab egri chizigʻi, ya’ni sotilgan mol 

narxi p  ning uning hajmi y  ga bogʻlikligi )(ypp   kamayuvchi funktsiya 

boʻladi, chunki mahsulot hajmining oshishi bozorning shu molga 
toʻyinishiga olib keladi, u esa mahsulot narxining kamayishiga olib 

keladi. Shu sababli, raqobatbardor bozor shartida oʻsish modeli 

quyidagicha boʻladi: 

.)(' yymlpy                                       (4) 

Bu yana oʻzgaruvchilari ajraluvchi differentsial tenglama. (4) ning oʻng 

tomonidagi barcha koʻpaytuvchilar musbat boʻlgani uchun 0'y , shu 

sababli u oʻsuvchi )(ty  funktsiyani ifodalaydi. Bu funktsiyani 

qavariqlikka tekshirganda tabiiy uning elastiklik tushunchasi ishlatiladi. 

Xaqiqatan, agar (4) ni differentsiallab yuborsak 









 py

dt

dp
mlyy '"  

munosabatni hosil qilamiz. Maʻlumki, narxga nisbatan talabning 

elastikligi 
dp

dy

y

p
yE p )(  formula orqali ifodalanadi. U holda oxirgi 

tengligimizni quyidagicha yozsa boʻladi: 

.1
)(

1
'"
















yE
pmlyy

p

 

Bu yerda 0"y  desak, 1)( yE p  tenglik hosil boʻladi. Demak, agar talab 

elastik boʻlsa, ya’ni 1)( yE p  yoki 1)( yE p  boʻlsa, 0"y  boʻlib )(ty  

funktsiya qavarigʻi tepaga boʻladi, agar talab elastik boʻlmasa, ya’ni 

1)( yE p  yoki 0)(1  yE p  boʻlsa, u holda 0"y  boʻlib )(ty  funktsiya 

qavarigʻi pastga boʻladi. 

    1-misol. Agar talab egri chizigʻi yyp  2)(  tenglama bilan berilgan, 

akseleratsiya normasi 21 
l

, investitsiya normasi ,5,0m  5,0)0( y  boʻlsa, 

sotilgan mahsulot hajmini toping. 

    Yechish. Berilgan malumotlarga koʻra, (4) tenglama quyidagicha 
koʻrinishga ega: 

yyy )2('    yoki  dt
yy

dy


 )2(
. 
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Oxirgi tenglikni integrallab yuborsak: 

12
2

ln Ct
y

y


   yoki  tCe
y

y 22 


                       (5) 

hosil boʻladi, bu erda 1C
eC  . Agar 5,0)0( y  ekanligini eʻtiborga olsak, 

3C  kelib chiqadi. U holda (5) dan 
te

y
231

2


  topiladi. 

         daromad 

       y 

 

       2                                                                   Н                                      noelastik talab 

 

        

       1     

 

      ½ 

               elastik talab 

t 

       0                        t                         tn                                 vaqt 

 

12-rasm  
 

Bu funktsiyaning grafigi yuqoridagi chizmada berilgan. Chizmadagi egri 

chiziq logistik chiziq deyiladi.  

    2-masala. Biror korxonaning t  vaqt momentida olgan daromadi )(tY  

investitsiya )(tI  va talab miqdori )(tC  lar yigʻindisiga teng: 

 

).()()( tCtItY                                      (6) 

 

Xuddi tabiiy oʻsish modeliga oʻxshab, bu yerda ham daromadning oʻsish 
tezligi investitsiya miqdoriga proportsional deb faraz qilamiz, ya’ni 

 

),()(' tItbY                                       (7) 

 

bu yerda b - daromad oʻsishining kapitalsigʻimi koeffitsiyenti, u 

mahsulot narxi p  oʻzgarmas va 
pb

l 1  boʻlsa, (3) ga ekvivalent. 

    )(tC  funktsiyaning oʻzgarishi daromad funktsiya )(tY  ning oʻzgarishiga 

qay darajada taʻsir qilishini koʻraylik. 

    Faraz qilaylik, )(tC  daromadning muayyan qismi boʻlsin: 

)()1()( tYmtC  , bu yerda m  investitsiya normasi. (6) va (7) lardan  
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Y
b

m
Y '                                        (8) 

tenglamani hosil qilamiz. Bu tenglama (4) ga constp   boʻlganda 

tengkuchli.  

    Koʻpincha talab funktsiyasi )(tC  oldindan maʻlum boʻladi. 

 

 

15-§. Oddiy differentsial tenglamalar sistemasi. 

 

    15.1. Differentsial tenglamalarning normal sistemasi. Quyidagi 

 

 

 





















nn

n

n

n

yyyxf
dx

dy

yyyxf
dx

dy

yyyxf
dx

dy

,,,,

,,,,,

,,,,,

21

212

2

211

1









                         (1) 

sistema normal sistema, deb ataladi.  

    Kuzatilayotgan yoki tadqiqot qilinayotgan ayrim jarayonlar modeli 
(1) koʻrinishdagi tenglamalar sistemasidan iborat boʻladi. 

    1 - m i s o l . A  modda  P  va  Q  moddalarga parchalansin. Ularning 

har birini hosil boʻlish tezligi A  moddaning parchalanmagan qismiga 
proportsional boʻlsin. Agar P  va  Q  moddalarning t momentdagi 

miqdorlarini mos ravishda х  va y  desak, u holda A  moddaning t 

momentdagi miqdori уха   boʻladi. Masala shartiga koʻra bu miqdor 

х  va y  miqdorlarning hosilalariga proportsional, ya’ni 

 

 













.

,

2

1

yxak
dt

dy

yxak
dt

dx

 

    2 - m i s o l . Biologiyadan Ma’lumki, ayrim bakteriyalar koʻpa- 

yishdan tashqari oʻzining miqdorini kamaytirib turuvchi zahar ham 
ishlab chiqaradi. Faraz qilaylik, bakteriyaning miqdori N oʻzining 

koʻpayish tezligi dtdN  ga va zahar  ishlab chiqarish tezligi dtdx  ga 

proportsional boʻlsin, bu yerda х  zahar miqdori. U holda quyidagi 

sistemaga ega boʻlamiz: 
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,1NxkkN
dt

dN
    .2Nk

dt

dx
  

    (1) sistemani integrallash deganda, (1) ni va quyidagi berilgan  

,| 101 0
yy xx  , ,| 202 0

yy xx  00
|, nxxn yy                  (2) 

boshlangʻich shartlarni qanoatlantiruvchi noma’lum nyyy ,,, 21   

funktsiyalarni  topishni tushunamiz. 

    Bunday sistemalarni integrallash uning koʻrinishiga qarab, har xil 

usullar bilan bajarilishi mumkin. Shulardan bir nechtasini koʻrib 
chiqamiz. 

    (1) ning birinchi tenglamasini х  boʻyicha differentsiallaylik: 

.11

1

11

2

1

2

dx

dy

y

f

dx

dy

y

f

x

f

dx

yd n

n















   

Tenglikning oʻng tarafidagi dxdy1 , dxdy2 , dxdyn,  hosilalarni (1) 

dan nfff ,,, 21   lar orqali ifodalari bilan almashtiramiz, natijada 

quyidagi tenglama hosil boʻladi: 

 .,,,, 2122

1

2

nyyyxF
dx

yd
  

Bu tenglamani differentsiallab, aynan yuqoridagidek almashtirishlar 

bajarsak: 

 nyyyxF
dx

yd
,,,, 2133

1

3

  

tenglama hosil boʻladi. Bu jarayonni davom ettirib, nihoyat 

 nnn

n

yyyxF
dx

yd
,,,, 21

1   

tenglamaga kelamiz. Endi hosil boʻlgan tenglamalardan quyidagi 

sistemani tuzib olaylik: 

 

 

 





















.,,,,

,,,,,

,,,,,

21
1

2122

1

2

211
1

nnn

n

n

n

yyyxF
dx

yd

yyyxF
dx

yd

yyyxf
dx

dy









                       (3) 

Bu sistemaning dastlabki 1n  ta tenglamasidan nyyy ,,, 32   larni 
 1
1

'

11 ,,,, nyyyx   lar orqali ifodalab: 
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     11

'

11

1

1

'

1122 ,,,,,,,,,,   n

nn

n yyyxyyyyxy           (4) 

sistemaning oxirgi tenglamasiga olib borib qoʻyamiz: 

  .,,,, 1

1

'

11
1  n

n

n

yyyx
dx

yd
                       (5) 

Bu tenglamadan 1y  ni topamiz: 

 .,, 111 nCCxy                              (6) 

Oxirgi tenglikni 1n  marotaba differentsiallab, (4) ga qoʻysak, qolgan 

nyyy ,,, 32   noma’lumlar ham topiladi: 

 ,,, 111 nCCxy    ,,,, 122  nCCxy   .,, 1 nnп CCxy   

    Agar (2) boshlangʻich shartlar berilgan boʻlsa, mos nCC ,,1   koef- 

fitsientlarni topish xuddi bitta tenglama uchun bajarilgandek amalga 

oshiriladi. 
    Agar (1) ning oʻng tarafidagi funktsiyalar oʻz oʻzgaruvchilariga 

nisbatan chiziqli boʻlsa, u holda sistemani chiziqli normal sistema deb 

ataymiz. Chiziqli normal sistemaga mos keluvchi (5) tenglama ham 
chiziqli boʻladi. 

    3-m i s o l. zy
dx

dz
zy

dx

dy
 ,  tenglamalar sistemasini yeching. 

    Yechish. Birinchi tenglamani х  boʻyicha differentsiallaymiz: 

dx

dz

dx

dy

dx

yd


2

2

 

va undan y , dxdy  larni yoʻqotamiz. Shu bilan tenglama  

02
2

2

 y
dx

yd
 

koʻrinishga keladi. Buning xarakteristik tenglamasi 22,1 k  il- dizlarga 

ega. Shuning uchun uning umumiy yechimi 
2

2

2

1

xx eCeCy   

boʻladi. z ni topish uchun bu yechimni sistemaning birinchi teng-

lamasiga qoʻyamiz: 

    .1212 2

2

2

1

xx eCeCy
dx

dy
z   

    Eslatma. Ayrim hollarda sistemaning tenglamalari ustida bir nechta 

almashtirishlar bajarib, yechimni topishga olib keladigan osongina 

integrallanadigan tenglama hosil qilish mumkin. Bu usulni 
integrallovchi kombinatsiyalar usuli, deb atashadi. 
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    4 -m i s o l . 
yx

y

dt

dy

yx

x

dt

dx

32
;

32 



  tenglamalar sistemasini 

yeching. 

    Yechish. Avval birinchi integrallovchi kombinatsiyani tuzib olamiz. 
Buning uchun birinchi tenglamani ikkinchisiga boʻlamiz: 

;;
y

dy

x

dx

y

x

dy

dx
  1lnlnln Cyx    yoki  .1yCx   

    Ikkinchi integrallovchi kombinatsiyani tuzish uchun birinchi 

tenglamani 2 ga va ikkinchi tenglamani 3 ga koʻpaytirib, oʻzaro 
qoʻshamiz: 

;132 
dt

dy

dt

dx
 dtdydx  32   yoki  .32 2Ctyx   

Hosil boʻlgan tenglamalardan sistema tuzib olib, umumiy yechimni 

topamiz: 
 

,
32 1

21






C

CtC
x  .

32 1

2





C

Ct
y  

    15.2. Oʻzgarmas koeffitsientli chiziqli differentsial tenglamalar 

sistemasi. Faraz qilaylik, bizga quyidagi 























nnnnn
n
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xaxaxa
dt

dx

xaxaxa
dt

dx

xaxaxa
dt

dx









2211

2222121
2

1212111
1

,

,

                      (7) 

sistema berilgan boʻlsin, bu yerda barcha koeffitsientlar oʻzgarmas. 

    Bu sistemani  

AX
dt

dX
  

matritsa koʻrinishida ham yozish mumkin, bu yerda 

,
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22221

11211


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






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
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dt
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n


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    Berilgan (7) sistemaning yechimini 

,11

tepx   ,22

tepx  t

nn epx ,  

koʻrinishda izlaymiz. Agar bularni sistemaning tenglamalariga qoʻyib, 

oʻxshash hadlarni ixchamlasak, noma’lum nppp ,,, 21   koeffitsientlarga 

nisbatan quyidagi chiziqli bir jinsli algebraik tenglamalar sistemasini hosil 

qilamiz: 

 

 

 

















.0

,0

,0

2211

2222121

1222111

nnnnn
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papapa















                    (8) 

    Ma’lumki, bunday sistema hamisha birgalikda, masalan, hech 

boʻlmaganda nol 0,,0,0 21  nppp   yechimi mavjud. (8) sistema 

noldan farqli yechimga ega boʻlishi uchun uning determinanti nolga teng 

boʻlishi zarur va etarlidir: 

  .0
...

21

22221

11211



















nnnn

n

n

aaa
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aaa









 

Bu  ga nisbatan n-darajali algebraik tenglama. Uni A matritsaning va 
shu vaqtning oʻzida (7) sistemaning ham xarakteristik tenglamasi deb 

ataymiz. 

    Ma’lumki, bunday tenglama n ta n ,,, 21   ildizlarga ega. Ular A 

matritsaning xos sonlari boʻladi. Har bir k  xos songa biror 

 nkkk ppp ,,, 21   xos vektor mos keladi.  

    Bu yerda uch hol yuz berishi mumkin. 

    1-hol. Barcha xos sonlar har xil: n  21  va haqiqiy. U holda, 

(7) sistema n ta yechimga ega: 

    1   uchun: ;,,, 111

1121211111

t

nn

tt
epxepxepx


   

    2   uchun: ;,,, 222

2222221212

t

nn

tt
epxepxepx


   

       

    n   uchun: .,,, 2211

t

nnnn

t

nn

t

nn
nnn epxepxepx


   

    Biz fundamental yechimlar sistemasini topdik. Umumiy yechim 

,11221111
21 t

nn

tt nepCepCepCx


   

,22222112
21 t

nn

tt nepCepCepCx


   
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 

.21

2211

t

nnn

t

n

t

nn
nepCepCepCx


   

koʻrinishda boʻladi. 

    5 - m i s o l . ,37 21

1 xx
dt

dx
  21

2 46 xx
dt

dx
  sistemaning umumiy 

yechimini toping. 

    Yechish. Sistemaning xarakteristik tenglamasini tuzib olaylik: 

0
46

37









    yoki   010112   . 

Uning 10,1 21    ildizlari sistemaning matritsasini xos sonlaridir. 11   

ga mos keluvchi xos vektorni topish uchun 

 

 







0146

,0317

21

21

pp

pp
 

sistemani tuzib olamiz. Bu bitta 02 21  pp  tenglamaga ekvivalent. 

Bundan (1;-2) vektorni aniqlaymiz.  

    Agar  oʻrniga 102   ni qoʻysak, quyidagi sistema hosil boʻladi: 

 

 







.01046

,03107

21

21

pp

pp
 

Bundan (1;1) vektor aniqlanadi. 

    U holda fundamental yechimlar: 11   da tt exex 2, 2111  ; 102   da  
tt exex 10

22

10

12 ,  , umumiy yechim esa 

,10

211

tt eCeCx    
tt eCeCx 10

212 2   

boʻladi. 

    2-hol. Xos sonlar har xil, lekin ularning ayrimlari kompleks. 

Umumiylikni buzmagan holda bu kompleks ildizlar  ik 2,1  boʻlsin, 

deb faraz qilaylik. Bu ildizlarga  
    ,1

1 ti

jj epx   
    ,2

2 ti

jj epx    nj ,,2,1   

yechimlar mos keladi. 

    Aynan 10-§ ning 3-holiga oʻxshagan mulohazalar bilan kompleks 

yechimning haqiqiy va mavhum qismlari ham yechim boʻlishini 

koʻrsatish mumkin. Shu sababli,  ik 2,1  larga mos keladigan xu- 

susiy yechimlar sifatida 
   ,sincos~

21

1 tqtqex jj

t

j    
   tqtqex jj

t

j  sincos~
43

2   
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funktsiyalarni olish mumkin, bu yerda 4321 ,,, jjjj qqqq  lar  21 , jj pp  lar 

orqali aniqlanadigan haqiqiy sonlar. Sistemaning umumiy yechimiga shu 

funktsiyalarning mos kombinatsiyalari kiradi. 

    6 - m i s o l . ,7 21
1 xx
dt

dx
  21

2 52 xx
dt

dx
  sistemaning umumiy 

yechimini toping. 

    Yechish. Avval xarakteristik tenglamani tuzib olamiz: 

0
52

17









     yoki    037122   . 

Uning ildizlari: .6,6 21 ii    Birinchi i 61  xos songa 

mos keluvchi xos vektor (1; 1+i), ikkinchi i 62  xos songa mos 

keluvchi xos vektor (1; 1-i). U holda bu xos son va xos vektorlarga mos 

keluvchi berilgan sistemaning yechimlari quyidagicha: 
     ,sincos661

1 titeex tti         ,sincos)1()1( 661

2 titeieix tti    
     ,sincos662

1 titeex tti         ,sincos)1()1( 662

2 titeieix tti    

yoki agar ularning haqiqiy va mavhum qismlarini ajratib yozsak: 

,cos~ 6)1(

1 tex t   ,sincos~ 6)1(

2 ttex t    

,sin~ 6)2(

1 tex t   ttex t sincos~ 6)2(

2    

funktsiyalarni xususiy yechim sifatida olish mumkin. Demak, umumiy 
yechim 

,sincos 6

2

6

11 teCteCx tt    

)sin(cos)sin(cos 6

2

6

12 tteCtteCx tt  
 

boʻladi. 

    3-hol. Xos sonlarning ayrimlari haqiqiy va karrali. 

    Umumiylikni buzmagan holda, 1  xos son haqiqiy va m karrali 

boʻlsin, deb faraz qilamiz. Unga mos keluvchi sistemaning echimi 

,)( 1

11

t
etpx


  ,)( 1

22

t
etpx


 t

nn etpx 1)(,


              (9) 

koʻrinishda boʻladi, bu yerda )(,),(),( 21 tptptp n  lar darajalari m-1 dan 

katta boʻlmagan koʻphadlar. Agar (9) ni (7) ga qoʻyib, t larning bir xil 
darajali hadlari oldidagi koeffitsientlarni tenglasak, bu koʻphadlarning 

noma’lum koeffitsientlarini topish uchun chiziqli algebraik tenglamalar 

sistemasini hosil qilamiz. Buning bajarilish tartibini quyidagi misolda 
koʻrib chiqaylik. 
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    7 - m i s o l . ,5 21
1 xx
dt

dx
  21

2 3xx
dt

dx
  sistemaning umumiy 

yechimini toping. 

    Yechish. Avval xarakteristik tenglamani yechib olamiz: 

;0
31

15









 ;01682    .421    

41   xos songa  

 ,21

4

1 ataex t     21

4

1 btbex t   

yechimlar mos keladi. Ularni t boʻyicha differentsiallab, sistemaga 
qoʻyamiz: 

),()(5)(4 21

4

21

44

21

4

1 btbeataeeataea tttt   

).(3)()(4 21

4

21

44

21

4

1 btbeataeebtbeb tttt   

    Agar bu tengliklarning har birini te4  ga qisqartirib, t ning oldidagi 
koeffitsientlarni va ozod hadlarni tenglasak: 









,34

,54

111

111

bab

baa
   








2221

2221

34

,54

babb

baaa
 

sistemalarni hosil qilamiz. Bundan 112211 ; bababa   kelib chiqadi. 

Agar 2211 ; CaCa   desak, 12211 ; CCbCb   boʻladi, shuning uchun 

sistemaning umumiy yechimi quyidagicha boʻladi: 

 ,21

4

1 CtCex t     .121

4

2 CCtCex t   

    Eslatma. Oʻzgarmas koeffitsientli chiziqli yuqori tartibli differentsial 

tenglamalar sistemasi ham aynan yuqoridagi tartibda koʻrib chiqilishi 

mumkin. Masalan, agar sistema 

















2221212

2

2

2121112

1

2

,

xaxa
dt

xd

xaxa
dt

xd

 

koʻrinishda boʻlsa, u holda uning xarakteristik tenglamasi 

0
2

2221

12

2

11 








aa

aa
 

boʻlib, uning ildizlariga mos keluvchi umumiy yechim 
,4321

443322111

tttt
epCepCepCepCx


  
tttt

eqCeqCeqCeqCx 4321

443322112


  

boʻladi. 
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    15.3. Bir jinsli boʻlmagan chiziqli oʻzgarmas koeffitsientli 

differentsial tenglamalar sistemasini oʻzgarmaslarni variatsiyalash 

usuli bilan yechish. Bizga 























)(

),(

),(

2211

22222121
2

11212111
1

tfxaxaxa
dt

dx

tfxaxaxa
dt

dx

tfxaxaxa
dt

dx

nnnnnn
n

nn

nn









                  (10) 

sistema berilgan boʻlsin. 

    Faraz qilaylik, unga mos keluvchi bir jinsli (7) tenglamalar 

sistemasining umumiy yechimi maʻlum boʻlsin: 
,11221111 nn xCxCxCx    

,22222112 nn xCxCxCx    

 
.2211 nnnnnn xCxCxCx    

    Berilgan (10) sistemaning umumiy yechimini 
,)()()( 11221111 nn xtCxtCxtCx    

,)()()( 22222112 nn xtCxtCxtCx    

       

nnnnnn xtCxtCxtCx )()()( 2211    

koʻrinishda izlaymiz, bu yerda )(,),(),( 21 tCtCtC n  lar topilishi lozim 

boʻlgan noma’lum funktsiyalar. Bularni (10) ga qoʻyamiz, u holda uning 

i -tenglamasi quyidagi koʻrinishda boʻladi: 

    nninnii xaxaxaxCxCxCxC 1112121111

'

11

'

2

'

21

'

1  

  )(2211

' tfxaxaxaxC innnnnnnnnn   . 

    Qavs ichidagi yigʻindilarning hammasi aynan nolga teng, chunki  

barcha nk ,,2,1   lar uchun  knkk xxx ,,, 21   lar bir jinsli (7) siste-

maning yechimlaridir. Shuning uchun 

)('

2

'

21

'

1 tfxCxCxC iinnii   ,  ni ,,2,1               (11) 

sistemaga ega boʻlamiz.  knkk xxx ,,, 21  , nk ,,2,1    lar chiziqli erkli 

boʻlgani uchun bu sistemaning asosiy determinanti 
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.0..

1

111



nnn

n

xx

xx







 

     )(',),('),(' 21 tCtCtC n  larni (11) dan aniqlab, integrallab chiqsak, 

barcha )(,),(),( 21 tCtCtC n  lar, va demak, (10) ning umumiy yechimi to-

piladi. 

    8 - m i s o l . 
2

2

3
,4142 tyx
dt

dy
tyx

dt

dx
 sistemani yeching. 

    Yechish. Avval bir jinsli sistemani yechib olamiz: 

.0,042  yx
dt

dy
yx

dt

dx
 

Buning uchun birinchi tenglamani differentsiallaymiz: 

.042
2

2


dt

dy

dt

dx

dt

xd
 

Ikkinchi tenglamadan xy
dt

dy
  ni va birinchi tenglamadan 

x
dt

dx
y 24   ni aniqlab, bu tenglamaga qoʻysak: 

06
2

2

 x
dt

dx

dt

xd
 

oʻzgarmas koeffitsientli ikkinchi tartibli tenglama hosil boʻladi. Uning 

umumiy yechimi 
tt eCeCx 3

2

2

1

  

boʻladi. Buni x
dt

dx
y

2

1

4

1
  ga qoʻysak: 

tt eCeCy 3

2

2

1
4

1   

ham topiladi. 
    Endi berilgan bir jinsli boʻlmagan sistemani yechish uchun 

 
tt etCetCx 3

2

2

1 )()(  , tt etCetCy 3

2

2

1 )(
4

1
)(            (12) 

 

deb faraz qilamiz. (12) ni berilgan sistemaga qoʻysak: 

,414)( 3'

2

2'

1 teCetC tt     23'

2

2'

1
2

3
)( teCetC tt    

sistema hosil boʻladi. Bundan 
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,
5

641
)( 2

2
'

1

te
tt

tC 
  .

5

2

3
41

)( 3

2

'

2

te

tt

tC



  

Bularni integrallasak: 

,
5

3
)( 1

2
2

1 Ce
tt

tC t 


   2

3

2

2
5

2

1

)( Ce

tt

tC t 



  

 

hosil boʻladi. Bularni (12) ga qoʻyib sistemaning umumiy yechimini 

topamiz: 
23

2

2

1 tteCeCx tt   , .
2

1

4

1 232

1 tCeeCy tt    

 

 
 

 

 
 

 

16-§. Turgʻunlik nazariyasi. 
 

    Koʻp hollarda differentsial tenglamalar yoxud tenglamalar 

sistemasining echimlari elementar funktsiyalar bilan berilmagani uchun 
ularni echish uchun taqribiy hisoblash usullari qoʻllaniladi. Bu 

usullarning kamchiligi shundaki, ular faqat bitta xususiy yechimni 

topishga imkon beradi. Boshqa xususiy yechimni topish uchun bu usulni 
yana boshqatdan qoʻllashga toʻgʻri keladi. Bir xususiy yechimni bila 

turib, boshqa xususiy yechimlar toʻgʻrisida biror fikr aytib boʻlmaydi. 

    Texnik va mexanik masalalarning aksariyatida yechimlarning konkret 
qiymatlari emas, balki bu yechimlarning biror nuqta atrofida yoki 

argument cheksiz ortib borganda oʻzini qanday tutishi koʻproq 

qiziqtiradi. Bu masalalar bilan differentsial tenglamalarning sifatlash 
nazariyasi shugʻullanadi. Bu nazariyaga A.M.Lyapunov

1
 va A.Puankare

2
 

lar asos solishgan.  
    Sifatlash nazariyasida koʻriladigan asosiy masalalardan biri bu 

yechimning turgʻunlik masalasidir.  

 

                                         
1 А.M.Lyapunov (1857-1918) - rus matematigi. 
2 Anri Puankare - farang matematigi. 
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       16.1. Lyapunov maʻnosidagi turgʻunlik. Bizga quyidagi 

 

 

 






















nn
n

n

n

xxxtf
dt

dx

xxxtf
dt

dx

xxxtf
dt

dx

,,,,

,,,,,

,,,,,

21

212
2

211
1









                          (1) 

tenglamalar sistemasi berilgan boʻlsin. Faraz qilaylik, ),(1 tx  

),(2 tx )(, txn  lar (1) ning  

,| 1001 xx t  , ,| 2002 xx t  00|, ntn xx                (2) 

boshlangʻich shartlarni qanoatlantiruvchi yechimi boʻlsin. 

    1-ta’rif. Agar har qanday 0  son uchun shunday 0 son to- 
pilsaki, (1) ning boshlangʻich qiymatlari 

 0)0( ii xy , ni ,,2,1   

tengsizliklarni qanoatlantiruvchi ixtiyoriy ),(tyi ni ,,2,1  ,yechimi 

uchun 

 )()( txty ii , ni ,,2,1   

tengsizliklar barcha 0t  lar uchun bajarilsa, u holda ),(1 tx  

),(2 tx )(, txn  yechim "Lyapunov maʻnosida turgʻun", deyiladi, aks 

holda bu yechim "turgʻun emas", deyiladi.  

    Demak, yechim Lyapunov maʻnosida turgʻun boʻladi, agar 

boshlangʻich qiymatlari bilan unga yaqin boʻlgan boshqa har qanday 
yechim barcha 0t  lar uchun ham shu yechimga yaqin boʻlsa. 

    Agar Lyapunov maʻnosida turgʻun boʻlgan yechim uchun bundan 

tashqari  

,0)()(lim 


txty ii
t

 ni ,,2,1   

tengliklar ham oʻrinli boʻlsa, u holda bu yechim "asimptotik turgʻun", 
deb ataladi. 

    Bu Ta’rifning maʻnosi quyidagicha: agar berilgan tenglamalar 

sistemasi biror harakatni ifodalasa, turgʻun yechimlar holida 
boshlangʻich shartlarni yetarlicha kichik miqdorga oʻzgartirganda 

harakat xarakteri oʻzgarmaydi. 

    Aytish joizki, yechimning asimptotik turgʻun ekanligidan uning 
Lyapunov maʻnosida turgʻun boʻlishi kelib chiqmaydi. 
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    1- m i s o l. x
dt

dy
y

dt

dx
 ,  sistemaning 0)0(,0)0(  yx  boshlan- gʻich 

shartlarni qanoatlantiruvchi yechimini turgʻunlikka tekshiring. 

    Yechish. Sistemaning berilgan boshlangʻich shartlarni qanoat- 

lantiruvchi yechimi 0)(,0)(  tytx  dir. Bunday yechimni biz sistema- 

ning "sukut nuqtasi", deb ataymiz.  

    Sistemaning 00 )0(,)0( уyхx   boshlangʻich shartlarni qanoat-

lantiruvchi har qanday boshqa yechimi 
,sincos)( 00 tytxtx   tytxtx cossin)( 00   

koʻrinishda boʻladi. 

    Ixtiyoriy 0  son olaylik. Ayonki, har qanday 0t  lar uchun 

,sincossincos 000000 yxtytxtytx   

000000 cossincossin yxtytxtytx            (3) 

tengsizliklar oʻrinlidir. Shuning uchun, agar  00 ух  desak, u holda 

barcha 0t  lar uchun 

,sincos 00  tytx   tytx cossin 00                 (4) 

boʻladi. Demak, agar masalan, 2)(    deb olsak, ,0 х  0y  

boʻlganda, (3) tengsizliklarga koʻra, barcha 0t  lar uchun (4) teng-

sizliklar oʻrinli boʻladi, ya’ni sistemaning nol yechimi Lyapunov 

maʻnosida turgʻun ekan, lekin u asimptotik turgʻun emas. 

    Faraz qilaylik, ),(1 t  ),(2 t )(, tn  lar (1) ning (2) boshlangʻich 

shartlarni qanoatlantiruvchi yechimi boʻlsin. Agar  
),()()( ttхtу iii   ni ,,2,1  ,                  (5) 

desak, u holda (1) sistema quyidagi 

   

   

   






















)(,),(,)(,),(),(,

,)(,),(,)(,),(),(,

,)(,),(,)(,),(),(,

12211

1222112
2

1122111
1

tttftytytytf
dt

dy

tttftytytytf
dt

dy

tttftytytуtf
dt

dу

nnnnn
n

nnn

nnn















  (6) 

sistemaga almashadi. Bu sistema  

,0| 01 tу , ,0| 02 tу 0|, 0tnу                    (7) 
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boshlangʻich shartlarni qanoatlantiruvchi ,0)( tуi  ni ,,2,1  , trivial 

yechimga ega.  

    Bundan quyidagi teorema kelib chiqadi. 
    1-teorema. (1) sistemaning (2) boshlangʻich shartlarni qanoat-

lantiruvchi ),(1 t  ),(2 t )(, tn  yechimi Lyapunov maʻnosida (asimp-

totik) turgʻun boʻlishi uchun (6) sistemaning (7) shartlarni qanoat-

lantiruvchi trivial yechimi Lyapunov maʻnosida (asimptotik) turgʻun 

boʻlishi zarur va yetarlidir. 
    Demak, umumiylikni buzmagan holda, (1) sistemaning (7) shart- larni 

qanoatlantiruvchi trivial yechimini turgʻunlikka tekshirsak kifoya ekan. 

    2-teorema (Lyapunov). Faraz qilaylik, (1) sistema ,0)( tхi  

ni ,,2,1  , trivial yechimga ega boʻlsin. Agar quyidagi 

    1) 0),,( 1 nxx   va faqat 021  пххх   boʻlgandagina 0 ; 

2) barcha 0t  lar uchun  

  
 












n

i

n

i

ni

i

i

i

xxxtf
xdt

dx

xdt

d

1 1

21 0,,,, 


 

shartlarni qanoatlantiruvchi differentsiallanuvchi biror ),,( 1 nxx   

funktsiya mavjud boʻlsa, u holda ,0)( tхi  ni ,,2,1  , trivial yechim 

Lyapunov maʻnosida turgʻun boʻladi. 
    Agar bundan tashqari, koordinatalar boshining yetarlicha kichik 

atrofining tashqarisida barcha 0t  lar uchun 

0 


dt

d
 

boʻlsa, bu yerda - oʻzgarmas son, u holda ,0)( tхi  ni ,,2,1  , trivial 

yechim asimptotik turgʻun boʻladi. 

    ),,( 1 nxx   funktsiya "Lyapunov funktsiyasi", deb ataladi. 

    2 - m i s o l . ,2
5

1

1 xx
dt

dx
  

3

21
2 xx
dt

dx
  sistemaning ,0| 01 tх , 

,0| 02 tх  boshlangʻich shartlarni qanoatlantiruvchi trivial yechimini 

turgʻunlikka tekshiring. 

    Yechish. 
2

2

2

11 ),( ххxx n   funktsiyani koʻraylik. Bu funktsiya uchun 

2-teoremada qoʻyilgan 1-shartning bajarilishi ayon, shu sababli 2-shartni 

tekshiramiz: 

      0222 4

2

3

1

3

2122

5

11  xxxxxxxx
dt

d
. 
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Agar 0,0 21  хх  boʻlsa, u holda barcha 0t  lar uchun 0 


dt

d
 

boʻladi. Demak, berilgan sistemaning trivial yechimi asimptotik turgʻun 

ekan. 

    1-eslatma. Lyapunov funktsiyasini пххх ,,, 21   larning quyidagi 


ji

jiij xxa
,

 kvadratik forma koʻrinishida izlash tavsiya etiladi. 

    Bu funktsiyaga qoʻyilgan birinchi shart bu kvadratik formaning 

musbat aniqlanganligini bildirgani uchun, ija  koeffitsientlarni Silvester 

mezonining shartlarini qanoatlantiradigan qilib olinadi, ya’ni 

0..,,0,0

1

111

2221

1211

11 

nnn

n

aa

aa

aa

aa
a







 . 

    2-eslatma. Agar (1) sistema biror harakatni ifodalab, t vaqtni bildirsa 
va u tenglamalarda oshkor ishtirok etmasa, ya’ni sistema ushbu 

 

 

 

 






















nn
n

n

n

xxxf
dt

dx

xxxf
dt

dx

xxxf
dt

dx

,,,

,,,,

,,,,

21

212
2

211
1









 

 
koʻrinishda boʻlsa, u holda (1) avtonom sistema, deyiladi. 

 

    16.2. Sukut nuqtalarining eng sodda koʻrinishlari. Ushbu 























nnnnn
n

nn

nn

xaxaxa
dt

dx

xaxaxa
dt

dx

xaxaxa
dt

dx









2211

2222121
2

1212111
1

,

,

                  (8) 
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sistema berilgan boʻlib, uning barcha koeffitsientlari oʻzgarmas boʻlsin. 

0)(,0)(  tytx  bu sistemaning sukut nuqtasi boʻladi, buni bevosita 

oʻrniga qoʻyish usuli bilan tekshirish mumkin. Bu nuqta turgʻun boʻlishi 

uchun koeffitsientlar qanday shartlarni  qanoatlantirishini tekshiraylik. 
    Aynan 13.2-§ dagidek yechimni  

,11

tepx   ,22

tepx  t

nn epx ,  

koʻrinishda izlaymiz. (8) ning  

  0
...

21

22221

11211



















nnnn

n

n

aaa

aaa

aaa









 

xarakteristik tenglamasining ildizlarini n ,,, 21   bilan belgilaylik. 

    3-eslatma. Agar 
njiijaA
,1, 

 ,  Tn txtxtxtx )(,),(),()( 21  , desak, (8) 

quyidagi  

Ax
dt

dx
                                        (9) 

vektor koʻrinishga keladi. Bunda xarakteristik tenglamaning ildizlari A 
matritsaning xos sonlaridan iborat boʻladi. 

    4-eslatma. 1-teoremaga koʻra,  

)(tfAx
dt

dx
  

birjinsli boʻlmagan tenglamalar sistemasining ixtiyoriy )(tx  yechimining 

Lyapunov maʻnosida turgʻun (asimptotik turgʻun) boʻlishi uchun unga 

mos keluvchi bir jinsli (9) sistemaning trivial yechimini Lyapunov 

maʻnosida (asimptotik) turgʻun boʻlishi zarur va yetarlidir. 
    Bu yerda uch hol yuz berishi mumkin. 

    1-hol. Barcha xos sonlar har xil: n  21 , haqiqiy va 

0k , nk ,,2,1   boʻlsin. U holda (8) ning umumiy yechimi 

,11221111
21 t

nn

tt nepCepCepCx


   

,22222112
21 t

nn

tt nepCepCepCx


                    (10) 

 

.21

2211

t

nnn

t

n

t

nn
nepCepCepCx


   
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koʻrinishda boʻladi. nCCC ,,, 21   koeffitsientlarni bu yechim (2) 

boshlangʻich shartlarni qanoatlantiradigan qilib tanlaymiz. Agar 0t  
desak: 

02211 kknnkk xpCpCpC   ,  nk ,,2,1   

chiziqli algebraik tenglamalar sistemasini hosil qilamiz. Bu yerda 

,0det  ijp chunki  nkkk ppp ,,, 21  , nk ,,2,1   lar chiziqli erkli xos 

vektorlar edi. U holda 

,
1

1

0



n

j

jjii xAC  ,,,2,1 ni   

bu yerda jiA - jip  ning   determinantdagi algebraik toʻldiruvchisi. 

Quyidagi  

,max ,
,1,

pp ki
nki




  AA ki
nki




,
,1,

max  

belgilashlarni kiritaylik.  

    Agar ixtiyoriy 0  son uchun )()( 2 pAn   desak, barcha 0t  

lar uchun ,1
tke


 nk ,,2,1  , boʻlgani uchun ,0 ix  ,,,2,1 ni   

boʻlganda, ,)( txi  ,,,2,1 ni   boʻladi, ya’ni sukut nuqta Lyapunov 

maʻnosida turgʻun ekan. Bundan tashqari,  

,0)(lim 


txi
t

 ,,,2,1 ni   

va demak, sukut nuqta asimptotik turgʻun ham ekan. 

    Agar 2п  boʻlsa, 21Охх  tekislik (1) sistemaning faza tekisligi, uning 

yechimlari esa, quyidagi 

xxaxa

xaxa

dx

dx

22121

212111

1

2




                                (11) 

differentsial tenglamaning traektoriyalari, deb ataladi. 
    O(0,0) koordinatalar boshi (11) tenglamaning maxsus nuqtasi boʻladi, 

chunki bu nuqta tenglama yechimining mavjudlik va yagonalik sohasiga 

tegishli emas. 
    (10) koʻrinishdagi yechim uchun bu maxsus nuqta turgʻun tugun 

nuqta, deb ataladi. Bunda nuqta t  da traektoriya boʻylab, maxsus 

nuqtaga yaqinlashadi deymiz. 

    2 - m i s o l. у
dt

dy
х

dt

dx
2,   sistemaning 0)0(,0)0(  yx  bosh-

langʻich shartlarni qanoatlantiruvchi yechimini turgʻunlikka tekshiring. 
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                           у     

 

 

 

 

 

                            О                       х  
 

 

 

 

13-rasm. 

    Yechish. Sistemaning xarakteristik tenglamasi 

0
20

01









 

2,1    ildizlarga ega. Sistemaning unga mos keluvchi yechimlari 

,1

teCx   .22

teCy   

Bulardan boshlangʻich 0000 |,| yyxx tt    shartlarni qanoatlantiruvchi 

xususiy yechimlari 

,0

teхx   .20

teуy                               (12) 

Bundan koʻrinadiki, t  da ,0)(,0)(  tytx  ya’ni 0,0  yx  

yechim turgʻun. Endi faza tekisligiga oʻtaylik. (12) dan t parametrni 

yoʻqotsak: 

0

2

0 y

y

x

x











 

parabolalar oilasini hosil qilamiz (13-rasmga qarang). 

(12) tenglama bu misol uchun quyidagicha 

x

y

dx

dy 2
 . 

Bu tenglamaning O(0,0) maxsus nuqtasi turgʻun tugun nuqtadir. 
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                           у     

 

 

 

 

 

                            О                       х  
 

 

 

 

14-rasm. 

    2-hol. Barcha xos sonlar har xil: n  21 , haqiqiy va  

0k , nk ,,2,1   boʻlsin. Bu holda ham yechim (10) koʻrinishda 

boʻladi. t  da 
tke

 , nk ,,2,1  ,  boʻlgani uchun boshlangʻich 

shartlar qanday boʻlishidan qatʻiy nazar, t  da 
,)( txk nk ,,2,1  , boʻladi, ya’ni yechim turgʻun emas.  

    2п  boʻlganda faza tekisligida sistemaning maxsus nuqtasi turgʻun 
boʻlmagan tugun boʻladi: t  da nuqta traektoriya boʻylab 

0,0  yx  sukut nuqtasidan uzoqlasha boradi. 

    3 - m i s o l . у
dt

dy
х

dt

dx
2,   sistemaning yechimini turgʻunlikka 

tekshiring. 
    Yechish. Bu sistema uchun xarakteristik tenglama  

0
20

01









 

2,1    ildizlarga ega. Unga mos keluvchi yechimlar: ,0

teхx   

.20

teуy   t  da ,|)(|,|)(|  tytx  ya’ni yechim turgʻun 

emas.Agar t ni yoʻqotsak: 

0

2

0 y

y

x

x











 

parabolalar oilasi hosil boʻladi. O(0;0) maxsus nuqta turgʻun boʻlmagan 

tugun nuqtadir (14-rasmga qarang). 

    3-hol. Xarakteristik tenglamaning ildizlari haqiqiy, lekin har xil 
ishorali. Umumiylikni  buzmagan holda,   faraz qilaylik,  
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01  , 02  , 0, k , ,1 nk   boʻlsin. U holda, agar, unga mos 

keluvchi umumiy yechimdagi ;,,2,1, nipC iki    ,1 nk   koeffitsient- 

larning kamida biri noldan farqli boʻlsa, t  da ,)( txk ,1 nk   

boʻladi, ya’ni yechim turgʻun emas. Bunda sukut nuqtani turgʻun 

boʻlmagan egar, deb ataymiz. 

    4 - m i s o l . у
dt

dy
х

dt

dx
2,   sistemaning yechimini turgʻunlikka 

tekshiring. 

    Yechish. Bu sistema uchun xarakteristik tenglama  

0
20

01









 

2,1    ildizlarga ega. Unga mos keluvchi yechimlar: ,0

teхx   

.20

teуy   t  da ,|)(| tx  ya’ni yechim turgʻun emas. Agar t ni 

yoʻqotsak: 
2

00

2 xyyx   

tenglama  hosil boʻladi. Bu faza tekisligida giperbolalar oilasini 

ifodalaydi (15-rasmga qarang). 
   
                                          у    

 

 

 

 

                                          О                       х   
 

 

 

 

                                       15-rasm 

 
    Maxsus O(0;0) nuqta turgʻun boʻlmagan egar nuqtadir. 

    4-hol. Xarakteristik tenglamaning ayrim ildizlari kompleks. 

Umumiylikni buzmagan holda, faraz qilaylik, ,1  i   i2  

boʻlib, qolganlari haqiqiy boʻlsin.  

    a) agar 0,,0,0 3  n   boʻlsa, u holda ularga mos keluvchi 

umumiy yechim 

  ,cossin 3

331211

t

nnn

t

nii

t

i
nepCepCtqCtpCex
     ,,,2,1 ni   
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koʻrinishda boʻladi. Shu sababli, t  da ,0)( txk ,1 nk   boʻladi, 

ya’ni yechim asimptotik turgʻun. Sukut nuqta bu holda turgʻun focus, 
deb ataladi (16-rasmga qarang). 

    b) agar   0 (i, ,,,4,3 ni   larning birortasi musbat) boʻlsa, u holda 

    0
2

12

2

11  ii qCpC  ( musbat i oldidagi 0iki pC ) boʻlsa, t  da 

,)( txk ,1 nk   boʻladi, ya’ni yechim turgʻun boʻlmaydi (17-rasmga 

qarang). Bu nuqtani turgʻun boʻlmagan focus, deb ataymiz. 
  

 

 

 

 

                                                                                      

 

 

 

16-rasm.                                17-rasm.  
    v) agar 0,,0,0,0 3  n   boʻlsa, u holda ularga mos keluvchi 

umumiy yechim 

,)cos()sin( 3

331211

t

nnn

t

niii
nepCepCtqCtpCx
    

,,,2,1 ni   

koʻrinishda boʻladi. Bu yechim Lyapunov maʻnosida turgʻun, lekin, 

t  da ),(txk ,1 nk   lar nolga intilmagani uchun yechim asipm-

totik turgʻun emas. Sukut nuqta bu holda markaz, deb ataladi (18-rasmga 
qarang). 

  

 

 

 

                        

 

 

 

18-rasm.  
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§17. Laplas almashtirishlari 

 

    17.1. Bizga birinchi tartibli 

    ' 1y x y x    

differentsial tenglamaning y(0)=0  boshlangʻich shartni qanoatlantiruv-

chi, argumentning x > 0  qiymatlari uchun, xususiy yechimini topish 
talab qilingan boʻlsin.  

     Tenglamaning ikkala qismini  e
-px

  ga koʻpaytirib 0 dan   ga qadar 

integrallaymiz: 

    
0 0 0

'px px pxe y x dx e y x dx e dx

  

                                (1) 

Tenglikning oʻng tomonidagi integral p > 0 lar uchun yaqinlashadi: 

 
0

0

1 1
.px pxe dx e

p p




      

Tenglikning chap tomonidagi integralni boʻlaklab integrallaymiz: 

      
0

0 0

'px px pxe y x dx e y x p e y x dx

 
       

Agar  y(x)  funktsiyaga, shunday musbat  M  va  s0  sonlar mavjudki, 

barcha  x [0,  lar uchun  |y(x)|<Me
s0x

 tengsizlik oʻrinli, deb talab 

qoʻysak, oʻng tomondagi birinchi qoʻshiluvchi nolga aylanadi. Shuning 

uchun,  

   
0 0

' .px pxe y x dx p e y x dx

 

    

U holda (1) quyidagi koʻrinishni oladi: 

   
0

1
1 pxp e y x dx

p



   

yoki 

 
 0

1 1 1
.

1 1

pxe y x dx
p p p p



   
   

Agar 
0

1pxe dx
p



   va  
 1

0

1

1

p x
e dx

p


 


   ekanligini e’tiborga olsak, 

   
0 0

1 .px px xe y x dx e e dx

 

       
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Bundan berilgan differentsial tenglamaning yechimi y(x)=1-e
-x
  deyish 

mumkin. 

      Biz berilgan differentsial tenglamaning yechimini  

    
0

pxF p e f x dx



    

integral yordamida hisobladik. Bu integral Laplas almashtirishi  deb 
ataladi. F(p) funktsiya Laplas almashtirishi boʻyicha tasvir,  f(x) 

funktsiya esa uning originali deb ataladi.  

     f(x) funktsiyadan uning tasviriga oʻtish quyidagi 

     L f x F p   yoki     f x F p   

koʻrinishda belgilansa, tasvirdan originalga oʻtish 

     1L F p f x   yoki     F p f x  

koʻrinishda belgilanadi. 

     17.2. Xossalari.  

     1
0
. Agar      , 1,2,..., ,i if x F p i n  va  Ci lar ixtiyoriy oʻzgarmas sonlar 

boʻlsa, u holda      
1 1

.
n n

i i i i

i i

C f x C F p
 

 
 

     2
0
. Agar a > 0 va     f x F p   boʻlsa, u holda   

1
.

p
f ax F

a a

 
 
 


 

     3
0
.  Agar    f x F p  boʻlsa, istalgan p0 uchun    0

0

p x
e f x F p p


   

boʻladi. 

     4
0
. Agar x0>0  va    f x F p  boʻlsa,    0

0

px
f x x e F p


   boʻladi. 

     5
0
. Agar x0>0  va    f x F p  boʻlsa,  

     
0

0

0

0

x

px pxf x x e F p e f x dx
 

 
   

  
  

boʻladi. 

     6
0
. Agar    f x F p  boʻlsa, u holda      ' 0f x pF p f   boʻladi, 

xususan, agar   0 0f    boʻlsa,     'f x pF p  boʻladi. 
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7
0
. =  shartni qanoatlantiruvchi  

funktsiya uchun    f x F p  boʻlsa, u holda 
     n nf x p F p  boʻladi. 

8
0
. Agar    f x F p  boʻlsa, u holda    

0

1
x

f t dt F p
p

  boʻladi. 

     17.3. Elementar funktsiyalarning tasvirlari.  
     1) Quyidagi funktsiyani 

  0

1, 0 ' ,

0, 0 '

agar t bo lsa
t

agar t bo lsa



 


  

Xevisayning birlik funktsiyasi deyiladi. Bu funktsiya uchun  . 

     2) Faraz qilaylik,  boʻlsin. U holda 

  
 

2 2

0 0

sin cos 1
sin sin .

1 1

px

px
e p x x

L x e xdx
p p





 

  
    

Demak, 2

1
sin .

1
x

p


  

     3) Agar  boʻlsa, u holda 

 
 

2 2

0 0

sin cos
cos cos ,

1 1

px

px
e x p x p

L x e xdx
p p







  
   

ya'ni ÷ 2 1

p

p 
 . 

Endi  2
0
-hossani qoʻllasak:  

 2 2
sin

a
ax

p a



   va   2 2

cos
p

ax
p a




 

ekanligi kelib chiqadi.  

      1-misol. Quyidagi 

   3sin 4 2cos5f x x x    

funktsiyaning tasvirini toping. 
      Yechish. 1

0
-hossaga koʻra 

        2 2 2 2

4 12 2
3 sin 4 2 cos 3 2

16 25 16 25

p p
L f x L x L x

p p p p
      

   
 . 

Xuddi shunday berilgan tasvir orqali uning originalini topish mumkin. 

      2-misol. Tasviri 

   2 2

5 20

4 9

p
F p

p p
 

 
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boʻlgan funktsiyaning originalini toping. 

      Yechish. Avval  ni qulay koʻrinishda yozib olamiz: 

   2 2 2 2

5 2 5
20 sin 2 20cos3 .

2 2 3 2

p
F p x x

p p
    

 
  

     4) boʻlsin. U holda 

   ( )

0 0

1x px x p xL e e e dx e dx
p

  



 

      
   . 

Xuddi shunday 

  ( )

0 0

1x px x p xL e e e dx e dx
p

  



 

    
  . 

     5) boʻlsin. U holda 

    
 

( )

2 2
0 0

sin sin sin .x px x p x a
L e ax e e axdx e axdx F p

p a

   


 

        
 

    

Xuddi shunday 

   
 

( )

2 2
0 0

cos cos cos .x px x p x p
L e ax e e axdx e axdx F p

p a

   




 

     
    

 
   

      6)  boʻlsin. U holda 

  20 0
0 0

1 1 1 1 1
.px px px pxL x e xdx xe e dx e

p p p p p

 
 

           
 

      7) Xuddi shunday     1

0

!
.n px n

n

n
L x e x dx

p






   

Agar 3
0
-xossani va 6)-formulani qoʻllasak: 

 
 

2

0

1
.x px xL xe e xe dx

p

 





   



 

va 

 
 

1

0

!
.n x px n x

n

n
L x e e x e dx

p

 





  


 




 
      8)  boʻlsin. U holda 

 
 

2
2 2

0

2
sin sin .px pa

L x ax e x axdx
p a



 



 

      9)  boʻlsin. U holda 

 
 

2 2

2
2 2

0

cos cos .px p a
L x ax e x axdx

p a



 
 



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Ayrim tasvirlar jadvali 

№   
1  

 
2  

 
3  

 
4  

 
5  

 
6  

 
7  

 
8  

 
9  

 
10  

 
 

17.4. Laplas almashtirishlarining differentsial tenglamalarga 

tadbigʻi 

     Faraz qilaylik, n-tartibli oʻzgarmas koeffitsientli differentsial 
tenglamaga 

  
1

0 1 11

n n

n nn n

d y d y dy
a a a a y f x

dx dx dx




                               (1) 

  lar uchun Koshi masalasi qoʻyilgan boʻlsin: 

        1
0 0, ' 0 0, , 0 0.

n
y y y


                                (2)  

     Bu masalani yechish uchun unga Laplas almashtirishlarini 

qoʻllaymiz. (1) tenglamaning ikkala tarafiga Laplas almashtirishini 
qoʻllasak, 1

0
-  va 7

0
-xossalarga asosan bu tenglama quyidagi koʻrinishni 

oladi: 

      1

0 1 1

n n

n na p a p a p a y p F p

     ,                     (3) 
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bu yerda   (3) tenglamani yordamchi 

tenglama yoki tasvirlavchi tenglama  deb atashadi. (3) ni  ga 

nisbatan yechib olamiz: 

  
 

1

0 1 1

.
n n

n n

F p
y p

a p a p a p a




   

                         (4) 

Agar (4) tenglamadan teskari almashtirish orqali ning originalini 

topaolsak, yechimning yagonalik teoremasiga koʻra 

 boʻladi. 

     16-paragraf boshida koʻrilgan misolni tasvirlavchi tenglama  

yordamida yechib koʻraylik: 

   ' 1y x y x 
 

 
Bu masalaning tasvirlavchi tenglamasi  quyidagi koʻrinishda boʻladi: 

  
1

1 ( )p y p
p

  .  

Bundan 

 
1 1 1

( ) .
( 1) 1

y p
p p p p

  
 

  

U holda tasvirlar jadvaliga koʻra  ( ) 1 xy x e    ekanligi kelib chiqadi. 

 

18-§. Differentsial tenglamalarni taqribiy hisoblash. 

 

    18.1. Eyler usuli. Bizga 1-tartibli  

),( yxf
dx

dy
                                 (1) 

differentsial tenglamaning 

00 )( yxy                                   (2) 

boshlangʻich shartni qanoatlantiruvchi yechimini topishni talab etuvchi 

Koshi masalasi berilgan boʻlsin. Faraz qilaylik, ),( yxf  funktsiya  00 , ух  

nuqtaning biror atrofida mavjudlik teoremasining shartlarini 
qanoatlantirsin.    Quyida keltiriladigan "Eyler

1)
 usuli" (1)-(2) masalani 

analitik yechib boʻlmaydigan hollarda, bu yechimning biror )(dy  

                                         
1) Leonard Eyler (1707-1783)- ulug’ matematik, Rossiya fanlar akademiyasining akademigi, kelib chiqishi bo’yicha 

shveytsariyalik. 
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    у                           1nА  nА  

                2А  

             1А  

           0А  

 

 

 
    O       0x  1x  2x          1nx  dxn   x  

19-rasm. 

qiymatini, bu yerda  00 xdx , taqriban hisoblash imkonini beradi. 

 dx ,0  oraliqni  

dxxxx n  210  

nuqtalar bilan n  ta teng boʻlaklarga boʻlamiz.  1, ii xx  oraliqning 

ii xxh  1  uzunligini hisoblash qadami, deb ataymiz. Yechimning ix  

nuqtadagi taqribiy qiymatini iу  bilan belgilaylik. 

    (1) tenglamada hosilani har bir nxxxx ,,,, 210   nuqtada orttirmalar 

nisbati bilan almashtiraylik: 

),( ii

i yxf
x

y





 

yoki 

xyxfy iii  ),( , 

bu yerda .,,2,1,1 niyyy iii    Xususan, 0xх   nuqtada 1у  ni topish 

uchun 
hyxfyy ),( 0001   

yoki 
hyxfyy )( 0001                                 (3) 

tenglikni hosil qilamiz, bu yerda hyx ,, 00  - lar ma’lum sonlar. 

    Agar 1xх   desak: 
hyxfyy )( 1112   

tenglik hosil boʻladi, bu yerda hx ,1  - lar ma’lum sonlar, 1у  esa (3) dan 

topiladi. Bu jarayonni boshqa nuqtalar uchun davom ettirsak, quyidagi 

rekurrent formula hosil boʻladi: 
,),(1 hyxfyy iiii    .,,2,1 ni                   (4) 

Koordinatalar tekisligida  ,, 000 yxA   ,,, 111 yxA  nnn yxA ,  nuqtalarni 

birlashtirib, integral chiziqni taqriban ifodalovchi nn AAAAA 1210   siniq 

chiziqni hosil qilamiz. Bu chiziq   "Eyler siniq chizigʻi ", deb ataladi. 

    (1) tenglamaning hx   boʻlgandagi Eyler siniq chizigʻiga mos 

keluvchi taqribiy yechimini )(xyy n  deylik. Agar (1) tenglamaning (2) 
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shartni qanoatlantiruvchi yagona yechimi mavjud boʻlsa, u holda  dx ,0  

oraliqda  )(xyn  ketma-ketlik aniq yechimga tekis yaqinlashadi. 

 
    18.2. Runge-Kutta usuli. Bu usul (1)-(2) masala uchun Eyler usuliga 

nisbatan yuqori tartibli yaqinlashishni beruvchi usullardan biri 

hisoblanadi. Umuman Eyler usulini Runge-Kutta usulining xususiy holi, 
deb qarash mumkin. 

    Faraz qilaylik, taqribiy yechimning kx  nuqtadagi kу  qiymati topilgan 

boʻlib, uning hхx kk 1  nuqtadagi 1kу  qiymatini hisoblash kerak 

boʻlsin. 

    Agar ( kx , kу ) larni (1) ga va uning х  boʻyicha differentsiallangan 

ifodasiga qoʻysak: 
 kkk yxfy ,'                                          (5) 

k

k

yy

xx
k y

y

f

x

f
y
























,

'"                                     (6) 

qiymatlarni topamiz. 

    Yechimning Teylor yoyilmasida hxxxxа kkk  1,  deylik: 

 2
2

1 "
!2

'
1

hOy
h

y
h

yy kkkk  . 

Agar bu yerda (5) va (6) ifodalarni eʻtiborga olsak: 

     221

2
,"

2
' hOf

y

f

x

fh
yxfhOy

h
y

h

yy

k

k
yy
xx

kkkk
kk 


























 

boʻladi. Ikkinchi qoʻshiluvchini biror 0  songa koʻpaytirib boʻlaylik: 

    


























k

k
yy
xx

kk
kk hOhf

y

f
h

x

f
yxf

h

yy 21

2

1
, 


 

        






















k

k
yy
xx

kkkk hOhf
y

f
h

x

f
yxfyxfyxf 2,

2

1
,

2

1
, 


 

    21
2

1

2

12
,

2

1
,

2

12
kkhfyhxfyxf kkkk















 , 

bu yerda  ,,1 kk yxfk    12 , hkyhxfk kk    deb belgilandi. Na- 

tijada quyidagi sxemaga keldik: 

.
2

1

2

12
21

1 kk
h

yy kk









                        (7) 
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Bu formuladagi   sonni yaqinlashish tartibi imkon qadar yuqoriroq 

boʻladigan qilib tanlanadi. Aytish joizki, biz hosil qilgan (7) sxema har 

qanday 0  son uchun ikkinchi tartibli yaqinlashishga ega. 
 

    18.3. 2-tartibli tenglama uchun progonka usuli. Bizga quyidagi 

chiziqli ikkinchi tartibli bir jinsli boʻlmagan  

     " 'y p x y q x y f x                                  (8) 

differentsial tenglamaga  

0 1 0 1( ) '( ) , ( ) '( )y a y a A y b y b B                                 (9) 

chegaraviy shartlar qoʻyilgan boʻlsin, bu yerda      , ,p x q x f x  lar [a,b] 

oraliqda uzluksiz funktsiyalardir. Bu masalani yechish uchun [a,b] 

oraliqni teng n boʻlakka boʻlamiz. Bunda tugun nuqtalar orasidagi 

masofa, ya’ni qadam  
b a

h
n


  ga teng.  0 0, , , 1,i nx x ih x a x b i n      va 

     , ,i i i i i ip x p q x q f x f    belgilashlar kiritib, (8) tenglamani quyidagi 

chekli ayirmalar sistemasiga keltiramiz: 

 
1 1 1 1

2

2
, 1,2,..., 1.

2

i i i i i
i i i i

y y y y y
p q y f i n

h h

     
          (10) 

Bir nechta elementar almashtirishlardan soʻng (10) quyidagi koʻrinishni oladi: 
2

1 1 , 0,1,..., 1,i i i i i iy m y n y f h i n                                 (11) 

bu yerda  

 

2 1
2 2, , .

1 1 1
2 2 2

i

i i
i i i

i i i

p
h

q h f
m n f

p p p
h h h




  

  
  

deb belgilandi.  Hosilaning chegaralardagi qiymatlarini bir tomonli 

chekli ayirmalar bilan almashtiramiz: 

 
1 0 1

0 ' , ' .n n
n

y y y y
y y

h h

 
 


  

Natijada (9) chegaraviy shartlar quyidagi koʻrinishni oladi: 

 
1 0 1

0 0 1 0 1, .n n
n

y y y y
y A y B

h h
     

   


                       (12) 

      (11) ni  yi ga nisbatan yechib olamiz: 

 
2

1 1

1
.i i

i i i

i i i

f n
y h y y

m m m
                                     (13) 

Bu tenglamadan (11) va (12) lar yordamida  yi-1  ni yoʻqotamiz: 

  1 ,i i i iy c d y                                               (14)  
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bu yerda   

 
2 1

1 1 0 0

1 0 1 1

1
, , , .i i i i i i

i i i

Ah
c d f h n c d c d

m n c h



  
 



    
 

   (15) 

Avval  (15) formulalar yordamida ketma-ket barcha  ci  va  di , 
i=1,2,…,n-1  larni va  

 
 

1 1 1

0 1 1 1

n n
n

n

Bh c d
y

h c



 
 






 
  

ni hisoblab olamiz (toʻgʻri  yoʻnalish), soʻngra  (14) formula yordamida  
qolgan  yn-1, yn-2, …, y1  larni hisoblaymiz (teskari  yoʻnalish). 

     Bu usul "progonka usuli", deb ataladi.  
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