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Ushbu kitobni ehtimolliklar nazariyasi ilmidan saboq bergan
ustozlarimning yorgin xotirasiga bag‘ishlayman.
Muallif

KIRISH

Jismni ¢ vagt mobaynida erkin tushayotgan jism bosib -o'tgin - masofa
deterministik (aniq) faktorga asoslanib topiladi:

Lo
_zgt

bu yerda: g=9,8 k"

Hayotda Juda ko* P masalalar uchraydiki, bu masalalarda tasodl.ﬁy faktorlarm
inobatga olishga to‘g‘ri keladi. Masalan, xarid qilib olingan avtomobil necha yil
to‘xtovsiz xizmat qiladi? Tug'ilgan chagaloq necha yil umr ko‘radi? Sotib olingan
lampochka necha yilga chidaydi va hk. Bu masalalarda statistik (yolo ehtimoilik)
gonuniyatlar o‘rganiladi. Statistik qonuniyatlar ehtimollik nazariyasi va matematik
statistika hamda tasodifiy Jarayonlar metodlari yordamxda o‘rganiladi.

Ehtimelliklar nazariyasi — ommaviy ro‘y beradigan hodisalardagi
gonuniyatlarni o rganadxgan matematxkanmg bo‘limi.

Ehtimolliklar nazariyasining predmeti tasodifiy ro Y. beradigan hodlsalardagx
matematik model bo‘lib, tasodifiy hodisani avvaldan ro ‘y berishi yoki bermasligi
hagida aniq aytib bo‘lmaydi.

Tasodifiy hodisaga misollar: tashlangan tangam gerb yoki ragamli tomoni
bilan tushishi, xarid qilib olingan lotoreya biletiga yutuq chiqishi, odamning 1000
yil umr ko‘rishi, sotib olingan mashinaning buzilmay ishlashi hodisasi va h k.

Ehtimolliklar nazariyasining magsadi tasodifiy hodisalar sohasida hodisa
chtimolligini avvaldan prognoz qilish, tasodifiy hodisalar, tasodifiy mlqdormng
tasodifiy jarayonlardagi qonumyaﬂarm ochishdan iborat.

Ehtimolliklar nazariyasi — tasodifiy hodisalar, miqdorlar, Jarayon.lardagl
gonuniyatlarni o‘rganadigan matematikaning bir bo‘limidir.

Ehtimolliklar nazariyasi — boshqa bir qator tabiiy fanlar kaln .amaliy
ehtiyojlar natuasnda vujudga keldi.

XVII asrning boshlarida mashhur fizik Galileo Gahley fizik o‘lchashlardagl
tasodifiylik xususiyatini topdi va bu hodisalamning ehtimolliklarini baholagan
bo‘lsada, qadimgi Xitoyda, qadimgi Rimda demografik kuzatishlar bilan bog‘liq
bo‘lgan tasodifiy hodlsalarmng chastotasi turg‘unlik xususiyatiga egaligini
bilishgan. XVII. asrmng o‘rtalarida Kardano, Gyuygens, Paskal, Ferma kabi
mashhur matematiklar qimor o‘yinlari nazariyasini yaratish yo‘lida katta xizmat



qilishdi. Ehtimolliklar nazariyasini rivojlantirishda Yakob Bernulli munosib hissa
go‘shdi, u birinchi bo‘lib “katta sonlar gonuni’ni isbotladi.
Ehtimollikiar nazariyasining taraqqiyotidagi keyingi bosqich Muavr, Laplas,
_Gauss, Puasson, B.Y Bunyakovskiy, P.L.Chebishev, A.A Markov. A.M.Lyapunov,
C.N.Bemshteyn kabi mashhur matematiklar nomlari bilan bog‘liq.

Hozirgi zamon ehtimolliklar nazariyasi rivojlanishida A.N.XKolmogorov,
V.IRomanovskiy, A.Y.Xinchin, Y.V Proxorov, B.V.Gnedenko, A.A Borovkov,
A N Shiryayev, D.Dub, G Kramer, V Feller, M.Loyev va boshqgalar munosib hissa
qo‘shganlar. ,

Ehtimolliklar nazariyasi yutuqlaridan nazariy fizika, biologiya, genetika,
geodeziyada, ommaviy xizmat tizimlarida, ishonchlilik nazariyasida, amaliy
statistikada va boshqa sohalarda keng foydalaniladi.

Ehtimolliklar nazariyasiga oid muammolarning qo‘shilishi va ularning
yechimiga oid fundamental ilmiy tadgiqot ishlarining sifati va salmog‘i bo‘yicha
O‘zbekistonlik ehtimolchilar maktabi jahonda yetakchi o‘rinda turadi.
Respublikamizda ehtimolliklar nazariyasini rivojlantirishda V.I.Romonovskiy,
T.A.Sarimsoqov, S.H.Sirojiddinov, T. Azlarov, Sh.Farmonov va boshqalarning
xizmati katta. . '

Tasodifiylik tamoyilini bilmasdan turib fizika, kimyo, biologiya, geodeziya va
boshqa fanlarda o‘rganiladigan tasodifiy hodisalarning tub mohiyatini anglab
_bo‘Imaydi. Shuning uchun ham ehtimolliklar nazariyasi universitet va institutlarda,
kollej dasturlarida alohida kurs sifatida o‘tiladi. Hozirgacha o‘zbek tilida bu

. predmet hagida darsliklar kamligini e’tiborga olib, muallif shu kitobni yozishga
jazm qildi.

Ushbu kitob ta’lim standartlari bo‘yicha bakalavriatning quyidagi:

B 440100 — fizika;

B 440200 -~ mexanika;

B 440300 — astrofniomiya;

B 460100 — matematika;

B 480100 — informatika yo‘nalishi bo‘yicha ta’lim oladigan talabalar uchun
mo‘ljallangan.

Shuningdek, mazkur kitob universitetlamming mexanika-matematika va
pedagogika institutlarining fizika-matematika fakultetlari talabalari uchun ham
mo‘ljallab yozilgan.

Qo‘llanmani yozishda muallifning Toshkent davlat texnika universiteti,
Namangan davlat universitetida ko‘p yillar mobaynida o‘gigan ma’ruzalari asos
gilib olingan. Ehtimolliklar nazariyasiga oid masala va misollar talabalar uchun
o‘tkazilgan semenarlarda, mashq darslaridagi misol va masalalardan foydalanilgan.

Kitobni yozishda Moskva Davlat universiteti aspiranturada (1974-1977),
doktoranturada (1981-1983) ta’lim olgan yillar mobaynida to‘plagan materiallari
va AN.Kolmogorov, Y.V. Proxorov, AN. Shiryayev, B.V. Gnedenko,
A.D. Solovyev va boshqalardan eshitgan ma’ruzalarni asos qilib olingan.



O‘quv qo‘llanmani yozishda ayrim nugson va kamchiliklarga yo‘l qo‘yilgan
bo‘lishi mumkin, shu kamchiliklar haqidagi tanqidiy fikr va mulohazalarni muallif
chuqur minnatdorchilik bilah qdbul giladi. '

O‘quv-qo‘llanmani yozishda Toshkent davlat texnika universiteti ASU
fakultetida va Namangan davlat universitetining matematika fakulteti talabalari
uchun o‘qilgan ma’ruzalar asos qilib olingan.

Qo‘llanmani ayrim xato va kamchiliklarini tuzatishga yordam bergani uchun
H. Qosimovga muallif minnatdorchilik bildiradi.



ASOSIY BELGILAR

=> — “kelib chiqadi” (impilikasiya belgisi)
< —“teng knchli” (logik ekvivalentlik belgisi)
A —isbotning tugaganligi belgisi
= ~ “fa’rifga muvofiq teng” _ ‘
A - ligdisaning (to‘plamlarning) simmetrik ayirmasi - ' .
ol ﬁlniﬁydai;(iﬂg})o‘lchovlaging ekvivalentligi, asimptomik ekvivalentlik
‘belplsi o
A A hodisariing to‘ldiruvchisi, A ga garama-qarshi hodisa
I - A to*plamning (hodisaning) indikatori :
ALlLB-AvaB hodisalaming bog*ligmasligi
P (A) ~ A hodisaning ehtimolligi
§:"LC - tasodiﬁy miqdorlax
£d®) - tasodifiy jarayon
F(x) = P{E<x} - tagsimot funksiya
Rx)=F'(x) - zichlik funksiya . cymati)
M - £ tasodifiy miqdorning matematik kutilmasi (o*rtacha qiyma
Dg - & ning dispersiyasi
@(t) - xarakteristik funksiya
& ——> & — ehtimollik bo‘yicha yaqinlashish
& —80 5 £ 1. ehtimollik bilan yaqinlashish
€a —> & - sust yaginlashish
& —2 & — tagsimot bo‘yicha yaqinlashish



I bob. HODISA VA EHTIMOLLIK TUSHUNCHASI

1-§. Ehtimolliklar fazosi. Hodisalar ustida amallar

Ehtimolliklar nazariyasining boshlang‘ich tushunchalaridan :'biri hodisa
tushunchasi bo‘lib, uning ro‘y berishi yoki ro‘y bermasligini quyidagi sxemalardan
biri orqali ifodalash mumkin:

1) agar S shartlar kompleksi bajarilsa, hagiqatdan ham, 4 hodisa ro‘y beradi;

2) agar § shartlar kompleksi bajarilsa, u holda 4 hodisa ro‘y bermaydi.

Birinchi holda 4 hodisa § shartlar kompleksiga nisbatan “ishonchli” yoki
“mugarrar” deyiladi, ikkinchi holda esa 4 hodisa .§ shartlar kompleksiga nisbatan
“ro‘y bermaydigan™ hodisa deyiladi. Masalan idishdagi suv normal atmosfera
bosimida va Selsiy shkalasi bo‘yicha 0 gradusdan past temperaturada muzlaydi —
mugqarrar hodisa, B — gaz yoki D — plazma holatda bo‘lmaydi. Bu misolda
idishning hajmi, bosim, temperatura § — shartlar kompleksini tashkil etadi.

Shartlar kompleksi § bajarilganda 4 hodisa ba’zan ro‘y berib, ba’zan ro‘y
bermasa bunday hodisaga tasodifiy hodisa deyiladi, hamda lotin alfavitining 4, B,
C, ... bosh harflari bilan belgilanadi.

Tasodifiy hodisaga misollar:

1) A - otilgan o‘qni nishonga tegish hodisasi;

2) B - sotib olingan pul — buyum lotoreyasiga yutuq chiqishi hodisasi;

3) D — odamning 1000 yoshga kirishi hodisasi;

4) G - yerga tashlangan tangani “gerb” tomoni bilan tushishi hodisasi;

5) T - 36 donali qartalar dastasidan tavakkal olingan qartaning “fwz” qarta
chiqish hodisasi va hokazo. eow i

Ehtimollar nazariyasida “tajriba o'tkazilganda” yoki “tajriba”da’terminlari
juda ko‘p ishlatiladi. Masalan G hodisaning roy berishi yoki ro‘y bermasligini
aniqlash magsadida bir jinsli materialdan simmetrik tayyorlangan tanga tekislikga
“pirillatib” tashlanadi, ya’ni ma’lum shartlar kompleksi bajarilganda (tajriba
o‘tkazilganda) yuqorida qo‘yilgan masalaga javob ayta olamiz.

A hodisa ro‘y berganda, ro‘y bermaydigan hedisaga qarama-qarshi hodisa
deyiladi va 4 kabi belgilanadi. Masalan T hodisaga qarama-qarshi T hodisa —
qartalar dastasidan olingan gartaning “tuz” bo‘lmasligi hodisasidir.
~ Agar A va B hodisalardan birining ro‘y berishi ikkinchisining ro‘y berishini
inkor qilsa, u holda A va B hodisalarga birgalikda bo ‘lmagan hodisalar deyiladi.
Masalan, tanga tashlaganimizda u yo G — gerbli, yoki R — raqamli tomoni bilan
tushadi, bunda tanganing tik turib qolishi inobatga olinmaydi. Bu misolda
tanganing G — gerbli tomoni bilan tushish R — raqamli tomoni bilan tushishini
inkor qiladi.

. Endi chekli N dona @, ®;, ... , @y boshlang‘ich holatlardan iborat biror
tajribani kuzataylik. Biz uchun o;, laming tabiati unchalik muhimi efias-



Ehtimollar nazariyasida xususiy hollarga ajratilmaydigan o©;, ©s, ... , On
holatlarga elementar hodisalar deyiladi, qo‘pol qilib aytganda, elementar
hodisalarni yana ham elementarroq holatlarga ajratib bo‘lmaydi.

Bunday elementar hodisalar to‘plamini:

{mls o2, ..., mN} =0
kabi belgilanadi hamda elementar hodisalar fazosi deyiladi.

I-misol. Tanga tashlaganimizda, tanga yo G — “gerbli” tomoni bilan, yoki R
— “raqamli” tomoni bilan tushishi mumkin.

Ba misolda elementar hodisalar G va R, £2={G. R}.

'y 2-nitsot: Endi shashqoltosh tanlash masalasini ko‘rib o‘tamiz: Shashqoltosh
bu, aniq kub formasiga ega bo lgan, bir xil materialdan tayyorlangan va teng
;mkomyaﬂx hamda yoglari quyidagicha belgilangan(1-rasm):

Zst o/
: e o ° ® * O
[ 3 o o o oo 3 e )
E; E; E; E, E; E;

I-rasm. Shashqoltosh

Shashqoltosh tashlanganda E; — i sonli yog‘ining tushish hodisasi. Bunda
elementar hodisalar fazosi 2={ E,, E,, E;, E, Ej, E;} dan iborat. Ba’zi kitoblarda
“kubik”, aynmlanda o°yin “soqga”si ham deb yuritiladi.

3-misol. Tanga ikki marta tashlanganda elementar hodisalar:

(G, G), (G,R);, R,G); (R,R) ~

Elementar hodisalar fazosi esa

2={(G, G), (G, R), (R,G), (R,R)}.

Aytaylik, A & £2 bo‘lsin. Shuningdek A = & yoki 4 = £2 bo‘lishi ham
mumkin.

Ehtimolliklar nazariyasida £2 ning qism to‘plamiga hodisa deyiladi. Biz
bundan keyin to‘plamni hodisa deb tushunamiz.

.. Ayrim tushunchalamni to‘plamlar nazariyasida va ehtimolliklar nazariyasida
qanday ifodalanishini ko‘rsatuvchi quyidagi atamalar(terminologiya)ni keltiramiz:

»;'A"I‘AMALAR (TERMINOLOGIYA)

Ne | To‘plamlar nazariyasida Tasodifiy hedisalar uchun
1. | Element nugta, atom *% | Elementar hodisa, natija
2. | A to‘plam A hodisa,
AnB=-O0AvaB toplanlar
|3 pram A va B hodisalar birgalikda emas
kesighmaydi .




2 =[]4, A o'plamlar '
4. D; P Ap Ay ... , A, hodisalar birgalikda emas.

kesishmaydi

X = nA,- A; to'plamlar| X - hodisa bir vaqtda A}, Aa, ... , A, hodisalarni ro'y
= berishidan iborat. '
kesishmasi

6 Y=UA,- A; to‘plamlaming| ¥ - hodisa A;, Az ... , A, hodisalami hech
. =1

bo‘Imaganda birini ro'y berishidan iborat.
birlashmasi

— & hodisa 4 hodisaga teskari (qarama-qarshi) hodisa
7. | To‘ldiruvchi to*plam A & @ ~qarshi)

bo‘lib, 4 hodisani ro‘y bermasligidan iborat. -

8 |A=& - A 1oy berishi mumkin bo‘lmagan hodisa.

90.|A=9 ‘ A muqarrar hodisa. .
S tajribada A;, Ay, ..., A, hodisalami ro‘y berishidan

An Az ..., Ap to'plamlami S

10 ___|iborat yig'indi: A4; + Az + ... + A, = £2 mugarrar
sistemasi yoyilma tashkil giladi. .
hodisa.
1" B to‘plam A to*plamni gismi B hodisa ro'y berishligidan A4 hodisaning ro'y
|Bs 4 berishligi kelib chigadi.

B hodisa ro‘y bermaganda A hodisa ro‘y berishidan

12.| A va B to'plamlar ayirmasi A 1 B | ..
iborat hodisasi.

A yoki B ro‘y berib, lekin 4 » B ro'y bermaganda

13.l1A4AB=(4\B) U(B1A4) .
ro‘y beruvchi hodisa.

Hodisaldr ustida amallar

1. Agar A hodisa ro°y berganda albatta B hodisa ham ro‘y bersa, u holda 4
hodisa B hodisani ergashtiradi deymiz va A< B kabi belgilanadi.

2. Agar Ac B va Bc A bo‘lsa, u holda bu hodisalar teng deyiladi va A=B
kabi belgilanadi. - - e "y ‘ i

3.Agar Ac 2,Bc 2 bo'lib, ham A, ham B hodisalar ro‘y berishidan
iborat hodisaga 4 va B hodisalarni ko‘paytmasi deb ‘aytiladi hamda- 4'¢ B kabi
belgilashadi.- Agar Bc - A bo‘lsa, u holda 4w B=A himda A~ B=B
munosabatlaming rostligi (to'g'riligi) hodisalar-: yig‘indisi - ‘i ko‘paytmasi
ta’rifidan kelib chiqadi.
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4 Agardc Q,Bc Qu holda, hech bo‘imaganda A4 yoki B hodisalarning
birini ro‘y berishidan iborat hodisaga 4 va B hodisalami yig‘indisi deb ataladi va
A U B yoki Sup(4, B) kabi belgilanadi. Mobodo 4 N B=& ya’ni hodisalar
birgalikda bo‘lmasa, u holda 4 + B deb belgilanadi.

5.Agar4 ¢ @, B < £2 bo'lib, A hodisa ro‘y berganda, B ro‘y bermaydigan
hodisaga qarama-qarshi (to*Idiruvchi) hodisa deyiladi va A kabi belgilanadi.

6.Agardc 2,Bc 0 bo‘lsa, , 4 hodisa ro‘y berganda B hodisa ro‘y

 bermaydigan hodisaga A hodisadan B hodisani ayirmasi deb aytiladi, hamda 4 | B
kabi belgilashadi.
.7 AgarAc £2,B < 2 bolsa, A | B va B | A hodisalar yig'indisiga 4 va B
hotisaning simmetrik ayirmasi deb aytiladi va 4 0 B yoki 4 A B kabi belgilanadi:
; AAB=(4\B) U (B\A). y

Keltirilgan ta’riflarni ixtiyoriy sondagi hodisalar uchun umumlashtirish
mumkin. L

Agar A N B = & bo‘lsa, ya'ni ulardan birini 10"y berishi ikkinchlsmn'ro y
berishini yo‘qqa chiqarsa u holda 4 va B hodisalar birgalikda emas deyiladi.
Elementar hodisalar fazosida hodisalar uchun kiritilgan amallar Yenn
diagrammasida yaqqol tasvirlangan; katta kvadrat yuzasidagi nuqgtalar to‘_plam1.— .(2
elementar hodisalar fazosi, kichik kvadrat yuzasidagi nuqtalar — B hodisa, doirani

esa A4 hodisa deb belgilaymiz.
AuB AnB
N\, -
~
2 B f?) % 2 2

\\\ A
A 7 | I AP | B SN

AB AAB A

4
/
I/I, ///

2-rasm. Hodisalar algebrasiga oid diagramma

Eyler — Venn diagrammasidan foydalanib hodisalar ustida bajariladigan
amallar quyidagi xossalarni ganoatlantiradi. '
1. Yig‘indi va ko‘paytmaga nisbatan kommutativlik xossasi
AUB=BwuA, AnNB=BnNA )
2. Yig'indi va ko‘paytirish amaliga nisbatan assosiativlik xossasi
AvuBUQ=(AUBUCANn BNCO=(ANnB)NC
3. Qo‘shishga nisbatan distributivlik xossasi

10



(AuB)C=ACUBC.
4. Agar Ac Bbo'lsa,uholda Ao B
5. A hodisa inkori A4 bo‘lsa, 4 hodisani inkori A hodisani o'z bilan bir xil
bo‘ladi _
' A=A
6. Bir xil hodisa uchun .

AuAd =ANA=A.
7. De Morgan qonunlari s
AUB=AB AB=AUB.

Izoh. De Morgan gonuni ixtiyoriy chekli # ta hodisalar uchun o*rinli

A, VA, V.. VA, AA A A A, .. A, AuAu uA

Misol. Tizim elementlaridan ixtiyoriy bittasini ishdan chiqishi tizimni ishdan
chigishiga olib kelsa, tizim elementlari ketma-ket ulangan deyiladi. Agar
tizimning hamma elementlari bir vaqtda ishdan chigsa (buzilsa) u holda tizim

parallel ulangan deyiladi. Elementlarni ketma-ket va para]lel ulangan elementlar
shartli ravishda 2-rasmni a va b sida tasvirlangan. -

Tizimni ishga yarogsiz bo*lishi hodisasini 4 bilan belgxlasak

.
1142 /—.--—nF
- 2 feosed
A=4,V..VA,
A=4,n4,Nn..NnA,
et n —
2. g-rasm 2. b-rasm

Elementlar parallel ulangan tizimda A hodisa 4; i=i,n hodisalami har bigini
0°z ichiga oladi va elementlar ketma-ket ulangan tizim uchun esa aksincha A4;
i=i,n hodisalarni har biri A hodisani o0‘z ichiga oladi.

Agar § hodisalar sistemasi bo‘lib, quyidagi shartlarni qanoatlantirsa:
@A €SvaB &S tegishliligidan AN B, AU B, A | B ham S 3 tégishliligi
kelib chigsa; iz Sg TS
b)Ues

Agar § hodlsa]ar maydoni bo‘lsa, hamda A4,, 4, .. A,, e’ S bo‘lsa, u “holda
HA €S, ﬂA €S munosabatlami bajarilishini ko‘rish qiyin.emas. Tasodlﬁy
. inf
hodisalar uchun quyidagi qonunlar o*rinli:

11



A)AUB=BUA,ANnB=BnNA kommutativlik;

b)4Au (B vO=(AuB)u A A (BNC)=(ANB) A C assosiativlik;

VAUA=AArnA=A ayniylik.

Bu qonunlarning rostligi juda oson ko‘rsatiladi.

Umuman tajriba o‘tkazilganda hodisalardan ba’zilari ko‘proq. bazilari
kamroq 0y beradi. Shuning uchun tajribalar seriyasida hodisalar ko‘p yoki kam
ro‘y berishligini miqdoriy jihatidan taqqoslash magsadida, shu hodisaning
ehtlmolhgl tushunchasi kiritiladi. Hodisaning ehtimolligi — shu hodisani obyektiv
ro‘y berishdari darajasmmg mlqdony o‘Ichovidir.

Musalan D — insonning 1000 yoshga kirishi hodisaning ehtimolligi bir
bo‘hngan 10-10°° ga teng. Hayotda D hodisa ro‘y berishi mumkinmi? Biologiya va
sotsmloglya nuqtayi nazaridan insonni 1000 yoshga kirishini inkor qilmaydi
chunki tajribada bu faktni inkor etlsh uchun 10-1 0** yuz yillik darkor.

Tasodxfiy hodisa ehtimolligi “juda” kichik son bo‘lsa, u holda bu hodisa
amalda, yagona tajribada deyarli ro y bermaydi deb aytish mumkin, Agar tasodifi iy
hodisaning ehtimolligi birga yaqin bo‘lsa, u holda yagona tajribada deyarli ro‘y
beradi deb aytish mumkin,

Faraz qilaylik, har bir @; elementar hodisaga uning ehtimolligi deb ataluvchi
P(a) son mos qo‘yilgan bo‘lib, ushbu shartlarni qanoatlantirsin:

a) P(e) 20 i=1,N manfiy bo‘lmagan.

b) P(my) + P(wy) + ... + P(wy) = I normallashtirgan. Bundan so‘ng A
hodisaning ehhmolhg:m P(A) kabi belgilaymiz bu belgi inglizcha “Probability” —
ehtimollik so‘zining bosh harfidan olingan.

1-ta’rif. Agar:

1) elementar hod1salar fazosi 2= {@;, @;, ... , oy tajribaning natijalarini
ifodalasa;

2) @y, @y, ... , oy natijalarning ehtimolliklari mos ravishda P(@;), P(@y),...,
P(any) bo‘lsa, u holda berilgan eksperiment uchun (42 P) ehtimollik modeli
aniglangan deyiladi. Mabodo P(@;) ehtimolliklar teng bo‘lsa, ya’ni

N :_P(mi)-—l— =DM,

uholdi tidfattar chekli M som bo‘Igan {62 P) ehtimolliklar miodeliga klassik
sxema deyiladi. Bu model ‘uchun turli murakkab hodxsalam1 ehtimolligini
hisoblash mohiyat jihatdan kombinatorika masalalariga keltiriladi.- o
- Yugqorida aytilgan P(@y) + P(@;) + ... + P(my) ehtimolliklar yig‘iqdnsmmg
birga tengligi qulaylik va kelishuv natijasi bo‘lib, bu yig‘indini ixtiyorly songa
tenglash mumkin. P(@;) larni nomanfiyligi esa intuitiv jihatdan P(d);) ehtimolliklar
“bog‘hq” bo‘lmagan tajribalarda a; holat chastotasining umumi lmkomyatlar
soniga nisbatidan iborat bo‘lganhgldandjr Endi holatlar soni M chekli bo‘lgan (2
P) ehtimolliklar modelini qaraylik:.

(st sey)
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Masalan, shoshqoltoshni ikki marta tashlasak :
oy (@D @.2),... (6 6)
(PHz. 2
36’ 36
Bu yerda Q ={w,, 0, ... , ®36, } hamda
o;=(1,1); @2=(1,2); ...} ’wgs=(6'6) "
Tushgan ochkolar yig‘indisi uchga teng bo‘lishi hodisasini A deb olsak, u
holda A = {(2,1), (1,2)}, A hodisani ehtimolligi qanchaga teng? Intiutiv aniqki, bu

asey

36

ehtimollig % ga teng, chunki hamma imkoniyatlar soni 36ta 4 hodisa esa atiga

ikkitasdagina ro‘y beradi. Shuning uchun P(A ===
2-ta'rif. A hodisaning ehtimolligi deb quyidagiga aytiladi:

P(4)=Ploe A)= ZP(wk)
t oed

bu yerda yig‘indi A to‘plamni tashkil etgan o; elementar hodisalar bojncha
jamlanadi. Yuqorida aytilganlardan quyldagl teorema kelib chigadi. .

Teorema. Ehtimollikning additivligi. Agar A va B hodxsalar bn'gallkda
bo‘lmasa, u holda P(4+B) = P(A) + P(B). .

1-natija. P(A4) = 1 - P(A). o

2-natija. AgarA n Az ..., Ay hodisalar birgalikda bo‘lmasa uholda

P(As+ Az + ... + A) = P(Ay) +P(A) +. o+ A,

3-natija. A va B hodisalar Q dan ohngaﬂ bo‘lsa, u holda

P(AUB) = P(A) + P(B) — P(A N B), xususan P(AUB) s P(A) +P(B)

I-misol. Bog'liq bo‘lmagan holda tangani ikki marotaba tashlayhk Bittada
gerb tushgan hodisalarning ehtimolligi qancha?

Buning uchun ehtimolliklar modelini yozamiz:

0 GG GR RG RR
(F)-z 1 131
4 4 4 4
Biz A = (GR, RG) hodisaning ehtimolligini hisoblashimiz kerak.
P(4) = 2. 1 =

2-misol. Eleklr zanjiri 3-rasmda berilgan i-
clementning ishdan ' chigishi A; hodisa
sxemaning ishdan chigishini A hodisa deb olsak
A hodisani va A hodisani yozing va
ehtimolligini hisoblang. .

. Yechish. Zanjir ishdan chigishi uchun
I_mmcln element yoki uchala 2,3,4 elementlar
ishdan chigsa 4 hodisa ro‘y beradi, ya'ni A I
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hodisa yoki A,, A3, A4 hodisalar ro‘y berganda sodir bo‘ladi. Shuning uchun

A=A 1 VA A3 A,
De Morgan qonumga asosan:

=4, 0A4,4,4,=4,A,04,04,).

U holda,

_ P(4) = P(A)+P(AIP(4)P(A)=Pr+P:P:P,
P(A)=P(A,)[P(4,)+P(4,)+P(A,)]~(1-PDI(1-P)H(1-P)+(1-PJ]=

, = 0l3-(PrtPrtPII=1(4r+45+0

bu yerda,q,—I-P i=14.

"3-&&‘3'01. Tizim to‘rtta elementlardan tashkil
topgan /(4-rasm). Bu elementlami ehtimolliklari
P=0,7; P=0,6; P;~0,8 va P,~0,9 berilgan bo‘lsa,
bu elementlar bir-biriga bog‘ligsiz ishlaydi deb
tizimni buzilish ehtimolligini hisoblang.

Yechish. 1 va 2 elementlar ketma-ket
ulanganligi uchun P,=P,P=042. 3 va 4
elementlar parallel ulangan P;=I-(I-Py)(1-
P)=0,98 tizimdagi 1 va 2 elementlar bilan 3 va 4
elementlar parallel ulangani uchun

&

4-rasm

P=1-(1-P;)[(1-Ps9=1-(1-0,42)(1-0,98)0,99.

4-lmsol. Tizim to‘rtta elementlardan iborat
bo‘lib (S-rasm) har birini to‘xtovsiz ishlash
ehtimolliklari mos ravishda P;, P; P; P, bo‘lsa,
tizimning to‘xtovsiz ishlash ehnmolhgun toping.
Yechish.
P=Py[1-(1-P)(1-Py)JP =P P (1-g2)(1-q5)
bu yerda g,~1-P, va ‘13—1 -P3.

2-§. Ehtimollikning turli ta’riflari
2.1. Ehtimollikning klassik ta’rifi

x5

S-rasm

Ehtimollik tushunchasi matematik ehtimolliklar nazariyasining asosiy
tushunchasidir. Ehtimollikni klassik ta’riflashda, hodisalami teng imkoniyatlilik
tushunchasiga . asoslanadi. Masalan: tanga bir jinsli materialdan simmetrik qilib
tayy orlangan bo‘lsa, u holda tanganing gerb yoki ragamli tushishi teng imkoniyatli

bo‘ladi. .~

1}:’ rzf Boshqa holatlarga bo* hnmaydxgan hodisaga elementar hodisa dey lladl
Ehtimollikning kdassik tarifi, Sed hodisaning ehtimolligi deb P(4 'N
nisbatga aytxfaal, buyerda N jami holatlar soni, 7 — esa A ga tegishli holatlar soni
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ya’ni 4 hodisaning ehtimolligi deb, tajriba natijasida ro°y berishi mumkin t_m‘lgan
A - ga tegishli holatlar soni n ni jami N holatlar soniga bo‘lgan nisbatga aytiladi. N

I-misol. Shashgoltoshni bir marta tashlaganimizda 4 hodisa “3 ga karrali
ochko chigishi hodisasini ehtimolligini topaylik.

Bu misolda jami hodisalar soni 6 ta:

R2=(Ey Ey E; Ey Es5, Eg). .

A hodisaga imkoniyat yaratadiganlari ikkita Ej, E o

A=E; + E; “3ga bo‘linadigan” ochkolar tushishi hodisasi bo‘lib ikkltq
birgalikda bo‘lmagan va teng imkoniyatli elementar hodisalardan iborat bo‘lgani
uchun

2 1
A)=Z==.
P(4) 5"
Bundan tashqari ta’rifga ko‘ra P(E; )=% ,1sisé

2 1
PEJ+E6) = E = '} .
Ehtimollikning klassik ta’rifidan quyidagi natijalar kelib chiqadi:

1. Ixtiyoriy A hodisa uchun P(4) 20.
Ravshanki % kasr manfiy bo"lmaydi.

2. Mugarrar hodisa U uchun P(U) = 1.
Mugqarrar hodisaga jami elementar hodisalar imkoniyat yaratadi, shuning

uchun P(U) = % =1

3. Ro"y berishi mumkin bo*Imagan hodisa uchun P(¥) = P(2) = 0. Hagiqatan
ham, hech bir elementar hodisa ro‘y berishi mumkin bo‘lmagan hodisaga

imkoniyat yaratmaydi, shuning uchun P(¥) = % =0,

4. Agar B va C hodisalar birgalikda ro‘y bermasa hamda 4, B, C € S va
A=B+C bo‘Isa, u holda P(4) = P(B) + P(C). o
Isboti. Aytaylik, B hodisa n’ marta ro‘y bersin. Faraz ilganimizga ko‘ra B va
C hodisalar birgalikda emas, shuning uchun 4 hodisa n:-li-n” marta ro‘y rl?eﬁdx
Shuningdek:
nl+m" nl n"
_ N -N + N P(B) + P(C).
5. Agar A hodisa A hodisaning qarama-qarshi bo‘lsa, u holda
_ P(A)=1-P(4).
. Darhagiqat, A+A=U u holda 2 - isbotlangan xossaga ko‘ra P(4+4) = I
biroq 4 va 4 hodisalar birgalikda emas, shuning uchun
P(A+A)=P(A)+P(A).
6. Agar A hodisa B hodisani ergashtirsa, u holda
P(B) 2P(A).

PA) =
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: Haqxqatan ham A =B + A B bundan,
P(4)=P(B) + P(AB) 2 P(B).
- 7. Ixtiyoriy hodisa ehtimolligi nol bilan bir orasidagi sondlr
U>5AU=A >V Bundan
1=P(U) 2P(A) 2P(V)=0.
Ehtimollikning klassik ta’rifini kamchilik tomoni quyidagilardan iborat:
a) Elementar hodisalar fazosi chekli deb faraz qilinadi, umuman olganda
chekli bo‘lishi shart emas;

b) Elerpentar hodisalarni har biri teng imkoniyatli deb faraz qilinadi, aslida
“teng mkoMyath” bo‘lishi ham shart emas. Klassik sxemaga tushadigan murakkab
masajafarm ehtimolligini hisoblash, mohiyat jihatdan, kombinatorika masalalariga
keltirilishini 1-§ da aytib o ‘tgandik.

Masalan, £2- elementar hodisalar 2" ~ ta nuqgtadan iborat:

a)=(a),,a)z,...,a)z,),
bu yerdagi @; larning har biri 0 yoki 1 giymatlarni qabul giladi. Faraz qilaylik

P(a))—— L

Quyldaglcha belgilash kiritamiz: Ak {0 0+ o+ . @, =k }hamda A
gakiradigan @ nuqtalar sonini N(4;) deb olamiz. Ravshanla

" n_ (k
M = ey}

Shumingdek,
p.=P(A.)—17VV—((ﬁ% ze.cl k=0,n.

Faraz gilaylik, xaltachada N dona sharcha bo‘lib, ulardan n tasi qora va (V-
n) tasi oq. Tavakkal M dona tanlangan sharcha olamiz va olingan sharchalar
xaltachaga gaytib solinmaydi. Olingan M ta tanlanmada m dona gora shar
bolishining ehtimoli ganchaga teng?

Hamma tarkibi bilan farq giluvchi namunalar soni Cy/, m dona qora
shz.tc’ham n dbna qora sharchalardan C,’ usulda olish mumkin. Qolgan M — m

dona og sharchani N -  dona oq sharchalar ichidan C}-" usulda olish mumkin.
Tarkibi bilan farq qiladigan hamda M dona qora sharcha31 bo‘lgan namunalar soni
Cr-Cyo" gateng.

Demak, gidirilayotgan ehtimollik
Ccr.cyr
P, Nn ml m) = CM

bu yerdagi Pns (0, M ), Py (I, M~ 1), ... Pua (M, 0) sonlar to‘plami
gipergeometrik tagsimotini tashkil giladi deymiz.
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2-misol. “Sportlotto” ishtirokchisi 49 ta sport turidan oltitasini chizishi
mumkin. Tavakkal chizilgan olti sport turidan beshtasiga yutuq chigishi ehtimolligi
qancha? Oltitasigachi?
Cos : C:J 5 - 1
Puss (6,5)=—" o™ 186107, Py (6,6)= = 7,2.10°

oy
49 49

3-misol. Qartalar dastasida 36 dona qarta, tavakkal 4 tasi olindi. Shular ichida
bitta “tuz” chigishi ehtimolligini hisoblang.

Yechish. 36 dona qartadan 4 tasini C}; usulda olish mumkin. Bitta “tuz” ni
C! usulda olish mumkin, lekin 3 ta tuz bo‘lmagan qartani C3, usulda olish
mumkin, u holda hamma imkoniyat tug‘diruvchi qartalar soni C;-Cj, bo‘ladi.
Demak, gidirilayotgan ehtimollik

C: . C::
4

PT) =
36

4 — misol. Kitob loteriyasida jami N ta bilet bor, ulardan M tasiga yutuq
chigishi mumkin. § ta lotoreyasi bor kishiga kamida bitta yutuq chiqgish
ehtimolligini aniglang.

Yechish. N ta biletdan § tasini Cj usulda tanlash mumkin. Yutuq

chigmaydigan biletlar soni N — M ta bo‘lib, ulardan § tasini Cj,_,, usulda tanlash

N-AM
S

mumkin. Biroq bitta ham biletga yutuq chigmaslik ehtimolligi . Cg'” nisbatga

s 0,37.

s
N

teng. Kamida bitta biletga yutuq chigish hodisasi bitta ham biletga yutuq
chigmaslik hodisasiga teskari bo‘lgani sababli
p=g_ Ch
Cy

2.2. Ehtimollikning geometrik ta’rifi
_ Y}lqorjda ko‘rib o‘tilgan ehtimollikning klassik ta’rifida hodisalarni teng
nr:l{omyaﬂl hollarga ajratib bo‘lmaydigan ayrim masalalar ehtimolligini geometrik
ta’rifidan foydalanib yechish mumkinligini ko‘rib o‘tamiz. .
~ Agar biror 4 hodisa R' to‘g'ri chiziqda yoki R’ tekislikda, yoki R’ fazoda
amqlangan bo'lsa, u holda uzunlik, yuza, hajm tushunchalaridan foydalanib
geometrik ehtimollik quyidagicha kiritiladi:
a) Agar A € R' va Q2ni uzunligi chekli bo‘lsa, u holda
P(4) = A ni uzunhfﬂ.;
€2 ni uzunligi
b) Agar A € R’ va £2ni yuzasi chekli bo‘lsa, u holda
P(4) = A ni yuzasi 7
S HOYRABIMAD AL-XORAZMIY NOWw:.
¢) Agar A € R’ va Qni hajmi chekli O(I'IS%X%J lafl%ﬂiKE{lAT AXBOROT
: GIYALARI UNIVERSITET:
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P) = Ani ha_,:mi :
2 ni hajmi

To‘g'ri chiziqda, tekislikda va fazoda ehtimollik tushunchasini kiritishda
albatta P(£2) ehtimmollikni normallashtirib, birga tenglab olish darkor. Albatta,
;hﬁmouqmi.geomet!ﬂc ta’riflashda ham hodisani teng imkoniyatlilik shartidan
oy a@. .

‘Masala. Yusuf bilan Zulayho soat 12% dan 13% orasida aniq bir joyda
uchrashishga kelishib olishdi. Soat 12% bilan 13 orasidagi ixtiyoriy paytda Yusuf
Z“&.}YhOQQZO dagiga kutadi Zulayho esa Yusufni 5 dagiqa kutadi. Soat 12 bilan
13:7;07ésida ularning uchrashish ehtimolligini toping.

. ¥echish. Bu masalani yechish uchun ehtimollikni geometrik ta’rifidan
fqydﬂanamiz Yusufni kelish vaqtini x bilan Zulayhoni kelish vaqgtini y bilan
belgilaymiz. U holda ixtiyoriy elementar 10 holat uchun x0y tekislikdagi (x,)
nugtani mos qo‘yamiz. Hisob boshi sifatida 12ga nolni mos qo‘yamiz va o‘lchov
birligi sifatida 1 dagiqani qabul qilamiz hamda x0y tekislikda elementar holatlar
fazosini qo‘yamiz. Bizning masalamiz Q elementar hodisalar fazosi tomonlari 60
ga teng kvadratdan iborat bo‘ladi. Yusuf va Zulayho uchrashuvini 4 hedisa deb
he!gilasak,A hodisa ro‘y berishi uchun y-x ayirma #;=20 dan oshib ketmasa va x-y
‘ayuma £=5 dan oshib ketmasa sodir
bo‘ladi, ya’ni 60

{y ~XS20
X-ys§ .

6-rasmda A4 hodisa shtrixlab
“ko‘rsatilgan yuzani bildiradi. Uning yuzasi
Sa kvadrat yuzasidan' ikkita uchburchak 20
yuzalarini chigarib tashlanganiga teng,
ya’ni e

&
>

s —go: 60-1.) (60-¢) 9 5 X
4= —=—=]287,5 e e . .

2 PR - o-rasim. Gehrashay haqidagi’

i masalaga oid.
Ehtimollikning geometrik ta’rifiga asosan
S, 1287,5
PlA)=24 427 »
(4) S, 3600 " 03¢

2-masala. (Byuffon) Eni 2d ga teng bo‘lgan
taxtalardan gilingan polga uvzunligi 27 ga teng bo‘lgan
igna tavakkal tashlandi (I <d ) (7-rasm).

Ignaning pol taxtasiga tushish ehtimolligi _»
qancha? ' ' 7-rasm. Byuffon

Yechish. Bunda igna polning taxtasiga tushishi tajribasiga oid shakl
yoki aynan bitta taxtasiga. tushishi mumkin. Faraz _
qilaylik x — igna markazidan taxtaning chegarasigacha bo‘lgan masofa @ esa igna
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bilan taxta chegarasi orasidagi burchak. Igna bilan poldagi taxta chegarasi uchun
x< Ising shartni bajarilishi zarur va yetarli (8-rasm). Izlanayotgan -ehtifnollik
shtrixlangan yuzani to*g‘ri to‘rtburchak yuzasi nisbatiga teng:

1% 21
=—|I-sinpdp=—.
dﬂ",': Stupce drx

Bu masalaning natijalari = 4,
0°q otishlar nazariyasining ayrim
masalalarini hal - qilishda
ishlatiladi. d
Byuffon maslasidan 7 = xsing
2L formula kelib chigadi. U m
ap
holda juda ko‘p n ta tajriba - EEE——
] b 4 1’4

o‘tkazilganda & ni taqribiy
. . 2in 8-rasm.
. qiymati £= —, bu yerda m —
dm

polni chegarasiga tushishlar soni. Tajriba yo‘li bilan 7 ning giymatini 1901-yilda
Lassarini 3408 marotaba igna tashlab 3.7415929 aniglikda hisoblagan. Quyidagi
ayrim natijalarni keltiramiz.

Eksperimentlar yil Ignani tashlashlar soni w i tajribadagi giymatlari
VoI'f 1850 | 5000 3,1596 -
Smit 1855 | 3204 3,1553
Foks 1894 | 1120 3,1419
Lassarini 1501 | 3408 3,1415929

2.3. Ehtimollikning statistik ta’rifi

Sodda masalalardan murakkab tabiiy — ilmiy va texnikaviy xarakterdagi
masalalarning ehtimolligini hisoblashda ehtimollikning Klassik ta’rifidan
foydalanib bo‘lmaydi, chunki avvalambor “teng imkoniyatli hollarni” ajratib olish
masalasi- vujudga keladi. Masalan, ma’lum bir vaqt mobaynida radioaktiv
moddaning yemirilish ehtimolligi yoki o‘g‘il bola tug‘ilish ehtimolligini toppish
teng ehtimollikli hodisalarga asoslanadi.

‘ O‘zgarmas shartlar kompleksida 4 hodisaning 10‘y berishi yoki bermasligi
ustida uzoq kuzatishlar o‘tkazilganda, ko‘pgina hodisalarning ro‘y berishi yoki
ro‘y. be:rmasli‘gi turg‘unlik (barqarorlik) qonuniyatiga ega bo‘ladi. Ya’ni A
hodisaning # ta tajribada ro‘y berishlar sonini v deb olsak, u holda juda ko‘p

. . . LA :
sondagi kuzatishlar seriyasi uchun - nisbat deyarli o‘zgarmas miqdor bo‘lib
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. . N . . e

qolaveradi. Chastotaning, ya’ni - nisbatning turg‘unlik xususiyatini, birinchi bor,
dem‘og-raﬁk' xarakterdagi hodisalarda ochildi. Bizning eramizdan 2238 yil burun,
qadimiy Xitoyda o‘g‘il bolalar tug‘ilishlar sonining jami tug‘ilgan bolalar soniga

. 22
nisbat 3 tenglik hisoblangan.

_Laplas Londonda, Peterburgda va butun Fransiyada yig‘ilgan juda ko‘p
statistik ma’lumotlarga tayanib, tug‘ilgan o‘g‘il bolalar soni jami tug‘ilgan bolalar

somiga !iisbaﬁ, taxminan % tenglikni ko‘rsatdi. Hamda bu sonni bir necha o‘n
v‘l' Iy .

yillar mobaynida o‘zgarmay qolishini statistik ma’lumotlar tasdigladi.

' Tanga tashlash misolinj qaraylik. Bunda tajriba ikkita holatdan iborat: G —
“gerb” yoki R - “ragam”. Bu tajribada ganaqa holat ro‘y berishini aytishimiz juda
qiyin, chunki tangani qaysi tomoni bilan tushishiga ta’sir etuvchi hamma
faktorlami e’tiborga olishimiz mumkin emas. Xuddi shuningdek, bitta lotoreya
bileti. sotib olgan kishiga yutuq chigishi yoki chigmasligi ehtimolligi ham juda
ko'p faktorlarga bog‘lig. Bunday paytda alohida tajribalarni biror qonuniyatini
ochish juda giyin. Biroq tajribalar sonini ketma-ket oshirib berilsa juda giziq
hodisaning guvohi bo‘lish mumkin.

Tangani NV martatashladik deb faraz qilaylik, birinchi N ta tajribada “gerb”
tushishlar soninj N, deb belgilaylik. Quyidagi shaklni yasaymiz: abssissa o‘qiga

o‘tkazilgan tajribalar sonini, ordinatalar o‘qiga esa T\;_ nisbatni joylaymiz. N ning
N, co Ny 1 b
ortib borishi bilan [N ; —]\_;) nugqtalami tutashtiruvchi siniq —]—V"—— 3 chiziq bilan

juda tez birlashib ketadi. Bu holni tekshirish magsadida Byuffon tangani :1343
marta tashladi, shulardan 2048 marta gerb tushdi, chunonchi gerb tushis

chastotasi 2048

4040 ‘ .
Pirson simmetrik tangani 24000 marta tashlaganda, shulardan 72012 tasi ger b

tushdi, —= 0,5005. Bu vogea umumiy xarakterga ega. bir xil sharoitda
" N

o‘tkazilgan tajribalar ketma-ketligida biror u yoki bu holatoi ro‘y berish chastotast
biror /0,1] > p=1/2 - soniga yaqinlashib boradi (9-rasm).
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9-rasm. Chastotani ehtimollikka yaqinlashishigé oid

Ehtimollikning klassik ta’rifi bo‘yicha hisoblanadigan hodisalar uchun juda
ko‘p sondagi tajribalarda kuzatilayotgan hodisa chastotasi uning ehtimolligiga
yagin bo‘lishligi, chastota tebranib turadigan o‘zgarmas son mavjud deb
hisoblashimizga imkon beradi. Kuzatilayotgan A hodisaning obyektiv sonli
xarakteristikasi hisoblanadigan bu o‘zgarmas miqdoriy chastotani 4 tasodifiy
hodisaning ehtimolligi deb atashimiz tabiiy.

Shunday qilib, quyidagi shartlar bajarilganda:

1) O¢‘zgarmas shartlar kompleksida bir-biriga bog‘liq bo‘lmagan
chegaralanmagan sonda tajribalar o‘tkazilganda, A hodisa ro‘y berishi ham ro‘y
bermasligi ham mumkin bo*lsin;

2) Yetarlicha ko‘p sondagi tajribalar natijasida A4 hodisaning chastotasi, ko‘p
tajribalar seriyasining har biri uchun biror o‘zgarmas son, bu umuman olganda
noma’lum son atrofida tebransin.

'Ko‘p sondagi tajribalar o‘tkazilganda A4 hodisani ehtimolligi sifatida 4
hodisaning chastotasini, yo chastotaga yaqin bo‘lgan sonni qabul gqilishimiz
mumkin. Shuning uchun ham aniglangan tasodifiy hodisaning ehtimolligi statistik
ehtimollik deb yuritiladi.

Chastota quyidagi xossalarga ega:

1) Mugarrar hodisaning chastotasi birga teng;

2) Ro‘y berishi mumkin bo‘lmagan hodisaning chastotasi nolga teng;

_3) Agar B hodisa birgalikda bo‘lmagan A4; Az ... , A, hodisalarning
yig‘indisidan iborat bo‘lsa, u holda uning chastotasi qo‘shiluvchi hodisalar
chastotalari yig‘indisidan iborat bo‘ladi.

Statistik ta’rifda quyidagi shartlarni bajarilishini talab gilish tabiiy:

1) Muqarrar hodisa ehtimolligi birga teng;

2) Ro‘y berishi mumkin bo‘lmagan hodisa ehtimolligi nolga teng;

3) Agar B hodisa birgalikda bo‘lmagan chekli sondagi Ajs, Az ... , A,
ho@salar yig‘indisidan iborat bo‘lsa, u holda uning ehtimolligi go‘shiluvchilar
ehtimollikiari yig‘indisidan iborat bo*ladi.

P(B)=P(4;)+P(4z) + ... + P(A,). :

Ehtimollikni statistik ta’rifi chastotasi turg‘un hodisalarni real maxsusliklarini
ochib berolmaydi.

Tabiiyki, tajribadagi biror holatning ehtimolligi sifatida
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PPN
P sonni gabul gilsak bo‘lmasmikan?
Mizes kiritmogchi bo‘lgan ehtimollikning bu ta’rifi juda noqulay. Chunki

. . ) N
biror boshlang‘ich holatning ro‘y berishi [—I—Vi) chastotalar ketma-ketligi turli

tajribalar o‘tkazilganda turlicha bo‘ladi. Bundan tashqari, amalda biz chastotalar
ketma-ketligini emas, balki uning chekii elementlarini olgan bo‘lamiz. Hamma
tajribalsr ketma-ketligini olib bo‘lmaydi. Shu sababli ehtimolliklar nazariyasining
aksiomatar asosida ko‘rib chiqish keyingi paragrafda qoldirildi.

3 - §. Bernulli sxemasi o
Faraz qilaylik, bosh to‘plam deb ataladigan X = (xp X2 ... , X, ) clementlar
to‘plami berilgan bo‘lsin. Bosh to‘plamdan olingan k hajmli tanlanma deb,
tartiblangan - (X7 X5 eens x;) ketma-ketlikka aytiladi:- Bu, - ketma-ketlik
quyidagicha hosil gilinadi:
— birinchi x;,-element bosh to*plamning barcha elementlari orasidan olinadi;
— keyingi x, element bosh to‘plamning x, elementdan boshqa golgan

elementlari to‘plamidan olinadi;
~ keyingi x, element esa bosh to‘plamdan, x; va X; elementlar chiqarib

tashlangandan so‘ng qolgan elementlardan olinadi va hokazo.

Shunday hosil gilingan tanlanmaga takrorlanmaydigan tanlanma deyiladi. Bu
holda k < n bo‘lishi ravshan. k hajmli bunday tanlanmalar soni n elementdan k
tadan tuzilgan o‘rinlashtirishlar soniga teng bo‘ladi:

- M= A* =n(n-1)(n-2) ... (n-k+I)

Takrorlanmaydigan har bir tanlanmadagi elementlarga p ehtimollikni mos
qo‘yamiz, Bunga tascdifiy tanlanma deyiladi. .

«.. ‘Urnaga tashlab qo“yilgan (hajmi n ga teng bo‘lgan) sharlarni ketma-ket olish,
takrorlanmaydigan tanlanmaga misol bo‘ladi. Olingan sharlar urnaga qaytarib
solinmaydi. ) )

.. Biroq tanlanma boshqacharoq usullarda ham hosil qilish mumkin. Urnadan
tavakkaliga shar olinadi va eslab golinadi. So‘ngra u urnaga qaytarib tashlanadi va
tavakkaliga yana shar olinadi hamda raqami eslab golinadi, so‘ngra yana urnaga
qaytarib tashlanadi va hokazo. Bunday usulda hosil gilingan tanlanmaga takroriy
tanlanma deyiladi.

Har bir tanlanmani 1 ehtimollik bilan olinsa yana klassik sxema hosil
n
bo‘ladi. ‘ o
Ikkita e, €; clementar hodisalardan iborat E = fes €1/ bosh to‘plamdan ha_JmlE
m ga teng bo‘lgan takroriy namuna olamiz. Hamma tanlanmalar soni 2™ bo‘ladi.
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to‘plamda manfiy bo‘lmagan p(p /0, I]) funksiyani quyidagicha amqlaymu agar
namunada k dona e; elementar hodisa ro‘y bersa, u holda pfe) =p (I-p)"’*

p(e) - ehtimollik bo‘lishi uchun P(E) = 1 tenglikni isbotlashimiz kerak.
Kombinatorikadan ma’lumki, ¥ dona e; elementni m o‘mniga C* usul bilan
joylashtirishimiz mumkin. Demak, k& dona e; dan iborat tanlanma o‘shancha bo‘lar
ekan. Endi E hodisani ehtimollikni hisoblashimiz mumkin:

PE) = 3 (- Py p* = lp+ (- P =1

bu yerda o‘rtadagi tenglik N’yuton binomi formulasidir.
Shunday qilib, m ta tajribada hodisani & marotaba ro‘y berishi ehtimolligi:
Pmk)= C, p* (1-p™
Bu munosabatga binomial tagsimot deyiladi. k soniga tajnbalqr ketma-
ketligidagi muvaffaqiyatlar soni deyiladi. Endi & o zgarganda P(m,k) ehtxmolhk
qanday o'zgarishini kuzatamiz. Quyidagi nisbatni olamiz:":"

R(mk) = P(m,k) _ p m-k+1_ p (,mf,z_l):

P(m,k - 1) Kk I1-p\ Kk
Ravshanki, k o'sish bilan R(m,k) monoton kamayadi, birog - ’: 17
m

uchun R(m,k) < 1 tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. Demak, P(m,k) ehtimollik & o‘sish
bilan avval o‘sadi, so‘ngra barcha & > p(m-+1) qiymatlarda kamayadi.

Aytilganlarga ko‘ra, Bernulli sxemasida muvaffagiyatlar soni k dan oshib
ketmasligi ehtimolligi

o(mk) = f:p(m k)

k=0
Ushbu P(m,k) migdorlar yordamida baholashimiz mumkin, ya’ni barcha & <
p(m+l1) lar uchun:

_ 1 1
O(mk) =P (m, k) (1 + Rt ) + R(m,k)R(m,k 1) + ) <

SP(m,k)7R(m’—) Plm, i)tk =1)p

k)-1 im+1ip E

Shubha yo*qk, olingan baho k va m sonlari juda katta bo'lib, ~*- pisbat 1-
mp

ga judayam yaqin bo‘lmaganda juda aniq bo‘ladi. Bu holda ushbu
1 1
T RGmr) " R )R k-1)
yig‘indi quyidagi geometrik progressxya
- R(m, k)
R (m,k)= 4
.g (m, )= R(m,k)~1

yig‘indisidan kam farq qiladi va quyidagi taqribiy tenglik o‘rinli:
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m+1-k)p
m,k) = P(m,k (*
o(mk) (l')(m+1)p—k
. Endg n elemqntni ) donasi birinchi tipli va #;=n-n; donasi ikkinchi tipli bosh
to“plamni qaraymiz. Takroriy bo‘lmagan m hajmli tanlanma olamiz.

Teorema. Faraz gilaylik, n va m; lar cheksizlikka shunday intilsinki, LN P
n

munosabat o‘rinli bo‘lsin, bu yerda p € [0,1] u holda gipergeometrik tagsimot
uchun qizyidagi munosabat o*rinli
el P, (mmy) — P(m,my).
Isboti. P, (mm;) uchun chiqarilgan formulada kasmi surat va maxrajini w’
ga bo‘lamiz hamda m,= m - m; almashtirish bajarib, quyidagini olamiz:

(n- ! d
i _mllmy  ml ol
(1) n! m !, —m, ) my !, —m,)

ﬂ(n_, l)(n, 2 (n, m,—1
. m! n\n n _n—-—:;)(?— n )
mtm,l L’-(I—l}--(l— m-IJ
n n n
xﬂz_(&_i]...(ﬁ_ﬂ:l}
a\n n n n

Uholdan - oda
P, (m,m,)—> c2 p™(1- p)™ = P(m,m,).
Yetarlicha katta n uchun, isbot gilgan teoremaga ko‘ra P, (m,my) ehtimollik

P(mmy)ga yaqin. Shuning uchun, Bernulli sxemasiga bosh to‘plamdan
taqrorlanmaydigan tanlanmalar deb qarashimiz mumkin.

1-masala. Faraz qilaylik n qutichalarga ragamlangan m dona sharcha
tasodifiy ravishda joylashtirilgan.

Har bir sharchani ixtiyoriy » qutichalarga joylashtirish mumkin shuning
uchun m sharchadan n yashikchalarga n” sonda turlicha o‘rinlashtirishlar tuzish
mumkin. Sharchalami yashikchalarga o‘rinlashtirishni, n elementdan iborat bosh
to‘plamdan m hajmda olingan takroriy namunalar deb garashimiz mumkin. X —
yashikchaga roppa-rosa m; dona sharcha tushish ehtimolligini toping.

Qulgan m-my; sharcha, ya’ni k yashikchaga tushmay qolgan sharcha!ar qolgan
n-1 yashikchalarga joylashadi. Bu m-m, sharchani n-1 ta yashikchalarga joylashish
usullari (n-1)™"™ . k - yashikcha tushmagan m-m; sharchalami CI™™' usulda
olishimiz mumkin. Shuning uchuii ‘gidirilayotgan ehtimoflik

_ o my 1 m=im;
o e ,fr L= (1) (1-—]

n n

24



Bu ehtimollik p=£ bo‘lganda Bernulli sxemasidagi P(m,my) bilan ustma-
n

ust tushadi. .

2-masala. Aytaylik, o‘zaro bogliq bo‘lmagan Aj; Az ... , A. hodisalar
berilgan bo‘lib, P(4) = p; (i=1,n) bo'lsin. Ay, A3 ... , A hodisalardan hech
bo‘maganda birini ro‘y berishi ehtimolligi qancha? o ‘

Yechish. Ay, A, ... , A, hodisalardan kamida birini ro‘y berishidan iborat A
hodisaning ehtimolligi quyidagiga teng:

PA)=1-q1 g .. g _
buyerda: ;=P(A,) FILn

Agarda, q;=q3;=...=¢,=q bo'lsa,uholda

' : P(A)=1-¢"
4-§. Hodisalar yig‘indisining ehtimolligi
Teorema. Faraz gilaylik, A, Az, ... , A, hodisalar berilgan bo‘lsin, u holda
P(UA,): 3 P(4)- TP, -4,)+ T P4, 4,-4,)+
iml ial i<j i<j<k
+(=I"P(4, 4,...4,).
Bu munosabatga Bul formulasi deyiladi.
Isboti. Biz A hodisani ehtimoli deb P(4) = ZP(a) sonni olishimiz mumkin.
: aed :
Agar @ nuqta ag UAi bo‘lsa, u holda i).ctiyoriy i uchun ag A;, chunki P(a) soni
im]

isbot qilmoqchi bo‘lgan tenglikni chap tomonini go‘shiluvchisi bo‘lmagani
sababli, 0‘ng tomoniga ham qo*shiluvchi bo‘la olmaydi.

Endi aytaylik e L"JA,. , u holda hech bo‘lmaganda bitta 4; hodisa mavjudki
i=wl
a€ A;, va shunday hodisalar soni m bo‘lsin. Isbot gilayotgan tenglikni chap
tomonida P(a) qo‘shiluvchi ishtirok etadi. Bu P(a) qo‘shiluvchi tenglikni o‘ng
tomonida necha marta ishtirok etilishini hisoblaymiz.

Bininchi yig‘indida P(a) qo‘shilavchi m marta ishtirok etadi, ikkinchi
yig‘indida A; 4; (i <j ) ko‘paytmada o hodisasi necha marta gatnashsa shuncha
marta qatnashadi, ya'ni C. marta, uchinchisida P(a) qo‘shiluvchi C? marta
qatnashadi va hokazo. Endi P(@) qo‘shiluvchi tenglikni o‘ng tarafida necha marta
ishtirok gilishligini hisoblashimiz mumkin. , .

m-C2+C: -+ =1-[1-CL+C2-C + ..+
+Corer|=1-l1-1) =1. (ry

(!) ga o‘xshash formulani hodisalaming ko‘paytmasi uchun b, yozish
m : b



P[QA,.)=ZP(A,)—;P(A, "'Aj)"‘ZP(AI +AJ +Ak)+

+oo b (I P4, + A, 44 A,). @

_ . Natija 1. (Ehtimollik additivligi.) Agar Aj 4. A, hodi ; ;
juft o*zaro birgalikda bo‘lmasa,uholzja g » Az ... . A, hodisalarning har bir

P(QA,) - :ZIP(A,.).
Natija 2.4, 4, ... , A, hodisalar berilgan bo‘lsa, u holda
P(’L"JA,.]siP(A,.).
Endi yashikchalar hagidagi ‘-llnasalag':l’ qaytaylik. Aytaylik. 4 hodisa eng
kamida bitta quticha bo‘sh qolishi hodisasi bo‘lsin. Shu hodisa ehtimolligini
topaylik. 4 hodisani gA,, shaklda yozishimiz mumkin, bu yerda Ay — hamma m

shxi]lrcha k chi qutichadan tashqari, #-1 qutichalarga joylashishi. Barcha k < n
uchun : .

- P4y =M_= -1 "
n" Coon)
_ifodaga ega bo‘lamiz. .
Hamma m sharchalarni k¥ va e raqamlaridan tashqari, n-2 qutichalarga
Jjoylashishi A, A, hodisasi bo‘Isin, bu holda ixtiyoriy k,e <n lar uchun
P(AxA) = (l‘mL)m=[1_3) )
n n
Shunga o*xshash, ixtiyoriy &,e,s < lar uchun

, n
va hokazo. 2-teoremaga ko‘ra A hodisani ehtimolligi
N 1 m - s 2 m n i1 J( j)m
PA)=nn-L} —c?l1-2) +.-=(C1yV'cil1-L] .
w=sn-2Y -ci(1-2) 42yl 1-
O‘rniga go‘vishlar hagidagi masalalar
Aytaylik, 7 ta element berilgan bo‘lsin. Tavakkal gilib bu elementlarning
o‘rinlari almashtirib chiqildi (hammasi bo‘lib #/ sonda). O‘rin almgshtirishlar teng
_ehtimolli. Hech bo‘lmaganda bitta elementni o'z o‘mida qolishi ehtimolligi
“qancha? R o .
Hamma o‘rin almashtirishlar soni 7/, Aytaylik, A hodlsa_SJ k - glementm o'z
o‘mida golishi bo‘lsin. Bu hodisa (n-1)! holatga ega, uning ehtimolligi esa
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-1y
Pl4,)= . n!I) )
Ay A hodisalari k — va e — elementlami 0°z o*rnida qolishi ehtimolligi

P(4,4)= Q_:%)' va hokazo

P(4, Az...An)n.: (n=(-1)_1

n! n’

UA,, hodisa ~ hech bo‘lmaganda bitta elementni oz .o‘rnida qblishi
(.02
hodisasidir. Shunday qilib, isbot gilgan formuladan foydalansak.
mo) ,(n—I)I_C,(n—Z)!_'_C,(n-ﬂ'_
P(HA") =C. n! " oond "ot

+1
' - .

_ (_1)"“$=1_i+i +'(-1)"

217 31 !

1. 1 -1y
_.1—[1—1+2!+3!+ + oy )

Qavs ichidagi ifoda e¢” ning yoyilmasidagi n+I ta haddan iborat. Shuning
gy et

uchun, n—o bo‘lganda:
P(UA,) —>I1-et.

ksl

(1) va (2) - formulalami matematik induksiya metodidan foydalanib ham
isbotlash mumkin.

5-§. Ehtimolliklar nazariyasini aksiomatik asosda qurish

_Geometriya, nazarly mexanika, abstrakt guruh va--boshqa nazaryalar
aksiomalar asosida qurilgan.

Ehtimolliklar nazariyasi matematik fan sifatida shakllanishi asrimizni

o‘ninchi yillariga to*g*ri keladi. '
_N.S. Bemshteyn 1917-yilda ehtimollar nazariyasini aksiomatik, asos

qurishga harakat qildi. Birinchi marta akademik A N. Kolmogorov “Ocaosanue
TIOHATHA Teopum peposrHocTeit” kitobida metrik funksiyalar va to‘plamlar
nazarlyasiga tayanib ehtimolliklar nazariyasini aksiomalar asosida qo‘rib chiqdi.

Faraz qilaylik, elementar hodisalar fazosi £2 ixtiyoriy to‘plamdan, Fesa £2ni
to‘plam ostilari sistemasidan iborat bo*lsin.

1-ta’rif. Agarda:

Al eg

A2 Agar Ae& va BeF hamda AUB e & hamda AN B e & kelib chigsa;
A3.A4 € g shartdan 4 € & kelib chigsa, u holda & ga algebra deyiladi. .
.. A2 shartdagi munosabatlardan birinigina bajarilishi kifoya, chunki ikkinchisi
birinchisi va qolgan aksiomalardan kelib chigadi.
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2-ta’rif. Agarda F algebra bo‘lsa va bundan tashqari 1-ta’rifdagi A2 shart
o‘rniga quyidagi shart bajarilsa:

A2 A4;e&i=1,2, ... dm |Jd, € & (A4, € Fkelib chigsa. U holda 2

i=l i=l
fazoni gism to‘plamlaridan tuzilgan & tizim & algebra Bul algebrasi deyiladi.
Shunday qilib, algebra bu to‘plamlarni shunday sinfiki, yig‘indi, ko‘paytaia
va to‘ldirish amallariga nisbatan yopiqdir bu yerda yopiq degan so‘z to‘plamning
har ikki elementi uchun go‘llanilgan amal natijasida hosil bo‘lgan element yana
shu to‘plamga tegishliligini bildiradi.
Agar £2 to‘plam va bu to‘plam gism to*plamlaridan iborat & algebra berilgan

bo‘Isa, u holda o‘Ichovli fazo berilgan deyiladi va < £2 &> kabi belgilashadi. £2ga
mugqarrar hodisa deyiladi.

3- ta’rif. Agarda:

P1. Ixtiyoriy A € £2 uchun P(4) 20,

PLP(D=1;

P3. Agar {4,} hodisalar ketma-ketli
Aj=0 uchun DA,,)

a=l

gi shunday bo‘lsaki, barcha i #J, A;
=" A, bajarilsa, u holda < 2 & > c}‘lchovli fazoni &F-

n=l

sigma algebrasida aniqlangan P(y) sonli funksiyaga ehtimollik deyiladi. .
P;i z!ks:omani unga nisbatan ekvivalent bo‘lgan chekli additivlik va quyidagi
uzluksizlik aksiomasi bilan almashtirish mumkin.

P3". Faraz qilaylik {B,} hodisalar ketma-ketligi Bywrc B va [ 1B.=B

n=l
bo‘lsa, u holda n—»woda P(B)—>P(B)..:. -, .. .-
P3 va P3’ shartlami ekvivalentligini isbotlaymiz.
a) P3 shartdan P3” ni kelib chigishligini isbotlaymiz.
Hagigatdantham B;, (i = 1,2, ...) hodisalar shundayki By> Bz 3... 2 Bn 2 ...
va ixtiyoriy n 2 I uchun

B,= UBkaq'-l + an ‘
G el ken e : li P3
Biiyigindidagi hodisalar o‘zaro bog'liq bo‘lmagan hodisalar, sabab
shartdan foydalanib, ‘

P(B»=P( ns.) +> P(B,B,.,).

u k21 kalt

qgatorni yaginlashishiga amin bo‘lamiz. Biroq P(ﬂ B,,)=P(B)=0 bo‘lgani uchun
.- k1

u_;},'(B,,)=iP(B,F,+,)+P(B) yaginlashuvchi gatomi qoldiq hadi bo‘lgani

k=t

sababli n — ooda P(Bn) —» P(B).
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b) Aksincha P3’ shartdan P3 shartni kelib chigishligini isbotlaymiz. Faraz
gilaylik Ai (i =1,2, ...) hodisalar o‘zaro bog'liq bo‘lmagan hodisalar hamda
A=J4, va B, =|J4,.
k=] ken
Ravshanki, Bj.; cB,. _ ‘
Uzluksizlik aksiomasiga ko‘ra m - o da P(Bn) -— P(B), chunki

A=A, +Bp,

kal

Bundan chekli additivlik xossasiga ko‘ra

PA)=3 P(4,)+ P(Boy) = lszP(A )= ZP(A ).
kmJ

< 2 & P > uchlikka ehtimolliklar fazosi deyiladi. Shunday qilib,
ehtimolliklar fazosi bu o‘ichovli fazoda berilgan musbat, sanogli. additiv
o‘lchovdan iborat bo*lib, £2ni o‘lchovi 1 ga teng.

AN. Kolmogorovning aksiomalar sistemasi zid emas, ya’ni bu aksiomalardan
ixtiyoriy biri boshqasini inkor etmaydi.

Agar £ yagona @ elementdan iborat bo‘lib, F esa £2 va & to‘plamdan
tuzilgan bo‘lsa, bunda P(2)=1, P(2)=0. ‘

Shuningdek, P1-P3 aksiomalar sistemasi to‘liq emas:

& to‘plamda ehtimolliklar hatto £2 o‘zida turli usullar bxlan tanlab olish
mumkin. Masalan, £2 ixtiyoriy chekli elementlar to‘plamidan iborat bo‘Isin:

2={o, o, ..., &} hamda yig‘indisi -

Pyt ... +Px=] bo‘lgan musbat sonlarning ixtiyoriy to‘plamini olamiz.

42 algebra sifatida {2 dagi 2= {@,, ..., ®, }uchun

P((2;)=P, + ...+ P, shartlami qanoatlantiradigan £2; larning barcha gism

to’plamlari majmuyini qabul qilamiz. Bu holda P, ... , P; larga @y, ... , &%
elementar hodisalarning ehtimolliklari deb yuritiladi.

Ehtimollikning xossalari.

1. P(&)=0 bu natija &+ 2= 2 tenglikdan kelib chigadi.

2.P(A)=1-P(A), chunkid +4 =Qvad N A=02.

3. Agar Ac B bo‘lsa, u holda P(4) <P(B), chunki

AB+AB=Byoki A+AB=B.

4. P(A) <1. Isboti 3-xossadan va P2 dan kelib chiqadi.

5. P(AUB) = P(A) +P(B) — P(AB), chunki AUB = A + (B-AB).

6. P(AU B)< P(A)+P(B) isboti 5-xossadan kelib chigadi.

7. P(’I:JJA JSZP(A) chunki U(A) UBA bu yerda B, = £2- UA

nal ne=}

Va4, B,=2,uholda P(”LJA,,] = "Z_IP(B.,An)s"Z_;P(A,)
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Masalalar:

1. Faraz qilaylik 2= {@,, ... , @y }, N<oo bo‘lsin. £2 to‘plamni barcha gism
to‘plamlaridan iborat & algebrani yozib chiging.
2. Faraz qilaylik £2, Fxuddi 1-misoldagi kabi aniqlangan P(fa,b]) = b-a va

ﬁ-{ai,bi]}= ZIVP([a,.-,bi]), & da aniglangan to‘plamlar funksiyasi P=P()
8 i=l
sanogli additivligini isbotlang. e

3. Induksiya metodidan foydalanib quyidagi Bul formulasi to‘g‘riligini
isbotlang. :

P(UA-‘)= ZP(A.-)’ZP(A.'A;)"' ZP(A,.A,.A,,)+ (= 1)"P(‘4""A")

i=l ] i<j i<j<k

4. Agar A, monoton o‘suvchi to‘plamlar ketma-ketligi bo‘lsa:
A, EAgy va A= UA,,

wholda P(4)=lim P(A,) munosabatni o‘rinliligini isbotlang.
=¥,

kni davom ettirish hagqida teorema

6-§.0 - éilgebra'va ehtimolli
sa,Aj cA1& .-

Agar {A,. }:_ , kamaymayadigan to“plamlar ketma-ketligi bo‘l
vad = DAn . 1 holda A, 4 (yoki A=lim 1 A,) deb yozamiz.

n=l . . .
Agar {4,)°, o‘smaydigan to‘plamlar ketma-ketligi bo'lsa, Ar 24z 2 - V2

A= ()4, , u holda 4,4 (yoli A=lim  A,) deb yozamiz
ool A, - i
1-ta’rif. Agar M2 A, (=12, ...) va A, T4 yoki A_,.JA shartlarda;nljfl;t; yfiiljc];i!
¢higsa, u holda 2 fazoning M to'plamlar sistemasies monoton iqdir.
Boshqacha aytganda monoton M sinf lim #va lim¥ amallariga nisbatan j);ff!);q Lishi
l-lemma. a algebra o - algebra bo‘lishi uchun umng monoton S 0

zarur va yetarli. L
Isboti, Agar ¢ algebra va shu bilan birga
monoton sinfligi ravshan.

Agar A;e% bo'lsa, barcha I = 1,2,

o - algebra bo‘lsa, u holda &%

uchun, u bolda (J4 e

i=1

ko‘rsatishimiz kerak. Biroq, B,.=|:.)A‘. €9 va By C Buy bo‘ishligi ham ravshan.
il

Monoton ‘sinf ta’rifiga asosan,
\JA4,=timT B, € 2.

il
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&K algebrani o°z ichiga oluvchi & o algebraga eng kichik o algebra deyiladi
hamda &= o (M) kabi belgilanadi. Agar 9 algebra bo‘lsa, u holda & ni 0°z ichiga
oluvchi hamma o algebra mavjud. Masalan, 2 fazoni barcha qism to‘plamlari
sistemasi o — algebrani tashkil giladi. Endi & ni o‘z ichiga oluvchi hamma
o — algebralaming ko‘paytmalaridan iborat to‘plamlar sistemasi & ni qaraymiz.
Boshqacha aytganda, & ni o°z ichiga oluvchi & sistema shunday Ato plamlardan
iboratki ularning har biri hamma yuqorida aytxlgan o - algebralarga teglshh
bo‘ladi. Bu sistema o — algebraligini tekshirish qiyin emas. Bir paytda ikkita holni
qaraymiz:

1) & bu o~ algebra

2) & eng kichik o - algebra, ya'ni & = o (%)

Shunday qilib quyidagi lemma o‘rinli:

2-lemma. Har bir 9 — algebra uchun o°z ichiga oluvchi eng kichik o -
algebra mavjud.

Agar & — algébra bo‘lsa, u holda &% m oz ichiga oluvchi eng kichik
M = u (9%) algebraning monoton sinf bilan bog‘lashimiz mumkin. Eng kichik
monoton sinf mavjudligi, eng kichik o — algebrani mavjudligi kabi isbotlanadi.
Quyidagi teorema 9 — algebradan qanday qilib o — algebra qurish mumkinligini
ko'rsatadi.

Teorema. Faraz qilaylik 9¢ - algebra, u holda

c (90 = ”(%r
ya’'ni 92 ni o'z ichiga oluvchi eng kichik o — algebra bilan & ni o‘z ichiga oluvchi

eng kichik monoton sinf ustma-ust tushadi.
Ishoti. 1-lemmadan

H(9) co (9. 1)
Agar x4 (%) ni o~ algebraligini ko‘rsatsak, u holda
w2009 @ -

bunda esa, (1) bilan birgalikda teoremaning isboti kelib chigadi. Birog M = u (41
monoton sinf, u holda I-lemmaga ko‘ra M ni algebraligini ko‘rsatish Iafoya '

Faraz qilaylik M 54. Biz A € M ko'rsatishimiz kerak. Buning uchun M={
B:BeM, B € M} sistemani tashkil etadi.
Ravshanki, .
_ Xc M cM (3)
M sistema monoton sinf bo‘ladi. Hagiqatdan ham, agar B, < M, n= 1,2,

u holda, demak, B,& M, B, € M hamda lim7 B,e M, limT B, e M, Iirm/ B,e M
limy B, € M. u holda

limT B,=lim¢ B, M,
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lim{ B =lim? B, M,
imT B,=limB, e M,
limd B,=lim?B, eM.
B - eng kichik monoton sinf bo‘lgani uchun, u holda M =M, demak, agar
AeM=pu4(9),uholda A e M.
Endi M = z(9) sistema (chekli) ko‘paytirish amaliga nisbatan yopigligini
ko‘rsatamiz. A
Har bir A> M uchun
={B:B e M,A NBM} )
to‘plamni aniqlaymiz,
IierAr\B =Anlim{ B,
limTAnB =Anlim?t B,

aymyat]ardan M, ni monoton sinfligi kelib chiqadi. AgarAe MvaBe M,u holda
(AeMp) <> (BeMy). )

teng kuchliligini ko‘rsatish qiyin emas. So‘ngra, agar A €92 u holda ixtiyoriy 9 3

B uchun AnBe I (chunki 9¢ - algebra) va demak,&¥ < Mc M. Biroq M, —

monoton sinf (chunki lim ' AB,=Alim 1 B, hamda lim¥ AB,=Alim ¥ B,), M esa

eng kichik monoton sinf bo‘lgani sababli ixtiyoriy $¢3A4 uchun M, =M.

U holda (5)dan A € 9 va Be M uchun

(A°e Mp) <> (Be My=M),
ya’ni, agar A €9 u holda ixtiyoriy M 5 B uchun & & A ixtiyoriy bo‘lgani uchun,
bundan 9 < Mp < M. bundan ixtiyoriy M 5 B uchun Mg = M, ya’ni, agar Be M
va C to‘plam uchun Ce M, u holda, ChBe M.

Teorema isbot bo ‘Idi.

Yuqoridagi ta’rifni esga ofsak, har bir ¢ — algebra bilan uni o‘z ichiga
oluvchi o (%) = & eng kichik o — algebrani bog‘lashimiz mumkin. Fagat &
to‘plamda aniglangan p ehtimollikni = o (8% to‘plamga davom ettirish mumkin
emasmikan? degan tabiiy savol tug‘iladi. Bunga quyidagi teorema javob beradi.

Karatedori teoremasi. Faraz qilaylik < £3 &, P > — ehtimolliklar fazosi
bo‘lsin. U holda #= o (¥)da aniqlangan P ni davom ettirishdan hosil qilinadigan
yagona ehtimollik o‘Ichovi Q ehtimollik mavjud, ya’ni

Q(A)=P(4), A€ o,

Bu teoremani isbotini keltirmaymiz, bu teoremaning isboti
A.A. Borovkovning “Teopus BepostHocTeif” kitobida keltirilgan. Biz uchun
muhimi o‘lchovni davoin ettirish mumkinligidadir. Shunday qilib, P o‘Ichov faqat
8y dagina emas, balki #=o (%) da ham berilgan deb hisoblashimiz mumkin.
Shularga asosan, ehtimolliklar fazosi sifatida < £2 % P > emas, balki < £3 & P>
qabul gilingan, bu yerda Feng kichik o— algebra. P esa &da aniglangan P(€) = 1
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normallashgan, sanogli additiv o‘lchov B = o (%). Eng kichik o— algebraga Borel
algebrasi yoki Borel to‘plamlarining o— algebrasi deyiladi. '

Izoh. < £2 &> juftlikka o ‘Ichovii faza deyiladi, bu yerda £2— biror fazo. Fesa
o— algebra.

O*Ichovli fazolarga misollar

I-misol. Faraz qilaylik 2 = (-0 co) u holda % algebra sifatida
kesishmaydigan fa,b] ko‘rinishdagi mtervallarmng chekli yig‘indilari sistemasi
olinadi. Xuddi shuningdek. o‘lchovli fazoda' (X",B") aniqlanadi, bu yerda X"
n-o‘lchovli Evklid fazosi, B = o (%) esa Borel to‘plamlarning o algebrasi.

2-misol. Cheksiz X = (Xj, X5 ...) ketma-ketliklar X™ fazosi bo‘lsin. “Sonlar
o‘qining ixtiyoriy Iy, I, ... , I, Borel to‘plamlaridan tashkil topgan .

{X: x;e I, X;€ I, ... xy€ I, } - “silindr’lardan tashkil topgan eng kichik o
algebrani B® deb belgilaymiz. Geometrik ehtimolliklarni umumlashtirib P
ehtimollik intervallar usuli bilan berish bilan tanishib chigamiz.

Aytaylik, £2 = R’ =(-o; ) da [a, b) ko‘rinishda kesishmaydigan chekli
intervallar yig‘indisidan tuzilgan o algebrani olamiz. Aytaylik, f{x) = 0 bo'lib,
I I (x)dx = ] bo‘lsin. Quyidagi integralni aniglaymiz:

-0

P(ab)) = [ f(x)x.

Agar A € & to'plam A=Zf(x)rbc ko‘rinishda bo‘lsa, u holda

ial

P(4) = I S{x)dx deb olamiz, bu yerda I f(x)dc= ZI F(x)dx.

Bunday aniglangan P funksiya chekh additiv yoki sanoqli additiv bo‘ladi.
Shuning uchun < R’, g P > uchlik ehtimolliklar fazosini aniglaydi. Integral ostida
ishtirok qiladigan f{x) funksiyaga zichlik funksiya deyiladi, uning ma’nosi

quyidagicha: [, x+A4x/ oraliqqa tushish ehtimollik P(fx, x+4x]), 0(4x) aniqlikda,
J(x)dx ga teng.

Xuddi shu singari f{x,y) 20, f(x»,z) 20, ... funksiyalar
[ {1Geop)axay, [ [ [ £(x,,2)dedydz = 1,... tenglikni qanbatlsiilirganda

I{ (e, p)dxdy [§§5Cx,p,2)axdvds,... iﬁtegra]lar yordamida 2=R’, £
A
=R’, ... fazolarda P ehtimollik kiritiladi.
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7-§. Shartli ehtimolliklar. Hodisalarning, algebralarning, tajribalarning
bog‘ligmasligi

1. Geomebi]& ehtimollik nuqtayi nazaridan P (4) = “Ayuz” deb faraz qilaylik.
~ Agar bizni 4 to‘plamga “tushganligimiz” ma’lum bo‘lib, B to‘plamga
“tishishimiz” hodisaning ehtimolligi bilan qizigayotgan bo‘lsak, tabiiyki bu
ghtimollik A va B to‘plamlami umumiy gismining o‘lchovidan iborat bo‘ladi,
ya’'ni P(AB) ga proporsional bo‘ladi. By tasavvur bizni yangi tushunchaga shartli
ehtimollik fushunchasiga olib kelad;.
1- ta’rif. Faraz qilaylik (2 & P) ehtimolliklar fazosi bo‘lsin hamda P(4)>0,
Ae &
7 o — .. P(4B)
B hodisani 4 hodisa sharti ostidagi shartli ehtimolligi deb quyidagi -HZT

nisbatga aytiladi. Shartli ehtimollik P(B/A) yoki Pa(B) kabi belgilanadi. Demak,

P(AB)
A= "3
Bu ta’rifdan bevosita quyidagi xulosalar kelib chigadi:
- L.P(B/A) 20. _
2.P(A/4)=1.

3. P(B+C/A) = P(B/4) + P (C/4).
5~ B; S pf B,
4, g /4) = g P( /4) .
Aytaylik, B € F bo'lsin. & “o - algebra™ning B N A ko‘rinishdagi
to‘plamlaridan tshkil topgan gism algebrasini & deb belgilaymiz. .
. Musbat ehtimollikka ega bo‘lgan ixtiyoriy 4 to‘?lgm ughuq 1-4 shartzzml
qanoatlantiravchi hodisalardan yangi ehtimolliklar fazosini quyidagicha quramiz.
<A, 84 P4()>buyerda Py () =P (Ja :
Fda aniqlangan shartli ehtimollik.
Agar P(AB) = P(4) - P(B) yoki P(4/;) = P(4) ofrinli bo'lse, AvaB

hedisalar bog‘ligmas deyiladi hamda A £ B kabi belgilanadi.

5.Agar 4 L Bbo'lsa, uholda 4 L B bo‘ladi.

Isboti. Hagiqatda ham " _
P(4B)= P(B— BA)= P(B)- P(4B)= P(BXI- P(4))= P(A)P(B).

6. Agar A L B;, A L B; va BuB;= & bo'lsa, u holda A L (Br+B;) bo‘ladi.

boti. : ‘
* P(A(B, + B,))= P(4B, + AB,)= P(AB,)+ P(4B,)=
= P(A)P(B,)+ P(B,))+ P(4)P(B, + B.).
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7. Agar A va B hodisalar birgalikda bo‘lmasa (ya’ni P(AB)=P(4) P(B)), u
holda A va B hodisalar bog'‘liq btz‘lmaiydi. Iilasriqazda)n ham:
1/ \_ P(4B)_ P(4)-P(B) _
P( Ag)_ ) »(3) P(4).

Masala. Ikkita farzandli oilani qaraylik. Bunda:
(YY) - ikki farzandda ham o°g"il bo‘lishi hodisasi;
(YK) - birinchisi o°g'il, ikkinchisi giz bo‘lishi hodisasi;
(KY) — birinchisi qiz, ikkinchisi o‘g‘il bo*lishi hodisasi;
(KK) - ikkalasi ham qiz bo‘lishi hodisasi

P(YY) = P(YK) = P(KY) = P(KK) = %

deb hisoblaymiz, quyidagi shartli ehtimollarni topish talab etiladi:

P; - oilaning to‘ng‘ich farzandi o‘g‘il bo‘lishi  shartida oilaning ikkala
farzandi ham o°g‘il bo‘lishi ehtimolligini;

P; — oilaning biror farzandi o°g‘il bo‘lishi shartida oilaning ikkala farzandi
ham o‘g"“il bo‘lishi hodisasining ehtimolligini toping. -

Bu masalani yechish uchun quyidagi hodisalarni keltiramiz: 4 deb to‘ng‘ich
farzandni o‘g'il bo‘lish hodisasi, B deb kenja farzandni o‘g*il bo‘lishi hodisasini
belgilaymiz. U holda,

2

1
2

P = P(A%)= %? =

YN W

1
3

P, = P(4%UB)=HI’/%‘TB)B)=

B Wi~

Ber_nshﬁeyq misoli. Quyidagi tajribani kuzataylik. Tetraedrni bir yog'i sariq
rangga, ikkinchi yog‘i yashil rangga, uchinchi yog‘i ko‘k rangga, to‘rtinchisi esa
uchgla rangga .ham' bo‘yalgan. Agar tetraedmi tekislikka tashlasak quyidagi
hoz‘:hsalardan biri godxr bo'ladi: Yo S ~ sariq yog*i bilan tekislikka tushadi yoki K -
ko k, l_/a - Yas!nl tarafi yoki S, K, Ya - uchala rangga bo‘yalgan tarafi bilan
tushishi mumkin. Uchala rangniiig har biri ikkita yoqda bo‘lgani sababli

_ , 1., . .. ... .

P(O)=P(K) = P(Ya) = 2 bo‘ladi. Kiritilgan hodisalarning ixtiyoriy ikkitasini
ko‘paytmasining ehtimolligi %:%-é, chunki ixtiyoriy ikkita rangli tarafi faqat
bir tarafda. .Bu ‘esa hamma uchchala hodisaning h ir juftining o

€1 . - - ar b

bog‘ligmasligini ko‘rsatadi. Ammo ' & ‘ " s o

P(SKYa)= % + P(S)P(K)P(Va) = -;- :
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3-ta’rif Agarda ixtiyoriy A;e& A3€F ... , A,e& to‘plamlar uchun quyidagi
shart bajarilsa:
P(A,, '—-A,‘)= P(A,.,)---P(A,J
bu yerda Flnval siySi;s...<ixsn bajariisa, & algebralami bog‘ligmas
- deyiladi. .

Tkkita G; va G; tajribalarni kuzatamiz hamda ularning ehtimolliklar fazosini
ot ravishda f0O,&,Py va {02,5,Py} kabi belgilaymiz. Ehtimolliklar fazosi
< £% & P > bo'lgan “asosiy” tajribani olamiz, bu yerda 2= €2 x £2, F= F1 x &
dekart ko‘paytmasidan iborat bo‘lib, o - algebra esa B; € &, B; € & bo‘lsa
B= B; XB;. -

4 -ta’rif. Agarda ixtiyoriy B = B; x B, B1€ &, B: € & lar uchun P(B)
:e;l(fdln) P(B;) = P(B;x$) P($xB,) bajarilsa G, va G, tajribalar bog‘ligmas

Bu ta’rifni » ta tajribalarning bog‘ligmasligi uchun ham umumlashtirish
mumkin.
. 88§. To‘la ehtimolliklar formulasi. Bayes formulasi

_Faraz gilaylik, B hodisa n dona birgalikda bo‘lmagan A; Az ... A,
hodxsaldammg fagat biri bilangina ro‘y berishi mumkin bo‘lsin. Boshqacha qilib
aytganda ‘

B=3 B4,
ia]

bu yerda, (BA)(BA) = & .
Qo*shish teoremasiga kora P(B) = 3. P(BA;).
im]
Ko‘paytirish teoremasini qo‘llasak
=3 B
rm= S P2, )
Bu tenglikka to‘la ehtimolliklar formulasi deyiladi.

-, 1-masala. Beshta urna bor. A; hodisa tarkibli 2 ta urnada 2 tadan oq va
bittadan gora shar bor. 1 ta umada A, hodisa tarkibli 10 ta qora shar bor. 4 hodisa
tarkibli 2 ta umada 3 tadan oq va bittadan gora shar bor. Tavakkal tan'langan
urnadan tavakkal olingan sharni oq shar (B hodisa) bo‘lishi ehtimolligini toping.

Yechish. Urnada olingan shar 1,2 yoki 3 tarkibli bo‘lishligi mumkin, u holda
B=A;B+A;B+A;B. tola ehtimolliktar formulasiga muvofiq

... P(B) =PM#P(%1)+P(A9P(%1)+P(A3) P(%s). |

biroq

Py =2, P4 =5 . PAD =5
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-2 B B/ -3
AR VAR A
Shunday qilib:
2 2 1 23 17
PB=53*59%53 30
2-masala. Omborga 360 ta mahsulot keltirildi. Bulardan 300 tasi 1-korxonada
tayyorlangan bo‘lib, ulaming 250 tasi yarogli mahsulot; 40 tasi 2-korxonada
tayyorlangan bo‘lib, ulaming 30 tasi yaroqli mahsulot hamda 3-korxonada
tayyorlangan mahsulot 20 ta bo‘lib, ulardan 10 tasi yarogli. Tavakkal olingan
mahsulotning yarogli bo‘lishi ehtimolligini toping.
Yechish. Gipotezalar kiritish yo‘li bilan ishlaymiz:
H, gipoteza — mahsulotning 1-korxonada tayyorlangan bo‘lishi;
H, gipoteza — mahsulotning 2-korxonada tayyorlangan bo‘lishi;
H; gipoteza — mahsulotning 3-korxonada tayyorlangan bo‘lishi;
Ularning ehtimolliklari:
5 1 1
P(HI) 6’¢P(H2, 9'P(H3) 18'

Agar olingan mahsulotning yaroqli bo‘lishini A hodisa deb belgilasak, u holda
bu hodisalarning turli gipotezalardagi ehtimolliklari quyidagicha bo*ladi:

Ah,)-5 dth)=5-10m) -3

To‘la ehtimolliklar formulasiga ko‘ra

P4) = P(H,)-P(%g,) +P(H,)-P(%i}) +

29
+ .Pl A == =~ 0,8050.
P P(/Hs) 36 = %800
Endi biz Beyes formulasini keltirib chigamiz:

P(A:B)= P(B)-P(A%,) =P(4) -P(%J.
(4, B/ .
Bundan P(A%) 5%{.&1;

endi to‘la ehtimolliklar formulasini qo*llab,
B,
P(A,. )_ P(a,)P (/4,)
8=

> P(4,)-P{B/, |
)
Beyes formulasini hosil qilamiz. '

' 3-masula. Ikkita mergan nishonga bittadan o°q uzadi. Birinchi mergantiing
0°qi nishonga 0,6 ehtimollik bilan tegadi. Ikkinchi merganniki esa 0,2 ehtimollik
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bilan tegadi. O*q uzilgandan so‘ng nishonga bitta o°q tekkanligi tekshirib ko‘riladi,
bu o°q birinchi merganniki bo‘lishi ehtimolligi gancha?
Yechish. Tajriba o‘tkazishdan oldin quyidagi gipotezalarni qo‘yamiz:
H; - birinchi merganni ham, ikkinchi merganni ham o‘qi nishonga tegmaydi;
H, - ikkala merganni o“qi tegadi;
- H3 - birinchi merganni o‘qi tegadi, ikkinchi merganni 0°qi esa tegmaydi;
H, - birinchi merganni o°qi tegmaydi, ikkinchisini o°qi tégadi;
' Bu gipotezalarning ehtimolliklari:
P(H) =0,40,8=032
P(Hy) =0,60,2=0,12
P(H;) = 0,60,8 = 0,48
o P(H)) =0,40,2=0,08 . ,
kuzatilayotgan A hodisaning shartli ehtimolliklari quyidagiga teng:

AR AREARY (AR

Tajribadan keyin H; va H, gipotezalar ro‘y bermaydi. H; va H,
gipotezalaming ehtimolliklari quyidagicha:

P(H/ __ 0481 6
A) 048-1+0,08-1 7
P(H/___ 008-1 1

A 048-1+0,08-1 7

C . . .. 6
Demak, nishonga tekkan o0°q birinchi merganniki bo‘lishi ehtimolligi > ekan.

2-ta’rif. Agarda I1<i;<i; <... <ip<n, (r= 2,n) larning har biri uchun
A . . 3 -
p (ﬂ B,-,)= HI’.(B*)bo‘lsa, u holda By, Bz ... , Bn hodisalar birgalikda
k=l k=1

bog‘ligmas deyiladi. . o ‘
Hodisalarning - o‘zaro  bog'ligmasligidan birgalik bog‘ligmasligi kelib
chigmaydi. ' ' o o
4-masala. Lampochka ikkita zavodda ishlab chigiladi. _!kku;chn zavod
mahsulotining hajmi birinchisinikidan & marta ko’p. Birinchi ~ zavodda
tayyorlangan lampochkalarni P; gismi yarogsiz, ikkinchi z?yodmkl P;. Bir xil
vaqtda ikkala zavod mahsuloti omborga keltiriladi va ar_@%gshtm!) yubonlqdl. Xam!
qilingan lampochka ikkinchi zavod mahsuloti bo‘la turib, uni nugsonli bo‘lishi
ehtimolligini toping. o ‘
Yeclgzli,:;t. Faraz gilaylik, B; — sotib olingan lamppchka bmnc!n zavodning, B,
esa — ikkinchi zavod mahsuloti bo‘lish hodisasi bO‘lSI,I:. Ravshanki:
1 =%
P(Bl)=m’ P(BZ - l+k . .
hodisalarni aprior ehtimolliklari deyiladi. A hodisa olingan

Bu songa B;va B ; _ . I
Saro : ‘Isin. Bizga quyidagi shartli ehtimolliklar berilgan

mahsulotni yarogsizligi bo
bo‘lsin.
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ARET AN

Bayes formulasidan foydalanib

* p
P B/ e 1+k° .
4 _l_P +L..P },l+kP2

I+k ' 1+k°?
B __ P
P( %4)—1’,+sz’
B B,/
P( %4) va P( %4)

ehtimolliklarga 4 hodisa ro‘y bergandan keyingi B; va B; hodisalami aposterior
ehtimollik deyiladi.

Shunga o‘xshash

1 bobga doir masalalar

1. Hodisalar o‘rtasidagi quyidagi munosabatlarni tekshirib ko‘ring:
a) (4 +B)C=AC + BC. -

b) A+ B =AB.
c)A+B=A4A-B.
d U4, =N4,.

i=l i=1

e) ﬁAi =UZ, .

g)(4+B)\B=4A\AB=AB.
2. Agar B = | JB, bo‘lsa, u holda
el

(\B,< B va (B, < B, munosabatlar o*rinlimi?

no} =}

3. Agar uchta 4, A4, A; hodisalar 4;4;4; A shartni qanoatlantirsa, u holda
ushbu tengsizlikni isbotlang:

P(4) 2P(A) + P(Ay) +P(A;) - 2.
4. Tomonlari @ ga teng kvadratlardan iborat cheksiz katakli shaxmat
doskasiga radiusi r (2r < a) bo‘lgan tanga tashlanadi.

1) Tangani butunligicha birorta kvadratga tushish ehtimolligini toping;

2) Kvadratning ko*pi bilan bitta tomonini kesib o‘tish ehtimolligini toping;

5. Aytaylik, @ - algebra bo‘lsin, F = of &) hamda « - algebradagi ehtimollik
o‘lchovi P bo‘lsin. Krateodori teoremasiga ko‘ra P o‘Ichov & dagi to‘plamga
Yagona usulda davom ettirish mumkin. Ixtiyoriy 4 e F o) va &> 0 uchun
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9 - algebradan shunday to‘plam topiladiki, natijada P(4 4 B) < & ekanligini
isbotlang.
6. Quyidagilarini isbotlang:
A4)-1-2(()7 )23 24)
N\i=Z ist isl]
ﬂA,)zI-ZP(Z,.).
. iat inl
7. Yosh bola, [z][s][T][T][0] harfli kartalar bilan o‘ynab o*tiribdi. Shu
harflami tasodifan bir qatorga qo‘yganda “ustoz” so‘zining yozilishi ehtimolligi
qancha?
8. Uchta shashxoltosh tashlanadi. Agar uchchala shashxoltosh turli yoqlari
bilan tushganligi ma’lum bo‘lsa, ularning kamida bittasida bir ochko tushish
ehtimolligi qanchaga teng?

: 9. Erkak va ayollar soni teng deb hamma erkaklardan 3 % hamda hamma
ayollarning 0,21 % daltoniklar, tasodifan tanlangan shaxsning dal’tonik bo‘lishi va
unung erkak kishi bo‘lish ehtimolligini toping.

10. Aytaylik, 4 va B hodislar birgalikda bo‘lmasa, P(4) > 0 va P(B) > 0, u
holda A va B hodisalar bog‘liq bo‘lishini isbotlang.
) 11. Agar bolalar bog‘chasida 35 ta o‘zbek alfavitidagi bosh harflar
qartalarming har biriga yozilgan bo‘lib, bir bola ulardan 10 tasini tavakkal olib bir
qatorga terganda “matematika” so‘zining yozilishi ehtimolligi qanchaga teng?
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11 bob. TASODIFIY MIQDORLAR VA TAQSIMOT FUNKSIYALAR
1-§. Sodda tasodifiy miqdorlar
ytayhk = {2 & P> - ixtiyoriy ehtimolliklar fazosidan iborat bo* Isin.
I-ta’rif. Diskvet elementar hodisalar fazosi 2= {@} da amqlangan nmyony
haqigiy £= &(@) funksiyaga tasodifiy miqdor deyiladi.
Bundan keyin tasodifiy miqdorlarni grek harflari bilan ular qabu] qlladlgan

qiymatlarini esa kichik lotin harflari bilan belgilaymiz.
Misol:

a) Bitta tanga tashlaganimizda (2 ikkita elementar hodisalardan iborat: gerd
va ragam. Agar tangani gerbli tomoniga 0 ni, ragamli tomoniga I ni mos keltirsak,
u holda tasodifiy miqdorni hosil gilamiz.

b) Agar ikkita tanga tashlasak o elementar hodisalar GG, GR; RG; RR; iborat
bo‘lib, £ = &(a@) tasodifiy miqdor esa quyidagi jadval bilan berish mumkin:

/) RR GR RG GG

) 0 1 1 2

Bu misolda tasodifiy miqdor “gerb” tushishlari sonidan iborat. Shuningdek,
kubik tashlaganimizda uning ochkolar soni tasodifiy migdorga misol bo‘la oladi.

Doiraga tavakkal tashlangan nuqta koordinatasidan doira markazigacha
bo‘lgan masofa tasodifiy miqdorga misol bo‘ladi, chunki {(x,p): X’+* = = I} to‘plam

o‘lchovli. &= &(@) tasodifiy miqdorni qiymatlari to‘plamini X orqali belgilaymiz.

2-ta'’rif. Aytaylik, xe X bo‘lsin, £ tasodifiy miqdorning x ni qabul gilish
ehtimolligi deb Pgx) = P{ @ :£ (1) = x } songa aytiladi.

3-ta’rif. £ tasodifiy migdoming taqsimoti deb Pg= { Pg(xy), Pgx3), ... } sonlar -
komplektiga aytiladi.

Ravshanki, Pyfx) 20va 3 P,(x,)=1.

Tasodifiy miqdor tushunchasi tasodifiy hodisa tushunchasiga nisbatan
umumiyroq tushunchadir. Har bir A hodisaga, agar A hodisa ro‘y bersa 7 va ro‘y
bermasa 0 ni mos keltiruvchi I, funksiyaga A hodisaning indikatori deyiladi.

Tasodifiy 4 hodisaning indikatori ham, tasodifiy miqdorga misol bo‘ladi.
Quyidagi munosabat o*rinlidir:

, MI, =1-P(A) + 0-P(4) = P(4),
bu yerda MI, deb A hodisaning indikatorining o‘rtacha qiymatini belgiladik.
. Agar £ = (o) tasodifiy miqdor x, Xy ... qiymatlami qabul gilsa; u helda
quyidagicha yozishimiz mumkin: e
§@)=2x1,0),

bu yerda A, = fo: &(w) =x;}, I (@ esaA i to‘plamning indikatori.
Misol,
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Agar E va F hodisalaming indikatori Jg va Ir bo‘lsa, u holda I-Ig, Ig-IF, Ig +
Ir—IgIr indikatorlarga ega bo‘lgan hodisalar qanday bo‘ladi?
Yechish. Ta’rifga muvofiq
I-Ig (x) = 1, agard’a xe E, uholda er_‘
0, agarda xeE, uholda x ¢ E.
Natijada I-Ig indikatori E hodisaga mos kelishini ko‘rsatadi.
Endi quyidagini yoza olamiz:
Ii:F=Is-Ip(x) - 1, agarda xeEnF
0, agarda x€ENF
bund(ain esa, ENF ko‘paytmaning indikatori Iglr dan iboratligini ko‘rsatadi.
Hamda,
W) = Ig(x) +Ie(x) = Ig (%) - Ie(x) = I () +Ip()[1- Ic ()] =
. = Ie(x) + I (91~ T ,
Agarda Ig indikator 1 ni qabul qilsa, y ham 1 ni qabul qiladi: xuddi
shuningdek, agarda Ir indikator 1 ni qabul gilsa, - ham 1 ni qabul giladi.
Mabodo, I va Ir lar nolga teng bo‘lsa, yqx) ham nolni qabul qiladi.
Shunday qilib,

0, agar xe¢ E hamda xe¢F,

wo={
) 1, agar xeE yoki xeF.

Demak, y(x) indikator E  F yig*indini xarakterlaydi.
4-ta’rif: Faraz gilaylik <63 &> o‘lchovli fazo bo'lsin. Quyidagi ko‘rinishda
ifodalangan
Ho)=Yx,1, (), AieF, 21 4,=%2.
=l

isl
Hagqigiy &@) funksiyaga sodda (elementar yoki pog‘onasimon) tasodifiy
miqdor deyiladi. .
1-misol. Bernulli tasodifiy miqdori ikkita I va 0 giymatlarni, mos ravishda, p
va q ehtimollik bilan qabul giladi:
{1, B)=p
0, Pg(0)= q p+q=1
2-misol. Binomial £ tasodifiy miqdor (n+1) ta 0,1,2, ... , 1t giymatlardan har
birini Pafk) = C*p*q™* ehtimolliklar bilan qabul giladi. Bu formulaga Bernulli
formulasi, ba’zi adabiyotlarda binomial tagsimoti ham deyiladi. Chunki,
3 b (k)=(p+a) [p+(1-p)] =1.
M ) L3 : . .
Shunday qilib, bir-biriga bog‘liq bo‘lmagan » ta tajribaning har _bmgia A
hodisaning ro‘y berish ehtimolligi p(0<p<1)ga teng bo‘lsa, u holda A hodisani n ta
tajribada ropa-rosa k marotaba ro‘y berish ehtimolligi
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P,(k) = C,p*q""

, . po__m
formula bilan topiladi, bu yerda C,, = k!(n - k)!
A hodisani
a) k dan kam marta;
b) k dan ko‘p marta;
c) kamidan k marta;

d) ko‘pi bilan k marta ro“y berish ehtimolligi ushbu formulalar bilan topiladi:

a) Po(0)+ Po(1)+...+ Po(k-1);

b) Py(k+1)+ Po(k+2)+...+ Po(n);

C) Pu(k)+ Pu(k+1)+...+ Po(n);

d) Po(c)+ Po()+...+ Pok)

Misol: Tangani 4 marta tashlanganda 2 marta gerb tushish ehtimolligi
ko‘proqmi, yoki tangani 6 marta tashlaganda 3 marta gerb tushish ehtimolligimi?

Yechish. Gerb tushish ehtimolligi p= % ga teng. To‘rt tairibadan ikkitasida
gerb tushish ehtimolligi

22 43 (1Y (1V_6
r@)=cirr=33-(3) (3) =i
Oltita tajribadan uchtasida gerb tushish ejtimolligi
P()=Cpig =554, (l) (1) N

1.2.3 \2 2 16 .
Dema, P4(2)>P¢(3) bo‘lganligi uchun oltita tajribadan 3 tasida gerb tushish
ehtimolligi to‘rt tajribadan ikkitasida gerb tushish ehtimolligidan kattaroq ekan.

3-miisol. Puasson tasodifiy miqdori & esa 0,1,2, ... qiymatlardan birini P{£ =

&

Ao o o
k= € %, 4> 0 ehtimollik bilan qabul giladi.

Tasodifiy miqgdomni umumiyroq kiritishimiz mumkin:

S-ta’rif. Q elementar hodisalar fazosini R’ hagigiy” sonlar to‘plamiga
akslal?tiruvchi &(®) o'lchovli funksiyaga fasodifiy migdor deyiladi, ya'ni bu
funksiya uchun {o: &a)e B} = £-1(B) ixtiyoriy Borel B < R to‘plami & dagi
o - algebradan iborat to*plam bo*ladi. -

Tasodifiy miqdor ta’rifiga ko‘ra to'g'ri chiziqdagi o - algebrali Borel
to‘plamidagi ixtiyoriy B to‘plam uchun ‘

$'(B)=(o: fa)e B} e & :

{zoh. Agarda 2= X, F= B bo‘lgan holda § = & @) tasodifiy migdorga Borel
funksiyalari yoki B — o‘Ichovli Borel bo‘iycha o‘Ichovli deyiladi.

%5 B to‘plamning asli £7(B) = {o: &(@) € B}.

Aslini olish amali ushbu nazariy-to‘plamiy xossalamni eslab o‘tish foydalidir:
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:"(U3,]=L):"(B¢). (n)

5”(03,)=g§"(3a)- @)
&(B)=£7(B). 3)

w 1-teorema. Aytaylik, S to‘plamlarning gandaydir sistemasi bo‘lib, o(S)= 2
_xossaga ega bo‘lsin. U holda & = &(@) tasodifiy miqdor bo‘lishi uchun barcha
s< S lar uchun {@: &(@) € S} F ning bajarilishi zarur va yetarli.
Isboti. Bir tomondan isboti ravshan, ikkinchi tomondan
{o: {Ho)ekle &
shart bajariladigan K to‘plamlar sistemasi % bo‘lib, ¥ < 8 bo‘lsin. (1) — (3)
lardan X ni o - algebraligi kelib chigadi. Demak
ScKcA
Biroq ofS)= 8. shuning uchun K= 4.
. Natija. £ =&(@) ni tasodifi migdor bo‘lishi uchun barcha | -eg o [ 5 x lar
uchun
{o: {(o) <x}eF
yoki
{o: {(@®) sSx}eF
shartlarning bajarilishi zarur va yetarli.
Bu natijadan, agar (£ < x) — tasodifiy migdor bo‘lsa, u holda quyidagilarning
yana tasodifiy miqdorligi kelib chiqadi:
" (E<x)= (§>x) e
r<é<x)=(E<x)\({<x) €5
(§=x)=n(xsg< x+ !-)ee‘f
.kl ' k
i 2-teorema. Aytaylik, n = () Borel funksiyasi, £ = & (@) esa tasodifiy
“migdor. Uholda = - e
R - E(@)=N(& (D))
(murakkab) funksiya tasodifiy miqdor hisoblanadi. Hagiqatdan ham, agar A&B
bo®lsa; u holda ST :
{0 @) €A} ={o: HE(@) A} = {0 (D) en’(A) }ed
chunki 77*(4) — Borel to*plami. Shunday gilib, 2-teoremadan quyidagi ifodalarning
=g E=El §=c = sonst,
. uf&E, agar 20,
§=¢" ={j a:ar £<0;
’ ’
0, agar £20,
{5 o o

i

£=¢"
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tasodifiy miqdorligi kelib chiqadi. Bundan keyingi paragraflarda tasodifiy
miqdoming taqsimot funksiyasi tushunchasini kiritamiz va tasodifiy miqdor
o‘zining tagsimot funksiyasi bilan bir qiymatli aniqlanishini ko‘ramiz hamda
tasodifiy miqdorlarni diskret, uzluksiz, sinflarga ajratib o‘rganamiz.

2-§. Tagsimot funksiyalar va ularning xossalari

I-ta’rif. xe R bolsin Fgx) = Pfo: &@) < X} funksiya & tasodifiy
miqdoming tagsimot funksiyasi deyiladi. Tagqsimot funksiyani Fgx) yoki F(x),
G(x), P(x), A(x), B(x), ... kabi belgilanadi.

2-ta’rif. Agar £ tasodifiy miqdor chekli yoki sanoqli qiymatlami qabul qilsa,
diskret taqsimlangan tasodifiy miqdor e -
deyiladi. Agar tasodifiy miqdor diskret
tagsimlangan bo‘lsa, uning taqsimot —
funksiyasi quyidagicha aniqlanadi: —
F(x)= 2 P(x:) va Pofx) = Fx) - T

{i:x,<x

F(x; ), bu yerda F; (xg) = 0. i
Avvalgi paragrifda  ko‘rib

) £ 4
o‘tilgan Bernulli, binomial, geometrik, g . + a0
Puas;on tasodifiy miqdorlari diskret 10-rasfr:l.ﬂl‘)sl:l;r?t fagsimot
tagsimlangan tasodifiy miqdorlarga vast

misol bo‘ladi.

I-misol. Binomial tagsimot funksiya quyidagicha kiritiladi:
0, agarda x<0,
F(x)={3Ctp*(1-p)""., 0<sx=<n,
k<x )
1, agarda x>n.

_ 2-misol. Puasson tagsimot funksiyasi esa barcha x > 0 uchun ushbu
ko‘rinishda aniglanadi: .

&
F(x)= Z%e"‘, k=0,1,2,..
k<x fve
vaxs0 da F(x)=0.

) Dlshet tagsimlangan tasodifiy miqdorlarning hosilasi, F(x) funksiyasi
uziladigan, chekli yoki sanogli X5 X2 X3 ... nuqtalardan tashqari barcha
nuq_talarc_la, nolga teng. Bu esa £ tasodifiy miqdor Xy, X2 X3 ... giymatlami musbat
ehtimollik bilan qabul qilishligini bildiradi: : '

§(§= x,;) = F(x+0) - F(xy). ’ :
u tenglikdan, faqat va fa ; i iz bo‘lsagina P(e
Ml chiqadi,q qat F(x) funksiya X nuqtada uzluksiz bo‘lsagina P(£
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/

11-rasm. Uzlﬁksiz tagsimot funksiyasini shakli

X

3-¢a’rif Agar P¢(B) ehtimollik ixﬁybriy Borel to‘plami "uchun quyidagicha
aniglangan bo‘lsa: '
P,(B)=P( < B)={ f(x)x,
B ... . -

bu yerda: f(x) 20

_ff(x)dx=1, | (1)

u holda & tasodifiy miqdor mutlaq uzluksiz tagsimlangan cuyiladi.

(1),shartlarni qanoatlantiruvchi funksiyaga zichlik funksiya deyiiadi.

3-misol. Aytaylik, haqiqiy sonlar o‘qining fa, b] oralig‘iga tavakkal qilib
nuqta tanlaymiz, ya'ni nuqtani fa, b/ oraliqdagi biror to‘plamga tushish ehtimolligi
bu to‘plamning Lebeg o‘lchoviga proporsional deb qaraymiz. $2 elementar
hodisalar fazosi fa, b] kesmadan iborat bo‘lib, F — “o - algebra” esa fa, b/ dagi
Borel gism to‘plamlaridan. Tasodifiy miqdor & ni quyidagicha aniqlaymiz:

&(@) = o o€ [a, b),

ya'ni £ tasodifiy miqdor fa, 5] ga tushgan nuqtadan P
iborat. Bu o‘lchovli funksiya. Agar x <& bo‘lsa, u holda
F(x) = 0. Aytaylik, xe fa, bJ. u holda {& < x } hodisa -
nugtaning fa, xJ intervalga tushganligini bildiradi.
Tavakkal tashlangan nuqtaning bu intervalga tushishi
ehtimoli bu intervalning uzunligiga proporsional, demak

0, agarda x<a, a
x—a 12-rasm
: F(x) = b , agarda as<xs<b, F&)
o Lt -a
1, agarda x>b. 1

Bu funksiya fa, x] da tekis tagsimlangan tasodifiy
miqdorning tagsimot funksiyasini aniglaydi (12-rasm).

4-miisol. A parametrli eksponensial qonun bo‘yicha - p—— =
tagsimlangan tasodifiy miqdorning tagsimot funksiyasi L 3-rasm
quyidagicha kiritiladi.
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|1-e"*, x20,
F.(x)=
"'(x) {0, x<0,A>0.

Eksponensial funksiyani taqsimot funksiyasi 13-rasmda Keltirilgan.
S-misol. « va o parametrli normal tagsimlangan. tasodifiy miqdoming
tagsimot funksiyasi quyidagicha aniqlanadi:

F(x)=ﬁx;fe 2 d,

bu yerda o > 0, a — o‘zgarmas miqdorlar. Bu ifodadagi g va o> 0 parametrlarning
nazariy - ehtimollik ma’nosini keyingi boblarning birida tushuntiramiz. Agar 4 = 0
va o= ] bo'lsa, u holda normal tagsimot funksiya standart deyiladi va N(0;1) deb
belgilaymiz.

6-misol. Koshi tagsimot funksiyasi quyidagicha kiritiladi:
1§ dt
Flx)=—|——.
(x) /2 _-[,1 +t?
_ Keltirilgan 3,4,5,6 — misollar uzluksiz tagsimlangan tasodifiy miqdorlarga
misol bo‘la oladi. Yuqoridagi mutlaq tagsimot funksiya tarifidan barcha xeR’ lar

uchun.
JkFM

14-rasm. Normal qonunni zichlik funksiyasi

Fy(x)= | f(u)au
nunosabat o‘rinligi kelib chigadi.
Masalan ( 4, o) parametrli normal gonun uchun

_Geaf
1(x)= Jl—e =

2ro
Yuqoridagi har_ikkala tipga ham kirmaydigan singulyar tipdagi taqsimot
iyalar ham mavjud. Bu tip shunisi bilan xarakterliki F(x) tagsimot funksiya

Yu
funks
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uzluksiz, biroq o‘sish nuqtalari to‘plamini o‘lchovi Lebeg ma’nosida nolga teng
(agar ixtiyoriy € > 0 uchun deyarli barcha F(x+g — F(x-g > 0 tengsizlik
bajariladigan x nuqtalar o ‘sish nugtasi deyiladi).

. Demak, bu yerda Fx) uzluksiz, deyarli barcha nugtalarda i%(ﬁ) =0 hamda

F() - F(-)=1.

Bunday singulyar tagsimot funksiyaga mashhur “Kantor zinapoyalari” misol
bo‘la oladi. F{x) funksiyani hamma o‘zgarishlari f0; I/da ro‘y beradi: agar x <0
bo‘lsa F(x) = 0 shuningdek, barcha x > 1 larda F(x)=1. Kantor tagsimot funksiyasi
[0, 1] da quyidagicha ko‘riladi. /0, 1] kesmani uchga teng gismga bo‘lamiz:

TR

[-3',5] kesmada F (x)=-12- deb olamiz. Qolgan ikkita segmentning yana

uchta gismchalarga bo‘lamiz. Hamda tagsimot funksiyani [%—3—] segmentda

F(x) = 7. Tagsimot funksiya [—;- %] oraligda F (x)=% deb olamiz va hokazo.

Bunday ichki segmentlarga qarashli bo‘lmagan nuqtalarda F(x) o‘zgarmas
bo‘lmagan bunday “ichki” segmentlar uzunliklari yig‘indisi

1 2 4 taf2Y 1 1 -
— e —t == 2| =—e—=1,
3ttt -* 3.:0(3)

Demak, F(x) funksiya nol bilan o‘lchovli to‘plamda sakramay o‘sar ekan,
Ixtiyoriy tagsimot funksiyani yagona usulda diskret, mutlaqo uzluksiz va singulyar
komponentalar yig‘indisi shaklida yozish mumkinligi hagida Lebeg teoremasiga
ko‘ra, ixtiyoriy taqsimot funksiya, oshib borsa sanoqli nuqtada uzilishga ega.
Hagiqatdan ham, hamma sakrashlarni quyidagi tartibda ragamlab chigaylik: avvalo
—;—dan katta sakrashlar, keyin é— dan katta sakrashlar, so‘ngra % dan katta
sakrashlar va hokazo. Bundan F(x) funksiya sanogli yoki chekli nugtalar
to‘plamidan tashqari barcha nuqtalarda uzluksiz.

1-teorema (Lebeg). Ixtiyoriy F(x) tagsimot funksiyani uch xil tagsimot
funksiyalar yig‘indisi shaklida bir qiymatli yozishimiz mumkin:

| F(x) = Fo)+ F(9) + F'(y)
bu yerda: F9(x) — diskret komponenta, ya’ni
Fro) = 3 P(x,), P(xi) 20, ;P(x,)s 1;
irx)<x )

F*(x) — mutlaq uzluksiz komponenta, ya’niw
- Fe) = [ rO)ay. )20, [ 1)y =1;
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F(x) singulyar komponenta.

I-teoremani isboti M. Loevning “Teopus sepostaocre®t” (1962) kitobida
keltirilgan.

Ixtiyoriy & = &(@) tasodifiy miqdorning tagsimot funksiyasi Fgfx) quyidagi .
xossalarga ega: )

F1. Monotonlik xossasi: agar Xy <Xz bo‘lsa,u holda

() SF(x), .
“F2. fim F(x)=0 va Itm F(x) 1.

F3. Chapdan uzluksmhk X0SSasi: )lg:z F (x) =F (x,)

Isboti. Aytaylik, x; <x3 uholda {& <x1} < {& <xa2}
P{€ <x1} SP{E <x;}

F1 xossa darhol ehtimollikning xossasidan kelib chigadi. ..

F2 xossani isbotlash uchun ikkita fx,} va v} sonli ketma-ketliklami olamnz
bulardan {x, } ketma-ketlik shunday kamayadilti, natijada x,—> -, .ikkinchi p,
ketma-ketlik esa o‘sadi, y,—> <. Belgilash kiritaylik ‘

An= {5 <Xa} Bu={5<yn} '

{ X, } ketma-ketlik minus cheksizlikka monoton intilishidan A,. toplamlar
ketma-ketligining kamayishi, hamda ~d4, = @ Kkelib chiqadi. P3’* uzluksizlik
aksiomasiga binoan n—»w da P(4,)—»0 kelib chigadi yoki m F(x,)=0. Bundan

va F(x) ni monotonlik xususiyatiga ko‘ra lim F (x )= 0 kelib chigadi. &, ketma-

ketlik cheksizlikka intilganligidan B, to plam.lar ketma-ketligi o‘sadi va UB.. 2,
shuning uchun P(B,) —1. Bundan, yuqoridagi kabi -
Izm F(y )=1, Itm F(x) 1

ekanligi kelib chigadi. F3 xossa shunga o xshash isbotlanadi. Faraz qilaylik
={E<xp}, An= {E<xy},

bu yerda {x,} ketma-ketlik o‘sadi x, 7'x,. Shuningdek, A, to‘plamlar ketma-ketligi
ham o‘sadi va (A, = A. Bundan P(4,) — P(A) Bu esa lzm F(x) F(x,)

ekanligini ko rsatadi.

I-izoh. Ommaviy xizmat tizimlarida va ishonchlilik nazanyasxda F(x)
tagsimot funksiya o‘rniga ko‘pincha F(.\) I1- F(x) tagsimot funkmya bilan ish
ko‘riladi.

2-izoh. Agar F(x) = P {£<x} bo* lsa ' holda F(x) funksiya o ngdan uzluksiz
bo“lishini ko‘rsatish qiyin emas. Yugqorida kiritilgan tagsimot funksiya bilan bir
qatorda biroz kengroq tagsimot funksiyani kiritish ham foydalidir.

2-teorema. Agar F(x) funksiya F1, F2,} F3xossalarga ega bo‘lsa, u holda <2

& P> ehtimollik fazosi va £ tasodifiy miqdoy mavjud bolib, bunda Fgx) =
F{(x) tagsimot funksiya bo‘ladi.

49



Isboti. Avvalo <2 & P> ehtimollik fazosini ko‘raylik. £2 sifatida haqiqiy
sonlar o‘qi R/ ni, F “o - algebra” sifatida esa G' o‘Ichovli Borel to‘plamlarni
olamiz. Biz bilamizki <R,G,P> ehtimollik fazosini qurish [-, -[ yarim intervaldan
- jborat A algebrada ehtimollik qurishdan iboratdir (bunda o{4) = G). A algebradagi
ixtiyoriy A element kesishmaydigan yarim intervallar yig‘indisidan iborat

A=Jla,, bi), a:i< b

i=l

(@iva b, lar cheksiz ham bo‘lishi mumkin).
- "fIa’rifga-ko‘ra PA) =2(F(b,)— F(a,)) deb olamiz.
i=l

Ravshanki, FI va F2 xossalariga asosan PI va P2 aksiomalar o‘rinli.
Endi 4 algebrada P ni sanogli additivligi yoki uzluksizligini tekshirish qoldi.
Faraz qilaylik.
GnEA, GnﬂCGn, nG“ =GeA.

a=l

Biz P(Gn) —» P(G) ekanligini ko‘rsatamiz. Haqiqatdan ham, umumiylikni
buzmagan holda, G to°plam bitta fa, bf yarim intervaldan iborat deb qarashimiz
mumkin. Chunki G to‘plam barcha G, larga tegishli, u holda G, to‘plam /a", "/
tipdagi to‘plamlardan tuzilgan bo‘lib, bunda a” <'a, b” <'b. Aytaylik, bu G ni o'z
ichiga oluvchi maksimal G, dagi intervaldan iborat bo‘lsin. So’ngra G, biror # dan
boshlab, fa”, 5[ dan tashqarida, hech bir yarim intervalni o‘z ichiga olmaydi (agar
le, d [c G, barcha n larda, u holda fc, d [c G shunday qilib, G, ning
monotonligiga asosan va G = fa, bf barcha-barcha » lar uchun biror G, dan
boshlab Gn =fd", b , bu yerda " T'a, " =b.

Biroq F3 ga asosan

P(Gy) = F(b) - F(@") - F(b) - F(a) = P(G).

Shunday qilib, P3 aksioma ham o‘rinli ekan. Demak, ehtimolliklar fazosini
qurdik. Endi £ tasodifiy miqdorlar sifatida haqgiqiy sonlami o‘ziga aynan
akslantirish olinsa, u holda

F (x)=P(§<x)=P(-o5x)=F(x) .

“yangi” tasodifiy miqdorlarga o‘tilganda tagsimot va zichlik funksiyalarining ba’zi
xossalarini ko‘rib o‘taylik. .

Agar v

£'(B)=fx:g(x) B}

Borel to‘plamining asli yana Borel to‘plamidan iborat bo‘lsa, g(x) funksiyaga borel
funksiyasi deyiladi. I

Aytaylik, F; (x)=P{E<x} va g(x) borel funksiyasi bo‘lsin. U holda 7=g(¢)
tasodifiy miqdorning tagsimot funksiyasi .

Fao(o)=P(g(&)<x)=PfEeg’ (-a%)}.
Agar g(x) kamaymaydigan funksiyasi bo‘lib £”'(x) aniglangan bo‘lsa, u holda
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Foe)(0)=P(&<g™ (9))=F: (g (x)).

Bundan, xususan agar Fj uzluksiz bo‘lsa, u holdan 7=F; (£ ) tasodifiy
miqdorlar [0,Ijda tekis tagsimlangan. Aksincha 77 tasodifiy miqdor tekis
tagsimlangan bo‘lsin va F uzluksiz tagsimlangan tagsimot funksiya berilgan: U
holda &=F(n) tasodifiy miqdor F(x) tagsimot funksiyaga ega. Shunday qilib, biz
tasodifiy miqdor yordamida avvaldan berilgan tagsimot funksiyali tasodifiy
miqdordan tekis taqgsimlangan tasodifiy miqdor hosil gilishni muhim usulini hosil
qildik. '

b
Agar ¢ tasodifiy miqdor f{x) zichlik funksiyaga ega bo‘lsa, u holda g(x)
zichlik funksiya mavjud bo‘lb, quyidagiga teng
o o f(g‘(x):!
Jew) " CNE™ )= ‘
8(5) g gz(x)
Agar g(x)=a+bx, b>0 natijada

fub{(x)=% f (x ; a) ifodani olamiz.

7-misol. g(x)=a+bx, b>0, Fee(0)= F;(i‘l‘i).

8-misol. Aytaylik, 7=£°. U holda y<6 lar uchun F, 1)=0, y20 lar uchun esa
F)~&9)=P -y sg <) =F: (J¥) - Fs (- 3) + P&=- /)
Agar Fg(x) zichlik funksiyaga ega bo‘lsa, u holda

PE=-y{=0
hamda
Fi)=F; (Jy)- F; (- ).
Bundan y20 lar uchun

S=5 7 e ) + e AP

3-§. Integrallar

_ ‘EhFimolliklar fazosini kiritish, chekli, sanoqgli, additiv o‘lchov kiritishni
bildiradi. Bu esa <62 f, P> ehtimolliklar fazosidagi ixtiyoriy & tasodifiy miqdor
uchun va b — Borel funksiyalar uchun £2to°plam bo‘yicha fb(é" (0))P(dw) integral
tushuuchasiqi kiritish imkonini beradi. Yugqerida qayd etilganlarga ko‘ra &(@)
uchun to“g‘ri chizigda Py o‘lchov quyidagicha kiritiladi: -

‘ Pley)=Plest<y)=F; ()-F: (x)
Bu o‘Ichov yordamida yuqoridagi integralni quyidagicha yozishimiz mumkin:

oe(o)plao)= [o(x)p, ().
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Bu tenglik x=£(x) almashtirish natijasida hosil gilindi. Uni ikkala integralni
ta’rifini keltirish yo‘li bilan isbotlash mumkin. O‘ng tomondagi integralga b(x)
funksiyadan Fg (x) funksiya bo‘yicha olingan Lebeg-Stiltes integrali deyiladi va
quyidagicha yoziladi -

- Jb(x)dF(x).

Busintegralni; ko’pincha,, Saltes integrali deb yﬁhﬁlédl Bitoq Riman-Stiltes
‘integrali‘biroz ,boshqachamq va aksincha tor b(x) funksnyalar sinfi uchun kiritiladi.
,Agar., :bfx)-uzluksiz, ,fu,nks:ya bo'lsa, u,- holda, Lebeg-Stiltes integrali bilan

st skl g dspoan =

I b(x)dF timhmzb(x.){F(x.ﬂ) F(x,)] 1)

A—)m

bu yerda limit fa,bf yanm intervalni xg, Xy, ... 5 X, b0 hshga va X, e&=[xr Xp:if
nuqtani qanday tanlanishiga bog'liq emas Xp X ... , X Bo‘lish shunday
xusustyatga egaki, bunda n—oda mgx(x'“, -x,)—0.
Darhagiqat, biz bilamizki, Lebeg- Stiltes integrali
{b(x)dF(x)= lm_i .l.'.{'.'g Ib(x)P (ax), )

bu yerda b, funks:ya ixtiyoriy sodda funksuyalar ketma-ketligi bo‘lib chekli
sondagi qumaﬂar qabul ‘giluvchi b(x) ga monoton intiladi. Keltirilgan ta’rifdan

ko nnadilq I lntegralm chekli orahqlarda ustma-ust tushishini ko rsatlsh yetarli.

Chunki uzluksiz b(x) funksiyadan olingan IbdF Lebeg-Stiltes integrali doimo

mavjud, u holda uni ta'rifidagi b, funksiya sifatida ikkita b, va b, sodda

funksiyalar ketma-ketligini olishimiz mumkin, 4 yarim intervallarda o°zgarmas va
ular uchun rfios ravishda

b'(x,)= .?:gb(x) vab"(x,)= l,,':{ b(x)
(2) dagi ikkala ketma-ketlik b, va b, lar bo‘yicha o‘zgarmas bo‘lib, turli
tomondan nionoton holda bitta limitga, ya’ni j"b(x)dF (x) - Lebeg-Stiltes
integraliga Yaginlashadi. Biroq, ixtiyoriy %, € 4, uchun

b (xk)s b(xk)s b (xk)
Bajarlladl va (1) dagi integral yig‘indi quyidagi or;xhg‘da bQ‘ladl

fi ar(x) EENF G, 0)- Pl [ (PG

Bu teﬂgSthklardan'(l) ning isboti kelib chiqadi.
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Agar F(x) uzluksiz, b(x) esa o‘zgarishi chegaralangan funksiya bo‘lganda
ham yuqoridagi (1) va (2) munosabatlar o‘rinli bo‘ladi:

[3(<)aF ()= BIFY, - [ FGnte).

Bu holatdan foydalanib, Riman-Stiltes integralining ta’rifini b(x) o‘zgarishi
chegaralangan funksiya uchun va F{x) esa ixtiyorly taqsimot funksiya uchun
kengaytirishimiz mumkin. Hagigatdan ham, F(x) taqsimot funksiyani F(x)
uzluksiz hamda ypys... nuqtalarda sakraydigan F%(x) diskret komponentalar
yig‘indisi shaklida yozishimiz mumkin:

F(x)= F(x)+ F'(x)
Pi= Fyi+0)= F(p)>0.
U holda ta’rifga binoan

[6(x)F(x)= T P.b(y, )+ [b(x)aFy(x),
bu yerdagi Ibe(x) Riman-Stiltes integrali (1)-ta’rifdagidek tushuniladi.

Agarda [[b|dF(x) chekli bo‘lsa, u holda [6dF(x) integral mavjud deyiladi.

Stiltes integrali ta’rifiga ko‘ra pog‘onasimon F{x) funksiyalar uchun integral
yig‘indiga almashinadi.

I b(x)dF(x)= Zbk(xt)F (x, +0)-F (xﬁ)=Zb(xx)P(§= x,)
bu yerda xj Xz ... nuqtalar F(x) ni salcash nugtalari. Agar F(x) I P(x)dx

absolut uzluksiz bolsa, F(x) va b(x) lar esa Riman ma’nosida mtegrallanuvchl
bo‘lsa, u holda Stiltes integrali

[5(e)dF () =[ 5(e)P (e
odatdagi Riman integraliga aylanadi.
Stiltes integralini (1) - hamda, (2) - ta’rifidan kelib chiqadigan ba’zi

xossalami eslatib o'tamiz:
1) j‘ dF(x)= F(b)- F(a).
2) j‘ JaF(x)= j‘ JAF(x)+ f JaF(x).
9 [0+ £)PG)= | 1ar()+ | rar ()
4) fcde(x) = ci fAF(x), c= co:zst.

5) I JiF(x)=1- F(x), - j'Fdf

6) Agar F,(x) va Fy(x) o zgansm chegaralangan monoton funksiyalar bo‘l$a;
C; va C; - esa o*zgarmas bo‘lsa, u holda
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[ SGMleiF, () e, W] ] S () . £ (MF ().

-~ 7) Funksiyalar yig‘indisining integrali ulaming integrallarining yig'indisiga

teng .
I3 76 ()=3.] 7,(MF ().

4-§. Ko‘p o‘Ichovli tasodifiy miqdorlar

Faraz qilaylik, <2 & P> chtimolliklar fazosida &,&, ... , & tasodifiy

miqdorlar berilgan bo‘Isin. Bu tasedifiy migdorlar har bir @ va n o‘lchovli
H)~(&(@), Ex(a@), ... » Su(@)

vektorni mos qo‘yadi. £,&, ... , & tasodifty migdorlar yordamida beriladigan
£2-R® akslantirishga tasodifiy vektor yoki ko‘p o‘lchovli tasodifiy miqdor
deyiladi. Agar R* dagi Borel to‘plamlari ¢ — algebrasini 4 desak, u holda £2—>R"
akslantirishni <Q, &> fazoni < R", 8> fazoga o*Ichovli akslantirish deb qarashimiz
mumkin. Shuning uchun ixtiyoriy B Borel to‘plamga & vektorning tagsimoti deb
ataladigan P4B)=P(£eB) funksiya aniglangan. Quyidagi funksiyaga

. F‘C!'gz':"'gp.‘xl’xz""xu)= ! o gl < xl""’gn <X,

tasodifiy (53, ;»_: &) vekforning tagsimoti funksiyasi yoki &, ... , &, tasodifiy
miqdorlaming birgalikdagi tagsimot funksiyasi deyiladi. Kelishuv xossalari deb
yunuladxg?n tasodifiy vektorning ba’zi xossalarini keltiramiz.

F1L. }.lﬂ_f‘},g_ (x,,...,x") =F, ., (Xpss X)) -

F2. lim F, _, (x,,..,x,)=0.

Bu yerda limit oxirgi ‘argumefit bo‘yicha olinyapti, lekin bu shart emas,
chunki tasodifly miqdorlarni doimo qaytadan ragamlab chigishimiz mumkin. F7
va F2 xossalar xuddi bir o‘lchovli tasodifiy miqdorlar tagsimot funksiyasining F2
xossasi kabi isbotlanadi. Xuddi bir o‘lchovli tasodifiy miqdomi tagsimot
funksiyasining ' xossalarini singari &(@w) vektorning tagsimot funksiyasining
xossalarini keltiraylik o

F_(x,, X2 «.. 5 Xp ) tagsimot funksiya: v

I_f‘l . Har bir argumenti bo‘yicha kamaymaydigan funksiya;

1_7"2 . Har bir argumenti bo‘yicha chapdan uzhuksiz;

F3 . Qolgan argumentlarning ixtiyoriy qiymatlarida

F(+ag +a, ... , +9)=1
lim F(x,,x,,..,%;,..,%,)=0 (Isksn)

Xp=d~
munosabatni qanoatlantiradi. ] ] . )
Bu xossalarning isbotini kitobxonga qoldiramiz. Biz yuqorida bir o‘Ichovli
tasodifiy miqdoming tagsimot funksiyasi FI, F2, F3 munosabatlarni
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ganoatlantirsa, u holda tagsimot funksiya bo‘lishini isbotlagan edik. Birog, bu ﬁkr
ko‘p o‘Ichovli tagsimot funksiyalar ucht_:_n o‘_l:inli emas. F(x5, X2, ... , Xn ) funksiya
tagsimot funksiya bo‘lishi uchun F1,F2, F3 xossalarga yana quyidagi xossani
qo'shish kifoya. : . 7 o
F4 . Ixtiyoriy a, va b, larda quyidagi ifoda musbat:
P{al <& <Bpa, S8, <Bp @, S, <B.}=

= F(ﬂ:-ﬂzv ’ﬁn)_il’i +;Pij _"f""_(-.lx.‘.v(auaz’m ’an)"

bu yerda Py, ... & bilan F(qy,7 ... , 1) funksiyaning n=a =g, ... , ;x=ax va
qolgan 77, larda 5 ga teng giymatlar belgilangan.

<R"@> fazoda PgB) ehtimollik o‘lchovi' kiritish bu o‘lchov bo‘yicha.
integrallash imkonini beradi. o :

Agar b funksiya R” ni R ga akslantiravchi borel funksiyasi bo‘lsa, u holda
b(&(®), ... , &(@) funksiya boshlang‘ich £2 fazoni.R-ga o‘Ichovli akslantiradi,

hamda o :
£ b(¢,(@), ... &, (@))P(do).

integral aniqlangan bo‘ladi. Bu integral ta’rifidan foydala'nib, yuqondagx integral
foP,(dx), x=(x,,..., x,)e R" bilan bir xil ekanligiga ishonch hos! gilamiz.
-

Xuddi bir o‘Ichovli tasodifiy miqdorlar kabi, tasodifiy vektorni diskret \./a
absolut uzluksiz tiplarga ajratib o*‘rganish mumkin. -
Ta’rif. Agar chekli yoki sanogli &Xpw X ... Xiw) nuqtalar-to‘plami mavjud
bo‘lib .
P(ff =Xy 1 ¢z = Xy 37003 5"" =X, )= PSIP‘J '"Px‘ v ( ZX )Px"x"'":'k =
bajarilsa, u holda &= (&, ..., &)ga diskret tipdagi tasodifiy vektor deyiladi. =~
Shuningdek, diskret tipdagi tasodifiy vektorni diskret ehtimolliklar fazosi <2

& P> da ham ta’riflash mumkin, bunda berilgan vektorning qiymatlari to‘plamidan
iborat bo‘ladi. . T

Ta’rif. Agar shunday f, . funksiyamavjud bo‘lib, -
Son20Vaffy (. t My, dt, =1
) ‘
shartlarni qanoatlantirsa hamda ixtiyoriy (X, X ... X, larda

PYRY X,
F;,,:,....g. X;3X5, e x,,): jl f'"ff:,.eme.(‘t'tz"“ t,)it,dt, - dt, .

' U'holda, &= (&, ..., &) ga absolut uzluksiz tipdagi tasodifiy vektor deyiladi.
Yuqoridagi f, , . funksiyaga & = (&, ... , &) tasodifiy vektoming zichlik
funksiyasi deyiladi. Deyarli hamma joyda

1
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a"F;,é, ~e..(xvxv - X,)

B &I,ze, & -f(xnxzv tu)

munosabat o‘rinli.

5-8. Tasedifiy miqdorlarning bog‘ligmasligi
Ta’rif. Agar to‘g‘ri chiziqdagi (B, ... , By) borel to‘plamlari uchun
‘ P(&ieBy, ... , EneB) = P(&;€B)y), ... , P(&,€B,) (1)
tenglik bajarilsa, &y, ... , &, tasodifiy miqdorlar bog ‘ligmas deyiladi. N

Tasodifiy miqdorlar ketma-ketligining bog‘ligmasligi tushunchasini ham
kiritish mumkin.

Ta’rif. Agar <2 & P> ehtimolliklar fazoda berilgan {£,}7., tasodifiy
miqdorlar ketma-ketligi uchun ixtiyoriy butun zda (1) munosabat bajarilsa, {&, }‘:_, .
tasodifiy miqdorlar ketma-ketligi bog‘ligmas deyiladi, ya’ni. tasodifiy miqdor!a{
ketma-ketligini bog‘ligmasligi ixtiyoriy chekli tasodifiy miqdorlar komplektini
bog‘ligmasligi tushunchasiga keltiriladi. ] o )

Tasodifiy miqdorlar bog‘ligmasligining boshqacha ta’rifi quyidagi tasdiqdan
kelib chiqadi. . .

) I-teorema.&,, ... , &, tasodifiy migdorlar bog‘ligmasligi uchun, ushbu

tenglikni
F, ... g_(x,,x,, ,x) F(xz) F(xz) F(x)

bajarilishi zarur va yetarli.

Ta’rif. Fagat va faqat o(Z,), .. ,o-(;,‘ ). «o=-a]gebra]ar» bog‘lig’ bo‘Imasa,
tasodifiy miqdorlar bog ‘ligmas deyiladi.

1-teoremaning isboti. Teoremani bir tomoni ravshan. sz%

F(xvxz’ rx) F(xz) Fg(xz) (
shartdan o(¢,),...,o(£,) shartning kelib chigishini isbotlash qoldi. Soddalik
uchun n=2 deb olaylik hamda
4=[xpx;] va A=[ynys]
deb belgilash kiritaylik. U holda quyidagi tenglik o‘rinli:
P(S1e4, S e)=P(&€ [xpxi]5:€ [ynya] )=
=F(x2y2)-F{ (xz,xz)-F x2y)+F(xny)=
=(F,, (x,)-F, (x,)m, (r)-F, (n)))=Pleict)-Pts:en).
Agar ikkita 4,i= I,n va. 4, ; =1,m yanmmtervallar sistemasi kesishmasa,

u holda
P(fz € 04:5: € CJA,)*—' ‘Zj:‘(é’, €4l f, e Aj)=
=ZP(§; EA,)-P(;, € Al.)= p(g, e I;J’A,)P ({, EQAJ].
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Biroq {o:&(@) eA}=£ 7(A), AeA, hodisalar sinfi A bilan birgalikda algebra
tashkail etadi. (biz uni ofé) deb belgilaymiz) va bunda
o(AD)=0(D )
munosabat oy va af&y) laming bog‘ligmasligini ko‘rsatadi. Bundan quyiroq
isbotlangan 3-teoremaga ko‘ra

o($)=o(aA$) va o(&)=o(A(&3)
algebralar bog‘ligmasdir.

Agar £= (&, ..., &) vektor absolut uzluksiz tagsimlangan bo‘lsa, u holda &
larning bog‘ligmaslik kriteriyasi ikkinchi teoremani beradi.

2-teorema. Aytaylik, &, ... , & bog‘ligmas. Agar har bir ida & tasodifiy
miqdorlarning tagsimoti absolut uzluksiz bo‘lsa, u holda P; ham absolut uzluksiz
bo‘ladi. Aksincha, agar P absolut uzluksiz bo‘lsa, barcha j larda F,, (x)-absolut
uzluksiz. Bunda deyarli hamma joyda

f(xb oo ’xu)=fl(xl) ...f(x,,), ) <

bu yerda £, fi, ... , fu lar mos ravishda &, &, ... , &, laming zichlik funksiyalari.
Shunday gqilib, ¢ tasodifiy miqdorning zichlik funksiyasi & lamning zichlik

funksiyalari ko‘paytmasiga teng bo‘lsa, bu esa & laming bog‘ligmasligini
ko‘rsatadi.

2-teoremaning ishoti. Agar har bir tasodifly miqdorning tagsimot funksiyasi
absolut uzluksiz bo‘lsa hamda

Fexy)= If;’(li)dti ‘
u holda ular birgalikdagi taqsimot funksiyasining quyidagi formula bilan
aniqlanadi. , N
Fg,.....g, (xu ey xn)= Eg(xz): ey Fg(xn)= Ij.l(tl)‘:lt;"‘. Iﬁ-(tn)dtn T '_‘

= [ 1) £, oty = F, () F, (x,).

—® -

Aksincha, F, . G0y x,)= Ij" £, .t )dt, ...dt, faraz gilib,
quyidagini olamiz: -

F(x,)=F, , (x,,..)= j‘?? I, ot ), ..,

-0 =D

bunda: f,(t)= [ ..J £ (4 ...0.)a, a5,

T.englik deyarli barcha giymatlarda aniglangan, shu sababli j;(t,) funksiyalar
deyarli hamma giymatlarda aniglangan. Endi diskret holni ko‘raylik. Soddalik

uchun & komponentalar butun giymatlar qabul gilsin. & larnin ‘li igi
7 . & g bog‘ligmasli
uchun barcha &, &;, ... , k, larda o d
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P(G1=kp ..., &a=k)=P(&E =k, ..., P(Z, =k) ' 4
shartni bajarilish za'rur va yetarli. Bu da’voning to‘g‘rﬂ}gm tekshirish unchalik
qiyin emas va shu sababli isbotlashni kitobxonga havola qllamlg. o .

Bog'ligmaslik  tushunchasi  ehtimolliklar _ hazariyasidagi  asosiy
tushunchalardan biri bo‘lib, u butun kurs davomida ishtirok etadi. .

Aytaylik, <3 & P> ehtimolliklar fazosi, 4, va Az esa & “o- algebradagi
hodisalar sinfi. -

' Ta'rif. Agar  P(4;4)=P(A )-P(4y)

c'rinli bo‘lsa, 4; va 4; hodisalar sinfi bog‘ligmas deyishadi. Shuningdek, har
bir ny, ... n; sonlar komplekti uchun ixtiyoriy A, € A, larda

A

tenglik bajarilsa, {4, )7 hodisalar sinfi bog'liqmas deyiladi.
. 3-teorema. Bog'liq bo‘lmagan A4; va A; hodisalar a]
to‘plamlaridan tuzilgan %; va % (o algebralar) bog‘ligmas. .
4-teorema, (Approksimatsiyalash teoremasi). Faraz qilaylik, <@ & P>
ehtimolliklar fazosi va F dagi biror A hodisalar algebrasining o-algebrasi % dan
iborat bo“Isin. U holda ixtiyoriy 4 € % uchun :
'I‘%P(A”A U AnA)= 0 (3)
yoki

gebrasining qism

lim P(4~ A4 )= lim P(4,-A)=0

A n~ye
xossalarga ega bo‘lgan 4,4
P(A)=P(4,4)+P(4 4)

@
ketma-ketlik mavjud, chunkij
=P(An)-P(An 4 )+P(4, ).

U holda teoremaning tasdig‘i P(4)=
hodisani, nol ehtimollikli to‘plam
kelma-ketlikning limiti sifatida tasvir]

lim P(A,) bildiradi hama har bir %eA
aniqligida,
mkin



P(BB, ,)sP(BB,)+P(ByE, )
ehtimollik N— va n=n(N)-»w da 0 ga intilishini tekshirish yetarli. Endi
C=JC, (buyerda Cye %*) hodisalami qaraylik. Birog,

hat

D0=L"JCIA'CC

k=1
hodisalar approksimatsiyalanuvchi va n—w va P( D, C)-»0, u holda yugorida
aytilganlardan C hodisa ham approksimatsiyalanadigan va shuningdek, o
CJC* eWe.
k=1 .
3-teoremaning isboti. Agar A;e% va A2€% bo‘lsa, u holda 4-teoremaga
ko‘ra shunday
A],,,Ez4] VaAz,,,_EAz _
ketma-ketlik mavjudki n—eo va i=1,2 da P(4; A,, U A, Air) -0, orinli bo‘ladi.
So‘ngra B=A;A;, B,=A Az deb belgilab, n—>c0da '
P(BB,u BB)<P(BB,)+P(B B,)—0

P(A,4)=lim P(B,)= lim P(4,,)P(4,,)=P(AIP(AI."

Munosabatga ega bo‘lamiz. 3-teorema isbot bo‘ldi. Endi skalyar miqdorlarni
bog ligmasligini ko'rsataylik. Agar &=(&;, &) vektoming komponentalari &; va &;
lar bog‘liq bo‘lmasa, u holda B; R, B;€R va o‘lchovli to‘plamlar uchun
B=ByxBi={(x,x):x1€By X2 6B R’
Quyidagi tengliklar o*rinli: .
P(2€B)=P(& €B,, &€B)=P(§1€BY) P(6:€B)

Bu holda R? dagi &,,&; va mos kelgan _
P, ., (dxdv)=P(5 €dxs &r€dx)
lchov quyidagi o‘Ichovlarnin A .
s P, (dxy= P, ?4‘; edxy) va P, (dx)= P, (5:€dx)
to'gy ko*paytmasidan iborat. Bu holda, o
. I g(x,x,)P A (dx,dx,)_ ‘
Wtegrainj karrali integral ko‘rinishda yozishimiz mumkKin:
II glx, ’xz)P:, (ax,)P, (ax, ) '

' Agar

gl x)=21x 8%,
hamgs .

i Igl(xl)Pf, (hl)va Igz(xz)Pg,(d‘z) L botadive
e j ‘ ikki karrali integral ham mavjud bo’ladi-va:
grallar mavjud bo‘lsa, u holda (dx’ )Igz (xz )P:: (dx:)

Ijg(xvxz)Pg,g, (dx,dt,)= Igl(xl)P§1
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P& =ky ..., &a=k)=P(§1=kY, ..., P(&=k)

shartni bajarilish zarur va yetarli. Bu da’voning tog‘riligini tekshirish unchalik
qiyin emas va shu sababli isbotlashni kitobxonga havola gilamiz.

Bog‘ligmaslik  tushunchasi  ehtimolliklar  nazariyasidagi asosiy
tushunchalardan biri bo‘lib, u butun kurs davomida ishtirok etadi.

Aytaylik, <€2 & P> ehtimollikiar fazosi, 4; va 4; esa & “o- algebradagi”
hodisaar siirfi. -

"Tu'rif. Agar. P(ArA)=P(A)-P(4)

o‘rinli bo‘lsa, 4; va A, hodisalar sinfi bog‘ligmas deyishadi. Shuningdek, har
bir a4, ... nz sonlar komplekti uchun ixtiyoriy 4, € A, larda

P(QA,,IJ = I_EP(A,I)

tenglik bajarilsa, {4, }7., hodisalar sinfi bog‘ligmas deyiladi.
.:. 3-teorema. Bog'liq bo‘lmagan A; va A; hodisalar _algebrasining qism
to‘plamlaridan tuzilgan %; va % (o- algebralar) bog‘ligmas. o
4-teorema. (Approksimatsiyalash teoremasi). Faraz gilaylik, <@ & P>
ehtimolliklar fazosi va F dagi biror A hodisalar algebrasining o-algebrasi % dan
iborat bo“lsin. U holda ixtiyoriy A € % uchun '
tim P(4.AUA,4)=0 3)
yoki :
tim P(A- A,)= lim P(4, - 4)=0 @)

xossalarga ega bo‘lgan 4, €4 ketma-ketlik mavjud,_chlmki
P(A)=P(A,A)+P(4,A)=P(An)-P(An A )+P(4,4).

U holda teoremaning tasdig'i P(4)=lim P(A,) bildiradi hamda har bir %eA
hodisani, nol ehtimollikli to‘plam aniqligida, 4 algebralardan tashkil topgan
ketma-ketlikning limiti sifatida tasvirlash mumkin.

4-teoremaning isboti. Agar FeA hodisa uchun (3) xossani ganoatlantiruvchi
AeA, ketmaketlik mavjud bo‘lsa, Fed hodisani approksimatsiyalanuvchi
deymiz.

Teoremani isbotlash uchun approksimatsiyalaydigan hodisalarning #*
to‘plami c-algebra tashkil etishini va Ae%* ekanligini tekshirish kifoya. Oxirgi
munosabat ravshan #* to‘plam algebra tashkil etadi, chunki Ae¥%*, Be%*
munosabatlar 4 =£2-Ae%* hodisalami ergashtiradi. So‘ngra, agar B,y ketma-
ketlik ((3) ma’nodagi) Byni approksimatsiyalasa va By hodisa B hodisani
approksimatsiyalasa, u holda B,y hodisalar N—>a n=n(N)—>c0 da B hodisani
approksimatsiyalaydi. Masalan:
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P(BB, )SP(BB,)+P(ByEB, )
ehtimollik N—=® va n=n(N)—>w da 0 ga intilishini tekshirish yetarli. Endi
C= OC, (bu yerda Cy e %*) hodisalarni qaraylik. Biroq,

k=t
p,=lJc,cC
ki

hodisalar approksimatsiyalanuvchi va n—® va P(D,C)—»0, u holda y’uqonda'
aytilganlardan C hodisa ham approksimatsiyalanadigan va shuningdek, o
UC, e .
k=] N

3-teoremaning isboti. Agar A;c% va A;€% bo‘lsa, u holda 4-teoremaga
ko‘ra shunday

A],,.EA[ VaAz,,,EAz
ketma-ketlik mavjudki n-»e0 va i=1,2 da P(4; A, U A,Ai)—0, o'rinli bo‘ladi.
So‘ngra B=A;4;, B,=A 1A, deb belgilab, n—s0da
P(BB,u B B)sP(BB,)+P(B B,)—0

P(A4,A)=lim P(B,)= lim P(4,,)P(4,,)=P(4) P(47."

munosabatga ega bo‘lamiz. 3-teorema isbot bo‘ldi. Endi skalyar miqdorlarni
bog ligmasligini ko'rsataylik. Agar &=(&,, &) vektorning komponentalari S1vad,
lar bog‘liq bo‘lmasa, u holda B; &R, B;eR va o‘Ichovli to‘plamlar uchun
B=B1xBr={(x1,x2):X1€B), x:6B} R’
quyidagi tengliklar o‘rinli: .
P(feB)=P({;€B,, §;eB)=P(£1€By -P(5:€B))
Bu holda R? dagi £1,6> va mos kelgan i

P#;-h (dxzd\'z)=P(éEd¥b fzédx

o‘lchov quyidagi o‘Ichovlaming . L
P, (dx)= P, (&iedx) va P, (dx)= P, (& edvy

to‘g‘ri ko*paytmasidan iborat. Bu holda, :

I &(x,x,)P, e, (dx_,dx,)_
integralni karrali integral ko‘rinishda yozishimiz mumkin:
. ”g(xvxz)Pe,(‘b‘z)Pg,(‘b‘z)-
- Agar » T
hamda 8(x1x)=gi(x)g:(x)),

' Igz(xz)Pg,(hx) va Igz(x:)l’;,(kz)
integrallar mavjud bo*lsa, u holda ikki karrali integral ham mavjud bo‘ladi va-

_”g(xux:)Pg,g, ({bc,dx,): ng(xx)Pg, (‘b‘J)Igz(xz)Pg, (‘b‘:)
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tenglik o‘rinli bo‘ladi. Agar gi(x)=0 bo‘lsa bu tenglik doimo o‘rinli (g;
funksiyalardan biri aynan no]ga teng bo‘lgan hol bundan mustasno).

Bog‘hq bo‘lmagan 51, .. » & tasodifiy miqdorlarni xarakterli xossasi shundan
iboratki, (&, & ... , &) ixtiyoriy o‘lchovli funksiyasining tagsimoti P, ... P,
tagsimotlar bilan to‘la yoziladi.

Misol Tagsimot funksiyalari mos ravishda F; va F; bo‘lgan bog'liq
bo‘lmagan & va &; tasodifiy migdorlar yig‘indisining tagsimotini hisoblaylik. £y va
&2 tasedifiy miqdorlarning bog‘ligmasligidan va R dagi o‘Ichov bo‘yicha olingan
integral xossasidan foydalansak:

Fyp,(0)=P(§, + £, <x)= [Pldo)=

l+¢:<"‘}

‘”Phé, (dx,,dx,): _”P;, (‘i‘l)}’g, (dxz)—'

xptx;<x Xy +x;<x

= T Trp, @)= T, @rGe- 0= Jar@RG-0).

ety Xy Xy—c0
‘Bu integralga Fi(x) va F;(x) tagsimot funksiyalarning bog‘lamasi (o‘ramasi)
deyiladi hamda F;(x) * Fg(x) kabi belgilanadi.
Shunday qilib, -

L P +e < x)= IdF (x)F,(x-1)

formulani oldik Tenglikni o‘ng tomonini IdFF, x—t) integralni bo‘laklab

integrallash yordamida hosil gilindi deb qarashimiz mumkin.
. Agar tagsimot funksiyalaridan kamida bittasi zichlik funksiyasi mavjud
bo‘lsa, u holda, uLarnmg bog‘lamasi ham zichlik funksiyaga ega bo‘ladi.

Darhagiqat, agar F,(x)= j f, (d)du deb olsak, u holda

Fy . (x)= IP;, (dl)f f,u—t)du= | (Ip; (@) f,(u- t)du)
clmnkx érté; yig mdnsmmg f(x) zichlik funk51ya51
I(x)= I P, d)f,(x-1)= L 1, (- 1)aF, ()

ko‘rinishda bo‘ladi. .
Misol. Faraz qllayh‘k 4’1,{2, tasodifiy miqdorlar bog‘ligmas va 10, I]da tekls
tagsimlangan, ya'ni tasodifiy m1qdorlar bir xil
()= 1 xelo,1]
TE=1 xeo] . o
zichlik funksiyaga ega bo‘lsin. U holda &rt+s; yig‘indining zichlik funksiyast
bo‘lsin
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0, xelo,2]
Lee, (%)= I fx-Dat=4x, xelo.]
2-x,xel1,2]

kabi bo‘ladi. Bu yerda ishtirok qiladigan integralning qiymati [b,]] va [x-1, x]
oraliqlarning kesishmasidan iborat bo‘ladi.
&rt&Ert&; yigtindining zichligi parabolaning uch bo*lagidan yelimlanadi.

xE[0,3]

0
xl
5 xe fo.10

1
fgl+§)+§’ = !-’},fﬁ; (x - tyt =) 1- (2 .—Zx)z -— (x _21)2 3y X E [1;2[

tg—:zﬁ ,  xef23]

lo x 1 o 1 x

15 (a)-rasm

Shtixlangan yuzalar x ning turli giymatlarida Jerges(x) funksiyasining
qiymatlariga mos keladi.

Agar shakldagi shtrixlangan yuzalar f,,, ,, (x) funksiyaning turli x lardagi
qiymatlariga mos kelishini e’tiborga olsak, yuqoridagi integralni hisoblash ancha

oydinlashadi: &, & +&,, & +&+&, uchun zichlik flmkslyalannmg grafik
ko‘rinishi quyida berilgan (15 (b)-rasm).

' $1+&,+4,+4, vig ‘indining  zichlik funksxyaS| uchmchl tartibli egri
chiziqlarning 4 bo‘lagini yelimlash yordamida hosil gilinadi va hokaze:* -

Agar koordinatalar boshi '~' nuqtaga keltirilgan bo‘lsa, u holda &, +...+£,

yllg m(cillmng zichlik funksnyasx n ning o‘sishi bilan ™= funksiyaning grafigini
eslatad
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ﬂlf 1 (x) “'fgrhfz (x) “f Sr+52+ss (x)

—

1 g N —x J T

X x
15(b)-rasm. Tekis tagsimotni zichlik funksiyasiga oid

Agar bog‘lig bo‘lmagan & va # tasodifiy miqdorlarda £ ning tagsimot .

ﬁmksiyasj F(x) bo‘lsa, 77 esa [0,1] da tekis tagsimlangan bo‘lsa, u holda x
nuqtadagi &'+ n yig‘indining zichlik funksiyasi quyidagidan iborat bo‘ladi:

Fon®)=JaP@,(e=0)= JaF @)= F(x)- F(x~1).

1I-bobga doir masalalar

1. 1, = I, (@) indikatorning ushbu xossalarini tekshirib ko‘ring:
I‘ =0’Ig =I’IA +IZ =1
IWA, =ianA,’IntpA. =supl,

L. =1—1;!(1-14),

4

oy =Y E
XA § “

L= (I s~ 1L .4),

I ll:n 1,. ,

2. Indikator xossalaridan foydalanib avvalgi bobdagi Bul formulasini
isbotlang,. . ; A o

3. Agar £ va 5 tasodifly miqdor bo‘lsa, u holda £+n va £-77 yana
tasodifiy miqdor bo‘lishligini isbotlang.

4. Agar'{£, } tasodifiy miqdorlar ketma-ketligi bo‘lsa, u holdasup ¢, , inf ¢,

limE, = limsup&, = inf supé,,, limé, = liminf &, = supinf ¢,,
» 2 L m2n

yana tasodifiy miqdor bo‘lishligini isbotlang. _
5. Aytaylik, £ tasodifiy migdor eksponensial tagsimlangan bo‘lsin:
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1-e* x30
F(x)-{o x<0;A>0

Uholda 7= ﬁ tasodifiy miqdorning tagsimot funksiyasini toping.

6. Faraz qilaylik, £ tasodifily miqdoming tagsimot funksiyasi F(x) qat’iy
monoton va uzluksiz bo‘lsin. U holda 5= F(£) miqdorning tagsimot qonunini
toping.

7. Aylanada tavakkal 4 ta nuqta olinadi. 4,4, va 4,4, vatarlarning kesishish
ehtimolligini toping. '

8. Faraz qilaylik, &, va £, miqdorlar o‘zaro bog‘ligmas tasodifiy miqdorlar

bo‘Isin. U holda % nisbatning zichlik funksiyasini toping.

2
9. [0,1] ga tavakkal tashlangan nugtaning koordinatasi quyidagicha bo‘lsin

0,648 =Fr

U holda &, £, miqdorlarning birgalikdagi tagsimotini toping.
10. Aytaylik. 7, va r, tasodifiy miqdorlar bog‘ligmas bo‘lib, har biri Puasson

qonuni bo‘yicha tagsimlangan bo‘lsin, 7,+7, yig'indining taqsimot qonunni
toping.

11. Ixtiyoriy taqsimot funksiya quyidagi xossalarga ega ekanligini isbotlang:
. 21 . 1
lim x !;dF(z): 0, limx de(z)= 0.

12. Agarda ixtiyoriy & @ uchun F(x) tagsimot funksiya bo‘lsa, u holda

0(x)= Tredas, wlo)= £ TP

funksiyalar‘ ham tagsimot funksiya bo*lishini isbotlang:
13. Aytaylik, P(£ < x)= F(x) bo‘Isin. U holda
a) n=af + B, va B hagqigiy sonlar;

b) n=f;,(P(§=0)=0);
c)n=1g&
d) n=cosé&

kabi aniglangan tasodifiy miqdorlarning taqsimot funksiyasini toping.
1.4. Aytaylik, §; va ¢, tasodifiy miqdorlar bog‘ligmas va ulaming zichlik
funksiyasi quyidagiga teng:

B(x)= B(x)=7—.
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S

O‘zgarmas C topilsin hamda 2L nisbat Koshi qonuni bo‘yicha
2
tagsimlanganligini isbotlang.
15.Biz £ tasodifiy migdorning kontsentratsion funksiyasini
0.(e)= sup P(x < £ < x + €) kabi aniglaymiz.

“Aftar 17 tasodifiy migdor £ ga bog‘liq bo‘imasa, u holda &+ 7 yig‘indining
kontseptratsion funksiyasi Q, 1~,,(e)s Qg(e) tengsizlikni  qanoatlantirishini
isbotlang. '
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] bob. TASODIFIY MIQDORLARNING SONLI
XARAKTERISTIKALARI

1-§. Matematik kutilma
Ehtimolliklar fazosi <¢2 & P> da berilgan £ tasodifiy migdoming matematik

kutilmasi (o‘rta giymati) deb
M¢ = [£(0)P(do)
ol

(integral yaqinlashuvchi bo‘lsa) shu integralni son giymatiga aytiladi. Matematik
kutilmani quyidagicha aniqlashimiz ham mumkin:

M¢ = [xP,(dx)= [ xdF(x), )
bu yerda F(x) tasodifiy miqdor & ni tagsimot funksiyasi 16-rasmda matematik
kutilmani hisoblashda (-0, 0) oraligda ishorasi manfiy va (0, «) oraliqda ishorasi
musbatligini e’tiborga olish kerak, chunki (2) - formutadan

M¢ = [xdF(x)= -iF(x)(lx+]':(1— F(x))dx. )

16-rasm. Matematik kutilma

Ta’rifdan ko'rinib turibdiki agar M&<e bo‘lsa, u holda ME mavjud
bo‘ladi. Mabodo hamma yetarli katta x lar uchun 1- F (x)>l bo‘lsa,  M&
x

mavjud bo‘lmaydi. Masalan, Koshi qonuni bo‘yicha tagsimlangan tasodifiy
miqdorni o°rta qiymati mavjud emas. Hagiqatan ham
1% o
Mi|l=—[ ———dr=o.
N ) d n:_{,]+x’dx ®
' gar F(x) pog‘onasimon funksiya bo‘lsa, u holda (1) Stiltes integralini
yig‘indi shaklida yozish mumkin: -

M¢ = gan{;' = x,,}.
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Agar F(x) funksiya f (x) zichlik funksiyaga ega bo‘lsa, u holda
| ME = [xf(x)ax,
ya’ni boshqacha aytganda, M¢ mexanik jihatdan, to°g‘ri chiziqdagi birlik massani
“ogtirlik markaz” ini koordinatasiga teng, b(x) Borel funksiyasi bo‘lsa, u holdab
7= b(£) yana tasodifiy miqdor bo‘ladi va
o MbE)=[bE(@))P(do)= [b(x)F (x)= [ xdFy(x).
Matesmnatik kutilmani sodda xossalarini keltiramiz:
M.0. Doimo |M&| < M.
M.1. Agar C o‘zgarmas bo‘lsa, u holda MC=C.
M2. Agar Mjf|<w, Mgl<w, u holda MlE+ql<o  va
M(E+n)=ME+ My.
-M3. M (C§)= CM¢&, C-o°zgarmas.
M4.Agara<é<pP,uholdaasMESP.
M.5. Agar £ >0 va M =0, u holda bir ehtimollik bilan £ =0.
M6. A hodisani ehtimolligini, matematik kutilma terminida quyidagi
munosabat bilan yozishimiz mumkin:
P(A)= M1, ().
bu yerda I,(@) tasodifiy miqdor bo‘lib, 4 hodisaning indikatori.
M.7. Aytaylik, & va g tasomﬁy miqdorlar bog‘liq bo‘lmasin. Agar M¢& va
M7 mavjud bo‘lsa, u holda M&n mavjud hamda
Mén=MdM7.
Agar
MéEn<w va P(E=0)=1, P(n=0)=1,
u holda,
ME <o va Mp<®
Isboti. Faraz gilaylik,
MlE|= [|x|P,(dx) < = va Min|= fldP,(dy) <.
Avvalgi bobda isbot gilingan
!Ig(xuxz)gf,g, (‘txnhz): Igj(xx)Pg, (dxl‘)j.gz(xz)Pg, (dxz) ™
formulaga hamda & va 77 laming bog‘ligmasligiga ko‘ra quyidagi integral
mavjud:
n [ xpPlax.dy)= Mén = [ xPy(@x) § yP(dy)=ME-M7.
Endi M&n mavjud bo‘lsin. Yana 0<|f| va 0<|q funksiyalar uchun (*)

formuladan foydalansak:
MI{I.MI”]:MI; <00,

' Shart gako'ra |£] va [p| tasodifiy miqdorlar bog‘liq bo‘Imagan, u holda
Mig] 0 va Mial=0
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bundan esa M|l < va Mln|<w.
I-misol. Bernulli sxemasi bilan bog‘liq bo‘lgan matematik kutilma. Aytaylik,
tasodifiy miqdor & ikkita qiymat qabul qilsin: ’ '
Oni g extimollik bilan qabul qilsin;
Lni  p extimollik bilan qabul qilsin.
bunda p+¢g=1,uholda
ME=0-p={¢=0}+1-p{¢=1I}=0.-q+1.p=p.
2-misol. Eksponensial qonun bo‘yicha tagsimlangan 7 > 0 tasodifiy miqdorni
matematik kutilmasi:
Mz = fxye""dx = S .
0 Y

3-misol. Normal qonun bilan tagsimlangan tasodifiy miqdorni matematik
kutilmasi

Loy ey
- Yy = 1 20° R | - 202
M.f_fxf(x)dx Ianz_”e dx-a Z”I(x a ‘dx+

a

(=)
Ie 7 gyl
2r

i
fze ' dz+a=a.
o o2rx
Demak, normal gonun bo‘yicha taqsimlangan ¢ tasodifiy miqdor uchun uning
matematik kutilmasi ¢ parametrga teng bo‘lar ekan.

4-misol. Puasson qonuni bo‘yicha tagsimlangan ¢ tasodifiy miqdoming
matematik kutilmasi

+

o gk - o gkl
MéE=Y ke = 2¢7* =4.
¢ Ea k! ,,Z.;ik—l)'
. Shupday qilib, 4 parametr Puasson qonuni bilan tagsimlangan tasodifiy
miqdorning matematik kutilmasidan iborat.
5-misol. [a,b]boraliqda tekis taqsimlangan & tasodifiy miqdorning matematik

. . 1 b+a
kutilmasi Mé&E={x- dx =
4 ‘! b-a 2 -

2-§. Dispersiya
Ta’rif. Tasodifiy miqdor & ning dispersiyasi deb

o  DEMEME e
Songa aytiladi. Tasodifiy migdor dispersiyasi, uning o‘rta qiymati atrofida
sochilish” yoki “tarqalish” o‘Ichovi ekanligini bildiradi LT

_ D()= Mg’ - 2mepg - (MEY = ME -(MEY @)
Dispersiyani min M(£ - 5)° kabi anilash mumkin, biroq
D = Mg - min(p? - 26M&)= M - (MEY,
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chunki (b” — 26M£) ifoda minimum qiymatiga b=MEda erishadi. D&
miqdorga standart og‘ishma deyiladi. Dispersiyaning mexanik mohiyati to‘g‘ri
chiziqdagi birlik massaning inertsiva momentidan iborat.

I1-misol. (a,0) parametrli, normal qonun bilan tagsimlangan tasodifiy
miqdorning dispersiyasi- o ga teng.

7 =X
.Hsgiqatanham D¢ =[(t~a) e ¥ dt.
o2z
Agar t-Ta = z almashtirish bajarsak,
0’2 2 "i
DéE=—=[7%e *dz.
¢ J2z ,

Bo‘laklab integrallasak,
. o’ e 0,2 s
DE =~ e ? | +—=|e *dz=0".
_ 5' N2z _L N2z I
2-misol. A parametrli Puasson qonuni bilan tagsimlangan tasodifty miqdomni
matematik kutilmasi M&=A edi, shu sababli
o . k- -2 © - k
pg=mg-(agy -5 2y o SHEDE
k=g . J

k=2

k

s et =2,
= K!

Demak Puasson gonuni uchun: DE&=M¢&=A. )
3-misol [a,b] oraliqda tekis tagsimlangan tasodifiy miqdorning dispersiyasini
topaylik

5 1 a’+ab+ b
2: 2 = .
Ms !x g 3
a’+ab+ b’ a’-2ab+ b’
DE=Mg -(MEY =————-———=
_a’~2ab+b _(b-a)
- 12 2

Bundan ko‘rinadiki, dispersiyasi [a,b] oraligni uzunligiga bog‘liq. Oraliq
ganchalik katta bo‘lsa dispersiya shuncbglik katta .bo‘ladi va uning qiy{xnaﬂaﬁ
shunchalik tarqoq bo‘ladi. Shunday qilib dispersiya-tasodifiy miqdorni o‘rta
qiymati atrofida sochilish o‘lchovi ekan. . , . . .

4-misol. Bernulli qonuni bilan tagsimlangan tasodifiy miqdorning

i iyasini topaylik:
dispersly P ME=M¢g= P chunki g=£
DE=pp’=pg, 9= 1-p.
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5-misol. y >0 parametrli eksponensial -qonun bo‘yicha tagsimlangan 1'2?
tasodifiy miqdomning dispersiyasini topaylik: Avvalgi paragrafdan ma’lumki,

M1'=-1-.

Y
. . 2
Shuningdek, M7’ = 7Ix’e"“‘dbc= 7
[

2 1 1
Endi Dz ni topaylik: Dr=M7'-(Mzr) =S -S5==.

Yy r

6-misol. Agar tasodifiy miqdor Koshi qonuni bo‘yicha tagsimlangan bo‘lsa, u

holda uning dispersiyasi mavjud emas, chunki o‘rta qiymati mavjud emas
1% ‘1
D= zi(x Mig)) =
Dispersiyani ba’zi xossalari:
. DL. D¢ 2 0, D¢ =0 faqat va faqat shundaki, agar p(£ =¢)=I1, bu yerda

¢ = const. Ravshanki D& = M(& -MH’> 0. Aytaylik, p(&é =c¢)=1, u holda
M¢&=M& =c. Demak, D& =c’-c’=0. Agar D& =M(&~-M&’=0, u holda (£-M&’20.
Demak, p(&-ME=0)=1 yoki P(§=M&=I.

D2. De&=c’D¢&, D(&+e)=DE.

Bu xossalar ta’rifidan kelib chiqadi.

D3. Agar £ va 7 tasodifiy migdorlar bog‘liq bo‘lmasa, u holda

D(S+n)=DgtD1.

Darhagiqat

D(&rn)=M(E+n)’ (MEMn)’=ME+2M EMp+Mrf-

~(MY"2MEM-(Mn)’= ME-(MH*+Mr’ ~(Mn)’*=D&+Dn

Demak, dispersiyaning additivligi faqat bog‘liq bo‘lmagan tasodifiy
miqdorlar uchun emas, balki

MZn=MiMn

tenglikni ganoatlantiradigan hamma hollarda o‘rinli bo‘laveradi.

3-§. Yuqori tartibli momentlar va ular uchun tengsizliklar
I-ta’rif. & tasodifiy miqdorning A-tartibli momenti deb, diskret migdorlar

uchun @) = M&* =3 x* p{€ =k} hamda miqdor uzluksiz migdorlar uchun )

a;=ME* = Tx"f(x)dx
ifodaga aytiladi. -

~ 24a’rif. & tasodifiy miqdoming K-tartibli absolut momenti deb, diskret
miqdorlar uchun
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i = Mgl =Tl Pl =K}
hamda uzluksiz miqdorlar uchun
m; = bt = Jo £)oe
ifodaga aytiladi.
3-ta’rif. & tasodifiy miqdorning k-tartibli markaziy momenti, deb diskret

i'fxiqdorlar uchun - :
Ve =M(E-ME) = _f:(x - MEY PlE=k}
hamda uzluksiz miqdorlar uchun

vi = M(E - ME) = [(x- MEY f(x)ax

ifodaga aytiladi.

Agar M&=0 bo‘lsa, u holda vy=a; boshlang‘ich momentga teng bo‘ladi.
Od@t&'m&l /6 momentga £ tasodifiy miqdorning o'rta kvadratik og'ishi
déyiladi. Shuiiingdék 3-ta’rifdan ko‘rinadiki k=2 bo‘lsa, g=M(&-M&’=DE; ya'ni
£ tasodifiy miqdorning dispersiyasiga teng bo‘ladi va dispersiyadan chiqarilgan
kvadratik ildizga £ tasodifiy miqdorning o ‘rta kvadratik og‘ishi deyiladi:

o=+DE.

4-ta’rif. & tasodifiy miqdorning A-tartibli markaziy absolut momenti deb,
diskret migdorlar uchun

ui=MEg-mg = ,,fllx - M P{¢ =k}
vaugluksiz miqdorlar uchyn
p = Mg - Mgl = flx— Ml £(xax

ifodaga aytiladi. Xusiisan, agar' M&=0 bo‘lsa, k-tartibli markaziy absolut moment
k-tartibli boshlang*ich absolut moment bilan ustma-ust tushadi.

Quyida ba’zi muhim tengsizliklarni ko‘rib o‘tamiz.

Koshi-Bunyakovskiy tengsizligi. Ikkinchi tartbli momentga ega ixtiyoriy &7
tasodifiy miqdorlar uchun quyidagi tengsizlik o‘rinli: .

M| -n|SYME My’ . m
Isboti. Ma’lumki [;qls%‘(g' +7) hamda M& va My’ momentlaming
chekliligidan MI(,‘ -p|<® kelib chiqadi. x va y o‘zgaruvchilarga bog‘liq bp‘lgan

musbat aniglangan kvadraﬁk_t;g;maning
Mg+ yinl) = x"ME" + 29MEn)+ ¥’ M7’
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diskriminanti M&*Mn® — (M|En|) musbat bo‘lgani uchun yugoridagi tengsizlik
kelib chigadi. Agar 7= 1 bo‘lsa, (1) dan M I.f] S-,/M{’ kelib cliiqadi.
Shuningdek (1) munosabatdan muhim tengsizlik
VMg +af’ <M + (M7’

kelib chigadi.
Darhagiqat
M|E+ 7' = ME* + 2MEn+ My* < ( ME +[My? )'

Iensen tengsizligi. Agar M|E| < va g(x) funksiya botiq bo‘lsa, u holda _

8ME)<Mg(s). @)

(2) tengsizlikning isboti. Agar g(x) pastga botiq -bo‘lsa, u holda har bir y
uchun shunday g;(x) topiladiki g(x)> g(y)+(x-y) g:(y) bo‘ladi. Agar x = &, y=M¢§
desak va bu tengsizlikning har ikki tomonidan matematik kutilma olmsa Mg(x) 2

2(MJ) kelib chiqadi.

Lyapunov tengsizligi. Agar 0 < r<t, u holda

Lo N ‘
(eter < ey} - @)
isbotlash uchun f_-:s. U holda |£[' =7 deb olib va |Mnl" <Mlnf" Iensen
tengsizligini go‘llab

(walel )< peie,
ya'ni (s7=1¢ bo‘lgani sababli)
(vter )< me
Lyapunov tengsizligidan juda foydali tengsnzhldar zanjiri hosil bo‘ladi: -
mig< (i) < oeie )’ << (et )F @
Gelder tengsizligi. Aytaylik, £ 2 0, 17 2 0 va p,q sonlar p>1, g>1 bo‘lib,
—11;+ 7 = 1 bo‘lsin. Hamda M& <0 va M1 <c0 bo‘lsa u holda
M«;qs(Ma) (Mn) )
Isboti. Quyidagicha belgilash kiritamiz:;
£ = ¢ gy =—1
(Mr:') (Mfz )

hamda MSy-m <1 tengsizlikni isbotlaymiz. Biroq inx yuqonga qavanq, u holda
ixtiyoriy 0 <y <7 uchun

Infxi(1-y)+x9] 2 (1-9)Inx pylc=in(x! - x7),
ya'ni x;(I-p)+txy > xi77 - x7.
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Endi x,=¢7,x,=5{, y= %, 1- y=% deb olinsa, u holda

1 I
517’1 < '};{rp + E"lq

hamada #1(£,n,) < %'Mf," + %MI]}’ = §+§ =1,chunki MEP =Mzl =1.
Gelder tengsizligida p=¢=2 deb olinsa Koshi-Bunyakovskiy tengsizligi kelib
chiqgadi.
" 42§, Shartli matematik kutilma
Faraz gilaylik <Q&P> ehtimolliklar fazosida B hodisa uchun P(B)>0
Yangi <@ &Pg> ehtimolliklar fazosini qaraylik, bu yerda Pg — o‘Ichov ixtiyoriy
Ae& uchun quyidagi tenglik bilan beriladi: Pg(4)=P(A/B). P — o‘lchov uchun
Py,PyP; ehtimollik xossalarini bajarilishi osongina tekshiriladi. Aytaylik, &
tasodifiy miqdor <$2 #£P> da aniqlangan, shuningdek £ ni <€3 & Pg> da aniqlangan
deb qarash mumkin. <¢2&Pg> fazoda £ tasodifiy miqdorning B ga nisbatan shartli

matematik kutilmasi deb
M(¢/B)= f E(w)P,(aw)

aytiladi. Pp - o‘Ichovning ta’rifiga muvofiq
MIE/ B)= [ £0o)Plan), B =] £00)P (i B)= 55 £0r)Paw).

Oxirgi integral M¢ dan shunisi bilan farq giladiki, bunda integrallash faqat B
to‘plam bo‘yicha olinadi. Bu integralni quyidagicha belgilaymiz:
M(¢; B)=[£(w)Paw)
B

u holda

1
M(E/B)= P—(B;)M(f,B).

- <f2&Pg> fazoda qaralayotgan £ tasodifiy miqdorning tagsimot funksiyasi
F(x/B)=Pp(£<x)=P(£<x/B) iboratligini ko‘rish giyin emas. F(x/B) funksiyaga
£ tasodifiy miqdorning B shartidagi shartli tagsimot Sfunksiyasi deyiladi.
Shuningdek,

M(£/B)= [xdF(x/B)

kabi yozish ham mumkin: ' . )
Agar ¢ tasodifiy miqdorning o - algebrasi of$) B hodisaga bog‘liq bo‘lmasa,

u holda ixtiyoriy
A eord) uchun Pp(A)=P(A).
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Shunday qilib, o ‘
F(/B)=F(x) va M(SB)-ME& MEB)=PB)ME
Aytaylik, kesishmaydigan {B,} hodisalar ketma-ketligi ixtiyoriy # uchun
UB,=2vaP(B,)>0bo‘lsin. Uholda.. . . :

M= [£n)P(aw)= 3 [G)Plaw)=

-TM(EB)-SPBME/B). O
(1) ni unga ekvivalent \;shbu ko‘xinisl:da yozish mumkin:
Mg =3 Plg=xM(E/n=x,), )
| bu yerda (77=x,,)=B,. Yoki yana ’I:a’m soddarog quyidagicha yozish mumkm
‘ ME=MM(Gn). Lo (1)

M, (1’), (1) ifodalarga matematik kutilmalar uchun to‘la ehtimollar
formulasi deyiladi. '
Shartli matematik kutilmaning xossalari:

M1°. Agar £15u holda M(&/p)=M¢& )
M2°. M(E+E/)=M(5/)+M(&/); -(3).
M3°. Mfg(n)/n}=g(n); @
Ma4°. M[g(n)-&/nf=g(r) M[&/n]. ®)

(2)~(5) tenglik ixtiyoriy £23w uchun o‘rinli. (2)-(5) xossalarining isboti shartli
matematik kutilmaning ta’rifidan kelib chiqadi. C o n

I-misol. Aytaylik, qurilmaning xizmat vaqti £ tasodifiy miqdordan iborat
bo‘lib, uning taqsimot funksiyasi F(x) dan iborat bo‘lsin. Qurilmaning a vagt
ishlagani ma’lum bo‘lsin. Qolgan xizmat vaqti ganaqa tagsimlangan va uning
matematik kutilmasi nimaga teng? :

Bu misolda

P(§-a2x/&2a) vaM(E—~a/ E> a) lami topishimiz kerak.

Albatta P(@)=P(£ 2 a)>0 deb talab gilinadi. Yuqoridagi formulalarga asosan

PE-azx/E2a)= P(::“)

>

M(.f—a/{Za):HIadeﬁ(ﬁa).

Ko‘pgina amaliy masalalarni hal qilishda, xususan ko‘p sondagi ishonchli
elementlardan tuzilgan murakkab sistemalarning ishlash davri hagida gap ketganda
¢ ning tagsimotini eksponensial qonun bo‘yicha tagsimlangan deb qarash mumkin:

P()=P(£ >x)=¢"*, '

Bu hodisaning mohiyati Puasson teoremasining va puasson protsesslari
q§ralganda oydinlashadi. Biroq' eksponensial tagsimot uchun sistemasini qolgan
Xizmat muddatining tagsimotini
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P(x+a)_ ~% _ p(y (6)
P(.f—aZx/{Za)-—W e P(x) B
to‘xtovsiz ishlash vagtining tagsimoti bilan ustma-ust tushadi. (4) fnunosabatlng
uzluksiz funksiyalar sinfida faqat eksponentsal tagsimot uchun o‘n}111, Sh'u sgbabh
(4) tenglikka eksponensial tagsimotining xarakterlash xossasi deyiladi. (6)
tenglikni quyidagicha ham yozish mumkin:

P(x+a)=P(x) P(a).

5-§. Korrelyatsiya koeffitsiyenti va boshqa sonli xarakteristikalar

Tasodifiy miqdorlarni o'rganishda ularning  bir-biriga qay darajada
bog‘langanligini va bog‘lanish xarakterini bilish Jjuda muhimdir. _

1-ta’rif. Agar £ va 7 tasodifiy miqdorlar har birining taqsimlanish qonuni
ikkinchisining qanaqa giymati qabul qgilganiga bog‘liq bo‘lmasa § va g tasodifiy
miqdorlar bog‘ligmas deyishadi. Aks holda ¢ va nmigdorlar bog ‘lig deyiladi. _

Uzluksiz tasodifiy migdorlar uchun f(x,p)=fi(x)fs(y) ya'ni bog'liq
bo‘lmagan tasodifiy migdorlarning  zichlik funksiyasi, har birining zichlik
funksiyalaming ko‘paytmasiga teng bo‘ladi, Miso| (&) sistemaning zichlik

lyasi quyidagi ko‘rinishda

1
x,y)=
1x.2) Jz'z(x’+y’ +x?y? +1)
bo‘lsa, {'va ptasodifiy miqdorlarning bog‘liq yoki bog ligmasligini aniglaylik.
Yechish. Maxrajni ko‘paytuvchi]arga ajratamiz;

Sey)=—r =t 1
#(1+ x?) {1+ )
funksiyani ikkita bir-

biriga bog‘liq bo‘lmagan ko‘paytuvchilarga ajratilganligidan

Svapg miqdorlar bog‘liqmasligi kelib chiqadi. Bu keltirilgan kriteriyda

tasodifiy miqdorni zichlik funksiyasi ma’lum, ko‘pincha amalda (£ 1) sistemaning

tagsimot qonuni noma’fum bo‘lib, ularning har birining taqsimot qonuni ma’lum'

bo‘ladi va ularga asoslanip Evag miqdorlarning birgalikdagi tagsimot qonunini

topishga t0'g'ri keladi hamda bularga asoslanil, ulaming bog‘ligmasligi ustida
gapirish imkoni vujudga keladi.

Ehtimolliklar nazariyasi kursid
duch kelamiz, Agar 7 migdor & mi
" qiymatini bila turib, 7 ni i




Masalan odamning bo'yi bilan ogirligi o‘rtasidagi taxminiy bog‘lanishni
quyidagicha yozish mumkin: n{kg)= &(sm)-100. '

Bu tipdagi fonmulalar, umuman olganda ommaviy gonuniyatlarning biror
o‘rtachasi uchun o‘rinlidir.

Aytaylik, &-tavakkal tanlangan kishining og‘irligi, ¢ esa uning yoshi bo‘Isin.
Oydinki, keksa kishilar uchun amalda & va ¢ bog‘ligmas deb qarash mumkin.
Biroq chaqaloglar uchun & va ¢lar o‘zaro bog‘lig bo‘ladi.

Ikkita tasodifiy miqdorlar sistemasining sonli xarakteristikalari

1. (&1) sistemaning ks - boshlang‘ich aralash momenti deb & va s
miqdorlar ko‘paytmasining matematik kutilmasiga aytiladi: ax,s=M[&"7].

2. (& n) sistemaning k,s - markaziy aralash moment deb quyidagi miqdorga
aytiladi: gy, =MJ(&-mg* (1-m,)'],
bu yerda m;=ME m,=Mn ) .

Momentlarni hisoblash uchun ba’zi muhim formulalarni keltiramiz. Diskret
tasodifiy miqdorlar uchun

a;, =ZZ§."I;P., Vi =ZZ(§- "'mg)k(’lj _mq)'l)nj

bu yerda Py=P{(& =&)(n =n)} ifoda —(& 1) sistemaning (i, 77;) qiymatlarni qabul
qilish ebtimolligi. Uzluksiz tasodifiy miqdorlar uchun

it = [ Tty o s o5, = Jm e = m, ) 1o, sy

bu yerda f{x,y) funksiya (£ #) sistemaning zichlik funksiyasi. Amalda quyidagi
momentlar ko‘p uchraydi:

me=ay,~MIE T [FME my=a0=MIE 7j=Mn

Dy==M[(E-mg) (11-m9) J=M{(§-m"/=DE

D=y =M](&-mg’(r-my) [=M[(-my) /=D .

Ta’'rif. £ va 75 tasodifiy miqdorlarning I{ovarmmyasz yt')lq.k;rlre. f;sh ;Zi

momenti deb M{(£-M&)(n-Mn)] ga aytiladi va con) kabl beigrastac’
Uzluksiz tagsimlangan & va 77 tasodifiy miqdorlaming kovariatsipasi (y
korrelyatsion momenti) ushbu formula bilan

cov(f,;;)=f?(x—mgx,v-m,,)f(x,y)dw)mk;,q )

hisoblanadi. Diskret tagsimlangan tasodifly miqdorlar k()‘);aﬁ:a-tilgasx esa
cov(& ) = ZZ(&. = mg 7 — W L = Ben
i

formula bilan topiladi. Shunday gilib
) = - -Mn)} .
o) =MIEMOMMDL o - oyidsgicha

Matematik kutilma ta’rifidan foydalanib yuqort
Yozish mumkin: , v
con(&n) = MEn-MEMn
Bundan

cov(&,E)=DEvacov(s n)=cov(1,5)
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Dispersiya ta’rifidan
D(E+)=M[(£-ME*+(n-Mn)*|+2M[(5-M &) (7-Mn].
Hamda kovanatsxya ta’rifidan ixtiyoriy (bog‘liq bo‘lishi ham mumkin) £va 7
'tasodjﬁy miqdorlar yig‘indisining dispersiyasi
D(&+n)=D&+Dmt2cov(s, 7).

Teo !‘_rema. Agar &y &, .-.;,’4‘,. tasodifiy miqdorlar uchun
K COV(&, j)-_-'d':j (i,j=1 n),
maVJud bo'lsa, u holda ixtiyoriy o zgarmas ay, ay..., o larda

D(Za,,{,,) Za e )

i, jal
tenglik o‘rinli bo‘ladi.
Isbofi. Quyidagicha

(o)

belgllash kiritamiz. Hamda #3,~M1}, va (17.~M 7)° ayrimlarni hisoblab
- M= ):a.(:. ME,)

(T=M1,)? =§g.a. & - M&NE - ME,)

olamizk Oxirgi tenglikdan matematik kutilma olib teoremaning isbotini hosil
gilamiz.
Ixtiyoriy &1 &n...r & (=1, 2, e ) tasodlﬁy migdorlar uchun isbot gilingan
teoremadan quyidagi detenmnant,musbat
w(£,8) coleng) . covlis)

E ov(f,,é,) cov(g',,;',) cov(f,,{, >0

....................................

cov(e,.8) o) . covéndl)
chunki (2) ning o‘ng tomonini @, G..., Qn o‘zgaruvchilarning kvadratik

formulasi sifatida qarash mumkin. Ixtiyoriy a1 @z..., larda (2) ning chap
tomonidagi dispersiya musbat, shuning uchun (2) ning o‘ng tomonidagi kvadratik

forma musbat aniqlangan.
Algebradan ma’lumki, kvadrat forma musbat amq]angan bo‘lishi uchun,

uning koeffitsiyentlandan tuzilgan matritsaning hamma bosh minorlari musbat

bo‘lishi zarur va yetarli.
Yuqoridagi determinantni §=2 bo‘lganda, &1=& va &=n belgilash kiritib,

quyidagicha yozishimiz ham mumkin:
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D¢ cov(fi’ﬂ:D@”—cov’(&ﬂ)zo’

cov£,n) D7
bundan -
lcov(&,n) < VDE- D7 .
Demak, £ va n tasodifiy miqdorlar bog‘liq bo‘Imasligi uchun
cov(c_*;' r)) 0

tenglikni o‘rinli bo‘lishi zarur. Shunday qilib, agar cov(£,n)+ 0, v holda fva n
bog‘liq bo‘ladi & va 7 tasodifiy mlqc!Drlm’mgg bog.hqh,k darajasini miqdorny
jihatdan xarakterlash maqsadida quyidagicha aniglanadigan

"~ colgn) _ covle

= —=—£ o:.=+D& vaoc, =.D
0= TpE Dy~ o @ ¢ VDE Vi =Pn
korrelyatsiya koeffitsiyentidan foydalanishadi. Bu xarakten:stikalafnfng
ma’nosini va ahamiyatini tushuntirib o‘taylik. Tasodifly miqdorlar sxstemasmmg
korrelyatsion momenti & 77 miqdorlamning tarqogligini hamda ulaming o‘rtasidqgl
bog‘lanish xarakterlaydi. Bunga ishonish uchun quyidagi faktni isbotlaymiz:
bog‘lig bo‘lmagan tasodifiy miqdorlarning korrelyatsion mnomenti nolga teng.
Isbotini uzluksiz tasodifiy miqdorlar uchun keltiramiz. Aytaylik, &5 bog‘liq
bo‘imagan tasodifiy miqdorlar bo‘lib, ulaming zichlik funksiyasi f{x,y) bo‘lsm
Bog‘liq bo‘lmagan tasodifiy mlqdorlar uchun biz ko‘rdikki
S&Y)=11(x)-1:0) 3)
bu yerda fi(x), f2(y) mos ravishda § va i miqdorlaming zichlik funksiyalari. (2)
ifodani (1) ga qo°ysak,

Koo = § bemm)ri ) lv-m, )1, 0

integral

Jlx=m)f,(x)dx = v; a.nlaalanleslas]as

bu birinchi m;rkaziy momenti, shuning uchun
vi=m,—m,=0.

I-masala. Ikkita o‘yin soqqasi (kubik) |G-D|G-2[(3.3) GA35)C6
tashlandi. Agar ochkolar yig‘indisi toq son ~
shartida ikkala kubikdagi ochkolar yig‘indisi @-DjE-DI @3 @HESNE6)

11(4 hodisa) chiqishi ehtimolligi nechaga teng? slis
Yechish. Ikkita kubik tashlangandagi BD|CD|CIHEHEHNEE

barcha ochkolar quyidagi 17-rasmdagi jadvalda

eolealenles|esles

6.1 62 sa))6.5|6s
Keltirilgan. (6.1)](6:2)](6.3)| (64} 6-5) 6.5)
Har bir katakdagi 1-o‘rindagi ragam bu 1- L " 17-rasm
kubikda chigqan ochkoni ko‘rsatadi, 2-0‘rindagi

raqam esa 2-kubikda chigqan ochkoni ko‘rsatadi. Hamma holatlar 36, A hodisa 2
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ta holatda ro‘y beradi. Shunday qilib, shartsiz ehtimollik P(A)_=2/36. Agar B hodisa
10y bersa, u holda 18 tadan (36 ta emas) birida roy beradi P(4/B)=2/18=1/9 ga
teng.

Shu sababli ikkinchj ko‘paytuvchi ham nol
tasodifiy miqdorlar uchun K e =0.Ta
miqdorlarning fagat bog ligligini emas, bundan tashqari ulaming tarqogligini ham
ko‘rsptadi; Korrelyatsiya koeffitsiyenti xossalari: ] .

- 'Rl Bog‘liq bo‘lmagan tasodifiy miqdorlar uchun korrelyatsiya koeffitsiyenti
nolga teng, chunki bog‘liq bo‘lmagan tasodifiy miqdorlar uchun K en=0.
R2, !rg ,,,I < 1 hagiqatdan ham

2
E-M¢ rl—Mrl) [5—M«: vz-MflJ
0< + =M =" =242-r, .
| D(JD: by VD¢ = by 7
Bundan |r, <7 kelib chigad;.

R |r§_,,|51 fagat va fa

ga teng, demak bog‘liq bo‘lma‘gan
rifga ko‘ra korrelyatsion moment tasodifiy

qat, 4=0 va B soplar mavjud bo‘lganda,
P(n=A&+B)=1 bo‘ladi.
Isboti. Aytaylik, p(y=4 $*B)=<1. Hamda Mg=q va JDE=p deb
belgilaymiz, u holda
Ten = M\’f;a\fl{'* B,‘;IAQ_B =signA.
Bndi|ry = 1 deb olamiz. Masajay aytaylik r, =7,
U holda '
D[E—Mé_rl—M )y
_ VD& \VDgy B
Buesa dxspemyaumg Xossasiga muvofiq fagat va faqat
P 5‘ Mf _n- M, - =]
.\’05 "’D” -
bajarilgandagina o‘rinli.
“M¢ n-M
Agar r, =~1 uholda L_+" ny. i
$a m W[D\ﬂ i tekshirib
§~M¢{ n-My
Pl 24 =c¢{= i
[ @? \/FU € 1=1 olamijz,

Agar, tasodifly miqdorlarnip
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Yugorida isbot qildikki tasodifiy migdorlar bog‘liq bo‘lmasa, u holda doimo
ular korrelyatsion bog‘lanishga ega bo‘lmaydi, ya'ni K,,=0. Aksincha, tasodifiy
miqdorlarning korrelyatsion bog‘lanmaganligidan ulamning bog‘ligmasligi kelib
chiqadimi? Umuman aytganda yo‘q! ,

R4 K,,=0 sharti tasodifiy miqdorlar bog‘ligmasligi uchun fagat zaruriy
shart, biroq yetarli emas. Tasodifty
miqdorlaming  bog'ligmasligidan ularning
korrelyatsion bog‘liqmasligi kelib chigadi,
birog  komelyatsion bog ligmasligidan
ularning bog*liqmasligi kelib chiqmaydi.

Misol. Markazi koordinatalar boshida
bo‘lgan radiusi R ga teng doirani olamiz(18-
rasm). Doirada tekis tagsimlangan tasodifiy
migdorlar sistemasi (£,77) ni qaraylik. (§,7)
miqdomning zichlik funksiyasi quyidagicha
aniqlanadi:

a, agar x'+y <R,
flx,p)= 0 ty s R 18-rasm. Korrelyatsion
, agar X v bog‘lanishga oid rasm

| ]: f(x, y)dxdy = I({))mtxdy =1

shartidan a = —é—;ni topamiz. Bu misolda & va 77 bog’l
ham, masalan £=0, u holda 77 migdor —R dan to R gacha hamma qiymatlami bir
ehtimollik bilan gabul qiladi, agar &=R bo‘lsg, u holc'ia n fng?t yagona
qiymatnigina qabul giladi. Umuman 1 ning qabul giladigan glymatlan diapazoni '3
ning qanaqa qiymat qabul qilganligiga bog‘liq. ‘Bu mlqdo'rlar korrelyats!on
boglanishda bo‘ladimi? Endi mg=mq=0 e’tiborga  olib, korrelyatsion
bog*lanishlarni hisoblaymiz: p
= = — dxdyd 4

K,, = | 0 Coy)acdy ”sz(g)xy vd (@)

(o) 7 L
integralni hisoblash uchun integrallash .sohasuu D doirani) Dbp;»]D)J»D4
sektorlarga bo‘lamiz. Integral ostidagi funksiya Dy va D; sektorlarda musbat. %ya
D, sektorlarda manfiy; absolut qiymatlari bo‘yicha bu sek'torlar.dagl. mtegx:llar ik
biriga teng, bundan (4) integralni nolga tenghigt kelib chiqadi hamda (&7)
miqdorlar korrelyatsion bog‘liq emas. ) o 1, .

q Shunday c}llilib & ,;; larning Korrelyatsion bog ligmasligidan ularning
bog*liqmasligi kelib chiqgmaydi. o g .
- Igorrelyﬁltsion koeffitsiyenti faqat chizigli bog lamshlgmazl x.a;'ﬁt;eg,ay;:
Tasodifiy miqdorlamning chizigli ehtimollik bog lanishi quy1dagt . ibo o
tasodifiy miqdorlardan birining o‘sishi bilan ikkinchisi chizigli gonun bo°yicha

q migdorlar. Haqiq'épdan
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o‘sadi. Kormelyatsiya 'koeffitsiyenti tasodifiy miqdorlar o‘rtasidagi chizigli
‘lanish zichligi darajasini xarakterlaydi. ’ _

!.)Og anlar rg,,,>%l bo‘{s'a; § va n lar musbat korr‘ely'.ats‘ion t',o'g‘l?mshgadggé
deyiladi, agar T£7<0 bo‘lsa manfiy korrelyatsiya‘haql'da gapiriladi. Tasodifty

miqdorlar o‘rtasida musbat korrelyatsion bog‘lanish-bir tasodifiy xnnqc{ommg
o’sishi ikkinchisini ham o’sishiga olib kelishini ko C /a €54
ir tasodi i i i isining  kamayishiga olib kelishini

manfiy korrelyatsion bog‘lanishga misollar keltiraylik.

I.O ing bo‘yi va og‘irligi musbat korrelyatsion bog‘lanishga ega.

2. Qurilmani iz i bilan qurilmani ishga tayyorlashga

anishga ega, .

lik, & tasodifiy miqdor yuboriladigan 's1gn2}]

ma n=ag+4 (a-kuchaytirish koeffitsiyenti,

Misol. Uzatuvchi qurilmani ko‘ray
bo‘lsin. Turlj shovqinlarga ko'ra quril
4 - shovgin) miqdorni qabuy] qgiladi.

dva £ tasodifiy miqdorlar bo
D=1, M4=0, pp~¢*

Bizg vap laming korrelyatsiya koeff; tsiyentini hisoblaylik:

'.p(:,n)=M[(«:—a)-“i‘jf;,”“]- =

g‘ligmas deb faraz qilaylik. Aytaylik: M&=a,

Narto
Agar @ ga nisbatan o - katta son b

o‘lsa, u holda p=0 hamda 7 signal £ ga
bog ligmas. Agar ga nisbatan o kichik bo‘lsa, u holda pe7 hamda ngako'rad
‘ni tiklash mumkip_
Fa
y ‘r
L& 7’1 .

19-rasm, Mushat korrelyatsion

20-rasm. Yagqqol chizigli
bog‘lanis!lga oid shaki bog‘lanishga oid shakl

. KlIZatilayotgan miqdorlar
miqdorlar O°rtasida m



22-rasm. Hech qanday
bog‘lanishga ega emas

21-rasm. Manfiy korrelyatsion
bog‘lanishga oid shakl

gan tasodifiy miqdorlarning matematik

6-§. Kelajakka bog‘liq bo‘lma
kutilmasi

ida bog‘liq bo‘lmagan \tasodnﬁy
tli tasodifiy miqdor v20 berilgan
gan o-algebrani

Aytaylik, <2 &P> ehtimollikiar fazos
miqdor {£,}7., ketma-ketligi va butun qiyma
bo'lsin. m—k+Ita &k, Lrenr-r16n tasodifiy miqdorlardan tuzil

& n=0(&xy ..., En) kabi belgilaymiz.

Agar {vsn)} hodisa Fp1.0 83 u holda v tasodifiy miqdor

bog‘h.q bo‘lmasaa
kelajakka bog‘liqmas deyiladi. Agar fvsn} € bo‘lsa, v ga markov tipidagi
tasodifiy migdor yoki futash moment deyiladi. Boshgacha aytganda, bu holda
&n...,£ giymatlami bila turib {vsn} hodisani ro‘y berganligini yoki
bermaganligini aytish mumkin. Markov tipidagi {v=m} (yoki {v>n}) tasodifiy
migdorlar bilan &1, dan olingan ixtiyorly tasodifiy A hodisalar bog ligmas, ya'ni
bog‘liq bo‘lmagan & ketma-ketlik uchun markov migdorlar kelajakka bog‘h.qt.nas.‘
Misol. Aytaylik, {5,,}:_ : ketma-ketlikda N dan katta yoki teng, ¥ - birinchi
tasodifiy migdorlar ragami, ya'ni
y=inffk: &N . Tir bt i
Agar £, bogliq bo'lmasa, u holda ravshanki, y-kelajakka bog liq bo‘lmaydi,

chunki hodisalar
{v < n}: U{{" 2 N} €T
k=1

. o . L. - tasod-iﬁy miqdor
£1,&,... ketma-ketliklarga bOS lig borlmagan BSCE f ifiy mi
kelajakka bogliq bo‘lmagan, yuqorida Kiritilgan ta'rif ma uosida, tasodifiy migdor
bo‘lishi ravshandir.
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“Markov” termini markov zanjirlari va Markov jarayonlari o‘tilganda yana
ham ravshan bo‘ladi. Quyidagi masala bilan tanishib chigamiz.

Aytaylik, &, korxona mahsulotlarining k-partiyasidagi yaroqsiz mahsulotlar
ulushi bo‘lsin. Mahsulotlarning sifatini statistik nazorat gilish quyidagidan iborat.

Agar partiyani kctma—ket tekshirganda, » ning biror qiymatida, S, = Zé} yig“indi
k=l
avyaldan benlgan A+b'n darajasidan ortib ketsa hamma mahsulot gaytarib
yuboriladi.
Ushbu hodisa

v=min{n:S,2A+ b'n }
10’y bergan partiya nomeri v hamma tekshirishlar protsedurasining to‘xtash

momentidin,, Uzoq tekshirishlarni kamaytirish maqgsadida to‘xtash momenti
yuqoridagi ma’noda quyidagicha olinadi:

v*=min{n:S,<~A+b'n}, A>0

yugori ehtimoilik bilan hamma mahsulotlarning sifatlilik darajasining kafolatlash

maqsadida (masalan &, bir xil tagsimlangan deb) M soni yetarlicha katta gilib
tanlanadi.

- v va v* miqdorlar markovlik shartini yoki to‘xtash momenti ta’rifini
qanoatlantmshl ravshan,

“Aytaylik, §,=¢&;+...+£,. Bu tasodifiy sondagi tasodifiy miqdorlar yig‘indisidn
iborat. .

Kolmogorov-Proxorov teoremasi. Aytaylik, butun qiymatli musbat v
tasedifiy migdor kelajakka bog‘liq bo‘lmasin. Agar

iP(VZk)M{.f,.|< ©, 5)
b=l

u holda
Ms, =3 Py 2 K)MZ, . (6)

k=l

" Agar £¢20, u holda (5) shart ortiqcha.
Ishoti. MS, = iM(s, v= n)=2M(s, :S=n)=

=M, :v=n)= >:(f. v2k). )

n=lk=l

Yig‘indi belgilarini o rmlanm almashtlnsh qgonuniy ekanllglm‘ keyinroq
ko‘ramiz. Biroq {v2k}={v>k-1} hodisalar &, “c-algebraga” bog‘liqmas, u
holda o(&,) ga bog‘liq bo‘lmaydi. Shunday qilib o

M(&: v2k)=P{v2k}M¢&;, bundan (6) kelib chiqdi.

‘TebAtem'é shartiga ko‘ra

iiMﬂél;V= n)= iMﬂf,,Iv 2k)= kZ:;P(v > k)M, <o,
82



qgatorlarni har biri absolut yaginlashuvchiligi sababli (7) dagi yig‘indi belgisining
o‘rinlarini almashtirish qonuniydir. Agar &.20, u holda hamma qo‘shiluvchilar
musbat va yigindi belgilarining o‘rinlarini almashtirish ixtiyoriy holda ham
qonuniydir.

Natija. (Bald tengligi). Agar M|¢,|< o shartni qanoatlantiruvchi £7.¢3,.
tasodifiy miqdorlar bog‘liq bo‘lmagan bir xil tagsimlangan bo‘lib, kelajakda
bog‘liq bo‘lmasa va v tasodifiy miqdor uchun My<e bajarilsa, u holda

MS,=MEMv. ®
Isboti. (8) formula 3 P(2k)=3 3 Pl =i)=3iPlv=i)=Myv
k=l ketick =1 ,

tenglikdan kelib chigadi.

Misol. Zanjir reaksiyasi sxemasi. Faraz qilaylik boshida bitta zarrachaga
egamiz, bu zarracha g ehtimollik bilan yo‘q bo‘lib ketadi yoki p=1-¢ ehtimollik
bilan m ta shunaqa zarrachaga aylanadi. Ya’ni avloddagi har bir zarracha boshqa
zarrachalar taqdiriga bog‘liq bo‘lmagan holda o‘zlarini xuddi shunday tutadi. n -
chi avloddagi &, zarrachalar sonini matematik kutilmasi nimaga teng? m va 0
qiymatlarni mos ravishda p va ¢ ehtimollik bilan gabul giluvchi bog‘liq bo‘lmagan,

bir xil tagsimlangan “ikki” karrali £®}"° _ ketma-ketlikni qaraylik. Ravshanki

k= l.n=l
O @), kemakétliklar o'zaro bogligmas. Bu ketma-ketiiklar
yordamida &, (¢=1) tasodifiy miqdorlarni quyidagi ko‘rinishda yozish mumkin:
&i=¢, 0= ‘:1(‘)
$o0
(2 = é.f) +..+ gé‘z)

Go=ED 4+
bu tenglikdagi &, uchun &, ; qo‘shiluvchilar soni “ota-ona zarrachalar” sonidan
iborat. Chunki &{") ketma-ketlik &, ga bog'ligas hamda ME® = pm, u holda
Vald tengligigako‘ra M¢, = MEW-M¢,_, = pmM¢, , =(pm) .

7-§. Moda va boshqa sonli xarakteristikalar
_ Ba'zan quyidagi xarakteristikalar ham ehtimolliklar nazariyasida va uning
tatbiqlarida ishlatiladi.
. Ta'rif Uzluksiz tagsimlangan £ tasodifiy miqdoming modasi deb, p(x)
zichlik funksiyani maksimumga erishadigan argument giymatiga aytiladi va
quyidagicha belgilanadi: M.
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23-rasm.. Diskret tagsimlangan tasodifly 24-rasm. Uzluksiz taqsimlangan

miqdorni moddasiga oid rasm tasodifiy miqdorni moddasiga oid rasm

M. Agar shu nuqta bitta bo‘lsa birmodal (unimodal), (23- va 24-rasmlar)
ikkita bo‘lsa ikki modal (bimodal), agar bir nechta bo‘lsa, ko ‘pmodal (polimodal)
(25-rasm) deyiladi. Agar zchlik funksiyasi bitta ham maksimal giymatga
erishmasa nomodal yoki antimodal deyiladi (26-rasm).

Pi L 3 AI‘.m)

gl
L

| 1
i i
] 1
1

> b el
26-rasm. Antimodal taqsimotni
xarakteristikasiga oid rasm

/) X
25-rasm. Polimodal taqsimotni
xarakteristikasiga oid rasm

Tasodifiy miqdorni modasi ta’rifidan i)
ko‘rinadiki, f{x) zichlik funksiya shu nugqtada :
maksimumga erishadi.

Uzluksiz  tasodifiy miqdoming M. T
medianasining quyidagicha geometrik tasvirlash /./ | .
mumkin (27-rasm). //' [ \

Ta’rif. p ehtimollik kvantilli deb P(xp)=p e’ I

01 ¥, x

o g 1
tenglamaning yechimiga aytiladi. Agar p=3

bo‘lsa, bunday kvantilga taqsimptm'ng
medianasi deyiladi va M, kabi belgilanadi.
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Demak, F(x) tagsimotning medianasi uning argumentining shunday x=M.
giymatiki, uning uchun F(M,)<0,5sF(M.+0) tengsizlik o‘rinli bo‘ladi, ya’ni
mediana f{x) zichlik funksiya bilan chegaralangan yuzani teng ikkiga bo‘ladi.

Tasodifiy migdoming medianasi doimo mavjud (xususan tasodifiy
miqdorning matematik kutilmasi mavjud bo‘lmasa ham).

Teorema. Agar uzluksiz F° tagsimot uchun M Ig—fgl—absolut momentda
£o=M_ deb olinsa, u holda M | e.f—M¢| minimal qiymatga erishadi.

Teoremaning isboti ushbu tenglikdan kelib chigadi:

MiE-M |+ zf(;, —-1)dF(t), agar £,>M,

ME_ §o|=
M|E-M,

+2§(-£MF(), agar £,<M,
]

biroq har ikki holda, hamda ikkinchi qo‘shiluvchi &=, da musbat normal
tagsimotining medianasi uning matematik kutilmasiga teng.
Ta’rif. Variatsiya koeffitsiyenti deb quyidagiga aytiladi:

= mi%, buyerda m, = | xf(x)dx, o=.D&.
1

Variatsiya  koeffitsiyenti  tasodifiy miqdoming  o‘zgaruvchanligini
xarakterlaydi hamda foizlarda ifodalanadi. .
Ta’rif. £ tasodifiy miqdorning assimetriya koeffitsiyenti deb, quyidagiga
aytiladi: \
o 57
v3
r,=?, bu yerda v, =M[(§—m)’] : 7<¢

o=+DE&.

28- wva 29-rasmlarda manfiy va musbat
assimetriya koetfitsiyentlari tasvirlangan.
Nosimmetrik tasodifiy migdorlarni xarakterlash 7] g
uchun assimmetriya koeffitsiyenti tushunchasi -
kiritiladi. Bu koeffitsiyent o‘lchovsiz migdor. 28-rasm

Ta’rif. Tasodifiy miqdorning ekssess darajasi
deb quyidagiga aytiladi: 409

¥, = _;%_3 , bu yerda, y, =1M[(§_ml)‘] >

o=D¢.

Normal tagsimot uchun —v—“—=3, shu sababli
o

7:>0

normal' tagsimot funksiyasi uchun ekssessa 0
koeffitsiyenti nolga teng. Agar zichlik funksiyasi 29-rasm
normal qonunining zichlik funksiyasiga nisbatan
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“tik™ va yuqgori cho‘qgqili bo‘lsa, ekstsessa musbat, 30-rasm va “keng” va yoyiqroq
bo‘lsa manfiy (31-rasm).

%<8

] x /] X

30-rasm. Musbat ekssessa bo‘lgandagi 31-rasm. Manfiy ekssessa bo‘lgandagi
zichlik funksiya grafigi zichlik funksiya grafigi

8-§. Chebishev tengsizligi
Teorema. Faraz gilaylik £20. U holda barcha &# uchun

Pleze}< M (1)
€
Isboti. Tengsizlik quyidagi munosabatdan kelib chiqdi:
ME2M(ES2e)2eM(Le<E)=cP{E2¢}.
Natija. Matematik kutilmaga ega bo‘lgan ixtiyoriy £ tasodifiy migdor uchun
Ple-mel25)s 2. @

bu yerda D¢ tasodifiy migdor -f dispersiyasi.
Bunga Chebishev tengsizligi deyiladi.

Isboti.
Ple-mizel= | dF()s % T(x~ MEY aF(x)=—

Biz (2) tengsizlikdan foydalamb va ME D¢ bila turib, & ning turli og‘ishlari
ehtimolligini hisoblashimiz mumkin.

111 bobga doir masalalar
1.& tasodifiy migdoming zichlik funksiyasi
]

f(x)——e “
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teng. (Laplas tagsimoti). M¢ va D& larni toping. -
2. ¢ tasodifiy miqdoming qiymatlari x4,X...,Xx lardan iborat bo‘Isin. U holda
n—»o0 quyidagilami isbotlang: .

1
a ME™ o max x;
) M¢&* g Isisk

b) Y ME" = maxx;.
1sisk

3. Agar ¢ tasodifiy miqdorning tagsimot funksiyasi F(x) bo‘lsa va M¢

mavijud bo‘lsa, u holda
Mg = [[1- F(x)+ F(- x)kx

mavjud bo‘lishini isbotlang. M¢& mavjud bo‘lishi uchun
limxF(x)=limx[1- F(x)]=0

X=p0 X=pR

shartni bajarilishi zarurligini ko‘rsating.

4. Agar £ normal tagsimlangan bo‘Isin va a;=M f'u holda M|&-a;,| ni toping.
5. Aytaylik, £ va 5 tasodifiy miqdorlarning bxrgaltkdagl tagsimotini
quyidagicha aniqlangan bo*Isin:

P(&=0, 1=1)=P(&=0, 1=1)= P(&=1, =0)=P(é~1, rr=0)——

U holda M¢, M#n, D& Dg, cov(& np)lami topmg '3 va 7 tasodifiy
miqdorlar bog‘ligmi, bog‘liq emasmi?

6. Faraz qilaylik, n dona konvertga tavakkal qilib turli adreslarga yomlgan n
ta xat joylashtirildi. Hech bo‘lmaganda bitta Xatni o‘z egasiga borib yetish
ehtimolligini toping. Hamda bu ehtimolni 7 —> dagi limitini hisoblang.

7. Aytaylik, &, &, ..., &, tasodifiy miqdorlar bog‘ligmas va M&=a. D&=b*
bo‘lsin. Ushbu

= _Zfi

Nini

= ;:_—Izl(fz -nf
tasodifiy miqdorlarning matematik kutilmasini toping.
8. Agar £tasodifiy miqdor 0,1,2,... giymatlarni qabul qilsa, u holda

ME=3 P(s2m)
nal
isbotlang.
9. Agar £ va 5 tasodifiy miqdorlar bog‘ligmas, hamda M&=2, D=1,
D=4, Mn=1 bo‘lsa, u holda

a) §=&-2n,  b) &=2&-n  miqdorlaming matematik kutilmasi va
dispersiyasini toping.
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10. Agar £tasodifiy miqdor butun musbat sonlar qabul qilsa, u holda
2) Mg =T P(g =m)

mzl
b) DE=2Y. mP(&=m)-M
mz2
muncsabatning to*g riligini isbotlang.
, {1. Dispersiyani D({/A)-M((g—M(;/A)’/A) kabi aniglasak, u holda
quyldagx tenglikni isbotlang:
D(GA)=M((&-MY*/A)~[M(HA)-MET.
12. Agar £va nbog‘liq bo‘imasa, u holda
D(é"'v=Dc5°Dn+(Mé)szl+ﬂW'I)2D§.
ya’'ni D(&- 1) 2D &-D 5 munosabatni isbotlang.
13. Faraz qilaylik & va & tasodifiy miqdorlar chekli ikkinchi tartbli
momentga ega bo‘lsin. Faqat va faqat & va & miqdorlar nokorrelyatsion
bo‘lsagina

D(%+&)=D&+DE

munosabat o°rinli bo‘lishini isbotlang.
14. Agar ¢ tasodxﬁy migdor uchun Me* (@>0 o‘zgarmas) mavjud bo‘lsa, u

holda P(gzs)s—n;Me"; tengsizlikni isbotlang.
P4

15. Aytaylik, g(x)>0 - kamaymaydigan funksiya bo‘lsin.
Agar M(g|é-M¢£]) mavjud bo‘lsa, u holda quyidagi tengsizlikni isbotlang:

P(5-M 5/9&757—5 M(g/c-M5).
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IV bob. TASODIFTY MIQDORLARNING TURLI MA’NODA
YAQINLASHISHI. |
1-§. Borel-Kantelli lemmasi. Kolniofgoro%ning “0 yoki 1” qonuri
Keyingi paragrafda o‘rganiladigan tasodifiy migdorlaming bir ehtimollik
bilan yaginlashishini tekshirishda asosiy qurol sifatida Borel-Kantelli lemmasidan
foydalaniladi. Bu lemmani bayon gilishimiz uchun to‘plamlar ketma-ketligining
yuqori va quyi limiti hamda “dum” hodisa tushunchalaridan foydalanishga to‘g‘ri
keladi. i :
Faraz qilaylik. <42, & P> ehtimolliklar fazosi bo‘lsin va By, By, ... to‘plamlar
ketma-ketligi & “o -algebraga” tegishli bo‘lsin.
To'plamlar nazariyasidagi atamalar bilan tasodifiy hodisalardagi atamalar
o‘rtasida analogiyani e’tiborga olib, quyidagi tushunchalarni kiritamiz:
I-ta’rif. Cheksiz ko‘p sondagi B, to‘plamlarga tegishli @ nuqtalar to°plamini
B deb belgilaymiz: B={@: cheksiz ko‘p n lar uchun @&B,}. Boshqacha aytganda
oeB degan faktni @ nuqta cheksiz ko‘p B, to‘plamlarda uchraydi degan gapga
ekvivalent, shuning uchun ham bu to*plamni B={chk.B,} kabi ham belgilashadi.
To'plamlar nazariyasida B to‘plamni to‘plamlar ketma-ketligining yuqori
limiti deyiladi va B =limsupB, kabi belgilashadi.
1-ta’rifdan

B=( UB.. @

n=] m2a
2-ta’rif. Agar nuqta By, B,,..., B, to‘plamlarning eng ko‘pi bilan, chekli
sondagisidan tashqari hamma B, to‘plamlarga tegishli bo‘lsa, bunday @
nuqtalardan tuzilgan to‘plamga Bj, Bj..., B, ketma-ketlikning quyi limiti deyiladi
va B =liminfB, orqali belgilanadi.
Shuningdek, 2-ta’rifdan
B= UI QB.. . 3
3-ta’rif. Agar {B, ", ketma-ketlik uchun quyi va yuqori limit teng bo‘lsa
(B=B), utolda B=B=(B) ga {B,}"., ketma-ketlikning limifi deyiladi va
B=IlimB, @
deb yoziladi. {B.} to‘plamlar ketma-ketligining limitini mavjudligini ikki holini
ko‘rib o‘tamiz.
Agar {B,} to‘plamlar ketma-ketligi monoton o‘suvchi bo‘lsa, ya’ni
B;cB:c... uholda B= B= CJB,, ,ya’ni
n=1

lim B, = HB, " (5)

hamda B,TB kabi belgilaymiz.
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Agar {B,} to‘plamlar ketma-ketligi monoton kamayuvchi bo‘lib, ya'ni
B;2B;>... bo‘lsa, B=B = (B, bo‘ladi. Ya'ni

© nsl

limB,=(\B,. (6)
n n=j

' Buni gisqacha B,4B kabi belgilaymiz.
I.Borel-Kantelli lemmasi. Agar
' 3 P(B,)<w )

a=l

bo‘lsa, u holda P{ch. k. B,3=0 bo‘ladi.
Isboti. (2) ga binoan P(B)= P(ﬁ UB,,,) = timp( UB,,,), bu yerdagi

n=1man m2n

tenglik P ehtimollikning uzluksizlik (sanoqli-additivlik) xossasiga ko‘ra o‘rinli.
Lemmaning shartiga ko‘ra i‘,P(BN) < o0, shuning uchun

nm}

IimP( UB,,) <limY P(B)=0. A
n m2n n

m2n

L.1. Borel-Kantelli lemmasi. Agar B,,B,,... hodisa bog‘liq bo‘Imasa va

Z P (B N ) =% ®
n=}l
bo‘lsa, u holda
P{ch.k.B,}<1 (10)
ho‘ladi. - A K
Isboti. Ushbu

P{ch.k By=lim UB,,,) =1-lim P[ ﬂBm)

man m2n
tenglikdan lim UEm)

m2n

=0 tenglikni ko‘rsatsak, lemma isbot bo‘ladi.

Agar B, B,,... hodisalar bog
bog‘liq bo‘lmaydi, shuning uchun

o nim)=gr(§m)=glz-P(Bm)]

mzn

hamda log(1-x)<x tengsizlikdan foydalansak
tog 111~ P(5. )|~ Tiogli~ p(5, )] -5 p(8, )= o
men men m2n

hosil qilamiz. Demak, ixtiyoriy # uchun P( ﬂﬁm] =0, shu sababli

m2n

‘liq bo‘lmasa, u holda B » B ... hodisalar ham

Pfch.k.Bj=1~lim nﬁm)=1. A

man
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Izoh. B hodisaning indikatori Iz= Ip(w) bo‘lsin, v holda B;,B; ,...— hodisalar
ketma-ketligi bo‘lsa, u holda
{@:chk.B,}= {w 21, (0)= w}.

Shuning uchun By, By, ... hodisalar bog‘liq emas, u holda Borel-Kantelli
lemmasining 1 va II tasdig‘ini quyidagicha yozish mumkin:

{;,P(B..) < w} @{P(ZIB_ (@) <)= 1}‘ |

Borel-Kantelli lemmasiga tasdig iga doir misol ko‘raylik. = .

Misol. Faraz gilaylik, tanga tashlash misolida har biri G va R (gerb va ragam)
qabul giladigan &, ... bog'liq bolmagan, bir xil tagsimlangan tasodifiy
miqdorlar ketma-ketligi berilgan bo'lib P(&;=G)=p va P(i=R)=I1-p ‘bo‘lsin.

G va R lardan iborat uzunligi k¥ bo‘lgan fiksirlangan ketma-ketlikni qaraylik,

(masalan) v, =(G,G,...,G], v, =(G,R,...,R .
\___r_d e !

k
Biz B,={®:(Co Snire-o L) =Vif deb belgilash ldritapiz. .
1-lemma. Agar 0<p<I,uholda &, & qiymatlar bilan bir qatorda ixtiyory
vi ketma-ketlik bir ehtimollik bilan cheksiz ko‘p marotaba uchraydi, ya'ni

Pich.k.By=1. I L
Ishot. Borel-Kantelli Jemmasining ikkinchi qlsn_ndan fpydalamshxmxz
mumkin, biroq {B,} hodisalar bog’liq bo‘lishi ham mumkin. Shuning uchun ham

bu lemmani bevosita qo‘llab bo‘lmaydi. Bu tasdigni ye_ng.is.hni‘e.ng s.odda. yoli
quyidagicha: bog‘liq bo‘lmagan {An} hodisalar ketma-ketligini ko‘rib chiqgamiz:

a) fch.k.Ajc{ch.k.Bof

b) Pfch.k.AH=1 »

U holda P{ch.k.Bn}=1 bo*lishi ravshan. o L o
Biz qarayotgan bu holda {A,} hodisalar ketma-ketligini qurish unchalx_k

murakkab emas. Hagiqatdan ham

A, ={o:¢ el )= Ve )
A= {ﬂJ : (Ck-u !""Czk)= Vk}-

................................... 3
........

=P(A)>0 (chunki 0<p<lIl)

Bundan
e . chkAyg=1. A _ e -
go:gflz;i’ltlik li’e':{nﬁisixﬁng'}brinc i qisminfng tatbig : sll:fattlllda 'l:l’fnl:i:
bo‘lmagan, bir xil tagsimlangan 7z 72 tasodifiy mlqioorlagkimlt e+g1m pages
va P('li=1)=p, P(I];'=—1)=1-p bo‘lsin. Ham(kl SO"' ’. n ]’:(I)dl-;-a ’{ll;, (nzo}
belgilash kiritamiz. B={0:Su=0} Shunday qilib; 'Bm s

trayektoriyaning nolga vaqtning #=" momentidan gaytishidan iborat.
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1 o
p=3 (osimmenik bo'lgm holds) (Sw(n>0) trayektoriya p>—;—

yoki p< 3 bo‘lishiga qarab o yoki —o ketishi intuitiv aniq. Shuning uchun ham bu
holda trayektoriyaning nolga cheksiz ko*p marotaba qaytishi kutilmaydi.
Z:lemma. Agar p# %, u holda

plch.k.S,=0}=0.
‘ lBS‘?:;l; Trayektoriyaning nolga juft # larda (ya’ni #=2m) qaytishi tushunarli.
P(S:m=0)=C,.p"(1-p)".
Ammo
Cm 5 22m - 4m

Lemma shartiga ko‘ra p = % hamda p(1- p)< 5—
P(s,m=0)~!ﬂ}-_.‘l)}_"
7m

va
3 P(s,. = 0)<co.

m=l
Shuning uchun, Borel-Kantelli lemmasining 1-qismiga ko‘ra
P(ch.k.S)=0. A

3-lemma. Agarp =-;— bo‘lganda S, trayektoriya nolga cheksiz ko‘p marotaba

qaytadi, u holda P(ch.k.S)=1. o

Natija. Agar {B,} bog‘liq bo‘lmagan hodisalar ketma-ketligi bo‘lsa, u holda
P{ch.k.B,} ehtimollik ¥, P(B,) qatorning yaginlashishiga garab 0 yoki I ga teng
bo‘lishi mumkin.

Bu da’vo quyida ko‘riladigan A N. Kolmogorovning “0 yoki 1” gonunining
xususiy holidir. Borel-Kantelli lemmasidan biz bilamizki, agar {Bn} bogliq
bo‘lmagan hodisalar ketma-ketligi bo‘lsa, u holda B={cikB,} hodisaning
ehtimolligi nol yoki bir chegaraviy sonlardan faqat birini qabul qiladi.

Biz endi hodisalarning shunday sinfini yozamizki, ularning ehtimolligi nol
yoki bir sonlardan fagat bittasini qabul qiladi. Faraz qilaylik &,&,... tasodifiy
miqdorlarning biror ketma-ketligi berilgan bo‘lsin. Ixtiyoriy & va k’dagi Iny..., Dk
Borel to‘plamlari uchun {@:&, €l . &nri €lnra} ko‘rinishdagi hamma to‘plamlarni
o'z ichiga oluvchi- @ nuqtalaring eng kichik o - algebralari to‘plamini:
§°=0{@:Eplip...} deb belgilaymiz. Qo‘pol gilib aytganda & to‘plam
Eu&up... tasodifiy migdorlar bilan aniglanadi (ammo &, ... &n_y larga bog'lig
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emas). Biz (| &= =9 deb belgilaymiz. Birog & algebralar kesishmasi yana or-

nm=J
algebra tashkil giladi, u holda & sistema o -algebra tashkil qiladi. Bunga “dumli”
yoki “qoldigli” algebra deyiladi, chunki ixtiyoriy X34 hodisa &péa...,é
miqdorlarning chekli giymatiga bog‘liq bo‘lmay f,,{z,. kei;na-ketlikning
“cheksiz uzoqdagi” giymatlari bilan anjglanadi. “Dumli hodisaga misollar:
a) {ckk&, el }= ﬁ U{é.el, b
m=1m2n :
bu yerda I, eR’ - dagi Borel to‘plami. =~

b) {Z{ < oo}.
{Itm sup Gitete, < oo}

d) {1 e +§ }
0. {7F

lim §1+ +§ Sb}

§.+ Hlu -
2 {h’l-n ,/2"Iogn } ,

Teorema. (Kolmogorov “0 yoki 1” qonuni). Agar {£,} bog‘liq bo‘lmagan
tasodifiy ketma-ketligi bo‘lsa, u holda ixtiyoriy X34 - “dumli” hodisaning P(4)
ehtimoli, 0 yokd 1 ga teng. e

Isboti. Faraz gilaylik A e %. Ravshanki

Ae & =0{m:&n &)

Biz o{@:L1,... £J=8" deb belgilaymiz. U holda G=|) 82 algebra va
nal i

ta’rifga ko‘ra &, =cfw: &y,...&x }. Ma’lumki, ixtiyorly £,>0 va §7 34 toplam
uchun shunday # va & da shunday A, to‘plam topiladiki P(44A4,)<e,, bu yerda -
AAB=(A\B) U/(B\A)— simmetrik ayirma. Natijada &;da, shunday A4, to‘plam
topishimiz mumkinki #—>e da P(4 A4 ,) -0 bundan esa n—»da
P(A,)—»P(A) (1)
hamda n—>ewda
P(A,n1)—>P(A). 12)
Agar A€ bo'lsa, u holda 4, va A hodisalar bog‘liq bo‘lmaydi, chunki
An€8 ] =0cf{w.&y,... &} A to'plam esa
Ae 3:“ —d‘{(D flﬂ‘béﬂ‘b }’

shu sababli P(4,n4)—> P(A,)P(A) bu esa (11) va (12) ga asosan P(A)= P’(A)
tenglikka olib keladi. Bundan P(4)=0 yoki P(A)=1 kelib chigadi. A
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Isbot gilingan “0 yoki 1” qonundan bog‘liq bo‘lmagan £;,&,..., tascdifiy
miqdorlar ketma-ketligi uchun P{ch.k. €l,} ehtimollik 0 yoki 1 sonlaridan faqat
birini qabul giladi: P{ch.k.&,€l,}=0 yoki 1.

“Dumli” {ch.k.&, €I} hodisa uchun Borel-Kantelli lemmasidan

L, agar Y P({, el,)=co
0, agar Y P({, el,)<e
kelib chiqadi. Bunga Borelning “0” yoki “1” qonuni deyiladi. A

- Bechk.E el =

2-§. Ehtimollik bo‘yicha yaqinlashish va bir ehtimollik bo‘yicha yaqinlashish

Matematik analiz kursida ketma-ketliklarni turli ma’noda yaqinlashishlari
o‘rganilgani kabi ehtimolliklari nazariyasida ham tasodifiy migdorlar ketma-ketligi
uchun turli xil yaqginlashishlar o‘rganiladi:

- ehtimollik bo‘yicha yaqinlashish;

- bir ehtimollik bilan yaqinlashish;

- o‘rtacha r-tartib bo‘yicha yaqinlashish;

- tagsimot bo‘yicha yaqinlashish;

- sust yaqinlashish.

. Biz tasodifiy miqdorlarni bitta <2, P> ehtimolliklar fazoda berilgan deb

faraz gilamiz.

I-ta’rif. Agar ixtiyoriy musbat £>0 uchun n—>da

Pl &~¢l 25390, .

u holda &,&,,..., tasodifiy miqdorlar ketma-ketligi eltimoliik bo'yicha & tasodifiy

P . -
miqdorga yaginlashadi deymiz va £, — & kabi belgilaymiz.

P
Aytaylik, g -ixtiyoriy uzluksiz, chegaralangan funksiya bo‘lsin. Agar &, —>&
bo‘lsa, u holda
Mg(&n) >Mg(S)- (1)
Agar &, va £ laming tagsimot funksiyalarini, mos ravishda, Fu(x) va F(x) deb
belgilasak, u holda (1) ni quyidagicha yozishimiz mumkin:

J8(x)aF, (x) > [ g(x)aF (x)

[ £(2.(@))P(d0) > [ c(@))P(dm). @
(1) munosabatdagi yaginlashish quyidagicha isbotlanadi:

1
Faraz gilaylik &>0. U holda soddalik uchun |g(x)< 5 deb olsak, u holda

yoki

ixtiyoriy >0 da
Mlg(E)-8(D1SM{(12(£:)-8(D); |EESO) +P(16s—81> ). 3)
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Biz N ni shunday tanlaymizki P(|§|>,N)<f'2.;,- &>0ni  esa, px-y|<5

tengsizlikdan, [x|<NV da, [g(x)-g(y)ls-‘zi tengsizh'k kelib chigadigan qilib

tanlaymiz. U holda (3) tenglikdan birinchi go‘shiluvchi &dan ortib ketmaydi. (3)
dan oxirgi qo‘shiluvchi n—»c da nolga intiladi.

Agar £, >& hamda fixtiyoriy uzluksiz funksiya bo‘lsa, u holda

P
rE)-re)
munosabatning to‘g‘riligi xuddi (1) dagi singari isbotlanadi. Agar g(x) funksiya
uziladigan yoki chegaralanmagan bo‘lsa, umuman (1), (2) yaginlashishlar ma’noga
ega emas.
2-ta’rif. Agar &p,ép..., tasodifiy miqdorlar ketma-ketligi uchun
P{ li’i'n &n=&}=1 o‘rinli bo‘lsa, u holda &, &;,..., tasodifiy miqdorlar ketma-ketligi

& tasodifiy miqdorga bir ehtimol bilan yaqinlashadi deymiz, ya’ni bunday
yagqinlashish uchun

lim £,(@)=()

munosabat qanoatlantirmaydigan @ nuqtalarning o‘lchovi nolga teng bo‘ladi. Biz

) :
bir ehtimol bilan yaqinlashishni £, — £ kabi belgilaymiz. Agar ehtimol bo‘yicha
yagqinlashish, ixtiyoriy £>0 da '
lim P-&P5=0
tenglikda ekvivalent bo‘lgan bo‘lsa bir ehtimollik bilan yaqginlashish esa
lim P{a: sup (Ku-Ep-8j=0 @

tenglikni bildiradi.

Hagiqatdan ham {&,} ning & ga deyarli yaginlashishi, biror n=n(®)dan
boshlab £2-N to‘plamda

Ul‘fu - gl <¢

man

tengsizlik bajarilishini bildiradi. To‘ldiruvchi hodisaga o‘tib

P)= (Yl - > 5}) =0

8 m2n
hosil qilamiz, bu esa (4) ga ekvivalent.
3-ta ’r_if. Agar n—o da M|£,~£|" -0 shart bajarilsa, {£,} tasodifiy miqdorlar
ketma-ketligi £ ga o‘rtacha r-tartibli yaqinlashadi deymiz. Bu yaginlashishni

¢,—>¢ kabi belgilaymiz. Xususan r=2 da bu yaqinlashish o‘rta kvadratik
yaqinlashish deyiladi va Li.m.&,=£ kabi belgilaymiz, (ya’ni Li.m.- inglizcha “fimit
in mean” - o‘rtacha yaqinlashish so‘zining bosh harfidan olingan).
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Analiz kursidan ma’lumki, ketma-ketlikning yaqinlashuvchiligi masalasini
hal etishda Koshi kriteriysidan foydalaniladi. {£™} ketma-ketlikning
yagqinlashuvchi bo‘lishi uchun uning fundamental bo‘lishi zarur va yetarli, ya’ni

limsupl...(@)-£,(e)=0 )

Isbotini - eslatib o‘tamiz.  Aytaylik, & (@)—>&(@), u  holda
ﬁ?glfp (®)|=0.Biroq

suplé‘m(@) & (a’)|5s“P|fn+k‘5|*|¢ -¢l.

.Shuning uchun S
limsupl{m f |s Itmsup]f,,,,, £ |+ltml.f -&=0

Bundan esa (5) ning 1sbot1 kelib chlqadl Endi aksincha (5) o‘rinli bo‘lsa, u
holda,

...... . li’l‘n inf gn(a)) = li'l'n sup& ((0) ) ©)
‘ ekanhgun 1sbotlaymlz - .

Oshmsup(; bminf§ —hm[supf —mff]

wtimfp(£, - £)-inf (6 - )] [sup(s‘m -6, )+ sup(§,-5.) 5
< Zh:nsuplf,, - é_l- 2lim st:plr,‘m
Bundan Iim{ (w) limitni mavjudligiga ekvivalent bo‘lgan (2) tenglikni isboti

kelib chiqadi. (1) dan yaginlashadigan @ nugtalar {£,~>¢} to‘plamni quyidagicha
yozish mumkin:

a={im supléuns= 1= 0} = UMl = Srl5 €1
Shunday ili

{:nakgog{l;m —£u|s )=
-l {6 )

Bundan P{£,—»£=0 tenglik, ixtiyoriy N uchun, quyidagi tenglikka

'ékvivalent
P{n[sfplgt\m - 5N| 2 8]} =0.
N
Endi
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limsupé,(0), agar oe{f—>¢)
f(w)"{O, agar we{é,,-—hf}

. 8
deb olsak. Bundan, agar P{£,—£}, u holda &, (@) £ .

Shunday qilib, quyidagi teorema isbot bo‘ldi.

Teorema. (1 ehtimol bo‘yicha yaqginlashishning Koshi kriteriyasi) {&(@)}
ketma-ketlik bir ehtimollik bilan yaqinlashishi uchun, ixtiyoriy £>0 uchun

N —

shartning bajarilishi zarur va yetarli.
Endi {&(@)} ketma-ketlikni ehtimollik bo‘yicha yaginlashishiga
e’tiboringizni jalb etamiz. Agarda ixtiyoriy £>0 uchun
lim P{ig, - £,|26}=0, bo'lsa

( 2,};)} ketma-ketlik ehtimollik bo‘yicha fundamental deymiz.
Agar £, 3£ uholda :

Ple.-alzels Pl - el g} pfle -2 2]
ten‘gsiz.likka ko‘ra {&i(@)} ketma-ketlik ham' ehtimollik bo‘yicha fundamental
o ]ag:l.(sincha ham to‘griligini ko‘ﬁa@iz agar {&,(@)} ketma-ketlik ehtimollik
bo‘yicha fundamental bo‘lsa, u holda shunday £ topiladiki natijada &, -‘:)f .

Isboti quyidagi yordamchi da’voga tayanadi:

Lemma: Agar {£,(@)} ketma-ketlik ehtimollik bo‘yicha fundamental bo‘lsa,
u holda undan deyarli yaginlashuvchi gism ketma-ketlik ajratib olish mumkin.

Isboti. mi=1 deb olamiz va induksiya bo‘yicha n ni aniqlaymiz. Barcha r,
s=N lar uchun

P~ > <

tengsizlikni qanoatlantiravchi N>mg; o‘rinli bo‘ladigan eng kichik m; ni
aniglaymiz. U holda ‘

1 1
P —Cu|>=1S <0
; { gn". 6"" 2k } ; 2k
Borel-Kontelli lemmasiga binoan
1
P{chk.l.f,,m -¢.|> 2—,‘} =0.
Shuning uchun bir ehtimollik bilan
%lg"m - é"& <eo |
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6+Z

"An g"n

e

L "a

U holda &(w) =

agar a)e{a) Y
0, agar. we{a) Zluf,,. ¢

<.»}
deb olsak, &, —20 £ kelib chiqadi. A

¥
‘ Endi {&(@)} ketma-ketlik ehtimollik bo‘yicha fundamental bo‘lsin. Lemmaga
.shunday {11,} var ftasod:ﬁy mlqdor topiladiki, natijada {&, } qism ketma-

T
ketlik £ ga deyarh yaqmlashad1 U holda 5 —):,‘ isbotlaymiz, ya’ni hamma {{,,(w)}
ketma-ketlikni tasodifiy miqdorga ehtimollik Yo"yicha yaqinlashishini ko‘rsatamiz.
P{|¢,—§|ze}sp{ 2

Darhagiqat
£ £
-2—}+P{|§,,. ‘425}'
Bundan, esa ixtiyoriy £>0 uchun

tim P{£, - £|2 &} =
Shunday qilib, quyidagi teorema isbot bo‘ldi:
Teorema. (Ehtimollik bo‘yicha yaqinlashishning Koshi kriteriyasi). {&.(a)}
ketma-ketlikni ehtimollik bo‘yicha yaqinlashishi uchun, ixtiyoriy £>0 uchun
{l’.ﬁ. P{I{,, AL s}: 0 shartni bajarilishi zarur va yetarli.

Yuqordagi tariflaridan, bir ehtimol bo‘yicha yaqinlashishdan ehtimol
boyicha yaginlashish kelib chiqadi, lekin aksincha umuman olganda o‘rinli
éinasligini quyidagi misoldan bilsa ham bo‘ladi.

Misol. Aytaylik, £2=[0,1], & esa Borel to‘plamlarning o — algebrasi, P -
Lebeg o‘Ilchovi

n
bu yerda I, (a) esa A} to‘plamning indikatori.
U holda:

A= [" 1"];(,,~1£(w)k =Tan=12,.

{/‘(: ,:l'; ’Zzz;}(; ’Z.: :x: ,'...}
tasodifiy miqdorlar ketma-ketligi ehtimollik bo‘yicha nolga intladi, biroq hech bir
[0,1)3x nuqtada yaqginlashmaydi.
Endi o‘rta r — tartib bo‘yicha yaginlashishga to‘xtalib o‘tamiz. Chebishev

tengsizligiga binoan
Pl - f2es 2 dl
bu tengsizlik esa, r — tartib bo‘yicha yaqinlashishdan ehtimollik bo‘yicha
yaginlashish kelib chigshini ko rsatadi.
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Teorema. (O‘rta r - tartib bo‘yicha yagqinlashishning Koshi kriteriyasi).
m, = M|, momenti chekli bo‘lgan {&} tasodifiy miqdorlar ketma-ketligini
o‘rtacha 7 - tartib bo‘yicha yaqinlashishi uchun nl.fTwM i, =& =0, yani

o‘rtacha r - tartibda fundamental bo‘lishligi zarur va yetarli.
Bu yaqinlashishlar o*rtasidagi mantigan bog‘lanishlar 32-rasmda ko‘rsatilgan.

o) .
ESE ] £E9E

L

§_—>§=>§.:§==f=>§.

32-rasm

3-§. Taqsimot bo‘yicha yaginlashish

Bizga {&,} tasodifiy miqdorlar ketma-ketligi berilgan  bo‘lib,
F,(x)= P{, < x} bolsin.

4-ta’rif. Agar {F,(x)} tagsimot funksiyalar ketma-ketligi n—o da
F(x)=P{{sx} ga F(x) tagsimot funksiyaning har bir uzluksizlik nugtalarida
yaqginlashsa, u holda {&,} tasodifiy miqdorlar ketma-ketligi £ ga tagsimot bo‘yicha

D

yaqinlashadi deymiz va ¢, —¢ belgilaymiz va D — inglizcha “distribution” —
tagsimot so‘zining bosh harfidan olingan.

N _Avvalo nima uchun tagsimot bo‘yicha yaginlashishda, yaqinlashish naqtalari
sifatida hamma nuqtalar emas, balki faqatgina P(£=x)=0 shartni qanoatlantiruvchi
har bir x nuqta olinishini' oydinlashtirib o‘taylik.

1
Agar & = p $=0 deb olsak, u holda
_ o Fo(x)=P{{,<x} va F(x)=P{£sx}
funksiyalar quyidagicha qilib qurilgan:
Bundan korinadiki, x=0 nuqtadan tashqari barcha x nugtalarda F,(x) >F(x).
Shuning bilan birga, ixtiyoriy £>0 uchun n—»e0da
P{If,,l <s}>0

bu €sa, ¢n tasodifiy miqdorning tagsimoti tobora limit tasodifiy miqdor atrofida
uyg‘unlashishini (konsentratsiyalanishini) ko‘rsatadi.
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4 F{x)

33-rasm 34-rasm

Bu misol, &, tasodifiy migdorlarning giymatlarini & limit qiymatlari atrofida
“uyg ‘unlashuvini” F(x) funksiyaning uziladigan nugqtalarida anglab bo‘lmasligini
ko‘rsatadi. Shuning uchun ham, mazmunli nazariya qurish magsadida hamma x
n:lqta_lami emas, balki, faqatgina P(£=x)=0 shartni qanoatlantiruvchi nugqtalarni
olamiz.

&1,E2, &, ... tasodifiy migdorlarning tagsimot bo‘yicha yaqinlashishni turli
(21,F1,P1), (£2:,F,P;), ($23,F3,P;3),... ehtimolliklar fazolarida berilganda ham
gapirish mumkin. Mabedo, bu tasodifiy miqdorlar turli ehtimolliklar fazolarida
berilgan bo‘lsa, ulaming ehtimollik bo‘yicha, yoki bir ehtimollik bilan, yoki
o‘rtacha r — tartibda yaginlashishi hagida aytib bo‘lmaydi. Tasodifiy miqdorlar
ketma-ketligi tagsimot bo‘yicha yaginlashishidan ularning bir ehtimollik b
yaqinlashishi, umuman olganda, kelib chigmaydi, ya’ni '
D o)
{Ff_(m)=>F;=} #> {5,, —-)f} .

- {£u(@)} tasodifiy miqdorlaming {F, (a)} taqsimot funksiyalar ketma-
ketligini; & tasodifiy migdorning tagsimot funksiyasiga yaginlashishini tekshirish
oson ish emas, bunga nisbatan, masalan, bu tagsimotlar momentlarining

yaginlashishini tekshirish osonroq:
m,(n)= ! x*dF,, () ")I x*dF, (x)=m,

Shu sababli, tagsimot bo‘yicha yaqinlashishga ekvivalent bo‘lgan tagsimot
xarakteristikalarining sinfini ajratish tabiiy. Shunday xarakteristika sifatida Lebeg-
Stiltes integralini olish qulay hisoblanadi:

J £ (eMF, (%),

bu yerda f(x) biror (o‘Ichovli) funksiyalarming gism to‘plamiga tegishli. Avvalo
D -
qanaqa f(x) funksiyalar uchun F, —F yaginlashishdan quyidagi

[ £()aF, (x)>f £ ()F(x) ()
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yaqinlashish kelib chigshini tushunib olaylik. Bu integrallar bir vagtda mavjud
bo‘lishligi uchun (o‘lchovli) chegaralangan f(x) funksiyani olamiz. Biroq bunday

R D
funksiyalar uchun F, —F, yagqinlashishdan, ular umuman olganda (1)

yaqiniashish kelib chigmaydi. Mana misol:
Aytaylik,
1 _ _J0, x<0
@el, do)m0 s={) X%

U holda
16 ()= Mre)=o( 1)1,
Jr()MFE(x)= My (€)= £ (0)=0.
Demak, F,, —D)F¢ ammo ‘
J £ C)aFE, (x)-»[ £ (e)iF(x).
Biroq f(x) faqat uzluksiz funksiya bo‘lsa, u holda taqsimot bo‘yicha
yaqinlashishdan (1) kelib chigadi va aksincha.

Avvalgi paragrafda Keltirilgan turli yaqinlashishlar o‘rtasidagi bog‘lanishlar
35-rasmda ko‘rsatilgan:

£}

\ ) \Y . - pz(
/ S il
- o ‘ﬁ-__y,
35-rasm

_ Bu sxemadagi logik ==> — ‘“kelib chigadi” ishorasini, umuman dlganda
aksincha qo‘yib bo*Imasligini misollarda ko‘rsating.

4-§. Sust yaqinlashish
Aytaylil_(, §={H} to'plam H=H(x) taqsimot funksiyalar sinfidan iborat
bo‘Isin, ya’ni bu to‘plamdagi funksiyalar quyidagi shartlarni qanoatlantiradi:
@) H(x) - kamaymaydigan;
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b) H(-2)=0, H(+=)s1;
¢) H(x) - chapdan uzluksiz,
Biz F={F} deb & sinfning shunday gism to‘plamini olamizki, bunda
F(+aw)=1 (tasodlﬁy miqdorning tagsimot funksiyasining xuddi o°zi).
Ta‘rﬂ Agar ixtiyoriy uzluksiz va chegaralangan h(x) funksiya uchun
lim [ W), (x)= | H(x)aH (x) *)

tenglik o‘rinli bo‘lsa, $5H, funksiyalar ketma-ketligi §>H funksiyaga sust

yaqinlashadi deymiz va gisqacha H, 5 H kabi belgilaymiz, ya’ni inglizcha
“weak-sust” so‘zining bosh harfidan olingan.
1-teorema. Faraz qiLaylik F,, Fe &. Tagsimot funksiyalari bo‘lsin, u holda

(r35)e(r ).

Bu teoremani & smﬁdag1 funks:yalar uchun quyldaglcha umumlashtirish
mumkin.
2-teorema. Faraz qllayhk H,He &u h_Qlda _

1) (H,, —-;H) = (H,, 3>H) 1)
2) [H,, iH]: [H, () > H(+=)]= [H,-'SH] )

Teoremaning 1) bo‘limini isbotlash uchun &>0 va quyidagi funksiyani
olamiz (36-rasm):

1, t<x h;@
h(l) l———, xSts<x+¢
0, t2x+¢€ . :
H
U holda: . . X xie 0 7
H,(x)= [#,@}m, ()< [h, )l ()~ & rasm
- fh, ()ar ,(6)s H(x +£). 3) o
Shumng uchun

hmH (x)sH(x+5),

bundan an H(x) funksiyaning uzluksizligiga ko‘ra:
limH, (x)s H(x). g

Endl P()=h,(t+¢) funksiyani olamiz (37- " ¥ x g ' T
rasm). 37-rasm:
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U holda (3) ga o*xshash limH,(x)2 H(x ).

Biroq x nuqta H(x) fupksx;amng uzluksizlik nuqtasi bo‘lgani uchun,
lzmH (x)z H(x) Shunday qilib, H(x) ning uzluksiz nuqtalarida

hﬂﬂn(x)z H(x)ZIt:nH,,(x),
b n
ya'ni H —>H.

Teoremaning 2) qismini isbotlash uchun, ixtiyorly chegaralangan hA(x)
funksiya uchun

lim ] #(eMH, (x)= | h(x) (x).

tenglikni isbotlashimiz kerak. Faraz qilaylik I=(a,b], Ij=(a;,b;}, j=1,k biroq
i#j lar uchun I,'ﬁIj=¢ va I=I]+I¢"'.-.+Ik.
Biz quyidagi funksiyalami kiritamiz:

k (x)= ?;[ilgh(x)]-x,, (=),
1 (x) = 3 inf #() ] 2, ().

bu yerdagi y; esa I to‘plamning indikatori. U holda

i ()t (<) <[ Wex)at, () <[ (), (x).

Biroq #} (x) va k; (x) pog‘onasimon funksiya va k<o, u holda n - da

j k; (x)dH ,(x)—> j ki (x)dH (x).

(Biz a,b,a;,b; nuqtalanm H(x) funkstyanmg uzluksizlik nuqtalari sifatida
qaraymiz). Shuning uchun

OO MO ARE
<lim j' h(x)am, (x) < j b} (x)ad(x).
Faraz qilaylik, k=, buoq, k—»> da max | bj—ajl ~»0. U holda barcha[ax

lar uchun
k; (<) a(x), B (x)4 w(x).
U holda Lebegning majorant yaginlashish haqidagi teoremasiga ko‘ra

Izmj'h* (x)aE(x)= Ih(x)dH(x) @

Bundan

lim ‘[ h(x)H (x)= !h(x)dH (x) . No)
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Endi (5) tenglikda I interval o‘rmiga (~co,c0) oraliq olinsa ham o‘rinli
bo‘laverishi haqidagi quyidagi lemmani isbotlaymiz.

Lemma. Agar H,,-I-J)H va H,(+a)—->H(+a0), u holda ixtiyoriy £>0 uchun
shunday chekli 7=(a,b] interval topiladiki '

‘ ‘ supH,(T)se. 6)
Bu yerda:
: Hy(T)=H,(+c0)-H(D),
Hn(I)=Hn(b)—Hn(a)'

Isbot. Faraz qilaylik lemmadagi (6) munosabat bajarilmasin, ya'ni shunday

&0 mavjudki, ixtiyoriy chekli I=(a,b] intervallar uchun supH,,(T)>e, ya’ni

sup[H,(+ 0)- H (D]> £. Biz I,=(-m,m], m=1,2,... deb olamiz. U holda

shunday cheksiz ", #{),... sonlar ketma-ketligi topiladiki, bular uchun
HI(+0)-HII,)> 6.
Bu ketma-ketlikdan shunday n{?, n{,.. gism ketma-ketligini olamizki,
bular uchun
HO(+ 0)-H(1,)> 5. %)
va hokazo.
“Diagonal” n{", i), n%,... ketma-ketlik uchun

H,_(+)-H.(L,)>¢. @®)
bajarilishi ravshan va shuning bilan birga m >

H,.(I)- H(x). 9)

Yetarlicha katta mlar uchun H,,., () < H (1),
Shuning uchun (8) ga ko‘ra
H_(+e)-H_(I)2H,.(+<)-H_. (1.)>¢
bu (9) bilan birga van—> da H, (+ oo) —H (+ oo) farazimizga asosan

H(+)-H(I)2e>0 (10)
terigsizlikka kelamiz. Ammo I=(a,b] ixtiyoriy interval bo‘lgani uchun (10) dan
quyidagi tengsizlik kelib chiqadi:

H(+o)-H(I)z&>0, '
bu esa mumkin emas, chunki (0<H(+w)<w). Hosil qilingan qarama-qarshilik
lemmani isbotlaydi. )

Endi teoremaning isbotiga qaytamiz. Faraz gilaylik N=sz:p|h(x] u holda (6)

asosan ixtiyoriy £>0 uchun shunday J7=(a,b] intqrval topish mumkinki bunda a va
b nugtalar H(x) funksiyaning uzluksizlik nuqtalari, barcha # lar uchun
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€ va w(F)<-£-
H “G )SEW va H(I.,)f 2N
U holda ' B

@Ef(x)dﬂ..(ﬂ-zf(x)ﬂ(;*
< Tl 1 () rGamGe) o

Bu esa (5) bilan birga hamda £>0 ixtyoriyligi sababli B, H isbot qilinishi
zarur bo‘lgan tasdiqni isbotlaydi. A

Yuqorida aytilganlarga ko‘ra turli yaginlashishiar o‘rtasidagi boshlamshm
ifodalovchi jadval quyidagi 38-rasmda keltirilgan:

#(1)
§. ¢

e 5ea=] £ Sed=n] &.5¢

38-rasm

£,>¢ ot

O<k<r

Bu sxemada logik <> “ekvivalentlit” belgisini, umuman hamma Joyda,
go‘yib bo‘ladimi?

IV bobga doir masalalar

1. Faraz qilaylik £, —>f ] <7 va Mn<w bo'lsin, u holda 4 5¢
isbotlang.

F 4
2. Agar (£, —£)' =0 bo'lsa, u holda &7 5 £? munosabat to*g‘rimi?
3. Aytaylik, & bog'liq bo‘lmagan tasodifiy migdorlar ketma-ketligi

bo'lib, P(£, =0)=1-1, r(gu = ,,3]= 1
n n

P r
U holda &, =0, biroq &, = 0 bo‘lishini isbotlang.
4 Faraz qilaylik £, =a,.n, bu yerda a,—»a va Mg =w, u holda
g, -) a-n,biroq &, —Aan isbotlang.
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5. Faraz qilaylik &5,&5... bog‘liq bo‘lmagan tasodifiy miqdorlar ketma-ketligi
P r
bolib, P(£, = 0)=1- % , P(tj,, =1)= % bo‘lsin, u holda&,—»0. &, —0va

departi
£&. = .0 bo‘lishini ko‘rsating.

.. D
v 6, F, > F,, birog ¢ -j,;f shunday &, va & tasodifiy miqdorlarga misol
e $ n o
keltiring.

b w
7. Agar G, -G, uholda G, -G o‘rinli bo‘ladimi?
8. {g,, —1;} o (g,, 5 g) boladimi?
2(1) w L.
9. {s‘. -> ;} o (;,, ->§) bo*ladimi?
r p(D) o
10. {g,, ->g} PN (g, > 5) bo‘ladimi?
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V bob. BOG'LIQ BO‘LMAGAN TAJRIBALAR KETMA-KETLIGI
1-§. Katta sonlar gonuni

Faraz qilaylik &,&,.. tajribalar ketma-ketligi benlgan bo‘lsin. Bu
tajribalarning har birida 4 hodisa p ehtimollik bilan ro‘y beradi va g=I-p
ehtimollik bilan ro‘y bermaydi. Agar k - tajribada 4 hodisa ro‘y bersa &=1, agar
ro‘y bermasa &;=0 deb olamiz. U holda &,&;,... lar Bernulli qonuni. bo‘yicha bir
xil taqsimlangan va bog‘liq bo‘lmagan tajribalar ketma-ketligidir; P(&=1)=p,
P(£=0)=q

Mé&=p, D&=pq, Sy=&rt..+En

A hodisa birinchi # ta tajribada ro‘y berishlari sonini

S"'._—'€I+§2+...+§,

MS,=np, DS,=npq.

deb belgilab olamiz, u holda

bo‘lishligi ravshan.
Ta’rif. Agar {&,(@)} - tasodifiy quorlar ketma-ketligi n—> da & ga
ehtimollik bo‘yicha yaqinlashsa:

é., —>§,
u holda {&,} ketma-ketlik katta sonlar gonuniga bo‘ysunadi deymiz.

Chebishov tengsizligi. Manfiy bo‘lmagan & tasodifiy miqdor, u holda
ixtiyoriy £>0 uchun

P{¢>e}s Mgé
Isboti quyidagi munosabatdan kelib chigadi:
ME2M[E Ty |2 Ml = cP(£2 )
Agar £- iqtisodiy tasodifiy bo‘lsa, u holda
P{¢ >s}s— va P(| - M£|2€)< Df

buyerda DE =M (-M 5) - tasodifiy miqdor £ ning dlsperswa

1-teorema. (Katta sonlar qonuni). Agar {£,(@)} - bog'liq bo‘lmagan bir xil
tagsimlangan tasodifiy miqdorlar ketma-ketligi bo‘lib, M&=m, DEi<e, u holda
ixtiyoriy musbat £>0 uchun n—»e da

i+

Isboti. Hagiqatdan ham Chebishev tengsizligiga binoan va ixtiyoriy £>0

uchun, n—w da
P(l%—m >8)SDS" =5D_§L_)o,
n

>s)—>0.

282 n2€2
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Ehtimollik bo“yicha yaqmlashxsh ta’rifiga ko‘ra Bernulli sxemasi uchun katta
sonlar qonunini
S, ”
—Z—>m
n

kabi ham yozsa bo‘laveradi, chunki % pisbatan bitta ehtimolliklar fazosida

' bérilgan tasodifiy miqdorlar ketma-ketligi sifatida qarash mumkin.
Umuman olganda D¢; dispersiyaning chekliligi katta sonlar qonumnmg
bajarlishi uchun zaruriy shart emas.
2-teorema (Xinchin). Agar &,&,... tasodifiy miqdorlar ketma-ketligi bog‘liq
bo‘lmasa va bir xil tagsimlangan bo‘lib matematik kutilmasi chekli bo‘lsa
(M&,=m<o0), u holda katta sonlar qonuni o‘rinli bo‘ladi:
P

—S>m.
n

Ta’rif. Agar {&,(@)} tasodifiy miqdorlar ketma-ketligi n —>c0 da & limitiga bir
ehtimollik bilan yaginlashsa, u holda {&,(@)} tasodifiy miqdorlar ketma-ketllgl
kuchaytirilgan katta sonlar qonumga bo‘ysinadi deymiz.

Yugorida Bernulli sxemasi uchun isbot gilingan katta sonlar qonuniga
nisbatan kuchliroq natijaga erishishimiz mumkin:

3-teorema (Bernulli sxemasi uchun kuchaytirilgan katta sonlar qonuni).
Agar {£(@)} bog'lig bo‘lmagan bir xil tagsimlangan tasodifiy miqdorlar ketma-
ketligi bo‘lib M£,[* < 0, M&=m..

p(1)

U holda, n—» da %—-)m.

2-teoremaning isboti. Biz {&,-» ¢ }=L£(N]{sg£|§,, —§|>s} kabi yozishni
bilamiz, shunga asosan

" {i -+ m} = UIimsupA,,(iJ ,
n p m

Bu yerda
(3) { 2 8}
Agar ixtiyoriy £>0 uchun
p{umsupA, (e)}=0 (1)
u holda,
n

(1) ning bajarilishi uchun, Borel-Kantelli lemmasiga muvofiq,
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3P4, ()<
=]
shartning bajarilishi yetarli. _
P(A,(g)) ehtimollikni yugoridan baholaymiz. Teorema shartiga ko‘ra
M£|' <, uholda Chebishev tengsizligiga ko‘ra '

P{A,(e)}= P{b&— ms 8}2 mls. - ': m] s C; n: ; (C=const),
n n'c n'e

chunki

Mls, - um] = M[Z ¢ - m)] =nM{(E—m)'+6C> M(&-my +< Ct’,

bu yerda C=const.
Biz P(A,(£)) ni baholashda Chebishev tengsizligidan ikkinchi moment

(M I.f,.lz < oo) mavjud bo‘lgan holda qo‘lasak, kerakli natijaga erishmagan bo‘lar
edik.

I-natija. Agar g(t) €C[0,1] u holda n > da
Mg(%—)—)g( ?) @
bu yerda p bo‘yicha tekis yaqinlashish,
Isboti. Biz A=

%‘ — p| belgilash kiritaylik, ixtiyoriy £>0 uchun

An ‘g(%]_ g(p* < M{ g(%—)—g(p)

+M{‘g(%)- g(p)‘; A> s}s gkgglg(p+t)—g(p)|+ 0(1).

; AS£}+

2-natija. Agar g(7) C[0,1], u holda n > da
S Berre-0m - 60,

m=0

bp yerda yaqinlashish esa {0,1)t lar bo‘yicha tekis. Bu yerdagi munosabat (2)
ning boshqacha ko‘rinishi bo‘lib, bundan uzluksiz funksiyalarni ko‘phadlar bilan

yaqinlashtirish haqidagi Beyershtrassning mashhur teoremasi kelib chigadi. Bunda
Bernshteyn ko*phadlari yaqqol ko‘rilgan.

| 2-§. Muavr-Laplasning lokal limit teoremasi
Biz avvalgi paragraflardan birida Bernulli formulasini keltirib chiqardik:
P(s,=k)=Cip*q*
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bu yerda g=1-p, S,=&+&+...+&,. Biroq n va k laming katta giymatlarida bu
formula hech ganday samara bermaydi, chunii ulkan sonlar hosil bo‘ladi. Shu
sababli n - da P(S,=k) ehtimollikning asimptotik ko rinishini topxsh masalasi
tugtiladi. - -
Ikkita {a,} va {/3,.} sonlar ketma-ketligi berilgan bo* lsm
Agar n—w da F——) 1 bo‘lsa, {an} va {f,} sonlar ketma-ketligini ekvivalent
deymiz, (@~f,) simvol bilan belgilaymiz). Keyingi hisoblashlar qulay bo‘lshi
- uchun

t . 1-t¢ k
=th—+(1-Ah—=-, =2
L(r) tlnp+( ) =’ h=-

belgilash kiritamiz.
1-teorema. Agar k—» 0 va n—k >, u holda

P(Sn=k)=1’(%=h) Tf__—h(T_T exp{-nL(h)}. 1)

Ishoti. Stirling formulasidan foydalanamiz, ya’ni #—>, n!~ J2mn"e™". U

holda
P(S, =k k pkgt n . n” K1 - p)* =
(s,=k)=C!p 1[2”,‘(”3) k*(n—k)'"”p( p)

rerl it g - - ) -

N F = )

=»———-—-—,27:(1__h) expl nlhinh (- K)tn(2 - B) = hin p— (1 - B)ini1 - p)]}=

._1 :
= ———————exp\— nL\h);.
T ) pl-nL()}

Agar h= E— soni p ga yagin bo‘lsa, u holda (1) ning boshqa qizigarliroq

ko‘rinishini tOplSh mumkin. L(x) funksiya (0,I] intervalda analitik funksiya,
chunki

Lntn 1=t Lg=1+ 1 @)
(t)—-lnp-lnl =5 , LMY= FREETE

uholda L'(p)= L@)—o hamda h—p ayirma nolga intiladi, natijada
L ——(p J(h ~p)* +0(|n-pf')

Shuning uchun, agar k~ p va n(h—p) —0,u holda

110



P(S,.="‘)~\/21 "xp{ z ’k-p)z}

Zopg | 2pg
1 1 -t . e
Agar A=——, t)=——=e 2 deb olinsa, u h¢ i natija kelib
N TR
chigadi. A
2
Natija. Agar r=n (h—p)=k—np=0[n’ ),

U holda } e
P(S,=k)=P(S,—np=t)~Ap(t4). @3)

Bu formula, {§,<k} hodisaning ehtimolligini baholash imkonini beradi. (1)
formuladagi xatolikni n!=~2zmn"e""**")  Stirling formulasidan va quyidagi
tengsizlikdan '

1
2n+1 I .
foydalanib hisoblashimiz mumkin. Yuqoridagi mulohazalamni takrorlab, quyidagi
teoremani isbotlashimiz mumkin.

1
< 0(")( —1-2—';

2-teorema. a
PS,=K)= frmsentnlli)rolem) @
bu yerda AR ‘
Bk.m)|=lo(m)-0(k)-0(n-K)<ap—t =L " (5

12k " 12(n-k) 128(1=h)n"
Xuddi yuqoridagi kabi isbot gilinadigan . Muavr-Laplasning::klassik lokal
teoremasini quyidagicha bayon qilishi ham mumkin:
3-teorema. Agar n ta bog‘liq bo‘lmagan tajribalar ketma-ketligida biror 4
hodisaning ro‘y berishi ehtimolligi p ga teng bo‘lsa, u holda 4 hodisani ‘7 ta
tajribada & marotaba ro‘y berishi Puk) ehtimolligini n—w da
k—np
P,(k)~ :
2mmpq Vnpq

Bu formuladan foydalanish qulay bo‘lsin uchun kitob oxirida bu funksiya
uchun jadval tuzilgan. - -

x)
e ?, buyerda x=

Bu teoremani Muavr (de Moivre) 1730-yilda Bernulli sxemasining p=q=§
bo‘lgan xususiy holi uchun isbotladi, so‘ngra Laplas (Laplace) ixtiyoriy [0,1]3p
uchun isbotlandi. :

_ Aytaylil;, Iy,13...,0n holatlar berilgan bo‘lsin va J; holatlami n ta tajribada ro‘y
berishlar soni N,(j) bo‘lsin. Quyidagi formulaga polinomial taqsimot deyiladi:

! . s
PNk Nofit) b= gl ple =5 (6)
] .. m* M
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bu yerda
2k;=m, Pi=l’(l))’ 2pi=1
&l =1

Agar (pripst...+p,)° ko‘phadni py,ps,...,pn Jaming darajalari bo‘yicha yoysak
. ham (6) — formulaga kelamiz, shuning uchun ham (6) ga polinomial taqsimot
deymiz.
I-teoremadagi asosiy asimptotik formulani tagsimot uchun ham
umumlashtirishimiz mumkin:
3-teoremadagi kj,...,k; o‘zgaruvchilarning har biri yoki 0 yoki cheksizlikka
intilsa, u holda

I-m,

P(S, = k)~ (2m) ﬂfz ;| ewl-nL(m)}
bu yerda ™

 §=(s9..59) k=(k,.0k,); K= (E]

n
hamda

i . L(F)':iti I”t—i’ ?=(tl""’tm)
' o = P
my esa ky,... Ky 0°zgaruvchilarning 0 ga teng bo‘Imaganlari soni.
1-misol. Biror mahsulotni yarogsiz bo‘lishi ehtimoli 0,001 ga teng. 50000
mahsulotdan tavakkal qilib olingan 25 tasini yaroqsiz mahsulot bo‘lishi ehtimoli
gancha?
" Bemnulli formulasiga binoan
Pyyor(25)= CZ,,,(0,999)”7(0,001)”
biroq bu formuladan foydalanish qanchalik mashaqqatli?
Shu sababli Muavr-Laplasning lokal teoremasidan foydalansak:
I{k=np
P ()t 7,
1/27mpq
bizning misolimizda n=50000, k=25, p=0,001
Jnpq = \[50000-0,001-0,999 = (49,95 ~ 7,06 .
Shuningdek,

Gy

2

k-np

1 -
~-3,68; P(k)=r—~7—e
Jepq ® (7,06\2x

P P iadvali oxrida keltirilgan.
Ammo a{x)=——e ? funksiyaning gisqacha jadvali oxrida keltirilg
) T
Demak, P5mo(25)5’0,001. A .. . .

" Aniq formulalardan foydalanilsa ham deyarli shunday natija olinadi.
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2-misol. Jyuri a’zolari n=2m+I toq sondan iborat bo‘lib, boshqa a’zolariga
bog* lig bo‘lmagan holda p=0,7 ehtimollik bilan to‘g‘ri hukm chiqaradi. Ko* pclnlik
ovoz bilan qabul gilinadigan hukm eng kamida 0,99 ehtimollik bilan to‘g‘ri
bo‘lishi uchun, juri a’zolarining minimal soni necha bo‘lishi kerak?

Bu masalada, qulaylik uchun quyidagicha shartlashib olamiz:

_[& agar k- juria'zosito'g*ri hukum chigargan bo'lsa
a= {o aks holda

Bizga P(S,sm)<0,01 tengsizlikni qanoatlantiradigan n ning toq giymatini

topishimiz kerak. P(Sn.sm) ehtimolini taxminan

n+l-m
(——T—— S = PSS =
tengligini hisoblash qiyin emas. Bizning masalamizda
1 1Y 1 (1 1-
he3, L(Z)- In4p(1- p), L(z) In—= > 2,

ekanligini inobatga olsak hamda 1—teoremadan foydalansak,

P(S, <m)=~ 2 op = —]
2p—1 ;m 2 2n
P [Z ol L[]
" 2p- 1\/'—“’“’{"1(2)”2"( )}“’
2p I-p
,/4 iI pi 30915—0842
" Gp- I)J—( T 2
Buning o‘ng tomonida monoton kamayuvchi a(n) funkslya turibdi a(nm)=0,01

tenglamani yechib, yechim sifatida n=33 javobni olamiz. Agar aniq formulalardan
foydalansak ham xuddi shu natjani hosil gilamiz.

Endi (3) munosabatni quyidagicha aniglashtirishimiz mumkin.

4-teorema. Ushbu I%— pls %min (p.q) tengsizlikni ganoatlantiruvchi
barcha k lar uchun

P(S=k)=Ac(A)(1+5)(k,n),
1+s(k,n)==arp{o(l_x-|£) + (Ix] + lAz)}, IAI <l.

bu yerda

3

Isboti. Shu paragrafdagi (2) formuladan yoydalanamiz. (2) formulalarga -
qo‘shimcha ravishda quyidagi formulalami yozishimiz mumkin:

%=C ”:ff, 2, (S" )zl,, k22

L(h)=5-p—q- (+-p)+Ry,
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bu yerdagi goldiq hadni "
@ Lk
= —T(p)(h- pY
kw3
baholaymiz. Bunmg uchun
£ (p) < (k- 2)’( = TTJ k22
: tengsizlikni e’tiborga olsak, hamda soddalik uchun. |it— p|=56 deb belgilasak, u
holda %min(p,q)z & uchun '

Ll | el 3] S
6|7 18 & 18| 6Lp &) 3(pa)
. y4 q
Bundan
3
nL(h)-—(k ”P)z oxlk ”PI JA) _I_oxltl 4 . )
2npg 3(npq) 2 3

Endi (4) tenglikning qolgan ko* paytuvchllanga ¢’tibor bersak, hamda h(1-h)
ko“paytmani qarasak, chunonchi

'—p<1—p—hﬂ—p,
u holda

IB(1= 1) (1= P)|=|(h~ ) (1 p— W) - Pimax(p.9).
bundan xususan, |k — p]< mm(p q) tengsnzhk bajarilganda

|z - #)- pq|< pa, h1- h)> =pq

o‘rinli bo‘ladi. Shumng uchun (5) bilan b1r qatorda 4-teoremada ko‘rsatilgan k lar
uchun

. 1 A
|€(k,n)|<37p;=—é—. (8)

Bndi {1 - #)" ko*paytuvchini tekshirish qoldi. Lekin [y|< % bajarilganda

(1 + 7)-—- ‘I]:!J%dxl <2
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U holda &=|h- p|<—12-min(p,q) bajarilganda quyidagi munosabat o‘rinli
bo‘ladi:

pq
—lnpq+ln( -%) |9|< max(p,q);

m(l_é_a)=_zoa 16| < max(p.9)

o ['h(l—h)T3=[qu§ap’—- ©)

Chigarilgan (7), (8) (9) fotmulalardan va l-téorema shartidan teoremaning
isboti kelib chigadi. A

Inh(1-h)=1Inpg+ 1;{1 +!'QL)‘P_4)=

3-8. Mqavr-Laplasnmg integral limit teoremasn

Bernulli sxemasi uchun chigarilgan Muavr-Laplasning lokal teoremasi, lakal
limit teoremasini isbotlash uchun ‘qo‘llaniladi. Aytaylik, @ va b fiksirlangan sonlar,
hamda :

S —-n
4”' =1 p
npq
P(a<§’ <b)— z P(S"-np=x)_

aJ_ Qdm
Agar P(S,—-np=x) ifoda o‘rniga PxA)A qo‘yilsa, u holda, _[ :p(x)dx

integralga mos keluvchi Z @(xA) integral yig‘indini olamiz. Shunday qilib,
shu bobning 2- -§dagi (3) munosabatdan

lim P(a<4‘ <b)= Iq;(t)dt = o(b)- o(a), | ¢y

bu yerda @(x) funksiya (0,1) parametrh normal taqsnmotdan tborat:

u holda

D\x -—
( ) ﬁ— Ie
(1) formulaga Muavr-Laplasning integral Limit teoremasi deyiladi. Quyxdagl
teorema yordamida (1)-tenglikdagi xatolikni baholaymiz. Aytaylik, & va 8 butun
sonlar bo‘lsin hamda
_a—np B—np .
as= , b= 2
Vnpg vnpq @
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Teorema. Aytaylik, b>a, c=max(|al,|b|)
_+3c , A&

= A+— bolsin.
3 %
Uhbolda, agar 4=2— <L, p<Z, botlsa,uholda
.anq 20 "2

PlesS, <p)=Pla s;‘ <b)= i‘¢(t)d'z(1 +6,4cK1+26,p), (3

buyerda |g|<1, i=12
Bu teorema (3) formulaning chap tomoni o‘suvchi a va b larda @& (a)-D(b)
ayirmaga ekvivalent bo‘lishi mumkinligini ko‘rsatadi. Bu shartlarda @ (a)-®(b)
ayirma 0 ga intilishi mumkin va (1) da nisbiy xatolikni bilish juda qulay, chunki
uning kichikligi doimo xatolikni ham kichikligini o‘rnatish irakonii: beradi, biroq
aksinchasi doimo to‘g‘ri emas. e,
Isboti. Avvalo, |x|=|k - np|<c\/npg tengsizlik bajariladigan hamma & larda

1 .
2-§ dagi 2-tecremaning shartlari bajariladi. Hagigatdan ham [ — p|< -Emm(p,q)
- tengsizlik bajarilishi uchun

)
tengsizlikning bajarilishi yetarli. Bu tengsizlik bajarilishi uchun c<-2; o‘rinli
bo‘lishi kerak. Biroq p.S% bo‘lgani sababli

c(c2 +3) 1 1
. ———3— < -2", cA< > .
Shunday qilib, a\/npq < x < b,/npq tengsizlik bajariladigan k larda 2-§ning
2-teoremasidan foydalanishimiz mumkin.
Shuning uchun
P(asSu<ﬁ)= z P(S"=k)=

aanqS.\Kb‘fnpq

= “SEdA(o(xA)[l; [exp{()(m;—Ai + (|x| + %)} A ‘} - 1]} @

bu yerda || < 1. Chunki 12p lar uchun

Fp—'il< (e-D)<2,
P

u holda (x A= deb olinsa) (4) dagi tuzatma had quyidagi ifodadan oshib ketmaydi.
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3 2
ap{ﬂ(%+ cA+ —‘—;—-)}—- 1

Shuning uchun . .

Plass,<p)= T Aplxd)li+26,p], “(5)
asx4<h .

bu yerda |f,|<I. Topilgan tenglikning o‘ng tomonidagi yig‘indini ofzgartirish. -

mumkin. Buning uchun, ixtiyoriy ¢(t) silliq funksiya uchun

ap()- Jole< Zp—— ®)

2 t1sxc+d

A 47 _
s2 5 vets T 0p.

tengsizlikni va

1 -
t)= e?
o)== |
funksiya uchun @/{t)=—t@(t) e’tiborga olsak, f|<e, [t,2+ 4] oraligda (1)
funksiyaning eng katta qiymatidan eng kichik giymati orasidagi- farq
2
erp(cA + A?J ko‘paytmadan ortib ketmaydi.

Shuning uchun [ll < ¢ bajarilganda (6) ga ko‘ra

Aq:(t)-“‘g‘;(u)au

424

AZ a? . A cat
Sc—z—emT ‘srzugt:l‘(a(x)s c—z—e 2 !q;(u)tht.

Hamda
A1 aad
A+ —<=+=; ? <2
2 2772 ¢

bo‘lgani sababli quyidagi munosabat o‘rinli: )
t+4
A¢(1)= I¢(u)du(1 + BICA)t . Iazl <1
; .
Buni (5) ga qo‘ysak, teoremaning isboti kelib chigadi.

P(x<¢, <y)-o(y)- o(x)]

ayirmani baholasak \/:’7 - baho tartibini yaxshilab bo‘lmaydi, chunki tagsimot

funksiyaning sakrashi (isbot gilingan teoremaga ko‘ra) J_I_q ga teng. Biz isbot
np : TR

qilgan teoremamizda, x va y lar absolut giymat bo‘yicha o‘sganda hamda.bir il
ishorali bo‘lsa, P(x<¢, <y) ehtimollik uchun, katta og‘ishlar. sohasé deb

ataluvchi sohada, normal qonunga yaqginlashishdan foydalanishimiz mumkin: Bu
holda ¢(y)- ¢(x) ayirma O ga yaginlashadi.
Shuning uchun, agar
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d’i ;)— ax) )
o‘rinli bo‘lsa, bu yaginlashishini qoniqarli deb hisoblashimiz mumkin.

-1 1 .
Agar C= max(|x|,] y|= 0(.4 ’J yoki C= 0(7;‘ D bo‘lsa, bunday

yaginlashish o‘rinli bo‘lishligi teoremadan kelib chiqadi. Biroq C ning katta
diymatlarida 2-§dagi 1-teoremaga asosan (8) munosabat, umuman olganda,
bajarilmasligini ko‘rsatishimiz mumkin.
Ammo b— w0 da
Pﬂ§n| >b)—>0,
uholda y ning fiksirlangan giymatlarida
lim P(¢, < y)=o(y).

Misol. Kubik 12000 marotaba tashlandi,, Olti ochkolar soni (1800, 2100]
infervalga tushish ehtimolligi ganchaga teng?

Yechish. Qidirilayotgan ehtimollik

' ¥f5 12000-&
P= Z Cltzooo(g) (—6-)
1800<kS2100

Bu yig‘indini hisoblash qanchalik mashaqqatli. Integral limit teoremadan
foydalansak, bu ehtimollik

......

2100-2000 | 1800 — 2000 =(p( Jg)_¢(_2ﬁ)=

F=2 15| 15
;zlzooo-g-g 12000- <2

- =®(2,449) - ©(—4,898) = 0,992,
bu yerda ®(2,449) va ®(-4,898) funksiyani giymatlari ®(x) ~ normal gonunni
jadvalidan olindi.
4-§. Puasson taqsimoti
... Avvalgi paragrafda ko‘rilgan Muavr-Laplasning teoremasidan npq = DS, -
dispersiya katta bo‘lgandagina foydalanishimiz mumkin. Agar p va ¢ lar
fiksirlangan musbat son bo‘lsa, # bilan birgalikda DS, o‘sadi. Masalan p=0,01 va

n=100, np=1 bo‘lganda ham Muavr-Laplasni teoremasidan foydalanish
ma’nosizdir, biroq bu holda P(S,=k) Puasson tagsimoti yaxshi natija beradi:
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Teorema. (Puasson). Aytaylik, n— va p=p,—»0, lekin np,—>4, u holda
ixtiyoriy fiksirlangan k=0,1,2,... sonlar uchun P,(k)= c:pria-p)™*
ehtimolliklar n—co da Puasson taqsunotlga intiladi:

)2 )

Isboti. Biroq p, = i + 0(%) ,uholda
n

P (k)=Clpi(1-p,)" =

_ n{n- 1).;57— k+ 1)[%+ ,,(%)] [1 -4, o(%)]m S

Ammo
n(n-1)..(n-k+1)| A
e FROIE
. A "('."1);.&""‘ ”)[1+o(1)]‘ -2
lekin

[l-_+o ]” et

Bundan esa (2) bilan birgalikda (1) ni isboti kelib chigadi. Faraz gilaylik
&1,...,&a bog‘liq bo‘lmagan tasodifiy miqdorlar ketma-ketligi berilgan bo‘lib,

P(&=1)=pw P(&=0)=1-p;.
Biz avvalgidek S, 25 deb belgilaymiz. Quyida bayon etlladxgan teorema

Di lar kichik bo‘lib, A=Z P; son esa “l1 bilan tagqoslanuvchi” bo‘lganda
=]

P(S,=k) ehtimolligini baholash uchun qgo‘llaniladi.
1-teorema. Hamma A to‘plamlar uchun

P(S, € 4)- ?3, 7 SZPI

Bu teoremani isbotlashdan avval Puasson taqmmotmmg bitta muhim
xossasini keltiramiz: agar 7; va 7; - bog‘liq bo‘lmagan tasodifiy miqdorlar 4; va 4;
parametrli Puasson qomuni bo‘yicha taqsimlangan bo‘lsa, u holda 7 + = ylg ‘indi

ham 4, + 4; parametrli Puasson qonuni bo‘yicha tagsimlangan bo‘ladi.
Hagiqatdan ham, to‘la ehtimollar formulamga asosan:

Pz, +7z,=k)= EP(#, =m)P(x =k-m)=
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Lavet et exp(-A,=A) & mamam (A, + 4,) e OB
& m (R-m) k! ,?;:,C* Ards = k! '

1-teoremaning isboti. Aytaylik, birlik kesmada tekis tagsimlangan
Y15 ¥2e..» Yo bOg'lig bo‘lmagan tasodifiy miqdorlar bo‘lib, &(vx)=vy bo‘lsin.
Shu'ﬂii‘:gnjek, v=(vy,...,V,) vektorni n o‘lchovli £2-kubda tekis tagsimlangan aynan
funksiya deb ham garashimiz mumkin. Endi &; va &, tasodifiy miqdorlarni £2 da
quyidagicha ko‘ramiz:

0, agar v;<1-p;

&0) ={1 a 21-
, agar v; P;

—P
0, agar v;<e

ﬂj(v)={k2L agar v, e[n ,_1,1_[ k)’

()
buyerda [1,= Ze”"n{l—, k=0,1,..
= .

Ravshanki &(v) lar bog‘li bo‘lmagan xuddi boshlang‘ich &p,&3....6n
tasodifiy miqdorlar kabi tagsimlangan, 7;(v) lar esa p; parametrli Puasson qonuni
bo‘yicha tagsimlangan. Biroq I-p;se ™ va faqat v;e[1-pj, e ™) yoki vie[e™™ +
+pjxe”™,1] bo'lsa, u holda &(v) =n;(@).

Shuningdek.

P(&,#7,)=(e” -14p,) +(1-€" - pgj™) = p,(1- &™) S P}

ris.=5)s Ul #n)) <z

bu yerda S, = f‘,qj parametrli Puasson tagsimotiga ega.
=1
Endi biz quyidagini yozishimiz mumkin: .
P(S, cA)=P(S, e 4,5, =5,)+ P(S, e 4,5,%85,)=
=P(5, e A)-P(5, € 4,5,%5,)+P(S, € 4,8, *5, )i .
[P(S, € 4)- P(S, € A) <|P(S, € 4, S, #5,)-P(S. € 4,5, #5,)<P(s,=5,).
l-teoremani isbotlashda biz “birgina ehtimolliklar fazosi metodi”dan

foydalandik. Bizning holimizda bu metodning mohiyati quyidagicha: _._S‘,, tasod!ﬁy
miqdorlar berilgan fazoda, S, ga yetarlicha yaqin qilib shunday S, taso.dxﬁjf
miqdorlar quriladiki, bunda S, ning tagsimot funksiyasi Puasson taqéunon
funksiyasi bilan ustma-ust tushadi. 1-teoremaga ko‘ra ushbu da’vo isbotlanadi:

yet belgilaymiz. U holda hamma A to‘plam
k!

2-teorema. np=A va z, =

uchun
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P(S, € A)- z

kad
Misol. Hajmi V ga teng bo‘lgan suv havzamdan tekslunsh magqsadida V>>v
hajmli suv olindi. ¥ hajm idishda n dona xavili bakteriya bor. Nazorat gilish uchun
olingan idishda n dona bakteriyani bo‘lishi ehtimolligi gancha?

| k -41 AJ

Odatda ixtiyoriy berilgan bakteriyani tekshirishga tushish ehtimoli p=%
deb hisoblanadi. Bundan tashqari, tekshirishdagi bitta bakteriyani sodir bo‘lishi

golgan n—1 dona bakteriyani qaysi bir idishda bo‘lishiga bog'liq emas deb
hisoblashadi. Boshqacha aytganda, odatda bakteriyani nazoratda bo‘lishi har bir

tajriba p= 1 chtimollik bilan ro‘y beradigan bog‘liq bo‘lmagan tasodifiy
miqdorlar ketma-ketliglga ekvivalentligini postulat sifatida gabul gilinadi. Xuddi
yuqoridagi kabi & tasodifiy miqdorlar kiritib, Bernulli sxemasida S, zg,

yig‘indi yordamida nazorat 1d1shdag1 bakteriyalar sonini ifodalashimiz mumkm

Agar ny ko‘paytma V bilan taqqoslanadigan bo‘lsa, u holda Puasson teoremasiga
ko‘ra qidirilayotgan ehtimollik

P(S>0)~1-¢ ¥
Xuddi shunga o‘xshash modelni astronomiya masalalarini yechishda ya’ni
Somon yo‘li yaginida joylashgan, osmonning biror sohasidagi ko‘rinadigan
yulduzlar sonini taqsimotini aniqlashda ishlatiladi. Aniqrog‘i R sohada n dona
ko‘rinadigan yulduz bo‘lsa, uning Ror qism sohasida k ta ko‘rinadigan yulduz
bo‘lishi ehtimolligi C* p*(I1- p)"™* ga teng, bu yerdagi p ehtimollik r va R sohalar
yuzlarini §(r) va S(R) kabi belgilaymiz, u holda p ehtimollik quyidagi nisbatiga

teng:
S(r)
PTs@y

5-§. Kuchaytirilgan katta sonlar qonuni

Biz birinchi paragrafda
S,~-MS_ » 2o | *)

katta sonlar qonunini isbotlagan edxk Agar (*) d lashish
ehtimollik bilan bo‘lsa, ya’ni gar (*) dagi yaginlashish bir

S, P
- MS, o

u holda {&,(@)} tasodifiy mlqdorlar “ketma-keﬂlgn kuchaytirilgan katta
sonlar qonuniga bo‘yin sunadi deyiladi.
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1-teorema. Agar £, &,,... bir xil tagsimlangan, bog‘liq bo‘lmagan tasodifiy
migdorlar ketma-ketligi henlgan bo‘lib, m = M|£,| < @ bo‘lsa, u holda

s, #)
S sm
n

o’rinli bo‘ladi.
" Agarda m =M|£|=< bo‘lsa, u holda P{%— -+ m} =1 ya’ni, bir ehtimollik
bilan {%,nzl} ketma-ketlik yaginlashmaydi. Bu teoremani A .N.Kolmogorov

tomonidan qilingan isboti quyidagi tartibda beriladi:
A) {Mg| <=} =>{P(chk|§,,|> n)=0}

B) “Qirqilgan”

.. - [£., agar [ |sn

e {0, agar |£|>n

S E+E E A) #0)
tasodifiy miqdor kiritsak, agar _§_l+_fz_+_+_§"._) ME,, uholda i Sm.
n
+
C) Blroq M .f —»Mf, u holda M é‘—ﬁi——{l—)ﬁ[{.‘l, va shuning uchun

#1) ‘
'h""’g; 41, 50 - isbotlash yetarli, ‘-77.'=§:'M5v bu  yerda

Mn, =0, Dr]<oo
' +h .47, %)
D) Agar 2”" qator yaqmlashuvchl bo‘lsa, u holda 21_77_27__”_

bo‘ladi.
Shunga asosan, bog‘liq bo‘lmagan {¢(@), k2I} tasodifiy migdorlardan

tashkil topgan 3.{, qatorlaming deyarli yaginlashishini o‘rganib chiqamiz.
&=1
AN Xolmogorovning “@ yoki 1” qonuniga ko‘ra
{w SHAC)) —)]
k=1
hodisa (ya’ni, shunday @ lar to‘plamiki, ular uchun Zlfk (@) qator yaginlashadi)

“dumli” hodisa hisoblanadi.
p{Zé‘k _,} =0 yoki 1.
k=1 Y SE
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‘Quyidagi teorema bu qatorning deyarli yaginlashuvchi bo‘lishi wchun
yetarlilik shartini beradi.

2-teorema. Faraz qilaylik {&, k21} - bog'liq bo‘lmagan tasodiﬁy' miqdoriar
ketma-ketligi bo‘lib, M, =0. Agar
240 <o, (1

k=1
u holda '

P{Z‘;{, ->} =1. @

Isboti. §,=¢7+...+&, deb belgilaymiz.

Biz (1) shart S, tasodifly miqdorning yagqinlashishi uchun yetarli bo‘lishini
isbotlaymiz.

Koshi kriteriysidan kelib chigqan natijaga ko‘ra

lim P{supls,,,,,, -8,i< e} =1. 3)
a &
Biroq
P{Sl:plSM—S"|<£}= lim P{ max|s,.,, - 5, < e}, @
U holda avvalo ixtiyoriy & da v
P{E*%lsm —S,,|<e} S ®)

ehtimollikni baholash tabiiy. Buning uchun Chebishev tengsizligining umumiy.
holini ko‘rib o‘tamiz.

3-teorema. (Kolmogorovning tengsizligi). Aytaylik, bog‘lig bd‘lmagan
¢1&5..., & tasodifiy miqdorlar berilgan bo‘lib, Mf,'—-o, MEF < bolsin. U holda,
ixtiyoriy £>0 uchun : '

> Mg}
P{ g%|§,+...+§,|<f} >1-3ﬂe,—. (6)
Isboti. Aytaylik, Sy=¢&;+...+& U holda L
L N
B={max|s,|> e} ={barcha 15k< N.Js,|2¢}=3,,
bu yerda: '

<k

B=N{s<e Isjze}
A hodisaning indikatori J 4, bolsa e

N
LM} =MS}, 2 M(S%,B)= Ms2 1, = gM[Sﬁ,IB. ].
Q)

M S, J=M[S, + (£ +..+ &1, =
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=M1, +2MS, I, (£, +..+ Sv)+M(&, +. .+ &) Ip, 2 MS{I, . (8)
Shartli matematik kutilmaning xossasiga ko‘ra

MS I (brn+- 4 E)= MM {(6, +.4.8,) 8,1, IS:2, }=

=M{S,1, M, +. + ESils, }=M{s,1, M2, +. + &)=
sz, bu yerda Enendn tasodifiy miqdorlami SerneEy va Sil 5 larga
bog‘liqmasligidan foydalandik, Demak, M£&=0 bo*lgani uchun
M(r,‘,,,,, tot &[SI, ) =M(S,+..+&,)=0.
Shunday gilib (7) va (8) larga ko‘ra
4 N
’:Z]Mé"f 2§M[s51,,, ]
Biroq B; to*plamda Sil2¢. Shuning uchun
M[8!1,]>e'MI, = c*P(B).
Bundan
ﬁ;Méf > eZZNIP(B,.) =£°P(B).

Bu esa (6) ni isbotlaydi. A
(5) ehtimollikn; baholashga qaytaylik. (6) ga ko‘ra

: 1 n+V 2
P{ max|s,,, - §,[< e} >1-— % Mg
Demak
P{suplsm -8,[< s} >1- 81—2 S me
k i=n+l
(1) dagi farazimizga asosan

i M 5;2 <o
: i=}
qator yaqinlashuvchj. Shuning uchun ixtiyoriy £>0 uchun
lim P{supls,,,,,, -8,|< s} =1. A
n k

. Teoremadagi » etapnfng o‘rinli bo‘lishligi quyidagi umumiy faktdan kelib
chiqadi.

I-lemma (Kroneker). Aytaylik, x;,x,,... -hagiqgiy sonlar ketma-ketligi bo“lib,

El X, qator (8 soniga) yaginlashsin, So‘ngra b,T e bolsin, u holda 1 — e da
L3 x, 0. ©)
b,. k=t

Xususan, agar X, = -Jl:—‘, b=k va i% qator yaqginlashuvchi bo‘lsa, u holda
k=1
n-oda
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Yt +h o (10)
n
Isboti. Quyidagicha belgilash kiritamiz:

R=73 x R~S.
k=n+1
U holda x,=R,.;-R, va
Zb X = zb (Rk 1 -R ) beHRk

k=1

—ZbR 2‘,(1;m bR, +bS-b,R,.

Demak,
3 b,x, <Z(b,“, —b,)|R,| +B,|S|+8,|R.]. (an
k=1
Berilgan &>0 uchun, shunday N=N(&) olamizki, hamma k2N lar uchun
IR,|<e.

Agar R sup'r |, uholda n2N lar uchun
Z(bk-i-l —bk)IRkls Z(bm bx)l&l* ‘
+sZ(bk —b;)S R(by—b, )+£(b ~by).

k=1
va bundan

bN—b oo bN+_j_[+anl
b

lV s N n

Zb x|SR

k=1

v 50, |R |0, u holda

n

Biroqn 2w da P

<e&. A

—1 & i
lim|-— X, b X,
n b k=1
3-teoremadan va |-lemmadan ushbu nanjanhln ola::llztaso
4-teorema. Aytaylik, &,&s... bogliq bo* Aagar
M&=0, ME} <oo vak—>e0 dabi fao deb olaylik. Ag

difiy migdorlar bo‘lib,

$ME o, (12)
k=1 bk
u holda | .
a  pl
- ->0.
3 ‘chfk

Xususan, agar
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«©

ZLM§f<oé

k=g
bo‘lsa, u holda
a - p(1)
15650, (15)
Ry

I-natija. Agar
miqdorlar bo‘lib, M
qonuni o‘rinlj:

Gk lar ',pog‘ﬁq bo

‘lmagan bir xil tagsimlangan tasodifiy
iém;‘l‘@';f <o bo

‘Isa, u holda kuchaytirilgan katta sonlar

& o>m. (16)
2-natija. &é0s,,... bogliq bo‘lma

gan, bir xil tagsimlangan tasodifiy
Iquorlarbo‘llb M§i=0, Mgf <0 boclsa
1 & A
T 60, (17)
Vn logn Ex & 7
chunki
w1nlog’ n <%

(17) natijadan, ik holar; p(g:g):% bog'liq bo‘lmagan  tajribalar

seriyasida, ixtiyorly £0 ychun deyarli hamma {Swn2l} S,=&+...+&,

Trayektoriya biror "=n(&, @) momentdan boshlab, butunligicha + sv/n log n egri
chiziglar orasida qoladi,

Shuningdek, (12) va (13) larni e’tiborga olsak

— S .S
lim—2 = lim—2 = oo
Jn vn
Boshqacha qilib aytganda, ixti

yoriy £>0 uchun {S,,, n21} trayektoriya + en
egti chizigni cheksiz ko*p marotaba kesib 0tadi. Shunday qilib, har bir {S,,n>1}
trayektoriya + g,/ logn egri chizigdan yugorida (va —evn logn chizigdan
quyida) chekl; vaqt mobaynidagina bo‘lagj Birog shu bilan birga, svn egri
chiziqdan yuqorida cheksiz ko’p marotaba bo‘ladi. Rasmda {Sn,n21} trayektoriya
tasvirlangan (39-rasm). .
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e
-evn logn

e <7

39-rasm. S, trayektoriya tasvirlangan

1-teoremani oxiriga yetkazish uchun, quyidagi yordamchi lemma darkor

bo‘ladi.

) SR C oty s thi
2-lemma. Faraz qilaylik &p&s... bog’lia bo‘lmagan, bir xil tagsimlangan

tasodifiy miqdorlar ketma-ketligi bo’lsin, u holda

[Ml]<=} e [P{enklt|>n}= 0}. (18)
Isboti. Quyidagicha belgilash kiritamiz:
A ={o:El> n} n=12,.

Agar
gl <m e 5 P(A) <

ko‘rsata olsak, u holda Borel-Kantelli Jemmasiga asosan (18) ning isboti kelib

chiqadi, chunki AAz... hodisalar bog liqmas. .
Faraz gilaylik F(x)=P(£15x) V2 my=M|£|<e bo'lsin, uholda

3 P(4,)= ;:Pﬂfnlm}

< T[I - F(x)]dk+iF(x)

0
bu yerda ushbu munosabatlardan foydalandlli:
a9

flz- Fle)le= !xdF(x),
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} Pt frar(o) @

bu har ilkala tenglikda ham bir vaqtda integrallar yo yaginlashadi, yoki
uzoqlashadi. Xuddi shunga o*xshash |£,|= 0 munosabatdan i P(A,)= o kelib
n=J
chigishligini ko‘rsatish mumkin.
3-lemma. Agar {x,} sonlar ketma-ketligi # =0 da x,—x, u holda n—>o da
1Sy ox.
izl
Isboti. Bizlar x=0 deb olamiz (aks holda x,~x miqdorni garash kerak). x, —>0

uchun, u holda &>0 uchun shunday no=n(&) topiladiki, n2n, bo‘lganda |x,| <&
bo‘ladi.

U kolda
x|kt X | Xau ok X, |+ ..+ |x, | T
I n | | n n | n n
Bundan
Tim X, f...+x,, <e.
n=yso n
Endi 1-teoremaning bevosita isbotiga o‘tamiz.
Buning uchun
E — fns agar Iful S n’
" lo, agar [E|>n
deb olamiz.Hamda ,=£,&, belgilab olsak, u holda
Et.tg, ErotEy _mboth,
n n n
Biroq m=M| &;| <0, u holda 2-lemmaga ko‘ra
P{chkn,#0} = P{chk|&,|>n}=0.
Shuning uchun bir ebtimollik bilan o
n l
lz 7,—0.
R k=t
Hamda ' .
A
13, 5ms @
: Mi=t :
isbotlashimiz kerak. ,

Ammo M Z’; - M{; ni e’tiborga olsak, u holda 3-lemmaga asosan
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3 ME Mg,
Bundan, agar 4’, :_.f Mf, belgilash kiritsak

a . H)
"2 :—>0ni . (22)
isbotlash yetarli. MZ,=0, ME, <o bo‘hshhgi'ravshan.
Agar .
& Mﬁ;

23)
=l

bo‘lishligini ko* rsatsak, u holda 7-teoremaga bincan (21) munosabat o‘rinli
bo‘ladi.

Biroq Mf, < Mfi ,uholda

glz sté? gi, [ x ’dF(x) .=|n {Z | x’dF(x)} @4

Endi
o= | |xlaF(x)
ksl
belgilash kiritsak, u holda
x*dF(x)< ka,
k-1Sx<k o
va bundan

=2
.o M - l n
2—5"—52—(2’“’3) Zka Z-SZ-'M.- 22,“_
=1 N =1 B\ A=1
=23 dF (x)=2M
51 ar(s) e
&l 2
chunki 3\ — <= &2I).
n=k M k
Shunday qilib, agar M| &| <o, u hold?)
1
l-S P-)m

Endi teoremani nihoyasiga yetkazish: uchun M| &l=e holni qarash: qolrh
Endi m=M| ;| =o, bo‘lsin, u holda musbat ehumolhklar to‘plamida —S

yaqinlashadi (S;=&+...+ &,). U holda “¢ Yoki 1” qonuniga ko‘ra 1

-—S ketma-
ketlik bir ehtimollik bilan yaqinlashishi kerak. Agar bu shunday bo‘lsa, u holda
n— oo da bir ehtimollik bilan
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l £, >0,
n
chunk +£, =S _ (” l)hﬂ
" n n Jn-1
'‘Biroq M| &;| = farazimiz 2-lemmaga asosan,
P{lé,, - 0} =1
n

tasdiqni inkor etadi.

6-§. V bobga doir masalalar ‘
1. Bogliq bo‘Imagan va bir xi] tagsimlangan {&} tasodifiy miqdorlar ketma-
ketligi quyidagicha aniglangan:

a)P{{,,-k}"kzl k(kzz c —Z;k e k)

b) P{f..=2“""""“"}=~,(k=1,2,3,...).

Bu ko* rinishdagi ketma-kethklar uchun katta sonlar qonuni o‘rinli bo‘lishini
isbotlang.

2. Agar {&} tasodifiy mlqdorlar ketma-kethgl quyidagicha aniglangan bo‘lsa
P{f =k* } P k=~ka}=§

u holda katta sonlar qgonuni ba_]anllshl uchun a<§ shartni bajarilishi zarur va
yetarli. -

3. Agar bog‘liq bo*lmagan 51,4"2, -»$n - tasodifiy miqdorlar
I ]xldF(x) >0,

.lSkSn

shartni qanoatlantlrsa, u holda {&) ketma-kethk katta sonlar qonuniga
bo‘ysunishini isbotlan

4. Stirling formulasxdan foydalanib, 1\(t1yor1y fiksirlangan n uchun ushbu
munosabat A& da o‘rinli bo‘llshhglm 1sbotlang

Vi “zf;-ze{ sa(m-4 ][0

5. Aytayhk P{§<x} F(x) taqs1mot funksiya uz]uk51z {m} tasodifiy

miqdorlar esa, ehtimol bo* yicha birga intilsin: ya’ni 17"—>1 u holda quyidagi
tengliklarni isbotlang:

130



a) lim P, +11, < x}=F(x-1),

b) lim P{;}— < x} F(x).

} tasodifly miqdorlar ketma-ketligining & hadi g,, 1 yoki

hqa hech bir & larga bog‘liq emas. ,
holda katta sonlar qgonuni bajarilishi 1sbotlansm

=2S,~-n (tanga n marotaba- tashlanganda

6. Faraz gilaylik {&n

&y hadiga bog'lig bo’ 1ib, bos
Agar D&y<c<w® bajarilsa, u

7. Tanga tashlanganda p= %, Ny
“gerb”larning tushishlar soni) bo‘lsin. U holda quyidagi munosabatlarni isbotlang:

A) lim P{'T—‘q} =o(t)- o(-1),

n—yx

B) lim P{T < t} (P(x)

n—w

8. Juft & lar uchun ushbu munosabat o°rinli bo® llshhgx ko‘rsatilsin:

{N.,""k}—(1+s ) Jn
bu yerda n—»w da &—0. - ,
k?

9. Quyidagini isbotlang: sup,/:rnP{N m= ‘—e -0, bu yerda SUP
barcha juft & lar bo‘yicha olinadi. . s

10. Puasson teoremasida yaqinlashish tezligi uchun, quyidagi baho o‘rinli

pet| 24 .

bo‘lishligini isbotlang: SHPP wW-=—1"7" bu yerda k=0,1,2,...

11. Ushbu fomlulalaxm lsbotlang

a) ?tdF(t)= T[l —F())a,

0 0
v Jur()=[FO.
12. 3p(4,) qatorniné pzoglashuvehi bo'lishligt uchun M1 4il=w,

k=1

bo‘lishligini isbotlang. A .
ida B hodisaning 10"y perish ehtimo

13. 1000000 tajribaning har bint
berish ehtimolligini toping.

bilan r0°y
teng. B hodisa eng katta ehtimollik ld pesh ochkoning eng katta ehtimollik bilan

14. Kubik 366 marta tashlanganda beS
tushishini ehtimolligini toping.

li—;-ga
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V1 bob. XARAKTERISTIK FUNKSIYA VA UNING XOSSALARI

1-§. Xarakteristik fanksiyaning xossalari
Biz hagiqiy tasodifiy miqdorlar bilan bir qatorda kompleks o‘zgaruvchili
tasodifiy miqdorlarni - hamy o‘rganishimiz mumkin: $(w)+in(®); bu- yerda
=1, (£7) tasodifiy juftlik. Bunda M($+in)=ME+iMn deb qabul
qilishimiz tabiiy. Kompleks ozgaruvchili £=£ +if, va n=1,+in, tasodifiy
migdorlar bog‘lig emas deyiladi, agar bularga mos (&.£,) va (m.m,) tasodifiy

vekrotlarni  qismiaridan tzilgan  o(£.£,) va o(m.1m,) algebralar bog'liq

bo‘lplqsa. Bunday miqdorlar uchyn ¢ va y haqigiy va mavhum qismga gjratish
yo'li bilan quyidag; multiplikativ xossani o‘rinlj ekanligini ko‘rsatish mumbkin:
Min=M¢- My

Ta’rif. o<t <o oraliqda qaralayotgan ¢ tasodifiy migdoni xarakteristik
funksiyasi deb, quyidagi kompleks o‘zgaruvchili funksiyaga aytiladi:
?: (£) = Me* = [ e=dF(x) 1)
bu yer da F(x) esa, & tasodifiy miqdorning tagsimot funksiyasi.
Agar ¢ tasodifiy miqdorni zichlik funksiyasi f{x) mavjud bo‘lsa, u holda
;(¢)= [ e*dF (x) xarakteristik funksiyasi ham mavjud bo‘ladi, bu esa_f{x)
funksiyani  Fur'ye almashtirishning ~ xuddi o‘zginasi. Bizga * :kompleks

0‘zgaruvchilar funksiyalar kursidan ma’lumki, e” = cost +isinf. Shiming uchun,
(1) formulani quyidagicha yozish mumkin:
Ps(t)=Me* = M cos(t§)+iM sin(2£)

hamda l("f (t)|= !Mei“l <1 bundan ixtiyoriy ¢ tasodifiy migdorning xarakteristik
funksiyasi mavjudligi kelib chiqadi.

Xossalari:

1.g(0)=1;

2. ]¢(t)| <y
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1-, va 2-xossalarning isbot ravshan.

3. p(t) funksiya —e << da tekis uzluksiz;

4. o(-1)= m bu yerda chizigcha kompleks qo‘,shmél,'igii_lj‘ bildiradi.
Isboti (1) = Me* = Me™ = Me™* tenglikdan kell> chigadi.
5. Agar &1, > &, bog'liq bo‘lmagan tasodifiy migdorlar bo‘lsa, u holda
S =E+..+6, yig‘indining arakteristik funksiyasi @ ()= (0)..9: ()82

teng. Isboti.
@5, (1) M6+ = Me™e
= Me" M. Me™ = ¢, (1) 7, ()2, (8);

i gt =

6. Agar =a&t+h, u holda ¢, (N=€"9; (at).

)= M5 ) = o Me™ = e”p; (at).

ni barcha x>0 uchun
(£)= [ costxdF (x);

Tsboti. @,z (¢
7. Agar F(x) - simmetrik tagsimot bolsa, ya’
F(-x)=1-F(x), u holda @(f) —juft funksiya va @
funksiya bo‘lsa, u holda
un shunday tasodifiy migdorni olamizki,

Bu xossani isbotlash uch
s tasodigiy migdor ham xuddi & kabi

8. Agar o(f) - xarakteristik |¢(t)|2ham xarakteristik

funksiya bo‘ladi.

bunda ¢ ()=o(t). Asr ikkinchi

gan bolsa, biroq & g2 bog'liq bo‘Imasa, u holda yuqoridagi xossalarga

tagsimlan,
asoslanib, . .
0 ()= 0 (1)@ ()= o()-o(-0)=0(0)-#()= o) -
akteristik funksiya bir giymatli aniglanadi. ‘

ossalarni isbotsiz keltiramig. .
Aytaylik, @(f) fuksiyd quyidagi shartlami

9. p(1) xar
Quyidagi ikkita muhim X
10. Poya teoremasi.

ganoatlantirsin: )
2 0(1)20, (0=t (2<% p(0)—0

b) uzluksiz, juft, pastga botiq. ) o N
U holda ¢(¢) funksiyd piror F(X) taqsimot funkstyaning xarakteristik

funksiyasi bo‘ladi:
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() =[e"dF(x)

11. Bexner-Xinchin teoremasi. Kompleks qiymatli ¢@(7) funksiyasi
xarakteristik funksiya bo‘lishi uchun uning musbat aniglangan bo‘lishli zarur va
yetarli, ya'ni ixtiyoriy kompleks A,,4,,...,4, sonalr uchun va ¢,4,,....t, € R’

P 7 ‘. o —
2%¢(qmg)&1120
ij=

- ;Yuqorida keltirilgan Poya' teoremasi xarakteristik funksiya qurishni qulay
metodini beradi. Masalan
’ P (t)=e'|’|

1-lg , lgs1
{)=
%0

1 9\t

t t
¢ 3 [] 1

f|<a<1 oraligda @,(¢) bilan ustma-ust tushadigan ¢,(7) funksiya shular
3
jumlasidandirg.

0 ()

Ravshanki, @,(f) va ¢,(f) funksiyalar turli F, va F5 tagsimot

fanksiyalarning xarakteristik funksiyalari, birog, |¢|< alarda ular uchun
[ edF, (x) = | e=dF,(x)

Bexner-Xinchin teoremasi ¢(f) xarakteristik funksiya musbat aniglangan
funksiyadir. Hagigatdan ham, agar & tasodifiy miqdorni olsak, bunda
@:(r)=9(?), ubolda

n . 2 L3 -
o< M[S he| = 3 AT (6 -)
=] =)

Biroq aksinchasini isbotlash qiyinroq.
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2-§. Markaziy limit teorema

Normal qonun ehtimollar nazariyada markaziy o‘rinlardan birini egallaganligi
sababli, qanday shartlarda tasodifiy miqdorlar yig‘indisining ehtimoli normal
qonunga intilishini o‘rganish giziqarlidir.

Biz xarakteristik funksiyalar metodidan foydalanib markaziy limit teoremani
isbotlaymiz.

1-teorema (Lyapunov). Faraz qilaylik. &,£,,... bog‘liq bo‘Imagan tasodifiy
miqdor bo‘lib,

ME =0, ME =0}, MIE| <.
Hamda io;.’ = D? deb belgilaylik. Agar,

lim =53 mlef =0 )
uholda &,¢,,... tasodifiy migdorlar uchun markaziy limit teorema o*rinli:
& +'D"+5~ 23N (0, 1) @

boshgacha aytganda

(5, D, g"Sx)—)(D(x)-J._Ie 2dt  (3)
Isboti. Faraz qilaylik,

) 5,4- +&
o.()=Me", o ()=Me >
U holda xarakteristik funksiyaning xossasiga ko‘ra:

vi(t)= g@ (DL) = g[l +[¢, (DL)] -1]

1-§ dagi 4-formulaga asosan n=:

2
¢,[ ;) 1-2—‘,)—2[0.-’%{1,#“)] ®)

~

4)

bu yerda |e <3
y i [ D,,) o;.
Shuning uchun
t o}
(0,(-—]—152?-4. 6
D, D’ ©
Lyapunov tengsizligiga ko‘ra
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Mg s3mlef
ya’ni o} <M |§,|3

ol+0.+..4+0,
3

=0.Bundan n—>eda

sup=i—0: )

isn U,

t
1L ]-1
wl (D,. ]
4 . .
va shuning uchun yetarlicha katta » lar uchun z=g, (—D—)—l funksiyani |z|<1da

‘Demak, n— ooda

o} ~
<2f i 8
sup—-s (8)

isn

sup
isn

n

quyidagi qatorga yoyishimiz gonuniydir
log(1+2)=z(1+£(2)) ©)

bu yerda, agar [2|< 717- bo‘lsa, u holda Is(z)l <z.

Shuning uchun (9)ga asosan

i) ool
bu yerda [6,[<1. Shuningdek,n " :2
logwn(i)=§[?’s(’é; )f1]+§9‘[¢i[ ]—IJ

3o, (Bt”—)—l

(6) va (8) gako‘ra ) }
li 6; [¢i (_t') - 1] \& ("t_] -1
p=i D, D, =1
2 [} z 2
gl;.zz?-,b'—z =2t S‘lslf

t £ 1-1
“’f(‘b‘)"‘- o)

Oxirgi ifodada n—> o da nolga intiladi. Shunday gilib, (10‘) ning o‘ng gismi
n — oo da nolga intiladi. So‘ngra n=3 bo‘lgan Teylor qatoriga qo ysak:

3
(”)
t ol \Du) | (L )rme],
(’"(FJ_ =2 a |\ ¢

<3M|£[ . Demak,

i~/

~

A~

< sup =

isn

el

o’

< 42 sup—L
isn

<sup
isn

n
n

bu yerda

{5
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S[o)- |58 ) )
bu yerda IIF 2:[8 (-D’—"]+ Mgf]

n
1 n
anllgirao.

< 343-2”',M & . Teorema shartiga ko‘ra'n— oo
n i=t

‘l
Shunday qilib, #—>eoda y,(f)—>e 2, teR*. A
2-teorema. Faraz qilaylik, &.&,,... bog‘liq bo‘lmagan, bir xil tagsimlangan
tasodifiy miqdorlar ketma-ketligi bo‘lib, M& =0, o= ME&? <o bo‘lsin, u holda
&+.+E p s N(0,1)
on
Isboti. Agar ¢(f)= Me™ bo‘lsa, u holda

rrr=ssofubtgtil-[o ]

,p(t):l-!zi[Mgf+e(t)]=1-§[az+e(z)]

bu yerda ¢ — Oda, £(¢) — 0. Shuningdek,

q’(aff—):l_%_;’_zn. (af]

Shuning uchun ixtiyoriy fiksirlangan f € R? uchun

{5 -

3-teorema. Agar o‘zaro bog‘liq bo‘lmagan tasodifiy miqdorlar &,&,,
ketma-ketligi Lindeberg shartini qanoatlantirsa

D2 2 | x'dF,(x)=0,
D, iSijpen,
uholda n—>eoda markaziy limit teorema o‘rinlidir.

Yugqorida aytilgandiki, taqsimot funksiya bilan xarakteristik funksiya o‘rtasida
quyidagicha uzluksiz munosabat mavjud:

(R F) e (e.()> (1), ter
Bu teoremadan xarakteristik funksiyalarning ketma-ketligi yaqinlashishidan
ularning tagsimot bo‘yicha yagqinlashishi kelib chiqadi va aksincha.

Birogq,

137



2
o(x)= 7;_742 * funksivaning giymatlar jadvali

JADVALLAR

x 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
00 | 03989 | 3989 3989 3988 3986 3984 3982 3980 3977 | 3973
0.1 3970 3965 3961 3956 395] 3945 3939 3932 3925 | 3918
02 3910 3902 3894 3885 3876 3867 3857 3847 3836 | 3825
03 3814 3802 3790 3778 3765 3752 3739 3726 3712 | 3697
04 3683 3668 3653 3637 3621 3605 3589 3572 3555 | 3538
0,5 3521 3503 3485 3467 3448 3429 3410 3391 3372 | 3352
06 3332 3312 3292 3271 3251 3230 3209 3187 3166 | 3144
0,7 3123 3101 3079 3056 3034 3011 2989 2966 2943 | 2920
038 2897 2874 2850 2827 2803 2780 2756 2732 2709 | 2685
0,9 2661 2637 2613 2589 2565 2541 2516 2492 2468 | 2444
L0 | 02420 | 2396 2371 2347 2323 2299 2275 2251 2227 | 2203
11 2179 2155 2131 2107 2083 2059 2036 2012 1989 | 1965
12 1942 1919 1895 1872 1849 1826 1804 1781 1758 | 1736
13 1714 1691 1669 1647 1626 1504 1582 1561 1539 | 1518
14 1497 1476 1456 1435 1415 1394 1374 1354 1334 1315
15 1295 1276 1257 1238 1219 1200 1182 1163 1145 | 1127
L6 1109 1092 1074 1057 1040 1023 1006 0989 0973 | 0957
17 0940 0925 0909 0893 0878 0863 0848 0833 0818 | 0804
18 079 | 0775 | o761 | o743 0734 .| 0721 0707 | 0694 | 0618 | 0669
L9 0656 0644 0632 0620 0608 [ 0596 0584 0573 0562 | 0551
20 10,0540 | 0529 0519 0508 0498 0488 0478 0468 0459 | 0449
2,1 0440 0431 0422 0413 0404 0396 0387 0379 0371 | 0363
22 0355 0347 0339 0332 0325 0371 0310 0303 0297 | 0290
23 0283 0277 0270 0264 0258 0252 0246 0241 0235 | 0229
24 0224 0219 0213 0208 0203 0198 0194 0189 0184 0180
2,5 0175 0171 0167 0163 0158 0154 0151 0147 0143 | 0139
26 0136 0132 0129 0126 0122 0119 0116 0143 o110 | 0107
2,7 0104 0101 0099 0096 0093 0091 0088 0110 0084 0081
2,8 6079 0077 0075 0073 0071 0069 0067 0084 6063 | 0061
2,9 0060 0058 0056 0055 0053 0051 0050 0063 0047 | 0046
3,0 0.0044 0043 0042 0040 0039 0038 0037 0036 0035 0034
31 0033 0032 0031 6030 0029 0028 0027 0026 0025 | 0025
32 0024 0023 0022 0022 0021 0020 0020 0019 0018 | 0018
33 0017 0017 0016 0016 0015 0015 0014 0014 €013 | 0013
34 0012 o012 0012 0011 0011 0010 0010 0010 00609 | 0009
35 0009 0008 6008 0008 0008 0007 0007 0007 0007 | 0006
3,6 0006 0066 0006 0005 0005 0005 0005 0005 0005 | 0004
37 0004 0004 0004 6004 0004 0004 0003 0003 0003 | 0003
38 0003 0003 0003 0003 6003 0002 0002 0002 0002 | 0002
JLM% 0002 | o002 | 0002 | 0002 | oooz | o002 | ooo1 | ouol
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1

bl
b4

X
o} (\) = NP Ie 2 dz funksiyaning giymatlar jadvali
Y/
X 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0,0 0,00000 | 00399 { 00798 | 01197 | 01595 | 01994 | 02392 | 02790 | 03188 | 03586
0,1 03983 04380 | 04776 | 05172 { 05567 | 05962 | 06356 | 06749 | 07142 |-07535
0,2 07926 08317 | 08706 | 09095 | 09483 | 09871 | 10257 | 10642 {.11026 ; 11409
0,3 11791 12172 | 12552 | 12930 { 13307 | 13683 | 14058 | 14431 1 14803 | 15173
0,4 15542 15910 | 16276 | 16640 | 17003 | 17364 | 17724 | 18082 | 18439 | 18793
0,5 19146 19497 | 19847 | 20194 | 20540 | 20884 | 21226 | 21566 | 21904 | 22240
0,6 22575 22907 | 23237 | 23565 | 23891 | 24215 | 24537 | 24857 | 25175 | 25940
0,7 25804 26115 | 26424 | 26424 | 27035 | 27337 | 27637 | 27935 | 28230 | 28524
0,8 28814 29103 | 29389 | 29637 | 29955 | 30234 § 30511 | 30785 { 31057 | 31327
0,9 31594 31859 | 32121 132381 | 32639 { 32894 | 33147 | 33398 | 33646 | 33891
1,0 34134 34375 | 34614 | 34850 | 35083 | 35314 | 35543 | 35769 | 35993 | 36214
L1 36433 36650 | 36864 | 37076 | 37286 | 37493 | 37698 | 37500 | 38100 | 38298
1,2 38493 38686 | 38877 | 39065 ! 39251 | 39435 | 39617 | 39796 | 39973 | 40147
1,3 40320 40490 | 40658 | 40824 | 40988 | 41149 | 41309 | 41466 | 41621 | 41774
14 41924 42073 | 42220 | 42364 | 42507 | 42647 | 42786 | 42922 | 43056 | 43189
1.5 43319 43448 | 43574 | 43699 | 43822 | 43943 | 44062 | 44179 | 44295 | 44408
1,6 44520 | 44630 | 44738 | 44845 | 44950 | 45053 | 45154 | 45254 | 45352 | 45449
1,7 45543 45637 | 45728 1 45818 | 45907 | 45994 | 46080 | 46164 | 46246 | 46327
1,8 46407 | 46485 | 46562 | 46638 | 46712 | 46784 | 46856 | 46926 | 46995 | 47062
1,9 47128 47193 | 47257 1 47320 | 47381 | 47441 | 47500 | 47558 | 47615 | 47670
2,0 47725 47778 | 47831 | 47882 | 47932 | 47982 | 48030 | 48077 | 48124 | 48169
2,1 48214 | 48257 | 48300 | 48341 | 48382 | 48422 | 48461 | 48500 | 48537 | 48574
2,2 48610 48645 | 48679 | 48713 | 48745 | 48778 | 48809 | 48840 | 48870 | 48899
2,3 48928 48956 | 48983 | 49010 { 49036 | 49061 | 49086 | 49111 | 49134 | 49158
2,4 49180 49202 | 49224 | 49245 | 49266 | 49286 | 49305 | 49324 | 49343 | 49361
2,5 49379 49396 | 49413 | 49430 | 49446 | 49461 | 49477 | 49492 | 49506 | 49520
2,6 49534 49547 | 49560 | 49573 | 49585 | 49598 | 49609 | 49621 | 49632 | 49643
2,7 49653 49664 | 49674 | 49683 | 49693 | 49702 | 49711 | 49720 | 49728 | 49736
2,8 49744 49752 | 49760 | 49767 | 49774 { 49781 | 49788 | 49795 | 49801 | 49807
2,9 49813 49819 | 49825 | 49831 | 49836 | 49841 | 49846 | 49851 | 49856 | 49861
3,0 49865
3,1 49903
3,2 49931
3,3 49952
3,4 49966
35 | 49977
3.6 49984
3,7 49989
3,8 49993
39 49995
4,0 499968
4,5 499997
5,0 | 49999997




& e—a

P, (a)= 2 pr funksiyaning qiymatlar jadvali
a 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6
0 10904837 | 0,818731 | 0,740818 | 0,670320 | 0,606531 | 0,548812
1 10,000484 | 0,163746 | 0,222245 | 0,268128 | 0,303265 | 0,329287
2 ]0,004524 | 0,016375 | 0,033337 | 0,053626 | 0,075816 | 0,098786
3 0,000151 | 0,001091 | 0,003334 | 0,007150 | 0,012636 | 0019757
4 | 0,000004 | 0,000055 | 0,000250 | 0,000715 | 0,001580 | 0002064
5 0,000002 | 0,000015 | 0,000057 | 0,000158 | 0,000356
6 0,000001 | 0,000004 | 0,000013 | 0000035
) 0,000001 | 0,000003 |
a 0,7 0,8 0,9 1,0 2,0 3,0
0 10,496585 | 0449329 | 0,406570 | 0,367879 | 0,135335 | 0,049787
1 0347610 | 0,359463 | 0,365913 | 0,367879 | 0,270671 | 0.149361
2 10,121663 | 0,143785 | 0,164661 | 0,183940 | 0.270671 | 0.224042
3 0,028388 | 0,038343 | 0,049398 | 0,061313 | 0,180447 | 0224042
4 |0,004968 | 0,007669 | 0,011115 | 0,015328 | 0,090224 0,168031
5 0,000695 | 0,001227 | 0,002001 | 0,003066 | 0,036089 | 0.100819
6 | 0,000081 | 0,000164 | 0,000300 | 0,000511 | 0.012030 0,050409
7| 0,000008 | 0,000019 | 0,000039 | 0.000073 | 0,003437 | 0.021604
8 0,000002 | 0,000004 | 0,000009 | 0,000859 | 0.008101
9 0,000001 | 0,000191 | 0,002701
10 0,000038 | 0.000810
11 0,000007 | 0,000221
12 0,000001 | 0,000055
13° 0,000003
14 0,000003
15 0,000001
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