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С У З  Б О Ш И

Китобхон эътиборига з^авола килинаётган мазкур «Олий 
м атематика» дарслиги олий техника институтларининг тал аб а -  
лари учун мулжалланган .

Унда келтирилган мавзулар олий уц ув  юртларининг мухан- 
дис-техник в а кишлоц хуж алик  мутахассисликлари учун м а т е 
матик фанларнинг амалдаги  дастурига т ул а  мое келади.

Дарслик икки жилддан иборат булиб, унинг биринчи жил- 
дига чизи^ли алгебра ва  аналитик геометрия элементлари, 
математик анализга кириш, бир узгарувчили функцияларнинг 
дифференциал хисоби, функцнялгарни хосилалар ёрдамида тек- 
шириш, хациций узгарувчининг вектор в а  комплекс функция- 
лари, бир узгарувчили функцияларнинг интеграл хисоби, бир 
неча узгарувчили функциялар хам да  оддий дифференциал тенг- 
ламаларнинг асослари киритилган.

Д арслнкда келтирилган мавзуларнинг иложи борича ^атъий 
ва тушунарли булпшнга харакат  килинди хам да куп ми^дорда 
мисоллар билан таъминланди, бу эса назарий мазмуннинг м аъ- 
носини очишга ёрдам  беради ва дарсни баён ^илишни ани^ 
ва тушунарли цилади. Ундан таш кари, утилган мавзуларни 
муста^камлаш  учун уз-Узини текшириш мацсадида саволлар  
келтирилган ва мустакил ечиш учун машклар тавсия. этилган; 
уларнинг тартиб рацамлари I бобда В. П. Минорскийнинг «Сбор
ник задач по высшей математике», М., Высш ая школа, 1977 ва  
долган бобларида эса Г. Н. Берманнинг «Сборник задач  по 
курсу математического анализа», М., Н аука , 1985 китоблари- 
дан курсатилган.

Дарсликни ёзншдан м аксад  ам алдаги  «Д астур »  га  т ул а  
мос келадиган ягона укув  китобининг пуклигпдир. Уни ту- 
зишда «Д астур »д а  тавсия килинган асосий ва кушимча ада-  
биётлардан ^ам да узбек  тилида чоп этилган дарслик ва  Укув 
кулланмаларидан  кенг фойдаланилди. М азкур  дарсликни 
«Олий математика мнсол ва м асал ал ар д а»  уцув ^улланмаси  
билан тулдириш кузда  тутилган.

Муаллиф дарсликни тузишда, унинг айрим цисмларини
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ёзишда берган маслахатлари ва ёрдамлари учун «Олий ва ама- 
лий м атем ати ка»  кафедраси у^итувчиларига миннатдорчилик 
билдиради.

Узбекистон ФА нинг ^а^и^ий аъзоси, физика-математика 
фанлари доктори, профессор В. К. Крбуловнинг дарсликка или^ 
муносабати учун муаллиф уз миннатдорчилигини билдиради.

Узбекистон ФА нинг мухбир аъзоси, ТошДУ «Амалий мате
м ати ка»  кафедрасининг мудири, физика-математика фанлари 
доктори, профессор Н. Ю. Сотимовнинг дарслик мазмунини 
мукаммаллаш тириш  борасидаги фикрлари учун муаллиф уз 
ташаккурини билдиради.

Холисона такриз, танкид ва дарсликни бир хил булган 
узбек ва рус тилларидаги нусхаларини ёзишда йул куйилган 
камчиликларни курсатганлари учун Ломоносов номидаги М ДУ 
профессори, физика-математика фанлари доктори А. С. Ан- 
дреевга, Россия ФА А. А. Благонравов номидаги машинасозлик 
институтининг профессори, физика-математика фанлари доктори
Э. Л. Айрапетовга, Тошкент кишлок хужалигини ирригациялаш 
ва механизациялаш мухандислари института «Олий математи
к а »  кафедраси мудири, профессор Э. Ф. Файзибоевга, ТошДУ 
«Умумий м атем атика»  кафедрасининг катта  уцитувчиси, физи
ка-м атем атика  фанлари номзоди А. А. Рахимовга, таэдшр 
хайъатининг аъзолари физика-математика фанлари номзодла- 
ри, доцентлар М. Жураев, ё . М. Хусанбоев, А. А. ^ам дам овлар -  
га муаллиф уз  ташаккурини билдиради.

Д арслик камчиликлардан холи эмас, албатта, шу сабабли 
муаллиф уртокларнинг уни янада такомиллаштиришга цара- 
тилган фикр ва  мулохазаларини мамнуният билан ^абул цила- 
ди ва олдиндан уз миннатдорчилигини билдиради.

Муаллиф



1 - б о б

ЧИЗИКЛИ АЛГЕБРА ВА АНАЛИТИК ГЕОМЕТРИЯ 
ЭЛЕМЕНТЛАРИ

1 - §.^Текисликда ва фазода турри бурчакли)Декарт координаталар^биге^-

^/Математиканинг геометрик масалалар алгебраик усул билан ечи- 
ладиган булими аналитик геометрия деб аталади. Аналитик гео- 
метриянинг асоси координаталар усули булиб, уни XVII асрда фран
цуз математиги га файласуфн Рене Декарт киритган ва бу усулни 
купгина геометрик масалаларга татбик этган. Координаталар 
усули нуктанинг сазиятини координаталар системасини хосил кила- 
диган бирор чизикларга нисбатан к(арашга асосланади. Дастлаб, тур
ри чизикда ётган нуктанинг газияти кандай аникланишини курайлик. 
Ихтиёрий турри чизик олайлик, унда бошлангич О нукта танланган, 
:ано1̂ нинг мусбат й у на лиши «—»> билан курсатилган хамда узунлик 
бирлиги (масштаб) танланган булсин (1-шакл). Бундай турри чизи^
(//{ деб аталади.

М  — бу турри чизикнинг ихтиёрий нуктаси булсин. ОМ йунал- 
ган кесманинг (яъни бошлангич нуктаси О ка охирги нуктаси М  
курсатилган кесманинг) катталиги (узунлиги) ОМ ни карайлик. Эс-
латиб утамизки, ОМ нинг йуналиши укнинг йуналиши билан устма-
уст тушганда ОМ =  | ОМ | булади. ОМ нинг йуналиши уцнинг йуна-
лишига карама-карши булган холда эса ОМ =  — | ОМ | булади, бу
грда | ОМ | йуналган ОМ кесманинг узунлигини билдиради.

Бунга асосланиб, энди /VI нуктанинг укдагн вазиятини ОМ йунал- 
ган кесманинг ОМ катталиги ёрдамида аниклаш мумкин. Бу сонни 
Зиз М  нуктанинг координатаси  деб атаймиз ва д: харфи билан бел- 
гилаймиз. Шундай цилиб, л: =  ОМ. Ох укни координата  уки деб 
атаймиз.

о м
--------1-------- 1-------- 1-------- ■---------1---------•-------- 1 »  ■-------- ._______^  х

- 4  - э  - 2  - 1  0  1  г  3  4

1- шакл.
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У

4

3

2 5 М
1

А
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 ч  *

2 шакл.

Энди текисликда ётган ну^- 
танинг вазияти кандай аншугани- 
шини куриб чи^айлик. Боши у  му
мий ва бир хил масштаб бирли- 
гига эга булган иккита узаро 
перпендикуляр Ох ва Оу у^лар 
текисликда тутри бурчакли Д е 
карт координаталар системасини 
хосил килади. Ох укни абсцисса- 
лар  уки (горизонтал ук), Оу 
укни ординаталар  уки (верти
кал ук), уларни биргаликда эса 
координаталар уки деб атаймиз. 

Координата укларининг кесишиш нуктаси — О ну^тани координа
т а л а р  боши, Ох ва Оу уклар жойлашган текисликни эса коорди
н а т а л а р  текислиги  деб атаймиз ва Оху билан белгилаймиз (2- 
шакл).

М  — текисликнинг ихтиёрнй нуктаси булсин, унинг вазияти бит- 
та сон билан эмас, балки иккита сон билан аницланади. М  нуцта- 
дан Ох ва Оу укларга М А  ва М В  перпендикулярлар туширамиз. М  
нуцтанинг х  ва у  турри бурчакли координаталари деб, мос равишда
ОА ва ОВ йуналган кесмаларнинг ОА ьа ОВ катталихларига айти- 
лади. Шундай килиб, х  =  ОА, у  =  ОВ.

М  ну^танинг х ва у  координаталари м э ;  равишда унинг абсцис- 
саси ва ординатаси деб аталади. М  нуктанинг х  ва у  координата- 
ларга эгалиги бундай куринишда ёзилади: М  (х\ у), бунда кавсда 
биринчи уринда нуктанинг абсциссаси, иккинчи уринда ординатаси 
к урсатилади.

Шундай килиб, танланган координаталар системасида текислик
нинг хар бир М  нуктасига хакикий сонларнинг биргина тартиблан- 
ган жуфти (х\ у) — унинг координаталари мос келади, ва аксинча,

хакикий сонларнинг хар бир 
тарти'бланган жуфти (х; у) га 
Оху текисликда шундай бир
гина М  нук;та мос келадики, 
унинг абсциссаси х га, орди
натаси у  га тенг булади.

Координата уклари текис
ликни чораклар деб аталади- 
ган турт булакка булади. 3- 
шаклда чоракларнинг тартиб- 
ланишлари, цуйидаги жадвал- 
да эса нукталарнинг у  ёки бу 
чоракда жойланишига т^араб, 
уларнинг координаталари ишо- 
ралари курсатилган:

3- ш акл.

У

й Т

X
0

Ш Ш.
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I 11 III IV

X + — — !

У + -ь —

Энди фазодаги нуктанинг 
сазиятини аниклашга утамиз.
Битта О нуктада кесишадиган 
ва бир хил масштаб бирлигига 
эга булган учта узаро пер
пендикуляр Ох, Оу ва Ог 4- шакл. 
уклар фазода турри бурчак-
ли Декярт координаталар системасини аниклайди па у  бундай бел- 
гиланади: Охуг. Бунда О нукта координаталар боши, О х— абсцис- 
салар уци, Оу — ординагалар уки , Ог — аппликаталар уци дейилади.

М  — фазонинг ихтиёрий нуктаси булсин, у  оркали Ох, Оу, Ог 
координата укларига перпендикуляр булган учта текислик угказа- 
миз (4- шакл). Бу текисликларнинг уклар билан кесишиш нуктала- 
рнни мос равишда А, В , С оркали белгилаймиз. М  нуктанинг х, у , 
г  турри бурчакли координата-
лари деб, мос равишда, О А, ОВ,
ОС йуналган кесмаларнингОЛ,
ОВ, ОС катталикларига айти- 
лади. Шундай килиб, .х: =  О А, 
у =  ОВ, г  =  ОС. Бунда х  со - 
ни М  нуктанинг абсциссаси, 
у сони ординатасн, г сони ап - 
пликатасп деб аталади. М  
нуктанинг х, у  па г коорди- 
наталарга эга эканлиги куйи- 
дагича ёзилади: М (х\ у; г).
Шундай килиб, танланган ко
ординаталар системасида фазо
нинг хар бир .V/ нуктасига 
хакикий сонларнинг биргина 
таргибланган учлигн {х\ у, 
г) — тугрп бурчакли координа- 
таларн .мос келади ва аксинча, 
хакикий сонларнинг хар бир 
тартибланган учлигн (.г; у ; г) 
га фазода биргина Л-1 нукта 
мос келади. хОу, уОг, ва хОг
текисликлар координата текнс- 5 - шакл.
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ликлари деб аталади. Улар 'бутун фазони о к т а н т л а р  деб аталади- 
ган саккиз булакка (кисмга) булади. 5-шаклда октантларнинг тар- 
тибланиши, куйидаги жадвалда эса нуцталарнинг у  ёки бу октантда 
жойлашишига безлик равишда уларнинг ишораларини ани^лаш кур- 
сатилган:

I II III IV V VI VII VIII

X + — — + + — — +

У + + — — + + — —

г + + + + — — — . —

и
2- §. Векторлар. Векторларнинг тенглнги

Физик, кимёвий ва бош^а ходисаларни урганишда учрайдигаь 
катталикларни икки синфга булиш мумкин. Скаляр  катталиклар 
деб аталадиган катталиклар синфи мазжудки, уларни характерлац 
учун бу катталикларнинг сон кийматларини курсатиш етарлидир. 
Булар, масалан, хажм, масса, зичлик, харораг за бошкалардир. 
Лекии шундай катталиклар мавжудки, улар факат сон цийматлари 
билангина эмас, балки йуналиши билан хам характерланади.

Улар йуналган к а т т а л и к л а р  ёки вектор  к а т т а л и к л а р  деб ата
лади. Масалан, харакатланаётган нуктанинг бир вазиятдан и к к и н ч р  
вазиятга кучишида таъсир этаётган кучни характерлаш учун куч- 
нинг улчамларини курсатиш кифоя килмасдан, балки бу кучпиш 
йуналишини хам курсатиш зарурдир. ^\аракат тезлиги, магнит ё и  
электр майдоннинг кучланганлиги ва бошка катталиклар хам шунгг 
ухшаш характерланади. Буларнинг хаммаси вектор катталикларп 
оид мисолдир. Уларни тасвирлаш учун вектор тушунчаси киритил 
ган булиб, у математиканинг узи учун хам фойдали булиб чикди 
Биз юкорида йуналган кесма хакида гапирганимизда, унда йуналии 
аникланган, яъни унинг четки нукталаридан кайси бири боши, кай 
си бири охири эканлиги курсатилган кесма эканлиги хакида айтга! 
эдик.

1 - т а ъ р и ф .  Йуналган кесма вектор  деб аталади.
Векторни АВ  куринишдя белгилаймиз, бунда биринчи харф век 

торнинг бош нуктасини, иккинчи харф эса унинг охирги нуктасиш 
белгилайди. Векторни, шунингдек, устига «->-» чизилган бигта .\apcj
билан хам белгилаймиз: а . АВ  векторнинг узунлигини унинг моду—► “Н
ли деб атаймиз ва | А В  | куринишда белгилаймиз. Агар вектор а
билан белгиланган булса, у  холда унинг модули \а\ ёки а  била! 
белгиланади.
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6- шакл. 7- шакл.

Боши охири билан устма-уст тушган вектор ноль вектор деб 
налади ва 0 билан белгиланади. Бундай сектор тайин йуналишга
та эмас, унинг модули нолга тенг, яъни 10 1 =  0 .

2 - т а ъ р и ф .  Битта турри чизикда ёки параллел турри чизиклар-
;а ётувчи а  ва Ь векторлар коллинеар векторлар  деб аталади.

Коллинеар векторлар бир хил ёки карама-карши йуналган бу- 
[иши мумкин (6 - шакл).

3 - т а ъ р и ф .  а  ва Ь векторлар коллинеар, бир хил йуналган ва 
■зунликлари тенг булса, улар те н г  векторлар  деб аталади.

а  ва Ь векторлар тенг булса, бундай ёзиладн: а  =  Ь. Агар бе- 
«лган Еекторни уз-узига параллел кучирсак, 3- таърифга асосан, 
:на берилган векторга тенг вектор хоеил киламиз. Шу маънода 
налигик геометрияда векторлар эркин векторлар деб хисобланади.

4 - т а ъ р и ф .  Битга текисликда ёки параллел текисликларда 
тувчи векторлар компланар векторлар  деб аталади.

Агар компланар векторларнинг бошлари умумий ну^тага эга 
¡улса, улар битта текисликда ётишини курсатиш кийин эмас.

АВ  ва ВА векторлар карама-кариш  векторлар  деб аталади. Агар
1В =  а  каби белгиланса, у  холда унга карама-карши Еектор В А =
= — а  билан белгиланади (7- шакл).

3- §. Векторлар устида чизикли амаллар

Векторлар устида чизикли амаллар деб, векторларни кушиш ва 
йириш хамда векторни сонга купайтиришга айтилади. Бу амаллар- 
[и алохида куриб чикамиз.

Нолдан фаркли иккита ихтиёрий а  ва Ь вектор берилган бул- 
ин. Ихтиёрий О нуктани оламиз ва ОА =  а  векторни ясаймиз, сунг- 
а А нукгага АВ  =  Ь векторни куямиз. Иккита а  ва Ь векторнинг 
Шгиндиси а-\-Ь  деб биринчи кушилувчи векторнинг бошини ик-

—>■
синчи кушилувчи Еекторнинг охири билан туташтирувчи ОВ век- 
■орга айтилади. Векторларни бундай кушиш усули учбурчак усули 
[ейилади (8- а  шакл).

Векторларнинг йигиндисини бошкача усул билан хам аниклаш
думкин. Бирор О ну^тадан ОА — а  ва ОС =  Ь векторларни куямиз.



а  + Ь

8- шакл.

Бу векторларни томонлар сифатида олиб, ОАВС параллелограмм
ясаймиз. Параллелограммнинг О учидан утказилган диагонали ОБ
вектор, а  ва Ь векторлар йириндиси а +  Ь вектордир. Векторларни 
бундай кушиш усули параллелограмм коидаси деб аталади (8- б  
шакл).

Икки векторнч кушишнинг иккинчи усули синиц чизикда кет- 
ма-кет жойлаштирилган исталган сондаги векторлар учун хам яроц- 
лидир. Бунда йигинди синиц чизикни купбурчакка ёпадиган вектор 
булиб, унинг боши биринчи векторнинг боши билан, охири эса сунг- 
ги векторнинг охири билан устма-уст гушади. Бир неча секторни 
бундай кушиш усули купбурчак коидаси деб аталади (9- шакл).

Кушиш амалининг асосий хоссасини шаклларда тушунтириш 
мумкин.

1. Урин алмаштириш хоссаси (10- шакл) а -Ь Ь =  Ь +  а.
2. Грухлаш хоссаси (11-шакл) (а -Ь Ь) с  = а  +  ф - г  с).
Энди векторларни айириш амалини кушишга тескарп амал сифа

тида аниклаймиз. а  ва Ь векторларнппг айирмаси деб, а — Ь билан
белгиланадиган ва Ь вектор билан йншндиси а векторнн беради- 
ган векторга айтилади. Бундан векторларни айирпш коидаси келиб
чикади, агар а ва Ь векторларнинг боши умумий нуктага куйплса,
у  холда а — Ь пектор хосил булган снник чизикни ёпади ва айи- 
рилувчи векторнинг охиридан камаювчн ьекторнинг охприга йунал- 
ган булади ( 12- шакл).

Энди векторни сонга купайтириш амалини курамиз:

10



11- ш акл. 12- шакл.

: ф  0 векторнинг т Ф  О сонга куп айтм аси  деб, а  векторга Коллине-
P. узунлиги | т  | • | а  | га тенг булган, т  >  О булганда а  вектор би- 
:ан бир хил йуналишдаги, т  <С О булганда эса унга карама-карши
уналган хамда т а  билан белгиланадиган векторга айтилади. Шун-
ай килиб, ff!d =  b булса, у  холда таърифга кура b |j а  ва \Ь | =
= \ т\ -\ а\ . Бу амал купайтириш амалининг асосий хоссаларига 
га.

1 . Урин алмаштириш хоссаси:

т - а  =  а - т .

2. Скаляр сонга купайтиришга нпсбатан грухлаш хоссаси:

/п(п а) =  (пг п) а.

3. Скалярларнн (сонларнн) кушишга нисбатан таксимот хоссаси:

{ т  +  п )а  =  т а  +  п а .

4. Векторларни кушишга нисбатан таксимот хоссаси:

т  (а +  Ь) =  т  а  +  т  Ь.

Бу хоссалар геометрик йул билан осон исботланади.
( — а) карама-карши векторни а  векторни (— 1) сонига купай- 

ирнш натижаси деб караш мумкинлигини айтиб утамиз: ( — а ) =  
= (— 1) а . а  фО  векторни т  Ф  0 сонга булишни доимо а  векторни

-сонга купайтириш деб тушунамиз: — =  — ^  Агар а  векторни
г т т

зининг узунлиги \ а\ га булсак, у холда хосил булган — вектоР»
И

: векторнинг йуналишига эга булиб, узунлиги I га тенг булиши

тшан. Х,акикатан хам, агар ^  = а°  деб белгиласак, у холда
1“ 1
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Узунлиги 1 га тенг булган вектор бирлик вектор  деб аталади. 
Шундай цилиб, исталган а  векторни унинг узунлиги | а  | ва уша 
йуналишли а° бирлик векторга купайтмаси сифатида ифодалаш мум- 
кин: с =  |а|-а°.

4- §. Чизикли эркли векторлар системаси

п та йц а г, . . . ,  а п вектор ва шунча с^, а 2, . . . ,  а п сонни карай- 
миз. Бу сонларнинг мос ьекторларга купайтмалари йигиндиси 

■ > — >-
а 1 а 1 - г  а 2 а г +  . . . +  а п а п векторларнинг чизикли комбинациям  
деб аталади.

Т а  ъриф.  а 1 а 2, . . . ,  а п векторлар системаси учун камида би'х- 
таси нолдан фаркли шундай л та а „  а , ,  . . .  , а п сонлар мавжу; 
булсакн, векторларнинг чизикли комбинацияси нолга тенг, яъни

а 1а 1 +  а 2 а , +  . . . -¡- а п а п =  0 (4.1)
булса, у  система чизикли бог лик си стем а  деб аталади. Акс холдг
а 1, а г, . . . ,  а п векторлар чизикли эркли деб аталади, улар учун (4 .Г 
тенглик фацат =  сс2 =  . . . =  а п =  0 булганда уринли булади.

Агар с 1( а г, . . .  а„ векторлар чизикли боглик деб фараз килсак 
ва, масалан, а х ф  0 булса, у холда

-*■ а 2 -»■ а ,  “*■ а п
а ,  = ----- 2- а 2 — - ± а ч— . . . ----------а п.

«1 а !  а х
Бу ерда

а 2 _ о о Г̂ п _ а
—  Р2’ —  Р з » • • ■ > Рла х « !

деб белгиласак, у  холда

ах =  М *  +  М з  +  ■ • • -г Р„ а п

га эга буламнз. Бу тенгликнннг унг юмонида а 2, а 3, . . . а п век- 
торларнинг чизикли комбинацияси турибди. Шундай цилиб, агар г, 
та вектор чизикли безлик булса, у  холда уларнинг камида битта- 
сини колганларининг чизикли комбинацияси сифатида ифодалаи 
мумкин. Бунга тескари даъьо цам уринли, агар векторлардан бирт 
цолган векторларнинг чизикли комбинацияси сифатида ифодалангаг 
булса, у холда бу векторлар чизикли богликдир. Акс холда барчг 
векторлар чизшуш эркли булиши равшан.

1- м и с о л .  Иккита а  ва Ь вектор коллинеар булганда ва фа- 
к.ат шундагина чизикли боглик булишини исботланг.



Ечиш.  у^ацикатан з а̂м улар 
зикли безлик булса, у  холдг 
1бу тенглик уринли булади:

Ь =  а  а  (а  ф 0);

ндан а  ва Ь векгорлар колли- 
ар эканлиги (векторни сонга ку- 
йтириш амали таърифига кура)
■либ чикади. Тескари даъво хам
три. Х^кикатан хам, агар а  ва Ь векторлар коллинеар булса, у
>лда а  ф  0 сонни доимо шундай танлаш мумкинки, Ь =  ос а  тенг-
1К тутри булади, бу эса а  га  Ь векторларнинг чизикли богликли-
ни билдиради. Бу мисолдан коллинеар булмаган иккита а  ва Ь 
кторнинг доимо чизикли эрклилиги келиб чикади.

2- м и с о л .  Учта а , Ь, с векгорлар компланар булганда ва фа-
11 шундагина чизикли боглик булишини курсатинг.

Ечиш.  ^акикатан хам, улар чизикли бог лиц булса, у  холда
=  а а  +  Р 6 ( а #  0, Р ¥= 0) тенглик турри. Лекин а  а  вектр а  век-
>рга коллинеар, р Ь Еектор Ь векторга коллинеар ва уларнинг оса +
■ р Ь йириндиси а  ва Ь векторлар билан компланар булган вектордир
екторлар йигиндиси таърифига ку'ра). Демак, а ,  Ь ва с вектор- 
Ф компланардир.

Тескари даъво хам тутри. >^акикатан, а , Ь ва с компланар век- 
фларни умумий О бошпга келтирамиз, ОАСВ параллелограммни 
:аймиз (13- шакл).

Равшанки, ОС — О А +  ОВ.
Шу билан бирга ОА ва ОВ векторлар мос равишда а  ва Ь век-

фларга коллинеар. Шунинг учун ОА =  а а  ва ОВ =  рЬ, бу ерда а ,  
— нолга тенг булмаган сонлар.

Шундай килиб, ушбу тенгликка эгамиз:

с =  а. а - г  Р Ь,
{ эса а ,  Ь, с векторларнинг чизикли борлицлигини билдиради. Бу 
исолдан келиб чнцадики, учта компланар булмаган вектор доимо 
1зицли эрклидир (улар орасида иккита коллинеар булгани йук).
удди шунга ухшаш фазодаги хар кандай туртта а , Ь, с, с1, век- 
зрнинг доимо чизикли борликлигини курсатиш мумкин.

5- §. Базис. Базис буйича ёйилма

Т а ъ р и ф. Исталган а  векторни п та чизикли эркли е г, е2, . . .  , еп 
?кторларнинг чизицли комбинацияси орцали ифодалаш мумкин 
/лса, у  холда бу векторлар фазонинг базиси деб аталади.



14- шакл.

Базисни хосил киладиган век 
торлар сони фазонинг улчами де< 
аталади. Базисга кирувчи вектор 
лар базис векторлар деб аталади 
Турри чизикнинг улчами 1 га тен: 
экани равшан, чунки тугри чизицд;
исталган е вектор базис хосил кп 
лади, колгаи векторлар эса у  орца 
ли бундай куринищпа ифодаланиш! 
мумкин:

а  =  а е (а  Ф  0).
Текисликнинг улчами 2 га тенг, чунки текисликда коллинеар бул
маган исталган иккита е1 ва е2 вектор чизикли эркли булиб, баз» 
хосил цилади, цолган барча векторлар эса улар оркали ушбу кури 
нишда ифодаланиши мумкин:

а  =  а е 1 +  $ е 2, (а , 0 =̂ =0).

Фазонинг улчами 3 га тенг, чунки фазода исталган учта коми
ланар булмаган е1, е2, е3 векторлар чизикли эркли [булиб, бази< 
хосил килади, кол га н барча векторлар эса улар оркали ушбу кури 
нишда ифодаланиши мумкин:

а= \и е 1 +  $е.г-\-уе3 (а, р, уф О ).

Векторни базис векторларнинг чизикли комбинацияси куринишид; 
ифодалаш базис буйпча ёйиш деб аталади.

Мисол курайлик. 14- шаклдаги еи ег, е3 векторлар базис ^о
сил килади. Масала а  векторни базис векторлар оркали ифода 
лашдан иборат. Шаклдан куринадики,

а  =  ОЛТ =  ОЛ +  А ^ + (5.1

Лекин ОА вектор е, га коллинеар, АМ1 =  ОБ вектор е2 га колли
неар, =  ОС вектор е.. га коллинеар, шунинг учун АЫХ =  р е2,
ОА =  а е 1, =  7  е3, бу ерда а ,  р, 7 =^0 . Шундай килиб, (5.1 
формула

а  =  а е 1 -Ь р е , -¡- у  е3

куринпшни олади, яъни а  Еектор базис векторларнинг чизикл!
комбинациясидкр ёки а  вектор е1У е2, е3 базис буйича ёйилма т а к  
лида ифодалангаи. Хусусан, базис пекторлар бирлик г.екторлар бу 
лиши му.мкии.
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Тутри бурчакли координаталар 
истемаси киритилган уч улчовли 
)азода базис сифатида координата 
'цларида ётувчи ва йуналишн коор- 
[ината укларинпнг мусбат йунали-

А

I

пи билан устма-уст тушувчи /,
: векторлар олинади. 15- шакл.

6- §. Векторлар проекциялари ва уларнинг координаталари

Фазода бнрор / ук ва бирор АВ вектор берилган булсин. А па 
3 нукталардан бу уцка перпендикуляр туширамиз, А 1 ва нукта-
1ар хосил булади, уларни АВ  векторнинг А бошп ва В  охирининг 
! укка проекциялари деб атаймиз (15- шакл).

|АВ вектор бошининг проекциясини унинг охирининг проекцияси
эилан туташтирувчи вектор А В  векторнинг I укдаги ташкил 
этувчиси ёки ко м п о н ен там  деб атаймиз.

АВ  векторнинг I укка проекцияси деб унинг ташкил этув- 
чисининг I уц йуналишида ёки унга карама-карши йуналганлигига 
^араб, мусбат ёки манфий ишора билан олинган узунлигига айтилади 
(16- шакл). Векторнинг I укка проекцияси бундай белгнланади:
Пр¡А В . Шундай килиб, бундай ёзиш мумкин: Пр^АВ  =  ± \А1В 1 |. 

Проекцияларнинг асосий хоссаларини караймиз:
1. а  векторнинг I укца проекцияси а  Еектор модулининг бу 

вектор билан ук  орасидаги бурчак косинугсига купайтмасига тенг, 
яъни

Бу 17- шаклдан куриниб турибди.
2. Икки® вектор йириндисининг укка  проекцияси кушилувчи век

тор ларнингш у укка проекциялари йигиндисига тенг, яъни

Пр; а  =  |а|созф.

П р ,( а  +  Ь) =  Прга  +  П р ,6 . 

Бу 18- шаклдан куриниб турибди.

в в

з.
пр А£> >0е

16- шакл.
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17- ш акл.

с

с.

18- шакл. 19- шакл.

3. "К соннинг а  векторга купайтмасининг I уцка проекцияси %
сонни а  векторнинг шу укка проекциясига купайтмасига тенг, яъни 
узгармас сонни проекциядан ташкарига чикариш мумкин:

Бу 19- шаклдан куриниб турибди.
Охуг фазода т\три бурчакли координаталар системасини олай- 

лик. Укларнинг хар бирида йуналиши у^нинг мусбат йуналиши би-
лан устма-уст тушадиган бирлик вектор оламиз, уларни г, /, А 
билан белгилаймиз. Бу учала узаро перпендикуляр бирлик вектор 
ортлар  деб аталади. Улар узаро компланар эмас, яъни базис таш- 
кил цилади (20- шакл).

П р ^  а  =  ХПр,а.

г

А

20- ш акл.
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а  =  О А векторнинг координата уцларига проекциялариниа^, а у, а г 
эцали белгилаймиз. Исталган векторни унинг узунлигини уша йу- 
алишдаги бирлик векторга купайтмаси сифатида ифодалаш мумкин

§ нинг охири) булганлиги учун а  векторларнинг уцлардаги 
зшкил этувчилари

ОАх =  а х 1, ОА2 =  а у ], 0А Э =  а2к.

¡улади. Бирок, а  =  ОАг +  А^В +  ВА, бунда АХВ  =  ОА2> ВА =  
= 0 Л3, шу сабабли узил-кесил цуйидагини хосил циламиз:

а  =  а х1 +  а  / +  а^г. (6 . 1)

5.1) формула а  векторнинг /, /, й базис векторлар ёки коорди-
:ата уклари буйича ёйилмасини беради. а  векторнинг а х, а у, а г про- 
кциялари унинг координаталари  деб аталади. Агар векторнинг 
юши координаталар бошида, охири эса А (х, у , г) нуцтада булса, 
г холда ах =  х, а у =  у ,  а г =  г  булади.

Бу холда ОА вектор г орцали белгиланади ва А нуктанинг р а 
диус-векторы деб аталади.

7- §. Координата шаклида берилган векторлар устида 
чизицли амаллар

Агар векторларнинг координата укларидаги проекциялари маъ- 
[ум булса, у  холда бу векторлар устидаги чизикли амалларни улар- 
|инг проекциялари устидаги арифметик амаллар бнлан алмаштириш 
1умкин.

а  =  ах / +  а у/' +  а 21г, Ь =  Ьх г +  Ьу / Ь2 к 
¡улсин. У холда

а ± Ь  =  (ах ±  Ьх ) I +  {ау ±  Ьу) / +  (а2 ±  Ь2) к,

.'к а  =  Х ах 1 - г  Я у Я а гк,
1ЪНИ векторларни кушишда (айиришда) уларнинг бир исмли проекция
м и  цушилади (айирилади), векторни сонга купайтиришда унинг 
:ар бир проекцияси бу сонга купайтирилади.

М и с о л .  Агар АВ  вектор боши 
¡а охирининг координаталари А (х^,
>1 , ва В (х2; I/,; г2) булса, унинг 
:оордината укларига проекциялари-



Шаклдан: АВ  =  ОВ — О А =  г2 — г1. Юцорида таърифланган вектор- 
ларни айириш коидасидан фойдаланиб,

АВ =  (х2 — а-j) i +  (у2 — Ух)7  +  (г2 — Zx)k
ни хосил киламиз. Шундай цилиб, боши ва охирининг координата- 
лари маълум б\'лган векгорнинг проекцияларини топиш учун унинг 
охирининг координаталаридан бошининг координаталарини айириш 
лозим.

Масалан, А (6 , — 1, 2), В ( — 3, I, 4) булса, у  ^олда АВ  =
— — 9 t  - f  2 / +  2 /г б\'лади.

У з - ÿ э н н и т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р
1. К,андай векторлар коллинеар, компланар, тенг деб аталади?
2. Векторнинг модули нима?
3. Векторлар устидаги ^айси амаллар чизикли амаллар деб аталади?
4. К,андай векторлар чизикли боглиц ва к;андай векторлар чизикли эркли деб 

аталади?
5. Фазонинг баэиси ва улчами нима?
6. Векторнинг укдаги ташкил этувчиси нима?
7. Векторнинг у'кка проекцияси нима?
8. Векторлар устида чизикли амалларга уларнинг координаталари устида шундай 

амаллар мос келишини исботланг.
9. 3 7 2 -3 9 8 - масалаларни ечинг.

8- §. Скаляр купайтма

Т а ъ р и ф .  Иккита а  ва b векторнинг скаляр куп айтм аси  деб, 
бу векторлар узунликларини улар орасидаги бурчак кэсинусига ку- 
пайтмасига тенг булган скалярга (сонга) айтилади.

а  ва b векторларнинг скаляр купайтмаси бундай белгиланади:

а  ■ Ь.
Шундай килиб, таърифга кура

а  • Ь =  | а  ] • | & | coscp. (8.1)

1 а | cosф =  Пр-^-с ва Пр-^-6 =  \b\ coscp булганлиги учун (8.1) 
формулани бундай ёзиш мумкин:

а  ■ b — \Ь | Пр-£- а  ёки а  • b =  |а|Пр^-6 , (8.2)

бу ердан бир векторнинг иккинчи вектор йуналишига проекцияси 
учун ушбу ифодалар келиб чикади:



Кусусан, векторлардан бири, масалан, а  бирлик вектор, яъни 
а  I =  1 булса, у  холда (8.3) формула ушбу куринишни олади:

П р - Т  =  - í - f -  =~а ■Та  1

^ъни векторнинг бирлик векторга проекцияси бу векторларнинг ска- 
тар купайтмасига тенг.

1. Скаляр купайтманинг хоссалари
а) Урин алмаштириш хоссаси:

а  • b =  Ь • а .
5у  хосса скаляр купайтма таърифидан бевосита келиб чикади: 

а  • b — I а  I • I b I cos ср ва b • а  =  | b | • | а  | cos ср,

цемак, а  • b =  Ь • а .
б) Сонга купайтиришга нисбатан гуру^лаш хоссаси:

(к а ) -Ь  =  к  (а  • Ь).
Бу (8.2) формуладан келиб чикади:

{к а) • b =  I b I Пр_„ (к а ) .
ъ

Лекин проекцияларнинг хоссасига асосан куйидагига~эгамиз:

ПР Г ( М  =  ^П р_ ,^ !
Шу сабабли 6

( k a ) - b  =  I b I Пр-^ (Я а) =  I b | к  Пр-^- а  =  к{\Ь\ Пр-^а).

Иккинчи томондан (8.2) формулага асосан:

I b I Пр-j- а  =  а  • Ь.

Демак, ( к а ) '  b =  к  ( I b | Пр-v а )  =  к  (а ■ Ь).

Шундай цилиб,
(к а )»  b =  к ( а  • Ь).

в) Векторларни кушишга нисбатан тацсимот ^хоссаси:

а  ■ ( b +  с ) =  а  ■ b +_а • с.
Бу (8.2) формуладан келиб чицади:

а - (Ь  +  с) =  I а  I Пр- j  (Ь|+ с).

Йдаиндининг проекцияси хацидаги хоссани кулласак,

Пр-v ( b +  с ) =  Пр-* b +  Пр-*- с.г а 4 Q 1 а
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Шундай цилнб,

а-{Ь  +  с) =  | а  | Пр->- (Ь +  с) =  \ а  | (Пр->-Ь +  Пр->-с) =
а а а

=  )а  | П р ^  Ь +  | а I Пр-ьс =  а  ■ Ь +  а  ■ с.
а а

Демак, а  • (Ь +  с) =  а  ■ Ь +  а  ■ с.
Бу хоссалар векторли купхадларни скаляр купайтиришдаги амал- 

ларни хадма-хад бажаришда купайтувчиларнинг тартибига эътибор 
бермаслик хамда скаляр купайтмадаги ухшаш хадларни жамлаш 
хукукини беради. Масалан,

(За — 2£?) • (5 с +  4а’) =  1о а  • с +  1 2 а - й — 10 Ь ■ с — 8 Ь • й.

1- м и с о л .  г, /, /г базис векторларнинг скаляр купайтмаларини 
хисобланг.

Е ч и ш. г, /, к бирлик векторлар, яъни | г | = | /1 =  | к [ =  1. 
Шу сабабли

г • I =  / • / =  & • к =  1, (8.4)
чунки бир хил йуналишдаги тенг векторлар орасидаги бурчак нолга
тенг ва собО0 =  1 . I, /, к  векторлар узаро перпендикуляр, шунинг 
учун

I • / =  / • & =  & • : = 0 ,  (8.5)
чунки перпендикуляр векторлар орасидаги бурчак 90° га тенг ва 
соэ 90° =  0.

2 - м и с о л .  а  ва Ь векторларнинг скаляр купайтмасини улар- 
нинг координаталари оркали ифодаланг.

Ечиш.  а х , а у , а г лар а  векторнинг координаталари булсин, 
яъни а  =  а х г — а у / — а гк, Ьх, Ьу, Ьг лар Ь векторнинг координа
талари булсин, яъни Ь =  Ьх I +  Ьу / +  Ьгк. Векторларнинг хоссала- 
ридан хамда (8.4) ва (8.5) тенгликлардан фойдаланиб, куйидагини 
хосил киламиз:

а  • Ь =  (ах г +  а у / +  а £ .) • (Ьх г -г  Ьу / +  Ьгк ) =

=  ах Ьх г ■ I +  ах Ьу1 • / +  ахЬ21 • к +  а у Ьх / • / +

+  а уЬу Т • 7 +  а уЬг Т ■ к  +  • * +  а гьу к • / 4- агЬгк  • /г.
Шундай килиб, икки векторнинг скаляр купайтмаси бир исмли ко- 
ординаталар купайтмалари йигиндисига тенг, яъни

а  • Ь =  ах Ьх +  а уЪу +  а гЬг . (8 .6)
(8 .6) формула жуда куп кулланилади. К,уйида улардан баъзилари 
билан танишамиз.
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2. Векторнинг узунлиги. а  векторнинг уз-узига скаляр купайт- 
ia сини цараймиз. Бундай купайтма векторнинг скаляр  к е ад р ати  
,еб аталади:

а  • а  =  | а  | • | а  | ■ cos 0° =  ( а  11 а  | =  | а  |2.

жаляр квадрат бундай белгиланади: а - . Шундай килиб, а ? = \ а  |2, 
ъни векторнинг скаляр квадрата унинг модули квадратига тенг. 
>ундан куйидагига эгамиз:

\Z\ =  X 'h - ,  (8.7)
ъни векторнинг модули унинг скаляр квадратидан олинган квадрат 
идизга тенг. Бирок вектор узининг базис аекторларга ёйилмаси би- 
[ан берилган, яъни унинг координаталари маълум булса:

а  =  а х / +  a y j  +  az k,

' холда (8 .6 ) формулага асосан а 2 =  а 2х а2у +  а\ ни хосил кила- 
[из. Бунда (8.7) формула ушбу куринишни олади:

| а I =  ] х а\ +  а у +  v2, (8 .8 )

[ъни векторнинг узунлиги унинг координаталари квадратларп йи- 
индисидан олинган квадрат илдизга тенг.

3- м и с о л .  a  =  2 i  — 2 / + /г векторнинг узунлигини хисобланг. 
Еч и ш.  (8 .8) формуладан фойдаланамиз:

| а I =  V 2 2 +  (—2)2 +  I2 =  3.

4- м и с о л .  с векторнинг узунлигини хисобланг, бунда с =  а  —
- 2 Ь, | а  | =  3, ] b | =  4 хамда а  ва b векторлар орасидаги бурчак 
>0° га тенг.

Еч и ш.  (8.7) формуладан фойдаланиб, куйидагини хосил кила- 
шз:

| с | =  У  с 2 =  У  ( а  — 2Ь )2 = \ а~ — 4 а  • b — 4 b’2. 

'унгра а* =  l’a |3 =  З2 =  9, T s =  \Ь |2 =  42 =  16.

а  ■ b =  | а  | • | b | • cos tp =  3 • 4 cos 60° =  3 • 4 • =  6

1улганлиги учун |c| =  i 9 — 4-6 +  4-16 =  i 49 =  7.
3. Икки вектор орасидаги бурчак. Икки векторнинг скаляр ку-

шитмаси



ни топамиз. Агар бу векторларнинг базис векторлари буйича ёйил- 
малари маълум, яъни

а  =  а х i +  а у ■ / +  а г k,

Ь = b x i +  byj +  bzk
булса, у  холда (8.9), (8 .6 ), (8 .8) формулалардан фойдаланиб, век- 
торлар орасидаги бурчак косинусини топиш учун ушбу формулани 
хосил киламиз:

~l”  M v  ~f” aj>zcos9  =  —  2 о -=y=- (8 . 10)
] + b l^ b l+ b 2z

5- м и с о л .  а  =  i +  k, b =  i  +  2 ¡  +  2 k векторлар орасидаги 
бурчакни топинг.

Ечи ш.  (8 . 10) формулага асосан топамиз:
М -1- 0 . 2 + 1-2 3 1 л,.оcos ф =  -----—  =  -  — —. =  — , ф =  4э .

1 I2 -t- О2 +  I2 ■ 1 12 +  22 +  22 3 )• 2 у  2
4. Икки векторнинг перпендикулярлик шарти. Агар а  ва b век

торлар перпендикуляр булса, у  холда улар орасидаги бурчак 90° га 
тенг ва cos 90° =  0 . Демак, бундай векторлар учун скаляр купайтма
нолга тенг: а - Ь =  0 ( а Ф  0, Ь ф  0). Аксинча, агар икки век горнинг
скаляр купайтмаси нолга тенг, яъни а  ■ b =  0 ёки 1 a ¡ \b\ cosф =  0

булса, у холда а Ф  0 ёки Ь ф  0 , бинобарин, cos ф =  0 (яъни век
торлар перпендикуляр).

Шундай килиб, иккита нолмас а  ва b векторларнинг скаляр к у 
пайтмаси нолга тенг, яъни

~а-~Ь =  0 (8 . 1 1 )
ёки (8 .6) формуладан фойдалансак,

а х Ьх +  а уЬу +  а гЬг =  0 (8 . 12)
булганда ва факат шундагина улар перпендикулярдир. Векторлар 
базис векторлар оркали ёйилмалари

а  =  а х i +  а у / +  аг k, 

b =  bx i +  Ьу 1 + Ь г !г
билан берилган холда шу шарт a xbx +  a yby +  azbz =  0 га тенг куч- 
лидир.

Шундай килиб, (8.11) ёки (8.12) формулалар икки векторнинг 
перпендикулярлик шартини ифодалайди.

6 - м и с о л .  Параллелограммнинг учлари берилган: Л (1, —2, 2), 
В{ 1, 4, 0), С (—4, 1, 1), D (—5, —5, 3). Унинг АС ва BD диа- 
гоналлари перпендикулярлигини исботланг.

Ечиш.  АС ва BD векторларни царай.миз:
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ЛС =  { — 4 — 1; 1 + 2 ;  1 -  2 } =  { -  5,  3, -  1}, 

в Ь =  { — 5 — 1, — 5 — 4, 3 — О} =  { — 6, — 9, З}.

Бу векгорларнинг скаляр купайтмасини (8 .6 ) формула буйича ^исоб- 
лаймиз:

А С -вЪ  =  (— 5 ) ( —6) +  3 - (—9) +  (— 1)-3 =  0.

Демак, А С Л -В Э  экан.

Укз - у з и н и  т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. Икки векторнинг скаляр купайтыаси деб кимага айтилади?
2. Прсекциялари билан берилган векторларнинг скаляр купайтмаси цандай хи- 

соб.:анади?
3. Скаляр купайтманннг ^андай хоссалари бор?
4. Векгор узунлиги учун формула келтириб чикаринг.
5. Узларининг координаталари билан берилган икки нукта орасидаги масофа 

уч^н формула келтириб чикаринг.
6 . Икки вектор орасидаги бурчак учун формула келтириб чикаринг.
7 . Икки векторнинг узаро перпендикулярлик шарти нимадан иборат?
8. 395 -4 2 5 - масалаларни ечинг.

Иккинчи ва учинчи тартибли детерминантлар, уларнинг хоссалари

1. Иккинчи тартибли детерминант. Туртта сондан иборат ушбу 
жадЕални караймиз па уни матрица, аникроги, иккинчи тартибли 
квадрат матрица деб атаймиз:

А =  а па 22 — « 2ia i2 сон (9-1) матрицанинг детер м и н ан та  ёки од- 
дий килиб, иккинчи т а р т и б л и  детер м и н ан т  деб аталади. (9.1) мат
рицанинг детерминанти бундай белгиланадн:

a i\ а \2 ¡ /Q Г)\
а 21 а 22|- '  '

Шуидай цилиб, таърифга ва белгилашга acocan куйидагига эгамиз;
^11 Cl\f} /у-ч Г-) \
а п а.,, = а п -^ .2  - о а1 . а 12. (9.3)

(9.1) матрица билан унинг (9.2) детерминантини чалкаштирмас- 
лик лозим, чунки матрица бори йугп туртта сондан иборат жадвал 
булиб, детерминант эса шу жадвалдан (9.3) да курсатилгани каби 
хосил килинган биргина сондир.

Детерминантни ташкпл киладиган сонлар унинг элемеитлари деб 
аталади. Иккинчи тартибли детерминант иккита сатрга ва иккита 
услунга эга. Исталган элементнинг белгиланишида биринчн индекс 
шу элемент турган сатр тартнбнни, иккинчи индекс эса устун тар- 
тибнни курсатади.
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а п, а 12 элементлар биринчи сатрни, а 21, а 22 элементлар иккинчи 
сатрни ташкил этади.

а п , а 21 элементлар биринчи устунни, а 12, а 22 элементлар иккинчи 
устунни ташкил этади.

а п , а г2 элементлар жойлашган диагонал детерминантнинг бош 
диагонали, а 21 а 12 элементлар жойлашган диагонал эса ёрдамчи ди
агонали  деб ат&тади.

Шундай цилиб,
а и а 12 
а 21 а 2 2

детерминант мос равишда бош ва ёрдамчи диагоналларда турган эле- 
ментларнинг купайтмалари айирмасига, яъни а п -а 22—а 21-а 1г га тенг.

~ 5 =  8 -5 —3 -(—1) = 4 3 .
2. Учинчи тартибли детерминант. Учинчи тартибли квадрат мат- 

рицани, яъни 3 x 3  та соядан иборат ушбу жадвални цараймиз:

(9.4)

1 - м и со  л.

а п а 12 а
а 21 а 22 а.
a 3L Û32 а ;

Бу матрицанинг учинчи тартибли детерминанти деб куйидаги
Д — ûnü!22̂ 33 4 

сонга айтилади.

Шундай килиб,

' a i i a 23a 31 а 21а31а 13 а 31а 22а 13 1̂2̂ 21̂ 33 а 23а 32а П
Учинчи тартибли детерминант бундай белгиланади

ûu а  12 û13
Д = а 21 а 22 0-23

а л а 32 а зз

а  и Я12 а 13
а 21 ÎZo-2 а 23

а зг Û32 а зз

а п а 22а 33 ~F* ,^ 2 3 ^  31 “ Ь  Ü 21Ü 32Û 13
— а 31а._2а 13 “ — a 2iü i2a 33 ^32̂ 23^11

(9.5)

Учинчи тартибли детерминант учун сатр, устун, бош ва ёрдамчи 
диагоналлар тушунчалари иккинчи тартибли детерминантдаги каби 
киритилади. (9.5) ифодани хотирлаб колиш учун бундай йул тута- 
миз. Детерминантдаги (9.5) нфодага мусбат ишора билан кирадиган 
хар бир купайтманинг учга элементини пунктир чизик ёрдамида 
туташтирамиз. (9.5) ифодага манфий ишора билан кирадиган купайт- 
малар учун хам шундай киламиз. Осон хотирлаб цолинадиган схема 
(учбурчаклар цоидаси) хосил булади (2 Г-шакл).

2 -м  и со  л. Ушбу учинчи тартибли детерминантни хисобланг:
1 2 3 

'О 1 — 1

2 4 6

Е ч и ш. (9.5) фэрмуладан фойдаланиб, изланаётган детерминантни 
^исоблаймиз:
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а <7 а 12

V  \
и

/ V " 7  ■•
■ \ . 4 >/ ч 

#52 #
а

■Л
( ? )

с&  “ и ? Ь
V \  '  V '\ ^  4 /
V 7 ' Ч г

\

лX \ ,<
а ,■3!

V ' Л  
^52 @33

О
2 1 '-  шакл.

2 3
1 — 1

4 6

=  1 - 1 -6  + 2 -(— 1 )-2  +  0 - 4 - 3 —3-1-  2—2 -0 -6—
— 4 -(—1 )-1= 0 .

3. Детерминантнинг хоссалари. Бу хоссаларни учинчи тартибли 
терминант учун келтирамиз.

а) Детерминантнинг сатрларидаги элементлари ва устунларидаги 
[ементлари уринлари алмаштирилганда унинг микдори узгармайди:

« п «1 2 « 1 3 « 1 1 ^21 « 3 1

« 2 1 #22 « 2 3 - « 1 2 а 2 2 «3 2

« 3 1 «3 2 « 3 3 « 1 3 «2 3 «3 3

г хоссани исботлаш учун юхоридаги детерминантларга (9 .5) фор- 
глани татбик; этиш ва олинган ифодаларнинг туррилигига ишонч 
сил килиш кифоядир. Бу хосса детерминантнинг сатр ва устун- 
ри элементларининг тенг хукуклигини белгилаб беради. Шу са
бли барча кейинги хоссаларни сатрлар учун хам, устунлар учун 
м таърифлаб, уларни бир суз билан к а т о р  деб атаймиз.

б) Агар детерминантнинг иккита параллел катор элементлари- 
нг уринлари алмаштирилса, унинг ишэраси карама-карши ишорага 
машади. Масалан,

«3 1 «3 2 «3 3 « И « 1 2 « 1 3

« 2 1 0,-22 « 2 3 =  ---- « 2 1 ^22 «2 3

« 1 1 «1 2 « 1 3 « 3 1 ^32 «3 3

' хосса хам олдинги хосса каби исботланади.
п) Агар детерминант иккита бир хил элементли каторга эга бул- 

, у  нолга тенг. Х,акикатан, иккита параллел бир хил элементли 
торларнинг уринларини алмаштириш билан детерминант узгармай- 
, бироц б) хоссага асосан унинг ишораси узгаради. Демак, Д =
— Д, яъни 2Д  =  0 ёки Д =  0. Масалан,
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г) Детерминант бирор каторининг барча элементларини исталган 
X сонга купайтириш детерминантни бу сонга купайтиришга тенг 
кучлидир:

Али а 12 °13 «п Ql о «is
7\,С1 а 22 а гз =  1 а 21 й22 а 23
Ха31 «32 «зз а 31 а Э2 а зэ

Бу хосса детерминантларга (9.5) формулани татбщ этиш билан 
текширилади. Ушбу даъво бу хоссанинг натижаси булади: бирор 
Катор элементларининг умумий купайтувчисини детерминант белги- 
сидан ташцарига чикариш мумкин.

д) Агар детерминант ноллардан иборат булган каторга эга бул- 
са, у  нолга тенг. Бу хосса олдинги хоссадан К =  0 булганда келиб 
чи^ади.

е) Агар детерминант иккита параллел пропорционал каторга эга 
булса, у  нолга тенг. Дакикатан, агар иккита параллел цаторнинг 
хадлари пропорционал булса, у холда г) хоссага асосан, бу катор- 
лар элементларининг умумий купайтувчисини детерминант белгиси- 
дан ташкарига чикариш мумкин, натижада иккита параллел бир 
хил катор колади, у эса о) хоссага асосан нолга тенг. Масалан,

3 4 2
6 8 4
7 3 5

=  2 -
4
4
3

=  0 .

ж) Агар детерминант бирор каторннпнг хар бир элементи ик
кита кушилупчининг йнгиндисидан иборат булса, у холда бу детер
минант икки детерминант йиишдисидан иборат булади. Масалан,

«11+^1 «12 «13 | «11 «12 «13 I h Cli o «13
«21 Т^З ¿Zoo «23 ¡ = «21 «23 | Т b2 &22 «23
«31 -тЬ 3 «32 «33 Í «31 «32 «33 i b3 a 32 «33

Бу хосса детерминантларга (9.5) формулани цулланиш билан тек
ширилади.

з) Агар бпрэр катор элементлармга бошка параллел каторнинг 
элементларини исталган умумий купантуьчига купайшриб кушплса, 
детерминант узгармайди. Масалан,

«11 £?12 í ЙЦ-f/-«12 «12 «13
«21 a 22 «23 =  ; «21 “p 7X122 «22 «23
«31 Q, 32 «33 ! í «31 — ?.fl3 2 «32 «33

Бу хоссанн унг томонга ж) ва е) хоссаларни куллаб текшнриш мум
кин:

«u «1-2 «13 I «n «12 «13j ¡ *■«12 «12 «13 «11 «12 «13
«21 —l a ,  2 «22 «23 i == '«21 C¿ -> o «23 —  : / «22 «>■ «23 = «21 &22 2̂3
«31 4- h a3. «32 «33 i «31 «32 «33 [ / «32 «32 «33 , «31 3̂2 3̂3

4. Алгебра'/к тулдирувчилар ва минорлар. На^батдаги хоссаларни 
таърифлаш учун минор ва алгебраик тулднрувчи тушунчаларини
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иритамиз. Детерминант бирор элементининг минори деб, шу де- 
фминантдан бу элемент турган сатр ва устунни учиришдан ^осил 
/лган детерминантга айтилади. Соддалик учун цуйидаги учинчи 
фтибли детерминантии оламиз:

а и а и  а 1з 
а а  2 2 2̂3Д =
-‘ З ! а 32 а зз

етерминант a ¡k элементининг минори M ik ( i , k =  1 ,2 ,3 ) билан бел-

д22 д23 сон, я32
и 32 “ 33

сон булади на х. к . Детер-

[ланади. Масалан, а и элементнинг минори Aín  = 

1ементнинг минори эса М 32 = а п  а 13
а 2г я 23

инантнинг бирор a ¡ k элементи турган сатр ва устун тартиб ракам- 
фининг йигиндиси i + k  жуфт ёки ток сон булишига боглиц равиш- 
1 бу элемент жуфт ёки ток жойда турибди деб айтилади. Масалан, 
!  элемент детерминантда жуфт жойнп эгаллаган, чунки у  биринчи 
тр ва биринчи устун кесишган жойда турибди, 1 +  1 = 2  эса жуфт 
>н. а 32 элемент эса to k ¡ жойни эгаллаган, чунки 3 +  2 =  5 то^ сон 
i х. к. Детерминант бирор элементининг алгебраик тулдирувчиси деб 
1инг бу детерминантда жуфт ёки то^ жой эгаллаганига боглик; ра- 
1шда мусбат ёки манфий ишора билан олинган минорига айтилади. 
k элементнинг алгебраик тулдирувчиси A ¡k билан белгиланади. 
асалан, а п  элементнинг алгебраик тулдирувчиси Лп  =  (— 1)

М лл =

1+1 х
Доо С1.123

а 32 а 33
сон булади, чунки а и элемент жуфт жойда туриб-

I, а 3.2 элементнинг алгебраик тулдирувчиси

Л 32 =  ( - 1)3" Х 2 =  -
43

21 2̂3
>н булади, чунки а ?л элемент то^ жойда турибди, ва х .к .

Детерминантнинг алгебраик тулдирузчиларга боглик хоссалари 
1лан танишишда давом этамиз.

Детерминант бирор катор элементлари билан уларнинг алгебра- 
г тулдирувчиларига купайтмалари йигиндисига тенг. Шундаи ки- 
1 б, ушбу тенг лик уринли:

Д =  ОцАц +  C¡i2Ai2 +  Ctl3A i3, Д = ÍÍ21 2̂1 ~I~ @22 ^22 2̂3̂ 23>
A =  fl31^31 +  °32^32 “Ь ü33^3:¡' ^  =  °12^12 "Ь й22^22 "Ь Я32^32' (9-6)
Д =  ОцЛц +  í?21^21 “Г й31̂ о1> ^  = «13^13 +  а 23^23 “Ь З̂З̂ ЗЗ- 

етерминантнинг (9.6) формулаларнинг бири буйича ёзилиши унинг 
[тор элементлари буйича ёйилмаси деб аталади. Бу тенгликлар- 
1нг биринчисини исботлаймиз. Бунинг учун (9.6) формуланинг унг 
1смини ушбу куринишда ёзиб оламиз:

Д =  (йца22аЭЗ a .l'2a 23a ll)  (a l2a 21ü33 a i2fí23fl3l) "Г (а21Я32а 13
^Ла -21а 1з) ■

ар бир кавсдан умумий купайтувчини чикарамиз:

27



^22^ 33  ^32^23  =
а  2 2  

& 32
а 23
а зз

=  А ц ,

( а 21а 33 ^ 2 3 ^ 3 1 )  =
а г 1
а 31

а 23
а зз ~  -^12'

а 21а 32 ^ 31^ 22  =
2̂1

а 31 0-32 —  ^ 1 3 -

А — 1̂1(̂ 22̂ 33 3̂2 2̂з) «1г(«21^33 “ ^23^31) “Ь 1̂з(̂ 32 2̂1 ^31^22)' (9-7 
К,авсларда турган микдорлар а п , а 12, а 13 элементларнинг алгебраи: 
тулдирувчиларидир, яъни

(9.6

(9.7) формулани (9.8) формулани хисобга олган’холда бундай ёзами:
А =  <2ц/5п  +  а 12.412 +  а 13А13,

ана шуни исботлаш керак эди.
3- м и с о л .  Ушбу детерминантнн хисобланг:

1 0 — 11  
А =  3 2 — 2 !

1 4  5 ¡"

Ечиш.  Бунда биринчи сатрда нол булганлиги учун биринч 
сатр элементлари буйича ёйнш формуласидан фойдаланйш кулай 
дир. Куйидагини топамиз:

Ь
2 — 2 3 2
4 5 1 4 =  1 - (10+ 8)— 1 - (12—2) =  8 .

Детерминант бирор каторининг бнтта элементидан ташкари барч 
элементлари нолга тенг булганда детерминантнинг бу цатор эле 
ментлари буйича ёйилмаси айникса содда куринишда булади. Бунг 
эса 3) хоссадан фойдаланиб эришиш мумкин.

4 - м и с о л .  Ушбу детерминантнн хисобланг:

А =
1 —3 2 
5 4 1
3 2—4

Ечиш.  Детерминантнинг кийматини узгартирмасдан уни шун 
дай алмаштирамизки, унинг бирор каторининг битта элементида! 
бошка хамма элементлари нолга тенг булсин. Бунинг учун 1- к,а 
тор билан шурулланамиз. Иккинчи устунга биринчи устуннинг 3 г, 
купайтирилганини, учинчи устунга эса биринчи устуннинг (—2) г 
купайтирилганини кушамиз. Шу алмаштиришлардан сунг куйидаги 
ни хосил киламиз:

1 —3 2 1 0 0
5 4 1 5 19 —9
3 2 —4 3 11 — 10

Никита нолни уз ичига олган катор элементлари буйича ёйиб уш 
буни топамиз:
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А = 19 — 9
И  — 10 =  — 190 + 9 9  =  — 91.

нгги хоссага утамиз.
к) Детерминантнинг бирор цатори элементларини параллел ка- 

р мос элементларининг алгебраик гулдирувчиларига купайтмалари 
риндиси нолга тенг. Масалан,

•̂11^21-Ь̂ 12̂ 22~̂ -^13^23 =  0
анлигини исботлаймиз. Хакикатан хам,

а 11 а 12 Я 13

а 11^21~:г а 12^22~^~а 13^23 =  а 11а 12а 13
а 31 а 32 а 33

1 шуни исботлаш талаб килинган эди.

=  0 ,

10- §. п- тартибли детерминант ^ацида тушунча

п-тартибли матрицани, яъни п х п  та сондан иборат ушбу жад- 
1ни ^араймиз:

/  а п  а и  • • • а 1п^
а.,1 а л2п

\  а п 1 а п2 • ' • йп

матрицанинг п- тартибли детерминанта деб бундай белгиланади-
I сонга айтилади:

А =

а и а 12 • ■ й 1п
а 21 а22 • ' а 2 п

а т й .п2 • • а пп

п- тартибли детерминант учун юк;орида айтилган барча хосса- 
р, жумладан, детерминантни бирор цатор элементлари буйича ёйиш 
рмуласи бу ерда хам уринли.
Исталган тартибли детерминантни хисоблашда айни шу форму- 

^ан фойдаланилади.
М и с о л .  Ушбу туртинчи тартибли детерминантни иккинчи сатр 

гментлари буйича ёйиш йули билан хисобланг:
2 1 4  3 
5 0 — 1 0 
2 — 1 6 3  
1 5 — 1 2

А  =

Ечиш.  К,уйидагига эгамиз:
А =  а 21А21 +  й22 2̂2 ^23^23 24 =
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1 4 3 2 4 3 2 1 3
5 • — 1 6 3 +  0 ■ 2 6 3 +  1 • 2 — 1 3

5 — 1 2 1 — 1 2 1 5 2

+  0

2 1 4 1 4 3 2 1 3
2 — 1 6 =  — 5 ■ — 1 6  3 + 2 — 1 3
1 5 — 1 5 — 1 2 1 5 2

4

=  18

Детерминантни бирор катор элементлари буйича ёйиш формула 
си бу катордаги элеменгларнинг биттасидан бошкалари нолга тен 
булганда айникса содда куринишга эга булади. Юкорида айтилгг 
нидек, бунга содда алмаштиришлар йули билан эришиш мумкиг 
бунда з) хосса асос булади. ^

У з - у з  и н и  т е к ш и р н ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. Иккинчн ва учинчи тартибли детермннантларни хисоблаш учун формулала] 
ёзинг.

2. Учинчи тартибли детермннантларнинг хоссаларини айтнб беринг.
3. Учинчи тартибли детерминант бирор элементининг мннори деб нимага айти 

лади ?
4. Учинчи тартибли детерминант бирор элементининг алгебраик тулдирувчис 

деб нимага айтилади?
5. Учинчи тартибли детерминант бирор элементларининг алгебраик минори в; 

алгебраик тулдирувчиси ^заро цандай богланган?
6. Учинчидан юцори тартибли детерминантлар цандай хисобланади?
7. 586—610-мисолларни ечинг.

1 1 -§ . Вектор купайтма

Уч вектордан иборат система маълум тартибда берилган, яън 
бу векторларнинг кайсиниси биринчи, кайсиниси иккинчи ва кай«; 
ниси учинчи эканлиги курсатилган булса, уни тартибланган де 
атаймиз. Векторларнинг биринчи уринда ёзилганини биринчи, иккиг 
чи уринда ёзилганини иккинчи ва учинчи уринда ёзилганини учинч 
деб хиссблаймиз. Тартибланган векторлар учлигини умумий бошланж 
нуктасига келтирамиз. Компланар булмаган тартибланган векторла 
учлигида учинчи вектор учидан кузатилганда биринчи вектордан ик

кинчи векторга энг цисца бу
*  ’ рилиш масофаси соат мил

айланишига тескари йуналиц 
да булса, у  унг учлик де 
аталади. Акс холда вектор 
лар учлиги чап учлик де 
аталади (22-шакл).

Фазода Декарт координата 
лар системалари хам унг в 
чап системаларга булинади 
—►

22- ш акл. /, /, к  умумий О бошдан чик

и  б?*г)О р,1 а  и а.Ь.и беиторлар*ап ¡¿‘'Лиги
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.  - H.'¿l.OuHUrr.J ' чОГ H UÜL 0UH(JF7JQ
С  <- ¿ v. ü ( l  C c t m e M o c L .

23-  ш а к л .

^ан ва Ох, Оу, Oz координата уклари буйлаб йуналган учта узаро
герпендикуляр бирлик векторлар эди. Агар i  , / , k векторлар уч- 
шги унг учлик булса, у  холда коордннаталар системаси унг сис-
■ема, агарда i , / , k чап учлик булса, у  холда коордннаталар сис- 
•емаси чап системадир (2 3 -ш акл).

Энди вектор купайтманинг таърифини берами?.
Т а ъ р и ф .  а  векторнинг b векторга вектор  куп ай тм аси  деб 

тцбу шартлар билан аникланадиган с векторга айтилади:

а) с вектор а  ва b купайтувчиларга перпендикуляр;
б) а ,  Ъ , с векторлар унг учлик хосил килади;
в) с векторнинг узунлиги | а  | | b | sin <р (ф — бунда а  ва b век- 

орлар орасидаги бурчак), яъни с векторнинг модули а  ва Ь век- 
орлардан ясалган параллелограммнннг юзига тенг. а  ва b вектор- 
:арнинг вектор купайтмаси а  X b деб белгиланади.

1. Вектор купайтманинг асосий хоссалари

а) У р и н  а л м а ш т и р м а с л и к  х о с с а с и .  Купайтувчилар- 
инг уринларини алмаштирганда вектор купайтманинг ишораси тес- 
арисига алмашади:

а  X b =  — Ь Х а  .

’ак,и^атан, вектор купайтманинг таърифидан а  X b ва b X а  век- 
орлар бир хил узунликка эга булиши келиб чи^ади (унинг узун - 
иги купайтувчилар тартибига боглик эмас), яъни

| а  X b I =\a\\b\  sin ф ва | b а  | =  | Ь 11 а  | • sin ф.

|ундан таш^ари, а  X b ва b X а  векторлар коллинеар, чунки улар  
ва Ь векторлар ётган текисликка перпендикуляр, лекин царама- 

арши йуналган, чунки а Х Ь , а , Ь в а Ь , а ,  Ь Х а  лар унг учлик-



5» b

Ь> а--(а -Ь )

24- ш акл.

£ лар бу-лади (24-шакл). Демак, а  х  b =  — Ь х  
х  а .

б) С о н г а  ^ п а й т и р и ш г а  н и с б а -  
т а н  г у р у ^ л а ш  х о с с а с и :

(X a )  х  b =  Х(а X Ь ) .

Бу хосса X =  0 ёки а  ва b векторлар кол- 
линеар булган х,ол учун равшан, шу сабабли

а  ва b векторлар коллинеар эмас хамда % ф  0 деб фараз киламиз.
л >  0  бу'лсин, у  холда вектор купайтма таърифидан фойдала- 

ниб, куйидагини оламиз:

| (Я а) X b I =  IX а  11 b | sin ср =  X | а  | | b | sin ф,

J X(а X b) I — X|а X b | — Х\а \ f ó | s in ф,

бу ерда ф — берилган а  ва b векторлар орасидаги бурчак. Д емак, 
(Я а) X Ь ва X (a X Ь) векторлар бир хил узунликка эга.

Бундан ташкари, а  ва b , Х а  ва b векторлар битта текисликда 
ётади, шу сабабли X{a х  Ь) вектор а  ва b векторларга перпендику
ляр, (Ха) X b вектор хам шу векторга перпендикуляр. Шундай ци- 
либ, (Xa) X b , X (а  X Ь) векторлар коллинеар ва бир хил узунлик
ка эга. Нихоят, улар бир хил йуналган, чунки Х а ва  а  вектор
лар бир хил йуналган.

Шундай цилиб, куйидагини хосил киламиз:

(Xa) х  b =  Х(а х  Ь ) .
Бу хоссанинг Ж  0 б\;лган хол учун хам туррнлнгини шунга ух- 
шаш исботлаш мумкин.

в) В е к т о р л а р н и  к у ш и ш г а  н и с б а т а н  т a rç с и м о т х о с 
с а си :

а  X (Ь -г  с) =  а  х  b а  X с .
Бу формуланинг исботини келтирмаймиз.

Бу хоссалар векторли ^пхадларни вектор купайтиришда амал- 
ларни хадма-хад бажариш ва ÿxmam вектор к;упайтувчиларнинг сон 
коэффициентларини жамлаш имконини беради. Лекин шуни хотира- 
да тутиш керакки, вектор купайтмада к\'паптувчиларнинг тартиби 
мухим б\глиб, купайтувчиларнинг уринлари алмаштирилганда вектор 
купайтманинг ишораси узгартирилиши лозим. Масалан,



ерда а  X  а  =  О, Ь х Ь ^  0,  чунки а  ва а  ,

а  Ь коллинеар векторлар, ф = 0 ,  БШф = 0

| а х а | = 0, ) Ь х  Ь | = 0.
1 - м и с о л .  а  =  р +  2 д в а Ь = З р — д вектор- > 

жинг вектор купайтмасини хисобланг. и
Е ч и ш .  К,уйидагига эгамиз: 25- шакл.

а  X Ь =  (р +  2 д) X (3 р — д) =  3 {р X р) — (р х  д) 6 {д X р) —

— 2{д х  д) =  7 {д X р ) ,

нки р X р =  0, д X д =  0, р  X д =  — д X р .

2 - м и с о л .  г ,  у ,  к унг учлик ташкил ^илувчи базис вектор- 
рнинг вектор купайтмаларини хисобланг (2 5 -шакл).

Е ч и ш .  Булар узаро перпендикуляр бирлик векторлар ва ун г 
[лик хосил килганлиги учун, вектор купайтманинг таърифига ку-
I!

I х  у =  к , у X к =  г, /г х  г =  у .

Сунгра, равшанки,

у X / =  —6 , к X у =  — г , г X & =  —у .

Ш унингдек, г X г =  0, у X / =  0, & X Л =  0.

2. Вектор купайтмани детерминант ор^али ^исоблаш. а  ва  Ь век-
орлар I , у , & базис векторлар буйича ёйилма шаклида берилган 
улсин:

а  =  а х 1 +  а у ] -\- а г к  , 6 =  ЪХ1 +  Ьу 1 +  .

I са Ь векторларнинг вектор купайтмасини уларнинг а ,.,  а 2 , 
и  Ьх , Ъу , Ь2 проекциялари ор^али ифодалаймиз. Ушбу тенглик 
гуррилигини исботлаймиз:

а х Ь  = %
ЬУ Ь2

Вектор купайтманинг а), б) ва в) хоссаларидан ^амда шу параграф- 
даги мисолнинг натнжасидан фойдаланиб, куйидагини хосил ^ила- 
миз:

а  X Ь =  (ах 1 +  а#у +  оаЛ) X (ЬХ~Т+ЬГ 1  +  М ) =

- а х Ьх ( Т х  I ) + . а х Ъу (I х 7 )  +  « А  7 х Т )  +  а,Ъх ( у х  /) +
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+  а у Ьу Ц X / ) +  ау Ьг (] Х к )  +  а г Ьх { к х  /) +  а г Ьу (к Х~/) +

+  а г Ъг ( к X £) =  а х Ьу к  +  а х Ьг ( —7)  +  а у Ьх ( —Т) +  а д 7 +  

+  а г Ьх / +  а г Ьу (— /) =  (ау Ьг — а г Ьу)Т — (ах Ьг — а г ЬхЦ +

+  {ах Ьу — а у Ъх) к .

К,авслар ичидаги айирмалар иккинчи тартибли детерминантлардир

а  Ь — а  Ь =у  г  “ г  у

а  Ь — а  Ь =X "У “•у " X

а а , а  аи 2 , а  Ь — а  Ь = х г

Ь„ ъ, 1 х г  г  х ъ ьи г х '■'г

а  ах  у

Ь Ьх " у

Шу сабабли сунгги тенгликни бундай цайта ёзиш мумкин:

а  х Ь = а  ау  г а х  а г

ьх ья ¡~ Г
й у

ЬХ Ьи
( 1 1 .

Бу нфодага детерминантни бирор катори элементлари буйича ёш  
фор>.;\ласини куллаб, ушбуни хосил киламиз:

а  х  Ь =
I ]  ч
а  а  ах у  г
Ьх ьи ьг

(1 1 .

3 -м  и со  л. Ушбу векторларнинг вектор купайтмасини топинг: 

а  =  3/ — 4 / +  й ,

Ь =  г +  2/ — 2/г.

Ечиш.  (11.2) на (11.1) формулаларга биноан, цуйидагини ол
миз:

4 - м и с о л .  Учлари А (  1; 1; 1), 5 (4 ;  2; — 1), С ( —3; 1; 4) ну 
таларда булган учбурчакнинг юзини топинг (26-шакл):

Ечиш.  а  =  А В  =  Зг +  / — 2 к ,  Ь =  АС =  —4/ +  Зй векто
ларни цараймиз, улар А А ВС  ни! 
томонлари билан устма-уст туш 
дн. Изланаётган юз ^уйидагича б; 
лади:

Бл =  —  | а х Г |  =  —  \АВ X АС
2 6 - ш а к л .  А 2 1 1 2  1
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^нки учбурчакнинг юзи параллелограмм юзининг ярмига тенг, у 
;а уз навбатида шу параллелограммни ясаган векторлар вектор 
упайтмасининг модулига тенг. Аввал вектор купайтмани хисоблай- 
из:

а  х  b =  АВ  х  АС
i  / k 
3 1 — 2 

—4 0 3
=  3 i — j  +  \k .

Цялак, | а х  Ь\ =  \АВ X AC\ =  ]/  32 + ( — l )2 +  42 = \  26 

ундан S . =  ] 26 кв. бирлик.

12-§. Аралаш купайтма

а , b, с векторларни караймиз ва ушбу купайтмани тузамиз:

(а х  Ь) ■ с .

>у ерда а  вектор аввал b векторга купайтирилади, кейин олинган
а X Ь) вектор с векторга скаляр купайтирилади. Векторларнинг 
¡ундай купайтмаси аралаш к у п а й т м а  деб аталади. Сунгги амал 
:каляр купайтма булганлиги учун натижа скаляр булади.

Аралаш. купайтма оддий геометрик маънога эга: у  берилган век- 
'орларни кирралар сифатида олиб ясалган параллелепипед хажмига 
шора ани^лигида тенг.

а ,  b , с векторлар компланар эмас деб фараз килиб, бу вектор-
1арда параллелепипед ясаймиз ва d =  а  X Ь векторни хам ясаймиз 
27-шакл). Бундай белгилаймиз: 5  — параллелепипед асосининг юзи
асос а  ва b векторларда ясалган), h  — унинг баландлиги, а  эса
с ва d =  а  X b векторлар орасидаги бурчак. 'Скаляр купайтманинг 
гаърифига кура цуйидагига эгамиз:

( a X ¿ ? ) - c  =  | a X ¿ | - | c |  cos а  =  5  • | с | cos а .

27- шаклдан куриниб турибдики,

j с | co sa  =  h.

Цемак, (а х  Ь) ■ с = S - h ,  бу эса параллелепипед ^ажмига тенг.
Шаклда а ,  b , с векторлар унг учлик ^осил к,илган ва c o s a >

>  0. Агар а , b , с чап учлик булса, у  ^олда a  утмас бурчак 
булади ва cos a  С  0. Бу холда ¡ с | cos сс < 0, лекин абсолют кий-
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мат буйича у  параллелепипе, 
баландлиги h га тенг.

Шундай ^илиб, бундай ху 
л оса килиш мумкин: аралаг 
купайтма вектор купайтувчи 
ларга ясалган параллелепипе, 
хажмига ишора аник,лигид 
тенг, шу билан бирга бу ку 

пайтма агар (кабул цилинган унг системада) векторлар учлиги ÿH 
учлик бу'лса, мусбат ва еекторлар учлиги чап учлнк булса, манфи] 
булади, яъни

V =  ± (а X b )• с. (12.1

1. Аралаш купайтманинг асосий хоссалари.
а) Аралаш купайтма ^амалларнинг ;уринларини алмаштиришда! 

узгармайди, яъни

а  ■ (Ь х  с ) =  ( а  х  Ь) ■ с . ( 12.2

Бу аралаш купайтмада «■» ва «X »  белгиларининг урнини алмаштн 
риш мумкинлигини билдиради. Ха^икатан xa.vi, скаляр купайтманин 
урин алмаштириш хоссасига асосан

( а  X Ь) ■ с =  с ■ ( а  х  Ь). (12.3
Сунгра, (12.1) формулага кура

V =  ± ( а  X b ) • с ,

V =  ± { b  X с )  ■ а  . (12.4

a ,  b , с ва b , с , а  учликлар бир хил йÿнaлишли, яъни икка 
ласи ё унг учлик, ёки чап учлик. У  холда аралаш купайтманин! 
геометрик маъносига Kÿpa (12.4) тенгликларнинг ÿHr томонларидг 
бир хил ишора олиш лозим. Шундай ^илиб,

{b X с ) ■ а  =  ( а  X Ь) • с , 

ва (12.3) тенгликка асосан

а  ■ (b  X с ) =  ( а  X &)’ • с ,
яъни ( 12 .2) тенгликни олдик.

Бу айниятга асосан а  ■ (b  X с )  =  ( а  X Ь) • с аралаш купайтма 
ни оддийро^ к;илиб, вектор ва скаляр кÿпaйтмaлap белгилари rçaep
да турганини KÿpcaTH6 утирмасдан a b c  каби белгилаш мум 
кин.

б) Аралаш купайтма купайтувчиларнинг уринларини узаро (дойра 
вий) алмаштиришдан ÿ3rapMafifln:



ацицатан, а) хоссадан ва скаляр купайтманинг урин алмаштириш 
хсасидан фойдалансак, кетма-кет куйидагини хосил к,иламиз:

а  Ь с =  а  ■ (Ь X с )  =  (Ь X с )  • а  =  Ь с а  ,

Ь с а  =  Ь ■ {с X а )  =  ( с  х  а )  ■ Ь =  с а  Ь .
1ундай цилиб,

а  Ь с = Ь  с а  =  с а  Ь
зсса туяри экан.

в) Иккита цушни купайтувчининг урни алмаштирилганда аралаш 
упайтма ишораси ни тескарисига алмаштиради:

а  Ь с =  — Ь а  с . 

у хоссани ушбу тенгликлар занжири буйича исботлаш мумкин:

а  Ь с =  ( а  X Ь) • с =  — (Ь х  а )  • с =  — Ь а  с .
2. Аралаш купайтмани детерминант буйича ^исоблаш. Вектор- 

ар базис векторлар оркали ёйилма шаклида берилган булсин:

а = а х I + а у 1 + а г к ,  Ь \= Ь Х1 +  Ьу !  +  Ьг к ,

с = с х 1 +  су / +  сг к .  

шбу тенгликни исботлаймиз:

а  Ь с =

а  аУ “ г

с сх у г

аки^атан ^ам, й = а  х Ь  вектор купайтма ( 11 . 1) ва ( 1 1 .2 ) фор- 
улалар буйича хисобланади:

к ,

^олда ¿1 ■с =  (а  X Ь) ■ с скаляр купайтма ушбу куринишни 
1ади:

г \ 1 а, а а а V а»й = а  X Ь — а х % а2 ^3 У
ь

г
ь

1 — X
Ь

2
ъ / + X

ь
у

ь
ьх ЬУ Ь 2

У г X 2 -X У

й ■ с =  ( а  X Ь) ■ с =
а,, а , 1 а ,  а , а„ ау г 
ЬУ Ьг

х г
с* - \ Ь х  К СУ +

х у 
Ьх ЬУ Сг-

у олинган йигиндини детерминантнинг учинчи сатр буйича ёйил- 
аси деб ^араш мумкин. Шундай к,илиб, куйидагини олдик:



1 - м и с о л .  Учлари А (  1; 1; 1), 5 (4 ; 4; 4), С (3; 5; 5), £>(— 2
— 4; — 7) нукталарда булган пирамиданинг хажмини топинг.

Е ч и ш. Элементар геометриядан маълумки, пирамиданинг ^ажмр
АВ, АС, А й  векторларга ясалган параллелепипед хажмининг олти- 
дан бирига тенг. Бунга кура

V =  — Vпир 0  п-пед =-—  И В • АС ■ АО\.

Бу аралаш купайтмани топамиз. Энг аввал АВ, АС, ва АИ вектор' 
ларнинг координаталарини аниклаймиз:

А В  =  3 1 г  3/  -¡- 3 к ,

а Ь =  — зТ
Шундай ^илиб,

АС =  21 -

5 7  —  в Т .

4/ +  4 к ,

(АВ ■ АС ■ АО) =

3 3 3 3 0 0
2 4 4 2 2 2

—3 —5 —8 —3 — 2 —5

V =  —пир 0

=  — 18.

18 =  3 куб бирлик.

3. Уч векторнинг компланарлиги. Учта компланар а , Ь, с век
торни, яъни битта текисликда ёки параллел текисликларда ётадига! 
векторларни караймиз. Бу нолга тенг булмаган векторларнинг ара
лаш купайтмасини тузамиз: ( а  х Ь) ■ с . Равшанки, й = а  х  Ь
вектор купайтма берилган а  са Ь векторлар ётадиган текисликк;
перпендикуляр, ва демак, с векторга хам перпендикуляр. Шу са
бабли (I • с =  ( а  X Ь) ■ с =  0. Демак, компланар векторларнин] 
аралаш купайтмаси нолга тенг. Тескари даъво хам тугри, яъш 
аралаш купайтма нолга тенг булса, векторлар компланардир. Х.а^и
катан, агар а  Ь с =  0 булса, бу ушбу холларда булиши мумкин

а) купайтувчилар орасида камида битта нол-вектор бор;
б) улардан иккитаси (ёки учаласи) коллинеар;
в) векторлар коллинеар, чунки бу холда ( а  X Ь ) _1_ с , ва демак

( а  X Ь) ■ с =  а  Ь с =  0 .
Учинчи хол аслида биринчи икки холни уз ичига олади. Шунда! 
килиб, учта ректор компланар булиши учун уларнинг аралаш ку 
пайтмаси нолга тенг булиши зарур ва кифоядир:



2 - м и с о л .  Ушбу нукталар битта текисликда ётадими:
-4(1 ; 2; 3), В ( — 3 ;  2; 4), С (2; — 3; 1), D (0 ;  1; — 2)?
Ечиш.  Ушбу векторларни цараймиз:

АВ =  — 4 i  +  k , AC  =  i — 5 / — 2 k ,  AD =  — t — / — 5A . 
1арнинг аралаш купайтмасини хисоблаймиз:

-4 0 1
[a b -a c -a d ] = 1

— 1
— 5  — 2 
—  1 — 5

=  — 98.

кторларнинг аралаш купаитмаси нолга тенг эмас, у  холда улар 
мпланар эмас ва А, В, С, D нукталар битта текисликда ётмайди.

У з - у з и н и  т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

Чап ва унг учликлар деб нимага айтилади?
Икки векторнинг вектор  купайтмаси нима?
Вектор купайтманипг геометрик маънсси нима?
Проекциялари билан берилган векторларнинг вектор купайтмаси кандай ифо- 
далапади?
Уч векторнинг аралаш  купайтмаси деб нимагг айтилади?
Аралаш купайтма цандай хссг.аларга эга?
Аралаш купайтма к,андай геометрик маънога эга?
Проекциялари билан берилган уч векторнинг аралаш купайтмаси цандай нфо- 
даланади?
Уч векторнинг компланарлик шарти нимадан иборат?

426—449- мисолларни ечинг.

13- § . Текисликда чизи^нинг ва фазода сиртнинг 
тенгламаси эодида туш унча

Аналитик геометриянинг энг мухим тушунчаси чизи^ тенгламаси 
шунчасидир. Текисликда тугри бурчакли координаталар системаси 
бирор L  чизик, берилган булсин (28-ш акл). Ушбу

F ( x , y )  =  О (13.1)
)гламани фацат L чизикда ётувчи исталган М  нуцтанинг х ва у  
)рдинаталари ца ноатлантирса, бу тенглама L  чизицнинг тенглама- 
деб аталади.
Бундан L чизик; текисликнинг координаталари (13.1) тенгламани 

юатлантирадиган барча ну^талари тупламидан иборат эканлиги 
1иб чи^ади. (13.1) тенглама L  чи- 
«,ни аницлайди ёки L  чизицни ^осил 
лади деб аталади. Лекин иста га н 
х > У) — 0 тенглама кандайдир чи- 
^ни ани^лайди деб уйламаслик ке- 
х, масалан, х'2 +  у -  +  1 = 0  тенгла- 

хеч ^андай хаки кий чизикни ани^- 
майди, чунки тек исликнинг хеч бир 
кин;ий нуцтасинин г координаталари 
тенгламани цанэа тлантирмайди. 28-шакл.
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Иккита чизи^нинг кесиши1 
нук,тасини аницлаш масалас 
бу чизиклар тенгламалари сис 
темасини ечишдан иборат.

Энди фазода O x y z  турр 
бурчакли координаталар сис 
гемаси ва бирор 5  сирт бе 
рилган булсин (29- шакл’

тенгламани факат 5  сиртд

ри цаноатлантирса, бу тенглама S  сиртнинг тенгламаси деб атг 
лади.

Бу таърифга биноан, S  сирт фазонинг координаталари (13.2) теш 
ламани каноатлантирадиган барча нукталари тупламидир. (13.i  
тенглама 5  сиртни хосил килади ёки аниклайди деб айтилади.

Фазодаги чизи^ни иккита сиртнинг кесишмаси деб цараш мук 
кин. Шундай килиб, ушбу

тенгламалар системасини фа^ат L чизик;да ётадиган исталган нук,т; 
нинг координаталари каноатлантирса ва унда ётмайдиган ну^тала]: 
нинг координаталари цаноатлантирмаса, бу система L чизи^ тен1 
ламаси деб аталади.

Текисликдаги чизи^нинг F  (х, у) =  0 тенгламаси ёки фазодаг 
сиртнинг F  (х, у, г) =  0 тенгламаси берилган булса, бу чизик; ёк 
сиртнинг хоссаларини текшириш ва шу билан чизи^ ёки сирт нимг 
дан иборатлигини аниклаш мумкин.

Тескари масалани к,араймиз: Нукталарнинг берилган хоссас 
буйича, царалаётган чизиц ёки сирт тенгламасини тузишни кура? 
лик.

1 . Айлана тенгламаси. О х у  турри бурчакли координаталар сис 
j  темасида хар бири берилган С (а, I

29- шакл. ётадиган исталган М  ну^тг 
нинг х, у  ва z координаталг

(13.5

нуктадан R  масофада жойлашга 
барча нукталар геометрик урн

у
ь

М (х, у) тенгламасини келтириб чинарами;
Боцщача айтганда, радиуси R  в 
маркази С (а ; Ь) нук,тада булган аР. 
лана тенгламасини келтириб чщг 
рамиз (30- шакл).

Масалани ечиш учун ихтиёри
о a X л М  (х-, у) нуктани оламиз ва унда

берилган С (а; Ь) ну^тагача булга
30- шакл. масофани хисоблаймиз:
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\МС\ =  ^ ( x - a ) 2 +  ( y - b ) 2
^гар М  нук,та айланада ётса, у  холда |Л1С|=/? ёки \ M C f = R 2, 
1ъни М  нуцтанинг коордннаталари ушбу тенгламани ^аноатланти- 
эади:

(x — a f  +  {y — b f = R \  (13.4)
Агарда М  нуцта айланада ётмаса, у  холда \МС\г Ф Я 2, яъни М  
ну^танинг коордннаталари (13.4) тенгламани каноатлантирмайди. 
Лундай цилнб, и^ланаётган айлана тенгламаси (13.4) куринишда 
эулади.

Агар (13.4) тенгламада а  =  О, b =  О десак, бу хрлда радиуси R  
за маркази координаталар бошида булган айлана тенгламасини хр- 
:ил циламиз:

*2 +  у2 =  R 2

2 . Сфера тен глам аси . Берилган O x y z  турри бурчакли координа
талар системасида хар бир берилган С (а; Ь\ с ) ну^тадан R  масофа- 
да жойлашган нукталар геометрик урни тенгламасини келтириб 
чицарамиз. Бошцача айтганда радиуси R  ва маркази С (а; Ь\ с) Hyrç- 
тада булган сфера тенгламасини келтириб чикарамиз (31-ш акл).

Масала юкоридагига ухшаш ечилади. М  (х; у, г) ихтиёрий iiyrç- 
та булсин, ундан С (а; Ь\ с) нуцтагача булган масофа ушбу форму
ла б\йича хнсобланади:

\МС\ =  {х — û)2 т  (у — b)2 +  (z — с)2 .
Агар М  нуцта сферада ётса, у  холда \МС\ =  R  ёки |МС|2 =  R 2, 
яъни М  нуцтанинг коордннаталари ушбу тенгламани цаноатланти- 
ради:

(х — û)2 +  (у -  Ь)2 + [(z  — с)2 =  R 2. (13.5)

Агарда М  нукта сферада ётмаса, у  холда |Л4С|2 Ф  R 2, яъни М  нук,- 
танинг коордннаталари (13.б) тенгламани каноатлантирмайди.

Шундай цилиб, сферанинг изланаётган тенгламаси (13.5) кури
нишда булади. Агар (13.5) тенгламада а  =  О, Ь =  О, с =  0 десак, 
радиуси R  га  маркази координаталар бошида бÿлгaн сфера тенгла
масини хосил киламиз: х2 +  у 2 +  z2 =  R 2. Сунгида шуни айтиб 
утамизки, текисликдаги чизицлар 
еэ фазодаги сиртлар тутри бур
чакли координаталар системасида 
узларининг тенгламаларига кура 
алгебраик ьа трансцендент чизик- 
лар ва сиртларга булинади.

п- тартибли алгебраик чизи^
(сирт) деб, узгарувчиларга нисба- 
тан п-тартибли тенглама билан 
бериладиган чизикни (сиртнп) ай- 
тамиз. Масалан, айлана иккинчи 
тартибли чизик, сфера иккинчи > 
тартибли сиртдир. 31-шакл.

-*У
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32- ш акл.

14- §. Берилган ну^та ор^али 
утувчи ва берилган нормал 
векторга эга текислик тенгла- 

масн

O x y z  tvfph бурчаклн ко- 
ординаталар системаси, ихтиё- 
рий л  текислик ва унда ётув- 
чи УИ0 (л-0; у 0\ 20) нуцта хамда 
бу текисликка перпендикуляр
п =  A i  +  В ¡  +  С k вектор 
берилган булсин. я  текислик 
тенгламасини келтириб чика- 
рамиз. Масалани ечиш учун

ихтиёрий М  (х ; у\ г) нуцтани о л а м и з . М 0М  на п Е е к т о р л а р  узаро 
п е р п е н д и к у л я р  булганда в а  ф а ^ а т  ш у н д а г и н а  бу ну^та я  т е к и с л и к -

да ётади (3 2 -шакл). М 0М  векторнинг координаталари х  — х0, у  —
— Уо> г — г о булганлиги учун икки векторнинг перпендикулярлик 
шар гига асосан ((8.12) формула) М  нуцта

А (х  — х0)|+ B (y  — y 0) +  C (z  — z0) =  0 (14.1)

булганда ва фак,ат шундагина л текисликда ётади. Бу эса излана- 
ётган л текислик тенгламасидир, чунки уни бу текисликда ётадиган 
исталган М  нуктанинг координаталари цаноатлантиради ва бу те
кисликда ётмайдиган ^еч бир нуктанинг координаталари каноатлан-
тирмайди. Бу текисликка перпендикуляр п — A i  В  j  + C k  
вектор бу текисликнинг нормал вектори  деб аталади. Шундай кн- 
либ, биз хар цандай текисликка х, у ,  z координаталарга нисбатан 
биринчи тартибли тенглама мос келишини курсатдик.

1- м и с о л .  М 0 (3; — 4; 2) нуцтадан утунчи ва n =  i  — 21 +
+  3 k пекторга перпендикуляр булган текислик тенгламасини ту- 
зпнг.

Ечиш.  Бу ерда А =  1, В =  — 2, С =  3. (14.1) тенгламага асо
сан изланаётган тенгламани ^осил циламиз:

1 -(х — 3)’—\2-(у +  4 ) j+ r3 (z — 2) =  0 ёки х  — 2t/ +  3z  — 17 = 0 .

2 - м и с о л .  К,уйидаги учта нуктадан утувчи текислик тенглама
сини тузинг: М 0 ( 1; 1 ; 1), M j(3 ; —1; 0),' М 2(2; 1; 3).

Ечиш.  М аМ 1 ва М 0М 2 векторлар изланаётган текисликда ёта
ди, шунинг учун уларнинг вектор купайтмаси бу текисликка пер
пендикуляр булган вектордир. Шу сабабли я  вектор сифатида М 0М Х
ва М 0М 2 векторларнинг вектор купайтмасини олиш му.мкин. Бу 
векторларни ва уларнинг вектор купайтмасини топамиз:

М , Д  =  2 7 —  2 ¡  — 7 ,  М~0М 2 = 7  +  2 k >
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п =  М 0Му X М 0М 2 = 2 — 2 — 1 
1 0  2

/ / £

Лундай ^илиб, Л = — 4, В = — 5, С =  2. (14.1) [формулага асосан 
«ланаётган тенгламани оламиз:

;ки
— 4 -(х  — 1) — 5 (у  — 1) +  2 (г — 1 ) = 0  

4 х  +  5 у  — 2 г  — 7 =  0.

15- §. Текисликнинг умумий тенгламаси

Биз юкорида хар к,андай текисликка х, у  ва г  координаталарга 
шсбатан биринчи даражали тенглама мое келишини курсатдик, 
1ъни текислик биринчи тартибли сиртдир.

Тескари даъво хам туррилигини, яъни х, у  ва г координаталар- 
■а нисбатан биринчи тартибли хар ^андай тенглама берилган коор- 
шнаталар системасида текисликни аниклашини курсатамиз.

Х.аци^атан хам, О х у  г турри бурчакли координаталар системаси 
¡а нхтиёр ий А, В, С, О коэффициентли биринчи даражали

Ах -(- В у  -(- Сх —|— = 0 (15.1)

генглама берилган, шу билан бирга, бу коэффициентлардан камида 
Зиттаси нолдан фар^ли булсин.

Аницлик учун С ф  0 деймиз ва (15.1) тенгламани цуйидагича 
{фодалаймиз:

Л ( х - 0 )  +  В ( у - 0 )  +  С ^  +  -| )  =  0. (15.2)

15.1) ва (15.2) тенгламалар тенг кучли. (15.1) тенгламани (15.2) 
генглама билан солиштирадиган булсак, у  ва демак, унга тенг
сучли (15.2) тенглама хам УИ0 ^0; 0; — ну^тадан утувчи ва

I =  А I +  В  / +  С к нормал векторга эга булган текислик тенгла- 
ласи эканлигини курамиз. Шундай килиб, биз х, у ,  г  координата- 
тарга нисбатан биринчи тартибли хар кандай тенглама текисликни 
ши(\лашини курсатдик.

Текисликнинг (15.1) умумий тенгламасида баъзи коэффициент- 
тар нолга айланганда текислик координата укларига нисбатан кан- 
1ай вазиятни эгаллашини курайлик.

1. 0  =  0 булса, (15.1) тенглама

Ах В у  +  Ся =  О

суринишни олади ва уни х  =  0 , у  =  0 , 2 =  0 , яъни координаталар 
юшининг координаталари каноатлантиради. Демак, текислик коор- 
шнаталар бошидан утади.
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2. С =  0 булса, (15.1) тенглама А х -\ -В у -\ -0  =  0 куринишни
олади ва унинг нормал вектори п =  А г +  В / Ог укига перпен
дикуляр булади. Демак, текислик Ог укига параллел булади.

Агар В =  0 булса, Ах -\-Cz-\-D —0 текислик Оу укига перпенди
куляр п = А 1  + С й  нормал векторга эга булади. Шунинг учун те
кислик Оу укига параллел.

Нихоят, А = 0 булса, текислик В у  +  Сг +  О =  0 тенгламага
эга булиб, унинг нормал вектори п =  В  / +  С й Ох укига перпен
дикуляр. Шунинг учун текислик Ох укига параллел.

Умуман олганда текисликнинг умумий тенгламасида коэрдина- 
талардан бири катнашмаса текислик уша координата укига парал- 
лелдир.

3. Энди иккита коэффициент нолга тенг булган холни курай- 
лик. Масалан, 0  =  0, С =  0 булсин. Бу ^олда Ах  +  В у  =  0 булиб, 
текислик координаталар бошидан утади (О =  0 ) ва Ог укига па
раллел (С =  0), яъни у  Ог увидан утувчи текислик булади.

0 = 0 ,  В  =  0 булса, Ах +  Сг =  0 тенгламага эгамиз р.а у коор
дината бошидан утадиган (О =  0), Оу у^ига параллел (В  =  0) те- 
кисликни аниклайди, яъни Оу увидан утадиган текислик булади.

Ва нихоят, 0  =  0, А =  0 булса, В у  +  Сг =  0 булади ва бу 
тенглама координата бошидан утадиган (О =  0), Ох укига параллел 
{А =  0) текисликни аниклайди, яъни у Ох укидан утадиган текис
лик булади.

4. Агар иккита узгарувчи олдидаги коэффициент нолга тенг
булса, масалан, А =  О, В =  0 булса, нормал вектори п =  С к, Ог 
укига параллел ва тенгламаси Сг +  О =  0 булган текислик хосил 
булади. Демак, текислик Ог укига перпендикуляр ва О х у  текис- 
лпгига параллел булади.

Юцоридагидек В у  +  О =  0 тенглама Охг текислигига параллел 
текисликни, Ах +  О =  0 тенглама эса Оуг текислигига параллел 
текисликни аниклайди.

5 . Нихоят учта коэффициент нолга тенг булса, масалан, В =  О, 
С  =  0, 0  =  0 булса, Ах =  0 ёки л: =  0 тенглама координаталар бо
шидан утадиган (О =  0) ва Оуг текисликка параллел текисликни 
аниклайди, яъни у  Оуг координата текислигининг узи булади. Худ- 
ди шундай Ву  =  0 ёки у  =  0 тенглама Охг координата текислигнни, 
Сг — 0 ёки г =  0 тенглама эса Оху текислигини аниклайди.

Равшанки, текисликнинг умумий тенгламасида барча коэффи- 
циентлар нолга тенг булмаганда текислик барча координата уклари- 
ни кесиб утади. Текисликни ясаш учун бу нукталарни топиш ло- 
зим. Бунинг учун иккита координатага нолга тенг кийматлар бериш 
ва текислик тенгламасидан учинчи координатани топиш кифоя.

1 -м  и сол .  З х  +  2 у  +  г  — 6 =  0 текисликни ясанг.
Еч и ш.  Текисликнинг координата уклари билан кесишиш нук- 

таларини топамиз. Текисликнинг Ох уки билан кесишиш нуктасини 
топиш учун текислик тенгламасида у  =  0 , 2 =  0 дейиш лозим 
(чунки Ох укининг исталган ну^таси учун у  =  г  =  0 га эгамиз),
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>х— 6 =  0 ни оламиз, яъни х =  2 . 
1емак, текислик Ох уцини М г (2;

0) пу^тада кесиб утади. Шунга 
'хшаш, текислик тенгламасида 
: =  0  па у  =  0 деб г =  6 ни хосил 
.иламиз. Демак, текислик Ог ук;и- 
¡и ,11, (0 ; 0 ; 6 ) нуктада кесиб ута- 
и̂ ва нихоят, текислик тенгламаси- 

1а х =  0 ,' 2 =  0 деб 2 у  — 6 =  0 ни 
)ламиз ёки у  = 3. Шундай килиб, 
/чннчи нукта М 3 (0; 3; 0) ни топ- 
1ик, у О у  укига ва берилган текис- 
шкка тегишли. Бу М х, М 2 ва 
1ук,талар буйича текисликни ясай- 
шз (33-шакл).

16-§. Икки текислик орасидаги бурчак

Умумий тенгламалари
Ахх  +  В $  +  С ¡г  -¡- =  О

за
А 2х  -|- В%у -)- Сг2 -г  Г)2 — О

5илан берилган л ! Еа л 2 текисликларни караймиз (34- шакл).
Икки текислик орасидаги ср бурчак дейилганда бу текисликлар 

эилан >рсил килинган иккита иккиёкли бурчакдан бири тушунила- 
аи. л ! ва я 2 текисликлар фазода хар цандай жойлашганида хам
улар орасидаги ср бурчаклардан бири и, =  В и ва п г = 
=  |А,, В 2, С,( нормал векторлар орасидаги бурчакка тенг. Шу са- 
бабли бу бурчак (8.9) ва (8.10) формулага кура хисобланади.

соэ ф = ^ 1 2̂ "Ь ^ 1 2̂ "Г ^ 1̂ *2 (16.1)
N 1  • к - 1  1 ' а\ -  в\  +  с\  ■ 1  А\ +  +  с\

Иккинчи бурчак (180° — ф) га тенг. Агар Ях ва я 2 текисликлар па-
раллел булса, у  хрлда уларнинг п 1 ва п2 нормал векторлари кол- 
линеар ва аксинча. Бирок бу холда

1̂ _ Дт _  С-[
Ап Ва С2

(16.2)
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(16.2) шартлар ва я 2 текисликларнинг параллеллик шартлари- 
дир. Агар Я! ва я 2 текисликлар узаро перпендикуляр булса, у хол
ла уларнинг нормал векторлари хам бир-бирига перпендикулярдир 
ва аксинча. Бироц бу ^олда

AíA% +  B 1B i + C 1Ci =  0. (16.3)
(16.3) шарт jtj ва я 2 текисликларнинг перпендикулярлик шартидир.

1 - м и с о л .  Ушбу текисликлар орасидаги бурчакни топинг:

х  — i/i 2 +  2 — 1 =  0 ва х - \ - у у г2 — г +  3 =  0.
Еч и ш .  (16.1) формулага кура

Ы — / ¡Г ” ■ / 2~ +  1 •(— I) 2 1
COS ф  =  --------------- ------------- - — 11---------5--------- = -------------- = -------------.

/ 1 + 2 + 1  . / 1 + 2 +  1 2- 2 2

Демак, нккиё^ли бурчаклардан бири <р = 120°, иккинчиси 60°.
2 - м и с о л .  М0 (2; — 1; 3) нуцтадан утувчи ва З х  — у  +  4 z  —

— 5 =  0 текисликка параллел текислик тенгламасини топинг.
Еч и ш.  (14.1) формулага acocan М 0 (2; — 1; 3) ну^тадан утув 

чи текислик тенгламасини ёзамиз:
А (х  — 2) +  В ( у -{- 1) — С (г — 3) =  0. (16.4)

Изланаётган ва берилган текисликлар параллел булгани учун изла-
наётган текисликнинг n l =  A i  +  В j  +  CÁ нормал вектори сифати-
да берилган текисликнинг п =  3 г — / + 4 k  нормал векторини 
олиш мумкин. Демак, /4 =  3, В =  — 1, С =  4. Коэффициентлар- 
нинг бу ^иймагларини (16.4) тенгламага ^уйиб, изланаётган текис
лик тенгламасини ^осил циламиз:

3 ( х - 2 ) - ( у  +  1) +  4 (г — 3) =  0
ёки

3 л: — у  +  4 г  — 19 = 0 .

У э - у з и н и  т е к ш и р и ш  у ч у н  с а  в о л л а  р

1. Аналитик геомегрияда чизи^ деб нимани туш у н ила ди? Чизикнинг тенгламгс* 
деб нимага айтилади?

2. Тенгламалари берилган икки чизикнинг кесишиш нуцтасини цандай топиц 
мумкин?

3. F {х, у) =  0 тенглама ^ар доим х,ам текисликдэ бирзр чиэицни аницлайдими; 
Мисол келтиринг.

4 . Аналитик геомегрияда сирт тенгламаси нимй?
5 . Фазода чизн^ тенгламаси кандай аник.ланади1
6 . F (х, у , г) =  0 тенглама х,ар доим ^ам бирор сиртни аницлайдими? Мисо; 

келтиринг.
7 . Н уцта берилган чизи^да ва сиртда ётишига ^андай ишонч ^,осил цилиш мум 

кин?
8 . Д екарт координагаларида текислик тенгламаси боища сиртларнинг тенгламала- 

ридан цандай характерли белгиси билан фар:-; ^илади?
9 . Текисликнинг нормал вектори нима?
10. Агар текисликнинг тенгламасида у  ёки  бу >:ад булмаса, у  координата y iy ia  

рига нисбатан кандай жойлашади?
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11. Нкки текислик орасидаги бурчак цзндай аницланади?
12. Пкки текисликнинг параллеллик ва перпендикулярлик шартлари нимадан 

нборат?
14. 452 — 487- мисолларни счинг.

17- § . Ф азода ва текисликда турри чизи^.
Турри чизикнинг йуналтирувчи вектори

Маълумки, фазода чизии, тенгламаси иккита кесищувчи сиртнинг 
>̂ ар бирига тегишли ну^таларнинг геометрик урни сифатида к,арала- 
ди. Агар бу сиртлар (х, у ,  г) =  0 ка Р 2[х, у ,  г) =  0 тенгламалар 
билан берилган булса, у  ^олда уларнинг кесишиш чизири ушбу
(13.3) тенгламалар системаси билан аншуганади:

{ ^ (х ,  у ,  г) =  О,
|/2 (х, у ,  г) =  0 .

1. Фазода турри чизи^, К,уйидаги биринчи даражали тенглама
лар еистемасини карайлик:

| Ахх В гу  4- С]2 +  =  О, (Л)) п  7 П
\ Л.2х ¡- В . . у С , г  - г  В.2 =  0. (л.)

Бу тенгламаларпинг хар бири текисликни беради. Агар бу Л! ва л 2
текислнклар параллел булмаса (яънн уларнинг пг ва п г нормал 
векторларн коллинеар булмаса), у .\олда (17.1) система икки тсгго- 
ликнинг кесишиш чизиги сифатида, яъни фазонинг координата лари
(17.1) системапинг хар бир тенгламасини ^аноатлантирадигап ::ук- 
талари геометрик урни сифатида бирор Ь тутри чизик^ни ани^лайди 
(3 5 -шакл). (17.1) тенгламалар фазода тутри чизикнинг умумий  
тенгламалари  деб аталади.

Тутри чизи^ни ясаш учун унинг иккита нуктасини билиш етар- 
ли. Энг осони тугри чизикнинг координата текисликлари билан к<,- 
сишиш нукталарини топишдан иборат. Бундай ну^талар тугри чи- 
зи^нинг излари деб аталади. Тугри чизикнинг, масалан, Оху текис- 
ликдаги изини топиш учун (17.1) тенгламаларда 2 =  0 деб олиш 
х;амда х  ва у  ни

(А хх +  В ху  ~г И1 =  0,
В.2У =  0

системадан топиш лозим. Тугри чизикнинг бош^а координата текис- 
ликларидаги изини хам шунга ухшаш топиш мумкин.

(17.1) турри чизицка параллел 
ёки унда ётадиган исталган век
тор бу тугри чизикнинг йунал
тирувчи вектори  деб аталади.

Турри чизиц текисликларникг
пх ва п2 нормал векторларига 
перпендикуляр булгани учун (бу
ерда =  | А х, В ъ Сх), п2 =  ( А2 35- шакл.
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В2, С2!) Ь тугри чизикнинг в йуналтирувчи вектори (у хам п х ва
п2 векторларга перпендикуляр) сифатида п1 X п2 [вектор купайтма- 
ни олиш мумкин:

в =  пх х  п2 =
I / й 
Аг В х С,
А2 в 2 с 2

[(17.2)

1- м и с о л. Ушбу
2 х-\- у  — 2 3 =  0, 
х +  у  +  г — 1 — 0

турри чизикнинг йуналтирувчи векторини ва унинг координата те- 
кисликлари билан кесишиш нукталарини топинг.

Ечиш.  гс1 =  2/ + / — к ,  пг =  1 + /  -\-к булганлиги учун йу
налтирувчи вектор (17.2) фэрмулага кура бундай булади:

5 =  пг х  п 2 —
/ к 

1 — 1 
1 1

=  2 г — 3 у +  к .

Турри чизикнинг Оху текислик билан кесишиш нуктасини турри чи- 
зи^нинг умумий тенгламаларида 2 =  0 деб топамиз:

(2 х у  — 3 =  0 ,
\х +  у  — 1 = 0 .

Тенгламалар системасини ечиб х =  2, у  =  — 1 ни топамиз. Шун- 
дай цилиб, М г {2; — 1; 0).

Шунга ухшаш, турри чизикнинг О у  г текислик билан кесишиш 
ну^таси М 2 ни турри чизикнинг умумий тенгламаларида х =  0 деб 
топамиз:

(У —  2 — 3 =  0,
1у +  2 — 1 = 0 .

Бу тенгламалар системасини ечиб, у  =  2, г  =  — 1 ни хосил цила- 
миз. Шундай килиб, М 2(0, 2 — 1). Ва, ни.^оят, турри чизикнинг те
кислик билан кесишиш ну^таси М 3 ни турри чизикнинг умумий 
тенгламаларида у  =  0 деб топамиз:

2 х  — г — 3 =  0 , 
х  +  2 — 1 = 0 .

Бу тенгламалар системасини ечиб, х  =  — 

ламиз. Шундай ь^илиб, ¡ 0 ; -----

2 = ----- — ни ^осил 1̂ И-

2. Текисликдаги турри чизиц. К,уйидаги биринчи даражали

( ¿ )
Ах -|- В у  С  2 -Ь Г) ■— 0,
2 =  0

( 1 7 . 3 )
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нгламалар системасини цараймиз. Бу тенгламаларнннг хар бири 
кисликни беради, лекин г =  0 тенглама Оху координата текисли- 
ни беради, шунинг учун (17.3) система ёки

Ах +  Ву  +  О — 0 (17.4)

нглама Оху текисликда Ь тугри чизикни аниклайди. (17.4) тенг- 
ма Оху текисликдагн тугри чизикнинг умумий тен глам аси  деб 
алади. Бу (17.4) ёки (17.3) турри чизикнинг йуналтирувчи векто- 
ни топамиз. Турри чизикни берадиган (17.3) текисликларнинг нор-
1Л векторлари пг =  Л/ +  ЕЯ +  С£, п 2 =  к куринишда булганлиги 
ун (17.4) тутри чизикнинг йуналтирувчи векторини (17.2) фор
т а  буйича хисоблаймиз:

-  -  -  1 1 к -  -
з =  п1 Х п 2 =  А В С =  В1 — Л/.

7.4) тугри чизивда перпендикуляр булган п вектор бу турри чи-
^нинг нормал вектора  деб аталади. У  5 йуналтирувчи векторга
1\1 перпендикуляр булганлиги учун п =Лг +  В/ куринишга эга бу
ди. Шундай к,илиб, текисликдаги умумий тенгламаси л х +  Ву  + 0 = 0
■лган турри чизи^ п =  Лг +  В1 нормал векторга (у тугри чизик; - 
1 перпендикуляр), текисликнинг умумий тенгламаси эса Ах  +  В у  +
-Сг +  0  =  0 нормал вектор п =  {А, В  ,С} га эга. Шу сабабли 
жисликнинг умумий тенгламаси учун айтилган барча фикрлар те- 
кликдаги турри чизикнинг умумий тенгламаси учун хам турри 
^лади. Масалан, текисликдаги икки

(¿ ])  Ах х  +  В х у  +  Ох =  О,
(L2) Л2 х  +  В 2 у  +  0 2 =  О

/гри чнзи^ орасидаги ф бурчак сифагида =  Лх г +  В ^ ,  п2 =  
— ■ ►

= Л2г +  В2/ нормал векторлари орасидаги бурчак кабул килинадн
1 шу сабабли ушбу формулалар буйича хисобланади:

Лх • По Ао ")" Во СОБ ф =  — -------— —  1 2  1 1 2  ------

У  А*+ в\  • и\+в.

Агар L1 ва Ь2 турри чизицлар параллел булса, у  ^олда улар- 
инг пх ва п2 нормал векторлари коллинеар ва шу сабабли

(17.5)
А3 В2

17.5) шарт текисликдаги икки тугри чизикнинг параллеллик шарти- 
ир.
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Агар ра ¿ 2 т$три чизицлар перпендикуляр булса, у  ^ол;
уларнинг пх са п2 нормал векторлари хам перпендикуляр, ш ун т 
учун куйидагига эгамиз:

А1Аг +  В 1В г =  0. (17.е
(17.6) шарт текисликдаги икки тугри чизицнинг перпендикулярл^ 
шартидир. Агар (14.1) тенгламада г  =  г0 =  0 десак, у >̂ олда

А (х  — х0) +  В ( у  — у 0) =  0 (17.'

тенгламани ^осил циламиз, у Оху текисликнинг М 0 (х0, у 0) ну^т; 
сидан утадиган шу текисликдаги тугри чизик; тенгламасидир. А ! 
В  координаталар текисликдаги тугри чизи^ нормал векторининг к< 
ординаталари булади, яъни

п =  А I +  В  у.
2- м и с о л .  Учбурчакнинг учлари берилган:

М 1 (2\ 1), М г ( — 1; — 1), М-3 (3; 2).

А1± учдаи уткпгшлган баландлик тоиг/имасипи тузинг.
Ечиш.  Б::л^нд1 !’к теигламасшш (17.7) куринишда излаймиз:

А ( х —\2) В ( у — 1) -  Э. (17.?

Баландлик .Ио-И-, томонгд перпендикуляр булгани учун норма 
вектор сифатида .VI. И . векгсрни олчш мумкин, яъни

1 1 --— 4/ 3 у.

Бундан А =  4, В =  3. Бу ^ийматларни (17.8) тенгл амага ^уямиз: 

А(х — 2) +  3 {у — 1) =  0 ёки 4 х +  3 у  ■— 1 1 = 0 .  

Изланаётган баландлик тенгламаси топилди.

18- § . Тугри чизик,нинг вектор ва  каноник тенгламаси

Текислик ва фазодаги тугри чизик,нинг умумий тенгламалари мг 
салалар ечиш учун хар доим хам цулай булавермайди, шу сабабл 
купинча тугри чизик; тенгламаларининг махсус куринишларида 
фойдаланилэди.

Гап шундаки, тугри чизикнинг вазияти бирор тайинланган М
нуктасининг ва бу тугри чизиеда параллел ёки унда ётадиган ; 
йуналтируечи векторнинг берилиши билан тулик, аникланади.

Ь тугри чизик; М 0 [х0\ у 0\ г0) нук,та ва я =  / г +  т  у +  р к  йунал 
тирувчи вектор билан берилган булсин. L тугри чизикда ихтиёри 
М  (х; у\ г) нук,та оламиз (36- шакл).

Шаклдан бевосита



1 х,осил циламиз. М 0 ва М  
/кталарнинг радиус-векторла-
ши мос равишда г0= О М 0, г =
-ОМ билан белгилаймиз. М 0М  
:ктор турри чизикда ётади, т у
[бабли у з йуналтирувчи век- 
эрга коллинеар, ва демак,

— У-
Мд М  =  / 5 (18.2)

36- шакл.;нглик турри, бу ерда / — 
араметр деб аталадиган ска-
яр купайтувчи, у  М  нук,танинг турри чизикдаги вазиятига караб, 
:талган киймат ^абул цилиши мумкин.

(18.2) формулани ва киритилган белгилашларни хисобга олиб, 
.8 . 1) тенгламани ушбу куринишда ёзамиз:

7 = 7 0 + И .  (18 .3)
(18.3) тенглама турри чизик,нинг вектор тенгламаси  деб атала-

и. У * параметрнинг ^ар бир 1̂ ийматига турри чизикда ётадиган 
хтиёрий М  ну^танииг радиус-векторини мос куяди. (18 .3) тенгла- 
ани координата шаклида ёзамиз. ^уйидагн

г =  ОМ =  х  I +  у  / +  г к,

г„ =  ОМ =  х ^ +  у 0/' +  г йк, (18 .4 )

t s  =  l t ¿  +  m í j  +  p í k  
арни эътиборга олсак,

х  =  х0 +  И,

У = У 0 +  т ( ,  
г  =  г0 +  р1

и ^осил ^иламиз. Бу тенгламалар турри чизи^нинг п ар ам етр и к  
1енгламалари  деб аталади. / параметр узгарганда х, у, г  коорди-
аталар узгаради ва М  ну^та турри чизи^ буйлаб кучади. М 0 М
зктор $ векторга коллинеар булганлиги учун бу векторларнинг 
роекциялари пропорционал. Сунгра

М 0М  =  {х— х0) г +  (у — у 0) Т +  (* - г0) С

э =  I ¿ +  т /  +  р£
улганлиги учун

X — х0 __ у — у» __ г — г„
I т р

( 1 8 . 5 )
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У

37- шакл.

ни хосил киламиз. Бу тенглама 
ту^ри чизикнинг каноник тенг-  
ламаси  деб аталади. Турри чи- 
зи^нинг текисликдаги вектор 
тенгламаси (18.3) фазодаги каб^ 
булади, лекин вектор тенглама- 
лардан параметрик тенгламалар- 
га утишда у учта эмас, балкV 
ушбу иккита скаляр тенгламага 
келтирилади (37- шакл):

(18.6;

Чунки бу холда М 0 ва М  ну^талар факат иккитадан (х0; у 0) вг
(х\ у )  координатага эга, 5 йуналтирувчи вектор хам иккита коорди 
натага эга. (18.6) тенгламалардан t параметр чикарилса, текислик- 
даги тутри чизикнинг каноник тенгламасига утиш осон булади:

1 - м и с о л .  /И0 (1; 2 ; — 3) ва М г (— 2; 1; 3) нук,талар ор^алг 
утувчи турри чизикнинг каноник тенгламаларини тузинг.

Еч и ш.  5 йуналтирувчи вектор сифатида М йМ х =  — 3 / — / -+
4- 6 & векторни оламиз. (18.5) формуладаги берилган нукта сифа 
тида М д ёки М х нуцталардан исталганини олиш мумкин. Натижа 
да гурри чизикнинг ушбу каноник тенгламасини хосил циламиз:

текислик билан кесишиш ну^тасини топинг.
Е ч и ш .  Бу ну^таларни топиш учун (18.8) Еа (18.9) тенглама 

ларни биргаликда ечиш керак. Знг ссони берилган (18.8) турри чи 
зиц тенгламасини куйидагича параметрик шаклда ёзиб олишдир:

х — х0 _  у — у  а 
I т

(18.7

% м и со  л. Ушбу
(18.8

турри чизикнинг
2 х  +  3 у  - г  г  — 1 = 0 (18.9

х  =  / +  1,

у =  — 1,
2 =  6 .̂

(18 .1 С

Бу ифодани текисликнинг (18.9) тенгламасига цуямиз: 

2(/ +  1) +  3 (— 2 / — 1) +  6 /— 1 = 0 .
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н д а н / = 1 . Турри чизи^нинг 
5.10) параметрик тенгламала- |  ̂ I 
:а параметр  ̂=  1 ^ийматини "^ 4. 
йиб, л: =  2 , у  =  — 3, 2 =  6 ни 
амиз. Демак, турри чизи^ ва 
<ислик М  (2; — 3; 6 ) нуктада 
:ишади.

- §. Нун,тадан турри чизик^ача 
текисликкача булган масофа 38- шакл.

1. Н у^тадан турри чизиэда-
булган масофа. Оху текисликда М 0 (х0; у 0) ну^тани ва

Ах +  В у  +  0  =  0
умий тенгламаси билан берилган турри чизи^ни караймиэ. М 0 
ктадан турри чизиккача булган масофа с1 =  \М0М 1\ ни аниклаймиз
5- шакл)- М 0 нуктадан Ь гурри чизивда туширилган перпендику- 
рнинг асосини М 1(х{, у х) билан бзлгилаймиз. Изланаётган й ма- 
£а бу п ерпендикулярнинг узунлигига, ¿яъни

1  =~М,Мд =  {х0 — х,) I +  (у0 — у , )  7

<торнинг узунлигига тенг. й вектор билан Ь [турри чизикнинг
рмал вектори п =  Лг +  В/ нинг скаляр купайтмасини тузами!.

векторлар кэллинзар булганлиги учун улар орасидаги бурчак ё 
лга, ёки 180° га тенг. Шу сабабли с о э ф = ±  1 па скаляр ку- 
йтманинг таърифига кура:

± 1« \п \ а . (19.1)
Иккинчи томондан, ¡координаталари билан берилган векторлар- 

нг скаляр купайтмалари ушбу фэрмулэ билан хисобланиши мум- 
н:

п-й =  А (х 0 ~ х 1) +  В ( у 0 ~ у 1). (19.2)

ро^ М х(ху\ у ^  нук,та бгрилгам турри чизикда ётади, шупинг 
ун унинг координаталари бу турри чизи^ тенгламасини каноат- 
нтиради;

А хх +  В у х +  0  =  0.

ндан АХХ +  В у х =  — О. Буни хисобга олсак, (19.2)ифодэ ушоу 
ринишни олади:

п-й  =  А х 0 +  В у 0 +  О. (19.3)

) .] )  ва (19.3) формулаларни хи;обга олсак, [куйидагини оламиз: 

+  I П | (1 =  А Хд +  В Уд +  О,
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бундан
¿ — | ^ Х0 ~Ь В У 0 +  D ^jg

Бирок fn| =  i А2 +  В2, шу сабабли (19.4) формула ушбу куринии 
ни олади:

^ А хп +  В у0 -f- D 

I А2 +  В 2

ёки
d =  \Axo +  B y o±D\, (19£

У  А2 +  В2

Сунгги формула М 0 (х0\ у 0) ну^тадан A x  +  B y -\ -D  =  0 тугри чт 
зиккача булган массфани топиш учун хизмат ^илади.

1 - м к с о л .  Учбурчакнинг учлари берилган:
М ,( 4; 1), М 2( 0; — 2), М 3( -  5; 10).

М х учдан уткагилган баландликнинг узунлигини топинг.
Ечиш.  Дастлаб М 2 ва М я нукталардан ÿTyB4H TÿFpH чизи 

тенгламасини (18.7) формула буйича тузамиз. Йуналтирувчи векто
сифатида s =  М.2М 3 =  — 5 i +  1 2 / векторни оламиз, бундан I = 
=  — 5, гп =  12. Шунинг учун тенглама ушбу куринишни олади:

*  —  0  У ~г 2
=  —  • (19.Ê

Бу тенгламани умумий куринишга келтириб, ^уйидагини ^осил rçr 
ламиз:

12* +  5 г/ +  10 =  0.
Баландликнинг узунлигини М г ну^тадан (19.6) тутри чизшдача 6\v 
ган массфа сифатида (19.5) формула буйича хисоблаймиз: 

d  =  1 12.4 +  5-1 +  lo i =  63 _ 5

1 I22 +  52 13
2. Ну^тадан текисликкача булган массфа. Энди М 0(ха\ у 0\ г, 

нук;та ва
А х  +  В у  +  С z +  D =  0

умумий тенгламаси орцали текислик берилган булсин. Улар ораси 
даги d массфа, яъни М 0 ну^тадан л текисликка туширилган пер 
пендикулярнинг узунлиги ушбу формуладан ани^ланади:

^ _I А х0 +  В у0 +  С z0 +  D | (19 6
!  А2 +  В2 +  С2

Бу формулаларнинг келтириб чикарилиши нуктадан тутри чизик,кач 
булган масофа формуласи (19.5) га ухшаш.
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2- м и с о л .  Ушбу

х  — 2 у  — 2 г  — 6 =  0 (л2)
•аллел текисликлар орасидаги масофани топинг.
Ечиш.  Лх ва л 2 текисликлар орасидаги масофа улардан бирор- 

ида ётувчи нуктадан иккинчисигача булган масофага тенг. Бир 
исликнинг, масалан, л х текисликнинг ихтиёрий нуцтасини топа-
I. Бунинг учун бу текислик тенгламасида у  =  0, 2 =  0 деймиз ва 
- 1 2  =  0 ни .\осил циламиз, бундан х =  12 , М 0 ( 12 ; 0 ; 0) нук,та 
текисликка тегишли. М 0 нуктадан щ  текисликкача булган мя- 
ани (19.6) формула буйича .^исоблаймиз:

с[ — I М 2—2-0 —2-0 — 6 | =  _6 _  2
7 13 _|_ (— 2)2 +  (— 2)2 3

У з - у э и н и  т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р  

>аээдаги турри чизи^чияг йуначтнруачи вектори нима?
1гар фэзодаги тчтр I ч.1зн^ уиумяй  тенгламалари билан бэрилган булса, 
|Гнинг йуналтирувчи векторини цандай ани^лаш мумкин?
'екисликддги турри чиз1цнинг нэрмлл вектори нима?
координата учутарини координата текисликлапчнинг кесишмаси сифатида 
«араб, уларнинг тенгламаларини ёэинг.
"угри чизи^нинг вектор тенгламасини келтириб чицаринг.
угри чиэик;нинг каноник тенгламасини келтириб чикаринг.
екисликдт нуктадан турр.ч чнэчккача булган масофа формуласини келтпонб
ш^аринг.
88—5 1 3 -масалаларни ечинг.

х — 2 у ~ 2 г — 12 =  0, ( л х)

§. Икки ва уч нэмаълумли иккита ва учта чизицли тенглама- 
лар системаси. Крамер ^оидаси

4кки номаълумли иккита чизи^ли тенгламалар системаси. Икки 
шълумли иккита чизикли тенгламалар системасининг

1а п х  +  а \2У =  /20 1)
1 а.п х  +  а 22у  =  Ь.г

мини топиш учун детерминанглар назариясидан фойдаланамиз. Бу 
а х ва у  номаълум сонлар, долган барча сонлар эса маълум. 
^аълумлар олдидаги купайтувчилар система коэффициенглари, Ьх 
Ь2 сонлар эса озод хадлар деб аталади.
Мактаб математика курсидан баъзи маълумотларни эслатиб утай- 

Чизикли тенгламалар системасини ечиш деган суз, х  ва у  сон- 
нинг шундай тупламини топиш демакки, уларни система тенгла- 
арининг хар бирига мос номаълумларнинг урнига ^уйилганда 
р айниятларга айланади. Бундай сонлар тупламини системанинг 
ми деб атаймиз. Камида битта ечимга эга булган система бирга- 
:даги система деб аталади. Биргина ечимга эга булган биргалик- 
и система ашщ система  деб аталади. Чзксиз куп ечимларга эга
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булган биргаликдаги система анщ м ас  система  деб аталади. Битт 
хАм ечимга эга булмаган система биргаликда булмаган система  де 
зталади.

Энди баъзи белгилашлар киритамиз. Система козффициентлар? 
дан куйидаги иккинчи тартибли детерминантни тузиб, уни Д била 
белгилаймиз ва система детерминанти деб атаймиз:

Д = ■41 “ 12
а.&21 **22

Сунгра бу детерм инантда мос равишда биринчи ва иккинчи усту! 
ларни озсд хадлар билан алмаштириб, Дл, Ду билан белгиланадига 
ушбу детерминантларни тузамиз:

Д„ = К а 12 Д., = а п  Ьх
ь2 °22

» у а 21 Ь.2
Агар Д ф О бутха, (20.1) системанинг ечимини аниклайдиган

Дг х = — 
л

Ду (20 .:

формуланинг тугрилигини исботлаймиз. Исботлашда алгебра!- 
кушиш коидасидан фойдаланамиз. (20 . 1) система биринчи тенглам, 
сининг иккала кисмини (а г2) га, иккинчисини эса (— а 12) га купа! 
тириб ва с у нгра олинган тенгламаларни к,ушиб, ^уйидагини олами

(йц й22 ' 2̂1 ^1г) % =  1̂ ̂ 22 ^2.^12- (20 ..
Шунга ухшаш, (20.1) система биринчи тенгламасининг иккала к,исм: 
ни (— а21) га, иккинчисини зса (ац) га купайтириб, сунгра олингг 
тенгламаларни кушиб, куйидагини оламиз:

(̂ ■11 2̂2 2̂1 ^12) У 1̂1 2̂ 2̂1 ^1* (20.'
(20.3) ва (20.4) формулаларда турган айирмалар биз юк;орида к 
ритган иккинчи тартибли детерминантлардир:

а11 С12

¿1 а 22 2̂ 1̂2 0.12 
Ьг а.2 2

2̂1 2̂2 

= Дд., а п  Ъг 0-21 &1 =

=  д ,

-»11
221

&1
Ь2

=  ДУ. (20.

Бу белгилашларда (20.3) ва (20.4) тепгламалар 'бундай ёзилади:

=  (2 0 .[у'А = Ау.
Уч хол булиши мумкин. а) Агар система детерминанти Д ф 

булса, у  хслда (2 0 .6 ) формулалардан (20 . 1) система биргаликда

х  =  ^ ,  у  =  ^  (2 0 .

формулалар билан аникланадиган биргина ечимга эга эканлиги к 
либ чик;ади. (20.2) формуланинг тутрилиги исбот килинди. Олинг, 
(20.7) цоида Крамер коидаси деб аталади.
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б) Агар система детерминанти Д =  0, лекин Ах ва Ду детерми- 
штлардан камида биттаси нолга тенг булмаса, у  холда (20 .6 ) фор- 
/лалардан (20 . 1) система биргаликда эмас, яъни битта хам ечим-
I эга эмаслиги келиб чикади.

в) Агар система детерминанти Д =  0 ва Д* =  0, Ду =  0 булса, 
холда (2 0 .6 ) формуладан (2 0 . 1) система ани^мас, яъни чексиз куп 

[имларга эга экани келиб чикади.
1- м и с о л .  Ушбу тенгламалар системасиии ечинг:

/3 х — у ]=  5,
|х +  2у =  4.

Ечи'ш.  Детерминантларни хисоблаймиз:

Д = 3 — 1 
1 2 =  7, Д , =

5 — 1 
4 2 = 14, Д ,=

3 51 
1 4 ! =  7.

рамер к,оидасидан фойдаланиб х  па у  ни топамиз:
Д .. 14 

х =  — =  -  =  2 ; 
Д 7

2 - м и с о л .  Ушбу тенгламалар системасини ечинг:

Зх “Ь у — 2,
6х +  2// = 3.

Ечнш.  Детерминантларни хисоблаймиз:

Д = 13
6

=  0, Д = 1 . д„ = = — 3.

истема биргаликда эмас, ечимлари йу^.
3 - м и с о л .  Ушбу тенгламалар системасини ечинг:

Зх — У =  2,
6х — 2 у  =  4.

Ечиш.  Детерминантларни хисоблаймиз:

Д = 3 — 1
6 — 2

0 , Д , =
¡2

=  0, Д =’ у
13 
I 6

=  0 .

истема ани^мас, чексиз куп ечимларга эга. Агар иккинчи тенгла- 
ани 2 га ^искартирсак, система ушбу битта тенгламага келади:

Зх — у  =  2.

Ъмаълум х га ихтнэрий кийматлар бериб, у  нинг мос цийматла- 
■1ни хосил цилиш мумкин. х  = 0 булсин, у .^олда у  =  — 2 . х =  1 
улсин, у  холда у  =  1 ва х. к.

Яна (20.1) системага ^айтиэ, унда озэд >;адлар нолга тенг дей- 
и>. Бундай чиэиклн тенгламалар системаси бир жинслн система 
?б аталади:
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а пх  +  а 12у  =  О, 
а 21х  +  а ггу  =  0 .

Бунда

А .  =
*12 о, Д, = =  0

булганлиги учун бундай система Д =^0 булганда аниц ечимга зга 
ёки А =  0 бÿлгaндa чексиз куп ечимга эга. Биргаликда булмаслик 
х;ам истисно цилинади.

2. Уч номаълумли учта чизи^ли тенгламалар системаси. Энди 
ушбу уч номаълумли учта чизикли тенгламалар системасини карай- 
миз:

Оц х  +  а 12 у  +  а 13 г =  blt 
a 21x +  a 22y  +  a 23z =  b2, (2 0 .8 )
a 31x +  a 32y  +  a 33z =  bs.

Ушбу белгиларни киритамиз:

Я ц ° 1 2 а 13 bi а 1 2 а 13
д  = ^ 2 1 ° 2 2 а 2Я - Д , = ь 2 а 2 2 0-23

Û31 < 2 а з з ь3 û 32 а  з з

<*п bi а 13 Û11 а 12 Ьг
II=5»

<
а п b2 й23 . д г = а 21 а 22 ь2
а 31 Ьз а м Û31 а 32 Ьз

(20.8) система козффицпентларидан тузилган Д детерминантни сис
тема детерминанта деб атаймиз. Ас, А , Дг детерминантлар А де- 
терминантдан унда мос равишда биринчи, иккинчи ёки учинчи 
устунни Ь1У Ь2, Ь3 о з о д  хадлар билан алмаштиришдан ^осил була- 
ди. Агар А=?^0 булса, (20.8) система ечимини ани^лайдиган ушбу 
формулаларнннг Tÿi рилигини исботлаймиз:

Д„ д,
* = — . У = - ? ,  z = - r -  (20-9)д

Исботлаш учун (20.8) система тенгламаларидан у  ва z номаълум- 
ларни йу^отамиз. Системанинг биринчи тенгламасини Д детерми
нант Я ц элементининг Лп  алгебраик тулди рувчи сига  купайтирамиз, 
иккинчи тенгламасини а 21 элементининг А21 алгебраик тулдирувчи
сига купайтирамиз, учинчи тенгламасини а 31 элементининг А31 
алгебраик т5^лдируЕчисига купайтирамиз, кейин эса бу тенгламалар- 
ни цушамиз. Натижада куйидагипи оламиз:

( а ц А п  +  а п Ап  +  а31 А31) х  +  (а12Ла  +  а 22А.п  +  а 32Л31) у  +
+  (й13Ли -f  а 23Л21 +  а эз Л31) z =  Ь^А^ +  62Л21 +  Ь3А31.

Детерминантларнинг и) ва к) хоссаларини (9- §) бу тенгламанинг 
чап томонига татбик килиб,

58



л:-Д = М ц  +  М п  +  М з 1 (2 0 . 10)
1 эга буламиз.

Шунга ухшаш куйидагини .\осил циламиз:
у  ■ Д =  ЬхА 12 +  ¿>2Л22 +  ЬзЛ32,
2 • Д =  ¿1/413 +  ¿2^23 +  ¿3^33 ■ 

у тенгликларнинг чап томонларини юкорида киритилган белгнлар 
план алмаштириб, (2 0 . 10) ва (20 . 11 ) тенгликларни кайта бундай 
замиз:

х -А  =  Д .

(2 0 . 11)

У - А =  Ау, 
г -А  =  Д..

(2 0 .12)

у  .\олда (2 0 .8) система 

А,

гар система детерминанта Д Ф  0 булса 
гфгаликда ва

д г д„х  =  — , у = — , г =  —— (20.13)д д д v '
ормулалар билан аникланадиган биргина ечимга эгалиги келиб чи- 
ади.

(20.9) формуланинг туярилигн исботланди.
Олинган (20.13) цоида уч номаълумли учта чизи^ли тенглама- 

арнн ечишнинг Крамер цоидаси деб аталади.
4- м и с о л .  УшЗу тенгламалар системасини ечинг:

х +  2у  +  г =  8 ,
Зх -|- 2у  2 =  10,
Ах -Ь Зу — 2г =  4.

Еч и ш.  Д, Ах, Д , Аг детерминантларни хисоблаймиз:

=  14,
1 2 1 8 2 1

д 3 2 1 =  14, Д ,= 10 2 1
4 3 —2 4 3-- 2

1 8 1 1 2 8

А, = 3 10 1 =  28, Дг = 3 2 10
4 4 — 2 4 3 4

=  42.

42
=  3.

рамер цоидасидан фойдаланиб, х, у, г  ни топамиз:

х  =  —  =  — = 1  =  ^ - — =  2 г = — - 
*  Д 14 ’ У д 14 ’ 2 д " 14

!0 .8) тенгламалар системасига кайтиэ, озод хадлар нолга тенг деб 
юоблаймиз. Ушбу бир жинсли си:гемани цараймнз:

[ а п х  +  а 12у  +  а 13г =  0 ,
а 21* +  а 22у  +  а 23г  =  0, (20.14)

I а з1х +  а э2у  +  а 332 = 0 .
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Детерминантлар Ах =  Ау =  Аг = 0, чунки улар ноллардан иборат 
устунга эга. Шу сабабли бир жинсли система А ф О  булганда бир 
гина ноль ечим х  =  0, у  =  0, 2 =  0 га эга ёки Д =  0 булгандг 
чексиз куп ечимларга эга.

3. п номаълумли п т а  тенгламалар системаси. Умумий хрл 
да п номаълумли п та чизикли тенгламалар системаси бундай ёзн 
лади:

а . ,  х ,  ■а \\ Х[
22 2 '

а ЫХп =  Ь1<
" г  °2п Х, =  ь0

а п\Х1 +  ап2Х2 +  ■ ■ - + а ппХп =  Ьп-

(20.15

Бу ерда х х, х0, . . . , хп номаълум сснлар, колган сонлар эса маъ
лум, 6 ,, Ь2, . . . , Ьп озод хадлар, йи, а 12- , апп система коэф 
фициентлари. 1-бандда икки номаълумли иккита чизикли тенгла 
ма системаси учун Еа 2 - бандда уч нсмаълумли учта чизикли тенг 
ламалар системаси учун слинган Крамер коидаси номаълумлар сон! 
чизикли тенгламалар сони билан бир хил буладиган исталган (20.15 
система учун уринли. Бу ксидани келтириб чикармасдан кабул ки 
лам из.

Агар п номаълумли п та чизикли тенгламалар системаси (20.15 
нинг детерминанти Д ф  0 булса, у холда система биргаликда в! 
ушбу формулалар билан ифодаланадиган биргина ечимга эга:

Д| Л2 д„
*1 =  ----. -̂ 2 =  ---  . ■■■ 1 Хп =  ---  •1 д 2 д п д

Бу ерда Д детерминант (20.15) система номаълумлари олдидап 
козффициентлардан тузилади. А,, Д2, . . . , Дл эса Д дан ундап 
хар бир номаълум олдидаги мсс коэффициентларни озод хадлар би 
лан алмаштнришдан хосил булади.

2 1 -§ . Гаусс усули

п номаълумли п та чизикли тенгламалар системасинп Краме{ 
коидаси буйича ечиш п =  4 дан бсшлабок катта ва машавдатл! 
ишга айланади, чунки бу иш туртинчи тартибли бешта детерминант 
ни хисоблаш билан боглик. Шу сабабли амалда Гаусс у  су л и му 
ваффакнят билан кулланилади Еа у  система биргаликда хамда анШ' 
булса, уни соддарок куринишга келтириш еа барча номаълумлар 
нинг кийматларини кетма-кет топиш имконини беради. Гаусс усу 
ли шундан иборатки, у  алмаштиришлар ёрдамида номаълумларш 
кетма-кет чикариб, сунгги тенгламада фацат битта номаълумн} 
колдиради.

К,уйидаги п та чизикли алгебраик тенгламалар системасини ка 
райлик:
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а 11*1  + ° 1 2 Х2 +  • • '  + а Ы Хп =  Л -  

а 1\ Х\ а22 Х2~>г • • • ~Ь а 2п Хп =  2̂*

ап1*1 +  а п2Х2 +  • • •  + ат Хл =  ^-

(2 1 . 1)

Бу системани Гаусс усули билан ечиш жараёни икки боскич- 
[Н иборат.

1-босцич. (21.1) система учбурчак курннишга келтирилади. Бу 
'йидагича амалга оширнлади: а п Ф 0  деб (агар а ц = 0  булса, 1-тар- 
[бли тенглама билан а ^ Ф  0 булган г- тенгламанинг (г = 2 , . . . , /г) 
)инларини алмаштирамиз) к;уйидаги нисбатларни тузамиз.

т . ,  1 = — °21 т 31 - а 31
- т п\ =  —  ■

ип 1 

я12

Системанинг г'-тенгламасига 1-тенгламани т п га купайтирилга- 
ши кушамиз. Бунда биз системанинг 2 -тенгламасидан бошлаб 
1ммасида хх номаълумни йукотамиз. Узгартирилган система цуйи- 
1ги куринишда булади:

а п Х1 “I- а \2 х 2 “I- « 1з х3 +  . . .  +  а 1пхп /( ,
/У'.°22 *2 +  «23* *3 +  ' (2 1 .2 )

/7(1) у -1-   ̂X и п2 2 ‘ и пЭ Л3 а (|) х  — /(1).пп п  1 п •

аЦ> Ф  0 деб фараз килиб куйидаги нисбатларни тузамиз:

/и,, =
7»)'

т 42 =  — ■
а<2)42
а(|)22

, . . . т п 2 =
з(|)Згс2
„Ш ■

1.2) системанинг £- тенгламасига {¿ =  3,  4, . . . , гс) унинг 2-тенг- 
1масини /п(2 га купайтириб кушамиз ва натижада куйидаги систе- 
1ни хосил киламиз:

/7(1) V _1_ дП  ) X ■ 
22 2 1 23 Л 3

д(1) у 
2п Лп /У}.

° 1 1 ХН  а 12 * 2  ^  а \п Хп  А ’

а£> х3 +  . . . +  <> 
о £ , * 3 + . . . +  < * „ = $ > ,

< 1 * 3  +  • ■ • + а п п Хп  = / « 2)-

>гндан

а (А> =  а ■,------ - а - . :  а!?) =  ■И II а П' I/ ч
л(1>2/ д(.1)
Ж  '2 ■ °22

)к,оридагидек жараённи /г — 1 маротаба бажариб цуйидаги учбурчак 
финишидаги системани ^осил циламиз:
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( 2 1 .3

д(л— 1) £ _  
пп п h i

Шу билан ечимни топишнинг 1-бэскичи якунланади.
2-бос^ич учбурчак к\'ринишидаги (21.3) системани ечишдан ибо 

рат. Охирги тенгламадан хп топилади. Уидан олдинги тенгламап 
хп нинт топилган киймати куйилиб, хп-\ топилади. Шундай мулохаза 
ларни давом эттириб нихоят 1 - тенгламадан х г топилади. xL, х.2, . . . 
хп номаълумларни топиш учун куйидаги фор.мулалардан фойдала 
ниш мумкин:

тенгламалар системасини Гаусс усули билан ечинг.
Ечиш.  Усулнинг биринчи кадами (21.4) системанинг иккинч! 

ва учинчи тенгламаларидан х  номаълумни чи^аришдан иборат. Бу 
нинг учун бу системанинг биринчи тенгламасини (— 2) га KÿnaftTH 
рамиз ва олинган тенгламани иккинчи тенгламага к;ушамиз, кейш 
эса биринчи тенгламани (— 3) га купайтирамиз ва олинган тенгла 
мани учинчи тенгламага *$шамиз. Бу ишлар натижасида берилга!
(21.4) системага тенг кучли ушбу системани оламиз:

П

3̂
Гаусс усулининг 1-бос^ичида — та ^ушиш, шунча купайтирии

шунча купайтириш ва п та булиш амали бажарилади. 
1 - м и с о л .  Ушбу

X — 2у  +  3z =  6 ,
(21.5

4 у  — 14 z =  — 12-

Бу системанинг учинчи тенгламасини 2 га кис^артириб,

X — 2у  +  3z =  6 , 
Ту — 10z =  8 , 
2у  — 7z =  — 6

(21.6
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[ хосил киламиз. Иккинчи к;адам у  номаълумни (21.3) системанинг 
|инчи тенгламасидан чи^аришдан иборат. Бунинг учун шу система-
юг иккинчи тенгламасини ( — у  | га купайтирамиз ва учинчи тенг-

[Мага ^ушамиз. Бунинг натижасида ушбу тенг кучли системани 
[амиз:

х  — 2у +  Зг =  6 ,
1у — 10г =  8 . (21.7)

__29 _  _ 5 8

7 ~  2
29г системанинг учинчи тенгламасини — -  га булиб, ушбуга эга 

Оламиз:
| х  — 2у  +  Зг =  6 ,

Ту — Юг =  8 , (21.8)

[ 2 =  2 - 
1.4') тенгламалар системаси учбурчаклн дгб аталадигап (21.8) 
аклпн с ’Л” . Сулгги тенглама битта г номаълумни, пастдан ик- 
шчи тенглама у  ва г номаълумларни, бнрипчи тенглама эса уча- 
I х. у , г номаъл} уни уз ичига олади. Хар бир олдингн тенглама 
‘йннгн тйнглама1?.н битта куп номаълумни уз ичига оладн. Энди 
>рча номаълумларнинг ^ийматларипи топнш о^он. Учинчи тенгла- 
щан г =  2 ни оламиз, бу цийматни (2 1 .8 ) системанинг иккинчи 
нгламасига куйиб, у  =  4 ни оламиз. 2 =  2 ва у  =  4 ^ийматларни
1 .8 ) системанинг биринчи тенгламасига куйио, х  =  8 ни оламиз: 
= 8 , у  =  4, 2 =  2 ечим олинди.

Гаусс усулининг хусусияти шундаки, унда системанинг бирга- 
адалик масаласини олдиндан ани^лаб олищ талаб ^илинмайди.

1. Агар система биргаликда ва ани^ булса, у  ^олда усул бир- 
[на ечимга олиб келади.

2. Агар система биргаликда ва ани^мас булса, у  ^олда бирор 
|дамда иккита айнан тенг тенглама хосил булади ва шундай ки- 
1б, тенгламалар сони номаълумлар сонидан битта кам булиб ^о-
1ДИ.

3. Агар система биргаликда булмаса, у х;олда бирор ^адамда 
[карилаётган номаълум билан биргаликда щолган барча номаълум- 
Ф >;ам чи^арилади, унг томондан эса нолдан фар^ли озод ^ад цо- 
1ДИ.

2 - м и с о л .  Ушбу тенгламалар системасини ечинг:

Г х  +  2у  — г  =  3,
| Зх — у  +  4г = 6 ,
( 5х  +  5у  +  2г =  8 .

Ечиш.  Биринчи тенгламани (— 3) га купайтирамиз ва иккинчи 
:нгламани цушамиз, кейин эса биринчи тенгламани (— 5) га ку-
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пайтирамиз ва учинчи тенгламани кушамиз. Шу билан иккинчн ва 
учинчи тенгламалардан х  номаълумни чикарамиз:

' х  +  2у — 2 =  3,
— 7^ +  72 =  - 3 ,
-  7у +  72 =  7.

Энди учинчи тенгламадан г  номаълумни чикараётганимизда бмз у 
номаълумни хам чикарамиз, бу эса зиддиятликка олиб келади. Чун- 
ки 0=й=10. Шундай килиб, Гаусс усулини кулланиш берилгаи 
системанинг биргаликда эмаслигини курсатди.

3-м и со л. Ушбу тенгламалар системасини ечинг:
х +  2у — г =  3,

Зх — у  +  42 =  6 ,
5х +  3у +  2г  =  12.

Е ч и ш. 2- мисолдаги ишларни такрорлаб, системани 
х +  2у  — 2 =  3,

-7 г /  +  7 г = - 3 ,  (21.9)
- 7 у  +  7г = ~ 3

куринишга келтирамиз, бу эса берилган система
х  +  2 у  — 2 =  3,

— 7г/ +  7г = — 3

системага тенг кучли эканлигини билдиради. ((21 .9 )] системанинг 
сунгги икки тенгламаси бир хил). Бу система биргаликда булса-да, 
лекин аник,мас, яъни чексиз куп ечимга эга.

У з - у  з и н  и т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р
1. Крамер цоидасини айтиб беринг.
2. Чизицли тенгламалар системаси кайси холда биргина ечимга эга?

Иккита ва учта тенглама системалари учун буни геометрик нуктаи назардан 
к,андай талкин этиш мумкин?

3. Чизикли тенгламалар системасини ечишнинг Гаусс усули  нимадан иборат?
4 . 611—6 92 -масалаларпи ечинг.

22- §. Матрицалар

т  та сатрли ва п та устунли ушбу турри 
шаклида ёзилган т - п  та сон берилган булсин.

А =

Оц °12 ■ • Оу . . • ®1л
а.п а 22 ■ ■ а 2] • ■ • а 2 п

а 1\ “ ¡2 • • а ч ■ ■ а ш

°т1 °ш2 ‘ • а т,- • . . а

бурчакли жадвал

(2 2 . 1)

Бундай жадвал т х п .  улчамли т у гр и  бурчакли м а т р и ц а  деб ата- 
лади. Бу жадвалдаги а (.. сонлар унинг элементлари  деб атала-
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и. Элементлар сатрлар на устунлар хосил килади. / ва / индекс- 
ар а элемент турадиган сатр еэ устуннинг тартиб ракамини кур- 
атади.

Ёзувни кискартириш мацсадида (2 2 . 1) матрица купинча ушбу 
уринишда ёзилади;

А =  {ац), (г =  1 , т ;  / =  \,п) 
ки ___  ___

А =  II%\\> (* =  ] ’т ’ / =  ! . « ) •
1гар п =  1 булса, у  холда устун матрицага эга буламиз:

( ' а п  
а ,  1 

:
ат1

Сатрлари сони устунлари сонига тенг, яъни т  =  п булган уш
бу матрица л-тартнбли к в а д р а т  м а т р и ц а  деб аталади:

А =

^ар бир /г-тартибли А квадрат матрица учун (ва факат квадрат 
матрица учун!) шу матрицанинг элементларидан тузилган п-тартиб- 
1И детерминантни хисоблаш мумкин. Бу детерминант detЛ ёки \А\ 
зрцали белгиланади. Агар det Л Ф  0 булса, у  холда Л квадрат мат
рица хосмас ёки махсусмас м а т р и ц а  деб аталади.

Агар deM  =  0 булса, у  холда Л квадрат матрица хос ёки м ах-  
сус м а т р и ц а  деб аталади. Квадрат матрицанинг а и , а22, . . .  , a t 
элементлар жойлашган диагонали бош диагоиал, а ы , a 2n_ v . . 
а п] элементлари жойлашган диагонал ёрдамчи диагонал деб ата
лади. Бош диагоналида турмаган барча элементлари 0 га тенг 
квадрат матрица диагонал м а т р и ц а  деб аталади:

/ ап  0 . . .  О'
I 0 а 2, - . . О

Н  •
\о о . . .

Бунда deM  =  a n -a22 . . . апп. Бош диагоналидаги барча элемент
лари а ф  0 булган квадрат матрица скаляр  м атр и ц а  деб аталади:

f a  0 . . . 0N
О а  . . .  О

пп

А =

\0  О
Равшанки, det Л =  а '1.
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Бош диагонзлидаги барча элементлари 1 га тенг диагонал мат
рица бирлик м атр и ц а  деб аталади ва Е  билан бзлгиланади.

1 0 . . .  О
О 1 . . .  О

Е =

О 0 . . . 1

Бирлик матрицанинг детерминанта бирга тенг: сМ Е =  1. Барча 
элементлари нолга тенг матрица нол м а т р и ц а  деб аталади ва С} 
билан белгиланади:

Нол матрица квадрат матрица хам, тутри бурчакли матрица хам були- 
ши мумкин. А матрицада барча сатрларни мог устунлар билан алмаш- 
тиришдан хосил булган А* матрица А матрицага нисбатан транспо-  
нирланган. м атр и ц а  деб аталади. Жумладан, сатр-матрицага транспо- 
нирлаш натижасида устун-магрица мос келади ва аксинча.

Агар А квадрат матрица булса, у  холда равшанки, с1е1 А =  
=  (М  А*.

Агар А =  А* шарт бажарилса, у  холда А квадрат матрица сим* 
м етр и к  м а т р и ц а  деб аталади.

Симметрик матрицанинг бош диагоналга нисбатан симметрик 
жойлашган элементлари жуфт-жуфги билан узаро тенг:

Агар иккита А\= (а4-.) ва В =  (6[;) матрица бир хил улчамли 
хамда г ва / индэксларининг барча кийматлари учун йц  =  Ъц бул
са, бу матридалар т т г  деб аталади. Матрицаларни ^ушиш, сонга 
купайтириш ва бир-бирига купайтириш мумкин. Бу амалларни куриб 
чикамиз.

Бир хил улчамли А =  (я -) ва В — (Ь{/)  матрицаларнинг йигин- 
диси деб, элементлари ^уйидагича ани^ланадиган уша улчамли С — 
=  (с(-.) матрицага айтилади:

о о . . .  О 
о о . . .  о

о о . . .  о

23- §. Матрицалар устида ам аллар

Сц ( ¿ = 1 , т ;  / =  1 ,п) .

Матрицалар йи?инди;и бундай белгиланади:
С =  А +  В.



Нундай килиб, бир хилдаги матрипаларни кушищда бу матрицалар- 
шнг мос элементларини кушиш лозим.

1- ми с о л .  У ш б у

А =  ва В =

латрицалар иигиндпсини топинг. 
Е чиш.

А +  В =

/ 1 + 2  
=  2 + 3

чо+о

Икки матрицанинг айирмаси хам шунга ухшгш ганик;ланади.
А =  (с,-.) матрицанинг X сонга к у п ай т м аси  деб, элементлари 

^уйидагича аникланадиган уша у'лч^мли С =  (с,-) [матрицага айти- 
ади:

Ы =  Ч у
Цукдай ^илиб, матркцани сонга купайтиришда шу сонга бу мат- 
ицанинг барча элементларини купайтириш лозим. 
ъ 2 - ми  со л Ушбу

"“G
мтрицани 2 сонига купайтиринг.

Е чиш.

2Л ]= >

Матрицаларни цушиш ва сонга купайтириш амаллари чизикли
маллардир. Бу чизикли амаллар учун ушбу коидаларнинг тугри- 
[игини текшириш осон:

) А  +  В  =  В  +  Л; 4) ц (М ) =  % Л );
!) (А +  В) +  С =  А +  (В  +  С); 5) ЦА  +  В) =  ХА +  ХВ;
) А Q =  Q +  А =  А\ \ 6 ) (А, +  |х)Л =  ХА +  цА.

>у ерда X, р, — сонлар, А, В, С — матрицалар, Q — нол матрица.
3 - м и с о л .

А  __g g j  ва 5 =  (4  j j j  матрицалар берилган. 2А — В

иатрицани топинг.
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Е ч и ш .  2 А  м а т р и ц а н и  т у з а м и з ;

Бу 2А матрицадан В  матрицани айирамиз:

4 - м и с о л .  X сон ва А =  1 ^  матрица берилган. А — ХЕ
матрицани топинг,

Ечиш.  1,2,3-мисоллардаги каби элементар алмащтиришларни 
бажариб, куйидагини хосил киламиз:

Навбатдаги амал — матрицаларни купайтириш амалига утамиз.
?!$  т х к  улчамли А =  (а^) матрицанннг к х п  улчамли В =  ( Ь ^  
матрицага купай тм аси  деб, т Х п  улчамли шундай С =  (с,-.) мат- 
рицага айтиладики, унинг элемент» А матрица г-сатри элемент- 
ларини В  матрица /- устунининг мос элеменгларига купайтмалари 
йигиндисига тенг, яъни

С1, =  а Н ЬЦ + а 12Ь».1+ ■ • • + а « Л г
Матрицалар купайтмаси бундай белгиланади С =  А- В. Таърифдан 
куринадики, бунда биринчи купайтувчининг устунлари сони иккин- 
чи купайтувчининг сатрлари сонига тенг булиши талаб килинади. 
Шу сабабли матрицалар купайтмаси АВ  нинг маънога эга булиши- 
дан ВА нинг хам маънога эга булиши доимо келиб чикавермайди.

5 - ми со л. Ушбу матрицаларни купайтиринг:

Ечиш.  А В  купайтма мавжуд, чунки А матрицанинг устунлари 
сони 2 га тенг, В  матрицанинг сатрлари сони хам 2 га тенг. Бу 
купайтмани тузамиз:

ВА  купайтма мавжуд эмас, чунки В  матрицанинг устунлари сони
2 га тенг. А матрицанинг сатрлари сони эса 3 га тенг. Матрица
ларни купайтириш учун асосий талаб бажарилмаяпти.
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Агар А ва В  матрицалар бир хил тартибли булса, у  холда А В  
купайтмани ^ам, ВА  купайтмани хам тузиш мумкин, бунда уша 
гартибли матрица х;осил булади.

6- м и с о л .  Ушбу матрицаларни купайтиринг:

Ечиш.  Матрицаларни купайтириш учун асосий талаб бажари- 
1ади. Шунинг учун

Зундан А В ф В А  эканлиги куриниб турибди. Бу эса матрицаларни 
супайтириш амали учун урин алмаштириш конуни хар доим ^ам 
)ажарилавермаслпгинн курсатади. Шу сабабли матрицаларни купайти- 
)ишда чапдан ва унгдан купайтириш хакида гапиришга тугри ке- 
иди.

Агар АВ =  ВА  булса, у  холда А ва В  матрицалар коммута- 
'ивланадиган ёки урин алмашинадиган деб аталади. Масалан, квад- 
)ат матрица ва уша тартибли бирлик матрица урин алмашинади- 
-ан матрицалардир.

Матрицаларни купайтиришнинг куйидаги асосий хоссаларининр 
гугрилигига бевосита купайтириш билан ишонч хосил ки.'иш мумкин:

7) det(ЛБ) =  detЛ •detБ .
Бу ерда А, В , С бирор матрицалар булиб, улар учун юкорида- 

'и амаллар уринли, Е  — бирлик матрица, <2 — нол матрица, Я — 
5ирор сон.

>улса, В  матрица А матрица учун т ес к а р и  м атр и ц а  деб аталади.
А матрицага тескари матрицани Л- 1  каби белгилаш кабул ци- 

[инган.

АВ =

ВА =
4 —3\ / 2 — 3\ /4-2 —3 -5  —
2 6 / ‘ \5 1,1 =  1,2 - 2 + 6 -5  —

4 - 3  — 3 - П  ( 
2 - 3  +  6 -1/ — \

1) (АВ)С -  А(ВС)\ 4) АЕ =  Е А =  Л;
3) (Л +  В)С  =  АС +  ВС\ 5) AQ =  QA =  <3; 
3) (кА)В  = ЦАВ); 6) (АВ)* = В*-А*;

24-§. Тескари матрица

Ушбу Л кеадрат матрицани карайлик:

(24.1)

^гар
АВ =  ВА =  Е (24.2)
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1- т е о р е м а .  Агар А м а т р и ц а  хэс, яъни  <1е1:Л = 0  булса, у  
%олда Л - 1  тескари  м атр и ц а  м а вж у д  эмас.

И с б о т и .  Л матрица учун АВ =  Е  буладиган В  матрица мав
ж уд  деб фараз килайлик. У холда с!е1:(ЛВ) =  det£'. 7-хоссага асо- 
санг ¿еЦ Лб) =  с1е1:Л^еШ =  ¿е1 £■. Биро^, detЛ =  0, d e t£  =  1 
эканлигини ^исобга олсак, 0 =  1 ни ^осил ^иламиз. Бу зиддият 
теоремани исбот килади.

2 - т е о р е м а .  Агар А м атр и ц а  хосмас, яъни  d e t Л ^ 0  булса, 
у  холда унинг учун Л- 1  тескари  м а т р и ц а  м авж уд .

И с б о т и .  (24.1) магрицанинг детерминантини А оркали ифода- 
лаймиз:

а п Я[2 • ■ а 1п

А =  det Л =
а 21 0.22 ' ■ а 2 п

а т а п2 ' • а пп

(24.3)

Бу детерминантни а £/. элеменгининг алгебраик тулдирувчиси Л;/ ор- 
цали ифодалаймиз. Л; . алгебраик тулдирувчилардан янги А матри
ца тузамиз:

Л,

Л =

/  А
4 2

21
А.» . - А

п\
п2 (24.4)

\ Аи А ,п . . .  Ап2п пп /

Бу матрица Л матрицага бириктирилган м атр и ц а  деб аталади. 
Бу матрицанинг барча элементларини d e t Л=5 A га  буламиз. У  
з^олда В  матрица хосил булади:

В =

Ац Ац
д А ' Д

Ац А.,п Апг
д ~д~ А

Ащ Апп
1 д А а ;

(2 4.5)

Бу матрица Л матрицага тескари матрица булишини исбот циламиз. 
Бунинг учун Л матрицани В  матрицага купайтирамиз:



а пАп  +  • • • “Ь °1П̂ 1Я ацАц  + ■ • • +  о1пА2п +  ■ • а тАпп
д

а21̂ 11 +  ■ • • +  а 2пА\Г1 °21^21 4-
А

• • • +  °2П̂ 2Л
д

й21Ап1 +  . . . +  ОщАпП
д д д

ат А ц  “г  • • • оппАгп ОгцА^ +  ■ ■ • 0ЛП̂2Л алИл1 +  ■ • ■~ аПГгАпП
Д  Д  Д  )

[.етерммнантларнинг «и» ва «к» (9- §) хоссаларидан фойдаланиб, 
уйидагини х.осил киламиз:

АВ =

1 д 
д 0 . . .  о'

/1 0
0 д

"д" . . 0
- г

1

0 0 . .
д \0 0

=  Е.

Д

В  А =  Е  эканини хам шунга ухшаш исбот килиш мумкин. Шун- 
ай ^илиб, В  матрица А матрица учун тескари матрицадир, яъни 
I =  Л- 1 . Теорема исбот килинди.

Бундай йул билан х.осил килинган Л- 1  тескари матрицанинг 
гоналигини исботлаймиз, бунннг учун ушбу теоремани исбот ки- 
амиз.

3 - т е  о р е м  а. Агар А м атр и ц а  хосмас булса, у  %олда Л - 1  
' .атрица ягонадир.

И с б о т  и. Берилган Л матрица учун Л- 1  дан фаркли С  матри- 
а хам мавжуд булсин. У холда тескари матрицанинг таърифига кура

АС =  Е.
у  тенгликнинг иккала кисмини Л“ 1 га чапдан купайтирамиз:

Л“ М С =  Л-1 £ .
~1А = Е  булганлиги учун ЕС =  А_1Е . ЕС  =  С, Л-1 £  =  Л- 1  
канини хисобга олсак С =  Л"“1 ни хосил киламиз. Теорема исбот 
илинди.

Шундай килиб, берилган Л матрицага тескари Л- 1  матрицани 
осил килиш учун куйидаги ншларни амалга ошириш зарур:

1 . detЛ =  Д ни хисоблаш.
2. Агар Д =/= 0 булса, ёе1: Л нинг барча элементлари учун алгеб- 

аик тулднрувчилардан тузилган А бнриктирилган матрицани (24.4) 
юрмулада курсатилганидек тузиш.

3. Бу матрицанинг барча элементларини Д =  ёе1:Л га булиш.
1 - м и с о л .  Ушбу

/ 1 — 2 Г 
Л =  2 0 — 1

V—2 1 Ь
1атрица учун тескари матрица тузинг.
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Ечиш.  Аввал с!еМ ни топамиз:
1 —2 1 

Д =  (1е1 А =  2 0 — 1 = 3 # 0 .
— 2 1 1

Матрица барча элементларининг алгебраик тулдирувчиларини з^исоб- 
лаймиз:

Ац  =  

А12 =  

^13

0 — 1 —2 1 —2 1
1 1 — 1, Л21 — 1 1 — 3, Л31 — 0 — 1

2 — 1 
— 2 1 —0 , А22 —

1 1 
— 2 1 — 3, Лд2-------

1 1 
2 — 1

2 0 1 — 2 1 —2
— —2 1 — 2, Л23------ —2 1 — 3, Л33 — 2 0

= 2 , 

=  3, 

=  4.

А матрицага бириктирилган А матрица бундай булади.
/' 1 3 2^

А =  0 3 3 
\2 3 \>

А матрицанинг .^амма элементларини Д =; 3 га булсак, тескари 
А” 1 матрицани ^осил киламаз:

_1 _ 1 ^
з з

Л" 1 =  | О I 1
—  1 —  з 1 з

Тескари матрицанинг иккита хоссасини келтирамиз:

1 . сМ Л “ 1 = — .
det А

2. ( А В Г 1 =  В~1А~1.

25-§ . Чизи^ли тенгламалар системасини ечишнинг матрица усули
Ушбу п та номаълумли п та чизшуш тенгламалар системасини 

царайлик:
«11 Х1 +  «12 Х2 +  
а21 х1+ а 22х2 +

+  а ]пхп =Ь  1,
+  а 2пХп = Ь2’ (25 Л)

а п1Х1 +  а п 2 Х2 +

Ушбу белгиларни киритамиз:
' а 1 

а п
А =

а,

п 1̂2 * * ■ а ы \ А
21 2̂2 * ■ а 2п В  =»

Ь2

[,1 а п2 • ■ ■ °пп/ и

+  х„ -  Ъ„1 пп^п л*

и - (25.2)

У  холда (25.1) системани матрицаларни купайтириш цоидасидан 
фойдаланиб, ушбу эквивалент шаклда ёзиш мумкин:
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ерда А — номаълумлар олдидаги коэффициентлардан тузилган 
рица, В  — озод хадлардан тузилган устун матрица, X  — номаъ- 
шардан тузилган устун матрица.
Агар А матрица хосмас, яъни с ^ Л ^ О  булса, у  холда унинг 
н Л- 1  тескари матрица мавж уд. (25.3) матрицали тенгламанинг 
ала ^исмини Л- 1  га чапдан купайтириб, куйидагини хосил 1̂ и- 
из:

А -\ А Х )  =  А“ 1 В

А Х  =  В .  ( 2 5 . 3 )

(Л- 1 А)Х  = Л “ 1Б.

1А =  Е, ЕХ  =  X  эканини хисобга олиб,

X =  А“ 1В  (25.4)

топамиз. (25.4) формула Л матрица хосмас булганда п номаъ- 
[ли п та чизикли тенгламалар системаси ечимининг матрицали 
шни беради.
М и с о л .  Ушбу системани ечинг:

х г — 2х, А'з =  5,
2хг — а'з =  О,

---2л-! “Ь Х3 =  ---  1 .

Е[ч’иш. Бу мисолда

А =  | 2 !  , X  =  I х ,

:олда берилган тенгламалар системасини

АХ =  В

инишда ёзиш мумкин. (25.4) формулага асосан]

X  = Л- 1 В.

системанинг Л матрицаси олдинги параграфдаги матрица билан 
хил булгани учун уша мнсолдаги натижадан фойдаланамиз ва 

идагини хосил киламиз:

дан хх =  1 , х 2 =  — 1 , х3 =  -г 2 .
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У  э- у  з и н и т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. Матрица деб нимага айтилади?
2 . Матрицаларни транспонирлэш деб нимага айтилади?
3. К вадрат матрица нима? Унинг детерминанти- чи?
4 . Кандай матрица хос матрица деб аталади? Хосмас матрица деб-чи?
5. Матрицалар устида чизикли амаллар кандай аницланади?
6 . Нкки матрицанинг купайтмаси цандай аникланади?
7 . К,андай квадрат матрицалар учун АВ  =  ВА булади?
8 . К,андай матрица берилган матрица учун тескари матрица деб аталади? Теск. 

рн матрица цандай топилади?
9 . Чизикли тенгламалар системасини ечишнинг матрица усули нимадан иборат?

Тутри бурчакли (хусусий холда квадрат) А матрица берилга: 
булсин, унда бирор «к» та сатр ва « Ь  та устунни ажратамиз. Б; 
сатрлар ва устунларнинг кесишмасида турган элементлар к- тартиб 
ли квадрат матрица хосил цилади. Унинг детерминанти берилга] 
матрицанинг k- тартибли минори деб аталади. Масалан, ушбу

матрица учун иккинчи тартибли минорлардан бири

булиб, у  А матрицадан биринчи ва иккинчи сатрларни хамда ик 
кинчи ва учинчи устунларни ажратишдан .^осил булган. Учинч: 
тартибли минорлардан бири

булиб, у  А матрицадан биринчи, иккинчи ва учинчи сатрларни ха\ 
да биринчи, учинчи ва туртинчи устунларни ажратишдан хоси 
булган. А матрицада учинчи тартибли минорлар 4 та, иккинчи Taf 
тибли минорлар эса 18 талигини санаш осон. Матрицанинг эл( 
ментларини эса биринчи тартибли минорлар деб хиссблаш мумкнн.

А матрицанинг барча минорлари орасида нолдан фаркли булган 
лари хам, нолга тенг булганлари хам мавжуд булиши мумкин.

Агар А матрицанинг г- тартибли минорлари орасида камида б т  
та нолдан фарклисн мавжуд булиб, бундан юкори тартибли колга 
барча минорлари нолга тенг булса, у холда А матрица г рангга эг 
деб аталади ва бундай ёзилади: rang А =  г.

Шундай килиб, матрица ранги нолдан фаркли минорларнинг эн 
катта тартибидир. Келтирилган мисолдаги матрицанинг ранги г =  i 
чунки барча учинчи тартибли минорлар нолга тенг, иккинчи тартиС 
ли минорлар орасида эса нолдан фарклисн бор. Матрица рангин

26- §. Матрица ранги, уни ^исоблаш

А =  ! 2 — 1 0  
— 1 5 3

1 1 1
2 — 1 0 = 0

— 1 5 3
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осита хисоблашда куп сондаги детерминантларни ^исоблашга 
ри келади. К,уйида келтирилган цулайрок усул матрицани эле- 
[тар алмаштириш тушунчасига асосланган. Матрицани куйидаги- 
алмаштиришлар элементар алмаш тириш лар  деб аталади:
а) факат ноллардан иборат сатрни (устунни), яъни «нол» сатр 
«нол» устунни учириш;
б) иккита сатрнинг (иккита устуннинг) уринларини алмаштириш;
в) бир сатр (устун) нинг барча элементларини бирор купайтувчи- 
купайтириб, бошка сатр (устун) нинг мос элементларига цушиш;
г) сатр (устун) нинг барча элементларини нолдан фар^ли бир 

г сонга купайтириш.
Бири иккинчисидан элементар алмаштиришлар ёрдамида хосил 
(ииадиган матрицалар эквивалент матрицалар деб аталади.
Ушбу теоремаларни исботсиз келтирамиз.
1-т е  о р е м  а. М а тр и ц ал ар  у с т и д а  элементар алмаштиришлар  

пижасида унинг ранги узгармайди.
2 - т е о р е м а .  Агар м атри цан ин г ранги г  га  т е н г  булса, у  хол- 
унда г т а  чизикли эркли с а т р  топилади, колган барча с а т р -
> эса бу г т а  сатрни нг чизикли комбинацияси булади.
Тескари даъво хам турри. Шу каби теорема устунлар учун хам 
ридир. Бу теоремалардан матрицанинг рангини хисоблашда фой- 
анилади.
М и со л. Ушбу матрицанинг рангини хисобланг:

3 2 1 \
1 — 2 2 \
5 2 4 1 
7 6 0 / -

Еч и ш.  Элементар алмаштиришлар усулидан фойдаланамиз.
I юкори бурчакда бир турибди. Унинг ёрдамида биринчи устун- 
ir шу бир остида турган барча элементларини нолга айлантира- 
I. Бунинг учун биринчи сатрни (— 2) га купайтирамиз хамда 
[нчи ва туртинчи сатрларга ь; ушам из. Ушбу эквивалент матри- 
[и хосн.л киламиз:

1 4 3 2 1 \
0 1 — 1 —2 2 \
0 1 — 1 —2 2 
0 — 1 1 2  - 2  /■

(и иккинчи сатр ва иккинчи устуннинг кесишмасида турган бир- 
фойдаланамиз. Учинчи сатрдан иккинчи сатрни айирамиз, тур- 

чи устунга эса иккинчи устунни кушамиз. Ушбу эквивалент 
рицани хосил киламиз:

/1 4 3 2 1 \ 
. / 0 1 - 1 - 2 2 1 / 1 4  3 2 1 \

0 0 0 0 0 ~ i Ô 1 - 1  — 2 2 ) .
\о о о о о /

А =
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)^осил  б у л г а н  м а т р и ц а н и н г  р ан ги  2  г а  т е н г ,  ч у н к и

Демак, А матрицанинг ранги хам 2 га тенг, яъни г А =  2.

27-§. Чизицли тенгламалар системасини текшириш. 
Кронекер — Капелли теоремаси

Энди энг умумий куринишдаги, яъни исталган п сондаги г 
маълумли исталган т  сондаги чизикли тенгламалар системасини ь 
раймиз, бунда умуман айтганда т  Ф  п. Система бундай ёзилади:

Бу ерда а г-;. — коэффициентлар, х.  — номаълумлар, Ь1 — озод хадл
(г =  1 ,т\ ] =  1, п) дейилади. Агар система камида битта ечим 
эга булса, яъни номаълумлар учун шундай хх =  а г , х.2 =  а 2, . . 
х  =  а п кийматлар курсатиш мумкнн булсаки, уларни система 
куйилганда тенгламаларнинг хар бири айниятга айланса, у  хол 
система бнргалнкда булишини эслатиб утамиз.

К,уйида чизикли тенгламалар системасининг биргаликда бул1 
аломатини келтирамиз. Бунинг учун система коэффициентларид 
тузил ган ушбу

матрицани ва А матрицадан унга озод хадлар устунини кушиш ( 
лан хосил килинган ушбу

матрицани караймиз. А матрица си сте м а  матрицаси , В эса к 
гайтирилган м а т р и ц а  деб аталади. Бу матрицаларнинг ранглг 
г А г? г в  тенгсизлик билан богланганлиги равшан.

1 - т е о р е м а  ( К р о н е к е р — К а п е л л и ) .  (27.1) чизикли т е  
ламалар системаси биргаликда булиши учун систем а  м атр и щ  
билан кенгайтирилган м атр и ц ан и н г  ранглари т ен г ,  яъни гД — 
булиши зарур ба етарли .

«11 Х\ +  «12 Х2 +  • • • +  й\п Хп =  Ь\'
«21 Х1 «22 Хп ~Г ■ • ■ @2п Хп ~  ^2’

(27.

(27

(27
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И с б о т и .  З а р у р л и г и .  (27.1) система биргаликда ва
*1 =  Oil, х ,  =  а.2, . . .  , хп =  а п 

мга эга, яъни ушбу тенгликлар тутри булсин:

а П«1 + flI2 « 2 +  ■ • • + a ma n = b V 
а21а 1 "Г" а22 а 2 +  • ■ • “Г" а 2па п ~  Ь2’

( 2 7 . 4 )

матрицанинг с^нгги устунидан га купайтирилган биринчи 
унни, кейин а ,  га купайтирилган иккинчи устунни ва хоказо, 
соят а п га купайтирилган п- устунни айирамиз. В матрицага экви- 
[ент ушбу матрицани оламиз, унда (27.4) тенгликларга асосан 
(гги устунда ноллар булади:

г в =  гв  эканлиги равшан, чунки В г матрица В матрицадан эле- 
итар алма штиришлар натижасида хосил булди. Бирок, г =  г А, 
нки нолинчи сатрни учириш билан (элементар алмаштириш) А 
грицага келамиз. Демак, г д =  г в  булиши зарурлиги исботланди. 
Е т а р л и л и г  и. Энди гА = г в = г  эканлиги берилган булсин. 

матрицанинг нолдан фаркли г- тартибли А минори чап юкори бур- 
ада жойлашган деб фараз килиш мумкин, чунки акс холда но- 
ълумлар ва тенгламаларнинг уринларини алмаштириб А ни айтил- 
и жойга келтира оламиз. Бу минор В  матрицага хам киради. А 

В  матрицаларнинг k ( >  г ) - сатри биринчи г та сатрнинг 
зикли комбинациясидан иборат (олдинги параграфдаги 2 -теоре- 
). Бу эса (27.1) системанинг k ( > г) - тенгламаси биринчи г 
тенгламанинг натижаси деган сузднр. Яъни номаълумларнинг 

pop хг - а.!, х.2 =  а 2, . . . , хр =  кийматлари дастлабки г  та 
ягламани каноатлантирса, у  холда бу кийматлар k- тенгламани 
м каноатлантиради. Шунинг учун т  — г та тенгламани тушириб 
лдириб, (27.1) системами ушбу кискарок система билан алмашти- 
ш мумкин:

(27.6) системани ечишда ушбу икки хол булиши мумкин: г  =  п 
r < i n .  Аг ар  г =  п булса, у  холда (27.6) системанинг тенглама- 

ри сони унинг номаълумлари сонига тенг, шу билан бирга, сис-

(27.5)

а И * 1  +  в 1 2 * 2 +  • ■ • + a i n X n =  b V

a 2 i х1 + а 22х2 +  . . .  -'г а 2пхп =  Ь2,
(27.6)
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теманинг детерминанта нолдан фаркли булади. Шунинг учун (2' 
система, ва демак, (27.1) система хам ягона ечимга эга.

Агар г  < .п  булса (г ;> п була олмайди, чунки А матрицан 
ранги г  булиб, унда бэр-йуги п та устун бор), (27.6) системан 
тенгламалари сони номаълумлари сонидан ’кам. У холда (27.6) 
бундай ёзамиз:

а и Х1 +  а 1: х2 +  . • • + а 1гхг =  V ~ а 1г-т! - V I - - • -  а иг Хп>
°21 Х1 +  а 22 х2 +  . • +  а2г Хг =  Ь2~~ й2Г+1 *г+1 -  • ■ ~ а 2г, Хп’

а п *1 +  о,г2 х2 +  • . • + а г г Хг = к - ~а г. Н"! Хг+1 ~  • • — йгп хп-

хг+1, хг+2, . . . ,  хп номаълумларга ихтиёрий кийматлар бера: 
ва Д=#=0 булгани сабабли (27.7) системани ечиб, х1У х2, . . . ,  
ларнинг кийматларини топамиз.

хг+1, хг+2, . . . хп «озод номаълум» ларга хар кандай киймат, 
бериш мумкин булганлиги учун (27.7) система, бинобарин, бер 
ган (27.1) система хам чексиз куп  ечимларга эга булади. Иа 
тугалланди.

Шундай килиб, Л ва 5  матрицаларнинг ранглари номаълум. 
сонига тенг, яъни гА =  гв  =  п булса, у  х;олда (27.1) система я 
на ечимга, агар бу матрицаларнинг ранглари узаро тенг булиб, 
кин номаълумлар сонидан кичик, яъни г А =  гв  <  п булса, у  хо:
(27.1) система чексиз куп ечимларга эга булишини курдик.

Энди Ь1 =  Ь2 =  А  . = Ь п =  0 булган^ системани караймиз. Уи 
бир жинсли

а п “Ь  0.̂ 2
1Т  • • • +  а ы х > 0,'

а 21х 1 ^22 ^2 +  ■ • ■ + ° 2  пХп = 0 ,
(27

а т1Х1 +  йт2 Х2 +  • ' ’ + а тпХп = 0

система доимо биргаликда, чунки В  матрица" Л^матрицадан фа! 
элементлари ноллардан иборат устуни билан фари; килади ва ] 
сабабли гА =  гв . Бу системани х 1 =  0, х2 =  0, . . . , хп =  0 ^ийм 
лар х,ам каноатлантиради. (27.8) бир жинсли система качон нол5 
ечимга эга булиши ха^идаги саволга ушбу теорема жавоб бера,

2 - т е о р е м а .  (27.8) система нолмас ечимга эга  булиши уч 
А матрицан инг тА ранги номаълумлар сони п дан кичик бС/ли 
зарур ва етарлидир : гА <С.п.

И с б о т и .  Агар тА — п булса, у  ^олда 1-теореманинг исбои 
кура системамиз биргина ечимга эга. (27.8) системанинг нол е  
ми бор булганлиги учун энди унинг боцща ечими йук,. Ага} 
гА < п  булса, у  ^олда система чексиз куп  ечимларга эга ( 1-тео 

манинг исботига царанг), ва демак, нол ечимдан таш^ари бои 
ечимлар хам мавжуд булади.
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Н а т и ж а .  Агар бир жинсли системанинг тенгламалари сони т  
аълумлари сони п дан кичик булса, у  холда система нолмас 
лга эга булади. )\ацикатан хам, гд ^ . т < ^ п .
1-ми с о л. Ушбу

Хх - г  х2 — Зл-3 =  — 1 .
2 +  х 2 — 2 х 3 =  1 ,

Xi — Х-2 ~h х 3 — 3,
Xj_ - f  2 x 2 - ■ 3 x3 =  1

■ема биргаликдами? 
Ечиш.  Ушбу

А =

рицанинг ранги 3 дан ортик булиши мумкин эмас. Уни эле- 
тар алмаштиришлар ёрдамида топамиз:

1 ~ 3 \ /1 1 —3'
1

0 1 ~ | °
1 0

■ 1 4 1 °
0 4

0 4/ \о 0 4

1
1
О

ил бÿлгaн эквивалент матрицанинг ранги г  =  3, чунки 
1 1 —3

=  ] . 4  =  4 ^ 0 .

.так, А матрицанинг ранги хам 3 га тенг: гА =  3. Кенгайтирилган
/1 1 — 3 — 1

2 1 — 2 1
1 1  1 3  

\1  2 - 3  1 ,

рицанинг рангини хисоблаймиз. Элементар алмаштиришлар бажа- 
[из:

В =

79



Э к в и в а л е н т  м а т р и ц а  т в  =  4  р а н г г а  э г а ,  ч у н к и

1 1 —3 — 1
0 — 1 4 3 — 1 4 3

0 0 1 1 0 1 1

0 0 0 1 0 0 1
=  --- 1 - 1 =  --- 1=54=0.

В  матрицанинг ранги хам 4 га тенг: гв  =  4. Матрицаларнинг ра1 
лари ^ар хил, демак, система биргаликда эмас.

2 - м и с о л .  Ушбу
' х х — 2 х2 +  х 3 +  л:4 =  1,

---2 Х2 +  х 3 ----Х4 =  — 1,
' л-!  — 2 х2 -|- х 3 5 х± =  5

система биргаликдами?
Ечиш.  А матрицанинг рангини хисоблаймиз:

1 — 2 1 1 '
0 0 0 — 2 
О О О  0

тА =  2 , чунки Д =
О

=  1 ф  0. Кенгайтирилган В  матрм

нинг рангини ^исоблаймиз:
/1 — 2 1 1 1\ /1 —2 1 1 1  

В= [ 1 —2 1 — 1 — 1 и /  0 0 0 —2 —2 
\ 1 — 2 1 5 5 / \ 0 0 0  4 4

1 —2 1 1 Г 
О 0 0 —2 — 2 
О 0 0 0 0 ,

1 —2 1 1 1
О 0 0 1 1

гв  =  2 , чунки

Д = 1 1 
О 1 =  1 =^0 .

Система биргаликда, чунки гА =  гв  =  2. Ранг номаълумлар сонид; 
кичик булгани учун система чексиз куп ечимларга эга. Бу ечи 
ларни топамиз. Учинчи тенглама биринчи иккита тенгламанинг ч 
зикли комбинацияси булгани учун уни ташлаб юбориш мумкин.

1 1
Д = О 1 Ф  О

минор х3 ва х 4 номаълумлар олдидаги коэффициентлардан тузилга: 
Бу номаълумларни тенгликнинг чап кисмида ^олдириб, долган 1̂  
шилувчиларни унг кисмига к  учирамиз:
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*3 +  *4 =  1 — хх — 2 х 2, 
х3 — Л'4 =  —  1 — хх — 2 х 2. ( 2 7 . 9 )

х г ва х 2 «озод номаълумларга» ихтиерии кииматларни, масалан, 
* г =  1, х2 =  0 кииматларни берамиз. Система ушбу куринишни ола- 
ди.

* з  +  * 4 = 0 ,

*3 — *4 = — 2 .

Уни ечиб, *3 =  — 1, *4 =  1 ни топамиз. Демак, берилган система- 
нинг чексиз куп ечимларидан бири * х =  1 , х 2 =  0 , *3 = — 1 , х 4 — 1 
аницланди. хх ва * 2 «озод номаълумларга» исталган цийматлар бе- 
риб бир эмас, балки чексиз куп  ечимлар тупламини аниклаш мум- 
кин. У мумий куринишда бу бундай ёзилади:

' х 3 = — х1 —  2 х2 ,
* 4 = 1 .

((27.9) системадан х 3 ва х4 номаълумларни чикариш йули бнлан хо- 
сил цилинган.)

3 - м и с о л .  Ушбу система биргаликда булса, уни ечинг:
*1 +  х 2 — *3 =  4,

2 хх +  4 * 2 +  х3 =  9,
Х 1 — х 2 +  х 3 =  — 2 ,

2хх +  5 х 2 — З*3 =  15.

Ечиш.  А матрица рангини .^исоблаймиз:
п 1 — 1

0 -- 1  1
0 2 3

УО 3 — 1

— 1\
—1 и

чО 0 Ь

Кенгайтирилган В  матрица рангини ^исоблаймиз: 
'1 1 — 1 4\
2 4 1 9  
1 — 1 1 — 2 

,2  5 —3 15,

В  =

1 1 -- 1 4\ /1 1 — 1
0 2 3 1 1 1 о 1 — 1
0 -- 2 2 -- 6  ~  о 2 3
0 3 -- 1 7/ \о 3 — 1
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(

1 1 —1 4'
0 1 — 1 3 
0 0 5 —5
0 0 2 —2

г в  =  3, чунки

1 1 — 1 
Д =  о 1 — 1 = 1  Ф О .  

о О 1
гА =  гв  =  3 булганлиги учун система биргаликда, бундан таищари 
матрицалар ранги номаълумлар сонига тенг, шу сабабли система бир- 
гина ечимга эга. Д ^  0 минор биринчи учта тенглама коэффициент- 
ларидан тузилган, шу сабабли туртинчи тенглама биринчи учта тенг- 
ламанинг чизикли комбинациясидан иборат ва уни ташлаб юбориш 
мумкин.

Берилган системанинг биринчи учта тенгламасидан тузилган сис- 
темани ечнб, х1 =  1, .V, =  2, *3 =  — 1 ни топамиз.

4 - м и о о л .  Ушбу бир жинсли системани ечинг:

Е ч и ш .  Система нолмас ечимга гэга, чунки тенгламалар сони 
номаълумлар сонидан кичик (2 -теореманинг натижасига каранг). А 
матрица рангини хисоблаймиз:

/2 —4 5 3 \ /3 — 6 4 2\ (\  —2 — 1 — 1\ 
Л =  3 —6 4 2 ~  2 -  4 5 3 ~  2 —4 5 3 ~  

\4 — 8 17 И/ \4 — 8 17 11/ \0 0 7 5/

гА =  2 , чунки

Учинчи тенглама биринчи иккита тенгламанинг чизикли комбинация - 
си, шу сабабли уни ташлаб юборамиз. Д =  2 минор х3 ва *4 но
маълумлар олдидагн коэффициентлардан тузилган, шу сабабли би
ринчи иккита тенгламани бундай ёзамиз:

(2х, — 4х3 -¡- 5л-д +  3*4 =  0,
13*1 — 6*2 “г" 4*з -{- 2*4 =  0 ,
И * ! !—  8*2 -г- 17*3 - г  1 1*4 =  О

Д =  = 2 ^ 0 ./ О

ол:3 -¡- 3-4̂4 — — 2 x1 Н- 
Ах3 +  2х4 =  — Зхг +  6х2.
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* , ва *4 номаълумларни чнкариб, куйидаги системани хосил ци- 
ламиз:

*4 =  3,5*! — 7*2 
* 3 =  — 2 ,5* ! +  5 * 2.

Бу ерда хх ва х 2 «озод номаълумлар». Уларга ихтиёрий 'кнйматлар 
бериб, *3 ва *4 номаълумларнинг ыос кийматларшш хосил киламиз. 
Шундай килиб, система биргаликда ва чексиз куп ечимларга эга.

28-§. Чизицли оператор ^ацида тушунча

Агар фазодаги хар [бир *  векторга уша фазонинг анш\ у  =  А х  
ьектори мос к,уйилган булиб, у  ушбу

А (̂ -1 *1“|”, 2̂ ̂ 2) =  ^1-4*!+  Х2А х 2 (28.1)

чизиклилик шартига буйсунса, бу ерда хг ва * 2 каралаётган фазонинг 
ихтиёрий векторлари, Хг ва /,2 нсталган сонлар, у  .^олда бу фазода 
А чизикли оператор (ёки чизикли алмаштириш) берилган деб айти-
лади .у  вектор х  векторнинг акси деб аталади.

1 - ыисол .  Фазонинг [хар бир *  векторига уша *  векторнинг 
узини мос куядиган Е оператор ^изшуш оператор [эканпни [курса- 
тинг.

Ечиш.  Шартга кура

Е х  =  *.
♦

Е  операторни *  =  Я1 *1 +  Я2*2 векторга кулланиб,

Е  (ЯА* !+  А ^ )  =  х г +  Х2х 2 =  ХгЕ х1 +  Х2Е  *2

ни хосил ^иламиз, бундан (28.1) шартнинг бажарилиши в а Е  чизик
ли оператор экани куриниб турибди. У  бирлик оператор  ёки ай-  
ний оператор  деб аталади.

2 - м и с о л .  Фазонинг ^ар бир *  векторини к  марта (& — нолдан 
фарцли исталган сон) чузадиган А оператор чизикли оператордир.

Ечи ш.  Шартга кура А *  =  6 *  га  эгамиз. А операторни
* =  А,!*! +  Х2 *2 векторга к;улланнб, ^уйидагини ^осил циламиз:

(̂ •̂1 +  Я2* 2) =  к (А ^  +  Я2*2) =  Хг (кХу) +  Х2 (к  * 2) =

— ХхАхх “I- Х2А *2.
Бу ерда (28.1) шартнинг бажарилиши ва А оператор чизикли экани 
куриниб турибди. Бундай оператор ухшашлик оператора  деб ата
лади.

3 - м и с о л .  Бирор текисликда ётадиган хар бир *  векторни би- 
рор О нуцта атрсфида бир хил томонга Еа бир хил ос бурчакка бура-
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у ’ ВГ диган В  оператор чизи^-
ли оператордир (39- 
шакл).

Е ч и ш. у  =  Вх  бул-
син, бу ерда у  вектор

о ^ х  векторнн берилган бур-
чакка буриш билан хосил 

39- ш акл. килинган. Шаклдан ( 2 8 . 1)
шартнинг бажарилиши 

ва В  чизикли оператор экани куриниб турибди. Бундай оператор 
буриш операторы  деб аталади.

У э- у  з п н н т е к ш п р и ш у  ч у  н с а в о л л а р

1. Матрицаларнп кандай алмаштнришлар элементар алмаштиришлар деб аталади?
2. Кандай матрицалар эквивалент матрниалар деб аталади?
3 . Матрица ранги ннма ва у  кандай хисобланади?
4. Чизикли тенгламалар системасннннг матрицам ва кенгайтирилган матрицаси- 

нинг ранги деб нимага айтилади?
5. Кандай чизикли тенгламалар системам биргалшсда деб аталади?
6 . п номаълумлн т  та чмзи^ли тенгламалар системаси качзн бнргаликда булади?
7. п номаълумли т  та чизикли тенгламалар системаси ^ачон нолмас ечнмга эга?
8 . Чизикли оператор деб нимага айтилади?

2 9 -§ . Чизикли оператор ва унинг берилган] 
базисдаги матрицаси з^ацида тушунча

Чизикли оператор ва квадрат матрица орасидаги борланишнн ку- 
риб чикамиз.

Фазода бирор еъ е2, е3 базис векторларни танлаймиз ва базис 
векторларнннг хар бирига А чизикли операторни татбик киламиз:

А (А) =  к  =  +  а.1Хе2 4- 03153.
А (е-г) - /а =  а12 е1 -г  а 22е2 +  а 3.2е3, (29.1)
А (е3) =  /з =  я 13 • ех 4- й23е2 — я 33 е3.

Бу ерда /2, /3 векторлар еь  е2, е3 векторларнинг образлари, улар
е1> е-2> ез базис буйича ёйилган.

(29.1) формулаларнинг берилиши билан А чизикли оператор аник;- 
ланишини курсатамиз.

Фазонинг ихтиёрий х  векторини оламиз ва уни базис буйича 
ёзамиз:

х  =  ххеу +  х 2е2 4- *363,

бу ерда хъ х 2, х 3 лар х  гекторнинг е1г е2, е3 базисдаги координата- 
лари. У з^олда
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у  =  Ах =  А (х-^х +  х2е2 +  х3 е3) =  ххА (е^  +  х2А (е2) +  х3А (е3).
(29.1) фор.мулалардан фойдаланиб ва ухшаш хадларни ихчамлаб, 
^уйидагини хосил циламиз:

у  =  Хх (« ц е1 “Г  «21 е2 4* а 31еэ) "Г Х2 (а12е1 4" а 22е2 +  а32вз) +

+  Х3 (а13в1 4" а 23в2 +  °33 вз) =  {а 11Х1 4" « 12*2 +  «13Хэ) е 1 "Г

4- (а21*1 4 -  о22х 2 +  а 23х3) е2 +  (« 31-"! +  а 3оЛ' 2 +  «зз- '̂з) е3.

у  векторнинг ег , е 2, е3 базисдаги координаталарини у^, у 2, у 3 ор- 
кали белгилаб, уларни аникландиган формулаларни хосил киламиз:

[Ух =  а их г +  ах 2х2 +  я 13* 3,
\у2 =  а 21*1 4- а 22х2 +  а 23х 3, (29 .2 )
\Уз =  а зхХх 4~ а 32х2 4- Я33Х3 .

Бу формулалардан куриниб турибдики, фазо ихтиёрий х  векторининг
у  акси (29.1) формулалар билан берилган ац  (г, / =  1 ,3) коэффици- 
ентлар оркали бир кийматли аникланади.

Шундай килиб, фазода таъсир этаётган А чизикли операторга
ех, е2, е3 базнсда (29 .2 ) тенгликларнинг унг томонларидаги коэф- 

фициентлардан тузилган уш бу матрица мос куйилди:

( « 1 1  «12  « 1з\
А =  а 21 а 22 а 23 I (29 .3)

■ «31 «32 «33' •

Л ¿матрица берилган чизикли операторнинг ег , ег, е3 базисдаги м а т -  
рицаси деб аталади. А гар векторларнинг бу базисдаги координата
ларини устун- матрица шаклида ёзсак, у  холда (29 .3) даги А м ат
рица А чизикли операторни ушбу формула буйича аниклайди:

/У Л  ( « и  «12  « 1з\ ( х\ \
I У2 I =  ( «21  «2 2  «23 I ' I Х2 I (29 .4 )
\У3 - ^ « 3 1  « 3 2  « 3 3  ^ * 3 '  '

Бошкача айтганда, у  =  А х  векторнинг координаталарини топиш учун
А чизикли оператор матрицасини х  вектор координаталари устунига 
купайтириш лозим.

Аксинча, берилган еи е2, е3 базисда операторга тула бир кий
матли равишда А матрица тутри келади га  операторнинг таъсири
(29 .4) ёки (29.2) формула буйича амалга ошадн.

Д ем ак , фазода таъсир этадиган чизикли операторлар билан к в ад 
рат матрицалар орасида бир цийматлн мослик мавжуддир.

3 0 -§ . £?2 в а  даги  чизицли операторларга мисоллар
2 9 -§  да каралган  чизикли оператсрларнинг матрицалари ^андай 

куринишда булишини аницлаймиз.
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1. Бирлик оператор. Е  бирлик оператор булсин, у  холда
Е х  =  х, у  =  Е х  ва х  векторларнинг ихтиёрий ех, е2, е3 базисдаги 
координаталари ушбу

мослик билан богланган. Бу формулаларни (29.2) формулалар кури- 
нишида ёзсак, куйидагини оламиз:

Бунда н [Е [чизикли [операторнинг^ ихтиёрий базисдаги Е  матрицаси

куринишда булиши келиб чикади.
Шундай килиб, бирлик оператор матрицаси бирлик матрица була-

ди.
2 . Ухшашлик оператори. А оператор да таъсир этаётган ух- 

шашлнк оператори булсин, у  холда А х =  к х ,  у  =  А х  ва х  вектор
ларнинг ихтиёрий <?,, е2, е3 базисдаги координаталари ушбу муно- 
сабатлар билан богланган:

Уи= к х х, уп — ^кх2, У з[= \ кх3.

Бу муносабатларнн (29.2) формулалар куринишда ёзиб, куйидагини 
о .амиз:

Бу ердан ухшашлпк операторининг ихтиёрий базисдаги Л матрицаси

куринишда булиши келиб чикади.
Шундай килиб, ухшашлик оператори матрицаси скаляр матрица 

булади.
3. Буриш оператори. В  — бирор текигликда таъсир этаётган

буриш чизикли оператори булсин. Бу текисликда ¿, / базисни (узаро 
перпендикуляр бирлик векторларни) оламиз. 1\утб координаталар
системасини киритамиз (40-шакл). У  холда х  [векторнинг координа
талари

У1 — Л11 Уг — хи У з — хз

У\ =  Ь*1 +  0 •x 21-f-0•xз,, 
у ,  =  0 - х { +  1 - а '2 0 - л 'з ,  

у 3 =  0 -х х +  0 ■ х2 +  1 • х3.

у х — к- х г -\- 0 ■ д.'2 “Ь 0 • х3, 
у  г =  0 - х х +  к - х 2 -\- 0 -х3, 
г/3 =  0 ■ х х +  0 ■ х2 +  & • х3.

Х1 =  Р с05 Ф. х г =  Р МП ф 
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куринишда ёзилади, бу ерда р, <р — ца- 
ралаётган х  вектор охирининг координа- _ 
талари. у  =  В х  вектор х  векторни О ^|
нукта атрофида а  бурчакка буриш билан 0 1 
.хосил цилингани учун унинг координа- ■- , w
талари бундай ёзилади: 40-ш акл .

у х =  р cos (ф +  а )  = р (cos ф cos а  — sin ф sin а), 
у 2 =  Р sin  (ф +  а ) = р (sin ф cos а  +  cos ф sin а ).

Бундан буриш чизикли операторининг В  матрицаси г, / базисда 
ушбу

g  _  i cos а  —sin а  
\ sin a  co sa

куринишда булнши келиб чикади.

3 1 -§ . Чизикли операторларнинг хос векторлари 
ва  хос ^ийматлари

Агар бирор К хакикий сон ва хар кандай нолмас х  вектор учун

А х  =  Кх  (31.1)

булса, х  вектор А чизикли операторнинг хос вектори, к  сони эса 
шу чизшуш операторнинг хос к и й м а т и  деб аталади. Агар бирор
базисда А чизикли оператор [ва *  вектор

( а п  а 12 а 1Э\ /хЛ
А  =  I ^21 «2 2  « 2 3  I > =  I Х 2 I

\а31 с32 о33/ \х3/

матридалар билан берилган булса, у  холда ¡(31.1) 'тенгликка ушбу 
учта

(йцХ^ +  а 1гх  2 +  а 13х 3 =  /. хъ 
|a2i-Vi -f  а 22х г +  а 23х 3 =  ) .х 2,
■ а 31х1 "т.^з2* 2. т  о33х3 /.х3

ёки
í ( « l l  / )  * 1  “ Г  0 1 2 ^ 2  ~Т~ Оу3Х3 =  О,

-|fl2l* l ~Т~ (̂ 22 0̂ Х2 “Ь 2̂3*̂ 3 ”  О» (31 >2 )
Ш 31Хх —  Ü32X2 - f -  (^ 33  “  /■) * 3  О

сонли тенглик мос келади. Хоснл килинган хх, х 2, х3 ларга ннсба- 
тан чизикли тенгламалар системаси (31.2) унпнг детерминанти нолга 
тенг булган хрлда ва факат шундагина нолдан фаркли ечимга эга
булади ( х ф О  булганн учун нол ечим бизнн кнзнктпрмайди). Бун
дан
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а 11 I  а 12 а 13
0̂ 1 ¿¿22 ^ ~ 0 . 

°31 а 32 а ЭЗ А

( 3 1 . 3 )

Бу тенглама берилган чизикли оператор матрицасининг хар ак тер и с '  
т и к  тенгламаси  деб аталади.

Бу тенгламанинг хар бир X ха^и^ий илдизи чизикли оператор- 
нинг хос киймати булади. /. сонга мос хос векторнинг координата- 
лари (31.2) системадан топилади.

1 - и з о х .  Агар х берилган чизикли операторнинг хос вектори бул- 
са, у  холда унга коллинеар булган хар кандай нолмас вектор хам 
берилган операторнинг уша хос сонли хос вектори булади.

2- из о х. Агар барча хос ^ийматлар хакикий сонлар булса, у  хол- 
да уларга мос хос векторлар доимо чизикли эркли булади га улар- 
ни янги базис сифатида кабул ^илиш мумкин. Бу янги базисда А 
матрица хам соддалашади:

3 - и з о х .  Агар А симметрик матрица булса, у  холда унинг барча 
хос кийматлари хакикий сонлар булади, хос векторлар эса узаро 
перпендикуляр булади.

М и с о л .  Бирор базисда ушбу

матрица билан берилган чизикли операторнинг хос кийматларини ва 
хос векторларини топинг.

Матрица симметрик, шу сабаблн унинг барча хос цийматлари ха
кикий сонлар булади. Уларни топамиз. Бунинг учун характеристик 
тенгламани тузамиз:

О — 2 5 — Х
Детерминантни хисоблаб,

X3 — 12 X2 +  39 X — 28 = 0
тенгламани оламиз. Бу тенгламанинг коэффициентлари йигиндиси 
нолга тенг б>лганлиги учун унинг илдизларидан бири =  1 була
ди. X3 — 12 X2 4- 39 X — 28 купхаднинг колган илдизларини топиш 
учун унн (а . — 1) га булиб, ушбу КЕадрат тенгламани оламиз:

Бу тенгламанинг илдизлари Х2 =  4, Х3 =  7 булади. [Шундай килиб, 
характеристик тенглама илдизлари: ^  =  1, л2 =  4, Х3 =  7 ни — бе
рилган чизикли операторнинг хос кийматларини топдик. Хос вектор- 
ларни топиш учун (31.2) тенгламалар системаси

3 — X 2 0 г
2 4 — X — 2 = 0 . (31.4)

X2 — 11 X 4 -2 8  = [0 .
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(3 —  Я,) *х +  2 * 2=  о,
2*1 +  (4 — А,) * 2 — 2*з =  0 , (31 .5)
—2*2  т~ (5 — Я,) * 3 =  0

Я, =  Я,!, Я, =  Я*2, К =  К 3 да ечамиз.
1) Я, =  Я* =  1 булсин, у  холда (31 .5) система ушбу куринишни 

ЗД и:
((3 —  1) * !  +  2*2 =  0,
2л,! - г  (4 — 1) * 2 — 2*з =  О,

1— 2*2 + ( 5  — 1) *з =  0,

2хх +  2*2 =  О,
2* , +  3*2 — 2*з =  О,
— 2*2 +  4*3 =  О,

С*1 +  * ,  — О,
! 2* !  +  3*2 — 2*3 =  О,
1*2 — 2*3 =  0 .

бир жинсли системанин г (31 .4 ) детерминанта нолга тенг булгани 
/н у  нолмас ечнмларга э га . Д ем ак , тенгламалардан бири (масалан, 
■синчи тенглама) долган  тенгламаларнинг чизикли комбинадиясидан 
эрат. Иккинчи тенглам ани  таш лаб юбориб, куйидагини хосил ци- 
й и з :

*1 +  *г =  О,
* 2 — 2*з =  0 .

зод номаълум» битта. Н ати ж ада система ечнмини хосил циламиз:

!*1 =  *21 1
2

*2 «озод номаълумга» ихтиерий киймат бериб, исталган нолмас 
гани оламиз. * , = 2  булсин, у  холда х х = — 2, * 3= 1 .  Д емак,
=* 1 хос киймат га м о г  хос вектор * ' ушбу куринишда булади:

* ' =  ^ 2^ ёки * ' =  — 2 / +  2 / -¡- /г.

нга коллинеар исталган вектор хам  хос вектор булади.
2) Я, =  К2 =  4 хос кийматга м о : хос векторни хам ш унга ухшаш 

иклаймиз.
Ушбу

( *1 “I-  2*2 ■ 0,
2* !  — 2*3 =  0 ,

I ----2 * 2  “Г  * 3  =  0
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с и с т е м а м  ечиб, хг, х2, ха ни топамиз. Б у системадаги биринчи тен 
л ам ан и  ташлаб юбориб,

Х\ =  *3,
1

хг -■ — х3 2 2

ни хрсил циламиз. хэ «озод номаълумга» ихтиёрий киймат бери 
и стал ган  нолмас ечимни оламиз. х3 =  2 булсин. У х;олда

х х =  2, х 2 =  1.

Д ем ак , Я2 =  4 хос ^ийматга мос хос вектор х" ушбу куринишда б 
лади:

х "— 1̂ ̂  ёки х" =  21 +  / +  2£.

3) Х удди  шунга ухшаш, учинчн [л =  >.э =  7 хос кийматга мс 
хос р.екторни хам ушбу

( —  4 х г — 2 х .2 =  0 .
2хг — Зд2 — 2х3 =  0,

1—  2 х2 — 2 х 3 =  0

тенгламалар системасидан хосил к;иламиз. Системадан иккинчи тен 
ламани ташлаб юбориб

К  = ^  * 2-
\ха = — х 2

ечимларни ^осил киламиз.
х2 =  2 булсин, у  холда х г =  1, х3 =  — 2. Демак, =  7 хос ки 

м атга м о с  хос вектор куйидагича булади:

х'"  =  ^ 2^ ёки х'" =  г + 2  / — 2 к.

А матрица симметрик эди. У чала хос вектор узаро перпенд
к у л я р  эканини текшириш осон, чунки х '- х "  =  0, х " '-х ' =  0, х " -х " '=  
Б у хос векторларни янги базис сифатида олиш мумкин ва унда 
матрица

(\  0 0\
А '=  0 4 0 

\0 0 7/
куриниш да булади.

У з - у з н н и  т е к ш и  р'иш у ч у н  с а з о л л а р
1. Чизикли операторнинг матрицаси ннма?}
2. Чизикли операторга мисол келп ринг ей унинг матрицаснни ёэинг.
3. Чизикли операторнинг хос цийматларн ва хос векторлари деб нимага айтила;
4. Чизикли оператор матрнцасинннг характеристик тенгламаси нима?
5. Чизикли операторнинг хос кийматларн ва хос векторларини топиш усулк 

айтнб беринг.
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Соф математик ва амалий характердаги купчилик масалаларда 
ф неча узгарувчининг квадратик формалари учрайди.

Бир неча узгарувчининг бир жинсли иккинчи даражали купхади 
/ узгарувчиларнинг к в а д р а т и к  формаси деб аталади. Масалан, х^, 
,, х3 узгарувчиларнинг квадратик формаси

Р  =  а п$  +  а 22х\ +  а 33х23 +  2а 12х{х2 +  2 а 13х хх3 +  2а 23х2х3 (3 2 .1)

у-ринишдаги куп хад  булади. икки узгарувчининг квадратик формаси 
:а

5  =  а Их\ +  а 22х\ +  2 а ,2* ,* 2 (32.2)

уринишдаги куп хад  булади. Бу ерда а п , а , , ,  а 33, а 12, а 13, а.23 лар 
вгармас хакикий сонлар.

Квадратик форма фазодаги хар бир х  =  (х ъ  х 2, х 3) векторга
>нни (32.1) формула буйича ёки текисликдаги хар бир х  =  (х1, х 2) 
;кторга Т7 сонни (32 .2 ) формула буйича мос куяди .

ац  сонли коэффициентлар квадратик формани тула аницлайди, 
ни матрица куринишида ёзиш мумкин. Буни икки узгарувчининг
2. 2)  квадратик формаси учун келтирамиз. (32.2) ни бундай ёза- 
из:

Р  =  а пх\ +  +  а пх1х2 +  а 12х!  =
== (^11'̂ 1 ■ ^12*2) Х'2 (^12-̂1 ^ 22*̂2) ==

=  (*1, х2) ( а и х1 + а ч х2) =  (^ ,  X ) 1а п  а 12'\ (32.3)
',^12̂ 1 I ¿222̂ 2- ч̂ 12 ^22/ *

гар х  =  (Хх | устун- матрицани, транспонирланган х* =  (хи х.г) 
\Х2:

тр-матрицани ва ац  коэффициентлардан тузилган

А =  (° ч  а и\ (32.4)
\а12 а 221

атрицани киритсак, (32 .3 ) квадратик форма уш бу матрица кури- 
ишни олади:

Б =  х*Ах. (32.5)
матрица икки узгарувчи квадратик формаси Р  нинг матрицаси 

гб аталади. У  симметрик матрицадир. Ш унга ухшаш,

I а ц  а п я 13\
А =  I а^з а 22 а 23 I 

\а13 а 23 а 33/
атрица уч узгарувчи квадратик ;фэрмасининг матрицаси булишини 
угрсатиш осон. У симметрик матрицадир.

1 - м и с о л .  Икки узгарувчининг квадратик формаси
Р  — Пх\-{- \ 2х {х 2 +  8x 5

ш г матрицасини тузинг.

32- § . Квадратик формалар
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Е ч и ш .  РаЕшанки, а и  =  17, а 22 =  8 , о12 =  6 . ^  ккадратик фс 
манинг матридасн бундай ёзилади:

У  симметрии матрицадир.
2 - м и с о л .  Уч узгарувчининг квадратик формаси

Б =  — Зх2 +  4  — 8л| +  2Х]Х2 — 10х{х3 +  2х2х3

нинг матрицасини ёзинг.
Е ч и ш .  Равшанки, йц  =  — 3, й22 =  1, й33 =  — 8 , й12 =  1, а 13 

=  — 5, а 23 ~  1. Д ем ак , кпадратик форма матрицаси бундай ёзид 
ди:

( — 3 1 - 5  
А =  1 1  1 

V—5 1 — 8. .

У  симметрии матрицадир.

3 3 -§ . Квадратик (¡озмаларни каноник 
куринишга келтириш

Узгарувчиларнинг факат кгадратларини уз ичига олган КЕадрат] 
форма каноник куринишга эга  дейилади. Шу сабабли киадратик фо 
мани каноник куринишга келтириш деган суз, шундай янги базис] 
(янги координаталар системасини) топпшдан иборатки, унда квадр 
тик форма узгарунчиларнинг купаптмасини уз ичига олмасин. I 
янги базисда (32.2) ёки (32.3) квадратик форма ушбу

Б =  а  (х\)2 +  Ь (х'2)2 (33.

куринишни олади ёки упинг  матрица шаклидаги ёзуьи

куринишда булади. Буни куйидагича ёзиш мумкин:

Р  =  х '* А 'х '.

Бунда х ’ =  | Х\ ̂  х  векторнинг янги базисдаги координаталаридг

тузилган уступ , х '*  =  (х\, х'2) — транспонирланган устун , ^4'=( ^ *

квадратик форманинг янги базисдаги матрицаси. Юкорида айтилг 
нидек (31 -§ , 2 ва 3-изохлар), агар янги базис сифатида А матр: 
цанинг хос векторлари олинса, у  холда А матрица бу янги базис; 
бош диагоналда хос кийматлар жойлашган

/1' _ I Хл О



1Г0нал матрица куринишини олади. У холда (33.1) квадратик 
зма ушбу

жнишни олади, бу ерда Х: , X, лар А матрицанинг хос 1\ИЙмат- 
>и. Шундай ^илиб, А матрицами квадратик куринишга келтириш 
ш А матрицанинг хос кийматларини на хос векторларини топиш
1ИМ.
Ю^орида айтилганларнинг хаммаси уч узгарувчининг квадратик 

)маси учун хам турридир, у  каноник куринишда куйидагича ёзи-
1и:

ерда Яц Х2, Х3 — квадратик форма А матрицасининг хос ^инмат-
|И.
1 - м и с о л .  Р =  17л;[ — 1 2л'1л') — 8х] квадратик фзрмани каноник 

»инишга келтиринг, янги базисни (хос векторларни) топинг. 
Е ч и ш .  Квадратик форма матрицаси ушбу

1инишда булади. А матрицанинг хос кийматларини топамиз. Бу-

актеристик тенгламани тузамиз. Унинг ечимлари Я,х =  5, Х2 =  20 
;ади. Берилган квадратик форманннг каноник шзкли куйидагича 
[ади:

илган форма каноник шаклни оладиган янги базисни топиш учун  
= 5 , Х2 =  20 хос кийматлар буйича хос векторларни уш бу

Р =  Х 1 (л-',)2 +  Х2 (хХ-

[Г учун

17 — Я, 6 
6 8 — Я,

Р  =  5(а-;)2 -  20 (л-;)2.

(33 .2)

гемани ечиб топиш лозим.
а) Агар X =  Я,:  =  о булса, (33 .2) система уш бу

инишни олади. Бу система чексиз куп  ечимларга эга. х 1 =  1 бул- 
, у  з^олда х2 =  — 2, е1 =  (1, — 2) хос векторга эга буламиз. 
б) X =  Х2 =  20 булсин, у  холда (33 .2) система ушбу

- З х [ + 6 х ' 2 =  0, 1х'1~ 2 х ' = 0 ,



векторга эга буламиз. ег , е2 векторлар узаро перпендикуляр булш 
янги базисни .\осил килади ва унда , юкорида айтилганидек, ква„ 
ратик форма ушбу

Р  =  5 (дс;',а|+ 20 (.<)2

куринишни олади.

34-§» Иккинчи тартибли чнзицларнинг умумий тенгламаси

Р п(х, у) =  0 тенглама билан берилган (бу ерда Р п{(х, у) ифод 
х , у  узгарувчиларнинг п-даражали купхади) чизикни п- тартибл 
алгебраик чизщ  деб атаймиз. п =  2 деб нккинчи тартибли чизи 
тенгламасини оламиз. Р 2{х, у) нфода бу холда иккинчи тартибл 
купхаддир. Шундай цилиб, текисликдаги иккинчи тартибли чизш 
нинг умумий тенгламаси ушбу

Ах2*-\- 2Вху -}~ Су*' ~  2 0 х  ~  2Еу 4” Р =  0  (34.1

куринишда булади. Бу тенглама А, В, С, О, Е, р  узгарм ас коэс} 
фициентларнинг кийматларига боглик; равишда турли чизикларн 
тасвирлаши мумкин. Масалан, А =  1, В  =  0, С =  1, 0  =  0, Е =  I 
Р 1= —[Я2 булганда (34.1)

х2}+ у2 = Я2
куринишни олади, бу эса маълумки, радиуси Я  ва маркази коо{ 
динаталар бошида булган айлана тенгламасидир. Агар биз маркаэ 
ихтиёрий О(х0, у 0) нуктада булган айланани карайдиган булсак, 
^олда унинг тенгламаси

! (х — х0)2 +  (у  — у  0)2 =  Я 2 
куринишда булади, уни уш бу

х 2 +  у 2 — 2хх0 — 2 уу0 +  х20 + у 1 ~  Я 2 =  0.

ёки
Ах- — 2 Вху  +  С у2 +  2Бх +  2 Е у + Р = 0

формага келтириш мумкин, бу ерда А =  1, В ]=  0 , С =  1,
=  — х0, Е =  — у и, Р  =  х2 +  у 20 — Я2.

Шундай килиб, айлана иккинчи тартибли чизицдир.
Иккинчи тартибли чизикнинг умумий тенгламасини текширии 

га «¡айтамиз. (34 .1 ) тенгламадаги иккинчи тартибли хадларни ал( 
хида ёзиб оламиз:

1  =  Ах2 +  2 Вху  +  Су2.

Олдинги параграфда курсатилганидек, квадратик формани цуйидаг 
каноник куринишга келтириш мумкин:

М 2 +

куринишни олади. х'2 =  1 булсин, у  х о л д а  хг = 2 ,  е2 =  (2, 1) хс
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г янги базисда бзрилган чизик тенгламаси уш бу

2 б  х  +  2Е у  +  Р  =  0 (34.2)

ринишда ёзилади.
1) Хг ф О , К2Ф 0  деб фараз килайлик. х  ли ва у  ли ^уш илув- 

ларни йигиб за тул а  квадратларни ажратиб, (34.2) тенгламани

К { х +  ¿ ' ) 2 +  ^ ( у + ^ - ) 2 +  ?  = °

ринишда ёзамиз, бу ерда

(Гиидагича
Лх л2

-  , ъ
X' =  X' -Г —  >/•1

» = » + . 4 -
;иб, эски базисга параллел булган янги базисга утамиз. Бу янги 
зисда тенглама

Я-о у2 +  Т7 =  О

¡ринишни олади. Бундан кейин, соддалаштириш максадида харф- 
р устидаги « х »  белгини тушириб колдирамиз ва оддий ^илиб, 
ндай ёзамиз:

Х1х2 +  Х2̂ + / '  =  0. (34.3)
Б ф О  булсин. (34 .3) тенгламани бундай ёзамиз:

=  1
- Л .  _ Л  (34 .4 )

К  Ъ
р р 

г а р --------> 0  в а --------- > 0  булса, у  ^олда (34.4) тенглама да

а  = — Т ?  " т г
лгилаш киритсак, тенглама цуйидаги куринишни олади:

*2 I У~ л
7 -  +  1 Г “ 1- <3 4 -4 ')

Каноник тенгламаси (34 '4 ) куринишда булган иккинчи тартибли 
ри чизи^ эллипс деб аталади .

А г а р ------— > 0 , -----^ < 0  ( ё к и -----— < 0 , ----- — ;>  0

глса, у  ^олда (34 .4 ) тенгламада

а 2 =  — — , Ь2 =  —  [ ё к и  а 2 =  — , Ь2 = ------—
Лг! -̂2 \ 2̂

95



белгилаш киритсак, тенглама бундай ёзилади:
х3 :У2 1 / •• У2 хг Л  /0 . .-------- —  =  1 еки -------------- = 1  (34.4
с2 Ь2 \ б2 а- )  к

Каноник тенгламаси (34.4") куринишда булган иккинчи тартиб;
р р

эгри чизи!^ гипербола деб аталади. Нихоят, — —  < 0 ,  — —  <
А] Ло

булса, у  холда координаталари (34 .4 ) тенгламанн каноатлантирад 
ган битта хам нуцта м авж уд  эмас. Б у  -^олда тенглама мавхум э, 
липсни аниклайди, деб айтилади.

б) ^  =  0 булсин. (34.3) тенгламанн бундай ёзамиз:
^ х 2 +  К2у 2 =  0. (34.

Агар ва А, нинг ишоралари бнр хил булса, у  холда (34. 
тенгламанн ягона (0 ; 0) нукта каноатлантиради.

Агар Я,! ва Л2 нинг ишоралари турлича, айтайлик, >  0 ] 
Я.2< 0  булса, у  ^олда (34.5) тенглама уш бу иккита

1 }-Лх  — 1 — К2у  =  0, 
у  Х1х  + 1 ' — у  =[0

тенгламага ажралади. |Уларнинг хар бири (0; 0) орк,али утадигг 
турри чизикни аниклайди, демак, (34 .5) кесишувчи турри чизиклг 
жуфтини аниклайди.

2) Хос кийматлардан бири, масалан, >,2 =  0 булсин. (34.2) тен 
ламада тула квадрат ажратиб, уни

М 2 +  2 Е у  +  Е =  0 (34.1
куринишга келтирамиз (яна « = » белгиларни тушириб колдирамиз

р
Агар Е\Ф  0 , Р  =  0 булса, (34.6) тенгламада р =  — — белгилаг

ни киритсак, тенглама ушбу куринишни олади:
х 2 =  2ру. (34.6'

Каноник тенгламаси (34 .6 ') ёки у 2 =  2рх  куринишда булган икки: 
чи тартибли эгри чизик; парабола деб аталади. Агар Е =  0, лею 
Р Ф 0 булса, Оу у вд а  параллел иккита тугри чизик хосил булад

х  =  ±  | / " у -  [а гар  у - > 0  булса, улар м авхум  турри чизицла
дир). Нихоят, агар Е = 0 ва /7= 0  булса, у  ^олда х = 0  турри чиз! 
^осил булади.

Юцорида баён килинганларга асосан куйидаги хулосага келами 
икки узгарувчили иккинчи даражали умумий тенглама ё эллипсн 
ёки гиперболани, ёки кесишувчи, параллел ёки кушилиб кетган ту 
ри чизи^лар жуфтини, ёки мавхум чизикни тасвирлаши мумкин. 

М и  со  л . Тенгламаси

4л:2 +  12 ху  +  Ау2 +  10* +  10у — 3 =  0

куринишда булган иккинчи тартибли чизикни текширинг.
Е ч и ш .  Иккинчи даражали ^адлар
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=  (4 — А)2 — 36 =  О

дратик формани хосил килади. У ни, олдинги параграфдаги каби, 
юник куринишга келтирамиз. Квадратик форма матрицасини ту- 
[из:

л ~ а  6л  ~ \ 6  4
лбу характеристик тенгламанк ечиб,

4 —X 6 
6 4 —X

матрицанинг =  — 2, Я2 =  10 хос ^ийматларини топамиз. Квад- 
гик форманинг янги базисдаги (координаталардаги) каноник кури- 
шини бирданига ёзиш мумкин: Р  =  — 2х2 +  \0у2. Форма шу к у -  
нишни оладиган базисни топамиз. Ш у мацсадда уш бу

/(4 — Х)х -)- 6у  =  О,
[6л: -Ь (4 — Х)у =  О

нгламалар системасини ечамиз. Бунга X =  ^  =  — 2 ни куйиб,
6л; +  6у =  О 
6л: +  6у  =  О

[ оламиз, бундан х  =  1 булганда у  =  — 1 га  эга буламиз ва 
=  I — / базис векторни оламиз. У нга мос е 1 бирлик вектор 

;ндай булади:
=  1 -1- ____ 1_^-

1 | Т Х| / 2  у / 2 1 '

. „ „  ̂ Г — 6я  -)~ 6у  =  о, л
=  Х2 =  10 ни куииб, | 0Х__0^ _  о ни оламиз, бундан

=  1 булганда у  =  1. Иккинчи базис вектор е2 =  I +  / ни олдпк. 
нга мос бирлик вектор бундай булади:

е2 1 . I -?■

‘ ! “ |Т\Г~г
Пундай килиб, эски ва янги координаталарнинг богланиш форму- 
[алари бундай булади:

1 = ~ к 'х + ~ к ' у -
1 -  , 1 -у  = ------- — х -\----- — у.

у  2 у 2 У

>у формулалардан фойдаланиб, янги координаталарга утсак , берил- 
ан тенглама ушбу

— 2х 2 +  \0у2 +  у = у  — 3 =  О

-  2478 97
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- 2^  +  10 (у  +  - ^ - )2 = 8

тенгламани хосил к;иламиз. Энди координаталар бошини х=
у  = -------— координатали ну^тага кучирсак ва янги координата:

1 2 2̂ у2
ни х, у  оркали белгиласак, у  х о л д а ----- ^— г  ^  =  1 га эга б>
миз. Бу ердан берилган тенглама гиперболани аниклаши кури 
турибди.

У з  - у з  я  ни т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р
1. Квадратик форма ва унинг матрицаси деб ннмага айтилади?
2. К,айси холда квадратик форма каноник куринишда деб айтилади?
3. Иккинчи тартибли чизиц тенгламасини каноник куринншга келтиришда ква,

тик формалар назарлясидан кандай фэйдаланилади?
4. 316—325-масалаларни ечинг.

3 5 -§ . Эллипс, гипербола ва парабола тенгламаларглинг канон!
формалари

х ва у  координаталарга нисбатан иккинчи даражали тенглг 
билан аникланадиган чизик; иккинчи тартибли эгри чизиц деб а 
лишини биз энди биламиз.

Агар эгри чизик ну^талари бирор ну кта га нисбатан симметр 
булса, бу эгри чизик марказий чизщ, нукта эса эгри чизикш 
маркази деб аталади.

Биз иккинчи тартибли эгри чизи^ларнинг каноник тенглама/, 
деб аталадиган тенгламаларини куриэ чикамиз.  Бу эгри чизикш 
маркази ёки учи (бу хакда куйирокда айтам из) координаталар ( 
шида, симметрия уклари эса координаталар боши билан устма-> 
туш ган ^олдир. Бу тенгламаларни санаб утамиз. 

х~ и ̂-------(- —  =  1 — эллипс тенгламасининг каноник шакли.
а2 62
д;2 п2
---------- — — 1 — гипербола тенгламасининг каноник шакли.
п3 Ь2
у 2 =  2рх  — парабола тенгламасининг каноник шакли.

36- §. Эллипс, гипербола ва параболанинг геометрик хоссаларин
текшириш

Эллипс, гипербола ва параболанинг куринишини ва хоссалари 
тегишли эгри чизикнинг каноник тенгламасига асосланиб теки 
рамиз.

1. Эллипс. Олдинги параграфда айтилганидек эллипс канон 
тенгламаси

—  4- -  1 ПК
о2 62 (36

куринишда булган иккинчи тартибли эгри чизицдир.

куринишни олади. Т ула квадрат ажратиб,
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С и м м е т р и я .  (36.1) тенглама координаталарнинг фацат квад - 
ггларини уз ичига олади, шу сабабли эллипсга М(х\ у) нукта мос 
:лса, у  холда унга М ( — х; — у) ^ам тегишли булади. Д ем ак ,
6 . 1) эллипс координата укларига ва координаталар бошига нис- 
1тан симметрик. Координаталар боши (36.1) эллипснинг симметрия 
аркази, координата уклари эса унинг симметрия уцлари деб ата-
1ДИ.

К о о р д и н а т а  у к л а р и  б и л а н  к е с и ш и ш и .  Агар х  =  О
/лса, у  >;олда (36.1) тенгламадан —  =  1 ёки у  =  ± Ь  булиши

ьг
:либ чи^ади. Б у эса эллипс ординаталар укини ^ (О ; Ь) ва 5 2(0; 
- Ь) нукталарда кесиб утишини билдиради.

Агар у  =  0 булса, у  холда (36.1) тенгламадан =  1 ёки х  =
т ±  а  булиши келиб чикади. Бу эса эллипс абсциссалар укини 
1(а; 0) ва А г(— а; 0) нукталарда кесиб утишини билдиради.

Чизикнинг симметрия уклари билан кесишиш ну^таларини чизик;- 
шг учлари деб атаймиз. Эллипснинг учлари орасидаги масофалар 
11Л2 | =  2а, 1В1В ,1  =  2Ь унинг уклари деб аталади. У^лардан кат- 
1си катта ук , иккинчиси эса кичик у к деб аталади. а  ва Ь лар 
>им у^лар дейилади.

К о о р д и н а т а л а р н и н г  у з г а р и ш  с о ^ а си.  Эллипснинг
6 .1) тенгламасидан куриниб турибдики,

—  <  1 ва — ^1  ёки х 2 < а 2 ва у 2 ¡^ Ь 2.
а°- Ьг

/ндан х ва у  координаталарнинг узгариш сохаси келиб чикади:

—  а  <  х  <  а ,  — 6 <  у  <  £>.

1ЛИПСНИНГ симметриклигига асосан уни факат биринчи чоракда тек - 
ириш етарли. Биринчи чоракда эллипс тенгламасини у  =
: — I а 2 — х3 куринишда ёзиш мумкин. Бундан х  координата 0

а
1Н а  гача ортса, у  координата Ь дан 0 гача камаяди. Д ем ак ,
6 . 1) эллипс чегараланган 
[зик, у  маркази коэрдина- 
лар бошида хамда томон- 
ри 2а  ва 2Ь булган  т>т- 
[ туртбурчак ичида жой- 
шган (41-ш акл).

Ф о к у с л а р .  Фараз ци- 
йлик а  > 6  булсин. Эл- 
[пснинг катта у^ида фо- 
слар деб аталадиган /^(с, 
ва Р 2{—с, 0) нукталар 

1вж уд  булиб, улар уш бу 
ссага эга: Эллипснинг ис- 
лган М (х, у) нук;тасидан 

ва ^2 фокусларгача бул-
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ган масофалар йириндиси узгармас катталик булиб, катта  уц узун  
лиги 2а  га  тенг. Х^кикатан хам, М (х, у) эллипсга тегишли булси] 
ва

| MF-l | =  1 ' ( х - с ) 2+ у 2, \MF2\ =  У (х + с )* + у \  \MF1 \ +  \MF2\ =  2 « 
ёки

У  (х — с)2 +  у 2 +  /  (х +  с)2 +  у- =  2а,

бундан

2 а—У { х + с )2+ у 2 =  | (х—с)2+ у 2,

4а 2 — 4а\ ' (х + с )2+ у 2 +  (х +  с)2 - f  у 2 -={х — с)2 +  у 2,

4а 2 +  4сх =  4a \ i (х + с )2+ г/2 ёки а 2 +  сх — а\/ (д:+с)2+г/2.
Бу ердан

а 4 +  2 а2сх\-\- с2х2 =  а 2(х2 +  2хс +  с2 +  у 2), 
х2(а2 — с2) +  а 2у 2 =  а 2(а2 — с2).

Бундан

тенглама келиб чиь;ади. (36 .2) ни (36.1) билан таадослаб, уш буга 
эга буламиз:

а 2 — с2 =  b2 ёки с =  | а 2 — Ь2.

Хоссанинг туррилиги исботланди.
Фокуслар орасидаги | F ^ .,  | =  2с масэфа элл ипснинг фокус масо 

фаси деб аталади; бундан с =  \/а2 — Ь2, с < i а  лиги равшан, шу 
нинг учун фокуслар А1 ва А.г лар орасида жойлаш ган. Эллипснин] 
фокуслар жойлашган катта уки яна фокал yi^ деб ^ам аталади 
| M F 1 | ва |MFo I катталиклар фокал радиуслар деб аталади, х,амд; 
гх ва г2 билан белгиланади.

Шундай к,илиб, эллипсга ^уйидагича геометрик таъриф берип 
мумкин: эллипс деб текисликдаги шундай ну^таларнинг тупламип 
айтиладики, бу нуцталарнинг хар биридан ш у текисликнинг фокус 
лар деб аталувчи икки ну^тасигача булган масофалар йигиндиа 
узгармас микдордир.

сЭ к с ц е н т р и с и т е т  в а д и р е к т р и с а л а р .  e = _ jp каттали*
эллипснинг эк с ц ен т р и си т ет а  деб аталади. 0 < с < а  булгани учу!
0 < е <  1. х  =  —  ва х  = ----- — турри чизи^лар эллипснинг дирек

е е
трисалари  деб аталади. Эллипс учун  е <  1 булгаьи сабабли х > с  
(I ва IV чоракларда) ва х; < — а  (II ва III чоракларда), эллипс 
нинг директрисалари бу эллипсдан таищарида жойлашган туррр 
чизи^лардир. Ушбу тасдик; уринли. Эллипснинг исталган М 
нуцтасидан F x (ёки F 2) фокусгача булган масофа билан мос дирек
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лсагача булган масофалар нисбати узгармас катталик булиб, е 
гцентриситетга тен г, яъни =  б в а -^ -  = е ;  бу ерда ^  ва й2 — 
липснинг М  нуцтасидан директрисаларгача булган масофалар.

1 - м и с о л .  Эллипснинг катта уки 2а = 8  ни ва директрисалар 
асидаги масофа =  16 ни билган холда унинг каноник тенгла- 
сини топинг.

х^
Е ч и ш.  Эллипснинг каноник тенгламаси-^- + -^- =  1 куриниш-
экани маълум. Бундаги а  ва Ь кийматларни топиш лозим. 2 а = 8

2с1фтдан а  =  4 булиши келиб чикади. Иккинчи шарт — = 1 6  дан 
| £

=  —  экани келиб чикади. Бирок, е =  — , ш у сабабли

с =  а -е  =  4 - —  =  2, Ь2 =  а -  — с2 =  42 — 2- =  12,
2

ердан Ь =  2>/3.
Шундай цилиб, эллипснинг изланаётган каноник тенгламаси ку- 

даги куринишда булади:

£1 + ^  =  1.
16 12

2. Гипербола. Каноник тенгламаси
2 м2 ^

(36 .3)
^ ___ у_  =  1
а2 62

лган иккинчи тартибли эгри чизиц гипербола деб аталади. 
Гиперболанинг шакли ва хоссаларини унинг тенглама:и  ёрдами- 
текширамиз.
С и м м е т р и я .  (36 .3 ) тенгламага координаталарнинг фа^ат квад- 

тлари киради, дем ак , гипербола координата ут^ларига ва коорди- 
та бошига нисбатан симметрик чизикдир. Координата уклари унинг 
мметрия уклари, координаталар боши эса симметрия маркази бу- 
Ди.

К о о р д и н а т а  у к л а р и  б и л а н  к е с и ш и ш и .  Агар л:= 0  булса
5.3) тенгламадан —- =  1 булиши келиб чикади. Бунинг були- 
л мумкин эмас. Шу сабабли гипербола Оу ординаталар у^ини кес-
1ЙДИ.

£^(0; Ь) ва В2{0 ; — Ь) ну^талар м авх ум  учлар, \ВгВ г \ кесма 
гв^ум уц  деб аталади . Агар у  =  0 булса, у  холда (36.3) тенг-
мада =  1 ёки  х  =  + а  булиши келиб чицади. Шу сабабли
пербола Ох абсциссалар укини А ¡(а] 0) ва Л2(—а ; 0) нуцталарда 
сиб утади. Бу ну^талар гиперболанинг цациций учлари деб ата- 
[ди. | Л 1А21 = 2 а  гиперболанинг %акш1щий уки , а  ва Ь лар эса х а -  
а<ий ва мавхум  ярим  уклари  дейилади.
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К о о р д и н а т а л а р н и н г  у з г а р и ш  с о  х а  с. и. (36.3) тенглг
мадан —- >  1 булиши куриниб турибди, бундан х2 >  а 2 ёки х >  i 

а 2
ва х < — а  булиши келиб чи^ади. (36.3) тенгламадан у  = 
=  ±  — 1 х2 — я 2 ни ^осил киламиз, бундан х координата а  дан о

а
гача ортганда у  координата 0 дан ±  °° гача узгариш и, х  коордг 
ната — а  дан — оо гача камайганда у  координата 0 дан ±  оо гг 
ча узгариши келиб чикади. Д емак, гипербола чегараланмаган чизи 
булиб, у  х  =  а  ва х  =  — а  турри чизиклар билан чегаралангаи сс 
хадан  тапщарида жойлашган ва иккита тармокка эга.

Ф о к у с л а р .  Гиперболанинг ^ак,икий укида фокуслар деб атг 
ладиган иккита ну^та F j(c ; 0) ва F 2( — с; 0) м авж уд  булиб, ула 
учун уш бу хосса уринли: гиперболанинг исталгаи М(х\ у) нуцтаси 
дан Рг ва F 2 фокусларгача булган масофалар айирмаси узгарма 
катталик булиб мусбат ёки манфий ишора билан олинган фокал у 
узунлиги 2а  га тенг.

Х ^ и катан  ^ам. М (х; у) гиперболага тегишли булсин, у  холд

¡ M F ^ / i x - c Y + y 2, | М Р 2\ = У (х + с )* + у \  \M Fl \ - \ M F 2\ =  ± 2c  
ёки

У ( х —с)2+ у 2 —\г {х+ с)2-\-у2 =  ±  2а,

\ f (х—с)2+ у 2 =  ±  2а  +  у " (х + с )2+ у 2,

(х  — с)2 +  у 2 =  4а 2 ±  4а/ { х - [-с )2+ у 2 +  (х +  с)2 +  у 2,

4а2 +  Асх =  ± 4 a \ r {x+ c)2j\-yi , 

а 2 +  сх =  ±  а у  (х + с )2+ у 2 ,
бундан

а 4 +  2а 2сх  +  с2х 2 =  а 2(х2 -¡- 2хс +  с2 +  у 2),
(с2—а 2) х 2 — а  V  =  а 2(с2 — а 2),

ёки

(36 .4 ) ва (36 .6 ) ни таккрсласак, с2 — а 2 =  Ь2 деган хулосага келг 
миз ёки с = У а 2 +  Ь2. Хоссанинг тугрилиги исботланди.

Ф окуслар орасидаги масофа эллипсдаги каби гиперболанинг фс 
к у с  масофаси деб аталади: I =  2с, бу ерда с ■= \/ а 2 +  Ь2
Равшанки, с > а ,  ш у сабабли фокуслар 2а  ^а^икий у^дан Tam^apt 
да жойлашган. Бу у  к, фокал у  к, деб >*ам аталади. | M F t | ва | M F. 
катталиклар фокал радиуслар деб аталади, х,амда г 1 ва г2 била 
белгиланади.

Шундай к^илиб, гиперболага цуйидагича гео метрик таъриф бep^ 
шимиз мумкин: гипербола деб текисликдаги шундай нуцталарнин 
тупламига айтиладики, бу ну^таларнинг хар биридан ш у текислиь
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42- шакл.

5нг фокуслар деб аталувчи икки нуктасигача булган масофалар 
шрмаларининг абсалют кийматлари узгармас микдордир.

д Ь ' ЬА с и м п т о т а л а р .  у  =  —  х  ва у  = -------- х  турри чизицлар ги-
а  а

грболанинг асимптоталари деб аталади. Улар ушбу хоссага эга: 
шерболанинг ихтиёрий М  нуктасидан унга якин асимптотагача 
улган масофа М  нукта гипербола буйлаб кучиб, чексиз узоцлаш- 
1нида нолга интилади (4 2 -шакл).

Э к с ц е н т р и с и т е т  в а  д и р е к т р и с а л а р .  е =  —  катталмк
а

шипсдаги каби гиперболанинг эксцентриситета деб аталади. с > а
лчгани учун е > 1. х =  —  ва х  = -----— турри чизи^лар дирек-

е е
•исалар деб аталади . Гипербола учун е >  1, у  ^олда х < а  (I ва IV 
>ракларда) ва х  > — а  (II, III чоракларда), яъни гиперболанинг ди- 
¡ктрисалари унинг  учлари орасида жойлашган турри чизиклардир. 
плипсдаги каби уш бу хосса бу ерда .\<ам уринли: гиперболанннг 
:талган М  нуктасидан (ёки Р 2) фокусгача булган масофа билан 
эс директрисагача булган масофалар нисбати узгармас катталик 
^либ, е эксцентриситетга тенг, яъни
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Г1 Го—  =  е, —  =  е, 
йх

бу ерда ва с12 — гиперболанинг М  нуктасидан директрисаларгач 
булган масофалар.

2 - м и с о л .  Гиперболанинг асимптоталари тенгламалари у  =
4 4=  —  х ва у  = -------- х  хамда фокуслари орасидаги масофа 2с =  2
3 3

булса, унинг каноник тенгламасини тузинг.
* X“ Ц“

Е ч и ш .  Гиперболанинг каноник тенгламаси ---------- -  =  1 эди.
^ а2 б2

ва Ь нинг ^ийматларини топамиз. Масала шартидан 2 -с  =  20, дема]
4 Ь 4с =  10, бундан ташкари, у  =  ± — х, демак, —  =  — , Ь2 =  с2 — <
3 а  3
4

булгани учун бу тенгликка Ь =  —  а  ва с =  10 ни ^уйиб цуйид;
3

гини оламиз:

— а * =  100 — а 2,
9

бундан а 2 =  36, а  =  6 . Энди Ь ни ^ам аниклаш мумкин:

Ь2 =  10* — 62 =  64 ёки Ь =  8 .
Шундай цилиб, гиперболанинг изланаётган каноник тенгламаси куй: 
дагича булади:

36 64

3. Парабола. Каноник тенгламаси

у 2 =  2рх (36.
куриниишда булган иккинчи тартибли эгри чизи^ парабола деб ат 
лади. Бу тенгламадан х  координата билан р параметрнинг ишорал 
ри бир хил булиши кераклиги келиб чикади. Аниклик учун 
деймиз.

С и м м е т р и я .  (36 .5) тенгламадан куринадики, х  нинг мумк] 
булган хар бир кийматига у  нинг ишора буйича карама-к;арши и 
кита циймати^мос келади, чунки у  =  ± У  2рх. Шу сабабли Ох у;

параболанинг симметрия уки деб эта/ 
ди (43- ш акл).

К о о р д и н а т а  у  к, л а р и  б и л г 
к е с и ш и ш и .  Агар х  =  0 булса, у  >̂с 
да  (36.5) тенгламадан у  =  0 булиши I 
либ чикади. Ш у сабабли парабола ( 
ук,ини параболанинг учи деб аталадиг 
0 (0 ;0 ) ну^тада кесади. Шундай кил!- 
парабола координаталар бсшидан утад!

К о о р д и н а т а л а р н и н г  у з г а р и  
с о ^ а с и .  Парабола тенгламасидан ку[: 

43- шакл. надики, х  координата 0 дан +оо га
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Згарганда (р >  0 булган ^олда) у  координата 0 дан ±  °° гача уз- 
1ради. Д емак, парабола чегараланмаган чизиц.

П а р а б о л а  н и н г  ф о к у с  и, д и р е к т р и с а с и в а  э к с ц е н т -

иректрисаси деб аталади ва улар уш бу хосса билан богланган: 
араболанинг исталган ну^тасидан фокусгача ва директрисагача 
у'лган масофалар узаро тенг. ^ а к ^ а т а н , М(х\ у) нуцта парабола-

Ш ундак килиб, хоссанинг туррилиги исботланди.
Д емак, параболага куйидагича геометрик таъриф беришимиз 

умкин: парабола деб текисликнинг фокус деб аталувчи берилган 
нуктасидан ва директриса деб аталувчи берилган турри чизицдан 

енг узокликда жойлашгап барча нукталари тупламига айтилади.
| О Р 1 =  -у - масофа фокус масофа. Ох симметрия уки  фока л у К

еб аталади. | М Р  | катталик фокал радиус деб аталади ва г =  | АТ/7 1 
илан белгиланади. М  нуктадан директрисагача булган масофани (1 
рк;али белгиласак, яъни | МЫ  | =  й, у  холда исботланган хоссани 
ундай ёзиш мумкин:

Эллипс ва гиперболанинг хсссаларини ёдга олсак, параболанинг 
ксцентриситети бирга тенг деб хисоблаш мумкин, яъни е =  1. Па- 
абола асимптоталарга эга эмас.

И з о х .  Агар параболанинг фокал у^и Оу уки сифатида олинса, 
арабола тенгламаси ушбу куринишни олади: х2 =  2ру.

3 - м и с о л .  Параболанинг у- =  Ах каноник тенгламаси берилган. 
Директриса тенгламасини тузинг ва фокуснинг координаталарини 
опинг.

и с и т е т и .  Симметрия уцида (Ох укида) жойлашган

укта параболанинг фокуси деб, х  = ----- - турри чизи^ эса унинг

директрисага тегишли булсин, у  ^олда

| М Р  | =  | МЫ |

х2 — рх +  +  у 2 =  х 2 +  рх  Ч-
4 4

у ердан
у 2 =  2 рх.

г =  й ёки] _ДН= I .1

105



Е ч и ш.  у- =  2рх  каноник тенглама билан такдосласак, 2р =  А 
деган хулосага келамиз, яъни р =  2. Парабола директрисасн х =
= ----- куринишда, фокус координаталари х  =  — , г/ =  0 булганр

учун директриса тенгламаси х =  — 1 ва фокус F (1; 0) бÿлaди.

У з- у з и н и т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о ’л л а р

1. Кандай чизик, эллипс деб аталади? Унинг каноник тенгламаснни ёзинг.
2. Кандай ну^та эллипс маркази деб аталади?
3. Кандай пуцталар эллипснинг учлари деб аталади?
4. Эллипснинг эксцентриситета деб нимага айтилади ва у доимо кандай тенгсиз- 

ликни каноатлантирадг ?
5. Эллипснинг директрисаси нима? Эллипснинг фокуслари цаерда ётади?

Улар цгндай хосса билан богланган?
6. Кандай чизи^ гипербола деб аталади? Унинг каноник тенгламасини ёзинг.
7. Кандай ну^та гиперболанинг маркази деб аталади?
8. Кандай нук,талар гиперболанинг учлари деб аталади?
9. Гиперболанинг эксцентриситета деб нимага айтилади ва у доимо цандан тепг- 

сизликни цаноатлантиради?
10. Гиперболанинг директрисаси нима? Гиперболаиинг фокуслари цаерда ётади?
11. Гиперболанинг асимптоталари нима?
12. Кандай чизи^ парабола деб аталади? Унинг канэник тенгл-'.масини ёзинг.
13. Параболанинг фэкуси ва директрисчси нима? Улар цандэй хосса билап бомам- 

ган?
14. ! 79 — 193, 21 1 — 213- масалаларни ечинг.

37-§ . Иккинчи тартибли сиртлар

Маълумки, фазодаги сирт учта узгаругзчи х, у  ва z ни боглай- 
диган тенглама билан аникланади.

х, у  ва z га нисбатан иккинчи даражали алгебраик тенглама 
билан аникланган сирт иккинчи т а р т и б л и  си р т  деб аталади . Бун- 
дай сиртнинг умумий тенгламаси куйидаги куринишда булади :

Ах2 +  В у- +  Cz2 -\ -2 D x z -\ -2 E y z  +  2 F x y  +
-f- ах  -j- by cz “1“ ci — 0, (37.1 )

бунда A, В, C, D, E, F  коэффициенглардан акалли биттасн нол- 
дан фар^ли. А, В , С, D, E, F , а , Ь, с, d  ÿ 3rapMac коэффициент- 
ларнинг ^ийматларига боглик равишда бу тенглама турли сиртларни 
ани^лаши мумкин. Масалан, Л =  В =  С =  1, D =  E =  F =  0, а  =  
=  ¿7 =  с =  0, d =  — R 2 булса, бу тенглама х2, +  у- +  z2 =  R'2 Kÿpn- 
нишни олади, бу эса, маълумки, радиуси R  ва маркази координа- 
талар бошида булган сфера тенгламасидир. Агар маркази 0 1 (х0: у 0; 
z0) нуцтада булган сферани царайдиган булсак, унинг тенгламаси 
бундай булади:

(*.— Л ) 2 +  (У — Уо)г +  (2 —  20)2 =  R 2.
Буни

л2 + 'у\ +  г 2 — 2 х х 0 — 2 у у 0 — 2 zz0 +  х\ +\у\ +  z20 — Я 2 =  0
куринишга келтирамиз ва сиртнинг умумий тенгламаси (37.1) билан 
солиштирамиз. Равшанки,
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44- шакл. 45- шакл.

А =  1, В =  1, С =  1, D =  Е  =  F  =  0, а  =  — 2дг0, b =  — 2 у 0, 
с = — 2 г0, d =  x l +  y l  +  z\ — R

1ундай килиб, сфера иккинчи тартибли сиртдир. Иккинчи тартибли 
фтларнинг хусусий холларини куриб чикамиз.

1. Ясовчилари координата уцларидан бирига параллел булган 
ф тлар. Бирор берилган чизикни кесувчи тутри чизицнинг бу чи- 

буйлаб ва берилган йуналишга параллел харакатидан >;осил 
^лган сирт цилиндрик си р т  деб аталади. Х,аракатланувчи турри 
1зи^ ясовчи, берилган чизик эса йуналтирувчи  деб аталади.

Ясовчи Oz у  к, к а параллел, йуналтирувчи чизик эса Оху текис- 
1кда ётадиган ва F (х , у) =  0 тенглама билан аникланадиган хол- 
I цараймиз (44- шакл). Сиртнинг ясовчисида ихтиёрий М  (х, у, z) 
^к,та оламиз, унинг биринчи иккита координатаси N (х; у , 0) ну^-
1 координаталари билан бир хил булади. Шу сабабли цилиндрик 
фтнинг М (х; у ; z) нуктасининг координаталари йуналтирувчи чи- 
ц  тенгламаси F  (х, у) =  0 ни i\aноатлантиради.

Д ем ак, бу тенглама ясовчилари Oz у  к ка параллел цилиндрик 
фтнинг тенгламасидир. Шундай к,илиб, г  координатани у з  ичига 
тмаган ва фазода каралаётган F (x , у) =  0 тенглама ясовчилари Oz 
^ка параллел ва йуналтирувчиси Оху текисликда уша тенглама 
ллан аникланадиган цилиндрик сиртни аниклайди. Шунга ухшаш 
координатани уз  ичига олмаган F (у, z) =  0 тенглама ва у  коор- 

«ат ан и  у з  ичига олмаган F  (х, z) =  0 тенглама ясовчилари мос 
шишда Ох ва Оу уцларга параллел булган цилиндрик сиртларни 
шцлайди.

1- м и с о л .  у 2 +  z 1 =  R 2 тенглама билан аникланадиган сирт ци- 
^ндрик сирт булиб, у  doupaeuü цилиндр деб аталади. Унинг ясов- 
1лари Ох укка  параллел, Oyz текисликдаги йуналтирувчиси эса ра- 
луси R ва маркази координата лар бошида булган у 2 +  z2 =  R 2 
Ыана тенгламасидир (4 5 -шакл).

2- м и с о л .  Ушбу
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46-шакл. 4 7 -шакл.

тенглама билан аникланадиган цилиндрик сирт эллиптик цилинд) 
деб аталади. Унинг ясовчилари Ог ук;ка параллел, Оху текисликда 
ги йуналтирувчиси эса ярим уклари а  ва Ь булган эллипсди] 
(46- шакл).

3- м и с о л. Ушбу

— — Л1 =  1
а 2 г>2

тенглама билан аникланадиган цилиндрик сирт гиперболик цилинд/. 
деб аталади. Унинг ясовчилари Ог у^ца параллел, Оху текисликда 
ги йуналтирувчиси эса ^ацикий уки  а  ва мавхум у^и Ь булга? 
гиперболадир (47- шакл).

4- м и с о л. Ушбу
х 2 =  2 рг

тенглама билан аникланадиган цилиндрик сирт параболик цилиндр 
деб аталади. Унинг ясовчилари Оу у  к ка параллел, Охг текисликда- 
ги йуналтирувчиси эса параболадир (4 8 -шакл).

2. Айланиш сиртлари. Оуг текисликдаги Т7 (у, г) =  0 тенглама 
билан берилган L чизикни царайлик. Б у чизикнинг Оу уки  атрофи- 
да айланишидан хосил булган сиртнинг тенгламасини топамиз. Бу 
сиртда ихтиёрий М  (х\ у\ г) нук;тани оламиз ва у  оркали айланиш 
у  к; и га перпендикуляр текислик утказамиз. Кесимда маркази айланиш 
укидаги /V(0; у\ 0) нуцтада булган айлана хосил булади. Бу айла- 
нанинг радиуси У х 2 +  г2 га тенг (49- шакл). Лекин, иккинчи то- 
мондан, бу радиус берилган Ь чизи;< (0; У\ Z) ну^таси аппликата- 
сининг абсолют кийматига тепг. Бу ну^танинг ординатаси у  га тенг. 
Д емак, берилган тенгламада

У =  у, 1  =  ± у  х2 +  г2
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48- шакл. 49- шакл.

Лх нуктанинг координаталари) деб изланаётган айланиш сиртининг 
лбу тенгламасини хосил киламиз:

1ундай 1̂илиб, L чизикнинг Оу уки атрофида айланишидан хосил 
^лган сиртА тенгламасини олиш учун бу чизик тенгламасида г  ни 
У х- +  г- га алмаштириш керак. Ш унга ухшаш коида чизиклар- 

инг бошка координата уклари атрофида айланишидан ^осил бул- 
ш сиртлар учун хам уринлидир.

5- м и с о л .  Охг текисликда жойлашган

:липснинг Ох уки  атрофида айланишидан хосил булган сирт тенг- 
1масини г  ни ± у  у'1 +  г2 га алмаштириб, л: координатани эсз уз- 
ришсиз колдириб хосил киламиз, яъни

~ар эллипс Ог уки атрофида айланаётган булса, у  холда унииг 
нгламасида х  координатани ± \/х2 -т-у2 га алмаштириш, г коор- 
натани эса узича колдириш лозим. Н атижада

Р(У, х 2 +  г 2 ) =  0 .

У2 +  г2 
Ь2

х2 +  у2 ’2

I г

>0- шакл.
X

У



51- шакл.

булади. Х,осил булган сиртлар айланиш эллипссидлари деб аталади 
а  =  с булганда сферага эга буламиз (5 0 -ш акл).

6- м и с о л .  О у г  текисликда жойлашган
£_ 
Ь'2

- ^ -  =  1

гиперболанинг Ог уки  атрофида айланишидан ^осил булган сир 
тенгламаси

х2 -1- у2
ь2

булади. Бу бир паллали айланиш гиперболоида деб аталаднга] 
сиртдир.

Агар шу гиперболанинг узини Оу уки атрофида айлантирнлса
хосил булган сирт — 

ь2
X2 4-22

=  1 тенгламага эга булади. Бд

икки паллали гиперболоид деб аталадиган сиртдир (51- шакл).
7 - ми  со  л.  О у г  текисликда жойлашган у 2 =  2 р г  параболаниш 

Ог уки атрофида айланишидан хосил булган сирт тенгламаси

х 2 +  у 2 =  2 рг
булади. Бу айланиш параболоида деб аталадиган сиртдир (5 2 -шакл)

3. Конуссимон сиртлар. Конуссимон си р т  деб конуснинг учу 
деб аталадиган берилган ну^тадан утувчи ва конуснинг йуналтирув

чиси деб аталадиган берилган чизик,ни ке 
сувчи барча тугри чизиклардан ташкил топ 
ган сиртга айтилади. Бунда берилган ну к 
та берилган чизи^да ётмайди. Конуссимо! 
сирт ташкил этадиган тутри чизшугарнин: 
х;ар бири конуснинг ясовчиси деб аталади 

Учи координаталар бошида булган ик 
кинчи тартибли конуссимон сирт х;ар дои» 
х, у  ва г  координаталарга нисбатан иккин 
чи даражали бир жинсли тенглама била]
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грилишини исботсиз айтиб утамиз.
1асалан, х--\-у2— г2 = О тенглама 

координаталар бошида б\ лган дои- 
>вий конусни аниклайди (53- шакл).

38- §. Асосий иккинчи тартибли 
сиртлар тенгламаларининг каноник 
шакли. Сиртларни кесимлар усули  

билан текшириш

Иккинчи тартибли сиртлар тенгла- 
аларининг каноннк шаклларини ^а- 
аймиз. Бу сиртларпинг хусусияти 
1ундаки, координата \клари улар 
чун симметрия уклари булади, улар- 
инг учи ёки симметрия маркази эса 
эордипаталар боши билан устма- уст 
/шади. Сиртнинг тенгламаси буйича 5 3 - ш а к л .
-шнг куриниши хакида кесимлар усу -
I ёрдамида тасав1'ур хосил ^илиш мумкин булиб, у  куйидаги- 
ш иборат. Берилган сирт координата текисликлари ёки координата 
кисликларига параллел текисликлар билан кесилади ва олинган 
;симларнинг тури буйича сирт тури текширилади.

1. Эллипсоид. Каноник тенгламаси
у2 «|2 у 2

(33.1)_  4-Л - л . — =  
а2 Ь2 с2

финишда булган иккинчи тартибли сирт эллипсоид деб аталади,
■ ерда а , Ь, с — бгрилган узгармас мусбат сонлар.

Эллипсоиднинг шаклини апиклаймиз. (38.1) тенглама коэрдш п- 
[ларнинг факат квадратларини уз ичига олади, шу сабабли эллии- 
мдга М  (х; у ; г) ну^та тегишли булса, у  холда унга ишордларн 
талганча комбинацияланган М ( ± х ;  ± у ;  ± г) ну^талар хам киоа-
I. Д ем ак, эллипсоид координаталар боши ва координата уклзрш а 
гсбатан симметрикдир.

Бу эллипсоидни координата текисликлари билан кесимларнпи 
файми?. Эллипсоид О х у  координата текислиги (г =  О текислик) 
[лан кесилганда ярим уклари а  ва Ь булган

£1 =  1 
а2 Ьг

[липе >;осил булади. Эллипсоид О у г  координата текислиги (л: =  О 
кислик) билан кесилганда ярим уклари Ь ва с булган

/<2 »2 
У - +  — =  1

с2
липе хосил' булади. Эллипсоид Охг координата текислиги 
кислик) билан кесилганда ярим уклари а  ва с булган

г2 г2
— +  — =  1 о? С1

(У =  о
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эллипс хосил булади. Эллипсоиднинг О х у  координата текиелигиг. 
параллел г =/1 текислик билан кесимини курамиз.

Ушбу
л2х‘

а2 +  -  Ь2
Г  _ (38.2

тенгламани оламиз. Агар к  =  ± с  булса, у  холда (38 .2) тенглама

* - +  £  =  о

куринишга келади, у  (0 ; 0; ±  с) ну^таларга айланади.
п2

Агар \к\ > с  булса, у  х о л д а ------\ -~  < 0  булади ва (38.2) чи
а2 Ь2

зик мав^ум эллипсни аницлайди, яъни эллипсоидпинг г =  к  текис 
лик билан кесишиш ну^талари йук.

Агар |Л( <Г с булса, у  холда (38.2) ни бундай ифодалаш мум 
кин:

г2 Г
А! \

~  с2 /
/¡2

Ьг 1 — —
=  1.

Бу тенглама г  =  к  текисликда ярим у^лари

а1 =  а у  1— ь , =  ь у

булган эллипсни аниклайди. \к\ камайганда а 1 ва нинг ^инмат- 
лари орта боради ва энг катта кийматларига к =  0 да эришади
У холда эллипсоиднинг О х у  (2 =  0) координата текислиги бнлаг 
кесимида ярим у клари а ± =  а , Ь1 =  Ь булган энг катта эллипс хо
сил булади.

Шундай килиб, каралган кесимлар эллипсоидни ёпик овал сир! 
сифатида ифодалаш имконинн беради. а , Ь, с катталиклар эллип 
соиднинг ярим уклари  деб аталади, Агар а , Ь, с сонлар орасидг 
тенглари булмаса, эллипсоид уч уцли эллипсоид деб аталади. Агар
а , Ь, с сонлар орасида кандайдир иккитаси узаро тенг булса, у  хол
да айланиш эллипсоидига эга буламиз (54-ш акл).

2. Бир паллали гиперболоид. Каноник тенгламаси

±1 л -У -  
а2 Ь2

(38.3;

54- шакл.

булган сирт бир паллали гиперболоис 
деб агалади, бу ерда а , Ь, с — бери л га? 
мусбат сонлар.

Бир паллали гиперболоиднинг шакли 
ни аншугаймиз. (38.3) тенглама коорди 
наталарнинг фацат квадратларини уз ичи 
га олади. Шу сабабли бу сирт координа 
талар боши ва координата уцларига нис- 
батан симметрии.
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Гиперболоиднинг координата текисликлари билан кеспмини ка- 
яймиз.

Гиперболоиднинг Оху (г =  0) координата текнслиги билан кеси-
шда ярим ук,лари а  ва Ь булган ------ 1- — =  1 эллипс хосил була-

а • Ьг
;и. Гиперболоиднинг Охг(у =  0) координата текислиги билан ке- 
имида ярим уклари а  (хацикий у к) ва с (м авхум  у к) булган

ипербола хосил булади. Гиперболоиднинг Оуг (х =  0) координата 
екислиги билан кесимида ярим уклари а  вд с булган

_  Л  =  ]
ь2 г2

ипербола хосил булади.
Берилган гиперболоиднинг Оху координата текислигига парал- 

[ел г =  к  текислик билан кесимини караймиз. Ушбу тенгламани 
шамиз:

г2 ,,2 А2
—  +  —  =  1 +  ■— 
а 2 Ь2 с2

ки

/ \ /' Л'2 

зу тенглама г =  к  текисликда ярим уклари

а ^ а / 1+ - £ ,  Ь1 =  Ь ’/ 1 +  1̂

улган эллипсни аниклайди. Бу ярим уклар энг кичик кийматлари- 
а Н =  0 да эришади, яъни берилган гиперболоиднинг Оху (г  =  0) 
оординаталар текислиги билан кесимида а 1 =  а  ва Ь1 =  Ь ярим ук- 
и энг кичик эллипс х;осил булади. /¡-»-оо да ^  ва нинг кий- 
[атлари чексиз ортади. Шундай килиб, бу куриб чи^илган кесим- 
ар бир паллали гиперболоидни Оху текисликдан (иккала томонга) 
ексиз узо^лашилган сари кенгайиб борадиган чексиз труба сифати- 
а тасвирлаш имконини беради. а , Ь, с катталиклар бир паллали 
иперболоиднинг ярим уклари деб аталади. Агар а  =  Ь булса,
■ холда бир паллали айланиш гиперболоиди хосил булади (55- ш акл).

3 . Икки паллали гиперболоид. Каноник тенгламаси
X̂  22

=  (3 8 '4>о2 Ьг с2

¡улган иккинчи тартибли сирт икки паллали гиперболоид деб ата- 
[ади, бунда а , Ь, с — берилган узгармас мусбат сонлар. (38 .4) тенг- 
[ама координаталарнинг фацат квадратларини у з  ичига олади, ш у 
абабли сирт координата ук,ларига ва координата бог
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симметрии. Гиперболоиднинг О хг(у =  0) координата текислиги би- 
лан кесимида ярим уклари а  (мавхум у^) ва с (хаки^ий у 1̂ ) булга?

гипербола >рсил булади. Гиперболоиднинг О у  г (х  =  0) координате 
текислиги билан кесимида ярим уклари Ь (мавхум ук ) ва с (хаки- 
кий ук ) булган

62 с2

гипербола хосил булади. Гиперболоиднинг Оху координата текис- 
лигига параллел г =  к  текислик билан кесимини курамиз:

(38.5) тенгламадан келиб чикадики, \к\>с булганда текислик ги- 
перболоидни

ярим укли эллипс буйича кесади ва к  -> оо да а х, Ьх лар ортиб бо 
ради, /г =  ± с булганда (38 .5) тенгламани (0; 0; с) ва (0; 0; — с 
нукталар цаноатлантиради (яъни г  =  ± с  текисликлар бу сиртп 
уринади). к  С  с булганда (38.5) тенглама мавхум эллипсни ани^ 
лайди, яъни гиперболоид г  =  к  текислик билан кесишмайди.

Шундай килиб, куриб чик,илган кесимлар икки паллали гипер 
болоидни иккита алохида палладан иборат сирт сифатпда тасвирлаи 
имкснини беради. а , Ь, с катталиклар икки паллали гиперболоид 
нинг ярим уклари деб аталади. Агар а  =  Ь булса, у  холда икк? 
паллали айланиш гиперболоиди хосил булади (56-ш акл).

4. Эллиптик параболоид. Каноник тенгла.маси

а 2 62 с 2
еки ~г =  I. (38.5;

а х =  а  у

(зз.б ;
Р я

булган иккинчи тартибли сирт эллипти к па
раболоид деб аталади, бу ер да  р ва <7 бир 
хил ишорали берилган сонлар (масалан 
р >  0, <7> 0).

Эллиптик параболоиднинг шаклини аник,

55- шакл.

* лаймиз. (38.6) тенглама х  ва у  координата 
ларнинг квадратларини уз ичига олади, ш} 
сабабли М(х\ у ,  г) ну^та параболоидга те- 
гишли булса, унга ишоралари исталганчг 
алмаштирилган М  (±  х; ± у\ г) нукталар 
^ам тегишли булади. Д ем ак, сирт Охг, Оу; 
координата текисликларига ва Ог коорди 
ната у^ига нисбатан симметрик. Параболо-
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иднинг координата текисликлари 
била» кесимини караймиз. Пара- 
болоиднинг Охг (у  = 0 ) коорди
ната текислиги билан кесимида 
учи координаталар бошида ва 
симметрия уки Ог булган

2 рг (38 .7)

парабола хосил булади. Парабо- 
лоиднинг Оуг (х  =  0) координа
та текислиги билан кесимида учи 
координаталар бошида ва симме
трия уки Ог булган

У1 =  2 qг

парабола ^осил булади.
Параболоиднинг Оху координата текислигига параллел г  =  к  

текислик билан кесимини карай миз:

еки
2 рк 2дк

=  1. (38 .8 )

(38.8) тенгламадан курин лдики, к > - 0  булганда г  =  к  текислик эл- 
липтик пapaбoJ¿oидни ярим у^лари

(¡1 =  | 2 р к  , /?! =  1 2 q k

булган эллипс буйича кесади. к  оо да а г в а ^ ^ н и н г  катталикла- 
ри ортади. к  =  0 да эллипс нук,тага айланади (г !=  0 текислик бе- 
рилган параболоидга уринади). к<С. 0 булганда ]Г(38.8) тенглама 
мавхум эллипсни аниклайди, яъни г =  к  текислик параболоид билан 
кесишмайди.

Шундай ^илиб, куриб чик,илган 
бу кесимлар эллиптик параболоид- 
ни чексиз каварик; идиш сифатида 
тасаввур к,илишга имкон беради.

О (0 ; 0; 0) ну^та эллиптик пара
болоиднинг учи, р ва <7 сонлар унинг 
парам етрлари  деб аталади. р =  Ц 
булганда айланма параболоид хо- 
сил булади (57- шакл).

5. Гиперболик параболоид. К а
ноник тенгламаси

у2 иЧ
—  — - У - = 2 г  (38.9) 
Р Я

булган иккинчи тартибли сирт ги
перболик параболоид деб аталади,

—  У

57- шакл.
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бу ерда р ва д бир хил ишорали берилган сонлар (масалан, р >  О

Гиперболик параболоид шаклини аниклаймиз. (38.9) тенглама х 
ва у  ксординаталарнинг квадратларики уз ичига олади, ш у сабабл? 
бу сирт координата текислигига ва Ог укига симметрии.

Параболоиднинг координата текисликлари билан кесимларин* 
цараймиз. Параболоиднинг О х г  координата текислиги билан кеси- 
мида учи координаталар бошида, симметрия уци Ог булган

парабола хосил булади. Бу парабола юкорига йуналган.
Сиртнинг Охг координата текислигига параллел у  =  к  текислик- 

лар билан кесимида хам юкорига йуналган

парабола хрсил булади.
Берилган параболоиднинг Оуг (х =  0) координата текислиги би

лан кесимида пастга йуналган, Ог укда  нисбатан симметрии ва уч1- 
координаталар бошида булган парабола хосил булади.

Параболоиднинг Оуг координата текислигига параллел х --- к  те
кислик билан кесимини караймиз. Ушбу тенгламани оламиз:

Бундан келиб чикадики, исталган х =  к  кесимда пастга йуналган, 
параболоидда ётадиган парабола ^осил булади.

Нихоят, параболоиднинг Оху координата текислигига параллел 
г  =  к  текисликлар билан кесимларини караймиз. Кесимда

чизик хосил булади. Бундан келиб чикадики, /г >  0 булганда ке
симда Охг текисликни кесиб утадиган гиперболалар, / к С 0 булган-

< 7 > 0 ) .

х- =  2 рг

р с7 2 рИ 2 дк

Ч

58- шакл.
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1а кесимда Оуг текисликни кесиб утадиган  гиперболалар >;осил 
1улади, Н =  0 булганда гипербола кесишувчи тугри чизицлар жуфти

------ =  0 ва Н— у=  =  О
у  р У Я У Р 1 я

а айланади.
Шундай к,илиб, куриб чикилган кесимлар гиперболик параболоид- 

1И эгарсимон сирт сифатида ифодалашга имкон беради. 0 (0 ; 0; 0) 
[ук,та гиперболик параболоиднинг учи, р ва д сонлар эса унинг 
[араметрлари деб аталади (58-ш акл).

3 9 -§ . Чизи^ли сиртлар

Тугри чизикнинг харакатланишидан хосил булган сирт чизи^ли 
и р т , унда ётадиган тугри чизиклар эса ясовчилар деб аталади.

Иккинчи тартибли цилиндрик ва конус сиртлар бундай сиртлар- 
а мисолдир. Бир паллали гиперболоид ва икки паллали гиперболоид 
,ам чизикли сиртлар жумласига киради. Ушбу бир паллали гипер- 
юлоидни ^арайлик:

у2 ,,2
± - +  « - - -  =  1. (39 .1 )
о2 Ь2 с2

'ни бундай ёзамиз:

х2 2 , уг ■■ / х . г \ I х г\-------------=  \ — ^— е к и ------1----- -------------- =
а 2 с2 Ьг \ а  с ) \  а  с

У

'шбу биринчи даражали тенгламалар системасини ёзамиз:

— +  — =  * (1 +  , 
а с  V Ь ' (39.3)

у  ерда 6 Ф  0 — ихтиёрий сон.
к нинг маълум ^ийматида бу тенгламалар фазода тутрн чизикни 

ницлайди. Координаталари (39.3) системани каноатлантирадиган хар 
андай ну^та (39.2) сиртда ёки шунинг узи (39.1) сиртда ётади. 
бундай килиб, (39 .3) турри чизиклар оиласидаги хар бир турри 
изи^ бир паллали гиперболоидда тул а  ётади.

Шунга ухшаш мулохазалар ёрдамида гиперболик параболоид'2 у2
1------— =  2 г  сиртида хам тугри чизи^ли ясовчилар жойлашганли-
о я
ига ишонч ^осил килиш мумкпн.
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У з - у э и н и т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. Уч номаълумлм иккинчи даражали умумий тенглама цайсн шартлардл марка- 
зи координаталар бошида булган сферани ани^лайди?

2. Цилиндрик сиртнинг таърифини айтиб беринг. Йуналтирувчиси О х у  текис- 
ликда ётадигаи ва ясовчнси Ог у ада параллел цилиндрик сиртнинг тенглама- 
сини келтириб чи^аринг.

3. К,уйидагиларни ёзинг: а) ясовчиси Ох уц^а параллел эллиптик цилиндр тенг- 
ламасини, б) ясовчиси Оу уада  п?раллел гиперболик цилиндр тенгламасини, 
в) Оку  текислик симметрия текислиги ва ясовчилари Оу увда параллел 
булган параболик цилиндр тенгламасини.

4. Уч уцли эллипсоиднинг каноник тенгламасини ёзинг ва унинг шаклини кесим- 
лар усули билан текширинг.

5. Эллиптик параболоиднинг каноник тенгламасини ёзинг ва унинг шаклини ке- 
симлар усули билам текширинг.

6. Гиперболик параболоиднинг каноник тенгламасини ёзинг ва унинг шаклини 
кесимлар усули билан текширинг.

7. Бир паллали гиперболоиднинг каноник тенгламасини ёзинг ва унинг шаклини 
кесимлар усули билан текширинг.

8. Нкки паллали гнперболоиднинг каноник тенгламасини ёзинг ва унинг шакли
ни кесимлар усули билан текширинг.

9. / (х, у )  =  0 ясси чнзикнинг Ох у к, и атрофида айланишидан хосил буладиган 
сирт тенгламаси капдай куринишда булади?

10. х2 =  2 ру  параболанинг Оу симметрия у^и атрофида айланишидан цандай 
сирт хосил булади?
х- у2

! I . — -----— — 1 гиперболанинг Ох уки атрофида, Оу у^и атрофида айланиши-

дан кандай сирт хоснл булади? 

К,апдай шартда 

сирти булади?

12. К,апдай шартда —  +  —  =  1 эллиптик цилиндр у^и Ог булган айланиш 
а г о3



2- б о б

МАТЕМАТИК АНАЛИЗГА КИРИШ

1- §. Х,а^|щий сонлар туплами

Сон — математик анализнинг асосий тушунчаларидан биридир. 
5у тушунча бошланрич тушунча булиб, узок тарихий ривожланиш 
[улини босиб утди. Нарсаларни, буюмларни санаш зарурати туфайли 
итурал сонлар пайдо булди. Натурал сонлар туплами бундай белги- 
[анади: N =  ( 1, 2, . . .  , п, . . . |. Натурал сонлар тупламига уларга 
;арама-карши сонларни ^амда ноль сонини кушиш билан бутун сон- 
[ар туплами 2 =  | . . .  , — п, . . .  , — 2, — 1, 0, 1, 2 , . . .  , п,. . .) 
[и .^осил киламиз.

[а р, ц 6 1  ва д Ф  0) нинг ва кейин эса иррационал сонларнинг, яъни 
ационал булмаган сонларнинг киритилишини такозо этди. Х,ар кан- 
[ай рационал сон чекли ёки чексиз даврий унли каср шаклида ёзи- 
[иши мумкинлигини хамда ^ар кандай иррационал сонни чексиз дав- 
>ин булмаган унли каср шаклида ёзиш мумкин эканлигини эслатиб 
гтамиз.

Рационал ва иррационал сонлар тугламлари бирлашмаси хакшуш 
онлар тупламини хосил килади ьа у А? билан белгиланади. Хакикий 
онларни сон у^ининг нукталари билан белгиланади. Бу ну1<;талар 
1а .^акикий сонлар орасида узаро бир кийматли мослик м авж уд , 
1ъни хар бир сонга уни сон укида тасвирлайдиган ягона нукта мос 
селади ва аксинча, сон укининг хар бир нуктасига у  билан тасвир- 
[анадиган ягона сон мос келади. Бу — сон уки  ну^таларини уларга 
юс сонлар билан алмаштириш имконини беради.

а  ва Ъ сонлар (ёки иккита нукта) берилган, шу билан бирга 
К Ь  булсин. а  <  х  ^  Ь тенгсизликларни ^аноатлантирадиган х  сон- 
юр туплами кссма ёки сегм ент  деб аталади ва у  [а , Ь\ оркали 
¡елгиланади: а  ва Ь лар кесманинг охирлари деб аталади. а< .х< С .Ь  
енгсизликларни ^аноатлантпрадиган х  сонлар туплами интервал  ёки 
р ал щ  деб аталади ва у  (а, Ь) каби белгиланади. а ^ х С Ь  ёки 
: С  х  <  Ь тенгсизликларни к,аноатлантирадиган х сонлар туплами 
\рим очиц кесма ёки ярим ёпиц интервал  деб аталади ва у  [а , Ь) 
:ки (а, Ь\ каби белгиланади. Хусусан, мана бундай чексиз интервал- 
юр ёки ярим интерваллар х;ам к;аралиши мумкин:

Математиканинг янада таракдиёти рационал сонлар
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2£ ( —  °°> + ° ° ) .  а ) ,  ( —  оо,
х а], (а , +  оо), ¡а , +  ° ° ) .

' '  * с с*£ с ну^тани ичига оладиган, яън!
59- шакл. а  <  с <  Ь булган (а, Ь) интервал с нук

танинг атрофи  деб аталади.
Маркази с нукта билан устма-уст тушадиган, узунлиги эса 2 

( е > 0) булган (с — е, с +  е) интервал с нуктанинг е- атрофи де( 
аталади (59- шакл). с нуктанинг е- атрофига тегишли булган истал 
ган х нукта с —  е <  х <  с - т - е  тенгеизликларни цаноатланти 
ради.

Т а ъ р и ф .  Хаци^ий соннинг абсолют циймати  деб мусбат в; 
манфий сонлар тупламидан олинган мусбат сонга айтилади ва ; 
куйидагича аникланади:

[ х, агар х > 0  булса,
| х | =  0 , агар х  =  0 булса,

I — х  агар х < 0  булса.

Масалан, ]3  | =  3, | — 3| =  — (— 3) =  3.
Сон у^идаги х нуктадан координаталар бошигача булган масоф; 

|х ] га тенглигини айтиб утайлик.
Абсолют цийматнинг баъзи хоссаларини эслатиб утамиз.
1. Бир неча цу'шилувчилар алгебраик йигиндисининг абсолю' 

киймати бу кушилувчилар абсолют цийматларининг йигиндисида! 
катта эмас:

[х ± г / | < | х | - (-| у ) .

2. Айирманинг абсолют киймати камаювчи ва айирилувчи абсо 
лют кийматларининг айнрмасидан кичик эмас:

I х у  | > \х\ — \у\.

3. Купайтманинг абсолют киймати купайтувчилар абсолют кий 
матларининг купайтмасига тенг:

\х-у\ =  \x\-\y\.

4. Булинманинг абсолют циймати булинувчи ва булувчи абсолют 
кийматларининг булинмасига тенг:

I ле I 
\У\ '

1- м и с о л .  Iх | < 3  тенгсизликни цандай тушуниш керак?
Бу тенгсизлик санок бошигача булган масофалари 3 дан кнчи*

х нукталар тупламини ифода- 
лайди (60- шакл). Исталган л 
нукта (— 3, 3) ннтервалга тегиш
ли, яъни (х  | <  3 тенгсизлш
— 3 <  х  <  3 тенгсизликларга 

60- шакл. тенг кучлпдир.

У
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2- м и с о л .  1х — 21 < 1  х .... ч
•енгсизликни кандаи тушуниш °  °  4
серак? -г 1 г х ;  -

Бу тенгсизлик 2 нуктагача 61-шакл.
п’лган масофалари 1 дан
сичик л: нукталар тупламини ифодалайди (61- шакл).

|л: — 2 |< 1  тенгсизлик — 1< х — 2 <  1 ёки 1 < х < 3 тенгсиз- 
шкларга тенг кучли.

3- м и с о л .  \х — а | < е  тенгсизликнн кандай тушуниш керак? 
Зу тенгсизлик ушбу тенгсизликларга тенг кучли: — е < х — а < е  
;кп а  — Е < К а + £ .  Демак, х £ (а  — е, а - р е ) ,  яъни х  нукталар 
г нуцтанинг е-атрофига тегишли.

2-§. Бир узгарувчининг функцияси
Иккита х  ва у  узгарувчи мнкдорни карайлик.
1 - т а ъ р и ф .  Агар х  ми^дорнинг И сохадаги .^ар бир кийматига 

зирор усул ёки ^онун буйича у  нинг бирзр Е  сохадаги аник бир 
чий.мати мос ^уйилса, у  узгарувчи микдор х  узгарувчи мшуюрнинг 
функцияси дейилади.

Узгарувчи х микдор эркли узгарувчи ёки ар гум ен т , у  микдор 
эса бсглик узгарувчи  ёки функция дейилади.

Функиияни курсатишда ^уйидаги белгилашлардан фойдаланилади:

У =  /(*)■ У '= У М - У =  Ф (*) ва хоказо.
Агар х =  х0 булганда у  =  / (х) функциянинг кнймати у 0 булса, бу 

У 0 =  / К )  ёкН У 1 ,=*„ =  У о
каби белгиланади^

2- т а ъ р и ф .  Узгарувчи х пинг /(х) функция маънэга э га  була- 
днган цийматлари туплами функциянинг аникланиш сохаси дейилади 
ва 0 ( [ )  билан белгиланади.

3 - т а ъ р и ф .  Функциянинг кабул циладиган цийматлари туп л а 
ми уминг узгарши сохаси дейилади ва Е (/) билан белгиланади.

1-м и с о л .  К,уйидагн у  =  | 4 — х 2 функциянинг аникланиш ва 
узггриш сохаларини топинг.

Е ч н ш.  Берилган функция 4 —
— х2 5* 0 булганда маънога эга. Бу 
тенгсизликнинг ечими х2 <  4 ёки 
| х | ^ 2 .  Бу тенгсизликнн х  нинг [—2,
2] кесмадаги цийматлари ^аноатланти- 
радн.

Демак, £>(/) =  [— 2; 2], £ (/) =
=  [0 ; 2].

Функция текисликда график кури« 
нишда тасвирланади.

4- т а ъ р и ф. у  =  / (х) функциянинг 
графиги деб Оху текисликдаги коор-
дннаталари У = / ( х )  муно_абат билан бэ.~ланган Р (х , у) нукталар 
тупламига айтилади.
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Бизнинг мисолимизда у  =  ]/ 4 — х2 функциянинг графиги R = 2  
радиусли ва маркази координаталар бошида булган айлананинг юко- 
ри кисмидан иборат (62-ш акл).

Ф ункция турли усуллар  билан берилиши мумкин. Функциянинг 
ж адвал , аналитик Еа график куринишда берилиш усулларини курай- 
лик.

Ф ункция ан ал и ти к  усулда берилганда х  ва у  мицдорлар ораси- 
даги борланиш фсрму^а сркали ифодаланади. Масалан, у  =  х 2, 
У = ( х - 3 ) ~ 1-

Ф ункция уз  аникланиш сохасининг турли кисмларида турлнча 
формулалар оркали берилиши мумкин. Масалан,

I х2, агар А'6 [— 1, 0] булса,
\х, агар * 6 (0, +  оо) булса.

Ф ункция ж адвал  усулда берилганда х ва у  микдорлар орасидагп 
богланиш ж адвал  куринишда ифодаланади:

X Xl
1

х2 . . .
1 хп

У У\ | i/г Уп

Масалан, логарифмик, тригонсметрик функциялар жадвалларн 
маълум.

Ф ункция график усулда берилганда унинг графиги маълум бу- 
либ, аргументнинг турли цийматларига мсс келувчи кийматлари бе- 
восита графикдан топилади.

Энди функциянинг усиши ва камайиши, жуфт ва тоцлиги, дав- 
рийлиги масалаларини кискача куриб утайлик.

y  =  f(x )  функция бирор D (f) =  [о; Ь] сохада аникланган булснн.
1 - т а ъ р и ф .  Агар х  нинг шу сохага тегишли ихтиёрий иккита 

ху ва х 2 кийматлари учун булганда f (х^ < i f (х.г) (ёки / (-Vi) >  
> / ( х 2) тенгсизлик уринли булса, / функция D сохада усувчи (ёки 
камаювчи) дейилади.

2- т а  ъ риф.  А г а р * ! < л :2 булганда / (*1)< / (х 2) (ёки [ ( х г) >  
> / ( х 2) )  булса, функция D сохада камаймайдиган ( усмайдиган) 
функция дейилади. D (f) =  \a, b] соха эса / функциянинг мос ра- 
вишда усиш ёки камайиш оралиги дейилади.

3 - т а ъ р и ф .  Агар у  =  / (х) функцияда хар бир x £ D (f )  учун 
/ (—х) =  f (х) тенглик бажарилса, у  холда f (х) функция жуфт функ
ция дейилади. Агар хар бир x £ D (f)  учун / (—х) =  —f (x )  тенглик 
бажарилса, у  холда / (х) функция ток функция дейилади.

Масалан, у  =  х 2, у  =  cos х, у  =  ]n (1 +  х 2) ва х. к . жуфт функ-
циялардир. у  = х 3, у  — sin л:, у  =  х -■— — ра х . к . лар эса то^функ-

X
циялардир.
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Жуфт функцияминг графиги ординаталар у^ига нисбатан, тоц 
ункция графиги координата бошига нисбатан симметрии булади.

4 - т а  ъ риф.  Агар y = f ( x )  д а  хар бир x £D( / )  ва x ± T ^ D { f )  
чун f(x -\ -T )  =  /(х) тенглик бажарилса, у  ^олда /(х) функция дав- 
ий функция дейилади. Т  — ^андайдир -чациь;ий сон. Унинг энг ки- 
IK мусбат киймати Т0 м авж уд булса, унга f(x )  функциянинг даври 
?йилади.

Масалан, г/ =  3 cos 11 функция берилган булсин. Унинг даврини 
эпиш учун cos х =  ±  cos (.V -I- Т) тенгламани Т  га  нисбатан ечиб,
! =  (2п — 1) л — 2х, Т2 =  (2п +  I) л , Т3 =  2п п  — 2х, Г 4 =  2k л  +
- 2л ларни топамиз. 7\ ва Т3 лар х  га боглии;, демак, улар давр 
У'ла олмайди. п =  О булганда Т 2 = п  ва Tt =  2л  эга булиб, улар- 
инг энг кичиги Т .2 =  л  берилган функциянинг изланган даври бу- 
ади.

Аналитик усулда бериладиган функциялар ичида элементар  
'ункциялар  мухим урин тутади . А веэло асосий элементар функ- 
ияларни карайлик:

1. У з г а р м а с  (константа) ф у н к ц и я :

У = С ,

унда С — узгармас хаци^ий сон. Унинг аникланиш со^аси бутун  
энлар укидан иборат.

2 . Д а р а ж а л и  ф у н к ц и я :
(XУ ~  х  ,

¡унда а — нолдан фаркли узгармас хакиций сон. Унинг аникланиш
о.\аси ва графиги а  нинг кийматига боглшу

3. К у р с а т к и ч л и  ф у н к ц и я :

Л'У =  а  ,

унда а >  0, а ф  1 — узгармас хакикий сон. Аникланиш со.^аси 
арча ^а^и^ий сонлар тупламидан ибораг.

4. Л о г а р и ф м и к  ф у н к ц и я :

У =  'oga х,
унда а  >  0, а  ф  1 — узгармас хацикий сон. Аникланиш со^аси 
арча мусбат сонлар туплами.

5. Т р и го  н о м е  т р  и к  ф у н к ц и я л а р :
а) у  =  sin х  ва y  =  cosx .

>у функцияларнинг аникланиш сохаси барча ^ациций сонлар туп - 
амидан иборат.

б) У =  tg х  ва у  =  ctg х.
•у функциялардан биринчиси х = - ^ - +  л п (n £ Z ), иккинчиси

=  п п  ^ийматлардан ташкари )\амма ^а^и^ий сонлар учун ани^- 
анган.

123



6 . Т е с к а р и  т р и г о н о м е т р и и  ф у н к ц и я л а р :
а) у  =  arc sin х ва у  =  arc cos х.

Функциялар [— 1, 1] ораликда ани^ланган.
б) у  =  a r c tg x  ва у  =  arcc tg .r .

Функцияларнинг аникланиш сохаси — барча хаки^ий сонлар тупла- 
ми.

Энди м ураккаб  функция тушунчаси билан танишайлик. Фара: 
килайлик, бирор D сох?да х  узгарувчининг функцияси и =  ср (д-' 
берилган булиб, унинг узгариш сохаси G булсин. Фараз килайлик, 
G сохада £/ =  /(«) функция берилган булсин. У холда х  узгарув- 
чининг D сохадаги хар бири кийматига и узгарувчининг G сохадаги 
аник бир киймати ва бу кииматга у  узгарувчининг аник бир кий- 
мати мос келади.

Ш ундай килиб, х узгарувчининг D сохадаги хар бир кийматигг 
у  узгарувчининг рни^ киймати мсс келади, яъни у  узгарувчи х  ниш 
функциясидир Еа уни у  =  F  (х) билан белгилаймиз. F (х) функция j 
ва ф фупкциялари оркали цуйидагича ёзилади:

í/ =  ^ W  = /(ф M Í -
Бу нда F  (х) ф ункция  х  узпруЕЧИминг / Еа ф ф ункциялар идан  ту- 
зилган м ураккаб  функцияси дейилади . Бунда и =  ф(д) оралнк уз- 
г г р у в ч и  дейилади. Шундай килиб, ф ункцияпинг аргументи эркл? 
узгаруЕЧИ ски срглик узгаруЕчи, ягни  унинг узи эр кли  у з г а р ув ч и  
нинг ф ункцияси  булиши м ум к и н .  Масалан, а гар  у  =  ]g u  ва и =  tg д 
булса, у  м у р а к к а б  ф ункция  б улад и ,  y  — l g t g x .

М ураккаб  функция иккитадан ортик функииядан тузилган були-
ши хам мумкин. Масалан, агар у  =  l gu ,  и =  t gu  ва v  --- | л-2-)- 1

булса, у  мураккаб функция булади: у  =  lg tg \ х 2 +  1 .
Асосий элемент ар функциялар ва мураккаб функция тушунчала 

ри ёрдамида элементар функция таърифини бериш мумкин.
Элементу,ар функция деб асосий элементар функциялардан чекл! 

сондаги арифметик амаллар ва улардан олинган мураккаб функция 
лардан тузилган функцияга айтилади. Равшанки, асосий элемента] 
функциялар элементар функциялар синфига тегишли. Куйидагила} 
элементар функцияларга мисол була олади:

lg sin (*2 +  1 )
У =  ------ — ’

Y  х  — i

у  =  sin2 tg лг, у  =  In arc tg2 .

3- §. Сонли кетма-кетликлар

1. Асосий таърифлар
1- т а ъ р и ф .  Натурал сонлар тупламида антуш нган  функция 

яъни х  =  f (n ), n £ N  функция сонли к е тм а -к е тл и к  деб аталади.
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Агар п га 1, 2, 3, . . па хоказо ь;мйматлар берсак, бу функ-
1ЯН11ИГ

XI = / ( 1 ) ,  х 2 =  / ( 2 ) ,  . . . , хп =  Цп)

/суснй кийматларнни оламиз, улар кетма-кетликнинг хадлари  ёки 
гементлари  деб аталади. Сонли кетма-кетлик \хп\ ёки Ц(п)\ ор
али белгиланади. Кетма-кетликнинг п- ^ади унинг умумий хади  
?б аталади. Кетма-кетликнинг умумий ^ади маълум  булса, у бе- 
1лган хисобланади.

1- м и с о л .  х = ^ ф -|  функция ушбу туири касрлар кетма-кетли- 
1ни беради:

=  { ^ л } =  { т ’ ? ’ т ’ • • • ’ ; г + ?  • ■ ■
2- м и с о л .  х = 2п — 1 функция ушбу то^ сонлар кетма-кегли- 

шк беради:

(*„] = {2 л - 1 }  = {1, 3, 5...........2/1 — 1, . . .].
3- м и с о л .  х  =  (— 1)л функция ушбу сонли кетма-кетликни бе- 

5Ди:

{*„! = { ( - ! ) " !  = { ~ 1. 1- - 1. 1. ■ • •}•

4- м и с о л .  х  =  з т ^ -  функция ушбу сонли кетма-кетликни бе-
1Ди:

{*в} =  ( 5т ™ } = { 1, 0 , - 1, 0 , 1, . . . ].

Барча мисолларда барча кетма-кетликлар чексиз кетма-кетлик- 
арднр, яъни уларнинг х;ар бирида сунгги ^ад м авж уд  эмас. Барча 
здлари бир хил циймат к,абул ^иладиган [хп ) кегма-кетлик узгар- 
ас кетма-кетлик деб аталади.

Шундай М  сон м авж уд  булсаки, барча п^М учун х п С  М  тенг- 
1злик бажарилса, \хп } кетма-кетлик юхоридан чегараланган  кетма- 
:тлмк деб аталади.

Шундай М. >  0 сон м авж уд булсаки, изгалган учун х п ~>М 
тгсизлик бажарилса, \хп | кетма-кетлик цуйидлн чегараланган  
’.тм а -к етл и к  деб аталади. Х а̂м цуйидан, хам юхоридан чэгаралан- 
1Н \хп \ кетма-кетлик чегараланган к е т м а -к е т л и к  деб аталади .

Бу ^олда шундай М  ;>  0 сон м авж уд буладики, исталган 
чун | х л [ <  уИ тенгсизлик бажарилади.

А гар  исталган п£1\[ учун

ХП<^ ХП+1
:нгсизлик бажарилса, (х„ } монотон усувчи к е т м а -к е т л а к  деб ата- 
зди.

Агар исталган п £ N учун хп >  хп+] тенгсизлик бажарилса, {хп} 
онотон камаювчи к е т м а -к е т л и к  деб аталади.
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тенгсизлик бажарилса, {хп\ усмайдиган к е тм а -к е тл и к  деб аталади 
Агар исталган п £ N учун

<  х „  , ,П П т  1
тенгсизлик бажарилса, {хп} камаймайдиган к е тм а -к етл и к  деб ата
лади.

5- м и с о л .  \хп\ ={/г} =  {1, 2, 3, . . . , п, . . .) — усувчи. 
к,уйидан чегараланган кетма-кетлик.

6- м и с о л .  {-*'„} =  {1—2/г} =  {— 1, —3, —5, . . . ¡ — камаювчи, 
юкоридан чегараланган кетма-кетлик.

7- м и с о л .  {хп\ =  =  4 ’ - ' ] —камаювчи, чегаралан

ган кетма-кетлик.
2. Кетма-кетликнинг лимити. а  узгармас сон ва {хл} кетма-кет

лик берилган булсин.
2- т а ъ р и ф. Агар исталган е >  9 сон учун шундай ÍV =  /V (е) >  О 

сон м авж уд  булсаки, барча п ^  N лар учун

А гар исталган n Ç N  учун

тенгсизлик бажарилса, а  \згармас сон [хп] кетма-кетликнинг лими
т и  деб аталади ва бу цуйидагича ёзилади:

Агар \хп } кетма-кетлик чекли лимитга эга булса, у  яцинлашув- 
чи ке тм а -к е т л и к ,  акс холда эса узоклашувчи к е т м а -к е т л и к  деб 
аталади.

\хп — а  I<  е тенгсизлик а  — е <С хп <С а  +  е тенгсизликларга тенг 
кучли эканини биламиз. Бунн хисобга олсак, лимит тушунчасини 
геометрик нуктаи назардан бундай тушунтириш мумкин: агар истал
ган е > 0  сон учун шундай N =  N ( г ) >  0 сон топилсаки, \хп ] кетма- 
кетликнинг n > N  дан бошлаб барча хадлари а  нуктанинг е-атро- 
фига туш са, яъни а  нуктанинг е-атрофига \хп \ кетма-кетликнинг 
чекли сондаги хадларидан ташкари барча хадлари туш са, а  узгар
мас сон \хп ) кетма-кетликнинг лимити деб аталади.

8- м и с о л .  О сони \ х „ )=  кетма-кетликнинг лимити экан-

\хп — а \ < г

lim  х„ =  а  ёки хп а .П П

лигини, яъни l i m —  =  0 ни исботланг.

Ихтиёрий е >  0 сонни олайлик. —------О I <  е ёки
п

<Ге тенг-
п

сизликни тузамиз. Бирок; л >  О, шунинг учун —  <  е ёки п > —  .
п е

Бундан куринадики, N =  N (е) сифатида —  дан катта исталган сон,
е
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пи iV ( e ) > — олписа,  у ^олда барча n > N { e )  учун —  < е  ёки 
е п I

-------о | < е  тенгсизлик бажарилади. Бу эса lim  —  =  0 эканини
ti I п — 00 fl
шдиради. Масалан, 8 =  0,01 учун А' (е) =  100 ва п > 1 0 0  учун

-  < 0,01.
1

3. Монотон чегараланган кетма-кетлик лимитининг мавжудлиги.
цбу теоремаларни исботсиз келтирамиз:

1 - т е о р е м а .  Агар [ х п \ к е т м а - к е т л и к  монотон усувчи ва  
-.оридан чегараланган булса, у  л и м и тга  эга.

2 - т е о р е м а .  А гар  ¡ хп | к е т м а -к е т л и к  монотон камаю вчи ва 
йидан чегараланган булса, у  л и м и тга  эга.

4-§ . Тупламларнинг юкрри ва и;уйи чегаралари.
Больцано—Вейерштрасс теоремаси

Х ак^ и й  сонларнинг ихтизрий туплами Е  ни карайлик. Агар у  
кли туплам булса, у  холда унннг элементлари орасида энг катта  

энг кичик сон м авж уд . Агар у  чексиз туплам булса, у  э^олда 
р доим .^ам шундай булавермайдм. Масалан, натурал сонлар туп - 
ми N  энг кичик сон—бир сонига эга, лекин энг катта  сонга э га  
tac. Бэшка мисэл: (а, Ь) интервал энг кичик сонга х,ам, энг катта  
нга хам эга  эмас. Ихтиёрий туплам  учун ^уйи ва ю^ори чегара 
шунчаларини киритамиз.

í - т а ъ р и ф .  М  чекли  сон учун уш эу икки шарт бажарилса, у  
тупламнинг аник юкори чегараси деб аталади:

Í) исталган х £ Е  учун х <  М  генгсизлик уринли;
2) исталган е > 0  сон учун шундай х х ^ Е  ну^та м авж удки , унинг 

|ун М  — е <  х г < A4 тенгсизликлар бажарилади.
Е тупламнинг ани^ ю^ори чегараси sup Е =  М  ёки sup \х\= М  

l6 h белгиланади, б у  ерда sup — лотинча supremum «энг юкори» 
•зидан олинган.

2- т а ъ р и ф .  m чекли  сон учун уш бу иски шарт б аж ар и л са , у  
тупламнинг аник щ йи чегараси деб аталади:
1) исталган х ^ Е  учун х ^ т  тенгсизлнк уринли;
2) исталган 6 >  О сон учун шундай х 1£Е  ну к, та м авж удки , унинг 

|ун т  х г <  т  -г  е  тенгсизликлар бажарилади.
Е  тупламнинг аник, к;уйи чегараси inf Е =  т  ёки in f {х} = т  

1би белгиланади, б у  ерда inf — лэгинча infimum  — «энг ^уйи» су- 
щан олинган.

1 - м и с о л . Е =  {*„)  =  | - 2 - }  =  - L ,  . . . I булсин.

У ерда
inf Е  =  , sup Е =  1.

2 - м и с о л .  Е  =  (а , Ь) булсин, бу ерда а ,  b — чекли сонлар. 
У ^олда

inf Е  =  a, sup Е =  b.
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А гар  Е туплам ^уйидан ёки юкоридан чегараланмаган булса, 
унинг аник ю^ори чегараси деб +  оо ни, аник; куйи чегараси де(
— оо ни айтилади, яъни sup £  =  +  °° , inf £  =  — оо.

3- м и  с о л . N =  {1, 2, . . . , п, . . . (. Бу ерда inf /V =  1, sup N =
=  +  о о .

4- м и  со  л . Z =  \ . . .  , —2, — 1 , 0 ,  1 , 2 , . . . ! .  Бу ерда

inf Z =  — оо, sup Z =  +  о о .

Ихтиёрий хакикий сонлар кетма- кетлиги ( хп | ни цараймиз. Ун 
дан чексиз сондаги элементлар тупламини ажратсак, янги кетмг.' 
кетлик оламиз, уни ( хп ) кетма-кетликнинг кисмий кетм а-кетли п  
(кием ту ш ам и ) деб атаймиз. Агар [х п ] кетма-кетлик яцннлашувш: 
булса, у  холда унинг исталган ь,исмий кетма- кетлиги хам яцинла 
шувчи булади . Бу даъвонинг туррилиги фа^ат якинлашузчи кетма- 
кетликлар  учунгина хос эмас, чунончи: хар капдай хакикий сонл.-if 
кетма- кетлиги  ( хп ) дан я^инлэшувчи кисмий кетма- кетлик ажра- 
тиш мумкин.

М асалан , {хп } =  | (— 1)" ! =  ( — 1, 1, — 1, 1, . . . } узоклашувч!
кетм а-кетл и к , биро^ унинг {], 1, 1, . . . ) ^исмий кетм а-кетли п  
1 га  якинлаш увчи кетма- кетликдир.

Агар { хп ( кетма- кетлик чегараланмаган булса, у  з^олда у 
( + оо) га  ёки (— оо) га якинлашадиган кисмий кетма-кетлик ни у: 
ичига олади.

Т е о р е м а .  Агар  j хп ) к е т м а -к е т л и к  чегараланган булса , у 
\олда ун д ан  чекли сонеа якинлаш адиган цисмий к е т м а -к е т л и к  
аж р ати ш  мумкин.

Больцано — Вейерштрасс теоремаси деб аталадиган бу теорема 
чех математиги Больцано иа немис математиги Вейерштрасс томони- 
дан исботланган эди.

У з  - у  зи н  и т е к ш и р и ш  у ч у н с а в о л л а р

1. К,андай сонлар ^аки^ий сонлар тупламини ^осил килади?
2. Соннинг абсолют циймати деб ннмага айтилади?
3. Абсолют цийматларнинг асосий хоссаларини айтиб берипг.
4. Кесма, интервал деб нимага айтилади?
5. Нуцтанинг атрофи, е-атрэфн тушунчаларига таъриф беринг.
6. Сонли кетма-кетликнинг таърифини айтиб беринг.
7. К,андай кетма-кетликлар ююридан (куйидан) чегараланган деб аталади? Ми 

соллар келтиринг.
8. К,андай кетма-кетликлар мэнзтон усувчи (камзюзчи), усмалдиггн, камаймай 

диган деб аталади? Мисоллар келтиринг.
9. Кетма-кеглик лимита таърифини айтиб беринг. Якинлашувчи кетма-кетликка 

мисол келтиринг.
10. К етма-кетлик лимитининг мавжудлиги хацидаги теоремани айтиб беринг.
11. Тупламнинг аниц юцори ва ани^ цуйи чегаралари таърифини айтиб берипг 

Мисоллар келтиринг.
12. Кисмий кетма- кетлик нима? Больцано— Вейерштрасс теоремасини айти( 

беринг.
13. 176— 185- масалала рни ечинг.
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A>t
1. Функциянинг ну^тадаги лимити.
5 - т а ъ р и ф .  Агар y  =  f{x) функ- 

ия х =  а  нук,танинг бирор атрофида 
никланган булиб (х =  а  нуцтанинг 
зида аникланмаган булиши мумкин) 
сталган е >  0 сон учун шундай ô >  О 
эн м авж уд  булсаки, | х — а  | <  ô тенг- 
изликни ^аноатлантирадиган барча 
Ф  а  нукталар учун | f{x) — А | < ; з 

енгсизлик бажарилса, А чекли сон 
=  f  (.v) функциянинг .V =  а  нуктада- 

и (ёки л :-» -а  даги)л и м и ти  деб аталадн.
Агар А сон f(x )  функциянинг а  нуктадаги  

.уйидагича ёзилади:

5 -§ .  Функциянинг лимити

а  х  а*

63- шакл.

лимити булса, бу

lim / (х )  =  А ёки X-
X а

■а да /(*)->- А.

X — а | < б  тенгсизликни а  ну^танинг б-атрофида ётадиган нукта- 
iap, I / (х) — А I <  s тенгсизликни эса А ну^танинг г- атрофида ёта- 
1иган f (x )  лар цаноатлантиради, яъни f{x) £{A — г; Л 4 - s).

Д ем ак, юкоридаги таъриф геометрик нуктаи назардан куйидаги- 
1и англатади: агар истилган s ;>  О сон учун шундай Ô О м авж уд  
5улсаки, а  дан масофаси ô дан ортик булмаган (а  — ô; а  +  6) ип- 
гервалдаги барча х  лар учун f  (х) функциянинг ^ийматлари (Л — г;
4 +  г) интервалга туш са, Л сон f (x )  функциянинг даги ли
мита булади (6 3 -ш акл).

х2_ Iß ^
2- м и с о л .  l i m ------------ - = 2  эканини таърифдан фойдаланио ис-

х->-4 х г — 4х
Зотланг.

/ W
X2 — 16
х 2 — 4х

функциями X =  4 ну^танинг бирор атрофида, маса-

лан, (3; 5) интервалда карайлик. Ихтиёрий £ > 0  ни оламнз ва 
¡ / (лс) — ЛI ни X ф  4 деб куйидагича ÿ 3rapTHpaMH3:

4х

(х — 4) ( х - [ -  4)
X  (X  —  4)

X 4- 4 0 1 X — 4 !
X X

х 6 (3 ;  5), яъни х > 3  ни ^исобга олсак, уш бу тенгсизликни хосил 
киламиз:

Xa — 16
х г — 4 х

— 2 <
\х — 4| . 

3 ’

бундан куриниб турибдики, Ô =  3 s деб олсак, у  з^олда \х — 4 1 <  ô 
тенгсизликни каноатлантирадиган барча х£( 3 ;  5) учун ушбу тенг- 
сизлик бажарилади:

9—2478 129



X2 — 16
х2 — 4х

__ О
< т  =  |

Бундан 2 сони f (х) х2— К
х 2 — 4.

функциянинг х =  4 ну^тадаг 
лимити булиши келиб чикдщ

0\
64- шакл. 2. Функциянинг чексизли* 

даги лимити.
6- т  а ъ р и ф. Агар у  =  / (х) функция х  нинг етарлича катта 

матларида аникланган булиб, исталган з >  О сон учун шундай N >  
м авж уд  булсаки, | х | > ' /V тенгсизликни ^аноатлантирадиган барча 
лар учун |/(х)—А | с е  тенгсизлик бажарилса, узгармас А сон у=!{>  
функциянинг х  —>- оо даги лимити  деб аталади.

Агар А сон / (х) функциянинг х-* -о о  даги лимити булса, б 
куйидагича ёзилади:

П т  ¡ ( х )  =  А.
X оо

Бу таъриф геометрик нуктаи назардан куйидагини англатади: ага 
исталган з > . О сан учун шундай Лг >  О м авж уд  булса, барча | х | > 1  
учун функциянинг кийматлари (А — г; А +  ¿) интервалга тушад 
(64- шакл).

/ М  =

3- м и со  л.
х  +  2

П т х  +  2 =  1 эканини исботланг.

функцияни карайлик.

Ихтиёрий е >  О ни оламиз ва [ f(x )  — A j

— - - — 1 _ -h
 1 ю

 
1

X X

ни узгартирамиз: 
2

Агар N — —  ни олсак, у  холда барча [x | > .V  учун ушб

тенгсизлик бажарилади:

Бундан 1 сони / (х) =  

булиши келиб чикади.

X
х + 2

< —  =  е. 
N

функциянинг х  -*■ оо даги лимит

3. Лимитга эга функциянинг чегараланганлигиа
7 - т а ъ р и ф .  (а, Ь) интервалда аникланган у  =  f(x )  функция учу 

шундай / И > 0  сон м авж уд  булсаки, барча х £ (а , Ь) лар учу 
тенгсизлик бажарилса, у  .\олда у  =  f (х) функция (а, I 

интервалда чегараланган  деб аталади.
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Агар бундай М сон м авж уд  булмаса, у  з^олда у  = f (x )  функ- 
m бу интервалда чегараланмаган деб аталади.

4 - м и с о л .  у  =  sin jc функция (— оо, + о о )  интервалда чегара- 
нган, чунки бу интервалдаги барча х  лар учун | sin х J ^  1, яъни 
=  1.
5 - м и с о л .  у =  —  функция (0,1) интервалда чегараланмаган, 

нки —  <  М  буладиган М > > 0 сон м авж уд  эмас.
X \

Функциянинг лимити билан унинг чегараланганлиги орасидаги 
гланишни белгилайдиган уш бу теорема уринли.

1 - т е о р е м а .  Агар  l im f(x ) А — чекли сон булса, у  холда
х->а

= f (х) функция а  нуцтан и н г бирор атр о ф и да чегаралангандир. 
И с б о т и .  Н ш / ( х ) = Л  тенгликдан исталган е > 0  учун шун-

х->а
й б > 0  топиладики, а  нуктанинг б-атрофида уш бу тенгсизлик 
жарилади:

\Цх) — Л | < е  ёки \ f(x ) | — | А | <  | /(*) — А | < е .
/ндан | / (х) | <  | А | +  е булиши келиб чи^ади. Агар М  =\А\ +  г
б олсак, у  з^олда а  нуктанинг б-атрофидаги барча х  лар учун 
(х) | <  М  тенгсизлик бажарнлади. Шуни исботлаш талаб килинган
и.

А гар/(х) бирор интервалда чегараланган  булса, у  х о л д а—— хам
f ix )

тараланган функция булишини айтиб утамиз {/(х)Ф 0).

4. Бир томонлама лимитлар.
8- т а ъ р и ф. Агар у  =  f(x) функциянинг х  =  а  нуктадаги ёки 

-► а  даги лимити таърифида х  узгарувчи а  дан кичик (яъни х  <  а) 
'лганича колса, у  .\олда функциянинг А х лимити функциянинг 
=  а  нуктадаги (ёки х  а  — О даги) чап том о н лам а лим ити  деб 
алади.

Д емак, хар бир е >  0 сон уч ун  шундай б >  0 сон м авж уд бул
ки, 0 <  а  — х <С б тенгсизликни каноатлантирувчи барча х  лар 
:ун \ f{x) — ^ К е  тенгсизлик бажарилса, Ал сон / (х) функциянинг 
= а  нуктадаги (ёки х - * - а  — 0 даги ) чап томонлама лимити деб ата- 
дм.

f (x )  функциянинг .V =  а  н уктадаги  чап томонлама лимити бун- 
й белгиланади:

Ах =  lim  / (х), ёки А ]( — lim  / (х), ёки Ах =  / (а — 0).
х—>а—0

х< а

'ар а  =  0 булса, у  холда бундай ёзилади:
Ах =  lim f{ x )  = / ( — 0).

*->-0
9 - т а ъ р и ф .  Агар y  =  f{x)  функциянинг х  =  а  нуктадаги ёки 
а  даги лимити таърифида х  узгарувчи а  дан катта  (яъни х > а )
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65- шакл.

булганича колса, у  ^олда функш 
нинг А 2 лимити х  =  а  ну^тада 
(ёки х  a - f  О даги) днг томонл 
м а  лим ити  деб аталади.

Демак, хар бир е > 0  сон уч; 
шундай 6 >■ 0 сон мавж уд булс 
ки , 0 <  х  — а  <  6 тенгсизликни i< 

'ноатлантирадиган барча хларуч> 
| / (х) — А21 <  е 

тенгсизлнк бажарилга, А2 сон /( 
функциянинг х  =  а  нуцтадаги (ё: 

х - > а - т -  0 даги) унг томонлама лимити деб аталди. / (х) функщ- 
нинг х =  а  ну^тадаги ун г томонлама лимити бундай белгилана/

А 2 =  lim  / (х), ёки А2 =  lim  / (х), ёки А 2 =  / (а  +  0).
х~*а x-t-a-j-0
х> а

А гар а  =  0 булса, у  холда бундай ёзилади:
А2 =  lim  f(x ) = f ( + 0).

-t->+0
f  (х) функциянинг х = а  нуктадаги чап ва унг томонлама лимит/ 

ри бир томонлама лимитлар деб аталади (6 5 -шакл). Агар Аг =  
булса, у  ^олда /(х) функция х =  а  нуктада лимитга эга. Бун 
тескари даъво хам уринли. Д ем ак, f  (х) функциянинг а  нук,тада 
бир томонлама лимитлари м авж уд  ва улар узаро тенг, яъни f ( a  — 0) 
=  / (а  -f- 0) булгаида Еа факат шундагина бу функция а  ну^та 
лимитга эга булади.

5 . Чексиз катта  функциялар.
10- т а ъ р и ф .  Агар /(х) функция а  нуктанинг бирор атрофи 

аникланган ва нсталган М > 0  сон учун шундай 6 > 0  сон мавж 
булсаки , |х — а | < б  тенгсизликни ^аноатлантирадиган барча хф  
лар учун | / (x )| ;> A i тенгсизлик бажарилса, х -> -а  да /(х) функц 
чексизликка интилади деб айтилади ва бу куйидагича ёзилади:

lim  /(х) =  оо (66- шакл).
х-*а

16- м и с о л .

ни исботланг.
1

lim
х->1 X— I

=  о о  экаг

функцияни царайл^
х — 1

Ихтиёрий М  >  0 сонни оламиз/| / (х) | 
> iM  ни алмаштирамиз. 1 > l  X— 1
булсин, бу ндан | х  — 11 < —7— 6y jм
ши келиб чи^ади. Агар 5 = - —  дм
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[инса, \х — 11 С  б тенгсизликни цаноатлантирадиган барча х  лар 
[ун ушбу тенгсизлик бажарилади:

1

/ эса х

X— 1

1 д а  / (х) =

еки
1

>  М .

lim  —
л—>1 X

X— 1

— оо булишини билдиради, яъни 

1
1

1 1 - т а ъ р и ф.  Агар / (х) функция барча х  лар учун аникланган 
глиб, исталган М  >  0 учун шундай /V >  О топилсаки, | х  | >  .'V 
нгсизликни ^анэатлантирадиган барча х  лар учун | / (я) | >  ;И тенг- 
злик бажарилса, / (х) функция х  оо да чексизликка и н ти лади  
йилади.

Агар х  -  оо да f(x )  функция чексизликка интилса, бу куйида- 
¡ча ёзилади:

1 im  / (%) =  о о .
Х-юо

7- 1Ми с о л .  l i m x 2 =  оо ни исботланг (67-ш акл). f(x ) =  x 2 функ-
х—*ао

1яни ^араймиз. Ихтиёрий М >  О сонни оламиз ва | / (х) | >  М  
нгсизликни тузамиз. х 2^>М , бундан | х | >  у  М  келиб чикади. 
=  V  М  деб олинса, | jc | >■ Л/ тенгсизликни каноатлантирадиган 
рча х  лар учун x 2> N 2 =  М  ёки х2 >  М  тенгсизлик бажарила -
I. Бу эса х  оо да / (х) =  х 2

I билдиради.
1 2 - т а ъ р и ф .  Агар

l im  / (х) =  оо ( l im  / (х) =  оо)
х-+а х—>со

'лса, у  ^олда f(x )  функция х  ■ а  да (ёки х  ->оо да) чексиз к а т -  
а функция деб аталади.

Бу таърифдаи куринадики, агар f (x )  чексиз катта функция бул- 
, у  ^олда исталган М >  0 учун шундай 8 >  0 топиладики, 
; — а  | <С б тенгсизликни каноатлантирадиган барча х  лар учун 
(х) | тенгсизлик бажарилади. Бундан чексиз катта функция 
гараланмаган функция экан и  келиб чикади.

оо ни, яъни h m  ^  =  00 экани-
х-+ао

6. Чексиз кичик функциялар ва 
1арнинг чексиз катта функциялар 
[лан ботлицлиги.

13 - таъриф.  Агар lim / (x ) =  0

ки lim / (х) =  0) булса, f (x )
X—ЮС

дикция х а  да (ёки л:->- оо да) 
ксиз кичик функция дейилади. 67- шакл.
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Бу таърифдан куринадики, /(х) функция масалан, х - » а  да чек 
сиз кичик функция булса, у  >;олда исталган кичик е >  0 сон учу 
шундай б >  0 сон топиладики, | х  — а  | <Г б тенгсизликни ^аноатлак 
тирадиган барча х  лар учун | / (х) | С  е тенгсизлик уринли буладк 

Бундан чексиз кичик функция (каралаётган нуктада) доимо че 
гараланган функция булиши келиб чикади.

Математик анализда чексиз катта ва чексиз кичик функцияла 
катта ахамиятга эга . Улар орасида уш бу теорема билан ифодаланг 
диган борланиш бэр.

2 - т е о р е м а .  1) Агар f (х) функция х - * а  да (х->- оо да) чей
сиз кичик функция булса, у  %олда —!— функция х->-а д а (х->- оод?

f(x )
чексиз к а т т а  функциядир.

2. Агар  ф(х) функция х-> а  да (х->~ оо да) чексиз к а т т а  функ
ция булса, у  \олда —— функция х —» а  да (х~^ оо да) чексиз кичи 

<р(х)
функциядир.

И с б о т и .  1) / (х) функция х->-а да чексиз кичик функци 
булсин. х  -> а  да чексиз кичик функциянинг таъриф ига кура ис 
т а л га н  кичик е > 0  сон учун шундай 6 > 0  мавж удки , \х — а | <  
ш артни  кан о атл ан ти р ади ган  барча х  лар учун |/(х)|<Се т е ш
сизлик бажарилади. Бундан

П*)
■> —  булшии келиб чицадь

—  =  М  деб белгиласак, сунгги тенгсизлик бундай ёзилади:

1
f{x)

> М .

Бу эса х -с  а  да ------ оо булишини, яъни l im ------------ =  оо н
/ (X) 1(х)

билдиради. х-*- оо булган хол >̂ ам шунга ухшаш исботланади.
2) ф(х) функция х-> а  да чексиз катта функция булсин. х 

да  чексиз катта функциянинг таърифига к у р а  исталган М > 0  учу 
шундай б >  0 мапжудки, ¡ х — а | <  б шартни каноатлантирадига 
барча х лар учун |ф(х)|;>Л4 тенгсизлик бажарилади. Бунда

<  —  келиб чицади. —  =  е деб белгиласак, у  з^олда сунгг 
м м

1
ФМ

тенгсизлик бундай ёзилади:
Ф М

<  е. Б у эса х  а  да
1

Ф М
ни, яъни lim  ——  =  0 ни билдиради.

х-+а ф (х)
х  оо булган >;ол ^ам шунга ухшаш исботланади.

У" з - у з и н и т е к ш и р и ш  у ч у н  с а  в о л л а р

1. у  =  f (х) функциянинг х - * - а  даги лимитл шша? Таърифини тенгсизлик ёрдг 
мида беринг ва уни геочгтрлк иуцтаи наэардан тушунтиринг.

2. х->- а  да лимитга эга функцияга мисол кглтиринг.
3. у  =  f (х) функциянинг jc-»-oo даги лимити таърифини айтиб беринг. Таър| 

финн тенгсизлик ёрдамнда келгиринг. Геомегрик маъносини тушунтириб б< 
ринг.
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к дс->-оо да лимитга эга булган функцияга мисол келтиринг.
Бир томонлама лимитлар иима? Функциянинг нуктадагп лимити ва бир то- 
монлама лимит тушунчалари цандай бокланган?
К,андай функция чегараланган функция деб аталади? Лимитга эга булган 
функциянинг чегараланганлиги >;ацидаги теоремани исботланг.

Кандай у =  / (х)  функция х - » -а  да  чексиз катта функция деб аталади? 
Геометрик маъносини тушунтириб беринг.

Кандай у  =  / {х) функция х-* -  ■« да чексиз катта функция деб аталади? 
Таърифни тенгсизликлар ёрдамида айтиб беринг. 
х -> а  да чексиз катта функцияга мисол келтиринг.

I. *->- XI да чексиз катта функцияга мисол келтиринг.
I. Чексиз катта функция чегараланган функция буладими? Агар булмаса, не- 

гплигини тушунтприпг.
К,андай !/ =  /(*) функция х а  да ва *->-оо да чексиз кичик функция деб 
аталади? Тенгсизликлар ёрдамидаги таърифини айтиб беринг.

!. Чексиз катта ва чексиз кичик функциялар орасида кандай богланнш бор?
Шунга мос теоремани исботланг.

I. 190—195, 198—206-масалаларни ечинг.

6-§. Чексиз кичик функцияларнинг асосий хоссалари
1. Чекли сондаги чексиз кичик функцияларнинг алгебраик

1РИНДИСИ.

1 - т е о р е м а .  Чекли сондаги чексиз кичик функцияларнинг ал - 
браик йигиндиси чексиз кичик функциядир.

И с б о т и .  Иккита кушилувчи булган холни цараймиз. а ( х )  ьа 
(х) лар х-> -о  да чексиз кичик функциялар булсин, яъни

П т а ( х )  =  0 , П т р (х )  =  0 .
х—>а х-*а

и (х) =  а  (х) +  р (х) функцияни карайлик. П т  и{х) =  0 булишини
х—>а

-ботлаймиз. х а  да а  (х) чексиз кичик функция булганлиги учун 
тал  га н е >  0 сон учун шундай >  0 сон топиладики, \х —  а  | <  бх
артни каноатлантирадиган барча х  лар учун  | сс (х) | •< —  тенгсиз- 

т  бажарилади.
р {х) чексиз кичик функция булгани сабабли яна уша е >■ 0 сон 

1уи шундай б2> 0  топиладики, \х — а | < 62 шартни каноатланти-
диган барча х  лар учун | р (х) | <Г — тенгсизлик бажарилади.

6Х ва б2 микдорларнинг кичигини олиб уни б билан белгилаймиз. 
холда \х — а |< 6  шартни каноатлантирадиган барча х  лар учун 

ибу тенгсизликлар бажарилади:

I а  М 1 <  - у  ва | р (х) | <  -| - .

емак, а  ну^танинг б атрофида ушбу тенгсизлик тутри булади:

\и\ =  |а(х ) +  Р(х)| ^  | а (х )Ц -| Р (л )| < -| -  +  -|- =  е.

[ундай цилиб, | х — а  | <  б шартни каноатлантирадиган х  лар учун 
:| < е . Бундан и(х) чексиз кичик функция булиши келиб чикади,
зНИ
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lim  и (x) =  lim  [ а  (х) +  ß (х) ] =  0 .
х -* а  х -*а

Теорема исбот килинди.
2. Чексиз кичик функциянинг чегараланган функцияга купайт 

маси.
2 - т е о р е м а .  Чексиз кичик функциянинг чегараланган функция 

га  куп ай тм аси  чексиз кичик функциядир.
Й с б о т и .  а  да а  (х) чексиз кичик функция ва z (x ) чегаралан 

ган функция булсин. и (х) =  а  (я) ■ z (лг) функцияни ^араймиз 
l i mw( x )  =  0 булишини исботлаймиз. да z (x ) чегараланга[
х-*а
функция булганлиги сабабли бирор М  >  0 сон учун шундай 6j >  ( 
сон топиладики, |л: — a | < 6i шартни каноатлантирадиган барча . 
лар учун \ z{ x )\ < M  тенгсизлик бажарилади. х -+ а  да а ( х )  чекси: 
кичик функция булганлиги сабабли, исталган е >  0 учун шунда! 
б2>  0 топиладики, \х — а  ¡ С  б2 шартни каноатлантирадиган барч,
х  лар учун ( а (■ *)(< ;— тенгсизлик бажарилади. бх ва б2 микдор

ларнинг кичигини оламиз ва уни 6 билан белгилаймиз, у  холд; 
\х — а  | <  б шартни каноатлантирадиган барча х лар учун ушб; 
тенгсизликлар бажарилади:

\ г(х )\ < .М  ва I а  (х) I <  -  .
М

Д ем ак , а  нуктанинг б-атрофида ушбу тенгсизлик тугри булади: 

\и\ =  \ а (х )-г (х )\  =  \ а ( х ) \ - \ г ( х ) 1 < ^ - М = е .

Шундай килиб, \х — а  ] <  б шартни каноатлантирадиган барча х  ла] 
учун | ы | С  е. Бундан и (х) чексиз кичик функция эканлиги кели( 
чикади, яъни

lim  и (х) =  lim  а  (x) z (x )  =  0 .
х —¥а х—ка

Теорема исбот килинди.

3. Чексиз кичик функцияларнинг купайтмаси.
3 - т е о р е м а .  Чексиз кичик функцияларнинг куп ай тм аси  чекси. 

кичик функциядир.
И с б о т  и. а ( х )  ва ß(jc) лар х ^ а  да  чексиз кичик функцияла] 

б>лсин. Лекин чексиз кичик функциялар чегараланган функциялар 
дир, шу сабабли a ( x ) -ß ( x )  купайтмада функциялардан бири чега 
раланган функция, иккинчиси эса чексиз кичик функциядир. Ш; 
параграфдаги иккинчи теоремани кулланиб, куйидагини оламиз:

lim  а ( х )  -ß (х) =  0
х-?*а

Теорема исбот килинди.
4. Чексиз кичик функциянинг нолдан фар^ли лимитга эга бул 

ган функцияга булинмаси.
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4 - т е о р е м а .  Чексиз кичик функциянинг нолдан фаркли ли- 
и т г а  эга булган ф ункцияга булинмаси чексиз кичик функциядир.

И с б о т и .  х -+ а  да а{ х ) чексиз кичик функция, г  (х) эса х ^ - а  
1 лимити м авж уд  функция булсин, бу лимитни А ф  0 билан бел- 
шаймиз. Бирок лимитга эга  булган функция чегараланган функ- 
нядир (4 -§ , 3-банд), шу сабабли г  (л:) чегараланган функциядир.

холда (4- §, 3- банд) —!— функция ^ам  чегараланган функция-
г(х)

пр. Шу сабабли 2 - ^  =  а ( х ) - —  булинмани ос(х) чексиз кичик
г(х)  2 (зс)

ункциянинг -----  чегараланган функцияга купайтмаси сифатида ка-
г(х)

1Ш мумкин. Шу параграфдаги 2-теоремани цулланиб, lim  = 0
*->а г(х)

i  хосил киламиз. Теорема исбот килинди.
5. Лимитга эга булган функцияни узгармас ва чексиз кичик 

ункция йигиндисига ёйиш.
5 - т е о р е м а .  1) Агар у  =  / (х) функция 'х->- а  да ли м и тга эга 

улса, у  \олда уни бу ли м и тга гпенг узгарм ас сон ва чексиз ки- 
ик функция йигиндиси куринишда ифодалаш мумкин.

2) Агар y =  f(x ) функцияни узгарм ас сон билан ва х -+ а  да 
ексиз кичик функциянинг йигиндиси куринишида ифодалаш мум- 
ин булса, у  холда узгарм ас кушилувчи бу функциянинг х ^ - а  да- 
I лимити булади.

И с б о т и .  1) l im /(х) =  Л булсин, у  холда исталган е > 0  учун
х-+а

1ундай 6 >  0 мавж удки , ] х  — а  | <  б шартни каноатлантирадиган 
арча л: лар учун ¡ / ( х ) — Л | < е  тенгсизлик бажарилади. Б у тенг- 
1злнк эса (/(х) — А) функция х ^ - а  да чексиз кичик функция эка- 
нни билдиради. Уни а  (х) ор^али белгилаймиз, у  хрлда / ( х ) — А =  
= а  (х) ёки / (х) =  А +  а  (х), бу ерда х ^ а  да а  (х) чексиз кичик 
•ункцня, А эса /(х) функциянинг лимити.

Теореманинг биринчи кисми исботланди. ___
2) f(x )  =  А +  а ( х )  булсин, бу ерда А — узгармас сон. а ( х )  эса

— а  да чексиз кичик функция. У  з^олда исталган е > 0  учун шун- 
ай 0 > 0  м авж удки , | х — a  J С  б шартни каноатлантирадиган бар- 
а х  лар учун | а ( х )| < е  тенгсизлик бажарилади. Бу эса \х — а  | <  
;  б шартни каноатлантирадиган барча х  лар учун |/(х)— А\ =  
= | а  (х) I С  е ёки | / (х) — А | <С е булишини билдиради. Булардан эса 
m f(x ) = А  булиши келиб чикади. Теорема исботланди.
-> а

Лимитлар з^ацида асосий теоремалар

Лимитга утишнинг знг содда кридаларини, яъни функциялар- 
инг лимитларинитопишга ёрдам берадиган коидаларни келтириб 
1к,арамиз. Б унда исботни факат х->-а >рл учун утказамиз (х->-оо 
1 шунга ухшаш булади). Баъзан эса цис^алик учун, х-+-а ни хам ,

оо ни хам ёзмаймиз.
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1. Йириндининг лимити.
] - т е о р е м  а. Чекли сондаги функциялар алгебраик йигиндис, 

нинг лим ити  сушилувчи функциялар лимитларининг алгебраi 
üuFUHducusa тен г .

Исботни иккита кушилувчи булган хол учун утказамиз. и ва 
иккита функция, а  ва b лар эса узгармас сонлар булиб, бу фун] 
цияларнинг лимитлари булсин, яъни lim  и =  а , lim  v =  6 .

5 - §  даги 5-теоремага acocan и =  а - f a ,  и =  6 -|-ß деб ёзи 
мумкин, бу ерда а ,  ß — чек сиз кичик функциялар. Д ем ак, и - f  v ■- 
=  (a  +  a )  +  (b +  ß) =  (a  +  ¿>) +  (a  -f- ß). Бу тенгликда (а  +  b) у  
гармас сон, (a  +  ß) — чексиз кичик функция. Бунга 5- § даги 5-теор 
манинг иккинчи кисмини кулласак , lim  (и -|- у)  =  а  - f  b =  lim  и - 
- г  Hm V эканлиги келиб чикади.

Теорема исбот ^илинди.
1- м и с  о л . lim  -х ^  4 х =  lim  í  1 +  — 'j =  lim  1 +  lim  — =  1.

x—t-oo X^ x—>ao \ X  / х —юо x—юо X

2. Кулайтманинг лимити.
2 - т е о р е м а .  Чекли сондаш функциялар куп айтм асин и нг ль 

м и ти  функциялар лимитларининг к уп ай тм аси га  т е н г .
Исботни иккита функция булган х;ол учун кэлгирамиз. lim  и = 

=  а , lim  и =  Ь булсин, бунда а  ва b у згар м а: сонлар. У з^олд 
и =  а +  а ,  u =  b +  ß, бунда а ,  ß — чгксиз кичик функциялар (5-<
5-теоремага кура). Д ем ак ,

и ■ V =  (а  -J- a )  (b - г  ß) =  ab -(- (oß o.b a ß ) .
С унгги тенгликда ab  узгармас сон (aß +  ab  - f  aß ) — чексиз кичн 
функция (5 -§ . 1, 2, 3 - теоремаларга а :о :ан ). 5 -§  даги 5 - теорем: 
нинг иккинчи цисмини кулласак :

lim  u -v  =  ab =  lim  и - l im v.

Теорема исбот килинди.
2- м и с  о л . lim  (х  1) (л: — 8) =  l im (х +  1) • l i m (х — 8) =

ЛГ—♦З А’»+3 -V —̂3

=  (3 +  1)(3 — 8) = — 20.

Натижа. У згармас с купайтувчини л и м и т  белгисидан т а и щ  
рига чи^ариш мумкин, яъни ¿

lim  с -и (х ) =  с lim  и (х),
чунки

lim  с =  с — узгармас сон.

3 - м и с о л .  l im 5 х2 =  5• l im х2 =  5 - 22 =  20.
х-*2 х -Л

3. Булинманинг лимити.
3 - т е о р е м а .  И ккита функция булинмасининг лимити махрам 

нинг лимити нолдан фар ¡ути булса, бу функциялар лимитлариниь

138



Зулинмасига тенг, яъни агар lim  v Ф  0 булса, lim  — =  -lim и була-
V l im V

(И.
И с б о т  и. l im и =  а , l im о =  Ь^=0 булсин. Д емак, и =  а  +  а ,  

' =  b +  ß. Ушбу айниятни ёзамиз:

и а + а _ а_|_/а  +  а  а \ _ а ^  a b — aß
v 6+ß b \b + ß b) b 6(ö+ß)

5y тенгликда — узгармас сон, — чексиз кичик функция

5 -§ , 1, 2 , 3- теоремаларга асосан), чунки a b — aß чексиз кичик 
функция, b (b +  $)-+Ь2, ш у билан бирга, Ь ф  0. Сунгги тенгликка 
>- §, 5 - теореманинг иккинчи кисмини кулласак:

и а  l i m  иlim  - ------ .
V b l i m  V

Георема исбот килинди.
. , .  4х  — 34 - м и с  о л. l im -------  ни топинг.

л'—>1 5 х  - f -  2

lim  (5х +  2 )'=  5 -1  +  2 =  7 ф  0. Шунинг учун:

l i m  (4х — 3)
4х —  3 лг_>1 4-1— 3 1lim  -------  - --------------- = ------------=  —.

л_»1 5х +  2  l i m  ( 5 *  +  2 )  5 - 1  -|- 2  7
Х->1

х 2 __ 4
5 - м и с о л .  l i m -------- ни топинг.

х-+2 X — 2
Бу ерда х -+ 2  д а  сурат Еа махраж  0 га интилади. Теоремани 

хуллаб булмайди. х ф 2  булганда уринли буладиган уш бу айний 
1лмаштиришни бажарамиз:

*2 - 4  =  (х -  2) (лс+ 2) =  х  +  2 
х — 2 х — 2

Цу сабабли бундай ёзиш мумкин:

lim  х ~  4 =  lim  (* т~2) (х ~L?)_ _  ] ¡m (д . _ j_  2) =  4 .
•í-*2 Х  —  2 х->2 (х —  2 )  х-ш*2

6- м и с  о л . l im 1 ни топинг.
х—2 х — 2

Бу ерда х -» -2  да махраж  0 га интилади. Теоремани куллаб  бул- 
гайди. Бироц сурат 1 га интилади. Тескари микдорнинг лимитини 
опамиз, яъни

х — 2 о п lim  ------ =  — =  0.
х->2 х — 1 1

>ундан lim  - — - =  00, чунки чексиз кичик функцияга тескари
х —2 х —  2

зункцня чексиз катта функциядир (4 -§  нинг 6-бандидаги теорема).
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4. Тенгсизликларда лимитга утиш.
4 - т е о р е м  а. Агар а  н уктан и н г бирор атроф ига тегишли 6 a j. 

ча х  лар учун y  =  f{ x )>  0 ва l i m / (х ) =  А (А — чекли сон) бул
х-*а

са, у  холда А >  0 булади.
И с б о т  и. Тескарисини фараз киламиз, А •< 0 булсин, у  холл 

| f  (х) — Л |> |Л | , яъни айирманинг модули \А \ мусбат сондан ка - 
т а  ва демак, х->-а да нолга интилмайди. Бирок, бу холда х->-а л 
у  =  f (х) функция А га интилмайди, бу эса теорема шартига зщ 
бинобарин А <  0 деган фараз зиддиятликка олиб келди. Дема> 
f(x )  >  0 булса, lim  f (х) =  А >  0 булади. Теорема исбот килиндн.

х->а
/ (х )<  0 булган хол хам шунга ухшаш исботланади.
5 - т е о р е м  а. Агар (х ) ва f2 (x ) функциянинг мос ки й м атлар  

учун fi ( x ) > f 2 (х ) тенгсизлик баж арилса, у  хрлда l im (х )>  1 im /2(.
х->а х-*а

булади.
И с б о т  и. Шартга кура Д (х) >  f., (jc), бундан /х (х ) — (х) >  С 

Олдинги теоремага кура l i m( /1(x) — /2 (х)) >  0 ;ёки [ l im f± (х) -
х-*а х-*а

— l im f 2{x)] >  0, бундан

lim  /х (х) >  lim  f2(x).
х~*а х-»а

Теорема исбот килинди.

5. Орали^ функциянинг лимити«
6- т е о р е м а .  Агар f i ( x ) ,  /, (х ) ва ф (х ) ф ункцияларнинг ль 

щ й м атл ар и  учун

f i {х) <  ф М  <  /2 (х) 

тенгсизлик баж арилса ва бунда  Н т / 1(л-) =  А, lim  f 2(x) = А  бу.
х-*а х->а

са, у  холда lim  ф (х ) =  А булади.
X—►fl

И с б о т  и. Ш артга кура П т / 1(л:) =  Л ва lim  /2 (х) =  А, дема:
дс—►с х-*а

исталган в >  0 сон учун а  нуктанинг шундай атрофи м авж удк: 
унда \fi(x) — Л | < е  тенгсизлик бажарилади. Худди шу кабл, уц. 
е > 0  учун а  нуктанинг бирор бэ1Щ а шундай атрофи м авж удк  
унда | f2 (x )— А | < е  тенгсизлик бажарилади. Бу агрзфларнинг ki 
чигида I M * ) — Л | < е  ва | f2(x) — А \ < е  тгнгсизликлар бажарил; 
ди. Булар эса ушбу тенгсизликларга тенг кучли:

— e < f 1 (x) — A <  6,
— e < / 2(x) — А < е .

Энди теорема шарти (х) <  ф (х) <  (х) га кайгиб, ул арнн уш( 
тенг кучли тенгсизликлар билан алмаштирамиз;

f i(x )  — А <  ф (х) — Л <  f2[(x) — А.
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rap бу тенгсизликларга (6 .1) тенгсизликларни кулласак , цуйидагн- 
[ оламиз:

—  е <  Д (х) — А <  ф (х) — А <  /2 ( а-)  — А <  е , 

гндан — е< !ф (х ) — булиши келиб чикади, яъни
lim  ф(х) =  А.
х-+а

горема исбот килинди.
Бу теорема функция лимитининг м авж удлик аломатини ифода-

ШДИ.^/^

S' з- у з и п и т е к ш и р и ш  у ч у н с а в о л л а р

Чексиз кмчик функциялар йнриндисп хакндаги теоремани исботланг.
Чексиз кичик функциянинг чегараланган функцияга купангмаси хакндаги 
теоремами исботланг.
Чексиз кичик функциялар купантмаси нимага интилади? Исботланг.
Чексиз кичик функциянинг нолга тенгмас лимитга эга булган чггараланган 
функцияга булинмасн нимага интилади? Исботланг.
Лнмитга эга булган функция бнлан чексиз кичик функция ораспда кандай 
боманит бор? Т\три ва тескари теоремаларни исботланг.
Купайтманинг лимит» ха^идаги теоремани исботланг.
Функциялар й и р и н д и с и н и н г  лимити хакндаги теоремани исблтланг. 
Булинманинг лимити хак,идаги теоремани исботланг.
Теигсизликларда лимитга утиш хакндаги теоремани исботланг.
Оралнк функциянинг лимити хакндаги теооемани исботланг.

. 2 11— 215, 268 — 278, 2 81— 286, 293 — 301, 306 — 312-мисолларнч ечин'.

8- § .  Биринчи ажойиб лимит

Оралнк функциянинг лимити хацидаги теоремани ушбу мухкм 
in s-iH_L =  1 лимит муносабатни келтириб чикарншга куллапмиз. Бу
♦ 0 АГ
[мит купинча биринчи ажойиб лимит деб аталади.

Т е о р е м а .  - 1П х функция А' — 0 да 1 г а  т е н г  л и м и тга  эга.
X

И с б о т  и. R  радиусли айлана оламиз, радианларда ифодаланган 
бурчак О С а 'С  у  орали^да ётади деб фараз килайлик (68- шакл) .

аклдан 
' А .

куринадики, 

<ВОЛ с е к т , юз ^  СОА юз*
1 R2

вод юз =  - O A B O - s in  x  =  - - s \ n x ,

Л  ВО А юз < '

3. Бироц,

?!_
2

ВОА сектор  юзи

Ri у А■ —~ л, l\C0A юэп

1=  -  ОА2 ■ AB =  
2

=  -  О А ■ АС =  
2

: у  tg  х . Шу сабабли тенгеизликлар 

цбу куринишни олади:
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— sin x <  — x <  —  tg  X2 2 2

sin  X < . X <  tg X.

Барча ^адларни s in  х  >  О га буламиз ^0 <  x  <C y j :

■ ^  x _  l _ sin x _  ,1 < ------ < -------- еки cos л: < ------- <  1.
sin X  COS X X

sin * функция бир хил лимит Iim cos х  =  1 ва lim  1 = 1  га эга
X д-—>0 х—>0

булган функциялар билан чегараланган. Оралиц функциянинг ли
мита ^а^идаги теоремага асосан (6-§ , 6 - теорема):

sin ж ,l im ------ =  1.
дг-»0 х

Теорема х  >  0 булган хол учун исбот килинди. Энди х  бурчак
— — < * < 0  чегараларда ётади деб фараз ^илайлик. х  =  — z (г -*■

— 0 , z > 0) алмаштириш бажариб, шакл алмаштирамиз:

sin х s iп Г— z) sin г ,lim  -------=  l im ------ ------— =  Inn------  =  1.
*_>о x г->о (— г) г-.о г 
* < 0  г > 0  г>0

Шундай килиб, формула х < .0  булган хол учун хам исбот кплин- 
ди. Шундай к^илиб, биринчи ажойиб лимит формуласи lim  JÜÜ—? =  i

Je—>o x
ни исталган (манфий ва мусбат) х  лар учун исбот к,илдик.

. sin За; 3 sin3x sin 3jc „1 - м и с о л .  l i m -------------=  Iim -------------- =  31im --------- =  3.
x->o x * -> 0  3* x-*o  3*

X X
— sin —

n  1 - 1  — cos X , .  2 s i n 2 2 , .  2 . .  ■_ X2-МПСОЛ.  l i m ------------ =  h m --------------=  l i m ---------  - l im sin _  =
дс->0 X x->0 X *->0 x  *->0 2

ёки

=  1-0 = 0 .

о i - _  t g  *  1 - s ‘n *  i- s in  X  I 1 1 13- м и с о  л . l i m —— = h m --------= l im -------- -- I im ------- =  I • I =  I .
J£-»0 X  X->0 x COS X  x->0 x x-»0 COS X

. s i n 2 x  2 - s i n  2x I 24- m  и с о л ,  l i m -------- = l im ----------- -- -------------=  — .
* - * 0 s i n 5 *  x->o 2x 5 - s i n  5x 5

5x
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9- §. Иккинчи ажойиб лимит, е сони

Монотон чегараланган кетма-кетликнинг лимити ^а^идаги теоре- 
ни ушбу мухим

/ 1 \п 
lim  ( 1 4 ----- =  е
п-,00 \ п 1

митнн келтириб чпкаришга татбиц этамиз. У  иккинчи ажойиб 
мнт деб аталади.

, | =  |( 1 +  —)" | сонли кетма-кетликни караймиз, бунда п £ N.
' ( 1 ' л1- т е о р е м а .  У мумий хади хп =  11 Н— ) булсан к е т м а -к е т -

к п—voo да  2 ва  3 орасида ё т ад и ган  л и м и тга  эга.
И с б о т  и. Исботлашда бу кетма-кетлик усувчи ва чегараланган- 

гини курсатамиз. Ньютон биноми формуласи

(а  +  b)n =  а п +  -  а " - 1 b +  ■ а п~-Ь2+
v ' 1 1-2

, п (п — 1) (п — 2) а г , - з Ьз , п ( п  — \ ) ( п — 2 ) . . . ( п  — ( п — 1)) , „
1-2-3 ' 1-2-3 . . .  п

йича кетма-кетликнинг п-хади ва ( г с + 1)->;ади учун ифодалар- 
ёзамиз:

=  ( 1 +  7 Í  = 1 +  7  ■ i  + l j T T L - ( } f  +
п ( п — I) (га — 2) _j_ | П(д — 1) (п — 2)  . . .  (п — (л — 1)) /1 Y

-2-3 \п / 1-2-3 . . .  га \ п

=  1 +  1 +  — f l  +  — ---- f l — - ) (  1 —
1 -2 \ п )  1-2-3 I, п I V га ,

Ч-------- -----------(1 — - ) ( 1  (1 — n— -| (8 . 1)
1-2-3 . . . п \  п ! \  п ' п 1 V

1
1-2 n - ; - ! , 1

Н------— | 1------- — 11 ------- — ) +  . . . +
1 - 2 - 3 V n + l ) \  n + \ )

H----------- l------------ f i — — ) f i -------- . .  ( i — — V
1-2 -3 .  . . ( n  +  1)\ и - t - l /V n - t - l j  l  /1+1/  

11' в а 7л'„+1 ни такдосласак, x n+x хад  x n дан битта мусбат к,уши-

/вчнга ортшушгини курамиз. Сунгра 1 — - —  > 1  — — , 1 —
и -f- 1 п

2-------- 2 3 3 
---------> 1  , 1 ----------- - >  1 -------- - ва хоказо, булганлиги учун

/1 + 1  п п +  1 га
шнчисидан бошлаб, хп+, даги хар бир ^ушилувчи хп даги  мос 
/шилувчидан катта. Демак, хп+]> х п, бу эса умумий х;ади х п =

= f 1 +  булган кетма-кетлик усувчи эканини билдиради.
\ п ] '
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Энди бу кетма-кетлик чегараланганлигини курсатамиз. k =  1, 2
3, . . . учун ^1— — j  <  1 эканини айтиб утамиз. У ^олда (8.1) ,фо] 

мула бундай ёзилади:

хп = (\  +  - М " <  1 +  1+  -------- Ь —  + • • -Ч---------!------' (8.
п \ п 1-2 1-2-3 1-2-3.. .п

Сунгра

< „ 4 - . ""НгТТТ" • > Т~7Г-------<  ' 1
1 - 2 - 3  2 2 1 - 2 - 3 - 4  2 3 1 - 2  . . .  га 2  « ~ 1

эканлнлигини хисобга олсак, (8.2) формулани бундай ёзиш мумкш

=  f l  +  — У  <  1 +  1 +  — +  — +  . ч— !—  =  1 +  (1 +  — -
П \ п )  2  2 2 2 " - >  М ,  2

+  - - . ' 12«“ 1

К,авсга олинган ^адлар махражи q =  ва биринчи хади 1 булга: 

геометрик прогрессия ^осил к,илади. Ш у сабабли

х„ =  11Ч------] <  1 Ч---------- - =  1 Ч" 2 =  3.
1- - ! -2

Демак, барча /г лар учун цуйидагини х р с т  циламиз:

* - = C + v ) " < 3 '

1 \п
(8 . 1) тенгликдан хп =  1̂ Ч----- J >  2 экани келиб чи^ади.

Шундай килиб, уш бу тенгсизликларни хосил кил дик:

2 <  ( 1Ч- < 3 .  (8
\ п !

Демак, умумий х;ади хп =  (̂ 1 Ч- — j булган кетма-кетлик чегаралан

ганлигини курсатдик. Шундай килиб, | j. =  ||1 Ч------j  j  кетма-кет

лик усувчи ва чегараланган, шу сабабли у  лимитга эга (2- §, 3 
банддаги теорема). Б у лимитни е харфи билан белгилаймиз, яън:

умумий хади хп =  ( Н — -  j  булган кетма-кетликнинг п-> оо дап 

лимити е сони деб аталади:

е =  lim  (1 Ч- — У* (8 .<
Л—>00 \ П J •

(8.3) тенгсизликлардан 2 < е - < 3  булиши келиб чикади. Теорем, 
исбот ^илинди.
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с — иррационал сон, унинг ^шшати вергулдан кеиинги еттита ра
зами билан ^уйидагига тенг:

е =  2 ,7182818 ____

2- т е о р е м а . (1 +  —  ̂ функция х  -*■ оо да е сонга т е н г  ли -
\ Х )

м и т га  эга:
lim  f 1+  — V =  е.

х-*оо X  J

И с б о т  и. Исботланган (8 .4) формулада п бутун мусбат к,иймат- 
ни к;абул цилиб чексизликка интилади. Энди х  бутун хамда каср 
кит:атларни к,абул килиб оо га интилсин.

1) х-*~ +  оо булсин. Унинг хар бир киймати иккита бутун м ус
бат сон орасида ётади.

п <  х <  п +  1.

К,уйидаги тенгсизликларнинг бажарилиош ]равшан:

1 1 , 1  — >  — >  -п X п-1- 1 

1 +  — >  1 +  — >  1 • 1
п X п +  1

1 \ Л- L l  / 1 \Х  / 1 \п
1+  —  > | 1  +  -  > 1+  ^п 1 \ X !  \ П-\- \j

1 \пАгар л -»- +  оо булса, у  ^олда оо. Энди|^1 +  ~  ] функцияни у 3 

ичига олган ифодаларнинг лимитларини топамиз:

lim  f 1 +  — V +1 =  lim  f l  +  —V  • f 1 +  — ) =  e -1 =  e.
П—>оо \ f l  J  n —>oo \ f l J \ f l J

lim  f l  +  — У =  lim  f H ------—  f +1 -114----- — ) 1 =  e- ( l )“ 1 =  e .
n + l j  n-»oo\ n + i )  \ n + 1 /

Лимитлар тенг. Д ем ак, орали^ функциянинг лимити хакидаги теоре- 
м ага асосан (6- §, 6- теорэма) ^уйидагига эгамиз:

lim  f 1+  — У  =  е.
X. > ) 00 \ X

2) х-*- — оо булсин. Янги х =  — ( ¿ +  1) узгарувчи киритамиз. 
х - * -  —  оо да ¿ ->  +  00 . Бундай ёзиш мумкин:

lim  ( 1+  — У  =  lim  f l --------Ц - ('+,) =  П т  l - L - Г » "  =
Х—>—оо \ X J >-{-ао \ t 1 / /—>—f- 00 \<+ 1/

=  lim  f£±±Y+l =  И т  f 1+  — У+1=  lim  f 1+  i - Y . f ! +  ± )  = e .  
,_> + 00 \ t J  t^ + OO V t J  t -  +  OO V t  ! \ t  )

Шундай к;илиб, lim  f 1 +  -M  =  e эканлигини иеботладик. Бу тен г- 
Х-+0О V X 1
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л и кд а— = а  деб олсак, у  холда х - уоо да а ->-0 (а ф О )  га эга- 
х J_

ыиз ва lim  ( l + c c ) “ = е  булиши келиб чицади.
а-*0

_ п  \  3

1- м и с о л .  Iim | 1+ — ') =  lim  [ (1 +

3- м и с о л . Iim ( 1----- - f  =  lim  ¡I 1 +  —— ) ” ) * =  e^ 1 =
Jt-мо \ X ¡  x  —юо \\ —■ x  e

/x+3 i
4 - м и с о л .  l im

! 3 y  / 3 \ -
m +  — • h + -

=  I i m  x ¡  ' x !Jim
y—*oo (■-тГС'-т)’

10- §. Натурал логарифмлар

¿Математикада асоси е =  2 , 7 1 . . .  булган натурал логарифмлар 
катта ахамиятга эга. Улар 1пЛ; билан белгиланади. Шундай килиб,

In// =  log^yV.
Бир асосли логарифмдан бошка асослн логарифмга ушбу форму

ла ёрдамида утилади:

legb N = ' - ^ .  
loga Ь

Бу ерда —¡—  купайтувчи а  асосдан b асосга утиш (утказиш ) мо-
1̂ §д ^

дули деб аталади. Натурал логарифмлардан унли логарифмларга ва 
аксинча утиш формулалари бундай булади:

in N  =  ' U L t ig N = \n * _ t
l g e In 10

бу ерда - í — =  2,30258 . , —-—  =  0,43429 . . . утиш модули, 
l g е In 10

Шундай цилиб, In N »  2 ,30261g N, \gN ж  0 ,4343 InW.
Сонли хисоблашларда унли логарифмлар цулай, харфий алмаш- 

тиришларда эса натурал логарифмлар цулланилганда купчилик фор- 
мулалар соддалашади.
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Ми со  л. In 32,94 ни ^исобланг.
Формулага кура 1п32,94 «  lg  32 ,94 -2 ,3026 . Унли [логарифмлар 

садвалидан lg 3 2 , 9 4 »  1,5177 ни топамиз. Д ем ак , In 32,94»#  
а  1 ,5177-2,3026 « 3 , 4 9 4 7 .

У 3-J' э и н и т е к ш и р и ш у ч у н с а в о л л а р

. Оралиц функциянинг лимити хацидаги теоремани айтиб беринг. 
sin х

. lim ------- =  1 формулани исботланг.
х-»о х

. Кетма-кетлик лимитининг мавжудлиги ^ацидаги теоремани айтиб беринг.

/ 1 \п. lim 1 +  —  = е формулани исботланг.
77—ЮО \ П I

I 1 \х. lim  1 +  — =  е формулани исботланг.
X—>оо V X J

. К,андай логарифмлар системаси нагурал логарифмлар деб аталади? Натурал 
системадан унли системага ва аксинча цандай утилади?

. 314—324, 351-361- млсалаларни ечинг.

11-§.  Чексиз кичик функцияларни таэдослаш

Келгусида а  ва ß ни ’ умумий аргументлари бир хил лимитга 
[нтиладиган чексиз кичик функциялар деб туш унамиз. Иккита чек- 
из кичик а  ва ß функцияни таццослаш учун улар нисбатининг 
[имитини топиш лозим. Бунда бир нгча ^ол булиши мумкин.

1. Чексиз кичик функциянинг тартиби. а) агар lim  = 0  бул-

:а, а  функция ß функцияга нисбатан юкори тартибли чексиз кичик 
функция дейилади. Бу ерда а  нолга ß га  Караганда тезрок; инти- 
шди деб айтилади.

1 - м и с о л .  а  =  х 3, ß =  х  ва 0 булсин. Топамиз:
lim  х3 =  0 , lim  х =  0 .
х->0

сс/ х;олда l i m — = l i m  —  = Пт д :2 =  0. Б у эса а  =  х 3 функция ß = x
ß х—>0 X х—>0

[зункцияга Караганда юкори тартибли чексиз кичик функция эканини 
5илдиради.

б) агар lim  —  =  оо булса, а  функция ß га нисбатан ^уйи тар- 
ß

гибли чексиз кичик функция дейилади.
2 - ми  со л. а  =  х , ß =  х 3 ва л -»-0  булсин. У  ^олда l i m — -

ß
X 1= l i m — = l i m — = o o . Бу а  =  x  функция ß =  x 2 функцияга к.а-

.*-►0 х3 д:-*0 X2
эаганда к,уйи тартибли чексиз кичик функция эканини билдиради.

Куриб чикдлган а) ва б) холлардан келиб чи^адики, агар а  функ- 
дия ß функцияга Караганда говори тартибли чексиз кичик функция 
Зулса, у  холда ß функция а  функцияга Караганда куйи тартибли
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чексиз кичик функция булади, яъни агар lim  — =  0 булса, у  хол-
(3

i- ß да lim  —  = 00.
а

в) Агар lim  —  =  Л ¥= 0 ва Л чекли сон булса, у холда а  ва ß бир 
Р

хил тартибли чексиз кичик функциялар дейилади.
3 - м и с о л .  a  =  sin 5х, ß =  х  ва х-> -0  булспн. Равшанки, 

lim  sin ox =  0, lim  а '=  0, у  холда
*->0 г-И)

s in 5х j .  5  s in э х  гп т  --------= п т -------------- =  5.
x->U X *->0 5л

Демак, сс ва ß бир хил тартибли чексиз кичик функциялардир.
2. «о» ва «О» белгилари. Чексиз кичик функцияларни такдослаш- 

да  «о» ва «О» белгиларидан фойдаланилади. «о» белги юкори- 
рон; тартибли чексиз кичик функцияни белгилаш учун хизмат кила- 
ди. Агар а  чексиз кичик функция ß чексиз кичик функцияга 
нисбатан юкорирок тартибли булса, у  холда бу бундай ёзилади: а  =  
=  o(ß).

Шу параграфдаги 1-мисолда л;-» -0  да a  =  х3 функция ß =л г г а  
Караганда юкориро^ тартибли чексиз кичик функция, шу сабабли 
бундай ёзиш мумкин: х 3 =  о (х ).

«О» белги бир хил тартибли чексиз кичик функцияларни бел
гилаш учун хизмат килади. а  чексиз кичик функция ß чексиз ки
чик функция билан бир хил тартибли булса, бундай ёзилади: а  =  
=  О (ß ). Шу параграфдаги 3 - мисолда х -> 0  да ос =  sin 5х  функция 
ß =  х билаи бир хил тартибли чексиз кичик функция, шу сабабли 
бундай ёзиш мумкин: sin 5л; =  О (х).

12-§. Эквивалент чексиз кичик функциялар
Агар а  ва ß бир хил тартибли чексиз кичик функциялар, шу 

билан бирга lim  =  1 булса, у  холда улар эквивалент деб атала- 
р

ди. Эквивалент a  ва ß чексиз кичик функциялар учун а  — ß белги
лаш кабул ^илинган.

1- м и со  л . а: -»-0 да  sin л : —  х , чунки lim -sin х =  1.
х->0 *

2- м и с о л .  X-+Q да  t g лг — х, чунки lim -^ -^  =  1.
лг̂ О X

3 - м и с о л .  х -* -0  да l n (1 +  я ) ~ я ,  чунки 

lim  =  Hm ln (1 +  х) =  ln е =  1.
х-̂  0 X jf-̂ 0

хг
4-м-исо л. а:-»-0 да 1 — cosa:---- , чунки

2
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I . Эквивалентлик шарти. Иккита чексиз кичик функция экви- 
залентлигининг содда белгиси м авж уд .

1- т е о р е м а ,  а  ва ß чексиз кичик функциялар экви валент бу- 
гиши учун бу функциялар бир-биридан т а р т и б и  уларнинг хар  
Зирининг тар ти б и д ан  юкррирок булган чексиз кичик функцияга 
рарк щлиши зарур ва етарлидир.

И с б о т  и. а  — ß айирмани у  оркали белгилаймиз. у  =  а  — ß 
чексиз кичик функциядир.

З а р у р л и г и :  a~ ~ ß булсин, у  ни а  ва ß билан таккослаймиз:

lim  — = l i m а ~   ̂■ = l i m  II — — ) =  1 — l im —  =  1 — 1 =  0 ,
а  а  ' с>. } сс

l im = l i m  = l i m I —------1 I = l i m  —------- 1 =  1 — 1 = 0,
ß ß l  ß !  ß

i • ci i • ß iчунки lim  —  = l i m  —  =  1.
ß «

Бундай цилиб, lim  — =  0 ва lim  —  =  0, демак, 7 =  а  — ß функция 
а  ß

х ва ß га Караганда юкориро^ тартибли чексиз кичик функциядир.
Е т а р л и л и г и :  у  функция а  ва ß га нисбатан ю^орирок тар- 

гибли чексиз кичик функция булсин, яъни

l i m—  = 0  ва l i m — =  0 .
а  ß

^лмаштириш бажарамиз:

lim  — = l i m  а ~   ̂ =  1 im / 1 -----— )=  1 — l i m — ,
«  а  \ а  ;  а

бундан
1 — lim —  =  0 ва lim  —  =  1

а  <х
ёки

lim  = lim  а ~&  =  lim  ( —----- 1 I = l i m  —------1,
ß ß ' ß / ß

бундан
lim —  — 1 = 0  ва l i m—  =  1. 

ß ß 
Шундай килиб, а  — ß. Теорема исбэт килинди.

Амалиётдаги купчилик масалаларда шу теорэма муносабати билан 
чексиз кичик функцияларни уларга эквивалент чексиз кичик функ
циялар билан алмаштириш мумкин, яъни а «  ß (тацрибан тенг) деб 
хисоблаш мумкин. Та^рибий хисоблашларда бундан кенг фойдала- 
нилади. Масалан, кичик х  ларда (х->- 0 да) ушбу такрибий тенглик- 
ларни турри деб хисоблаш мумкин:



s i n * « * ,  t g X Ä * ,  1п (1 -\ -х )я1х  ва х;оказо.
2. Лимитларни ^исоблашда чексиз кичик функцияларни экви 

валент чексиз кичик функциялар билан алмаштириш. Лимитларш 
хиссблашда ушбу теоремадан фойдаланилади.

2 - т е о р е м а .  И к к и т а  чексиз кичик функция нисбатининг ли 
м и ти  уларга эквивалент чексиз кичик функциялар нисбатинин, 
лим итига т ен г .

И с б о т и .  а ,  ß — чексиз кичик функциялар ва а  — a lt ß — ß
булсин, —  нисбатнинг лимитини топамиз:

3 Р

!• ®  1 • ^  а 1 ßl  | .  ОС G£. «• ß i  1 - а .lim  — = l i m  —  . —  . —  =I i m —  - l im —  ■ lim — =  l im , 
ß v .!  ß i  ß a i  ß i  ß ß i

чупки lim  — =  l , l i m  —  =  1. Шундай килиб, l i m - 2 - = l i m ^ - .
a  i ß  ß  ß i

Теорема исбот килинди.

rj i . sin 3 х < ■_ 3 x n8- м и с о л .  l im --------=  l im — =  3.
*->Ü X  Л-.0 x

A I —cos2a: 2(s in i) !  .. 2a:2 2 i- r>9--m  и с о л. lim  ------------  =  l im ------------ =  lim  —  =  — lim  x =  U
x—o t g 3 x  x *0 lg  Зх х->оЗд: 3 л->о

in  i ■ ln (I +  2 ж) 2x . .  110- м и с о л .  l im —-— !-------- =  lim  ----------=  lim  — =  oo.
л->и s in 2 2jc *-»0 (2 je)2 x-»o 2a:

13-§ .  Функциянинг узлуксизлиги

1. Аргумент ва  функциянинг орпирмалари. у  =  / (х) функци 
(а , Ь) интервалда аникланган булсин. Ихтиёрий х0 £ (а, Ь) ну^тан 
оламиз, унга функииянинг у 0 =  / (х0) киймати мос келади (69- шакл 
Бсшка х £ (а , Ь) нуктани оламиз, унга функциянинг y =  f(x )  киймг 
ти мос келади. х  — х0 айирма х аргументнинг х0 нуктадаги орт 
т и р м а с и дейилади ва А х  билан белгиланади. f (х) — f  (х0) айирм 
/ функциянинг аргумент орттирмасн А х  га мос орттирмаси дейил;

ди ва А у  билан белгиланади. Шуь 
у д дай к,илиб, А х  =  х — х0, А у =  f (* )-

— f ( x 0). Бумдан х  =  х 0 +  Д х , 
tj4(x) холда

A y  =  f ( x 0 +  A x) — f{x0).

А х  ва Ау орттирмаларни эгри 4i
----- * зик буйлаб харакатланаётган нукп

координаталарининг узгариши де 
69- шакл. атллади.

С a *
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2. Функциянинг ну^тадаги  
узлуксизлиги.

I - т а ъ р и ф. Агар у  =  f (x )  
функция х0 нуктада ва унинг 
атрофида аникланган булиб,

lim f(x ) =  f ( x 0), ( 12 . 1)
.v - > .t„

яъни функциянинг х0 нуктада- 
ги лим.ити унинг шу нукта- 
даги к^г-матига тенг булса, 
у  =  f  (х) функция хп н у к т а д а  
узлуксиз  деб аталадц. Бу таъриф ушбу таърифга тенг кучли.

2- т а  ър иф. Агар у  =  f (х) функция х0 нуктада ва унинг атрофи
да аникланган булиб, исталган е > 0  учун шундай б > 0  мавжуд 
булсаки, \х — х0 1 < б  шартни капоатлантпрадиган исталган х учун

\ f ( x ) - [ ( x 0) \ < e  ( 12 .2 )

тенгсизлик турри булса, у  =/ (х) функция х 0 н у к т а д а  узлуксиз деб 
аталади.

Агар (12.2) тенгсизликни цуйидаги
lim [/ (* )— / (*0)j =  О
Х-+Х9

куринишда ёзсак, ундан lim  f (х) =  f (х0) келиб чикади. Шундай кп-
х - * х 0

либ, 1- таъриф ушбу таърифга тенг кучли. Куйидаги таъриф хам 
юкоридагиларига тенг кучлидир.

3 - т а ъ р и ф .  Агар у  =  f  (х) функция хп нуктада ва унинг атро
фида аникланган булиб, аргументнинг чексиз кичик орттирмасига 
функциянинг чексиз кичик орттирмасн мос келса, яъни

lim  А у  =  0 (12.3)
Дд:-+0

булса, функция х0 н у к т а д а  узлуксиз денилади. 70- шаклда функция 
х0 нуктада узлуксиз, чунки (12.3) шарт бажарнлади, 71-ш зклда эса 
функция х0 нуктада узлуксиз эмас, чунки бу шарт бажарилмаган.

1- м и с о л .  у  =  х- функция хп =  1 нуктада узлукснзлигини кур- 
сатинг. Бу функция барча ха^и^ий сонлар учун аникланган. А у  ни 
тузамиз:

A y  =  [ ( x 0 +  A x ) - f ( x 0) =  ( l + А х у - - Г -  =
=  1 +  2 А х +  (Ал:)2 — 1 =  2 А х  +  (Ах)2.

Демак, l im Ay =  l i m ( 2 Ал: +  (Ах)2) =  0. Шундай килиб, l im Аг/ =
Д * - » 0  А х-> 0 А х -*  О

=  0 , демак, у  =  х - функция х0 =  1 нуктада узлуксиз, 1- таъриф ва
(12.1) формулага ^айтайлик. Функциянинг пу^тадаги биртомонлама 
лимитлари узаро тенг булганда, яъни

lim /  (х) =  / (а'0 — 0) =  / (х0 +  0)
Х - > Х в
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да ва фацат шундагина функ- 
циянннг лимита мавжудлиги 
маълум. Шу сабабли 1-таъ- 
риф цуйидаги таърифга тенг 
кучли.

4 - т а ъ р и ф .  Функциянинг 
чап ва унг лимцтлари х0 да 
мавжуд еа узаро тенг булса, 
У — / W  функция х0 н ук т ад а  
узлуксиз деб аталади. Бу таъ- 
рифдан куринадики:

1) / (х) функция х0 нуктада ва унинг атрофида аникланган,
2 ) бир томонлама лимитлар мавжуд ва улар узаро тенг:

/ К  — 0 ) =  /(х0 +  0);
3) бу умумий лимит функциянинг х0 ну^тадаги лимитига тенг. 

Яна (12.1) таърифга кайтамиз ва уни бундай цайта ёзамиз:]
l im/(x) - / Пim jc\.
х->х0 \ X— )

Ушбу даъво бунинг иатижасидир.
Агар функция ха нуктада узлуксиз булса, у  холда бу нуктада 

лимит ва функция белгиларин инг уринларини алмаштириш мумкин.
2 - м и со л. lim  ln (х2 +  1) =  ln lim  (х2 +  1) =  ln 2 .

х->1 л-П

3. Бир томонлама узлуксизлик.
5- т а ъ р и ф. Агар у  =  / (х) функция (а , дг0] ораликда аниклаи- 

ган ва lim  f  (х) =  / (х0) булса, бу функция х0 нуктада чапдан уз-

луксиз деб аталади (71-ш акл).
6 - т а ъ р и ф .  Агар y  =  f(x ) функция [х0, Ь) ораликда аникланган 

в а Н т  f (x ) =  f ( x 0) булса, у холда бу функция х0 нуктада унгдан

узлуксиз  деб аталади.
У  з-у э и и и т е к  ш и р и ш у ч у н  с а в о л л а р

1. Иккита чексиз кичик фупкцияни таккослаш нимадан иборат?
2. Чексиз кичик функцияларни такцослашда «о» ва «О» белгиларидан кандай 

фойдаланилади?
3. К,айси холда бир чексиз кичик функция иккинчи чексиз кичик функциядан юко- 

рироц тартибли чексиз кичик буладь. К,уйнрок тартибли чексиз кичик булади?
4. К,айси холда иккита чексиз кичик функция эквивалент булади?
5. Иккита чексиз кичик функция эквивалентлигипинг зарурий ва етарли ало.ча- 

тини келтиринг.
6. Эквивалент чексиз кичик мицдорларга мисоллар келтиринг.
7. Лимитни хисоблашда эквивалент чексиз кичик функциялардан кандай фойда- 

ланилади? Тегишли теоремани исботланг.
8. y  =  f (x )  функциянинг х0 нуцтада узлуксиэлиги таърифнии келтиринг ва ге о 

метрик талкин этинг.
9. Узлуксиз функция учун лимитга утиш цоидаси нимадан иборат?
1Ü. у  =  f (х) функциянинг х0 нуктада чапдан ва унгдан узлуксиэлиги таърифла- 

рнни айтиб беринг.
11. 325—335, 345—350, 363—378, 221, 323, 224- масалаларни ечннг.

152



1. Й и р и н д и н и н г  узлуксизлиги.
1 - т е о р е м а .  Агар f (х) ва ф { х )  функциялар х0 н у к т а д а  узлук-  

J.3 булса, у  холда / (х) ±  ф (х) функция хам  х 0 н у к т а д а  узлуксиз  
ункциядир.

И с б о т  и. / (х) ва ф (х) функциялар х0 нуктада узлуксизбулган -  
кгц учун l im /(х) =  /(х0) ва l im ф(х) =  ф(х0) булади.  / ( х ) ± ф ( х )

-V—►ДГо Х-*Х0
ункция лимитини топамиз:

l im[/ (x )  ± ф ( х ) ] =  l i m / (х) ±  П т ф ( х )  =  /(х0) ± Ф  (х0).
X > •* о X—>Х0 А'—* А

Шундай килиб, l im [/(х) ±  ф (х)| =  / (х0) ±  ф (х0). Демак ,  / (х) ±
А—>Х.

;  Ф (х) функция х0 нуктада узлуксиздир.
2. Купайтманинг узлуксизлиги.
2 - т е о р е м а .  Агар /(х) ва ф (х) функциялар х0 н у к т а д а  узл ук-  

из булса, у  %олда /(х)-ф(х) к у п ай т м а  хам  хн н у к т а д а  узлуксиз 
уш:циядир.

И с б о т  и. f (х) ва ф(х) функцнялар х0 нуктада узлуксиз бул-  
ннлнги учуп:

l im / (х) =  f (х0) ва l im ф(х) =  ф (х0).
X—>А„ Х-->А'д

у  функциялар купайтмасининг лимитини топамиз:
1 im / (х) • ф (х) =  1 im / (х) ■ I im ф (х) =  / (х0) • ф (х0).

Х~*Xq х —*х0

'емак, /(х)-ф(х) функция хп нуктада узлуксиз функциядир.

3. Булинманинг узлуксизлиги.
3 - т е о р е м а .  Агар [ (х) ва  ф(х) функциялар х0 н у к т а д а  узлук-

f (х)
13 булиб, ф (х0) Ф  О булса, у  холда уларнинг булинмаси .\ам

ф(дг)
j н у к т а д а  узлуксиз ф ункциядир.

И с б о т п .  /(х) ва ф(х) функциялар х„ нуктада  узлуксиз  булгап- 
нгн учун l im/(x)  =  /(х0) ва П т ф (х )  =  ф(х0) Ф  0. Бу функциялар

уликмасининг лимитини топамиз:
lim  f (х)

h m f (x )  _ х ^ х! К ) f(x„)

14 -  §. Н уцгада узлуксиз ф ункцияларнинг хоссалари

l im  Ф(дс) Ф Ы
А'—+А‘о

, емак,  функция х0 нуктада узлуксиздир.
Ф (*)

4. М ураккаб функциянинг лимити ва  узлуксизлиги. Ушбу тео-

гма уринли булиб, биз уни исботсиз келтирамиз.
4 - т е о р е м а .  Агар П т ф (х )  =  г/0 ва l im  ¡ ( у )  лиишплар м авж уд

Х">Х, У -*У а
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булса, у  холда х0 н щ т а д а , /[ф(Х)] м ураккаб  функция м авж уд , шу 
билан б ирга

Um f l  cp ^)| =  lim / (/у).
х—*х0 У—*Уц

Бу теорема лимитларни х  \’згарувчидап янги у  узгарувчига утнб хн- 
соблаш имконини беради.

5 - т е  о р е м а .  Агар у  =  ср(.г) функция х п н у к т а д а  узлуксиз, шу 
билан бирга (р(х0) =  у п булиб, f  (у) эса у 0 н ук т ад а  узлуксиз ф унк
ция булса, у  холда /[ф(*)] м ураккаб  функция х0 н у к т ад а  узлук- 
сиздир.

И с б о т и .  f  (у) функция у 0 нуктада узлуксиз булганлиги учун 
функция узлуксизлигининг 2 - таърифига кура исталган е > 0  учун 
шундай т] >  0 мавжудкн, | у  — 1/0 ]< г| шартни капоатлантираднган 
барча у  лар учун

[/ (у) / (í/o) I < е
тенгсизлик баж?.рилади. Бирок, у - - = ср(х)  функция хам хп нуктада 
узлуксиз, бинобарин, кандан т| >  0 сои берилган булмасин, шундай 
ö >  0 мавжудки, ! х — x0 ¡ <  Ô шартни цаноатлантирадиган исталган 
х  учун I ф (х) — ср (х0) i <_ г) тенгсизлик бажарилади. Булардан келиб 
чикддики, кандай е >  0 берилган булмасин, шундай Ô >  0 мавжуд
ки, \х — х0 1 <  ô шартни каноатлантирадиган исталган х учун | ф (.y) — 
—ф(*0) | < т| ёки \у — у 0 1 <  11 тенгсизлик бажарилпши билан ушбу 
тенгсизлик хам бажарилади:

IÍ (У) -  Í (У0) \ < е
ёки

l / l v W J —/ (Ф W 1 1 < е-
Бу эса /[ф(х)] мураккаб функция х0 нуктада узлуксиз эканини бил- 
диради. Теорема исбот килинди.

Э с л а т м а .  Мураккаб функция узлуксиз булган холда лимит ва 
функция белгиларининг уринларини алмаштириш мумкип, яыш

lim /[ф(х>] =  / [П т ф(jc)J.
х-+х0 х-*х0

5. Асосий глементар функцияларнинг узлуксизлиги.
6 - т е о р е м а .  Асосий элвментар функциялар узлари ан щ л ан -  

ган  барча н уц тал ар д а  узлуксиздир.
Мисол сифатида у  =  sin л: функция узи ани^ланган харбир х £ R  

нуктада узлуксизлигини курсатамиз.
х 0 ну^тани белгилаймиз ва А у  орттирмани тузамиз:

А У =  / (*о +  А*) — / (*о) =  sin (*0 +  А х) — sin х0 =  2 cos (х0 +

Хосил килинган функциянинг орттирмасини бахолаймиз:
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¡AiM< 2
. Ах 

s in  —
2 < Д х ,  чунки кичик бурчаклар учун sin  а С а

пгсизлик нсбогланган эди. Энди лимитга утамиз: l im  А у  =  0.
Длг-̂ 0

емак (н уктада  у зл уксн зл и кн и н г  учинчи таърифига к у р а ) ,  s in  л: 
нкцня х0 н у к т а д а  у зл у к си з .  Бирок х0 сон турри  чизирининг 

т ал ган  нуктаси , д е м а к ,  у  =  sin.v ф ункция сонлар  у^ининг истал -  
н нуктаси да  у зл у к си зд и р .

6. Элементар функцияларнинг узлуксизлиги. Бу параграфнинг
— 5 - бандларидаги барча теоремаларни хисобга олсак, ушбу тео- 
емани таърифлаш мумкин.

7 - т е о р е м а .  Барча элементар ф ункциялар узларининг анщ~  
ани:и сохаларида узлуксиздирлар.

7. Ишора туррунлиги.
8 - т е о р е м а .  Агар у =  f (х) функция х0 н у к т ад а  узлуксиз бул-

1, у  холда бу н уктан и н г шундай  б > 0  атроф и м авж удки , ун да  
/ функция х0 н ук тад аги  ишорасини са^лайди.

И с б о т и .  у  =  / (х) функция а'0 нуктада узлуксиз шу билан бир- 
I ¡  (хп) >  0 булсин. Функциянинг х0 нуктада узлуксизлигндан келиб 
[каднки, исталган в > 0  учун шундай б > 0  мавжудки, х0 нукта- 
шг 6 атрофига тегишли барча ну^талар учун \}(х )— /(х0)|<Се 
игсизлик бажарилади. Уни тенг кучли тенгсизликларга алмашти- 
|.миз: —е <  / (х) — / (х0) <  + е ёки / (,r0) — Е <  f (х) < /  (х0) + в . [  (хп) >  
»0  булгани учун /(л:о) +  е > 0  буладн. е > 0  шундай кичик бул- 
шкн, f (хп) — е > 0  булсин. У холда f (х) иккита мусбат сон ора- 
!да булади, бу эса х0 нуктанинг б атрофига тегишли барча х  
зрда / (* )>  0 булншини билдиради.

/(.г) < 0  булган холни хам шунга ухшаш исботлаш мумкин. 
еорема исбот килинди.

1 5 -§ . Узилиш ну^талари ва  уларнинг турлари

1- т а ъ р и ф .  Агар х0 нуктада у  =  [  (х) функции учун цуйидаги 
артлардан камида биттаси бажарилса, х0 нуцта ¡'(х ) функциянинг 
зилши н уктаси , функциянинг узи эса узлукли  функция деб ата- 
ади:

1) функция .г0 нуктада ани^ланмаган;
2) функция х0 нуктада ани^ланган, лекин /(*„ — 0) ва ¡ ( х 0 +  0) 

Ф томонлама лимитлардан камида бири мавжуд эмас;
3) функция х0 нуктада аншутангап, бир томонлама лимитлар 

авжуд, лекин узаро тенг эмас;
4) функция х0 нуктада ани^ланган, б;П том^пама лимитлар 

авжуд ва узаро тенг, лзкии улар функшпнлнг бу нуктадаги 1̂ ий- 
атига тенг эмас: [  (х0 — 0) =  [  (х0 +  0) Ф  [  (х0).

Уч турдаги узилиш нукталари фарк к,илинади.
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1. Й укотиладиган (четлатиладиган) узилиш.
2 - т а ъ р и ф. х 0 ну к/гада у  =  f (х) функция аникланмаган, бгрок 

бир томонлама лимитлар мавжуд ва уэаро тепг, яъни f {хп — 0) =  
=  /(хо +  0) булса, х0 нукта йукотиладиган узилиш. н уктаси  деб 
аталади.

Бу ну^танинг бундай аталишига сабаб шуки функииянинг бу 
нуктадаги киймати сифатида бир томонлама лимитларнинг киймат- 
ларинн оладпгап булсак, биз гуё функиияни шу нуктада янгидан 
аниклаб, узилиш ни йукртамиз.

1 - ми  с о л. а'0 =  0 ну^та / (х) =  функииянинг узилиш HVK-
х

тасидир.

Бирок;, lim ü liji. =  1 ва lim ?-п * =  1. яъни /(— 0) =  /( +  0)
*->-{-0 X х->—0 х

бир томонлама лимитлар мавжуд ва узаро тенг, аммо / (х) мав
ж уд  эмас, демак, ,г0 йукотиладиган узилиш нуктаси, / (0) =  / (— 0) = 
=  / ( + 0 ) =  1 деб оламиз. Шу билан узилиш нуктасини йукртамиз 
(72- шакл).

2. Биринчи тур  узилиш нуктаси .
3 - т а ъ р и ф .  Агар цЬункиия х 0 нуктада ани^лангзн ёки аниклан- 

маган, лекин бир томонлама лимитлар мавжуд ва угаро тенг бул- 
маса, яъни f ( x 0 — 0 ) ^  / (г0 +  0) булса, бу нукта биринчи т у р  
узилиш н у к т а с и  деб  аталлди. h =  / (x0 - f  0 ) — f (x n — 0 ) сони функ- 
циянииг х0 нуктадаги сакраши деб аталади (73- шакл).

I х  I2 - м и с о л. / (х) =  1 функция х =  0 нуктада аншутанмаган.
X

I х\ 4 -  X
/ (+  0) =  lim ■—- =  lim  —— =  1 ,

X 0 X

f  (— 0) =  lim —̂1 =  lim —-  =  — 1 ,
x-»— 0 X x - » —0 X

яъьи / (+  0 ) Ф  f (— 0 ) ва h =  1 — (— 1) =  2 .

72- шакл. 73- шакл.
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7 4 - шакл. 75 -ш акл .

,емак х0 — биринчи тур узилиш ну^таси (74- шакл).

3. Иккинчи тур узилиш ну^таси .
4 - т а ъ р и ф .  Агар х0 нуктада бир томонлама лнмиглардан ками- 

а бири мавжуд эмас ёки чексизликка тенг булса, х0 нукта иккин- 
и т у р  узилиш н уктаси  деб аталади.

_i_
X _ 1

3- м и с о л . / ( х )  = 2  функция х = \  нуктада м авж уд эмас (75- 
ыкл):

_i_

/ ( 1  — 0)  =  l i m  2 * _ I  =  2 ~  °° =  О,
лг—1.1—О

J ___

/(1 +  0 ) =  lim  2Х ~ ' = 2 “  = оо .
лг—*-1 -4-0

Хемак, х =  1 — иккинчи тур узилиш нуктаси.

76- шакл.
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4- ми сол .  /(л) =  s in— функцня х =  0 нуктада аншугаммзган
X

(76-ш акл). / ( ± 0 )  =  l im sin —  тайип лимитга эга эмлс, демак,
*->+о х

х  =  0 — иккинчи тур узнлиш ну^таси.

1 6 -§ . К есмада узлуксиз функцияларнинг хоссалари

1- т а ъ р и ф .  у  =  / (х) функция (а, Ь) оралицнинг хар бир нук;- 
тасида узлуксиз булса, у бу орал и ̂ д а узлуксиз функция деб ата- 
лади.

2 - т а ъ  риф. I/ =  / (дг) функция \а, Ь] кесманннг барча ичкн нук- 
таларида узлуксиз ва унинг охирларида бир томонлама узлуксиз 
булса, бу функция шу кесмада узлуксиз деб аталади.

Кесмада узлуксиз функцияларнинг баъзи хоссаларини исботснз 
келтирамиз.

1. Функциянинг чегараланганлиги ^ацидаги теорема. Агар у = [(х )  
функция [а , Ь] кесмада узлуксиз булса, у  шу кесмада чегаралан- 
ган  функциядир, яъни шундай узгарм ас чекли т ,  М  сонлар 
м авж удки , барча х£ \а,Ь ] цийматлар учун т  <  / (х ) <  М тен г-  
сизликлар уринли.

Агар интервал ёки ярим интервал олинадиган булса хосса тутри
булмаслиги мумкин. Масалан, / (х) =  — функция (0 , 1) ёки (0 , 1] да 

узлуксиз, биро^ чегараланмаган, чунки хар кандай М  >  0 сон ол- 

майлик, шундай кичик х  топиш мумкинки, — > М  булади.
X

2. Функциянинг эиг кичик ва энг ка тта  кийматининг м авж уд- 
лиги ^акидаги теорема. Агар у  =  / (х ) ф ункция [я, Ь] кесмада у з 
луксиз булса, у  холда у  бу кесмада узининг энг кичик ва энг 
к а т т а  ц ийм атига эршиади, яъни шундай хх, х 2 £ [а , Ь] м авж уд ки , 
барча х£ [а,Ь\ учун  / (л^) >  / (х) ва / (х ,) <  / (х) тенгсизликлар  
уринли булади.

о X

77- шакл. 78- шакл
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79- шакл. 80- шакл.

77- шаклда л- (5 [а. Ь\ учун /(*>)< /(*) ва /(6) >  /(*). ¡(Ь ) функ- 
иянинг кесмадаги энг кагта, /’ (г 2) эса энг кичик ^иймати.

Агар интервал ёкн ярим интервал слинса, хосса тугри булмас- 
нги мумкин. Масалап, л: 6 (0 , 1) учун / (х) =  х  узлуксиз, лекин энг 
мчик ва энг кагта юмматларни курсатиш мумкин эмас ( 7 8 - шакл).

3. Орали^ ^иймат ^ак,идаги теорема. Агар у  =  ! ( х )  ф ункция  
: ,Ь] кесмада узлуксиз б ]л и э , шу билан бирга т  ва М  лар  
функциянинг \а,Ь\ даги энг кичик ва энг к а т т а  к и й м а т л а р и  
улса, у  холда функция илу кесмада т  ва М. орасидаги барча ора- 
ик кийматларни кабул килади, яъни т  <С Ц <С И ш а р т н и  цано- 
тл ан ти р ад и ган  и стал ган  р, сон учун кам ида б и п т а  х =  с 6 [а, Ь] 
гундай н у к т а  м азж удки , унингучун  / (с )  =  ¡д, т гн гл и к  т ц гр и  бу- 
:ади (7 9 -шакл).

Бу хоссани, соддарз:<; бунцал и^одпа'ц мумкин: х аргумент их- 
иёрпи ораликда узглрганда, узлуксиз /(*) функциянинг ^абул этган 
;ийматлари бирзрта орали^ни туташ тулдиради. 7 9 - шаклда /(с^ =  
= ¡1 , /(с2) =  а  булган иккита ва с2 пук;та мазжуд.

4. Функциянинг нолга айланиши ^а^идаги теорема. Агар у  =  
= [ ( х )  функция [а,Ь\ кесмада узлуксиз ва ке :чан и н г охирЛарина 
пурли и'иорали киймаплаони каоул цилса, у холда [а ,Ь | к г с м г )а  
;амида б и т т а  ш ундай н у ^ т а  м азж удки , бу н у^ тад а  функция- 
ш н ■; циймати нолга т е н г  булади.

8 0 -шаклда [{ Ь )>  0 , / ( а )<  0 ва х и х ,, л-3 ну^таларда график 
~)х у^инн кесиб угади, демак, /(^1) =  0 , /(х_,)=:0 , /(.<3) =  0 .

У з-у з и н н т е к ш и р и ш у ч у н  с а в о л л а р

I. Узлуксиз функция лар устида арифметик амалтар хацидагн теоремаларни. 
таьрнфланг ва нсботланг.

!. Узлуксиз фупкциялардан тузилган мураккаб функциянинг узлуксизлиги >;а^и- 
даги теоремани таърифллцг ва исЗотлэнг.
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3. Асосин элементар функцияларнинг узлуксиэлиги ^акида иима дейиш V) 
кин? Элементар функциялар хакида-чн?

4. У злуксиз функция ишорасининг туррунлиги хацидаги теоремани таърифла 
ва исботланг.

5. Кесмада узлуксиз функцияларнинг хоссаларини таърифлаб беринг.
6. Функциянинг узилиш ну^таси деб нимага айтилади?
7. Йу^отиладнган узилиш ну^таси деб нимага айтилади? Мисол келтиринг.

8. Биринчи тур  узилиш нуктаси деб нимага айтилади? Мисол келтиринг.

9. Иккинчи тур узилиш нуктаси деб нимага айтилади? Мисол келтнринг.

10. 225—239- масалаларни ечинг.



3- боб
БИР УЗГАРУГ.ЧИ ФУНКЦИЯСИНИНГ ДИФФЕРЕНЦИАЛ

\ИСОБИ

I- §. Функциянинг ^осиласи, унинг геометрик ва] механик маъноси

1. Функциянинг ну^тадаги хосиласи. у  =  }{х) функция (а , Ь) 
гатервалда лникланган булсин. (а, Ь) интервалга тегишли х0 ва 
с0 +  Ах ну^таларни оламиз.

у  =  / (х) функциянинг бу нукталардаги цийматлари f (х0) ва /(х0 +  
+  Ах) дан функциянинг Ау =  /(х0 +  А х )— /(х0) орттирмасини ту- 
замиз. У аргумент Ах га узгарганда функция канчага узгарганини
курсатади. нисбатни ^араймиз. Уни аргумент Ах га узгарганида

функциянинг уртача узгариши деб аталади.
1 - т а ъ р и ф .  Функция орттирмаси А у  нинг аргумент орттирмаси 

Ах га нисбатиниьт Ах нолга интилгандаги лимити у  =  / (х) функ
циянинг х0 нук,тадаги %осиласи деб аталади.

Б у лимит ушбу белгилардан бири бнлан белгиланади:

У ,  г м .  f .  f .d x  dx
Шундай килиб,

/' (х0) =  lim  ^  =  lim  J ( xo +  b x ) - f ( x 0) '
Длс—>о Ад: д.*->о Ах

Агар бу лимит мавжуд (яъии чекли сонга тенг) булса, хосила х0 
нуцтада мавжуд деб аталади.

2 - т а ъ р и ф .  Агар lim  — =  lim   ̂ ^ ^  =  оо булса, г/=
д*->о A.v Ах-*о Ах

=  / (х) функция х0 ну^тада чексиз уосилага эга  деб айтилади.
Агар ^осила таърифида Ах — — 0 ёки Ах->  +  0 булса, бир то- 

монлама хосилаларга эга буламиз, улар f'+ (х0) ва f'_ (х0) билан бел
гиланади хамда

/1 (*о) =  —  — хп нуктадагн унг хосила,
Ал:— ¡-О Ах

Г  (хо) =  lim — — х0 нуктадаги чап хосила.
Дг->—о Ах

у  =  f (x )  функциянинг х0 ну^тада хосиласи мавжуд булиши учун 
ун г ва чап хосилалар мавж уд ва тенг, яъни

11—2478 161



/-I- W  /_  (*o)
булиши зарур ва етарл» 
дир.

т
Хоснлани топиш жараё- 

нн функцияни дифферен- 
циаллаш  деб аталади.

2 . ^осиланинг геомет
рик маъноси. Бирор (а , Ь) 
интервалда аникланган у  =

а_ =  / (х) функция берилган

81- шакл.

булсин. Унга мос эгри чи
зик L да М  (х0, у 0) ва 
N (x0 +  Ax; у 0 +  А у )  нуц- 
таларини оламиз. Эгри чи-

зикнинг иккита нуктасини туташтирувчи туири чизик кесувчи деб 
аталади (81- шакл). N нукта L  эгри чизикда харакатланиб, М  га 
якинлашса, M N  кесувчи М  нукта атрофида бурила бэшлайди.

3 - т а ъ р и ф .  Эгри чизик L  га унинг М  нуктасида утказилган 
уринма деб, N ну^та L  эгри чизикда харакатлана бориб, М  нукта- 
га интилганда M N  кесувчи оладиган М Т  лимит вазиятига айти- 
лади.

Шаклда уринма Ох у^  билан а  бурчак, кесувчи эса р бурчан
хосил килади. A M  N К  дан tg(3 =  — эканн куриниб турибди. Эгри

Д*
чизи^ L  буйлаб N -+ М  да Ах-> 0 буллди ва р - » - а . Б у эса бун- 
дай ёзилади:

Шундай килкб, у  =  f(x )  функциянинг х0 ну^тадаги ^осиласи 
эгри чизи^ка х 0 абсциссали М нуктада утказилган уринманинг Од 
у^нинг мусбат йуналиши билан ^осил килган бурчагининг танген- 
сига тенг. Х,осиланипг геометрик маъноси ана шундан иборат.

3. Х,осиланинг механик маъноси. Бирор М  нукта турри чизиедг 
^аракатланаётган булсин (82 -шакл). Бирор М 0 бошлангич вазиятдаг 
М  ну^тагача хисоблакадиган s масофа t ва^тга богли^, яъни s ма- 
софа t вактнинг функцияси буладн:]

Ва^тнинг бирор t моментвда М  ну^та М 0 бошлангич вазиятдан s

1J111 1C и --- i l l i i  ---- ,
Д *-+ 0  Дх->.0 Д *
l i mt g p  =  l im —

Бирок;, l i m t g В ■= t g a  ва l im — =  /' (х0), демак, у ' =  /' (х0) =  tg a .

масофада, навбатдаги бирор t +  A t мо-

82- шакл.

ментда эса бу нуцта N  вазиятда бош- 
s ланрич вазиятдан s +  A s масофадг 

булсин. Шундай к,илиб, A t  ва^т ора- 
лирида нуцта A s масофани утган,
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ъни s катталик А s га узгарган булади. Нуктанинг А t вакт ичида
ртача ^аракат тезлигн =  —  булиши равшан. Бирок, limr>.nT =

11 Д t  ' Д*_> О УР

= v — берилган t моментдаги харакат тезлиги, lim —— =  s ' эса хоси-
д/->о Д t

а. Шундай килиб v =  s ',  яъни тезлик йулдан вакт буйича олинган 
осила. Хрснланинг механик маъноси ана шундан иборат.

2- § . Функциянинг дифференциалланувчанлиги

1- т а ъ р и ф .  Агар y  =  f (x )  функция х0 нуктада чекли хосилага
га, яъни /' (х0) =  lim  —  чекли сон булса, бу функция шу н у к т а -  

д.г—>оД х
а хосилага эга дениладн.

2- т а ъ р и ф .  Агар y  =  f{x) функция (а , Ъ) интервалнинг хар бир 
уцтасида хосилага эга булса, у  шу и нтереалда дифференциалла- 
увчи деб аталади.

3 - т а ъ р и ф .  Агар у  =  / (х) функция [а, Ъ] кесмаьинг барча ички 
ук;таларида днфференциаллануБчи хамда чекли бир томснлама /+ (а) 
а f'_(b) хосилалар м авж уд  булса, бу функция шу кесмада диф- 
|еренциалланувчи деб аталади.

Функциянинг узлуксизлиги ва дифференциалланувчанлиги орасида- 
и богланишни белгилайдиган куйидаги теоре.мани исботлаймиз.

Т е о р е м а .  Агар у  =  f (х) ф ункция х0 н у к т а д а  дифференциал- 
анувчи булса , у  шу н у к т а д а  узлуксиздир.

И с б о т и .  У — f (х) функция хп нуктада дифференциалланувчи 
улгани учун таърифга кура ушбу тенглик уринли:

[ l im —  =  /' (х0) — чекли сон.
Д х-> 0 Д х

1екин 5-теоремани (1-боб, 5 -§ ) кулланиб бундай ёзкш мумкин:

~  = /' (*о)Ж«.Д х

у  ерда А х  0 да а  — чексиз кичик функциядир. Бундан А у  =  
= ?  (х0) А х  +  а  А х . Бу тенглик А х 0 да A t/-> 0 булишини курса- 
зди, яъни 1 im А г/ =  0. Бу эса г/ =  /(х) функция х0 нуктада узлук-

Дх~>0
излигини билдиради ( 1- боб, 12 -§ , 3 -таъриф).

Тескари даъво, умуман айтганда, тугри эмас, чунончи бирор 
уктада узлуксиз, лекин бу нукта дифференциалланувчи булмаган 
ункциялар мавжуд.

Ушбу функцияни ^арайлик (83- шакл):

[ х , агар х > 0 , 
у  =  / (х) =  \х\ =  0 , агар х  =  0 ,

|—х, агар х < 0 .
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Бу функция х  нинг барча циймап 
ларида аникланган ва барча нук;тг 
ларда, хусусап х  =  0 нуктада уз 
луксиз. У шу нуцтада диффереь 
циалланувчи эмаслигини курсата 
миз. Хоспланинг геометрик маънс 
сидан f'_ (0 )= tg  135°= — 1, f+ (0) = 
=  tg45° =  l келнб чи^ади. Шун 
дай килиб, /1(0) Ф Г + (0). Бу эс 
х  =  0 нуктада хосила мавжуд эмас 
лигини, яъни функция дифферен 
циалланувчи эмаслигини билдиради

3- §. Дифференциаллашнинг асосий цоидалари

1. Узгармаснинг ^осиласи.
1- т е о р е м а .  Узгармаснинг хосиласи нолга т ен г :

С' = 0 .

И с б о т и .  х  аргумент А х  орттирма олганида у  функция ушб; 
орттирмани олади:

A y = f ( x  +  A x) — f{x) =  С — С = 0 .

Демак, у '  =  lim  —  =  0. Шундай килиЗ, у '  =  0 ёки С' =  0 . 
дх-+о Д х

2. Йиганди, купайтма ва булинманинг хосиласи.
2 - т е о р е м а .  Агар и (х) ва v (х) функциялар х0 н у к т а д а  диф■ 

ференциалланувчи булса, у  холда улар нинг алгебраик йигиндиси 
к^п ай тм аси  ва булинмаси  (махражи нолга тенг булмаса) х.ам tut 
н у к т а д а  дифференциалланувчидир.

Бунда хосилалар ушбу формулалар буйича топилади:

а) (и ±  v)' =  и' ±  v ',
б) (u -v )’ — u 'v  +  v ' -и,

■. / и У u 'v  — v 'u
в) -Г =VI V*

И с б о т и  ( б у л и н м а  у ч у н ) .  y  =  f(x ) =  ^ -^ -  булсин, бу ердг
V (х)

V(х) Ф 0. х0 киймат А х  орттирма олганида и ва v функциялар А и 
ва А V орттирмалар, у  функция эса Д у  орттирма олади. А у  орттир
мани карайлик:

д  у  =  f ( x 0 +  Д х) — f{x0) =  и{х° +  Ах) —  =
У М о  } 1 0  ü (*о ~г А х) V(Xo)

_  и (х 0 +  А х )и  (хп) — у (х„ +  А х) и (дг„) _
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_  [Ц  (Х0 +  А * )  —  и  (дг0) ]  V (х0) — [ у  (х0 +  А х ) - д  Up)1 и  (лг0) _  
v (х0) • v (х0 -)- Д х)

_  V (Хр) ■ А и  —  и  (х0) А у  . 
v (х0) v (х0 +  Д х)

х) ва v{x) функцияларнинг дифференциалланувчанлигига асосан: 

l im  =  и\  i j m - ^ -  =  i/, Um v (x0 +  A.v) =  u (x0).
At->0 Д X Д*->0 Д X A.v->0

:мак,
А и A v

к и V (X0) —  — 4 (X0) -- ----, , .  А У , .  А x A x  u v  —  u v
у  =  l i m -----=  lim --------------------------------= ------------- .

д.1-*о Д x  дх-*о v (*0) v  (*о -Ь д  х) v2

шдай кплиб,
, u ' v — uv '  .. I и  У  u ' v  —  У  и

У =  — «-----  еки — =  — — .

ва б) формулалар хам шунга ухшаш исботлаыади.
Бу теорема кушилувчнляр ёкп купайтувчилар исталган чекли сон 

лганида хам тутри булади.
Н атижа. Узгармас купайтувчинн хосила белгисидан ташкарига 

кариш мумкин, яъни (Си)' =  С и ', бунда С — узгармас сон-

4- § . М ураккаб функциянинг ^осиласи

Т е о р е м а .  y  =  f (u ) ва и =  ср(х) дифференциалланувчи функ- 
ялар  булсин. М ураккаб  f (и) функциянинг эркли узгарувчи х  
йича цосиласи бу ¡функциянинг оралик аргум енты  буйича хоси- 
сининг оралщ  аргум ентини нг эркли узгарувчи х  буйича х^осила- 
га к уп ай тм аси га  тен г , яъни

К  =  /[!(“ ) ’ “*(*)■
И с б о т н .  и =  ф(х) функция х  =  х0 нуктада, у  =  }(и) функция 

1 и0 =  ф (х0) нуцтада дифференциалланувчи булсин. У  холда
1 — L — f  (иА мавжуд. Бундан куйидаги келиб чикади:
.0 Au

=  /' (ип) +  а  ёки А у  =  f  (ип) А и +  а  А и,
А и

ада А гг—>0 да ос 0. и =  ф(х) функция х  — х0 нуктада диф-
эенциалланувчи булганлиги учун lim =  ф' (х0) мавжуд, бун-

дл.-->о А х

1 куйидаги келиб чикади: — — =  ф' ( х 0) +  ß ёки Агг =  ф' (хЛ Ах +
А .V

ß Ах,  бунда Ал: — 0 д? ß 0. А х - 0 да А гг 0 булишини 
гиб утамиз (чуики гг =  ф (х) функция узлуксиз булиб, бу унинг 
фференциалланувчанлигндан келиб чикади). Энди А и нинг кий- 
тинн А у  га куямиз:
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А У =  F  («о) • Ф' Ю  А х  +  Г  (мо) ß А х +  а  ф' (х0) А л: +  aßA х. 
Сунгра А у  пи А л: га буламиз ва А х  —> 0 да лимитга утамиз:

у'х =  lim  4 ^ - =  lim  [/' («о) Ф' W  +  Г («о) ß +  «  ф' (*о) +  a  ß] =
Д * -* 0  А  X Длс-*0

=  /' (и0) • ф' (*„).

Демак, исталган х  нуктада: у х=  f ’u (u) • ф̂ .(х ). Теорема исбот килин- 
Ди.

У з- у  з и н и т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. Функциянинг берилган ну^тадаги хрсиласи таърифинн беринг.
2 . Чексиз хосила таърифини беринг.
3 . Бир томонлама хоеилалар деб нимага айтилади?
4 . Чизикка берилган нуктада уринма т\трн чизи^ деб нимага айтилади?
5. Функциянинг нуктадаги хосиласининг гео.метрнк маъноси нимадан иборат?
6. Хосиланинг механик маъноси нимадан иборат?
7. К,андай функция нуктада дифференциалланувчи деб аталади?

Иитервалда- чи? Кесмада- чи?
8. Функциянинг нуктада дифференштлланувчанлигининг зарурий шарти нимадан 

иборат?
9. Узгармас соннинг хрситасини келгирно чикаринг.
10. Йигинди, купайтма ва булинманянг хо^илагинл хигэЗлат ф эрмулпарини 

келтириб чикаринг.
11. Мураккаб функцияни дифференциаллаш кондаси нимадан иборат?

Уни келтириб чикаринг.
12. 440, 441, 454 — 457, 462, 4 6 3 -мисолларни ечинг.

5- §. Тескари функция. Тескари функциянинг узлуксизлиги 
ва  дифференциалланувчанлиги

1. Тескари функция, [ а ,  Ь] да аншуланган усувчи ёки камаювчи 
у  =  f{x) функция берилган булсин, шу билан бирга f  (а) =  с, / (Ь) =  
=  d булсин. Аниклик учун / (х) усувчи функция булган холни к;а- 
раймиз. [a, b] кесмада x L, х , иккита нуктани оламиз, бунда <Г х 2 
булсин, у  холда t/i =  / (л^) ва у ,  =  / (x.2) булади, шу билан бирга 
Ух<.У-2- Тескари тасди:^ хам т^три: агар г/i < !у 2 булиб, y Y =  [ ( х ^  
ва у 2 =  / (х2) б/лса, у  холда х 1< .х 2. Шундай килиб, х  нинг 
кийматлари билан у  нинг уларга мог кийматлари орасида узаро 
бир кийматли мо:лик бэр. у  ни аргумент, х  ни эса функция 
сифатида цараЗ х  ни у  нинг функциями сифатида хосил цила- 
миз:

х ]= У (у ) .
Бу функция у  — f (х) функцияга тескари функция дейилади. Кама
ювчи функция учун хам шундай мулохаза юритилади. Шуни кайд 
киламизки, у  =  f (x) функциянинг кийматлар сохаси х =  ф (у) тескари 
функция учун аникланиш сохаси булади ва аксинча.

1 - м и с о л .  у  =  х3 функция берилган булсин. Бу функция х £ R
3

лар учун усувчи, D ( f ) = R ,  E (f) =  R . х = \ '  у  тескари функция 
мавжуд, шу билан бирга у  £ R.
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2 - ми со л. у  =  ех функция бернлган булсин. У  x £ R  лар учун 
шицланган ва усувчи. D (f) =  R , E{f) =  (0, +  оо). Унинг учун х  =  
= In у  тескари функция мавжуд, шу бнлан бирга у £ (  0 , +  оо).

2. Тескари функциянинг узлуксизлиги. К,уйидаги теоремани ис- 
зотсиз келтирамнз.

1 - т е о р е м а .  Агар усувчи ( камаювчи)  y = f  (х)ф ункция [а, Ь] кесма- 
5а узлуксиз, шу билан бирга f (а) =  с, f(b ) =  d бдлса, у  холда ун га  
пескари  х =  ф (у) ф ункция [с, d\ кесм ада аникланган  ва узлуксиз  
5улади.

3. Тескари функцияларнинг дифференииалланувчанлиги.
2 - т е о р е м а .  y  =  f (x ) функция х 0 н уктан и н г бирор атроф ида  

монотон ва узлуксиз булсин. Бундан таш кар и  y  =  f(x ) функция 
v0 н у к т а д а  дифференциалланувчи булиб, f ' ( x 0)=£ 0 булса, у  холда 
с=ср(у) тескар и  функция y 0 =  f ( x 0) н у к т а д а  дифференциалланувчи, 
чъни %осилага эга булиб,

Ц>' UJn) = ------
*  П*о)

Зулади.
Шундай килнб, тескари функциянинг хосиласи функция хосила-

:ига тескари микдорга тенгдир, яъыи х ' =  - г -  .
У Ух

И с б о т и .  г/ =  /(х) функция х0 нуцтада узлуксиз булганлнги 
учун А х — 0 да А у  — 0. Аммо тескари функциянинг узлуксизлиги 
^акидаги теорема га кура х =  ф (у) функция хам у 0 нуктада узлук- 
:из, демак, А у  0 да А х  0. Бу хулосадан бундан кейинги ал- 
маштиришларда фойдаланамиз.

Хосиланинг таърифига кура:
, ,  , Д* ,. 1 1 1Ф (у0) =  lim  —  =  lim - j — = ------- д— =  —  .

Ду-О А у  Аг/—*-0 f (*0>
А х  Д.г—»0 Д X

Демак, ф' (i/0) =  — , шу билан теорема исботланди. 
f  (*о)

6- §. Асосий элементар функцияларни дифференциаллаш

1. Логарифмик функциянинг ^осиласи. (In и)' =  — • и' эканини
и

исботлаймиз, бунда ы =  ф (х). у  =  \пх функцияни караймиз. Агар х  
А х  орттирма олса, у  холда функция А у  орттирма олади, бу орт-
тирмани бундай ёзиш мумкпн: А у  =  1п Ах  . Ушбу - -̂У- =

х  А х
1л (х  -J- Д д:) — ln x  1 , * + Д *  1 , /,  . А х\  „=  — 1 1 --------------- =  —  In — 1--------=  —  ln 1 Н--------\ нисоатни ту-

Дд:  Дл:  х  Д х  \ х  ]
замиз. А х ->-0 да лимитга утамнз ва а - + 0  да ln (1 +  а ) ~ а  эка
нини хисобга олиб куйидагини хосил киламиз:

А у  | . 1 Ад: 1



Шундай килиб, ( ln x ) ' =  — эканини исбот килдик.
к

Агар у  =  In и булиб, бунда и =  ц>(х) дифференциалланувчи функ 
ция булса, у  холда мураккаб функцияни дифференциаллаш цоидаси 
га биноан

(In « ) ' =  —  ■ и'
и

тенгликка эга буламиз.
Хусусан, агар у  =  loga и =  булса, бунда и =  ф (х), у  Щ 1Д<

1п а

/I -  !  ' п и\' ' г(IogQw) =  ----- =  — • U
\ 1 п а /  a -ln а

(бунда а  — const, а >  0 , а Ф  1).
2. Логарифмик дифференциаллаш. Агар f (x )  функция логарифм 

лгнадиган булса, у  холда бу функциянинг хосиласини излаш учу1 
олдин логарифмлаш амали, сунгра эса дифференциаллаш амалиш 
куллаш мумкин.

Бу усулни логарифмик дифференциаллаш дейилади.
Логарифмик дифференциаллаш усулинц курсаткнчли ва даража 

ли функцияларнинг хосилаларини топцшга куллаймиз.
3. Даражали функциянинг ^осиласи. (иа ) ' =  а  иа ~1 ■ и' эканиш 

исботлаймиз, бунда ¿i =  ф (лг) дифференциалланувчи ( a £ R ) .
у  =  иа функцияни караймнз. Уни логарифмлаб, ушбуга эга бу 

лам из:
ln]y - a  In;«.*]

у  ни х  нинг функцияси деб хисоблаб, тенгликнинг иккала кисмиш
х буйича диффгренциаллаймиз — =  а — Бундан:

У и
, и '  а —1 ,у  =  а  - у  —  =  а  и -и  . 

и

Шундай килиб, (ца) '=  ама-1  -и '. Шу билан формула нсботланади, 
хусусан, а  =  ~  Да ушбуга эгамиз: (]/м )' =  -—— • и '. а  =  —

да ушбуга эгамиз: ( — j = ----- ■ и ’ .

4 . Курсаткичли функциянинг ^осиласи. (а“)' =  а“ In а - « '  эканин 
исботлаймиз, бунда и =  ф (х) дифференциалланувчи функция (а  >• С 
а ф  1). у  =  а и функцияни олдин логарифмлаймиз, сунгра х  буйич
диффарзнциаллаб, ушбуга эга буламиз: 1п у =  и In а , -У- =  и' • In a .

У
Охирги тенгликдан у ' ни топамиз:

у ’ =  у  Ina ■ и' ёки у ' =  (а“)' =  а “ - I n a - « ' .

Формула исбогллнди.
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Хусусий .^олда, агар а  =  е булса, у  холда \ п е=  1, шундай ци- 
[б, (е ‘У =  еи-и ' тенгликка эга буламиз.

5. Курсаткичли-даражали функциянинг ^осиласи. Асоси хам 
рл.жа курсаткичи хам х  нииг функцияси булган, яъни у  =  «° ку- 
[нишдаги (бунда «  =  ф (х) ва v =  ij- (*)) функция курсаткичли-да- 
жали функция дейиладк.

урнига у  =  и ни куйнб, алмаштиришларнн бажариб, ушбуга эга 
уюмиз:

ормула исботланди.
Шундай кнлиб, курсаткичли-даражали функциянинг хосиласи 

ски кушилувчидан иборат: uv — даражали функция деб фараз ки- 
шса, биринчи кушилувчн, iC — курсаткичли функция деб фараз 
минса, иккннчи кушилувчи хоспл булади.

6. Тригонометрик функцияларнинг ^осилалари. a) (sin и)' =  
cos и- « '  экачини исботлаймиз, бунда и =  ф (.v) дифференциалланув- 

: функция.
у  =  s in х  функцияни караймиз. х  га А х  орттирма берамиз, у  под
функция А у  орттирма олади:

А у  =  sin (х +  А х) — sin х  =  2 cos f j  • sin .

{ u ) '= v u J l - ii ' + и \ п и - ь ’ эканини исботлаймиз. у — tí ' функ 
1яни логарифмлаймиз:

In у =  и In ;«.'
хи л  булган тенгликни л: буйича диффэренциаллаймиз:

у
шдан ушбуга эга буламиз:

(и ) '= ь и  1 • « '  +  « ' 1п « •  и'.

.1

лбу
Д х  

s i n ------

2

169



нисбатни тузамиз. А х  ■->■() да лимитга утиб ва sin — ~  —  эка
2 2

нинн хиссбга олиб,
. А х s in -----

У' =  l im  ■ д г 2 • cos (х  +  =  cosa: 
л-г->о 1 V 2 /

о

га эга буламиз. Шундай килиб, ( s i n х)' =  cosa:.
Агар t/ =  s i n «  (бунда «  =  cp(,v)) булса, у  холда мураккаб функ

циями диффере'щиаллаш цоидасига кура:

(sin « ) ' =  cos и -и '.

3- м и с о л. у  =  sin х2 функциянинг хосиласини топииг.
у '  =  cos А2 • 2 X.

4 - м и с о л .  у  =  sin2х  функциянинг хосиЛасннц топинг.
у '  =  2 sin -г • cos л: =  sin 2 х.

б) (c c s« ) ' =  — s i n«  -и'  экаппнн исботлаймиз. 
cos и =  sin — « j  келтириш формуласидан фойдаланиб, хоси- 

лани топамиз:

r/' =  (co s») ' =  ( s i n [ y — « ) j  - c o s ^ -  — u) 1 [ Y ~  u) =

- — s i n « - « ' .

Шундай кнлиб, (cos и)' =  — sin и • « ' .
i j .  <■5 - м и с о л .  г/=  cos— функциянинг ^осиласини топинг. у  =  
*•

1
sin —

1 / . 1 \ л:= ------ - — sin — = ----— .
X J X*

в) ( t g « ) ' =  ——  • « '  эканини исботлаймиз.
COS2 и

у  =  íg u  функцияни караймиз, бунда «  =  <р (я) дифференциалла- 
нувчи функция, tg  и =  ————— булгани сабабли касрни дифференциал-

COS и
лаш цоидасига биноаи:

, ,  ч ,  / s in  « У  c o s u - c o s u - u ' — ( — sin и) s i n « * « '
( tgu)  = '  -----------------5------------------ -  =

и .

COS U J cos- и

(cos2 и +  sin2 и) и '  __ 1
COS2 и cos2 и

Шундай килиб, ( t g « ) ' =  —7— • « '.
COS'* и
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г) (Ctgu)' = --------—  и' эканини шунга ухшаш исботлаймиз.
s in 2M

, . , ,  /cos к\ (— sin и  *sin и  —  cos и - o s  u ) u f

=■ Ш = 1— --------------------
_  (sin2 и  +  cos2 u ) - u ' _________ 1 /

sin^ и s in - и

[1уидай килиб ’(ctgw)' =
s i ll2U

6 - м и с о л .  Агар y = tgj/"x булса, у  холда: y '  =  — 1—  ■ 1
eos2 y  x 2y/^x

7 - м и с о л .  y  =  lnctgx  булса, у  холда:
1 / 1 \ 2

У = ctg* s in 2* sinL’ jc

д) Куйидагиларни хам шуларга ухшаш исботлэш мумкин:

(sec « ) ' -
cos- и

•и' ёки (secu)' =  t g « -  se c « -« '.

(cosec«)' = -------:— и ' ёки (cosec«)' =  — ctg «-co sec «-« '.
sin 2 и

7. Тескари тригонометрик функцияларнинг ^осилалари.
a) (aresin«)' = 1

и' эканини исботлаймиз.
у  1 — U2

Узлуксиз, дифференциалланувчи, у  е лар учуня  я  

2  ’ ~2~-/сувчи дс =  sin у  функцияни караймиз. Унинг кийматлар сохаси 
[— 1,1 ] дан иборат. Бу функция х  g [—1; I] лар учун аникланган, ^ий-
матлари г/б я  я  

~2~’ ~
булган у  =  arc sin х  тескари функцияга эга.

Гескари функциянинг дифференциалланувчанлиги ха^идаги теорема- 
1га кура: у  =

Шундай килиб: у\ =  (aresin х)' =
(sin;/)' cosy ± у  1— sin 2i/

1
1 1 — х2

я  л  

~2
олинди. Демак, (a rc s in х ) ' =

ye лар учун cos у  > 0  булгани сабабли ишора «+ » 
1

y  1 - х 2
Агар у  =  arc s i n «  булса, бунда и =  ф(я) — диффэренциалланувчи 

функция, у  холда мураккаб функцияни диффгренцналлаш цоидасига 
биноан:

(arc sin « ) '
■) I - и *

■и .
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б) (arc cos и)' = ------ у эканини хам шунга ухшаш исботлаг

мумкин.

в) (a rc tgи)' =  —-— -и ' эканини исботлаймиз.
1 -j- и2

х  =  ig  у  узлуксиз, дифференциалланувчи, у  £ ^ ----- J ”’ лаР

учун усувчи функцияни караймиз, унинг ^ийматлари сохаси(—оо; + °°  
дан иборат. Бу функция х £ ( — оо; + о о ) учун аникланган у  =  arctg.
тескари функцияга эга, унинг цнйматлари: у  ----- —, Энди

\ 2 2 ,
у'х ни топамиз:

i l l  i 1 
у х =  (arctg х)' =  —

хУ (Ч у)' sec2y 1 - г  Ч - у 1 - г * 2

Демак, (arctgх)г — —!— . Агар у =  a rc tg «  булса (бунда и =  <р(х

1+Х* , 1 дифференциалланувчи функция), у холда (a rc tgи)' =  — - -  -и .1 —и~
г) (arc ctg и)' = ------ -— эканини хам шундай исботлаш мумкин

1 +«* ]
8 - м и с о л .  Агар у  =  arcsin2 .* булса, у  холда: у ' =  2arc sin х ■ - =.

> J X
~X

—е9 - ми со л. Агар у  =  arctg е булса, у холда: у ' =
1 - f  е ~ 2*

Х'з- у з и н и т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. К,андай функция тескари функция дейнлади? Мнсоллар келтиринг.
2. Тескари функцияни дифференцчаллаш копдаги нпмадан иборат? Уни кел 

тириб чикаринг.
3 . Логарифмик функция .^осиласи фэрмуласини келтнриб чикаринг.
4 . Логарифмик дифференциаллаш кэидаси нимадан иборат? Мнсоллар келтнринг
5. Даражали функциянинг, курсагкичлп функциянпнг ва курсаткичли- даражали 

функцияларнинг хосилалари учун фэрмулалар чикаринг. Мисоллар келтиринг
6. Тригонометрик функциялар хосилалари учун формулалар чикаринг.
7. Тескари тригонэметрик функциялар хосилалари учун формулалар чикаринг.
8. 472 — 487, 499 — 513, 526 — 544, 5 6 1 — 569, 584 — 5 9 7 , ' 611 — 629, 6 5 0 -
— 666-масалаларни ечинг.

7 -§ . ГиперЗолик функциялар, уларнинг хоссалари ва  графиклари

1. Таърифлар. sh х , c h x , th.v, cth.v каби белгилг.нувчи ва ушбу 
тенгликлар билан аникланувчи функциялар гиперболик функциялар 
дейилади:

в * —

sh х  = -------2----------- гиперболик синус,

. ех + е ~ х
ch х  = ------2--------- гипероолик косинус,
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th x  =  -----гиперболик тангенс,
ch x

cth x =  -----гиперболик котангенс.
sh x

Функцияларнинг таърифларидан тегишли тригонометрик функция- 
тар орасидаги муносабатларга ухшаш муносабатлар келиб чикади:

ch2*  — sh2x =  1 , ch2x -{- sh2x =  ch2x, 

sh2x =  2shx chx, ch2x = ----- !------ г-а x . к.
1 — th 2x

Масалан, биринчн айниятни текшириб курамиз: 

ch2x -  sh2,  =  ' ^  -  ¡ eX ~  e~ ^  -  “*  + 2 '2
(? * - 2 +  e - 2* =  - i - - 4 =  1 .4 4

Долган муносабатларнипг тутрилиги хам шунга ухшаш текширилади. 
Ушбу

¡ х  =  cos t,
[  у  =  sin/

тригонометрик функция л ар х2 +  у 2 =  1 айлананинг параметрик тенг- 
ламалари булгани каби

' х  =  ch t, 
у  =  sh t

гиперболик функциялар гиперболанинг параметрик тенгламалари бу- 
лади. Бу функцияларнинг хам гиперболик деб аталишининг сабаби 
^ам шу билан тушунтирилади.

2 . Гиперболик функцияларнинг хоссалари ва графиклари. shx, 
chx, thx функциялар R  лар учун аникланган, cthx функция эса 
х Ф  0 лар учун аникланган.

а) s h x — ток; функция, х > 0  да мусбат, х < ;0  да манфий, х = 0  
да нолга тенг (84-шакл).

б) c h x  — жуфт функция, барча х лар учун мусбат (85-шакл).
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X -

в) Шх — ток функция, л'> 0  да мусбат, х <  0 да манфий, л: = 0  
да нолга тенг, |Шлг|<С1 .

Ушбу лтшитни топамиз:

( п т  =  1,
П т И и = Н т  , 1 ^ - н -  ^ ( 1 ^ )

Н т =
х —оо е * (е -г. 1)

Бу 11т.’с: функция графиги у  =  ±  1 турри чизикларга якинлашишини бил- 
диради (86 - шакл).

г) сШх функция ток функция, х  >  0 да мусбат, х  < . 0 да 
манфий, л: =  0 да аникланмаган. Н т ±  1, |сШ я|>1,

X  —*  ±. оо

Н т с й х  =  ± оо эканиии курсатиш мумкин (8 7 -шакл).
* ■=» ± о

8 -§ .  Гиперболнк функцияларнинг ^осилаларини ^исоблаш
эИ х, сЬ х , ^  х , сШ х  функцияларнинг хосилаларини хисоблайми з:

(А * ) ' =  [■е* ~ е ) =  ~  (ех — е - х)' =  (ех +  е~х) =  сЬх,

(сЬ х )' =  [~е +2 е— ) =  4 - (ех +  е~х)' =  (ех — е~х) =  з1и ,

а п .  / 'зЬ д с\ ' с И х - с И л : — бИ х бИ х 1

(*м  ------------- 5 ? , ----------
[ с Ь х \ '  1

86- шакл. 87- шакл.

бЬ2.*: бЬ2х
З^амма хисоблашларда (ех ) ' =  е? , (е~х) ' =  — е~х формулалардан 
фойдаландик. Шундай килиб:

(эЬ х )' =  сЬ х , (сЬ х )' =  эИ х,

(Й1 *)' =  - —, (гШ х)' =  1
сЬ2х
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u =  u (x ), v =  v (x ) — AHf êpeHUHa.TiaHVDHH c^yiiKUHa.iap jsfi6 ^h- 
6j i aflMH3.

1.. Acochh 3JieMeHTap Ba rnnep6o.iHK cfn'HKUHHJiap ^ocnjiajiapn >Ka,n- 
jthiih Ty33MH3:

1) C' =  0; C — const.
2) x ' =  1 , x  — apK.TO ysrspyBHii.
3) («“-)' =  a « “-1 - « ',  a  — const.

4) Xycyciift xoji^a u ) '  =  — •«' .
2 j '  u

5) XycycHH xo.n,na (— ) =  —  •«' .
U /  “2

6 ) (a“) ' =  iz“ l na - u ' ,  a  — const, ap>  0 , a  =£1.

7) XycycHH xoJiAa (e° ) '=  eu •« ' .
8) (u° ) ' =  it m0-1*« ' -f- u° In u -v '.

9) (log ,-«)' =  —— «' ,  a  — const, a > 0 ,  a # l .
« In a

10) XycycHH xoJifla ( l n« ) '  =  —  •« ' .
u

11) (s in « ) ' =  c o s « •«' .
12) (cos « ) ' =  — sin u -u '.

1 3 )  (tg u ) ' =  - V - « \
COS2U

14) (c tg u ) ' = -----r j - 'U ' .
sin 2«

15) (arc s i n « ) ' =  1

9 -§ . XocHjiajiap *a,o,BajiH

y  1 — Ua

16) (a rc  c o s « ) ' = — . 1___- • «
Y  1 —  u 2

17) (a r c tg « ) ' =  —J—
l -f ti1

18) ( a r c c t g « ) '= —
1 +  u

19) (sh « ) ' =  ch u - u ' .

20) ( c h « ) ' =  sh’« * « ' .

21 ) (th
ch2 u

22) (Cth u )' =  —
sh2 a
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2 . Дифференциаллэш коидаларини тузамиз:
1) ( u ± v ) '  =  и' ± v' .
2) (u-v) '  =  и' -V +  v ' -и.
3 )С - и ) '  =  С - и ,  С — const.

4 ) f —У =  u' v ~ v' u

у ’ =  2 I n a r c t g --------------------------- - у - з -  (-
'  a r c tg —"  1 ' 1

V 1 v ¿

5) Агар у  — и =  и (.х), яъни у  =  f{u (x)) булса, у  холда
и' =  Ц* - и ,Ух у и х

6) Агар у  =  ! ( х )  ва х  =  ср(у) узаро тескари функциялар булса 
У холда

1
у х — —  ■

у

1- м и с о л .  у  =  ln2arc tg  —  нинг хосиласини юпинг.
X

1 1 1 / _1

*

2 - м и с о л. у  =  (arc sin е3х) 3 нинг ^осиласнни топинг.
2

i 3 i 
у ' =  —  (arc sin е3х) • , ■ еЪх ■ 3.3 т 1 — (ез*)2

10 -§ . Ошкормас функция ва  уни дифференциаллаш

х  ва у  узгарувчилар орасндаги ] функционал богланиш бирор
F (x ,y )  =  0 (10.

формула билан берилган булсин. Агар бирор (а, Ъ) оралиеда аник 
ланган бирор y = f ( x )  функцня ( 1 0 .1) тенгламани к^аноатлантирсг 
яъни уни айниятга айлантирса, у  ^олда у  =  f  (х) функция ( 10.1 
тенглик билан аникланган ошкормас ф ункция  дейилади.

Функциянинг ошкор берилишига утиш учун (10.1) тенгламани , 
ia  нисбатан ечиш керак. Бундай утиш ^ар доим ^ам осон булаве! 
майди, баъзан эса умуман мумкин булмайди.

1 - м и с о л .  З х — 2у  — 6 =  0 тенглама ошкормас функцияни аниь 
лайди. Унинг ошкор берилишига утиш учун бу тенгламани у  г
нисбаган ечамиз ва у  =  —— - га эга буламиз.

2
2 - м и с о л .  х 2 -f-у 2 =  1 тенглама ошкормас функцияни аншуш 

ди. Ошкор холда у нккига функцияни тасвкрлайди.

у — \ 1 —х2 ва у — —-\f I — х2.
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3 - м и с о л .  у 3— 3 х у + х г =  0 тенглама у  ни х  нинг функция- 
:и сифатида аниклайди, аммо бу функцияни ошкор холда ифодалаш 

ва 2 -мисоллардагига Караганда анча цийинрок, чунки бунинг учун 
'чинчи даражали тенгламани ечиш керак.

4 - м и с о л .  у  +  х -2 у = 1  тенгламани у  га кисбатан умуман ал- 
ебраик ечиб булмайди, яъни у  ни х  оркали ошкор ифодалаб бул- 
1айди.

Ошкормас функция хосиласини уни ошкор холга келтирмасдан 
уриб топиш мумкин. Ошкормас холда У7 ( х ,у )  =  0 тенглама билан 
¡ерилган функция хосиласини топиш учун бу тенгламаии, у  ни х  нинг 
зункцияси эканини хисобга олган холда х  буйича дифференциал- 
[аш керак.

5 - м и с о л .  Зх — 2у  — 6 =  0 тенглама билан берилган функция 
гчун у ' ни топинг. у  узгарувчи х  нинг функцияси эканини хисобга 
)лган холда х  буйича дифференциаллаб, ушбуга эга буламиз: 3 —
— 2у ' =  0 , букдан у '  =  - у .

6- мн со  л. х г -\-уг =  1 тенглама билан берилган функциянинг у '  
хосиласини топинг.

Дифференциаллаймиз: 2х  +  2у ■ у ' =  0, бундан у ' -------- —.

7 - м и с о л .  Ушбу

у 3 — 3 ху  +  хэ =  О

■енглама билан берилган функциянинг у ' хосиласини топинг.
Дифференциаллаймиз: 3у г у ’ — 3у  — 3х у ' +  Зх2 =  0, бундам

8 - ми со  л. Ушбу
У +  х -2 "  =  1

"енглама билан берилган функциянинг у ’ хосиласини топинг. 
Дифференциаллаймиз: у ' х -2 у 1п2-у ' -\-2у =  0, бундан

=  - * _____^ _____ .

* \ + х - 2 »  -1п 2

с-2у  ни 1 — у , 2 у  ни  ̂ билан алмаштирамиз, натижада

л(1-|-1п2— у\п2)

'а  эга буламиз.
Шундай килиб, ошкормас функцияни, уни ошкор курннишда ифо- 

делаш мумкин ёки мумкин эмаслигидан ^атъи назар, дифференциал- 
гсаш мумкин.
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11 - §. Параметрик куринишда берилган функцияла? ва  уларни 
дифференциаллаш

х  ва у  узгарувчилар орасидаги функционал борланишнн хар доим 
хам у  =  / (х) ошкор куринишда ёки F (х, у) — 0 ошкормас куриниш
да ёзиш кулай булмайди. Баъзан ёрдамчи узгарувчи t ни киритиб, 
х  ва у  узгарувчини / нинг функцияси сифатида куйидагича ифода- 
лаш кулай булади:

(х - ф (О,
1«/ =  я|з(0 . (П .1)

( 1 1 . 1) тенглама функциянннг параметрик берилиши, t узгарув
чи эса параметр деб аталади. t нинг ихтиёрий кийматига х  нинг 
аник циймати ва у  нинг аник киймати мос келади. х  ва у  нинг 
кийматлари жуфтига текисликда М (х, у) ну^та мог келади. t пара
метр аникланиш сохасидан хамма ^ийматларни цабул килганда 
М  (х, у) нуцта Оху текисликда бирор чизи^ни чизади.(П Л) тенглама- 
ни шу чизикнинг параметрик тепгламаси дейилади. у  нинг х  га ош
кор богликлигини топиш учун ( 1 1 . 1) система тенгламаларидан t па- 
раметрни чпк,ариш керак. Бунинг учун бу системанинг биринчи тенг- 
ламасидан t ни .г нинг функцияси сифатида ифодаланади:

i  =  u{x), буни иккинчи тенгламага цуйиб, у  =  ^ (и (х ) )  га ёки 
y  =  f ( x ) га эга буламиз.

1 - м и с о л .  Турри чизикнинг текисликдаги ушбу
(х =  х 0 +  m t  
\y =  y 0 +  n t '

(бунда т ,  п — йуналтирузчи вектор координаталари) параметрик 
тенгламаларини куйидагича ёзамиз:

х х о _  ̂ У Уо __  ̂
т  ’ п

Бундан =  у ~  Уп — тутри чизикнинг каноник тенгламаси келиб
т  п

чи^ади.
2 - м и с о л .  Айлананинг парамгтрик тенгламаси

(х =  R co st ,
I у  =  R  sin t

берилган булснн. Ундан t пи чикарамиз, бунинг учун тенгламанинг 
Хар бирини квадратга кутарамиз:

(х 2 =  R 2 cosЧ,
Ц/2 =  R 2 sin2/

ва уларни цушамиз, бундан х2 +  Уг =  R 2 — айлана тенгламаси келиб 
чицади.

Параметрик берилган

(х  = ф (0 .
[У =  W )
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>ункция ^осиласини топиш учун формула чш^арамиз; бунда а  =  ф(г*) 
>ункция тескари фуькцияга эга. Бу ерда у  ни а ' н и н г  мураккаб 
>ункцияси деб хисоблаш мумкин, бунда t—орали^ аргумент. Шу са- 
абли мураккаб 'функцияни дифференциаллаш коидасига кура: ¡.- )

ммо бунда х  узгарувчшшнг / функцняси эмас, балки / узгарувчи- 
:инг х  функцияси берилган, шу сабабли тескари функцияни диффе-

1. Гиперболик функцияларнинг таърифини айтинг.
I. Гиперболик функциялар тавсифини беринг.
!. Гиперболик функциялар ^осилалари формулаларини чик;аринг.
I. К,андай функция ошкормас функция дейилади? Ошкормас функцияларга ми- 

соллар келтиринг.
5. Ошкормас х;олда берилган функциялар цандай дифференциалланади? Мисол- 

лар келтиринг.
3. Функциялар ва чизицлар тенгламаларининг параметрик берилиши нимадан 

иборат? Мисоллар келтиринг.
7. Параметрик берилган функцилларни дифференциаллаш ^андай бажарилади? 

Мисоллар келтиринг.
В. 634 — 649. 792 — 8 ! 2. 936 — 9 4 6 -мисолларни ечипг.

«/=/(*) функция [а , Ь] кесмада дифферекциалланувчи буленн. Бу 
з̂ ар кандай х £ [а ,  Ь] учун

( 1 1 .2)

енциаллаш ^оидасига кура
I

(11.3)

( 1 1 .3 ) ни ( 1 1 .2) га куйиб ушбуга эга буламиз:

Пундай килиб:

(11.4)

2 -м  и со"л.
х  =  а(/ — з т  /).
у  =  а(1  — СОЭ/). Ух а ( \ - c o s i )  2 *

У з - у з и н и  т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1 2 -§ . Функциянинг дифференциали

А*—О Д х

чекли косила мавжуд эканини билдиради.
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А 1 = Г ( х) +  а
Д х

экани келиб читали, бунда А х -'-О да а-> -0 .
Агар охирги тенгликкинг хамма хадини Ал: га купайтирилс; 

ушбу
А у  =  /' (х) А х +  ос А х

ёки
А у  = / ' (х) А х  +  (3 (12. Í

муносабатга эга буламиз, бунда р =  а -А  х. А х ->-0 да ( 12 .2 ) фор 
муладаги иккала цущилувчи полга интилади. Уларни А х  билан таь 
кослаймиз:

. .  f  (х) Д .V с  / \п т  ——--------- = /  (х)— чекли сон.
Д.чг̂ -0 Д -V

Ига —— =  lim =  l i m a  =  0 . 
д.\г->о Д х дл-»о Д х д.1 + 0

Шундай килиб, биринчи кушилувчи f  (х) • А х тартиби А х  тар 
тибга тенг булган чексиз кичик микдордир, у А х  га нисбатан чизм 
ли; иккинчи кушилувчи р =  a  • А х даражаси А х  даражасидан юцор 
булган чексиз кичик микдордир. Бундан (12.2) формулада биринч 
Кушилувчи / ' ( х ) Ах  асосий эканлиги келиб чикади. Ака шу куш^ 
лувчи функциянинг дифференциала дейилади.

Функциянинг дифференциали dy  ёки d [  (х) каби белгиланад! 
Шундай килиб,

á y  =  f '( x )A x .  ( 12 .G

Демак, агар у  =  / (х) функция х нуктада хосилага эга булса, у  хо; 
да функциянинг дифференциали функциянинг хосиласи /' (х) н 
эркли узгарувчининг А х орттирмасига купайтирилганига тенг булг 
ди, шу билан бирга А х х  га боглик булмайди.

у  =  х функция дифференциалини топамиз. у '  =  1 булгани учу 
d y  =  dx =  1 - А х  ёки ах  =  А х , яъни эркли узгарувчининг орттирма 
си унинг дифференциалига тенг. У  ’ холда (12.3) формула бунда 
ёзилзди:

dy = [f'[(x ) dx\= у ' -dx. (12.4

Бу формула косила билан дифференциални боглайди, шу била: 
бирга хосила чекли сон, дифференциал эса чексиз кичик микдордир,

1- м и с о л .  у  — cosx функция дифференциалини топинг. 
у ' — — s inx булгани учуй, dy  =  — s i nx dx .
2 - м и с о л .  г/ =  Inх функция дифференциалини топинг.

1 , ,  dxг/ =  —  булгани учуй dt/ =  —  .
X * X

/' (х) ф 0 деб фараз килайлик, у  >;олда (12 .1) тенгликдан
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12.4) тенгликдан

а эгамиз, яъни хосилани функция дифференциалининг эрклн узга- 
увчи дифференциалига нисбати деб караш му.мкин.

Функциянинг дифференциалини топиш масаласи хосилани топиш- 
а тенг кучли, чунки хосилани эрклн узгарувчи орттирмасига купай- 
ириб функция дифференциалига эга буламиз. Шундай килиб, хосн- 
аларга тегишли теоремалар ва формулаларнинг купчилиги дифферен- 
наллар учун хам турри булнб колаверади.

Агар и ва v — дифференциалланувчн функциялар булса, у холда 
уйидаги формулалар турри булади:

d { u ± v )  =  d u ±  dv, d (С ■ и) =  Cdu, С — const.
j  i \ j  i j  "j / u \ v d u  — u d v  d (u -v ) =  v d u  +  u d v , a I —  j = -------- ;------ .

Ну формулалардан охиргиснни исботлаймиз:

d j  =  [ J L j  dx =  . u ,-v -  v' tt dx =  =

__ v du — udv
v2

13- § . М ураккаб функциянинг дифференциали. Дифференциал 
шаклининг инвариантлиги

Мураккаб функция дифференциалини топамиз ва уни эркли 
ргументнинг функцияси дифференциали билаи таккослаймиз.

у  =  !{и ) функция и эркли аргументнинг дифференциалланувчн 
ункцияси булсин, у  холда

d y  =  f ' { u ) d u  (13.1)'
1 эга буламиз, бунда du =  A u .

Энди */ =  /(«)  оралик аргумент и нинг дифференциалланувчн 
ункцияси булсин, бунда и =  (р (.г). у  =  Ц ф(я)) [мураккаб функция 
эсиласини хисоблаймиз:

¿ У  =  У х ^ х  =  Ги (и) - ч ' ( х ) б х .  (13.2)

ммо ф' ( x ) a x  =  du, шу сабабли мураккаб функция ^дифференциали 
шбу куринишни олади:

d y  =  f ' ( u ) d u ,  (13.3)
унда

du =  ф' (х) dx.
Дифференциалнинг иккала нфодасини таккрслаш унинг шакли 

згармаслигини (инвариантлигини) курсатади, яъни функциянинг ар- 
ументи бошка аргументнинг оралик функцняси булнши ёкп эркли
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узгарувчи булишига б орлик булмаган ^олда бир хил шаклни кабул 
килади.

Бу хосса (13.2) куринишидаги ёзув узундан-узоц ва шу сабабли 
х;ар хил амалларни бажэриш учун нокулай булганда дифференциал- 
нинг (13.3) куринишидаги ёзувига мурожаат ^илиш имконини беради.

с1х1 - м и с о л. у  =  \п2 х  функция учун с1у =  2 1п х  • —  дифференци-
X

ал булади, аммо
йу =  2 1п хс1(\пх)

ёзувдан хам фойдаланнш мумкин.
2 - м и с о л. у  =  (х2 +  а 2)3 функция учун с1у =  6 х  (х2 +  а 2)Ч х  диф

ференциал булади, аммо
{1у= 3 (х2 +  а2)2 й (х2 +  а 2)

ёзувдан хам фойдаланнш мумкин.
—  ёх

3 - м н е  о л. г/=  агс эш ]/ х функция учун йу =  — пт"
2 у  х  • -)^1 — х 

дифференциал булади, аммо

dl/ =  Ä ( v Z L
у I — X

ёзувдан хам фойдаланнш мумкин.
Дифференциал куринишининг пквариантлигндан интеграллаш амал- 

ларида бевосита фойдаланнлади.

1 4 -§ . Та^рибий з^исоэлашларда дифференциалдан 
фойдаланнш

( 12 .2) тенгликка кайтамиз:
д  у  =  f  (х) А х  +  ß,

бунда ß =  a A x  (шу билзн бирга Д х - > 0  да а ,  ß->- 0). /' (х) А х  =  
=  dy эканлигинп хисобга олсак, ушбу тенгликка эга буламиз:

A y  =  dy +  $ .  (14.1)
Функииянинг А у  орттирмаси ва функциянинг dy  дифференциала 

эквивалент чексиз кичик микдорлар эканини исботлаймиз. Бунинг 
учун /' (х) Ф  0 деб улар нисбатларининг лимитини хисоблаймиз:

v  А У 1 • d y + $  , ■ /1 , Р \ l im —-  =  l im g =  l im 1 + —  =
Дл—о dy  дл-*о dy дх-»о \ dy j

=  l im l( 1 +  a  л * ■) =  1 +  l im  —  =  1.
Дл--.о|\ / (*) Д X ) Ax->0 f (Л-)

f '  (x) Ф  0 — чекли сон булгани учун Д х-> -0  да а -> 0 . Шундай ки- 
либ, А у  ~  d y , демак, А у  ва dy такрибан тенг ифодалар деб хисоб- 
лаш мумкин, яък'и

A y tad y .  ( 14 .2 ’
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(14.1) тенгликдан улар бир-биридан А у  ъа йу ларга ннсбатан 
оцорирок, даражали чексиз кичик микдор (5 га кадар фарк килиши 
:елиб чикади.

(14.2) такрибий тенглик Ал: нинг циймати к,анча кичик булса, 
иунча к и ч и к  хато беради, чунки бу хато (5 нинг киймати билан 
никланади. Шу билан бирга с1у дифференциални хисоблаш амали 
 ̂у  орттирмани хисоблашга Караганда анча осондир.

1-м  и со  л. Кубнинг узунлиги 30 см булган к;ирраси 0,1 см орт- 
•ирилди. Шу куб хажмининг канчалик узгарганини топиш талаб 
;илинади.

Куб киррасини х  билан белгилаймиз, у х;олда куб хажми учун 
| =  х 3 формулага эгамиз.

Агар цирранинг узгариш микдоринн А х  билан белгиласак, у хол- 
1а куб хажмининг узгариш мнкдори функция орттирмаси сифатида 
никланади:

А и =  (х +  А х)3 — х3 =  З х 2 А х  +  З х ( Д х)2 +  (А х)3. (14.3)
Агар бу узгарншнинг микдорини аниклаш учун берилган функ- 

шя дифферепииали
с1и =  ь'йх  =  Зх2 А х (14.4)

линадиган булса, у  холда биз хажмнинг хакикнй хажми узгарпшига 
шсбатан хатога йул куямиз. Берилган х =  30, с1х =  А х =  0,1 кий- 
итларини дифференциалнипг (14.4) ифодасига куйиб, куб хажми уз- 
аришининг такрибий кийматини аниклаймиз:

йи =  3 900-0,1 =  270 (см3).
Х,ажм узгаришининг хаки^ий киймати функция орттирмасининг 

13.3) ифодасидан аникланади:
Д о =  3-900-0,1 +3 - 30 - 0 , 0 1  + 0 ,001  =  270,901 (см3).

Цундай килиб, хажмининг узгаришини аниклаш учун дифференциал- 
ан фойдаланишда юз берадиган хато А V — ¿ у  = 0 ,9 01  (см3). Бу 
ато 1 см3 дан хам кичик. Бу хаток и хисобга олмаса хам булади, 
унки бу хато хажм хаки^ий узгаришининг 0,4 фоизидан кам.

Дифференциал ёрдамида такрибий хпсоблашлар функция киймат- 
грининг узгаришини (орттирмасини) излаш билан чекланмайди. 
14.2) такрибий тенгликка цайтамиз:

А у т и й у .  
гни ёйиб куйидагича ёзиш мумкин:

[ / (х +[Д х) — / ( х ) «  /' (х) А х
ки

/ (х|+ Д|х) «  / (х) +  /' (хул 'х .
Бу такрибий тенглик амалда ушбу масалани ечишда кулланилади: 

гар /(х), / '(х) ва х маълум булса, /(х +  А х) такрибий киймлтни 
.исоблаш, яъни функиияиикг х нуцтадаги кийматини билгаи холда 
)ункциянинг х +  Д х  нуктадаги кийматини такрибий хисоблаш
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мумкин. Бу киймат Ал: канча кичик булса, шунча аник булади, 
яъни дг +  Дл: х  га канча я^ин булса, шунча аник булади.

Бир нечта мисол караймиз.
j  п,—п/—  . dx . V х2 - ми со  л. у =  у  х  булсин. a y  = -----~  еки a y  = --dx

п• У хГ~1 пх

га эгамиз. Демак, У х-\- А х  та у х  Н---------dx. Бу формулада
пх

d x — A x  — a  деб оламиз, у  холда
п -----

п ,---  . \/ х
Y J - . a .  О4 -5)1 х +  а ~ У  х  i "̂д.

Хусусий холда, агар лг =  1 булса, (14.5) формула ушбу куриништ 
олади:

1 1 +  а  ~  1 Н------• (14.6)
п

з —

(14.5) формулами у  24 нинг такрибий кийматини хисоблашгг 
татбик кпламиз. Бу формулада я  =  3, л: = 2 7 ,  а  = — 3 деб, ушбу- 
га эга буламиз:

з —  з -__  V 27 |
у  24 «  1 27 ~г - ^ г  (— 3) =  3 — —  =  2,889.

(14.6) формулани i  1,1 нинг такрибий кийматини топишга кул- 
лаймиз. Бу формулада п =  2 , а  =  0,1 деб олсак, ушбуга эга була
миз:

1 1,1 «  1 +  - 1.05.
2

3 - м и с о л .  i/ =  sin.v булсин. У холда dy =  cosx d x  га эгамиз 
Демак, sin (а- — Д а ) «  sin а- -г  cos х dx. Бу формулада dx  =  А х  =  о 
деб олаупз, у  холда:

sin (а  +  а )  «  s in х  +  a -co sx . (14.7'

Хусусий холда, агар а* =  0 булса, (14.7) формула ушбу куриниш- 
ни олади:

s i n a « a .  (14.8
д

(14.8) формулани sin 31° ни хисоблашга куллаймиз. х = —  (30
6

ли бурчакка тутри келади), а  =  -^~  (Io ли бурчакка тугри келадп
180

деб олиб, ушбуга эга буламиз:
• г, i с  * i Я  ( Л  i . JX i JX Яsin 31 =  s i n ----- ------ « s i n -------------- -cos — =

I 6 180/ 6 180 6

=  0,5  +  0 ,0 17 4  -0 ,8 6 5 2  =  0 ,5 1 5 1 .
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(14.-8) формулани кичик а  ларда ^уллаш мумкин, масалан,

51п 0,001 » 0 ,0 0 1 .

4 - ми с о л. у =  1пх булсин; ¿1у =  —  с1х га эгамиз. Демак, 1п(х+
X

А х) «  1п х Н----- ¿х . Бу формулада А х  =  с1х =  а  деб оламиз, у
X

лда:
1п (х +  а) «  1п х  -¡- — . (14.9)

гсусан, агар х  =  1 булса, у холда (14.9) формула ушбу куриниш-
о ади:

1п (1 +  а ) « о с .  (14.10)

(14.9) формулани 1п782 ни хисоблашга куллаймиз. х = 7 8 1 ,
= 1 деб оламиз, у  холда 1п 782 «  1п 781 +  — =  6,66058 +

781

=  6,66186.
78!
(14.10) формула кичик а  ларда кулланилади, масалан,

1п 1,02 «  0 ,0 2 .

Такрибий формулалар [(14 .5  — 14.10) нинг "хаммасида ос кичик 
едордир.

15-§. Дифференциалнинг геометрик маъноси

г/ = /(х) функция ва унга мос злрп чизикни караймиз (8 8 -ш акл). 
Эгри чизикда М  (х, у) нуктани оламиз, шу нуклада эгри чизикда 

лнма утказамиз, уринма Ох укнинг мусбат йуналпши билан хосил 
надиган бурчакни а  билан белгилаймиз. Эркли узгарувчи х га А х 
гтирма берамиз, у  холда функция А у  =  / (х  +  Д х ) — /(х) орттир- 
ниолади. Чизмада А у =  КМ, N нуцта эса N (х +  А х, Д х  +  Ах))  
I У (х  +  А х ,  у  +  А у ). Д М ТК  дан:

Т К  =  М К ^ а .
[Ш t g a  =  (х), М К  =  А
■ (абабли

Т К  =  Г  (х) А х.
фференцналнинг таърифига 
юан ¿ у  =  /' (х) А х. Шундай 
таб, Т К = с } у . Бу тенглик 
:) функциянинг х ва А х нинг 
>илган кийматларига мос ке
пи дифференциал» у  =  / (х) 
ш чизик;ка х нуктада утка-
1ган уринманинг ординатаси 88-шакл.
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89- шакл.

У

i/-fu)_

N
орттнрмасига тенг эканлигин 
билдирадп. Дифференциалннн 
геометрмк маъноси шунда 
иборат.

Чизмадан
NT = А у  — dy

эканп келнб чикадп. Амм
А у  ~  du, шу сабабли А х -* -  

90- ш акл. ЛТ
да y ¡{г —"О- Чизмада A y > d y

89- шаклдан A у  dy  дан кичик бу лиши мумкинлигини ку'рамиз. Ага 
У =  f (х )—туррн чизик булса, у  холда А у  =  dy  (90-шакл).

y  =  f{x) функция бирор х0 нуктада ва унинг атрофида диффереь 
циалланувчи булсин. Шу к уклада

такрибий тенгликни тузамиз. Унда х0+ А  х = х  алмаштиришни бажарг 
миз, у  холда: А х  =  х  — х0.

(16.1) тенгликни шу белтилашлардзн фойдаланиб кучириб ёзами:

y  =  f ( x) булгани учун yo =  f ( x 0) деб белгилаймиз ва уни (16.Í 
формулага цуямиз:

У — У о ~  /' ( х0) (.к — х 0) ёки у  «  у 0 +  /' (*„) (х — х0) .
Охирги теьглик х0 нукта атрсфпда у  =  / {х) функция у: ини турр

186

1 6 -§ . Функцияни чизиклаштириш

еки
/ (*0 +  А х) — / (*0) »  f ’ (х0) ■ А X (16.1

/ (*) — Г W  »  /' (*0) (х — хо)- (16.S



43 и к дек тутишини билдиради. Геомет- 
лк жихатдан бу у  =  / (х) функция 
эафиги булган чизикни х 0 нукта ат- 
офида шу чизикка (х0, у 0) нуктадаги 
ринма билан алмаштиришга тенг куч- 
идир (91 - шакл): Уо 4(Х°)

у-М )

У — Уо = ?  (■*<>) (х — х0). х
~оГ

ундай алмаштиришни функциями чи- 
1клаштириш дейилади. 91- ш акл.

X.

Бу усулнинг механик мазмуни 
[ундан иборатки, нотекис харакат бирор вакт оралигида текис ха- 
1кат билан алмащгирилади.

Функциянинг дифференцнали деб нимага айтилади?
Функциянинг дифференцнали унинг хосиласи оркали кандай ифодаланади? 
Ф ункция дифференциалининг геометрик ыаъноси нимадан иборат?
Функция графигпнинг кандан нукталари учун унинг дифференциала орттпр- 
масидан катта булади? К,андан нукталар  учун кичнк булади?
К,зндай функииялар учун  дифференциал айнан орттирмага тенг булади? 
Функцняни чизиклаштирши нима?
Дифференциалнинг асосин хоссаларини айтиб беринг.
Дифференциал шаклннинг ннвариантлиги хоссаси нимадан иборат?
Тацрибий хисоблашларда дифференциалдан фойдаланиш нимага асосланган?

). Функция кийматларинп дифференциал ёрдамида такрибий хисоблаш форму- 
ласини келтиринг. М исол келтиринг.

1. Ошкор ^олда берилган функцияларнинг юкори тартибли ярт 
илалари. у  = /(х) функция барча х { [ а ,  Ь] лар учун дифференциал- 
анувчи булсин. /'(х ) хрсиланинг кийматлари, умуман айтганда, х  
1 безлик, яъни } '(х ) ходила /'(*) =  фМ функциядир, шу сабабли 
(л:) функциянинг х о :ш а си  хакида гапириш мумкнн.

1 - т а ъ р и ф .  Берилган функция хосиласидан олинган хосила шу 
ункциянннг иккинчи т а р т и б л и  хосиласи ёки иккинчи хосила 
;Гшлади ва у '  ёки /7 (я) каби белгиланади:

2 - т а ъ р и ф .  Иккинчи тартибли хосиладан олинган хосила учин- 
I т а р т и б л и  хосила ёки учинчи хосила дейилади ва у ’"  ёки /'" [х] 
аби белгиланади.

3 - т а ъ р и ф .  (п  — 1) - тартибли хосиладан олинган хосила п -

осила тартибини дараж а курсаткичи билан аралаштириб юбэрмас- 
ик учун хосила таргпби кавслар ичига олинади.

У з- у  з  и н и т е к ш и р и ш у ч у н  с а в о л л а р

[. 887—889 , 891—8 9 3  , 896 , 900 , 902 , 9 0 6 -масалаларни ечинг.

17- §. Юцори тартибли ^осилалар

у" =  { у ' У : = т .
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п =  0 булган хусусий х°лда /!0)(х )=  ¡{х) деб оламиз, яъни ноли: 
чи косила функциянинг узига тенг.

Туртинчи, бешинчи ва юк;ори тартибли хосилалар рим ракамлат
л  ¿г IV V VIбилан хам белгнланади: у  , у , у , . . .

1-м  и со  л . у  = хп функция бернлгап. у т  ни топимг.

У ' = п з Г \
у "  =  П ( П —  1 )/ _2,
У'" = п [п —  1)(п — 2)/~ 3,

г/л) =  п(п — 1)(/г — 2) . . .  3-2-1 -х п =  п\

(п! ёзув п факториал деб у^нлади ва 1 дан п гача булган нат; 
рал сонлар купайтмаспни билдирадп).

Шундай кплиб, ( х п ){п) =  п\ У холда ( х п =  0.
2 - м и с о  л . у = а  булсин. у {п) ни топинг.

у ' =  а х\па, 
у " == а х 1п2 а , 
у'" = а г 1п3я ,

, («) X 1 Пу  =  а 1п а .
Шундай кплиб, ( а  ) (,° =  а  \па.
Хусусий :холда: ( е ) (,1) =  е\
3 - м и с о л .  у  = екх (/г — солэО булсин. г/'0 ни топинг.

/ , 1(Ху = к е  ,

У" =  Р е кх,
У '" =  к 3екх,

у {п)= кг ,екх.

Шундай цилиб, ( екх){п) =  к'1 е кх.
4 - м и с о л .  у =  sin.it булсин. у [,г) ни топинг.

у ' =  со$х  =  бш ),

у {п) =  соз^л; +  (п — 1) - у - ) =  +

Шундай килпб, (Б т.г)1'0 — ^
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5 - м и с о л .  y  =  co sx  булсин. у (п' ни топинг. Юкоридагига ухшаш

(cos х)1п) =  cos [х -{ -п  — )

«анини курслтиш мумкнн.
6 - м и с о л .  у  =  1п г  булсин. у (п) ни топинг.

У"  =  -  1 -Х- 2 ,

у " ' =  ( — 1)2-2-лГ3,

у {п) =  ( — I)"- 1- 1 -2  -3 . . . (п— l)x ~ n =  -^ ~ 1)ri 1 (д—')' .
хп

Шундай цилиб, ( l a  x)W — (— 1)п~'
хп

2. Лейбниц формуласи. л-тартибли хосилаларни топлшда к,уйи- 
;аги кридалар тугрилигича колади:

а) агар и =  и(х), v  =  v(x) булса, у  холда

(и ±  и)(л> =  и{п) ±  и(п>;

б) агар и = и (х ) , С  — const булса, у холда

(С  • u f n) =  С • d n).
Икки и =  и(х) ва о =  v(x) функциялар купайтмасининг я-тар- 

ибли хосиласини топиш учун ушбу формула уринли:

( u v f \ = u w -v +  ^ u * - ' ) -v ' +  ^ ^ u [n- % ' '+  . . .  +  uv(n).

iy  формула Лейбниц формуласи  дейилади. Уни тузиш коидаси 
>ундай:

(и -\ -г )п ифоданн Ньютон биноми буйича ёйиш керак:
/ , \П п  0  , ^  п — 1 - 1 ^  л — 2  1 . . О п(u +  v) = и  V -ур ы u j ----- 21— и V + U  V .

Бу ёйилмада «  в а  о дарлжа курсаткичини ^осиланинг мос тар- 
иби билан алмаштириш керак.

7 - м и с о л .  (uv)" ни ёзинг. Ёйилмани тузамиз:
(и  +  v) 2=  u2v° +  2uv +  v2u°,

¡ундан
(u v )"  =  и"о +  2 mV +  u v '.

8 - м и с о л. (uv)"' ни ёзинг: (и +  и)3 =  u3v° +  3u-v -f- 3uv2 +  u°v3. 
¡ундан (uv)'" =  u"'v -f- 3u " v ' +  3 u 'v "  +  uv'".

9 - м и с о л  y  = e x -x2 берилган. y (n) ни топинг.



<п\ V о fl Y п(п--  Оу <п) =  е\ х?+  —  е\  2 х + ^ г -^

ёки

Шундай килиб,

у {п) =  ех(Х  -f 2пх - f  п(п — 1)).
3. Ошкормас функциянинг ю^ори тартибли ^осилалари. F{x,y)-- 

=  0 тенглама х га безлик у  функцияни яникласин. Бунинг юк;ор 
тартибли хоснласики излаш учуи бу тенгламани, у  ва унинг бар1 
^осилалари эркли узгарувчи д никг фумкцияси эканини унутмагг 
^олга, тегишли сон марта дифференциаллаш керак. 

х2 и210 -м  и с о л . ------[ -— =  1 тенглама билан ошкормас холда б<
а2 Ь2

рилган у  нинг иккинчи хосиласини топинг.
Олдин у ' ни топамиз. Тенгламани дифференциаллаймиз:

2х_ , ? у - у '  =  0  

а 2 Ь2

а 2 у  а г \ у  )  a 2 i/2
у" га топш ган у '  ни куямиз:

■ Г&_ jc_\
„ / / _  ъ2 У +  Х\ а 2 ' у ) _  Ь2 _ а 2у 2+Ь2х2 .

2/>3
А X  t iА м м о ------- |- —  =  1 тенгламадан а 2у 2 +  Ь2х 2 =  а 2Ь2 экани келиб чи

а 2 b2
Кади. Шу сабабли у"  ушбу курииишни голади:

у"  =  — — .
‘ ;а2</3

IVу  , у  в а  к. ^осилаларни xavi шунга ухшаш топиш мумкин.
4 . Параметрик берйлган фунщияларнинг юцори тартибли ^оси 

лалари. х  нинг у функциясн
Г х  =  ф (/)
1 г/ =  '1-1(0

тенгламалар билан параметрик берйлган булсин, бунда x= q>(t 
функция тескари функцияга эга. у'х ^осила (11 .4) тенглик била] 
аникланиши исботланган эди:

Ух = ~ .  (17.1xt

Иккинчи косила у"х ни топиш учун (17 .1 ) тенгликни х  буйича диф 
ференциаллаймиз, бунда t функция х  нинг функцияси эканини на- 
зарда тутамю :

__1 У/ V ф- _  y 'ttx " t ~  x"tfy't 1



y ] f x't~ x’ífy 't

[ундай ^илиб,

У>х =
К )3 '

ххх' У'хх<х ва х.-к - ^осилаларни хам шунга ухшаш топиш мумкнн.
Функциянинг параметрик берчлншидан механикада кенг фойда- 

шилади, \нда t параметр вактни билдиради. Вакт буйича ^осила- 
ip штрнхлар билан эмас, балки нукталар билан белгиланади:

xt =  x ,  x"tt =  х , у\ =  у  , iftt =-- у  ;

Ух =  У> УхХ =  У"< • • ■
:б белгилаймиз, у  ^олда хосилалар формуласини бундай ёзиш 
^мкин:

, и ,, IJ х — х у 
У = - 7 - ,  У =  -------:------—.

х х3
11-ми'_сол. Ушбу

х =  а  eos t
y  =  a s in t ,  а  — consí

нгламалар билан параметрик берилган, х  нинг функцияси булган 
нинг у ' ва у"  ^осилаларини топинг.

у ' = 4 - =  a C 0 s t - =  - c i g t, y '  =  ( - c t g ¿ ) ; - / ;  =
х — а sin /

1 1 1
sin2 / x as'm3t

)-§ . Юцори тартибли дифференциаллар. Инвариантлик шаклининг
бузилиши

у  =  f(x) функцияни караймиз, бунда х  — эркли узгарувчи. Бу 
/нкциянинг

dy — f ’(x)dx (18.1)
фференциали яна х  нинг фупкциясидир, бунда f'(x ) биринчи ку- 
йтувчи х  га борлик, булиши мумкин, иккинчи купайтувчи эса ар- 
■менгнииг Ал; орттирмасига тенг булиб, х  га богли^ эмас, шу са
бли бу функциянинг дифференциали .^а^ида гапириш мумкин.

1 - т а ъ р и ф .  Функциянинг дифференциалидан олинган диффереи- 
ил иккиш и т а р т и б л и  дифференциал ёки иккинчи дифференциал 
йилади ва d 2y  деб белгиланади. Шундай ^илиб,

| d(dx) =  d2x .
г 2 - т а ъ р и ф .  Иккинчи тартибли дифференциалдан олинган диф- 
¡ренциал учинчи т а р т и б л и  дифференциал ёки учинчи дифферен- 
\ал дейнтади ва d 3y  деб белгиланади. Шундай цилиб,
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3 - т а ъ р и ф .  (п — 1)-тартибли дифференциалдан олинган ди 
ференциал п -тар ти б л и  дифференциал дейилади ва А''у деб белг 
ланади. Шундай килиб,

<*( йп~\у ) =  йпу .
Юкори тартибли дифференциалларни хосилалар оркали ифодала 

миз. Иккинчи дифференциалнинг ифодасики топамиз:
[сРу =  й(йу)= А (у' йх) =  (у ’йх)'йх  =  у" Ах ¿ х  =  у"Ах-

(бу ифодани чикаришда йх ифода х г а  боглиц эмаслигидан фойдала 
дик). Шундай килиб:

й2у  =  у ’'йх2. (18.
Бу ерда йх3 =  (йх)2, чунки дифференциал даражасини ёзишда кэе 
ларни тушириб ^олдириш кабул ^илинган. Бундан кейин (йх)3 у  
нига йх3 деб ёзамиз ва бу йх ифоданинг куби деб тушунамиз. 

Учинчи дифференциалнинг ифодасини хам шунга ухшаш топам!
й3у  =  А(£гу) =  й(у"йх2) =  (у"йх2)'йх\= у"'Ах3.

Шундай килиб,
йъу  =  у ’"йх3. (18.

Бу жараённи давом эттириб, п-дифференциал’’ ифодасини топам! 

<Гу =  й(йп у) =  й (у {п~1) йх'1- 1) =  (г/"-1’ й х ^ у й х  =  </"> йхп. 

Шундай килиб,
йпу  =  у (п)йхп. ' (18.

Ю^ори тартибли хифференциаллардан фойдаланиб, ( 18 . 1— 18. 
формулалар ёрдамида хар ^андай тартибли ^осилани дифференциа 
ларнинг нисбати сифагида тасвирлаш мумкин, чунончи:

_  'Лу_ ,// _  £У_ _  сРу (п)_ е^у
йх йх2 (1х3А с!хп

>^озирга кадар з^амма формулаларда х  узгарувчи ^эркли^ бул 
келди. Энди х  оралик аргумент булсин, ^яънн

У =  /(*)
мураккаб фуккцияга эга булайлик, бунда х  =  ср(/). Бу ^олда х; 
дифференциал шакли саклакишини текшириб курамиз. Биз билами 
ки, биринчи тартибли дифференциал, х  эркли узгарувчи ёки орал! 
функция булишига карамай, уз шаклини саклайди, яъни

йу =  ц'йх, бунда йх =  ф'(0 ^  ¥= сог^ .
Иккинчи диффэренциа.т учун ифода топамиз:

й2у  =  й(йу) =  й(у'£х) =  й(у')йх  +  у'й(йх) =  у"йх2 +  у ’й2х . (18.
(18.5) ва (18.2) формулаларни тавдослаб, мураккаб функция и 

кинчи дифференццали (18.2) шаклга эга эмас дейиш мумкин.

й(й2у) =  й3у.
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Шунга ухшаш, иккинчи дифференциалдан бошлаб, кейипги диф- 
фгренциалларнинг хаммаси дифференциал шакли инвариантлиги хос- 
2асига эга булмайди, дейиш мумкин. Инвариантлик хоссаси факат 
эиринчи таргибли дифференциал учун уринли.

1- м и с о л .  у  =  cos * функциянинг dy  ва d2y  ларини топинг, х  — 
эркли узгарувчи.

Еч и ш.  dy =  y 'd x = — s i n ^ x ,  
d2y  =  y"dx- =  — cos xdx2.

2 - м и с о л .  y  — cosx мураккаб функциянинг dy  ва d2y  ларини 
гопинг, бунда х  = In t.

Еч и ш.  dy =  y ’d x = — s i n x - - y -  =  — sin xdx, чунки -у -  =  dx.

dly= d (d y ) - y"dx2 +  y 'd 2x  =  — c o s x - ^ - ^  +  s in ;c -^ - = —cos xdx2—

— sin x d 2x, чунки =  d x2, ^— y - j  =  d 2x.

Шундай килиб,

d2y  =  — cos x  dx2 — sin xdx
формула уринли.

S’ з-у з и п  и т е к  ш и р и  ш у ч у н  с а в о л л а р

1. берилган функцияиинг n-тартибли ^осиласи деб нимани айтилади?
2. Функциялар купайтмасн дифференциалини топишнинг Лейбниц коидасини ту- 

шуптириб берипг.
3. Ошкормас функцияларнинг юцори тартибли ^оснлаларн цандай топилади?
Í. Параметрик берилган функцияларнинг юкори тартибли ^осилалари цандай то

пилади?
5. Берилган функциянинг и-тартибли дифференциали деб нимани айтилади?
5. Исталган тартибли дифференциал функциянинг эркли \'31аРУвчи буйича те- 

гишлн хосиласи оркали кандан ифодаланади?
7. Оралик узгарувчи функция булганда мураккаб функция учун биринчидан юко

ри тартибли диффгренциалларнинг шакли сак;ланадими?
3. 1006— !0 !8 ,  1030— 1040, 1056— 1064, 1069— 1075, 1088, 1 0 9 6 -1 1 0 5 -  маса- 
паларп 11 ечипг.

19-§. Дифференциалланувчи функциялар з^а^ида баъзи теоремалар

1. Ролль теоремаси (хосиланинг ноллари .^акидаги теорема). 
Агар у  =  f(x) функция [а , Ь] кесм ада аникланган  ва узлуксиз, 
[а, Ь\ и н тер валда дифференциалланувчи, кесманинг охирларида 
щенг f(a) =  f(b) кийм атларни  цабул килса, у  холда кесманинг 
мида кам ида б и т т а  х — с £ (а , Ь) н у ^ т а  м авж удки  ун да  уосила 
полга т ен г , яъни

П с) =  0 .

И с б о т и .  [а , b] кесмада узлуксиз функциянинг хоссасига кура 
функция шу кесмада узининг энг катта М  ва энг кичик т  киймат- 
ларига эга булади, яъни чегаралангандир.

Мумкин булган икки ^олни караймиз.
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а) Энг катта ва энг кичик кийматлар бир хил, яъни т =  N. 
булсин. У холда ¡(х )  =  со г^  деган хулосага келамиз. Демак, кес 
манинг х а р  кандай ну^тасида / '(х )  =  0. Теорема исботланди.

б) М ф т  булсин. /(а) =  /(&) булгани учун функция энг катта N. 
ва энг кичик т  кий.матларидак бириии кесманинг охирларида эмас 
унинг ичида кабул к;илади. М =  /(с) булсин дейлик, бунда с 6 (а,Ь).

/'(с)=0 эканини исботлаймиз. Бунинг учун с нуктага Ах орттирмг 
берамиз, (с +  Ах)£(а,Ь) нуктага эга буламиз.

/(с) фупкциянинг энг катта киймати булгани учун
/(с +  Ах) <  / (с) ёки ¡(с  +  Ал:) — /(с) <  0 булади.

Угшбу муносабатларни караймиз:
а Ах) — 1(0) ^  „Ал: <  0 да — —  >  0

Ах

ва
!(с-}- Ах) — /(с) 

Ах
:о .

Шартга кура функция (а, Ь) интервалнинг хамма ерида ва хусусан 
х  =  с € (а,Ь) нуктада дифференциалланувчи эканини унутмаган холд 
Ах-*-0 да бу муносабатларда лимитга утиб, ушбуларга эга буламиз:

Нс +  Ах) — [(с)П т
Дх->— 0

Н т
Да-~>+0

Ах

/(с +  Ах) - ¡(с)
Ах

=  /1 (С ■ 

=  /+(С -

- 0) > 0 ,

0 ) < 0 .

Функциянипг х =  с нуктада дифференциаллану вчаплиги сабабли уш 
буга эгамиз:

/1 ( с - о )  = /;(с +  о) = /'(с).
/1 (с — 0) >  О ва [+(с +  0) <  0 муносабатлар Г {с)[=  0 булгапдагин 

биргаликда булади. Демак, [а, Ь] кесма ичида шундай х  =  с ну^т 
мавжудки, унда х,осила нолга тенг, яъни /'(с) =  0 булади. Теорем 
исботланди.

Бу теореманинг геометрик маъноси бундай: ¡'(с )  =  0 булиш: 
1§сс =  0 эканини билдиради, бунда а — Ох уцнинг мусбат йунали

ши билан графикка абсциссаси х  =  
га тенг булган нуктада утказилга] 
уринма орасндаги бурчак. Шу са 
бабли теореманинг шарти бажарилса 
у з^олда [а , Ь) кесма ичида кам  де 
ганда битта шундай х  =  с ну^т 
топиладики, графикка абсциссас 
х  =  с га тенг нуктада утказилга; 
уринма Ох укда параллел булад 
(92-шакл). Теорема шартларида: 
акалли биттасининг бузилиши теоре 
ма тасд№ининг бузилишига олиб ке 
лади.
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0 I

93- шакл. 94- шакл.

1- м и с о л .  Ушбу

/W =  { х, агар л; 6 [0 , 1) булса,
0 , агар х  =  1 булса

функция берилган. Бунда биринчи шарт бузилган: функция кесмада 
узлуксиз эмас, х= \  нуктада у узилишга эга, чунки

l im /(*)]= 1 , аммо /(1) =  0

ва /'(с) =  0 буладиган х =  с гу^та мавжуд эмас (93-шакл).
2 - м и с о л .  [ — 1, 1] кесмада f(x) =  |л;| функция берилган. Бу 

холда иккинчи шарт бузилган: функция х  =  0 нуктада дифферен- 
циалланувчи эмас (94-шакл) ва демак, f '(c ) =  0 буладиган с нукта 
мавжуд эмас.

3 - м и с о л .  [0,1] кесмада f(x) =  х  функция берилган. Бунда учин- 
чи шарт бузилган: ¡(0 ) Ф  f ( l ) ,  чунки /(0) =  0 , /(1) =  1 (95-шакл) ва 
/' (с) =  0 буладиган с нукта мавжуд эмас.

Ролль теоремасининг шартларида f(a) =  f{b) =  0 деб фараз кила- 
миз, х  =  а  ва х =  Ь ну^таларни функциянинг ноллари (ёки f(x) =  
=  0 тенгламанинг илдизлари) деймиз, /'(с) =  0 буладиган х  =  с нук- 
тани эса хосиланинг ноли деймиз.

Ролль теоремаси функциянинг иккита ноли орасида хосиланинг 
камида битта ноли мавжуд эканлигини тасдик;лайди. Шу сабабли 
Ролль теоремасипи хосиланинг ноллари хакидаги теорема х,ам дейи- 
лади.

а, b лар у  =  f{x) функциянинг ноллари, с эса у ' =  f'{x) хосила- 
нинг полидир (9 6 -шакл).

2. Лагранж теоремаси (чекли орттирмалар хакидаги теорема). 
Агар у  =  f(x) функция [а , Ь] кесмада аникланган  ва узлукси з , (а ,Ь)

У

х
о ,

.х
о

95- шакл. 96- шакл.
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интервалда дифференциалланувчи булса, у  холда \а,Ь] кесма 
ичида камида б и т т а  х — с € (а , Ь) н у ц т а  топиладики, бу н у к т а д а

f(b) — f(a) =  f ( c )  (b — а)
тен гл и к  баж арилади .

И с б о т и .  Ушбу

F(x) =  f(x) -  f(a) -  (х -  а)
b — а

ёрдамчи функциям тузамиз, бунда Ь ф а .
F (x) функция Ролль теоремасининг барча шартларини цаноатлан- 

тиради. ^акикатан, биринчидан, F(x) узлуксиз функцияларнинг айир- 
маси булгани учун бу функция [а , Ь) кесмада узлуксиз; иккинчидан, 
у  дифференциалланувчи функцияларнинг айирмаси сифатида (а,Ь) да 
дифференциалланувчи; учинчидан, у ораликнинг охирларида бир хил 
тенг к;ийматларни ^абул килади, чунончи:

F  {a) = f  (а) — f (а) /(Ь)~ ,{а) {а -  а) =  О,
Ь — а

F (b ) =  f ( b ) - f ( a ) ~  (6 - й )  = 0 .
Ь — а

Шу сабабли Ролль теоремасига кура [а, Ь] кесмакинг ичида камида 
битта х  =  с ну^та мавжудки, унда F ' (с )  =  0 булади. F ' (х) ^осила- 
ни топамиз:

F ' (х) =  Г ( к ) ~  f M - Ш .
Ь — а

Демак, х =  с да

F ' (с) =  р  (с ) -------f- (Ь) ~  ^  =  0.
Ь — а

Бундан:
f ( b ) - f ( a )  =  P  (с ) ( Ь - а ),

бунда
a C c < Z b .

Теорема исботланди. Топилган формула Л агранж  формуласи де- 
йилади.

Бу теореманинг геометрик маъносини аниклаш учун Лагранж 
формуласини

f j b ) - f ( a )  , }

Ь — а
куринишда ёзамиз.

97- шаклдан ~   ̂^  =  t g a  экани куриниб турибди, буида а
Ь — а

бурчак АВ  ватарнинг ofhui бурчаги.
Иккинчи томондан,

n c )  =  tgp,
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I

a-x С Ь~Х*аХ

98- ш акл.

бунда р — абсциссаси с га тенг 
ну^тада эгри чизища утказклган 
уринманинг ofhui бурчаги (97- 
шакл).

Лагранж теоремасига кура 
tg а  =  tg р, бундан эса а  =  Р 
экани келиб чи^ади. Демак, эгри 
чизицда камида битта нук,та мав- 
ж уд булиб, бу нуктада эгри чи- 
зикца утказилган уринма ватарга 
параллел булади.

Лагранж формуласига ^айтамиз ва уни 
бошка шаклда ёзамиз. Бунинг учун а = х ,  
b =  х +  Д х  деб оламиз, бунда А л: хар 
кандай ишорали булиши мумкин. У хол- 
да ушбу тенгликка эгамнз:

f ( x  +  A x ) — f(x ) =  f ' (с) Ах.
х, х  +  А х , с нукталарни сонлар укида тасвирлаймиз (9 8 -шакл). 

Шаклдан с — х < А х  экани куринади. Шу сабабли с — x = Q A x  деб 
ёзнш мумкин, бунда 0 <  0 <  1. Бундан: с =  х +  0 А х.

с ну^танинг бундай ёзилишида Лагранж формуласи ушбу кури- 
нишга эга булади:

f  (х +  А х) —  / (х) =  /' (л: +  0 А х) Ах, бунда 0 <  0 <  ] .
f ( x  +  A x ) — f (x )  =  A y  булгани учун Л агранк формуласи узил- 

к.’сил ушбу куринишга эга булади:
Ау =  /' (х +  0 Ах) Ах, 0 <  0 <  1.

Бундам Лагранж формуласининг нега чекли айирмалар формуласи 
деб аталиши маълум булади.

3. Коши теоремаси (икки функция орттирмасининг нисбати з̂ а- 
^идаги теорема). А гар иккити  ) '(х) ва ср (х) функция [а ,Ь ]кесм ада  
узлуксиз, (а , Ь) и н тер валда дифференциалланувчи, шу билан бир- 
га барча х £ (а , Ь) л ар  учун  ср' (х) ф  0 булса, у  %олда [а , Ь] кесма 
ичида ащ лли б и т т а  х =  с £ (а , Ь) н у к т а  м авж уд кн , ун да

f ( b ) - f ( a )  Г (с)
Ф (Ь) — ф (а) ф' (с) 

тен гл и к  баж арилади , бунда  ф (Ь) ср (а).
И с б о т и .  Ушбу

F  (х) =  (f (b) — / ( а ) ) ф (х) —  (ф  (Ь) — ф (а)) / (*)
ёрдамчи функцияни тузамиз. Бу функция [а , b ] кесмада Ролль тео- 
ремасининг хамма шартларини каноатлантиради. Х,акнкатан хам, би- 
ринчидан, бу функция узлуксиз функцияларпинг айирмаси сифатида 
[а , Ь] кесмада узлуксиз; иккинчидан, у дифференциалланувчи функ- 
циялар айирмаси сифатида (а , Ь) интервалда дифференциалланувчи; 
учинчидан, бу функция [а , Ь) кесманинг охирларида бир хил ций- 
матларни ^абул ^илади. Чунончи:
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F (a )  =  f{ b )-y (a )  — ip (b )f(a ),
F { b )=  / (6)-ф(а) — <p(b)f(a).

Шундай килнб, F  (а) =  F  (b).
Шу сабабли Ролль теоремасига кура акалли битта х =  с £ ( а , Ь) 

нукта мавжудки, унда F ' (с) =  0 булади. F ' ( х) ни топамиз:
F ' (х) =  (f (Ь) -  f  (а)) ■ Ф' (х) -  (Ф ф) -  Ф (а)) ■ /' (х)

х =  с деб олсак,
F' (с) = (f (b) -  f (о)) ф' (с) -  (ф (Ь) -  Ф (а)) Г (с) = 0.

Тенгликнинг иккала к,исмини
ф' (с) (ф (b) — ф (а)) Ф  0 (шартга кура)

га буламиз. Натижада

Т м ~ 'Г ,  (бунда а  <  с <  t)
ф (6) — ф (а) ф (с)

тенглнкка эга буламиз. Шу билан теорема исботланди.
Агар ф (х) =  х  деб олинса, Лагранж теоремлси Коши теоремаси- 

нинг хусусий холи булишини гаъкидлаймнз. Агар f ( a )  =  f(b ) деб 
хисобланса, Ролль теоремаси Лагранж теоремасининг хусусий холи 
булади.

У з- у з и н и т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. Ролль теоремасипи ифодалапг ва нсботланг.
2 . Ролль теоремасининг геометрик маъносини тушунтиринг.
3. Л агранж  теоремасипи ифодаланг ва исботланг.
4 .  Л агранж  теоремасининг геометрик маъносини тушунтиринг.
5 . / (дс) =  рх2 -f- qx -f- г функция учун Л агранж  теоремасида катнашаётган х  =  с 

нукта каралаётган кесманинг уртасидан иборат булншини курсатинг.
6. Коши теоремасини ифодаланг ва исботланг.
7 . 11 i 6 — 1121, 1127— 1134-масалаларни ечинг.

20- §. Ани^масликларни ечиш. Лопиталь кридаси

0 оо
'/Агар лимитларни ^исоблашда - у ,  — , О-оо.оо— оо, 0°, 1°°, оо°

куринишидаги натижалар ^осил булса, букдай холда биз ан щ м ас- 
ликлар  билан иш курамиз дейилади. Бу х;олда лимитни хисоблаш 
аникмасликни  ечиш дейилади. Аник,масликларни ечиш француз ма- 
тематиги Лопиталь курсатган коида буйича амалга оширилади. Бу 
цоида ушбу теорема куринишида ифодаланади.

1-т е о р е м  а. Агар f (x ) ва ц>(х) функциялар х =  а  нуцтанинг  
бирор атроф ида узлуксиз, а  н уц тан инг узидан таигцари шу а т -  
рофда дифференциалланувчи булиб, ш у атр о ф да f ( a )  — 0, ф(о)=

f '  (х)=  0  ва ф' (л:) ф  0  хам да  lim -A -L — д  л и м и т  (чекли ёки чексиз)
х->а ф' (а-)

м авж уд  булса, у  %олда lim  л и м и т  м а в ж уд  ва уш бу
х-*а Ф (л-)
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lim  LW =  ]im £ W . =  A (ф, w  ^  0)
x—*ü <p(x) x~>a ф (x)

пенглик уринли булади.
И с б о т и .  Ушбу

/(*) _  f(x) — f (a) 
ф (?) ф W — ф (а) 

шсбатни к;ара“1миз. Бу тенглик турри, чуики шартга кура

/ (а )  =  0, ф (а )  =  0 .

Агар х  а  ну^танинг атрофига тегишли булса, у  холда тенглик- 
(ипг унг кисмига Коши теоремасини куллаб ушбуга эга буламиз:

f (*) _  У (с)
Ф (-*) ф'(с)'

с нуцта а  ну^та атрофига тегишли булгани учун х  —*-а да с —- а  
луносабат ^ам уринли булади.

Шу сабабли охирги тенгликда х а  да лимитга утиб, топамиз:

lim  =  lim  =  lim  — -  =  A.
х^а ф(х) х~>а ф (с) х->а ф' (X)

Бундай цилиб,
l i m L W = И т О ^  =  л = Г(а)

+а ф (л) х->а ф' (.г) ф' (а)
Георема исботланди.

1 - э с л а т м а .  Агар / '(а) =  0 , ф '(а) =  О ва / '(*) хамда ф ' (.*) .у ь  
:илалар теорема шартларини каноатлантирса, у холда теоремани

 ̂ 1х̂  писбатга иккинчи марта кулланиш мумкин, чунончи:
ф' М

/(.V) Г (х) /" (х)lim =  l im-— -  =  l im ------ - ва х .к .
ф (х) м ф ' М  WX-vQ

1- м и СОЛ.
j jm sin 4 х _ / 0 \ _  j jm (sin 4 х ) '_ 4cos 4 х ___4_
лг—»0 Зл: \ 0 / х->0 (З.г)' л->о 3 3

2- м и с о л .
х — sin х ( 0 \ ,. (х — sin х)' 1 —cos л;Jim  • / 0 \ ,. (х — sin х)'=  — = lim - -------- ---  =  lim

\ О .V—>0 ( * 3) V_»0х—»-0 х3 \ 0 / лг-»0 (х3)' х—*0 Зх2
._= ( ± )  =  hm  (■-c°s_ ^  =  Hm Sinx =  JL>

\ 0 / л-»о (За;2)' x—*-0 6л: 6

2 - э с л а т м а .  Теорема х о о  да /(х ) -> 0, ф(л:)->0 булганда 
<ам туррилигича цолади, яъни

lim =  lim  L iiL .
X-tOO ф (-V) X—>OD Ф (л‘)
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Ха^икатан хам, х  =  —  деб олиб, х-*~ оо да z -► О булишини ку- 
г

рамиз, шу сабабли

l im/f— W o ,  I im ф 1- W o .
z-*0 \ г / г-»О V г /

' ( т )г ифодага нисбатан Лопиталь коидасини к у л л а й м и з :

г !
f l  —  \ f ' ( —  

lim  =  lim   ̂ z. ■ = l i m — ■ z. ' . z. = l i m  ̂ .

Шуцдай килиб,
l im / W = um /’ W

. ф ( х )  x —• оо ф '(л :)

3 - м и с о л .
. 3

s i n -----

lim  —-7— =  ( —W  l im-------j—7- =I im
X-® 4 V 0 / X-oo /_i '

K !

x
, . 3  3 3 =  lim  —  cos —  =  — . 

x - > «  4 x 4
Ушбу теоремани исботсиз келтирамиз.
2 - т е о р е м а .  Агар ¡ ( х )  ва <р(х) ф унщ иялар х  =  а  н у ^ т а н и т  

бирор атроф ида узлуксиз, шу ораликда (х =  а  нук,танинг узидаь 
ташкари) дифференциалланувчи булса х ам да шу атроф да

Н т/(л:) =  оо, П тф (л:) =  оо, ф' (х) Ф  О
х -*а  х—*а
Г/ / \

булса ва lim  =  А л и м и т  (чекли ёки чексиз) м авж уд  булса, i
х~»а ф/(л')

д(олда lim  м авж уд  булади ва уш бу
х->оо ф  (дг)

И т М = Ц ш Ш . в л
л-»а ф (л.) х-+а ф (х)

гпенглик уринли булади.
Бу теорема оо да хам уз кучини саклайди.
4 - м и с о л .

П т  ! ££ =  ( ^ = Н т М = Н т = ^  =  ( А \  =
х ->0 c t g  д: V ОО 1 х -> о  ( c t g  х ) '  х -^ о  *  V о

=  l im ~ ^ ■п ^ - =  — lim 2 s in х cosх =  0.
х -+ о  (л :) ' х - » о
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5- м и с о л.

lim  - í l -  Л г Л -  l im — l im * * « ' ’
X-fc+aO ln  X \ 00 /  X—*-{-ao (1П Х ) x~*-f-co  ^

X

-- lim  2x2ex* =  +  oo.
X-++00

1 ва 2 - теоремаларни умумлаштириб ва эслатмаларни хисобга 
либ, Лопиталь коидасини бупдай ифодалаш мумкин:

Агар х -* -  а  ва х->- оо да / (х) ва ф (х) функциялар бир вактда 
i га ёки оо га интилса, у  холда бу функциялар нисбатининг лими- 
ини улар хосилалари нисбатининг лимити (агар бундай лимит мав- 
суд булса) билан алмаштириш мумкин, яъни

lim =  ( —  ёки — 'l =  lim  L ^ L  =  А,
х-*а  ф ( х )  \  0 оо / х-+а ф х ( X)

(.v-»oo) (х—« о )

унда А — чекли ёки чексиз.
3 - э с л а т м а .  Агар охирги ифодапинг унг томонидаги (чекли ёки

ексиз) лимити м авж уд  булса, Лопиталь коидаси уринли булади.
1ап томондаги лимит уавж уд  булган бир вактда унг томондаги
[имит мавжуд булмаслиги мумкин.

п х —b sin  X6 - ми  со л. lim  — 1-------- лимитни топинг.
.V—ю о  X

Е ч и ш. Лопиталь коидасини к,уллаймиз:
, .  X +  SÍnA' / со \ 1 - f -COSX . .  , ,  , ,lim  — ------  =  — =  lim -------=  h m ( l  +  cosx)

X \ оо / X—»ОО 1 X—.00
:-> оо  да (1 +  cosx) ифода 0  билан 2 орасида тебранади, яъни 
; —► оо да (1 +  cos х )  ифоданинг лимити мавжуд эмас, шу сабабли 
Попиталь ^оидасини ^улланиб булмайди.

Изланаётган лимитни бош^а йул билан топамиз: 
x  +  s i n x  / sin х\ ,lim  —1--------=  lim  1 1 Н---------= 1 .

Х -ю о  X JÉ—►QO \ X J

4 - э с л а т м а .  Шуни эслатиб утамизки, Лопиталь коидаси хар 
I.OMM хам жавобга олиб келавермайди.

7 - м и с о л .  l im— ~х лимитни топинг.
х—>оо у '  X2 +  1

Е ч и ш.  Лопиталь коидасини куллаймиз:
х

У * 2 н -  1Х—+7С
l i m ----------- =  ■=. = l i m - ^ + i

=  l im ~r  1 =  l im
X—»OO 1 Х-ЮО X2 - ( -  1

кницламасликни очмасдан дастлабки лимитга ^айтиб келдик.
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Изланаётган лимитни бошка усул билан топамиз:
X

l im  — =l i m ■— * =  l im — 1 -—. =  1 .
, ' v + i  * - / 4 + ^  '“ ■ / > + - ?

1. O oo куринишидаги аницмаслик. Бундай аникмасликни очиш 
дейилганда l im /(х) =  0, lim  ср(х) =  оо бÿлгaндa l im /(х )■ ф(х) лимит-

Jс-+а »а х—>а

пи топиш тушунилади.
Агар изланаётган ифодани

Нш/(х) -ф(х)  =  l im ёки Н т/(х)-ф (х) = lim
х—*а х—>а 1 х-*а х—*а 1

ФМ Т(х)
куриниш да ёзилса, у  холда х û да 0 ■ оо куринишидаги аннкмаслик-

0 ОО илар —  еки  — куринишидаги аникмасликларни очишга келтирилади.
О 00

8 - ми  с о  л. Y m x ^ ln x  ни топинг.
х-»0

Е ч и ш .  l imx2 =  0, \ [m ln x  = —  оо булгаии учун Ооо курили-
дг-vO .хг—»-0

шидаги аникмасликка эгамиз. Берилган ифодани шакл алмаштира- 
миз ва юкоридагига Kÿpa топамиз:

1

l i m x 2 I n x  =  =  ( — ) =  l im — ~  =  — lim — = 0 .
x-*0 x--*0 1 \ со : x-»0 _ x-»0 2

~X*~ -Ï3
2 . оо —  оо куринишидаги ани^маслик. Бундай аницмасликни 

очиш дейилганда l i m/ (х) =  оо, l i m p (х) =  оо бир хил ишорали чек-
х->а X—>а

сизлик бÿлгaндa lim (/ (х) — ф (х)) лимитни топиш тушуниладн. Бун-
х->а

Одай аникмасликлар —  куринишидаги ани^масликларга келтирилади.

9 - ми с о  л . l im (sec л: — tgx)  ни топиьт.
ЯX ---------О
2

Е ч и ш .  l im s e c x = + o o .  l i m t g x  =  - f  оо булгани учун оо— оо
X—> — —0 х~* —-----О

2 2 
куринишидаги аникмасликка эга буламиз. Энг содда алмаштиришлар

KÿpHHHiiira олиб келади: 

lim  (sec* — tgx ) =  lim  - — =  I — ) =  lim  ~ cos;t =  0 .
x . * _ 0  X—> — —o cosc v o j

2 2 2

3. 1” , 0 ° , oo° куринишидаги аникмасликлар.
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а) 1 im (/■ (лг))<р(дг> лимитни топиш деб, агар f (х) 1 , ф (л:) оо
Х-Щ

5улса, 1® куринишидаги анщмасликни очишни;
б) агар /(х)->- оо, ср ( х ) — 0 булса, оо° куринишидаги аницмас- 

1икни очишни;
в) агар / (х) -» -0 , ф (х) ->■ 0 булса, 0° куринишидаги аник;маслик- 

ии очишни тушунилади.
}\амма холларда хам функция олдиндап логарифмланади, бундан

З-оо куринишидаги аникмасликка эга булинади, бу эса уз навбати-
да —  ёки — куринишидаги аникмасликка келтирилади. Шундан

О оо

<ейин логарифмнинг лимита буйича берилган функция лимита топила- 
а,и. Натижа потенцирланади.

10- м и с о л .  lim (co sx ) х2 ни топинг.
х->0

Ечиш.  lim cosx  =  1, lim  — = оо булгани учун 1“  холга эга-
А - . 0  J C - -0  X 21

миз. А =  lim (cosх ) д е б  белгилаймиз. Бу ифодани е асос буйича
А - * 0

логарифмлаймиз:

\пА =  lim ln (cos*)'1’ =  lim  Ш  =  l im (- ^ - '  =
x —>0 *->0 А2 \ o  / x~>0 ( a 2) '

1
—  s in  x\

COS А 'V / 1 1 . s i n  X 1=  l im ------- ---------- — = --------lim  ----------- - — —
дг-*0 2x 2 x-*o *-cosa- 2

Шундай килиб, ln A = ------i - ,  бундан потенцирлаб,
_  i_

А =  e 2 ни хосил циламиз.
9 \

Демак, lim  (cos л:)'1’ =  -  .—
«-►о у  е

11 - м и с о л .  l im (tgx )C0SA' ни топинг.
Л

А '- » .-----
2

Е ч и ш .  l i m t g x =  оо, lim cosx  =  0  булгани учун оо° ^олгаэгамиз.
Х - ь —  X - *  —

2 2
А =  lim  (tgx)C0SJC деб белгилаймиз. Бу ифодани логарифмлаймиз;

Я

In А =  lim ln (tgx )cos х =  lim  cos x  ln (tgx ) =  (0- oo) =
ft Я

2
1 1

=  nm U lÜ i =  | - )  =  Hm <g* , cosa l̂  =  Hm = 0.
Я 1 \ « /  Я ! ! £ £ .  n  t g x s m x

А’—►—  — —  X —>■-----
2 COS X 2 COS2*  2
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Шундай килиб, ln /1 =  0, бундам потеццирлаб, А =  1 ни >рсил ки- 
ламиз.

Демак, lim  ( t g x ) cos 1 =  1.
Jl

X —* —

2
12- мне  о л. lim  (sin х)* ни топ ин г.

АТ->0
Еч и ш.  l im s i n x = 0 ,  lim jr =  0 булгани учун 0°.\олга эгамиз.

я->0 х->0
А =  lim  (s in х)^ деб белгилаймиз. Бу ифодани логарифмлаймиз:

х-*0

In Л =  lim  ln (sin х )х - lim  х  ln sin x  =  — (0 -oo) =
л~*0

l n s i n *  / oo \ c t g *  , .  .V2 / 0
=  l i m ---------- =  — — =  l im — — =  l i m ---------=  r ~

-v->0 1 V e o /  JC->0 1 a->0 — t g x  \ O

X

i ■- hm --------- - =  0 .
.*->0

eos2*

Шундай килиб, ln Л =  0, бундан А =  1.
Демак, lim  (sin*)* =  1. t / '

х-*0 ^

$ ’ з- у э и н и т е к ш и р и ш у ч у н  с а в о л л а р

О
1. х :-* -а  (чекли) ва х~*~ оо да —  аникмасликни очиш учун Лопиталь коида- 

сини чицарипг.

2. х - + а  ва  х->- оо да —  куринишидаги аникмасликни очиш учун Лопиталь
ОО

кридасини баён кглинг. Мисоллар келтиринг.
3. 1°°, оо°, 0° куринишидаги аникмасликларни очиш учун Лопиталь кридасинннг 

цулланилишини баён килинг. Мисоллар келтиринг.
4 . 1 3 2 4 — 1 3 6 4 -масалаларнн ечщтг.

2 1 -§ . Тейлор формуласи

1. Тейлор куп^ади. y  =  f{x) функция х =  а  нуктанинг бирор 
атрофида (п -+- 1)-тартибгача косила га эга (п -+- 1-.\о:ила хам киради) 
булсин. Даражаси п дан катта булмаган, х — а  нуктадагн кпймати 
f (x )  функциянинг шу нукгадаги ^ийматига тенг булган, п- таргибга- 
ча булган хосилаларининг х  =  а  ну^тадаги ^ийматлари / (.v) функция- 
дан шу ну^тада олинган мог ^осилалари цийлатларига тенг булган 
у  =  Р п {х) куп.^адни, яъни

Рп (а) =  f (а), Р ’п (а) =  f  (а ), Р ’п (а) =  /" (а )------- Р ("] [а) =  /<"> (а)
(2 1 . 1)

шартни каноатлантирадиган куп^адни топиш керак. Бундай купхад 
баъзи маънода [ ( х )  функцияга як;ин булишини кутиш .мумкин.
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Бу купхадни куйидаги куринишда излаймиз:
р п М  =  С0 +  ^  (х — о) +  С2 (х — а )2 +  . . . +  Сп (х — а )п,

(2 1 .2)
С0, С2, Су, Сп козффициентларни (21.1) шартлар бажарила- 

[иган кплиб аниклаймиз.
Рп (х) нинг хосилаларини топамиз:
Р'п (х) =  Сх +  2 С2 (л: — а) +  . . . +  п • Сп (х — а)"“ 1,
Р"п (х) =  2 С 2 +  3 - 2 С , ( х - а )  +  . . . +  п (п  — \)Сп( к - а ) п~9-,

Р%){х) = п { п  — 1)(п — 2) . . . 3-2-1 Сп . (21.3)

(21.2) ва (21.3) тенгликларга х =  а  цийматни куямиз, натижада 
,гшбуга эга буламиз:

Р п (а) =  С0, Р ’п (а) = С1( Р »  =  2 • 1 • С2...........
Р р ( а )  = п { п — 1) (п — 2) . .  . 3 - 2 - 1  -Сп. (21.4)

(21.4) тешликларнинг чап томонларипи (21.1) тенгликлар асоси- 
1а алмаштирамиз, натижада ушбуга эга буламиз:

¡ ( а )  =  С0, Р (а) — Сг, /" (а) =  2 -1 -С2, . . 
РпЦ а )= п (п — \){п — 2) . . . 3 • 2 • 1 • С„,

Зундан коэффициеитларнинг ^ийматларини топамиз:

С0 =  /(о), Сг =  Р (а), С2 =  ~  Р ' (а), С3 =  ± Р " ( а ) , .  . . ,

Сп=  ~ Г пЧ а).
п п\

5у С0, Сх. С2, . . .  ,С п кнйматларнн (21.2) фсрмулага куямпз вл и .- 
инаётган купхадга эга буламиз:

Рп (х) =  / (о) +  и $  (х — а) ±  (х — а )2 + . . .  (х — а)" .
(21.5)

Бу купхад /(*) функциянинг ( х — а) кинг даражаларп буйнча 
Гейлор куп^ади дейилади.

2. Тейлор формуласи. Берилган / (х) функция билан тузилган 
рп (х) купхад айирмасини Кп(х) билан белгилаймиз:

£„(*) =  /(*) — Л, (*), (21-6)
зундан /(х) =  Р п (х) +  Яп (х) ёки ёйиб ёзилганда:

¡ ( х ) = [ ( а ) + ^ ( х - а )  +  !̂ ( х - а У  +  . . .+

+  ^ ) ( * - а ) Ч Л я (*). (21.7)
п\
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(2 1 .6) формула ¡{ х ) функц 
учун Тейлор формуласи номп t  
лан юритилади.

Яп (х) ни Тейлор формуласнни 
колдиц хади дейилади. У ¡(х ) \ 
Тейлор купхади билаи алмашти 
ганимизда кандай хатога йул ку 
ганимизпи курсатади (99-шакл).

3. Л агранж шаклидаги ь;олд| 
^адли Тейлор формуласи. Колдр 

^аднинг хар хил шакллари мавжуд. Биз Лагранж шаклини кара! 
миз.

Т е о р е м а .  Агар / (л:) функция х = а  нуцтан и н г атроф ида (п  +  1, 
тар т и б гач а  уосилаларга эга булса, у  %олда бу атроф нинг \а 
кандай х н ук таси  учун колдик хад уш бу куринишга эга  булади:

_  /(”+1)(ё)
(Я -Г  1)'

бунда | ки й м ат  а  ва х  орасида ё т а д и .
И с б о т  и. (21.7) ва (21.1) формулаларга кура:

Ч » =  О,

К  ( Q) =  f '  И  —  р 'п (д ) =  °>

R ^ ( a )  =  f in)( a ) - P ^ ( á )  =  О,
(21.8

р(/г+1)
I W = /(л+1) { х ) - Р Г ч {х) =  П ч W._ г(П+1)

чунки р {; ; +1\х) = о.
ф(х) =  ( х —-а) ^ 1 деб белгилаймиз. У холда ф {х) нн диф^е- 

ренциаллаб ва хосилаларни х =  а  да хисоблаб, ушэуларга эга бу- 
ламиз:

<ср(х) =  (х — а)п+1, ф(а) =  0 , 
ф' (х) =  {п +  1) (х — а )’1, ф' (а) =  0 , 
ф" (х) =  {п +  1 )п { х  — а )п~ 1, ц>" (а) =  0 ,

{ (21.9]
ф(«)(х) =  (л +  1)! (х — а), ф(п) (а) = 0 , 

(х) =  (п +  1)!

(21.8) ва(21.9) фзрмулалзрдан фолдаланиэ, Я „ (х )> а ф(х) функ- 
цияларга Коши теоргмасини куллаймиз:

R n(x) R n ( x ) - R n (a) R'n (Xl) R ^ - R J á )

Ф (x) ф (X) —  ф (а) ф' (ai) ф' (Ai) —  ф' (а)

f (n) (ХП ) ф<г1) (хп ) — Ф(п) (а) — ф|П+1' (п+ 1)!
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унда л-i € (я .* ), х2е (а, лгх), x3 Ç (a ,x 2), хп+^ ( а , х п). 
емак,

RnM_ =  l (n+i)(*n+1)
<р(дс) л - М ) !

ундан хп+х =  I деб белгилаб, ушбуга эга буламиз:

(2 1 -Ю)

/нда % е(а ,х ) .
Теорема исботланди. (21.10) формула Лагранж шаклидаги цол- 

щ  хад дейилади. (21.10) ни (21.7) га к у т б  топамиз:

/ (х) =  / (a) -j- —jy- (х  — а) +  - 21  ̂ (х — <з)2

+  { x - a f + \  (2 1 . 11 ) 

унда a < z l< ix .
(21.11) формула Лагранж [шаклидаги R n (х) крлдик хадли Тен

ор формуласи деб аталади.
(21.11) Тейлор формуласининг баъзи хусусий ^олларини эслатиб 

тамиз. п =  0 да / (х) =  /(а) +  /'(£) {х — а) га эга булиб, Лагранж 
юрмуласини хосил киламиз. п =  1 да

/ (х) =  / (а) +  Г  (а) (х -  а ) +  ^  (х -  а )2.

у  формулада"к,олдик хадни ташлаб юбориб, дифференциални ку;:- 
ашга асослапган маълум

/ ( * ) « /  (а) +  /' (о) (х — а)
акрибий формулага эга буламиз.

22 -§ . Элементар функцияларни Маклорен формуласи 
буйича ёйиш

(21.11) Тейлор Гформуласининг а = 0 даги хусусий курииишн 
Иаклорен формуласи“дей илади:

(х) = /(0) +  +  +  . . . +  +  /?„(*), (2 2 . 1)

эунда R n {x)=  ^  +  ^  хп+ , а  <  | < х .  Бу формула функциянинг

фкли узгарувчи х  нинг даражалари буйича ёйилмасини беради.
1 . f  ( х )  =  е х функцияни Маклорен формуласи буйича ёйиш. ех

зункция барча х Ç (— оо, +  се) лар учун х̂ ар цандай тартибли .4оси- 
ил ар га эга. Шу >;осилаларнинг х = 0  ну^тадаги ^ийматларини хи- 
облаймиз.
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f (x )  =  ex / (0) =  1

f '( x )  =  ex / '(0 ) = 1

f " ( x )  =  ex f "  (0) =  1

f in)(x) =  ex f n) (0) =  1

f n+n (x ) =  e /(л+" (t) =  el , бунда 0 <  £ < x .
^осилаларнинг топилган цийматларини (22.1) Маклорен фэрмуласига 
цуйиб, е нинг ушбу ёйилмасини хосил киламиз:

¿ e = l + x  +  —  +  (2 2 .2 )2, -1-  . . .  -1-  п! , (п+1), е .  ̂ ;

2. /(-*■) =  s in дс функцияни Маклорен формуласи буйича ёйиш.
Функция барча х 6 (— оо, +  оо) лар учун x¡ap кандай таргибли хо- 
силаларга эга. Шу ^осилаларнинг х =  0 ну^тадаги ^ийматларпнн хи- 
соблаймиз:

/ (х) =  s inx

/' (х) =  cosx =  sin (х  +  —

/" (х) =  cos ¡X +  j  =  sin (х  +  2 у

f n) (х) =  sin ^х +  ti —  ) . 

/ (0 ) =  0 
Г  (0) =  I 
/" (0) =  0 
/ '" (0) =  - 1

/(,!)(0) =  sin  п - ^  , /("+1)(|) =  s in (^  +  (n +  1) y J , 0 <  с <  х.

Тартиби жуфт булган ^осилаларнинг ^аммаси х =  0 да нэлга тенг. 
Топилган ^ийматларни (22.1) гМаклорен формуласига цуйиб, s i nx  
учун ушбу ёйилмани >£>сил циламиз:

s i nx  =  x — . + ( _ l ) n+1_ ¿ _ ^ T +

+  (2п + 1) ! s i n ( ^ +  т ( 2 п +  J))- (22'3)
3) f ( x )  =  cosat функцияни Маклорен формуласи буйича ёйиш.

Функция барча х £ ( — оо, +  оо) лар учун j âp цандай тартибли ко
сила лар га эга. Шу ^осилаларнинг х =  0 ну^тадаги ^ийматларнни 
з^исоблаймиз:

/ (х) =  cos х  / (0) =  1
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/' (х) =  — sin x  =  cos (̂ x +  'j f  (0 ) =  0

/ "(* ) =  — s in ( x + - | - j  =  cos (x  +  2 / " (0) =  — 1

f  > (x) =  cos (*  +  П Y  j  г  (0) =  COS ( П J -

f (n+]) (E) =  cos (g +  (n  +  l ) f

« , ( * )  =  7 ^ г « » ( е + Ц . ‘^ ) .  0 < E < x

>унда toi^ тартибли хосилаларнинг хаммаси x  =  0 да нолга тенг. 
(х) =  cos х  функция уч ун  Маклорен формуласи уш бу куринишни 
лади:

C O S * = l — £  + £ -  . . . +  ( - l f +1 - ¿ Р  +

х2п+ 2 (2п +  2) ч ,пп
Н---------------cos + -------------- ^0* (22 .4)
^ ( 2  п  +  2)! С0ЬЬ  ^  2

4. /(дс) =  1п(1 +  д ? ) функцияни Маклорен формуласи буйича 
:йиш. Функция х > — 1 лар учун ^ар цандай тартибли хосилаларга 
та . /(х) функциянинг j c = 0  нуктадаги хосилаларини .^исоблаймиз:

/(х) =  1п ( 1 + х )  / (0) =  0

/ ' ( * ) - - г Ь - С + ^ Г 11 +  X
f ” (x) =  — 1 (1 + х ) ~ 2 /" ( 0 ) -------1

3/ " '(* )  =  1 -2(1 +  * )  (0 ) = 2 1

Г  (х) =  ( -  l )n+1 • (п  -  1) ! (1 +  x ) - 'n f l) (0) =  ( - l )n+1 • ( П - 1 ) !

r +1)W  =  ( - i r - « ! ( i  + x ) - n ~ l R n (x) =  b J ) l ( - J L _ ) n+[
11 п +  1 V ! + 1! ■

{рсилаларнинг топилган ^ийматларипи (22.1) Маклорен формуласига 
суямиз:

х2 х 3-2 ! д + 3 ! 
in ( 1 ~\-Х) =  X ----- 2  -\---- g-j----------- у ; ---- ( - • • •  +

+  ( ~  1)п+‘ ~ тг~  f a — 0 ! +  £„(*)■
К,искартиришлардан кейин:

Х̂  3̂ 4̂
1 п ( 1 - ) - х ) = Х ----- 2" “Ь' з --------4 Ь • • •  +

+  ( — l )n+1 - J -  +  /?„W - (22 .5)
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5- / (х )= (1 + л г )а  функцияни Маклорен формуласи буйича ёйи1
/ (х ) = ’ (  1 -i- х)а  функциянинг х  =  О нуктадаги хосилаларини хисо 
лаймиз:

/ (* ) =  ( 1 + х ) а / (0) =  1
Г ( х )  =сс(1 + х ) а - ‘ /' (0) =  а
Г ( * )  =  <х(а— 1)(1 + х ) “- 2 Г ( 0 )  =  о ( а — 1)

Í W (х ) =  а  (а  — 1) (а  — 2) . . . (а  — л +  1)(1 + х )ос~'! /(л)(0 ) =
= а (а — I) . . . (а -

— п  ~f- 1)
/("+1) W =  а  (а  -  1) . . .  ( а  -  л) ( 1 +  х )а ~п~ 1

^ W = - ( ^ i y r  « ( « - ! )  . . .  ( a - n j d + r -1"".

Досилаларнинг топилган кийматларини (22.1) Маклорен формул; 
сига куям из:

_ а  а.(а,— I) а (у . — 1) (а —2)
(1 + х ) а  =  1 + - т т х +  9, х2 +1! 1 2 ! 1 3! ^ ■ • • 1

+  • •• f a - H + l )  ^  +  д  (х) (2 2 .(
п!

«  курсаткич л дан катта булмаган бутун мусбат сон булган X’ 
сусий холда Rn (x) нолга анланади, (22.6) тенглик эса Ньютон 6 i 
номи формуласига айланади.

У з- у  з и н и т е к ш и р и ш у ч у н с а в о л л а р

1. Тейлор куп^ади нима?
2. К,олднк хади Лагранж шаклида булган Тейлор фэрмуласини ёзинг.
3 . К,апдай холда Тейлор формуласини Маклорен формуласи дейплади?
4. е х, sin х ,  cos х, 1п (1+ лг) ва (1 -+ х)а  функциялар учун Маклорен формул; 

сини ёзинг.
5. 1498— 1509-масалаларпи ечинг.

2 3 -§ . Тейлор (М аклорен) формуласининг татбици

(21 . 11 )  Тейлор формуласи ихтиёрий f ( x )  функцияни так,рибан
f  (a) f "  (a) f (nUa)

¡ ( х ) ъ [ ( а ) + ^ ( х - а )  +  ^ - ( х - а У +  . . .  + - L J ^ ( x - a ) n

Тейлор куп^ади  деб аталувчи куп^ад куринишида тасвирлаш имкс 
1!ини беради, шу билан бирга бунда пайдо бÿлгaн

# «(*) =  -£ гр У Т '(*  ~ а )П+1’ а < 1 < х  

хатони бах,олаш имконини беради (бу хатони куп  холларда етарлича ki
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чик килиш мумкин). Шу сабабли бу формула математик анализнпнг му- 
хим формулаларидан бири ^исобланади ва бу формула назарий тад- 
ки^отларда ^ам, купчилик амалий масалаларни ечиш воситаси сифа- 
тида (хусусий ^олда функциялар кийматларини такрибий хисоблаш- 
ларда) хам кенг ^улланилади.

(22.1) Маклорен формуласи хам / (х) функцняни Маклорен куп- 
хади куринишида так,рибан тасвирлаш имкопини беради:

г ,  ч г , т  , Г М  , Г ( 0 )  2 , , /( Л ) ( 0 )  п/ ( х ) « / ( 0 ) +  ^ г х +  — х2 +  . . . Н------ ^ — х ,

бундаги хато

(х) = ¡1 + 05! ' *"+1’ 0 < £ < х

буладп.
Бир нечта мисол караймиз.
1 . / (л:) =  ех функциянинг кугцад  куринишидаги тасвири (так,- 

рибий тасвири) (2 2 .2) формуладап келиб чикади:
у2 уЭ ^

е- ^ 1 + х  +  4 г + 4 [ +  . . .  + ^ .  (23.1)

Бу такрибий тенгликнинг хатоси Маклорен формуласининг

Я п (*) =  („ 4 .1 )7 • е ■ бУВДа 0 <  | <  х (23.2)

колди!^ хади оркали аншутанади, шу билан бирга барча х  лар учуп 

Н т Я п (х) =  0 , чунки е — чекли, ' эса п оо да чексиз ки-
я—>оо № | и*
чик. Бундан хар к;андай х  да ех функцияни исталган аникликдаги 
Маклорен куп^ади билан алмаштириш мумкинлиги келиб чикади. 
п =  1 , 2 , 3 деб олиб, ушбу такрибий формулаларга эга буламиз:

ек та \ +  х ,

ех я ;  1 +  х  +  —  >
2

* у2 уЗ
е * « 1 + х  +  4 -  +  ^ - ,

2 Ь
бу формулалар ани^ликнинг ортиб бориши тартибида жойлашган.

1- м и с о л .  е сонини 0,001 гача аникликда хисозлаиг.
Еч и ш.  х  =  1 кийматнн (23.1) ва (23.2) формулаларга куямиз:

‘ « 1 +  ' + ^ + Т 1 +  - - -  + ^ г -
6 3

Хатолик: #Л =  ^ Т)!- <  (п + 1), . ЧУНКИ 0 < | < 1  да е1 < 3 .
з

/? (х )  ^  0,001 ёки ---------- < 0,001 тенгсизликни ечиб, бу тенгсиз-
п (п+  1) !

лик п =  6 да бажарилишини курамиз. Демак,
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е т а 2  -г  —  -г  —— ¡- —— г —  -г —  =  2,718
2! 3! 4 ! 5! 6!

(0,001 гача аникликда).
2. / (-V) =  sin je функцияни Маклорен куп^ади куринишидаги 

такрибий тасвири ёйилмаси (22.3) формуладан келиб чицади:

sin х ~  х -  £  + £ - . . . + ( -  ! Г  . (23.3)

Бу такрибий текгликнинг хатоси Маклорен формуласининг колдик 
хади билан аникланади:

^2п W  = (2^Т 1Т !sin (^ +  (2 «  +  1) у - )  ’ (23.4)
бунда 0 <  ? <  х,

шу билан бирга хар кандай х  учун lim  R2n =  0, чу и к и \sin (H -j-
Л-+00

Я  I д:2 п + 1
-г  (2п  +  1) - у  <  1 чекланган, и i ) i эса п 00 Да чексиз ки-
чик. Бундан хар кандай х да sin х  функцияни исталганча кичнк ха- 
толи Маклорен к\'пхади билак алмаштириш мумкинлиги келиб чика- 
ди.

п =  1 , 2 , 3 деб олиб, sin х учун энг содда такрибий ифодаларга 
эга буламиз:

д-3 ^3 д>5
S i n X Ä i X ,  S i n X Ä i X  — ___ , S i n X Ä i X  —  _  +

6 6 120

Бу формулаларнинг иккинчиси биринчисидан, учинчиси эса иккин- 
чисидан аникрок.

2 - м и с о л .  sin 10° такрибий кийматни 0,00001 гача аникликда 
хисобланг.

Ечиш.  Бурчакнинг радиан улчовига утамиз:

х =  10° =  —  .
18

х =  — кийматни (23.3) ва (23.4) формулаларга куямиз:
18

• 1ЛО . я  Я 1 / Я \3 , ,sin 10 =  s i n— « ------------— +  . . . +
18 18 3! \ 18 }

+  ( _ ! ) » + • . _ ! _ .  ( “ Л2" - 1 .
V ( 2 п —  1)! \ 18 /

Хатолик:

R,2л í i r + ,.s ¡n (I  +  (2 „ +  l ) "
(2 n +  1) ! \18 / 2

(2
< — !------- f i L f +I < 0 ,000 0 1 .

■ " « + ! ) !  \18 ;
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Такрибий тенгликдаги хадлар сонини аниклаш учун колдик хад- 

гг микдорини хар хил п ларда хисоблаймиз.

Агар п =  1 булса, у холда \R2\ <  —  • ( —  Y  =  0,00089 >  0,00001;
3 ! \ 18 /

агар п =  2 булса, у  холда \Rt\ <   ̂ )* =  0,0000013 С  0,00001.

Демак, такрибий формуланинг иккита олдинги хади олинса, хи- 
Злашнинг берилган (талаб килинган) аниклигига эришилади:

sin 10° «  0,17453 —  0,00089 =  0,17364

00001 гача аникликда).
3 f  ( х )  =  c o s a : функциянинг Маклорен куп^ади куринишидаги 

фнбий ёйилмаси (22.4) форму ладан келиб чикади:

c o s x « l - f -  +  ■ ■ • + ( - l ) " +1( l J r  (23.5)

дацрибий тенгликнимг хатоси Маклорен формуласининг колдик 
№ билан аникланади:

RW  =  (2/ +  2] ! cos Ú  +  (2 л +  2) • f  ) • (23.6)

нда ;C0S (£ +  (2 /г +  2) -̂ г
| \  2

Забли хар кандай х да

х 2 п + 2

< 1 ,  п ОО да эса (-2 п~ -¿у, 0, шу

^ 2 ,  + 1 = ° -
п—*  оо

Бундан хар ^андай х да cos л: функиняни исталгап аникликда 

илорен купхади билан алмаштириш мумкинлиги келиб чикади.
/ г = 1, 2 , 3 деб олиб, cos л: учун такрибий ифодаларга эга була- 

з:

1 х*COS х та 1---- >
2

cos х «  1 -- :---1--- >
2 24

.  хг | . X 4 X е
cos х та 1 ---- Ц --------- ,

2 24 720

формулалар аникликиинг ортиб бориши тартибида жойлашган.

3-мисол.  cos 5° ни 0,000001 гача аникликда хисоблапг.

Ечиш.  Бурчакнинг радиан улчовига утамиз: х =  5° =  — ва х =
36

— кийматни (23.5) ва (23.6) формулаларга куямиз:
36

я  , / я  \2 1 . 1 / л \4  .
cos —  « 1  —  —  ----- Ь —  —  — . . . -г

36 \36 ) 21 4! \ 36.1

п+1 I / Я \2п
+  ( -  1)

(2 п) ! \36 1 
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Хатолик:

Л \2л+2

(2гс +  2)! V36
• COS +  Л (П  +  1))|

1
/JL\2n+2< 0 ,000001.

(2 я +  2) ! ' \36 /

Такрибий тенгликда нечта хадпи олишни аниклаш ёки берилга 

акикликдаги хисоблашларни олиш учун Я2п+Х колди1\ хадларнин 

кетма-кетлигини бахолаймиз:

агар п =  0 булса, у холда l/^l <  —  (— У =  0,003808 >  0,000001
1 2! \ 36/

агар п =  1 булса, у холда |/?3| ( =  0,000002 >  0,000001

агар п =  2 булса, v холда \R¿ <  —  [—  )6=0,00000003<0,000001 
" ‘ 6 ! \36 )

Демак, берилган аникликка эришиш учум R-0 дан олдин келади 
ган учта биринчи хадни олиш керак:

cos —  «  1 —  —  ( —  )2 + —  i —  )* =  1 —  0 ,003808 +  0,000002 =  
36 2 V 36 j  4! \ 36 ;

=  0,996194.

(0,000001 гача аншушкда).

4. f ( x )  =  (1 +  х )а функциянинг Маклорен кугцади шаклидап 

такрибий ёйилмаси (22 .6) формуладан келиб чикади:

(1 + x ) g æ  1 +  —  х +  a ( g - ' ) X8 +  a ( a — |} (« — п+ 1)хп (23.7 
V 1! 2! ni

Бу такрибий тенгликнинг хатоси Маклорен формуласининг кол 
дик хади билан ани^ланади:

R  (х) =  к ( а - ' )  • " ( а ~ я) xn+l • ( 1 +  H)a_n_1 . (23.8 
"  (n+  1) !

Rn{x) хатони исталганча кичик микдор к̂ илиш мумкин, яъни |х|С 

тенгсизликни ^аноатлантирувчи барча х лар учун п - оо да Rn - С 

Бу каторлар назариясида исботланади.

п =  1, 2 , 3 деб олиб, к;уйидаги такрибий формулаларга эга бу 
ламиз:

(1 + х)а »  1 +  а  X,

( 1 + -"O'* ~  1 +  а  X +  (а  —  1 ) X2,

(1 + x f æ  1 +  +  (а —  1) х2 +  (а  —  1)(а —  2)х3.

Бу текгликларнинг кейинги хар бири олдикгисидан аникроедир.
4 ---

4-м и со л. У  83 нинг такрибий кийматини 0,000001 гача аник 
ликда хисобланг.
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Еч иш .  Берилган илдизпи алмаштирамиз:

У 83 = у  81 + 2  =3(^1 +  ~-j .

2 1
23.7) ва (23.8) формулаларни куллаймиз, уларда л: =  —  , а  =  —  

гб оламиз:

V  83 да 3 ( 1 +  —  • — + 4 - 4____U . /  A  Y  +  +
\ 1! 81 2 !  U l  I ^  ^

п.
аъзи алмаштиришлардан кейин:

/g 3" ~  з  / 1 _ ! __________ !______i_______ Z_________________ Т._____
~  \ 162 162-108 162 • 108 ■ 486 162-108-486-59 / ‘ 

атолик:

3 т  <  |АО ,ЙС <  0,00000006 <  0 ,000001.

J_____ .
i  1 4 I \ 4 “  I ‘ ‘ ' \ 4 " 1 / 2  \n-rl . 4 п

3 # = 3 ^ - ^ ------ ---------- ----- - I —  (1 +Е)
(п + 1 ) ! \ 81 / V '

Хисоблашларнинг хатоликлари 3 \Rn\ кетма- кетлигини бахолаймиз:

агар п — 1 булса, у холда 3 IRjl ----—  <  0,0002 >
J ‘ 1 1  162-108

агар л =  2 булса, у холда 3 1/?2| < -----— ---- С  0,000003;
J ■ 21 162 • 108 • 486

агар п =  3 булса, у холда 

3-7

162 • 108 • 486 • 59

емак, хисоблашларнинг бэрилган аниклигига эришмо^ учун Rя дан 

[дин келадиган туртта хад йигиндисими олиш етарли:

>^83 « 3 ( 1  +0,006-173 — 0,000057 +  0,000001) =3,018349.

,000001 гача аникликда).

5) f  (х )  =  1п (1 +лг) функциянинг |Маклорен куп^ади куриниши- 
1ги та^рибий ёйилмаси (22.5) фэрмуладак келиб чикади:

1п (1 + х )д ах  — — +  — —  . .  . + ( — 1)п+1^ .
2 3 п

\х\ <  1 тенгсизликларни каноатлантирув чи барча х лар учун п оо
л-и

хатолик: |#„| =
п +

■0. п =  1, 2, 3 да куйидаги

крибий формулаларга эга буламиз:
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l n( l  +  x) 7ÜX,

1П (1 + * )  TaX—  -y>

y* 2 t'3
ln (I + x )& x ----- 1--- ,

v '  2 3

бу формулалар аникликнинг ортиб бориши тартибида ёзилган.
К,араб чикилган мисоллар аргумент кичик булганда хисоблашла] 

да Маклорен формуласида унчалик куп булмаган сондаги ^адларь 

олиб, ани^ликка эришиш мумкинлигини куреатади.

Агар аргумент етарлича кичик булса, у холда купинча унинг 6i 

ринчи ёки иккинчи даражаси билан чекланиш мумкин. Масала: 

аргументнинг етарлича кичик кийматлари учуч цуйидаги та[фиб! 

формулалар хосил булади:

1) sin х да х\

2) eos х та 1 —  —  ;
' 2

3) е та 1 +

4) ln (1 +  х) та х;

5) (1 +  *)“ да 1 +  ах.

Бу формулалардан амалий хисоблашларда купимча фойдаланишг 

тугри келади.
Куйидаги такрибий формулалар охирги такрибий тепгликдан 

нинг турли кийматларида келиб чикади:

6) — !—  да 1 —  х\

X
7) у 1 +  х да ! .

8) - J =  да 1 —  — ;
\ \+х 2

9) 1 +  х да 1 +  -ó- !

Ю )
у — х 3

У з- у э и н и т с к ш и р и ш  у ч у н с а в о л л ар

1. , sin л', c o s a :, 1п ( 1 + х ), (1 +  x)a  функцияларнинг Маклорен куп>;ади кур 
нишидаги такрибий ёйилмаларини ёзинг.

2. Функцияларнинг берилган ани^ликдаги тацрибнй цийматларшш ^исоблаш уч; 
Маклорен формуласидан ^андай фойдаланилади?

3. 1524 —  1528-масалаларни ечинг.
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4- б о б

ФУНКЦИЯЛАРНИ ХОСИЛАЛАР ЁРДАМИДА ТЕКШИРИШ

1-§. Функциянинг усиш ва камайиш шартлари

1-таъриф.  Агар аргументнинг (а, Ь) оралшда тегишли катта 
ш.матига функциянинг катта киймати мос келса, яънн х2> х 1 тенг- 

:злмкдан, бунда х1, х2 лар (а, Ь) интервалга тегишли, }{х2) > Ц х 1) 
нгсизлик келиб чикса, у холда у —[ (д-) функция шу (а, Ь) интервалда 

■увчи функция дейилади. Бу тенгсизликларни бундэй ёзиш мумкин:

х2 — х\ >  0 ва ¡(х2) —  /(.V!) > 0 .

Агар х2 —  х1 =  А х, /(д-2) —  / (л-!) =  А у деб белгиласак, Ах >  0 

I Д / / > 0  эканипи, яънн бнр хил ишоралн эканини курамиз. Шун- 
>й килиб, усувчи функция учун А у функция орттирмасининг А х

)гу\-:ент орттирмасига нисбати хар доим мусбат, яъни > 0 .
Д х

2-та ър иф .  Агар бирор (а, Ь) интервалда аргументнинг катта 
[ймагига функциянинг кичик ^нймати мос келса, яъни агар х2 > д 1 

'нгсизликдан, бунда хг, д2е (а, Ь), /(*2) < / ( * 1) тенгсизлик келиб 
(1\са. у холда у =  }(х) функция (а, Ь) интервалда камаювчи функ- 
ия дейилади. Юкоридаги тепгсизликлардан х2 —  хх > 0  ва /(х2) —
- /(л,) < ; 0 экани келиб чикади. Бу холда А х =  х2 —  л'х ва Ду =
- /(.V.) —  /(х,) орттирмалар хар  хил ишорали.

Шундай килиб, камаювчи функция учун А у орттирманинг Д х

)гукент орттирмасига нисбати манфий, яъни - ^ - < 0 .
Дх

Функциянинг усиш ва капайишининг зарурий ва егарли шартлл- 
шк хосилалар ёрдамида ани^лаймиз.

1- т е о р е м а  (функция усувчи булишининг зарурий шарти). Агар 
Ь) интервалда дифференциалланувчи у =  ¡(х) функция усувчи бул- 

(, у цолда бу функциянинг \осиласи интервалнинг хамма нуктаси- 
г манфий булмаслиги зарур, яъни барча х^(а,Ь) учун ['(х) >  0 .

. И с б о т и .  Теореманинг шартига кура функция усувчи, шу са-

1бли нсталган Х {(а ,  Ь) учун —  > 0 .  Мусбат функциянинг лимити
Д х

анфш була олмаслиги сабабли П т >  0 . Аммо теорема шар-
дх — 0  Ах
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тига кура f(x) днфференциалланувчи, шу сабабли lim  — =/' (д)
Дг—>о Ах

чекли сон. Шундай к,илиб, барча х £ (а , Ь) учун f'(x) >  0. Teopei 
исботланди.

2-т е о р е м а  (функция камайишининг зарурий шарти). Агар (а, 
интервалда дифференцчалланувчи у =  [(х) функция камайса, 

j^ojida унинг хосиласи штервалнинг \аяма нуцтасида мусбат бГ/ 
маслиги зарур, яъни барча хс (а, Ь) лар учун }'(х) <  0 .

И  с б о т  и. Теорема шартига кура функция камаювчи, шу саба

ли барча Х£(а, Ь) лар уч\гн - ^ - < 0 .  Манфий функциянинг лимит
Ах

мусбат була олмаслиги сабабли lim —  < 0 .  Аммо теорема шарти
д.с->0 Дх

кура f(x) функция дифференциалланувчи, шу сабабли lim  —  =/'(.*)
Длг-!.0 Ад:

чекли сон. Шундай килиб, барча хе{а,Ь) лар учун }{'х) <0 . Теор 

ма исботланди.

Куриб утилган теоремаларни геометрик тасвирлаймиз.
Усувчи функциялар учун уринмалар Ох ук билан уткир бу 

чаклар хосил кплади ёкн Ох укка параллел булади (100-шак; 

^ткир бурчаклар тангенстари мусбат. Уринма Ох укка паралл» 

булган жойларда тангенс нолга тенг, яъни

f'(xi) =  tg ст.! >  0 , f (x 3) =  tg cc3 >  0 , f'(x2)]= tg 0 =  0 .

Шундай килиб, усувчн функция учун f'(x) >  0.
Камаювчи функция учун хам шундай: /'(х4) =  tg « 4 <  0, f(x 6)-- 

=  tg a 6< 0 ,  чунки сс4, а 6 —  утмас бурчаклар, f'(xb) =  tg 0 =  0. Д 

мак, камаювчи функция учун/'(х ) < 0  ( 101-шакл).
3- т е о р е м а (функция усувчи булишининг етарлилик шарт): 

Агар ¡а, Ь] кесмада узлуксиз булган у =  f(x) функция хар бир и 
ки ну^тада мусбат хосилага эга булса, у холда бу функция ¡а, 
кесмада усувчи булади.

И с б о т и .  Иккита ихтиёрий хх ва х2 кийматнн караймиз, буи, 

х2 > х г ва х , , х2с (а, Ь). [да, х2] кесмада Лагранжнинг чекли айн 

малар формуласини тузамнз:

f(x ,)~ f(x l ) =  (x2— xl)f(c), х1< с < х 2. ( 1.

Теорема шартига кура, бар1 

хе(о, Ь) нукталарда ¡’(х) >  0 , ц 

сабабли / ' ( с ) > 0 . Ьундан ташкар 
У-Жу х2 —  ̂ > 0 , шу сабабли (1.1) нш

унг кием и мусбат, яъни (х2— л'3) 

х  /'(с) >  0. Шундай ^илиб, (1.1) нш 
чап кисми хам мусбат, яъни /(х2) -
—  f(xi) > 0 .  Бундан, агар х2 >  
булса, f(x ^ j>  f{x1) эканн, яъни /( 
функция |а, Ь] кесмада усувчи эка 

лиги келиб чикади. Ш у билан те 

100- шакл. рема исботланди.

/
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4-т е о р е м а  (функция кама- 

[и булишининг етарлилик шгр- 

Агар \а, Ь\ кесмада узлуксиз 
: ¡(х) функция бу кесманинг 
бир ички нуцтасида ман- 

: хосилага эга булса, у .\олда 
функция [а, Ь\ кесмада кама- 
и булади.
!Тсботи.  (а, Ь) интервалга те- 

:ли иккита ихтиёрий хх ва х2 
тзни караймиз, бунда х2> х 1. 
х>] кесмада Лагранж форму- 
1нн тузамиз:

/(**) — Я* 1) =  /'(с) (Х2 — Хх), х1< с <  х2. (1.2)

рема шартнга кура барча х£(а,Ь) нукталарда ['(х) <  0 , шу са- 
лн /'(с) <  0 , бундан тацц^ари х , — .г1 > 0 , шунга мувофик ( 1.2) 

г унг кисми манфий, яъни (х2— хг) }'(с) <  0. Демак, (1.2) нинг 

кисми хам манфий, яъни ¡(х.,) <  /1*1). Бундан, агар х2 "> бул- 

Дл'2) < /(^1), яъни /(х) функция [а, Ь] да камаювчи.

Теорема псботланди.
[а, Ь] кесмада факат усувчи (факат камаювчн) функция шу кес- 

,а монотон усувчи (монотон камаювчи) функция дейилади (101- 
;л ).

Функция факат камаювчи ёки факат усувчи буладиган интервал- 

монотонлик интерваллари дейилади.
1-мисол .  у' =  Зх6 функциянинг монотонлик интервалларини 

[\ланг.
Е чиш.  у' хосилапи топамиз: у' =  18х5. 

л < 0  да у '<  0 — функция камаяди; 

х > 0  да у '> 0 — функция усади.
2-мис ол .  у =  2х — собх функциянинг монотонлик интервалла- 

и топинг.
Е ч и ш .  у' хосилани топамиз: у' =  2 -\-s\nx. Барча х лар учун 

> 0 , у функция (— оо, +  оо) да усади.

•ч

2- §. Функциянинг экстремум ну^талари

1- т а ъ р и ф .  Агар у =  /(х) функ-

пинг х0 ну^тадаги к;иймати шу 

(кциянинг бу нуктанинг етарлича 

ик атрофидаги долган к;ийма- 
ан катта булса, у =  ¡(х) функ- 

[ х0 нук,тада максимум (т ахь  

:п) га эга дейилади.

Бош^ача айтганда, агар хар ^ан-

етарлича кичик мусбат ёки ман- 
\ Ах да (102- шакл) ¡{х0 +  А х )< 102- шакл.
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У

<  }(х0) булса, /(х) функция х0 нуктада максимумга эга дени 
лади.

2- та ър иф. Агар у — ¡(х) функциянинг х0 нуктадагл кийматн ш; 

нуктанинг етарлича кичик атрофидаги кийматиданкичик булса, у хол 
да у =  f(x) функциях,, нуктада минимум (minimum) га эга денилади

Бошкача айтганда, хар кандай етарлича кичик мусбат ёкп ман 

фий Д х ларда f(xn +  Ах) >  }'(х0) булса, у холда у =  f(x) функци; 

х0 нуктада мичимумга эга дейилади (103-шакл).

1-э слатма .  Агар функция [а, Ь\ кесмада аникланган булса, ; 

холда бу функция узининг максимум ва минимумларига х нинг ш; 
кесма ичидаги кийматларидагина эришади.

2- э с л а т м а .  Функциянинг [а, Ь] кесмадаги максимум ва ынни 

мумлари хар доим хам унинг шу кесмадаги энг катта ёкп эн 

кичик кнймати булавермайди: максимум нуктаснда функция энг кат
та кийматни максимум нукта 

сига етарлича якин нукталар 

даги кийматларига нисбата 
(максимум нуктасинннг кпчн: 

атрофида) гина кабул килаДг 

минимум ну^тасига нисбата 

хам шуларни айтиш мумкнн 
Максимум минимумдан кичн

•л булиб колиши мумкин.

104- шаклда у =  f(x) функ 

104-шакл. ция [а, Ь] кесмада аникланган
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: =  x¡ в? x =  x3 да функция максимумга эга. 

с =  хг вг х =  да функция минимумга эга.
\.ммо х =  х .1 даги минимум х =  х г даги мак си v. ум дан катта, х =  
да фуикцияиинг ^иймати фуикциянинг [а, Ь\ ке:мадаги .^ар 

[ай максимумидан катта. Функциянинг максимумлари ва мини- 
лари функцняпинг экстре му млари ёки экстремал ций- 
плари дейилади.

3- §. Экстремумнинг зарурий шартлари

-теор ема .  Агар дифференциалланувчи у =  f(x) фуикция х0 
пада экстремумга эга булса, у \олда унинг шу ну^тадаги. 
ласа нслга тенг булиши зарур, яъни f'(x0) =  0 булади.
Í с б о т и. Аниклик учун функция х0 ну^тада максимумга эга 

фараз килам из (105- шакл).

I) У хслда х <  л'0 лар учун фvнкция уотвчи ва — > 0 ,  демак,
Д.¥

а > 0 ,
-о Ьх

\.ммо функция дифференциалланувчи, шу сабабли lim  ■^~=f__(x0).
Дх->—о Д х

эк,

/1(х0) >  0. (ЗЛ)

) х > х 0 лар учун функция камаювчи ва —  < 0 , демак,
Ах

 ̂Í/
п ~  = f+(xо). Шундай к.илиб,
i-о

f+ W  <  0- (3.2)

5.1) ва (3.2) тепгсизликлардлн 
=  0 жани келиб чик,ади, чун- 

£ункиия дифференциалланувчи, 
к унинг чап ^амда унг ^оси- 

эи х0 нуктада узаро тенг були- 

керак. Бу f'(x0) =  0 булганда- 

мумкин булади.
[инимум холи учун теорема 

•а ухшаш исботландди. 

ёорешнинг геометрик мазмуни4 

[ билдирадики, дифференциал- 

зчи функция учун экстремум 105- шакл.
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106- иакл. 107- шакл.

Ч нукталарида уринма Ох у^ка параллел булг 
(106- шакл).

f'(x i) =  tg 0 =  0 . 

/'(-r,) =  tg 0 =  0 .

■А ёки мавжуд булмаслиги мумкин.

Дифференци.?лланмяйдиган функция холи 
зкетремум нуктасида хосила чексиз булш

1 о

108- шакл.

1 - м и с о л. у=\х\ функция укнинг хам 

ерида услуксиз, х—0 нуктада унинг хосила 
мавжуд эмас (107-шакл), аммо бу нуктада 
минимумга эга.

максимумга эга, аммо унинг у' =  —

2- м и с о л .  у =
п _  / / , )  7*

унинг у =  — ---- -----  хосиласи бу пу

тада чексизликка айланади: у' =  оо (108-шакл).

Х у л  о с а :  агар функция нуктада экстремумга эга булса, у хо. 
да хосила бу нуктада нолга тенг, чексизликка тенг булади ёки ма: 

жуд булмайди. Бундай нукталар к р и т и к  н у ц т ал ар  дейилад] 
Демак, экстремумни критик (стационар) нукталарда излаш Kepai 

Тескари тасдик тугри эмас. Нукта критик нукта булиши мумкш 
аммо унда экстремум булмаслиги мумкин.

f'(xo) =  tgO =  0 , аммо экстремум мавжуд эмас, функция монс 
тон усувчи (109-шакл).

=  tg90° =  оо, аммо экст

ремум мавжуд эмас, функция мо- у  ¿ 

нотон усувчи ( 110-шакл).

х
о осо о X

109- шакл. 110- шакл.
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Т е о р е м а .  Агар х0 критик нщтани уз ичига олувчи интер- 
глда узлуксиз y = f(x )  функциянинг f'(x) уосиласи х0 ну^тадан. 
пишда ишорасини узгартирса, у уолда uuiopa “ дан ,,— “ га 
гмашганда х0 нуцта максимум нуцташ, ишора ,,— “ дан 

г алмашганда х0 нуцта минимум ну^таси булади.
И с б от  и. х0— критик нук,та булсин.

1) f'{x) —  хосила х0 нуктадан утишда ишорасини дан ,,— “ га 
згартирсин. Бу х < х 0 лар учун / '(х ) ;> 0  га, х > х 0 лар учун эса 
(х) <  0 га эга булишимизни билдиради. Монотонликнинг етарли- 

ик шартини кулланиб, х < х 0 ларда функция усувчи эканини, х > х 0 

зр учун эсл камаювчи эканини курамиз, яъни х < х 0 да Дх0)> /(х ) 

гнгсизликка, х > х 0 лар учун эса f{x0)<zf{x) тенгсизликка aia бу- 
амиз. Шундай килиб, х0 нукга максимум нуктаси, чунки х0 нинг 

грофига тегишли барча х ларда / (х )< / (х 0).
2) /'(х) хосила х0 нуктадан утишда ишорасини ,, — “ дан га 

тмаштирсин. Бу барча х < х 0 лар учун /'(х) <  0 га, х > х 0 лар учун 

:а / ' ( х ) >  0 га эга булишимизни билдиради. Монотонликнинг етар- 
илнк шартини цулланиб, барча х <  х0 ларда функция камаювчи бу- 

чшнни, х > х 0 ларда эса усувчи булишини курамиз, яъни х < х 0 

ар учун /(х) >  f(xn) тенгсизликка, х > х 0 лар учун эса Дх) >  Дх0) 

:нгснзл:;кка эга буламиз.
Демак, х0 —  минимум нуктаси, чупки х0 нииг атрофига тегншли 

арча х лар учун f(x) >  /(х0). Теорема исбогланди.

Шундай килиб, функция экстрему.мга эга булиши учун критик 
тационар) нукта атрофида унинг хосиласи турли ишорага эга бу- 

чши етарля.

М и с о л .  у =  х3 —  6х- + 9х+  3 функциянинг монотонлик интер- 

иларнни ва экстрэмумини топипг .
Ечнш.  1) Бэрнлган функция (— оо, +  оо) да аницланган ва 

1фферэнциалланувчи.
2) Функциянинг ^осиласини топам из:

у' =  Зх2 —  12х +  9.

3) Критик нуцталарни топамиз:

4- §. Экстремумнинг етарлилик шартлари

Зх2 —  12х + 9 =  0, 

х2 —  4х +  3 =  0.

Xj =  1; х2 — 3 —  критик ну^та 

ip-
Бу ну^талар (— о о ,  + о о )  ани^ 

1ниш сохасини учта интервалга бу- 
1ди: (— о о ,  1), (1, 3), (3 , +  о о ) .

4) Хрсиланинг ИШОрасини тек- 

ирамиз (111-шакл). Текширишна- 

[жасини жадвалда келтирамиз:
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X (-ОС. 1) 1 (I. 3) 3 (3, + 00)

у' + 0 — 0 _1 _1

У
-<

/ тах \ гтп

Ушах = / ( ! )  =  7, ут1а =  /(3) = 3.

V' з-у з и н и т е к ш и р и ш  у ч у н с а в о л л а р

1. Кссмада усувчм ва камаювчн функция таърифини ифздаланг.
2. Функция усувчн булишининг зарурий ва етарлилик шартлариш* исботлш 

Бу теоремаларнинг геометрик мазмуни нимадан иборат?
3. Функция камаювчн булишининг зарурий ва етарлилик шартларини исботлЛ1 

Бу теоремаларнинг геометрик мазмуни пт.ядан иборат?
4. Функциянинг экстремум нукталарини, функииянинг экстремал кийматлари 

таърифланг.
5. Экстремумнинг зарурий шартини исботланг. Бу шартнинг етарлилик эмас; 

гини курсатувчи мисоллар келтиринг.
6. Функция экстремуми етарлилик шартини биринчи хосила ёрдамида исботла:
7. 1152— 1182-масалаларни ечинг.

5- §. Функцияларнинг кссмадаги энг катта ва энг кичик
цийматлари

Маълумки, [а, Ь] кесмада узлуксиз булган у =  ¡(х) функция и 

кесмада узииинг энг катта ва энг кичик кийматларига эришади. II 
кийматларни к;андай топиш мумкин?

Агар у =  }'(х) функция монотон булса (унинг хосиласи уз иш 

расини сакласа, яъни у ё манфиймас, ёки мусбатмас булса), у хо 

да функциянинг энг катта ва энг кичик кийматлари [а, Ь] кесмаш-и 
охирларида —  х =  а ва х =  Ь нукталарда булади.

Агар у =  /(х) функция монотон булмаса (яъни унинг хосила« 
ишорасини узгартирса), у холда функция экстремумларга эга бул 

ди. Бу холда энг катта ва энг кичик кийматлар экстремумлар б 

лан бир хил булиши мумкин, маълумки, экстремумлар критик ну 

таларда булади.
Шундай ^илиб, у =  /(х) функциянинг [а, Ь] кесмадаги энг кат 

ва энг кичик кийматл?рини топиш учун:
1) функциянинг критик нукталарини аниклаш;

2) функциянинг критик ну^талардаги ва кесманинг охирларидаг 

кийматларипи хисоблаш;
3) топилган кийматлардан энг катта ва энг кичик 1\ийматлар1 

танлаш керак, ана шу кийматлар функциянинг [а, Ь] кешадаги э! 

катта ва энг кичик ^ийматларини ифодалайди.
1-мисол.  у =  х3 + Зх2—  9 х + 1  функциянинг [— 2, 5] кесмад 

ги энг катта ва энг кичик цийматларини аникланг.

Ечиш.  а) Критик нук,таларни топамиз: у' хосилани хисоблайм! 

у’ =  Зх- +  6х —  9. у' =  0 тенгламани ечамиз: Зх2 +  6% —  9 =  

Х1 — 1> х2 =  — 3. Берилган кесмага факат =  1 ну^та киради.
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б) Функциянинг х=\,  х =  — 2, х =  Б нуцта- 

)даги цийматларини хисоблаймиз:

/(1) =  —  4, / (- 2 ) =  23, / (5 )=  156.

в) Топилган кийматлардан энг катта М  ни ва 

1 кичик т  ни танлаймиз:

М  =  / (5 )=  156, т  — /(1) =  —  4.

х а 

112-шакл.

Шундай к>илиб, функциянинг энг катта ^иймати кесыанинг х=5  
' охирида экан, энг кичик киймати эса х =  1 нуктадаги минимум 

гач бир хил экан.
2-мисол.  Томони а  га тенг булган квадрат шаклидаги картоп- 

I асоси тугри туртбурчак шаклида булган энг катта ^ажмли ус- 
счиц к,ути тайёрланг.

Е ч и ш .  Одатда, квадрат шаклидаги картоннинг бурчакларидан 
1г квадратларни киркиб ва унинг четларини буклаб, очик тугри 

зтбурчак шаклидаги кути ясалади. Агар кесилган квадратларнинг 

лонини х десак, кути асосининг томоии а —  2х, кутининг баланд- 
'и эса х га тенг (112-шакл). У  холда кутининг хажми

V =  х (а —  2х)~

° - т

О, А  | экани келиб чи^ади. Эн-1ади. Масалапинг шартидап х£

кесмада энг катта ва энг кичик киймат-V функциями 

синаш колади.

V' ни топамиз, у ни пол га тенглаймиз ва критик нуцталарни аник;- 
шиз:

V' =  (а —  2х)2 —  4 х(а —  2х) =  (а — 2х)(а —  6х). 

у =  0 , (а —  2х)-{а — 6х) =  0.

а —  2х =  0 , ху =
2

V функциянинг — , — , 0 нукталардаги ^ийматларини х;исоблай-
2 6

з:

17( Т ) =  О’ У (0) =  0 ’ у ( т ) = 1 Г

Шундай ^илиб, х — —  да функция энг катта кийматга эга. Де- 
6

<, энг катта хажм асос томони —  а, баландлиги га тенг
3 б

пганда хосил булади.
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1. Иккинчи тартибли з^осила ёрдамида текшириш

Т е о р е м а .  Агар ¡'(х0) =  0 булиб, иккинчи хосила мавжуд в 

¡"{х0)ФО  булса, у холда х =  х0 нуктада экстремум мавжуд: ага 
/"(*„) < 0  булса, максимум, агар р '(х0) >  0 булса, минимум булади

И с б от  и. а) р(х0) =  0 в а / " ( х 0) < 0  булсик. х =  х„ ну^тад 

максимумга эришилишини курсатамиз. Иккинчи тартибли ^осиланин 

таърифига кура:

/"(*„) =  Пт ! ' (х»+ ~  Г(х"+ =  1 ¡т - Г(х-°± -̂ )-  
д.«->о Д X Дх~ > 0  Ддс

/ ” (л'0) <  0 эканини ^исобга олиб, ушбуга эга буламиз:

Пт А^ < 0.
д *->0 Ддс

Лимит маьфий, шу сабабли кичик А х лар учун узгарувчинин 

узи хам манфий булади, яъни

6- §. Экстремумларни юкори тартибли ^осилалар ёрдамида
текшириш

/ '(х 0ч- Дх)
< 0 .

Ах

Бу тенгсизликдан

А х < 0  да /'(*„ + Ах) >  0 экани,

Д х > 0  да /'(л:0 +  Дх) <  0 экани

келиб чикади.

Бу х0 нуктадан утищда хосила уз ишорасини , ,+ “ дан „ — “ г 

узгартиришини курсатади. Демак, функция х =  х0 нуктада мака 
мумга эга.

б) Г(хо) =  0 ва Г(х0) >  0 булсин. х =  хд нуктада минимум ма! 
жудлигини курсатамиз. Иккинчи тартибли хосиланинг таърифиг 
кура:

/"(*„) =  Н т  -Г(х« +  Ах) ■

д*->о Ах

Г(Х0) > 0  эканики ^исобга олиб, ушбуга эга буламиз:

И т _ г к ± М  > 0

Дх->о Ддс

Лимит мусбат, шу сабабли кичик Ах  ларда узгарувчинипг уз 

хам мусбат булади, яъни

Г(хо +  Ах)

Ах
■ > 0 .

Бу тенгсизликдан Д х С О д а  /'(х0 +  Ах) <  0 эканига, Д ж >  0 л 
/'(лг0 +  Ах) >  0 эканига эга буламиз.

Бу х0 ну^тадан утишда косила ишорасини ,,— “ дан га у: 

гартиришини курсатади. Демак, функция х =  х0 нуктада минимум! 

эга булади. Теорема исботланди.
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Агар х =  х0 критик ну^тада /"(х0) =  0 булса, у холда шу ну^- 

ада ё минимум, ёки максимум булиши мумкин, ёки минимум хам, 

иксимум ^ам булмаслиги мумкин. Бундай холда текширишни би- 

инчи ^осила буйича олиб бориш керак.
1-ми со л .  у =  х — 2 з т х  функциянинг [0 , 2 л] кесмадаги экс- 

ре мумини ТОПИНI'.
Е ч и ш .  а) Биринчи ^осилани топамиз:

у' =  1 —  2 со5д:.

б) [0 , 2 я] кесмага тегишли критик ну^таларпи топамиз. у' ни 
олга тенглаймиз:

1 — 2 со5 * = 0 ,  созл: =  — ,
2

я 5л

в) Иккинчи ^осилани топамиз:

у" =  2 5ШХ.

г) Иккинчи хосиланинг хх ва х2 нуи,талардаги ишорасини аник- 
аймиз:

X /'(х) ГМ /<*)

я

3
0 +

глт
—0,58

5л;

3
0 —

шах
6,96

2-мисол .  у =  х6 функциями экстремумга текширинг.

Ечиш.  а) у' =  6хъ,
б) у' =  0 , 6л:5 =  0 , л: =  0 —  критик нуцта.

в) У" =  30л:1, г) у"{ 0) =  0 — критик нуктадаги кий мат.

емак, иккинчи хосила жавобни бермайди. Биринчи ^осилага му- 
1жаат ь^илиб, топамиз: х < 0  да у '< 0 ва х > 0  да у' >  0. Шундай 

[либ, х =  0 да функция минимумга эга.

3-мисол.  у =  (х—: 1)3 функцияни экстремумга текширинг. 
^.Ечиш. у' =  3(х —  ! )2 =  0 , х =  1 —
¡итак ну^та. у" =  6(х — 1), у"( 1) =

О — критик нуктадаги киймат. Ик- 

[мчи ^оснла жавобни бермайди. х > 1  

х<С 1 лар учун биринчи хосила 

> 0 .  Шундай килиб, х =  1 да функ- 

[я максимумга хам, минимумга ^ам 
а эмас. У  сон укининг хамма ерида 

увчи (113- шакл).
2. Экстремумларни Тейлор форму- 

си ёрдамида текшириш. Олдинги
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бандда, агар х =  х0 пу^тада /'(х0) =  0 ва f ” (х) =  О булса, бу нук,та, 

ё минимум, ёки максимум булиши мумкинлиги, ёки униси 
буниси хам булмаслиги таъкидланган эди. Бундай >;олда х0 нук,та, 

нимага эга булишимизни Тейлор формуласи ёрдамида аницлаймиз

f(x) функция х =  х0 ну^та атрофида узлуксиз гс-тартибли хос 

лага эга ва х =  х0 нуктада (п— 1)-тартибгача булган ^осилаларни 
хаммаси нолга тенг, деб фараз к,иламиз:

f(x 0) =  f(x 0) =  . . .  = / (п- , , (х0) =  0 , ? п)(хв) ф 0 .  (6

(6.1) ни хисобга олиб, /(х) функция учун Тейлор формуласи; 
ёзамиз:

Пх)=Кх0) + - ^ ( х - х 0)\ (6.

бунда Н сони х0 ва х лар орасидаги сон.

/(п) (х) функция хд ну^танинг атрофида узлуксиз ва f (n\xa) Ф  
булгани учуй, узлуксиз функциялар ишораларининг сацланиш хс 

сасига кура, х0 нуктанинг шундай кичик атрофи топиладики, бу г 

рофнинг хар кайси х ну^тасида f n\x) ф  0. Бунда, агар / ^ ’(Хо) >  

булса, у холда х0 нукта атрофининг барча нукталарида / (л) (х) >  

агар f{n\x0) <  0 булса, у хола х0 нукта атрофининг ^амма х нуцт 

ларида /(л)(х) < 0 .  Узлуксиз функция ишорасининг са^ланишининг 
хоссаси бундан кейинги текширишларимизда ёрдам бериши мумкг

[6 .2) формулани бундай куринишда кайта ёзамиз:

f(x) —  f{x о) =  (х —  *„)". (6 ,

Хар хил хусусий ^олларни ^араймиз.

Б и р и н ч и  з^ол. п —  жуфт сон.

а) f n) (х0) <  0 булсин, у хрлда х0 нуктанинг кичик атрофига : 

гишли барча х нукталарда f n) (х) <  0 , демак, / (г1) (?) С  0 , чунки 

киймат х0 ва х орасида ётади. Аммо п —  жуфт сон, шу сабаб 

х ф х 0 да (х —  х0),!> 0 .  Шунга кура

х ф  х0 да 1 J ® - (х — х0)п <  0 ,

демак, (6.3) да 1̂ х0 нуктанинг атрофига тегишли ^амма х лар уч

/(х) — Дх0) <  0 ёки f(x0) >  /(х)

экани келиб чи^ади. Бу эса х =  х0 да функция максимумга эга Э1 
нини билдиради.

б) /<п)(х0) > 0  булсин. У  ^олда х0 нуктанинг кичик атрофи 

/(л) (х) >  0 тенгсизлик уринли булади, демак, f n) (Е) >■ 0 тенге! 

лик хам уринли булади, чунки £ сон х ва х0 лар орасида ёта; 

Демак,

х ф х й да 1 ^ { х - х 0Г > 0 .
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у сабабли (6.3) дан х0 ну^та атрофига тегишли х;амма х лар учун 

f{x) —  fix0) >  0 ёки fix0) С  f{x) 

ши келиб чи^ади.

Бу эса х =  х0 да функция минимумга эга эканини билдиради. 
И к к и н ч и  ^ о л. п —  тоц сог.

Бу э^олда п —  ток сон ва (л: —  х0)п микдор х < .х 0 ва х > х д да 

э хилишорали булади.

а) (х0) <  0 булсин, у холда х0 ну^танинг шундай атрофи то- 

ладики, унда / (,!) (.к) < ; 0, ва демак, /(п) ( £ ) <  0. Шу сабабли 

С х0 лар учун

1 ^ Ж (Х- Х 0 У > 0

, х > х 0 лар учун эса

f l p - ( x - x oy < 0

эга буламиз.

Демак, (6.3) дан

С  х0 лар учун fix) — f (х0) >  0 ёки / (х) >  / (.v0),

>  х0 лар учун эса / (х) —  / (х0) <  0 ёки / (*) <  / (л:0) экани келиб 

кади.

Бу эса х =  х0 да минимум хам, максимум хам мавжуд эмасли- 

ни, функция эса камаювчи эканини билдиради.
Олинган натижаларни ифодаламмиз:

Агар х — ха да / (*0) =  f  {х0) =  . . . = / (л— (х0) =  0 ва рп){хд)ф 0  
эга булсак, у ^олда:

а) п жуфт булганда экстремум мавжуд: 

ар /,") (х„) < 0  булса, f(x) максимумга эга, 

ар /('° (л:0) >  0 булса, fix) минимумга эга.

б) п то^ булгапда экстремум мавжуд эмас;

п) {х0) <  0 булса, f{x) камаювчи, f n) (х0) >  0 булса, f{x) усувчи.

4-мисол.  Ушбу функцияни экстремумга текширинг:

fix) =  х* — 4х3 +  Ьх- —  Ах +  1.

Е чи ш .  1) Биринчи хосилани топамиз:

fix )  =  4х3 —  12х- +  12л: —  4.

2) Критик нук,таларии аниклаймиз:

4х3 —  12х2 +  12л: —  4 =  0

:и

Xs —  Зх2 +  Зх —  1 =  0 .

^ндан

=  1 критик ну^та.

( х —  I ) 3 =  0.
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f"(x) =  12х2 —  24х + 12 , f  (1) =  О,

Г(х) =  24Х — 24, П  1) =  0,

/IV (х) =  24 >  0 (барча х лар учун).

Демак, х--=\ да f(x) функция минимумга эга.

У з - у з и н и  т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. Функциянинг кесмадаги энг катта ва энг кичик цийматларини цандай топии 
мумкин? Х,ар доим хам улар мавжудми?

2. Иккинчи тартибли хосила ёрдамида функция экстремумининг етарлилик шар 
ти нимадан иборат?

3. Функция экстремумини топиш учун Тейлор формулаеидан цапдай фойдалани 
лади? Мисоллар келтиринг.

4. 1 1 8 5 — J1 9 4 , 1 2 0 8 —  1218, 1228, 1238- масалаларни ечинг.

7- §. Функциялар графигини ^аварицлик ва боти^ликка текшириш
Эгилиш нуцталари

1-та ър  иф. Агар дифференциалланувчи у =  f{x) функциянинг гра 
фиги узинииг (а, Ь) интервалдаги ^ар кандай уринмасидан пастд 

жойлашса, у >;олда бу функциянинг графиги каварик дейилад] 
(114- шакл).

2-т а ъ р и ф .  Агар дифференциалланувчи у = / (* )  функциянин! 

графиги узининг (а, Ь) интервалдаги ^ар цандай уринмасидан говори 

да жойлашса, у холда бу функциянинг графиги ботщ  дейилад! 
(115- шакл).

3-таъриф .  у =  f(x) узлуксиз функция графигининг ботщ ¡̂ ис 
мини ^авари^ кисмидан ажратувчи нуктаси графикнинг эгилиш мук 

таси дейилади. (116-шакл). Эгилиш ну^тасида уринма, агар у мав 

жуд булса, эгри чизи^ни кесиб утади.
1-т е о р е м а  (график ^авари^ булишинипг етарлилик шарти) 

Агар (а, b) интервалнинг хамма нуктасида f"(x) <  0 булса, t 
холда бу интервалда у =  / (х) функциянинг графиги цавариц бу 
лади.

И с б о т и .  / " ( * ) < 0  булсин. {а, Ь) интервалдан х =  х0 ну^таш 
оламиз. Ш у х0 абсциссали М 0 ну^тада графикка уринма утказами: 

(117- шакл).

3) Критик нук,тада функциянинг ю^ори тартибли ^осилаларинк

текширамиз:
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Уринма тенгламасини тузамиз:

У — f(x0) =  f'(x0)(x — x0), (7.1)

унда Y —  уринманинг х абсциссага мос келувчи ординатаси.

(7.1) тенгламани бундай ёзамиз:

У  =  / W  + / ' W  ( х — х0).

с нуцтада график ва уриима ординаталари айирмаси цуйидагига тенг:

У—  У =  f{x) — f{x0) — f'{x0){x — x о). (7.2)

f(x)— f(x0) айирмага нисбатан Лагранж фомуласини цуллаймиз 

а (7.2) га ^уямиз:

У ~ У  =  Г (с) (х — х0) —  ¡'{х0) {х — х0)

ки

У —  У =  (/'(с) —  /'(*о)) (х — хп), хп< с <  X.

г  (с)— f'(x о) айирмани Лагранж формуласи буйича яна алмашти- 
амиз:

У У ~  / (^l) (  ̂ ■*()) ^п)’ *0 1̂

¡ундан
y — Y < 0

кат  кглиб чн^ади, чунки /"(с^ <  0 (шартга кура),

с^> х0 ва х>>х0.

Шупдай цилиб, y < Y ,  демак, у функция ординатаси бир хил х  
[инг узида уринма ординатаси Y дан кичик. Бу графикнинг кава- 
'иклигини билдиради.

Теорема исботланди. f"(x) >  0 булган ^ол учун ^ам теорема 

иундай исботланади.
2-т е о р е м а  (графикнинг боти^ булишининг етарлилик шарти). 

\гар (а, Ь) интервалнинг барча ну^пгасида f"(x) >  0 булса, у хол- 
'а бу интервалда у =  f(x) функция графиги ботик булади. Бу 
еоремаларни геометрик тасвирлаймиз (118-раем).

Агар f " (x )c 0  булса, у ^олда (/'(*))' <  0 булади. Ундан }'(х) —  
)ункция камаювчи функция экани келиб чи^ади.
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у к

У-Ни)

118- шакл.

хг> х г да /'(*2) < / '(* ]  
булади, яъни tg а ,  <С tg 

=> а 2 <С а х. Демак, функ 
циянинг графиги к,авари 

экан.

Агар ["(х) >  0 булса, 

^олда (/'(*))' >  0 булиС 
/'(х) —  усувчи функция эка 

-*ни келиб чик,ади. х2;>л '1 д 

Г (х2) >  /'(* 1 ) булиб, а , 5 
; > ^ а 1 дан а 2 >  а х кели 

чи^ади. Демак, функции 

линг графиги боти1х эка 

(119- шакл).
Эгилиш нуи,таларини т  

кинчи тартибли косила но; 
га текг булган ёки узилиц 

га эга булган ну^талар ор; 

сидан излаш керак.
3-т е о р е м а  (Эг-илш 

нуцталарининг мавжуд були 
шининг етарлилик шарти 

Агар Г (х0) =  0 булса ёк 
I (,хй) маежуо бС/лмаса ва х0 ну^тадан утишда иккинчи %осила у 
ишорасини фгартирса , у холда абсциссаси х0 га тенг булган нун 
та, у — [(х) функция графигининг эгилиш нуктаси булади.

И с б о т и .  Масалан, ¡"(х0) — 0 булсин, шу билан бирга х<С> 
лар учун ["(х) с  0 тенгсизликка, х^> х0 лар учун эса / " ( * )>  

тенгсизликка эга булайлик. Бу х<^х0 лар учун график ^авариь 
х ^> х 0 лар учун эса график ботик; эканлигини билдиради. Дема 

хо нУ^та ^аварицлик интервалларини ботик;лик интервалларидан а»  
ратади, яъни х0 эгилиш нуктаеигшнг абсциссаси. Теорема исботландг 

Теоремани геометрик тасвирлаймиз (120 ва 121-шакллар).
1-мисол.  у =  х3 +  Зх2 —  9х 1 функция графигининг цаварик 

лик, боти^лик интервалларини, эгилиш ну^таларини топинг.

\

/  X

{ (х.)=0

120- шакл,

232



Еч иш .  Иккинчи хосилани топамиз:

у' =  Зх2 +  6л: —  9, у" =  6х +  6 .

Иккинчи хосилани иолга тенглаймиз:

у" =  0 , 6х +  6 =  0 , л: =  —  1.

Ушбу жадвални тузамиз.

А{— 1, 12)— эгилиш нуцтаси,

( —  оо, — 1) —  ^авари^лик 

интервали.

( —  1, +  оо) —  ботшушк 

интервали.

X | ( - 0 0 , - 1 )  | - 1 (— 1, +оо)

У" — 0 +

У гл 12

8- §. Эгри чизи^ларнинг’ асимптоталари

Т а ъ р и ф .  Агар y =  f(x) функция графигининг узгарувчи ну^та- 

си чексиз узоцлашганда ундан бирор т>три чизиедача булган масо- 

фа полга интилса, бу т$три чизи^ y =  f(x) функция графигининг 

асимптотаси деб аталади.
Бундан буён вертикал асимптоталарни (яъни Оу уи,к,а параллел 

асимптоталарни) оима (яъни Оу увда параллел булмаган) асимпто- 

талардан фар^ 1̂иламиз.
1. Вертикал асимптоталар. Вертикал асимптота холида lim  MN  =

Х-И2— 0

=  lim  б =  0 булиши таърифдан келиб чикдди (122-шакл). Бу эса
х—*а—О

агар х =  а асимптота булса, у х.олда lim  f(x) =  оо булишики; ва
х—>а

аксинча, агар lim  f(x) =  оо булса, у ^олда х =  а асимптота булиши-
х-*а

ни англатади.
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Х у л о с а :  Вертикал асимптотани 
излаш учун ¡(х) функция чексизлик- 

ка айланадиган х =  а цийматни топнш 
керак. Шунда х = а тутри чизи^ вер

тикал асимптота булади.
1-эслатма .  Умумап айтганда, 

1/ =  /(лс) функцияпинг графигп бир неч- 
та вертикал асимптоталарга эга були- 

ши мумкин.
1-мисол.  Ушбу

1

У =  х +
х — 2

функция графигининг вертикал асимптотасини топинг.

Е ч и ш .  П т(л Н ---—  ') =  о о ,  шу сабабли г =  2 т?три чизпк
*-»2\ х —  2;

вертикал асимптотадир.

2-мисол .  у 1%х функция графигинннг вертикал асимтотаснни 
топинг.

Е ч и ш. Нгп х =  о о  булгаки учун функцияпинг графигп чекснз
я , 

х-* тг

вертикал асимптоталарга эга:

, л 3 о
X — ±  --. X =  -\--- Л, X =  -\----л, . . .

2 ~  2 2

2. Огма асимптоталар. Ym M N  =  lim  6 =  0 зканлиги гаърифдан
х-- f-oo

келиб чи^ади. Асимптота тенгламаси у =  kx + b курпнишга эга

(123- шакл). AM NK  дан Z-KMN =  а, шу сабабли М К =  — аммо
cos а

берилган асимптота учун а  —  const ф  J, шу сабабли

123- шакл.

l im МК =  lim  MN =  0 .
Х-»-+оо A->-f оо COS ОС

шу сабабли

МК =  У — Уэ =  (kx+b)— 
3 —fix)

lim  (0kx +  b) —  f{x)) =  0 . 
*-*-¡-00

(8.1)

Бундан: 

lim  x Ik +  ---— ) =  0 .
X- + + 0 0 X j
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А м м о Н т  —  =  0, шу сабаблн Wmxik — — ^ =  0. Бу тенгликда
jc->-f-oo X  х—v-f-oo \ X }

х-»- +  оо, шу сабабли иккинчи купайтувчи нолга инти лиши керак. 

Бундан

limife —  =  О
Ж-++СО V X ]

ёки

k =  lim  — . (8 .2)
JC-*+ao х  4 '

k нинг топилган ^ийматини (8 .1) га ^>гямиз:

6 =  l im( / ( x )— kx). (8.3)
JC-̂ +oo

Шундай килиб, OFMa асимптогани топиш учун (8.2) ва (8.3) ли- 
митларни хисоблаш керак.

2- э сла тма .  Агар (8.2) ёки (8.3) лимитлардан акалли биттаси 

мавжуд булмаса, у холда y =  f(x) функциянинг графиги х —>- +  оо 
да OFMa асимптотага эга булмайди.

3-э слатма .  х ->—  оо да хам асимптоташунгаухшаш топилади.

4- э слатма .  Умуман айтганда, х —>-+оо ва х->— с» да функ- 

цияпинг графиги иккигадан oprarç булмаган хар хил OFMa асимптота

га эга булиши мумкин.
^2

3-ми с о л. у = ----  функция графигининг асимптотасини топинг.
х — 2
X2

Е ч и ш .  l i m —---=  оо булгани учун х =  2 турри чизи^ верти-
.V—>2 X —  2

кал асимптота, у =  kx + b OFMa асимптотани излаймиз.

и 1- /(■*) 1- X2 1- * 1k =  lim  —  =  l im ----- = l i m -----=  1;
x—*oo X x—*ao x(x— 2) x-*oo j __

X

b =  lim  (/(x) —  kx) =  l im i  — ---- x) = lim  —2x - - 2 .
x —► »  x-^oo \ X— 2 J .v—>oo X —  2

Демак, у =  x -f- 2 —  OFMa асимптотадир.

4-мне о л. у =  е~х sinx +  x фуькция графигининг асимптотасини 
топинг.

Е чи ш .  Вертикал асимптоталар мавжуд эмас, чукки функция 
^амма жойда аникланган. у =  kx + b  OFMa асимптотани излаймиз:

]) б =  П т ^  =  Н т ( ^ +  1) = 1,
X “■►-j-ao X х—»-¡-оо \ X ■ 6х J

b --= l im( / (x)—  ftx)= l i m f ^ ^  +  x — x') =  0 .
Jt-^+oo x-»-|-ao\ 6X  J

y =  x OFMa асимптота.

2) k =  lim  ( Mn A e--- 1- 1 ) мавжуд эмас, чунки биринчи цуши-
а’—►—оо \ д; /

лувчи чексиз >сади. и — оо да график OFMa асимптотага эга эмас.
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Функция графигини ясашда одатда цуйидаги схемага амал кили- 
иади:

1. Функциянинг аницланиш со^аси ва узилиш нукталарини топиш.
2. Функциянинг жуфтлигини, токлигини, даврийлигини текшириб 

куриш.

3. Графикнинг координата уклари билан кесишиш нукталарини 
аницлаш.

4. Функциянинг ишораси сацланадиган интервалларни топиш.

5. Графикнинг асимптоталарини топиш.

6 . Функциянинг мопотонлик интерваллари ва экстремумларини 
топиш.

7. К^вари^лик, ботиклик иитервалларини ва эгилищ нуцталарипи 
топиш.

Ю^оридаги текширишлар асосида графикни чизамиз.
*3

М и с о л .  у =  — — —  функцияни текширинг ва унинг графиги-

ни ясанг.
1. Функциянинг аник;ланиш со^аси:

9- §. Графиклар ясашнинг умумий схемаси

х € { ( - о о ,  2 )  и  ( 2 ,  +  о о ) I •

х =  2 —  узилиш нуцтаси.

2. Функция даврий эмас, жуфтлик га токлик хоссаларига эга 

эмас, чунки:

т(— х )  =  (~ Ч 3 = _________ф  {  / М .

4(2 +  *)* 4(2+*)* [ — /(*)■

3. Функциянинг координаталар уцлари билан кесишиши:
Оу ук, билан х =  0 да у =  0;
Ох у|̂  билан у =  0 да х =  0.

Шундай килиб, битта 0(0, 0) нуктада кесишади.

4. Функциянинг ишораси сацланадиган интервалларни бунда й 
аницлаймиз: ани^ланиш со^асини нуцталар ёрдамида функция нол- 

га тенг буладиган интервалларга ажратамиз, бу интервалларнинг 
х;ар бирида функциянинг ишорасини текширамиз. Жадвал тузамиз.

X (—оо, С) 0 (0, 2) 2 (2, +°°)

У 0 + ОО “Г

Графикнинг
жойлашиши

Ох у^и остида Ох уки устида Ох уци устида

5. Графикнинг асимптоталарини топиш:

а) Оу увда параллел уцлар — вертикал асимптоталар.
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пт =  +  о о  булгани учун х  =  2 тутри чизи^ —  вертикал
4 (2- л )2 

асимптота.
б) Оу уцка параллелмас у^лар — огма асимптоталар. 

у = к х  + Ь орма асимптотанинг формуласидан к ва. Ь ларии хи- 
соблаймиз:

. . .  х3 1 .. X3 I
/е =  п т ------- =  —  п т — —=-----— —

х~юо 4х(2—х)2 4 х-*<х>х$1______ 1

Ь =  Пт
х-юо

1 \ .. х3 —  х(2 —  х)2
х) =  П т  '

4(2— х)2 4 / л_ с о  4(2 — .V)2

1

.. 4л:2 —  4х х2 — х ..
=  П т ------- =  П т -----= И т

.00 4 (2— X)2 х—ю о (2— х)2 х-»оо I  ^  __ I

Бун дан: у =  — ■х +  1 —  орма асимптота.

6 . Функцияпи монотоплик интерваллари ва экстремумларини 

текширамиз:

У' =
хЦх — 6)

4(* — 2)®

а) х1 =  0 , х2 =  6 , у' =  0 .

б) х =  2 , у' =  о о .

X (— оо. 0) 0 (0, 2) 2 (2, 6) | 6 

1

(6,+ПО )

у' + 0 + оо — 0 4-

У / 0 / ОО \
27

8

27
у . =  «(6) = --^гпт / д

7. Функцияни кава- 

рицлик, ботицлик интер- 

валларини текширамиз 

хамда эгилиш ну^талари- 

ни топамиз (124-шакл).

¡ г -  6‘
{х— 2)4

а) хг =  0, у" =  О,

б) х2 =  2 , у" =  о о . 124- шакл.
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X (—00, 0) 0 (0,2) 2 (2» + * )

У" — 0 + со +

У г л 0 оо

У з - у з и н и  т е к ш и р и ш  у ч у и  с а в о л л а р

1. у =  /(х) функция графигининг ^аварицлик ва ботицлик таърифини хамда эгилиш 
ну^талари таърифини беринг.

2. у =  /(х) функция боти^лиги характери билан функция иккинчи хосиласи ишо- 
раси орасидаги богланиш ха^идаги теоремани ифодаланг ва исботланг.

3. Эгилиш нуцталари учун етарлилик шарти нимадан иборат? Уни исботланг.
4. у =  ¡(х) функция графигининг цаварицлиги ва ботпутигн интерваллари ва 

эгилиш нуцталари цандай топилади? Мисоллар келтиринг.
5. Чизи^ асимптотасининг таърифини ифодаланг. ^андай аеи.чптоталар мавжуд?
6. Вертикал асимптотанинг мавжудлик шарти кандай? Вертикал асимптоталар 

кандай топилади?
7. Онма асимптотанинг мавжудлик шарти кандай? Ом а асимптоталар кандай 

топилади?
8. Функцияни умумий текшириш ва графигннн ясаш схемасини баён цилинг. 

Мисоллар келтиринг.
9. 1287— 1300, 1375— 1390, 1398, 1400, 1408, 1409, 1416, 1419, 1431, 1432, 

1435-масалаларни ечипг.



^АКИКИЙ УЗГАРУВЧИНИНГ ВЕКТОР ВА КОМПЛЕКС 

ФУНКЦИЯЛАРИ

1-§. Ясси эгри чизицнинг эгрилиги

1. Ей узунлиги дифференциалы. Текисликда 1/ =  /(х) тепгляма 

билан берилган эгри чизщка эга булайлик. Л10 (х0, у0) нук,та шу 

эгри чизикнинг бирор тайинлакган ну^таси, М  (х, у) эса узгарувчи 
нуктаси булсин.

М0М ёй узуилигини 5 бплан белгилаймиз, яъни 5 =  М 0М (125- шакл). 

М  нукта абсциссасининг узгариши билан ёйнинг я узунлиги хам уз- 

гаради, яъни в х нинг функцияси:

М 0М =  в (х).

я (х) функциянинг х буйича хосиласини топамиз. х га А х  орттирмэ 

берамиз, у холда 5 ёй Аз орттирма олади: А 5 =  ММу. У  ^олда:

5- б о б

. Л> А 5 ММ, 
э (х) =  —  =  игл —  =  и т --- -

йх д*-»о А х Дх->о А х 

Куйндагини мсботснз кабул ^иламиз:

М ,  ,

И т  =  1,
Д*->0 М М Х

(11)

яъни ЛШ , ~  М М Х, (1.1) форму- 

ла эса ушбу куринишнн олади:

мм,
(1-2)

д*-»о А х

125-шаклдан

Щ  =  / Д х *  + А у2 (1.3)

экани келиб чи^ади. ( 1.3) ни (1.2) 
формулага к;уйиб, топамиз: 125- шакл.
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д*~>о Д *

еки

Буидан ёй дифференциали учун цуйидагини топамиз:

а з = V а х
(1.5)

ёки

¿5 =  V Ах2 +  йу2. (1-6)

Охирги ифодадан ёй дифференциалини чизи^ уринмасининг тегиш- 

ли кесмаси билан ифодалаш мумкинлиги келиб чи^ади (чизмада МТ 
кесма).

Агар эгри чизик

параметрик тенгламалар билан берилган булса, у ^олда ёх =  х сИ, с1у =

2. Эгрилик. Эгри чизи^ шаклики характерловчи элементлардан 

бири уиинг эгилганлик даражасидир.
Уз-узини кесиб утмайдиган ва х;ар к;айси ну^тада маълум урин- 

мага эга булган текис эгри чизицни караймиз. Эгри чизикда иккита 
Л ва В нук,тани оламиз, танлаб олинган нуцталарда эгри чизикда 

утказилган уринмалар ^осил цилган бурчакни а  билан белгилаймиз, 
яъни уринманинг А ну^тадан В нукдша утишдаги бурилиш бурча- 

гини а  билан белгилаймиз (126-шакл).
Бу а  бурчак АВ  ёйнинг ^ушнилик бурчаги дейилади. Бир хил 

узунликка эга булган иккита ёйдан (шакллардан куриниб тургани-

=усИ  ва (1.6) ифода ушбу куринишни олади:

<¿5 =  х2 +  у2 (И. (1-7)

126- шакл.
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ек) цушнилик бурчаги катта булгани купрок эгилган булади (эгри- 

иги катта булади).
Агар ^ар хил узунликдаги ёйлар к;араладиган булса, к,ушнилик бур- 

аги эгилганлик даражасини ба^олай олмайди. Ш у сабабли ь$шни- 

ик бурчагининг тортилаётган ёй узунлигига писбати эгилганликнинг 
ула характеристикаси бу'лади.

1 - т а ъ р и ф. AB ёйнинг уртача эгрилиги &ÿp деб тегишли rçÿiu- 

илик бурчаги а  нинг ёй узунлигига нисбатига айтилади:

а

• Р AB

Битта эгри чизикнинг узи учун хар хил цисмларида уртача эгри- 

шк ^ар хил булиши мумкин.

Эгри чизикнинг бевосита А нукта я^инидаги эгилганлик даража- 
ини ба^олаш учун эгри чизикнинг берилган ну^тадагн эгрилиги 

ушунчасини киритамиз.
2-т аъ ри ф .  Эгри чизикнинг берилган А ну^тадаги эгрилиги kA 

еб ёй узунлиги нолга интилганда (яъни В А да) AB ёй ÿpTa4a 

грилиги лимитига айтилади:

а
к, =  lim к. =  lim .

В^ А УР а в ^ о  AB

1- м и с о л. Радиуси г га тенг айлапа учун а  марказий бурчакка мос 

елувчи AB ёй уртача эгрилигин:1 иа А нук,тадаги эгриликки топинг.

Е чиш.

к а а *
Ур AB a r  г

кА -  Hm

Пундай к,илиб, айлананинг эгрилиги нуьланп танлашга бо?лик эмас

¡а—  га тенг (127- шакл). 
г
3. Эгриликни ^исоблаш. Узлуксиз иккинчи тартибли ^осилага 

та булгап y =  f(x) эгри чизик;ни караймиз.
Абсциссалари х ва х + А х  булган иккита М  ва М Х нуцтада 

финма утказамиз (128-шакл), уринмаларнинг ofhiu бурчакларичи ф

ta ф +  Дф билан белгилаймиз. М М Х ёйга мос келувчи ^ушнилик 
!урчаги ушбуга тенг: а  =  |Дф| (^аварии; ёй учун Д ф < 0 ,  боти^ ёй 

гчун Д ф >  0).

М М Х булакдаги уртача эгриликни

а  |Д ф;



УА

127- шакл. 128- шакл.

формула буйича аншугаймиз. М да Дя 0 ва /г.р /г,

эгамиз:

к =  Пт =  П т
д5->о УР Дз->0

Д ф

Шундай килиб, М  нуктадаги эгрилик к =

¿5

А ф 

сЬ
формула буйича х

собланади. Энди хосилани топиш цолади. Ушбу алмаштирш
й 5

ларни бажарамиз:
Ii  ф

ё ф
к =

с1х

(¡Б

йх

(1-

ни топиш учун =  у', ва демак, ф =  а т ^ у '  эканини па
¡1 X

каймиз. Охирги тенгликни х буйича дифференциаллаб, ушбуга э 

буламиз:
<1 ф __ /у"

¿х 1 +  (у')2

—  хосила эса илгари чикарилган (1.5) формулага биноан уг 1 +((/'
ёх

ё Ф *  / 1 п\
га тенг. —— ва —  ни ( 1.8) га куисак:

йх йх

к =
У

(1
(1 +  (у')*?12

Шундай к,илиб, (1.9) формула нуктадаги эгриликни хисоблаи: 

хизмат ^илади. Бунда махраждаги илдизнинг арифметик ^ийматиниг 

на олищ керак. Шу сабабли (1.9) формулани бундай ёзиш мумкш

I У"\/г =
(1+ (у ')а)

ла\3/2
(1.1

Агар чизи^нинг тенгламаси
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X =  x(t),

y =  y(f)

фаметрик тенгламалар билан берилган булса, у холда у' 

' =  х У — ХУ ва (1.10) формула бундай ёзилади:

k =
х у — X у I

3/2
(х *+  у2)

2-ми с о л. у =  х2 параболанинг исталган ну^тасидаги 'эгриликни

)ПИНГ.

Ечиш.  Биринчи ва иккинчи хосилаларни топамиз: у' — 2 х, 
' = 2 .  Буларни (1.10) формулага ^уйиб, ихтиёрий ну^тадаги эгри- 

тня топамиз:

k = . __________

(1 +  4х2)3/2

усусий ^олда параболанинг (0 ,0) учидаги эгрилик k =  2.
3-мисол.  у =  ах +  Ь тугри чизи^нинг эгрилигини топинг. 
Ечиш.  у' =  а, у" - 0. Эгрилик k =  0.

Тугри чизи^ эгрилиги нолга тенг чизикдир.

4-мисол.  Циклоида эгрилигини топинг:

(х =  а(( —  sin/),
\у =  а (1 —  cost).

Ечиш.  Параметрик берилган эгри чизик эгрилигини (1.11) фор- 
ула буйича топамиз, бунинг учун хосилаларни топамиз:

х =  а{\— cost), г/=  a sin/,

х =  a sin t, у — a cos t.

ларни (1.11) формулага ^уямиз:

|а2 cos ( (1 — cos t) — а2 sin2 t\
k =

(a2 (1 —  eos t)2 +  a2 s in2 /)3/2 o3 (2 (I —  eos /))'
3/2

-2 s in2 —-
2

2 s in2 —  
2

t t
п s in3 — 4 а sin —

2 2

í . t \3/2 

4 4sin t ]

4. Эгрилик радиуси, маркази ва доираси.

Т а ъ р и ф .  Чизи^нинг берилган М  ну^тадаги эгрилиги k га тес- 
ipn R микдор шу чизикнинг каралаётган нуктадаги эгрилик радиу- 
í дейилади:

:и

R  =
. у  2) V,

\У"\
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У -А * Х _ У « V

lHu .jJ)

I
/

/
/

Л
O

129- шакл. 130- шакл.

M  нуктада эгри чизи^нинг ботицлигига йуналган нормал (уриш 

ну^тасида уринмага перпендикуляр тугри чизик) ясаймиз (129- uiai 

ва бу нормалга М  нуктада i и радиус эгрилигига тенг (R га reí 

МС  кесмани цуямиз. С нук,та берилган эгри чизикнинг М  нукта, 
ги эгрилик маркази дейилади.

Маркази С нуктада булган R  радиусли дойра (ва айлана) 6epi 

ran эгри чизикнинг М  ьуцтадаги эгрилик доираси (ва айлана 
дейилади.

Эгрилик доираси таърифидан эгри чизицнинг эгрилиги ва эгрил 

доирасининг берилган нук;тадаги эгрилиги узаро тенг экани кед 
читали.

Эгрилик маркази координаталари учун формула чикарамиз.

Эгри чизик, у =  / (х) тенглама билан берилган булсин (130-шак 

Эгри чизикда ихтиёрий М (х; у) нуктани белгилаймиз. С эгрил 
маркази координаталарини а  ва р билан белгилаймиз. Эгри чизик 

М нуктада утказилган нормал тенгламаси ушбу куринишда була;

бунда X, Y —  нормалнинг узгарувчи координаталари.
С (ос; Р) ну^та нормалга тегишли булгани учун унинг коордш 

талари (1.12) тенгламани цаноатлантириши керак:

С (а, Р) ну^та М  (х; у) ну^тадан эгрилик радиуси R  га те 

масофада ётади, шу сабабли:

(1.13) ва (1.14) тенгламаларни биргаликда ечиб, а  ва р лар 

топамиз:

Y - у ----т(Х-*).
У

(1.1

р — у = --- - (а —  х). (1.1
У

(а  —  х)2 +  (Р —  у)2 =  R2. (1.1

а  =  х
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(1 |/'2)3/2
R =  — --- ^ийматни (1.15) га куйсак:

_  , í / 'O + í / '2)а  =  X ± -------- ,

ß =  i/ :F

;¡n

1 + у'2

У I

у" > 0  ва у” < .0  булган доллар да охирги формулалар куйидагича 
1алашишини курсатищ мумкип:

у’ ^ + у '2)а  =  X

$ =  y + - ± f ~ .  (1.16)
У

л чизикнинг ну^тадпги эгрилик маркази координаталари формула- 
[нинг узил-кесил куриниши шундан иборат.

^гар эгри чизик,

(х =  X (/),

[У =  У (0

метрик тенгламалар билан берилган булса, у холда эгрилик 
сази координаталарини (1.16) формуладан олиш мумкип, бунинг 
{ унга хосилаларшшг

, у  „ X I /  —  X и
у у" =  — —

X X3

1атларини :^уйиш керак. У  х;олда

у ( i 2 +  у- )
а  =  X-

X у —  X у

Р - У + - -  - ^  ■ ( I ■ 17)
X у —  X у

1-мисол.  у — X2 параболанинг исталган нуцтасидаги эгрилик 

:ази координаталарини аникланг.

: чищ.  у' ва у" ни топамиз:

у ' =  2 х .  у" =  2.

[лаларни (1.16) фэрмулага к;уямиз:

2х(1+4х2)



Эгрилик марказининг координаталари:

ос =  —  4х3, р =-1-(бг> +  1).

Хусусий з^олда параболанинг учида х =  0, шу сабабли эгрилик 

марказининг координаталари бундай булади:

6- м и с о л. Циклоида эгрилик маркази координаталарики анщ-

5. Эволюта ва эвольвента. Берилган чизивдаги ^ар бир М  нук- 
тага тула аникланган эгрилик маркази С (а; р) т\три келади. Берил

ган чизи^нинг хамма эгрилик марказлари туплами бирор чизи^ш 

хосил к,илади, бу чизик, эволюта дейилади.

Берилган чизик уз эволютасига нисбатан эвольвента (ёки ёйилма] 
дейилади.

Агар берилган эгри чизик у =  / (х) тенглама билан аншумнса 

у холда (1.16) тенгламани эволютанинг х параметрли параметрик 
тенгламалари деб караш мумкин:

Бу теигламалардан х параметрам чи^ариб, эволютанинг а  ва Р уз- 

гарувчи координаталари орасидаги бевосита богланишни топиш мум
кин.

Агар берилган эгри чизик;

параметрик тенгламалар билан ифодаланган булса, у ^олда (1.17] 

тенгламалар параметри

ланг:

[х =  а ( / —  бш I),
\г/ = £ 2(1 —  соэг).

Еч и ш .  х = а (  1 — соэ/), y=as\ n í,

х =  asm t, х =  а соэ/.

Буларки (1.17) формулага куйиб, топамиз:

(а =  а (/ +  вт  О,

[р = — а(1 —соя/).

X =  х((), 

У =  У (О

а  =  х
у ( х2 +  Уг)

X у — х у
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' + ¿2)о . X
Р =  </ +  -

X у — X у

иборат булган эволютанинг параметрик тенгламасини беради. 

Эволютанинг хоссаларидан бирини исботсиз таъкидлаб утамиз: 
1лган эгри чизикка (эволвентага) утказилган пормал эволютага 

има булади.
7-мисол.  у — х2 парабола эволютаси тенгламасини топинг. 

Ечиш.  5-мисолда параболанинг ихтиёрий нуктаси учун эгрилик 

кази координаталари топилган эди:

(а  =  —  Ах3,

| р = 4 - ( 6 * 2 + 1 ) .

Бу тенгламаларни у =  х2 парабола эволютасининг параметрик 

■ламалари деб ^араш мумкин. х параметрни чикариб, топамиз:

ярим кубик параболанинг тенгламасидир (131-шакл).

2-§. Фазовий эгри чизи^нинг эгрилиги

текисликда чизиц

\х =  х{(),

[У — У (О

метрик тенгламалар билан берилиши мумкин. Фазовий чизи^лар 

шунга ухшаш
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132- шакл.

\у — у (О»
[z =  z (t)

параметрик тенгламалар била 
берилиши мумкин.

1- м и с о л. Ушбу

(X =  п 1 +  х0

У =  И +  i/o. -

2 =  f t  +  70

тенгламалар т>три чизицнинг фа 

зодаги параметрик тенгламалари 

дир.
2-ми с о  л. Ушбу

(x =  x{t),

(х =  a cost,

]t/ =  a s in / ,

[z =  Ы

тенгламалар л-2 +  у2 =  а2 доиравий цилиндрга жойлашган (132-шакл 

винт чизикнинг параметрик тенгламаларидир. h =  2nb  —  вннт чизик 
нинг радами.

Фазовий эгри чизи^ эгрилнги дифференииалики ва эгрилик мар 

кази коордииаталарини хисоблаш формулаларини исботсиз келтира 
миз:

ds =  l ^ x 2 +  у2 +  z2 dt, 

/ л 2 +  В2 +  С2
k =  • 

а  =  х +

Р = г Н

+  У2 +  г2]
'13/2

7 =  2 +

Л2 -г £ 2 +  С2

X2 +  I/2 +  22

Л2 +  В2 +  С2 

х2 +  У2 +  2а

(В г — Су), 

(Сх  —  Л г), 

(Лу — В х).

(2.1

Л2 +  В2 +  С2

Бунда кискалик учун ушбу белгилашлар кирнтилган:

Л = у z — z у ,

В =х Z X —  XZ ,

С =» ху  — у х .
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(1.7), (1.1 1), (1.17) формулалар —  эгри чизиц эгрилиги дифферен- 

[иали ва тек ис чизи^ эгрилик маркази координаталари формулалари

>улиб, г = 2  =  2 =  0 дсб олинса, (2 .1) формуланинг хусусий ^олла- 
)и сифатида ^осил булади.

. Ей дифферепциалн формуласини чн^аринг. Бу хулоса чиэи^нинг ^андай гео
метрик хогсасига асосланади?

!. К,ушпилик бурчаги нима? У эгри чизикнинг эгилганлик даражасини ^андай 
характерлайди?

!. Чизицнинг бернлган нуктадаги эгрилиги деб нимани айтилади? Эгрилик учун 
формула чнкаринг.

I. Эгрилик радиуси, маркази ва доираснни аникланг.
5. Эгрилик маркази координаталари учуй формула чикаринг.
3. Эволюта ва эвольвемталарнинг таърифппи берннг.
7. Фазовий чизик;1жнг берилиш усулини баси дилинг.
3. Фазовий чизикиинг эгрилиги мима?
). 1529— 1534, 1543— 1546, 1554— 1557, 1568— 1573, 1581, 1582-масалаларпи

ОМ =  г пекторли караймиз, упинг боши координаталар бошн би- 

пан, охири эса бирор М (х; у, г) нукта билан устма-уст тушади. 
Бупдай вектор М  ну^танинг радиус-вектора дейиладм. Бу лектории 

координата укларидаги прогкциялар оркали ифцдалаймиз:

Лгар г вектор,шаг прозкциялари бирор параметрнинг функция- 

лари булса, яъни

У з - у з и н н  т екши  р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

ечниг.

3-§. Скаляр аргументнинг вектор фунхциялари

г =  х £ -Ь у ! -Ь 2 к . (3.1)

(3.2)

(3.3)

г = (3.4)

/ параметр узгарса, х, у, 2 координата-

1ар хам узгаради, у холда М нуцта — ОМ 
зекториинг охири фа?ода бирор чизикнн чм-

¡адп, бу чизик г =  г (¿) векториинг годогра- 
ри депилади (133-шакл). 133- шакл,
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(3.3) ва (3.4) тенгламалар чизи^нинг фазодаги вектор тенглама- 
си дейилади.

(3.2) тенгламалар чизикнинг фазодаги параметрик тенгламала- 
ри дейилади.

(3.3) ва (3.4) тенгламалардап t параметр узгаргапда г векто,г 

умумий холда микдори буйича хам, йуналиши буйича хам узгаршш 

келиб чикади.

г вектор t скаляр аргументнипг вектор функцияси дейилади

г — г (t). г (t) вектор функциянинг берилиши учта скаляр функция 
нинг — унинг координаталар укларига проекииялари x(t), у((), z(t\ 

нинг берилишига тенг кучлидир.

Агар бирор r0 =  xü I +  у0 / +  z0 k вектор t t0 да

lim  л: (t) - х0,

lim  y(t) =  y0,
t->to

lim z(t) =  z0

булса, шу яектор г =  x(t)i +  у (l) J +  z (t) k вектор функциям ин 
лимити дейилади.

Агар г0 вектор г (t) вектор функциянинг t -► t0 даги лимита бул 

са, у ^олда бунда й ёзилади:

lim г (t) - г0. 
t->ta

г (¿) вектор функция t =  tg да ва t0 ни уз ичига олувчи биро| 

иитервалда аникланган булсин, у холда агар

lim  г (0 =  г (/„)
t-*to

булса, г (t) функция t0 нук;тада уэлуксиз функция дейилади.

4- §. Скаляр аргументли вектор функциянинг ^осиласи

г (0 =  x(t) i +  у (/) / +  z(t) k вектор функция М (х, у, z) ну^та 

нинг радиус-Еектори, яъни

Т = ОМ

булсин (134-шакл). t параметр узгарганда М  ну^та L годографн! 

чизади. / параметр кийматини танлаймиз ва тайинлаб куямиз. Унг

г (t) вектор ва М  нукта мос келади.

Параметрнинг бошка t +  А / кийматини оламиз. Унга г (t +  А / 

вектор ва М г нукта мос келади.
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134- шакл.

Д г векторпи караймиз:

Д г =  М М 1 ёкн Д г =  г + А () —  г (().

'ни г (() вектор функциянинг  ̂ иуктадаги орттирмаси деймиз.

л г ' * л >нисоат А г векторга коллинеар вектор, чунки —  скаляр 

упайтувчи.

Т а ъ р и ф .  А г вектор функция орттирмасикинг аргументпинг мос

I / орттирмасига пнсбати. инг А( Одагнлнмитиг (0 вектор фупк- 

нянмнг I иуктадаги t скаляр аргумент буйича олипган хосиласи 

ейилади.

Вектор фупкцияиинг хосиласи бундай белгиланади:

^  / J\ ■■ ё тг (1) е к н ----
’ ёс

Шундай кнлиб,

/л <1г 1- ^ гг (() = --- =  11 Ш-----
Ш 4 ,^0 А /

Ьшнтнинг таърифига кура г' (/) вектордир.

г (/) функция хоснласини унинг координаталар уцларидаги проек- 

иялари оркали ифодалаймиз:
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ва

7  (/ + до« * 0  + до7  + г/(/ + доТ+2(̂ + до7

булгани учун

д 7  =  7 ( /  +  д  о  — 7  ( о  =  ( х ( /  +  д  о — *  ( 0 ) 7  +

+  (у(1 +  Д 0 —  У (0 )7  +  (г (/ +  Д о  —  2(0) к

ёки

Д г =  Д XI +  Д г/ / +  Д г • £ .

Шундан килиб,

Д/- Д * -?" . Ау~1~ . Д г 7*'
--- =  —  I + —  / Ч--- к .
М  М  М  Д /

Бундап ушбуга эга буламиз:

г' (0 =  Пш =  7 П т —  +  / Пт —  +  к Н т —  =
Д1->о Д /  д/-»о Д /  д(—о Д ^  д.'-»о Д /

=  х' (0 £ +  У" (0 / ~г 2' (0 £ ■

Шундай килиб,

г '( 0  =  х ' ( 0 /  + У ' ( 0 /  + 2' (0  *■ И -О

Буидан дифференциаллашнинг барча цоидаларн векторлар учун 

хам турри булиши дархол келиб чикади:

1) (г 1 (0_±  гг (0)' =  г '^О  ±  г2 (0>

2) (/ (0 ■ ^ (0 )' =  /' (0 г (0 +  / (О г' (0 . бунда / (0 —  скаляр функ
ция,

3) (с • г (/))' =  с • г' (0 , бунда с —  узгармас сон,

4) (Г1 (о • /"г (0)' = ̂ (о • г2 (о+ г1 (о • г2 (о.
5) М О  х  г2 (/)) =  г; (0 х  М О  +  М О  х  г’ (О- 

Мисол учун туртннчи формулапи исботлаймиз:

г1 (0 =  (О I +  У у (0 / +  ?1 (0 к . 

г2 (0 =  х2 (/) г +  у2 (0 / +  г2 (0 к 

булсин. Ш у Еекторларнинг скаляр купайтмасини тузамиз:

Г 1  (0 ■ 7 2 (0 =  X !  (О • х 2 (0 +  Ух (0 • У2 (0 +  21 (0  • ? 2 (О-

/ буйича хосилани топамиз:

Т ( о  =  *  ( о 7  +  у ( о 7  + *  ( 0 к
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( 'i (о ■ ̂*2 (0)' = (*i (о • wr + (i/i (o • у» m  + & (о ■ z2 (()y =

=  (x\ (t) • X2 (0 +  i/j' (0 • y2 (t) +  z\ (/) ■ Z2 (/)) +  (Xi (/) • x' (t) +

+ у i (o (0 + zi (/)?; (0) = r; (o • r2 (o + rT(/) rfw.

Формуланннг тутрилиги исботланди. Бу формуладан фойдаланиб,

d с о
irap е бирлик лектор булса, е_1_ --- булишини исботлаш мумкин.

dt
Скаляр аргумент вектор функциясининг ю^ори тартибли .^оснла- 

тарини кетма- кет диффгренциаллаб топиш мумкин:

7" (0 = X" (/)? + У" (07 + 2” {[)%

7 " ' ( t )  =  x " ' ( i ) 7 + y ’ "  ( о 7  +  ¿ - у ) !

за >рказо.

Э с л а т м а .  Агар фазовий эгри чизи^

7  = 7(0

'енглама билан берилган булса, у ^олда эгри чизи^нинг эгрилиги 
г ((1.18) формула) ^ис^ача бундай ёзилиши мумкин:

4 = !2 * 2 ± .

5- §. Скаляр аргументли вектор функция ^осиласининг геомет рик
маъноси

Скаляр аргументли вектор функциянинг ^осиласи таърифига

а̂йтамиз: г’ (/) =  НпА-^- ва 2-§ даги чизмани цараймиз. г’ (() нинг 
Д(-»о А*

|уналишц ез узунлигини аник;лаймиз.

1. г' (¿) векторнинг йуналиши. вектор А г векторга колли-
А/

1еар ва М М г кесувчи буйича йуналган. Д/->-0 да М х нукта М  
[уктага чексиз я^инлащади. ММ^ кесувчи эса М  ну^тада L эгри 

[изикда утказилган Т уринмага чексиз я^инлашади.

Шундай цилиб, г'(1) вектор ОМ  =  г (/) радиус-вектор годогра- 

зига уринма буйлаб параметр усадиган томонга йуналган.

г’ (¿) вектор функция узгармас модулга эга, аммо йуналиши уз- 

арувчан булган хусусий ^олни таъкидлаймиз. Бу ^олда годограф

ферада ётади, шу сабабли г’ (/)_^осила, вектор сифатида, годограф- 

а уринма, радиус- векторга перпендикуляр булади, яъни агар г (/)
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вектор узгармас модулга эга булса, у холда г' (() _1_ г (/). Шуидай 

килиб, модули узгармас векторнинг хосиласи векторнинг узига пер
пендикуляр.

2. г' (/) векторнинг модули.

7 ' (О =  *' (¿)7 + У'(<)Т+ г 'Ц )!

экани исботланган. Бундан эса

\7  (о | = / х ' ч о  +  «/,2(о +  2'2(о

экани келиб чикади, бурда у х"2(/) +  г/'2(/) +  г' 2 (0 сИ =  (11 — эгри 
чизи*, ёйи дифференциали. Бундан:

-§ =  ?  «)|.

Шундай килиб, вектор функциянииг ^осиласи модули годограф 

узунлигидан / аргумент буйича олинган хосилага тенг. Шуни таъ- 

кидлаш керакки, хосиланинг модули модулнинг хосиласи га теп г 
эмас, яъни

У ПФ йог.
6-§. Скаляр аргументли вектор функция биринчи ва иккинчи 

тартибли ^осиласининг механик маъноси

г =  г (¿) ректор функциянинг годографи харакатланузчи мод- 
дий нуктанинг траекторияси булсин, бунда / параметр харакат вак- 

тини билдиради.

Маълумки, ну^та харакатининг t моментдаги V =  v(t) тезлигн 

уринма буйлаб харакат йуналишига ^араб йуналган вектордир. 
Бунда

-> м
11,\ =  П т  — , 

д;->о Д/

бу ерда А/ —  А/ ораликда нукта томонидан босиб утилган йул (яъни 

А1— Аt вакт ичида утилган годограф ёйи узунлиги).

V =  г' (¿) эканини курсатамиз.

г' (0 ва V векторлар бир хил йуналишга эга, чуики г' (0 хам

уринма буйлаб г вектор годографига караб йуналган. Шу вектор- 

ларнинг модуллари х;ам бир хил эканини курсатамиз. А/ >  0 да ку- 

йидагини цараймиз:



/пда IА г I микдор М М ± ватарнинг узунлиги, Al эса тегишли

l.'Víj ёйнинг узунлиги.

Кейи нчалнк

i демак,

п т
Д/->0

Дг

<апи курсатнлади,

A l

лекип у ва^тда

\а ?\

=  1

п т  
ы-> о A l

=  П т  

д;->о

1А г \ 

Al

l i m  i----
Д(-^о At

.. |д г
=  l im ---

д(->о A l

. .  Al A l
• l i m  —  - l i m  —  : 

At Aí->o AtД<-*0

у н д а н  l i m
AÍ-.O

Д р ■ >

--- =  г' (0 (тезликнинг таърифидан), шу сабабли улбу-
А/

з эгамиз: | г' (I) |= | v\.

Шундай £̂ илиб, сектор функциянинг г' (I) ^осиласи вак,тнинг 

грилган момептидаги моддий ну^танинг ^аракат тезлиги и( i) га 

;нг экаи.

V =  г' (t).

Вектор фупкцгошинг биринчи тартиэли ^огилзсинияг M;xaiinK 

аъно:и шундан иборат. Иккинчи тартиэли ^о:иласи

а  (0 =  7 ' (О

канини, яъпи векгор функциянияг ихкинчи тартиэли ^огиласи мэддчй 

укта гщтнинг t моменгидзги ^аракати тезланииига тенг экапини 
урсатищ мумкин.

М и с о л. Ушбу х- +  у2 =  R 2 а й- 

ана буйлаб узгармас бурчак тезл ик
i билан харакатланаётгап моддий 

укта М нннг тезлиги ва тезлани- 
шни топинг.

Е чи ш.  ф — М  ну^та радиус- 

екторининг Ох ук; билан ^осил 

илган бурчаги булсин. ф =  at ни 

осил ^иламиз, 135- шаклдан:

x =  R  соэф, ¿ки (х =  Rcosat, 
y =  R  sin ф [у =  R  sin at.

1,емак, М ну^танинг радиус- век- 
ори:
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г (t) =  х i +  y j  -f zk =  R  cos a i • i -\-R sin co t j .

Энди M  нуктанинг тезлигини топамиз:

v =  =  —  R  со sin a t  i +  R a c o s a t  i . 
dt 1

Тезликнинг модули ]u| =  co/?. г ва v векторнинг скаляр купайт 

маси нолга тенг булгани учун г _L v.

а  =  г" (Í) =  и' =  —  R a 2 cos at i —  R  аз2 sin ш t j. Бундан

а  = — а 2 г экани курипади, яъки а || г ва царама- 1̂ арши йунал- 

ган. Демак, тезланиш айлана марказига йуналгандир.

У з-у э и н и т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. Скаляр аргументнинг вектор функиияси ва унинг годографи таърифинн бе- 
ринг.

2. Вектор функциянпнг з^осиласи ва унипг узлуксизлиги таърифинн берииг.
3. Скаляр аргумент вектор функциясининг >;осиласи таърифини беринг.
4. Х,осилани Оирлик векторлар буйича ёйиш формуласини чикаринг.
5. Скаляр аргументли вектор функция ^осиласннинг геометрик маъноси ннма? 

.\осиланинг йуналиин ва модули рандам?
6. Скаляр аргументли вектор функцияси хосиласининг механик маъноси нима?
7. Узгармас модуллн вектор ^осиласинннг йуналиши кандай?
8. 3260 — 3374-масалаларни ечипг.

7-§. Комплекс сонлар

1. Асосий таърифлар

1- таър иф .  z комплекс сон деб

г =  х + i у

куринишидаги ифодага айтилади, бунда х ва у—хакикий сонлар; i эсг

i =  У  —  1 ёки í'2 =  —  1

тепглик билан ани^ланузчи маз^ум бирлик де5 аплузч :1 бнрлик.
х ва у ни z комплекс соннинг хакисий.ва м:в^ум ^исмлари де- 

йилади Еа бундай белгиланади:

Rez =  х, Im~z =  у.

Хусусий ^олда, агар х =  0 булса, у холда г =  0 +  iy =  iy сон- 

ни соф мав%ум сон, агар у =  0 булса, у ^олда z =  х -j- Ю =  х, 
яъни хакикий сон ^осил булади. Шундай килиб, хакикий ва ма^хум 

сонлар z комплекс сокнинг хусусий холларидир.

2-т а ъ р и ф .  Агар иккита zx =  хг +  г'ух ва г2 =  х2 +  ¿У2 комплекс 
сонларнинг ^а^и^ий сонлари алохида, мавхум сонлари алохида тенг
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Зулса, бу комплекс сонлар тенг, яъни 

! =  г2 булади, бош^ача айтганда 

?ег, =  Рег2 ва 1тг1= 1 т г 2 булса,

7Л =  г2 хисобланади.

3-таъриф.  г =  д:+г'// комплекс 

:оннинг хаки^ий ва мавхум ^исми нол- 

а тенг булсагина, у нолга тенг була- 
(.и, яъни агар х =  0 ва у =  0 булса- 
ина г =  0 , ва аксинча.

4- т а ъ р и ф. Мавхум ^исмлари билан 
[ирц к,илувчи иккита

г =  х +г у па г =  х —  1у

комплекс сон кушма комплекс сонлар дейилади.

5-таъриф .  Хакиций ва мавхум кисмларининг ишоралари билан 
|арк килувчи иккита

гг =  х +  IУ ва г2 =  — х —  I у 

комплекс сон царама-царши комплекс сонлар дейилади.

2. Комплекс соннинг геометрик тасвири. Хар кандай

2 =  а: + ¿у

комплекс сонни Оху текисликда х ва у координатали А (х, у) нук- 

га шаклида таспирлаш мумкин ва, аксинча, текисликнинг хар бир 
нуктасига комплекс сон мос келади.

Комплекс сонлар тасвирланадиган текислик г комплекс узгарув- 
чининг текислиги дейилади.

Комплекс текисликда г сонпи тасвирловчи нуцтани г нуцта деб 

атаймиз (136-шакл). Ох укда ётувчи ну^таларга хаки^ий сонлар 

мос келади (бунда у =  0), Оу укда ётувчи нукталар соф мавхум 

сонларни тлсвирлайди (бу холда х = 0 ) . Шу сабабли Ох у^ хачи

ки л ук. Оу уц мавхум уц дейилади. А (х, у) ну^тани координаталар

боши билан бирлаштириб ОА векторни хосил киламиз, бу ^ам г =  
=  л: +  г у комплекс соннинг геометрик тасвири дейилади.

3. Комплекс соннинг тригонометрии шакли. Координаталар бо- 

шини цутб деб, Ох укнинг мусбат йуналишини кутб уки деб ком
плекс текисликда координтгаларнинг кутб системасини киритамиз. ф 

ва г ларни А(х, у) ну 1̂ танин г кутб координаталари деймиз.

А нуцтанинг ь̂ утб раднусн г, яъни А нуцтадан кутбгача булган 

масофа г комплекс сонмннг модули дейилади га \г\ каби белгилана- 

ди. г =  \г\ =  уг х2 У'1 экани равшан.
А нуктанинг кутб бурчаги ф ни г комплекс соннинг аргумента 

дейилади ва Аг§г каби белгиланадн. Аргумент бир кийматли аник,- 

ланмай, балки 2л£ ^ушилувчи кадар аникликда аншуганади, бунда 

к — бутун сон. Аргументнинг хамма кийматлари орасидан 0 < ф <  
<С 2л тенгсизликларни каноатлантирувчи биттасини танлаймиз. Бу 

киймат бсш циймат дейилади ва бупдай белгиланади:

136- шакл.
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ф =  аг£ г.

Ушбу

х =  Г СОБ ф, 

У =  г эт  ф

тенгликларни хисобга олиб, г комплекс сонни бундай ифодала!.

Ёзувиинг бу шакли комплекс соннинг тригонометрик шакли дейи 

лади. г =  х +  ¿у куринишдаги ёзув комплекс соннинг алгебраш 
шакли дейилади.

1-мисол.  Чизмада

г =  х +  г у ва г =  х — I у

кушма комплекс сонлар (137-шакл), шунингдс-к гх =  х + I у в, 
г2 =  — х —  I у царама- к,арши сонлар (138-шакл) таснирланган.

Чизмадан \г\ =  т =  у  х2 +  у2 ва \ г \ =  г — х2 +  у2 экани, 

яъни

экани келиб чицади.
К,ушма комплекс сонлар бир хил модулга эга ва абсолют кий 

матлари буйича тенг аргументларга эга булиб, а̂к;ик;ий уцца симмет 
рик булган нуцталар билан тасвирланади (137- щр.кл). Чизмадар 

1г1| =  |г2|> агё г2 =  п +  агё21 экани келиб чицади.
К,арама-царщи комплекс соклар координаталар бошига нисбатан 

симметрик нукталар билан тасвирланади (138-шакл).

мумкин:

г =  х +  г у =  г (соэ ф + 1 э т  ф),

бунда г =  \г\= У х2 +  у2 ва

arctg — , агар х >  0 , у >  0 булса 

Ф =  а ^ г  =  л +  arctg — , агар х <  0 булса,
X

2я +  а г ^  — , агар х >> 0 , г/ <  I
X

булса.

\г\ =  | г | ва а ^ г  =  —  а ^  г

У,

137- шакл. 138- шакл.
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2-ми с о л. Куйидагн сонларнн три- 

гонометрнк шаклда нфодаланг (139- 

шакл):

г1=\' 3 — г, =  —  3, г3 = — 2/.

1) Zi — \ 3 — £ сон учун х =

1 "3, у  =  —  1, г =  2,

' 8ф  =  _ у 1 ’ ф - 2 л _ а г с , в у !г =
_  г) __л _  _LL л
~  "б б л '

Шундай килиб, гу =  2 ( cos —- л +  г sin —  я  I.
V 6 6 /

2) г2 =  — 3 — хакикий сон.

х =  — 3, у =  О, г =  3, tg ср =  0, ф =  л , г2 =  

=  3 (cos л +  i sin л).

3) г3 =  —  2 г, х  =  0 , у =  —  2 , г =  2, ф  =

z =  — 2 i =  2 ( cos + / sin— ).
I 2 2

8-§. Комплекс сонлар устида алгебраик амаллар

1. Комплекс сонларни цушиш. Иккита z1 = x 1 + iyl ва z2 =

=  х2 +  i у2 комплекс соннинг йигиндиси деб,

Zi +  Z2 =  [хх +  i У]) +  (х2 +  i у2) =  (хх +  х2) +  i (уУ Т  у2)

тенглик билан аникланувчн комплекс сонга айтилади. Бу формула- 

дан векторлар билан ифодалапган комплекс сонларни кушиш век- 
торларни кушиш коидаси буйича бажарилиши келиб чикади (140- 

шгкл).
2. Комплекс сонларни айириш. Иккита z1 = x 1 + iy 1 ва z2 =

=  х2 +  i у2 комплекс соннинг айирмаси деб, шундай сонга айтила- 

дики, у z2 га к;ушилганда йигиидида гг комплекс сон хосил була- 
ди (141-шакл):

140- шакл. 141- шакл.



Zi —  z2 =  (jq +  í í/i) — (x2 +  i y2) =  (xt —  x2) +  í (í/L —  y2).

Шупи таъкидлаб углмизки, икки комплекс сэн айирмасининг 

модули комплгкс тзкисликда шу сонларни ифодалозчи нукталар 

орасидаги млсофага тенг: \zL — z2! — У (хх — х2)2 + ( í/ i — у2)2.
1- м и с о л. Zy — 2 +  i ва z.¡ =  2 — 3i комплекс сонларнинг йи- 

гиндиси ви айирмасини топинг.

Е  ч и ш. Zi -I- z2 =  (2 -f- í) -)- (2 —  3 í) =  (2 Ч-2) — í (1 —  3) =  4— 2 i , 
zt — z2 =  (2+  i) —  (2 —  3i) =  (2 —  2) +  г (1 +  3) =  4t.

3. Комплекс сонларни кулайтирии. гх =  хх +  г í/i ва г2 =  х2 +  

+  iy2 комплекс сонларнинг купайтмаси деб, бу сонларни иккихад 

сифатида алгебра ^оидалари буйича купайтирищ ва i2 =  —  1 экани- 

ни ^исобга олиш натижасида ^о;ил буладиган комплекс сонга ай- 

тилади.

zt ва z2 комплекс сонлар тригонометрик шаклда берилган бул- 

син:

г 1 =  ri (С05 Ф1 +  í sin фО ва г2 =  г2‘(соз ф2 +  i sin ф2).

Ш у сонларнинг купайтмасини хисэблаймиз:

Zi • z2 =  гх (соз фх + ’/ sin фх) ■ r2 (cos ф2 4- 1 sin ф2) =

^ = Г !- Г 2[(С03 ф: С03ф2 — ^¡П ф1-з1пф2) +  i ( з т ф ! С33ф2 +]

+СОЗфх sin ф2)] =  Гу r2 [COS (фх +  ф2) +  í SÍH (фх +  ф2)].

Шундай цилиб,

Zí -Z2 =  rí - г2 [COS (ф: +  ф2) +  i sin (ф! +  ф2) ],

яъни иккита комплекс сон купайтирилганда уларнинг модуллари 

купайтирилади, аргументлари эса ^ушилади^

2-ми с о л. z1= y r 3 —  г, za =  2 +  2 i/ "  3 Í комплекс сонларни 

алгебраик шаклда ва тригонометрик шаклларда купайтиринг.

[Е  ч и ш . 1) zr z2 =  ( i ^  3 —  i) (2 +  2 V  3 i)]= (2 3 + 2 ^ 3 )  +

+  i (2 y/~3 / 3 —  2) = 4  / Ü  +?4 i.

П , И \



3- м и с о л. г =  х +  г’у ва z — х —  i у к\ шма комплекс сонлар- 

[и купайтиринг.

Е ч и[ш. z* 2 =  х2 +  у2 ёки г- 2 =  'гг|2 =  | г |2, чунки

|г| =  I г] =  у  х2 +  у2.

Шундай килиб, кушма комплекс сонларнинг купайтмаси улардан 

;ар бирининг модули квадратига тенг б;улган хакикий сон экан.

4. Комплекс сснларни булиш. Комплекс сонларни бÿлиш амали 

упайтиришга тескари амал сифатида аницланади.
Агар г-г.2 =  zx булса, z сони zx =  хх +  i ух ни;:г z2 =  х2 +  iy2

омплекс сонига булинмаси | яг н и 2 =  — j деЁилади.

Z\ =  2 • 23 тенгликкинг шкала кисмини z2 — x2 —  iy 2 га купай- 

ирамиз, ушбуга эга буламиз:

%  ■ z2 =  2 (г2 • г2), бундан: 2 =  г- ^  =  + +
z2 • z2 *2  +  Ü2

. *2Í/i — Х\Уг
+  1 -- 2--- 2 *

J f2 +  у2

Бундан ушбу коида чикади: zx ни г2 га булиш учун булинувчи 

а булувчини булувчига кушма булган комплекс сонга купайтириш 
ерак.

Агар комплекс сонлар zx =  rx (cos ф! +  i sin ф ^  на г2 =  r2 (cos ф-2+  

f- i sin Ф2) тригонометрик шаклда берилган булса, у ^олда

Zj __ Г , (CCS ф; + i sin ф,) __ Г] (COS фх + i sin ф^ (cos ф2 — i sin ф2) __

г2 r2 (cos ф2 +  i sin фг) r 2 (cos2 ф 2 +  s in2 ф2)

= ¿í- [(cos ф! COS ф2 +  sin ф! sin ф2) +  i (sin фг COS ф2 —  COS ф! sin ф2)] =  
г2

=  [ cos (ф! —  ф2) +  г sin (фх —  ф2)].
Г 2

Иундай килиб,

—  =  —  [ COS (ф! —  ф2) +  i Sin (ф! — ф2)],
Ч  Г2

ъни комплекс сонларни булишда булинувчининг модули булувчи- 

инг модулига булинади, аргументлари эса айирилади.

4- м и с о л. 2j =  1 —  i ни z2 =  —  2 —  2 i га алгебраик ва триго- 

ометрик шаклларда бÿлинг.

г, i - í  ( i - i )  ( - 2 + 2/)



_ , —  (  7я  . 7я  \ 
у  2 co s—  +  i s in —  , —

2 , ----- L _ i -------- i i  =  V i . i c o s ^ _ 5 ñ |  +

* y r f c o s — + isin— I V « 1' < ^
V 4 T  4 j

, . . 1 7п 5я\\ 1 !  я  . . . л  \ 1 .
+  I Sin —  —  —  =  --  COS----h Í Sin --  =  --  I.

\ 4 4 j /  2 \ 2 2 / 2

5. Даражага кутариш. Купайтириш ^оидасидан даражага кута- 

рищ коидаси келиб чикади. z =  г (cos ф i sin ср) учун натурал я
да

_  ГП (cos Пф ц_ ¿ sJn

экани келиб чикади. Бу формула Муавр формуласи дейилади. Бу 
формула комплекс сонни натурал даражага кутариш да модул щу 

даражага кутарилиши, аргумент эса даража курсаткичига купайти- 

рилиши кераклигини курсатади.

5-ми с о  л. Мав^ум бирлик i нинг натурал даражаси учун фор
мула топинг.

Е ч и ш: i 1 - i, i2 =  —  1, i3 =  i • i2 =  —  i, t4 - i2 ■ i2 =  1,

¿5=  i ■ í4 =  i, £s =  i ■ i5= i 2=  —  1, i 7 =  i • íe=  —  i, ia =  1. 

и  .4 k , -4A+1 . .44+2 , .4A + 3
Умуман, i = 1  , i = i , i  = — 1, i =  —  i.

6-мисол .  (1 + 1)10 ни хисобланг.

Е ч и ш .  г =  1 +  (' =  У 2 (cos—  +  ísin —  ).
V 4 4 J

г10 =  (1 +  i)10 =  ( у ^ ) 10 \cos y  +  i sin =

=  25 (eos 10 ■ +  i sin 10 • ~  j  =  32 • (0 +  i) =  32 i.

Муавр формуласида г =  1 деб олиб, топамиз:

(cos ф +  i sin ф) п =  cos п ф +  í sin ti ф.

Бу формула э т я ф  ва cos п ф ларни sin ф ва cos ф ларнинг да- 

ражалари ор^али ифодалаш имконини беради.
Масалан, п =  3 да (cos ф +  i sin ф)3 =  соз Зф +  i sin Зф га эга бу- 

ламиз, бундан:

соэ3ф +_3cos2 ф sin ф • i +  3 cos ф эт аф • i2 + 13 sin ф =

=  с оэЗф +  t sin3 ф.

(соэ3ф —  3 COS ф ЭШ2ф) +  i (3 СОЭ2ф sin ф —  sin3 ф) =

=  соэЗф 4 - í БтЗ ф .

Икки комплекс соннинг тенг булиши шартидан фойдаланиб, топа

миз:

соз 3 ф =  cos3 ф —  3 cos ф з т 2ф, 

sin 3 ф =  3 sin ф cos2 ф —  sin3 ф.
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6 . Илдиз чицариш. Бу амал дара

жага кутариш амалига тескари амал- 

дир. Комплекс соннинг л-даражали

илдизи l / "  г деб шундай W сонга ай- 

тиладики, бу соннинг п- даражаси ил

диз остидаги сонга тенгдир, яъни агар

W =  г булса, Wn =  2.

Агар г =  r (cos ф +  i sin <р) ва U7 =
=  р (cos 8 +  t sin 6) булса, у холда:

У Г (cos ф + i sin ф) =  р (cos 0 + í sin 0).

Муавр формуласига биноан:

г (cos ф +  i sin ф) =  рп (cos л0 +  i sin п 0).

Бундан рл =  г, п0 =  ф +  2лЛ. р ва 0 ни топамиз:

пг <р +  2 я £
р  =  | /  Г ,  0  =  ^ — .

бунда k —  исталган бутун сон, г —  арифметик илдиз. Демак,

п/ п/~ / ф +  2 zik ф +  2 nk
У  л (cos ф+ í э т ф )=  у г cos------  “Ь t" s in -------

& га 0 ,1,2 , . . . , п — 1 кийматлар бериб, илдизнинг п та хар 

хил цийматига эга буламиз, бу кийматларнинг модуллари бир хил.

/г >  п —  1 да илдизнинг топилган ^ийматлари билан бир хил 
булган ^ийматлар хосил булади. п та илдизнинг ^аммаси маркази

координаталар бошида булиб, радиуси г га тенг айлана ичига 

чизилгаи мунтаэам п томонли купбурчак учларида ётади.

6-ми со л .  У  1 нинг дамма цийматларини топинг. Уларни ком

плекс текисликда тасвирланг.

Е чиш.  Сонни тригонометрик шаклда ёзамиз: агар г =  1 булса, 
у холда х =  1, у =  0, г =  1, ф =  0 ва ушбуга эга буламиз:

2 =  1 =  cosO +  i sin 0.

2я k 2 л k
н- i sin —3-V холда "1^1 =  "l^cos 0 +  i sinO =  cos

k =  0, 1, 2 (142- шакл).

k =  0 , =  eos 0 +  i sin 0 =  1,

и 1 IV/ 2n . . .  2л 1 . . Л /  3 
k =  1, W2 =  eos -J +  1 sin —  = ---2- +  ,

и о IV/ 4л . . .  4л 1 . V 3
к =  2 , W3 =  с os -g- +  г sin -g— = --- ¿---1

Бу нукталарни радиуси 1 га тенг айланада ясаймиз.
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9-§. Курсаткичи комплекс булган курсаткичли функция.
Эйлер формуласи, унинг ^улланиши

Т а ъ р и ф .  Агар комплекс узгарувчи z нинг бирор комплекс 
цийматлар со^асидаги ^ар бир ^ийматига бошка W комплекс мик;дор- 

нинг ани^ циймати мос келса, у холда W комплекс узгарувчи z 
нипг фунщияси дейилади ва W =  / (г) ёки W =  W (г) каби белги- 
ланади.

Биз комплекс узгарувчининг бигта функциясини —  курсаткичли 
функцияни ^араймиз:

W =  e ёки W =  ex+iy, 

бу функция бундай ани^лапади:

е +1У =  ех (eos у +  i sin у).

Агар бу формулада х =  О десак, у ^олда: 

eiy =  cos у +  i sin у.

Мана шунинг узи мав^ум курсаткичли даражали функцилни три- 

гонометрик функциялар ор^али ифэдаловчи Эйлер формуласидир.

Комплекс сонни тригонометрик шаклда ифэдалаймиз:

z =  г (coscp +  i sin ф).

Эйлер формуласи буйича:

1 • • ¿Ф
cos ф +  i sin ср =  е .

Шуидай ^илиб, х;ар ^андай комплекс сонни курсаткичли шаклда 

ифодалаш мумкин:

г =  г е‘ф.

М и с о л .  1, i, 1 +  г, — г сонларни курсаткичли шаклда ифо- 

даланг.

Ечиш.  1) Агар =  1 булса, г =  1, ф =  2nk булади, шу са- 

бабли

1 =  eos 2nk +  i sin 2л fe =  e2nkl.

2) z2 =  í, r =  1, ф =  шу сабабли:

j t .

n , . . n  2 
í =  eos--- К i sin —  =  e

2 2

3) z3 =  1 +  i, r =  1̂ 2 , ф = - ^ , ш у  сабабли



Зл .

Зя . . . Зя 2 *
—  i =  cos--- Ь i sin —  =  e

2 2

Купайтириш, булиш, даражага кутариш ва илдиз чи^ариш амал- 

лари курсаткичли шаклда огон бажарилади.

= г 1ет , z2 =  r2ei<p* булсин. У  ^олда:

4) z4 =  — /, г =  1, ф =  Y ’ ШУ сабабли

2l • г2 =  Г1 е/ф1 ■ г2 е/Фг =  г, • г2 ет ' + ф*), г" =  г" е‘т

Ф + 2л£ .

i i  =  =  l i .  ^ 7 =  У  7 =  1 ^ 7  . e” " " ” !
z2 г2 ei<p! г2

Бу формулалар шу амалларнинг узи учун тригонометрик шаклда 
чикарилган формулалар билан бир хил.

У э- у з и н и т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. Комплекс сон деб ничэга айтилади?
2. К,андай комплекс соплар тепг, кандайлари царама- ^арши, кандайлари ^ушма 

комплекс сонлар дейилади?
3. Комплекс сом цандай ^илнэ геометрик тасвирланади?
4. Комплекс сониннг тригонометрик шакли хасида галириз беринг. Комплекс 

соннинг модули деб, аргумент» деб нимага айтилади? Уларнинг узгариш 
соз^алари цандай?

5. Комплекс соннинг алгебраик шакли билан тригонометрии шакли орасидаги 
богланиш цандай?

6. Алгебраик шаклдаги комплекс сонларни цушиш, айирил, купайтириш ва 
булиш цощаларп кандай?

7. Тригонометрик шаклдаги комплекс сонларни купайтириш ва булиш фзрму- 
лаларини чик,арннг.

8. Тригонометрик шаклдаги комплекс сонларни даражага кугаришиинг Муавр 
формуласини ёзинг. Мисол келтиринг.

9. Комплекс узгарувчининг функцияси деб нимага айтилади?
10. Эйлер формуласини ёзинг.
11. Комплекс соннинг курсаткичли шакли цандай?

10- §. Комплекс со^ада куп^адлар

Т а ъ р и ф .  п-даражали куп^ад ёки полином деб

aQxn +  С1\ХП 1 -г а2хп +  . . . +  ап_ { х +  ап

куринишдаги ифодага айтилади, бунда п >  0 —  бутун сон, а Ф  О, 

av а2, . . . , ап лар эса купхаднинг коэффициептларидир.

Куп^адлар ушбу белгилар билан белгиланади: Р(х), Q (х), R  (х), 
q (х), г(х).

Купхад п- даражали куп^ад эканини таъкидлаш учун у

Р п М
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кгби ёзилади. х узгзрувчи ва коэффициентларнинг .^аммаси сонлар, 

умуман айтганда комплекс сонлардир. ап ни озод ^ад, а0 ни юкори 

коэффициент, п ни эса купхаднинг даражаси дейилади.

Хусусан, п =  0 да Р0 (х) =  а0 (бунда ад Ф  0) нолинчи даражали 
купхадга эга буламиз.

Агар иккита Рп(х) ва Qn(x) купхадларнинг х узгарувчининг бир 

хил даражали олдидаги коэффициентлари тенг булса, бу купхадлар 
тенг дейилади:

P n (x) =  Qn{x)-

Тенг купхадлар х нинг барча цийматларида бир хил ^ийматлар 
к,абул к,илади.

1̂ пхадларни кушиш, айириш, купайтириш на булиш мумкин.
Иккита Рп (х) ва Qm (х) купхаднинг й и ри н д и си  (айирмаси) деб 

шундай купхадга айтиладики, бу ку’пхаднинг хар бир х нинг дара

жаси олдидаги коэффициента Рп(х) Еа Qm{x) купхадлардаги х нинг 

шу даражалари олдидаги коэффициентлари й и ри нд иси  (айирмаси) га 

тенг б^^лади.

1-мисол.  Ушбу

р 3 (х) =  3 х3 —  5 х2 + х —  4,

Qt (x) =  х4 +  2 х3 —  3 х +  5

купхадлар берилган. Шу купхадларнинг йириндиси ва айирмасини 

топинг.

Е ч и[ш. Р3 (я) -f Qi (х) =  (3 х3 —  5 х2 +  х —  4) +  (х4 +¡2 х3 —
—  3 х +  5) =  х4 +  5 х3 —  5х2 — 2 х +  1;
Р3 (х) —  Q4 (х ) =  (3 х3 —  5 х2 +  х —  4) —  (х4 +  2 х3 —
— Зх + 5) =  — х4 +  х3 — 5х2 + 4х — 9.

Иккита Рп(х) ва Qm (х) купхадни купайтириш учун Рп(х) куп

хаднинг хар бир ^адини Qm(x) купхаднинг хар бир хадига купай

тириш ва натижаларни кушиш керак.

Куп^адларни кушиш, айириш ва купайтириш амаллари арифметик 

амалларнинг асосий хоссаларига эга.
2-мисол.  Биринчи мисолда берилган Р3 (х) ва Q4(х) куп^адлар- 

ни KÿnafirapHHr.

Ечиш:  Р3 (х) ■ Q4 (х ) =  (3 х3 —  5 х2-\-х —  4) -(х4+ 2 х3 —  3 х +  5) =  

=  Зх7 +  6 л:6 —  9 х1 +  15 х3 —  5 х 6 —  \0х5 +  15х3 — 25 х2 -f- хъ +  

+  2х4 — Зх2 +  5 х  —  4х4 —  8 л:3 +  12 х —  20 =  З х 7 +  х° —

— 9х5 — l i x 4 -f22x3 —  28х2 +  17л: —  20.

Купхадларни булиш колдиксиз (бутун) ва к;олдикли булиши мум

кин.
Рп(х) ва Dm {х)— иккита купхад булсин, бунда п >  т .

Рп (х) купхадни D m (х) купхадга бутун сон марта бÿлиш дегачи
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' W  =  D (nM  ■<?„-«(*) (10 .1 )

шгликни ^аиоатлантирувчи Qn_ m(x) ни топиш демакдир. Бунда 

,,(.V) булинувчи, Dm(х) булувчи, Qn_ m(x) булинма куп^ад дейилади.

Купхадларни хар доим хам бутун сои марта булиш мумкин була- 

:рмайди, масалан, х2 +  1 купхад х +  1 купхадга бутун сон марта 

/линмайди. Аммо купхадларни колди^ли булиш хаР доим хам ба- 
арилаверади.

Рп (х) купхадни Dm (х) купхадга ^олдикли булиш дегани шундай 

<кита Qn-m (х) ва R (х) купхадни топиш демакки, улар учун

PAx) =  Dm(x ).Q n_ J x )  + R(x)

;нглик бажарилсин. Бунда Р п(х) булинувчи, Dm[x) булувчи, R (х)—  

элдик купхадлардир. R(x) нинг даражаси Dm (х) булувчи даражаси- 

1Н кичик. Хусусий холда. агар R(x) =  0 булса, у холда (10.1) 
ормулага эга буламиз, яъни Рп(х) купхад Dm(x) купхадга ^олдик,-

13 булинади.

Купхадларни булишдан чикадиган булинма ва цолди^нн топиш- 

инг хаР хил усуллари мавжуд. Купинча «бурчакли булиш» ^оида- 
здан фойдаланилади.

3- м и с о л. Р4 (х) =  2 V1 —  5 л'3 +  2 х купхадни D2 (х) =  х- —  1 

упхадга булипг. Булинма ва крлдикни топинг.

Е ч и ш .  2х* — 5х3 + 2 х  х-— \

2 л:4 —  2х2 2 х2 —  5 *  +  2

—  Бх3 +  2 х2 + 2 х
—  5 л:3________+  5 л:

2 л:2 —  3 дс

~ 2х2 — 2

— 3 х -I- 2

ундан:

2 л:4 —  5 х3 +  2 л: =(л:2 — 1) (2 л:2 —  5 л: +2) + (—  Зл: +  2),

Q2(x) = 2 х 2 — 5 х  +  2, R(x) =  — Зх +  2.

11-§. Купхаднинг илдизи. Безу теоремаси

Рп(х) купхаднинг илдизи деб х узгарувчиникг шу купхадни нол- 

а айлантирадиган цийматларига айтилади, яъни Рп (а) =  0 булса,

холда х =  а  купхаднинг илдизидир.
Рп{х) купхадни х —  а  га булишдан чикадиган крлди^ни булиш 

(араёнини бажармай туриб тоииш имконини берадиган мухим теоре- 

[ани исботлаймиз.
Б е з у  т е о р е м а с и .  Р п(х) купхадни х — а  иккихадга булиш- 

1ан чщадиган цолдгщ Рп (х) купхаднинг х =  а  даги щйматига 

генг.
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И с б о т и .  Рп(х) купхадни х — а  икких;адга булиб, ушбуни топамиз! 

Рп М  = {х  — а) (}п_ х (х) +  Я,

бунда булинма (х) даражаси Р п (х) нинг даражасидан битта кам 

булган купхад, колди^ Р  эса бирор сон.

Бу тепгликда х узгарувчига а  ^ийматни бериб, топамиз:

/>„(“ ) =  * ,

яъни Я  =  Рп(о). Шуни исботлаш талаб ^илинган эди.

1 - м и с о л. Р3(х) =  8 х3 +  4 х2 +  1 купхадни: а) х —  1, б) х +  г 

икки^адларга булишдан чикадиган колдикни топинг.

Е ч и ш .  а) Р  =  Р3( 1) =  8 • I3 +  4 • I 2 +  1 =  13.

б) /?' =  Ра(-1) = 8 ( - 0 3 +  4 ( -  О2 +  1 =  - 8  I3 +
+  4 I 2 + 1 = 8 /  —  4 + 1 = 8  г — 3 =  —  3 +  8 г.

Б е з у  т е о р е м а с и  н а т и ж а с и .  Агар а  Рп{х) купхаднинг ил

дизи булса, яъни Рп(а) =  0 булса, у холда Рп(х) купхад х —  а  га 

цолдиксиз булинади, яъни

Рп(х) =  {х — а) <?п_,(х )

купайтма куринишида тасоирланади, бунда (х) булинма даража

си булинувчи купхад Рп (х) даражасидан битта кам булган купхад.

Бошкача айтганда, Рп(х) купхаднинг х — а  икки^адга бутун 

булиниши учун а  Рп (х) купхаднинг илдизи булиши талаб ^илинади.

2- м и с о л. Р3 (х) =  х3 —  6 х2 +  11 х —  6 купхад х — 1 икки^адга 

бутун сон марта булинади, чунки Я 3(1) =  0. Шу купхаднинг бош- 
ка илдизларини топинг.

Е ч и ш .  Р3(х) купхадни (х— 1) икки^адга булишдан чикадиган 

булипмани топамиз:

х 3 —  6  х 2 +  11 х  —  6  X  —  1

—  х 3 — х 2____________________  X 2 —  5  х  +  6

—  5 х2 +  11 х —  6
— 5 х2 +  5 х

6 х — 6 

6х  —  6 

~ 0

Шундай килиб,

р з (х) =  (х—  1) ■ (х2 — 5 х  +  6)

тенгликка эга буламиз. Агар х2 —  5 х  +  6 ни нолга тенгласак, Рл{х) 
нинг долган илдизларини топамиз: х2 —  5 х  +  6 =  0, бундан хх = 2 ,  

х2 =  3.
Демак, Р3 (х) =  (х —  1) (х —  2) (х —  3).

Купхадни даражаси нолга тенг булмаган иккита ёки бир нечта 

купхаднинг купайтмаси шаклида тасвирлаш купхадни купайтувчи- 
ларга ажратиш  дейилади.
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12-§. Алгебранинг асосий теоремаси. Куп^адни чизи^ли 

купайтувчиларга ажратиш

Куйидаги теорема хар кчндай куп^ад илдизга эга буладими, де- 
'ап саволга жавоб беради.

А л г е б р а н и н г  а с о си й т е о р е м а с и :  хар кандай п-даража- 
ги купхад камида битта илдизга эга.

Теоремани исботсиз кабул киламиз. Бу теореманинг натижаси 

:ифатида куйидаги теоремани исботлаймиз.

Т е о р е м а ,  п- даражали хар цандай Рп {х) =  а0хп +  аххп~{ +  

г  ■ ■ ■ +  ап купхад х —  а  куринишдаги п т а  чизщли купайтувчига 

гжралади, яъни:

Рп М  =  а0 (х — а х) {х — а 2) . . . ( х  — ап).

И е б о т и .  Алгебранинг ясосий теоремасига биноан Рп(х) купхад 

с амида битта илдизга эга. Уни а !  билан белгилаймиз. У  х;олда Безу 

георемасининг натижасига кура бундай ёзиш мумкин:

Рп(Х) =  (Х — а 1)<Зп-1(Х)'

>унда Qп_ , (х) купхад (п—  1)-даражали купхад. Безу' теоремасини 

<,улланиш мумкин. Бунга нисбатан а 2 (а:) куп^аднинг илдизи 

>улсин, у ^олда

1 М  = ( Х  —  0С2) ^ _ 2  (*),

зунда (¿п_ 2 {х) (п —  2)-даражали купхад.

Жараённи давом эттириб,

<ЗЛх) =  (х — а п) • С}0

га эга буламиз, бунда С)0 —  даражаси полга тенг булган купхад, 
яъни бирор сон. Бу сон х олдидаги коэффициента тенг, яъни

Qo =  а 0

жани равшан.

Топилган тенгликлар асосида бундай ёзиш мумкин:

рп(х) = ао(х ~  «х)(* —  а 2) • • • (х —  а п).

Шуни исботлаш талаб цилинган эди.

Энг охирги ёйилмадан а ь а 2, . . . , а п сонлар Рп(х) купхаднинг 

илдизлари экани келиб чик,ади, чунки;

х =  ос!, х =  а 2, . . . , X =  ап

парни цуйилганда ёйилманинг унг к;исми нолга тенг булиши келиб 
чицади.

X у л о с а: п- даражали купхад п тадан ортик; илдизга эга була 
злмайди.
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13-§. ^акиций коэффициентли куп^адни чизикли ва 
квадрат учхад куринишидаги купайтувчиларга ажратиш

1. Куп^аднинг квадрат учхад куринишидаги илдизлари хацида. 
Агар л-даражали купхаднинг чизикли купайтувчиларга ёйилмаси

Рп(х) =  а0( х ~ а 1)(х — а 2) ■ ■ • (х —  “ „) (13.1)

да баъзи чизикли купайтувчилар бир хил булса, уларни бирлашти- 

риш мумкин. У  холда (13.1) ёйилма ушбу куринишни олади:

р п (X) = а 0( х -  а,)*« (х -  а 2)к* . . . ( х -  ат)\

бунда +  . . .  + к т = п .  Бу холда а г илдиз карралилиги кг

га тенг илдиз ёки кг каррали илдиз, а 2 эса к2 каррали илдиз дейиладн 

ва хоказо. Карралилиги 1 га тенг булган илдиз оддий илдиз дейн- 
лади.

Масалан, Р6(х) =  3 (х —  2)-(х +  З)3(х —  4) купхад ушбу илдиз- 

ларга эга: а х =  2 — карралилиги 2 га тенг. 
а 2 =  —  3 карралилиги 3 га тенг. 

а 3 =  4 оддий илдиз.

Агар купхад карралилиги /г га тенг булган илдизга эга булса, 
у холда куп^ад /г та бир хил илдизга эга деб хисобланади.

Х у л  оса :  п-даражали хар кандай купхад роппа-расо п та ил

дизга (ха^и^ий ёки комплекс) эга.
2. Купхаднинг комплекс илдизлари хасида. (13.1) формулада а 1У 

а 2, . . . , ап илдизлар хакикий илдизлар булиши хам, комплекс ил- 

дизлар булиши хам мумкин. К,уйидаги теорема урин ли.
Т е о р е м а .  Агар %ацикий коэффициентли Рп (х) купхад а  =

=  V +  г 6 комплекс илдизга эга булса, у холда а  =  у — г 6 

цушма илдизга хам эга булади.
Бу теоремани исботсиз кабул к,иламиз.

Бу теоремага асосан (13.1) ёйилмада комплекс илдизлар уз куш- 

ма жуфтлари билан катнашади.
(13.1) ёйилмада комплекс цушма илдизларга мос келадиган чи- 

зицли купайтувчиларни купайтирамиз:

(х — а)(х — а) =  (х — (у +  ¿ 6)) • (х — (у — 18)) =

=  ((х —  У) —  I б) ■ ({х —  у) + I 6) =  (X - у)2 — Г2 б2 =

=  х2 —  2 х у +  у2 Ь2. (13.2)

—  2 у =  р, у2 -г б2 =  ^ деб белгилаймиз, бунда р ва ^ —  хакикий 

сонлар. У  холда (13.2) тенглик бундай куринишни олади:

(х —  а) (х —  а) =  х2 + рх +

Шундай килиб, кушма илдизларга мос келадиган чизикли купай- 

тувчилар купайтмасини хакикий коэффициентли, дискриминанта ман- 

фий булган квадрат учхад билан алмаштириш мумкин.
Агар а  =  у + I 6 карралилиги к га тенг илдиз булса, у холда 

а  =  у —  I б кушма илдизнинг карралиги хам худди шу й га тенг

270



булади. Бу холда (х—  а )4 '(л: — а )  купайтмани ха^и^ий коэффи

циентли шу к даражали квадрат учхад билан алмаштириш мумкин, 
яьни:

(х — а)к (х —  ос )к =  ((х —  а) (х —  а  ))* =  (.х2 + рх +  17)*.

Шуыдай килиб, хакикий коэффициентли хар кандай купхад те- 

гишлича каррали биринчи ва иккипчи тартибли хаци^ий коэффициент

ли купайтувчиларга ёйилади, яъни:

Рп М  =  аЛх ~  “ 1)*' • (х —  ос/ 2 . . . (х — а г)кг ■ (х2 +  рхх +  ** X 

X (х2 +  р2х +  ?2)'! . . . (х2 +  р&х +  <7/ ' .  

бунда кх к2 Ч- . . .  кг 2 ву 2 э2 . . .  Ч- 2 =  п.

Бу ёйилмада (х —  а) куринишдаги чизикли купайтувчилар кар

ралилиги к га тенг булган хакикий илдизларга, (х2 +  рх +  кури

нишдаги квадрат учхадлар эса карралилиги з га тенг булган ком

плекс цушма илдизлар жуфтига мос келади.
М и с о л. Ушбу Р1 {х) =  х1 -г хь —  х* +  л:3 —  х2 —  1 купхадни ку

пайтувчиларга ажратинг.

Е ч и ш .

Р 7 (х) =  (х7 +  хъ +  х3) —  (х* +  х2 +  1) =  х3 (х* +  х2 +  1) —

—  (х* + х2+ 1) =  (х4 4-х2 +  ^ ( х 3 —  1) =  ((х2 +  I)2 —

—  х2) (л: —  1)(а2 +  х +  1) =  (л: —  1)(л:2 — х +  1)(л:2 +  х +  I)2.

У з- у з и н и т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. Купхад деб нимага айтилади?
2. ^андай купхадлар тенг купхадлар дейилади?
3. Купхадларни к;ушиш, айириш, купайтириш цоидалари ^андай?
4. Купхадни купхадга бутун сон марта булиш амали нимадан иборат?
5. Купхадни купхадга колдшути булиш амали нимадан иборат?
6. «Бурчакли булиш» га мисол келтиринг.
7. Купхаднинг илдизи дейилганда нимани тушунилади?
8. Беэу теоремасини исботлапг.
9. Безу теоремасидан келиб чик;адиган натижани ифодаланг.

10. Алгебранинг асосий теоремасини ифодаланг.
11. Купхадни чизикли купайтувчиларга ажратиш хасидаги теоремани исботланг.
12. Купхаднинг к;андай илдизлари каррали илдизлар дейилади? Мисол келти

ринг.
13. Комплекс цушма илдизлар хдаД3 гапириб беринг.
14. Купхадни чизикли ва квадрат учхад куринишдаги хакиций купайтувчиларга 

ажратиш (ёйиш) жараёнини тавсифлаб беринг. Мисол келтиринг.



6-боб

1-§. Бошлангич функция

Дифференциал хисобнинг асосий вазифаси берилган F(x) функ- 

цияга кура унинг хосиласи F' (а) =  / (х) ни ёки дифференциали 
F' (x)dx =  /  (х) dx ни топишдир.

Интеграл хисобнинг асосий вазифаси бунинг тескариси булиб, F (х) 
функцияни унинг маълум / (х) ^осиласига ёки / (х) dx дифференциалига 
кура топишдан иборат. Бу икки амал узаро тескари амаллардир.

Т а ъ р и ф .  Бирор ораликда аникланган /(х) функция учун бу 

оралицнинг хамма кийматларида

F' (х) =  / (х) ёки dF(x) =  / (х) dx

шарт бажарилса, у холда F{x) функция /(х) ниьг бошлангич функ- 
цияси дейилади.

1-мисол.  F (х) =  sinх функция бутун сонлар тугри чизигида 

/(х) =  cosx функциянинг бошлангич функцияси булади, чунки х 

нинг истаган ^ийматида

F' (х) =  (sin х)' =  cos х =  / (х)

ёки

dF (х) =  d (sin х) =  cos xdx =  f (x) dx 

тенглик тугри булади.

2-ми с о л. F  (х) =  х3 функция сонлар "тугри чизигининг хамма 

ну^таларида f (х) =  3 х2 функциянинг бошлангич функцияси булади, 
чунки х нинг истаган к,ийматида унинг хосиласига нисбатан

F' (х) =  З х 2 =  / (х),

дифференциалига нисбатан

dF (х) =  3 x-dx =  / (х) dx

тенглик тугри булади.

Берилган функциянинг бошлангич функциясини топиш масаласи 

бир кийматли хал килинмайди. Хакикатан хам, агар F  (х) функция 

/(х) нинг бошлангич функцияси булса, у холда F(x) +  C функция 

Хам (бунда С —  ихтиёрий узгармас сон) / (х) нинг бошлангич функ-

БИР УЗГАРУВЧИ ФУНКЦИЯЛАРИНИНГ ИНТЕГРАЛ ^ИСОБИ
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-5ЯСИ булади, чунки С нинг истаган киймати учун (F (х) +  С)' =  /(а) 

глади. Масалан, 1- мисолда f  (a) =  cos х  функциянинг бошланрич функ- 

-1яси факат sin а  эмас, балки sin а  +  С  функция хам булади, чунки 
in х +  С)' =  cosх. Худди шундай, 2-мисолда / (а) =  3 а 2 функция- 

мг бошланрич функцияси факат а 3 эмас, бглки а 3 + С функция 

зи булади, чунки

[(х3 +  С)' =  З а 2.

Энди, агар / ( а )  функциянинг бошлангич функцияси F (х) булса, 

холда F (а) +  С функшялар туплами / (а) нинг хамма бошланрич 

ункцияларини уз ичига олади, бунда С —  ихтиёрий узгармас сон. 
Бу куйидаги леммадан келиб чикади.

Л е м м а .  Агар F (х) еа  Ф  (а) функция / (х) нинг тки боихлан-
14 функциялари булса, у  .\олда Ф  (а) =  F (а) +  С булади, бунда
—  ихтиёрий узгармас сон.

И с б о т и .  F (х) ва Ф(л:) функция / (а) нинг бошланрич функция- 

зри булгани учун

F' (а) =  / (а) ва Ф ' (а) =  / (а)

енгликлар турри булади. Ёрдамчи R  (а) функциями киритамиз:

(а) =  Ф  (а) —  F  (а).

нинг хосиласи х нинг хамма к^ийматларида нолга TtHr, хак.ик.атан 
1М,

R' (X) =  [Ф (А) -  F (Х )У  =  Ф ' (А) -  F ’ (А) =  f (А) -  / (А) =  0.

екин R' (а) =  0 тенгликдан R  (а) нинг узгаРмас сон экани келиб 
жади. Фараз ^илайлик, х0 —  аргументнинг тайинланган киймати, а  

:а унинг истаган киймати булсин. [а0, а] ораликда Лагранж фор- 
уласини тузамиз:

R(x) —  R(x0) =  R ' t t ) ( x - x 0), (1.1)

/нда I —  а 0 ва а  орасидаги бирор киймат (.v0< с < а ) .

Биз R ' (а) =  0 тенглик а  нинг хамма кийматида, шу жумладан, 
да хам, R '( l)]= 0  булгани учун

R(x)— R  (х0) =  0, яъни R (а) =  R (х0)

л хосил киламиз. Бу холда R  (а) функциянинг киймати а  нинг хамма 

-шматида бир хил булишини билдиради, яъни R  (а) функция С =  

= R  (х0) доимий кийматини саклайди. Шундай килиб, R  (а) =  С ёки

1W  —  F  (х) ~  С-
Бундан Ф ( а )  =  / г (а) +  С экани келиб чикади, шуни исботлаш 

5лаб килинган эди.
Исботланган леммадан, берилган функциянинг иккита бошланрич 

ункцияси бир-биридан факат узгармас сопга фарц килиши мумкин, 

ьни агар бирор F{х) бошланрич функция маълум булса, у холда 

элган хзммз бошланрич функциялар F (а) +  С формула билан ифо- 

аланади.
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Т а ъ р и ф .  Агар F {х) функция бирор орали^да f(x) функциянинг 

бошлангич функцияси булса, у  холда F (х) +  С (бунда С —  ихгиёрий 

доимий) функциялар туплами шу кесмада / (х) функциянинг аникмас 
интеграла дейилади ва

f / (дг) dx =  F {х) +  С

каби белгиланади. Бу ерда f (х) —  интеграл остидаги функция 

f (x )dx— интеграл остидаги ифода; х —  интеграллг.ш узгарувчиси, 

белги интеграл дейилади.

Аникмас интегрьлни топиш жараёни ёки берилган функциянинг 
бошлангич функциясини топиш жараёни интгграллаш дейилади. Кес

мада узлуксиз булган истаган функция шу ораликда бошлангич 

функцияга эга, демак, аникмас интегралга хам эга эканини исботсиз 
айтиб утамиз.

1-ми с о л. [cosxdx =  sin г +  С, чунки (sinx)' =  COSJC.

2- м и с о л. 3 x-dx =  х3 +  С, чунки (х3)' =  3 х2.

Бошлангич функцияларнинг графиги интеграл эгри чизиги дейи

лади, шунинг учун аникмас интеграл геометрик жи^атдан ихтиёри? 
С узгармасга боглик булган хамма эгри чизшугар тупламини ифода^ 

лайди (143-шакл).
3-ми с о л. j 2  x d x = x 2 +  C, чунки (х2)' =  2х. Бошлангич функ 

циялардан бири F(x) =  x2 нин г графиги парабола булади. F (х) 4
4- С =  х- 4- С аникмас интеграл —  параболалар туплами булиб, yHi 

ихтиёрий С га турли цийматлар бериб ^осил цилиш мумкин.
Бу тупламни F (х) = х 2 нинг графигини Оу уци буйича параллел 

суриш йули билан ясаш мумкин.
Аникмас интегралнинг хоссаларини цараб чицишга утамиз:

I. Аникмас интегралнинг хо:иласи интеграл о:ти!аги функцияг;

тенг, яъни

(j: f (x )d x y  =  f(x ) .

I I . Аникмас интегралнинг диф 

ференциали интеграл белгиси ос 

тидаги ифодага тенг, яъни

d ( Г / М  dx) =  / (х) dx

I I I .  Бирор функциянинг хост 

ласидан олинган аникмас интег 

рал шу функция билан ихтиёри 
узгармаснинг йириндисига тен1 

яъни

\F' (x)dx =  F(x) + C.

2-§. Аникмас интеграл ва унинг хоссалари
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IV. Бирор фуккциянинг дифференциалидан олинган аникмас ин- 
гграл шу функция билан ихтиёрий узгармаснинг йигиндисигл тенг, 
ьни

J  dF(x) =  F (x )+ C .

Келтирилган хоссалардан келиб чикадики, бири иккинчисидан ке- 
ин бажариладиган дифференциаллаш ра интеграллаш амаллари бир- 
ирининг ьатижаларини йукртади (бу хол уларнинг узаро тескари 
маллар эканини тасдиклайди).

Келтирилган хоссалардан бирипи, масалан, I хоссани исботлай- 
из. Х,акикатан хам,

f f  /М  dx)' =  (F (х) +  С)' =  F' (х) =  / (х).

II, III, IV хоссалар хам шунга ухшаш исботланади.
V. Узгармас купайтувчини интеграл белгиси ташкарисига чика- 

иш мумкин, яъки агар k — const ф  0 булса, у холда

^ k f (x)dx =  k\ / (х) dx.

VI. Чекли сондаги функцияларнинг алгебраик йнгиндисидан олин- 
ан аникмас интеграл шу функцияларнинг хар биридан олинган апиц- 
iac интегралларнинг алгебраик йириндисига тенг, яъни

í í/i М  + f2 (х) — /з (х)) dx =  ] Д (х) ах + \ f2 (х) dx — j  f3 (х) dx.

Энди, V хоссани исботлаймиз.
Х,акикатан хам, агар F (х) функция /(х) нинг бошланрич функ- 

шяси булса, яъни F' (х) =  /(х) булса, у холда kF (х) функция k-f(x) 
«шг бошланрич функцияси булади, чунки

(kF(x))' =  kF’ (x) =  kf{x),

5унда k =  const Ф О . Бундан

j  kf (x) dx =  kF (x) + С =  k ( F (x) + 1 ) =  k (F (x) +  C) =  k f / (x) dx

~Q
келиб чикади, бу ерда С =  -£-•

VI хоссани хам шунга ухшаш исботлаш мумкин.
VII .  Агар F (х) функция /(х) учун бошланрич функция булса, 

яъни

\ f{x)dx=F(x) +  C,

булса, у холда

J  /(и) du =  F (u )+ C

тенглик турри булади, бу ерда и =  и (х) х нинг дифференциалланувчи 
функцияси. Бу хосса интеграллаш формулаларининг инвариантлиги 
дрйилади.

Масалан, агар
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булса, у холда

| соэ хйх =  эт х + С 

| СОЭ X2 • йх2 =  ЭШ X2 +  С

булади. Натижанинг туррилигига ишэнч хо::ил ^илиш учун тенгла- 
манинг чап ^исмининг ва унг ^исмининг дифференциалини ^исоблаш 
етарли (II хосса). ^а^и^атан ^ам,

Интеграллаш диффгренциаллашга тескари амал булгани учун 
асосий интеграллаш фэрмулаларини бгвосита топит мумкин, бунда
VII инвариантлик хоссасини .\исоэга олиш керак.

Дамма формулаларда и харфи билан ёки эркли узгарувчи, ёки 
эркли узгарувчининг бирор кесмада диф ¡ззренциалланувчи ихтиёрий 
и =  и(х) функцияси белгиланади. К,уйида келтирилган интеграллар 
интеграллар жадвали дейилади.

й (эние2) =  со $х-<1х-

ва

3- §. Асосий формулалар жадвали

{а ф  — I).

14. | иЛи =  — 1п | соэ и | +

Гйи

“ и1"~ П Г 5 "г и - +  С.

7. [ еи йи =  еи + С.

8. [  э т  ийи =  — соэ и +  С. +  С.

+  С.

, о С йи и ,
18. - агсБШ---Ь

J у  аг — ц® а

276



Интегра.'лашнипг иккита энг сддий усулини караб чикамиз: беео- 
ита интеграллаш ва дифференциал белгиси остига киритиш.

I. Бе tí о си  та и нт е г р а  ллаш у с у ли  интеграл белгиси ости- 
[аги функцияни алмаштириш, V ва VI хоссаларни кулланиш, шунинг- 
¡ек, интегргллашнинг асссий формулалари жадвалидам фойдалакиш- 
ан иборат.

1- мисол.  Интегрални топинг:

С х2 -i- 5х — 1 ,
---- -=— ах.

J V *

Ечиш.  Суратни махрзжга булиб, кеСин sea V ta VI хоссаларни 
$лланиб, ннтеграл белгиси остидаги функцияни алмаштирамиз га ин- 
■еграллар жадвалидан фойдаланиб куйидагини хосил ^иламиз:

Г * 5̂ .~ 1 dx =  Г (х2 + 5х2--- dx =  I" х 2 dx +
J У X J у X i ¿

h 5 J  x 2 dx- J  =  | x 2 +C, + 5 - | x 2 + C 2- 2  / *  + C3=

=  2 - /x  í ^  +  | x - l )  + C, C =  C ,+ C 2 + C3.
\ 5 3 /

Э с л а тм а .  Хар бир интегрални хиссблагандан сунг ихтиёрий уз- 
армасларии куйиш (мисолда килинганидек) шарт змас: одатда хамма 
[хтиёрий доимийлар жамланади на битта С харфи билан белгиланган 
камлаш натижаси, дархол охирги натижага ёзилади.

II. Д и ф ф е р е н ц и а л  белгиси  о с т и г а  киритиш у с у  л и 
штеграл остидаги ифодани алмаштиришдан иборат. Масалан:

dx =  d{x +  a), d x =  — d (kx) =  — d {kx + a), 
k k

dx =  —  ¿x2, eosxdx =  d (sinx), — =  d(\nx) ва X- K- 
2 x

2- мисол.  j  (x +  2)100 dx интегрални топинг.

Еч иш.  dx =  d (x +  2) булгани учун к,уйидагики ^осил киламиз:

f {х +  2)100 dx=  f (х +  2)100 d (x +  2) =  (x + 2)Ш + C.
J “ 101

3- мисол.  J  cosbxdx интегрални топинг.

Ечиш.  Интеграл белгиси остидаги ифодани 5 га купайтирэмиз 
а буламиз. 5 купайтувчини дифференциал белгиси остига кирита- 
из:

4- §. Интеграллашнинг энг оддий усуллари

dx= - j 'd (5х)-
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J  cos5 xdx =  -g- J  cos5xd(5x) =  sin̂ x +  C.

4- мисол .  |  ̂ интегрални топинг.

^Ечиш.  Касрнииг сурат ва махражини 2 га купайтирамиз. 2х ку- 
пайтувчини дифференциал белгиси остига киритамиз:

xdx =  у -2 xdx = j d  (х2) =  ± d (x 2+ l) .

Бундан куйидагини .хосил киламиз:

Г xdx =  — Г d(x- + 1) = 1 . 2 у лх2 + 1 + С  =
J  - f l  2 J  >/л:2+  1 2

- у л:2 + 1 + С.

с С dx
5- мисол .  --- - интегрални топинг.

Ечиш.  Касрнинг сурат ва махражини 3 га купайтирамиз. Зх ни 
дифференциал белгиси остига киритамиз:

dx

^уйидагини хосил киламиз:

■ ±  Р ^  =  1 Р « Ф £ = Ч в 1 1п)з г _ 2 , +С1
3 J  За-- 2 3 J  Злг — 2 3 '

Эслатма .  Интеграл остидаги функциянинг сурати махражининг 
хосиласига тенг булса, у х;олда интеграл махражнииг абсолют кий- 
мати логарифмига тек г булади.

Масалан,

\ ctgxdx =  {s2 i± d x = í:(É H ydx =
J J sinx J sin*

=  r d- i ü ^  =  ln | s ín x | + c .
J  sin X

^ /5 -  §. Аницмас интегралда узгарувчини алмаштириш

Иитеграллашнинг яна бир усули билан танишамиз. Жадвалга 

кирмаган | f(x)dx интегрални ^исоблаш керак булсин. х ни t зрю 

ли узгарувчининг бирор диффгренциалланувчи функцияси ор^али ифо 
далаб, интеграллашникг янги t узгарувчи:ини киритамиз: х =  cp (t) 
бунга тескари t =  (л) функция мавжуд булсин, у ^олда

dx =  ф' (/) dt

булиб,

\ f(x )d x =  J  /(ф(О)ф' (0 di (5.1

эканини исботлаймиз. Бу тепгликии цуйидагича тушунамиз: тенглик 
нинг унг цисмида интеграллашдан сунг эски х узгарувчига кайтип 
керак.
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Исботлаш учуп (5.1) тенгликнинг чап ва унг кисмидан олинган 
1фферепииални топамиз, бунда 2- § даги II хоссздан фондаланамиз. 
атижада куйидагини хосил киламиз:

йф(х)с1х) =  Нх)с1х, (5.2)

^ ( I  / (ф (0 )■ ф' (0 == / (ф (О ) ф ' ( О^  =!{х)с1х. (5.3)

>.2) ва (5.3) формулаларни такксслаб (5.1) теиглнкнинг чап ва унг 
1смларининг дифференциаллари тенг эканини курамиз. Бу эса бош- 
шрич функциялар факат узгармас кушилувчига фарк, килиши мум- 
1нлигини англатади. (5.1) формуланинг т>трнлиги исботланди.

■ > Г1 йх
Мис ол .  --- - =  интегрални топипг.

J * 1 * + 1
Ечиш.  х +  1 =  I2 деб белгилаймиз, бунда х =  I2— 1 ва йх =

■■ 2/ Ш булади. Интегралда узгарувчини алмаштирамиз. Бундан

Г - ^ = = Г ^ ^  =  2 Г _ ^  =  1 п | ^ | + С  =
] х У х +  1 .Н<2- 1 )- /____ [ / + 4

=  1п / * + » - »  I +  с .
УТ+1 + 1 I

6- §. Булаклаб интеграллаш

Интеграллашнинг яна бир усулини караб чикамиз, у икки функ- 
1янинг купайтмасшш дифференциаллаш формуласидан келиб чи-
1ДИ.

Фараз килайлик, и(х) ва и (х) — х нинг дифференциалланувчи 
/нкциялари булсин. Бу функциялар купайтмасипинг дифференциа- 
ши топамиз:

й (и • V) =  vd.ii +  иёь,

гндан
udv =  й ( )  — ийи. 

кирги тенгликнинг иккала цисмини интеграллаб, куйидагини топа-
13:

| ис1и =  | й (ии) — 1 vdu

и

| иг/у =  иг;— \ vdu. (6.1)

.1) формула булаклаб интеграллаш формуласи дейилади.
Одатда, (6.1) формула остидаги функция турли синфдаги даражали 
курсаткичли, даражали са тригонометрик, тригонометрик Еа кур- 

ткичли на >;оказо функцияларнинг купайтмаси сифатида ифодалан- 
ндагина кулланилади. Бунда интегралларнинг икки турини ажратиб 
реатиш мумкин, улар учун нимани и деб ва нимани dv деб кабул 
1лиш кераклигини курсатиш мумкин.
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Б и р и н ч и т у р г а Я п(л;) куп.\аднинг курсаткичли ёки трнгоко- 

метрик функцияга купайгмасини уз ичига олган интеграллар киради. 
Бу ерда и ор^али Рп (х) куп^ад белгиланади, долган хамма ифода 

эса ёи ор^али белгиланади.
И к к ин чи  тур  га Рп{х) куп^аднинг логарифмик ёки тескари 

тригонометрик функцияга купайтмаси ^атнашган интеграллар киради. 
Бу холда ¿V билан Рп (х) с!х ифода белгиланади, долган хамма ифэда 

эса и билан белгиланади.

1- мисол.  [ хе~х ¿х интегрални топинг.

Ечиш.  Интеграл биринчи турга тегишли. К,уйидагича белгилаш 
киритамиз:

и =  х, ¿у =  е~х сЬс.

Бундан йи ва у ни топамиз:

йи =  йх, V =  | ё~х с1х =  —  | е~х й (— х) =  — е“ х

(у ни топишда узгармас С ни ёзищ керак эмас, у ни биз охирги на- 
тижада ёзамиз).

(6.1) формулани тузамиз:

| хе~х йх =  — хе~х + | ё~х ёх =  С — хе~~х — е~“х.

Келтирилган турлар булаклаб "интеграллащ ¡^оидасини к;уллаш 
мумкин булган хамма холларни уз ичига олмайди, албатга.

Бу формула такроран бир неча марта ^улланилищи мумкинлигшш 
айтиб утамиз.

2- мисол.  | \п2хс1х интегрални топинг.

Ечиш.

| Ы'хЛх =  I “ - 1" ’ *' ¿ и - И й х Ц ]

I ¿У =  с1х, V =  X )

15 г. Г 1 » [ и =  1п х, <1и =  — I 
=  л:1п2л;— 2  ̂ 1п хс1х=\ х =

I йо =  ёх, V =  х >

=  х 1п2 х — 2 [х 1п х —  | йх) =я х 1п2 х — 2х 1п х 2х +  С =>

=  х (1п2 х — 2 1п х +  2) +  С.

Купинча шундай ингеграллар хам учрайдики, бунда (6 .1) форму
лани такроран хуллащ натижасида дастлабки интеграл хосил булади. 
Бу холда хосил к̂ илинган тенгламани дастлабки интегралга нисбатан 
ечиш керак.

3- мисол.  / =  | ех соъхйх интегрални топинг.
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Ечи ш .

=  е? бш х -+- е* соз к  — | е* соэ хйх =  е? (эт х + соэ л:) —  /. 

Х,осил ^илинган I  =  е? (эш х +  соэ х) —  I  муносабатдан 

21 =  е* (эт  х +  соб х). 

анини топамиз, бундан цуйидагига эга буламиз:
еX

/ =  —  (эт х +  соб х ) + С.

У з - у з и н  и т е к ш и р и ш  у ч у н с а в о л л а р

Берилган функциянинг бошланрич функцияси деб нимага антилади? Мисоллар 
келтиринг. ”
Бошланрич функциялар ^ацидаги леммаларни исботланг.
Берилган функциянинг аник;мас интеграли деб нимага айтилади?
Аницмас интегралнинг энг оддий хоссаларини ифздаланг ва исботланг. 

Дни^мас интегралда булаклаб интеграллаш фэрмулагини чи^припг. Мисоллар 
келтиринг.

Булаклаб интеграллаш усули ёрдамида амалга ошириш .‘ 'аксадга мувофиц 
булган интеграмарнинг турларини айтинг.
Аникмас интегралда узгарувчини алмаштириш усули нимадан и^зрат? Мисол
лар келтиринг.
1685— 1700, 1709— 1720, 1832— 1850, 1860— 1885- масалаларни ечинг.

7- §. Каср-рационал функцияни оддий касрларга ажратиш

Бу параграфда келтирилган маълумоглар бизга асосан каср-рацио- 
1Л функцияларни интеграллащда керак булади.

Маълумки,

дикция даражали кущад дейилади, бунда а0, а1, о2, . . .  , ап— куп- 

днинг коэффициент лари, п — даража курсаткичи.
Т аъ р иф .  Икки купхаднинг ннсбати каср-рационал функция ёки 

щионал каср дейилади:

гар т < .п  булса, у  ^олда рационал каср турри, агар ш >  п бул- 
, у холда рационал каср нотурр I каср булади.

Я{х) рационал каср нотутри булган холларда касрнинг С}т (х) су- 
тини Рп (х) махраж:ига одатдагидек булиш йули билан унинг бутун 
[смини ажратиш керак:

Рп (.«) =  а0хп -4- ахх 1 4- а 2хп 2 4~ • • • + ал—1 х-\- ап

Я{х) =
0.т ( х ) __Ь0хт 4- Ь^хт 1 4~ ~Ь Ьщ—1 х 4- ьт

Р п (х) а0хп +  а ^ " - 1 +  ■ ■ ■ +  ап- 1 х +  ап
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Qm M  I Pn (X( ■ 
?W

r(x)

q(x) булинма ва r(x) цолдик купхад булади, бунда г (х) колдик 
нинг даражаси Р п(х) булувчининг даражасидан кичикдир.

Qm (x) булинувчи Р п{х) булувчи хамда q{x) булинманинг купат 
маси билан г(х) колдикнинг йигиндисига тенг булгани учун

Qm(x)= Pn(x)-q(x) + r(x)

ёки

<̂ l  =  q(x)+
Рп (х) Pn М

айниятни ^осил киламиз, бу ерда q{x) — бутун цисм деб аталувч]
г (дг)

купхад, -р ' турри каср, чунки г (х) колдикнинг даражаси Р . (х) нин 
“л W

даражасидан кичик.
Шундай ^илиб, нотурри рационал каср булган ^олда ундан q(x

бутун кисмни ва /  турри касрни ажратиш мумкин. Бинобарин 
“п W

нотурри рационал касрни интеграллащ купхадни ва турри рациона, 
касрни интеграллашга келгирилади.

1- м и с о л .  Ушбу

г> / \ 2** — Зх3 -¡- 'R (х) = ------- —
V х̂  + х — 2

нотурри рационал касрдан бутун ^исмини ажратинг.
Е ч и ш .  R(x) рационал каср нотурри каср, чунки суратнинг да 

ражаси махражнинг даражасидан катта (4 > 2 ) ,  Купхадларни булии 
коидаси буйича суратни махражга буламиз:

2х4 — Зх3 +  1 I х2 +  х —  2

2х4 +  2х3 —  4х2 [ 2х2 — ох +  9

—  5*э -j- 4л:2 +  1

—  5;с3 —  5х2 +  Юл:

_  9*2 —  10x4- 1 

9л;2 +  9л; — 18

—  19л: +  19

Шупдай килиб,

R М  =  2х2 — 5х +  9 +  ~ 19* + 19
х2 +  х — 2

ни хосил р^иламиз. Масала ечилди.
Т а ъ р и ф .  К,уйидагича касрлар энг содда рационал касрлар де 

йилади:

1.
х —  а

II. — -— --(£>2  ва бутун).
(л; —  а )*
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III. 1 (махражнинг дискриминанта D < .  0).

IV.  Ax+  В ^  2  ва бутун, D  <C 0),
(^+px- + 9)s * J ^

; ерда А, В — бирор ^акикий коэффициентлар а, р, q лар хам ха- 
щий сонлар.

Ушбу

R  (х) =
Рп(х)

'три рационал касрни караб чи^амиз, бу касрнинг Рп (х) махражи 

(х — а)*, (л-2 4- рх +  q)s

финишдаги чизикли ва квадрат купайтувчиларга ёйилади, бунда 
: — а)* куринишдаги купайтувчи k карраликдаги ха^и^ий илдизга 
эс келади, (х2 +  рх +  q)s куринишдаги купайтувчи s карраликдаги 
»тплекс-кушма илдизларга мос келади (дискриминант D <С 0):

Рп{х) =  а0(х — ccj)*1 • (х — a 2)k‘ . . . (х —  arf r • (х2 + рух + q $ l X

X (х2 +  р2х +  q2)s‘ • • • (х2 + PiX 4- qi)H. (7.1)

уйидаги теорема уринли:
Те о ре ма .  Х,ар кандай

R(x) =  ^ ^ -  
Рп(*)

щионал касрни, бунда Р п(х) нинг махражи (7.1) формула буйича 
/пайтувчиларга ажратилган, I, II, III ,  IV турдаги оддий каср- 
грнинг tluFtiHducu куринишида ифодалаш мумкин. Бунда:

а) (7.1) ёйилманинг (х — а) куринишдаги купайтувчисига I тур- 
гги битта

А

х — а

жр мос келади;
б) (7.1) ёйилманинг (х — а)* куринишдаги купайтувчисига I ва 

турдаги k т а  каср мос келади:

А _____|________А%________|__ А3 ____ L L Ak ш
4-----—-----1----—---- h . . . 4-1 / . 1 1 / чЬ_A 1 • • •  I :

(x — a)k (x— a)k~ 1 (ж — a )* -2 ' (x —  a)

в) (7.1) ёйилманинг {x2 p x q )  куринишдаги купайтувчисига 
II турдаги каср мос келади:

Ах-\- В 

x2 +  px +  q ’

г) (7.1) ёйилманинг (x̂  +  px +  qY куринишдаги купайтувчисига
II ва IV турдаги s т а  каср мос келади:

Ахх 4- Bi I А2х 4- Вг I I Asx 4- Bs

(x2 +  px +  q)s (xt +  px +  q f- *  ' ' ' x2 +  px +  q
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Туири рационал касрнииг оддий касрлар йигиндисига ёйилмасидг 
А, В  коэффициектларни аниклаш учун турли хил усуллар мавжуд 
улардан биттасини мисолларда тушунтирамиз: сон кийматларни урни- 
га к$йиш усули ва номаълум коэффициентлар усули.

2* мисол.  Ушбу

X 3 —  X

рационал касрни оддий касрлар йигиндисига ажратинг.
Ечиш.  R(x) рационал каср тутри каср, чунки суратнинг дара- 

жаси махражкинг даражасидан кичик (1 < 3 ) . Касрнинг махражим 
к;упайтувчиларга ажратамиз:

Xs —  х =  X (х2 —  1) =  х (х —  1) (л: +  1).

Келтирилган теоремага асосан R (х) касрни оддий касрларга аж- 
ратиш бундай куринишда булиши керак:

R(x) = --- ^ --- =  i . + . J L  + _ i L  (7.2;
X ( х —  1 ) ( л :+ 1 )  X X —  1 X  +  1

А, В, D  козффициентларни топишга киришамиз. (7.2) тенглик- 
нинг ÿHr кисмини умумий махражга келтирамиз ва хосил килингаь 
тенгликнинг иккала кисмида махражни ташлаб юборамиз. Бу амал- 
лар натижаси куйидаги тскгликдан иборат булади:

х +  2 =  А (х— 1) (*+  1 ) + Вх{х+  \) + Dx (х — 1). (7.3;

X узгарувчига истглган учта хакикий сонли кийматбериб, А, В,[Е 
ларга нисбатан учла помаълумли учта тенглама системасини хоси; 
циламиз. Бу системани ечиб, номаълум А, В, D  коэффициентларш 
топамиз. Сонли кийматларни урнига куйиш усули ана шундан ибо
рат. Агар X ÿ3rapyE4Hra махражнинг илдизлари киймати кетма-кет 
берилса, янада содда тенгламаларни хосил киламиз, чунки улардг 
хар гал факат битта номаълум А, В ёки D  колади.

Х,акикатан хам, х узгарувчига дастлабки (7.2) каср махражиниш 
илдизлари— 0, 1 — 1 кийматларни берамиз. Агар х = 0  булса, (7.3) да!:
2 =  А (— 1)-ни топамиз, бундан А —-— 2. Агар х = 1  бÿлca, 3 =

з
=  В -1 (1 +  1) ни топамиз, бундан В =  — .

Агар X =  —  1 бÿлca, 1 = D  (— 1) (— 1 —  1) булади, бундаь

D =  — .
2

Энди (7.2) тенгликни куйидаги куринишда ёзиш мумкин:

д  (X) =  _ £ ± _ Н _  =  = 1 + ----------1------1----.
w  х(х2 — 1) л: 2 (а —  1) 2(х +  1)

3- М ИСО Л .  Ушбу

х* — 3 

X  (х  —  2)2

рационал касрни оддий касрлар йигиндисига ажратинг.
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Ечиш.  Бу турри каср, унинг махражи купайтувчиларга ажратил- 
ан, шунинг учун келтирилган теоремага асосан

х 2 — 3 А  . В  . Р  

х(х — 2)2 ~  х (X — 2)2 х — 2

улади. Бу ерда 0 —  махражнинг оддий илдизи, 2 сони эса икки 

аррали илдиздир (к =2 ) .  Ёйилманинг А, В  ва О  коэффициентла- 
ини топиш учун тенгликнинг унг к,исмини умумий махражга кел- 
ирамиз ва тенгликнинг иккала кисмидан бир хил махражларни таш- 
аб юборамиз.

х2— 3 — А (х — 2)2 + Вх + Ох (х — 2). (7.4)

х узгарувчига махражнинг илдизларига тенг цийматларни бериб,
уйидагини хосил киламиз:

Агар х =  0 булса, (7.4) дан — 3 =  А (0 — 2)2 ни хосил ^иламиз,
л 3

ундан А = ----;
4

агар х =  2 булса, у ^олда (7.4) дан 1 =  25 га эга буламиз, бун

да В  =  — .
2

И  коэффициентам топиш ^олади, бирок; махражнинг илдизлари 
.иймати етишмайди. Шу сабабли уни топиш учун бошка усулдан: 
юмаълум коэффициентлар усулидан фойдаланамиз; бу усулга кура
7.4) айниятнинг чап ва унг к;исмларида х узгарувчининг тенг дара- 
<алари олдида турган коэффициентлар узаро тенглаштирилади.

Мазкур холда х- олдидаги коэффициентларни та^цослаймиз:

1 =  А +  Д  бундан 0  =  1 — А =  1 + —  =  — .
4 4

Энди берилган касриинг оддий касрлар йигиндисига ёйилмасини 
■зиш мумкин:

х* — 3 ________ 3 ,  1 7

х(х — 2)2 _  4х 2(х —  2)2 4 (х —  2) '

4- ми с о  л. Ушбу

_______х 4- 1________

(х  +  2) ( Х * - Х +  1)

)ационал касрни оддий касрлар йигиндисига ажратинг.
Ечиш.  Бу тугри каср, унинг махражи купайтувчиларга ажра- 

илган: чизик;ли (х + 2) ва манфий дискриминантли (О =  — 3 С  0) 
свадрат уч.\ад (х2— х + 1) купайтувчиларга ажратилган. Берилган 
;асрни оддий касрлар йиРиндисига ажратамиз:

X —  1 _  А . Вх+С

(х + 2 ) (х г —  дс+1) х +  2 х2 —  х + 1

7.5) тенгликдан ^уйидагини ^осил циламиз:

х — \ =  А {х2 — х + 1) +  (Вх +  С) (х + 2).
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(7.5) касрнинг махражи факат битта х =  — 2 хацикий илдизга эга. 
Шунинг учун сонли кийматларни ва номаълум коэффициентларни 
урнига куйиш усулларидан фойдаланиб, куйидаги тенгламалар систе- 
масини хосил киламиз ва ундак эса А, В, С коэффициентларни то- 
памиз:

— 3 =  7 А, бундан А =  —

О =  А + В, бундан В =  — А =

1 =  — А + 2В + С, бундан С =  1 + А — 2В = — у .

X =  — 2 да

X2 

X

Шундай килиб, (7.5) бундай ёзилади:

X —  1 3 Зх-

(х +  2) (X2 — х +  1) 7 (х  +  2) 7 (х2 —  х-\- 1)

У  з - у з и и и т е к ш и р и ш у ч у н  с а в о л л а р

1. К,андай рационал каср т\три каср дейилади? К,андай рацнонал каср нот\тр] 
каср дейилади?

2. HoTŸFpH рационал касрдан бут\н кисми кандай ажратилади?
3. К,андай рационал касрлар энг содда каср дейилади?
4. Тукри рационал каср оддий касрлар йигиндисига кандай ажратилади?
5. Номаълум коэффициентлар усулини мисолда тавсифланг.
6. Сонли ^ийматларни урнига цуйиш усулини мисолда тавсифланг.

8- §. Энг содда рационал касрларни интеграллаш

I ва II турдаги оддий касрларни интеграллаш жадвал интеграл 
ларига осон келтирилади:

I .  Г =  А Г d ( x --al  =  Л  ln  1X —  etJ +  C .
J  х — я  J  X —  а

II i Adx =  л Í(X — a )- Ad(x — а ) =  Л (* ~ а Г  — ' + С =
J  - A + l

+ с .
(1— k)(x—я)*-1

I II турдаги икгегралларни куриб чицамиз:

Г—Ах + в— бунда D  =  —---9<  0.
J  x2-\-px +  q 4

Суратда касрнинг махражидан олинган хосилани ажратамиз:

(X2 рх -¡- q)' =  2X р.

i ‘ Л Ар
j , п I “^“(2^ + р) — —  В

- d* =  -*--- ----------- d* =
хг +  Рх +  Я *2 +рх +q

_  А Г 2 х  , ¡ d __  Ар \ dx
л + ( в - £ ) .  J-

2 J  \ 2 J J  x2 +  px-j-q
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1нтеграллардан биринчиси In | х2 -j- рх + q | га тенг. Иккинчи интег- 
1ални хис.облаш учун махражда тулиц квадратни ажратамиз:

х2 + px  + q =  (x + ~ ^ +  Я ~ ^

р2 р2
iy ерда q — — > 0, чунки шартга кура дискриминант D =  ----q< .0 .

4 4

1емак, иккинчи интеграл жадвал интегралига келади. Юкорида ай-
илганларни инобатга олиб, куйидагини хосил киламиз:

— AxJr В— dx =  —  In \х2 +  рх +  q\ 
x2 +  px +  q 2 и 41

ft d дс -f*

! —
2 I

=  -y\n\x2 + px + q\ +

+ [в -  $£-). 1 .arc t g -- = L =  + C.
' \ 2 i /  p* 6 l  p2 

у  4 | 9- —

Шуни айтиб утиш керакки, агар III турдаги касрни интеграллаш- 
а А =  0 булса, суратда махражнинг хосиласини ажратиш шарт эмас, 
ахражда дарх,ол тули^ квадрат ажратиш керак.

1-мисол.  Интегрални ^исобланг:

=  Г. 3* + 8- d x .
. ж2 -I- 4 v -1- 8х2 +  4 1 +  8

Ечиш.  Суратда махражнинг хосиласини ажратамиз: (х2 + 4х +
- 8)' =  2х +  4.

С  — ( 2Д.-+4']—  —  -4+8 

3‘  + 8 dx- 2 1 1 2 dx-  
х2 +  4 х + 8

/4 Y

dx+ 2 \--- -----
х2 -j- 4х +  8 J х2 4х -{■ 8

иринчи интеграл In \х2 +  4х +  8| га тенг. Иккинчи интегралнинг 
ахражида тулиц квадрат ажратамиз:

(х2 +  4х + 8) =  (х + 2)2 —  4 +  8 =  {х + 2)2 + 22.

'атижада куйидагини хосил циламиз:
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1=  — In |х2 + 4* + 8| +2 f- d(x + 2)
2 J (.' (x + 2)2 -f- 22 

=  y-  In | л:2 +  4x +  8 1 +  arc +  C.

2- м и с о л. Интегрални хисобланг:

dx
I

6x +  14

E ч и ш. A =  О булгани учун махражда тули^ квадратни ажра 
тишдан бошлаймиз:

л:2 — 6* +  14 =  (х — З)2 — 9 +  14 =  (х — З)2 +  ( / ¡Г )3.

Бундан

т С d(x — 3) 1 , х — 3 . г
I  =  ----- 5— . ,\=-ту =  -__ - -arc tg — _ +  С.

J  (х — З)2 + ( /  5 ) у  5 у  5

Энди IV турдаги интегрални хисоблаймиз:

г (Ах +  B)dx л р2 __
—■— -3— 1 бунда D = —--- <7< 0 .

J  (х2 +  рх +  q)n 4

Яна суратда х- + рх + q учхаднинг хосиласини ажратишдан бош 
лаймиз:

[x̂  + px + q)' = 2  х + р.

i i'* А , „ Ар

(Ax +  B) dx =  2 +  ~  2 d x =

(х2 +  рх +  q f  (х2 +  рх +  q)
fJ

Г> Г> d ( x +  —  \
A (2x -f- p)dx Ap\ \ 2

2 J  *  + P‘  + <r V

Биринчи интеграл дархол ^исобланади:

С (2х +  p)dx С

J &  + px + qy  =  J (х +РХ +4) d(x2 + рх  +  q) =

— п)(х2 + рх + q)n 1 

Иккинчи интегралга келсак, (х + ~-j = t ,  dx =  dt белгилаш кп

п2
ритиб, 0 < iq ---- =  й1 деб уни куйндаги курннишга келтнрамиз:

4

dt 1 f ( / 2 +  a 2) —  Г - _  1 f  dt

i—l

(8.1

Г dt =  Г (t2 + д2) — > d t = _L.
J  ( t2-'r a2)n a2 J  (/2 +  a2)'1

I f  t-dt

a2 J  /2 — а2)л—1

fi2 J  (/2 -¡- a2)'* 
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Охирги инлегралга булаклаб интеграллаш формуласини куллаймиз:
,  ,  / (Н ,  ..

= 1, ¿V =  деб оламиз, шуидан сунг куиидагини ^осил

лаыиз:

=  «а.
1 г йа2 + о2) 1

(/24-02)л 2(1 — л)(г24-а2)п-1'

Шундай цилнб, (8.1) формуладаги [охирги интеграл'бундай ёзи- 
ди:

<ИГ РМ  _ ___________[________ 1 г

} ( ^ а - ) п ~  2 (1-п )(/-+ а2) ^ +  2(п— 1)

Агар энди

{] =  С ^ £ ---

п J (¿2 + а2)п

((2 +  а2)п~ 1

б белгнласак, оддий алмаштиришлардан сунг (8.1) формула ушбу 
фииишни олади:

1 _________________________ £----------------- Л . . 2 п — Ъ .  I
п 2(п— 1)ог(/2 4-а2)"- 1 2(п— 1)а2 п~1

1п 2(п— 1)а2 {((2 +  а2)п~ 1 +  (2п 3 )/„_1  ) •  (8 -2)

у формула буйича /п_ , ни /п_ 2 оркали ифодалаймиз, сунгра /п_ 2 

1 оркали ифодалаймиз ва хоказо. Бу [жараён цуйидаги интег- 

шни эра;л цилгунимизча давом этади:

!.2) формула келтириш ёки рекуррент (кайтувчан) формула дейи- 
ади. Бундай номланишига сабаб /п дан /п_ , га, кейин эса /п_ 2 га 

айтишга тутри келади ва хрказо.

Шуни айтиб утиш керакки, агар IV турдаги касрларни интеграл- 
ашда А =  0 булса, у ^олда суратда (х2 -\-px-\-q) уч^аддан хосила 
жратиш керак эмас, балки дар^ол махражда тулиц квадрат ажра- 
иш керак.

3- м и с о л. Интегрални ^исобланг:

/ =  Г---±х
Л * 2- ;■х+\)2

Ечиш.  Учхаддан ту л их; квадрат ажратамиз:

* - х+ ' - Ы ' Г + ' - ± - ( ’ - г ? + ±
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Натижада куйидагини хосил киламиз: 

/ =

(х---~) =  Галмашгиришнн бажариб ва а2 =  —  деб белгилаб,
\ 2 / 4

/ =  Г *  = /
,)(** + а*)* 2

ни хосил киламиз. (8.2) формула буйича куйидагиларни топамиз: 

+  У-  4 - (— ТГ" + 4 >  агс +  С.
■ ( ,+ .* -  ' - ‘ I  М

х узгарувчига кайтиб,

I  -  йх 2 Х~ Т  , 2 ^ 2 х ~ 1  , , „

1 <? ■- « + в-"  Т ^ - , +  . '1т г ап:‘е 7 г 1+ с

ни хосил киламиз.
4-мисол.  Интегрални хисобланг:

/ =  Г—
(1 + *2(1 + **)»

Ечиш.  (8.2) формула буйича топамиз:

1 х + 3 /2), (8.3)
4 V (1+ **)*

бунда

—  { —  2(2- 1) и  + А’2
/ 2 =  ^ г Ч г ( г ^  +  (2-2-3 )/1) =

' '  * +  Г т т У  =  ' М г ^ + аг< ^ * )  +  С- (8.4)2 ^1 4-л:2 ^ 1 +  х2) 2 1,1 +

1г нинг цийматини (8.4) формуладан (8.3) формулага цуйиб, хосил 

^иламиз:

С йх 1 ( х , 3  х 3 , \ л
I =  I ■------ =  —“(------- —  ■------- Н--- ■ агс 1? х I“}- С .

,] (1 + ** )*  4 \ (1 -{- х2)2 2 1 + х 2 ^  2 5  } '

9- §. Рационал каср функцияларини интеграллаш 

290



7- § ва 8- § да айтилганлардан

нотурри рационал касрни интеграллаш масаласи q{x) купхадни ин- 

теграллашга (унинг интеграли жадвал иптеграли булади), jt t t  турри
* П ***

рационал касрни иитеграллашга келтирилади, бу эса аслида I, II, I I I  
ва IV турдаги касрларнинг интегралларини топишга келтирилади.

Шундай килиб, рационал касрни интеграллаш учун цуйидагилар 
керак:

1) унинг TÿFpn ёки нотурри каср эканини текшириш; акс ^олда 
(яъни нотутри каср булганда) олдин бутун кисми ажратилади, шун- 
дан кейин купхад (бутун кием) ва TÿFpn рационал каср хосил к;и- 
линади; *

2) т>три рационал касрни I, II, III ва IV турдаги энг [оддий 
каерлар йириндисига 7- § да ифодаланган теоремага мувофнц ажра- 
тиш;

3) ёйилманинг коэффициентларини топиш;
4) интеграллашга киришиш.
1 - м и с о л. Интегрални хисобланг:

f1 (х2 +  3) йх 

J х ( х - 1 ) ( х  +  2)

Е ч и ш. Интеграл остидаги функция — турри рационал каср, уни 
I турдаги содда каерлар йириндисига ажратемиз. Натижада 

,t2+  з _  А_ В +  D 
х ( х — 1 ) (je -j- 2) х х — 1 х +  2

ни ^осил киламиз, бундан

^  +  3 =  А (х — 1) (х +  2) +  Вх\(х +  2 )+ D x (x —  I).

А, В, D  коэффициента рни топиш учун ^ийматларни ÿpHHra цуйиш 
усулидан фойдаланамиз:

з
х =  0 булганда 3 =  — 2А, бундан А =  —  — ; 

х =  1 булганда 4 =  3В, бундан В —

7
х =  —  2 б /̂лганда 7 =  6 D, бундан D =  — .

6

Шундай цилиб, цуйидагини хосил киламиз:

р (х3 + 3) dx 3 Çdx  ( 4 [ d ( x —  1)

J  x(x-l)(x + 2) =  ~  T  J  T  +  T  J x - l  +

+ J_?d^c± 2) ---_3_ ln( | + _4_ln|x — l|+_Llnlx + 2|+C.
6 J *+ 2 2 ' 1 3 1 1 6 ■ n 1 1
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2-мисол.  Ингегрални ^исобланг:

(х3 — Зх-) dxк(х  -f- I,3 (х —  2)

Ечиш.  Интеграл остидаги функция ту яря рацизчал каср, уни
I ва II турдаги содда касрлар йириндисига ажратамнз:

х 3 —  З а-2 А В _j_ D  , £

(Х + 1)3(Х_ 2) (х+1)3 (а +  1)2 (а-+1) х —  2 '

бундан

л-3 — 3x1 =  A(x — 2) + B(x — 2 ) ( x + l)+ D (x ~  2) (х +  I)3 +

+  Е (  г + I)3.

К,ийматларнн урнига куйшп ва номаълум коэффициентлар усуллари- 
ни аралаш цулланиб, А, В, D  ва £  коэффицнентларни топамиз:

х =  — 1 да — 4 =  —]3А, буадан А =

х =  2 да — 4 =  27 £ ,  бундлн Е  ------ ;
27

х3 лар олдидаги коэффициента 1 =  D +  В, бундан D  =  1 —

- £ =  1 1 - 
2 7 ’

х2 лар олдидаги коэффициентдан — [3 =  5  +  3 £ , бундан

S  =  —  3 —  3£ =  —  — .
9

Шундай ^илио, ^уйидагини хосил киламиз:

Г (х3 —  Зх2) dx =  _4_ Г d ( x + l )  _  23 Г d ( x +  1) , _31_ Г* d ( x +  1) _

J (*+1)3 (х— 2) “  3 J  (а-+ I)3 9 J (х +  I)2 27 J дс+ 1

+  с .
4 C d ( x ~  2) 2 , 2 3  1 , 

---  — -— in
27 J  x — 2 3 ( * + l ) 2 9 (x -j- 1) 27

3-мисол.  Интегрални хисоблаяг:

Г xd x

(A '-f l )31
(■* — 2)4

J (*+ l)(*« +  4)

Ечиш.  Интеграл остидаги каср—'Тугри каср, уни I ва III турда
ги содда рационал касрлар йигандисига ажратамиз:

х __ А . В х-{- D

( * + 1 ) (* *  +  4) ~  г + 1  х2 +  4 ’

бундан

х =  А (х2 + 4) +  (Зх -f]D) (х +  1).

Коэффицнентларни топишнинг кг^орида курсатилган усулларини ара
лаш цулланиб, А, В  ва D  ни топамиз:
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хг

X

X  =  —  1 — 1 - 5/4, бундан А = ---- ;
5

О =  А +  В, бундан В =

=  В +  А  букдан D  =  1 — В  =  — .
5

Шундай цилиб, к,уйидагига эга буламиз: 

Г xdx _______ l _ J d ( * + i )

(je H- 1) (je* +  4) 

1=  _  _ L l n | x + l |+  -L l
5 5 J

x+ 1

1 Г xdx

1 4
Г» --- X +  ---
1 5  5

+ ---dx =
x2 + 4

x2 +  4
+

_4_ Г dx _  

5 J x2 +  4 “

=  _  i —ln|x + l| +  J_ in|x2 + 4| +  4 a r c t g 4  +  C.
5 10 о 2

4-мисол.  Интегрални хисобланг:

x3 +  3 х — 2к dx.
I (х —  2) (x2 +  4х+ 8)2 

Ечиш.  Интеграл остидаги каср — тугри каср, уни I, III ва IV
турдаги оддии касрларнинг иигиндисига ажратамиз:

X s +  З х — 2 Bx +  D
+

Ex +  F

(х — 2) (х2+ 4 х  +  8)2 X— 2 (x2 + 4 x - f8 ) 2 x2 + 4x +  8i 

бундан:

+ Зх — 2 =  А(х2 +  4х+  8)2 +  (Вх-ь D)(x — 2) +

+  (Ex +  F) (х — 2)(х2 +  4х +  8).

Коэффициентларни аннклашдаги ю^оридаги усуллардан фоидаланкб 
ва уларни аралаш кулланиб, А, В, D, Е  Еа F ни топамиз:

бундан А =  —  ;
5 
з

бундан Е -----— ;

бундан F  ---- — ;
5

x =  2 12 =  20 A,

X4 0 =  A + E,

X3 1 =  8A +  F  - f  2 E,

X 2 0 = 3 2  A +  B +  2F,
X 3 =  64 A — 2B +  D

бундан В =  — 14;

Шундай килиб, куйидагинн хссил киламиз: 

(х3+ 3 х — 2)dx 3 Cd (х —  2)Í X  —  2(х —  2) (х2 +  4 х -j-8)2 5

_ j T ( 3 x + i 3 ) d x  = _ 3 _ ln|;c_ 21_ f  

5 J x2 +  4x + 8 5 1 1 J

+
(—  I4x —  73) dx

( * * +  4 JC +  8)* 

7 (2x +  4 )- f45

(x2 -j- 4x-\- 8)=
dx —
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С* з
—  (2 х -1-4)+7

1 I 2 3 Г (2* +  4) dx
\ -----------dx =  —  1п 1л: — 21 — 7 \ ■

J  *2 +  4* +  8 5 1 1 J5 J  *2 +  4лг +  8 5 ' 1 J  (a:2 -j-4л:+  8)2

dx
— 45  f -----——--------—  In ]jc2 4- 4x  -h 8|--- —

J  (л:2 +  4л: +  8)2 10 1 5 л:2 +  4л: +  8

=  ~  In \х — 2| н--------------- 45 Г d(x' + 2)
5 1 (л:2 —|— 4jc —|— 8) J  ((л: +  2)2 +  22)2

— - - In I*2 + 4х +  8| — —  arc t g ^ t l  +  С.
10 10 2

Крлган

d (x  +  2)i((х + 2)2 + 22)2

интегрални х + 2 = t ,  а2 =  22, п =  2 деб фзраз ^илиб, (8.2) рекур- 
рент формула буйича хисоблаймиз:

/2 =  Г — L̂—  =  — !—  (— t-- 1_ -L arctg — ).
J  (t2 -{■ а 2)2 2-22 \i2-|-22 2 2 /

Шундай килиб, охирида ^уйидагига эга буламиз:

i _<** +  3 * - 2 ) d *  _ _ 3 _  \п\х —  2| +  7
(л-— 2)(л-2+4х--}-8;2 5 1 л-2 +  4 х +  8

4 5 /  х —(- 2 , 1  I л." Н- 2 \ 3 t I о | л . о I 
1 + • — arctg —^- ) — —  In + 4л: +  8| —

I —  45 х —  34

8 [ x*-h 4x4-8 2 2 10

7 , л :+2 . „  3 ,
--- - - arctg —--- С =  —  In

10 2 10

(х  — 2)2

• 4л: +  8 8 (л2 +  4л: +  8)

281 , х +  2 . «
— —  a rc tg -----h С.

80 2

Шундай килиб, биз исталган рационал касрни интеграллаш маса- 
ласи оддий касрларни интеграллашга келгирилишшш курдик. Нати- 
жа рационал касрлар, логарифмлар ва арктангенслар билан ифода- 
ланишини аки^ладик.

У  э- у з и н и т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. I ва I I  турдаги содда рационал касрлар цандай интегралланади? Мисоллар 
келтиринг.

2. I I I  турдаги оддий рационал каср кандай интегралланади? Мисол келтиринг.
3. IV  турдаги оддий рациэнал каср цандай интегралланади? Мисол келтиринг.

С ' dt
4. | —----—- куринишдаги интагралларни топиш учун рекуррент формула кел-

J (̂ “ “Н & )
тириб чикаринг. Мисол келтиринг.

5. Рационал касрни энг содда кагрларга ажратиб, интеграллаш усулини тав- 
сифланг. Мисол келтиринг.

6. 2012 —  2016, 2022 —  2525, 2035 —  2040, 2048 —  2052-масала!арни ечинг.
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10- §. Тригонометрии функциялар к,атнашган ифодаларни
интеграллаш

Фараз килайлик, факат тригонометрии функцияларга рационал 
равишда боглик булган ифода берилган булсин. Уни доим sin je ва 
cos л: нинг рационал функиияси деб хисоблаш мумкин, чунки хам- 
via тригонометрии функцияларни sin л: ва cos л оркали рационал ра
вишда ифодалаш мумкин. Бу ифодани i? (sinл:, cosх) оркали бел- 
гилаймиз.

Ушбу
J R (sin лг, cos x)dx

турдаги интегрални

урнига куйиш билан доим г узгарувчили рационал функциянинг ин- 
гегралига алмаштириш мумкин. Интегрални бундай алмаштириш 
оационаллаштириш дейилади.

^акшпта к,

2tg —
2 2 г

sin д: =
X 1 + 22

+tg2

1 — tg2 —
е 2 1 -  г2 2dz 

cosx = --------  = ----;, х =  2arctgz, dx = --- ;

-tg2 —  s 2

цуиинг учун

í R(sinx' j -*  ( - r f ?  ц $ ) ~ т Ь = УRí,2)dz-
5унда Rx (г) — г узгарувчили рационал функция.

L X
t gT = Z

/рнига куйиш R (sin.г, cos .г) куринишдаги хар кандай функцияни 
штеграллашга имкон беради, шунинг учун у универсал тригоно- 
летрик алмаштириш дейилади. Лекин амалиётда бу алмаштириш 
супинча анча мураккаб рационал функиияга олиб келади. Шунинг 
^чун баъзан ундан фойдаланмасдан анча содда урнига куйишлардан 
[>ойдаланилади.

1) Агар i?(sinA-, cosx) функция sin* га нисбатан то^ булса,
1ЪНИ

R (—  sin х, cos л") =  •— R (sin х, cos х) 

эулса, у ^олда
г =  cos х, dz =  — sin х dx 

/рнига куйиш бу функцияни рационаллаштиради.
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2) Агар R  (sin x, cosx) функция cosx га нисбатан toi^ булса, 
яъни

R \sin x, — eos x) =  —  R  (sin x, eos x)

булса, у холда
z =  sin x , dz =  eos x dx

урнига ^уйиш бу функцияни рационаллаштиради.
3) Агар R  (sin х, cos х) функция sin х ва cos х га нисбатан жуфт 

булса, яъни
R (— sin л:, — cos х) =  R  (sin х, cosx)

булса, у холда

z -- tgx, dx — --  ■
S  i + Z *

урнига куйиш бу функцияни рационаллашгиради. Бу ^олда

tg2.*: г2
sin-x =

1 — tg2x 1 4- г2 
1 1

1-i-tg** 1+г2
1-мисол.  \шбу

dx
I

- Í 4sinAC + 3 cos*+ 5 

интегрални хисобланг.

Е ч и ш. Универсал tg -у =  z . урнига куйишдан фойдаланиб, 

цуйидагини хосил киламиз:

/■j 2 dz

1 _f. 22 I 2 dz
I  =

2z 1 —  z¡ ~  \ 2z2 +  8z +  8
„  4- T ^  + 3T T ^ +5 J

= Г =  — —  + с  =  c —
J ( z + 2 ) 2 z +  2

2- m и с о л. Ушбу

t i f +2

у _ i dx

+ sin2 х 

интегрални хисобланг.
Ечиш.  Интеграл белгиси остидаги функция sin л: ва cosx га 

нисбатан жуфт функциядир, шунинг учун tgx =  z урнига цуйишни 
бажарамиз. Натижада куйидагини хосил киламиз:

,  _  Р ± | -  -  f  ^  |  L - ± -  =

J  i + ?2 V 2

=  -у~- arctg l|^2tg х) +  С.
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3-мисол .  Интегрални ^исобланг:

/ =  Г -in3x- d x
J  2 +  cos х

Е ч и ш .  Интеграл остидаги функция s in х  га нисбатан то^ 

функция, чунки sin х ни —  sin х  га алмаштирганда функция ишораси- 

ни узгартиради. Шунинг учун бу ерда

cosaT =z, sin]xdx =  — [dz 

урнига куйиш уринлидир. Натижада куйидагини хосил ^иламиз: 

j  __ Г sin2 x-sin xdx __ i* — (1 — z2)dz __ С z2 —  1 ^  __

_  _  J ~~2 + ~z J ' 2 _
=  j  (2 - 2  + - jL .  )dz =  -  2z + 3 ln / г +  2 1 +  С =

—  2 eos x -f 3 ln 12 +  eos x | +  C.

4) Arap ^ ’(sinx, cosx) функция s inx ва cosa: даражаларининр 

купайтмаси булса, яъни arap j

f sin"x ■ cosm.rdx

интегралга эга булсак, у  холда т  ва п (бутун сонлар) даражаларга 

боглик холда турлн урнига куйишлар уринли булади.

а) Агар п >  0 ва то^ булса, у холда

cosa: =  z, sin xdx =  — dz

урнига куйиш интегрални рационаллаштиради.

б) Агар т  >  0 ва ток; булса, у холда

sin х]= z, cos xdx =  dz

урнига к,уйиш хам интегрални рационаллаштиради.

4 - м и с о л .  Ушбу
'’ rs¡n3 A- , 

dx
í ' COS4*

интегрални хисобланг.

Е ,чи’ш. cos л: =  2 , sin xdz =  — dz урнига ^у ш ш  ёрдамида цуйи- 

дагини хосил киламиз:

j  __ Г sin2 дс-sin xdx __ Р — (1 —  z2)dz________ С dz ,  , Г dz_ ______

“  J ^  J г1 )~ z i 1 J Т2" ~

=  ----------с=  —í— i— !— ь с .
Зг3 г * Scos3*" cos х

в) Агар иккала п ва т  'курсаткпчлар жуфт ва номанфий булса, 

у  холда тригонометриядан маълум булган

. о, - 1 —  COs2a' о . 1 +  cos2x
Sin-lJC =  --------, COS- X =1  — ------I . 2 I 2

даражани пасайтириш формулаларидан фойдалаииб, а), б) ёки яна в) 

холни хосил киламиз.
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5- м и с о'л. Ушбу

I =  I’ sin4 xdx

интегрални хисобланг.
Ечиш.  Даражани пасайтириш формуласини кулланамиз:

/ =  J(sin 2x)2dx=  - j- J (1 — cos 2 x)-dx= ~  J  (1— 2cos2x+cos22x) dx —

=  —  ( ( 1 — 2 cos 2x +  1 1 cos4-v̂) dx =  — x ---— sin 2x +
4 J  \ 2 i 8 4

+ —  sin 4x -r C.
32

г) Агар m + n = — 2/г <  0 (жуфт, номусбат) булса, у ^олда 
tgAT =  z ёки z =  ctgx урнига цуйиш интегрални даражали функция- 
ларнинг интегркллари йигиндисига олиб келади.

Агар бунда т  <  0 ва п <  0 булса, у холда куйидаги сунъий 
усулни кулланиш мумкин: суратда турган бирни 1 =  (sin2* + cos2*)* 
билан ифодалаб, рационал функцпяларни интеграллашга келамиз, 
бунда

\т — п\ .
s =  —  1----- 1 —  1.

2

6- м и с о л. Интегрални хисобланг:

dx
i  =

sin3*-cos*

Е ч i iш. Бу ерда п =  —  3, т =  —  1, т-\- п — —  4 <  О, s =  ].

г С sín2.v -i- cos2* , р dx . С cos xdx
I  — -------- dx =

Sind,VCOS* J  s in* eos* J  s ina.v

=  2 f - £ _  +  \ A ÍÉ H l =  In I tgx I ---- — + C .
J  sin2.v J  sin3* 1 5 1 2sin2*

7-мисол.  Интегрални хисобланг:

/ =  f  ÜEfí dx.
J COS® X

Ечиш.  Бу ерда я =  2, т  =  —  6, п + т  =  — 4 <  0. куйидаги 
алмаштиришни кулланамиз:

tgx =  z, х =  arctgz, dx =  — .
1 -{- 2“

Sin- =  tg2x ( -!— ) =  tg2x-(l +  tg2*)2 =  z2 (1 + г2)2.
cos°* \ eos4*

Натижада

j __ , „,n2.t . P » , очо dz
f >!!!!£ dx =  Г22 (l +  г2)2• 7-7-7 -  \ z2 (1 +  z2) dz =
J COS6*  J I — 2- J

=  J  z2dz +  J  z*dz ~  ^  ^  ^  -̂r ^ 3;c 7  ^ 5л:
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I  =  |' ctg ixdx.

COS4 X
Ечиш.  Бу ерда ctg4* = --- , шупинг учун т  =  4, п =  — 4,

sin4*
п + п =  0. Ушбу

dz

8-мисол.  Интегрални хисобланг:

ctgjc =  2, [х =  arcctgz, [dx -
1 + z 2

1лмаштиришни ^улланиб, куйидагини хосил киламиз:

— Г =  — ^ + z +  arcctgz +  С = — ^  ctg3* + ctgx + х +  С.
J 1 -¡- z¿ 3 3

9-мисол.  Интегрални хисобланг:

d.v
I =

Ечиш.  Бу ерда п =  0, т  =  — 6, т  +  п =  — 6 <  0. Урнига щ/йиш- 
:и кулланамиз:

tgx =  z, cos2.v =  — !— , dx - =  dz.
1,+ z- ccs2.v

>ундан 

/ =
=  f  -zh---- 4 - =  f ( 1 + z^ dz!=  f (! +  222 + zi) dz =J  COS4 X  cos2* J  J

=  2 + \ 23 +  ^  zü + С =  tg* +  \ tg3X + ^  ;tg5* +  c.
3 5 3 5

д) Агар даражалардан бири [нолга тенг, иккинчиси манфий Torç 
он бÿлca, у холда

tgf- =  г

ниверсал ÿpimra куйишни бажарсак, у даражали функцияларни ин- 
гграллашга олиб келади.

10-мисол. Интегрални хисобланг:

j  _  С dxi ах 

J  sin3 X

Ечиш.  К,уйидаги урнига ^уйишдан фойдаланамиз:

. X , 2 dz . 2 г
tg — =  2, dx = ---- , sin * =

2 1 +  22 1 +  z2
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Бундан цуйидагини з̂ осил киламиз:

/ = Г _ i (}.±ÉL .dz = ■- Г dz = - П - + -  +z)dz = 
J (1+г*)-(2г)* 4 J г3 4 J l г3 г J

+  T l n l 2 í + v  + c  =  - T ctg4-n + T In8г4 2 8 8 °  2 2+ >2f + C-

2
+

5) Ни^оят, цуйидаги куринишдаги интегралларни цараб чицамиз: 

f cos пх ■ cos mxdx,

J  s'mtix ■ cosmxdx, 

j  sinnx • smmxdx.

Улар тригонометрии функцияларнинг купайтмасини йигиндига алмаш- 
тирувчи маълум формулалар ёрдамида олинади:

cos a  cosp [cos (а +  Р) +  cos (а — |3)], 

sin а  cos Р =  [sin (а +  Р) + sin (а — Р)],

sin а  sin р =  y  [cos (а — Р) — cos (а + Р)1-

11 - м 11 с о л. Интегрални хисоблан г:

[ sin3x-eos2.*íü:.

Ечиш.  Интеграл белгиси остидаги функцияни йигиндига алмаш- 
тирамиз:

1 Г 1 1
— \ (sin5x +  sinx) d x =  С -- — cos5x— — cosx.

ll- § . Баъзи иррационал ифодаларни интеграллаш

Алгебраик иррационалликни уз ичига олган баъзи интеграллзрни 
узгарувчини тегишлича алмаштиргандан сунг рационал функциялар
нинг интегралларига келтириш мумкин.

/ т_1_ '"к \

Г I " 2 J1) J р\х, X , X , ,х  J dx

турдаги интеграл (бунда R  — эркли х узгарувчининг каср даражала- 
рининг рационал функцияси)

х =  zs, dx - sz¿“ ldz

урнига цуйиш ёрдамида рационаллаштириладн, бу ерда s nlt п2, . . ., 
nk сонларнинг энг кичик умумнй карралиси.
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2) Ушбу

I  -1

"1  Л / ' 2Ж )̂- Ш ..Ш йх

)даги интеграл (бунда ах~ Ь- курикшцдаги каср- чизи^ли функ-
сх +  ё

янинг каср даражаларининг рационал функцияси)

ах +  Ь

сх -I- &
=  г

нига 1̂уйиш ёрдамида рационаллаштирилади, бу ерда з п1, п2, . . 
сонларнинг энг кичик умумий карралиси.

1-мисол. Интегрални хисобланг:

/ =  Г йх

J  х (1 +  Т7 х)
Еч иш.  3 ва 6 сонларнинг ¡энг кичик умумий карралиси 6 |га 

чг, шунинг учун

х - гв, йх =  6г5йг, [г =  у' х 

нига цуйишни бажарамиз. Натижада:

=  Г» ,(гз + г* + г).гцг а  г £1±£1±1 .  , ^  а

■ Л гв ( 1+ 22) ] .1+ г* Л  1+ г*)
=  6 — + б аг ^г  +  С =  — у хг +  6aгctg у^х +  С.

4 2

2- м и с о л. Интегрални хисобланг:

/ =  Г. 1 ^ 3 -
}  1 ^ 2 * - 3 + 1

Ечиш.  2 ва 3 сонларнинг [энг кичик умумий 'карралиси 6 га 
нг, шунинг учун

2х — 3 =  2е, йх - Зг5йг, г =  у 2х — 3 

:маштиришни бажарамиз. Натижада:

22+ 1
йг =

— 3 (——  -7- +  — г +  агс1§2̂  +  С =  ^  V (2х— 3)7 —
V 7 5 3 / 7

—  -  -\/'(2х — З)5 +  У~2х=3 — 3 у7 2*— 3 +  З а г ^  7 2%— 3 +  С.
5
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3-мисол.  Интегрални хисобланг:

2_х
Е ч иш.  | '' =  г3 урнига ^уйишни киритамиз, бундан:

х = ----- , ах = ------ ,
1 +  г3 (1 +  г3)2 1 +г3

Демак,

=  Г* —  2 (1 + г 3)2-г- 12г=Цг _ _ З Р ^ г = _3_ £  

] 16гв (1 4-г3)2 _  2 ]  г3 4г2
—  2 (1 + г 3)г-г-\2z-dz 

16гв (1 4-г3)2

J Vал.-2 4- Ьл + с

турдаги интегрални квадрат учхадда ту лик квадрат ажратгандан сунр 
18 ёки 19-тартибли (3-§) жадвал интегрэлга келтириш мумкин.

4-мисол.  Интегрални хисоЗланг:

г Р <1х

J У х г — 4л: 4- 8

Ечиш.  х2 — 4х 4- 8 =  (х — 2)2 4- 22 учхадда иккихад квадратини 
ажратамиз. Жадвал интегрални хосил циламиз:

Ечиш.  Квадрат уч^аддан иккихад квадратини ажратамиз:

6 — х2 — 4х =  10 — (х2 4- 4х 4- 4) =  10 — (х +  2)2. 

Суигра р̂ уйидаги жадвал интегрални хосил киламиз:

/ =

=  1п\(л:-  2) 4- У ( х - 2 ?  4-4 | 4- С.

5-мисол.  Интегрални ^исобланг:

б) Ушбу

V" ах2 4- Ьх 4- с 
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/ринишдаги интегрални суратда квадрат учхаднинг хосиласини аж- 

1тгандан кейин
(ах2 +  Ьх +  с)' =  2 ах +  Ь

жита интегралга ажратиш мумкин: 
бири — даражали функциядан олинган интеграл; 
иккинчиси — аввалги а) бандда караб чпкилган интеграл.
6-мне о л. Ушбу

! _ г (4 *  — 3) Ах

} У х 2 — 6х+ 10

нтегрални хисобланг.
Е ч и ш. Суратда нлдиз остидаги ифоданинг хосиласини ажрата- 

:из:
(х2 —  6х +  10)' =  2х —  6.

>ундан цуйидагшш хосил киламиз:

1 ^ 2 (2х — 6) — 3 + 12 Ах =  2 [ (2* - 6)Л* +

Л VХг — 6х + 10 } У  х2 — 6х + 10

+  9 Г —  ¿ (х- З ) != 4 у х2_ 6х+ Ю +  91п[х — 3 +

J У (х  - 3)2+1

+  У х 2—  6 х +  10| + С .

в) Ушбу
Г (1х

^ (х —  а) У  ах2 +  Ьх +  с

1
гурдаги интегрални, агар г = ----  грнига куииш амалга оширилса,

х —  а

О бандда к,араб чикилган интегралга келтириш мумкин.
7-мисол.  Ушбу интегрални хисобланг:

Ах

х У  ох2 —  2х 4- I

Ечиш.  Урнига куйишни бажарамиз:

1 1 , Аг
г =  —, х =  —, ах = ---- .

х г г2

Сунгра ушбуни ^осил киламиз:

Аг Г Аг
1 =  —  Г ------- а- ------ = -

' ,  [  Ь —  2г +  г2 ) У 5 —

г 1

-I
2г 4 - г2

г*-
г \ га

Аг

У ( г -  1)2 +  4

=  С -1п\г —  1 + 1 / 5 - 2 2 + г2| =

С _ 1 п  1 - 1  +  1 /  5 - -  + 4  
| х Г хх-
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4) Нихоят, У  ах2 +  Ьх +  с иррационал ифодага рационал бор- 
ли^ булган янада умумий куринишдаги интегрални караб чикамиз:

I Я (х, У а х 2 + Ьх +  с ) йх.

Квадрат учхаддан тулик квадрат ажратгандан сунг

о , ,  , ( , Ь \2 *2 —  4ас 
ах- -\-Ьх-\- с =  а\х ---

2 а ) 4 а

ушбу х +  ■—  =  г, йх =  йг белгилашни киритиб, дастлабки интег

рални а ва ф 2 — 4ас) нинг ишораларига богли^ ^олда куйидаги ку
ринишдаги интеграллардач бирини топишга келтириш мумкин:

а) агар а >  0 ва Ь2 —  4ас ■< 0 булса, у холда

| Яг (г, V т г +  пгг2 ) йг,

бу ерда п2=  а, т г =  —  Ь ^ ас >  0;

б) агар а >  О, Ь2 —  4 а с>  0 булса, у з̂ олда

\[Я2 (г, У п 2г2 — т- ) йг

булади, бу ерда

„ 2 ь2 — 4ас а
п2 =  а, т 2 = ------ >  0;

4а

в) агар а < 0  ва Ь2 — 4ас> 0  булса, у х;олда

| #з (г, У т 2 — п2г2 ) йг

булади, бу ерда

о __ о __ 4ас ^ л
п2 =  — а, т~ = -------- >  0.

4 а

Бу интеграллар

[ Я  (эш/; соэ/) (И

куринищдаги интегралларга куйидаги урнига цуйишлар ёрдамида кел- 
тирилиши мумкин, бу урнига куйишлар тригонометрик урнига цуйши 

дейилади:

. т  , , , т <И
а) г =  —  16/, йг = ----- — ,

п п соэ2̂

б) 2 =  — Бес/, йг =  — ■ эес/ ■
Я Л

в) г =  — БШ/, ¿2 =  — СО^Л.
и л

8-м’исол.  Интегрални хисобланг:

йх



Ечиш.  Квадрат учхаддан тулщ квадрат а кратамиз:

5 +  2< + *2 =  (* +  1)2 + 4.

Рараз килайлик,

х\+ 1 =  z, dx =  dz

эулсин, у холда

/ = Г “ . 
J  У (4  + г')>

i) куринишдаги интегралнн ^осил киламиз. Урнига куйишни бажа- 
>амиз:

z =  2tgt, dz =  ~~~~ » 4 + г2 =  4 + 4/g2/ =  4
eos2/ eos Ч  

Шундай к,илиб,

I  — Г---- 2dí — — I eostdt =  — sin/ +  С =
J Г—jjT  4 J 4

eos2/ " I / ----
V eos6/

=  - •  t g / -----h C  =  — ------ +  c  =

4 1 -f- i’g2! 4 ] Л  +  г2
* + 1  c =  x+\ 

4 V ( jc+ 1)2 +  4 4 У  x2 +  2* +  5

9-мисол.  Интегрални ^исобланг:

i h $ V T = J d x .

Ечиш.  в) куринишдаги интегралга эга буламиз. Ушбу 

х =  sin/, dx =  eostdt, 1 —  x2 =  eos2/ 

урнига ^уйишни бажарамиз. Натижада ^уйидагини хосил циламиз:]

/ =  J  eos4dt =  1  j* (1 +  cos2t) di =  1  sin2/ + С =

=  — arcsin.v 4—  x V  1—x2 +  C.
2 2

Уз- у з и н  и т е х ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

f R  (sin*, cosa-) dx куринншдаги интегралларни топиш усулларини ку рсатннгу 

бунда R — рационал функция. Мисоллар келтиринг.
2- j  sinr!A'CosmA,dA: куринишдаги интегралларни топиш усулларини баён ’ дилинг,.

бу ерда т ,п  —  бутун сонлар. Мисоллар келтиринг.
3. К,умидаги куринишдаги интегралларни топиш усулларини баён дилинг:



С / / ах +  6\ ^1 ( а х  +  Ь\ПЬ\ л
4. 1 Я  а-, -----  , . . -----  ах куринишдаги интегрални топих;

J  \ \cx-f-d1 \cx-j-d'  !
усулларнни баён кнлинг. Мисоллар келтиринг.

5. К,уйидаги куринишдаги интегралларни тогшш усулларнни баён цилинг:

Я(х, ах2-\-Ьх-\-с) dx, ] Я ( а , у^а2 —  х2) dx,

I  Я  (л-, у х 2 — а2) йх, $ Я (х, у' а2 -{- х2) йх.

Мисоллар келтиринг.
6. 2090 —  2119, 2068 —  2075, 1890 —  1901-масалаларни ечинг.

12-§. Ани^ интефал

Аник; интеграл —  математик анализнинг энг му^им тущунчалари- 

дан биридир. Юзларни, ёйларнннг узунликларини, ^ажмларни, ишни, 

инерция момзнтларини ва ^оказоларни хисоблаш масаласи у билан 

боглик.

[а, Ь] кесмада у =  /  (х) узлуксиз функция берилган булсин. К,уйи- 

даги амалларни бажарамиз:

1) [а, Ь] кесмани куйидаги ну^талар билан п та кисмга буламиз, 

уларни цисмий ннтерваллар деб атаймиз:

а =  х0 <  л-х <  * 2 <  . . . <  Х1-у <  XI <  . . . <  хп =  Ь.

2) К,исмий интарвалларнинг узунликларини бунда?! бэлгилаймиз: 

А * , = х ¡ — а, А х2 =  х2— х1..........А х1= х 1— х{_т1........... А хп= Ь — хп̂ г

3) Хар бнр кисмий интервалнинг ичида биттадан ихтиёрий нукта 

танлаб оламиз:

^1> ?2> • • •> ?(> • ■ • > •

4) Танланган нукталарда берилган функциянинг ^ийматини ] хи- 

соблаймиз:

/ & ), / &), • • - / & )........../ & ).

5) Функциянинг х.исобланган цийматларининг тегишли цисмий ин

тервалнинг узунлигига купайтмасини тузамиз:

/ (ё,) А Лр / ( У  А *2........../ (?,) А х , .........../ ( с „ )  А хп.

6) Тузилган купайтмаларни 1̂ ушамиз ва йигиндини а  билан бел- 

гилаймиз:

а =  !  ( У  А + /  ( У  А х2 +  . . . + !  А XI 4- ■ ■ • +  / (1п) А хп.

а  йИгИ щи /  (а-)  функция учун [а, Ь] кесмада тузилган интеграл йи- 

ринди деб аталади. ст ннгзграл йиринди ^искача бундай ёзилади:

а =  ^ ( Ь ) А х 1 .  
г=1

бунда Я — рационал функция, т, п — бутун сонлар. Мисоллар кзлтиринг.
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У

144- шакл.

Интеграл йигиндининг геометрик маъноси равшан: агар / (*) >  О 
булса, у з̂ олда а — гсослари Д xlt Ах2, . . Ахг . . А хп ва ба- 

ландликлари мос равишда

/(?,). / ( У ........../ ( U

булган турри туртбурчак юзларининг йигиндисидан иборат (144- 
щакл).

Энди бÿлишлap сони п ни орттира борамиз (п -> оо) ва бунда 
энг катта интервалнинг узунлиги нолга интилади, яъни max Д х.-*- О 

деб фараз киламиз.
Ушбу таърифни беришимиз мумкин:
Т а ъ р и ф .  Агар а  интеграл йиринди [а, Ь] кесмани ^исмий [x._lt 

х.] кесмаларга ажратиш усулига ва уларнинг хар биридан 1( Hyrç- 

тани танлаш усулига боили^ булмайдиган чекли сонга интилса, у 
солдату сон [а, Ь] кесмада f (х) функциядан олинган 'анщ ин
теграл дейилади ва бундай белгиланади:

Г/ (х) dx.
а

(«/ (*) дан х буйича а дан Ь гача олинган аниц интеграл» деб ÿrçn- 
лади.) Бу ерда / (х) —  интеграл остидаги функция, [а\ Ь] кесма — ин- 
теграллаш оралири, а ва b сонлар интеграллашнинг цуйи ва юцори 
чегараси дейилади.

Шундай килиб, аниц интегралнинг таърифидан ва белгиланишидан 
цуйидагича эканини ёзиш мумкин:

г f{x)dx  =  lim 2 / (У  A Xt.
q max Д х^ —>0 j _j
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Ани^ интегралнинг таърифидан куринадики, аки^ интеграл ^амма 
ва^т мавжуд б.Смавермас экан. Биз ^уйида аник; интегралнинг мав- 
жудлик теоремасини исботсиз келтирамиз.

Т е о р е м а .  Агар fix) функция [я, Ь] кесмада узлуксиз булса, у 
интегралланувчидир, яъни бундай функциянинг аник интеграла 
мавжуддир.

Агар юкоридан у =  / (х) >  0 функциянинг графиги билан, куйи-
дан Ох уки билан, ён томонлардан эса х =  а ва х =  b турри чизик-
лар билан чегараланган сохани эгри чизицли трапеция деб атасак, 

ь
у холда |' / (х) dx ани.  ̂ интегралнинг геометрик маъноси аник, булиб

а
колади: / (х) >  0 булганда у шу эгри чизицли трапецияпинг юзига 
сон жихатдан тенг булади.
^  1-изо^.  Аник интегралнинг циймати функциянинг куринишига 
ва интеграллаш чегараларига 6of.ihk, гммо интеграл остидаги ифода 
харфга борлик эмас. Масалан:

? / (-'О dx =  [ f (/) dt =  f f (2) dz.
a* a a

2-из o x *  Аник интегралнинг чегаралари алмаштирилса, инте
гралнинг ишораси узгаради:

f / (х) dx =  — \ I (х) dx.
а Ь

3-изох.  Агар аник, интегралнинг чегаралари тенг булса, ^ар 
^андай функция учун ушбу тенглик уринли булади:

J / (х) dx =  О
а

Р  Х,акикатан хам, геометрик нуктаи назардан эгри чизикли трапе
ция асосининг узунлиги нолга тенг булса, унинг юзи ^ам нолга тенг 
булиши уз-узидан равшан.

13-§. Ани^ интегралнинг асэси! хоссалари

Аниц интегралнинг хоссаларини исботлашда ани^ интегралнинг 
таърифи ва лимитларнинг хоссаларидан фойдаланамиз.

1-хосса.  Бир нечта функциянинг алгебраик йириндисининг аник; 
интеграли ^ущилувчилар интегралларининг йириндисига тенг.

Икки ^ушилувчи булган .^ол билан чекланамиз: 

ъ ь ь
f [/ М  ±  ф (•*)] dx =  \ f (х) dx ±  f ф (х) dx.
а а а

И с б о т и.

f [/ М  ±  ф (X)] dx =  lira S  [/ (У  ±  Ф (У  ] А х{ =
д max Дат .
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=  lim V  / (|t.) A Xi ±  lim v  Ф (Ef) A *f =
max ml  max Д x.  -^0

b b
=  (' / (x) dx ±  С ф (x) dx.

'а а

2-x ос  с а. Узгармас к\пайтувчини аник интеграл белгисидан 
ташкарига чикариш мул кин: агар к =  const булса, у холда

х { k-f (х) dK =  k \ [ (х) dx.
а а

Исботи .

Г к ■ / (х) dx =  lim У  k f (|.) A Xi =  k lim 2  / (?i) &xi =
a ш ах  Д x . ^ 0  j '_ ]  m ax  Д ->0

=  AJ / (Jf) dx.
a

3-хос с а .  Агар [я, Ь] кесмада функция уз ишорасини узгартир- 
маса, у холда бу функция аниц интегралининг ишораси функция 
ишораси билан бир хил булади, яъни:

а) агар [а, Ь] кесмада / (х) >  0 булса, у холда

J / (х) dx >  0;
а

б) агар \а, b] кесмада / (х) <  0 булса, у ^олда

J / (х) dx <  0,
а

И с б о’т и. г) Д Xi О, / (х) >  0 булгани учун

/ (У  >  0 (i =  Щ .

Шунинг учун / (|(-) Дх,->0, ва демак, ст>0. Бундан

lim о =  lim У  f (|.) Ах >  Q (k =  max Д х )
А—»0 л-.->0 j = i

эканини хосил киламиз, чунки номанфий лзгарув^инпнг лимита хам 
номанфийдир.

Шундай килиб,

ь
I /l(x) dx >  0 
fl

ни хосил киламиз. б) хрл худди шунга ухшаш исботланадн.
4-хос с а .  Агар [а, Ь] кесмада иккп / (д) ва ср (д) функция

/ (*) >  ф (х)
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шартни каноатлантирса, у ^олда

f f (х) dx >  j' ф (х) dx.
а а

И с б о т и .  Шартга кура f (х) >  ф(х) булгани учун Дх) — ф(х) >  О 
булади ва 3-хоссага кура 

ь
Í [/ (х) — ф(*)] d x >  О
а

ни ёзиш мумкик, бундан

ь ь
/ (х) dx — Г ф (х) dx > 0

а а

экани келнб чикади ва нихоят:

ь ь
I / (х) d x >  [ ф (х) dx.
а а

5-хосса .  Агар [а\ Ь] кесма бнр неча цисмга булинса, у холда 
[а, Ь] кесмп буйич  ̂ аник интеграл ха? бир кием буйича олинган 
аник интеграллар Й№индисига тенг.

[а, Ь] кесма икки киемга булинган ход билангина чекланамиз, 
яъни агар а< ^ с  <  Ь булса, у холда

Ь с Ь

\ / (*) dx =  J* f (х) dx +  f f (x) dx.

a a c

Иеботи .  Интеграл йириндининг лимита [а; b ] кесмани булак- 
ларга булиш усу лига бо:-лик булмагани учун х =  с нуктани булиниш 
нукталари каторига киритамиз. [а; b] кесмадаги хамма интеграл 
йириндини иккита йигандига: [а, с] ва (с, Ь] кесмага мое йириндига 
буламиз. У холда

п с Ь

/=1 а с

Бу тенгликда К =  шах А х. -*■ 0 лимитга утиЗ, цуйидагини хосил 

киламиз:

Ъ с Ь

\ / (х) dx =  \ f (х) dx -+ \ / (х) dx.

а а с

с нукта [а; Ь\ кесма ташкарисида ётганда хам формула турри булиб 
цолади.

6- хо с с а .  Агар т  ва М  сонлар Дх) функциянинг [а, Ь] кесмада 
энг кичмк ва энг катга киймати булса, у холда

ь

т ф  — а) <  \ / (х) dx <  М (Ь —  а).

а
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И сб о т и .  Шартга кура

т  <  / (х) <  Л4

экани келиб чикади. 4-хоссага 
асосан куйидагига эга буламиз: 

ь ь ь

i* m dx<  ( f(x)dx <  f М dx.

а а а

(13.1)

Бирси^

Г mdx =  т  ['dx =  т  lim "V А х. =  т(Ь  — а),
•' J ' }.-*0 * *  ‘а а (=1

Ь Ь п

Mdx =  М  \ dx =  М lim V  А х. =  М (Ь — а) 
я->оа j=l

булгани учун (13.1) тенгсизлик

ь

т  (Ь — й) <  \ f (х) dx <  M(b — а)

а

куринишни олади (145-шакл). Бу хосса аник интегрални бахолаш 
хакидаги теорема дейилади.

14-§. Уртача ^иймат эадидаги теорема

п та öi, а2, . . . , ап сонлар берилган булса, бу сонларнинг урта 

арифметик циймати деб

Qi -г О; +  • • • +  а п 

п

сонга айтнлади.
Энди [а, Ь) кесмада узлуксиз г/=/ (х) функциянн карайлгк. Униьг 

шу кесмадаги уртача кийматини топамиз. Бунинг учун кесмани

х0 =  а , Xj, х2, . . . , х ._р х., . . . , хп =  Ь

нукталар билан п та тенг цисмга буламиз. Х,ар бир булакнинг узун- 
лиги

ь~ а =  хг — а =  х2 — Xi =  . . .  =  х{ —  х ^ ,  =  . . . =  Ь — х.
п - 1

еки

Ь — а
=  А хг =  А х2 =  . . .  =  А х . =  . . . =  А хп

га тенг. Хар бир булакнинг ичида биттадан нукта сламнз:
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Бу ну^таларда берилган / (х) функциянинг цийматларини ^исоб- 
-лаб куйидаги п та кийматни хосил киламиз:

/ (У .  / ( У , . . . .  /(?,)----

Бу кийматларнинг урта арифметик кийматини хисоблаймиз ва уни 
[а, Ь] кесмада /(х) функциянинг уртача киймати деб атаймиз:

Г(Ь) + Г(Ы+  . . .  + /(6, ) + . . . + / « „ )
'?РТ. п

Бу формуланинг унг кисмини (Ь — а) катталикка купайтирамиз 
ва буламиз, бундац:

¿ г а{№  ^  +  ^ Ь- Т  +  • • • +

ёки

/ урт. =  ¿3 ^  (;1) Д *1 +  / (ёг) Д *2 +  • • • +

+ /(?.) Д х , + . . . + / ( * , )  Ддд.

Буни цис^ача бундай ёзиш мумкин:

¡9рт. =  &_ а ^  /Ч^)д V  
¡=1

Демак [а, 6] кесмада /(,?) функция учун интеграл йигиндисини 
хосил киламиз. Энди п --оо [да Я, =  шахДх. -О булгандаги ли- 

митга утамиз, бундан

П

П т /  = П т  \] / ( * )Дх ,  •
Х-.0 ур ?.->о й — а

/=1

ёки

а

Бинобарин, [а; 6] кесмада функциянннг уртача ^иймати шу кес
мада бу функциянинг аник интегралини кесма узунлигига булинга- 
нига тенг. Куйидаги теоремани исбог килайлик.

У р т а ч а  ки и мат х а к и д а г и  т е о р е м а .  Агар /(х) функция 
[а; Ь] кесмада узлуксиз булса, бу кесманинг ичида шундай х =  с 
нукта топиладики, бу нуктада функциянинг киймати унинг шу 
кесмадаги уртача кийматига тенг булади, яъни /(с) =  /^рт<.

И сб от и .  Фараз цилайлик т  ва М  сонлар / (х) узлуксиз функ
циянинг [а, Ь\ кесмадаги энг кичик ва энг катта циймати булсин.
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\ник интегрални бахолаш ^а^идаги хоссага кура куйидаги rçÿiu 
генгсизлик турри:

т (b —  а) <  1| / (.v)dx <  /И (í> — а).

а

Тенгсизликнинг хамма кисмларини b — а >  0 га бу’ламиз, нати- 
«ада

ь

т  < —— [ f { x ) d x ^ M  (14.1)
b —  a j  

а

ш хосил киламиз. Ушбу
ь

М' =  i f(x)dx
b — a j

а

5елгилашни киритиб, (14.1) rçÿui тенгсизликни цайта ёзамиз:

т

:(х) функция [л; b] кесмада узлуксиз булгани учун у т  ва М  ора- 
:идаги хамма орали^ кийматларни к;абул килади. Демак, бирор 
с =  с кийматда

И =  / (с)
эулади, яъни

f(c) = f (х) dx (14.2)

жи
/(С) = / ÿpT_.

Георема исбот булди.
(14.2) формулани бундай узгартириб ёзиш мумкик: 

ь

j  f (х) dx =  f (с) (b —  а)

!КИ

' f{x)dx =  /ÿpT. • (& — о).

Уртача к;инмат ^ацидаги теоре- 
ланинг геометрик маъноси у̂йи- 
1агича: юкоридан /(х) интеграл- 
)сти функциянинг графиги билая 
¡егараланган (b — а) асосли эгри 
шзикли трапециянинг юзи ÿuian- 
1ай асосли ва баландлигн функ- 
шянинг ÿpTa4a к,ийматига тенг 
•урри туртбурчакнинг юзига тенг- 
10ш (146- шакл).

//Ау/У ■'////
Z ///Z /////A
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Уз-уэ  или т е к ш и р и ш у ч у и с а в о л л а р

1. Берилган кесмада берилган функциянинг аниь; интеграли деб нимага айтила- 
ди?

2. Аниц интегралнинг мавжудлик теорема ен нимадан иборат?
3. Аньц интегралнинг геометрик маъносп кандай?
4. Аник интегралнинг энг содда хоссаларини ифодаланг ва исботланг.
5. Аниц интеграл ишорасининг сакланиши хоссаси нимадан иборат?
6. Аник интегрални бахолаш хакидаги теоремани ифодаланг ва исботланг. Унинг 

геометрик маъноси нимадан иборат?
7. Функциянинг кесмадаги уртача кипмати нима?
8. Уртача циймат хакидаги теоремани ифодаланг ва исботланг. Унинг геометрик 

маъноси нимадан иборат?
9. 2296— 2300, 2322, 2323, 2326, 2327-масалаларнн ечинг.

15- §. Интегралнинг юцори чегараси буйича ^осила

Агар анщ интегралда интеграллашнинг куйи чегараси а ни 
тайин килиб белгиланса са юкори чегараси д: эса узгарувчи булса, 
у холда интегралнинг кий мат и хам х узгарувчининг функцияси бу- 
лади. Бу функцияни Ф  (х) билан белгилаймиз:

Т е о р е м а .  Агар / (/) функция 1 =  х нукгтада уэлуксиз булса, 
у хрлда Ф(х) функциянинг хссиласи интегралоспм функцияси- 
нинг юкрри чегарадаги кийматига тснг, яъни

И сб о т и .  х аргументга Ах орттирма берамиз Еа ^уйидагини хо- 
вил циламиз:

Ф  (х) функциянинг орттирмаси куйидагига тенг булади (147- шакл);

-V

Ф М = 1  Ш & , х 6 [а, Ь].
а

Ф{х + Ах)=\  / ( 0 Л  =  ] / ( 0 Л  + 1  / (0Л .

х-\-Ах х х-\-Ах

а а х

х+±х

Д Ф  =  Ф(х + А д )- Ф ( .г )=  I' Ц1)М. (15.1)

X

У

У-»/(*)

Уртача киймат хакидаги теоре
мани (14-§) (15.1) интегралга кул- 
лаймиз,

Д Ф  =  /(с)Дх, (15.2)

бунда с ну^та х ва х-{- А х  лар 
орасида жойлашгап.

(15.2) тенгликнинг унг ва чап
.* кисмларини &х га буламиз:

147- шакл.
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ейии Д х->0 булганда лимит га утиб, ушбу

lim  =  lim f(c)
Ax-+Q Д X Д-V—>0

[и хосил ^иламиз, биро^

lim =  Ф ' (а-), lim / (с) =  / (х),
Д*-»0 Д X  Дх-»0

унки Д х->-0 булганда с-*-х ва f(t) функция t =  ш да узлуксиз. 
Шундай ^илиб,

Ф ' (х) =  f (х) ёки ( \ f (t) d t) =  / (х).

a '

Теоремадан Ф  (х) функция f{x) нинг бошлангич функцияси экани 
:елиб чи^ади, чунки Ф ' (.v) =  j  (х).

16-§. Аник интеграл хисобнинг асосий формуласи

(Ньютон — Лейбниц формуласи)

Аник интегралларни интеграл йигиндининг лимита сифатида бево- 
:ита хисоблаш куп холларда жуда кийин, узок хисоблашларни та- 
ia6 килади ва амалда жуда кам кулланилади. Интегралларни то- 
1иш формуласи Ньютон — Лейбниц теоремаси билан берилади. 

Т е о р е м а .  Агар F (х) функция / (х) функциянинг [а\Ь] кесма-
ь

)аги бошлангил функцияси булса, у халда \ f(x)dx сник инте-

а

'рал бошлангич функциянинг интеграллаш. оралигидаги орттир- 
тсига тенг, яъни

[ f(x)dx =  F (b )- F (a ) . (16.1)

а

(16.1) генглик ани^ интегрални хисоблашнинг асосий формуласи 
Ньютон — Лейбниц формуласи) дейилади.

Исботи .  Теорема шартига кура F (х) функция f{x) нинг бирор
Я

юшлангич функциясидир. Лешш 15-§ га кура Ф (x )=\ f(t)d t

а

)ункция хам f\x) функция учун бэшлангич функциядир, чунки

Ф ' ( * ) = / ( X).

1-§ дан маълумки, берилган функциянинг иккита исталган бош- 
iaHFH4 функциялари бир- биридан узгармас С кушилувчига фар^ ки- 
гади, яъни

Ф(х) =  F(x) + C.
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Шунинг учун, бундай ёзиш мумкин:

X

\ } (t)d t= F (x ) + C.

а

С ни тегишлича танлаганда х нинг хамма кийматларида тутри 
булган айниятни .хосил килдик. С узгармас микдорни аниклаш учун 
бу тенгликда х =  а деб оламиз:

1 jf{ t)d t= F (a ) + C.
а

а

Бирок; j  f{t)dt =  0, шунинг учун F (а) + С =  0 тенгламага эга була-

а
миз, бундан С = — F (а) эканини топампз. Демак,

J 7 ( 0 d i = ^ W - F ( a ) .
а

Энди х =  b десак, Ньютон — Лейбниц формуласини хосил кила- 
миз:

»
\ f( t)d t= F (b )- F (a )

а

ёки интеграл узгаруЕчнсининг белгиланишини х га алмаштириб,

¡ f (x )d x = F (b )- F (a )
а

ни ^осил киламиз. Агар]

F {b )- F (a ) =  F(x)\
а

белгилаш киритилса, охирги формулани бундай кайта ёзиш мумкин! 

ь ь

/ (х) dx =  F (х) | =  F(b) — F(a).

а а
Ъ

F  (х) белги куш урнига куйиш бел1иси дейилади.
а

Шундай килиб, аник интегрални бевосита интеграл йиринди ли- 
мити сифатида эмас, балки Ньютон — Лейбниц формула си буйича 
хисоблаш мумкин. Бунинг учун аввал интеграл остидаги функцияьинг 
бошланрич функциясини топиш керак, кейин эса интеграллаш интер- 
валида унинг орттирмасини хисоблаш керак.

1-мисол.  Интегрални хисоблаьг:



!чиш. |созл;с(;с =  эшл: | = з т л  — 5т 0 =  0.Е '

о о

2-ми с о  л. Интегрални хисобланг:

I
ёх

Я Л

1 + хг
О

1 я
=  агс 1 — агс 0 =  —

о 4
Ечиш.  Г Лх - = а г с 1ех 

] 1 + *2
о

3-мисол.  Интегрални хисобланг:

1 8~
хйх

VI-г**
1 3

) 7  ГГ
с  Г хйх 1 С ¿ ( 1+А-2) —: 2

Ечиш.  —  -= --  * =  У  1 + Х г
Л > 1 + хг 2 J 1 + хг
1 з Гз

■ У9 — у т  =  1.

17-§. Анин; интегралда узгарувчини алмаштириш

УЗ

№с1х

[теграл берилган булсин, бунда / (х) [а, Ь] кесмада узлуксиз функ- 
[я. х =  ф (¿) деб олиб, узгарувчини алмаштирамиз, бунда ф (¿) 
гнкция [а, р] кесмада узлуксиз, Ф' (/) хосила хам бу кесмада уз- 
гксиз булсин. Фараз килайлик, х=ср(() функция а  за р ни мосра- 
[щда а ва Ь га утказади, яъни

Ф  (а) =  а, ф ( р ) = й .

Бу шартлар бажарилганда

ь р

| / (х) йх =  | / (ф (0) Ф' (0 Л  (17.1)

а а

>рмула уринли булади.
Хак^атан хам, агар Р(х) функция ¡(х) нинг бошлангич функ- 

гаси булса, у ^олда Р (ф (/)) функция / (ф (()) ф' (/) функция учун 
шлангич функция булади (бу 5-§ да исботланган эди). (17.1) фор- 
гланинг унг ва чап к;исмларига Ньютон — Лейбниц формуласини 
'ллаймиз:

ь ь

]7(х)с1х =  Р(х)\ =Р(Ь )-Р (аУ ,

а а
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]■ / (ф(0) ф' (0Л = ^ ( ф (0) | =  ^ (ф  (Р)) - ^ (ф («)) =  ^  (6) -  ̂  (а).
а  а

\осил булгак ифодаларкинг унг кисмлари уэаро тенг, демак. 
чап томонлари ^ам тенг.

Аник интегрални (17.1) формула буйича хисоблашда янги узга- 
рувчидан эски узгарувчига кайтиш керак эмас, балки янги узгарув- 
чининг чегараларини кейинги бошлангич функцияга куйиш керак.

1- ми с о л. Интегрални хисобланг:

8
х йх

Р (5

з > Х+ 1

Ечиш.  х +  1 =  /3 формула буйича узгаруЕчини глмаштирамиз, 

бундан:

х =  1- —  1 ва йх =  2 / Ш.

Интеграллашнинг янги чегараларини аниклаймиз:

х =  3 булганда / =  2, 

х =  8 булганда / =  3.

=  2 ( 6 ---—1 =  —
3 / 3

2-мисол.  Интегрални хисобланг:

1  

| У 1 —  х2 йх.

о

Ечиш.  х =  бш I деб алмаштирсак,

йх =  соэ / й1, 1 — х2 =  соэ2 / 

булади. Янги интеграллаш чегараларини аниклаймиз:

х =  0 булганда / =  0,

х =  1 булганда / =  —  .
2



Фараз цилайлик, и(х) ва и(х) функциялар [а; Ь] кесмада диф- 
ференциалланувчи функциялар булсин. Уларпинг купайтмасини туза- 
миз ва ^осиласини хнсоблаймнз.

(ии)' =  и'и +  о'«,

тенгликнинг иккала ^нсмини а дан Ь гача интеграллаймиз: 

ь ь ь

| (ии)' йх =  | и'и йх +  [ и'и йх. (18.1)

а а а

Г I*
I (ии) йх =  ии , и йх =  йи, V йх =  йи

а

булгани учун (18.1) тенгликни бундай ёзиш мумкин:

I ь ь ь>
ии |а =  I* ийи +  |  ий V.

а а

Бундан

ь ь ь

|ийи =  ии|— \уйи. (18.2)

18-§. Аниц интегрални булаклаб интеграллаш

Бу формула анщ  интегрални булаклаб интеграллаш формуласи 
дейилади.

1-мисол. Интегрални хисобланг:

1

| хё~х йх. 

о

Ечиш.  и =  х, йи =  е~х—йх деб олайлик. Бундан йи — йх, V =  

=  | е~х йх =  —  С ё~х й(— л:) =  — ё~х ■

¡18.2) формула буйича куйпдегига эга буламиз:

| хё~х йх =  — х е~х\о +  [ е~х йх =  —  е~1 — е~х £ =  — ё~х —

о о

— е~1 +  1 =  1---- .
е

2- м и с о л. Интегрални ^исобланг:

1

 ̂агс ^хй х.

о
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Ечиш.

и — агс tg х, 

агс хйх =  . ^'° =  ^х'
I1 С хйх 

=  хате 1§л: —

1

=  агс 1---- 1п ] 1 + х-\ |' =  — ---- 1п2 .
2 |0 4 2

У з - у з и н и  т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. Анин; интегралнинг юкори узгарувчи чегараси буйича хосиласи нимага тенг! 
Тегишли теоремани нсботланг.

2. Ньютон —  Лейбниц формулаеини ёзинг ва исботланг. Мисоллар келтиринг.
3. Аниц интегралда булаклаб интеграллаш усули нимадан иборат? Мисоллар 

келтиринг.

4. Аник; интегралда узгарувчини алмаштириш усули нимадан иборат? Мисоллар 
келтиринг.

5. 2231 — 2268, 2275 —  2295-масалаларни ечинг.

1& §. Ани^ интегралларни тацрибий ^исоблаш]

)^ар ^андай узлуксиз функция учун ^ам унинг бошлангич функ- 
цияси чекли элементар функциядан иборат булавермайди. Бу каби 
анщ интегралларни Ньютон — Лейбниц формуласидан фойдаланиб 
^исоблаб булмайди. Бундай холларда такрибий хисоблаш усуллари- 
дан фойдаланиладн. Аник; интегралнинг интеграл йигиндининг лими
та сифатидаги таърифидан ва аниц интегралнинг геометрик маъноси- 
дан келиб чициб бир нечта усулни баён киламиз.

I. Тугри туртбурчаклар формуласи. Фараз к,илайлик, у =  / (х) 
функция [а; Ь] кесмада узлуксиз булсин. Ушбу

[¡(х)йх

а

аниц интегрални ^исоблаш талаб килинади. [а; Ь] кесмани

а =  х0, хг, х2, . . . , Хр . . . , хп =  Ъ

нуцталар билан п та тенг ^иемга буламиз.
^ар бир булакнинг узунлиги

* О — О.
Ах = ----

п

булиши аниц.
/ (х) функциянинг х0, хи х2, . . . ,  х{, , . . .  , хп нуцталардаги 

цийматини

Уо' У1< У*' • ■ • > У;» • • • * Уп 

билан белгилаймиз ва куйидагини ^осил киламиз:

Уо =  / (*<>)• У\ =  } (*1). У2 =  / (*2)...........У[ = /  (*,). • • ■ . Уп =  / (*„)•
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уйидаги йириндини тузамиз:

А хЛгУгАх + у2Ах +  . . .  +  yt Ах +  . . . +  Ах =  \ у г Ах,

Л—1

¿=0

y iA x  +  у2 Дх +  . . .  + у { А х +  . . .  + упАх =  ^ у ^ х .

(=i

! йигиндилардан ^ар бири [а; Ь] кесмада / (х) функциянипг инте- 
ал йириндиси булиши равшан ва шунинг учун тацрибан интеграл- 
[ ифодалайди:

иJ/ (л:) ¿л: {Уа+У1+ • ■ ■ +  У1 +  • • • +  Уп-1) =

Ь —  а
л—1

2
(=0

Уг (19.1)

f(x)dx
Ь —  а

(i/i +  У 2 +  • • • +*/[ +

Л
6- о  

= ----  Tji'i-п
1=1

+ =

(19.2)

Биз аниь; интегрални такрибий хисоблашнинг myFpu туртбурчак 
эрмуласини >;осил ^илдик.

Агар / (х) >  0 ва f (х) усувчи булса, у холда (19.1) формула 
[чки» тугри туртбурчаклардан тузилган поронали фигуранинг юзи-
I ифодалайди, (19.2) формула эса «таш^и» турри туртбурчаклардан 
гзилган погона л и фигуранинг юзини ифодалайди (148-шакл).

Т\три туртбурчаклар формуласи буйича интегрални такрибий хи- 
•блашда йул куйиладиган хато булишлар сони п ^анча катта бул-

Ь — а
, шунча кам булади, яъни Ах  

IK булса, шунча кам бу-

эрмуласининг абсолют ха
ки (исботлаш мумкин) 

(6-а)2

булиниш кадами канча ки-

M i
4 п

(19.3)

1Н катта эмас, бу ерда М г 
(х)\ нинг [а, Ь] кесмадаги 
[г катта кнймати.

2. Трапециялар форму- 
1си. [а, Ь] кесмани булиш- 
[ аввалгидек колдирл-

-2478

148- шакл.
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У А

У = ^ & |

миз, лекин Ах хусусий интервалга мос келувчи у =  / (х) чизикнш 

хар бир ёйини бу ёйнинг четки ну^таларини туташтирувчи ватар б] 
лан алмаштирамиз. Бу берилган эгри чизи^ли трапециянинг п ' 
турри чизикли трапециялар юзларининг йириндиси билан алмашл 

рилганики билдиради (149-шакл).
Бундай фигуранинг юзи эгри чизикли трапециянинг юзини тугр 

туртбурчаклардан тузилган погонали фигуранинг юзига царагащ 
анча аник; ифодалаши геометрик жихатдан равшандир.

Хусусий ингервалда ясалган хар бир трапециянинг юзи шу ш 
тервалда ясалган тегишли турри туртбурчакларнинг юзлари йиринд! 

сининг ярмига тенг булгани учун бу юзларни кушиб, 

ь

^  / (х) йх г»  ̂ + У1 + Уг+ • • • + # ; + • • • +

+ (19.-?

ни хосил киламиз. Бу трапециялар формуласидир.

п сони каича катта булса Еа Ах  =  Ь ~  а- булипиш радами кар
п

чалик кичик булса, (19.4) формуланинг унг ь̂ исмида ёзилган йигнмд 
интегралнинг кийматини шунча катта аниклик билан беради.

Турри туртбурчаклар формуласи холидаги каби трапециялар фор 
муласининг абсолют хатоси

М 2 (19.5
12 п2

дан катта эмаслигини исботлаш мумкин, бунда М 2 |/" (х)| нинг [а, Ь 
кесмадаги энг кагта киймати.

3. Симпсон форму ласи. Бу формула 1 ва 2-бандда курилга] 
формулаларга Караганда янада ани^ натижаларга олиб келади. [а, Ъ
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150- шакл.

<есмапи п =  2 т  та жуфт 
ии^дордаги тенг ^исмларга 
Зуламиз. Учта ну^та ола- 
чиз: (х0; у0), (х ,̂ ух), (х2; уг) 
за бу ну^талар ор^али па
рабола утказамиз:

у =  Лх2 Зх  С,
5у парабола билан у =  / (х)
^ункциянинг [х0, х2] кесма- 
цаги графигини алмаштира- 
миз. Худди шунга ухшаш 
У =  КХ) фумкциянинг гра- 
|>иги [х2, х41, [х4, х6] ва 
бошка кесмаларда узгарти- 
рнлади. Шундай цилиб бе- 
рилгап у =  / (х) эгри чизи^ 
билан чегараланган эгри чи- 
зикли трапециянииг юзини 
бу кесмаларда параболалар 
билан чегараланган эгри чи- 
зикли трапециялар юзлари- 
нинг йигиидиси билан ал- 
маштирамиз (150-шакл).

Бундай эгри чизик;ли 
трапециялар параболик т ра 
пециялар дейилади.

Парабола тенгламасининг А, В, С коэффициентлари параболанинг 
берилган учта нуцтадан утиши шартидан аник,ланади. Х,исоблашлар- 
нинг кулай булиши учун координаталар бошини укларнинг йунали- 
шини узгартирмасдан [х0, х2] кесманинг ургаеига жойлаштирамиз 
(151- шакл).

А, В, С коэффициентларни параболанинг

(— й; Уд, (0; Уг), (А; Уд

нукталаридан утиши шартидан топамиз, бу ерда

, . Ь— а Ь —  а
п =  А х = ----  = ---- ,

п 2 т

у0 =  АН2 — ВН 4- С,

У\ — с ,

у2 =  АН2 + ВН +  С.

Бу тенгламалар системасини ечиб, аниклаймиз:

1 / , V ^  г, 1
А = ш  (У0 —  2^1 +  У^< С =  У1, — Уо)-

Энди параболик трапециянииг 5 юзини аниц интеграл ёрдамида 
аниклаймиз:
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0 h
Sx =  Г (Ax2 + Bx + С) dx =  (a  —  + В ~  + Cx) =  -(2Ah2+6C). 

J  \ 3 2 у 3
—A -ft

Л ва С нинг топилган кийматларини урнига к,уйиб, ^уйидагини 
хосил киламиз:

51 (i/o +  4 Л  + У 2).

Худди щунга ухшаш цуйидагиларни топиш мумкин:

52 = — (^2 + 4«/з + У4),

= — (i/4 + 4i/5 + У6),

^2т g (¿/гш—2 “I- 4i¡2т.—\ “Ь Угт)-

Параболик трапецияларнинг юзларини куши б , изланаётган инте-
гралнинг так;рибий кийматини берувчи ифодани ^осил циламиз: 

ь

С / (х) dx я* — (i/o + у2т + 4 (i/i +  у3 + . . . +  у2т_ г) +

а
+2 (у2 +  г/4 + . . . +

бунда
1 а 6 — а
П =  Ах = ---- .

2 т

Шундай килиб, иктегрални такрибий хисоблашнинг Симпсон фор- 
муласи (параболик трапециялар формуласи) бундай куринишни олади

ь

j  f{x) d x - - ^ ^  {У0 + У2т + 4 {Ух + г/3 + • • ■ + Уят- 1) +

а

+ 2 (у2 + У4 +  • • • + Угт-г))- (19.6)

Агар / (х) функция [а; Ь] кесмада туртинчи тартибли узлуксиз^о- 
силага эга булса, у холда Симпсон формуласининг абсолют хатоси

М  S L z W  (19.7)
4 2880л4

дан катта булмайди, бу ерда УИ4 | /IV (х) | нинг [а, Ь] кесмадаги 
энг катта ^иймати.

п4 катталик п2 га Караганда тезрок; усгани учун (19.6) Симпсон 
формуласининг хатолиги п ортиши билан (19.5) трапециялар фор
муласи хатоликларига Караганда анча тез камаяди. Симпсон фор
муласининг трапециялар формуласига цараганда каттароц аницлик 
билан олишга имкон бериши шу билан тушунтирилади.
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1 =  Г 
,] 1 + * 
о

интегралнинг та^рибий кийматини турри туртбурчаклар, трапеииялар 
ва Симпсон формулалари буйича топинг.

Ечиш.  Аввал берилган интегралнинг аниц кийматини Ньютон— 
Лейбниц формуласи буйича хисоблаймиз:

• ,

=  1п|1+*| =  1п2 »0,69315.
,1 I + х ю
о

[0, 1] кесмани

х0 =  0, хх =  0,1, х2 =  0,2......... х10 =  1

нук,талар билан унта тенг кисмга буламиз. Бу нукталарда ¡(х) — ---
1 + X

функциянинг цийматини хисоблаймиз. К,уйидаги жадвални тузамиз:

М и с о  л. Ушбу

1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1

У1 1,0000 0,9091 0,8333 0,7692 0,7143 0,6667 0,6250 0 ,5882|о, 5556 0,5263|0,5000

а) Ту рри  т у р т б у р ч а к л а р  ф о р м у л а с и  буйича.

п =  10, Дх =  - ! ^  = 0, 1.
Ю

(19.1) формула буйича ортири билан ^осил ^иламиз:

1 ж  0,1 (1,0000 +0,9091 + . . . +  0,5263) =  0,71877.

(19.2) формула буйича ками билап хосил киламиз:

/да 0,1 (0,9091 +  0,8333 + . . . +  0,5000) =  0,66877.

>^осил ^илинган натижанинг хатосини (19.3) формула буйича бахо- 
лаймиз:

/ (х) =  — !—  булгани учун
1 +х

Г  М  =  1
0+*)2

булади. [0, 1] кесмада 1/'(л:)|<1 га эга буламиз, шунинг учун 
М1 =  I. Демак, ^осил килинган натижанинг хатоси

М ,  (Ь — а )2 = — 1_  _  о  025 
4п 4-10

катталикдан ортмайди. Абсолют хато, яъни [0,69315 ани^ натижа 
билан 0,66877 тащшбий натижа орасидаги айирманинг абсолют кат- 
талиги 0,02435 га тенг. У 0,025 дан кичик. Бу олинган хатолик 
ба^осига мос келади.
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б ) Т р а п е ц и я л а р  ф о р м у л а с и  буйича. и =  10 булгаэда 
(19.4) формула буйича

/ «  0,1 ( 1’0000 + °'5000 +  0,9091 +  . . . + 0,5263) =  0,69377

ни хосил киламиз. Хосил килинган натижанинг хатосини (19.5) фор

мула буйича бахолаймиз. /' (х) ----- i—  булгани учун /" (х) ■=
( 1+д:)2

2
=  -— -булади. [0; 1] кесмада | (х) | < 2  га эга буламиз, демак 

(1-Ь*)
М г =  2. Шунинг учун олинган натижанинг хатоси

■Мг {Ь~ а)3. =  — L  =  _ ! _  <  0,002
12л2 12-100 600

катталикдан ортщ булмайди.

Интегралнинг 0,69315 аник киймати билан 0,69377 таедибий кий- 
мати орасидаги абсолют хато 0,00062 га тенг. Бу хатоликнинг олин
ган бах.осига мос келади.

в) С и м п с о н  ф о р м у л а с и  буйича.  п =  2 т =  10 булганда

А х =  —----- — , (19.6) формулага кура куйидагини хосил ци-
3 • п 30

ламиз:

7 да ■ (1,0000 + 0,5000 + 4 (0,9091 + 0,7692+0,6667+0,5882 +

+ 0,5263) +  2 (0,8333 +  0,7143 + 0,6250 + 0,5556)) =  0,693146. 
Хрсил цилинган натижанинг хатосини (19.7) формула буйича ба-

холаймиз. f" (х) =  —-—  булгани учун (х) — --- -—  ва fw(x) —
(1+ х )3 ‘ (1 + *)4

=  —--- булади. [0; 1] кесмада | f iV(x) | <  24 га эга буламиз, демак
О т*)5 

М 4 =  24.
Шунинг учун хосил ^илинган натижанинг хатоси

М4 (Ь~ а)Ъ = --- ---- да 0,000008
2880-10« 2880-10000

катталикдан ортмайди. Аник; 0,69315 ва так;рибий 0,693146 натижа- 
лар орасидаги абсолют хато 0,000004 га тенг. Бу олинган хатолик 
бахосидан кичикдир.

Учала натижани аниц циймат билан таккослаб, Симпсон форму
ласи трапециялар формуласидан ва айницса, тутри туртбурчаклар 
формуласидан анча ани^ экан деган хулосага келамиз.

У з - у з и н и  т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. Аник, интегрални тацрибий ^исоблаш учун тугри туртбурчаклар формуласини 
ёзипг. Мисол келтиринг.

2. Аник, интегрални такрибий з^исоблаш учун трапециялар формуласини ёзинг. 

Мисол келтиринг.
3. Аниц интегрални такрибий ^исоблаш учун Симпсон формуласини ёзинг. Ми

сол келтиринг.
4. 2347, 2348, 2350, 2351 - масалаларни ечннг.
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1. Ясси фигуралар юзларини ^исоблаш.
а ) Ф и г у р а л а р  ю з л а р и н и  Д е к а р т  к о о р д и н а т а  л ар  

с и с т е м а с и д а  х и с о б л а ш .  12-§ дан маълумки, агар [а; Ь\ кес- 
мада функция / (х) ^  0 булса, у холда у =  / (х) эгри чизик, Ох уки 
ва х =  а з̂ амда х — Ь тугри чизиклар билан чегараланган эгри чи- 
зикли трапециянинг юзи

5  =  Г /  (А-) с1х
а

га тенг булади. Агар [о; Ь] кесмада / (а-) <  0 булса, у холда аник 
ь ■

интеграл / (л:) йх ^  0 булади (12- §, 3-хосса).
а

Абсолют катталигига кура у тегишли трапециянинг юзига тенг:

5 =  I |' / (х) йх .
I а

Агар / (х) функция [а, Ь) кесмада уз ишорасини чекли сон мар
та алмаштирса, у холда бутун кесма буйича олинган интегрални ху- 
сусий кесмалар буйича олинган интеграллар йигиндисига буламиз. 
/ ( х ) > 0  булган кесмаларда интеграл мусбат булади (152-шакл). 
/ ( х ) С 0  булган кесмаларда интеграл манфий булади (153-шакл). 
Бутун кесма буйича олинган интеграл Ох укидан юкорида ва куйи- 
да ётувчи юзларнинг тегишли алгебраик йигиндисини беради (154- 
шакл). Юзларнинг йигиндисини хосил цилиш учун курсатилган кес
малар буйича олинган интегралларнинг абсолют катталиклари йигин
дисини топиш ёки

5 = | | /  (х) | йх
а

интегрални ^исоблашни курайлик.
Агар у1 =  Д (х) ва у.2 =  /2 (х) эгри чизиклар хамда х =  а Ра х= Ь  

т р и  чизиклар билан чегараланган фигуранинг юзини хисоблаш ке- 
рак булса (155-щакл), у ^олда

20- §. Ани^ интегралнинг геометрияга татби^и
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¡1  М  >  /а (х)
шарт бажарилган фигуранинг юзи куйидагига тенг:

5 =  ? /х (х) йх -  /  /2 (х) йх =  Г (/, (х) -  /2 (х)) ¿х.
а а а

д;2 о2
1-мисол.  ~  +  ~  =  1 эллипс билан чегараланган фигуранинг

=/1
юзини ^исооланг.

Ечиш.  Эллипснинг координата 
укларига нисбатан симметриясидан 
фойдаланиб изланаётган фигуранинг 
юзи

5 =  45х

эканини топамиз (156-шакл), шунинг 
учун

5 =  4 С уйх, 
о

бунда у =  — У  а2—я- эллипснинг I чоракдаги тенгламаси. Шундай 
а

килиб,
а

156- шакл.

х =  а эт  г1 деб олиб, йх =  асоэ Ш  ни хосил киламиз. х узгарувчи 
х =  0 ва х =  а к,ийматлар орасида узгаргани учун < узгарувчи О

ва ^ийматлар орасида узгаради. Демак,

Л Я
2 2

5 =  —  ̂  У  а2 — • асо^Л  =  4аЬ ^  со =

=  2аЬ J  (1 +  соз2/) Л  =  2а6 ^  +
ьт2/ \ 

2 /
=  2ай- — =  п аб.

2
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У А

157- шакл.

Шундай ь̂ илиб, эллипс билан чегараланган фигуранинг юзи

5 =  л аЬ (кв. бирл.)

га тенг. Хусусан, агар а =  Ь булса, доиранинг юзини хосил кила- 

миз:

5 =  л а2 (кв.бирл.).

2-мисол.  у =  ссвх, у =  0 чизицлар билан чегараланган фигу
ранинг юзини ^исобланг, бунда х £ [0, 2 л].

ва х £

да соэл: < 0  булгани учун (157-шакл)

2 Я

Я

2

Зп

2

=  э!пл:

3 Я

2

Я

2

+
. 3 я . п

------БШ —
2 2

2 Я

3 я

2

3 л

=  э!п — — эшО +  
2

+  ы п 2 л  —  =  1 — 0 +  [—  1 —  1| +

+ 0 — (— 1) =  4

булади. Демак, 5 =  4 (кв. бирл.).
3-мисол.  у =  х2 +  1 ва у =  3 — х чизиклар билан чегаралан

ган фигуранинг юзини хисобланг.
Е ч и ш. Фигурани ясаш учун аввал ушбу

' у =  х2 +  1, 
у =  Ъ— х
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159- шакл.

системани ечиб, чизи^ларнинг кесишиш нуцталарини топамиз (158- 
шакл). Бупдан х- +  х — 2 =  0 ни хосил циламиз. Тенгламанн ечиб, 
х1 =  — 2, х2 =  1 илдизларни топамиз. Мос холда ух = 5 ,  у2 =  2. 
Демак, берилган чизик;лар: А (— 2; 5), В (1; 2) нукталарда кесиша- 
ди. Демак,

1 1 1 
5 =  1' (3 — х) йх — (х2 + 1) йх =  (2 — х — а-2) с1х =

_2 —2 —2

1

Агар эгри чизи^ли трапециянинг юзи

X =  ф (/),
X =  Ф (о

параметрик шаклда берилган чизиц билан чегараланган булса (бун
да ¿6 [а, Р] ва ф (а) = а ,  ф ((5) =  Ь), у холда бу тенгламалар [а, Ь] 
кесмадаги бирор у =  ¡' (х) функцияпи ани^лайди (159-шакл). Бино- 
барин, эгри чизикли трапециянинг юзи

ь
5 =  [уйх

а

формула буйича хисобланиши мумкин. Бу интегралда узгарувчини 
алмаштирамиз:

х =  ф (/), с1х =  ф' (/) <Н,

у =  / (*) =  / (ф (0) =  Ф(0.
а =  ф (а), Ь =  ф (р).

Шундай килиб ^уиидагини ^осил к,иламиз:

5  = ] " ^  (О ’ ф ' (0 М.
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Бу формула чизик; параметрик 
тенгламалар билан берилганда 
эгри чизикли трапециянинг 
юзини хисоблаш формуласи- 
дир.

4-мисол. Ох ук ва 

х =  a (t — sin О, 

у =  а (  1— cost), ¿6 [0,2 л]

циклоиданинг бир аркаси би
лан чегараланган фигуранипг 
юзини хисобланг.

Ечиш.  Шу фигурани ясаймиз (160-шакл). Изланаётган фигура-
2 л а

нинг S юзи | ydx га тенг. Бу интегралда узгарувчини алмаштира-
ó

миз, бунда

х =  a (t sin t), dx =  а  (1 — cosí) di, 
y =  a (1 — cosí)

цеб оламиз. Циклоидагинг тенгламаларидан, х узгарувчиникг 0 дан
2 л а гача узгариши t параметрнинг 0 дан 2 л гача узгаришига мос 
келиши келиб чикади. Шундай килиб, ^уйидагиларни топамиз:

2 па ¡2л 2[Л

5 =  (' ydx =  \ а~ (1 —'cosf f  dt =  а2 \ (1 — 2 cosí + cosН) di =
0 ,01 о

! Я

=  а2 1 — 2cos t-
1 +  cos2A

dt

2 JT

=  a2 j1 ^  —  2 cosí +  j  cos2íj dt =

=  a2 t —  2sin/+— sin2íj

o

2 Я

=  а2---2 л =  3 я  а2.) 
2

Демак, изланаётган фигуранинг юзи S =  3 я а 2 (кв.бирл.).
б) Ф и г у р а л а р  ю з л а р и н и  к;утб к о о р д и н а т а л  ар да 

х и с о б л а ш .  АВ эгри чизиц цутб координаталарида (х =  р cosф, 
у - р sin ф)

р  =  р  (ф )

формула билан берилган булсин, бунда р (ср) функция [а, (3] кес- 
мада узлуксиз.

Р =  Р (ф) тенглама билан берилган эгри чизиц ва цутб уклари 
билан a хамда Р бурчак ^осил килуЕчи икки ф =  а, ф =  Р нур би
лан чегараланган фигурани эгри чизщли сектор деб атаймиз. Бу 
секторнинг юзини аниклаймиз. Бунинг учун фигурани ф = а ,  ф=фц 
Ф =  Ф 2, . . ., Ф =  ф . . ., ф_= р нурлар билан п та ихтиёрий кисм-
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ларга буламиз (161-шакл). Утка - 
зилган нурлар орасидаги бурчак- 
ларни Афр Дср2, . . А ф;1 лар би- 

лан белгилаймиз.
Фараз килайлик, 5 — бутуп эгри 

чизикли секторнииг юзи, А 5/ эса

О

161- шакл.

- ф =  ф/_1, ф =  ф/ нурлар билан че-
1 гараланган кичик эгри чизикли сек- 

торнинг юзи булсин. У  холда

П

¡=1

А 5 г- юзни хисоблаймиз. Бунинг учун хар бир кичик секторнпнг 

ичида ф =  Ф(- нур(ф(-_! <  ф£- <  фг) утказамиз. Нурнинг эгри чизпк, 

билан кесишгап нуцтасини М 1 билан белгилаймиз. У холда О.И- =  

=  Р (ф/) = Рг Хар бир кичик А1_ 1ОА{ эгри чизикли секторни р[- =  

=  р (ф4) радиус билан чизилган ташки доиравий секгорга алмаш- 

тирамиз.
Дар бир шундай доиравий секторнинг юзи

га тенг ва кичик эгри чизикли сектор юзининг такрибий кпйматнни 
беради:

га тенг булади. 5 [юзнинг ани^ циймати бу йигиндининг Аф(—»-О 

булгандаги лимитига тенг булади. Аммо бу йигинди [а, (3] кесмада 
р 2" ( ф )  функция учун интеграл йигинди булади, шунинг учун унинг 
т ах А ф ,—>-0 булгандаги лимита аник; интегралдир:

Демак, эгри чизикли секторнинг 5 юзи хам шу аник; интеграл га

_  р] А ф. =  -  р2 (Ф[.) А Ф(.

А ^  Р2 (Фг) А Фг.

У холда хамма эгри чизикли секторнинг 5 юзи такрибан

П

Р

а

тенг:

Р

5 =  1 |р^Ф -

а
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5- м и с о л. р =  а (1 + cos ср), 
а >  0 кардиоида билан чегаралан- 
ган фнгуранинг юзини ^исобланг:

Ечпш.  Шу чизик; билан чега- 
раланган фигурани ясаймиз (162- 
шакл). Чизмадаги эгри чизикнинг 
симметриклигидан изланаётган фигу- 
ранннг 5 юзи

• Р 
5 =  25х =  2 ■ — | p-dcp =  ^ р2 dtp

а  а

га тенглиги келиб чикади, бунда ф узгарувчн а  =  0 кийматдан Р =  д 
кийматгача узгаради.

Юзни хисоблаймиз:

5 =  (' а2 (1 + cos ф)2 d ф =  a2 f (1 +  2cos ф + cos2 ф) d ф =  
ó о
п л

=  а2 (1 + 2cos ф + ~ cos 2 фj d ф =  а2 j* |J  ̂+ 2cos ф + 

о ' ó

+ cos2 ф') d ф ■= а2 (— ф + 2sin ф +  — sin 4 ср̂  I =  - л а2.
\ / Iq

Демак, нзланаётган фнгуранинг юзи куйидагнга тгнг:

S =  ^-ла2 (кв.бирл.).

2. Аниц интегралнинг жисмлар ^ажмини хисоблашга татби:<к.
а) Ж и с м н и н г х а ж м и н и  к у н д а л а н г  к е с и я н и н г  ю з и  

буйпча х и с о б л а ш .
V хажми хисоблаб топилиши керак булган бирор жисмнн караб 

чикамиз. Бу жисмнинг Ох укига перпендикуляр текислик билан ке- 
симининг юзи маълум булсин. Бу юз кесувчи текисликнинг вазия- 
тига боглик булади, албатта, яъни х нинг функцияси буладн: 
S =  S (л). Фараз килайлик, 5 (х) узлуксиз функция булсин. Берил- 
ган жисмнинг хажмини хисоблаш учун бундай иш киламиз. [о, Ь) 
кесмани

О. =  Xq, ,Vp ^2» . . 1 ' ' *» == Ь

нукталар билан ихтиёрий булакка буламиз ва бу нукталар орцали 
Ох укига перпендикуляр текисликлар утказамиз (163-шакл). Бу те- 
кисликлар жисмни п та катламга ажратади, уларникг хажмларини

AVv AV2, . . ., A V t, . . AVn

П
билан белгилаймиз. У  холда V = £ Д  V¡ булиши равшан, x,-_j ва x¿ абс-

í=i
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163- шакл.

циссали кесимлар хосил цилган цатламлардан бирини к,араб чикамиз. 
Уиинг Al/j ^ажми баландлиги Axj =  x(-— а'-_р асоси бирор £,■ абс- 

циссали жисмнинг кесими билан мос тушадиган т\"три цилиндркинг 
хажмига тацрибан тенг, бунда jcî-_1 <  <  х; ва шунинг учун хам 

5 (Ht) юзга эга булади.

Бундай цилиндрнинг хажми 5 (;t) • А х(- га тенг. Шундай килиб, 

А да 5 (£,-) A Xi. Шунинг учун бутун жисмнинг ^ажми учун к,уйи- 

даги такрибий тенгликни хосил киламиз:

Уда ¿ S  (li) А. 
i=i

Жисм хажмининг ани^ киймати А х,—*-0 булганда шу {йигиндининг 

лимитига тенг булади. Лекин бу йигинди [а, Ь] кесмада 5 (х) функ
ция учун интеграл йигинди булади, шунинг учун ш а х А х ^ О  бул

ганда унинг лимита

Г (х) dx
а

ани^ интеграл булади. Бинобарин, жисмнинг V ^ажми )̂ ам сон жи- 
хатдан шу аник; ингегралга тенг булади:

V =  I' 5 (х) dx. 
ъ

6-ми со  л. Ушбу
v2 и2 z2
—  + -£- + — 1 
à2 b2 с2

эллипсоид билан чегараланган жисмнинг ^ажмини хисобланг.
Е ч и ш. Эллипсоиднинг Ох ÿrçnra перпендикуляр ва Оуг коорди- 

наталар текислигидан х бирлик масофада ётувчи текислик билан к̂е- 
симида

К =  Ь Y  i - £  , Ci =  c y i - £
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ярим укли
„2 ,2

■ =  1

У ' - $ )  ( « / ' - 5

эллипс, хосил булади. Лекин Гбундай эллипснинг юзи 5  =  л Ь1 • 
булади, бу 20-§ даги 1-п,исолдан келиб чи^ади. Шунинг учун

5 (х) =  пЬ'с[ 1 — ^

Эллипснинг хажми ^уйидагига тенг булади:

а

V =  л J  ̂1 —  j ¿х =  л £> ■ с ^

—а ~“

=  лЬс- +  а —  =  лЬ:-а[2 — ^  лаЬс.

4
Шундаи килиб, 1 /=  — лаЬс (куб. бирл.). Хусусан, агар а =  Ь =  с

3
4

булса, шарнинг ^ажмини х;осил ^иламиз: V =  — л а3 (куб. бирл.).
3

б )Айла ниш ж и с м л а р и н и и г  х а ж  мини х и с о б л а ш .  
Агар каралаётган жисм у =  / (х) чизик билан чегараланган эгрн чи- 
зикли трапециянинг Ох ук атрофида айланишидан хосил булса, Ох 
укига перпендикуляр х абсциссали кесим доирадан иборат булиб, 
унинг раднуси У =  }{х) ординатага мос келади (164-шакл).

Бу холда 5 (х) =  л у2 ёки 5 (х) =  л (/ (х))'- ва Ох уки атрофида 
айланаётган жисмнинг хажми формуласига келамиз:

V =  л\ уЫх ёки V =  л )' (/ (х})2 с1х.
а а

Оу уки атрофида айланаётган жисмнинг хажми формуласи хам 
худди шунга ухшаш хосил килиниши мумкин (165-шакл):



V =  л J  x2dy ёки
С

V =  л Г (ф (у))2 dy,

бунда X =  ф (у) аила ниш жисмини 
хосил к,илувчи чизицнинг тенгла- 
маси, с <  у <  d.

д-2
1-мисо л .-- (-—  =  1 эллипс

ов ¿2
ни Ох уци ва Оу уци атрофида ай- 
лантириш билан ^осил килин- 
ган жисмларнинг ^ажмларини ^и- 
собланг.

Ечиш.  Эллипснинг тенгламасидан цуйидагилар келиб чикади 
(166- шакл):

а2
la* —  х̂ \ на X- =

166- шакл.

У2= ~  (а2- х 2) ва х2 =  ^  (à°--y2)-

Жисмнинг симметриясига Kÿpa цуйидагини ёзиш мумкин:

а а

V =  2Vi =  2 л I” y2dx =  2 л J  (а2 — х2) dx =  2 л — -у

! о

ía3 —  —  1 =  — л ab2 (куб бирл.).
2 п Ь2

Эллипсни Оу ÿrçu атрофида айлантириш билан хосил цплинган 
жисмнинг хажмини шуига ÿxшаш цисоблаш мумкин:

V

о и

=  2Vi =  2 л J  хЧу =  2 л ~  J  (Ь2 -  у2) d у =

О а / L.1 У=  2 л — ib-у — — 
¿2\ 3

h 2 я  а 2 / /,з\

= —  (ó3 — — ) =  —  а2Ь (куб бирл.).

21-§. Ясен эгри чизиц кесмаси узунлигини аниц хигоблаш

AB ясси эгри чизиц бзрилган булсин. Уни

А =  N0, N lt N2, . . N ^ ,  Nt, Nn =  В

нукталар билан ихтиёрий п булакка бÿлaмиз. К,ушни булиниш нуц- 
таларини кесмалар билан туташтириб AB ёйга ички чизилган синиц
чизицни хосил циламиз. Бу синиц чизиц AN{, N lN2, . . Л̂-_, N¿,

. . Nn_ x В бугинлардан иборат булади, биз бу бугинларни Д 11, 

Д 12, . . Д Д 1п билан белгилаймиз.

У ^олда синиц чизицнинг периметри цуйидагига тенг булади:
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^  =  2  А/(- 
£=1

Эгри чизиц бутинлари 
ни п нинг ортиши ва бу 
ринлари узунлиги Д нинг 
майиши билан бу пери- 
трнинг лимита АВ эгри 
зицнинг узунлигига яцин- 
шиши равшан. Шунинг 
уп куйидагича таъриф бе- 
миз.

Т а ъ р и ф .  АВ эгри чизицнинг I узунлиги деб АВ эгри чизикка 
ки чизилган синиц чизиц периметрининг синиц чизиц бугинлари 
ни чексиз ортганда ва энг катта бугиннинг узунлиги нолга ин- 
лгандаги лимитига Гайтилади:

X. Ап, Х«=Ь

167- шакл.

I =  Нт
п

у
+° ¡=0

М , (21.1)

Бунда (21.1) лимит мавжуд ва у ички чизилган синиц чизицнинг 
нланишига бог лиц эмас деб, фараз цилинади.

(21 .1) лимитга эга булган эгри чизицлар тугриланувчи эгри чи- 
к̂ лар дейилади.

АВ эгри чизиц у =  / (х) тенглама билан берилган булсин, бу 
да х£\а, Ь\. Агар / (х) функция /' {х) функция билан бирга [я, Ь\ 
смада узлуксиз булса, у холда АВ эгри чизицнинг I узунлиги 
йидаги формула билан ифодаланишини исботлаймиз:

1 = \У\ +Ц'(х))'йх.
а

АВ эгри чизицнинг

A =  N0, N р Ы , , . . . ,  А̂ ., .

(21 .2)

•. Л'и =  в

линиш нуцталари мос равишда 

а ,=- Хл, х, , Хпу . . . Х1> ■ • •> хп Ь

сциссаларга эга булсин (167-шакл), бунда

*0 < * 1  < * 2<  • ■ • <ЛГ»-1 < Х1 <  • • • < * „ •

Текисликдаги УУ£_, С*£_,; у1-х) ва Аг(- (лг£-; у£) [нуцталар [ораспдаги 

1софа формуласига кура синиц чизицнинг I- б\тини 'узунлиги]цуйи- 
гига тенг:

• ерда

-2478

д // =  V  {Х1— Х1^?+{У1—У ^ ? ,

У1 =  / (*,0. У =  / (■»£_!>- 
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xi — xi- 1 =  A *»• У-1 -  у I- 1 =  A У{

белгнлашни киритамиз на шулар асосида цайта ёзамиз: 

Д/. =  ]/ (Дх .)2^ ( Д  у у

ёки

У ш б у

Лагранжнинг [х(._р х(] кесмага цулланган чекли орттирмалар х; 

кидаги теоремасига кура цуйидагига эга буламиз:

4 ^  =  f  (=/). бунда х/ _а <  h  <  xi.
Д xi

Шунинг учун Д/г- б>тиннинг узунлигини цуйидагича ёзиш мум 
кин:

M t =V\  + (/'(?£))2-Дл-..

Шундай килиб, синиц чизикнинг периметри цуйидагича булади:

(21.3
i=i /=1

Бу йиринди [а, Ь] кесмада V 1 + (f'(x))2 функция учун тузилган ин 
теграл йиринди булади. f'(x) функциянннг узлуксизлигидан бу функ 
ция шу кесмада узлуксиз булади, шунинг учун max А х -->-0 да ан т  

интегралнинг мавжудлиги хацидаги теоремага кура (21.3) иптегра. 
йиринди ушбу

\ V  \ -\- (1'(х)У dx
а

аниц интегралга тенг лимитга эга булади. Иккинчи томондан I arpi 
чизикнинг узунлиги (21.3) синиц чизиц 1п периметрининг max Д /¿->( 

даги лимитига тенг. Бироц

A /t- =  К  (А */)2-НД У i f

булгани учун A /¿-»-О да А ^¿->0 булади. Шунинг учун цуйидагигг

эга буламиз:

y=chx--j(e,*e~‘')

168- шакл.

l = \ V l + ( f ’(x))*-dx =
а

Ъ

=  J V I  ■+■ (у')2 dx. (21.4;
а

1-мисол. Занжир чизиц ёй> 
узунлигини ^исобланг:
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у =  chx =  — . -*€[0.1] (168-расм).

gX_ g*-•
Ечиш.  Топамиз: у' =  shu =

2

[.емак, 1 +  (у)- =  1 + sh2x =  1 + ^  ~ е— J  =

=  1 +  -j (e2v— 2 +e~w) =  1  (e* +  e_v )2 =  ch2x.

21.4) формулага кура цуйидагига эга буламиз: 

i i i

V 1 + (уТ  dx=  f V ch2*dx  =  I chxdx =
o o b

i
=  shx | =  sh 1 —  shO =  sh 1 да 1,17.

o

Шундай цилпб, /да 1,17 (узунлик бирл.). АВ 'эгри чизик ушбу 
[араметрик тенглама билан бэрилган булсин:

:x =  x(t), i/ =  ¿(0, ¿6[a.P]-

Бунда x(t) ьа y(t) функциялар цамда улзрнинг хосилалари узлук- 
из деб фараз циламиз. (21.4) ингегралда х =  x(t) деб узгарувчини 
лмаштирамиз. Бунда у =  y(t) булгани учун парамэтрик куринишда 
1ерилган функцияни диффэрэнциаллаш цоидасига кура ушэуни то- 
имиз:

- у'У)

Ух ~  *'(/) ’

ix =  x'(t)dt эканини эътибэрга олиб, (21.4) формулада [узгарувчини 
1лмаштирамиз:

l =  [ V l  + W  dx =  J  j , / 1 + ( y ^ J - x' (0 dt =

=  í V (x ’ m + (y' (o)2 dt =  r V x - + y2 •dt,

)унда

a =  x (a), b =  x (P).

Шундай цилиб, параметрик формула билан ;берилган эгри чизиц 
/зунлигини цисоблаш формуласига эга буламиз:

l = [ Y x 2 +  у2 dt. (21.5)
а

2-мисол.  Циклоида битта арки узунлигини цисобланг: 

х =  а (t — sin/),
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бу ерда 0 < / < 2 л.

Е ч и ш .  х =  а{  1 — cos/),

у =  a sin/ 

булгани учун

у =  а (1 — cos/),

1 х2 +  у2 = Y cl2 {1 — cos/)2 + a2sin2/ =

=  а У"I —  2cos/ +  cos2/ +  sin2/ =  а У  2 (1— cos/) =  2а sin .

х узгарувчи 0 дан 2 л а гача узгарганда / параметр 0 дан 2 

гача узгаради. Демак, эгри чизикнинг узунлиги цуйидагича була,д

2 л _____________ 2л 2 Л

I =  j  ] х2 + у2 dt =  j" 2asin ~  dt =  — 4acos

о ó о

=  4а +  4а =  8а (узунлик бирл.)

(20-§ даги 3-мисолга дойр чизма).

Энди кутб координатада р =  р (ф), бунда ф ^ [ос, ¡3] тенглама б 

лан берилган эгри чизик, узунлиги учун ифода тузамиз. Бунда р О 

ва р ' (ф) [а, Р] кесмада узлуксиз деб фараз циламиз. К,утб коорд 

натадан тугри бурчакли координатага утамиз. Параметр сифати, 

цутб бурча1'и ф ни олиб, бу эгри чизикни параметрик куринишда б 

риш мумкин. Дакицатан хам, цутб ва декарт координаталари ор 

сида

х =  р COS ф, у =  р 5Шф

богланиш мавжуд булгани учун р =  р (ф) эканини эътиборга о л ni 

куйидагини хосил киламиз:

х — Р (ф) cos Ф> У =  Р (ф) s*n Ф- 

х'у =  р ' cos ф —  р sin ф, =  р ' sin ф +  р COS ф

булгани учун (21.5) ’ формуладан фойдаланиб, цуйидагини топамиз:

l =  ¡ V ^ f  +  {y'J- ¿ф  =
Об

в _________________________________________
=  ( 1 А(р 'с о зф  —  р э т ф )2 +  (р 'эш ф  +  р соэф )2 d ф.

а

Соддалаштиргандан сунг

р ________

I =  I т ^р2+  p '2d  ф. (21-*
а

3-ми с о л. р = а ( 1 + с о э ф )  кардиоиданинг узунлигини цисо( 

ланг:
Е ч и ш .  Кардиоиданинг цутб координатасига нисбатан симметрг 

эканлиги 20- § нинг 4- мисолидаги чизмадан куриниб турибди. К,уп
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фчаги ф ни 0 дан я гача узгартириш билан биз (21 .6) формула 
/йича цуйидагини хосил киламнз:

I =  2 | уга2 (1 +  соБф)2 + а2(1 + соб ф )'2 ¿ ф  =
о

Л _________________________________Я __________________________________ _

=  2а 1 | (1 -[- соэ ф)2 +  зт 2ф й ф =  2а .1 1 2 (1 +соэ ф) й ф =
о о

Л Л

=  4а соэ ^ф  =  8а 5Ш =  8а (узунлик бирл.). 

о 0

22-§. Эгри чизиц ёйи узунлигининг дифференциали

Ёй узунлиги учун (21.4) формулад! интеграллашнинг куйи чега- 
аси а узгармасдан, интеграллаш юцори чегараси узгарсин. Унн х 
арфи билан, интеграллаш узгаРУБЧИСИНИ  ̂ харфи билан белгилай- 
из. Равшанки, / ёйнинг узунлиги интеграллаш юцори чегарасининг 
ункцияси булади, шунинг учун (21.4) формулани куйидагича ёза- 
[из:

.V

I (х) =  { у ]+['%() а.
а

Интеграллаш чегарасининг аниц интегралнинг юцори узгарувчн 
уйича хосиласи хакидаги теоремаси (15-§) ни куллаб, куйидягига 
га буламиз:

V (х) =  у  1 + П (х ) .

«ундан эгри чизиц ёйи узунлигининг дифференциалинн топамиз:

й.1 =  V {х)\йх =  ; 1 + ¡"г(х) с1х.

/' (х) =  —  булгани учун й1 =  1/  1 -г ( —
йх у \ й>

¿1 =  ,/ (с1х) -+(с1у) -

Бу формуладан фойдаланиб ва 
’.у дифференциал функция уринмл 
рдинатасининг орттирмасига тенг- 
шгини ^исобга олиб, эгри чизиц 
:йи узунлиги дифференциалининг 
;уйидаги геометрик маъносига кела- 
шз:

сИ эгри чизик; ёйи узунлигининг 
(ифференциали уринманинг х абсцис- 
:али М  уриниш нуцтасидан х +
4- А х =  х + йх абсциссали N  нуц- 
■агача булган кесмаси узунлигига 
•енг (169-шакл).

"Г" '¿х,

У

и

и  у*{М

¡¿у

0 х

169- шакл.
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1. Чизиклар параметрик тенгламалар билан берилган з̂ олда ясси фигураларнинг 
юзи Декарт координаталарда цандай хисобланади?

2. К,утб координаталар сиетемасида берилган эгри чизик билан чегараланган 
эгри чизикли секторнипг юзини ^исоблаш формуласини ёзинг.

3. Жисмнинг маълум купдаланг кесими юэи буйича хажмини хисоблаш учун 
формула келтириб чикаринг. Мисол келтиринг.

4. Айланиш жисмлари хажмини хисоблаш учун формула келтириб чикаринг.
5. Декарт координаталарида эгри чизик ёйи узунлигини хисоблаш учун формула 

келтириб чикаринг. Мисол келтиринг.
6. К,Утб координаталарида эгри чиэи^ ёйи узунлигини хисоблаш учун формула 

келтириб чикаринг. Мисол келтиринг..
7. Параметрик тенгламалар билан берилган эгри чизик ёйи узунлигини хисоб

лаш учун формула келтириб чикаринг. Мисол келтиринг.
8. Ёйиинг дифференцнали учун формула келтириб чикаринг. Унинг геометрик 

маъноси нимадан иборат?
9. 2455 —  2460, 2490 —  2500, 2507 —  2510, 2519 —  2525, 2531 — 2535, 2545—
—  2547, 2555—  2а60-масалаларни ечинг.

23- §. Аниц интегралнинг механика ва физика 
масалаларини е1илга татбици

Механика ва физиканинг купгина масалаларини аник интегрални 
хисоблашга келтириш мумкин.

Мисоллар куришдан аввал аддитив ва чизикли микдор тушунчаси 
билан танишайлик.

Агар [а, Ь\ кесмани ихтиёрий равишда п та кисмга булганимизда

Q =  V A Q i =  A Q1+ A Q 2+ . . .  + AQ„
i=i

муносабат уринли булса, у холда Q [микдор аддитив микдор дейи- 
лади.

Агар [л:г_|, xt\ кесмага мос A QL микдор кесманинг узунлиги 

Аа:{- = x i — га такрибан пропорционал булса, яъни

A Q ^ k A x ^  (23.1)

булса, у цолда AQ- микдор чизикли микдор дейилади, бунда k миц- 

дор х узгарувчининг k =  <р (х) узлуксиз функцияси, шунинг учун
(23.1) тенгликни куйидагича ёзиш мумкин:

A Q,- ~  Ф (Xj) Ах{.

Шундай килиб, аддитив ва чизицли булган Q микдор учун цуйи- 
даги такрибий тенгликни хосил киламиз:

Q =  2  А Q iÄ  2  ф f a ) А xi ■ 
t=  1 ¿=i

Охирги тенгликнинг унг томонида ф (х) функция учун интеграл 
йигинди турибди. к =  max А -> 0 да лимитга утиб микдорнинг аниц 

интеграл оркали ифодаланган аник кийматини хосил киламиз:

п Ь

Q =  lim V  ш (r.) A X: =  Г ф (х) dx.
i= l  'а

Г У з- у з и н н т е к ш и р и ш у ч у н с а в о л л а р
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Интеграл остпдагн ф  (a-) dx у 

дадор Q микдорнинг элемента 
гйилади ва у dQ =  ф (х ) dx би- 
ш белгиланади. Агар элемент 
[эодасн топилган булса, интег- 
1л й и ри нд и  тузмасдан ва ли- 
лтни хисобламай туриб Q мик,- 
)рнн хисоблаш мумкин. Бунда
2 элементдан олинган анщ  ин- 
грални хисоблаш етарли: -7

ь ь
Q =  (' dQ =  I ф (х) dx. 170- шакл.

а а

Энди аник масалаларни куришга утайлик.
1. Эгри чизиц ва текис шаклнинг статик моментлари. Бирор I 

сдан г масофада булган т  массали моддий нуктанинг I укпга нис- 
иан статик момента деб, M t =  тг микдорга айтилади.

Текисликдаги I у к дан гг, г2, . . ., гп масофада булган мос равиш-

1 т х, т 2> ■ • т п массали п та моддий нуцталарнинг / уцца нис-
П

лап статик моменти деб M t =  v  miri микдорга айтилади.
i=i

Охнрги тенглик статик моментнинг аддитивлик хоссасига эга 
[анлнгини курсатади, ва демак, уни хисоблаш учун аниц интеграл- 
ш фойдаланиш мумкин.

а) Эг р и  ч и з и р и н г  статик  моменти.  Фараз килайлик 
ху текислигида моддий АВ эгри чизиц берилган булиб, унинг тенг- 
шаси У =  f (х) ( а <  а <  Ь) булсин. Эгри чизикнинг хар бир нукта- 
щаги чизикли зичлик V =  7 (х) х узгарувчининг узлуксиз функция-
I булсин (170-шакл).

Берилган эгри чизикнинг Ох уцига нисбатан статик моменти М х
1 хисоблаш учун уни п та кичик булакчаларга буламиз: Д/1( 

/2, . . ., Д 1п. Дар бир кичик Д/£ (i =  1 ,п) булакчада ихтиёрий 

¡(х(, г/£) нукта танлаймиз. Зичликни хар бир кичик Д /£ булакчада 

¡гармас ва унинг PL нуктадаги кийматига тенг деб, Д /£ булакчанинг 

iccacii Д/и£ учун куйидаги тацрибий ифодани хосил киламиз:

Д т £ « 7  (х£) Д /£. (23.2)

холда АВ эгри чизицнинг массаси т  учун цуйидзгини хосил ки- 
1миз:

/ тенгликнинг унг томонида у(х) 1 ~гу"2(х) функция учун ин- 
грал йиринди турибди. Шунинг учун к =  max Ах{ -► 0 да лимитга 

гиб моддий А В эгри чизиц массасининг аниц цийматини хосил ци- 
1миз:
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п Ь

т  =  lim Л  у(х{)А1[ =  y(x)dl
* - 0  ¡Т о а

ь ь

т  =  ( y (л:) dl =  J  у (х) У 1 +  у'2 (х) dx. (23.i
а а

Энди эгри чизикнинг статик моментини топишга утайлик. Дар би 
Д/£ булакчани массаси Дт£ булган моддий Р£ нукта билан алмэиго 

рамиз. Бу Р { нуктанинг Ох укига нисбатан статик моменти А/£ б> 

лакчанинг статик моментининг такрибий кийматини беради:

(Мх )£ да yt Ат£ да г/ j  (х£) А/£.

эгри чизикнинг /ИА. статик моменти Д/£ булакчаларнинг стати 

моментларининг йигиндисига тенг булгани сабабли (аддитивлик хос 
сасига кура) Мх учун куйидаги такрибий тенгликни хосил килами:

П П ,------ — ---- —

м х да 2  у (*.) yi А/. =  2  V (*,') У; • F  1 +  ( / М  -Axi-
î= 1 i=i t 7

Досил килинган тенгликнннг >гнг томонида

У(Х)У" У  1 +  £/'2М  

функция учун интеграл йиринди турибди. Я, =  max Дх£->-'0 \ да л 

митга Утсак, эгри чизикнинг Ох укига нисбатан статик моментин] 
.хосил киламиз:

ёки

ёки
ь

Мх =  j  у(х)-у- V\ +  у’2 dx.
а

Бу формулани кискача куйидагича ёзиш мумкин:

ь

M x=\ y(x)yd l. (23.4
а

бу ерда у =  / (х) АВ чизицнинг тенгламаси,

dl =  У  (dx)2 + (dy)2 =  У  \ +  у’2 dx, а <  х <  Ь.

Юкоридаги каби мулоцазалар асосида АВ эгри чизнцнинг Оу 
укнга нисбатан статик моменти

ь

М у =  I  у (х) xdl (23.5
а

булншини куриш кийин эмас.
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Wi

171- шакл.

Агар людднй эгри чизиц бир 
снпсли булса, упинг зичлиги 
(х) ■— у узгармас сон булади.
1у сабабли статик моментлар 
чун (23.4) ва (23.5) формулалар 
уйидаги куринишни олади: 

ь ь

Мх =  Y j  ydl, М у =  у\ xdl,
а а

упда

y=f(x), d l = V l  +  у"1 dx, 
а <  х < 6 .

б) Те кис шакл нин г стати к м оме нт  и. Оху текисликда 
=  / (х) эгри чизик,, Ох уки ьа х =  а, х =  b турри чизицлар билан 

егараланган эгри чизицли трапеция берилган булсин. Бу шаклнинг 
ичлмги хар бир нуцтада х координатанинг берилган у(х) узлуксиз 
»ункцияси булсин (171-шакл).

Берилган шаклнинг Ох уцига писбатан М х статик моментини то- 

иш учун уни Оу уцига параллел чизиклар билан п та кичик As1(
ls2........... Аsn юзчаларга буламиз (юзчаларнинг кенглиги мос равиш-

,а Ал'р Ах2, . . . , Ахп). Дар бир As£ юзчанинг зичлиги узгармас
/ «/,■ ,

а у берилган зичликнинг Pi ( x-, —  ) нуктадаги цийматига тенг

еб хисобласак, Аs£ юзчанинг массаси учун куйидаги тацрибий тенг- 

икни хосил циламиз:

Am£ да y (*£)-As£,

упда

Аs£ да у£Ах£. (23.6)

холда эгри чизицли трапециянинг массаси т  цуйидагича булади:

П П

m да 2  Y (*/) As£ да 2  Y К') Hi Axi ■
i=l (=1

>у теигликнинг унг тэчонида у(х)-у функция учун интеграл hhfhh- 
и турибди. Шунинг учун К =  шах Дх£ ->-0 да лимитга утиб эгри 

изицли трапециянинг аниц цийматини цосил циламиз:

П п

/п =  lim 2  V (*i) Asi =  Hm 2  V(xi) Ui
*•-> °[=i a,-»oi=i

к и

"г =  J  y (x )ydx,
а
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У =  /М> а <  ^ <  Ь.

Энди эгри чизицли трапециянинг статик моментами хисоблаш] 
утамиз.

Дар бир юзчани массаси А/п- ((23.6) га ка ран г) булган модд! 

Л ' ( Х1’ -у-) нУк.та билан алмаштирамиз. Бу нуцтанинг Ох укш

нисбатан статик момента Дв; юзчанинг статик моментинипг такриб! 

цийматипи беради:

(м , )£ ~  ~ 'Ат*' ~ 7 (*<-} Т  А5/ ~  7 (х‘ } ^  Ал>

Эгри чизикли трапециянинг статик момента Дз(- юзчалариш 

статик моментларининг йигиндисига тенг булгани учун куйида] 
такрибий тенгликки хосил киламиз:

бунда

^ Г Ахг
1=1 2

Бу ифоданинг унг томонида у (х) у2 функция учун интеграл ниш:

ди турибди. Шунинг учун X =  шах Ах--> 0 да лимитга утиб эг{ 

чизицли трапециянинг Ох уцига нисбатан статик моментинипг ани 
кийматини хосил циламиз:

2

?.->0 0  1 2

ёки
ь

м х =  ] у (х) у2 с1х, (23.{
*" О

бунда

У =  !  (*). а х ^  Ь.

Юкоридаги каби мулохазалар асосида эгри чизикли трапецн: 
нинг Оу у к ига нисбатан статик моментини хисоблаш учун куйидаг

ь

М у =  j  у (х)х ■ уйх (23.!
О

формулани хосил килиш мумкин.
Агар эгри чизикли трапеция бир жинсли булса, зичлик у(х) =  

узгармас сон булади, ва демак, (23.8), (23.9) формулалар куйидаг 
курипишда булади:

ь ь

Мх =  -т У | У2 с1х, М у =  у ] ху йх,
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У =  / (*)•

2. Эгри чизиц ва текис шаклнинг огирлик маркази. Механика- 
н маълумки, агар шаклнинг (эгри чизиц ёки текис шаклнинг) мас- 
сики бирор Р0(х„, уи) нуктага жамласак, бу шаклнинг уцца нис- 
тан статик момента Ри (х0, уи) нуктанинг уша уцца нисбатан ста- 
:к моментига тенг булади, яъни куйидаги тенгликлар уринли:

( =  у0т ,

\Му =*х0т,  (23.10)

гнда т  — Рч(х>„ у о) пуцтадаги масса. Буидлй нуцта текис шакл- 
шг орирлик маркззи дейилади. (23.10) фэрмуладан о?ирлик марка
ми (х0, уи) нуктанинг координаталарини топамиз:

м„ м г
*0 = — . &, =  — ■ (23.11)

т  т

3.11) формулаларни эгри чизихка ва эгри чизикли трапецияга 
/лланмиз.

а ) Э г р и ч и з и к н и н г  о г и р л и к  м арк аз и .  а ^ х ^ Ь  даги 
=  /(х) эгри чизик учун гп, М ? па М лар учун ифодаларни (23.3),

3.4) ва (23.5) формулалардан оламиз ва уларни (23.11) га цуйиб, 
■рн чизичпинг огирлик маркази координаталарини хосил киламиз:

ь ь
]' ху (х) <11 | у у(х) <11

х0 = ^ ь------- , Уо =  ~ь------- , (23.12)

IV  М  ¿1 I  V (х) <11
Ъ а

п 1да у=[(х )—эгри чизиц тепгламаси, с И = У  1 +  у"1 с1х— ёй эле- 
;нти, у(х) — эгри чизицнинг зичлиги.

Агар зичлик функцияси у ( х ) = у  узгармас сон булса, (23.12) 
[юдалар куйидагича булади:

ь ь
\ х <11 \ у <11

х0 =  ^ — . У о = ° — - (22.13)

I  *1 I *
а а

б ) Э г р и ч и з и ц л и  т р а п е ц и я н и н г  о г и р л и к  м а р к а з и .  
=  / (х) чизич Ох уци ва х =  а, х =  Ь турри чизицлар билан чега- 
ланган эгри чизицли трапеция учун т , /И̂ ., М у ларнинг ифодала- 

гнн (23.7), (23.8) ва (23.9) фэрмулалардан олиб, уларни (23.11) га 
;йиб, эгри чизикли трапециянинг огирлик марказининг координата- 
1ринн хосил циламиз:
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b j b

I у (x) xydx — | 7  (x) у2 dx

------- , i/o =  —г--------* (23.14!
О b

§y{x)-ydx  j  y(x)ydx
a a

бунда у (л) текис шакл зичлиги.
Агар зичлик узгармас микдор булсл, текис шакл бир жннслн в? 

(23.14) формулалар куйидаги куринишда булади:

Ь | ь
J xydx — j  y2dx

У о — — 7----• (23.15ь ’ ь
I ydx С ydx
а а

3. Ишни ^исоблаш. Моддий нукта узгаруачан F куч таъсирид; 
турри чизщ буйлаб харакат килаётган булсин. Ох уцинн нукта ха 
ракатланаётган тугри чизик буйлаб жойлаштирамиз. Нуктлшш 
бошлангич вазиятига х =  а, охирги вазиятига эса х =  b координат.

мос келсин. F куч нуктадан нуцтага узлуксиз узгара борсин, яъш

х координатанинг узлуксиз функцияси булсин: F =  F (.v). [а, b] кес 
мани узунликлари мос равишда ДХ;, Ах2, . . . , Ахп булган п т 

интервалга булайлик. Дар бир цисмий иптервалда ихтиёрий Р1 (.г() 

нуцталарни танлаймиз. Дар бир кисмий интервалда кучни узгарма 

ва у F нинг танланган нуцтадаги цийматига тенг деб, кучнин

i- интервалда бажарган иши ДЛ • учун тацрибий кийматни хосил кн 

ламиз:

ДAi да F (*,•) Дх(-.

Демак, F кучкинг [а, Ь] кесмада бажарган иши

П П

А =  2  А Л' ~  ^  (xi) Axi- 
i=  1 1=1

Ифоданинг у11г томонида F (х) функция учун интеграл йигинди т> 

рибди. ). =  max Дл^.-уО да лнмитга утиб F (х) кучнинг [а, Ь] кес 

мада бажарган ишининг аниц цийматини хосил циламиз:



1-мисол.  Координата укларига нисбатаи у =  У  Я'г— х2, \х\ <  
Я, ярим айлананимг сгатик моментларини топинг.
Ечиш.  у = 1  деб хисоблаб, статик моментларпи (23.4), (23.5) 

формулалар ёрдамида цисоблаймиз:

я я я я

Л4Л.=  \ уй1 =  \ у-У\ Л- у '2 йх, М у=  \ хй1 =  \ х У  14- у '2 йх.
-я —н

X

—я —я

г- булганлиги учун й1 =  \/’ 1 +
Я 2 —  хгI А!2- * 2

11ундай килиб цуйидагини хосил киламиз:

М =  Уя°-— х2■ Шх =  Я [<1х =  Ях
| Я 2 — х2

■ йх=
Рйх 

V ф —х2

- Я

м„=

=  2Я2,
-я

я
С х-Яйх

_ь ]' Д2- * 5
=  - Я У Я 2- ; =  0 .

—я

2-ми со  л. — — х =  0 , у =  0 турри чизицлар билан че- 
а ь

■араланган учбурчакнннг координата уцларига нисбатан статик мо- 
лентларини цисобланг.

Ечиш.  7 =  1 деб статик моментларни (23.8) ва (23.9) формула- 
тар ёрдамида хисоблаймиз:

о о
а  а  а

М у =  ^  хуйх =  ^  х • Ь (1 — — ̂  ¿х =  | (ах — х2) йх =

аЬ2

1 Г

Ь ! ах2 Ь [а3 а 3\ __а2Ь

"а I 2 Т  “  б ’

3- м и с о л. у =  У  Я2 — л:2, | х | <  Я  ярим аплананинг опфлик 
/трказини топинг.

Ечиш.  7 =  1 деб орирлик марказининг координаталарини (23.12) 
формула ёрдамида хисоблаймиз:

я я 
С х/11 [ у<11 

=  --- .

ы
-к —я

>унда й1 =  У\ +  у’2с1х =
РЛх

V Я1—х2
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К,уйидагиларни хисоблаймиз: 

я я

й1=Я Г . =  Яагсзт  —
J у №—х2 я

—я -я -я
= * ( 7 + 7 ) = * " -

я

М ),=  | хй1 =  0 (1- мисолдан),
-я

я

ЛГ( =  ] =  2Я2 (1- мисолдан).
-я

Шундай килиб, ярим айлана орирлик марказининг координаталари:

л 2/?
%о — 0 , У о —

Л

4-ми с о л. 2-мисолдаги учбурчакнинг орирлик марказини топни 
Ечиш.  7 = 1  деб учбурчакнинг орирлик марказини (23.14) фо; 

мула ёрдамида хисоблаймиз:

а | а

| ху<1х —  I уЧх
о ,, 2 о

а

I уйх I уйх.
0 О

Дисоблаймиз:

^уйх=\ Ь (1 - ^ )й х  =  Ь\ х-х£ )
, ! а \ аЬ 

=  ь [ ° - ^ = 2 ‘
О

[ уйх =  5Д булгани учун учбурчакнинг юзини аниц интегралда
\

фойдаланмай туриб хам цисоблаш мумкин эди).

а

/А у=  1 хуйх — —  (2-мисолдан),

о

М  =  — Г уЧх =  —  (2- мисолдан).
2 „I 6

о

Шундай цилиб, 2- мисолдаги учбурчакнинг орирлик марказинпь 
координаталари

а Ъ
*о =  —. У о =  —•

3 3

5-ми с о л. Агар пружина 1Н куч остида 1 см чузилиши мат 
лум булса, уни 4 см чузиш учун канча иш бажариш керак?
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Ечиш.  Гук цонунига кура пружинани хм  га чузувчи куч F =  
=  kx. Пропорциэналлик коэффициент к ни бэрилган шарглардан

топамиз: агар х =  0,01 м булса F =  1 Н, демак, k =  —— =  100 ва
0,01

F =  100 х. У  цолда иш (23.16) фэрмуладан топилади:

0.01 0,04

А =  f 100 xdx =  50-х2 | =  0,08 (Ж).
б о

24-§. Хосмас интеграллар

Аниц интеграл тушунчасини келтириэ чицаришда биз интеграл 
эстидаги функциянинг бэрилган кесмада узлуксизлиги щартидан ке- 
либ чиккан эдик. Шу билан бирга бу шартни цаноатлантирмайдиган 
интегралларни ани.угашнинг зарурлиги билан боглиц масалалар уч- 
райди. Буидай интеграллар хосмас интеграллар деб аталади. Хосмас 
ингегралларнинг иккита турини куриб чицамиз.

1. Чегараси чексиз хосмас интеграллар.
Т а ър и ф .  Ярим [а, +  оо) интер^алда узлуксиз булган функция- 

нннг хосмас интеграла цуйидагича бэлгиланади:

+ оо

f f(x)dx
а

ва ушбу тенглик билан аницланади:

-Т ОО b

| f{x)dx =  lim \f(x)dx. (24.1)
а Ь^+со £

Агар (24.1) формулада унгда турган лимит мавжуд булса, у 
холда хосмас интеграл якичлашувчи дзйилади. Бу лимнг интеграл- 
нинг киймати сифатида кабул килинади.

Агарда курсатилган лимит мавжуд булмаса, хосмас интеграл 
узоклашувчи деб аталади.

Агар интеграл остидаги / (х) функция учун F (х) бошлангич функ
ция маълум булса, у холда хосмас интегралнинг яцинлашувчими ёки 
йукми эканини аниклаш мумкин. Ньютон — Лейбниц фэрмулалари 
эрдамида куйидагига эга буламиз:

+оо Ь Ь

j / (х) dx — lim J / (х) dx =  lim F (x) | = lim  [F (b) —  F (a)] -
¿ ¿ b-++oo a b-*+oo

=  F(+oo) — F(a).

Шундай цилиб, агар л:-»- +  °о да F(x) бошлангич функциянинг 
1имити мавжуд булса (биз уни F(+oo) билан белгиладик), у ^олда 
сосмас интеграл яцинлашувчи, агар бу лимит мавжуд булмаса, у 
^олда хосмас интеграл узоцлашувчи булади.

1-ми с о л. f(x) =  e~kx функция учун

Fix) ----- e~kx
k
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функция бошлангич функция булади.
Ньютон — Лейбниц формуласини куллаймиз:

-{-оо Ь

/ =  Г e~kx dx =  1 im (-- -e~k4  - -- - lim (e~kb — 1).
,1 oo \ k  J k b—*-{-oo
о 0

Агар k > Q  булса, / =  — интеграл якинлашупчи.
k

Агар k <  0 булса, / =  о о  интеграл узоклашурчи.
2-мисол.  Ушбу

+°°

/ = / ^ Г ’ т  =  const 
1

интегралнинг яцинлашувчанлигини текширинг.
Ечиш.  Агар т  =  1 булса, у холда узоклашувчи интегралга зга 

буламиз, чунки
4-00 *-|-ос

dx ,
— =  \пх 
х

I 1

=  1п (+ оо)-In 1 =  оо .

Агар т  ф  1 булса,
-Ь°° .1
Г dx х~т ^ '

J ХШ — /7 1 + 1  

I
га зга буламиз.

т >  1 да 1 — т  С  0 булади ва л:-»- +  оо  да бошлангич функ-
-{-тс
Г dx !

ция нолга интилади, —  = -- - интеграл яцинлашувчи.

*1
m<Z 1 да курсаткич 1 — О ва х-*- +  оо да бошлангич функ-

+ 00
Г* dx

ция чексизликка интилади, яъни —  = о о  интеграл узоклашувчи.

X
Шундай килиб, ушбу

+ оо

1

хосмас интеграл т  >  1 да якинлашузчи, m <  1 да узоклашувчи бу
лади.

Хосмас интеграл (— оо, Ь] ярим чекснз интерсалда хам шупга 
ухшаш аникланади:

? ь
I f (х) dx =  lim ( / (х) dx =  F (b) — F (— oo),

— oo a->— oo ¿

бу ерда F (— oo) F(x) бошлангич функциянинг x->-- oo даги лимптн.
Агар / (x) функция бутун сонлар укида узлуксиз булса, у холда 

умумлашган хосмас интеграл цуйидаги формула билан аникланади:
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-}-(« с “Ь00

| [(х)йх=\ ¡(х)йх +  С Цх)йх, (24.2)
— оо —  ао С

у ерда с — ихтиёрий тайинланган нукта.
Агар (24.2) формулада унг томонда турган иккала интеграл 

кинлашупчи булса, у холда чап томондаги хосмас интеграл хам 
кинлашувчи булади.

3- м и с о л. Ушбу
+ 00 

I т
ёх

нтегралнинг яцинлашувчанлигини текширинг.
Ечиш.  (24.2) формулада с =  0 деб фараз килиб, цуйидагини 

осил киламиз:

+ оо 0 -т-ао

ёх
+

ёх

1 -г -V2 J  1 +  л2
о

Тенгликнинг унг кисмидаги хосмас интеграллар яцинлашувчи 
улади, чунки

ёх

+  х'
- а г ^  х =  aг c tg  0  —  а г ^  (—  о о  ) =  ,

-(-оо

йх

+ х*
=  а г ^  х

+ оо

=  а г ^  ( +  о о )  —  aг c tg  0  =  у .

1унинг учун ушбуга эга буламиз:

-(-оо
ёх __ л . л __

“  2 2 ~ Л'

лтеграл яциилашувчи ва унинг киймати л га тенг.
4-мисол.  Ушбу

00

| ех йх

нтегралнинг яцинлашувчанлигини текширинг. 
Ечиш.  с =  0 да (24.2) формулани куллаймиз:

— оо 0 -¡-оо

| ех йх — | ех йх + [ ех йх.

иро^

3— 2478

[ ек йх =  ех I =  е° — е~°° =  1 
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у|

сю

\ ех dx =  ех

интеграл якинлашувчи;

=  е+°“ —  е° =  о о

173- шакл.

интеграл зса узоклашувчи, шу- 
+00

нинг учун j  ех dx узоклашувчи.
— оо

Аник интегралнинг энг содда 
хоссалари хеч цандай узгаришсиз 
якинлашувчи хосмас интегралга 
утиши ни эслатиб утамиз. Улар- 
га маълум геометрик маъно бе- 
риш мумкин. Масалан, у =  f(x )>  
> 0  булсин ва унинг графиги 
чексиз [а, + оо) асосли эгри 
чизи^ли трапеция билан чегара- 
ланган булсин (172-шакл).

+ оо

Агар [ f (х) dx хосмас инте- 
&

грал якинлашувчи булса, у холда 
ингегралнинг циймати чексиз эгри чизикли трапецияиинг юзига тенг 
булади.

2. Чексиз функцияларнинг хосмас интеграллари.
Т аъриф .  (а,*6] интервалда узлуксиз ва х =  а да аникланмаган 

ёки узилишга эга булган / (х) функциянинг (173-шакл) хосмас 
интеграли цуйидагича белгиланади:

ь

J  / (х) dx
а

ва ушбу тгнглик билан ани^ланади:

Ь ь

f f (х) dx =  lim I* f (x) dx. (24.3)

Агар (24.3) формулада унгда турган лимит мавжуд булса, у 
^олда хосмас интеграл якинлашувчи дейилади.

Агар курсатилган лимит мавжуд булмаса, у ^олда хосмас инте
грал узоклашувчи дейилади.

Агар интеграл остидаги / (х) функция учун F (х) бошлангич функ
ция маълум булса, у холда Ньютон — Лейбниц формуласини цул- 
лаш мумкин:

ь h

I" f{x)dx =  lim F (*)
J  e->0

=  lim [F (b) — F (a + e)] =
a-{- e e-*0

- F(b) — F(a).
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Шундай килиб, агар х —*~а да Р(х) бошлангич функциянинг ли
мита мавжуд булса (биз уни Р (а) билан белгиладик), у холда хос
мас интеграл якинлашувчи, агарда бу лимит мавжуд булмаса, у 
холда хосмас интеграл узоклашувчи булади.

[а, Ь) интеркалда узлуксиз ва х =  Ь да ани^ланмаган ёки II тур 
узилишга эга булган /(.г) функциянинг хосмас интеграли хам шун- 
га ухшаш аникланади:

бу ерда Р(Ь) — Р(х) бошлангич функциянинг х-*-Ь даги лимита.
Агарда ¡(х) функция [а, Ь\ кесманинг бирор-бир х =  с срали^ 

нук,тасида чексиз узилишга эга ёки аниклаимаган булса, у холда 
хосмас интеграл куйидаги формула билан аникланади:

Агар (24.4) формуланинг унг томонида турган интеграллардан 
а^алли бнттаси узоклашувчи булса, у холда’ хосмас интеграл узок
лашувчи булади.

Агар (24.4) нинг унг томонидаги иккала интеграл якинлашувчи 
булса, у ^олда тенгликнш-г чап томонидаги хосмас интеграл хам 
якинлашувчи булади.

5-мисол.  Ушбу

нинг чап охирида ётади. Шунинг учун ^уйидагига эга буламиз:

ь Ь—г

/ (х) с1х =  Пт I / (х) йх =  \\т Р  (л:)
а £-> 0 ¡з е-> 0  а

=  \\т(Р(Ь —  Е) — Р(п)) =  Р(Ь) — Р (а),

ь С Ъ

(24.4)
а а с

4

интегралнинг якинлашувчанлигини текширинг.

Ечиш.  х->0 да } (х) =  со . х =  0 ну^та [0, 4] кесма-

1 ^

и

Интеграл якинлашувчи.
6-ми со  л. Ушбу

о

интегралнинг якинлашувчанлигини текширинг.
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Е ч и ш .  х 1 да /(х) = оо. х =  1 нукта [0, 1] кес-

манинг унг охирнда ётади. Куйидагига эга буламиз:
I —Е

—  * - Пт (— 1п 11 — х |
\ — х е->0'

=  Пт
Е->0

]п —----1п 1
Б

Бирок

Пт 1п —  =  оо.
е-*0 е

Шунинг учун курсатилган интеграл узоклашувчи.
7-мисол.  Ушбу

I
Г йх

— I

интегралнинг яцинлашувчанлигини текширинг.

Ечиш.  х->-0 да / ( х ) =  —— >■ оо. х =  0 нуцта [— 1, 1] кесма-
X2

нинг ичида ётади. (24.4) формулани цуллаймиз:

1 о 1
йх

г2

Унг томондаги иккала хосмас интеграл ^ам узоклашувчи, чунки

Р й х______ 1_

3 дг2 д; 
—1

I
Г йх _______ 1_

3 х* х

=  — оо —  1 =  — оо,

-1

1

=  - 1 + 0 0  =  +  оо.

Демак, курсатилган хосмас интеграл узоклашувчи булади.
8-ми со  л. Ушбу

в

Г йх 

)  13/'ТГЛ  г

интегралнинг якинлашувчанлигини текширинг.

Ечиш.  х->0 да / (х) =  00• х =  0 нукта [— 1, 8 ] кес-
V X2

манинг ичида жойлашган. (24.4) формулани ^уллаймиз:



^нг томондаги иккала интеграл хам якинлашувчи, чунки

о о

-1

= 0 + 3 = 3

8
<1х

=  3 у  х = 6 .

о
8

=  3 + 6 =  9 га эга буламиз, яъни хосмас ин

теграл якинлашувчи.
Якинлашувчи хосмас интеграл маълум геометрик маънога эга. 

Масалан, у =  Ц х )>  0 функция [а, Ь] ярим интервалда узлуксиз ва 
яс-*а да чексиз функция булсин, яъни х =  а  нуцтада вертикал 
асимптотага эга булсин. У  ^олда бу функциянинг графиги, [а, Ь\ 
кесма ва х =  а асимптота билан чегараланган эгри чизи^ли трапе- 
циянинг юзи чексиз булади (173-шакл).

Агар | / (х) (1х хосмас интеграл якинлашувчи булса, унинг цийма-

ги эгри чизицли трапециянинг юзига тенг булади.
3. Так^ослаш теорема лари. Агар функцияларнинг бошлангичлари 

номаълум булса, у холда хссмас интегралларнинг якинлашувчанли- 
ги ха^идаги масалани ^ал цилиш кийин булади. Бундай ^олларда 
эаъзида бошлангични билишни талаб этмайдиган махсус аломатлар- 
цан фойдаланиб, интегралнинг якинлашувчи ёки узоцлашувчи экани- 
ни аницлашга муваффа^ булинади.

куринишдаги хосмас интегралларнинг яь;инлашувчанлик аломатини 
куриб чикамиз.

Т а ^ к о с л а ш  т е о р е м а с и .  Агар / (х) ва ц>(х) фунщиялар 
[а, +оо) интервалда узлуксиз булса ва унда ушбу

ь

а

Ушбу

а

0 < / ( * ) < с р ( * )

шартни цаноатлантирса, у хрлда 
а) агар

а

хосмас интеграл якинлашувчи булса, у %олда

а

хосмас интеграл .\ам якинлашувчи булади;
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б) агар

+J f (х) dx
а

интеграл узоклашувчи булса, у холда

+00
| ф (x)dx
а

интеграл хам узоклашувчи булади.
+00

И с б о т и .  а) | ф (x)dx интеграл якинлашувчи ва Ai га тенг
а

булсин, яъни таърифга кура

+ оо b

Г ф (х) dx =  lim f ф (х) dx =  М.
a b -*-j-ao а

Шартга кура ф (х) ;> 0 булгани учун геометрик ну^таи назардан 
Ь нинг усиши билан

ь
j  ф (x) dx
а

интегралнинг усиши равшан. Лекин лимитга эга булган усувчи 
функция шу лимит билан чегараланади, яъни

ь
f ф (х) dx <  М.
а

13-§ даги тенгсизликларнинг интегралланувчанлиги ^а^идаги 4- 
хоссага кура

f(x)<(p(x).

Шартдан

ь ъ
| f (х) dx <  |’ ф (х) dx <  М
а а

келиб чикишини ёзиш мумкин. Бу интеграл

J f (x)dx< М,
а

яъни чегараланганлигини билдиради. Бироц, агар усувчи функция
ь

чегараланган булса, у холда у лимитга эга булади. [ f (х) dx функ-
а

ция усувчи, чунки / ( * ) >  0 да чегараланган, демак, у лимитга эга. 
+00

Демак, j  f (х) dx интеграл якинлашувчи.
а

+ оо Ь

б) j  f(x)dx функция узоклашувчи булсин. У  холда j  f (х) dx
а а

усувчи функция чексизликка интилади. Бирэ^

358



| ф (х) йх >  _[ / (х) йх
а а

Ь
Зулгани учуя ф (х) йх функция ^ам чексизликка интилади, яъки

а
+ оо

| ф (х) йх
а

интеграл узоклашувчи булади. Теорема тула исботланди. Ушбу

+00
| ¡(х)йх 

—00

(уринишдаги интеграл учун х,ам теорема шунга ухшаш ифодаланади 

Та^ослаш функциялари сифатида купинча курсаткичли е~кх 
функция (1-мисол) ва даражали функциялар (2-мисол) цулланила- 

№.
9-мисол.  Ушбу

+00

| е~*г йх
—оо

|)ункциянинг як;инлашувчанлигини текширинг.
Е ч и ш. х >  1 да

О <  е~х' <  е~х 

+~ ,
генгсизлик уринли, демак, | е йх интеграл якинлашувчи, чунки

1
К00 _ +оо ,
| е х йх интеграл яцинлашувчидир (1-мисол). [ е~х йх интеграл-
1 о
шнг з̂ аи якинлашувчи эканини исботлаш мумкин. е~х функциянинг
куфтлигидап

| е~х*йх 
— 00

функция ^ам якинлашувчи булади. Шундай ^нлиб,

+оо
I  е~х йх

— оо

1нтеграл якинлашувчи булади.
10-мисол.  Ушбу

+оо

йх

Г у '1 +  х - т Г Р + Т 2

[нтегралнинг яцинлашувчанлигини текширинг.
Ечиш.  Барча х >  1 ларда ушбу тенгсизлик уринли:



+Г  Лх „ . ,
I — интеграл якинлашувчи, чунки 2- мисолда т  >  1 да
1 х у

интеграллар якинлашувчи эди. (Бизнинг ^олда т  =  —  >  1.) Де-
6

мак, таккослаш теоремасига кура
+ оо

С <1х

■¡' > Г1 + * ' 1^1 + *2

интеграл якинлашувчи булади.
11 - м и с о л. Ушбу

+ ао ___

Г ^—^— йх
1] 1 +  х 
1

интегралнинг я^инлашувчанлигини текширинг.
Е ч и ш. х >  1 булганда ушбу тенгсизлик уринли:

У ~  > 1”  _  1

1 + X х+ х
+оо

Лекин Г ■ ах • интеграл узоклашувчи (2-мисолда т  =  —  < 1). 
V К  х 2

Таккослаш теоремасига кура

+ ?>__
У  хI 1 Ч~х

йх

интеграл ^ам узоклашувчи булади.
4. Абсолют ва шартли я^инлашувчанлик. Такдослаш теоремаси 

фа^ат номанфий функцияларга тегишли. Ишорасини сацламайдиган 
функцияларнинг хосмас интегралларини излашни баъзида номанфий 
функция булган ^олга олиб келишга имкон берадиган аломатни кел- 
тирамиз.

Агар +°°

| \1(х)\*х
а

интеграл якинлашувчи булса, у ^олда
+оо

[ / {х) йх
а

интеграл ^ам якинлашувчи булади.
Бунда охирги интеграл абсолют якинлашувчи интеграл деб 

аталади.
Агарда

{ !(х)йх
а
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+l \f(x)\dx
а

гштеграл эса узоклашувчи булса, у з̂ олда

+j  f{x)dx
а

-штеграл шартли якинлашувчи интеграл деб аталади.
11-ми с о  л. Ушбу

-fao + ао

Г cos х i С sin X *
---- ах, ---- ах

J 1 + X2 J 1 + X2
о о

штегрялларнинг якинлашувчанлигини текширинг.
Е ч и ш. Интеграл остидаги функциялар ушбу шартларни цаноат- 

пантиради:

■штеграл яцинлашувчи,

1 + *2

1 sin X

\ +  х2 1 +х2
foo

Í
dx 

1 + х2
интеграл якинлашувчи (3- мисол), шунинг учун

+°°

1 +х2
dx

+ 00

• Л
sin X

dx

янтеграллар якинлашувчи булади.
Демак, берилган хосмас интеграллар абсолют якинлашувчи бу- 

гсади.
12-ми с о  л. Ушбу

+ о

Í
sin х

dx

янтегралнинг шартли якинлашувчи эканини исоотлаш мумкин.

У з - у з и н и  т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. Берилган функцияларнинг чегаралари чексиэ хосмас интеграллари деб нимага 
айтилади? Унинг геометрик маъносини айтинг. Якинлашувчи ва узоцлашув- 
чи интегралга мисоллар келтиринг.

2. Чегараланмаган функцияларнинг хосмас интеграллари деб нимага айтилади? 
Унинг геометрик маъносини айтинг. Якинлашувчи ва узоклашувчи интеграл
га мисоллар келтиринг.

3. Хосмас интеграллар учун тац^ослаш теоремасини айтинг аа уни псботланг. 
Мисоллар келтиринг.

I. К,андай хосмас интеграл абсолют якинлашувчи интеграл деб аталади? ^андай 
интеграл шартли якинлашувчи интеграл деб аталади?

5. 2366 —  2417- масалаларни ечинг.
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7-б об

1-§. Бир неча узгарувчининг функцияси ва унинг ани^ланиш
сохаси

Купгина ходисаларни урганишда икки, уч ва ундан куп узга
рувчининг функцияси билан иш куришга т\три келади.

Т а ъ р и ф .  Агар бирор D  тÿплaмнинг хар бир (х, у) хаки^ий 
сонлар жуфтлиги бирор коида билан Е Tÿ^mwarn ягона z хакикий 
сонга мос щ/йилган бÿлca, у холда тупламда икки узгарувчининг 
функцияси аницланган деб аталади.

Бу ерда х ва у эркли узгарувчилар ёки аргументлар, z эса эрк- 
сиз узгарувчи ёки функция деб аталади.

Икки узгарувчининг функцияси куйидаги куринишларда белгила- 
нади:

z =  f{x, у), z =  z(x, у) ва х. к.

D  TÿiLnaM бу функциянинг анщланиих сохаси дейилади. z узга
рувчининг ^ийматлари туплами Е  функциянинг узгарши сохаси (кий- 
матлар туплами) дейилади.

z =  f(x ,y ) функциянинг аргументларнинг тайинланган х =  х0 
ва у =  у0 сон ли ^ийматларида к;абул киладиган z0 хусусий кийма- 
тини топиш учун у цуйидагича ёзилади:

20 =г|*=*. ёки Zq =  f(x0, у0).
I У=У»

Масалан, х =  — 1 ва у =  2 да z =  хъ +  у2 функциянинг ^иймати 
цуйидагига тенг:

z] * *= _ i =  / ( — 1, 2) =  (— 1)2 +  (2)2 =  5.
1у=2

Геометрик нуктаи назардан тугри бурчакли координаталар систе- 
масида ^аки^ий сонларнинг хар бир (х, у) жуфгига х ва у коорди* 
натали текисликнинг ягона Р  ну^таси мос келади; аксинча, текис- 
ликнинг з̂ ар бир Р  (х, у) нук,тасига хакикий сонларнинг ягома (х, у) 
жуфти мос келади. Бу муносабат билан икки ÿ3rapyB4HHHHr функ- 
циясини Р(х, у) нуктанинг функцияси сифатида караш мумкин. 
Шундай к,илиб, z =  f (x, у) урнига z =  f(P) ёзиш мумкин. У холда 
икки ÿ3rapyB4H функциясининг аникланиш сохаси D текисликнинг 
бирор ну^талари 'рилами ёки бутун текислик булади.

БИР НЕЧА УЗГАРУВЧИНИНГ ФУНКЦИЯСИ
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Уч узгарувчининг функциясига хам шунга ухшаш таъриф бериш 
ivm k u h :

Т аъ риф .  Агар бирор D  тупламнинг х;ар бир (х, у , z) ^а^иций 
юнлар учлиги бирор коида билан Е  тупламдаги ягона и ^авдий 
юнга мос куйилган булса, у холда D  тупламда уч. узгарувчининг 
Ьункцияси аникланган деб айтилади.

Бу ерда х, у, z эркли узгарувчилар ёки аргументлар, и эса 
'рксиз узгарувчи ёки функция деб аталади. Уч узгарувчининг функ- 
щяси буидай белгиланади:

и =  / (А'> У< г)> и =  и(х, у, z) ва х. к.

D  туплам бу функциянинг анщланиш соцаси дейилади. и узга- 
»увчининг цийматлари туплами Е  эса функциянинг узгариш сохаси 
'кийматлар туплами) дейилади.

Геометрик нуктаи назардан туяри бурчакли координаталар систе- 
дасида хакикий сонларнинг хар бир (х, у, г) учлигига х, у ва z 
соординатали фазонинг ягона Р  нуктаси мос келади ва аксинча. 
Пунинг учуц уч узгарувчининг фуакциясини Р(х, у, z) нук,танинг 
функцияси сифатида караш мумкин. Шундай килиб, и =  } (х, у , г) 
фнига z = f ( P ) ёзиш мумкин. У  холда уч узгарувчи функцияси- 
шнг аникланиш сохаси фззонинг бирор ну^талари туплами ёки бу- 
гун фазо булади.

Турт узгарузчининг ва умуман п узгарувчининг функциясига х;ам 
лунга ухшаш таъриф бериш мумкин.

п узгарувчи функциясининг аншугани i сохаси п та ^а^к^ий сон- 
танг ( X], х2, . . . , хп ) системасидан тузилган D  туплам булади.

1  та узгарувчининг функцияси ^уйидагича белгиланади:

у =  / (Xi, х2, . . . , хп ) , у =  у {xlt х2, . . . , хп ) ва к.

Туртта ва ундан орти^ узгарувчига боглик; функцияларнинг аник;- 
ланиш сохасини чизмаларда кургазмали намойиш этиш мумкин эмас.

Бирок; геометрия атамаларини давом эттира бориб, п >  4 да п 
узгарувчининг функциясини бирор п улчовли фазо Р  [хъ х2, . . . , xn j 

нуктасининг функцияси сифатида караш мумкин. У  холда y = f ( x lt 
х2, . . . , хп) урннга У =  f (P) ёзиш мумкин.

Бир неча узгарувчининг функцияси турлича усуллар билан бери- 
лиши мумкин. Биз мисолларда унинг аналитик усулда берилишидан 
фойдаланамиз. Бунда функция формула ёрдамида берилади. Бу хол- 
ца функцияларнинг аникланиш сохаси бу формула маънога эга бу- 
ладиган барча нук,талар туплами хисобланади.

1-мисол.  Ушбу

________ 1

— R2 — *2 — у*

функциянинг аникланиш сохасини топинг.

Ечиш.  Функциянинг аникланиш сохаси ----- !-----  ифода
R2 — х2 — у2

аникланган нукталар туплами, яъни R2 — х- —  у- Ф  О ёки х2 + у2 Ф
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Ф  R 2 бэжариладиган ну^талар 
туплами булади. Бу тупламга 
текисликнинг х2 +  у2 =  R 2 айла- 
на нукталаридан ташк;ари хамма 
нукталари тегишли булади (174- 
шакл).

2-мисол.  Ушбу

2 =  In (у2 — 4х + 8)

функциянинг аникланиш сохасиш 
топинг.

Ечиш.  Функциянинг ани̂ - 
ланиш сохаси In (у2 — 4х + 8 

ифода аникланган нукталар туп 
174-шакл. лами, яъни у2 — 4х + 8 > 0 ёк1

у2 >  4 (х — 2) тенгсизлик бажа 
риладиган нукталар туплами булади. Бу тупламга текисликнин] 
у2 =  4 (х — 2) параболада ва унинг ички кисмида ётмаган барча нук; 
талари тегишли булади (175-шакл).

О
ш п  к. KJ л . О ш и у

и =  ]/" R 2 — х2 — у2 — г2

функциянинг аницланиш со^асини топинг.
Ечиш.  Функция

R 2 — х2 —  у2 — z2 >  0 ёки х2 + у2 + z2 <  R2

шартларда аникланган. Функциянинг аникланиш сохаси фазонин 
х2 +  у2 +  г2 =  R 2 сфера ичида (сфера нукталари хам киради) ётга 
нукталари туплами булади (176-шакл).

Икки узгарувчининг z =  / (х, у) функциясининг геометрик тасви 
ри, умуман айтганда, уч улчовли фазодаги сирт булади. Бу сир 
z =  f(x ,y) функциянинг графиги дейилади. I бобда биз баъзи сирт

176- шакл.
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[арни Kÿpn6 утлик. Масалан, г =  ах +  by +  с функциянинг графиги
t» у 2

•екислик булади; z =  —-- (- — функциянинг графиги эллиптик

[араболоид булади. х- + у2 + z2 =  R2 сфера нинг юкори кисми г =  

= ] R 2 — X2 — у2 функциянинг графиги булади ва х. к.

Уч ва ундан орт и к узгарувчининг функциясини геометрик тас- 
шрлаш мумкин эмас.

2- §. Бир неча узгарувчи функциясининг лимити, узлуксизлиги

Функциянинг лимити ва узлуксизлиги тушунчаларини куришдан 
)лдин, берилган нук,танинг ô-атрофи тушунчасини киритамиз.

Т а ъ р и ф. Р0 (л:0, у0) ну^танинг ô- атрофи  деб координаталари 
суйидаги шартни каноатлантирувчи Р(х, у) нукталар тупламига ай- 
■илади:

У  (х — Х0)2 + (у — У о)2 <  Ô ёки цискача р {Р\ Р0) <  б, бу ерда 

) (Р\ Р0) белги билан Р  ва Р0 нукталар орасидаги масофа белги- 
танган.

Шундай цилиб, Р0 нуктанинг б- атрофи бу Р0 марказли ô радиус- 
га доиранинг ичида ётувчи барча Р  нукталардир (177-шакл).

Фазодаги Р 0(х0, у0, z0) нуктанинг б-атрофи хам шунга ÿxuiaui 
гаърифланади. Равшанки, бу радиуси б га тенг ва маркази Р 0 Hyrç- 

тада булган ушбу

Y  (х — Х0)2 +  (y — y)2 +  (z — z0)2 <  ô ёки р (Р- Р0) <  Ô

шартни каноатлантирувчи шарнинг ички нукталари булади.
п улчовли (п >  3 да) фазода Р0 (х10, х20, . . . ,  хп0) нуцтанинг

5-атрофи шунга ухшаш таърифлаиади.
Таъриф.  Агар икки узгарувчининг z =  f (х, у) =  / (Р) функ- 

цияси Р0 нуктанинг бирор атрофида ани^ланган булса (Р 0 нуцта- 
нинг узида аникланмаган булиши мумкин). ва агар ихтиёрий s >  О 
учун шундай б > 0  топилсаки,

р(Р ; Р 0) < б

генгсизликни каноатлантирувчи 
эарча Р(х, у) нукталар учун У

I f(x, у) — А | < е  (ёки 
|/(Я )-Л[<е) 

генгсизлик бажарилса, у ^олда
4 узгармас сон z =  / (х, у) функ
циянинг Р0(хо, у0) ну^тадаги ли
мита дейилади.

Агар А сони z =  f{x, у) =
=  f (Р) функциянинг Р(х, у)-*- —

(*о> У о) Даги лимити бÿлca,
/ холда бундай ёзилади: 177-шакл.
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lim f (P) — А ёки lim f(x, у) =  A,
P- + P  Q X—*Xq

У *Уо

чупки P (x , у) P (x о, y0) булганда x - x0, у y0 булади.
Уч ва ундан ортик; Узгарувчининг функцияси лимитининг таъри- 

фи шунга ÿxmaiu киритилади.
Агар бир неча узгарувчи фуикциясининг лимита нолга тенг бул- 

са, у холда у чексиз кичик деб айтилади.
Бир узгарувчининг функцияси учун лимитлар ^а^идаги барча 

асосий теоремалар (2-боб, 4-§) бир неча узгарувчининг функцияси 
учун ^ам ÿpинлилигичa цолишини айтиб ÿT3MH3.

Т аъ р и ф .  Агар г =  / (х, у) =  / (Р) функция Р0 (х0, у0) нуктада 
з̂ амда унинг атрофида ани^ланган ва

lim f(P) =  f (Р0) ( lim f (x, y) =  f (x0, y0)) (2.1)
P - *P 0 ' x-+x0

У->Уо

бÿлca, яъни функциянинг P0(x0, y0) нуктадаги лимита функциянинг 
шу нуктадаги цийматига тенг булса, у холда бу функция Р0 (х0, у0) 
нуктада узлуксиз дейилади.

Бу таърифга «е — ô» тилидаги куйидаги таъриф тенг кучли. 
Т а ъ р и ф .  Агар z =  f(x, у) функция Р0(х0, у0) нуктада аник,- 

ланган булса ва агар ихтиёрий е >  0 учун шундай ô >  О мавжуд 
бÿлcaки,

р (Р; я , ) < в

шартни каноатлантирувчи барча Р(х, у) нукталар учун

I /(*, y )- f ( x 0, у0) I <  ä (I f ( P ) - f ( P 0)\<z)

тенгсизлик бажарилса, z =  f(x, у) =  f (P) функция P0 (x0, y0) нук
тада узлуксиз дейилади.

Функциянинг нуктадаги узлуксизлигининг биринчи [таърифига 
тенг кучли яна бир таърифини келтирамиз. Бунинг учун (2.1) тенг- 
ликни унга тенг кучли

lim {f(P) — f(P 0)) =  0 (ёки Нт(/ (х, у) — f(x0, г/0)) =  0 ) (2 .2)
P —*P q ' x —+-Xq

У *Уо

тенглик билан алмаштирамиз. Белгилаш киритамиз:

х — х0 =  Ах, у — у0 =  Ау 

f (P )~ f (P 0) = f ( x ,  y )- f ( x 0, У0) =  Аг .

А г ни z =  f (х, у) функциянинг Р0{х0, у0) нуктадаги ту лик орт- 
тирмаси деб атаймиз, у функциянинг Р(х, у) ва Р0(х0, у0) нукта- 
лардаги кийматлари айирмасига тенг. Киритилган белгилашлардан 
фойдаланиб, ^уйидагиларни хосил к,иламиз'

х =  х0 + Ах, у =  у0 +  А у, 

z =  / (х, у), Zq Д z =  / (х0 -|- А х, у0 4" А у),

А г =  f(x0 +  Ах, у0 + Ay) — f(x0, у0).
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Равшанки, Р-*~ Р0 булгакда А л: -> О ва А у ->■ О булади, яъни 
х-*~х0, у —̂  у0. (2 .2) шартдан Д z-> О булиши келиб чщади. Энди 
узлуксизликнинг юкорида айтиб утилган биринчи таърифига тенг 
кучли яна бир таърифини ифодалаш мумкин.

Та ър иф .  Агар z =  f(x, у) =  f(P) функция Р0(х0, у0) нуктада 
Еа унинг атрофида аникланган булса, хамда агар аргументларнинг 
Ал: ва А у чексиз кичик орттирмаларига функциянинг А z чексиз 
кичик тули^ орттирмаси мос келса, яъни

lim А z =  О
Дх->0
Ду-»0

булса, у холда бу функция шу нуктада узлуксиз дейилади.
Узлуксизлик шартлари бажарилмаган ну^талар узилиш нукта- 

лари деб аталади. Икки узгарувчининг функциялари узилиш ну ̂ та
лари бутун чизикни ^осил килиши мумкин.

1-м и со  л. Ушбу

1
z -------

*2 + у2

функциянинг узилиш ну^таларини топинг.
Ечиш.  Функция х =  0 ва у — 0 координатали ну^талардан 

ташкари хамма нукталарда аникланган ва узлуксиздир. О (0 , 0) 
координата боши узилиш ну^таси булади.

2-мисол. Ушбу

1
Z =  -------

х2 — уа

функциянинг узилиш ну^таларини топинг.
Ечиш.  Функция координаталари х2— у2 =  0 тенгламани ^ано- 

атлантирувчи нукталардан ташкари хамма нукталарда аникланган 
ва узлуксиздир. Бу — координата бурчакларининг иккита у = х  ва 
у =  —х биссектрисалари тенгламасидир. У  ёки бу биссектрисага те- 
гишли хар бир нукта функциянинг узилиш ну^таси булади. Шун- 
дай килиб, узилиш нукталари иккита узилиш чизигини >̂ осил ки- 
лади.

Икки узгарувчининг узлуксиз функцияси бир узгарувчининг уз
луксиз функцияси эга булган асосий хоссаларга эга булади.

Бирор тупламнинг х;ар бир ну^тасида узлуксиз булган z =  
=  f(x, у) =  f(P) функция шу тупламда узлуксиз дейилади. Баъзи 
таърифларни келтирамиз.

Т аър иф .  Агар текислик нукталарининг D  тупламидаги ихтиё- 
рий икки ну^тани шу туплам ну^таларидан ташкил топган, узлук
сиз чизиц билан туташтириш мумкин булса, у холда бу D  туплам 
богламли туплам деб аталади.

Масалан, дойра —  богламли туплам, умумий нуцтага эга булма- 
ган иккита дойра эса богламли туплам эмас.

Т аър иф .  Агар Р  нуцтанинг берилган тупламнинг ну (^талари- 
дан ташкил топган б-атрофи мавжуд булса, у ^олда Р  нук,та шу
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тупламнинг ички нуцтаси дейк- 
лади (178-шакл).

Таъриф.  Агар N  ну^танинг 

ихтиёрий 6- атрофида берилган 

тупламга тегишли булган нукта- 

лар хам, бу тупламга тегишли 
булмаган ну^талар ^ам мавжуд 

178-шакл. ■ булса, у ^олда N нукта берилган

тупламнинг чегаравий ну^таси 
деб аталади. Тупламнинг барча чегаравий нуцталари туплами унинг 
Ь чегараси дейилади (178-шаклдаги Ь чизик,).

Т а ъ р и ф .  Фанатички нукталардан ташкил топган D  туп лам 
очщ шкалам деб аталади.

Т а ъ р и ф .  Борламли очик; D  туплам очик соха ёки соха деб 
аталади.

Масалан, учбурчак, дойра ва хоказоларнинг ички ну^талари со
ха булади.

Т а ъ р и ф .  Соха ва унинг чегарасидан ташкил топган нукталар 
туплами ёпик соха деб аталади.

Т а ъ р и ф .  D тупламни уз ичига олувчи дойра мавжуд булса, 
у холда бу туплам чегараланган туплам деб аталади.

Энди ёпи^ чегараланган сохада узлуксиз булган икки узгарувчи- 
нинг функцияси асосий хоссаларини келтирамиз.

Бирор D  ёпик сохада узлуксиз булган f (Р) функция берилган 
булсин. У  холда:

1. f(P) функция бу сохада чегараланган, яъни шундай /г >■ О 
сони мавжудки, D  соханинг барча Р нукталар и учун ушбу тенгсиз- 
лик уринли:

!/(/>)!<*;

2. D  сохада / (Р) функция узининг энг катта киймати М  га ва 
энг кичик ^иймати т  га эришади;

3. D  сохада / (Р) функция энг катта М ва энг кичик т  кий- 
матлари орасидаги барча орали^ цийматларни к;абул ^илади.

Ихтиёрий сондаги эркли узгарувчи функциясининг узлуксизлиги 
ва хоссалари шунга ухшаш таърифланади.

3-§. Функциянинг хусусий ^осилалари

Графигн бирор сирт булган икки узгарувчининг г =  f(x, у) =  f (Р) 
функциясини ^араймиз (179-шакл).

х узгаруьчига Р(х, у) нуктада Ах  орттирма берамиз, у узгарув- 
чини эса узгаришсиз цолдирамиз. Рг (х + А х, у) нуктани ^осил ки- 
ламиз. Р  ва Р 1 нукталарга сиртда М (х, у, г) ва Мг (х +  А х, у, z j  
нукталар мос келади, бу ерда zx =  f (РЦ =  / (х + А х, у), (шаклда 
бу РгMi =  ?! кесма). У  холда

Axz =  f [Рг) — f {Р) ёки Axz =  f(x +  Ax,y) — f(x, у) (3.1) 

айирма z =  / (х, у) =  / (Р) функциянинг Р (х, у) ну^тадаги х узга-
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оувчи буйича хусусий 
орттирмаси деб атала,ги 
’шаклда бу N-iM i =  Axz 

■сесма).

Шунга ухшпш агар 
{юкат у узгарувчига А у 
эрттирма берилиб, л: уз- 
гаришсиз колдирилса, у 
^олда Р 2 (х, у + А у) нук- 
га хосил булади,бу нук- 
гага сиртда М 2 (х, у +
-г А у, г2) мос келади, бу 
;рда z2 =  f(P2)= f (x ,y +
+Ау) (шаклда бу Р2М 2=
=  z2 кесма). У холда

¿ V  =  / (P 2) — / (р ) ёки Ayz =  f{x, у + Ау) — f(x, у) (3.2)

айирма z =  f (х, у) =  f(P )  функциянинг Р (х, у) нуктадаги у узга- 
оувчи буйича хусусий орттирмаси деб аталади (шаклда бу N 2M 2 =  
=  Ау z кесма,).

Ни^оят, иккала х ва у узгарувчи мос равишда Ах  ва А у орт- 
гирма олеин. У  ^олда Р ix, у) нуцта Р3 (х + А х, у +  А у) нуктага 
утади, бу нуктага сиртда М 3 (х -f А х, у 4 - А у, z3) нуцта мос кела- 
ци, бу ерда г3 =  / (Р3) =  f(x + Ах, у + Ау).

Ушбу

А 2 =  / (Р3)— / (Pi) ёки Az =  fix  +  Ах, у +  Ау) —  fix , у) (3.3)

айирмани биз 2- § да учратган эдик, у z =  / (х, у) функциянинг 
Р (х, у) нуцтадаги тулщ орттирмаси деб аталади (шаклда бу 
N3M3 =  А 2 кесма).

(3.1), (3.2) ва (3.3) формулалардан функциянинг тулик орттир
маси, умуман айтганда, бу функциянинг хусусий орттирмалари йи- 
риндисига тенг эмаслиги келиб чицади, яъни

А\гфАхг +  Адг.

z =  fix, у) функциянинг х узгарувчи буйича Axz орттирмасининг 

шу узгарувчининг Ах  орттирмасига нисбатини цараймиз:

Ах г f(x  +  Ax, y) —  f (х, у)

А х  Ах

Таър иф .  Агар нисбатнинг А х — 0 даги лимити мавжуд бул- 
са, у з̂ олда бу лимит z = / ( x ,  у) функциянинг Pix, у) нуктадаги к 
узгарувчи буйича хусусий цосиласи деб аталади ва бундай белги- 
ланади:

Mj

179- шакл.

dz df



Демак, таърифга кура куйндагига эга буламиз:

dz .. Аxz ,. f(x-\-Ax, и) —  fix, у)
—  =  lim - lim -— --- — — м .
дх д.(->о Av дд.-->о Ах

г =  f(x, у) функциянинг Р(х,у) нуцтадаги у узгарувчи буйича 
хусусий хосиласи хам шунга ухшаш таърифланади:

=  lim b L  =  Hm f (x’ У + ~  К*- У) 
ду А у Ai/->o Ау

Таърифдан —  ни топишда у нинг узгаришсиз колиши, —  ни
дх ду

топишда эса л: нинг узгаришсиз колиши келиб чик,ади. Бунинг учун 
хусусий ^осилани топиш бир узгарувчили функция хосиласини то- 
пиш коидаси ва формуласи асосида утказилади, фа^ат бунда хосила 
айнан ^айси узгарувчи буйича топилаётганини ёдда саклащ керак, 

Уч ва ундан ортик узгарувчи функциясининг хусусий хосиласи 
шунга ухшаш таърифланади ва ^исобланади.

1-мисол. Ушбу

2 =  У х 2 +  У2 

функциянинг хусусий хосилаларини топинг.

Ечиш.  у ни узгармас деб ^исоблаб, —  хусусий ^осилани то-
дх

памиз:
dz 1

■2х--
дх 2"1/  х2-\-у2 'У'х2 у2

х  ни узгармас деб ^исоблаб, —  хусусий ^осилани топамиз:
ду

* ------1-----2у----- »—
ду 2"1/ х г+у2 ~\/ х2-\-у2

2-мисол.  Ушбу
и =  хь — у1 +  5 23 

функциянинг хусусий ^осилаларини топинг.

Ечиш.  у ва 2 ларни узгармас деб ^исоблаб, —  хусусий ^оси- 

лани топамиз:

дх
— = 5л:4.

х  ва г ларни узгармас деб хисоблаб, —  хусусий хосилани топамиз:
ду

—  =  — Ау3. 
ду

х ва. у ларни узгармас деб хисоблаб, —  хусусий х.осилани то-
dz

памиз:

дг

ди , г  ?
—  =  15г2.
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г

180- шакл.

Икки узгарувчининг г =  ¡(х, у) функиияси учун унинг хусусий 
^осиласининг геометрик маъносини аниклаш кийин эмас. Бу функ- 
циянинг геометрик тасвири сиртдан иборат эди.

у ни узгармас деб хисоблаб, Охг координата текислигига парал- 
лел мос текислик билан сирт кесишмасида ясси эгри чизик ни 
хосил киламиз. Бу эгри чизикка М  нуктада ТХМ  уринма Ох уки 
билан а  бурчак ^осил килади. Бир узгаРУвчининг функцияси хоси- 
ласининг геометрик маъносига асосан (у— узгармас)

-|£ = ^ а  =  кх
ОХ

(3.4)

га эга буламиз, бу ерда кх МТХ уринманинг Ох ук,ига нисбатан 
бурчак коэффициента (180-шакл).

Шунга ухшаш х ни узгармас деб хисоблаб Оуг координата те
кислигига параллел мос текислик билан сирт кесишмасида ясси эгри 
чизи!  ̂ Ьу ни ^осил ^иламиз. Бу эгри чизикка М  нуцтада ТуМ  
уринма Оу ук;и билан Р бурчак з̂ осил цилади. Шундай цилиб,

ду *

га эга буламиз, бу ерда ку М уТ уринманинг Оу у^ига нисбатан бур
чак коэффициента.

У з - у з и н и  т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. Икки узгарувчининг функцияси, унинг аншутаниш сохаси деб нимага айтила- 
ди? Бу тушунчаларнинг геометрик талкинини беринг.

2. Уч узгарувчининг функцияси, унинг аницланнш сохаси деб нимага айтилади? 
Бу функциянинг аницланиш сохасини геометрик нуктаи назардан цандай Тал
лин к,илиш мумкин?

3. Икки узгарувчи функциясининг нуктадаги лимита деб нимага айтилади?
4. К,ачон икки узгарувчининг функцияси нуктада, сохада узлуксиз дейилади?
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5. Икки узгарувчи функциясининг уэилиш нуцтаси деб нимага айтилади? Мисол 
келгиринг.

6. Бир неча узгарувчи функциясининг хусусий хосиласига таъриф берипг.
7. Икки узгарувчи функцияси хусусий хосиласининг геометрик маъноси ни.мадан 

иборат?
8. 2983 —  3002, 3037 —  3084- масалаларни ечипг.

4-§. Бир неча узгарувчи функциясининг тулиц орттирмаси ва ту-
лиц дифференциали

Соддалик учун икки узгарувчининг z =  f(x, у) =  f(P) функцияси- 
ни караймиз. Ихтиёрий Р(х, у) ну^тани оламиз, х ва у узгарувчи- 
ларга мос равишда Ах ва А у орттирмалар берамиз. Рх(х + Ах, 
У “Ь Ai/) ну^тага эга буламиз. Нук,талар орасидаги масофани р харфи 

билан белгилаймиз (181-шакл). р =  V  {А х)2 + (А у)2 бу лиши равшан. 
г =  f(x, у) функция

формула билан ани^ланадиган А г тули^ орттирмага эга булади.
Таъриф .  Агар z =  Дх, у) функциянинг Р(х, у) нуцтадаги тулик; 

орттирмасини

куринишда ифодалаш мумкин булса, бу функция Р(х, у) нуктада 
дифферещиалланувчи дейилади, бу ерда А, В  Ах ва А у га богли^ 
булмаган сонлар, а(Ах, А у) эса Ах 0, Ау ->■ 0 да чексиз кичик 
функция, ани^рори, а(Ах, А у)Р(х, у) ва Pt(x +  Ах, у +  А у) ну^та- 
лар орасидаги р масофага Караганда говори тартибли чексиз кичик 
мицдордир (182-шакл), яъни

Бу таърифдан агар функция нуктада дифференциалланувчи булса, 
унинг тула дифференциалини иккита цушилувчининг йигиндиси ку- 
ринишида тасвирлаш мумкин экани келиб чи^ади: улардан бири — 
А Ах +  В Ау Ах, Ау га нисбатан чизицли ифоданинг бош булаги, 
иккинчиси Ах ва Ау га нисбатан чизи^ли булмаган ифода, у нолга

Az =  f{x + Ах, у + Ay) — f{x, у)

Az — ЛАх + В Ay + а(Ах, Ay) (4.1)

(4-2)р ->о р

181- шакл. 182-шакл.
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Дл: ва Ау га нисбатан тезрок интилади, яъни юкори тартибли чек- 
сиз кичик микдорднр.

Т аъ риф .  Дифферепциаллапувчан г =  ¡(х, у) функциянинг аргу- 
мектларнинг Ах, Ау орттирмаларига нисбатан чизикли ифодаси бул
га н Дг ту лик орттирмасининг бош булаги бу функциянинг ту лиц 
дифференциали деб аталадн.

Шундай килиб, г =  ¡(х, у) функция Р(х, у) нуктада дифферен- 
циалланувчи булса, у холда униьг с1г тулик дифференциали ушбу

с!г =  А А х  + ВАу (4.3)

формула билан аникланади.

1-м и сол.  Ушбу

г = х -  +  у‘2

функциянинг дифференциалланувчи эканига ишонч хосил килинг. 
Унинг тулик; дифференциал ини хисобланг.

Ечиш.  Функциянинг Р(х, у) нуктадаги тулик орттирмасини то- 
памиз:

Дг =}(х  +  Ах, у + Ау) —  Цх, у) =  (х +  Ах)2 + (у + А у)2 —

— х2 — у2 =  х2 +  2хАх + (Дх)2 +  у2 + 2у Д у +  (Д у)2 — х2 —  у2 =  

=  (2хАх + 2уАу) +  ((Д х)2 +  (Д и)2) .

г]= х2 у2 функциянинг Аг тулик; орттирмаси икки кисмдан 
иборатлигини курамиз: Дл: ва Ау нинг чизикли ифодаси (2х А х +  
-г 2у А у) бош цисм, Ах за А у нинг чизикли булмаган ифодаси 
(Д х)2 +  (Д у)2. а(Д х, А у) =  (Д х)2 +  (А у)2 ни р га буламиз ва бу 

нисбатнинг лимитини р =  V(А  х)2 +  (Д у)2 ->■ 0 да, ва демак, Д.*-»-0 
ва Ду->- 0 да ^исоблаймиз:

а(Ах, Ау) (Ах)г +  (Ау)2 ,. р2 .. _
Ит —— =  Ит -— ' ■ - ■”  =  пт  —  =  Ит р =  0 .
р->0 р р->0 Р р-»0 Р р->0

Бу натижа о.{Ах, Ау) =  (Дх)2 + (Ау)2 катталик р га нисбатан анча 
юкори тартибли чексиз кичик катталик эканини билдиради.

Демак, г =  х2 + у2 функциянинг Аг тулик орттирмаси (4.1) 
формулага буйсунади, шунинг учун бу функция дифференциалла
нувчи ва унинг йг тулик дифференциали 2хАх-г2уАу  га тенг.

Т е о р е м а  (дифференциалланувчанликнинг зарурий шарти). Агар
2 =  /(•*> у) функция Р(х, у) нуктада дифференциалланувчи булса, 
у холда у илу нуктада [Х{х,у) ва ¡'(х, у) хусусий хосилаларга эга 

булади, бунда

А = Г х (х,у), В =  Гу (х,у).

И с б о т и .  г =  ¡(х, у) функция Р(х, у) нуцтада дифференциалла
нувчи булгани учун (4.1) муносабат уринли булади, яъни ихтиёрий 
етарлича кичик Дл: ва Ду ларда

Аг =  А А х +  ВАу-{- а(Д х, А у).
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Хусусан, у Ау =  О ва Дл:=И=0 да хам уринли булади. Бу холда 
Дг ту лик орттирма Ахг хусусий орттирма булиб колади ва (4.1) 
муносабат

куринишни олади. Охирги тенгликнинг иккала кисмини Дл: га була- 
миз ва Ах 0 да лимитга утамиз:

Длг̂.О

Хакикатан хам, Ау =  0 булгани учун р = ] /  (Дл:)2 =  | Д*| була
ди, демак,

чунки 2 =  /(г, у) дифференциалланувчи функция, шунинг учун (4.2) 
шарт бажарилади. Бу натижани (4.4) га ^уйиб

хусусий з^осиланинг мавжуд булишини ^ам шунга ухшаш исботлаш 
мумкин.

(4.1) ва (4.3) формулаларда Л на В катталикларни хусусий хо- 
силаларга алмаштириб, куйидагиларга эга буламиз:

Охирги формула функциянинг тули^ дифференциали билан унинг 
хусусий ^осилалари уртасида богланиш урнатади: функциянинг ту- 
ли!<; дифференциали хусусий ^осилаларнинг мос аргументлар орттир- 
масига купайтмасининг йигиндисига тенг.

Лекин эркли узгарувчиларнинг дифференциаллари уларнинг диф- 
ференциалларига бэвосита тенг, яъни

Ахг =  А А х +  а(Д л:, 0)

а(Дл:, 0) 

Д*
(4.4)

д*->о Ах дл-->о 1Д х | д*->о ±р

Нгп =  А

нуктада

Гх (*. У) =  А

хусусий ^осила мавжуд. Р(х, у) нуктада

/у (х, у) =  В

Аг =  Гх (х, у)Ах + ру (х, у)Ау +  а(Д х, А у), 

Л 2 =  /; (х, у) Ах +  ¡'у (х, у) А у.

(4.5)

(4.6)

Дл: =  йх, Ау =  йу,

шунинг учун (4.6) формула ушбу куринишда ёзилади: 

йг =  /; (х, у) йх + /' (х, у) йу.
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f'xix>y)dx и  f'y(x,y)dy цушилувчилар хусусий дифференциаллар 

деб аталади, улар мос равишда dxz ва dyz билан белгиланади. 

Шундай килиб, ушбуга эга буламиз:

dz =  dxz + dyz,

яъни функаиянинг дифференциали унинг хусусий дифференциаллари 
йигиндисига тенг.

(4.5) ва (4.6) муносабатлардан

Az =  dz +  а(А х, А у)

экани келиб чикади. Бу ерда а  (А л:, А у) р га нисбатан анча юцори 
гартибли чексиз кичик микдордир. Шунинг учун кичик р ларда 
(яъни А х ва А у ларда) бу кушилувчини хисобга олмаслигимиз мум- 
кин, у холда ушбу та^рибий формулага эга буламиз:

A z да dz

;ки

A z& f'x(x,y)Ax +  fy(x ,y)Ay. (4 .8)

Бу формула дифференциалланувчи функциянинг тулик; орттирма- 
:ини унинг тулщ дифференциали билан тахминан алмаштиришга им- 
кон беради. Шунинг учун бу формуладан такрибий хисоблашларда 
$ойдаланилади, чунки дифференциални хисоблаш тулик орттирмани 
хисоблашга нисбатан осонрок,.

Бироц

A z =  f(x + Ах, у + А у) —  f (х, у),

шунинг учун (4.8) такрибий х,исоблаш формуласи тугал маънода 
^уйидаги куринишни олади:

f(x + Ах, у +  А у) — f(x, у) да fx (х, у) Ах + fy (х, у)Ау (4 .9)

ёки

f(x + Ах, у + А у) да f(x, у) +  fx(x, у) Ах + /'(*, у) А у.

5-§, Дифференциалланувчанликнинг етарли шарти

(4.9) формула z — f(x, у) функция Р(х, у) нуктада дифференциал- 
ланувчи, демак, у бу нуцтада хусусий хосилаларга (яъни ту лиц 
¡шфференциалга) эга булиши керак, деб фараз килиниб олинган 
эди. Ленин тескари даъво, умуман айтганда, нотугри, яъни нуц- 
гада хусусий ^осилаларнинг мавжуд булишидан функциянинг диф- 
£еренциалланувчанлиги келиб чикмайди. Куйидаги теоремада биз 
цифференциалланувчанликнинг етарли шартини ифодалаймиз ва исбот- 
лаймиз.

Т е о р е м а  (дифференциалланувчанликнинг етарли шарти). Агар 
z =  ¡{х, у) функция Р(х, у) нуцтанинг бирор 6 атрофида хусусий 
%осилаларга эга булса еа бу цосилалар нуктанинг узида узлуксиз 
булса, у \олда функция илу нуцтада дифференциалланувчи булади.
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Исботи .  х ва у узгарувчиларга мос равишда шундай кичик 
Ах ва Ду орттирмалар берайликки Рг(х + Д х, у + Д у) ну^та Р(х, у] 
нук,танинг курсатилган б-атрофидан чик,иб кетмасин. Функциянинг

А г = Ц х  + Ах, у + А у) —  Цх, у) 

тулик; орттирмасини

Аг =  Ц (х + Ах, у + Ау) —  ¡(х, у + Ду)) +

+  [/(*. У + &У) —  /(*. у)] (5.Г

куринишга алмаштирамиз.
Биринчи квадрат цавсдаги айирмани х узгарувчили ¡(х, у +  Д у] 

функциянинг орттирмаси сифатида караш мумкин, чунки иккинчр 

аргумент узининг у Ау га тенг цийматини сацлайди. Худди шу- 
нингдек, иккинчи квадрат цавсдаги айирмани у узгарувчили ¡(х, у 
функциянинг орттирмаси сифатида цараш мумкин, чунки иккинч} 
аргумент узиникг х га тенг цийматини са^лайди. Теорема шартигг 
кура функция ¡'Х(х, у 4- Д У) ва [у(х, у) хусусий хосилаларга эга 

булгани учун Лагранж теоремасини кулланиб цуйидагини хосил ци- 
ламиз:

¡(х+Ах, у 4- Ау) — Цх, у 4- Ау) =  /; (£, у 4- Ау) А х, (5 $

бунда
л: <   ̂<  л: 4- Длг,

/(*. у +  Ау)— ¡(х, у) =  /' (*, г]) Д у, (5 .з;

бунда
у <  г] <  у 4- Ау.

Теорема шартига кура хусусий хрсилалар Р(х, у) нуктада узлук- 
сиз булгани учун к,уйидагига эга буламиз:

Пт/;(£, у + Ау) =  Гх (х, у), (5.4]
Дх-».0
Ду->0

\\тГу(х,г\) = [ у(х ,у). (5 .5;
Дх->0 
Ау-* О 
(Л—>£/)

Лимитнинг маълум хоссасидан фойдалансак, (5.4) ва (5.5) тенг' 
ликлар куйидагиларга тенг булади:

/; (с, у +  Ау) =  /; (х, у) 4- а г(Ах, Ау),

Гу(х, 11) =  ?у (х, у) + а 2(Ах, Ау),

бу ерда а х(Дх, Ау) ва а 2{Ах, Ау) Дх-> 0 ва Ау-+0 да чексиз иг 
чик функциялар.

/* (?■ У 4- Ау) ва ¡у(х,г|) ифодаларнинг цийматларини (5.2) вг

(5.3) муносабатларга, кейин (5.1) муносабатга цуйиб куйидагини х.О' 
сил киламиз:

Аг =  ¡'х(х, у)Ах + Гу(х, у)Ау +  а(Ах, Ау), (5.6

376



5у ерда а(Д х, Д у) =  а^Д  х, Д у) Ах +  а 2 (Д х, А у) А у. | Д х | <  р па 
|Аг/| < р  булгани учун (буни шаклдан куриш мумкин)

| а( Д х, А у) | =  | а х(Д л-, Д у)А х + а 2 (Д х, А у) А у [ <
<  | а^Дх, Д у) 11 Ах | + | а 2(Дх, Ау) \ | Д у \ ^  р( | ос^Дх, А у) | +

+ | а 2(Дх, Ау) |).

Цемак,

1 а(Ах’ &У) 1 <  | а^Дх, Ау) 1 + | а,(Дх, Ау)\.
Р

5->0  да (ёки Дх->-0, Ду-»-0 да) ос^Дх, Ау) ->■ О, а>(Дх, Ау) О 
эулгани учун

И т а ( ^ 1 =  0 

р->о р
(Д*-*0 \

эулади, яъни а(Дх, Ау) р га нисбатан анча юнрри тартибли чексиз 
шчик микдордир. Шунинг учун (5.6) тенгликнинг унг цисмидаги 
цастлабки икки цушилувчининг йириндиси Дх ва Ау га нисбатан чи
тали ифода булади ва таърифга кура функциянинг Р(х, у) нуцтадаги 
аифференциалини ифодаланди. Шундай цилиб, функциянинг диф- 
}>еренциалланувчанлиги исботланди.

1-мисол. Ушбу

2 =  х2 + у2

функциянинг дифференциалланувчанлигини тжшириб куринг. Унинг 
гулик, дифференциалини ^исобланг.

Ечиш.  Мисолни ечиш учун дифференциалланувчанликнинг етар- 
ли шартининг бажарилиш-бажарилмаслигини текшириш керак. Хусу- 
:ий ^осилаларни ^исоблаймиз:

/;(х, у) =  2х, /у(х, у) =  2у.

Улар бутун Оху текисликда узлуксиз функциялар булади. Шу- 
шнг учун г = х 2 4-У2 функция бу текисликнинг ^ар бир ну^тасида 
Шфференциалланувчи ва йг тулии; дифференциал мавжуд, бунда

¿2 =  2х Дх + 2у Ау
жи

йг =  2 хйх-\- 2у йу.

Биз бу мисолда функциянинг дифференциалланувчанлигини аниц - 
лаш учун исботланган теореманинг му^имлигига ишонч ^осил кил- 
5ИК, чунки хусусий хосилаларнинг узлуксизлигини текшириш содда 
эулгани холда, таъриф ёрдамида функциянинг дифференциалланув- 
танлигини бевосита текшириш (4-§, 1-мисол) анча мураккабдир.

2-мисол.  1,033'001 катталикни тулиц дифференциал ёрдамида 
гацрибан >;исобланг.

Ечиш.  Ушбу

функцияни рраймиз.

/(х, у) =  х*
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х =  1, у =  3 десак, у холда Ах =  0,03; Aí/ =  0,001 булади. 
Р( 1, 3) нук,тада дифференциалланувчанликнинг етарли шарти бажари- 
лиш-бажарилмаслигини текширамиз. Бунинг учун хусусий ^осила- 
ларни ^исоблаймиз:

fx (х, У) =  уху~\ /' (х, у) =  ху\п х.

Р(1,3) нук,тада иккала косила ^ам узлуксиз, демак, f(x, у) =  ху 
функция бу нуктада дифференциалланувчи. Бу функция учун (4.9) 
такрибий формулани куллаймиз:

(х + Ах)у+Ау ш  ху + уху~1 Ах + ху 1п л' А у.

Энди

х =  1, у =  3, Ах =  0,03, А у - 0,001

деймиз. Демак, цуйидагига эга буламиз:

(1,03)3’ОЭ1«  I3 + 3-13-1- 0,03 +  I3 1 п 1-0,001 =  1,09.

Хотима килиб шуни таъкидлаймизки, уч ва ундан ортик, узга- 
рувчи функциясининг дифференциалланувчанлиги хам икки узгарув- 
чи функциясининг дифференциалланувчанлиги каби киритилади. Уч 
ва ундан ортиц узгарувчининг функцияси учун хам шунга ухшаш 
теоремалар уринли.

У з - у з и н  и т е к ш и р и ш  у ч у н с а в о л л а р

1. Кандай икки узгарувчининг функцияси нуктада дифференциалланувчи функ
ция деб аталади?

2. Икки узгарувчи функциясининг дифференциалланувчанлигипинг зарурий шар- 
тини айтинг ва исботланг.

3. Икки узгарувчи функциясининг нуцтадаги тулик дифференциал и га таъриф бе- 
ринг.

4. Функциянинг тулиц дифференциали унинг хусусий хосилалари оркали кандай 
ифодаланади?

5. Икки узгарувчи функциясининг дифференциалланувчанлигипинг етарли шарти- 
ни айтинг ва исботланг.

6. Функциянинг тулиц дифференциали хусусий дифференциаллар оркали ^андай 
ифодаланади?

7. Функциянинг тулиц дифференциали унинг кийматини такрибий хисоблаш учун 
цандай кулланилади?

8. 3101— 3109, 3112 —  3115-масалаларни ечинг.

6- §, Мураккаб функциянинг ^осиласи

Икки узгарувчининг г =  / (и, v) дифференциалланувчи функцияси 
берилган булсин. и, v аргументлар ^ам х эркли узгарувчининг диф
ференциалланувчи функциялари булсин, яъни

и =  и(х) ва и =  v (х).

У  ^олда

2 =  / (и (х), V (х)) =  F (х) 

функция х эркли узгарувчининг м у р а к к а б  ф у н к ц и я с и ,  и ва v
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ргументлар— ор а л и к  у з г а р у в ч и л а р  булади. х узгарувчига 
[хтиёрий Ах орттирма берамиз, у хрлда и на и узгарувчилар мос 
1авишда А и ва А и орттирма олади, г функция уз навбатнда

А г =  / (и +  А«, V +  АО) —  / (и, V)

■улик орттирма олади.

г  =  [ ( и ,  V) функция дифференциалланувчи булгани учун Дг ту -  
шц орттирмани х ва у харфларни мос равишда и на V билан алмаш- 
ириб (4.5) шаклида ёзиш мумкин:

Дг =  — Дм+ — Ди-Ьсе(Аи, Ди), (6.1)
ди ди

1у ерда а  (Ди, Ди) р = ] / (Аи)'2 +  (Ди)2 га нисбатан юцори тартибли 
[ексиз кичик мицдордир, яъни

Пт а(Ац’ Ац> =  0 . (6 .2)
р - о р

6.2) тенгликнинг иккала цисмини Ах га буламиз:

Аг дг А и дг Ди а  (Ди, Ди)

Ах ди Ах ди Ах Ах

¡а Д.г-> 0 да лимитга утамиз:

,. Дг дг ,. Ди . дг ди . а  (Ди, До) /с оч
Игп — =  — 1 и л --- 1—  П т -- Ь Ит —1 1 (6.3)
дх-*о Ах ди д*->о Дд: дv д*-»о дх д^->о Ах

¡у ерда — ва — хусусий хосилалар лимит белгисидан ташцарига 
ди до

тщарилган, чунки улар Ах га бог лиц эмас. и =  и(х) ва у =  и(х) 
)ункциялар дифференциалланувчи, шунинг учун

Аи йи Дв й  /с л\
п т  —  =  —, пт — =  —. (6.4)

дх->о Ах йх Д иО  Ах (1х

а (Д и, Ди) ^  _
—5---- - муносабатнинг лимитини топиш колди. Бунинг учун уни

Ах

;уйидаги курннишда тасвирлаймиз:

а  (Ди, До) _  а  (Ди, Ди) р _ а ( Д и ,  Ду) -|/~(Ам)2 +  (Ди)

Ах р Ах р т Ах

=  а(Ды- Дц)- • т /7 - '1 , + ( - ) 2 (6-5)
р “ \ Ах} \Ах] .

и — и (х) ва г =  V(х) функциялар дифференциалланувчи булгани 
'чун улар узлуксиздир, шунинг учун Дх->-0да Аи->-0 ва Да->-0, 
(емак, Дл:->0 да р-»-0. Бундан Дх->-0 да (6.5) даги биринчи ку-

а  (А и, Аи) п л п - .Г  (А и\2 . /Ду\2
[аитувчи —— :— -->-0 . Ах-*- 0 да иккинчи купаитувчи у  I — I + 1 — ]

Г (йи\2 . /¿у\2 
иълум у  1 — 1 +  (т| сонга интилади.
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Шундай килиб, (6.5) муносабатда Ах 0 да лимитга утиб, куйи- 
дагини хосил киламиз:

а  (Ди, Да) .. a(Au,Av) .. _ /  i Аи ,2 . / Ди 2 
lim —5— !— =  lim —-— 1— • lim Ъ  — +  — =
Дл^о Ах Дх-»о р д*->о '  \Ах; \Ах]

=  Ит . W . d u ' . d v t  =  Q (66)

р->0 р '  \dx] \dx!

Бундан (б.З) нинг унг кисмининг А х - *0 даги лимити мавжуд. Де
мак, чап кисмининг лимити ^ам мавжуд

Н ш— =  — . (6.7)
д.<-»о А * dx

(6.4), (6 .6), (6.7) формулаларни хисобга олиб, (6.3) ни куйидаги 
куринишда ёзиш мумкин:

dz д?. du . dz dv

dx ди]\ dx dv dx
(6 .8)

Бу формулани ихтиёрий сондаги аргументларнинг мураккаб функ- 
цияси х;оли учун хам умумлаштириш мумкин.

1-мисол. Агар и — \пх, u =  sinx булса, z =  u2 + u  мураккаб

функцияиинг хрсиласини топинг. 
dx

Ечиш.  --- ни топиш учун (6 .8) формуладан фойдаланамиз:
dx

dz п 1 . . 2 1п х .
---=  2и----- (- 1 • cos л: = ------- h cos л-.
dx х х

2-мисол.  Агар и = х 3, u =  sin3x, t w = a r c t g —  булса z =
X

_  e u —2v+3w MypaKKag функциянинг ^осиласини топинг.
dx

Ечиш.  z функция учга узгарувчига боглик, (6.8) формула^бу 
з̂ олда цуйидагича булади:

dz __ dz dii dz dv dz dw

dx du dx dv dx dw dx

Бу формуладан ни топишда фойдаланамиз: 
dx

—  =  eu~2v+3w ■ Зх2 +  еи-2и+3ш • (— 2) • cos 3* • 3 +  
dx

+  e“~2v+3w • 3 --- l—  (—  =  eu-2v+3w -(Зх2 — 6 cos 3x —

 ̂ X2

=  e*3-2 sin 3jt+3arctg За:2 — 6 cos 3* -
*2-f 1 / '  1, " " x2 + 1,
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(6 .8) формуланинг икки узгарувчининг функцияси ушбу 2 =  
= !(х, у), бу ерда у =  у(х), куринишга эга булгандаги хусусий хо- 
:ини, яъни

г =  / (х, у (х)) =  Т7 ( а-)

итта х эркли узгарувчининг мураккаб функцияси булган ^олни ца- 
аймиз.

(6 .8) формулага асосан ушбуга эга буламиз:

йг дг йх дг йу

с1х дх йх ду йх ’

екин =  1 булгани учун 
йх

йг __ дг . дг йу д.

йх дх ду йх

Бу функция икки узгарувчи функциясининг хусусий ^осила-
дх

ини ва бир узгарувчи мураккаб функциясининг хрсиласини уз
йх

чига олади. Бу охирги ^осила тулиц косила деб аталади. (6.9)
йх

юрмулани ихтиёрий сондаги аргумент функцияси булган хол учун 
мумлаштириш мумкин.

3-мисол.  Агар у — х3 булса,

г =  1п ( е* + / )

дг йг
|ункциянинг хусусии ва тулиц хосилаларини топинг.

Ечиш.  Аввал хусусий ^осилани топамиз: 
дх
дг__________ 1 х _  е*

дх е* +  еу 6 ех +  е** ’

3.9) формуладан фойдаланиб тулиц ^осилани ^ам топамиз:

— ---—--- 1--- ----- е9 • Зх2 =
йх ех +  е? ех +  $

е '+ З х 2̂  ех + 3х-ех'

ех + еУ ех +  е

Энди 2 иккита эркли х ва у узгарувчининг мураккаб функцияси 
улган анча умумий холни караймиз, яъни г= / ( ы,  и), бу ерда 
л= и (х , у) ва и =  и(х, у).

Шундай килиб,

2 =  / (и {х, у), V (х, у)) =  ^  (х, у).

Х^амма функциялар дифференциалланувчи деб фараз "киламиз. Ху-
дг ~

усии хосилани, масалан,-- ни топиш учун у аргументни узгармас
дх
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деб хисоблаш керак, у зфлда и ва у факат биргина х узгарувчинин 
функциялари булиб колади. Биз юцорида караган холимизга келдик

Бунда фарк факат шундаки (6 .8) формуладаги ва —
<1х йх йх 

дг ди до ~
хосилалар -— -, --  ва --  хусусии хосилалар билан алмашган

дх дх дх

Шундай килиб, уму.мил формула га эга буламиз:

дг __ дг ди дг до 'б 1С

дх ди дх до дх

хусусий ^осила учун хам шунга ухшаш формулани хосил ку 
йу '

лиш мумкин:

дг __ дг ди дг до ^  I I

ду ди ду до ду

Шундай килиб, мураккаб функциянинг хусусий хосиласи бери.' 
ган функциянинг оралик аргументлар буйича хусусий хосилалар 
билан бу аргументларнинг мос номдаги эркли узгарувчилар буйич 
хусусий хосилалари купайтмаси йигиндисига тенг.

Ифодаланган коида ихтиёрий сондаги эркли узгарувчилар фунр 
цияси учун Еа ихтиёрий сондаги оралик узгарувчиларда хам т\тр 
булади.

4- м и с о л. Агар и =  —  , V =  Зх — 2у булса,
У

2 =  И2]П1)

мураккаб функциянинг ва хусусий хосилалапини топинг.
дх ду

Ечиш.  (6.9) ва (6.10) формулалардан фойдаланиб топамиз: 

дг п , 1 . и2 0 2х , /0 п \ I Зле2
---=  2и 1п V----- 1---- 3 =  —  1п (За: — 2 у )+

дх у V у2 у2 (Зх —  2у)

=  2« 1п а (-  (-2 ) =  -  1п (Зх -  2у )-  2x2
ду \ у2 ] V у3 у2 (За: —  2у)

7-§< Тулиц дифференциал шаклининг инвариантлиги

Эркли Узгарувчилар ту лиц дифференциалларини аргументлари ор; 
лиц функциялар булган мураккаб функциялар билан таццоелайми:

Агар г =  /(м, и) булса, бу ерда ы ва в эркли узгарувчилар, 
холда унинг тулиц дифференциали (4.6) формула буйича хисобланг 
ди:

с?2 =  <1и +  (1'0. (7.
ди до

Энди г =  ¡(и, V), бироц и =  и(х, у) ва V =  о(х, у) оралик арг} 
ментлар булсин. Бундан, гх ва у эркли узгарувчиларнинг фуш 
цияси булади. (4.6) формула буйича куйидагига эга буламиз:
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йг =  йх йу.
дх ду

Бу ерда ва ни (6.10) ва (6.11) формулалар буйича ал- 
дх ду

маштирамиз:

^  =  1 ^  . _ ^  + ^ £ _  . Л ^  +  М ! .  . Л + Л  .-^-\йу.
\ ди дх до дх ) \ ди ду до ду )

К^всларни очамиз ва кушилувчиларни цайтадан гуру^лаймиз:

, дг [ ди , , ди . \ . дг ( до , , до , 
йг= —  —  йх + —- йу + —  —  йх +  —  йу 

ди \ дх ду I до \ дх ду

Кавслардаги ифодалар мос равишда йи ва йо тулиц дифференци- 
алларга тенг. Демак, ушбуга эга буламиз:

йг =  — -йи + —  • йи, (7.2)
ди до

йи =  йх + йу, йи =  йх + йу.
дх ду дх ду

(7.1) ва (7.2) формулаларни таццослаш билан цуйидаги мухим 
хулосани чицарамиз: йг т\ лик дифференциал яргументлар эркли уз- 
гарувчи булиши ёки эркли узгарувчиларнинг функциялари булиши- 
дан цатъи назар айни бир шаклни сацлайди. Тулиц дифференциал 
шаклининг бу хоссаси унинг шаклининг инвариантлиги деб аталади. 
У  ни ихтиёрий сондаги узгарувчилар ^оли учун умумлаштириш мум- 
кин.

8-§. Ошкормас функциялар

Икки х ва. у узгарувчини богловчи ушбу

П х ,у ) =  0 (8 .1)

тенгламани цараймиз. Агар х нинг бирор тупламдаги хар бир ций- 
матига х билан бирга (8 .1) тенгламани цаноатлантирувчи ягона у 
циймат мос келса, (8 .1) тенглама бу тупламда у = у  (х) ошкормас 
функцияни аницлайди.

Шундай цилиб, х нинг у ошкормас функцияси х га нисбатан 
ечилмаган тенглама билан аницланади. Ошкормас функциядан фарк- 
ли уларок х га нисбатан ечилган у =  /(х) тенглама билан берилган 
функция ошкор функция деб аталади.

Масалан,

е2у —  х3 —  1 = 0

тенглама барча х > — 1 лар учун х га нисбатан у функцияни ош
кормас аницлайди. У ни у га нисбатан ечиб, цуйидагини х;осил ки- 
ламиз:

У = - \  1п(г* + 1).
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Бу формула бизга у ни х га нисбатан ош- 
кор функция сифатида беради.

Ушбу

х2 + у2 — Я 2 == О

/Л*
тенглама эса иккита функцияни ошкормас 
аниклайди (183- шакл):

183- шакл. у =  + Я 2 — х2 ва у =  — ] Я3 — х2

Бирок ошкормас куринишда берилган ^ар кандай функцияни >;ам 
ошкор куринишда тасвирлаб булавермайди. Масалан, ушбу

тенгламалар билан берилган функцияларни у га нисбатан ечиб бул- 
майди, тугри, улардан биринчисини х га нисбатан ечиш мумкин. 
Шунинг учун

тенглама у га нисбатан л: функцияни ошкормас аниклайди.
Баъзи холларда Р (х, у) =  0 куринишдаги тенглама ошкормас 

функцияни умуман аникламаслиги мумкин. Масалан, ушбу

тенглама хеч цандай х ва у хакикий сонларда бажарилмайди, демак, 
у ^еч цандай функцияни аницламайди.

1. Мавжудлик теоремаси. К,андай шартларда Р(х, у) =  0 тенгла
ма з^ицатан у ни х га нисбатан ошкормас функция сифатида анщ- 
лайди дейиш мумкинлигини курсатамиз. Бу саволга куйидаги теоре
ма жавоб беради, биз уни исботсиз келтирамиз.

О ш к о р м а с  ф у н к ц и я н и н г  м а в ж у д л и г и  ^ а ц и д а г и  

т е оре ма .  Агар Р (х , у) функция %амда унинг (х, у) ва Ру (х,у) 

хусусий хрсилалари Р0 (х0, у0) нуцтанинг бирор атрофида иник- 

ланган ва узлуксиз булиб, /г(х0, у0) =  0, р ' (х0, у0) Ф  0 булса, у 

холда ушбу

тенглама бу атрофда хя нуктани уз ичига олувчи бирор интер- 
валда узлуксиз ва дифференциалланувчи ягона

У =  Ф М

ошкормас функцияни аниклайди, бунда ср (х:)) =  у0.
График нуцтаи назаридан бу Р0(х0, уа) нуцтанинг атрофида 

Р(х, у) =  0 тенглама билан берилган эгри чизик узлуксиз ва диф-

у —  х ---— э т у  =  О,

х — х3у — 1п у =  О

У —  х --- — э т  у =  О

х2 +  У2 + Я 2 =  0

Р (х, у) =  О
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рреицпалланувчи у =  ср(л') функциянинг графигини ифодалашини 
гглатади. Масалан, ушбу

F (х, у) =  х2 +  у2 — R2 =  О

знглама айланани аницлайди.
Айлананинг ихтиёрий Р0 [х0, у0) нуктасида (у0 ф  О) теореманинг 

ирти бажарилади:

F (*о. У о) =  x l+ y 20 — R 2 =  O, Fy (х0, i/o) =  2 у0 Ф  0.

Шунинг учун ушбу

у >  0 да у =  +  у  R 2 — X2 ,

у <  0 да у =  — V R 2 — х2

>ункцин берилган тенгламани каноатлантирунчи ягона узлуксиз функ- 
ия булади. A(R\ 0) ва В (— R\ 0) нуцталарда (у0 =  0) тенглама- 

инг шарти бузилади: F (± R, 0) =  0 хамда х =  R  ва х =  — R  да

ккала узлуксиз у =  + } R 2 —  х2 ва у = — j  R 2 —  хг ечи.млар 

олга айланади. Агар бу нуцталарда

р'х (±  R, 0) =  ±  2R ф  О

улишини эътиборга олсак, у холда, аксинча, х ни у га нисбатан 
гона узлуксиз функция куринишида ифодалаш мумкин:

х >  0 да х =  + Y R 2 —  у2 ,

х < .0  да х =  —  ]/ R 2 —  у2 .

Икки ;узгарувчининг ошкормас функцияси хам шунга ухшаш уч- 
а у'згарувчи микдорларни богловчи

F(x, у, z) =  0

■енглама куринишида аникланади. Юкорида келтирилган мавжудлик 
■еоремаснга ухшаш теорема уринли булади.

Те о ре ма .  Агар F (х, у, z) функция ва унинг F x (х, у, г),

• (х, у, z), Fz (х, у, г) хусусий хосилалари Р0 (ха, у0, z0) нукта- 

шнг бирор атрофида аницланган ва узлуксиз булиб, F (х0, у0, 

'„) =  0, Fz (х0, tj0, z0) Ф  0 булса, у холда F (л:, у, г) =  0 /пеналама 

эо (*о> //о* 20) ну к танине (х0, у0) нуктани уз ичига олувчи бирор 
ипрофда узлуксиз ва диффергнциалланувчи булган ягона z =  
=  Ф (-v> У) о:икормас функцияни ани^лайди, бунда

20 = ф ( * 0- i/o)-

Энди ошкормас функциянинг дифференциалланувчанлик масала- 
:ини цараймнз.

25— 2478 385



F (х, у) =  О

берилган булсин ва бу тенглама у ни бирор у =  ф (х) функция си 
фатида аникласин. F (х, у) функция ошкормас функциянинг мавжуд 
лик теоремаси шартларини каноатлантирсин. Агар тенгламада у ур 
нига ф(л:) функцияни куйсак, у холда ушбу

F(x, (f(x)) =  0

айниятни хосил киламиз.
Демак, х буйича F (х, у) функциядан хосила хам (бу ерда у =  

=  ср (х)) нолга тенг булиши керак. Мураккаб функцияни дифферен 
циаллаш цоидаси ((6.9) формула) буйича дифференциаллаб, цуйида 
гини топамиз:

dF dF dy

2. Ошкормас функциянинг ^осиласи. Ошкормас функция

еки

=  0
дх ду dx

Fx (х, у) -f F (х, у) ■ ух =  0,

бундан

F r (х, у)

ух = ---- • (8 .2;
Fy (X, у)

1-ми с о л. Ушбу

х3 + у3 — 3 аху =  0

тенглама билан берилган ошкормас функциянинг хосиласини топинг, 
Е ч и ш. Мавжудлик теоремасининг шарти

Р (х, у) =  х3 + у3 — 3аху

функция учун бажарилишини текширамиз.
Функция бутун текисликда аницланган ва узлуксиздир. Унинг 

хусусий хосилалари

Рх (х, у) =  Зх2 — Зау =  3 (х5 —  ау),

Ру (х, у) =  3у2 — 3ах =  3 (г/2 — ах)

хам бутун текисликда узлуксиз. Шунинг учун Р (х, у) =  3 (у- —

— ах) ф  0 буладиган нукталарда х га нисбатан у функция (8 .2) 

формула билан ^исобланиладиган ух хосилага эга:

х2 —  ау

Энди учта узгарувчини боглайдиган

Е (х, у, г) =  0 
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енгламани караймиз. Унинг учун ошкормас функциянинг мавжуд- 
ик теоремаси шартлари бажарилади ва у г ни бирор г =  ср (х, у) 
дикция сифатида аниклайди деб фараз килайлик.

Биринчи ^олда (8.2) формулани келтириб чикаришда кандай йул 
утган булсак, шундай йул тутамиз. Тенгламада z нинг урнига 
>(х, у) функцияни цуямиз ва цуйидаги айниятни хосил циламиз:

F(x, у, <р(х, у)) =  0 .

Демак, F(x, у, z) функциядан х ва у буйича хусусий хрсилалар 
.ам (бунда z =  ср (х, у)) нолга тенг булиши керак. Дифференциал- 
аб топамиз:

dF +  _dF_ _ _dz_ =  0  J F _  _dF_ _ _дг_ _  Q 

дх ' дг дх ду дг ду

КИ

Fx (х- У> г) т  Fг (х, у, г) ■ гх =  0,

Fy (х, у, z) + F (х, у, г) ■ гу =  0,

>ундан

Fx (X, у, г) , F (х, у, г) 
zr — ----;------- , г., = ----т------  . (8.3)

Fz {х, у , г) у Fz (х, у, г)

2-мн со  л. Ушбу

е —  хуг =  0

'енглама билан берилган ошкормас функциянинг хусусий ^осилала- 
зини топинг.

Ечиш.  F (х, у , z) =  ег — хуг функция хамма ерда аницланган ва 
/злукснздир. Унинг хусусий ^осилалари

Fx (х, у, г) =  — yz,

Fy (х, у, z) =  — xz,

F z (х , у, г) =  ег —  ху

камма ерда узлуксиз функциялар булади. Шунинг учун Fг (х, у, г) =  

=  t — ху Ф  0 буладиган нукталарда г функция (8.3) формула би- 

пан хисобланиладиган гк ва гу хусусий хосилаларга эга булади:

■yz _  yz
z„ =

г

е — ху е — ху

—  xz xz

у ег —  ху ег —  ху

Ихтиёрнй сондаги узгарувчиларнинг ошкормас функцияси шунга 
ухшаш аникланади ва уларнинг хусусий ^осилалари топилади.
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1. г =  f (и, с’) мураккаб фупкциянинг, бу ерда и =  и (*) ва v =  v (х), хоси
dx

ласини топиш учун формула келтириб чикаринг.

2. г =  /■(*, у) мураккаб функцияпинг, бу ерда у = у ( х ) ,  ---  тула >;осила
dx

пи хисоблаш учун формула ёзинг.

3. 2 =  / (и, v) мураккаб ф\нкцияпипг, 6v ерда и =  и (х) ва v =  v (х), ——  , —
дх ду

хусусий .^осилаларнн топиш учун формула келтириб чикаринг.
4. Икки узгарувчипипг функцияси тулнц дифференциали шаклининг инвариант 

лик хоссаси нимадан иборат? Бу хоссапи бир печа узгарувчининг функцияа 
булган ^ол учун умумлаштиринг.

5. Ошкормас фуикцияиинг мавжудлик теоремасини айтинг.

6. F (х, у) =  0 тепглама билан берилган у =  ф (.v) ошкормас функцияни диффе 
ренциаллаш формуласипи келтириб чикаринг.

7. F (х, у , г) =  О тенглама билан берилган г=ц>{х, у) ошкормас функцияпинг 
хусусий >;осилалари формулалариии келтириб чикаринг.

8. 3124 —  3136, 3145 —  3155, 3161— 31 64-масалаларни ечинг.

9-§. Сиртга уринма текислик

Фазода бирор- бир сиртпи ифодалаши мумкин булган икки узга
рувчининг

г = / ( * .  У)

функциясини карайлик.
Т а ъ р и ф .  Сиртга М 0(х0; //0; г0) пуцтада уринма текислик деб 

сиртда ётган чизикларга уринма булган барча тугри чизицлар жой- 
лашган текисликка айтилади. М 0(х0; у0\ г0) нукта уриниш нуцтаси 
дейилади.

Т аъ р и ф .  Уриниш нуцтасида уринма текисликка перпендикуляр 
булган т\три чизиц шу нуктада сиртга утказилган нормал деб ага- 
лади.

Уринма текислик ва нормалнинг тенгламасини тузиш.
1. Уринма текисликнинг тенглама.ини келтириб чицариш учун 

бундай иш тутамиз.
г =  f(x, у) функцияни ифодаловчи сиртиинг у =  у0 Еа х =  х0 те- 

кисликлар билан кесимини караймиз. Берилган сиртда ^осил булган 
Lx ва L ясси чизикларга М а (х0; у0; г0) нуктада M QTx ва М 0Ту урин- 

малар утказамиз. Бу икки турри чизик; /И0 (х0\ у0\ г0) нуцтадап утув- 
чи бирор текисликни аницлайди. Бу текисликнинг тенгламасини цуйи- 
даги шаклда ёзамиз:

2 — z0 =  A(x — х0) +  В (у  —  г/0). (9.1)

Л ва В коэффициентларни текислик уз ичига М0ТХ ва М 0Т 

уринмаларни олиши шартидан топамиз (184-шакл).
Х,ацикатан хам, М0ТХ уринма Oxz' координата текислигига па- 

раллел у =  у0 текисликда ётгани учун (бунда Ох уада нисбатан

У з - у з и н и  т е к ш и р и ш  у ч у н с а в о л л а р
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184- шакл.

-пнчг kK бурчак коэффициент!! kx =  fx (лг0, у0) га тенг ((3.4) форму- 

iara царанг) бу уринманипг тенгламаси

(9.2)

»улади. М0Т уринманинг тенгламасини шунга ухшаш топамиз:

[умки уннпг Оу у к; к а нисбатан k коэффициента k =  / (х0, у0) га 

■енг ((3.5) формулага каранг).
Иккала М0ТХ ва М0Ту турри чизик, (9.1) текисликда ётади, шу- 

шнг учун бу тутри чизик; нукталаринннг координаталари текислик 
генгламасини цаноатлантириши керак. (9.1) тенгламага z — z0 ва 
у =  у0 нинг (9.2) текгламадаги кийматларини куйиб, кейин z — z0 
за X =  х0 пинг (9.3) тенгламадаги кийматларини куйиб А во В учун 
^ийматлар ^осил циламиз:

(9.1) тенгламада А иа В коэффициентларни топилган кийматла- 
эига алмаштирамиз:

2 —  zo — f'y (хо< i/o) (У i/o) > (9.3)

A =  fx (x0, y 0), В  =  f ’y (x0, у0).

2 — г0 =  /' (х0, i/o) (х — х0) -f /' (х0> г/0) (у — г/0) (9.4)

í x (-V i/o) (X —  х0) -г fy (х0, i/o) (У —  У о) —  (г —  г0) =  0 .

389



Шундаи килнб, М 0(х0; у0; г„) нуцтадан утупчи ва иккита М 0Т 
ва М0ТУ уринмани уз ичига олувчн текисликнинг тенгламасини хо 
сил килдик.

Энди М о (лг0; Уд, г0) нуцтадан утувчи ва

2 =?(Х , У)

сиртга тегишли булган ихтиёрий Ь чизицца шу нуктада уринма ха?
(9.4) текисликка тегишли булшшни курсатамиз.

2. чизиц

х =  х(1), у =  у((), г =  г (О

параметрик тенгламалар билан берилган булсин.
Чизик бутунлай снртда ётгани учуй цуйидагига эга буламиз:

г(() =  Пх(1), у

Бу тенгликни мураккаб функцияни дифференциаллаш кондас: 
(6-§) буйича дифференциаллаб, куйидагига эга буламиз:

г (0 =  /* (*. У) ■* (0 +  {у {х, У) • ¡/'(О

ёки

/' (х, у) х (0  +  ¡'у (х, у) • у Но)— г (0 = 0 .

-М0(д-0, у0, г0) нукта /0 параметрнинг кийматига мос келсин.
У холда охирги тенгликни бундай ёзиш мумкин:

!х (х0, У о) х (/0) +  {у (*о, У о) У ((о) — г (¿о) =  0- (9 -5

Бу ерда ¡х (х0, у0), ¡у (х0, у0), (— 1) (9.4) текисликнинг нормал век 

тор проекцияси булади:

п =  { / ’ К- Уо) /у (*о. У о) - — 1 } •

х ((о)- У (¿о)» г (А>) лаР эса ^ 0  нуктада £  чизикка уринманинг йуиал 
тирувчи вектори проекцияси булади (5-боб, 5-§ га каранг):

5 =  {х  (/о), у (/о), г' (/о)}.

(9.5) тенглик бу векторнинг скаляр купайтмаси нолга тенг булиши 
ни курсатади

п ■ 5 = 0 .

Демак, бу векторлар перпендикуляр экан. Б у, УИ0 иуцтадан утуЕ 
чи ва берилган сиртда ётувчи чизицларга барча уринма тугри чизик 
лар (9.4) текисликка тегишли эканини англатади. Бу зса (9.4) тенг 
лама сиртга Л40 (х0; г/0; г0) нуцтада утказилган уринма текисликнии 
тенгламаси эканини англатади.

Агар сирт тенгламаси г га нисбатан ечилмаган умумий куриниц 
даги

Р (х, у, г) =  О
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генглама билан берилган булса, у з̂ олда F (х, у , z) функция М 0(х0; 
/0; г0) нуцтанинг атрофида ошкормас функциянинг мавжудлик теоре- 
ласи шартларини каноатлантиради ва F (х, у, z) =  0 тенглама г ни 
с ва у нинг функцияси сифатида аниклайди, яъни z =  f(x, у), бунда 
'о =  Д*о> Уо) Деб фараз килиб, (8.3) формула буйича (х0; у0) нукта- 
1аги хусусий хосилаларни топамиз:

t ' , „ч F х ( хо ■ Уо • го)
! х (х0, у о) =  —

(-«о • </о • 2о )

/' {х и ) =  — Fy (Х°' У°' ̂/у ' О* V  , ■
f z (х0* Уо<го)

Хусусий ^осилаларнинг бу кийматларини уринма текисликнинг
9.4) тенгламасига куйиб, куйидагини хосил циламиз:

F' x №  Fу (/И0)
----;----- (х — х0) ----f---  (у — i/o) — (2 2о) =  0-

(Afo) f , (Mo)

)шкормас функциянинг мавжудлик теоремаси шартига кура/г'(М0) =

= Fz (х0, у0, z0) ф  0 булгани учун охирги тенгламани цуйидагича

,айта ёзиш мумкин:[

Fx (M J {x - x 0) + F ’y (М0) ( y - y 0) + F ’ (MQ) ( z - z 0) =  0. (9.6)

Сирт умумий куринишдаги тенгламалар билан берилган холда 
гринма текисликнинг тенгламаси шундай куринишни олади. (9.6) 
'ринма текисликнинг тенгламаси факат F'z (М0) Ф  0 булганда маъ- 

юга эга булади. Бу, уринма текислик Ох i/кига параллел эканини 
нглатади.

2. Сиртга утказилган нормал чизикнинг тенгламасини келтириб 
ицариш учун аналитик геометриядан текислик (уринма текислик) ва 
угри чизик (нормал) нинг перпендикулярлиги шартини эслаш етар- 
!и: текисликнинг нормал вектори ва тугри чизикнинг йуналтирувчи 
ектори мос проекцияларининг пропорционаллиги (яъни бу вектор- 
:арнинг коллинеарлиги).

Агар сирт

z = f ( x ,  У)

енглама билан берилган булса, у холда п =  \f'x (х0, у0), f'y (х0, у0),

- 11 — уринма текисликнинг М0 (х0\ у0; z0) нуцтадаги нормал векго- 
и (9.4) дан келиб чикади. М 0 (х0\ у0\ z0) уриниш нуктасидаги нор-

[алнинг s йуналтируг.чи вектори сифатида п векторни олиш мумкин,

унки улар коллинеардир. s =  п.
Шундай цилиб, сиртга М 0 (х0; г/0; z0) нуктада нормалнинг тенгла- 

:аси ушбу куринишга эга булади:

(9.7)у  — У о

t'x (*<>■ Уо) f'y (х0’ Уо) — 1
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тенглама билан берилган булса, у холда (9.6) дан уринма текислик- 
нинг нормал вектори

"  =  { ^  (лу . Р'у ( Ч ) ,  ^ ( л у ;

булиши келиб чикади. Лекин сиртга М 0 (х0; у0\ г0) нуктада нормал- 
пинг йуналтирувчи вектори хам худди шундай булади:

Т =  \гх (М0), Р'у(м0), г г(м 0)¡.

Демак, шу нормалнинг бу холдаги тенгламаси куйидаги кури- 
нишга эга булади:

х -*-0 _ У //о _ г го (9 8)
К (М 0) РуОЩ) /%(.И0)

1- м и с о л. Ушбу

г =  ех*

сиртга М 0 (0; 1; 1) нуцтада уринма текислик га нормалнинг тепгла- 
масини тузинг.

Ечиш.  Бундай белгилаймиз: / (х, у) =  е ° ’. Хусусий ^осилаларни 
^исоблаймиз:

Гх (х, У) =  еху-у, \’у =  еху-х.

хо =  0- Уо =  го =  1 булгани учун хусусий ^осилаларнинг берилган 
нуктадаги цийматларини хосил киламиз:

Г А 0. 1) = 1. / ; ( 0 ,1) =  0 .

Уларни (9.4) га цуйиб уринма текисликнинг тенгламасини хосил 
киламиз:

1 (х — 0) + 0 (у — 1) — (г — 1) =  О

ёки
х —  г +  1 =  0 .

Уринма текислик Оу укига параллел.
Хусусий ^осилаларнинг кийматларини (9.7) га цуйиб, нормалнинг 

тенгламасини цосил циламиз:

х __ у —  1 __ г —  1

Т  — —о 1

Бу генгламадан куринадики, нормал Оу укига перпендикуляр 
экан.

2-мисол.  Ушбу

х2 +  у2 +  г2 =  Я 2 

сферага М0 (х0, г/0; г0), (х20 +  у2 + г20 =  Я 2) нуктада уринма текислик 

ва нормалнинг тенгламасини тузинг.

А гарда сирт

Т7 (х, у, г) =  О
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Е ч п ш. Бундай белгилаймиз: .Р (х, у, г) — х1 +  у- + г2 —  # 2. 
М 0 (ха'< У0' г0) ну кт а да г и хусусий хосилаларни топамиз:

Гх (М0) =  2х0, Гу (М0) =  2у0, Б ’ (М0) =  2г0.

Бу кийматларни (9.6) ва (9.8) га куямиз. Сферага М 0 нуктада 
уринма текисликнинг

2х0 (х — х0) + 2у0 (у — у0) + 2г0 (г — г0) =  О,

ёки

+  УУо + 22о =  Ао + У2о+ г1

ёки

х0х + у0у + гйг =  Я2 

тенгламасини ва сферага шу нуктада нормалнинг 

х — х0 У — Уо =  г — г„

2х0 2 у 0 2г0

ёки

х —  х0 _  у —  Уо _ г —  г0
--  -- 9

Хд Уп 2д

ёки

х __ у ____

х о Уо го

тенгламасини хосил киламиз. Бундан шунингдек, берилган сферага 
нормал координата бошидан утиши, яъни нормал сферанинг радиуси 
булиши келиб чикади.

10-§. Икки узгарувчи функцияси тулиц дифференциалининг 
геометрик маъноси

Фазода бирор-бир сиртни ифодаловчи

2 =  / (х, у)

функцияни карайлик. Бу сиртда М 0 (х0; уп\ г0) нуктани оламиз. Ту- 
лик дифференциалнинг Р0 у0) нуцтадаги

=  /'х (х0, у0) Ах + Гу (х0, у 0) А у

ифодасини уринма текисликнинг М 0 (х0\ у0\ г0) нуцтадаги

г — 20 =  /; (-V у0) (х — х0) +  Гу (х0, у0) (у — у0)

тенгламаси билан таккослаймиз.
л: — л'0 =  Д х, у — у0 =  Д у булгани учун уринманинг тенгламаси

2 2о =  ? х (^о* А х /у (хо ’ У А У

курннишми олади.
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Бу тенгламанинг 
унг кисми dz тулик 
дифференциалнинг унг 
кисмига тенг. Демак, 
бу ифодаларнинг чап 
кисмлари з̂ ам тенг, 
яъни

dz =  z — г0.

Бу ерда z0 М 0 (х0; 

У о- 2о) уриниш нуктаси 
аппликатаси, z— урин- 
ма текислик ихтиёрий 
нуцтасининг апплика
таси, z — z0 — уринма 
текислик уриниш нук,- 
таси аппликаталари- 
нинг оргтирмалари. 

Шундай килиб, z =  / (х, у) функциянинг Р0 (х0, у0) нуктадаги dz 
тулиц дифференциали z =  /' (х, у) сиртга унинг М 0 (х0\ уп\ z0) нукта- 
сида утказилган уринма текисликнинг уриниш нуцтаси аппликаталари- 
нинг орттирмаларини тасвирлайди. Ту'лик, дифференциалнинг геомет
рик маъноси мана шундан иборат (185-шакл).

х0Ах  орттирма, у0 Ау орттирма олганда z0= /  (.г0, у0) функция MN  
кесма билан ифодаланувчи Д z орттирма олиши, dz дифференциал — 
NT кесма билан — уринма текисликнинг уриниш нуцтасидаги аппли- 
каталар орттирмаси билан ифодаланиши шаклдан куриниб турибди. 
Ту'лик; дифференциал билан функциянинг орттирмаси орасидаги фарц, 
яъни Д z — dz айирма сирт ва уринма текислик орасида жойлашган 
МТ  кесма билан тасвирланган.

Ÿ з- у з и н и т е к ш

1. Сиртга унинг берилган нуктасида
2. Сиртга унинг берилган нуктасида 

лади?
3. г =  / (х, у) сиртга М 0 (хд\ </„; г„) 

тириб чикаринг.
4. г =  f (х, ij) сиртга М 0 (х0; i/0; г0) 

ламасини келтириб чикаринг.
5. F (х, у, г) =  0 сиртга .Vl0 (х0; у0\ 

сини ёзинг.
6. F (х, у,г) =  0 сиртга М0 (х0; у0\ 

тенгла.масини ёзинг.
7. 2 =  / (.V, у) функция тули^ диффз
8. 3410 —  3420-масалаларни ечинг.

и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

уринма текислик деб ничага ачгилаци? 
утказилган нэрмал чизи^ дгб нимага айгн-

ну^тада уринма текислик тенгламасини кел-

ну^гада утказилган нормал чизикнинг тенг-

г0) нуцтада уринма текисликнинг теиглама-

г0) нуцтада утказилган н ормал чизикнинг

рэнциалининг геометрик маъноси кандай?

11-§. Ю^ори тартибли xjCyCHH з^ссилалар

Бирор Р (х, у) нуцтада ва унинг атрэфидэ аник ланган z =  / (х, у) 
функцияни цараймиз. Бу атрофнинг з̂ ар бир нуцтаеида х ва у ;узга- 
рувчилар буйича
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хусусий хосилалар мавжуд деб фараз килайлик. Уларни биринчи 
тартибли хусусий хосилалар (еки биринчи хусусий хосилалар) деб 
атаймиз. Бу хосилалар х ва у эркли узгарувчиларнинг функциялари- 
ни ифодалайди.

Т а ъ р и ф .  Биринчи тартибли хусусий хосилалардан х ва у узга- 
рувчилар буйича олинган хусусий хссилалар, агар улар мавжуд 
булса, иккинчи тартибли хусусий хосилалар (ёки иккинчи хусусий 
хосилалар) деб аталади ва куйидагича белгиланади:

Туртта иккинчи тартибли хусусий хосилаларга эта булдик.

Гху (л’’ У) Еа /¡V (х’ У) хусусий хосилалар аралаш хусусий хоси

лалар деб аталади. /" (х, у) хосила дастлаб х буйича, кейин у буйи

ча дифференциаллаш билан, ¡" (х, у) эса, аксинча, дастлаб у буйи

ча, кейин х буйича дифференциаллаш билан хосил килинади.
1- мисол.  Ушбу

функциянинг иккинчи тартибли хусусий хосилаларини топинг. 
Ечиш.  Бундай белгилаймиз: / (х, у) =  х3 + ху2 — 5ху3 +  уь. 
Аьвал биринчи тартибли хусусий хрсилаларни топамиз:

Гх (х> У) ^осилани х буйича ва у буйича дифференциаллаймиз:

Г (х, у) хссилани х буйича ва у буйича дифференциаллаймиз:

Аралаш хосилалар тенг булиб чикишини таъкидлаймиз. Бу ^ар 
доим хам мумкинми?

Бу саволга дифференциаллаш натижасининг унинг тартибига бог- 
ликмаслиги хацидаги цуйидаги теорема жавоб беради.

Т е о р е м а .  Агар Гху (х, у) ва ¡"ух (х, у) аралаш хосилалар Р  (х; у) 

нуктанинг бирор Ь-атрофида мавжуд ва шу нуцтада узлуксиз 
булса, у холда улар шу нуктада узаро тенг булади, яъни

д_

дх
^2  г хх ~ !XX (Х< У)’ г хг Ах2 (Х' у)'

г'у* =  Гуш (х, у).

г =  х3 + ху2 — Ъху3 + уъ

Гх (х> У) =  Зх2 + У2 — 5у3, Гу (х, у) =  2ху — 1 Ъху2 + 5у4.

Гх* (х> У) =  6*> Гху (х> У) =%У— 15У2.

ГуХ (х> У) =  2г/ — 1 Ъу2, Г'уг (х, у) =  2х — 30ху +  20у3.

{ху (х, у) =  Гух (х , У).
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И с б о т и. Ушбу

А =  [/ (х + Д х, у + Д у) — f (х + Л х, у)] — [/ (х, у -Ь А у) —

— f(x ,y )  1 vl l . l )

ифодани цараймиз, бу ерда Дл: ва Д у лар шундай кичикки,

Рг {х + А х , у + Д у)

нукта Р (х, у) нуцтанинг 6-атрофида ётади. Ёрдамчи биргнна х уз- 
гарувчининг дифференциалланувчи функциясини караймиз:

Ф (х) =  / (х, у + Д у) — / (х, у).

У .^олда (11.1) ифодани [х, х +  А х ] кгсмада ф (.*) функцнянннг 
ортгирмаси сифатида караш мумкин:

Л  =  Д ф  =  ф (л : +  Дл:) —  ф  (х).

Бу айирмага Лагранж теоремасини куллаймиз:

А =  Д ф =  ф' (х) А х =  [/' (х, ty + Д у) — f ’x {х, у)] А х,

бу ерда

x<lx<Zx-\- Ах.

Квадрат кавс ичида турган ифодани биргина у узгарувчининг 

{у, у + А у] кесмада дифференциалланувчи fx {х, у) функциясинннг 
орттирмаси сифатида караш мумкин. Бу айирмага яна бир марта Лаг
ранж теоремасини куллаймиз:

А =  йи (*> У) Ах А у, (11.2)

бу ерда

у <  у <  у + Д у.

Агар энди биргина у узгарувчининг ёрдамчи

У (y ) = f  (х + Ах, у) / (х, у)

функцияси киритилса, у холда (11.1) ифодани бу функциянинг [у, у-\- 
+ Д у] кесмадаги орттирмаси сифатида цараш мумкин:

А =А\р =  \|з (у + А у) —  \|; (у).

Бу айирмага [у, у +  Ау] кесмада :Лагранж теоремасини куллаб, 
куйидагини хосил циламиз:

А =  Д \|з =  г|/ (у) А у =  [fу (х +  А х, у) — f'y (х, у)} А у, 

бу ерда

У < У < У  + А У.

Квадрат кавс ичида турган айирмага яна Лагранж теоремасини 
цуллаб, куйидагини хосил циламиз:

А = f 'yx (х, у) А хА у , (11 Я)
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х <С х С  х + А л;.

(11.2) са (11.3) формулаларни тацкослаб,

fxy (X, У) =  ¡"ух (х, у) (11.4)

тенглпкка эга буламиз. (11.4) тенгликда лимитга утамиз. _

Агар Дх->0, Ау-+0 булса, у ^олда_х-*х, х-+х, чунки л; ва л'

[х, л: + Ал:] кесмага тегишли; у-*-у ва у-*-у, чунки у ва у [у,у+Ау] 
кесмага тегишли. Бунда /" (х, у) ва fyx (х, у) хусусий хосилаларнинг 

Р(х, у) нуцтада узлуксизлигини ^исобга олиб, цуйидагнга эга буламиз:

lim/.vy (х, у) =  \_\mfiy (х, у) = f xy [х, у),
Л x-vO х -*х

Д у-+у

lim l'yX (х, у) =  Ymfyx (х, у) =  fyx (х, у)

Д //—►О х-*х

Д х-+0 у-^у

ёки

fxy с*- у) = / ; ,  (х> у)-

Теорема исбогланди. Куриб турибмизки, хусусий хосилаларнннг 
узлуксизлик шарти му>;им шарт экан.

Агар бу шарт бажарилмаса, у холда теорема уринли булман ко- 
лиши мумкин.

Шундай килиб, икки узгарувчининг функцияси курсатилган шарт- 
ларда аслида, туртта эмас, учта хусусий хосилага эга булади:

f'x* (А'- fxy (Х< У) ’ Гу* (Х’ У)-
Учинчп тартибли хусусий хоснлалар хам шупга ухшаш кирити- 

лади.
Та ър нф .  Иккинчи тартибли хусусий цосилалардан олинган ху

сусий хосилалар учинчи тартибли хусусий ,\осилалар (ёки учипчи 
хусусий хосилалар) деб аталади.

Аралаш хосилаларнинг тенглиги ^ацидаги теорема хам уринли- 
лигича колади. Демак, агар бу теореманинг шарти бажарилса, икки 
узгарувчининг функцияси олтита эмас, туртта аралаш хусусий хоси
лага эга булади

/ ;  (х, у), г:,у (х, у) f"yt (х, у), / '  (х, у).

Икки узгарувчи функциясининг «-тартибли ^осилалари (ёки п- 
хусусий хосилалар) шунга ухшаш таърифланади. Улар учун аралаш 
хосилаларнинг тенглиги .^акидаги исботланган теорема уринлилигича 
колади. Бунда «-тартибли хусусий хосилаларнинг сони (п + 1) га 
тенг булишини текшириб куриш мумкин.

бу ерда
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2-мн с о л. Ушбу

г =  х3 +  ху- — Ъху3 + уь

функциянинг учинчи тартибли хусусий ^осилаларини топинг.
Ечиш.  Бундай бэлгилаймиз: [ (х, у) =  х3 + ху2 —  5ху3 +  у5. 1- 

мисолда иккинчи тартибли хусусий хэсилалар топилган эди:

Гх, (х, у) =  6х; \'ху {х, у) =  2у — 15у2\ (х, у) =  2х— 30ху+20у3.

Учинчи тартибли хусусий ^огилаларни хисоблаймиз:

/*. (х, у) =  6 , ¡"х2у (х, у) =  0, / " ,  (х, у) =  2 —  30у,

&  (х, у) =  60у2 — 30х.'

Ихтиёрий сондаги эркли узгарувчиларга бэ?лиц функциялар учун 
юцори тартибли хусусий хосилалар шунга ухшаш таърифланади. Бу 
ерда хам диффэренциаллаш натижаси дифференциаллаш кетма-кетли- 
гига (тартибига) бор лиц эмаслиги хацидаги теорема уринли булади. 
Масалан, агар и =  / (х, у, г) булса, у ^олда

¡"хуг (*• У' 2) =  Гхгу (*■ У■ 2) =  ¡'¡ху (*• У’ 2) =  Гухг (*• У’ 2) =

=  Гугх (х, У, г) =  г;ух (.к, У, г).

3-м п с о л. Ушбу

и =  ехуг

функциянинг (х, у, г) хусусий ^осиласини топинг.

Ечиш.  Бундай белгилаймиз: / (х, у, г) — егуг. Курсатилган учин- 
чи тартибли ^осилани толиш учун туртта биринчи, иккинчи, учинчи 
тартибли хусусий хосилаларнинг хаммаснпи тзлнш умумап шэрт эмас. 

К,уйидагича иш тутиш етарли:]

/; (х, у, г) =  ехуг-уг,

(х, У, г) =  е(уг-у2г2,

¡"'1у (х, у, г) =  е<уг-ху2г3 +  2уг2ехуг =  ехуг-уг2 (хуг + 2).

Шундай цилиб, курсатилган хусусий ^осилага эга булдик.

12-§. Юкози тартибли тулиц дифферечциаллар

Биз энди функциянинг Р (х, у) нуцтадаги тулиц дифференциали 
(4-§) куйидаги куринишга эга булишини биламиз:

йг =  /; {х, у) йх + ¡'у (х, у) йу.

Уни биринчи тартибли тулщ дифференциал (еки биринчи диф
ференциал) деб атаймиз. У  х ва у эркли узгарувчиларга цамда х ва 
у ларга борлиц булмаган с1х ва йу узгармас кап а лик лар га бор лик.

Т аър иф .  Иккинчи тартибли тцлик дифференциал (еки иккин
чи дифференциал) деб биринчи тартибли тулиц дифференциалдан
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олинган дифференциалга айтилади. Иккинчи тартибли тулиц диффе
ренциал d2z каби белгиланади.

Шундай цилиб, таърифга кура цуйидагига эга буламиз:
d (dz) = d 2z =  d \f'x (x, у) dx +  fy (x , y) dy) =  [f’x (x, y) dx  4-

+  f'y (x, У) d y ]’x dx +  [/; (x, y) dx +  f'y (x, y) d y ]y dy  =

=  (x, y) (dx)2 +  f ’yx (x, y) dydx +  fxy (x, y) dxdy +  /*, (x, y ) (d y )2.

Агар f" (x, у) ва f"xy (x, у) узлуксиз булса, у  холда иккинчи тар
тибли тулиц дифференциал d2z нинг ифодаси цуйидаги куринишга 
эга буладн:

d2z =  (х, у) dx2 +  2fxy (х, у) dxdy +  fyt (х, у) d y2. ( 12. 1)

Бу ерда dx2 =  (dx)2, dy2 =  (dy)2.
Т а ъ р и ф .  Учинчи тар т и б л и  т у л и к  дифференциал (еки учинчи 

дифференциал) деб иккинчи тартибли тулиц дифференциалдан олин
ган дифференциалга айтилади. Учинчи тартибли тулиц дифференциал 
d3z каби белгиланади.

Ушбу
d3z =  Г", (а-, у) dx3 +  3¡'"2у (х, у) dx2dy +  3f'xy, (х, у) dxdy2 +

+  Iу2 (х, у) d y3 ( 12.2)

формуланинг тугри эканини курсатиш мумкин.
Иккинчи га  учинчи тартибли дифференциалларнинг формулалатн 

иккинчи ва учинчи даражали иккихадларнинг ёйилмасини эслатишичи 
таъкидлаймиз:

(а  +  Ь)2 =  а 2 +  2 ab +  Ь\
(а +  b f =  а 3 +  3 сС-b +  ЗаЬ - +  Ь3.

п -т а р т и б л и  тулик. дифференциал (ёки п-дифференциал) шунга у х 
шаш таърифланади ва dnz каби белгиланади. dnz нинг нфодасн п- 
даражали икки^аднинг Ньютон формуласи буйича ёйилмасини эсла- 
тади:

¿nz =  цп)" у) dxn _j_ л/ w ^  (х, у) dxn_1 dy  +
Х х  у

+  . . . +  " ■ •  •<— * +  '> / м _ , , (х. a) cu -> -d y>  +
к\ х  у

+  • ■ • +  1{Пп (Х' У) dtJ n-
у

Шунинг учун dnz нинг ифодасини ёдда сацлаш цулай булиши учун 
уни цуйидаги куринишда ёзиш мумкин:

dnz =  (~-х dx  +  d y j 1 • [  (х, у).

f (х, у) мураккаб функция булганда юцоридаги белгилаш форму
ласи уринли эмас.
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z =  arc tg  —
X

функция учун d2z НИ ТОПИНГ.

Е ч и ш . f  (х, у) =  arctg  — каби белгилаймиз са ( 12. 1) формула-
д;

дан фойдаланамиз. Бунинг учун дастлаб барча иккинчи тартиблн ху- 
сусий ^осилаларни хисоблаймиз. Куйидагига эга буламиз:

/; (х, у) = ----- - f - ,  Г (х, у) =

1-м н е  о л. Ушбу

2 ‘

с  <*. У) -  -
Демак,

(х2 +  у2)2

d2z =  — —  dx- — 2 —------—  d x d y --------— ^—  di/- =
(jc* +  if*)* (*2 + ¿/2)2 (** +  y*)2

2 (xydx2 — (x2 — y 2) dxdy — xydy2).
(x2 +  y2)2

2 - м и с о л .  Ушбу
z =  sin (2x  +  y)

учун d3z ни топинг.
Е ч и ш . Бундай белгилаймиз: / (х, у) =  sin (2х + у ) .  (12.2) фор- 

муладан фойдаланамиз. Бунинг учун дастлаб барча учинчи тартибли 
хусусий хосилаларни топамиз. Ушбуга эга буламиз:

Гх (х, У) =  2cos (2х +  у ) , f'y (х, у) =  cos (2х +  у),
1"хг (х, у) =  — 4sin (2х  - f  у), f'XÍJ (х, I/) =  — 2sin (2х  +  у),
/ ;  (х, у) — — 8соз (2х  +  у), [ у, (х, у) =  — sin (2х +  у),
F'xhj (х, у) =  — 4cos (2х +  у), f'y, (X, у) =  — соз (2х +  у),

fxy, (х, У) =  — 2cos (2х +  у).
Демак,

d3z =  — 8 cos (2х  +  у) dx3 —'3 • 4 cos (2х  +  у) dx-dy  —
— 3 • 2cos (2х  +  у) dxdy2 — cos (2х  +  у) dy3 =

=  — cos (2х +  у) [8dx3 +  12dx2dy  +  6dxdy2 +  d y 3}.

13-§. Бир неча узгарувчининг функцияси учун 
Тейлор формуласи

Бир узгарувчининг функциясини куп^ад ва бирор колди^ ^ад- 
нинг йигиндиси куринишида ифодалаш мумкин экани маълу.м. Иккн 
узгарувчининг функцияси булган холда шунга ухшаш муносабат 
уринли булади.
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Ушбу теоремани исботлаймиз.
Т е о р е м а .  Агар г  =  / [х, у) функция узининг (п  +  I)- т а р т и б -  

гача ((п-\- I)- тар ти б л и си  х ам ) хусусий хосилалари Р 0 (х , у )  нук- 
тан и н г  бирор атроф ида узлуксиз булса ва агар  Р  (х  +  А х, у + Д  у )  
н у ц т а  шу атроф га тегиш ли булса, бу ф ункциянинг Р0 (х , у )  нук- 
т а д а ги  А г  =  / (х +  Д х, у  +  А у )  — / (х, у )  о р тти р м аси н и  куйидаги  
куринишда тасвирлаш  м ум кин :

А г =  / (х  +  Д X, у  -1- Д у) — / (х, у ) =

=  {х, у) +  -^- ¿ 2/ (х , у) +  ~ ^  ¿ 7  (*. у) +

+  . . .  +  -5- ¿ 7  (х, у) +  — йп+х / (х, 7), 
п\ (п -М ) !

бу ерда

х < х < С х  +  А х , у < . у < . у  А у .

И с б о т и .  t эркли узгарувчининг мураккаб функцияси булган

Р  (0 =  / (* +  * А X, у  +  í  д  у)

ёрдамчи функцияни киритамиз, бунда I нинг киймати [0, 1] кесмага 
тегишли, функция эса бу кесмада (п - ¡ - 1)- хосилага эга. Бу функция
ни t узгарувчи буйича (п +  1) марта дифференциаллаймиз. Ушбуга 
эга  буламиз:

Р ' (0  =  /* (х +  1А х, у  +  ¡А у ) - А х  +  Гу { x -{ -tA x , у  +  /Д у) А у  =  

=  ( - ? -  А х  +  Д у )  / (х +  г А х, у  +  / Д у),
\ д х  д у  }

р"  (0 = Г х г (х  +  / Д х, у  +  1А у)-А  х 2 +  2Гху (х +  / д  х, 

у  +  (А у )  А х -А  у  +  Гу, ( х - И Д  х, у +  (А у )  А у 2 =

=  (- ? -  А х  +  Д у)~ [  (х +  t А х, у  -\ -tA y).
\ ох д у  }

Шунга ухшаш цуйидагини топамиз:

Р [п) (0 =  А х  - г  Д у)" } (х +  М  х, у  + 1А у),
\ д х  ду  ]

р (П  +  \) =  д  х  +  д  , 1 I  +  (  д  ^  у  +  1 д

\ дх  д у  !

Маклорен формуласи (З-боб (22.1) формула) нинг биргина / уз- 
гарурчининг функцияси сифатидаги Р  (¿) функцияга келамиз:

р- (() =  р  (0) +  ¿2 +  . . .  +  ^  >(0)- + * (0 - ^ + \
1 ! 2 ! п\ (п +  1 )!

бу ерда 0 < ( < ( .
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Р { Х )= ,  (0) + ¿ т . + + . . . + / % > > + ( 1 3 .,
1! 2! п! ( я + 1)! 4

б у  ерда 0 <  / <  1.
Р  (1), Р  (0), Р (О),/7 (0), . . . Р {п\0), Р ,г!+1,(7) ларни хисоблаймиз 

Р  (1) = /  (х +  А х , у  -г  А у), Р  (0) = /  (х, у),

^ ^  =  Л * +  А  ̂ У̂  =  ^ 

г  ^  = {~к^х + ~к, А^ ) 2  ̂ ^  =  ^

Бу ёйилмада I =  1 деб фараз килиб, ушбуга эга буламиз:

^  ^  =  ("¿к Л *  +  Д У) I (* ' у ) =  ^  (х ’ У) ’

+ ° (0 = (-/- Д х +  -7 - А у ) Л + 1  / (х + гДх, у +  /Дг/) =V 5л- ду !
=  йп+1 / (х  +   ̂Д х, у  + 1 А у),

бу ерда 0 <  1 <  1.
х  --= х  Jг t  А х , у  — у  {А у  белгилаш киритиб, бу цийматларш

(13.1) формулага куйиб, ушбуга эга буламиз:

Р  ( 1 ) - Р  (0) =  / ( х + А х ,  у  +  А у ) - !  (.к, у ) =

=  (х, у) +  ^~ сГ-[ (х, у) +  ¿ 3/ (х, у) +  . . . +  йп / (х, у) +  
2! 3! п!

+ {- ^ ' ‘ г'+ , н 1 ;  й ’
бу ерда

х < л : < д :  +  Д х ,  у < . у < у  +  А у .
Формула исботланди, у  икки узгарувчининг функцияси учунГей  

лор формуласи дейилади. Уни бошцача куринишга келтирамиз. Бу 
нинг учун Р 0 ну^танинг х  ва у  координагаларини 0 индекслар би 
лан белгилаймиз, яъни Р 0 (х0, у 0), у  холда Р  ну^танинг х  +  А х  в: 
у  +  А у  координаталари х0 +  А л: ва у 0 +  А у  булади, яъни Р  (х0 4  
+  А х ,  у 0 +  А у). Уларни бундай белгилаймиз: х =  х 0 +  А х , у  = 
=  у 0 +  А У- Янги белгилашларда Тейлор формуласи бундай ёзилади

/ (х, у ) =  / (х0, у 0) +  (х0, у 0) +  й2 !  (х0, у 0) +  . . . +

+  ¿ 7  (х0, у 0) +  — ¿ п+1!  (х, у) ,  (13.2;
ПI («+ !)!

б у  ерда

х0 < ~ х < х , у 0< у < у .
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п (п+1)!
[фода хрлдщ  хад  деб аталади.

Икки узгарувчининг функцияси учун Тейлор формуласи (13.2) 
>ир узгарувчининг функцияси учун Тейлор формуласи ( 3 - бобдаги 
21.13) формула) ни эслатади. Турри, агар (13.2) формуладаги / (х, у )  
функция дифференциали учун ифодани ёзсак, у  ^олда бир узгаруь- 
шнинг функцияси учун хосил к,илинган форму лага нисбатан анча 
^зундан-узо^ форму лани хосил килам из.

п =  О да (13.2) дан Лагранж (чекли орттирмалар) формуласини 
сосил к,иламиз:

/ (х, У )~ 1  (х0, у 0) =  с1Цх, у)
:ки

/ (х, У) — / (х0, у 0) =/., (х, у) А х  + (у (х, у) А у ,

5у ерда х0 < х < х ,  у 0 < у < у .
М и с о л .  Ушбу

г =  / (х, у) =  х у

{зункцияни учинчи тартибли хаДлэригача (учинчи тартибли ^адларини 
>̂ ам) топиб, Тейлор формуласига кура  ( х — 1) ва ( у — 1) даражалар 
Зуйича ёзинг.

Е ч и ш . Масаланинг шаргига кура х0 =  1 ва у 0 =  1. Функция- 
пинг учинчи тартибгача хусусий хосилаларини, дифференциалларини 
гопамиз:

/ (х, у) =  х у , /' (х, у) =  у х у~\ /' (х, у) =  ху \и х\ 

/ (1, 1) =  1, /; ( 1, 1) =  1, /' ( 1, 1) =  0;
¿ / (1, 1) =  * -  1.

/", (X, у) =  у  {у — 1) ху~2, (ху (х, у) =  х"~1 ('1 +  у  1п х),

/у г (X, у) =  ХУ 1п2 Х\

6 (1. 1) =  0, 4 ( 1, 1) =  1, / ¡ . ( 1, 1) =  0;
¿ 7 ( 1, 1) =  2 (х — \ ) (у  — 1),

6  (А'> У) =У  (У— О (У—2) ху ~3, Сх1у {х, у) = х у~2 (2у— \ + у  {у—  1) 1п х), 

(у[ (х, у) = х у 1пх, /'” 2 (х, у) = х у-1 \пх{2 +  у\п  х),

6 ( 1. 1) =  о / ; '2( 1, 1) =  о, / ; ; ( ! ,  1) =  1, / ; ; ( 1, 1) =  о-, 
¿ 7 ( 1, 1) =  з ( * - 1)20/ - 1).

гг =  3 да  Тейлор формуласи кунидаги куринишга эга:



Дифференциалларнинг топилган кийматларини формулага 1̂ уйган- 
дан кейин цуйидаги ту гал  курипишга эга буламиз:

1. Мкки узгарувчининг функцияси учун п- тартибли хусусий хосиланинг таъри- 
фини беринг.

2 . Мкки узгарувчи функциясининг иккинчи тартибли аралаш хусусий  хосилала- 
рииинг тенглиги ^акидаги теоремани айтииг ва нсботланг.

3 . Куп узгарувчининг функцияси учуй п- тартибли хусусий хосиланинг таърифи- 
пи берппг.

4 . Куп узгарувчинннг функцияси учун  аралаш хусусий  хосилаларнпнг тенглиги 
хаь;идаги теоремани айтииг.

5 . Икки узгарувчи функциясининг иккинчи тартибли т ул и к  дифференциали таъри- 
фини берннг ва уни топиш учун формула келтириб чнкаримг.

6 . 1 1ккп \згарувчи функциясининг учинчи тартибли тулиц дифференциали таърифи- 
пи беринг ва уне; топиш учун формула келтириб чнцаринг.

7.  Икки узгарувчи функциясининг п- тартибли ту'лиц дифференциали таърифини 
беринг ва уни топиш учун  формула келтириб чикаринг.

8 . 1!кки узгарувчининг функцияси учун Тейлор формуласини келтириб чикаринг.
9. 3118 — 319с), 3219  —  3 2 2 9 ,  32 4 9  — 3 2 5 1 - масалаларни ечпнг.

14- §. Бир неча узгарувчи функциясининг экстремумлари

Дастлаб икки узгарувчинннг функциясини цараймаз. Бундай
функциялар учун экстремум ну^таларининг таърифи бир узгарувчи
функциясининг экстремум ну^талари таърифига ухшаш булади.

Т а ъ р и ф .  Агар z =  / (х, у) функциянинг Р 0 (х0, у 0) нуктадаги 
киймати унинг шу нуктанинг бирор атрофига тегишли ихтиёрий 
Р (х , у) нуктадаги кийматидан катта (кичик) булса, Р 0 (х0, у 0) нукта 
максимум (минимум)  н у к т а  дейилади (186-шакл).

ду =  1 -\-(х — 1) +  (х — 1) (у — 1) +  ^ ( * - 1)20/ - 1) - ] -Я з ,

У  з- у  э и н и т е к ш и  р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

21

х

р
р.

186- шакл.
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Максимум ва минимум пукталар экстр ем ум  нукталар дейилади. 
зундай холда г =  / (х , у) функция Р 0 (х0, у 0) нуктада экстремум 
максимум ёки минимум) га эришади, дейилади.

Функциянинг экстремум нуктадаги к,иймати, яъни 20 = / ( х 0, у 0) 
рункциянинг экстр ем ал  ки й м ати  дейилади.

Максимум булган холда Минимум бу'лган холда

f ( P n) > f ( P )  f (P o )< f (P )
ёки ёки

/ (*о. У о) >  f  (*• У) f  (*о- У о) <  / (*. У) ■
Агар тенгсизликнинг чап кисмздагн ифодани унг кисмига утказ- 

:ак, у  холда максимум булган ^олда

Дz =  f(P ) — f (Р0) =  f (х, у) — [ ( х 0, г/0) < О 

•а, минимум булган холда

Az =  i ( P ) - f  (Р0) =  f ( x , y ) - f  (х0, у 0) >  О 
■а эга буламиз.

Шундай килиб, максимум булган холда функциянинг тулиц орт- 
ирмаси манфий (Дг <  0), минимум булган холда эса функциянинг 
ул и к  орттирмаси мусбат (Дг >  0) булади. Тескари даъво хам урин- 
ш.

Ихтиёрий сондаги эркли \:згарувчининг функцияси учун хам 
«стремум тушунчаси шунга ухшаш киритилади.

15- §. Экстремумнинг зарурий шарти

2 =  / (х, у) функциянинг Р 0(х0, у  о) нуктадаги экстремумга эриши- 
иидаги зарурий шартни урганишга утамнз.

Т е о р е м а .  (Экстремумнинг зарурий шарти.) Агар дифферен- 
(iиалланувчи функция z = f ( x ,  у) Р п (хп, у 0) н у к т а д а  экстр ем ум га  
га булса , у  :\олда унинг илу н у к т а д а ги  хусусий хосилалари нолга 
пенг булиши зарур\

L  (А'о> Уо) =  0. f'y (*о. Уо) =  0.
И с б о т  и , z  =  f ( x ,y )  функция Р 0 (х0, у0) нуктада экстремумга 

'ришсин. У холда узгармас у  —■ у 0 да z =  [  (х, у 0) функция биргина 
: узгарувчининг функцияси сифатида х =  х0 да  экстремумга эга бу- 
иди. Маълумки, бир узгарувчи функцияси экстремумининг зарурий 
нартн /(х, у 0) функциянинг х =  х0 даги ^осиласи нолга тенг були- 
цидан иборат ( 4 -боб, 3-§), яъни

/’ (х0, У о) =  0 -

Шунга ухшаш х =  х0 да биргина у  узгарупчига боглик / (х0, у )  
эункция шартга кура у  =  у 0 да экстремумга эга булади. Шунинг 
гчун бир узгарувчи функцияси экстремумининг зарурий шартидан
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келиб чиккан холда г  =  }(х0, у) функциянинг у  =  у 0 даги хосилаа 
нолга тенг булиши керак, яъни

(х а> У о) =  0 .

Шуни исботлаш талаб этилган эди.
г — [ (х, у) сиртга уринма текисликнинг тенгламаси (9.4) кури 

нишга эга:

г  — 20 =  /' (х0, у 0) (х — х 0) +  ( у (х0, у 0) (у — у 0).

Агар Р 0 (х0, у 0) ну^та экстремум нуктаси булса, у  холда

/* (*о. У о) =  0 в а  ¡ ’у (х0, У о) =  0

булади, шунинг учун экстремум нуктаси учун уринма текисли: 
тенгламаси ушбу куринишга эга:

г  — 20 =  0 ва г  =  г0.

Ш ундай килиб, биз цуйидаги н а т и ж а га  эга  булдик : экстре 
мум  н ук тал ар и д а  уринм а текислик Оху координата текислиги 
га  п араллел  булади . Икки узгарувчининг дифференциалланув 
чи функцияси экстр ем ум и  зарурий шартининг геометрик м аъ  
носи мана ш ундан  иборат.

Ф ункция диф ф еренциаллакувчи б ул м а ган  ну^талар  х ам  У3 
л уксиз  функциянинг экстремум  нуцталари  булиши мумки: 
(яъни хусусий хо си лалар дан  ацалли  биттаси м а в ж у д  булмас 
лиги ёки чекси зли кка  тенг бу-лиши м ум кин) эканини исботси 
таъ ки длай м и з .  М а с а л а н ,  ушбу

2 =  У  Л2 -  У2

функция координата бошида миним ум га  э г а  булиши равшаь 
лекин у  бу н уц тад а  дифференциалланувчи эмас. Б у  функция 
нинг графиги — учи координата бошида булган  в а  уци Ог у^  
билан устм а -уст  туш увчи  доиравий конус (1 8 7 -ш а к л ) .

Т а ъ р и ф. Хусусий хосилалар нолга тен г  б улади ган ,  м э е  
ж у д  булм ай диган  ёки чексизликка тенг б улади ган  нуцтала

критик н у^ талар  деб  аталади .
Функциянинг критик ну^таларин 

топиш учун унинг и к кал а  хусусий 
силасини нолга тенглаш  в а  ^осил бул 
ган  икки узгарувчи ли  иккита  тенглг 
ма системасини ечиш керак .  Б ун да  
тацщари, хусусий ^осилалари м а в ж у  
б улмайдиган  нуцталарни топиш ха; 
керак .

1 - м и с о л .  Ушбу

г  =  х3 +  у 3 — З х у  
функциянинг критик нукталарини топин187- шакл.
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Е ч и ш. Бундай белгилаймиз: [ (х, у) =  х 3 +  у 3 — 3 ху . Функция 
амма ерда антутанган. Хусусий хосилаларни топамиз:

/л (*. У) =  Зх2 — 3у , ¡'у (х, у) =  3у 2 — Зх.

У лар  Оху текисликнинг х а м м а  ерида ани^ланган . Ш унинг 
чун критик нуцталарни топишда хусусий х о с и л а л а Рни нолга 
енглаш  етарли. Уш бу тен гл ам ал а р  си стем аси га  э га  була- 
[из:

( Зх2 —  Зу =  0, (У  =  х 2,
[ 3 у 2 — Зх =  0 ёки [ х  =  у 2.

1ккинчи тен гл ам ад ан  у  номаълумни йу^отиш билан системани 
ч ам и з :

Г х =  х4 ( х ( х 3 — I) =  О, Г х х =  0, х2 =  1,
\ у  =  х2 ёки (  и =  х2 ёки \ у  =  х 1.

' нинг мос к,ийматла’ ; /1 =  0, г/2=1 булади .
Иккита критик ну га эга буламиз:

Р 0 (0; 0) ва Л О ;  1).
2-м и с о л. Ушбу

2

2 =  4 — (х2 +  у 2) 3
|)ункциянинг критик нуцталарини топинг.

Е ч и ш. Ф ункция ^ а м м а  ерда аницланган . Бундай  белги- 
[аймиз:

о

(х, у) =  4 — (х2 +  у 2) 3 . Хусусий хосилаларни топамиз:
_  _!_ _  ±. 

/ > • » )  = - у  (*а +  02) \  / > ,  У ) = - у Ч * 2 +  У2) 3 .

х  = 0 ва  у  =  0 д а  и к к а л а  хосила хам  м а в ж у д  эмас .  Б у  критик 
[укта . Бу Р ( 0, 0) н уц тада  функция дифференциалланувчи 
мае.

Ихтиёрий сондаги узгар увчи  функцияси экстремумининг за- 
)урий шарти в а  ш ундай функциялар учун критик н ук т а л а р  
цунга ухш аш  иф одаланади.

16- §. Бир неча узгарувчи функцияси максимум 
ва минимумининг етарли шарти

Бир узгарувчининг функцияси учун булгани  каби куп у з г а -  
»увчининг функцияси б ул ган  холда х а м  экстремум ни нг зарурий 
иарти етарли ш арт булмайди . Бу, критик н уктал ар  экстр е м ум  
1у ^ тал ар  булиши ш арт эмаслигини ан гл атад и .  Шунинг учун  
сритик ну^таларни экстр ем ум  булиши мумкин булган  н ук тал ар
1,еб атаймиз.
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Е тарли шартни урнати ш га }тамиз. Бу шарт б а ж ар и л ган д а  
функция экстр е м ум га  эришади.

Т е о р е м а .  (Экстремумининг етарли шарти.) А гар  z  = f (x , у )  
ф ункция Р 0(х0,Уо) критик н уц тад а  в а  унинг бирор атроф ида 
иккинчи тартибли хусусий  % осилаларга э г а  булиб, бундан таш -  
кари , бу н у^ тад аги  хусусий  %осилалар нолга тенг б ул са :

f'x К -  i/o) =  0, /' (х0, i/o) =  О,

у  холда Р0 (х0, у 0) н у к т а д а
1) агар  А > 0  булса, экстр ем ум  м авж уд , бунда
а) агар  А >  0 булса, минимум',
б) агар  А <_0 булса, максимум-,
2) агар  А <  0 булса, экстр ем ум  йук\
3) агар  А =  О булса, экстр ем ум  б у  лиши хам  ва булмаслиги х ам  

м ум кин . Б у ерда А =  АС — В'2 булиб, А =  /х„ В =  fxy, С =  fy2.
И с б о т и .  п =  1 да Тейлор формуласи (13.2) ни ёзамиз. Ушбу

f(x , У) =  f i x  Q, г/0) +  d f(x 0, у  с) +  ~  d2f (х, у) (16.1)

га эга буламиз, бунда х0< х < х ,  У0 < У < .У -  Бу формулада 

df (х0, t/0) =  f x (х0, у 0) Ах +  f y (х0, у 0) Ау =  0 

(чунки шартга кура (х (х0, у 0) =  0, f y (x 0, y 0) =  0),

d-f (х, у) =  fx2( х, у) Ах2 +  2f"xy{ х, ~у) Ах А у  +  f y2( х, у) А у 2.

Буни хисобга олиб ва

А  =  С (  х, ÿ), B i =  fxy{ х, у), Ci =  fyl( х, у) 

деб фараз килиб, (16.1) формулани бундай ёзиш мумкин:

Az =  f (x , y ) — f{x0, y 0) =  ^ [ A 1 А х2 +  2В1 А хА у +  С1Ау2]. (16,2)

Р 0 (х0, Уо) нуктада иккинчи тартибли хусусий хосилаларнинг 
узлуксизлигидан ушбуга эга  буламиз:

l im  Аг =  J im  /"„( х, у) =  f"xг (х0, у 0) =  А,
А х-*0  х -* х 0
Д У-*Уо

l im  ß ,  =  Hm f xy{ x, у )  =  f xy (x0, y 0) =  B,
Дх-»0 x-*x9
Ay—>0 У~+Уо

l im  Cx = J i m  (x, y )  =  f yi (x0, y 0) =  C.
Ax-*Q x~>x0
Ay-+ О У-+У6
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Демак,

lim ( А &  — В ] )  =  АС — В* =  A.
Ai—O 
&у-+ О

Курсатнлган хусусий хосилалариинг узлуксизлигидан Р 0 (х0, у0) 
уктаиннг (яъни кичик Ах ва А у  ларда) А1 нинг ишораси А нинг 
шораси билан, В у пипг ишораси В  нннг ишораси билан, Сх нинг 
шораси С нинг ишораси билан, ва нихоят, А 1 Сх— В] нинг ишораси 
1C — В ' нинг ишораси билан мое келадиган етарлича кичик атро- 
)н мавжуд экани келиб чикади.

(16.2) ифодага кайта\:из. А1 Ф  0 деб фараз i-^илиб, ушбуга эга 
1уламнз:

Аг =  — [ А\ Ах2 - f  2 А1В 1 АхАу  +  А & Ь у * ].2! Al

Тенглик у иг кием и да тулик квадрат ажратамиз:

Аг =  [(А , Ах +  B i А у)'- +  (АуСг -  В ; ) Аг/2]. (16.3) 
2:

Функция Аг орттирмасининг А ва А =  АС — В 2 ларнинг ишо- 
заларнга боклик, ишорасини излаймиз.

1) А =  АС — В- >  0 булсин. У холда, юкорида айтилганидек, 
1ккинчи тартибли хусусий хосилаларнинг узлуксизлигидан Р 0 (х,0 у 0) 
туктанинг етарлича кичик атрофида А 1С1 — В~ 0 булади. Демак, 
16.3) ифодада квадрат ^авс мусбат ва унинг ишораси Ах нинг ишо- 

эасига бояли^.
а) А >  0 булса, у  холда етарлича кичик Ах ва А у  лар учун 

яъни Р0 (х0, у 0) нуктанинг етарлича кичик атрофида)
,Г  > 0 .

У холда (16.3) ифода хам мусбат, яъни
Аг >  0, яъни / (х, у) — / (х0, у и) >  0,

Зундан
/(*. y ) > f ( x 0, У о) 

экани келиб чикади. Демак, Р0 (х0, у 0) нук,тада минимумга эга  бу
ламиз.

б) Агар А <  0 булса, Р0 (х0, у 0) нуктанинг етарлича кичик атро- 
}жда Лг < 0  булади. У холда (16.3) ифода хам манфий, яъни

Az <  0 ёки / (х, y ) — f (х0, у 0) <  0.

Бундан
f (x , y ) < f ( x о, У0)

эулпши келиб чикади.
Демак, Р 0 ((/„, у п) ну^тада м акси м ум га  эга буламиз.
2) Д = Л С  — В 2< 0  булсин, у  холда, юкорида айтилганидек,

Ро(хо< Уа) нуктанинг етарлича кичик атрофида — В { <С 0 булади.
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Д г = ^ - к  +  2Б1 (16.4)
2!  L Ах  ' Дд: /

—  =  / деб белгилаб, (16.4) ни кайта ёзамиз:
Ах

А г2
Az =  ^ ¡ -  [А  +  2B jt +  С ,П

Шартга кура — В\ <С 0 булгани учун квадрат к а вед а тур- 
ган ифоданинг дискриминанта мусбат, яъни

В ] — АХСХ>  О,

бу, Аг +  2 B 1 t l +  C J ]  >  0 ва Ах +  2 В ^ 2 Сх t\ <  О шартни ка- 
ноатлангирувчи хеч булмаганда иккита t x ва /2 сомни курсатиш 
мумкинлигини англатади. Бу эса Ay =  txAx бул ганда бир йуналнш- 
да Р 0(х0, у 0) нуктадан Р{хп +  Ах, y 0 - 'r t l Ax) нуктага харакатлапган- 
да функциянинг орттирмаси Аг >  0 булишини, Р0 (х0, у 0) нуктадан 
Ay =  t2 Ах булганда бошка йуналишда Р  {хп +  Ах, у п +  t2 Дх) нукта
га харакатланганда функциянинг орттирмаси A z< 0  булишини англа- 
тадн. Демак, г =  / (х, у) функциянинг орттирмаси Р п (х0 у 0) нуктр- 
нинг етарлича кичик атрофида ишорасини сакламайди, шунипг учун 
бу нуктада экстремум йук,.

3) А =  АС — В 2 =  0 булсин. Бу холда АгС х— В\ нинг ишора- 
с и хакида, демак, функциянинг Аг тули^ орттирмасининг ишораси 
хасида хам хулоса чикариш мумкин эмас. Р 0 (х0, у 0) нуктада экстре
мум булиш- булмаслигини аниклаш учун ^ушимча текшириш талаб 
этилади.

Теорема исботланди.
1- м и с о л .  Ушбу

г  =  х> +  у 3 — З х у  =  f (х, у)

функцияни максимум ва минимумга текширинг.
Е ч и ш . Биз Я0(0 ;0 )  ва Р (1 ;  1) критик ну^таларни топган эдик 

(15 -§  даги 1-мисол). Энди иккинчи хусусий ^осилаларни топамиз:

К  (х > У) =  3x2 — ЗУ, fy (х, у) =  3 у 2 — Зх 
булгани учун

/*. (*. У) =  6х. f  "xy (х, У) = — 3, /', (х, у) =  6у  

га  эга буламиз.
Биринчи критик нук;та Р 0(0; 0) нинг характерини текширамиз:

л  = 4 ( 0 , 0 ) =  0, B =  f l  (0, 0 ) ------ 3,

с  =  / ¿ ( 0, 0) =  О, А =  АС — В 2 = — 9 < 0 .

Д емак , Р 0 (0, 0) нуктада экстремум йу^.

Аг срлиркаки  куйидагича алугппкркб, (16.2) куринишда ёгамиз:
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А = 4 ( 1 ,  1) =  6, В =  4 ( 1 ,  1)------ 3. С =  4 ( 1 ,  1) =  6 ,
Д =  АС — В 2 =  27 >  О, А >  О.

Демак, Я ( 1, 1) ну^тада берилган функция минимумга эга, бунда 
2 . = / ( 1, 1) =  1 +  1 — 3 =  — 1.П1П1 / V » /

У з- у  з п н и т с к ш и р и ш  у  ч у  н с а в о л л а р

1. Ф у н к ц и я  э к стр ем ум  н у^ тал ар н  (м а к с и м у м  ва минимум ) нннг таърнфипи 
берннг.

2. Ф ункц ия  экстрсм ум н зарурий  шартннн аптнпг ва  нсботланг.
3. Икки уз гарувчи  функцняси учун  э к ст р е м у м  зарури й  ш артинпнг гсом ет -  

рик маъноси ь,андай?
4. Иккм у з г ар увч и  ф ункцияси учун  экстрсм ум н и н г  етар лн  шартини айтинг  

ва нсботланг.
5. 32 59—3262, 3271—3 2 78 -м асал ал ар п н  счннг.

17-§. Шартли экстремум

Бир неча узгарувчи  функциясининг экстремум ларин и  то- 
пишда купинча ш артли экстр е м ум л ар  деб  атал увч и  экстр ем ум - 
л ар  билан борли^ топшири^лар ю зага  келади .

Т а ъ  р и ф. г  = { (х ,у )  функциянинг ш артли эк с тр е м ум а  деб  
бу функциянинг х  ва у  узгарувчи ларн и  боглаш  тен гл ам аси  деб  
аталувчи

ф(*. У) =  о
тен гл ам а  билан боглан ган ли к ш артида эриш адиган экстр ем ум - 
га  айтилади .

А гар  г  = }'(х, у )  функция ва хО у  текисли кда  ср(дг, у )  =  0 тен г
л а м а  билан Ь чизи^ берилган б улса ,  у  ^олда г  = 1 (х ,у )  ф унк
циянинг циимати бу функциянинг £ чизи^нинг Ро(хо,Уо) ну^та- 
га  якин н у^талари даги  ки й м атлар и га  нисбатан энг к а т т а  ёки 
энг кичик булади ган  Ь чизикца тегишли Ро{хо,Уо) нуцта шарт- 
ли экстрем ум  ну^таси дейилади .

О датдаги  экстр ем ум  (яна , ш унингдек, шартсиз экстр ем ум  
хам  дейилади) ну^таси шу нук;тадан утувчи ихтиёрий чизи^ 
учун шартли экстрем ум  нуктаси  хам  булиши равш ан . Тескари 
даъ во ,  равш анки , нотурри: ш артли экстр ем ум  нуктаси  шартсиз 
экстр ем ум  нуцтаси булм асли ги  мумкин.

2 =  У 1 — х2 — у 2

функциянинг графиги юцори ярим  сфера булади . Р авш ан ки , бу 
функция координата бошида м акс и м у м га  э га  ва  унга  ярим сфе- 
рад а  М (0; 0; 1) нук,та мос келади . Ь чизик, А (0, 1) в а  О (0, 1) 
н у^ та л ар д ан  утувчи  тугри  чизиц булсин (1 8 8 -ш а к л ) ,  унинг 
тен глам аси :

Иккинчи критик ну^та р(1; 1) НИНГ характерипи текширамиз:

х +  у  —  1 = 0 .
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г

М

Геомегрик нуктаи назардан бу чн- 
зикнинг ну^талари учун эк г  катта 
кийматга А ва В  нукталар орасида

ётган Р 0 ( у  - ) нуи;тада эришиш рап-

188- шакл.

шан. Бу г =  У 1 — х 2 — у 2 функцня- 
нинг берилган х  +  у  — 1 = 0  чизп^- 
даги шартли экстремум ну^таси була- 
ди. Бу Р п нуктага сиртда /VI0 нукта 
мос келади. Р п ну^тадаги шартли экс
тремум шартсиз экстремум билам устма- 
уст тушмаслиги шаклдан курипнб ту- 
рибди.

А м а л д а  шартли экстр ем ум  ну^таларини топиш учун олдин 
борлаш тен глам аси да  у  ни х  оркали ошкор ифодалаш керак :

Кейин 2 =  / (х, у) функциянинг ифодасида у  урнига у (х )  функциями 
куйиб, бир узгарувчининг функциясини хосил киламиз:

л: нинг бу функция экстр ем ум га  эриш адиган кийматларини 
аниклаймиз, кейин борлаш тен гл ам аси дан  у  нинг мос к,иймати- 
ни топамиз.

Куриб чицилган ярим сф ерага дойр мисолда х  + у — 1 = 0  бог- 
лаш  тен глам аси дан  у =  1—х  ни хосил циламиз. у  нинг киймати- 
ни ярим сферанинг тен гл ам аси га  ^уямиз. У ш буга  э га  була- 
миз:

парам етри к т е н гл а м а л а р  бнлан ифодалаш мумкин булган  хол- 
д а  х ам  ш артли экстр ем ум га  дойр м а с а л а  осон ечилади.

Бунннг учун х  в а  у  ифодаларни берилган г  — ̂ { х ,у )  функ- 
цияга  куйиш етарли. В а  ян а  бир узгар увчи  функциясининг 
экстремумини излаш га  дойр м а с а л а г а  келамиз.

А гар  борлаш тен гл ам аси  анча м у р а к к а б  куриниш га эга  бул- 
са в а  бир узгарувчи ни  иккинчиси оркали  ошкор ифодалаш 
мумкин б ул м а са ,  у  холда ш артли экстремум ни  топиш м асаласи

У =  У(х).

2 =  /(*, у(х )) =  ^  (х).

г =  У  1 — х л- — (1 — х)2 =  У 2 х  — 2хг.

Бу функция х =  ■— да максимумга зришишини осон аниклаш 

мумкин. Боглаш тенгламасидан у =  ни топамиз. Шартли экстре

м ум  нуктаси

Борлаш тенгла.масини

топдик.

а- =  *(/), у  = у{1)

18- §. Л а г р а н ж  ку па йтувчил ар и усули
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анча кийин булади . Ш артли экстрем ум ларн и  топишдаги Л а г 
р ан ж  купайтувчилари  усулини курсатам и з .  

х  ва у
4>(х, у ) = 0  (18.1)

тен гл ам а  (боглаш тен глам аси ) билан боглан ган ли к ш артида
г  =  / ( х ,  у )

функцнянинг экстремумини топиш т а л а б  эти л аётган  булсин.
Ш артли экстр ем ум  н у^ талар и д а  экстремум ни нг зарури й  

шарти баж арилиш и ке р а к ;  яъни г  функциянинг тулиц ^осила- 
си нолга тенг булиши керак :

7  =  /;.(А', У) +  Гу ( х , у ) ^  =  0 . (18 .2)
йх у йх

(18.1) тенгликдап — ни топамиз: 
йх

йу ^  Чх 1х,у)

¿X Ф;/ (■*■'. у)

Хосиланинг топилган ^ийматини (18 .2) т е н гл а м а га  цуямиз . 
Уш буга э га  булам из :

/ , Фг (х,  и)
/* (х, у) — / (X, у) — — -  =  о.

и Ф„ (X, У)

Б у тсиглам ани  янги ^уш имча ном аълум  к  ни киритиб ва  про
порция куринишида ёзиб, ^улай  ш акл га  келтирамиз :

¡ ’х (х, у) _  Гу (*, у )  _

Ф* (х, у) <Ру(х,у)

6\’ ерда « — » ишора цуланлик учун цуйилган. Бу т ен гл ам а -  
л ар дан  куйидаги  систем ага  келиш осон:

) /1- (х, у) +  *,ф' (х, у) =  0,
I ['у (х , у) +  Яф’ (а-, у) =  0. (18.3)

а' ва у  координаталар  богланиш тенглам асинп  х;ам цан оатлан -  
тириши к е р а к  булгани учун (18.3) т ен гл ам ал а р  системаси
(18.1) богланиш тен глам аси  билан б и р гали кд а  учта :  х, у , К 

номаълумли учта  т ен гл ам а  системасини ^осил цилади.
Бу системани куй и даги  коида ёр д ам и д а  эсл аб  ^олиш ^у- 

л ап : 2 =  /(х, у )  функциянинг ф(л:, г/ )= 0  богланиш тен гл ам аси  
уринли б ул ган д а  ш артли экстрем ум и  булиши мум кин  б ул га н  
ну^таларини топиш учун куйидаги  ёрдам чи  функцияни кири- 
тиш керак :

Ф (х ,  у, I )  = 1 (х , у )  +Хф (х, у )
(бу ерда  X бирорта у з г ар м а с )  ва  унинг х , у , К буйича хусусий 
хосилаларини нолга тенглаб , ^осил б ул ган  уч та  (18.3) в а  (18 .1)
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тен гл ам ал а р д ан  х, у  в а  ёрдамчи купайтувчи л ни топиш ке 
рак .

Ш артли эктремумни топишнинг баён этилган усули Л а г  
р ан ж  куп ай тувчи лари  усули , Ф (х , у , К) функция э са  Л агр ан м  
ф ункцияси  дейилади.

Ш ундай килиб, шартли экстремумни топишни Ф(лг, у , К] 
Л а г р а н ж  функциясининг оддий экстр е м ум га  текш ириш га ксл 
тириш мумкин. (18.3) ва  (18.1) т ен гл ам ал а р  эса  бу функцш 
экстрем ум и  м а в ж у д  булишининг зарурий шарти булиб х и зм а ’ 
1<;илади. Ш артли экстем ум  ну^талари  учун етарли ш артларш  
келтирмаймиз . М асалан и н г  тайин ш артларидан  топилган нуктг 
нима булишини билиб олиш мумкин.

1- м и с о л. Уш бу
г  = х у

функциянинг х  ва  у  л ар  2 x 4 3 у — 5 = 0 т ен гл ам а  билан боглан 
ганлик шарти остидаги экстремумини топинг.

Е ч и ш. Ушбу Л а гр а н ж  функциясини ^араймиз :
Ф (х, у , /.) =  ху +  Х(2х +  Зу — 5).

х, у , X лар буйича хусусий хосилаларни топамиз:

Ф .1 (х, У> ^) =  У +  2А.,
(х, У, Ъ) =  х +  31,

Ф х (х, у , К) =  2х +  Зу — 5.
Ушбу

( у  4- 2А. =  0,
Ьс +  ЗА, =  0,
I 2х  4 - 3у  — 5 =  0

5 5 5
тенгламалар системасидан л = — —, х — у  — — ларни топауиз,

р ( —, —1 нуктада г =  ху  функция энг катта циймат 2тах=  — га эри- 
\ 4 6  / 24

шишини куриш мумкин, чункн 2х  +- Зу — 5 =  0 тугри чизикнинг 
(бу ерда л: =  0, у  =  — ва х  =  ^ ,  у  =  0) нуцталарида г  =  0 .

Л а гр а н ж  купайтувчилар  усулини исталган  сондаги узга -  
рувчили функцияларнинг шартли экстремумини топишга тат- 
бир̂  этиш мумкин.

Масалан, п узгарувчили и — / (х,, х2, . . . , хп) функциянинг уз-
гарувчилари ушбу пг га (иг <  п)

Ф, (х , , х2, . . .  , хп) =  0 ,

Ф2 (* р  *2- • ■ • - Хп) =  °>

Фт (*Р Х 2, . . . .  хп) =  0

т ен гл ам ал а р  билан богланган  д е ган  ш арт остидаги э кс т р е м у 
мини топиш т а л а б  этилган  булса ,
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Ф (Х |, Л'2 . . . ,  Хп , Х|, Х2, • • . > Хт )  / (^ [1  X ,,, • • ■ ’ Хп)

~Ь ^1^1 (-^р • ■ • » %п) ~1~ ^2^2 Х2Г ■ • • ’

+  • ■ • + ХтФ т(*1- *2- • • ’ > ХпУ 
Лагранж функциясини тузиш ва унинг х г х.>, . . . , хп,Х г  Х2, . . . ,  Хт  бу- 
йича хусусий ^осилаларини нолга тенглаш керак. Досил булган т + п  
та тенгламадан ёрдамчи узгарувчи Хг Х2, . . . , Хт  лар ва х {, х2, . , х  
лар ани^ланади.

1 9 -§ .  Икки у з гар увч и  функциясининг ёпиц со^адаги  
энг к а т т а  в а  энг кичик ки й м атлари

М аъ лум ки , ( 7 - боб, 2 - § )  ёпиц, ч е гар ал ан ган  Б  со хада  уз- 
луксиз г  = } (х ,у )  функция бу со хада  ,\еч б у л м а га н д а  бир м ар - 
т ад ан  узининг энг к а т т а  киймати М  ва  энг кичик циймати т  ни 
1̂ абул 1̂ илади. А гар  бу цийматларнинг бирортасига функция О 
соханинг ичида эриш са, равш анки , ул ар  экстр ем ал  ки й м атлар  
билан бир хил булади . А гар  функция бу цийматларни со^а че- 
гар аси  Ь га  тегишли баъзи  н уц талар да  цабул  ^нлса, р авш ан кн , 
улар  экстр ем ал  н у^ талар  билан бир хил булмайди .

Ш ундай цилиб, ёпиц со хада  у злуксиз  функциянинг энг к а т т а  
ва  энг кичик кийматларини топиш учун:

1) соха ичида ж о й лаш ган  критик н у^талар н и  топиш в а  
функциянинг бу н у^ тал ар д а ги  ^ийматларини ^исоблаш;

2) соха чегараси да  ж ой лаш ган  критик ну^таларни  топиш ва  
функциянинг бу н уц талар да ги  кийматларини ^исоблаш;

3) функциянинг соха чегарасининг турли  кисмлари  туташ - 
ган  н уц талар даги  щийматларини ^исоблаш;

4) топилган барча ки йм атлар  ичидан энг к а ттаси  М  ва  энг 
кичиги т  ни тан лаш  керак .

1- м и с о л. Ушбу
2 =  х2 +  2ху  — 4х +  8у  =  / (х , у)

функциянинг х  =  0, у  =  0 , х =  1 ва у  =  2 т у  гри чизи^лар билан 
чегараланган ёпи^ со.^адаги энг кичик 
ва энг катта кийматларини топинг.

Е ч и ш. Берилган тутри чизиклар 
билан чегараланган сохани ясаймиз.
Бу ерда И соха тутри туртбурчакдан 
иборат (189-шакл).

1. Соханинг ичидаги критик нук- 
галарни топамиз. К,уйидагига эга бу- 
ламиз:

/* (х , у) =  2х +  2 у  — 4, 
¡'и (х, У) =  2х +  8.
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Э кстрем ум  м а в ж у д  булишининг зарурий ш артига  кур а  бу 
хусусий ^осилалар нолга тенг булиши керак . К,уйидаги тенгла- 
м ал ар  системасини хосил киламиз:

\ 2 x -\ -2 ij — 4 =  0,
[ 2х  -(-8 =  0,

бу системани ечиб, х =  —4 ва у  =  6 ни топамиз.
Р\ (—4;6) нукта  функциянинг критик ну^таси, биро^ И со- 

^ а га  тегишли эмас .  Ш ундай цилиб, И соха ичида критик ну^- 
т а л а р  м а в ж у д  эмас ,  бинобарин, функция со^а ичида узининг 
энг к а т т а  ^ийматига хам , энг кичик цийматига хам  эрнш- 
майди.

2. Со^анинг туртта  ке см ад ан  иборат ч егарасида  ётган  кри
тик ну^таларни  топамиз. Л а гр а н ж  усулини татби ^  килишга 
^ о ж а т  б ул м а ган  экстремумини текширишга дойр содда маса-  
лани ечишга тугри келади .

а) ОА ч егара  у  =  0 тен гл ам а  (богланиш тен гл ам аси )  билан 
ан и клан ади ,  у  нинг бу ^ийматини берилган ф ункцияга куйиб, 
бир узгар увч и  х  нинг функциясини хосил циламиз:

2 =  х2 — 4х.

Бу функциянинг критик нукталарини топамиз. К,уйидагига эга була- 
миз: г'х =  2х  — 4. Бу хосилани нолга тенглаб, х =  2 ни топампз. 
Богланиш тенгламаси у  =  0 дан фойдаланиб, Р 2 (2; 0) ну^та хам со- 
хага тегишли эмаслигнни курамиз. Демак, О А чизикда функция экс- 
тремумга эга эмас.

б) АВ  чегара х =  1 тенглама (богланиш тенгламаси) билан анпк,- 
ланади. х нинг бу кийматини берилган функцияга 1-^уйиб, бир у зга* 
рувчи у  нинг функциясини хосил киламиз:

г  =110 у  — 3.

Унинг критик нукталарини топамиз. Куйидагига эга буламиз: г'у =  10.
Хрсила нолга тенг булмагани учун функция А В чизщда критик 

нук,таларга эга булмайди.
в) ВС  чегара у  =  2 тенглама (богланиш тенгламаси) билан аннк- 

ланади. у  нинг бу кийматини берилган функцияга ^уйиб, бир у з г а 
рувчи х  нинг функциясини ^осил киламиз:

2 =  Х2 +  16.
Унинг критик нукталарини топамиз. К,уйидагига эга  буламиз: 

гх =  2х. Бу хосилани нолга тенглаб, х =  0 ни з^осил ^нламиз. Бог
ланиш тенгламаси у  =  2 дан фойдаланиб, ВС  чегаранинг чап учига 
тегишли булган Р 3 (0; 2) нуктани топамиз. Д ем ак , соха ичида кри
тик ну^талар м авж уд  эмас.

г) ОС чегара х =  0 тенглама (богланиш тенгламаси) билан аник
ланади. х  нинг бу кийматини берилган функцияга 1̂ уйиб, бир у з г а 
рувчи у  нинг ^уйидаги функциясини хосил киламиз:

2 =  8 у .
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Унинг критик нуцталарини топамиз. Куйидагига эга буламиз:
' =  8. Хосила нолга тенг булмагани учун функция ОС чизикда кри- 
1К нукталарга эга булмайди.

Шундай килиб, со^а ичида хам, соха чегарасида ^ам бирорта кри
пе нукта топмадик.

3. Функциянинг соха чегарасининг турли кисмлари туташадиган 
/к<таларидаги кийматларини топамиз. Бундай нукталар туртта.

А (1; 0); В  (1; 2); С (0; 2); 0  (0; 0).
/ (1, 0) =  — 3, / (1, 2 ) =  17, / (0, 2) =  16, / (0, 0) =  0.

Функциянинг энг катта ва энг кичик кийматлари чегаралар ту-  
ниган нукталардан топнлади.

Шундай килиб, куйидагига эга  буламиз:

М  =  2ЭНГ катта =  / (1 )2 )  — 17, 171 =  2ЭНГ кичик / (1> ^) 3.

У з-у з и н и т е к ш и р и ш у ч у н  с а в о л л а р

г  = 1 (х. у )  функциянинг £ чизикдаги шартли экстремум нукталарига таъ- 
рпф берннг.

. Шартли экстремум ну^таларини топнш усулларинп курсатннг.
Иккн узгарувчп функциясннинг шартли экстремум нукталаринц топишнинг 
Лагранж купайтувчилари усулини баён дилинг.

. Исталган сондагп узгарувчп функциясинннг шартли экстремум нуцтала- 
рннн топншнннг Лагранж купайтувчилари усулини баён кплннг.

. Иккн узгарувчп функциясннинг энг катта ва энг кичик кийматларини то
пнш усулини тавсифланг.

. 3279—3285, 3291—3295-масалаларни ечинг.

¡7—2478



8- б о б

ОДДИИ ДИФФЕРЕНЦИАЛ ТЕНГЛАМ АЛАР

1-§. Дифференциал тенгламаларга келтириладиган 
физик масалалар

Табиатш унослик ва  техниканинг купгина м а с а л а л а р и  ^а- 
р алаётган  ходиса ёкц жараённи тавсиф лайдиган  ном аълум  
функцияни топишга келтирилади. Бир нечта мисол курами з .

1- м и с о л .  М ассаси  т  булган  моддий нукта огирлик кучи 
таъсирида эркин туш м окда . Хавонннг каршилнгини хисобга 
олмай, бу моддий нуктанинг х а р а к а т  ^онунини топинг.

Е ч и ш. Моддий нуктанинг вази яти  ОМ = з координата би- 
л ан  аникланиб, у  I в а к т г а  боглиг^ рави ш да у з г а р а д и  (190- 
ш а к л ) .  Ньютоннинг иккинчи конунига к у р а :

т а  -  /г,
бу  ерда т  — моддий нуктанинг м ассаси , а  — моддий нуктанинг 
тезланиши, Т7 — таъсир этувчи куч. Ш ар тга  кура  моддий нуц- 
т а г а  ф акат  огирлик кучи таъсир этади , д ем а к ,  F = m gJ бу  ер да  
g  — огирлик кучи тезланиши, а  тезланиш  эса йулдан  в а^ т  
буйича олинган иккинчи тартибли хосиладан  иборат, н ати ж а-  
д а  куйидагига  э га  булам и з :

¿25 (Р-Э / 1 I \т — = т е  еки — =  £■. ( 1-П
Л 2 е  с к 2 ё

( 1. 1) т ен гли к  н ом аъ лум  функция 5 =  5 (/) нинг иккинчи т а р 
тибли хосиласини у з  ичига олган т ен гл а м а д а н  иборатдир. М аз- 
кур  холда и зл аи аётган  функцияни пкки м ар та  I буйича инте- 

гр ал л аб  топиш осон:

( 1.2)

э 1 н в =  С-^. +  С 2. (1.3)

| (1.3) тенглик биз и злаётган  хар акатн и н г  у  мумий
, ( конунинн беради, ун да  иккита  интеграллаш  доимий-
1 си: С[ ва  С2 катн аш ади . Уларни нуктанинг бошлан-

' рич х о л а т и  в а  бош ланрич тезлигнни  б и л ган  х о л д а
190-шакл. анш учаш  м у м к и н .
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Бошлангич t =  0 моментда моддий нуктанинг тезлиги и0 га , 
унинг санок; боши 0 дан узоцлиги эса s0 га тенг булсин дейлик. 
d s—  тезликни ифодалагани учун (1.2) дан Сг =  i '0 ни, (1.3) дан эса 
d t
С2 =  s0 ни топамиз. (1.3) харакат конунининг хусусий куриниши 
цуйидагича булади:

с _  ё!1 I -J / Сs — —  — +  so-

2- м и с о л. Радийнинг емирилиши ш ундай  борадики, еми- 
рилиш тезлиги радийнинг бошлангич м ш ую рига  пропорционал 
б улади .  Агар 1600 йилдан кейин м а в ж у д  радий микдорининг 
ярм и  цолиши м аъ л у м  б ул са ,  радий микдорининг в а^ т  утиши 
билан узгаришини ифодаловчи конунни топинг.

Е ч и ш .  Айтайлик, х  — радий мицдори ва  t в а^ т  (йиллар- 
д а )  булсин. х  нинг i r a  борланиши x  = x ( í )  ни топиш кер а к .  
Т енгламани дар^ол м а с а л а  ш артига асосан ту за м и з ,  ун га  асо- 
сан узгариш  тезлиги в а ^ т  буйича хосиладан  иборатдир:

dx ,— =  kx. 
dt

Бу ерда k — пропорционаллик коэффициента. У  ни куйидаги кури-
dx

нишда кайта ёзамиз: — =  kdt ва d  (ln х) =  d (kí) дифференциаллар
*

тенглигидан функцияларнинг узлари узгармасга фар^ килади деган 
хулосага келамиз:

1п х  =  kt +  С. (1 .4)
(1.4) тенгликда битта ихтиёрий у з г а р м ас  бор. Уни топиш учун 
бошлангич моментда ( í  =  О д а )  радий ми^дори х  =  х0 деб  фараз 
циламиз. Бу цийматни ( 1 .4 ) г а  1\уйиб, ц уй и даги га  эга  булам и з :

1п х0 =  С.

Шундай ^илиб, ln — =  Ы\ бундан радий микдорининг вакт уташи
ч

билан узгаришини ифодаловчи цонунни ^осил ^нламиз:
х  =  х0ем. (1 .5)

k коэффициентни t =  1600 да  х  =  у  булиши шартидан топамиз. Бу 

цийматларни (1.5) г а  куйиб,

1  _  е 1600 к 
2

ни ^осил циламиз, бу ердан 1600& = — 1п 2 ёки

k =  — —  = — 0,00043.
1600

Д е м а к ,  и зланаётган  (1 .5) функция куй и даги  куринишни олади:>
~ ~ % g —0,00043 t 
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2- §. Дифференциал тенгламалар назариясининг 
асосий тушунчалари

Т а ъ  р и ф. Эркли у з гар увч и  ва  номаълум  функция хам да  
унинг хосилалари  ёки дифференциалларини борловчи муноса- 
б а т  дифференциал тен гл ам а  дейилади .

А гар  ном аълум  функция ф а^ат  битта у з г а р у в ч и га  боглик 
б у л с а ,  бундай  дифференциал тен глам а  оддий дифференциал 
тен гл а м а  дейилади.

А гар  ном аълум  функция икки ёки ундан  орти^ у з г а РУвчи‘ 
л а р г а  борлиц булса , бундай  дифференциал тен гл а м а  хусусий  
хо си лали  дифференциал т ен гл ам а  дейилади.

Т а  ъ  р и ф. Дифференциал тен гл ам ага  кирган  хосилалар- 
нинг энг юкори тартиби тенглам ан инг тартиби  дейилади .

1- м и с о л .  Ушбу у " — у '  cos ,v — х-у =  0 дифференциал тенгла
ма иккинчи тартибли оддий дифференциал тенглама.

2- м и с о л. Ушбу л; (1 — у 2) dx  -г у  (1 -■- x 2)d y  =  О дифференциал 
тенглама биринчи тартибли оддий дифференциал тенглама.

3 - м и с о л .  Ушбу д; — =  у  — дп1)фгренциал тенглама биринчи
д х  ду

тартибли хусусий хосилали дифференциал тенглама.
Ю коридаги  д астл аб ки  икки та  мисолда у  — н о м аъ л ум  функ

ция, .v э с а  эркин узгар увчи , учинчн мисолда эса  ном аълум  
ф ункция 2 иккита х  ва  у  у з г а р ув ч и га  борлицдир.

11- тартибли  оддий дифференциал тен глам а  ум ум и й  куриниш- 
д а  куй и даги ч а  ёзилади:

F (х, у , у ',  у " ...............уМ) =  0. (2 . 1)

Бу ерда х  — эркли узгарувчи, у  — номаълум функция ва , г/(г1)
лар номаълум функциянинг хосилаларидир. Хусусий холларда п- 
тартибли тенгламада п дан паст тартибли хосилалар иштирок этмас- 
лиги мумкин, шунингдек, номаълум функциянинг узи ёки эркли 
узгарувчи хам булмаслиги мумкин.

Т а ъ  р и ф. Дифференциал тенгламанинг ечими ёки инте- 
гр ал и  деб  т е н гл ам а га  ку й га н д а  уни айниятга  ай лантирадиган  
хар  к а н д а й  дифференциалланувчи у  = ф(х)  ф ункцияга  айти- 
лади .

4- м и с о л. Ушбу у  =  3 ех ва у  =  4 е~х функциялар у"  — у  =  0 
дифференциал тенгламанинг ечими булишини текширинг.

Е ч и ш .  1) у  =  Зе* функцияни текширамиз. у '  ва  у"  ларни то- 
памиз: у '  =  З е х , у"  =  3 ех .

Буларни берилган тен гл ам ага  ^уямиз:

Зех — Зех =  0 , 0 =  0 .

Д емак, у — Зех функция у " — у  =  0 тенгламанинг ечими экан.
2) Худди шундай ишларни иккинчи функция учун ^ам  ба- 

жарамиз:
у  =  4е~х, у ' = — 4е~х, if' = 4е~х,
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4е~х — 4е~х =  О, 0 =  0.
Демак, у  =  4е~х функция ^ам у"  — у  =  0 тенгламанинг ечими 

булар экан.
Т а ъ  р и ф. Дифференциал тен гл ам а  ечимининг графиги 

интеграл  эгри чизик; дейилади .
Дифференциал тен глам ан ин г  ечимини топиш ж ар аён и  к у -  

пинча интеграллаш  билан богли^ бÿл гaн и  учун бу ж а р а ё н  
дифференциал тен гл ам ан и  интеграллаш  деб  юритилади.

3- §. Биринчи тартибли дифференциал тенглама

Уш бу F (х, у, у ')  =  0 тен гл ам а  ум ум и й  куриниш даги  бирин
чи тартибли дифф еренциал тен глам а деб  а т а л а д и .

А гар  уни у ' га нисбатан  ечиш мумкин б;улса бу куй и даги ча  
ёзилади :

У' = / ( * .  У).
^ о с и л ага  нисбатан ёзнлган  бу ш аклдан  дифференциаллар иш- 
тирок этган  ш аклга  утиш  осон:

М (х, y) dx  +  N (х , у) d y  =  0,
бу  ё зув  симметрик ё зу в  деб  атал ади , чунки бу ерда х  в а  у  у з -  
г ар увч и л ар  тенг ^уцуцлидир. К елгусида  кайси ш акл  к у л а н  
б ул са ,  уш андан  ф ойдаланамиз.

Дифференциал тен глам ан и , ум ум ан  ай т га н д а ,  битта ф унк
ция эм ас , балки функцияларнпнг бутун бир туп лам и  цаноат- 
лантириши мумкин. У лар дан  бирини а ж р а т и б  курсатиш  учун  
унииг аргументнинг бирорта кпйматнга мос кийматини K ÿ p -  
сатиш  керак ,  яъни х  =  х 0 б ул ган да  у  = у 0 куриниш даги  ш арт бе- 
рилиши керак .  Б у  ш ар т  бош лангич ш арт  дей и лади , у  купинча 
куй и даги ча  ёзилади :

У  U .  =  i/o
Т а ъ  р и ф. Биринчи тартибли дифференциал тенгламанинг 

ум ум и й  ечими деб  к уи н даги  ш артларни каноатлантирувчи  
y  =  (f{x. С ), бунда С — ихтиёрии у з г а р м а с  сон, функцияга ай- 
тилади :

а )  у  ихтиёрии у з г а р м а с  С нинг хар  к а н д а й  цийматида диф 
ференциал тенглам ан и  ^аноатланти ради ;

б) бошланиш у  |_(=г> - у 0 шарт хар кандай булганда хам, ихтиё- 
рий ÿ 3rapMac С нпнг шундай Сп кийматини топнш мумкннки, у  =  
=  ср (х, С0) функция берилган бошлангич шартни каноатлантиради, 
яъни

Уо =  Ф (-̂ о> Q .
Т а ъ р и ф .  Дифференциал тенглам анинг умум ий  ечпмндан 

ихтиёрии >гзгарм аснин г мумкин булган  ки й м атлар и д а  хосил 
цилинаднган ечимлар хусуси й  ечимлар  дейилади .
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У мумий ечимни ошкормас холда аницлайдиган ср (х, у , С) =  0 му- 
носабат умумий интеграл  деб аталади.

Х усусий  интеграл  деб , умумий интегралдан ихтиёрин уз- 
гар м асн и н г  мумкин булган  кийм атида  хосил б у л ад и ган  ечимга 
айти лади .

У муми й  ечим (умум ий  интеграл) геометрик жи.\атдан бит- 
т а  С п ар ам етр га  богли^ интеграл эгри чизи^лар оиласи кури- 
ниш ида тасвирланади . Хусусий ечим (хусусий интеграл) бу 
оиланинг интеграл чизи^ларпдан биридир.

Дифференциал тен глам аларн и н г  ечимларини топишнинг 
ягона усул и  м а в ж у д  эм ас ,  шунинг учун дифференциал тен гл а 
м алар ни н г  айрим турларини 1̂ араб чицишга утам и з ,  уларнинг 
ум ум и й  ечимларини топиш интегралларни хисоблашнинг одат- 
д а ги ,  оддий ам ал л а р и га  келтирилади.

1. У згарувчилари  а ж р а л а д и га н  дифференциал т ен гл ам ал а р .  
Дифференциал тенглам анинг энг содда тури узгар увчи лар и  
а ж р а л г а н  тен глам ади р :

M { x )d x ~ -N { y )d y  =  0. (3.1)
Унинг у зи га  хос томони ш ундаки , dx  нинг олдидаги  купайтувчи  
ф ак ат  х  г а  богли^ булиши мумкин булган  ф ункция, d y  нинг 
олди даги  купайтувчи эса  ф акат  у  г а  борли^ булиши мумкин 
б улган  функциядир. Бу тенглам анинг умум ий  интегралини уни 
х а д л а б  интеграллаш  ор^али хосил ^илишимиз мумкинлигини 
исботлаш  мумкин:

I M ( x )d x + \ N ( y )d y  =  C.

Р1хтиёрий узгар м асн и  берилган тен гл ам а  учун  1̂ улай б ул 
ган  и сталган  куринишда олиш мумкин.

1 - м и с о л .  У згарувчилари  аж р а л га н  куй и даги  тен гл ам а  
берилган :

xdx  -Ь yd y  =  0 .

Уни интеграллаб , ум ум ий  интегрални топамиз:

2С -  С2 деб бглгилаЗ, х г +  у- =  С2 га эга буламиз.
Б у — м ар кази  координата бошида, радиуси С б ул ган  кон- 

центрик ай л ан ал ар  оиласидан  иборатдир.
М х (х) N\ [у) dx  +  М 2 (х) Nz (у) dy =  0 (3.2)

куриниш даги  дифференциал тен гл ам а  уз гар увч и лар и  а ж р а л а 
диган  тен гл ам а  дейилади .

(3 .2) тен глам ан и  А \ (у) ■ М 2{х) Ф 0  ифодага булиб, уни у з 
гар увч и л ар и  аж р ал га н  (3 .1) т е н гл ам ага  келтириш мумкин ; 

M i ( x )  , , А', (у)



Буни интеграллаб , ум ум ий  интегрални .^осил ^иламиз.
Э с л а т м а. Уш бу

У' =  ¡1 М  • / 2 ('')

куриниш даги тен гл ам а  хам  у з гар увч и л ар и  а ж р а л а д и га н  тенг- 
л ам ади р . Унинг узи га  хос томони ш ундаки , унинг унг  томони 
^ар бири битта х  ёки у  у з г ар ув ч и га  борли^ булган  к у п ай т ув -  
чиларга  а ж р а л га н .

у ’ = — деб узгартириб ва тенгламанинг чап хамда унг томонла-
йх

рини йх га купайтириб (3.2) куринишдаги куйидаги тенгламани з о̂- 
сил кнламиз:

¿У = к  (х )- [2(у )й х ,
бундан

~ = к  (х)йх.
/2 (У)

Интегралласак 1 =  Г [ 1 (х) йх +  С булади.
 ̂ I 2 (у) ^

2- м и с о л. 1\уйидаги дифференциал тен глам анинг ум ум и й  
ечимини топинг:

х (1  +  у 3) йх — у 2 (1 +  х-) йу =  0.

Е ч и ш. Т енгламани (1 + х 2) (1 + у ъ) ФО  га булиб, у з г а р у в -  
чиларни а ж р а т а м и з :

х<1х __ у -й у  _ 0

I +  Л2 1 +1/» ~~
И н теграллаб , цуйидагига  эга  б улам и з :

| 1 п | 1 + х 21 - | 1 п | 1 + г / 3 | = ^ 1 п  С.

Келгуси узгартиришларни осонлаштириш учун ихтиёрий узгармас
сифатида — 1п С олинди.

6
ечимни хосил циламиз:

сифатида 1п С олинди. Юцорндаги ифодани потенцирлаб, умумий

(1 +  .У2)3 = с
О - Г  У3) 2

ех .
3- м и с о л. Ушбу у 'у =  с дифференциал тенгламанинг у  |г=0 =

=  У 2 бошлаирич шартни каноатлантирувчи хусусий ечимини топинг.
Е ч и ш I деймиз ва йх га купайтириб, узгарувчиларни ажра- 

гамиз:



^  =  In | 1 +  е Ч  +  In С.2 1 1
Энди умум ий  ечимни топиш мумкин:

y  =  V 2 In С-(1 + е * ) .  (3 .3)

Хусусий ечимни топиш учун бошланрич шартдан фойдаланиб, 
ихтиёрий узгармаснинг кийматини аниклаймиз. (3.3) умумий ечимга 
х  =  0, у  =  У 2 ни куйиб, У  2 =  У 2 In (2 С) ни хосил киламиз, бу 
ердан С =  —. Демак, изланаатган хусусий ечмм куйидаги куриниш- 

да булади:

// =  ] / 2  1п | ( 1  + е х) .

2. Бир жинсли дифференциал тенгламалар. Энг а в в а л  бир 
жинсли ф ункцияга таъриф берамиз.

Т а ъ р и ф .  Агар f (x , у) функцияда х  ва у  узгарувчиларни мос 
равидда tx  ва ty  га алмаштирганда (бу ерда t — ихтиёрий пара
метр) tn га купайтирилган яна уша функция хосил булса, яъни

/ {tx, ty) =  f  / (х, у)

ш арт б аж ар и лса ,  f ( а ,  у )  функция п улчовли бир ж инсли ф унк
ция деб ат ал ад и .  ______

4 - ми  с о  л . / (х, у) =  1/V  -¡- у'1 функция бир улчовли бир жинс
ли функциядир, чунки

f (tx , ty) =  V t v  +  t Y  =  t У & Т 7 = Ш х , У ) .
X ~~~ //5 - м и с о л .  Ушбу f (x , у) = ----- - функция нол улчовли бир жинс-
х-т-у

ли функция, чунки

¡{ tx , ty) =  U ~ ty =  S  яъни / {tx, ty) = / ( * ,  у)
tx - j-  ty X +  у

ёки
f{tx, ty) = t° f{ x , y). 

f {tx, ty) =  f {x, у) шартга буйсунадиган нол улчовли бир жинс
ли функция ¡{х , г/) =  ф( — j куринишда ёзилиши мумкин. Ха^ика- 

тан хам, t параметрни ихтиёрий танлаб олиш мумкин булгани учун 

t =  — деб оламиз. У  холда
X

¡{х , у) = f  {tx, ДО = / 1( 1. 7 ) =  ф ( 7 }

Биз куйида нол улчовли бир жинсли функция билан иш курамиз.

И н теграллаб , ум ум и й  интегрални хосил г^иламиз:
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Т а ъ р и ф .  Агар биринчи тартибли у '  =  ! ( х ,  у )  дифферен- 
щал тенгламанинг ун г  томони х  ва  у  г а  нисбатан  нол улчовли 
5ир жинсли функция б улса ,  бундай т е н гл а м а  бир ж инсли  тенг- 
ш ма  дейилади .

Шундай килиб, бир жинсли тенгламани

/ / = ф ( ^ )  (3.4)

:уринишда ёзиш мумкин.
Бир жинсли (3.4) тенгламани — =  и (х) урнига 1<;уйиш ёрдамида

Л'
•згарувчилари ажраладиган тенгламага келтириш мумкин, у  ^олда 
’ =  и -х , бу ерда и — янги изланаётган функция. Кейинги тенгликни 
.ифференциаллаб, у  = и ! х-\-и ни хосил киламиз. у  ва у ' нинг киймат- 
арини (3.4) тенгламага куйиб, цуйидагини хосил киламиз. Ушбу 
згарувчилари ажраладиган тенгламани олдик: и х  =  ф (и) — и ёки 
ифференциалларда: хйи =  (ф (и) — и) йх. Узгарувчиларни ажратамиз:

ёи  __Лх

Ф (и)  —  и  х

И н теграллаб  топамиз:

Г йи =  Г — -и с
} <р (и) — и ]  Л-

Интеграллашдан кейин и урнига — нисбатни куйиб, (3.4) тенг-

аманинг умумии интегра*и:ни хосил киламиз.
И з о  х. Ушбу

М  (х, у) йх +  N (х, у) с1у =  0 (3.5)

ен гл ам ад а  М (х , у ) ,  N (х, у )  лар  бир хил улчовли бир жинсли 
зункциялар б ул ган даги н а  (3.5) т ен гл ам а  бир жинсли тен гл ам а  
¡улади. Б у  — иккита бир хил улчовли бир жинсли функциялар- 
инг нисбати нол улчовли бир жинсли функция булиш идан 
елиб чи^ади.

(3.5) курпниш дагп тенглам ани  ечпш учуй унп д а с т л а б  (3.4) 
уринишга келтириш керак :

, _  —М (.У, у)
А’ ( х , у )

1асалан, {у- — Зх2) йу +  2 ух  йх =  0 тенглама бир жинслидир, чун- 
и у - — Зх2 ва 2ху  функциялар икки улчовли бир жинслидир. Тенг- 
амани ечишга киришишдан аввал уни хосилага нисбатан ечилган 
[аклга келтириш керак:

Зл----- у
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6- м и с о л. Уш бу

у '  =  ёки у '  _  JL +  ] / ,

бир жинсли тенгламанинг ум ум ий  ечимини топинг.
Е ч н ш .  Унг томони нол улчоглн бир жинсли функциядан ибо

рат. — =  и алмаштириш бажарамиз, у  холда у  =  их, у '  =  и х  +  и
X

у  ва у '  нинг 1\ийматини тенгламага куямиз:

и'X и =  и +  У 1 — и~, и 'х  =  У  \ — и2.

К,уйидаги ÿзгapyвчи лapи  аж р а л а д и га н  тенглам ани  хосил rçfr 
л ам и з :

du -.г-.---------— ■■ du dxX— =  1/1— и- еки - —.
dx V I — и2 X

Интеграллаб, топамиз: arc sin и =  ln х  +  ln С. Бу ердан и =  
=  sin (ln Сх). Энди — =  и деб ÿpHiira куйсак, — =  sin (In С х) hi

Л' Л'
э^осил киламиз, бу ердан у  ни х оркалп ифодалаш осон: у = х  sin (ln С х) 
Умумий ечимнн топднк.

3. Бир жинсли тенгламаларга келтириладиган тенгламалар  
Бир жинсли т е н гл а м а л а р га  цуйидаги куриниш даги т е н гл а м а 
лар  келтирилади :

d y  ах  - г  by т  с

dx  ci±x —j- Ь\У~уС-̂
(3.6)

Агар c = c j  =  0 булса, (3.6) тенглама бир жинсли булади. 
Айтайлик, сФ О , с1 ф 0  ёки улардан бири нолдан фаркли бÿлcин 
Узгарувчнларни алмаштирамиз:

I X =  хг +  а ,
I У =  Ui +  ß. (3-7.

У  холда dx =  dxu dy =  dy1, — =  — . Буларни (3.6) тенгламагг
dx d x 1

куйнб, куйидаглни хосил киламиз:

dy i (ixi an ~  bi/i -}- 6ß — с
d x l  a lX l - f  а га  - -  +  ¿ iß  — ег

ёки
d ij i  _  (а х г +  b y¿  — (av. — iß  -|- с)

d x i  -i- (û ia  — ö iß-rC j)
(3.8;

К,уйидаги тенгликлар  б аж ар и л с а ,  юкоридаги (3 .8) тенглам а 
бир жинсли булади :

Í cia +  bß -i- с =  О,
( а  - г  ¿jß - f  Cj =  0. (3 .9’
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5у  системани а  в а  р га  нисбатан  ечиб, а  в а  р нинг (3 .7 ) урни- 
'а  ^уйиш (3.6) тен глам ани  бир жинсли ^илади ган  цийм атла- 
)ини аницлаймиз.

Агар ^ = 0  булса, (3.9) система ечимга эга  булмайди. Бун-

1ай холда (3.6) тенглама узгарувчилари ажраладиган тенгламага
г  =  ах  +  Ьу

ф нига куйиш ор^али келтирилади .
(3.6) тенгламани интеграллашда кулланилган усул  ~  =

йх

= /( ал ~г Ь у ~ с— \ (бу ерда / — ихтиёрий функция) тенгламани ин-
аIX  - г  Ь±у -р  с1 

еграллашда хам кулланилади.

7 - м и  с о л. Ушбу у ' =  ■?— — -  тенгламанинг умумий ш-пеграли-
х  — у  — 1

[и топинг.
1 1 IIЕ ч и ш. Детерминант: | } = — 2 ф 0 .
и  * !

<,уйидаги алмаштиришни б а ж а р а м и з :
( X =  Х1 +  о.,

\У = Л  +  Р- 
/ >;олда ^уйидагига  эга  б ул ам и з :

<1_У1 _  А'1 - г  у  1 -г- ОС -р  р — 3

¿ХХ X! — (/! +  а  — Р — Г

Энди =  системани ечиб, а  =  2, 6 =  1 эканини то-[ а  — Р — 1 = 0  г
амиз. Натижада бир жинсли —1 =  -*1 ^  у1 тенгламага эга буламиз,

-ч  —  У1
У1 „ни —  =  и урннга к,уииш ердамида ечамиз; демак,
Х1

У\ =  и х1 , 
у\ =  и’х1 +  и,

, , 'к  ' * +  ии Л1 “Г“ и =  ------
I — и

С о ддалаш тириш лардан  сунг у з г а РУвч и лаРи а ж р а л а д и га н  
ен глам ани  хосил циламиз:

йи I +  и1 .. 1 — и , йх,  х1 — = -------- еки ----------с1и =  — .
¿ х 1 1 — и 1 4 - и'2 х х

'ен глам ан и  интеграллаб , топамнз:

aгctg и 1п 11 +  и2 1 =  1п 1 | +  1п | С | ёки СххУ  1 -\-и- = ег1ГС,г

У1 »=  — ни урнига купсак, куиидагига эга буламиз:
Х1
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С V х\  +  у\ =  е х' '

Ни^оят, х\ =  х —2, у\ =  у — 1 алмаш тириш ларни б аж ар и б , х  ва  
у  у з гар увч и л ар га  утам и з :

, у  — 1
a r c t g  -------

х — 1C V { x - 2 f  +  { y - \ ) -  =  e
8- м и с о л. Ушбу

, 2х  -L ц — 1

у  =  —  -----4х  -\ -2у  ~ Ъ

тенглам ани н г  ум ум и й  интегралини топинг.
Е ч и ш .  Детерминант: I ?  1 i =  0, демак, тенгламани ( х ~ хi

¡4  2\ \У=У1 - r ß
урнига куйнш ёрдамида ечнш мумкнн эмас. Бу тенгламани 2х  +  
Н- у  =  2 урнига цуйиш ёрдамида узгарувчилари ажраладиган тенг- 
ламага келтирамиз, у  ^олда у ' =  г  — 2 десак, тенглама г ' — 2 =

2  — 1 . .  , 5 г  — 9 „ „= --------  екн 2 = ----------  кчфинишга келади. ¿'ни ечно топамиз:
2 г  +  5 2 г - г 5

2 7
- 2 -|-----1п | 5г 9 | =  х - г  С. Энди г  =  2л; +  у  алмаштириш бажа-
5 25

риб, х ва у  узгарувчиларга утамиз:

10у  — 5х =  С — 7 In | 10.v +  5у  +  9 |.
4. Чизикли тенглам алар
Т а ъ  р и ф. Н о м аъ лум  функция ва унинг хосиласига нисба- 

тан  чизицлй (бнрннчи д а р а ж а л и )  булган  т ен гл ам ал а р  биринчи 
тартибли чизщ ли  тен гл ам ал ар  деб атал ад и .  Чизикли т е н гл а м а 
нинг умум ий  куриниши купидагича :

у ' - г Р ( х ) у  = Q (x ) ,  (3.10)

бу ерда Р (х ), Q (х) лар х  нинг маълум узлукснз функцияларп (ёки 
узгармасдир).

Агар тенгламанинг унг томонн Q(a') =  0 булса, (3.10) тенглама 
узгарувчилари ажраладиган тенглама булади. Q ( а )  s e  0 деб фараз 
киламиз. (3.10) тенгламанинг ечимнни х нинг иккнта функцияси ку- 
пайтмаси куринишида излаймиз:

y  =  u (x )-v (x ) .  (3.11)
Б у  ф ункцияларнинг бирини ихтиёрий цилпб олиш мумкин, 
иккинчиси эса (3.10) т ен гл ам а  асосида ани кланади . (3.11) дан  
у ’ ни хисоблаймиз:

у '  =  II V +  VLI.

у  ва  у '  ни (3.10) т е н гл а м а га  куям и з ,  н а т и ж а д а  у  кунидаги  
куриниш га эга  булади :

u 'v - г  u (v  +  P v )u  =  Q. (3.12)
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ункциялардан бирини ихтиёрий тан л а б  олиш мумкин булгани  
1ун v функцияни к,авс и ч и д а  т ур ган  ифода нолга тенг бу- 
адигак килиб оламиз, яъ н и

v ' + p v =  о (3.13)

улишини тал аб  к;иламиз. У холда  и функцияни топиш учун 
3.12) дан  кунидаги  т е н г л а м а н и  хосил ки лам и з :

u 'v  — Q. (3.14)

^астлаб (3.13) т е н г л а м а д а н  с ни топам из. У згарувчиларни  а ж -  
атамиз:

— =  — Pv  ё к и  — =  — Р dx, бу ердан
d x  и

1п v = — I Р dx  -г 1п С, бу ердан v =  С е~ -1 Pdx .

из га (3.13) тенгламанинг нолдан фаркли бирорта ечими зарур, шу- 
ш г учун С  =  1 деб оламиз. У  холда v функция учун

v  =  e - > P d x  ( З Л 5 )

и оламиз. Б у  ерда  \Pdx — бирорта бош лангич функция v нинг
3.15) д ан  топилган ки й м ати н и  (3 .14) т е н гл а м а га  ^уйиб, и 
•ункция учун у з г а р у в ч и л а р и  а ж р а л а д и г а н  тенглам ани  хосил
и.тамиз:

и 'е ~  J р dx =  Q.

>у тенглам ан и  ечамиз:

du  =  Q • е '1 Pdx dx, 
и = |  Q- e J pd* - d x  +  C. (3.16)

3.15) в а  (3.16) формул а л а р  и в а  v нинг х  ор^али ифодаларини 
еради. и в а  v ни (3 .1 1 )  ф о р м ул ага  ^уйиб, узил-кесил ум ум и й  
чимни хосил киламиз:

у  =  е~ -> р dx (С  +  J Qe*р dx ■ dx).

9- м и с о л .  Уш бу ч изикли  тен гл ам ан и  ечинг:
, , ) sin X 

У + - У  = -------•X X
Е ч и ш. y = u - v  д ей м и з ,  у  хо л д а  y '  =  u 'v  + v 'u  булиб, цуйи- 

и ги га  э гам и з :
,  . ,  , uv sin х  и v  +  uv -1-- = ----

:КИ

u,o 4 - u ( o , +  - j j « 5 ! l £ .  (3.17)
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íív  dx , , 1ечамиз: — = ------ , демак, ln v - — ln.v, яънн v =  —
V X X

v =  — ни (3.17) тенгламага 1̂ уямиз: u'v  ==!H U .- ß y  ердан и' —
X X

=  sin х , du =  sin х dx, д,емак, и =  — cos х  +  С. Шундай килиб
V =  —, и =  — cos х +  С. Узил-кесил куйидагини хосил киламиз:

X

у  =  и V =  — (С — cos х).
X

5. Бернулли тенгламаси. Ушбу.
i/  + Р у  =  Qyn

куринишдаги тенгламани караймиз, бунда Р  ва Q лар х  нинг узлук 
сизлик функциялари хамда п Ф  0 ва п Ф  1. Бу тенглама Бернул.и 
т ен гл ам аси  деб аталади ва у  куйидагича алмаштнриш ёрдамида чн 
зикли  тенгламага келтирнладн.

Тенгламанинг барча ^адларини у п га буламиз:

У~п у ' +  Ру~ п+] =  Q. (3.18

Энди z =  y~!l+i алмашгириш бажарамиз. У ^олда 

2' =  (— п  - f  1 )у~ п ■у ' .

Б у  цийматларни (3.18) тенгламага цуйсак, 
г ' +  (— п -f  1) Р  z =  (— п +  1) Q 

чизш-^ли тенглама хосил булади. Бунинг умумий интегралини топиб 
^ам да  г урнига y~n+l ифодани куйиб, Бернулли тенгламасининг 
ум ум и й  интегралини топамиз.

Э  с  л а т  м а. Бернулли т ен гл ам аси д ан  п =  О бул ган да  чизиц- 
ли т е н г л а м а ,  п =  1 б ул ган д а  эса  узгар увчи лар и  аж р а л а д и га н  
т е н г л а м а  .^осил булади .

Б ер н ул л и  тенгламасини бевосита y  = u -v  урнига цуйиш ор- 
к;али ечиш .^ам мумкин.

6. Тули^ дифференциалли тенглама

Т а  ър и ф. Агар
М (х, у) áx  +  N(x, у) dy  =  0 (3.19]

тенгламанинг чап к,исми бирорта и (х ,у )  функциянинг тули^ диф 
ференциали булса, яъни

du =  М(:с ,y )d x -\ - N{x, у ) d y  (3.2(У

булса, (3.19) тенглама т у л щ  дифференциалли тен гл ам а  дейилади 
Биро^, функциянинг тулии; ди|зференциали

v' +  — =  0 булсин, у >;олда u'v  =  Булардан биринчиснш
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d u  =  — dx +  —  dy  (3.21)
dx dy

формула буйича ^исобланиши маълум. У холда (3.20) ва (3.21) лар- 
ни такдослаб,

=.'VÍ (.V, у), =  N (дг, у) (3.22)
а х  di/

эканини топамиз. Биринчи муносабатни у  буйича, иккинчисини эса 
X  буйича дифференциаллаб, к,уйидагини хосил циламиз : 

дМ  _  д 2и дЫ _  д-л 

д у  д х  д у  ' д х  д у  дх  '

Бу ердан иккинчи тартибли хосилалар узлуксиз булгани учун:

^  (3 .23)
д у  дх

Демак (3.19) тенглама тулик дифференциалли тенглама булиши учун 
(3.23) шарт бажарилиши керак.

10- м и  со  л. У ш бу
(2х3 — xi/ ) dx +  (2fi3 — х2у) dy =  0

тенглама тулиц дифференциалли 'тенглама булиш-булмаслигини тек- 
ширинг.

Е ч и ш .  (3.23) шартни текширамнз. М {х,у) N (x ,y )  ларнн ёзамиэ| 

М (х , у )  =  2.x-3 — ху~, N(x, у) =  2у 3 — х-у .
Хусусий ^осилаларни топамиз:

ху , д± = - 2 х у .
д у  дх

дМ  д.\’ ,  ,
Бу ердан —  =  —  экани келио чикадп; шарт бажариляпти, демак, 

Ö/V дх
берилган тенглама тули^ дифференциалли тенглама экан.

(3.19) тенглама ва (3.20) шартга кайтайлик. Уларни бирлашти- 
риб, du =  М(х, у )  dx  +  N(x, у) dy  =  0 ёки du =  0 ни хосил киламиз, 
бу ердан берилган тенгламанинг умумий интегралн и (х ,у )  =  С эка- 
ии келиб чикади, бу  ерда С — нхтиёрий узгармас. и (х ,у )  ни топиш 
учун  у  ни узгармас деб хисоблаймиз, у  холда dy  =  0 , натижада 
(3.20) куйидагича ёзилади:

du  =  М  (х, у) dx,
X буйича интеграллаб.

и =  \М(х, y )d x  +  ф (у) (3.24)

ни топамиз. Б у  ерда ф(//) номаълум функция. Интеграллаш доимий- 
си у  га боглиц булиши мумкин, чунки .v буйича интеграллашда у  
ни узгармас д еб  хисобладик. Энди ф(у) ни (3.24) нинг иккинчи му- 
носабатг! бажариладиган килиб танлаймиз. Бунинг учун (3.24) ни у  
буйича дифференциаллаймнз ва натижани N (x,y) га тенглаймиз:
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^ й х  +  ср'(г/) =  А;(х,у).
ду

Бу ердан ф'(у) =  А!(х, у ) — 1—  ¿х . Энди г/ б\;йнча интеграллаб то-
^ ду

памнз: ср(у) =  (Щ х, у) — —  йх\йу - г  С. Шундай килнб, и (х, у)
/ J  д у  !  '

функшш куйидаги курпнишга эга булади:

и =  (х , У)~\  ̂М (х,у)йх  +  {х, у^  —  ̂^  йх) й у+ С .

Бу ифоданн ихтнёрий узгармасга тенглаб, берилган тенгламаиинг 
умумий интегралини хосил киламнз.

11 - м и с о л .  Биз юкорида

(2х3 — х у 2) йх +  (2у3 — х-у) <1у =  О

тенглама т у л и к  дифференциаллн тенглама эканнни курдик, чунки
—  =  — эди, шупИнг учун с1и =  (2л-3 — ху-)йх +  (2 у3 — х-у)с1у =  0 . 
д у  дх
и (х ,у ) функцияни топамнз. у  ни узгармас деб оламиз, у  холда й у = 0 .

д-2 м2
Демак, йи — ( 2 .г  — х у -)й х . Бундан и =  —-------- ^— }- ф (у). Энди ф(у)

ни —  =  N (x, у ) деган шартда аниклаймнз:----- — -  -Ь ф '(у)=  2у 3—
ду  ‘ 2

— х-у , бу ердан ф'{у) =  2у 3 ёки ф(у) =  +  С,

/ \ х* I У4 -у2//2 IФ ' . у ) = — +  +

и(а, у ) =  С булгани учун берилган тенгламанинг умумий интеграли 
куйидагича булади:

X* __ х2у2 , У4 =  с
2 2 ^ 2

У  з-у з и н и т е к ш и р и ш у[ч у н с а в о л л а р

1. Дифференциал тенглама деб нимага айтилади?
2. Дифференциал тенгламанинг тартиби деб нимага айтилади?
3. Дифференциал тенгламани ечиш нима?
4. Интеграл эгри чиэиц нима?
5. Биринчи тартибли дифференциал тенгламанинг ечими деб нимага айтилади?
6 . Хусусий ечим нима? Биринчи тартибли тенглама учун бошлангач шарт нима- 

дан иборат?
7. Биринчи тартибли дифференциал тенгламанинг хусусий ва умумий ечимининг 

геометрик маъноси (талцини) ^андай?
8 . Узгарувчилари ажраладиган дифференциал тенгламага таъриф беринг ва уни 

интеграллаш усулларини курсатинг.
9. К,андай функция бир жинсли функция дейилади?

10. К,андай биринчи тартибли дифференциал тенглама бир жинсли тенглама де
йилади? У цандай ечилади?

11. К,андай тенгламаларни бир жинсли тенгламаларга келтириш мумкин? Улар 
кандай ечилади?
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1 2 . Бмрпнчн тартизли кандай тенглама чизиклн дифференциал теиглама дейпладн? 
Унм ечнш устлинн баён килинг.

13. Бернулли тентламасн деб кандай тенглаиага айттладн?
14. Бирпнчн тартьоли кандай тенглама ту.иц дифференциал тенглама дейиладн? 

У ни ечиш устлинн баён килинг.
15. 3901—3918, 5934—3948, 4025—4027- масалаларни ечинг.

4- §. Коши масаласи

Дифференциал тенгламанмнг берилган у|,. =  г/0 бошлангич шарт 
буйича хусусий ечимини топиш масаласи К о ш и  м а с а л а с и  дейи- 
лади. г/[г=^ =  ¿/0 бошланрич шартнипг берилиши изланаётган х у су 
сий ечимга мос интеграл эгри чизик утиши керак булгап Р 0(х0, у 0) 
нукганинг берх'лишини билдиради. Шундай килиб, Коши масаласини 
ечиш — интегргл эгри чизшутар оиласи орасидан берилган куктадан 
утадиганини танлаб олиш демакдир. Коши масаласининг геометрик 
маъноси ана шундай. Бу масала хар доим хам ечимга эгами? Бу 
саволга купидаги теорема жавоб беради (исботнн келтирмай, теоре
ма баёни билан чекланамиз).

Т е о р е м а .  (Коши масаласи ечимининг мавжудлиги ва ягоналиги
теоремаси.) Агар ¡{х, у ) функция ва унинг —  хусусий хосиласи

ду
Ро(хо’ Уо) Щ кггани у з  ичига олган бирор О сохада уэлуксиз булса , 
у холда у ' =  ¡(х , у )  дифференциал тен гл ам ан и н г х  =  х 0 да у  =г/0, 
яъни ср(х0) =■ у0 ш ар тн и  кан о атлан ти р увч и  у  =  ср(Х) ечими м ав- 
ж уддир ва б уеч и м  ягонадир.

Бу геометрик жихатдан куйидагини билдиради: теореманинг шарт- 
лари бажарилгдиган хар бир нукта оркали ягона интеграл эгри чи- 
зи^ 'утади .

Теореманинг'"шартлари бузиладиган ^нукталар м ахсус] н у ц т а .  
лар дейилади. М ахсус нукталар оркали ё бирорта ^ам интеграл э г 
ри чизик утмайди, ё бир печта чиз!-щ утади. Масалан, у ' =  —  тенг-

‘ '  X
лама у  =  Сх умумий ечимга эга, бу 
интеграл эгри чизик, оиласи — коорди- 
наталар бошидан утувчи турри чизик;- 
лар дастасидир.

х  =  0 да (ординаталар укида) ва 
0 (0,0) нуцтада теорема шарти бузила- 
ди- Текисликнинг, курсатилган нуц- 
талардан тагщари, исталган нуктаси 
оркали у  =  С г оиланинг бир турри чи- 
зири утади. Теорема шарти бузилган
О (0 ,0 ) ну^та оркали чексиз куп  тур
ри чизи^ утади. О у  у^ининг бошк,а 
ну^талари оркали битта ^ам турри чи- 
зиц утмайди (191-шакл).
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5- §. Дифференциал тенгламанинг махсус ечими тушунчаси

Т а ъ р и ф. Дифференциал тенгламада унинг умумий ечимидан их- 
тиёрий узгармаснинг -\еч бир цийматида хосил цилиниши мумкин 
булмаган ечими м ахсус ечим дейилади.

Махсус ечими инг графиги умумий ечимга кирган интеграл эгри 
чизикларнинг урамаси деб аталувчи чизикдан иборатдир. Бу чнзик 
узининг хар бир нуктасида оиланинг у  ёки бу интеграл эгри чизи- 
гига уринади, шу билан бирга ураманинг турли нукталарида оила- 
нинг турли интеграл эгри чизиклари уринади.

Демак, ураманинг (махсус ечимнинг) хар бир ну^таси ор^али 
энг камида иккигадан интеграл эгри чизиш утади, яъни унинг хар 
бир нуктасида ечимнинг ягоналиги бузилади. Бундай нукталаряи б и; 
махсус нукталар деб атадик. Шундай килнб, махсус ечим махсус 
нукталардан иборатдир.

Агар F(x, у, i f )  =  0 дифференциал тенгламанинг умумий интег- 
рали Ф (х, у , С) =  0 булса, урамани топиш учун куйидаги тенглама- 
лар системаси хизмат килади:

Бу ерда С ни йукотнб, у  =  ф(х) тенгламани хосил киламиз. Araj 
бу функция дифференциал тенгламани каноатлантирса ва  Ф (х ,у ,С )= (  
оилага тегишли булмаса, уг холда у  тенгламанинг махсус ечими бу 
либ, унинг графиги Ф (х, у , С) =  0 оиланинг урамасидан иборат бу 
лади.

1 -м  и с о  л . Ушбу г/2(1 +  у"1) — Р г тенгламанинг махсус ечимин! 
топинг.

Е ч и ш .  Тенгламанинг умумий интегралини топамиз. Бунинг учу! 
уни у '  га нисбатан ечамн? ва узгарувчиларни ажратамиз:

Интеграллаб, топамиз:

Ф (х ,у ,С )  =  О, 
Фс(х, у , С) =  0.

(5.1;

-h V 'R 2 — у 2 — х С .

Квадратга кутаргандан кейин уму 
мий интегрални хосил к.иламиз:

(х - С У ~ + у 2 =  R*.

Интеграл эгри чизиклар оилдси-

192- шакл.

-р - ' радиуси R, маркази абсциссала] 
уцида булган айланалар оиласи

— дан иборат (1 9 2 -шакл). Ураман! 
топамиз. Бунинг учун (5.1) систе 
мани тузамиз:
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/ (-V' — С)2 +  у 2 =  Я 2,
\—2(лг — С) =  0.

Бу ердан С  ни йукотиб, у 2 =  Я 2 ёки у  =  ни топамиз. Ай- 
ланалар онласининг урамаси у  =  ±  Я  тугри чизиклар жуфти була- 
ди. у  =  ± Я  функция берилган тенгламани каноатлантиради. Д ем а к ,  
У =  ±  Н — махсус ечим.

6 -  §. Клеро тенгламаси

Куйидаги
у = х у '+ ^ { у ' )  (6 . 1)

тенглама Клеро тен гл ам аси  дейилади, бунда 1]) (у ') у '  нинг функ- 
цияси. Тенгламани^ечиш учун у '  =  р  (х) белгилаш киритамиз. У  хол- 
да (6 . 1) тенглама

у  =  хр +  \\1(р) (6 .2)

куринишга келади. Бу тенгламани, р ' =|—  эканини ^исобга олиб,
¿¡X

дифференциаллаймиз:

Бундан

Р  = Р  +  Х- Т(¡X йх

Х ^ - + Ц '( Р )  =  0ах  ах

еки

^  (* +  № »  =  о. (б .з )
йх

Бу тенглама

еки

^  =  0 (6 .4)
йх

.* +  \}>'(р) =  0 (6.5)

булган ^олда айниятга айланади. Дар икки холни караймиз.
а) (6.4) тенгламани интеграллаймиз; р  =  С, С — ихтиёрий узгар- 

мас. Энди куйидаги

(у  =  хр  +  г|з (р),
\р — С

тенгламалар система сидан р  параметрни йукотсак, берилган (6 .2) 
тенгламанинг умумий ечимини з^осил кдламиз:

у  =  Сх +  М С ).  (6 .6)
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Геометрик нуктаи назардан бу ечим тутри чизи^лар оиласини таш- 
кил этади.

Х,осил килинган ечимни (6.2) тенглама билан солиштириб, Кле- 
ро тенгламасининг умумий ечими ундаги у '  хссилани ихтиёрий уз- 
гармас С  га алмаштириш орхали хосил килинишини курамиз.

б) (6 .5 ) тенгламадан р т  х нинг функцияси (яьни р =  р (х)) си- 
фатида топамиз. Куйндаги

( у = х р  +т\>(р),

IP =  Р (*)

тенгламалар сигтемлсидан р парамгтрнн йу^отиб
у  =  хр(х) +  т|> (р (х)) (6.7)

функцияни хоснл киламиз. Бу функция (6.1) тенгламанинг ечими- 
дир. Ха^икатдан хам, бунга илэнч хоеил ^илит учун (6.7) дан у '  
ни топамиз:

у '  = р (х ) +  х ^ -  +  $'{р{х)).
а х  а х

ёки

у '  =  р  +  (X +  Ч’Чр))
а х

(6.5) га к ур а  охнрги гфэда куйидагн куринишга келади:

У' =  Р. (6.8)

Энди у  ¡за у ’ нинг (6.7) ва (6 .8) фэрмуладаги ^ийматларинг (6,1) 
тенглам ага  куйсак,

х р  +  1|з (р ) =  х р  + (р )

айният хосил булади. Д емак (6.7) хакикатдан хам берилган тенгла
манинг ечими экан. Бу ечимни (6 .6) умумий ечимдан С нинг бирор- 
та хам ^ийматнда хо;ил килиб булмайди. Маълумки, бундай ечим- 
лар м ахсус  ечимлар дейилади. Куряпмизки бундай ечимни

( y = x p + ÿ ( p ) ,
{.X +  гр '(р ) =  О

системадан ёки ^уйидаги

( у  ~  хС +
[ * +  'Ф'(С) =  о

тенгламалар системасидан С  ни йу^отиб ^осил цилиш мумкин. 
Маълумки, бу ечим у  =  Сх-\- (С) умумий ечимнинг \грамасини аник;- 
лайди. Д ем ак , Клеро тенгламасининг махсус ечими у  =  Сх +  г|з (С) 
тутри чизи^лар оиласининг урамасини ани^лайди.

Шундай цилиб Клеро тенгламасини ечиш учун аввало берилган 
тенгламада у ' ни С га алмаштириб унинг умумий ечимини топиш 
керак:
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У

193- шакл. 
у  =  Сх +  гр (С).

Шундан сунг к;уйидаги
и/ =  Сх +  ф(С),

+  \|/(С) =  о
системадан С  ни йукотиб, махсус ечимнн (унинг графигп интеграл 
эгри чизиклар оиласининг урамаси булади) топпш керак.

М и с о л. Ушбу
у  =  х у ' +  (у ’ — у '2)

Клеро тенгламасининг умумий ва махсус ечнмларнни топпнг.
Е ч и ш .  Тенгламанинг умумий ечпмнни у '  ни С билан алмашти- 

риб топамиз:
у  =  Сх +  С — С2.

Б у тенгламани С  буйича дифференииаллаймиз:
О =  х  +  1 — 2С.

Куйидаги
(Ч — Сх -I- С — С-,
\0 =  х + 1  — 2С

системадан С ни йукотиб

у ! = ^ ( *  +  I)2

махсус ечимни \оснл киламиз. У  парабола булиб, у  =  Сх - г  С — С2 
умумий ечимлар оиласининг урамасини ташкил килади (1 9 3 -шакл).

7- § .  Л агранж тенгламаси
Ушбу

У =  х у ( у ')  +  у ( у ' )  (7.1)
тенглама Л агр а н ж  тен гл ам аси  деГшладн, бунда ц (уг), У (у') лар у  
нинг маълум функцияларп.
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Бундай тенглама хам р пчрамегр киригиш усули билан ечилади^ 
у '  =  р(х) д е б  белгилаймиз. У холда (6.7) тенглама ушбу куринишга 
келади:

У =  М Р )  +  Ц(Р)‘ (7-2)
Охирги тенгламани к  буйича дифференциаллаб

р =  ф (р) +  (щ \р )  4 -  V(p))
ах

€ К И

р  — ч(р) =  (щ '(р )  +  4'Чр)) -у -  (7 3 )
ах

тенгламани хосил киламиз. р  — ц (р )ф О  ва р — ср(р) =  О булган 
холларни караймиз.

dxа) р — ф (р ) ф  0 булсин. (7.3) тенгламани —  га нисбатан очиб куйи-
dp

даги  куринишда ёзамиз:
dx  __  ф' (р)________г|з'(р)
dp р — ф(р) ~  Р — ф(р) ’

•.г dx ,Хосил кнлинган тенглама х ва —  га нисоатан чизиклидир ва де-
dp

мак
х  =  Ф (р ,С )  (7.4)

умумий ечимга эга. (7.4) ни (7.2) га  куйиб, у  ни р ва С  оркали 
ифодалаймиз:

у  =  Ф (р, С) ф (р) +  ip (р) =  / (р, С). (7.5)

(7.4) ва (7.5) бизга Лагранж тенгламасининг умумий ечимини пара- 
метрик куринишда беради:

¡X =  Ф (р, С) ,
Iy = f f a  С).

Бу системада р параметрни йукотиб Лагранж тенгламасининг 
умумий ечимини куйидаги куринишда ^осил ^иламиз:

F(x, у , С) =  0.

Тенгламанинг умумий ечимидан хосил булмайдиган махсус ечими 
булиши мумкин.

б) р — ф (р) =  0 булсин, яъни бирор р =  р0 да  ф (р0) =  р0 бул
син. Ушбу

у  =  х ф )  + Ч 1(р),
Р = Р о

системада р  ни йукотиб

У =  х<р(р0) + тИР»)
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ечимни ^осил циламиз. Бу эса Лагранж тенгламасининг махсус 
ечимидир.

М и с о л. Ушбу
У = х  +  у ' 3

Лагранж тенгламасининг умумий ва махсус ечимларини топинг.
Е ч и_ш. Бу тенгламада у '  ни р (х) га алмаштириб

У =  х +  р3 (7 .6 )
тенгламани .^осил ^иламиз. Уни х  буйича дифферендиаллаймиз:

р =  1 +  3р2 — . Бундан р — \ = 3 р 2 — .
йх йх

а) Агар р — 1 ф  0 булса, ушбу

йх =  йр 
Р -  1

тенгламани интеграллаб, цуйидагинн з^осил цнламнз:

х  =  3 ( 1 п | р -  1 | + р  +  - у )  +  С  (7 '7>

х  нинг хссил килинган ифодасини (5.13) га куямиз:

у = з (\п 1р  — \\ + р + р-̂ -) + С +  р3.
\ * /

(7.6) ва (7.7) лар Лагранж тенгламасининг умумий ечимини пара
метр куринишда беради.

б) Агар р — 1 = 0  булса, р =  1 кийматни (7.6) тенгламага 
цуйиб

у  = х  +  1 
махсус ечимни .\осил киламиз.

8- §. Изоклинлар усу ли

Агар бнринчи тартнбли дифференциал тенгламани интеграллаш- 
нинг ю^орида тахлил килинган усулларидан хеч бнрн максадга 
эриштнрмаса ёки мураккаб хисоблашлар талаб килннса, такрибнй 
ечишга мурожаат килиш мумкин. График усул  — изоклинлар усу ли
ни баён киламиз.

Ушбу у '  =  /(*, у) дифференциал тенглама Коши масаласи ечими- 
нинг мавжудлигп ва ягоналиги теоремаси урннли булган О со.^а- 
нинг х;ар бир Р  (х, у )  нуктасида у '  ^осиланинг кийматини, яъни бу 
нукта оркали утувчи интеграл эгри чизнкка уринманинг бурчак к о 
эффициента & =  t g a  =  r/' ни аннцлайди. Бу микдорнп график тарзда 
бурчак коэффициента у '  =  /(х, у) =  к га тенг тутри чизик кесмаси 
оркали тэсвирлаш мумкин.

>̂ ар бир нуктасида бирорта скаляр мп^дорнинг кнйматн берилган 
со^а бу микдорнинг скаляр майдони дейиладн. Бизнннг холда у ' =  
=  У) Дифференциал тенглама Оху текисликда нуналишлар май-
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донини аниклайди. Гео
метрик нуктаи назардан 
дифференциал тенглама- 
ни интеграллаш шундай 
эгри чизикларни топиш- 
дан иборатки, уларга ут- 
казилган уринмаларнинг 
йуналишлари тегишли 
нукталардаги майдон йу-

-*-х налиши билан бир хил- 
дир.

Майдон йуналишлари 
бир хил булган (у ' =  k — 
const) нукталар тупла- 
ми тенгламанинг изокли
ны дейилади. Равшанки, 
У' =  f(x > У) дифференциал

194- шакл. тенглама учун изоклин
тенгламаси f(x, у) =  k бу- 

лади. k нинг турли кийматларнда турли изоклинларни хосил кила- 
миз. Изоклинлар оиласини ясаб, интеграл эгри чизиклар оиласини 
такрнбии ясаш му.мкин.

М н е  о л. Ушбу //' = ----- — дифференциал тенглама учун нзок-
х

линлар, йуналишлар майдонини ясанг. Тенгламани ечмасдан интег
рал эгри чизикларни ясанг.

Е ч и ш.  Изоклинлар тенгламалари:------— =  k ёки у  =  — kx— бу-
Л'

лар 194-шаклда кур:атилган турри чизихлар оиласидир.

У з-у з и п и т е к ш и р и ш у ч у н  с а в о л л а р
1. Бнринчн тартпзлн дифференциал тенглама учун Коды ма:ала:ннн ифэдаланг 

ва унинг геометрнк талкининн берннг.
2 . Бирпнчн тартибли дифференциал тенглама учун Коши масалаги ечимининг мав- 

жудлигн ва ягоналиги теоремасинп ифэдаланг. Бу теэреманинг геометрик тал- 
кини кандай?

3. Биринчп тартиЗли дифференциал тенглама учун кандай нукталар махус ну^та- 
лар булади?

4. Биринчп тартибли днфференцнал тенгламанинг махсус ечими деб нимага айти- 
ладп?

5. Клеро тенгламаеннпнг умумнй ва махсус ечимларн кандай топилади?
6 . Лагранж тенгламаспнинг умумий ва махсус ечимлари кандай топилади?
7. Бирннчи таргпбли тенглама интеграл эгри чизигани ясашнннг изэклпнлар усу- 

линн баён килинг.
8 . 3954—3968, 4038—4044, 4050—4057- масалаларни ечинг.

9- §. Ю^ори тартибли дифференциал тенгламалар

Биринчи тартибдан говори булган барча диффэргнциал тенгла
малар юкори тартибли дифференциал тенгламалар дейилади. п- тар 
тибли тенглама у (п) ^осиладан ташкари эркли узгарувчини з^амда цуйи
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•артибли хосилаларни хам уз  ичига олиши мумкин, бинобарин, бун- 
laii тенгламанинг умумий куриниши

F { x ,y ,y ' , y " ,  у ('") =  0 (9.1)
■ки, агар мумкин булса, юкори хосилага нисбатан ечилган

Ьт  = [ ( х ,у ' , у " ,  . . ., у 1п~1)) (9.2)
наклда булиши мумкин.

1. Коши масаласи. Умуман олганда, дифференциал тенгламани 
эункцияларнинг бутун бир системаси каноатлантириши мумкин. Та- 
[ин ечимни ажратиб курсатиш учун кушимча шартлар хам керак 
1улади. Масалан, п- тартибли тенглама учун бирор х  =  л-0 нуктада 
вланаётган у  функциянинг киймати ва унинг п — 1-тартибгача 
•арча хрсилаларининг кийматлари бэрилади, яъни

У !,=,„ =  Го.

У U.V. =  ¿V (9.3)

(9.3) сонлар системаси гг-тартибли дифференциал тенглама учун 
ошлангич шартлар дейилади.

(9.1) ёки (9.2) тенгламанинг (9.3) бошлангич шартлар система- 
ини каноатлантирувчи хусусий ечимини топиш масаласи Коши ма- 
ахаси дейилади.

Агар иккинчн тартибли
F(x, у, у ',  у") =  СГёки if\ =  f(x, у , у ')  (9.4)

енглама караладнган булса, у  хрлда х  =  х0 да  ечим учун бошлан- 
ич шартлар ^уйидагича булади:

I У i.V = A‘0  == У О1
\у ' и  =  у 'о>

мг ер д а  хо, г/о, у 'о — берилган сонлар. Бу ш артларнинг геомет- 
►ик маъноси  ^уйидагича: Текисликнинг берилган Ро(х$, уо) 
[уктасида  бу нуцтадан  у тад и ган  интеграл эгри чизи^ка  у т к а -  
илган уринм а бурчак  коэффициенти у '0 х а м  берилган. Ш ундай  
:илиб (9 .4) дифференциал тен гл ам а  учун Коши м асаласи н и  
чиш — бу шундай у  = ф(х) интеграл  эгри чизикни топиш де- 
1акки , у  Р о (х 0, у 0) н уктадан  у т а д и  Ва бу н у к т а д а  уринманинг 
¡урчак коэффициенти берилган у '0 г а  тенг булади . Иккинчи 
артибли дифференциал тен гл а м а  учун Коши м асаласи н ин г 
еометрик маъноси ана ш ундай.

2 . Дифференциал тенгламалар учун чегаравий масалалар  
уррисида тушунча. (9.1) ёки (9.2) т ен гл ам ал а р  учун ургани- 
[адигак м а с а л а л а р  Коши м асал аси  билан чекланм анди . К уп 
ина физика ва  техника м а с а л а л а р и  купинча бош ланш ч шарт-
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ларга эмас , балки бодщ,
ч) турдагн куш имча ш артлар

га олиб келади . Бунда! 
шартларни чегаравий ш ар ! 
лар деб аташ 1̂ абул килин 
ган. М асалан ,  изланаётга : 
функциянинг бир нечта нук 
гадаги  киймати м аъ л у :  

> бул ганда  дифференциа, 
тенгламанниг ечимини тс 
пиш тал аб  этилади. Б;

195-шакл. ш артларни цаноатлантира
днган бундай ечимни то 

пиш м асаласи  чегаравий  м ас ал а  депилади . Бундай м асалалар  
ум ум эн  айтганда , бошлангич ш артли м ас ал а ,  яъни Коши ма 
сал аси га  нисбатан мураккаброкднр . Шу м а с а л а л а р га  кай там и : 
Коши м асаласи  ^андап  ш артларда  ечимга эга булади , дега; 
с аволга  куйидаги  теоремадан  ж аво б  топамнз.

3. Коши м асаласи  ечимининг м авж удлиги  ва ягоналиги тур 
рисидаги теорема. Агар  (х„, /'0, у ’0, у 0, . . ., у (0п~1>) н уктан и  у
ичига олган бирор D со^ада / (;с, у, у , у  , . . ., ¡/п)) функция у;

3/ д?  Э/луксиз ва узлуксиз — , — , — , . . . .  — ' - хусусии уосилаларг
д у  д у '  Ьу" д у п

эга  булса , у  холда

У{п) =  / (х, у , у ,  у", . . ., г/"_1))

тенгламаиинг

У =  г/0. У' и 0 =  у'о’ ■ • -  у1п~ \ . хш =  Уо~ц

ш артларни ц ан оатлан ти ради ган  у  =  ф(л') ечими м а в ж у д  булиС 
бу ечим яго н а булади .

Бу теорема Коши м асаласи  ечимга эга  булишининг етарл] 
ш артларини тайинлапди. Агар ц ар ал аётган  тен гл ам а  иккинч] 
тартибли, яъни у "  = Ц х, у , у ')  куриниш да булса , у  холда  м аъ  
лумки, у\х=х0 =  у 0 ва у'\х=ха =  у'0 шартлар Р 0 (х0, у0) нуцтани анщ  
лаб, унннг бу нуктадан утадиган интеграл эгри чиз№ига утказилга] 
уринманинг бурчак коэффициент у 0 берилган булади. Бу холда те 
орема шартларн бажарилганда уринманинг у'0 бурчак коэффициент 
маълум булган берилган Р п (г0, ;/п) нуктадан битта интеграл эгр. 
чизиги утадн. Теореманинг геометрик маъносп ана шундадир (195 
шакл).

4. Умумий ва хусусий ечим туррисида тушунча
Т а ъ р и ф .  (9.2) дифференциал тен глам анинг ум ум и й  ечим1 

деб, тенгламанинг тартиби канча булса ,  шунча ихтиёрий у з гар
масларга боглиц булган шундгй у =  ср (х, С,, С2...........Сп) функция
га айтнладики, бу функция учли куйидаги шартлар бажарилади:
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а) у  Ср С2( . . Сп ихтиёрий узгармасларнинг исталган к;иймат. 
фида (9.2) тенгламани каноатлантиради;

б) бошланрич (9.3) шартлар хар кандай булганда хам, ихтиёрий
!гармасларнинг шундай С , , С2............Сп кийматларини топиш мум-
1нки, бу кийматларда í/=  q>(x, С,, С2, . . ., Сп) ечим (9.3) бош- 
ihfh4 шартларни каноатлантиради.

Умумий ечимдан ихтиёрий узгар м асл ар н и н г  м аъ л ум  цнй- 
[атлари да  хосил б ул ад и ган  ечимлар хусусий  ечимлар  дейи- 
ади.

10-§ . Тартибини пасайтириш мумкин булган тенгламалар

л-тартибли  дифференциал тен гл ам аларн и  интеграллаш  усул - 
арини баён килиш га у там и з .  И нтеграллаш нинг асосий усули 
артибини пасайтириш, яъни берилган тен глам анинг у з г а р ув -  
илармни тартиби уларн и кидан  пастрок б ул ган  у з гар увч и л ар  
-илан алмаш тириш  оркали  бернлган тенглам ани  бошка тенг- 
а м а г а  келтириш усулидир . Бирок тартибни пасайририш га хар  
оим хам  эриш илавермайди . Тартибини пасайтириш мумкин 
ул ган  тен глам аларн и н г  баъзи турларини куриб чикамиз.

1. Ушбу

i / l) =  f{x) ( 10.1)
уриниш даги тен гл ам а .  Бун дай  тен глам аларн и н г  узи га  хос то- 
юни ш ундаки , унинг унг  томони ф а к а т  х г а  богли^. Б ун дай  
енгламанинг тартиби бевосита к е тм а -кет  интеграллаш  йули 
илан пасайтирилади . ( 10. 1)д а н  бевосита ^уйидагини хосил 
ил а м из:

y (n- [,=  U ( x )  dx +  Сг.

Uy тар зд а  т а л а б  килпнган м арта  интеграллаб , ( 10.1) тенгла- 
[анинг умумий ечимини хосил ^иламиз.

1 - ми с о л. Ушбу у'" =  sinx — cosx тенгламанинг у  | =  1, 
' |(=0 =  — 1, у"  |v=0 =  0 бошланрич шартларни цаноатлантнрувчи ечи- 
ини топинг.

Е ч и ш.  Дастлаб у ”' =  sinx — cosa- тенгламанинг умумий ечими- 
и топамиз. Кетма-кет  уч марта интеграллаб, куйидагига эга була- 
из:

у" =  — cosa — sinx +  Clt 
у '  =  ---sin* -г  COSA' +  СхA - f  С3,

у  =  COSA' -г  siriA -Ь ----1- С2X +  С3.

’i, С2, Сз ларни бошланрич ш ар тл ар дан  топамиз:
0 =  — 1 — 0 4 -C j ,

— 1 =  — 0 - г  1 +  Ci • о +  с 2,
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К,уйидагиларга э га  булам и з :  С 1 =  1, С2 =  —2, С3 =  0. Шун- 
дан  ^илиб изланаётган  хусусий ечим куйидагича булади :

Х1
ц =  соэх +  э т я  Н---------- 2х.

2
2. У ш бу

у ('!) =  /(х, у1*>,у1к+])........у(п- ')  (10.2
куриниш идаги  тен гл ам а .  Унинг узи га  хос томони — тенглам а- 
нинг ун г  томонида ошкор излан аётган  у  функция в а  унинг 
(£— 1) - тартибгача  .^осилаларининг иштирок этмаслигидир, 
Бун дай  тенглам анинг тартиби куйидаги  алмаш тириш  ор^али 
/г бнрликка пасайтприлади: у {к) =  р (х), бу ерда р =  р (х) — янги из 
ланаётган функция. ( 10.2) тенглама бундай алмаштиришдан сун] 
куйидаги куринишга келади:

(п—к) е / ' " (/]—/г—1)чР } =  I (х, р, р , р . ., р1 О-

(п—й )-т а р т и б л и  тенглам ан п  хосил цилднк. Бу тенгламани 
и нтеграллаб , янги излан аётган  функцияни аницлаймиз:

р  =  ф (.V, С1ч С,, . . ., Сп_ к),

сунгра у (к) =  ф (.V, С,, С„ . . . .  Сп_ к) тенгламани к  марта интеграл' 
лаб. умумпй ечп.мнп топамиз.

2- м и с о л. Ушбу

у *  =  У 7 '
тенглам ан ин г  умумий ечиминн топинг.!П ’ у

Е ч и ш.  у  =  р(х) деймпз, у  холда у  =  р ' , берилган тенгламг 
р ' =  У р  куринишга келади. Узгарувчилари ажраладпган функция гг 
нисбатан бнринчи тартпбли тенгламани хосил килдик: —  =  У р  ёкг

йх
=  йх. Интеграллаб, топамиз:

V  р

2 1 р =  х +  С1 ёки Р =  ~  С1' 4" ^г)2-

Демак, у'"  =  — (х 4 - С^'2, бу ердан
4

У" =  —  (х  +  Сх)3 4- С2,

У' =  —  (х  С])4 +  С2х  -¡- С,,

1 = 1 + 0 +  С1- 0 + С 2-0 +  с8.

У =  (х +  С,)0 -г С.2 - у  -г С3х + С4.
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Э с л а т м а .  Бун дай  куриниш даги  тен гл ам аларн и н г  хусу-  
гий холи и злан аётган  функция ошкор к а тн аш м ага н  иккинчи 
гартибли у "  = [ (х , у ')  тен гл ам ади р . Бу ерда  у ' =  р (х )  урнига  
^уйнш ёр д ам и д а  тартнб бир бирликка  пасайтирилади .

3 - м и с о л .  Ушбу у"  =  12ч/— тенгламанинг г/|А.=0 =  1, у '  1Х=0= 3

зошланрич шартларни каноатлантирувчн хусусий ечимнни топинг.
Еч и ш.  Умумий ечимни топамиз: у ' =  р (х ) алмащтириш бажа- 

)амиз, бу ердан у" — р'{х). Н аш ж ада узгарувчилари ажраладиган
, 2  хр  .. с1р 2хЛхсуиидаги тенгламани хо;ил киламиз: р -- ----------- еки -—  = --------- ,

1 4 -  х- р 1 +  хг
>у ердан \пр =  1п | 1 -р х- [ -|- 1п ёки р =  С1 (1 4- х -). Уз навбати- 

1& бу ердан: у ' =  (^ (1  + х'2) ва у  =  Сг (х  + ) -{-С2.
О

С-, в а  С2 ларнн топиш учун бошланрнч ш ар тлар дан  фойда- 
ланамиз:

Г 3 =  -1,

[  1 =  с х - о +  с 2.
Бу ердан С 1 = 3, С2 = 1. Д ем а к ,

у  =  3 |л- +  ] +  1

хусусий ечим булади .
3) Ушбу

! ? ,)= Г [ у . у ' , У ”, . - . ' У 1п- 1)) (Ю.З)
куринишидаги тен глам а . Унинг у зи га  хос томони — т е н г л а м а 
нинг унг  томонида эркли у з гар увч и  л ошкор катн аш м ай ди . 
’/ —Р{У) урнига  цуйиш (10.3) тенглам ан и нг  тартибини бир 
Зирликка пасаитириш га имкон беради . Б ун да  янги эркли  уз-  
’ арувчи сифатида у  ни к а б ул  ки лам и з ,  янги и зл ан аётган  р 
функция у  га  боглик булади , яъни р = р ( у ) .  М у р а к к а б  функ- 
цияни дифференциаллаш цоидасига к у р а  топамиз:

"  = ± = р - 

а х  а  у  ах

У '  =  ^ ( Р 'Р) =  ^ ( Р ' Р ) . ^  =  ( ^ . Р +  Р> Л Л . Р =
а х  а у  йх \ ё у  <1у )

=  {Р"Р + р ' - р ' ) р  = р "р *  +  (р ')2р  ва к.

У", • • • У<п) ларни (10.3) тенгламага цуйиб, п — 1-тартибли тенг- 
;амага эга  буламиз.

4 - м и  с о  л . Ушбу у"  +  у ' г =  2е~у тенгламанинг умумий ечимини 
опинг.

Е ч и ш .  у '  = р ( у ) ,  у" = р '-р  деб, Бернулли тенгламасини  
¡осил к;иламиз:
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рр ' +  р~ =  2е у ёкн р ' + р  =
Р

р ^ = и -ь  урнига куйншдан фойдаланамиз, б у ердан р '  =  и' уН 
+  ии . Кейинги тенглама куйидагича ёзилади:

9 е—У 2е~у
и'и +  иь' +  ии =  —— ■ ёки и'и 4-  (и' +  и) и =  —------.

и  ■ и ии

V функцняни ш уидай танлаймизки , к а в с  ичида тур ган  кфсд 
нолга тенг булсин:

V 4- и =  0. (10.4
У холда

и 'у  =  -=?— . (10.5
ии

(10.4) тенглам ани  интеграллаймиз:

= — с1у ёки 1п у  =  — £/, бу ердан
V

у = е ~ у. ( 10.6
(10.6) ни (10 .5) га цуйиб, цуйидагини х.осил циламиз:

2 в~~̂ии' = -------- ёки иНи =  2еу с1у, бундан интеграллаб, топамиз:

^ - 2/  +  С,

ёки

и =  ±  V  Аеу +  2СХ . (10.7
Топилган и в а  и функциялар буйича ( (10 .6 )  ва (10 .7) форму 
л ал а р )  излан аётган  р оралиц функцияни тузам и з :

р =  и -у — ±  е~у ]/" Ае* 4- 2 Сх

еки

р =  ± У  Ае у-\-2 Схе 2у .

р =  алмаштириш бажариб, узгарувчилари ажраладиган тенг 
<1х

лама >;осил циламиз:

- ^ -  =  ±  У  А е-у+ 2Су_е-2и.

Буни интеграллаб , ум ум ий  интегрални топамиз:

± ^ У  Аеу+ 2 С 1 =  х +  С2

ёки
(х 4- С2)2 =  ев 4-  С1 , бу ерда С1 =  - у - .
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1. п- тартибли дифференциал тенглама деб нимага антиладн?
2. п- тартибли тенгламанинг бошланрич шартлари нимадан иборат?
3. Иккннчи тартибли тенглама бошлангич шартларпнннг геометрик маъноси 

цандан?
4. п- тартибли тенгламалар учун Коши масаласинн таърифланг.
5. Иккннчи тартибли тенглама учун Коши масаласининг геометрик маъноси 

кандаи?
6 . п- тартибли тенглама учун Коши масаласи ечимининг мавжудлиги ва 

ягоналигн теоремасини ифодаланг. Иккннчи тартибли тенглама учун бу 
теореманииг геометрик маъноси кандаи?

7. у(п) =  [ (х )  куршшипагн тенгламанн ечиш усулини баён килннг.
3. у ^  =  / (*, (/*’ ............ у (п~ ^ ) куринишдагн тенгламанн ечиш усулини баён

цилинг.
Э. у^п) =  / {у, у ', у" , . . . , у (" ~ ! ) ) куринишдагн тенгламанн ечиш усулини баён 

килинг.
10 .4155  — 4180, 4189 — 4195, 4208 — 4217-масалаларшг ечинг.

11-§ .  Юцори тартибли чизикли дифференциал 
тенгламалар

Т а ъ р и ф .  Агар и -тар ти б ли  дифференциал т ен гл а м а д а  из
л ан аё т ган  функция в а  унинг хосилалари  биринчи д а р а ж а д а  
ц атн аш са , бундай тен гл ам а  чизикли  дейилади . п- тартибли 
чизикли дифференциал тен гл ам а  куйидаги  куриниш га э г а :

М  У(п) +  (л') у {п~ 0 +  . . .  +  а п (х) у  =  [  ( х ) ,

бу ерда а 0 (х), а 1 (х) , . . .  , а п (х) лар х  нинг маълум уг,луксиз 
функциялари (хусусий холда улар узгармас сонлар булиши мумкин). 
Б у функциялар тенгламанинг коэффициентлари дейилади, шу би- 
лан бирга а 0 (х) =  1 (агар у  1 га тенг булмаса, тенгламанинг ^ам- 
ма хадларини унга булишимиз мумкин).

{ (х ) функция озод %ад ёки тенгламанинг ун г томони  дени- 
л ад и .

Агар /(х) ф  0 булса, у  холда

у {л) +  а х (л-) у (п~1) +  . .  . + а п (х )у  =  ¡(х )  ( 11. 1)

т ен гл ам а  чизикли бир жинсли б ул м аган  (ёки унг  томонли, ёки  
озод ^адли) т е н гл а м а  дейилади.

Агар [ ( х ) = 0  булса, (11.1) тенглама

у (п) +  ях (х) у (п +  . . . +  ап {х) у  =  0 ( И - 2)

куринишга эга булиб, чизщли бир жинсли  тенглама (ёки унг то- 
монсиз, ёки озод х;ади булмаган тенглама) дейилади. ( 11.2) тенгла
манинг чаи томони у , у ' ,  у ", . . . , у {п) га нисбатан бир жинслидир.

У з - у з и н и  т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р
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( 11.2) тенгламанинг чап томонини

L \y] =  У{п) + a 1 {x)i/n~h -т  . . . +  а п (а ) у  ( 12. 1)

оркалп белгилаймнз. Шу билан бирга а-ь (х) функцияларда а  аргу- 
ментнп кискалик учун ёзмаймиз. Бу ифодани у  функциянинг чизик
ли дифференциал сператори  деб атаймиз.

L[y\  чизикли дифференциал операторни f(x )  функциянинг ухша- 
ши деб караш мумкин. Хакикатан хам, f(x ) функция а  сонга янги 
f(x )  сонни мое куяди, L [y ]  oriepaiop эса у  функцияга янги L [y ]  
функцияни мос ^уяди.

1 - м и с о л. Агар L [у] =  у ” — х у ' +  2у  булса, у  =  х 3 учун куйи- 
дагини хосил киламиз:

L [x 3] =  (х3)" — х (х3)' +  2х3 =  6а- —  З а 2 • х  - f  2 а 3 =  6 а  —  а 3,

яъни у  =  х3 функцияга L [у] =  6 а  — а 3 функция мос куйилади. у  =  
=  sin а  функция учун эса куйидагига' эгамиз:

L [sin а ] =  (sin х)" — a  (sin а )' +  2  sin а  =
=  — sin А — A COS А +  2 sin А =  Sin А — A COS А.

2 - м и с о л .  L [ y ) - - y "  +  x y  булсин. У  холда у  =  а 3 учун цуйи- 
дагига эгамиз:

L [ а 3] =  (а 3)" - г  а  (а 3) =  6 а  +  а 4. 

у  =  sin а  функция учун эса:
L [sin А] =  — sin А +  A sin А.

L \ y ] чизикли дифференциал оператор цуйидаги и кки та  асо- 
сий хо ссага  э га .

1) У з г а р м а с  купайтувчини оператор белгиси таш цари сига  
чи^ариш мумкин , яъни

L [C y ]  =  CL [у ],

бу ерда у  — исталган , п м а р т а  дифференциалланувчи функция; 
С — у з г ар м а с .

^ а ц и ^ а т а н  з$ам, ( 12.1) оператор белгисининг мазмунини 
очсак :

L [Су] =  (C y jn) +  а ,  (Су) (п~]) +  я 2 (Су) 1п~2) + . . . + а п С у =

=  C yín) +  а гС у{п -f- a 2-C yln +  . . . +  а п Су =

=  С  ̂у {п) +  Cií/(" 15 +  а 2у {п 2) +  . . . +  а п у  j  =  CL [у] .

Б у  хосса операторнинг бир ж и нсли ли к  хоссаси дейилади .
2 )  И кки та  функция йигиндисининг оператори з^ар цайси 

куш илувчининг операторлари йигиндисига тенг , яъни

¿  Wi + y 2] =  L Ш  +  L Ы  .

1 2 -§ .  Чизикли дифференциал операторнинг хоссалари
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5у ерда //,, и2— исталган, п марта дифференциалланувчи функция- 
лар. Хакнкатан хам,

^ [У у - г  У2] =  (г/1 +  У2) (п) +  1̂ (г/1 +  У2) <л_1) +  . . . +
+  ап~ 1 (У1 +  У 2) ' +  а п (У1 +  У2) ■

Й и р и н д и н и н г  хоснласи >рсилалар йиеиндисига тенг булгани учун, 
5у ердан топамиз:

^ [Ух +  г/21 =  {У^-т- У2п)) +  а 1 (г/1<л 1}+  У2п !)) +  . . . +  ап(у\-\-У^ —

=  (уГ)+  а \ У1П '*+ • ■ • +  а пУ1 )+ (У <2>+ ^ У г  1>_Ь • • • +

+  апУ2) =  1 [У1\ +  1 [У2\-

Бу хосса операторнинг аддити влик  хоссаси дейилади. Р авш ан -  
ки, у  ф ацат иккита эмас , балки исталган  чекли сондаги ^уши- 
лувчилар учун хам  уринлидир.

13- §. Чизицли бир жинсли дифференциал тенгламалар,  
уларнинг ечимлари хоссалари

( 12. 1) чизицли дифференциал оператордан ф ойдаланиб,
( 11.2) чизи^ли тенгламани

Ш  =  о (13.1)
куринишда ёзиш мумкин.

Ш ундай т^илиб, бу тен глам анинг ечими ш ундай у  функ- 
циядан иборатки, унга  Ь [у ]  оператор нол сонини мос ^уяди . 
Энди чизицли бир жинсли (11.2) дифференциал тен гл ам ан и н г  
хусусий ечимлари ^а^идаги  теорем аларн и  ^арай м и з . Б ун да  
операторнинг олдинги п араграф да  куриб чицилган хоссалари- 
дан ф ойдаланамиз.

1- т е о р е м а .  А гар  у\ ф ункция  (11.2) тенглам ан ин г ечими 
булса, у  уо л д а  С у{ ф ункция %ам б у  тен глам ан и н г ечими б^лади .

И с б о т и. Агар  у\ (11.2) т ен глам ан ин г  ечими б^лса ,  (13.1) 
тен гли кка  к у р а :  Ь [у{\=  0. Биро^, чизицли операторнинг бир 
жинслилигига ку р а :  Ь [С у 1\ = С Ь [у х \ , яъни Ь [С у\ ]= Ь . Кейинги 
тенглик Сух функция х ам  ( 11.2) тенглам ани  цаноатлантири- 
шини, яъни унинг ечими булишини билдиради

2 - т е о р е м а .  А гар  у\ ва  г/г ( П- 2)  тенглам ани нг ечимлари  
булса, у  %олда у х +  у 2 ф ункция х ам  бу тен глам ани нг ечими бу- 
лади.

И с б о т и. Агар у\ ва  г/2 (11.2) тен глам анинг ечимлари бул- 
:а, у  холда (13.1) тенгликка  к у р а  куй и даги га  э гам из ;

¿[г/^  = 0  ва Ь [у2] =  0 .

Зирок, операторнинг аддитивлик хоссасига кура: Ь [у 1 + у 2] =  
= Ь [г/х] 4- Ь [у2] , яъни Ь [уг +  у 2\ = 0 .  Бу у 1 ■+ у 2 (11 .2) тенглама- 
ш каноатлантнришини, яъни унинг ечими булишини билдиради.
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Н а т и ж а .  Агар у и у 2, . . . , уп — (11.2) чизицли бир жинсл] 
дифференциал тенгламанинг хусусий ечимлари булса, у  холда улар 
нинг чизи^ли комбинацияси

У — С1У1 +  С2у 2 +  . . . +  Сп у п

^ам  берилган тенглам анинг ечими булади .
У — С1У1 +  С2у 2 +  . . . +  Спуп ифода п та ихтиёрий узгармасш 

уз  ичига олади ва п- тартибли дифференциал тенгламани ^аноатлан 
тиради. Ихтиёрий узгармаслар катнашган бу ечим умумий ечим бу 
лиши учун ихтиёрий узгармасларни улар бошланрич шартларнин 
исталган берилган системасини каноатлантирадиган ягона усул би 
лан танлаш имконияти мавж уд  булиши керак. Бундай имконият мав 
жудми ёки йукми эканини аницлаш учун функцияларнинг чизи^л: 
боглиц ва чизи^ли эркли (борлик эмаслик) тушунчаларини киритии 
керак булади.

14-§ . Чизицли боглиц ва чизицли эркли функциялар 
системалари

1- т а  ъ р и ф. Агар бир вацтда нолга тенг булмаган п та а ь  а 2, . . . 
а п сонлар м авж уд  булиб, барча х  6 [а, Ь] лар учун

«!«/! + а 2г/а +  . . . + сх п г/п =  0 (14.1

айний муносабат бажарилса, [с , Ь] кесмада аникланган ва узлукси: 
У\, У%, ■ ■ • ,  Уп функциялар системаси [а, Ь\ кесмада чизщ ли боглш 
дейилади.

Агар, масалан, а п Ф 0  деб фараз цилсак, (14.1) муносабатш 
цуйидагича ёзиш мумкин:

Уп =  Р1У1 +  М г  +  • • • +  Рп_1 Уп-  1 ,

бу  ерда

о “ 1 а _  а2 а “ л-1Р1 — • Р2 , • • . , Р„_! —
п  а п п

Шунинг учун ф ункциялар системасининг чизи^ли борли^лип 
системанинг ф ункцияларидан  хеч б у л м а ган д а  биттаси долган  
ларининг чизи^ли комбинациясидан иборат булишини билди
ради. Хусусан, иккита: у г ва у 2 функция у 2= $  У\ ёки =  р, яъш

У1
уларнинг нисбати узгармас сон булганда чизшуш безлик булади.

2- т а ъ р иф. Агар а гу г +  <̂2Уг +  • • • +  уп =  0 муносабаг фа
к,ат

<*! =  а 2 =  . . . = а п =  О

шартда бажарилса, [а, Ь] кесмада аникланган ва узлуксиз у и у г 
■ ■ ■ > Уп Функциялар системаси чизикли эркли дейилади.
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Хусусан, иккита: у± ва у 2 ф ункция----- ф  а ,  яъни уларнинг нис-

бати узгармас сонга тенг булмаганда чизикли эркли бÿлaди.
1 - ми с о л. Уш бу г/i =  cos2*, у 2 =  s in2x, у 3 = а  функциялар 

системаси барча х Ç (— оо, оо) лар учун чизикли боглик;. Х,ак;и-

катан хам, а г =  1, а 2 =  1, а 3 = -------  да исталган учун цуйида-
а

гига эгамиз:
а ху х +  а 2у 2 - f  а 3у3 =  cos2x +  sin2x  — 1 = 0.

2- м и с о л. Ушбу

у г =  cos2* , у 2 =  s in2x, г/а =  ех, г/4 =  s in  2х, у 6 =  cos 2х, у в =  \пх

функциялар системаси чизикли боили^. Х,а^и^атан з^ам, а х =  1, 
а 2 =  — 1, а 3 =  а 4 =  а в =  0, а 5 =  — 1 да исталган *  учун цуйида- 
гига эгамиз:

« 1Í/1 +  «a i/г +  « 3Í/3 +  «4Í/4 +  « 6Í/6 +  «eí/e =  cos2*  — sin2*  — cos 2 x = 0 .

3- и и с о л. У ш бу

У1 =  1. Уг =  х, Уз =  Х2.............. у п+х =  хп

функциялар системаси чизикли эркли .
Х>ацицатан з^ам,

“ lí/i +  « 2Í/2 +  • • • +  a n+1 уп+1 = а 1 +  а 2х +  . . . +  а п+1 хп =  0

тенглик х  нинг л  дан катта булмаган цийматлари (п- даражали тенг- 
лама илдизлари) учун уринли. К,олган з^олларда тенглик а г =  а а =  
=  . . . =  а п+, =  0 бу-лганда уринли.

4 - м и с о л .  Уш бу Ух =  s i n х, у 2 =  co sх  функциялар системаси 
чизикли эркли. Х,а^икатан з^ам, а гУх +  а 2г/2 =  а х sin х +  а 2 cos х =  0 
тенглик а г =  а 2 =  0 булганда уринли. Функциялар сони иккита 
бÿлгaндa уларнинг чизикли эрклилигини бу функцияларнинг нисба-
тидан фойдаланиб аниклаш мумкин. =  t g x  булиб, барча х  лар

Уг
учун узгармас сон булмагани сабабли у г =  sin  х, у 2 =  cos х лар чи- 
зик;ли эркли.

15- §. Вронский детерминанти. Функциялар системасининг 
чизицли борлиц ва чизикли эркли булиш шартлари

Бирор ф ункциялар системасининг чизикли богли^ ёки чи- 
зи^ли эркли эканлигини ани ^лаш га имкон берадиган  аломат 
(белги) ларни rçapaiu зар ур ати  ту ги л ади .

Т а ъ р и ф .  п— 1 марта дифференциалланувчи у г , у г, . .  . , у п функ
циялар системасининг Вронский д етер м и н ан ти  ёки вронскиани деб 
^уйидаги детерминантга айтилади:
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У\ У 2 • • Уп

Ц7 = У\ У 2 ■ ■ Уп
„(П- 1) „(п-1)
у  1 У г . .  . Уп

^  Бу детерминант х  нинг функцияси булиб, Ш =  № (х) =  \V [уи  
у 2, ■ • . , у п каби белгиланади. У функцияларнинг чизи^ли боили^ 
ёки эркли эканини урганиш воситаси булиб хизмат килади.

Т е о р е м а .  Агар у и у 2, . . . , у п функциялар системаси  чизик- 
ли боглик булса, бу системанинг Вронский детерминаш пи № (х )  
функция анщ ланган  барча н уктал ар д а  айнан нолга т е н г  булади.

И с б о т и .  у ъ у 2, . . . , у п функциялар системаси чизшуш бор- 
лиц булгани учун

« 1У1 +  « 2̂ 2 +  . . .  + а пу п =  О

тенглик уринли, бунда хамма коэффициентлар бараварига нолга тенг 
эмас, а х, а 2, . . . , а п лар ичида нолдан фар^лилари м авж уд .  Тенг
лик функция аншуганган ^амма нуцталарда уринли. Бу тенгликни 
п — 1 марта дифференциаллаб, а 1У а 2, . . . , а п ларга нисбатан п та 
алгебраик тенгламаларнинг чизицли бир жинсли системасини ^осил 

диламиз. У  цуйидагидан иборат:

+  а 2г/2 +  • • • +  а п Уп =  °>

“ |й  + а Л  +  ■■■ + а Л  - ° .

+ ' . : + « „ ' ¡ / Г ” = о.

Б у  системанинг коэффициентлари б ар авар и га  нолга тенг бул- 
м аган и  учун (ш артга  к у р а )  бу системанинг детерминанти нол
га  тенг булиши керак ,  яъни

у2 . . . Уп
У 2 • • Уп =  0

, г % Г 1). ■ ■ у1Г ])

Б у—Уи у 2> • ■ ■ > Уп функциялар системасининг Вронский детерми- 
нантидан иборатдир. Демак, функция аницланган исталган ну^та 
учун I у 2, ■ • ■ , Уп] = 0 -  Теорема исботланди.

Из о ^ .  Теоремадан функция ани^ланган нуцталарнинг ^еч бул- 
маганда биттасида V? ф 0  булса, у и у г, . . . , у п функциялар систе
маси бу со^ада чизикли эркли булиши келиб чи^ади.

1- м и с о л .  ек1Х, екгХ, екгХ функциялар системаси £2, &3 лар 
турлича булганда барча х  лар учун чизикли эркли эканини курса- 
тинг.
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Е ч и ш. Вронский детерминантини тузамиз ва уни ^исоблаймиз:
ек,, е к>х е к>х 1 1 1

№ = к2е к‘х к / ' х =  е к'х. е к*х . е к*х К к г
и2 „*Iхя, е к1 е к'-хк23 е к'х к] к1

= е,(̂ 1 +^2+ з̂) Х /¡¡2 к3
«2 »2 # 2 *2/г2 1̂ ¿з £|

_  е(*1 + *2-Ь*з) *

(*3 — ^  .

&2 --- 1̂ ¿3 1̂

(62 — ^1) (к2 +  ^1) (̂ 3 — ^1) (&з +  &1)

1 1
62 +  &1 &3 +  1̂

=  е(к1+к2+кз)х ■ (кг — к^  ■ (кз — ^ )  ■ (к3 — к2) Ф  0 (барча х  лар учун).

Демак , к »  к.ъ к3 лар турлича булганда е*1'  , е кгХ, ек%х функциялар 
системаси барча л: лар учун чизикли эрклидир.

И зол;.  Агар й2> • • • > кп лар турлича сонлар булса,

ек'х, ек'х.
ф ункциялар системаси з^ам чизикли эркли  эканини худди  ю^о- 
р и даги га  ухш аш  исботлаш мумкин.

У з - ^ э и н и  т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. п-  тартиблп чизикли дифференциал т е н гл а м а г а  таъриф  беринг.
2. К,ачон я - т а р т и б л и  чизикли т е н гл а м а  бир ж инсли ,  бир ж и нсли  б у л м а г а н  

т еи гл ам а  дейилади?
3. Чизикли дифференциал опер атор га  таъриф беринг.
4. Чпзицли дифференциал операторнинг хоссаларини айтинг ва уларии ис- 

ботланг.
5. Чизикли бир жннсли т е н гл а м а  хусусий  ечимларининг х оссал ар и  н и м адан  

иборат?
6. К>андай ф ункциялар  си стем аси  чизикли эркли , ^ан д ай  систем аси чизикли 

борли^ дейилади?
7. Вронский детерм инанти деб  ни м ага  айтилади?
8. Ф у н к ц и я л а р  системасинипг чизикли боглн^ булпш ш артларини пфода- 

л а н г  в а  исботланг.
9. Ф у н к ц и я л а р  системасининг чизикли эркли булнш ш артларини нфода- 

ланг .
10. У ш бу

соэ Р-г, х  соз рх,  х 2 соэ [3.<, . . .  , хт  соэ Рл:

ф ункциялар  системаси чизикли эркли эканини исботланг.
11. У ш бу

$¡11 Р*, X БШ Р*, X2 вШ Р*, . . . , Хт  51П Р*

ф ункциялар  системаси чизикли эркли эканини исботланг (учта  ф ункция  
билан чекланинг) .
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12. Ушбу

х 2ек х ................х т  екх

функииялар систе.маси чиэицли эркли эканини исботланг (учта функция билан 
чекланинг).

16 -§ .  Чизицли бир жинсли дифференциал тенгламалар, 
улар ечимларининг чизицли эркли булиш шартлари

п- тартибли чизи^ли бир жинсли уш бу дифференциал тенг- 
л а м а г а  яна м у р о ж а а т  ^иламиз:

У( п )+ а 1 (х )у {п~ ') +  . . .  +  а п(х )у  =  0. (16.1)
Б у  тенгламани чизи^ли дифференциал оператор ёрдамида Ц у ]  =  0 
куринишда ёзиш мумкин. Айгайлик, у х (х), у2 (х), (х) лар бу
тенгламанинг ечимлари булиб, бу функциялар бирор со^ада диффе- 
ренциалланувчи булсин. Бу ечимларнинг чизикли эркли булиш шар- 
тини топамиз.

Т е о р е м а .  Агар у х (х), у 2(х)..............у п (х) функциялар чизщли
эркли ва (16.1) чизикли бир жинсли тен глам ан и н г ечимлари бул- 
са, у  урлда бу функцияларнинг Вронский детерм и нан ты  т е н гл а м а 
нинг коэффициентлари аникланган соханинг %еч бир н у^ таси д а  
нолга т е н г  булмайди.

И с б о т и .  Д а с т л а б ,  у = 0  функция (16.1) тенгламанинг ечи- 
ми булишини ва  ^уйидаги  бошланрич ш артларни ^аноатлан - 
тиришини цайд цилиб утам и з :

Гг*— I \
(16.2)

б у  ер д а  Хо — тенглам ан ин г  коэффициентлари ани кланган  со ха 
нинг нуцтаси.

И сботлаш га утам и з .  Тескарисини ф араз ^иламиз. Бирорта 
х 0 н уц тад а  Вронский детерм ин анта  нолга тенг булсин дейлик.

=  0.

У =  0, у ’ л <л- 1)=  0, . . . , у =  0,
х—х0 х=*х0 Х — Х 0

У\ (хо) У2 (*о) • • • Уп(х о)

Щ х  о) =
У[ (х0) У2 (*о) ■ • ■ у'п (*0)

уТ 1) К )  ■• • у(:~ ]1) ю
Детерминанта № (х0) булган алгебраик бир жинсли тенгламалар 

системасини ёзамиз:

1 « 1У1 (*о) +  “ 2̂ 2 (*0) “г 

У\ С*0) "Т_ У 2 (*о)

+  а п Уп (Х0) =  0,

■ +  у'п (*о) =  °> (16.3)

I «1 */'7 1) (^о) +  СС2У<2 V , ) ) _L
а п / Г ” К )  =  °-
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Бу системанинг детерминанта №_(х0) =  0 булгани учун у  нол 
Зулмаган ечимга эга , яъни а .  (г =  1 ,п) ларнинг хаммаси хам нолга 
генг эмас. а ,  , а 2 , . . . , а п лар ёрдамида ечимларнинг чизшуш ком- 
зинациясини тузамиз. Ушбу функцияни х;осил киламиз:

~У М  =  «1 г/1 (х) +  а 2у 2 (х) +  . . .  +  а п у п ( х ) ,
5у ерда а , , а 2 , . . .  , а п ларнинг з^аммаси з^ам нолга тенг эмас.
'16.1) тенглама ечимларнинг чизицли комбинацияси булган у (х )  
^ункциянинг узи з<;ам унинг ечими булади (мазкур бобнинг 13-§ 
адаги натижага кура). Бундан ташкари а , , а 2 , . . .  , а п (16.3) сис-
геманинг ечими булгани учун у (х) (16.2) бошлангич шартларни ^а- 
■юатлантиради.

у  (х0) =  0 , ?  (х0) =  0 , . . . , ~у(п- 1) (х0) =  0.
Бироц бу бошлангич ш артларни (16 .1) тенгламанинг ечими 
эулган  у = 0 (айнан нолга тенг) функция з^ам ^аноатланти ради . 
У з^олда берилган бошлангич ш артларни  цаноатлан ти ради ган  
ечимнинг я г о н а л и г и г а  кур а :

у  (х) =  0
гки

а 1у\(х) +  а 2у 2(х )+  . . . + а пу п (х) =  0.

Биз г/, (х ) , у 2 (х ) , . . . , у п (х) функциялар чизицли эркли деган 
хулосага келдик, бу эса шартга зиддир. Бу зиддият теоремани ис- 
эотлайди.

Н а т и ж а .  Чизик л и бир жинсли дифференциал тенгламанинг 
ечимлари булган г/, (х) , у  2{х), . . . , у п (х) функциялар системаси- 
нинг Вронский детерминанта ё айнан нолга тенг, ё з̂ еч бир нук;та- 
да нолга тенг булмайди. Бу у х ( х ) , у 2 ( х ) , . . . , у п (х) ечимлар сис- 
гемаси ё чизикли боглик, ё чизи^ли эркли булишидан келиб чи^ади.

17-§ . Ечимларнинг фундаментал системаси, чизикли бир 
жинсли тенглама умумий ечимининг структураси

Т а ъ р и ф .  п -тар ти б ли  чизикли бир жинсли дифференциал 
тенглам анинг п та  чизикли эркли ечимлари системаси унинг 
ф ундам ентал  системаси  дейилади .

Т е о р е м а ,  п- тартибли чизикли бир жинсли диф ф ерен
циал тен глам ан и н г п та  ечими унинг ф ундам ентал  ечи м лар  
системасини таш ки л этиши учун  уларн и н г Вронский д етер м и 
н ан та нолдан  ф ар^ли булиши за р у р  в а  етарлидир.

>^ар цандай  чизикли бир ж и нсли  дифференциал т ен гл а м а  
чексиз куп  ф ундаментал  ечимлар  системасига эга  булишини 
курсатиш  мумкин.

Ечимларнинг ф ундаментал  системаси  тушунчаси ва  Вронс
кий детерминанти тутрисидаги ^ ар аб  чи^илган тео р е м а л а р д а н
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фойдаланиб, ^андай  ^олда чизицли бир жинсли дифференциал 
тен глам ан и н г умум ий  ечимини хусусий ечимлардан  тузиш  мум- 
кин д е ган  саволга  ж аво б  бериш мумкин.

Б у  с аво л га  чизикли бир жинсли дифференциал тен гл ам а  
ум ум и й  е ч и м и н и н г  с т р у к т у р а с и  туррисидаги цуйида- 
ги теорем а ж а во б  беради.

Т е о р е м а .  Агар у х, у 2 , . . . , у п—чизщли бир жинсли диф фе
ренциал тен гл ам а  ечимларининг ф ундаментал системаси  булса, 
у  урлда бу тенглам анинг умумий ечими б у  ечимларнинг чизикли 
комбинациясидан иборат булади, яъни

У =  Сху х +  С2у 2 +  . . . +  Спуп , (17.1)

бу ерда С , , С2 , . . . , Сп— ихтиёрий узгармаслар.
И с б о т и .  13-§ даги 1 ва 2 - теоремалардан келиб чикадиган на- 

тижаларга асосан (17.1) функция чизикли бир жинсли тенгламанинг 
ечими булади. У ечим умумий булишини исботлаш учун ушбу

У (*0) =  У а' У'(хо) =  Уо> • ■ • • У(П_1) (хо) =  У{ о_1) ( 17-2)

бошланрич шартлар хар цандай булганда хам, C L, С2 , . . . , Сп 
ихтиёрий узгармасларнинг шундай кийматларини топиш мумкинки, 
уларга мос хусусий ечим берилган бошланрич шартларни канолт- 
лантиришини курсатиш етарлидир. (17.1) функция (17.2) бошланрич 
шартларни каноатлантиришини талаб ^иламиз. К,уйидагига эга бйла- 
миз:

СгУю +  C2y 2Q +  . . . +  Сп уп0 =  у 0 ,

С i У ю С2у2й-\- . . . Сп y nQ =  у 0 , П 7.3)

Г  _4_ г  i/ n— - L л . Г  — t/ n~ 1)
^1^10  ‘ 2 У 20 1 • • ■ ' ^ ' п У п О  У 0

Б у ерда

Ую ’ Ую ’ • ■ ■ > У\о

орцали у х функция ва унинг ^осилаларининг х =  х0 нуктадаги кий - 
мати;

у20, у 20, . . . , y (2g~l) оркали у 2 функция ва унинг хосилалари- 
нинг х =  х 0 нуктадаги ^иймати ва к .

У по > У по - • • • > Упо- '1 оркали у п функция ва унинг х;осилалари- 
нинг х =  х0 нуктадаги ^иймати белгиланган.

C¡ , С2 , , Сп номаълумларга нисбатан алгебраик чизикли тенг- 
ламаларнинг (17.3) системасини хосил кил дик. Бу системанинг де 
терминанта у х, у 2 , . . .  , у п фундаментал ечимлар системасининг 
х0 нуктадаги Вронский детерминантидан, яъни W (х0) дан иборат 
булади. 16-§  даги теоремага кура  бу детерминант нолга тенг эмас.
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}емак, (17.3) система ягона ечимга эга, яъни шундай С,, С , , . . . , 
сонлар тупламига эгаки, буларда у  =  С, г/, +  С9 у 0 — . . . +  

I- С„*/„ ечим (17.2) бошланрич шартларни канэатлантиради. Шун- 
|,ай килиб, агар у { , у 2 , . . . , у п— чизикли бир жинсли дифференци- 
1Л тенгламанипг фундаментал ечимлар системаси булса, у  =  +  
\-С2у2 +  . . .  +  Сп у п функция бу тенгламанипг умумий ечими бу- 
1ИШИ исбот килинди.

18- §. Остроградский — Лиувилл формуласи

Остроградский — Л иувилл формуласи чизикли бир жинс- 
пи тен гл ам а  ечимлари системасининг Вронский детерм инанти  
билан бу тенглам анинг коэффициентларини боглайди. Б у  фор- 
мулани келтириб чикаришни иккинчи тартибли чизикли бир 
жинсли тен гл ам а  булган  хусусий хол учуй курсатам и з .  Т ен гл а 
манинг куриниши:

у " +  «1 (*) у '  +  а 2 (х) у  =  0 .

Агар у\ ва  у 2 — ф ундаментал  система булса ,  у  .^олда

у"\ +  «1 (*) У\ +  « 2 (х) У\ =  °>

у 2 +  а, (х) у\ +  а2 (х )у 2 =  0 .

Биринчи тенгликнинг ^адларини  у 2 г а ,  иккинчи тенгликнин г 
^адларини у\ га  купайтириб ва  иккинчисидан биринчисини айи- 
риб, топамиз:

( У1Уа— у ” У г ) + а 1{х) ( У1 У2 — У1 У2 ) =  °- ( 18Л)

Бу ерда у 1 у 2 — у\ у 2 = Ух Уг 
У\ У 2

=  № ( х ) — у у 2 фундаментал

ечимлар системасининг Вронский детерминанти. у ху2 — у "  у 2 =  
=  УР'(х) — бу детерминантнинг ^осиласи. Демак, (18.1) тенглик ку - 
йидаги куринишга эга булади:

УР'(х) +  а1(х)УР(х) =  0. (18.2).

(18 .2) тен глам анинг ум ум и й  ечимини узгар увчи лар н и  а ж -  
ратиб топамиз:

= — а 1 (х)йх, У ( х ) Ф  0 ,
1Х7{.х) 4 4 '

чунки у\, у 2 ечимлар системаси ф ундаменталдир. И н теграллай - 
миз:

У {х) =  С е ~ ^ А^ “х. (18.3)
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Эндн (18.2) тенгламанинг
W( x0) =  W0

бошланРич шартни ^аноатлантирувчи хусусий ечимини топа- 
миз. Уларни (18.3) умумий ечимга цуйиб, топамиз:

W0 =  Ce ~ ^ l(x )äx )j x=x0 . (18.4

(18.3) ифодани (18.4) га  буламиз:

«7 (х) e~ f  fl‘ (х> dx

Б у  ердан

е(— j a ,  (X) dx)
I Х^Хл

— \ a, (х) dx

w  (х) =  W0e х> (18.5;

экани  равш ан .
(18.5) формула Остроградский — Л и уви лл  формуласидир, 

у  иккинчи тартибли т ен гл ам а  учун келтириб чи^арилди, бирок 
у  исталган  тартибли тен гл ам ал а р  учун ^ам  уринлидир. Б у  фор- 
м ул ад ан ,  м ас ал ан ,  W (х ) ё айнан нолга тенг экани , ё ^еч бир 
н у^ тад а  нолга тенг булмаслиги  келйб чицади.

(18.5) ф ормула иккинчи тартибли чизицли бир ж и нсли  тенг
л ам ан и н г  битта хусусий ечими м аъ л ум  булган да  унинг умумий 
ечимини топишга имкон беради.

М и с о л .  Ушбу ху"  — (1 +  х ) у ' +  У =  0 тенгламанинг у± =  ех 
ечими маълум булса, унинг умумий ечимини топинг.

Е ч и ш. Т енгламани л; г а  булиб, ^айта ёзамиз:

i ± V + - ^  =  0 .
X X

(18.3) ф орм улада  Вронский детерминантини унинг ^иймати 
билан ал м аш ти рам из ,  н а т и ж а д а  ц уйи дагига  эга  б ул ам и з :

У2У\ — y 2yl  =  C e - S ^ W dx.

Б у  ердан

у'2 ех — у 2 ех =  Се J *

1 4- хчунки г/, =  ех, г/1 = е х, а {(х) = ------ J ёки

ех {у'2 — у 2) =  С е1п х+х . 

е,пх =  х  булгани учун ех га цис^артирсак, охирги тенгламадан:

У2 У 2 =  С х .

Б у тенгламанинг бирорта хусусий ечимини топамиз. У бирин- 
чи тартибли, чизицлидир. К,уйидагича алм аш тирам из :
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, =  u-v, у 2 =  u'v  +  v 'u , натижада u'v  +  uv' — uv =  Cx, бу ердан 
v +  u (v ' — v) =  Cx. Энди v' — v =  0 деймиз, у  ^олда u 'v  =  Cx.

Биринчи тенгламани ечиб, v =  ех ни, иккинчи тенгламани ечиб, 
=  Ci — Се~х (х  + 1 )  ни топамиз. и, v функцияларни у 2 га цуямиз:

у 2 — uv =  е к(Сг — Се~х (х  +  1)).
Хусусуй ечимни излаётганимиз учун Сх =  О, С = — 1 деб, у 2 =  

х  +  1 ни хосил ^иламиз. Иккита: Ух =  ех, у 2 =  х  +  I хусусий 
и 6химлар — = -------ф  const булгани учун чизик,ли эркли. У лар  фун-
У 2 * +  I

ментал система ташкил этади, шунинг учун берилган тенглама- 
[нг умумий ечими

У =  Cx ех +  С2 (х +  1) 
ункциядан иборат булади .

У з-у з н н и т е к ш и р и ш у ч у н  с а в о л л а р

п- тартибли чизикли бнр жинсли тенглама ечимлари системасининг чизи^- 
ли эркли б^лиш шартини ифодаланг ва исботланг.
Чизикли бир жннсли тенглама ечимларининг фундаментал системаси деб 
нимага айтилади?
Чизицли бир жинсли тенглама умумий ечимининг структураси тугрисида- 
ги теоремани ифодаланг ва исботланг.
Иккинчи тартибли чизицли бир жинсли тенглама болтан ^ол учун Остро
градский— Лиувилл формуласини келтириб чицаринг.
4238—4241- масалаларни ечинг.

19-§. Узгармас коэффициентли чизикли бир жинсли 
дифференциал тенгламалар

Чизикли бир жинсли  тен гл ам аларн и н г  коэффициентлари 
|гармас булган  хусусий  ^олни царай миз. Б ун дай  тен гл ам а-  
зрдан куп ф ойдаланилади . С оддали к  учун а в в а л  иккинчи 
фтибли чизикли бир жинсли тен гл ам ан и  муф ассал  куриб 
^ а м и з ,  унинг н ати ж аларини  п- тартибли  тен гл ам ал а р  учун 
лумлаш тирамиз .

1. Узгармас коэффициентли иккинчи тартибли чизицли бир 
инсли тенгламалар. Уш бу у з г а р м а с  коэффициентли чизикли 
ip  жинсли тен глам ани  к,араймиз:

y " + p y '+ q y  =  0, (19.1)
/ ерда р, q — у з г а р м а с  хаци^ий сонлар. Чизикли бир жинсли 
¡н глам аларнинг ум ум и й  назариясидан  (16— 1 8 - § л а р )  бундай 
‘.пгламанинг ум ум ий  ечимини топиш учун унинг хусусий ечим- 
зри ф ундаментал  системасини топиш етарли  экани келиб чи- 
ади. Иккинчи тартибли тен гл ам а  бул ган  холда ф ундаментал  
тстема иккита чизикли эркли хусусий ечимдан иборат була- 
л. (19.1) тенглам ан и н г  ф ундаментал  ечимлар системасини 
ш д ай  топиш мумкинлигини кур сатам и з .  Бу тенглам анинг 
^сусий ечимини
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куриниш да излаймиз, бу ерда к — узгар м ас .
Бу функцияни икки м арта  дифференцналлаймиз:

у ' =  kekx, у"  =  k2e kx.
у , у ',  у "  ларни (19.1) т ен гл ам ага  ^уйиб, топамиз:

екх(к2 +  pk  +  q) =  0. (19.3
Бу ерда ekK — купайтувчи х  нинг хеч кандай кийматида нолга теш 
булмайди. Шунинг учун екх га кискартириб, куйидаги тенгламаш 
хосил ^иламиз:

к2 р к q =  0. (19.4]
Ш ундай ^илиб, k сони (19.4) тенглам анинг илдизи бул ган да  
ва ф акат  ш ундагина у  функция у з г а р м а с  коэффициентли чи- 
зи^ли бир жинсли (19.1) дифференциал тенглам ани  цаноат- 
лантиради .

(19.4) ал геб раи к  тен глам а  берилган дифференциал тен гл а 
манинг хар актер и сти к  тен глам аси  дейилади . У (19.1) диффе
ренциал тен гл ам ад ан  унда  и злан аётган  функциянинг хосила- 
ларини ном аълум  k нинг тегишли д а р а ж а л а р и  билан ал м аш  
тиришдан хосил ^илинади, бунда функциянинг узи  (нолинчь 
тарт'ибли ^осила каби) k номаълумнинг нолинчи д а р а ж а с и  
яъни бир билан алмаш тирилади . Х арактери стик тенгламанинг 
илдизлари k\ в а  к 2 сонлари булади :

b = - j  +  Y ^ - q  ва k =  - ± - - / £ - q .

Бунда куйидаги уч хол булиши мумкин:
а) ва к 2 — ^акиций ва хар хил сонлар, яъни kx Ф  k ¿
б) кх ва k2 — ха^икий ва тенг сонлар, яъни кх =  к 2 =  — —;

в) kx ва к2 — комплекс сонлар, яъни к 12 =  а ± Ф ,  бу ерда

« = - - § .  Р =  j A - j -

J^ap цайси ^олни ало^нда-ало^ида ^араймиз.
а) Х а р а к т е р и с т и к  т е н г л а м а н и н г  и л д и з л а р и  ^ а к и 

ц и й  в а  ^ а р  х и л :  кх ф к 2. Бу ^олда хусусий ечимлар (19.2) фор 
мулага кура у г =  eklX ва у 2 =  екгХ функциялар булади.

Бу иккита у\ в а  у 2 ечимнинг чизикли эрклилигини тек 
шириш к;олади. 1 4 - § д а г и  таъриф дан бунинг учун y t в а  у  
ф ункцияларнинг нисбатини тузиш  кераклиги келиб чи^ади 
Агар  бу нисбат х  нинг барча цийматлари учун у з г а р м а с  coi 
б улса ,  у\ в а  у 2 ф ункциялар  чизикли боглик, ак с  холда  ула]

T-f ух гк'х J í ( * i - * 2)чизикли эркли булади. Демак, — =  —г— =  е Ф  const, 4vhk:
i/, е -

k-L ва k2 лар шартга кура хар хил. Шундай к^тлиб, у г =  ek¡x ва у 2 =

у  =  екх (19.2
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= ек*х ечимлар чизикли эркли, демак, улар (19.1) тенглама ечимла- 
ининг фундаментал сисгемасини ташкил этади. Демак, бу функ- 
ияларнинг чизикли комбинацияси

у  =  С ,ек'х +  С /**
ерилган тенгламанинг умумий ечимини беради.

1- м и с о л. Ушбу у"  — Ъу ~г 2у — 0 дифференциал тенглама 
чун характеристик тенглама к 2 — 3/г +  2 =  О куринишга эга була-
и. Унинг илдизлари: /ех =  1, к.г =  2. Фундаментал ечимлар систе- 
аси: у х =  ех, у 2 =  е2х. Дифференциал тенгламанинг умумий ечими 
уйидагича булади:

у  =  Схех -{“ '.

б) Х а р а к т е р и с т и к  т е н г л а м а н и н г  и л д и з л а р и  ^ а ^ и -
и й в а т е н г .  kx =  k2 = — Битта хусусий ечим: у 1 = е к х̂ юцо-

идаги муло^азалар асосида хосил ^илинади. е ^ х функция иккинчи 
усусий ечим сифатида каралиши мумкин эмас, чунки ек*х =  eklX. 
JyHflaft хусусий ечим топиш керакки, у  биринчи ечим у х =  ек х̂ би- 
ан чизикли эркли булсин. Иккинчи ечим у 2 =  хеч̂ х функция були- 
1И мумкинлигини курсатайлик. У у х билан чизикли эркли, чунки

Уг xe*ix ,  ,— =  г =  Х ф  const. 
ух e*ix

у  у 2 =  xekiX функция (19.1) тенгламани ^аноатлантиришини текши- 
иш ^олди. У ни икки марта дифференциаллаймиз:

у'2 =  ек'х (1 +  кхх), 
y ' = e klX {k\x +  2kx). 

г, У2* У-2 ларни берилган (19.1) тенгламага цуямиз: 

ек'х Щ  х  +  2kx) +  р (1 +  кхх) +  qx) =  0.

К,ушилувчиларни ^айта гуру^лаймиз Еа ekiX Ф  0 га ^искартира- 
из:

x{k\ +  p kx +  q) +  (2kx +  p) =  0 . (19.5)

! — (19.4) характеристик тенгламанинг илдизи булгани учун (19.5) 
аги биринчи ^авс айнан нолга тенг, яъни k?l + p k 1 +  q =  0. кх —

аррали илдиз, яъни kx =  k2 =  — ~  ёки 2кх =  — р булгани учун

9.5) даги иккинчи к;авс ^ам айнан нолга тенг, яъни 2kx +  р =  0. 
Цемак, у г =  хе*|Хфункция (19.1) тенгламанинг ечими булади ва 
! =  ек'х билан чизикли эркли. Шундай к,илиб, у х =  ек'х ва у 2 =  
=xeklX ечимлар (19.1) тенглама ечимларининг фундаментал систе- 
асини ташкил этади. Демак, бу функцияларнинг чизикли комби- 
ацияси
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У — Cií/i +  C¡ y2 =  ekíX (Су +  С2х)

бу тенгламанинг умумий ечимини беради.
2- м и с о л. Ушбу у"  +  4 у '  +  4у  =  0 дифференциал тенглама 

учун характеристик тенглама k2 +  4k  +  4 =  0 куринишда булади. 
Унинг илдизлари: kx =  k2 = — 2. Фундаментал ечимлар системаси 
у х =  e~Zx ка у 2 =  хе~2х. Дифференциал тенгламанинг умумий ечими 
цуйидаги куринишда булади:

в) Х а р а к т е р и с т и к  т е н г л а м а н и н г  и л д и з л а р и  к о м п-

Эйлер формуласини татби^ ^илиб, уни ^уйидагича ёзамиз:

у х =  еах cos fix +  ¿eax sin fix,
у 2 =  еах cos fix — ieax sin fix.

М аълум ки , бир жинсли тенглама ечимларининг чизи^ли ком- 
бинацияси з;ам тенгламанинг ечими булади. Шунинг учун цуйи- 
даги

функциялар ^ам (19.1) тенгламанинг ечимлари булади. Улар чизик,-

(19.1) тенглама ечимларининг фундаментал системасини ташкил эта- 
ди. Шундай к,илиб, бу функцияларнинг чизикли комбинацияси

берилган тенгламанинг умумий ечимини беради.
3- м и с о л. Ушбу у " — 4у ’ +  1 Зу =  0 дифференциал тенглама 

учун характеристик тенглама k2 — 4k  +  13 =  0 f булади. Унинг 
илдизлари: kx =  2 +  3/, k2 =  2 — 3i; а  =  2, р = 3. 1Ечимларнинг 
фундаментал системаси: у г =  е2х cos Зх, у 2 =  е2Х sin Зх. Берилган 
дифференциал тенгламанинг умумий ечими:

у  =  е (Ci +  С2х).

л е к е ,  ц у ш м а :  kx =  а  +  ip, k2 =  a  — ip. Бу ерда а  = — , Р =

(19.6)

ли эркли, чунки: — =  ctg fix Ф  const. Демак, у х, у 2 функциялар

у  =  еах (Сх cos fix +  С2 sin fix)

у  =  е2х (Ci cos Зх +  С2 sin Зх). 
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2. Узгармас коэффициентли ti- тартибли чизикли бир жинс- 
ли дифференциал тенгламалар. Ушбу узгарм ас коэффициентли 
п- тартибли чизикли бир жинсли дифференциал тенглам ани  
^араймиз:

t j n) +  a j n~ l ) +  . . . +  апу  =  0, (19 .7)

5у ерда я , ,  я ,, , а п — узгармас сонлар. Бу тенгламанинг уму- 
мий ечимини топиш учун унинг фундаментал ечимлар системасини 
гопиш етарлидир. «-тартибли дифференциал тенглама булган холда 
фундаментал система п та чизикли эркли ечимлардан иборат була- 
ди. Хусусий ечимни у  =  екх куринишда излаймиз. Бу функцияни п 
марта дифференциаллаб, у  ва унинг у ' ,  у ", . . . ,  у {п] хосилаларини 
'19.7) тенгламага куйиб, к,уйидаги алгебраик тенгламани хосил к;и- 
ламиз:

kn +  dikn 1 +  . . . +  ап =  0.

Бу тенглам а (19.7) дифференциал тенгламанинг характери с
тик тенгламаси  дейилади. Х арактеристик тенглам а т а  илдиз- 
га эга: kv k2, . . . ,  kn. Иккинчи тартибли чизикли бир жинсли тенг- 
ламага ухшаш бу э^олда з а̂м характеристик тенглама илдизларининг 
сарактерига кура уларга мос хусусий ечимлар к;андай богланишга 
íra  эканини курсатамиз.

а) Характеристик тенгламанинг хар бир >;акикий содда k илди- 
зига екх хусусий ечим мос келади;

б) ^ар бир s каррали ^ациций k илдизга s та чизикли эркли 
екх, хе**, .  . . ,  x s—1 F  ечимлар мос келади;

в) комплекс цушма содда илдизларнинг ^ар бир k i =  а  +  Ф ва 
k ¡ = a  — t'P жуфтига иккита чизикли эркли eax cos fix ва еах sin Рлг 
хусусий ечим мос келади;

г) карралиги г  булган комплекс ^ушма илдизларнинг ^ар бир 
ki =  а  +  Ф  ва k2 =  a  — ifi жуфтига 2г та чизикли эркли хусусий 
гчимлар мос келади:

еах cos fix, хеах cos fix, , xr~l eax cos fix, 
eax sin fix, xeax sin fix, . . . ,  x ~ x eax sin fix.

Х арактеристик тенгламанинг дар аж аси  ёки чизикли бир 
жинсли дифференциал тенгламанинг тартиби ^андай булса, 
хусусий ечимлар шунча булади. Ечимларнинг чизикли эркли- 
лигини Вронский детермипанти ёрдамида исботлаш мумкин. 
Ф ундаментал ечимлар системасини куриб, уларнинг чизикли 
комбинациясини тузамиз:

У =  Су í/i +  С2 у 2 +  . • • +  Сп уп,
5у (19.7) чизицли бир жинсли дифференциал тенгламанинг умумий 
;чими булади. Бу ерда С1( С2, . . .  , Сп — ихтиёрин узгармаслар.

4 - ми  со  л. Ушбу у  — у  =  0 дифференциал тенглама учун ха- 
эактеристик тенглама k4 — 1 = 0  куринишга эгадир. Унинг илдиз-
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лари ¿ !  =  1, k2 = — 1, k3 =  i, hi = — i. Фундаментал ечимлар сис- 
темаси у х =  е*, у 2 =  е~ х , у 3 =  cos.v, г/4 =  s in * . Берилган тенгла
манинг умумий ечими:

у  =  Cxex +  С2е~х +  С3 cos х +  С4 sin х.

5 - м и с о л .  Ушбу у х — 2í/iv +  2 í/111 =  0 тенглама учун характе
ристик тенглама кь — 2 &4 +  2 к3 =  0 куринишга эга. Унинг илдиз- 
лари: k} =  к2 =  к3 =  0, = 1 +  /, kh =  1 — i. Демак, тенгламанинг 
умумий ечими куйидагича булади:

у  =  Сг -+- С2х  +  С3х2 +  С4е х cos х +  Съех sin х.

6 - м и с о л .  Ушбу y v +  8г/ш +  1 бг/1 =  0 тенгламанинг характе
ристик тенгламаси &5 +  8й3 +  16 £ =  О куринишда булиб, унинг 
илдизлари =  О, k, з = 2/, ki 5 = — 2i булади. Демак, берилган 
тенгламанинг умумий ечими куйидагича булади :

у  =  C1 -\-Ci  cos 2х  - f  С3 sin 2х  +  С4х cos 2х  +  С5х sin 2х.

У з - ^ з и н и  т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. Иккмнчн тартибли  у з г а р м а с  коэффициентли чизикли бир жинсли диффе
ренциал тен гл ам ан и  ечиш усулини баён  цилинг. Х арактер и сти к  т ен гл а м а  
деб нимага  ан тнл ади  в а  у  ^андай  т у з и л а д и ?

2. Иккинчи тартибли  у з г а р м а с  коэффициентли чизицли бир жинсли т е н гл а 
манинг х ар а к т ер и с ти к  т ен гл ам а  илдизлари ^а^и^ий б у л га н д а  ум ум и й  ечи- 
минн топнш ф ормуласини келтириб чи^аринг. М исол келтиринг.

3. 2- топшнрицнн характеристик т ен гл ам а  илдизлари  тенг бул ган  >;ол учун  
баж арпнг.

4. Х уддн  шунинг узнни ком плекс  илдизлар  б ул га н  э^ол уч ун  б аж ар и н г .
5. 5’ з г а р м а с  коэффициентли чизикли бир ж и нсли  п- тартибли дифференциал 

т енгламанинг ум ум и й  ечими х ар ак тер и сти к  т е н гл а м а  и лдизлари га  богли^ 
холда  к ан д ай  т у з и л а д и ?

6. 4251—4264, 4301 — 4310- м асал ал ар н и  ечинг.

20- §. Чизикли бир жинсли булмаган дифференциал 
тенгламалар

Бир жинсли булм аган  ёки унг томони берилган дифферен
циал тенглама деб

у (п)+  а х (х) у ,п- ' ] +  а 2 (х) у{п~2) +  . . . +  ап (х) у  =  / (х) (2 0 .1)

куринишдаги дифференциал тен глам ага айтилади. Чизикли диф
ференциал операторнинг ифодасидан фойдаланиб, (20.1) тенг
ламани

L \ y ]= f ( x )  (20.2)
куринишда ёзиш мумкин. Бу — бир жинсли булмаган  тенгла
манинг ечими ш ундай функция эканини билдирадики, унга 
Ь [у )  чизикли оператор берилган f ( x )  функцияни мос вд/яди.

(20.2) тенглам а билан бир ^аторда
L [ y ] =  0 (20.3)
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гпгламани хам цараймиз. Бу тенглама берилган бир жинсли 
улм аган  тенгламага мос бир жинсли тен глам а дейилади.

1. Умумий ечимнинг структураси. К,уйидаги теорема чизикли 
ир жинсли булмаган тен глам а умумий ечимининг структура
м и  ани^лашга ёрдам  беради.

1 - т е о р е м  а. Чизикли бир жинсли булм аган  дифференциал 
енгламанинг умумий ечими бу тен глам ани нг хусусий ечими ва  
ос бир жинсли тен л ам ан и н г умумий ечими йигиндисидан ибо- 
гх т .

И с б о т и .  Бу (20.2) тенгламанинг бирорта хусусий ечими- 
!-1 у  ор^али, бу тен гл ам ага  мос бир жинсли (20.3) тенглама- 
инг умумий ечимини У оркали белгилаймиз. Бу белгилаш- 
арга кура куйидагини ёзиш мумкин:

1 Ы  =  / « ,  Ц У ] =  0.

)нди бу ечимларпинг ймгиндисини тузам и з:

У =  У +  у . (20.4)

>у функция™ (20.1) тен глам ага  куниб, операторнинг аддитив- 
1ик хоссасини эътиборга олсак, цуйидагига эга буламиз:

Ь \ у ]= Ь  [У +  у] =  L [У] +  I  [у] =  /(*) +  0 = / (* ).

Шундай килиб, у  =  У  +  у  функция берилган (20.2) тенгламани 
аноатлантиради, яъни унинг ечими булади. Энди (20.4) ифода уму- 
1ип ечим эканини исботлаш крлди.

Агар уи 1/2. • ■ • . Уп функциялар бир жинсли (20.3) тенглама- 
инг фундаментал ечимлар системасини ташкил этса, у  холда унинг 
■мумий ечими бу функциялариинг чизикли комбинациясидан иборат 
■уладн:

У =  С\У1 -г  С2у 2 +  . . . +  Сп у„ ,

'У ерда Сц С2, . . . , С„ — ихтиёрнй узгармаслар.
У ^олда (20.4) ифодапи куйидагича ёзиш мумкин:

У =  У Л- СхУх +  С2у 2 -г  . . . +  Сп у п . (20.5)

(20.5) ифода (20.2) тенгламанинг умумий ечими эканини кур- 
:атиш учун ушбу

У К )  =  0о> У' 0 0  =  у 0 ..............У{п~ \ х о) =  г/'"“ 1’ (20.6)
юшланп1ч шартлар ^андай булишидан к,атъи назар С1У С2..............Сп
1хтиёрин узгармасларниш- шундай кийматларини топиш мумкинки, 
/згармасларнпнг бу ^ийматларида (20.5) ечим берилган (20.6) бош- 
гангич шартларни цаноатлангиришини курсатиш керак, яъни уму- 
лий ечимдаи берилган бсшлангич шартларда уларга мос хусусий 
1чимни ажратиб олиш мумкин зканлигини курсатиш керак.

(20.5) функция (20.6) бошлангич ш артларни ^аноатлан- 
гирсии:
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Уо "Ь С\Ую "Ь С2У-2о ' • • • ~Ь Сп У по — Уо•
У'о +  С 1 У'ю +  С2у 2о +  , . . +  Сп у ;й =  у0 ,

й " - |Ч с 1й - |,+  с 2Й - 1’ +  • ■ ■ + с Х Г :> - < - '>
ёки

СгУ10 ~г С 2У20 “Ь • • • С /1 У по =  Уо Уо*
С] У\ о т  С.2 у20 ~т . . . +  Сп у п0 = у 0 у0 ,

п  ./ п —■) 1 п  —•) 1 I . . (п —I) ( я —1) .(га—1) /пл -
Ч ^ ю  - т ' - 2 ^ 2 0  ~г - - -  +  СпУпо = У о — Уо ■ ( ж ‘ 

Бу ерда

Уо< Уо > • • * УоП_1) оркали у  функция ва унинг ^осилаларинин 
х  =  х 0 нуктадаги киймати;

Ую’ Ую’ • ■ • ’ < _1) оркали у х функция ва унинг э^осилалар? 
нинг х  =  х0 нуктадаги киймати;

У2о> У20> • • •. У?0- 1) оркали у 2 функция ва унинг ^осилаларр 
нинг х =  х 0 нуктадаги киймати ва х. к .;

УпО’ УпО' ■ • У(г,~ 1} оркали у  функциянинг ва унинг ^осилалг 
рининг х  =  х0 нуктадаги киймати белгиланган.

Натижада С,, С ,.............Сп номаълумларга нисбатан п та алгеб
раик тенгламалар системаси (20.7) ни хосил киламиз. Агар бу сис 
теманинг бош детерминанта нолга тенг булмаса, система ягона ечим 
га эга булади. Бирок, системанинг бош детерминанта у и у 2, у, 
фундаментал ечимлар системасининг Вронский детерминантидан ибс 
ратдир:

А ^  [¿/ю» У20’ • ■ ■ * Упо! ^ ( х 0).
Бу детерминант нолдан фаркли, чунки у у, у , ,  функцияла]
чизи^ли эркли. Шундай килиб, (20.7) система ечимга эга, у  ягон. 
ечимга эга булиб, бу ечим Крамер форму.таси ёки Гаусс усул! 
ёрдамида аникланади.

Б у ердан  (20.5) функция ёки (20.4) ^аралаётган  (20.1) ёк!
(20.2) дифференциал тенгламанинг умумий ечими экани келиб 
чикади.

Ш ундай ^илиб, бир жинсли булмаган чизи^ли тенгламаш  
ечишда бир жинсли тенгламани ечишга нисбатан фарц бщ  
жинсли булм аган  тенгламанинг бирорта хусусий ечимини то 
пишдан иборат экан.

Хусусий ечимларни топишда цуйидаги теоремадан фойдала 
ниш м а^ сад га  мувофи^.

2 - т е о р е м а .  А гар  бир ж и нсли  булм хган  (20.1) в а  (20.2) 
тен гл ам ан и н г унг томони и кки та  ф ункциянинг йигиндисидаь 
иборат б ул са , яъни

1*[у] =  ¡ 1  (х) +  [ 2 (х)
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бблса, у  \олда бундай  тен гл ам ан и н г хусусий  ечимини ун г то- 
монлари }\(х) в а  [ г ( х )  б ул га н  м ос тен глам аларн и н г хусуси й  
ечимлари йигиндиси си ф ати д а  уносил щ л и ш  мумкин.

И с б о т и. Ушбу

^  Ш  =  /1 (х) ва I  [г/2] =  /2 (х)

тенгламаларни ^арайм из. А йтайлик, у г ва у 2 функциялар 
мос равиш да бу тен глам аларн и  ^аноатлантирсин, яъни

=  А (х) ва Ь [у2] =  /2 (х).
Чизикли дифференциал операторнинг аддитивлик хоссасига 
кура:

I  0/1+ у 2] = ^  Ьа ] +  £ \У2] =  /1 00 +  /2 М ,
яъни Ь [у] =  ¡ Х(х) +  ¡ 2(х )  булгани учун у =  у х +  у 2 функция (20.2) 
тенгламани каноатлантиради. Теорема исботланди.

Бир жинсли б ул м аган  тенглам анинг хусусий ечимини то- 
лишнинг умумий усулини курсатам и з.

2. Лагранж нинг ихтиёрий узгар м аслар н и  вариациялаш усу-
ли. (20.3) бир жинсли тенглам анинг умумий ечимини тузамиз:

У = С 1У1 +  С2у 2 +  . . . +  Сп у п .
Бир жинсли булмаган (20.2) тенгламанинг хусусий ечимини Сг, 

С2, . . . , Сп ларни х нинг функцияси деб, юцоридаги шаклда, яъни

у  = С 1 (х )у 1 С 2 {х)у2 -\- . . . + С п (х )у п (20.8)
куринишда излаймиз. Б у ф ункцияларни шундай топиш тал аб  
^илинадики, (20.8) ечим (20.2) тенгламани  цаноатлантирсин. 

К,уйидаги тен гл ам ал ар  системасини тузамиз:

С\ У] +  С2 у 2 +  . . . +  Сп у п =  0,

^1 У\ “Ь С2 У2 +  • • • +  Сп Уп =  °>

С, у\п '' 4 -  С2 у {о 2) +  . . . +  Сп =  0, (20.9) 

с; у\п~ 1) с; у * - "  + . . .  +  с п г/;-0 =/(*).

Номаълум С, , С2 , . . . , Сп лардан иборат бу тенгламалар система- 
си ечимга эга, чунки системанинг С х , С2 , . . . ,  Сп ларнинг олди- 
ларидаги коэффициенглардан тузилган бош детерминанти чизикли 
эркли Ух, у 2, . . . , уп хусусий ечимларнинг Вронский детерминан- 
тидан иборатдир. М аълумки, бундай детерминант чизикли эркли 
функциялар учун пол дан  фарцлидир.

Шундай цилиб, (20.9) система С[ , С2 , . . . ,  Сп функцияларга 
нисбатан ечилиши мумкин. Уларни топиб, интеграллаймиз:

Сх — ] С, с1х 4- Су,
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С2 = I  С2 dx - г  С2,

с п = г с,; dx +  с п,

бу ерда С1г С2, . . .  , Сп — интеграллаш узгармаслари.
Энди

У — Cií/i +  С2у 2 - г  . . . +  С„ у п (20.10)
бир ж инсли булм аган  (18.2) тенгламанинг умумий ечими эка- 
нини исботлаймиз.

(20 .10 ) ифодани п марта дифференциаллаймиз, бунда ^ар 
гал  (20 .9 ) тенгликни эътиборга оламиз. К,уйидагига эга була- 
миз: _

У ~  C\lJ i  +  С ,у2 ■ ■ . +  Сп у п ,
У' =  С, г/, +  С2 у'2 -\- . . . +  Сп у п,

т / ' - » = с ,  у Г "  + с 2« , Г 1’ +  • • • + с л Г " ,  
!/"" =  С, < ’ +  С2 у ? + . . .  +  C J Z ' +! (Х) .

Биринчи, иккинчи................. нихоят, сунгги тенгламанинг ^адларини
мос равишда а п, an_ v . . . , а , ларга купайтирамиз ва ^ушиб,
L Ш =  / (х) ни ^осил киламиз, чунки y ¡ ,  «/.„ . . . , у п бир жинсли
(20.3) тенгламанинг хусусий ечими ва шунинг учун 

L  [í/í] =  0, L [у2] =  0, . . . , L [уп ] =  0.
Д ем ак ,

У =  Сгу1 +  С2у2 -г  . . .  -\-Сп у п

функция бир жинсли булмаган (20.2) тенгламанинг ечими булади, 
бу ерда Clt С2, . . . ,  Сп лар (20.9) дан аникланган функциялар.
Бу ечим п та Clt С2, . . .  , С, ихтиёрий узгармасларга боглик,. Д е
мак, бу ечим умумий ечимдан иборат булади.

1 - м и с о л .  Ушбу дифференциал тенгламани ечинг:
í T + /  =  tg x .

Бу тенгламанинг характеристик тенгламаси к3 +  к =  0, к х =  0, 
k23 =  zh i илдизларга эга . Мос бир жинсли тенгламанинг ечими:

у  =  Сх +  С2 cos х  +  С3 sin х,

яъни
Уг — U Уг =  cos х , у 3 =  sin х.

Х усусий ечимни ^ам  шу куринишда излаймиз. Бундай тенг- 
л ам а  учун  (20.9) система ^уйидаги куриниш да булади:

С{ +  С2 cosx  +  sin х  =  0,
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— C9 sin х  +  С3 cos х =  О,

— C l cos x  — C3 sin x =  tg x .

Иккинчи тенгламанинг иккала кисмини sin л: га, учинчи тенгла- 
мапннг иккала ^исмини эса cos х  га купайтириб, куш сак С  =  
=  — sin х  ни э^осил киламиз. У  холда иккинчи тенгламадан С3 =  

=  — sin х келиб чикади. Биринчи ва учинчи тенгламалариинг иккала
COS X

кисмларини ^ушиб, С, =  tg х  ни топамиз. Интеграллаш ^уйидагини 
беради:

Сх =  — In I cos x I +  Ci, C2 =  cos x  +  C2,

+  C3.C3 =  sin x  — In J. / я  , X 
t g l T + 7

Бу ердан берилган бир жинсли бÿлмaгaн  тенгламанинг умумий 
ечимини цуйидаги куриниш да хосил киламиз:

у  = — In j cos х I +  Ci +  cos2 x  C2 cos x  -f- sin2 x —

— s i n x - ! n  t g ^ y  +  - j J  I +  C3 sin X

еки

y  =  Ct +  C2 cos x  +  C3 sin x  — In I cos x I — sin x In
“ It + t

бу ерда sin2 x  +  co s2 x =  1 булгани учун Cx =  Ci +  1.
1

2 - м и с о л .  Уш бу дифференциал тенгламани ечинг: у " ----- - у '= х .
X

Бу тенгламанинг коэффициентлари доимий эмас.
а) Мос бир жинсли дифференциал тенглама у " ------ у '  =  0 ёки

X
у-— =  — нинг умумий ечимини излаймиз. Мос бир жинсли дифферен
ту х
циал тенгламадан:

\п у ' =\п х +  In Cj ёки у ' =  Ci х. Интеграллаб, топамиз: у  =
— с

=  С1х2 +  С2, бу ерда =  Шундай ^илиб, фундамента л систе

ма: у t =  х2, у 2 =  1 дан иборат.
б) Хусусий ечимни уш а куринишда излаймиз. (20.9) сис

темами тузам и з:
i с ;  X*+ с* =  о,
| С, 2х - f  0 =  х.

, \ , х2 
Бу ердан С¡ , С 2 = — —. Интеграллаймиз:

С1 =  — х +  С1, С2 = — ~  +  Ся.
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У — ( — х +  Сг  ̂х 2 +  С2 — — = С г х- 4  С2 +  у .

У з - у з и н и  т  е к  ш и р и ш у  ч у  н с а в о . 1 л а р

1. Чп зп кли  б и р  жинсли б у л м а г а н  дифференциал Тенгламанинг ум ум и й  ечими 
т у г р и с и д а г н  теоремани иф одаланг  ва  нсботланг.

2. Бир ж и н с л и  б ул м а г ан  тен гл ам ан и н г  унг томоии м а ъ л у м  ф ункцияларчннг 
нпгпндисн куриниш ида т а св и р л а н га н д а  унмнг хусусий  ечими к ан д аи  ту-  
зи л а д и ?

3. И хтнёрип у з г а р м а с л а р н и  в ар н ац н ял аш  усул и  нп мадан  иборат?
4. 42 8 0 — 42 8 2 ,  4314—4 3 1 6 - м а с а л ал а р н и  ечш г.

21-§ .  Узгармас коэффициентлн чизи^ли бир жинсли 
булмаган дифференциал тенгламалар

Чизи:^ли бир жинсли булмаган  тенгламаларнинг коэффи- 
циентлари узгарм аслар  булган хусусий холни ^араймиз.

Чизицли бир жинсли булм аган  гепгламани ечиш бир жинс
ли тен глам ан и  ечишдан бир жинсли булм аган  тенгламанинг 
бирорта хусусий  ечимини топиш билан фар^ цилади. Чизицли 
бир ж инсли булмаган  тенгламанинг хусусий ечимини топиш- 
нинг ан и ^м ас коэффициентлар усулини караш га утамиз. Б у 
усул  унг томопи м ахсус куринишда булган тенгламалар учун 
татби^ ^илинади. Агар тенгламанинг унг томонида курсаткич- 
ли ф ункциялар, синуслар, косинуслар, купхадлар ёки уларпинг 
бутун рационал комбинациялари иштирок этаётган  булса, бу 
усул  бир жинсли булм аган  тенгламанинг хусусий ечимини 
топишга имкон беради. Б унда, табиийки, хусусий ечимни унг 
томоннинг ш аклига ухш аш  ш аклда излаш керак булади. Бун- 
дан ташкари, хусусий ечимнинг шакли тенгламанинг чап томо- 
нига хам  богли^дир.

А ввал  иккинчи тартибли дифференциал тенгламани муфас- 
сал  ^араб  чи^амиз, сунгра унинг натижаларини п- тартибли 
дифференциал тенглам алар  учун умумлаш тирамиз.

1. Иккинчи тартибли узгармас коэффициентли чизицли бир 
жинсли булм аган  дифференциал тенгламалар. Ушбу иккинчи 
тартибли у з гар м ас  коэффициентли чизик;ли бир жинсли бул
м аган  дифференциал тенгламани ^араймиз:

У" +  РУ' + Я У  =  /(*),  (21.1)

бу ерда р, ц —  узгарм ас сонлар.
Ушбу

к2 +  рк +  я =  0 (21.2)

берилган бир жинсли булм аган  (21.1) дифференциал тенгла- 
м ага  мос чизи^ли бир жинсли

У" + Р У '  +  ЧУ = 0

Д ем ак , берилган тенгламанинг умумий ечими
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дифференциал тенгламанинг х ар актер и сти к  тенгламаси була- 
ци. f (x )  функцияни цуйидагича ёзиш мумкин булсин:

/ (х) =  еух [Рп (х) cos 6jc -f- Qm (x) sin Sx], (21.3)

5y ерда у, б — маълум сонлар, Р п (х), Qm(x) — маълум купхадлар. 
Зу функциянинг хусусий холларини куриб чикамиз.

I. v =  0. 6 =  0 булсин, у  .\олда ¡ ( х ) = Р п (х), бу ерда Р п (х) 
[г- даражали купхад. у  хусусий ечимни я-даражали ушбу купхад 
<уришшида излаймиз:

У =  Rn (х) =  А0 хп -Ь А х хп ' +  • ■ • +  АПтщтхх  +  Ап, (21.4) 

5у ерда Л0, Лр А2, , Ап— топилиши керак булган номаълум 
тоэффщиентлар. Уларни у  = R n (х) функция (21.1) тенгламани айнан 
<аноатлантириши шартидан аницлаймиз. (21.4) ифодани икки марта 
цифференциаллаймиз:

У =  W  =  п Ао хП~ 1 -г- (п —  1) Л * " -2  +  . . . - f  Лп_ р
у"  =  R ' (х) =  п (п  — 1) А0 х ~ -  -f  

-\-(п — 1)(п — 2)/1]Х 3 +  . . . +  2Ап_ 2.

У, У У "  ларни (21.1) дифференциал тенгламага куйиб, куйида- 
гини ^осил циламиз:

К  + Р К  +  <?#* =  (21-5)

бу ерда R n— п -даражали купхад ; R n — ( п — 1)-даражали купхад; 
Rn — (п — 2) - даражали купхад.

Лумкин булган  ^олларни цараб  чикамиз.
а) ¡7 = ^ 0  булсин (яъни характеристик тенгламанинг илдизлари 

ki^= 0, к2 Ф 0), у  ^олда (21.5) тенгликнинг чап ва унг томонлари- 
да я- даражали купхадлар туради. х  нинг бир хил даражалари 
олдидаги коэффициентларни тенглаб, (п +  1) та А0, Лр А0, . . . , Ап 
номаълум коэффициентларни ани^лаш учун п +  1 та тенгламадан 
иборат системани ^осил циламиз. Шундай ^илиб, бу ^олда хусусий 
ечим у  =  R n(x) куринишда булади.

б) <7 =  0, р Ф  0 ((21.2) характеристик тенгламанинг илдизлари: 
= 0, k2 Ф 0) булсин. Агар хусусий ечим яна у  =  R „(x) шаклда

изланса, (21.5) тенглик к>уйидаги куринишга келади:

К п + р К п = Р п < д -  (21 -6)
Чап томонда (п — 1)-дараж.али купхад, унг томонда эса п- дара
жали купхад турибди. Д ем ак , хеч ^андай А0, А х, . . . , Ап ларда
(21.6) айният була олмайди. Шунинг учун хусусий ечимни номаълум 
коэффициентлар сонини оширмай (п +  1 )-даражали купхад кури- 
нишида олиш керак. Бунинг учун R n (x) ни х  га купайтириш етар-
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ли. Шундай килнб, бу холда хусусий ечим у  =  хЯ п (х) курннишга 
эга булади.

в) ¿7 =  0, р =  0 ((21.2) характеристик тенгламанипг илдизлари: 
к 1 =  62 =  0) булсии. Агар хусусий ечимни у  =/?„(*) шаклда излай- 
дигап булсак, (21.5) текглик куйидаги куринишда булади:

К г = Р ,г № -  (21 7)
Чап томопда (п — 2)-даражали купхад, унг томонда эса п-даража-
ли купхад турибди. Демак, хеч бир А0, /4,............ Ап ларда (21.7)
айният була олмайди. Шунинг учун хусусий ечимни номаълум 
коэффициеитлар сонини оширмай (п — 2) - даражали купхад шакли- 
да олиш керак. Бунинг учун Я п (х) ни х2 га купайтириш етарли. 
Шундай килиб, бу холда хусусий ечим у  =  х2 /?„ (х) куринишда бу
лади.

Х у л  ос а . а) Агар 0 сони характеристик тенгламанинг илдизла- 
ри билан устма-уст тушяаса, у  =  Р.п (х) булади.

б) Агар 0 сони характеристик тенгламанинг битта илдизи билан 
устм а-уст тушса, у  =  х Я п (х) булади.

в) Агар 0 сони характеристик тенгламанинг иккала илдизи би
лан устм а-уст тушса, у  = х2/?п(а-) булади.

1 - м и с о л .  Ушбу у" +  4 у '+ 3 у  =  х  дифференциал тен глам а
нинг умумий ечимини топинг.

Е ч и ш. а) 62 + 4&+3 = 0 характеристик тенглама к\ =  — 1, 
&2 = —3 илдизларга эга. Бир жинсли дифференциал тен глам а
нинг умумий ечими

у  =  С уе-Х +  С2с~3х

куриниш да булади.
б) Чизи^ли бир жинсли булм аган  дифференциал тен глам а

нинг унг томони I (х )  = х = Р ] ( х )  куринишга эга, шу билан бир- 
г а  0 сони характеристик тенгламанинг хеч г^айси илдизи билан 
устм а -уст  туш майди, шунинг учун хусусий ечимни у = А х + В  
куриниш да излаймиз. Н омаълум А ва В  ларни топиш учун у  
функциянинг ва унинг ^осилаларининг ифодаларини берилган 
тен гл ам ага  КУЯМИЗ ва чагт х ам да унг томондаги коэффициент- 
ларни та^цослаймиз. Бунинг учун у , у ',  у "  ларнинг иф одала
рини ва  уларнинг тенглам ага кирган коэффициентларини ёзиб 
чн^амиз. Н ати ж ада куйидагини <\осил циламиз:

3 ! у  — Ах  "Ь

4 у '  =
1 У" =  0.

Х,исоблашларни бажариб, 3 (Ах 4  В) +  4А =  х  га эга буламиз. Бу 
ердан коэффициентларни тенглаб,
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Г ЗА =  1,
[3 £  +  4 Л = 0

1 4
системани хосил киламиз. Бу системани ечиб, А =  —  , В  -- ---------

■’ 3 9
— 1 4

ларни топамиз. Шундаи килиб, хусусий ечим у — — л;-----— бу-
3 9

лади. У мумий ечим эса у  =  У  +  у  =  С1е~х +  С2е~3х Н— — х ----- —
3  9

дан иборат булади.
II. (т =  0 булсин, у  холда / (х) =  е ,х Р п (х), бу ерда у — маълум 

сон, Р п (х) эса п- даражали маълум купхад. Дифференциал тенгла- 
манинг хусусий ечимини

~у =  е у х \ { х )  ( 2 1 .8 )

куринишда излаймиз, бу ерда Я п (х) — юкоридагнга ухшаш п- дара
жали купхад, унинг когффициентлари А0 , Л ,, . . . ,  Ап — номаъ- 
лумлар. У ларни у  =  еухЯ п (х) функция (21.8) тенгламани айнан ка- 
ноатлантириши керак деган шартдан аниклаймиз. (21.8) ифодани ик- 
ки марта дифференциаллаймиз:

7  = ^ ( <  +  7 ^ ) ,

у "  =  еух + 2 у  +  Г  Я» ] . 

у ,  у ' ,  у" ларни (21.1) тенгламага цуйиб,

Я'п + ( 2 У +  Р ) К  +  (ч 7 + Р Ч  +  ч)  <2 1 -9)

ни ^осил ^иламиз. Мумкин булган холларни цараб чикамиз.
а) V (21.2) характеристик тенгламанинг илдизи булмасин (яъни 

У ¥= к1г У ф  к ,). У холда (21.9) тенгликнинг чап ва унг томонида 
п- даражали купхэдлар туради. л: нинг бир хил даражалари олди- 
даги коз^фиикентларни тенглаб, (п +  1) та Л0 , Л, , . . . , Ап но- 
маълумларни аьиклгш  учун п +  1 та тенгламадан иборат система
ни х,осил киламиз. Шундай килиб, бу хслда дифференциал тенгла
манинг хусусий ечими

у =  еух Я п(х)

куринишда булади.
б) у (21.2) характеристик тенгламанинг бир каррали илдизи бул

син (яъни у  =  V ¥= ¿а, ёки У ф к ъ у  =  к^).
Агар хусусий ечим у  =  еух Кп (х) куринишда изланадиган булса, 

у ^олда (21.9) тенглик к,уйидаги куринишга эга булади:

¿ '  +  (2 у +  р )1?а = Р п(х). (21.10)

Бу ерда чап томонда (п — 1)-даражали купхад, унг томонда эса
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л-даражали куп.^ад турнбдп. Демак, ^еч кандай А0, А у , . . . , Ап 
ларда (21.10) айният булиши мумкин эмас. Шунинг учун хусусий 
ечимда номаълум коэффициентлар сонини оширмасдан Я п (х) урнига 
х Я п (х) купхадни олиш керак. Шундая ^илиб, бу холда дифферен
циал тенгламанинг хусусий ечими

у  =  хеух-Я % (х )

куриниш да булади.
в) V (21 .2) характеристик тенгламанинг икки каррали илднзи 

булсин (яъни V =  ¿1  =  62). Агар хусусий ечим у  =  еух Я п (.V) шакл- 
да изланса, у  холда (21.9) тенглик куйидаги куринишга эга булади:

Яп = Рп(х)- (21.11)

Бу ерда чап томонда (п—2)- даражали куп^ад, унг томонда эса п~ 
даражали куп^ад турибди. Демак, хеч кандай А0 , Л, , . . . , Ап 
ларда (21.11) айният була олмайди. Шунинг учун хусусий ечимда 
номаълум коэффицигнглар сонини о т р у п  сдан Я п (х) урнига х г -Я п{х) 
купхадни олиш керак. Шундай килиб, бу холда дифференциал 
тенгламанинг хусусий ечими

у =  х2 еухЯ п (х)

куриниш да булади.
Х у л  о с а .  а) Агар у ф к ъ к 2 булса, у  =  еух Я п ( х ) .
б) Агар V =  ¿1 ф  к 2 булса, у  =  х ё х Яп (х).
в) Агар V =  кх =  к 2 булса, у  — £  еух Я п (х).

2- м и с о л. Ушбу

у " —  Ьу' +  Ьу =  е2х ( 2 , х - 2)

дифференциал тенгламани ечинг.
Е ч и ш. а )  к2—56 + 6 = 0 харакгеристик тенглам а к { = 2, 

к 2 = 3 илдизларга эга . Мос бир жинсли дифференциал тен гла
манинг ум ум и й  ечими

У  =  С,е2х +  С ./ х
булади.

б) Дифференциал тенгламанинг унг гомони / (х) =  е2х(3х — 2) =  
=  еух /?! (х) куринишга э г а . Бунда у =  2  =  к и шунинг учун хусу
сий ечим: у  =  х (А х  +  В ) е2х куриницца булади. Бундан у ' ,  у"  
ларни топамиз:

у } =  е2х ( 2 А х + 2 В х  +  2 А х + В ) ,  ~у"= е2х ( 4 Ах +  4 В х +
+  8Ах  +  4 В +  2 А ).
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Берилган дифференциал тенгламага у , у ' ,  у"  ларни к,уйиб, куйи- 
дагига эга буламиз:

л-2 (6Л — 1ОЛ +  4Л) +  х (6В — 105 — 1ОЛ +  4 5  +  8Л) +
+  (—5 5  +  4 В +  2 А) =  Зх — 2.

хнинг  бир хил д ар аж ал ар и  олдидаги коэффициентларини тенг- 
лаймнз, натиж ада:

х —2 Л =  3, | 
х° 2 А — В =  — 2 J .

з
Снстемани ечиб, А = ----- — , В =  — 1 ларни топамиз. Демак, ху-

— 2.V / 3 \ „

сусии ечим у  =  е ( ------- х- — х куринишда, умумии ечим эса
2 ¿

у  — Y  +  у  =  Q e2'1 +  C j ‘x +  е2х Í -----— х2 — х^
\  ̂ /

куринишда булади.
III. у , 6=̂ =0 булсин, у  з^олда

/ (х) =  еух [Р п (х) cos б х +  Qm (х) sin б х] .

Хусусан, агар Рп (х) =  0 булса, / (х) =  eyxQm (х) sin б х; агар Qm(x) =  
=  0 булса, у  >̂ олда / (х) =  е >х Р п (х) cos б х. Юкоридаги (1,11 доллар) 
га ухшаш мулохазалардан куйидаги хулосаларга келамиз:

а) Агар у +  i б ф  k lt k2 булса (klt k2 — характеристик тенглама 
илдизлари), у  холда хусусий ечимни унг томон шаклида излаш 
керак:

у  =  еу х [ и (х) cos б х +  V (х) sin б х ] ,

бу ерда и (х), v (л-) — комаълум коэс} фициентли купхадлар булиб, бу 
коэффициентлар у  берилган (21.1) дифференциал тенгламани кано- 
атлантириши керак деган шартдан топилади. и(х) ?а v (х) купхад- 
ларнинг даражаси берилган Р п (х) ва Qm (х) купхадларнинг энг юко- 
ри даражасига тенг эканини к,айд киламиз.

б) Агар y  +  i6 =  k i булса, хусусий ечимни

у  =  хеух [ и (х) cos б х +  v{x) sin б х]

куринишда излаш  керак .
/(х) функцияда синус ёки косинус иштирок этм аган да ^ам  

хусусий ечимнинг ш акли сацланишини ^айд ^илиб утам из. К,а- 
ралаётган  ^ол учун хусусий ^олни, яъни

/ (х) =  М  cos б х  +  N sin  б х

булган холни карай ли к, бу ерда М, N — узгарм ас сонлар.

475



а) агар Ы ф к у ,  к2 булса, хусусий ечимни

у  =  A cos б л; 4  В  sin б х

куринишда излаш керак, бу ерда А, В  — номаълум иоэффициент- 
лар;

б) агар б i =  kL Ф  k2 булса, хусусий ечимни

у  =  х (A cos б х +  В  sin б х)

куринишда излаш керак.
3 - м и с о л. Ушбу у " —2 y '-\ -y= s in x  дифференциал тенглама- 

нинг умумий ечимини топинг.
Е ч и ш. a) k2—2 k + l = 0  характеристик тенглам а k¡ = k2= í  

илдизларга эга . Мос бир жинсли дифференциал тенгламанинг 
умумий ечими

Y =  ех (Су +  С2х)
булади.

б) Дифференциал тенгламанинг унг томони f(x ) =  s i nx = 
=  М  cos6 х  +  N sin бх куринишга эга. Бунда б i =  i= £ k lt k2. Шу- 
нинг учун хусусий ечимни ^уйидаги куринишда излаймид:

у  =  A sin х  +  В cosx ,

у ' ,  у "  ларни топамиз.

у '  =  A cos х — В  sin х, у "  =  — A sin х — В cos лг.

У, у\  у"  ларни берилган дифференциал тенгламага куйиб, топа
миз:

(А +  2В  — A) sin х +  (В  — 2А — В) cos х =  sin х.
sin х ва cos х лар олдидаги коэффициентларни такдослаб, топа

миз:
sin х 2В  =  1, 
cos х  —2 А =  0.

Бу ердан А =  0, В =  Демак, тенгламанинг хусусий ечими: у  =  

=  cos х. Умумий ечими: у  =  Y  +  у  . Шунинг учун: 

у  =  ех (Су +  С2х) +  у  cos х.

4- м и с о л. у"  4- Ay =  cos 2х дифференциал тенгламанинг уму
мий ечимини топинг.

Еч и ш.  а) Л2 4 -4  =  0 характеристик тенглама k l 2 = ± 2 /  ил
дизларга эга, бу ердан а  =  0, (J =  2. Мос бир жинсли дифферен
циал тенгламанинг умумий ечими

Y  =  Су cos 2х +  С2 sin 2х
булади.
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б) Дифференциал тепгламанииг унг томони / (х) =  cos 2х =  
=  М cos б х +  N sin 6 х  куринишга эга. Бунда: б i =  2 i =  kx ф k.2. 
Шунипг учун хусусий ечимни куйндаги курпнишда излаш керак:

у  =  х (А  cos 2х +  В sin 2х).

у ',  у"  ларни топампз:

у ' =  {А +  2Вх) cos 2х +  (В  — 2 Ах) sin 2х,
у"  =  (2В +  2В —  4Лх) cos 2х +  (—2А —2А — 4Вх) sin 2х.

у, у ' ,  у '  ларни дифференциал тенгламага куйиб, куиидагнга 
эга буламиз:

(4Ах 2 В +  2В  — 4.4х) cos 2х - г  (4бх —
— 2 А  — 2А — 4Вх) sin 2 х=  cos 2х.

sin2x , cos2x ларнииг олдидаги козффициентларни тенглаб:
cos 2х 4В  =  1, 
sin 2х — 4 А =  О

/ 1 = 0 , В эканини топамиз. Хусусий ечим:

и =  —  х sin 2х.
4

У холда дифференциал тенгламанинг умумий ечими

у  =  У  -г  у  =  Сх cos 2х +  С2 sin 2х +  —  х sin 2х
4

булади.
2. Узгармас коэффициентли чизицли бир жинсли булмаган  

га-тартибли дифференциал тенгламалар. Ушбу узгар м ас  коэф
фициентли чнзн^ли бир жинсли булмаган  п- тартибли диффе
ренциал тенгламани  ^араймиз:

y w  + a l y ln- l) +  a 2y ln~2> +  . .  . +  a n y = f { x ) ,  (21.12)

бу ерда а { , а .2 , . . . , а п — узгармас соилар. Мос бир жинсли

у {п) +  у 1п~ 1) +  а2 у {п~2) +  . . . +  а п у  =  0 (21 .13)

дифференциал тенгламанинг характеристик тенгламаси

k -j-  Oj /г а 2 k  -f- . . . о п =  0

булснн. (21.12) тенглам анинг умумий ечими y = Y - { - y  кгСн ту- 
зилиши м аълум , бу ерда Y — мос бир жинсли (21.13) диффе
ренциал тенглам анинг умумий ечими, у  эса берилган бир жинс
ли булмаган  дифференциал тенгламанинг хусусий ечими. f (х ) 
ф ункция м ахсус (21.3) куринишга эга  булган ^олда хусусий 
ечимни х.ам уш а (21.3) ш аклда излаш керак. (21.3) куриниш-
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нинг хусусий  ^олларини куриб чи^амиз ва хусусий ечим шак- 
лини тузиш  ^оидаларини келтирамиз.

I. f ( x ) = P n (x) булсин, бу ерда Рп (х) маълум куп^ад. Агар О 
сони характеристик тенгламанинг карралиги г булган ечими булса, 
хусусий ечимни у  =  xr R n (х) шаклда излаш керак, бу ерда R n (х) — 
купхад булиб, унинг даражаси Рп(х) нинг даражаси билан бир хил, 
лекин коэффициентлари номаълум.

II. f ( x ) e yx= P n (x) булсин, бу ерда у — узгармас сон. Агар v сон 
характеристик тенгламанинг карралиги г  булган илдизи булса, х у 
сусий ечимни

у  =  x r e !XR n(x)

шаклда излаш керак, бу ерда R n (х) хам Р п (х) билан даражаси бир 
хил булган  купхад.

III. f ( x )  = М  cos6 x +  N sin 8 х  булсин, бу ерда М , N, б — уз
гармас сонлар. Агар б г сон характеристик тенгламанинг карралиги 
г булган илдизи булса, хусусий ечимни

у  =  х (A cos б х +  В  sin б х)
шаклда излаш керак, бу ерда А, В  — номаълум узгармас коэффи- 
цкентлар, / (х) функцияда факат синус ёки фак,ат косинус катнаш- 
ган, яъни f  (х) =  М  cos б х  ёки f (х) =  N sin б х  ^олда ^ам хусусий 
ечимнинг б у  шакли счкланиб колади.

IV. f (х) = еух [ Р п (х) cos б х +  Qm(x)sin  б х  ] булсин, бу ерда у,
б — узгарм ас сонлар, Рп (х), Qm (.v) — маълум купхадлар. Агар у +  
+  i б сон характеристик тенгламанинг карралиги г булган илдизи 
булса, хусусий ечимни

у  =  х еух [и (х) cos б г  +  V (х) sin б х  ]
куринишда излаш керак, бу ерда и(х), v (х) — коэффициентларн но
маълум купхадлар булиб, уларнинг даражаси Рп (х), Qm (x) куп.^ад- 
ларнинг энг ю^ори даражасига тенг. Хусусий ечимнинг бу шакли 
f (x ) функцияла фа^ат синус ёки фа^ат косинус цатнашган, яъни

/ (х) =  е 'хР  (х) cos б х  ёки / (х) =  eyxQm(х) sin б л;

булган да з^ам сацланади.
IV ^ол аввалги  I, II, III холларни умумлаштиришини ку- 

риш осон.
IV 35 - м и  со  л .  Ушбу у  — у  =  х  +  1 дифференциал тенгламани 

ечинг.
Е ч и ш .  a )  fe4—1 =  0 характеристик тенглам а k\ =  \, k2= — 1, 

k:1 =  i, k t  =  — i илдизларга эга. Бир жинсли дифференциал тенг
ламанинг ум ум и й  ечими

У  =  Схе С%в “I- С3 cos х “г  С*4 sin х  

куриниш да булади .
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б) Дифференциал тенгламанинг ^нг томони / (х) =  х3 +1 =  
= Р 3(х) куринишга эга . О сони характеристик тенгламанинг 
хеч канси нлдизига тенг эм ас, шунинг учун г = 0. Хусусий ечим- 
ни цуйидаги куринишда излаймиз. ^осилаларни топамиз:

у  =  Ах3 +  Вх2 +  Сх +D, у ш =  6 А,

7  =  ЗАх2 +  2 Вх +  С, y v =  о.

у " =  6 Ах  +  2В,

Ушбу тенгликка эга буламиз:
— Ах3 — В х2 — Сх — D =  х3 +  1. Бу ердан А — — 1, В — С =  0, 
D =  — 1. Хусусий ечнм: у  =  —х3— 1. Демак, умумий ечим:

у  =  У +  у  =  Схех +  С2е~х +  С3 cos х +  С4 sin х — х3 — 1.

У э - у  з и н и т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а  р

1 . !/згармас коэффицнентли чизикли бир жинсли булмаган нккинчи тартибли диф
ференциал тенглама (/ (х) — Рп (х) купхад  булган да )  хусусий ечимини топиш 
коидасини баён килинг. Мнсоллар келтмринг.

2 .  Юкоридагнни /' (х) =  е ухРп (х) б ул ган  ^ол уч ун  бажаринг.
3 .  У’згармас коэффициентли чизикли бир жинсли булмаган  дифференциал т ен гла -  

манннг хусусий  ечимини тенгламанинг ун г  томони

f  (х) =  е ух [ Рп (х) cos б а: +  Qm (х)  s in  S л ]

куринишда булган ^ол учун  топиш кридасини ифодаланг. Мисоллар к е л т -t- 
ринг.

4 .  Юкорндагини f  (х) =  М cos б х +  JV s in  б х б улган  ^ол учун  бажаринг.
5 .  Чизикли бир жинсли булмаган  п- тартибли дифференциал тенгламанинг х у с у -  

снй ечимини f  (х) =  Рп (х) булган  ^ол учун  топиш ^оидасини ифэдаланг. Мн
соллар келтиринг.

6 . Худди шунинг узини ¡  (х) =  еух Рп (х) б ул ган  з^ол учун ифодаланг.
7 .  Худдн шунинг узини / (а) =  М cos б* +  N sin  б х булган .ywi уч у н  ифодаланг.
S .  Худдн шунинг узини / (х) =  еух (х) cos б х +  Qm (х) s in  8х  J б улган  хол

учун  ифэдаланг.
9 .  4 2 6 8 —4 2 7 9 ,  4 3 1 4 — 4320- масалаларни ечинг.

22- §. Дифференциал тенгламалар системалари

Баъзи ж араён  ёки ходисаларки тавсифлаш учун купинча 
бир нечта функция талаб  цилинади. Бу функцияларни излаш  
бир нечта дифференциал тен глам аларга олиб келиши мумкин 
ва бу тенглам алар  система таш кил этади.

Бир аргум ентга боглиц булган п т а  номаълум функциядан 
иборат дифференциал тенглам алар  системаси умумий холда 
^уйидаги куринишга эга :

У\ > У-2 > • • ■ > Уп > У\ > Уъ > • ■ • ’ Уп ) =

F 2 (■*> У[ ’ У2 ’ • ' ■ ’ Уп ’ У [ '  У2 ’ • • • ’ Уп ) =
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Бу ерда г/,, у2 , . . . , у п , г/, , у 2 ........... у п лар *  га боглик;
булган номаълум функциялар ва уларнинг хосилалари .

Биз 1-тартибли, ^осилага нисбатан ечилган оддий диффе
ренциал тенгламаларнинг энг содда системасини урганамиз.

1. Нормал системалар. Х,осилага нисбатан ечилган диффе
ренциал тенглам алар  системаси нормал система дейилади. Бун- 
дай  система куйидаги куринишга эга булади:

У 2

У п = 1 п [ Х' У\’ У---------- Уп) -

Нормал системанинг хусусиятлари:
а) системага кирувчи барча тенглам алар  биринчи тартиб- 

ли тенглам алардир;
б) тенгламаларнинг унг томонлари хосилаларга богли^ эмас.
(22.1) тенгламалар системасини к,аноатлантирадиган у х (х), у 2 (х), 

■ ■ •> Уп(х) функциялар системаси бу системанинг ечими дейилади.
(22.1)  тенглам алар  системаси учун Коши масаласи шундай 

ечимни топишдан иборатки, х  = х0 д,а берилган цуйидаги к^ий- 
матларни цабул ^илсин:

У\ I 010 • Уо\ =  У20 ’ • • • ’ Уп I =  УпО • (22 .2)
I *=*0 I -«=*0 I *=*0

Бу ^ийматлар (22.1) тенглам алар  системасининг бошланрич 
шартлари дейилади. Уларнинг сони номаълум функциялар 
сони билан бир хил.

(22.1)  нормал система учун Коши масаласи  ечимининг 
м авж удлиги  ва ягоналиги туррисидаги теорема уринлидир.

Т е о р е м а .  Агар  (22.1) нормал си стем а тенглам алари нинг  
унг томонлари узларининг хусусий хосилалари билан биргаликда 
хо' Ую’ У2о > • ■ • > Упо кийм атларнинг атроф ида узлуксиз булса, 

у  холда\

У\ (Х() =  УЮ > У2 (Х<) =  У20 > • • • > Уп (*о) =  Уп.О

ш артларни кан о атлан ти р увч и  ягона у  {(х), у 2{х), . . у п (х) ечим 
м авж уддир .

(22.1) нормал системанинг умумий ечими деб, п та ихтиёрий 
С , , С2 , . . . ,  Сп узгармасларга борлпк булган ушбу функциялар 
системасига айтилади:

/1 [ х ,  у х , у2

' ¡2 ( Х’ У\ ’ У2 ’ ' ' ’ ’ Уц ) ’ (22.1)



У[ [-̂ 1 » ^2 » • • • > *̂/г) * 
У2 =  Ф2 С  ̂1 С2 » . • • | Сг1) »

(22.3)

*/„ — ф„ ( * .  С , , С2 , . . . ,  Сп) .

у система цуйидаги шартларни цаноатлантириши керак :
а) С , , С2 , . . .  , Сп ларнинг хар рандам мумкин булган циймат- 

|ри а (22.3) функциялар системаси (22.1) тенгламалар снстемасини 
[ноатлантириши керак;

б) Коши теоремаси ш артлари баж ариладиган  сохада (22.3) 
ункциялар системаси Коши масаласини ечади, яъни (22.3) 
эшлангич шартлар ^ аР _^андай булганда ^ам ихтиёрий уз- 
рмасларнипг шундай С1 , С0 , . . . , Сп кийматларини топиш мум- 
шки,

•ункциялар системаси берилган (22.2) бошлангич шартларни 
аноатлантиради.

Умумий ечимдан ихтиёрий узгарм асларнинг мумкин булган 
аъзи ^ийматларида хосил буладиган  ечимлар хусусий  ечим- 
ар  дейилади.

2. Нормал системани чицариш усули билан ечиш. п т а  диф- 
)еренциал тенглам адан  иборат нормал системани цушимча 
)ункция киритиш ор^али битта п- тартибли дифференциал 
енгламадан  хосил ^илиш мумкин. >^аци^атан хам ,

енглам а ю^ори ^осиласига нисбатан ечилган п- тартибли диф- 
зеренциал тенглама булсин. Куйидагича фараз ^иламиз:

Л ундай  цилиб, битта п- тартибли тенглам адан  биринчн тар- 
'ибли п та дифференциал тенгламаларнинг нормал системаси 
;осил булади:

У =  У 1 
У =  у\ =  Уг 

У =  У 2 =  Уз
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у  I =У2

У 2 =  У 3 

у'ъ =У*

Уп =  /(*. «/Р ¿ъ* ■ ■ ■ ■ Уа).
Умуман айтгапда, тескариси ^ам турри. Биринчи тартибли / 
та дифференциал тенгламанинг нормал системаси битта г 
тартибли дифференциал тен глам ага эквивалентдир. Диффе 
ренциал тенгламаларнинг нормал системасини интеграллаи 
усулларидан  бири — чицариш усули ана шунга асослангар 
Х ,акикатан хам , (22.1) системанинг тенгламаларидан  бирир 
чисини х  буйича дифференциаллаймиз:

-  _  д[х , а/! ,/ , , а/,
»1 -  +  ' ^ Г ' г/» -

(/, , у 0 , . . . , у п хосилаларни уларнинг (22.1) даги , /2 , . .
| > /„ лаР орцали ифодалари билап алмаштириб, цуйндаги тен! 

ламапн хосил циламиз:

У\ =  р 2 ( Х’ У\ ' У2 * • • • > Уп) •

Хосил ^илинган тенгламани дифференциаллаб, яна ю^оридг 
гидек йул тутиб, цуйидагини ^осил ^иламиз:

У\ = р з [ х ’ У\* Уг • • • • - Уп) ■

Худди шундай давом эттириб, охирида куиидаги тенгламан 
,\осил 1̂ иламиз:

У\ =  Р  п ( •*■' У\ ’ У 2 ’ ■ ■ • > Уп) '

Ш ундай ^илиб, цуйидаги системага эга буламиз:

У1 =  ^1 ( х > У\ > У2 > • • •» Уп) ’

У1 =  ( Х’ У1 * У2 ’ • • • > Уп ) ’ (22.

I » Г  =  Р п ( X, У1, У2 . • • • - Уп) ■
Бу системанинг дастлабкн п — 1 та тенгламасидан, умуман айтга 
да, п — 1 та у 2 , у 3 , . . .  , у п номаълум функцияларни у  функц] 
ва унинг ^осилалари ((п — 1) тартибгача, у  ^ам киради) орцали иф 
далаш мумкин. Бу ифодаларни (22.4) тенгламаларнинг энг охирг 
сига цуйиб, номаълум функция у г га нисбатан п - тартибли бит 
дифференциал тенгламага келамиз:

У1, У У Т
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01 = Ф | (* . С ,,  С2 ............Сп) .

.олган функцияларни топиш учун топилган у г функцияни ва унинг 
осилаларини у 2 , у ъ , уп ларнинг ифодаларига к^ямиз. Натижа- 
а к,уйндаги функциялар системасини хосил киламиз:

У\ — ф| ( X, с  i , С2 1 • • • » Cn ĵ,

У2 =  Фг ( Cj , С2 1 • • • > Сп j ,

j Уп =  Фл ( х ’ C¡ • С2 , . . . ,  С„) .

jy  система (22.1)нормал системанинг изланаётган  ечимини 
ни^лайди.

1- м и с о л. Ушбу

г

г ' =  У
(ифференциал тенглам алар  системасини ечинг, бу ерда эркли 
згарувчи X.

Е ч и ш. Системанинг иккинчи тенгламасини х буйича диф- 
еренциаллаб, z" = y ' ни ^осил циламиз. у '  ни унинг биринчи
енгламадаги ифодаси билан алмаштириб, г"  =  —— ни оламиз. Ик-

инчи тенгламага Kÿpa у  ни г ' билан алмаштириб, бир номаълум- 
и, иккинчи тартибли куйидаги тенгламага келамиз:

j ,  и ')г
г

зу тен глам ада эркли ÿ3rapyB4H ошкор холда иштирок этмай- 
1И,  шунинг учун унинг тартибини пасайтириш мумкин. Биро^, 
ни

гг" — (г')- =  О

;уринишда ёзиб ¡ва иккала к;исмини 2 2 га  булиб, чап томопи 
iHHî  хосиладан иборат эканини KÿpaMii3. Ха^икатан ^ам ,

г ' у  _ гг" — (г')2
г / г 2

атижада тенгламамиз —j  =  0 к^'ринишга эга булади, бу ердан

—  =  Су ёки z ' =  CjZ. Узгарувчиларни ажратиб ва интеграллаб, 

у ердан z ни оламиз:

>у тенглам ани  ечиб, у\ ни топамиз:

С2еeCíX 
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у  =  г ' булгани сабаблн г учун топнлган ифодаки дифферепци- 
аллаб, у  =  С1С2ес,х ни хосил киламиз. Шундай килиб, спстеманннг 
ечимн куйидагнча булади:

у  =  С1С2ес'1Х, 2 =  С.: С,л-

2- м и с о л. Ушбу дифференциал тенглам алар системасини 
ечинг:

У' =  У +  2, 
г ' =  2у — 2 .

Снстеманинг

=  2 К " 3 ,  2
х=0

=  0
х=0

бошланрич шартларни ь^аноатлантирувчи хусуснй ечиминн то- 
линг.

Е ч н ш. Иккинчи тенгламани х  буйича дифференциаллай- 
миз: г "  = 2у '—г ',  у '  ни биринчи тен глам ага кура у  + г  билан ал- 
маштирамиз:

г" =  2 (у  +  г) — г ' ёки г" =  2у  +  2г — г '.

Иккинчи тен глам ага кура 2г/ни г ' + г г а  алмаш тирамиз: г "  = 3г. 
Чизи^ли бир жинсли дифференциал тенгламани хосил килдик: 
г " —3г = 0. Унинг характеристик тенгламаси й2—3 = 0 булиб,
у =  У  3 , к 2 =  — У  3 илдизларга эга. У мумий ечим цуйида- 
ги куринишда булади:

С 1 3 х I л — 13 л*ге +  С2е

Уни х буйича диффгренциаллаб, г =  Сх У  3 е|3# — С2У  3 е 13* 
III! хс 

учун

пн хосил ^иламнз. Иккинчи тенгламага кура у  =  — (г’ +  г) булгани

у  =  (1 + У З  ) е]/3х +-^~  (1 — УЗ  ) е ,/з'

ни хосил киламиз. Шундай килиб, системанинг умумий ечими то- 
пилди:

у  =  с  ■1+Л- Г  / з *  +  С2——— - в -  ,
2 2

п  УЗ х , п  — 1 3  х2 =  Схе +  С2е

Хусусий ечимни топиш учун Сг ва С2 ларнинг уларга мос киймат- 
ларини бошланрич шартлардан фойдаланиб топамиз:
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| с ,  ■ ' + *— +  С2 3 =  2  V  з  ,

( Сх +  С2 =  0.

>у ердан Сх = 2 , С2 =  —2. Демак, берилгап снстеманинг хусусий 
ними цуйидаги функциялар системасидан иборат булади:

у =  ( 1 +  у~г)  еУЗх — {1—У~3)е~ 1'3х =2&УЪх 4- 

+  2 / 3  сЬ]/За- ,

2 =  2еУз х — 2е~  у 31 =  4 бЬ ]/"з"

У э - у  з и н и т е к ш и р и ш  у ч у н  с а  в о  л л  а р

. Дифференциал т ен гл а м а л а р  системаси деб  ни м ага  а й ти л ад н ?

. Дифференциал т е н гл а м а л а р  системасининг ечимн д е б  ни м ага  айтиладн?

. К,андай дифференциал т е н гл а м а л а р  системаси но р м ал  система дсй н л ади ?

. Дифференциал т ен гл а м а л а р  систем аси уч ун  Коши м а с а л а с и  к ан д ай  ифо- 
д а л а н а д и ?

. Дифференциал т ен гл а м а л а р  норм ал  системасининг ум ум н й  ечими к а н д а й  
куриниш га  э г а ?

. Н о рм ал  система ечимининг м а в ж у д л и к  теоремаснни нфодаланг.

. п- т артибли  дифференциал тен гл ам ан и  п  т а  дифф еренциал т ен гл а м а н и н г  
норм ал  си стем асига  келтириш  усулини тавсиф ланг .

. Н о р м ал  системани юцори тартибли  битта  т е н г л а м а г а  келтириш усули ни  
тавсиф ланг .

. 43 2 4 —4339- м асал ал ар н и  ечинг.
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