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БИРИНЧИ НАШРИГА СУЗ БОШИ

)\озирги замон фапи ва техникасининг тез суръатлар билан уси- 
ши, ишлаб чи^ариш процессларининг механизациялаштирилиши ва ав- 
томатлаштирилиши ^амда турли хил иншоотларни лойихалаш гшлари 
умумтехника фанларининг асоси булган назарий механиками пухта 
урганишни талаб килади.

Узбек тилида назарий механикадан ёзилган дарсликлар камлиги 
^амда ишлаб чщаришдан ажралмаган ^олда у^иётган студентлар бу 
фанни пухта узлаштиришларини таъминлаш масаласи мавжуд дарс- 
ликларга нисбатан ихчам ва программага мос цулланма яратиш э^тиё- 
жини тугдирди. Шуларни эътиборга олиб авторлар бир неча йиллар 
давомида турли Олий техника укув юртларида у^иган лекцияларини 
умумлаштириб, назарий механикадан ушбу ^улланмани тавсия этди- 
лар.

Бу цулланма Тошкент ищар олий ук;ув юртлари уцитувчиларининг 
назарий механикадан умумша^ар илмий методик семинари ^амда 
УзССР Олий ва махсус урта таълим министрлиги ^узуридаги илмий 
методик Совгтнинг механика секцияси томонидан олий техника у^ув 
юртларининг сир-щи ва кечки булимлари студентлари учун ) 1̂ ув к,ул- 
ланмаси сифатида нашр к^илишга тавсия этилди.

К,улланма ^улёзмасини у^иб чик,иб, унинг сифатини ошириш бора- 
сида берган масла^атлари учун профессор Т. Р. Рашидов, доцент
А. И. Зельтин, доцент С.К,. Азиз- К,ориевга авторлар ташаккур бил- 
дирадилар.

К,улёзмани тахрир 1̂ илиб босмага тайёрлаш жараёнида махсус ре- 
дакторлар К,. Б. Муминов ва Э. В. Зргашев катта жонкуярлик кур- 
сатдилар. Уларга ^ам авторлар самимий миннатдорчилик билдиради- 
лар.

Иккинчи нашрига суз боши

Китобнинг иккинчи нашри биринчи нашрга оид фикр- муло^аза*» 
ларни эътиборга олиб ^айтадан ишланди ва олий техника у^ув юрт­
ларининг кундузги булими учун >̂ ам мослаштирилди. Баъзи параграф-
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лар цайтадан ёзилди ва янги масалалар билан тулдирилди. 12, 22, 
47, 84, 97, 98, 128, 148, 149, 155, 157, 160, 164, 168, 174-пара- 
графлар шулар жумласидандир.

Китобнинг иккинчи нашрига оид фикр ва муло^азаларни цуйидаги 
адресга юборишингизни илтимос ^иламиз: Тошкент— 129, Навоий 
кучаси, 30. «У^итувчи» нашриётининг илмий- техника адабиёти ре- 
дакдияси.

Муаллифлар



I б о б

КИРИШ

1-§. Умумил мулохазалар

Назарий механика фани олий техника уцув юртларида утилади- 
ган асосий фанлардан бири булиб, унинг цонунлари материаллар 
царшилиги, цурилиш механикаси, машина ва механизмлар назарияси 
каби цатор фанлар учун хилма- хил ва мураккаб техника масалалари- 
ни ечишда назарий асос сифатида цулланилади.

Назарий механика фани моддий жисмларнинг бир-бирига курса- 
тадиган таъсирн ва механик харакатнинг умумий цонунлари ^ацидаги 
фандир.

Моддий дунёда учрайдиган хамма ^одисалар материянинг хаР хил 
куринишларидан ва унинг хусусиятларидан иборатдир.

В. И. Ленин бундай деган эди: «Оламда ^аракат цилувчи мате- 
 ̂ риядан бошца ^еч бир нарса йуцдир, ^аракат цилувчи материя эса 

фа цат макон ва вацтда харакат цилади»*.
Бу таърифга кура, ^аракат материянинг ажралмас ва асосий хос- 

саси булиб, оламда руй берадиган барча ^одисаларни уз ичига олади. 
Шунинг учун ^аракат сузидан оддий кучишдан тортиб, молекулалар, 
атомлар, электронлар, электромагнит ^одисалари, физик- кимёвий, 
биологик узгаришда буладиган мураккаб жараёнлар тушунилади.

Табиий фанлар материя харакатини ва унинг хусусиятларини ур- 
гатади.

Табиий фанлардан булган назарий механика фани материя хаРа* 
катларидан энг соддаси ^исобланган механик ^эракатни текширади.

Вацт утиши билан моддий жисмларнинг бир-бирларига нисбатан 
фазода кучиши механик харакат дейилади. Бу хаРакат жисмлар­
нинг узаро таъсирлашуви натижасида содир булади.

Моддий жисмларнинг мувозанати механик хаРакатнинг хусусий 
Холи булганлиги сабабли, назарий механикада моддий жисмларнинг 
бу холати хам текширилади.

Назарий механика фани, механик масаланинг цандай нуцтаи на- 
зардан цуйилишига цараб, уч цисмга: статика, кинематика ва дина- 
микага булинади.

*Л е н и н В. И. Материализм ва эмпириокритицизм, Тула асарлар туплами, 
18- том, 203- бет.



Моддий жисмларнинг мувозанати, уларга цуйилган кучларни цу- 
шиш, айириш ва кучларни таъсир жихатдан тенг булган эквивалент 
кучлар системаси билан алмаштириш масалалари назарий механика­
нинг статика булимида текширилади.

Жиамларнинг харакатини уларнинг массаси ва уларга таъсир этув­
чи кучларга богламай, фа кат геометрик ну ктаи назардан текшириш 
масаласи кинематика цисмига киради.

Динамикада эса моддий жисмларнинг харакати шу харакатни 
вужудга келтирувчи куч билан биргаликда текширилади.

С Т А Т И К А

II б о б

КАТГИК ЖИСМ СТАТИКАСИ ВА СТАТИКАНИНГ АСОСИЙ 
АКСИОМАЛАРИ

2-§. Асосий тушунчалар ва таърифлар

Статикада жисмнинг мувозанати деганда, унинг маълум жисмга 
цузгалмас равишда махкамланган координаталар системасига нисбатан 
тинч вазияти тушунилади.

Статиканинг асосий тушунчалари, таърифларини келтирамиз.
1. Моддий нуцта деганда, харакати ёки мувозанатини текши- 

ришда улчамлари ва шаклининг ахамияти булмаган, массаси бир нуц­
тада жойлашган деб тасаввур цилинадиган жисм тушунилади.

2. Куч таъсиридаги жисмнинг ихтиёрий иккита нуцтаси орасидаги 
масофа доимо узгармасдан цолса, бундай жисм абсолют цапгтиц 
жисм дейилади.

Табиатда абсолют цаттиц жисм йуц, хаР цандай жисм хам оз 
булса- да деформацияланади — шакли узгаради. Агар бу узгариш 
жисмнинг улчамларига нисбатан жуда кичик булса, механик харакат­
ни текширишда мазкур узгаришни эътиборга олмаймиз. К^ттиц жисм­
ни бундай абстрактлаштириб цараш жисмнинг харакатини урганишци 
соддалаштиради.

3. Жисмларнинг бир- бирларига курсатган узаро таъсирларининг 
мицдор улчови куч дейилади. Бу таъсир натижасида жисмнинг ки­
нематик холати ёки шакли узгаради (деформацияланади).

Кучнинг жисмга таъсири: 1) куч цуйилган нуцта, 2) кучнинг йу­
налиши, 3) кучнинг мицдори билан аницланади.

Жисмнинг бевосита куч таъсир этадиган нуцтаси куч цуйилган 
нуцта дейилади. Тинч цолатда турган эркин моддий жисмнинг берил­
ган куч таъсирида олган харакат йуналиши кучнинг йуналиши дейи­
лади. Кучнинг мицдорини улчаш учун уни куч бирлиги деб цабул ци- 
линган бирор катталик билан солиштирилади. МГСС системада куч бир­
лиги учун килограмм-куч (1 кгк), халцаро (СИ) системада ньютон 
(1 Н) цабул цилинган; бунда 1 кгк =  9,81 Н; 1 Н =  0,102 кгк.

л



Куч мицдор ва йуналишга эга 
булгани учун вектор катталик би­
лан ифодаланади. Вектор кесмаси- 
нинг маълум масштабдаги узунли­
ги кучнинг микдорини, стрелканинг 
йуналиши кучнинг йуналишини ифо-
далайди (1-расм). /

Куч вектори ётган (KL) чизи^ V
кучнинг таъсир чизиги дейилади. --------- -—
Куч ^уйилган нуцтани О билан бел­
гилаймиз. Одатда куч вектори F *' расМ- 
ор^али, микдори эса F билан белги- 
ланади. _

4. Кучлар системаси. Жиемга ^уйилган Fv F2...........Fn кучлар
туплами кучлар системаси дейилади.

Жиемга ^уйилган ( F1% F2, . . .  , Fn) кучлар системаси курсатади­
ган таъсирни бошк,а ( Qlt Q2, , Qn) кучлар системаси бера олса, 
бундай икки куч системаси эквивалент кучлар системаси дейилади. 

Уларнинг эквивалентлиги ^уйидагича ёзилади:

5. Тенг таъсир этувчи куч. Кучлар системасининг жиемга таъ­
сирини ёлгиз бир куч бера олса, бундай куч мазкур кучлар систе­
масининг тенг таъсир этувчиси дейилади. ( Fv F2, . . . , Fn) куч­
лар системасининг тенг таъсир этувчисини R ' билан белгиласак, у 
э^олда

6. Мувозанатлашган кучлар системаси. Тинч турган жисм унга 
куйилган ( Flt F2, . . . , Fп) кучлар системаси таъсирида ^ам тинч 
^олатда цолса, бундай кучлар системаси мувозанатлашган кучлар 
системаси ёки нолга эквивалент система дейилади. Мувозанатлаш­
ган кучлар системаси нолга эквивалентдир:

7. Саноц системаси. Механикада берилган жиемнинг ^аракати 
ёки ^олати бирор жисм билан богланган координаталар системасига 
нисбатан текширилади. Бу координаталар системаси санок, система­
си дейилади. Статика булимида Ер билан бевосита богланган саноц 
системасидан фойдаланилади.

8. Эркин жисм. Жисм фазода ихтиёрий томонга ^аракатлана 
олса, бундай жисм эркин жисм дейилади.

Назарий механиканинг статика ь^исми тажриба ва кузатишлар 
ёрдамида аникланган ^уйидаги аксиомаларга асосланади:

( Fv  F2, . . . ,  Fn) со R '.

(Flt F2, . . .  , Fn) со 0.

3- §. Статиканинг асосий аксиомалари



1 -аксиома. Эркин жисмнинг исталган икки нущпасига миц- 
дорлари тенг, йуналиши эса шу нуцталардан утувчи турри чи- 
зиц буйича царама-царши томонга йуналган иккита куч таъсир 
этса, бундай кучлар узаро мувозанатлашади (2- раем).

Кучларнинг микдори \Fj\ =  |Г2|. Агар кучларнинг йуналишини 
эътиборга олсак, Fx =  — F2 булиб, бунда манфий ишора кучлар­
нинг карама-царши томонга йуналганлигини билдиради. Бундай икки 
кучдан ташкил топган система ноллик системадан ибордт булади:

(Fl, Т2) сс 0.

2- аксиома. Нолга эквивалент системани жиемга таъсир этув­
чи кучлар системасига цушиш ёки ундан айириш билан кучлар 
системасининг жиемга таъсири узгармайди.

Бу аксиомалардан цуйидаги натижа келиб чицади: куч уз таъ­
сир чизиги буйлаб бир нуцтадан иккинчи нуктага мщдор ва 
йуналиши узгартирилмай кучирилса, унинг жиемга таъсири уз- 
гармайди.

Исбот. Жисмнинг О нуцтасига куйилган F кучнинг таъсир чи- 
зигида нуцтани олиб, шу нуцтага миедорлари F =  F1 =  F2 бул­
ган хамда мазкур чизицда ётувчи (Flt F2) сс 0 системани цушамиз 
(3- раем). 1- аксиомага кура (F, Г2) со 0 булганидан уни ташла^ 
юбореак, у холда О* нуцтада Fx куч цолади. Шундай цилиб, С 
нуцтага куйилган F  куч урнига Ох нуцтага куйилган худди шунда 
F =  Fj кучни оламиз. Натижа исботланди.

3 - аксиома, (параллелограмм аксиомаси). Жисмнинг бирор нуц 
тасига куйилган турли йуналишдаги икки кучнинг тенг таъси, 
этувчиси мщдор жщатдан шу кучларга щ рилган параллелс 
граммнинг улар куйилган нщтадан утувчи диагоналига тен 
булиб, шу диагонал буйлаб йуналади.



Жисмнинг бирор А нуцтасига цуйилган, бир-бири билан а  бур­
чак ташкил этувчн Рг ва F2 кучларнинг тенг таъсир этувчисини 
R ' билан белгилаймиз (4-расм). Аксиомага кура R' =  F x + F 2

4- аксиома. Жисмларнинг бир-бирига таъсири узаро тенг ва 
бир тугри чизщ  буйлаб карама-карши томонга йуналади.

Масалан, А  жисмнинг В  жисмга курсатадиган FA таъсир кучи 
В  жисмнинг О нуцтасига цуйилади (5- расм). В  жисмнинг А  жисм­
га F в таъсир кучи А  жисмнинг нуцтасига цуйилади. FА ва Fв 
кучлар мицдор жихатдан бир-бирига тенг ва таъсир чизицлари уму­
мий булиб, царама-царши томонга йуналган:

ё л — ёв-
Бу аксиома Ньютоннинг учинчи цонунини ифодалайди.
5- аксиома. Берилган кучлар таъсирида деформацияланадиган 

Жисм мувозанат хрлатида абсолют цатт щ  жисмга айланса, 
унинг мувозанати узгармайди.

Бу аксиома кртиш принципи дейилади.

4- §. Богланиш ва богланиш реакциялари

Жисмнинг харакати ёки холати бирор сабаб билан чекланган 
булса, у борланишдаги жисм дейилади. Жисмнинг харакати ёки 
Х олатини  чекловчи сабаб эса борланиш дейилади. Масалан, рельс - 
ларда турган вагоннинг вертикал йуналишдаги харакати чекланган. 
Бунда рельслар вагон учун богланиш вазифасини утайди; вагон эса 
борланишдаги жисмдир.

Богланишнинг жисмга курсатадиган таъсирини белгиловчи куч бор­
ланиш реакция кучи дейилади.

Назарий механикада борланишдаги жисмнинг харакатини ёки му- 
возанатини эркин жисмнинг хаРакати ёки мувозанатига келтириб 
текширилади. Бу хол цуйидаги аксиома билан ифодаланади.
6- аксиома. Борланишдаги жисмни эркин жисм шаклига келти­
риш учун жисм таъсир этувчи кучлар цаторига борланиш реак­
ция кучини щ м  цушиш керак.



щис” Бу аксиома жисмни богланишдан бу-
шатиш аксиомаси дейилади.

Борланишдаги жисмларнинг харакати 
цайси томондан чекланган булса, реак­
ция кучи шу йуналишга тескари йунал­
ган булади.

Жисмлар, асосан, таянчлар (цирралар, 
шарнирлар), ип, занжир ва кайишлар во- 
ситасида борланган булади.

Борланишдаги жисмларнинг богланиш 
реакция кучларини аницлаш статиканинг 
асосий масалаларидан цисобланади. Уму­
мий холда масалани ечмасдан туриб, бор­
ланиш реакция кучининг мицдори ва йу­
налишини аницлаб булмайди. Лекин ай- 
рим х°лларда берилган масалани ечмас­
дан туриб, реакция кучларининг йунали­
шини аницлаш мумкин. Бундай борланиш- 
ларни цуйидаги уч группага ажратиш 
мумкин:

1. Жисм цузралмас силлиц сиртга А  
нуцтада таянади. Бу х°лда сиртнинг 
реакция кучи N  жисмнинг А нуцтасига

6- расм. цуйилган булиб, шу нуцтада сиртга утка­
зилган нормаль буйлаб йуналган булади 

(6-расм, а). Бу куч нормал реакция кучи дейилади. Агар жисм ва 
сирт силлиц булмаса, А  нуцтада нормал реакция кучидан ташцари, 
уринма реакция кучи F хам пайдо булади (6-расм, б). Бу F куч 
ишцаланиш. кучи деб аталади.

7, 8, 9- расмларда таянч нуцталарида цайси сиртга (жисм ёки 
таянч сиртга) нормаль утказиш мумкин булса, нормал реакция кучи 
шу нормаль буйича йуналтирилади.

2. Жисмлар чузилмайдиган ип, занжир, цайиш ёки стерженлар 
воситасида осилган булса, уларда хосил буладиган реакция кучлари

Na

с

А
1- расм. 8- расм.



9- раем. 10- раем.

мос равишда иплар, занжирлар, каииш- 
лар, стерженлар буйлаб йуналган бу­
лади (10-раем). Ипларда ^осил була­
диган реакция кучлари одатда Т , Т г,
Т г билан белгиланади ва таранглик 
кучи дейилади.

3. Жисм ^узгалмас текисликка гал- 
таклар воситасида таяниб турса (11- 
расм), А  ну^тадаги реакция кучи N  шу 
текисликка перпендикуляр йуналади.

Реакция кучларининг йуналиши олдиндан номаълум булган 6of- 
ланишларнинг асосий турлари билан танишамиз:

1. Жисм цилиндрсимон шарнир воситасида иккинчи жиемга 6o f - 
ланган булса, борланиш реакция кучининг таъсир чи зи ри  цилиндр- 
нинг марказий увидан утади ва цилиндр уцига перпендикуляр текис­
ликда ётади. Масалан, жисм А ну^тада цилиндрсимон шарнир воси- 
тасида кузгалмас текислик билан борланган (12-расм,а). Бунда бор­
ланиш реакция кучининг таъсир чизири  А  ну^тадан утади, лекин йу­
налиши номаълум. Бундай ^олда реакция кучини цилиндр ук,ига 
перпендикуляр йуналган х  ва у  у^ларнинг мусбат йуналишлари буйи­
ча ташкил этувчиларга ажратиЗ, уларни жиемнинг мувозанат шарт- 
ларидан аницланади.

И



2. Бир жисм иккинчи жиемга 
тиралиб турган булса (12-раем, б), 
бундай холда хам реакция кучининг 
йуналиши номаълум булиб, у 1 -хол- 
дагидек ташкил этувчиларга ажра- 
тилади ва уларни жисмнинг муво­
занат шартларидэн аницланади.

3. Жисм сферик шарнир восита­
сида борланган булса (13-раем), бу ■' ~i 
шарнир уз маркази О дан утадиган
Хар кандай ук; атрофида жисмнинг 13' Расм-
айланишига тускинлик цилмайди.
Сферик шарнирнинг реакция кучи О нуктадан утади, лекин цайси 
томонга йуналганлиги олдиндан маълум эмас. Масалани ечишда бун­
дай реакция кучини танлаб олинган координата укларига параллел 
йуналган ташкил этувчиларга ажратиб, уларни жисмнинг мувозанат 
шартларидан топилади.

III боб

БИР НУКТАДА КЕСИШУВЧИ КУЧЛАР СИСТЕМАСИ

Таъсир чизицлари бир нуцтада кесишадиган кучлар системаси 
бир нуцтада кесишувчи кучлар системаси дейилади. Яъни жисм­
нинг Лц Л2, . . • , Ап нуцталарига, таъсир чизиклари О нуцтада ке­
сишадиган тегишлича t \ ,  F2, . . . , Fn кучлар таъсир этса, бу кучлар 
бир нуктада кесишувчи кучлар системасини ташкил килади (14-расм).

Кучларни уларнинг таъсир чизиклари буйлаб кучириш мумкин 
булганлиги туфайли, бир нуцтада кесишувчи кучлар системасини 
доимо бир нуцтага цуйилган кучлар системаси билан алмаштириш 
мумкин (1 5 -расм). Бир нуцтада кесишувчи кучларни цисцача кеси­
шувчи кучлар хам дейилади.

Бир нуцтада кесишувчи кучларни геометрик ёки аналитик усул­
да цушиш мумкин.

14- расм. 15- расм.



5- §. Бир нуктада кесишувчи кучларни геометрик усулда ^ушиш

Жиемнинг бирор А ну^тасига цуйилган ва узаро а  бурчак таш­
кил этувчи Fx ва F2 кучларнинг тенг таъсир этувчиси, параллело­
грамм аксиомасига кура, шу кучларга ^урилган параллелограммнинг 
А  ну^тасидан утувчи диагонали билан ифодаланади (16-раем, а). 
Яъни бир нуктага ^уйилган иккита кучнинг тенг таъсир этувчиси 
R ' шу кучларнинг геометрик йигиндисига тенг:

R ' ^ T .  +  F ,. (3.1)
Бир нуктага щ/йилган иккита кучнинг тенг таъсир этувчисини 

кучлар учбурчаги усулида ^ам аниклаш мумкин (16-раем, б). Бунинг 
учун ихтиёрий Ах нуктага Fx кучни ^уйиб, бу кучнинг учи Dx нук;- 
тага F2 кучни узига параллел равишда келтирамиз. Биринчи кучнинг 
боши Ах ни иккинчи кучнинг учи Сх билан туташтирувчи R ' вектор 
тенг таъсир этувчи кучни ифодалайди. Кучларни бу усулда цушиш 
кучлар учбурчаги усули дейилади.

Тенг таъсир этувчининг модулини Д А х Сх Dx дан косинуслар тео- 
ремасига асосан ани^лаймиз:

R ' = у  F\ +  F\ —  2 FXF2 cos (180° — а) 
ёки (3.2)

R ' =  у  F\ +  F\ +  2 F XF2 cosoc.

Тенг таъсир этувчи R' кучнинг Fx ва F2 кучлар билан ташкил 
цилган фх ва ф2 бурчаклари синуслар теоремасига кура ани^ланади:

— 1- . =  - 1 ± -  = ____ ^ ____. (3.3)
sin<p2 sin ф! sin (180°—а)

Бир нуктада кесишувчи (Fx, Т 2, , Fn) кучлар системасининг 
(17-раем, а) тенг таъсир этувчисини аншугаймиз. Кучлар учбурчаги 
^оидасига асосан бу_ кучларни кетма-кет ^ушамиз. _

Аввало Fi ва F2 кучларнинг тенг таъсир этувчиси R[ ни ани^- 
лаймиз, сунгра R'{ ва F3 кучларнинг тенг таъсир этувчиси R2 ни

о) б)



а) 5)

17- расм.

аницлаймиз ва ^оказо (17-расм, б). Аниклик учун рагмда п =  4 
булган 5̂ ол курсатилган. F х, F2, F3, Fi кучларни к у шиш натижасида 
OxABCD кучлар купбурчаги хосил килинади. Бу купбурчакда 
Flt кучнинг боши билан Ft кучнинг учини бирлаштирувчи R ' век­

тор Flt F2, F3, Fi кучларнинг тенг таъсир этувчисини ифодалайди. 
Шундай цилиб,

R\ — Fx +  F2,

R 2 ~  R i F3 — ^1 +  ^2 +  3̂>
R3 — F i- \-p 2 ~ ^F 3 -\-F i

ёки

k=i
Худди шунингдек, n та кучнинг тенг таъсир этувчисини аниц* 

лаймиз:

R ' =  y T k . (3.4)
А = 1

Демак, бир нуцтада кесишувчи кучларнинг тенг та^ьсир_этувчиси 
R ' шу кучларнинг геометрик йш-индисига тенг. Яъни Flt F2, . .  . , 
Fn кучлар учун юцоридагидек кучлар купбурчаги тузилса, бу куп­
бурчакда Fx кучнинг боши билан Fn кучнинг учини бирлаштирувчи 
R ' вектор мазкур кучлар системасининг тенг таъсир этувчиси була­
ди.



6- §. Кучнинг уцдаги проекцияси

Куч билан уц бир текисликда ётган булса, F кучнинг Ох уцдаги 
проекциясини аниклаш учун кучнинг боши А ва учи В  дан Ох укца 
перпендикуляр (Ля), (ВЬ) пунктир чизицларни утказамиз (18-расм). 
У >̂ олда мос ишора билан олинган ab кесма F кучнинг Ох уцдаги 
проекциясини ифодалайди, бунда а нуцтадан b нуцтага кучиш Ох уц- 
нинг мусбат йуналиши билан устма-уст тушса — мусбат ишора, унга 
тескари йуналса— манфий ишора олинади. Бу таърифга кура, 
18-расмда

X  =  F cos а ,
Х х =  — FX cos ф

(баъзан кучнинг уцдаги проекцияси Fx  куринишда х;ам белгиланади) 
ёки cos аг =  cos (180° — ф) =  — cos ф булгани учун

X  =  F cos а ,
X 1 — F1 cosc^. (3.5)

Демак, кучнинг бирор укдаги проекцияси скаляр мицдор булиб, 
куч модули %амда кучнинг шу щ  мусбат йуналиши билан таш­
кил цилган бурчаги косинусининг купайтмасига тенг. Бу таъриф- 
дан куринадики, кучнинг параллел ва бир хил йуналган уцлардаги 
проекциялари узаро тенг булади. Агар а  =  90° булса, cos 90° =  0 
булгани учун X  =  0 булади. F кучнинг Oxyz Декарт координата 
уцларидаги проекцияларини аницлаш _учун координаталар бошини 
F кучнинг бошида оламиз (19-расм). F кучнинг х ,у ,  Z уцлар билан 
ташкил цилган бурчакларини мос равишда ос, р, у  билан белгилай­
миз. Бу ^олда, диагонали F га тенг булган параллелепипед (мос 
ишора билан олинган) томонларининг узунлиги (3.5) га асосан 
F кучнинг координата уцларидаги проекцияларини ифодалайди:

X  = F  cos a , Y  =  Fcosp, Z =  F cosy. (3.6)

Координата уцларидаги проекциялари орцали кучнинг узини топиш 
усули уни аналитик усулда аницлаш дейилади. Бу ^олда кучнинг



модули (параллелепипеднинг диагоналига тенг булгани учун) ^уйи- 
дагича аник,ланади:

F = V X 2 +  Y* +  Z \  (3.7)

F кучнинг йуналишини топиш учун йуналтирувчи косинусларни
(3.6) тенгликларга асосан аницлаймиз:

X  Y  Zcos а  =  — , cos р =  — , cos у — —  . (3.8)

Куч билан у к, бир текисликда ётмай, улар орасидаги бур. 
чак берилмаган булса, кучнинг увдаги проекциясини ^уйидагича 
аниклаш мумкин. Масалан, 20- расмда курсатилган F куч Оху 
текислигида ётмайди, куч билан _у^лар орасидаги бурчак хры 
номаълум. Координаталар бошини F куч куйилган ну^тада олиб, 
кучнинг учи А дан Оху текисликка перпендикуляр (Аа) чизицни ут­
казамиз. У холда Fху — Оа_ вектор F кучнинг Оху текисликдаги 
проекциясини ифодалайди. FХу векторнинг Ох ва Оу уцлардаги про­
екцияларини аниклаш учун а ну^тадан Ох ва Оу укларга мос ра- 
вишда перпендикуляр (аа,), (аа2) чизи^ларни утказамиз. Оа1 ва Оа3 
мос равишда F кучнинг Ох ва Оу у^лардаги проекцияларини " ифо­
далайди:

X =  Oflj =  Fxy cos а  =  F cos cp cos a,
Y  =  Oa2 — Fxy cos (90° — a) =  F cos <p sin a .

7- §. Тенг таъсир этувчини аналитик усулда аннцлаш

Ю^орида курганимиздек, бир ну^тада кесишувчи Fx, F2 . . .  , 
Fn кучларнинг тенг таъсир этувчиси (3.4) га кура шу кучларнинг

П _
геометрик йигандисига тенг: R ' — ^ F к.



таъсир этувчининг координата уцларидаги проекциялари R'x, R ’y, /?'
Бу векторли тенгликни координата уцларига проекциялаб, тенг 

>сир этувчининг
ларни аницлаймиз:

*=i

* ; , = £ п .
*=1

К  =  ^ 2 к .

Тенг таъсир этувчининг модули (3.7) га асосан аницланади:

(3.9)

R' = V (R 'xY + { R yY +  (R'z?  =

/
7 ~ П  \ 2  /  п  \ 2  /  П  \  2

+  ( 2 П  ) + I S Z .k= 1 *=i
(3.10)

йуналиши эса (3.8) га кура аницланади:

cos (R', х) Rr
R' ’

cos (# ', у) =  , 

cos (R '?z) =  .

(3.11)

8- §. Бир нуцтада кесишувчи кучларнинг мувозанати

Агар бир нуцтада кесишувчи (Flt F2, . . .  , Fn) кучлар система­
сининг тенг таъсир этувчиси R ' нолга тенг булса, у ^олда бундай 
кучлар системаси мувозанатда булади, аксинча, кучлар системаси му- 
возанатда булса, тенг таъсир этувчи нолга тенг булади:

R ' =  0 (3.12)
ёки

£ Г *  =  0. (3.13)
* = 1

(3.12) ёки (3.13) тенгламалар кесишувчи кучлар системаси мувоза­
нати зарурий ва етарли шартининг векторли ифодасидир. Демак, ке­
сишувчи кучлар системаси таъсиридаги эркин жисм мувозанатда 
булиши учун мазкур системани ташкил этувчи кучларнинг геомет­
рик йигиндиси нолга тенг булиши зарур ва етарлидир.

(3.12), (3.13) тенгламаларнинг геометрик маъноси цуйидагичадир:
фараз цилайлик, жисмнинг Alt А 2.........А п нуцталарига таъсир чизицлари
О нуцтада кесишувчи Fu F2, . . . , Fn мувозанатлашувчи кучлар систе-



21- раем.

маси таъсир этаётган булсин (21- 
расм). Бу кучлар учун кучлар 
купбурчаги ясалса (аницлик учун 
п = 5 булган холни куриб чик,а- 
миз), у ёпиц булади, яъни маз­
кур купбурчакда биринчи куч­
нинг боши билан охирги кучнинг 
учи устма-уст тушади. Аксинча, 
кучлар купбурчаги ёпиц булса, 
R ' =  0 булади. Шунга кура, ке­
сишувчи кучлар системаси му­
возанатда булиши учун бу куч- 
ларга цурилган кучлар купбур­
чаги ёпщ  булиши зарур ва 
етарлидир.

Тенг таъсир этувчи куч R ' =  0 булса, (3.10) га кура

я; =  °. я; =  о, /?; =  о
булади. (3.9) ни эътиборга олсак,

2  =
*=i

2  у k =  о- k=\ 
п

2*=i

(3.14)

Демак, кесишувчи кучлар системаси мувозанатда булиши учун 
кучларнинг %ар бир координата уцларидаги проекциялари йигин- 
диси нолга тенг булиши зарур ва етарлидир.

Умуман, (3.14) ифодада номаълум кучлар хам булиши мумкин. 
Шунинг учун уни кесишувчи кучлар системаси таъсиридаги эркин 
Жисм мувозанати тенгламаларининг аналитик ифодаси хам дейи- 
лади.

Кесишувчи кучлар бир текисликда жойлашган булса, Ох ва Оу 
уцларни шу текисликда олиб, (3.14) тенгламаларнинг учинчиси эъти­
борга олинмайди:

2 ^  =  0- 
k= 1
п

*=1
о.

(3.15)

Бу тенгламалар текисликдаги кесишувчи кучлар системасининг 
мувозанат тенгламалари дейилади.

Ёзувни цисцартириш мацеадида келгусида (3.14) даги тенглама- 
ларни цуйидагича ёзамиз:



v x ft =  0, 
v ^  =  0,

S z * =  °*.

(3.16)

Мувозанатдаги жисм эркин булмаса, борланишлардан бушатиш 
Х а^ид аги  аксиомага кура, богланишларнинг жиемга курсатадиган таъ­
сирини уларнинг реакция кучи билан алмаштирамиз. Натижада бун­
дай жиемни берилган кучлар таъсиридаги ва борланиш реакция куч­
лари таъсиридаги эркин жисм деб цараш мумкин. Шу сабабли маз­
кур жисм учун тузилган (3.14) ёки (3.15) тенгламаларда берилган 
кучлар цатори борланиш реакция кучларининг ташкил этувчилари 
Хам катнашади.

Умуман, жиемнинг мувозанатига дойр масалалар куйидаги тартиб- 
да ечилади.

1. Берилган масалада мувозанати текширилаётган жиемга таъсир 
этаётган кучлар раемда тасвирланади.

2. Жиемни борланишлардан бушатиб, уларнинг таъсири борланиш 
реакция кучлари билан алмаштирилади.

3. Координата уцларини мос равишда танлаб олиб, мувозанат 
тенгламаларини тузамиз. Координата уцларини шундай танлаш ло- 
зимки, иложи борича кучларни проекциялаш осон булсин. Масалан, 
уцлардан бирини бирор номаълум реакция кучи га тик равишда 
йуналтирилеа, мос мувозанат тенгламасида номаълумлар камроц цат- 
нашади.

4. Тузилган мувозанат тенгламалари биргаликда ечилади.
1 -масала. Q =  300 Н юк АВ, АС стерженлар ва AD  занжир

воситасида тутиб турилади. Агар а  =  СВ А — ВС А =  60°, р =

=  OAD =  30° булса, АВ, АС стерженлардаги зурициш ва AD  зан- 
жирнинг таранглик кучи аницлансин. А, В, С ва D нуцталар шар­
нир оркали бириктирилган (22-раем).

Изох. Стержень буйлаб йуналган чузувчи ёки сицувчи куч стер- 
жендаги зурикиил деб аталади.
Сицувчи кучни чузувчи кучдан 
фарц к,илиш учун уни манфий 
сон билан ифодалаймиз. Стер- 
жендаги 5  зурициш микдор жи- 
Х а тд ан  шу стерженнинг реакция 
кучи N  га тенг булади: 15  | =  \N\.

Ечиш. Масалани юцоридаги 
тартибда ечамиз. А нуктадаги 
юкни Q куч билан алмаштира­
миз. Борланишдан бушатиш ха* 
цидаги аксиомага кура АВ ва АС х  
стерженларни N L ва N 2 реакция 
кучлари хамДа AD занжирни Т
таранглик кучи билан алмашти- 22- раем.



рамиз. Бу кучлар А ну^тада кесишадиган мувозанатлашувчи кучлар 
системасини ташкил этади. Координата укларини расмда курсатил- 
ганидек утказиб, (3.16) га мувофи^ мувозанат тенгламаларини ту- 
замиз:

2  X k =  0: — A^cos 60° +  N 2 cos 60° =  0,

2  Y k =  0; N, cos 30° +  N 2 cos 30° — T  cos 30° =  0,

=  0; — Q +  7 cos 60° =  0.
Бу тенгламаларни биргаликда ечиб занжирнинг таранглик кучи

Т  = ---- 5-----=  600 Н
cos 60°

ва N lt~ N 2 реакция кучлари

N x =  N 2 = — =  300 Н 
2

булишини аницлаймиз. АВ  ва АС стерженлар си^илади. Шу сабаб- 
ли улардаги зури^ишлар манфий ^ийматга эга булади:

s t =  S2 =  — 300 н.

9- §. Уч куч мувозанатига сид теорема

Бир текисликда ётувчи ва узаро параллел булмаган уч куч 
мувозанатлашса, уларнинг таъсир чизицлари бир нуцтада кеси- 
шади.

Исбот. Жисмнинг Ах, А 2 ва А3 нуцталарига бир текисликда 
ётувчи, параллел булмаган, мувозанатлашувчи F lt F2, F3 кучлар 
куйилган булсин (23-раем). У холда (Flt F2, F3)cc 0.

Кучлар параллел булмагани учун улардан ихтиёрий иккитасининг 
таъсир чизири бирор ну^тада кесишади. Масалан, F lt F2 кучларнинг 
таъсир чизи^лари О ну^тада кесишсин. Бу кучларни таъсир чизи^ла- 
ри буйлаб О ну^тага кучирамиз ва параллелограмм ^оидасига асо­
сан цушамиз:

Ri — +  F2.
Rx кучнинг таъсир чиздаи Ft ва F2 кучларнинг таъсир чизи^лари 

у  кесишган ну^тадан утади. Шундай
^илиб,

( / \ ,  Л . F J  со (R lt F3) со 0.
Бу муносабат дан курамизки, 1- 

аксиомага асосан, R x ва F3 кучлар 
мувозанатлашиши учун уларнинг 
мивдорлари тенг, йуналиши эса бир 
тугри чизиц буйлаб царама-царши 

23. раем. томонга йуналган булиши керак.



Яъни F3 кучнинг таъсир чизири ^ам О нуцтадан утар экан. Шун- 
дай цилиб, теорема исботланди. Бу теорема уч куч теоремаси де­
йилади.

2 -масала. АВ  стержень А нуцтада шарнир воситасида маркам- 
ланган ва В нуцтада вертикал деворга эркин таяниб туради (24- расм,
о). Стерженнинг уртасига р =  60° бурчак остида F =  400 Н куч’ 
цуйилган. а  =  30° булганда А  ва В  нуцталардаги ишцаланишларни 
^исобга олмай, N A, N в реакция кучлари аницлансин.

Ечиш. Аввал масалани геометрик_усулда ечамиз. Бунинг учун А  
ва В нуцталардаги богланишларни Л ^, N в  реакция кучлари билан’ 
алмаштирамиз. В  нуцтада стержень деворга эркин таяниб турганли- 
ги сабабли N в деворга тик равишда йуналади. F  ва N в  кучларнинг 
таъсир чизицларини давом эттириб, улар кесишган D нуцтани аниц­
лаймиз. А шарнирдаги реакция кучи N А нинг йуналишини аницлаш. 
учун уч куч мувозанатига оид теоремадан фойдаланамиз. АВ  стер­
жень вертикал текисликда жойлашган F,~NB ва ЛГД кучлар таъси­
рида мувозанатда булганидан N Л нинг таъсир чизири ^ам D нуцта- 
дан утади ва а  4- р =  90°, АС — СВ булгани учун AD °у  уцига 
параллел булади. N д кучнинг йуналишини аницлаш учунТ, N B, N A 
кучлар дан ёпиц кучлар учбурчагини тузамиз. Бунинг учун маълум F  
кучни бирор масштабда ихтиёрий А х нуцтага узига параллел равиш­
да цуямиз (24- расм, б) ^амда бу кучнинг боши Ах ва учи В х нуцта- 
лардан N a ва N в  ларнинг таъсир чизицларига мос равишда парал­
лел булган тугри чизицлар утказамиз. Уларнинг кесишган нуцтасини. 
Ci билан белгилаймиз. А 1 В гСх учбурчак изланаётган кучлар учбур- 
чагидир. N B ва N A кучларнинг йуналишини аницлаш учун бу куч­
лар учбурчагини периметри буйича шундай айланиб утиш керакки, 
кучлар учбурчаги А х нуцтада ёпилсин; В 1С1 ва С^АХ векторлар N~B 
ва Na кучларни ифодалайди. Кучлар [учбурчагининг В1С1 ва СХА ^  
томонларини берилган масштабда улчаб, N в  ва N  л  кучларнинг миц- 
дорлари аницланади.



N a ва N в ларнинг мщдорини кучлар учбурчаги А \В \С \  га си- 
муслар теоремасини цуллаб >̂ ам аницлаш мумкин:

_  N B _  F

sin 30° sin 60° sin 90°

бундан

N .  =  F sin 30° =  400- - =  200 H,А 2

N r =  F cos 30° =  400 • =  346,4 H.
B 2

Берилган масалани A^B^C^ кучлар учбурчаги ва DCE геометрик 
учбурчакнинг ухшашлигидан фойдаланиб хам ечиш мумкин. Бу уч- 
бурчакларнинг ухшашлигидан

*А _  F _  NB
D E  CD СЕ

Расмда CD =  2DE, СЕ =  V  (CD)2 — (DE)2 =  V  3 DE 
булгани учун

бундан
D E  2 D E  у з  DE

V a =  |  = 200  H,

N .  =  346,4 H.
В  2

Худди шу масалани аналитик усулда ечамиз. Ох ва Оу уцларни 
расмдагидек утказиб, (3.15) га асосан иккита мувозанат тенгламаси- 
«и  тузамиз:

2 X S =  0; N b — F cos30° =  0,

2  Y k =  0; N a — F cos 60° - 0,
•бундан

N B =  F cos 30° =  4 0 0 - ^ =  346,4 H,

N  . =  F cos 60° =  :400- -  =  200 H.
-  2



IV б о б

К У Ч  М О М Е Н Т И

10- §. Кучнинг ну^тага нисбатан моменти

Тажрибаларнинг курсатишича, куч таъсирида жисм илгариланма 
Харакатда, шунингдек, бирор нуцта ёки уц атрофида айланма харакат­
да булиши мумкин. Жисмнинг айланма х а Ра к а т и  жиемга куйилган 
куч моментига борлик, булади.

К,айси нуктага нисбатан момент олинадиган булса, шу нуцта мо­
мент маркази дейилади. Момент марказидан кучнинг таъсир чизи- 
рига туширилган перпендикуляр кесма куч елкаси дейилади (25- раем, 
а,б). Одатда куч елкаси h билан белгиланади.

Аввал жиемга бир текисликда ётувчи кучлар системаси таъсир эта- 
ётган холни курамиз. Бунда кучнинг нуктага нисбатан моменти 
деб, мос ишора билан олинган куч микдорининг куч елкасига купайт- 
масига тенг катталикка айтилади.

F кучнинг О марказга нисбатан моменти одатда, М 0 (F) билан 
белгиланади:

Агар куч жиемни момент маркази атрофида соат мили айланади­
ган томонга тескари йуналишда айлантиришга интилса, одатда, куч мо­
менти мусбат, акс холда — манфий деб хис°бланади.

Куч моменти МКГСС системасида кгк-м билан, СИ системасида 
Н-м билан улчанади.

Кучнинг нуктага нисбатан моменти ^уйидаги хоесаларга эга:
1. Кучнинг мщдори ва йуналишини узгартирмай таъсир чизи- 

f u  буйлаб исталган нуктага кучирилса, куч моменти узгармайди 
(чунки кучнинг елкаси узгармай цолади).

2. Агар кучнинг таъсир чизиги момент марказидан утса, унинг 
шу нуктага нисбатан моменти нолга тенг булади (чунки куч­
нинг елкаси нолга тенг булади; 25-раем, в).

M 0(F) =  ± F h . (4.1)

га



3. F кучнинг боши ва учини мо­
мент маркази О билан туташтириб 
аАО В  ни з^осил циламиз (26-расм). 
Бу учбурчакнинг юзи
5 длов =  у  Fh булади. Буни (4.1)
билан солиштирсак,

|M 0(F)| =  2 5 ^ OB (4-2)

эканлигини курамиз.
Демак, кучнинг нуцтага нисба­

тан моменти модули кучнинг боши- 
26- расм. ни ва учини момент маркази билан

туташтиришдан хрсил булган уч- 
‘бурчак юзининг иккиланганига тенг. Бу натижа кучнинг нуцта­
га нисбатан моментининг геометрик маъносини ифодалайди.

11-§. Кучнинг нуцтага нисбатан моменти вектори

Агар жисмга фазовий кучлар таъсир этса, у ^олда жисмнинг маз­
кур кучлар таъсирида айланиш йуналишини аницлаш учун одатда 
кучнинг нуцтага нисбатан моменти вектор тарзида царалади.

Кучнинг нуцтага нисбатан моменти вектори момент маркази­
та цуйилган булиб, бу марказ ва кучнинг таъсир чизири орцали ут- 
ган текисликка перпендикуляр йуналади хамда унинг учидан царага- 
•нимизда куч жисмни соат милининг айланишига тескари йуналишда 
•айлантиришга интилади.

F  кучнинг О нуцтага нисбатан моменти векторини аницлаш учун 
куч цуйилган А нуцтанинг О марказга нисбатан радиус- вектори г 
нинг шу куч векторига векторли купайтмасини аницлаймиз (27-расм, 

*)• _  _  _  _
Векторлар алгебрасидан маълумки, r x F  вектор г ва F ётган 

текисликка перпендикуляр йуналган булиб, унинг учидан цараганда 
г ни F вектор устига тушириш учун соат милининг айланишига тес-

а) б)



кари йуналишда энг цисца бурчакка буриш 
керак (27-раем, б). Бу векторнинг модули

\r  x F \  =  r F  sin (г, F), Онуцтадан F куч­
нинг таъсир чизигига тик h кесмани ут-

h =  г sin (г, F) п

28- раем.

(4.4)

казамиз, у холда раемдан
булгани учун __ _

| r x F |  =  F-h =  \M 0(F)\. (4.3) 
r x F  векторнинг йуналиши кучнинг нуктага 
нисбатан моменти вектори М 0 (F) билан уст- 
ма-уст тушади; г X F ва M 0(F) векторлар- 
нинг мицдорлари тенг, йуналиши устма-уст 
тушгани учун улар узаро тенг булади:

М 0 (F) =  7 x F~.
Шундай цилиб, кучнинг нуктага нисбатан моменти вектор 

катталик булиб, момент марказига нисбатан куч куйилган нук­
та радиус- векторининг куч векторига векторли купайтмасига 
тенг.

3 -масала. Томонлари 0 А =  a, AD =  Ь, АВ  =  с булган параллеле- 
пнпеднинг А учига Fx ва F2 кучлар, В  учига эса F3 куч куйилган 
(28-раем). Бу кучларнинг О нуктага нисбатан моментлари аник^лан- 
син.

Ечиш. О ну^та Fx кучнинг таъсир чизигида ётади, шу сабабли 
Л =  0 ва М0 (Fx) =  0 булади.

F2 кучнинг елкаси h2 — ОА =  а булгани учун

I M 0(F) I = F 2-h2 =  F2‘а.

M 0(F2) вектор О ABC текисликка перпендикуляр равишда параллеле- 
пипеднинг LO томони буйлаб йуналган булади.

F3 кучнинг елкаси /?3 =  У  а* +  с'2 булгани учун
\M a(F3) \F 3-V  а ^  с2.

M 0(F3) вектор штрихланган OBEL текисликка перпендикуляр ра­
вишда шундай йуналганки, унинг учидан Караганда F3 куч паралле- 
лепипедни соат милининг айланишига тескари йуналишда айлантириш- 
га интилиши керак.

12-§. Кучнинг уэда нисбатан моменти

F кучнинг z нисбатан моментини аниклаймиз. Бунинг учун 
г  ук^а перпендикуляр П  текисликни утказиб, бу текисликка F куч- 
«и проекциялаймиз (29-раем). Бу проекцияни F п  билан белгилай­
миз. Fn  дан z у^нинг П  текислик билан кесишган О нуцтасига нис-



батан олинган моменти F кучнинг z увда нисбатан моментини ифо­
далайди. F кучнинг z укда нисбатан моменти М г (F) билан белгила­
нади. Кучнинг бирор ущ а  нисбатан моменти деб, унинг шу ук;- 
ца перпендикуляр текисликдаги проекциясининг у К билан текислик 
кесишган ну^тасига нисбатан олинган моментига айтилади. Таъриф- 
га кура

M z (F) =  M 0 (Fn),
ёки

M ,(F) =  ± F n -h. (4.5)

Кучнинг увда нисбатан моменти скаляр микдор булиб, уцнинг 
мусбат йуналишидан ^раганда кучнинг уцка перпендикуляр текис­
ликдаги проекцияси жиемни соат милининг айланишига тескари йу­
налишда айлантиришга интилса, одатда момент мусбат ишора билан 
(29-раем, а), акс холда манфий ишора билан (29-раем, б) олинади.

Агар кучнинг таъсир чизоти у^ни кесиб утса ёки укда параллел 
булса, h — О ёки Fn =  0 булади (30-раем). Бинобарин, (4.5) га асо­
сан, хаР иккала холДа ^ам кучнинг увда нисбатан моменти нолга 
тенг булади.

4 - масала. Томонлари О А — a, AD =  Ь, АВ =  с булган пэралле- 
лепипеднинг учларига Ft, F2, Fz, Fit F6 кучлар куйилган (31-раем). 
Бу кучларнинг Oz увда нисбатан моментлари ани^лансин.

Ечиш. Ег ва Fs кучларнинг таъсир чизиклари Oz у^ка параллел, 
F2 кучнинг таъсир чизири зса Oz укни кесиб утади- Шунинг учун 
F 2, F2,_F3 кучларнинг Oz ук^ка нисбатан моментлари нолга тенг бу­
лади. F'4 кучнинг Oz увда нисбатан моментини хреоблаш учун бу 
кучни шу уеда перпендикуляр булган СВЕК  текисликка проекцияси

F' нинг микдорини аниклаймиз: I F '\ —F^ cos ос =  Ft,-----■■
У ба +  са



f

в

F\ кучнинг Oz уц С BE К  текислик билан кесишган С нуцтасига нис­
батан моментини аницлаймиз. F'4 куч Oz уцнинг мусбат йуналишидан

цара ганда параллелепипедни соат _милининг айланиш йуналишида ай- 
лантиришга интилгани туфайли f 4 кучнинг Oz укка нисбатан мо­
менти манфий цийматга эга булади:

Мг (F 4) =  м с (>;) =  -  F \.a  =  -
1  Ь 1  +  с 1

F3 куч Oz уцца перпендикуляр СВЕК  текисликда ётади ^амда 
бу куч уцнинг мусбат йуналишидан цараганда параллелепипедни соат 
милининг айланишига тескари йуналишда айлантиришга интилади. 
Шу сабабли F3 кучнинг моменти мусбат булади:

M Z(F3) =  b-F.

13-§. Кучнинг уцца нисбатан моменти билан шу уцдаги 
нуцтага нисбатан моменти орасидаги муносабат

Берилган F кучнинг бирор Oz уцца ва шу укда ётувчи О нуцта­
га нисбатан моментини аницлаймиз (32-расм). (4.2) га асосан

К < £ } 1 - 2 5 д о * .
\M q(F) | =  2S A0AB.

Oab ва ОАВ учбурчакларнинг текисликлари орасидаги бурчак бу те- 
кисликларга утказилган перпендикуляр чизицлар Oz ва ОК орасида­
ги у бурчакка тенг булади. &ОАВ нинг П  текисликдаги проекцияси 
А  Oab дир. Шу сабабли

M 2(F) =  2 S Aa4Bcosy =  Af0(f jc o sv  (4.6)



а д

еки

M Z(F) =  [M0(F) ]z. (4.7)

Демак, кучнинг бирор уц­
ца нисбатан моменти унинг 
шу уцда олинган ихтиёрий 
нуцтага нисбатан моменти 
векторининг мазкур уцдаги 
проекциясига тенг булади.

О нуцтадан х, у, z Декарт 
координата уцларини утказиб,
(4.6) гэ_кура бу уцларга нис­
батан F кучнинг моментини 
^исоблаймиз:

М х (F) — М 0 (F) cos а ; ) 

М у (F) =  М 0 (F) cos Р; | 

Л1г (?) =  ^о (^ )со5  7 .)
(4.8)

Бу формулаларда а, р, у  лар M 0(F) векторнинг координата уцлари 
билан ташкил цилган бурчакларини ифодалайди.

(4.8) тенгликларини квадратга ошириб, цушсак:

M 0(F) - Г [Mx {F )f + M y (F)]* +  [Mz (F)]2 (4.9 >

F кучнинг координата уцларига нисбатан моментлари маълум 
булса, бу формула ёрдамида координата уцлари боши О га нисбатан 
куч моментининг сон цийматини аницлаш мумкин. (4.8) дан кучнинг 
нуцтага нисбатан моментининг йуналтирувчи косинуслари учун цуйи­
даги ифодаларни оламиз:

=
М0 (F) ’

cos а

о My (F) 
cos р =  -JLLz. >

МАП 
Мг (Пcos у =
МАП

(4.10)

Булардан фойдаланиб а , р, у  бурчакларни топиш мумкин.

14-§. Кучнинг координата уцларига нисбатан моментларини 
аналитик усулда аницлаш

Координата уцларининг бирлик йуналтирувчи векторларини i, Л  
k билан белгиласак, F (X, Y , Z) кучни ва бу куч цуйилган А (х , уу 
г) нуцтанинг радиус-векторини цуйидагича ёзиш мумкин (33-расм):



33- раем.

F = X ~ i  +  Y-~j +  Z-k,  ]

Г =  x - i  +  y - j  -ь z -k .  [

(4.4) формулага кура M 0(F) ни цуйидагича ёзиш мумкин:

(4.11)

M 0 (F) =  r x F
i j k 

x  у  z 
X Y Z

(4.12)

M 0(F) векторнинг координата уцларидаги ташкил этувчилари орцали 
ифодаси М 0 (F) =  М х (F) i +  М у (F) /  +  М г (F) k  ни назарда тутиб»
(4.12) детерминантни биринчи йулига нисбатан ёйиб ёзамиз:

M j F )  1 + М у (F)~j +  М г (F) ~k =  {у •.Z -  z ■■ Y fi  +  (г ■,X  -  
- x - Z ) j  +  ( x - Y  —  y - X ) k .

Бу ифодадаги г, /, k лар олдидаги мос коэффициентларни тенг- 
лаштириб цуйидаги муносабатларни оламиз:

М х (F) =  y Z  — z Y , )
My (F) =  z'X — xZ,  > (4.13)
M z (F) =  xY  — y X .  )

Агар кучнинг координата уцларидаги проекциялари ва куч цуйил- 
ган нуктанинг координаталари маълум булса, кучнинг координата уь;- 
ларига нисбатан моментларини аницлашда (4.13) дан фойдаланиш цу- 
лай булади.

5- масала. Орирлиги Р,  томонлари О А =  а, ОС =  Ь булган гори- 
зонтал текисликда ётувчи бир жинсли О ABC  плитанинг В  нуцтасига 
xz  текисликка параллел ва ху  текислик билан а  бурчак ташкил к,и- 
лувчи F  куч таъсир этади (34-раем). Р  ва F кучларнинг координата 
ук,ларига нисбатан моментлари аницлансин.

Ечиш. Р  куч D (xlt y lt 2j) нуктага, F  куч В  (х2, у 2, z2) нук;- 
тага ^уйилган. Расмдан куриниб турибдики,



=  b, y 2 =  a, z2 - 0.
Кучларнинг координата у^ларидаги проекцияларини ангцлаймиз:

X.2= F x = — F cos a , Y 2 — Fy = 0 , Z2 — Fz' =  F sin a.

(4.13) формулалар ёрдамида P  ва F кучларнинг координата уц- 
ларига нисбатан моментларини ^исоблаймиз:

M z (Р) — X)Y j — 0.
Худди шунингдек,

М х (F) =  у г2 г — z2Y 2 =  aF sin a , 
M y (F) =  z2X 2 — x2Z2 — — bF sin a, 
M z (F) =  x2Y 2 —  y 2X 2 =  aF cos a .

Мицдорлари тенг, таъсир чизиклари бир т \ Fpn чизикда ётмайди- 
ган, параллел ва к.арама-к.арши йуналган икки куч жуфт куч дейи- 
лади. _  _  _  _  _

35- расмда курсатилган | Ft | =  | F21, Ft | |  F2 булган_иккита: F1 ва 
F2 кучлар жуфт кучни ташкил этади. Жуфт куч (Fu F2) куриниши­
да белгиланади.

Жуфт кучни ташкил этувчи кучларнинг таъсир чизиклари ораси-

Х 1 =  Ях =  0, Г Х =  РУ=  О, Zx = P z =  - P ,

M x (P) =  y 1Z1- z 1Y1 =  - ^ P ,

M y  ( Р )  =  Z l X j  —  X j Z j =  P ,

V б о б

ЖУФТ КУЧЛАР НАЗАРИЯСИ

15-§. Жуфт куч ва жуфт кучнинг моменти

даги энг циска масофа жуфт куч­
нинг елкаси дейилади ва d билан 
белгиланади. Жуфт куч ётган те­
кислик жуфт куч текислиги дейи­
лади.

Жуфт кучни битта куч билан 
алмаштириш мумкин эмас, яъни 
жуфт куч тенг таъсир этувчи- 
га эга булмайди. ХаКиКатан_ х.ам> 
агар {Fv F2) жуфт куч бирор Q тенг 
таъсир этувчига эга булганда эди,



36- расм.

(Flt F2) ва Q' =  — Q кучлар системаси мувозанатда булиши керак 
эди, лекин_бу _мумкин эмас, чунки Fx +  F2 =  О, Q ф  О булгани 
учун Fx +  F2 +  Q ф  0. Шундай цилиб, жуфт кучни битта куч билан 
алмаштириш ёки мувозанатлаш мумкин эмас. Шу сабабли фа цат 
жуфт куч таъсирида булган жисм илгариланма ^аракат цила олмай- 
ди. Жуфт куч жисмни жуфт куч текислигида айланма ^аракатга 
келтириши мумкин. Айлантариш эффекта: 1) жуфт кучни ташкил 
этувчи кучларнинг модули \Fх| =  \F2\ ва жуфт куч елкасининг узун­
лиги d га; 2) жуфт куч текислигининг эгаллаган ^олатига; 3) жуфт 
куч таъсиридаги жисмнинг айланиш йуналишига боглиц булади. 
Мазкур эффектни аницлаш учун жуфт куч моменти тушунчаси кири- 
тилади.

Дастлаб бир текисликда ётувчи кучларнинг хусусиятлари билан 
танишамиз. Жуфт кучнинг моменти деб, мос ишора билан олин­
ган жуфт куч ташкил этувчи кучлардан бирининг мицдорини жуфт 
куч елкасининг узунлигига купайтмасига тенг катталикка айтилади. 
Жуфт куч моменти М  билан белгиланади:

М  - - ± F xd =  ±  F2d , (5.1)

Жуфт куч жисмни соат милининг айланишига тескари томон айлан- 
тиришга интилса, унинг моменти мусбат (36-расм, а); соат милининг 
айланиши буйича айлантиришга интилса, манфий ишора билдн олина­
ди (36-расм, б).

МКГСС системасида жуфт кучнинг моменти килограмм-куч • метр 
(кгк-м), СИ системасида Ньютон • метр (Н • м) билан улчанади.

16- §. Эквивалент жуфт кучлар ^ацидаги теоремалар

Бир жуфт кучнинг жисмга курсатадиган таъсирини бошца жуфт 
куч бера олса, бундай жуфт кучлар эквивалент жуфт кучлар де­
йилади.



1 -теорема. Агар жуфт кучни шу жуфт куч текислигида ётув­
чи ва моменти берилган жуфт кучнинг момент ига тенг булган 
Жуфт куч билан алмаштирилса, жуфт кучнинг жиемга таъсири
узгармайди. __ _

Исбот. Жиемга елкаси d1 ва моменти М 1 га тенг(F 1( Ft ) жуфт 
куч таъсир этаётган (37-раем) ва унинг ташкил этувчилари Л ва В 
нуцталарга куйилган булсин. Л ва В нук,талардан узаро параллел 
(AD) ва (ВС) чизицлар утказиб, бу чизи^лар орасидаги энг ^исца 
масофани d2 билан белгилаймиз. кучни В А ва AD  буйлаб йунал­
ган F3, Ft. ташкил этувчиларга, F2 кучни СВ ва АВ  буйлаб йуналган 
F& ва F6 ташкил этувчиларга ажратамиз:

Натижада (Flf F2) со (F3j_F it _F5, F6) ^осил булади. Ясалишига кура 
F3 =  — Fe, Fi — — Fb. F3 ва Fe бир турри_чизик^ буйлаб царама-кар- 
ши томонга йуналгани учун (F3, Fe) со 0. Ft_ ва F& _кучлар елкаси d2 
га тенг булган жуфт кучни ташкил этади. F 4 ва Fb кучларни таъ­
сир чизиклари буйлаб D 'ва С нук;таларга келтирамиз. Натижада 
(Fi,_F2) жуфт куч урнига (F4, F&) жуфт кучга эга буламиз, яъни 

(^i> F2) со (F4, ~F6). Бу жуфт кучлар жиемни бир томонга айланти- 
ришга интилади. (FL, F2) жуфт кучнинг моментини М 1 билан, 
(Ft, F5) жуфт кучнинг моментини М 2 билан белгиласак,

АВМ  ва AB N  учбурчаклар узаро конгруэнтдир. Чунки (АВ) томон 
умумий, (NM) II (АВ) булгани учун бу учбурчаклар бир хил баланд- 
ликка эга. Бинобарин, М г =  М 2. Шундай ^илиб, 1- теорема исбот- 
ланди.

Fi =  Fa +  F\, F2 =  F5 +  F 6

(5.2)



2 -теорема. Жуфт кучни узининг таъсир текислигига параллел 
булган текисликка кучирилса, унинг жиемга таъсири i/згармайди.

Исбот. Елкаси АВ  га тенг, П  текисликда ётувчи (Flt F2) жуфт 
куч берилган (38-раем). П  текисликка параллел Пх текисликда 
А хВг # А В  кесмани оламиз. А г ва Вх нуцталарга (F3, Р4) со 0 ва 
(Fe, F5) со 0 системаларни к,уямиз ва Ft =  F3 — Ft =  F6 — Fe деб 
оламиз. Ноллик системани ташкил цилувчи кучларнинг таъсир чизиц. 
лари ва F2 кучларнинг таъсир чизи^ларига параллел булсин. У 
Холда

(? i, ? 2) >  (F[, К  Т3, F6, Т в) (5.3)

булади. АВ  ва А 1В1 ларга параллелограмм цуриб, АВг ва В А г диа- 
гоналларни утказамиз. Fx ва Fb параллел кучларни цушиб О нуцта- 
га куйилган кучга эга буламиз:

R 1 = F 1 + F 5 =  2F1.

Худди шунингдек, Fz ва F4 параллел кучларни ^ушиб

R2 =  F2 "Ь F& =  2 F у

кучни оламиз. R x ва R2 кучларнинг микдорлари тенг, йуналиши ца- 
рама-царши булгани учун (Fu F2, Fb, Ft) со (Rlt R 2) со 0. Биноба­
рин,

(Flt ~F2, F3, Fit F6, Fe) со (F3, F J . (5.4)

(5.3) ва (5.4) муносабатларни солиштирсак, (Flf F2) со (F3, F6) 
Хосил булади. Шундай цилиб 2- тео­
рема исботланди.

Юцорида исботланган теорема- 
лардан цуйидаги натижалар келиб 
чицади:

1) жуфт куч моментини узгар- 
тирмай, жуфт кучни уз таъсир 
текислигида ихтиёрий цолатга 
келтириш мумкин;

2) жуфт куч моментини уз- 
гартирмай, унинг ташкил этуе- 
чилари ва елкаси узгартирилса, 
жуфт кучнинг жиемга таъсири 
узгармайди;

3) бир текисликда ёки парал­
лел текисликларда ётувчи, мо­
ментлари тенг ва айланиш йуна- 
лишлари бир хил булган икки 
жуфт куч узаро эквивалент 6(j- 
лади. 38- раем.



17-§. Жуфт куч моментига оид 
теорема

Т е о р е м а . Жуфт куч моменти 
уни ташкил этувчи кучларнинг шу 
жуфт куч ётган текисликдаги их­
тиёрий нуцтага нисбатан момент- 
ларининг алгебраик йигиндисига 
тенг.

Исбот. ( Fu F2) жуфт куч бе­
рилган (39-расм). Мазкур жуфт куч

39- расм. текислигидаги бирор О нуцтани
олиб, ундан жуфт куч тузувчи куч­

ларнинг таъсир чизицларига тик \ 0Ь \ чизицни утказамиз. ab — d ва 
Fx =  F2 эканлигини эътиборга олиб, Fx ва F2 кучларнинг О нуцта­
га нисбатан моментлари йигиндисини аницлаймиз:

M 0(F)i+ M 0(F2) = -  Оа • Fx +  Ob • F2 =  — Оа • F\ +  (d +  Oa)F2 =
=  — Oa-F1 + d - F 2-\- OaF2 =  F2-d =  M. 

шундай цилиб,

M = M 0(F1) + M 0(F2). (5.5)

(5.5) тенгликдан курамизки, агар О нуцта урнида А ёки В  нуцтани 
олсак,

M =  M a(F2)= M b (F1) 5.6)

булади, яъни жуфт кучнинг моменти уни ташкил этувчи кучлардан 
бирининг иккинчиси цуйилган нуцтага нисбатан моментига тенг 
булади:

18- §. Жуфт куч моментининг векторлиги

Жуфт кучнинг жисмга таъсири: 1) жуфт куч моментининг мо­
дули; 2) жуфт кучнинг таъсир текислиги; 3) шу текисликдаги айла­
ниш йуналиши билан ифодаланади.

Фазода ихтиёрий вазиятда жойлашган жуфт кучларнинг жисмга 
таъсирини аницлаш учун мазкур учта омилнинг цар бирини билиш 
зарур. Бунинг учун жуфт куч моменти вектор тарзида ифодаланади. 
Жуфт куч моментининг вектори М  билан белгиланади. Жуфт куч 
моменти шундай векторки, унинг модули жуфт кучни ташкил этув­
чи кучлардан бирининг жуфт куч елкаси узунлигига купайтмасига 
тенг ^амда жуфт кучнинг таъсир текислигига перпендикуляр йунал­
ган булиб, унинг учидан царалганда, жуфт куч жисмни соат мили­
нинг айланишига тескари йуналишда айлантиришга интилади (40- расм).

Жуфт кучни узининг таъсир текислигида ёки унга параллел те­
кисликда ихтиёрий ^олатга кучириш мумкин булганидан, жуфт куч 
моменти векторини жисмнинг ихтиёрий нуцтасига цуйиш мумкин.



Демак, жуфт куч моменти векто­
ри эркин вектор булади.

Жуфт куч моменти вектори маъ­
лум булса, жуфт кучнинг жиемга 
таъсирини аниклаш мумкин. Ха^и- 
ь;атан хам М  берилган булса, унга 
перпендикуляр текисликни утказиб, 
жуфт кучнинг таъсир текислиги ани^- 
ланади ва М  нинг йуналишига ка- 
раб жуфт кучнинг айланиш йуна­
лиши белгиланади.

40- ва 27- расмларни солиштириб М, М в (FJ  векторларнинг бир 
хил йуналишга эга эканлигини курамиз. Демак,

М = М В (?,) =  М А (F2). (5.7)

19-§. Бир текисликда ва параллел текисликларда 
ётувчи жуфт кучларни ^ушиш

Теорема. Бир текисликда ётувчи 'жуфт кучлар системаси 
биргина жуфт кучга эквивалент б$либ, унинг моменти берилган 
жуфт кучлар моментларининг алгебраик йигиндисига тенг.

Исбот .Бирор /7 текисликда моментлари М и М 2, М 3 га тенг бул­
ган (Flt F2), (F3, Fi), (F5, Fe) жуфт кучлар системасини оламиз (41- 
расм, а). Эквивалент жуфт кучлар хакидаги 1-теоремага асосан 
жуфт кучларни бирор \AB\=d  елкага келтириб, мазкур жуфт куч­
лар системасига эквивалент булган, ташкил этувчилари А ва В  
нуцталарга цуйилган (Fu F s), (F3, Fi), (F5, F6) жуфт кучлар система­
сини оламиз. Бу жуфт кучларнинг моментлари орасида куйидаги 
муносабат бажарилиши керак:

F1-d = F \-d u F3, d=F'3‘d2, F5-d = F '-d 3,

5)



бундан

F x= F \d±  F3= n ~ ’ Fs = F'b ^ -  (5-8)

А ва В  нуцталардаги кучларни алохида-ало^ида к,ушиб А ну^тада 
R  кучни, В  нуцтада R ' кучни оламиз (41-раем, б), бу кучлар уз­
аро параллел, лекин царама- царши томонга йуналган булиб, миедор- 
лари тенг:

R = R '= F 1 +  F3- F 5. (5.9)

Демак, берилган жуфт кучлар системаси биргина (R, R ') жуфт 
кучга келтирилди, шунинг учун бу жуфт кучни тенг таъсир этув­
чи жуфт куч деб аташ мумкин.

(5.8) даги Fu F3, F 6 ларнинг цийматларини (5.9) га цуйсак,
R -d  =  F \d x +  F ’3d2 —  F'bdz.

тенглик хреил булади. Бу тенгликнинг чап томони тенг таъсир 
этувчи жуфт кучнинг моментларини ифодалайди. Унг томони эса 
берилган жуфт кучлар моментларининг алгебраик йигиндисидан ибо­
рат, яъни

М = М г +  М 2 +  М 3. (5.10)

Учта жуфт куч учун теорема исбот цилинди. Худди шунингдек, бир 
текисликда ётувчи, моментлари М 1г М г, . . .  , М п га тенг п  та жуфт 
кучлар системасини цушиш натижасида битта тенг таъсир этувчи 
жуфт кучни олиш мумкин; бу жуфт кучнинг моменти цуйидагича 
аницланади:

М = М Х +  М 2 +  . . . + М  =  2  M k- (5Л 1)
*=i

Агар жуфт кучлар системаси параллел текисликларда ётса, экви­
валент жуфт кучлар ^ацидаги 2-теоремага асосан, уларни бир текис­
ликда ётувчи жуфт кучлар системаси билан алмаштириш мумкин. Шу 
сабабли исботланган теорема параллел текисликларда ётувчи жуфт 
кучлар системаси учун хам уринли булади.

20- §. Фазода ихтиёрий вазиятда жойлашган жуфт 
кучларни цушиш

Дастлаб, фазодаги иккита кесишувчи текисликларда жойлашган 
жуфт кучларни цушишни куриб чицамиз.

i Теорема. Иккита кесишувчи текисликларда жуфт кучлар ёлриз 
жуфт кучга эквивалент булиб , унинг моменти берилган жуфт 
кучлар моментларининг геометрик йириндисига тенг.

Исбот. Кесишувчи П1 ва П ъ текисликларда жойлашган, момент­
лари мос равишда М х ва М 2 булган (F\, F'2) ва (F’3, F'A) жуфт куч­
лар берилган булсин (42-раем).



В Ft
42- расм.

П 1 ва П2 текисликларнинг кесишиш чизигида бирор \AB\= d  кес- 
манц олиб, берилган жуфт кучларни уз текислигида умумий елка d 
га келтирамиз. Эквивалент жуфт кучлар з^ацидаги теоремалардан 
олинган натижаларга кура (FJ, Fj) жуфт кучни (F\, F~) билан, (F*,
F4') жуфт кучни эса (F3, F4) эквивалент жуфт кучлар билан алмаш- 
тирамиз.
Бунда

M 1 =  F1d, M 2 — F2d  (5.12)

булади. В ва Л нуцталарга цуйилган Fx, F4 ва F2, F3 кучларни цу- 
шамиз:

? 1 = ^ 1 +  ? 4’ 1 (5ЛЗ) 
^2 — +  ^3» I

Натижада (Flt F2), (F3, F4) жуфт кучлар ёлгиз (Ru R 2) жуфт куч- 
га эквивалент булади. (5.7) ва (4.4) га кура бу жуфт кучларнинг 
моменти цуйидагича аницланади:

М  =  М А (#,) — АВ  X =  АВ X (Fx +  F 4) =

=  АВ  X F x +  ~АВ X F4 =  М А (F0 +  М А (F4) =  М х+  М 2.

Шундай цилиб,

M =  MX+ M 2. (5.14)

М х ва М 2 векторларга ясалган параллелограмм Fu  F4 ва F 2, F3 куч­
ларга ясалган параллелограммларга ухшашдир, чунки мос равишда 
томонлари перпендикуляр, бурчакларининг катталиги тенг ва (5.12) 
га_ асосан мос томонлари мутаносибдир. Шунинг учун М  вектор 
(Rlt R 2), жуфт куч текислигига перпендикуляр йуналади ва модули 
М  =  R x-d булади. Теорема исботланди.



Фазода ихтиёрий вазиятда жойлашган (F,, F[), (F2, F'2), . . .  ,
(F , F ’J  жуфт кучлар берилган булсин. Бу жуфт кучларнинг мо-

ментларини М х, М 2 . . . , М п (аник;лик учун расмда п ~  3 булган 
з^олни курсатамиз) билан белгилаймиз (43-раем, а). Ю^оридагидек, 
жуфт кучларни кетма-кет цуиыб, битта натижаловчи жуфт кучни 
оламиз. Бу жуфт кучнинг момэнти берилган жуфт кучлар момент- 
ларининг геомгтрик йигиндисига тенг (43-раем, б):

М  =  М х +  М г +  . . . +  М п
ёки

M = X M t . (5.15)
k = \

Шундай ^илиб, фазода ихтиёрий вазиятда жойлашган п та 
жуфт кучларни цушиш натижасида з$осил булган тенг таъсир 
этувчи жуфт кучнинг моменти берилган жуфт кучлар момент- 
ларининг геометрик йигиндисига тенг.

21-§. Жуфт кучлар системасининг мувозанати

К,атги^ жиемга таъсир этувчи, фазода ихтиёрий вазиятда жойлаш­
ган жуфт кучлар системаси момент вектори берилган жуфт кучлар 
моментларининг геомгтрик йигиндисига тенг булган битта жуфт 
кучга эквивалент булади. Шу сабабли жиемга таъсир этувчи 
жуфт кучлар системаси мувозанатда булиши учун уларга экви­
валент булган жуфт куч моменти вектори нолга тенг булиши 
зарур ва етарлидир.



Шундай ь;илиб, жуфт_кучлар системаси мувозанати шарти- 
нинг векторли ифодаси М =  0, (5.15) га асосан цуйидагича ёзилади:

П
(5.16)

яъни жуфт кучлар моменти векторларига ^урилган купбурчак ёпиц 
булиши керак. Бу холда жуфт кучлар системаси мувозанатининг 
аналитик ифодаси ^уйидагича булади:

Бинобарин, 'жиемга таъсир этувчи жуфт кучлар системаси 
мувозанатда булиши учун жуфт кучлар моментлари векторлари- 
нинг хр.р бир координата уцларидаги проекцияларининг йигиндиси 
нолга тенг булиши зарур ва етарлидир.

Бир текисликда (ёки параллел текисликларда) жойлашган жуфт 
кучлар системасининг мувозанат шарти (5.11) га асосан цуйидагича 
булади:

Демак, цаттиц жиемга 'таъсир этувчи бир текисликда (ёки 
параллел текисликларда) жойлашган жуфт кучлар системаси 
мувозанатда булиши учун жуфт куч моментларининг алгебраик 
йигиндиси нолга тенг булиши зарур ва етарлидир.

6- масала. Узунлиги АВ  =  8 м булган балканинг А  ну^таси 
шарнир воситасида бириктирилган, В  ну^таси эса эркин таянчда 
ётади. Балкага моменти =  24 Н • м. булган жуфт куч таъсир эта­
ди (44-раем, а). Балканинг орирлигини эътиборга олмасдан, таянч 
реакция кучлари аницлансин.

Ечиш. Богланишдаги АВ  балкани эркин жисм шаклига келтириш 
учун Л ва В нук;талардаги таянчларнинг балкага курсатадиган таъси- 
рини борланишлар хакидаги аксиомага асосан реакция кучлари билан 
алмаштирамиз. Берилган балкага куйилган жуфт куч балкани соат 
мили айланадиган томонга тескари йуналишда айлантиришга интила­
ди. Балка мувозанатда ^олиши учун таянч кучлари соат мили айла­
надиган йуналишдаги (RA, R B) жуфт кучни Х0^ "1 килиши керак 
(44-раем, б). (5.18) га кура жуфт кучларнинг мувозанат тенгламаси­
ни тузамиз:

П

П

п

)
(5.17)

П
V M k =10. (5.18)



44- расм.

+  М 2 =  0.

Бунда М 2 =  — A B -R B =  — A B -R a , (Ra R b) жуфт кучнинг момен­
тини ифодалайди. М г ва М 2 нинг цийматини (1) га цуйиб, номаълум- 
ларни аницлаш мумкин:

r a  =  r b =  З Н .

VI б о б

Фазода ихтиёрий жойлашган кучлар системаси

Таъсир чизицлари фазода ихтиёрий равишда жойлашган кучлар­
дан ташкил топган система фазодаги кучлар системаси дейилади. 
Фазодаги < кучлар системаси таъсиридаги жисмнинг цандай ^олатда 
(мувозанатда ёки ^аракатда) булишини аницлаш учун жисмга цуйил­
ган кучлар содда ^олга келтирилади.

22- §. Кучни узига параллел равишда кучиришга оид лемма

Жисмнинг бирор нуцтасига цуйилган кучни унинг таъсир чизири 
буйлаб исталган нуцтага кучирганда кучнинг жисмга таъсири узгар- 
маслиги бизга маълум. Аммо тажрибадан маълумки, куч узига парал­
лел равишда таъсир чизигида ётмайдиган бирор нуцтага кучирилса, 
кучнинг жисмга таъсири узгаради. Кучни узига параллел равишда 
жисмнинг цайси нуцтасига келтирилса, шу нуцта келтириш маркази 
дейилади.

Н Кучнинг жисмга таъсирини узгартирмай уни узига параллел ра­
вишда бир нуцтадан иккинчи нуцтага келтириш масаласи 1804 йил- 
да француз олими Луи Пуансо (1777— 1859) исботлаган цуйидаги 
лемма билан ифодаланади.

Лемма. Жисмнинг бирор нуцтасига цуйилган куч жисмда 
олинган ихтиёрий келтириш. марказига цуйилган худди шундай 
кучга ва моменти берилган кучнинг келтириш марказига нисба­
тан моментига тенг жуфт кучга эквивалент булади.

Исбот. Жисмнинг А нуцтасига цуйилган F кучни узига параллел 
равишда жисмнинг ихтиёрий О нуцтасига келтириш керак (45- расм, а).



m =m0(f  )

45- раем.

Бунинг учун О нуктага таъсир чиздаи F га параллел (F 't F") от О 
системасини цуямиз (45-раем, б). Бу ноллик системанинг ташкил 
этувчилари F"J =  | F | булсин. Натижада F c c ( F ,F \  F").
Уз навбатида (F, F' F") кучлар системаси О нуктага цуйилган 
F ' =  F кучга ва (F, F") жуфт кучга_эквивалент булади. Бу жуфт 
куч ftушилган жуфт куч дейилади. (F, F") жуфт кучнинг моменти 
М , F кучнинг О нуктага нисбатан моменти М 0 (F) га тенглиги 
жуфт кучлар назариясидан маълум: М  =  M Q (F). Шу билан лемма 
исботланди.

23- §. Фазода ихтиёрий жойлашган кучларни бир 
нуктага келтириш

Энди жиемнинг А 1г_А2, . . . , А п нуцталарига фазода ихтиёрий 
йуналган Flt F2, . . , . Fn кучлар системаси цуйилган холда бу 
кучларни О марказга келтирамиз (46-раем, а). Х̂ ар бир куч ва О 
нуцта оркали Л ъ Я а . . .  , Пп текисликлар утказам из. Пуансо лем- 
масига кура, хар бир куч уз текислигида узига тенг куч ва к,ушил- 
ган жуфт куч билан келтирилади. Натижада келтириш маркази О 
нуктага цуйилган F, =  FJ, F2 =  F2 ............ Fn =  F ’n кучлар систе­
маси ва моментлари

M i =  M q (Fj), 
М 2 =  M 0(F2),

(6.1)

булган цушилган жуфт кучлар системаси (Fv F['), (F2, F2) , . . , 
(Fn, F'n) (аниклик учун раемда n  =  3 булган холни куриб чицамиз) 

Хосил булади (46- раем, б). А1р М 2, . . . , Мп векторлар мос равишда 
Я , П2 ............Я„ текисликларга перпендикуляр равишда йуналади



i) г)
46- расм.

^амда мусбат йуналишда караганимизда, кушилган жуфт кучлар 
жисмни соат милининг айланишига тескари йуналишда айлантиришга 
интилади. _  _

О марказга цуйилган F\, Fo, ■ . ■ , F'n кучларни геометрик'цу- 
шиб битта R  кучни оламиз (46-расм, е):

П —

ft=l
еки

А = 1 (6.2)

R  куч фазодаги кучлар системасининг бош вектори дейилади. 
Бинобарин, кучлар системасининг бош вектори мазкур кучларнинг 
геометрик йигиндисига тенг бС/лади.



(F j ,  FJ), (F2, F") . • • ■ ,(Fny F") фазовий жуфт кучларни цушиб

моменти (5.15) га асосан мазкур жуфт кучлар моментлари — М 1г 
М 2 , . . . ,  Мп ларнинг геометрик йигиндисига тенг (46- раем, г):

М0 ни (Fp F2 , , Fn) кучлар системасининг бош моменти 
дейилади. Демак, фазодаги кучлар системасининг бирор марказга 
нисбатан бош моменти ташкил этувчи кучларнинг шу марказга 
нисбатан моментларининг геометрик йигиндисига тенг.

Шундай ^илиб, цуйидаги теорема исботланди: фазода ихтиёрий 
жойлашган кучлар системасини бирор О марказга келтириш нати­
жасида бу кучлар системаси келтириш марказига куйилган бош 
вектор R га тенг битта куч ва моменти Мо га тенг булган 
битта жуфт куч билан алмаштирилади (46-раем, д).

Бундай усул билан кучлар системасини бир марказга келтириш 
кучлар системасини содда \олга келтириш  дейилади.

R  ва Мо векторларни аналитик усулда, яъни уларнинг координата 
уцларидаги проекцияларига кура аницлаш мумкин. Худди 7-§ даги 
каби Rx , R y, Rz лар учун ушбу муносабатлар уринли булади:

Шунингдек, бош векторнннг модули ва йуналиши цуйидагича 
аницланади:

моменти Мо га тенг битта жуфт кучни оламиз. Бу жуфт кучнинг

П

М0= Ж М*

ёки (6.1) га кура
П

м 0 =  2  М 0 (Fk). (6.3)

(6.4)

(6 .6)

(6.5)

Бош момент М 0 нинг координата уцларидаги проекцияларини М х , 
М у, Мг билан белгиласак, векторлар йигиндисининг уцдаги проек-



цияси з^ацидаги теоремага асосан М х =  ^  [М0 {Fk)]x  ёки (4.7) га
й = 1

кура М х  =  ^ М х  (Fk) булади. Шунга ухшаш формула лар М у ва 
*=i

М 2 катталиклар учун ^ам уринли булади. Демак,

M X =  2 M X (F,),
k—i

M y =  ± M y (Fk), 
k=\
П

(6.7)

м г =  ^ м г (Рк).
k—\

миз:
Бу моментнинг модули ва йуналиши учун цуйидагига эга була-

М 0 2 M A F k)
k=i

+ 2 M y (Fk)
*=i

2 M z (Fk)
k=i

(6.8)

(6.9)

—'*'* м   ̂
cos(M0 , x) =  ,

cos (M o7y) =  -

cos

Юцорида исботланган теоремадан цуйидаги хулоса келиб чицади: 
бош векторлари ва бош моментлари устма-уст тушадиган икки­
та кучлар системаси статик эквивалент булади. Бинобарин, цат- 
тиц жисмга таъсир этувчи ихтиёрий кучлар системаси унинг бош 
вектори ва бош моменти билан аницланади.

24- §. Фазодаги кучлар системасининг инвариантлари

Берилган кучлар системасини унга эквивалент булган система 
билан алмаштирганда узгармай цоладиган вектор ёки скаляр катта- 
лик кучлар системасининг инварианти дейилади.

(6.2) тенгликдан курамизки, бош вектор R  нинг мицдори ва йуна­
лиши келтириш марказига борлиц булмайди, чунки келтириш марка­
зи узгарганида F1( Т г, . . . , Fn кучлар узгармай цолади, натижада 
бош вектор узгармайди. Шу туфайли R  бош вектор фазодаги кучлар 
системасининг биринчи инварианти дейилади.

О келтириш маркази узгариши_натижасида мазкур марказга нис­
батан куч цуйилган нуцтанинг rk радиус-вектори узгаради. Бино­
барин, (4.4) га кура Fk кучнинг О нуцтага нисбатан моменти з̂ ам



узгаради. Шунинг учун бош 
момент келтириш марказига 
борлиц булади. Фазодаги (Fи 
FI, . .  . , F~n) кучлар система­
сини О дан бошца О' нуцтага 
келтириб, бу марказга нисба­
тан цисобланган бош момент- 
ни М 0, билан, бош векторни 
R ' билан белгиласак’(47-расм), 47. paCMi
у холДа (6.3) га кура

k=\ *=i
Бу формулада r'k вектор Fk куч цуйилган А к нуцтанинг О' нуцтага
нисбатан радиус-векторини ифодалайди. 47- расмда r'k =  гк +  О’О 
булгани учун

m v = + т
*=1 А=1 *=1

=  % h x T k + W o x ^ i T k.
*=1 *=|

__ л _
Агар R  — ^  Fk эканлигини эътиборга олсак, олдинги ифодадан 

*=1

M 0, = M 0 +  c T O x R  (6.10)
келиб чицади.

(4.12) га асосан

WO X R = W 0,(R )

бош векторнннг О' нуцтага нисбатан моментини ифодалайди. Шу са­
бабли (6 .10)|ни цуйидагича ёзиш мумкин:

Ж0, - М 0 = М 0, (R),

яъни келтириш марказини рзгартириш натижасида бош момент- 
нинг узгариши аввалги О келтириш марказига куйилган кучлар 
системаси бош векторининг янги О' келтириш марказига нисба­
тан (моментига тенг.

(6.10) ни R ' =  R  биринчи инвариантга скаляр купайтирсак,

R ' • М 0, = £  • М 0 + R -  W~0 X~R),

бу тенгликда R  • (O'О X R) =  0, чунки аралаш купайтмада иккита 
бир хил купайтувчига эгамиз.



Шундай цилиб,

R  • М0. =  R - М 0 =  const (6.11)

ёки
М 0, cos а ' =  М0 cos а  =  const, (6.12)

_ ‘■'-'У_ __ _
бунда a ' = R ' ,  М 0, a = R ,  M Q. (6.11) ва (6.12) тенгликлардан ку- 
рамизки, бош векторнинг бош моментга скаляр купайтмаси ёки бош 
моментнинг бош вектордаги проекцияси узгармасдан цолади. Бу 
катталик фазодаги кучлар системасининг иккинчи инварианта 
дейилади.

25- §. Фазодаги кучлар системасини жуфт кучга ёки тенг 
таъсир этувчига келтириш

Жиемга таъсир этувчи фазодаги Fv  F2, . . .  , Fп кучлар система­
сининг бош вектори R  =  0, бош моменти М  ф  0 булса, бундай куч­
лар системаси моменти бош моментга тенг булган битта тенг таъсир 
этувчи_жуфт кучга келтирилади. Бу цолда (6.10) га кура бош мо­
мент М 0 келтириш марказига боглиц булмайди.

Фазодаги кучлар системаси тенг таъсир этувчига келтирилиши 
мумкин булган цуйидаги икки ^олни куриб чи^айлик.

1. Агар фазодаги кучлар системасининг бирор келтириш маркази­
та нисбатан бош моменти М 0 =  0, бош вектори R ф 0 булса, фа­
зодаги кучлар системасининг жиемга таъсирини битта R  бош вектор 
билан алмаштириш мумкин. Шу сабабли бош вектор R  берилган

кучлар системасининг О нуцтадаги 
тенг таъсир этувчисини ифодалай­
ди.

2. Фазодаги кучлар системаеи- 
ни бирор О марказга келтириш на­
тижасида R  бош вектор Мо бош 
моментга перпендикуляр йуналган 
булсин. Бош вектор орцали бош

а) моментга перпендикуляр П  текис-
\ М П



лик утказамиз (48-расм, а). Бу текисликда моменти Мо бош 
моментга тенг булган (R', R " )  жуфт кучни оламиз, унинг ташкил 
этувчилари |/?'| =  =  |/?| булиб, R  га параллел йуналган (48- 
расм, б). Жуфт кучнинг айланиш йуналишини Мо векторга мослаб 
оламиз. Бу з^олда (R ', R " )  жуфт кучнинг елкасини d билан белги- 
ласак, бош момент Мо мицдор жихатдан цуйидагича аницланади:

M 0 = R 'd  =  Rd. (6.13)

R ' кучни бош вектор цуйилган О нуцтага жойлаштирамиз. У з^олда 
бош вектор R  билан R "  мицдор жицатдан тенг, йуналиши царама- 
царши булгани учун 1-аксиомага кура узаро мувозанатлашади, яъни 
(R, R " )  со 0 булади. Натижада А нуцтада биргина R ' куч цолади 

(48- расм, в). Бу куч берилган кучлар системасига эквивалент була­
ди. R ' куч берилган кучлар системасининг тенг таъсир этувчиси бу­
лади.

Демак, бирор О нуцтада бош вектор R  бош момент Мо га пер­
пендикуляр йуналган булса, кучлар системаси келтириш маркази
О дан d =  М°, масофадаги А нуцтага цуйилган ва бош вектор 

R
R  га параллел йуналган тенг таъсир этувчи R ' кучга келтири- 
лади.

26- §. Тенг таъсир этувчининг моменти з^ацидаги 
Варииьон теоремаси

- Француз олими Пьер Вариньон (1654— 1722) фазодаги кучлар 
системасининг тенг таъсир этувчисига оид цуйидаги теоремани ис- 
ботлаган.

Агар фазодаги кучлар системаси тенг таъсир этувчига келти- 
рилса, бу тенг таъсир этувчининг ихтиёрий нуцтага нисбатан 
моменти барча кучларнинг мазкур нуцтага нисбатан моментла- 
рининг геометрик йириндисига тенг.

Исбот. Фазодаги Flt F2, . . . , Fn кучлар системаси таъсир чизи-
fh А нуцтадан утадиган R ' тенг таъсир этувчига келтирилади, деб 
фараз цилайлик. Тенг таъсир этувчининг ихтиёрий О нуцтага нисба­
тан моментини аницлаймиз. Бунинг учун R ' куч ва О нуцта орцали 
П  текислик утказиб (48- расм, в), R ' кучни Пуансо леммасига асо­
сан О нуцтага келтирамиз. Натижада О нуцтада R ' =  R  кучга ва 
моменти R ' кучнинг О нуцтага нисбатан моменти Мо =  M o(R') га 
тенг булган (R', R " )  жуфт кучга эга буламиз (48- расм, б). (R 
R ")  жуфт’ кучнинг моменти бош моментга тенг булиши керак: М  =  
=. Мо •



Бунда М =  M o(R) эканлиги ва (6.3) эътиборга олинса,

M o(R') =  '2i Mo{Fk). (6.14)
*=1

келиб чицади. Шундай цилиб, теорема исботланди.
(6.14) тенгликни О ну^тадан утувчи бирор Oz уеда проекциялай- 

миз:

{ ^ o (^ )}  =  i  {м 0 (7^)} .

(4.7) тенгликка асосан охирги ифода ^уйидагича ёзилади:

м Д ' )  =  ^ м г (Гк). 
k=\

Демак, тенг таъсир этувчининг бирор уща^нисбатан момен­
ти барча кучларнинг мазкур ущ а  нисбатан моментларининг ал- 
гебраик йитндисига тенг.

Изо^. Агар Flt F2............Fn кучлар бир текисликда’ётса, у хол­
да (6.14) да мазкур кучлар моментларининг геометрик йигандиси ур­
нига алгебраик йигиндиси олинади:

М о(Я ') =  2  М o(Fk).
k=\

Бинобарин, текисликдаги кучлар системаси тенг таъсир этувчиси- 
нинг шу текисликдаги бирор нуктага нисбатан моменти барча 
кучларнинг мазкур нуктага нисбатан моментларининг алгебраик 
йигиндисига тенг.

27- §. Фазодаги кучлар системасини динамик винтга келтириш

Берилган кучлар системасини их­
тиёрий О нуктага келтириш натижаси- 
да R  бош вектор билан М 0 бош мо­
мент бир чизиц буйлаб йуналган (яъни 
а  =  0) булса, бундай х°л динамик 
винт дейилади (49- раем). Бош момент- 
нинг бош векторга [нисбати винт па- 
раметри дейилади. Винт параметри р 
билан белгиланса,

м п

R  билан Мо йуналган чизиц винт  
уци дейилади.

Берилган кучлар системасини О мар­
казга келтириш натижасида R  бош век-



г)

R _М]эказий_ 
У* ~

50- расм.

тор билан М 0 бош момент орасидаги бурчак а  Ф 90° буладиган 
^олни текширамиз. Аницлик учун а  бурчакни уткир бурчак деб ола­
миз (50- расм, а). Бу ^олда М 0 бош момент векторини R  бош век­
тор буйлаб йуналган М х ва унга перпендикуляр йуналган М 2 таш­
кил этувчиларга ажратамиз (50- расм, б). У з^олда

М х =  Мо cos сс =  
М 2 =  Мо sin а

R М0 cos а  
R

R • Мо
(6.15)

Моменти М 2 га тенг жуфт куч ва 7? бош векторни (М 2 -L R  бул­
гани туфайли) О нуцтадан М 2 га перпендикуляр утказилган П  те­
кисликдаги (50- расм,' в)

ОО' =  =  
R

Мо sin а =  d

масофада О' нуцтага цуйилган R  =  R ' куч билан алмаштириш 
мумкин (50- расм, г).

М х момент вектори эркин булгани учун уни узига параллел ра­
вишда О' нуцтага келтирамиз (50-расм, д). Натижада берилган куч­
лар системаси О нуцтага цуйилган R =  R ' кучга ва шу куч буй­
лаб йуналган М х моментли (F, F ') жуфт кучга келтирилади. (F, 
F') жуфт куч М х векторга перпендикуляр Пх текисликда ётади. 

Шундай цилиб, кучлар системаси О келтириш марказидан ОО' =
=  d масофадаги О' нуцтада параметри р — =  М° ——-  булган

динамик винтга келтирилади.



28- §. Марказий винт уци

Фазода шундай О* нуцтани 
танлаб олайликки, берилган 
кучлар системаси шу нуцтада 
динамик винтни ташкил этсин, 
яъни R  бош вектор билан 
М 0 , бош момент бир турри 
чизиц ^буйлаб йуналсин. У 
Холда R  билан М 0, йуналган 
чизиц динамик винт уци ёки 
марказий ущ дейилади. Мар­
казий ук тенгламасини аниц- 

лаш учун М0, I! R  шартдан фойдаланамиз, яъни

51- раем.

Мп R ■ М0, R ■ М0
(6.17)

r R R* R2
бунда р  узгармас мицдор булиб, винт параметридир. (6.10) га асосан 
M Qt =  Мо —  ОО* X R  булганидан (6.17) цуйидагича ёзилади:

Р =-
м 0 — 00* X R

(6.18)

Бу тенглама вектор куринишдаги марказий тенгламасидир.
Марказий уцнинг аналитик тенгламасини ёзиш учун ихтиёрий О 

нуцтада x , y , z  координата уцларини утказамиз (51-раем). Бу нуцта- 
га кучларни келтириш натижасида бош вектор R  ва бош момент 
М 0 га эга булайлик. Марказий уцда ихтиёрий О* (х*, у* z*) нуцтани 
оламиз. Бу нуцтада М 0, =  Mj. булиб, R (Rx , R y, Rz) векторнннг таъ­
сир чизири буйлаб йуналади.

(6.18) тенгликни координата уцларига проекциялаб марказий уц- 
нинг аналитик тенгламасини х°еил циламиз:

Мх — (y*Rz — z*Ry) Afv -  (z*Rx -  x*Rz) _
Rx Ry

Mz • (x*Ry — y*Rx)
P> (6.19)

бунда M x , My, M z лар Mo бош моментнинг координата уцларидаги 
проекдияларидир.

29- §. Кучлар системасини содда х°лга келтиришга оид
масалалар

7- масала. Кубнинг томони а га тенг булиб (52- раем, а), учла-
рига

Fx = F 2 =  5 ^ 2  Н; F 3 =  1 0 ^ 2  Н; F4 =  20H



кучлар цуйилган. Бу кучлар системаси содда цолга келтирилсин.
Ечиш. Ох, Оу ва Oz уцларни расмда курсатилгандек, кубнинг цир- 

ралари буйлаб йуналтириб, бош векторнинг цийматини (6.4) ва (6.5) 
дан ^исоблаймиз:

R x  =  2  x k =  — F3+  Fi cos 45° =  0,
*=i

Ry =  2  - ^ 4  COS 4 5 °=  -  IO V T h.
* = i

R * = 2 z k = F i  + F * = 10 VT h,

R = V R 2X +  R2y +  R2z — 20 H.

R x  =  0 булгани учун бош вектор yz  текисликда ётади. Бош вектор­
нинг йуналишини (6.6) дан аницлаймиз:

cos (R , х) — =  0, R, х  =  90°,

—л  Rv VTF" —лcos( R , y )  =  J L  =  —  L ± ,  R,  у — 135°,

— ' 's Rz ^
cos (R, z) =  y—  , R, z  =  45°.

Худди шунингдек, бош моментни (6.7) — (6.8) дан аницлаймиз:

М х  =  V  М х (Fk) =  F2a +  Fta cos 45° =  1 5 ^ а Н - м .
*=i

М у =  2 My  (Fk) =  — F1a — F 2a +  Ftp. cos 45° =  0,
*=i

M z =  2  M z (F*) =  F3a —  Fid cos 45° =  0,
A=1

М 0\ = У Щ + Щ + Щ -  = 1 5 ^ 2 ~a H-m.

M y =  0, M z =  0 булгани учун бош момент х  уц буйлаб йуналади. 
Шундай цилиб, берилган кучлар системасини О нуцтага келтириш

натижасида мицдори R  =  20 Н ва йуналиши R, х  =  90°, R , у =  135°,
_ _

R, z =  45° булган бош вектор R  га з^амда моменти М 0 =  15 У"2<я Н-м 
булган ва Ох уц буйича йуналган жуфт кучга эга буламиз (52- расм, б). 

Бу з^олда R  _L М 0 булгани учун 25- § га кура кучлар системаси R '
, м 0 3 V Tтенг таъсир этувчига келтирилади з^амда а =  О А  =  - ц -  — —  а

ва R ' =  R, R ' || R  б>лади.



52- раем.

8- масала. Улчамлари а — 2м, 
b — 4 м, с =  3 м булган паралле- 
лепипеднинг учларига 53-расмда 
курсатилганидек / \  =  2 Н, Р2 ~  

с =  5 Н, Р3 =  14 Н кучлар таъсир 
этади. Бу кучлар системаси сод- 
да холга келтирилсин. Агар куч- 
лар системаси динамик винтга кел- 
тирилса, марказий уц тенгламаси 
Хамда бу уцнинг zOx ва хОу 
текисликлар билан кесишган нук;- 

53- раем. таларининг ксюрдинаталари ани^’
лансин.

Ечиш. Бош векторнинг координата уцларидаги проекциялари, мо­
дули ва йуналишини аницлаймиз:

R x  =  Р2 =  5 н,
R y = -
RZ = P 1 =  2 H ,
Ry  = - Р 3 =  - 1 4 Н , cos (R, x) =  —

1

RV 14

r  ^ Y R 2 + R 2 + R2 =  15H.
—~  Rz 2 

cos (R, z) =  —  =  ,5

Бош моментнинг координата уцларидаги проекцияларини ани^лаи- 
миз:

М я =  О,
М у =  Р2с =  15Н-м,

М ,  =  — Рф —  Р3а =  — 48 Н-м.

Демак, R Ф О, М 0 Ф  0.

52



z

Берилган кучлар системаси тенг таъсир этувчига ёки динамик 
винтга келтирилишини аницлаш учун бош векторнннг бош моментга 
скаляр купайтмасини хисоблаймиз:

R  • М 0 =  Rx Mx +  R yMy  +  R ZMZ =  — 306 Н2-м.

Бу купайтма нолдан фарцли, шу сабабли R  ва М 0 векторлар бир- 
бирига перпендикуляр булмайди, натижада берилган кучлар система­
си динамик винтга келтирилади.

(6.17) ни эътиборга олиб, марказий уцнинг фазодаги холатини
(6.19) дан аницлаймиз:

M x —  (y*Rz —  B*Ryy  ~ R . M o .  — 2 У* — 14 Z* 306
R x  ~  R * ~  ' 5 225 ’

M y — (z*Rx  —  x*Rz ) R .~ M 0  15 — 5z* +  2x*  306
Щ  R* ’ —TT" =  ~  225 •

Шундай цилиб, марказий уц тенгламаси цуйидагича ёзилади:

2у* +  142* =  6,8,1 
2х* —  5 z* =  4,04.]

Марказий уцнинг зОх текислик билан кесишган Ах {хи у ь z }) нуц- 
тасининг координаталарини юцоридаги тенгламалардан аницлаймиз: 
бунда Ух =  0 эканлигини эътиборга оламиз:

хх =  3,23 м; гг =  0,486 м.

Марказий уцнинг хОу текислик билан кесишган Л2 (х2, у 2, z2) нуц- 
тасининг координаталарини аницлаймиз; бунда z2 =  0 эканлигини 
эътиборга оламиз:

х2 — 2,02 м; у2 =  3,4 м.

R- М х =  R ‘ М 0с  0 булгани учун марказий уц буйича R  ва 
лар царама-царши йуналган булади (54-раем).



30-§. Фазодаги кучлар системаси мувозанати шартларининг 
векторли ифодалари

Кучлар системасини бош векторга тенг битта кучга ва моменти 
бош моментга тенг битта жуфт кучга келтириш хацидаги теоремадан 
фойдаланиб кучлар системасининг мувозанати шартларини келтириб 
чицариш мумкин. Агар берилган кучлар системаси мувозанатда бул­
са, у холда унга эквивалент булган бош векторга тенг битта/? куч ва 
моменти бош момент М 0 га тенг жуфт кучлардан ташкил топган 
система нолга эквивалент булиши керак. Агар R  ва М 0 нолдан фарц- 
ли булса, бундай кучлар системаси мувозанатда була олмайди, чун­
ки жуфт кучни битта куч билан мувозанатлаш мумкин эмас. Агар 
R  =  0, М 0 Ф 0 булса, кучлар системаси битта жуфт кучга келтири­
лади ёки М 0 =  0, R  Ф 0 булган холда кучлар системаси келтириш 
марказига цуйилган битта тенг таъсир этувчига эквивалент булади. 
Х,ар иккала холда хам кучлар системаси мувозанатда була олмайди. 
Шу сабабли кучлар системаси мувозанатда булиши учун R  =  0 ва 
М 0 =  0 булиши зарурий шарт хис°бланади. Бу шартлар кучлар сис­
темаси мувозанатининг етарли шартини хам ифодалайди. Х^и^атан 
Хам, бу шартлар бажарилса, келтириш маркази О га кучирилган бар­
ча кучлар хам, цушилган жуфт кучлар системаси хам мувозанатла­
шади.

Шундай цилиб, фазодаги кучлар системаси мувозанатда бу­
лиши учун кучлар системасининг бош вектори ва ихтиёрий кел­
тириш марказига нисбатан бош моменти нолга тенг бС/лиши за­
рур ва етарлидир. Яъни фазодаги кучлар системаси мувозанати 
шартининг векторли ифодаси цуйидагича ёзилади:

£> =  0; ~М0 — 0. (6.20)

31-§. Фазодаги кучлар системаси мувозанатининг аналитик
шартлари

23- § да курганимиздек, берилган кучлар системасининг бош век­
тори ва бош моменти (6. 5) ва (6. 8) дан аницланади. Шу сабабли 
(6. 20) тенгликлар фазодаги кучлар системаси мувозанатининг ана­
литик шартларини ифодаловчи цуйидаги олгпита алгебраик тенг­
ликлар системасига эквивалент булади:

v  X* = 0 ; V  К* =  0; £  Z* =  0;
*=’ *=i *=1 ' (6.21)
v  M x(Fk ) = 0; V  M y(Fh ) —0; £  M z{Fk ) = 0 .
*=i *=i *=i
Демак, жиемга таъсир этувчи фазодаги кучлар системаси му­

возанатда булиш и учун барча кучларнинг учта Декарт коорди­
ната уцларининг щ р  биридаги проещияларининг йигиндилари нол -



га тенг булиши ва кучларнинг учта координата уцларининг цар 
бирига нисбатан моментларининг йигиндилари \ам  нолга тенг 
булиши зарур ва етарлидир.

32-§. Хусусий ^олларда кучлар системасининг мувозанати
тенгламалари

1. Бир нуцтада кесишувчи кучлар системаси. Flt Fz, . . .  , F n
кучларнинг таъсир чизицлари О нуцтада кесишсин (55-раем). Бу О 
нуцтани координаталар боши цилиб оламиз. Барча кучлар учала коор­
дината уцларини кесиб утади. Бинобарин, кучларнинг мазкур уцлар- 
га нисбатан моментлари нолга тенг булади. Натижада (6. 21) даги 
охирги учта тенглама айниятга айланади.

Шунга кура (6. 21) тенгламаларни кесишувчи кучлар системаси учун 
татбиц этсак, аввал келтириб чицарилган (3. 14) ифода ^осил булади:

2. Текисликдаги кучлар системаси. Flf F2, . . .  , Fn кучлар Оху 
текисликда ётувчи кучлар системасини ташкил этсин (56-раем). Бу 
Холда кучлар z уцка перпендикуляр текисликда ётганлиги туфайли 
уларнинг шу уцдаги проекциялари нолга тенг булади. Кучларнинг 
таъсир чизицлари х  ва у  уцларга ё параллел, ёки уларни кесиб ут- 
гани учун кучларнинг Ох ва Оу уцларга нисбатан моментлари нолга 
тенг булади. Натижада (6. 21) нинг учинчи, туртинчи ва бешинчи 
тенгламалари айниятга айланади. Барча кучлар Оху текисликда ётган­
лиги сабабли уларнинг z ущ а нисбатан моментлари координаталар 
боши О га нисбатан моментларининг алгебраик цийматига тенг булиб 
колади. Шу сабабли текисликдаги кучлар системасининг мувоза­
нати тенгламаларини цуйидагича ёзиш мумкин:

/

х

55- раем. 56- раем.



Vх
'>•
о х

57- раем. 58- раем.

2 ^  =  о. 
S ^ r 0'
% M 0(Fk)=  0,

(6.22)

Бинобарин, текисликдаги кучлар системаси таъсиридаги эркин 
жисм мувозанатда брлиши учун кучларнинг координата уцларида- 
ги проещияларининг йитндилари ва кучларнинг улар ётган те­
кисликдаги ихтиёрий нуктага нисбатан моментларининг йиринди- 
си нолга тенг булиши зарур ва етарлидир. _

3. Параллел кучлар системаси. a) Fv  F2, , F„ кучлар фа­
зодаги параллел кучлар системасини ташкил этсин (57-расм). Бу хол­
да Oz уцни кучларга параллел йуналтирамиз. Кучларнинг таъсир чи- 
зшугари Оху текисликка перпендикуляр булгани учун уларнинг Ох 
ва Оу ухлардаги проекциялари нолга тенг булади. Кучлар Oz ухха 
параллел булгани учун кучларнинг мазкур ухха нисбатан моментлари 
нолга тенг булади. Натижада (6.21) даги биринчи, иккинчи, олтинчи 
тенгламалар айниятга айланади ва фазодаги параллел кучлар таъси­
ридаги эркин жиемнинг мувозанати тенгламалари хуйидагича ёзи­
лади:

Шундай хилиб, фазодаги параллел кучлар системаси таъсири­
даги эркин жисм мувозанатда бС/лиши учун кучларнинг шу куч­
ларга параллел булган уцдаги проещияларининг йигиндиси %ам- 
да мазкур кучларга перпендикуляр икки ущ а нисбатан момент­
ларининг йигиндилари ало^ида- ало^ида нолга тенг булиши зарур  
ва етарлидир.

(6.23)



б) ( Fv  F 2, . . .  , Fn) кучлар системаси текисликдаги параллел куч­
лар системасини ташкил этсин (58-расм). Бу з^олда кучлар ётган 
текислик учун Оху текисликни олиб, уцлардан бирини (масалан, Оу 
ни) кучларнинг таъсир чизирига параллел йуналтирамиз. Кучларнинг 
таъсир чизицлари Ох уцца перпендикуляр йуналгани учун уларнинг 
бу уцдаги проекциялари нолга тенг булади. Бинобарин, (6. 22) даги 
биринчи тенглама айниятга айланади ва текисликдаги параллел куч­
лар системаси таъсиридаги эркин жисмнинг мувозанати тенгла­
малари цуйидагича ёзилади:

Демак, бир текисликда жойлашган параллел кучлар системаси 
таъсиридаги эркин жисм мувозанатда булиши учун кучларнинг 
Цзлариса параллел булган уцдаги проекцияларининг йириндиси ва 
мазкур кучлар ётган текисликдаги ихтиёрий нуцтага нисбатан 
моментларининг йириндиси нолга тенг булиши зарур ва етарли- 
дир.

Мувозанати текширилаётган жисмга богланишлар цуйилган булса, 
(6.21) — (6.24) тенгламаларни тузишда борланиш реакция кучларини 
цам эътиборга олиш керак.

33-§. Текисликдаги кучлар системаси мувозанати тенгламаларниинг
бошцача куринишлари

Текисликдаги кучлар системасининг мувозанатига оид масалалар 
ечганда (6. 22) га тенг кучли цуйидаги мувозанат тенгламаларидан 
з̂ ам фойдаланилади.

1. Текисликда ётувчи ихтиёрий кучларнинг шу текисликдаги бир 
тугри чизицда ётмайдиган учта нуцтага нисбатан моментларининг ал- 
гебраик йигиндилари ало^ида- алоз^ида нолга тенг булса, кучлар сис­
темаси мувозанатда булади (59-расм):

Булардан биринчи тенгликнинг бажарилиши А нуцтага нисбатан 
бош моментнинг нолга тенглигини ифодалайди. Бу з^олда текислик- 
даги кучлар системаси А  нуцтадан утувчи тенг таъсир этувчига кел- 
тирилиши мумкин. Худди шундай з̂ ол В  нуцта учун цам уринли бу­
либ, тенг таъсир этувчи В  нуцтадан утади, яъни у (АВ) чизицда 
ётади деб цараш мумкин. С нуцта { А В )  чизицда ётмаганлиги сабаб­
ли, учинчи тенгликдан (Вариньон теоремасига кура)

(6.24)

%М А (Fk ) =  О, 

Z M B ( F k ) =  О, 

h Mc(Fk ) =  0.
(6.25)

2 M c (Fk ) =  M c ( R ' )=  0,



яъни тенг таъсир этувчининг С нуц- 
тага нисбатан моменти нолга тенг 
булишини курамиз. Охирги тенглик
R = 0 булгандагина уринлидир. Шун­
дай цилиб, кучлар системаси мувоза­
натда булади.

2. Текисликда ётувчи ихтиёрий 
кучларнинг шу текисликда ётувчи 
ихтиёрий иккита нуцтага нисбатан 
моментларининг йигиндилари ва маз- 

59- раем. кур нуцталардан утувчи чизицца пер­
пендикуляр булмаган уцдаги проек- 

цияларининг й и ри н д и с и  ало^ида- ало^ида нолга тенг булса, бундай 
кучлар системаси мувозанатда булади:

(6.26)

Олдинги холдагидек, биринчи икки шартнинг бажарилиши тенг таъ­
сир этувчининг {АВ) чизиц буйлаб йуналганлигини (59-расм) ифода- 
ласа, учинчи тенглама унинг {АВ) га перпендикуляр булмаган уцда- 
ги проекциясининг нолга тенглигини ифодалайди. Шунинг учун 
f> =  0 булиб, кучлар системаси мувозанатда булади.

9 -масала. 60-расмда тасвирланган конструкция А нуцтадэ девор- 
га цисиб ма^камланган. Агар G =  100 Н, Р  =  600 Н, /И =  1000 Н-м, 
q =  100 Н/м, а =  45° булса, А таянчдаги реакция кучлари аницлан- 
син.

Ечиш. А нуцтадаги богланиш шу нуцтанинг кучишини чеклаши 
билан бирга конструкциянинг вертикал текисликда мазкур нуцта ат­
рофида айланишига хам тусцинлик цилади. Шу сабабли цисилган ер- 
даги борланишни Х Д УА реакция кучлари ва моменти М А га тенг 
реакция жуфт моменти билан алмаштирамиз (61-раем). DC оралиц- 
даги текис тацеимланган кучларни В нуцтага (DB =  — DC) цуйшь 

ган Q — DC-q =  100 Н горизонтал куч билан алмаштирамиз.

А1,

£ В"



Текисликдаги конструкцияга таъсир этувчи кучлар системаси учун 
мувозанат тенгламаларини тузамиз:

2 ^  =  0; Q — Р sin а  +  Х А =  0;
2 ^  =  0; — P c o s a  — G + У Д = 0 ;

=  0; — М А +  M +  G-AK + P c o s a -A D  — P sin a -D E  —
— Q -D B = О.

Охирги тенгламада Р кучнинг А нуктага нисбатан моментини 
^исоблашда унинг ташкил этувчилари Р'(Р' = P c o s a )  ва Р" (Р" —
— Р sin а) моментларининг йигиндиси олинган. Бу тенгламалардан 
^А ’ Уа> М а номаълумларни аницлаймиз:

=  324,26Н, Y a =  1424,26 Н, М А =  3798, 52 Н-м.
10-масала. Орирлиги Р  =  8 Н булган АС балканинг D нуцта- 

сига Q — 6 Н, ВС цисмига интенсивлиги q — ЗН-м булган текис 
таксимланган куч цуйилган. Балка В нуцтада эркин таянчда ётади, 
А нуцтада таянч билан шарнир воситасида бириктирилган. Л ва В 
нуцталардаги реакция кучлари аншугансин. Улчамлар 62-расмда кур- 
сатилган.

Ечиш. Балканинг СВ цисмига цуйилган текис таксимланган кучни 
Е нуктага цуйилган P 1 — BC-q — 6 H  куч билан алмаштирамиз. 
Орирлик кучи Р  ни ва А, В нуцталарнинг реакция кучларини 62-расм- 
дагидек йуналтириб, АС балка учун мувозанат тенгламаларини 
(6. 26) куринишида тузамиз:

2  М А<?к) =  °: — 2 Q cos 45° — 3 Р  +  4 RB — 5 Рх =  0,
=  °; -  Ь Р  +  1ШР  +  2 Q-cos 45° — 4 =  0,

V X A =  0; Х А — Qcos45° =  0.

Бу тенгламалар системасини ечсак, RB — 15,6 Н, Y д =  2,61 Н, 
Х д — 4,2 Н келиб чицади.



63- расм.

34- §. Статик аниц ва статик аницмас масалалар

Берилган масалада номаълумлар сони мувозанат тенгламалари со- 
нига тенг булса, бундай масала статик аниц масала дейилади. 
Агар масалада номаълумлар сони мувозанат тенгламалари сонидан 
ортиц булса, бундай масала статик анщмас масала дейилади.

Масалан, АС балканинг D нуцтасига Р  куч таъсир этади (63-ра­
см). Балка А нуцтада шарнир воситасида борланган, В, С нуцталар- 
да эса эркин таяниб туради. А, В, С нуцталарнинг таянч реакция­
лари аницлансин. _

Балкага цуйилган Р  куч цаторига Х д , Y Л, N в , Nc реакция куч­
ларини цушиб, уни эркин цолга келтирамиз. Балкага текисликдаги 
кучлар системаси таъсир этаётганлиги туфайли учта мувозанат тенг­
ламасини тузиш мумкин. Номаълумлар сони эса туртта. Шу сабабли 
курилаётган масала статик аницмас масаладир.

35- §. Бир неча жисмдан ташкил топган системанинг мувозанати

Бир-бирлари билан борланган бир неча жисмлардан ташкил топ­
ган системанинг мувозанатини аницлашга утамиз. Бунинг учун сис­
темага таъсир этувчи кучларни икки гуруцга: ички ва ташци кучлар­
га ажратамиз. Системани ташкил этувчи жисмларнинг бир-бирларига 
курсатадиган таъсир кучлари ички кучлар дейилади. Системага кир- 
маган жисмларнинг унга курсатадиган таъсир кучлари ташки куч­
лар дейилади.

Масалан, учиб кетаётган самолётни барча цисмлари билан бирга­
ликда система деб олсак, унинг поршенига газнинг босим кучи, пор- 
шеннинг шатунга таъсир кучи ва шунга ухшаш кучлар ички кучлар 
гуру ни га киради. Самолётнинг огирлиги, кутариш кучи, хавонинг 
царшилик кучи ташци кучлар гуру^ига киради.

Агар системани бир бутун яхлит цаттиц жисм деб царасак, таъ­
сир ва акс таъсир ^ацидаги аксиомага асосан, ички кучлар жуфт- 
жуфт ^олда мицдорлари тенг, йуналишлари бир тугри чизиц буйлаб 
царама-царши томонга йуналган кучлар системасини ташкил этади. 
Шунинг учун ички кучларнинг бош вектори ва бирор марказга нис­
батан бош моменти нолга тенг булади. Агар система мувозанатда



64- раем.

булса, унинг таркибидаги хаР бир жисм мувозанатда булади. Система­
нинг мувозанатини текшириш учун системани ташкил этувчи хаР бир 
жисмнинг мувозанати ало^ида текширилади. Мувозанати текширила­
ётган системада ажратиб олинган бирор жисмнинг мувозанати текши- 
рилаётганда бу жиемга системани ташкил этувчи бошца жисмларнинг 
таъсири кучлар билан алмаштирилади. Бу кучлар система учун ички 
кучлар булади, аммо ажратиб олинган жисм учун ташци кучлар ца- 
торига киради.

Текисликдаги кучлар таъсирида N  та жиемдан ташкил топган сис­
тема мувозанатда булса, хаР бир жисм учун учтадан мувозанат тенг­
ламаси тузиш мумкин. Натижада система мувозанат тенгламалари- 
нинг сони 3N та булади.

Баъзан системани яхлит битта жисм деб цараб, учта мувозанат 
тенгламаси тузилади. Бу тенгламаларда ички кучлар цатнашмайди. Сунг- 
ра N  — 1 та жисмлар учун учтадан мувозанат тенгламаси тузилади. 
Натижада 3 +  3 (N — 1) =  3N та мувозанат тенгламаларини оламиз.

11 -масала. Куприк А шарнир билан бир-бирига хамДа В ва С 
шарнирлар билан икки цирроцдаги таянчларга бириктирилган икки 
цнемдан иборат. Куприкнинг К  нуцтасига Р х юк цуйилган. Куприк 
адр бир цисмининг огирлиги Р  булиб, D ва Е нуцталарга цуйилган. 
Улчамлар 64-расмда курсатилган. Б  ва С нуцталардаги реакция куч­
лари хамда куприк цисмларининг А нуцтадаги узаро таъсир кучлари 
аницлансин.

Ечиш. Бу масалада Р, Рх кучлар хамда В ва С шарнирларнинг 
реакция кучлари ташци кучларни ташкил этади. В ва С шарнирлар­
нинг реакция кучлари номаълум булгани учун уларни Вх ва By  уц- 
ларнинг мусбат йуналиш лари буйлаб йуналган ташкил этувчиларига 
ажратамиз.



Система иккита жисмдан ташкил топгани учун системанинг муво­
занат тенгламалари 6 та булади.

Бутун куприк учун мувозанат тенгламалари цуйидагича булади: 
2X^ =  0; Х в -\- Х с =  0;

^ Y k =  0- ,YB - P - P 1- P  +  Y c =  0;
(Fk) =  0; - а Р - ( а  +  Ь - с )  Р г -  

~ ( a  +  2 b ) P  +  2 ( a  +  b ) Y c =  0.
Энди Гкуприкнинг чап цисмини олиб, унг кисмининг берадиган 

таъсирини А нуцтанинг реакция кучи билан алмаштирамиз. А нуцта­
нинг реакция кучини Вх  ва B y  уцларнинг мусбат йуналиши буйича 
йуналган Х А ва YА ташкил этувчиларга ажратамиз (65- расм). Куп- 
рикнинг чап цисми учун мувозанат тенгламаларини тузамиз: 

2 Х а = 0 ;  Х в + Х л = 0 ;
2 П = _ о ;  Yb - P - P 1 +  Ya =  0;
Ъ М А (Fk) = 0 ;  Pv c +  P - b - Y B (a +  b) +  X B -d =  0.

(1) ва (2) тенгламалар системасидан 6 та номаълум реакция куч­
ларини аницлаймиз. Мазкур тенгламалар системасини ечганда номаъ- 
лумлардан бирортаси манфий цийматга эга булса, унинг йуналиши 
аслида тескари булади.

36-§. Фазодаги кучлар системасининг мувозанатига 
оид масала ечиш

12-масала. 66-расмда тасвирланган конструкциянинг таянч реак­
ция кучлари аницлансин. К,уйидагилар берилган: Q — 3000 Н; G — 
=  2000 Н; а =  0,6 м; b =  0,2 м; с =  0,4; г =  0,05 м; а  =  30°; Р =  
= 6 0 ° .



Ечиш. Валга таъсир зтувчи кучларни расмда тасвирлаймиз. Р 
кучни арцон буйлаб йуналтирамиз._А ва В нуцтадаги цилиндрсимон 
подшипникларнинг таъсирини X A, Z A, X B, Z B реакция кучлари би­
лан алмаштирамиз. Кучларнинг координата уцларидаги проекцияла­
рини ва мазкур уцларга нисбатан моментларини хисоблаб, (6.21) га 
мувофиц мувозанат тенгламаларини тузамиз:

2 X ft =  0; — Qcos60° +  XB + P c o s3 0 °  =  0; (1) 

2  Yk =  0; 0 =  0;
2 Z A =  0; ZA +  Q cos 30° + Z B — P cos 60° — G =  0; (2)

2  Mx (Fk) =  0; (a +  b)-Q cos 30° +  (a +  3b) ZB — (3)

— (a +  3b +  c) • P  cos 60° — (a +  3b +  c) G =  0;

2  My (F) =  0; — r Q cos 30° +  R -P  =  0; (4)

2  Mz (F) =  0; (a +  b) ■ Q cos 60° — (a +  3b) X B +

~f" 36 -f- c) • P cos 30° =  0. (5)

Тенгламаларни биргаликда ечиб куйидаги ^ийматларни топамиз. (4) 

дан: Р  =  -r,Qcos30° =  649,5 Н; (5) дан: Хв =  1 ■ [(a +  b) X
A о, —j— ob

X Qcos 60° +  (а +  36 +  С)  X Р  cos 30°] =  1749,96Н; (1) дан: =  

=Q cos60° — Х в — Я cos 30° =  — 812,42Н ;(3) дан: ZB=  -X

X [ — (а +  b)-Q-cos 30° +  (а +  ЗЬ +  с) Р cos 60° +  (a +  36 +  с) G] =  
=  1367,67 Н; (2) дан: ZA =  — Q cos 30° — ZB +  Р  cos 60° +  G =  

=  355,08 H.



VII б о б
И Ш Ц А Л А Н И Ш

Богланишдаги жисмларнинг бири иккинчисига нисбатан силжиган- 
да уларнинг бир-бирига тегиб турган сиртларида х°сил буладиган 
царшилик кучи ишщланиш кучи дейилади.

Ишцаланишнинг цуйидаги асосий 2 турини куриб чицамаз.
1. Бир жисмнинг иккинчи жисм устида сирпаниши натижасида 

Хосил буладиган ишцаланиш сирпанишдаги ишщланиш дейилади. 
Масалан, поршень цилиндр ичида харакатланганда ёки чана цор ус­
тида харакатланганда сирпанишдаги ишца ланиш х°сил булади.

2. Бир жисмнинг иккинчи жисм устида сирпанмасдан думалаши 
натижасида х°сил буладиган ишцаланиш думалашдаги ишщланиш. 
дейилади. Рельс устидаги рилдиракнинг думалаши бунга мисол була 
олади.

37- §. Сирпанишдаги ищ аланиш  цонунлари

Сирпанишдаги ишцаланиш кучининг мавжудлигини Морен тажри- 
баси деб аталувчи цуйидаги тажриба ёрдамида кузатиш мумкин.

Аслида бундай тажрибани А.М.Морендан (1775 — 1880) анча ав- 
вал ишцаланиш назарияси устида му^им тадцицотлар олиб борган 
француз олими Г. Амонтон (1663'— 1705) утказган. Горизонтал стол 
устидаги орирлиги Р  га тенг булган жисмни блок орцали утказилган 
ипга борлаймиз (67-расм). Ипнинг иккинчи учига палла осиб цуямиз. 
Жисм огирлик кучи Р  ва столнинг реакция кучи N  таъсирида му­
возанатда булади. Жиемга таъсир этаётган кучлар вертикал кучлар­
дан иборат булгани учун паллага жуда кичик орирликка эга булган 
тош цуйсак, ипнинг тортилиш кучи таъсирида жисм ^аракатга кели- 
ши керак. Лекин жисм паллага маълум мицдорда тош цуйгунча >̂ а- 
ракатланмайди, чунки стол юзаси ва жисмнинг столга тегиб турган 
юзаси абсолют силлиц булмагани учун ипнинг тортилиш кучи Q га 
мицдор жи^атдан тенг, йуналиши царама- царши булган F ишцала- 
ниш кучи хосил булади.Q кучнинг циймати (яъни паллага цуйила- 
диган тош) орта бориб, маълум мицдорга етганда жисм силжиш ол-



дида туради, бу ^олда ишцаланиш кучи F =  Fma% энг катта (мак- 
симал) цийматга эришади. Мазкур куч энг катта статик ишцала­
ниш кучи дейилади. Шундан сунг паллага оз мицдорда тош цуйсак, 
жисм сирпана бошлайди. Жисм ^аракатланаётганда ^осил буладиган 
ишцаланиш кучи динамик ишцаланиш кучи ёки харакатдаги ишца- 
ланиш кучи дейилади. Бу тажрибадан курамизки, статик ишцаланиш 
кучи F нолдан то энг катта ишцаланиш кучигача узгаради:

Кузатилган тажрибадан маълум буладики, богланиш реакция кучи 
фацат нормал реакция кучидан иборат булмай, жисмларнинг бир-би­
рига тегиб турган юзаси орцали утган уринма текислигида ётувчи 
уринма реакция кучидан ^ам иборат булар экан. Шунинг учун бог- 
ланишнинг тула реакция кучи уринма ва нормал реакция кучлари­
нинг геометрик йигиндисига тенг булади:

Француз олими Ш.Г. Кулон (1736— 1806) утказган тажрибалари- 
га асосланиб, сирпанишдаги ишцаланиш цонунларини цуйидагича таъ- 
рифлаган.

1. Энг катта ишцаланиш кучи нормал босимга мутаносибдир:

бунда: Fma% — энг катта статик ишцаланиш кучи; /  — сирпанишдаги 
ишцаланиш коэффициенти; N  — нормал босим.

2. Ишцаланиш кучи жисмларнинг ишцаланувчи сиртлари ул- 
чамларига бог лиц булмайди.

3. Сирпанишдаги ишцаланиш кучи жисмларнинг материалига 
ва ишцаланувчи сиртларнинг ишланиш даражасига бог лиц була­
ди. Сиртлар силлиц булса, ишцаланиш кучи кам булади.

4. Жисм харакатда булганда ишцаланиш. кучи тинч турганда- 
гига нисбатан камроц бС/лади.

яъни сирпанишдаги ишцаланиш коэффициенти улчовсиз сон булиб, 
унинг цийматини юцорида келтирилган Морен тажрибаси асосида аниц­
лаш мумкин. Турли материаллар учун ишцаланиш коэффициентининг 
цийматлари справочникларда берилади.

Агар бирор сиртга таяниб турган жисм сирпаниш олдида (муво­
занат чегарасида) булса, ишцаланиш кучи энг катта цийматга эга бу­
лади (68-расм), яъни

шах* (7.1)

R =  F +  N. (7.2)

(7.3)

(7.3) дан

/  =
F,шах (7.4)

N

38-§. Ишцаланиш бурчаги. Ишцаланиш конуси

R = N  +  Fшах 1 1



Ишкаланиш кучи энг катта цийматга эришганда тула реакция ку- 
чи ^шах нинг н°рмал реакция кучи N билан ташкил цилган сртах 
бурчаги ишкаланиш бурчаги дейилади. 68-расмдан куриниб туриб- 
дики,

Шундай цилиб, ишцаланиш бурчагининг тангенси ишцаланиш ко- 
эффициентига тенг булар экан. Силжитувчи Q куч жиемга турли 
йуналишда таъсир этиши мумкин булганидан энг катта ишцаланиш 
кучи хам уринма текислигида уз йуналишини узгартиради. А нуц- 
тадаги нормал реакция кучига нисбатан хар бир йуналишга тегишли 
тулиц реакция кучини ишцаланиш бурчаги фта> остида утказсак, унинг 
геометрик урни конус сиртидан иборат булади. Бу конус ишкаланиш 
конуси дейилади.

Тажрибаларнинг курсатишича, ёиоч учун ишцаланиш конусининг 
асоси эллипедан иборат булади.

Мисол тарицасида бир нуцтаси билан цузгалмас сиртга таянади- 
ган жисмнинг мувозанатини текширамиз (69- раем). Таяниш нуктасини 
А билан белгилаймиз. Жисм мувозанатда булиши учун жиемга таъсир 
этаётган кучларнинг тенг таъсир этувчиси R' А нуктада пайдо бу­
ладиган тулик; реакция кучи R a га миедор жихатдан тенг, йунали­
ши эса карама- царши булиши керак.

А нуцтада ишцаланиш конусини ясаймиз. Жисм мувозанатда бул­
ганда Ra кучнинг таъсир ч и зи р и  ишцаланиш конуси ичида ётади, му­
возанат чегарасида (сирпаниш олдида) эса конус сиртида ётиши мум­
кин. Шу сабабли R A куч R' кучни ишцаланиш конуси ичидагина му-

N
max (7.6)



возанатлай олади. Тенг таъсир этувчи кучнинг нормал реакция кучи 
N  билан ташкил ^илган бурчагини а  билан белгиласак, а  =  фтах 
булганда жисм мувозанат чегарасида булади; а > ф тах булса, жисм 
сирпана бошлайди. Шундай цилиб, бир нуктаси билан кузгалмас 
сиртга таянган жисм мувозанатда булиши учун бу жиемга таъ­
сир этаётган кучларнинг тенг таъсир этувчиси ишкаланши ко- 
нусидан ташщрида булмаслиги керак.

39-§. Иш^аланиш бурчагини тажриба йули билан 
ани^лаш

Огарлиги Р  га тенг булган жиемни горизонт билан а  бурчак таш­
кил цилувчи ция текисликка куямиз (70-раем, а). О нуцта ^ у зг а л -  
мас булиб, а  бурчакни шкала буйича улчаб узгартириш мумкин. а  
бурчакни орттира бориб жиемнинг сирпаниш олдидаги (мувозанат чега- 
расидаги) а тах бурчакни топиш мумкин. Жисм бир нуцтада кесишувчи
Р, N, F кучлар таъсирида мувозанатда булиши учун мазкур кучларга 
цурилган кучлар учбурчаги ёпиц булиши керак (70-раем, б). Кучлар уч-
бурчагидан tg а  =  -£■ , мувозанат чегарасида tg ccmax =  -^'”ах = ^ -  =

=  /. Буни (7.6) билан солиштириб а тах =  фтах эканлигига ишонч з̂ о- 
сил циламиз. Шундай цилиб, шкаладан аницланган а тах бурчакнинг 
циймати ишцаланиш бурчагига тенг булар экан.

Бинобарин, ция текисликдаги жисм мувозанатда булиши учун а  <  
<  Фтах шарт бажарилиши, яъни текисликнинг циялик бурчаги иш- 
цаланиш бурчагидан катта булмаслиги зарур.

13-масала. Орирлиги G га тенг бир жинсли ингичка АВ стер­
жень А учи билан вертикал деворга ва D  нуцтасида киррага тая-Q
нади. В учига орирлиги Gj =  — га тенг юк осилган. Масофалар:

АЕ =  2а, DE =  а\ стержень 
билан девор орасидаги ва 
цирра билан стержень ора­
сидаги инщаланиш коэффи- 
циентлари fA =  0,3; fD= 0,3 
берилган.

А учи пастга сирпанмас- 
лиги учун стерженнинг энг 
цисца узунлиги, шунингдек, и (
А ва D  нуцталарнинг нор- ; 
мал реакциялари N Д, ND а &)
аницлансин (71-раем, а).



Ечиш. Стержень харакатланиши олдидаги мувозанат ^олатида 
га таъсир этувчи кучларни курсатамиз. Стерженга берилган С_ва G, 
кучлар, А ва D  нуцталарда нормал реакция кучлари G, N А, ND хам­
да сирпаниш йуналишига тескари йуналган энг катта ишцаланиш куч­
лари F T X, Fd** таъсир этади (71-раем, б). FT*  ва Т7™* кучларнинг 
циймати (7.3) га асосан аницланади:

F mA ax =  f A N A , F T x = f o N D- 0 )
Стерженнинг узунлигини I билан белгилаймиз. 71-расмдан:

AD =  V { A E f  +  (ED)2 =  a / F ,
ED  1 
AD

АЕ 2cos а  = -----=  ■ ; sin а
AD У  5 У  5

Стерженга таъсир этувчи кучлар бир текисликда ётувчи кучлар 
системаси булгани учун мувозанат тенгламаларини (6.22) куринишда 
тузамиз:

2  X k =  0; N a — Nd sin a  +  F cos a  =  0, (2)

=  0; F™** — G +  NDcosa +  F™ *sina — G, =  0, (3)

(7ft) =  0; — G--^ cosa +  NDa y r 5 — Gx/ c o s a =  0. (4)

(1) ни (2) ва (3) га цуямиз:
NA — NDsina +  fDNDcosa =  0, (5) 

fA NA — G +  NDcosa +  fDNDs i n a - - 1  =  °- (6)

(5) ва (6) тенгламаларни биргаликда ечиб NA ва ND ларни аницлай- 
миз:

3G (sin a  — fD cos a )

^  2 [( /^  + / D) s i n a - j - ( 1  +  ^ /р )  cos a ]



ЛГП=
D ^ [(fA + f D) s in a -} -  ( 1—f A / O)c o s a ]

fA, fD, si'na ва cos a  ларнинг кийматларини цуйсак, N A =  0,38G, 
ÂD =  0 ,6 3 y ^ G  ^осил булади.

ND ва cos ос ларнинг цийматларини (4) га цуйиб, стерженнинг 
узунлигини аницлаймиз:

Стержень DB цисмининг узунлиги DB — А В — AD =  0,575 AD.

Огирлиги Р  ва радиуси R  га тенг цилиндр горизонтал текислик­
да турган булсин, у з^олда цилиндрнинг огирлик кучи Р  текислик- 
нинг А нуцтадаги нормал реакция кучи N билан мувозанатлашади 
(72-расм, а):

Цилиндрнинг марказига унча катта булмаган горизонтал Q куч 
таъсир этса, цилиндр мувозанат з^олатида цолаверади. Бундай з^олда 
цилиндр билан текисликнинг деформацияланиши натижасида ишцала­
ниш А нуцтада цосил булмай, икки жисмнинг бир- бирига тегиб тур­
ган (эзилган) юзасида з^осил булади. Эзилиш юзаси уриннш нуцтаси 
А дан жисмнинг думалаш томонида жойлашади. Эзилган юзанинг з̂ ар 
бир нуцтасида з^осил буладиган N нормал реакция кучларининг тенг 
таъсир этувчиси А нуцтага эмас, балки эзилган юзадаги бирор В 
нуцтага цуйилган булади (72-расм, б). В  нуцтада, N  кучдан таш-

АВ =  1,575 AD.

40- §. Думалашдаги ишцаланиш

N + Р  =  0.



цари, Q кучга тескари йуналишда горизонтал сирпанишдаги ишцала 
ниш кучи F з$ам хосил булади (72-раем, в). Думаловчи жисм жуда 
кичик деформацияланганидан F кучни А нуцтага цуйилган деб караш 
мумкин. F билан Q елкаси R  га тенг булган жуфт кучни ташкил 
этиб, цилиндрни думалатишга интилади. В нуцтадаги N  куч билан 
Р  опфлик кучи жуфт кучни ташкил этади. Бу жуфт куч (Q, F) жуфт 
кучнинг таъсирига тескари йуналишда цилиндрнинг думалашига 
царшилик курсатади. Шундай цилиб, цилиндрга моментлари бир-би­
рига царама- царши йуналган (Q, F) ва (Р, N) жуфт кучлар таъсир 
этади. (Q, F) жуфт кучнинг моменти (Р, N) нинг моментига тенг 
булгандагина цилиндр сирт устида думалаш олдида туради. Цилин­
дрнинг думалашига царшилик курсатувчи (Р, N)  жуфт куч думалаш­
даги ишщланиш жуфт кучи, бу жуфт кучнинг М моменти дума- 
лашдаги иищаланиш моменти дейилади. Думалашдаги ишкаланиш 
моменти М =  kN бирор М тах дан катта була олмайди, яъни

0 ^ м ^ м тл1. (7.7)

Тажрибаларнинг курсатишича, думалашдаги ишцаланиш моменти­
нинг энг катта циймати^нормал босимга мутаносиб булади:

Мтах =  б -N. (7.8)

Бунда б >  k булиб, думалашдаги ишкаланиш коэффщиенти дейи­
лади ва у узунлик бирлигида улчанади. Тажрибаларнинг курсати­
шича, думалашдаги ишкаланиш коэффициента жисмларнинг материа- 
лига, ишцаланувчи сиртларнинг ишланиш даражасига, рилдиракнинг 
радиусига ва нормал босимга борлиц булади. Рилдирак думалаши ол­
дида

Р М 0 )1 = Ч л ^ (Л > 1

ёки
Q-R  =  б -N,

бундан

Q =  — N. (7.9)
R

Бу формуладаги — катталик купчилик материаллар учун сирпаниш- 
R

даги ишкаланиш коэффициенти f дан анча кичик булади. Шу сабаб­
ли техникада купинча сирпанма ^аракат рилдираклар, ралтаклар, ша- 
рикли подшипниклар, роликли иодшипниклар ёрдамида буладиган ду­
малаш харакати билан алмаштирилади. Бу холда жиемни сирпанти- 
ришдан кура думалатиш учун кам куч талаб этилади.

14-масала. Орирлиги Р  ва радиуси R га тенг рилдирак горизонт 
билан а  бурчак ташкил этувчи ция текислик буйлаб думаламаслиги 
учун а  бурчакнинг циймати кандай булиши керак (73-раем)? Рилди-



ракнинг думалашдаги ишцаланиш ко­
эффициенти б ва сирпанишдаги иш­
цаланиш коэффициенти /  берилган.

Ечиш. Рилдиракка орирлик ку­
чи Р, сирпанишдаги ишцаланиш ку­
чи F, текисликнинг нормал реакция 
кучи N  ва моменти М га тенг бул­
ган думалашдаги ишцаланиш жуфт 
кучи таъсир этади. Булар текислик­
даги кучлар системасини ташкил 
этади. Ах уцни ция текислик буй­
лаб, Оу уцни унга перпендикуляр ^олда йуналтириб, рилдиракнинг 
мувозанат тенгламаларини (6.22) га мувофиц тузамиз:

=  P s i n a  — F =  О,

=  0; — Pcos a  +  N =  0, 

% М Д (?*) =  0; M - P - R  s in a  =  0.

(1)
(2)
(3)

(1) дан / r =  P s i n a ,  (2) дан N =  P  cos a . (7.1) ва (7.3) га асосан

Р sin a  <  /  Р  cos a  

келиб чицади. Охирги ифодадан
tg a  <  /.

(3) дан рилдиракнинг ция текислик буйлаб думаламаслик шартини 
аницлаймиз:

P- R s i n a  =  М.
(7.7) ва (7.8) га асосан

Шунинг учун 

бундан

М <  6- N =  8-Р cos а . 

P R  sin а  <  б • Р cos а ,

tg а  <  4 - .

— катталик /  дан кичик булгани учун
g

0 <  a  <  arc tg — 
° R (4)

(4) муносабат рилдиракнинг ция текислик буйлаб думаламаслик шар­
тини ифодалайди.



VIII б о б
ПАРАЛЛЕЛ КУЧЛАР МАРКАЗИ ВА ОРИРЛИК МАРКАЗИ 

41- §. Бир томонга йуналган иккита параллел кучни цушиш

Л ва В нуцталарга бир томонга йуналган Fx ва F2 кучлар цуйил- 
ган булсин (74-расм). А ва В нуцталарга таъсир чизицлари АВ да 
ётувчи ихтиёрий (F3, F4) оо 0 системани цуямиз. А ва В нуцталар- 
га цуйилган F± ва F3 ^амда F2 ва Ft кучларни параллелограмм цои- 
дасига_асосан цушиб R± =  Fx +  F3 ва R2 =  F2 +  Ft кучларни ола­
миз. Rx ва R2 кучларнинг таъсир чизицларини давом эттириб, улар­
нинг кесишган нуцтасини О билан белгилаймиз. О нуцтага Rx ва R  ̂
кучларни кучириб, Rx ни Flt Fgjcy^jiapra, R2 ни F2, Ft кучларга аж- 
ратамиз. О нуцтага_цуйилган (F3, Fi) оо 0 булгани учун Л ва В нуц- 
таларга цуйилган Ft ва F2 кучлар урнига О нуцтага цуйилган, ОС 
буйлаб йуналган Fx ва F2 кучларга эга булдик. Бу кучларнинг 
тенг таъсир этувчиси уларнинг алгебраик йириндисига тенг:

R ' = F x  +  F2. (8.1)

R' ни таъсир ч и зи р и  буйлаб С нуцтага кучирамиз. Расмдаги ДОЛСпо 
со &ОАхА2, а  ОС В со  /\ОВгВ2 учбурчаклар ухшашлигидан цуйидаги 
пропорцияларни тузамиз^

'дс ос св ос

F3 — Fi эканлигини эътиборга олсак,
F1 
СВ

(8 .2)

- г - .  (8-3)

. F,
' АС

^осил булади. Пропорциянинг хос- 
сасига кура

_  f ,  _  R’
СВ АС АВ

(8.1) ва (8.3) дан цуйидаги нати- 
жа келиб чицади: бир томонга 
йдналган икки параллел кучнинг 
тенг таъсир этувчиси шу куч­
ларнинг алгебраик йириндисига

J тенг булиб, йуналиши мазкур
кучлар йС)налишида, тенг таъ­
сир этувчининг таъсир чизири 
эса бу кучлар цуйилган нуцта- 
лар орасидаги масофани шу куч­
ларга тескари мутаносиб булак­
ларга булади.



42- §. Параллел кучлар 
маркази

Фазода бир томонга йу­
налган параллел Flt F2, . . . ,  
Т п кучлар жиемнинг Alt
А 2, . Ап нуцталарига

75- раем.

цуйилган булсин. Шу куч- 
ларнинг тенг таъсир этув- 
чиси R' ни ва унинг цуйил- 
ган нуцтаси С нинг коор- 
динаталарини аншдааймиз.
Бунинг учун бирор Oxyz 
координаталар системасига
нисбатан А^  Аа, . . Ап нуцталарнинг радиус-векторларини 
г j, г2, . . . ,  гп билан белгилаймиз (75-раем). Даставвал Fx ва 
F2 кучларни цушамиз:

R i ^ F i  +  F,- (8.4)

R ! цуйилган Сг нуцтанинг радиус- вектори 7 С1 ни (8.2) дан фойда- 
ланиб аницлаймиз:

Fi =  —— ёки =  &  . (8.5)Cii4j *■

Расмдан

='/> • 
* £ i (8.6)■ Гц Сх<42 — Г2 — Г c t ,

(8.6) ни (8.5) га цуйиб, Rt куч цуйилган Сх нуктанинг радиус-век­
тори гсх ни аницлаймиз:

~С\ +  . (8.7)Гх +  г 2

Энди Rt куч билан F3 кучни цушамиз:

R 2 = R 1 + F 3 =  F1 +  F2 +  F3 = 2  р ь- (8.8)
*=i

Бу куч F3 кучга параллел йуналади. R2 куч цуйилган нуктанинг ра­
диус-вектори (8.7) га асосан цуйидагича аницланади:

гс .=

_  ( F  4-  F \  Г1 ^ гГгD г -i- Г г * 2/ “2 ГС, +  F3 гя _  __________ F! +  F2
_

F3r, k=\

R i + F 3 F\ +  F 2 +  F3
3

(8.9)



Худди шунингдек, п та параллел кучларни_цушиш натижасида С
нуцтага цуйилган битта тенг таъсир этувчи R'  кучни оламиз. (8.4),
(8.8), (8.7), (8.9) муносабатларга асосан

Д ' = 2 /Г*  (8Л°)
к= 1 

\ркГк
п

"V
А = 1 (8 . 11)

Л

R' куч берилган Ft, F2, . . . , Fn кучларга параллел йуналади. (8.11) 
формула ёрдамида аницланадиган С нуцта параллел кучлар маркази 
дейилади.

гс ва rk векторларнинг координата уцларидаги проекцияларини мос 
равишда хс, ус, zc, xk, y k, zk орцали белгиласак, (8.11) дан параллел 
кучлар маркази С нуцтанинг координаталарини аниклайдиган цуйидаги 
муносабатларни оламиз:

п п п

^  ^  Fk Ук ^ к z k 

хс =  — ------- , Ус =  — п----------- ----------(8.12)

* = i  * = i  * = i

(8.11), (8.12) формулалардан курамизки, тенг таъсир этувчи цуйилган 
С нуцта холати кучларнинг йуналишига боглиц булмай, фацат улар­
нинг мицдорига ва цуйилган нуцталарининг координаталарига боглиц 
булади. Шунга асосан, агар кучлар цуйилган нуцталарни узгартирмай, 
барча кучларни бирор а  бурчакка бурсак, бу кучларнинг тенг таъсир 
этувчиси хам ШУ бурчакка бурилиб, куйилган нуцтасининг холати 
узгармайди.

43-§. Цаттиц жисмнинг огирлик маркази координаталарининг 
умумий формулалари

Бирор цаттиц жисмнинг хар бир булагига ернинг марказига йу­
налган тортиш кучи (огирлик кучи) таъсир этади. Бу кучларни Р ъ 
Р2, . . . , Рп билан белгилаймиз. Ернинг радиусига нисбатан {жисм­
нинг улчамлари жуда кичик булгани учун бу кучларни параллел куч­
лар деб цараш мумкин. Бу параллел кучларнинг маркази — С нуцта 
жисмнинг огирлик маркази булади (76-раем). (8.12) да ,РА кучларнинг 
урнига Pk кучларни олсак, жисмнинг отрлик маркази координата­
ларини топамиз:



Ус

2  p k Xk 
*=1

Pk Ук
k=\

Pk zk

Zr — *=!

(8.13)

Бу форму лада P =  V  Pk жисмнинг огирлигини ифодалайди.
*=1

Агар жисм бир жинсли булса, огирлик маркази унинг цандай ма- 
териалдан ташкил топганига борлиц булмай, фацат геометрик шаклига 
борлиц булади.

Огирлиги Р  га тенг булган жисм V цажмга эга булсин. У ^олда 
жисмни п та булакдан иборат деб цараймиз. Огирлиги Рк га тенг 
булган булакча з^ажмини Д Vk билан белгиласак, Pk =  yk/Wk булади. 
Бу ерда у ^ажм бирлигига турри келган орирликни ифодалайди. Агар 
жисм бир жинсли булса, =Y =  const булади. Келгусида бир жинсли 
жисмларнинг орирлик марказини аницлаймиз. Шу сабабли

Pk' = y . A V k. (8.14)

Буни эътиборга олиб, (8.13) га асосан, \ажмга эга булган бир 
жинсли жисмнинг орирлик маркази координаталари учун цуйидаги 
ифодаларни оламиз:

*=i
Ус'-

ft = l
^ V kzk
k=\ (8.15)

Бу формулада V =  V  Д \ \  бутун жисм з^ажмини ифодалайди.
*=i

(8.15) да п чексизликка интилса, ДУ^-^О. У ^олда йигиндиларнинг 
лимита з^ажм буйича олинган аниц интегрални ифодалайди:

v _  <У)
Л С ----

I  xdV" Г

Ус =
(V)

ydV
(v)

zdV
(8.16)v  к

бунда V ~  |’ dV — бутун жисм з^ажми.
(V)

Сирт, огирлик марказининг координаталари з̂ ам худди юцори- 
дагидек аницланади:



77- раем.

*=i
k xk

Ус
Д SkiIk Д ^  г*

* = 1
. Zc =

*= 1 (8.17)

еки

j  xdS |  ydS
Zt =

I zdS
(5)____ (8.18)

Бунда 5  бутун сирт юзасини, xk, yk, zk сирт булаклари огирлик] 
марказининг ксюрдинаталарини ифодалайди (77-раем).

Чизщнинг огирлик маркази цуйидаги формулалардан аницланади:

А = 1 Ус
А=1 Zc = k—\ (8.19)

бунда: L =  ^  A lk бутун чизицнинг узунлигини, Д lk чизиц бирор

булагининг узунлигини, xk, y k, zk лар эса шу булак огирлик маркази­
нинг координаталарини ифодалайди (78-раем). (8.19) формулаларнинг 
интегралли ифодаси цуйидагича булади:

х„ =
J  xdl I  ydl J  zdl

«-> .. _  W ,  _  (У ; » Ус — , » cc , (8 .20)



44- §. Жисмларнинг орирлик марказини аницлаш усуллари

Симметрия усули. Агар жисм симметрия текислигига эга булса, 
жиемнинг огирлик маркази симметрия текислигида ётади (79-раем). 
Буни исбот цилиш учун симметрия текислиги орцали Оху текисликни 
утказамиз. У ^олда ^ажми Д Vk га тенг жиемнинг ^ар бир Ak (xk, 
y k, z*) заррачасига A'k (хк, y k — zk) заррачаси мос келади. Шу сабабли

V о

булади.
Жисм симметрия уцига эга булса, шу уц буйлаб 0 2 уцни йунал­

тирамиз (80-раем). У ^олда жиемнинг ^ар бир Ак (xk, у к, zk) зарра­
часига А'к (— хк, — у к, zk) заррача мос келади. Шу сабабли

Шундай цилиб, жисм симметрия уцига эга булса, унинг огирлик мар­
кази шу симметрия уцида булар экан. Худди шунингдек, жисм сим­
метрия марказига эга булса, унинг огирлик маркази шу симметрия 
марказида ётиши исботланади.

Жиемни булакларга ажратиш усу­
ли. Агар жиемни огирлик марказ- 
лари маълум булган бир неча цием- 
ларга ажратиш мумкин булса, у ^ол- 
да бундай жиемнинг огирлик марка­
зи (8.14), (8.17), (8.19) формулалар 
ёрдамида аницланади.

15- масала. 81 -раемдаги жисм юза' 
сининг орирлик маркази аницлансин.
Барча улчамлар сантиметрда берил­
ган.



Ечиш. Координата уцларини утказиб, жисм юзасини учта турт- 
бурчакка буламиз (булиш чизиклари штрих билан курсатилган). Хар 
бир булаги огирлик марказининг координаталарини ва юзларини аниц- 
лаймиз: Сг (— 1; 1), С2 (1; 4), С3 (5; 7), .Si’; = 4  см2, (5, =  16 см2, 
5 3 =  12 см2. Берилган шаклнинг огирлик марказини (8.17) формулага 
асосан аниклаймиз:

4-(-1)+ 16.1 + 12-5 „ 1—-— —---------1--------= 2  —  см;
4 +  1 6 + 1 2  4

4.1 +  1 6 .4 + 1 2 .7  . 3
-------------------1----------  =  4 -----  СМ.

4^+  16 +  12 4

С нуцтани расмда курсатамиз. Бу мисолдан курамизки, жисмнинг 
огирлик маркази геометрик нуцта булиб, жисмнинг узида ётиши шарт 
эмас экан.

Манфий юза (^ажм) усули. Агар жисмнинг бирор цисми цирциб 
ташланган булса, бундай тешик жисмнинг огирлик маркази манфий 
юзани (ёки хажм) цушиш усули билан аницланади. Бу усулнинг мо- 
Хияти шундан иборатки, жисмни цирцилмаган бутун жисм ва цир- 
цллган жисмдан иборат деб царалади; цирцилган булак юзаси шартли 
равишда манфий ишора билан олинади.

16-масала. 82-расмдаги жисмнинг огирлик маркази аницлансин. 
Улчамлар расмда берилган.

Ечиш. Ох уцни жисмнинг симметрия уци буйлаб йуналтирамиз. 
У холда жисмнинг огирлик маркази бу уцда ётади. Шу сабабли 
у с= 0 булади. хс ни аницлаш учун жисмни цирцилмаган туртбурчак 
юзасидан ва юзаси манфий цийматга эга булган г радиусли доирадан 
иборат деб цараймиз. У х°лда

=  ab, S2 =  — лг2.

“j* 1S2X0 ^

Si + s2+  s 3
У _  ^i!/i +  +  $яУя _

Si + s 2 + s3



в

'А

83- раем.

Топилган ^ийматларни (8.8) га цуямиз:

ab-—— — nr3-d
2 a2b — 2nr2d 

2 (ab — nr2)ab — nr 2
> Ус—

Тажриба усули. Юзага эга булган жиемни аввал А ну^тасидан, 
сунгра В  ну^тасидан ипга осамиз (83-раем, а, б). У холда жисм 
огирлик кучи Р ва ипнинг таранглик кучи Т  таъсирида мувозанатда 
булади. Ипнинг таранглик кучи Т  вертикал ю^орига йуналганлиги 
сабабли, огирлик кучи Р  унга тескари йуналади ва таранглик кучи 
ётган чизиада ётади. Жисмда иккала холат УЧУН мос равишда А ва 
В ну^талар ор^али огирлик кучининг таъсир чизигини утказсак, бу 
чизицларнинг кесишган нуцтаси жисмнинг огирлик марказини ифода­
лайди.

45- §. Оддий шаклли баъзи жисмларнинг огирлик марказларини
аниклаш

Учбурчак юзасининг огирлик маркази. Ихтиёрий ABD учбурчак 
юзасининг огирлик марказини аниклаш учун учбурчак юзасини АВ 
томонга параллел булган кичик булакларга ажратамиз (84-раем). Бу 
булакларнинг огирлик маркази DE медианада ётади. Худди шунинг- 
дек, учбурчак юзасини AD томонга параллел булган булакларга аж- 
ратсак, бу булакчаларнинг огирлик маркази В К  медиан А а ётади. 
Шундай цилиб, учбурчак юзасининг огирлик маркази унинг медиа- 
налари кесишган нущпасида ётишини курамиз. Геометриядан маъ-
лумки, медианаларнинг кесишган ну^таси асосдан медиананинг —

3
цисмида ётади.

Учбурчак юзасининг огирлик марказини билган холДа ихтиёрий 
купбурчак юзасининг огирлик марказини аник;лашимиз мумкин. Бу-



нинг учун купбурчак юза- 
сини бир неча учбурчак- 
ларга ажратиб (8.18), фор­
мула ёрдамида купбурчак 
юзаси огирлик маркази­
нинг координаталари 
аницланади.

Айлана ёйининг огир­
лик маркази. Радиуси 
R  га, марказий бурчаги 
2а га тенг булган айла­
на ёйи ( ^  АВ) нинг 
огирлик марказини аниц- 

лаймиз. Бунинг учун Ох у^ни айлана ёйининг симметрия уци 
буйлаб йуналтирамиз (85- раем). У холДа айлана ёйининг огирлик 
маркази шу Ох ук,да ётади (ус= 0). 85-расмдан dl=Rdq>, x —Rcosy, 
L =  w АВ ~  2 Ra эканлигини эътиборга олиб, (8.20) формулаларнинг 
биринчисини ^уйидагича ёзиш мумкин:

+а
J xdl J R* c°s Ф * Ф

Щ R  sin а

L 2R а  а

Демак, берилган айлана ёйи огирлик марказининг координатаси
Rsina (82])

с а
формула ёрдамида ани^ланади.

Дойра секторининг огирлик маркази. Радиуси R га, марказий 
бурчаги 2а  га тенг дойра секторининг огирлик маркази анш^лансин 
(86-раем).



Ох укни сектор юзининг сим­
метрия уци буйлаб йуналтирсак, 
огирлик маркази шу увда ётади. 
Расмдан

dS  =  —  R2d  ф, х =  —  R cos ф 2 3
эканлиги куриниб турибди, чунки 
элементар OMN секторни баланд- 
лиги R га тенг учбурчак деб î a- 
расак, ^>MN=Rd<p огирлик мар- 

2
кази О нуцтадан —  R масофада

3
ётади. Шу сабабли (8.18) га асо­
сан

+®
2

J  JcdS
v  __ (S) _  - аЛс -------------------------;-------------—

J d S
(S) I —  R 2d Ф

r  2 1
—  coscp-—  R2d ф

=  _5_ БШф 
За

+a

—a

Демак,
Xc = ± R ™L!L

3 a
Яримшарнинг огирлик маркази. Радиуси R га тенг булган ярим- 

шарнинг огирлик марказини ани^лаймиз (87-раем). Ог у^ни симмет­
рия уци буйлаб йуналтирсак,

(8 .22)хс =  0, у с =  0, zc =  -jj- J  zdV.
<v)

Радиуси г га, ^алинлиги dz га тенг элементар дискни ажратиб 
оламиз. У холда

г =  YR*  — z2, dV — л r2dz =  я  (R2 — г2) dz. 
Яримшарнинг хажми

булгани учун (8.22) к;уйиддгича булади:

R
2С = -- J  z л (R2 — z2) dz =

nR4 nR4 
2 ~  4

—  яR3 о
О

- Т * -

Демак, яримшарнинг огирлик маркази

гс = 4 -  R

формуладан ани^ланади. 

6—2344



КИНЕМАТИКА

46-§. Асосий тушунчалар

Назарий механиканинг кинематика булимида жисмларнинг харакати 
мазкур жисмларнинг массаси ва уларга таъсир этувчи кучларга 6 o f- 
ламай, фацат геометрик нуцтаи назардан текширилади.

Кинематика сузи юнонча «кинема» сузидан олинган булиб, хара­
кат деган маънони англатади.

Кинематиканинг теорема ва формулалари техникада турли машина 
ва механизмлар ^исмларининг харакатини урганишда назарий асос си­
фатида цулланилади.

XIX асрнинг бошларида техниканинг тез суръатлар билан таравдий 
этиши, жумладан, машинасозликнинг ривожланиши жисм харакатининг 
геометрик хусусиятларини текшириш масаласини илгари сурди. Шу 
даврдан бошлаб кинематика назарий механиканинг муста^ил ^исми 
булиб ажралди.

Кинематикада жисмнинг харакати бош^а жисм билан борланган 
сано^ системасига нисбатан текширилади. Айнан бир вацтда жисм 
турли сано^ системасига нисбатан турлича харакатда булиши мумкин. 
Масалан, кема палубасидаги жисм кема билан богланган сано^ систе- 
масига нисбатан харакатсиз булса, ^ирроц билан богланган сано^ сис­
темасига нисбатан кема билан биргаликда харакатланади; агар бирор 
жисм Ерга нисбатан тинч турган булса, К,уёш билан богланган сансц 
системасига нисбатан Ер билан биргаликда харакатда булади ва хо- 
казо. Табиатда мутлацо харакатсиз жисм булмагани туфайли, мут- 
ла^о ^узралмас санок, системаси хам мавжуд булмайди. Шу сабабли 
«Харакат» ва «мувозанат» тушунчалари нисбий тушунчалардир.

Техника масалаларини ечишда, одатда, Ер билан к,узралмас 6 o f- 
ланган сано^ системаси олинади. Ерга нисбатан цузгалмас булган са­
нок; системаси асосий ёки щузгалмас» саноц системаси дейилади. 
Кузгалмас санок; системасини танлаб олиш масаланинг ^уйилишига 
борли^ булади. Танлаб олинган санок, системасига нисбатан жисм вазия- 
ти вацт утиши билан узгармаса, жисм олинган системага нисбатан тинч 
цолатда дейилади. Агар вакт утиши билан мазкур сано^ системасига 
нисбатан жисмнинг вазияти узгарса, жисм шу системага нисбатан ха­
ракатда булади. Жисмнинг танланган сано^ системасига нисбатан хар 
ондаги вазиятини аниклаш мумкин булса, унинг харакати кинематик 
берилган деб хисобланади.



Кинематикада жисмларнинг массасини эътиборга олмай, унинг гео­
метрик образи царалади. Классик механикада моддий жисмларнинг 
харакати уч улчовли Евклид фазосига нисбатан текширилади хамда 
фазони мутлако лузгал мае деб ^аралади. Даракат улчовига оид кат­
таликлар Евклид геометрияси асосида олинади.

Кинематикада учрайдиган барча чизиьуш улчовлар (харакатдаги 
нуктанинг координаталари, утган йулининг узунлиги ва ^оказо) тех­
ник ва СИ системасида метрда олинади.

Механикада вацт абсолют деб ^исобланади, яъни уни барча са­
нок; системалари учун (уларнинг нисбий х;аракатидан ^атъи назар) 
бир хилда утади деб к,аралади. Ва^т одатда t билан белгиланади ва 
у харакатнинг аргумента ^исобланади. Ваи,т улчови учун МКГСС 
системасида соат ёки минут, СИ системасида секунд (с) ^абул ки- 
линган.

К,атти^ жисм харакатини кузатар эканмиз, купинча унинг ну ̂ та­
лари турлича харакат цилишини курамиз. Шу сабабли жисм харака­
тини урганиш учун унинг ну^талари харакатини урганишга тугри ке- 
лади. Дастлаб нуцта кинематикасини урганиб, ундан ^аттик жисм 
кинематикасини урганишга утилади.

Кучиш ва харакат тушунчалари механиканинг асосий тушунча- 
ларидир. Бирор сано^ системасига нисбатан нуктанинг маълум A t  
вакт ичида фазода бир ^олатдан боцща ^олатга ихтиёрий равишда 
утиши кучиш дейилади. Нуктанинг кучиши унинг бошлангич ва охир- 
ги холатлари ^амда утган A t ва^т оралиги билан аникланади.

Нуктанинг бошлангич ^олатдан охирги ^олатга ва^тга богли^ 
Холда ани^ бир усулда утишини щракат  деб атаймиз. Бинобарин, 
нуктанинг бошлангич ва охирги ^олатлари орасидаги хаР бир х°ла- 
тига ва^тнинг аниц бир пайти мос келади.

Фазода харакатланаётган нуктанинг бирор сано^ системасига нис­
батан ^олати билан ва^т орасидаги борланишни ифодаловчи тенглама 
нуктанинг \аракат цонунини аницлайди.

Кинематиканинг асосий вазифаси нуктанинг (ёки жиемнинг) ^ара- 
кат конунларини урганишдан иборат. Ва^тнинг ихтиёрий пайтида фа­
зода нуктанинг ^олатини бирор санок; системасига нисбатан ани^лаш 
мумкин булса, у ^олда мазкур нуктанинг %аракат цонуни маълум 
булади. Агар нуктанинг бирор санок, системасига нисбатан харакат кр- 
нуни берилган булса, нуцта %аракатинин.г кинематик хусусиятлари: 
траекторияси, тезлиги ва тезланишларини ани^лаш мумкин булади.

Вак̂ т утиши билан нуктанинг фазода крлдирадиган изи унинг 
траекторияси дейилади.

IX б о б

НУКТА КИНЕМАТИКАСИ
47- §. Ну^та харакатининг берилиш усуллари

Кинематикада нуктанинг харакати, асосан, вектор, координаталар 
ва табиий усулда берилади.



1. Вектор усули. Бу усулда М ну^танинг холати бирор цузгал- 
мас О марказдан утказилган г радиус- вектор билан аницланади 
(88-раем). М ну^та харакатланганда унинг г радиус-вектори вацт 
утиши билан маълум цонун асосида узгаради, яъни скаляр аргумент 
t  нинг векторли функцнясидан иборат булади:

г  —  г  (/). (9- О
Агар г (t) функция маълум булса, t ва^тнинг хар бир пайти учун 

М^нуцтанинг холати маълум булади. Шу сабабли (9.1) тенглама нук,- 
танинг вектор шаклидаги харакат тенгламаси ёки харакат цо- 
нуни дейилади. Ну^та ^аракатининг (9.1) векторли тенгламаси t вакт- 
нинг бир ^ийматли, узлуксиз ва дифференциалланадиган функцияси 
булади. г =  const булса, нуцта тинч холатда булади.

2. Координаталар усули. Oxyz саноц системасига нисбатан ^ара- 
катланаётган М ну^танинг х°латини унинг учта х, у, z Декарт коор­
динаталари орцали аниклаш мумкин (88- раем). Нуцта харакатланганда 
унинг координаталари вацт утиши билан узгаради. Бинобарин, М  ну^- 
танинг координаталари t  ва^тнинг функциясидан (бир ^ийматли, узлук­
сиз ва дифференциалланадиган) иборат булади:

x =  fi (0.1
y = h ( t ) , \  (9-2)
z — is (0*

Ну^та координаталари билан вацт орасидаги (9.2) муносабатлар бе­
рилган булса, М  ну^танинг фазода исталган пайтдаги холати маълум 
булади. Агар ваи̂ т утиши билан х =  const, у  =  const, z =  const бул­
са, яъни х, у, z лар узгармаса, нук,та мазкур саноц системасига 
нисбатан тинч холатда булади. Шу сабабли нуктанинг Декарт ко- 
ординаталаридаги харакат тенгламаси деб аталувчи (9.2) тенгла­
малар нуктанинг холатини бутунлай аншутай олади.

Ну^та харакати вектор ва координата усулларида берилганда, 
улар орасида куйидаги муносабат мавжуд булади:



г = х Т +  y j  +  zk,

бунда t, /, k лар координата уцларининг бирлик векторларидир.
(9.2) тенгламалардан t ва^тни йу^отиб, нуктанинг траекторияси 

тенгламаси анщланади. Масалан, (9.2) нинг биринчисини t га нис­
батан ечиб / =  ф (х) ни оламиз. Топилган t  ни (9.2)тенгламаларнинг 
иккинчисига ва учинчисига ^уйиб ^уйидаги тенгламаларни оламиз:

у =  h  1ф (*)) =  Л  (*); z =  /3 {ф (*)) =  f 2 (х). (9.3)
(9.3) тенгламалар нуцта траекториясининг тенгламасини ифода­
лайди.

Агар ну^та траекторияси бир текисликда ётса, у холда ху текис* 
лик учун мазкур траектория ётган текисликни оламиз (89-раем). 
Бунда нуктанинг харакат тенгламаси

х =  Ш , \
У =  / .(* ) /  (9.4)

шаклида ёзилади. (9.4) тенгламалар нуцтанинг текисликдаги %ара­
кат тенгламалари дейилади.

Ну^та тугри чизицли харакатда булса, харакат траекторияси буйлаб 
х у^ни йуналтирамиз, бу холда

* =  /(О
нуцршнинг тугри чизщли %аракат
тенгламасини ифодалайди (90- раем). О М х

Нуктанинг харакати, Декарт ----------------^
координаталаридан ташцари, цутб ^
координаталарида, цилиндрик коор- 90' Расм-
динаталарда, сферик координаталар-
да ёки эгри чизикли координаталарда хам берилиши мумкин. Маса­
лан, харакати

х  =  5 cos t, 
у  =  3 — 5 sin t

тенгламалар билан берилган (бунда t секундда, х, у  — сантиметрда 
улчанади) нуцтанинг_траекторияси тенгламасини ани^лаш учун бу тенг­
ламаларни

х =  5 cos t, 
у  — 3 =  — 5 sin t

куринишида ёзамиз ва уларни квадратга ошириб цушамиз. Бунда t 
ва^т берилган тенгламалардан йу^отилиб, нуктанинг траекторияси 
тенгламаси х°сил булади:

хг +  ( у -  3)2 =  25.

Демак, нуктанинг траекторияси маркази С (0; 3) ну^тада булган, ра­
диуси R =  5см га тенг айланадан иборат (91-расм).

Айтайлик, ну^та бир ва^тнинг узида



х =  Аё Mcos (kt -f a), 
у  =  A e ^ s in  {kt - f  a)

конун аеосида узаро перпендикуляр йуналишда сунувчан тебранма 
^аракатда иштирок этсин. Бунда А > 0 ,  h >  0, /г> 0  ва а  лар узгар­
мас мивдорлардир. Мазкур нуктанинг цутб координаталаридаги ^ара- 
кат тенгламаси ва траекторияси тенгламасини ашщлаймиз.

Маълумки, кутб координаталари г, ф билан Декарт координата- 
лари орасида цуйидаги муносабат лар мавжуд булади:

X =  Г СОБф, у  =  Г БШф,
Г2 =  У  х2 + у 2, tg(f =  -%-> * ф  0.

Шундан келиб чициб,

г = А е “ " ,  (1)
tg ф =  tg (& +  а) ёки ф =  kt +  а  (2)

булишини аниклаймиз. (2) дан t ни топиб, уни (1) га куйсак,
h . .----- (Ф — a)

г =  Ае “ (3)

куринишда ги траектория тенгламаси ^осил булади.
Шундай щлиб, нуктанинг траекторияси (3) тенглама билан ифо- 

даланадиган логарифмик спиралдан иборатдир.
3. Табиий усул. Нуктанинг траекторияси маълум булса, ну^та 

харакатини табиий усулда ани^лаш ^улай булади.
Нуктанинг траекторияси бирор 0 Lxyz координата системасига нис­

батан маълум булсин (92-раем). Траекториянинг бирор О ну^тасини 
санoî  боши учун танлаб олиб, уни цузгалмас ну^та деб цараймиз. 
Харакатланаётган нуктанинг ^олати траектория буйлаб ^исобланади-
ган | ОМ | =  s ёй координатаси билан ани^ланади. Нуктанинг траек- 
ториядаги холатини бир цийматли аницлаш учун ёй координатаси- 
нинг мусбат ва манфий йуналишлари курсатилади.

Ва^т утиши билан нукта чизи^ буйлаб ^аракатланиши натижасида 
унинг ёй координатаси s узгариб боради хамда t вактнинг бир ^ий- 
матли, узлуксиз ва дифферендиалланадиган функциясидан иборат бу­
лади:

s =  /( /) .  (9.5)

Бу муносабат нуктанинг харакат тенгламаси ёки чизщ буйлаб 
Харакат конуни дейилади.

Агар /  (t) функция маълум булса, t вактнинг хаР бир пайти учун 
s ни ани^лаб, уни ишорасига караб О нуктадан траектория буйича 
^уямиз. Натижада М нуктанинг берилган пайтдаги ^олати ани^ла- 
нади.

Шундай 1̂ илиб, М нуктанинг харакатини табиий усулда анщ- 
лаш учун унинг траекторияси, траекторияда олинган О цузгалмас



ну^та, ёй координатасининг хисоблаш йуналиши ва s — f (t) харакат 
тенгламаси берилган булиши керак.

Нщтанинг s ёй координатаси билан траектория буйлаб утган 
а йули доимо бир хил булавермайди. Агар М нуцта О к,узралмас 
нукта дан бошлаб [О, Ц ва^т оралигида доимо бир йуналишда хара­
кат цилса, ну^танинг шу вацт ичида ёй координатаси билан утган 
йули узаро тенг булади.

Агар t0 бошланрич вацтда нуцта М0 холатда булиб, унинг холати
s0 ёй координатаси воситасида, t ва^тдан кейинги М  холати O M = s  
ёй координатаси билан ани^ланса (92- раем), t — 10 ва^т оралигида 
ну^танинг бир томонга харакатланиши натижасида утилган йул

а =  | Л1̂ М | =  1^0/И — ОМ^| =  | s — s01 (9.6)

формула билан аницланади; бу холда утилган йул билан ёй коорди­
натаси тенг булмайди.

Демак, ну^та саноц бошидан бир томонга харакатланса, унинг ёй 
координатаси модули ну^танинг утган йулини ифодалайди. Агар доимо 
s =  const булса, нук,та берилган сано^ системасига нисбатан тинч 
Холатда булади.

48-§. Даракати вектор усулида берилган нуцтанинг тезлиги

_  Ну^та харакати вектор усулида берилганда унинг радиус-вектори 
г — г (t) хар он учун ва^т функцияси сифатида аницланади. Фараз 
к,илайлик, t  ва^тда бирор О марказга нисбатан г радиус- вектор билан 
аникланувчи ну^та М холатни эгалласин хамда tx =  t +  At ва^тдан 
кейин Мх х олатни _эгаллаб, радиус- вектори rx =  г (t +  At) булсин 
(93- раем). У х°лда г (t +  At) — г (t) +  А г  ну^танинг At ва^тдаги ку- 
чишини ифодалайди. Дг ни нукрханинг вектор кучиши дейилади.



Нуктанинг вектор кучиши Аг нинг 
шу кучиш учун кетган Дt вацтга 
нисбати мазкур нуцтанинг уртача 
тезлиги дейилади. Уртача тезлик 
векторини у* билан белгиласак:

О
93- расм.

Бунда A t скаляр мшдор булга­
нидан, v* векторнинг йуналиши А г 
нинг йуналиши билан бир хил бу­
лади. Ну^та уртача тезлик вектори­

нинг Дt нолга интилгандаги лимита нуцтанинг берилган, пайтдаги 
тезлик вектори дейилади ва у  билан белгиланади:

Шундай к;илиб, нуцтанинг берилган пайтдаги тезлик вектори нуц- 
танинг радиус- векторидан вацт буйича олинган биринчи тартибли
хрсилага тенг булади. ____

у* вектор ^аракат йуналишида Л Ш Х кесувчи буйлаб йуналади. 
At нолга интилганда, ну^та траектория буйлаб М  га интилади, 
шу сабабли M M t вектор лимит х олатиДа эгри чизиода М  нуцтада 
утказилган уринма билан устма-уст тушади. Бинобарин, М  нуцта- 
нинг тезлик вектори о траекторияга М  ну^тада утказилган уринма 
буйлаб харакат йуналиши томон йуналади. (9.8) га кура, тезлик век­
тори t  ва^тнинг векторли функцияси булади. Ва^т утиши билан тез­
лик вектори узгаради.

СИ бирликлар системасида тезлик м/с да улчанади.

49- §. ХаРакати вектор усулида берилган нуктанинг тезланиши

Ва^т утиши билан нуцта тезлигининг ми^дор ва йуналиш жиха- 
тидан узгаришини ифодаловчи катталик тезланиш. дейилади.

Фараз ^илайлик, хаРакатланувчи нуцта t  вацтда М  холатда бу­
либ, тезлиги v  га тенг булсин, t+ A t  ва^т утгандан сунг ну^та Мх 
Холатга келиб, тезлиги ух булсин (94-расм). Тезлик векторининг A t  
ва^т ичидаги узгаришини ани^лаймиз.

Бунинг учун vL векторни узига параллел равишда М ну^тага ку- 
чириб, бу нуцтада томонларидан бири у тезликка, диагонали эса 
тезликка тенг МАВС параллелограмм ясаймиз. У холДа параллело- 
граммнинг иккинчи томони At ва^т ичида тезликнинг узгариши Av ни 
ифодалайди.

еки
(9.8)



Ну^та_тезлик векторининг уз­
гариши Аи нинг шу узгариш учун 
кетган At ва^тга нисбати мазкур 
нуктанинг At ва^т оралигидаги ур­
тача тезланиши дейилади. Урта- 
ча тезланиш векторини w* билан 
белгиласак,

до*= 4 ? -  (9.9)

94- раем.до* векторнинг йуналиши Ду нинг 
йуналиши билан бир хил булиб, ну^та
траекториясининг боти^ томонига йуналади. Нуктанинг уртача тез­
ланиш вектори до* нинг At нолга интилгандаги лтттану^танинг бе­
рилган пайтдаги тезланиш вектори дейилади ва до билан белги- 
ланади:

Додо — lim
Д/

ёки (9.8) га кура

(9.10)dv d?r
W ~  dt ~  I F '

Демак, нуктанинг берилган пайтдаги тезланиш вектори нукта 
тезлик векторининг вщт буйича олинган биринчи тартибли %о- 
силасига ёки радиус-векторининг вацт буйича олинган иккинчи 
тартибли хрсиласига тенг.

Агар нуцта бир текисликда ётувчи траектория буйича харакэт- 
ланса, у холда до тезланиш вектори, уртача тезланиш вектори до* 
каби, траектория текислигида ётади хамДа траекториянинг ботиц то­
монига йуналади.

Агар нуктанинг траекторияси бир текисликда ётмайдиган эгри чи- 
зиадан иборат булса, до* вектор М  нуцтадан утувчи МАВС парал­
лелограмм текислиги П  да ётади ^амда траекториянинг боти^_томо- 
нига Аи га параллел равишда йуналади (94- раем). Бунда Я  || vt бу­
лади. Мг ну^та М га интилгандаги лимитда, бу текисликнинг эгал- 
лаган х°лати эгрилик текислиги ёки ёпишма текислик дейилади. 
Демак, умумий х°лда тезланиш вектори М  ну^тада траекториям ут­
казилган эгрилик текислигида ётади ва траекториянинг боти^ томо­
нига йуналади.

СИ бирликлар системасида тезланиш м/с2 да улчанади.

50-§, Харакати координаталар усулида берилган нуктанинг
тезлиги

Нуктанинг харакати бирор ^узгалмас Декарт координата у^ларига 
нисбатан (9.2) куринишдаги



x =  fi (0. у  =  h  (0. 2 =  /з  (0

тенгламалар билан берилган булсин (95-раем, а). У холда ну^та- 
нинг радиус-вектори г ва тезлиги v ни координата у^ларидаги про- 
екциялари ор^али цуйидагича ёзиш мумкин:

г =  xi +  y j  +  zk, 

и =  v j  +  Vyi  +  vz k,

(9.11)

(9.12)

бунда: x, у , z лар M нуцтанинг координаталарини, i, j, k лар коор­
дината утутарининг бирлик векторларини vx, vy, vz лар эса тезлик 
векторининг координата у^ларидаги проекцияларини ифодалайди.
i, j, k бирлик векторларининг микдори ва йуналиши узгармаслигини 
ва (9.8) ифодани эътиборга олиб, (9.11) дан ва^т буйича х°сила ола­
миз:

— dr dx — ,
v==~ w = w l +

dy_j  
dt 1 k.dz 

dt
(9.13)

(9.12) ва (9.13) формулалардаги 
i, j, k векторлар олдидаги коэф- 
фициентларни солиштириб, тез- 
ликнинг координата уцларидаги 
проекцияларини аницлаймиз:



dx dy dzvx = --- =  X, Vv =  —  =  y, vz =  —  =  z.
x dt y dt z dt

Демак, тезлик векторининг бирор кузгалмас Декарт координата­
лар у^идаги проекцияси нуктанинг мос координаталаридан ва^т бу­
йича олинган биринчи х°силага тенг булади. Ма, Mb, Мс кирралари 
координата у^ларига параллел ва vx, vy, vz ларнинг микдорига тенг 
булган параллелепипеднинг диагонали М нуктанинг тезлигини ифо­
далайди:

0  =  У  Vx +  v2y +  vl =  ] / х- +  у * + & . (9.15)

cos (у, i) =  — , cos (и, j) =  — , cos (у, k) =  — • (9.16)
V V V

Hyi^ra Oxyz координаталар системасига нисбатан бирор траекто­
рия буйлаб харакатлансин (95- расм, б). Нуктанинг траекторияда 
эгаллаган бир неча M lt М2, М3, . . . , кетма- кет ^олатларига мос 
тезликларининг барчасини ми^дор ва йуналишларини узгартирмай, 
бирор 0 1 ^утбга келтирайлнк (95-расм, в). Бу холда тезлик вектор- 
ларининг учлари бирор узлуксиз эгри чизи^ни чизади. Мазкур эгри 
чизиц нуцта тезлигининг годографи дейилади.

Нуктанинг Oxyz координаталар системасига нисбатан хаРакати 
маълум булганда тезлик годографи тенгламасини чи^ариш учун тез- 
ликлар келтирилган Ох цутбда Oxyz координаталар системасига па­
раллел булган 0 1x1y ]z1 координаталар системасини утказамиз. Тезлик 
годографида бирор N  ну^тани олиб, унинг координаталарини хх, у 1г 
zt билан белгилаймиз. N  нуктанинг радиус- вектори 0 LN  =  v булиб, 
бунда v — траектория буйлаб хаРакатланаётган нуктанинг тезлиги. 
Агар нуктанинг ^аракат цонуни (9.2) куринишида берилса, у ^олда 
N  нуктанинг координаталари цуйидагича ани^ланади:

Хх =  X,

У1 =  У> 
Zi =  z,

dfx (t)

еки
dt

и  —  df 2 (t)
й  I T '

dt

(9.17)

Бу тенгламалар N нуцтанинг тезлик годографи буйича %аракат 
тенгламасини ифодалайди. (9.17) тенгламалардан t вацтни чицариб 
ташласак, 0 1x1y 1z1 координаталар системасига нисбатан тезлик годог- 
рафининг тенгламасини хосил киламиз.

Агар ну^та ми^дор жихатдан узгармас тезлик билан хзракатлан- 
са, бундай хаРакат текис харакат дейилади. Эгри чизикли текис 
Харакатдаги нуктанинг тезлик годографи, радиуси миедор жихатдан 
тезликка тенг булган сфера сиртидаги эгри чизикдан иборат булади. 
Тутри чизикли текис хаРакатДаги нуктанинг тезлик годографи битта 
ну^тадан иборат булади.



51-§. ХаРакати координаталар усулида берилган нуктанинг
тезланиши

Харакати координаталар усулида (9.2) тенгламалар билан берил­
ган нуктанинг тезланишини аницлаш учун до тезланишни координа­
та у^ларидаги wx, доу, wz проекциялари орцали ифодалаймиз:

w — wx i +  wy j  +  wz k. (9.18)

(9.12) ва (9.18) ларни (9.10) га цуямиз:

wxl  +  W y l +  Wz k =  (vx i +  Vy~j+ vz k) = —*-! +  

dv4 — dv2 —
+  Т / + Т Г  A.dt

Бу тенгликнинг икки томонидаги i, j, k бирлик векторлар олдидаги 
коэффициентларни солиштириб, (9.14) ни эътиборга олсак, куйидаги 
ифодага эга буламиз:

(9.19)

Демак, тезланиш векторининг бирор Цузгалмас Декарт коор­
динаталар уцидаги проекцияси нуктанинг мос координаталаридан 
вацт буйича олинган иккинчи %осилага ёки тезлик векторининг 
мос координата уцларидаги проещиясидан вацт буйича олинган 
биринчи хрсилага тенг булади.

Нуцта тезланишининг модули ва йуналиши хуйидаги форму- 
лалардан топилади:

wx = dvх _  d'-x --- у
dt dP

-

ДОу =
dVy

~Ж
d2y 

=  ~dP =  y,

wz = dvz
dt

_  d?y_ 
dt*

=  z.

w =  } / w l  +  w2y + w % =  ] / х 2 +  у 2 +  г2; (9.20)

cos (до, 0  =  — , cos (до, j) =  — , cos (до, k) — —  • (9.21)W W W
Агар ну^та турри чизи^ли харакатда булса, унинг ^аракати битта

х =  f(t)
тенглама билан аницланади. Бу холда ну^та тезлиги ва тезланиши­
нинг микдори

dx



булади. Агар vx >  0 булса, нук;- 
танинг тезлиги х уцнинг мусбат 
йуналиши буйича, vx < 0  булса, 
х у^нинг мусбат йуналишига тес­
кари йуналади. Тезланишнинг йу­
налиши хам шундай аницланади.

Агар вацт утиши билан тур- 
ри чизи^ли хаРакатДаги нуцта 
тезланишининг микдори орта бор- 
са, яъни нуцтанинг тезлиги би­
лан тезланиши бир йуналишда 
булса, бундай харакат тезланув- 
чан харакат дейилади.

Ва^т утиши билан нуцта тез­
ланишининг миадори камая борса, 
яъни тезланишнинг йуналиши тезликка царама- ^арши йуналса, бун­
дай харакат секинланувчан %аракат дейилади.

52-§. Ну^танинг тезлик ва тезланишларини аш цлаш га оид
масалалар

Ну^та кинематикасида купинча ну^танинг харакат тенгламалари 
берилган булиб, унинг траекторияси, тезлиги ва тезланиши каби ки­
нематик элементларини аниклаш талаб этилади. Айрим холларда 
Х а р а к а т  тенгламаси берилмайди. Бундай холДа масалада берилган 
шартлардан фойдаланиб, даставвал ну^танинг харакат тенгламалари 
тузилади, сунгра нуцта харакатининг кинематик элементлари топи­
лади. К,уйида шундай икки хол учун масалалар ечамиз.

17-масала. Даракати
х =  At — 2 t \  у  =  3 ( t  — 0 ,5 /2)

тенгламалар билан берилган ну^танинг траекторияси, тезлиги ва тез­
ланиши топилсин (х, у  — метрда, t — секундда улчанади).

Ечиш. а) Берилган харакат тенгламасидан t ни йу^отсак, нуцта-
нинг траектория тенгламаси у — - ^ - х  куринишда булади. Демак, 

нухтанинг траекторияси координата бошидан утувчи Ох у^ биланз
а  =  arc tg —  бурчак ташкил этувчи турри чизщдан иборат (96-расм);

б) нуцта тезлигининг координата у^ларидаги проекцияларини
(9.14) га, тезлигининг моду лини (9.15) га мувофи^ ани^лаймиз:

vx =  х — 4 (1 — t) м/с, vy =  у  =  3 (1 — /) м/с,

о = У х 2+ у 2 = 5 ( 1  — 0  м/с;
в) (9.19) дан тезланишнинг координата уцларидаги проекциялари

wx =  х — — 4 м/с2, wy =  у  =  — 3 м/с2



w — У  х2 +  у2 = 5  м/с2

топилади. Харакат турри чизи^ли булганидан v билан w, траекторияни 
ифодаловчи турри чи зир; буйлаб йуналади.

Бошланрич пайтда, яъни / = 0  булганда, х =  хо= 0 , у = у д =  Ова 
v =  v0 =  5 м/с булганлиги учун нукта / =  0 да координата бошидан 
траектория буйлаб О дан А га v0 бошланрич тезлик билан харакйт- 
ланади. /= 1  с булса, х = 2  м, г/ =  1,5 м булиб, ну^та А (2; 1,5) хо­
латда, тезлиги эса v =  0 булади. Демак, ну^та 1 секунд давомида
О дан А га секинланувчан харакат билан кучади.

/ >  1 секунддан бошлаб нукта тезлигининг модули орта боради 
Хамда vx< 0 ,  vy< 0 ,  wx< 0, w y< 0  булганлигидан ну^та А дан В га 
караб тезланувчан харакат билан кучади (бу хол ну^танинг М2 хо- 
латида тасвирланган).

18-масала. 97-раем, а да кривошип- шатунли механизм тасвир­
ланган. О А кривошип О ну^та атрофида <р =  со/ (бунда со =  const) 
тенгламага мувофи^ айланади. Агар ОА =  АВ — а булса, АВ шатун- 
нинг уртасидаги М  ну^танинг траекторияси, тезлиги, тезлик годо- 
графи ва тезланиши ани^лансин.

Ечиш. М  нуцтанинг харакат тенгламаларини тузамиз. Бунинг учун 
масалада берилган шартлардан фойдаланиб ну^танинг координаталари 
х ва у  билан t ва^т орасидаги муносабатни ани^лаймиз. Расмдан:

Шундай ^илиб, ну^танинг харакат тенгламалари ^уйидагича бу­
лади:

х= О Е  =О В —Е В = 2  О A coscp-------- cos го =  —  cos со/,
2 т  2

АВ . а . ,у  =  ME =  —  sin го =  —  sin со/.
У 2 т  2

х — —  cos со/,
2

а . , и — —  sin со/. 
v  2

(О

(1) дан / ва^тни йу^отиш учун уни цуйидзгича ёзамиз:

—  =  cos со/, —  =  sin со/.
За а
2 2

Буларнинг хар бирини квадрат га ошириб, ^ушамиз:



Демак, нуктанинг траекторияси маркази координата бошида, ярим 
уцлари -у- ва - j -  булган эллипсдан иборат (97- расм, б).

Тезликнинг координата уцларидаги проекциялари (9.14) га кура 
ани^ланади:

За . , „Vx =  X -------- — со sin со/ =  — 3 соу,

а t 1yv =  у  = --------со cos со/ =  —  сох.
у 2 3

(9.15) га асосан тезлик модули ва^т функцияси сифатида аншутнади: 

v =  +  у 2 — — ■ 9 sin2 со/ +  cos2 a t = ^ - } //Г 1 +  8 sin2 со/, 

ёки нук;та координаталари орцали ^уйидагича ифодаланади:

о =  - у  К х 2 +  81 у 2.

Аналитик геометриядан маълумки, ярим уцлари ах ва Ьг га тенг 
эллипснинг М  ну^тасига утказилган уринмадан унинг марказигача 
булган h масофа

„2 1,2
н --------- - *■ - ....

у  Ь \г + а \ф

формуладан ани^ланади. Бу масалада

h = ------ 902
4 У х 2 +  81 ф

булганидан тезликнинг мицдори учун ^уйидагини оламиз:
За2 ш



Бу формуладан куриниб турибдики, нуцта тезлигининг модули шу 
нуцтада эллипсга утказилган уринмадан унинг марказигача булган 
масофага тескари мутаносиб равишда узгаради. Бинобарин, эллипснинг 
катта ва кичик яриму^ларининг учларида тезлик модули мос ра­
вишда энг кичик ва энг катта цийматларга эга булади.

Тезлик годографининг параметрик тенгламаси (9.17) га асосан 
ани^ланади:

Бу тенгламалардан t ни чицариб ташласак, тезлик годографининг 
тенгламаси цуйидагича ёзилади:

тенг эллипсдан иборат булади.
(9.19) дан фойдаланиб тезланишнинг координата у^ларидаги проек­

циялари аницланади:

бунда г  хаРакатланувчи ну^та радиус-векторининг модулидир. Тез­
ланиш йуналиши (9.21) дан ани^ланади;

OU . ,X, = ---------- CD S in  (0/,
1 2

« ,  =  — (0 COS со t. 
2

Шундай ^илиб, тезлик годографи яриму^лари —  со ва со га

wx = х
За  со'2 -, о 
--------- COS СО /  =  —  СО2 X,

2
** а  со2 . , о

W y  — у  = ---------------- —  sin tot =  —  со2 у.

(9.20) га асосан тезланиш модули ^уйидагича ифодаланади:

—— х х
cos (w, х) =  — =  — —

W  Г (3)

w г

Ну^та радиус-векторининг косинуслари учун 

cos (г, х) =  у ,

cos (г, у) =  —
Г

(4)

формулалар уринлидир. 
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(3) ва (4) ни солиштириб, w векторнинг йуналтирувчи косинусла- 
ри г радиус-векторнинг йуналтирувчи косинусларидан фа^ат ишораси 
билан фар^ ^илишини курамиз. Бу эса ну^та тезланиши унинг ра- 
диус-векторига тескари йуналганлигини курсатади. Бу холни яна 
куйидагича изошлаш мумкин: нуктанинг тезланиши w  унинг радиус- 
вектори г га мутаносиб равишда узгаради:

w =  wx i - f  wy j i— со2 (x i +  yj) =  — co2 r.

Бундаги минус ишора w тезланиш г радиус-векторга тескари йунал­
ганлигини ифодалайди.

53-§. Дифференциал геометриядан баъзи маълумотлар

1. Табиий координаталар системаси. ^узгалмас Oxyz координата­
лар системасига нисбатан М  ну^та бир текисликда ётмайдиган эгри 
чизиц АВ буйлаб ^аракатлансин (98-расм). АВ эгри чизицда мазкур 
нуцтанинг бир-бирига яцин иккита М ва уИх х°латларини олиб, хаР 
бири ор^али Мх ва уринмаларни утказамиз. Бу уринмаларнинг 
йуналиши ну^та харакатининг мусбат йуналишидаги т° ва т° бир- 
лик векторлар билан аникланади. АВ эгри чизи^ бир текисликда ёт- 
магани учун Мх ва М1т1 уринмалар ор^али битта текислик утказиб 
булмайди. М ну^тада A f ^  га параллел, Мхг чизи^ни -утказамиз. 
х М х х ётган текисликни /70 билан белгилаймиз. М х нуцта М га ин- 
тилганда П0 нинг Мх атрофидаги ^олати узгара боради. П0 текис- 
ликнинг эгаллаган лимит холатини П  билан белгилаймиз. П текис­
лик эгри чизи^нинг М ну^тасидаги ёпишма текислик дейилади.

Агар эгри чизи^ бир текисликда ётса, бу текислик эгри чизик,- 
нинг ёпишма текислиги булади.

М ну^тадаги уринмага перпендикуляр ь^илиб утказилган текис­
лик нормал текислик дейилади. Нормал текисликда ётувчи ва М 
ну^тадан утувчи хар ^андай тугри чизи^ нормални ифодалайди. Нор­
мал текислик билан ёпишма текисликнинг кесишиш чизиги Мп ни



99- раем.

| Уринма

М нуцтадаги бош нормаль дейилади (99-раем). Бош нормалнинг 
йуналиши М. нук,тадан эгри чизи^нинг ботик томонига йуналган п° 
бирлик вектор билан аницланади.

Танланган М т ва Мп ларга перпендикуляр булган ва улар би­
лан унг системани ташкил этадиган Mb нормални утказамиз. Бу 
нормаль бинормаль дейилади. Бинормаль ва уринма ор^али утувчи 
текислик уринма текисликдир. Эгри чизи^нинг М ну^тасидан ут- 
казилган уринма ва бинормалнинг бирлик векторларини мос равишда 
т°, Ь° билан белгилаймиз.

М  ну^талан утказилган уринма, бош нормаль ва бинормаллар 
буйлаб йуналган ук;лар табиий координата уцлари дейилади. Бу 
у^лар нук;та билан биргаликда хаРакатланади. Табиий уцлардан таш­
кил топган координаталар системаси табиий координаталар систе­
маси дейилади.

2. Эгри чизицнинг эгрилиги. М ну^танинг траекториясини ифо­
даловчи эгри чизи^нинг бир-бирига жуда я^ин М ва М х ну^талари- 
дан jM t ва М1х1 уринмаларни утказамиз. Уринмалар орасидаги бур­
чакни А0 билан, ММХ ёйни As билан белгилаймиз (100-раем).
Д 0—  нисбатнинг As нолга интилгандаги лимита

эгри чизщнинг М ну^тадаги эгрилиги дейилади.
Б Эгриликнинг тескари ^иймати эгри чизицнинг М  ну^тасидаги 

эгрилик радиуси дейилади. Эгрилик радиуси р билан белгиланади:

д s

a s -> o  As ds (9.22)

1 ds



1 0 0 - раем. 1 0 1 - раем.

Мисол тарикасида R радиусли айлананинг эгрилигини топамиз 
(101-раем). М ва М х ну^таларда айланага утказилган уринмалар

формуладан аникланади. Шундай к;илиб, айлананинг ихтиёрий нукта- 
сидаги эгрилик узгармас булиб, айлананинг радиусига тескари мута- 
носиб булади.

54-§. Харакати табиий усулда берилган нуктанинг тезлиги

Нуцта харакати табиий усулда берилганда, яъни унинг АВ траек­
торияси, траекторияда олинган цузралмас О ну^та (сано^ боши) ва s 
ёй координатасининг хис°блаш йуналиши хамда траектория буйлаб 
Харакат тенгламаси s — f{t) берилганда нуктанинг тезлигини аник;- 
лаймиз (102-раем). Нуцта t вактда М холатни, t +  А / вацтдан кейин 
А?х холатни эгалласин. Мазкур ну^таларнинг ёй координаталарини 
ани^лаймиз:

s =  ОМ,  sx =  ОМг =  ОМ +  ММХ =  s +  A s.
Ихтиёрий О' нук,тани олиб,

орасидаги бурчакни А 0 билан белгилаймиз. Айланада M M Y =  R • А 0 
булгани учун, М ну^тадаги эгрилик

. ,• Д0 Д0 1k =  Iim -----=  lim ----------=  —
дs-.o As As-t-o ДQ-R R

бу нук;тадан M najVlx нухталар- 
нинг мос равишда г ва /^радиус- 
векторларини утказамиз хамда
(9.8) га асосан М нуктанинг тез­
лигини ани^лаймиз:

Нуктанинг г радиус-вектори 
s ёй координатасига борли^, яъни

dt ‘
А Г 
aS



r =r ( s ) .  Шу саба Зли ну^танинг тезлиги учун ^уйидаги ифодани ёзиш 
мумкин:

— d г ds
(9-24)

бунда
d г Д г /Г1 пг.\—  =  lim ---- . (9.25)
ds Дз~ » 0  As

Л а* *"“*—  векторнннг йуналиши Л г векторники билан бир хил булади.
A s
Д s'-*- 0 да унинг йуналиши ёй координатаси ортиб борадиган томон­
га М ну^тада траекторияга утказилган уринманинг йуналишига инти­
лади. Бу х°лда

lim 1—
as-»o A s

_  lim 14Й&1 -  1.
м,-»м м м ^

^Шундай i-^илиб, —  вектор ’"мивдор жи^атдан бирга тенг хамДа 
ds

ёй координатаси ортиб борадиган томонга М ну^тада траекторияга

утказилган уринма буйича йуналади, яъни —  вектор уринманинг
[ds

бирлик вектори т° ни ифодалайди (103-раем):

^  =  — . (9.26)
ds

(9.26) ни (9.24) га цутб, ну^танинг тезлигини ани^лаймиз: 

бунда

—  -  V (9.28)
dt

тезликнинг алгебраик кийматини ифодалайди.
ds V 0Агар вак;тнинг бирор пайтида — > 0  булса, s функция шу паит-
dt

да уеувчан булади ва v тезликнинг йуналиши уринманинг бирлик 
вектори т° билан бир хил булади (103-раем, а). Агар ва^тнинг бирор

Дг
пайтида — <  0 булса, s функция шу пайтда камаювчан булади ва 

dt
v тезликнинг йуналиши т° га тескари булади (103-раем, б).

Агар —  хосила узлуксиз равишда узгариб ~  =  0 ор^али утганда 
dt dt 

уз ишорасини узгартирса, s ёй координатаси бу пайтда максимум ёки



а)
103- расм.

минимум кииматга эришади, яъни нуктанинг харакат йуналиши узга­
ради.

о dsШундай цилиб, v =  ■— ну^та тезлигининг алгебраик ^иймати би- 
dt

лан бирга траекториядаги йуналишини хам ифодалайди.
19-масала. Огиш бурчаги кичик булганда маятник s =  a sin kt 

цонун асосида айлана ёйи буйлаб харакатланади (104-расм, я). Бунда 
ёй координатаси боши учун О нук,та олинган, а ва k узгармас ми^- 
дорлардир. Маятникни ифодаловчи нуктанинг тезлиги ва тезликнинг 
энг катта циймати ани^лансин.

Ечиш. (9.28) га асосан
dsv =  — = akcoskt. (1)
dt

ds— >  0 булса, нуктанинг тезлиги ёй координатасининг мусбат йуна-
dsлиши буйича (104-расм, б), — <  0 булса, ёй координатасининг ман-
dt

фий йуналиши буйича (104-расм, в) йуналади.
^аракат ^онунидан курамизки, ну^та ёй амплитудаси а га тенг 

булган гармоник тебранма харакатда булади. Энг четки А са В нук,- 
таларда sin kt — ±  1 ва cos kt =  0 булгани учун бу нуцталарда тез­
лик нолга тенг. (1) дан

ш̂ах =

о) S)
104- расм.

6)



булишини аницлаймиз. Яъни | cos k t  | 
=  1, sin k t  =  0 булганда (ёки ну^та 

г,° 0 дан утганда) унинг тезлиги макси­
мум ^ийматга эришади.

55-§. Харакати табиий усулда 
берилган нуктанинг тезланиши

Нуцта тезланишининг табиий коор­
дината у^ларидаги проекцияларини ани^- 

лаймиз. Бунинг учун (9. 27) формулани ^уйидаги куринишда ёзамиз:

v =  v ти,
бунда: т° — уринманинг бирлик вектори; v = ds

d7
тезликнинг алгеб-

раик ^иймати. У холда нук;та тезланиши учун берилган (9. 10) ({юр- 
мула цуйидагича булади:

w = do  d v  „ . d т° dv —x d x° d s  -------- ------% v —  =  ----- +  v ---------------
d t  d t  dt d t  d s d t

(9. 29)

Бу формуладаги векторнинг микдори ва йуналишини ани^лаймиз: 
ds

^ ° =  lim 
ds a s->o Д s

бунда А т° вектор траекториянинг М ва М± ну^таларида мос равиш­
да олинган г° ва xj уринмалар бирлик векторларининг айирмасига
тенг (105-раем). \ МВ\  =  1, \МС\ =  \ булгани учун, тенг ёнли МВС 
учбурчакдан

|Д 7 ° |  =  | £ С |  =  2 s in  М ,

бунда А 0 орцали т° ва tJ бирлик векторлар орасидаги бурчак бел- 
гиланган. Натижада

п . д е  
IД х° I -- 2 s lndx°

еки

dx°
ds

sin ■

ds

Д 0

=  lim
As- * 0 Д s

=  lim
As—►0

=  Iim
Дз-»0 I A 0 

2

• A i  I =  Iim 
As | дв-»о

sin
Д9

A 0 
2

A s

lim —
д3-»о Д s

, .  A e=  lim —  
As- » 0  A s

бу тенгликда (9.22) ва (9.23) га кура
Д 6



диуси. Бинобарин, 1 л „ ,  а т°=  — булиб, ----- векторнинг модули траек-
р ds

бунда: k — траекториянинг М ну^тадаги эгрилиги; р — эгрилик ра- 
di° 
ds

ториянинг М нуктадаги эгрилигини ифодалайди. Мазкур векторнинг 

йуналиши DM В нинг Д0->О даги лимит ^олати билан аникланади:

DMB =  DMC +  СМВ =  + д е  = ,JL + A i ,
\2  2 j 2 2

Бу тенгликдан курамизки, A 0 -> 0 да D M B ->— , яъни — вектор-
2  ds

нинг йуналиши М  нуктада траекторияга утказилган п° бош нормаль 
бирлик векторининг йуналиши билан бир хил булади.

Шундай килиб, вектор мивдор жихатдан — га тенг, йунали- 
ds р

ши бош нормаль буйлаб траекториянинг эгрилик маркази томон
йуналади, яъни

—  =  (9.30)
ds р

(9.28) ва (9.30) га асосан, (9.29) ^уйидагича ёзилади:

ш = - * 7 0 + — п°. (9.31)
di р

Бу формула ёрдамида тезланишнинг табиий координата укларидаги
do —о , .ташкил этувчилари аницланади. — % вектор траекторияга М нук;-
dt

тада утказилган уринма буйича йуналади ва уринма тезланиш 
дейилади ^амда w% билан белгиланади:

— d v __
(9-32)

^2 — ■
— п° вектор эса траекторияга М нуктада утказилган бош нормаль

буйлаб йуналади ва нормал тезланиш дейилади ^амда wn билан 
белгиланади:

wn =  — I f .  (9.33)
Р

Уринманинг бирлик вектори т° ва бош нормалнинг бирлик векто­
ри п° траекториянинг М ну^тасида утказилган эгрилик текислигида 
ётганлиги туфайли М нуктанинг тезланиши ^ам мазкур эгрилик те­
кислигида ётади. Шу сабабли тезланишнинг бинормалдаги ташкил 
этувчиси нолга тенг булади.

(9.32) ва (9.33) га асосан тезланишнинг табиий координата у^ла- 
ридаги проекциялари цуйидагича аникланади:



р
Бу тенгликлардан курамизки, нщтя тезланишининг уринмада- 

ги проекцияси тезликнинг агггбргт  цийчтплдан ва%п буйича 
олинган биринчи тартибли %осилага ёки нуцтанинг ёй координа- 
тасидан ва^т б§йича олинган иккинчи тартибли хрсилага тенг; 
пункта тезланишининг бош нормалдаги проекцияси шу нуцта тез­
лиги квадратининг траекториянинг берилган нуцтадаги эгрилик 
радиусига нисбатига тенг.

Траекториянинг М  ну^тасида уринма ва бош нормалнинг бирлик 
векторлари т°, п° буйича йуналган wx ва wn векторларни тасвир-
лаймиз (106-раем). Бунда wn нормал тезланиш доимо М  ну^тада 
траекториянинг боти^ томэнига йуналади ва мусбат ^ийматга эга бу'- 
лади. wx уринма тезланиш эса wx >  0 да т° билан бир йуналишда 
булади (103-]расм, а) 0 да т° га царама-^арши йуналади 
(106-раем, б). _  __

Ну^танинг тезланиш вектори w уринма тезланиш wx ва нормал 
тезланиш шл ларнинг геометрик йириндисига тенп

w =  wx +  wn. (9.36)
Бу икки тезланиш узаро перпендикуляр йуналганидан тула тезланиш 
модули

w= - / < + < -  y  {ff+[fi ■ <э-з7>
формуладан, йуналиши эса

, I»,/tg ji =  J— I (9.38)
w„

формуладан топилади.



56-§. Х,аракатнинг хусусий х°ллари
1. Турри чизи^ли харакат. Агар нуктанинг траекторияси турри

ĵ2
чизиадан иборат булса, р =  оо булади. Бу х°лда wn =  —  =  0 бу-

Р
либ, нуктанинг тезланиши фацат уринма тезланишга тенг булади:

dvw =  w . =  —  
т dt ’

Бу х°лда нуцтанинг тезлиги фацат мивдор жи^атдан узгарганлиги 
туфайли нуктанинг уринма тезланиши тезликнинг сон ^иймати жи- 
Х а тд ан  узгаришини ифодалайди.

2. Эгри чизицли текис харакат. Агар нуцта эгри чизи^ли текис
Харакат цилса, яъни v — const булса, wx =  ~ =  0 булиб, нуктанинг

V3тезланиши фацат нормал тезланиш w =  wn = — га тенг булади. Бу
_  Р

Холда нуктанинг тезланиш вектори w  доимо эгри чизшушнг боти^ 
томонига йуналган бош нормаль буйлаб йуналади. v =  const булга­
ни учун бу тезланиш вацт утиши билан фацат нуцта тезлиги йуна- 
лишинииг узгаришидан хосил булади. Бинобарин, нормал тезланиш 
ну^та тезлигининг йуналиш жихатдан узгаришини ифодалайди.

Текис харакат тенгламасини тузиш учун (9. 28) тенгликдан фой-
даланамиз, бунда v =  vQ =  const булганидан v0 =  — ёки

dt
ds =  v0 dt (9. 39)

Дастлабки пайтда, яъни ^= 0  да нуктанинг ёй координатаси s0 га 
тенг, t ва^тдан кейин эса s га тенг булсин. У холда (9. 39) ни ин- 

а I
тегралласак, f ds =  Г v0dt ёки

st 0

S =  s0 +  v0t (9. 40)
келиб чи^ади. (9. 40) ифода нуктанинг эгри чизщли текис хара­
кати тенгламаси дейилади.

3. Турри чизи^ли текис харакат. Бу холда w =  wx =  wn =  0 бу­
лади. Фа^ат турри чизи^ли текис харакатда нуктанинг тезланиши 
доимо нолга тенг булишини таъкидлаб утамиз.

4. Эгри чизицли текис узгарувчан харакат. Агар нуктанинг ха­
ракати давомида доимо wx =  const булса, бундай харакат текис уз• 
гарувчан харакат дейилади. Текис узгарувчан харакат тенгламасини 
топиш учун харакатнинг бошлангич шартлари берилган булиши керак. 
Дастлабки пайтда, яъни i =  0 да s — s0 ва v — v0 булсин. (9. 34) 
формуладан

dv — wxdt (9.41)

тенгликни оламиз. (9. 41) ни wx =  const эканлигини эътиборга олиб 
интеграллаймиз:



\ dv =  j* wx dt

еки
v =  va +  w , t

(9.42) дан эгри чизицли текис узгарувчан харакатдаги нуктанинг
тезлиги аникланади. Бу ердаги v нинг урнига —  ни ^уямиз:

dt

ds— =  v0 + w  x t ёки ds =  vQdt +  w x tdt.

Бу тенгламанинг икки томонини яна интеграллаб текис узгарувчан 
Харакат тенгламасини оламиз:

t l
s =  s0 +  v0 t +  wT -  . (9.43)

Тугри чизикли текис узгарувчан харакат тезлиги ва харакат тенг­
ламаси хам (9.42) (9.43) формулалар каби топилади, факат ёй коор- 
динатаси s урнида нуктанинг тугри чизшуга координатаси х ^атнашади:

х =  v0 +  wt,
X =  х0 +  v0t +  —  .wf- (9.44)

57- §. Нуктанинг уринма ва нормал тезланишларига оид 
масалалар

20-масала. Ну^та R радиусли айлана буйлаб s масофани утган 
ондаги тезлиги и =  У 2^/г га тенг; бунда h — айлананинг горизонтал 
ОВ диаметридан нуктанинг пастга тушиш баландлиги. Агар шу пайт-.—ч
да ООхМ  =  ю булса, нуктанинг унга мос келувчи тезланиши топил- 
син (107-расм).

Ечиш. Нуцтанинг х °латини 
координатаси ОМ =  s =  R<f билан 
ани^лаймиз, Нуктанинг нормал тез­
ланишини (9. 35) дан топамиз. р==R, 
v =  y~2gh, h =  R sin ф ^ийматлари-
ни wn =  —  формулага куйсак,

Р

wn =  2^э1пф (1)
Х осил булади. Уринма тезланиш эса
(9.34) воситасида аникланади:



dt '"x dt \ r ~S‘V y  2gh &
h — R s in ф булганидан

—  =  — (/? sin tp) =  R cos ф —  
dt dt v> ^ d t

Ну^та тезлигининг алгебраик ^ийматини (9.28) дан топамиз:
d ф 
dt

V W h
бундан

(5) ни (3) га ^уйсак,
d/i
"л"

=  ]/2g7i cos ф

Хосил булади. (6) га асосан (2) дан ^уйидаги келиб чи^ади:

w.

(3)

(4)

(5)

(6) 

(7)

(1) ва (7) ни (9.37) га цуямиз ва нук;танинг тулиц тезланишини аниц- 
лаймиз:

w — ]/* w\ +  w2n — g  У  (2 sin ф)2 +  (cos ф)2 =  g  ]/~ 1 +  3 sin2 ф .

21-масала. Снаряднинг харакати

х — vQt cos а 0, у  =  v0t sin а0 — —g t2 (1)
тенгламалар билан берилган, бу ерда v0 ва а 0 — доимий миедорлар; 
а 0< - | - -  Снаряднинг энг узокда тушиш масофаси xmiX ва Ерга ту-

шиш олдидаги траекториясининг эгрилик радиуси р топилсин.
Ечиш. Даракат тенгламаларидан t ни йуцотиб, траекториянинг 

тенгламасини топамиз:

у = х  tg a 0- е
2  на cos a n

■х‘. (2)

Демак, траектория параболадан 
иборат экан (108-раем). Нукта 
Ерга (Ох уода) тушган ва^тда 
унинг координаталари (xmsx, 0) 
булади. (1) да у  =  0 деб цараб, 
снаряднинг Ерга тушиш ва^ти 
ни ани^лаймиз:



О =  v0ts in a 0 — ^ g t 2,

бунда / =  0 бошланрич ва^тни,

t =  t 1 =  2р° sin- ^  (3)
8

эса снаряднинг энг узсядо тушиш ва^тини билдиради. У холда
v\ sin 2  a 0

х = Х тах =  D o C O S C V ^  ----------------------- (4)
8

(9.14), (9.15), (9.19) ва (9.20) формулалар воситасида v тезлик 
ва w тезланишни топамиз:

л; =  d0 cos  a 0, х =  0 ,

У — ^0s i n a 0 — gt, y =  — g, 

v* =  x2 +  у 2 =  v\ — 2 v0gt sin a 0 +  g2t2,

W2 =  X2 +  y2 =  g2-
(9.34) га кура уринма тезланиш

w  _  dv _  — g (v0 sin a 0  — gt) __

(5)

Y  (ti0 cos a 0) 3 +  (y0 sin a„  — g i f
булади. Бу ердаги t нинг урнига Ерга тушиш ва^ти tx ни ^уйиб шу 
пайтдаги wx ни топамиз:

_  —  g  (Op Sin a 0 — 2v„ sin «„) _ g  sin a 0.
] / "  Bq cos2 a 0  +  v[j sin* a Q

(9.37) га асосан нуктанинг нормал тезланиши цуйидагича булади:

wn =  У  w2 — 0)2 =  ] /  g 2 — g2 sin2 а0 =  g  cos a 0.

(3) ни (5) га цуйсак, t — tx пайтдаги тезликнинг циймати v =  v0 
эканлиги келиб чи^ади.

(9,35) даги о нинг урнига v0 ни ^уйсак, эгрилик радиуси

_ Г2 _ t'o
w„ g  cos a 0

X б о б
КАТТИК ж и е м н и н г  ИЛГАРИЛАНМА ВА ЦУЗРАЛМАС УК 

АТРОФИДАГИ АЙЛАНМА ^АРАКАТИ

1^аттиц жисм кинематикасида учрайдиган масалалар икки ^иемга 
булинади: 1) бутун жиемнинг харакати ва бу харакатнинг кинематик 
хусусиятларини ани^лаш; 2) жисм хаР бир ну^тасининг харакатини 
урганиш.



Дастлаб ^аттщ  жисмнинг энг содда ^аракатлари: илгариланма 
ва цузгалмас уц атрофидаги айланма ^аракатларини куриб чи^амиз.

58-§. ^атти^ жисмнинг илгариланма харакати

Жисмда олинган хаР ^зндай кесма жисм ^аракэти давомида 
Хамма вацт уз-узига параллел ^олса, жисмнинг бундай харакати ил­
гариланма \аракат  дейилади.

Илгариланма харакатдаги жисм ну^таларининг траекториялари 
исталган куринишда булиши мумкин. Масалан, тугри чизикли рельс- 
да харакатланаётган вагон кузовининг харакати илгариланма харакат 
булиб, кузов нуцталарининг траекториялари тугри чизи^дан иборат.

Иккинчи мисол тарицасида 109-расмда курсатилган АВ епарник- 
нинг харакатини кузатамиз. ОхЛ ва 0 2В кривошиплар Ои 0 2 yiyiap 
атрофида айланганда, АВ спарник хамма вацт уз-узига параллел i^o- 
лади, яъни илгариланма харакат цилади. Спарникнинг А в а  В ну^- 
талари марказлари 0 Ъ 0 2 нуцталарда ётган айланалар чизади. Демак, 
бу холда илгариланма х а Ра к а т д а г и  АВ спарник ну^таларининг траек­
ториялари айланалардан иборат булади.

К,аттиц жисмнинг илгариланма хаРакатига 0НД цуйидаги теорема­
ни иеботлаймиз.

Теорема. Илгариланма харакатдаги жисмнинг \амма нуцтала- 
ри бир хил чизщ (траектория) чизади ва щ р онда мщдор хамда 
йуналишлари жихатдан бир хил тезликка ва бир хил тезланишга 
эга булади.

Теоремани исботлаш учун жисмнинг берилган Oxyz ^узгалмас 
координаталар системасига нисбатан илгариланма хаРакатиии текши- 
рамиз (110-расм). Жисмда ихтиёрий Л ва В ну^таларни олиб, улар­
нинг радиус-векторларини гА ва гв  билан белгилаймиз. Расмдан

+  ( 10. 1)

Жисм харакатланганда гА , гв  узгаради. Аммо АВ кесманинг
узунлиги ва йуналиши узгармайди. Чунки ^атти^ жисм таърифига 
кура, АВ кесманинг узунлиги узгармас булиб, илгариланма харакат таъ­
рифига кура, у доимо узига параллел ^олади. Шунинг учун (10.1) тенг-

ликдаги гА ва гв  векторлар узгарганда, уларнинг Л ва В ну^таларининг
траекториялари бир хил булади, яъни ЛЛ2 =  ВВ2 ва параллел булади.

В нуктанинг тезлигини аницлаш учун (10.1) дан t  ва^т буйича 
Хосила оламиз:



dt dt
ёки

VB =  VA

dr п drA
В (10.2)

Л ва В нуцталар ихтиёрий ну^талар булгани учун илгариланма 
Харакатдаги жисмнинг долган барча ну^таларининг тезликлари хам 
бир хил булади. (10.2) дан t вак;т буйича хосила оламиз:

d~vB dvA
dt dt

ёки

wB =  wA (10.3)

(10.3) тенгликдан илгариланма харакатдаги жисм хамма нук,тала- 
рининг тезланишлари бир хилда булишини курамиз. Шундай цилиб, 
теорема исботланди.

Бу теоремадан, жисмнинг илгариланма харакати унинг бирор 
нуцтасининг харакати билан анщланади, деган хулосага келамиз. 
Одатда, бундай нук,та учун жисмнинг огирлик маркази С ну^та оли­
нади. Мазкур ну^танинг харакат тенгламаларини координата усулида 
к,уйидагича ёзиш мумкин:

*е =  / , ( 0; у с =  /2 (0; zc = / 3 (/). (Ю.4)

Шу сабабли илгариланма харакатдаги жисмнинг кинематикаси 
ну^та кинематикасидан фарк, ^илмайди. _  _

Илгариланма харакатдаги жисм нук,тасининг v тезлиги ва w тез­
ланиши жисмнинг барча нуцталари учун бир хилда булганидан улар- 
ни мос равишда жисмнинг тезлиги ва тезланиши дейилади. v ва w 
векторлар жисмнинг ихтиёрий ну^тасига к,уйиб тасвирланади.



59-§. К,аттик; жиемнинг цузгалмас 
yi  ̂ атрофидаги айланма ^аракати 

тенгламаси

Харакатланувчи каттиц жиемнинг ик­
кита нуцтаси доимо ^узгалмасдан крлса, 
унинг бундай ^аракати ц^згалмас уц ат­
рофидаги айланма %аракат дейилади.
Шу ^узралмас ну^талардан утган турри 
чизи!  ̂ айланиш уци дейилади. Жиемнинг 
айланиш у^ида жойлашган ну^талари дои­
мо харакатсиз булади.

Катти^ жиемнинг айланма ^аракати- 
ни текшириш учун айланиш у^и орцали 
иккита текислик утказамиз. Улардан би­
ри цузгалмас П0 текислик, иккинчиси эса 
жисм билан маркам бириктирилган ва у би­
лан бирга ^аракатланадиган П  текислик булсин (111-раем). Айланиш 
уцини жиемнинг А ва В ну^талари орцали юцорига йуналтирамиз ва 
уни Аг билан белгилаймиз. Жисм Аг yi  ̂ атрофида ^аракатланганда 
П  текислик П0 текисликка нисбатан ф бурчакка бурилади. Бу бур­
чак айланиш бурчаги дейилади (у радианда улчанади). Айланиш 
учининг мусбат йуналишидан ^араганимизда жисм соат милининг 
айланишига тескари йуналишда айланса, айланиш бурчаги мусбат, 
акс з^олда манфий деб ^исобланади. К,узгалувчан текисликнинг ^уз­
ка л мае текисликка нисбатан фазодаги ^олати исталган t ва^т учун 
Ф бурчак билан ани^ланади. П текислик жисм билан маркам бирик- 
тирилганидан жиемнинг ^олати ^ам ф бурчак билан аницланади. 
Жисм Аг уц атрофида айланганда мазкур бурчак ва^тнинг узлук- 
сиз, бир к,ийматли функцияси сифатида узгаради:

Ф =  Д 0- (10.5)
Бу ифода жиемнинг цузгалмас атрофидаги айланма %аракати 
тенгламаси дейилади. Агар (10.5) тенглик берилган булса, жием­
нинг П0 текисликка нисбатан ва^тнинг з̂ ар бир пайтидаги ^олати 
маълум булади.

60-§. Айланма ^аракатнинг бурчак тезлиги.
Текис айланма ^аракат

Айланиш бурчаги ф дан вак;т буйича олинган биринчи косила 
Жиемнинг бурчак тезлиги дейилади ва со билан белгиланади;

ёки

© =  Ф =  /'(0-



Бунда ^осиланинг ишораси жисмнинг айланиш йуналишини ифода­
лайди. ф =  / ' ( / ) >  0 булса, шу онда /(/) функция усувчан булади, 
яъни у^нинг мусбат йуналишидан Караганда, соат милининг айлани- 
шига тескари йуналишда айланади; ф =  / ' ( / ) < ;  О булса, шу онда 
f( t) функция камаювчан булади, яъни жисм соат милининг айланиш 
йуналишида айланади.

Агар ^аракат давомида со =  со0 узгармаса, жисм текис айланма 
харакатда дейилади. Бу ^олда

— со0 =  const, dy  =  со0 dt.
dt

Бу тенгламани интеграллаймиз:
Ф =  со0/ +  Cv

Бунда С1 интеграллаш доимийси булиб, ^аракатнинг бошлангич шарт- 
ларидан ани^ланади. Масалан, бошлангич (t — 0) пайтда айланиш 
бурчаги ф =  Ф0 булсин. У з^олда ю^оридаги тенгликдан =  ф0 бу­
лади. Шундай !^илиб, жисмнинг текис айланма \оракати тенгла­
маси

Ф = Ф 0 +  “ / (10.7)
куринишда ёзилади.

Агар t =  0 пайтда ф0 =  0 булса, (10.7) га кура текис айланма 
^аракат тенгламаси ф =  сot куринишда ёзилади. Бундан

u = f .  (10.8)

СИ системасида бурчак тезлиги рад/с (ёки 1/с) да улчанади. 
Жисм бир марта тула айланганда ф =  2л булади. Жисм бир ми- 

нутда п марта айланса, текис айланма ^аракатнинг бурчак тезлиги 
куйидагига тенг булади:

со =  —  =  —  рад/с. (10.9)
60 30 v  4 '

Бу формулада бир минутдаги айланишлар сони п жисм текис- 
айланма ^аракатининг бурчак тезлигини характерлайди.

22-масала. ByF турбинаси дискни ^аракатга келтириш давридаги 
айланиш тенгламаси ёзилсин; айланиш бурчаги вацтнинг кубига му­
таносиб ва t =  3 с булганда бурчак тезлиги я =  810 айл/мин га 
тенг булади.

Ечиш. Масала шартига кура, дискнинг ^аракат ^онунини ^уйи- 
даги формула билан ифодалаш мумкин:

Ф =  kt3 рад,
бу ерда k — узгармас цийматга эга булган ва изланаётган номаълум 
коэффициент.

(10.6) га асосан дискнинг бурчак тезлиги со ни ани^лаймиз:

со =  =  3 k t \  (1)
dt v '



t =  3 с булганда гг = 8 1 0  айл/мин булиши маълум; (10.9) га асосан

k ни топиш учун (1) га t =  3 с кийматни цуйиб, (2) билан солиш- 
тирсак, k =  n келиб чщади.

Шундай цилиб, дискнинг харакат кснуни ф =  л /3 куринишида 
ёзилади.

Ва^т бирлиги ичида жисмнинг бурчак тезлиги узгариши билан 
характерланадиган катталик жисмнинг бурчак тезланиши дейилади. 
Жисмнинг айланма харакатдаги бурчак тезланиши бурчак тезлигидан 
ва^т буйича олинган биринчи тартибли хосилага ёки айланиш бурча- 
гидан ва^т буйича олинган иккинчи тартибли хосилага тенг булади. 
Бурчак тезланиш одатда е билан белгиланади:

Бурчак тезланиш рад/с2 ёки 1/с2 билан улчанади.

(10.10) да хосиланинг ишораси жисм айланма хаРакати бурчак

са, со орта боради ва бундай харакат тезланувчан айланма харакат 
дейилади; 0 булса, со камая боради ва бундай харакат секин-

ланувчан айланма харакат дейилади.
Агар харакат давомида е =  е0 =  const булса, жисмнинг бундай 

Харакати текис узгарувчан айланма харакат дейилади.
Текис узгарувчан айланма хаРакат тенгламасини аниклаш учун

(10.10) тенгликни цуйидаги куринишда ёзамиз:

Бу тенгликни интеграллаб со =  e0t +  Сх ни хосил циламиз. Бунда 
Ci интеграллаш доимийси булиб, харакатнинг бошланрич шартлари- 
дан топилади. Масалан, t =  0 да со =  со0 булса, Сг =  со0 булади. У 
Холда текис узгарувчан айланма харакатнинг бурчак тезлиги

формуладан ани^ланади.
Текис узгарувчан айланма хаРакат тенгламасини келтириб чик;а- 

риш учун (10.6) га кура (10.11) ни к;уйидагича ёзамиз:

(2)

61- §. Айланма харакатнинг бурчак тезланиши. 
Текис узгарувчан айланма харакат

( 10.10)

dt Г • » г Jf

тезлигининг орта бориши ёки камайишини ифодалайди. - ^ - > 0  бул-
di

йш =  e0dt.

(О =  со0 -f  zt ( 10. 11)

=  (со0 +  ei) dt.



ф =  «V Н------- +  С2.

t  =  0 да ф =  ф0 булса, охирги тенгликдан С2 =  ф0 булишини ку- 
рамиз. У >;олда р/2

Ф =  Фо +  ®оН— ■ (10.12)

Бу тенглама жисмнинг цузгалмас щ  атрофидаги текис узгарувчан 
айланма %аракати тенгламасини ифодалайди.

Жисмнинг айланма харакати тенгламаси ф =  f (/), бурчак тезлиги 
со ва бурчак тезланиши е цузгалмас у^ атрофида айланаётган бутун 
жисмнинг харакатини кинематик характерлайди. Аммо жисм ай- 
рим нуцталарининг харакатини аницлаш учун бу катталиклар етарли 
эмас.

62- §. Кузралмас у к; атрофида айланма хаРакатДаги жисм 
нуцталарининг тезлиги ва тезланиши

К,узгалмас у^ атрофида айланма харакатдаги жисм нукталари- 
нинг харакатини характерловчи кинематик элементларни, яъни тра­
ектория, тезлик ва тезланишларни ани^лаймиз.

Жисмнинг айланиш укида иккита лузгал мае Л ва В нуцталарни 
оламиз. Жисмнинг айланиш увидан R масофада жойлашган М ну^- 
тани олиб, уни Л ва В ну^талар билан туташтирамиз (112-расм, а).



Жисм айланиш уци атрофида айланганда МА ва M B  кесмаларнинг 
узунлиги узгармас булганидан М ну^та радиуси R  га тенг, маркази 
айланиш у^ининг С ну^тасида жойлашган айлана чизади. Бу айлана 
М ну^танинг траекториясини ифодалайди. М ну^та жисмнинг ихтиё­
рий нук;таси булганидан, айланма харакатдаги жисм ну^таларининг 
траекториялари, маркази айланиш у^ида булган ва айланиш у^ига 
тик текисликларда жойлашган айланалардан иборат эканини кура- 
миз. Энди М  ну^танинг траектория буйлаб харакатини кузатайлик 
(112-раем, б). Бирор t ва^тда мазкур нуцта М холатда булиб, dt 
вацт утгандан кейин у траектория буйлаб М холатга кучсин. Шу 
dt ва^т ичида жисм ук; атрофида dcp бурчакка айланади. Нукта эса 
траектория буйлаб ds =  Rdy ёйни босиб утади. М ну^танинг траек­
тория буйлаб харакат тезлиги (9.28) формулага мувофи^ аницланади:

Бу формула ёрдамида ани^ланадиган v тезлик жисм нуцтасининг 
чизщли тезлиги дейилади.

Шундай ^илиб, цузгалмас уц атрофида айланма харакатдаги 
жисм ихтиёрий нуцтаси чизщли тезлигининг мщдори жисм бур­
чак тезлигининг мазкур ну^тадан айланиш уцигача булган масо- 
фага купайтмасига тенг. Чизщли тезлик М нуцта чизган айланага 
харакат йуналиши буйича утказилган уринма буйлаб йуналади.

Жисмнинг барча нуцталари учун берилган онда w бир хил ^ий- 
матга эга булгани учун (10.13) дан ^уйидаги натижани оламиз: луз­
гал мае уц атрофида айланма харакатдаги жисм ну^тасининг чизикли 
тезлиги мазкур ну^тадан айланиш у^игача булган масофага мутано- 
сиб тарзда узгаради (112-расм, б).

К,узгалмас у^ атрофида айланма х аРакатдаги жисм нукталари- 
нинг траекториялари айланалардан иборат булгани учун М нук,та- 
нинг тезланиши уринма ва нормал тезланишлардан ташкил топади;
(9.34) ва (9.35) га асосан

Курилаётган холда р =  R ва v =  Ra> булгани учун

Уринма тезланиш wx траекторияга утказилган уринма буйлаб 
(агар х а Ракат тезланувчан булса, хаРакат йуналишида; секинланув- 
чан харакатда эса, унга тескари) йуналади. Нормал тезланиш ы>п эса 
R буйлаб айланиш у^и томон йуналган булади (112-расм, г). Баъзан 
wx ни айланма тезланиш деб, wn ни эса марказга интилма тез­
ланиш деб хам юритилади. (9.37) формуладан тезланишнинг микдори

(10.13)

(10.15)

(10.14)



ва (9.38) дан мазкур тезланишнинг йуналиши

tg n  =  i£ L  (10.17)
со2

топилади.
Жиемнинг барча нуцталари учун берилган онда и ва е бир хил 

^ийматга эга булганидан ц бурчак ^ам шу онда мазкур иукталар 
учун битта кийматга эга булади. (10.16) дан айланма харакатдаги 
жисм нуцтасининг тезланиши мазкур нуцтадан айланиш уцигача бул­
ган масофага мутаносиб равишда узгаришини курамиз (112-расм, д).

63- §. Бурчак тезлик ва бурчак тезланишнинг векторлиги

Юкорида курганимиздек, цузгалмас ук атрофида айланма ^ара- 
катдаги жиемнинг бурчак тезлиги (10.6) формула ёрдамида аник;ла- 
надиган скаляр катталик билан ифодаланади. У ^олда нуцта чизик- 
ли тезлигининг микдори (10.13) формуладан топилади. Нуцта чизик,- 
ли тезлигининг вектор шаклидаги формуласини ани^лаш учун бурчак 
тезликни вектор катталик деб цараймиз. Бунинг учун бурчак тез­
лик векторини айланиш уки буйлаб йуналган ва унинг мусбат йуна- 
лишидан каралганда, айланиш соат милининг айланишига тескари 
йуналишда куринадиган, айланиш учининг ихтиёрий ну^тасига к,уйил- 
ган вектор билан тасвирлаймиз. Бурчак тезлик векторининг модули

I — I dtр

формуладан аницланади.
Бурчак тезлик вектори со берилган [булса: 1) со вектор ётувчи 

айланиш учининг ^олати; 2) со векторнинг йуналиши ёрдамида анщ- 
ланадиган айланиш йуналиши ва 3) со векторнинг модулига тенг бул­
ган жисм бурчак тезлигининг абсолют циймати маълум булади. Шу 
сабабли бурчак тезликни вектор тарзида тасвирлаш купчилик кинема­
тика масалаларини ечишни осонлаштиради.

Айланиш уци учун z  уцни олиб, мазкур уцнинг бирлик векто­
рини k билан белгиласак, цуйидагича ёза оламиз:

— -г

ю =  dt k - ”. (10Л8)
Айланиш уци цузгалмас булгани учун k — соnrf; жиемнинг бурчак 
тезланишини аниклаш учун (10.18) дан вакт буйича косила оламиз:

e =  ^ - = * 4 - k .  (10.19)dt &  v '

(10.18) ва (10.19) формулалардан курами зки, со ва е векторлар 
ва -^2 бир хил ишорали булса, айланиш уци буйлаб бир то-
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113- расм.

монга (113-расм, а), турли ишорали булса, царама-^арши томонга 
йуналади (113-расм, б), 

г векторнинг модули

64- §. Айланма харакатдаги жисм нуцталари тезлиги ва 
тезланишининг векторли ифодалари

Жисм ихтиёрий М нуцтасининг айланиш уцидаги О нуцтага нис­
батан радиус-векторини г билан белгилаймиз. У ^олда М  ну^та тез- 
лигининг модули

формуладан аницланади. _
v тезлик вектори и бурчак тезлик билан г радиус-вектор 

ётган текисликка перпендикуляр равишда, айланиш йуналишида 
М нуцтага айланага утказилган уринма буйлаб йуналади (113- 
расм). со X г вектор со ва г ётган текисликка (яъни М  нуцта ва 
айланиш у^и орцали утувчи текисликка) перпендикуляр равишда, ай- 
ланиш йуналиши буйича йуналади.

Бинобарин, v ва to х  г векторлар модуль жихатдан тенг, йуна­
лиши бир хил, яъни улар узаро тенг булади:

|t)| = # ( 0  =  л» sin (со*г) =  | со X  г |



Шундай ^илиб, цузтлмас уц атрофида айланма харакатдаш 
жисм. ихтиёрий нуцтасининг чизщли тезлиги жисмнинг бурчак 
тезлик вектори билан мазкур нуктанинг айланиш уцидаги ихти­
ёрий нуцтага нисбатан радиус-векторининг векторли купайтма- 
сига тенг.

(10.20) ифода к;аттик; жисм кинематикасидаги асосий формула- 
лардан бири булиб, Эйлер формуласи дейилади.

Уринма ва марказга интилма тезланишларнинг векторли ифодаси- 
ни аниклаш учун (10.20) дан ва^т буйича ^осила оламиз:

Бу тенгликдаги е х  г  уринма тезланиши, со X о марказга интил­
ма тезланишни ифодалашини курсатамиз.

113-раем, а да тезланувчан айланма хаРакат> ШУ рэемнинг б 
сида секинланувчан айланма хаРакат УЧУН уринма ва марказга 
интилма тезланишларнинг йуналиши курсатилган. 

s х  г векторнннг модули:

булади; бунда а  орцали г радиус- вектор билан е бурчак тезланиш 
орасидаги бурчак белгиланган.

е х  г вектор е ва г ётган текисликка (яъни М ну^та ва айла­
ниш у^и орцали утувчи текисликка) перпендикуляр равишда тезла­
нувчан айланма харакатда v тезлик йуналиши буйича (113-раем, а), 
секинланувчан айланма хаРакатДа эса унга тескари йуналади (113- 
расм, б).

Бинобарин, е х  г ва wx векторларнинг модуллари тенг, йуна­
лиши бир хил, яъни улар узаро тенг булади:

Шундай ^илиб, цузралмас уц атрофида айланма харакатдаги 
жисм ихтиёрий нуцтасининг уринма тезланиши жисмнинг бур­
чак тезланиш вектори билан мазкур нуктанинг айланиш рцидаги 
ихтиёрий нуцтага нисбатан радиус- векторининг векторли купайт- 
масига тенг.

---- — ---- - /ч / -г- ш ——  ,
dt dt dt

Бунда

d со dr
dt

=  V

булгани учун
ш = е Х / , + й Х и , ( 10.21)

| е X г  | =  | е | г sin а  =  | е | R =  | wx I

wx =  в Х г. (10.22)



Курилаётган ^олда v _L со булгани учун, sin (со у)=1 булади. Шу 
сабабли

— _  _____
I СО X V | =  | (0 I | и I sin ( (О , V) =  Jtt> | | V | =  R  СО2 =  W n _

Агар бурчак тезлик вектори со ни фикран М нуцтага кучирсак, со х  
X v вектор тезланувчан айланма ^аракатда ^ам, секинланувчан айлан­

ма ^аракатда з̂ ам МС радиус буйича С марказга йуналади.
Бинобарин, со X о ва wn векторларнинг модуллари тенг, йуна­

лиши бир хил, яъни улар узаро тенг булади:

^  Шундай цилиб, ц()згалмас уц атрофида айланма харакатдаги 
жисм ихтиёрий нуцтасининг марказга интилма тезланиши жисм­
нинг бурчак тезлик вектори билан мазкур нуцта чизщ ли тезли- 
гининг векторли купайтмасига тенг.

(10.22) ва (10.23) га асосан ^узгалмас уц атрофида айланма з а̂ра- 
катдаги жисм ихтиёрий ну^тасининг тезланишини ифодаловчи тенг- 
ликни ^уйидагича ёзиш мумкин:

(10.22), (10.23) ва (10.24) формулалар мос равишда ц§згалмас 
уц атрофида айланаётган кат т щ  жисм нукталарининг уринма, 
марказга интилма ва тулиц тезланишларининг векторли ифода- 
сидир.

23-масала. 114-расмда тасвирланган механизмда А юк х= (0 ,18+  
-(- 0,71-) М ( t Baî T секунд з^исобида) цонун буйича тугри чизикли 
илгариланма ^аракат цилади. К,уйидагилар берилган: R., =  1 м; г 2 =  
= 0 ,6  м; Я3= 0 ,75 м. Юк 5 = 0 ,2  м йулни утган пайтда механизм 
М ну^тасининг тезланиши аницлансин.

Ечиш. Л юк S =0,2  м йулни утишига кетган т ва^тни зугсоб- 
лаймиз:

w =  со X v.О (10.23)

W =  W +  W .П * П (10.24)

бундан

Харакат тенгламасидан ва^т
буйича косила олиб, Л юкнинг ^
тезлигини аник;лаймиз:

vA =  х  — 1,4/м/с.

г2 радиусли рилдирак гардиши- 
да ётган нуктанинг тезлиги 1>л =



— r 2w2. Бундан механизм 2-буршшинг бурчак тезлиги учун цуйидаги 
ифодани оламиз:

х  1 , 41 7 , ,• СО, =  — =  -----  =  —t с~[.
■ 2 га 0,6 3

Таищи илашмали R2 ва R3 радиусли рилдираклар царама-царши 
йуналишда айланади ва уларнинг бурчак тезликлари гилдираклар
радиусларига тескари мутаносибдир: —  =  — ,

<в3 #2
Бундан

1 7 , 28 ,со, =  —  со, = ----  • — t =  —  t с 1.
3 R3 2 0,75 3 9

(10.10) га асосан бурчак тезланиш

28 о jе3 =  —-  =г —  c r 2=const.
3 dt 9

(10.3) га кура М  нуцта тезлигининг мивдори

=  #з«, =  °>75 ®з

булиб, 3 -гилдирак радиусига перпендикуляр равишда, у айланадиган 
томонга йуналган.

(10.14) га биноан М  нуктанинг уриима тезланиши ми^дор жи- 
^атдан

wx =  R3 е3 =  2,33 м/с2

булиб, йуналиши v тезлик буйича йуналади, чунки гилдираклар 
тезланувчан ^аракат цилади (е >• 0).

М  нуцта марказга интилма тезланишининг микдори (10.15) ёр­
дамида аникланади:

wn *=R3<*1= 0,75 со§.

wn вектор радиус буйича рилдирак марказига йуналади.
(10.16) воситасида М  нуктанинг тулиц тезланиши топилади:

w =  R a V * l + c o t  •

Аницланган ифодаларнинг t =  х вацтдаги ^ийматлари цуйидаги 
жадвалда келтирилган:

(О, V Тезланиш, м/с1
С — с- * м/с WX а>п W

1,65 3,11 1,24 2,33 2,02 3,09



XI б о б
КАТТИК; ЖИСМНИНГ ТЕКИС ПАРАЛЛЕЛ ХАРАКАТИ

Жисмнинг хар бир нуктаси доимо бирор цузгалмас П0 текис­
ликка параллел текисликда \аракатланса, унинг бундай харакати 
текис параллел харакат дейилади.

Катти^ жисмнинг текис параллел'харзкатига ^уйидаги мисол лар­
ни келтириш мумкин: 1) асоси доимо бирор цузгалмас текисликда 
сирпанувчи конуснинг хаРакати; 2) турри чизи^ли рельсда рилдирак­
нинг думалаши; 3) бир текисликда харакатланувчи машина ва меха­
низм ^исмларининг харакати ва хоказо.

65-§. Текис параллел хаРакатнинг хусусиятлари.
Текис шаклнинг харакат текнслигида кучиши

К,аттик; жисмнинг текис параллел харакатини урганиш учун жисм 
ор^али Я 0 текисликка параллел булган ихтиёрий Я  текисликни ут­
казамиз. Я  текислик жисмда S цирк;имни хосил ^илади (115-раем). 
Келгусида S юзани текис шакл деб атаймиз. Текис шакл хамма 
ва^т Я  текисликда хаРакатланади. Текис параллел хаРакатдаги жисм­
да Я  текисликка перпендикуляр цилиб олинган АХА2 кесма узига 
параллел равишда кучади, яъни AtA2 кесма илгариланма хаРакатДа 
булади. Шу сабабли жисмнинг бу кесмада ётган хамма ну^талари- 
нинг харакатини урганиш урнига, улардан бирининг, масалан, S те­
кис шакл А нук;тасининг харакатини урганиш кифоя. Шунингдек, 
Я  текисликка перпендикуляр ВХВ2 кесманинг хаРакатини урганиш 
урнига унинг 5 юзадаги В ну^тасининг хаРакатини урганиш етарли- 
дир. Шундай ^илиб, ^аттти^ жисмнинг текис параллел хаРакатини 
урганиш учун жисмда Я0 цузгалмас текисликка параллел булган 
5  юзанинг Я  текисликдаги хаРакатини билсак кифоя.

Текис шакл хаРакатланадиган 
Я  текислик текис шаклнинг ха­
ракат текис лиги дейилади. Дара- 
кат текислигида жойлашган ^уз- 
ралмас Оху координаталар систе­
масига нисбатан текис шаклнинг 
Харакатини урганамиз. Келгусида 
Харакат текислиги учун шакл те- 
кислигини оламиз.

Текис шаклнинг уз текисли­
гидаги хаРакати унинг ихтиёрий 
икки ну^тасининг холати билан 
ёки бу ну^таларни туташтирувчи 
кесманинг х°лати билан ани^ла- 
нади. Шу сабабли текис шакл­
нинг харзкатини урганиш урнига 
унда олинган ихтиёрий кесманинг
Харакатини урганиш кифоя. 115- раем.



Текис шакл харакатини унда- 
ги кинематик холати аниц булган 
нуцта харакатига борлаб урганиш 
цулай булади: бу нуцта цутб 
деб юритилади.

Текис шаклнинг кучишига оид 
цуйидаги теоремани исботлаймиз.

116- расм.

Теорема. Текис шаклнинг ха­
ракат текислигидаги %ар цандай 
кучишини цутб билан биргалик­
даги илгариланма харакати %ам- 
да цутбдан харакат текислиги­

га перпендикуляр равишда утувчи уц атрофидаги айланма хара- 
катидан ташкил топган деб караш мумкин.

Исбот. Текис шаклнинг хаРакат текислигидаги ихтиёрий икки хо­
латини оламиз: унинг I холати АВ билан, II холати эса А1В1 би­
лан аницлансин (116-расм). А нуцтани цутб деб олиб, текис шаклга 
шундай илгариланма кучиш берамизки, натижада А нуцта Ах нуцта 
билан устма-уст тушсин. У холда текис шакл пунктир билан чизил- 
ган III холатни эгаллайди, бунда АУВ' || АВ. Текис шаклнинг илга­
риланма кучиши АА1 вектор билан аницланади. Ах нуцтадан хара­
кат текислигига перпендикуляр равишда утувчи ук; атрофида текис
шаклни В' АХВ1 =  ф! бурчакка айлантирсак, текис шакл II хола'1НИ 
эгаллайди. Шундай цилиб, теорема исботланди. ___

К,утб учун В нуцтани олсак, илгариланма кучиш ВВ1 вектор би-
лан ифодаланади. Текис шаклни Вх цутб атрофида А' Вх Ах =  ф2 
бурчакка айлантирсак, текис шакл П холатни эгаллайди. Расмдан 
курамизки, ВВХ Ф ААХ; яъни илгариланма кучиш цутбни танлашга 
борлиц булади; В'А | |  ВХА' ва Ах Вх умумий булгани учун Ф i =  ф2 
Хамда айланиш йуналиши бир хил булади. Шундай цилиб, цутб 
атрофида айланиш бурчаги цутбни танлашга борлщ булмайди.

Юцорида исботланган теоремага асосан, текис шаклнинг уз текис­
лигидаги хаР ондаги хаРакатини илгариланма ва айланма х аРакат- 
лардан иборат деб цараш мумкин; илгариланма харакат цутбни тан­
лашга борлиц булади ва цутб учун олинган нуцтанинг хараклти 
билан аницланади.

Текис шаклнинг бирор А нуцтасини цутб учун цабул цилиб, 
унинг цузралмас Оху координаталар системасига нисбатан координа­
таларини хА, у А билан белгилаймиз (117-расм). А нуцтанинг хара- 
катини аницлайдиган

тенгламалар текис шаклнинг илгариланма хаРакатини ифодалайди. 
Текис шаклда олинган ихтиёрий АВ кесманинг х уц билан ташкил

66- §. Текис шаклнинг харакат тенгламаси

хА =  h  (0. У а =  /г (0



цилган бурчагини ф билан белги­
ласак, жисм ^аракатланганда ф 
бурчак вакт функцияси сифатида 
узгаради:

ф = /з (0 -

Шундай цилиб, текис шаклнинг 
^аракати

хА =  / ,  (О, 
У л =  U W. 
ф =  и  (0.

тенгламалар билан аницланади. (11.1) тенгламалар цатпищ жием­
нинг текис параллел харакати тенгламалари дейилади.

Хусусий ^олда ф =  const булса, текис шаклда олинган АВ кесма 
доимо узига параллел равишда ^аракатланади ва текис шакл (ёки 
жисм) илгариланма ^аракатдэ булади. Агар ^аракат давомида хА ва 
у А лар узгармас цийматга эга булса-ю, ф бурчак узгарса, у ^олда 
А нуцта цузгалмасдан к;олади ва текис шакл А нуцта атрофида 
айланма ^аракатда булади, яъни жисм А нуцтадан утувчи ва шакл 
текислигига тик уц атрофида айланма ^аракатда булади.

Маълумки, цутб атрофида айланиш бурчаги цутбга богли^ бул- 
майди. Шу сабабли текис шакл цутб атрофида айланганда унинг 
барча ну^талари ^ар онда бир хил бурчак тезлик ва бир хил бурчак 
тезланишга эга булади ва цуйидаги формула воситасида аницланади:

со =

е =

_ d(р
dt
da

~dF
rf-ф
~dF‘

(11.2)

Бурчак тезлик со ва бурчак тезланиш е векторлари текис шакл 
текислигига А цутб орцали утган перпендикуляр чизицда ётади. 
Агар текис _шакл цутб атрофида тезланувчан айланма ^аракатда 
булса, со ва е лар бир томонга (118-раем, а), секинланувчан айланма 
^аракат цилса, царама-царши томонга йуналади (118-раем, б)

67- §. Текис шакл нуцтасининг тезлигини цутб усулида
ани^лаш

Текис шакл ну^таларининг тезликлари орасидаги богланиш цуйи- 
даги теорема ёрдамида аницланади.

Теорема. Текис шакл ихтиёрий нщтасининг тезлиги цутб 
тезлиги билан мазкур нуктанинг Щ)тб атрофидаги айлана буйлаб 
щракатидаги чизщли тезлигининг геометрик йигиндисига тенг.

Исбот. S текис шаклнинг ^аракатини цузгалмас Оху координата-



*)
118* раем.

лар системасига нисбатан текширамиз. А ну^тани ^утб ц,еб олсак, 
ихтиёрий В ну^танинг Оху системага нисбатан радиус- вектори^ гв А 
цутб радиус-вектори гд  билан цуйидагича богланади (119-раем, а):

гв — ГА +  АВ. (11.3)

(11. 3) дан ва^т буйича косила олиб, В ну^танинг тезлигинн 
аник;лаймиз:

— drB
Vr = ----в  dt

dr. dAB
dt dt

(11.4)

dt
=  v a  ^Утб деб олинган ну^танинг тезлигини ифодалай-бунда

Ди. __
Текис шакл ^аракатланганда АВ вектор модули узгармайди,''йуна­

лиши эса, жисм цутб атрофида айланиши билан узгаради. Шу са­
бабли dAB. косила В нуктанинг А ну^та атрофида айлангандаги

чизицли тезлигини ифодалайди; уни vBA билан белгилаймиз, яъни 
dAB
dt ~  vu a  '



Эйлер формуласига кура vAB ни текис шаклнинг бурчак тезлиги
ю ва радиус-вектор АВ ларнинг векторли купайтмаси орцали ифода- 
лаймиз:

° В А  =  Ю X  Л В ,

бунда айланиш радиуси А В га перпендикуляр равишда, текис 
шаклнинг айланиш йуналиши буйича йуналади ва унинг модули

|*в л | =  1® \ А а в \ (11.5)
булади.

У ^олда (11.4) ни цуйидагича ёзиш мумкин (119-расм, б):

vb =  va + ^ ba (11.6)
ёки

vB =  vA — X АВ. (П-7)
Теорема исботланди.

Текис шакл бирор нуцтаеининг тезлиги ва айланма ^аракатининг 
бурчак тезлиги берилганда текис шакл бошца бир нуцтасининг 
тезлигини (11.7) формулага мувофиц аницлаш уни цутб усулида 
анщлаш дейилади.

68- §. Текис шакл икки нуцтаси тезликларининг проекцияларига 
оид теорема

Теорема. Текис шаклнинг иккита нуцтаси тезликларининг шу 
нущпалардан утувчи укдаги проекциялари узаро тенг булади.

Исбот. Текис шакл А ва В нуцталарининг тезликлари берилган 
булсин (120-расм). Маълумки, В нуцтанинг тезлигини (11.6) кури-



нишида ёзиш мумкин. А ва. В нуцталар орцали х  уцни утказиб, 
(11.6) ни шу увда проекциялаймиз:

(» в ) ,=  ( Я Л + К А -
vBA -L х  булгани учун бу тенгликда (ипл )х =  0 булади. Шундай цилиб,

W *  =  (П .8)
Теорема исботланди.

Текис шаклнинг бирор В нуцтаси’тезлиги йуналиши ва бошка А 
нук,тасининг тезлиги маълум булганда В нуцта тезлигининг микдо­
ри (11.8) дан фойдаланиб топилади.

69-§. Тезликларнинг оний маркази

Берилган онда тезлиги нолга тенг булган текис шакл ну^таси 
тезликларнинг оний маркази ёки цисцача оний марказ дейилади. 
Текис шаклнинг тезлиги нолга тенг булган биргина нуцтаси ^ар 
онда мавжуд эканлигини исботлаймиз. Текис шакл бирор О нуцтаси- 
нинг тезлиги v0 ва шу О нуцта атрофидаги айланма харакатининг 
бурчак тезлиги со берилган булсин (121-раем). О нук,тани к,утб деб 

д- оламиз. К,утбдан айланма ^аракат йуналишида
v0 га перпендикуляр ОК чизш^ни утказамиз. 
О К  чизицда ОР =  — тенгликка мос келувчи

СО
Р  нуцтани олиб, (11.6) формулага кура 
унинг тезлигини ани^лаймиз:

v p  =  v 0  +  v p o • (П.9)

(11.5) га асосан ур0 =  со -ОР ёки О Р = —

булгани учун vРО=со ■— — v0 хамда Р нуц- 
со

тада vp0 вектор vQ га царама-^арши иу- 
налади, яъни



v p o  = — v O .

У холда (11.9) тенгликдан vp =  0  булиши келиб чицади. Бинобарин, 
Р  нукта текис шаклнинг тезликлари оний маркази булади.

70- §. Текис шакл нуцтадарининг тезликларини оний марказдан
фойдаланиб аниклаш

Берилган онда текис шаклнинг оний маркази Р  ни ^утб деб 
олиб, (11.6) формулага мувофиц текис шакл А, В, С нуцталарининг 
тезликларини топамиз (122-раем):

1>А —  V p  Н" VA P ’ V B ~  V P V B P ’ VC =  V p  +  V Cp -

Бу ерда vp =  0 булгани учун цуйидагича ёза оламиз:

v , = v А Р > VB VBP’ Jcp
I хамДа 
I vA ■ a-PA, vB =  о  PB, vc =  со PC, 

vA X  PA, vB _L PB, vc A-PC.
( 11.10)

Демак, бирор онда оний маркази маълум булган текис шакл нущ- 
таларининг шу ондаги тезликларини оний марказ атрофида худ­
ди оддий айланма харакатдаги жисм нуцталарининг тезликлари 
каби топиш мумкин. Текис шакл ихтиёрий ну^тасининг тезлиги 
унинг оний марказ атрофида айланишидаги бурчак тезлиги билан 
мазкур нуцтадан оний марказгача булган кесма узунлигига купайтма- 
сига тенг булади ва айланиш йуналиши буйича шу кесмага перпен­
дикуляр равишда йуналади. (11.10) дан текис шакл ну^таларининг 
айни пайтдаги тезликлари орасидаги муносабатни аншушймиз:

V я Va Vn
( 1 1 . 11)

РА РА PC
яъни текис шакл ну^таларининг хаР ондаги 
оний марказдан мазкур нуцталаргача бул­
ган масофаларга мутаносиб булади.

71-§. Баьзи холларда тезликларнинг 
оний марказини аниклаш

1. Агар текис шакл бирор А нуцтаси- 
нинг тезлиги vA ва В ну^тасининг тезли­
ги йуналган чизи^ маълум булса, тезлик- 
ларнинг оний маркази А ва В ну^талар- 
даги тезликларга утказилган перпендику- 
лярларнинг кесишган ну^тасида булади 
(123-расм, а). А ну^та тезлигининг моду­
ли маълум булгани учун А ну^тадан оний

тезликлари модули



в)

марказгача булган АР масофани аницлаб, (11.10) дан текис шакл­
нинг бурчак тезлигини топамиз:

со VA

а р '
2. Агар текис шакл А ва В нукталарининг тезликлари параллел 

ва АВ га перпендикуляр йуналган булса, у ^олда оний марказни 
анщлаш учун тезликлар модули хам маълум булиши керак (123- 
расм, б, в).

vB РВ
(11.11) га кура —  =  — . Бинобарин, Л ва Л нукталар тезлик

векторларининг учи оний марказ орцали утувчи тугри чизикда ётади. 
Шу тугри чизицнинг (АВ) билан кесишган нуцтаси тезликлар оний 
маркази булади.



Агар текис шакл А ва В нуцталари- 
нинг тезликлари тенг ва параллел йу­
налган булса, у ^олда тезликлар оний 
маркази чексизликда булади (АР =  оо); 
текис шаклнинг. бурчак тезлиги 4

гм '= ’- ^  =  — ;=  О,’
“■ ‘ \ А Р а оо * ь

яъни текис шакл берилган онда илгари­
ланма ^аракат цилади (124- расм, а, б).

3. Техникада купинча текис шакл би­
рор цузралмас чизиц устида сирпанмасдан 
^аракатланадиган доллар учрайди. Тугри 
чизицли рельс устида сирпанмасдан думалаётган рилдирак бунга ми­
сол була олади. Бу з̂ олда текис шаклнинг цузралмас чизикца тегиб 
турган нуцтасининг тезлиги нолга тенг булгани учун оний марказ 
шу уриниш нуцтасида ётади (125-расм).

125- расм.

72-§. Текис шакл нуцтасининг тезланиши

Текис шакл нукталарининг тезланишлари орасидаги богланиш 
цуйидаги теорема ёрдамида аницланади.

Теорема. Текис шакл ихтиёрий нуцтасининг тезланиши кутб 
тезланиши билан мазкур нуцтанинг цутб атрофида айланишида- 
ги тезланишининг геометрик йигиндисига тенг.

Исбот. Текис шакл бирор А нуцтасининг зрмда мазкур нуцта 
атрофида текис шаклнинг со айланиш бурчак тезлиги ва е бурчак 
тезланишининг алгебраик циймати берилган булсин.

А нуцтани цутб деб олиб, текис шакл ихтиёрий В нуцтасининг 
тезлигини (11.7) формуладан аницлаймиз:

vB =  vA +  со X АВ
В нуцтанинг тезланишини аницлаш учун (11.7) дан^вацт буйича 

^осила оламиз:

Бунда

— dvB dv, da .—  — dAB
WB=  ~Z— =  —T ~  H------- Х Л В+с о Х -------B dt dt dt dt

~ 1 T  ~ W a’ dt dt ~ VBA'

б^лгани учун

+~e X Л В + © X vBA,

бунда wA— А нуцтанинг тезланиши; b X A B = W ba— B  нуцтанинг A 
цутб атрсфида айланишидаги тезланиши; со х  vba =  wba— В нуцта- 
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нинг А цутб атрофида ай- 
ланишидаги марказга ин­
тилма тезланиши. 

Шундай цилиб,

W B  =W a + W B  А

(11. 12)

(11.12) да wI a +  Wba =  
Wba деб ёзиш мумкин, 
бунда wAB—В нуктанинг 
А атрофида айланишида- 
ги тезланиши.

В нуктанинг А атро- 
фида айланиши тезланув- 
чан булганда w b a  Ацутб- 
га нисбатан айланиш йу­
налиши буйича (126-расм,
а), секинланувчан булган­
да эса—унга царама-цар- 
ши йуналади (126-расм, б), 
яъни wba нинг А цутбга 
нисбатан йуналиши бур­
чак тезланиши е нинг йу- 
налишига боглиц равишда 
олинади.

Натижада В нуктанинг 
тезланиши ^уйидаги фор­
муладан аницланади:

wb = wa+W ba. (11.13)
(10.14), (10.15) ларга асосан wxBA= A B -e, а>"л =ЛВш2. Шу сабабли 
Wba нинг модули цуйидагича аницланади:

(11.14)ив А ~ А В У  е2+со4.

Wba нинг йуналиши (10.17) га кура аншутнади:
. | е |t g u =  L.S Г 0)2

(11.15)

Шундай цилнб, В ну^тадаги Wba ва Wba тезланишларни геомет­
рик цушиб wba тезланишни аншушймиз ва уни В ну^тага кучирил- 
ган А цутбнинг тезланиши Wa билан бирга геометрик цушиб В нуц- 
танинг тезланишини ани^лаймиз.

Теорема исботланди.
Текис шакл бирор нуцтасининг тезланиши ^амда айланма ^ара- 

кат бурчак тезлиги ва бурчак тезланиши маълум булса, бу теорема-



дан фойдаланиб текис шакл ихтиёрий ну^тасининг тезланиши ани^- 
ланади.

Текис шакл ихтиёрий ну^таси тезланишининг микдори ва йуна- 
лишини (11_Л 3) дан фойдалан^б^нщлаш мураккаб [булиши мумкин. 
Бу холда wB нинг бир-бирияКгерпендикуляр йуналган уклардаги 
проекциялари топилади. Бунинг учун уцлардан бирини, масалан, х 
у^ни айланиш радиуси (АВ) буйлаб, иккинчисини эса унга перпенди­
куляр равишда утказиб, (11.12) ни мазкур укларга проекциялаймиз.

WBx =  WACOSq>~w^A =WACOS(f—ABlо2,
wB = w Asm<f—w lA= w Asiny—e-AB,

бунда wa вектор билан x у^нинг мусбат йуналиши ташкил ^илган 
бурчакнинг катта лиги ф га тенг деб олинган. wb нинг координата 
у^ларидаги проекциялари маълум булса, унинг модули [ва йуналиши 
цуйидаги тенгликлардан анирушнади:

WB = V  w2Bx+ w 2Bu, (11.17)
—'л  w Bz —л  wBu

c o s (w ,x )  = -------  cos(tti, у) = — v—  (11.18)
wB ' wB v 1

(11.16)

73- §. Тезланишларнинг оний маркази

Текис шаклнинг берилган ондаги тезланиши нолга тенг булган 
нуцтаси (ёки текис шаклга богланган ва у билан биргаликда хаРа’ 
катланувчи текисликнинг ну^таси) тезланишларнинг оний маркази 
дейилади. _

Агар текис шакл бирор А нуцтасининг тезланиши wA ва текис 
шаклнинг бурча к тезлиги со хамда бурчак тезланиши е берилган бул­
са, тезланишларнинг оний маркази цуйидагича аникланади. Дастлаб

I е I
формуладан ц 

бурчак топилади. Сунгра w qa 
тезланувчан айланма хаРа_ 
катда wA векторга хаРакат 
йуналиши буйича, секинла- 
нувчан айланма хаРакатДа 
эса айланиш йуналишига 
тескари йуналишда j_i бур­
чак остида АК  турри чизит̂ - 
ни утказамиз (127-раем, а,
6). Бу турри чизицда шун­
дай Q ну^тани ани^лаймиз-
ки, бунда 12 7- раем.

5)



A Q =  ! l _  (11.19)
У  е2+со4

булсин. У ^олда Q нуцта тезланишларнинг оний марказини и£ода- 
лайди. ^ацицатан ^ам (11.13), (11.14) формулаларга кура

WQ =  W A +  WQA> WQ A = A Q  * У  e'+ ® 4 = W A-

Бундан ташцари, wQA вектор АК  турри чизиц билан [х бурчакни таш­
кил цилади, яъни wQA мивдор жи^атдан wA га тенг, йуналиши эса 
w A га царама-цэршвдир. Шу сабабли wQ =  wA+  wQA= 0 .

Агар тезланишларнинг оний маркази Q ни цутб деб олсак, wQ= О 
булгани учун (11.13) ва (11.14) формулаларга кура

W B = W QB

ва

wB=B Q  У  62+£й4 . (11.20)

Шундай цилиб, текис шакл нуцталарининг берилган ондаги тезла- 
нишлари мазкур нуцталардан тезланишларнинг оний марказигача бул­
ган масофаларга мутаносиб булади:

BQ AQ CQ

Бундан таш^ари, текис шакл нуцталарининг тезланиш векторлари ва 
мазкур ну^таларни тезланишларнинг оний маркази билан туташти- 
рувчи кесмалар орасидаги ц бурчаклар ^ам бир хил булади (128' раем). 
е = 0  булган ^ол учун wA ~ wqa, Wb —Wqb ^амда тезланишларнинг 
оний маркази wA ва wB йуналган чизицларнинг кесишган нутдасида 
булади (129-раем).



74-§. Текис параллел харакатдаги цаттиц жисм нуцталарининг 
тезлик ва тезланишларини аницлашга доир масалалар

2 4 -масала. Узунлиги 0,2 м булган О А кривошип а>0= 1 0 ~
бурчак тезлик билан бир маромда айланади ва узунлиги 1 м булган 
АВ шатунни ^аракатга келтиради. В сирпангич вертикал буйлаб ха­
ракат цилади. Кривошип ва шатун узаро перпендикуляр ва горизон­
тал уц билан а = р = 4 5 °  бурчак ташкил цилган пайт учун шатуннинг 
бурчак тезлиги ва бурчак тезланиши хамда В сирпангичнинг тезлиги 
ва тезланиши топилсин (130-расм).

Ечиш. Бу масалада механизм О А кривошип, А В шатун ва В сир- 
пангичдзн ташкил топган. О А кривошип А цузралмас \ц  атрофида 
айланади, В сирпангич вертикал чизицда илгариланма харакат цила­
ди, АВ  шатун ху текисликда текис параллел харакатда булади. 4 N

Масалани ечишни цутб учун олинадиган А нуцтанинг тезлиги ва 
тезланишини аницлашдан бошлаймиз:

и л = ю 0О Л , v A = 2  —  , v a - L O A .

В нуцтанинг тезлигини цуйидаги уч усулда аницлаймиз.
1. Текис шакл икки нуцтаси тезликларининг проекцияларига оид

теорема асосида аницлаймиз [(130-расм, а):

vA= v Bcos45°,vB= —̂ — =2,82 —  .
А в  в  cos 45° с

2. Тезликлар оний марказидан фойдаланиб vB ни топамиз. А нуц­
та дан vA га, В нуцтадан ьв га утказилган перпендикулярларнинг 
кесишган Р  нуцтаси АВ шатун учун тезликларнинг оний маркази 
булади. Расмдан АР ва ВР оний айланиш радиусларини аницлаш 
мумкин:

А Р = А В , B P = A B V 2.
А^АВ ни эътиборга олиб, шатуннинг оний бурчак тезлиги а>АВ 

ни топамиз:

va =<*a b 'a p > = 2 - 7 ‘

Шундай цилиб,

vB =(ид в -В Р=2А В У ~2  = 2 ,82-^“.

3. АВ  шатуннинг А нуцтасини цутб учун олиб, В нуцтанинг 
тезлигини (11.6) формула ёрдамида аницлаймиз:

Vb = V a = V ba-





\  М — — __
Бунда vba—(ha b -A B = 2  —  ; v b a A - B A ,  v a  эса АВ буйлаб йуналга- 
нидан vBA ± .v A. Бу холда

VB= V  V%A+ V 2A =2,82-

В нуктанинг тезланишини аниклаш учун А ну^тани цутб деб 
олиб, (11.12) форму лани цуллаймиз:

wb = wa+ wI a + ^ a -
О А кривошип ю0 бурчак тезлик билан текис айланма харакатда 

булгани учун А нуктанинг тезланиши О марказга йуналади ва унинг 
модули куйидагича ани^ланади:

мwA= w nA=ОЛ-О)2=0,2- Ю‘= 2 0 -^ -

АВ шатун А кутб атрофида айланганда В нуктанинг марказга 
интилма тезланиши В нуктадан А нук,та томонга йуналади хамда
(10.15) га асосан

™пв а=А В - «£в = 4 -^ -

булади. _
Масала шартига кура В нуктанинг тезланиши wB вертикал чизиц 

буйлаб йуналади. wB ни дастлаб график усулда ани^лаймиз. Бунинг 
учун В ну^тада танланган масштаб бирлигида А нуктанинг тезлани­
ши и>д ни ь;уямиз (130-раем, б). wA векторнннг учидан (ВА) [га па­
раллел равишда wnBA векторни утказамиз. w ”A векторнннг учидан 
(ВА) га перпендикуляр булган (яъни w%A га параллел булган) турри 
чизиц утказамиз. Бу туири чизикнинг В ползуннинг тезланиши йунал­
ган чизик, билан кесишган нуктаси wB ва w^A векторларнинг учини 
ифодалайди. Расмда улчаш йули билан wB ва wBA ларни аницлай- 
миз:

дов =5,65м/с2, w^A =  16 м/с2. 

wba= A B -bAb булгани учун АВ шатуннинг бурчак тезланиши

-»в а  - -6 ,„ = -------  = ---- = 16  с-2Ав АВ 1

130- раем, а ва б ларни солиштириб, vB ва wB лар узаро ^ара- 
ма-царши томонга йуналганлигини курамиз. Бинобарин, В сирпангич 
курсатилган холода вертикал буйлаб секинланувчан хаРакатДа була­
ди. Шу пайтда ш ва е лар бир томонга йуналгани учун В нук,та

16



131- раем.

А цутб атрофида тезланувчан айланма ^аракатда булади, деган ху- 
лосага келамиз (130-раем, б).

wB ва wBA ларнинг йуналишини билган ^олда уларнинг модули- 
ни аналитик усулда аницлаш йули билан текшириш мумкин. Бунинг 
учун В нуцтада х ва у  у^ларни олиб, (11.12) ни бу уцларга проек- 
циялаймиз:

25- масала. Радиуси г =0,5 м булган рилдирак турри чизшуш 
рельеда сирпанмай рилдирайди; берилган пайтда рилдирак С маркази-

ланишининг оний маркази, тезликлар оний марказининг тезланиши, 
шунингдек, рилдирак М  нуцтасининг тезланиши топилсин (131-раем). 

Ечиш. Бу масалани икки усулда ечамиз. _
1. Рилдирак С марказининг vc тезлиги ва wc тезланиши маълум 

булганидан, С ну^тани цутб деб, (11.12) формулага мувофи^ М  нук,- 
танинг тгзланишини цуйидаги формуладан аницлаймиз:

wB cos 45° = w nBA, 

—wB cos 45° = w A + w l A. 

(1) дан w B ни топамиз:

(1)

(2)

wB нинг цийматини (2) га цуйиб, wxBA ни ^исоблаймиз. 

wBA= —wB cos Ab°-\-wA =16м /с2.

нинг тезлиги Ус =0,5  —  ва секинланиши шс =0,5  ~  . Рилдирак тез-

WM WC~̂ ~WmC~̂ ~WmC' ( 1)



бу ерда
К с = ерМС,

wMC=a2pMC
булиб, сор ва гр лар оний бурчак тезлик ва оний бурчак тезланишни 
ифодалайди.

Рилдирак сирпанмасдан думалаганидан рилдирак билан рельснинг 
уриниш нуцтаси Р  тезликларнинг оний маркази булади. У ^олда

Vc =  CP '(£>р—Г (Ор, (2)
бундан

vr  1
---- , сор= 1 — . (3)

^  г с

Рилдирак бурчак тезлигининг йуналиши vc нинг йуналишига муво- 
фиц аницланади, яъни кузатувчидан шакл текислигига перпендикуляр 
равишда йуналади. С нуцта тугри чизицли хаРакатДа булгани учун 
унинг тезланиши цуйидагича аницланади:

wc = ±  {CP-СОр) =  СР =  СР-Ер,

бундан

Ер СР > ер ~  1 с~2 • (4)

ер нинг йуналиши Wc нинг йуналишига мувофиц аницланади, яъни 
шакл текислигига перпендикуляр равишда кузатувчи томонга йуна* 
лади.

Энди wxMC ва ларни топамиз:

wmc= S t 'M C  =  wc ; С Р ^ М С ,  (5)

К с  =  & М С  =  { — J 'M C  =  - |L  =  0,5 м/с2. (6)

W m c  ва W m c  векторларни М нуцтада 131-расмдагидек тасвирлаймиз. 
С нуцтанинг хаРакати секинланувчан булганидан w m c  М  нуцтада 
рилдиракка уринма равишда пастга йуналади; wmc эса М нуцтадан 
айланиш_маркази С нуцтага цараб йуналади. (11.12) га мувофиц М 
нуцтага wc вектор ^ам цуйилади. Энди М нуцтанинг тезланишини 
топамиз (131-расм, а):

W M =  / W c )2 +  (wc  — wM c f  = \ / w 2c  +  (w c  — -gr) 2 =  0.5 м/с2. 

Бу тезланиш M дан вертикал пастга цараб йуналади.



Р  нуктанинг тезланишини (11.12) га мувофиц ани^лаймиз:

™с+ &рС+  ™рс • (7>
МС =  PC ва рилдиракнинг ^амма нуцталари бир хил оний бурчак 
тезланиш ер хамда бир хил оний бурчак тезлик юя га эга булгани­
дан Р  нуцтаниг уринма ва нормал тезланишларининг микдорлари М  
нуктанинг мос тезланишларига тенг булади; йуналишлари Р  нуктада 
ер, сор ларнинг йуналишларига асосан олинади:

wl c  =  WMC =  w c>

W PC =  w k c  =  '
vc
PC

(7) тенгликка мувофик; wc, w]>c ларни P  нуктага 131-[расм, а да тас- 
вирлангандек цуямиз. У холда

w. , =  V (w c — wCPf  +  (wnpC)2 =  0,5 м/с2.

Бу тезланиш Р  нуцтадан С га цараб йуналади. Бу тенгликдан тез­
ликлар оний марказининг тезланиши нолдан фаркли булишини кура- 
миз.

Шундай цилиб, М  ва Р  нукта л ар тезланишларининг микдорлари 
тенг, йуналиши эса параллел булиб, царама-царши томонларга йуна­
лади.

2. Энди бу масалани тезланишлар гоний марказидан фойдаланиб 
ечамиз. Рилдиракнинг vc тезлиги ва wc тезланиши маълум булгани­
дан, юр ва ер ларни юцоридагидек аницлаш мумкин.

Q нуктани тезланишлар оний маркази деб, унинг С нуцтага нис­
батан холатини (11.19) формула асосида топамиз:

wr V 2
CQ =  —  с =  - —  м.

Энди CQ кесманинг wc билан ташкил этган бурчагини аниклаймиз: 

tg ц =  1. (д. =  45° =  - j  рад.
О У р  4

wc тезланиш йуналган чизик,ка ер йуналишида ц бурчак остида CQ 
чизигини утказсак, тезланишлар оний маркази Q нинг холати маълум 
булади (131-расм, б). ACQP тенг ёнли булганидан

Л 2 — м.
Р  нуцта тезланишининг модули

/ 2w p = P Q -V  +  coj, == V~2~ =  0,5 м/с2.



Бу тезланиш Р ну^тада [Р Q] га 45° бурчак остида утиб, Р  дан С 
томон йуналади.

Шунингдек,
wM =  м р . / 4  +  Ч  =  м/,(;2,

Бу тезланиш МР  билан 45° бурчак ташкил цнлиб, М  нуцтада ер 
йуналишига биноан вертикал пастга йуналади.

XII б о б

КАТТИ К ЖИСМНИНГ КУЗГАЛМАС НУЦТА АТРОФИДА 
АЙЛАНМА ДАРАКАТИ

Жисм харакатланганда унинг бирор нуцтаси доимо ^узгалмасдан 
цолса, цаттиц жисмнинг бундай харакати цузралмас nytyna атро­
фидаги айланма %аракат ёки сферик щракат  дейилади.

Масалан, жисм бирор нуцтаси билан бошца бир цузгалмас жием­
га сферик шарнир воситасида бириктирилган булса, вацт утиши би­
лан жисм ну^талари шарнир атрофида сферик харакатда булади; ёки 
уткир учли пирилдоц горизонтал текисликдаги бирор нуцтада туриб 
долган холДа. унинг бу ну^та атрофидаги харакати жисмнинг луз­
гал мае ну^та атрофидаги айланма харакатига мисол була олади (132- 
расм).

75-§. Эйлер бурчаклари. Сферик харакат тенгламалари

Жисмнинг цузгалмас О ну^та атрофидаги харакатини урганиш 
учун О |  г) £ лузгал мае координаталар системасини ва жисм билан 
махкам бириктирилган хамда у билан бирга харакатлана оладиган Oxyz 
координаталар системасини утказамиз (133-раем). Жисм харакатини 
урганиш учун О |  т] С цузгалмас системани асосий координаталар сис- 
темаси деб ^абул ^илиб, Охуг ^узгалувчи координаталар системаси- 
нинг харакатини асосий системага нисбатан урганиш кифоя.

Кузгалувчи Oxyz системанинг кузгалмас системага нисбатан вази- 
ятини Эйлер бурчаклари деб аталувчи учта бурчак ор^али аниклаш 
мумкин. Эйлер бурчаклари хуйидагича киритилади: хузгалмас О £ т] 
текислик билан хузгалувчи Оху текисликнинг кесишган ON чизиги 
тугунлар чизири дейилади. К,узралмас О £ т] текисликда ётувчи О £ 
УК билан ON орасидаги бурчак г|) билан белгиланади. Ушбу бурчак 
прецессия бурчаги дейилади. К,узгалувчи О ху  текисликда ётувчи 
ON билан Ох орасидаги бурчак ф билан белгиланади ва соф айла­
ниш бурчаги дейилади. 0 £  ва Oz орасидаги бурчак 0 билан белги­
ланади ва нутация бурчаги дейилади, 0£ , Oz, ON уцларнинг учла- 
ридан хараганимизда шу укларга мос перпендикуляр текисликларда 
жойлашган -ф, ф, 0 бурчаклар соат милининг айланишига тескари 
йуналишда орта борадиган йуналишни бурчакларнинг мусбат йуна­
лиши деб ^абул хиламиз.



т

132- расм. 133- расм.

Агар г|), 0, ф бурчаклар маълум булса, цузралувчи Oxyz коорди­
наталар системасининг ва у билан бирга жисмнинг О I  т] £ цузралмас 
системага нисбатан вазияти маълум булади. ^ацицатан хам, бошлан- 
рич пайтда О |  г] £ билан устма- уст тушадиган ва жисмга бирикти- 
рилган О ^  системани цуйидаги кетма- кет учта айлантириш би­
лан Oxyz устига тушириш мумкин. Дастлаб О ни О t  УЦ ат­
рофида курсатилган йуналишда бурчакка айлантирсак, О уц ОМ 
билан устма-уст тушади. Шундан кейин ON уц атрофида 0 £ х ни кур­
сатилган йуналишда 0 бурчакка айлантирамиз, бу холда 0 £ х уц Oz 
билан устма-уст тушади; ни^оят Oz уц атрофида ОМ ни курсатил­
ган йуналишда \|) бурчакка айлантирсак, ON уц Ох билан устма- уст 
тушади. Натижада система Oxyz система билан устма-уст 
тушади. Кузралувчи Oxyz системанинг цузралмас О Н т) £ системага 
нисбатан вазиятини аницлайдиган, бир- бирига борлиц булмаган эркин 
узгарувчи г|), 0, ф бурчаклар Эйлер бурчаклари дейилади.

Жисмнинг цузралмас нуцта атрофидаги харакати учта Эйлер бур­
чаклари билан аницлангани учун бундай жисмнинг эркинлик дара­
жаси учта булади.

Агар if, ф ва 0 бурчаклар t вацтнинг узлуксиз функцияси кури- 
нишида

берилган булса, цаттиц жисмнинг цузгалмас нуцта атрофидаги хара­
кати аницланган булади. (12.1) тенгликлар цаттиц жисмнинг цуз- 
галмас нуцта атрофидаги хрракат тенгламалари дейилади.

(12.1)



76-§. Кузгалмас нуцта атрофида айланувчи жигмнинг 
кучишига оид Эйлер — Даламбер теоремаси

Фазода жисмнинг вазияти унинг бир турри чизи^ устида ётмай- 
диган уч ну^таси билан ани^ланиши геометриядан маълум. О нук;- 
та цузгалмас булгани учун жисмнинг з^олати унинг О ну^тадан утув­
чи бир турри чизикда ётмайдиган иккита ихтиёрий нуцтасининг по­
лати билан аницланади. Бу икки нуцтани цуйидагича оламиз. К,уз- 
галмас О нуцтани марказ килиб, ихтиёрий радиус билан сфера чи- 
замиз (134-раем, а). Сферани жисм билан бириктирилган деб царай- 
миз. Сфера устида жисмнинг ихтиёрий Л ва В нуцталарини олиб, 
уларни сфера катта айланасининг ёйи билан туташтирсак, олинган 
АВ ёйнинг з^олатига асосан берилган жисмнинг з^олатини аниклаш 

! мумкин. Сферик харакатдаги жисмнинг бир холатдан бонща з^олатга 
кучиши цуйидаги Эйлер—Даламбер теоремаси билан ани^ланади.

Теорема. Кузгалмас нуцта атрофида айланувчи цаттиц жисм­
нинг бир холатдан иккинчи %олатга утишини кузгалмас нуцта 
орцали утувчи бирор уц атрофида бир айлантириш билан олиш 

I мумкин.
Исбот. Сфера сиртида олинганw  АВ жисмнинг биринчи вазияти- 

I ни, ^  А1В1 эса иккинчи вазиятини ифодаласин (134-раем, б). Тео- 
I ремани исботлаш учун А ва Ах ни з^амда В ва Вг ни сфера катта 
I айланасининг ёйлари билан туташтирамиз. Досил булган ААХ ва ВВХ 
I ларнинг уртасидаги К  ва L нуцталардан мазкур ёйларга сферик пер-
I пендикуляр ёйлар утказиб, уларнинг сфера сиртида кесишган ну^та- 
сини С билан белгилаймиз. С ва О нуцталар орцали ОС уцни утка­
замиз. С ну^тани сфера катта айланасининг ёйлари орцали А, Ау ва 
В, By лар билан туташтириб, сферик Л  ABC ва A A^Bfix ларни



Хосил циламиз. С нук;та Л ва Л] нукта- 
лардан ^амда В ва В1 нухгалардан 
тенг узоцликда булганидан АС — ЛгС 
ва ВС =  5jC; жисм цаттик жисм бул­
ганидан

Т в  =  Л ^ .

Шу сабабли ABC ва Л ^ ^ !  сферик 
учбурчаклар конгруэнт булади, нати- 
жада сферик д ABC ни (ОС) атрофида
АСАХ — ВСВХ =  ф бурчакка айлантир- 
сак, сферик А А^В^Сх нинг устида ту- 

135- раем. шади, яъни ĵ  AB  х°латини
эгаллайди. Теорема исботланди.

К,аттиц жиемнинг цузралмас нуцта атрофидаги харакатини кетма- 
кет узлукеиз элементар кучишлардан иборат деб цараш мумкин. Ис- 
ботланган теоремага асосан, хаР бир элементар кучишни кузгалмас 
нуцтадан утувчи бирор уц атрофида чексиз кичик бурчакка буриш 
натижасида олиш мумкин. Бундай уц айланиш. оний ущ  ёки оний 
уц дейилади. Шундай цилиб, жиемнинг цузгалмас нукта атрофидаги 
Харакатини шу нуцтадан утувчи оний уцлар атрофида кетм а-к ет  уз- 
луксиз оний айланма харакатлардан ташкил топган деб ^араш мум­
кин. Бу хол оний уцнинг фазода узлукеиз равишда узгариб туриши- 
ни курсатади. Оний у^ вацт утиши билан фазода ва жиемда из кол- 
диради. Оний уцлар цолдирган изларининг геометрик урни боши цуз- 
галмас нуцтада булган конуссимон сиртдан иборат булади. Оний 
уцнинг харакатсиз фазода чизган конуссимон сирт t\узгалмас аксоид, 
жиемда чизган конуссимон сирт зралувчи аксоид дейилади. Конус- 
ларнинг бир- бири билан тегиб турган умумий чизири оний уц булади 
(135- раем).

К,атти^ жиемнинг сферик харакатини итальян олими Пуансо гео­
метрик тарзда цуйидагича тасвирлайди.

Кузгалмас нуцтаси булган цаттщ жиемнинг бир холатдан ик­
кинчи %олатга утишини цузгалувчи аксоидни цузгалмас аксоид ус­
тида сирпантирмасдан думалатиш натижасида амалга ошириш 
мумкин.

77-§. Сферик харакатдаги жиемнинг оний бурчак тезлиги 
ва оний бурчак тезланиши

К,узгалмас нуцтага эга булган цаттиц жиемнинг айланиш оний 
уци атрофида элементар бурчакка айланишидаги со бурчак тезлик 
оний бурчак тезлик дейилади.

Жисм кузгалмас нуцта атрофида х аРакатланган да  оний уцнинг 
йуналиши узгара боради, шу сабабли оний бурчак тезлик вектори 
мицдор ва йуналиш жихатидан узгаради. Одатда со оний бурчак тез-



лик вектори цузгалмас О ну^тага цу- 
йилган ва оний уц буйлаб йуналган 
вектор билан тасвирланади.

Оний бурчак тезлик векторидан 
ва^т буйича олинган биринчи косила 
оний бурчак тезланиши дейилади:

е =
61

(12.2) N

е оний бурчак тезланиш вектори, со 
векторнинг годографи ALN га утка- 
зилган уринма буйича йуналади (136- 
расм). е векторни ^ам О нуцтага î y- 
йилган вектор билан тасвирлаймиз.

Демак, жисм Цузгалмас нуцта ат­
рофида царакатланганда, цузгалмас
у^ атрофидаги %аракатдан фарцли равишда оний бурчак тезлик 
вектори со билан оний бурчак тезланиш вектори е бир чизщда 
ётмайди.

78-§. Цузгалмас нуцта атрофида айланувчи жисм 
ну^тасининг тезлиги

Жисм ^узгалмас нуцта атрофида ^аракатланаётганда ^ар онда ай­
ланиш оний у^и мавжуд булиб, жисм шу пайтда to оний бурчак тез­
лик билан айланма ^аракатда булади. Жисмнинг оний уцда ётмайди- 
ган исталган М ну^тасининг чизик,ли тезлигини аншутймиз. Уни 
Эйлер формуласига мувофиц аницлаймиз:

v =  со X г, (12.3)

бунда г =  ОМ — М  нуцтанинг радиус- вектори, О ва М  — жисм ну^- 
таси булганидан \0М\ =  const булади. Тезлик вектори ОР оний у к; 
ва М  ну^та ётган текисликка перпендикуляр йуналган булади (137- 
расм). Унинг модулини иккита 
вектор векторли купайтмасининг 
модулл каби ани^лаймиз:

|w | =  co-rsin (cor) =  со Л, (12-4)
бунда h — М  ну^тадан ОР айла­
ниш оний уцига туширилган пер­
пендикуляр булиб, у h =  г • sin 

__
(со, г ) =  г • sin у га тенг.

Агар оний бурчак тезлигининг 
цузралувчи у^лардаги проекция- 
ларини сох, соу,со* билан ва бу уц-
ларнинг бирлик векторларини 137- раем.



i, j , k билан белгиласак, (12.3) ни детерминант шаклида цуйидагича 
ёзиш мумкин:

бунда х, у, z — М  нуцтанинг координаталари. Бу детерминантни би- 
ринчи йул элементлари буйича ёйиб, тезлик учун цуйидаги ифодани 
оламиз:

v =  (соyz — (ozy) i - f  (согх — (HXZ) j +  (сoxy  — (лух) k. (12.5)
v векторни координата уцларидаги унинг ипроекциялари орцали 

ифодалаймиз:

Бу ифодани (12.5) билан солиштириб тезликнинг х, у, z цузгалувчи 
уцлардаги проекцияларини оламиз:

Шу тарзда v нинг £, т), £ цузгалмас координата уцларидаги про­
екцияларини з̂ ам аницлаш мумкин:

бунда: S, т], £— М  нуцтанинг цузгалмас координаталар системасига 
нисбатан координаталари; со̂ , со£ — оний бурчак тезликнинг цуз- 
галмас координата уцларидаги проекциялари.

Оний уц устида жойлашган нуцталар учун h =  0 булганидан 
(12.4) формуладан оний щ  барча ну^таларининг тезликлари нолга 
тенг; бинобарин, мазкур нуцталар учун vx =  vy =  v2 =  0 ва =  
=  t> =  =  О булади. Натижада (12.6) ва (12.7) лардан мос равиш­
да цуйидаги тенгликларни оламиз:

(12.8) ва (12.9) тенгламалар оний уцнинг мос равишда цузралувчи 
Oxyz ва цузгалмас О  ̂rj g координаталар системаларига нисбатан тенг­
ламаларини ифодалайди. (12.8) дан t вактни йуцотиб цузгалувчи ак­
соиднинг тенгламасини, (12.9) тенгламадан эса цузгалмас аксоид­
нинг тенгламасини з^осил циламиз.

v =  (о X г  =

v =  vx i +  vy j +  vk k.

( 12.6)

(12.7)

h У z (12.8 )

(12.9)
СО,



79-§. Цузгалмас нуцта атрофида айланувчи жисм 
иуцтасининг тезланиши

К,узралмас нуцта атрофида ^аракатланаётган жисм нуктасининг 
тезланиши унинг тезлик векторини ифодаловчи (12.3) дан вацтбуйи­
ча олинган ^осилага тенг:

— dv w =
dt dt

X Г +  со X d r
dt

бунда: d со — „ ,,-----  =  e — жиемнинг онии бурчак тезланиши;
dt

d г _— __
dt

(12.10)

(12.11)

( 12. 12)

=  со X г — М  нуктанинг тезлиги. Бу ифодаларга кура

ш =  б Х г  +  ш X ч.
(12.10) даги

wR — е X г
айланма тезланиш,

СО . . —
W  =  СО X  V

ущ а интилма тезланиш дейилади.
wB вектор е ва М нуцта ётган текисликка перпендикуляр равиш­

да йуналади (138-раем) ва сон циймати цуйидагича булади:
____

we — e-r-sin (е, г ) .
М нуцтадан е вектор йуналган ОЕ увда туширилган перпендикуляр

_.''-ч
МСХ кесмани hL билан белгиласак, г • sin (е, г)=/гх булади. Шунинг учун 

_  <& =  e-hl . (12.13;
ш“ вектор со билан v ётган текисликка перпендикуляр равишда 

(МС) чизиц буйлаб йуналади ва сон циймати

=  |со X v| =  co-D-sin (со, y )= c o 2/i 
формуладан аницланади. (12.14) да 
h — М  нуцтадан оний айланиш уци- 
гача булган масофа.

Шундай цилиб, (12.11) ва(11.12) 
ларга кура (12.10) ифода

w =  we +  wa (12.15)
куринишда ёзилади. (12.15) формула 
цуйидаги Ривальс теоремасини ифо­
далайди.

Теорема. К^згалмас нуцта ат­
рофида айланаётган жисм нуцта- 
сининг тезланиши айланма тезла­
ниш билан ущ а интилма тезла- 
нишларнинг геометрик йигиндиси- 
га тенг.

(12.14)



z

Тезланиш модули параллелограмм фидасига мувофи^ топилади:

w =  V Ю 2 +  Ю 2 +  2we-wa -cos (12.16)

Изо^. ше ва w a ларга дойр (12.11) ва (12.12) ифодалар ташци 
куринишидан w% уринма ва wn нормал тезланишларга ухшаса з а̂м, 
аслида улардан фар^ цилади. Чунки курилаётган ^олда со билан е 
бир чизиц буйлаб йуналмайди. Шунинг учун ф  h. Натижада ш8 
тезланиш билан v тезлик бир чизик; буйлаб йуналмайди.

26-масала. О учи цузгалмас булган конус ^узгалмас горизонтал 
текисликда сирпанмасдан думалайди. Конуснинг учидаги бурчаги
2 а  =  60° ва асосининг радиуси г =  0,2 м. Агар конус асоси марка­
зининг тезлиги vc =  0,6 м/с =  const булса, конуснинг бурчак тезли­
ги, бурчак тезланиши, асосининг пастки А нуцтаси ва энг ю^ори В 
нуктасининг тезлиги ва тезланиши ани^лансин (139- раем, а).

Ечиш. 1. Конуснинг бурчак тезлигини ани^лаймиз. Конуснинг 
битта О ну^таси доимо цузгалмас булгани учун конуснинг 
^аракати сферик ^аракатдан иборат булади. Бундай ^аракатни 
з̂ ар онда оний у^ атрофидаги айланма ^аракатдан иборат деб ца- 
раш мумкин. Масала шартига кура, конус текисликда сирпанмасдан 
думалагани учун ОР айланиш оний уци унинг горизонтал текислик- 
ка тегиб турган ОА ясовчиси билан ^ар онда устма-уст тушади. Шу 
сабабли ОА ясовчидаги хамма нуцталарнинг тезликлари нолга тенг 
булади (139-раем, б). С ну^танинг тезлигидан фойдаланиб оний 
бурчак тезликнинг модулини ани^лаймиз. (12.14) га асосан С ну^та- 
нинг тезлиги:

vc =  to • CD.
140-расмдан CD =  С A cos 30° =  г • cos 30° =  0,17 м. У з^олда

со =  л; 3,46_ 'с-1 .

Оний бурчак тезлик вектори о  оний ОР буйлаб йуналади.



2. Конуснинг бурчак тезланишини анщлаймиз. Оний бурчак тез­
лик со мирудер жи^атдан узгармас булгани учун конус Oz ук; атро­
фида бир марта айланганда со векторнинг учи горизонтал текисликда 
со радиусли айлана чизади, яъни оний бурчакЛ^ликнинг годографи 
со радиусли айланадан иборат (139-раем, 6JT со векторнинг Oz у к; 
атрофидаги айланиш бурчак тезлиги сох ОС ук,нинг Oz уц атрофида­
ги айланиш бурчак тезлиги билан бир хил булади. Шунинг учун

°с
0)1 ~  СК •

140-раемдан
СК =  ОС cos 30° =  О A cos 30° • cos 30° =  2 г cos2 30° — 0,3 м 

булгани учун
сох =  2 с-1 .

Шундай цилиб, со вектор г  щ  атрофида (cojI =  2 с-1 бурчак тез­
лик билан айланар экан. У ^олда оний бурчак тезланиш вектори 
е оний бурчак тезлик вектори со учининг тезлигига тенг булади:

е =  и =  сох со =  6,93 с-2 .
и вектор со векторнинг годографига уринма буйлаб йуналади. Шу 

сабабли оний бурчак тезланиш горизонтал текисликда и га параллел 
равишда ОЕ буйлаб йуналади ва е_1_со булади.

3. Л ва В ну^таларнинг тезлигини аницлаймиз. А нуцта оний 
уцда ётганлиги туфайли унинг тезлиги нолга тенг булади:

= 0 .

В нуцтанинг тезлигини (12.4) га асосан аницлаймиз:
vB =  со BDt .

{BDy =  2 CD =  0,2|/^3 м булгани учун
vB =  1,2 м/с.

В нуцтанинг тезлиги vB худди С нуцтанинг тезлиги i’# каби 
РОъ текисликка перпендикуляр равишда йуналади ^амда

v R BDi'<
- 2  =  — 1 = 2  
vc CD

булади.
4. Л ва В нуцталарнинг тезланишини аницлаймиз. В нуцтанинг 

тезланишини (12. 15) га асосан аницлаймиз:

бунда weB — бурчак тезланиш вектори йуналган ОЕ уцца нисбатан В



нуктанинг айланма ^аракат 
тезланиши; wB шу нуктанинг 
ОР оний уц атрофида айлани- 
шидаги уэда интилма тезлани­
ши. В0 =  2 г  булгани учун 
(12.13) га кура

weB =  г-ВО  =  2,771 м/с2

булади. wzB векторни POz те- 
кисликда (ОВ) га перпендику­
ляр равишда шундай йуналти- 
рамизки, е векторнинг мусбат 
йуналишидан Караганда, w B 

векторнинг йуналиши соат милининг айланишига тескари йуналишда 
булсин (140-раем).

(12. 14) формула ёрдамида w% ни аншутймиз:
=  со2 • BDX =  4,157 м / с2.

w B вектор В нуцтадан ОР оний увда туширилган перпендикуляр буй­
лаб оний уц томонга йуналади.

(12. 16) га асосан В нуктанинг w в тезланиши модулини аншугаймиз:

W B  =  Y +  № в )2 +  2  W B cos 120° =  3,66 м/с2.
А нуктанинг увда интилма тезланиши нолга тенг: =  0. Шу­

нинг учун
wa =  wa — 8 ' АО =  2,771 м/с2

w \  вектор POz текисликда ОА га перпендикуляр равишда юцорига 
йуналади.

Охирги тенгликдан курамизки, оний уц нуцталарининг тезланиши 
умумий ^олда нолдан фарцли булар экан.

XIII б о б
КАТТИК ЖИСМ ХАРАКАТИНИНГ УМУМИЙ ^ОЛИ

80- §. Эркин цаттиц жиемнинг ^аракатини илгариланма ва айланма
^аракатларга ажратиш

Эркин жиемнинг фазода умумий з̂ олда кучишини урганиш ь̂ уйИ’ 
даги Шаль теоремасига асосланади.

Теорема. Эркин Жиемнинг фазодаги х;ар цандай кучишини бир 
илгариланма харакат еа цутб деб танлаб олинган нуцтадан 
утувчи бирор уц атрофида бир айлантириш. билан амалга оиги- 
puui мумкин.

I *т7Т£ I WB



141- раем.

О

А

Исбот. Эркин жисмнинг бирор цузгалмас 0 ^ ?  координаталар 
системасига нисбатан вазияти унинг бир т\три чизикда ётмайдиган 
А, В, С нуцталарининг холати, яъни д  ABC холати билан аникланади. 
Эркин жисмнинг ихтиёрий иккита ^олатини, яъни ^  вацтдаги I х,о- 
латини, t2 вацтдаги II холатини оламиз (141- раем). Бунда бир TyF- 
ри чизикда ётмайдиган А, В, С нук,талар мос равишда Alt В и Cj ва 
А2, В2, С2, ^олатларни эгалласин. У холда жисмнинг д  t =  t2 — 
вацтдаги кучишини цуйидагича бажариш мумкин. Жисмга шундай 
илгариланма кучиш берамизки, натижада Аг нук;та Л2 нуцта билан 
устма-уст тушеин. Бунда Ви Сг нуцталар В', С' ну^таларга утади. 
У з^олда а  А В С вазияти д  Л2 В' С' га алмашинади ва жисм Г  
Холатини эгаллайди. Эйлер— Даламбер теоремасига кура, жиемни Г  
Холатдан II ^олатга А ^утбдан утувчи бирор оний уц атрофида бир 
айлантириш билан утказиш  мумкин. Теорема исботланди.

Даракатни бу хилда илгариланма ва айланма цисмларга ажратиш 
жисмнинг ^ациций харакатини акс эттира олмайди. Жисмнинг ха^и- 
ций харакатини тасвирлаш учун ихтиёрий д  t вацт оралирини кичик 
булакларга булиб, мазкур булакларга мос булган эркин жисмнинг 
Харакатини цутбнинг илгариланма харакати ва цутбдан утувчи оний 
уц атрофидаги айланма харакатларидан ташкил топган деб царалади.

Эркин жиемда олинган цутб координаталарини 1А, г\А £л билан 
белгиласак:

тенгламалар ^утбнинг харакат тенгламаларини ифодалайди.
Жисмнинг цутб атрофидаги харакатини аницлаш учун цутб нух- 

тасида Ох 1 т] £ цузгалмас координата системасига параллел булган 
Ajci Ух хамда жисмга бириктирилган Аху z  координата системалари-

(13.1)



142 -раем.

ни утказамиз (142-раем). У з̂ олда жисмнинг цутб атрофидаги сферик 
харакатини if, ф, 0 Эйлер бурчаклари билан аниклаш мумкин. Шу 
сабабли

=  h  (0.
Ф == fs (0* (13.2)
в =  /в (0-J

тенгламалар жисмнинг цутб атрофидаги айланма харакатини ифода­
лайди.

Шундай цилиб, (13.1), (13.2) тенгламалар биргаликда эркин цат- 
тиц. жисмнинг умумий хрлдаги харакат тенгламаларини ифода­
лайди.

81-§. Эркин ^атти^ жисм нуцталарининг тезлиги ва тезланиши

Эркин к;атти^ жисм ихтиёрий В ну^тасининг тезлиги, текис па­
раллел харакатдаги каби, оА цутбнинг тезлиги ва vBA ^утбдан утув­
чи оний уц атрофидаги айланма хаРакат тезликларининг геометрик 
йигиндисига тенг:

VB = = V A  +  VB A  =  v a  +  “ Х Л 5 , (13.3)

бунда со оний бурчак тезликдир.
Шунга ухшаш, В ну^танинг тезланиши учун (11.13) каби ^уйида- 

ги формула уринлидир:

W„ =  w . + w В А' (13.4)

(13.3) ва (13.4) формулаларнинг исботи текис параллел хаРакатДаги 
каби булади. (13.4) даги wBA Ривальс теоремасидан ани^ланади:

w b a  =  w b a  +  w b a - (13.5)



XIV б о б

НУЦТАНИНГ МУРАККАБ ХАРАКАТИ

Шу пайтгача нуцта ёки жисмнинг харакатини цузгалмас деб ^абул 
килинган бирор координаталар системасига нисбатан текширдик. Ку- 
пинча техникада учрайдиган масалаларни ечишда ну^та ёки жисмнинг 
Харакатини икки ва ундан орти^ координата системаларига нисбатан 
текширишга тугри келади. Бундай холда координата системаларидан 
бири цузгалмас деб олиниб, цолганлари эса унга нисбатан маълум 
цонунга мувофи^ хаРакат ^илади, деб ^аралади. Бу холда ну^та (ёки 
жисм) ^узгалмас координаталар системасига нисбатан мураккаб хаРа' 
катда булади. Масалан, Ернинг сунъий йулдоши ичида хаРакатлана- 
ётган бирор нукта Ерга нисбатан мураккаб хаРакатда булади. Вагон 
ичида юраётган йуловчи поезд хаРакатланаётганда Ерга нисбатан му- 
раккаб хаРакатда булади. Бу мисолларда Ер билан богланган коор­
динаталар системаси цузгалмас булиб, сунъий йулдош ва поезд билан 
богланган координаталар системаси ^узгалувчи координаталар систе- 
масидан иборат булади.

82-§. Ну^танинг нисбий, кучирма ва мураккаб харакатлари

М  нуцтанинг ^узгалмас Ol £ r\ £ координаталар системасига нис­
батан мураккаб хаРакатини текширамиз. Бунинг учун 0 г ё г) g га нис­
батан ихтиёрий равишда хзракатланадиган Оху z  координаталар сис- 
темасини оламиз (143-раем).

М  ну^танинг ^узгалувчи О xyz координаталар системасига нисба­
тан хаРакати нисбий щракат дейилади. Нуцтанинг нисбий хаРакати 
текширилаётганда цузгалувчи координаталар системасининг хаРакати 
фикран эътиборга олинмайди. Ну^танинг нисбий хаРакатДа чизган 
траекторияси нисбий траектория дейилади.

Нуцтанинг нисбий траектория буйлаб хаРакат тезлиги нисбий 
тезлик, нисбий тезликнинг нисбий хаРакат траекторияси буйича уз- 
гаришини ифодаловчи тезланиш 
нисбий тезланиш, дейилади.
Нисбий тезлик_"^ билан, нис­
бий тезланиш wr билан белги- 
ланади.

Ернинг сунъий йулдоши 
ичидаги ну^танинг сунъий йул- 
дош билан бириктирилган коор­
динаталар системасига нисбатан 
Харакати нисбий харакат була­
ди. Ну^танинг сунъий йулдош- 
га нисбатан тезлиги нисбий тез­
лик, тезланиши нисбий тезла­
ниш булади.



М  нуцтани О х у  в  цузгалувчи координаталар системасига нисба­
тан берилган онда фикран цузгалмас деб цараб, унинг цузгалувчи 
координаталар системаси билан биргаликда цузгалмас |  т] £ коорди­
наталар системасига нисбатан цилган харакати кучирма %аракат де­
йилади. Нуктанинг кучирма харакати цузралувчи координаталар сис- 
темасининг лузгал мае координаталар системасига нисбатан харакати 
билан аницланади.

Харакати кузатилаётган М  нуцтани берилган онда цузгалувчи 
О х у  z  координаталар системасининг бирор нуцтаси билан устма- уст 
тушган ва унга нисбатан цузгалмас деб цараб, шу нуктанинг цузга- 
лувчи координаталар системаси билан биргаликда цузгалмас коорди­
наталар системасига нисбатан харакат тезлиги берилган онда кучир­
ма тезлик ва тезланиши кучирма тезланиш дейилади. Кучирма 
тезлик ve билан, кучирма тезланиш we билан белгиланади.

Келтирилган мисолда М  нуцтани сунъий йулдошнинг бирор нуц- 
тасида жойлашган деб цараб, мазкур нуктанинг сунъий йулдош би­
лан биргаликда Ерга нисбатан харакати кучирма хаРакат булади. 
Сунъий йулдош М нуцтасининг Ерга нисбатан тезлиги кучирма тез- 
ликни, тезланиши кучирма тезланишни ифодалайди.

М  нуктанинг бевосита цузгалмас координаталар системасига нис­
батан харакати мураккаб %аракат ёки абсолют %аракат дейилади. 
Нуктанинг бундай харакат тезлиги абсолют тезлик, тезланиши аб­
солют тезланиш дейилади. Абсолют тезлик va билан, абсолют тез­
ланиш wa билан белгиланади.

Келтирилган мисолда сунъий йулдош ичидаги М  нуктанинг Ер 
билан богланган координаталар системасига нисбатан харакати абсо­
лют харакат булади.

143-раемда тасвирланган М  нуктанинг Ох 1 координаталар 
системасига нисбатан харакати мураккаб харакат булиб, бу харакатни 
нисбий ва кучирма харакатдан ташкил топган деб цараймиз.

Нуктанинг мураккаб харакатини текширганда нисбий, кучирма ва 
ва абсолют тезликлари хамда тезланишлари орасидаги муносабатни 
топиш асосий масала хисобланади.

М  нуктанинг цузгалмас Ох |  г] £ координаталар системасига нис­
батан холати координаталар боши Ох ва М ну^та ор^али утувчи р 
радиус-вектор билан аницланади. Яъни р радиус-векторининг узгариши 
абсолют харакатни белгилайди.

М  нуктанинг кузгалувчи O x y z  координаталар системасига нис­
батан х°лати координаталар боши О ва М нуцта орцали утувчи 
г  радиус-вектор воситасида аницланади.

Кузгалувчи координаталар системасининг бирлик векторларини
i, j , k билан белгиласак, г цуйидагича ифодаланади:

г =  x i  +  y j +  zk.
Бунда х, у, z  лар М  нуктанинг нисбий харакатини белгиловчи коор- 
динаталаридир. Шундай цилиб, нуктанинг нисбий харакат тенглама­
лари ушбу куринишда ёзилади:



x  =  fi  (0.1 
у  =  Ь Щ  
s =  f3(t). ]

К,узгалмас системанинг координаталар боши Ох ва цузгалувчи сис­
теманинг координаталар боши О нуцта орцали утувчи р0 радиус- 
векторнинг узгариши О нуктанинг абсолют харакатини бieлгилaйди.

83-§. Тезликларни цушиш теоремаси

М нуктанинг г| £ кузгалмас координаталар системасига нис­
батан абсолют тезлигини аниклаш учун ^аракатни ^узралувчи O x y z  

1 координаталар системасига нисбатан нисбий харакат ва бу координа- 
I талар системаси билан биргаликда содир буладиган кучирма ^аракат- 
1 дан ташкил топган деб цараймиз (143-раем). К,узралувчи O x y z  коор­

динаталар системаси кузгалмас Oil т) g координаталар системасига 
нисбатан худди эркин жисм каби ^аракатлансин. У ^олда ю^орида 
курганимиздек, О х y z  координаталар системасининг харакатини коор- 
динаталар боши О нуцта—цутбнинг илгариланма ^аракати ва бу к,утб 
атрофидаги сферик ^аракатдан ташкил топган деб цараш мумкин.

I Мазкур сферик ^аракатни О нуцтадан утувчи ОР оний уц атрофида- 
I ги а»е бурчак тезлик билан содир булувчи айланма ^аракатдан ибо- 
I рат деб цараймиз (144-раем).

Расмдан цуйидаги муносабатни оламиз:

| Р =  Ро +  7 =  р0 +  (х i +  y~j +  z  k. (14.2)
I M нуктанинг абсолют тезлигини аницлаш учун (14.2) дан вацт
I буйича ^осила оламиз:



dt dt 1 \d t '  1 dt > ' dtK>~r 'x dt ' » Л ^ а ЧГ) ^  
Бунда

4 r = y* ( i4-4>
ну^танинг абсолют тезлигини ифодалайди,

4 f °  =  ^  (14.5)
rfx Л/ dz

бунда О ^утбнинг тезлигидир; (14.1) га кура j t =  vrx, ^  =  vry, ~  =  
=  vrz булиб, нисбий тезликнинг цузгалувчи х, у, z  координаталар 
у^ларидаги проекцияларини ифодалайди. Шу сабабли нуцтанинг нис­
бий тезлиги к;уйидагича топилади:

d x — . dy — . d z — — — — —
7 ,  i + ~ l t j  + J t k  =  Vrx 1 + V ry ] +  Vrz k  =  v r ( 1 4 -6 )

К$згалувчи O x y z  координаталар системаси О нуцтадан утувчи 
ОР оний у^ атрофида we бурчак тезлик билан айланма хаРакатДа 
булгани учун /, /, k бирлик векторлардан ва^т буйича олинган ко­
сила, радиус-векторлари /, k га тенг булган ну^таларнинг чизи^- 
ли тезлиги каби олинади. У х0ЛДа Эйлер формуласига кура ^уйида- 
ги тенгликлар уринли булади:

d i • d j . d k  _' . /i i
~аГ =  <°e x  *; “ЗГ =  x  1 ’ 4 T = = li> eX k- (14-7>

(14.4) — (14.7) ларга асосан (14.3) ни куйидагича ёзамиз:]

^  =  +  +  (x i  +  y j  +  zk),
ёки

[Va =V~r +  vo +  <»e X  T • ( 1 4 ,8 )

M  ну^танинг кучирма тезлиги O x yz  ^узгалувчи координаталар 
системасининг шу нуцта билан устма-уст тушган нуцтасининг OjSrjg 
га нисбатан тезлигига тенг булади. Курилаётган холДа O x y z  
координаталар системаси ^узгалмас ОДт)^ га нисбатан худди эркин 
жисм каби харакатланаётгани учун М ну^танинг кучирма тезлиги 
(13.3) га асосан куйидагича ёзилади:

■о0 +  X г = v e. (14.9)
Шундай 1̂ илиб, (14.8) ушбу куринишни олади.

va = V T-\rVe. (14.10)
Бу тенглик тезликларни кушиш теоремасини ифодалайди.

Нуцтанинг абсолют хр.ракат тезлиги унинг нисбий ва кучир­
ма %аракат тезликларининг геометрик йигиндисига тенг.



Бу теорема тезликларнинг параллелограмм цоидаси дейилади.
(14.9) дан курамизки, кузатилаётган холда М  нуктанинг кучирма 

Харакат тезлиги цутб О нинг тезлиги v0 ва ОР оний уц атрофидаги
айланма харакат тезлиги we х  г га цурилган параллелограммнинг 
диагонали билан ифодаланади.

Агар кучирма хаРакат илгариланма хаРакатДан иборат, яъни 
(ог =  0 булса, у х0ЛДа цузгалувчи координаталар системаси билан 
борланган барча нуцталарнинг тезликлари геометрик тенг булиб, 
цутбнинг тезлиги v0 билан аницланади:

Бу холДа Хам (14.10) формула уринли булади.
Абсолют тезликнинг модули нисбий ва кучирма тезликларга цу- 

рилган параллелограммнинг диагонали билан ифодаланади:

va =  V&г +  v2 +  2 i/ea,.cosa , (14.11)
бунда

_XN
« =  (»#. vr).

Агар ос =  0, яъни vr билан ve бир турри чизиц буйлаб бир то- 
монга йуналган булса, абсолют тезлик цуйидагича топилади:

va =  V ^ r +  v2 +  2 ve vr = v e + v r.

Агар a  =  90°, яъни ve _L vr булса, абсолют тезлик

v a =  V v 2 + v 2

формуладан, a  =  180°, яъни vr билан ve бир турри чизиц буйлаб 
царама-царши йуналган холда эса

va =  V v \  +  oj — 2 vevr --- \vr — ve\
формуладан аницланади.

Агарда нисбий, кучирма ва абсолют тезликлардан ихтиёрий икки- 
таси маълум булса, учинчи номаълум тезликни тезликларни цушиш 
Хацидаги (14.10) теоремадан фойдаланиб аниклаш мумкин.

84-§. Тезланишларни цушиш теоремаси 
(Кориолис теоремаси)

М нуктанинг кучирма хаРакати илгариланма булмаган холДа а^- 
солют тезликнинг цуйидаги

—  dp0 , ( dx —  dy — dz - \  (  Л  d f  d k
У а ~ Ч Г + \ Ч Г 1 + ~ 1 Г  1 + T t  k ) + [Х ~ЗГ + y ~di + z ~dT 

ифодасидан вацт буйича х°сила оламиз:



d va d‘P0
+dt2dt

dx di
+  — ■ ^  dt

dj
dt ~dT dt

d2 x  — d2y -  cPz — \
----- i H------ -- j  H--------k +
dt* dt2 dt2 j

dz dk \  d4  d'lJ  <Pk
^  dt dt J dt2 +  У dt* + Z dt2

(14.12)
(14.12) да

- £ = » . •  (14-13)

M нуктанинг абсолют тезланишини,
d'2 p. —

— - = w „  (14.14)dt 2 «  ' '
О цутбнинг тезланишини,

cf2x - d2y -  drz -  —
~1F i +  ^ i  +  ~ w ~ k==wr ( i4-15)

M нуктанинг нисбий тезланишини ифодалайди. (14.7) ва (14.6) лар- 
га асосан цуйидагиларни ^осил циламиз:

l*.jL + JLJL+ JLJL = a x(*LT+J!L-j + Jl-k\ = 
dt dt dt dt dt dt e \  dt dt dt )

=  ©, х Я ,  (14. 16)

d2i d (  di \  d — \ dw, -  — di
-----  = ---- I ~T~ — ------ со X i J = ----1 X / + a .  X ----  =

dt2 dt \  dt j  dt K ‘ ’ dt * dt

=  ee X i  + w , X (coe X i j ,

— Ao.бунда ee =  булиб, ОЕ y^ атрофидаги оний бурчак тезланишдир 

(145-расм). Худди шунингдек,

dt2
Шу сабабли

d2T . d?J . d2k

d2> ~ г е X j +  we X (“<■ X j ),

=  Ee X~k +  (i)e X ((oe X k ) .

dt* 
d2k

dt2 +  y - ~  + s ~ ^ ~  ~ [ * e  X  1 + “ .  X  ( ® . X  f ) ] *  +

+  [ e ,  X / +  ©, X (<o, X i ) ] y  +  [ ee X k +  coe X (coe X £ )]*= *

=  1e X ( xi -f  y j  +  Zk ) +  coe X [coe X ( xi +  y j  - f  =

=  s( x r + i 0( x((i)( x r ) .  (14.17)



1 (14.13) — (14.17) ларга асосан (14.12) ни ^уйидагича ёзамиз:

W a  =  W o +  W r  +  2 (“ е Х Vr ) +  г е Х  Г +  Х  (“ в Х Г ) '  ( 14' 18)

М  ну^танинг кучирма тезланиши Oxyz цузгалувчи координата­
лар системасининг шу ну^та билан устма-уст тушган нук;тасининг 

| О га нисбатан тезланишига тенг булади. Курилаётган х;олда Oxyz 
координаталар системаси худди эркин жисм каби хаРакатлангани 
учун we кучирма ^аракат тезланиши О цутбнинг тезланиши хю0 хам_ 

I да 1^утб атрофидаги айланма \аракат тезланиши we =  ее х  г ва ОР 
1 оний ук^а интилма тезланиш =  coe х  с̂ое X rj дан ташкил топа- 

1 ди:
Wo + 8« Х г +  ые +  ((0« Х r) =  we ‘ (14.19)

(14. 18) даги

2 (“ « х  v r  ) =  w k  (14.20)

Кориолис тезланиши дейилади.
Шундай килиб, нуь^танинг абсолют тезланиши ^уйидаги тенглик- 

дан аницланади:

wa = w r + w t + w k . (14.21)

(14.21) тенглик кучирма харакати илгариланма булмаган нуцтанинг 
тезланишларини ^ушиш ^а^идаги Кориолис (1792— 1843) теорема- 
сини ифодалдйди.

Кучирма прокати илгариланма булмаган мураккаб харакат­
даги нуцтанинг абсолют тезланиши унинг нисбий, кучирма ва 
Кориолис тезланишларининг геометрик йигиндисига тенг.



Агар нуктанинг ^аракати табиий усулда берилса, у хрлда нисбий 
тезланишни уринма ва нормал ташкил этувчилардан иборат деб ца- 
раш мумкин.

булиб, sr — хисоблаи.1 бошидан нуктанинг нисбий ^аракат чизиги 
буйлаб унинг берилган ондаги ^олатигача булган ёй координатаси; 
рг — нисбий ^аракат чизирининг эгрилик радиуси.

Кучирма ^аракат цузгалмас уц атрофидаги айланма ^аракатдан 
иборат булган хусусий ^олда кучирма ^аракат тезланиши учун

формула уринлидир. Агар айланиш увидан нуктагача булган энг цис- 
ца масофани R билан, кучирма харакат бурчак тезлиги ва бурчак 
тезланишини мос равишда сое ва ее билан белгиласак, (10.14) ва
(10.15) ларга кура, кучирма уринма тезланиш

формулалар ёрдамида аницланади. Бу з^олда нуктанинг абсолют тез­
ланиши учун цуйидаги тенгликни ёза оламиз:

Агар кучирма ^аракат илгариланма ^аракатдан иборат булса, у 
^олда (о =  0 , ее =  0. Шу сабабли цузгалувчи координаталар сис­
темаси билан борланган барча ну^таларнинг тезланишлари узаро гео­
метрик тенг булиб, цутбнинг тезланиши wо билан аницланади:

Бу ^олда wk =  2 (we X vr ) =  0. Шу сабабли (14.21) ни курилаётган 
з^олда цуйидаги куринишда ёзамиз:

(14.22) формула кдчирма царакати илгариланма харакатдан 
иборат булган нущта учун тезланишларни цушиш %ацидаги цуйи- 
даги теоремани ифодалайди.

wr =  wxr -\-wnr >
бунда

w,
Г

X dv,
at

г

We =  w]

кучирма нормал тезланиш эса

Wa =  “ V +  Ш г +  W e +  W1 +  Wk (14.21')

W  =  W  . w e о

wa = w r +  we (14.22)



Кучирма щракати илгариланма щракатдан иборат булган 
нуцтанинг абсолют тезланиши унинг нисбий ва кучирма тезла- 
нишларининг геометрик йигиндисига тенг.

Шундай цилиб, кучирма ^аракат илгариланма ^аракат булганда, 
нуцтанинг абсолют тезланиши нисбий тезланиш wr ва кучирма тезла­
ниш we ларга цурилган параллелограммнинг диагонали билан ифода- 
ланади. Бу з^олда абсолют тезланишнинг модули цуйидагича хисоб- 
ланади:

Юцорида курганимиздек, Кориолис тезланиши мураккаб ^аракат- 
даги нуцтанинг кучирма ^аракат бурчак тезлиги билан нисбий г р а ­
нат тезлигининг векторли купайтмасининг иккиланганига тенг.

Агар юе билан vr орасидаги бурчак катталигини а  билан белги- 
ласак, Кориолис тезланишининг модули

, формуладан аницланади.
, Кориолис тезланишининг йуналишини цуйидаги Жуковский цои- 

даси асосида аницлаш цулайдир.
Кориолис тезланишининг йуналишини анщлаш учун нуцта­

нинг нисбий тезлигини кучирма %аракат айланиш уцига перпен­
дикуляр текисликка проекциялаб, бу проещияни мазкур текислик­
да, кучирма %аракат айланиши йуналишида 9(Г бурчакка буриш 
керак (146-расм).

Агар (ое _1_0г булса (147-расм), sin а  =  1. У х°лда

wa =  у w2r +  we +  2wr we cos(tt»r we ) . (14.23)

85-§. Кориолис тезланиши

(14.24)

w. =  2co„ v sin aft e r (14.25)

w. =  2юл v, .k e r (14.26)



(14.25) форму лага кура Кориолис тезланиши нолга тенг булади­
ган ^олларни куриб чи^амиз:

1) ю^орида курилганидек, и>е =  0, яъни кучирма харакат илгари­
ланма ^аракатдан иборат булса, wk =  0 булади;

2) нисбий харакат тезлиги бирор онда нолга тенг булса, шу онда 
w k =  0 булади;

3) а  =  0 ёки а  =  180° булса, яъни нисбий харакат кучирма ха­
ракат айланиш у^ига параллел равишда содир булса ёки берилган 
онда нисбий харакат тезлиги мазкур увда параллел булса, wk =  0 
булади.

86-§. Мураккаб харакатдаги ну^танинг тезлик ва тезланишларини 
аниклашга дойр масалалар

Мураккаб харакатдаги ну^танинг тезлик ва тезланишларини аник;- 
лашга дойр масалаларни к,уйидаги тартибда ечиш тавсия этилади.

1. Кузгалмас ва ^узгалувчи координата системалари танлаб оли­
нади.

2. Даракатни нисбий, кучирма ва абсолют хаРакатларга ажрати- 
лади.

3. Кучирма харакатни фикран тухтатиб, ну^танинг нисбий хара­
кат тезлиги ва тезланишлари аншуганади.

4. Нисбий харакатни фикран эътиборга олмай, нуцтанинг кучир­
ма харакат тезлиги ва тезланишлари аницланади.

5. Тезликларни кушиш тео- 
ремасидан фойдаланиб, нуцта- 
нинг изланаётган абсолют тез­
лиги топилади.

6. Ну^та илгариланма ку­
чирма х аРакатда булмаса, унинг 
Кориолис тезланиши аницла- 
нади.

7. (14.21) ёки (14.22) ни 
координата уцларига проекция- 
лаб ну^та абсолют тезланиши- 
нинг проекциялари топилади.

8. Мазкур проекциялар во­
ситасида ну^та абсолют тезла 
нишининг миедори ва йунали' 
ши ани^ланади.

27-масала. АравачанингЛб 
томони горизонт билан а  =  45° 
бурчак ташкил этади. Аравача
Ojl 5ц буйлаб w0 =  1 ~  уз­

гармас тезланиш билан турри 
чизи^ли харакат ^илади. Шу



текисликда Р  жисм wr =  у 2 — узгармас нисбий тезланиш билан
тушиб келади. Текислик билан жиемнинг бошлангич тезлиги нолга 

I тенг, жиемнинг бошлангич ^олати 5 =  0, г\ =  h координаталар билан 
аницланади. Жиемнинг абсолют ^аракати тенгламаси, абсолют тез­
лиги ва тезланиши топилсин (148-расм).

Ечиш. Шаклда курсатилган Ох|т] текислик — цузгалмас текислик. 
АВ кия текислик оркали цузгалувчи Аху координаталар системаси- 
ни утказамиз. Р  жиемнинг Ах га нисбатан ^аракати нисбий, жисм- 
нинг фацат Аху билан биргаликда О^т) га нисбатан харакати кучир­
ма (илгариланма), жиемнинг О^т] га нисбатан ^аракати абсолют (му- 
раккаб) ^аракат булади. Нисбий харакат узгармас wr тезланиш билан 
содир булганда унинг нисбий тезлиги

0г =  уГо +  wr t

формулага мувофи^ топилади. Шунингдек, кучирма харакат тезлиги 
з̂ ам аницланади:

vt = v tt +  W't .

1 Масаланинг шартига кура, бошлангич t =  0 пайтда кия текислик ва 
жиемнинг бошлангич тезликлари нолга тенг: ve =  0, vr =  0. Шу 

1 сабабли
vr = w r t ва ve =  we t.

v r Ax уц буйлаб, ve эса увда параллел равишда йуналган. Улар 
орасидаги бурчак 45° га тенг. Абсолют тезликнинг микдорини (14.11) 
формулага муЕофкц аницлаймиз (148-расм, а):

| va =  У  v] +  v2r + 2  ve vr cos 45° =

I = V ~ [ Wr * )2 [we *)2 2Wr W£ 2 C0S 4 5 °  ;

1 -1 бунда wr = } / ' 2 м/с2, wt =  w0 =  1 —  булгани учун

va =  / 5  t

келиб чикади. Энди P  жиемнинг Ax у к; буйлаб утган йулини топа- 
миз. ^аракат текис тезланувчан булганидан

■ , , wrt2
* =  *0+ VrJ + - ^ - -  

Шунга ухшаш, кучирма ^аракат цонунини ёзамиз:

t  t 1 i 1 weP
h  = h  +  veJ + - ^ ~ -



t =  0 да ?0 =  0. хо — 0, уг> =  0, v = 0  булганидан
wrt2 X =  ——

2 е 2 

Хосил булади.
Энди Р  жисмнинг Ог1г| цузгалмас системага нисбатан абсолют ха­

ракати тенгламасини аницлаймиз:
£1

|  =  *cosa + ои — , 
е 2

г] = h  — л: sin a .

Юцоридагиларни эътиборга олсак, абсолют харакат тенгламалари

l  =  t \  гl = A — j

куринишда ёзилади. Бу харакат тенгламаларидан t вацтни чицариб 
ташласак, абсолют харакат траекториясининг тенгламасини оламиз:

Л = Л  — — ,
1 2

яъни абсолют хаРакат траекторияси тугри чизикдан иборат булади. 
Масалада кучирма ^аракат илгариланма булганидан, (14.22) га бино- 
ан, абсолют тезланиш

Wa = w e +  w r

формула ёрдамида аницланади (148-расм, б). Абсолют тезланиш мо­
дули

W a =  Y w )  +  w )  +  2w e Wr cos 45° =  / 5  .

Абсолют харакат тугри чизицли булгани учун бу натижанинг тугри- 
лигини абсолют тезликдан вацт буйича х°сила олиб текшириш мум­
кин:

28-масала. О А кулиса узининг О учи атрофида узгармас со =  
=  2с-1 бурчак тезлик билан айланади. М  ползун О А кулиса буйлаб
О дан А га цараб 5  =  ОМ =  (2 +  3t2) м цонун асосида харакат ци- 
лади. Ползуннинг t  =  1 с даги абсолют тезлиги ва тезланиши то­
пил син (149-расм).

Ечиш. О нуцта орцали Осг] цузгалмас координаталар системасини 
Хамда О А кулиса орцали Ох цузгалувчи уцни утказамиз. М нуцта- 
нинг тезлигини тезликларни цушиш теоремаси (14.10) га мувофиц 
аницлаймиз: _  _  _

v =  v 4- v .а е 1 vr



М  ну^танинг нисбий тезлигини топиш учун унинг Ох у^ буйлаб 
нисбий ^аракат тенгламаси s =  2 +  3t2 дан t буйича хосила- оламиз:

vr тезлик М дан А га цараб йуналади. М  ползунни О А кулисага 
нисбатан харакатсиз деб карасак, М  нинг кулиса билан биргаликда 
^узгалмас О ну^та атрофидаги харакати кучирма харакат булади ва 
унинг тезлиги

у =<о-ОМ  =  2(2 +  3/2) —  .
с

ve айланиш йуналишида (ОМ) га перпендикуляр равишда йуналади, 
яъни ve +  vr . Шу сабабли va нинг модули

«а =  V  Ve +Vr  =  ] / ( 4  +  6^)2 +  (6/)2 
тенгликдан топилади. t — 1 с булганда va « 1 1,64м/с, а  бурчак тангенси

°е  5  —' эса tg a  =  —  = —  га тенг булади. а  бурчак ^ийматига кура иа
vr 3

нинг йуналиши топилади.
М ползуннинг берилган ондаги кучирма ХаРакати айлана буйлаб 

Харакат булганидан унинг абсолют тезланиши Кориолис теоремасидан 
аницланади:

w„ — w , +  w, +а г 1 е ‘ r •

Демак, wr нисбий, we кучирма ва wk Кориолис тезланишларини аниц- 
лашимиз керак.



Нисбий з^аракат турри чизицли булганидан унинг тезланиши нис­
бий тезликнинг t буйича ^осиласига тенг:

dv. м
w =  — - == 6 —  .

г dt с2

Бунда wr > 0  булганидан нисбий тезланиш нисбий тезлик буйича 
йуналади.

Кучирма харакат кулисанинг айланма ^аракатидан иборат булга­
нидан М ну^танинг we кучирма з^аракат тезланиши

w =  w + Wе еп ‘ ех

формула асосида топилади. Берилган масалада кучирма з^аракат бур-
dco.

чак тезлиги сое узгармас булганидан ее =  ^  = 0  булади. Бу з^олда: 

w ex — г е • ОМ = 0 ;  w — до =  со’ • ОМ =  4 (2 +  3t f  .ех е 1 е еп е с2

Бу тезланиш О А буйлаб М  дан О айланиш марказига ^араб йуналади.
Кучирма ^аракат бурчак тезлик вектори О ну^тадан шакл текис- 

лигига_перпендикуляр утган уц буйлаб кузатувчи томонга йуналади, 
яъни coe _Lpr . Бу з^олда wk нинг микдори (14.26) га кура ^уйида- 
гича булади:

w. =  2со . у =  24 t —  .к  е г  с2

vr _L сое булганидан vr ни М  нуцта атрофида айланма ^аракат йуна- 
лишида 90° га айлантирсак, wk нинг йуналиши топилади.

Абсолют тезланиш модулини wa =  у  w2ax +  w 2ay формула га кура 
ашщлаймиз. Расмдан:

ID =  w  —  XI) , W =  W. . ах г еп ’ ау к

Шунга кура, t =  1 с да абсолют тезланиш модули

w =  У  {w — w J 2 -\-xsf. =  27,8 —а. г \ г еп> ' f t  с2

булади.
29-масала. R  радиусли Ер шари узгармас сое бурчак тезлик би­

лан рарбдан шарвда ^араб уз уци атрофида айланади. Ер шарининг 
АВ меридиани буйлаб М  жисм жанубдан шимолга цараб vr узгармас 
мивдорли нисбий тезлик билан з^аракат цилади. Жисм Ер шарининг 
шимолий ярим шарида ср кенгликда ётган ва^тида ^андай абсолют 
тезлик ва абсолют тезланишга эга булади (150-расм)?



Ечиш. Харакатланувчи жисмни 
нуцта деб цараймиз. Ер шари ай-

I ланма харакатининг бурчак тезлик 
. вектсри айланиш у^и буйлаб йуна- 

лади. М  нуцта Ернинг Ozx айланиш 
[ уцига нисбатан мураккаб ^аракат 

цилади. Унинг Ер сиртида АВ мери­
диан буйлаб ^аракати нисбий, фацат

1 Ер билан бирга Ozv уц атрофида 
айланиши кучирма ^аракат булади.

М нуктанинг нисбий тезлиги шу 
нуцтада АВ га утказилган уринма

I буйлаб йуналган.
, М нуктанинг айланиш укига пер-
I пендикуляр булган ОгМ радиусли 

айлана буйлаб кучирма ^аракати 
тезлигини топамиз. Расмдан Ь1М =
=  /?созф. Кучирма тезлик модули 
ve =  со, -ОхМ =  (ое • R cosср формула ёрдамида аницланади.

Бу тезлик ОхМ радиусли айланага утказилган урннма буйлаб 
йуналади. Абсолют тезликни (14.10) формулага мувофиц топамиз:

! V =  V -4- V .а г 1 е

Бу масалада v e _L vr булганидан

va =  Y  v e +  vr =  Y  v r +  ' R 2 ‘COS2 ф .

M нуктанинг абсолют тезланишини Кориолис теоремасига мувофиц
I аницлаймиз:

wa= W r +  We +  Wk.

М нуцта узгармас нисбий тезлик билан А В меридиан буйлаб ^а- 
ракатланганидан, у меридиан айланаси буйлаб текис узгарувчан ай­
ланма ^аракат цилади.
— — — х? dv
wr =  wrn+  wrX тенгликдаги wrn = ---- , wrX = ------=  0(ur=  const) бул-

_ __ P dt
ганидан wr =  wrn эканлиги келиб чикади. Бу тезланиш М  дан [Ер 
маркази О га цараб йуналади. Кучирма ^аракат Ер уци Ozx атрофи­
да (ое =  const бурчак тезлиги билан айланма ^аракатдан иборат бул­
гани учун we т =  ee-R =  0, чунки ев =  — 0- Шу сабабли

we -- wen =  аР-ОхМ --- (i>2e-R cos ф.

Бу тезланиш М дан МОх буйлаб йуналади. Энди Кориолис тезлани­
шини топамиз:

wk =  2 (со, X~vr).

150- раем.



Бу тезланиш сог билан vr ётган текисликк а перпендикуляр равишда 
М  нуцтада кучирма ^аракат траекториясиг а уринма равишда йунала­
ди, мицдори эса wk =  2 coe vr sin ф га тенг булади.

(14.21) тенгликнинг з̂ ар икки томонини х, у , z  ксюрдината уцла- 
рига проекциялаймиз:

wax =  2 a v o esin<p;

W ay  =  —  ( R  <*>2 +  ~  ] COS ф;

vr ■ 
w ar — ----—  Sin<p.

У з^олда

wa=  У  w 2ax +  w2ay +  w2a2 ==

- У

, 2\ *

Агар нуцта экваторда булса ф =  0; бу холда со* || vr булиб, М  
нуцтанинг Кориолис тезланиши булмайди, яъни:

wk =  2<о<!-и/.5тф  =  0.

Бу холда we =  wa у =  — R со2------ г-
vl

Агар М  нуцта шимолий цутбда булса, ф =  — , <aeAjur булади ва 
М  нуцтанинг Кориолис тезланиши энг катта цийматга эришади:

wk =  2<x)e-vr.

Бу з^олда М нуцтанинг абсолют тезланиши цуйидагича булади:

W a =  V К *  +  Wl z  =  1 ^ 4 С0* Уг +  - £ Г  ‘

XV б о б
К АТТИК ЖИСМНИНГ МУРАККАБ ХАРАКАТИ

Жисмнинг мураккаб харакати тушунчаси нуктанинг мураккаб харака- 
тига ухшаш. Баъзи з^олларда жисмнинг цузгалмас саноц системасига 
нисбатан харакатини икки з^аракатдан ташкил топган деб цараш цу- 
лай булади; бу з^аракатлардан бири жисмнинг маълум цонун асосида 
Oxyz цузгалувчи координаталар системасига нисбатан нисбий харакати 
булиб, иккинчиси — жисмнинг 0 ^  г] £ цузгалмас саноц системасига 
нисбатан цузралувчи саноц системаси билан биргаликдаги кучирма



\
Харакати булади. Юцорида курганимиздек, эркин жисмнинг умумий 
Холдаги харакатини илгариланма харакат ва оний ук атрофида айлан­
ма харакатдан ташкил топган деб ^араш мумкин. Шунинг учун одат- 
да жисмнинг мураккаб (абсолют) харакатини аниклаш масаласи унинг 
кучирма ва нисбий харакат турларига цараб, ё илгариланма харакат- 
ларни, ё айланма ^аракатларни ёки айланма ва илгариланма ^аракат- 
ларни кушиш масаласига келтирилади. Жисм ^аракатларини кушиш- 
нинг амалда учрайдиган баъзи ^олларини куриб утамиз.

87- §. Иккита параллел у^ атрофида айланувчи жисмнинг 
харакатларини цушиш

К,аттиц жисмнинг нисбий ва кучирма ^аракатлари параллел уцлар 
атрофидаги айланма харакатлардан иборат булсин. Бундай холга 151- 
расмда курсатилган жисмнинг харакати мисол була олади. Фараз 
к;илайлик, жисм Oxyz ^узгалувчи системанинг Oz у^и атрофида со2 
бурчак тезлик билан нисбий айланма харакатда булиб, Oz уцнинг узи 
унга параллел цузгалмас 0 : £ уц атрофида бурчак тезлик билан 
кучирма-айланма ^аракатда булсин. Бунда жисм бир ва^тда икки па­
раллел у^ атрофидаги айланма харакатда иштирок этади. Унинг хам- 
ма ну^талари Oz ва 0 1 £ параллел укларга перпендикуляр булган те- 
кисликларда харакатланади.

Жисмнинг икки параллел уц атрофидаги айланма харакатини ХУ- 
шиш масаласи айланиш у к и га перпендикуляр булган текисликлардаги 
5  ^ир^имнинг харакатини, яъни текис параллел харакатни урганиш- 
га келтирилади (152-раем). 5  текис шаклнинг уз текислигидаги ха_ 
ракатини оний марказ атрофида оний айланма харакатдан иборат деб 
^араш мумкин. Текис шаклнинг уз текислигидаги харакатини тезлик- 
лар оний маркази атрофида оний айланма харакатдан иборат деб ца- 
раш мумкин. Текис шаклнинг тезликлар оний марказининг вазиятини



ва оний бурчак тезлигини аницлашда уч ^ол булиши мумкин. Бу ^ол- 
ларнинг ^ар бирини куриб утамиз.

I. Бир томэнга йуналган икки параллгл атрэфидаги жисм 
айланма ^аракатларини цулиш. Ж^см бир вацтда иккита параллел 
г  ва g уцлар атрофида бир томонга цараб йуналган со2 ва со1 бурчак 
тезликлар билан айланма ^аракатда деб цараб, унинг шу икки ^ара- 
катини цушамиз (152-раем).

Бунинг учун уцларга перпендикуляр текислик утказамиз, текис- 
ликнинг уц билан кесишган нуцталарини А ва В орцали белгилай­
миз. АВ кесмада бирор D нуцтани олиб, унинг va абсолют тезлигини 
топамиз. Нуцта мураккаб ^аракатда булгани учун унинг тезлиги тез- 
ликларни цушиш теоремасига мувофл^ аницланади:

бунда ve — AD-diL ва vr =  DB- соа; бу кучирма ва нисбий тезликлар 
D нуцтада кесмага перпендикуляр равишда, бир чизиц буйлаб царама- 
царши томонларга йуналади. Бу ^олда

АВ да шундай С нуцтани топиш мумкинки, унинг шу ондаги аб­
солют тезлиги нолга тенг. У ^олда С ну^та жиемнинг айланиш оний 
маркази булади ва (15.1) га кура

- АС <Ю| — ВС (Og =  О-

С ну^тадан айланиш у^ига параллэл утган СР чизиц устидаги 
жисм нуцталарининг тезлиги шу онда нолга тенг булади ва шу сабаб­
ли СР айланиш оний уци булади. _

Оний айланиш бурчак тезлиги со нинг ми^дорини аницлаш учун 
В нуктанинг абсолют тезлиги vB ни (15.1) га кура топзмиз:

Иккинчи томондан, В нуцта айланиш оний уци атрофида со бур 
чак тезлик билан айланма ^аракатда булгани учун

(15.3) ва (15.4) тенгликларни солиштириб цуйидагини оламиз:

va =  ve+ v r,

va =  (AD[сох — BD ©а). (15.1)

Бундан
А С _ш,
ВС СО!

(15.2)

vB =  А В -щ  — 0-со2 =  А В -щ . (15.3)

vB - (И’ВС. (15.4)

ёки (15.2) ни эътиборга олсак,
со =  сох +  соа



(15.2) ва (15.5) тенглик- 
лардан курамизки, бир- би- 
рига параллел икки ат­
рофида бир томонга айла­
нувчи жисмнинг царакат- 
ларини qfluiuui натижасида 
олинган абсолют %ара­
кат оний айланма хара- 
катдан иборат булиб, ай­
ланиш. оний уци айланма 
харакатлар содир булаёт- 
ган уцларга параллел ра­
вишда йуналади %амда уц- 
лар орасидаги масофани 
ичкаридан кучирма ва нис­
бий %аракат бурчак тез- 
ликларига тескари мута­
носиб булган булакларга
булади. Оний айланма %аракат бурчак тезлигининг модули нис­
бий ва кучирма %аракат бурчак тезликларининг алгебраик йи- 
гиндисига тенг ва унинг йуналиши берилган бурчак тезликлари­
нинг йуналиши билан бир хил.

2. Икки параллел уц атрэфида царама- царши томонга айланув­
чи жисмнинг ^аракатларини цушиш. Жисм цузгалувчи z уц атро­
фида со2 бурчак тезлик билан нисбий хаРакатДа> цузгалмас ва z  га 
параллел В £ уц атрофида кучирма хаРакатДа булиб, бурчак тез­
лик билан айлансин (153-раем.) Кучирма ва нисбий хаРакатлаР йу- 
налишлари бир-бирига тескари булсин. > со2 булган шундай икки­
та харэкатни цушамиз.

Бу холда хам цаттиц жисмнинг хаРакатлаРини цушиш айланиш 
уцларига перпендикуляр текисликдаги текис шаклнинг оний айланма 
Харакатига келтирилишини исботлаймиз. Бунинг учун z ва g уцларга 
перпендикуляр текислик утказиб, унинг уцлар билан кесишган нуц- 
таларини А ва В билан белгилаймиз. АВ кесманинг давомида бурчак 
тезлиги катта булган уц томонида жойлашган С нуцтанинг тезлиги­
ни топамиз:

ус =  ЛС-со2 — g v BC. (15.6)
Бундаги АС-щ  ва со^ВС лар АВ га перпендикуляр ва царама-цар- 
ши томонларга йуналади. С нуцтани шундай танлаймизки, унинг аб­
солют тезлиги vc нолга тенг булсин. У холДа (15.6) дан ушбу тенг- 
ликни оламиз:

—  =  ^ - .  (15.7)ВС щ  v ’
С нуктанинг тезлиги нолга тенг булгани учун у айланиш оний 

маркази ва айланиш уцига параллел булган СР уц айланиш оний уци 
булади.



Оний айланиш бурчак тезлиги со нинг ми^дорини аниклаш учун 
В ну^танинг тезлигини (15.6) га кура топамиз:

vB =AB'Cо2— 0-0)!= А В -Иг- (15.8)

Иккинчи томондан, В ну^та айланиш оний ук;и атрофида со бур­
чак тезлик билан айланма харакатда булгани учун

=  со • ВС. (15.9)

(15.8) ва (15.9) ларни солиштириб co-SC =  А В • со2 тенгликни ола-
т, А В -щ  (АС — ВС)-ш2 (А С  .. »миз. Бундан со = — i *- =  /—  —11 со2, еки (15.7)

ни эътиборга олсак, ^уйидаги уносил булади:

со =  сог — со2. (15.10)
(15.6) ва (15.10) тенгликлардан курамизки, бир-бирига параллел 

иккита уц атрофида царама- щрши томонга бир- бирига тенг бул­
маган бурчак тезликлар билан айланувчи жисмнинг харакатлари­
ни цушиш натижасида олинган абсолют харакат оний айланма 
Харакатдан иборат булиб, айланиш оний уци айланма харакатлар 
содир булаётган укларга параллел равишда йуналади хамда уцлар 
орасидаги масофани ташци томондан (катта бурчак тезлик то­
мондан) кучирма ва нисбий харакат бурчак тезликларига тескари 
мутаносиб булакларга булади. Оний айланма харакат бурчак тез­
лиги катта бурчак тезлиги билан бир хил йуналади ва унинг мо­
дули берилган бурчак тезликларининг айирмасига тенг.

Айланиш оний укининг берилган у^лардан бирортасига нисбатан 
^олатини аниклаш учун (15.7) дан ^осилавий пропорция тузамиз:

АС — В С _ со! — со2
ВС <в2

ёки
АВ  _ cot — ш2
ВС ш2 '

бундан

ВС =  А ± ^ ==^ 1 ,  (15.11)
сох—щ со

3. Жуфт айланиш. К,атти^ жисм икки параллел у^ атрофида ца- 
рама- ̂ арши томонга айланиб, бурчак тезликлари сон жи^атдан бир- 
бирига тенг булса, бундай айланиш жуфт айланиш дейилади. Жуфт 
айланишда сох =  — со2 булади. _  _

Фараз цилайлик, жисм бурчак тезликлари coi ва со2 га тенг бул­
ган (бунда cox= — со2) иккита оний айланма харакатда цатнашсин. 
Бундай жуфт айланиш хусусиятини тасаввур к,илиш учун жисм_ их- 
тиёрий М нук,тасининг харакатини текширамиз. М нуцтанинг сох ва



со2 текислигидаги Q ва P  нуцталарга нисбатан з^олати QM =  г х ва 
РМ =  г2 векторлар билан аницлансин (154-раем). Тезликларни 
шиш теоремасидан фойдаланиб М  нуктанинг абсолют тезлигини цуйи- 
дагича ёзиш мумкин:

келиб чицади. (15.12) тенгликдан курамизки, М  нуктанинг тезлиги 
унинг з^олатига богли^ булмайди. QP ва cot жиемнинг ^амма нуцта- 
лари учун умумий булганидан v тезлик >̂ ам жиемнинг з̂ амма нуц- 
талари учун бир хил булади, яъни жуфт айланишдаги жисм з$ар онда 
илгариланма з^аракатда булади. Илгариланма з^аракат тезлиги v жуфт 
айланиш векторлари ((о1? со2) ётган текисликка перпендикуляр йунала­
ди; унинг мусбат йуналишидан цараганимизда, жуфт айланиш бурчак 
тезликлари векторларининг йуналиши соат милининг айланишига тес- 
кари йуналишда булишини куришимиз мумкин. Тезликнинг сон ций- 
мати v = а 1-Н, бунда h — айланиш уцлари орасидаги энг цисца ма- 
софа булиб, у жуфт айланиш елкаси дейилади. v вектор жуфт ай­
ланиш. моменти дейилади.

Шундай цилиб, цуйидаги натижага келамиз. Жуфт айланиш 
жуфт айланиш текислигига перпендикуляр йуналишда булган оний 
илгариланма щракатга эквивалент бдлиб, илгариланма харакат тез- 
лигининг катталиги жуфт айланиш моментига тенг. Аксинча, цат- 
тиц жиемнинг илгариланма з^аракат тезлигини, шу тезлик векторига 
перпендикуляр текисликда жойлашган, моменти v =a>- h  га тенг (©1( 
со2) оний жуфт айланиш билан алмаштириш мумкин (154-раем).

Жуфт айланишга велосипед DE педалининг рамага иисбатан з$а- 
ракати мисол була олади. Велосипеднинг АВ кривошипи В нуцтадан 
утган уц атрофида тула бир марта айланганда, унинг DE педали з̂ ам 
А нуцта атрофида тескари томонга тула бир марта айланади (155-

v m  —  “ i х  r i +  “ 2 х  Г2 

бунда (о2=  — ©!, гх — г2 =  ОР булганидан
vM =  v =  щ  X (гх — r2) =  сох х  QP (15.12)

Х,аракатни 
узатувчи занжир



раем). Демак, хаР онда педалнинг АВ кривошипга нисбатан фх айла­
ниш бурчаги АВ  нинг рамага нисбатан ф2 айланиш бурчагига тенг, 
шунинг учун « ! =  —со2. Натижада бу икки айланиш Л ва В нуцта- 
лардан утган уцлар атрофидаги жуфт айланишдан иборат булиб, пе­
даль эса мицдори у  =  АВ  • к»! булган тезлик билан илгариланма ха‘ 
ракат цилади.

88- §. Жисмнинг параллел уцлар атрофидаги харакатларини 
цушишга доир масалалар

^аттиц жисмнинг параллел уцлар атрофидаги айланма ^аракатла- 
рини цушишга мисол тарицасида харакатни узатувчи механизмларни 
курсатиш мумкин. Харакатни тасмалар ёрдамида ёки тишли гилди- 
раклар (шестернялар) воеитасида узатиш мумкин. Тишли узатмалар 
Харакатининг турига цараб, оддий, планетар ва дифференциал узатма- 
ларга булинади.

Валларининг хаммаси кузгалмайдиган подшипникларда айланади- 
ган тишли гилдираклар бир-бири билан илашган булса, уларнинг шу 
тарифа илашиши оддий узатма дейилади (156— 158-расмлар). Одат- 
да бундай узатмада валлардан бири етакчи, колганлари етакланувчи 
деб хисобланади.

Оддий узатмада гилдираклар бир-бирига нисбатан силжимайди. 
Шу сабабли гилдираклар тегиб турган нуцтада куйидаги муносабат 
j/ринли булади:

бунда: к*! ва <в2 — тишли гилдиракларнинг бурчак тезлиги; z 1 ва z2— 
гилдираклар тишларининг сони; rL ва г2 — гилдираклар радиуслари. 
Рилдираклар ташцаридан илашган булса, бу формулада манфий и шо­
ра, ичкаридан илашган булса, мусбат ишора олинади.

Узатмадаги 1-тишли рилдирак цузгалмас булиб, кетма-кет илаш- 
ган, цолганлари мазкур кузгалмас рилдирак уци атрофида айланади- 
ган АВ  кривошипга урнатилган булса, бундай узатма планетар узат ­
ма дейилади (159-раем).

+ _£г
*1

(15.13)



Агар планетар узатмада 1-тишли рилдирак >;ам АВ  кривошип ай- 
ланадиган атрофида айланадиган булса, бундай узатма дифферен­
циал узатма  дейилади (160-раем).

Планетар ёки дифференциал узатма буринларининг кинематик ху- 
сусиятлари цуйидаги усуллар ёрдамида хисобланади.

1. Бурчак тезлик векторларини ^ушиш усули. Айланиш у^лари 
параллел у^лардан иборат булганда абсолют ^аракат бурчак тезлиги
(15.5) ёки (15.10) формула ёрдамида ани^ланади.

2. Тезликлари нинг оний марказидан фойдаланиш усули. Маса-
I лада тезликларнинг оний марказини аниклаш мумкин булса, бурин-

нинг абсолют бурчак тезлиги соа = —  формуладан топилади.
г

Нисбий бурчак тезликнинг катталигини (15.5) ёкн (15.10) га асо­
сан бундай ёзиш мумкин:

®2 =  — ®1.

бу ерда: со2 — нисбий харакат бурчак тезлиги; соа — абсолют ^аракат 
бурчак тезлиги; coj — кучирма харакат бурчак тезлиги.

3. Виллис усули ёки «тухтатиш усули». Бу усулда дифференци­
ал ёки планетар узатма оддий узатмага келтирилади ва унга мос ки­
нематик нисбатлардан фойдаланилади. «Тухтатиш. усу ли» ни маса- 
лаларга цуллаб баён ^иламиз.

3 0 -масала. Тишлари сони zt булган I цузгалмас шестернянинг70 
уци атрофида ю0 узгармас бурчак тезлик билан айланадиган О А кри- 
вошипдаги укларга тишларининг сони z2, г3 булган II ва III жуфт 
шестернялар хамда тишларининг сони z4 булган IV шестерня ут^а- 
зилган. IV шестернянинг абсолют бурчак тезлиги топилсин (161-расм).

Ечиш. 1. Масалани «Тухтатиш усули» билан ечиш учун бутун 
системага фикран бурчак тезлиги кривошипнинг бурчак тезлигига



161- раем.

тенг, лекин тескари томон­
га йуналган, яъни бурчак 
тезлиги — (о0 булган кучир­
ма ^аракат берамиз. У хол­
да ОА кривошип тухтайди 
ва оддий узатмага эга^була- 
миз. О А тухтагандан "кейин
(15.5)формулага асосан куз- 
ралмас. рилдиракнинг бурчак 
тезлиги — со0 га, II ва III 
жуфт рилдиракларнинг бур­
чак тезлиги со2>3 — со0га тенг 
булади (бунда со2>3—мазкур
рилдира кларнинг тухтагунча 

булган бурчак тезлиги), IV рилдиракнинг бурчак тезлиги to4 — со0 
(бунда о)4 — IV Рилдиракнинг тухтагунча булган бурчак тезлиги) 
булади. Рилдиракнинг бурчак тезликларини куйидаги жадвалга ёза­
миз:

Кривошип
Тишли рилдираклар

/ 2,3 | 4

Тухтагунча булган бурчак тезлиги со0 0 Ш2,3 <о4

Тухтагандан кейинги бурчак тезлиги 0 - ю 0 Ш2,3 — Ш0 со4 — ш0

Илашиш тури — таш^и тацщи

I ва II рилдирэклар хамда III ва IV гилдираклар ташци илашга- 
нини эътиборга олиб, (15.13) формулага асосан цуйидаги тенгликлар- 
ни оламиз:

—  ®0 __ г 2 W2,3 —  ®0 __ Z*

ю2,3 —  Ш0 г 1 г3

бундан
___________t o p  _ _  г 2 * г 4

Ct)4—(00 Zi • Zq

ёки

Охирги формула ёрдамида IV рилдирак бурчак тезлигининг миц- 
дори ва йуналиши аницланади.

2. Масалани бурчак тезликларни цушиш усулида ечиш учун I, II, 
III, IV рилдираклар абсолют бурчак тезликларининг алгебраик цийма- 
тини мос равишда colt со2, ш3, со4 билан белгилаймиз. Мазкур рилди- 
ракларнинг ОА кривошипга нисбатан айланма харакати нисбий хара-



кат булади. Нисбий ^аракат бурчак тезликларини со1г, щ п со3г, со4Г 
билан белгиласак, (15.10) га асосан

Г ~  Ю1--- ®0> ®2Г — а2 ---®0’
ю3г — ®з — ®о> а *г == ©4 — со0,

бунда со0 — кривошипнинг бурчак тезлиги булиб, кучирма ^аракат 
бурчак тезлигини ифодалайди.

I ва II шестерня лар ^амда III ва IV шестернялар ташци илашгани- 
ни эътиборга олсак (15.13) га асосан

и 1г _  г г м з г _ _ __ _£4

I Ы 2 Г  г 1 ю4 Г г 3

I тенгликлар уринли булади. Бу иккита тенгликни узаро купайтириб, 
1 (olr, (o2r, со3г, а>4г ларнинг юцоридаги цийматларини и,уйсак ^амда 

сох =  0, со2 =  со3 (чунки II ва III гилдираклар битта уэда ут^азилган 
бириктирилган жуфт шестернялар) эканлигини эътиборга олсак,

I — — =  Zi'2i бундан (о4=  ш0 ( 1 -----келиб чицади.
I ^  “ о z r z3 \  z2*z4 /
J  3. Масалани тезликларнинг оний марказини аниклаш усули билан
, ечамиз. II шестерня лузгал мае булган I шестерня билан В ну^тада
I илашади. Шу сабабли II  шестерня В нуцтасининг тезлиги нолга тенг
j булади. Бундан курамизки, II  ва III жуфт шестерняларнинг айланиш
■ оний у^и В ну^тадан утади. Натижада ^уйидаги тенгликни оламиз:

| =  Л .
\ со0 г2 •

I ш2г ~  ®зг булгани учун
I

—  =  — , бундан со3г =  ш0 Л -  
1 ^0 2̂

ОА кривошип соат милининг айланишига тескари йуналишда ай- 
ланганлиги туфайли III  рилдиракнинг С нуцтаси оний марказ В нук^та 
атрофида соат _милининг айланишига тескари йуналишда айланади, 
унинг тезлиги vc ОС га перпендикуляр йуналади*; модули эса цуйида- 
гига тенг булади: ис =  г3 • со3г; бунда г3 билан III рилдиракнинг ра­
диуси белгиланган. Иккинчи томондан, С нуцта IV шестерняга та- 
аллу^ли булиб, унинг тезлиги | со4г | • г4 га тенг; бунда г4 билан IV 
рилдиракнинг радиуси белгиланган; | со4г ( эса IV гилдирак нисбий бур­
чак тезлигининг абсолют ^ийматини ифодалайди. Шундай ^илиб,
| to4j. 1 • г4 =  г3 со3г тенгликни оламиз, бундан | <в4.1 =  —  со3г =

г4
=  3- 1 сo0-vc векторнинг йуналишидан курамизки, IV шестерня А

Zl-Z2
атрофида соат милининг айланиш йуналишида айланади. Шу сабабли

* Соат милининг айланишига тескари йуналшцдаги айланма харакатнинг бур­
чак тезлигини мусбат деб ^араймиз.



ю4/- =  — булади. IV  шес-
г2 Z4

тернянинг абсолют бурчак тезли­
ги (15.5) га асосан

=  и0 +  a 4r =  ( l -----со0
\  г2 ‘ г 4 /

формуладан аницланади.
«Тухтатиш усули» билан яна 

цуйидаги масалани ечамиз.
31- масала. Дифференциал ме- 

ханизмли редуктор етакланувчи 
валининг бурчак тезлиги а>и  то- 
пилсин; узатманинг бир- бирига 
бириктирилган шестернялар утка­
зилган етакчи (кривошипли) вали 

<йу= i z v  с % рилдирак i  со1= 1бис'“ 1 бурчак тезлик билан айланади. 
Рилдиракларнинг тишлари сони мос равишда г2 =  20, z3 =  40, z4 =  
=  60; Рилдирак 1 билан етакчи валнинг айланиш йуналиши бир хил 
(162- раем).

Ечиш. Редукторнинг ^амма бугинларига (шестернялар 1, 2, 3 , 4 та 
ва кривошипга) сон циймати кривошипнинг бурчак тезлиги сох га 
тенг, аммо унга царама- царши йуналган бурчак тезлик берамиз. Шу 
тарзда дифференциал узатмани оддий узатмага айлантирамиз ва мос 
бурчак тезликларни цуйидаги жадвалга ёзамиз:

Етакчц 
вал J

Тишлн гилдираклар

1 j 2, 3 4. И

Тухтагунча бурчак тезлиги Ш2. 3 <*11

Тухтагандан кейинги бурчак 
тезлиги 0 С ^-С О ; ш2, 3 —  Ш/ со„  -  ш,

Илашиш тури — таищи ташци

Кривошипнинг бурчак тезлиги м/ билан шестерня \1 нинг бурчак 
тезлиги бир хил йуналгани учун улар бир хил ишора билан олинган.

Кривошип фикран тухтатилгандан кейин шестернялар бурчак тез- 
ликларининг нисбатини (15.13) формулага асосан тишлар сони орцали 
ифодалаймиз:

м2. з ~  _____fi_ ю// — а , _  г3
Ш/  —  г2 ’ Ш2, з  — г4 ’

буларда илашиш тури ташци булгани учун тишлар сони нисбати ол- 
дида минус ишора олинган. Олинган тенгликларни узаро купайтир- 
сак,



булади. Бу тенгликдан номаълум бурчак тезлик со;/ ни аницлаймиз:

тезлиги мусбат ишорали чивди. Шу сабабли етакланувчи II  вал етакчи 
1 вал билан бир томонга айланади.

89-§. Жисмнинг кесишувчи уцлар атрофидаги айланма 
Харакатларини цушиш

Жисм бир- бири билан О нуцтада кесишувчи икки: Oz в а ' у ц -  
лар атрофида айланма харакатда булсин. Бундай харакатга мисол^та- 
рицасида 163-расмда курсатилган дискнинг мураккаб хаРакатини 
курсатиш мумкин. _

Жисм цузгалувчи Oz уц атрофида Шх бурчак тезлик'билан'нисбий 
айланишда булиб, Oz уц жисм билан бирга 0£ цузгалмас уц атро­
фида со2 бурчак тезлик билан кучирма айланишда булсин* ( 164-раем). 
Шу икки харакатни_цушиб_дискнинг мураккаб хаРакатини аницлай- 
миз. Бунинг учун ы2 ни ОА ва coj ни ОВ векторлар билан белгилаб' 
мазкур векторларни параллелограмм цоидасига асосан цушамиз. Па­
раллелограмм диагоналининг учидаги С нуцтанинг тезлигини аниклай- 
миз. С  нуцтанинг кучирма харакат тезлиги мицдор жихатдан со2-DC  
га тенг ва кузатувчидан раем текислигига перпендикуляр равишда 
йуналади, нисбий харакат тезлиги эса о^. СЕ га тенг булиб, раем 
текислигига перпендикуляр равишда кузатувчи томон йуналади. co2-DC 
ва Щ'СЕ купайтмаларнинг хар бири ОАСВ параллелограммнинг юзини 
ифодалайди, шу сабабли бу купайтмалар тенг булади.

I

О



Шундай к;илиб, С нуктанинг нисбий ва кучирма ^аракат тезлик­
лари мицдор жидатдан тенг, йуналиши бир турри чизиц буйлаб ца- 
рама-царши томонга йуналади. Тезликларни цушиш ^ацидаги теоре- 
мага асосан С нуктанинг тезлиги нолга тенг. Жиемнинг О нуцтаси 
цузгалмас булгани учун бу нуктанинг тезлиги ^ам нолга тенг. Шун­
дай цилиб, берилган онда жиемнинг мураккаб ^аракатида унинг ик­
кита нуцтасининг абсолют тезлиги нолга тенг булиб, бу нуцталардан 
утувчи ОС уц айланиш оний уцини ифодалайди.

Жиемнинг ОС чизирида ётмайдиган ну^талари ОС атрофида оний 
айланма ^аракатда булади.

Оний айланиш бурчак тезлиги со ни ва оний уцнинг вазиятини аник;- 
лаш учун жиемнинг ихтиёрий М  нуцтасининг абсолют тезлигини 
топамиз. Тезликларни цушиш теоремасига мувофиц

VM =  V e +  Vr =  Ю2 X  0 М  +  ®1 Х  ° М >

бундан

vM =  (coj +  со2) X ОМ. (15.14)

Иккинчи томондан, М  нуктанинг тезлиги vM оний у к; ОС атрофида
о  бурчак тезлик билан содир булади, яъни

ьм =  ь)ХОМ. (15.15)

(15.14) ва (15.15) тенгликларни солиштириб, ушбу тенгликни ола­
миз:

(О =  (Ох -j- 0>2 •

Оний бурчак тезликнинг модули косинуслар теоремаси асосида
топилади: _____________________

со =  "|/~ С0( +  а>2 +  2 Wj co2 cos а  ,

бунда а — Oz ва Ot, уцлар орасидаги бурчак. ОС оний уцнинг « j ва 
со2 лар билан ташкил цилган бурчакларини <pL ва ср2 билан белгила­
сак, А О АС дан (164-раем) куйидаги тенгликни оламиз:

Юд _ ш2 ______ ш____
sin  ф2 sin<Px sin  (я  — а )

Бу тенгликлардан ёки ф2 ни топиб, оний уцнинг берилган Oz ва 
0§ уцларга нисбатан вазияти ани^ланади.

Демак, жиемнинг бир нщтада кесишувчи уцлар атрофидаги 
айланма \аракат ларини цушиш натижасида олинган абсолют ха­
ракат и мазкур нущпадан утувчи уц атрофидаги оний айланма %а- 
ракатдан иборат булиб, абсолют харакат бурчак тезлиги нисбий 
ва кучирма харакатлар бурчак тезликларининг геометрик йигин- 
дисига тенг.

Худди шунингдек, жисм бир нуцтада кесишувчи п та уцлар ат­
рофида айланма ^аракатда булса, бундай айланма ^аракатни цушиш



натижасида ^осил буладиган оний айланма харакатлар бурчак тезлиги
берилган а>1г со2, . . . , со„ бурчак тезликларнинг геометрик йигинди- 
сига тенг булади:

__  П

СО =  С0Х +  С02 +  . . . - f-  =  Щ '
k= 1

32j- масала. Горизонтал 0 0 1 уц цузгалмас вертикал Ot, уц атро­
фида со2 бурчак тезлик билан айланганда 0 0 у уцца унинг Ог нуцта- 
сида подшипник ёрдамида урнатилган диск горизонтал текисликда 
сирпанмасдан думалайди. Дискнинг радиусини г ва 0 0  х= / деб цисоб- 
лаб, дискнинг 0 0 г атрофидаги нисбий айланиш бурчак тезлиги о^ ва 
абсолют ^аракат бурчак тезлиги со топилсин (165-раем).

Ечиш. Диск цузгалмас горизонтал текисликда сирпанмасдан ду- 
малагани учун дискнинг цузгалмас текислик билан уринган С нуцта- 
сининг абсолют тезлиги нолга тенг. С ни О нуцта билан туташтир- 
сак, оний уц ОС ни оламиз. Оний бурчак тезлик со оний уц буйлаб, 
дискнинг нисбий харакат бурчак тезлиги о^ ООг буйлаб йуналади. 
со2 ва сох ларга цурилган параллелограмм тугри туртбурчакдан иборат
булади. Шаклдаги учбурчакларнинг ухшашлигидан —  =  ° ° 1 =  — ,

ш2 ОгС г
бундан о»! =  —  со2.

г
Абсолют харакатнинг бурчак тезлиги со =  сох +  со2 булади; унинг 

сон циймати со =  |/"со2 +  ёки сох нинг цийматини хис°бга олсак,

со =  ^ - c o 2 ]2 +  cof =  ~  V  1г +  г г булади.



90- §. Цаттиц жисмнинг 
илгариланма хаРакатларини 

кушиш

Нисбий хаРакати хам» кучирма 
Харакати хам илгариланма харакат­
дан иборат булган ^атти^ жисмнинг 
Харакатларини хушамиз.

Жисм Oxyz хузгалувчи система­
га нисбатан vx нисбий тезлик билан 
илгариланма харакатда булиб, Oxyz 
система эса хузгалмас 0 Llr\L, систе­
мага нисбатан v2 кучирма тезлик би­
лан илгариланма харакатда булсин 
(166-раем). Бу холда хаттих жисм 
ихтиёрий М  нухтасининг абсолют 
тезлиги нисбий ва кучирма тезлик- 

ларнинг геометрик йигиндисига тенг булади: va =  vr +  v e.
Жисмнинг нисбий ва кучирма харакатлари^ илгариланма булгани­

дан унинг хамма нухталари учун vx =  vr ва v2 =  ve. Бу_холда жисм 
Х амма ну^таларининг абсолют тезлиги бир хил булади: va = v l +  v2.

Шундай цилиб, жисмнинг кучирма ва нисбий харакатлари ил­
гариланма \аракат булганда уларни кушиш натижасида хреил 
булган абсолют харакат илгариланма харакат булиб, унинг тез­
лиги кучирма ва нисбий щракатлар тезликларининг геометрик йи­
гиндисига тенг.

91-§. Винт харакати

Жисм ^узгалмас Oz ух атрофида со бурчак тезлик билан айланиб 
кучирма хаРакатда хамда z ух  буйлаб v тезлик билан нисбий илга­
риланма харакатда булсин. Жисмнинг бундай харакати винт хара­

кати дейилади (167-раем).
Агар айланма (кучирма) харакатнинг бурчак тезлиги 

со билан илгариланма харакат тезлиги v ух буйлаб бир 
томонга йуналса, бундай харакат унг винт харакати де­
йилади. Агар со билан v к,арама- ь^арши йуналса, чап винт 
Харакати дейилади.

Нисбий тезлик v нинг кучирма хаРакат бурчак тезли­
ги со га нисбатига тенг катталик винт параметр и де­
йилади ва у р  билан белгиланади:

(15.16)

I. У

•и

О*
Р =  — .со

Агар жисмнинг ух атрофида айланиш бурчагини ср би­
лан, айланиш ухи буйлаб кучишини s билан белгиласак,



_ Лр _ ds
dt ’ dtp

булади. Бу холда
ds

P ~ ~ dy'
Агар винт параметри р узгармас булса, (15.17) ни diр 

тириб, 0 дан s гача ва 0 дан ср гача булган чегараларда 
ласак,

S ф

J  ds =  J pd(p
о о

ёки
s =  р ф

Хосил булади. Бу тенгликдан курамизки, айланиш уци буйлаб кучиш 
s винт уци атрофида айланиш бурчаги ф га мутаносибдир.

Жисм бир марта тулиц айланганда ф =  2л булади, бунда жисм­
нинг уц буйлаб кучишини s =  h десак,

h = 2  лр
ёки

h

тенгликни оламиз. Жисмнинг винт уци атрофида бир марта тулиц 
айланишида унинг винт уци буйлаб кучиши h винт цадами дейи­
лади.

Винт харакатидаги жисмнинг ихтиёрий нуцтасидан айланиш уци
2 гача булган масофа доимо узгармасдан цолади. Шу сабабли жисм­
нинг 2 ухдан г масофада турган ихтиёрий нуцтасининг траекторияси 
радиуси г га тенг булган цилиндр сиртида ётади (168-раем).

Цилиндр сиртидаги М  нуктанинг va абсолют тезлиги тезликларни 
цушиш теоремасига мувофи^ аникланади:

га купай- 
интеграл-



Va =  Vr +  Ve.

vr J_ ve булгани учун va нинг модули цуйидаги тенгликдан топиладш

=  V  vr +  ^  =  “ +
Абсолют тезликнинг айланиш уци ёки цилиндрнинг ясовчиси би­

лан ташкил этган бурчагини у билан белгилаб, (15.16) ни эътиборга 
олсак, tgv  цуйидагига тенг булади:

Агар р  =  const булса, у з^олда
tg v =-• const.

Демак, г радиусли цилиндр сиртида ^аракатланувчи М  нуктанинг 
траекторияси винт чизири деб аталувчи чизицдан [иборат булиб, ци­
линдр ясовчиларини бир хил бурчак остида кесиб утади. Агар ци- 
линдрни ясовчиси буйлаб кесиб, текисликка ёйсак, бу текисликда 
винт чизиги ясовчи билан у бурчак ташкил этувчи т)три чизицдан 
иборат булади (169-раем) ва

h =  2 jtr ctg Y
формула ^осил булади.



Д И Н  А М И К А

XVI б о б  
ДИНАМИКАГА КИРИШ

92-§. Динамнканинг асосий тушунчалари

Жисмларнинг механик харакатини уларнинг массасига ва .харакат­
ни вужудга келтирувчи кучларга боглиц равишда текширадиган наза- 
рий механиканинг булими динамика дейилади.

Статикада таъсир этувчи кучларни узгармас деб ^араган эдик, 
биро^ жисм з^аракатланганда унга узгармас кучлардан таш^ари, ми^- 
дор ва йуналиш жихатлан узгарадиган кучлар з̂ ам таъсир этади. Жисм­
ларнинг узаро таъсир кучлари вацтга, жисм з^олатига ва унинг тез- 
лигига маълум муносабатда богли^ эканлиги тажрибалардан маълум. 
Масалан, электровоз реостатини кетма-кет улашда ёки узишда ^осил 
буладиган тортиш кучи ва^тга боглиц, пружинанинг эластиклик кучи 
жисмларнинг з^олатига боглиц, суюцлик ёки з^авонинг ^аршилик кучи 
эса жисмнинг тезлигига богли^ булади.

Демак, умумий з^олда жиемга таъсир этувчи кучлар ва^тга, жисм­
нинг з^олатига ва тезлигига борли^ булади:

F =  F ( t  , г  , v ), 
бунда: t  — ^аракат ва^ти, г — ну^танинг з^олатини ани^ловчи ради­
ус-вектор ва v — ну^та тезлиги. Узгарувчан кучларни содда з^олга, 
яъни бош вектор ва бош моментга келтириш масаласи худди узгар­
мас кучлар сингари бажарилади. Жисмнинг харакати унга куйилган 
кучгагина боглиь; булиб ^олмай, балки жисмнинг инертлик хусусия- 
тига з̂ ам борлицдир.

Бир кучни икки жиемга айрим-айрим таъсир эттирилса, айнан бир 
хил ва^т ичида жисмлар турли масофаларни босиб утиши ва олган 
тезликлари турлича булиши тажрибада ани^ланган. Жисмнииг куйил­
ган кучлар таъсирида уз тезлигини тез ёки секин узгартириш хусу- 
сияти жисмнинг инертлиги дейилади. Агар бир хил кучлар таъси­
рида икки жиемдан бирининг тезлиги иккинчисига нисбатан секин 
узгарса, биринчи жисм купро^ инертликка эга дейилади.

Жисмнинг инертлигини миадор жи^атдан ифодаловчи физик кат­
талик жисмнинг массаси дейилади.

Классик механикада жисмнинг массаси узгармас, скаляр ва мус­
бат катталик деб царалади.



Умумий холда жиемнинг ^аракати унинг массаси ва цуйилган 
кучларгагина боглиц булмай, балки жисм шаклига, аницроги, жисм- 
ни ташкил этган зарраларнинг жойлашувига (массаларининг таксимла- 
нишига) хам бог лиц булади.

Динамикада дастлаб жисмларнинг улчамлари ва массаларининг 
таксимланишини эътиборга олмаган х°лда уларнинг харакатини урга­
ниш учун моддий нуцта тушунчаси киритилади.

Харакатини урганишда улчамлари ахамиятга эга булмаган, лекин 
масеага эга булган жисм моддий нукта дейилади.

Масалан, Ернинг уз орбитаси буйлаб Куёш атрофидаги ^арака- 
ти урганилаётганда, мазкур орбитанинг улчамларига нисбатан Ернинг 
улчамлари жуда кичик булгани учун Ерни моддий нуцта деб цараш 
мумкин. Лекин Ернинг уз уци атрофидаги харакатини хам эътибор­
га олиш зарур булса, Ерни моддий нуцта деб булмайди, чунки Ер­
нинг уцидан хар хил узокликдаги нуцталари бу харакат вацтида ХаР 
хил масофани утади.

Динамикада жиемнинг харакатини урганишни, одатда, унинг ай­
рим нуцтаеи харакатини урганишдан бошланади. Динамика икки цисм- 
га булинади:

1. Моддий нуцта динамикаси.
2. Механик система ва цаттиц жисм динамикаси.

93- §. ДИНАМИКАНИНГ АСОСИЙ ЦОНУНЛАРИ

Урганилаётган механика курси 1687 йилда Ньютон таърифла- 
ган конунларга асосланган булиб, классик механика деб аталади. 
Классик механика цонунлари жисмларнинг тезликлари ёруглик тезли- 
гидан анча кичик булган холда уринли булади.

1-конун ( инерция кону ни). Ташкой таъсирлардан холи булган 
моддий нуцта бирор куч таъсир этмагунча узининг тинч хола­
тини ёки тенг улчовли турри чизикли харакатини саклашга ин- 
тилади.
_  Шундай цилиб, инерция цонунига кура F =  О булса, w  =  0 булиб,

const булади; бу ерда: v  — моддий нуктанинг тезлик вектори; 
w  — тезланиш вектори; F — моддий нуцтага таъсир этаётган куч векто­
ри.

1-цонун уринли буладиган нуктанинг харакати инерцион хаРакат» 
бу цонуннинг узи эса инерция конуни дейилади.

2-црнун (динамиканинг асосий цонуни). Моддий нуктанинг куч 
таъсирида олган тезланиши билан массасининг купайтмаси миц~ 
дор жихатдан шу кучга тенг булиб, тезланиши куч билан бир 
хил йуналишда булади (170-расм):

mw =  F , (16.1)
бу ерда т узгармас мицдор булиб, берилган моддий нуктанинг мас­
сасини ифодалайди.

(16.1) тенглама динамиканинг асосий тенгламаси дейилади ва 
у  динамиканинг асосий цонунини ифодалайди.



Кинематикадан маълумки, w dt
Буни эътиборга олиб, (16.1) тенгламани 
ушбу куринишда ёзамиз:

(16.2)m ±E - =  F.
dt

Агар v =  const булса, F — 0 булади.
Яъни ну^тага (ёки жисмга) куч таъсир 
этмаса, нуцта (ёки жисм) инерцион х°- 
латда булади.

Куч билан ну^та тезланиши бир 170- раем,
чизи^ буйлаб йуналгани учун (16.1) га
кура уларнинг модуллари орасида цуйидаги тенглик уринли булади:

mw =  F, (16.3)
Бундан

w =  F- t (16.4)

яъни, моддий нуктанинг берилган куч таъсирида олган тезланиши 
кучга тугри мутаносиб, ну^та массасига эса тескари мутаносиб була­
ди.

Х,ар ^андай жисм бушли^да огирлик кучи таъсирида ерга бир хил 
узгармас g  тезланиш билан тушиши тажриба ёрдамида ани^ланган. 
Огирлик кучининг жисмга берадиган бу g  — 9,81 м/с2 тезланиши 
эркин тушиш тезланиши деб юритилади. (16.3) тенгламага кура, эр­
кин тушаётган ну^та (ёки жисм) нинг огирлик кучи

Р  =  m g
формуладан, массаси эса

т — — (16.5)
g

формуладан ани^ланади.
Моддий жисмга таъсир этувчи куч манбаи бирор бошца жиемда 

булади. Аммо бу таъсир бир томонлама булмайди. Иккинчи жисмга 
биринчи жисм хам маълум таъсир курсатади. Моддий жисмларнинг 
бундай узаро таъсирлари классик механикада цуйидаги к;онун билан 
берилади.

3-крнун (таъсир ва акс 
таъсирнинг тенглиги цону- 
ни). Иккита моддий нуцта 
мщдорлари тенг ва шу нук- 
таларни туташтирувчи туг­
ри чизщ  буйлаб царама-щр- 
ши томонга йуналган кучлар 
билан бир-бирига таъсир 
этади.



Масалан, А моддий ну^та В нуцтага FA куч билан таъсир этса, 
В  нуцта з̂ ам Л'нуцтага Fв  куч билан таъсир ^илади. Бунда Fb 
нинг мицдори Fa кучга тенг булиб, Л ва В ну^талардан утувчи 
тугри чизик, буйлаб унга тескари йуналади (171-раем). (16.1) га кура 
А ва В  ну^талар учун динамиканинг иккинчи ^онуни цуйидагича 
ёзилади:

F_B =  m A W A ,  (16.6)
Fa =  гпв w b , (16.7)

3-конунга кура
Fa =  — T b  (16-8>

булади, бунда | Fa \ =  IFB |.
(16.8) га мувофиц (16.6) ва (16.7) тенгликлардан ушбу муносабат- 

ларни оламиз:
ш а  w a  — —  т в  w b  ; (16.9)

т в Wa (16.10)
Бундаги минус ишора нукталарнинг тезланиши ^арама-царши йу- 

налганлигини ифодалайди.
Динамиканинг 3-цонуни статиканинг 1-аксиомасидан тубдан фар^ 

цилади. Да к, и катан ^ам, статиканинг биринчи аксиомаси битта жиемга 
таъсир этувчи икки кучнинг мувозанати шартини ифодаласа, динами- 
канинг 3-^онуни иккита жисмнинг узаро таъсирини ифодалайди.

4-цонун (кучлар таъсирининг узаро мустакиллиги кону ни). 
Моддий нуцтанинг унга куйилган бир неча кучлар таъсирида ол- 
ган тезланиши %ар бир кучнинг ало.\ида таъсирида нуцта олади- 
ган тезланишларнинг геометрик йириндисига тенг.

Моддий нуцтага Fu W2, . . .  7  кучлар таъсир этаётган булсин 
(172-расм). Дар бир куч таъсирида ну^танинг олган тезланишларини



wv w2, . . . w„ билан белгилаймиз. У холда 2-конунга мувофик;

Fi =  т щ

( i6 .i l )

Fn =  mwn ,
4-^онунга асосан Fl t F2, • • - Fn кучлар таъсирида нуктанинг олган 

тезланиши
w =  wt +  w2 -\------- (16.12)

булади. Буни эътиборга олиб, (16.11) ни цушиб 
т w =  Fx +  F2 Ч----- +  Fn

ёки

5 = 2 ^ *  (16.13)тш=
i&i

муносабатни оламиз. (16.13) тенглама бир неча кучлар таъсир этаёт- 
ган нук;та учун динамиканинг асосий крнунини ифодалайди.

Классик механика цонунлари уринли булган санок, системаси 
инерциал система дейилади. Бундай системага нисбатан текши- 
рилаётган харакат абсолют харакат деб ^аралади. Аксарият техника 
масалаларини ечишда инерциал система сифатида Ер билан бевоси- 
та богланган система олинади. Агар Ернинг суткалик айланиши ХИ' 
собга олинса, инерциал система учун координаталар боши Ернинг 
марказида ва координата у^лари учта «хузгалмас» юлдузларга йунал- 
тирилган система ^абул ^илинади. Астрономияда инерциал система 
учун маркази К,уёшда олинган гелиоцентрик система ^абул ^илинади.

94-§. Механик улчов бирликлари системаси

Хамма механик катталикларни улчаш учун учта асосий улчов бир- 
ликларни киритиш етарлидир. Булардан иккитаси учун ва^т ва узун- 
лик бирликлари олиниши кинематика булимидан маълум. Одатда, 
учинчи улчов бирлиги сифатида масса ёки кучнинг улчов бирликла­
ри олинади. Аммо масса ва куч орасида динамиканинг асосий ^ону- 
нига кура (16.3) тенглик мавжудлигидан уларни ихтиёрий равишда 
олиб булмайди. Шу сабабли механикада бир-биридан фарк; к;илувчи 
икки турдаги бирликлар системаси киритилади.

Биринчи тур бирликлар системаси. Дозирги пайтда халцаро СИ 
бирликлар системасининг таркибий к,исми булган МКС системаси 
кенг к;улланилади. Бу системада асосий улчов бирликлари учун ^уйи- 
даги бирликлар олинади: 1) узунлик бирлиги — 1 метр(м); масса бир­
лиги — 1 килограмм (кг); 3) ва^т бирлиги — 1 секунд (с).

Кол ган барча механик катталикларнинг бирлиги асосий бирликлар- 
дан х°силавий бирлик сифатида олинади. Масалан, куч бирлиги учун 
1 ньютон (Н) к,абул цилинади; (16.3) га кура 1 Н =  1 кг д/с2, яъни 
1 кг массага 1 м/с2 тезланиш берадиган куч бирлиги 1 ньютонга тенг.



Иккинчи тур бирликлар системаси. Механикада СИ системасидан 
ташцари, техник бирликлар системаси деб аталувчи МКГСС систе­
маси хам цулланилади. Бу системада асосий улчов бирликлари учун 
куйидаги бирликлар цабул килинган: 1) узунлик бирлиги— 1 метр (м);
2) куч бирлиги — 1 килограмм-куч (кгк); 3) вацт бирлиги — 1 секунд

Бу бирликлар системасида масса бирлиги учун 1 техник масса бир­
лиги (т. м. б.) цабул цилинган; (16.3) га кура

1 кг массага 1 кгк куч g  =  9,81 м/с2 тезланиш беради; худди 
шу массага 1 Н катталикдаги куч 1 м/с2 тезланиш беради. Шу са­
бабли

Хар цандай масалани ечишда факат битта бирликлар системаси­
дан фойдаланиш керак.

X II б о б

МОДДИЙ НУКТА ХАРАКАТИНИНГ ДИФФЕРЕНЦИАЛ 
ТЕНГЛАМАЛАРИ В А УЛАРНИ ЕЧИШ

95-§. Моддий нуцта харакатининг дифференциал тенгламалари

Эркин моддий нуцта F куч таъсирида цузгалмас Oxyz саноц сис­
темасига нисбатан харакатланаётган булсин (170-расм). Бу нуцта учун 
Ньютоннинг иккинчи цонуни цуйидагича ёзилади:

Агар моддий нуцта бир цанча кучлар таъсирида булса, F ни шу куч-

(с) .

mw =  F- (17.1)

п
ларнинг тенг таъсир этувчиси, яъни

—  dv _  d2r
w  =  ~dT 1F ~  

булгани учун (17.1) цуйидзгича ёзилади:
d v



(17.2) ёки (17.3) тенглама эркин 
моддий нуцта щракати диффе­
ренциал тенгламасининг век­
тор ли ифодаси дейилади.

*2

Динамиканинг асосий цонунини 
ифодаловчи (17.3) векторли тенг­
ламани Декарт координата уцла- 
рига проекциялайлик (170-расм:)

А

т х =  Х,]
m ' y = Y , \  07 .4 )
m z — Z,>

О
У

бунда: X , Y, Z — кучнинг коор­
дината уцларидаги проекциялари: 
х, у , z — тезланиш проекциялари.

173- раем.

(17.4) тенгламалар нуцта координаталарига нисбатан иккинчи тар- 
тибли дифференциал тенгламалар системасини ташкил этади. Бу тенг­
ламалар эркин моддий нуктанинг Декарт, координаталаридаги 
Харакат дифференциал тенгламалари дейилади.

Моддий нуцта харакати дифференциал тенгламаларини табиий коор­
дината уцларида ^ам ифодалаш мумкин.

Нуктанинг траекториясида у билан биргаликда хаРакатланУвчи> 
уринма, бош нормаль ва бинормаллардан ташкил топган табиий коор­
дината укларини утказамиз (173-расм). Бу уцларнинг бирлик вектор- 
ларини мос равишда х°, п°, ва Ь°, билан белгиласак, тезланиш век- 
торинииг табиий координата уцларидаги ифодаси

шаклда ёзилиши кинематикадан маълум.
Кучнинг табиий координата уцларидаги ифодаси цуйидагича була­

ди:

бу ерда Fx ,F n t Fb — моддий нуцтага таъсир этувчи кучнинг мос 
равишда уринма, бош нормаль ва бинормалдаги проекциялари.

Шуларга кура динамиканинг асосий тенгламаси (17.1) цуйидагича 
ёзилади:

Охирги тенгликнинг икки томонидаги мос бирлик векторлар олдида- 
ги коэффициентларни тенглаб,

dt р

F — Fx т° +  Fn п° -Ь Fь Ь°,



О — F b
тенгламаларни з^осил ^иламиз. Эркин моддий нуцтанинг табиий 
координата уцларидаги харакати дифференциал тенгламаларини 
ифодаловчи (17-6) тенгламалар нуцта дифференциал тенгламалари- 
нинг Эйлер формасида берилиши дейилади.

(17.5) да Fb — 0 эканлиги моддий ну^тага таъсир этувчи куч эг- 
рилик текислигида ётишини курсатади.

96-§. Богланишдаги моддий ну^та ^аракатининг дифференциал
тенгламалари

Агар ^аракатланувчи моддий нуцтага бирор богланиш куйилган 
булса, дифференциал тенгламаларни тузишда, богланишдан бушатиш 
з^идаги аксиомага кура, реакция кучини з̂ ам таъсир этувчи кучлар 
^аторига цушиб олинади.

Масалан, М  моддий ну^та П  силли^ сирт устида F куч таъси­
рида з^аракатланаётган булса, у з^олда П  сирт моддий нуцта учун 
богланиш вазифасини утайди (174- раем). Сирт силлиц булганидан бог­
ланиш реакция кучи N  ни з^аракати кузатилаётган М  нуцтада сирт­
га утказилган нормаль буйлаб йуналтирамиз. Натижада борланишда­
ги ну^та F ва N  кучлар таъсиридаги эркин нуцта деб ^аралади. 
Бундай ну^та учун Ньютоннинг иккинчи ^онунини ^уллаймиз:

m w  =  F +  N . (17.6)
(17.6) тенглама богланишдаги нуцта %аракати дифференциал тенг­
ламасининг векторли ифодаси дейилади.

(17.6) ни Декарт координата у^ларига проекциялаб, шу укларга
нисбатан з^аракат дифференциал 
тенгламаларини з^осил ^иламиз:

тх — X  +  N x , 
ту ==Y +  JVy, (17.7) 
mz =  Z -\- N s ,

бунда Nx, Ny, Nz — реакция ку­
чининг координата уцларидаги 
проекциялари.

Агар моддий ну^та силли^ бул­
маган сирт устида з^аракатланса, 
нормал реакция кучидан ташцари, 
сиртга уринма буйича йуналган ва



Кулон ^онунига кура анщланувчи ишцаланиш кучини ^ам цушиш 
керак. _

Агар моддий ну^та F куч таъсирида цузгалмас силлик; эгри чизик; 
буйича ^аракатланса (масалан, шарча найча ичида ^аракатланса), бу 
чизицнинг нормал реакция кучини N  билан белгилаб, нуктанинг та- 
биий координата у^ларидаги ^аракати дифференциал тенгламаларини 
цуйидагича ёзиш мумкин (175-раем, а):

Агар берилган эгри чизи^ бир текисликда ётса (175-раем, б), бу те- 
кислик учун эгрилик текислиги олинади, у ^олда (17.8)

(17.8)

О =  Fb +  N b.

(17.8')

еки

(17.9)rj2
m -  =  Fn +  N

V п

куринишда езилади.



(17.9) тенглама ларнинг биринчисида бор­
ланиш реакция кучи катнашмаганлигидан 
бу тенглама нуктанинг берилган эгри чизиц 
буйлаб харакати конунини аницлашга имкон 
беради; (17.9) нинг иккинчисидан фойдала- 
ниб богланиш реакция кучи N  топилади.

97- §. Математик тебрангич

Чузилмайдиган ва огирлиги хисобга олин- 
майдиган ипга осилган ^амда огирлик кучи 
таъсирида бирор вертикал текисликда ^ара- 
катланадиган моддий ну^та математик 

тебрангич дейилади. Бунда моддий нук;та сифатида улчамлари ипнинг
I узунлигига нисбатан анча кичик булган жисм олинади.

М  ну^тага огирлик кучи Р  ва ипнинг таранглик кучи Т  таъсир 
этади (176-раем). Табрангичнинг вертикалдан o fh ih  бурчагини ф  би­
лан белгилаймиз. Тебрангичнинг вертикал текисликдаги харакатини 
текшириш учун (17.8') нинг биринчи тенгламасини тузамиз. Бунда

v =  I ф , Fr — — mg  sin ф 
булишини эътиборга олсак,

m l  ф =  — mg s in ф
ёки

Ф +  у - в ш ф  =  0  (1)

(1) тенглама чизи^сиз дифференциал тенгламадан иборат булиб, унинг 
ечимини элементар функциялар орцали ифодалаб булмайди.

Математик тебрангичнинг кичик тебранма харакатини текширамиз 
ва (1) да ф бурчак кичик булганидан sin ф «  ф деб ^араймиз. У хол­
да математик тебрангичнинг кичик тебранма царакати тенгла­
маси ^уйидагича ёзилади:

Ф +  у Ф  =  0- ^

Бунда
*
I

белгилаш киритиб, тенгламани

Ф +  &2ф = 0  (3 )

куринишда ёзиш мумкин.
Чизикли, узгармас коэффициентли ва бир жинсли (3) тенгламани 

интеграллаш учун унга мос тенгламани тузамиз:

176- раем.



Ях =  i kt
— ' I k.

Шунга кура (3) дифференциал тенгламанинг умумий ечими
Ф =  Сх cos k t  +  С2 sin k t (4)

куринишда булади. Бундаги интеграллаш доимийлари Сх ва С2 ни

t  =  0 да ф =  ф0, ф =  ф 0. (5)
бошлангич шартларга кура аницлаймиз.

(4) дан вацт буйича ^осила олиб, тебрангичнинг О нуцта атрофи­
да айланишдаги бурчак тезлигини топамиз:

•

Ф =  — k Cj sin k t  +  k C2 cosh t. (6)

(5) ни (4) ва (6) га цуйиб, Сх ва С2 ни аницлаймиз:

— Ф„> с 2 = ^ -К
Сх ва С2 ларнинг цийматларини (4) га цуйиб, математик тебран­

гичнинг кичик тебранишлари цонунини аннцлаймиз:

Ф =  ф0 cos k t +  sin k t. (7)

(4) да С1 ва С2 лар урнига
Сх =  a sin а , С2 =  a cos а ,

янги узгармас а ва а  ларни киритиб, математик тебрангичнинг кичик 
тебранишлар ^аракат цонунини

Ф — a sin (k t а) (8 )

куринишда ёзиш мумкин (177-раем). Бунда: а — кичик тебранишлар 
амплитудаси (радианда улчанади); а  — бошлангич фаза; k — тебраниш­
лар частотаси. а ва а  лар бошлангич шартлар орцали цуйидагича 
аницланади:

2 4- Ф°■ = У  Ч > о + ^ " ’
а  — arc tg Фо*

Фо

(9)

(8) тенглама нуктанинг гармо­
ник тебранма щракати тенгла­
масини ифодалайди.

Математик тебрангичнинг кичик 
тебранишлар даври

<р
Т ,

*т|\ А А t
0 \J 'J V-V. .-г Г



k
ёки

T =  2 n Y - g (10)

формуладан ани^ланади.
(10) дан курамизки, математик тебрангичнинг кичик тебранишлар 

даври харакатнинг бошланрич шартларига борли^ булмай, асосан, теб­
рангичнинг / узунлигига борлиц булади.

98- §. Моддий нуцта динамикасининг икки асосий масаласи

Моддий ну^та динамикасининг асосий цонунини ифодаловчи (17.1) 
тенглик ёрдамида нуцтага таъсир этувчи куч билан ну^танинг тезла- 
ниши орасидаги муносабат ани^ланади. Бу конундан фойдаланиб 
ну^та динамикасининг цуйидаги икки асосий масаласи ечилади.

Моддий ну^та динамикасининг биринчи асосий масаласида ну^- 
танинг массаси ва харакат ^онунига кура хаР онда бу харакатни ву- 
жудга келтирувчи кучни топиш урганилади.

Нук,тага таъсир этувчи кучни топишда, нуцтанинг харакат цонуни 
к,андай усулда берилишига ^араб, юкррида чи^арилган дифференциал 
тенгламаларнинг векторли (17.1), Декарт координата у^ларидаги
(17.4) ёки табиий координата у^ларидаги (17.8) ифодаларининг бири- 
дан фойдаланилади. Дар ^айси усулда хам масалани ечиш харакат 
цонунидан нук>танинг тезланишини топишга келтирилади.

Масалан, массаси т  га тенг моддий ну^танинг харакат тенгламала- 
ри Декарт координаталарида берилган булсин:

* =  М 0 ;  y  =  fA t)\ * =  М 0 - (17.Ю)
У х°лда харакатни вужудга келтирувчи кучнинг координата уц- 

ларидаги проекцияларини аниклаш учун (17.10) харакат тенгламала- 
ридан ва^т буйича икки марта хосила олиб, (17.4) га ^уямиз:

Х =  m f\’ (0; 
Y  =  m f2* (ty,
Z — m f '3 (t)-

Проекцияларига кура кучнинг модули

F =  V  X* +  Y 2 +  Z2, (17.11)

формуладан, йуналиши эса

cos( F, х) =  ; cos ( F, y) =  j ; q o s ( F ,  z) =  -p . (17.12)

формулалардан ани^ланади.
Мисол учун, массаси т га тенг булган М  моддий ну^танинг ха­

ракат тенгламалари ^уйидагича берилган:



х =  a  cos k t\ 
у  =  b sin k t .

M  ну^тага таъсир этувчи F _____
кучни ашщлаймиз (178-раем).

Берилган ^аракат тенгла- /
маларидан t ни йу^отиб, нук,- __ ( ___________
танинг траекторияеи тенглама- г ~q
сини топамиз: V

а 2 Ь2

| Демак, нуктанинг траектория- 
I си ярим у^лари а, Ь га тенг 178- раем,

бу’лган эллипедан иборат.
Нук,та ^аракат тенгламаларининг ^ар биридан t ва^т буйича икки 

марта ^оеила олиб, тезланишнинг проекцияларнни топамиз:

I х  =  — k~a cos kt =  — k2x;

| у  =  — k2b sin kt =  — k2y .

I (17.4) дифференциал тенгламалардан фойдаланиб номаълум куч- 
I нинг ^ар ондаги координата у^ларидаги проекциялари ашнушнади:

X  — — mk2x\
У =  — mk2y .

(17.11) га мувофиц кучнинг модулини ани^лаймиз:

F =  У Х 2 +  У2 =  кгт У х 2 +  у 2 =  k2mr, (1)

бунда г =  Y х2 +  у 2 .
(17.12) дан фойдаланиб кучнинг йуналтирувчи косинусларини то­

памиз:
—  ^  X  х  • ' " К  и

cos(F, х) =  _  =  cos(F, г/) == —  == — — . (2)

Ну^та радиус-вектори г  нинг йуналтирувчи косинусларини ани^лай- 
миз:

— х  — ^  у
c o s ( r ,  х) = у , cos(r, у) =  —  • (3)

(2) ва (3) тенгликларни солиштириб

F =  — k2m г  (4)

муносабатни оламиз.
Шундай цялиб, (1) ва (4) тенгликлардан курамизкн, М  ну^та 

уни О марказга тортувчи ва ну^тадан О марказгача булган масофага 
мутаносиб булган куч таъсирида ^аракатланади.



Моддий Hyt\ma динамикасининг иккинчи асосий масаласида мас­
саси ва нуцтага таъсир этувчи куч берилганда нуктанинг хаРакат 
цонуни аиицланади.

Бу масалани ечиш (17.3) ва (17.4) ёки (17.5) ^арэкат "дифферен­
циал тенгламаларини интеграллашга келтирилади. Шу сабабли 
динамиканинг иккинчи асосий масаласини ечиш биринчисига нисбатан 
анча мураккабдир.

Юцорида курганимиздек, умумий холда нуцтага таъсир этувчи 
куч бир канча омилларга боглщ  булади. Масалан,

Бу холда нуцта хаРакат цонунининг Декарт координата уцлари- 
даги ифодасини топиш учун кучнинг координата уцларидаги проек­
цияларини

куринишида ёзиб, (17.4) нуцта хаРакатининг дифференциал тенгла­
маларини цуйидагича ёзамиз:

(17.13) тенгламалар х ,у ,  z  ларга нисбатан иккинчи тартибли диффе­
ренциал тенгламалар системасини ташкил этади.

Шундай цилиб, Декарт координата уцларига нисбатан нуктанинг 
Харакат цонунини аницлаш масаласи учта иккинчи тартибли диффе­
ренциал тенгламалар системаси (17.13) ни биргаликда интеграллашга 
келтирилади. Мазкур тенгламаларни ечиб, харакатланаётган нуктанинг 
х, у, z  координаталари t вацтнинг ва 6 та ихтиёрий узгармасларнинг 
функцияси сифатида аницланади:

(17.14) дан курамизки, нуцта берилган куч таъсирида бирор аниц 
траектория буйича харакатланмайди; балки интеграллаш натижасида 
Хосид булган. С ъ С2, . . . , С6 сонларнинг хаР бир цийматига мос 
келувчи харзкатлар тупламидан иборат булади. Х,аракатнинг цандай 
содир булиши бошлангич шартларга боглиц. Масалан, огирлик кучи 
таъсирида харакатланаётган нуктанинг траекторияси бошлангич тез­
ликнинг йуналишига цараб тугри ёки эгри чизицли булади.

F =  F ( t ,r  , v ) .

X  =  X ( t ,  х, у, z ,  х , у ,  z ) \  

Y  =  Y (t, х, у, z, х, у , z);
• • •

Z =  Z (t, х, у, z, х ,  у , 2);

т х  — X ( t ,  х, у, z ,  х, у ,  z); 

т у  =  Y ( t ,x ,  у, z, х, у ,  z)\ 

m z  =  Z (tt x, у , z ,  х, у , z)-,

(17.13)

(17.14)



Моддий ну^танинг бошланрич пайтдаги ^олати ва тезлигини ифо­
даловчи шартлар бошланрич шартлар дейилади. Масалан, бошланрич 
шартлар куйидагича булсин:

х х0, у  у 0, z — 
х — х0, у  — у  о, Z

z n.
(17.15)

(17.15) га мос келувчи Си С2, ■ ■ ■ , Св ларни аницлаш учун (17.14) 
дан ва^т буйича ^осила олиб, нукта тезлигининг проекцияларини 
ани^лаймиз:

х =  х (/, Ci, С2, 

У =  У ift С±, С2, 

z  =  z  (t, Ci, С2 ,

С 6);

Q ;

Се).

(17.16)

Бошланрич (17.15) шартларни (17.14) ва (17.16) тенгламала рга
цуйиб х0, у 0, z 0, х0> y 0 z 0 лар ^атнашадиган олтита алгебраик тенг­
ламалар системасига эга буламиз. Бу олтита тенгламалар системаси- 
дан узгармас сонлар С0 (а  =  1,6) ни аншутймиз:

/а(^0> "'ч>> Уо> *0. ^0’ Уо' *о)- (* — 1,6).

Буларни (17.14) га цуйсак, (17.13) нинг ^уйидаги ечимини оламиз:

X — X (t, Xq, У0, Zq, Xq, Уд, Sq),

У ~  У  1 -̂ о’ ^о’ я0, о̂> /̂о> *о)>
^ ~  Xq, Уд, Zq, Xq, Уд, 2fl).

(17.17)

(17.17) тенгламалар маълум кучлар таъсиридаги ну^танинг бе­
рилган бошланрич шартларни ^аноатлантирувчи хаРакат конунининг 
Декарт координата уцларидаги ифодасидан иборат.

Дифференциал тенгламалар курсидан маълумки, иккинчи тартиб- 
ли учта дифференциал тенгламалар системасининг (17.14) [куриниши- 
даги умумий ечимини аниклаш урнига бу тенгламаларнинг ^уйидаги

/* (t , х 'у ,% х,у ,  г )  =  Ck, (k =  1,6) (17.18)

6 та биринчи интегралларини аниклаш етарлидир.
Техника да баъзан аралаш турдаги масалаларни ечишга турри ке­

лади. Бундай масалаларни з̂ ал цилишда нуцтанинг ^аракат ^онунини 
аниклаш билан бирга, таъсир этувчи айрим кучларни хам аншумшга 
тутри келади. Борланишлардан бушатиш xaiW arH аксиомага кура 
бундай ну^тани берилган кучлар ва номаълум борланиш реакция куч­
лари таъсиридаги эркин нуцта деб царалади.



99-§. Динамиканинг иккинчи 
масаласини ечишга оид мисоллар

Й М
Моддий нуцта динамикасининг 

иккинчи асосий масаласи цуйида-
ги тартибда ечилади.

1. Инерциал саноц системаси-

179- раем.

. У ни киритиб, координата уцлари 
танлаб олинади. Агар нуцта би­
рор холатда мувозанатда була ол- 
са, у х°лда санок, боши учун
нуктанинг статик мувозанат ^ола- 
ти олинади.

2. Нуцтага таъсир этувчи ва богланиш реакция кучлари курсати- 
лади.

3. Нуцта харакатининг бошлангич шартлари аницланади, яъни
t  — О булган бошлангич пайтда x0,y 0, z 0x0, у 0, z Q аницлаб олинади.

4. Нуцта харакатининг дифференциал тенгламалари тузилади.
5. Тузилган дифференциал тенгламаларнинг бошлангич шфгларни 

цаноатлантирувчи ечими аницланади ва изланаётган номаълумлар то­
пилади.

Нуцта харакатининг диффэренциал тенгламаларини нуцтага таъ­
сир этувчи куч:

1) мицдор ва йуналиш жихатдан узгармаган;
2) фа цат вацтга боглиц булган;
3) фацат нуцтанинг фазодаги холатига боглиц булган;
4) фацат нуцтанинг тезлигига боглиц булган х о л л аРДа осонгина 

интеграллаш мумкин.
33- масала. Горизонтга а  бурчак остида t>0 бошлангич тезлик би­

лан отилган жиемни моддий нуцта деб цараб хамда хавонинг Цар- 
шилигини хисобга олмай, мазкур нуцтанинг фацат огирлик кучи таъ­
сиридаги харакати аницлансин.

Ечиш. О координаталар бошини нуцтанинг бошлангич холатиДа 
олиб, Os уцни вертикал юцорига йуналтирамиз: Оуз текисликни эса 
v0 бошлангич тезлик ётган текисликда оламиз (179-раем).

У холда харакатнинг бошлангич шартларини цуйидагича ёзиш 
мумкин:

Нуцтага таъсир этувчи кучнинг координата уцларидаги прогкция- 
лари

булгани учун нуцтанинг Декарт координата уцларидаги харакати диф­
ференциал тенгламалари цуйидагича ёзилади:

(1)

X  =  О, У =  О, Z =  — m g



/
т х  — 0; 
т у  =  0;

 ̂ т z  =  — /ng

Бу! тенгламаларни интеграллаймиз:
1

х — С{,

У — С2

в  — — g t  +  С3.

Олинган тенгламаларни яна бир марта интеграллаймиз:

х =  CJ +  Ci,
У — c 2t +  С6;

я =  — — Ь Cat  +  Св.
(3)

Са ( а =  1,6) узгармас сонларни ани^лаш учун ^аракатнннг бошлан- 
FH4 шартларн (1) ни (2) ва (3) га цуямиз. Натижада

Сг =  0, С2 =  w0 cos а , С3 =  у0 sin а ,] 
С4 =  0, С5 =  О, С6 =  0. j (4)

(4) га кура нуктанинг ^аракат тенгламалари (3) цуйидагича ёзи­
лади:

х =  0;
у  =  у0/ cos а;

S =  — ------ 1- v0t s in a .
2 0

(5)

Бу тенгламалар системасидан курамизки, огирлик кучи таъсирида 
нуцта yOz текисликда бирор траектория буйлаб ^аракатланади.

Бу траектория тенгламасини топиш учун (5) дан t ва^тни йу^о- 
тамиз. (5) нинг иккинчисидан t  ни топиб, учинчисига цуямиз:

gyi
2 Og cos2 a (6)

Шундай цилиб, нуктанинг траекторияси у^и Oz га параллел бул­
ган параболадан иборат. (1) бошлангич шартлар урнига ^уйидаги 
шартларни олайлик:

t =  0 да
*о =  0; у9 =  0; %о =  0; (7)
Xq — 0, Уо =  2q =  V0K

яъни бошлангич пайтда ну^та координаталар бошида булиб, верти­
кал ю^орига v0 тезлик билан отилган (180-раем). Бу з^олда



м

z С, =  О, С2 =  О, С3 =  v0;
С4 =  О, С5 =  О, С6 =  О.

Бинобарин, нуктанинг ^аракат тенг­
ламалари ^уйидагича булади:

Р

(8)
5 2

яъни (7) бошлангич шартларда нуц- 
та Oz у?̂  буйича турри чизицли ха­
ракат ^илади.

180- раем. (6) ва (8) тенгламалардан кура- 
мизки, бошлангич шартларнинг бе-

рилишига цараб, нуктанинг траекторияси турлича булиши мумкин 
экан.

3 4 -масала. Массаси т  га тенг булган моддий ну^та F =  F0 cos a>t 
(бу ерда F0 ва со — узгармас мицдорлар) ^онунга мувофиц узгарувчи 
куч таъсирида турри чизи^ли хаРакат ^илади. Бошлангич пайтда 
нуцта координаталар бошида булиб, тезлиги х0 =  v0. Нуктанинг 
Харакат тенгламаси топилсин.

Ечиш. О координаталар бошини нуктанинг бошлангич х°латида 
олиб, F кучни Ох у к; буйича йуналтирамиз.

У холда нуцта харакатининг дифференциал тенгламасини цуйида- 
гича ёзиш мумкин:

Бу тенгламани бошланрич шартларга мос келувчи чегараларда 
интеграллаймиз:

тх — F0 cos соt ,

• • dx
бунда х =s —  булгани учун

т —  Fо cos a t  
dt

ёки

m d x —  F0cos со t d t  •

CD

бунда x0 =  v0 булгани учун охирги тенгламани га нисбатан ечиб 

^уйидагича ёзамиз:



dx , Fn . ,—r =  V0 +  —  S in  wt, dt mco
уни dt га купайтирамиз ва бошланрич t  =  0 пайтда х  =  0 эканли- 
гини^эътиборга олиб, бу тенгламани интеграллаймиз:

F0[ d x = v 0 f dt +  —  f sin со td t. 
J  J mco J

Бундан

x = v j + — . — Fo cos сot
map m со3

куринишдаги ^аракат цонунини оламиз. Бу тенгламадан курамизки, 
нуцтанинг харакатини

xi =  v0t - '  Fnт(д
Fo^онунга буйсунадиган тенг улчовли харакат хамда х2= ------ — cos со/

mco4
^онунга буйсунадиган гармоник тебранма харакатларнинг йигинди- 
сидан иборат деб ^араш мумкин.

XVIII б о б

МОДДИЙ НУКТАНИНГ НИСБИЙ ДАРАКАТИ ДИнАМИКАСИ

100- §. Моддий нуцта нисбий харакатининг дифференциал 
тенгламалари

Динамика ^онунлари ва улар асосида олинган хамма тенглама­
ларни шу пайтгача моддий ну^танинг абсолют хаРакати учун, яъни 
моддий нухтанинг инерциал сано^ системасига нисбатан харакати 
учун уринли деб царадик. Энди моддий ну^танинг инерциал булма­
ган санок; системасига нисбатан харакатини текширамиз.

Фараз цилайлик, массаси т бул­
ган богланишдаги М  моддий нуц- 
та бирор Oxyz саноц системасига 2 
нисбатан харакатлансин, бироц бу 
системанинг узи хам бош^а бир инер­
циал OiiriS саноц системасига нис­
батан маълум цонун асосида хара- 
катланаётган булсин (181-расм).

Моддий ну^тага цуйилган актив 
кучларнинг тенг таъсир этувчисини 
F ,* богланиш реакциясининг тенг 
таъсир этувчисини N  десак, Нью- Л '  
тоннинг иккинчи ^онунига кура i^y- 
йидагига эга буламиз: 18j. раем.



бу ерда wa — нуктанинг абсолют тезланиши. Тезланишларни к,ушиш

бу ерда (— mwe) ва (— mwk) векторлар мос равишда кучирма ва 
Кориолис инерция кучлари дейилади. Уларни куйидагича белги- 
лаймиз:

(18.4) тенглама моддий нуцта нисбий харакати дифференциал 
тенгламасининг векторли куриниши дейилади. Бу тенгламанинг 
иккала томонини ^узгалувчи сано^ системасининг координата уцла- 
рнга проекциялаб нуцта нисбий харакати дифференциал тенгла- 
маларининг координата i/цларидаги ифодасини оламиз:

Демак, нисбий ^аракатдаги моддий ну^та ^аракатининг дифферен­
циал тенгламасини тузишда моддий ну^тага таъсир этувчи берилган 
куч ва реакция кучлари ^аторига_ кучирма ва Кориолис инерция 
кучлари з̂ ам цушилади. Бу Фе ва Фк кучларни цушиш натижаснда 
^узгалувчи система кучишининг нуктанинг нисбий ^аракатига курса­
тадиган таъсири эътиборга олинади.

Куйидаги хусусий ^олларни куриб чи^амиз.
1. 1^узгалувчи саноц системаси илгариланма ^аракатда булсин. 

У хрлда а е =  о в а  Ф/г =  О булади. Бинобарин, моддий ну^та нис­
бий ^аракатининг дифференциал тенгламаси

(18.2)

— mwe - Ф£, — mwk = Ф к.

(18.3) га кура (18.2) ни цуйидаги куринишда ёзамиз: 

mwr= F  +  N  +  Ф, + Ф А.

(18.3)

(18.4)

тх =  Fx +  Nx + Ф ех+  Ф ^; 

т у = F y +  N g + Ф еу +Ф*;, 

mz =  Fz +  N z + Ф ,г + Ф кг.

(18.5)

m wr =  F +  N  + Ф е (18.6)

куринишда езилади. 
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2. КУзралувчи санси  ̂ системаси илгариланма ва _тугри чизи^ли 
тенг улчовли харакатда булсин. Бу ^олда we= 0 ,  wk= 0 ,  Фг= 0 , 
ФА= 0  булиб, (18.4) тенглама ^уйидаги куринишга келтирилади:

т'Л)г =  F +  N . (18.7)

Демак, бу х°лда ну^та нисбий харакатининг дифференциал тенг­
ламаси худди цузгалмас сано^ системасидаги тенгламалар каби бу­
лади; бош^ача айтганда, царалаётган цузгалувчи саноц системаси 
Хам инерциал система булади. Шунинг учун хаР ^андай механик 
тажриба билан цузгалувчи сано^ системасининг бундай харакатини 
сезиш мумкин эмас.

Масалан, илгариланма ва турри чизшуш тенг улчовли харакат- 
J  ланаётган кемадаги хамма томони берк каютада жойлашган кузатув- 

чи, кема харакатдами ёки тинч холДа турибдими, сеза олмайди.
I Чунки кузатувчи кучирма ва Кориолис инерция кучларининг таъси- 
! рини сезмаганлигидан бош^а сано^ системасига нисбатан уз холатини 
| аниклай олмайди. Бу мухим натижа Галилей томонидан ани^- 

ланган булиб, классик механиканинг нисбийлик принципи деб ата-
1 лади.
| 3. Ну^та цузгалувчи саноц системасига нисбатан _тугри чизи^ли 
[ ва тенг улчовли харакатлансин (vr =  const). Бу х°лДа wr =  0 булиб,
| (18.4) тенглама цуйидаги куринишни олади:

| F +  N +  Ф , +  ФА =  0, (18.8)

яъни берилган кучлар ва реакция кучлари хар онда кучирма ва Ко- 
] риолис инерция кучлари билан мувозанатлашади.

4. Нуь,та цузгалувчи саноц системасига нисбатан тинч холатДа 
булсин. Бу холда пг= 0 , wr = 0 ,  Фг =  0 булади. Шу сабабли (18.4) 
тенглама ушбу куринишни олади:

F +  N +  Ф, =  0, (18.9)

яъни берилган кучлар, реакция кучлари ва кучирма инерция кучла- 
ри хаР онда узаро мувозанатлашади. (18.9) тенглама моддий нуцта 
нисбий мувозанат тенгламасининг векторли куриниши дейилади.

101-§. Жисмларнинг мувозанати ва харакатига Ер айланиши-
нинг таъсири

Динамиканинг техникада учрайдиган купгина масалаларини ечиш­
да Ер сирти билан борли^ саноц системасини, одатда, инерциал сис­
тема деб хисобланади. Бу билан Ернинг суткалик айланиши, К,уёш атро­
фида орбита буйлаб харакати хис°бга олинмайди. Аммо Ер орбита 
буйлаб К,уёш атрофида харакатланганда (18.4) тенгламага киради- 
ган кучирма инерция кучи амалда К,уёшнинг тортиш кучи билан му­
возанатлашади. Шундай цилиб, Ер сирти билан борли^ булган сано^ 
системасини инерциал система деб хисоблаш билан унинг сутка ичи-



да Ер билан бирга юлдузларга нисба­
тан айланишинигина эътиборга олма- 
дик. Бу айланиш

бурчак тезлик билан содир булади.
Бундай секин айланиш жисмнинг 

Харакатига ва мувозанатига ^андай таъ­
сир этишини текширамиз.

182- раем.

1. Ер сиртидаги нисбий мувозанат. 
Огирлик кучи. Ерга нисбатан ^узгал- 
мас булган силли^ горизонтал текис­
ликда ётувчи ну^тани оламиз (182- 
расм). Унинг ерга нисбатан мувозанати 
шарти (18.9) тенгликка мувофик FT +
N  +  Фе =  0 куринишда ёзилади. Бунда

Fт — ернинг тортиш кучи; N  — текисликнинг реакцияси; Фе — кучир­
ма инерция кучи.

о  =  const булганидан Фе куч факат Ернинг айланиш уцига 
перпендикуляр булган нормал ташкил этувчидан иборат булади. 
FT ва Фе кучларни цушиб, уларнинг тенг таъсир этувчисини Р  би­
лан белгилаймиз:

У4Х0лда М  моддий ну^тага узаро мувозанатлашувчи иккита Р  ва 
N  куч таъсир этади. Р  куч М  ну^танинг огирлик кучи дейилади. 
Р  куч ернинг берилган ну^тасида вертикал йуналган булиб, унга 
перпендикуляр булган текислик горизонтал текисликдир.

Шундай цилиб, кучирма харакатнинг инерция кучи

бунда: m — ну^танинг массаси; г — ну^тадан Ернинг айланиш] у^и- 
гача булган масофа; со — Ернинг уз ук;и атрофида айланиш бурчак 
тезлиги. _

со2 жуда кичик, шунинг учун Фе <С FT булиб, Р  нинг йуналиши
FT нинг йуналишидан жуда оз фар^ ^илади.

Жисмни тарозида тортганда Р  куч аницланади, яъни жисм Р  
куч билан тарози палласини босади. Шундай ^илиб, мувозанат тенг­
ламасига огирлик кучини киритиш билан Фе кучни хам киритган бу- 
ламиз, яъни Ернинг айланиш таъсирини хам эътиборга олган була- 
миз.

2. Эркин тушаётган жисмнинг вертикалдан огиши. Ер сиртига 
унча катта булмаган (Ернинг радиусига нисбатан жуда кичик масо-

FT +  ®e = P - (18.10)

Фе =  mr со2, (18.11)



183- раем. 184-раем.

фага тенг) баландликдан огирлик кучи таъсирида эркин тушаётган 
моддий^ нуктанинг харакатини кузатамиз. Ну^тага таъсир этувчи 
P = m g  огирлик кучи (18.10) га мувофи^ ани^ланади. Уни узгар­
мас деб ^исоблаймиз ^амда ^авонинг ^аршилик кучини эътиборга 
олмаймиз. Ер билан богланган ва Ер билан биргаликда ^аракатла- 
нувчи координата у^ларини цуйидагича танлаб оламиз: z  уцни верти­
кал ю^орига, х  у^ни меридианга уринма буйича жанубга ва у  у^ни 
параллелга уринма равишда iuapj^a к;араб йуналтирамиз (183-раем).

Танланган Oxyz координаталар системасига нисбатан М  нукта­
нинг ^аракати царалаётганда (18.4) тенгламага асосан, нуцтага таъ­
сир этувчи Ернинг тортиш кучи цаторига Фе кучирма ва Фл Корио­
лис инерция кучларини цушиш керак. Лекин Ф , куч Р  огирлик ку­
чи таркибига киради. Шундай ^илиб, Ернинг айланишини эътиборга 
оли1£  учун Р  кучга Кориолис инерция кучини ^ушиш кифоя.

Фд, куч Р  га нисбатан анча кичик булгани учун биринчи я^ин-
лашишда нуктанинг vr нисбий тезлигини Р  кучнинг йуналиши 
буйича, яъни вертикал пастга йуналган деб царалади.

Ернинг уз уци атрофидаги со айланиш бурчак тезлигини айланиш 
у^и буйлаб шундай йуналтирамизки, унинг мусбат йуналишидан цара- 
ганимизда Ернинг айланиши соат милининг айланишига тескари йуна­
лишда куринсин. У холда 181-расмда курсатилганидек, wk=  2ю  X 
X vr Кориолис тезланиши N 0 S  меридиан текислигига перпендикуляр 
равишда параллелга утказилган уринма буйлаб гарбга йуналади; 
Кориолис инерция кучи эса (шимолий ярим шарда хам, жанубий 
ярим шарда хам) шарэда йуналади.



Шундай адлиб, биринчи 
яаднлашишда эркин туша-

N ётган моддий нуцта Ернинг
р айланиши таъсирида верти- 

калдан шарада томоногади.

А

185- раем.

3. Ер сирти буйлаб ха- 
ракатланувчи жиемга Ер 
айланишининг таъсири. Ер
сиртида меридиан ч и з и р и  
буйлаб шимолий ярим шарда 
шимолдан жанубга ^аракат- 
ланаётган N1 нуктанинг Ко- 
риолис тезланиши, 184-расм- 
да курсатилганидек, парал- 
лелга М  ну^тада утказил­
ган уринма буйлаб шарада 
йуналади; Кориолис инер­
ция кучи эса унга тескари 
йуналишда, яъни гарбга йу­
налади. Шу сабабли, мери­

диан буйлаб шимолдан жанубга о^аётган дарё шимолий ярим шарда 
унг адргоади, жанубий ярим шарда эса чап адррокни Кориолис 
инерция кучи таъсирида ювиб кетади.

35- масала. АВ  найча вертикал CD билан узгармас а  =  45° 
бурчак хосил адлади ва унинг атрофида доимий и бурчак тезлик 
билан айланади. Найча ичида массаси т га тенг шарча ^аракатла- 
нади. Агар шарчанинг бошлангич тезлиги нолга тенг булиб, О ну^- 
тагача булган бошлангич оралик, а га тенг булса, шу шарчанинг ха­
ракати хамдэ шарчанинг найча деворига босим кучи ани^лансин.

Ечиш. Ох уади АВ  буйлаб йуналтириб, Oxyz ^узгалувчи коор­
динаталар системаси найча билан биргаликда хаРакатланаДи деб ад- 
раймиз (185-раем). Бу координаталар системасининг кузралмас 0% 
уадга нисбатан хаРакати М. ну^та учун кучирма хаРакатни ифода­
лайди. Нуктанинг найча буйлаб харакати нисбий хаРакатдан иборат.

М  ну^тага унинг огирлик кучи Р, найча деворининг нормал ре­
акция кучи N  ^уйилган. N  кучни узаро ^перпендикуляр хамда z  ва 
у  yiyrapra мос равишда параллел булган Л \ ва N2 ташкил этувчи- 
ларга ажратамиз.

Бундан танщари, М  ну^тага_марказдан адчирма инерция кучи 
Ф™ ва Кориолис. инерция кучи ФА ни ^уямиз. Нисбий тезликнинг 
Ох уадаги проекциясини мусбат деб адрасак, у холда Кориолис 
тезланиши Оу уада параллел йуналади; Кориолис инерция кучи эса 
унга тескари йуналади. Найча узгармас бурчак тезлик билан айлан- 
гани учун инерция кучларининг модули (18.3) га асосан ^уйидагича 
аниаданади:

Фе =  Ф" =  mw1 =  т<£>1 л: sin ос,



ФА =  mwk =  2 т<х)е vr sin a ,

бунда
coe =  со, vr =  x.

Ну^танинг нисбий харакат тенгламаси (18.4) га асосан

niwi = F + F l +  N 2+ 0 ^  +  0 k (1)
куринишда ёзилади.

(1) ни Ох увда проекциялаб ну^танинг нисбий хаРакати ДиФФе_ 
ренциал тенгламасини оламиз:

тх =Ф ^ sin a  — Р  cos а, 

тх =  та>2х  sin2 a  — m g  cos a
ёки

x  — со2 x sin2 a  =  — g  cos a . (2)
Бу дифференциал тенгламанинг умумий ечими

л; =  хг +  х2
куринишга эга булади. Бунда хх — (2) га тааллуцли бир жинсли 
дис|)ференциал тенгламанинг умумий ечими; х2 — (2) тенгламанинг 
хусусий ечими.

Характеристик тенгламани тузиб, унинг илдизларини топамиз:
Я2 — со2 sin2 a  =  О,

А.х =  со sin a , Х2 =  — со sin a .
Шу сабабли бир жинсли дифференциал тенгламанинг умумий ечимини

_г> сot sin a  , ^  —со/ sin a■*2 — L/jC “Т"
куринишда ёзиш мумкин. Бунда a  =  45° деб олсак, 

v  _  п  „°>5 “>/ /2 "  I „— 0,5 at VT— Ujc •
(2) тенгламанинг хусусий ечимини х2 =  D  куринишда оламиз. У 
Холда (2) га кура

х2 = Р = .  gcosa
со2 sin2 а  со2

Бинобарин, М  ну^танинг нисбий харакат тенгламаси цуйидагича бу­
лади:

х =  Сге °'5“ +  С2е ~ 0-5at VT +  (3)
со2

Бундай харакат тезлиги

х =  0,5 со]/2 (Схе 0,5 ш — С2е~°'ъ ^ ) (4)
формуладан аницланади.



Харакатнинг бошланрич шартлари

t =  0, х =  а, х =  0 (5)
ни (3) ва (4) га ^уйсак:

а =  С1 +  С2 + - ^ - ;со2
О =  0,5 c o j /y  (Сх — С2), 

бундан CL ва С2 интеграллаш доимийлари аникланади:

=  =

Натижада (5) бошланрич шартларда нуцтанинг иисбий харакати 
ва нисбий харакат тезлиги к;уйидагича булади:

х  -  + < 0 ^ :  (6)

к = Ц «) (а  -  «°'S“ >,Г-  ■ “ *” , Т |. (7)

(6) ва (7) дан курамизки, бу масалада ну^танинг нисбий харакати 
ва нисбий тезлиги унинг массасига борлиц эмас экан.

Найча деворининг реакция кучи

формуладан аникланади. N l ва N%_ ларни топиш учун (2) ни у  ва г  
уцларга проекциялаймиз (бунда wr бу у^ларга перпендикуляр экан- 
лигини эътиборга оламиз):

О =  JV2 — ФА,
О =  N l — Р  cos 45° —Ф£ cos 45°.

Бундан

^2 =  ф а =  т о) vr У  2,

+  (8) 

М  шарчанинг найча деворига курсатадиган босими мик;дор жи- 
Хатдан реакция кучи N  га тенг, йуналиши эса унга ^арама-^арши 
булади.

102-§. Вазнсизлик

Агар Ер сиртига як;ин бирор горизонтал текислик устидаги нук;та 
тинч холатда булса, унга таъсир этувчи Ернинг тортиш кучи текис- 
ликнинг нормал реакция кучи билан мувозанатлашади. Бунда ну^та-



нинг горизонтал текисликка курсатадиган босимини ифодалсвчи куч 
ми^дори нуцтанинг орирлиги ёки вазни дейилади.

Масалан, юкнинг тарози палласига курсатадиган босими юкиинг 
ОРирлигини ифодалайди.

Агар ну^та берилган саноц системасида, бу системага нисбатан 
мувозанатда турган жиемга босим курсатмаса, нуктанинг бундай по­
лати вазнсизлик ропати дейилади.

Ернинг тортиш кучи таъсирида ^аракатланаётган нуктанинг эркин 
^атти^ жиемга маркам бириктирилган, инерциал булмаган цузгалув- 
чи санок, системасига нисбатан вазнсизлик ^олатини текширамиз. Ер 
атмосферасидан таш^арида ^аракатланаётган Ернинг сунъий йулдоши 
бундай жиемга мисол булади. Сунъий йулдошга нисбатан нисбий му- 
возанатдаги нуктанинг вазнсизлик ^олатини текширамиз. Бундай нук;- 
танинг нисбий тезлиги ва нисбий тезланиши нолга тенг булади. Шу 
сабабли нуктанинг нисбий мувозанат тенгламаси (18.9) орк,али ифода- 
ланади:

F + j V  +  <Fe = 0 .

Бу ерда: F =  m g  — нуктага таъсир этувчи Ернинг тортиш кучи;
N  — сунъий йулдош ичидаги нуктага ^уйялган реакция кучи; Фе =  
=  — mwe — кучирма инерция кучи.

Вазнсизлик ^олатида N  — 0 булиб, нисбий мувозанат ^тенгламаси 
цуйидаги куринишда ёзилади:

F + ,Ф е =  0.

Шундай цялиб, вазнсизлик ^олати

F =  — Фе =  m we ёки we — g

булганда, яъни кучирма ^аракат тезланиши эркин тушиш тезланиши- 
га тенг булганда вужудга келади. Ну^та сунъий йулдошнинг масса­
си марказида жойлашган ^олда бу шарт уринлидир, чунки масса мар­
кази фацат ернинг тортиш кучидан иборат таш^и куч таъсирида ^а- 
ракатланади ва унинг тезланиши g  га тенг булади. Бу тезланиш 
айни ва^тда нуктанинг кучирма тезланишини ^ам ифодалайди. Агар 
моддий нуцта сунъий йулдошнинг массаси марказида жойлашмаса, 
йулдош айланма ^аракатда булгани учун нуктанинг кучирма ^аракат 
тезланиши масса марказининг тезланишидан фарк; ^илади. Шу сабаб­
ли нуцта вазнсизлик ^олатида булмайди. Агар йулдош илгариланма 
^аракатда булса, йулдош ичидаги ихтиёрий ну^та вазнсизлик ^олати- 
да булади.

Худди шунингдек, g  тезланиш билан пастга тушаётган лифт каби- 
насида ^ам вазнсизлик ^одисаси кузатилади.

Космонавтика ривожлангани сари вазнсизлик ^одисасини урганиш 
му^им а^амиятга эга булмоада.



МЕХАНИК СИСТЕМА ДИНАМИКАСИГА КИРИШ

103-§. Механик система. Механик системага таъсир этувчи 
кучларнинг тафсифи

Бир-бири билан маълум муносабатда богланган хамДа хаР бир 
ну^тасининг хаРакати боыща нукталарининг полати ва харакатига 
борли!  ̂ булган моддий ну^талар туплами механик система дейилади. 
Исталган машина ёки механизм механик системага мисол була ола- 
ди, чунки машина ва механизмларнинг ^исмлари бир-бирлари билан 
шарнирлар, стерженлар, тасмалар ёки тишли рилдираклар воситасида 
борланган булади. Бу холда система ну^таларига богланишлар орха- 
ли бериладиган таранглик кучлари ёки узаро босим кучлари таъсир 
этади.

Агар механик системани ташкил этувчи ну^талар орасидаги ма- 
софалар доимо узгармасдан ^олса, бундай механик система узгармас 
механик система дейилади. Маоалан, абсолют к̂ аттик, жисмни узгар- 
мао механик система нукталарининг тупламидан иборат деб караш 
мумкин.

Агар механик системанинг барча нукталари эркин булса, у х°лда 
системани ташкил этувчи ну^талар орасидаги богланишлар мазкур 
нуцталарнинг узаро таъсир кучидан иборат булади. Бунда биз эркин 
ну^талардан ташкил топган механик системага эга буламиз. Масалан, 
К,уёш системасини бундай системага мисол к,илиб курсатиш мумкин, 
чунки К,уёш в3 планеталар узаро бутун дунё тортилиш кучи таъсири- 
да булади.
щ  Агар механик система ну^таларига богланишлар ^уйилган булса, 
система борланишдаги система дейилади. Бундай системага мисол 
тарицасида узунлиги узгармас булган стержень билан бириктирилган 
икки моддий нуцтани олиш мумкин.

Берилган механик система ну^таларига таъсир этувчи кучлар ич­
ки ва таищи кучларга ажратилади.

Механик системани ташкил этувчи нукталарнинг узаро таъсир куч­
лари ички кучлар дейилади. Ички кучлар, одатда, F 1 билан белги- 
ланади.

Механик система нуцталарига бу системага кирмайдиган ну^та ёки 
жисмларнинг таъсир кучлари ташци кучлар дейилади. Ташк,и кучлар
Fe билан белгиланади.

Масалан, автомобилни механик система деб ^арасак, двигатель ци- 
линдрларида хоснл буладиган газларнинг поршенга босим кучлари, 
поршеннинг шатунга, шатуннинг тирсакли валга таъсир кучлари ва 
Хоказо кучлар ички кучлардир; автомобиль огирлиги, автомобиль frji- 
дираклари билан Ер сирти орасидаги ишцаланиш кучи, хавонинг цар- 
шилик кучи ва бош^алар таш^и кучлардир.

Богланишдаги механик система нухталарига таъсир этувчи кучлар 
борланиш реакция кучларига ва актив кучларга ажратилади. Бу 
кучлар уз навбатида ички ёки таш^и кучлар булиши мумкин.



Ички кучларнинг асосий хоссалари би­
лан танишамиз.

1. Динамиканинг учинчи конунига ку­
ра механик системанинг з̂ ар кандай икки 
ну^таси (масалан, М г ва М 2 ну^талари) 
мицдор жи^атдан тенг ва бир чизик, буй­
лаб ^арама-^арши томонларга йуналган 
F\ ва кучлар билан бир-бирига таъсир
этади (186-раем). Бу кучларнинг геомет- 186- раем,
рик йигиндиси нолга тенг:

F \ +  Fi  =  °-
Шу сабабли N  та ну^тадан ташкил топган механик система учун 
куйидаги муносабат уринли булади:

&  =  N ^ = 0 .  (19.1)
*=i

Демак, система нуцталарига таъсир этувчи ички кучларнинг геомет­
рик йигиндиси (бош вектори) нолга тенг булади. Бундан буён шгип- 
ди чегарасини тушириб ёзамиз ва k ни 1 дан N  гача к;ийматларни 
олади, деб ^исоблаймиз.

(19.1) ни бирор Ох увда проекцияласак
2 X 1  =  0, (19.2)

яъни ички кучларнинг ихтиёрий укдаги проекциялари йигиндиси нол­
га тенг булади.

2. F\ ва F l2 кучларнинг бирор О ну^тага нисбатан моментларини 
топамиз. 186 - раемдан _

М о(?г1') +  М о(Т '^  =  0,
булишини курамиз, чунки иккала кучнинг елкаси бир хил булиб, 
момент векторлари царама-царши йуналган. У ^олда бутун система 
учун цуйидагини ёза оламиз:

_  М Ь = ^ М о ( Р { ) ,  (19.3)
бунда Мо ички кучларнинг О марказга нисбатан бош моментини ифо­
далайди. (19.3) ни ихтиёрий Ox y i^ a  проекциялаймиз:

'Z M 0x (F l) =  0 . (19.4)
(19.3) ва (19.4) лардан курамизки, ички кучларнинг ихтиёрий нуцта- 
га нисбатан ^исобланган моментларининг геометрик йигиндиси ёки 
ихтиёрий ущ а нисбатан моментларининг йигиндиси нолга тенг булади.

(19.2) ва (19.4) ифодалар фазода ихтиёрий вазиятда жойлашган 
кучлар системасининг мувозанат тенгламаларига ухшаса-да, ички куч­
лар мувозанатлашмайди. Чунки улар системанинг турли ну^тала- 
рига цуйилганлиги туфайли мазкур кучлар таъсирида системанинг 
ну^талари бир-бирига нисбатан ^аракатланади. Узгармас механик сис­
тема ёки ^аттик жисм ^аралаётганда ички кучлар мувозанатла- 
шувчи кучлар системасини ташкил этади.



{k =  \, N). (19.6)

104-§. Механик система 
^аракатининг дифференциал 

тенгламалари

Механик система N  та моддий 
нуцталардан ташкил топган булсин. 
Бу системанинг ихтиёрий M k нук,- 
тасини олиб, массасини тк билан, 
унга таъсир этувчи ташк;и кучлар 
Хамда ички кучларнинг тенг таъсир 
этувчиларини моо равишда ~F%, Fk 
билан белгилаймиз (187-раем). У 
^олда система ну^талари хаРакати' 
нинг дифференциал тенгламалари 

Ньютоннинг иккинчи цонунига биноан цуйидагича ёзилади:

mu wk — F% + lF i(k  =  1, N). (19.5)
(19.5) ни Декарт координата уцларига проекциялаб цуйидаги 3N  

та тенгламалар системасига эга буламиз:

mk xk ~  ^

ткУк “  
m k Zk ~  +  ^ k '

Бу тенгламалар системаси механик система %аракатининг Д е­
карт координата уцларидаги дифференциал тенгламалари дейила­
ди. Бу тенгламаларнинг унг томони умумий ^олда t ва^тга хамДа 
системани ташкил ^илувчи барча нуцталарнинг координаталари ва 
координаталарнинг вацт буйича ^осиласига борлиц булади. Бу тенг­
ламалар системасининг, умумий холДа> механик система хатт0 битта 
нуцтадан ташкил топганда ^ам ани^ ечими топилмаган. Лекин ^о- 
зирги замон электрон ^исоблаш машиналарини цуллаб бу тенглама­
ларнинг тащшбий ечимини жуда катта аник;лик билан топиш мумкин.

Купинча (19.6) тенгламалар да ^атнашувчи ички кучлар хам 
номаълум булади, шу сабабли масалани ечиш янада мураккабла- 
шади.

105-§. Богланишдаги механик система ^аракатининг 
дифференциал тенгламалари

Агар система ну^таларига борланишлар куйилган булса, у ^олда 
борланишлардан бушатиш ^а^идаги аксиомага кура, таъсир этаётган 
Fk актив кучлар цаторига N k богланиш реакция кучларини хам_цу- 
шиш керак. Натижада механик системани Fk актив кучлар ва N k 
реакция кучлари таъсиридаги эркин механик система деб царалади. 
Бундай система ^аракатининг дифференциал тенгламалари Ньютон­
нинг иккинчи ^онунига асосан куйидагича ёзилади:



', = 2 **«  + Л)-
190-расмдан жисмнинг ихтиёрий М к ну^таси учун xk =  x'k — d. 

У к =  Ук  булганидан

Л - 2 f К  -  ̂  + ДО = 2 ■m k (*? + у ? )  +
+  d ^ m k - 2 d ^ m k xk. (20.15)

(20.15) да 2  т к (x’k +  У к) =  1Сг' — жисмнинг массалар марказидан 
утувчи у ^ а  нисбатан инерция моменти; ^ т к =  М  — бутун жисм 
массаси; d — параллел yiyiap орасидаги масофа. Массалар маркази­
нинг координаталарини ани^ловчи (20.2) формулага асосан 2  тк х\  ~  
=  М х’с . ^аралаётган ^олда массалар маркази С координата бошида 
слинганидан х'с  =  0. Шу сабабли ^  т},хк ~  0 булади. Натижада
(20.15) цуйидаги куринишни олади:

I2 =  ICl, +  M d \  (20.16)

Бу формула ушбу — Гюйгенс- Штейнер теоремасини и £>одэлай- 
ди: жисмнинг бирор ущ а нисбатан инерция моменти, жисмнинг 
массалар марказидан утувчи ва мазкур ущ а  параллел булган ущ а  
нисбатан инерция моменти билан жисм массасининг у^лар ора- 
a u f u  квадратига купайтмасининг йитндисига тенг.

Жисмнинг массалар марказидан d x масофада утувчи г х у д а  нис­
батан инерция моменти 1Л берилган булса, шу у ^ а  параллел ва 
массалар марказидан d2 масофада утувчи z2 у^к;а нисбатан инерция 
моменти / г, ни ашщлаш мумкин. ^а^и^атан ^ам Гюйгенс-Шгейнар 
теоремасига кура

+  щ ,

К , ~  ^Сг? "Ь  M d l ,
булардан

ёки
/ „ - / *  + A* (d f-d * ) .

109- §. Баъзи оддий шаклли 
жисмларнинг инерция моментларини 

^исоблаш

1. Бир жинсли стерженнинг инерция 
моменти. Кундаланг кесимининг улчам- 
лари узунлигига нисбатан анча кичик ци­
линдр ёки призма шаклидаги жисмлар 
ингичка стержень деб к^аралади. ЛВ стер­
жень перпендикуляр булган А у увда 
нисбатан инерция моментини ^исоблай- 
миз (191-раем). Узунлиги I га тенг стер-



191- раем.

женнинг A y  у^дан x масофада жой- 
лашган булаги узунлигини dx билан, 
массасини dm  билан белгилаймиз. 
Агар стерженнинг узунлик бирли- 
гига тугри келадиган массасини р2 
билан белгиласак, dm =  p2dx була­
ди. Жисм инерция моментини ^и- 
соблаш формуласининг интеграл ку- 
риниши (20.12) дан фойдаланиб 
ушбу ифодани ёза оламиз:

1у = 9г \ х Ч х =

Агар бутун стерженнинг массасини М  билан белгиласак, у .^олда 
М  =  р21 булганидан

(20.17)

Стерженнинг массалар марказидан унга перпендикуляр утган Су' 
увда нисбатан инерция моменти 1Су, ни Гюйгенс-Штейнер теоремаси 
ва (20.17) форму лага кура ^исоблаш мумкин:

> c s  =  > , - M d'  =  tT - Л )( т ) ’ = 1 у -  <2018>

2. Ингичка доиравий ^алцаникг инерция моменти. Массаси М  
ва радиуси R  га тенг булган ингичка доиравий ^ал^анинг марказдан 
утувчи ва ^алк,а текислигига перпендикуляр булган Cz увда нисба­
тан инерция моментини топамиз. Дал^анинг ^амма нуцталари Cz ук,- 
дан hk =  R  масофада жойлашганлигидан ва жиемнинг массаси ^алк;а 
гардиши буйлаб текис та^симланганидан, (20.3) формулага кура

I Cz =  '2 imkR2 =  R 2'Ztmk =  MR2 (20.19)
келиб чицади.

3. Бир жинсли доиравий пластинканинг инерция моменти. Мас­
саси М  ва радиуси R  га тенг булган бир жинсли доиравий пластин­

канинг пластинка текислигига перпен­
дикуляр булган ва массалар марка­
зидан утувчи Cz yi^a нисбатан инер­
ция моментини ^исоблаймиз (192-расм). 
Бунинг учун ундан радиуслари г  ва 
/■+ dr булган айланалар орасидаги дои­
равий элементар ^ал^ани ажратамиз. 
Унинг юзи 2nrdr, массаси эса dtn =

2n rp 1dr га тенг, бу ерда рх — 
пластинканинг юза бирлигидаги масса­
си. У ^олда (20. 19) формулага биноан, 
ажратилган элементар ^алка катлами- 

192- раем. нинг инерция моменти



dICz =  r2dm =  2 л  Pj r3dr.

Бутун пластинка учун эса

1 С г =  2 я Р1 Т ЛР 1 ^ 4
О г

формула уринли булади. Бунда р я  1/?2 =  М эканини назарда тутиб, 
^уйидаг ини оламиз:

! 1сг =  \ м Я г . (20.20)

\ Пластинка текислигида Сх ва Су уцларни утказсак (192-раем), (20.8) 
j га асосан 1Сх +  1Су — 1Сг ва диск учун 1Сх ~  1Су. Бинобарин, 1 Сх =

_  1 _  ! Сг _  MR*
! - 1С у ~  2  ~ ~ Т '

Масалалар ечишда купроц учрайдиган айрим бир жинсли жисм- 
ларнинг инерция моментлари ^уйидаги жадвалда берилган:

Жисм ХИЛИ Жисм шакли Инерция
моменти

Инерция
радиуси

Ипгичка стержень L__________ Ш
М /2

3 У з  = 0-577'

Доиравий юпца 
пластинка

г

У

M R *

4
0,5 R

TyFpn бурчакли 
параллелепипед

К

\

.

о2+ Ь а
м.  — -—  

12

У а а+ 6 а 

2 1 / 3

= 0 ,2 8 9 У а 2+ Ь 2ч

ч

1
1
1—
1
1
i \ \

сэ





\  I tR2 =  l xx2 +  Iyy* +  Izz2 — 2 / yzy z  — 21 zxzx — 21хух у . (20.28) 
^  катталикни шундай танлаймизки,

/ ,Я 2 =  ft3
еки

(20.29)

булсин. R нинг ^ийматини (20.28) га цуямиз:
V 2 +  1уУ2 +  / г22 — 21yzyz  — 2Izxzx — 2 l xyxy =  /г2. (20.30)

Бу тенглама иккинчи тартибли сирт тенгламасини ифодалайди. (20.29) 
да /, доимо нолга тенг булмаган мусбат катталик булгани учун
(20.30) тенглама билан ифодаланадиган сиртнинг чексиз узо^лашган 
ну^таси булмайди, шу сабабли у маркази О ну^тада ётувчи эллип- 
соидни ифодалайди. Эллипсоид тенгламасидаги х, у , z  узгарувчилар 
олдидаги коэффициентлар жиемнинг инерция моменти булганидан, бу 
эллипсоид инерция эллипсоиди дейилади.

(20. 25) ва (20.26) лардаги белгилашларга асосан инерция эллип- 
соидининг (20.30) тенгламасини

Ах2 + \В у 2 +  Cz2— 2 D yz — 2 Ezx — 2 Fxy =  k2 (20.31)
куринишида ёзиш мумкин. Бу тенгламада к узгармас катталик бу­
либ, инерция эллипсоидининг масштабини ифодалайди. Демак, жием­
нинг О ну^тасига берилган масштабда ани^ бирор инерция эллипсои­
ди мос келади. k га турлича ^ийматлар бериб О ну^та атрофида 
хар хил концентрик инерция эллипсоидларини оламиз.

Аналитик геометриядан маълумки, агар координата у^ларини 
инерция эллипсоидининг бош уцлари буйлаб йуналтирсак, инерция 
эллипсоидининг тенгламасида координаталарнинг купайтмасини уз ичига 
олган > а̂длар ^атнашмайди. Инерция эллипсоидининг бош у^лари 
инерция бош уцлари дейилади. Инерция эллипсоидининг бош у^ларга 
нисбатан тенгламаси куйидагича ёзилади:

Бинобарин, бош у^ларга нисбатан марказдан крчувчи инерция мо- 
ментлари нолга тенг булади. (20.32) да А, В, С лар жиемнинг инер­
ция бош у^ларига нисбатан инерция моментлари булиб, улар инер­
ция бош моментлари дейилади.

Агар Oxyz координата системасининг у^ларидан бирини, масалан 
Oz ни, маркази О нук,тада булган инерция эллипсоидининг бош ук,и 
буйлаб йуналтирсак, у ^олда (20.31) да y z  ва xz купайтмаларни уз 
ичига олган ^адлар ^атнашмайди, бинобарин, марказдан ^очувчи D, 
Е  инерция моментлари нолга тенг булади.

Агар О ну^та жиемнинг массалар марказида олинса, у ^олда бу 
нукта учун ясалган инерция эллипсоиди марказий эллипсоид дейи­
лади.

Марказий эллипсоиднинг бош уклари инерция марказий бош уц- 
лари дейилади.

Ах2 +  B y2 +  Cz2 =  1. (20.32)



z
Агар x, у , z  уцларни маркази О 

ну^тада булган инерция эллипсои- 
дининг бош у^лари буйлаб йунал- 
тирсак, у холДа жисмнинг О нуц- 
тадан утувчи ихтиёрий / у^ка нис­
батан инерция моменти (20.27) га 
кура

У
l t =  Ix cos2 а  +  1у cos2 р +  l z cos2 у

(20.33)
формула ёрдамида хисобланади.

195- раем.

36- масала. Массаси М, радиуси 
R  булган бир жинсли доиравий 
дискнинг О марказидан утувчи ва 
диск текислиги билан 60° бурчак

ташкил этувчи / увда нисбатан инерция моменти топилсин (195-расм).
Ечиш. Координаталар бошини О ну^тада олиб, диск Oxz текие- 

ликда ётади деб ^арайлик. У холда а  =  90°, р =  30°, у  =  60° экан-

Дискнинг х, у , z  координата укларига нисбатан инерция момент-

Хамда х, у , z  уцлар инерция бош у^лари булгани учун (20.33) дан 
фойдаланиб /, ни ^исоблаймиз:

Инерция бош у^ларининг ^уйидаги хусусиятларини куриб чик;а- 
миз.

1. Инерция марказий бош у^и шу уц устида ётувчи барча 
нуцталар учун бош у^дан иборат булади.

Ха^и^атан хам> агар Cz у^ учун инерция марказий бош ук;и 
олинса,

булади (196-раем).
Cz уеда ихтиёрий Ох ну^тани олиб, бу ну^тада 01х1 ва yiyiap 

мос равишда Сх ва Су у^ларга параллел булган Olx1y 1z1 координа­
талар системасини утказамиз. У ^олда

лари
. _  MR 2 ,  _  MR 2
у -  4  о  2

112-§. Инерция бош у^ларининг хусусиятлари

~ ' 2 i mk xk (zk - h) =  H imk xk zk - hMxc =  °> 
Гу л  =  S ткУк (zk — Ь) =  'Ут к y k zk — hM yc -= 0,



бинобарин, OiZi уц ^ам бош уц 
булади.

2. Агар бир жинсли жисм 
моддий симметрия %цига эга 
булса, бу ук; устида ётувчи бар­
ча нуцталар учун мазкур уц 
марказий бош. уцдан иборат бу- 
лади.

Жисмнинг массаси бирор уеда 
нисбатан симметрик равишда жой- 
лашган булса, бу у к; моддий сим­
метрия щ и  дейилади. Агар мод­
дий симметрия у^и учун z уц 
олинса, у ^олда жисмнинг ^ар бир 
mk массали M k (xk , y k, z^  зарра- 
сига худди шундай т \  массали

196- раем.

м 'к(— xk’ — У* ~~zk) зарраси мос келади (197- раем). Натижада 
1Х2, 1уг марказдан цочувчи инерция моментлари ва жисмнинг огирлик 
маркази С нуктанинг координаталари хс, у с лар учун ^уйидаги муно- 
сабатлар уринли булади:

Кг =  Z mk Xk 2k -  =

Jyz =  2  ■mk у k zk -  S ' m * у иz k= 10;

Xr 2 д»**—2  m ’k * k  

2  [ m k + m 'k )

= 0;

„  _ 2 m* % - 2 m*»* 

c З К + Ч )  “

Шундай цилиб, z  y^ бош ук; булиб, жисмнинг масса марказидан ута' 
ди, яъни инерция марказий бош увидан иборат булади.

3. Агар бир Жинсли жисм моддий симметрия текислигига эга 
булса, бу  текисликка перпендикуляр булган цар цандай tЦ мазкур



укнинг текислик билан кесишган нуцтасига нисбатан бош уцдан 
иборат булади.

Жиемнинг симметрия текислигига перпендикуляр равишда утувчи 
ихтиёрий Oz у^ни утказамиз (198-раем). У х°лда жиемнинг хар бир 
mk массали M k (xk, y k, zA) заррасига mk массали (m'k — m k) M'k (xk, 
y k, Zj) зарраси мос келади. Бинобарин,

IXz = y.mkxkzk - ' L m'kxkzk= °-
! у г  =  2  ^  z a  “  2  ^  =  0

булади. Бу форму лалар дан курамизки, Oz у к, О ну^та учун бош у^- 
дир.

XXI б о б
Динамиканинг умумий теоремалари

Юкорида биз динамика масалаларини ечишда моддий нук,та ёки 
механик система ^аракати дифференциал тенгламаларининг векторли 
ёки координата у^ларидаги ифодасидан фойдаланиш мумкин эканли- 
гини курдик. Бу тенгламаларни интеграллаб ну^та ёки система 
харакатининг тули^ тасвири ^осил цилинади. Аммо бундай тенглама­
ларни интеграллаш масаласи, айни^са, тенгламаларида ^ушимча но- 
маълумлар ^атнашадиган моддий ну^талар системаси учун ни^оятда 
мураккабдир. Шунинг учун бу усулни цуллаш хар доим хам мацеадга 
нувофиц булавермайди. Купинча система хаР бир нуктасининг хара- 
катини ани^лаш урнига мазкур система нуцталарининг ^аракатини 
ифодаловчи бир неча механик катталиклар орасидаги муносабатларни 
топишнинг узи етарли булади. Динамиканинг умумий теоремалари 
ёрдамида худди шундай муносабатлар ани^ланади. Бу теоремаларнинг 
татби^ этилиши масалалар ечиш жараёнини бирмунча соддалаштиради, 
шунингдек, тенгламалар тартибини пасайтиришга ёки уларнинг сонини 
камайтиришга, тенгламалардан айрим номаълум кучларни чи^ариб 
ташлашга имкон беради. Баъзи ^олларда динамиканинг умумий тео­
ремалари воситасида харакат дифференциал тенгламаларининг (17.18) 
куринишидаги биринчи интегралларини олиш мумкин.

113-§. Система массалар марказининг ^аракати 
Хацидаги теорема

Айрим ^олларда система харакатининг хусусиятини ани^лаш учун 
мазкур система массалар марказининг харакат ^онунини билиш етарли 
булади. Система массалар марказининг харакатини ани^лаш учун сис­
тема харакатининг дифференциал тенгламаларидан фойдаланамиз.

N  та ну^тадан ташкил топган механик системанинг ихтиёрий M k 
ну^тасига таъсир этувчи таш^и кучлар хамда ички кучлар тенг таъсир 
этувчилари мос равишда Feh, F lk га ва М к ну^танинг бу кучлар таъ­
сирида олган тезланиши w b га тенг булсин. У холда (19.5) га кура 
система ну^талари харакатининг дифференциал тенгламалари



куринишда ёзилади.
(21.1) тенгламаларнинг чап ва унг томонларини хадлаб кушамиз:

=  (21-2)

(20.1) га кура

i тенглик уринли булади. Бу тенгликнинг иккала томонидан ва^т бу'- 
j йича икки марта хосила оламиз:

У т  ■ d>Tk =  М  d2r° jL rnk dt* dt3
ёки 1 _  _

; ^ mk w k = M w c
I  
j бу ерда wc — система массалар марказининг тезланиши.
I Ички кучларнинг хоссасига кура 

:
Бундан таш^ари,

ташци кучларнинг бош векторини ифодалайди.
(21.2) ^уйидаги куринишда ёзилади:

M w c = R e. (21.3)

Бу ифода система массалар марказининг щракати хакидаги тео- 
ремани ифодалайди: системанинг массалар маркази, массаси бут ун  
система массасига тенг булган ва система нуцталарига таъсир 
этувчи барча тайней кучларнинг бош вектори таъсиридаги моддий 
нуцта каби царакатда булади.

(21.3) дан курамизки, бу теорема исталган механик система мас­
салар марказининг харакатини аницлашда аввалдан номаълум булган 
Хамма ички кучларни эътиборга олмасликка имкон беради.

(21.3) тенгламани х, у , z  координата уцларига проекциялаб сис­
тема массалар маркази харакати дифференциал тенгламаларининг 
Декарт координата у^ларидаги ифодасини оламиз:



Массалар марказининг харакати ^а^идаги теоремадан му^им ху- 
лоса келиб чицади.

Илгариланма ^аракатдэги ^аттик; жисмнинг ^аракати битта ну^- 
тасининг ^аракати билан тулиц ани^ланиши кинематикадан маълум. 
Бинобарин, системанинг массалар марказини, массаси бутун система 
массасига тенг булган ва таш^и кучларнинг бош вектори таъсиридаги 
моддий ну^та деб ^аралса, унинг ^аракати жисмнинг илгариланма 
Харакатини ифодалайди.

Умумий ^олда эркин жисмнинг харакатини массалар маркази би­
лан биргаликдаги илгариланма харакат ва массалар маркази атрофи­
даги айланма ^аракатдан иборат деб ^араш мумкин.

Система массалар марказининг харакати ^а^идаги теоремадан фой- 
даланиб жисмнинг фа^ат илгариланма харакати ани^ланади. Жисм­
нинг масса маркази атрофидаги айланма харакати динамиканинг бош^а 
теоремаларидан фойдаланиб аншуганади. Шундай ^илиб, бирор жисмни 
моддий ну^та деб ^араш масаласи жисмнинг ^андай харакат цили- 
шига борлиц булади.

Масалан, планеталарнинг К,уёш атрофидаги илгариланма харакати 
текширилаётганда уларни массаси мазкур планеталарнинг массасига 
тенг моддий ну^талар деб ^араш мумкин, лекин планеталарнинг уз 
уь̂ и атрофидаги айланма харакати к;аралаётганда уларни моддий ну^та 
деб хисоблай олмаймиз.

114-§. Система массалар маркази хаРакатининг 
са^ланиш ^онуни

Система массалар марказининг харакати ха^идаги теоремадан к,у- 
йидаги натижаларни оламиз.

1. Фараз ^и лай лик, системага таъсир этувчи ташци кучларнинг 
бош вектори нолга тенг булсин:

я* =  2 п = ° -

У холДа (21.3) тенгламадан w c =  =  0 булиб,

vc =  const

булишини курамиз. Яъни система ну^таларига таъсир этувчи кучлар­
нинг бош вектори нолга тенг булса, системанинг массалар маркази 
турри чизшуш, тенг улчовли харакат ^илади.

Агар массалар маркази бошлангич пайтда тинч х°латда булса, у
Холда vc — 0 булиб, натижада



rc =  const,
яъни система ^аракатланганда системанинг массалар маркази тинч 
Холатда цолади.

2. Фараз ^илайлик, системага таъсир этувчи ташки кучларнинг 
бош вектори нолдан фар^ли булиб, унинг бирор уедаги проекцияси 
нолга тенг булсин:

/?• =  X е =  0.

У холДа (21-4) тенгламаларнинг биринчисидан

*е =  0 
хс[=  const

келиб чикади.
Демак, системага таъсир этувчи ташци кучларнинг гбирор увдаги 

проекцияларининг алгебраик й и р и н д и с и  нолга тенг [булса, система
I массалар маркази тезлигининг шу укдаги проекцияси узгармас бу-
; лади. Хусусан, агар бошланрич пайтда хс =  v =  0 булса, система- 
| нинг харакати давомида vcx =  0 булади, яъни бу холца система мас­

салар марказининг координатаси хс узгармай ^олади:
х, =  х„ =  const.1 С С о

Олинган натижалар система массалар маркази харакатининг саь̂ - 
ланиш цонунини ифодалайди.

Система массалар маркази харакатининг са^ланиш ^онунини цул- 
лашга оид бир неча мисоллар келтирамиз.

1. ^авонинг ^аршилигини хис°бга олмай, горизонтга нисбатан
I ^иялатиб v0 бошланрич тезлик билан отилган туп у^ининг огирлик 
! кучи таъсиридаги х аРакатини текширамиз. Ук; учиб кетаётганда за­

вода ёрилса, унинг булаклари турли томонга учиб кетади, лекин 
булакларининг бирортаси ерга бориб тушгунча уларнинг массалар 
маркази илгариги харакатини давом зттиради. Булакчалардан бирор­
таси ерга тушгандан сунг, системага таъсир этувчи таш^и кучларга 
Ернинг реакция кучи^ х ам кушилиб, у^ массалар марказининг хара­
катини узгартиради. ёрилганда х°сил буладиган кучлар мохияти 
буйича ички кучлардан иборат булгани учун улар уц массалар мар­
казининг харакатини узгартира олмайди.

2. Абсолют силлик; горизонтал текислик устида турган одам узича 
горизонтал йуналишда харакат кила олмайди. Чунки одамнинг OFHp- 
лиги ва горизонтал силли^ текисликнинг нормал реакцияси таш^и 
кучлар булиб, бу иккала куч вертикал йуналгани сабабли уларнинг 
горизонтал уцдаги проекциялари й и р и н д и с и  нолга тенг. Агар одам 
бошланрич пайтда тинч холатда булса, массалар маркази харакати- 
нинг са^ланиш к^онунига кура, у уз гавдасининг масса марказига го- 
ризонтал кучиш бера олмайди. Масалан, одам унг оёрини олдинга 
кутарганда унинг чап оёри ор^ага сурилади ва массалар маркази уз 
жойида к;олади. Одамнинг оё^ кийими билан горизонтал текислик



орасида сирпанишдаги шщаланиш мавжуд булганда, одам чап o Sf h h u h t  
орцага кетишига ^аршилик курсатадиган ва олдинга йуналган ишца- 
ланиш кучи таъсир этади. Бунда иш^аланиш кучи таш^и куч булиб, 
одамнинг олдинга ^аракат ^илишига имкон беради.

3. Паровоз, автомобиль ва шунга ухшаш системаларнинг горизон- 
тал йуналишдаги харакатини хам шундай тушунтириш мумкин. Дви- 
гателдаги газнинг поршенга бэсими автомобилга нисбатан ички куч 
булгани туфайли автомобилнинг массалар марказини харакатлантира 
олмайди. Двигателдан етакчи рилдиракларга айлантирувчи момент 
узатилиши хис°бига етакчи рилдирак айланади. Автомобиль унгга 
Харакатланганда етакчи рилдиракнинг текисликка тегиб турган нуц- 
таси чапга силжишга интилади. У холда рилдиракка унг томонга 
йуналган иш^аланиш кучи таъсир этади. Бу куч таш^и куч булиб, 
автомобиль массалар марказининг унг томонга силжишига имкон 
беради. Агар иш^аланиш кучи булмаса, ёки бу куч етакланувчи рил­
диракнинг ^аршилигини енга олмаса, автомобиль харакатлана олмай­
ди. Бунда етакчи рилдирак айланса-да, автомобиль жойидан цузрал- 
майди.

Изох. Етакланувчи рилдиракка айлантирувчи момент таъсир ^ил- 
масдан, балки унинг у^ига цуйилган куч таъсир ^илади. Бу куч 
таъсирида хамма гилдираклар ва улар билан бирга рилдиракнинг те- 
кисликка тегиб турган нуцтаси хам автомобиль билан биргаликда 
унг томонга силжийди. Бунда рилдиракка ор^ага йуналган ишк,ала­
ниш кучи таъсир этади. Бу куч таш^и куч булиб, рилдирак харака­
тини тухтатишга интилади.

115-§. Моддий нуцта ва механик системанинг хаРакат ми^дори

Механикада моддий нук;та (механик система) нинг хаРакат улчов- 
ларидан бири сифатида унинг харакат миедори олинади. Нукта мас­
саси билан тезлик вектори купайтмасига тенг вектор катталик нук,- 
танинг %аракат мщдори  дейилади. Ну^танинг харакат мицдори 
то тезлик вектори буйича йуналади.

Хал^аро СИ бирликлар системасида нуктанинг харакат микдори 
кг-м/с билан улчанади.

Система ну^талари харакат мивдорларининг геометрик йиринди- 
сига тенг булган К  вектор системанинг %аракат мщ дори  дейилади:

к  =  2 тл -  (21-5)

(21.5) да v — ва m k=const булгани учун

^ т ~ г к =  М~гс



булгани учун

К = А ( м г с ) = Л * 4 г -  =  M vc.

Шундай цилиб,

K = M v 9.

Демак, системанинг харакат микдори система массаси билан 
унинг массалар маркази тезлигининг купайтмасига тенг.

(21.6) дан курамизки, агар массалар маркази системанинг з^арака- 
ти давомида кузгалмасдан колса, системанинг харакат микдори нол­
га тенг булади. Масалан, массалар марказидан утувчи уц атрофида 
айланма з^аракатдаги жиемнинг харакат микдори нолга тенг булади.

Агар жисм мураккаб з^зракатда булса, К  фак;ат системанинг мас­
салар маркази билан биргаликдаги илгариланма харакатини ифода­
лайди. Масалан, горизонтал рельеда харакатланаётган рилдиракнинг 
^аракат микдори, рилдиракнинг массалар маркази С ну^та атрофида 
^андай айланишидан к^атъий назар, К — M vc булади.

116-§. Моддий ну^та з^аракат мицдорининг узгариши з^ацидаги
теорема

| Бирор ^узгалмас Oxyz координаталар системасига нисбатан М  
. нуцтанинг F куч таъсиридаги харакатини кузатамиз (199-раем). Бу
I ну^танинг ^аракат ^онунини ^уйидагича ёзамиз:

Бунда m v  ну^танинг з^аракат микдори векторини ифодалайди. (21.7) 
нинг иккала томонини d t  га купайтирсак,

m w  =  F
еки

d (mv) (21.7)
d t

ёки

— кучнинг dt вацт ичидаги эле­
ментар импульси дейилади. У

Моддий нуцтанинг щракат  
мицдори щцидаги теореманинг 
дифференциалли (21.8)  ифодаси- 
ни ^уйидагича таърифлаймиз: нуцта



%аракат мщдорининг дифференциалы нщтага таъсир этувчи куч­
нинг элементар импульсига тенг.

Ну^та ^аракат мицдорининг чекли вацт ичида узгаришини ани^- 
лаш учун (21.8) ни интеграллаймиз:

t
m v —m v0=  J  = F d t ,  (21.9)

о
бунда v0 билан ^ = 0  бошлангич пайтдаги тезлик, v билан исталган 
t  пайтдаги тезлик курсатилган. Кучнинг чекли [0, t ] вацт оралиги- 
даги импульси учун

t
S = $ F d t  (21.10)

о
белгилаш киритиб, (21.9) ни цуйидагича ёзиш мумкин:

m v  — m v 0 =  S.  (21.11)
(21.11) ифода чекли вщт оралигида нуцта %аракат мщдори- 

нинг узгариши хакидаги теоремани ифодалайди; нукта харакат 
мщдорининг бирор чекли ва^т оралигида i/згариши унга таъсир 
этувчи кучнинг ш у вацт ичидаги импульсига тенг. (21.11) ни ко­
ордината у^ларига проекциялаб

m vx — m v ox =  S x 
m vy — mvoy =  S y 
m vz — mvoz — Sz

(21.12)

i i

системани ^осил ь^иламиз. (21.12) даги S x =  ^ X d t ,  Sy =  J  У dt ,
о о

t
S z — J"Z d t  ну^тага куйилган куч импульсининг координата у^лари^

о
даги проекцияларидир.

Демак, чекли вщ т  ичида нуцта харакат мщдорининг бирор 
координата уки буйича $згариши нуцтага таъсир этувчи кучнинг шу 
ва^т оралигидаги импульсининг мазкур уцдаги проекциясига тенг.

Нуцта ^аракат мицдорининг узгариши ^а^идаги теоремадан цуйи- 
даги му^им натижаларни оламиз. _

1. Агар ну^тага таъсир этувчи куч F =  0 булса, (21.8) га кура

d (m v ) =  0
ёки

т v  =const, (21.13)
яъни ну^тага таъсир этувчи куч нолга тенг булса, нуцтанинг з^ара- 
кат микдори, мивдор ва йуналиш жи^атдан узгармас булади. (21.13) 
тенглик нукрга харакат мщдорининг сщланиш цонунини ифода­
лайди.
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2. Агар кучнинг би­
рор у^даги проекцияси 
нолга тенг булса:

Х = 0 ,
У ^олда

т vx =const.
Агар ну^тага борла­

нишлар ^уйилган булса,
(21.11) теоремадан фой- 
даланишда берилган куч­
ларнинг импульси ^ато- 
рига борланиш реакция 
кучларининг импульеларини хам цушиш керак.

37- масала. Массаси т га тенг булган локомотив йулнинг гори- 
зонтал ^исмида харакатланади (200-раем). Локомотивга тортиш кучи 
F =  const ва узгармас R  царшилик кучи таъсир этади. Локомотив- 
нинг тезлиги цандай t вацт орал и гида v0 дан v  га узгаради?

Ечиш. Локомотивни моддий нуцта деб цараймиз ва Ох у^ни ха­
ракат йуналиши буйича йуналтирамиз. Локомотивга таъсир этувчи 
кучларни раемда курсатамиз. Локомотивнинг орирлик кучини Р  би­
лан белгилаймиз. Локомотив рельс орцали богланишда булгани учун 
рельснинг нормал реакцияси N  ни хам киритиш лозим. Моддий нук;- 
та харакат мицдорининг узгариши ха^идаги (21.12) теореманинг Ох  
увда проекциясидан фойдаланамиз:

бундан
т v — т и0 =  (F — R) t,

m ( v  —  v„)
t  = F - R

117-§. Система хаРакат мицдорининг узгариши ха^идаги теорема

Механик система N  та ну^тадан ташкил топган булсин. Систе­
манинг ихтиёрий М к нуцтасига таъсир этувчи ташци кучлар хамДа 
ички кучларнинг тенг таъсир этувчилари мос равишда F\, Fk бул­
син. У холда система нуцталари харакатининг дифференциал тенгла- 
малари куйидагича ёзилади:

- % - [ m k 7 k) *=Fk +  Fl,  { k = T 7 N ) .  (21.14)

(21.14) тенгламалар системасини ^ушамиз:

=  2 ^ *  +  2  (21.15)

бунда: "^nikVk =  К  — системанинг харакат микдори; /*1 == R e— 
ташци кучларнинг бош вектори. Ички кучларнинг хоссасига кура



,F l =  0.

(21.16) тенглама система \аракат мщдорининг узгариши %щида- 
ги теоремани ифодалайди: система харакат мщдорининг всиуп 
буйича биринчи %осиласи системага таъсир этувчи ташци куч­
ларнинг бош векторига тенг.

(21.16) ни Декарт координата уцларига проекциялаб, система ха- 
ракат мицдорининг узгариши хацидаги теоремани скаляр куринишда 
ёзамиз:

dKx
dt

dKy
dt

dK2
dT

=  Re

(21.17)

яъни, система уаракат мицдорининг бирор укдаги проещиясидан 
вщт буйича олинган хрсила, системага таъсир этувчи ташци куч­
лар бош векторининг мазкур уцдаги проекциясига тенг.

Система харакат мицдорининг чекли вацт ичида узгаришини аниц- 
лаш учун (21.16) ни dt га купайтириб, интеграллаймиз:

t
K = ~ K 0= \ R edt

еки
K  — K 0= S e (21.18)

ихтиёрий t
i

Бунда К0 билан t  =  0 бошлангич пайтдаги, К  билан

вацтдаги системанинг ^аракат мицдори белгиланган; S e =  | R ed t — t
о

вацт ичида системага таъсир этувчи ташци кучлар бош векторининг 
импульси.

(21.18) ифода чекли вщт ичида система уаракат мщдорининг 
узгариши %щидаги теоремани ифодалайди: система щракат мик,- 
дорининг чекли вацт ичида узгариши системага таъсир этувчи 

кучлар бош векторининг шу вацт ичидаги импульсигаташци 
тенг.

(21.18) ни Декарт 
ёзамиз:

координата уцларига проекциялаб цуйидагини

к ,



Система ^аракат мивдорининг узгариши ^а^идаги теорема билан 
система массалар марказининг ^аракати ^а^идаги теоремалар ораси­
даги муносабатни ани^лаймиз. Бунинг учун (21.6) ни (21.16) га ^уя- 
миз:

~ ~ { M v c) = R ‘
ёки

Mwc - R e .
Бу муносабат система массалар маркази ^аракати ^ацидаги теоремани 
ифодалаши бизга маълум.

Шундай цилиб, умуман олганда, система массалар марказининг 
Харакати ^ацидаги теорема ва система харакат мивдорининг узгариши 
Хакидаги теорема битта теореманинг икки хил куринишини ифодалай­
ди. К,атти^ жисмнинг харакатини урганишда бу теоремаларнинг ис- 
талган бирортасидан фойдаланиш мумкин. Бунда купинча, массалар 
марказининг харакати хакидаги теоремадан фойдаланилади. Бироц, туташ 
мухит (сую^лик ёки газлар) учун бутун системанинг массалар марка­
зи тушунчаси амалда уз маъносини йуцотади. Шу сабабли, бу хол* 
да масалалар ечганда система харакат ми^дорининг узгариши ^а^ида- 
ги теоремадан фойдаланиш ма^садга мувофиц булади. Система ^ара- 
кат мицдорининг узгариши хакидаги теоремадан зарба назариясида, 
ракеталар харакатини урганишда ва бош^а бир ка тор амалий масала- 
ларни ечишда хам самарали фойдаланиш мумкин.

118-§. Система ^аракат мицдорининг са^ланиш цонуни

Система харакат микдорининг узгариши хакидаги теоремадан ^уйи- 
даги мухим натижаларни оламиз.

1. Система ну^таларига таъсир этувчи таш^и кучларнинг бош 
вектори нолга тенг булсин:

0.
У  холда (21.16) га кура системанинг хаРакат микдори узгармас бу­
лади:

К  =  2  =  M ve  =  С. (21.20)
(21.20) тенглик система харакат мщ дорининг сацланиш црну- 

нининг векторли ифодаси дейилади.
Шундай ^илаб, агар системага таъсир этувчи ташци кучлар~ 

нинг бош вектори нолга тенг булса, у  урлда система харакат  
мшфорининг вектори модуль ва йуналиш ж щатдан узгармасдан 
крлади.

(21.20) даги С узгармас миадор система таркибига кирган ну^- 
таларнинг бошлангич холатига богли^. (21.20) дан курамизки, бош- 
лангич пайтда системанинг харакат микдори нолга тенг булса, таш^и 
кучларнинг бош вектори нолга тенг булади ва ички кучлар система­
нинг харакат мицдорини узгартира олмайди.



2. Система нуцталарига таъсир этувчи ташк,и кучлар бош век то- 
рининг бирор (масалан, Ох) уцдаги проекцияси нолга тенг булсин:

^  =  0,

у холда (21.17) га кура

К х =  М хс =  const (21.21)

булади. (21.21) тенглик бирор координата уци буйича система ха­
ракат мифорининг сацланиш цонунини ифодалайди: системага 
таъсир этувчи кучлар бош векторининг бирор укдаги проекцияси 
нолга тенг булса, у  %олда система %аракат мщдорининг мазкур 
уцдаги проекцияси узгармас булади.

119-§. Механик система хаРакат ми^дорининг узгариши ва 
система массалар марказининг хаРакати хаКиДаги теоремаларни 

цуллашга оид масалалар

Механик система харакат мицдорининг узгариши ва система мас­
салар марказининг хаРакати Ха! и̂Даги теоремаларни цуллашга оид 
масалалар цуйидаги тартибда ечилади.

1. Кузгалмае координаталар системаси танлаб олинади.
2. Система ну^таларига таъсир этувчи барча таищи кучлар хам- 

да борланиш реакция кучлари расмда тасвирланади.
3. Масаланинг шартига кура, теоремаларни ифодаловчи (21.4),

(21.17), (21.19) тенгламалар дан бирортаси тузилади.
4. Бошлангич шартлар аншутнади.
5. Берилган бошлангич шартлардан фойдаланиб тузилган диффе­

ренциал тенгламаларни интеграллаб, изланаётган номаълумлар то­
пилади.

38-масала. Горизонт билан а  =  30° бурчак ташкил ^илувчи туп 
стволининг орирлиги Р г =  11000 Н, туп учининг орирлиги Р 2 =  540
Н. стволнинг орзидан чикишида v2 =  900 м/с тезлик билан ха'  
ракат цилади. У^нинг отилиб чи^иш пайтида туп стволининг эркин 
суратда ор^ага тепиш тезлигининг горизонтал тузувчиси ани^лансин 
(201-раем).



Ечиш. Координаталар бошини О ну^тада олиб, х  уцни горизон- 
тал буйлаб унгга йуналтирамиз.

Туп стволи ва уци механик системани ташкил этади. Системага 
ствол ва уцнинг огирлик кучлари Р г ва Р2 ^амда богланиш реак- 
ция кучи Р  таъсир цилади. Бу кучлар х увда перпендикуляр бул­
гани учун Rex =  0. Шу сабабли (21.17) ни тузсак, система ^аракат 
мицдорининг х  уц буйича сацланиш цонуни (21.21) га эга буламиз:

К х — const.

Бошлангич t  =  0 пайтда, яъни уц отилиши олдида, ствол ва уц- 
нинг тезликлари нолга тенг:

»ю =  ^2о = .0.
Уц туп стволидан чициш пайтидаги ствол тезлигининг горизонтал 
ташкил этувчиси и\х ни аницлаш керак.

Берилган бошлангич шартларга кура

К х = 0 ,
яъни

еки

бундан

т  V\K ---- Ш2 V2x =  0

Pi Рг
+  ~Y~ v2cos 30° =  °»

P»vt _  540-900 У з  ____ ,
f u  =  — ~]Г~ cos 30° =  — 1Ю00 • — y ~ =  — 3,82 м/с.

Бунда манфий ишора туп стволининг тепиш тезлиги уц ^арака- 
тига к;арама-^арши томонга цараб йуналганлигини ифодалайди.

39-масала. v тезлик билан горизонтал йуналишда учиб келаётган 
т х массали у к; аравачага урнатилган ва цум тулдирилган яшикка 
бориб тегади (202-раем). Агар аравачанинг мазкур яшик билан бир-



галикдаги массаси т2 га тенг булса, уц яшикка урилгандан кейин 
аравача ^андай тезлик билан ^аракатланади?

Ечиш. Ньютоннинг учинчи ^онунига кура, уц яшикка урилганда, 
у к; билан аравачанинг узаро таъсир кучлари мивдор жи^атдан бир- 
бирига тенг булади. Агар ук билан аравачани битта механик систе­
ма деб царасак, бу кучлар ич<и кучларни ташкил этади. Шу сабаб­
ли бу система учун ^аракат мицдорининг узгариши ^а^идаги 
теоремани цуллаганда мазкур кучлар цатнашмайди.

Агар Ох у^ни аравачанинг ^аракат йуналишида горизонтал унг 
томонга йуналтирсак, у ^олда система ну^таларига таъсир этув­
чи Р и Р 2 орирлик кучлари ва рельс Nu N 2 реакция кучларининг 
бу уедаги проекциялари нолга тенг булади. Бу ^олда ^аракат микдо- 
рининг са^ланиш цонуни уринли булади:

К х — const
ёки

Ко х = К х ,  (1)

бунда К о х , К х  — мос равишда у^ аравачага урилишидан олдинги ва 
урилгандан кейинги системанинг ^аракат ми^дорлари.

У К аравачага урилиши олдида аравача тинч ^олатда [булгани 
учун Кох =  щ и  булади. У к; аравачага урилгандан кейин аравача би­
лан биргаликда и тезлик билан ^аракатланади. У ^олда

К х =  (mx +  т2) v
булиб, (1) тенгликка кура

mt u =  (тг +  m2) V.
Бунда

Щ
V U'



40-масала. Умумий массаси т булган электр мотори горизонтал 
пойдеворга болтлар билан ма^камланган. Роторнинг массаси т1 ва 
унинг массалар маркази айланиш увидан ОС х =  / масофада жойлаш­

ган хамДа ротор ф =  g— конунга мувофик; айланади. t  — 1 с ут-
ганда двигателнинг пойдеворга курсатган вертикал босими ва болт- 
лардаги горизонтал зури^иш топилсин (203-расм).

Ечиш. Электр мотори статорининг орирлик марказини ва масса- 
сини мос равишда С2 ва т2 деб белгилаймиз. Ох ва Оу координата 
уцларини утказамиз. Статор ва ротордан ташкил топган системага 
уларнинг огирлик кучлари m2g\ rrijg, пойдеворнинг нормал реакция 
кучи Ry — Riy +  R2y ва болтларнинг горизонтал реакцияси Rx =» 
=  Rix +  Rix таъсир этади. Система массалар марказининг хаРака* 
ти хацидаги теореманинг координата у^ларидаги (21.4) ифодасидан 
фойдаланамиз:

Агар Сг ва С2 ну^таларнинг коэрдинаталарини мос равишда (jq, у г), 
(*»> Уз) билан белгиласак, системанинг массалар маркази координата­
лари

формулалардан аникланади. х2, у 2 координаталар узгармас булганидан

n t2

m xt  =  R ex\ т у с — R‘y. (2)

Хс =  —  (щ *! +  т2хг),

1
У' =  ^ Г ( т 1У1 +  т 2У2)

Натижада (2) цуйидагича ёзилади:

т ххх =  Rx ,

ЩУ1 =  — m g +  Ry . 

Расмдан xlt у х координаталарни топамиз!

(3)

» • » • я<*Х х == I sin ф  =  / Sin —— >



Rx =  mL я I (cos 2 — 11

Ry — mg — mx я  n ^
JI<* nt* \

- f  — COS— J

ни хосил циламиз. 
/  =  1 с булганда

Rx =  — я 21, 
Ry =  m g  — mxn l .

it
Бу тенгликлардан курамизки, t  =  1 с булганда <р =  —  ва Rx

горизонтал равишда чапга йуналади; mg > m t n l  булганда Ry вер­
тикал юцорига йуналади.

120-§. Система хаРакат мицдорининг узгариши >адидаги 
теоремани сую^ликнинг стационар о^имига татбиц этиш. Эйлер

теоремаси

Система ^аракат мщдорининг узгариши ^ацидаги теоремадан ту- 
таш му^итлар механикасида кенг фойдаланилади.

Фараз цилайлик, моддий ну^талар системаси берилган пайтда а х 
ва ст2 кесимлар билан чегараланган т ^ажмга эга булган цувур ичи- 
да оцувчи суюцликдан иборат булсин (204-расм). Суюцликнинг цувур- 
даги о^имини стационар оцимдан иборат, яъни хаР бир ва а2 
кесимдаги суюцлик зарраларининг тезликлари бир хилда булиб, 
вацтга боглиц эмас деб цараймиз. Бу кесимлардаги сукиушк зарра­
ларининг тезликлари ва и2 га тенг булсин. У холДа

бунда рх ва р2 билан стх ва ст2 кесимлардаги зичлик белгиланган; 
PiOiCTi, р2 и2 ст2 эса мазкур кесимлар ор^али вацт бирлиги ичида оциб 
утувчи сукиушк массаларини ифодалайди. К,увурнинг иктиёрий кеси- 
ми орцали вацт бирлиги ичида бир хил микдордаги сую^лик массаси 
оциб утади деб царасак,

Туташ му^итлар механикасида бирор ^ажмни банд калган суюц- 
ликка таъсир этувчи кучлар суюцликнинг хаР бир заррасига таъсир 
этувчи ^ажм кучларига (масалан, огирлик кучи) ва берилган х;ажм- 
нинг сиртидаги суюцлик зарраларига таъсир этувчи сирт кучларига

dbС =  р2и2а2 (dt) v2 — р д о !  (dt) (21.22)

P l ^ i  — р2^2^2 — ^
булади ва (21.22) цуйидагича ёзилади:

аК ( ~  — \—  =  m { v 2 — vl ). (21.23)



6)

204- раем.

(масалан, суюцлик ^аракатланганда цувур деворида ^осил буладиган 
иш^аланиш кучи) булинади. У ^олда таш^и кучларнинг бош векто­
ри ^уйидагича ани^ланади:

R  —  R x  "Ь R :  >
бунда Rx ва Rc лар мос равишда ^ажм кучларининг ва сирт кучла­
рининг бош векторларини ифодалайди.

Натижада система ^аракат миедорининг узгариши ^а^идаги

-* § ~  =  Rx +  Rc (21.24)

теорема цуйидагича ёзилади:

m{v2 — =  RX +~R.
ёки

m v L — т v2 +  Rx +  Rc =  0. (21.25)
Яъни цувурнинг иккита ихтиёрий кесими орцали оциб утувчи 

суюцликнинг шу кесимлар орасидаги хржмнинг ички томонига 
йуналган вщт бирлигидаги %аракат мицдорлари хрмда %ажм ва 
сирт кучлари бош векторларининг геометрик йигиндиси нолга 
тенг булади. Бу Эйлер теоремаси деб аталади. (21.25) ни 204-раем, б 
билан тасвирлаш мумкин.

41- масала. Диаметри d  =  0,3 м булган цувурда v =  2 м/с тез­
лик билан сув о^ади. К,увур тирсагидаги таянчга тушадиган кушимча 
босимнинг горизонтал ташкил этувчиси N  ани^лансин (205-расм).

Ечиш. К,увур тирсагини тулдириб о^увчи сувнинг зарраларига ^ар 
онда орирлик кучи ва цувур деворида э^осил буладиган реакция ку­
чи таъсир этади. Орирлик кучлари ^ажм кучларидан иборат булиб, 
уларнинг бош вектори цувурнинг берилган ^ажмини банд этган сув-



нинг огнрли ■ кучига тенг ва 
вертикал буйлаб йуналгани 
учун унинг горизонтал уедаги 
проекцияси нолга тенг булади.

К,увур тирсагидаги таянчга 
еувнинг о^иши натижасида ту- 
шадиган к;ушимча босимнинг 
изланаётган горизонтал таш­
кил этувчиси N  КУВУР тирса- 
гида хосил буладиган сирт куч- 
ларидан иборат реакция кучи 
бош векторининг горизонтал 
ташкил этувчиси N' га ми^- 
дор жи^атдан тенг, йуналиши 
карама-карши булади. К,увур- 
га кирувчи еувнинг ^  тезлиги 
вертикал_ва цувурдан чиь^увчи 
еувнинг v2 тезлиги горизонтал 
йуналгани учун (21.25) ни ку- 
йидагича ёзиш мумкин:

=  0,

N  =  m v  =  рост- о =  " 4 р v2 — 28,9 Н.

121-§. Узгарувчан массали жисм хасида тушунча.
И. В. Мешчерский тенгламаси

Одатда, назарий механикада хаРакатланаётган жисмнинг массаси 
узгармас деб ^аралади. Лекин техннкада жисмларнинг массаси вацт- 
га борли^ равишда узгарадиган масалалар куп учрайди. Бунда жисм­
ларнинг массаси ундан зарраларнинг ажралиши ёки унга таш^аридан 
зарраларнинг кушилиши натижасида узгаради. Масалан, ракета ёки 
самолёт харакатланганда ёнилрининг ёниши хисобига уларнинг мас- 
еаси камая боради, ралтакка ипнинг уралиши натижасида унинг мас­
саси орта боради ва хоказо.

Ва^т утиши билан зарралар кушилиши ёки ажралиши натижасида 
массаси узлуксиз равишда узгарадиган жисм узгарувчан массали 
жисм деб аталади.

Узгарувчан массали жисм харакатланганда унинг утган масофасига 
нисбатан жисмнинг улчамларини эътиборга олмаслик мумкин булса 
ёки жисм илгариланма харакатда булса, у холда бундай жиемга 
(зарралар кушилиши ёки ажралиши натижасида массалар маркази хо- 
латининг жиемга нисбатан узгаришини эътиборга олмай) узгарувчан 
массали нуцта деб ^араймиз.

N ' — m v2 

ёки N' — N  ва и2 =  v булганидан



Массаси узлуксиз равишда ка-
майиб борувчи ракетани узгарув- а, -— ----------- р
чи массали нуцта деб цараб,
унинг хаРакати дифференциал / р е
тенгламасини чицарамиз.

Ёнилри ёнганда ракетадан аж- 206- раем,
ралувчи зарраларнинг ракета кор-
пусига нисбатан нисбий тезлигини иг билан белгилаймиз (206-расм). 
Ракетадан ажралувчи зарраларни ва ракетани битта система деб ца- 
раймиз. У холда ракетанинг массаси М ёнилри ёниши натижасида 
ажралувчи зарралар хис°бига камая боради хамда М ни вацтнинг 
узлуксиз функциясидан иборат деб цараймиз:

М = / ( / ) .
Шу сабабли dt вацт ичида ажралувчи зарраларнинг массасини d  М 
билан белгиласак, d  М <  0 булади, бинобарин, сон модули таърифи- 
га кура | d М | =  — d М.

(21.16) тенгламани берилган система учун

d~K=~F‘ d t  (21.26)

куринишда ёзиш мумкин. Бунда F*— ракетага таъсир этувчи таш- 
ци кучларнинг геометрик йириндисига тенг куч.

Агар ракетанинг у тезлиги d t  вацт ичида d v  га узгарса, у хол­
да системанинг харакат микдори Mdt> га узгаради. Ажралувчи зар­
ралар эса ракетага нисбатан иг нисбий тезликка эга булади ва ха* 
ракат миадори — ur d М га узгаради. Шундай килиб,

d~K =  М d 'v —'йг d M .  (21.27)

(21.27) ни (21.26) га цуйиб, d t  га булсак,

М — — = Т е +~йг (21.28)
d t d t

тенглама келиб чицади.
(21.28) тенглама узгарувчан массали нуцта %аракатининг диф­

ференциал тенгламасини ифодалайди. Бу тенгламани 1897 йилда 
рус олими И. В. Мешчерский тавсия этган ва шунинг учун унинг 
номи билан аталади.

(21.28) даги
_  dM _
иг —  =  Ф (21.29)

катталик куч улчамлигига эга булади ва реактив куч дейилади. 
dM

Бунда dt ажралувчи массанинг секундлик сарфини ифодалайди.



122-§. Циолковский формуласи

И. В. Мешчерский тенгламасини ^уллашга мисол тарицасида фак^ат 
реактив кучдан бош^а куч таъсир этмайдиган майдондаги ракетанинг 
харакатини текширамиз. Бу ^олда (21.28) да Fe =  0 булади ва у

м  dv  —  „
м — =  ^ 1 Г  (21-30)

куринишда ёзилади.
х у^ни ракетанинг ^аракат тезлиги v буйича йуналтирамиз ва ра- 

кетадан ажралувчи зарраларнинг тезлиги иг ни (ёнилри ёниши нати­
жасида ^осил буладиган газларнинг ракета двигателидан ажралиш 
тезлигини) узгармас ва и га ^арама-^арши йуналган деб ^араймиз. 
У ^олда (21.30) ни х  уцца проекциялаб, ушбу куринишда ёзамиз!

М dtv =  — ur dM
ёки

d М
d v  =  — ur

Бу тенгламани интегралласак,

о =  v0 +  и, I n , (21.31)

бунда v0 ва М0 лар мос равишда ракетанинг бошлангич пайтдаги 
тезлигини ва массасини ифодалайди.

(21.31) формула ёрдамида ракета массасининг камайиши натижа­
сида ракета тезлигининг ортиш крнуни ани^ланади. Ракета корпуси- 
нинг массасини Мк , ёнилрининг бошлангич массасини Ms билан бел­
гиласак, ракетанинг бошлангич пайтдаги массаси Мо =  М§ +  Мк » 
ёнилри ёниб булгандан кейинги массаси М =  Мк булади. ё н и л р и  
ёниб булганда ракета энг катта тезликка эришади ва бу тезлик
(21.31) га асосан

(  Щ
Умах =  V0 +  Ur In  I 1 +

формуладан аницланади. Бу формула Циолковский формуласи дейи 
лад и.

Агар v0 =  0 булса,
Мё

У ы а » '=  Urln  1 + м,К
Циолковский формуласидан курамизки, ракетанинг энг катта тез­

лиги ажралувчи зарраларнинг нисбий тезлигига турри мутаносиб ра-
м ё * ^  вишда узгаради ^амда нисбат ортгани сари итах ^ам орта бора-

мё
ди. п— =  z  сони Циолковский сони дейилади.

К



123-§. Моддий нукта харакат микдорининг моменти ва 
системанинг кинетик моменти

Моддий ну^танинг (механик системанинг) бирор марказ атрофида- 
ги айланишини ифодалашда харакатнинг улчови сифатида нукта ха­
ракат микдорининг моменти (системанинг кинетик моменти) тушунча- 
сидан фойдаланилади.

Статикада курганимиздек, F кучнинг О марказга нисбатан мо­
менти

M0(F) = 7  X Т

тенглик билан ифодаланади. Бунда г  харакатланувчи нуктанинг О 
марказга нисбатан радиус-векторини ифодалайди. Худди шунингдек, 
нукта харакат микдори m v  нинг шу марказга нисбатан моменти

1о =  г X m v (21.32)

формуладан аницланади (207- раем). Бу вектор О нуктага куйилган деб 
Каралади ва момент маркази хамда m ь вектор оркали утувчи текислик- 

ка перпендикуляр равишда шундай йуналтириладики, унинг мусбат 
учидан каралганда О нукта атрофида m v  вектор йуналишидаги ”ай  ̂
ланиш соат милининг айланишига тескари куриниши керак.^

Координаталар бешини О марказда олиб, кузгалмас х, у, z  уклар- 
ни утказсак. (21.32) ни куйидагича ёзиш мумкин:

l 0 = m
i j  k 
x у  z
x  у  z

бунда i , /', k — координата укларининг бирлик векторлари. Охирги 
тенгликни х, у,  z  укларга проекциялаб, кучнинг [укка нисбатан мо­
менти каби, нукта харакат микдорининг мос укларга нисбатан мо­
ментини аниклаймиз:

lx= m ( y z  — z y ) ,

ly = m ( z x  — xz) ,  (21.33)
l = m ( xy  — yx).

Нукта харакат микдорининг 
моменти СИ бирликлар еисте- 
масида кг • м2/с билан улча- 
нади.

Механик система барча нук- 
талари харакат микдорларининг 
бирор марказга нисбатан мо- 
ментларининг геометрик йетин- 
дисига тенг булган L0 катта-о
лик механик системанинг 207- раем.



марказга нисбатан кинетик моменти 
(ёки ^аракат миедорининг бош моменти) 
дейилади:

(21.34)

(21.34) ни Декарт координата у^лари- 
га проекциялаб системанинг координата 
уцларига нисбатан кинетик моменти ани^- 
ланади:

Lx =  ^ mk
Ly - ^ m k (zk xk - x kkk),\ (21.35)

1 г = ' 1 тЛ хк к - У к хн)-
К,узралмас у^ атрофида айланма ^ара- 

208- раси. катдаги .^аттик; жиемнинг кинетик момен­
тини ^исоблаймиз. z  уюш айланиш уци 

буйлаб йуналтирамиз (208- раем). Берилган жиемни элементар моддий 
зарраларга ажратамиз. Бундай зарралардан ихтиёрий биттаси — МА 
нинг массасини тД билан, ундан увдача булган масофани hk билан 
белгилаб, z  ук^а нисбатан жиемнинг кинетик моментини ^исоблай- 
миз:

L z  =

бу ерда 2  mk — 1г — жиемнинг z  у^ка нисбатан инерция моменти 
Бинобарин,

Lz =  L2(o. (21.36)

Демак, цузгалмас уц атрофида айланувчи жиемнинг айланиш 
уцига нисбатан кинетик моменти жиемнинг мазкур укка нисба­
тан инерция моменти билан бурчак тезлигининг купайтмасига 
тенг.

Битта ук; атрофида айланувчи бир неча жиемдан ташкил топган 
системанинг кинетик моменти

Lz =  Лг +  L2z Щ +  . . . +  1пг С0„ 

формула ёрдамида ^исобланади.

(21.37)

124-§. Моддий ну^та ^аракат микдори моментининг узгариши 
эадидаги теорема

Массаси т  га тенг булган моддий нук;та F куч таъсирида ^ара- 
катлансин. Бу нук,та ^аракат микдори ва F кучнинг бирор О марказ­
га нисбатан моментлари орасидаги борланишни ани^лаймиз (207- раемга 
^аранг).



г  =  г (t) эканлигини эътиборга олиб, (21.32) нинг иккала томо­
нидан вацт буйича х°сила оламиз:

« j 
j- X mv +  г  X пг-^Ц- =  v х  m v  +  г  х  mw. (21.38)

v ва m v  параллел векторлар_булгани учун v X т v =  0 хамда 
Ньютоннинг иккинчи цонуни m w  =  F эканлигини эътиборга олсак,
(21.38) цуйидагича ёзилади:

г  X  F =  M 0(F) булгани учун

(21.39) ифода нщта %аракат мщдорининг О марказга нисба­
тан моменти узгариши щ щ даги теоремани ифодалайди: моддий 
нуцта %аракат мщдорининг бирор цузгалмас марказга нисбатан 
моментидан вацт буйича олинган уносила нуцтага таъсир этувчи 
кучнинг шу марказга нисбатан моментига тенг.

(21.39) ни x , y , z  у ̂  лар га проекциялаб цуйидагиларни оламиз:

Бу муносабатлар нуцта царакат мщдорининг координата уклари- 
га нисбатан моментлари узгариши %ацидаги теоремани ифодалай­
ди: моддий нуцта щракат мщдорининг бирор цузгалмас ущ а  
нисбатан моментидан вацт буйича олинган уносила, нуцтага т аъ­
сир этувчи кучнинг шу ущ а нисбатан моментига тенг.

Агар моддий нуцтага бир цанча кучлар таъсир этса, F шу куч­
ларнинг тенг таъсир этувчиси деб царалади.

125-§. Нуцтанинг марказий куч таъсиридаги харакати.
Юзалар ^онуни

F кучнинг бирор цузралмас О марказига нисбатан моменти нолга 
тенг булсин. Бу холда F =  0 булиши ёки F кучнинг таъсир чизи­
ри доимо момент марказидан утиши керак. F =  0 булган холни эъти­
борга олмай, иккинчи холни текширамиз.

Доимо таъсир ч и з и р и  момент марказидан утувчи куч марказий  
куч дейилади. Кучнинг таъсир чизири утадиган О нуцта куч мар­
кази дейилади.

(21.39)

(21.40)



а)

Марказий куч таъси­
ридаги ну^та учун (21.39) 
^уйидагича ёзилади:

d 10 
~dt

бундан

=  0 ,

l0 =  const,
еки

r X m v  =  const.
Бу тенглама нщгпа 

Харакат мщдори момен­
тининг сщланиш цону- 
нини ифодалайди: мар- 
казий куч таъсиридаги 
нук^па харакат мщдори­
нинг куч марказига нис­
батан моменти узгар- 
масдан щгади.

Охирги тенгламада 
т =  const булганидан уни
|  г X v  — с (21.41)
куринишда ёзиш мум­
кин.

(21.41) да ~г (x , y , z ) ,  v~(x; у,  z ) ,  'с(с1, с 2,с^) эканлигини на- 
зарда тутиб, координата уцларига проекциялаймиз:

209- раем.

у  Z — z y  =  сх, 

Z X — XZ =  с2, 

х у  У х —  с 3.

(21.42)

Шундай килиб, марказий куч таъсиридаги моддий ну^та учун 
Харакат микдори моментининг узгариши хаКиДаги теоремани ^уллаб 
нуцта хаРакати дифференциал тенгламасининг (21.41) ёки (21.42) 
тенгламалар билан ифодаланадиган биринчи интегралларини топиш 
мумкин экан.
_ Бу биринчи интегралларга явдол геометрик изох бериш мумкин.
г х  v вектор доимо г ва и ётган текисликка перпендикуляр ра­

вишда йуналади ва узгармас йуналишга эга булади (209-раем, а). 
Шу сабабли г ва t  векторлар доимо О марказдан утувчи бир тв- 
кисликда ётади. Демак, марказий куч таъсиридаги нуктанинг траек­
ториям текис сгри чизицдан иборат булади.



келиб чикади. (21.52) да / г ва to — жисмнинг исталган t  вацтдаги 
инерция моменти ва бурчак тезлиги; 1го ва а>0 — бошлангич пайтдаги 
инерция моменти ва бурчак тезлиги.

Бу крнунни Жуковский скамейкаси мисолида як^ол кузатиш мум­
кин. Вертикал уц атрофида деярли иш^аланишеиз айланадиган Жуко­
вский скамейкасининг горизонтал платформасига цулларига тош уш- 
лаган одам турганидан кейин унга со0 бурчак тезлик берилса, у 
Холда

Ко “ О =  К  ®
булади. Чунки одамнинг, тошларнинг ва платформанинг огирлик куч- 
ларидан ташкил топган ташци кучлар Z увда параллел йуналган ёки 

I таянч подшипникда хосил буладиган реакция кучи z  уцни кесиб ута- 
! ди ва уларнинг шу у д а  нисбатан моменти нолга тенг.

Бинобарин, агар одам цулларини ёзиб, инерция моментини ошир- 
са, у холДа айланиш бурчак тезлиги пасаяди ёки, аксинча, цулларини 
пастга туширса, айланиш бурчак тезлиги ортади. Х^и^атда хавонинг 
царшилик кучи ва подшипникларда хосил буладиган ишцаланиш куч­
лари таъсирида айланиш бурчаги аста-секин кичиклаша боради.

43- масала. Иккита цаттиц жисм битта цузгалмас ук; атрофида 
узгармас ва со2 бурчак тезликлар билан бир-бирига боглиц булма­
ган холДа айланади. К,аттиц жисмларнинг шу у^ка нисбатан инерция 

I моментлари мос равишда ва / 2 га тенг. Агар улар айланиш вац- 
I тида бир-бирига бириктириладиган булса, цандай oi бурчак тезлик 
I билан айланади?
[ Ечиш. Айланиш уци учун Oz у^ни оламиз. Иккита жис*-~^п. 

ташкил топган система ну^таларига уларнинг огирлик кучлар" таъ­
сир этади. Бу кучлар Oz у д а  параллел. Бундан ташк;арг, таянч 
реакция кучлари Oz уцни кесиб утади. Шу сабабли система нуцта- 
ларига таъсир этувчи ташки кучларнинг Oz уцца нисбатан бош мо­
менти

М ‘ =  0.

булади ва система кинетик моментининг сацланиш крнунига кура
L — L .г го

Бунда

^го =  1̂м1 +  /гм2
жисмлар бирлаштирилгунга цадар системанинг кинетик моментини,

L z =  /jO) -j- / 2 to =  со (/х —(— /2)

жисмлар бириктирилгандан кейинги кинетик моментни ифодалайди. 
Шундай цилиб,

со ( / х +  / 2) =  / г со1 +  /2 ш2,
бундан

1 л  C O f 4 "  / п  С О а 0) =  ————-—- .  
h  +  “ j



128-§. Механик система кинетик моментининг массалар 
марказига нисбатан узгариши хакиДаги теорема

t
) Юцорида бирор цузралмас марказга нисбатан механик система ки­

нетик моментининг узгариши хакидаги теоремани исботлаган эдик.
Катти^ жисмнинг мураккаб харакатини (жумладан, текис параллел 

Харакатини) урганишда цузгалмас марказга нисбатан механик система­
нинг кинетик моменти билан системанинг массалар марказига нисба­
тан нисбий харакати кинетик моменти орасидаги борланишдан фойда- 
ланишга турри келади.

Бу борланишни топиш учун ^узралмас О ну^тада О £ т] t, к,узрал- 
мас координата у^ларини ва система массалар маркази С билан бир- 
га илгариланма харакатланувчи C x y z  координаталар системасини 
оламиз. У х°лда жисмнинг абсолют харакатини массалар маркази би­
лан биргаликдаги илгариланма харакат ва массалар марказидаги C x y z  
координаталар системасига нисбатан айланма харакатлардан ташкил 
топган деб к^араш мумкин.

Кучирма харакат илгариланма харакатдан иборат булгани учун 
система барча нук,таларининг кучирма тезликлари бир хил ва система 
масса марказининг тезлигига тенг булади, яъни vke =  vc (k =  1 , 2 , . .  
. . , N ). Система ихтиёрий M k ну^тасининг масса марказига нисба­
тан нисбий тезлигини vkr =  v'k билан белгиласак, у х0ЛДа M k ну^та- 
нинг абсолют тезлиги тезликларни цушиш теоремасига кура

vk = v c +  v'k (21.53)

булади.
Радиус-векторлар орасида щгйидаги муносабат мавжуд булади 

(212-раем):

^ = ~ rc +~r'k, (21-54)



Kj3Fa.rmac О t  т) £ координаталар системасига нисбатан абсолю т 
з^аракатдаги системанинг кузгалмас О марказга нисбатан кинетик мо­
менти (21.34) дан топилади:

Ц  =  Ц/-* X mk vk.

Бу ((юрмулага rk ва ик ларнинг ифодаларини (21.53) ва (21.54) 
дан келтириб ^уямиз:

L0 =  гс X t > c 2 mft+ 2 ^  X mk v'k +

+  rc X ^ +  ( 2 % r j )  X vc . (21.55)

Бунда 2  =  M  — бутун система массаси ^амда

г~с X 2  тк ^ Г = 7 с х  ~ - 2  тЛ '

Лекин массалар марказининг таърифига кура ва координаталар боши 
С ну^тяда булгани учун

2  тл?к =  М7'с =  0.
Шундай к,илиб, (21.55) да охирги иккита ^ад нолга тенг булади 

ва бу формула ^уйидаги куринишни олади:

L0 =  rc х  M v c +  L’c , (21.56)

бунда

^ с = 2 7 * х  т7>\
системанинг массалар марказига нисбатан нисбий ^аракат кинетик мо- 
ментини ифодалайди.

(21.56) формула цузралмас марказга нисбатан механик система­
нинг кинетик моменти билан системанинг массалар марказига нисба­
тан нисбий ^аракат кинетик моментлари орасидаги борланишни ифо- 
далайди: механик системанинг цузгалмас О марказга нисбатан аб­
солют харакатининг кинетик моменти, массаси бут ун система 
массасига тенг булган массалар марказининг шу нуцтага нисба­
тан кинетик моменти билан системанинг илгариланма харакат- 
даги массалар марказига нисбатан нисбий харакат кинетик момен­
тининг геометрик йигиндисига тенг.

(21.54) ва (21.56) ларни назарда тутиб, система кинетик момен­
тининг узгариши ^ацидаги теоремани цуйидагича ёзамиз:

dt
ёки

d (r c X M v c +  L' )  =  2  [гс +  г' )  X FI

l { r c x M v c) + ^ - = r c + ' Z F ° k +  'Zr'k x F ek (а)

255



d г —  —  \  dft7 —  ____ w

—  (тс X M vc ) =  X М vc +  г с  X М wc

d rr  —
булишини хамда ——  =  v c\ массалар марказининг харакати хакидаги

теоремага кура М wc — Re =  ~У, F ek эканлигини эътиборга олсак, ушбу 
муносабат^ уринли булади:

—  [гс х  М vc ) — гс Х R .

Буни назарда тутиб, (а) ни ^уйидагича ёза оламиз:

(21.57)
at

(21.57) тенглик (21.48) га ухшаш булиб, механик система кине­
тик моментининг массалар марказига нисбатан узгариши %ацида- 
ги теоремани ифодалайди.

(21.48) ва (21.57) тенгликларни солиштирамиз. (21.48) да [систе­
манинг кинетик моменти Lo ни ^исоблашда система нуцталарининг 
цузралмас нуцтага нисбатан абсолют тезлиги эътиборга олинади; (21. 
57) да эса система ну^таларининг тезлиги жисмнинг массалар мар­
кази билан биргаликда илгариланма харакат ^илувчи Cxyz координа- 
талар системасига нисбатан хисобланади хамда момент маркази учун 
системанинг массалар маркази олинади.

129-§. Кучнинг иши. Кувват

Жисмнинг бирор куч таъсирида кучишини ифодалаш учун иш ту- 
шунчаси киритилади. Иш харакатланувчи нуцтага куйилган кучнинг 
ну^та тезлиги модулини узгартирадиган таъсирини ифодалайди._

Дастлаб микдори ва йуналиши жи^атдан узгармас булган F куч 
таъсиридаги ну^танинг турри чизи^ли харакатдаги ишини хис°блай- 
миз. Турри чизи^ли харакатдаги ну^танинг кучиши унинг тезлиги 
йуналишида булади.

Фараз ^илайлик, куч куйилган нуцта турри чизи^ буйича s йул- 
ни утсин хамда кучнинг йуналиши турри чизиц билан устма- уст туш- 
син. У х°лда мусбат ёки манфий ишора билан олинган F кучнинг s 
йулга купайтмаси иш дейилади. Шундай ^илиб, иш

А = '±  F - S .

формуладан ани^ланади. F кучнинг йуналиши ну^та тезлигининг йу­
налиши билан бир хил булса, бу тенгликда мусбат ишора, акс холда 
манфий ишора олинади.

Агар F кучнинг йуналиши ну^та харакатланаётган турри чизи^ 
билан бирор ос бурчак ташкил этса, иш учун



s
213- раем.

■о
М,

A =  F -sco sa . (21.58)
формула уринли булади (213-раем).

(21.58) да а  нинг уткир ёки утмас бур­
чак булишига цараб, иш мех; равишда мус- 
бат ёки манфий цийматга эга булади. a  =

я  —
— да эса F кучнинг иши нолга тенг бу­

лади.
Агар кучнинг мицдори ва йуналиши узгарувчан булса ёки куч 

цуйилган нуцта эгри чизик; буйича харакат цилса (21.58) формула ёр- 
дамида ишни хисоблаш мумкин эмас. Бу холда нуцтанинг бутун ут- 
ган йулини фикран шундай кичик булакларга буламизки, натижада 
бу булакларнинг хаР бирини тугри чизицли ва мазкур булакларга 
таъсир этувчи кучларни микдор ва йуналиш жи^атдан узгармас деб 
цараш мумкин булсин (214-раем). У холда хаР бир булакка мос 
булган элементар иш (21.58) га асосан цуйидаги формула ёрдамида 
Хисобланади:

dA =  F cos (F, v) ds. (21.59)
Бу тенгликдаги ds нуцта ёй координатасининг дифференциали булиб 
элементар кучишни ифодалайди: ds =  vdt. Бинобарин, (21.59) ни ушбу 
куринишда ёзиш мумкин:

~  — d r  
Бунда v =  —

dA =  F - v d t  cos (F, v) =  F- vd t .  

булганидан элементар иш учун 

dA — F - d r (21.60)
муносабатни оламиз.

Агар нуцта харакати Декарт координаталарида берилган булса,

F = x 7 + Y T + z ~ k ,
d r  =  d x i  - f  dy j  +  dzk 

эканлигини эътиборга олиб, (21.60) 
dA — X dx  -f- Yd y  -f- Z,dz (21.61)

куринишда ёзилади ва элементар 
шининг аналитик ифодаси дейи­
лади.

Шундай цилиб, нухта хаРа* 
кати табиий усулда, вектор усу- 
лида ёки координата усулида бе- 
рилганда кучнинг элементар иши 
мос равишда (21.59), (21.60) ёки
(21.61) формулаларнинг бирортаси 
ёрдамида аницланади.



Умумий ^олда (21.61) формуланинг унг томонидаги уч^адну^та 
координаталарига борлик; бирор функциянинг тулиц дифференциалига 
тенг булмаслиги мумкин.

Нуцта М 0 ^олатдан М х ^олатга чекли кучишида F кучнинг иши­
ни ^исоблаш учун бу кучишни лимит холатида элементар кучишдан 
иборат буладиган п та кучишдан ташкил топган деб цараймиз. У 
^олда F кучнинг чекли кучишдаги иши

А =  lim ^  dAk
n~-*eck—\

формуладан ани^ланади. Бунда dAk билан k — элементар кучишдаги 
элементар иш белгиланган.

(21.59) — (21.61) ларга асосан ну^та траектория буйлаб М 0МХ га 
чекли кучишидаги кучнинг иши табиий усулда

А =  |' Fds cos (F, v), (21.62)
Ai.

вектор усулида

A = ™ ' F » d r ~  (21.63)
м0

координаталар усулида
мг

А  =  £  (Xdx  +  Yd y  +  Zdz)  [(21.64)

формулалардан фойдаланиб ^исобланади.
Халцаро СИ бирликлар системасида иш жоулда улчанади: 1Ж =  

=  1Н-м.
Механикада иш тушунчаси билан биргаликда цувват тушунчаси 

^ам цулланилади. Кучнинг вацт бирлиги ичида бажарган иши цувват 
дейилади. К,Увватни N  билан белгиласак, таърифга кура

N  =  ёки N =  ' H i -  — р -v.  (21.65)
dt dt

Кувват халцаро СИ бирликлар системасида ватт билан улчанади; 
1Вт =  1Ж/с =  0,102 кгк-м/с. Бундан ташцари, цувват техникада от 
кучида >̂ ам улчанади. 1 от кучи (о.к.) =  75 кгк-м/с = 7 3 5 ,5  Вт.

130- §. Тенг таъсир этувчининг иши ^ацидаги теорема

Харакати кузатилаётган М  нуцтага F lt Г2, . . ., Fn кучлар сис­
темаси таъсир этаётган булсин (215-раем). Бу кучларнинг тенг таъ­
сир этувчиси R ' уларнинг геометрик йириндисига тенг:

R '=  F , +  F2 +  . . . J n.



R' тенг таъсир этувчи кучнинг d r  элемен­
тар кучишдаги элементар иши (21.60) га 
кура

d A = R ' - d r

формуладан аникланади. R'  ни унинг таш­
кил этувчилари билан алмаштирсак, к;уйи- 
даги тенгламани оламиз:

R ' - d r  =  Fy- d r  +  F2-dr  +  . . . - \ -Fn-dr.
(21.66)

(21.66) тенглама цуйидаги теоремани ифодалайди: бир нуцтага куйил- 
ган кучлар системаси тенг таъсир этувчисининг шу нуктанинг 
элементар кучишида бажарган элементар иши ташкил этувчи куч­
ларнинг худди шу элементар кучишдаги элементар ишларининг 
алгебраик йитндисига тенг.

А1_нуктага куйилган Fu F2, . . .  ,F n кучлар тенг таъсир зтув- 
чиси R' нинг ну^та М0 ^олатдан М х ^олатга кучишида чекли йул- 
даги ишини ани^лаш учун (21.66) ни интеграллаш зарур.

131-§. Кучнинг ишини ^исоблашга оид мисоллар

Умумий з^олда ну^тага таъсир этувчи кучнинг иши нуктанинг ^а- 
ракатига борлиц булади. Бинобарин, ишни ^исоблаш учун нуктанинг 
харакатини билиш зарур. Баъзи ^олларда табиатда шундай кучлар уч- 
райдики, уларнинг ишини ^исоблаш учун нуктанинг бошлангич ва 
охирги холатларини билиш етарли булади. Бундай кучларга мисол 
тарицасида огирлик кучи ва марказий кучларни курсатиш мумкин.

Орирлик кучининг иши. М (х, у , г) моддий нуктанинг М 0 (х0, у 0, 
г0) бошлангич ^олатдан М х (xlt y v  zx) хрлатга утишида ну^тага таъ­
сир этувчи mg  огирлик кучининг ишини хис°блаймиз (216-раем), z 
у^ни вертикал тарзда ю^орига йуналтириб, огирлик кучининг коорди­
ната уцларидаги проекцияларини топамиз:

X  =  0, Y  =  0, Z =  — mg.
(21.61) га кура, бажарилган элементар ишни хис°блаймиз:

dA =  Xdx  +  Ydy  +  Zdz =  — m gdz, (21.67)
бундан

A =  — mg j dz =  — m g  (zx — z0).
Zo

|Zj — z01 = h  белгилашни киритсак, цуйидаги тенгликни оламиз:
A =  ± m g h ,  (21.68)

бунда гг с г 0 булса, мусбат ишора, z1> z 0 булса, манфий ишораоли- 
нади.



Шундай килиб, моддий ну^та огирлик кучининг 'иши огирлик 
кучининг модули билан ну^танинг бошланрич ва охирги вазиятлари- 
га тегишли баландликлари фар^ининг купайтмасига тенг. (21.68) дан 
курамизки, агар h — О булса ёки ну^та ёпик; эгри чизи^ буйлаб ха* 
ракатланса, ну^тага таъсир этувчи огирлик кучининг иши нолга 
тенг булади. Демак, моддий ну^тага таъсир этувчи огирлик кучининг 
иши фацат унинг огирлигига ва ну^та баландлигининг узгаришига 
борлик; булиб, траекториянинг шаклига ва ну^та утган йулнинг 
узунлигига богли^ булмайди (жумладан, 1, 2, 3 чизицлар буйича хи- 
собланган ишлар бир хил булади).

Эластиклик кучининг иши. Бирор пружинанинг эркин учига би­
риктирилган М  ну^танинг вертикал Ох буйлаб харакатини текши- 
рамиз (217- раем). Координаталар боши учун пружина деформация- 
ланмаган холатдаги М  нук;танинг вазиятига мос келувчи О ну^тани 
цабул ^иламиз. Бунда /0 =  АО — пружинанинг табиий узунлиги. Пру- 
жинани I узунликка чузиб, ну^тани О мувозанат холатдан четлатсак, 
у холда нуцтага О марказга цараб йуналган пружинанинг эластиклик 
кучи F таъсир этади. Гук ^онунига кура бу куч пружинанинг А I — 
=  / — /0 узайишига мутаносиб булади. Пружинанинг узайишини х би­
лан белгилаб, М  ну^тага таъсир этувчи F кучни ани^лаймиз:

j F | =  с | А I1 =  сх,

бунда с—пружинанинг бикрлик коэффициента, с катталик пружинани 
узунлик бирлигига чузувчи (ёки сицувчи) кучга тенг булиб, одатда 
техникада кгк/м да улчанади.

М  нуктанинг О вазиятдан В  вазиятга кучишида эластиклик кучи­
нинг ишини хис°блаймиз. F кучнинг координата у^ларидаги проек- 
цияларини аншутймиз:



(21.64) га кура пружина OB — h 
га чузилгандаги эластиклик кучининг 
иши

А  =  — 1 cxdx =  — -Щ- (21.69)
о 2

формула асосида топилади.
(21. 69) дан курамизки, нуцтага 

таъсир этувчи эластиклик кучининг 
иши хам ну^танинг турри чизи^ буй­
лаб ^ракат к;онунига богли^ булмай, 
фа^ат ну^танинг бошланрич О ва охир- 
ги В холатларининг координаталарига 
боглиц булади.

Марказий кучнинг иши. Фараз килайлик, М  (х, у , z) нуцтага ^уз- 
галмас О марказга тортувчи F марказий куч таъсир этсин. Марказий 
кучни М  нуцтадан О марказгача булган г  масофага мутаносиб ва нуц- 
та радиус- векторига царама- царши йуналган деб ^араймиз (218- раем):

T = ~ F  (г) =  — Fr (г) —  .

(21.60) га асосан марказий кучнинг элементар ишини хис°блай-
миз:

d A  =  - F , ( r ) г -dr

бунда г г =  г2 булгани учун уни дифференциалласак, г -dr =  г -dr бу­
лади. Шу сабабли

dA =  — F { (г)-dr.
т g

Чекли масофани утишдаги марказий кучнинг иши А = —j Fг (г) dr 

формуладан топилади.

132- §. Каттиц жиемга таъсир 
этувчи кучларнинг элементар иши

ДастлаЗ ^аттик, жисм харакатининг 
умумий холи учун элементар иш фор- 
муласини чи^арамиз. Эркин катти^ 
жисмнинг A v А2, ^ . . ,А„ ну^таларига 
мос равишда Fv  F2, . . . , Fг кучлар 
таъсир этсин (219- раем). Fk (k =  1, N) 
кучларнинг элементар ишларини хисоб- 
лаймиз.



Жисмнинг ихтиёрий О нуктаеини кутб учун танлаб олсак, у ^ол- 
да эркин к;атти^ жисм А к нуцтасининг тезлиги (13.3) га асосан ь̂ уйи- 
дагича аницланади:

Vk =  ^0 +  “  X г \ ,  (21.70)

бунда vk — ^аракати кузатилаё тган Ак нуцтанинг тезлиги; у0 — О 
цутбнинг тезлиги; о  — жисмнинг оний бурчак тезлиги; г'к — A k нуц- 
танинг О кутбга нисбатан радиус-вектори.

(21.70) ни цуйидаги куринишда ёзиш мумкин:

iC* = - ^ + ш Х / г;. 
d t d t  k

Бу тенгликни d t га купайтирсак,

drk =  dr0 +  (i>dt X r k

^осил булади. Бунда a>dt =  d  ф — жисмнинг цутбдан утувчи [ оний 
уц атрофида элементар айланишдаги бурчак вектори. d ф вектор со 
буйича йуналади

Шундай цилиб, Ak нуцтанинг элементар кучиши учун цуйидаги 
ифодани оламиз:

d r k =  d r 0 +d q >  X r ’k. (21.71)

У ^олда жисмга таъсир этувчи кучларнинг элементар иши

dA =  2 ^  -d~k = 2 ^  ; +  j b v № x T ; )  (21-72) 
k=\ k=\ ft=l 

n

формуладан аницланади. Бунда ’̂ i ~Fk = R  — таъсир этувчи кучлар-
k=i

нинг бош вектори.
Аралаш купай тманинг хоссасига кура

П П
^ F k • (d  ф X г k) =  d Ф • 2  Tk х  F k  
А=1 А=1

в а М 0 =  2  г к Х Р к жисмга цуйилган кучларнинг О цутбга нисбатан 
*=i

бош моменти эканлигини эътиборга олсак, (21.72) ^уйидагича ёзилади:

d 4 = # - d 7 0+ M 0-dq>. (21.73)

(21.73) фэрмула эркин цапгтиц жисм нщталарига таъсир этувчи 
кучларнинг элементар иши %ащдаги теоремани ифодалайди: эркин 
цаттщ жисмга таъсир этувчи кучларнинг элементар иши цаттщ  
жисмнинг цутб билан илгариланма щракатдаги элементар кучи- 
шида кучлар бош векторининг ими билан жисмнинг цутб атрофида



элементар айланма к у ­
чишида кучларнинг ку- 
тбга нисбатан бош мо­
менти ишининг алгеб- 
раик йигиндисига тенг. о

Бу теоремадан фойда- 
ланиб цаттиц жиемнинг 
асосий харакатларидаги 
кучларнинг элементар 
ишини хисоблаймиз.

1. Илгариланма ха­
ракат. Бу холда элемен­
тар айланма кучиш нолга 
тенг булади (220-расм): 
d cp = 0 . Шу сабабли
(21.73) цуйидагича ёзи- 
лади:

220- раем. 221- раем.

dA =  R -d r0,
яъни илгариланма %аракатдаги цаттщ жисм нуцталарига таъсир 
этувчи кучларнинг элементар иши кутбнинг (массалар маркази­
нинг)  элементар кучишидаги кучлар бош векторининг ишига тенг.

2. Цузгалмас уц атрофидаги айланма харакат. Бу холда кутбни 
z айланиш уцида оламиз (221-раем), натижада

яъни ццзгалмас уц атрофида айланма харакатдаги цаттщ жисм 
нуцталарига таъсир этувчи кучнинг элементар иши жиемнинг уц 

I атрофида элементар айланма кучишидаги кучларнинг айланиш уци- 
га нисбатан бош моменти ишига тенг.

Курилаётган х °лДа жиемга таъсир этувчи кучларнинг куввати 
цуйидагича булади:

бунда со — жиемнинг бурчак тезлиги.
3. Текис параллел харакат. Жиемнинг текис параллел хаРакати" 

ни ^утб билан биргаликда илгариланма харакат ва г^утб атрофидаги айлан­
ма харакатдан иборат деб ^аралганидан, кутб учун жиемнинг массалар 
марказини олеак, (21.73) га кура элементар иш

dr0 =  0, M 0-dq> =  М я d  ф.
шу сабабли

dA  =  М г dф, (21.74)

еки
N  =  Мг(й.

dA — R ' d r c +  MCzd(p (21.75)



формуладан аникланади. (21.75) да drc — массалар марказининг эле­
ментар кучиши; М Сг — таъсир этувчи кучларнинг массалар марказига 
нисбатан (ёки массалар марказидан текис шакл текислигига перпенди­
куляр равишда утувчи у^ка нисбатан) бош моменти; dtp — массалар 
маркази атрофидаги элементар айланма кучиш.

Бинобарин, текис параллел харакатдаги жисм нукталарига таъ­
сир этувчи кучларнинг элементар иши жисм массалар маркази­
нинг элементар кучишидаги кучлар бош вектори иши билан жисм­
нинг масса маркази атрофида элементар айланма кучишидаги куч­
ларнинг массалар марказига нисбатан бош моменти ишининг 
йигиндисига тенг.

4. Сферик ^ р а к а т . Бу холДа ^утб учун жисмнинг кузгалмас 
ну^тасини оламиз. Натижада drg — 0 булади. Шу сабабли (21.73)

Дан _
dA =  M 0d  ф =  M Qp-d<p,

бунда d(f — оний yi\ атрофидаги элементар айланма кучиш; Мор —
— кучларнинг оний ук;к;а нисбатан бош моменти.

Шундай цилиб, сферик харакатдаги цаттик жисм нукталарига 
таъсир этувчи кучларнинг элементар иши кучларнинг оний ущ а  
нисбатан бош моментининг жисм шу i/к; атрофида элементар 
айланма кучишидаги ишига тенг.

133-§. Потенциалли куч майдони

Ну^тага таъсир этувчи кучнинг бирор кучишдаги иши умумий 
ХОлда нук;танинг шу кучишдаги харакат конунига борли^ булади. Аммо 
ю^орида курганимиздек, ну^тага куйилган огирлик кучининг, элас­
тиклик кучининг ёки марказий кучларнинг ну^танинг бирор кучиши­
даги ишлари шу нук,танинг хаРакат цонунига борлик; булмайди. Бун­
дай кучлар потенциалли кучлар деб аталувчи кучлар туркумига ки- 
ради.

Потенциалли куч майдони ва куч функцияси. Фазонинг бирор 
сохасига киритилган моддий ну^тага ну^та координаталарининг функ­
цияси булган куч таъсир этса, бундай соха куч майдони дейилади.

Куч майдонига мисол тари^асида планеталар ёки ^уёшнинг тор- 
тиш кучи майдонини олиш мумкин. Боцца мисол сифатида электр 
ёки электромагнит майдонини курсатиш мумкин.

Майдон кучини F (X, Y , Z) билан белгиласак, бу кучнинг элемен­
тар иши (21.61) га мувофи^

d A ~ X ( x ,  у,  z ) d x + Y ( x ,  у, z)dy +  Z(x, у,  z)dz (21.76)
куринишда ёзилади. Бу ифоданинг унг томони умумий холДа ну^та 
координаталарига борлиц бирор функциянинг тулик, дифференциали 
булмайди. Куч майдонлари ичида блзт  (21.76) нинг унг томонида- 
ги уч хад бирор U(x, у,  г) функциянинг тули^ дифференциали була­
диган куч майдони ^изи^тиради:



Бундай куч майдони потенциалли куч майдони дейилади.
Шундай ^илиб, потенциалли куч майдонида бажарилган элемен­

тар иш
dA  =  X dx  +  Y dy  +  Zdz (21.78)

формуладан аник;ланади. U функциянинг тулиц дифференциали учун 
яна куйидаги ифодани ёзиш мумкин:

dU  =  d x  +  ^ - d y  +  ^ - d z .  (21.79)
дх ду дг

(21.77) уринли булиши учун (21.78) ва (21.79) тенгликлардаги 
dx, d y , dz  лар олдидаги мос коэффициентлар узаро тенг булиши за- 
рур:

Х  =  —  Y  =  —  1  =  — . (21-80)
дх ' ду  ’ дг

Бинобарин, (21.80) шартларни каноатлантиРУвчи х > У> 2 коорди- 
наталарнинг бир цийматли, чекли ва дифференциалланадиган U функ- 
цияси мавжуд булса, яъни майдон кучининг координата у^ларидаги 
проекциялари U функциядан мог координаталар буйича олинган ху­
сусий ^осилаларга тенг булса, бундай куч майдони потенциалли куч 
майдонидан иборат булади.

U функция куч функцияси деб, бундай майдон кучи потенциал­
ли куч ёки консерватив куч деб аталади.

Демак, потенциалли майдон кучи F цуйидагича ани^ланади:
— dU— , dU— . dU -

ёки
F — gradU.

Шундай килиб, F куч U скаляр функциянинг градиентига тенг була* 
да.

Майдон кучининг координата уи;ларидаги проекциялари Х(х,  у,  z), 
Y(x, у , z), Z(x, у,  z) нинг куринишига ^араб, майдоннинг потенциал­
ли эканлигини ани^лай олмаймиз. Бу масалани ечиш учун (21.80) дан 
хусусий ^осилалар оламиз:

дХ дЮ dY d2U .

ду дх ду ’ дх дудх '
дУ _ дЮ dZ  _ дЮ
дг дудг  ’ ду дгду

дХ дЮ dZ дЮ
дг дхдг ’ дх дгдх ’

ар тенглигидан
'  дУ _  dZ дХ dZ
с ’ дг ду ' ?г дх

дх __ UY_ 0Y_ _  _dZ_ d.K _  dZ (21.81)
ду дх



(21.81) тенгликлар куч майдони потенциалли булишининг зарурий 
шартини ифодалайди (бу тенгликлар етарли шарт эканлигини ^ам ис- 
ботлаш мумкин).

Тенг потенциалли сирт. Потенциалли куч майдонидаги'куч функ­
цияси х, у , z  координаталарнинг функциясидан иборат:

U =  U(x, у, z).
Агар бу функция узгармас миадорга тенг, яъни

U =  (х, у, г) =  С (21.82)
булса, бундай ^тенглама воситасида ани^ланадиган сирт тенг потен­
циалли сирт  дейилади. (21.82) да С га турлича цийматлар бериб, 
^ар цайсисида куч функцияси узгармасдан коладиган сиртлар тупла- 
ми ^осил цилинади (222-расм).

(21.82) ни дифференциалласак,
dU  =-• О

булади. Шу сабабли (21.77) га асосан куйидаги натижани оламиз: 
ну^танинг тенг потенциалли сирт буйича ^ар кандай элементар ку- 
чишидаги кучнинг иши нолга тенг, яъни

dA =  F - d T = 0
ёки

| F  / • /d  г | • cos ( / \  d r ) = 0 .  (21.83)

(21.83) да ("jp| ф О, \ d T \  ф  0 булгани учун cos(/7s d r  ) =  0

ёки
------ _  n
F, d r  =  ~

булади. Яъни F куч тенг потенциалли сирт нормали буйлаб йунала­
ди (223-расм).



134- §. Потенциалли куч майдонидаги иш. 
Потенциал энергия

(21.63) ва (21.77) га мувофщ потенциалли куч майдонида ну^та 
М 0 холатдан М  холатга кучишида бажарилган иш

формуладан аникланади, бунда U0 =  U0 (х0 , уа ,г, ) ,  U — U(x, у,  г).
Шундай к;илиб потенциалли кучнинг иши ну^танинг охирги ва 

бошлангич ^олатларига мос келувчи куч функцияларининг айирмасига 
тенг (224-расм).

(21.84) га асосан, потенциалли куч майдонида ну катании г ёпиц 
эгри чизиц буйича кучишидаги майдон кучининг иши нолга тенг бу­
лади:

A ^ § F - d T = 0 .

(21.77) дан курамизки, потенциал функция узгармас сонгача аник;- 
лик билан топилади:

Агар координата бошини ну^танинг бошланрич М 0 ^олатида олсак, 
бу ну^тада U, =  О деб хисоблаш мумкин. У холда (21.85) ушбу ку­
ринишда ёзилади:

(21.86) тенглик куч функциясининг физик хусусиятини ифодалайди: 
куч фунщ ияси нуцта координаталар бошидан майдоннинг берил­
ган нуцтасигача кучгандаги майдон кучининг иши билан улчанади- 
ган катталикни ифодалайди.

Майдон кучи потенциалли булган холДа куч функцияси U  билан 
бир ^аторда майдоннинг берилган ну^тасидаги энергия миадорини ифо- 
далайдиган ва потенциал энергия деб аталадиган бош^а П функция 
Хам киритилади.

Куч майдонининг М  нук;тасидаги потенциал энергияси П деб, май­
дон кучининг ну^та М  холатдан бошланрич М 0 холатга кучишидаги 
иши билан улчанадиган катталикка айтилади. Потенциал энергия ^уйи- 
дагига тенг булади:

м и (21.84)

U =  U0 +  А. (21.85)

А =  U(x, у,  г). (21.86)

бунда U0 майдоннинг барча ну^талари 
учун бир хил булиб, нуктанинг бошланрич 
Холатига богли^. Агар координаталар бо- 
ши нуктанинг бошланрич холатида олин- 
са, 0 0 =  0 булиб, потенциал энергия 
учун



формула уринли булади.
Демак, потенциалли куч майдонининг берилган нуцтасидаги по­

тенциал энергия ана шу нуцтадаги куч функциясининг тескари 
ишорали цийматига тенг.

135-§. Куч функциясини ^исоблашга доир мисоллар

Потенциалли куч майдонига мисол тарицасида бир жинсли o f h p * 
лик кучи майдонини ва чизицли эластиклик кучи майдонини олиб, бу 
майдонлар учун куч функциясини ^исоблаймиз.

1. Бир жинсли огирлик кучи майдонининг куч функцияси. Бир 
жинсли огирлик кучи майдонидаги элементар иш (21.67) га кура

dA  =  — m gdz — — d (mgz) =  dU

формуладан ани^ланади. Бундан куч функциясини ани^лаймиз:

U — — mg z  +  const. (21.89)

Демак, бир жинсли огирлик кучи майдони потенциаллидир.
2. Чизикли эластиклик кучи майдонининг куч функцияси. Чизиц- 

ли эластиклик кучи цуйидагича ани^ланади:

F =  — с г  ,
ёки

X  =  — сх, Y  =  — су, Z =  — сг.

Бинобарин, чизикли эластиклик кучининг элементар иши 

dA  =  X d x  + Y d y  + Z d z  =  — c(xdx + y d y  + z d z )  =  — c r  • d r  —

га тенг, чунки

x d x +  ydy  +  zdz  =  r - d r , r2= r .

Шундай цилиб, чизикли эластиклик кучнинг куч функцияси учун цуйи- 
даги ифодани оламиз:

U — — —— h const,
2

ёки г 2 =  х2 +  У2, +  22 булгани учун

U  =  — у  (х2 +  У2 +  z-) +  const.

Бу ифодадан курамизки, эластиклик кучи таъсиридаги нуцта учун  
тенг потенциалли сиртлар маркази координата бошида булган 
сферик сиртлардан иборат.



136-§. Нукта ва системанинг 
кинетик энергияси.
Кёниг теоремаси

Механикада моддий нукта >japa- 
катининг динамик хусусиятларидан 
бири сифатида унинг кинетик энер­
гияси олинади. Нукта массасининг 
унинг тезлиги квадратига купайтма-

ту2сининг ярмига тенг булган ска­

ляр катталик нуктанинг кинетик 
энергияси дейилади.

Хал^аро СИ бирликлар систе- 
масида нуктанинг кинетик энергияси
кг-м3 .. „-------  еки Н-м да улчанади.

225- раем.

Механик системанинг кинетик энергияси унинг барча нукталари 
кинетик энергияларининг йигиндисига тенг

г - 2 -
*k vk (21.SO)

катталик системанинг кинетик энергияси дейилади.
Нукта ёки системанинг кинетик энергияси нукталар тезликлари- 

нинг йуналишига боглик булмайди. Механик системанинг барча нук­
талари тинч з^олатда булгандагина системанинг кинетик энергияси 
нолга тенг булади.

Механик система кузгалмас 0£г]£ координаталар системасига нис­
батан з^аракатлансин. Системанинг массалар маркази С нуктада олин- 
ган ва у билан бирга илгариланма з^аракатланувчи Cxyz координата­
лар системасини киритамиз (225-раем). У з^олда системанинг Ogrjs 
координаталар системасига нисбатан абсолют з^аракатини массалар мар­
кази билан биргаликдаги илгариланма ^аракат ва ундан утувчи Cxyz  
координаталар системасига нисбатан айланма з^ара кат дан ташкил топ- 
ган деб караш мумкин.

Раем дан

r t  =  rc + r '

M k нукта тезлиги учун

=  ис =  о* (21.91)

формула уринли булади. Бунда v ' — - ■ нуктанинг нисбий тезли-k dt
гидир^
v\  =  ь\  эканини назарда тутиб, (21.91) ва (21.90) ларга кура систе­
манинг абсолют з^аракатдаги кинетик энергиясини з^исоблаймиз:



2 2

т ьУ?
бунда ^  m =  М — система массаси; V  т * ^  = Т ’ — система- 

к -—̂ 2  с
нинг массалар марказига нисбатан нисбий ^аракат кинетик энергияси.

2 « л  =  1 * тн - Ц г - = - 4 -  ( 2  =  °-d/ Л

чунки х;аракатдаги координаталар системасининг боши массалар мар - 
казида олингани туфайли

2 т * '* =  м ^  =  °
булади.

Шундай к;илиб, (21.92) ни цуйидагича ёзиш мумкин:

Т =  —Ul  +  Г  (21.93)
2 с '

(21.93) тенглик система кинетик энергияси ^ацидаги Кёниг тео- 
ремасини ифодалайди: мураккаб харакатдаги системанинг кинетик 
энергияси массаси система массасига тенг деб олинадиган масса­
лар марказининг кинетик энергияси %амда массалар маркази билан 
биргаликда илгариланма щракатланувчи координаталар система- 
сига нисбатан системанинг нисбий щракат кинетик энергияла- 
рининг йигиндисига тенг.

137-§. Ц аттщ  жисмнинг кинетик энергияси

К,аттиц жисмнинг цуйидаги ^аракатларида унинг кинетик энергия­
сини ^исоблашни куриб чицамиз.

1. Илгариланма ^аракат. К,аттиц жисм илгариланма ^аракатда 
булса, барча нуцталарининг тезлиги ^ар онда узаро тенг булади: 
vk — vc’ бунда vc — жисм масса марказининг тезлиги. Шу сабабли

„  т ь v l  „  M vr

Т  =  2  =  f  2 m* =  ~ t -  <2L94)

Шундай цилиб, илгариланма уаракатдаги жисмнинг кинетик 
энергияси массаси бут ун жисм массасига тенг булган массалар 
марказининг кинетик энергиясига тенг.

2. Цузгалмас у^ атрофидаги айланма ^аракат. Кузгалмас уц 
атрофида айланаётган жисм исталган M k ну^таси тезлигининг мо­
дули v k =a>hk формуладан аницланади. Бунда: ю — жисмнинг бурчак 
тезлиги; hk — жисмнинг M k ну^тасидан айланиш уцигача булган ма- 
софа.



Демак, мазкур жисмнинг кинетик энергияси

т =  у — -
^ 2  ^  2 2 *

ёки
I Г  =  / в- £  (21-95)
!
1 булади, бунда 1г =  V  /1  ̂— жисмнинг айланиш у^ига нисбатан 
| инерция моменти.
I Бинобарин, цузгалмас атрофида айланаётган жисмнинг 
| кинетик энергияси жисмнинг айланиш уцига нисбатан инерция
I моменти билан унинг бурчак тезлиги квадрати купайтмасининг 
j ярмига тенг.
I 3. Текис параллел ^аракат. К,атти^ жисмнинг текис параллел 

Харакатини массалар маркази билан биргаликдаги илгариланма хара­
кат ва унинг атрофидаги айланма х аРакатДан иборат деб ^араймиз. 

j У х°лда (21.93) да нисбий хаРакат кинетик энергияси
! Т . _  1Сг<*%

с  2
формуладан анирутнади; бунда / Сг — жисмнинг массалар маркази ор- 
к,али харакат текислигига перпендикуляр равишда утувчи увда нисба­
тан инерция моменти. Шундай ^илиб;

МоД , ,  со2
Т = - у -  +  , с г ~ .  (21-96)

! Яъни, текис параллел харакатдаги жисмнинг кинетик энергияси 
массалар маркази билан биргаликдаги жисмнинг илгариланма 
Харакат кинетик энергияси ва жисмнинг массалар маркази орцали 
Харакат текислигига перпендикуляр равишда утувчи уц атрофида 
айланма щ ракат кинетик энергияларининг йириндисига тенг.

4. Сферик ха Ракат. К,узгалмас О нук,та атрофида сферик харакат­
даги ^аттиц жисмнинг хаР ондаги хаРакатини ШУ ну^тадан утувчи 
бирор оний yi$ атрофидаги айланма хаРакатДан иборат деб ^араш 
мумкинлиги кинематикадан маълум. Бинобарин, бу холДа кинетик 
энергияни хисоблаш учун (21.95) формуладан фойдаланиш мумкин:

Т =  1 ~ ,  (21.97)

бунда 1е — оний увда нисбатан инерция моменти булиб, (20.27) 
формуладан ани^ланади.

(21.97) дан курамизки, кузгалмас нуцта атрофида харакат - 
ланувчи жисмнинг кинетик энергияси жисмнинг оний айланиш 
щ ига нисбатан инерция моменти 1е нинг оний бурчак тезлиги 
to квадратига купайтмасининг ярмига тенг.

5. Цатти^ жисм хаРакатининг умумий холи- Эркин ^атти^ 
жисмнинг хзрэкэтини массалар маркази билан биргаликдаги илгари



ланма харакат ва унинг атрофидаги айланма ^аракатдан ташкил 
топган деб карасак, эркин каттик жиемнинг кинетик энергияси (21.93) 
ва (21.97) ларга кура

M v i 1е со2

Т - ~ Г  +  — Г  <21-98>
формула ёрдамида ^исобланади.

Шундай килиб, эркин цаттщ жиемнинг кинетик энергияси 
массалар маркази билан биргаликдаги жиемнинг илгариланма 
щ ракат кинетик энергияси ва массалар маркази орцали утувчи 
оний ук атрофида айланма харакат кинетик энергияларининг 
йириндисига тенг.

Агар механик система бир неча каттик жиемдан ташкил топган 
булса, у к°лда каР бир жиемнинг кинетик энергияси айрим-айрим 
хисобланади ва уларнинг йигиндиси олинади. Жисмлар системаси- 
нинг кинетик энергияси шу йусинда ^исобланади.

138-§. Моддий нукта кинетик энергиясининг узгариши 
^акидаги теорема

Массаси т га тенг булган М  эркин моддий нукта F куч таъси­
рида ^аракатлансин (226-раем). Нуктага таъсир этувчи кучнинг 
MffMx кучишдаги иши билан нукта кинетик энергиясининг узгариши 
орасидаги муносабатни аниклаймиз. Бунинг учун динамиканинг асо- 
сий конунини m w  =  F куринишда олиб, бу тенгламанинг \ар  ик­
кала томонини М  нуктанинг траекториясига ^аракат йуналиши 
буйича утказилган M r  уринмага проекциялаймиз:

mwx =  Fx. (21.99)

Уринма тезланиш wx ни куйидагича ифодалаш мумкин:
dv dv ds dv

w T =  ■—  = ----------- =  —  V.
dt ds dt ds

Бундан ташкари, Fx =  F cos a  булгани учун
dv r. mv —  =  г  cos a
ds

муносабатни оламиз. Унинг кар иккала томонини ds га купайтирсак,
m vdv =  F cos a-ds.

булади. Хрсил килинган тенгламанинг чап кисми нукта кинетик 
энергиясининг дифференциалини, унг кисми эса (21.59) га кура эле­
ментар ишни ифодалайди. Шундай килиб,

(21.100)

(21.100) формула нуцта кинетик энергиясининг узгариши ха ~ 
цидаги теореманинг дифференциалли ифодасидир: нукта кинетик



ьнергиясининг дифференциалы нукта- 
га таъсир этувчи кучнинг элементар 
ишига тенг.

(21.100) ни dt га булиб,---- —N —
dt

кувват эканлигини назарда тутсак, уш- 
бу тенгламани оламиз:

226- раем.

=  N. (21.101)
dt

Яъни, моддий нущпа кинетик энергиясидан ва/уп буйича олин- 
ган хреила унга таъсир этувчи кучнинг цувватига тенг.

(21.100) ни нуктанинг бошлангич М 0 ва охирги М х холатларига 
мос чегараларда интеграллаймиз:

бунда А =  С F cos a-ds  билан F кучнинг М йМ1 кучишдаги иши

курсатилган. (21.102) тенглама чекли кучишда нукта кинетик энер­
гиясининг узгариши %ацидаги теоремани ифодалайди: нуктанинг 
бирор чекли кучишида кинетик энергиясининг узгариши унга таъ­
сир этувчи кучнинг худди шундай кучишдаги ишига тенг.

Агар моддий нуцтага бир неча куч таъсир этса, (21.100), (21.102) 
тенгламаларда мазкур кучлар тенг таъсир этувчисининг иши ёки 
цуввати олинади.

Борланишлар цуйилган нуцтага кинетик энергиянинг узгариши 
^ацидаги теоремани цуллаш учун борланишларни борланиш реакция 
кучлари билан алмаштирамиз. Агар М  нуцта цузралмас, идеал сил- 
лиц сирт буйича ^аракатланса, бундай сиртнинг реакция кучи М нуц- 
тада сиртга утказилган нормаль буйича йуналади, шу сабабли нуц- 
танинг элементар кучишидаги бундай реакция кучининг иши нолга 

тенг булади.
Бинобарин, идеал силлиц сирт устида харакатланаётган нук;та 

учун кинетик энергиянинг узгариши ^ацидаги теорема эркин нут^та 
кинетик энергиясининг узгариши хак;идаги теоремалар билан бир хил 
булади.

Агар нуцта цузралмас, силлиц булмаган сирт буйича ^аракат- 
ланса, у  ^олда нуцтага цуйилган кучларнинг ишидан ташцари, ишца- 
ланиш кучининг иши ^ам ^исобга олинади.

139-§. Нуцта механик энергиясининг са^ланил цонуни

Агар М  нуцта потенциалли куч майдонида ^аракатланса, элемен­
тар иш (21.77) га кура аницланади ^амда нук;та кинетик энергия­
сининг узгариши ^акидаги теоремани ифодаловчи (21.100) формула 
ушбу куринишда ёзилади:

О

2 (21.102)

м.



т mv;
=  U — U0 (21.104)

муносабатни оламиз. Бунда U ва U0 лар куч функциясининг бош­
ланрич ва охирги ^олатларга мос келувчи цийматларидир. Бинобарин, 
потенциалли куч майдонида кинетик энергиянинг узгариши нукта- 
нинг охирги ва бошланрич %олатларига мос келувчи куч функция- 
си кийматларининг айирмасига тенг.

Куч функцияси урнига потенциал энергияни киритсак, (21.88) 
га биноан (21.104) ни дуйидагича ёзиш мумкин:

mv* mv,
=  П 0 - П

еки

- ^ 1  +  Я = ^ -  +  Я 0 =  /1, (21.105)

бунда h — узгармас катталик.
Ну^та кинетик ва потенциал энергияларининг й и р и н д и с и  т улщ  

механик энергияни  ифодалайди ва у Е  билан белгиланади, яъни

Е  =  ^  +  П =  h. (21.106)

(21.106) тенглик ну^та ^аракат дифференциал тенгламасининг 
биринчи интегралидан иборат булиб, энергия интеграли дейилади. 
Бу тенглик нуцта механик энергиясининг сацланиш крнунини 
ифодалайди: потенциалли куч майдонида %аракатланаётган нщта 
кинетик ва потенциал энергияларининг йириндиси узгармасдан 
цолади.

140-§. Механик система кинетик энергиясининг 
узгариши хОДИДаги теорема

Механик система N  та моддий нуцталардан ташкил топган бул­
син. Системанинг хаР бир нуцтасига актив кучлардан ташцари, 
богланиш реакция кучларини хам цуямиз ва система ну^таларига 
куйилган кучларни ички ва тацщи кучлардан иборат икки гурухга 
ажратамиз. Системанинг M k нуцтасига таъсир этаётган таш^и куч­
лар хамда ички кучларнинг тенг таъсир этувчилари мос равишда 
F ek, Flk булсин. У  х°лда системанинг хаР бир нуцтасини F% ва F\ 
кучлар таъсиридаги эркин нуцта деб цараш мумкин. Бинобарин,
(21.100) га асосан системанинг хар бир нуцтаси кинетик энергияси­
нинг узгариши хакидаги теореманинг дифференциалли ифодаси цуйи- 
дагича ёзилади:



d { r̂ Y L )  = Щ  +  * Ак> (* =  ] , 2 , . . . , Л 0 ,  (21.117)

бунда dA"k ва dA lk — мос равишда, система ну^таларига таъсир этув­
чи ташци ва ички кучларнинг элементар ишлари. (21.107) ифодани 
5^адлаб кушамиз:

ёки

dT  =  S  dA ek +  'lidA i, (21.108)
т  у2

бунда Г  =  ^  — системанинг кинетик энергияси. (21.108) тенг­

лама система кинетик энергиясининг i/згарииш %ацидаги теорема- 
нинг дифференциалли ифодасидир: система кинетик энергиясининг 
дифференциали системага таъсир этувчи ташци ва ички кучлар 
элементар ишларининг йитндисига тенг.

(21.108) ни интеграллаб система нуцталарининг чекли кучишла- 
рида кинетик энергиясининг узгаришига оид теоремага эга буламиз:

Г - Г 0 =  2 Л *  +  2 Л ‘, (21.109)

бунда: Т 0 ва Т  — мос равишда системанинг бошлангич ва исталган 
пайтдаги кинетик энергиялари; Aek — система ну ̂ талари га таъсир 
этувчи та [щи кучларнинг иши; A lk — ички кучларнинг чекли кучиш­
даги ишлари.

(21.109) муносабат система кинетик энергиясининг рзгариши 
%ацидаги теоремани ифодалайди: системанинг бир %олатдан ик­
кинчи %олатга кучишида кинетик энергиясининг узгариши систе­
ма нуцталарига таъсир этувчи барча ташки ва ички кучларнинг 
мос кучишлардаги ишларининг йигиндисига тенг.

(21.108) ва (21. 109) дан курамизки, система динамикасининг 
бош^а умумий теоремаларидан фарцли равишда, система кинетик 
энергиясининг узгариши ^акидаги теоремада ички кучлар ^ам катна- 
шади.

Узгармас механик система учун (ёки абсолют цаттиц жисм учун) 
ички кучлар бажарган иШларнинг йириндиси нолга тенг булади. Бу 
^олда (21. 109) цуйидагича ёзилади:

Т - Т 0 =  ^А % . (21.110)

Яъни, узгармас механик система (ёки абсолют цат т щ  жисм) 
бир хрлатдан иккинчи %олатга кучишида кинетик энергиясининг 
узгариши мазкур система (ёки цаттщ жисм) нуцталарига т аъ­
сир этувчи барча ташци кучларнинг мос кучишлардаги ишлари­
нинг йигиндисига тенг.

Агар механик системани ташкил цилувчи нук,талар к,узралмас 
силлиц сиртлар устида харакатланса, борланиш реакция кучлари мазкур



сиртларга утказилган нормаль буйича йуналган» учун система нуцта- 
ларининг ^ар цандай кучишида борланиш реакция кучларининг liimi 
нолга тенг булади ва (21. 109) да борланиш реакция кучлари цатнаш- 
майди.

141 §. Система механик энергиясининг сацланиш 
^онуни

Система кинетик энергиясининг узгариши хацидаги теоремани

T - T 0 =  ^ A l  +  ^ A [ = ^ A k (21.111)
куринишда ёзиш мумкин.

Агар система нуцталарига таъсир этувчи ички ва ташки кучлар 
консерватив кучлардан иборат булса, куйидаги муносабат уринли 
булади:

2 ^  =  п о - п >
бунда П0, П лар билан система нуцталарига таъсир этувчи ички ва 
ташци кучларнинг бошлангич ва исталган пайтга мос булган потен­
циал энергиялари белгиланган. Бу ^олда (21.111) ни цуйидагича 
ёзиш мумкин:

Т - Т 0 = П 0- П
ёки

Т +  n = T 0 + n 0 =  h, (21.112)
бунда h — узгармас катталик.

Тулиц механик энергияни Е  билан белгиласак,

£ = Г + П = / г  (21.113)

булади. (21.113) формула энергия интеграли дейилади ва механик 
система энергиясининг сацланиш цонунини ифодалайди: консерва­
тив кучлар таъсиридаги механик система кинетик ва потенциал 
энергияларининг йигиндиси узгармасдан колади.

Механик системанинг сацланиш цонуни уринли буладиган меха­
ник системалар консерватив системалар дейилади.

Абсолют цаттиц жисм учун барча ички кучлар ишларининг йирин- 
диси нолга тенг булади, бинобарин, ички кучларнинг потенциал энер­
гияси узгармас катталикка тенг булади; бу узгармасни нолга тенг 
деб олиш мумкин. Бу х,олда (21.113) да потенциал энергия факат 
ташци кучларнинг потенциал энергиясидан иборат булади Еа унинг 
система кинетик энергияси билан йигиндиси узгармас булади.

Нуцта ёки механик система потенциалли булмаган куч майдонида 
^аракатланса, механик энергия узгаради. Масалан, турли царшилик- 
ларни енгишда система механик энергиясининг бир цисми иссицлик, 
электр ёки бошца хил энергияларга айланиб сарф булиши мумкин. 
Лекин з̂ ар кандай куч майдонида харакатланаётган нуцта ёки меха­
ник системанинг барча турдаги тулиц энергияси узгармасдан цолади.



142-§. Модпил ну^та ва система кинетик энергиясининг узгариши 
Хакидаги теоремаларни цуллашга оид масалалар

44-масала. Бошланрич тезлиги у0 га тенг булган жисм горизонт 
билан а  бурчак ташкил этувчи ция текислик буйлаб ^аракатланади 
(227-расм). Жисм билан текислик орасидаги ишкаланиш коэффициен- 
ти f га тенг. Нуцта s йулни утгандан сунг ^андай тезликка эга бу­
лиши ани^лансин.

Ечиш. Жиемга Р — mg огирлик кучи, N  кия текисликнинг нор­
мал реакция кучи ва FHU] =  fN  сирпанишдаги ишкаланиш кучлари
таъсир этади. Р  кучни ция текислик буйича ва унга перпендикуляр 
йуналишда Рг ва Р2 ташкил этувчиларга ажратамиз. У холда 

Pi =  mg  sin а,  Р2 =  mg  cos а  

булади. Бинобарин, нормал реакция кучи
N =  Р 2 =  m g  cos ос

ва ишкаланиш кучи
^иш =  f  m g  cos а

(}юрмулалардан аницланади.
Берилган жисм s йулни утишида кинетик энергиясининг узгари­

ши хакидаги (21.102) теоремани цуллаймиз:
mv mi’n

--------- - = P r s-
2 1 s,

екн
mv

— mgs (sin a  — f  cos a).

Бундан

v =  1^  v20 +  2 mgs (sin a  — /  cosoc)

45-масала. Иккита зар- 
рача мусбат электр билан 
зарядланган булиб, биринчи 
заррача цузралмас булиб, 
заряди <7„ га тенг; иккинчи 
заррачанинг массаси т га, 
заряди qt га тенг. Иккинчи 
заррача биринчи заррачанинг

га тенг итариш

кучи таъсирида хаРакатла' 
нади (бунда х  — заррачалар 
орасидаги масофа). Агар ик­
кинчи заррачанинг бошлан-



р и ч  тезлиги v0 =  О булса, бу заррача М0(х0) ^олатдан Л/11(х1) щпат - 
га кучишида ^андай тезликка эга булиши ани^лансин. х0 =  a , x x =  b 
масофалар берилган (228-раем).

Ечиш. Иккинчи заррача учун кинетик энергиянинг узгариши ^а- 
цидаги теоремани цуллаймиз:

Vl  =  \ F d x = \ ™ ± d x
2 - J J х2

Qo9i
ab

ф — a)

v0 =  0 булгани учун

46-масала. m массали нук;та F =  k \ f  v Н царшилик кучи таъсир 
этадиган му^итда v0 м/с тезлик билан ^аракат цила бошлайди. Бу ерда: 
v  — нуцтанинг тезлиги; k — узгармас мусбат коэффициент. Нуцта- 
нинг огирлик кучини ^исобга олмай, унинг цанча вацтдан кейин ва 
цандай масофани утиб тухташи аницлансин.

О

<<—

м 0 а

т ~ .

228- раем.

Ечиш. Бу масалани одракат мицдори ва кинетик энергиянинг уз­
гариши ^ацидаги теоремалардан фойдаланиб ечамиз.

Нуцтанинг бошлангич ^олатини координаталар боши учун цабул 
цилиб, х  ук;ни ^аракат йуналиши буйича йуналтирамиз (228-расм). 
Кучнинг х  уцдаги проекцияси

X  =  — F =  —k -/хГ

тенгликдан аницланади.
Берилган нуцта учун харакат микдорининг узгариши ва кинетик 

энергиянинг узгариши ^ацидаги теоремаларни дифференциал куриниш­
да ёзамиз:

d  (mv) =• Xdt; d  p y - j  =  X d x

ёки

d (mv) — —k - \f  v dt; d =  —^ dx.

Бу тенгламаларни узгарувчиларни ажратиш усули билан интеграл- 
лаймиз:



-£L f  * L  e  - u  [dx.
2 J /o -  J

dv*
Охирги тенгликда = / v  dv эканлигини назарда тутиб, интег- 

У 2о
ралларни зугсоблаймиз:

2т \^ v I” =  — kt |о ,

у т и / у  |”о - k x t

Бу тенгликларда v =  0 десак (чунки ну^та тухта ганда тезлиги нол< 
га тенг булади), ^уйидаги тенгламалар ^осил булади:

2т -j/y0 =  kt,

■ mv'о V  :>0 =  ks-

Булардан ну^танинг тухташ ва^ти ва утган йулини ани^лаймиз:

t  =  2 ~  v0 с, 
к

2 т  / ------
S =  —  —  Щ V  V0 М .



47-масала. Орирлик кучи Q га тенг булган М  юк пастга тушиб, 
чузилмайдиган ип воситасида горизонтал текисликда сирианмасдан 
рилдирайдиган В рилдиракни .\аракатлантиради; ип кузгалмас А 
блокдан утказилган. А блок билан В рилдирак ^ар бирининг огир- 
лиги Р  ва радиуси R  га тенг булган бир жинсли дисклар деб кара- 
лади. Думалашдаги ишцаланиш коэффициента б га тенг. Блок ва 
рилдиракнинг уцларида ^осил буладиган ишцаланишни ва ипнинг орир- 
лигини эътиборга олмай, М  юкнинг тезлиги унинг тушиш баланд- 
лиги h га борлиц равишда аницлансин (229-раем). Бошлангич пайтда 
система тинч ^олатда булган.

Ечиш. Бу масалада юкнинг кучиши h ва узгармас Р, Q кучлар 
маълум булиб, юкнинг v  тезлигини топиш керак. Бунинг учун юк, 
ип, блок ва рилдиракдан ташкил топган система учун (21.109) фор­
мула билан ифодаланадиган кинетик энергиянинг узгариши ^ацидаги 
теоремани цуллаймиз. Бошлангич пайтда система тинч ^олатда бул­
гани учун Т0 — 0.

Юк, блок ва рилдиракнинг кинетик энергияларини Тъ Т 2, Т3 би­
лан белгиласак, юк турри чизицли илгариланма ^аракат цилади, блок 
О нуцтадан утувчи уц атрофида айланма ^аракатда булади, рилди­
рак эса текис параллел ^аракат цилади. Шу сабабли 7 \, Т 2, Т3 лар 
мос равишда (21.94), (21.95) ва (21.96) формулалардан аницланади:

Q со2,  Р 1%, (о%ф  __ '  , r j i __гр Л , ф  __ U | гр *->
г ~  ° * ~ 2 '  3 ~ ~ g  2 ' Сг »

Р  R2бунда: Т 0г =  ТСг =  —  ----------блок ва рилдиракларнинг марказидан
8  2

раем текислигига перпендикуляр равишда утувчи уеда нисбатан инер­
ция моментлари; а>А =  —----- блокнинг бурчак тезлиги; vc — v —юк

R
vc

тезлигига тенг булган рилдирак марказининг тезлиги ва а>в  — —  .
R

Шундай цилиб, каралаётган системанинг кинетик энергияси:

Т  =  Т ,  +  Тг +  Т 3 =  Д  (2Q +  ЗР +  Р) =  (Q +  2Р).
2 g

Ип таранглик кучининг иши нолга тенг булганидан, ип билан 
бириктирилган жисмлар системаси учун ички кучлар бажарган иш- 
ларнинг йигиндиси ^ам нолга тенг булади.

Блокнинг огирлик кучи ва О нуктанинг таянч реакция кучи цуз- 
ралмас О нуцтага цуйилгани туфайли бу кучларнинг иши нолга тенг.

Рилдиракнинг орирлик кучи С нуктанинг кучишига тик равишда 
йуналгани учун бу кучнинг иши ^ам нолга тенг. Нормал реакция 
кучи N  ва ишцаланиш кучи Fum тезликларнинг оний маркази Сх нуц- 
тага цуйилгани туфайли бу кучларнинг иши ^ам нолга тенг. Нати- 
жада фацат юкнинг орирлик кучи ва рилдиракнинг думалашига цар- 
шилик курсатувчи ишцаланиш моменти М 6 иш бажаради. Бинобарин,



2  А \ =  Qh — М й<р ,

бунда ф — юк h баландликдан пастга тушганда 
ниш бурчаги. М 6 ва ф лар

М 6 =  8 ‘N  — 8 -Р  =  const; ф = 

формулалардан ани^ланади. Шунинг учун

Т  в а ^  ларнинг кийматини кинетик энергиянинг узгариши 
^а^идаги теоремага цуйиб цуйидаги тенгламани оламиз:

^ . ( Q  +  2 P ) = A ( C —

бундан

2* ф - т ' ’) •
Q +  2P

143*§. Механик з^аракатнинг улчовлари з^акида

Механикада икки хил улчовлар мавжуд булиб, улардан бири мод­
дий объектларнинг (моддий ну^та ёки механик системанинг) механик 
царакат улчовини, иккинчиси эса мазкур объектларнинг узаро меха­
ник таъсирини ифодалайди.

Даракат миедори, ^аракат миедорининг моменти (кинетик момент) 
ва кинетик энергия каби катталиклар моддий объектларнинг механик 
з^аракат улчовини ифодалайди. Куч, куч моменти, кучнинг импульси, 
кучнинг ^уввати, кучнинг иши каби катталиклар эса моддий объект­
ларнинг узаро механик таъсирини ифодалайди.

Динамиканинг умумий теорэмалари воситасида моддий объектлар­
нинг механик з^аракат улчовлари билан уларнинг бир-бирига узаро 
механик таъсири орасидаги муносабатлар урнатилади.

Кинематика булимида нуцта харакатининг асосий курсаткичлари- 
дан бири сифатида нуцтанинг тезлиги олинади. Динамика булимида 
эса тезлик асосий курсаткич була олмайди. Динамикада моддий объ- 
ектнинг массасини билиш му^им а^амиятга эга (масалан, темир йул 
вагони ва кичкина вагонча, Ер шари ва глобус, туп ук;и, милти^ ук,и 
ва з^оказо). Бинобарин, механик з^аракатнинг улчовлари т  ва и нинг 
бирор функциясидан иборат булади.

Моддий ну^та (ёки механик система) з^аракатланганда, умумий 
з^олда механик з^аракатнинг улчовлари (^аракат мицдори, кинетик мо­
мент, инетик энергия) узгаради. Бу узгаришлар уларнинг характери 
ва моддий объектларнинг бир-бирига узаро к;андай таъсир этишига 
богли^ булади.

h_
R



Моддий жисмларнинг бир-бирига механик таъсирининг интенеив- 
лигини ифодаловчи физик катталиклар узаро механик таъсирнинг 
улчовлари дейилади.

Механик харакатнинг биринчи векторли улчови учун харакат 
микдори олинади.

Берилган моддий объектга бошца мсддий объектларнинг ^ар он- 
даги таъсирини ифодаловчи узаро механик таъсирнинг асосий улчови 
учун куч олинади. Лекин куч таъсирининг эффекта ({закат унинг з̂ ар 
ондаги мицдори ва йуналишига борлик, булмай, балки таъсир вактига 
з̂ ам бовлиц булади. Шундай цилиб, узаро механик таъсирнинг би­
ринчи векторли улчови булган куч импульси тушунчасини киритиш- 
га турри келади.

Харакат микдори билан куч импульси орасидаги муносабат нук- 
та (ёки система) ^аракат микдорининг узгариши хакидаги теорема 
воситасида аницланади.

Механик харакатнинг иккинчи векторли улчови учун ххаракат 
мицдорининг моменти (кинетик момент)  олинади. Механик >̂ ара- 
катнинг иккинчи векторли улчовига узаро механик таъсирнинг ик­
кинчи векторли улчови мос келади; у эса кучнинг марказга нисба­
тан моменти векторидир.

Нуцта ^аракат мицдорининг моменти (ёки системанинг кинетик 
моменти) билан нуцтага таъсир этувчи кучнинг марказга нисбатан 
моменти (системага таъсир этувчи ташки кучларнинг бош моменти) 
орасидаги борланиш харакат микдори моментининг (кинетик момент- 
нинг) узгариши хацидаги теорема воситасида аницланади.

Механик харакатнинг скаляр улчови сифатида кинетик энер­
гия олинади. Харакатнинг скаляр улчови бош к а улчовларга нисбатан 
универсал улчов з^исобланади. Чунки механик харакат бошка хил 
з^аракатга айланганда (масалан, иссикликка ёки электрга айланганда) 
механикада тушуниладиган харакат йуналиши уз маъносини йукотади.

Механик харакатнинг скаляр улчовига кучнинг куввати, кучнинг 
элементар иши ёки чекли кучишдаги иши каби узаро механик таъ­
сирнинг скаляр улчовлари мос келади. Улар орасидаги муносабат 
кинетик энергиянинг узгариши хакидаги теорема ёрдамида аницлана- 
Ди.

Механик харакатнинг битта улчови ёрдамида нуцта харакатини 
тулиц аницлаб булмайди. Хакикатан хам, 46-масалада харакат мик­
дори ва нуцтага таъсир этувчи каршилик кучини билган з^олда нуц- 
танинг неча секунддан кейин тухташини топиш мумкин, лекин бу 
^олда нуцтанинг цанча йулни утиб тухташини аницлай олмаймиз. 
Ёки нуцтанинг бошлангич кинетик энергияси ва каршилик кучи маъ- 
лум булганда нуцтанинг канча масофани утиб тухташини аниклаш 
мумкин, лекин цанча вацтдан кейин тухташини топа олмаймиз. Яъни 
бу масалани тулик; ечиш учун механик харакатнинг икки улчовидан 
фюйдаланишга турри келади.



к  АТТИК ЖИСМНИНГ БАЪЗИ ^АРАКАТ ^ 0  Л ЛАРИ

Системанинг з^аракат миедори ва кинетик моменти з^идаги тео- 
ремалар цатти^ жисм динамикасида музуш роль уйнайди. Даки^атан 
з̂ ам, биз ^аракат мицдори ^атти^ жисмнинг илгариланма ^аракати 
улчовини ифодалашини курдик. Айланма з^аракатдаги жисмнинг ба­
рака т улчови учун унинг кинетик моменти олинади. Жисм з^аракати- 
ни, умумий з^олда унинг массалар маркази билан биргаликдаги илга­
риланма ва массалар маркази атрофидаги айланма з^аракатлардан таш- 
кил топган деб papain мумкин. У з^олда жисмнинг массалар маркази 
билан биргаликдаги илгариланма з^аракатини урганиш учун з^аракат 
миедори ^а^идаги теореманинг боища куринишдаги ифодаси булган 
массалар марказининг з^аракати з^идаги  теоремани, жисмнинг мас­
салар маркази атрофидаги айланма з^аракатини урганиш учун кинетик 
момент з^идаги теоремани ^уллаш мумкин. Биро^, динамикада жисм 
з^аракатини илгариланма ва айланма з^аракатларга ажратишда кинема- 
тикадан фарцли равишда, ^утб сифатида жисмнинг ихтиёрий нук,таси 
олинмай, балки фацат система массалар маркази олинади.

Ю^орида к;айд ^илинган теоремаларни ^аттиц жисмнинг одций 
з^аракатларига татби^ этамиз.

144-§. КаттиК жисмнинг илгариланма з^аракати

К,аттиц жисмнинг илгариланма з^аракати унинг С массалар марка­
зининг з^аракати билан тулик; аницланади. Шунинг учун жисмнинг 
з^аракати битта векторли тенглама билан ифодаланади:

еки
М wc =  R*

М г г  =  R* (22.1)

бу ерда Re =  Fek — зкисмга таъсир этувчи таш^и кучларнинг бош

вектори. (22.1) векторли тенгламани координата у^ларига проекдия- 
лаб ^уйидаги учта скаляр тенгламани оламиз:

М хс = Х е ,

М у с =  Уе , 

М ”гс  Z* .

(22.2)

Шундай цилиб, цатти^ жисмнинг илгариланма з^аракати (22.2) 
тенгламалар билан ани^ланадиган, массаси бутун система массасига 
тенг булган битта нуцтанинг — массалар марказининг з^аракатини ур- 
ганишга келтирилади.



(22.2) тенгламаларни маълум бошлангич шартларда интеграллаб, 
жисм массалар марказининг координаталари ( хс , у с , zc] ва^т функ- 
цияси сифатида аникланади.

145-§. Цатти^ жиемнинг цузгалмас уц атрофидаги айланма
^аракати

Фараз ^илайлик, ^атти^ жисм цузралмас z  уц атрофида F‘k (k =  
=  1, N)  ташки кучлар тиъсирида ^аракатлансин. У ^олда увда нис­
батан кинетик момент ^а^идаги теоремага асосан цуйидагига эга бу- 
ламиз:

dL, .
=  М‘ (22.3)2

Аммо (21.36) га кура

dt

L , =  I , со.

Бундан ва^т буйича ^осила оламиз:
dL.  dm

— L =  / z ----- / ,  е, (22.4)
dt г dt 2 '

бунда =  е жиемнинг бурчак тезланишидир. 
dt

(22.3) ва (22.4) га биноан ушбу тенгламани оламиз:

п = к
ёки

1г <9- =М‘г . (22.5)

Бу тенглама цузгалмас yt\ атрофида айланувчи цаттщ жисм ха­
ракатининг дифференциал тенгламаси дейилади.

(22.5) дифференциал тенгламани маълум бошлангич шартларда ин­
теграллаб к,атти^ жиемнинг ^узралмас у К атрофида айланиш бурчаги 
Ф вакт функцияси сифатида аникланади.

(22.5) дан курамизки, берилган М е2 таъсиридаги жиемнинг инер­
ция моменти канча катта булса, бурчак тезланиши шунча кичик бу­
лади ва аксинча. Бинобарин, цузралмас уК атрофида айланаётган жисм 
учун инерция моменти, худди илгариланма ^аракатдаги жисм масса- 
си каби функцияни утайди. Яъни инерция моменти айланма \apa- 
катдаги жиемнинг инертлик улчовини ифодалайди.

146-§. Фи.и i тебрангич

Узининг орирлик кучи таъсирида кузгалмае горизонтал ук атро­
фида айлана оладиган ихтиёрий шаклдаги жисм физик тебрангич 
дейилади. Физик тебрангичнинг айланиш уки жиемнинг орирлик мар-



казидан утмайдиган цилиб тан- 
ланади ва бу уц тебрангичнинг 
осилиш уци дейилади. *

Физик тебрангичнинг оси­
лиш уци учун z  уцни олиб, 
жисмнинг огирлик маркази Оху 
текисликда ётади деб караймиз 
(230- раем).

Вертикал ^олатдан огди- 
рилган тебрангичга огирлик 
кучи Р  ва О нуцтадаги цилин­
дрик шарнир реакция кучлари 
Х 0, Y 0 таъсир этади. Шарнирда 
Хосил буладиган ишкаланиш 
кучини ^исобга олмаймиз.

Физик тебрангич цузгалмас 230' Расм-
уц атрофида айланма харакат-
да булгани учун (22.5) тенгламадан фойдаланамиз. Шу тенгламани 
тузиш учун кучлар моментларини аницлаймиз.

Х й ва Y0 реакция кучларининг осилиш уцига нисбатан моментла- 
ри нолга тенг. Огирлик кучи Р  нинг z уцца нисбатан моменти

M z =  — Р а  sin ср

булади.
Шундай цилиб (22.5) тенглама физик тебрангич учун цуйидагича 

ёзилади:
1г ф =  — Р а  s in ф,

бунда / г — тебрангичнинг осилиш уцига нисбатан инерция моменти. 
Бу тенгламани

Ф +  sin ф =  0 (22.6)
^  г

куринишда ёзиш мумкин.
(22.6) тенглама физик тебрангичнинг %аракат дифференциал 

тенгламаси дейилади. Бу тенглама математик тебрангичнинг 97-§ 
даги (1) тенгламасидан фацат sin ф олдидаги узгармас коэффициент 
билан фарц цилади.

Тебраниш даври берилган физик тебрангичнинг тебраниш даври- 
га тенг булган математик тебрангичнинг узунлигини аниклаймиз. Бу 
узунлик физик тебрангичнинг келтирилган узунлиги  дейилади.

97-§ даги (1) ва (22.6) тенгламаларда sin ф олдидаги узгармас 
коэффициентларни солиштириб

я _  Ра
I 'г



булиши учун
1, g  1,

1 =  —  =  - * -  (22.7)
Ра та

шарт бажарилиши зарурлигини курамиз. Бунда т  — физик тебрангич 
массаси. (22.7) формула ёрдамида физик тебрангичнинг келтирилган 
узунлиги аницланади.

Огирлик маркази С нуктадан осилит ук;и Oz га параллел Cz' 
у^ни утказиб, Гюйгенс — Штейнер теоремасига кура цуйидаги тенг- 
ликни ёзамиз:

К  =  ! CZ< + та2 =  тР ы  +  та-2' (22.8)
бунда рСг, — тебрангичнинг Cz' yi^a нисбатан инерция радиуси.

Iz  нинг цийматини (22.8) дан (22.7) га ^уямиз:

_  тРсг' +  ”'д2

Натижада физик тебрангичнинг келтирилган узунлиги учун
2

/ = — + а  (22.9)
а

формулани оламиз.
(22.9) дан курамизки, доимо 1 > а 1 яъни физик тебрангичнинг 

келтирилган узунлиги осилиш увидан тебрангич огирлик марказигача 
булган масофадан катта булади.

ОС тугри чизицда О А — I кесмани цуйиб, А нуцтани оламиз 
(230-раем). А ну^та силкиниш маркази дейилади. А ну^тада Oz 
увда параллел A zx уцни утказамиз. Бу уц силкиниш уци дейилади.

Агар физик тебрангичнинг осилиш у^и учун силкиниш у^ини ол- 
сак, у ^олда физик тебрангичнинг келтирилган узунлиги (22.9) фор­
мулам кура

/  р ^ '  4 -  п  1г — ---------- h а
01

2 2

булади. Бунда а , |=  / — а =  +  а\— а =  булгани учун
а а

k = e k + * f  =  ! k  +  a =  i,
а Рсу а

а

яъни Л ва О ну^талардан утувчи yiyiap учун келтирилган узунлик- 
лар 1-х ва / узаро тенг булади. Бинобарин, О нуктадан утувчи ва А 
нуктадан унга параллел равишда утувчи у^ларни узаро алмаштирсак, 
физик тебрангичнинг тебраниш даври узгармайди.

Инглиз олими Картер 1817 йилда физик тебрангичнинг бу хусу- 
сиятидан фойдаланиб, ер сиртининг турли ну^таларида огирлик кучи- 
нинг тезланишини аницлайдиган тескари тебрангични ихтиро ^илган»



Физик тебрангичнинг кичик тебранишлари каралаётганда sin ф «  ф 
деб олиш мумкин. Бу холда (22.6) дифференциал тенглама гармоник 
тебранма харакат тенгламаси каби булади:

ф +  ф =  0, (22.10)

бунда kt — У  —  — тебрангичнинг тебраниш частотаси.
(22.10) тенгламанинг ечими 97-§ даги (8) формула куринишида 

булади:
Ф =  a s>m(kit +  р ) , (22.11)

бунда: а  — радианда улчанадиган тебраниш амплитудаси; р  — тебра- 
нишнинг бошланрич фазаси.

Физик тебрангичнинг кичик тебранишлар даври

Т =  =  2 я ] / ^ -  (22.12)

формуладан аницланади.

147-§. Жисмларнинг инерция моментини тажриба усули билан
аницлаш

Ихтиёрий шаклдаги, бир жинсли булмаган ёки бир жинсли жисм­
ларнинг уцца нисбатан инерция моментини ^исоблаш анча мураккаб. 
Шу сабабли бундай жисмларнинг инерция моменти, одатда, тажриба 
усули билан аницланади. Жисмнинг уцца нисбатан инерция моменти 
унинг у к; атрофида айланишидаги инертлигини ифодалаганлиги туфай­
ли, цаттиц жисмнинг цузралмас уц атрофидаги ^аракатини турли 
усулларда тажрибада кузатиш йули билан инерция моментини ^исоб- 
лаш мумкин.

Техникада тажриба йули билан инерция моменти аницланадиган 
тебратиш усулини куриб чицамиз.

Фараз цилайлик, бирор жисмнинг орирлик марказидан утувчи го­
ризонтал Сг' укца нисбатан инерция моментини аницлаш лозим бул­
син. Бу жисмга, физик тебрангич каби, Сг' 
уеда параллел булган бирор уцца нисбатан 
кичик тебранма харакат берамиз.

Масалан, огирлик маркази С нуцтада бул­
ган шатунни О нуцтадаги втулка оркали 
утувчи горизонтал Ог уц атрофида мувоза­
нат холатидан бир оз ордириб, кичик теб­
ранма харакат берамиз (231-раем). Бу хара- 
катни кузатиб т вацт ичидаги тебранишлар 
сони п ни аншугаймиз. У х°ДДа кичик теб­
ранишлар даври

N.

Т  =  ~  (22.13)



Бундай физик тебрангичнинг тебраниш даври (22.12) га кура 
аникланади:

=̂Vk-
Бундан 2 уеда нисбатан инерция моменти топилади:

,  Т 2Ра
=  (22.14)

Шундай цилиб, тебраниш даври Т,  орирлик кучи Р  ва осилиш 
увидан орирлик марказигача булган масофа а маълум булганда
(22.14) формула ёрдамида жиемнинг z  увда нисбатан инерция мо­
менти топилади.

Осилиш у^и Oz га параллел булган марказий Cz' у^ка нисбатан 
жиемнинг инерция моментини аниклаш учун Гюйгенс — Штейнер 
теоремасидан фойдаланамиз:

1г =  1Сг’ +  тй~>
Г 7 2 -РаТ3 Р о  бундан 1Г,, =  У, — тай ------------------ а2.

J  Cz 2 4 л *  g '

Бу ^олда Cz' у^ка нисбатан жиемнинг инерция радиуси

т Г Т Г г- Л f W 1 
рс у = У  И Г  =  у  а

формуладан аникланади.

148-§. Ь^атти^ жиемнинг текис параллел ^аракати

Айтайлик, жиемнинг массаси Оху текисликка нисбатан симметрик 
равишда тацеимланган булиб, Fv  F2, . . . , Fn кучлар жиемга маз- 
кур текисликда таъсир этсин ва жиемнинг бошлангич тезлиги унга 
параллел булсин. Бу шартлар бажарилса, жисм текис параллел ^а- 
ракатда булади ^амда бундай жиемнинг ^аракатини урганиш урни-

га жиемни Оху текислик би­
лан кесиш натижасида ^ирким- 
да ^осил булган текис шакл- 
нинг ^аракатини урганиш етарли 
булади (232- раем). Жием­
нинг Оху текисликдаги ^ярки­
ми ^аракатини текшириш учун 

^жиемнинг массалар маркази 
С нуктада Оху ^узралмас сис- 
темага параллел Сх'у' систе- 
мани ва жиемга бириктирил- 
ган Сх"у" системани утказамиз. 
У ^олда жиемнинг ^олати мае- 
салар марказининг радиус-



вектори rc(xc , у с) ^амда Сх' ва Сх" уклар орасидаги ф бурчак би­
лан аникланадн. С  ну^танинг харакат тенгламаси массалар маркази­
нинг ^аракати ^авддаги (22.1) тенгламадан, массалар маркази 
атрофидаги айланма харакати эса (22.5) тенгламадан аникланади. 
Шундай цилиб, текис параллел харакатдаги жисмнинг харакат диф­
ференциал тенгламалари ^уйидагича ёзилади:

бунда: М  — жисмнинг массаси; Wc — ------жисм массалар марка­

зининг тезланиши; R e — жисмга таъсир этувчи ташки кучларнинг 
бош вектори; / с — раем текислигига перпендикуляр ва масса марка-
зидан утувчи увда нисбатан жисмнинг инерция моменти; М ‘с — ана

шу уеда нисбатан ташки кучларнинг бош моменти; ф =  е — бурчак 
тезланиш.

(22.15) нинг биринчискни координата ук.лаРиДаги проекциялари 
оркали 1;фодаласак, бу скстша куйидаги тенглгмалар системаси би­
лан алмашинади:

(22.16) тенглама лар цаттиц жисм текис параллел х1аракати диф­
ференциал тенгламаларининг скаляр ифсдасидир. Бу тенгламалар- 
нинг биринчи иккитаси жисм масса марказининг илгариланма харака- 
тини ифодалайди. Учинчиси эса каттик; жисмнинг масса маркази С 
нуцтадан утувчи ва раем текислигига перпендикуляр булган укка 
нисбатан айланма харакатини ифодалайди.

Агар хамма ташки кучлар маълум булса, (22.16) дифференциал 
тенгламалар системаеини маълум бешлангич шартларда интеграллаб, 
жисмнинг текис параллел харакатини аниклевчи хс , у с ва ф катта- 
ликлар ва 1̂ т функцияси сифатида аникланади.

Агар массалар марказининг траектсрияси маълум булса, С нукта 
^аракати дифференциал тенгламасининг табиий координата укларидаги 
проекция лари дан фойдаланиш кулай булади. У з^олда текис параллел 
^аракат дифференциал тенгламалари ушбу куринишда ёзилади:

M w c =  Rf;

1С Ф =  Мс» (22.15)
& гс

М хс = У Х \ ,

м 'ус=--1 К  
1с у = М ес .

(22.16)

(22.17)



бунда: vc — массалар марказининг тезлиги; р — массалар маркази 
траекториясининг эгрилик радиуси; Fkx — ташки кучларнинг уринма- 
даги проекцияси; Fkn — ташки кучларнинг бош нормалдаги проек- 
цияси.

Узининг моддий симметрия уци атрофида катта бурчак тезлик 
билан айланадиган ва бунда ушбу уцининг битта нуцтаси доимо 
цузгалмасдан цоладиган жисм гироскоп дейилади. Гироскопик асбоб- 
ларда гироскоплар, одатда, ^алцали осмага ёки рамаларга урнатила- 
ди ва гироскоп хар кандай харакатланганда хам унинг битта нуцта- 
си кузралмасдан колади (233-раем).

Техникада цулланиладиган гироскоплар симметрия уки атрофида 
жуда катта бурчак тезлик билан айланади. Шу сабабли биринчи 
яцинлашишда гироскопнинг бошца уклар атрофидаги айланишини 
эътиборга олмай, гироскопик ^одисаларнинг элементар назарияси би­
лан танишамиз.

О г уц атрофида айланаётган жисмнинг кинетик моменти L0 айла­
ниш уци буйлаб йуналади. Гироскопнинг элементар назариясида, ги­
роскоп уци секин харакатланганда исталган пайтда гироскопнинг ки­
нетик моменти L0 гироскоп уци буйлаб со2 вектор билан бир хил 
йуналган деб каралади ва (21.36) га кура

деб олинади. Бунда: 1г — гироскопнинг симметрия уцига нисбатан 
инерция моменти; — симметрия уци атрофида айланиш бурчак 
тезлиги.

Бундай гироскопнинг айрим хусусиятларини куриб утамиз.
1. Г и р о с к о п  у ц и г а  к у ч н и н г  та ъс^ири.  Тез айланаётган 

гироскоп уцига моменти М 0 — FH га тенг булган F куч таъсир 
этсин (234-раем). У холда кинетик моментнинг узгариши £хаЦВДаги 
теоремага кура

149-§. Гироскопнинг элементар назарияси

(22.18)



L 0 дан ва^т буйича одинган хосила L0 вектор учининг и тезли- 
гкни ифодалайди:

й = М 0. (22.19)
(22.19) тенглама Резаль теоремасини ифодалайди: кузгалмас 

нуцтага нисбатан гироскоп кинетик моменти вектори учининг 
тезлиги таъсир этувчи ташки кучларнинг мазкур нуцтага нис­
батан моментига тенг.

(22.19) дан курамизки, В ну^та ва у билан биргаликда гироскоп 
ук;и М 0 момент йуналишида ^аракатланади. Шундай килиб, тез ай- 
ланаётган гироскопнинг у к ига куч таъсир этса, у холда гироскоп уки 
куч таъсир этаётган йуналишда ормай, балки таъсир этувчи кучнинг 
гироскоп цузгалмас нук,тасига нисбатан момент вектори йуналишида 
огади, яъни кучнинг йуналишига перпендикуляр текисликда оради.

Агар бирор_ пайтдан бошлаб гироскоп укига F куч таъсир этмай 
цуйса, яъни М 0 =  О булса, у холда (22.19) га кура худди шу пайт­
дан бошлаб

и =  О
булади, яъни В пункта ва у билан биргаликда гироскоп уци шу он- 
даё^ оришдан тухтайди. Шундай килиб. гироскоп у^и куч таъсиридаги 
Харакатини давом эттирмайди. Агар гироскоп уцига куч жуда кичик 
ва^т ичида таъсир этса (зарба берилса), у холда гироскоп уки амал- 
да деярли уз йуналишини узгартирмайди. Бу хрдиса тез айланувчи 
гироскопнинг асосий хусусиятларидан бири булиб, гироскоп учининг 
устувор лик хусусиятини ифодалайди.

2. Г и р о с к о п  у ц и н и н г  п р е ц е с с и я с и .  Гироскопнинг орир­
лик маркази С цузралмас О ну^та билан устма-уст тушмаган холни 
куриб_чик;амиз (235- раем). Бу х°лда гироскоп ук^ига доимо орирлик 
кучи Р  таъсир этади ва юк;орида исбот ^илинганидек, гироскопнинг 
Ог у^ини а  бурчак ортиб борадиган томонга эмас, балки Ozz1 те- 
кисликка перпендикуляр йуналишда харакатлантиради. Натижада ги­
роскоп ухи вертикал Ozx уц атрофида со2 бурчак тезлик билан учи 
^узралмас О ну^тада ётувчи конус сирти буйлаб харакатланади. Ги­
роскоп учининг бундай харакати прецессия дейилади.

Прецессия бурчак тезлиги со2 ни аншутймиз. (22.19) га кура и =  
=  М с булади. К,узралмас О нуктадан гироскопнинг орирлик маркази 
С ну^тагача булган масофани ОС =  а билан белгиласак,

М 0 =  Р а  s in a .
В нуцта уц атрофида со2 бурчак тезлик билан [айлангани учун 

и =  со2 • BD  =  со2 • О В  sin a  =  ©2Z,0 sin a  
булади. (22.18) ни эътиборга олсак,



/ k Q 1

235- раем. 236- рзем.

Бинобарин (22.19) ифода
Izct̂ coa sin а  =  Ра sin а

куринишни олади ва бундан

прецессия бурчак тезлиги аницланади. Бу тенгликдан курамизки, 
бурчак тезлик жуда катта булгани учун прецессия бурчак тезлиги 
жуда кичик булади. Агар бурчак тезлик пасайса, у ^олда прецес­
сия бурчак тезлиги со2 ортади. Бунга болалар уйинчоги — пирилдоц- 
нинг харакати мисол булади.

3. Г и р о с к о п и к  м о м е н т .  Агар гироскоп мажбурий прецес­
сия харакатида булса, яъни А ва А' подшипникларда гироскоп уци
урнатилган з^алца DD' уц атрофида со2 бурчак тезлик билан__айлан-
тирилиши натижасида прецессия харакатида булса^ у холДа М0 мо­
мент А  ва А' нуцталарнинг реакция кучлари (Q, Q') таъсирида хосил 
булади (236-раем). Уз навбатида, таъсир акс таъсирга тенглиги ха'  
цидаги цонунга кура, гироскоп уци подшипникларга мицдор жихат- 
дан мазкур реакция кучларига тенг, йуналиши царама-царши булган 
кучлар (N, N ') билан таъсир этади. Бу кучлар, моменти гироскопик 
момент  деб аталувчи жуфт кучни ташкил этади хамДа

О В — L0 =  1г эканлигини эътиборга олиб, В  нуцта тезлиги 
учун

(22.21)

и =  ю2 X О В =  со2 X Ь0 =  1гщ  X (Oi 
формулани оламиз. У холда (22.19) цуйидагича ёзилади:



Шунга асосан (22.21) дан ги- 
роскопик момент учун ^уйида- 
ги ифодани оламиз:

г

М™р - — 1гщ  X сох

ёки

К р — /(01 х  ш2- (22.22)

Бундан гироскопик момент мо- 
дулини ани^лаймиз:

М Г Р =  / i,co1cD2sin(OJj ©2).
237- раем.

(22.23)

(22.22) тенглик Н. Е. Жуковский кридасини ифодалайди; агар 
тез айланувчи гироскопга мажбурий прецессия харакати берилса, 
у  ,\олда гироскоп урнатилган педшипникларга моменти гироскопик 
моментга тенг жуфт куч таъсир этади ва у  гироскоп симмет­
рия у ни ни прецессия уци устиса энг цища йул билан устма-уст  
туширишга интилади.

Гироскопик момент ва подшипникларга тушадиган гироскопик бо- 
симларни аницлашга мисол тарикасида, кемага урнатилган тез айла­
нувчи турбинани оламиз. Турбина ротори бурчак тезлик билан 
айлансин. Кема со2 бурчак тезлик билан бурилганда А ва В  подшип­
никларга 237-расмда курсатилгандек гироскопик босим кучлари таъ­
сир этади. Жуковский цоидасига кура ~Л4™Р вектор 237-расмдагидек 
йуналади. Агар А В =  I ва турбина роторининг инерция моменти 1г 
маълум булса, у ^олда (22.23) га кура

Иккинчи томондан,

М г0вр =  N -1

булгани учун гироскопик босим ушбу

формуладан топилади.



XXII б о б
ДАЛАМБЕР ПРИНЦИПИ. ЦУЗРАЛМАС УК АТРОФИДА 

АЙЛАНАЁТГАН ЖИСМНИНГ АЙЛАНИШ УЦИГА 
КУРС АТ АДИ ГАН БОСИМИ

Эркин моддий ну^та ва эркин механик системанинг х;аракатини 
урганишда Ньютон ^онунларидан фойдаланилади. Техникада учрай- 
диган ^атор масалаларни ечишда бежганишлар цуйилган системанинг 
^аракатини урганишга тугри келади. Бундай системаларнинг ^арака- 
тини уРганншДа Петербург Академиясининг аъзолари Я. Герман 
(1716 йилда), Л. Эйлер (1737 йилда) ва Ж . Даламберлар (1743 
йилда) томонидан кашф цилинган ва «Даламбер принципи» деб юри- 
тиладиган принципдан фойдаланилади.

Даламбер принципини Ньютоннинг иккинчи цонуни ва богланиш- 
дан бушатиш ^а^идаги аксиома асосида чи^ариш мумкин.

150-§. Моддил ну^та учун Даламбер принципи

Эркин булмаган ну^та учун динамиканинг асосий конунини 

F +  N  +  (— mw) =  0

Ф =  — m w  (23.1)
куринишда ёзиб,5 

белгилаш киритсак,
F + N  +  Ф =  0 (23.2)

тенгламани оламиз.
Миадор жи^атдан ну^танинг массаси билан унинг тезланиши ку- 

пайтмасига тенг, йуналиши эса тезланиш векторига тескари булган 
вектор инерция кучи дейилади. (23. 2) тенглик эркин булмаган нук,- 
та учун Даламбер принципини ифодалайди (238-раем): актив куч 
ва борланиш реакция кучи таъсиридаги нуцтага %ар онда инерция 
кучини цуйсак, бу кучлар узаро мувозанатлаишди.

Даламбер принципини таърифлашда киритилган мувозанат тушун- 
часи шартли тушунчадир. Аслида F ва N  кучлар таъсир этаётган 
ну^тага инерция кучи цуйилган булмайди. Даламбер принципида >̂ ар 
онда инерция кучини нуцтага ^уйилган деб к;араб, мувозанатни тек- 
ширищдан максад динамика масалаларини ечишда статиканинг муво­

занат тенгламаларига ухшаш тенг- 
_  ламалардан фойдаланишдир. Далам-
N бер принципининг мо^ияти ана шун-

дан иборат. Даламбер принципи ёр-
________ м /  У* дамида динамика масалаларини ечиш

ф у *  формал равишда статика масалала-
рини ечишга келтирилади. Шу са- 

F бабли бу усул кинетостатика усу-
238- раем. ли дейилади.



'Динамика масалаларини ечишда Да­
ламбер принципидан асосан номаълум 
реакция кучларни топишда самарали фой- 
даланилади.

Агар нуцта эгри чизицли траектория 
буйлаб^ нотекис ^аракатда булса, инерция 
кучи ф  траекторияга утказилган уринма 
ва бош нормаллар буйича ташкил этувчи- 
ларга ажратилади (239-раем):

Ф = Ф ,  +  Ф„.
239- раем.

бундаги ф т ва Фп мос равишда уринма ва нормал инерция кучлари 
дейилади. Бу кучлар уринма ва нормал тезланишларга тескари йуна- 
лади хамда

Ф_ =  — mw  ,Т X
Ф„ = — тхюп (23.3)

муносабатлар уринли булади. Уринма ва нормал тезланишлар
dv v2

формулалардан аницланишини эътиборга олсак, уринма ва нормал 
инерция кучларининг модули учун ушбу муносабатларни оламиз:

Ф, —т
dv
dt

Ф„ = (23.4)

Агар нуцта эгри чизиц буйича текис хаРакатДа булса, wn — О, 
Фт =  0 ва инерция кучи Ф фацат нормал ташкил этувчидан иборат 
булади.

Нуцта тугри чизиц буйича нотекис хзрзкатланганда до„=0 ва инер­
ция кучи фацат уринма ташкил этувчидан иборат булади.

Нуцта турри чизицли текис хэрэкатлангэнда w  =  0, бинобарин, 
инерция кучи Ф =  0 булади.

К,узралмас уц атрофида айланма ^аракатдаги цаттиц жисм нуцта- 
сининг тезланиши айланма ва марказга интилма тезланишлардан ибо­
рат булгани учун мазкур нуцтанинг уринма ва нормал инерция куч­
лари мос равишда айланма ва марказдан цочувчи инерция кучлари 
дейилади хамда улар

Ф, =  mR I г  I Фп =  mR  юз (23.5)

формулалардан анпкланади. (23.5) да: R  — ну^тадан айланиш уцигача 
булган масофа; w ва е — жисмнинг бурчак тезлиги ва бурчак тезла­
ниши.



151-§. Механик система учун Даламбер принципи

Системанинг ^ар бир M k ну^таси учун Даламбер принципини ёза- 
миз: _

Р* +  ^*  +  Ф* =  0, (6 =  1 ,2 ,. . .,N ), (23.6)

бунда Fk— M k нуцтага таъсир этувчи актив кучларнинг тенг таъсир 
этувчиси; N k—борланиш реакция кучларининг тенг таъсир [этувчиси; 
ФА =  — mkwk — шу ну^танинг инерция кучи.

(23. 6) тенгламалар механик система учун Даламбер прщ ипини  
ифодалайди: актив куч ва борланиш реакция кучлари таъсиридаги 
системанинг %ар бир нуцтасига %ар онда инерция кучини цуйсак, 
бу кучлар системаси мувозанатлашади.

(23. 6) тенгламаларни цушиб ^уйидагини з^осил к и лам из:

+  +  =  °  (23-7>
ёки

Я ' +  Ж ' +  R* = 0 ,  (23.8)
бунда: R f =  — актив кучларнинг бош вектори; R  N =  — 
реакция кучларининг бош вектори',

Я Ф =  2 Ф *  (23.9)

система ну^талари инерция кучларининг бош векторидир.
(23.8) тенгламадан кура\мзки, бэрланишдаги механик система 

учун актив кучлар, реакция кучлари ва система нуцталари инерция 
кучлари бош векторларининг геоматрик йириндиси з̂ ар онда нолга 
тенг булади.

(23.6) тенгламаларнинг з̂ ар бирини M k ну^ганянг радиус-вэктори 
rk га векторли купайтириб ^ушсак,

2 7* x ~Fk +  х  ^  +  2  ~kх  = -°-
ёки _

2  т о (Л ) +  2 ^ 0  (Nk) +  2 ^ 0  (% ) =  0. (23-10)
ёхуд

м 5  +  М £ +  УИо =  0 (23.11)
з^осил булади. Бунда Mo =  ^  М 0 (Fк) — актив кучларнинг О мар-
казга нисбатан бош моменти: Мо =  2  Mo {Nk) — реакция кучлари­
нинг О марказга нисбатан бош моменти ;

л } о = 2 ^ ° ( ф *) (23-12)
система ну^талари инерция кучларининг О марказга нисбатан бош
моментини ифодалайди.



(23. 11) дан курамизки, богланишдаги механик система учун ак­
тив кучлар, реакция кучлари ва система нущталари инерция куч­
ларининг ихтиёрий цузгалмас марказга нисбатан бош моментла- 
рининг геометрик йигиндиси %ар онда нолга тенг булади.

(23.7) ва (23. 10) тенгламаларни координата у^ларига проекция- 
лаб кучлар системасининг олтита мувозанат тенгламасини оламиз:

Агар системанинг хаР бир нуцтасига ^уйилган кучларни ички ва 
та1щ и  кучларга ажратсак, ички кучларнинг бош вектори ва бирор 
марказга нисбатан бош моменти нолга тенг булгани учун (23. 7) ва 
(23. 10) тегламалар ^уйидаги куринишни олади:

(23.15) тенгламаларнинг афзаллиги шундан иборатки, бу тенгла- 
маларда ички кучлар цатнаишайди, шу сабабли система динамикаси- 
нинг купгина масалаларини ечишда бу мувозанат шартларидан фой- 
даланиш ^улай булади.

Инерция кучларининг бош вектори ва бош моментини хис°блаш 
учун система массалар марказининг ^аракати ^а^идаги ва кинетик 
моментининг узгариши хакидаги теоремалардан фойдаланамиз:

бунда: М  — системанинг массаси; wc — массалар марказининг тезла­
ниши; L0 — системанинг О марказга нисбатан кинетик моменти.

(23.16) тенгламаларни (23.15) билан солиштириб

2 * * + 2 ^  +  2 ф ** =  °> 
2 ^  +  2 л^  +  2 ф *, =  °. 
2 ^  +  2 ^  +  2 ф *г =  о. (23.13)
2  ({ * > + 2  м * Щ  +  % м х (ф*) =  О,

2 м у (£*> +  Ъ м у W  +  2 м у *> =  о.
2  М г ( F k)  +  2  М г  + 2 М г (Ф *) =

(23.14)

(23.9) ва (23.12) ларга кура (23.14) ни цуйидагича ёзамиз:

(23.15)

152-§. Инерция кучларининг бош вектори ва 
бош моменти

(23.16)



dt
муносабатларни оламиз.

Шундай ^илиб, ихтиёрий механик система (ёки каттик жисм) 
инерция кучларининг бош вектори ми^дор жи^атдан система мас- 
сасининг мазкур система (к;аттик; жисм) массалар марказининг тезла- 
нишига купайтмасига тенг булади ва бу тезланишга тескари йунала- 
ди; инерция кучларининг О марказга нисбатан бош моменти эса 
микдор жихатдан шу марказга нисбатан система (^атти^ жисм) ки­
нетик моментидан вацт буйича олинган х°си.лага тенг, йуналиши унга 
тескари булади.

Каттик; жисм илгариланма, цузгалмас у к; атрофида айланма ёки 
текис параллел ^аракатда булганда инерция кучларининг бош вектори 
ва бош моментини хисоблашни куриб чицамиз.

1. Илгариланма харакат. Жисм илгариланма ^аракатда булганда 
массалар маркази атрофида айланмайди. Шу сабабли ^  М с ( f ek) — О 
ва (23.15) га кура

М ? =  О
булади.

Шундай цилиб, илгариланма ^аракатдаги ^атти^ жиемнинг инер­
ция кучлари массалар марказидан утувчи ва

R 0 = — M-Wc (23.18)
булган битта тенг таъсир этувчига келтирилади.

2. Цузгалмас уц атрофида айланма харакат. Агар жисм кузгал- 
мас у^ атрофида айланма ^аракатда булса, у х0ЛДа инерция кучлари 
умумий холда бирор ихтиёрий О нуктага куйилган ЯФ кучга ва мо­
менти /И? га тенг булган битта жуфт кучга келтирилади. Дастлаб 
жиемнинг айланиш ухи Oz га нисбатан инерция кучларининг бош 
моменти M f  ни хис°блаймиз. Бунинг учун (23.17) нинг иккинчи 
тенгламасини Oz у^ка проекциялаймиз:

г dt
Аммо курила ётган холда Lz =  / 2 ю булгани учун

М * =  — 1г г (23.19)

тенгликни оламиз, бунда / г—айланиш у^ига нисбатан жиемнинг инер­
ция моменти. (23. 19) даги манфий ишора инерция кучларининг айла­
ниш у^ига нисбатан бош моменти M f  жиемнинг бурчак тезланиши 
8 га тескари йуналганлигини ифодалайди.

Хусусий холда, агар айланиш уци жиемнинг моддий [симметрия 
уци билан устма-уст тушеа, жиемнинг массалар маркази симметрия



у^ида ётади ва . цузралмас булади.
Бунда wc =  0 булгани учун инер­
ция кучларининг бош вектори R 0 —
=  0 булади. Бинобарин, бу ^олда 
цузгалмас у^ атрофида айланаётган 
^атти^ жисмнинг инерция кучлари, 
моменти (23. 19) формуладан аник- 
ланадиган битта жуфт кучга кел- 
тирилади. Жисм симметрия уцига 
эга булгани учун бу жуфт куч ай­
ланиш ук.ига перпендикуляр текис- 

I ликда ётади.
I 3. Текис параллел ^аракат. Фараз ^илайлик, симметрия текисли- 
I гига эга булсин ва унга параллел равищда харакат л ансин. Бу холда 
[ инерция кучлари жисмнинг массалар марказига цуйилган, (23. 18) 

формула ёрдамида аникланадиган R 0  кучга ва жисмнинг симметрия
I текислигида ётувчи битта жуфт кучга келтирилади хамДа унинг мо-
I менти хам (23. 19) формула ёрдамида аницланади, бунда / г ни жисм- 
| нинг массалар марказидан хаРакат текислигига перпендикуляр равиш­

да утувчи увда нисбатан инерция моменти деб царалади.
48- масала. Массаси т га тенг булган М  моддий ну^та горизонт 

билан а  бурчак ташкил этувчи гадир- будир ^ия текислик буйлаб ха'  
! ракатланади. Иш^аланиш коэффициенти /  га тенг. Бу ну^танинг
I тезланиши топилсин (240-раем).
I _  Ечиш. Нухтага таъсир утувчи огирлик кучи Р, иш^аланиш кучи
1 Риш, нормал реакция кучи N  лар цаторига хаР онда тезланишга тес- 

кари йуналган Ф инерция кучини ^уйсак, у холда Даламбер принци- 
пига кура бу кучлар системаси мувозанатлашади.

Координата уцларини раемда курсатилгандек танлаб олиб, иккита 
мувозанат тенгламасини тузамиз. Барча кучларнинг х  ва у  у^ларга 
проекцияларининг йириндисини нолга тенглаб оламиз:

P s i n a  — FKU1—  Ф =  0, (1)
N  — Р  cos a  =  0. (2)

Бу тенгламаларда Р =  mg, FKm =  fN , Ф =  mw эканлигини эътибор- 
га олсак,

m g s i n a — fN  — mw =  0,

N  — mg  cos a  =  0 

булади. (2) тенгламадан нормал реакция кучини аницлаймиз:

N  =  mg cos а.'
N  нинг бу ^ийматини (1) тенгламага цуйиб, ну^танинг тезланишини 
топамиз:

240- раем.

w  =  g  (sin a  — /  cos a ) .
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242- ррсм.

4 9 -масала. Огирлиги Q =  10000 Н булган автомобиль дунг куп- 
рикда v =  10 м/с узгармас тезлик билан ^аракат килади; куприк ур- 
тасининг эгрилик радиуси р = 5 0 м .  Автомобиль куприк уртасидан ут- 
ган пайтда куприкка ^анча босим курсатиши анигугансин (241-раем).

Ечиш. Автомобилни моддий нук;та деб ^араб, автомобиль куприк 
уртасидан утган пайтда унга таъсир этувчи огирлик кучи Q, куприк- 
нинг нормал реакция кучи N  цаторига нормал тезланишга тескари 
йуналган Ф„ марказдан кочирма инерция кучини ^уйсак, Даламбер 
принципига кура бу кучлар системаси мувозанатлашади (и =  const бул­
гани учун уринма инерция кучи нолга тенг булади).

у  уцни вертикал тарзда ю^орига йуналтириб, кучларни бу уеда 
проекциялаймиз. Натижада мувозанат тенгламаси куйидагича ёзилади:

— Q +  /V +  Фя =  0,
бунда

Q v2
Ф п =  m W n  = ----------

8  Р

булгани учун

N = Q  — <bn =  Q— Q-— =  1 0 0 0 0---[0000 =  796l н.
g  Р 9,81 50

Куприкка курсатиладиган босим кучи микдор жи^атдан N  га тенг, 
йуналиши эса унга царама-^арши булади.

50- масала. Огирлиги Р, радиуси г га тенг ва О ну^тадан утувчи 
цузгалмас Qz уь; атрофида айланадиган барабанга ип уралган (242- 
расм). Ипнинг учига огирлиги Q га тенг А  юк осилган. Юк верти- 
калига ^аракатланганда, ипнинг огирлиги ва айланиш уцидаги иш^а- 
ланишни зугсобга олмай, барабаннинг бурчак тезланиши ^амда ипда 
з^осил буладиган ^ушимча таранглик кучи топилсин. Барабаннинг ай­
ланиш у^ига нисбатан инерция радиуси ри га тенг.



Ечиш. 1. Барабан ва юкни битта механик система деб цараймиз. 
А  юк вертикаль буйича илгариланма ^аракатда булгани учун (23.18) 
га кура унинг инерция кучи битта R Ф тенг таъсир этувчига келтири­
лади:

w , =  — гг . 
А 8

Барабаннинг инерция кучи айланиш йуналишига тескари йуналган 
жуфт кучга келтирилади ва жуфт куч моментининг миадори (29.19) 
га кура хуйидагича ани^ланади:

Ш ? | =  / 0 е =  —
8

Барча кучлар учун ^  (^*) =  О кур)инишдаги мувозанат тенг- 
ламаларини тузамиз:

Р «е-

\М *\ +  i f - r  —  Q-r =  О

еки

— Рн е +  г2 6 — Q • г =  0.

Бундан барабаннинг бурчак тезланиши е ни аницлаймиз:
Qrg

8 ^ + Q ' a
2. Ипнинг таранглик кучини ани^лаш учун А юкнинг мувозана- 

тини ало^ида ^араймиз. Унга орирлик кучи Q ва таранглик кучи Т  
Хамда инерция кучи R® ни цуйсак, Даламбер принципига кура бу 
кучлар системаси мувозанатлашади.

у  у^ни вертикал тарзда ю^орига йуналтириб, мувозанат тенгла- 
масини тузамиз (242-раем, б):

—  Q +  T + R * = 0 ,  

бундан Т  ни ани^лаймиз: Т  =

= Q —/?Ф=<2( 1 — — ) =  ,
'  8 ' fP u + Q -r*

51-масала. Орирлиги Р га тенг 
булган D  юк чигир ёрдамида w 
тезланиш билан кутарилади. Чирир 
горизонтал АВ  тусинга урнатил- 
ган; тусин эса А  ва В  таянчларга 
эркин цуйилган (243-раем). Чирир 
барабанининг орирлиги Q, радиуси 
г га, айланиш у^ига нисбатан инер­

Р а К



ция радиуси эса рц га тенг. D  юкнинг ва айланувчи барабан моддий 
зарраларининг инерция кучлари ^исобига хосил буладиган А ва В 
таянчлардаги цушимча босимлар хам да ипнинг таранглик кучи топилсин. 
Улчамлар расмда курсатилган. Тусиннинг орирлиги хис°бга олинма- 
син.

Ечиш. I. Тусин, чирир ва юкдан иборат механик система ну^тала- 
рига инерция кучларини ь^уямиз. У ^олда динамик реакция кучла­
ри кутарилаётган юкнинг ва айланма ^аракатда ги барабаннинг инер­
ция кучлари ^исобига хосил_булади.

D юкнинг инерция кучи R ф юкнинг тезланиши w га тескари йу-
Ф Рналади ва (23.18) га кура модуль жи хат дан R =  — w булади.

е
Чирир барабани шакл текислигида ётувчи симметрия текислигига 

эга ва унинг массалар маркази С айланиш укида ётади деб карайлик. 
У холда барабан моддий зарраларининг инерция кучлари моменти Мс 
га тенг битта жуфт кучга келтирилади ва (23. 19) га кура унинг мо­
дули M f. — 1С е булади. Бунда / с =  — р2и — барабаннинг айланиш

уцига нисбатан инерция моменти; е — барабаннинг бурчак тезланиши.
Барабан гардишидаги нуктанинг уринма тезланиши юкнинг тез- 

ланишига тенг: w]^ — w цамда Дод, — е • г булгани учун

е^=  =  1  
Г Г

1 с  w Q
Шундай [килиб, М фг = ------ =  -----р2 w булади.

Г rg
Фа^ат инерция кучлари х»собига А ва В  нуцталарда х°сил була- 

диган ^ушимча (динамик) реакция кучларини R dA билан белгилаймиз. 
Бундан таш^ари, система ну^таларига (ю^орида хисобланган) юкнинг 
инерция кучи R Ф ва моменти М'с га тенг булган барабан нукталари - 
нинг инерция кучини ифодаловчи жуфт кучни ^уямиз. Натижада бир 
текисликда ётувчи параллел кучлар системасига эга буламиз. Улар- 
нинг мувозанат тенгламалари ^уйидагича булади (тенглама тузишда 
Р  ва Q эътиборга олинмайди):

2 М А  ( ^ )  =  0; Я%ь +  V 8 -  =  0,

2 М В (? А) =  0; — Я*А - Ь + 1 с -г +  Я * - ( Ь - а ) = 0 .

Бу тенгламалардан динамик реакция кучлари R dA ва R dB ларни аниц- 
лаймиз:



Динамик (душимча) босим мицдор 
жиз^атдан анмутнган динамик реак­
ция кучига тенг, йуналиши эса унга 
царама-карши булади.

153-§. Цузгалмас уц атрофида 
айланувчи цаттш$ жисмнинг айланиш 

у^ига курсатадиган динамик 
босимини аницлаш

Кузгалмас у^ атрофида айланувчи 
^аттик жисмнинг таянч ну^таларида 
подшипникларга курсатадиган босими­
ни Даламбер принципи ёрдамида ани^- 
лаймиз.

Жисмнинг А ва В  ну^таларида 
подшипниклар урнатилган булиб, унда 
з^осил буладиган иш^аланиш кучини 
з^исобга олмаймиз.

* Жисмнинг огирлик маркази С ну^- 
тада айланиш у^ига перпендикуляр 
текислик утказиб, унинг айланиш у^и билан кесишган нуцта- 
сини О билан белгилаймиз (244-раем, а). Бундай жисмнинг з^арака- 
тини ани^лаш учун О нукта орцали 2 та координаталар системасини 
утказамиз: 1) OZ, у^ айланиш у^и билан устма-уст тушадиган т^уз- 
галмас О £ г) £ координаталар системаси; 2) Oz у^ айланиш у^и буй- 
лаб йуналган ва Ох у и, жисмнинг огирлик маркази орк;али утадиган 
з^амда жисм билан биргаликда з^аракатланувчи Oxyz координаталар 
системаси.



Бундай жиемнинг ^аракати <р бурчак билан ани^ланади.
Даламбер принципига асосан хаРакатДаги жиемга таъсир этувчи 

берилган кучлар ва богланиш реакция кучлари ^аторига инерция куч- 
ларини ^ушеак, у холда кучлар системаси хар онда мувозанатлашади.

Л ва В ну^талардаги реакция кучлари Na, Nb н и н г  харакатла- 
нувчи координата у^ларидаги проекцияларини Х А, Y A, Z A, X в , Y в . 
ZB билан белгилаймиз. Инерция кучларини куйидагича киритамиз. 
Жиемнинг ихтиёрий M k ну^тасини олиб, унинг массасини m k билан, 
ундан айланиш у^игача булган масофани гk билан белгилаймиз. У 
Холда инерция кучинииг бош векторини

Я Ф=  £ 0 *  =  2  (Фкх +  Фкп)
куринишда оламиз. У холда (23. 5) га асосан айланма ва марказдан 
Хочувчи инерция кучларининг модуллари куйидагича аникланади:

фк  =  mkwkx =  " № •
Фкп =  m kwkn - ткГУ -

Бу ифодаларда со ва е билан жиемнинг бирор пайтдаги бурчак тез­
лиги ва бурчак тезланиши белгиланган. г >» 0 булганда Фкх, Фкп куч- 
ларнинг йуналиши 244-раем, б да тасвирланган. Инерция кучи бош 
векторининг х вау  у^ларидаги проекцияларини куйидагича ифодалаш 
мумкин: R* =  R ? i +  R t  i . Бунда

Rx =  2  (Фкх) х +  2  (Фкп) х, |  (23.20)
= 1 2  (Фкх) у +  2  (Фкп) у  >

Расмдан ушбуларни ани^лаймиз:

(Фкх) х =  m k rk s s i n ak =  mk у к e,

(Фкх) у — — mk rk е cos a k =  — rrik x k г,

(Фкп) х =  mk г k со2 cos a  * =  mk xk со2,

(Ф кп )y =  m k r k со2 s i n a k =  m k y k со2.

Бу ифодаларни ва жиемнинг орирлик маркази Ох укда ётганини 
( 2 mk хк =  М хс, 2 т к У к ~  М ус =  0) эътиборга олиб, (23.20) ни 
куйидагича ёзиш мумкин:

Щ  ^ е ^ 1тку к +  ^ У 1тк хк =  М хс (о\ } (232П

^  =  — е 2 тк хк +  (°2 ' ^ ткУк =  —  М хс е- >
Фкх ва Фкп кучларнинг координата уцларига нисбатан моментлари- 

ни аналитик усулда топамиз:

М х (Фкх) =  Ук (Фкх) z —  Z k f i k x )  y = t n k x k z k е,

М у  (Фкх) =  Zk (Фкх) X —  Хк(Фкх) г = Г П к У к  Zk Ё,

Мг (Фкх) =  ФкХ-Гк =  — ГПкГк е,



М х (Фьп) — У к (ф kti) г — Zk (ф*л) у — —  Шк У к %к ®2>

М у  ( Ф кп) =  Zk (Ф*л) х —  Хк  (Фkn) z =  m k X k Z k  СО2,

M z ( ФАп) =  0.
Жисм барча ну^талари инерция кучларининг Ох укка нисбатан 

бош моментини ^исоблаймиз:

Худди шунингдек, жисм барча нукталари инерция кучларининг Оу 
ва Oz yiyiapra нисбатан бош моментлари ани^ланади:

бунда 1г =  ^]rnk r2k — жисмнинг z увда нисбатан инерция моменти.
(23.21) — (23.23) ларни эътиборга олиб, Даламбер принципи асоси- 

да чи^арилган (23.13) тенгламаларни тузамиз:

бунда Xk, Y k, Zk билан Fk кучнинг цузгалувчи координата уклари- 
даги проекциялари (Р кучни ^ам шу кучлар ^аторида деб караймиз) 
белгиланган.

(23.24) тенгламалар системасидан А  ва В  подшипникларнинг реак- 
ция кучларини ани^лаш керак. Бу тенгламалар системасининг олтин- 
чисида реакция кучлари ^атнашмайди ва мазкур тенглама цатти^ 
жисмнинг лузгал мае у^ атрофидаги айланма ^аракати дифференциал 
тенгламасини ифодалайди. ZA ва ZB номаълумлар (23.24) нинг фа- 
ь̂ ат учинчи тенгламасида ^атнашади, шу сабабли Х А, Y  А, Х в , Y в 
номаълумларни (23.24) нинг долган тенгламаларидан ани^лаш мум­
кин. Бу номаълумлар подшипникларга тушадиган кундаланг реак­
ция кучи дейилади.

Шундай цилиб, (23.24) тенгламаларни ечиб Х А, Y А, Х в , Y в  но­
маълумларни ва Z A + Z B ни топиш мумкин. Техникада бу ани^мас- 
ликни ^ал ^илишда, масалан, В  ну^тада таянч подшипник, А  нук,- 
тада цилиндрсимон подшипник олинади (244-раем, в). У ^олда А  
нуцтада реакция кучининг z  у^ буйлаб йуналган ташкил этувчиси 
булмайди ва (23.24) нинг учинчисидан ZB ни аншугаш мумкин. А  
ва В  подшипниклардаги кундаланг реакция кучларини шартли равиш- 
да ста тик ва динамик реакция кучларига ажратамиз.

М? =  2  М, (Ф ат) +  2  м х (фАя) =
==&I l m k Xk Zk —  (£,2Ц т к У к г к =  1х г & —  (2 3 -2 2 )

(23.23)

Х А +  Х в  +  У1Х к +  М хс( о ^ 0 ,
Ул +  Ув +  Я У к - М х е г = 0 ,

+  о, _
-  bYA +  aYв  +  ^  Мх {Fk) +  / «  в — 1уг со2 =  0, 
ЬХа — аХ в +  2  Му (Fk) -f- Iyz в +  IXz <й2 =  0, 
%Mz (Fk) -Iz е =  0,

(23.24)



(о =  0, е =  О булганда фа^ат берилган кучлар таъсирида подшип- 
никларда ^осил буладиган реакция кучларини статик раекция куч­
лари деб атаймиз. Берилган кучлар таъсирида жисмнинг ^аракатла- 
ниши натижасида х°сил буладиган инерция кучлари билан ани^лана- 
диган реакция кучлари динамик реакция кучлари дейилади. Статик 
реакция кучларини X CJ, Y CJ, Х с£, У " билан, динамик реакция кучла­
рини Х дА, УдА, Х дв , Y aB билан белгиласак,

тенгламалардан аникланади.
(25.25) ва (23.26) ни эътиборга олиб, (28.24) гдан динамик реак­

ция 1'учлари ани^ланадиган ^уйидаги тенгламаларни оламиз:

К,уйидаги хусусий ^олларни куриб чи^амиз.
1. Жисмнинг айланиш у^и инерция бош увидан иэорат булмасин 

ва жисмнинг огирлик маркази айланиш у^ида ётсин. Бу холДа
(23.27) да л:с’=  О, Ixz Ф 0, Iyz Ф 0 эканлигини эътиборга олсак,

(23.25)

деб ёзиш мумкин.
Статик реакция кучлари

V  X* +  X "  +  X "  =  О,

2 У* + У”  +  К в =  0-
— bYcJ  +  aY™ =  0, j

ЬХС1 — аХСТв =  0 J

(23.26)

Х дА + Х дв +  Мхс^  =  0, j
Y dA +  Y dB— Mxc e =  0, I
— bYdA +  aY ^  +  /«  s — 1уг (о2 =  0, |  

bXdA -  aXsB + J yz s +  1хг (о2 =  0. \

(23.27)

X*A +  X * = 0 ,
Y d +  Y d =  0,
- V j 0

b ^ - a X % + I ^  +  !a a ' = 0,

бундан



(23.28) дан курамизки, бу ^олда таянчларнинг динамик реакциялари 
миадор жи^атдан тенг, йуналиши эса ^арама-царши булади ^амда

У Г(/у» +  /« )  (е2 +  м4)
а +  Ь

бунда а +  b — таянч подшипниклари орасидаги масофа.
2. Жисм to =со0 =  const бурчак тезлик билан текис айланма ^ара- 

катда булсин. У ^олда е =  0 ва динамик реакциялар учун ^уйидаги 
тенгламаларни оламиз:

Бу ^олда Х дд , X dB, Y dA, Y dB лар'узгармас кийматларга эга булади.
Агар хс =  0 булса, яъни 1- ва 2- шартлар бир ва^тда уринли 

булса,

Демак, бу ^олда таянч реакциялари мицдор жи^атдан тенг, йуна­
лиши ̂ царама-^арши булган иккита кучга [келтирилади ^амда улар- 
нинг мивдори подшипниклар орасидаги масофага тескари мутаносиб, 
бурчак тезлик квадратига тугри мутаносиб равишда узгаради.

3. Агар жисмнинг огирлик маркази айланиш у^ида ётмаса ^амда 
бу у^ бош инерция увидан иборат булиб, А  ну^та Q билан устма- 
уст тушса, яъни

булса, (23.27) дан Х дв  =  0, Y dB — 0 булади. Бу ^олда В  таянчда 
^еч цандай динамик реакция кучи ^осил булмайди ва А  ну^тадан 
утувчи инерция бош уци эркин айланиш уци дейилади.

4. Агар хс =  0, 1уг =  1хг =  0 булса, айланиш цонуни ^ар ^ан- 
дай булганда ^ам (23.29) га кура N dA ва N dB нолга тенг булади. 
Демак, айланиш уци инерция бош марказий увидан иборат бул­
са, А ва В нуцталарда динамик реакция кучлари %осил булмайди.

Энди подшипникларда ^осил буладиган цушимча динамик реакция 
кучи нолга тенг буладиган зарурий шартларни аницлаймиз. Бунинг 
учун (23.24) да инерция кучларига богли^ булган ^адлар йигинди-

Х дА + Х дв +  М хс со2 =  О,
П  +  П  =  о,
-ЬУЭД + а ¥ % - 1уг со* =  0, 

ЬХдА -а Х %  +  1хг со2 =  0,

бундан
(MgXC ~f~ I  Xz) СО2 yrfi __ __  / у2 СД2

а. -\-Ь ^  й-\~ b

(23.29)

хс Ф 0, 1уг = 0 ,  1хг =  О, Ь =  О



сини нолга тенглаймиз. Бош^ача айтганда, (23. 21) — (23.23) форму- 
лалар ёрдамида ани^ланадиган инерция кучларининг бош вектори ва 
бош моментини нолга тенглаймиз:

М хс со2 =  0,)
— М хс е =  0, ) (23.30)

1Хг  8  —  К г  0 ) 2  =  0 ,  ]
/ ^ + / > = 0 .  } (23-31>

(23.30) дан хс =  0 келиб чи^ади. Бундан таш^ари, огирлик мар­
кази х  уцда ётгани учун ус — 0 булади. Бу хрл жисмнинг массалар 
маркази айланиш у^ида ётишини курсатади.

(23.31) тенгламаларни 1хг ва I yz га нисбатан ечсак,

1х, =  0 . l y z  =  0
булади. Бу тенгликлар г уц О нуктадаги инерция бош у^и булиши 
кераклигини ифодалайди.

Шундай килиб, цузгалмас уц атрофида айланма харакатдаги 
жисм таянч нуцталарига динамик босим курсатмаслиги учун 
айланиш. уки инерция бош марказий увидан иборат булиши зарур 
ва етарлидир.

К^ттик жисмнинг айланиш у^ига курсатадиган динамик босимини 
ани^лашга оид масалалар ечишда (23.24) формула жисмга таъсир 
этаётган кучларга ва танланган координата у^ларига мослаб тузи- 
лади. Бунда кузгалувчи координата у^ларини ^андай танлаб олиш 
ало^ида а^амиятга эга. Масалан, агар Ог ук;ни айланиш у^и буй­
лаб, Ох ни эса массалар марказидан утмайдиган ук; деб олинса, 
у холда (23.21) да ^ m k y k =  М усФ0 булиб, (23.24) да ус ни уз 
ичига олган ^адлар >̂ ам ^атнашади:

Х Д +  Х в  +  ^  +  М ус е +  М хс со2 == 0, |
Ул +  У в +  ^ - м х , г  +  м яу  =  о, I

— bY а  +  oY в +  2  М х (Fk) -(- 1хг е —  l yz со' =  0, I
ЬХа — аХ в  +  2  М у (Fk) +  lyzе — 1хг(л2 =  0. j

Бунда b ва а лар таянч ну^талари Л ва Б  дан координата боши О 
ну^тагача булган масофалардир.

154-§. Кузгалмас у^ атрофида айланувчи жисм массаларини 
динамик мувозанатлаш

Кузгалмас у к; атрофида айланаётган жисм массаларини динамик 
мувозанатлаш масаласи (бошцача айтганда, инерция кучларини муво­
занатлаш масаласи) техникада му^им а^амиятга эга булиб, бу ма- 
салани ечиш жисмнинг бош марказий инерция у^ини ани^лашга кел- 
тирилишини курсатамиз. Бунинг учун жисмда утказилган ихтиёрий 
у щ и  иккита цушимча масса киритиш йули билан инерция бош 
марказий у щ  щ либ  танлаб олиш мумкинлигини исботлаймиз.



ф* и

ZХ а

2а

245- раем.

Массаси М  га тенг булган жисм уч\н хс, у с, Ixz, Iyz катталик­
лар маълум Еа улар нолдан фаркли булсин. Жиемнинг (х1г у и г,) 
ва (х2, у 2, г2) ну^таларига масеалари т 1 ва т2 га тенг иккита цу- 
шимча масса киритамиз. У холда массалар цушилган жиемнинг орир­
лик маркази айланиш укида ётиши учун бу жисм огирлик маркази- 
нинг ксординаталари х'с =  у ’с =  0 булиши Еа айланиш у^и инерция 
бош ук,идан иборат булкши учун жиемнинг айланкш }^ига нисбатан 
марказдан крчувчи инерция моментлари Гхг =  1’уг= 0  булиши зарур ва 
етарлидир. Бу шартларни бошкача цилиб цуйидагича ёзиш мумкин:

К,уйилган масала т 1 ва т2 массаларни ва улар цуйилган нукталар- 
нинг координаталарини (23. 33) тенгламалар сисгемасини каноатлан- 
тирадиган цилиб танлаб олиш йули билан ечилади. Бунда баъзи кат­
таликлар олдиндан маълум булиши керак. Масалан, т 1, гп2 ва zx, гг 
ларнинг (бунда zx ф  г2) кийматлари олдиндан берилган деб караб, 
(23.33) тенгламалар системасидан x v  у ъ х2, у 2 ларни топиш мумкин. Бу 
усулдан техникада тирсакли валлар, кривошиплар, автомобиль рилдирак- 
лари ва шу каби деталларни динамик мувозанатлашда фойдаланилади.

52-масала. Доимий «в бурчак тезлик билан айланувчи горизонтал 
АВ  валга бир-бирига перпендикуляр булган текисликларда ётган I 
узунликдаги иккита стержень турри бурчак остида бириктирилган. 
Стерженларнинг учларида хар кайсисииинг массаси т булган D  ва 
Е  шарлар бор. Валнинг А ва В  таянчларга курсатадиган динамик 
босимлари ани^лансин. Стерженларнинг эгаллаган ^олати раемда кур- 
сатилган. Шарлар моддий ну^та деб хисоблансин, стерженларнинг 
массалари ^ и с о б г а  олинмасин (245-раем).

Ечиш. Координата у^ларини раемдагидек йуналтирамиз. А ва В  
ну^таларда ^оеил буладиган ^ушимча динамик реакция кучларини х

Мхс +  в д  +  т2хг =  О,
Щ  с +  miUi +  ЩУъ =  О, 

/ „  +  тхххгх +  т гх2г 2 =  О, 

+  т1Ууг1 +  т2у2г2 =  0.

(23. 33)



ва у  у^ларнинг мусбат йуналиши буйича йуналган Х% Y a , Х в> Y b 
ташкил этувчиларга ажратамиз. D ва Е  нуцталарга Ф 0  ва Ф £ мар- 
каздан цочувчи инерция кучларини ^уямиз:

Ф 0  =  Ф £  =  тсо2/.

Инерция кучлари ва динамик реакция кучларининг мувозанат 
тенгламаларини тузамиз:

2 *  =  0; X * + Х * +  ФЯ =  0,
2 Г  =  0; Г* +Y%  +  Фо =  0,
2 M x {FK) =  0; За ( - Y dA +  Y%)- аФ0 =  0,

^  M y (FK) =  0; 3a (Х*д -  X |)  -  аФЕ =  0

Бу тенгламаларни биргаликда ечиб изланаётган номаълумларни топа- 
миз:

Х дд =  —  т соЧ, Х дв =  — —  т соЧ,
3 3

Y dA =~m(£>2 1, Y dB — — —т а 21.3 3
Ушбу ифодалардаги манфий ишора Л ва В ну^талардаги ^ушимча 
динамик реакция кучларининг ташкил этувчилари хацикатда х  ва у  
ук,ларнинг мусбат йуналишига тескари йуналганлигини курсатади. 
Шундай цилиб,

N a =  V (* дА)2 +  (УдА)2 “  т/ш *,

N% =  m / c o2 . 
в  3

53- масала. Эксцентриситети ОС =  е га тенг булган бир жинсли 
юпка диск горизонтал вал уртасига унинг уци билан 90° — а  бурчак 
ташкил ^иладиган ^олатда цузгалмас ^илиб уРнатилган> дискнинг 
огирлиги R, радиуси г га тенг. Вал ва диск со бурчак тезлик билан 
бир текис айланганда ^осил буладиган статик ва динамик реакция 
кучлари аницлансин (246-раем,а).

Ечиш. Статик реакцияларни топиш учун валга таъсир этувчи 
кучларни схема куринишида таезирлаймиз (246- раем, Ь). Валга диск­
нинг огирлик кучи Р  ва подшипникнинг таянч сиртларига перпенди­
куляр равишда йуналган R CA ва R CB статик реакция кучларидан ибо­
рат таш^и кучлар таъсир этади.

Расмдан AD  ва DB  ни аницлаймиз:
AD  =  а — е s ina,
DB =  а +  esirux.

Р , R ca , R cb кучлар системаси текисликдаги параллел кучлар сис- 
темасини ташкил этади. Бу кучларнинг мувозанат тенгламаларини 
тузамиз:



246- раем.

2  М А (Fk) =  0; +  R cb • 2а — Р (а — е sin а) =  0,
^  М в  (Fк) =  0\ — R A '2a  +  P(a +  e sina)  =  0.

Бунда А ва В  таянчларда хосил буладиган статик реакция кучлари­
ни аницлаймиз:

^ст _  р . а +  е sina

RCJ  =  Р-

2а
- е sin ос
2а

Вал билан биргаликда [харакатланувчи координаталар системаси­
нинг бошини дискнинг маркази О да олиб, Oz I у^ни айланиш уци 
буйлаб, Ох укни эса дискнинг огирлик маркази С ну^та ва г у^ ор- 
кали утувчи текисликда оламиз.

Вал АВ  уц атрофида узгармас бурчак тезлик билан айлангани 
учун динамик реакция кучлари аникланадиган (23.32) тенгламаларни 
^уйидагича ёзамиз:

х а + Х дв +  М хс а* =  0,
Y ^ + Y dB +  M yc со3 =  0,
- Y ‘ -a +  Y % - a - l K ^ ~  0,
Х » . о - Х * . о +  /„ш * =  0.

Оу у к; бош инерция уци булгани учун 1гу — 0.
Марказдан ^очувчи 1гх инерция моментини хис°блаш учун нузга- 

лувчи Cx-jyfa бош марказий координата yiyiap системасини кирита- 
миз. У х°дда Охуг координаталар системасидан Схху угх координата­
лар системасига

( 1)



х  =  (е +  *1) cos a  — zx sin a , 
у  — (e +  xx) sin a Jr z1 cos a

формулалар ёрдамида утилади. Буни эътиборга олиб, Izx ни ^исоб- 
лаймиз:

 ̂(е +  xifd m  — J  z\dm
(М) (М) (М)

Izx — ^xzdm  = +

- f  cos 2 a  ^ (e +  x^) zxdm.
Ш)

Cxxy xzx координаталар системаси боши дискнинг массалар марка- 
зига жойлашгани учун

f Zjdm =  0, [ x xdm =  О 
Ш) (м)

булади. Бинобарин,

sin 2-  jV/W +  4- у]) dm — j\ z \  +  y\)dm  =
Ш) См)

sin 2 a (еШ  + I Z l- I  X i).

Массаси текис таксимланган диск учун 

шу сабабли

/  =  1  M r2, / ,  =  —x i 4 ’ п  2

Расмдан г/с"=  0, хс =  ec osa  булгани учун (1) тенгламалар систе- 
масидан ^уйидагиларни аниклаймиз:

У*Л =  Y B =  0.
Me cos a  • to2 =  — (Х дд +  X dB),

Р ■ sin 2 a

2 g
e2 + ^  =  а ( - Х » в + Х ^ .

Шундай ^илиб, динамик реакциялар орирлик маркази ва дискнинг 
айланиш у^и билан бир текисликда ётади ва Ох уцка тескари йуна- 
лади хамда

Р

2g

х дв =  — — 
s  2g

sin 2 a  / г2 , ое cos a ----------- --------Ь е
2g I 4

. sin 2 a  ( r2 . ;e cos a  H--------- — +  e
2g U

co2,

C0‘

булади.



Аналитик механикадан бошлангич маълумотлар

Аналитик механика булимида барча механик системаларнинг ^ара- 
кат и ва мувозанатига оид умумий принциплар баён этилади. Бу прин- 
циплардан механик система ^аракатининг асосий дифференциал тенг­
ламаларини чикариш, бу тенгламаларни тал^ин ^илиш ва интеграллаш 
масалалари аналитик маханиканинг асосий мавзуини ташкил этади. 
Аналитик механика булимида ^улланиладиган усулларни, механик 
системалардан ташкари, электр ва электромеханик ^одисаларга ^ам 
^уллаш мумккн.

Статика булимида абсолют ь;атти^ жисм мувозанатининг зару- 
рий ва етарли шартлари чи^арилган эди. К,отиш принципига асосан 
исталган механик система учун бу шартлар фа^ат зарурий шартларни 
ифодалайди. Мувозанатнинг етарли шартини ани^лаш учун ^ар бир 
жисмнинг мувозанатини айрим текшириш керак. Бунда номаълум 
булган бир ^анча ички борланиш реакция кучларини ^исоблашга TyF- 
ри келади. Системани ташкил килувчи жисмлар сони ортгани сари 
тенгламалар сони ^ам купая боради.

Аналитик механикада барча механик системалар учун умумий 
булган принциплар асосида системанинг ^аракат дифференциал тенг­
ламалари ёки мувозанат тенгламалари аналитик усулда чицарилади.

155-§. Богланишлар ва уларнинг классификациям

Ихтиёрий актив кучлар таъсиридаги N  та ну^тадан ташкил топ­
тан механик система нуцталарининг координаталари ва тезликлари 
системанинг харакати давомида маълум шартларни ^аноатлантирсин. 
Бундай шартлар системага цуйилган богланишлар дейилади. Борла- 
нишлар бирор координаталар системасига нисбатан система ну^талари- 
нинг координаталари (хк, ук, zK) (fe =  l , 2 , . . . ,  N), улардан вацт

буйича олинган биринчи тартибли ^осилалари (хк, ук, zK) орасидаги 
маълум муносабатлар билан ифодаланади. Бу муносабатларда t ва^т 
ошкор равишда к;атнашиши мумкин.

Система нуцталарига ^уйилган борланишларни ифодаловчи муно­
сабатлар тенгламалар ёки тенгсизликлардан иборат булиши мумкин.

Богланишлар цуйилмаган система эркин система дейилади. Сис­
тема нукталарига ^уйилган богланишлар актив кучлар таъсиридаги 
система нуцталарининг харакатини худди шу кучлар таъсиридаги эр­
кин система ну^таларининг харакатига нисбатан маълум маънода 
чеклайди.

Бундай чеклашдан техниканинг турли со^аларида, амалиёт учун 
зарур булган, мацсадга мувофи^ бирор йуналиш буйича ^аракатни 
таъминлашда фойдаланилади. Двигатель цилиндри ичида ^аракатла- 
наётган поршень бунга мисол була олади. Бунда цилиндр борланиш 
вазифасини утайди.



Шундай ^илиб, борланишдаги система нуцтала рининг ^аракати 
фа^ат система ну^таларига таъсир этувчи кучлар ва бошланрич шарт- 
ларгагина борлик; булмай, балки куйилган богланишларга хам борлик 
булади. Бу х°лда бошланрич шартлар богланиш тенгламаларини ка* 
ноатлантириши керак.

Система ну^таларига куйилган борланишлар турига цараб систе­
ма ну^талари турлича ^аракатда булади. Богланишларнинг турли 
хилларини куриб утамиз.

Борланишлар фа^ат система нукталарининг координаталарини чекла- 
са, бундай борланишлар геометрик борланишлар дейилади. Геометрик 
борланишнинг тенгламаси

/(* ,, г/,, я,, . . . ,  хк , yN, zN, /) =  0

ёки щщача
/(**, У» як, t) =  0 (24.1)

куринишда ёзилади. Бу ерда ва бундан кейин / (xk, у  k, z k) ифодада 
x k' Уk> z k УРН'ЗДа баРча x v х2 , • • •, *п; у ь у 2. . . ,  г/п; z r  z2, . . . ,  zn 

лар катнашади ^амда /  функция ва унинг ^осилалари узлуксиз 
функция деб каралади.

Агар богланиш система нукталарининг координаталаридан таш- 
^ари тезлигини хам чекласа, бундай богланиш кинематик ёки диф- 
ференциалли богланиш дейилади. Кинематик борланиш тенгламаси 
Куйидагича ёзилади:

f ( xk- Ук> z k> хк Ук 0  =  0- (24.2)
Геометрик борланишлар ва интегралланадиган (24.2) куринишда- 

ги дифференциал борланишлар голоном борланишлар дейилади.
Интегралланмайдиган дифференциал борланишлар ноголоном борла­

нишлар дейилади. Ноголоном борланиш тенгламаларини система 
нукталари координаталарининг функциясидан иборат булган бирор 
функциянинг тули^ дифференциали тарзида ифодалаб булмайди.

Биз фацат голоном борланишлар куйилган механик системаларни 
куриб чицамиз.

Агар борланиш тенгламаси ва^тга ошкор равишда борли^ булса, 
бундай богланиш стационар булмаган борланиш дейилади. Бундай 
борланиш тенгламаси умумий ^олда (24.2) куринишда ёзилади. Ма- 
салан, уг

- Т ^ + 7 Г  +  ^ = 1  <24‘5>а212, b2 с*
тенглама билан ифодаланган борланиш стационар булмаган борла- 
нишдир. (24.5) нинг геометрик маъноси куйидагичадир: ну^та ^аракат 
давомида битта яримуки узгариб турадиган эллипсоид сиртида, яъни 
деформацияланадиган эллипсоид сиртида цолади.

Агар борланиш тенгламаси ва^тга ошкор равишда борли^ булма- 
са, бундай борланиш стационар борланиш дейилади. Стационар 
борланиш тенгламаси



куринишда ёзилади. 
Масалан,

тенглама билан ифодаланган борланиш стационар борланишдир, 
чунки (24.7) да t  ва^т ошкор равишда катнашмайди.

Борланишни ифодалайдиган муносабат тенглама билан ифодаланса, 
бундай борланиш бушатмайдиган борланиш дейилади. (24.1) — (24.7) 
борланишлар бунга мисол булади.

Борланишни ифодалайдиган муносабат тенгсизлик билан ифо­
даланса, бундай борланиш бушатадиган борланиш дейилади.

Шундай 1̂ илиб, бушатадиган борланиш

шаклида берилса, ну^та сферанинг ичида ёки сфера сиртида ^аракат- 
ланиши мумкин.

Борланиш тенгламаларини тузишга оид бир неча мисол келтира- 
миз.

1. Бир текисликда харакатланувчи ва шарнирлар воситасида би- 
риктирилган хамда битта стержени доимо цузралмасдан к;оладиган 
турт буринли механизмга цуйилган борланиш тенгламасини чинара-, 
миз (247-раем).

Борланиш тенгламалари О А — а, А В — b, ВС — с масофалар 
узгармаслигини ифодалайди:

f ( x k, yk, z k, xk y k вк, t ) >  0

x2 + y \  =  a2,
(x2 — x t)2 +  (y2 —  г/,)2 =  62, 

(x2 — d)2 y \ — c2.
У

x



Бу тенгламаларда t ва^т ошкор равишда к,атнашмайди ва бу тенг­
ламалар система ну^таларининг координаталарини чеклайди. Шу 
сабабли бу тенгламалар геометрик стационар борланишни ифода­
лайди.

2. Горизонта л текисликда узгармас v тезлик билан ^аракатла- 
нувчи уч бурчакли призма ABC  устида Р  жисм сирпанади (248- раем). 
Жисм хаР онДа призма сиртида турганлиги сабабли у жисм учун 
борланиш вазифасини утайди. Борланиш тенгламасини чицарамиз.

Оху координаталар системасини шундай танлаймизки, t — 0 бул­
ган пайтда АВ  чизик; у  у к* билан устма-уст тушеин. У ^олда ВС 
тугри чизи^нинг ихтиёрий t пайтдаги тенгламасини

ОС OD

куринишда ёзиш мумкин. 248- раемдан
ОС =  ОА +  ЛС =  Ы +  b

O D = A B • —
АС Ь

Буларни олдинги тенгламага к^уйсак,

* +  — *—  =  1
«  +  Ь -j- (vt-{-b)О

ёки
ах +  by =  a(vt +  b). 

булади. Бу стационар булмаган голоном борланиш тенгламасидир.

156-§. Умумлашган координаталар ва системанинг 
эркинлик даражаси

Механик системанинг исталган пайтдаги ^олати система хаР бир 
ну^тасининг координаталари билан аницланади.

Механик система N  та ну угадан ташкил топган булсин. У хол'  
да бундай системанинг ^олатини аницлаш учун 3 N  та Декарт коор-



динаталари x v х2, . . . ,  xN, y v y2, . . . ,  y N, г ,, z2, . . . , zN ни би- 
лиш етарли. Агар механик система чексиз куп нухталар тупламидан 
ташкил топган булса, у холда бундай системанинг холатини унинг 
координаталари воситасида чекли равишда ани^лаб булмайди.

Лекин куп холлаРДа механик системанинг холатини бир-бирига 
боглик; булмаган маълум сондаги параметрлар билан аницлаш мум­
кин. Масалан, бирор мураккаб машина ёки механизмнинг холатини 
ани^лаш учун битта ёки иккита етакчи буриннинг холатини билиш 
етарли, чунки бош^а бугинларнинг холатини етакчи бурин холати 
орцали аншугаш мумкин.

Аналитик механикада механик системанинг хаРакатини урганиш 
учун «умумлашган координаталар» тушунчаси киритилади.

Системанинг фазодаги холатини бир ь^ийматли тарзда ани^лайди- 
ган ва ма^садга мувофик, равишда танлаб олинган, бир-бирига борлин; 
булмаган катталиклар системанинг умумлашган координаталари 
дейилади. Бундай координаталар учун ь^утб координаталари; цилинд­
рик координаталар, сферик координаталар ва бошк,а координаталар- 
ни олиш мумкин. Умумлашган координаталар, одатда q билан белги- 
ланади.

Умумлашган координаталарни киритишга оид бир неча мисоллар 
курайлик.

1. Каттик, жиемнинг ^узкалмас yî  атрофидаги айланма хаРа '
кати. Айланиш ухи сифатида z  укни олиб, ^узгалмас координаталар 
системасини 249-раемдагидек киритамиз.

К,атт1щ жиемнинг фазодаги холати унинг бир турри чизиада 
ётмайдиган учта нуцтасининг холати билан ани^ланиши геометрия- 
дан маълум. Агар иккита нухтани айланиш у^ида олсак, бу нук;та- 
лар 1\узралмас булади. Шу сабабли хузгалмас ух атрофида айла- 
наётган ^аттик, жиемнинг холати айланиш у^ида ётмайдиган жисм 
ихтиёрий нухтасининг холати билан анихланади. Бундай ну^та учун 
бошлангич пайтда xz  текисликда 
ётган ихтиёрий М 0 нухтани ола­
миз. Жисм к,узралмас ух атро­
фида айланганда бу нухта айла­
ниш ухига перпендикуляр текис­
ликда ётувчи а радиусли айлана 
чизади. Ихтиёрий пайтда бу нух- 
танинг эгаллаган холатини ^  
билан белгиласак унинг координа­
талари ^уйьдагича ан^ланади:

х  =  a cos ф, I 
у  =  a cos ф, 1 
z  =  const, j (24.8)

бунда ф — айланиш бурчаги.
(24.8) да нухтанинг координа­

талари фа^ат ф бурчакнинг узга-



ришига борлик эканлигини курамиз. Бинобарин, ф бурчак маълум 
булса, жисмнинг исталган холатини ани^лаш мумкин. Шу сабабли 
q =  ф бурчакни умумлашган координата учун кабул ^илиш ма^садга 
мувофик булади.

2. К^аттик жисмнинг текис параллел ^аракати. Кинематика були- 
мида курганимиздек, каттик жисмнинг текис параллел харакати 
унда олинган цутбнинг илгариланма хаРакати ва шу кутб атрофи- 
даги айланма ^аракатдан ташкил топган деб каралади. Жисмнинг 
илгариланма харакатнни аниклаш учун кУтбнинг координаталари 
х, у  ни аниклаш кифоя. Кутб атрофидаги айланма харакат эса айла­
ниш бурчаги ф билан ани^ланади. Шундай килиб, текис параллел 
Харакатдаги жисм учун умумлашган координаталар сифатида учта: 
q1 =  х, q2 =  у, <7з =  ф параметрларни олиш мумкин.

Умумлашган координаталар бундай танланганда qt ва q2 пара- 
метрлар чизик л и катталик булиб, q3 эса бурчакни ифодалайди.

Текис параллел харакатдаги жисмнинг ^аракатини аниклашда 
учала умумлашган координаталарни хам чизикли килиб танлаб олиш 
мумкин.

Дакикатан хам, текис шаклнинг ихтиёрий холати унинг иккита 
нуктасининг координаталари М 1 (xv  уг) ва М 2 (х2, у 2) билан аницла- 
нади. Лекин турттала координата М х ва М 2 нукталар орасидаги 
масофанинг узгармаслигини ифодаловчи ушбу

( * , - * , ) *  + ( y i - &)* =  <** (2 4 .9)
битта алгебраик тенглама билан борланган. Шу сабабли бир-бирига 
боглиц булмаган координаталар факат учта булади. Бинобарин, 
жисмнинг текис параллел харакатини аниклаш учун умумлашган 
координаталар сифатида унинг бирор нуктасининг координаталарини 
ва боцща нуктасининг битта координатасини олиш мумкин.

Масаланинг куйилишига караб, умумлашган координаталар мак- 
садга мувофик равишда биринчи ёки иккинчи усулда танлаб олинади. 
Аналитик механикада жисмнинг текис параллел харакатини урга- 
нишда купинча х, у, ф параметрлар умумлашган координаталар 
учун олинади.

N  та моддий нукталардан ташкил топган механик системага I 
та бушатмайдиган голоном борланишлар куйилган булсин:

fa iXk’ Ук’ 2k' =  °> (“  =  1’2> • • • • 0* (24.10)
У холда системанинг ЗА/ та координаталари хи х2, , хы, у и 
Уь • • • . y N> 2i, з 2, . . . z N узаро I та тенгламалар билан борлан­
ган булади. Бинобарин, 3N  та координаталардан факат 3N  — I =  п 
таси эркин булиб, к°лган / таси богланишда булади. 3N  — / =  п 
та эркин координаталарни максадга мувофик равишда танлаб олин­
ган qly q2, . . . , qn умумлашган координаталар оркали ифодалаш 
мумкин. (24.10) ни I та борланишдаги координаталарга нисбатан 
ечиб, уларни п  та эркин Декарт координаталарининг функцияси си­
фатида ифодалаш мумкин. Натижада система нукталарининг барча



Декарт координаталарини умумлашган координаталар оркали ифода- 
лаш мумкин:

Xk =  Xk ^ V  <?2> • • • > 9п' 0» 1 
Ук =  У к ( ? р  <72. • • • . 0 .  ( 6 =  1 7 W )  ( 2 4 . 1 1 )  

=  ? 2 >  '  •  •  > Qn' *)’ J

Бинобарин, хаР бир нуктанинг радиус-вектори хам умумлашган 
координаталарнинг векторли функцияси тарзида аникланади:

к =  • • • . ? „ .  0 (А =  1. АО- (24.12)

Бушатмайдиган голоном богланишлар ^уйилган механик система 
харакатини ани^ловчи бир- бирига боглиц булмаган умумлашган 
координаталар сони системанинг эркинлик даражаси дейилади.

Ю^орида курганимиздек, ^узгалмас у^ атрофида айланувчи жисм­
нинг харакати битта q =  ф умумлашган координата билан аншуга- 
нади. Шу сабабли бундай жисмнинг эркинлик даражаси битта була­
ди. К ,а т т и ^  жисмнинг текис параллел хаРакати эса мос равишда 
танлаб олинган qlt q2, q3 умумлашган координаталар билан ани^ла- 
нади. Бинобарин, текис параллел хаРакатДаги жисмнинг эркинлик 
даражаси 3 та булади.

Агар система ну^таларига богланишлар куйилган булмаса, у хол- 
да барча 3N  та координаталар эркин булиб, уларнинг циймати фа- 
кат таъсир этувчи F‘k таш^и кучларгагина богли^ булади. Бундан 
куринадики, система нукталарига богланишлар ^уйилганда, система 
нук,таларини богланишни каиоатлантирган холда хаРакатлантиришга 
мажбур этадиган ^ушимча кучлар $осил булади. Бу кучлар богла- 
ниш реакция кучларини ифодалайди.

Техник жараёнларни бош^аришда богланиш тенгламаларини тугри 
танлаш мухим ахамиятга эга. Масалан, милтивдан отилган уэда 
айланма хаРакат бериш учун ствол махсус равишда уйилган булади.

157-§. Мумкин булган кучиш

Аналитик механикада мумкин булган кучиш j тушунчаси асосий 
тушунчалардан бири хисобланади. Бу тушунчани голоном богланиш 
куйилган ну^та учун киритамиз. Моддий ну^тага

f(x , у , г) =  0 (24.13)

голоном стационар богланиш ^уйилган булсин. Бирор пайтда сирт 
устидаги нуктанинг эгаллаган холатидан богланишни цаноатлантир- 
ган холда фикран хаР ^зндай элементар (жуда кичик) кучишлар 
олиши мумкинлигини тасаввур ^илайлик. Бу кучишларни ну^та ра­
диус-векторининг сирт устида жойлашган елпигичсимон орттирмалари 
тарзида тасвирлаш мумкин. Мазкур кучишларни биринчи тартибли 
кичик миедоргача ани^лик билан олсак, у холда бу кучишлар М  
нук;тада сиртга утказилган уринма текисликда ётади (250-раем).



К,уйилган борланишни берилган он­
да цаноатлантирувчи ну^танинг з̂ ар 
кандай тасаввур ^илинадиган чексиз 
кичик кучиши мумкин булган кучиш 
ёки виртуал кучиш дейилади. Нук^та- 
нинг мумкин булган кучиши Ьг (Sx, 
8у, 6 2), 6s, бф лар билан белгиланади. 

Агар ну^тага стационар булмаган
f(x , у , я, / ) = о  (24.14)

/ '  борланиш цуйилган булса, у з^олда
х нуцтанинг мумкин булган кучиши вакт-

250- раем. нинг берилган пайтидаги ани^ ^айд
цилинган к;иймати учун ^исобланади, 

яъни бунда 6  ̂ =  0 деб каралади. Масалан, з^аракатдаги ёки дефор- 
мацияланувчи сирт устидаги ну^танинг мумкин булган кучиши, бе­
рилган пайтда сирт эгаллаган ^олатда ну^танинг сирт буйлаб эле- 
ментар кучишларидан иборат булади.

Борланишни ^аноатлантирган зфлда ну^танинг фазода dt ва^т 
ичида элементар кучиши ^ациций кучиш дейилади. Агар нуцтага 
(24. 13) борланиш куйилган булса, у з^олда М  ну^танинг dt вацт 
ичидаги ^ацик;ий кучиши dr шу пайтда траекторияга уринма буйича 
йуналади (251- раем). Ну^танинг ха^и^ий кучиши ну^тага таъсир 
этувчи кучларга, унга цуйилган борланишга ва бошлангич шартларга 
борли^ булади. Ну^танинг мумкин булган кучиши билан з^иций 
кучиши орасидаги муносабатни ани^лаймиз. Агар ну^тага стационар 
борланиш куйилган булса, у з^олда нуцтанинг з̂ ар бир ^аки^ий ку­
чиши бирорта мумкин булган кучиши билан устма-уст тушади. Ну^та- 
нинг з̂ ар бир мумкин булган кучишини голоном  ̂борланиш билан 
ифодаланган сиртга нисбатан ну^танинг нисбий кучиши деб ^араш 
мумкин. Агар борланиш стационар булса, яъни сирт геометрик шак- 
лини узгартирмаса ва фазода кучмаса, сирт устидаги ну^та кучирма 
з^аракатда цатнашмайди ва ну^танинг барча мумкин булган кучиш-



лари абсолют кучишлардан иборат булади. Бинобарин, кучлар таъси­
ридаги нуцтанинг исталган з^иций кучиши dr шу нуцтанинг бирор 
мумкин булган кучиши бг билан устма-уст тушади.

Стационар булмаган борланишлар куйилган ну^танинг хак.ик.™ 
кучиши бирорта ^ам мумкин булган кучиш билан устма-уст тушмас- 
лиги мумкин. Бу холда нуцтанинг ^а^икий кучиши dr унинг нис- 
бий кучиши б г (бирорта мумкин булган кучиш) билан сиртнинг 
кучиши ёки деформацияланиши натижасида хосил буладиган ^у- 
шимча dre кучишнинг геометрик йигиндисига тенг булади (252- раем):

dr — бг +  dre.

Механик система нукталарининг мумкин булган кучишлари (8г1г 
6 г2, , бrN) туплами системанинг мумкин булган кучиши дейи­
лади.

Ну^танинг мумкин булган кучиши билан ^з^и^ий кучиши ораси- 
да урнатилган муносабатлар система нукталарининг кучишига хам 
тааллук;ли булади.

Агар система М к нуцтасининг радиус-векторини rk ва коорди- 
наталарини хк, у k z k билан белгиласак, М к ну^танинг мумкин бул­
ган кучиши

&k =  б xki +  6yJ+8zk Ъ

вектор билан ифодаланади. Бунда г, /, k  лар Охуг инерциал систе­
ма координата укларининг бирлик векторларини, 8хк, бу к, 8г к лар 
эса мумкин булган кучишнинг мазкур уцлардаги проекцияларини 
ифодалайди ва координаталарнинг вариациялари дейилади.

М к нуцтанинг ха^и^ий кучиши

drk =  dxki +  dyki  +  d zk k

вектор билан ифодаланади. Бунда dxk, dyk, d zk лар координаталар­
нинг дифференциалини ифодалайди.

Системанинг ^олати умумлашган координаталар оркали ифодалан- 
ганда (24.11) ёки (24.12) га кура системанинг мумкин булган кучиш- 
ларини хам умумлашган координаталарнинг вариациялари оркали 
ифодалаш мумкин.

Юкррида курганимиздек, системанинг мумкин булган кучишини 
аниклашда богланиш тенгламасида t ни узгармас деб ^араш керак. 
Шунинг учун (24.11) ва (24.12) да мумкин булган кучишни ани^- 
лашда 8t=Q  деб олинади. У з^олда Декарт координаталарининг вариа­
циялари бхк, бук, бz k ва мумкин булган кучиш Ьгк учун худди куп 
узгарувчили функциянинг тулиц дифференциалига ухшаш ^уйидаги 
формулалар уринли булади:



Бунда bqlt бq2, . . . , &qn лар умумлашган ^координаталарнинг вариа- 
цияларини ифодалайди.

Системанинг ^а^и^ий кучиши царалаётганда (24.12) да t узгарувчи 
мицдор деб олинади; у цуйидагига тенг:

Л

= 2  4 ^  + 4 р -  (24.16)

Бу тенгликни dt га булиб, система ихтиёрий ну^тасининг тезлигини 
умумлашган координаталар ор^али ифодалаш мумкин:

d r k
k ~  dt Д  dqt ' dt 

бунда qt =  -^L  — умумлашган тезлик ва
dt

iЦ ь -  =  J ^ - T +  4 ^ 7 +  - Р -  k- (24.18)dqt dqi dqt dqt

158-§. Кучнинг мумкин булган кучишдаги иши.
Идеал богланишлар

Аналитик механикада системанинг харакати ёки мувозанатини тек- 
ширишда мухим ахамиятга эга булган яна. битта тушунча— кучнинг 
мумкин булган кучишдаги иши тушунчаси киритилади. Кучнинг 
мумкин булган б г кучишдаги элементар иши 6Л ^уйидагича аник,- 
ланади:



ёки
6Л =  ХЬх +  Yby  +  Zbz (24.20)

бунда X , Y , Z  лар F кучнинг, 8х, 
бу, бz  лар эса мумкин булган ку­
чиш бг нин г Декарт координата уц- 
ларидаги проекцияларини ифода­
лайди.

Кучнинг мумкин булган кучиш- 
даги иши учун (24.19) га кура яна 
цуйидаги ифодани ёзиш мумкин:

ЬА =  | F  | -J бг l-coscc, (24.21)

бунда а  билан F  куч ва мумкин булган кучиш б г векторларн ора- 
сидаги бурчак белгиланган.

Агар системанинг хар кандай мумкин булган кучишида система 
ну^таларига к,уйилган богланиш реакция кучларининг ишлари йигин- 
диси нолга тенг булса, бундай богланишлар идеал борланишлар де­
йилади; идеал борланишлар учун [куйидаги тенглик уринли булади.

(24.22)

бунда: N k — богланиш реакция кучи; бrk — мумкин булган кучиш. 
Идеал богланишга дойр бир неча мисол келтирамиз.

1. Силлиц [ сирт. М  нуцта силли^ сирт устида ^аракатланганда 
силлиц сиртнинг реакция кучи факат шу ну^тада сиртга утказилган 
нормаль буйича йуналган ташкил этувчидан иборат булади (253-расм). 
Мумкин булган кучиш эса М  ну^тада сиртга утказилган уринма те- 
кисликда ётади. Бинобарин, силлик; сиртнинг борланиш реакция кучи 
^ар ^андай мумкин булган кучишга перпендикуляр равишда йунала­
ди. Шу сабабли N  реакция кучининг ^ар ^андай мумкин булган ку- 
чишдаги иши нолга тенг булади:

б Л =  N67 =  0.
2. Кузгалмас ну^тага эга булган жисм. Жисм ^аракати давомида 

унинг битта нуцтаси ^узгалмасдан колсин. Бундай жиемга мисол та- 
рицасида пилдироцни олиш мумкин. Бу ^олда иш^аланиш эътиборга 
олинмаса, жиемнинг ^ар кандай мумкин булган кучишида ^узгалмао 
ну^тага ^уйилган реакция кучининг иши нолга тенг булади.

3. Кривошип-шатунли механизм. О ва Л у^лардаги ишцаланиш, 
шунингдек В  сурилгич (ползун) йуналтирувчи буйлаб ^аракатлан- 
ганда ^осил буладиган ишкаланиш кучи ^исобга олинмаса, кривошип- 
шатунли механизмга ^уйилган богланишларни идеал богланишлардан 
иборат деб караш мумкин (254-раем).

Даки^атан ^ам, механизмнинг ^ар к;андай мумкин булган кучи­
шида О нуцта цузгалмас булгани сабабли N 0 реакция кучининг иши 
нолга тенг. NB-L8rB булганидан N в  реакция кучининг мумкин бул-

253- раем.



ган кучишдаги иши >;ам нолга тенг. А  ну^тада О А кровошип- 
нинг А В  шатунга таъсир кучини N A билан хамДа шатуннинг криво- 
шипга таъсир кучини N'A билан белгиласак, бу кучлар ^ар бирининг 
мумкин булган кучишдаги иши нолдан фар^лидир. Лекин Ньютон- 
нинг учинчи ^онунига кура N А =  — N'A булади ва бу кучлар куйил- 
ган А  ну^та бир хил б гд кучиш олади. Бинобарин, N A ва N'A куч­
ларнинг б  гА мумкин булган кучишдаги ишларининг й и р и н д и с и  нолга 
тенг булади:

« о  +  Я л - ^ л  =  (й л - й д) Ь7Л _  0.

Шундай ^илиб, (24.22) шарт бажарилди.

159-§. Умумлашган кучлар

Система ну^таларига таъсир этувчи кучларнинг мумкин булган 
кучишдаги ишларининг й и р и н д и с и

2 М * = - 2 ? *'.в.Г* <24'23>

формуладан аншуганади. (24.15) ни ̂ эътиборга [олиЗ (24.23) ни ^уйи- 
дагича ёзиш мумкин:

А= I f=l

ёки йириндиларнинг тартибини узгартирсак,

2«л=2/=i *=i 41



k=\ dqt

у холда

V 6 /1*  =  V  <2Л |
А=1

Q j ^ i  +  •.

булади.
Qi катталик умумлашган координата qt ' s  

ган куч дейилади. Бош^ача айтганда, бери;г- 
таларига таъсир этувчи актив кучларнинг 
элементар ишлари йигиндисидаги бирор ум у ' 
орттирмаси олдидаги коэффициент системани: 
ординатасига мос келувчи умумлашган кучг" 
лашган кучни аншугашнинг биринчи усулид.

Умумлашган кучни хис°блашда ^уйида: 
фойдаланилади. Бунда Qt умумлашган куча 
булган кучишлар шундай танланадики, фака. 
лашган координата qt узгарсин, яъни bqt ■■
8qx............6<7(_i б<7,+1, . . .  К  лар нолга т<

Барча кучларнинг бундай хусусий кучи 
дисини (2 ^^*)» билан белгиласак, унинг 
битта цушилувчи билан ифодаланади:

( V 6 ^ ) £ =  Q,8?

Бундан
п  _  ( 2 бЛ*)<

-  бЯ1
Ни^оят, учинчи усулда, ^берилган ие

(24.24) га асосан

т > \
ли ГQl =  —  dqt +  k dqt +  A k = l

формула ёрдамида аналитик усулда ^исоб^ 
Умумлашган куч нинг умумлашган k l  ■ 

купайтмаси ишни ифодалаганлиги туфайли

[Q] =  - И 1 
LVJ [?1

булади. Бинобарин, умумлашган кучнинг у .  
динатанинг улчовига богли^ булади. А г а  дэ 
узунлик улчовига эга булса, у ^олда у м у ^ м » .

( 2 4

о с  келувчи у м ум л  
механик система ] 

к и н  булган кучиш; 
аш ган координатам 
ушбу умумлашган 

ифодалайди. Бу, уу

иккинчи усулдан 
^исоблаш учун мум 
Q i га мос келган ум
О булиб, долган бг 

деб каралади.
,аги ишларининг йи{ 
икдори (24.25) га к

(24.

•кс л и умумлашган }

1, 2, . . . , п) (24.! 

:ади.
рдината орттирмаси 8q.

пчови умумлашган ко< 
умумлашган координг 

зашган кучни куч бир;



ia  (нью тонда) 
iHca, у м у м л а  
i,a (Н«м) б у л г  
Механик с и с  

тганда уму м л.
, (**» у »  2к) С
генциалга э г а  
га у^ларидаги

X*

^нанади , агар умумлашган координата учун бурчак 
к— 4 кучнинг бирлиги куч моментининг улчов бирли-

-ЩЛ
s-jv1 ну^таларига таъсир этувчи кучлар потенциалли 

лШ кучни ^исоблашни куриб чикамиз. Системанинг 
= i  1, N) ну^таларига цуйилган кучлар U (xk, yk, zkj 
; j^ichh. У з^олда (21.80) га кура кучнинг коорди- 
^екциялари  куйидагича ифодаланади:

^ • K *  =  ^ z ‘ - f f < 4 = ' r a -  <2 4 - 2 8 >

’) га цуйнб, умумлашган кучларни ани^лаймиз:

dU дук 8U дг

fe=l
тенгликларнш-г 

\ича хусусий 
члар потенциала

рмула ёрдамида 
Системанинг пс

П (Яг, 
лгани учун умуг 
н:

Агар ишк^алани* 
тив кучлар ^ато - 
бланади.

i t

-Г -  +  Т -  ^ + 7 Г ! ГдУк d4i dzk dqt

унг томони, U функциянинг qt узгарувчилар 
:лаларини ифодалайди. Бинобарин, таъсир этувчи 
булганда умумлашган кучлар

<?< =  ■¥■ К =  '• wdqt 

ицланади.

(24.29)

> т ^ ^ н ц и а л  энергияси
:S> • • • > Яп) =  U (С/х, Цг, . . .  , Qn) 

s ijm z  аш ган кучни яна куйидаги куринишда ёзиш мум-

Q
дП
dqt

, (» =  1, п). (24.30)

и  кучи мавжуд булса, у з^олда бу кучларни ^ам 
ж г а  ^ушиб, уларга мос умумлашган кучлар ^и-

Умумлашган кучларни ^исоб- 
лашга оид бир неча мисол куриб 
чикамиз.

1. Орирлиги Рх ва узунлиги
I га тенг стерженга орирлиги Р2 
га тенг А юк ма^камланган. 
Стержень цилиндрсимон шарнир 
воситасида О ну^тага ма^камлан- 
ган ва z  у^ атрофида эркин ай- 
ланиши мумкин. Цилиндрсимон 
шарнирни абсолют силли^ деб 
цараб, стержень ва юкдан ташкил 
топган система учун умумлашган 
куч ани^лансин (255-расм).



Стержень ва юкдан ташкил топган механик системанинг хотатини 
битта умумлашган координата билан аниклаш мумкин. Бу умумлаш­
ган координата учун стержень огирлик маркази С ну^танинг коор- 
динатаси х ёки стерженнинг вертикалдан огиш бурчаги ф ни олиб, 
уларга мос келувчи умумлашган кучни ^исоблаймиз:

а) q — х  булсин. Рх ва Р2 кучларнинг бх кучишдаги ишини Xй' 
соблаймиз:

V6/1* =  Яхбх +  Р2-28х  =  (Рх +  2Р2) 6х.
Бинобарин, умумлашган куч

Qx  =  p i  +  Z p 2
булади;

б) q=  ф булсин. Р г ва Р2 кучларнинг бф мумкин булган кучиш­
даги ишини

6Л =  уИ^бф 
формуладан аншугаймиз. Бунда

М з — — —  s inф — P2l sin ф

булиб, айланиш укига нисбатан берилган кучларнинг бош моментини 
ифодалайди. Шундай цилиб, бу холда умумлашган куч М д бу­
лади.

(24.27) формулада x t — х  =  cos ф, х2 =  2х =  I cos ф эканли- 

гини назарда тутиб, Qx ва учун яна ^уйидаги ифодаларни оламиз;

Q* =  У  х* +  2Х2 =  Л  +  2Р2,дх

I

* = 1

+  Р а
д (I cos ф)

д ф
В

— -----у  I sin ф — Р 21 sin ф =  М г.

2. Эпициклик механизмда R  радиусли 
цузгалмас гилдирак 1 буйлаб хаРакатла- 
нувчи г радиусли сателлит 2 ни ОС 
кривошип хаРакатга келтиради (256- раем). 
Кривошипга айлантирувчи момент УИайл 
цуйилган. Ицщаланиш кучлари сателлит 
уци С да ишкаланиш моменти М нш ни 
вужудга келтиради. Механизм горизонтал 
текисликда жойлашган. Умумлашган 
координата учун кривошипнинг айланиш 
бурчаги ф ни олиб, унга мос умумлаш­
ган куч х ис°блансин-



Механизм хаРакатланУвчи цисмларининг х0лати криво шипнинг О 
ну^та атрофидаги айланиш бурчаги <р билан аницланади. Механизмга 
цуйидаги актив кучлар таъсир этади: механизм ^исмларининг ofhp- 
лик кучлари ва М айл айлантирувчи моментни вужудга келтирувчи 
кучлар; бу кучлар ^аторига иш^аланиш моменти М пш ни цушамиз. 
Умумлашган кучни аниклаш учун кривошипга бф мумкин булган 
кучиш бериб, кайд ^илинган барча кучларнинг бу кучишдаги иш- 
ларини ^исоблаймиз. Огирлик кучларининг иши нолга тенг булади. 
Чунки масаланинг шартига кура, механизм горизонтал текисликда 
жойлашганидан механизм ну^таларининг кучиши огирлик кучига пер­
пендикуляр йуналади. У холда

2 б Л *  =  6Л (Майл) +  бЛ (Миш) 
k—\

булади. Кривошип бф бурчакка бурилганда М айл моментнинг иши

6Л (Майл) =  Майл-бф

га, иш^аланиш моментининг иши эса 6Л (Миш) =  Миш-бфг га тенг. 
Бунда бфг сателлитнинг нисбий кучиш бурчагидир:

бф г =  -5 d zL  § ф ,
г

Шундай ь^илиб,

2  8Л* =  ( м а![Л- ^ М иш\  бф. 
к = \   ̂ Т '

Бу форму лада бф олдидаги ф коэффициент умумлашган координата га 
мос булган умумлашган (2ф кучни ифодалайди, яъни

160-§. Мумкин булган кучиш принципи

Мумкин булган кучиш принципи берилган кучлар таъсиридаги 
маълум борланишлар куйилган механик системанинг мувозанат шар- 
тини ифодалайди.

Актив кучлар таъсиридаги идеал, бушатмайдиган ва стацио­
нар борланишлар куйилган механик система мувозанатда булиши 
учун система нуцталарининг %ар щндай мумкин булган кучишида 
барча актив кучлар элементар ишларининг йириндиси хамда сис­
тема барча нущпаларининг бошланрич тезликлари нолга тенг бу­
лиши зарур ва етарлидир, яъни

(24-31)
З а р у р  л и г и .  N  та моддий ну^талардан ташкил топган механик 

система мувозанатда булсин. Системанинг бу мувозанат холатидан



^ар цандай мумкин булган кучишида барча актив кучлар элементар 
ишларининг йириндиси нолга тенг булишини исботлаймиз.

Системанинг бирор А к ну^тасини олиб, унга таъсир этувчи актив 
кучлар з^амда борланиш Греакдия кучларининг тенг таъсир этувчи- 
ларини Fa ва N k билан белгилаймиз (257- раем). A k ну^тага ^уйил- 
ган борланишлар таъсири борланиш реакция кучи билан алмаштирил- 
ганлиги туфайли бу нуцта эркин ну^та деб царалади. Механик сис- 
тема мувозанатда булгани [учун унинг ^ар бир А к ну^таси ^ам му- 
возанатда булади. Шу сабабли

Fk +  N k =  0, {h =  \ , 2 ............ N) (24.32)

тенгламалар уринли булади.
Системанинг ^ар бир А к ну^тасига 8гк мумкин булган кучиш бе- 

риб, (24.32) нинг иккала томонини Ьгк га скаляр купайтирамиз: 

' V 67* +  N k-bFk =  0, ( k =  1, 2, . . .  , N).
Бу тенгликларни ь;ушиб цуйидагини оламиз:

2 F* - e7. + 2 s *-8r* - ° -  <24-33>
Система ну^таларига [цуйилган кборланишлар идеал борланишлар- 

дан иборат булгани учун

Шу сабабли (24.33) дан исбот ^илиниши талаб этилган (24.31) тенг- 
ликни оламиз.

Е т а р л и  л и г и .  (24.31) шарт бажарилса, система мувозанатда 
булишини исботлаш учун муло^азани тескаридан бошлаймиз. Даст- 
лаб мувозанатда булган система ну^таларига Fk актив кучлар таъ­
сир этиши натижасида (24.31) шарт бажарилишига ^арамай, система­
нинг бирор Ак ну^таси ^аракатга келадидеб царайлик. Бошцача айт-
ганда, А к ну^тага таъсир этувчи Fk ва Nk кучларнинг тенг таъсир 
этувчиси R'k нолга тенгбулмасин (258-раем). Дастлаб А к ну^та тинч



Холатда булгани учун R'k куч таъсирида А к ну^та бу кучнинг'таъ­
сир чизиги буйича йуналган бирор drk ха^иций кучиш олади. Систе- 
мага цуйилган богланишлар стационар булгани учун drk хаки^ий ку' 
чиш бирор б rk мумкин булган кучиш билан устма- уст тушади вабу 
кучиш учун _  _

булади. Системанинг барча ну^талари учун бундай тенгсизликларни 
ёзиб, уларни кушсак,

+  2 я »'8Г*>о
муносабатни оламиз.

Система ну^таларига цуйилган богланишлар идеал богланишлар- 
дан иборат булгани учун

у  Л Л -б 7 .=  0.J—l k k
Шу сабабли куйидаги тенгсизлик уринли булади: У  > 0 .  Ле­
нин бу натижа кабул ^илинган (24.31) шартга зиддир. Бинобарин, 
бу шарт бажарилганда система мувозанагда булиши керак. Шундай 
цилиб, (24.31) шарт ха^и^атан хам механик система мувозанатининг 
зарур ва етарли шартини ифодалашини исботладик.

(24.31) тенглама статиканинг умумий тенгламаси дейилади. Бу 
принцип Лагранжнинг мумкин булган кучиш принципи деб хам 
юритилади.

Мумкин булган кучиш принципининг Декарт координата у^лари- 
даги ифодаси цуйидагича ёзилади:

V  (Xk 8x k +  byk +  Z k 6z k) =  0. (24.34)

Агар механик система ну^таларига стационар булмаган богланиш­
лар цуйилган булса, у холда система ну^талари харакатланувчи ёки 
деформацияланувчи сиртлар устида ^олиши керак. Мумкин булган 
кучиш эса ва^тнинг хар бир пайтида сирт буйлаб кучишдан иборат. 
Бинобарин, стационар булмаган богланишлар куйилган системага мум­
кин ^булган кучиш принципини ^уллаш натижасида система ну^та- 
ларининг сиртлар устидаги нисбий мувозанати аншутнади.

161-§. Механик системанинг умумлашган координаталардаги 
мувозанат шартлари

Голоном богланишлар цуйилган N  та ну^тадан ташкил топган ме­
ханик системанинг эркинлик даражаси п га тенг булсин. У холДа 
бундай системанинг холатини qv  q2, . . . , qn умумлашган координа­
талар билан ани^лаш мумкин.

(24.23) ва (24.25) га асосан системанинг мувозанат шарти (24.31) 
ни ^уйидагича ёзамиз:



<?lб qx -f- Q2б q2 +  . . . +  Qn8 qn — D. (2 3 .3 5 )

Бунда барча qv q2, , qn умумлашган косрдинаталар зркин 
булгани учун уларнинг б qt (г=  1, 2, . . . , п) оргтирмалари ^ам эр­
кин булади. Шу сабабли мувозанат шартларинц ^уйидагича ёзиш
мумкин: Ql =  О, Q2 — 0............ Qn =  0. (24.36)

Бушатмайдиган голоном ва идеал богланицлар куйилган, эр­
кинлик даражаси п га тенг булган %амда ихтиёрий %олати qx, 
q2, . . . , qn умумлашган координаталар билан аникланадигаи ме­
ханик система мувозанатда булиши учун танланган умумлаш ган  
координаталарга мос умумлашган кучлар нолга тенг булиш и зарур  
ва етарлидир.

Кучлар потенциалли булган х°лда (24.30) га кура мувозанат 
шартларини

- | ^  =  о , - ^  =  о........... Н г = 0  <24-37)
o?i dq2 dqn

куринишда ёзиш мумкин. Бу тенгламалар умумлашган координата­
лар орк;али ифодаланган потенциал энергиянинг экстремумга эга бу­
лиши учун зарурий шартни ифодалайди. Шундай к;илиб, голоном 
системанинг мувозанат \олатида потенциал энергия экстремумга 
эришиши мумкин.

54- масала. Q юк О А =  0,6 м ли даста билан харакатга келтири- 
ладиган домкрат ёрдамида кутарилади. Дастанинг учига унга перпен­
дикуляр булган Р =  160 Н куч цуйилган. Домкрат винтининг радами 
h =  12 мм. Q юкнинг микдори аницлансин (259-раем).

Ечиш. Q юк ва О А дастани механик система деб ^араб, система 
нуцталарига мумкин булган кучиш берамиз. Бунинг учун О А  дастани 
Р  куч йуналишида бф бурчакка бурамиз. У ^олда Q юк вертикал 
тарзда ю^орига б гв га тенг мицдорга кучади. Системанинг мувоза­
нат шартини ифодаловчи (24.31) тенглама ^уйидагича ёзилади: 

Р-ОЛ-бф — Q.6rs  =  0,
бундан

6 г в
б ф  ва 8гв  мумкин булган кучишлар
орасидаги муносабатни аншугаймиз. Q г—- у —■ у
юкнинг илгариланма харакати О А даста- Ч \\л  \  — v C
нинг айланиш бурчагига мутаносиб бу- /  Ш
лади ва даста 2л га тенг бурчакка /
айланганда Q юк вертикал буйича винт 
цадами h =  12 мм =  0,0012 м га тенг 
масофага кутарилади. Шу сабабли
— =  , бундан бф =  — • бгп . Нати- 7777̂ 7777777̂ 777777777̂ 77777,
2я h  h '
ж ада  259- раем.



Q =  2n-P  —  =
h

=  2.3,14* 160- =  50200 H. 
0,0012

x  возанат ^олати ани^лансин (260- 
расм).

55 -масала. Вертикал текнсликда 
жойлашган R  радиусли э^ал^а (айла- 
на) буйлаб ^аракатланувчи, орирлиги 
Р га тенг булган А  шарчанинг му-

260- раем.

Ечиш. Айлананинг марказини 
координата боши учун олиб, Ох, Оу 
укларни раемдагидек йуналтирамиз. 
Нуцтага ^уйилган борланиш тенгла- 
масини

х2 +  У2 — R 2 =  0
куринишда ёзиш мумкин. Шарчанинг х ,у  координаталари орасида 
битта борланиш мавжуд булгани учун унинг эркинлик даражаси 
битта булади. Шу сабабли шарчанинг айланадаги ^олати битта умум­
лашган координата q билан аницланади. Умумлашган координата 
учун Z . г/0Л=ф бурчакни оламиз. Ну^та айлана буйлаб ^аракатланга- 
ни учун Р  кучнинг бф мумкин булган кучишдаги элементар иши

формуладан ^исобланади. Шу сабабли Q цуйидагича булади:

Шарча мувозанатда булиши учун Q =  0 ёки PR sin ф =  0 шарт ба­
жарилиши керак. Бунда ф =  0, ф =  180° булганда шарча мувозанат­
да булишини курамиз. Демак, шарча вертикал у^ устига тушган ^о- 
латидагина мувозанатда булиши мумкин.

56- масала. Учта таянчда ётган AD  тусин С ну^тада шарнир 
билан бириктирилган иккита к^иемдан иборат. Тусиннинг АС ^исмига 
Рг — 8000 Н, Р2 =  6000 Н га тенг вертикал кучлар к,уйилган; CD 
^исмига эса моменти М  =  4000а Н-м га тенг ва соат милининг ай- 
ланишига тескари йуналишда жуфт кучлар куйилган (261-раем, а). 
Улчамлар шаклда курсатилган. А, В, D лардаги таянч реакциялари 
аниклансин.

Ечиш. AD  тусинни мувозанатдаги АС ва CD тусинлардан иборат 
иккита каттиц жиемдан ташкил топган система деб цараймиз.

Бу масалани статика усулида ечиш учун тусиннинг АС ^исмини 
фикран ажратиб олиб, CD цисмининг унга курсатадиган таъсирини 
куч билан алмаштириб, АС учун мувозанат тенгламасини тузиш ке­
рак. Худди шунингдек, тусиннинг CD цисми учун з̂ ам мувозанат 
тенгламаларини тузиб, олинган тенгламалар системасини биргаликда

6Л =  PR  sin ф • бф



ечиш керак. Бу уеул ан- 
ча машавдатли булиб, 
таянч реакциялари фа^ат 
барча [мувозанат тенгла- 
«аларини тузгандан ке- 
тн топилади.

Мумкин булган ку- 
дош принципини к;уллаш 
татижаеида эса мос ра- 
зишда тузилган битта 
тенгламадан керакли та- 
шч реакция кучини 
ши^лаш мумкин. Бу 
^сул масалани ечишни 
шча соддалаштиради.

Мумкин булган кучиш 
финципини цуллаб А, В  
sa D таянчлардаги реак- 
щя кучларини ани^лай- 
4И З.

Таянч реакция кучи 
?л ни ани^лаш учун А 

таянчни фикран олиб таш- 
лаб, унинг таъсирини шу 
куч билан алмаштирамиз.

А нуктага вертикал 
юкррига йуналган б г а 
мумкин булган кучиш 
берамиз (261-раем, б).

а)

2а

Р,

2а
~ Ж

М

5) Нл
А Р,

о —
&гА I М 

1 N

г) iPi
М

dtp
д
&rD

261- раем.

Ру ва Р2 кучлар цуйилган К  ва Е  ну^-
таларнинг мумкин булган кучишини б г к  ва б гЕ билан белгилаймиз; 
бф — CD тусиннинг бурчак кучиши. Учбурчакларнинг ухшашлигидан 
фойдаланиб, мумкин булган кучишлар орасидаги муносабатларни то- 
памиз:

ЬгА — 2 8 г к  — 4 б г я =  2 Ь гс =  4абф.  (1)

Мумкин булган кучиш принципини цуллаб берилган кучлар ва 
реакция кучининг мумкин булган кучишдаги ишларининг йириндиси' 
ни нолга тенглаймиз:

КЛ Ь гд ■P18 rK + P i 8 r E -\- УИбф =  0. (2)
(1) ни эътиборга олиб, (2) даги б гА олдидаги коэффициентни 

нолга тенглаштирсак, куйидаги ифода ^осил булади:

R B — ^ P i  +  }A P, +  T M  =  о-2 4 4а

Бундан R a =  1500 Н булишини аницлаймиз.



R B таянч реакция кучини ани^лаш учун В  таянчни фикран 
олиб ташлаб, унинг таъсирини шу куч билан алмаштирамиз.

С шарнирга вертикал тарзда юкорига йуналган б гс мумкин бул­
ган кучиш берамиз (261-раем, в).

Ри Р2 ва R B кучлар цуйилган К, Е  ва В  нуцталарнинг мумкин 
булган кучишини б г к , б г £ ва б г в билан белгилаймиз; бф  — CD 
тусиннинг бурчак кучиши. Бу мумкин булган кучишлар орасидаги 
муносабатни ани^лаймиз:

8 rc =  -^8 г Е = ~ 8 rB =  38гк  =  2 а бф. (3)
о 2,

Мумкин булган кучиш принципини ^уллаймиз:
— Рг8 гк  + R B 8 rB — P28 rE — ТИбф =  0. (4)

(4) даги барча орттирмаларни (3) дан фэйдаланиб б гс орцали ифода- 
лаймиз ва унинг олдидаги коэффициентни нолга тенглаштирамиз:

- - P 1 + - R b — ~ P 2 —  -  =  0.
3 1 3 в  6 2 а 

Бундан R B =  14500 Н эканлигини аншутймиз.
ESs R d ни^ани^лаш учун D таянч таъсирини шу куч билан алмашти­
рамиз.
ф  и D ну^тага вертикал тарзда юкорига йуналган б rD мумкин булган 
кучиш берамиз. У з^олда CD тусин соат милининг айланишига тес­
кари йуналишда бф бурчакка бурилади ва

6 Ф =  -^Г (5)
булади. АС тусиннинг ^олати узгармасдан к,олади (161-раем, г).

Мумкин булган кучиш принципини цуллаб ^уйидаги тенгламани 
оламиз:

R D-8 rD + М б Ф =  0, (6)

бундан R d — — 2000 Н. Бунда манфий ишора R D таянч реакция 
кучининг вертикал тарзда пастга йуналганлигини ифодалайди.

162-§. Динамиканинг умумий тенгламаси (Даламбер — Лагранж
принципи)

Теорема. Агар щракатдаги механик система нукталарига идеал 
еа бушатмайдиган борланишлар цуйилган булса, у  %олда система 
нукталарига таъсир этувчи актив кучларнинг хамда инерция куч­
ларининг xflp кандай мумкин булган кучишдаги элементар ишла- 
рининг йитндиси хар онда нолга тенг булади, яъни:



Исбот.. Агар Fk актив кучлар ва N к идеал богланиш реакция 
кучлари таъсирида хаРакатланаётган механик система ну^таларига 
мос равишда Фк инерция кучларини ^уйсак, у холда Даламбер прин- 
ципига кура бу кучларнинг геометрик йигиндиси хар онда нолга тенг 
булади:

Fk + N k + Ф к = 0  ( £ = 1 , 2 , . (24.39)

Система нуцталарига ихтиёрий мумкин булган кучиш берамиз ва 
(24.39) тенгламаларнинг хаР бирини мос нуцтанинг мумкин булган 
кучиши Ьгк га скаляр купайтирамиз; олинган ифодаларни ^адлаб 
цушиб куйидаги тенгламани оламиз:

S ( f ,  + N „  + Ф 4) - 6 Г,  = 0 . (24.40)

Системага куйилган борланишлар идеал булгани учун 2  Л/*, -6 r ft = 0 . 
Шу сабабли (24.40) дан исбот ^илиниши зарур булган (24.38) тенг­
ламани ^осил ^иламиз:

2  (Fk +  Ф*)-бг* =  0.

Бу тенглама динамиканинг умумий тенгламаси дейилади. Ушбу 
тенглама Даламбер принципи билан Лагранжнинг мумкин булган ку­
чиш принципларининг мажмуасидан иборат.

Шунинг учун бу принцип Даламбер— Лагранж принципи  дейи­
лади.

(24.38) ни Декарт координата укларидаги проекциялари орцали 
ифодаласак,

2 [ ( ^ ft — ms x k) bxk +  {Yk —  mk y k) 6 y k + ( z k —

- m k z k) 6 s J  =  0

Хосил булади.
(24.41) тенгламадан фойдаланиб 

дифференциал тенгламаларини чица- 
риш мумкин.

57- масала. Марказдан кочувчи 
ростлагич вертикал у^ атрофида 
узгармас со бурчак тезлик билан 
айланади. Шарларнинг хаР кайсиси Ру 
орирликка, С муфта эса Р2 орирлик- 
ка эга эканлигини ^нсобга олиб,
ОА ва ОВ стерженларнинг верти- 
калдан ориш бурчаги аник;лансин;
Замма стерженларнинг узунлиги бир 
хил ва I га тенг (262- раем).

Ечиш. Координата у^ларини ут- 
казамиз. Системанинг эркинлик да-

(24.41)

механик системанинг харакати



ражаси бирга тенг. Системага Рг — шарларнинг огирлик кучлари ва 
Рг — муфтанинг огирлик кучи таъсир этади. Бу кучлар ^аторига 
шарларнинг

Ф . =  Ф „ =  — г со2 =  — /sina-co2 
А в  g  g  

марказдан ^очувчи инерция кучларини ^ушиб динамиканинг умумий 
тенгламасини тузамиз:

Р1Ь ул + Р 16 у в  +  Рш6 ус + Ф в 8 х в - Ф л 6 х л = 0 .  (1)

Расмдан:
y A = y B = l  coscc, ус =  21 cos a , 

х д — — /s in a ,  х в =  I s ina .

Демак, А, В  ва С нуцталар координаталарининг вариациялари 
цуйидагича ани^ланади:

б у А =  б у в  =  — / s in a « 6 a ,  б у с =  — 2 / s i n а*б a ,
8 хА = — / 9 0 s a -б а ,  8 х в  =  / c o s a - 6 a .

Шу сабабли (1) ^уйидагича ёзилади:
2 / ( — Рг sin а  — Р2 sin a  +  Фв cosa) б a  =  0.

Бундан
Фв cos a  =  (Pi +  Р2) sin a - 

Бу тенгликка Фв нинг цийматини цуйиб, s in a  га ^ис^артирсак,

Pi— / со* cos2 a  =  Рг +  Рг
g

булади. Бундан

cos a  = Pj/CD3
эканлигини топамиз.

58- масала. К,узгалувчи С 
блокни ушлаб турадиган ип уц- 
лари цузгалмас булган А ва В  
блоклар ор^али утган; ипнинг 
блоклар устида булмаган ^исмла­
ри вертикал тарзда осилиб тура- 
ди. С блокка огирлиги Р  = 4 0  Н 
булган тош осилган, ип учларига 
огирлиги Рг =  20 Н, Р2 =  30 Н 
булган юклар богланган. Блоклар 
билан ип массасини ва у^лардаги 
иш^аланишни ^исобга олмай, хам- 
ма юкларнинг тезланиши ани^лан- 
син (263' раем).



Ечиш. М и М 2 ва М  юклардан ташкил топган моддий ну^талар 
системасининг ^аракатини текширамиз. Системага ^уйилган борланиш 
(блоклар ор^али утказилган чузилмайдиган ип) идеал борланишдан 
иборат.

х  ук,ни вертикал тарзда пастга йуналтирамиз. Ип чузилмайдиган 
булгани учун юкларнинг координаталар^! орасида цуйидаги борланиш 
мавжуд булади:

2 х  +  х х +  х2 =  const,
бунда х  — С блок марказининг, х х ва х2— М х ва М 2 юклар орирлик 
марказларининг координаталари. Борланиш тенгламасига кура, система 
ну^таларининг мумкин булган кучишлари орасида цуйидаги муноса­
бат уринли булади:

2 6 л: -f- +  Ьх2 =  0. (1)
Бундан таш^ари,

[2 х  -f- xi "Ь х2 ~  (2)

Бу тенгликларда: б лг, 6х1г 6х2 — мумкин булган кучишлар, x — w,

x i =  wu_ х2 ==_У°2 — мос равишда С, М х ва М 2 нуцталарнинг тезла­
ниши. w x ва w 2 ни вертикал тарзда пастга йуналган деб фараз ^и- 
ламиз, у ^олда w ю^орига йуналади. Фх, Ф2, Ф инерция кучлари 
мос тезланишларга тескари йуналади.

Динамиканинг умумий тенгламасини тузамиз:

(Л  — - 1 xj) б х ,  +  (Р2- - 2 -х2) 8 х2 +  ( Р - - х )  8 х  =  0, (3) 
g g g 

ёки (1) дан 6 л: ни 6 x t ва 8 х2 орцали ифодалаб, (3) га цуйсак,

[2 Рх (g — x j  —  P ( g  —  x)] 6 x x +

+  [2 P2 (g —  *2 ) — P ( g ~  *)] 6 x2 =  0
^осил булади. Бу тенгламада 6хх ва 6х2 лар ихтиёрий ^амда бир- 
бирига борли^сиз булгани учун улар олдидаги коэффициентлар нол­
га тенг булиши керак;

2 Pi (g —  x J — P (g —  x) --  0.

2 Р2 (g — x2) —  P ( g — x) =  0.

(2) дан х  ни х х ва хг ор^али ифодалаб, бу тенгламалар система- 
сини цуйидагича ёзиш мумкин.

(4 Р 1 +  Р )х1 + Р х 2 =  2 (2 Р х — Р) g,

Рхх +  (4Р2 + Р )х 2 =  2(2 P2 —  P )g .

Бу тенгламалар системасини ечиб, изланаётган номаълумларни 
аник;лаймиз:



Л-' - г  4 P 1P 2 +  (P i ~ 3 P 2) P
1 4 Р 1Р 2 + ( Р 1+ Р 2) Р  *

"  _ г  4 ( P t P 2 +  (P 2 - 3 P x) P
2 *  4 Р 1Р 2 + (Р 1+ Р 2) Р  ’

*  =  *1 +  *2_________4 Р ХР 2 - (Рх +  Р 2) Р
2 в  4 Р 1Р 2 +  (Р 1+ Р 2) Р

Сон ^ийматларини ^уйсак, цуйидаги натижага эришамиз:
1 3 1Х\ = ------- 8 , х~ =  —  g, х  ------------s.

1 1 1 s ’ 2 I I s ’ I I s

Бунда манфий ишора юклар тезланиши юк;орига йуналганлигини 
ифодалайди. Шундай килиб, курилаётган ^олда М 2 юк пастга, М х 
ва М  юклар юкорига йуналган тезланишлар билан харакатланади.

163-§. Лагранжнинг иккинчи хил тенгламалари

Голоном идеал ва бушатмайдиган борланишлар цуйилган N  та 
нуцтадан ташкил топган механик системанинг эркинлик даражаси п 
га тенг булиб, холати qlt q2, . . . , qn умумлашган координаталар 
билан аниклансин:

Маълумки,

r =  rk (?1><72. • • • , q„’t), (k =  1,2, . . . , N). (24.42) 

Динамиканинг (24.38) умумий тенгламасида ФА = — т р к —

=  — mk rk эканлигини эътиборга олиб, уни цуйидагича ёзиш мумкин:

2  <24-43>
k = \

(24.15) га кура система ну^таларининг мумкин булган кучиши умум­
лашган координаталар ор^али куйидагича ифодаланади:

П
b7k =  ^ ^ 6 qt (k = l ,2 ,  . . . .  N). (24.44)

1 =  1 1

(24.44) ни (24.43) га ^уйиб, йиринди тартибини узгартирсак,

У  ( ■v  F ,  ■ &  -  У  т .7 , ■ а  1 8 , ,  =  0. (24.45)
\ 2 j  к dqi Z i  к k dqt )  41

i= 1 4 ft=l ,A=1 '

Хосил булади. (24.45) даги

N л-— d i

k=l
V T * ~  =  q , <24-46)' J * &?£



умумлашган кучларни] ифодалайди. Бундан ташкари, ^уйидаги ай- 
ниятдан фойдаланамиз:

—  d r k d ( —  д ' ь  \  —  d д~ь

T =  <24-47>
„  d r k d dr k
Бу аиниятдаги ва —  -щ- ^адларнинг фа^ат голоном системага

хос булган бошк;ача ифодасини топамиз. Бунинг учун (24.42) дан вацт 
буйича ^осила оламиз:

rk =
d r k • д г к ■ д г ь д ги

+  J  9« +  - 5 Г ’ (24'48)Р?1 (3?2 <?f

(24.48) тенгликнинг хаР иккала томонидан <7; — умумлашган тезлик 
буйича хусусий ^осила оламиз:

дГк дГк-, (i = 1 7 ) .  (24-49>
dq i &4i

/с\ л л r\\ ^  Г k d  d r  h(24.4У) ердамида ани^ланади. —  - щ -  ни ани^лаш [учун

(24.48) нинг иккала томонидан qi буйича хусусий ^осила оламиз:

д~к дг~к : . д>~Гк ■ . , &7к • д*Тк (24.50)
dqt dq1dqi +  dq^dqi ^ ~ r  1 dqn dql ‘ dtdql

Бундан ташкари, умумлашган координаталарга ва вацтга ошкор 
дгк

равишда борлиц булган функциянинг ва^т буйича тули^ ^оси-

ласини оламиз:

d д~к _  д2~к ■ , д2~к ■ , , д*~к • , д?7к /0 4 с1ч
dt dqt dqidqi 4 l  ^  dq2 ^  +  ' 1 1 +  dqt dqn +  dqc dt  '

(24.50) ва (24.51) ларнинг унг томонлари иккита узгарувчи буйи­
ча иккинчи тартибли хусусий ^осилалар дифференциаллаш тартибига 
борли^ булмаганидан узаро тенгдир.

Шундай цилиб,

d d r k _ d r k (24.52)
dt dq( dqc

(24.49) ва (24.52) ларга асосан (24.47) айниятни к;уйидагича ёзиш 
мумкин:



" Q —
(24.53) ни эътиборга олиб, (24.45) даги j > j mk rk ' УЧУН ушбу

*=i
ифодани оламиз:

N  —  N  ,-1 . N

m k rk
—  d r k d V 4  — d r k — d r k „

—— =  —  у  ,m k r . ' ---------- \  m. r. -----------(24.54)
____ dqt dt Z A  k k dQi Z A  k k dqt v ’*=1 A=1 *=1 ‘
(24.54) нинг унг томонини бошкача куринишда ёзиш учун система­
нинг кинетик энергиясини киритамиз:

Лг

т  1 V  -т =  -2- 2 и ткЪ>
к=\

ёки vk =  rk эканлигини ^исобга олсак,

=  (24.55)
z *=i

(24.48) ва (24.42) лардан 'курамизки, rk функция умумий ^олда

барча qt,q t га (жумладан, qt га чнзи^ли равишда) ва ваи;тга борлиц 
булади. Бинобарин, системанинг кинетик энергияси ^ам мазкур узга- 
рувчиларга борли^ булади:

Т  = Т  (<71( q2............ qn, qlt q2............... qn, t). (24.56)

Системанинг T  кинетик энергиясидан q. ва ql узгарувчилар буйи­
ча мураккаб функцияни дифференциаллаш кридасига кура хусусий

^осилалар оламиз. Бунинг учун дастлаб r2k =  гk-гk скаляр купайтма-

дан qi ва qt лар буйича хусусий ^осила оламиз:

dqt k ’ дЧ1 ’ d -t ~ z r k' dqt •

У ^олда

дТ n ^  fr~k дТ "  -  d7k 
— — =  ~S\ m . r . • r , —— =  2 j m, r. • -=—  

d qi k t\  d4i dc>>
Бу муносабатларни эътиборга олиб, (24.54) ни ^уйидагича ёзиш мум­
кин;



(24.46) ва (24.57) га асосан (24.45) ушбу куринишни олади:

(24.58) тенглама динамика умумий тенгламасининг умумлаш­
ган координаталардаги ифодасидир. Бу тенгламада

Хад система нуцталарининг 6 qlt 6 q2, . . . , 6 qn мумкин булган ку- 
чишдаги барча инерция кучлари ишларининг йигиндисини ифодалайди,

(24.58) да барча умумлашган координаталарнинг орттирмалари 6qv  
bq2, . . . . , 8 qn эркин булгани учун улар олдидаги ифодаларни ай- 
рим-айрим нолга тенглаш мумкин.

Шундай ^илиб, цуйидаги п  та тенгламалар системасини оламиз:

(24.59) тенгламалар Лагранжнинг иккинчи хил тенгламаларч ёки 
механик системанинг умумлашган координаталардаги харакат диф­
ференциал тенгламалари дейилади. Бу тенгламалар сони системанинг 
эркинлик даражасига тенг булиб, системанинг умумлашган коорди- 
наталарига нисбатан иккинчи тартибли дифференциал тенгламалардан 
иборат. Уларни интеграллаб ва интеграллаш доимийларини хаРакат" 
нинг бошлангич шартлари асосида ани^лаб, системзнинг умумлашган 
координаталар оркдли ифодалангаи п та ^аракат тенгламаларини ола­
миз:

Лагранжнинг иккинчи хил тенгламалари аналитик механикада му- 
^им а^аминтга эга ва купгина техника масалаларини ечишда улардан 

самарали фойдаланилади. Лекин бу тенгламалар таркибида богланиш 
реакция кучлари ^атнашмайди. Шунга кура реакция кучларини аншу 
лаш лозим булганда Даламбер принципи ^улланилиши мумкин.

(24.60) ни (24.42) га ^уйиб система ну^таларининг радиус- век- 
торлари ани^ланади:

Натижада система нукталарининг харакат конуни вектор усулида 
аншутанади. У >^олда инерция кучларини

П

d дТ дТ = 0(1 - 1,2, ---- п)
dt dq. dqt

еки

(24.59)

Ч{ =■■= 4t (0. (* =  1 > 2............ «)• (24.60)

rk =  rkV )’ (h== 1>л')



формуладан аниклаш мумкин.
Даламбер принципига асосан номаълум борланиш реакция кучла­

рини топамиз:

N k =  ~ - F k, ( k = l N ) >
бунда Fк —  система ну^талариг j  цуйилган, берилган кучлар.

Шундай 1̂ илиб, механикада голоном богланишлар ^уйилган сис­
теманинг берилган кучлар таъсиридаги харакатини аницлашга доир ма­
сала ни икки ^исмга булиб ечиш мумкин.

1. Лагранжнинг тенгламалари (24.59) ни интеграллаб хаРакат 
тенгламалари топилади.

2. Даламбер принципи воситасида номаълум борланиш реакция 
кучлари аникланади.

164-§. Потенциалли кучлар таъсиридаги механик система 
учун Лагранжнинг иккинчи хил тенгламалари. Циклик 

интеграллар

Агар механик система ну^таларига фа^ат потенциалли кучлар таъ­
сир этса, у холда умумлашган кучлар (24.30) дан аникланади. Бу 
Холда Лагранжнинг иккинчи хил тенгламалари (24.59) ^уйидагича 
ёзилади:

—  -Ц--------- ^  = ----- У?- , ( г =  1,2, . .  . , п). (24.61)
dt dqc dqt dqi

(24.61) да -Щ— ни тенгламанинг чап томонига утказамиз. Бун­

дан ташкари, потенциал энергия П  богланишлар стационар булмаган
Холда умумлашган тезликларга борли^ булмаганлигидан —:— =  0.

dqt
Шу сабабли

dT  __d ( T  — П)

d q i  d q {

деб ёзиш мумкин. Натижада (24.61) ушбу куринишга эга булади:

—  g ^ - " )  =  0, (»=  1 ,2 ____ _ я). (24.62)
dt d qi д Я i

(24.62) да L  =  T  — П  белгилаш киритамиз. Умумлашган коор­
динаталар ва умумлашган тезликлар функцияси булган L Лагранж 
функцияси ёки кинетик потенциал дейилади. Бу белгилашга кура
(24.62) ^уйидагича ёзилади:

±  I k -------- dJL - =  0 (г =  1, 2, . . . , п ). (24.63)



(24.63) тенгламалар потенциалли кучлар таъсиридаги система 
учун Лагранжнинг иккинчи хил тенгламалари дейилади.

Циклик координаталар ва циклик интеграллар. Кинетик потен­
циал L  нинг ифодасида ошкор равишда ^атнашмайдиган умумлашган 
координаталар циклик координаталар дейилади.

Агар п та умумлашган координаталар орасида^ s та циклик коор­
динаталар qu  q2, . . . , qs (s <  n) мавжуд булса, у холда таърифга 
кура

- |^ -  =  0 ( /  =  1, 1, . . .  , s). (24.64)

Бу халда циклик координаталарга мос булган Лагранжнинг ик­
кинчи хил тенгламалари (24.63) ушбу куринишга эга булади:

( / - 1 , 2 , . . . S )  (24.65)

Бу тенгламаларни интеграллаб, бир йула s та биринчи интеграл- 
ларни оламиз:

~ г ~  =  С j (/ =  1 ,2 ........... s). (24.66)
d q {

(24.66) тенгликлар билан аншушнадиган биринчи интеграллар циклик 
интеграллар дейилади.

165-§. Лагранжнинг иккинчи хил тенгламаларини ^уллашга
дойр масалалар

Лагранжнинг иккинчи хил тенгламаларини хуллашга дойр маса­
лалар хуйидаги тартибда ечилади.

1. Системага куйилган богланиш тенгламаларини аницлаб, умум­
лашган координаталар киритилади.

2. Умумлашган кучлар топилади. Бунинг учун система нукталари- 
га таъсир этувчи актив кучлар расмда тасвирланади; идеал борланиш- 
ларнинг реакция кучларини курсатиш шарт эмас; агар ишкаланиш 
кучи мавжуд булса, улар актив кучлар к;аторига кушилади. Сунгра 
умумлашган кучлар 159- § да курсатилган уч усулдан бирортаси 
буйича хисобланади.

3. Система кинетик энергияси умумлашган координаталар оркали 
ифодаланади. Агар система нукталарига фа^ат консерватив кучлар 
таъсир этса, кинетик потенциал хисобланади.

4. Лагранжнинг иккинчи хил тенгламалари тузилади ва бу тенг­
ламаларни ечиб, изланаётган номаълумлар топилади.

5 9 -масала. Горизонтал текисликда жойлашган механизмда 0 10 2 
даста билан харакатга келтирилувчи ва унга эркин урнатилган I I  
гилдирак ^узгалмас I I I  гилдиракнинг ички сирти буйлаб сирпанмай 
гилдирайди ва I  рилдиракни О ^узралмас у^ атрофида айлантиради 
(264-раем). Дастага М  =  const айлантирувчи момент, I рилдиракка 
эса М г — const ^аршилик моменти таъсир этади. Дастанинг / узун- 
лиги I  ва I I  рилдиракларнинг орирлиги Рг ва Р2 га тенг. I  рилди-



ракнинг Ох ну^тадан раем те­
кислигига перпендикуляр ра- 
ришда утувчи уэда нисбатан 
инерция радиуси krx ва шу уц- 
к,а параллел равишда 0 2 нук- 
тадан утувчи у ^ а  нисбатан II  
рилдиракнинг инерция радиуси

х  kr2 булиб, —  =  1,5. Даста-
Г2

нинг массасини ^исобга олмай, 
унинг бурчак тезланиши топил- 
син.

Ечиш. 1. Умумлашган 
координаталарни ани^лаш.
Системанинг ^олати 0 Х0 2 дас- 
танинг айланиш бурчаги ф би­
лан бир ^ийматли ани^лана- 
ди. Да^и^атан ^ам, агар O fi2 
дастани кузгалмас деб к^арасак, 

у з^олда система ^узралмас булади. Бинобарин, системанинг эркинлик 
даражаси битта булади. 0 Х0 2 дастанинг айланиш бурчаги ф ни умум­
лашган координата учун цабул ^иламиз, яъни q =  ф. У ^олда 
« •
q =  ф =  со булади. Бунда со — дастанинг бурчак тезлиги.

Бу геометрик муло^азаларни аналитик жи^атдан асослаймиз. 
К,аралаётган механик система I  ва I I  рилдираклардан иборат булиб, 
уларга ^уйидаги голоном борланишлар куйилган:

Х2 У*2 == Рг (О

264- раем.

Vд =  О ёки г2ф2 =  /ф, 

гх ф =  2 г2 ф2,

(2) 

(3)
бунда: х2,у 2 — 0 2 ну^танинг координаталари фх, ф2 — мос равишда I  
ва I I  рилдиракларнинг бурчак тезлиги. (1) тенглама ^аракат давоми- 
да 0 L 0 2 масофа узгармаслигини, (2) — I I I  рилдиракнинг цузралмас- 
лигини ёки II  рилдирак учун А  ну^та тезликларнинг оний маркази 
эканлигини, (3) sea В  ну^тада ^аракат сирпанмасдан содир булишини 
ифодалайди.

I рилдирак Oj нук,тадан утувчи у К атрофида айланма ^аракатда 
булганидан унинг ^олати фх бурчак билан ани^ланяди. I I  рилдирак 
текис параллел ^аракатда булганидан унинг ^олати х 2, уг, Ф2 билан 
аникланади. Шундай ^илиб, системанинг ^олати 4 та: ф1,х2, у2, ф2 
параметрлар билан аникланади ва улар орасида 3 та голоном борла­
нишлар мавжуд. Бинобарин, системанинг эркинлик даражаси 1 га 
тенг булади.

2. Умумлашган кучни ани^лаш. Расмда айлантирувчи момент М  
ва ^аршилик моменти М х ни тасвирлаймиз. Механизм горизонтал 
текисликда жойлашгани учун Рх ва Р2 орирлик кучлари иш бажар- 
344



майди. Шу сабабли бу кучларни расмда курсатиш шарт эмас. Ot 0 2 
дастага соат милининг айланишига тескари йуналишда бф мумкин 
булган кучиш берамиз. Бу мумкин булган кучишда ^аракатланти- 
рувчи момент М ва царшилик моменти М 1 ишларининг йириндисини 
^исоблаймиз:

б /4ф =  М  б ф — M i бф!. (4)

/  рилдиракнинг ва дастанинг кучиш бурчаги уларнинг бурчак тез-

ликларига мутаносибдир: —  =  . (2) ва (3) ларга кура
бф ф

21 ' /счф! =  —  Ф, (5)
Г\

ёки

Ф1 _  2 (/•] +  гг) 
ф ri

булгани учун
£ф1. =  2 (ri +  гг) =  g / j _j_ М  =  5
бф \ г1 ) ’

бундан бф! ни бф ор^али ифодалаб, (4) га ^уямиз:

бЛф =  (М  — 5 Л4])бф.

У х,олда ф умумлашган координатага мос келувчи умумлашган куч 
^уйидагича ани^ланади:

(6)

3. Системанинг кинетик энергиясини аниклаш. Системанинг ки- 
нетик энергияси I рилдиракнинг кинетик энергияси Т1 билан II  Рил­
диракнинг кинетик энергияси Т 2 нинг йириндисига тенг:

r  =  7 \ + 7 V  (7)

I Рил дирак 0 1 ну^тадап утувчи у к; атрофида фх бурчак тезлик би­
лан айланма ^аракатда булганидан

р
бунда IL =  — №г2, — / рилдиракнинг Ot нуктадан утувчи айланиш 

8
у^ига нисбатан инерция моменти. (5) ни назарда тутсак,

=  Н 2ф2. (8)
е

I I  рилдирак текис параллел ^аракатда булгани учун унинг кине­
тик энергияси



Т  _  Рг 2 I / *Р2 
2 _  2 g  2 2 ’

Ябунда ф0> =  /ф ; / 2 =  —  £V22 — 0 2 ну^тадан утувчи у ада нисбатан / /  

рилдиракнинг инерция моменти; (2) га асосан ф2 =  — ф2булгани учун
Гг

Т 2 =  - ^ 1 Ц  1 + ^ ) ф 2. (9)

(8) ва (9) ларни (7) га куямиз:

Г  =  ^ [ А 2( 4 Р 1 +  /32) +  Р 2]Ф2. (10)

4. Лагранжнинг иккинчи хил тенгламаларини тузиш. Система- 
нинг эркинлик даражаси битта булгани учун Лагранжнинг иккинчи 
хил тенгламалари ^ам битта булади:

—  — ----- —  =  Qe . (11)
dt dip *Р Ф

(10) дан ушбу ^осилаларни ^исоблаймиз:

—т =  —  [&2 (4 P i +  Р 2) +  ЛЛ Ф> 
д ф 8

[fe2 (4 л  +  р 2) +  р г] " . (12)
dt д<р g

- ^  =  0. 
бф

(6) ва (12) ларга биноан (11) тенглама

+  ^  +  = м  — ь м 15
куринишни олади. Бундан дастанинг изланаётган бурчак тезланиши- 
ни аниклаймиз:

в =  ф =  ------=  const.
[А* (4 ^ + / > , )  + Я ,] i*

Агар М  — 5 М х булса, 8 =  0, яъни даста текис айланма ^аракатда 
булади.

60- масала. 58' масала Лагранжнинг иккинчи хил тенгламалари 
ёрдамида ечилсин (263- расмга каранг).

Ечиш. 1. Умумлашган координаталарни аниклаш. Маълумки, 
курилаётган механик системага

2 х  +  хх -f- хг =  const

борланиш ^уйилган. Шу сабабли эркин координаталар сони иккита 
булади. Умумлашган координаталар учун qx — хг ва q2 =  х2 ларни



оламиз. Бинобарин, системанинг эркинлик даражаси з̂ ам Гиккита бу- 
лади.

2. Умумлашган кучларни аш цлаш . Системанинг эркинлик дара­
жаси иккита булгани учун М 1 ва М 2 юкларга вертикал тарзда паст- 
га йуналган бхх ва 6х2 мумкин булган кучиш берамиз. У ^олда М  
юк вертикал йуналишда бирор б л: мумкин булган кучиш олади. Бу 
кучишлардаги PL, Р2, Р  кучлар ишларининг йигиндисини топамиз:

2  в Ak =  Pi S +  P2 6 x2 +  P  6 x.
амасига кура, мумкин б 
г мавжуд:

2 б х  +  б x t +  б х2 =  О,

Борланишлар тенгламасига кура, мумкин булган кучишлар ораси- 
да к,уйидаги муносабат мавжуд:

бундан 6 л: ни топамиз:

6 х  =  — -6*1

бундаги манфий ишора бх нинг юкорига йуналганлигини билдира- 
ди. Шу сабабли

2 8 - 4 t =  f P , - 4 ) 6  ̂+  f ^ - 4 ) S*>2 /  { 2 

булади. Бундан хх ва х2 координаталарга мос умумлашган кучларни 
^исоблаймиз:

(У  б А ь ), Р  п — ^  к ’ — р ____,
^  -  Ьх, ~ F l  2 ’

Q р  _ L .
"■ Ьх2 ~  2

3. Системанинг кинетик энергиясини ани^лаш. Системанинг ки- 
нетик энергияси уч ^исмдан иборат булади:

Т  =•-- Т х +  Т 2 +  Т 3.
Бунда T ltT2,T 3 лар мос равишда М и М 2, ва М  юкларнинг кинетик 
энергияларини ифодалайди. Юклар тугри чизикуш ^аракатда булгани 
учун

т __L E x  г 2 т __—  —  х 2 т — —  —  х 2
2 g  *’ 2 _  2 g  2’ 3 2 g '

Шундай цилиб,

Т  =  ^~  {PlX\ +  Р А  +  Рх*).
2 g

Богланиш тенгламасига кура:

"х 2 __ (ДСх 4- х2)2 _  xf  - f  2 х 1х 2 +  х\



Бинобарин, системанинг кинетик энергияси умумлашган тезликлар 
ор^али ^уйидагича ифодаланади:

Т  =  —

2 g L
Р2^1 +  Р 2^2 “1----(Г (-'■? “Г 2  ХхХ2 -j- Xj)

4. Лагранжнинг иккинчи хил тенгламаларини тузиш. Система­
нинг эркинлик даражаси иккита булгани учун Лагранжнинг иккинчи 
хил тенгламалари ^ам иккита булади:

d д Т  д Т  _ п  d дТ д Т  п
■ п с̂1» ,, , — W2"

dt dxj, d x i  dt gX2 д х2

Бунга система кинетик энергиясидан олинган ^уйидаги

I L  =  ± [ ( 4 P 1 +  P ) x 1 +  P x 2], 
д х 1 4 g

± - ^  =  - г № Р х  +  Р )х \ +  Рх*\, 
dt д xj. 4 8

^  =  0, 
дх1

—  т Р г + Р ^  +  РХг),
д х 2 4 g

^ - ~  =  ^ - [ ( 4 Р 2 +  Р )х 2 +  Р х 1), 
dt дх2 4 g

^ -  =  0 
dxi

^осилаларни ва Qlt Q2 ларнинг ^ийматларини к;уйсак,

[(4 P l +  Р) х, +  Рх2] =  Р 1 -  ^  .
4 g  2

[(4Р2 + Р ) х2 +  р 'х1] = Р 2- - ? ~
4 g  2

тенгламалар ^осил булади. Уларни

(4 Р г +  Р)хг +  Рх2 =  2 (2 Рг —  Р) g,

Рх[ -т (4Р2 +  Р) х2 =  2 (2 Р2 -  Р) g

куринишда ёзиб, борланиш тенгламалари билан биргаликда ечсак, 
юкларнинг тезланиши цуйидагича булади:

1 •• 3 1Хл = ------- 8 , х9 =  ■—■ g, х  = --------g.l и  S. г ц в м б

Шундай 1̂ илиб, бу масалани иккита усулда, динамиканинг уму- 
мий тенгламалари ва Лагранжнинг иккинчи хил тенгламалари ёрда- 
мида ечдик. Бу иккала усулни бир-бирига солиштириб, Лагранжнинг 
иккничи хил тенгламалари воситасида бу масалани ечиш бирмунча



самарали эканлигини курамиз, чун- 
ки бунда инерция кучини киритиш * 0 
усулидан фойдаланилмайди.

6 1 -масала. О А  кулиса горизон- 
тал текисликда узининг О учидан 
утувчи г  у к, атрофида айлана ола- 
ди (265- раем; раемда юк;оридан 
куриниши тасвирланган). Массаси 
т  га тенг М  сирпангич кулиса 
ичида ^аракатлана олади. М  сир- 
nanFtwHH моддий нуцта деб к;арал- 
син. Кулисанинг з  уада нисбатан инерция моменти / 2 га тенг. К,ар- 
шилик кучи ^исобга олинмасин. Умумлашган координаталар учун г 
ва ф к;утб координаталарини кабул ^илиб, Лагранжнинг иккинчи хил 
тенгламалари тузилсин ва уларнинг иккита биринчи интеграллари 
ани!\лансин. ф бурчак циклик координатадан иборат булиши курса- 
тилсин.

Ечиш. Кулиса ва сирпанричдан ташкил топган системанинг эр- 
кинлик даражаси 2 га тенг. Масаланинг шартига кура, умумлашган 
координаталар учун г ва ф ^утб координаталарини оламиз (265- раем- 
га царанг).

Агар кулиса ва сирпангичнинг кинетик энергияларини Т к ва Т в 
билан белгиласак, системанинг кинетик энергияси учун

т =  тк +  т0 (1)
муносабат уринли булади.

Кулиса z  у^ атрофида айланма ^аракатда булгани учун

(2)

Расмдан 

булгани учун

Шу сабабли

х  =  г cos ф, у  =  r  sin ф 

• •
X =  Г COS ф — Г ф sin ф, 

у  =  г  sin ф +  г  ф cos ф.

с£ =  X2 +  у 2 =  Г2 Ф2 +  г2.

т с =  Y m (r 2 ( P2 +  r ’2 ) -  <3 >

(2) ва (3) ларни (1) га цуйсак,

Т  =  y  (1г +  пгг2) ф2 +  ±  m г2.



Система нуцталарига таъсир этувчи актив кучлар кулиса ва сир- 
панричнинг орирлик кучларидан иборат булиб, ^аракат горизонтал те- 
кисликда содир булгани туфайли потенциал энергия нолга тенг бу­
лади:

П =  0. (4)
(3) ва (4) ларни назарда тутиб, Лагранж функциясини ^исоблай- 

миз:

1  =  Г - П  =  | ( / г + т г 2)ф2 +  j m r 2. (5)

Система учун
d L ____dL_ =  0

dt dr dr 
d d L ____ dL

dt д ф д ф
=  0 (6)

куринишдаги Лагранжнинг иккинчи хил тенгламаларини тузиш учун 
зарур булган Лагранж функциясининг ^осилаларини ^исоблаймиз:

dL ' d  dL "  dL — г =  ttir, —  — г =  mr, —  — т г  ф2, 
dr dt dr dr

dL , ,  , • Fd dL n ' ’ ,— г =  ( /. +  m r2) ф, -!---------г =  2mr ф +  (7 )
З ф  dt d ф

+  ( /  +  mr2) Ф, ^  =  0.
d ф

(7) ни (6) га цуйиб, берилган система учун Лагранжнинг иккинчи 
хил тенгламаларини цуйидагича ёзамиз:

тг — тг2 ф2 =  0,

2тгг ф J- (Iz +  mr2) ф =  0,
ёки

г _ г ф *  =  0, _ ]
2т гг  ф +  (/2 +  mr2) ф =  0. J

Лагранж функцияси Ь да ф бурчак ошкор равишда цатнашмагани 
туфайли у циклик координатадан иборат булади. Шу сабабли (24.66) 
га кура, цуйидаги муносабат уринли булади:

d ф

ёки

(1г +  тг2) ф =  Сх. (9)

(9) тенглик (8) тенгламанинг циклик интегралини ифодалайди.



Т  ва П ларнинг цийматларини (3) ва (4) дан энергия интеграли
T + U = h

га ^уйсак,

-i- m (г2ф2 - f  г2) =  h-

ёки (9) ни эътиборга олсак,
С

m r 2  +  ,  ‘  —  =  С * ’  ( ] ° )  
1 г  +  m r 2

бунда C2= - j .

Шундай цилиб, (8) куринишдаги Лагранж иккинчи хил тенглама- 
ларининг иккита биринчи интеграллари (9) ва (10) тенгликлар билан 
ифодаланади.

XXV б о б

МЕХАНИК СИСТЕМАНИНГ КИЧИК ТЕБРАНИШИ

166-§. Механик системанинг кичик тебранма ^аракати ва 
устувор мувозанати

Техникада учрайдиган бир ^анча масалаларда системанинг мувоза^ 
нат ^олати якинида кичик амплитуда билан тебранишларини ^исобга 
олишга тугри келади. Бундай тебранишларга машина ва механизмлар 
пойдеворининг титраши, самолётларнинг титраиш, ер силкинишлари- 
ни улчайдиган сейсмометр асбобининг тебраниши мисол була олади.

Идеал ва голоном богланишлар к,уйилгаи механик системанинг 
^олати qlt q%, . . . , qn умумлашган координаталар билан ани^ланади.

Агар кичик тебранма ^аракатдаги механик системанинг бошлаотич 
мувозанат ^олатини умумлашган координаталар системасининг боши 
учун 1̂ абул к,илсак, у ^олда система ну^таларининг мувозанат хола- 
тидан кичик o f h i u h  qu q2, . . . , qn ларнинг кичик ^ийматлари билан 
аникланади.

Фараз ^илайлик, механик система цуйилган кучлар таъсирида му- 
возанатда булсин. Агар система ну ̂ талари га кичик бошлангич кучиш 
ва кичик бошлангич тезлик бериш натижасида система ну^талари дои­
мо мувозанат ^олати якинида цолса, системанинг бундай мувозанати 
устувор мувозанат, мувозанат ^олатидан узо^лаша борса, ноусту- 
вор мувозанат дейилади.

Системанинг устувор мувозанатига ани^рок; таъриф бериш учун 
системанинг умумлашган координаталари ва умумлашган тезликла- 
рини номсиз катталикда оламиз. Бунинг учун уларнинг ^ар бирини 
мазкур координата (ёки тезлик) учун хос (улган катталикка келти- 
рамиз. Системанинг мувозанат ^олатида qt =  0, (i — 1 ,ti) деб оламиз.



266- раем.

Бирор t0 пайтда системани мувозанат ^олатидан ордириб, система'
нинг шу пайтдаги умумлашган координата ва тезликларини qi0 ва qi0 
билан белгилайлик. Агар исталганча кичик р >  0 сони учун шундай 
Л (р) >  0 сонни топиш мумкин булсаки,

U/o I <  ^ IЧю I <  т1> (*=  Пп) (25.1)
булганда t > / 0 учун __

k l < P .  (*' =  1 ,п) (25.2)
тенгсизликни цаноатлантирадиган системанинг мувозанат з^олати Л я­
пунов таърифига кура устувор мувозанат дейилади. Акс ^олда 
системанинг мувозанати ноустувор мувозанат дейилади.

| qt | =  р, (г =  1 ,п) тенгликлар п  улчамли фазода системанинг му­
возанат з^олати яцинидаги бирор D соз^ани ифодалайди. Мувозанат 
^олати устувор булган система мазкур ^олатдан кичик ордирилган- 
дан кейин з̂ ам D со^ада ^аракатланади.

Сферик идиш ичидаги шарчанинг мувозанати устувор мувозанатга 
мисол була олади (266-раем, а): мувозанат ^олатида шарчага орир- 
лик кучи Р  ва сферик сиртнинг нормал реакция кучи N  дан иборат 
(Р, N) мувозанатлашувчи кучлар таъсир этади. Сферик сирт ни^оят- 
да силли^ булганда шарчани мувозанат ^олатидан ордирсак, унинг 
огирлик кучи ва сирт нормал реакция кучларининг тенг таъсир этув- 
чиси R  шарчани мувозанат ^олатига цайтаришга интилади.

Сферик гумбаз устида з̂ ам шарча мувозанатда булади (266- раем, б), 
лекин бу мувозанат ноустувордир. Чунки шарча мувозанат з^олати- 
дан ордирилганда унинг огирлик кучи ва сирт реакция кучларининг 
тенг таъсир этувчиси R  шарчани мувозанат з^олатидан узо^лашти- 
ришга интилади.

Худди шунингдек, 55-масалада з̂ ам шарчанинг ф =  180° з^олат- 
даги мувозанати устувор мувозанатдир; ф =  0° даги мувозанати эса 
ноустувор мувозанатдан иборат булади.



167- §. Системанинг мувозанати эадидаги Лагранж-
Дирихле теоремаси

Идеал бсжтанишлар куйилган механик система мувозанатда були- 
ши учун, системанинг умумлашган кучлари нолга тенг булиши 
зарур ва етарли эканлиги мумкин булган кучиш принципида баён 
этилган эди. Лекин бу теорема воситасида система мувозанатининг 
устуворлигини ани л̂аб булмайди.

Механик система нуцталарига фа̂ ат потенциалли кучлар таъсир 
этсин. У  ^олда умумлашган кучлар потенциал энергия оркали

dq{

формулалар билан ифодаланади. Шу сабабли системанинг мувозанат 
^олатида

—  =  0, (* = Т~ п )
dqt

булади. Яьни голоном богланишлар куйилган потенциалли кучлар 
таъсиридаги механик системанинг мувозанат ^олатида потенциал энер- 
гиянинг экстремумга эга булиши учун зарурий шартлар бажарилади.

Лагранж - Дирихле теоремаси воситасида система устувор муво­
занатининг етарли шарти ани л̂анади; агар голоном идеал ва стацио­
нар богланиихлар куйилган, потенциалли кучлар таъсиридаги сис­
теманинг бирор урлатида унинг потенциал энергияси энг кичик 
(минимал) цийматга эришса, система бу хрлатда устувор муво­
занатда булади.

Исбот. Координата бошини системанинг мувозанат ^олатида олин- 
са, системанинг мувозанат ^олатида q{ =  0, ( i — 1,п) булади. Потен­
циал эиергиянинг и̂ймати ихтиёрий узгармасгача аншушк билан ^и- 
собланади. Шу сабабли мувозанат ^олатида уни нолга тенг деб î a- 
бул цилиш мумкин:

П  (0,0, . . . ,  0) =  0.

Агар мувозанат ^олатида системанинг потенциал энергияси нолга 
тенг булса ва минимумга эришса, у ^олда доимо шундай ихтиёрий 
кичик р >  0 сонни топиш мумкинки, | q{ | <  р тенгсизлик билан ифо- 
даланадиган D  со̂ ада П  потенциал энергия мусбат булади.

Координаталардан бири D  со^анинг чегарасига тегишли ] q. | =  р 
цийматни к,абул ^иладиган, цолганлари эса р дан катта булмаган цуйи- 
даги

P j =  n  (р, q2..........?„),
Р 2 =  П  (ft, р.......... qn)

Р п =  П (ft, q2, р),



функциялардан энг кичигини Р  билан белгилайлик. У  о̂лда коор- 
динаталардан бири мивдор жиз̂ атдан р га тенг, цолганлари р дан 
катта булмаганда, албатта П (qlt q2, . . qn) >  Р  булади. Система 
координаталарига миедор жи^атдан р дан кичик q10, q20, . . qn0 

и̂йматларни бериб, уни мувозанат ^олатидан ордирамиз ва система
ну т̂аларига q10, q2g, . . qn0 бошланрич тезлик берамиз. Натижада 
система ^аракатга келади хам да таъсир этувчи кучлар потенциалли, 
^уйилган борланишлар стационар борланишлардан иборат булгани 
учун энергиянинг са̂ ланиш ^онуни — энергия интеграли уринли бу­
лади:

г + п  = г0 + п0.
Бундан Т = Т 0 +  П0 — П . Дара кат давомида Т >  0 булганидан

П < Г 0 +  П0. (25.3)

тенгсизлик уринли булади. Мувозанат з̂ олатида Т 0 =  О, П 0 =  0 бул­
гани учун система нукталарига шундай бошланрич тезлик бериб му­
возанат з̂ олатидан огдирамизки, Г 0< ; Р в а П 0< -^ -Р  булсин. У  

з̂ олда (25. 3) тенгсизликни цуйидагича ёзиш мумкин:

П < Р
ёки

Р  —  П > 0 .  (25.4)
(25. 4) дан курамизки, умумлашган координаталарнинг бошлангич ций- 
матлари / q£ | -<  р тенгсизлик билан ифодаланувчи D  со̂ а ичида ёт- 
ганлиги туфайли а̂ракат давомида умумлашган координаталарнинг 
бирортаси з̂ ам р кийматга эриша олмайди (яъни система ну т̂алари 
D  со̂ адан чициб кетмайди), чунки акс з̂ олда Р  — П  манфий и̂йматга 
эга булиши керак; бу натижа (25. 4) га зиддир. Шундай цилиб, сис­
теманинг текширилаётган з̂ олати устувор мувозанатдан иборат.

168-§. Эркинлик даражаси битта булган системанинг 
устувор мувозанат яцинидаги эркин тебраниши

Стационар борланишлар ^уйилган ва эркинлик даражаси битта 
булган механик системанинг консерватив кучлар таъсиридаги з̂ арака- 
тини текширамиз. Бундай системанинг з̂ аракатини битта умумлашган 
q координата билан ани^лаш мумкин: Системанинг мувозанат з̂ олати 
учун

<7 =  0

деб цараб, q ни шу з̂ олатга нисбатан з̂ исоблаймиз.
Система нукталарига кичик кучиш ва бошланрич тезлик бериб му­

возанат холатидан ордирамиз. Системанинг бундай з̂ аракати дифферен­
циал тенгламасини Лагранжнинг иккинчи хил тенгламаси



Л  J T _ _ m L = = Q n (25 5)
dt dq dq

воситасида аницлаймиз. Бунда: T  — системанинг кинетик энергияси; 
Qn —  потенциалли умумлашган куч.

(25.5) ни тузиш учун Т  ни q ва q оркали ифодалаш керак. Систе- 
мага цуйилган богланишлар стационар богланишдан иборат булгани 
учун система нуцталарининг xk, yk, z k координаталарини ёки унинг
ихтиёрий нуцтасининг гk =  xki - f  уkj  -'г  zkk радиус- векторини умум- 
лашган координата q оркали ифодалаш мумкин:

r k==rk(Q)- (25-6)
У  ^олда система нукталарининг тезлиги

у. =  q (25.7)
k dt dq 4

формуладан ани л̂анади. (25.7) ни назарда тутиб системанинг кине­
тик энергияси учун цуйидаги муносабатни оламиз:

I ёки (25.6) ни эътиборга олсак

2
T  =  ± A (q )q *  (25.8)

дгь
J  деб ёзиш мумкин, бунда A (q) =  ^]m k

1 /ос о\ d T d d T   ̂ ,лс(25.8) дан ----- , ——, —  —-  о̂силаларни и̂соблаб, (25.5) га асо-
dq dq dt dq

сан системанинг а̂ракат дифференциал тенгламасини тузиш мумкин. 
A (q) ва Q лар q нинг ихтиёрий функцияси булганда бундай тенгла- 
ма чизи^ли булмаган дифференциал тенгламадан иборат булади ва уни 
умумий ^олда ечиш, бинобарин, системанинг ^аракатини аниклаш анча 
мураккабдир.

Шу сабабли системанинг мувозанат ^олати якинидаги кичик а̂ра- 
катини текшириш билан чекланамиз. Системанинг мувозанат холати-
да q =  0 булганидан системанинг мувозанат з̂ олати я^инида q ва q
ларни кичик микдорлар деб к;араш мумкин. (25. 5) да q ва q кичик 
микдорларнинг факат биринчи даражали хадларини са̂ лаб, бу тенг- 
ламани соддалаштирамиз. У  ^олда тенглама чизи^ли тенгламадан ибо­
рат булади ва уни осонгина интеграллаш мумкин. Бу ^олдаги систе- 
маларнииг тебраниши чизикли тебраниш дейилади.

(25. 5) ни чизикли тенгламага келтириш учун системанинг кинетик 
энергиясини тацрибий хисоблаймиз. Бунинг учун системанинг кинетик 
энергиясини и̂соблашда иккинчи тартибли кичик микдорлар билан



чекланамиз. У  холда (25.5) га кирувчи —  ва —— о̂силалар 1-тар-
59 dq

тибли кичик миадоргача аниклик билан и̂собланади.
A (q) ни q =  0 со̂ ада Тейлор цаторига ёямиз:

A (q) =  А (0) +  q +  . . . (25.9)
dq

Т  ни 2-тартибли кичик микдоргача аниклик билан ^исобланган-
лиги туфайли (25.9) да фа̂ ат А (0) ^адни олиш кифоя, чунки q-q2 
купайтма 3-даражали кичик миедорни ифодалайди.
Агар

Л(0) =  а (25.10)
белгилаш киритсак, (25.8) га кура системанинг кинетик энергияси 
Талибан ^уйидагича и̂собланади:

T  =  ~ a q \  (25.11)

Бунда а узгармас мусбат катталикдир, чунки кинетик энергия доимо 
мусбат ^ийматга эга булади. Системанинг кичик ^аракати ^аралаёт- 
ганда а коэффициент физик мо^ияти буйича жисмнинг инертлик ху- 
сусиятини ифодалайди ва инерцион доимий дейилади.

(25.11) дан курамизки, агар умумлашган координата узунлик ул- 
човига эга булса, у ^олда q чизи^ли тезликни ифодалайди, биноба- 
рин, а коэффициент масса билан бир хил улчовга эга булади; агар
q бурчак улчовида олинса, у з̂ олда q бурчак тезликни ифодалайди 
ва а инерция моменти улчовига эга булади ва ^оказо.

Система ну т̂аларига потенциалли кучлар таъсир этганлиги ту ­
файли умумлашган куч

Qn =  - - ^ .  (25.12)

формуладан и̂собланади. Бунда П  — системанинг потенциал энерги­
яси.

Потенциал энергияни q =  0 атрофида а̂торга ёямиз:

п = п » + +  (25-,3> 
бунда 0 индекси билан П функция ва унинг ^осилаларининг система 
мувозанат ^олатидаги и̂йматлари курсатилган. Системанинг мувоза­
нат холатида ( =  0 булади. Системанинг потенциал энергияси 

V dq )
ихтиёрий узгармасгача аниклик билан и̂соблангани учун мувозанат 
^олатида П 0 =  0 деб олиш мумкин. У  о̂лда (25.13) да q кичик бул- 
ганда учинчи тартибли ^адларни эътиборга олмасак,



булади. Бунда с =  — узгармас коэффициент булиб, квазиэлас­

т и к  доимий дейилади.
(25.12) ва (25.14) га асосан умумлашган куч учун щ'йидаги ифо- 

дани оламиз:
Qn =  — cq. (25.15)

Бундай куч цайтарувчи куч дейилади. Эластиклик кучи цайтарувчи 
кучга мисол була олади. (25.11) ва (25.15) ни назарда тутиб, Лагранж, 
нинг иккинчи хил тенгламаси (25.5) ни тузамиз. Биз текшираётган 
хол учун

d д Т  "  д Т  „—  —— =  aq, —  =  0 
dt dq dq

булади. Шунга кура а̂ракат тенгламаси цуйидагича ёзилади:

aq +  cq— 0. (25.16)

с =  > 0  булсин. У  ^олда потенциал энергия системанинг муво-
dq'2

занат ^олатида минимумга эришади ва системанинг а̂ракати устувор 
мувозанат ^олат яцинида содир булади.

(25.16) да —  =  k2 белгилаш киритсак, з̂ аракат тенгламаси
а

q + k 2q =  0 (25.17)

куринишда ёзилади. Бу тарздаги тенгламалар (худди математик маят­
ник ёки физик маятник тенгламалари каби) гармоник тебранма а̂ра- 
катни ифодалайди. Бундай ^аракат эркин тебранма царакат дейи­
лади.

Шундай цилиб, эркинлик даражаси битта булган системанинг 
устувор мувозанат ящнидаги кичик тебраниши нуктанинг эркин 
тебранма щракатига келтирилар экан.

(25.17) тенгламанинг умумий ечими
q =  A sin  (kt +  а) (25.18)

куринишида ёзилади. Бунда: А — тебраниш амплитудаси; а — бош­
ланрич фаза булиб, а̂рак атнинг бошланрич шартларидан аницланади;

k =  — тебраниш частотаси.

t  =  0 булганда q — q0, q =  q0 булсин. У  ^олда

kQo
*  ' ” Чо 

келиб чицади. Тебраниш даври

(25.19)



У

формуладан ани л̂анади.
Гармоник тебранма а̂ракат графиги 267-расмдагидек булади.
Агар потенциал энергияни цаторга ёйганда <  0 булса, у ^ол- 

д1П
Да = — b белгилаш киритсак, (25.17) тенглама урнига цуйида- 
гини оламиз:

Я —  шг<7 =  0, (25.21)
бунда

2 ь  со2 =  •—
а

(25.21) тенглама учун характеристик тенглама тузсак,
Я2 —  со2 =  О

булади. Бу тенгламанинг \ 2 =  — ш илдизлари а̂ь̂ иций булгани 
учун (25.21) нинг умумий ечими

? =  С / Ч С 2ё“' (25.22)
куринишда ёзилади. Бунда С1 ва С2 лар интеграллаш доимийлари 
булиб, ^аракатнинг бошлангич шартларидан аникланади.

(25.22) дан курамизки, бошлангич шартлар исталганча кичик бу- 
лишига к̂ арамай, вак;т утиши билан q координата орта боради.

Бинобарин, бу ^олда система бошлангич холатдан исталганча ки­
чик огдирилганда берилган кучлар таъсирида система мувозанат 
латидан узо л̂аша боради, яъни системанинг бундай мувозанат ^ола- 
ти ноустувор булади.

62-масала. Чузилмайдиган А В  ип цузгалмас О нуцтадан утувчи 
горизонтал ук атрофида айлана оладиган блок ор̂ али утказилган. 
Блокнинг огирлиги G га тенг булиб, унинг массаси гилдирак туги- 
ни буйлаб бир текис тацсимланган. Ипнинг В  учи цатти^лик коэф- 
фициенти С га тенг вертикал пружинага богланган; ипнинг А учига 
эса огирлиги Р  га тенг юк осилган (268-раем).

Бошлангич пайтда А юк пружинанинг эластиклик кучи билан му- 
возанатлашади деб а̂раб, юкка вертикал тарзда пастга йуналган ки-



чик у0 бошлашич тезлик берилгандаги юкнинг 
тебранма ^аракати аниклансин. Блок у^ида ва 
подшипникда з̂ осил буладиган ишцаланиш ку­
чи, ипнинг огирлиги и̂собга олинмасин.

Ечиш. Юкнинг а̂ракатини аншугаш учун 
Лагранжнинг иккинчи хил тенгламаларини ту- 
замиз. Координаталар бошини юкнинг мувоза­
нат лат и да олиб, х у^ни вертикал тарзда 
пастга йуналтирамиз. У  холда юкнинг ихтиё- 
рий долатини х координата орцали тулиц аник,- 
лай оламиз, бинобарин, умумлашган координата 
учун х ни олиш мумкин.

Агар блок ва юкнинг кинетик энергиялари- 
ни мос равишда 7\ ва Т 2 билан белгиласак, у 
холда блок ва юкдан ташкил топган система­
нинг кинетик энергияси учун

Т  =  Т 1 + Т 2
тенглик уринли булади.

Блок кузгалмас у^ атрофида айланма а̂ракатда булгани учун

268- раем.

(1)

Г  _  h  фа _  1 Q *  m2
11 -  ~  ~  Т  2g Ф ’ (2)

Qr2бунда: 1г =  -------блокнинг г  укка нисбатан инерция моменти;

Ф — блокнинг z  у к  атрофидаги айланма ^аракати бурчак тезлиги. 
Юк тугри чизшуш а̂ракатда булгани учун

г р  ___  Ш  Л -  ___
* 2 -- _  --

Р  X2 (3)
2 2g

Ип чузилмагани а̂мда ип блок сирти буйлаб сирпанмагани ту- 
файли юкнинг тезлиги гилдирак тугинидаги ну^танинг тезлнгига 
тенг:

х =  гф. (4)

(2) — (4) ларни назарда тутиб, (1) ни ^уйидагича ёза оламиз:

Т  =  — (Р  +  — 2g\ 2
х“. (5)

Умумлашган кучни и̂соблаш учун юкка 6 л: мумкин булган ку­
чиш берамиз ва берилган кучларнинг мазкур кучишдаги ишларини 

и̂соблаймиз:
ЬА =  Р Ь х  — с(х Я,ст) б х. 

бунда Яст — пружинанинг статик чузилиши. Мувозанат ^олатида 
Р  =  сАст булгани учун

8А =  — схЬх.



Умумлашган куч учун

=
бх

о бЛ
Q, =  -7 - = - «  (6)

тенглик уринли булади.
Бу масалада умумлашган куч ни бош̂ ача усулда а̂м и̂соблаш 

мумкин. Бунинг учун юкнинг мувозанат холатида потенциал энер- 
гияни нолга тенг деб и̂собласак, у о̂лда

П =  —  сх\
2

(25.12) га кура
ОТ 
дх

/-V
Qx =  — —  =  — cx

булиб, бу натижа (6) билан мос келади.
Бу масалада =  с >  0 булгани учун потенциал энергия муво-

дхг
занат з̂ олатида минимумга эришади ва системанинг а̂ракати устувор 
мувозайат з̂ олати яцинида содир булади.

Система учун
d д Т  д Т  п
--- ------------- = Ч х  (7)
dt д х  дх

куринишдаги Лагранжнинг иккинчи хил тенгламаларини тузиш учун 
зарур булган кинетик энергиянинг о̂силаларини и̂соблаймиз:

д Т  1 / в  . G \ ' d д Т  1 / п  . G \ "  |

7 i  =  * " (  ^ " )  ~4<~d i= ~ e [  ~ ? ) } <8> 

^ = о .
дх

(6) ва (8) ларни (7) га цуйиб, Лагранжнинг иккинчи хил тенглама- 
сини

т { р + т ) х - ~ сх
ёки

х +  k2x =  0 (9)

куринишда ёза оламиз. Бунда

&  = с?
Р  -j- 0 ,5  G

(25.18) га кура, (9) нинг умумий ечимини цуйидагича ифода- 
лаймиз:



(10) даги Л ва а лар интеграллаш доимийлари булиб, харакатнинг 
бошлангич шартларидан аникланади. Масаланинг шартига кура бош- 
ланрич

t — 0 пайтда х =  0, х =  0. 

(10) дан ва^т буйича косила оламиз:

х =  Akcos(kt +  а).

(11) ни (10) ва (12) ларга к;уйсак,
О =  Л sin  а, 1 
v0 =  Ak cos а, J

бундан а ва k ларни аницлаймиз:
а =  0;

(П)

(12)

k =

а ва k нинг бу и̂йматларини (10) га ^уйиб, юкнинг тебранма 
з̂ аракат конунини аник;лаймиз:

х =  —  sin  kt. 
k

(25.20) га кура, юкнинг тебранма ^аракат даври учун

Т  =  —  =  2 я1 / £ ±
к У I

0,5 G

7///////Z,

5)

eg
формула уринлидир.

Изо .̂ Моддий нуцтанннг тугри чизикли тебранма ^аракатига оид 
масалаларни ечишда Лагранжнинг иккинчи хил тенгламаларини ту ­
зиш урнига ну^та динамикасининг асосий 
крнунидан фойдаланиш а̂м мумкин.

63- масала. Огирлиги Р  га тенг юк А 
учи цузгалмас ^илиб бириктирилган А В  
пружинага осилган (269- раем, а). Юк тинч 
^олатда турганда пружинанинг чузилиши /ст 
га тенг. Юк бошлангич пайтда вертикал бу­
йича пастга у0 масофага силжитилиб, у0 
тезлик билан ^уйиб юборилган. Пружина­
нинг массасини и̂собга олмай юкнинг а̂ра- 
кати ани л̂ансин. -=

Ечиш. Юкни моддий нуцта деб ^абул 
цилиб, у у^ни юкнинг тугри чизицли а̂ра- 
кат траекторияси буйлаб вертикал тарзда 
пастга йуналтирамиз. Координата боши учун 
юкнинг тинч ^олатини оламиз (269-расм, б).

Масаланинг шартига кура бошлангич шарт- 
лар цуйидагича булади: t =  0 да у =  у0, 269- раем.

е
О

F
М
Р
М0
Уо
У



У — У о* яъни бошланрич пайтда юк у0 координатага мос булган М 0 
зфлатни эгаллайди ва у0 бошланрич тезлик билан ^аракатланади. 
Юкка унинг огирлик кучи Р  ва микдор жи^атдан пружинанинг де- 
формациясига мутаносиб булган эластиклик кучи F  таъсир этади.

Юк у координата билан аникланадиган М  холатни эгаллаганда 
пружинанинг деформацияси

/ст +  У

га тенг ва эластиклик кучининг микдори

F  =  С ( / с т  +  У )

формуладан аникланади; бунда с пружинанинг бикрлик коэффициен,- 
тидир. F  кучни у увда проекцияласак

Р у =  — с (fc-ш +  У)-

Юк тинч ^олатда булганда унинг огирлиги, микдори F CT =  с/ст 
булган эластиклик кучи билан мувозанатлашади:5

P  =  F cr =  efcT, (1)

бундан
р

с =  - .  (2)
/СТ

Юкнинг харакат тенгламасини цуйидагича ёзиш мумкин:

т у  =  Р —  c (fCT +  y). (3)

Р  =  mg эканлигини назарда тутиб, (2) га кура пружинага осилган 
юкнинг харакат дифференциал тенгламаси (3) ни куйидагича ёзиш 
мумкин:

у +  М у  =  о (4)
/ст

ёки

у +  k2y =  о,

бунда

юкнинг эркин тебраниш частотасини ифодалайди.
Юкнинг тебраниш даври

Т  =  =  2л л/ I s l . (5)
k У g



S)

ч Р
271- раем.

(25.18) га асосан юкнинг харакат конунини 

у =  A sin ( 1 + а

куринишда ёзиш мумкин. (25.19) ва берилган бошланрич шартларга 
кура

- V у1 +
J/o
к1' У о

64-масала. Орирлиги Р  га тенг булган юк бикрлик коэффициент- 
лари ва сг булган пружиналарга осилган. Пружиналар кетма-кет 
ва параллел уланганда юкнинг эркин тебраниш даври ани л̂ансин 
(270-раем, 271-раем, а). Юк шундай урнатилганки, параллел бирик- 
тирилган иккала пружина хам бир хил узунликка чузилади.

Ечиш. Юк осилган пружиналар кетма-кет уланганда уларнинг 
умумий статик чузилиши иккала пружина чузилишининг й и р и н д и с и - 
га тенг. Шу сабабли

f  = f  -4- f  =  —  4 -  — Ч— Р  ? l+ £ ?I ст I l c r ' h c T  ' t г г 'Ci С-2 Cj 'L-i

Шундай цилиб, пружиналар кетма-кет уланганда уларга эквива­
лент булган пружинанинг бикрлик коэффициента

„ _ С1 ~с2
С1 + с 2

булади.



Г  =  2 я  Л / —  =  2 л  X f Р(с1 +  С*1 (6)Y е '  g(ci -са) w
Пружиналар параллел равишда бириктирилганда пружинани чу- 

зувчи Р г ва Р 2 кучлар Р  кучнинг параллел ташкил этувчилари сифа- 
тида аникланади (271-раем, б).

Рг +  Р 2 =  Р,
Р 1 к

Т - Г Т -  (7)

Масаланинг шартига кура иккала пружинанинг чузилиши бир хил 
булиши керак:

/icT f 2ст*

ёки (2) га кура
P i  Р 2
^  = (8)

(7) ва (8) пропорциялардан пружиналарнинг бир хил чузилиш 
шартини оламиз:

2̂ _  С1 
h  сз

(8) га кура з$ар бир пружинанинг статик чузилишини топамиз: 
г _  Р 1 __  Р  2 _ _  P i ~ r  Р г  __  Р
/  ст _ _

СХ Cl "Ь  2̂ ^1 Н“ 2̂

Юкнинг тебраниш даври учун

г ,  =  2 „ ] / E  =  2 „ | / Z ^ Z  ( 9 )

формула уринли булади.

!69-§. Эркинлик даражаси битта булган системанинг му^ит ^арши- 
лиги таъсиридаги сунувчи тебранма ^аракати

Техникада учрайдиган муайян масалаларни ечишда, система нуц* 
таларига таъсир этувчи кайтарувчи кучдан таш^ари, му^итнинг î ap- 
шилик кучини эътиборга олишга тугри келади. Бундай системанинг 
мувозанат ^олати якинидаги кичик тебранишларини урганишда систе­
манинг з;ар бир ну т̂асига таъсир этувчи R k каршилик кучини маз- 
кур ну^таларнинг тезликларига мутаносиб деб а̂раймиз:

R k =  \ik vk, (25.23)

бунда \ik— узгармас царшилик коэффициента. (25.23) даги манфий 
ишора царшилик кучи тезликка тескари йуналганлигини ифодалайди. 
Царшилик кучига мос булган умумлашган куч



формуладан аникланади. Юкорида курганимиздек, —  =  -^ г- а̂м-
dq dq

да vk=  r k булгани учун

Q* =  - V , .  -  - Л  У  — 1 =  —
dq dq ^ ■  2 dq

бундаги Ф =  v2k ни Рэлейнинг диссипатив функцияси дейилади. 
Система нуцталарига стационар богланиш ^уйилгани учун

^  =  r k (q)
ва

— dTk •
V k ~  dq q

булади. Шу сабабли бундай система учун 

бунда

dq

Диссипатив функциянинг физик маъносини ани л̂аш мацсадида 
к;аралаётган система учун Лагранжнинг иккинчи хил тенгламаларини 
ёзамиз:

J _ _ d T_  _ d T  _ d U  дФ 

dt dq dq dq [d q (25.25)

Бу тенгламани q га купайтирсак,
* /  d д Т  d T  \ <5П * ГЗФ •

q \ d t d q  d q ) d q q dq  ̂ (25.26)

булади. Бунда

• / d d T d T\  d f  * d T \  (  -  d T  * d T  \
q\---- г ---- = — я —  — я —  +  я —  •
\ dt dq dq j  d t\  dq J \ dq dq J

Зйлернинг бир жинсли функциялар ^а^идаги теоремасига кура



"  д Т  , ■ д Т  dT  <7 —  +  q— =  — 
dq dq dt

тенглик уринли булади,
Худди шунингдек,

дф • 0(Тч дП • dn —  q =  2Ф , —  q =  —
д q д q dt

булгани учун (25.26) ни цуйидагича ёза оламиз:
М г  +  г р = _ 2 ф 

dt

ёки

—  =  — 2 Ф ,  
dt

бунда Е  =  Т  +  П  тулик; механик энергияни ифодалайди.
Шундай к>илиб, т 1]лищ механик энергиянинг ва^т бирлиги ичи- 

даги сарфи Рэлей диссипатив функциясининг икки хисса кийма- 
тига  тенг булар экан.

Эркинлик даражаси битта булган система учун (25.11), (25.14) 
ва (25.24) ларни эътиборга олиб, унинг кичик тебранма >;аракати 
дифференциал тенгламаси (25.25) га кура цуйидагича ёзилади:

a q +  [i q +[cq =  О

ёки

q +  2b q +  k2q =  0 (25.27)

Бунда —  — k2, —  =  2b белгилаш киритилган. (25.27) учун 
а а

X2 +  2 b'K +  k2 =  О 

характеристик тенглама тузиб, унинг илдизларини аниклаймиз:

я 1.2 =  —  b ±  V b - — k2 . (25.28)

Агар 6 > 6 ,  яъни  царшилик цайтарувчи кучга нисбатан кичик 
,2 
S1

илдизларини
Я] g =  —  b +  ik j

булса, /г2 —  b2=  k\ белгилаш киритиб, характеристик тенгламанинг

куринишда топамиз.
У  ^олда (25.27) тенгламанинг умумий ечими системанинг эркин 

тебранма харакати] ечими (25.18) дан факат ё~ы з̂ ади билан фарь; 
цилади. Дацикатан з̂ ам, курилаётган з̂ олда



T>

////

1

1 jf-t\e-bt

t, \  i /

272- раем.

булади. Бунда Сх ва С2 лар 
интеграллаш доимийларидир. Я

(25.29) да

Ci =  A cos а, С2 — A sin ос

алмаштириш киритсак (бунда А 
А ва С узгармас микдорлар),

q =  Ае~ы sin  (kxt +  a) (25.30) 0

муносабатни оламиз. Бунда А 
ва а лар ^аракатнинг бошлан- -а 
гич шартларидан аншушнади.

(25.30) ^онун асосида со- 
дир буладиган тебранма а̂ра- 
кат сунувчи тебранма ^аракат-
ни ифодалайди, чунки ва^т утиши билан ё~ы ,\ад туфайли q коор­
дината камая боради ва нолга интилади. Бинобарин, бу о̂лда сис­
тема узининг мувозанат ^олатига я^инлаша боради.

Сунувчи тебранма а̂ракат графиги 272-расмда тасвирланган. Бу 
график пунктир чизи  ̂ билан чизилган q =  Ae~bt ва q =  — Аё~ы чи- 
зик,лар орасида ётади, чунки sin {kxt +  а) мик,дор жи^атдан бирдан 
катта була олмайди.

(25.30) дан курамизки, sin (kj, +  а) купайтувчи хисобига систе­
ма тебранма а̂ракатда булади ва ва^т утиши билан бу а̂ракат 
амплитудаси камая боради. Сунувчи тебранма ^аракат даври sin(/e  ̂+  
-fa ) нинг даврига тенг булади ва кхт \ — 2л формуладан аник;ла- 
нади. Шундай ^илиб,

гг, 2л 2л
T i  =  —  =  п / ----- г , - (25.31)

Т х ва^т ичида система бир марта тебранишини 272-расмдан я^кол 
куриш мумкин.

(25.31) ни эркин тебранма ^аракат даври (25.20) билан солишти- 
риб Т Х> Т  булишини курамиз. b<^k булганда Т лж Т  деб олиш 
мумкин. Бинобарин, ^аршилик кичик булганда системанинг эркин 
тебранма а̂ракат даври билан сунувчи тебранма ^аракат даври деяр- 
ли бир-биридан фар̂  и̂лмайди.

Ва^т утиши билан сунувчи тебранма а̂ракат амплитудаси цандай 
узгаришини ани̂ лаш учун системанинг мувозанат о̂ лат и дан бирин- 
чи энг катта oi-ишини qx{qx >  0) билан, шу ондаги ва^тни tx билан, 
иккинчи энг катта огишини q2(q2 >  0) билан ва унга мос ва^тни t2 
билан белгиласак, t2 =  tx +  Т х булади. Шу сабабли (25.30) да к{Гх =  
=  2я эканини назарда тутиб

qx =  Ae~btl sin  (kxtx +;a), 

q2 =  /4e_W l+ ri)sin  (kxtx -j-a ) — qi^~bTl



муносабатларни оламиз. Шунга ух- 
шаш ихтиёрий qn+x учун

Я а + \ =  Я п е~ Ь Т '

тенглик уринли булади.
Шундай цилиб, сунувчи теб- 

ранма уаракат амплитудаси гео­
метрик прогрессия цонуни асосида 
камайиб боради. Тебранишнинг су- 
нишини ифодалайдиган e~bTl катта- 
лик тебранши декременти дейи- 
лади. Бу декремент модулининг ло- 
гарифмига тенг булган Ь Г 1 катталик 
логарифмик декремент дейилади.

Агар b > k ,  яъни ^айтарувчи 
кучга нисбатан царшилик кучи кат- 
та булса, у о̂лда

6* — #» =  п3
белгилаш киритамиз. Натижада характеристик тенгламанинг илдиз- 
лари ^уйидагича булади:

Х,>2 =  — b ±  п,

яъни иккала илдизи а̂м ^а̂ и̂ ий ва манфий булади.
Бинобарин, (25.27) тенгламанинг умумий ечимини ушбу кури- 

нишда ёзиш мумкин:
q =  С1е“ (6+Л)< +  С2 е~(Ь~п)‘. (25.32)

Бу тенглама билан ифодаланадиган а̂ракат тебранма а̂ракатдан 
иборат булмайди. q координата ва^т утиши билан нолга интилади.
Бундай ^аракат графиги q ва q ларнинг бошланрич цийматларига 
1̂ араб 272-расмда тасвирланган графикларнинг бирортаси каби булади.

Агар b =  k булса, Я,1 =  Я2 =  — b булади ва (25.27) тенглама­
нинг умумий ечими

д =  е~ы(С1 +С ^).
куринишда ёзилади. Бунда ё~ы катталик t га нисбатан тезро  ̂ нол­
га интилгани учун ^аракат графиги 273-расмдагига ухшаш булади.

170- §. Эркинлик даражаси битта булган системанинг мажбурий
тебранма ^аракати

Эркинлик даражаси битта булган система нуцталарига потенциал­
ли ^айтарувчи куч, тезликнинг биринчи даражасига мутаносиб ра- 
вишда узгарувчи му^итнинг ^аршилик кучи ва ва^т функциясидан 
иборат уйротувчи куч таъсир этсин. Уйротувчи кучга мос булган 
умумлашган кучни



крнун асосида узгаради деб царайлик. У  з̂ олда бундай кучлар таъ- 
сиридаги системанинг а̂ракати мажбурий тебранма щракат 
дейилади. Мажбурий тебранма з̂ аракат дифференциал тенгламасини 
чикариш учун (25.11), (25.14), (25.24) ва (25.33) ларни эътиборга 
олиб, Лагранж тенгламасини тузамиз:

aq +  Но? +  СЯ — Q sin Pt- 
Бу тенгламанинг иккала томонини а га булиб,

-£. =  **, JbL =  26, ^2 =  Р 0
а а а

белгилашлар киритсак,

q +  2bq +  k2q =  Р 0 sin  pt (25.34)
тенгламани оламиз. (25.34) тенглама эркинлик даражаси битта  
булган системанинг кичик мажбурий тебранма уаракати диффе­
ренциал тенгламасини ифодалайди.

Дифференциал тенгламалар назариясидан маълумки, бундай уз- 
гармас коэффиииентли, чизицли ва бир жинслимас дифференциал 
тенгламаларнинг умумий ечими цуйидагича ёзилади:

Я — Я\ +.?2>
бунда ql  (25.34) га мос булган бир жинсли дифференциал тенглама
(25.27) нинг умумий ечимини, q2 эса (25.34) тенгламанинг бирор ху- 
сусий ечимини ифодалайди.
k > b  булганда (25.27) тенгламанинг умумий ечими

qx =  Ae~bt stn (kxt  +  a)

куринишда ифодаланиши бизга маълум.
(25.34) тенгламанинг унг томонида sin/?/ функция ^атнашгани 

учун бу тенгламанинг хусусий ечимини

q2 =  В  sin  (pt — Р) (25.35)

куринишда оламиз. Бунда В  ва р лар узгармас мивдорлар булиб» 
уларни шундай танлаш керакки, (25.34) да q нинг урнига q2 ни 
цуйганда у айниятга айлансин. Бунинг учун дастлаб цуйидаги з̂ оси- 
лаларни зугсоблаймиз:

=  Вр  cos (pt — р), ^  =  — Bp- sin (pt — р) (25.36)

pi — Р =  0 белгилаш киритамиз. sin/?/ =  sin(0 +  р) эканини назарда 
тутиб, (25.35) ва (25.36) ларни (25.34) га цуямиз:

В  (№ — р2) sin 0 +  2bp cos 0 =  Р 0 (sin р-cos 0 +  cos р -sin  0).

Бу тенглик t вацтнинг ёки 0 бурчакнинг з̂ ар цандай цийматида урин- 
ли булиши учун унинг чап ва унг томонидаги s in 0  ва cos0 олди- 
даги коэффициентлар мос равишда тенг булиши керак:

В  (k2 — р-) =  Р 0 cos р; 2ЬВ =  Р 0 sin р. (25.37)



Бу тенгликларнинг иккала томонини а̂длаб булиш ва квадратга оши- 
риб цушиш натижасида

куринишда ёзиш мумкин. Бундаги Л ва а лар интеграллаш доимий- 
лари булиб, ^аракатнинг бошланрич шартларидан аникланади; р ва В  
лар эса (25.38) ва (25.39) фсрмулалар ёрдамида аникланади.

(25.40) дан курамизки, системанинг тебраниши мураккаб тебран­
ма ^аракатдан иборат булиб, уни системанинг сунувчи тебранма а̂- 
ракати ва мажбурий тебранма а̂ракатларидан ташкил топган деб к;а- 
раш мумкин.

Вакт утиши билан (25.40) даги биринчи ^ад нолга интилади, 
яъни сунувчи тебранма а̂ракат йу^олиб, а̂ракат асосан

мажбурий тебранма ^аракатдан иборат булади. Бу тенгликдан кура­
мизки, системанинг мажбурий тебранма а̂ракати бошланрич шартлар- 
га борлик; булмай, факат (25.39) ёрдамида аншуганадиган В  ампли­
туда ва уйротувчи кучнинг частотасига тенг булган частота билан 
содир булади. Шундай килиб, уйротувчи куч системани уз частота­
сига мос равишда тебранишга мажбур этади.

Му^итнинг ^аршилигини и̂собга олган о̂лда уйротувчи куч таъ- 
сиридаги системанинг мажбурий табранма ^аракатини текшириш учун 
(23. 39) ва (25. 38) тенгликларнинг сурат ва махражини И1 га булиб, 
^уйидагича ёзамиз:

(25.39)

(25.38)

У  (к2 —  р -)2 +  4 Ь '-р '-

ифодаларни ^осил и̂ламиз.
Шундай килиб, (25 34) тенгламанинг умумий ечимини

q =  Ae~bt sin (k-J +  a) - f  В  sin (pt — P) (25.40)

q =  q2 =  В  sin (pt — 0)

В  = (25.41)

tgp =
E l
&

(25.42)

К,уйидаги белгилашни киритамиз:



z катталик уйротувчи куч частотасининг эркин тебраниш частотаси 
нисбатига тенг булиб, носозлик коэффициента дейилади, h эса ном- 
сиз катталик булиб, щршилик коэффициентини ифодалайди

белгилаш киритсак, бу номсиз катталик динамик коэффициент 
дейилади. Бу коэффициент мажбурий тебранма харакат амплитудаси 
В  статик силжишдан цанча катта (ёки кичик) эканлигини ифодалайди. 

У  ^олда (25.41) ва (25.42) лар цуйидагича ёзилади:

Бинобарин, г) катталик z ва h га ботлщ булар экан.
/i =  0; h =  0,1 /г =  0,2 булганда г) ва Р ларнинг z га борлиц 

равишда узгариши 274 ва 275- расмларда тасвирланган.
Мажбурий тебранма а̂ракат амплитудаси энг катта кийматга эри- 

шадиган з̂ ол ало̂ ида урин тутади. Бу ^олда резонанс о̂дисаси руй 
беради.

z  нинг цандай цийматларида г\ экстремум цийматга эга булишини 
аницлаш учун (25.46) да махраждаги ифодани f(z) билан белгилай-

(25.44)

булгани учун

(25.45)

В 0 катталик статик силжиш дейилади.
В

/(1  — г2)2 +  4Л2г2 ’
(25.46)

(25.47)



тенгламани оламиз: Бу тенгламадан бизни ^изщтирадиган ^ийматлар- 
ни ани л̂аймиз:

2Х =  0, z2 =  У  1 — 2h2.
f  функциянинг иккинчи лосиласини олиб, z =  гх да f  (,г) макси­

мум, г =  г2 да минимум и̂йматга эга булишига ишонч ^осил ^илиш 
мумкин. Бинобарин, г| катталик ва у билан бирга В  амплитуда z =  О 
да минимум кийматга, z =  ] 1 — 2 h? да эса максимум цийматга 
эришади.

Одатда h <  <  1 булгани у чун амалда резонанс о̂дисаси г  =  1 
булгднда, яъни мажбурий тебраниш частотаси ва эркин тебраниш- 
частотаси устма-уст тушганда кузатилади.

Агар мухитнинг ^аршилиги системанинг ^аракатига таъсир этмай- 
диган даражада кичик булса, системанинг а̂ракат дифференциал 
тенгламасини

куринишда ёзиш мумкин. У  холда р Ф  k (р =  k ^олни ало^ида кура- 
миз) булганда (25. 48) тенгламанинг умумий ечими

формуладан ани л̂анади.
Бинобарин, бу ^олда системанинг харакатини /г ва р частотали 

иккита гармоник а̂ракатдан ташкил топган деб а̂раш мумкин.
(25.49) да Л ва а лар юкоридагидек, харакатнинг бошлангич 

шарт лари дан, В  эса

тенглик билан аншуганади.
b — 0 булганда р нинг ^ийматини (25. 37) дан аниклаш цулай.

(25.49) ни назарда тутсак, sin  р =  0 ва р <  k булганда cos (5= 1; 
p > k  булганда cosр =  — 1 булади. Бинобарин, мухитнинг кар- 
шилиги эътиборга олинмаса, р < . k булганда Р =  0; p > k  да эса 
Р =  я  булади, яъни p < Lk  булганда мажбурий тебранма ^аракат фа- 
заси билан уйготувчи куч фазалари устма-уст тушади, p > k  з̂ олда 
эса, мажбурий тебранма а̂ракат билан уйготувчи куч фазалари урта- 
сидаги силжиш л га тенг булади.

Агар мажбурий тебранма харакат частотаси р билан эркин теб­
ранма ^аракат частотаси k узаро тенг булса, бундай о̂диса резонанс 
дейилади.

Резонанс з̂ олида (25.48) тенгламанинг

q +  k2q =  P 0sm pt (25.48)

q =  Л sin (kt +  a) - f  В  sin {pt — P) (25.49)

(25.50)



куринишдаги хусусий ечими мавжуд булмайди. Бу о̂лда (25.48) 
нинг хусусий ечимини

ч* =  ~,ы Р*~ 7 [s in (P0 — sin(A rf)l (25.51)\кг — р*1 L
куринишда оламиз. Бу хусусий ечимни (25. 49) да узгармас миедор- 
лар

А =
I k2 — р1

а =  О

шартларни цаноатлантирадиган цилиб танлаб олиш мумкин. р =  k 
булганда (25.51) хусусий ечим ^  шаклидаги аницламасликдан ибо­

рат булади, шу сабабли Лопиталь цоидасини цуллаб цуйидагини ола­
миз:

Я% =  Р  О
—  [sin (pi) —  s in  (ki)\ 
dp

dp
|fe2

------- —  COS kt.
2k (25.52)

p =  k

Бинобарин, p =  k булганда (25.48) тенгламанинг умумий ечими
Р tq — -----cos kt +  a sin  (kt +a ) (25.53)

формуладан аншуганади.
(25.53) дан курамизки, резонанс о̂лида мажбурий тебранма а̂- 

ракат частотаси вацт утиши билан чексиз ортиб боради. Резонанс бо­
лида мажбурий тебранма а̂ракат графиги 276-расмда тасвирланган. 
Акустика, радиотехникада ва биноларнинг лойи^асини динамик и̂соб- 
лашда резонанс о̂дисаси ало̂ ида а^амиятга эга.

65- масала. Пружинанинг статик 
чузилишга мос равишда юкнинг тинч Я 
^олатдан бошланрич ot-иши у0 бошлан­
рич тезлиги у0 нинг у укдаги проекция-
си у0 берилганда 277-расмда тасвир­
ланган ва эркинлик даражаси битта 
булган механик системанинг частотаси, 
кичик тебранишлар даври ва юкнинг 
У =  У (0 а̂ракат тенгламаси аницлан- 
син.

Расмда цуйидаги белгилашлар ки- 
ритилган: /-массаси га тенг юк; 2- 
массаси т 2 ва радиуси га га тенг блок 
(бир жинсли диск); 3- массаси т 3 ва 
радиуси г3 га тенг бир жинсли диск; 
с- пружинанинг бикрлик коэффициенти. 276- раем.



w  

JT
г
I__

У
277- расы.

Юцоридаги катталикларнинг сон циймати ушбу жадвалда берил-
ган:

f«Q  б^лгандаги бошланшчт , т . т , шартлар

КГ Н/м Уо Ув
м м/с

1 2 3 3200 0,0003 0,06

Ечиш. Лагранжнинг иккинчи хил тенгламасидан фойдаланамиз. 
Системанинг умумлашган координатаси учун 1 - юкнинг статик муво­
занат ^олатидан o f h u ih  у ни оламиз. У  ^олда система ^аракатининг 
дифференциал тенгламаси

+  ^  =  о (1)
dt ду дУ дУ

куринишда ёзилади.
Системанинг кинетик энергияси 1, 2 ва 3-жисмлар кинетик энергия- 

ларининг йириндисидан иборат:
Г  =  Г1 +  Г 2 +  Г 3.

Т 1у Т 2 ва Т 3 ларни умумлашган тезлик у орцали ифодалаймиз.
v — у тезлик билан илгариланма харакатланувчи 1-юкнинг кинетик 
энергияси

Т  =  mi У2

формуладан и̂собланади.
О ну угадан раем текислигига перпендикуляр равишда утувчи 

атрофида айланувчи 2 -блокнинг кинетик энергияси



т  _  hxW2
1 г

бунда

Демак,

т  г 2 ‘
г - 2 2 — У12л; - *

Т г
4

Текис параллел а̂ракат цилувчи 3-дискнинг кинетик энергияси
m v2 I  0)2 

гр __ 3 с ■ сх 3

3 ~  2 +  2 ’

бунда

г'с* ~  2

3-диск массалар марказининг тезлиги vc куйидагича ани л̂ана-
ди.

Системанинг кичик тебранишлари каралаётгани учун

vB »  У
деб олиш мумкин. Диск сирпанмасдан думалагани учун

С с, о

ва

vc(Do =  ---
2/я

Шундай ^илиб,

л 8 16 16 3

Бинобарин, курилаётган механик системанинг кинетик энергияси 

'щу'1 щу2 3 _  ; я  _  1 / _  , т 2 , 3 _  \ • 2Т  =
2

Системанинг мувозанат ^олатида. у =  О деб цараб, системанинг 
потенциал энергиясини и̂соблаймиз. Системанинг потенциал энергия- 
си 1-юкнинг у масофага кучишидаги потенциал энергияси П ! билан 
системанинг кучишида деформацияланадиган пружинанинг потенциал 
энергияси П2 нинг йигиндисидан иборат:.,

П  =  П х +  П2; П ! =  — mxgy,



с(/ст +  *с)2 Cftr
I  la = ------------------------------------------- t

2 2 2
cfбунда /сТ — пружинанинг статик чузилиши, — мувозанат ^олати-

даги пружинанинг потенциал энергияси; хс — пружина [ма̂ камлан- 
ган С нук;танинг юк у масофага огдирилгандаги кучиши. 

Системанинг кичик тебранишлари царалаётганлиги туфайли

деб олиш мумкин. Натижада

_  с(/ст +  г )  _  у суг
112 ”  2 _  2 2 +  8

булади.
Шундай цилиб, системанинг потенциал энергияси учун

П  =  — m gy +  c/сту +  ~

муносабат уринлидир.
Системанинг мувозанат ^олатида

I— ) =о\ ду 1в=,о
булгани учун 

бундан

Бинобарин, системанинг потенциал энергияси П =  ——. (1) тенг-о
су

\HtUl ЭНС|Л'ИШ 1 11 =

ламанинг ^адларини и̂соблаймиз»

dt ^ - ( m‘ +  T  +  j  "■>)*•
дТ _  о _дП _  су_
ду ду 4

(1) тенглама ^уйидагича ёзиладм

+  " f  т з) У +  - j -  =  0]
еки



Бунда k эркин тебраниш частотаси булиб,

k =  /  ------------------------=  16,03 с -1.
4fm1 +  |2+ | ms)

га тенг. Эркин тебраниш даври цуйидагича и̂собланади:

Т  =  —  =  =  о,39 с. 
k 16,03

(2) тенгламани интеграллаб 1-юкнинг а̂ракат тенгламасини ола­
миз:

у =  CL cosk t+ C 2 sin  kt. (3)
Cx ва C2 интеграллаш доимийларини аницлаш учун юкнинг тез- 

лигини аниклаймиз:

у =  — kCx sin  kt +  kC2 соskt (4)

ва бошлангич шартлардан фойдаланамиз. (3) ва (4) тенгламаларда 
t =  0 да

Уо ~  î> 
у =  kC2.

Демак,

(5) ни (3) га цуйсак,

Ql — У О'
п  _ J/o_

2 k
(5)

У =  У оcos kt + ~  sin  kt, k
у =  0,0003 cos 16,031 +  0,0037 sin  16,031.

(2) ни (25. 17) билан солиштириб, унинг ечимини (25. 18) ва (25.19) 
ларга кура цуйидаги куринишда а̂м ёзиш мумкин:

г/ =  a sin  (kt +  Р),
бунда

y l +  y j )  =  0,00001 м,

Р =  arc tg =  arc tg 0,08.
Уо

sin р >  0 (сх >  0) булгани учун
р =  4°36' =  0,08 рад.
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278- раем.

Шундай цилиб, 1-юкнинг а̂ракати

л- =  0,00001 sin  (16,031 +  0,08) м (6)
тенглама билан ифодаланади.

66-масала. Оирлиги Gx га тенг стерженнинг бир учи О нуцта- 
да деворга шарнир воситасида бириктирилган; иккинчи учига огирли- 
ги G га тенг В  юк бириктирилган. Стержень ва юк бикрлиги с га 
тенг пружина ва О нуцтадан /2 маеофада урнатилган суюцлик демп- 
фери воситасида горизонтал ^олатда сацлаб турилади. I ва 1Х улчам- 
лар 278-расмда курсатилган. Сую^лик демпферида поршенга курса- 
тиладиган царшилик кучи тезликнинг биринчи даражасига мутаносиб, 
яъни R  — р v деб цараб, системанинг тебраниш частотаси ва тебра­
ниш даври аницлансин. Шунингдек, система апериодик а̂ракатда бу­
лиши учун р нинг цабул циладиган цийматлари топилсин.

Ечиш. В  нуцтанинг у координатасини умумлашган координата учун 
цабул цилсак, системанинг кинетик энергияси цуйидагича з̂ исобла- 
нади:

G,G  ва пружинанинг эластиклик кучига мос булган системанинг по­
тенциал энергияси учун ушбу муносабат уринли булади:

Т  =  — т у г +  — h  Ф®. (7)



бунда /ст — системанинг мувозанат ^олатидаги статик чузилиши; 

■мувозанат з̂ олатидаги пружинанинг потенциал энергияси.

ст

ст

2

Системанинг мувозанат ^олатида

булгани учун

v L - ( e - T + c ) + t ' . ' » '

+ 0

п -  - у  ч г .  ( 8 )

Умумлашган координата учун ф бурчакни олсак, (7) ва (8) ларни 
цуйидагича ёзиш мумкин:

7 ' = i ( J T “  +  , O i ! ’  ( 9 )

n  =  J p c /V - (10)

Демпфер ^аршилигига мос булган умумлашган куч

(3« =  _ р „ _ р / аф (П )

формуладан ани л̂анади.
(9) ва (11) ларга асосан Лагранжнинг иккинчи хил тенгламасини 

тузамиз:

+  1г j  ф +  Р k Ф +  сР Ф =  0

еки

ф +  й £ г т -  у  +  ф =  0 - (12)G l*+ Izg G l*+ Iz g

(12) ни (25.27) билан солиштириб

а - ___ Ё*£___2Ь = ------------  ёки Ь =
Gl* +  I z g 2 1г g)

= ----- ёкИ ^ ------
GJ* +  / , «  V  GP +  I t g

муносабатларни оламиз.
Эркин тебраниш частотаси k ва су ниш коэффициенти b ни бил- 

ган о̂лда сунувчи тебранма а̂ракат частотасини



Сунувчи тебранма ^аракат даври
2я

1
У  к* — Ъ1

тенгликдан топилади.
Система апериодик харакатда булиши учун b >  k булиши, яъни

шарт бажарилганда система апериодик харакатда булишини курамиз.

171-§. Зарбали куч. Зарбали кучнинг моддий ну^тага таъсири

Шу пайтгача моддий нуцта, механик система ёки жисмга орирлик 
кучи, му^итнииг ^аршилик кучи, тортилиш кучи каби кучлар таъсир 
этган ^олларни куриб чиедик. Бундай кучларнинг таъсири натижаси- 
да механик система ёки жисм нуцталарининг тезлиги узлуксиз ра- 
вишда узгаради. Лекин жуда кичик вакт ичида жисм ну^таларининг 
тезлиги, бинобарин, бундай жисмнинг а̂ракат микдори чекли мик;- 
дорга узгарадиган доллар 5̂ ам учрайди.

Жуда кичик вак;т ичида жисм ну т̂аларининг тезлиги чекли кат- 
таликка узгарса, бундай о̂диса зарба дейилади. Турли тезликларга 
эга булган жисмлар бирданига туцнашганда зарба руй беради.

Зарба содир буладиган вак;т зарба еацти дейилади. Зарба ва т̂и 
амалда секунднинг мингдан бир ёки ун мингдан бир улушига тенг 
булади.

Моддий ну^тага жуда кичик ва^т ичида таъсир этиб, жуда кат- 
та кийматга эришадиган ва импульси чекли булган куч зарбали куч 
дейилади.

Массаси т  га тенг моддий ну т̂ага жуда кичик т  ва^т ичида 
зарбали куч F  ва одатдаги (зарбали булмаган) Q (t) куч таъсир эт- 
син. Ну^танинг зарбадан олдинги ва зарбадан кейинги тезликларини 
мос равишда у ва и билан белгиласак, зарба ва т̂ида бундай нуцта 
учун ^аракат микдорининг узгариши ^а^идаги теоремани цуйидагича 
ёзиш мумкин.

тенгсизлик бажарилиши керак. Бундан

XXVI боб

ЗАРБА НАЗАРИЯСИ

(26 .1)
о о



бунда

§ F d t  =  S  (26.2)
о

зарбали куч импульсини ифодалайди. Иккинчи интеграл Q кучнинг 
зарба вактидаги импульси булиб, Лагранжнинг уртача циймат хаци- 
даги теоремасига кура

Т
SQ =  ^Q (t)d t =  Q*%, 

о
бунда Q* билан Q кучнинг (0, т) да кабул киладиган уртача кий- 
мати белгиланган. Q* чекли катталик, т  эса кичик микдор булгани 
учун S Q&  0 деб олиш мумкин. У  >;олда (26.1) ни

mu — m v— S  (26.3)
куринишда ёзиш мумкин. Ушбу тенглама зарба назариясининг асо- 
сий тенгламаси дейилади. Шундай килиб, зарбали куч импульси 
миадор ва йуналиш жихатдан зарба вактида нуцта ^аракат мивдори- 
нинг узгариши билан ифодаланади. Агар зарбали куч импульси маъ- 
лум булса, у ^олда (26.3) га асосан нуктанинг зарбадан кейинги 
тезлиги

и =  v Н------
т

формуладан аникланади. Бунда v, S  ва т  чекли булгани учун ну^- 
танинг зарбадан кейинги тезлиги и а̂м чекли катталик булади.

Зарба вактида нуктанинг кучишини аниклаш учун нуцтанинг би­
рор цузгалмас координата системасига нисбатан  ̂радиус-векторини

г билан белгилаймиз. и — эканлигини назарда_[тутиб (26.3) ни 

dt га купайтирамиз ва 0 дан т  гача вакт оралигида интеграллаймиз:

г 1------Г Sdt,
ftl J о

бундан нуктанинг зарба вактидаги кучиши учун куйидагини оламиз:

Дг =  т — r a =  v • т  +  —  5* • т.
m

Бунда 5* билан зарбали куч импульсининг т  вацтдаги уртача цийма- 
ти белгиланган. v ва S*  чекли микдорлар, т  эса жуда кичик булга­
ни учун нуктанинг зарба вактидаги кучиши А г хам жуда кичик бу­
лади ва уни одатда эътиборга олинмайди.

Шундай цилиб, куйидаги хулосага келамиз:
1) зарба вацтида зарбали булмаган кучларнинг таъсирини эъти­

борга олмаслик мумкин;



2) зарба ва т̂ида нуктанинг кучиши эътиборга олинмайди;
3) зарбали кучнинг нуктага таъсири натижасида зарба ва т̂ида 

ну^та тезлигининг узгариши зарба назариясининг асосий тенгламаси
(26.3) билан анщланади.

172-§. Зарба назариясининг умумий теоремалари

Механик система ёки жисмга зарбали кучларнинг таъсири куйи- 
даги теоремалар ёрдамида аншуганади.

1. Зарбада система з̂ аракат ми^дорининг узгариши. N  та мод­
дий нуцталардан ташкил топган механик система ну т̂аларига ташци 
ва ички зарбали кучлар таъсир этсин. Зарбали булмаган кучларнинг 
система нуцталарига таъсирини эътиборга олмаймиз. Система ихтиё­
рий М к ну^тасининг зарбадан олдинги ва кейинги тезликларини
vh , ик билан белгилаймиз. Шу нуктага таъсир этувчи ташци ва 
ички зарбали куч-импульсла рнинг тенг таъсир этувчиларини мос ра- 
вишда 5^ ва S ‘k билан белгилаймиз. У  з̂ олда (26.3) га биноан

« * ( “ * — ° * )  =  51 + 5<* <26-4)
тенглама уринли булади. Системанинг барча нуцталари учун бун­
дай тенгламаларни тузиб, уларни а̂длаб кушсак,

Бунда ^ т к ик =  К х • ' ^ mk vk =  Kg лаР мос РавишДа система­
нинг зарбадан олдинги ва зарбадан кейинги а̂ракат мицдорларини 
ифодалайди. Ички кучларнинг хусусиятига кура ички зарбали куч­
лар импульсларининг йигиндиси нолга тенг. Шу сабабли

(26'5)
Демак, зарба вацтида система %аракат мицдорининг Узгариши 
система нуцталарига таъсир этувчи ташци зарбали куч импульс­
ларининг геометрик йириндисига тенг.

(26.5) ни бирор координата уцига проекцияласак,

- 2  s *- (26-6)
булади. у ва z уцлар^учун шунга ухшаш муносабатлар уринлидир.

Системанинг ^аракат мивдорини массалар марказининг тезлиги 
ор^али ифодалаб, (26.5) ни ^уйидагича ёзиш мумкин:

<2б-7>
ёки координата уцига проекцияласак,

-и ( « с ,— >о,) =  2 ^ . -  <26'8>



(26.7) тенглик зарба вацтида система массалар маркази %ара- 
кат мицдорининг узгариши %щидаги теоремани ифодалайди.

Хусусий ^олда ^  =  0 булса, (26.5) ва (26.7) ларга асосан

^уйидагини оламиз:

Шундай к,илиб, система нуцталарига таъсир этувчи таш^и зарба- 
ли куч импульсларининг геометрик йигиндиси нолга тенг булса, у 
^олда зарба ва т̂ида системанинг ^аракат мивдори ва система масса­
лар марказининг тезлиги узгармасдан крлади.

2. Зарбада система кинетик моментининг узгариши ^а^иДаги 
теорема. Системанинг ихтиёрий M k ну т̂аси учун (26.4) ни

mk \ ~ mk~vk = $ 1  
куринишда ёзиб, бу тенгликни мазкур ну^танинг бирор цузгалмас 
марказга нисбатан радиус-вектори r k га векторли купайтирамиз:

~rk x m k uk - ~ r k X mk ^  =  ^ X S ; + 7 , X S ' .

Системанинг барча нукталари учун шунга ухшаш тенгликларни 
тузиб, уларни а̂длаб кушамиз:

2 ^ *  X  m k Й* — 2 ~r k X m k V k =  2 7 * Х  + 2  ГА х  •

Бунда 2  r k х  171 k uk =  î> 2  r k X  mk vk — L 0 лар мос равишда
системанинг О марказга нисбатан зарбадан олдинги ва зарбадан ке- 
йинги кинетик моментларини ифодалайди. Ички кучларнинг хусусия- 
тига кура ички зарбали кучлар импульслари моментларининг геомет- 
рик й и р и н д и с и  нолга тенг, 2  X  =  О, Шу сабабли

^ - r o =  2 F* x ? * (26,9)
ёки

r , - i 0 =  2 A' « ( s i )  <26-10)
булади, яъни зарба вщтида система царакат мицдорининг бирор 
цузралмас марказга нисбатан моментининг i/згариши система нуц- 
таларига таъсир этувчи ташки зарбали куч импульсларининг маз- 
кур марказга нисбатан моментларининг геометрик йигиндисига 
тенг.

(26.10) ни ^узгалмас О нуктадан утувчи бирор z уада проекция- 
ласак,

<26Л1>
булади.



(26.10) ва (26.11) лардан курамизки, агар система нуцталарига 
таъсир этувчи ташци зарбали куч импульсларининг бирор цузгалмас 
марказга (увда) нисбатан моментларининг йириндиси нолга тенг бул- 
са, у зфлда системанинг мазкур марказга (уцка) нисбатан кинетик 
моменти зарба вацтида узгармасдан колади. Бинобарин, зарба вацти- 
да ички зарбали кучлар системанинг кинетик моментини узгартира 
олмайди.

173-§. Шарнинг цузгалмас сиртга урилишидаги тугри зарба.
Тиклаш коэффициентини тажриба у сули билан ани^лаш

М  шар берилган цузралмас сиртга утказилган нормаль буйича 
пастга v тезлик билан илгариланма а̂ракатда булсин (279-раем). 
У  флда шар А нуцтада сиртга урилгандаги зарба турри зарба дейи- 
лада. Зарбадан кейин шар Ап нормаль буйича и тезлик билан ю о̂- 
рига ^аракатланади. Тажрибанинг курсатишича и тезлик v га нис­
батан кичик ва

муносабат уринли булади. Бунда 0 <  k <  1 булиб, k ни зарбадаги 
тиклаш коэффициента дейилади. Бу коэффициент уриладиган жисм- 
ларнинг эластиклик хусусиятига борли̂  булади.

Зарба вацтини т  билан белгиласак, бу вацт мобайнида шарга 
цузгалмас сиртнинг зарбали реакция кучи N  таъсир этади. Бу куч 
Ап буйлаб йуналади ва унинг сон циймати жуда катта мивдорга 
эришади. Зарба вацтини икки циемдан иборат деб цараш мумкин: 
биринчи даврни тх билан белгиласак, бу вэцт мобайнида шарнинг 
тезлиги нолга тенг булрунча у дефэрмацияланади; дан т  гача 
булган вацт мобайнида шар эластик булганлиги сабабли уз шаклини 
цисман (бутунлай эмас) тиклайди ва тезлиги 0 дан и гача ортади.

Дар иккала вацт оралири учун зарба назариясининг асосий тенг- 
ламаси (26.3) ни тузиб, Ап га прозкциялаймиз:

и = k v (26.12)

п
О — (— то) =  S lf 
т и  — 0 = 5 3,

©  М
(26.13)

лар билан

а

N
мос вацт орали л̂аридаги зарбали реакция 
кучи импульсларининг модули белгиланган. 
г j (26.12) ва (26.13) га асосан ва S 23ap- 
бали импульелар орасидаги муносабатни 
аницлаймиз:

S 2 =  kS± ёки k =  (26.14)

279- раем. Бинобарин, зарбанинг иккинчи даврда-



ги импульсининг биринчи даврдаги 
импульсига нисбати тиклаш коэф- 
фициентига тенг.

Тиклаш коэффициента™ цуйида- 
ги содца тажриба ёрдамида аницлаш

формуладан ани л̂анади. Турли материалларнинг тиклаш коэффици- 
ентлари справочникларда берилади.

Зарбали куч хусусиятини цуйидаги мисол воситасида тасаввур 
^илиш мумкин. Огирлиги Р  =  1 Н  булган пулат шарча h =  6 м ба- 
ландликдан тушиб, пулат плитага v тезлик билан урилади ва зарба­
дан кейин и тезликка эга булади. Зарба даври т  =  0,001 с ва тик-

и 5лаш коэффициента k =  —  =  —- булса, зарбали кучнинг уртача ми -̂

дори аницлансин.
Дастлаб зарбали куч импульсини ^исоблаймиз. Бунинр учун зар­

ба назариясининг асосий тенгламаси (26.3) ни у  уада проекциялаймиз

Бинобарин, зарбали куч импульси цуйидагича булади:

мумкин. Синалаётган жисмматериа- 
лидан ясалган шарча худди шу ма- 
териалдан ясалган горизонтал пли­
тага бошлангич тезликсиз ht баланд- 
ликдан ташланади. Зарбадан кейин 
шарча h2 баландликка кутарилади 
(280- раем). Галилей формуласига 
кура

v =  У 2ghl , и =  V 2gh2
булади. У  з̂ олда тиклаш коэффи- 
циенти

280- раем.

(26.15)

S  =  т  (и +  и) =  —  (р +  и).
g

о ва и тезликларни аншутймиз:

v =  -/2gh =  1/2-9,81-6 11 м/с,

5  =  - ^ - ( 1 1 + 6 ) » 1 , 7  Н-с.

Зарбали кучнинг уртача ^иймати
S  1,7



Шундай цилиб, огирлиги 1 Н  га тенг булган шарча плитага ур- 
тача ь̂ иймати 1700 Н  га тенг зарбали куч билан таъсир этади. Зар­
бали кучнинг энг катта циймати 1700 Н дан а̂м орти  ̂ булади.

174- §. Икки жисмнинг турри марказий зарбаси (шарлар зарбаси)

Илгариланма ^аракатдаги икки жисм бир-бири билан туцнашиб 
урилиши олдида массалар марказларининг тезликлари шу марказлар- 
ни туташтирувчи тутри чизи^ буйлаб йу’налган булса, бундай зарба 
турри марказий зарба дейилади.

Зарбагача массалар маркази бир тугри чизиц буйлаб ^аракатла- 
нувчи иккита бир жинсли шарнинг урилишидаги зарба бунга мисол 
була олади.

Туцнашадиган жисмларнинг массалари т 1 ва т 2, массалар марказ­
ларининг зарбадан олдинги тезликлари ва v2, зарбадан кейинги 
тезликлари ult и2 булсин. Массалар маркази С1 ва С2 ор^али доимо 
Ci дан С2 га йуналган. Сгх уцни утказамиз (281-раем). У  о̂лда 
зарба содир булиши учун vlx > v 2x шарт бажарилиши зарур (чунки 
акс ^олда биринчи жисм иккинчи жиемни цувиб ета олмайди); бун- 
дан таш^ари, иХх <  и2х шарт л;ам бажарилиши зарур, чунки урилув- 
чи жисм уриладиган жиемдан узиб кетмайди. Бу шарт жисмлар 
бир-бирига 1̂ арама-карши ^аракатланаётганда а̂м уринли булишини 
таъкидлаб утамиз.

т \ » т 2 v\x > v2x лаР берилган булса, и,х ва и2х ларни аницлай- 
миз. Бунинг учун уриладиган жисмларни битта система деб цараб, 
бу система учун ^аракат микдорининг узгариши ^а^идаги теоремани 
к;уллаймиз. У  ^олда жисмлар урилгандаги зарбали кучлар ички куч-
лардан иборат булади. Шу сабабли ^  =  0 ва (26.6) га кура

^ i*  =  %2х булади ёки

т 1 U \x +  Ш 2 U2x  =  т \ Vlx  +  т 2 V2x • (2 6 * 16)
Иккинчи тенгламани эса тиклаш коэффициенти ифодасидан топа- 

миз. Иккита жисм урилганда содир буладиган зарбанинг интенсив- 
лиги а̂р бир жисм абсолют тезликларига богли  ̂ булмай, балки 
урилувчи жисм тезлигининг уриладиган жисм тезлигидан ^анча ор- 
ти^лигига, яъни vlx — v2x айирмага богли .̂ Шу сабабли иккита жисм 
урилишидаги зарбада доимо vlx >  v2x , ulx <  и2х шартлар бажарили- 
шини эътиборга олсак,



(26.16) ва (26.18) тенгламаларни биргаликда ечиб жисмларнинг 
зарбадан кейинги тезликлари и1х ва и2х ни аншугаймиз:

(26.19)

Урилаётган жисмларнинг зарбали импульсини аницлаш учун
(26.3) ни жисмларнинг бирортаси, масалан, биринчиси учун айрим 
тузиб аницлаймиз:

S i x = mi ( “ i « - »>« )•
Ньютоннинг учинчи цонунига кура

^2х ~  S ..  •
К^уйидаги икки ^олни'айрим-айрим куриб чицамиз.
1. Абсолют эластик булмаган зарба (k =  0). Бу ^олда (26.16) 

ва (26.18) лардан курамизки,
т ,  t>i_ +  т 0

и. =  и2ж =  1 1ж̂  2 2х- , (26.20)
'* 2* m,+m2 » '

яъни зарбадан кейин иккала жисм бир хил тезлик билан ^аракатла- 
нади; зарбали импульс

5 * - = £ г С . . - ч » )  с » * »

формуладан аницланади.
2. Абсолют эластик зарба (k =  1). Бу ^олда (26.16) ва (26.18) 

лардан
2т о , ч

“ - " ‘’и — ■’’•' )•

булади. Зарбали куч импульси цуйидагига тенг:

(26.22)



(26.21) ва (26.23) ларни солиштириб абсолют эластик зарбадаги зар­
бали куч импульси абсолют эластик булмаган зарбадагидан икки 
марта катта булишини курамиз. Хусусий з̂ олда агар т 1 = т 2 =  т  
булса, (26.22) дан ulx =  v2x, и2х =  1»1я муносабатларни з̂ осил ци- 
ламиз. Шундай ^илиб, бир хил массали иккита жисмнинг урилиши 
натижасида содир буладиган абсолют эластик зарбада урилувчи 
жисмларнинг тезликлари алмашади.

67-масала. Огирлиги Р 2 =  5 кН  булган шар =  15 м/с тезлик 
билан з̂ аракатланади, унинг олдида худди шу йуналишда огирлиги 
Р 2=  8 кН  булган шар v2~ 2  м/с тезлик билан ^аракатланадн. Агар
тиклаш коэффициенти k — —  булса, шарларнинг зарбадан кейинги

тезликлари ани^лансин.
Ечиш. Курилаётган з̂ олда шарларнинг зарбаси эластик зарбадан 

иборат булгани учун (26.19) га асосан шарларнинг зарбадан кейин­
ги тезликларини ашщлаймиз:

«1 =  01 — (1 +  Щ ■ р- (У1 — Щ) =  15 — (1 +
-н

+  0 , 5 ) - ^ - ( 1 5 - 2 )  = ;3  М/с;
э+о

U2=  V2 +  (1 "Г k )  — | - (t>! V2) =  2 +  (1 +r irT - f 2

+  0’5) ( 1 5 - 2 )  =  9,5 м/с.

Шундай ^илиб, зарбадан кейин биринчи шарнинг тезлиги камая- 
ди, иккинчисиники эса ортади (з̂ амда шарлар илгариги йуналишда 
з̂ аракатланади.

175- §. Зарба вактида кинетик энергиянинг йу^олиши.
Карно теоремаси

Бу теоремани иккита шарнинг тугри марказий зарбаси учун чина­
рам из. Бу з̂ олда хар кайси шарга таъсир этувчи зарбали куч им­
пульси ва тиклаш коэффициенти (26.3) ва (26.17) ларга кура цуйи- 
дагича аникланади:

т х (их — vL) =  — S, 
т 2 (u2 —  v2) =  S, (26.24)

k — «2—“l
V i— V2

Биринчи тенгламанинг иккала томонини +  kvx га, иккинчисини 
и2 +  kv2 га купайтирсак

mv («! —  Vj) («! +  hoj) =  — S (u 1 +  kvt),
m2 (u2 —  v2) (u2 +  kv2) =  S  (u2 +  kv2).



Бу тенгламаларни цушиб (26.24) нинг учинчисини эътиборга олсак,

т 1 («! — vL) (« ! +  kvx) +  т 2 (и2 — а>) (ы2 +  kv2) =  О

тенгламани оламиз.
Олинган тенгламани бошцача куринишда ёзиш учун куйидаги ай> 

ниятлардан фойдаланамиз:

«1 («1 — о,) =  - j  (и® — о*) +  ~  («, — v ^ ,  

kvx ( u ,  — t>,) =  - у  k {u\ —  V\) —  y -  fe ( « !  —  W ,)2,

« 2  ( “ 2 —  У2) =  - y  (“1 -  »£) +  - у  ( "2 — р2)2

У  з̂ олда

kv2 (u2 —  v2) =  - j k  (u\ — v j)----- l-  (u2 —  v2f .

(«1 — V j («1 +  kv{) =  -J- (1 +  k) (u\ — vf) +

ва

( “ 2 —  y 2)  ( u 2 +  *»2>  =  4 "  0  +  A)  ( “ 2 —  ° 2)  +

+  - f  (1— -fe)(«a — o2)2-

Бинобарин,

- у  0  +  Щ [(/тг, u\ +  m2 ы|) — (m, w* +  m21$ ] +

+  - j -  ( 1 — 6) (u x —  t>i)2 +  m2 (u2 —  o2)2] =  0. (26 .25)

Бу ифоданинг биринчи урта цавсдагиси кинетик энергиянинг зарба 
вацтида узгаришини ифодалайди.

Агар

,р _  т 1*1 , СТ2 ° 1  

1 2 2 ’
m, и? t т 2 и\

i  2 -- ‘
2 2

белгилаш киритсак, 7\ системанинг зарбадан олдинги, Г 2 эса система­
нинг зарбадан кейинги кинетик энергиясини ифодалайди. (26.25) да 
иккинчи урта цавс ичидаги эса зарба натижасида йуцотилган тезликка 
мос булган кинетик энергия булиб, уни Т  билан белгилаймиз:



Натижада (26.25) ни к;уйидагича ёзиш мумкин:

Т 2 — Т х =  — -  Т .  (26.26)
2 1 1+Л '

Бу муносабат иккита шарнинг турри марказий зарбаси учун кине­
тик энергия балансига оид Карно теоремасини ифодалайди: эластик 
зарба вацтида йуцотилган кинетик энергия йукртилган тезликка

l — kмос кинетик энергиянинг  ̂  ̂ кис мига тенг.

Абсолют эластик жисм учун k =  1 ва Т Х =  Т 2 булади, яъни зар­
бадан сунг абсолют эластик жисмларнинг кинетик энергияси йуцол- 
майди. Абсолют пластик жисм учун k — О ва Т 2 — Т х — Т  булади. 
Бу э̂ олда кинетик энергия энг куп мивдорда йу^олади.

Пластик зарба натижасида жисмлар зарбадан кейин бир хил тез­
ликка эга булади:

их =  и2.
Бу о̂лда и1 =  и2 == и белгилаш киритиб, (26.4) ни куйидагича ёзиш 
мумкин:

ra i (U - o J - - S , l
m2 (и — v2) =  5. J 

Бу тенгламалардан и ва 5  ни аниклаймиз:
m, +  т 2и =

S  =  т1ГПг °2) (26.28)
т ^ т . j ’

Зарба натижасида пластик ’жисмларнинг кинетик [энергияси ка- 
маяди. Х,ацик;атан хам, пластик жисмларнинг зарбадан олдинги ки­
нетик энергиясини 7\ билан, зарбадан кейинги кинетик энергиясини 
Т 2 билан белгиласак, Т 2 <  7\ эканлигини исботлаш мумкин:

т \ =  ~ у  m\ v\ +  ~ у  т 2 v2’ Т 2 =  - у  (т \ «2 +  т 2 “2)-

Бундан

Т\ — Т 2 =  ~ у т х (i-2 — и2) +  ~ т 2 [v\ — и2) 

ёки (26.27) га асосан

Т г - T 2 =  ~ S  5  {vx- v 2).

Бу формулага S  нинг ^ийматини (26.28) дан келтириб^куйсак,

7\ — Г 2 =  , (26.29)
2 (Щ +  Щ)



муносабатни оламиз. Шундай цилиб, Т 1' > Т 2 булиши исботланди.
(26.28) ни эътиборга олиб, йуцотилган кинетик энергия 7\— Т 2 

учун боищача куринишдаги ифодани ёзиш мумкин:

j i __Т  =  (mi | S3

(26.30)

2 m1 т 2 2т  х 2т г

ёки (26.27) га асосан

7\ — Г 2 =  т х (Ui — и)2+  - у  т 2 (v2—  u f

Бундаги —и, v2— и ларни жисмларнинг «йу^отилган» тезлиги деб 
аташ мумкин. (26.30) тенглик пластик жисмлар учун Карно тео- 
ремасини ифодалайди: абсолют эластик булмаган зарбада систе- 
манинг [йуцотилган кинетик энергияси йукртилган тезлик билан 
царакатланувчи системанинг кинетик энергиясига тенг.

(26.29) формулани жисмлардан бири цузгалмас ^булган ^ол учун 
^уллаймиз. Масалан, v2 — 0 булса,

Т  т  _  т хщь\
1 1--- 1 2 — ------------,

2

ёки курилаётган зрлда 7\ =  Щ  vf булгани учун

7\ —Т 2 =  — —-----[ Т г  (26.31)
(П\ -f- ТП2

булади.
Шундай ь̂ илиб, кинетик энергиянинг сарф булиши урилаётган 

жисмлар кинетик энергияларининг маълум цисмига тенг булади; бу 
цисми уз навбатида mx ва т 2 массаларга борли  ̂булади. Агар т 2})>тх
булса, — —-----коэффициент бирга якин кийматни ^абул ^илади; ак-

mi  +  т г
синча т 2< {т х булса, нолга я^ин цийматга эга булади. Масалан, утда 
^издириб чур ^илинган металлни тоблашда болранинг кинетик энер­
гияси иложи борича купрок, сарф булиши мацсадга мувофиадир. Бу- 
нинг учун массаси болранинг массасидан бир неча бор катта булган 
ofhp сандондан фойдаланилади. Аксинча цозиц цо^илаётганда к,ози -̂ 
нинг дефюрмацияси имкони борича кичик булгани ёки кинетик энер­
гия иложи борича кам сарф булгани маъцул. Шунинг учун бу ^олда 
ту^мо^нинг массаси цози^нинг массасига нисбатан иложи борича 
катта к;илиб олиниши мацсадга мувофивдир.

Карно теоремасини цуллашга оид цуйидаги масалани ечамиз.
68- масала. Огирлиги Р  =  19620 Н  булган болга h =  0,8 м ба- 

ландликдан сандон устида тобланаётган циздирилган металл устига 
орирлик кучи таъсирида тушади. Сандон ва металлнинг огирлиги 
294300 Н га тенг. Мазкур болранинг фойдали иш коэффициенти 
ани^лансин.

Ечиш. [Болранинг сандонга урилиш олдидаги кинетик энергияси 
Рх кучнинг hx кучишидаги иши билан ани^ланади:



Л  =  Р А -
Киздирилган металлни пластик жисм деб караш мумкин. (26.31) 

га асосан эластик булмаган зарба вацтида йу^отилгаи кинетик энер- 
гияни и̂соблаймиз:

Т г - Т 2 = Т г = - РА >Щ  +  Щ  * т х +  т 2

бунда: т 1 — болранинг массаси; т 2 — сандон ва тобланаётган металл 
массаси. Йукртилган кинетик энергия асосан тобланаётган металл- 
нинг деформацияланишига сарф буладиган иш билан ифодаланади. 
Бу фойдали ишнинг болгани Лх баландликка кутаришдаги иш миц- 
дори Р А  га нисбатини болранинг фойдали иш коэффициента деб 
аташ мумкин. Бу коэффициентни г| билан белгиласак,

— Т г /722 Р  2
Т1 —

11 т 1 — п 
P i ва Р 2 нинг берилган кийматларида

2943С0

P i+ P 2 •

Г] = '
булади.

313920 =  0,94

176-§. ^узгалмас уц атрофида айланма ^аракатдаги жисмга 
зарбали кучнинг таъсири. Зарба маркази

К,узралмас z уц атрофида со0 бурчак тезлик билан айланаётган 
жисмга̂  зарбали куч таъсир этсин (282-расм). Зарбали куч импуль- 
сини 5  билан белгилайлик. У  о̂лда А ва В  таянч ну [̂ талари да 
зарбали реакция кучлари о̂сил булади. Уларнинг зарба вацти мобай- 
нидаги импульсларини S a ва S b  билан белгилаб, жисм зарбадан 
кейин цандай ю бурчак тезлик билан айланишини топамиз. У  ^олда 
z уда нисбатан 5л ва S b  зарбали куч импульсларининг моментн 
нолга тенглигини назарда тутиб, мазкур увда нисбатан кинетик мо-

ментнинг узгариши а̂цидаги (26.11) теоре- 
мадан фойдаланамиз: L\z — Loz — M Z (S ) . 
Бунда L 0l = / z ю0; Ц г •■= I z м булгани учун 
цуйидаги муносабат уринлидир:

1г (со — со0) — М г (5), (26.32)
ёки

I ^ C s )  
и  =  со0 ч -------7------• (^b .rfJ)

1г

Бинобарин, зарба вак;ти мобайнида жисмнинг 
бурчак тезлиги зарбали куч импульсининг 
айланиш уцига нисбатан моментининг жисм­
нинг шу уи,ца нисбатан инерция моментига 

282- раем. нисбатига тенг катталикка ортади.



283- раем.

Раем текислигига перпендикуляр 
z атрофида айлана оладиган 
жиемга зарбали куч импульси 5 
таъсир этсин. z уцнинг раем те- 
кислиги билан кесишган ну т̂асини
О билан белгилаймиз (283-расм).
Жисм симметрия текислигига эга 
деб а̂раймиз ва раем текислиги 
учун симметрия текислигини олиб, 
х у^ни жисм огирлик маркази С 
оркали утказамиз. Таянч подшип- 
никлари раем текислигига симметрик 
жойлашган деб к,арасак, у з̂ олда 
таянчларда о̂сил буладиган зар­
бали реакция кучлари (ёки улар- 
нинг импульелари) О ну^тага цуйил-
ган битта кучга (ёки S 0 импульега) келтирилади. К,андай шартлар 
бажарилганда зарбали куч импульси 5  таъсирида жиемнинг таянч 
ну т̂аларида зарбали реакция кучи о̂сил булмаслигини ани^лаймиз.

Жисм зарбагача тинч з̂ олатда булсин, у ^олда со0 =  0. Зарбадан 
кейин жисм со бурчак тезлик билан айлансин ва огирлик маркази- 
нинг тезлиги ис га тенг булсин. Бу тезлик мицдор жи^атдан а со 
га тенг, йуналиши эса (ОС) га перпендикуляр булади (283-расм).

Массалар марказининг узгариши з^идаги теоремани х ва у у^- 
ларга нисбатан цуллаймиз:

S x  +  S o x  =  0 .

S y -f- Soy =  М  ис.
Подшипникларда зарбали реакция кучи з̂ осил булмаслиги учун

Sox =  Soy — 0
булиши керак. Шу сабабли (26.34) дан S y — М  ис, S x =  0 муноса- 
батларни оламиз. 5 Т =  0 шартнинг бажарилиши зарбали куч импуль­
си х уэда, яъни огирлик марказини айланиш ук;и билан туташтирув- 
чи чизиэда перпендикуляр булишини курсатади.

Шундай цилиб, S  =  Sy — Мис булади. ис =  асо булгани учун 
зарбали куч импульси

S  =  Маео
формуладан аницланади. Жиемнинг зарбадан кейинги бурчак тезлиги 
(26.33) га биноан ани л̂анади. У  зрлда

S  =  М а ~ -  (26.35)

деб ёзиш мумкин, бунда: /л — жиемнинг айланиш у^ига нисбатан 
инерция моменти: h— мазкур у^дан зарбали импульс S  йуналган чи- 
зиэдача булган масофа. (26.35) дан

h =  (26'36> Ма

(26.34)



бинобарин, зарбали куч импульси таъсир этадиган турри чизщ ай~

ланиш увидан —  -> масофада ётиши керак.
Ма

Бу турри чизицнинг х уцни кесиб утган К  нуцтаси зарба мар- 
кази дейлади.

Масалан, горизонтал уц атрофида айлана оладиган ва узунлиги 
/ га тенг булган бир жинсли стержень учун зарба марказини аниц- 
лаймиз. Бу ^олда

U г =  —  М1\ а =  — .
3 2

(26.36) га кура

0 К - \ 1,

2
яъни зарба маркази айланиш увидан y l  масофада ётади (284-расм).

Зарба марказини аницлаш му̂ им булган яна бир мисол тарица- 
сида материалларнинг зарбага царшилигини аницлашда цулланиладиган 
асбоб — Шарпи тебрангичини олиш мумкин. Бу асбобнинг асосий 
Ц и с м и  пулат т и р  урнатилган ва массаси т  га тенг булган а̂мда О 
нуцтадан утувчи горизонтал уц атрофида вертикал текисликда айла- 
нувчи салмоцдор тебрангичдан иборат (285-расм). Тажриба утказишда 
тебрангични бирор баландликка кутариб вертикал ^олатдан а бурчак- 
ка ордирилади ва уни цуйиб юборилади. Тебрангич уз орирлиги таъ- 
сирида мазкур ^олатдан бошланрич тезликсиз туша бошлайди ва вер­
тикал ^олатга кел ганда, текширилаётган материал дан ясалган нусха 
туси^а урилади а̂мда уни кесиб утади. Натижада тебрангичнинг 
бурчак тезлиги маълум даражада пасаяди. Зарбадан кейин тебрангич 
уз ^аракатини давом эттиради ва бирор {3 бурчакка бурилади.

Агар тебрангичнинг айланиш уцига нисбатан инерция моментини
I  билан, зарбали куч импульси 5  цуйилган нуцтадан айланиш уци- 
гача булган масофани с, тебрангичнинг текширилаётган материал нус- 
хасига урилиш олдидаги бурчак тезлигини to0 билан, зарбадан кейин-

•—►
СМ1КГЭ

с

-Jcm



ги (нусхани кесиб утгандан кейинги) бурчак тезлигини со билан бел- 
гиласак, (26.32) га кура

/ (со —  оз0) =  5  •с,
бундан

/(СО —  (0„)

~ ’ с

Зарба даврида тебрангичга таъсир этувчи 5  импульс тебрангич- 
нинг айланиш у^и урнатилган подшипникларда зарбали реакция ку­
чини о̂сил ^илади. Агар подшипниклар О нуцтадан бир хил масо- 
фада урнатилган булса, зарбали реакция кучларини О ну^тага куйил- 
ган битта куч билан алмаштириш мумкин.

Юкррида курганимиздек, подшипникларда зарбали [реакция кучи 
з̂ осил булмаслиги учун тебрангичда t h f  урнатиладиган с масофани
(26.36) га кура

/
с = -------та

га тенг килиб олиш керак. Бу ифодани (22.28) формула билан солиш- 
тириб зарба марказидан айланиш уцигача булган с масофа физик 
маятникнинг келтирилган узунлигига тенг булишини курамиз. Бош- 
цача айтганда, зарба маркази тебрангичнинг силкиниш маркази билан 
устма-уст тушади.

177-§. Текис параллел ^аракатдаги жисмга зарбали кучнинг
таъсири

Зарбали куч таъсиридаги жисмнинг текис параллел ^аракатини 
текшириш учун уни уз огирлик маркази ор̂ али утувчи ва харакат 
текислигига параллел булган П  текислик билан фикран кесамиз. Бу 
текисликда лузгал мае Оху ва жисмнинг массалар маркази ор̂ али 
утувчи а̂мда у билан биргаликда илгариланма ^аракатланувчи Схху х 
координата системаларини утказамиз. Жисмга шундай зарбали кучлар 
таъсир этадики, зарбадан кейин з̂ ам жисм мазкур а̂ракат текислигига 
парраллел текисликда а̂ракатланади. Бундай куч таъсиридаги жисм 
массалар маркази атрофидаги айланма харакат бурчак тезлигини 
ани л̂аймиз.

Зарбали куч таъсир этаётган курилаётган жисм учун массалар 
марказининг а̂ракати ^ацидаги теоремани х на у укларга нисбатан 
[(26.8) кура] ^уйидагича ёзиш мумкин:

М ( и Сх-  vcx) =  Z l S ekx,

М  ( UCy VCy) —  2  S k y

Зарбали куч импульси S , массалар марказининг зарбадан олдинги 
тезлиги vc берилганда, бу тенгламалар воситасида система массалар- 
марказининг зарбадан кейинги тезлигини ани л̂аш мумкин. Жисмнинг 
массалар маркази ор̂ али П  текисликка перпендикуляр равишда утув­
чи у^ атрофида зарбадан олдинги айланиш бурчак тезлиги берилган-



да системанинг бу уеда нисбатан кинетик моментининг узгариши 
^ацидаги

I cz(cо — (о0) =  2 / И сг (5|)

теоремадан фойдаланиб зарбадан кейинги бурчак тезлиги со ни аник- 
лаш мумкин.
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абсолют тезланиш 152
—  тезлик 152
—  эластик булмаган зарба 387

—  эластик зарба 387
—  ^атти^ жисм 6
—  харакат 152

айлана ёйи огирлик марказининг ко- 
ординатаси 80 

айланиш бурчаги 111
—  оний Чщ  142
— у̂ и 111 

айланма инерция кучи 222
—  тезланиш 115, 145 

аналитик механика 313 
асосий саноц системаси 82 
бинормаль 98
бир жинсли доиравий дискнинг инер­

ция моменти 218
--------  огирлик кучи майдонининг
куч функцияси 268
—  нуцтада кесишувчи кучлар сис­
темаси 12

бошлангич шартлар 197 
бош нормаль 98 
богланиш 9 
богланишдаги жисм 9

—  ну^та з^аракати дифференциал 
тенгламасининг векторли ифодаси 
190
—  система 210
-------- з^аракатининг Декарт коор­
дината У^ларидаги дифференциал 
тенгламалари 213 

богланишдаи б^шатиш аксиомаси 10 
борланишлар 313 
борланиш реакция кучи 9 
бушатадиган богланиш 315 
бушатмайдиган богланиш 315 
вазнсизлик з^олати 209 
Вариньон теоремаси 47 
вектор куринишидаги марказий 

тенгламаси 50 
Виллис усули 173 
винт параметри 48, 180

—  ч и з и т  182
—  уь;и 48

—  радами 181
—  з^аракати 180 

виртуал кучиш 320 
геометрик борланишлар 314 
гироскоп 290

—  У^ига кучнинг таъсири 290
— у^ининг прецессияси 291 
  устуворлик хусусияти 291

гироскопик момент 292 
голоном богланиш 314 
Гюйгенс —  Штейнер теоремаси 217 
Даламбер —  Лагранж принципи 315 
динамика 6, 183

—  умумий тенгламасининг умум­
лашган координаталардаги ифо­
даси 341

динамик винт 48
—  ицщаланиш кучи 66
—  реакция кучи 306
—  коэффициента 371 

динамиканинг асосий тенгламаси 184
—  асосий ^онуни 184
—  умумий тенгламаси 315 

дифференциалли богланиш 314
—  узатма 173

дойра секторининг огирлик маркази 80 
думалашдаги иш^аланиш 64

-------- жуфт кучи 70
-------- коэффициенти 70
-------- моменти 70

ёпишма текислик 89, 97 
жисм массаларини динамик мувоза- 

натлаш 308
—  ну^тасининг чизи^ли тезлиги 

115
жисмнинг бурчак тезланиши 113 

--------  тезлиги 111
—  инертлиги 183
—  огирлик марказининг коорди- 

наталари 74
—  текис айланма з^аракати 112 
 з^аракат тенгламаси 112
—  уада нисбатан инерция ради­

уси 216
—  ^згалмас атрофидаги ай­

ланма харакат тенгламаси 111



------------------- текис узгарувчан ай-
ланма ^аракат тенгламаси 114 

Жуковский ь;оидаси 154, 293 
жуфт айланиш 170

— моменти 171
—  елкаси 30
—  куч 30
--------  моменти вектори 34
--------  текислиги 30
—  кучлар системаси мувозанати- 

нинг аналитик ифодаси 39
------------- мувозанат шартининг

векторли ифодаси 39 
зарба 380

—  ва^ти 380
—  ва^тида система массалар мар­

кази ^аракатининг узгариши 
>;ацидаги теорема 383

—  маркази 394
—  назариясининг асосий тенгла­

маси 381
зарбада система кинетик моментининг 

узгариши ^ацидаги теорема 
383

-------- харакат ми^дорининг узга­
риши 382

зарбадаги тиклаш коэффициенти 384 
зарбали куч 380

-------- импульси 381
идеал богланиш 323 
илгариланма харакат 109 
ингичка доиравий з^алцанинг инерция 

моменти 218 
инерциал булмаган санок системаси 

201
—  система 187 

инерцион доимий 356 
инерция бош моментлари 223

-------- у^лари 223
—  кучи 294
—  марказий бош ^цлари 223
—  эллипсоиди 223
—  цонуни 184 

ички кучлар 60, 210 
иш 256
иш^аланиш бурчаги 66

—  конуси 66
—  кучи 10, 64 

Карно теоремаси 390 
квазиэластик доимий 357 
кесишувчи кучлар 12

--------  системаси таъсиридаги эр­
кин жисм мувозанат тенглама- 
сининг аналитик ифодаси 18 

Кёниг теоремаси 270 
кинематика 6, 82 
кинематик богланиш 314 
кинетик потенциал 342 
кинетостатика усули 294 
классик механика 184

—  механиканинг нисбийлик прин- 
ципи 203

консерватив куч 265 
координата у^и буйича система ^ара- 

кат мицдорининг сацланиш î o- 
нуни 236 

Кориолис тезланиши 157
— теоремаси 157
— тезланишининг модули 159 

куч 6
— елкаси 23
— маркази 247
—  функцияси 265
— ^уйилган ну^та 6 

кучлар купбурчаги 14
— системаси 7
—  системасини содда з^олга кел- 

тириш 43
—  системасининг бош вектори 42 
  моменти 43
-------- инварианта 44
--------  биринчи инварианти 44
--------  иккинчи инварианти 46
--------  тенг таъсир этувчиси 7
—  таъсирининг узаро мустацил- 

лик цонуни 186
—  учбурчаги усули 13 

кучнинг йуналиши 6
—  мумкин булган к^чишдаги иши 

322
—  ну^тага нисбатан моменти 23
-------------  момент вектори 24
------------- моментининг геометрик

маъноси 24
—  таъсир чизиги 7
—  элементар импульси 231
—  у^даги проекцияси 15
—  нисбатан моменти 26 

кундаланг реакция кучи 305 
кучирма тезланиш 152

—  тезлик 152
—  ^аракат 152 

кучиш 83
Лагранж —  Дирихле теоремаси 353 
Лагранж функцияси 342 
Лагранжнинг иккинчи хил тенглама­

лари 341
—  мумкин булган кучиш принци- 

пи 330
логарифмик декремент 368 
Ляпунов таърифига кура устувор му­

возанат 352 
мажбурий прецессия 292

—  тебранма харакат 369 
марказга интилма тезланиш 115 
марказдан ^очувчи инерция кучлари 222

-------------  моменти 222
марказий ^  50

—  куч 247
—  кучнинг иши 261
—  эллипсоид 223



массалар геометрияси 213 
математик тебрангич 192

—  тебрангичнинг кичик тебранма 
з^аракат тенгламаси 192

механик система 210
-------- Даламбер принципи 296
--------  з^аракатининг Декарт коор­

дината уцларидаги дифферен­
циал тенгламалари 212

— системанинг марказга нисбатан 
кинетик моменти 246, 255

-------- умумлашган координата-
лардаги з^аракат дифферен­
циал тенгламалари 341

—  з^аракат 5
—  ^аракат ^лчови 281
—  >;аракатнинг скаляр улчови 282 

Мешчерский тенгламаси 243 
моддий нуцта 6, 184

--------  динамикасининг биринчи
асосий масаласи 194

-------------  иккинчи асосий масала­
си 196

-------- нисбий з^аракат дифферен­
циал тенгламасининг векторли 
к^риниши 202

—  з^аракат мицдори з^ацидаги те- 
оремани дифференциалли ифо- 
даси 231

момент маркази 23
мувозанатлашган кучлар системаси 7 
мумкин булган к^чиш 320 
мураккаб з^аракат 152 
назарий механика 5 
нисбий тезланиш 151

— тезлик 151
—  траектория 151
— з^аракат 151 

ноголоном богланиш 314 
нормал инерция кучи 222

—  реакция кучи 10
—  тезланиш 108 

носозлик коэффициенти 371 
ноустувор мувозанат 351 
нутация бурчаги 139
ну^та дифференциал тенгламалари- 

нинг Эйлер формаси 190
—  кинетик энергиясининг узга­

риши з^ацидаги теоремани диф­
ференциалли ифодаси 272

— механик энергиясининг caiyia- 
ниш ^онуни 274

—  тезлигининг годографи 91
— траекториясининг тенгламаси 85
—  з^аракатининг кинематик хусу- 

сиятлари 83
—  з^аракат ми^дори моментининг 

сацланиш цонуни 248
—  ~  миКД°рининг координата 

уцларига нисбатан моментла-

ри узгариши з^ ида ги теоре­
ма 247

--------------марказга нисбатан мо­
ментининг узгариши ^а^идаги 
теорема 247

-------------- сацланиш цонуни 232
ну^танинг берилган пайтдаги тезла­

ниш вектори 89 
-------------- тезлик вектори 88
—  вектор кучиши 87
-------- шаклидаги з^аракат тенгла­

маси 84
—  гармоник тебранма з^аракат 

тенгламаси 193
—  Декарт координаталаридаги 

з^аракат тенгламаси 84
—  ёй координатаси 87
—  кинетик энергияси 269
—  огирлиги 209
—  секторли тезлиги 249
—  тезлик годографи буйича з̂ а- 

ракат тенгламаси 91
—  текисликдаги з^аракат тенгла­

малари 85
—  турри чизицли з^аракат тенгла­

маси 85
—  эгри чизи^ли текис з^аракати 

тенгламаси 105
—  Уртача тезланиши 89
—  уртача тезлиги 88
—  з^аракатини табиий усулда 

аницлаш 86
—  з^аракат мицдори 230
-------- тенгламаси 86
--------  цонуни 83

оддий узатма 172 
оний бурчак тезланиши 143 

--------  тезлик 142
—  марказ 126 

огирлик кучи 204
—  кучининг иши 259 

параллел кучлар маркази 74 
параллелограмм аксиомаси 8 
планетар узатма 172
пластик жисмлар учун Карно теоре­

маси 391 
потенциал энергия 267 
потенциалли куч 264 

--------  майдони 265
—  кучлар таъсиридаги система 

учун Лагранжнинг иккинчи хил 
тенгламалари 343

прецессия бурчаги 139 
реактив куч 243 
Резаль теоремаси 291 
резонанс 371
Релейнинг диссипатив функцияси 365 
Ривальс теоремаси 165 
сано  ̂ системаси 7 
секинланувчан з^аракат 93

—  айланма з^аракат 113



силкиниш маркази 286
— у[\и 286 

сирпанишдаги иш^аланиш 64
—■ — коэффициенти 66 

сирт огирлик марказининг координа- 
талари 76 

система кинетик моментининг са^ла- 
ниш ^онуни 252

-------- моментининг узгариши з̂ а-
^идаги теорема 251

—  —  энергиянинг узгариши ^а^и- 
даги теорема 275

—  — -------------- теореманинг диф-
ференциалли ифодаси 275

—  массалар марказининг >;арака- 
ти з^ацидаги теорема 227

— з^аракат ми^дорининг узгариши 
з^ак;идаги теорема 234

-------- — са^ланиш ^онунини век-
торли ифодаси 235 

системанинг кинетик энергияси 269
— массаси 213
—  массалар маркази 214
— мумкин булган кучиши 321
—  ну^тага нисбатан инерция мо­

менти 214
—  текисликка нисбатан инерция 

моменти 214
—  умумлашган координаталари 

317
—  эркинлик даражаси 319
—  увда нисбатан инерция мо­

менти 214
— з^аракат микдори 230 

соф айланиш бурчаги 139 
статика 6
статиканинг умумий тенгламаси 330 
статик аниц масала 60

—  аницмас масала 60
—  иш^аланиш кучи 66
—  реакция кучи 306
—  силжиш 371 

стационар богланиш 314
— булмаган богланиш 314 

стержендаги зури^иш 19 
сферик з^аракат 139
табиий координаталар системаси 98

—  координата уцлари 98 
ташци кучлар 60, 210
таъсир ва акс таъсирнинг тенглик î o- 

нуни 185 
тебраниш декременти 368 
тезланишларнинг оний маркази 131 
тезланувчан айланма з^аракат 113

—  харакат 93 
тезликлар оний маркази 126 
тезликларни ^ушиш теоремаси 154 
тезликларнинг координата у^ларида-

ги проекциялари 90
—  параллелограмм цоидаси 155 

текис параллел ^аракат 121

.— шакл 121
-------- ну^тасининг тезланиши 140
■--------— тезлиги 125
—  шаклнинг харакат текислиги 

121
— харакат 91
—  узгарувчан айланма харакат

113
------------------- бурчак тезлиги 113
— узгарувчан харакат 105 

текисликда кесишувчи кучлар систе-
масининг мувозанат тенглама- 
лари 18

— параллел кучлар таъсиридаги 
эркин жисмнинг мувозанат 
тенгламалари 57

тенг потенциалли сирт 266
—  таъсир этувчи жуфт 36 

техник бирликлар системаси 188 
тинч з^олат 82
траектория 83 
тугунлар чизиги 139 
тули^ механик энергия 274 
тухтатиш усули 173 
тугри зарба 384

—  марказий зарба 386
—■ чизицли текис з^аракат 105
--------  з^аракат 105

уйготувчи куч 368 
умумлашган куч 325 
уринма инерция кучи 222

—  тезланиш 108
—  текислик 98 

устувор мувозанат 351
учбурчак юзининг огирлик маркази 79 
уч куч теоремаси 21 
фазодаги кучлар системаси 40

-------------- мувозанатининг анали­
тик шартлари 54 

-------------------векторли ифодаси 54
—  параллел кучлар таъсиридаги 

жисмнинг мувозанат тенглама­
лари 56

физик тебрангич 294
—  тебрангичнинг келтирилган 

узунлиги 285
-------- харакат дифференциал

тенгламаси 285 
халцаро СИ бирликлар системаси 187 
циклик интеграллар 343

—  координаталар 343 
Циолковский сони 244

—  формуласи 244 
чап винт з^аракати 180
чекли ва^т оралигида ну^та з^аракат 

мивдорининг узгариши з̂ аци- 
даги теорема 232

-------- ичида система з^аракат миц-
дорининг узгариши з^ацидаги 

( теорема 234
—  кучишдаги нуцта кинетик энер<



гиясининг узгариши ^а^идаги 
теорема 273 

чизшуш тебраниш 355
—  эластиклик куч майдонининг 

куч функцияси 268
чизицнинг ОРирлик маркази 76 
Шаль теоремаси 148 
Шарпи тебрангичи 394 
эгрилик текислиги 89 
эгри чизи^нинг эгрилиги 98

--------  эгрилик радиуси 98
эквивалент кучлар системаси 7

—  жуфт кучлар 31 
Эйлер бурчаклари 140
Эйлер —  Даламбер теоремаси 141 
Эйлер теоремаси 241

—  формуласи 118 
элементар иш 257

—  ишнинг аналитик ифодаси 257 
энергия интеграли 274, 276
эркин айланиш у^и 327

—  булмаган нуцта учун Далам­
бер принципи 294

—  жисм 7
—  моддий ну^танинг Декарт ко- 

ординаталаридаги харакат 
дифференциал тенгламалари 
189

-------------- табиий координата ук-
ларидаги з^аракат дифферен­
циал тенгламалари 190

—  моддий нуцта з^аракат диффе­
ренциал тенгламаларининг век- 
торли ифодаси 189

—  система 313
—  тебранма харакат 357
—  тушиш тезланиши 185 

эркинлик даражаси битта булган сис­
теманинг кичик мажбурий теб­
ранма харакат дифференциал 
тенгламаси 369

эластиклик кучининг иши 260 
юзалар интеграли 250

—  ^онуни 250
ярим шарнинг огирлик маркази 81 
Узаро механик таъсир 281

ли улчови 282
— —  —  иккинчи векторли ул­

чови 282
-------------  скаляр улчовлари 282
-------------  ^лчовлари 282

узгармас механик система 210 
узгарувчан массали жисм 242 

--------  нуцта 242
------------- з^аракатининг дифферен­

циал тенгламаси 243 
Унг винт >;аракати 180 
уада интилма тезланиш 145 
^атпщ жисмнинг кинетик энергияси 

270
-------- мураккаб з^аракати 166
--------  текис параллел харакат

дифференциал тенгламалари 
289

 —  тенгламалари 123
-------- цузгалмас ну^та атрофида-
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