








SO‘Z BOSHI

Amaliyotda juda ko‘p tizimlar faoliyatining samaradorligini
oshirish uchun muvaffagiyat bilan «Ommaviy xizmat ko‘rsatish
nazariyasi» fanini qo‘llash mumkinligi ayon. Bunday tizimlarga
misol sifatida aloqa, tez tibbiy yordam, bank, savdo, maishiy
xizmatlar — gaz, suv, elektr ta’minoti kabi sohalarining avariya-
larni bartaraf etish xizmatlari, bojxona xizmati, havo hujumidan
mudofaa tizimlari, huqugni muhofaza gqiluvchi organlarning
tezkor xizmatlari, xususan, yong‘in xavfsizligi xizmatini keltirish
mumkin. Bunday sohalar uchun mutaxassislar tayyorlashda
imkoniyat darajasida talabalarga «Ommaviy xizmat ko‘rsatish
nazariyasi» fanini yoki uning muayyan bo‘limlarini o‘gitilishi
foydadan holi bo‘Imaydi. B

Ushbu darslik, asosan, 750000 — “Favqulodda vaziyatlarda
xavfsizlik” ta’lim sohasi, 5640100 — “Hayotiy faoliyat xavfsiz-
ligi” ta’lim yo‘nalishi hamda 650 000 — “Harbiy ta’lim” ta’lim
sohasining “Yong‘in xavfsizligi” va “Texnosfera xavfsizligi”
mutaxassisliklari bo‘yicha tahsil olayotgan kursant va tinglov-
chilari uchun mo‘ljallangan bo‘lib, muallif tomonidan Yong‘in
xavfsizligi institutida so‘nggi bir necha yillar mobaynida kur-
santlarga «Ommaviy Xizmat ko‘rsatish nazariyasi» fani bo‘yicha
o‘qilgan ma’ruzalar asosida yozilgan. Muallifning magsadi
ommaviy xizmat ko‘rsatish nazariyasi asoslari hamda usullarini
imkon darajada sodda, oson tushuniladigan uslubda, murakkab
matematik apparatdan foydalanmagan holda bayon qilishdir.

Hozirgi vaqtda rus va chet tillarida ommaviy xizmat ko‘rsa-
tish nazariyasiga oid adabiyotlar juda ko‘p [7],[9],[101,[14],[15)
[17]. Aynigsa, E.S.Venttselning [7] kitobi o‘z ichiga ushbu fanga
oid nisbatan batafsilroq ma’lumotlarni o°z ichiga olganligi bilan
alohida ajralib turadi. Intemet tarmog‘ining tegishli manbaalarida
ham bu fanga oid ko‘plab ma’lumotlar mavjud. Bu adabiyotlar
asosan, iqtisodiyot, qishloq xo‘jaligi, aloqa va boshqa turli
sohalar uchun mutaxassislar tayyorlashga mo‘ljallangan bo‘lib,
tezkor xizmatlar, xususan, yong‘in xavfsizligi tizimi uchun muta-
xassislar tayyorlashga mo‘ljallangan yetarli hajmdagi adabiyot
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mavjud emas. O‘zbek tilida esa, ommaviy xizmat ko‘rsatish
nazariyasi fanidan darslik yoki o‘quv go‘llanma mavjud emas.

Ushbu darslikdan, texnik yo‘nalishdagi oliy ta‘lim muassasa-
larida «Ommaviy xizmat ko‘rsatish nazariyasi» fani yoki uning
muayyan bo‘limi bo‘yicha mashg‘ulotlar o‘tkazishda foydalanish
mumkin. Buning uchun o‘quvchi(kursantlar)dan maxsus mate-
matik tayyorgarlik talab etilmaydi. Bundan tashgari, darslikdan
ommaviy xizmat ko‘rsatish tizimlari, xususan, yong‘in xavfsiz-
ligini ta‘minlash tizimi, bojxona xizmati, huquqni muhofaza
giluvchi idoralarning navbatchilik xizmatlari faoliyatining sama-
radorligini oshirish, takomillashtirish, sohasida ilmiy izlanishlar
olib borayotgan xodimlar ham foydalanishlari mumkin.

Darslik ikki bobdan iborat bo‘lib, uning birinchi bobi ehtimol-
lar nazariyasi va matematik statistikaning ba’zi muhim tushun-
chalari va tasdiglarini o‘z ichiga oladi. Darslikning ikkinchi bobi
ommaviy xizmat ko‘rsatish nazariyasining asosty tushunchalari,
natijalari hamda tadqiqot usullarini o‘rganishga bag‘ishlangan.

Darslikning birinchi bobi, uning ikkinchi (asosiy) bobni 0°z-
lashtirish uchun zarur bo‘lgan ehtimollar nazariyasi va matematik
statistika asoslariga oid ma’lumotlarini 0°z ichiga olgan. Bu bob-
ni darslikka kiritishdan magsad, o‘quvchiga ikkinchi bobni o‘rga-
nishda qulaylik tug‘dirishdir. Bundan tashqari, birinchi bobdan
750000-“Favqulodda vaziyatlarda xavfsizlik” ta’lim sohasi,
5640100-“Xayotiy faoliyat xavfsizligi” ta’lim yo‘nalishi xamda
650 000 — “Harbiy ta’lim” ta’lim sohasining “Yong‘in xavfsiz-
ligi” va “Texnosfera xavfsizligi” mutaxassisliklari uchun mo‘l-
jallangan «Oliy matematika» fani dasturining «Ehtimollar naza-
riyasi» bo‘limini o‘rganishda ham foydalanish ko‘zda tutilgan.

Darslik mavzulari, imkon darajada, ularni amaliyotga tadbi-
giga oid misollar bilan boyitilgan. Misollarning aksariyati yon-
g‘in xavfsizligi xizmati, ayrimlari bojxona xizmati faoliyatini
tahliliga bag‘ishlangan. Ular, bir tamondan mavzuni chuqurroq
o‘zlashtirishga yordam berishi, ikkinchi tomondan amaliyotda
uchraydigan shu kabi masalalarni yechishda yo‘llanma vazifasini
o‘tashi nazarda tutilgan.



Darslik mavzularini belgilashda ikkita sondan iborat ragam-
lashdan foydalanilgan. Birinchi ragam mavzu tegishli bo‘lgan
bobni, ikkinchisi mavzuning shu bobdagi tartib ragamini anglatadi.
Masalan, 1.5-§ ragamli paragraf — birinchi bobning beshinchi
paragrafini bildiradi. Formulalar, chizmalar va misollami belgi-
lashda uchta sondan iborat ragamlashdan foydalanilgan. Birinchi
ragam — ushbu formula (chizma, misol) tegishli bo‘lgan bobni,
ikkinchi ragam — bu bobdagi formula tegishli bo‘lgan mavzuning
tartib raqamini, uchinchi ragam esa formulaning ushbu paragrfdagi
tartib raqamini bildiradi. Masalan, (2.7.3) ragamli formula ikkinchi
bob, yettinchi paragrafning uchinchi formulasini anglatadi.

Ushbu darslikni tayyorlashda yong‘in xavfsizligi sohasining
yuqori malakali mutaxassisi general — mayor A H.Qo‘ldoshyev
o‘zining ko‘plab gqimmatli maslahatlari va tavsiyalarini berdi.
Buning uchun unga chuqur minnatdorchilik bildiraman. Tajribali
mutaxassislaridan polkovnik M.B.Musaxojiyev bilan bo‘lgan
muloqotlar, darslikdan o‘rin olgan yong‘in xavfsizligi xizmati
faoliyati bilan bog‘liq qator misollarni tuzishda katta yordam.
berdi. Unga ham o‘z minnatdorchiligimni bildiraman. '

Ushbu darslik kelajakda favqulodda vaziyatlarni oldini olish,
ulamni bartaraf etish, xususan, yong‘in xavfsizligini ta’minlash
tizimi faoliyatining samaradorligini oshirishda oz bo‘lsada o‘z
hissasini qo‘shadi degan umiddaman.

Muallif



IBOB

. EHTIMOLLAR NAZARIYASI VA MATEMATIK
STATISTIKANING BA’ZI ASOSIY TUSHUNCHALARI

1.1 § Tasodifiy hodisalar va ular ustida amallar

Tayanch iboralar: tajriba, muqarrar hodisa, mumkin bo ‘I-
- magan hodisa, tasodifiy hodisa, hodisalarning yig ‘indisi, ayir-
masi, ko ‘paytmasi, qarama — qarshi hodisalar, birgalikda bo ‘I-
magan hodisalar, hodisalarning to ‘la guruhi.

Ehtimollar nazariyasining asosiy tushunchalaridan biri hodi-
sa tushunchasidir. Bu tushuncha biror tajriba (sinov) o‘tkazish
bilan uzviy bog‘liqdir. Tajribalar odatda, ikki turga ajratiladi.
Bular sun’iy sinovlar ya’ni, inson tomonidan o‘tkaziladigan
tajribalar va tabiiy sinovlar ya’ni, tabiiy jarayonlarni kuzatishdan
iboratdir. Sun’iy tajribalarga moddalarning yong‘inga bardosh-
lilik darajasini aniqlash, qutqaruv arqonlarini yuk ko‘tarish
darajasini aniqlash, o‘q otar quroldan nishonga garata o‘q otish,
tomonlari ragamlangan kubni tashlash va h.k.lar misol bo‘la
oladi. Tabiiy tajribalar sifatida biror muddat (oy) mobaynida ro‘y
bergan yong‘inlarni hisobga olish, sutka mobaynida havo
haroratini (atmosfera bosimini) kuzatish, ishlab chiqarish maska-
nidagi texnogen xavflamni kuzatish va h.k.larni qarash mumkin.
Bundan buyon, biz, tajriba(sinov)larning bu ikki turini farqlama-
gan holda bir so‘z bilan tajriba deb ataymiz. '

Tajribaning har qanday natijasi hodisa deb ataladi.

Hodisalar uchta guruhga ajratiladi:

a). Mugqarrar hodisalar — tajriba natijasida albatta ro‘y
beradigan, ya’ni tajribadan avval ro‘y berishini aniq aytish
mumkin bo‘lgan hodisalar. Ular odatda, orqali belgilanadi;

b). Mumkin bo‘lmagan hodisalar — tajriba natijasifia. a'lbatta
ro’y bermaydigan, ya’ni tajribadan avval ro°y bermasligini aniq
aytish mumkin bo‘lgan hodisalar. Ular odatda, & orqali bel-
gilanadi; )



d). Tasodifiy hodisalar — tajriba natijasida ro‘y berishi yoki
ro‘y bermasligini tajribadan oldin aniq aytib bo‘lmaydigan
hodisalar. Ularni odatda, 4, B, C. yok X, ¥, Z, .. orqali
belgilanadi.

Ehtimollar nazariyasining asosiy o‘rganish ob ‘yekti tasodifiy
hodisalardir.

Tajribaning har bir natijasini ifodalovchi hodisa elementar
hodisa deyiladi.

A va B hodisalar yig‘indisi deb, 4 va B hodisalarning kamida
bittasi (ya’ni A, B yoki 4 va B birgalikda) ro‘y berishidan iborat
hodisaga aytiladi vau A+ B yoki AU B ko‘rinishda belgilanadi.

A va B hodisalar ko‘paytmasi deb, 4 va B hodisalar ikkalasi
ham (ya’ni A va B birgalikda) ro‘y berishidan iborat hodisaga
aytiladi vau 4-B yoki AnB ko‘rinishda belgilanadi.

A hodisadan B hodisaning ayirmasi deb, 4 hodisa ro‘y berib,
B hodisa ro‘y bermasligidan iborat hodisaga aytiladi va u A-B
yoki A\A ko‘rinishda belgilanadi.

Agar A hodisa 1o’y berishidan B hodisaning ham ro°y berishi
kelib chigsa, 4 hodisa B hodisani ergashtiradi yoki 4 hodisa B
hodisani ro‘y berishiga qulaylik yaratadi deyiladi va A< B
ko‘rinishida yoziladi.

Agar AcB va Bgc Abo‘lsa, u holda 4 va B hodisalar teng
(teng kuchli) hodisalar deyiladiva A=B ko‘rinishida yoziladi.

Agar A+B=Q va A-B= & bo‘lsa A va B hodisalar garama
— qarshi hodisalar deyiladi. 4 hodisaga qarama — qarshi hodisa A
orqali belgilanadi. Ba’zida, 4 hodisani A uchun teskari hodisa
deb ham ataladi.

Agar A va B hodisalar bir vaqtda ro‘y berishi mumkin
bo‘lmagan hodisalar, ya’ni A-B=@ bo‘lsa, u holda A va B
o‘zaro birgalikda bo Imagan hodisalar deyiladi. Aks holda ular
o‘zaro birgalikda bo ‘Igan hodisalar deyiladi.

Agar 4,45, A_ tasodifiy hodisalaming ixtiyoriy ikkitasi
o‘zaro birgalikda bo‘lmasa, ya’'ni ixtiyorly I< i, j< n uchun
A,-A, =D tenglik bajarilsava A+ Ay +..+ A, =Q bo‘lsa, u
holda A, A, ..., A, hodisalar f0 Ja guruh tashkil giladi deyiladi.
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Hodisalar ustidagi amallar quyidagi xossalarga ega:

1 A+B=B+4, A-B:B-A;

2. (4+B)-C=4-C+B-C.

3. (A+B)+C=A+(B+C), (4-B)-C=4-(B-C).
4. A+A=A4, A-A=A.

5 A+Q=0Q, 4-Q=4 A+T= A4, A-Q:Q;
6. A+A=Q, A-A=0@.

7. D Q=0, Ad=4

8
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9 A+B=A.B va (\B=A+ B . De Morgan ikkilamchilik
prinsipi.

Mavzuga oid nazorat savollar

) Taj'rillJa nima?

2. Mugarrar, mumbkin bo Imagan, tasodifiy hodisalar deb
qanday hodisalarga aytiladi? N

3. Hodisalar ustida amallarning ta’rifini keltiring. -

4. Qanday hodisalar hodisalarning to ‘la guruhini tashkil
qiladi?
5. Hodisalar ustidagi amallar ganday xossalarga ega?

1.2 §. Hodisalar ehtimolining ta’riflari

Tayanch iboralar: ehtimolning klassik va geomelrik ta’rif-
lari, hodisaning nisbiy chastotasi, statistik .ta rif. . . .

Ehtimollar nazariyasida tasodifiy hodisalarning 1o’y }l:‘.mSl;f
imkoniyatlarini miqdoriy baholash uchun hodisaning e Ay
tushunchasi kiritiladi [1],[2],[8],[16]. Quyida ehtimolning klassik
ta’rifi deb ataluvchi ta’rifni keltirishdan avval «teng imkoniyatli
hodisalar» tushunchasiga to‘xtalib o‘tamiz. Ta’kidlash joizki,
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hodisalarning teng imkoniyatliligi tushunchasi boshlang®ich tu-
shuncha bo‘lib, unga formal tarzda ta’rif berilmaydi va uni odat-
da, misollar orqali tushuntiriladi[8]. Masalan, tajriba, tomonlarn
«1», «2», «3», «4», «5» va «6» bilan ragamlangan bir jinsli
materialdan tayyorlangan simmetrik kubni tashlashdan iborat
bo‘lsa, unda Ex= {k ragamli tomon tushadi}, k = 1,2,....,6
hodisalarni teng imkoniyatli deb garash mumkin.

Hodisalarning teng imkoniyatliligi ularning hech birt ro‘y
berishda boshqalaridan biron bir obyektiv ustunlikka ega
emasligini bildiradi.

Har ganday tasodifiy hodisa 4 ning ehtimolni P(4) orqali
belgilash gabul gilingan.

Ehtimolning klassik ta'rifi. Faraz qilaylik, tajriba natijasida
ro‘y berishi mumkin bo‘lgan barcha elementar hodisalar soni 7
ta, ya'ni cheklita bo‘lsin. Ushbu tajribada taalluqli bo‘lgan A
tasodifiy hodisaning ehtimoli deb, 4 hodisaga qulaylik yara-
tuvchi (uni keltirib chigaruvchi) barcha elementar hodisalar soni

k ni tajribada ro‘y berishi mumkin bo‘lgan jami elementar
hodisalar soni 7 ga nisbatiga ayt“acﬁ.
k
Ya’ni, Pl ==
n
Yugqorida keltirilgan misolda 4 = {3 dan kichik ragamli

tomon tushadi} bo‘lsa, bu hodisaga qulaylik yaratuvchi hodisalar
E;va E ya’ni k=2,

L)
3

AN

Demak, P(4) =

Eslatib o‘tish joizki, tajriba natijasida ro‘y berishi mumkin
bo‘lgan barcha elementar hodisalar soni cheksizta bo‘lganda yoki
elementar hodisalar soni cheklita bo‘lib, ularni teng imkoniyatli
deb aytishga asos bo‘lmasa ushbu ta’rifdan foydalanib bo‘l-
maydi.



Tajriba natijasida ro‘y berishi mumkin bo‘lgan elementar
hodisalar. soni cheksizta bo‘lgan ba’zi hollarda ehtimolning
geometrik ta’rifi deb ataluvchi quyidagi ta’rifdan foydalaniladi.

Faraz qilaylik, tekislikda (fazoda, to‘g‘ri chizigda) biror Q
soha berilgan bo‘lib, u biron D sohani 0°z ichiga olsin. Tajriba Q
sohaga tavakkaliga X nuqtani tashlashdan iborat bo‘lib,
nuqtaning Q sohaning har bir nuqtasiga tushishi teng imkoniyatli
bo‘lsin. Tashlangan X nuqtani D sohaga tushishi ehtimolini
hisoblash masalasini qaraymiz. 4={X € D}— X nugqtaning D
sohaga tushishi hodisasi bo‘lsin.

Ehtimolning geometrik ta’rifi A={XeD} hodisaning
ehtimoli deb, D soha yuzasi (hajmi, uzunligi)ni Q2 soha yuzasi
(hajmi, uzunligi)ga nisbatiga aytiladi, ya’ni

mes{D}
A= s mes{S2}°
bu yerda mes orqali uzunlik, yuza, hajm belgilangan.

Ehtimolning geometrik ta’rifida ham o‘ziga xos kamchiliklar
mavjud: har qanday hodisaning ehtimolini hisoblashni X nuqtani
D sohaga tushishi ehtimolini hisoblash masalasiga keltirib
bo‘lmaydi. Bundan tashqari, nuqtaning Q sohaning har bir
nuqtasiga tushishi teng imkoniyatli bo‘lishini har doim ham
aniglab bo‘Imaydi.

Amaliyotda, (xususan, yong‘in xavfsizligini ta’minlash bilan
bog‘liq ba’zi masalalarni yechishda) tasodifiy hodisaning
ehtimolini yuqorida keltirilgan ta’riflar yordamida hisoblashning
imkoni bo‘lmagan hollarning aksariyatida ehtimolning statistik
- ta’nifi deb ataluvchi ta’rifdan foydalaniladi.

Avvalo, o‘zaro bog‘ligsiz tajribalar tushunchasini kiritamiz.
Agar ketma - ket tajribalar o‘tkazilayotgan bo‘lib, har bir
tajribada ixtiyoriy hodisaning ro‘y berish ehtimoli boshqa tajriba
natijalariga bog‘liq bo‘lmasa, bunday tajribalar o‘zaro bog* ligsiz
tajribalar ketma — ketligi deyiladi.
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Faraz qilaylik, A4 hodisa ma’lum bir tajribaga taaluqli bo‘lib,
bu tajribani bir xil (shartlar majmui bajarilganda) sharoitda
yetarlicha katta sonda o‘zaro bog‘ligsiz holda takrorlash mumkin
bo‘lsin. O*tkazilgan n ta bog‘ligsiz tajribalarda 4 hodisa n4 marta

ro‘y bergan bo‘lsin. n4 son A hodisaning chastotasi, #,(4 ="7‘

nisbat esa 4 hodisaning nisbiy chastotasi deyiladi.

Nisbiy chastotaning statistik turg‘unlik xossasi deb ataluvchi
xossa mavjud bo‘lib, u tajribalar soni oshishi bilan nisbiy
chastota biror songa yaqinlashib borishini anglatadi. Ushbu
songa A hodisaning statistik ehtimoli deyiladi. . Demak,
ehtimolning statistik ta’rifini quyidagicha ifodalash mumkin:

Ehtimolning statistik ta rifi. A hodisaning ehtimoli deb uning

n, .
nisbiy chastotasi ") n nin cheksizga intilgandagi limitiga
aytiladi:
P(A)= lim ¥,(4) = lim LS

n—» n

Shunday gilib, yetarlicha katta n larda P(4) zn—;— munosabat-
dagi xatolik yetarli darajada kichik bo‘ladi va 4 hodisaning ehti-
moli sifatida yuqori darajada aniqlik bilan -';A sonini qabul gilish
mumkin.

Yuqorida keltirilgan statistik ta’rifning kamchilik tomoni
shundan iboratki, amaliyotda ko‘p hollarda tajribani yetarlicha
katta sonda takrorlash imkoniyati bo‘lmaydi. Masalan, tajriba
o‘tkazish juda katta xarajatlarga yoki salbiy ogibatlarga (ayrim
qurollar sinovi) olib keladigan hollarda tajribani ko‘p marbtaba
takrorlash magsadga muvofiq emas. Bunday hollarda statistik
ta’rifdan foydalanib bo‘lmaydi.

Yugorida keltirilgan ta’riflardan hodisalar ehtimolining quyi-
dagi xossalarini keltirib chigarish mumkin:

1. Mumkin bo‘lmagan hodisaning ehtimoli nolga va
mugqarrar hodisaning ehtimoli birga teng:
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P(D)=0 P(Q)=1

2. Ixtiyoriy hodisaning ehtimoli uchun quyidagi munosabat
o‘rinli: -
0<P(4) <1

3. Agar AC B bo‘lsa, u holda P(4) < P(B)tengsizlik o‘rinli
bo‘ladi.

Mavzuga oid nazorat savollar

1. Ehtimolning klassik ta rifini keltiring.

2. Entimolning geometrik ta 'rifini keltiring.

3. Ehtimolning statistik ta 'rifini keltiring. .

4. Ehtimolning keltirilgan ta’riflari qanday kamchiliklarga
ega?

5. Hodisaning ehtimoli qanday xossalarga ega?

1.3 §. Hodisalar yig‘indisining ehtimoli haqidagi teoremalar

Ko‘p hollarda hodisalarning o‘zini emas, balki ular grasifig
amallar bajarish natijasida hosil bo‘lgan hodisaning ehtm.xohm
hisoblash zarurati yuzaga keladi. Bunday hollg.rda »ho_dlsa!al_'
orasida amallar natijasida hosil bo‘lgan hodisaning ehtimolini
hisoblash usullarini bilish muhim ahamiyatga ega bo‘ladi. _

Quyida hodisalar yig‘indisining ehtimolini hisoblashga oid
teoremalarni keltiramiz. | _

1-Teorema. Agar A va B o‘zaro birgalikda bo‘lf“f".ga‘f hodi-
salar, ya'ni 4-B=@ bo‘lsa, u holda bu hodisalaf yig indisining
ehtimoli ularning ehtimollari yig‘indisiga teng, ¥ 0-

P(A+B)=P(A4)+P(B) .

Isbot: Teoremani hodisa ehtimolining klassik ta’rifi uchun

isbotlaymiz.
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Faraz qilaylik, tajriba natijasidagi elementar hodisalar soni m

bo‘lib, ulardan k tasi 4 hodisam va 1 tasi B hodisani ro‘y beri-
shiga qulaylik tug‘dirsin. U holda, A va B hodisalar birgalikda
bo‘lmaganligi uchun, k+/ta elementar hodisa 4+B hodisani 1oy
berishiga qulaylik tug‘diradi. Demak, klassik ta’rifga ko‘ra

k
P(A)=£ P(B)=-I_ P(4+ B)=_+_’
m’ m? m

Bu yerdan, quyidagi munosabatni hosil gilamiz:

P(A+B)=k—“i=;’:l-+;i-=P(A)+P(B)
m

Teorema isbot bo‘ldi. _
I-Natija. Agar A1, Az,..., An ixtiyoriy ikkitasi o°zaro birgalik-
da bo‘lmagan hodisalar, ya'ni 4 4;=@, i#J bo‘lsa, u holda
P(4 + A+ +A4)=P(4)+ P(4)+..+P(4) (131

Bu natija teorema isbotida go‘lanilgan usul bilan oson
isbotlanadi.

2-Natija. Har ganday A hodisa va uning qarama-qarshisi 4
uchun quyidagi tenglik orinli:

P(A)=1-P(4)
Hagiqatdan ham, bu formula quyidagi
P(Q) = P(4+ 4) = P(4) +P(A) =1

tenglikdan kelib chigadi.
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Endi umumiy hol uchun, ya’ni hodisalarning o‘zaro birga-
likda bo‘Imasligi shartisiz, hodisalar yig‘indisining ehtimoli haqi-
dagi teoremani keltiramiz. } R

2-Teorema. Har qanday A; va A; (umumn olganda o‘zaro
birgalikda bo‘lgan) tasodifiy hodisalar uchun quyidagi tenglik
o‘rinli

P(A+ B) = P(A4)+ P(B) - P(AB) (1.3.2)

Isbot. Tushunarliki, ixtiyoriy 4 va B tasodifiy hodisalar
uchun quyidagi munosabat o‘rinli bo‘ladi:

A+B=AB+ AB+ AB

Ushbu tenglikda 4B, AB va AB hodisalar o‘zaro birgalikda
bo‘lmaganligi uchun ushbuni hosil qilamiz:

P(A+ B)=P(AB)+ P(AB) + P(AB) (1.3.3)

Ikkinchi tomondan
P(A4)=P(AQ) = P(A(B+ B)) =P(AB)+ P(4B)
P(B) = P(BQ) = P(B(A+ A)) =P(AB) + P(AB)

Ushbu tengliklardan P (4 B) va P(4 B) ehtimollarlarni topib,
ulamni (1.3.3) formulaga qo‘ysak (1.3.2) tenglik kelib chigadi.
Teorema isbot bo‘1di.

Mavzuga oid nazorat savollar
1. Birgalikda bo‘lmagan hodisalar yig indisining ehtimoli
uchun qanday tenglik o ‘rinli?
2. Hodisa qarama - qarshisining ehtimoli uchun qanday
munosabat o ‘rinli?
3. Ixtiyoriy hodisalar yig ‘indisining ehtimoli uchun qganday
tenglik o ‘rinli? :
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1.4 §. Shartli ehtimol. Ba’zi asosiy formulalar

Tayanch iboralar: shartli ehtimol, o ‘zaro bog Tig bo ‘Imagan
hodisalar.

Ushbu paragrafda ehtimollar nazariyasining muhim tushun-
chalaridan sanalgan shartli ehtimol hamda o ‘zaro bog ‘liq bo I-
magan hodisalar tushunchasini kiritamiz.

Ta'rif: Faraz qilaylik, 4 va B tasodifiy hodisalar bo‘lib,
P(B)> 0 bo‘lsin. 4 hodisaning B hodisa ro‘y bergandagi sharth
ehtimoli deb A va B hodisalar ko‘paytmasining ehtimolin1 B
hodisa ehtimoliga nisbatiga aytiladi va P(4/B) orqali belgilanadi.
Shunday qilib,

P(AB)

P(4/B) =05 (1.4.1)

Odatda, P(A/B) ehtimolni gisqaroq qilib, “4 ning B shart
ostidagi ehtimoli” deb ham aytiladi.

Ta’kidlash joizki, hodisaning ehtimolini hisoblashga klassik
ta’rifni qo‘llash mumkin bo‘lgan hollarda, (1.4.1) munosabatni
teorema sifatida isbotlash mumkin. Buning uchun, 4 ning B shart
ostida ehtimolini bevosita klassik ta’rif yordamida hisoblanadi
[11 '

Yugqorida keltirilgan (1.4.1) munosabatdan hodisalar ko‘payt-
masining ehtimoli uchun quyidagi formulani hosil gilamiz:

P(AB) = P(A)P(B/ A) = P(B)P(A/B) (1.4.2)

Ushbu formula yordamida o°zaro bog‘liq bo‘lmagan holli-

salar ta’rifini keltiramiz.

Ta 'rif- Agar A hodisaning ehtimoli B hodisa ro‘y bergan yoki
ro‘y bermaganligiga bog'liq bo‘lmasa, ya'ni B hodisa 10°y
berganligi sharti A hodisa ehtimolini o‘zgartirmasa, ya’'ni

P(4/B)=P(4) ’ (1.4.3)
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tenglik o‘rinli bo‘lsa, u holda bu hodisalar o “aro bog liq
bo Imagan (yoki o ‘zaro erkli) hodisalar deyiladi.

Ushbu ta’rifda «o‘zaro» so‘zimi ishlatishiga sabab, agar
(1.4.3) o‘rinli va P(4)> 0 bo‘lsa, u holda P(B/4)=P(B) tenglik
ham o‘rinli bo‘ladi. Ya’ni, 4 hodisa ro‘y berganligi sharti B
hodisa ehtimolini o‘zgartirmaydi [8]. Hagigatdan ham, (1.4.2) va
(1.4.3) tengliklardan quyidagiga ega bo*lamiz:

P(AB) = P(4)P(B)
Shartli ehtimol ta’rifiga ko‘ra

P(3/4)=FBD_PBPA) _p
P(4)  P(4)

Ta’kidlash joizki, yuqorida keltirilgan hodisalarning o‘zaro
bog‘ligsizligining ta’rifida «shart hodisa» ning ehtimoli musbat
bo‘lishi talab etilmoqda. Bu esa umumiylikdan chetlanishga olib
-keladi. -

Umumiy holda, hodisalaming o‘zaro bog‘ligsizligining quyi-
dagi ta’rifi qabul gilingan.

Ta'rif: Agar 4 va B tasodifiy hodisalar uchun

P(AB) = P(4)P(B) (1.4.4)

tenglik o‘rinli bo‘lsa, u holda bu hodisalar o zaro bog lig
bo ‘Imagan (erkli) hodisalar deyiladi.

Shartli ehtimol tushunchasi yordamida yechish mumkin bo‘l-
gan misol keltiramiz,

1.4.1-misol.

Faraz qilaylik, ma’lum hududdagi yong‘inni bartaraf gilish
uchuq l-yong‘in xavfsizligi qismidan 5 ta va 2-yong‘in
xavisizligi gismidan 3 ta yong‘in o‘chirish avtomobillari jalb
qilingan bo‘lsin (yong‘in  o‘chirish uchyn 2-chaqiriq e’lon
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gilingan). 1-qismga tegishli avtomobillarning 3 tasi A turdagi
(ZIL-130 ATS-40 63A) va 2 tasi B turdagi (ZIL-130 ATS-40
63B) hamda 2-qgismga tegishli avtomobillarning 2 tasi A turdagi
va 1 tasi B turdagi avtomobillar bo‘lsin. Yong‘in o‘chirish
jarayonida tasodifiy ravishda 1 ta avtomobil tanlab olinib, zarurat
bo‘lmaganligi sababli, zahiraga o‘tkazildi. Tanlab olingan
avtomobil 2-gismga tegishli ekanligi ma’lum bo‘lsa, uning A4
turdagi avtomobil bo‘lishi ehtimolini toping.

Yechish.

Quyidagicha belgilashlar kiritamiz:

B = {Tanlab olingan avtomobil 4 turda};

C = {Tanlab olingan avtomobil 2-qismga tegishli}.

Misol shartiga ko‘ra P(B/C)ni topish talab gilinmoqda.

Hodisalar ko‘paytmasining ta’rifiga ko‘ra

BC = {Tanlab olingan avtomobil 2-gismga tegishli va u 4
turda}.

Ehtimolning klassik ta’rifiga muvofiq

2 1 3
P(BC)==== P(C)==
(BC) 3=2 ©) g
(1.4.1) formuladan:

4:

P(BC) _

2
P(O) 3

P(B/IC)=

RN

Endi, shartli ehtimolni bevosita ehtimolning klassik ta’rifidan
foydalanib hisoblaymiz. . ‘

Ushbu tajribada, C hodisa ro‘y bergan deb faraz qllsak., jami
elementar hodisalar (2-qismga tegishli a\{tomobillar) soni 3. ta
bo‘ladi. Ulardan B hodisani ro‘y berishiga qulaylik Fug‘dlra-
diganlari (4 turdagi avtomobillar) soni 2 ta. Demak, ehtimolning

klassik ta’rifiga ko‘ra

2 -
— = [ MUHAMMAD AL-XORAZM!Y NOMIDAGI
P(B/C) 3 TOSHKENT AXROROT
TEXNOLOGIYALARI UNIVERSITETI
17 j?gw .

AXBOROT-RESURS MARKAZI |




Misol yechildi.
Mavzuga oid nazorat savollar

1. Shartli ehtimol nima?

2. Qanday hodisalar o zaro bog ‘liq bo ‘Imagan hodisalar deb
ataladi?

- 3. Ixtiyoriy ikkita hodisaning ko ‘paytmasi ehtimoli uchun
qanday munosabat o ‘rinli?

4. O‘zaro bog‘lig bo ‘Imagan ikkita hodisaning ko ‘paytmasi
ehtimoli uchun qanday munosabat o ‘rinli?

1.5 §. To‘la ehtimol. Bayes formulasi

Faraz qilaylik, Hi, H;,..., H, hodisalar (gipotezalar) to‘la
guruh tashkil qilsin ya’ni, ularning ixtiyoriy ikkitasi o‘zaro birga-
likda emas, ixtiyoriy 1< 4, j < n uchun H;-H;=0 va
H +H,+..+ H, =Q o‘rinli bo‘sin.

Teorema. Agar Vi uchun P(H;)> 0, 1< i < n, bo‘lsa, har
qanday A4 tasodifiy hodisa uchun quyidagi formula o‘rinli:

P(4)=P(H)P(A/H,)+P(H,)P(A/H,)+...+ P(H )P(A/H)
(1.5.1)

Isbot. Tushunarliki, Hy, H,,..., Hn hodisalar to‘la guruh tashkil
qilishidan quyidagi tenglik kelib chigadi:

A=AQ=AH,+H,+..+H,)=AH, + AH, +...+ AH,

Vi, j, 1<i, j <n da A-H, va A-H; hodisalar o‘zaro
birgalikda emas. Demak, (1.3.1) formulaga muvofiq,

- P(A)=P(AH,)+ P(AH,)+...+ P(AH.) (1.5.2)
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(1.4.2) formuladan quyidagi tenglik kelib chigadi:
P(AH))=P(H,)P(A/H;) ,1<i <n.

Hosil bo‘lgan tengliklarni (1.5.2) munosabatga qo‘ysak
(1.5.1) formula kelib chigadi.

Teorema isbot bo‘ldi.

Yuqorida keltirilgan (1.5.1) munosabat fola ehtimol
Jformulasi deb ataladi. Ushbu formuladan, biron 4 hodisaning bir
nechta gipoteza (H;)lar ostidagi ehtimollari hamda bu gipo-
tezalarning ehtimollari ( P(H,)lar) ma’lum bo‘lganda foydalanish
magsadga muvofiq.

Endi, A hodisaning ro‘y berganligi ma’lum bo‘lsa, H;
gipotezalarning ehtimollari ganday o°zgarishini aniqlash masa-
lasini qaraymiz.

Avvalgi paragrafning (1.4.2) formulasiga muvofiq

P(AH,) = P(A)P(H,/ 4) = P(H,)P(A/H,)
Bu yerdan
P(H,)P(A/H,)

P(H, | 4)=——1 7

(1.5.3)

Ushbu tenglikdagi P(4) o‘rniga uning (1.5.1) formuladagi
ifodasini qo‘yib Vi, 1<i<n, uchun quyidagini hosil qilamiz.

P(H,)P(A/H)) ﬁ
P(H,)P(A/ H,)+ P(H,)P(A/ H,)+...+ P(H,)P(A/ H].)
| (1.5.4)

P(H,/4)=

Ushbu (1.5.4) munosabat Bayes formulasi deb ataladi.

Quyida to‘la ehtimol hamda Bayes formulalarini yong‘in
xavfsizligi xizmati faoliyatiga oid masalani yechishga tadbiqi
keltiriladi.

19



1.5.1-misol.

Yong‘in xavfsizligi xizmati inspektori tomonidan muayyan
maskannning yong‘in xavfsizligi holatini tekshirish lozim bo‘l-
sin. Maskan 2 ta hududdan iborat bo‘lib, ularning birinchisida 6
ta bino mavjud va ulardan 2 tasida yong‘in xavfsizligi qoidala-
riga amal qilinmagan hamda ikkinchi hududda 4 ta bino mavjud
va ulardan 1 tasida yong‘in xavfsizligi qoidalariga amal gilin-
magan bo‘lIsin.

Quyidagi ehtimollarni topish talab gilinsin:

a) Inspektor tomonidan tasodifiy ravishda tanlab olingan
binoning yong‘in xavfsizligi qoidalari talablariga javob ber-
masligi ehtimolini;

b) Inspektor tomonidan bitta bino tekshirilib, uning yong‘in
xavfsizligi qoidalari talablariga javob bermaganligi ma’lum
qilindi. Bu binoning birinchi hududiga tegishli bo‘lishi
ehtimolini.

Yechish.

Quyidagicha belgilashlar kiritamiz:

A = {Tanlab olingan bino xavfsizligi goidalari talablariga
javob bermaydi};

Hi= {Tanlab olingan bino k~hududga tegishli}. k= 1,2.

Misol shartiga ko‘ra P(A4) va P(H 1/ A) ehtimollarni topish
talab qilinmoqda.

P(4) ehtimolni topish uchun to‘la ehtimol formulasidan
foydalanamiz. Ehtimolning klassik ta’rifiga ko‘ra

_6 3 4 2 1
P(H) ==~ P(H,)= =2 p(A/Hl)=§= P(A/H,)=+

W | —

(1.5.1) formulaga muvofiq

P(4)=P(H,)P(A/H)+PH,)P4/H,) =31 2.1 32
' 53 54 10

Bu ifoda va (1.53) formul o PCH. A
ehtimolni topamiz: adan foydalanib, P(H,/A)



31
P(H, [ 4)=33-2
/4 310 3
Bu misolda, ko‘rinib turibdiki, 4 hodisa ro’y berganligi sharti
H; gipotezaning ehtimolini ortishiga olib keldi.

Mavzuga oid nazorat savollar

1. To ‘la ehtimol formulasini keltiring.

2. Bayes formulasini keltiring.

3. Mavzu formulalarini amaliyotga tadbigiga oid misolning
yechilishini tushuntirib bering.

1.6 §.Bog‘ligsiz tajribalar ketma-ketligi uchun Bernulli
formulasi

Tayanch iboralar: bog ‘ligsiz tajribalar ketma-ketligi, Gauss.
Sunksiyasi, Laplas funksiyasi.

Juda ko‘p amaliy masalalarni hal gilishda, biron tajribani bir
necha bor takrorlashga to‘g‘rl keladi. Natijada tajribalar ketma-
ketligi hosil bo‘ladi. Agar ushbu ketma-ketlikdagi ixtiyoriy
tajribaning natijasi (qanday hodisa ro‘y begris_hi) boshqa tajribalar
natijasiga bog‘liq bo‘lmasa, bunday tajaribalar ketma-ketligi
bog ligsiz (o ‘zaro bog‘liq bo Imagan) tajribalar ketma-ketligi
deyiladi. '

Amaliyotdagi ba’zi masalalarni  yechishda, bog‘ligsiz,

(biron tajriba ketma-ket o‘tkazilganda)

tajribalar ketma—ketligida n b,
muayyan bir tasodifiy hodisant anid bir son, masalan m, marta

ro‘y berishi ehtimolini topish zarur axi.tgg‘iladi. -

Faraz qilaylik, » ta bogligsiz tajribalar ketma-ketligi o‘tka-
zilayotgan bo‘lsin. Har bir tajribada A hodisaning ro‘y berish
ehtimoli P(4)=p bo'lsin. Uning ro‘y bermasligi ehtimolini

P(4)=1- p =9 orqali belgilaylik.
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Bog‘ligsiz tajribalar ketma-ket » marta o‘tkazilganda A4
hodisa m marta ro‘y berish ehtimolini £,(m) orqali belgilaylik.
Ushbu ehtimolni hisoblash masal@sini garaymiz.

Tushunarliki:

P,,(m)=P({1-A-...-4-2-1—4~...-2)+P(,71{4-A;...-4-;1-2-...-7;)+...+

mia (n-m)ta mta (n—(m-1)ta

P(é-A-....-,g-(I-A-V...-4-A)+P(A-A-...-A-A-Am;;..-A).

(n—(m-1)ta mta (n-m)ta

Ushbu tenglikda qo‘shiluvchilar soni » ta elementdan m
tadan kombinatsiyalar soni C,’ ga teng.

Tajribalar ketma-ketligining bog‘ligsiz ekanligidan, har bir
qo‘shiluvchi (1.4.4) formulaga muvofiq ”¢"" ga teng. Demak,

B)=p'd "+ T+ AP =GP, =0

. Grta qdshiluvchi

Shunday qilib, quyidagi formulaga ega bo‘ldik:
P (m)= C;"p'"q"""', m=0L1.n_ (1.6.1)

Ushbu (161) formula Bernulli formulasi deE) ataladi.

Ta’kidlash joizki, £,(m) ehtimollar uchun 2.F.(m)=1 tenglik
o‘rinli bo‘ladi.

Bernulli formulasi ifodasidan korinib turibdiki, agar n va m
katta sonlar bo‘lsa’ (161) ‘forllllllada'n foydalamb, P ,,(m)
ehtimolni hisoblash giyinchilik tug‘diradi. Shu sababh., n—> oo
da P,(mni hisoblash uchun qulay bo‘lgan asimptotik, ya’nf
n—> da aniqlik darajasi ortib boradigan taqribiy formulani
topish muhim ahamiyatga ega. ]

Quyida ushbu mazmundagi formulalarni isbotsiz keltiramiz.
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Muavr-Laplasning lokal limit teoremasi. Agarn ta bog‘ligsiz
tajribaning har birida 4 hodisaning ro‘y berish ehtimoli 0< p<1

m—np

bo‘lib, x= Jrra son biron chekli oraliqgda bo‘lsa, u holda

P(m)N—l__.._l——.e'jz— :
n m N (1.6.2)

taqribiy formulada n ortishi bilan xatolik kamayib boradi.
Yuqoridagi  (1.6.2) formulada  ishtirok  etayotgan
xl

P(x) = J;—”'eT funksiya Gauss funksiyasi  deyiladi. Ushbu

funksiyaning x argumentiga mos giymatlari jadvali 1-ilovada
keltirilgan. Jadvaldan foydalanishda quyidagilarni e’tiborga olish
kerak:

1) p(x)—juft funksiya, ya'ni ¢(-x) =) Demak, uning [0,%0)
oraliqdagi qiymatlarini topish yetarli. . N

2) o(x) funksiyaning qiyrnatlari kichik son bo‘lganligi
uchun, juda ko‘p masalalarni yechishda x24 bo‘lganda @(x)=0
deb hisoblash mumkin. _

Muavr-Laplasning integral limit teoremast. Ag_ar n yetar-
licha katta va 4 hodisaning 10°Y berish ehtimoli p q‘zgannas
bo‘lsa, A hodisaning » ta tajribada kamida m; va ko‘pi bilan m;
marta ro'y berishi ehtimoli £ (™ <™= m,) uchun quyidagi

X _x2
Pn(m15mémz)“7;——;j‘e Ade=0y(x)-0o(6)  (1.63),
X

taqribiy formulada n ortishi bilan xatolik kamayib boradi.

mi—np

Bu yerda X = m’

i=12



(1.6.3) formuladan foydalanishda hisoblashlarni soddalashtirish
uchun quyidagi maxsus funksiya kiritiladi:

o 1 F o
<Do(x)=E!e Ao (1.6.4)

Bu funksiya Laplas Junksiyasi deyiladi. Uning x argumentiga
mos qiymatlari jadvali 2-ilovada keltirilgan.

Muavr-Laplasning lokal teoremasining shartlaridan ko‘rinib
turibdiki, A hodisaning ro‘y berish ehtimoli p o‘zgaruvchi bo‘lib,
n—>oda nol soniga yaginlashib borsa, (1.6.2) formuladan

. ‘ . il 4 .
foydalanib bo lmayd1. Chunki \/’% son m ning Kkatta

-qiymatlarida biron cheklj oraligda bo‘lmay qoladi va ¢(x)ning
qiymati deyarli nolga teng bo‘ladi. Natijada (1.6.2) taqribiy
tenglikdagi xatolik yetarlicha kichik bo‘lmaydi.

Bunday hollarda Puasson tomonidan isbotlangan quyidagi
;c)eoizgxada keltirilgan formuladan foydalanish magsadga muvofiq

o‘ladi.

f.’u.asson leoremasi. Agar A hodisaning ro‘y berishi ehtimoli
P tajribadan tajribaga cheksiz kamayib borsa, yoki anigrog
n>odanp—-sisg bo‘Isa, u holda quyidagi munosabat o*rinli:

A" e
ml

LimP, (m) = » m=0Loan(16.5)

(1'6'5) fomluladan : . . .
formula kelip chiqadg uyidagi Puasson formulasi deb ataluvchi

~am.e_a
B s——, a=np, m=01,..n (1.6.7)



Puasson formulasidan n=50, np <10 bo‘lgan hollarda foyda-
laniladi.

Quyida, Bernulli formulasining tadbiqiga oid misol ko‘rib
chigamiz.

1.6.1-misol.

Tajriba—sutka mobaynidagi yong'‘inlarni xisobga olishdan
iborat bo‘lsin. Agar sutka mobaynida bitta yong“in ro‘y berishi
ehtimoli p = 0,2 bo‘lsa, kuzatilgan 5 sutkaning 2 tasida bitta
yong‘in ro‘y berishi ehtimolini toping.

Yechish.

Belgilash kiritamiz: A={sutka mobaynida bitta yong‘in ro‘y
beradi}. Tushunarliki,n=5,m=2,p=0,2,9 = 1-p=038.

P;(2) ni topish talab gilinmogda. _

Yugqoridagi (1.6.1) formulaga muvofiq

' o
P,(2)=C2-02%-08°= 5%-0,040,512 =0,2048~0,2

Demak, topish talab gilinayotgan ehtimol tagriban 0,2 ga
teng.

Endi, Bernulli va Bayes formulalarini yong‘inlar kelib
chigishi sabablarini aniglash uchun qo‘llashga oid misol ko‘rib
chigamiz. '

1.6.2-misol.

Yong'in xavfsizligi xizmati xodimlari tomonidan ma’lum bir
hududda ro'y bergan yong‘in joyini ko‘zdan kechirilganda,
yong‘inning 4, B, S sabablardan biri ogibatida yuz berganligi
aniglangan. :

Hududda ro‘y bergan yong‘inlar soni to‘g‘risidagi statistik
ma’lumotlar tahlil qilinganda, yong‘inlamning yarmi 4 sababga
ko‘ra, 1/6 gismi B sababga ko‘ra va 1/3 qismi C sababga ko‘ra
yuz berganligi va 4 sababdan kelib chigqan yong‘inlarning 10%
da, B sababdan 20% da va C sababdan 90% da yong‘in keltirgan
moddiy zarar, N so‘mdan ortiq bo‘lmaganligi ma’lum.
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Hududda yuz bergan yong‘inlarning so‘ngi beshtasi tahlil
qilinganda, ulardan to‘rttasida ko*rilgan moddiy zarar N so‘mdan
ortiq bo‘Imaganligi ma’lum bo‘1di.

Ushbu ma’lumotlar asosida=4, B, C sabablarning qaysi biri
natijasida yong‘in yuz berganligi haqida xulosa qilish (to‘g‘ri-
rog‘i baholash) talab qilinsin.

Yechish.

Demak, ro‘y bergan yong‘inga A4, B, C lar sabab bo‘lishi
ehtimollari mos ravishda P(4)=1/2, P(B)=1/6, P(C)=1/3 deb
olish mumkin. (Agar boshqa qo‘shimcha ma’lumot bo‘lmasa,
10°y bergan yong'‘inning sababini katta ehtimol bilan 4 deb qabul
qilish mumkin edi.) Masala shartiga muvofiq, 4 sababdan kelib
chiqqan yong‘indan ko‘rilgan moddiy zarar N so‘mdan ortiq
bo‘lmasligi ehtimoli 0,1 ga, B sababdan 0,2 ga va C sababdan 0,9
ga teng deb hisoblash mumkin.

D orqali so‘ngi beshta yong‘indan to‘rttasida ko‘rilgan
moddiy zarar N so‘mdan ortiq bo‘lmasligidan iborat hodisani
belgilaymiz,

Mavjud ma’lumotlar asosida Bernulli va Bayes formulalari
uchun zarur bo‘lgan ehtimollami hisoblab topamiz. Yong‘in A4
sabgb bilan kelib chiggan holda (ya’ni 4, gipotezasi bajarilsa) D
t°§hsam'ng 10’y berish ehtimoli (1.6.1) Bernulli formulasiga

o‘ra '

P(D/4) = C4(0,1)*- 0,9 = 5 - 0,00009 = 0,00045.

Xuddi shu kabi B va C gipotezalar uchun bu ehtimolliklar
mos ravishda

P(D/B) = C4(0,2)* . 0,8 = 5 - 0,00128 = 0,0064

P(D/C) = c4(0,9)*- 0,1 = 5 0,06561 = 0,32805.
bo‘ladi.
Shunday qilib

, Bayes formulasi D hodisa ro¢
berganligi to‘g Zn mvofiq, ‘

nisidagi qo‘shimcha ma’lumot inobatga olin-
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gandagi yuz bergan yong'‘inning 4 sababdan kelib chiqqan
bo‘lishi ehtimoli '

1/2-0,00009
P(A/D)= 3 0,002
(4/D) 1/2-0,00009+1/6-0,00128+1/3-0,06561z

B sababdan kelib chiggan bo‘lishi ehtimoli

1/6-0,00128
P _ > ~ =V, 01
P(BID)=17570,00009 +1/6-0,00128-+1/3-0,06561

va C sababdan kelib chiqgan bo‘lishi ehtimoli

P(C/ D)= 1/3-0,06561
(C/D) =17770,00009+1/6-0,00128+1/3-0,06561

~
~

>

ekanligini topamiz. |

Bu hisoblash natijalaridan kelib chigadiki, yuqorida kelti-
rilgan vaziyatlarning o‘rtacha 98,8% da yong‘in C sabapdan
kelib chiqar ekan. Demak, qaralayotgan }mdudda yong‘in C
sababdan kelib chiggan deb baholasak aksariyat (o‘rtacha 98,8%)
hollarda to‘g‘ri qaror qabul gilgan bo‘lamiz.

Mavzuga oid nazorat savollar

1. Bog ‘qusiz tajribalar ketma—ketligi 1a ‘rifini keltiring.

2. Bernulli formulasini keltiring. L

3. Muavr-Laplasning lokal teoremasim ayung. 7

4. Muavr-Laplasning integral teoremasin ayung.

5. Puasson teoremasini ayting:

1.7 §. Tasodifiy miqdor- Diskret ta:v»odiﬁy miqdorning
tagsimot gonuni

Tayanch iboralar: diskret tasodifiy migdor, tasodifiy miq-
dorning tagsimot qonuni, bog ‘liq bo Imagan tasodifiy migdorlar
. .



Ehtimollar nazariyasining asosiy tushunchalaridan biri taso-
difty miqdor tushunchasidir. Amaliyotning aksariyat masalalar
ushbu tushuncha yordamida matematik modellashtirilad;.

Ta'rif: Tajriba natijasida, avvaldan ma’lum bo‘lgan qiymat-
lardan birini gabul qiladigan, lekin tajribadan avval qaysi bir
qiymatni gabul qilishi noma’lum bo‘lgan miqdor tasodifiy
miqdor deyiladi.

an, tajriba biron quroldan nishonga qarata 10 marotaba
ketma-ket 0°q uzishdan iborat bo‘Isa, nishonga tekkan o‘qlar soni
tasodifiy migdor bo‘ladi. Chunki, u 0,1,2,..,10 giymatlardan
birini qabuy] qilishi tayin, avvaldan ma’lum. Lekin, taJribadajm
avval uning qaysi bir qiymatni qabul qilishini aniglab bo‘lmaydi.

Odatda, tasodifiy miqdorlar lotin alifbosining bosh harflari
X ¥Z.yoki grek alifbosining kichik harflari & (ksi), 1 (eta),
---bilan, uning qabul giladigan giymatlari esa lotin alifbosining
kichik harflarj XLX3,...,y1,Y3,..., 2,2,... bilan belgilanadi. .

Agar tasodifiy miqdorning qabul qilishi mumkin bo‘lgan
qiymatlari soni chekiits yoki sanoglita bo‘lsa, bunday tasodifiy
miqdor diskrer tasodifiy miqdor deyiladi. '

iyotda, diskret bo‘lmagan, ya’ni qabul qilishi mumkin
bo‘lgan Qiymatlari haqgiqiy sonlar o‘qidagi biror (chekli yoki
Cheksiz) oraliqdagi barcha sonlardan iborat bo‘igan tasodifiy
I'm‘qdorlar ko‘p uchraydi. Ularni keyingi paragraflarda ko‘rib
chlqaml:z, Ushby Paragrafda faqat diskret tasodifiy miqdorlarnj
qaraymiz,

. Faraz qilaylik, X-diskret tasodifly miqdor x.,x;,... x,, ..
diymatlami mos ravishda p,, Pz, - Pn,... ehtimollar bilan gabyl
qilsin, - ’

Ushby Jadval

xl xz . {xn
b P | ... D,

de y;;;lfet tasodifiy fniqdorning tagsimot qonuni  (jadvali)
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Bundan keyingi matnlarda qulaylik uchun, tasodifiy hodi-
salarni imkon darajada, faqat matematik simvollar orqali ifoda-
laymiz. Masalan A ={X tasodifiy miqdor x; qiymatni qabul
qiladi} hodisani {X = x;} orqali ifodalaymiz.

Diskret tasodifiy miqdorning tagsimot qonunini

pi=P{X=x:},i=12..,n,..

ko‘rinishda yozish ham mumkin.

© Ushbu {X = x;}, {X = xi},... hodisalar birgalikda emas va
ularning yig‘indisi muqarrar hodisa bo‘lganligi uchun ular to‘la
guruh tashkil etadi. Demak

Y=Y PX=x}=1

Endi, yana bir muhim tushunchalardan biri bog¥iq bo -
magan (bog ligsiz) tasodifiy miqdorlar tushunchasini kiritamiz.

Ta’rif: X va Y diskret tasodifiy miqdorlar bog‘liq bo‘Imagan
(bog‘ligsiz) tasodifiy miqdorlar deyiladi, agar A={X=x;} va
B={Y=y;} hodisalari ixtiyoriy i = 1,2,.., va j=1,2,.. larda
bog'ligsiz bo‘lsa, ya’ni

P{Q=X)(Y=y)}= P{X = X}-P {Y=y).

Umumiy holda tasodifiy miqdorlarning bog‘ligsizligi tushun- ¢
chasini quyidagicha kiritish mumkin:

Ta'rif: Ihtiyoriy X va Y tasodifiy miqdorlar bog‘liq bo‘l-
magan (bog‘ligsiz)

tasodifiy miqdorlar deyiladi, agar har qanday AcR va BcR
uchun quyidagi munosabat o‘rinli bo‘lsa

P{(Xe A)(YeB)}= P{ Xe A}-P{Y<B}.



Keyingi paragraflarda ko‘rish mumkinki, tasodifiy migdor-
laming bog‘ligsizligi xossa31 ular bilan bog‘liq hisoblashni ancha
osonlashtiradi.

Mavzuga oid nazorat savollar

1. Diskret tasodifiy miqdor nima?

2. Diskret tasodifiy migdoming tagsimot qonuni nima?

3. Bogtiq bo‘lmagan tasodifiy miqdorlar deb qanday
tasodifiy miqdorlarga aytiladi?

1.8 §. Taqsimot funksiyasi va uning xossalari. Tagsimot
zichligi va uning xossalari

Tayanch iboralar: uzluksiz tasodifiy miqdor, uz{uksiz taso-
difiy miqdorning tagsimot funksiyasi, zichlik funksiyasi

Diskret bo‘lmagan tasodifiy miqdoming tagsimoti haqida
so‘z yuritishdan avval barcha tasodifiy miqdorlar uchun maz-
munga ega bo‘lgan tagsimot funksiya tushunchasiga ta’rif
beramiz.

Ta’rif: Ixtiyoriy X tasodifiy miqdorning tagsimot funksiyasi
deb VxeR son uchun quyidagicha aniqlangan F{x) funksiyaga

aytiladi: _
‘ F(x)=P{ X< x}.

Tagsimot funksiyaning quyidagi xossalarini isbotsiz

keltiramiz:

1. F{x) funksiya chegaralangan, anigrog‘i u faqat [0,1]
oraliqdagi qiymatlarni qabul giladi:

0<F(x)<1

2. F(x) kamaymaydigan funksiya: agar x;<x; bo‘lsa, u holda
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F(x)<F(x,) boladi.

3. F(0)=Lim F(x)=0,  F(+o)= Lim F(x)=1

4. F(x) funksiya chapdan uzluksiz:

Jim Fx)=F(x,)

5. Har qanday hagqiqiy sonlar @ va b uchun (a < b)’

P{a <X<b} = F(b)- Fla)
munosabat o‘rinli. :

Endi ehtimollar nazariyasining yana bir muhim tushuncha-
laridan biri bo‘lgan tagsimot zichligi yoki zichlik funksiyasi
tushunchasiga to‘xtalamiz. : ’

Ta'rif- Agar ixtiyoriy x uchun manfiy bo‘lmagan f{x)
funksiya mavjud bo‘lib, tasodifiy miqdorning tagsimot funksiyasi
F(x) ni

F)= | f@dr

ko‘rinishda ifodalash mumkin bo‘lsa, u holda bunday taso-
difiy miqdor uzluksiz tasodifiy migdor deyiladi.

Ushbu ifodadagi f{x) funksiya esa tasodifiy miqg@oming
zichlik funksiyasi yoki tagsimot zichligi deb ataladi.

Taqgsimot zichligining quyidagi xossalarini giyinchiliksiz
isbotlash mumkin:

1. Agar tagsimot zichligi f{x) biron x nuqtada uzluksiz bo‘Isa,
u holda quyidagi tenglik o‘rinli bo‘ladi:

f@®=F ),
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2. X uzluksiz tasodifiy miqdorning har qanday hagigiy son x
ni qabul qilish ehtimoli nolga teng:

P{X=x}=0.

3. Ixtiyoriy haqiqiy sonlar a va b uchun quyidagi munosa-
batlar o‘rinli:

P{asXsb}=p{a<Xsb}=P{asx<b}=p{a<X<b}=j‘f(x)cbc

4. Tagsimot zichligi uchun quyidagi munosabat o‘rinli:
+o00
[ 7 Gyt =1

Izoh. Uzluksiz tasodifiy miqdoming qabul giladigan qiymat-
lari haqiqiy sonlar o‘qidagi biror chekli yoki cheksiz oraliqdagi
barcha sonlardan iborat bo‘ladi.

Mavzuga oid nazorat savollar

1. Uzluksiz tasodifiy migdor nima?
2. Uzluksiz tasodifiy miqdorning taqsimot funksiyasi nima va
u qanday xossalarga ega?
- 3. Uzluksiz tasodifiy miqdorning taqsimot zichligi nima va u
qanday xossalarga ega?

1.9 §. Tasodifiy miqdorning sonli xarakteristikalari

Tayanch iboralar: Tasodifiy migdorning matematik kutil-
masi, dispersiyasi, o ‘rtacha kvadratik chetlanishi.

_ Tasodifiy miqdorning muhim sonli xarakteristikalaridan biri
uning matematik kutilmasi tushunchasidir. _
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Faraz qilaylik, X diskret tasodifiy miqdorning tagsimot
qonuni quyidagicha berilgan bo‘lsin:

p,=P{X=x}i=12n,.. (1.9.1)

Ta 'rif. Tagsimot gonuni (1.9.1) ko‘rinishda bo‘lgan X taso-
difiy miqdorning matematik kutilmasi MX orqali belgilanadi va
quyidagicha aniqlanadi:

MX = Zx, P,

i=1

Yugqoridagi gator absolyut yaqinlashuvchi bo‘lsa, matematik
kutilma mavjud, aks holda matematik kutilma mavjud emas
deyiladi.

Uzluksiz tasodifiy miqdor matematik kutilmasi quyidagicha
aniqlanadi:

s

MX= Lo x- F()dx

Ushbu xosmas integral absolyut yaqifllashuvchi, ya’ni

+00
jlxlf (x)dx <o bo‘lsa, matematik kutilma miavjud, aks holda

matematik kutilma mavjud emas deyiladi.

Tasodifiy miqdorning matematik kutilmasi uning o‘rta qiy-
matini ifodalaydi. Bu tasdigni masalan, diskret tasodifi§¥ miq-
dorlar uchun quyidagi tengliklardan keltirib chiqarish mumkin:

Z]Pf =1 ekanligidan

(-]
) zxipi
- — i=l —
MX —inp,. ==X e

=l Z D;

i=1
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Tasodifiy miqdoming matematik kutilmasi (agar mavjud
bo‘lsa) quyidagi xossalarga ega. . ' .

1. Har ganday C o‘zgarmas sonning matematik kutilmasi shu
sonning 0°ziga teng:

MC=C

2. O‘zgarmas ko‘paytuvchini matematik kutilma belgisidan
tashqariga chiqarish mumkin:

M(CX)=CMX

3. Tasodifiy miqdorlar yig‘indisining matematik kutilmasi
ularning matematik kutilmalari yig*indisiga teng:

M(X+Y)=MX+MY

4. Bog'liq bo‘lmagan X va ¥ tasodifiy miqdorlar ko‘payt-
masining matematik kutilmasi ularning matematik kutilmalari
ko‘paytmasiga teng:

MX-Y)=MXMY
Tasodifiy miqdorning yana bir muhil}l sonli xarakteris-
tikalaridan biri uning dispersiyasi hisoblanad!. .
Ta’rif X tasodifiy miqdorning dispersiyasi deb, (X-MX)?

tasodifiy miqdorning matematik kutilmasiga aytiladi va DX
orqali belgilanadi. Demak, . ‘

DX=M(X-MX)?
Matematik kutilma ta’rifidan dispersiya uchun quyidagi

formulalarni keltirib chiqarish mumkin: A
1) agar X diskret tasodifiy migdor bo‘lsa, u holda
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DX =, (x;—MX ) p;:
i=1

2) agar X uzluksiz tasodifiy miqdor bo‘lib, uning tagsimot
zichligi f{x) funksiya bo‘lsa u holda
+c0
DX = [(x—MX) f (x)dx
Ba’zi hollarda quyidagi formula dispersiyani hisoblash uchun
qulay bo‘ladi:
DX= MX?-(MX)? (1.9.2)

Bu formulani matematik kutilmaning xossalaridan keltirib
chigarish mumkin. Hagiqatdan ham: '

DX=M(X-MX)*=M(X*-2X MX +(MX)’) =
MX?-2(MX)? +(MX)) =MX*-(MXY’

Tasodifiy migdorning dispersiyasi uning giymatlarini mate-
matik kutilmasi atrofida tarqogligi darajasini ko‘rsatadi. U
quyidagi xossalarga ega:

1. O‘zgarmas sonning dispersiyasi nolga teng:

DC=0 [y

2. O‘zgarmas ko‘paytuvchini dispersiya belgisidan tashqa-
riga kvadratga oshirilgan holda chiqarish mumkin:

D(CX)=C?DX

3. Bog‘liq bo‘lmagan X va ¥ tasodifiy mingrla: yig‘in-
disining dispersiyasi ularning dispersiyalari yig‘indisiga teng:
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D(X+Y)= DX+DY

Amaliyotda ko‘p masalalar tasodifiy miqdorning matematik
kutilmasini hisoblash orqali hal qilinadi. Oldindan aytish mum-
kinki, mazkur darslikning ikkinchi bobida o‘rganiladigan om-
maviy xizmat ko‘rsatish tizimlarining ko‘p xarakteristikalari
tasodifiy migdorning matematik kutilmasi orqali ifodalanadi.
Ularni hisoblash (baholash) matematik kutilmani hisoblash ma-
salasiga keltiriladi.

Shu bilan birgalikda, ba’zi masalalarni yechishda matematik
kutilmani topish orqali ko‘zlangan maqgsadga erishib bo‘lmaydi.
Bunday hollarining ayrimlarida tasodifiy miqdorning dispersiyasi
zarur natijaga erishish imkonini beradi [12]. Buning tasdiqi
sifatida quyidagi misolni keltiramiz. "

1.9.1-misol.

Ikkita yong‘in xavfsizligi gismi (YoXQ)da uchtadan jan-
govor bo‘linma mavjud bo‘lib, ma’lum bir muddat (masalan bir
oy, bir chorak) mobaynida, 1-YoXQning birinchi jangovor
bo‘linmasi 6 marta, ikkinchi jangovor bo‘linmasi 7 marta, uchin-
chi jangovor bo‘linmasi 8 marta va 2-YoXQning birinchi va
ikkinchi jangovor bo‘linmalari 1 martadan, uchinchi jangovor
bo‘linmasi esa 19 marta yong‘in o‘chirishga jalb gilingan bo‘Isin.

Bu YoXQlarni ulardagi jangovor bo‘linmalarning «yong‘in
o‘chirishdagi ishtiroki darajasi» ko‘rsatkichi bo‘yicha taqqoslash
talab qilinsin.

Yechish.

Quyidagicha belgilash kiritamiz: X va Y tasodifiy miqdorlar
mos ravishda 1-YoXQ va 2-YoXQlarning jangovor bo‘linma-
larini yong‘in o‘chirishga ishtiroki soni bo‘lsin. U holda masala
shartiga muvofiq X va ¥ tasodifiy miqdorlarning mos ravishda
quyidagi tagsimot qonunlari jadvallarini hosil gilamiz:

X| 6|7 8 ' Y| 1/[19
P11/3|1/3]1/3 P 12/3]11/3




Tasodifiy miqdorlarning matematik kutilmalarini hisob-
laymiz:

1 2 19
W=-3—-(6+7+8)=7’ W=-;+—3—=7

Demak, ikkala YoXQ da ham jangovar bo‘linmalar o ‘rtacha
7 martadan yong‘inlar o‘chirishga jalb qilingan. Bu ko‘rsatkich
bo‘yicha taqqoslanganda YoXQlarning jangovor bo‘linmalari
yong'in ochirishga bir xil darajada ishtirok etgan deyish mum-
kin. : '
Endi, har bir YoXQdagi ichki vaziyatni, ya'ni ularning
jangovor bo‘linmalarini yong‘in o‘chirishdagi ishtiroki ko‘rsat-
kichini o‘rta giymatdan chetlanish darajasi orqali tagqoslaylik.
Buning uchun, (1.9.2) formuladan foydalanib, X va ¥ tasodifiy
miqdorlarning dispersiyalarini hisoblaymiz:

1
DX =;-(36+49+64)—72 ~ 49,7 —49 = 0,7

2 361
DY =24+22_72=121-49=72

3 3

Yugorida hisoblab topilgan sonlardan X va Y tasodifiy miq-
dorlarning dispersiyalari orasida katta farq mavjudligi ko‘rinib
turibdi. Bu esa gismlarda vaziyat bir xil emasligini, ya’ni ular-
ning jangovar bo‘linmalari yong‘in o‘chirishga bir xil darajada
ishtirok etmaganligini bildiradi: 1-YoXQda o‘rta giymat atro-
fidagi tarqoglik juda kichik-0,7 teng. Bu ko‘rsatkich, qf’gfr'ndagi
jangovor bo‘linmalar yong‘inlar ofchirishga deyarli bir xil
darajada ishtirok etganlini bildiradi. 2-YoXQda esa o‘rta giymat
atrofidagi tarqoglik juda katta—72 teng. Bu ko‘rsatkich esa, ushbu
gismning ayrim jangovor bo‘linmalari yong‘inlar o‘chirishga
juda kam, ayrimlari esa juda ko‘p jalb gilinganlini bildiradi.

Bu kabi natijalardan YoXQlar faoliyatini takomillashtirish
bo‘yicha tegishli xulosalar chiqgarishda foydalanish mumkin.
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Dispersiya ta’rifidan ko‘rinib turibdiki, dispersiyaning o‘l-
chov birligi X tasodifiy miqdor o‘Ichov birligining kvadratiga
teng. Masalan, X sm middor uchun DX sm? bo‘ladi. Shuning
uchun, ko‘pincha X tasodifiy miqdor bilan bir xil o‘lchov
birligiga ega bo‘lgan o ‘rtacha kvadratik chetlanishi deb ataluvchi
quyidagi xarakteristikadan foydalaniladi.

Ta'rif. X tasodifiy miqdorning o ‘rtacha kvadratik chetlanishi
(tarqogqligi) deb, dispersiyadan olingan kvadrat ildizga aytiladi:

oy =vDX

Ko‘rinib turibdiki, o‘rtacha kvadratik chetlanishning o‘Ichov
birligi X tasodifiy miqdor o‘Ichov birligi bilan bir xil bo‘ladi.

Dispersiyaning xossalaridan o‘rtacha kvadratik chetlanish-
ning quyidagi xossalari kelib chigadi:

=0, oy =5C|oy
Mavzuga oid nazorat savollar

1. Diskret tasodifiy migdorning matematik kutilmasi ganday
aniglanadi?- .

2. Uzluksiz tasodifiy migdorning matematik kutilmasi qanday
aniglanadi?

3. Tasodifiy miqdorning matematik kutilmasi qanday
xossalarga ega? ‘

4. Tasodifiy miqdorning dispersiyasi qanday aniqlanadi?

3. Dispersiya qanday- xossalarga ega?

6. Tasodifiy migdoming o'‘rtacha kvadratik chetlanishi
qanday xossalarga ega?

38



1.10 §. Ehtimollar nazariyasidagi ba’zi muhim
tagsimotlari

Tayanch iboralar: binomial, Puasson, geometrik, tekis,
ko ‘rsatkichli va normal tagsimotlar.

Ushbu paragrafda amaliyot uchun muhim bo‘lgan va
darslikning keyingi bobida foydalaniladigan ba’zi tagsimot
(tagsimot qonun, tagsimot funksiya)larini keltiramiz.

L. Binomial tagsimot
Diskret tasodifiy miqdor X binomial qonun bo‘yicha tag-

simlangan yoki binomial tagsimotga ega deyiladi, agar um=0, 1,
2, ..., n qiymatlarni

P{X m} Cmmnm

ehtimol bilan gabul qilsa.
Bu yerda

O0<p<l, g=1-p, m=0,1,..,n

Binomia} tagsimotga ega bo‘lgan X diskret fasodiﬁy miq-
doming tagsimot qonuni gadvali quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi:

F

pm =P{X=m} qn C,I'qun-l C2 2 »—2 C:ann-n pn

X=m 0 1 2 m

Nyuton binomi formulasiga asosan

ipm=ic,'." "g" " =(p+q) =1

m=1 m=1
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Binomial tagsimotga ega bo‘lgan tasodifiy miqdorning
tagsimot funksiyasi esa quyidagicha bo*ladi:

O,agarx<0
F(x)=4> Crp™q"",agar0<x<n

m<x

1,agar n< x.

Endi bu tasodifiy miqdoming sonli xarakteristikalarini
hisoblaymiz:

MY = Zim-P{X =m}= i m-Clpmg" ™ = npi m-CRlpm gt =
m= m=1 m=1
=np(p+q)" =1
DX = Z m*P{X =m}—(np)* = Z m?Cp"q"™" ~(np)® =
m=0 m=1
{m* =m(m—1)+m almashtirish bajaramiz} |
n(n-— l)pzij2 Crap" g ™ + an":l Ch'p™'q"" — (np)® =
n(n—1)p* + np - (np)* = np;_
Demak, A/D( =np, DX=npq

IL Puasson taqsimoti
Agar X tasodifiy miqdor m=0,1,2,... n,... qiymatlarni
pm = P{X = m}: A—-e_z
m!

ehtimollar bi!an qabul qilsa, u Puasson qonuni bo‘yicha
tagsmllang@ yf’k‘ A parametrli Puasson tagsimotga ega tasodifiy
miqdor deyiladi. By yerda 4> 0 tagsimot parametri deyiladi.
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Puasson qonuni bo‘yicha tagsimlangan X diskret tasodifiy
miqdorning tagsimot qonuni gadvali quyidagi ko‘rinishga ega
bo‘ladi:

X=m 0 1 2 m
= P{X =m} e*r | 2 -2 12 a |- ,’],"' 2l
—-e -e -e
1 2' m|

e” funksiyani Teylor qatoriga yoyilmasiga asosan,

N i A" A A
D Pm=e Y =t =
m=1 m:lm!

Puasson qonuni bo‘yicha tagsimlangan tasodifiy miqdorning
tagsimot funksiyasi quyidagicha bo‘ladi:

0 agar x <0 bo'lsa,

2

— m_—2A
Fe= z i—eT—, agar x>0 bo'lsa.
m!

0<m<x

Endi bu tagsimotning sonli xarakteristikalarini hisoblaymiz:

m o /1'"—1

M = -4 ,l- -4 =ﬂ,- “-e‘=l
Z;mp e :/_:;m e 2 D)1 e
o 1’" lm—l ,
DX =¢™* mz- =AY (m-1+1)- 1=
> Z (m—1)!

_ et SATet| _R=2
A[az(m > Z,(m—-l)!] 2 =2A+1)

m=2

Demak, MX =1, DX=2.
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IIL Geometrik tagsimot

Agar X tasodifiy miqdor m=1,2,... n,... giymatlarni

Pn=P{X=m}=q"p
ehtimollar bilan qabul qilsa, u geometrik qonun bo‘yicha
tagsimlangan yoki geometrik tagsimotga ega tasodifly miqdor
deyiladi. Bu yerda p=1-¢€(0,]). Bunday tasodifiy miqdorning
- tagsimot funksiyasi quyidagi ko‘rinishga ega bo‘ladi:

F(x)=

qu—’}?, agar x>1 bo'lsa.

1sm<x

{0, agar x<1 bo'lsa,
Ushbu tagsimotning sonli xarakteristikalarini hisoblaymiz:

- Eovs o S]]

. © ~ 1
DX':.WZ—(AlX)z:Zmzq’n lI)-———2=
m=1 y4

® o > 1
=qum(m—1)q 2+qu lp——2=
m=1 m=] P

=pq(§qm) +1_L_,,q( a )+L_L_
= p p 1-¢) p p°
29,1 1 _4q

p2 P pz p2
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IV. Tekis tagsimot

Agar X uzluksiz tasodifiy miqdorning zichlik funksiyasi

,agar x € [a,b],

1
f(x)=1b-a
0, agar x ¢ [a,b]
ko‘r.inist‘xda berilgan bo‘lsa, u [a,b] oraliqda tekis tagsimlangan
yoki tekis tagsimotga ega tasodifiy miqdor deyiladi. -
Bu tasodifiy migqdorning tagsimot funksiyasini topamiz. Agar
asx<b bO‘lsa,
dd |x _x—a
b-a b -—aL b-a

F=|

agar X<a po‘lsa, F®=0 va x>b po'lsa,
dt
b—a

b
=1
a bo‘ladi.

F(x)=j'0dt+j' +i0dt=
- a &

b-a
Demak,
0, agar x < a bo'lsa,

F(x) = ]2=2, agar a < x < b bollsa,bo’ladi.
b—a
1, agar b < x bo'lsa,

MX va DX lamni hisoblaymiz:

q 5 e . X b*-a®> _a+b
m: - __x—- .Mx: x i — ’x;
;[x 0dx+‘[b_adx+_[x 20-a)|, 20-a) >
b 2 b
DX = _‘H‘b . dx =_l_. l( _i"'__) =
X j(x 2 ) b—a b-a3 * 2 i
_ 1 (b—a)’_(a—b)"“ =(b--a)2
“3k-a)l 8 8 12

Demak,
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' 2
Mx_8tY . G-ay
2 12

bo*ladi. .
V. Ko‘rsatkichli tagsimot
Agar X uzluksiz tasodifiy miqdorning zichlik funksiyasi

- _ {0,agar x < Obo'lsa,
fe = {ﬂe_’“’, agar x> 0bo'lsa.

ko‘rinishda berilgan bo‘lsa, u ko‘rsatkichli qonun bo‘yicha
tagsimlangan. yoki 4 parametrli ko‘rsatkichli tagsimotga ega
tasodifiy miqdor deyiladi. Bu yerda x biror musbat son.

4 parametrli ko‘rsatkichli tagsimotga ega tasodifiy miqdor-
ning tagsimot funksiyasi quyidagicha ko‘rinishga ega bo‘ladi:

0, agar x <0 bo‘lsa,

F(x)=
*) {l—e_”x, agar x>0 bolsa.

Ko‘rsatkichli tagsimotning matematik kutilmasi va disper-
siyasini hisoblaymiz: '

Mx =Tx-2e”1"dx=bli_m;wix-ﬂe""dx=b1i£(_i xd;;‘”"):
0 0

DX=Tx’ f (x)dx —(MX)? =2Tx2'-e"2xdx—% =

=[bo'laklab integrallash formulasini ikki marta qo'llaymiz] =



b
At E w2 X L) L2 1 1
>~ i1 Aa )P RE
1 1
Demak, MX =7, DX=—7 po‘ladi.

VL Normal tagsimot

. Normal tagsimot muhimligi Jihati bilan ehtimollar nazariya-
S{da 0°ziga x0s o‘rin tutadi. U amaliyotda eng ko‘p qo‘llanila-
digan tagsimotlardan birj hisoblanadi.

Uzluksiz tasodifiy miqdor X uning zichlik funksiyasi quyi-
dagicha ko‘rinishga ega bo‘lsa, u normal qonun bo‘yicha tagsim-
langan yoki normal tagsimotga ega deyiladi:

!x—a!z
f()=—1 ¢ 2 er
o2

B‘u yerdagi a va o >0 normal tagsimot parametrlari deyiladi.
Adabiyotlarda ko‘pincha bunday tagsimot (a,0) parametrli

normal tagsimot deb ataladi.
Normal qonun bo‘yicha tagsimlangan tasodifiy miqdorning

tagsimot funksiyasi
x (‘2_:1)2
F(x)= e > dr.
o-\2x _;[

ko‘rinishda bo‘ladi.

Agar normal tagsimot parametrlaria =0 va o= 1 bo‘lsa, u
Standart normal tagsimot deyiladi. Demak, standart normal
tagsimotning zichlik funksiyasi quyidagi ko‘rinishga ega bo‘ladi:
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x
1 'e_?.

L o(x)=

y

Tagsimot furiksiyasi esa

e"% dt

ko‘rinishga ega bo‘ladi.
Normal tagsimotga ega tasodifiy miqdoming matematik
kutilmasi va dispersiyasi quyidagilarga teng bo‘ladi:

MX =a, DX =0
Mavzuga oid nazorat savollar

1. Qanday tagsimotlar Binomial va Puasson tagsimotlar
deyiladi?

2. Geometrik va tekis tagsimot deb qanday tagsimotlarga
aytiladi?

3. Qanday tagsimotlar ko ‘rsatkichli va normal tagsimotlar
deyiladi?.

1.11 §. Ehtimollar nazariyasining limit teoremalari

Tayanch iboralar: Chebishyev tengsizligi, ehtimol bo Yyicha
va bir ehtimol boYicha yaginlashish, katta sonlar va kuchay-
tirilgan katta sonlar qonunlari, markaziy limit teorema.

. .Ehtimollar nazariyasining limit teoremalarini shartli ravishda

ikki guruhga bo‘lish mumkin. Birinchi guruh teoremalar katta

sonlar qonunlari (KSQ) deb nomlanadi. Ular o‘rtacha giymatning

turg‘unligini ifodalaydi: yetarlicha katta sondagi tajribalarda

tasodifiy miqdorlarning o‘rtacha qiymati tasodifiyligini yo‘qota-
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di. Ikkinchi guruh teoremalar markaziy limit teoremalar (MLT)
deb nomlanadi va ular yetarlicha katta sondagi tajribalarda
tasodifiy miqdorlar yig‘indisining tagsimoti normal tagsimotga
intilishi shartini ifodalaydi.

KSQ ni keltirishdan avval yordamchi tengsizliklamni keltiramiz.

1-Teorema (Chebishyev). Agar X tasodifiy miqdor DX dis-
persiyaga ega bo‘lsa, u holda V&>0 uchun quyidagi tengsizlik
o‘rinli bo‘ladi:

P{|X—m|z,e}sg—f.

Bu ifoda Chebishev tengsizligi deyiladi.
Chebishyev tengsizligini quyidagi ko‘rinishda ham yozish
mumkin:

DX

82

P{x -MxX|<e}=1-

2-Teorema (Markov). Manfiy bo‘lmagan, matematik kutil-
masi MX chekli bo‘lgan X tasodifiy miqdor uchun V& >0 da

P{XZ&}S—AH—
&

tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. @
- Bu munosabat Markov tengsizligi deyiladi. .
Endi, ehtimollar nazariyasining ba’zi limit teoremalarini
keltiramiz.

L Katta sonlar va kuchaytirilgan katta sonlar gonunlari

Tasodifiy miqdorlar ketma-ketligi yaqin.lasl_lis.hinin% . bir
necha xil turlari mavjud. Quyida ularidan ikkitasining ta’rifini
keltiramiz. :
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Ta'rif. Agar X,,X,,..X,,... tasodifiy miqdorlar ketma—ketligi
uchun shunday o‘zgarmas A4 soni mavjud bo‘lib, Ve>0 son
uchun

lmP{ X, - Al g}=1

munosabat o‘rinli bo‘lsa, u holda X;,X,,..X,,... tasodifiy
miqdorlar ketma - ketligi 4 soniga ehtimol bo yicha yaginlashadi
deyiladi.
Tasodifiy migdorlar ketma - ketligini 4 soniga ehtimol bo‘yi-
P
cha yaqinlashishi X, e A ko‘rinishida belgilanadi.
Ta'rif. Agar X,,X,,..X,,...tasodifiy miqdorlar ketma-ketligi

uchun shunday o‘zgarmas A soni mavjud bo‘lib, Ve>0 son
uchun

limP{supIXk —Al|< a}=l
n—o

k2n

munosabat o‘rinli bo‘lsa, u holda X}, X,,...X,,,... tasodifiy mig-
dorlar ketma - ketligi A soniga bir ehtimol bo Yyicha yaqginlashadi
deyiladi.
D.1.

Bir ehtimol bo‘yicha yaqginlashishni X . —> 4 ko‘rinishi-
da belgilaymiz.

Tasodifiy miqdorlar ketma - ketligining biror songa bir
ehtimol bo‘yicha yaqinlashishidan bu ketma - ketlikning shy
songa ehtimol bo‘yicha ham yaqinlashishi kelib chiqadi. Ushbu

tasdiq quyidagi munosabatlardan kelib chigadi: Ve >0 va barcha
n 21 larda quyidagi munosabat o‘rinli bo‘ladi:

{suplX,,—Aka}cﬂXn—Aka}

k2n
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Bu munosabatdan
P{supIXk —Al<s}sP{X,,—A|<a}sl
kzn

tengsizlik kelib chigadi. Tengsizlikning ikki tomonida #» —> ® da
limitga o“tib zarur natijaga ega bo‘lamiz.

Izoh: Keltirilgan tasdiqning teskarisi har doim ham o‘rinli
emas. Ya’'ni, tasodifiy miqdorlar ketma - ketligining ehtimol
bo‘yicha yaqinlashishdan ularning bir ehtimol bo‘yicha yagin-
lashishi har doim ham kelib chiqavermaydi. -

Ushbu kiritilgan yaqinlashish turlaridan foydalanib katta
sonlar hamda kuchaytirilgan katta sonlar qonunlari ta’riflarini
keltiramiz.

Ta'rif. Agar X, X;,..X,,... tasodifiy miqdorlar ketma - ket-
ligi uchun shunday 4, > 0 va B,> 0, n> 1 sonlar ketma - ketligi
mavjud bo‘lib, ve>0 son uchun

n P
LS X, -850 (1.11.1)

A, o n

munosabat bajarilsa, X, X,,...X,,... tasodifiy miqdorlar ketma —
ketligi katta sonlar qonuniga bo ‘ysunadi deyiladi.

Ta'rif. Agar X,,X,,.. X,,... tasodifiy migdorlar ketma-ketligi
uchun shunday 4, > 0 va B, > 0, n> 1 sonlar ketma-ketligi

mavjud bo‘lib, Ve >0 son uchun
e

n Pl
Al > X,-B,—>0 (1.11.2)

n k=1

munosabat bajarilsa, X,,X,,...X, tasodifiy migdorlar ketma —
ketligi kuchaytirilgan katta sonlar gonuniga bo ysunadi c!eyiladi..
Kuchaytirilgan katta sonlar qonuni o‘rinli bo‘ladigan bir
necha teoremalarni isbotsiz keltiramiz.
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Bir xil tagsimotga ega bo‘lgan tasodifiy miqdorlar ketma-
ketligi uchun kuchaytirilgan katta sonlar gonunining quyida
sodda shakli isbotlangan:

Teorema. Agar X,,X,,..X,....bir xil tagsimotga ega bo‘lgan
bog‘liq bo‘lmagan tasodifiy miqdorlar ketma-ketligi bo‘lib,
ularning matematik kutilmasi ZX , =@ n> 1 chekli son bo‘lsa, u
holda bunday tasodifiy miqdorlar ketma — ketligi kuchaytirilgan
katta sonlar qonuniga bo‘ysunadi, ya'ni

P

1 n
_ZXk_—)a

| ] n—o«

munosabat o‘rinli bo‘ladi. .
Ushbu teoremadan natija sifatida quyidagi Bernulli teoremast
kelib chiqadi.

Teorema (Bernulli). Agar A hodisaning bitta tajribada ro‘y
berishi ehtimoli p ga teng bo‘lib, » ta bog‘liq bo‘lmagan tajribada

5 n . ; .
bu hodisa 7, marta roy bersa, u holda ';A_ nisbat p soniga bir

ehtimol bo‘yichg yaginlashadi, ya'ni

Pl

24 _sp (1.11.4)

N e

Biz yuqorida faqat kuchaytirilgan katta sonlar qonuniga oid
teoremalarni keltirdik. Ta’kidlab o‘tdikki, tasodifiy migdorlar
ketma-ketligining bir ehtimol bo‘yicha yaqinlashishidan uning
ehtimol bo‘yicha ham yaqinlashishi kelib chigadi. Shu sababli,
yuqorida keltirilgan teoremalarning shartlarida katta sonlar
qonuni ham o‘rinli bo‘ladi.
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II. Markaziy limit teoremasi

Markaziy limit teorema tasodifiy miqdorlar yig‘indisining
tagsimoti bilan norma! taqsimot orasidagi bog‘lanishni ifo-
dalaydi.

Quyida bir xil tagsimlangan tasodifiy miqdorlar uchun
markaziy limit teoremani keltiramiz.

Teorema. Agar X, X,,..X,,... bog‘liq bo‘lmagan, bir xil tag-
simlangan tasodifiy miqdorlar ketma-ketligi bo‘lib, MX;, =a vya

DX,=0%i=1n_ 0<o?<w bo‘lsa, uholda

,Z",X'_M(,Z;:X') ZX,—na
g _£
o)

fasodiﬁy miqdorning tagsimot funksiyasi n-—>o da standart
normal tagsimotga intiladi, ya’ni

_

F, ()=P{Z, <x}— >¢(x)=J;;je 4dz_

Mavzuga oid nazorat savollar
1 .Chebishev tengsizligini keltiring.
2. Ehtimol bo yicha va bir ehtimol bo Yyicha yaginlashish deb
qanday yaqginlashishga aytildi?
3. Katta sonlar qonuni va kuchaytirilgan katta sonlar gonuni
nimani ifodalaydi?
4. Markaziy limit teoremani keltiring.

1.12 §. Markov zanjirlari

Tayanch iboralar: holatlar ehtimollari vektori, bitta gadam-
da o‘tish ehtimoli, bir Jinsli va bir jinsli bo ‘Imagan Markov
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zanjirlari. o '‘tish ehtimollari matritsasi, n qadamda o ‘tish mat-
ritsasi, limit ehtimollar vektori, statsionar rejim.

Bog‘liq bo‘lmagan tajribalar ketma-ketligining bevosita
umumlashmalaridan biri Markov zanjirlari hisoblanadi. Bunda,
umuman olganda, o‘tkazilayotgan tajribaning natijasi undan
avvalgi tajriba natijasiga bog‘liq deb qaraladi.

Markov zanjirini muayyan bir fizik tizimda vaqt o‘tishi
mobaynida kechayotgan jarayon sifatida tavsiflash ham mumkin.
Bunda, jarayonning kechishi mobaynida tizim holatining
o‘zgarishi ehtimollari muayyan bir shartlarmni ganoatlantiradi deb
qaraladi [9], [16]. :

Faraz qilaylik, S fizik tizimning bo‘lishi mumkin bo‘lgan
holatlari ko*pi bilan sanoqlita Sy, S5,..., Sk....bo‘lib, u 0‘z holatini
vaqtning faqat /= 0,1,2... onlaridagina o‘zgartirishi mumkin
bo‘lsin. (Ba’zi adabiyotlarda tizim o‘z holatini vaqtning &= to, 7,
t2,... onlarida ozgartirishi mumkin deb qaraladi. Umumiylikka
zarar yetkazmasdan f=k, k=0,1,2,... deb qarash mumkin.)

Ta'rif. Agar S tizimni ¢+ = m+I vaqtda biron S, holatda
bo‘lishi ehtimoli, faqat uning ¢ = m vaqtda qaysi holatda bol-
ganligiga bogliq bo‘lib, undan avvalgi t< m vagtlarda ganday
!lolatda bo‘lganligiga bog‘lig bo‘lmasa, tizimda kechayotgan
Jarayon markov zanjirini tashkil giladi deyiladi. .

Tizimning ¢ =m vaqtda S; holatda bo*lishi ehtimolini pi(m), k
= 1,2,...orqali belgilaylik. Ushbu ehtimollardan quyidagi vek-
tomni hosil gilamiz:

BOn) =(pim), pafm),....pm), .. ) m=0,1.2,...  (L121)

Ushbu (1.12.1) formula bilan berilgan vektor, § ti_zimning t=
m vaqtdagi holatlar ehtimollari vektori deb ataladi. Hususan,
m=0 vaqtdagi holatlar ehtimollari vektori

B(0) =(p1(0), p2(0),-...{0), . )

boshlang ‘ich holatlar ehtimollari vektori deb ataladi.
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Holatlar ehtimollari vektorining komponentalari ushbu
munosabatlarni qanoatlantiradi:

> pm)=1, Cxpym)<1, m=0,1,2,... . k=12,. (1.12.2)

Tizim ¢ = m vaqtda S; holatda bo‘lgan bo‘lsa, uning ¢ = m+1
vaqtda S¢ holatga o‘tishi ehtimolini pa(m) orqali belgilaymiz.
Ushbu pa(m), m = 0,1,2,..., ehtimollar tizimning S; holatdan S
‘holatga bitta qadamda o ‘tish ehtimollari deyiladi.

Markov zanjirining yuqorida keltirilgan ta’rifini kiritilgan
belgilashlar orqali ifodalaymiz:

: Ta’rif. Tizimning boshlang‘ich holatlar ehtimollar vektori

P(0) hamda bitta qadamda o‘tish ehtimollari px(m) berilgan
bo‘lib, px(m) ehtimollar fagat S; va S holatlargagina bog‘liq
bo‘lsa va t < m vaqtlarda tizimning qanday holatda bo‘lganligiga
bog‘liq bo‘lmasa, u holda tizimda kechayotgan jarayon markov
- zanjirini tashkil giladi deyiladi.

Shunday qilib, markov zanjiri berilishi uchun tizimning
boshlang‘ich holatlar ehtimollar vektori hamda bitta qadamda
o‘tish ehtimollari berilishi lozim.

Markov janjirlari ikki turga — bir jinsli va bir jinsli
bo Imagan Markov zanjirlariga ajratiladi.

Ta'rif. Agar Markov zanjirining px(m) o‘tish ehtimollari m
vagtga bog‘liq bo‘lmasa ya’ni, barcha m lar uchun o‘zgarmas son
pm)= pz bo‘lsa, u holda bunday Markov zanjiri bir jinsli
Markov zanjiri deyiladi.

Bir jinsli Markov zanjirining bitta gadamda o‘tish ehtimollari
Pr lar orqali quyidagi o ‘tish ehtimollari matritsasini hosil
qilamiz:
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Py Pxn - Pag -

pjl pjz ces pﬂ( P : (1.12.3)

O‘tish ehtimollari matritsasi kvadrat matritsadir. Bu
matritsaning elementlari manfiy emas, hamda (1.12.2) shartga
asosan, har bir satrdagi elementlar yig‘indisi birga teng.
Elementlari bunday shartlarni qanoatlantiruvchi matritsa
stoxastik matritsa déb ataladi. Istalgan stoxastik matritsa o‘tish
matritsasi bo‘lib xizmat qilishi mumkin.

Shunday qilib, bir jinsli Markov zanjiri boshlang‘ich ehti-
mollar vektori 5(0) hamda o‘tish ehtimollari matritsasi (1.12.3)
bilan to‘liq aniglanadi.

Shartli ehtimol ta’rifidan bir jinsli Markov zanjirining
holatlar ehtimoli uchun quyidagi tenglikni keltirib chiqarish
mumkin:

pifm+1)= X p{m)py, j=1,2,...

Ta'rif. Agar Markov zanjirining o‘tish ehtimollari pz(m) lar
m vaqtga bog‘liq bo‘lsa, u holda bunday Markov zanjini bir jinsli
bo Imagan Markov zanjiri deyiladi. 0 ’

Bir jinsli bo‘lmagan Markov zanjirining o‘tish ehtimollari
matritsalari deb (1.12.3) matritsa ko‘rinishidagi, barcha
elementlari py(m) lardan iborat matritsalarga aytiladi. Bunda har
bir m soniga bitta matritsa mos keladi.

Bir jinsli bo‘lmagan Markov zanjirining holatlar ehtimoli
quyidagi tenglikni qanoatlantiradi:

pi(m+1)= );pk(m)pfq(m) ,j=12
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Markov zanjiriga misol keltiramiz.

1.12.1-misol.

Tizim yong‘in xavfsizligi qismidan iborat bo‘lib, uning holati
qism shaxsiy tarkibi (sh.t.)ning holati bilan aniglansin. Tizimni,
umuman olganda, faqat ikkita S; va S> holatlarning birida bo‘ladi
deb qarash mumkin: S; ={sh.t. navbatchilik holatida} va S,
={sh.t. yong in o ‘chirish bilan band holatda}. Amalda, tizim o‘z
holatini vaqtning ¢= 0,1,2,... on (daqiqa)laridagina o‘zgartirishi
mumkin deb qarash mumkin. Uning ixtiyoriy vaqtda S; holatdan
52 holatga bitta qadamda o‘tish ehtimoli P ga va Sz holatdan S,
holatga o‘tish ehtimoli q ga teng bo‘lsin. Bu yerda p va ¢
0°zgarmas sonlar bo‘lib, 0< p<lvalO<g<l.

Bunday tizimda kechayotgan jarayon Markov zanjirini
tashkil giladi deyish mumkin. Uning o‘tish ehtimollari matritsasi

Cen,
r=( 1)
_ - 49, 1-¢
ko‘rinishda bo‘ladj.

.. Markov zanjirlari nazariyasining dastlabki masalalaridan biri,
tizimning §; holatdan S; holatga rosa 7 ta qadamda o“tish ehtimolini
topish masalasidir. Ushbu ehtimolni p{orqali belgilaylik.

Quyida, holatlar soni cheklita, ya’ni N ta bo‘lgan bir jinsli

OV zanjirini qaraymiz.
Tushunarlik;, pi(: dehtimol tizimning boshlang‘ich holati S;
bo‘lgan shartda, ypin ¢ “ti-
.S da, g n ta qadamdan so‘ng S, holatga o‘ti

shining shartlj ehtimolidir.
Demak, (n) . . < et 4 . . . . .
P;, “ehtimol, hodisalar yig indisining ehtimoli hagqi-

¢

dagi teoremaga asosan, S; holatdan Sk holatga olib boradigan

barcha 7 ta qadamli yo<jar ehtimollari yig‘indisiga teng bo‘ladi.
Chunonchi
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1
P& = pis

N
P =papi + PiaPax ¥ oot PinPrx = z PP i
j=1

Matematik induksiya usuli bo‘yicha ushbu umumiy for-
mulani isbot qilish mumkin.

pI* Y = E}Lm;p}:) (1.12.4)

Matematik induksiya usulidan yana bir marta foydalanib,

N
(n+m) _ (n) , (m)
Py =3, Py, P, (1.12.5)

J=1
ekanligini keltirib chigaramiz.

Ushbu (1.12.5) tenglikni quyidagicha talqin etish mumkin:
agar tizim birinchi 7 ta qadamdan so‘ng oraliq S; holatga erishgan
bo‘lsa, u holda Sj holatdan S holatga o‘tish ehtimoli tizimning S;
holatga c_1anday erishilganiga bog‘liq emas.

Quyidagi matritsa ham stoxastik matritsa bo‘ladi:

(n) ,,(n) (n)
Py P Py

) (n) (5;.12.6)
Pz(vfll) pj(vnz -« Pnw

Uni n gadamda o ‘tish ehtimollari matritsasi deyiladi ‘ -
Yugqorida keltirilgan (1.12.4), (1.12.5) va (1.12.6) tengliklarni
matritsa shaklida yozib, quyidagilami hosil qilamiz:

PI =P.v
P;=P-P=P?,

57



Py = P-P'=pP",
~ Pn+m= Pm,P'n=Pn+m.

Shunday qilib, bir jinsli Markov zanjirining » qadamda o‘tish
matritsasi uchun quyidagi tenglikni hosil gilamiz:

Pn=P" (1.12.7)

Amaliyotning muayyan masalalarini hal qilishda » qadamda
o‘tish matritsasi P, ning n —>oo dagi holatini bilish muhim
ahamiyat kasb etadi. Ushbu masalaga oid quyidagi teoremalarni
isbotsiz keltiramiz.

1-Teorema. Agar biror natural np sonida P, matritsaning

barcha elementlari 75" lar musbat bo‘lsa, u holda shunday p,

k=1,N sonlar mavjudki, ular uchun 7 indeksga bog‘liq bo‘lmagan
holda ushbu munosabat o‘rinli bo‘ladi:

o g |
Lim pl =p,, k=LN (1.12.8)

Yugqoridagi (1.12.8) munosabat bilan aniqlangan p, p,...,py
sonlar holatlarning limit ehtimollari, p =(pi, pa, ... ,pn) vektor esa
limit ehtimollar vektori deb ataladi.

2-Teorema. Yuqoridagi (1.12.8) munosabat bilan aniqlangan
Dr limit ehtimollar ushbu tenglamalar sistemasini qanoatlantiradi:

N
Z pe=1
k=1
_____ (1.12.9)

N
pl::z p:ptk; k=l’N
i=1

S tizimning boshlang‘ich holatlar ehtimollari vektori

2(0) =(p1(0), p2(0), ... pM0))

V‘—.
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va bir qadamda o‘tish matritsasi P berilgan bo‘lsa uning
ixtiyoriy m vaqtdagi holatlar ehtimollari vektori p(m)ni topish
masalasini garaymiz. Tushunarliki

()= p,(0) Py, + P2(0) pys + ... + Px(0) P = Z p:(0)py

2:(2)= PPy + P2V Pye + -+ Px(D P = > Vs =

i=1

N N
= (3 2O P) P + (> PO PRI Prs +ot O PO P Prs =
i=1

i=1 i=1
N
= le p(0)pP
Bu yerda 29 ) tizimning S; holatdan Sk holatga rosa 2 ta
gadamda o‘tishi ehtimolidir. Matematik induksiya usulidan
foydalanib ixtiyoriy n=1,2,.. uchun ushbu umumiy formulani
isbot qilish mumkin.

N .
p.(m) =Y pOPY.x=12..N. (1.12.10)
i=1

Ushbu munosabatlardan kelib chigib, boshlang‘ich l.lolat.lar
ehtimollari vektori 7(0) hamda bir qadamda o‘tish matritsast P
yordamida tizimning m (m =1,2,...) vaqtdagi holatlar ehtimollari
vektori p(m) uchun quyidagi formulani hosil gilamiz:

P(m) =(pi(m), pAm),... pu(m)) = P(O) P™ (d.12.11)

Markov zanjirlari nazariyasining asosiy masalalaridan biri bu
tizimning m vaqtdagi holatlar ehtimollari vektori P(m)ning
m— dagi koordinatalarini, ya'ni ZLimp,(m) lami topish
masalasidir.
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Faraz qilaylik, 1-Teorema sharti bajarilgan bo‘lsin. U holda
(1.12.10) formulani inobatga olgan holda quyidagiga ega
bo‘lamiz:

N Y _
Limp (m)=Lim3 p(Op,” =p,> p(0=p,j=LN (1.12.12)
m—>w0 - m—>o =1 i=1

Demak, 1-Teorema sharti bajarilganda p(m) vektor m—so0
da limit ehtimollar vektori P =(pi, pa,...,pn) ga yaginlashar ekan.

Agar (1.12.12) munosabat o‘rinli bo‘Ilsa, u holda yuqoridagi
(1.12.8) yoki (1.12.12) munosabatlar bilan aniglangan p;, j=I,N
limit ehtimollar tizimning boshlang‘ich holatiga, ya’ni

2(0) vektorga bog‘liq bo‘lmaydi.

Ta'rif. Agar (1.12.8) (yoki (1.12.12)) munosabatlar bilan
aniqlangan p;, j=1,N limit ehtimollar mavjud bo‘lsa, qaralayotgan
tizim uchun statsionar rejim mavjud deyiladi.

Yuqorida " keltirilgan formulalardan foydalanib bir jinsli
Markov zanjirining holatlar ehtimollari vektorini topishga oid
misollar yechishga namunalar keltiramiz,

1.12.2-misol.

Ikkita holatli Markov zanjirining o‘tish ehtimollari matritsasi
P va boshlang‘ich holatlar ehtimollari vektori 5(0) =(p1(0),
pA0)) berilgan. Ushbu p(1), 5(2), p(4)va p(8) vektorlar topish
talab qilinadi.

P 0,3 0,7} o
“lo,6 0,4) p(0)=(0,8 0,2)
Yechish. .
03 0,7Y(03 0,7\ (051 049
Tushunarliki P2=P-P=( J = 0.7 _[0, X
arli 06 04){06 04) (042 058

pt=p2.p2_[051 049) (051 049) (04659 05341
042 058/ 1042 058) (04578 05422



PE_ptp =(0,4659 0,5343{0,4659 0,5343
04578 05422 (04578 0542

Yugqorida keltirilgan (1.12.11) formuladan
p(1) = p(0)-P=(08 02) 03 07 =(036 0,64)
P=p =1 06 04) 70

0,51 049
7} 2 =D . 2 = - ? > =

04659 0,5341
(4 =p5(0)-P*=(08 02)] ’
P&=p0) C ’)[0,4578 0,5422

- 04616 05384 '
8) = 5(0)- P® = % ’ 0,46158 0,53842
P®=5(0)-P*=(08 0.2) (0,4615 0,5385 ( )

Misol yechildi.

_ (04616 0538
~la4615 0538

=(0,46428 0,53572)

1.12.3-misol. v

Holatlari soni uchta bo‘lgan Markov zanjirining o‘tish
ehtimollari matritsasi P va boshlang‘ich holatlar ehtimollari
vektori 5(0) =(ps(0), p2(0), px(0)) berilgan. Quyidagilarni toping:

1). Zanjirning ikki gadamda o‘tish matritsasini; .

2). Bir qadamdan so‘ng zanjirning uchinchi holatda bo‘lishi
ehtimolini;

3). Ikki gadamdan keyingi holatlar ehtimolini.

0,1 0,1 038
P={o 03 07 [ 50)=(07 02 0,})
0,6 02 0,2
Yechish. 77
1) Zanjiming ikki qadamda o‘tish matritsasini (1.12.7)

formuladan topamiz:
o1 01 08) (0l 01 08 049 0,2 0,31
P,=P-P=|0 03 07 |-]0 03 07 |=|042 023 035
06 02 02)l06 02 02) (018 016 066
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2) Bir gadamdan so‘ng zanjirning uchinchi holatda bo*lishi
ehtimolini (1.12.10) formulaga muvofiq topamiz:

2

()= 23 2,(0)p® =0,7-0,8+0,2-0,7+0,1-0,2 =0,72
i=1

3). Ikki gadamdan keyingi holatlar ehtimolini (1.12.11)
formulaga asosan topamiz:

049 02 0,31
P2 =p0)-P*=(0,7 02 01)-|042 023 035|=(0445 0202 0,353)
‘ 018 016 0,66
Misol yechildi.

Mavzuga oid nazorat savollar

1.Holatlar ehtimollari vektori deb qanday vektorga aytiladi?

2. Bitta qadamda o ‘tish ehtimoli deb nimaga aytiladi?

3. Bir jinsli va bir jinsli bo Imagan Markov zanjirlari nima?

4. Bir gadamda va n qadamda o ‘tish ehtimollari matritsalari
nima? '

5. Limit ehtimollar vektori nima?

6 Qanday holda tizimda kechayotgan jarayon uchun
statsionar rejim mavjud deb aytiladi?

1.13 §. Tasodifiy jarayonlar. Markov jarayoni

Tayanch iboralar: tasodifiy jarayon, Markov Jarayoni, o ‘tish
ehtimollari zichligi, bir jinsli va bir jinsli bo ‘Imagan Markov
Jarayoni

Tabiatda va insonlar faoliyatida muayyan bir S tizimning
holatlarini bir yoki bir necha miqdorlar orqali ifodalash mumkin
bo‘lgan hollar juda ko‘p uchraydi. Ko*pincha, bunday tizimlar-
ning holati vaqtning o°zgarishiga bog‘liq bo‘lib, ushbu bog‘liglik
xarakterini avvaldan aniglab bo‘lmaydi. Lekin, ular muayyan
statistik qonuniyatlarga bo‘ysunadiki, ular orqali tizimning
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"ma’lum bir holatda bo‘lishi yoki tizim holatini ifodalovchi mig-
dorlarni ma’lum bir giymatlarni qabul gilishi ehtimolini aniglash
mumkin bo‘ladi. Masalan, tashkilotning oladigan foydasi, tovar
sotilishi hajmi, yong‘in xavfsizligi gismlariga kelib tushadigan
chagiruvlar soni, yong‘inlar natijasida ko‘riladigan moddiy zarar
hajmi va shu kabi kattaliklar vaqt o‘tishi mobaynida tasodifiy
ravishda o‘zgarib boradi. Ushbu kattaliklarni avvaldan aniq bilish
mumkin bo‘lmasa-da, ularni ma’lum giymatlarni gabul gilish
ehtimollarini aniq hisoblash yoki baholash mumkin bo‘ladi.
Bunday masalalarni hal gilishda tasodifiy jarayonlar nazariyasini
go‘llanilishi samarali natijalar beradi. : -

Tasodifiy jarayon bu shunday jarayonki, vaqt o‘tishi mobay-
nida uning ganday kechishini, u kechayotgan tizim qanday
holatda bo‘lishini, ya’ni tizim holatlami ifodalovchi miqdor
(lar)ning ganday qiymat gabul qilishini avvaldan aniglab bo‘l-
maydi.

Tasodifiy jarayon kechayotgan tizim 0°z holatini fagat aniq
belgilangan vagtlardagina o‘zgartira olsa, bunday tasodifiy
jarayon diskret vaqtli tasodifiy jarayon deyiladi.

Agar tizim o°z holatini vaqtning ixtiyoriy onida o‘zgartirishi
mumkin bo‘lsa, tizimda kechayotgan bunday tasodifiy jarayon
uzluksiz vaqtli tasodifiy jarayon deyiladi.

Tasodifty jarayon kechayotgan tizimning bo‘lishi mumkin
bo‘lgan holatlari soni cheklita yoki sanoglita bo‘lsa, bunday
tasodifiy jarayon diskret holatli tasodifiy jarayon deyiladi.

Agar tasodifiy jarayon kechayotgan tizimning bo‘lishi
mumkin bo‘lgan holatlari soni haqiqiy sonlar o‘qiningzbiron
chekli yoki cheksiz oralig‘idagi barcha giymatlar sonicha bo‘lsa
(ikkita qo‘shni holatlamni ko‘rsatish mumkin bo‘lmasa), bunday
tasodifiy jarayon uzluksiz holatli tasodifiy jarayon deyiladi. '

Shunday qilib tasodifiy jarayonlarni 4 ta turga ajratish
mumkin:

1) Uzluksiz vaqtli, uzluksiz holatli tasodifiy jarayon (ma-
salan, ma’lum bir vaqt oralig‘ida kuzatilayotgan havo harorati. U -
vaqtning ixtiyoriy onida uzluksiz o‘zgarib turadi.)
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2) Uzluksiz vaqtli, diskret holatli tasodifiy jarayon (masalan,
bir sutka mobaynidagi yong‘in xavfsizligi qismiga kelib
tushadigan chagiruvlar soni. Bu miqdor vagtning ixtiyoriy onida
o°zgarishi mumkin.)

3) Diskret vagqtli, uzluksiz holatli tasodifiy jarayon (masalan,
ma’lum bir hudud (shahar)da yil mobaynidagi yong‘inlar
o‘chirishga sarflangan vaqt miqdori. Ushbu miqdor fagat yong*‘in
sodir bo‘lgandagina ulaming soniga bog‘liq ravishda uzluksiz
o‘zgaradi.)

4) Diskret vaqtli, diskret holatli tasodifiy jarayon (masalan,
shahar jamoat transportidagi yo‘lovchilar soni. Ushbu miqdor
fagat transport bekatlaridagina o‘zgaradi va cheklita giymat
gabul qiladi.)

Tasodifiy jarayonlar sinfida markov zanjirining umum-
lashmasi bo‘lgan markov jarayoni deb ataluvchi shunday
jarayonlar borki, ular amaliyotdagi juda ko‘p tizimlar faoliyatini
matematik modellashtirishda samarali foydalanish mumkinligi
bilan alohida ajralib turadilar.

Ta'rif: Biron S tizimda tasodifiy jarayon kechayotgan bo‘lib,
I, vaqtning ixtiyoriy aniq bir oni bo‘lsin. Agar jarayonning
ixtiyoriy ¢ > #, vaqtdagi ehtimollik xarakteristikalari uning faqat
ushbu 7 = #, ondagi holatigagina bog‘liq bo‘lib, undan avvalgi 7 <
I, vaqtlardagi holatlariga bog‘liq bo‘lmasa, bunday tasodifiy
Jjarayon Markov jarayoni deyiladi. Boshqacha aytganda, Markov
jarayoning «o‘tmishi» uning «kelajaginga bevosita ta’sir
qilmaydi. .

Markov jarayoniga misollar keltiramiz:

1. Stizim — taksi avtomobilining bosib o‘tgan yo‘lini
belgilovchi hisoblagich (schyotchik) bo‘lsin. Hisoblagichning ¢
vaqtdagi holati uning ushbu vaqtgacha bosib o‘tgan yo‘lining
kilometrdagi miqdori bilan xarakterlansin. Faraz qilaylik,
hisoblagich #)vaqtda Sy kilometrni ko‘rsatayotgan bo‘lsin.
Ixtiyoriy ¢ > #) vaqtda uning biron birS; kilometrni ko‘rsatishi
ehtimoli faqat Sy ga bog‘liq bo‘lib, 7, dan avvalgi vaqtlarda uning
qanday giymatlar qabul qilganligiga bog‘liq bo‘Imaydi.
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2. Shaxmat o‘yini o‘ynalayotgan bo‘lib, Stizim — o‘yin
taxtasi ustidagi shaxmat figuralaridan iborat bo‘lsin. Tizimning #
vaqtdagi holati ushbu vaqgtda shaxmat taxtasida saglanib qolgan
figuralar soni bilan xarakterlansin. Tushunarliki, $1,2,...,32 qiy-
matlarni gabul qiladi. Ixtiyoriy ¢ > o vaqtda moddiy ustunlik ra-
qiblarning qay birida bo‘lishi tizimning ¢, vaqtdagi holatigagina
bog‘liq bo‘lib, undan avvalgi ¢t < fo vaqtlarda ustunlik raqib-
larning gay birida (figuralar soni qgancha) bo‘lganligiga bog‘liq
emas.

3. Stizim — yong‘in xavsizligi gismi bo‘lsin. Qismning #
vaqtdagi holati gismga [0, #] vaqt oralig‘ida unga kelib tushgan
yong‘in o‘chirishga chaqiruvlar soni bilan xarakterlansin. Agar
tp vaqtgacha gismga Sy ta chaqiruv kelib tushgan bo‘lsa, ixtiyoriy
t > touchun [0, #] vaqt oralig‘ida gismga kelib tushgan chagiruv-
lar soni biron S; ta bo‘lishi ehtimoli qismga #o vaqtgacha kelib
tushgan chagiruvlar sonigagina bog‘liq bo‘lib, undan avvalgi
vaqtlargacha, ya’ni ixtiyoriy # < fo uchun [0, #] vaqt oralig‘ida
qismga qancha chagiruv kelib tushganligiga bog‘liq emas.

Amaliyotda, o‘z holatini avvaldan belgilangan vaqtlarda
emas balki, vagtning ixtiyoriy onida o‘zgartirishi mumkin bo‘l-
gan tizimlar ko‘p uchraydi. Masalan, biron moslama yoki
apparatning ixtiyoriy tarkibiy elementi vaqtning ixtiyoriy onida
nosoz holga kelishi mumkin. Uning soz holga keltirish (yoki
almashtirish) ham vagtning ixtiyoriy onida yakunlanishi mumkin.
Bunday tizimlar o‘z holatini vaqtning tasodifiy onida o‘zgar-
tirishlari mumkin. Odatda, bunday jarayonlarni uzluksiz vaqtli,
diskret holatli Markov jarayoni yordamida matematik modkl-
lashtirish orqali samarali natijalarga erishish mumkin bo‘ladi. .

Quyida uzluksiz vaqtli, diskret holatli Markov jarayoniga oid
ayrim asosiy tushunchalarni keltiramiz. _

Faraz qilaylik S tizimda uzluksiz vaqtli, diskret holatli
Markov kechayotgan bo‘lib, tizimning bo‘lishi mumkin bo‘lgan
holatlari soni cheklita - So, Si, S2...,Sn bo‘lsin. Tizimning ¢
vaqtda S; holatda bo‘lishi ehtimolini pi(¥), i = 0,1,2,....N orqgli
belgilaylik. Bu ehtimollarni holatlar ehtimollari deb ataymiz.
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Tushunarliki ixtiyoriy ¢ uchun holatlar ehtimollari quyidagi
tenglikni qanoatlantiradi:

N
> p)=1 (1.13.1)

i=0

Chunki, ¢ vaqtda S tizimning So, Si, S,...,Sn holatlarda
bo‘lishidan iborat hodisalar ixtiyoriy ¢ da to‘la guruh tashkil
qiladi (o°zaro birgalikda emas, yig‘indisi muqarrar hodisa).

Holatlar ehtimollari — p4%), i = 0,1,2,....N larni topish
masalasini qaraymiz. Buning uchun jarayonning diskret vaqtli
Markov jarayoni uchun kiritilgan o‘tish ehtimollari p(m) larga
o‘xshash xarakteristikalarni bilish zarurati tug‘iladi. Uzluksiz
vaqgtli, diskret holatli Markov jarayoni uchun ixtiyoriy ¢ da
pi{t)=0 bo‘lganligi uchun ushbu ehtiimol foydasiz xarakte-
ristikaga aylanadi. Shu sababli, uzluksiz vaqtli, diskret holatli
Markov jarayoni uchun o‘tish ehtimollari pa{m) lar o‘miga o ‘tish
ehtimollari zichligi tushunchasi kiritiladii U quyidagicha
aniqlanadi: '

_ P.(1,1 + Af)

Ay (1) = lim —————— (1.13.2)

bu yerda, B;(#,f+Af) — tizim ¢ vaqtdagi S; holatda bo‘lib,
undan keyingi Af vaqt mobaynida Sj holatga o‘tishi ehtimolidir.

Yuqorida keltirilgan (1.13.2) munosabat bilan aniqlangan
A1) migdor (funksiya) ¢ vaqtda tizimni S; holatdan S; holatga
o ‘tish ehtimoli zichligi deyiladi.

Tushunarliki, (1.13.2) munosabatdan

Py(t,t + At)~ A, (2)At (1.13.3)

]t)aqn:iny tenglik kelib chiqadi va unda Ar— 0da xatolik kamayib
oradi.



Agar barcha o‘tish ehtimoli zichliklari As(?) lar o‘zining
argumenti ¢ ga nisbatan o‘zgarmas (¢ vaqtga bog‘liq emas) bo‘lsa,
ya’ni At uzunlikdagi elementar oraliqning boshlang‘ich nugqtasi ¢
ahamiyatga ega bo‘lmasa, u holda bunday jarayoni bir jinsli
Markov jarayoni deb ataladi. Agar A;(?) lar £ vaqtning funksiyasi
bo‘lsa, u holda bunday jarayonni bir jinsli bo Imagan Markov
jarayoni deb ataladi.

Ba’zi hollarda bir jinsli Markov jarayonini quyidagi o‘tish
ehtimollari zichliklari matirtsasi A orqali tavsiflash qulay bo’ladi.

Ay A o A
R Y

A= 22 .......................... (1.13.4)
A A Ao

Mavzuga oid nazorat savollar

1. Tasodifiy jarayonlarning qanda_}f.tr{rl.ar.i mavjud?

2. Markov jarayoni va Markov zanjirini qzyo.sjlan g. .

3. O'‘tish ehtimoli zichligi deb nimaga aytiladi va u nima
uchun kiritiladi? . ‘

4. Bir jinsli va bir jinsk bo ‘Imagan Markov jarayonlarning
Jarqini tushuntiring?

timollari uchun Kolmogorovning

1.14 §. Holatlar eh . i
differensial va algebraik tenglamalar sistemasi

g
Tayanch iboralar: belgi qo yilgan hoIatIar. grafi, .Kolmo-
gorovning differensial va algebraik tenglamalar sistemasi.

Avvalgi paragrafda kiritilgan holatlar e@timollari pi(),i20
larni aniqlash masalasini ko‘rib chiqamiz. Ushbu masalani
quyidagi hususiy hol uchun yechamiz. .

Lgat%;im 2 ta uskuna (moslama)dan 1borat-bo lib, ular mun-
tazam ravishda ishlaydilar. Ularning har biri tasodifty vaqtda
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ishdan chiqishi mumkin. Biron uskuna ishdan chiqgan zahoti uni
ta’mirlash boshlanadi va ta’mirlash tasodifiy vaqt davom etadi.
Ta’mirlash tugagan zahoti uskuna yana ishga tushadi.

Tushunarliki, bynday tizimning bo‘lishi mumkin bo‘lgan
holatlari 4 ta bo‘ladi: Sy — ikkala uskuna soz holatda, S;—birinchi
uskuna ta’mirlanmoqda, ikkinchisi soz holatda, S»—ikkinchi
uskuna ta’mirlanmoqda, birinchisi soz holatda, Ss—ikkala uskuna
nosoz holatda va ular ta’mirlanmoqda. Tizimning ¢ vaqtda S;
holatdan S; holatga o“tish ehtimoli zichliklari A;(%) (ij = 0,1,2,3)
lar aniglangan bo‘lsin. Ularni qulaylik uchun argumentsiz Ay
orqali belgilaymiz. Tizimning So holatdan S; holatga o‘tishi
birinchi uskunaning «ishdan chigishi» natijasida, S; holatdan S
holatga o‘tishi esa birinchi uskunani «ta’mirlash tugashi»
natijasida ro‘y beradi va h.k.

Bu kabi masalalarni yechishda tizim holatlaining belgi
qgoyilagan grafi deb ataladigan quyidagi 1.14.1- chizmadan
foydalanish qulay bo*ladi.

Ayq So A20
Aoy m
S, Sz
Az %
A
31 ;{32

S

1.14.1-chizma

Hola’flgr grafidagi S, holatdan S; holatga yo‘naltirilgan
strelka birinchi tarmoqning ishdan chiqishi onidagi o‘tishni, ;
h?laﬁdan So holatga yo‘naltirilgan strelka birinchi tarmoqning
ta’mirlash tugagan ondagi o‘tishni bildiradi.
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Holatlar grafida Sy va S;s holatlar hamda S; holatlar S; holatlar
o‘rtasida o‘tish strelkalari mavjud emas. Bu quyidagicha izohla-
nadi: tizimning ikkala uskunasini bir onda ishdan chiqishi
(So dan S5 ga o‘tish), tizim ikkala uskunasining ta’mirlanishi bir
onda tugashi (S; dan So ga o‘tish), bir uskunaning ta’mirlanishi
tugagan onda ikkinchi uskunaning ishdan chiqishi (S; dan Sz ga
o‘tish va aksincha S> dan S; ga o‘tish)dan iborat hodisalar ehti-
mollari nolga teng bo‘lgan hodisalar sifatida e’tiborga olin-
magan. .
Dastavval po(?) ni topamiz. Buning uchun tizimning ixtiyoriy
t vaqtdagi holatini qaraymiz. At elementar (kichik) vaqt oralig‘ini
tanlab, # + At vaqtda tizimni Sp holatda bo‘lishi ehtimoli po(t+A42)
ni topamiz. Tizimning ¢ + At vaqtda So holatga kelishiga bir
necha usullar bilan erishish mumkin:

1. S tizim ¢ vaqtda po(?) ehtimollik bilan S holatda bo‘lgan va
At vaqt o‘tishi mobaynida undan chigmagan. Bu hodisani 4
orqali belgilaylik. Uning ehtimolini topish uchun quyidagi
belgilashlar kiritamiz:

E;(7) ={tizim ¢ vaqtda S; holatda bo‘ladi}. U holda 4 hodisani
quyidagicha ifodalash mumkin: A=E,(OE,(+An) E;(t+A) (bu
verda E,(+Af) orqali E(+Af) hodisaning qarama — qarshisi
belgilangan.). E(t+A)va E,(t+A) hodisalaming o‘zaro
birgalikda emasligini inobatga olib quyidagini hosil qilamiz:

PAFPEOPER+N) EC+A)E®)=
= p,(OP(E,(t+AD+E,(t+ A/ E\(D) =
= p,(H(1A- P(E,(t+ADN+E,(t+AD)/ E (1) =
= p, (A~ (P(E, (1 + A1) Ey(0)+ p(E,(t -+ A0))/ Eo(1))

Tizim ¢ vaqtda S; holatda bo‘lib, undan keyingi Af vaqt mo-
baynida S; holatga o‘tishi ehtimolini Py(1,t+ Ar) orqali belgilagan
edik ((1.13.2) formula). Bu belgilashdan foydalanib 4 hodisani
ehtimolini quyidagicha ifodalaymiz: ;
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PA)=p ()= (B, (t,t + An)+ P, (t,1 + Ar)))

2. Endi, S tizim ¢ vaqtda p;(r) ehtimol bilan S; (yoki pa(7)
ehtimol bilan S, ) holatda bo‘lgan va At vaqt ichida S holatgg
o‘tgan bo‘lsin. Bu hodisalarni mos ravishda B va C orqali
belgilaylik. Demak, kiritilgan belgilashga muvofiq

B=E (OE(1+A1), C=E,{)E,(t+Al)

Ularning ehtimollari
bo‘ladi:

mos ravishda quyidagilarga teng
pB) = p(E,(1) p(E,(t + A1)/ E, (t)) = PP, (1,1 + At)

PO=D(E2(D)P(Eo(t + 48)/Ey(£)) = py(£)Pyo (6t + AL)
O‘zaro birgéilikda bo‘l

e magan hodisalar yig‘indisining ehti-
moli hagidagi teoremadan foydalanib quyidagiga ega bo‘lamiz:

Dot +Ar) =P(A+B+C) = p(B) +p(C) + p(4) = OB, +A)+
t PPy 1,1+ M)+ py(H)(1= (B, (1,1 + At) + Py, (1, + Ar)))

: Bu' ifodani soddalashtirib, tenglikni ikki tomonini Afga
bo'lamiz va quyidagi tenglikni hosil qjlamiz:

Pl AN =p() _ Byt 1+ Ar)
At T A PO+p(
_ Bt AY 4B (1,14 Ar
TN S T Dy (F)

P, (t,1 + A1) 2,(6)—
At

. Hosil bo‘lgan ifodaning har ikki tomonida At —0 da limitga
o‘tib tenglamaning o‘ng to

monida 6, (¢) hosilaga, chap tomonida
esa (1.13.2) formulaga

> C muvofiq tegishli o htimollari
zichliklarinj hogj] qilamiz: R At O
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[);(I) - X"-’(t)pi (f) + ’1’.'0(,)1)2 (t) —(ﬂm(t) + Aoz(t))po(t)

malarni bundan

Hosil bo‘lgan tenglamani va bu kabi tengla
tsiz yozamiz.

keyingi ;
Deg’r;r;g{; matnlarda qulaylik uchun 7 argumen

pé = Aop + A Ps G + g )Po

Shunday qilib, noma’lum funksiyaning o‘zi va hosilasi
qatnashgan birinchi tartibli differensial tenglamaga ega bo‘ldik.
Xuddi shunday yo‘l bilan § tizimning boshga holatlari uchun
ham tegishli tenglamalarni keltirib chigaramiz va quyidagi
tenglamalar sistemasini hosil gilamiz:
p; = oDyt A D2~ (Ao + A0 ) Po
Dy = AaPo t AnDs — (Ao + 43) P
plz = ApPo T AnPs — (Ayp + Ay ) P2

\p; =AsD t AnDs (A5 + As) P3

(1.14.1)

Ushbu (1.14.1) tenglamalar sistemasi, holatlar ehtimollari
uchun Kolmogorovning differensial tenglamalar sistemasi deb

ataladi.
Keltirib chiqarilgan (1.14.1) sistemaga diqqat bilan qarab,

KOImOgorovning differensial tenglamalar sistemasini tuzishning
Quyidagi qoidasini keltirib chiqarish mumkin.
~ Qoida: differensial tenglamalar sistemasidagi j-tengiama-
ning chap tomonida S; (. = 0,1,2,3) — holat ehtimolining hosilasi
Yoziladi. Tenglamaning 0 Ng tomonida, S; holatga kirish ehti-
mollayi zichliklari Ay larni tizim ushbu holatga o ‘tishdan avvalgi
holat S, ning ehtimoliga ko paytirilib, natijalar 4o ‘shilganidan,
S; holatming ehtimolini Sy holatdan chigish ehtimollari zichliklari
Ai larning yig ‘indisiga ko ‘pay(masini ayrilgani yoziladi.
bittaTa’kidlash joizki, (1.14.1) sistemada tenglamalar sonini
ga kamaytirish mumkin. Buning uchun, (1.13.1) formuladan
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kelib chigadigan masalan, p5(f)=1-(p,(t)+ p,(t)+ p>(1) teng-
likdan foydalanish mumkin. Lekin, keyingi matnlarda blz%a
Kolmogorov differensial tenglamalar sistemasining (1.14.1) ko*‘-
rinishidan foydalanish qulay bo‘ladi. ‘

Differensial tenglamalarni yechishda odatda, boshlgng‘}ch
shartlar berilishi talab gilinadi. Boshlang‘ich shartlar tizimning
boshlang‘ich =0 vaqtda qaysi holatda bo‘Iganligiga bog‘llq
bo‘ladi. Bizning hususiy holimizda, (1.14.1) tenglamalar siste-
masini py(0)=1, pi(0)= pxA0)= p3(0)=0 boshlang‘ich shartlar
ostida yechish, ya’ni boshlang‘ich vaqtda tizim «ikkala tarmoq
ham s0z» holatda bo‘ladi deb faraz qilish tabiiydir. .

Kolmogorov tenglamalar sistemasi barcha holatlar ehtimol-
larini vagtning Junksiyasi sifatida topish imkonini beradi.
Holatlar ehtimollari Pi(®) larni statsionar rejimdagi, ya’ni 7—co
dagi giymatlerini (limit ehtimollarni) topish juda ko‘p hollarda
alohida qizigish uyg‘otadi.

Jarayonlar nazariyasida quyidagi tasdiq isbotlanganiicfga”
tizimning holatlar soni cheklizg bolsa va ularning har biridan
boshga Ixtiyoriy holatga ch

eklita qadam bilan o ‘tish mumkin
bo Isa, u holda holatlarning

limit (yakuniy) ehtimollari mavjud
boladi va ular tizimning boshlang ‘ich holatiga bog Tiq bo ‘I-
maydi.

Si holatlaming limit ehtimollarining aniq ma’nosi mavjud:‘ u
tizimning wushby holatda po lishining o ‘rtacha nisbiy vagqtini
ko‘rsatadi. Masalan, agar S holatning limit ehtimoli pop=0,25

bo‘lsa, u holda by tizim jamij vaqtning o ‘rfacha to‘rtdan bir
qismida Soholatda bo‘lishinj bildiradi.

i - Bu qiymatlarnj Kolmogorov tenglamasiga
qo°yib statsionar rejj 3 iqli algebraik tenglamalar
sistemasini hosi] qilamiz. Holatlar grafi 1.14.1-chizmada ifoda-
langjcm § tizim uchyn bunday tenglamalar sistemasi quyidagicha
ko‘nnishga keladi:
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((/101 + ) Do = Aol T An P>
(Ao + A3) Py = A Po + A1 Ps
1 (A + Ap) P2 = A Do + A2 Ps (1.14.2)
(A + Ap)Ps =Py A D2

Ushbu (1.14.2) tenglamalar sistemasi, holatlar ehtimollari
uchun Kolmogorovning algebraik tenglamalar sistemasi deb
ataladi.

Quyidagi qoidadan foydalanib, (1.14.2) sistemani belgi
qo‘yilgan holatlar grafidan bevosita keltirib chiqarish mumkin.

Qoida: tenglamalar sistemasidagi j-tenglamaning chap
tomonida S; holatning limit ehtimoli p; ni, tizimning S; holatdan
chigish ehtimollari zichliklari %; larning yig indisiga ko ‘payt-
masi, o'‘ng tomonida esa S; holatga o ‘tish ehtimollari zichliklari
Ay ni tizim S; holatga o ‘tishdan avvalgi mos holati S; ning
ehtimoliga ko ‘paytirib, natijalar qo ‘shilgani yoziladi.

To‘rtta noma’lum po, p1, p2, ps dan iborat (1. 14.2) tenglamalar
sistemasini osongina aniq yechimini topish mumkinday ko‘ri-
nadi. Lekin, bu sistema bir jinsli, ya'ni ozod hadlari yo‘q, shu-
ning uchun uni ixtiyoriy 0°‘zgarmas (son) ko*paytuvchi anigligida

3

yechish mumkin. Lekin, normallashtiruvchi shart ;1& =1 dan

foydalanib sistemani aniq yechimini topish mumkin. Bunda,
avval eslatganimizdek, (1.14.2) sistemadagi tenglamalardan
ixtiyoriy birini tashlab yuborish va o‘rniga normallashtiravchi
shartdan foydalanish mumkin.

Limit ehtimollarni hisoblashga oid misol keltiramiz.

1.14.1-misol.
Holatlar grafi 1.14.1-chizma bilan berilgan S tizimning limit

ehtimollarini quyidagi shartlar bilan topilsin:
j'()1 =1> 202 =2> A‘IO =29 ;1’13 :2, 120 =37 ﬂ?j =L 231 =3’ 132 :2’



Yechish.

Berilgan shartlarda (1.14.2) sistema quyidagi ko‘rinishga
keladi:

3p,=2p, +3p,
4p1 =Pyt 3p3
4p, =2p, +2p, (1.14.3)

Dot +p,+p, =1

(Bu yerda (1.14.2) sistemaning bitta «ortiqcha» tenglamasi
o‘rniga (1.13.1) normallashtiruvchi shart yozildi). Yuqoridagi
(1.14.3) sistemani yechib quyidagilarni hosil qilamiz: ps =0,4,
p1=02, p> =0,27, ps=0,13 . Ya’ni stats
o‘rtacha 40% vaqt S holatda (ikkala tarmoq soz), 20% — vaqt
S1 holatda (birinchi tarmoq ta’mirlanmoqda, ikkinchisi soz), 27%
— vaqt.S; holatda (ikkinchi tarmoq ta’mirlanmoqda, birinchisi

soz) va 13% — vaqt S; holatda (ikkala tarmoq ta’mirlanmoqda)
bo‘ladi.

ionar rejimda S tizim

1.14.2-misol.
Yuqoridagi 1.14.1 -misol shartlarida:

1. § tizimning statsionar rejimda ishlashidan keladigan
o‘rtacha sof daromadnj hisoblash talab qilinsin.

Bunda, birinchi va ikkinchj tarmogqlar soz holatda bo‘lganda
birlik vagt (1 min yoki 1 soat,...) ichida mos ravishda 10 so‘m va
6 so'm foyda keltirishi vq ularni ta’mirlashga mos ravishda 4
$0'm va 2 s0‘m sarflanishj (zarar keltirishi) ma’lum bo‘lsin.

2. Agar har bir tarmoqni ta’mirlash uchun sarflanadigan
o'rtacha vaqtni 2 marta kamaytirish, har bir tarmoqning birlik
vaqt ichidagi o‘rtacha «ta’mirlashlar soni»ni 2 marta oshishiga
(b’u shart juda ko‘p tizimlar wchun bajariladi) hamda ularni
ta qurlgshga (birlik vaqt ichida) sarflanadigan pulni 2 marta
oshishiga olib kelsa, bu imko

g niyatning iqtisodiy samaradorlicini
hisoblash talab qilinsin, 4 S g : o
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Yechish.

1. Misol shartidan kelib chigadiki, l1—-tarmoq vaqtning
o‘rtacha po+p;=0,4+0,27=0,67 qismida va 2-tarmoq esa
Potpr=0,4+0,2=0,6 qismida soz holatda bo‘ladi. Shu bilan
birgalikda 1-tarmoq vaqtning o‘rtacha p;+ps=0,2+0,13=0,33
gismida va 2-tarmoq esa p,+p:=0,27+0,13=04 qismida
ta’mirlashda bo‘ladi.

Shuning uchun, birlik vaqt ichida tizimni ishlatishdan kela-
digan o*‘rtacha sof foyda D, ya’ni olingan foyda va sarf o°rtasida
farq quyidagiga teng:

D=0,67-10+ 0,6 6 —0,33- 4—0,4- 2 = 8,18 so“mni tashkil
qiladi.

2. Har bir tarmoqni ta’mirlashga sarflanadigan o‘rtacha
vaqtning 2 marta kamaytirilishi, o‘rtacha «ta’mirlashlar soni»ni 2
marta oshishiga olib kelganligi uchun
Ao=4, Ay=6, 4y =6, 4, =4 bo‘ladi. S tizimning statsionar
rejimini ifodalovchi (1.14.2) chizigli algebraik tenglamalar
sistemasi normallashtiruvchi shart bilan birgalikda quyidagi
ko‘rinishni oladi:

3p,=4p, +6p,

6p, = p,+6p;
Tp,=2p, +4p;
PotDitpPtps=1

Bu tenglamalar sistemasining yechimi po =0,6, p;=0.15, p>
=0,2, ps=0,05. bo‘ladi. Shunday qilib, po+ p>=0,8 , po+ p:1=0,75,
prtps= 0,2, py+ps;=0,25 ekanligi va birinchi va ikkinchi
tarmoqlarni ta’mirlashga sarflanadigan pul endi mos ravishda 8
va 4 so‘m ekanlini inobatga olib, birlik vaqt ichidagi sof
foyda D;ni hisoblaymiz:

D;=0,810+ 0,756 —-0,2- 8-0,25-4=9,9 so‘'m.
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D; miqdorning D dan (taxminan 21%) ortigligini inobatga
olsak, tarmogqlarni ta’mirlashni tezlatish iqtisodiy jihatdan magq-
sadga muvofiqligi ayon bo‘ladi.

Mavzuga oid nazorat savollar

1. Belgi qoYilgan holatlar grafi nima va u qanday
qulayliklar tug ‘diradi?

2. Kolmogorovning differensial ten glamalar sistemasi nimani
ifodalaydi?

3. Kolmogorovning algebrailk tenglamalar sistemasini tuzish
qoidasini ayting.

1.15 §. Matematik statistika elementlari

Tayanch iboralar: bosh to ‘plam, tanlanma, statistika, tan-
lanma o ‘rta qiymat, tanlanma dispersiya.

Ma’lumki, ehtimollar nazariyasi tasodifiy hodisalar bilan
bog‘liq jarayonlarning matemetik modellarin; o‘rganadi. Unda
tasodifiy jarayonlarga mos matematik modellar yordamida bizni
qiziqtirayotgan u yoki bu hodisalarning ro‘y berishi ehtimoli
topiladi.

Matematik statistika tasodifiy hodisalar yoki jarayonlarni
kuzatish yoki tajribalar o‘tkazish natijasida olingan ma’lumotlar
asosida shu hodisalar yoki jarayonlar haqgida xulosalar chiqara-
digan matematik fandir. U ehtimollar nazariyasiga tayangan
holda, uning usullari va nazariy xulosalari asosida o‘rganilayot-
gan obyekt hagida xulosalar chiqaradi [2].

Ehtimollar nazariyasida tasodifiy jarayonlar modeli ma’lum

dgl? hisoblangan holda shy Jjarayonlar hagida ma’lum xulosalar
qilinsa, matematik statis

] a tikada esa aksincha, qandaydir tasodifiy
hod1salarn1ng sonlardan

 Sor iborat statistik ma’lumotlariga asoslan-
gan holda tegishli ehtimol1ji modeli tanlanadi.
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Amaliyotning turli sohalarida jarayonlami o‘rganish uchpn
ehtimollik modellarni qurish va ulardan samarali foydalaplsh
mumkin. Jumladan, yong‘in xavfsizligi gismlarida kechadlgan
jarayonlar uchun qurilgan bunday modellardan qismlarning
xizmat faoliyatini tahlil qilish, ma’lum bir hudud uchun zarur
bo‘lgan yong‘in xavfsizligi gismlari sonini aniglash, gismlar
faoliyatini muayyan bir ko‘rsatkich bo‘yicha baholash va gator
shu kabi masalalarni yechishda to‘laqonli foydalanish mumkin.
Bunday masalalamj yechishda matematik statistikaning tagsimot
funksiyaning noma’lum parametrni statistik baholash, noma’lum
tagsimot funksiyaning ko‘rinishi haqidagi statistik gipotezalarni
tekshirish kabj nazariy natijalaridan foydalanish zaruratl yuzaga
keladi. Quyida, bu natijalarni  keltirishdan avval, ulami
o°zlashtirish uchun zarur bo‘lgan ma’lumotlarni keltiramiz,

Aytaylik, biron to‘plamni tashkil qiluvchi bir xil turdagi
elementlarni son bilan ifodalanadigan ma’lum bir hususiyati
(masalan, o‘Ichami, og‘irligi, narxi va hk)) bo‘yicha o‘rga-
nilayotgan bo*Isin. O‘rganilayotgan barcha elementlar bosh
10 plamni tashkil giladi deyiladi. Bosh to‘plamning elementlari
kam sonda bo‘lsa, ularni o‘rganib chiqish, odatda, muammo

larda bosh to‘plamdan tasodifiy ravj

ratib olinadi va ularning Xususiyatlari o‘rganiladi. Ushbu tanlab
olingan cheky; sondagi elementlar tanlanma deb ataladi. Tan-
Ianma‘lar usuli deganda, tanlanma elementlaming o‘rganilayotgan
husu51yatlarir1i statistik tahli] qilib, ular asosida bosh to‘plam

elemenﬂarining hususiyatlari  haqida  xulosalar chiqarish
tushuniladi_

' Agar tanlanmg

. ) bosh to‘plamning deyarli barcha hususiyat-
larini 0¢zidg saglas

a, bunday tanlanma reprezentariv (vakolatli)
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tanlanma deb ataladi. Tanlanmaning reprezentatiy bo‘lishi o‘tg
muhimdir. Aks holda tanlanma bo‘yicha chigarilgan xulosani

bosh to‘plamga tadbiq etilishi noto‘g‘ri xulosaga olib kelishi
mumkin.

Matematik statistikada har ganday mulohaza va xulosa}ar
statistik ma’lumotlarga yoki boshqgacha gilib aytganda tajriba
natijalariga tayanadi. Odatda, tajriba natijalarini tagsimoti F{(x)
bo‘lgan X tasodifiy migdorning X,,X,,...,X, kuzatilmalaridan
iborat- deb qaraladi. Demak kuzatilmalar, kuzatuv (tajriba)
o‘tkazilgunga qadar bog‘ligsiz va X tasodifiy migdor bilan bir xil
tagsimlangan tasodifiy migdorlar bo‘ladi.

Kuzatilmalardan tuzilgan 5{'=(X 1, X2,..., Xn) vektor hajmi n ga

teng bo‘lgan fanlanma deyiladi. Bu vektorning biron — bir aniq
qiymati

= (x1, X3,..., Xn) (1.15.1)

X ning amalga oshgan (kuzatilgan) giymatli deyiladi.

Har qanday tajriba natijalari (1.15.1) ko‘rinishidagi sonlar
to‘plamidan iborat bo‘ladi.

Ta’rif. Tanlanma X=(X,, X,.., X,) ning har qanday
funksiyasi (X, X,..., X,) statistika deb ataladi.

Ta’rifdan kelib chiqadiki, statistika faqat kuzatilmalarga
bog‘hq bo‘lgan tasodifiy miqdor bo‘lib, u tajriba natijasida to‘liq
aniqlanadi.

Kuzatuv (tajriba) natijasida X=(X;, X.., X») tanlanma
(1.15.1) qiymatlarni qabul gilgan bo‘lsa, u holda T(x1, Xa,..., X»)
son Statistikaning kuzatilgan giymati deb ataladi.

Shunday qilib, o‘rganilayotgan bosh to‘plam elementlarining

son bilan ifodalanadigan hususiyati X tasodifiy migdomning
qtymatidan iborat bo‘ladi.

,- Bosh.to‘plam elementlarida ani
DG tagsimot funksiyasini va sonli
matematik kutilma dispersiya va h

glangan X tasodifiy miqdor-
xarakteristikalarini (masalap:
okazo) mos ravishda nazariy
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tagsimot va nazariy sonli xarakterisﬁkalar deyiladi. Kuzatlsl(::lairi
asosida aniglangan tagsimot funksiya va unga mos si i
xarakteristikalar empirik yoki tanl?inrc?a tagsimot funksiyas

1 eristikalar deyiladi. _ _
tamz;(ng‘lg Szzél)i(;ralr;tasalalami yechishda tasodiﬁy rrquormpg
tagsimot funksiyasini bilish shart bo‘lmay,_balkl uning ;ay;m
sonli xarakteristikalarini bilish yetarli bofladl. Tasodl.ﬁy ml;q or-
ning asosiy sonli xarakteristikalari bu uning mater.na_tlk k}ltl 1ina}sll
va dispersiyasidir. Matematik kutilmaning statistik o‘xshas hi
empirik o ‘rta qiymat yoki tanlanma o ‘rta giymat deb ataluvc

statisttka (1.15.1) amaliy qiymat yordamida quyidagicha
aniglanadi:

i (1.15.2)

Agar (1.15.1) amaliy giymat ichida bir xillari mavjud bo‘sli;),
X; qiymat n; i=1,2,.. .k marta takrorlansa, u holda (1.15.2)
formulani quyidagicha yozish mumkin:

f:lzym (1.15.3)
nin

Empirik dispersiya yoki tanlanma dispersiya deb ataluvchi

statistikalar esa (1.15.1) amaliy giymat yordamida quyidagicha
aniqlanadi-

s L 5y (1.15.4)
§?=—3 (5~ )

i=1
Tajribalar soni » cheksiz ortib borishi bilan tanlanma

xarakteristikalar nazariy sonli xarakteristikalarga yaqinlashib
borishi isbotlangan_
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Mavzuga oid nazorat savollar

1. Bosh to ‘plam niria?

2. Tanlanma nima va uning reprezentativligi nimani
anglatadi?

3. Statistika nima va uning kuzatilgan qiymati deb nimaga
aytildi?

4.Tanlanma o‘rta qiymat va tanlanma dispersiya qanday
aniglanadi?

1.16 §. Statistik baholar va ularning xossalari

Tayanch iboralar: statistik baho, siljimagan baho, optimal
baho, asosli baho. _

- Faraz qilaylik, kuzatilayotgan tasodifiy miqdor X ning
tagsimot funksiyasi bitta noma’lum parametr 6 ga bog‘liq, ya’ni
F{(x6) bo‘lsin. Tanlanma yordamida noma’lum parametr 6 ni
imkon darajada aniqroq baholash masalasini garaymiz.
O orqali € ning barcha qiymatlari to‘plamini belgilaylik.

Ta'rif. Agar T, =T (X,,...,X,) statistika uchun barcha 7 larda

T, €® o‘rinli bo‘lsa, u holda 7, statistika noma’lum parametr 8
uchun statistik baho deb ataladi.

Ta’rifdan kelib chigadiki, bitta parametr uchun bir necha
statistik baholarni keltirilishi mumkin. Shuning uchun, statistik
baholar ichidan ma’lum ma’noda «yaxshi» sini tanlab olish
zarurati paydo bo‘ladi. Quyida statistik baholarning ega bo‘lishi
magsadga muvofiq bo‘lgan xossalarini keltiramiz.

LSiljimagan baho

Ta’rif. Agar T, =T(X,,...,X,) statistik bahoning matematik
kutilmasi noma’lum parametrga teng, ya’ni



MT, =MT(X,,....X,) =6 (1.16.1)
bo‘lsa, bunday statistik baho siljimagan baho deyiladi.

Agar T, =T(X,,...X,) statistik ~ baho  uchun
b=MT(Xy, .., Xy)—6+0 bo‘lsa, u siljigan baho deyiladi va b
soni siljish kattaligi deyiladi.

Faraz qilaylik, 6 noma’lum parametr X tasodifiy miqdoming
matematik kutilmasi va X=(X5, Xa.., X, tanlanma X ning
kuzatilmalari bo‘lsin. Quyidagi statistikani kiritamiz.

T(X,,-.. X,)=aX +.+a,X, (1.162)

Bu yerda 4;,...,d, lar @ +..+d, =1 tenglikni qanoatlan-
tiruvchi o‘zgarmas sonlar. MX =6 demak, MX,=.MX, =6
Matematik kutilmani hisoblash qoidasiga muvofiq

MI(X,...X))=M{aX,+.+aX,)=af+.+a0=(a+.+4)6=6 (1.163)

Bu tenglikdan (1.16.2) statistika noma’lum & parametr uchun
siliimagan  baho  ekanligi kelib chigadi.  Xususan,
a,=l,a,=...=a, =0 po‘lsa (1.16.2) dan

=an=

N |-

T(Xv-",X,,):X, statistikaga, agardaa|=--- bo‘lsa

I(X,,X,,..X,)= —l-z”: X,=X statistikaga ega bo‘lamiz.

n =1 . @ y y:

Yuqorida keltirilgan (1.16.3) munosabat a+..+a,=1
tenglik bajariladigan ixtiyoriy %>+ a, lar uchun to‘g'nl bo‘lg.m.l.-
ligidan X; va X statistikalar noma’lum 6 parametr uchun silji-
magan baho ekanligi kelib chigadi. Demak, bitta parametr uchun
bir nechta siljimagan baho tuzish mumkin 'ekap. Bu quosqdan
tabiiyki, siljimagan baholarni taqqoslash zarunyati kelib chiqadi.
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IL Optimal baho

Noma’lum parametr 8 uchun siljimagan baholar to‘plamini U
bilan belgilaylik. Oldingi boblardan ma’lumki, tasodifiy mig-
doming dispersiyasi shu tasodifiy miqdorning qiymatlari uning
matematik kutilmasi atrofida qanchalik zich yoki tarqoq joylash-
ganligining mezoni edi. Shuning uchun, siljimagan baholarni
ulaming dispersiyasiga ko‘ra tagqoslash tabiiy.

Faraz gilaylik, T,(X,, X,,...,X, )€U va I, (X,,X,,..,X,)eU lar
noma’lum & parametr uchun siljimagan baholar bo‘lsin, Agarda
DI (X,,X,,...X,)<DT,(X,,X,,...X,)
munosabat bajarilsa, 7;(X;, X,,..., X)) baho I(X,,X,,.,X,)
bahodan anigrog baho deyiladi.

Demak, bitta parametr uchun bir necha siljimagan baholar
mavjud bo‘lsa, uning statistik bahosi sifatida aniqroq bahoni
qabul qilish magsadga muvofiq bo‘ladi.

Yuqorida biz noma’lum matematik kutilma & uchun ikkita
siiimagan X, va X -lardan iborat bo‘lgan baholamni ko‘rdik.
Endi ularni taqqoslaylik.

Dispersiyani hisoblash qoidasiga asosan:

= ln 1 n 1 ].
DX=D(=Y x)==> Dx, =;2-DX =;DX1 (1.16.4)

ng =1

Demak, yuqorida keltirilgan tagqoslash qoidasiga muvofiq, ko*-
rinib turibdiki, 7 > 2 da X baho X, bahoga nisbatan aniqroq
bo‘ladi. :

Ta'rif. Agar shunday T°(X,,X,,...X,)eU statistika mavjud
bolib, har qanday T(X,,X,....X,)€U statistika uchun

DT'(XI,XZ,...,X;,)SDT(XI,Xz,...,X,,)
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tengsizlik bajarilsa, u holda T~ (X, X ,) — statistik baho optimal
baho deyiladi.

Ko'rsatish mumkinki, X statistika noma’lum matematik
kutilma € uchun barcha siljimagan chizigli baholar ichida eng aniq,
ya’ni optimal baho bo‘ladi.

1. Asosli baho

Ta’rif. Agar ixtiyorly kichik € > 0 son uchun

n—©

lim P{T (X1, X50s X0) = ol<e}=1 (1165

munosabat o‘rinli bo‘lsa, u holda T(X,, Xp5--»X,) statistika
noma’lum 6 parametr uchun asosli baho deyiladi. ‘

Demak, asosli baho T(X,,X3»-X,) tajribalar soni ortib bor-
ganida noma’lum & parametrga ehtimol bo'yicha yaginlashar ekan.
Odatda har ganday statistik bahoning asosli bo‘lishi talab efﬁladi.
Matematik ststistikada asosli bo*lmagan baholar o‘rganilmaydi.

Tanlanma o‘rta giymat X noma’lum matematik kutilma
MX =6 ga asosli baho ekanligini 1.11- § da keltirilgan
kuchaytirilgan katta sonlar gonunidan kelib chiqadi

Siljimagan baho T,(X,, X;-»X») ning noma’lum parametr 6
uchun asosli baho bo'lishi shartini quyidagi teoremada (isbotsiz)
keltiramiz.

Teorema. Agar Tn =T (X1, X2, » Xn) statistika 6 parametr
uchun siljimagan baho bo'lib, n—w da DI, >0 bolsa, bu
statistika asosli baho bo’ ladi.

Mavzuga oid nazorat savollar

1. Statistik baho deb nimaga aytiladi?
2. Qanday baho siljimagan baho deyiladi?
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3. Optimal baho deb nimaga aytiladi?
4. Asosli baho nima?

1.17 §. Statistik gipotezalarni tekshirish

Tayanch iboralar: Statistik gipoteza, nolinchi va raqobat-
lashuvchi gipoteza, oddiy va muraldab gipoteza, statistik mezon,
kritik soha, gipotezani qabul qilinish sohasi, birinchi va ildanchi tur
xatolik.

Statistik  gipoteza deb, noma’lum tagsimotning ko‘rinishi
hagidagi yoki ma’lum tagsimotning noma’lum parametrlari
qiymatlari haqidagi har qanday farazga aytiladi. Masalan, «Bosh
to‘plam elementlarining X sonli Xususiyati Puasson tagsimotiga
ega» degan faraz statistik gipotezadir.

Nolinchi (asosiy) gipoteza deb ilgari surilgan Hy gipotezaga,
raqobatlashuvchi yoki alternativ gipoteza deb esa nolinchi
gipotezaga qarama — qarshi (zid) bo‘lgan har qanday H; gipotezaga
aytiladi. Faqgat bitta taxminni o'z ichiga olgan gipotezaga oddiy
gipoteza, ikki va undan ortiq sondagi oddiy gipotezalarni o°z ichiga
olgan gipotezaga murakkab gipoteza deyiladi.

Statistik mezon (kriteriy) deb nolinchi (asosiy) gipotezani gabul
qilish yoki gabul qilinmaslik hagida xulosa qilishga asos bo‘ladigan
qoidaga aytiladi. Odatda statistik gipotezalami tekshirish — statistik
ma’lamotlar asosida asosiy gipotezani tasdiglash yoki uni rad
etishdan iborat bo‘ladi.

Statistik mezonlarni tuzish qoidasini quyidagicha bayon etish
mumkin. Statistik mezonni tuzish empirik ma’lumotarni asosiy Ho
gipoteza bo‘yicha tavsiflovchi statistika 7' — (X, X,..., Xn) ni
taqala;ihdan boshlanadi. Bunday tanlashda ikki xo0ssa bajarilishi talab
etiladi;

a) statistika manfiy giymatlar qabul qilmayds;

b) asosiy gipoteza to‘g*ri bo‘lganda statistikaning taqsimoti aniq
ma’lum lzo‘lishi yoki uni yetarlicha katta aniglikda ma’lum bir
tagsimot (masalan, xi-kvadrat, normal va hk) hila htirish
umikin bO‘lishlialI:’erak t, ) bilan almas
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Faraz qilaylik, bunday stastistika tanlangan bo‘lib, S = {¢: t =
I(x,...x,)} — tanlangan statistikaning qiymatlari to‘plami bo‘lsin.
Oldindan O0< a <l-sonini tayinlaymiz. S sohani shunday
kesishmaydigan Si» va S\Siq sohalarga ajratamizki, bunda asosiy
gipoteza Hp to‘g‘ri bo‘lganda {I(x,...X,)€S:a} tasodifiy hodi-
saning ro‘y berish ehtimoli o dan oshmasin, ya’ni:

P{ T(Xi, Xs,..., X) €S1a/Ho} <t

Asosiy gipoteza Hp tekshirish qoidasi quyidagicha bo‘ladi: X
tasodifiy migdoming biror kuzatilgan giymatlari x = (xz, X2,..., Xy
sonlarda T = T(x) = T(xi, Xa,..., ) miqdor S1« sohaga tegishli, ya'ni
T(x)eS1a bo‘lsa, u holda asosiy gipoteza Ho rad etiladi. Aks holda,
ya’ni T(x) €S\S14 bo‘lsa, asosiy gipoteza Ho ni qabul qilinadi, chunki
statistik ma’lumotlar asosida gilingan xulosalar asosiy gipotezani
rad etmaydi. Shuni ta’kidlash lozimki, T(x)€S\S;a bolishi.asosiy
gipoteza Ho ni albatta to‘g‘ri bo‘lishini tasdiglamaydi, balki bu holat
statistik ma’lumotlar va nazariy gipotezaning yetarli darajada
muvofigligini ko‘rsatadi xolos. Yugqorida keltirilgan T=T(X;, X,...,
X,) funksiya statistk mezon statistikasi, Sia - soha statistik
mezonning kritik sohasi, S\Si«—soha statistik mezonning gipotezani
qabul qilinish sohasi, o soni esa mezonning aniglik darajasi
deyiladi. Odatda, & ning qiymatlari sifatida 0.1; 0.05; 0.01 sonlar
qaraladi.

Yugorida keltirilgan qoidadan shunday xulosaga kelish mum-
kin: mezonning kritik sohasi T = I(Xi, X3,..., X,) statistilaning
shunday giymatlarini 0°z ichiga oladiki, asosiy gipoteza Ho to‘g'n
bo‘lganda, T = T(Xj, X3,..., Xy) ning ushbu giymatlarni gabul gilish
ehtimoli kichik bo‘ladi.

Odatda, T = T(xJ, X3..., X») statistikaning gabul gilishi mumkin
bo‘lgan barcha giymatlari to‘plami biror intervalni tashkil giladi.
Shu sababli kritik soha ham gipotezani qabul gilinish sohasi ham
intervalardan iborat bo‘ladi. Ularni nuqtalar ajratib turadi. Bu
nuqtalar kritik nugtalar deyiladi.
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Kritik sohalar quyidagicha bo‘lishi mumkin.
a) o‘ng tomonlama kritik soha:
' Z>Z,,
'b) chap tomonlama kritik soha:
Z<Z,
d) ikki tomonlama kritik soha:
| Z |>Z,,

Buyerda Zj, kritik nugtalar.

Statistik ma’lumotlar asosida aniq va gat’iy bir yechimga kelish
qiyin, shuning uchun har ganday yechimda ma’lum xatolikka yo‘l
qo'yish mumkin. Matematik statistikada statistik gipotezalarni
tekshirishda ikki xil xatolikka yo‘l qo‘yishi mumkin:

a) aslida to‘gri bo‘lgan asosiy gipoteza Hp ni rad etiladi, ya’ni
Hp to‘g'ri bo‘lganida T(X,,X,,..X,)€S,, hodisa ro‘y beradi.
Bunday xatolik birinchi turdagi xatolik deyiladi. Demak, shartga
asosan birinchi turdagi xatolik a dan oshmaydi.

b) aslida noto‘g’ri bo‘lgan asosiy gipoteza Ho ni gabul qilinadi,
ya'ni Hp noto'g'ri bo‘lganida T'(X,X,...X,)eS \S,, bo‘ladi.
Bunday xatolik ikkinchi turdagi xatolik deyiladi.

Statistik mezonlarga qo“yiladigan asosiy talablardan biri bu ikki
turdagi xatoliklarni imkon darajada kichik bo‘lishini ta’minlashidir.

Kriteriyning quvvati deb alternativ (ragobatlashuvchi) gipoteza
o‘rinli bo'lishi shartida 7(X7, Xz,..., Xn) statistikaning kritik sohaga
tushish ehtimoliga aytiladi. Kriteriyning quvvati gqancha Kkatta
 bo‘lsa, ikkinchi tur xatoga yo‘l qo‘yish ehtimoli shuncha kichik
bo‘ladi.

. Faraz qilaylik, tagsimot funksiyasi noma’lum F{x) bo‘lgan X
tasodifiy miqdoming X=(X, X,..., Xy) tanlanmasining kuzatilgan
qiymatlari x = (1, X3,..., X) berilgan bo‘lib, uning asosida tagsimot
funksiya F(x) ni aniqlash kerak bo‘lsin, ya’ni asosiy gipoteza
Hy.F(x)=Fo(x). tekshirish talab etilsin. Bu yerda Fi(x) biron aniq
tagsimot funksiya.



Myvoﬁql{k _mezoni deb noma’lum tagsimot funksiyaning
umumiy ko‘rinishi haqidagi Ho gipotezani gabul qilish yoki rad
etishga imkon beradigan mezonga aytiladi.

Mavzuga oid nazorat savollar

1. Statistik gipoteza deb nimaga aytiladi?

2. Nolinchi va raqobatlashuvchi gipoteza deb qanday
gipotezaga aytiladi?

3. Oddiy va murakkab gipotezalar qanday gipotezaplar?

4. Statistik mezon nima?

5. Kritik soha va gipotezani qabul gilinish sohasi deb qanday

sohalarga aytiladi?
6. Birinchi va ikkinchi tur xatoliklar nimani baholaydi?

1.18 §. K. Pirsonning xi-kvadrat muvofiglik mezoni

Tayanch iboralar: K. Pirsonning noparametrik va pare-
metrik gipotezalar uchun muvofiglik mezonini.

Nisbatan universal va foydalanish uchun qulay bo‘lgan
muvofiglik mezonlaridan biri Pirsonning muvofiqlik mezonidir
[3],[111,[18]. Quyida ushbu mezon bo‘yicha gipotezalarni
tekshirish qoidasini ko‘rib chigamiz. :

Pirsonning muvofiglik mezoni xi—kvadrat tagsimot tushun-
chasi bilan uzviy bog‘liq bo‘lganligi sababli, avvalambor, ushbu
tagsimot to‘g‘risida qisqacha ma’lumot keltiramiz.

O‘zaro bog‘liq bo‘lmagan, standart normal tagsimotgagega
bo‘lgan k ta X;,1 = 1,2,... .k tasodifiy migdorlar kvadratlarining

yig‘indist

tasodifiy miqdorning tagsimoti erkinlik darajasi k¥ teng bo‘lgan
xi—kvadrat tagsimot deyiladi. Bunday tagsimotning zichlik
funksiyasi quyidagicha bo‘ladi:
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0, agar,x<0,bo'lsa,
1 E
S =1~
#1(3)
2
bu -yerda G(x):_[t" LeeTdt gamma funksiya deb
0

ataladi.

K. Pirsonning xi—kvadrat muvofiglik mezoni bo‘yicha
noparametrik va parametrik gipotezalarni tekshirish usuli
mavjud bo“lib, ular bir —biridan bir muncha farq qiladi.

Dastavval, K. Pirsonning noparametrik gipotezalar uchun xi—
kvadrat muvofiqlik mezonini ko‘rib chigamiz [3],[18].

Faraz qilaylik, taqsimot funksiyasi noma’lum F(x) bo‘lgan
kuzatilayotgan X tasodifiy miqdoming qiymatlari to‘plami —A
bo‘lsin. Uni k ta kesishmaydigan A;,A,,..A;oraliglarga ajra-
tamiz:

x
ez-x? , agar x>0,bo'lsa

k
A:UA, A,ﬂAj=0, itj, i, j=12..k

i=1

Takrorlanishlar vektori deb ataladigan m=(m,,...,m,) vek-
tomi kiritamiz.

Bu vektorning i—koordinatasi kuzatilmalardan m; tasi A,
oraliqqa tushganligini anglatadi. Ko‘rinib turibdiki, takror-
lanishlar vektori m tanlanma (X, X3,..., X») orqali bir giymatli
aniglanadi va m, +m, +...+m,=n o‘rinli bo‘ladi.

Asosiy gipoteza Ho: F(x) = F,(x) to‘g‘ri ekanligi sharti ostida
X tasodifiy migdoming A; oraliqqa tushishi ehtimolini P, bilan
belgilaylik:

P,=P{X eA,/H,} i=12,. .k

Quyidagi statistikani kiritamiz:
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m, 2
(m—nP)} _ & (“n—" %)
Z" ap, ng———,,i-o (1.18.1)

va Hy: F(x) = Fy(x) asosiy gipotezani to‘g‘riligini tekshiramiz.

Kuchaytirilgan katta sonlar gonuniga asosan nisbiy chastota
m,/n bir ehtimol bilan nazariy ehtimol F, ga intiladi. Demak,
agar Hy gipoteza o‘rinli bo‘lsa, u holda Z? statistikaning qiymati
yetarli darajada kichik bo‘lishi kerak. Demak, Pirsonning xi—
kvadrat mezoni Z, statistikaning katta giymatlarida asosiy
gipoteza Ho ni rad etadi, ya’ni mezonning kritik sohasi
S, ={t:t>1,} ko'rinishda bo‘ladi. Asosiy gipoteza Ho to'g'ri
bo‘lganida Z; statistikaning aniq tagsimotini hisoblash ancha
murakkab, bu esa o‘z navbatida mezonning kritik chegarasi 7, ni
topishda giyinchilik tug‘diradi. Ammo, n yetarli katta bo‘lsa Ho
gipoteza to‘g‘ri bo‘lganida Z? statistikaning tagsimotini limit
tagsimot bilan almashtirish mumkin. Bu tasdiq quyida keltirilgan
Pirson teoremasidan kelib chigadi.

Teorema (Pirson). Agar 0<Fp<l1, i=12,...2. bo‘lsa, u holda,
lim P{Zf<t/Ho}=P{xf_l <t}

n— o

bu yerda Zia erkinlik darajasi k-1 bo‘lgan xi—kvadrat taqsi-
motiga ega bo‘lgan tasodifiy miqdor. Ushbu teoremadan quyidagi"g'

Piz: >t/Hyjm PRty >1) (1.18.2)

tagribiy tenglikda n —® da xatolik kamayib borishi kelib
chigadi. Demak, bu natijadan » ning katta qiymatlarida foy-
dalanish mumkin. Bunda kritik chegara #q ushbu P{y,f_, >t, }= a,
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0<a <l tenglamadan topiladi. Buning uchun xi-kvadrat
tagsimotning kritik nugqtalari jadvalidan foydalaniladi (2- Hlova).

Demak, tanlanmaning kuzatilgan qiymatida Z statistikaning
giymati hisoblanadi, agar u giymat gipotezani qabul qilish
sohasiga tushsa, ya’ni Z?<t, bo‘lsa, Ho gipoteza qabul qilinadi
va X tasodifiy miqdor Fp tagsimot funksiyaga ega deb
hisoblanadi, agar Z; > 7, bo‘lsa, u holda Hp gipoteza rad etiladi.

Endi, K. Pirsonning parametrik gipotezalar uchun xi—kvadrat
muvofiglik mezonini ko‘rib chigamiz.

Faraz qilaylik, H,:F(x)=Fy(x,0) murakkab gipotezani
tekshirish lozim bo‘lsin. Bu yerda 6=(6,.6,.....6.)noma’lum r
oflchovli vektor (ya’ni, nomalum parametrlar soni  ta). U holda
P,(8)=P{X e A,/H;} ehtimol va

'- E, (m, —nPy(6))*
. 23(9)=Z(m"n,,io(’°€() ) (1.18.3)

statistika nomalum 6 =(6,,6,.,...,6,) parametrga bog‘liq bo‘ladi.
Faraz gilaylik, & — nomalum parametr 6 ning (X,,X,,...X,)

tanlanma orqali topilgan bahosi bo‘lib, u Z2(6) statistikaga
minimum qiymat bersin. Quyidagi munosabat o‘rinli bo‘lishi
(£o(0) ehtimolga qo‘yilgan ma’lum bir shartlarda) P.Fisher
tomonidan 1924-yilda isbotlagan:

n—>w

lim P{Z2@)<t/H,}=P{x2,, <t} (1134

bu yerda Ze_l_r erkinlik darajasi k-1-r bo lgan xi — kvadrat
tagsimotiga ega bo‘lgan tasodifiy mlqdor
thshbu tasdiqdan kelib chiqadiki, 7 ning katta qiymatlarida
ushbu



P{Zf(§)<t/Ho}~P{xf-1-,<t} (1.18.5)
tagribiy tenglikdan foydalanish mumkin va £, kritik chegarani
2 >t }= a
k-1-r a , O<a<l (1186)

tenglamadan topish mumkin. Kritik chegara aniglangandan so‘ng
Hpygipotezani tekshirish avvalgi holdagi kabi amalga oshiriladi.

Ta’kidlash joizki, P.Fisher tomonidan isbotlagan (1.18.4)
munosabat o‘rinli bo‘lishi uchun bajarilishi lozim bo‘lgan barcha
shartlarni (1.15.2) formula bilan aniglangan tanlanma o°rta qiy-
mat ¥ hamda (1.15.4) bilan aniglangan tanlanma dispersiya S?
to‘liq qanoatlantiradi. Shuning uchun, noma’lum parametrning
bahosi sifatida ushbu statistikalar. qo‘llanilganda (1.18.5) muno-
sabatdan foydalanish mumkin bo‘ladi. _

Ta’kidlash joizki, odatda, xi—kvadrat mezonining krtik
chegarasi 1, y*tagsimotning ozodlik darajasi k< 30 bo‘lganda 2-
ilovada keltirilgan kritik nugtalar jadvalidan topiladi. Agar x’
tagsimotning ozodlik darajasi k> 30 bo‘lsa, u holda x* tagsimot
normal tagsimot bilan almashtiriladi. Bunday almashtirishdagi
xatolik %z° tagsimotning ozodlik darajasi ortishi bilan kamayib
boradi. .

aéitlatistik gipotezani Pirsonning muvofiglik mezoni yordamida
tekshirishga oid misol keltiramiz.

i

1.18.1-misol. ‘ _ N

Quyidagi jadvalda avtomobil ta’mirlash ustaxonasinng
8 soatlik ish vaqti mobaynida ustaxonaga ish vaqtining har”bn:
soatida kirib kelgan mijozlar sonini 10 kunlik kuzatuvi natijasi

keltirilgan.
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Ishvaqtisoati [ 1 | 2 | 3 (4 |5 |6 |7 | 8
Ish kuni

1 2 4 2 3 4 3 5 2

2 3 (2 (327213 3

3 1 3 4 3 4 6 4 2

4 4 |4 14|59 |3 |44

5 2 |1 3 7 |3 6 |2 |3

6 3 1213|415 |5 ][3]2

7 4 |3 {413 |8 |3 ]4/]S3

8 1 2 2 4 3 4 2 4

9 3 146 |3 ]4 |2 |4]2

10 2 (2|3 |5|6 (4 (2|5

Jadvalda keltirilgan »=80 ta kuzatuv natajalari asosida 1 soat
mobaynida ustaxonaga kirib kelgan mijozlar sonidan iborat &
tasodifiy miqdoming tagsimot qonuni Puasson tagsimotga
muvofiq yoki muvofiq emasligini 0,05 aniqlilik darajasi bilan
Pirsonning muvofiglik mezoni yordamida aniqlash talab qilinsin.

Yechish.
Masalani yechish uchun Pirsonning parametrik gipotezalar

uchun xi—kvadrat muvofiglik mezonidan foydalanamiz. Yuqo-
ridagi jadvalda keltirilgan ma’lumotlar tahlili asosida quyidagi
jadvalni hosil gilamiz:

k] 1 2 3 4 5 16| 7(8]°9
myg 19 {23]121 | 6 [4]2]1]1

bu yerda k—mijozlar soni, m; —ish vaqtining ustaxonada k ta
mijoz bo‘lgan 1 soatlik qismlari soni.

Yuqorida keltirilgan (1.18.3) formuladan foydalanish uchun
zarur bo‘lgan qiymatlarni hisoblab topamiz.

Ma’lumki, A parametrli Puasson tagsimotiga ega bo‘lgan &
tasodifiy migdor uchun M¢& = A o‘rinli. Shuning uchun A para-
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metrga baho sifatida (1.15.2) formula bilan aniglangan optimal
baho O dan foydalanamiz:

9
A zf=—1—-Z¢xx0=i(3+2-l9+3-23+4-21+5-6 +6-4+7-2+8+9)~3,49
805 80
Nazariy chastotalarni quyidagi formuladan topamiz:

PP =L =net =802 38,212
K! K!

k| 1 2 3 4 5 6 | 7 8 9
L, 18,52(14,9|17,3|15,1 |10,5(6,11 |3,05|1,33 |0,52

Yuqoridagi (1.18.3) formuladan Pirson mezonining kuza-
tilgan qiymatini topamiz:

9 7 \2
zg(g)=z£'fkl‘_l‘li= 12,43

i=1 'k

Masala shartida berilgan @ = 0,05 - mezonning aniqlik
darajasi va erkinlik darajasi k-I-r=9-1-1=7 (parametrlar soni
r=1) bo‘lgan xi—kvadrat tagsimotning kritik nuqtalari jadvali (2-
ilova)dan kritik chegarani topamiz: #, = 72(0,05,7) =14,1.

Shunday qilib, 12,43< 14,1 ekanligidan Z(4) <t, tengsizlik
bajarilishi kelib chiqadi. Demak, & tasodifiy miqdorning tagsimot
qonuni 0,05 aniqlilik darajasi bilan Puasson tagsimotga miavofiq
ekanligi haqida xulosa qilish mumkin.

Mavzuga oid nazorat savollar

1. Noparametrik gipotezalar uchun K. Pirsonning muvofiglik
mezonini keltiring. .
2. Parametrik gipotezalar K. Pirsonning muvofiglik mezoni
bilan qanday tekshiriladi? '
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o BOB
OMMAVIY XIZMAT KO‘RSATISH NAZARIYASI

2.1 §. Ommaviy xizmat ko‘rsatish nazariyasi fanining
qisqacha tarixi

Ommaviy xizmat ko‘rsatish nazariyasi (OXKN) fani ehti-
mollar nazariyasining bo‘limi sifatida unchalik uzoq bo‘lmagan
tarixga ega. OXKN ning birinchi muhim tadqgiqot predmeti 20—
asrning boshlarida telefon tizimlari bo‘lgan. Ma’lumki, bunday
tizimlarning holati, tizimga tasodifiy vaqtda kelib turadigan
abonentlar chaqgiruvlari oqimi hamda tizimga kelib tushgan har
bir abonent chagiruvining telefon tarmog‘ini tasodifiy vaqt
mobaynida band qilib turishi bilan tavsiflanadi. Bunday holatda,
quyidagicha masala yuzaga keladi: tegishli hisob-kitoblar orqali
telefon kommutatorining shunday hajmini aniqglash kerakki,
bunda kommutatorning band bo‘lishi ehtimoli avvaldan berilgan
miqdordan katta bo‘lmasin.

Daniyalik olim, Kopengagen telefon tarmog‘i xodimi bo‘lgan
Agner Krarup Erlang (1873-1929) ommaviy xizmat ko‘rsatish
nazariyasi fanining asoschisi hisoblanadi. U xizmat ko‘rsatish
tizimiga kelib tushayotgan chaqiruvlar oqimini yuklama deb
hisoblash g‘oyasini birinchi bo‘lib ilgari surgan va telefon
tarmoqlari yuklamasini hisoblash bo‘yicha o‘zining dastlabki
tadgiqotlari natijalarini 1909-1920-yillarda e’lon qilgan.

A K Erlang o‘zining tadqiqotlari natijasida ko‘pgina prin-
sipial natijalarga erishgan bo‘lib, ulardan hozirgi kunda ham
aloga tizimlarida samarali foydalanib kelinmogda. Uning nomi
bilan atalgan “A—tartibli Erlang oqimi” zamonaviy alooa tizim-
larida muhim oqimlardan biri sanaladi. ’

Keyinchalik ma’lum bo‘ldiki, telefon tizimlari uchun ishlab
chigilgan matematik modellar boshqa juda ko‘p sohalar dagi jara-
yonlarni o‘rganish uchun ham yaroqli ekan.

OXKNning birinchi o‘rganish ob’yekti telefon tizinlar bol-
ganligi sababli unga dastlabki vaqtlarda kiritilgan — «hagiruv
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kanal, kanal yuklamasi va shu kabi terminlar hozirgi vaqtda ham
saglanib golgan.

XX asming 30-yillari o‘rtalarida V.Feller tomonidan
“tug‘ilish va halok bo‘lish” jarayoni (ba’zi adabiyotlarda
«ko‘payish va halok bo‘lish jarayoni» deb ham ataladi) deb
nomlangan jarayonning matematik modeli ishlab chiqildi. Bu
model atroflicha o‘rganilgandan so‘ng OXKN jiddiy o‘rganish
obyekti sifatida matematiklar e’tiborini o‘ziga tortdi. :

XX asming 40-yillariga kelib telefon yuklamasining o‘zga-
rishini matematik usullar yordamida jiddiy tadqiq qilgan va
teletrafika nazariyasi hamda ommaviy xizmat ko‘rsatish naza-
riyasi sohasida salmoqli natijalarga erishgan shaxs shved muhan-
disi va olimi Konrad Palma (1907-1951) hisoblanadi. OXKN da
uning nomi bilan ataluvchi chagiruvlar oqimi mavjud bo‘lib,
K. Palmaning bu oqim bilan bog‘liq tadgiqot natijalari bugungi
kunda ham o‘z dolzarbligini yo‘qotmagan. ‘

Yetuk rus matematigi Aleksandr Yakovlovich Xinchin
(1884-1959) OXKNni rivojlantirishda, uning umumiy teorema-
larini ishlab chigishda katta hissa qo‘shgan, ayni vaqtda, omma-
viy xizmat ko‘rsatish nazariyasi terminini kiritgan olim hisob-
lanadi. Chet el adabiyotlarida ushbu fan ko‘pincha navbatlar
nazariyasi (the theory of queues) deb ataladi.

Ushbu nazariyaning rivojlanishiga rus olimlaridan A.N. Kol-
mogorov, B.V. Gnedenko, E.S. Vensellar ham Kkatta hissa qo‘sh-

anlar.
y Rossiyalik matematik olim N.N Brushlinskiy OXKNni yon-
gin xavfsizligini ta'minlash tizimi masalalariga tadbiqi bilhn
shug‘ullanib, salmoqli natijalarga erishgan va amaliyot uchun
ilmiy asoslangan qator tavsiyalar ishlab chigqan [4][SL[6]. U
ma’lum bir hudud (shahar, viloyat va h.k.) uchun zarur bo‘lgan
yong‘in xavfsizligi gismlari son.i, yong‘in xavfsizligi bo‘lim
(bo‘linma) larining shtat birliklari sonini hamda ulaming mod-
diy—texnik ta’minotini asoslash, yong‘in xavfsizligi gismlarining
joylashuvi bo‘yicha tavsiyalar ishlab chigish, tezkor bo‘lin-
malarning yong'in o“chirish bilan band bo‘lish vagqtlari tagsimoti,
yong‘in o‘chirishga chagiruvlar oqimi intensivligini muvofiqlik
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alomatlari orqali tekshirish va h.k. kapi masalalami o‘rgangan va
ko‘pgina hududlar uchun tegishli tavsiyalar taqdim etgan.

2.2 8. Faliiling predmeti, maqsadi va vazifalari

Tayanch iboralar: ommaviy xizmat ko ‘rsatish tizimi, xizmat
ko ‘rsatish kanali, kiruvchi va chiquvchi chagqiruvlar ogqimi,
ommaviy xizmat ko ‘rsatish tizimi elementlari, parametriari va
samaradorligi ko ‘rsatkichlari.

Bir xil tipdagi masalalarni yechishda (xizmatlarni bajarishda)
ko‘p marotaba foydalanish uchun ishlatiladigan tizimlarni, om-
maviy xizmat ko‘rsatish tizimi (OXKT) deb atash gabul qilingan.

Bunday tizimlarga valyuta almashtiruv punktlari, avtomobil
ta’mirlash, yonilg‘i quyish shahobchalari, chipta sotish kassalari,
telefon stantsiyalari, ma’lumotlar byurosi va h.k. kabi tizimlar
yaqqol misol bo‘la oladi. Shu jumladan, avariya xizmatlari —
elektr yoki gaz ta’minoti bo‘limlarining avariya xizmatlari, tez
yordam xizmati yoki maxsus tezkor xizmatlar — harbiy soha —
havo hujumiga qarshi mudofaa xizmati, ichki ishlar organlarining
tezkor xizmatlari (navbatchilik gismlari), va nihoyat, yong‘in
xavfsizligi xizmati ham OXKTga misol bo‘ladi.

Shunday qilib, OXKT bir xil tipdagi chagiruvlarga xizmat
ko‘rsatish bilan shug‘ullanadi. Chagiruvlarga xizmat ko‘rsatish
deganda kelib tushgan chagiruv talabini qondirish jarayoni tushy-
niladi. Xizmat ko‘rsatish o‘z tabiatiga ko‘ra turli xarakterda
bo‘lishi mumkin. Ba’zi hollarda xizmat ko‘rsatish bitta odam
tomonidan amalga oshirilishi mumkin. Masalan, haridorlarga
bitta sotuvchi tomonidan xizmat ko‘rsatilishi, be’morlarni bitta
shifokor tomonidan qabul gilinishi va hk. Ba’zi hollarda esa
xizmat ko‘rsatish texnik qurilmalar tomonidan amalga oshirishi
mumkin. Masalan, ichimlik suvi sotuvchi avtomat qurilmalar
pla§t1k kartochkadagi pul mablag‘ini naqd pulga aylantiruvch;
qurimalar va h k.,

Chagqiruvlarga xizmat ko‘rsatish vositalarining jamlanmasi
xizmat ko ‘rsatish kanali deb ataladi.
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Aloga simlari, ta’mirlash ustaxonasi xodimlari, elektromon-
terlar, ishchilar, chipta sotuvchi kassalar, savdo shahobchalari-
ning sotuvchilari, avariya yoki tez yordam xizmatlari brigadalari,
yong‘in o“chirish ekipajlari va hk. lar kanallarga misol bo*ladi.

Kanallar soniga qarab OXKT bir kanalli va ko'p kanalli
tizimlarga ajratiladi. Masalan, bitta yonilg‘i quyish tarmog‘idan
iborat AYoQSh, bitta telefon apparati bo‘lgan chagiruv gabul
gilish punkti, bitta yong‘in o‘chirish bo‘linmasidan iborat alohida
yong‘in xavfsizligi qismlari yoki maskanlardagi yong‘in
xavfsizligi postlari — bir kanalli, bir necha darchali chipta sotish
kassalari, ikki va undan ortiq brigadasi bo‘lgan tez yordam xiz-
mati maskani, muayyan shahardagi yong‘in o‘chirish garnizoni —
ko*p kanali tizimga misol bo‘la oladi.

Vaqtning tasodifly onlarida OXKTga kelib tushadigam bir
jinsli chagiruvlarning ketma - ketliglga‘kimvchi chagiruviar oqi-
mi deyiladi. OXKTni tark etuvchi chagiruvlar ketma — ketligi esa
chiquvchi chagiruvlar ogimi deb atgladi. Chiquvchi chagiruvlar
oqimini asosan, OXKT tomonidan xizmat ko‘rsatilgan chaqiruv-
lar tashkil etadi. Lekin, OXKTga kelib tushgan barcha chaqi-
ruvlar fagat ularga xizmat ko‘rsatilgandan keyingina tizimni tark
etadi deb bo‘lmaydi. Ayrim chaqgiruvlar tizimni xizmat ko‘rsa-
tilmasdan tark etishlari ham mumkiq. Masalan, do‘konda hari-
dorga kerakli mahsulot bo‘Imasa yoki kerakli mahsulot bo‘lsada
uni harid qilish uchun navbatda odamlar ko’p bo°lib, haridorning
kutishga vaqti bo‘lmasa, haridor do‘konni harid qilmasdan tark
etadi. Demak, chiquvchi chagiruvlar oqimida xizmat ko‘rsatil-
masdan OXKTni tark etgan chaqiruvla.r ham bo‘lishi mymkin.

Xizmat ko‘rsatilishi uchun chagiruvlar OXKTga, odatda,
avvaldan noma’lum bo‘lgan tasodifiy vaqtlarda kelib tushadi.
Kelib tushgan chagiruvlarga xizmat ko‘rsatish ham, umuman
olganda, avvaldan noma’lum bo‘lgan tasodifiy vaqt davom etadi.
Chagiruvlar kelib tushishi vaqtining hamda chagiruvlarga xizmat
ko‘rsatish vaqtining tasodifiy bo‘lishi, odatda, OXKTning
notekis ishlashiga olib keladi. Ya’ni, uning faoliyati bir maromda
bo‘lmaydi: gandaydir vaqt oralig‘ida OXKTda juda ko‘p mig-
dorda chagiruvlar to‘planib qoladi (ular navbatga turadilar yoki
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OXKThning xizmat ko‘rsatishini kutmay ketib qoladilar), boshqa
bir vaqt oralig‘ida OXKTda chagqiruvlar sonining kamligi yoki
umuman yo‘qligi tufayli OXKT to‘la quvvat bilan ishlamaydi
yoki «ishsiz» turadi. Aynan ana shu ikkita tasodifiylikning mav-
judligi OXKN fani paydo bo‘lishiga sabab bo‘ldi.

Har qanday OXKT, chagqiruvlar oqgimining harakteri, xizmat
ko‘rsatish kanallari soni va ularning samaradorligi, xizmat ko‘r-
satishni tashkil qilish tartibi kabi o‘zining parametrlariga ega
bo‘ladi. Ushbu parametrlardan kelib chigib OXKT ma’lum bir
faoliyat ko‘rsatish samaradorligi («o‘tkazuvchanlik» qobiliyati)
ko‘rsatkichiga ega bo‘ladi. Bu ko‘rsatkichlar OXKTning chaqi-
ruvlar ogimiga xizmat ko‘rsatish sifatini belgilaydi.

Demak, OXKT faoliyatining sifati deganda chaqiruvlarga
ko‘rsatilgan xizmatning sifati emas, balki, OXKTning chaqiruv-
larga xizmat ko‘rsata olish qobiliyati darajasi, tizimning xizmat
ko‘rsatish bilan qay darajada to‘liq bandligi, kanallar bo‘sh
golmayotganligi, navbat paydo bo‘lmayotganligi yoki navbatning
juda kichikligi va h.k. tushuniladi.

OXKT faoliyatining sifatini oshirish uchun kelib tushayotgan
chagiruvlarni kanallar bo‘yicha qanday tagsimlash ma’qulligi,
kanallarni soni gancha bo‘lishi magsadga muvofiqligi va shu
kabi masalalarni yechish zarurati paydo bo‘ladi.

Ommaviy xizmat ko‘rsatish nazariyasi fanining o‘rganish
predmeti bu OXKTdir.

OXKN fanining magsadi — OXKT yuqori samaradorlik bilan
faoliyat olib borishi uchun tizim tarkibiy tuzilmasini ratsional
shakllantirish, uning ish faoliyatini ratsional tashkil qilish va cha-
giruvlar oqimini boshqarish bo*yicha tavsiyalar ishlab chiqgishdir.

Ushbu magsadga erishish uchun OXKNda quyidagicha
vazifa qo’yiladi: OXKTning mavjud ishlash shart — sharoitlarini
(kanallar soni, ularning xizmat ko‘rsatish qobiliyati darajasi,
chagiruvlar ogimining xarakteri va h.k.) OXKTning chagiruvlar
talabini qondira olish qobiliyatini ifodalovchi samaradorlik
ko‘rsatkichlari bilan bog‘lovchi matematik model qurish, uni
o‘rganish va natijalarni tahlil gilish.
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Hal qilinishi lozim bo‘lgan masalaning mohiyatidan kelib
chigib, OXKT ning samaradorligi ko*rsatkichlari sifatida quyida-
gilarni qarash mumkin:

“birlik vaqt oralig‘ida xizmat ko‘rsatiladigan chaqiruvlarning
o‘rtacha soni”, “navbatda turgan o‘rtacha chagiruvlar soni”,
“yizmat ko‘rsatishni kutishning o‘rtacha vaqti”, “kutmaydigan
chagiruvlarga xizmat ko‘rsatishni rad etish ehtimoli”, “navbatda
turgan chagiruvlar sonining berilgan sondan ortib ketishi ehti-
moli”, “kanallarning ishsiz turishi ehtimoli” va h.k.

Fanni o‘qitishdan magsad — o‘quvchilarga OXKT faoliyatini
matematik modellashtirish, muhandislik masalalari, hususan,
yong'‘in xavfsizligini ta’minlash tizimlariga oid masalalarini ye-
chishga OXKNni tadbiq qilish usullarini o‘rgatishdan iboratdir.

OXKT sxematik tarzda 2.2.1 — chizmada tasvirlangan.

Xizmat ko*rsatuvchi
kanallar

Kiruveh: '

chagiruvlarogimi / ) . lar
Yizmatko'rsatilmagan = 4D 000 Tl
- (navbatdan ketgan)
chaqiravlar ogimi

2.2.1-chizma

Shunday qilib, har ganday OXKT quyidagi asosly elemem@
Jarni oz ichiga oladi:

1) Kiruvchi chagiruvlar ogimi;

2) Xizmat ko ‘rsatuvchi kanallar; Ular OXKT faoliyatining
asosini tashkil qiluvchi barcha xizmatlarni mustagqil ravishda ba-
jaradilar. Bu bilan OXKT ning «birlik vaqt ichida xizmat
ko‘rsatilgan chagiruvlar sonivdan iborat «o‘tkazuvchanlik

gobiliyati»ni oshira oladilar.



3) Navbat; OXKTga chaqiruvlar kelib tushgan zahoti ularga
xizmat ko‘rsatishni boshlash imkoni bo‘lmaganda tizimda navbat
paydo. bo‘ladi yoki chagiruvlar tizfinni xizmat ko‘rsatilmasdan
tark etadilar. Bunday hollarda navbat uzunligi, navbatni tashkil
qilish tartibi, kutish vaqti kabi xarakteristikalar muhim ahamiyat-
" ga ega bo‘ladi.

1) OXKTdan chiquvchi chagiruvlarning oqimi; Ushbu oqim-
ni tashkil giluvchi chagiruvlar xizmat ko‘rsatilgan yoki xizmat
ko‘rsatilmagan bo‘lishi mumkin.

Kiruvchi chagiruvlar ogimining hamda chaqiruvlarga xizmat

-ko‘rsatish vaqtining tasodifiy xarakterdaligi sababli ularni tav-

siflashda ehtimollar nazariyasinining fundamental tushunchalari-
dan biri — tasodifiy miqdorning fagsimot gonuni tushunchasi
qo‘llaniladi. Shunday qilib, OXKN OXKT ga chaqiruv kelib
tushish vaqtining taqsimoti va chaqgiruvlarga xizmat ko‘rsatish
vaqtining tagsimoti kabi tushunchalaridan foydalanadi.

Ommaviy xizmat ko‘rsatish tizimida kechayotgan jarayon-
larni tahlil qilish uchun tizim parametrlarini bilish muhim aha-

. miyatga ega. OXKTning asosiy parametrlari sifatida quyida-
gilarni qarash mumkin:

2) OXKTning kanallari soni;

3) Kiruvchi chaqiruvlar ogimining parametrlan harakteri —
oqim turi va uning intensivligi;

4) Kanallarning xizmat ko‘rsatish intensivligi;

5) Navbat joriy qilingan OXKTlarida:

5.1. Navbatni tashkil qilish shartlari. (navbatni cheklan-
maganligi yoki navbat cheklangan bo‘lsa unda «o‘rin»lar soni —
navbatning maksimal «uzunligi»);

5.2. Kutish va xizmat ko‘rsatish tartibi (qoidasi). Imtiyozli
chaqiruvlarning mavjudligi, imtiyoz turlari va h.k.

Quyida, ushbu parametrlardan kelib chiqib, OXKT faoliya-
tining samaradorlik xarakteristikalarini ifodalaymiz.

OXKT faohyatmmg samaradorlik xarakteristikalari sifatida
quyida uchta asosiy guruh ko‘rsatkichlarni keltirish mumkin:
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1. OXKT dan foydalanish samaradorligi ko‘rsatkichlari:

1.1. Absolyut o‘tkazuvchanlik qobiliyati — birlik vaqt ichida
OXKT xizmat ko‘rsatadigan chagiruvlaming o‘rtacha soni;

1.2. Nisbiy o‘tkazuvchanlik qobiliyati — tizim tomonidan
birlik vaqt ichida xizmat ko‘rsatiladigan chaqgiruvlar o‘rtacha
sonini shu vaqt ichida tizimga kelib tushgan chaqiruvlaming
o‘rtacha soniga nisbati. Bu esa o‘z navbatida OXKTga kelib
tushgan chaqiruvga xizmat ko‘rsatilishi ehtimoliga teng;

1.3. OXKT band bo‘lishi vaqtining o‘rtacha davomiyligi;

1.4. OXKTdan foydalanilish koeffitsiyenti — vaqtning OXKT
xizmat ko‘rsatish bilan band bo‘ladigan qismining o‘rtachasi, va
hk. 4

2. OXKT ning chaqgiruvlarga xizmat ko‘rsatish sifati
ko‘rsatkichlari:

2.1. Chagiruvning navbatda turishi (kutishi)ning o‘rtacha
vaqti; '

2.2. Chagqiruvning OXKTda bo‘lishining o‘rtacha vaqti;

2.3. Xizmat ko‘rsatishni rad etish ehtimeli, ya’ni OXKTga
kelib tushgan chaqiruvning unga xizmat ko‘rsatilmasdan tark
etishi ehtimoli;

2.4. Chaqgiruv OXKTga kelib tushgan zahoti unga xizmat
ko‘rsatilishi ehtimoli;

2.5. Chagqiruvning navbat turish (kutish) vaqtining tagsimot
qonuni ; , . - W
2.6. Chagiruvning OXKTda bo‘lishi vaqtining tagsimot

qonuni; .
2.7. Navbatda turgan chagiruvlaming o‘rtacha soni; |
2.8. Band kanallaming o‘rtacha soni (ko‘p kanalli tizim

uchun); . .
2.9. Navbatdagi band “joy” larning o‘rtacha soni;

2.10. Xizmat ko‘rsatish kanalining band yoki bo‘sh
bo‘lishining o‘rtacha vaqti va boshqalar.
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3. “OXKT — mijoz” juftligi faoliyatining samaradorligi
ko‘rsatkichlari:

Bu yerda “mijoz” deganda barcha chaqiruvlarning jamlan-
masi yoki ularning manbai tushuniladi. Bunday ko‘rsatkichga
misol sifatida “OXKTning birlik vaqt ichida keltiradaigan o‘rta-
cha daromadi”, “OXKT faoliyatsizligi (ta’mirlanishi) natijasida
birlik vaqt ichida keltiradigan o‘rtacha zarar” va h.k.lami
keltirish mumkin.

OXKTga chagiruvlar kelib tushishi vaqtining hamda cha-
giruvlarga xizmat ko‘rsatish vaqti davomiyligining tasodifiy
bo‘lishi OXKTda tasodifiy jarayon kechishiga olib keladi.

Bu jarayonni ratsional tashkil etish yuzasidan tavsiyalar
ishlab chigish uchun tizimda kechayotgan tasodifiy jarayonning
matematik modelini qurish, uni o‘rganish va tahlil gilish kerak
bo‘ladi. Bu esa, yuqorida ta’kidlanganidek, OXKNning asosiy
vazifasi hisoblanadi. '

OXKTda kechadigan jarayonlar tasodifiy xarakterga ega
bo‘lganligi uchun OXKN tasodifiy jarayonlar nazariyasiga
asoslanadi.

Mavzuga oid nazorat savollar

1. OXKT va uning xizmat ko ‘rsatish kanaliga ta rif bering.

2. OXKN fanining predmeti, maqsadi va vazifalari
nimalardan iborat?

3.Kiruvchi va chiquvchi chagiruvlar ogimi deb qanday
ogimlarga aytiladi?

4. OXKT qanday elementlarni oz ichiga oladi?

3. OXKTning asosiy parametrlari nimalardan iborat?

6. OXKTning ganday samaradorlik ko ‘rsatkichlari mavjud?
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2.3 §. Ommaviy xizmat ko‘rsatish tizimlarining tasnifi

Tayanch iboralar: bir va ko ‘p kanalli OXKT, rad qilish joriy
etilgan OXKT, rad qilmaydigan OXKT, aralash tipdagi OXKT,
ochiq va yopiq turdagi OXKT, bir bosqichli va ko ‘p bosgichli
OXKT.

Ommaviy xizmat ko‘rsatish tizimi bir qator alomatlari
bo‘yicha tur (yoki sinf)larga bo‘linadi.

OXKT kanallar bo‘yicha bir kanalli (agar xizmat qilish bitta
kanalga ega bo‘lsa) va n (ko‘p) kanalli (kanallar soni n>2 bo‘lsa)
tizimlarga ajratiladi. |

OXKT xizmat ko‘rsatish tartibi bo‘yicha uchta sinfga
ajratiladi: -

1.Rad qilish joriy etilgan — navbat (kutish) joriy etilmagan
OXKT A

Bunday tizimning barcha kanallari chagiruvlarga xizmat
ko‘rsatish bilan band bo‘lgan vaqgtda unga yangi chagiruv kelib
tushsa, bu chagiruvga xizmat ko‘rsatishni rad etadi. Chagiruv ti-
zimni xizmat ko‘rstilmasdan tark etadi. Masalan, telefon stan-
siyasiga barcha kanallar band bo‘lgan vaqtda chaqiruv kelib tush-
sa, bu chagiruv rad etiladi va tizimning keyingi xizmat ko‘rsatish
jarayoni xuddi bu chaqiruv umuman bo‘lmagandek davom etadi.

Rad qilish joriy etilgan OXKTlar uchun muhim harakteris-
tikalardan biri chagiruvga xizmat ko‘rsatishni rad etish ehtimoli
hisoblanadi.

2.Rad gilmaydigan — navbat (kutish) joriy etilgan OXKT

Bunday tizimning barcha kanallari chagiruvlarga xizmat
ko‘rsatish bilan band bo‘lgan vaqtda tizimga yangi chaqiruvlar
kelib tushsa, tizim ularga xizmat ko‘rsatishni rad etmaydi. Kelib
tushgan yangi chaqgiruvlar navbatda turadilar. Kanallardan biri
bo‘shagan zahoti navbatda turgan chagiruvlardan biri darhol
xizmat ko‘rsatish uchun gabul gilinadi. Masalan, avtomobil
yoqilg‘isini quyish shahobchalari, chipta sotish kassalari, savdo
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do‘konlari, qon topshirish laboratoriyalari, valyuta almashtiruv
punktlari navbatda turish, kutish joriy etilgan — rad qilish joriy
etilmagan OXKT misol bo‘ladi. =

Rad qilish joriy etilmagan OXKTlar uchun xizmat ko‘rsa-
tilishini kutishning o‘rtacha vaqti, navbatning o‘rtacha uzunligi,
navbat uzunligining taqsimoti muhim harakteristikalar hisob-
lanadi.

3. Rad qilmaydigan — shu bilan birgalikda, navbatning
uzunligi yoki kutish vaqti chegaralangan aralash tipdagi
, OXKT

Bunday tizimning barcha kanallari chaqiruvlarga xizmat
ko‘rsatish bilan band bo‘lgan vaqtda tizimga yangi chaqiruvlar
kelib tushsa, ularga xizmat ko‘rsatishni rad etmaydi. Shu bilan
birgalikda, navbat uzunligi yoki kutish vaqtiga cheklov qo‘yiladi.
Ushbu ko‘rsatkichlar o‘matilgan cheklovdan ortgandan keyin,
tizimga kelib tushgan yangi chagiruvlarga xizmat ko‘rsatish rad
etila boshlaydi. Ba’zi hollarda navbat uzunligiga yoki kutish
- vaqtiga cheklov tizim tomonidan emas, balki vaziyat taqozosidan
kelib chiqib, “haridor” (chagiruv) tomonidan qo‘yilishi ham
mumkin. Masalan, bunday vaziyatlar sifati tez “buziladigan”
mahsulotlarni omborga topshirish bilan bolg‘liq tizimlarda
yuzaga keladi. - e

Telefon stansiyalari, ko‘pchilik avariya — qutqaruv hamda
tezkor xizmatlar, rad gilish joriy etilgan OXKT ga misol bo‘la
oladi.

Yong‘in xavfsizligini ta’minlash sohasidagi OXKTlarga
alohida to‘xtaladigan bo‘lsak, muayyan xududdagi yong‘in
xavfsizligi gamizoni, bir necha jangovar bo‘linmalari mavjud
bo‘lgan - harbiylashtirilgan ‘yoki kasbiylashtirilgan yong‘in
xavfsizligi qismlari rad qilish joriy etilgan ko‘p kanalli OXKTga,
maskanlarni muhofaza qiluvchi alohida yong‘in xavfsizligi posti,
bitta jangovar bo‘linmadan iborat yong‘in xavfsizligi qismlari rad
qilish joriy- etilgan bir kanalli OXKTga misol bo‘ladi. Bunday
tasniflash bir qarashda notabiiy ko‘rinsada (amalda, yong'in
xavfsizligi qismlari yong‘in o‘chirishga bo‘lgan chaqiruvlarga
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xizmat ko‘rsatishni rad etmaydilar!) yuqorida keltirilgan sinflar
ta’rifiga ko‘ra aynan shundaydir. Chunki, muayyan qismning
barcha jangovar bo‘linmalari yong‘in o‘chirish bilan band
bo‘lgan vaqtda qism hududidan yangi chaqiruv kelib tushsa, bu
chaqiruv dispetcherlik xizmati tomonidan navbatga qo‘yilmaydi.
Shu bilan birgalikda, chaqiruv bilan band bo‘lgan jangovar
bo‘linmalar o‘chirayotgan yong‘inni qoldirib, yangi yong‘inni
bartaraf etish uchun yo‘lga chigmaydilar. (Bunday vaziyatlarda,
avvaldan belgilangan reja asosida yangi chagiruvga zzmat
ko‘rsatishga boshqa yong‘in xavfsizligi qismi jalb qilinadi.)
Aynan shu holat garalyotgan qismning yangi chaqgiruvga xizmat
ko‘rsatishni rad etishini (ilojsiz holda albatta) anglatadi.

Davlat yong‘in xavfsizligi xizmatining texnik xizmat
ko‘rsatuvchi gismlari, yong‘in o‘chirish avtomobillarini diagnos-
tika gilish postlari va yong‘in o‘chirish yenglarini ta’mirlash
postlari (bazalari) rad qilish joriy etilmagan — navbatda turish,
kutish joriy etilgan bir (ayrim hollarda ko‘p) kanalli OXKT ga
misol bo‘ladi.

Davlat yong‘in nazorati inspeksiyasini aralash tipdagi OXKT
(shartli ravishda) sifatida qarash mumkin.

OXKTlar chagiruvlar ogimining chegaralanishi bo‘yicha
ochiq va yopiq tizimlarga bo‘linadilar.

Agar chagiruvlar oqimi cheklangan bo‘lib, OXKTni tark
etgan chaqgiruv yana unga qaytib kelishi mumkin bo‘lsa, bunday
OXKT yopiq tizim, aks holda ochiq tizim deb ataladi. '

Yopiq OXKT ga sexdagi stanoklarni ishga tushiruvchi
brigada (naladchiklar) misol bo‘ladi. Bunda stanoklar — chaq}rpv
manbai bo‘lib ularning soni cheklita, brigada a’zolari esa iZthat
ko‘rsatuvchi kanallar vazifasini o‘taydi.

Ochiq OXKT da chagituvlar ogimining xarakteristikalari
OXKT ning o‘zi ganday holatda ekanligiga, ya’ni qancha kanal
bandligiga bog‘liq emas. Yopiq OXKT da esa bu ko‘rsatkichga
bog‘liq bo‘ladi. :

OXKT xizmat ko‘rsatish bosgichlari bo‘yicha bir bosqichli
va ko*p bosqichli tizimlarga bo‘linadi. Agar OXKT kanallari bir
jinsli bo‘lib, faqat bir xil xizmatni bajarsa, bunday OXKTlari bir
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bosqichli deb ataladi. Agar OXKT kanallari ketma — ket joyla-
shib, ular bir jinsli bo‘lmasa, ya’ni har — hil turdagi xizmatni
bajarsa, bunday OXKTlari ko‘p.bosqichli deb ataladi. Ko‘p
bosgichli OXKTga misol sifatida avtomobillarga texnik xizmat
qilish tizimini olish mumkin.

Ba’zi xollarda yong‘in xavfsizligi xizmati boshqa maxsus
xizmatlar bilan bilan birgalikda ko‘p bosqichli OXKTni tashkil
qilishi mumkin. Masalan, elektr stansiyalarida yoki yuqori kuch-
lanishli elektr manbai bo‘lgan yirik maskanlarda yong‘in o‘chi-
rish ikki bosqichda (shartli ravishda) tashkil qilinadi: yong‘in
hagida xabar olingandan so‘ng, avval (birinchi bosgichda) te-
gishli elektr ta’minoti xizmati tomonidan yong‘in o‘chirilishi
lozim bo‘lgan hududni elektr ta’minotidan ajratiladi va ular to-
monidan yong‘in o‘chirishga ruxsat (dopusk) beriladi. Undan
keyingina (ikkinchi bosqichda) yong‘in xavfsizligi xizmati tomo-
nidan yong‘inni bartaraf etish ishlari boshlanadi.

OXKTni tasniflash uchun kelib tushgan chaqgiruvlarni tanlash
hamda ulamni band bo‘lmagan kanallarga tagsimlash tartibini
aniglovchi xizmat ko ‘rsatish tartibi (qoidasi) muhim ahamiyatga
egadir. ‘

Chagiruvlarga xizmat ko‘rsatish tartibi quyidagicha tashkil
etilishi mumkin: “birinchi keldi — birinchi xizmat ko‘rsatildi”,
“eng keyin keldi — birinchi xizmat ko‘rsatildi” (bunday tartib,
masalan, uzoq vaqt o‘z sifatini yo‘qotmaydigan mahsulotlar
saglanadigan ombordan mahsulot olishda qo‘llanilishi mumkin,
chunki ko‘p hollarda eng keyin kelib tushgan mahsulotni om-
bordan olish eng qulay bo‘ladi) yoki xizmat ko‘rsatishda imtiyoz
beriladi (bunda birinchi navbatda eng muhim chagiruvga xizmat
ko‘rsatiladi). Imtiyozlar absolyut va nisbiy imtiyozlarga
ajaratiladi. Absolyut imtiyoz — bunday imtiyozli chaqiruv oddiy
chagiruvni xizmat ko‘satishdan “siqib” chiqaradi. Masalan,
remont brigadasi avariya sodir bo‘lganda rejadagi xizmat ko‘r-
satishni to‘xtatib, dastavval avariyaga xizmat ko‘rsatadi. Nisbiy
imtiyoz — bunda imtiyozli chagiruv xizmat kosatilayotgan oddiy
chagiruvni xizmat ko‘satishdan “siqib” chigarmaydi, lekin undan
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keyingi birinchi navbatni, ya’ni navbatdagi “eng yaxshi” joyni
egallaydi. :

Mavzuga oid nazorat savollar

1. Bir va ko ‘p kanalli OXKTga misollar keltiring.

2. Qanday tizim rad qilish joriy etilgan OXKT deb aytiladi?

3. Qanday tizim rad gilmaydigan OXKT deb aytiladi?

4. Qanday tizim aralash tipdpgi OXKT deb aytiladi?

5. Qanday tizimlar ochiq yoki yopiq turdagi OXKT deb
aytiladi? '

6. OXKT ning xizmat ko ‘rsatish tartibi tushunchasini
izohlang.

2.4 §. Ommaviy xiznat ko‘rsatish tizimida kechadigan
tasodifiy jarayonlar

Tayanch iboralar: OXKTning qaytuvchanlik va ortga
qaytmaslik xususiyatlari

2.2 - §. da, OXKTlarda kechadigan jarayonlar tasodifiy jara-
yon bo‘lishini, shuning uchun OXKN fani tasodifiy jarayonlar
nazariyasiga asoslanishini ta’kidlagan edik. Ushbu mulohazaga
quyida batafsilroq to‘xtalamiz.

Odatda, OXKTlarda tasodifiy jarayon quyidagicha kechadi:
tizim, vaqtning tasodifiy onlarida bir holatdan boshqa holatga
o‘tadi. Bunday o‘zgarish tizimga chagiruv kelib tushganda yoki
tizim chagiruvga xizmat ko‘rsatishni tugatganda, ya’'ni tizimning
band kanallar soni yoki navbatda turgan chagiruvlar soni 0‘zgar-
ganda yuz beradi. Amaliyotda uchraydigan aksariyat OXKT
larning holatlari soni cheklita yoki sanoglita bo‘ladi. Bu esa ko‘p
OXKTlar holatlari soni chekli yoki sanoglita bo‘lgan diskret
tipdagi fizik tizimni tashkil gilishini anglatadi. Shunday qilib,
aksariyat OXKTlarda uzluksiz vaqtli, diskret holathi tasodifiy
jarayonlar kechadi deb qarash mumkin.
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OXKTlar bir holatdan boshqa holatga o‘tishning gayruv-
chanlik yoki ortga qaytmaslik xususiyatlari bilan farqlanadilar.
. Quyida bunday xususiystlarga ega bo‘lgan OXKTlarga
misollar keltiramiz.

2.4.1-misol.

Bir kanalli OXKT (masalan bitta telefon tarmog‘idan iborat
tizim) ni qaraymiz. Kelib tushgan chaqiruv, kanal band bo‘lsg,
kutmay tizimni tark etadi (rad etiladi). Bunday OXKT — uzluksiz
vaqtli, holatlari soni 2 ta bo‘lgan diskret turdagi tizimni tashkil
qiladi. Uning holatlarini quyidagicha ifodalash mumkin:

X9 — kanal bo‘sh, x; — kanal band.

Tizimda bir holatdan ikkinchi holatga o‘tish qaytuvchanlik
Xususiyatiga egadir: tizim xp holatdan x; holatga o‘tishi va yana
X1 holatdan x, holatga o‘tishi (band kanal bo‘shashi) mumkin.
Bunday tizimning holatlar grafi quyidagicha bo‘ladi:

2.4.1 -chizma

2.4.2-misol.

Tizim » ta samolyotdan iborat bo‘lib, ular havo hujumidan
mudofaa (HHM) tizimi mavjud bo‘lgan maskanga xujum giladi-
lar. Uchib kelgan samolyotlarni dushman sezib golishi va HHM
tizimining ishga tushish vaqtlari avvaldan noma’lum. Tizimning
holatlari urib tushirilgan samolyotlar soniga muvofiq o‘zgaradi.
Faraz qilaylik x; — k ta samolyot urib tushirilgan holatni
ifodalasin, bu yerdak=1,2,... n.

Quyidagi chizmada tizimning holatlar grafi keltirilgan.
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| 2.4.2-chizma

To‘g‘ri strelkalar bilan tizimning bir holatdan ikkinchi holat-
ga mumkin bo‘lgan o‘tishlari belgilangan. Tushunarliki, tizim xx
holatda bo‘lsa vaqt o‘tishi mobaynida u ushbu holatning o‘zida
qolishi yoki qo‘shni holat X+ gagina o‘tishi mumkin. Bu tizim
uchun o‘tishning ortga qaytmasligi xarakterlidir (urib tushirilgan
samolyotlar tiklanmaydilar). Shu sababli x, holatdan boshga
bironta holatga o‘tish mumkin emas. ’ A

Yugqorida keltirilgan "holatlar grafi tizimning bir holatdan
fagat qo‘shni holatgagina o‘tishini ko‘rsatadi. Bir holatdan
go‘shni holatni tashlab “sakrab” o‘tishi, amalda mumkin bo‘lma-
gan hodisa sifatida, ko‘rsatilmagan. Hagigatdan ham, tizim bir
holatni tashlab, “sakrab” o‘tishi uchun qat’iy bir vaqtda 2 ta va
undan ortiq samolyot urib tushirilishi kerak. Bunday hodisaning
ehtimoli nolga teng.

Uzluksiz vaqtli diskret holatli tizimda kechayotgan ta.sodiﬁ.y
jarayonlarni izohlash uchun, birinchi navbatda tizimning bl‘l‘
holatdan boshqa holatga o‘tishiga olib keluvchi sabablarni taxlil
gilish zarur. OXKT uchun unda kechayotgan jarayonni belgilov-
chi asosiy faktor bu chagiruvlar ogimidir. Shuning uchun ixtiyo-
riy OXKTni matematik modellashtirish, chagiruvlar oqimini
matematik terminlarda ifodalashdan boshlanadi.

iv
Mavzuga oid nazorat savollar

1. Aksariyat OXKTlarda qanday tasodifiy jarayon kechadi
deb qarash mumkin?

2. OXK Tning gaytuvchanlik va ortga qaytmaslik
xususiyatlarini izohlang.
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2.5 §. Hodisalar oqimi

Tayanch iboralar: hodisclar oqimi, statsionar, ordinar va
ogibatsiz (keyingi ta’siri yo'q) ogimlar, Puasson ogimi, sodda
oqim, oqim intensivligi, nugtaviy intensivlik.

Avvalgi 2.2 §. da, vaqtning tasodifiy onlarida OXKT ga kelib

tushadigani bir jinsli chagiruvlar ketma — ketligi kiruvchi
chaqgiruvlar oqimi, OXKT ni tark etuvchi chagiruvlar ketma —
ketligi esa chiquvchi chagiruvlar ogimi deb atalishini aytib
o‘tgan edik. OXKT faoliyatini ratsional tashkillashtirish uchun
birinchi navbatda ushbu ogimlarini o‘rganish zarur bo‘ladi.
- OXKTga chagqiruv kelib tushishini (yoki tizimni tark etishini)
tasodifiy hodisa sifatida qarash mumkin. OXKT ga tasodifiy
vaqtlarda ketma-ket chagiruvlarni kelib tushishini, vaqtning
tasodifiy onlarida ro‘y beradigan hodisalar ketma — ketligi yoki
hodisalar oqimi sifatida qarash mumkin. Shunday qilib, hodisalar
ogimi deganda vaqtning tasodifiy onlarida biri ikkinchisidan
keyin ketma-ket keluvchi bir jinsli kiruvchi (chiquvchi)
chagiruvlarni tizimga kelib tushishi(tizimni tark etishi)dan iborat
hodisalar ketma — ketligi tushuniladi.

Agar hodisalar ketma — ket tarzda, biri ikkinchisidan keyin
bir xil vaqtda kelsa, bunday ogim hodisalaming regulyar oqimi
deb ataladi Masalan, ishlab chigarish sexlarining o‘zgarmas
tezlik bilan harakatlanyotgan lentasidagi maxsulotlar ogimini
tegishli OXKTga etib borishi hodisalarning regulyar oqimini
tashkil giladi. Bunday regulyar ogimlarga xizmat ko‘rsatadigan
OXKT faoliyatini rejalashtirishda muammolar yuzaga kelmaydi.
Shuning uchun ular OXKN da o‘rganilmaydi.

Hodisalar oqimining turlari ko‘p bo‘lib, ular bir-biridan
muayyan xossalari bilan farqlanadilar. Masalan, ketma-ket
keladigan hodisalar orasidagi vaqt intervallaridan iborat tasodifiy
miqdorlaming tagsimotlari turi, shakli, ularning bog‘ligsizligi
yoki 0°zaro bog‘ligligi kabilarni bunday xossalarga misol sifatida
keltirish mumkin_.
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Hodisalar ogimlari ichida quyidagi xossalarga ega bo‘lgan
ogimlar eng ko‘p o‘rganilgan.

Ta'rif Agar hodisalar ogimi uchun (z, #+7] vaqt oralig‘ida
muayyan sondagi hodisalar ro‘y berishi ehtimoli fagat ushbu
interval uzunligi 7 (7> 0) gagina bog‘liq bolib, # vaqtga bog‘liq
bo‘lmasa, ya’ni qaralayotgan intervalni vaqt o‘qining qaerida
joylashganligiga bog‘liq bo‘lmasa, bunday oqim statsionar
hodisalar oqimi deb ataladi.

Amaliyotda uzoq muddat mobaynida statsionarlik xossasiga
ega bo‘ladigan ogimlar kam uchraydi. Lekin, juda kop ogimlarni
cheklangan vagqt oralig‘ida statsionar ogim deb qarash mumkin.
Misol uchun shahar ko“chalarida sutka davomidagi avtomobillar
oqimi statsionar hisoblanmaydi, ammo sutkaning tig‘iz (avtomo-
billar ko‘paygan payt) vaqt oralig‘idagi (masalan, 8% dan 9%
gacha) oqimni statsionar deb hisoblash mumkin. Bu oraliqqa
tegishli uzunligi 7 (misol uchun 5 minut) bo‘lgan ikkita vaqt ora-
lig‘ida o‘tadigan avtomobillar soni bir — biridan farq qilsada, am-
mo ularning o‘rtacha soni o‘zgarmas bo‘ladi va oraliglar tig'iz
vagtning qay bir qgismi (5 minuti)da ekanligiga bog‘liq
bo‘lmaydi.

Ta rif. Elementar (yetarlicha kichik) vaqt oralig'i Az da2ta
va undan ortiq hodisalaming ro‘y berishi ehtimoli Az ga
nisbatan cheksiz kichik migdor bo‘lib, shu vaqt oralig‘ida 1 ta
hodisaning ro‘y berishi ehtimoli Az — tartibli cheksiz kichik
miqdor bo‘lsa, bunday hodisalar ogimi — ordinar hodisalar oqimi
deyiladi.

Hodisalar ogimining ordinarligi hodisalarning guruh — guruh
bo‘lib emas, balki yakka holda ro‘y berishini anglatadi. Masdlan,
poezd bekatiga kirib keladigan poezdlar ogimi ordinar hodisalar
oqimi bo‘ladi, kirib keladigan vagonlar ogimi esa ordinar
hodisalar oqimi bo‘lmaydi.

Ogimning ordinarlik xossasi matematik formulalar yorda-
mida quyidagicha ifodalanadi:
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Faraz qilaylik, P, (,4t) — biron (7, T+A<] vaqt oralig‘ida k ta
hodisa ro‘y berishi ehtimoli bo‘Isin. U holda har qanday Ar vaqt
oralig‘i uchun quyidagi munosabat o‘rinli bo‘ladi:

g)f’k (r,A7) =1 (2.5.1)

Hodisalar oqimining ordinarligi (r, T+At] vaqt oralig‘ida 1 ta
hodisa ro‘y berishi ehtimoli Az — tartibli cheksiz kichik miqdor,
ya’ni Az—»0da

A(z,At)=A(r)Ar+0(A7) (2.5.2)

ekanligini (4(7) sonning ma’nosi keyinrog oydinlashtiriladi), (t,
T+AT] vaqt oralig‘ida 1 tadan ortiq hodisalaring ro‘y berishi
ehtimoli P,;(z,A7) esa Ar ga nisbatan cheksiz kichik miqdor,
ya’ni A=—>0da
P = =
(7, A7) ‘;Pk(t,Ar) o(A7) (2.5.3)
ekanligini bildiradi.

Ta'rif Agar ixtiyoriy ikkita kesishmaydigan 7; va z vaqt
oraliglari uchun ularning biri (keyingisi)dagi hodisalaming ro‘y
berishlari soni, ikkinchisi (avvalgisi)da ro‘y bergan hodisalar
soniga bog‘liq bo‘lmasa, bunday ogim hodisalarning ogibatsiz
(yoki keyingi ta 'siri yo ‘q) oqimi deb ataladi.

Hodisalar ogimining ogibatsizligi quyidagini anglatadi:
vaqining (£, ¢ +7] oraligida ixtiyoriy & ta chagiruv kelib
tushishining A< ; shart ostidagi ehtimoli, ushbu hodisaning
shartsiz ehtimoliga teng. Bu yerda A<, tizimga ¢ vaqtgacha kelib
tushgan chagiruvlar soniga qo‘yilgan har qanday shart.

Misol uchun, metroga kiradigan yo‘lovchilar ogimi ogibatsiz
ogimdir. Savdo do‘konidan chiqib ketayotgan haridorlar oqimi
esa ogibatsiz ogim bo‘lmaydi. Chunki ikkita haridorga ketma —
ket xizmat ko‘rsatish orasidagi vaqt, alohida bitta haridorga
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xizmat ko‘rsatishga sarflanadigan minimal vaqtdan kichik
bo‘lganda, haridorga xizmat ko‘rsatish undan keyingi haridorga
xizmat ko‘rsatishga ta’sir qiladi.

Agar hodisalar oqimi bir vaqtda ordinarlik va oqibatsizlik
xossasiga ega bo‘lsa, bunday oqim Puasson ogimi deb ataladi.
Puasson ogimi statsionar va nostatsionar Puasson ogimlariga
ajratiladi.

Statsionar Puasson oqimi hodisalaming sodda ogimi deb
ataladi. Sodda oqim deyilishiga sabab, bunday hodisalar oqimini
matematik ifodalanishi soddaligidir. '

Regulyar ogim sodda ogim bo‘lmaydi, chunki u ogibatsizlik
xossasiga ega emas. Bunday ogimlarda hodisalarning sodir
bo‘lish vaqti aniq belgilanadi. - B

Quyida, OXKNning eng muhim tushunchalaridan bo‘lgan
oqim intensivliklari tushunchalarini kiritamiz. »

Dastavval hodisalarning nostatsionar ogimini garaymiz. -

Faraz qilaylik, &t 7 — tasodifiy miqdor (f, #+7] vaqt
intervaldagi hodisalar soni bo‘lsin. U uzluksiz vaqtli, diskret
holatli tasodifiy jarayonni ifodalaydi. ¢z 7) orqali &(%,79 tasodifiy
miqdorning matematik kutilmasini belgilaymiz: ¢f% 79 =ME(® 7.
Shunday qilib, ¢(,7 miqdor (s, t+7] vaqt intervalidagi
hodisalarning o ‘rtacha sonini bildiradi. -

Ta’rif: Hodisalar oqimining vaqtning (4 #+7] intervalidagi
o‘rtacha intensivligi deb, ushbu intervalning birlik vaqti ichidagi
hodisalarning o‘rtacha soniga aytiladi.

Hodisalar ogimining (s, #+17] vaqt intervalidagi o‘rtacha
intensivligini A(f) orqali belgilaylik. Yuqoridagi belgilashlar,
yordamida Z(f) miqdomi quyidagicha ifodalash mumkin:

/{(1‘) — ME&(t,T) - o(t,7) (25.4)

T T

Ta’kidlash joizki, umuman olganda, oqimning (2.5.4) for-
mula bilan aniglangan o‘rtacha intensivligi A(f)vaqt intervali
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uzunligi 7ga ham bog‘liq. Amaliy masalalarni yechishda, odatda,
7 avvaldan tayinlangan o‘zgarmas son bo‘lganligi uchun
yuqorida keltirilgan ta’rifda ush®u bog‘liglikni ifoda etmadik.
Lekin, aynan shu bog‘liglikning mavjudligi = miqdorni tanlash
hisobiga ba’zi nostatsionar oqimlarni 7 vaqt oralig‘ida statsionar
oqim sifatida qarash imkonini berishini avval ta’kidlagan edik.
. Ta’rif: Hodisalar oqimining ¢ vaqtdagi nugtaviy intensivligi
(zichligi) deb, vaqtning (f, t+17] intervaldagi hodisalarning
o‘rtacha sonini interval uzunligiga nisbatini, interval uzunligi
nolga intilgandagi limitiga aytiladi.
Nuqtaviy intensivlikni A(?)orqali belgilasak, yuqoridagi

ta’rifni quyidagicha ifodalash mumkin:

/1(1) - }%Mgit,‘l' ) = lim ¢(0,t+ T )— ¢(0,t )

7—0 . T

(2.5.5)

Ushbu (2.5.4) va (2.5.5) formulalardan hodisalar ogimining

@ t+4 intervaldagi o‘rtacha ointensivligi va ¢ vaqtdagi nuqtaviy

intensivligi o‘rtasida quyidagicha bog‘liglik mavjudligi kelib
chiqadi:

() = lim A() - @s6)

_ Nostatsionar hodisalar oqimi uchun vagtning (t t+1
%ntervaldagi hodisalarning o ‘rtacha soni oqimning nuqtaviy
intensivligi A(?) orqli quyidagicha ifodalanadi:

t+tr
MEr)= [ Aw)du =A@ < @.5.7)
t
Statsionar hodisalar oqimi uchun (ta’rifiga ko‘ra) oqimning 7
vaqtdagi nugtaviy intensivligi A(f) o‘zgarmas son bo‘lib, u ¢
vaqtga bog'liq bo‘lmaydi, ya'ni A()=2(#)= 4 o‘rinli bo'ladi.
Yugqoridagi (2.5 .7) formuladan
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+7 2' 1+7
T

O %—jﬂ.(u)du= jdu =1 =)
t t

. ng.alf, statsionar hodisalar ogimi uchun ogimning o‘rtacha
1nten51‘vhg1 uning nuqtaviy intensivligi bilan ustma — ust tushadi
va u 0‘zgarmas son bo‘ladi. Shuning uchun, kelgusida statsionar
hgdxsalar oqimi qaralayotganda ularni farglamaymiz va bir so‘z
bilan ogim intensivligi deb ataymiz.

Odatda, ogim intensivligining o‘lchov birligi sifatida
quyidagilar qaraladi: .

odam  so'm_chipta hujjat yong'in, k& = yahk.
dagiqa’ soat’ soat * kun ' yil ” soat )

Mavzuga oid nazorat savollar

1. Hodisalar oqimi nima? .

2. Qanda ogimlar statsionar, ordinar va ogibatsiz ogimlar
deb ataladi?

3. Puasson va sodda ogimlarni izohlang.

4. Ogim intensivliklari tushunchalarini izohlang.

2.6 §. Hodisalarning Puasson oqimi va Markov jarayonlari

Faraz qilaylik, S tizimning bo‘lishi mumkin bo‘lgan holatlari
Sa, S1, Sz,..-,Sv bo‘lib, u 0°z holatini muayyan tasodifiy hodisalar
(masalan, yong‘in o‘chirishga chagiruvlar, yong'‘in o‘chjrish@j
yakunlanishi va h.k) ta’sirida o‘zgartirsin. Bunday hollarda
tizimni bir holatdan boshqa holatga o‘tishi ana shu hodisalar
ogimi ta’sirida ro‘y beradi deb hisoblash mumkin.

Faraz qilaylik, S tizim ? vaqtda S; holatda bo‘lib, undan S§;
holatga intensivligi Ay bo‘lgan oqim ta’sirida o‘tsin, ya’ni
oqimning dastlabki hodisasi ro‘y berishi bilan tizim 0°z holatini
S; dan S; ga “sakrab” o‘zgartirsin. Agar, S tizimni holatdan
holatga o‘tkazuvchi hodisalar oqimi Puasson ogimi (statsionar
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yoki nostatsionar) bo‘lsa, u holda tizimda kechayotgan jarayon
Markov jarayoni bo‘ladi. Chunki hodisalarning Puasson oqimi,
uning ta’rifiga muvofiq, ogibatsizlik xossasiga ega. Shuning
uchun, § tizimning ixtiyoriy ¢ vaqtdagi holati ma’lum bo‘Isa,
undan keyingi vagqtlarda tizim holatini o‘zgarishi vaqtdan keyin
Puasson oqimida dastlabki hodisaning ro‘y berishi bilan yuz
beradi. Bunday hodisaning ro‘y berishi ehtimoli esa tizimning ¢
vaqtdan avvalgi holatiga bog‘liq emas.

Avvalgi bobda uzluksiz vaqtli, diskret holatli Markov
jarayoni uchun (1.13.2) munosabat bilan aniqglanadigan o‘tish
ghtimollad zichligi tushunchasi kiritilgan edi. Quyida oqim
intensivligi va Markov Jarayonining o‘tish ehtimollari zichligi
orasidagi bog‘lanishni ifodalovchi teoremani keltiramiz

Teorema. Agar, S tizimni holatdan holatga o‘tkazuvchi
hodisalar ogimi Puasson oqimi (statsionar yoki nostatsionar)
bo‘lsa, u holda tizimni S; holatdan Sy holatga o‘tkazuvchi
0gimning nuqtaviy intensivligi diskret holatli Markov jarayo-
nining o‘tish ehtimollari zichligiga teng bo‘ladi.

Isbot. Ushbu teoremani isbotlash uchun quyidagicha
belgilashlar kiritamiz:

' fq(t,At) — vaqtning (¢, t+4f] oralig‘idagi hodisalar soni, ya’ni
§ tizimni S; holatdan S holatga o*tishlari soni, Pi(t,At) — (¢, t+1]
Vaqt oralig‘ida k ta hodisa ro‘y berishi (S holatdan S; holatga &

mmarta o‘tishi) ehtimoli, 7!(,A1) — (z, t+17] vaqt oralig‘ida 1
tadan ortiq hodisalarning ro‘y berishi (S; holatdan S holatga 1
tad.an- ortiq marta o‘tishi) ehtimoli bo‘lsin. U holda, hodisalar
°qll_nln11_1g_ ordinarlik xossasi — (2.5.3) munosabatni inobatga olib
quyidagini hosil qilamiz:

ME;(t, Ar) =§x13;(t,At)=o-13)9(t,m)+1-13!(t,m)+ix-o(m) =
k=
=F;(t, Ar) +o(As), i
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Eslatib o‘tamizki, 1.13- §. da (1.13.2) munosabat bilan
P,(t,t+Ar) ehtimol (diskret holatli uzluksiz vaqtli Markov jara-
yonida tizimning ¢ vaqtda S; holatda bo‘lib, undan keyingi At
vaqt mobaynida S; holatga o‘tishi ehtimoli)ni kiritgan edik.
Tushunarliki,

P}(t,At) = P,(t,t + At) (2.6.1)

S tizimni S; holatdan S holatga o*tkazuvchi hodisalar ogimi-

ning ¢ vaqtdagi nuqtaviy intensivligini 25(8) orqali belgilaylik.
Uning ta’rifi ((2.5.5) formula) va (2.6.1) tenglikka muvofiq

= 1 & (t,A1) P.}(t,At) +o(Ar) . B(ei+A)
. - h 4 =i i - alAvathiint i {
Aii(t) gll‘l Jim Jim e A (@)

bu yerda, 4;(t) — diskret holatli uzluksiz vaqtli Markov
jarayonining (1.13.2) tenglik bilan aniqlangan o‘tish ehtimollari
zichligi.

Teorema isbotlandi.

Xuddi shu yol bilan isbotlash mumkinki, hodisalarning
Puasson ogimi uchun ordinarlik sharti ifodalangan (2.5.2)
munosabatdagi A(t) migdor oqimning T vaqtdagi nugtaviy
intensivligiga teng bo ‘ladi.

Hodisalarning Puasson ogimi 1.10— §. da keltirilgan Puasson
tagsimoti bilan uzviy bog‘ligdir. Aniqroq qilib aytganda, ixtiyoriy
¢ uzunlikdagi vagqt intervalida k ta hodisaning r:oiv- ber&',s‘hi
chtimoli Puasson tagsimotiga ega bo ‘ladi. Ya’ni, ixtiyoriy 7> 0
uchun quyidagi munosabat o‘rinli:

k

a _a :
P(tr)=77¢ k=012, (2.6.2)

117



bu yerda, P.(1,7) (2.5 — §. ga qarang) (¢ #+7] vaqt oralig‘ida

1+%

k ta hodisa ro‘y- berishi efitimoli, ¢ = .[ A(u)du  A(u) - hodisa-

lar ogimning # vaqtdagi nuqtaviy intensivligi.

Hodisalaming sodda oqimi uchun (2.6.2) tenglikni isbot-
laymiz.

Statsionar hodisalar ogimi uchun nuqtaviy intensivlik o‘zgar-
mas son, ya’ni A(#)=Abo‘lganligi uchun @=A47r hamda
(2.5.2) tenglikda A(z)=A4 o‘rinli bo‘ladi. Bundan tashqari,
sodda oqimning statsionarlik xossasidan kelib chiqib 7=0 deb,
hisoblash mumkin. Bunday holda, tushunarliki, Z;(#,7) ehtimol
ham ¢ wvaqtga boglig .bo‘lmaydi. Shuning uchun,
P, (t,7)=P,(7) belgilash kiritamiz. Shunday qilib, hodisalarning
sodda ogimi uchun quyidagi formulani isbotlaymiz:

/1' i -Ar
Pé(f):(—%e (2.6.3)

Vaqtning ikkita (0,7] va (t,7 +47] qo‘shni oraliglarini
qaraymiz. Faraz qilaylik, (0, 7] vaqt oralig‘idagi hodisalar soni k;
ta va (7 7 +A41] vaqt oralig‘idagi hodisalar soni esa k; ta bo‘lsin.
Vaqtning (0, 7+A7] orlig‘ida rosa k ta hodisa ro“y berishi, faqat va
faqgat k;+ k,= k bo‘lgandagina amalga oshadi. Ya’ni, buning
uchun quyidagi k+1 ta o‘zaro birgalikda bo‘Imagan hodisalardan
bin ro‘y berishi zarur va etarli:

Ar={ ki=k, k2=0}, A;={k1=k-1, k=13},..., Arv1={ki1=0, k)= k}
Hodisalar oqgimining ogqibatsizlik xossasiga muvofiq ushbu
hodisalarni tashkil giluvchi hodisalar jiftligi ofzaro bog‘liq

bo‘lmaydi. Shuning uchun to‘la ehtimol formulasiga muvofiq
quyidagini hosil qilamiz:
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P (t+A7)=P (2)P(A7)+P,(7), (AD)+..+P(DP.(A7) (2.6.4)

Faraz qilaylik, Az yetarlicha kichik vaqt oralig‘i bo‘lsin.
Hodisalar oqimining statsionarlik va ordinarlik xossalari((2.5.2)
va (2.5.3) shartlar)ni inobatga olib, ixtiyoriy Az uchun o‘rinli
bo‘lgan (2.5.1) formuladan quyidagini hosil qilamiz:

Po(Ar)=l—iPx(Ar)= 1-AA7+0(A7) (2.6.5)..

x=1

(2.5.3) shartdan quyidagiga ega bo‘lamiz:
K o0
ZzPR4(T)I’i(Ar) <Y B(A7) =R, (7, A7)=0(A7)
= =2

Shunday qilib, (2.6.4) tenglikning o‘ng tomonidagi oxirgl k—
] ta xadning yig‘indisi Az ga nisbatan cheksiz kichik miqdor
bo‘ladi. Shuning uchun, (2.5.2) munosabatni inobatga olgan
holda (2.6.4) tenglikni quyidagicha ifodalash mumkin: -

P (t+A7)=P(21—-AA0)+F, (D) Ar+0(A7)
Bu yerdan, '
P (t+A7)—P,(7) _ _ o(A7)
~ = A[P.,(z)-P, @]+ v

Ushbu tenglikning ikki tomonida A7—>0 da limitga o‘tib,
quyidagi chiziqli differensial tenglamani hosil gilamiz (albatta,
D,(7) funksiyani differensiallanuvchi ekanligi sharti ostida)m

P, ()= A[Poi(®)—P.(?)] (2.6.6)

Shunday qilib, Px(®) (%=1 ,2,...) ehtimollar pchun f:h.eksizt.a
chizigli, bir jinsli differensial tenglan;al.ar sistemasini ho’sq
gildik. U rekurrent tenglamalar sistemasini tashkil qiladi, ya'ni
har bir Pi(z) ehtimol Pxi(%) orqali topiladi.
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Demak, Po(r) ehtimol ma’lum bo‘lsa, rekurrent muno-
sabatdan qolgan ehtimollarni topish mumkin bo‘ladi.

Bog‘liq bo‘lmagan hedisalar ko‘paytmasi haqidagi teore-
maga muvofiq

Py(z+A7) =Py (7)P, (A7),

Yuqorida keltirilgan (2.6.5) munosabatni inobatga olgan
holda quyidagini hosil gilamiz:

Py(z+A7)=Py(r)(1- AAz+0(AT))

Ushbu tenglikdan, tegishli shakl almashtirishlardan so‘ng,

A7—0 da limitga o‘tib quyidagi tenglamani hosil gilamiz:
By (z) =-2Dy() |

Xuddi shunday tartibda davom etib, Pi(z) ehtimollarni topish
uchun quyidagi differensial tenglamalar sistemasini hosil
qilamiz:
P'y(z) = —APy(7)
Pi(r)=A[P,(z)-P, @]

P;(z') = A[Pl(z')_Pz(T‘)]

D

(2.6.7)
PK (T) = A[Px-—l (T) - Px (1')]

Ushbu (2.6.7) sistemani, (2.5.1) va (2.6.5) munosabatlardan
 kelib chiqadigan £,(0)=1,5,(0)=0 (k>I) boshlangich shartlar
bilan yechamiz.
(2.6.7) sistemaning birinchi tenglamasini  yuqoridagi
boshlang‘ich shartlar ostida integrallab, quyidagini hosil qilamiz:
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lnPo (T) = —AtT +C,

bu ygrdan, Py(0)=1 boshlang‘ich shartni inobatga olgan
holda quyidagiga ega bo‘lamiz:

Py(r)=e*" | (2.6.8)

Topilgan Po(7) m (2.6.7) sistémaning ikkinchi tenglamasiga
go‘yib, Pi(r) ga nisbatan quyidagi birinchi tartlbh ch121qh
tenglamani hosil gilamiz:

P (r)+ AP (r)= 2"

Tenglamam yechib, quyidagiga ega bo*lamiz:
P(r)=e*(Ar+C),

bu yerda C — ixtiyoriy o‘zgarmac con.
Hosil bo‘lgan tenglamani P1(0)=0 boshlang ich shart bilan

yechib, quyidagini hosil gilamiz.
P(7)= Are™*
Xuddi shu tarzda davom etib, (2.6.7) sistemaning uchinchi
tenglamasidan quyidagini hosil qilamiz:

(ﬁf)

Py(7)=

Matematik induktsiya usulidan foydalanib, ixtiyoriy natural
son k uchun (2.6.7) sistemaning k — tenglamasidan quyidagi

formulani hosil gilamiz:

(A7)" _a
P(r)=""¢" k=012,. (2.6.9)

Hosil bo‘lgan ehtimollar A7 prametrli Puasson tagsimotini

tashkil giladi.
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Shunday qilib, hodisalaming sodda oqimi uchun P'7)
ehtimollar Puasson tagsimotiga ega bo‘lishini isbotladik.

Ta’kidlash joizki, ayrimm masalalarni yechishda, Px(7)
ehtimollarni hisoblash uchun, (2.6.8) va (2.6.9) formulalardan
kelib chigadigan quyidagi rekurrent formula qulayroq bo‘ladi:

AT
P.(7)= TP"“ (7) k=12,... (2.6.10).

Bunda, P¢(7) ehtimolni (2.6.8) munosabatdan, Pi(7),
k=1,2,.... ehtimollarni esa (2.6.10) munosabatdan topish nazarda
tutiladi.

Endi, Puasson tagsimotining A parametri hodisalarning
Puasson oqgimida ganday ma’no anglatishini aniglaymiz.

Vagqtning (¢, 7+ 7] intervalida ro‘y beradigan hodisalar soni —
&, ©) tasodifiy miqdorni hodisalarning sodda oqimi uchun (uning
statsionarligini inobatga olgan holda) &(7) orqali belgilaylik.
Uning matematik kutilmasini topamiz:

ME@) =2 k()= Zk(’m =3 ((kmi),
o -ar (/"tz')'1 ar it _
=Are Z —1D)! =Are * e = At (2.6.11)
bu yerda

©
RCIEE
k=0 -

ekanligi inobatga olindi.

Yuqoridagi (2.6.11) munosabatdan kelib chiqadiki, = uzun-
likdagi vaqt intervalida ro* y beradigan hodisalaming o‘rtacha
soni A7 ga teng ekan. Demak,
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L ME)

T

Ya’ni, Puasson tagsimotining A parametri, birlik vaqt ichida
ro‘y beradigan hodisalarning o‘rtacha sonini anglatadi. Bu esa,
yuqorida keltirib o‘tilgan ta’rifga muvofiq,statsionar Puasson
ogimining intensivligiga teng.

Eslatib o‘tamizki, Ar mapamerpmu Puasson tagsimotiga ega
bo‘lgan tasodifiy miqdorning dispersiyasi uning matematik
kutilmasiga teng:

DE(7) =ME(9 =4

Hodisalarning sodda ogimi bir qator o‘ziga xos muhim
xususiyatlarga ega. Birinchidan, bir necha sodda oqimlarning
superpozitsiyasi(o‘zaro qgo‘shilishi) natijasida yana sodda ogim
hosil bo‘ladi. Bunda, hosil bo‘lgan oqimning intensivligi uni
tashkil giluvchi ogimlar intensivliklari yig‘indisiga teng Po‘ladi,

=>4
i=1

Klari bir biridan katta farq gilmaydigan
asiga ega bo‘lmagan, lekin statsionar-
lik va ordinarlik xossalariga ega bo‘lgan ogimlarning super-
pozitsiyasi (0°zaro “qo“shilishi”) natijasida hosil bo‘lgan ogimni
ma’lum bir aniglikda sodda ogim deb hisoblash mumkin. Qo“shi-
luvchi ogimlar soni gancha ko‘p bo‘lsa, ulaming qo‘shiliskidan.
hosil bo‘lgan ogim sodda ogimga shuncha yaqin bo‘ladi.

Puasson ogimi yong‘in xavfsizligi xizmati faoliyatini
matematik modellashtirish masalalarida ham muhim ahamiyatga
ega. Rossiyalik matematik olim N.N.Brushlinskiy tomonidan
yong‘in xavfsizligi garnizon(qism)lan_ga kehp tushuvchi chaqir-
uvlar ogimi (masalan, yong‘in o‘chirish yoki avariyani bartaraf
etishga chagiruvlar oqimi, asosiy yoki maxsus yong‘in o‘chirish
avtomobillarning yong'in xavfsizligi qismidan chagqiruvlarga

TIkkinchidan, intensivli
ko‘p sonli ogibatsizlik xoss
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chiqishi oqimi) sodda oqimga yaqin oqim bo‘lishi, ya’ni ma’lum
bir vaqt intervalidagi chaqiruvlar sonidan iborat tasodifiy migdor
Puasson tagsimotiga ega bo‘lisi to‘g‘risidagi gipoteza ilgari
surilgan. Ushbu gipoteza statistik ma’lumotlar asosida ayrim
hududlar uchun tekshirilgan va (ma’lum bir aniqlik darajasi
bilan) o°rinli bo‘lishi isbotlangan[5]. (Bu masala hozircha Res-
publikamizda yetarli darajada o‘rganilmagan).

Kelgusida, biron 7z > 0 uzunlikdagi vaqt intervalidagi
chaqiruvlar sonidan iborat diskret tasodifiy migdor Puasson
tagsimotiga ega bo‘ladigan hodisalar oqimini Puasson tagsimotli
hodisalar ogimi deb ataymiz.

Demak, hodisalar oqimining Puasson tagsimotli oqim
ekanligi haqidagi gipotezani tekshirish, “z uzunlikdagi vagqt
intervali (masalan, bir sutka)dagi chaqiruvlar sonidan iborat
diskret tasodifiy miqdor Puasson tagsimotiga ega bo‘ladi” degan
gipotezani tekshirishga keltiriladi.

Takidlash joizki, aksariyat OXKT lar, xususan, yong‘in
xavfsizligi tizimlari faoliyatini o‘rganishda, Puasson tagsimotli
hodisalar ogimini sodda oqim sifatida garab, OXKN ning nazariy
natijalarini tadbiq qilinishi orqali muayyan natijalarga erishish
mumkin. Odatta, bunday yondashuv orqali olingan natijalarda
katta xatolikka yo°l qo‘yilmaydi. Shu sababli, kelgusida aksariyat
masalalarni yechishda ushbu yondashuvdan foydalanamiz.

Quyida, o‘quvchi (kursantlar, yong‘in xavfsizligi sohasida
ilmiy tadqiqot ishlari olib borayotgan mutaxassislar, yong‘in
xavfsizligi tizimining samaradorlik ko‘rsatkichlarini oshirish
bilan shug‘illanadigan muxandis —.texnik xodimlar)ga qulay
bo‘lishi uchun, chagiruvlar oqimining Puasson tagsimotli ogim
ekanligi haqidagi gipotezani K. Pirsonning xi—kvadrat
muvofiqlik mezoni yordamida tekshirish algoritmini keltiramiz.

Faraz qilaylik, biron hudud (shahar, viloyat va hk) da T
muddat (masalan, bir yil — 365 sutka) mobaynida M marta
yong‘in o‘chirishga chiqish bo‘lganligi haqida statistik ma’lu-
motlar mavjud bo‘lsin. Ushbu ma’lumotlar asosida, asosiy
gipoteza — N(7) ={ 7 uzunlikdagi vaqt intervali (soat, sutka, oy)
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dagi chagiruvlar sonidan iborat tasodifiy migdor 1 (noma’lum)
parametrli Puasson tagsimotiga ega bo‘ladi} gipotezani tekshirish
talab qilinsin.

Bu masalani matematik modellashtirish uchun quyidagicha
belgilashlar kiritamiz: faraz qilaylik N =7/7 butun son bo‘lsin
(aks holda, T ni o‘zgartirish hisobiga uni butun son qilib olamiz).
Belgilash kiritamiz:

A=(0,T], A, =(G-Dr,iz], i=12,..N,

ya’ni A uzunlikdagi muddatni uzunligi 7 bo‘lgan’ N ta

kesishmaydigan Aj,A;,..Ay oraliglarga ajratdik. Tushunarliki,
N .

A=|JA, Faraz qilaylik, X; tasodifiy migdor A, i=12,.,N vaqt
=1

oralig‘idagi yong‘in o‘chirishga chigishlar soni bo‘Isin. ‘
Ushbu belgilashlar yordamida yuqorida keltirilgan masalani

quyidagicha ifodalaymiz: ]
Hajmi N ga teng bo‘lgan X=(Xi, X...., Xn) tanlanmaning

amalga oshgan giymati ¥ = (¥, X2,..., Xn) vektor yordamida

AT .
H(r)={P(X1 -0y =P, =E e } E=012,...

gipotezani tekshirish talab qilinadi. Bu yerda x;+xz+... +xy=M-va

A—noma’lum parametr. o . .
Ushbu masalani K. Pirsonning xi—kvadrat muvofiqlik megzgni

orqali quyidagi tartibda yechi§h mumkm . )
1. Puasson tagsimotining noma’lum parametri (oqim

intensivligi)ning bahosi sifatida 4 =M/T miqdorni qabul qilam.iz.
2. Faraz gilaylik, L shunday butun sonki, chaqgiruvlar soni L

tadan ortiq bo‘lgan 4; intervallar soni ko‘p bo‘Imasin.
Chagiruvlar sonining empirik chastotalarilarni ya’ni, chaqi-

ruvlar soni k ta bo‘lgan A; intervallar sonini m, orqali
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belgilaylik k= 0,1,2,...,L+]. Bu yerda m+; - m> — chaqiruvlar
soni L tadan ko‘p bo‘lgan intervallar soni.
. Tushunarliki, mo+m;+... +mz+1=N.

Amaliyotda L soni, masala mohiyatidan kelib chiqggan holda,
m> 1 soni boshga my (k = 0,1,2,...,L) qiymatlardan katta farq
gilmaydigan qilib, har bir xudud uchun alohida tanlanadi.

3.Chagqiruvlar sonining nisbiy chastotasi, ya’ni 7 uzunlikdagi
vaqt intervalida chagiruvlar soni k ta bo‘lishining empirik
ehtimollar — Wi(7) lamni quyidagi tenliklardan topamiz:

W9=mi/N (k=0,12,....L) va Wr+i(9)=W>r(9=m>L/N.

Tushunarliki, Wy +W, +...+ W, =1

4. Vaqtning 7 uzunlikdagi intervalida chagiruvlar soni k ta
bo‘lishining nazariy ehtimolini quyidagi tengliklar yordamida
topamiz ((2.6.8) va (2.6.10). formulalar): '

AT '
Po(r)=e* P()="~Pi(®) k=121
PL+1=P>L= 1' (Pl(ﬂ + P2(1)+ ceey PL(d))

bu yerda Pr+;=P> 1 — vaqtning 7 uzunlikdagi intervalida
chagitruvlar soni L tadan ko‘p bo‘lishining nazariy ehtimoli.

5. Birinchi bobda keltirilgan (1.18.6.) tenglikdan foydalanib,
berilgan o uchun xi-kvadrat tagsimotning kritik nugtalari jad-
vali(3-llova)dan kritik chegara s topamiz. Jadvaldan foyda-
lanishda xi—kvadrat taqsimotning erkinlik darajasi k-I-r=L
ekanligini (qaralayotgan holda k¥ = L+2 va noma’lum parametlar
soni r=1) inobatga olamiz.

6. Ko‘rilayotgan masala uchun K. Pirsonning xi—kvadrat
muvofiqglik mezoni statistikasi quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi:

2 &, —NP(2))* _ K W, —B(x))’
D= e NS B
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Ushbu statistikaning qiymatini yuqorida keltirilgan sonlar
yordamida hisoblaymiz va uni r, son bilan solishtiramiz. Agar
Z2(A)<t, bo‘lsa N(7) gipoteza qabul gilinadi, aks holda u rad
etiladi.

Ushbu algoritm yordamida yong‘in xavfsizligi gismiga kelib
tushayotgan chagiruvlar oqimini Puasson tagsimotli ogim ekan-
ligi haqidagi gipotezani tekshirishga oid misol ko‘rib chigamiz.

Faraz qilaylik, bir yil (7 = 365 sutka) mobaynida muayyan
bir K shaharda jami M= 2358 ta jangovar chigishlar ro‘yxatga
olingan bo‘lib, yong‘in xavfsizligi bo‘linmalarini = =1 sutka
mobaynidagi yong‘inlarni bartaraf etishga (jangovar) chigishlari
soni haqida bir yillik statistik ma’lumotlar quyidagi jadval
shaklida berilgan bo‘Isin:

k 0 1 2 3 4 5 6
my 1 7 18 26 42 53 54
11 tadan
k 7 8 9 10 11 ortiq
my 52 38 23 17 13 21

Bu yerda k — yong'in xavifsizligi bo‘lin@alaﬁni yong‘inga
chigishlar soni, my — k marta yong‘inga chigilgan sutkalar soni.
Yong‘in xavfsizligi gismlariga kelib. tushadigan chaqu'uvlar
ogimi bilan yong‘inlarni bartaraf etishga chiqlsplar ogimi bir xil
ekanligini inobatga olib, uning sutka mobaynidagt ch.aqlruv%ar
sonidan iborat tasodifiy migdor 4 (noma’lum) .paramelrh Pua@qn
tagsimotiga ega bo‘lishi haqidagi gipotezani a = 0.05 aniqlik
darajasi bilan tekshiramiz.

Demak, ko‘rib chigilayotgan xol uchun T=N=365, L=11.
Chagiruvlar oqimi intensivligining bahosi sifatida A = 2358/365
= 6,46 (chigish/sutka) miqdori olamiz. .

Yugqorida keltirilgan formulalar yordamida m, Wk( t), P’ 7 miq-
dorlaming qiymatlarini hisoblab, quyidagi jadvalni hosil gilamiz:
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k my Wi Py Wi-Px | (Wk- P)*/Px
0 |1 |0,002740]0,001565| 0,001175 | 0,000882
1 |7 |0,019178]0,010109| 0,009070 | 0,008137
2 |18 |0,049315]0,032651 | 0,016664 | 0,008505
3 |26 |0,071233|0,070308 | 0,000925 | 0,000012
4 |42 |0,1150680,113547 | 0,001521 | 0,000020
5 |53 |0,145205 | 0,146703 | -0,001498 | 0,000015
6 |54 |0,147945]0,157950]-0,010005| 0,000634
7 |52 [0,142466|0.145765 | -0,003300| 0,000075
8 |38 |0,104110]0,117706 | 0013596 | 0.001570
9 |23 [0,063014 | 0,084486 | -0,021473 | 0,005457
10 |17 | 0,046575 | 0,054578 | 0008003 | 0,001173
11 |13 |0,035616]0,032052 | 0,003564 | 0.000396
1 ;rg:n 21 |0,057534 | 0,032579 | 0,024955 | 0019115
JAMI |365] 1 1 0,045993

Yugqorida keltirilgan (2.6.12) formuladan foydalanib Z2(4)
statistikaning qiymatini hisoblaymiz:

Kritik chegara 7,5 ni xi—kvadrat tagsimotning kritik nugqtalari
Jadvalidan foydalanib, erkinlik darajasi L=11 bo‘lgan hol uchun

Z2(A)=365-0,045993 = 16,79

topamiz: fo0s =19,7.
Demak, Z;(4)=16,79<19,7=1, os.

Ushbu tengsizlikdan, qaralayotgan tasodifiy miqdor Puasson
tagsimotiga ega bo‘lishi haqidagi gipotezani a

= 0.05 aniqlik

darajasi bilan qabul qilish mumkin ekanligi kelib chiqadi.
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Mavzuga oid nazorat savollar

1. Qanday holda OXKTda kechayotgan jarayon Markov
Jarayoni bo ‘ladi?

2. Qanday holda hodisalar oqimining intensivligi diskret
holatli Markov jarayonining o ‘tish ehtimollari zichligiga teng
bo Iadi.

3. tuzunlikdagi vaqt intervalida k ta hodisaning ro'y berishi
ehtimoli qanday ko ‘rinishga ega bo ‘ladi?

4. P{z) ehtimollar uchun rekurrent formulani keltiring.

5. Puasson tagsimotining A parametri hodisalarning Puasson
oqimida qanday ma 'noni anglatadi?

6. Chagiruvlar ogqimining Puasson tagsimotli oqim ekanligi
hagidagi gipotezani K. Pirsonning xi-kvadrat muvofiqlik mezoni
yordamida tekshirish algoritmini keltiring.

2.7 §. Ommaviy xizmat ko‘rsatish tizimlaridagi
jarayonlarining vaqt bilan ifodalangan tavsiflari

Tayanch iboralar: qo ‘shni hodisalar orasidagi vaqt, chagqi-
ruvga xizmat ko ‘rsatish vaqti, bo ‘Iinmalarifzing yong ‘in joyiga
etib borish vagti, yong ‘in o ‘chirish davomiyligi.

OHKT lardagi jarayonlami tavsiflashda uning vaqt bilan ifo-
dalangan harakteristikalari muhim ahamiyatga egadir. OHKT
ning vaqtga bog‘liq asosiy xarakteristikalari sifatida “chaqiruvga
xizmat ko‘rsatish vaqti”, “xizmat ko‘rsatishni kutish vaqt1”,
“chaqiruvning OXKTda bo‘lishi vaqti”, “ketma — ket kgladigan
chaqiruvlar orasidagi vaqt” va boshqalami keltirish mumkin.

Albatta, OXKTda kechadigan jarayon tasodifly bo‘lganda
ushbu harakteristikalar ehtimollar nazariyasi va matematik

statistika metodlari yordamida tavsiflanadi.
Avvalambor, ketma - ket hodisalar (qo ‘shni hodisalar) ora-

sida vagqt T ning tagsimotini kgltirib .chiqamiz. O‘z tabiatiga
ko‘ra, T vaqt uzluksiz tasodifiy miqdordir.
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Hodisalarning sodda oqimi uchun T ning tagsimot funksiyasi
P(T< ) ni garama - qarshi hodisaning ehtimoli yoradamida topa-
~miz. T vaqt uzluksiz tasodifiy miqgdor bo‘lganligi uchun

P(T=1)=P(T> 1)
Demak,

PT<1)=1-P(T210)=1-P(T>1) (2.7.1)

Tushunarliki, P(7T >7) ehtimol T uzunlikdagi vaqt interva-
lida bironta ham hodisa ro‘y bermasligining ehtimoli 5,(7) ga
teng, ya’ni

P(T > 1) = Py(7)

(2.6.8) tenglikni inobatga olgan holda quyidagini hosil
gilamiz: '
P,(z)=c¢e A
Shunday qilib,
P(T27)=Py(7r)=€" 2.7.2)

Demak, T tasodifiy miqdorning tagsimot funksiyasi va
tagsimot zichligi mos ravishda quyidagicha bo‘ladi:

F@O=PT <)=1-¢¥ t20 (2.7.3)
o) =F'{)=1*, 120 (2.7.4)
Avvalgi bob (1.10- §.)dan ma’lumki, taqsimot zichligi (2.7.4)

ifoc.ia bilan berilgan tagsimot ko‘rsatkichli tagsimot deyiladi.
Uning grafigi quyidagicha bo‘ladi:
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2.7.1 — chizma

Demak, hodisalarning sodda oqimida ikkita qo‘shni hodisalar
orasidagi vaqt T ko‘rsatkichli tagsimotga ega bo‘ladi. Avvalgi
bob (1.10- §) dan ma’lumki, ko‘rsatkichli tagsimotga ega
tasodifiy miqdoming matematik kutilmasi (ketma-ket'hodisalar
orasida vaqt intervallarining o‘rtacha uzunligi) va o‘rta kvadratik
chetlanishi o‘zaro teng va ular ogim intensivligi A ning
teskarisiga teng bo‘ladi:

A

OXKT ning yana bir muhim xarakteristikalaridan biri —
chagiruvga xizmat ko ‘rsatish vagtidir. Uni uzluksiz tasodifiy
miqdor sifatida qaraymiz va Zx. orqali belgilaymiz. Bu tasodifiy
miqdorning tagsimot funksiyasi F(r)=P(t,, <T) statistik
ma’lumotlar asosida aniglanadi. Amaliyotda, ko‘proq, ushbu
tagsimotni ham ko‘rsatkichli tagsimot, ya'ni 0

M(T)=a=-'li’ D)=o =+

F(z)= Pl <ty=1-€¢", 720 @2.15)

ekanligi haqidagi statistik gipoteza ilgari suriladi. Bu yerda g —
o‘zgarmas son (tagsimot parametri).
Ma’lumki, 7.,. tasodifiy miqdorning tagsimot funksiyasi
(2.7.5) formula bilan berilsa, uning sonli xarakteristikalari —
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matematik kutilmasi, dispersiyasi va o‘rta kvadratik chetlanishi
quyidagilarga teng bo‘ladi:

(2.7.6)

1 1
Mz, =i’ Dz, ='#_2, 0(T) = D7y, =;

y7;

Ya’ni, ushbu tasodifiy miqdorning matematik kutilmasi va
o‘rta kvadratik chetlanishi 4 parametrning teskarisiga teng. Agar,
chagiruvlarga xizmat ko‘rsatishning o‘rtacha vaqtini 7, orqali
belgilasik, matematik kutilma ta’rifidan
1

z.o’r

1
7, =Mrt,, va (2.7.6) munosabatdan 7., =-/-1- yoki 4= bo‘ladi.

Demak, 7., tasodifiy miqdorning taqsimot funksiyasi
(2.7.5) formula bilan berilsa, undagi taqsimot parametri — 4
tizimning xizmat ko‘rsatish intensivligini, ya’ni birlik vaqt ichida
xizmat ko‘rsatiladigan o‘rtacha chaqgiruvlar sonini anglatar ekan.

Ma’lumki, 7., tasodifiy miqdorning tagsimot funksiyasi
(27.5) formula bilan berlsa, uning tagsimot =zichligi
Sf(@)=pe ko‘rinishda bo‘ladi. Demak, 7., tasodifiy miq-
dorning [ 7, %) intervalda bo‘lishi ehtimoli quyidagicha topiladi:

F(r)=P(5;<7, <7,)= Tf(‘r)dr =F(7)-F(z,) =?"‘“ - (2.7.7)

n

Ko‘p OXKT lar uchun 7., tasodifiy miqdor ko‘rsatkichli
tagsimotga ega bo‘lishi to‘g‘risidagi gipotezaning kuzatuvlar
natijalariga muvofiq kelishi tasdiglangan. 7, tasodifiy miqdor-
ning ko‘rsatkichli tagsimotga ega bo‘lishi OXKT faoliyatining
nazariy taxlilini anchagina osonlashtiradi.

Yong‘in o‘chirish jarayonlarini o‘rganish va taxlil gilishda
birinchi navbatda uning vaqt bilan ifodalangan quyidagi
harakteristikalari o‘rganiladi:
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Yong‘in xavfsizligi bo‘linmalarining chaqiruvga xizmat
ko‘rsatish vagti. Bu ko‘rsatkich jangovar bo‘linmalar sonini
aniglash va asoslash uchun zarur bo‘ladi.

Yong‘in xavfsizligi bo‘linmalarining yong‘in joyiga yetib
borish vagti. Bu ko‘rsatkich yong‘in xavfsizligi xizmati faoliya-
tining tezkorlik darajasini baholovchi asosiy harakteristika
hisoblanadi.

Yong‘in o‘chirish davomiyligi (bo‘linmalarning yong‘in
o“chirish bilan band bo‘lishi vaqti). Yong‘in o‘chirish vositalari
(suv, kopik hosil giluvchi, kukunlar va hk.) zaxirasi miqdorini
aniglash va asoslash uchun zarur bo‘ladi.

Yuqgorida keltirilgan tasodifiy miqdorlaming tagsimotlari
statistik ma’lumotlar asosida aniglanadi. To‘plangan ma’lmnotlar
xarakteridan kelib chigib ular haqida statistik gipoteza ilgari
suriladi va u muvofiglik mezonlari yordamida tekshiriladi.

Quyida, OXKT ning chaqiruvga xizmat ko‘rsatish vaqtining
tagsimoti haqidagi gipotezani tekshirishga oid misollar ko‘rib
chiqamiz. '

2.7.1-misol.

Do‘konda haridorlarga xizmat ko‘rsatish vaqtining flavo-
miyligi to‘g‘risidagi quyidagi ma’lumotlar asosida xizmat
ko‘rsatish vaqtining ko‘rsatkichli tagsimotga ega ekanligi
hagidagi gipotezani o =0.05 aniqlik darajasida tekshirish talab

qilinsin.
Interval | Xizmat ko‘rsatilgan Xizmat ko‘rsatilgan
vaqt chagiruvlar soni m;
intervali (dagiga) (empirik chastota) e
1 0-5 25
2 5-10 20 |
3 10-15 19
4 15-20 . 11
5 20-25 9
6 25-30 6

133



7 30-35 3
8 35-40 1
JAMI = 94
Yechish.
Masalani Pirsonning muvofiqlik mezoni yordamida
yechamiz.

1. Har bir (t.; , t;) intervalning o‘rtasi f; larni quyidagi
formuladan topamiz:

—t-i=

2

,1=1,2,...8

Interval Ne| 1 2 3 4 | 5 6 7 8
t. 25|75 1125(17,5122,5(27,5{32,5|37,5

m; 25 120 {19 | 11 9 6 3 1
(empirik
chastota)

2. Yuqoridagi jadvalga muvofiq chaqiruvlarga xizmat
ko‘rsatishning o‘rtacha vagtini 7., va tizimning xizmat ko‘rsa-
tish intensivligi x larni (statistik baholarini) aniglaymiz.

1
z,

= —1- =0,082 xar./min.= 49 xar./coat

#= 12.18

r

3. Nazariy chastotalar m, =nPB,larni quyidagi formuladan
topamiz:

m] =nP, =n(e_"'r -l _ g M ) = 94(3"4’9‘1'—1 _ e“4’9‘i)
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Interval
Ne

m! 31,51(20,95|13,939,2576,154|4,091 [ 2,719 1,808

1

1 2 3 4 5 6 7 8

1. Avvalgi bobdagi (1.18.1) formuladan Pirson mezonining
kuzatilgan qiymatini topamiz:

8 m.—m.l 2
zi(w=Y ) 16
i=1

i

Mezonning berilgan aniqlik darajasi @ = 0.05 ni inobatga
olgan holda erkinlik darajasi n-I-r=6 (n=8, parametrlar soni
r=1) bo‘lgan xi — kvadrat tagsimotning kritikk nugqtalari
jadvalidan (3-Ilova) kritik chegarani topamiz:

t, = 7%(0,05,6) =12,6.

2. Shunday gqilib, 6,16<12,6 ekanligidan Zg(#) <t tengsizlik
kelib chigadi. Demak, haridorlarga xizmat ko‘rsatish vaqgtidan
iborat qaralayotgan tasodifiy miqdorning tagsimot qonunini 0.05
aniglilik darajasi bilan ko‘rsatkichli tagsimotga ega deb hlsoblash
mumbkin.

2.7.2-misol.
N. shaharga oid, quyidagi Jadvalda keltirilgan statistik ma’lu-
motlar asosida undagi yong‘in xavfsizligi xizmati gismlarining

chaqiruvga xizmat ko‘rsatish vaqti 7. tasodifly mlqdofifnng
ko‘rsatkichli tagsimotga ega ekanligi haqidagi gipotezani a =0.05
aniqlik darajasi bilan tekshirish talab gilinsin:

Interval A2 Xizm‘at »ko‘rs.atilgan Xmmat ko‘rsatilgan
vaqt intervali (soat) | chaqgiruvlar soni m;
1 0-0,5 1150
2 0,5-1 420
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3 1-15 160
4 1,5-2 60
5 2-25 22
6 25-3 6
7 3-3,5 4
8 3,5-4 2
9 4-8 1
JAMI 1825
Yechish.
Masalani Pirsonning muvofiqlik mezoni yordamida
yechamiz.

1. Har bir (¢.; , t;) intervalning o‘rtasi t; larni topamiz va
quyidagi jadvalni hosil qilamiz:

Interval 1 2 3 4 5 6 7 8 |9

Ne
t; 0,25 ]0,75)1,2511,75|2,25(2,75|3,25|3,75| 6
m;
(empirik |1150{420[|160| 60 | 22 | 6 | 4 | 2 |1
chastota)

2. Yuqoridagi jadvalga muvofiq chaqgiruvlarga xizmat ko‘r-
satishning o‘rtacha vaqtini 7, va tizimning xizmat ko‘rsatish
intensivligi x larni (statistik baholarini) aniqlaymiz.

9
me
i _ 1000
7, =4zl ——=0,548 t
o i ~ 1825 cod
ml
i=1
M= 1 ———1-——-1830ha / fitat
T, 0,548 B

3. Nazariy chastotalar m =nF, ni topamiz;
136



Interval 1 2 3 4 5 6 71819
Ne

m! 1094,1 |438,2(175,570,3 |28,2 11,3 4,5 {1,8 |1,2

1

4. Pirson mezonining kuzatilgan qiymatini topamiz:

9 N2
2=y L)

I

=10,42

5. Mezonning berilgan aniqlik darajasi @ = 0,05 dan
foydalanib erkinlik darajasi n-1-r=7 (n=9, parametrlar soni r=I)
bo‘lgan xi—kvadrat tagsimotning kritik nuqtalari jadvalidan (3-
Ilova) kritik chegarani topamiz: #, = x°(0,05,7) =141

6. Shunday qilib, 10,42<14,1 ekanligidan Z5(#) <l
tengsizlik bajarilishi kelib chigadi. Demak, yong‘inlarni bar!;araf
etishga sarflangan vaqt 7, tasodifiy miqdorning tagsimot
gonunini 0,05 aniqlilik darajasi bilan ko‘rsatkichli tagsimotga
ega deb hisoblash mumkin.

Mavzuga oid nazorat savollar

1.Hodisalarning sodda oqimida qo ‘shni hodisalar orasidagi

t ganday taqsimotga ega bo ‘ladi? .
" 2‘.1 AmJ:inyqotda ihaégiruvga xizmat ko‘r.satish vaqtiping
taqsimoti hagida qanday gipoteza ilgari suriladi? ‘ .

3. Yong'in o'chirish jarayonlarini o‘rgamsh va taxlil
gilishda uning vagqt bilan ifodalangan yana qanday
xarakteristikalari o ‘rg_aniladi? '
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2.8 §. Palma oqimi. Erlangning k — taribli oqimi.

Tayanch iboralar: Palma ogimi, Erlang ogimlari, Erlang
tagsimoti

Hodisalar ogimining amaliyotda ko‘p uchraydigan turlaridan
biri Palma oqimi hisoblanadi.

Ta'rif. Agar hodisalarning ordinar oqimida ketma - ket
hodisalar orasidagi vaqtlar 7j, 7T3,..T,..bir xil tagsimlangan
bog‘liq bo‘lmagan tasodifiy miqdoralar bo‘lsa, bunday hodisalar
oqimi Palma ogimi deb ataladi.

Hodisalarni 0t vaqt o°‘qida nuqtalar orqali belgilasak, Palma
oqimini sxematik tarzda quyidagicha ifodalash mumkin (2.8.1-
chizma):

2.8.1 —chizma

Hodisalarning sodda oqimi Palma oqimining xususiy holi
hisoblanadi. Unda ketma-ket hodisalar orasidagi T, T>,...Th,...
vaqtlar bir xil parametrli ko‘rsatkichli tagsimotga ega bo‘lgan
tasodifiy miqdorlar bo‘ladi. Ularning bog‘ligsizligi ogimning
ogibatsizlik xossasidan kelib chiqadi. Ushbu xossaga muvofiq
ixtiyoriy ikkita qo‘shni hodisalar orasidagi vaqt boshqa hodisalar
orasidagi vaqgtlarga bog‘liq bo‘lmaydi.

Palma oqimiga misollar keltiramiz.

Faraz qilaylik, biron texnik qurilmaning elementi nosoz
holga kelgunga gadar uzluksiz ravishda ishlatiladi. U nosoz holga
kelishi bilan darhol yangisi(nusxasi) bilan almashtiriladi.
Element tasodifiy vaqt ishlaydi. Agar texnik qurilmaning ushbu
elementi nusxalari bir biriga bog‘liq bo‘lmagan holda nosoz
holga kelsa (ishdan chigsa), u holda elementlarning ishdan
chigishidan iborat hodisalar oqimi Palma oqimini tashkil qiladi.

. Palma oqimiga. keyingi misol sifatida avtomobillar kolon-
nasining harakatini keltirish mumkin. Faraz qilaylik, avtomobil-
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lar bir xil tezlik bilan harakatlanib, har biri o‘zidan oldingisi bilan
avvaldan belgilab qo‘yilgan masofani saglashga harakat gilsin.
Lekin, tgbnyki, har xil tasodifiy faktorlar ta’siri natijasida
av’t.ongob.lllar bu masofani aniq saqlay olmaydilar, ya’ni vaqt
o‘tishi bilan qandaydir chetlanishlar yuzaga kelib turadi. Bunday
kolonna avtomobillarining belgilangan marrani kesib o‘tish
vaqtlari T, T5,.. o‘zaro bog'lig bo‘lmagan tasodifiy miqdorlar
bo‘ladi va avtomobillarining marrani kesib o‘tishidan iborat
hodisalar ogimi Palma oqimini tashkil qiladi.

Ta’kidlash joizki, yuqorida keltirilgan misolda, kolonnadagi
avtomobillar o‘zidan oldingisi bilan emas, balki kolonna boshi-
dagi avtomobil bilan bir xil masofani saglashga harakat gilsalar,
ularning marrani kesib o‘tishidan iborat hodisalar ogimi Palma
oqimi bo‘lmaydi.

Palma oqimining o‘ziga xos jixatlaridan biri shundan iborat-
ki, ko‘p xollarda OXKT dan chiquvchi hodisalar ogimi Palma
oqimini tashkil giladi.

Palma ogimining ushbu xossasini ifodalovchi quyidagi
teoremani isbotsiz keltiramiz '

Teorema (Palma teoremasi). Agar rad gilish joriy gilingan
OXKTga kiruvchi chagiruvlar ogimi Palma oqimi bo‘lib, chagi-
ruvga xizmat ko‘rsatish vaqtidan iborat tasodifiy migdor ko‘rsat-
kichli tagsimotga ega bo‘lsa, u holda rad qilingan (xizmat ko’r-
satilmagan) chaqiruvlar oqimi ham Palma ogimini tashkil giladi.

Bu tasdigning muhimligi shundan iboratki, amaliyotda ko‘p
xollarda rad qilingan chagiruvlar boshga OXKT ga yuboriladilar
va ular bu OXKT uchun kiruvchi ogimni tashkil giladi. Demak,
keyingi OXKT uchun ogim turi avvaldan ma’lum bo‘ladi.

Shu o‘rinda ta’kidlash joizki, agar OXKTga kiruvchi chagj-
ruvlar oqimi sodda oqim bo‘lsa, rad gilingan (xizmat ko‘rsatilma-
gan) chagiruvlar ogimi sodda oqim bo‘lmaydi, balki Palma
oqimini tashkil giladi.

Amaliyot uchun muhim bo‘lgan hodisalar ogimi turlaridan
biri Erlang ogimlari hisoblanadi. U sodda ogimni “siyraklash-
tirish™ natijasida hosil gilinadi.
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Hodisalaming sodda oqgimni 0f vaqt o‘gida nugqtalar orqali
ifodalaymiz. Ushbu nuqtalardan har ikkinchisini qoldirib, bosh-
qalarini “tashlab yuboramiz”. Natijada hosil bo‘lgan oqim 2 —
tartibli Erlang oqimi deb ataladi (2.8.2 — chizma).

2.8.2 — chizma

Hodisalar ogimidagi #, ?, ..., ts,..vaqtlarda ro‘y bergan
hodisalar ketma — ketligini sonlar o‘gida xg, x;, x..., X».. orqali
belgilaylik (2.8.3 - chizma).

x;' X1 X2 X3 - ) {l .' - s
tq Lt tJ t t

2.8.3 - chizma

U holda, 2 — tartibli Erlang oqimi xo, X2, X4,., X2n,.. “nuqta-
lar"dan, ya’ni x;, i=0,1,2,... hodisalardan iborat bo*‘ladi.

Umumiy holda, hodisalarning sodda oqimida har k¥ — hodisani
qoldirib, boshqalarini “tashlab yuborish”natijasida hosil gilingan,
ya’ni xi, i=0,1,2,... hodisalardan iborat oqim, k¥ — tartibli Erlang
oqimi deb ataladi. '

Masalan, quyidagi 2.8.4 - chizmada 4 — tartibli Erlang oqimi
ifodalangan.

2.8.4 - chizma

Tushunarliki, sodda ogim Erlang oqimining xususiy xoli
bolib, u 1 —tartibli Erlang oqimini tashkil qiladi.

Oqjm ta’rifidan ko‘rinib turibdiki, & — tartibli Erlang oqimida
qo‘shp1 hodisalar orasidagi T vaqt k ta o‘zaro bog‘liq bo‘lmagan
tasodifiy miqdorlar yig‘indisidan iborat bo‘ladi: T= T+ T +,..,
+Tk Bu yerda T; tasodifiy miqdorlar Erlang oqimidagi qo‘shni
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hodisalar orasidan tashlab -yuborilgan hodisalar orasidagi
vaqtlarni ifodalaydi.

Dastlabki ogim sodda bo‘lganligi uchun, har bir T;
i=1,2,... k tasodifiy miqdor ko‘satkichli tagsimotga ega bo‘ladi.
Murakkab bo‘lmagan hisob-kitoblar orqali ko‘rsatish mumkinki,
T= T+ T: +,.., +T tasodifiy miqdoming tagsmot zichligi
quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi:

_ppn) -
J@="G" " kL2 (28.1)

Tagsimot zichligi (2.8.1) formula ko‘rinishida bo‘lgan
tagsimot qonuni k —tartibli Erlang tagsimoti deb ataladi. Undagi
4 va k sonlar Erlang tagsimoti parametrlari deb ataladi.

Ko‘rinib turibdiki, 1 — tartibli Erlang tagsimoti ko_‘rsatldch.li
tagsimot bilan ustma — ust tushadi. 2 — tartibli Erlang tagsi-
motining tagsimot zichligi va tagsimot funksiyasi mos ravishda
quyidagi ko‘rinishlarda bo‘ladilar: e

f(@) = prwe*, F(r)=1-(+pr)e™

Bo‘laklab integrallash orqali ko‘rsatish mumkinki, k — tartibli
Erlang tagsimotiga ega bo‘lgan 7. tas9diﬁy miqdorning sonli

harakteristikalari — matematik kutilmast, .dispersiyasi va o‘rta
kvadratik chetlanishi quydagiga teng bo‘ladi:

4 Jx
Mrc, =%, Doy =—5, 0@u)=Dru ==~ i
" CH )z

Avvalgi paragrafda, juda ko‘p OXKTlar uchun 7 ;. tasodiﬁ}{
miqdor ko‘rsatkichli tagsimotga ega bo‘!isbi tq‘g‘ris§dag1
gipoteza kuzatuvlar natijalariga muv'oﬁq- kelishi aytib o‘tilgan
edi. Bunday gipoteza kuzatuvlar natijalariga muvofiq kelmagan
hollarda, odatda, OXKT ning 7:.Va boshqa vaqtga bog'liq
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harakteristikalarning tagsimot qonunlari k —tartibli Erlang
tagsimotiga ega bo‘lishi to‘g‘risidagi gipoteza ilgari suriladi.
Bunda k soni, o‘rnagilayotgan tasodifiy miqdorning kuzatuv
natijalari - statistik ma’lumotlar asosida tanlanadi.

Mavzuga oid nazorat savollar

1. Qanday hodisalar oqimi Palma oqimi deb ataladi? Palma
teoremasini keltiring.

2. Qanday hodisalar oqimi k — tartibli Erlang ogimi deb
ataladi?

3. Qanday tagsimot qonuni k —tartibli Erlang tagsimoti deb
ataladi va u bilan Erlang oqimi orasida qanday bog ‘liglik
mavjud?

4. Qanday hollarda OXKT ning vaqt bilan ifodalangan
xarakteristikasining tagsimot qonuni k —tartibli Erlang
tagsimotiga ega bo ‘lishi to ‘g ‘risidagi gipoteza ilgari suriladi?

2.9 §. “Tug‘ilish va halok bo‘lish” jarayoni
Tayanch iboralar: “tug ‘ilish va halok bo lish Jarayoni.

Bundan buyon, darslikning keyingi paragraflarida ko‘rib
chigiladigan barcha chagiruvlar oqimini sodda oqim deb faraz
qilamiz. Agar boshqa turdagi ogimlar qaraladigan bo‘lsa buni
alohida ta’kidlaymiz. '

Bir jinsli uzluksiz vaqtli diskret holatli Markov Jarayonlari
- orasida tasodifiy jarayonlarning shunday sinfi mavjudki, ulardan
d_gmograﬁya, biologiya, tibbiyot (epidemiologiya), igtisodiyot,
tyorat va boshqa juda ko‘p sohalardagi masalalarnij yechishda
matematik model sifatida samarali foydalaniladi. By “tug ‘ilish va -
halok bo lish” jarayoni deb ataluvchi jarayondir. Uning holatlar
grafi quyidagi 2.9.1- chizmada keltirilgan.
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29.1- chizma

. Holatlar grafidan ko‘rinib turibdiki, tizimning bo‘lishi mum-
kin bo‘lgan holatlari So, S1, S,...,S» bo‘lib, tizim ixtiyoriy Sk
holatdan fagat qo‘shni Sk.; yoki Sk+s holatlarga o‘tish mumkin
Us}}bu sha}'t “tug‘ilish va halok bo‘lish” jarayonining asosiy
o°ziga xos jihatidir. .

.Yuqorida keltirilgan holatlar grafi ma’lum biologik talginni
o‘zida aks ettiradi: Sk holat biron turning populyatsiyasi soni k ga
teng bo‘lgan holatga mos keladi. Tizimining S holatdan Sk+:
holatga o‘tishi populyatsiya a’zolaridan biri tug<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>