
А . Г . Н У Р О Ш

ОПИЙ
АЛГЕБРА
КУРСК
РУСЧА УНИНЧИ НАШРИДАН ТАРЖИМА

СССР ОлиЛ 99 махсус fp m a  т ц ь м м  минист рлиги  
универ итетЛар учун дярслик сифатида тъсдик,- эт ш н

.У К И Т У В Ч И *  Н А Ш Р И Ё Т И  
То ш кент — 197 6



517.1
К 94

Курош А. Г.
Олий алгебра курси. Ун-тлар учун дарслик. Русча 10- 

нашр. таржима. Т. „^цитувчи0, 1976.
461 б. Адабиётлар руйхати: 6.457—458.
К у р о ш  А. Г. К урс  в ы сш ей  алгебры.

517.1

©  ..Уцитувчи" наш риёти ,  р у с ч а д а н  гаржнма, Г., 1976,

20203 №  34 
М. 353. 06. 76 1 2 3 - 7 5



О Л Т И Н Ч И  Б О Б

КВАДРАТИК ФОРМАЛАР

26 §. Квадратик формани каноник 
куринишга келтириш

Квадратик формалар назариясининг манбалари аналитик 
геометрияда, чунончи иккинчи тартибли чизицлар (ва сиртлар) 
назариясида ётади. Маълумки, текисликдаги иккинчи тартибли 
марказий эгри чизицнинг тенгламаси тугри бурчакли коорди
наталар бошини шу эгри чизиц марказига кучиргандан сунг 
цуйидаги куринишга эга булади:

А к 2 +  2Вху  -f Су2 =  D. (1)

Яна, маълумки, координата уцларини бирор а бурчакка шун
дай буриш мумкинки, яъни х , у координаталардан х',  у '  коор- 
динаталарга шундай утиш мумкинки, ^

X =  х '  cosa — у' Slna, ) /2 \
у — х' sin* -V- у' cosa J

булади, бу янги координаталарда эгри чизицнинг тенгламаси 
ушбу „каноник" куринишга эга булади:

А 'х '2 +  С’у '2 =  £>; (3)

демзк, бу тенгламада номаълумлар купайтмаси х 'у '  нинг ол- 
дидаги коэффициент нолга тенг. Координаталарни алмаштириш
(2) ни равшанки, номаълумларни чизицли алмаштириш деб, 
шу (билан бирга хосмас алмаштириш деб талцин этиш мумкин 
(13|§ га царанг), чунки унинг коэффициентларидан тузилган 
детерминант бирга тенг. Бу алмаштириш ( 1) тенгламанинг чап 
тоМонига татбиц цилинади ва шунинг учун ( 1) тенгламанинг 
чап томони (2) хосмас чизицли алмаштириш орцали (3) тенг- 
лаланинг чап томонига келтирилади деб айтиш мумкин.

Турли-туман татбицлар шунга ухшаш назарияни номаълум- 
лаЬ сони иккита эмас, балки исталган п га тенг булган, коэф
фициентлар эса ё зациций, ёки исталган комплекс сонлар бул
ган ^ол учун зам тузишни тацозо этди.

( 1) тенгламанинг чап томонида турган ифодани умумлаш- 
тириб, цуйидаги тушунчага келамиз:
U - 3 9 1 9
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п та х и х 2, х„ номаълумларнинг f (x )  квадратик
формаси деб ^ар бир >̂ ади бу номаълумлзрдан бирининг квад- 
рати ёки иккита турли номаълумнинг купайтмасидан иборат 
булган йигиндига айтилади. Квадратик форманинг коэффи
циентлари ^ациций ёки исталган комплекс сонлар булишига 
боглиц равишда, квадратик форма %ащщий ёки комплекс  
дейилади.

f  квадратик формада ухшаш ^адлар ихчамланган деб ^и- 
соблаб, бу форманинг коэффициентлари учун цуйидаги бел- 
гилашларни киритамиз: х \  олдидаги коэффициентни а ^  орцали
I 4= /  учун x t X] купайтма олдидаги коэффициентни эса 2а п 
орцали [(1) билан солиштиринг1] белгилаймиз. Бироц x tx j  =  XjXt 
булгани учун бу купайтма олдидаги коэффициент 2ajt орцали 
^ам белгиланиши мумкин эди, яъни биз киритган белгилаш- 
лар

ajt =  atj (4)
тенгликнинг Уринли булишини фараз этади. 2aiJx lx j ^адни эн- 
ди ушбу

2al]-xlx j =  aijx lx j +  a j ixjx i

куринишда, /  квадратик форманинг узини эса мумкин булган 
барча alJ-xlx j ( 6 y  ерда / вау бир-бирига боглиц булмаган золда 1 
дан п гача булган цийматларни цабул цилади) ^адлар йигин
диси куринишида ёзиш мумкин:

П П

/ = 2 2 a < r w  (5)
b*ij=i

хусусан, i —1 булганда аих г1 л’ад ^осил булади. a,j коэффи- 
циентлардан л-тартибли А — (а1}) квадрат матрица тузиш мум- 
кинлиги равшан; у t  квадратик форманинг матрицаси, бу 
матрицанинг ранги г эса квадратик форманинг ранги дейила
ди. Хусусан, агар г — п, яъни матрица хосмас булса, t  квад
ратик форма ^ам хосмас  дейилади. (4) тенгликка кура, А 
матрицанинг бош диагоналга нисбатан симметрик булган эле
ментлари бир-бирига тенг, яъни А  — симметрик  матрица. Ак- 
синча, «-тартибли исталган А  симметрик матрица учун коэф
фициентлари А  матрица элементларидан иборат булган, п  та 
номаълумнинг тула аницланган (тайин бир) (5) квадратик фор- 
масини курсатиш мумкин.

(5) квадратик формани тугри бурчакли матрицаларни 14-§ 
да киритилган купайтиришдан фойдаланиб, бошцача куриниш
да ёзиш ^ам мумкин. Дастлаб цуйидагича белгилашга кели- 
шиб оламиз: агар квадрат, ёки умуман, тугри бурчакли А мат
рица берилган булса, у ??олда А' -орцали А матрицани транс
понирлаш натижасида ^осил цилинган матрица белгиланадп.
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Матемагик-студентпинг магематикадан оладиган билими ма
тематика фанининг учта асосий тармогини, чунончи матема
тик анализ, аналитик геометрия ва олий алгебрани урга- 
нишдан бошланади. Улар бир катор туташиш нукталарига, 
баъзи урин 1арда умумийликка эга булиб, биргаликда эса *о- 
зирги замон математика фани цуриладиган бинонинг пойдево* 
рини ташкил этади.

Мазкур китоб олий алгебрани баён цилишга багишланган. 
Олий алгебра мактаб элементар алгебра курен мазмунини 
янада чукурлаштирилгани, шу билан бирга табиий умумлаш- 
ганидир. Тенгламалар ечиш мактаб алгебра курсида, зеч суз- 
сиз, асосий масала булиб зисобланади. Тенгламаларни ечиш 
бир номаълумли биринчи даражали битта тенгламани ечишдек 
энг содда золдан бошланишини, сунгра у икки й^налишда 
ривожлантирилишини китобхон эсласа керак. Бир томондан, 
икки номаълумли ва уч номаълумли биринчи даражали икки
та ва мос равишда учта тенгламадан иборат системалар кара- 
лади; иккинчи томондан, бир номаълумли битта квадрат тенгла
ма, шунингдек, юкорирок даражали тенгламаларнинг осонликча 
квадрат тенгламага келтириладиган баъзи хусусий типлари (ма
салан, биквадрат тенгламалар) урганилади.

Бу иккала йуналиш олий алгебрада, унинг иккита катта булим- 
га ажралишини ани^лаб, узининг бундац кейинги ривожини 
топади. Улардан бири, чунончи, чизикли алгебра асослари 
биринчи даражали ёки одатда айтилишича, чизикли тенглама
ларнинг ихтиёрий системаларини урганади. Тенгламалар сони 
номаълумлар сонига тенг булган золда бундай системаларни 
ечиш учун детерминантлар назарияси аппарата яратилади. Би
рок тенгламалари сони номаълумлари .сонига тенг булмаган 
системаларни (бу зол элементар алгебра нуктаи назаридан 
нотаниш, аммо татбиклар учун жуда музим) урганиш учун 
бу аппарат энди етарли булмай колди. Хусусан, матрицалар 
назариясини, яъни бир неча сатр ва устунлардан иборат 
квадрат ёки гугри тургбурчак жадвалларда жойлашган
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сонлар системалари назариясини ишлаб чициш зарурияги ту- 
гилди. Бу иазария жуда зам чуцур булиб, унинг татбиклари 
чизицли тенгламалар системалари назарияси чегарасидан ан
ча четга чицади. Иккинчи томондан, чизицли тенгламалар сисге- 
малари назариясини урганиш куп улчовли (вектор ёки чизицли 
деб аталувчи) фазоларни киритишни ва урганишни талаб этди. 
Математикадан хабарсиз булган одамлар куп улчовли (биринчи 
навбатда, турт улчовли) фазо тугрисида ноаниц ва купинча 
хато тасаввурларга эгадирлар; аслида эса бу тушунча соф ма
тематик, затто асосан алгебраик тушунча булиб, купгина ма
тематик тадцицотларда, шунингдек, физика ва механикада му- 
зим восита булиб хизмат цилади.

Олий алгебранинг купдадлар алгебраси деб аталувчи иккин
чи ярми битта номаълумнинг ихтиёрий даражали битта тенг
ламасини урганишга батшланади. Квадрат тенгламаларни ечиш 
учун формула мавжуд эканлигини зисобга оладиган булсак, 
шунга ухшаш формулаларни янада юцори даражали тенгла
малар учун ^ам излаш табиий бир 30л булар эди. Алгебра
нинг бу булими тарихан ана шундай ривожланди зам. Шуни 
айтиш керакки, учинчи ва туртинчи даражали тенгламаларни 
ечиш учун формулалар XVI асрдаёц топилган эди. Шундан 
сунг бешинчи ва ундан юцори даражали тенгламаларнинг ил
дизларини бу тенгламаларнинг коэффициентлари орцали ра
дикалларда ифодаловчи формулаларни муваффациятсиз из- 
ланишлар бошланди. Бу изланишлар бундай формулаларни 
топиш мумкин эмаслиги ва бешинчи даражадан бошлаб цол
ган барча юцори даражалар учун затто илдизлари радикал- 
лар ёрдамида ёзилиши мумкин булмаган бутун коэффициентли 
тенгламаларнинг конкрет мисоллари мавжуд эканлиги исбот 
цилингунга цадар, XIX аср бошларигача давом этди.

Юцори даражали тенгламаларни ечиш учун формулалар 
йуцлигини ачинарли бир ){ол деб зисоблаш керак эмас—за г го 
учинчи ва туртинчи даражали тенгламалар булган золда бун
дай формулалар мавжуд булса-да, улар жуда зам бесунацай 
булиб, амалда деярли фойдаси камдир. Бошца томондан, фи- 
зиклар ёки инженерлар ечишга тугри келадиган тенгламалар
нинг коэффициентлари одатда улчашлар натижасида олинган 
мицдорлар, яъни тацрибий мицдорлар булиб, шу сабабли ил- 
дизларни зам тацрибан, берилган аницликда билиш керак бу
лади, холос. Бу эса тенгламаларни тацрибий ечишнинг турли 
усулларини ишлаб чицишга олиб келди. Уларнинг энг содда- 
ларигина олий алгебра курсида баён цилинади.

Бироц купзадлар алгебрасида асосий масала тенгламалар
нинг илдизларини амалда топиш эмас, балки уларнинг мав
жудлиги масаласи экан. Маълумки, затто зациций илдизларга 
эга булмаган зациций коэффициентли квадрат тенгламалар
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зам мавжуд. Спнлар запасини барча комплекс сонлар туплами- 
гача т^лдириб, энди квадрат тенгламалар илдизга эга були- 
шнни замда бу учинчи ва туртинчи даражали тенгламалар 
учун ^ам уринли булишини (бу уларни ечиш учун формулалар 
мавжудлигидан келиб чикади) курамиз. Бирок, затто комплекс 
сонлар ичида зам бирорта илдизга эга булмаган бешинчи ёки 
ундан юкорирок тартибли тенглама топилмасмикин ва бундай 
тенгламаларнинг илдизларини топиш учун комплекс сонлардан 
сонларнинг янада кенгрок запасига утишга тугри келмайдими? 
Бу саволга музим бир теоремадан жавоб топамиз: коэффици
ентлари факат закикий булмасдан, балки комплекс зам бул
ган исталган сонлардан иборат зар кандай тенглама комплекс 
(хусусий золда, закикий) илдизларга эга булади, шу билан 
бирга бу илдизлар, умуман айтганда, тенглама даражаси кан
дай булса, шунчадир.

Олий алгебра курси асосий мазмунининг кискача обзори 
шупдан иборат. Шуни таъкидлаш керакки, олий алгебра куп 
тармокли, мазмунга бой ва доим риво'жланаётган улкан алгеб
ра фанининг бошланишидир, холос. Алгебранинг олий алгебра 
курси чегарасидан ташкарида булган тармокларига юзаки бул- 
са-да обзор беришга заракат килиб курамиз.

Улкан фан булган чизикли алгебра асосан матрицалар на- 
зариясига ва у билан боглик булган вектор фазоларни чизик
ли алмаштириш назариясига багишланган булиб, ундан таш- 
кари формалар назарияси, инвариантлар назарияси ва диффе
ренциал геометрияда музим роль Уйнайдиган тензор алгебра- 
сини зам уз ичига олади. Вектор фазолар назарияси бунлан 
кейинги ривожланишини алгебрадан ташкарида, функционал 
анализда (чексиз улчовли фазолар) топади. Чизикли алгебра 
факат математикада эмас, балки механикада, физикада ва тех- 
никавий фанларда татбик этилишининг хилма-хиллиги ва аза- 
миятига кура зозирча алгебранинг купдан-куп тармоклари 
ичида биринчи булиб зисобланади.

Куп ун йилликлар давомида бир номаълумнинг ихтиёрий д а 
ражали битта тенгламаси назарияси сифатида ривожланйб кел* 
ган купзадлар алгебраси зозирги пайтга келиб асосан тугал* 
ланди. У узининг бундан кейинги тараккиётини кисман комплека 
узгарувчининг функциялари назариясининг баъзи бУлимлари* 
да топди, асосан у майдонлар назариясигача усди. Бу ^акда 
кейинрок су-з юритамиз. Бир нечта номаълумнинг чизикли 
булмаган, балки ихтиёрий чаражали тенгламалари система
лари закидаги жуда кийин масалага келсак (олий алгебра 
курсида урганиладиган иккала йуналишни бирлаштирувчи бу 
масалага мазкур курсда деярли тегилмайди), у аслида матема- 
тиканинг алгебраик геометрия деб аталувчи махсус тармогига 
тегишлидир.
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Тенглама радикалларда ечилиши мумкин булган шартлар 
зацидаги масалага француз математиги Галуа (1811 — 1832) ту. 
лиц жавоб берди. Унинг трдкикотлари алгебранинг ривожлани- 
шида янги йуналишларни курсатиб берди ва бу XX асрдаёк> 
алгебрачи-немис аёли Э. Нётер (1882—1935) ишларидан сунг 
алгебра фани масалаларига янги нуктаи назарнинг шакллани- 
шига олиб келди. Хозир тенгламаларни урганиш алгебранинг 
марказйй масаласи эмаслиги аникдир. Алгебраик тадкикотлар- 
нинг закикий объекти деб сонларни кушиш ва купайтиришга 
ухшаш, лекин сонлардан боища объектлар устида бажарили- 
ши мумкин булган алгебраик амалларни зисоблаш лозим.

Мактаб Укувчиси физика курсида кучларни кушиш амали- 
га дуч келади. Университет ва педагогика институтларида уки- 
тиладиган математика фанларида алгебраик амалларга жуда 
куп мисоллар келтирилади— матрицаларни, функцияларни ку
шиш ва купайтириш, фазони алмаштиришлар, векторлар усти
да амаллар ва зоказо. Бу амаллар одатда сонлар устидаги 
амалларга ухшаш булиб, ушандай номлар билан аталади, баъ- 
зан эса сонлар устида бажариладиган амалларнинг баъзи хос
салари уша амаллар учун Уринли булмай колади. Масалан, 
купинча ва жуда музим пайтларда амаллар нокоммутатив (ку
пайтма купайтувчилар тартибига боглик булади), баъзан эса 
ноассоциатив зам (учта купайтувчининг купайтмаси кавслар- 
нинг тартибига боглик булади) булиб колади.

Алгебраик системаларнинг унча куп булмаган энг музим 
турлари, яъни бирор алгебраик амаллар аникланган бирор та- 
биатли элементлардан тузилган тупламлар системалари жиддий 
Урганилади. Хусусан, майдонлар шулар жумласидандир. Булар 
алгебраик системалар булиб, уларда закикий ва комплекс 
сонлар системаларидагига ухшаш кушиш ва купайтириш амал- 
ларини бажариш аникланган ва уларнинг зар иккаласи комму
татив замда ассоциатив, дистрибутивлик конуни билан боглан- 
ган (яъни кавсларни очишнинг одатдаги коидаси уринли) ва 
тескари амалларга—айириш ва булиш амалларига эга. Майдон
лар назарияси тенгламалар назариясининг бундан кейинги ри- 
вожланиши учун табиий соза булди, унинг асосий тармоклари— 
алгебраик сонларнинг майдонлари назарияси билан алгебраик 
функцияларнинг майдонлари назарияси эса майдонлар назария
сини мос равишда сонлар назарияси ва комплекс узгарувчи- 
нинг функциялари назарияси билан боглади. Олий алгебра 
курси майдонлар назариясига элементар мукаддимани уз ичига 
олади, курснинг айрим булимлари: бир нечта номаълумнинг 
купзадлари, матрицанинг нормал шакли булимлари эса бево- 
сита ихтиёрий асосий майдон учун баён килинади.

Халка тушунчаси майдон тушунчасига  Караганда янада 
кенгрокдир. Майдондан фаркли уларок, бу ерда энди були-
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нишнинг бажарилиши талаб цилинмайди ва, бундан ташцари, 
купайтириш нокоммутатив, затто ноассоциатив зам булиши 
мумкин. Барча бутун сонлар(манфий сонларни зам цушиб зи- 
соблаганда) туплами, бир номаълумнинг купдадлари система
си ва зациций узгарувчининг зациций функциялари системаси 
залцага дойр энг содда мисоллар булади. ХалЦалаР назарияси 
алгебранинг энг кекса тармоцларидан булмиш гиперкомплекс 
системалар назарияси ва идеаллар назариясини уз ичига олади, 
у бир цатор математик фанлар, хусусан, функционал анализ 
билан богланган ва физикада зам уз татбицларини топмоцда. 
Олий алгебра курсига залца тушунчасининг, асосан, таърифи- 
гина кирган.

Группалар назариясининг татбиц цилиниш созаси яна зам 
кенгроц. Группа деб битта асосий амалли алгебраик системага 
айтилади, шу билан бирга бу амал коммутатив булиши шарт 
булмаса-да, ассоциатив булиши керак ва агар асосий амал ку
пайтириш деб цабул цилинган булса, у тескари амал—булиш 
амалига эга булиши лозим. Масалан, цушиш- амалига нисбатан 
царалаётган бутун сонлар туплами ва купайтириш амалига 
нисбатан царалаётган мусбат зациций сонлар туплами шулар 
жумласидандир. Группалар Галуа назариясидаёц тенгламалар
нинг радикалларда ечилиш масаласида катта роль уйнади, 30- 
зирда эса улар майдонлар назариясида, геометриянинг купги- 
на булимларида, топологияда, шунингдек, математикадан таш
цари— кристаллографияда, назарий физикада музим восита 
булиб зисобланади. Умуман татбиц цилиниш созасининг кенг- 
лигига кура группалар назарияси алгебранинг барча тармоц- 
лари ичида чизицли алгебрадан кейинги Уринда туради. Кур- 
симизда группалар назарияси асосларига багишланган бир 
боб урин олган.

Сунгги ун йилликларда алгебранинг янги созаси—структура- 
лар назарияси юзага келди ва жадал ривожланди. Структура 
деб иккита амалли—цушиш ва купайтиришга эга булган ал
гебраик системага айтилади. Бу амаллар коммутатив ва ассо- 
циагив булиши замда цуйидаги талабларни цовдириши керак: 
элементнинг уз-узи билан йигиндиси зам, уз-узига купайтмаси 
зам бу элементнинг узига тенг булиши керак; агар иккита 
элементнинг йигиндиси уларнинг бирига тенг булса, у золда 
купайтма уларнинг бошцасига тенг ва аксинча. Энг кичик 
умумий булинувчи ва энг катта умумий бУлувчини олиш 
амалларига нисбатан царалаётган натурал сонлар туплами струк
турам мисол булади. Структуралар назарияси группалар наза- 
рияс^ ва затцалар назарияси, шунингдек, тупламлар назарияси 
билан ажойиб богланишларга эга; геометриянинг эски тар- 
моцларидан бири, чунончи проектив геометрия мозияти 
буйича структуралар назариясининг бир цисми булиб цолди;
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бундан ташкари, структуралар назариясининг электр тармок- 
лари назариясидаги &ир татбикини хам айтиб утиш лозим 
эди.

Группалар назарияси, залкалар назарияси ва структуралар 
назариясининг баъзи кисмлари орасида мавжуд булган уму- 
мийликлар алгебраик системаларнинг умумий назарияси (ёки 
универсал алгебралар) нинг пайдо булишига сабаб булди. Бу 
назария эндигина дастлабки кадамларини кУяётган булса-да, 
унинг контури яццол кузга ташланмокда, математик логика 
билан унинг орасидаги алокалар эса келгусида унинг жиддий 
ривожланишига ишонч билдиришга имкон беради.

Юкорида баён килинган схемага алгебра фанининг куп кир- 
рали бутун мазмунини жо килиб булмайди, албатта. Хусусан, 
алгебранинг математиканинг бошка созалари билан чегарадош 
булган бир катор булимлари мавжуд. Топологик алгебра шу- 
лар жумласидандир. У шундай алгебраик системаларни урга- 
надики, уларда бу системалар элементлари учун аникланган 
амаллар бирорта якинлашишга нисбатан узлуксиздир; бунга 
мисол килиб закикий сонлар системасини келтириш мумкин. 
Топологик алгебрага геометрияда, назарий физикада, гидродина- 
микада куидан-куп татбикларга эга булган узлуксиз группалар 
(ёки Ли группалари) назарияси якинрок. Бирок Ли группала
ри назарияси алгебраик, топологик, геометрик ва назарий-функ- 
ционал методяарнинг шундай чирмашиб кетиши билан ажралиб 
турадики, уни математиканинг алозида бир тармоги деб зи- 
соблаш тугри булур эди. Булардан ташкари, тартибланган ал
гебраик системалар назарияси мавжуд булиб, у геометрия 
асосларига тегишли тадкнкотлар натижасида вужудга келган 
ва функционал анализда уз татбикини топган. Ни^оят, алгебра 
ва дифференциал тенгламалар назарияси орасидаги янги муно- 
сабатларни тайин этувчи дифференциал алгебра ривожлана 
бошлади.

Уз-узидан равшанки, алгебра фанининг уни зозирги кун- 
даги даражага олиб келган ажойиб тараккиёти гасодифий бир 
Зол эмас—у математика умумий тараккиётининг бир кисми 
булиб, куп жизатдан алгебрага бошка математик фанлар то
монидан куйилган талабларни кондириш зарурлигидан зам ке
либ чикди. Иккинчи томондан, алгебранинг ривожланиши бу 
фанга кушни фанлар тармокларининг ривожланишига жуда 
катта таъсир курсатди ва курсатмокда. Бу таъсир, айникса 
зозирги замон алгебраси учун хос булган татбиклар созаси- 
нинг кенгайиши туфайли янада кучаймокда ва шу сабабли 
зозирда математиканинг „алгебралаштирилиши* закида гаплар 
пайдо булмокда.

Олий алгебрага юкорида берилган обзор юзаки булишидан 
ташкари, бу фан тараккиётининг тарихи тугрисида тУлик та-



саввур бермайди. Шу боисдан мазкур мукаддимани алгебра 
тарихиминг кискача обзори билан тугатамиз.

Алгебранинг баьзи масалалари билан, хусусан, энг содда 
тенгламаларни ечиш билан кадим замонлардаёк вавилонлик, 
сунгра эса кадимги грек математиклари шугулланганлар. Бу 
даврдаги алгебраик тадкикотларнинг. чуккиси булиб грек (алек- 
сандриялик) магемагиги Диофантнинг (эрамизнинг III асри) 
ишлари зисобланади. Кейиичалик бу текширишлар зинд мате
матиклари Ариабхата (VI аср), Брамагупта (VII аср), Бхаскара 
(XII аср) томонидан давом эттирилди. Хитойда алгебра маса- 
лаларини ишлаб чикиш жуда эрта бошланди—Чжан Цан (эра- 
мизгача II аср), Цзин Чоу-чан орамизгача I аср). Цинь Цзю- 
шао (XIII аср) энг кузга куринган хитой алгебрачиларидан 
бири булган.

Алгебранинг тараккиётига урта аср шаркининг (араб тили- 
да ёзган) математиклари айникса, урта оснёлик Узбек олими 
Мухаммад Ал-Хоразмий (IX аср) замда тожик математиги ва 
шоири Умар Хайём (1040—1123) катта зисса кушдилар. Чунон
чи,. „алгебра" сузи Ал-Хоразмийнинг „Ал-жабр вал-муко- 
бала“ китобининг номи муносабати билан келиб чиккан.

Юкорида тилга олинган вавилон, грек, зинд, хитой ва урта 
осиёлик алгебрачиларнинг тадкикотлари алгебранинг зозирги 
пайтда элементар алгебра курсига кирадиган масалаларига те 
гишли бУлиб, баъзидагина учинчи даражали тенгламаларга 
тааллукли эди. У рта асрлардаги Гарбий Европа алгебрачилари- 
нинг ва Уйгониш даври алгебрачиларининг тадкикотлари зам 
асосан ана шу доирадан четга чикмади; итальян математиги 
Леонардо Пизанский (Фибоначчи) (XII аср) ва зозирги замон 
алгебраик символиканинг яратувчиси француз Виет (1540—1603) 
номларини тилга олиб утамиз. XVI асрда учинчи ва туртинчи 
даражали тенгламаларни ечиш методлари топилгани юкорида 
айтиб утилган эди; бу ерда итальянлар Ферро ( i 456 —1526), 
Таргалья(15С0—1557), Кардано (1501 — 1576) ва Феррари (1522 — 
1565) нинг номларини айтиб утиш лозим.

XVII ва XVIII асрларда тенгламаларнинг умумий назария
сини (яъни купзадлар алгебрасини) ишлаб чикиш устида киз- 
гин иш кетди. Бу ишда уша замоннинг буюк олимлари француз 
Декарт (1596—1650), инглиз Ньютон (1643—1727), французлар 
Даламбер (1717—1783), Лагранж (1736—1813) иштирок этди- 
лар. Шунингдек, XVIII асрда детерминантлар назариясини куриш 
Зам бошланди— швейцар математиги Крамер (1704—1752), 
француз олими Лаплас (1749 — 1827). XVIII ва XIX асрлар че- 
гарасида немис математиги Гаусс (1777—1855)сон коэффици
ентли тенгламаларнинг илдизлари мавжудлиги закида юкори
да кайд килинган асосий теоремани исбот килди.

XIX асрнинг бошланиши алг ебра тарихида тенгламаларнинг
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радикалларда ечилиши проблемасини зал килиниши билан ни- 
шонланди. Даражалари бешдан катта ёки бешга тенг булган 
тенгламаларни ечиш учун формулалар мавжуд эмаслигини 
исботи итальян математиги Руффини (1765—1822) замда анча 
жиддий формада норвег олими Абель (1802—1829) томонидан 
зосил цилинди. Юцорида цайд цилинганидек, тенглама радикал
ларда ечилиши учун зарур булган шартлар тугрисидаги маса- 
ланинг муфассал ечими Галуага мансубдир.

Галуа назарияси алгебранинг ва ундаги янги йуналишлар- 
нинг XIX аср урталари ва унинг иккинчи ярмида кенг ривож- 
ланиши учун туртки булди. Чунончи, алгебраик сонлар ва 
алгебраик функциялар майдонлари назарияси ва у билан боглиц 
булган идеаллар назарияси пайдо булди. Бу ерда немис ма- 
тематиклари Куммер (1810—1893), Кронекер (1823—1891) ва 
Дедекинд (1831 — 1916) нинг замда рус математиклари Е. И. Зо
лотарёв (1847—1878) ва Г. Ф. Вороной (1868—1908) нинг ном- 
ларини тилга олиш керак. Лагранж ва Галуа томонидан асос 
солинган чекли группалар назарияси янада ривожланди, бу 
созада французлар Коши (1789—1857) ва Жордан (1838—1922), 
норвег математиги Силов (1832—1918), немис алгебрачилари 
Фробёниус (1849-1918) ва Гёльдер (1859 — 1937) иш олиб бор- 
дилар. Норвег математиги С. Ли (1842—1899) нинг тадкицот- 
лари узлуксиз группалар назариясига асос солди.

Инглиз олими Гамильтон (1805—1865) ва немис математиги 
Грасман (1809 — 1877) нинг ишлари туфайли гиперкомплекс 
системалар назарияси ёки зозирги пайтда алгебралар назария
си деб аталувчи назарияга асос солинди. Рус математиги 
Ф. Э. Молин (1861 — 1941) нинг аср охирига тегишли булган 
ишлари алгебранинг бу тармогини бундан кейинги равожла- 
нишида катта роль уйнади.

Чизикли алгебра XIX асрда, аввало инглиз математиклари 
Сильвестр (1814—1897) ва Кэли (1821 —1895) нинг ишлари ту
файли гуркираб ривожланди. Купзадлар алгебрасини ишлаб 
чициш зам давом этди, рус геоме;ри Н. И. Лобачевскийшшг 
(1792—1856) тенгламаларни тацрибий ечиш усулини ва немис 
математиги Гурвицнинг (1859—1919) ишларини цайд цилиб ута
миз. XIX асрнинг иккинчи ярмида алгебраик геометрия, хусу
сан, немис математиги М. Нётер (1844—1922) ишларида ярати- 
ла бошланди.

XX асрга келиб алгебраик тадцикотлар жуда катта ку- 
ламга эга булди ва алгебра, бизга маълумки, математикада 
Узининг муносиб урнини эгаллади. Бу даврда алгебранинг 
жуда кУп янги булимлари пайдо булди; майдонларнинг умумий 
назарияси (унинчи йиллар), залцалар назарияси ва группалар
нинг умумий назарияси (йигирманчи йиллар), топологик ал
гебра ва структуралар назарияси (утхазинчи йиллар); цирцинчц
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ва эллигинчи йилларда ярим группалар назарияси ва ква- 
зигруппалар назарияси, универсал алгебралар назарияси, го
мологик алгебра, категориялар назарияси пайдо булди. Ал- 
гебранинг ^амма булимларида фанга катта ^исса цушган йирик 
олимлар иш олиб бормоцдалар, бир цатор мамлакатларда 
катта-катта алгебра мактаблари вужудга келмоцда. Хусусан, 
бу Совет Иттифоцига зам тааллуцлидир.

Революдияга цадар рус алгебрачиларидан юцорида номи 
тилга олинганлардан ташцари яна С. О. Шатуновекийни (1859— 
1929) ва Д. А. Гравени (1863—1939) курсатиб утиш керак. 
Аммо ватанимизда алгебраик тадцицотлар У луг Октябрь ре- 
волюциясидан кейингина гуркираб ^сди. Бу тадцицотлар зо- 
зирги замон алгебрасининг деярли барча булимларини цамраб 
олади, шу билан бирга уларнинг баъзиларида совет алгебра- 
чиларининг ишлари етакчи булиб зисобланади. Фацат иккита 
номни— майдонлар назарияси ва Ли группалари назарияси 
со^асида иш олиб борган Н. Г. Чеботарёвни (1894— 1947) зам- 
да маш^ур цутбчи ва шу билан бир вацтда йирик алгебрачи, 
совет назарий-группа мактабининг асосчиси О. Ю. Шмидтни 
(1891 — 1956) тилга олиб утамиз.

Алгебранинг зозирги а^воли ва унинг ривожланиш йулла- 
ри зацидаги цисцача обзорни тугатар эканмиз, бу ерда цараб 
чицилган масалалар асосан олий алгебра курси чегарасидан 
ташцарида ётишини яна бир бор таъкидлашимиз лозим. 06 -  
зорнинг вазифаси китобхонни олий алгебра курсининг бутун 
алгебраик фанда ва математиканинг улкан иморатида тутган 
урни зацида т^гри тасаввур зосил цилишга ёрдам беришдан 
иборат эди.

к и р ш п  18



Б И Р И Н Ч И  Б О В

ЧИЗИЦЛИ ТЕНГЛАМАЛАР СИСТЕМАЛАРИ.
ДЕТЕРМИНАНТ ЛАР

1 - §. Номаълумларни кетма-кет йуцотиш усули

Олий алгебра курсини бир нечта ^згарувчили биринчи да
ражали тенгламалар системаларини ёки, бошцача цилиб айт- 
ганда, я и з щ л и  тенгламалар системаларини'1) урганишдан 
бошлаймиз.

Чизицли тенгламалар системалари назарияси алгебранинг 
катта ва му зим булими—чизицли алгёбрага асос солади, кито- 
бимизнинг каттагина цисми, жумладан, унинг дастлабки учта 
боби унга батшланади. Ана шу бобларда куриб чициладиган 
тенгламаларнинг коэффициентларини, номаълумларнинг ций- 
матларини ва умуман, биз учратадиган барча сонларни ^аци- 
ций деб зисоблаш керак. Шуни зам айтиш керакки, бу боб- 
лардаги айгилганларнинг заммасини ихтиёрий комплекс сонлар 
болтан зол учун зам такрорлаш мумкин (комплекс сонлар 
уцувчига урта макгаб курсидан маълум).

-—■ Элементар алгебрадан фарцли улароц, бу ерда тенглама- 
лари ва номаълумлари сони ихтиёрий булган системаларни ур- 
ганамиз, баъзан системадаги тенгламалар сони номаълумлар 
сонига тенг деб фараз цилинмаган золлар зам курилади. Виз
га п  номаълумли s та чизицли тенглама системаси берилган 
булсин.Куйидаги символикадан фойдаланишга келишиб оламиз: 
номаълумларни индексли х  зарфи орцали белгилаймиз: х и х 2, 

х п\ тенгламалар номерлаб чицилган деб зисоблаймиз — 
биринчи, иккинчи, . . . s -тенглама; t -тенгламадаги Xj номаъ
лумнинг коэффициентини орцали белгилаймиз2); низоят, 
/-тенгламанинг озод задини bt орцали белгилаймиз.

У Б у н д а й  д еб  аталиш и аналити к  геометрияда  икки н о м аъ лум ли  бирин
чи д а р а ж а л и  тен гл ам а  тугри  чизикни аницлаши билан боглиц.

а) Ш у н д а й  цилиб, бу  е р д а  биз. иккита  индекс иш латамиз:  биринчи ин
д е к с  т е н г л а м а  номерини, иккинчиси эса номаълум  номериии  курсатади  Ёзув- 
11и ц и с ц а р т и р и ш  м ац сади д а  бу  индексл ар  вергул билан аж ратил м айд и ;  ш у н 
дай б у л с а -д а .  масалан , ап булган  з^олда „а бир б и р “ дениш  ур п и га  „а Ун 
Зир* д е б ,  аи  булган  ^о л д а  ,а  уч  т у р г "  дейиш урн ига  „а уттиз  т у р т “ деб 
У цам аслик  керак .
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Энди системамиа умумий куринишда цуйидагича ёзилади:

Номаълумлар олдидаги коэффициентлар s та сатр ва п та 
устундан  иборат матрица деб аталувчи тугри туртбурчакли

жадвални ташкил этади; ац  сонлар матрицанинг элемент лари  
деб аталади.1) Агар s = п (яъни сатрлар сони устунлар сонига 
тенг) булса, матрица п-тартибли квадрат матрица  деб ата
лади. Бу матрицанинг юцори чап учидан пастки унг учи то- 
мон утувчи диагонали (яъни ап , а22, . . . , а„„ элементлардан 
тузилган диагональ) бош диагональ  дейилади. Агар д-тартиб- 
ли квадрат матрицанинг бош диагонали элементлари бирга тенг 
булиб, бу диагоналдан ташцаридаги элементлари эса нолга 
тенг булса, у п-тартибли бирлик матрица  дейилади.

( 1) чизицли тенгламалар системасининг ечими деб шундай 
п та k 3, . . . , k n сонлар системасига айтиладики, тенглама- 
ларнинг зар биридаги x t номаълумларни мос /e,(i =  1,2, . . .  п) 
лар2' билан алмаштирганда (1) системанинг зар бир тенглама- 
си айннятга айланади.

Чизикли тенгламалар системаси бирорта зам ечимга эга 
булмаслиги мумкин, бундай золда системага биргаликда б у л 
маган система дейилади. Масалан,

система ана шундай системадир; бу тенгламаларни чап томон
лари бир хил, бироц унг томонлари турлича ва шунинг учун 
номаълумлар цийматларининг зеч цандай системаси иккала 
тенгламани бир вацтда цаноатлантира олмайди.

Агар чизицли тенгламалар системаси ечимларга эга булса. 
система бирга-линда дейилади. Агар биргаликда булган систе

11 Ш ундай цилиб, а га р  (2) м атрицани  (1) с истем ага  алсщ адор эм ас  деб  
царасак , элементнинг  биринчи индекси с а т р  номерини иккинчиси эса  ус-
*ун номерини к^ р сат и б ,  буларнинг ке с и ш ган  ж о й и д а  а-п эл ем ент  тур ади .

а> . , kn сонлар  системанинг и та  эмас, балки  б и т т а  ечимини
та&кил этиш ини т а ъ к и д л а б  утамиз.

аиХх +  ai2x 2 +  . .  . +  а\пхп =  ^1» 
&itXi +  e itx 2 a2nx n= b2.

О)

ушбу

х , - Ь 5 х 2 =  l, 
+ 5 x 2 =  7



ма биргина—ягона ечимга эга булса.система, аниц  система деб 
(элементар алгебрада ана шундай системаларгина курилади), 
агар ечим биттадан куп булса, аницмас система деб аталади; 
кеййнрок бундай золда ечимларнинг затто чексиз куп були- 
шини курамиз. Масалан,

+  2х3 =  7, | 
x t +  х г =  4 I

система аник: у х х =  1, х 2 =  3 ечимларга эга ва номаълумни 
йукотиш усули ёрдамида бу ечим ягона булишини осонгина 
текшириш мумкин. Иккинчи томондан,

3 x t — Х2 =В 1, 1 
—2х2=2  J

система эса аницмас, чунки
х ,  =  k, х 2 =  3k — 1 (3)

куринишдаги чексиз ечимларга эга, бу ерда k — ихтиёрий сок, 
шу билан бирга (3) формулалар буйича зосил цилинадиган 
ечимлар биз кураётган системанинг барча ечимларини беради.

Чизикли тенгламалар системалари назарияСининг вазифаси 
тенгламаларнинг берилган системаси биргаликдами ёки йукми 
эканлигини, агар биргаликда булса, ечимлар сонини аниклаш- 
га имкон берувчи методларни ишлаб чицишдан, шунингдек, 
бу ечимларнинг барчасини топиш усулини курсатишдан ибо- 
ратдир.

Биз ишни коэффициентлари сонлардан иборат булган сис
тема ечимларини амалий равишда топишда энг кулай булган 
номаълумларни кетма-кет йуцотиш усулидан  ёки Гаусс 
методидан бошлаймиз.

Дастлаб куйидагига эътибор берайлик. Келгусида чизик
ли тенгламалар системасини куйидагича ^згартиришимизга 
тугри келади: система тенгламаларидан бирортасининг зар ик
кала кисмини бирорта сонга купайтириб, системани бошка бир 
тенгламасининг мос кисмидан айириш. Ани^лик учун (1) сис
тема биринчи тенгламасининг зар иккала томонини с сонга 
купайтириб, иккинчи тенгламанинг мос кисмларидан айираёт- 
ган булайлик. Биз чизикли тенгламаларнинг ушбу яши сис 
темасини зосил киламиз:
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a „ j f , + ^ 1 2 * ^ 2 +  . .  + =  b u

a ' i  x X t
+ a 2 2 X 2 . + a 2 n x n =  b [ .

а п  * 1 + й 3 2 Х 2 • + < * B n X n
=  b  3 ,

• •

a , \ x i +

$ ♦ •

a s 2 x 2 • +

• • •  •

■ =  b t ,
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бу ерда

а2) = а г] — сач , (/  =  1,2, , и), b'i — Ь̂  — сЬи
(1) ва (4) тенгламалар системалари узаро эквивалент , 

яъни улар  бир вацтда ё биргаликда эмас, ёки бир вацтда 
биргаликда ва бир х и л  ечимларга эга. Дарзацицат, k u k 3,...,kn 
лар (1) системанинг ихтиёрий ечими булсин. Бу сонлар (4) сис
теманинг иккинчи тенгламасидан ташцари барча тенгламала- 
рини цаноатлантириши равшан. Бироц улар (4) системанинг 
иккинчи тенгламасини зам цаноатлантиради—бунга ишонч з о 
сил цилиш учун бу тенглама (1) системанинг иккинчи ва би
ринчи тенгламалари.орцали цандай ифодаланишини эслаш ки
фоя. Аксинча, (4) системанинг р р  цандай ечими (1) системани 
зам цаноатлантиради. Дарзацицат, (I)  системанинг иккинчи 
тенгламаси (4) системанинг биринчи тенгламасини — с га ку
пайтириб, унинг иккинчи тенгламасининг зар иккала томони
дан айириш орцали зосил цилинадн.

Агар  ( / )  системага юцорида курилган  алмаштиришни. 
бир неча марта татбиц цилсак, у  зо лд а  т енгламаларнинг  
янги зосил  цилинган системаси дастлабки (1) системага  
эквивалентлигича цолиши тушунарлидир.

Шундай зол руй бериши мумкинки, бундай алмаштириш- 
лардан сунг системамизда чап томонидаги барча коэффициент
лари нолга тенг булган тенглама пайдо булиб цолади. Агар 
бу тенгламанинг озод зади зам нолга тенг булса, .тенглама 
номаълумларнинг зар цандай цийматида уринли булади ва шу
нинг учун бу тенгламани таш лаб юбориб, берилган систе
мага эквивалент булган т енгламалар системасига эга бу- 
ламиз. Агар бу тенгламанинг озод зади нолдан фарцли булса, 
бу тенглама номаълумларнинг зеч цандай цийматларида урин
ли булмайди ва шунинг учун зо си л  цилган системамиз унга 
эквивалент булган дастлабки система каби биргаликда б у л 
майди.

Энди Гаусс методини баён цилншга утамиз.
Ихтиёрий чизицли тенгламалар системаси ( 1) берилгаи бул

син. Аницлик учун « ,,=£0  булсин дейлик. Аслида у нолга тенг 
зам.булиши мумкин, албатта. Бунда ишни системанинг би
ринчи тенгламасидаги бирорта нолдан фарцли коэффициентдан 
бошлашимиз лозим.

Энди биринчи тенгламадан ташцари барча тенгламаларда 
л, ни йуцотиб, (1) системани узгартирамиз. Бунинг учун би
ринчи тенгламанинг зар иккала томонини — сонга купайти- 

риб, иккинчи тенгламанинг мос цисмларидан айирамиз,сунг-
pa — сонга купайшрилган биринчи тенгламанинг иккала цис-

ач
2 - 3 9 1 9
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мини учинчи тенгламанинг мос цисмларидан айирамиз ва з о 
казо.

Ана шу йул билан биз п номаълумли s та чизицли тенг- 
ламадан иборат янги системага зга буламиз:

a u x t - f  а п к 2 +  Д п - ^ з  +  • •  •  +  а \п х п —  ^ 1 > 

й22 к2 +  2̂3-̂ 3 +  • . . +  Яоп^п — ^2,
^32Х2 +  аззХВ +  • • ■ +  а зпХп =“ К ,  } (5)

ацХ2 +  ds3x 3 +  at nXn =  ЬП'

Янги a',j коэффициентларнинг ва b\ озод задларнинг ифо- 
дасиии берилган ( 1) системанинг коэффициентлари ва озод 
задлари орцали ошкор равишда ёзишга зарурат йуц.

(5) тенгламалар системаси (1) системага эквивалент экац- 
лиги бизга маълум. Энди (5) системани узгартирамиз. Бунда 
биринчи тенгламага мутлацо тегмаймиз ва (5) системанинг 
биринчи тенгламасидан ташцари барча тенгламаларидан ибо
рат цисмини алмаштириш керак деб зисоблаймиз. Бунда бу 
тенгламалар ичида чап томонларининг барча коэффициентлари 
нолга тенг булган тенгламалар мавжуд эмас деб зисоблаймиз, 
албатта бундай тенгламаларни, агар уларнинг озод задлари 
Зам нолга тенг булса, ташлаб юборган булар эдик, акс зол
да эса системанинг биргаликда эмаслигини исбот цилган бу- 
лар эдик Шундай цилиб, а1} коэффициентлар орасида нол
дан фарцлилари бор; аницлик учун a'2i ф  0 деб цабул циламиз. 
Энди (5) системани узгартирамиз, бунинг учун

аЛ! § Oj2_
айг а 'л ’ «а»

сонларга купайтирилган иккинчи тенгламанинг зар иккала цис
мини мос равишда учинчи ва ундан кейинги тенгламаларнинг 
иккала,цисмидан айирамиз. .Бу билан биринчи ва иккинчи 
тенгламадан ташцари барча тенгламаларда х 2 номаълумни 
йуцотдик ва (5) системага эквивалент ва шунинг учун (1) 
системага зам эквивалент булган цуйидаги тенгламалар сис- 
темасига эга буламиз:

в ц *1 + я ,2дс2 +  а 13лг8 -I-
&12Х2 4" ^s8-^3~b • &2п Хп —

а > 8 +  ■ ■ + а '3'„хп =К >  !
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Энди системамиз t та тенгламага эга булади, чунки
баъзи тенгламалар ташлаб юборилган булиши зам мумкин 
Система тенгламаларининг сони х, номаълум йукотилганидан 
кейинок камайиши мумкинлиги тушунарлидир. Сунгра зосил 
килинган системанинг дастлабки иккита тенгламасидан ташка 
ри барча тенгламаларидан иборат кисмнгина алмяштирилади.

Номаълумларни кетма-кет йукотиш процесси качон тух- 
гайди?

Агар биз тенгламаларидан бири нолдан фаркли озод задга 
эга булиб, чап томонидаги барча коэффициентлари эса нолга 
тенг булган системага эга булиб колсак, у золда биламизки, 
берилган система биргаликда булмайди.

Акс золда, (1) системага эквивалент булган куйидаги тенг
ламалар системасини зосил киламиз:

a nx s -f аи х 2 +  . . .  +  a itk - \x ^ - \  +  aXkx k +  • • • +  a lnx n =  bt, 
a'ftXi +  . . .  +  av k - \x k- i  +  a'2k x k . . .  -f- a2n *„=  b'2t

Шунингдек, A < s  эканлигини кайд килиб утамиз, равшанки, 
k <  п.

аниц ва k < n  булганда ашщмас булади.
Хакикатан зам, агар s — а булса, (6) система куйидаги ку

ринишга эга булади;

Охирги геигламадан х п номаълум учун тайин бир киймат 30- 
сил киламиа. Бу кийматни охиридан иккинчи тенгламага ку- 
йиб, х п-у  номаыум учун бир кийматли аникланган тайин 
К и й м ат  топамиз. Шундай давом эттириб, (7) система ва бино 
барин ( 1) система ягона ечимга эга эканлигини топамиз, яъни 
улар биргаликда ва аник эканлигини курамиз.

Агар к < п  булса, у золда „озод“ номаълумлар х к+\, . - .

* (6)
Xk- 1 -f а \ X / ,  +  а

Ча x k +  • • • +  а
Бу ерда

I * • • > а{к~1) Ф ОA—l,ft—1 т® u

Бу ^олда  (/) система биргаликдадир. У к — п булганда

а и х \ +  #12 *2 ~Ь • • • +  а \пХп ~  Ьн
а '22х 2 +  . . .  +  а'2пх п = b 2t

(7)

х п учун ихтиёрий сонли кийматлар оламиз, сунгра (6) систе-



мада пастдан юцорига цараб заракатланиб, юцоридаги каби 
x k, ATft-i, . . . , х 2, х, номаълумлар учун тайин цийматлар то
памиз. Озод узгарувчиларнинг цийматлнрини чексиз куп усул 
билаи танлаб олиш мумкин булгани учун бизнинг (6) сиете- 
мамиз, демак, ( 1) системамиз биргаликда, бироц аницмас бу
лади. Бу ерда курсатилган усул билан (озод номаълумларнинг 
циймагларини мумкин булган барча танлашларда) (1) система
нинг барча ечимлари топилишини осонгина текшириш мумкин.

Юзаки цараганда Гаусс методи ёрдами билан чизицли 
тенгламалар системаси келтирииши мумкин булган яна бир 
куриниш, чунончи (7) системага фацат х п номаълумга эга 
булган бир нечта тенгламани цушиб ёзиш туфайли зосил бу- 
ладиган куриниш мавжуддай туюлади. Аслида эса бу золда
алмаштириш охиригача етказилмагандир: а ^~ ^  ф  0 булгани
учун п 1- сидан бошлаб барча тенгламаларда х п номаълум 
йуцогилиши мумкин.

Тенгламалар системасининг (7) „учбурчак" ёки (6) „тра- 
пецоидал“ (k <  п булганда) шакли а и , а22 ва зоказо коэффи
циентлар нолдан фарцли деган фараз остида зосил булди.Уму
мий золда номаълумларни йуцотиш процессини охиригача 
етказганимиздан кейин зосил буладиган тенгламалар системаси 
номаълумларнинг номерланиши кераклича узгартирплганидан 
кейингина учбурчак ёки трапецоидал шаклга эга булади.

Юцорида айтилганларни якунлаб цуйидагини зосил цила
миз: Гаусс методини чизицли  тенгламаларнинг з а р  цандай 
системаси учун татбиц эт им мумкин. Б унда , агар алм аш 
т ириш лар процессида барча но маълумлар ининг олдидаги 
коэффициентлари нолга тенг, озод зади эса нолдан фарцли 
булган т енглама зо си л  цилсак, система биргаликда б ул 
майди-, агар бундай тенгламага  эга булмасак, система бир
галикда булади. Агар биргаликдаги система (7) учбурчак 
куриниишга келса, у аниц булади ва k<.n булганда  (6)тра- 
пецоидал куринишга келса, аницмас булади.

Айтилганларни чизицли бир жинсли тенгламалар системаси 
булган золга, яъни озод задлари нолга тенг булган тенгла- 
маларга цуллайлик. Бундай система зар доим биргаликда бу
лади, чунки у (0, 0, . . .  , 0) ноль ечимга эга. Каралаётган 
системада тенгламалар сони номаълумлар сонидан к и ч и к  
булсин. У золда системамиз учбурчак шаклига келтнрилиши 
мумкин эмас; чунки Гаусс методи буйича узгартириш процес
сида тенгламалар сони камайиши мумкин, лекин ортиши мум
кин эмас; бинобарин у трапецоидал куринишга келтирилади, 
яъни аницмасдир.

Бошцача айтганда, агар чизицли бир ж инсли т енглама
ла р  системасида т енглам алар  сони номаълумлар сонидан

20 I БОБ. ч и з и ц л и  т е н г л а м а л а р  с и с тем , д е т е р м и н а н т л а р
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кики к булса, бу система ноль ечимдац таищари я н а - ноль 
булмаган, я ъ н и  б а ъ з и  (ёки з а т т о ,  б а р ч а )  н о м а ъ л у м л а р н и н г  
К и й м а т л а р и  н о л д а н  ф а р к л и  е ч и м л а р г а  к а м  э г а  б у л а д и ;  бундш  ■ 
ечимлар чексиз куп булади,

Чизикли тенгламалар системасини Гаусс методи билан ечиш- 
да система коэффициентларидан тузилган матрицани ёзиб олиб, 
унга озод ^адлардан иборат устунни кушиб кУ^иш керак (ку- 
лайлнк учун бу уступил вертикал чизикча билан ажратибкУ- 
йиш керак) ва барча алмаштирншларли бу „кенгайтирилган" 
матрица устида бажариш керак.

М и с о л л а р .  I. У ш бу  систем ан и  ечинг:
*i -f- 2*3 -ь 5*3 ■=* — 9,
Д”j  —  х 2 3 л*у : 2,
3xt — бдг2 — дг3 =  25.

Бу систем анинг  кенгайтири лган  м атрицасини  к уйидагич а  у зга р т и р а м и з :
— 9 \  7 1  2 5 

2 _  0 - 3  - 2  
25J \0  - 1 2  - 1 6

Н ати ж ад а ,  ягона  ечим * i = 2 ,  * 3= —3 ( х3— 
лар системасини  *осил циламиз:

+■ 5*3 =  —
— 3 * 2 — 2 * ,  = 11, 

— 8*. =  8.

5 I - 9 X
П I 111

Б ерил ган  систем а  аниц экан.
2. У ш б у  системани  ечинг:

*i — Ьх% — 8х% -j- Xi "  3,
3*i + хз — З*3 -  5*4 = 1,

*, — 7*„ +  2xt =  — 5,
11*з+ 20*з—9*4 ”

С и стем анин г  кенгайтирилган  м ат р и ц а си н и  Узгартирамиз;

0 = 2  т енгл ам ага  эга булган сис т е м а га  кел дик .  Д емак, бер и л ган  систем а  б и р 
га л и к д а  эмас.

3. У ш б у  системани ечинг:
4*i + *з — 3 дг3 — *4= 0,
2*i +  З * 3 +  * 3 — 5 * 4 =  0 ,!
*i — 2*j —• 2*з + 3*4 = 0. j
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Б у  систем а  бир жинсли тен гл а м а л а р  системаси, ш у  билан  би р га  тенг
л ам ал ар  сони н о м а ъ л у м л а р  сонидан кичик: ш унинг  у ч у н  у а н и км а с  булиш и 
к ерак .  Б а р ч а  о з о д  дадл ар  нолга  тенг  булганлиги сабабли  систем ан инг  ф а к а т  
к о э ф ф и ц и е н тл а р и д а ц  тузилган  м атрицани  узгартирамиз:

/4 1 - 3  - 1  \  /О 9 5 — 13\ / 0  2 0 - 2  \
2 3 1 - 5  -— 0 7 5 —II —►( 0 7 5 -11 

\ 1  - 2 - 2  3 /  \ 1  - 2  - 2  3/  \ 1  - 2  - 2  3 / .  
Куйидаги  сис т е м а га  эга  буламиз:

2дг3 — 2*< =  0, 1 
7*2 +  5дс3—11дг4 =  0, | 

дгд—2-̂ 2 — 2̂ 3-f- Зл*| = 0, j
О зо д  н о м а ъ л у м  си ф атида  х 2 ёки  но м аъ лум ларнин г  ихтиёрий  бирини олиш 
мумкин. л-4=  а булсин, У ДОлда би р и н ч и  тенгламадан jcs=  а эканлиги келиб

4
ч и кад и .ш у ндан  сунг .иккинчи  тенгл ам адан  хг= — а ни, ва, нидоят  учинчи

5
3

тенгламадан хх -  — а ни досил киламиз. Шундай килиб,
о

3 4— а а, — а, а
5 5

лар берилган тенгламалар системаси ечимларининг умумий куриниши бу
лади.

2 -§ .  Иккинчи ва учинчи тартибли детерминантлар
Чизицли тенгламалар системасини ечишнинг олдинги параг- 

рафда баён цилинган усули анча содда булиб, зисоблаш ма- 
шиналарида осонгина амалга ошириш мумкин булган бир хил- 
даги зисоблашларни бажаришни тацозо этади. Шундай булса- 
да, унинг музим камчилиги системанинг биргаликда булиши 
ёки аниц эканлигини ифодаловчи шартларни система коэф
фициентлари ва озод задлар ёрдамида таърифлашга имкон бер- 
маслигидир.

Бундан ташцари, система аниц булган тацдирда зам, буусул 
система ечимларини унинг коэффициентлари ва озод задлари 
орцали ифодаловчи формулаларни топишга имкон бермайди. 
Буларнинг барчаси турли назарий масалаларни ечишда, хусу
сан, геометрик тадцицотларда зарурдир, шунинг учун чизицли 
тенгламалар системаси назариясини бошцача, янада кучли 
усуллар билан ривожлантиришга тугри келади. Умумий зол 
кейинги бобда царалади, мазкур бобнинг мазмуни эса тенгла- 
маларининг ва номаълумларининг сони тенг булган-аниц сис
темага багишланади. Баёнимизни элементар алгебра курсияа 
урганилган икки ва уч номаьлумли системалардан бошлаймиз.

Икки номаълу или иккит а чизицли тенглама системаси 
берилган булсин:

ап х х +  а п х 2 -  Ьи 1
ацХ^ +  ап Хг =  J ' (1)
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Бу системанинг коэффициентлари иккинчи тартибли квадрат 
матрица ташкил этади:

( 1) системага коэффициентларни тенглаш усулини 1<уллаб,

(#U#22 #12#2l) Х\ #22 — # 12̂ 2>
(С1\\(1%j #12#2l) -^2== #11^2 — ^1#21

ни зосил киламиз.
яи а22 — #i2a 2i =£ 0 деб фараз киламиз. У золда

Номаълумларнинг зосил килинган кийматларини (1) га куйиб,
(3) ифодалар ( 1) системанинг ечими эканлигига ишонч зосил 
Килиш мумкин; бу ечимнинг ягоналиги масаласи 7- § да ка-

омаълумларнинг кийматлари (3) нинг умумий махражи
(2) матрица элементлари оркали осонгина ифодаланади: у бош 
диагональ элементлари купайтмасидан иккинчи диагональ эле
ментлари купайтмасининг айирилганига тенг. Бу сон (2) мат
рицанинг детерминанти (ёки атщловчиси)  ёки одагда и ккин 
чи тартибли детерминанти дейилади; чунки (2 ) матрица 
иккинчи тартибли матрицадир. (2 ) матрицанинг детерминанти- 
ни белгилаш учун куйидаги символ ишлатилади: (2 ) матрица 
кучириб ёзилади, бирок У кавслар урнига тугри чизикчалар 
орасига олинади; шундай килиб,

таъкидлаш лозимки, матрица сонлардан

маълум равишда боглик булган сондир. аи а22 ва а 12я 21 купайт- 
малар иккинчи тартибли детерминантнинг цадлари  деб атали* 
шини кайд килиб утамиз.

(3) ифодаларнинг суратлари махраж эга булган кУринишга 
эга, яъни улар зам иккинчи тартибли детерминантлардир: х х 
учун ифоданинг сураги (2) матрицадан унинг биринчи усту-

___ Ь \ 0 , ' , ч  0 , 5 6 5
x t —  ---------------------- , л 3 -----------------------------

аПа22 al»aH alta22—а12я31 (3 )

ди.

(4 )

2)

детерминант квадрат матрица билан
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нини ( 1) системанинг озод задлари билан алмаштиришдан 3 0 - 
сил булган матрицанинг детерминантидир, х 2 учун ифоданинг 
сурати (2 ) матрицадан унинг иккинчи устунини худди шундай 
алмаштиришдан зосил булган матрица детерминантидир.Энди
(3) формулаларни ушбу куринишда ёзиш мумкин:

а13 «и ь,
bi ал V* — в 21 *2

ап ап i л 2 — «11 а15
а.,, а 32 а л л25

Икки номаълумли иккита чизицли тенглама системасини 
ечишнинг (Крамер цоидаси деб аталувчи) бу цоидаси суз би
лан цуйидагича ифодаланади:

Агар  (1) т енгламалар системасининг коэффициентлари
дан т узилган  (4) детерминант нолдан фарцли булса, у з о л - 
da (I) системанинг еяимини цуйидагича зо си л  цилам из ; 
номаълумларнинг цийматлари учун шундай касрларни ца- 
бул цилам изки , уларнинг умумий махраж и булиб  (4) де
терминант хизмат ц и лади \х ,  i == 1, 2*) номаълумнинг сура
ти эса (4) детерминантда  I- устунни  (яъни изланаёгпган 
номаълумнинг коэффициентлари устунини  (I) системанинг 
озод задларидан иборат устун билан алмаштириш нати- 
жасида зосил  буладиган детерминантдан иборат булади*>.

М и с о л. У ш бу  '  ' ■

2х, + х 3 = 7, )
*i — 3*2 =  — 2 j

с и стем ани  ечинг.
К о э ф ф и ц и е н т л а р д а н  ту зи л ган  д етер м и н ан т

булиб, у нолдан  ф арк л и  ва ш унинг  учун системага К р а м е р  коидасини ц$л- 
лаш  мумкин .  Н о м а ъ л у м л а р  у ч у н  с у р а т л а р  уш бу

7 1 2 7
- 2  - 3 =  — 19, rf3 =» I - 2 --

д е т е р м н н а н т л а р  булади .
Ш у н д ай  килиб, к уйидаги  сонлар  системаси с и стем ам и знинг  ечими 

лади:

Ч Б из  бунд ай  т а ъ р и ф л а ш д а  кисцалик  учун .д е т е р м и н а н т д а *  устунларни 
а л м а ш т и р и ш  *акида  сузл аяп м и з .  Х удди  шунга у х ш аш , ке л г у с и д а  \ам ,  а гар  
б у  к у л а й р о к  булса ,  д е терм и н ан тн и н г  сатрлари ва устунлари  рапида, унинг 
э л е м е и т л а р и  ^акида, ди а гон а л л а р и  ^акида ва б о ш ц ал ар  в д и д а  суз ю рита-



Иккинчи тартибли детерминантларнинг киритилиши икки 
номаълумли иккита чизикли тенглама системасини ечишда 
(бундай системаларни ечишда шу пайтгача зеч кандай кийнн- 
чилик туп1лмаган) сезиларли енгиллик тугдирмайди. /1екин 
уч номаълумли учти чизицли тенглама системаси булган 
зол учун бундай методлар амалий жизатдан фойдали булади.

К у й и д а г и
au x t +  a t2x 2 +  a i3x 3 =  bu |
« 21*1 +  «22-̂ 2 +  «33*3 =  Ь2, (6)
а 3, я ,  a32 v 2 + .  а ззх з — b3. j 

система ва унинг коэффициентларидан тузилган

2- §. ИККИНЧИ RA УЧИНЧИ ТАРТИБЛИ ДЕТЕРМИНАНТЛАР 25

а ,  1 0 12 «13 \ %
й 2\ °22 «23 I (7 )

«3. #32 «83 /

матрица берилган булсин.
(6) тенгламалардан биринчисининг зар иккала кисмини 

а 22а з з ~ а 2за з2 га. иккинчи тенгламанинг зар иккала кисмини 
«18я зг — дг2а зв га. учинчи тенгламанинг иккала ^исмини 
й12я 2я—а 1зя22 га купайтириб, сунгра учала тенгламани зушсак, 
осонгина текшириб куриш мумкинки, х 2 ва х 3 ларнинг коэффи
циентлари нолга тенг булиб колади, яъни бу номаълумлар бир 
пайтда йукотилади ва биз куйидаги тенгликни зосил киламиз:

( а ц а 22а 33 4 "  а 12а 23а 31 4 "  ° 13а 21^32 —  «13а 22й 81 « 1 2 а 21й 38 Т

~  32) х х =  Ьха22агз -f- a i2a23b3 -)- a i3b2a31 — (fX3a22b3
— a l2b2a33 Ьха23а32, (8)

Бу тенгликда x t олдидаги коэффициент (7) матрицага мос 
келувчи учинчи тартибли детерминант  дейилади. Уни ёзиш 
учун иккинчи тартибли детерминант булган золдаги каби сим
волика кулланади; шундай килиб,

ач a t2 a i3
а21 а22 а23 — й ц а 22а33 -f- й\2а23а3\ ~Ь а \з^2\а з2

а 31 а 32 а 33 а 13а 22а 3\ а 12а 2\а 36 «11 ( i 23Cl32- ( 9 )

Учинчи тартибли детерминантнинг ифодаси узундан-узок 
булса-да, унинг (7) матрица элементларидан тузилиш цонуни 
анча £Оддадир. Дарзакикат, детерминантнинг (9) ифодасига 
мусбат ишора билан кирувчи учта элементидан биттаси бош 
диагональ элементаарн 'купайтмасидан иборат булади, бошка 
иккита элементнинг зар бири бу диагоналга параллел тугри 
чизикда ётувчи элементлар билан матрицанинг карама-карши 
бурчагида ётган элемент купайтмасидан иборатдир. (9)га манфий
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ишора билан кирувчи задлар худди шу усулда, бироц иккин
чи диагоналга нисбатан тузилади. Шундай цилиб, учинчи тар
тибли детерминацтларни зисоблашда (бир оз машц цилинган- 
да) натижага анча тез олиб келувчи усулни зосил циламиз. 

+

1- чизма.

1- чизмада чап томонда учинчи тартибли детерминантнинг мус
бат задларини, унг томонда унинг манфий задларини зисоб
лаш схемаси курсатилган.

М и с о л л а р .
1)

2)

2 1 2 
- 4  3 1 

2  3 5
=  2 - 3 - 5  +  М - 2 -f  2(— 4 ) - 3 —2 - 3 - 2  —
-  1 • (— 4)• 5 — 2■ 1 • 3 «= 30 +  2 — 24 — 12 +  20 16 =  10.

1 0 - 5  
-2  3 2 
1 - 2  0

=  1-3-0 + 0-2-1 +  (— 5)-(— 2)-(— 2)—(— 5)-3-
— 0-(—2 ) 0 —(1)-2-(— 2) = — 20+ 15 +  4 =  —

(8) тенгликнинг унг томони зам учинчи тартибли дегер 
минант булади, бу детерминант (7) матрицанинг биринчи ус
тунини (6) системанинг озод з.адлари усгуни билан алмашти- 
ришдан зосил цилинган матрица детерминантидир Агар (9) 
детерминантни d зарфи билан, унинг у-устунини ( / = 1 ,  2,3)
(6) системанин?- озод задларидан иборат устун билан алмаш- 
тиришдан зосил булган детерминантни dj символ билан бел- 
гиласак, (8) тенглик d x x *= cf, куринишга келади, бу ердан 
d Ф 0 булганда

л-. = dt ( 10)
келиб чицади.

Ана шундай й^л билан (6) тенгламани мос равишда

aa asi — a2ia3Bi an aS3 — cti3a3i, я 13

сонларга купайтириб, х г учун (яна d ф  0 булганда) цуйидаги 
ифодани зосил циламиз:

(И)
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Нщоят, бу тенгламаларни мос равишда аи а ^  — аг1али ах1а^  — 
—аи аг2, ап а22—ai2a2t ларга купайтириб, х ъ учун куйидаги ифо
дага эга буламиз:

•*8 =  7 . ( 12 )а
(10)—(12) ифодаларни (6) тенгламага келтириб кУйсак (d 

ва барча d} детерминантлар очиб ёзилган деб фараз килини
ши табиийдир), узундан-узок» бирок китобхонга тушунарли 
булган зисоблашлар ёрдамида берилган барча тенгламалар 
каноатланишини, яъни ( 10) —( 12) сонлар (6) системанинг ечи- 
мини ташкил этишини курган булар эдик. Шундай килиб, агар 
уч ном аълум ли учта тенглама системасининг коэффици
ент ларидан, т узилган детерминант нолдан фарцли булса, 
у золда  бу системанинг ечими Крамер цоидаси буйича то
пи лиш и мумкин, Бу з о л  учун зам  Крамер цоидаси иккита  
тенглама системаси булган золдаги  каби ифодаланади. Бу 
тасдикнинг бошкача (биз тушириб колдирган зисоблашларга 
таянмайдиган) исботини, шунингдек, (6 ) системанинг ( 10) —
( 12) ечимлари ягоналигининг—шу билан бирга, янада умумий 
З о л  учун—исботини китобхон 7-§  дан топади.

М и с о л. К уй и да ги  системани ечинг:
2г, — х , +  дг8 =* 0,
Здг, +  2*5 — 5 * 8 =• 1,
-*i + Здга — 2*3 =  4.

К оэф ф и ц и е н т ла р д а н  тузилган  д е т е р м и н а н т  нолдан  фарцли!
2  - I

d = 2 -5
3 - 2

28,

ш унинг у ч у н  с истем ага  К р а м е р  ко идасин и  к ^ л л а ш  мумкин . Н о м а ъ л у м л а р  
учун с у р а г л а р  уш бу

21

де т е р м и н а н т л а р  булади ,  яъ ни  системанинг ечи м и  ку й и да ги  с о н л а р  система-  
сидан и б о р а т  булади:

13 47 2\ 3
Xi ”  28’ Х} 28’ Хз~ 2 8 ~ 4 '

0 -1 1 2 0 1 2 - 1 0
rf,= 1 2 -5 = 13, аГа = 3 1 -5 IIсе 

г—~II 3 2 1
4 3 - 2 1 4 -2 1 3 4

3-§ . Урин алмаштиришлар ва урнига цуйишлар

п- тартибли детерминантларни аниклаш ва Урганиш учун 
бизга чекли тупламларга дойр баъзи тушунчалар ва фактлар 
керак булади, п та элементдан иборат бирорта чекли М  туп
лам берилган булсин Бу элементлар дасглабки п  та 1, 2,
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п натурал сонлар ёрдамида номерлаб чицилнши мумкин ва 
бизни кизнцтирядиган масалаларда бу туплам элементларининг 
индивидуал хоссалари зеч цандай азамият касб этмаганлпги 
сабабли, биз М  гупламнинг элементлари учун 1, 2, . . . .« с о н 
ларнинг узинн олиб цуя цоламиз.

1, 2 , ..... п сонларнинг жойлашишининг биз фойдаланади- 
ган нормал тартибдан ташцари уларни яна бошца куп усуллар 
билан тартиблаш мумкин. Масалан, 1, 2, 3, 4 сонларни яна 
цуйидаги усуллар билан жойлаштириш мумкин: 3, 1, 2, 4 ёки 
2, 4, 1, 3 ва зоказо. 1, 2, .... п сонларнинг маълум бир аниц 
тартибда зар цандай жойлашишига п та сондан (ёки п та сим- 
волдан) тузилган Урин алмаштириш, дейилади.

п та символдан иборат зар  -хил  урин алмаштиришлар  
сони п\ („эн факториал11 деб уцилади) билан белгиланувчи 1
1-2 ... п купайтмага тенг. Дарзацицат, п та символдан 
иборат урин алмаштиришнинг умумий куришипи iu i2, .... in j 
булади, бу ерда is ларнинг зар бири 1, 2, .... п сонларнинг j 
бири, шу билан бирга 1, 2, .... п сонларнинг зеч цайсиси ик- , 
ки марта учрамайди. деб !, 2, .... п сонларнинг ихтиёрий 
бирортасини олиш мумкин; бу п та турли имкониятларни бе
ради.'Агар, энди ii танлаб олинган булса, у золда i2 деб цол
ган л —1 та сондан биринигина олиш мумкин, яъни it ва i2 
символларни танлаб олишнинг турли усуллари сони n ( t i — \) 
купайтмага тенг ва зоказо.

Шундай цилиб, п та символдан иборат урин алмаштириш
лар сони п — 2 да 21 = '2  га тенг (12 ва 21 урин алмаштириш
лар; п <  9 булган мисолларда уринлари алмашинаётган сим
волларни вергул билан ажратмаймиз), п =  3 да бу сон 31 =  6 га 
п =  4 да у 4! =  24 га тенг. Сунгра п нинг усиши билан урш 
алмаштиришлар сони низоятда тез усади; масалан, п =  5 д* 
у 51 =  120 га, я —10 да эса 3628 800 га тенг.

Агар бирорта урин алмаштиришда ихтиёрий иккита сим 
волнинг (ёнма-ён турган булиши шарт эмас) уринларини ал 
маштириб, цолган символларни уз урнида цолдирсак, равшан • 
ки, янги урин алмаштиришни зосил циламиз. Урин алмашти 
ришни бундай узгартириш (алмаштириш) транспозиция  де 
йилади. ' i

п та символдан иборат барча п\ Урин алмаштиришлар  
ни шундай тартибда жойлаштириш м ум кинки , бунда за) 
бир кейинги урин алмаштириш олдингисидан биргина транс 
позиция ёрдамида з о с и л  цилинади, шу билан бирга транс- 
позициялаш ни ихт иёрий урин алмаштиришдан бошлаи, 
мумкин.

Бу тасдиц п =  2 да уринли: агар 1-2 урин алмаштиришдаь 1 
бошлаш талаб цилинаётган булса, изланаётган жойлашув 12.
21 булади; агар 21 Урин алмаштиришдан бошлаш лозим бул-
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са, бу жойлашув 21, 12 булади Тасдигимиз п — 1 учун исбот 
Килинган деб фараз килиб, уни п учун исботлаймиз.

*'п hi •••> К (1
урин алмаштиришдан бошлашимиз керак булсин. Биринчи 
уринда ii турган п символдан иборат барча урин алмаштириш- 
ларни караб чикамиз. Бундай урин алмаштиришлар (« — 1 )i та 
ва уларни теореманинг талабларига мослаб тартиблаштириш, 
шу билан бирга ( 1) урин алмаштиришдан бошлаш мумкин, 
чунки бу аслида я — 1 та символдан иборат барча урин ал- 
маштиришларни тартиблашгиришга келтирилади. Бундай тар- 
тиблашни индуктив фаразга мувофик ихтиёрий урин алмаш
тиришдан, хусусан, г',, . . in урин алмаштиришдан бошлаш 
мумкин, п та символдан ана шундай йул билан зосил килин
ган урин алмаштиришларнинг охиргисида г, символни ихтиё 
рий бошка бир символ билан, масалан, /2 билан трансиозиция- 
лаймиз ва янги зосил килинган урин алмаштиришдан бошлаб, 
биринчи уринда /2 турган барча урин алмаштирншларни ке- 
раклича тартиблаштирамиз ва зоказо. Бундай йул билан, рав
шанки, п символдан иборат барчй урин алмаштирншларни са- 
ралаб чикиш мумкин.

Бу теоремадан, п символдан иборат ихт иёрий Урин а л 
маштиришдан уша символлардан т узилган бошца Урин 
алмаштиришга бир нечта транспозиция ёрдамида утиш  
мумкинлиги  келиб чикади.

Лгар берилган урин алмашгиришда i > J  булиб, бирок i бу 
урин алмашгиришда j  дан олдин турган булса, i ва j  сонлар 
инверсия ташкил этади дейилади. Агар урин алмаштиришнинг 
символлари жуфт сондаги инверсия ташкил этса, у жуфт, 
акс золда эса тоц  дейилади. Масалан, 1, 2, п  урин ал
маштириш зар кандай п да жуфт булади, чунки унда инвер- 
сиялар сони нолга тенг. 451362 (п =  6 ) урин алмаштириш 8 та 
инверсияга эга ва шунинг учун жуфт, 38524671 (п — 8) урин 
алмаштириш 15 та инверсияга эга ва шунинг учун токдир.

Кар цандай транспозиция урин алмаш т ириш нинг жуфт-  
тоцлигини узгартиради.

Бу муз им теоремани исботлаш учун> транспонирланаётган 
i ва j  символлар ёнма-ён турган, яъни Урин алмаштириш , , , ,  
/, у, . . .  куринишга (бу ердаги куп нукталар транспозицияда 
тегилмайдиган символларни билдиради) эга булган золни к а_ 
ряймиз. Транспозиция бизнинг Урин алмаштиршиимизни , , ,, 
у, г, . . .  Урин алмаштиришга айлантиради, шу билан бирга, 
равшанки, зар иккала урин алмаштиришда г, j  символларнинг 
зар кайсиси уз урнида колган символлар билан бир хил ин
версия ташкил этади. Агар i  ва j  символлар аввал инверсия- 
лар ташкил этмаган булса, у золда янги урин алмаштиришда
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битта янги инверсия пайдо булади, яъни инверсиялар сони 
биттага ортади; агар улар аввал инверсия ташкил этган булса, 
у золда энди у инверсия йуколади, яъни инверсиялар сони 
битта камаяди. ХаР иккала золда зам инверсиянинг жуфт- 
ток'лиги узгаради.

Энди транспозицияланаётган i ва /  символлар орасида s та 
(s >  0) символ жойлашган булсин, яъни урин алмаштириш

куринишга эга булсин.
i ва J  символяарнинг транспозициясини зушни элементлар 

нинг транспозициясини 2s +■ 1 марта кетма-кет бажариш нати 
жасида зосил килиш мумкин. Булар i ва символларнинг, 
сунгра i (энди у k x символ урнида турган булади) ва k2 ва з о 
казо символларнинг урнини то i символ ^символнинг урнини 
эгалламагунча буладиган транспозициялардир. Бу s та транс- 
ппчи1',иядан кейин ! ва j  символлзрип злмаштируЕчп транспо
зиция, сунгр'ау символнинг барча k лар билан s та транспози- 
цияси келади, шундан сунг /  символ г нинг урнини эгаллайди, 
k  символлар эса Узларининг эски Уринларига кайтиб келади 
Шундай цилиб, биз урин алмаштиришнинг жуфт-токлигини 
ток марта узгартнрдик, шунинг учун (2) ва

урин алмаштиришларнинг жуфт-токлиги царама-каршидир.
п >  2 булганда п та символдан. т узилган  жуфт урин 

алмаш т ириш лар сони тоц урин алмаштиришлар сонига

Дарз^киКат, илгари айтилганлар асосида п га символдан 
иборат замма урин алмаштиришларни шундай тартиблашти- 
рамизки, уларнинг зар кайсиси олдингисидан биргина транс
позиция оркали зосил булади.

КУшни урин алмаштиришлар карама-карши жуфт-токликка 
эга булади, яъни улар шундай жойлашганки, жуфт ва ток 
урин алмаштиришлар навбаглашиб келади Энди бизнинг тас- 
дипш из ti >  2 да «I сон жуфтдир деган куриниб турган 11303- 
дан келиб чикади.

Энди янги бир, яъни п- даражали урнига цуйиш  деган 
тушунчани киритамиз. ti символдан иборат иккита урин ал 
маштиришни бирининг остига иккинчисини ёзиб зосил бул 
ган иккита сатрни кавсга оламиз; масалан п — 5 булганда:

. . . ,  i, ku k2, . .. k s, /, . , (2)

(3)

яъни — n! га тенг,
2

14*
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Бу мисолда1} 3 сони остида 5 сони, 5 сони остида 2 сони 
турибдн ва з^оказо. Биз 3 сони 5 га утади, 5 сони 2 га ута- 
ди, 1 дони 3 га угади, 4 сони 4 га утади (ёки уз урнида цо 
лади)  ва, низоят, 2 сони 1 га утади деймиз. Шундай цилиб,
(4) куринишда бири иккинчисининг тагига ёзилган иккита 
урин алмаштириш биринчи бешта натурал сондан иборат туп- 
ламни уз-узнга узаро бир цийм ат ли  аксланишини,  яъни 1,
2, 3, 4, 5 натурал сонларнинг зар бирига мос равишда шу на
турал сонларнинг бирортасини мос цуювчи аксланишни аниц- 
лайди (шу билан бирга, турли сонларга турли сонлар мос цу- 
йилади). Бунда сонлар атиги 5 та, яъни туплам чекли булгани 
учун бу бешта соннинг % а р бм  р и 1, 2, 3, 4, 5 сонларнинг 
бнрига, яъни узи „утадиган" сонга мос келади.

Биринчи бешта натурал сондан иборат тупламни (4) ёрда
мида зосил цилинган узаро бир цийматли аксланишни бешта 
символдан иборат бошца бир жуфт урин алмаштиришларни 
бирини тагига иккинчисини ёзиб зосил цилишимиз ^ам мум
кин эканлиги равшандир. Бу ёзувлар (4) дан устунларни бир 
неча марта транспозициялаш брцали *осил цилинади; масалан, 
цуйидагилар бунга мисол булиши мумкин:

Бу ёзувларнинг барчасида 3 сони 5 га, 5 сони 2 га утади ва 
зоказо.

Худди шунингдек, бири иккинчисининг тагига ёзилган п та 
символдан иборат иккита урин алмаштириш ^ам биринчи п та 
натурал сондан иборат тупламни Уз-узига узаро бир циймат
ли бирор аксланишини аницлайдиУБиринчи я  та натурал сон
дан иборат А тупламнинг уз-узим  узаро бир цийматли акс- 
ланиши п- даражали Урнига ц^йиш  дейилади. Шу билан

бу ерда а, орцали А урнига цуйишда t  сони (/ =  1,2, . . . ,  п) 
утадиган сон белгиланган.

А  урнига' цуйиш (6 ) куринишдаги купгина зар хил ёзув- 
ларга эга. Масалан, (4) ва (5) биргина 5- даражали урнига цу- 
йишнинг ^ар хил ёзувларидир.

(5)

бирга, равшанки, за] “ * ' ” 1ишни бири иккин-
чиси тагига ёзилган иш ёрдамида ёзиш
мумкин:

(6)
\

>
Т а ш к и  к ур и н и ш д а н  у иккита  сатр  ва  5 т а  устундан  и б о р а т  матрицами 

э с л атса -да  б и р ок  буту нл ай  бош цача  м а ъ н о г а  эга .
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А  урнига кУйишнинг бир ёзувидан иккинчисига устунлар- 
ни бир неча марта транспозициялаш ёрдамида утиш мумкин. 
Бунда (6) куринишдаги шундай ёзувни зосил килиш мумкин
ки, унинг юкори (ёки пастки) сатрида ti та символдан иборат 
олдиндан берилган урин алмаштириш 1уриши мумкин. Хусу
сан, п- даражали ихтиёрий А урнига кУйиш куйидаги

куринишда, яъни юкори сатрида натурал сонлар жойлашган 
куринишда ёзилиши мумкин. Бундай ёзувда зар хил урнига 
куйишлар бир-биридан пастки сатрда турган урин алмаштириш 
лар билан фаркланади ва шунинг учун п- даражали урнига  
цуйиш лар h та символдан иборат урин алмаштиришлар  
сонига, яьни п! га тенг.

л-даражали урнига куйишга мисол килиб барча символ- 
лари ^3 урнида коладигаи ушбу айнан урнига цуйишни  кел
тириш мумкин:

А урнига кУйишнинг (6) ёзувида юкори ва пастки сатрлар 
гурлича роль уйнайдилар ва уларнинг уринларини алмашти- 
риб, умуман айтганда, бошка урнига кУйишни зосил киламиз 
Масалан, 4-даражали ушбу

урнига кУйишлар зар хил: биринчида 2 сони 4 га, иккинчида
2 сони 3 га утади.

/г-даражали А урнига кУйишнинг ихтиёрий (6 ) ёзувинн 
олайлик. Бу ёзувнинг юкори ва пастки сатрларини ташкил этув- 
чи урин алмаштиришлар ёки бир хил, ёки карама-карши жуфт- 
токликка эга булиши мумкин. А урнига кУйишнинг бошка 
бир ихтиёрий ёзувига утиш юкори сатрда бир нечта транспо- 
зицияни кегма-кег бажариш ва пастки сатрда уларга мос 
транспозицияларни бажариш оркали амалга оширилиши мум
кинлигини биламиз. Бирок (6 ) ёзувнинг юкори сатрида битта 
транспозицияни бажариб ва пастки сатрида мос элементларни 
битта транспозициялаЗ, биз бир вактнинг узида зар иккала 
урин алмаштиришларнинг жуфт-токлигини узгартирамиз ва 
шунинг учун зам бу жуфт-токликларнинг бир хилда ёки ка
рама-карши булишини саклаймиз. Бу ердан, А урнига цуйиш- 
нинг барча ёзувларида юцори ва пастки сатр ларнинг жуфт- 
т оцлиги ёки бир. х и лд а  булиш и , ёки барча ёзувларда цара- 
ма-царши булиш лиги  келиб  чицади. Биринчи золда А урнига

(7 )
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цуйиш жуфт  дейилади, иккинчи золда эса тоц  дейилади. 
Хусусан, айнан урнига куйиш жуфт булади.

Агар А  урнига куйиш (7) куринишда ёзилган булса, яъни 
юкори сатрида жуфт урин алмаштириш I, 2 турган 
булса, у золда А  урнига куйишнинг жуфт-юклиги пастки 
сатрда турган а0 а2, . . а„ урин алмаштиришнинг жуфг-ток- 
лиги билан аникланади. Бу ердан п- даражали жуфт урнига
куйишлар сони ток урнига куйишлар сонига, яъни — п\ га

тенг эканлиги келиб чикади..
Урнига куйишнинг жуфт-токлиги таърифига куйидаги бир оз 

узгартирилган шакл бериш мумкин. Агар (6) ёзувда зар ик
кала сатрнинг жуфт-токлиги бир хил булса, у золда зар ик
кала сатрда инверсиялар сони ё жуфт, ёки зар иккаласида зам 
ток, яъни (6 ) ёзувнинг иккала сатридаги инверсияларнинг уму- 
мий сони жуфт булади; агар (6) ёзувдаги сатрларнинг жуфт- 
токлиги карама-карши булса, у золда бу иккала сатрдаги ин
версияларнинг умумий сони ток булади. Шундай килиб, агар 
А урнига цуйишнинг ихт иёрий ёзувида и к к а ла  сатрдаги 
инверсияларнинг умумий сони жуфт булса, А урнига цуйиш  
жуфт булади, акс золда. тоц булади .

М и с о л. У ш б у  5 - д а р а ж а л и  у р н и г а  ц уйиш  б е р и л га н  булсин:
/3  1 4  5 2 \
\ 2  б 4 3 1 J.

Б у  у р н и га  к у й и ш н и н г  юцори с а т р и д а  4  та ,  пастки  са т р и д а  7  та  и н вер си я  
бор. И к к а л а  с атрдаги  и н верси ял арни нг  у м ум и й  сопи 11 ва ш у н и н г  у ч у н  Ур
нига  ц уй иш  тоц.

Б у  Урнига ц уйиш ни ц у й и д а ш ч а  ц а й т а  ё зи б  оламиз:
/1 2 3 4 5v 
( 5  1 2 4  3 1

Ю цо ри  с а т р д а ги  и т е р с и я л а р  сони  0 та ,  п а с т д а п ш и к и  5 та ,  я ъ н и  ин
в ерсиял ар нинг  умумий сони яна тоц. К у р и б  т у р и б м и з к и ,  у р н и г а  ц у й и ш н и н г  
*ар  х и л ,ё з у в л а р и д а  и н вер сиял арн инг  ум у м ий  сони эмас, б а л к и  б у  соннинг 
ж у ф т -т о ц л и ги  сацланади ,

Энди урнига куйишнинг жуфт-токлигини аннклашнинг юко- 
рида келтирилган шаклларига эквивалент булган боцща шакл- 
ларини курсатмокчимиз|). Ана шу максадда урнига цуйиш лар-  
ни купайтиришни  аниклаймиз. Бу тушунча мустакил равишда 
Зам кизикиш тугдиради. Маълумки, я -дараж ал и  урнига ку 
йишлар 1, 2, . . ., п сонiap тупламининг уз-узига узаро бир 
кийматли аксланишидир. 1, 2 , . .  ., п  тупламни уз-узига кет- 
ма кег икки марта узаро бир кийматли аксланиш натижаси,

■) Б у  бизга  ф а ц а т  14- бобда к е р а к  б у л а д и ,  ш ) н и н г у ч у н  б у  м а т е р и а л и и  
биринчи  Уцишда га ш л а б  кетнш  м ум кин .
3 - 3 9 1 9
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равшанки, яна бу тупламни уз-узига узаро бир цийматли акс- 
ланишидан иборат булади, яъни л-даражали иккита урнига 
цуйишни кетма-кег бажариш тайин бир учинчи л-даражали 
урнига цуйишга олиб келади. Бу урнига цуйиш берилган би
ринчи урнига цуйишнинг иккинчисига купайтмаси  дейилади. 
Масалан, агар туртинчи даражали

^ацицатан ^ам, А  урнига цуйишда 1 символ 3 га утади, 
бироц В  да 3 символ 4 га утади, шунинг учун АВ  да 1 сим
вол 4 га утади ва ^оказо.

Бир хил даражали урнига цуйишларнигина узаро купайти
риш мумкин.

л- дараж али урнига цуйишларни купайтириш п >  3 да 
нокоммутативдир.  Дар^ацицат, юцорида курилган А  ва В  ур
нига цуйишлар учун В А  купайтма

куринишга эга, яъни В А  урнига цуйиш А В  дан фарцлидир. 
Коммутативлик цонуни баъзи урнига цуйишлар жуфти учун 
тасодифан бажариб цолишини ^исобга олмаганда, бундай ми- 
солларни 3 булган барча л лар учун топиш мумкин.

Урнига цуйиш ларни купайтириш ассоциативдир , яъни 
маълум таргибда (нокоммутатив булганлиги сабабли) олинган 
исталган чекли сондаги л-даражали урнига цуйишлар ку
пайтмаси ^ацида суз юритиш мумкин. Дар^ацицат, А, В ва С 
урнига цуйишлар берилган булсин ва ix символ (1 < * ! - < « )  
А  урнига цуйиш натижасида /2 символга, /2 символ урнига 
цуйишда г3 символга, бу эса уз навбатида С урнига цуйишда 
/4 символга утсин. У ^олда АВ  урнига цуйиш натижасида ix 
символ г3 символга, ВС  да i2 символ г4 га ва шунинг учун г, 
символ (АВ) С урнига цуйиш натижасида ^ам, А (ВС) урнига 
цуйиш натижасида >$ам /4 символга утади.

И хт иёрий  А урнига цуйишнинг айнан урнига цуйиш Е га 
купайт маси, шунингдек, Е  нинг А га купайтмаси А га 
т енглиги  равшан:

Урнига цуйишлар берилган булса, у >(Олда

булади.

А Е  =  ЕА = А.
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Н щ оят , А урнига куйишга тескари урнига куйиш деб 
уша даражали шундай А ~ 1 урнига куйишга айгамизки, унинг 
учун

А А - 1 =  А ~ 1 А = Е  
муносабат бажарилади.

Берилган

урнига куйиш учун тескари урнига куйиш булиб, А нинг гово
ри ва пастки сатрларини алмаштиришдан зосил булган

урнига куйиш хизмат килишини куриш осон.
Энди махсус куринишдаги урнига куйишларни куриб чика- 

миз. Улар айнан урнига куйиш Е дан унинг пастки сатрида 
битта транспозиция бажариш нагижасида >(осил булади. Бун
дай урнига куйишлар токдир; улар т ранспозициялар  дейи
лади ва

куринишга эга булади; бу ерда уз урнида коладиган символ
лар куп нукталар билан алмаштирилган. Бу гранспозицияни 
(г, /) символ билан белгилашга келишиб оламиз. I, j  символ- 
ларнинг транспозициясини ихтиёрий А  урнига куйишнинг (7) 
ёзувидаги пастки сатрга куллаш А  урнига куйишни унг то
мондан (8) урнига куйишга, яъни (г, /') га купайтиришга тенг 
кучлидир.

Маълумки, п та символдан иборат барча Урин алмашти- 
ришларни уларнинг бирортасидан, масалан, 1, 2, . . ., п дан 
кетма-кет транспозициялар бажариб зосил килиш мумкин; шу
нинг учун зар канлай урнига куйиш айнан урнига куйишнинг 
пастки сатрида бир нечта транспозицияни кетма-кет бажариш- 
дан, яъни уни (8 ) куринишдаги урнига куйишга кетма-кет ку- 
пайтиришдан ^осил килиниши мумкин. Демак, (Е купайтувчи- 
ни тушириб колдириб) хар цандай урнига цуйиш т ранспо - 
зицияларнинг купайтмаси куринишида т асвирланади  деб 
таъкидлаш мумкин.

Хар кандай урнига куйишни турлича усуллар билан транс- 
позицияларнинг купайтмасига ёйиш мумкин. Масалан, купайт- 
мада Е  урнига куйишни берадиган, яъни узаро ейишиб кета- 
диган (i, /') (у, i ) куринишдаги иккита бир хил купайтувчини 
зар доим кушимча килиш мумкин.
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Унчалик тривиал булмаган мисол курсатамиз:

(2  5 4 3 l ) = (12) (15) (34) = (14) i24) (45) (34) (13)
Урнига цуйиш жуфт-тоцлигини аницлашнинг янги усули 

цуйидаги теоремага асосланган:
Урнига цуйишнинг транспозицияларга купайтмасининг  

барча ёйалм аларчда бу транспозициялар сонининг жуфт- 
т оцлиги  бир х илда  булади, шу билан бирга у  урнига цу  
йишнинг жуфт-тоцлиги билан бир хилда  булади.

Масалан, юцорида курилган мисолда урнига цуйиш тоц бу
лади, буни инверсиялар сонини ^исоблаш билан текшириш 
){ам мумкин.

Агар биз исталган k та транспозициянинг купайтмаси  
ж уф т -т оцлиги  k сонининг жуфт-тоцлиги билан бир х и л 
да б ул га н  урнига цуйиш эканлигини курсатсак, бу теорема 
исбот цилинган булади. k =  1 да теорема уринли; чунки транс
позиция тоц урнига цуйишдир. Купайтувчилар сони k — 1 та 
булган ^ол учун даъво исбот цилинган булсин. У ^олда унинг 
k  та купайтувчи учун тугрилиги цуйидагидан келиб чицади: 
k — \ ва k  сонлар царама-царши жуфт-тоцликка эга, урнига 
цуйишнинг (берилган ^олда /г — 1 та купайтувчи купайтмаси
нинг) транспозицияга купайтмаси эса бу транспозицияни ур
нига цуйишнинг пастки сатрида бажаришга тенг кучли, яъни 
унинг жуфт-тоцлигини узгартиради.

У р н и г а  ц уйиш л арни  у л а р н и н г  ж уф т-тоцлигини  осо нгина  т о п и ш га  имкон 
б е р а д и г а н  ё зу ви н и н г  цулай усули  циклларга ёйишдир. п-д а р а ж а л и  *ар  цан
д а й  у р н и г а  ц у йиш  1, 2, . . п символларнинг  б а ъ зи л а р и н и  уз  Урнида цол- 
д и р и ш и  м у м кин ,  цолган ларини  эса  кУчириши мумкин. Циклик у'рнига цуйиш 
ё к и  цикл  д еб  ш ундай  урн и га  ц у й и ш га  айтиладики, уни е т а р л и ч а  куп марта 
т а к р о р л а г а н д а н  сунг,  у ^ ац и ц а га н  ^ам к учирад иган  сим во л л арнин г  *ар  цай 
с и с и  б у  сим волларн инг  ихти ёр и й  бош ца  бирига  у ти ш и  мумкин .  М асалан, 
с а к к и з и н ч и  д а р а ж а л и  цуйидаги

/1 2 3 4 5 6 7 8 ,
(̂ 1 8 6 4 5 2 7 3 /

у р н и г а  ц у й и ш  ш у н д а й д и р .  у ^ ац и ц а т ан  дам, 2, 3, 6 ва 8 с им волларни  кучи- 
р а д и ,  ш у  би л а н  бирга  2 с н м во л н и  8 га ,  8 символни 3 га, 3 символни  6 га,
6 с и м в о л н и  эса  яна 2 га у т к а з а д и .

Ц и к л л а р г а  б а р ч а  т р а н с п о з и ц и я л а р  мансубдир. Ц и кл л а р  учун  транспо- 
з и ц и я л а р и и  ц и сц ача  ё з и ш н и н г  ю ц о р и д а  иш латилган  у су л и га  ухш аш , цуйи
д а г и  ё з у в  и ш л а т и л ад и :  з^ацицатан урпи ал м аш ти ри л ади ган  сим во л л ар  урни- 
г а  ц у й и ш н и  т а к р о р л а ш д а  б и р - б и р и г а  цандай та р т и б д а  утса,  кичик цавсда 
ш у н д а й  т а р т и б д а  ёзи л ади ;-  ё з у в  ^ ац ицатан  к учи ри ла д и га н  символларнинг 
и х т и ё р и й  би р и д а н  бош л ан ад и ,  о х и р г и  символ эса  биринчи с им волга  утади. 
д е б  ^ и с о б л а н а д и .  М ас а л а н ,  ю ц о р и д а г и  мисол учун бу ё з у в  к уй идаги  кури- 
н и ш г а  э г а  булади:

(2 8 3 6).
Ц и к л  ^ а ц и ц а т а н  к у ч и р а д и г а н  си м воллар  сони циклнинг узунлиги  де й и 

л а д и .
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А г а р  л -д а р а ж а л и  иккига  циклда  д а к н к а гд а  урни а л м а ш т и р и л а д н га н  ум у 
мий си м в о л л а р  булмаса ,  улар эркин (бо гл нкм ас)  цикллар  д е й и л а д и .  Э ркин  
ц и к л л арии  у за р о  к у п а й т и р о н д а  к у п а й т у в ч и л а р  т а р гп б и  н а т и ж а г а  т а ъ с и р  
к илм аслиги  туш унар л идир .

Зар цандай урнига цуйиш иккита-иккитадан олганда эркин. булган 
цикллар купайтмасига ягона усул билан ёйилиши мумкин. Б у  д а ъ в о ш ш г  
исботи цийин эмас па шунинг учун  биз  уни туш ириб  к о л ди ра м и з .  Ёйиш 
амалда к уйи дагич а  бажарилади: д а к и к а т д а  кучири лад игаи  символларнинг 
исталган  биридан  бош лаймиз ва у ш а н  кейин урнига ку й и ш н и  т а к р орл аш  
н а т и ж а с и д а  бу символ утадиган сим волларни  ёзамиз  бу иш ни дастлабки 
с им волга  ка й т гу н и м и зч а  давом эттирам из .  Циклнн бундай „ёпиш лан"  сунг 
колган  д а к и к а т д а  кучириладиган символларнинг  биридан  б о ш л а б ,  иккинчи 
циклни досил  килам из  ва доказо.

.М н с о л л а р.
1)

/ I  2 3 4 5 \
(а 5 1 2 4) (254 -̂

2)
/1 2 3 4 5 6 7 8 .
(б 2 8 7 6 1 4 з ) = (156) (38) (47)'

А ксинча ,  зу кин  циклларга  ёйилм аси  билан берилган  *ар  кандай  урнига 
кУйиш учун  (бу Урнига кУйишнинг д а р а ж а с и  м аъ лу м  деган  ш а р т  остида) 
унинг ё зув и н и н г  одатдаги  ш аклпни ю т  ш мумкин. М асалан,

3) а г а р  (1372) (45) урнига кУ йиш нинг дар а ж а си  7 га тенг э к анл и ги  м а ъ 
лум булса:

/1 2 3 4 5 6 7 \
(1372) ( 4 5 ) =  [ 3 1 7 5 4 6 2 }  '

п-д а р а ж а л и  Урнига куйиш бе р и л га н  ва s — унинг ёй и л м а си д а ги  эркин 
ци к л л а р  сони плюс урнита куйиш  у з  Урнида ко л ди ради ган  с и м во л л ар  сони 
бу л син 1). n — s айирм а бу у р н ш а  кУйиш нинг декременты дейил ади .  Д е к р е 
мен т  д а к и к а т д а  ал м аш тириладнган  си м в о л л а р  сони минус Урнига кУниш 
ёйил м асига  кир адиган  эркин цикллар  сонига  тенг эканлиги  р а в ш а н .  Ю к о р и - '  
да ку рп л ган  1), 2) ва 3) м и с о л л а р у ч у н  д е к р ем е н т  мос р а в и ш д а  3, 4 ва 4 га 
тенг булади .

Урнига цуйишнинг жуфт-тоцлиги унинг декрементининг жуфт-тоц- 
лиги билан бир хил булади

Д а р ^ а к и к а т ,  k узунликдаги  дар  к а н д а й  циклни k — 1 та т ранспо зиц ия-  
нннг ку п а й тм а с и  ш акл ида  к у й и д аги ч а  т а с ви р л а ш  мумкин:

(<.. k , . . . ,  / * ) - ( / „  h){lu k) . . .  (tl Ik)-
Энди А Урнига кУйишнинг эркин ц икл л ар га  ёйилмаси  бери л ган  д е б  ф ар аз  
Килайлик. Л га р  циклларнинг *ар к ай си сн  до зи р  к ур с а ти л г^н  у с у л  билан 
т р а н с н о зи ц и ял а р ш ш г  купайтм асига  ё й н л га н  булса,  у  до л д а  биз  А урни га  
куйиш н инг  транспо зиц иял ар  купайтм аси  к ур иниш и даги  т а с в н р и н и  досил к и 
ламиз. Б у  тр ан сп ози ц и ял ар  сони А урн и га  кУйиш да ц и к а тда  к у ч и р а д н га н  
с им воллар  сонидан  бу  Урнига ку йиш ни нг  ёй и л м аси даги  э р к и н  ц и кл л а р  сони 
К а д а р  к и ч и к  булиш и равш андир .  Б у  ердан  А Урнига к у й и ш н и  д е к р е м е н т  
сонига тенг  булган  т ранспо зици ял ар  к у п а й т м а с и га  ёйиш  м ум кннл иги  келиб 
чикади ва ш уницг  учун  Урнига к у й и ш н и н г  ж у ф т -т о к л и г и  д е к р с м е н г н и н г  
ж у ф т -т о к л и г и  билан аникланади.

' )  У р н и г а  к у й и ш  уз Урнида к о л д и р а д и га н  дар кандай  с и м в о л га  1 у з у н 
ликдаги  .циклни*  мос  кУйиш мумкин, масалан, ю к ор идаги  (2) м и со л д а  (156)
(38) (47) (2) д еб  ёзнш  мумкин эди, б и р о к  биз  бундай  цилмаймнз.
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4- §. «-тартибли детерминантлар
Энди 2- § да я =  2 ва я =  3 учун >рсил килинган натижаларни 

п ихтиёрий булган зол учун умумлаштирамиз. Шу максадда 
я тартибли детерминантларни киритиш керак. Бирок буни иккин
чи ва учинчи тартибли детерминантлар киритилган йул билан, 
яъни чизикли тенгламалар системаларини умумий куринишда 
ечиш оркали бажариб булмайди: я ортиши билан зисоблаш- 
лар узундан-узок була бориб, я ихтиёрий булганда эса бу 
^исоблашларни амалда бажариб булмас эди. Биз бошкача йул 
танлаймиз: бизга маълум булган иккинчи ва учинчи тартибли 
детерминантларни мос матрицалар элементлари оркали аникла- 
надиган умумий бир конунни тайинлашга уриниб курамиз ва 
бу конунн I я-тартибли детерминантни таърифлашга куллай- 
миз, кейин эса бундай аниклашда Крамер коидаси уринли бу
либ колишини исботлаймиз.

Иккинчи ва учинчи тартибли детерминантларнинг ифода- 
ларини эсга олайлик:

CL\ 1 CL\ 2
=  «ц «22  ~  a 12a 2l>

« 2 1  “ 22

« 1 1  a \ 2  « 1 3

« 21  « 2 2  « 2 3

« 3 1  « 3 2  « 3 3

« 1 1 « 2 2 « 3 3  4 "  « 1 2 « 2 3 « 3 1  “Ь  « 1 3 « 2 1 « 3 2  —

—  « 1 3 « 2 2 « 3 !  « 1 2 « 2 1 « 3 3  « ц « 2 3 « 3 2 -

Бу ердан иккинчи тартибли детерминантнинг зар  кандай 
зади турли сатр ва турли устунда турган иккита элементнинг 
купайтмасидан иборатлиги куринади, шу билан бирга иккинчи 
тартибли матрица элементларидан~тузиш мумкин булган бун
дай барча купайтмалэр (улар бор-йути иккита) детерминант
нинг задлари сифатида ишлатилган. Худди шунга ухшаш 
учинчи тартибли детерминантнинг зар кандай зади зар бир 
сатрдан ва зар бир устундан бигтадан олинган учта элемент
нинг купайтмасидан иборат, шу билан бирга яна барча бун
дай купайтмалар детерминантнинг задлари сифашда ишлати- 
лади.

Энди я-тартибли квадрат матрица берилган булсин:
« 1 1  « 1 2  

« 2 1  « 2 2

• и 1п  

. «2 (1)
*л1 «л2 • • • ипп

Бу матрицанинг турли сатрлари ва турли устунларида жой- 
лашган я та элементнинг мумкин булган барча купайтма- 
ларини, яъни

(2)
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куринишдаги купайтмаларни цараймиз, бу ерда яь а2, . . .  
индекслар 1, 2, . . . .  л сонлардан иборат бирор Урин алмаш
тиришни ташкил цилади. Бундай купайтмалар сони « та сим
волдан иборат турли урин алмаштиришлар сонига, яъни «! га 
тенг. Бу купайтмаларни (1) матрицага мос келадиган булгуси 
«-тартибли детерминантнинг задлари деб лисоблаймиз.

(2) купайтма детерминант таркибига цандай ишора билан 
киришини аницлаш учун бу купайтмаларнинг индексларидан

12  • • • " ’) (3)
Я1 а 2 • • • /

урнига цуйишни тузиш мумкинлигига эътибор берайлик, бу 
ерда агар (2) купайтма таркибига /-сатр ва о^-устунда турган 
элемент кирса, i символ а, га утади. Иккинчи ва учинчи тар
тибли детерминантларнинг ифодаларини курадиган булсак, 
уларга мусбат ишора билан индекслари жуфт урнига цуйиш
ни ташкил циладиган, манфий ишора билан эса индекслари 
тоц урнига цуйиш ташкил циладиган задлар киришини кура
миз. Бу цонуниятнинг «-тартибли детерминантни таърифлаш- 
да зам сацлаб цолинпшн табиийдир.

Шундай цилиб, биз цуйидаги таърифга келамиз: (1) матри
цага мос келувчи «-тартибли детерминант деб «! та заднинг 
ушбу тартибда тузилган алгебраик йигиндисига айтилади: зад- 
лар булиб матрицанинг зар цайси сатридан ва зар цайси ус- 
тунидан биттадан олинган « та элементдан тузилган, мумкин 
булган барча купайтмалар хизмат цилади; шу билан бирга 
заднинг индекслари жуфт урнига цуйишни ташкил этса, у 
мусбат ишора билан, акс золда эса манфий ишора билан оли- 
нади. (I) матрицага мос келувчи «-тартибли детерминантни 
ёзиш учун иккинчи ва учинчи таргибли детерминант булган 
золдаги символдан фойдаланамиз:

“ 11 “ 12 ••• и 1п 
а 21 а 22 ••• ^2 п * . v  ( 4 >

4
‘ л1

л-тартибли детерминантлар п = 2 ва « = 3 булганда илгарн 
курилган иккинчи ва учинчи тартибли детерминантларга ай
ланади, « =  1 да эса, яъни фацат битта элементдан иборат мат
рица учун детерминант шу элементнинг узига тенг. Биз « > 3  
да «-тартибли детерминантни чизицли тенгламалар системаси
ни ечишга татбиц этиш мумкинми ёки йуцми эканлигини зо- 
зирча билмаймиз. Бу 7-§ да курсатилади; дастлаб, «-тартибли 
детерминантларни батафсил текшириш керак, хусусан, уларни 
Зисоблаш мегодларини топиш керак, чунки, затто унча к а п а
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булмаган п ларда детерминантни унинг таърифига таяниб зи- 
соблаш анча мураккаб иш булар эди.

Хозир я-тартигли детерминантнинг баъзи энг содда хосса- 
ларини тайинлаймиз. Бу хоссалар асосан куйида1и иккита 
масаланинг бирортасига тегишли булади: бир томондан, бизни 
кандай шартларда детерминант нолга тенг булиши кизикти- 
ради; иккинчи томондан матрицага тегишли шундай ал- 
маштиришларни курсатамизки, улар матрицанинг детерми- 
иантини узгартирмайди ёки уни осон зисобга олиш мумкин 
булган бир оз узгаришларга дучор килади

( 1) матрицани транспонирлаш д<г.б, уни шундай алмашти
ришга айтиладпки, бунда матрицанинг сатрлари уша номерли 
устунга айланади, яъни ( 1) матрицадан куйидаги

а п #21 •• #*i \
#12 #  22

(5 )

<*и #2л •-  « г „ /

матрицага Утилади; транспонирлаш (1) матрицани унинг бош 
диагонали атрофидабуришдирдеб айтиш мумкин. Мос равишда

« и # 2 1  • • • # „ i

# 1 2 # 2 2  • • • # л 2

• .  .  . • •

# i „ а 2 г . . • # Л Л

детерминант (4) детерминантни транспонирлаш туфайли зосил 
Килинди дейилади.

1 х о с с а .  Дет ерминант  транспонирлаш, натижасида 
узгармайди.

Дарзакикат, (4) детерминантнинг зар кайси зади

#1а, ' Ща, #лад (7)

куринишга эга, бу ерда иккинчи индекслар 1, 2, п сим- 
воллардан тузилган бирорта урин алмаштиришни ташкил эта
ди. Бирок (7) купайтманинг купайтувчилари (6) детерминант- 
да *ам турли сатрларда ва турли устунларда колади, яъни (7) 
купайтма транспонирланган детерминант учун зам зад булиб 
хизмат килади. Тескариси зам тугрилиги равшан, шунинг учун
(4) ва (6) детерминантлар бир хил задлардан тузилган. (7) 
заднинг (4) даги ишораси

1 2 ... п
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урнига куйишнинг жуфт-токлиги билан аникланади; (6) де- 
терминантда элементларнинг биринчи индекслари устун номе
рини, иккинчилари сатр номерини курсатади, шунинг учун (7) 
задга (6) детерминантда

Урнига куйиш мос келади. (8) ва (9) урнига куйишлар уму
мий золда турличадир, бирок улар бир хил жуфт токликка 
эга эканлиги равшан; шунинг учун (7) зад зар иккала детер
минантда бир хил ишорага эга. Шундай килиб, (4) ва (6) де
терминантлар бир хил ишора билан олинган бир хилдаги зад- 
ларнинг йигиндисидан иборат, яъни улар бир-бирига тенг.

1-хоссадан детерминантнинг сатрлари закидаг^ зар кандай 
даъво унинг устунлари учун зам уринли ва аксинча эканлиги 
келиб чикади, яъни детерминантда  (матрицадан фаркли ра
вишда) сатр лар  ва устунлар тенг ^уцуцлидир.  Шунга му- 
вофик, бундан кейинги 2—9-хоссаларни детерминантнинг факат 
сатрлари учун таърифлаймиз ва исботлаймиз; устунлар учун 
худди шундай хоссалар алозида исбот талаб килмайди.

2 - х о с с а .  Агар детерминантнинг сатрларидан бири нол- 
лардан иборат булса, бундай детерминант нолга тенг бу
лади.

Хакикатан зам, детерминантнинг f-сатридаги барча элемент
лар ноллардан иборат булсин. Детерминантнинг зар кайС1; 
задига /-сатрдаги битта элемент купайтувчи булиб кириши 
керак, шунинг учун бу золда детерминантнинг барча задла
ри нолга тенг.

3 - х о с с а .  Агар бир детерминант иккинчисидан унинг 
иккита сатрининг урнини алмаштириш орцали %осил ци
линган  булса , у %олда биринчи детерминантнинг барча 
элементлари тескари ишора билан иккинчи детерминант
нинг хам  элементлари булади, яъни иккита сатрнинг урни  
алмашишидан детерминант фацат ишорасини узгартиради.

Хакикатан зам, (4) детерминантда / ва /-сатрларнинг Урин- 
лари алмашгирилаётган булиб (г =£/), колган барча сатрлар 
эса уз урнида колсин, Куйидаги детерминантни зосил кила
миз:

(9)

а \\ а 12 ••• a\i

( 1 0 )
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(ён томонда сатрларнинг номерлари курсатилган). Агар

(4) детерминантнинг цади булса, унинг барча купайтувчилари
(10) детерминантда ^ам турли сатрларда ва турли устунларда 
цолиши равшан. Шундай цилиб, (4) ва (10) детерминанглар 
бир хил ^адлардан тузилган. (11) ^адга (4) детерминангда

Урнига цуйиш мос келади, чунки масалан, at4 элемент энди 
/-сагрда туриб, эски аг устунда цолади. (13) урнига цуйиш 
( 12) урнига цуйишдан унинг юцори сатрида битга транспози
ция бажариш орцали }{ОСил цилинади, яъни тескари жуфт- 
тоцликка эга. Бу ердан (4) детерминантнинг барча элемент
лари ( 10) детерминантга тескари ишора билан кириши кури- 
нади, яъни (4) ва (10) детерминантлар бир-биридан фацат 
ишоралари билан фарц цилади.

4-х о с с а .  Иккита бир х и л  сатрга эга булган детерми
нант нолга тенг.

Хацицатан р м ,  детерминант d  сонга тенг булсин ва унинг 
t -ва у-сатрларидаги (i=j=i) элементлари узаро тенг булсин.

Бу иккита сатрнинг Урнини алмаштиргандан сунг, 3-хосеа- 
га кура детерминант — d  сонга тенг булиб цолади. Бироц бир 
хил сатрларнинг уринлари алмаштирилаётгани сабабли, детер
минант аслида узгармайди, яъни d — d, бу ердан d  =  0.

5- х о с с а. Агар детерминантнинг бирорта сатрининг 
баряа элемент ларини бирор k сонга купайт ирилса , у з о л 
да детерминантнинг узи  за м  k га купайтирилади.

г-сатрнинг барча элементлари k га купайтирилган булсин. 
Детерминантнинг ^ар цайси ^адида i -сатрдаги элементлардан 
роса биттаси булади, шунинг учун.^ар цайси ^ад k купайтув- 
чига эга булиб цолади, яъни детерминант k  га купайтирилган 
булиб цолади.

Бу хоссани цуйидагича р м  таърифлаш мумкин: детерми
нантнинг бирор сатри баряа эле мент лар  ининг умумий ку- 
пайтувяисини детерминант белгиси ташцарисига яицариш 
мумкин.

6 - х о с  с а. Иккита пропорционал сатрга эга булган де
терминант нолга тенг.

Хацицата-н ^ам, детерминантнинг у-сатри элементлари г- 
сатрнинг мос элементларидан (г ф у) биргина k  купайтувчи

(1 1 )

Урнига цуйиш, (10) детерминантда эса

(13)
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билан фарк килсин. /-сатрдаги бу умумий купайтувчи k ни 
детерминант белгисидан ташкарига чикариб, иккита сатри бир 
хил булган детерминантни ^осил киламиз, бундай детерми
нант эса 4-хоссага кура нолга тенг.

4-хосса (шунингдек, ti >  1 да 2-хосса ^ам) б-хоссанинг 
(£ =  1 ва &=0 да) хусуснй золи булиши равшандир.

7 - х о с с а .  Агар п-т ю т ибли  детерминант i -сатрининг  
барка элементлари иккита цушилувчининг йигиндиси, яъни

аи = bj +  Cj, j  -  1............п
куринишда ифодаланг ш  булса , у %олда детерминант ш ун
дай иккита детерминантнинг йигиндисига тенг буладики, 
бу детерминантларнинг i -сатридан ташцари барча сатр
лари беоилган детерминантникидай булади, уларнинг  би- 
ридаги i-camp bj элементлардан, бошцаси эса элем ент 
лардан иборат булади.

Хакикатан зам, берилган детерминантнинг зар кандай за- 
дини куйидаги куринишда тасвирлаш мумкин:

a ‘oia * -
— а ^ а л  . . .  Ьа[ • • • а '"1п 4 “ а > • • ■ С*1 ■ • • а Пап'

Бу йигиндиларнинг биринчи кушилувчиларини бирга (мос 
задлар детерминантда ка"Дай ишорага эга булса, уша ишора- 
лар билан) йигиб, равшанки, я-тартибли детерминант зосил 
киламиз. Бу детерминант берилган детерминантдан факат г- 
сатрида а,7 элементлар урнида bf элементлар туриши билан 
фарк килади. Иккинчи кУшилувчилар мос равишда /-сатрида 
Су элементлар турган детерминант тузади. Шундай килиб,

а и а п  - • ■ &\п

С\ С2 • • • Сп

а\\ а 12 “и а \\ а 12 • • •

^2 +  ̂ 2 • • • bn-\-cn —
♦ ' /
ьх ь2 . .  Ь„ +

ап 1 а п2 . . . а п\ ап2 • • • а пп я „ 1  2 • • • I
7- хоссани зеч бир кийинчиликсиз i -сатрнинг зар кандай 

элементи иккита эмас, балки т  та ( /и > 2) кушилувчидай ибо
рат булган зол учун зам уринли эканлигини исботлаш мумкин.

Агар зар кандай j  (/ =  1, . . ., i — 1, i +  1, . . .  re) номер- 
ли сатр учун шундай ^  сон топиш мумкин булсаки, у-сагрни 
kj га купайтириб, сунгра /-сатрдан бошка замма сатрларни 
кушиб (бунда сатрларни кушишни бу сатрларнинг барча эле
ментлари зар бир устунда алозида кУшилади деб тушуниш 
керак), / сатрни зосил килсак, детерминантнинг /-сатрнни 
унинг колган сатрларининг чизицли  комбинацияси  деб айта- 
миз. kj коэффициенгларнинг баъзилари нолга тенг булиши 
мумкин, яъни /-сатр аслида барча сатрларнинг эмас, балки 
колган баъзи сатрларнинг чизикли комбинацияси булади. Ху-
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сусан, к] коэффициентларнинг факат биттаси нолдан фаркли 
булса, биз иккита сатрнинг пропорционаллигига эга буламиз. 
Низоят, сатр бутунлай ноллардан иборат булса, у золда бу 
сатр зар доим колган сатрларнинг чизикли комбинацияси бу
лади (барча к] лар нолга тенг булган 30л).

8- х о с  с а. Агар детерминантнинг сатрларидан бири 
унинг цолган сатрларининг чизицли комбинациясидан ибо
рат  б^лса, детерминант нолга тенг булади,

Айтайлик, / сатр колган s та сатрнинг чизикли комбина
цияси булсин ( l < s < «  — 1). У золда г-сатрнинг зар кандай 
элементи s та кушилувчининг йигиндиси булади, бинобарин, 
7 хоссани татбик этиб, берилган детерминантимизни ^ар бири- 
нинг г-сатри бошка сатрларининг бирортасига пропорционал 
булган детерминантлар йигиндиси куринишида тасвирлаймиз.
6-хоссага кура бу детерминантлар нолга тенг, бинобарин, бе
рилган детерминант хам нолга тенг.

Бу хосса 6-хоссанинг уму.млаштирилишидир, шу билан 
бирга 10-§ да бу хосса детерминант нолга тенг булишининг 
энг умумий золини бериши исботланади.

9- х о с с а. Агар детерминантнинг сатрларидан бирига 
бошца сатрнинг мос элемент ларини бирорта сонга купай
тириб цушилса, детерминантнинг циймати узгарм шди.

Хакикатан зам, d  детерминантнинг i -сатрига к сонга ку- 
пайтирилган /-сатр ( /= £ /)  кУшилаётган булсин, яъни янги де- 
терминантда i -сатрнинг зар кандай элементи a,s - f  kajs, s — 
=  1,2, ..., п куринишга эга булсин. У золда, 7-хоссага кура 
бу детерминант шундай иккита детерминантнинг йигиндисига 
тенг буладики, уларнинг биринчиси d  булиб, иккинчиси эса 
иккита пропорционал сатрга эга булади ва шунинг учун зам нол
га тенг булади.

к сон манфий булиши зам мумкин, шу сабабдан, детер
минант унинг бир сатридан бирорта сонга купайтирилган  
бошца сатрини айирганда хам  узгармайди. Умуман, агар 
детерминантнинг бирорта сатрига бошца сатрларнинг ис
т алган чизицли комбинацияси цушилса, унинг циймати уз
гармайди.

Б и р  мисол  кУрайлик. А г а р  детерминантнинг бош  диагонал! а нисбатан 
си м м е т р и к  булган  эл е м е н т ла р и  б и р -б и р и дан  ф акат  и ш о р а л а р и  билангина 
ф а р к л а н с а ,  я ъ н и  б а р ч а  I ва j  л а р д а  а^ = ~ а ц  бул са  (бундан ба р ч а  i лар 
уч у н  ац =  — Оц — 0 эканлиги  келиб  чикади), бундай дет е р м и н а н т  ция сим
метрик д е т е р м и н а н т  дей и л ади .  Ш у н д а й  килиб, д етерм и н ан т  к уйи даги  к у 
ри н и ш д а  булади :

0 а ,  2 а 13 • а \п
— 0 °23 а3п
~  й 13~~а 23 0 азп

а 1 п -  а 2п -  а3п . . .  0



Бу детерминантнинг ^ар бир сатрини — 1 сонга купайтириб, 
транспонирланган, яъни яна d  га тенг булган детерминант ^о- 
сил циламиз, бу ердан 5-хоссага кура

( -  1 )nd  = d

муносабатни ){осил циламиз. « тоц булганда, бу ердан—d = d, 
яъни d =  0 эканлиги келйб чицади. Шундай цилиб, тоц т ар
тибли за р  цандай ция симметрик детерминант нолга тенг.

5 -§ .  Минорлар ва уларнинг алгебраик тулдирувчилари

п  тартибли детерминантларни бевосита уларнинг таърифи
дан фойдаланиб, яъни ^ар гал барча «! та ^адни ёзиб, улар
нинг ишорасини аницлаб ва ^оказо ишларни бажариб >;исоб- 
лаш цандай цийинчиликлар тугдириши юцорида цайд цилиб 
утилган эди. Детерминантларни ^исоблашнинг «-тартибли де
терминантни цуйи тартибли детерминантлар орцали ифодалаш 
мумкинлигига асосланган соддароц методлари мавжуд. Шу 
мацсадда цуйидаги тушунчани киритамиз.

«-тартибли d  детерминант берилган булсин. 1
шартни цаноатлантирувчи k сон оламиз ва детерминантда их
тиёрий k та сатр ва k та устунни танлаймиз. Бу сатрлар 
ва устунлар кесишган жойларда турган, яъни танлаб олинган 
сатрларнинг бирига ва танлаб олинган устунларнинг бирига 
тегишли булган элементлар ^-тартибли матрица ташкил эти- 
ши равшан. Бу матрицанинг детерминанти d  детерминантнинг 
k-тартибли мичори  дейилади. Шунингдек, й-тартибли минор 
бу d детерминантда п — та сатр ва ti—k та устунни учириш- 
дан ^осил буладиган детерминант деб ^ам айтиш мумкин. 
Хусусан, детерминантда битта сатр ва битта устунни учириш- 
дан кейин (п —1)-тартибли минорни ^осил циламиз; иккинчи 
томондан биринчи тартибли минорлар булиб, d  детерминант
нинг айрим элементлари хизмат цилади.

«-тартибли d  детерминантда тартибли М  минор олингаи 
булсин. Агар биз бу минор турган сатрлар ва устунларни чи- 
зиб чицсак, (« —/г)-тартибли М '  минор цолади ва у Ж минор 
учун тулдирувчи минор дейилади. Аксинча, агар М '  минор- 
нинг элементлари турган сатрлар ва устунларни чизиб чиц4- 
диган булсак, равшанки, М  минор цолади. Шундай цилиб, 
детерминантнинг у за  ро т у л д и р у в ч и  м и н о р л а р и  ж у ф -  
ти ^ацида гапириш мумкин. Хусусан, atj элемент ва детерми
нантда г-сатр ва у-устунни чизишдан ^осил булган re— 1 -тар
тибли минор узаро тулдирувчи минорлар жуфт'ини ^осил 
цилади.

Агар /г-тартибли М  минор 1и г2, ..., ik номерли сатрлар ва 
/и  /а •••. /* номерли устунларда жойлашган булса, у *олда М
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минорнинг алгебраик тулдирувчиси  деб унинг тулдирувчи 
М' минорини айтамиз. Бу минорнинг ишораси М  минор жой- 
лашган сатрлар ва устунларнинг номерлари йигиндисининг, 
яъни

Sm =  i\ +  h  +  • • • +  h  + / i  "ЬА +  . • • +  /fe ( 1)
йигиндиьинг жуфт ёки токлигига караб, мусбат ёки манфий 
булади. Боищача айтганда, М  минор учун алгебраик тулди
рувчи ( —1 )Sm М '  сон булади.

k -тартибли ихтиёрий М  минорни унинг алгебраик  
тулдирувчисига купайтмаси d детерминантда алгебраик  
йигинди булиб , унинг цуш илувчилари М минорнинг х,адла-
рини М ' минорнинг (— l ) SM ишора билан олинган х^адларига 
купайт иришдан х;осил булади. Бу цуш илувчилар d детер
минантнинг бирор хадлари  булади, шу билан бирга у ла р 
нинг бу йигиндидаги ишоралари уларнинг детерминант тар- 
кибига кирган ишоралари билан бир х и л  булади.

Бу теореманинг исботини М  минор детерминантнинг юкори 
чап учида, яъни 1, 2, . . . ,k номерли сатрлар ва шу номерли 
устунларда жойлашган золдан бошлаймиз:

J  =

Йц ... a lk 
М  . . .

а  , /;+
• i • • •

«1,

аь\ -  akk (ik, k+ i ... akn

ац+ 1......  <2* +1, k Я* + 1, * + i . .
М!

■ aii+i, n

a.i • • • a nk an, k+1 • • • nn
у золда М '  минор детерминантнинг пастки унг бурчагини 
эгаллайди. сон бу золда жуфт булади:

sM — \ 2 k \ -{-2 . -j- £ = 2 (1  -f- 2-f- . .  . +  k),

шунинг учун М  нинг алгебраик тулдирувчиси булиб, М' ми
норнинг узи хизмат килади. М  минорнинг ихтиёрий

f l ' a .  • • • dft^k
задини олайлик; агар I

1 2 .
«1 а2 •

(2)

(3)

урнига куйишдаги инверсиялар сони булса, олинган задниш 
М  даги ишораси (— 1/  булади. М '  минорнинг ихтиёрий

аь+ь  B,.j. 1 '  1 ° * а ” 3 ^+ 2
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^ади бу минорда (— \)1' ишорага эга, бу ерда / '
H I  Н 2  . . . п \
Р*+1 + * • • • Р J  ( }

урнига цуйишдаги инверсиялар сони.
(2) ва (4) ^адларни бир-бирига купайтириб, детерминант

нинг турли сатр ва устунларида жойлашган п та элементининг 
купайтмаси

<210,(22*, • • • +  1 Я А+2> + 2 • • • а п (®)

ни *осил циламиз; бинобарин у d  детерминантнинг цади бу
лади. (6) ^аднинг М М '  купайтмадаги ишораси (2) ва (4) ^ад- 
лар ишораларининг купайтмасига, яъни (— 1)г • ( — 1)г' эга бу
лади. Худди шундай ишорага d  детерминантда (6) ^ ад  >{ам эга 
булади.

^а^ицатан ^ам, бу ^аднинг индексларидан тузилган 
1 2 . . .  k k + \  k + 2 . . .  п\
а1 а2 • • • ак Pft+1 Р/г+2 • • •?/ !  /

урнига цуйишнинг пастки сатрида фацат / +  I' та инверсия 
бор, чунки }$еч цайси а з?еч бир р билан инверсия туза  ол- 
лайди:  барча а лар k дан катта эмас, барча (3 лар k +  1 дан 
кичик эмас.

Бу билан теореманинг биз цараётган хусусий >(оли исбот- 
ланди. Умумий холни царашга утамиз, яъни М  минор 
1\1ъ,. . . , i k номерли сагрларда ва у,,  у 2, . . . , ] к номерли ус- 
тунларда жойлашган булсин деб фараз цилайлик, шу билан 
бирга

h  <  h  • • • <  h> 1\ У2
булсин.

Детерминантнинг сатрларини ва устунларини алмаштира 
бориб, М  минорни юцори чап бурчакка суришга, шу билан 
бирга бунда тулдирувчи минор узгармайдиган цилиб суришга 
^аракат циламиз. Шу мацсадда, сатрни (/( — 1) - сатр би
лан, сунгра (/, — 2)- сатр билан алмаштирамиз ва зрказо. 
Бу процессии г,-сатр биринчи сатрнинг Урнини эгалламагун- 
ча давом эттира берамиз; бунинг учун сатрдарни i t — 1 марта 
урнини алмаштиришимиз керак булади. Сунгра i2* сатрни 
ундан юцори турган сатрлар билан кетма-кет Урнини алмаш
тирамиз. Бу ишни у бевосита сатр остида, яъни барча 
алмаштиришлар бошлангунга цадар иккинчи сатр эгаллаган 
уринга жойлашгунча давом эттирамиз; бунинг учун сатрлар
нинг урнини г3 — 2 марта алмаштиришимиз керак (буни тек
шириш осон). Худди шундай, /8- сатрни учинчи сатр урнига 
сурамиз ва >{оказо; бу иш ik~ сатр /г- сатрнинг урнини эгал- 
ламагунча давом эттирилади.
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Биз заммаси булиб сатрларнинг
(h  — 1) +  ( а̂ ~  2) +  . . .  +  (ik — ft) =  (ч +  +  • • • +  h) —

—  (1  +  2  +  . . .  +  k) 
транспозициясини бажаришимиз лозим.

М  минор энди янги детерминантнинг биринчи k та сатри
да жойлашди. Энди детерминант устунларининг уринларини 
кетма-кет алмаштирамиз: j \ -  сатрни у биринчи уринни эгал- 
ламагунча узидан олдин турган устунлар билан, сунгра у2- 
сатрни иккинчи уринни эгалламагунча ва зоказо алмаштира
миз. Устунларнинг заммаси булиб

(А +  /2 +  • • • Н~У*) — ( I +  2  +  . . . k)
марта Уринлари алмаштирилади. Бундай барча алмаштириш- 
лардан сунг янги d'  детерминантга келамиз. М  минор бу де
терминантнинг юкори чап бурчагида жойлашган булади. Биз 
зар  гал факат цушни сатрлар ёки усгунларни алмаштирга- 
нимиз сабабли, а  детерминантда М '  минор турган сатрлар 
ва устунларнинг узаро вазияти узгаришсиз колади ва шунинг 
учун d '  детерминантда М  минорга тулдирувчи булиб, пастки 
унг бурчакни эгалловчи М '  минор колади. Юкорида исбо?- 
ланганига кура М М '  купайтма d'  детерминантнинг бирор мик- 
дордаги задлари йигиндиси булиб, бу задлар d '  детерми
нантга кандай ишоралар билан кирган булса, уша ишоралар 
билан олинган.

Бирок d '  детерминант d  детерминантдан сатрлар ва устун- 
ларни
[(/1 +  i 2 +  . . . -И'*)—(1 +  2 +- . . . +  ft)] +  [(А + У 2+- • • • + / ’*) —

-  (1 +  2 +  . . . +  А)] =  sM — 2 ( 1 + 2  +  . . . + * )
та транспозициялаш оркали зосил килинган, шунинг учун 
олдинги параграфдан маълумки, d' детерминантнинг задлари 
d  детерминантнинг мос задларидан факат ( — 1) ^  ишора би- 
лангина фаркланадилар (жуфт сон 2( 1 + 2  +  • • •  +  ft, та- 
биийки, ишорага таъсир этмайди). Бу ердан, (— 1) ^  М М '  
купайтма d  детерминантнинг маълум микдордаги задларидан 
тузилган булиб, бу задлар шу детерминантда кандай ишора
га эга булсалар, шундай ишора билан олинганликлари келиб 
чикади. Теорема исбот килинди.

Агар М  ва М '  минорлар узаро тулдирувчи булсалар, у 
Золда Sm ва s.w сонлар бир хил жуфт токликка эга булишла- 
рини кайд килиб утамиз. Дацикатан зам, зар  кандай сатр ва 
Зар кандай устуннинг номери бу сонларнинг биттаси ва факат 
биттасига кушилувчи булиб киради, шунинг учун Sm +  Sm1 
йигинди детерминантнинг барча сатрлари ва устунлари номер- 
ларининг умумий йигиндисига, яъни 2 (1 + 2 . .  +  п) жуфг 
сонга тенг.
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6 -§ .  Детерминантларни ^исоблаш

Олдинги параграфнинг натижалари «-тартибли детерми
нантни дисоблашни бир нечта (п — 1) - тартибли детерминант
ларни дисоблашга олиб келишга имкон беради. Дастлаб ку
йидаги белгилашларни киритамиз: агар аи d  детерминантнинг 
элементи булса, M lt орцали тулдирувчи минорни ёки цисцача 
шу at , элементнинг минорини, яъни детерминантда/ - сатр ва 
у-устунни учиришдан досил булган (л—1)-тартибли минорни 
белгилаимиз. Сунгра, А И орцали atj элементнинг алгебраик 
тулдирувчисини белгилаймиз, яъни

A{j =  ( — \ ) lJri M tJ.
Олдинги параграфда й ^ А и купайтма d  детерминантнинг 

бир нечта дадлари йигиндисидан иборат эканлиги ва бу дад- 
лар d  детерминантнинг таркибига цандай ишора билан кирсалар, 
Оу ердаги йигиндига шу ишора билан киришлари исботланган 
эди. Бу задларнинг сонини санаб чициш осон: у М и минор- 
даги дадлар сонига, яъни (п —1)1 га тенг.

Энди d  детерминантнинг исталган /-сатрини танлаймиз ва” 
бу сатрдаги дар цайси элементни унинг алгебраик тулдирув- 
чисига купайтмасиии оламиз:

ацАп> а12̂ 12> • • • ♦  (1)
d  детерминантнинг *еч цайси )(ади бир вацтда ( 1) кури

нишдаги купайтмаларнинг турли иккитасига -кира олмайди: 
детерминантнинг ап Atl купайтмага кирувчи барча дадлари 
г-сатрдаги ап элементга эга ва шунинг учун улар а12А1, ку
пайтмага кирувчи ^адлардан, яъни /-сатрдаги а12 элементга 
эта булган дадлардан фарц циладилар ва доказо.

Иккинчи томондан, d детерминантнинг барча (1) купайт 
маларга кирувчи дадларининг умумий сони

(п — 1)! • п =  п\
га тенг, яъни бу билан d детерминантнинг барча дадлари та- 
мом булади. Шундай цилиб,- d детерминантни i- сатри бу
йича цуйидаги ёйилмаси  уринли эканлигини исбот цилдик:

d  =  ап Ап а 12 А12 -|- . . . +  А1п, (2)
яъни детерминант унинг ихт иёрий сатри барча элемент-  
лаоини уларнинг алгебраик тулдирувчи лар  ига купийт ма-  
лари йигиндисига тенг. Детерминантнинг шунга ухшаш 
ёйилмасини унинг ихтиёрий устуни буйича цам олиш мумкин.

(2) ёйилмада алгебраик тулдирувчиларни мусбат ёки ман
фий ишорали мос минорлар билан алмаштириб, я - т а р т и б л и  
д е т е р м и н а н т н и  ) $ и с о б л а ш н и  (я — 1) - т а р т и б л и  б и р  
4 - 3 9 1 9
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н е ч т а  д е т е р м и н а н т н и  з и с о б л а ш г а  к е л т и р а м и з .  
Агар i- сатрдаги баъзи элементлар нолга тенг булса, у золда 
уларга мос минорларни, табиийки, зисоблаб утириш керак 
эмаслигини ^айд килиб утайлик. Шунга мувофик дастлаб де
терминантни 9 - хоссани (4- параграфга каранг) татбик килиб 
шундай узгартириш керакки, унинг сатрларидан ёки устунла- 
ридан бирида етарлича куп элементлар ноллар билан алмаш- 
тирилган булсин. Хакщатда 9 - хосса исталган сатрда ёки 
исталган устунда битта элементдан ташцари баряа эле 
м ент ларни  ноллар  билан алмаштиришга имкон беради. 
Хакикатан зам, агар a lk Ф 0 булса, i- сатрнинг ихтиёрий а,
{j Ф k) элементи t-w T «nu«  а‘>

и
устунни JL га купайтириб /-устундан айи-

&lk
риш натижасида ноль билан алмаштирилади. Шундай килиб, 
п- тартибли детерминантни («—1) - тартибли б и т т а  дегерми^ 
нантни зисоблашга келтириш мумкин.

М и с о л л а р .
1. У ш б у  т у р т и н ч и  т а р т и б л и  дет е р м и н ан т н и  з^исобланг:

3 1 —1' 2 
- 5  1 _ 3 - 4

2 0 Л —Г
] —5 ' 3 J-3

Б у  д етерм инантни  у нинг  у ч и н ч и  сатрида  битта  ноль б о р л и г и д ан  фой- 
далапиб ,  ш у  са т р  буйича  ёямиз.

+
1 - 1 • 2 1 3 1 2

d== ( -  1)3+I .2  • 1 3 - 4  I +  ( -  1)3+3 • 1 • - 5 1 —4
- 5 3 - з  1 1 - 5 - 3

+  ( _  1)3+4 . ( _  J)
3 1 

-5 1 
1 - 5

Х осил  кнли пгап  учинчи т а р т и б л и  детерыинан> ларни д и с о б л а б ,  топамиз.
d = 2 • 16 -  40 + 48 =  40.

2. У ш б у  б еш ин ч и  тартибли  детерминантни  х,исобланг:

d =

-2
1
3
2
О

5
0

-1
Ь

- 3

0
3
0

- 4
-1

3
-2
- 5

2
3

И к к и н ч и  с а т р га  учга  к у н а й ги р н л га н  беш иичи сатрни  к уш и б  в а  туртинчи 
с а т р д а н  т ^ р т г а  к у п а й т и р и л га н  беш имчи сатрни айириб,

-2
1
3
2
0

5
- 9
-1

18
- 3

0
о
о
о

-1

-1
13
5

- 7
2

3
7

- 5
-1 0

3
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ни досил  киламиз. Бу  дет е р м и н а н т н и  нолга  тенг  б у л м а га н  ф а к а т  битта  э л е 
м е н т га  эга  бу л ган  учинчи  у с т у н и  бу йич а  ёям и з  (и н д е к с л а р  йигиндиси  
6  +  3, яъ н и  жуфт):

( - D

—2
1
3
2

6
- 9
-1

18

-1
13
5

- 7

3
7

-  5
- 1 0

Янги досил килинган дете р м и н а н т н и  унинг  б ир инч и  с а т р и га  и к к и га  ку-  
п а й т и р н л га н  иккинчи  сатрни к у ш и б  ва учинчи с а т р д а н  у ч г а  к уп ай ти р и л ган  
и к кин ч и  сатрни, туртинчи с атр дан  эса иккига к у п а й т и р и л га н  иккинчи  с а т р 
ни а й и р и б ,  узгартирамиз:

0 -  13 25 17
1 - 9  13 7 
0  26 - 3 4  - 2 6  
О ■ G - 3 3  - 2 4

Б у  д етерм инантни  биринчи у стун  буйича  ёйиб ч и к ам и з  (бу у л у н н и н г  
я го н а  нолга  тенг  бул м аган  эл е м е н ти га  ин д е к с л а р н и н г  т о к  йигиндиси мос 
к ел иш ини . кайд  килиб утайлик):

- 1 3  26 Yt 
26 - 3 4  —26 
36 - 3 3  24

Б у  учин чи  т а р т и б л и  дет е р м и н а н т н и  унин г  у ч и н ч и  с а т р и  бу й и ч а  ёйиб  
чики б ,  дисоблаймиз:

25 17 - 1 3  17 — 13 25
d  =  36 - ( - 3 3 ) . + ( - 2 4 ) -

- 3 4  - 2 6 26 —26 26 - 3 4
=  36 • ( - 7 2 )  -  ( - 3 3 )  • ( - 1 0 4 )  +  ( - 2 4 )  • ( - 2 0 8 )  =  1032.

3. Агар детерминантнинг бош диагоналидан бар тарафда ётган бар
ка элементлари нолга тенг булса, у %олда бу детерминант бош диаго- 
налда туруеяи элементларнинг купайтмасига тенг булади.

И ккинчи  r a p i ибли де т е р м и н а н т  учун  бу д а ъ в о  у р и н л и  э к а н л и ги  ран- 
ш ан. Биз  уни индукция ёрдам ид а  исботл ай м из ,  яъ н и  (п —1)- тар тибл и  д е т е р м и -  
н а ш л а р  учун  бу  д а ъ в о  исботланган  деб , к уйи даги  п- т а р г ^ б л и  дет е р м и н а н т  
ни караймиз:

аи ai2 а13 ,. а1п 
0 Я22 а23 • • а2п 

d =  0 0 взз . . а3п

О 0 0 . . .  апп 
У ни Оиринчи у с т у н  буй ич а  ёйиб чикиЗ, куй идаги ни  досил  киламиз:

а 22 а2з . , .  а2п

d =  an
О

О О

• азп

■ а„
Б и р о к  Унг кисмда турган м и н о р !а  и н д у к ц н я д а ги  ф а р а з  т а т б и к  кили- 

ниш и  мумкин, яъни у а22а& .. аПп к уп а й тм а га  тенг. ш унинг  у ч у н  дам
d =  в ц  а23 а 3з . . .  апп.
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4. У ш б у
1 1 1 ..., 1

аа #з • • «вл
«I aj .. . ап

<
—1 „п—2 1 л-1 з • - 4

д е т е р ы и н а н т  Вандермонд детерминанти дейилади.
Ихтиёрий п да Вандермонд детерминанти мумкин булган барча 

at — a j айирмаларнинг (бу ерда 1 <  / <  I <  п) купайтмасига тенг экан
лигини  ис б о т  ки л а м и з  Х аки к атан  *ам, п 2  да

1
а а

б у л ади .  Д а ъ в о  (я  — 1 ) - тартибли  В андерм онд д е т ерм инантл ар и  у ч у н  исбот-  
л анган  б у л с и н .  d детер м инантни  куйидагича  у згар ти рам и з :  п сатрдан 
(охирги  с а т р д а н )  а, га  к у п ай ти ри л ган  ( п - 1 ) - с а т р н и  айи рам н з ,  сунгра 
(п —  1)- с а т р д а н  ян» а!  га  к уп ай ти р и л ган  (л — 2) сатрни ай и р ам и з  ва  ^ока-  
зо, н и ^ о ят ,  икки нчи  с атрдан  а ,  га к у пайтир ил ган  биринчи сатрни  айирамиз .  
Б из  ку йидаги нм  ^о си л  киламиз:

1 1  1 . . .  1
О flj—flj а3—a j . . .  Ад—flj
О а \ - а х а2 а ‘- а гаъ . . .  a l - a yan

О ,я- 1 л ,*Г 2 _л—1 а,а1“ 3 пп~Х—п л”-2, .а п - а 1ал
Б у  дет ер м и н а н т н и  бирин чи  у с т у н  бу йич а  ёйиб, (я  — 1 ) - т а рти бл и  де- 

т е р м и н а н т га  к ел ам и з ;  б а р ч а  у с ту н л а р д а н  умумий куп ай тув чи л арн и  д е т е р м и 
нант б е л ги си  т а ш к а р и с и г а  чи к а ри л га н д а н  сунг дет е р м и н а н т  к уй и да ги  
кУ риниш ни олади:

d «= (а3— a j  (я3 -  a i ) . . .  (ап-  at)

О х и р г и  к у п а й т у в ч и  (п — 1 ) - та р т и б л и  В ан дерм онд  дет ер м и н а н т и д и р ,  
я ъ н и  ф а р а з г а  кУра 2 < / < /  <  п у ч у н  б а р ч а  а , -  я у- айи р м ал а р н и н г  купай- 
м а с и га  тенг .  Д е м а к ,  к упайтм ани  б ел ги л аш  учун П символдан  ф о й д а л а н и б ,  

к у й и д а г и ч а  ёзиш  мумкин:

d = ( а 3 -  а х) ( а ,  -  й!> . . .  (ап -  а , )  • П (сц -  aj) = П (а ,  -  aj).
2 < ) < 1  < л 1 ■* J <, I < п

Х у д д и  ш у н д ай  м е т о д  би л ан

1 1 . . .  1
й3 • ап
а ’ а5 . . .  в>

й " - 2

• • • ■
а " - 2“ 3

» 1 « 1

. . .  ап~ 2 •••
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д е т е р м и н а н т  мумкин булган барча а; — aj айирмаларнинг (бу е р д а
1 <  / < / < п )  купайтмасига тенг эканлигини, я ъ н и

d' -  П (ai—aj)1 <(</'< я
ия исботл аш  мумкин.

Детерминантнинг сатри ёки устуни буйича юцорида зосил 
цилинган ёйилмаларини умумлаштириб, детерминантни бир 
нечта сатри ёки устуни буйича ёйиш гучрьсида суз юри- 
тадиган цуйидаги теоремани исботланмпз.

Л а п л а с  т е о р е м а с и .  п-т арт ибли  d детерминантда  
k та сатр (ёки k та устун) ихтиёрий т анланган булсин, 
1<Уг<>г—1. У ^олда  танлаб олинган сатрларда жойлашган  
к-тартибли барча минорларни уларнинг алгебраик тулди-  
рувчиларигакупаит малари йигинбиси d детерминантга тенг.

И с б о т  и. d  детерминантда t,, i2, . . .  , ih номепли сатрлар 
танлаб олинган булсин. Биз биламизки, бу сатрларда жой лаш 
ган к- тартибли М  минорнниг унинг алгебраик тулдирувчисига 
купайтмаси d  детерминаигнинг бирорта мицдордаги элемент
лари булиб, улар детерминант таркибига цандай ишора билнн 
кирсалар, шу ишора билан олинадилар. Бинобарин, агар биз 
М  ни танлаб олинган сатрларда жойлашган барча /v-тартнб- 
ли минорлардан иборат булишига эришиб, детерминантнинг 
барча задларини зосил цилишимиз мумкинлигини, шу билан 
бирга уларнинг зеч бири икки марта учрамаслигини курсат- 
сак, теорема исботланган булади.

Айтайлик,
а (я, а2а, • . . cinin (3)

Зад d  детерминантнинг ихтиёрий зади булсин. Бу заддан биз 
танлаб олган /2, . . . , ik померли сагрларга тегишли булган 
элементларнинг купайтмасини алозида оламиз. Бу купайтма 
цуйидаги куринишда булади:

a t<Чх a i-.r‘h • • • a lkalu' W
бу купайтманинг k та купайтувчши k та турли устунларда,  
яъни а^, а(>, . . . , а1к померли устунларда турибди. Бинобарин, 
устунларнинг бу номерлари (3) заднинг берилиши билан тула 
аницланади. Агар биз бу nt , а{ , . . .  , aik номерли устунлар ва 
олдин танлаб олинган iu i2, • . .  , г* номерли сатрларнинг ке- 
сишган жойида турган тартибли минорни М  орцали бел- 
гилайдиган булсак, у золда (4) купайтма М  минорнинг 
задларидан бири булади; (3) заднинг (4) га кирмаган барча 
элементларининг купайтмаси эса М  нинг тулдирувчи минорита 
киради. Шундай цилиб, детерминантнинг за р  цандай зади 
танлаб олинган сатрлардаги бирор тула аницланган к- тартиб
ли минорнинг унинг тулдирувчи минорита купайтмасига 
киради, шу билан бирга бу зад  бу иккита минорнинг тайин
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дадлари купайтмасидан иборат булади. Нидоят, детерминантда 
цандай ишорага эга булса, шундай ишора билан олиннши 
керак булган дадни досил цилиш учун, биз биламизки, тулди
рувчи минорни алгебраик минор билан алмаштириш керак. Шу 
билан теореманинг исботи тамом булади.

Теореманинг исботини бирмунча бошцача йул билан олиб 
бориш дам мумкин эди. Яъни танлаб олинган сатрларда жой
лашган k- тартибли дар цандай М  минорни унинг алгебраик 
тулдирувчисига купайтмаси k\ (n—k)\ та даддан иборат була
ди, чунки тартибли М  минор k\ та даддан, унинг алгебраик 
тулдирувчиси (п — к )-тартибли минордан, э^тимол, фацат 
ишораси билан фарцланиб, [п—k)\ та дадга эга. Иккинчи то
мондан, танлаб олинган сатрларда жойлашган к- тартибли 
минорларнинг сони ti та элементдан k тадан тузилган группа
лар сонига, яъни цуйидаги сонга тенг:

п\
k\ (n—k)\ '

Буларни купайтириб, танлаб олинган сатрлардаги барча 
тартибли минорларни уларнинг алгебраик тулдирувчила- 

рига купайтмаларининг йигиндиси п I та цушилувчидан иборат 
эканлигини досил циламиз. Бироц d  детерминант дадларининг 
умумий сони дам худди шунча. Бинобарин, агар биз d  детер
минантнинг дар цандай дади минорларнинг уларнинг алгебраик 
тулдирувчиларига купайтмасининг йигиндисига деч булмаган- 
да бир марта киришини (у долда у аниц бир марта киради) 
курсатсак, теорема исбот цилинган булади. Бунинг учун ки- 
тобхонга бундан олдинги исботлашдаги мулодазаларни (баъ
зи бир соддалаштиришлар билан) такрорлашгина цолади.

Лаплас теоремаси я-тартибли детерминантни дисоблашни 
k ва (n —k )- тартибли бир нечта детерминантни дисоблашга 
олиб келади. Бундай янги детерминантлар, умуман айтганда, 
анча куп булади ва шунинг учун Лаплас теоремасини детер
минантда k  та гатрни (ёки устунни) бу сатрларда жойлашган 
k- тартибли минорларнинг купчилиги нолга тенг булади!ан 
цилиб танлаб олиш мумкин булган доллардагина татбиц ци
лиш мацсадга мувофицдир.

М и с о л л а р .
1. Б и ри н чи  k та  са т р и д а  ва охи р ги  n — k та уступила  т у р га н  барч а  

эл е м ен т л а р и  но л га  тенг  б у л га н  у ш б у  д етерм и н ан т  бер и л ган  булсин:
ап а\ к

. . . .  0
аЫ ••• akk
ак + 1.1 *• а * + 1 .*  + 1-- д А +  1,"

1 ат ••• апк а я>А+1 " , а т
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а п

а /и

• • •

* • akk а п> АгН • * • а пп
Б у н и  исбот цилиш  у чу н  детерм инантни  би р и н ч и  k  т а  сатр  буй ич а  ёйиш  

к иф оя .
2. Ю ко ри  чап б у р ч а г и д а  ф а к а т  нол л ардан  тузи л ган  л- тартибли  минор  

т ур ган  2 л - т а р т и б л и  d детер м инант  берилган  булсин. А га р  ю кори  унг, иасг-  
к и  чап ва  пастки  унг  б у р ч а к л а р д а  ту р га н  я - т а р т и б л и  м и н о рл ар  м о с  р а 
в и ш д а  М, М' ва  М" о р к а л и  бе л ги л а н а д и га н  б ^ л с а ,  я ъ н и  д етер м и н ан тн и  
с и м в о л и к  тарзда

О М 
М' М"

d =

к ^ р и н и ш д а  ёзиш  м ум к ин  булса ,  у  *о л д а  d  =  ( — 1)п ММ'.
Б у н и  исботлаш  у чу н  детерминантни  биринчи  л та  с а т р  бу йич а  ёям из

ва
(1 +  2 +  . . .  + п )  +  [(л +  !) +  ('! +■ 2 ) +  . . .  4 2 / г ]  - п + 2л*

э канл игини  курамиз,  я ъ н и  $Л1ва п бир хил ж у ф т - т о к л и к к а  эга  экан
3. У ш б у

—4
О
2

- 1  - 1
О 4

I 42 —2 
3 0 1 

- 3  1 - 3  
3 - 1
О 2

1
- 5

1
О
5

д етер м ннантни  дисобланг.
Б у  детерм инантни  кулан ж о й л а ш га н  нолларн бу а га н  биринчи ва учинчи  

•еатрлар буйича  ёйиб,
} ^ 1

- 4  2
2 1

- 4  2
—1 3

-f (_1)®+Н1+з 

=  ( _  8) . ( -  20) -  ( -  10) • ( -  62) -  7 • 87 =  -  1C69

3 1 
- 1  3

3 1 - 6  
- 1  - 1  О

4 2 5
3 1 - 5  

- 3  - 3  1
4 2 5 
1 - 2  1
3 1 - 5
4 2 5

+

эканли гини  топамиз.

7- §. Крамер цоидаси

Иккинчи ва учинчи тартибли детерминантларга ухшаш ки
ритилган «-тартибли детерминантларнинг юцорида баён цилин- 
ган назарияси бу детерминантлар, иккинчи ва учинчи тартиб
ли детерминантлар каби чизицли тенгламалар системаларини
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ечшпдэ татбик килиниши мумкин эканлигини курсатишга им* 
кон беради. Дасгаввал, детегминантларни сатР ёки устун 
буйича ёйиш билан боглнк булган кушимча бир эслатма ки- 
ритамиз; бу эслатмадан кейинчалик куп фойдаланилади. Ушбу

а п • .а ,у . <*и
d  = «21 • . a2j . •«2 „

«л1- • «„/•• ■апп
детерминантни унинг у-j ступи буйича ёямиз:

d  =  Л,у 4  a2j- A2J- +  ... +  «iy A n/>

сунгра бу ёйилмада у'-устуннинг элементларини ихтиёрий п та 
сонлар системаси Ьи Ь2, . . ,  Ьп билан алмаштирамиз. Биз до- 
сил циладиган

f  Ь2 Ay- +  ... +  bn A nj

ифода, табиийки, а детерминантнинг /-устунини Ьи Ьг, 
сонлар билан алмаштиришдан дссил буладиган ушбу

аХ1. .. ьх. •  « i „

«21 ••• Ь2 <... а2п
♦ • • •

««1 ..ь„., .  апп

детерминантнинг /-устун буйича ёйилмаси булади.
Хацикатан дам, d  детерминантнинг у'-устунини алмаштириш 

бу устуннинг элементлари минорларига ва шунинг учун дам 
уларнинг алгебраик тулдирувчиларига таъсир цилмайди.

Буни Ьи Ь2, . . . ,  Ьп сонлар сифатида d детерминантнинг к- 
устуни (k Ф j  булганда) элементлари олинган долга куллаймиз. 
Бундай алмаштиришдан досил цилинган детерминант иккита 
бир хил устунга (/-ва А-усгунлар) эта ва демак, у нолга тенг 
булади. Бинобарин, бу детерминантни унингу-устуни буйича 
ёйилмаси дам нолга тенг булади, яъни /ф к  булганда

a ik A i  j  +  a zk А 2 j  +  . . +  a nh &nj  — О-

Шундай килиб, детерминантнинг бирорта устунидага %ан- 
ма элем ент ларини  бошца устунининг мос элемент лари  
алгебраик т улдирувчиларига  купайтмалари йигиндиси н о л 
га тенг. Худди шундай натижа детерминантнинг с а т р л а р и  
учун дам албатта уринлидир.
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Чизикли тенгламалар системаларини текширишга утамиз, 
шу билан бирга зозирча те  н г л а м а л а р с о н и н о м а ъ л у м- 
л а р  с о н и г а  т е н г  булган зол билан чегараланамиз, яъни

« п  х х +  а ,2 х 2 + . . .  +  а и  х„ =  Ьи 
«21 *1 +  «гг *2 +  -  +  а2п х п =  Ь2,

апх +  ап2 х 2 +  ... -f апп х п =  Ьп

куринишдаги системаларни караймиз.
Куцшмча равишда, бу системадаги номаълумлар олдидаги 

коэффициентлардан тузилган детерминант (биз уни кискача, 
система детерминанти деб агаймиз) нолдан фаркли деб зи- 
соблаймиз. Ана шу фаразларда (1) система биргаликда экан
лигини ва ^атто аник эканлигини исботлаймиз.

2 -§ да уч номаълумли учта тенглама системасини ечишда 
биз зар кайси тенгламани бирорта купайтувчига купайтириб, 
сунгра бу тенгламаларни кушган эдик. Натижада уч номаъ- 
лумдан иккитасининг олдидаги коэффициентлар нолга тенг 
булиб колар эди. Биз ишлатган уша купайтувчилар берилган 
тенгламадаги нзланаёиан номаълум коэффициентнинг система 
детерминантидаги алгебраик тулдирувчиси эканлигини куриб 
турибмиз. Мана шу усулдан ( 1) системани ечишда фойдалана- 
миз.

Дастлаб, П) система биргаликда ва а,, а2. . . . ,  ап — унинг 
ечимларидан бири деб ^исоблаРмиз, у золда куйидаги тенг- 
ликлар уринлидир:

« и  а ,  4 -  а , 2  CTj  - j - . . .  +  a . i n < * „  *=» Ь и

r t 2 1  a l  +  a 2 2  a 2  + • • •  +  a 2n a n —  ^ 2 .  / n \

a ,\ 7\ +  a, 2a2 +  ••• +  a nn r>n — bn.

j  символ 1, 2, ... , n сонларнинг исталган бири булсин. (2 ) 
тенгликларнинг биринчисининг иккала томонини /4,у га, яъни 
й у  элементнинг система детерминанти d  даги алгебраик тул- 
дирувчисига купайтирамиз; иккинчи тенгликнинг иккала томо
нини А у  га купайтирамиз ва зоказо, низоят, охирги тенглик
нинг иккала томонини A nJ- га купайтирамиз. Бу тенгликлар
нинг чап ва унг томонларини алозида-алозида кушиб, куйида
ги тенгликка келамиз:

(оп Atj т  a2l A 0_j ... 4 я„! А. у) 9t 4  (^12 A ij +  а22 A ij  +  ••• +■
•+ а п2 A„f )  «2 +  ... 4- {a \ j  Ay 4- «2у̂ 2у f  ••• +  Я„у A„j)  aj "t*

4  ... +  (fli. Ay-  4  ачп &2j +  ••• +  a nn A„j) «я 3  
A y  4  b2 A*j +• ••• +  bah Rj.



Бу тенгликда «у нинг коэффициенти булиб d  хизмат цила
ди, цолган барча а ларнинг коэффициентлари юцорида цайд 
цилинган эслатмага кура нолга тенг булади. Озод дад эса d  
детерминантда у'-устунни il)  системанинг озод дадлари билан 
алмаштиришдан досил булган детерминантдан иборат булади. 
Агар бу детерминантни 2-§ даги каби dj  орцали белгилайди- 
ган булсак, тенглигимиз цуйидаги куринишни олади:

do.j =  d j

бу ердан d  0 булганлиги учун

а  - * ! •а' ~ Т

Шу билан, агар (1) система биргаликда булса, у Э{Олда (1) 
система ушбу

_ _ „ _ 2̂ - _ dfl / О». 1  — ^  а 2 — ^ » ••• > а п — ^ (3)

ягона ечимга эга булишлиги исбот цилинди.
Энди (3) сонлар системаси дацицатан дам (1) тенгламалар 

системасини цаноаглантиришини, яъни ( 1) система биргаликда 
эканлигини курсатамиз. Бунда биз одат булиб цолган цуйи
даги символикадан фойдаланамиз,

ai +  я2 "Ь • • • +■ ап куринишдаги дар цандай йигинди цисцачаП
2  о-i орцали белгиланади. Агар а г-у цушилувчилари иккита ин-

I
декели булган (г =  1, 2, . . . ,  п; у — 1, 2, . . . ,  ш) йигинди ца- 
ралаёгган булса, у долда биринчи индексни тайинлаб элемент-

in
лар йигиндисинй, яъни У] а1} (бу ерда i =  1, 2, п) йигин-

;=1
дини олиш, кейин эса бу дамма йигиндиларни цушиш мум
кин. У долда барча atj элементларнинг йигиндиси учун

'  п т
2  £  ап
t- L  ]= 1

ёзувни досил циламиз.
Бироц дасглаб иккинчи индексни тайинлаб цушилув- 

чиларни цушиш, сунгра досил булган йигиндиларни цушиш 
дам мумкин эди. Шунинг учун
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53 £  £  £/==1 j=i i=i 

яъни йигиндида цушиш, /паршибини узгартириш мумкин.
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( 1) системанинг /-тенгламасига (3) номаъл.-мларнинг кий-
п

матларини кУямиз. /-тенгламанинг чап томонини J] al j x j ку-
/' -I

ринишда ёзиш мумкинлиги ва d j  

куйидагини досил киламиз:

j ]  Ьь AtJ булганлиги учун 
*=i  

I  -V ■ ?  =  '-< %  ( а  м „ )  = » .  ( I  « W
Бу алмаштиришларга нисбатан куйидагини кайд киламиз:

— сон барча кУшилувчиларта умумий купайгувчи булиб кел- 
d

ди ва биз уни й и р и н д и  ташкарисига чикардик бундан ташка- 
ри кушиш тартиби узгартирилганидан сунг, bk купайтувчи ич- 
ки й и р и н д и  белгиси ташкарисига чикарилган, чунки у ички 
йигинди индекси /  га боглик эмас.

П
Маълумки, £  atJ Akj =  ai{ Aki +  a i2 Ak2 +  . . . - f  a,„ Akn ифо-

/=-|
да k — i булганда d  га, колган барча k ларда 0 га тенг. Ш ун
дай килиб, бизнинг k буйича ташки йигиндимизда факат бит
та кушилувчи колади, у дам булса, bid дан иборат булади, 
яъни

/=1 и  -d) =  1
d

b ,d  =  b{ .

Бу билан (3) сонлар системаси дакикатан дам (1) тенгла
малар системаси учун ечим булиши исботланди.

Биз куйидаги мудим натижани досил килдик:
Детерминанти нолдан фарцли булган п номаълумли п 

та тенглама системаси ечимга эга ва бу ечим ягонадир. Бу 
ечим (3) формулалар буйича, яъни Крамер цоидаси буйича 
досил килинади; бу коиданинг ифодаланиши иккита тенглама 
системаси булган долдаги кабидир (2 -§  га ка Ра|1Г)-

М и  с о  л. Ушбу тенгламалар системасини ечинг:

2 г ,  +  х 2 — 5дг3 +
9,*i — Зх2 — 6дс4

Uxj — Л3-f 2 <г4 =  — 6, 
х\ +  — 7 v3 +  5л4 =  0.

Бу системанинг детерминанти нолдан фаркли:
! - 5  1 

-3 0 —6
-1
- 7

=  27,
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шунинг учун системага Крамер коидасини кУллаш мумкин. Н о м аъ л ум л ар 
нинг кийматлари иф о дасид аш  суратлар куйидаги детерминантлар булади:

8 1 - 5 1 2 8 - 5 1
9 - 3  0 - 6 -  81, d% ■= 1 9 0 - 6

- 5 2 - 1 ‘2 0 - 5  - 1 2
0 4 - 7 6 1 0 —7 6

108,

2 1 8 1 2 1 - 5 8
1 - 3 9 - 6 -  - 2 7 , dt ■> 1 - 3 0 9
0 2 - 5 2 0 2 - 1 - 5
1 4 0 6 1 • 4 - 7 0

‘ 27,

Ш ундай килиб, jfj =  3, — —4, =  — 1, =  1 берилган системанинг ечи
ми, шу билан о ирга ягона ечими булади.

Биз п номаълумли п та тенглама системаси (1) нинг д етер 
минанти нолга тенг булган долни царамадик. Бу долни 2-боб- 
да, тенгламаларн ва номаълумлари сони ихтиёрий булган сис- 
темаларнинг умумий назариясини баён этишда цараб чицамиз.

п номаълумли п та чизицли тенглама системасига дойр яна 
бир фактни келтириб утамиз п номаълумли п т а б и р  ж и н с -  
л и  чизицли тенглама системаси берилган булсин ( 1-§ га ца- 
ранг;:

°11 Х\ +  °12 хг ~Ь • • 
•̂21 Х1 "Н ^22 -*2 "Н • •

• 0 | п х п О,

а,л х \ -f о „2х * “Ь •

• +  а гп хп

• +  а-пп х п

0,

0.

(4)

Бу долда барча d j { j  =  1, 2, . . . ,  п) детерминантлар н оллар
дан тузилган устунга эга ва шунинг учун улар нолга тенг. 
Шундай цилиб, агар (4) системанинг детерминанти нолдан фарц
ли булса, яъни бу системага Крамер цоидасини татбиц цилиш 
мумкин булса, у долда (4) системанинг ягона ечими ноль ечим- 
дан иборат булади:

=  0 , к2 =  0 , 0. (5)
Бу ердан уш бу натижа келиб чицади:
Агар и ном аълум ли и та бир жинсли чизицли т ен гла

ма системаси ноль ечимдан фарцли ечимга эга б ул са , бу 
системанинг детерминанти нолга тенг булиши зарур.

12-§ да тескариси зам, яъни агар бундай системанинг д етер 
минанти дацицатан дам нолга тенг булса, у долда дар цандай 
бир жинсли тенгламалар системаси учун мавжудлиги равшан 
б у л ган ноль ечимдан ташцари яна бошца ечимлар дам мав
ж у д  эканлиги курсатилада.
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М и о о л .  k  нинг кандай кийматларида

k x t +  х 3 -
Х\ +  **1

система ноль булмаган ечимга эга булиши мумкин? 
Бу системанинг детерминанти

ф ак ат  k «= ±  1 булганда нолга тенг. k нинг бу иккита кииматиминг *ар би 
рида берилган сисгеманинг ноль ечимдан фаркли ечимлари хакикатан *ам 
борлигиии куриш осон.

Крамер к о и д а с и н и н г  а^амияти асосан шундаки, бу коида 
К у л л а н и ш и  мумкин булган лолларда системанинг ечими учун 
бу система коэффициентлари оркали аник ифода беради. Б и 
рок Крамер коидасидан амалда фоГдаланиш купгина узундан- 
узок зисоблашлар билан богликдир: л номаълумли л та чизик
ли тенглама системаси булган золда л-гартибли л -1- 1 та де- 

' терминантни зисоблашга тугри келади. 1-§ да баён килинган 
номаълумларни кетма-кет йукотиш усули in у жизатдан анча 
Ку л а й ди р ,  чунки бу усул талаб этадиган зисоблашлар аслида 
л-тартибли б и т т а  детерминантни зисоблашда бажаришга TyF- 
ри келадиган зисоблашларга тенг кучлидир.

Турли татбикларда коэффициентлари ва озод задлари би
рок бир физик катталикни улчаш натижасида зосил булган, 
яъни факат маълум бир аникликда такрнбан топилган закикий 

j сонлар булган чизикли тенгламалар системалари учраб тура- 
I ди. Бундай системаларни ечнш учун юкорида баён килинган 

методлар баъзан нокулай булиб чикади, чунки улар унча 
аник булмаган натижаларга олиб келади ва шунинг учун 
уларнинг Урнига турли и т е р а ц и о н  м е т о д л а р ,  яъни кур- 
’.атилган тенгламалар системаларини номаълумларни кетма-кет 
якинлаштириш ёрдамида ечишга имкон берадиган методлар 
ишлаб чикилган. Бундай методларнинг баёнини укувчи такри- 

t бий зисоблашлар назариясига оид китоблардан топиши мум
кин.



И К К И Н Ч И  Б О  В

ЧИЗИЦЛИ ТЕНГЛАМАЛАР СИСТЕМАЛАРИ 
(УМУМИЙ НАЗАРИЯ)

8 -§ п улчовли вектор  ф азо

Чизикли тенгламалар системасининг умумий назариясини 
куриш учун Крамер зоидаси татбик этилиши мумкин булган 
системаларни ечишда муваффазият билан хизмат зилган аппа
рат энди етарли эмас. Детерминантлар ва матрицалардан таш- 
Кари узича зам катта умумматематик азамиятга эга булган 
янги бир тушунчани, яъни к у п  у л ч о в л и  в е к т о р  ф а з о  
тушунчасини киритишимиз керак булади.

Дастлаб бир нечта бошлангич изозлар  бериб утамиз. Ана
литик геометрия курсидан маълумки, текисликнинг з а р  зан- 
дай нузтаси узининг иккита координатаси (берилган коорди
ната узларидаги) билан, яъни иккита закикий соннинг тартиб
ланган системаси билан анизланади; текисликдаги зар  кандай 
вектор узининг иккита компонента билан, яъни яна иккита за-  
зизий соннинг тартибланган систем.чси билан анизланади. Ш ун
га ухшаш уч улчовли фазонинг зар  кандай нузтаси узининг 
учта координатаси билан, фазодаги зар кандай вектор узининг 
учта компонента билан анизланади.

Геометрияда, шунингдек, механикада ва физикада купинча 
шундай объекгларни урганишга тугри келадики, уларни тула 
аниклаш учун учта закикий соннинг берилиши етарли булмай
ди. Масалан, уч улчовли фазода шарлар тупламини зарайлик. 
Шар тула анизланган булиши учун унинг радиуси ва марка- 
зининг координаталари берилган булиши, яъни туртта зази^ий 
сондан иборат тартибланган система берилиши керак. Яна шу- 
ниси зам борки, радиус фацат мусбат кийматлар кабул цили- 
ши мумкин. Иккинчи томондан, заттик жисмнинг фазодаги 
турли золатларини зарайлик. Агар жисмнинг огирлик маркази 
координаталари (яъни учта зазизий  сон), огирлик маркази- 
дан утувчи бирорта тайинланган узнинг йуналиши (иккита сон
— учта йуналгирувчи косинусдан иккитаси) ва, низоят, бу ук 
атро})ида бурилиш бурчаги курсатилган булса, унинг вазияти 
тула аникланган булади. Шундай килиб, фазодаги заттиз жисм
нинг вазияти олтита закизий сондан иборат тартибланган сис
тема билан анизланади.
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Бу мисоллар п та дакиций соннинг барча мумкин булган 
тартибланган системалари тупламини цараш максадга муво- 
фиклигини курсатади. Бу туплам унда кушиш ва сонга ку 
пайтириш операциялари киритилгандан кейин (бу 1,уйи- 
роцда, уч улчовли фазонинг компонентлар орцали иф одалан
ган векторлари устидаги мос операцияларга ухшаш амалга 
оширилади) «  улчовли вектор фазо номини олади. Ш ундай 
цилиб, п улчовли вектор фазо факат алгебраик тузилма булиб, 
у уч улчовли фазонинг координаталар бошидан чнцувчи век
торлари тупламининг баъзи энг содда хоссаларини саклайди. 

«  та соннинг тартибланган ушбу

векторларнинг бир хил уринда турган компонентлари устма- 
уст тушса, яъни агар at =  bi, / =  1, 2 , . , п булса, бу в е к 
торлар тенг деб дисобланади. Векторларни белгилаш учун 
бундан буён грек алфавигининг кичик дарфлари ишлатилади, 
латин алфавитининг кичик дарфлари эса сонларни белгилаш 
учун ишлатилади.

Векторларга мисоллар сифатида цуйидагиларни келтирамиз:
1) текисликда ёки уч улчовли фазода координаталар бошидан 
чикцан вектор-кесмалар тайинланган координаталар система
сида мос равишда юкорида айтилган маънода икки ва уч ул- 
човли векторлар булади; 2) « номаълумли дар цандай чизик
ли тенгламанинг коэффициентлари « улчовли вектор ташкил 
этади; 3) «  номаълумли чизикли тенгламаларнинг исталган 
системасининг дар кандай ечими « улчовли вектор булади; 
4) агар s та сатрли ва п та устунли матрица берилган булса, 
у долда унинг сатрлари п улчовли векторлар, устунлари эса 
s улчовли векторлар булади; 5) s та сатрли ва «  та у с
тунли матрицанинг узи sn улчовли вектор сифатида кара- 
лиши мумкин: матрица элементларини сатрма сатр буйича 
кетма-кет уциб чикиш кифоя; хусусий. долдэ, п тартибли 
квадрат матрицани «2 улчовли вектор деб цараш мумкин, шу 
билан бирга, равшанки, дар цандай « 2 улчовли вектор шу 
йул билан «-тартибли бирорта матрицадан досил килиниши 
мумкин.

(1)  ва  (2)  в е к т о р л а р н и н г  й и г и н д и с и  д е б  к о м п о л е н т л а р и  цу-  
ш и л а ё т г а н  в е к т о р л а р н и н г  мос  к о м п о н е н т л а р и  йи Ри н д ис ид ан  и б о 
рат  бу л г а н

> а =  (аи а 2, . . . ,  а*)

системаси «  улчовли вектор дейилади. а , (г  =  1, 2 
сонлар а векторнинг компонентлари йилади а ва

(1)
п)

* +  Р — (a i 4* Ьи +  Ь2» • • • j Ья) (3)
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векторга айтилади. Векторларни цушиш сонларни цушиш ком
мутатив ва ассоциатив булгани сабабли коммутатив ва ассоци- 
ативднр.

Ноль ролини ушбу

0 =  (0, 0 , . . . .  0 ) (4)

ноль вектор уйнайди.
Хацицаган х,ам,

а +  0 =  (й4 +  0 , а 2 +  0 , , а„ +  0) = (а , ,#2,. . . ,  а„) =  а.

Ноль векторни ёзиш/ учун ноль сонини ифодаловчи 0 сим- 
волнинг узидан фойдалан^шиз; айни пайгда ноль сони .чацида гапи- 
риляптими ёки ноль вектор тугрисидами эканлиги масаласи 
^еч  цачон цийинчилик тутдирмайди; шундай булса-да, уцув^и 
шу бобдаги параграфларни урганишда 0 символининг турлича 
талцин этилишини эсда тутиши керак.

( 1) векторга царама-царши вектор деб
— а « ( — а и — а2, — а п) (5)

векторни айтамиз.
Равшанки, а (— а) =  0. Энди векторларни цушишга тес

кари ам ал —айириш мавж уд эканлигини куриш осон: ( 1)b.i (2 ) 
векторларнинг айирмаси а — *= a - f - ( — f)) булади, яъни

а — р =  (а , — Ьи а 2 — Ьъ  . . ап — Ьп). (6 )
я  улчовли векторларни (3) формула билан аницланадиган 

цушиш векторларни текисликда ёки уч улчовли фазода па
раллелограмм цоидаси буйича геометрик цушишдан келиб чиц- 
цан. Геометрияда векторни дациций сонга ( Лскаляр“га) купай
тириш *ам ишлатилади: а векторни k сонга купайтириш k >  0 
булганда а ни k марта чузиш (яъни k <  1 да сициш) ни, & < 0  
да эса \k \  марта чузиш ва йуналишни тескарисига алмашти
ришни билдиради. Бу цоидани а векторнинг компонентлари 
орцали ифодалаб ва текширилаётган умумий ^олга утиб, цу
йидаги таърифни ?{осил циламиз:

( 1) векторнинг k сонга купайтмаси  деб компонентлари a 
векторнинг мос компонентларини k га пупайтмаспга генг булган

/га =  ak =  (k a u ka2, . . .  , k a n) (7)
векторга айгилади.

Бу таърифдан цуйидаги му^им хулосалар келиб чицади 
(уларни текшириш уцувчининг узига ^авола цилинади):

А ( а ±  Р) =  Ь ± Л Р {  (8 )
( k ±  I )  г =  ka +  /а ; (9 )
k { l a )  =  ( k l ) a  | ( 10)
1 • а =« а, (11)



Куйидаги хоссалар зам осонгииа исбот килиниши мумкин
ёки (8 ) — ( И)  хоссалардан натижалар сифатида зосил килини- 
ши мумкин:

. О • а =  0 , ( 12)
1) • а =  -  а; (13)
k - 0  =  0; (14)

a rap  ka =  0 булса, ё к =  0, ёки а =  0. (15)
Векторларни кушиш ва векторни сонга купайтириш амал

лари аникланган барча закикий компонентли п улчовли век
торлар туплами п улчовли вектор фазо дейилади.

Шуни таъкидлаб утамизки, п улчовли вектор фазо таъри
фига векторни векторга зеч  кандай купайтириш кирмайди. 
Векторларни купайтиришни аниклаш кийин эмас —масалан, 
векторлар купайгмасининг компонентлари купайтувчи вектор
лар мос компонентларининг купайтмасига тенг деб олиш мум
кин. Бирок бундай купайтириш зеч  кандай жиддий татбикка 
эга булмас эди. Масалан, текисликда ёки уч улчовли фазода 
координаталар бошидан чиккан вектор-кесмалар тайинланган 
координаталар системасида икки улчовли ва мос равишда уч 
улчовли вектор фазолар ташкил этадилар. Бу мисолда вектор
ларни кушиш ва векторни сонга купайтириш, юкорида кайд 
китиб утилганидек, музим геометрик маъно касб этган бир 
пайтда векторларнинг компонентлари буйича купайтиришга 
бирон бир тузукрок геометрик талкин бериб булмайди.

Яна бир мисол курайлик. п номаълумли чизикли тенглама- 
«инг чап кисми, яъни

/  =  +  а2х 2 +  . . .  +  а„хп
куринишдаги ифода х и х 2, . . .  , х п номаълумларнинг чизицли  
формаси  дейилади. Равшанки, /  чизикли форма уз коэффици
ентларидан иборат (аи а2, . . . , а п) вектор билан тула аник- 
ланади; аксинча, зар  кандай п улчовли вектор бирорта чизик
ли формани бир кийматли аниклгйди. Векторларни кушиш ва 
векторни сонга купайтириш чизикли формалар устида бажари- 
ладиган мос операцияларга айланади; бу операциялардан биз
1-§ да кенг фойдаланган эдик. Векторларни компоненталаб ку
пайтириш бу мисолда зам зеч  кандай маънога эга эмас.

9 -§ .  Векторларнинг чизицли боглицлиги

Агар р =  Ы тенгликни к^ноатлантирувчи k сон мавж уд бул
са, п улчовли вектор фазонинг {3 вектори а векторга пропор
ционал  дейилади (олдинги параграфнинг (7) формуласига ка * 
ранг). Хусусан, ноль вектор 0 =* Os тенгликка кура з а р  кан
дай а векторга пропорционал. Агар р ко. ва р ф  0 булса, 
ь - т я

в - 5, ВЕКТОРЛАРНИНГ ЧИ31Щ ЛЙ БОРЛИЦЛИГИ 6 5



бундан k-fcO ни оламиз, у *олда a — k-'p ,  яъни ноль булма
ган векторлар учун пропорционаллик симметрнклик хоссасига 
эга

Векторларнинг пропорционаллиги тушунчасицинг умумлаш- 
гани б^либ куйчдаги тушунча хизмат килади (матрица сатр
лари булган ^ол учун бу тушунчага 4 -§  да дуч келган эдик): 
агар шундай /,, / 2, . . . , ls сонлар мавжуд булсаки, улар учун

Р =  /,*) -f  / 2аз +  . • . 4* 4 ’ ,

муносабат бажарилса, р вектор я,, а2, . . . , <xs векторларнинг 
чизицли комбинацияси  дейилади.

Шундай килиб, р векторнинг у -ком пон ента  (J =  1,2, ... ,п) 
Векторлар йигиндиси ва векторлар купайтмаси таърифига кура 
“ь  а2! • • ■ . векторлар j  - компонентларининг мос равишда 
Л. ^2. • • • < h  ларга купайтмалари йигиндисига тенг.

Ушбу

®2« • • • » ®г-1> аг ^  2) ( 1)
векторлар системасининг ){еч булмаганда бир вектори ( 1) сис
теманинг колган векторларининг чизикли комбинацияси булса, 
( 1) система чизицли бог лиц, акс ^олда эса чизицли эркли  
дейилади.

Бу му^им тушунчанинг бошка формасини курсатамиз: агар
х;еч булмаганда биттаси нолдан фарцли  шундай ku k2............kr
сонларни топищ мумкин булсаки, улар учун

^ 1Я1 4 " ^аа2 Ч“ • • • 4* krar =* 0 2)
тенглик уринли булса, ( 1) векторлар системаси чизикли бог
лик булади.

Бу иккита таърифнинг эквивалентлигини исботлаш кийин 
эмас. Масалан, айтайлик, (1) системанинг гг вектори колган 
векторларнинг чизикли комбинацияси булсин:

аг — / ,а , - f  l 373 -f* • • • +  1Г- 1 “r-i*

Бу ердан
Л а1 4" ^ а2 4- • • • 4- l r- \ ar—\ — ** О

тенглик, яъни (2 ) куринишдаги тенглик келиб чикади, бу ерда
I =  1,2, . . . , г  — 1 учун kt - l t ва kr =  — \,  яъни kT +  0. Энди 
аксинча, ( 1) векторлар (2 ) муносабат билан богланган булиб, 
унда масалан, кг Ф 0  булсин, у ^олда
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яъни аг вектор а,, а.,, . . . ,  аг_, векторларнинг чизикли комби- 
нацияси булиб чикади.



М и с о л .  Ушбу
<.. =  (5,2,1), а, =  (-1,3,3), а, =  (9, 7,5), - 4 =  (3, 8, 7)

векторлар системаси чизицли боглиц, чунки векторлар
4зга — аа — 3ог3 f 2о4 =» О

муносабат билан богланган. Бу муносабатда барча коэффициентлар  нолдан 
фарцли. Бироц берилган векторлар орасида баъзи коэффициентлари нолга 
тенг булган бошца чизицли богланишлар з;ам мавжуд, масалан,

2(*1 -f- flj — Од =  0, ЗоСд -f“ Ctg — =  0.

Чизицли боглицликнинг юцорида келтирилган таърифлари- 
дан иккинчиси г  =  1 булган долга, яъни биргина а вектордан 
иборат система булган долга дам татбиц цилинади: бу 
система а =  0 булганда ва фацат шу золдаги на  яизицли  
боглиц булиди.  Хацица1ан дам, агар а =  0 булса, у долда, 
масалан, к  = 1  да к а  —  0  булади. Аксинча, агар k a  -  0  ва 
а Ф 0 булса, а =  0 булади.

Чизицли боглицлик тушунчасининг цуйидаги хоссасини цайд 
цилиб утамиз.

Агар  ( / )  векторлар системасининг бирорта цисм систе
маси яизицли боглиц булса, у  з о л д а  бутун (1) система з а м  
яизицли боглиц булади.

Хацицатан дам, ( 1) системанинг аь  а2, . . . ,  а,( $ <  г) век
торлари

k<xi -J- fr2a 2 —|— . . .  —j— “  0

муносабат билап богланган булсин, бу ерда дамма коэффици
ентлар дам нолга тенг эмас. Бу ердан

А ,а ,  +  k 2 +  . .  . 4 -  k t a s  +  0  • a J+ 1  -f-  ,  .  .  f}- 0  • a r  =  0

муносабат келиб чицади, яъни ( 1) система чизицли бог- 
лиц.

Бу хоссадан и к к и т а  т е н г  в е к т о р г а  » г а  б у л г а н ,  
у м у м а н ,  и к к и т а п р о п о р ц и о н а л  в е к т о р г а  э г а  б у л- 
г а н в е к т о р л а р с и  с т е  м а с и ,  ш у н и н г д е к ,  н о л ь  в е к 
т о р г а  э г а  б у л г а н  д а р  ц а н д а й  с и с т е м а н и н г  ч и з и ц 
л и  б о г л и ц л и г и  к е л и б  ч и ц а д и .  )^озир исбот цилинган 
хоссани цуйидагнча ифодалаш мумкин: агар  ( / )  векторлар  
системаси яизицли эркли булса, у  з о л д а  унинг з а р  цандай  
цисм системаси з а м  яизицли эркли  булади.

и улчовли векторларнинг чизицли эркли системаси цанча 
векторга эга булиши мумкин ва, хусусан, векторлари сони 
чексиз куп булган чизицли эркли сисгемалар мавжудми, д е 
ган савол тугилади.
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Бу саволга жавоб бериш учун я улчовли вектор фазода 
бу фазонинг бирлик векторлари  деб аталувчи

е, =  (1 ,0 ,0 , . . . , 0 ) , 
Ч  =  (0 ,1 ,0  0 ),

.................................  W
=  (0 ,0 ,0 , . . .  , 1 )

векторларни цараймиз. Бирлик векторлар системаси чизиц- 
ли эрнлидир; цуйидаги тенглик

+  &2Ч +  . . .  +  knt n =  0

уринли булсин; бу тенгликнинг чап томони (ku k2, . . .  , kn) 
векторга тенг булганлиги учун

(^1, ^2) • • • > kn) —  0

булади, яъни kt =  0 (i =  1, 2, . . . , я), чунки ноль векторнинг 
барча компонентлари нолга тенг, векторларнинг тенглиги эса 
уларнинг мос компонентларининг тенглигига тенг кучлидир.

Шундай цилиб, биз п улчовли вектор фазода п та вектор
дан иборат битта чизикли эркли система топдик. Уцувчи ке- 
йинчалик бу фазода бундай турли системалар аслида чексиз 
куп эканлигини куради.

Иккинчи томондан куйидаги теоремани исбот циламиз: 
я  улчовли вектор фазонинг хар цандай. s та вектори 

s  >  п^булганда чизицли боглиц система ташкил этади. 
Хацицатан ^ам, цуйидаги векторлар берилган булсин:

Я1 == («11) «12, • • • I «1л)>

®2 =  («21)  « 2 2 1  • • • » « 2 л)»

я, =  (asj, asз, . . . ,  asn).

Биз заммаси бирдан нолга тенг булмаган шундай k2, . . . ,  k, 
сонларни топишимиз керакки, улар учун ушбу ч

^1а 1 4" ^2а2 +  • • • +  k s a s ~  0

тенглик уринли булсин.
(4) тенгликдан компонентлар орасидаги мос тенгликларга 

утиб,
« И &1 +  «21^2 4* • • • +  «si =  0 ,
«12 1̂ 4" «22 2̂ 4" • • • 4* «52 =  0,
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а Ы^1 4' «2 Jt- i ^ • 4  a s i f i n  ~~ 0 
системани ^осил циламиз.
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(5) тенгликлар s та ku k2, . . . ,  ks номаълумларга нисбатан 
п та чизицли бир жинсли тенгламалар системасини ташкил 
этади. Бу системада тенгламалар сони номаълумлар сонидан 
кнчик, шунинг учун 1-§  охирида исботланганга кура бу сис* 
тема нолУ ечимга эга. Шундай килиб, (4) тенгликни цаноат- j 
лантирааиган, з^аммаси бирдан нолга тенг булмаган ku k2, . . . ,  k, 
сонларни топиш мумкин. Теорема исбот булди.

Агар берилган п улчовли векторларнинг чизицли эркли 
системаси

«1, “а, • • • , «, (б)
га п ^лчовчи исталган р векторни цушганда чизицли боглиц 
система ){0сил буладиган булса, берилган (6) системага м ак
симал  чизицли эркли система деймиз. а1, а2 . .  . , аг, р вектор
ларни богловчи ^ар цандай чизицли богланишда р олдидаги 
коэффициент нолдан фарцли булганлиги сабабли (акс ^олда
(6 ) система чизицли бомиц булар эди), р вектор (6) вектор
лар орцали чизицли ифодаланади. Шунинг учун (6 ) векторлар 
чизицли эркли булиб, исталган п улчовли р вектор эса улар
нинг чизицли комбинацияси булганда ва фацат шу ^олдагина
(6) векторлар системаси максимал чизицли эркли система бу- 
лади.

Юцорида ^осил цилинган натижалардан п улчовли фазода  
п т а вектордан иборат х а р  цандай чизицли эркли  сис
тема максимал система булиш лиги, шунингдек, бу фазо  
векторларининг xav  цандай максимал чизицли эркли  систе-  
наси п тадан куп булмаган вектордан т ашкил топиши  
келиб чицади.

п улчовли векторларнинг х а р  цандай чизицли э р к л и  сис- 
темаси хеч булмаганда битта максимал чизицли эркли  
системада мавжуд булади. Хацицатан ^ам, агар векторлар
нинг берилган системаси максимал булмаса, у  ^олда унга бит
та векторни шундай цушиб цуйиш мумкинки, *осил булган 
система чизицли эрклилигича цолади. Агар бу янги система 
^али ){ам максимал булмаса, унга яна битта вектор цушиш 
мумкин ва }{оказо. Бу процесс чексиз давом этиши мумкин 
эмас, чунки энди п + 1 та вектордан иборат ихтиёрий п у л 
човли векторлар системаси чизицли боглиц булади.

Ноль булмаган биргина вектордан иборат ^ар цандай сис
тема чизицли эркли булгани учун цуйидагини ^осил циламиз: 
Хар цандай ноль булмаган вектор бирорта максим ал чизиц
ли эркли системада мавж уд булади,  шунинг учун >?ам п 
улчовли вектор фазода векторларнинг чексиз куп  т урли  
максимал чизицли эркли системалари мавжуд,

Куйидаги савол тугилади: бу фазода векторлари сони п дан 
кичик булган максимал чизицли эркли системалар мавж удми
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ёки исталган бундай системадаги векторлар сони албатта п га 
тенг буладими? Бу мудим саволга жавоб баъзи бошлангич ту- 
шунчалардан кейин цуйироцда берилади.

Лгар р вектор
• • • * (7)

векторларнинг чизицли комбинацияси б^леа, у долда купинча 
3 вектор  (7) система орцали чизицли ифодаланади  дейилч- 
ди. Равшанки, агар £ вектор бу системанинг бирор цисм сис
темаси орцали чизицли ифодаланса, у долда у (7) система ор 
цали дам чизицли ифодаланади, бунинг учун цолган вектор- 
ларни нолга тенг булган коэффициентлар билан олиш кифоя. 
Бу терминологияни умумлаштириб, агар дар цандай р, вектор 
(/ =  1, 2, . . . ,  s) (7) система векторларининг чизицли комбина
цияси булса,

Pi* Pi !  • • • 1 Р»> ( 8 )
векторлар системаси (7) система орцали яизицли ифода
ланади  дейилади.

Бу тушунчанинг транзитивлигини курсатамиз: агар  (5) сис
тема  (7) система орцали яизицли ифодаланса,

Tt. Ти • '  • > Ъ (9)
векторлар системаси эса (8) система орцали яизицли иф о
даланса,  у з о л д а  (9) з а м  (7) орцали яизицли ифодаланади. 

^ацицатан дам,

/ = 1.2...........*. (Ю)

бироц

^/т*т» / =  1,2, . , , ,
т —1

Ву ифодаларни (10) га цУйиб,
Л

*

ни досил циламиз, яъни дар цандай к/, /  =» 1,2 , . . . ,  t  вектор
(7) векторлар системасининг чизицли комбинацияси булади.

Агар иккита векторлар системасининг дар цайсиси бошца- 
си орцали чизицли ифодаланса, бу системалар эквивалент  д е 
йилади. Векторлар системаларининг бир-бири орцали чизицли 
ифодаланиш хоссасининг дозиргина исбот цилинган транзитив- 
лигидан векторлар системаларининг эквивалентлик тушунчаси- 
нинг транзитивлиги, шунингдек цуйидаги даъво келиб чица
ди: а га р  векторларнинг иккита системаси эквивалент бУлса
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ва а гар  бирорта вектор бу системаларнинг бири орцали  
чизицли ифодаланса, у х;олда у  иккинчи система орцали хам  
чизицли ифодаланади.

Агар узаро эквивалент булган иккита вектор системадан 
бири чизицли эркли булса, у *олда бу хоссага иккинчи сис
тема ^ам эга деб айгиб булмайди. Агар бу иккала система 
чизицли эркли булса, у з^олда уларга кирувчи векторларнинг 
сони ^ацида муз{им бир муло^азани келтириш мумкин. Даст
лаб цуйидаги теоремани исбот циламиз. Бу теореманинг кел
гусидаги ролини эътиборга олиб ва бу теоремага ^али куп 
мурожаат цилишимиз сабабли уни а с о с и й  т е о р е м а  деб 
атаймиз.

Агар п улчовчи вектор фазода иккита:
(I) ^ Яц <*2 • • • « ^

(II) "  P i .  Р. . . . . . . . Р,
векторлар системаси берилган булиб, улардан  биринчиси 
чизицли эркли х^мда иккинчиси орцали чизицли ифодалан
са, у хо л да  биринчи системадаги векторлар сони иккинчи ч 
системадаги векторлар сонидан ортиц булмайди, яъни r < s  
булади.

Хацицатан з$ам, айтайлик г  >  s булсин. Шартга кура, (I) 
системанинг Jiap цайси вектори (II) система орцали чизицли 
ифодаланади:

" i  "  аи  Pi +  а 12?з - + - • • •  +  &Ц Pjt

*1  “  ап  Pi +  а а*Рв +  • • • +

«г = "  ап Pi +  атг ?2 +  • • • +  Ог*
By чизицли ифодаларнинг коэффициентлари s улчовлн г та 

вектор системасини ташкил этади:

Tl “  (®11> ^ l J i  • •  • » ® и ) »

Т» ™  ( я « ,  ati< • • • »  au)t

Тт ,= (°г1« йгЗ» • • • »
учун бу векторлар чизицли боглиц, яъни

^ i T i  +  ^»Та +  . . .  +  К ь =* О» 

бу ерда ku kit . . . ,  kt коэффициентларнинг заммаси *ам нолга 
тенг эмас. Бундан компонентлар орасидаги цуйидаги тенглик- 
ларга келамиз:

г >  8 /булгани

и ,®1 У— • • • | S, (12)
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Энди (I) система векторларининг цуйидаги чизицли комби
нацияси

^151 +  ^2а2 +  . . . +  k rar
Г

ни ёки, цисцача, 2  нн цараймиз ( 11) ва ( 12) дан фойда- 

ланиб,

2  =  2  к> { 2  *
/-1 '=1 \;=-i /

“  2  ( s
/-1 \(=-i /

ни ^осил циламиз, бироц бу (I) системанинг чизицли эркли
эканлигига зид.

Исбот цилинган бу асосий теоремадан цуйидаги натижа ке
либ чицади:

К а р  цандай иккита эквивалент чизицли эркли  вектор
л а р  система и тенг сондаги векторларга эга  булади.

п улчовли векторларнинг ихтиёрий иккита максимал чизиц
ли эркли системаси эквивалент булиши равшан. Бинобарин, 
улар бир хил сондаги векторлардан ташкил топади. Маълум
ки, п та вектордан иборат бундай турдаги системалар мавжуд, 
шу сабабли ни^оят илгари цуйилган саволга жавоб ^осил ЦИ' 
ламиз: п улчовли вектор фазо векторларининг х,ар цандай  
максимал чизицли эркли  системаси п та вектордан иборат.

Хосил цилинган натижалардан бошца хулосаларни ^ам кел- 
гириб чицариш мумкин:

\ у  А гар  векторларнинг чизицли эркли системасида унда 
максимал булган иккита чизицли эркли цисм система олин
ган булса  (яъни шундай цисм системани, унга системамиз- 
нинг бирорта х а н  векторини чизицли эрклиликни бузмаган  
Холда цушиш мумкин эмас),  у холда бу цисм системалар- 
даги  векторлар сони тенг булади.

^ацицатан ^ам, агар
^1) ®2» • • » * 0 ^ )

векторлар системасида
«1, «2..............s <  г  (1 4 )

цисм система максимал чизицли эркли цисм система булса, у 
?{олда а5+!, . . . , зг векторларнинг ??ар бири (14) система ор
цали чизицли ифодаланади. Иккинчи томондан, (13* система- 
даги >̂ ар цайси а, вектор бу система орцали чизицли ифода
ланади: аг- векторнинг олдидаги коэффициентни 1 деб, систе
манинг цолган векторларининг олдидаги коэффициентни эса О
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деб олиш етарли. Энди (13) ва (14) системаларнинг эквива- 
лентлигини куриш осон. Бу ердан (13) система узининг ^ар 
цандай максимал чизицли эркли цисм системасига эквивалент 
эканлиги келиб чицади, шу сабабли бу барча цисм системалар 
Узаро эквивалент, яъни улар чизицли эркли булиб, бир хил 
сондаги векторларга эга буладилар.

Берилган векторлар системасининг исталган максимал чи
зицли эркли системасига кирувчи векторлар сони бу сисгема- 

л и д г  namiL.  дейилади. Бу тушунчадан фойдаланиб асосий 
теоремадан яна бир натижа келтириб чицарамиз. 

s ^ y n улчовли векторларнинг иккита

*1, «2. • • .  ,аг О 5 )
ва

Рь  Ра. . . .  I Р., О 6 )
системаси берилган булсин. Бу системалар чизицли эокли  
булиши шарт эмас , шу билан бирга (15) системанинг ранги  
k сонга, (16) системанинг ранги эса I сонга тенг булсин. 
Агар биринчи система иккинчи система орцали чизицли  
иф одаланса, k <  / булади Агар бу сист ем алар эквивалент  
булса, k -  / булади.

Хацицатан ^ам,

ва
^ * . • • , ( 1̂ ) 

. Р , . . . . . . . . Р,  О 8 )'а '*
мос цолда (15) ва (16) системаларнинг ихтиёрий максимал чи 
зицли эркли цисм системалари булсин. У ^олда (15) ва (17) 
системалар узаро эквивалент, бу (16) ва (18) системалар учун 
^ам уринли. (15) система (16) система орцали чизицли ифода- 
ланишидан энди (17) система *ам (16) система орцали чизиц
ли ифодаланиши, шунинг учун (16) системага эквивалент бул
ган (18) система орцали ^ам чизицли ифодаланиши келиб 
чицади, энди (17) системанинг чизицли эрклилигидан фойдала
ниб асосий теоремани цуллаш цолди. Исбот цилинаётган хулоса- 
нинг иккинчи цисми биринчисидан келиб чицади.

10-§. М атрицанинг ранги

Агар бирор п улчовли векторлар ^системаси берилган бул
са, векторларнинг бу системаси чизицли боглицми ёки йуцми 
деган табиий савол тугилади. Дар цайси конкрет цолда бу 
саволнинг жавоби цийинчиликсиз топилади деб уйлаш мумкин 
эмас. Масалан, векторларнинг ушбу

* =  (,2 , — 5,1, — 1̂ . ? =41 ,3 ,6 ,5 ) ,  г - 1,4,1,2)
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системасини текшнрганда унда бирон бир чизицли богланишни 
пайцаш цийин, ва^оланки бу векторлар

муносабат билан богланган.
Бу масалани ечишнинг бир усулини 1-§ беради; берилган 

векторларнинг компонентлари бизга маълум булгани сабабли, 
изланаётган чизицли богланишнинг коэффициентларини номаъ
лумлар деб дисоблаб, чизицли бир жинсли тенгламалар сис
темасини )$осил циламиз ва уни'Гаусс методи билан ечамиз. 
Мазкур параграфда царалаётган масалага бошцача ёндошиш 
курсатилади, бу билан биз асосий мацсадимизга — ихтиёрий чи
зицли тенгламалар системаларини ечишга анча яцинлашган 
буламиз.

s та сатр ва п та устундан иборат (s ва п сонлар уваро *еч 
бир богланмаган).

матрица берилган булсин. By матрицанинг з улчовли векторлар 
сифатида царалаётган устунлари, умуман айтганда, чизицли 
боглиц булиши мумкин. Устунлар системасининг ранги, яъни 
матрицанинг чизицли эркли устунларннинг максимал сони 
(аницроги, устунлар системасининг ихтиёрий максимал чизиц
ли эркли цисм системасига кирувчи устунларининг сони) бу 
матрицанинг ранги дейилади.

Равшанки, худди шунга ухшаш А матрицанинг сатрларини 
^ам п улчовли векторлар деб цараш мумкин. Маълум були- 
шича, матрица сатрлари системасининг ранги унинг устунла
ри системасининг рангига, яъни бу матрицанинг рангига тенг 
экан. Кутилмаган бу даъвонинг исботи матрица рангини аниц- 
лашнинг яна бир (матрицани амалий жи^атдан ^исоблашга 
)$ам имкон берадиган) формасини курсатганимиэдан сунг кел- 
тщуилади.

Дастлаб турри турт бурчакли матрицалар булган ^ол учун 
минор тушунчасини умумлаштирамиз. А матрицада ихтиёрий 
к. та сатр ва к та устунни танлаб оламиз, к <  mln ( s ,n ) .  Бу 
сатр ва устунларнинг кесишган жойида турувчи элементлар 

тартибли квадрат матрица ташкил этади, бу матрицанинг 
детерминанти А матрицанинг к тартибли минори  дейилади. 
Бизни А матрицанинг нолдан фарцли булган минорларининг 
тартиби аницроги, бу т а р т и б л а р н и н г  и ч и д а  э н г  ю ц о 
р и  с и цизицтиради. Уни излашда цуйидаги курсатмага эъти- 
бор бериш фойдалидир: агар А матрицанинг к - тартибли,

7 a - 3 p  +  l l ?  =  0
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барча минорлари нолга тенг булса, у холда  k дан юцори 
тартибли барча минорлари хам нолга тенг. Хакицатан >^ам, 
(k +  /)-тартибли (k <  k - f /' <  min ,s,«)) ^ap кандай минорни 
Лапластеоремасига асосан исталган k та сатри буйича ёйиб, бу 
минорни j -  тартибли минорларга купайтирилган k тартибли 
минорлар йигиндиси шаклида тасвирлаймиз Бу билан унинг 
нолга тенг эканлигини исбот килган буламиз

Энди м а т р и ц а  р а н г и  ^ а к и д а г и  к у й и д а г и  т е о р е 
м а н и  исбот киламиз:

А матрицанинг нолдан фарцли минорларининг энг юцо- 
ои тартиби бу матрицанинг рангига тенг.

И с б о т  и. А матрицанинг нолдан фаркли минорларининг 
энг юкори тарти1н г  га тенг бул ин. Ушбу

I
+ l

* • • • • •
arir+1 • • . а г

&Г +  111 ®Г+ 1)Г 4-И г И  • • • + Ь п

as\ , . .  asr as .r-\.x . . .  aSr

матрицанинг юкори чап бурчагида турган г- тартибли D  минор 
нолдан фаркли булсин деб фараз киламиз, О ф  0. Бу исбот- 
нинг умумийлигига зиён етказмайди. У ^олда А матрицанинг 
биринчи г  та устуни узаро чизикли эркли булади: агар улар
нинг орасида чизикли богланиш мавжуд бул j анида эди, у >̂ ол- 
да векторлар кушилганда уларнинг мос компонентлари ку- 
шилганлиги сабабли, D минорнинг устунлари орасида ^ам ана 
шу чизикли богланиш мавжуд булар эди ва шунинг учун D 
минор нолга тенг б^лар эди.

Энди А матрицанинг *ар кандай /-устуни  ( г < / < ч ± )  би
ринчи г та устуннинг чизикли комбинацияси б^лишини исбот 
Киламиз. Ихтиёрий / ( 1 < / < s )  оламиз ва D  минорни /-устун  
ва /-сатрнинг мос элементлари оркали „^ош иялаш дан14 ^осил 
буладиган i.r -(-1) -тартибли ёрдамчи

а \\ . . .  a ir аи

с* II

аг\ . . .  аТГ ат1
a, i . . . alr uti

детерминант тузамиз. / }{ар кандай булганда *ам А, детерми
нант нолга тенг. Хакикатан з{ам, агар / >  г  булса, Д* минор 
А  матрицамизнинг (г  -|- 1) • тартибли минори булади, шунинг 
учун у г  сонни танлаб олинишига кура нолга тенг булади

А =
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Агар / < г  булса, у ^олла Д, А матрицаниг минори була ол- 
майдн, чунки уни матрицанинг баъзи сатрлари ва устунларини 
учиришдан ^осил цилиб булмайди; бироц энди Дг детерминант 
иккита бир хил сатрга эга булади ва, демак, яна нолга тенг 
булади.

Д, детерминантдаги охирги сатр элементларининг алгебраик 
тулдирувчиларини царайлик, ап элемент учун, табиийки, D  
минор алгебраик тулдирувчи булиб хизмат цилади. Агар
1 <  j  <  г  булса, у ){олда Д; да atj элемент учун алгебраик 
тулдирувчи ушбу

А , - ( -  \ f +')+J
• a \i)+\ • • • а и а и

• a r<J+1 • • • a rr a rl

сон булади, у / га боглиц эмас ва шунинг учун ^ам Aj  орца
ли белгиланган. Шундай цилиб, Д,детерминантни унинг охирги 
сатри буйича ёйиб в аб у  ёйилмани нолга тенглаб (чунки Д,«=0)

+  ЯцА2 4" • • • 4  auD =» О 
ни *осил циламиз, бу ердан D  ф  О эканлигини назарга олсак:

At Ап л Ар
а и — ^ ап ~~ £) <3 * • • [) а‘г’

Бу тенглик барча I лар (i =  1 , 2 , . . .  з) учун тугри, унинг 
коэффициентлари i га боглиц б^лмагани учун Л^матрицанинг
/- устуни А  винг мос *олда — . . .  , — коэффици

ентлар билан олинган биринчи г  та устунининг йигиндисидан 
иборат булади.

Шундай цилиб, А матрица устунлари системасида г  та ус- 
тундан иборат максимал чизицли эркли цисм система топдик. 
Бу билан А матрицанинг ранги г  га тенг эканлиги исбот бул- 
ди, яъни ранг ^ацидаги теорема исбот цилинди.

Бу теорема матрица рангини амалда ^исоблаш методини 
беради, шу сабабли берилган векторлар системасида чизицли 
богланиш мавжудлиги ^ацидаги масалани ^ал цилиш усулини 
з{ам беради; берилган векторлар устунлари булиб хизмат ци- 
ладиган матрица тузиб ва бу матрицанинг рангини ^исоблаб, 
бе^глган  системанинг чизицли эркли векторларининг макси
мал сонини топамиз.

Матрица рангини топишнинг ранг.^ацидаги теоремага асос- 
лан/лн методи бу матрицани чекли булса-да, бироц куп сон
даги  минорларини ^исоблашни талаб этади. Хозир кирити- 
ладиган изф* бу методга анча соддалик киритишга имкон 
беради. Агар уцувчи ранг ^ацидаги теореманинг исботини яна 
бнр тахлил цилиб чикадиган булса, у *олда у исбот давоми-
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да  А матрицанинг г -+-1)- тартибли барча минорларининг нол
га тенглигидан фойдал нмаганимизни, аслида нолга тенг бул
маган г- тартибли D  минорни зошияловчи (г +  1 ) -тартибли 
минорларгина ишлатилганлигини ва шунинг учун факат шу 
минорларнигина нолга тенглигидан г сон Л матрицанинг чизик
ли эркли устунларининг максимал сони экантигининг келиб 
чикишини куради; бундан А матрицанинг умуман (£-+  1)- тар 
тибли барча минорларини нолга тенглиги келиб чикади. Ш ун
дай килиб, биз м а т р и ц а р а н г и н и  з и с о б л а ш н и н г  к у 
й и д а г и  к о и д а с и  г а  келамиз.

М ат рица рангини зисоблаш да цуйи тартибли минор- 
лардан  юцори тартибли минорларга утиш керак. Агар нол
дан фарцли k- тартибли D минор топилган булса , у зо л д а  
D  минорни зошияловчи (ь ■+ 1)- тартибли минорларнигина  
зисобланади: агар уларнинг барчаси нолга  тенг булса,  
матрицанинг ранги к га тенг булади.

М и с о л л а р
1. Ушбу матрицанинг рангини топинг:

(1 —4 3 1
1 - 2  1 - 4
0 1 - 1 3  

- 7  4 - 4
Б у  матрицанинг юцори чап бурчагида T y p i a H  иккинчи тартибли минори 

нолга тенг. Бирок матрицада нолдан фаркли иккиичи тартибли минорлар 
*ам мавжуд, масалан,

- 4  3 
—2 1 У» 0.

d  минорни ^ошияловчи учинчи тартибли
2 - 4  3 

d'  “  1 - 2  1
0 1 -1

минор нолдан фаркли, d' =  1, бирок d' минорни зош ияловчи т^ртинчи т а р 
тибли минорларнинг *ар иккаласи *ам нолга тенг:

=  0 ,

2 - 4 3 1
1 - 2 1 —4
0 1 - 1 3
4 - 7 4 - 4
2 — 4 3 0
1 - 2 1 2
0 1 - 1 1
4 - 7 4 5

0.

Ш ундай цилиб, А матрицанинг ранги учга тенг.
2 . Ушбу

а, -  (2, - 2 ,  - 4 ) ,  ва =  (1, 9, 3), а3 «= ( - 2 ,  - 4 ,  1), а, =  (3, 7, - I )  
векторлар системасида максимал чизикли *ркли кием система топинг.
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Берилган векторлар  устунлари булиб хизмат циладиган
2 1 - 2  3 \  

- 2  9 - 4  7 
—4 3 1 —1/

матрица тузамиз. Бу  матрицанинг ранги иккига тенг: юцори чап бурчакда 
турган иккинчи тартибли минор нолдан фарцли, бироц уни х,ошияловчи 
учинчи тартибли ^ар  иккала минор нолга тенг, Бу ердан, аь  я3 векторлар 
берилган системааа максимал чизицли эркли цисм снстемалардан бирини 
ташкил этиши келиб чицади

Матрица ранги зацидаги теореманинг натнжаси сифатида 
илгари келтириб утилган цуйидаги даъвони исботлаймиз:

Х а р  цандай. матрицанинг чизицли эркли сатрларининг  
максимал сони унинг чизицли эркли устунларининг м ак
симал сонига, яъни бу матрица рангига тенг.

Буни исботлаш учун матрицани транспонирлаймиз, яъни 
унинг сатрларини, номерлашни сацлаган золда, устунларига 
айлантирамиз. Транспонирлаш натижасида матрицанинг нолдан 
фарцли минорларининг максимал тартиби узгариши мумкин 
эмас, чунки транспонирлаш детерминантни узгартирмайди, бе
рилган матрицанинг зар цандай минори учун матрицани транс
понирлаш натижасида зосил цилинган минор янги матри- 
цада булади ва аксинча. Бу ерда янги матрицанинг ранги 
берилган матрицанинг рангига тенг эканлиги келиб чицади; 
шу билан бирга у янги матрицанинг чизицли эркли устун
ларининг максимал сонига, яъни б е р и л г а н  м а т р и ц а н и н г  
чизицли эркли сатрларининг максимал сонига тенг.

М и с о л . 8- § д а  я  та номаълумнинг чизицли формаси тушунчаси киритил
ган ва чизицли формаларни цушиш ва уларни сонга купайтириш аннцлан- 
глн эти. Бу таъриф чизицли формаларга чизицли боглицлик тушунчасиии 
унинг барча хоссалари билан биргаликда утказишга имкон берадц.

Чизицли формалар системаси берилган булсин:
— -*4 -f- l x 2 -f- х3 f  Зг4, 

f2 — 4xt — х 2 — 5л3—6 лг4.
/з  =  Jc 1 —Зл3—4 ^ з—7xit
f t  - 2x t 1 х 2 — х3.

Бу с и о е м а д а  максимал чизицли эркли цисм системани аж ратиш  керак.
Бу формаларнинг коэффицнентларидан матрица тузампз:

/ 1 2  1 3  
/ 4 - 1  - 5  - 6  
I ]  _  3 — 4 - 7  
\2 1 - 1  О

па унинг рангини топамиз. Матрицанинг юцори чап бурчагидаги иккинчи 
тартиб .и минор нолдин фарцли, бироц уни ^ошияловчи туртта учинчи тар- 
тяб.тн чипорнинг .^аммаси нолга тенглигини текшириш осон. Бу ердан, матрн- 
цанинг биринчи иккита сатри чизицли боглиц эмас, учинчи ва турн ш чи  
сатрлари эса уларнинг чизицли комбинацияси булиши келиб чицади. Бино- 
барин, / , ,  f2 система берилган чизицли формалар системасининг изланаёт- 
ган  цисм системаси булади.



16- I. МАТРИЦАНИЙГ РАЙГЙ 79

Матрица ранги ^ацидаги теоремадан келиб чицадиган яна 
бир му^им натижани келтирамиз.

ti- тартибли детерминантнинг сат рлари  орасида чизиц
ли богланаш мавж уд булган золдаги на  ва фацат шу %ол- 
даги н а , у  нолга тенг булади.

Бу даъво 4- § да бир томонга исботланган эди i8 - хосса). 
Энди бизга нолга тенг булган п- тартибли детерминант берилган 
булсин,яъни бошцача айтганда,максимал тартибга эга булган я г о 
на минори нолга тенг булган п- тартибли квадрат матрица берил
ган булсин. Бу ердан, бу матрицанинг нолдан фарцли минор- 
ларининг энг юцори тарти ли п дан кичиклиги, яъни рангнинг 
п дан кичиклиги,бинобарин юцорида исбот цилинганга асосан, 
бу матрицанинг сатрлари чизицли боглицлиги келиб чицади.

Исбот цилинган бу натижада сатрлар урнига детерминант 
устунлари ^ацида суз юритиш мумкин эканлиги равшандир.

Матрица рангини ^исоблашиинг ранг ^акидаги теоремага боглиц бул- 
маган ва детерминантларци ^нсоблашнн талаб этмайдиган яна бошка бир 
метода мавжуд. Бу методдаи кайси устунлар (ёки сатрлар) максимал чизик
ли эркли система ташкил этиши билан цизикмай, балки фацат рангнинг узи- 
нигина билишимиз керак булган долаа фойдаламиш мумкин.

Ш у  методни баён килайлик.
А матрицани элементар алмаштиришлар деб уни куйидагича алм аш - 

тиришларга айтилацш
(а) иккита сатрнинг ёки иккита устуннинг урнини алмаштириш (т| анспози- 

ция);
( b) сатрни (ёки устунни) нолдан фаркли ихтиёрий сонга купайтириш;
(c) бир сатрга (ёки устунга) бирор сонга купайтирилган бошка сатрни (ус- 

тунни) кУшиш.
Осонгина куриш мумкинки, элементар алмаштиришлар матрицанинг 

рангини узгартирмайди. Хак"Катап *ам бу алмаштириш лар, масалан, мат
рица устунларига кУлланадиган булса, у ^олда векторлар сифатида карала-  
ётган устунлар системаси унга эквивалент система билан алмашади, Буни 
(с) алмаштириш учунгина исбот киламиз, чунки (а) ва (Ь) учун бу рав ш а н 
дир. Айтайлик, /-устунга  k сонга купайтирилган j- устун кУшилаётган бул
син. А гар  алмаштириш бажарилгунча матрица устунлари булиб

............ а) • • ■ , “л 0 )
векторлар  хизмат килган булса, у  з^олда алмаштиришдан сунг м а тр и ц а  у с 
тунлари

«I . . . . .  t «',“ «/ +■ kttj, , ajt . .  . , а„ (2)
векторлар булади.

(2 ) система ( 1) система оркали чизикли ифодаланади,
я; =  а’ — kocj

тенглик эса (1) система *ам уз навбатида (2) оркали чизикли ифодалани- 
шини курсатади. Бинобарин, бу системалар эквивалент ва шунинг учун 
уларнинг максимал чизикли эркли кием системалари бир хил сондаги век- 
торлардан иборат булади.

Шундай килиб, матрица рангини ^исоблашда дастлаб уни элементар  
алмаштиришларнинг Оирон бир ком би нациям  ёрдамида соддалаш тириб олиш 
мумкин.
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Агар s та  сатр  ва п та устунга эга булган матрицанинг I га теш  бо л 
тан в,,. й23, . . .  , а„  (бу ерда 0 <  г <  min^s, п)) элементларидан таш^ари 
колган барча элементлари нолга тенг булса, бу матрица диагонал шаклга 
эга дейилади. Бундай матрицанинг ранги г га тенг эканлиги равш ан.

Зар цандай матрицани элементар алмаштиришлар билан, диагонал 
шаклга келтириш мумкин.

Дарзакикат ,  ушбу

матрица берилган булсин. Агар унинг барча элементлари нолга тенг булса, 
у диагонал шаклга эга булган. Агар унда н о щ ан  фаркли элементлар булса, 
у золда сатрлар  ва устунлар транспозицияси ёрдамида ап элементнинг нолдан 
фаркли булишига эришиш мумкин Сунгра биринчи сатрни а~х га купайти- 
риб, аи элементни бирга айлаитирами i. Агар энди / -  устундан, ( / > 1 )  аХ] га 
купайтирилган биринчи устунни айирадиган булсак, aXj  элемент ноль билан ) 
адмаипирилади. Иккинчисидан бошпаб барча устунларни ва барча сатрлар- 
ни шундай алмашгирсак, куйидаги куринишдаги матрицага келамиз: I

Пастки Унг бурчакда жойлашган ва зо к азо  матрицаларда дам худди 
шундай атмаш тириш лар бажариб, чекли с о н д 1ги кадамдан сунг ранги б е
рилган А матрицанинг рангига тенг булган диагонал шаклдаги матрицани 
досил киламиз.

Шундай кили матрица рангини топиш учун б у матрицани элементар 
алмаштиришлар ёрдамида диагонал шаклга келтириш керак ва х,осил 
цилинган матрицанинг бош диагоналида турган бирлар сонини ^исоблаш  
керак.

М и с о л .  Ушбу матрица рангини топинг:

А

2 - 4  
- 4  5

1 7 
5 - 1 0
3 0

Бу матрпцала биринчи ва иккинчи устунларнинг Уринларини алмашти-
1

риб ва биринчи сатрни — сонига купайтириб, куиидаги матрицани досил
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Бунинг учинчи устунига иккилантирилган биринчи устунни цушиб, су н г
ра янги биринчи сатрнинг бирорта карралисини цолган ^ар  цайси сатрга

матрицани х,осил циламиз. Нидоят, бу матрицанинг иккинчи сатрш ш  — 1 га 
купайтириб, учинчи устундан учлантирилган иккинчи устунни айириб, сунг
ра учинчи ва бешинчи сатрлардан я ш и  иккинчи сатрнинг бирорта карра  
лисини айириб, изл ш аётган  диагонал ш аклга  келамиз:

Шундай цилиб, матрицанинг ранги иккита тенг.
13 -бобда матрицаларни элементар алмаштиришга ва унинг диагонал 

шаклига яна дуч келамиз, бироц бу матрицаларнинг элрментлари сонлар 
эмас, балки купдадлар булади.

И хти 'рий чизицли тенгламалар системаларини урганишга 
киришамиз, шу билан бирга энди бу системада тенгламалар 
сони номаълумлар сонига тенг деб фараз цилмаймиз. Ш ундай 
булса-д.", ^осил цилинган натижалар тенгламалар сони номаъ
лумлар сонига тенг, лекин системанинг детерминанти нолга 
тенг булган %ол (бу ^ол 7- § да курилмаган) учун ^ам уз ку 
чини сацлайди.

Чизицли тенгламалар систе.маси берилган булсин:

1- § дан маълумки, энг олдин бу системанинг биргаликда 
булиш-булмаслик масаласини ^ал цилиш керак. Шу мацсадда 
системанинг коэффициентларидан тузилган А матрица ва Л га 
озод дадларни цушишдан ^осил булган „кенгайтирилган11 А 
матрицани оламнз-

цушиб,

/ 1  о
О 1
о о
о о

\  о о

11- §. Чизицли тенгламалар системалари

«п  ^  +  а 12х 2 - f  . .  . +  аи х п =  Ьи
« 2 1 *2  +  « 2 2 *2  +  • • • +  а 2 „ Х п  =  ^2. (1)

«11 «12 « • • a \n «11 «12 • • • «In
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ва бу матрицаларнинг рангларини лисоблаймиз. Осонгина к^- 
риш мумкинки, А матрицанинг ранги ё  А матрицанинг р а н -  
гига тенг, ёки ундан битта ортиц. Х^Кицатан ^ам, А матри
ца устунларининг _бирорта максимал чизицли эркли систе
масини 'Олайлик. У А матрицада ^ам чизицли эркли булади. 

s j j  Агар А максималлик хоссасини )$ам сацласа, яъни озод з{ад- 
‘ I лардан тузилган устун у орцали чизицли ифодаланса Л ва Л мат

рицаларнинг ранглари тенг булади; акс ^олда устунларнинг 
бу системасига озод ^адлардан иборат устунни цушиб, А 
матрица устунларининг чизицли эркли системасини %ост  ци
ламиз: бу система А да максимал булади.

Чизицлр тенгламалар системасининг биргаликда булиш ма- 
саласи цуйидаги теорема орцали тула ?$ал цилинади:

К р о н е к е р  — К а п е л л и  т е о р е м а с и  ( / )  чизицли т енг
л а м а ла р  системаси кенгайтирилган А матрицанинг ранги  
А матрица рангига  тенг булганда ва фацат шу л;олдагина 
биргаликда булади.

И с б о т  и. 1. ( 1) система биргаликда булсин ва ku k2, ..., k n 
унинг ечимларидан бири булсин. Бу сонларни (1) системадаги 
номаълумлар урнига ц^йиб, s та айният ^осил циламиз. Бу 
айниятлар Л матрицанинг охирги устуни цолган барча у ст у н 
ларнинг мос равишда ku /?2, . . .  . кп коэффициентлар билан 
олинган йигиндиси эканлигини курсатади. А матрицанинг ^ар 
цандай бошца устуни Л матрицага ){ам киради ва шунинг учун 
бу матрицанинг барча устунлари орцали чиЗицли_ ифодалана- 
ди. Аксинча, Л матрицанинг ^ар цайси устуни Л нинг ^ам у с 
туни булади, яъни бу матрицанинг устунлари орцали чизицли 
ифодаланади. Бу ердан Л ва Л матрицаларнинг устунлари сис
темаси узаро эквивалент эканлиги келиб чицади, шунинг учун 
9- § охирида исбот цилинганига кура бу иккала s улчовли 
векторлар системаси бир хил рангга эга; бошцача айтганда Л 
ва Л матрицаларнинг ранглари ^заро тенг.

2. Энди Л ва Л матрицалар бир хил рангга эга эканлиги 
берилган булсин. Бу ердан Л матрица устунларининг истал
ган максимал чизицли эркли системаси Л матрицада >{ам мак
симал чизицли эркли система булиб цолишлиги келиб чицади. 
Ш ундай цилиб, бу система орцали, шу_ сабабли умуман, Л 
матрица устунлари системаси орцали Л матрицанинг охирги 
устуни чизицли ифодаланади. Бинобарин, шундай 
kn коэффициентлар системаси мавжудки, Л матрицанинг бу 
коэффициентлар билан олинган устунлари йигиндиси о зо д ^ ад -  
лардан иборат устунга тенг, шунинг учун ku k2, . . . , kn сон
лар (1) системацинг ечимини ташкил цилади. Шундай цилиб,
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А  ва А матрицалар рангларининг бир хилда булишидан (1) сис- 
темаиинг биргаликда булиши келиб чикади.

Теорема тула исбот цилинди. Бу теоремани конкрет мисол- 
ларга татбик килишда дастлаб А матрицанинг рангини зисоб- 
лаш керак, бунинг учун бу матрицанинг нолдан фаркли 
минорлари ичидан шундайини топиш керакки, уни зош ия- 
ловчи минорлар нолга тенг булсин; М  шундай минор булсин.
Сунгра А матрицанинг М  ни зошияловчи, бирок А да булма
ган ((1 системанинг характеристик бетерминантлари  деб  
аталувчи) барча минорларини зисоблаш керак. Агар уларнинг 
барчаси нолга тенг булса, у золда А  матрицанинг ранги А 
матрица рангига тенг ва шу сабабли (1) система биргаликда 
булади, акс золда  у биргаликда булмайди. Шундай килиб, 
Кронекер—Капелли теоремасини куйидагича ифодалаш мум
кин: ( 1) я и зщ л и  т енглам алар системасининг баряа х а 
рактеристик детерминантлари нолга  тенг булганда-  
гина ва фацат шу цолдагина  (1) система биргаликда б у 
лади.

(11 с и с т е м а  б и р г а л и к д а  б у л с и н  деб фараз килай- 
лик. Бу системанинг биргаликда эканлигини тайинловчи К ро
н ек е р —Капелли теоремаси ечим мавжуд эканлигини тасдик* 
лайди; бирок у с и с т е м а н и н г  б а р ч а  е ч и м л а р и н и  
а м а л д а  т о п и ш  у ч у н  зеч  кандай усул бермайди. Хизир 
бу масалани ечишга утамиз.

А матрицанинг ранги г  га тенг булсин. Бундан олдинги па- 
раграфда курсатилишича, г  сон А  матрицанинг чизикли эрк
ли сагрларининг максимал сонига тенг. Аниклик учун А  матри
цанинг биринчи г  та сатри чизикли эркли деб, колган зар 
кайси сатри эса уларнинг чизикли комбинацияси булсин деб 
фараз килайлик. У золда А матрицанинг биринчи г  та сатри 
зам  чизикли эркли булади: уларнинг орасилаги зар  кандай 
чизикли богланиш А матрицанинг зам  биринчи г  та сатри 
орасидаги чизикли богланиш булар эди (векторларни кушиш 
таърифини эсланг!). Сунгра, Л ва Л матрицалар рангларининг 
тенглигидан А матрицанинг биринчи г  та сатри бу матрицада 
сатрларнинг максимал чизикли эркли системасини ташкил эти- 
ши келиб чикади, яъни Л нинг бошка зар  кандай сатри у л ар 
нинг чизикли комбинацияси булади.

Бу ердан (1) системанинг зар кандай тенгламасини кандайдир 
коэффициентлар билан олинган биринчи г та тенгламанинг йигин
диси шаклида тасвирлаш мумкинлиги келиб чикади, шунинг 
учун биринчи г  та тенгламанинг исталган умумий ечими ( 1) 
системанинг барча тенгламаларини каноатлантиради. Бино- 
барин,
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а П Х \ 4" й12*2 4" • • • 4  а \ п Хп —  Ь и  

а 21х 1 4  а 2 к 2 4  • • • 4  а 2пХ п —  2̂)

«м*1 +  а г2*2 +  • • • +  а г п к п =  Ьт

системанинг барча ечимларини топиш етарли. (2) система тенг- 
ламаларининг номаълумлари олдидаги коэффициентлардан ибо
рат сатрлар чизикли эркли, яъни коэффициентлардан тузилган 
матрицанинг ранги г  га тенг булгани сабабли ва ундан
таш^ари бу матрицанинг г-тартибли минорларидан ^еч бул
маганда биттаси нолдан фарклидир. Агар г —п булса, у ^олда
(2 ) тенгламалари ва номаълумлари сони бир хил ва д етер 
минанти нолдан фарцли булган система булади, яъни у, бино- 
барин (1) система ^ам, биргина ечимга, яъни Крамер цоидаси 
буйича топиладиган ечимга эга булади.

Энди г  <  п булсин ^амда аниклик учун биринчи г  та но
маълумнинг коэффициентларидан тузилган г- тартибли минор 
нолдан фаркли булсин. (2) тенгламаларнинг ^ар кайсисида 
х г+1, . . .  1 х„ номаълумли ^адларни унг томонга утказамиз ва 
бу номаълумлар учун бирор сг+ь . . . , с„ кийматларни танлаб 
оламиз. г  та х ь  х 2, . . .  , х г номаълумли г  та тенглама систе- 
масини ^осил киламиз:

a n x t -)- a i2x2 4" • • •  ̂ ®\тх т ~  o 1)r+iC/4-i . . .  — fljпсп, 
а 1 \ Х \ 4  2̂2*2 4  . . .  4  й 2гХ г — — #2,r+lCr + l — ’ ’ * — а 2пСп’ ^

• а г1х,  4 а г2х 2 4  . . .  4 o „ x r =  Ьг — а пТ+\Ст+\ — . . .  — агпсп

Бу системага Крамер ь.оидаси татбиц этилиши мумкин, ш у 
нинг учун унинг биргина си с2, . .  . ст ечими мавжуд; равшан- 
ки, си с2, . . .  сп сг+ь . . .  сп сонлар системаси (2) системанинг 
ечими б^либ хизмат килади. Озод номаълумлар  деб аталувчи 
х г+\, . . .  , х п номаълумларга ст+ь . . .  , сп кийматларни ихтиё
рий танлаб олишимиз мумкин булгани учун (2) системанинг 
чексиз куп турлича ечимлари шу йул билан ^осил килиниши 
мумкин.

Иккинчи томондан, (2) системанинг ^ар кандай ечими кур- 
сатилган йул билан ){осил килиниши мумкин: агар (2) систе
манинг бирорта си с2, . . . , с„ ечими берилган булса, у ^олда 
озод номаълумларнинг кнйматлари сифатида сг+и • • • . сп сон* 
ларни оламиз. У ^олда clt с2, . .  . , сг сонлар (3) системани 
каноатлантиради ва шунинг учун бу системанинг Крамер кои- 
даси буйича топиладиган ягона ечимини ташкил этади.

Юкорида айтилганларнинг ^аммаси и х ти  ё р и й ч и з и к л и  
т е н г л а м а л а р  с и с т е м а с и н и  е ч и ш н и н г  ц у й и д а г и  
к о и  д а  с и  куринишида ифодаланади:
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Чизицли тенг лама лар нинг биргаликда булган  ( / )  систе
маси берилган булсин ва коэффициентлардан т узилган  А 
матрицанинг ранги  г  га тенг булсин. А да г  та чизикли эркли  
сатр т анлаймиз ва ( 1) системада коэффициентлари т анлаб  
олинган сат рларга кирган тенгламаларнигина цолдирамиз.Бу  
тенглаж аларнингчап цисмида шундай г  та номаълумни цол-  
дирамизки,уларнинг олдидаги коэффициентлардан т узилган  
детерминант нолдан фарцли булсин, цолган ном аълум лар
ни эса озод ном аълум лар деб эълон циламиз ва тенглама,- 
ларнинг унг циомига утказамиз. Озод но маълум ларга  ик-  
тиёрий сонли цийматлар бериб ва цолган номаьлумларнинг  
цийматларини Крамер цоидаси буйича %исоблаб , ( / )  систе
манинг барча ечимларини %осил циламиз.

Илгари ^осил цилинган натижани яна бир бор ифодалаймиз:
Биргаликда булган (1) системанинг А матрицаси ранги  

ном аълумлар сонига тенг булганда ва фацат шу %олда 
система биргина ечимга эга булади.

М и с о л л а р  1. Ушбу системани ечинг;
6 j — дг2 -f -f x i = 7,]
2а j t  х% f 4jfg —2xf—1,
Х̂  — ~j~ &Хд~ О,

Коэффициентлардан тузилган матрицанинг ранги иккига тенг: бу матри
цанинг юцори чап бурчагида турган иккинчи тартибли минор нолдан 
фарцли, бироц уни з^ошияловчи учинчи тартибли з^ар иккала минор »;ам 
яолга тенг. Кенгайтирилган матрицанинг ранги учга тенг, чунки

5 - 1  7
2 1 1 
1 - 3  О

3 5 ^ 0 .

Бу ердан система биргаликда эмаслиги келиб чицади.
2. Ушбу системани ечинг:

7<i +  3*2 =  2, 
х х — 2х-2 — -  3'

4xt 9х 2 =* 11.
Коэффициентлардан тузилган матрицанинг ранги иккига. яъни номаъ- 

иумлар сонига тенг; кешайтирнлган матрицанинг ранги ^ам иккига тенг. 
Шундай цилиб, система биргаликда ва биргина ечимга эга. Биринчи иккита 
тенгламанинг чап цисмлари чизицли эркли; бу иккита тенглама системаси- 
м  ечиб, номаълумлар учун цуйидаги цийматларни х,осил циламиз:

5 23
17’ * 3 ~ 1 7 '

Бу ечимлар учинчи тенгламани цам цаноатлантиришини к^риш осон.
3. Ушбу системани ечинг:

jf, + х 2 — 2х3 -  x t +  х ъ =  1, |
3xi — х2 -f -f- 4xi -f Зхк, *= 4, > 
х х i  5х3— §хг — 8л4 +  х,, = 0  J
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Система биргаликда, чунки кенгайтирилган матрицанинг ранги дам, ко- 
эффициентлардан тузилган матрицанинг ранги зам иккига тенг. Биринчи ва 
учинчи тенгламаларнинг чап цисмлари чизикли эркли, чунки А] ва * s но
маълумлар олдидаги коэффициентлар колдан фаркли иккинчи тартибли 
минор ташкил этади. Б у  иккита тенгламадаи иборат системани ечамиз, бун
да  лгд, дг4, дг6 номаълумларни озод задлар деб дисоблаб, уларни тенглама
ларнинг унг гомонига утказамиз ва уларга цандаидир соали кийматлар б е 
рилган деб фараз киламиз. Крамер койдасини татбик килиб, уш бу

5 1 3

муносабатларни досил киламиз.
Б у  тенгликлар берилган системанинг умумий ечимини  аницлайди:улар- 

даги  озод номаълумларга ихтиёрий сонли кийматлар бериб, берилган система
нинг барча ечимларини досил киламиз. Масалан, (2, 5, 3 0, 0), (3, б 2, 1, — 2),
(о ,  — — 1, ва доказо векторлар системанинг ечимлари булади.
Иккинчи томондан, умумий ечимдан * t ва х 3 лар  учун чикарилган я ф о д а-  
ларни системанинг исгалган тенгламасига, масалан, илгари каралмаган й"к- 
кинчи тенгламасига келтириб кУйсак, айният досил киламиз.

4. Ушбу системани ечинг:

4 * i  f  * 3 — 2*3 f  x i — 3, ч 
* i  —  *s —  х 3 4 - ‘ix i — 2 , I

2*t +  £>*3 — *<■= — 1, I
3 * j  f  З г а — х 3 — Зх4 =  1. J

Бу ерда тенгламалар сони номаълумлар сонига тенг булса-да, аммо 
системанинг детерминанти нолга тенг ва шунинг учун Крамер коидасини 
татбик килиб булмайди. Коэффициентлардан тузилган матрицанинг ранги 
учга т е н г - б у  матрицанинг юкори унг бурчагида нолдан фаркли учинчи 
тартибли минор жойлашган. Кенгайтирилган матрицанинг ранги зам учга 
тенг, яъни система биргаликда. Факат биринчи учта тенгламани караб ва 
jrj номаълумни озод  дисоблаб, умумий ечимни 'куйидаги куринишда досил 
Киламиз:

1 2  8 9
- —-j- -  -^*1, +  j  х* = °-

б. п номаълумли и + 1  та тенгламадан иборат система берилган булсин. 
Бу  системанинг кенгайтирилган Л матрицаси (л -И )-тарти бл и  квадрат матри
ца  булади. А гар  система биргаликда булса, у  долда К рон екер—Капелли 
теорем асига мувофиц, А  матрицанинг детерминанти нолга тенг булиши к е 
рак.

Масалан,
х 1 — 8*з =  ЗЛ 

2*i -f- *s =  1,>
4-*i +  7* 3 =  — 4,j
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система берилган булсин. Б у  тенгламаларнинг коэффициентларидан ва озод 
дадларидан тузилган детерминант нолдан фаркли:

1 - 8  3
2 1 1 
4 7 - 4

- 7 7 ,

шу сабабли система биргаликда эмао.
Тескари даъво, умуман айтганда, т ^ р и  булмайди: А  матрица детер-  

минантининг нолдан фаркли бУлишидан А вй А матрицалар рангларининг 
узаро тенг булиши келиб чикмайди.

12- §. Чизицли бир жинсли тенгламалар  системалари

Аввалги параграфда ^осил килинган натижаларни система- 
миз чизицли бир жинсли тенгламалар системалари  булган 
){ОЛ учун татби^ циламиз:

( 1)
11 1̂ + . • + «1Л =  0 ,
21 *1 + 2-̂ 2 +  • • + я » Л =  0 ,

*1*1 + as 2*2 ~Ь • . + =  0.

Кронекер—Капелли теоремасидан бу система ^ар доим бир
галикда эканлиги келиб чикади, чунки ноллардан иборат ус- 
туннинг кУшилиши матрица рангини орттира олмайди. Ш у 
билан бирга, бу бевосита э^ам куриниб турибди—( 1) система 
олдиндан ноль ечим (0 , 0 , . .  0) га эга.

Айтайлик, (1) система коэффициентларидан тузилган А мат
рицанинг ранги г га тенг булсин. А гар  г  — п булса, у  х о л 
да ноль ечим ( 1) системанинг ягона ечими булади-, г < _ п  
булганда система ноль ечимдан таищари яна бошца ечим- 
л а р га  %ам эга булади  ва бу барча ечимларни топиш учун гово
рила ихтиёрий тенгламалар системаси булган золдаги каби 
усул ^Улланилади. Хусусан, п номаълумли п та чизицли бир 
жинсли тенглама системасининг детерминанти нолга тенг 
булгандагина ва фацат шу %олдагина система ноль ечим
дан фарцли бошца ечимларга %ам эга б у л а д и Хак икатан 
^ам, бу детерминантнинг нолга тенглиги А матрица ранги п 
дан кичик деган даъвога тенг кучли. Иккинчи томондан, бир 

, ж инсли тенгламалар системасида т енглам алар  сони но
маълум лар сонидан кичик булса , у хо л да  система а л б а т 
т а ноль ечимдан фарцли ечимларга эга булади,  чунки бун
дай ^олда ранг номаълумлар сонига тенг була олмайди; бу 
натижа 1-§  да бошцача муло^азалардан олинган эди.

1) Бу даъвонинг бир кисми 7 - §  да исботланган »дн.
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Хусусий золда, система п номаълумли п — 1 та бир жинсли тенглама- 
дан иборат булган золни цараб чицамиз, шу билан бирга бу ерда т е и г 
л а  м а л а р н и н  г ч а п  ц и с м  л а р и  у з а р о  ч и з и ц л и  э р к л и  деб фараз 
циламиз. Ушбу

аи • • • а\п
2̂1 2̂2 • • * 2̂ п

а п—\,\ а п - 1,2  • • ■ а п -1 ,п

матрица бу система коэффициентларндан тузилган булсин; А матрицада
/-устунни (i =*1 , 2 ....... «) учиришдан зосил булган (п  — 1)- тартибли ми-
норни М { орцали белгилаймиз. У %олда берилган системанинг еяимлари- 
дан бири

М и -  Мъ Л*3, -  Mlt ( -  1)л~ 1 М п (2)

сонлар системаси булиб, цолган %ар цандай в ш и  унга пропорционал 
булади.

И с б о т  и. Ш артга  кУра, А  матрицанинг ранги п — \ га тенг булгани 
учун Mi минорларш ш г бирортаси нолдан фарцли булиши керак; М п шу 
минор булсин. Системада х п номаълумни озод деб фараз циламиз ва з а р  
цайси тенгламада уни унг томонга утказамиз, натижада

anxi *f аих$ ai n_ | xn_i — — а1пхп,

а и х 1 +  Я 22-*а +  • • .  +  а 2,п— 1 х п— 1 =  —  а гпх п-

ап - \ , \  Х1 +  вя-1,2 х 2 +  •• ^ ап - \ ,  л-1 х п-1 ~  ~  ап~1,п х п

ни зосил  циламиз. Сунгра Крамер цоидасини татбиц цилиб, берилган тенг
ламалар си а е м а с н н и н г  умумий ечимини х,осил циламиз. Бу  ечим баъзи  бир 
унча мураккаб булмаган узгартишлардан кейии цуйидаги куринишга эга 
булади;

М,
* j - ( -  \)а - ‘ - Г ^ х п, / - и ,  . . . .  Я - 1- (3)м п

х п — (— I )”- 1  М п д еб  олсак, x t— (— M t (I =  1, 2 . . . ,  п — 1) ни ёки 
(2га — I—1) —(I— 1) =  2 n - 2 t  айирма ж уф т сон булгани учун лгг= ( — l / —1 M t 
ни зосил циламиз, яъни  (2) сонлар системаси зацицатан зам берилган тенг
ламалар системасининг ечими булади. Бу системанинг з а р  цандай бошца 
ечими (3) формуладан номаълумнинг бошцача сон цийматида досил цили- 
нади ва шунинг учун зам  у (2) ечимга пропорциэнал булади. Царалаётган 
д а ъ в о  М п =  0 , бироц M i(  1 < / < n  — 1) минорлардан бири нолдан фарцли 
булган зол  учун дам уринли эканлиги равшан.

Чизицли бир жинсли тенгламалар сисгемаларининг ечимла- 
ри цуйидаги хоссаларга эга. Агар р =  (Ьи Ь2, ■ . Ьп) вектор 
( 1) системанинг ечими булса, у ^олда k ^ар цандай сон бул- 
г.анда k $ = { k b u kb2, . . k b n) вектор зам  бу системанинг ечи
ми булади, бунга шу ечимни ( 1) тенгламаларининг ихтиёрий 
бирортасига цуйиб ишонч зосил цилиш мумкин. Сунгря, агар 
7 =  {сис2> • • •> вектор системанинг яна бир ечими булса,
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у золда р +  у =  (f>, +  си Ь2 +  с2 , . . .  ,Ь„ +  сп) вектор *ам 
бу системанинг ечими булади:

п п п

/=.1 /=1
'"Шунинг учун, умуман, бир жинсли (1) система ечимлари- 

нинг х;ар цандай чизицли комбинацияси х,ам шу система
нинг ечими булади.  Система бир жинсли булмаган,  яъни озод 
Хадларининг ^аммаси ^ам нолга тенг булмаган чизицли тенг
ламалар системаси булган з^ол учун мос даъво уринли эмас- 
лигини айтиб утамиз: бир жинсли булмаган тенгламалар систе- 
масининг иккита ечимининг йигиндиси ^ам, бу система ечими- 
нинг сонга купайтмаси ^ам шу системанинг ечими була олмайди.

9- § дан бизга маълумки, п улчовли векторларнинг п та 
вектордан ортиц ^ар цандай системаси чизицли боглицдир. Бу 
ердан бир жинсли (I)  системанинг п улчовли векторлар булиб 
^исобланган ечимлари ичидан ч е к л и  максимал (шу маънода 
максималки, ( 1) системанинг ^ар цандай бошца ечими танлаб 
олинган мана шу системага кирувчи ечимларнинг чизицли ком
бинацияси булади) чизицли эркли система танлаб олиш мум
кин эканлиги келиб чицади ( 1) бир жинсли тенгламалар сис
темаси ечимларининг ?;ар цандай максимал чизицли эркли 
системаси ( 1) тенгламалар системаси ечимларининг фундамен- 
т ал  системаси дейилади.

Куйидагини яна бир марта гаъкидлаймиз: п улчовли век- 
Хтор берилган фундамёнтал системани ташкил этувчи век

торларнинг чизицли комбинацияси булгандагина ва фацат  
ана шмндагина у ( \ )  системанинг ечими булади.

Равшанки, (1) система ноль булмаган ечимларга эга бул
ган )$олда, яъни унинг коэффициентларидан тузилган матри
цанинг ранги номаълумлар сонидан кичик булган ^олдагина 
фундаментал система мавжуд булади. Бунда (1) система куп- 
гина турли фундаментал ечимлар системаларЦга эга булиши 
мумкин. Бироц бу системалар узаро эквивалент, чунки ,чар 
цайси системанинг р р  бир вектори бошца исталган система 
орцали чизицли ифодаланади ва шунинг учун бу системалар  
бир х и л  сондаги ечимлардан иборат булади.

Куйидаги теорема уринли:
Агар (1) бир жинсли чизицли т ен глам алар  системаси- 

нинг коэффициентларидан т узилган матрицанинг ранги г 
номаълумлар сони п дан кичик булса, у  х,олда (1) систе 
манинг фундаментал ечимлари системаси п —г та ечимдан 

 ̂ иборат булади.
Бу теоремани исбот цилиш учун п —г  (1) системадаги озод 

вомаълумлар сони эканлигини ^айд цилайлик; x r+i, х г+2, . .  ,,
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х„ озод номаълумлар булсин. Тартиби п — г  булган нолдан 
фаркли ихтиёрий d  детерминантни караймиз. Уни куйидаги 
куринишда ёзамиз:

^ Ы + 1 ) С 1>г+2, • . . , С и

d  = c 2ir  + h С2>г+2, • .  . , Сщ

Сп—т, г + Ь Сп-т, г+2,  • . > сп-т,п
Бу детерминантнинг /-сатри (1 — г) элементлари-

ни озод номаълумларнинг кийматлари сифатида олсак, маъ
лумки, х и х 2, . . ., х г номаълумлар учун бир кийматли аник
ланган кийматлар э^осил киламиз, яъни ( 1) тенгламалар спс- 
темасининг аник бир ечимига келамиз; бу ечимни вектор 
куринишида ёзамиз:

• • •* C[ri + 7̂,г + 2, • • м С{п).
Досил килинган аи а2, , .  г векторлар системаси ( 1) 

тенгламалар системаси учун фундаментал ечимлар системаси 
булади. Хакикатан ^ам, векторларнинг бу системаси чизикли 
эркли, чунки бу векторларни сатрлар килиб ёзишдан *осил 
булган матрица (п — г)- тартибли нолдан фаркли d  минорга 
эга. Иккинчи томондан,

Р =  ( К  1>2..........Ьп Ьг+и bf+2, .... Ьп)
( 1) тенгламалар системасининг ихтиёрий ечими булсин. р век
тор а2, . . ., а„_г векторлар оркали чизикли ифодаланиши- 
ни исботлаймиз.

<*',(/ =  1,2 , ..., п — г) оркали d  детерминантнинг (п — г) у л 
човли вектор сифатида каралаётган г-сатрини белгилаймиз.

Сунгра
Р =  Ф г+1, Ьг+j,  . ■ . ,  Ьп) 

деймиз, а' (I =» 1,2, . . ., п — г)  векторлар чизикли эркли, чун
ки йфО. Бирок п — г  улчовли

а1> • • м an—r* Р
векторлар системаси чизикли боглик, чунки унда векторлар 
сони уларнинг улчовидан катта. Бинобарин, шундай ku k 2, . .  
kn- r сонлар мавжудки,

Р' =  kla.l -f- £sa2 +  . . .  + ^ п - г ал. ,  (4)
булади.

Энди п улчовли

9 =  ^iai ~Ь k 2i 2 4* «• • 4" ^u~r^n~f Р 
векторни карайлик.
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5 вектор (1) бир жинсли тенгламалар системаси ечимлари
нинг чизицли комбинацияси булиши билан бирга, бу система
нинг ечими замдир. (4) дан 8 ечимда барча озод номаълум
ларнинг цийматлари нолга тенг эканлиги келиб чицади. Бироц 
( 1) тенгламалар системасининг озод номаълумларнинг циймат- 
лари нолга тенг булганда зосил буладиган ягона ечими ноль 
ечим булади. Шундай цилиб, 8 =  0, яъни

Теорема исбот б^лди.
d  детерминант сифатида (га—/*>-тартибли нолдан фарцли 

мумкин булган барча детерминантларни олиб, биз ( 1) бир жинс
ли тенгламалар системасининг барча фундаментал ечимлари 
системаларини оламиз. Юцорида келтирилган исбот шу даъ- 
вони айтишга имкон беради.

М и с о л. Чизицли бир жинсли тенгламалар системаси берилган;

Коэффициентлардан тузилган матрицанинг ранги иккига тенг, номаъ
лумларнинг сони бешга тенг, шунинг учун бу тенгламалар системасининг 
х,ар цандай фун тм ентал  ечимлар системаси учта ечимдан иборат. Биринчи 
иккита чизицли эркли тенглама билан чекланиб ва *з, хк, х ь ларни озод 
ном аълум лар деб дисоблаб, системани ечамиз. Умумий ечимни цуйидаги 
кУршшшда досил циламиз:

С^нгра учта чизицли эркли уч улчовли вектор оламиз: (1, 0, 0), (0, 1, 0) 
(0, 0, 1). Буларни дар цаисисининг компонентной умумий ечимга озод но- 
маълумларнннг цнйматлари сифатида келтириб цуйиб ва x it х 3 ларнинг цнй- 
матларини дисоблаб, берилган тенгламалар сисгемасннннг цуйидаги ф ун да
ментал ечимлари системасини досил циламиз:

Бир жинсли булмаган системалар ва бир жинсли система
лар ечимлари орасида мавжуд булган богланишларни цараб 
чициш билан ушбу параграфни тугаллаймиз.

3̂ 1 +  *а— 8*, -f 2xi +  Xf, — 0,
2xi — 2х3 — 3*а — 7xt +  2дг5 — 0, 

■*i +  И  X) — 12л-3 - f  Э4лг* — 5л-6 =  0, 
х \ — 5*а +  2 t 3 — 16г4 +  3* 6 =  0.
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Бир жинсли булмаган чизикли тенгламалар системаси бе
рилган булсин:

а п х , -I- а,2* 2 +  . . . 4- ci\ X n =  Ьи 
a u x i +  а г г х 2 +  . . .  4- а 2пх п ~  Ь ъ (5)
asixi -f  as2x 2 4- . . .  4- asnx n =  bs.

(5) сисгемадан озод дадларни ноль билан алмаштиришдан 
зосил килинган ушбу

a n x i 4" < î2x 2 4* . . .  4" а 1пх „  = О,
а 21Х 1 4  & 2 2 х 2 "Ь  • • • 4 "  а 2п Х п —  О, ( б )

a Si * i  +  а л х г +  . . . 4 a s n x ,  =  О 
чизикли бир жинсли тенгламалар системаси (5) система учун 
келт ирилган система дейилади. (5) ва (6 ) системаларнинг 
ечимлари орасида якин богланиш мавжуд булиб, уни куйида
ги иккита теорема курсатади: 

i f  I. (5) системанинг ихтиёрий еки ни билан (6) системанинг 
ихтиёрий ечими йигиндиси яна (5) системанинг ечими булади.

Хакикатан зам, си с2, . . , сп — (5) системанинг ечими, d lt 
d 2, . . ., d„ — (6) системанинг ечими булсин. (5) системанинг 
ихтиёрий тенгламасини, масалан, й-тенгламасини оламиз ва ун- 
даги номаълумлар урнига сх 4 - d u с2 +  d 2, . . . ,  сп 4 - d n сонлар
ни куямиз. У золда

п п п

2  a kj (°i +  d j ) =  2  a kjc) +  2  akjdi =  bk +  0 =  bk
1= l /=l /=»i 

ни зосил киламиз. 
ф. II. (5) системанинг ихтиёрий иккита ечимининг айирма- 

си келт ирилган (6) система учун ечим булади.
Хакикатан зам, си с2, . . ., сп ва с[, с2, . .  ., с'п (5) система

нинг ечимлари булсин. (6) системанинг тенгламаларидан ис- 
талган бирини, масалан, /г-тенгламани оламиз ва ундаги номаъ
лумлар урнига

С1 Cl1 С2 ~~ С-р • ■ •> Сп ~  Сп
сонларни куямиз. У золда

п п п

2  aki (с, -  С]) -  2  a kjC, -  2  akic) =  bk - b k ~ V
7-1 /=1 /=1

ни зосил киламиз.
Ц- Бу теоремалардан, чизицли бир жинсли булмаган тенг

л а м а л а р  системаси (5) нинг битта ечимини топиб ва уни 
келт ирилган  (6') системанинг %ар бир ечими билан цушиб,
(5) системанинг барча ечимларини топиш мумкинлиги  к е 
либ чикади, _________ _
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13-§. М атрицаларни купайтириш

Аввалги бобларда матрица тушунчасидан чизицли тенгла
малар системаларини урганишда музим ёрдамчи цурол сифа- 
тида фойдаланилди. Бу тушунчанинг купдан-куп бошца тат- 
бицлари уни катта мустацил назария сифатида таркиб топиши- 
га сабаб булди. Бу назариянинг купгина цисмлари курсимиз 
чегарасидан ташцарига чицади. Биз зозир бу назариянинг асос- 
лари билан шугулланамиз, у берилган тартибли барча квадрат 
матрицалар тупламида узига хос, бироц тула асосланган и к
кита алгебраик амал—цушиш ва купайтириш амалининг аниц- 
ланиши билан бошланади. Биз матрицаларни купайтиришни 
аницлашдан бошлаймиз; матрицаларни цушиш амали 15-§ да 
киритилади.

Аналитик геометрия курсидан маълумки, текисликда тугри 
бурчакли координаталар системасини а бурчакка бурганда нуц- 
таларнинг координаталари цуйидаги формулалар буйича ал- 
маштирилади:

X =  a ' c o s  а —  у' sin а ,  

у — .x'sin а -J- у' cos а,

бу ерда х, у  — нуцтанинг эски координаталари, х?, / —унинг 
янги координаталари; шундай цилиб, дс ва у лар х \  у' орцали 
бирор сонли коэффициентлар билан чизицли ифодаланади. 
Бошца купгина лолларда зам номаълумларни (ёки узгарувчи- 
ларни) шундай алмаштиришга тугри келад^ки, уларда эски 
номаълумлар янгилари орцали чизицли ифодаланади; номаъ
лумларни бундай алмаштиришни одатда уларнинг чизицли ал- 
маштирилиши (ёки чизицли урнига цуйиш) дейилади. Ш ундай 
цилиб, цуйидаги таърифга келамиз:

Номаълумларни чизицли алмаштириш. деб п та х х, х 2, . . 
х„ номаълумлар системасидац п та у ь у2, . . ., у„ номаълум
лар системасига шундай утишга айгиладики, унда эски но-
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маълумлар янгилари оркали бирор сонли коэффициентлар ё р 
дамида чизикли ифодаланади:

х п ~ а  1У1 +  а пгУг +  • • • +  а Пп У п ' .

( 1) чизикли алмаштириш узининг коэффициентларидан тузил
ган

матрица билан тула аникланади, чунки бир хил матрицага эга 
булган иккита чизикли алмаштириш бир-биридан факат но
маълумларни белгилашга келишиб олинган зарфлари билан
гина фаркланиши мумкин. Биз бу белгилашни танлаш уз их- 
тиёримизда деб лисоблаймиз. Аксинча, я-тартибли ихтиёрий 
матрица берилган булса, биз бу матрица коэффициентлар матри
цаси булиб хизмат к илаДиган  чизикли алмаштиришни дар- 
30л ёза оламиз. Шундай килиб, я  та номаълумни чизикли ал 
маштириш ва я-тартибли квадрат матрицалар орасида узаро 
бир кийматли мослик мавжуд, шунинг учун чизикли алмаш 
тиришлар билан боглик булган зар кандай тушунчага ва бу 
алмаштиришларнинг зар кандай хоссасига матрицага тегишли 
булган шунга ухшаш тушунча ёки хосса мос келиши керак.

Иккита чизицли алмаштиришни кетма-кет бажариш маса- 
ласини караб чикамиз. ( 1) чизикли алмаштиришдан кейин но
маълумларнинг у и у2, . . у„ системасини z u z 2, . . . ,  z„ сис- 
темага утказувчи

чизикли алмаштириш бажарилган булсин; бу алмаштиришнинг 
матрицасини В  оркали белгилаймиз. (1) га yt , у2, . . у„ л ар 
нинг ифодаларини (2) дан олиб келиб куйиб, Яц х 2, . . . ,  х п 
номаълумларни ги г2, . . ., z„ номаълумлар оркали ифодалов- 
чи чизикли ифодаларга келамиз.

Ш ундай цилиб, ном аълумларни иккита чизицли алм аш 
тиришни кет м а-кет  бажариш натижаси яна чизицли а л 
маштириш б ул а р  экан.

х \ — а иУ\ +  а \2Уг +  ••• +  « 1ЯУл- 
х 2 — Я21У1 +  «ггУг +  ••• +  а 2иУл> (1)

У1 =  Ьцгх +  bi2z 2 +  . . . +  binza, 
у 2 =  b2lz t -f- b22z2 ■+■ . . . +  b3azn, (2)

Уп —bmz i “Ь ^л2г2 ■*-•••  -\--Ьппг п



М и с о л. Куйидаги
Х1 — }'2, >’l = *1 +  *3>
лг8 =  у; -)- 5у2, Уз =  4zi f 2 z a

чизикли алмаштиришларни кетма-кет бажариш натижаси ушбу
ж, ** 3 («! -f z2) — (4г; +  2ara) — — Zj -f za,
*3  =  (*i +  гз) + 5 (4*i +  2га) *  21* +  l lza 

чизикли алмаштириш булади.

( 1) ва (2) алмаштиришларни кетма-кет бажариш натижаси 
булган чизикли алмаштириш матрицасини С оркали белгилай
миз ва унинг clk( i , k =  1,2, . . , ,А )  элементлари Л ва В  матри
цаларнинг элементлари оркали кандай конун билан ифода- 
ланишини топамиз. (1) ва (2) алмаштиришларни кисцача

П П
JCi =  й̂ уУу, / = 1, 2, > . га; у  j — bifcZfr) / = 1)2, , . . ,  п 

/-1 л- i  /

куринишда ёзиб олиб, куйндагини зосил киламиз:

=  2  2 а иЬ1 ь \г»  * '=1. 2 , . .  ., П.
У”=1 \*-1 /  *=1 \/=1 /

Ш ундай килиб, jfj учун ифодада гл нинг олдидаги коэффи
циент, яъни С матрицанинг c,k элементи куйидаги куринишга 
эга булади:

П

Clh =  2  a lfi]k  =  а Л к  +  Й/2^2А +  • . . +  ( 3 )
1-1

С матрицанинг i-campuda ва k -устунида т урган элементи  
А матрицанинг i -сатридаги ва В матрицанинг k -устунида-  
ги мос элем ент лар купайтмасининг йигиндисига тенг.

С матрица элементларини А ва В  матрицалар элементлари 
оркали ифодалайдиган (3) формула А ва В матрицалар берил- 
ганда, А ва В матрицаларга мос келувчи чизикли алмашти
ришларни текшириб утирмасдан, дарзол  С матрицани ёзишга 
имкон беради. Шу йул билан я-тартибли квадрат матрицалар 
жуфтига бир кийматли аникланган учинчи матрица мос куйи- 
лади. Барча я-тартибли квадрат матрицалар тупламида алгеб
раик амални аникладик деб айтиш мумкин; бу амал мат ри-  
иаларни купайтириш. пеб аталади, С матрица эса А  матри
цанинг В матрицага купайтмаси  дейилади:

С =  АВ.
Чизикли алмаштиришлар билан матрицаларни купайтириш 

орасидаги богланишни яна бир бор таърифлаймиз:

1«-§. МАТРИЦАЛАРНИ КУПАЙТИРИШ  95
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■о* М ат рицалари  А ва В булган иккита чизицли алм аш 
тиришни кетма-кет бажариш натижасида х;осил булган  
чизицли алмаштириш коэффициентларининг матрицаси АВ  
дан иборатдир.

М и с о л л а р :
I) /  4 9\  /  1 —3\  /  4 . 1 + 9 - ( - 2 )  4 . (— 3) + 9 • 1 \  

[ - 1  3 /  ' 2 I) • 1 + 3 - ( -  2) ( - ! ) • ( -  3,  +  3 - 1 /  =

2) /  2  0 1\ / - 3 1 0 \  / - 6  1 3 \
1 - 2  3 2 - О 2 1 U  6 2 9 .
\  4  - 1  5 /  \  0 - 1  3 /  12 - 3  14j

3) / 7 2\* /7 2 \  / 7 2\  /51 16\
( l  l j ~ ( l  l j - ( l  1/ =  \  8 3 j .

4) =  5>Ч — у2 -f Зу3> yi =  2zj +  z3l
■*2 =  yi — 2у2. ва у2 =  *2 — 5г3,
х ъ “  7 У2 - У з  Уз =  2 z 2

чизицли алмаштиришларни кетма-кет бажариш натижасини топннг. 
М атрицаларни к^пайтирамиз:

/ 5 — 1 3 \  / 2  О 1\  / 10  5 10\
1 - 2  0 - 0 1 - 5 - 2 - 2  И 

\ 0  7 — 1 /  \ 0  2 0 /  \  0 5 —3 5 /
ш унинг учу н  изланаётган чизицли алмаштириш цуйидаги куринишга эга 
охлади:

х ! « = 1 0 ^ +  5г2 +  10z3, 
х% 2гг 2z2 *■}— 11г3,
Л"3 =  52*2 — 302"‘5.

Матрицаларни купайтиришга дойр .хозиргина куриб чицил- 
ган мисоллардан бирортасини, масалан, 2) мисолни олайлик 
ва х у д д и  шу матрицаларнинг тескари тартибда олинган ку- 
пайтмасини топайлик:

/ - 3  1 0 \  /  2 0 1\ /  - 8  3 - 1 \  '
( 0 2 1 . - 2  3 2 =  0 5 9 1 
\  0 - 1  3 /  \  4 - 1  б /  \  1 4 —6 13/.

Матрицаларнинг купайтмаси купайтувчиларнинг тартибига 
боглиц эканлигини курамиз, яъни матрицаларни купайти- 
оиш коммутатив эмас  экан. Дарвоце, худди шундай були
ши табиийдир, чунки юцорида С матрицага (3) формула ёрда
мида таъриф берилганда А ва В матрицалар таърифга тенг 
*уцуцли булмаган ^олда кирган эдилар: А нинг сатрлари, В 
•-инг устунлари олинган эди.
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Урин алмашмайдиган «-тартибли матрицаларга, яъни ку 
пайтувчиларнинг урни алмаштирилишидан купайтмаси узгара- 
диган матрицаларга мисолларни п =  2 дан бошлаб, барча п лар 
учун курсатиш мумкин (I) мисолдаги иккинчи тартибли матри
цалар  урин алмашмайдиган матрицалардир. Баъзан берил
ган иккита матрица тасодифан урин алмашаДиган булиб коли- 
ши зам  мумкин, буни куйидаги мисолдан куриш мумкин:

/ 7 — 12\ /26  4 5 \ /26  45 \  /  7 - 1 2 \  _  / 2  8 \  
1^-4  7 / 1 ^ 1 5  26J у 15 2 6 J ' ^ —4 7 )  \1  2 ] .

М атрицаларни купайтириш ассоциативдир: бинобарин, 
маълум тартибда (купайтиришнинг нокоммутативлиги сабабли) 
олинган ихтиёрий чекли сондаги п- тартибли матрицаларнинг 
бир кийматли аникланган купайтмаси зацида суз юритиш 
мумкин.

И с б о т и .  «-тартибли ихтиёрий А, В ва С матрица берилган 
булсин. Уларни элементларнинг умумий куринишини ифода- 
ловчи ушбу кискача куринишда ёзамиз: A =  (a iJ), B =  {bi}\  
С =  (ctj). Сунгра куйидагича белгилашлар киритамиз:

Биз (АВ)С =  А(ВС) тенгликнинг Уринли вканлигини, яъни 
S  «= Т ни исбот килишимиз керак. Бироц

ва шунинг учун S  ■■ UO, Т — A V  тенгликларга кУра,

яъни B i ^ t u  (i, J - 1 ,2 .........../»)»
Матрицаларни купайтириш хоссаларини бундан буёнги тек- 

ширишлар уларнинг детерминантларидан фойдаланишни та- 
козо этади. А матрицанинг детермикантини, кискалик учун, 
| А | оркали б е л г и л ш га  келишиб оламиз. Агар укувчи юкори
да куриб чикилган мисолларда купайтирилаётган матрицалар
нинг детерминантларини зисоблаб чикса ва бу детерминантлар 
купайтмасини берилган матрицалар купайтмасининг детерми
нанти билан солиштириб курса, д е т е р м и н а н т л а р н и  к у -  
7-391  в

АВ  =  £/ =  (иц\  ВС  »  V -  (vw), 
( A B ) C ~ S  = (sl}), A ( B C ) ~ T = ( t , j ) .

ft п

ft tt n
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п а й т и р и ш  з а ц и д а г и  ц у й и д а г и  м у з и м  т е о р е м а  би
лан ифодаланувчи цизиц цонуниятни сезади:

п-тартибли бир нечта матрицалар купайтмасининг де
терминанти бу матрицалар детерминантларининг купайт- 
масига тенг,

Бу теоремани иккита матрица булган 30л учун исботлаш 
етарлидир. я-тартибли А — (atj) ва В =  (btj) матрицалар бе
рилган ва А В  =  С =  (с1}) булсин. 2я-тартибли цуйидаги Д д е 
тер м и н ац и и  тузамиз: унинг юцори чап бурчагига А матрица
ни, пастки унг бурчагига В матрицани цуямиз, бутун юцори 
унг бурчакни ноллар билан тулдирамиз ва низоят, пастки чап 
бурчакнинг диагонали буйлаб— 1 сонини, цолган жойларига 
нолни цуямиз. Демак, Д детерминант цуйидаги куринишга эга 
булади:

а п а и  
^81 ^22 

• *  • •

ап\ апЪ
- 1  о . 

0 - 1  , 
• • •

о о .

а\п 0 0 . . .  0 
а2п 0 0 . . .  О

а пп  О О . О
О Ьп Ь1г . . .  bin
О Ьц Ь2г . . .  Ь2п

. - 1 ''„I «̂2
Д детерминантга Лаплас теоремасини (биринчи п та сатр б у 
йича ёйиш) цулланиш цуйидаги тенгликка олиб келади:

Д =  | А М  5 1. (4)-
Иккинчи томондан, Д детерминантни—унинг цийматини уз-

гартирмасдан—шундай узгартирамизки, барча / = 1,2.......
п) элементлар ноллар билан алмашиниб цолсин. Аиа шу мац- 
садда Д детерминантнинг (п 4- 1)-устунига Ьп га купайтирил- 
ган биринчи устунини, Ь2, га купайтирилган иккинчи устунини 
ва зоказо , ЬпХ га купайтирилган я-устунини цушамиз. Сунгра 
А детерминантнинг (я  4 -2 )  - устунига Ьп  га купайтирилган 
биринчи устунини, Ь22 га купайтирилган иккинчи устунини цу
шамиз ва зоказо. Умуман, Д детерминантнинг (я -j-/ ) -  усту
нига ( / = 1, 2 , . . я) мос равишда bXj, b2J, . .  ., hnj коэффи
циентлар билан олинган биринчи п та устуннинг йигиндисини 
цушамиз.

Детерминантни узгартирмайдиган бундай алмаштиришлар 
аслида барча btj элементларни ноллар билан алмашинишига 
олиб келишини куриш осон. Шу билан бир взцгда детерми
нантнинг юцори унг бурчагида, ноллар урнига цуйидаги сон
лар пайдо булади: детерминантнинг г-сатри ва (я  4- О-уступи 
(г, / =  1, 2, . . ., я) кесишган ерда, (3) га кура, С =  А В  матри
цанинг с() элементига тенг булган aixbt] 4  4- . . . ,  4 -
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Ц- a lnbnj  сон туради. Бинобарин, энди детерминантнинг юцорн 
VHr бурчапш и С матрица эгаллайди:

#11 °12 • .  сп С \ 2 • •
Й21 а 22 • • • 4ъп С 21 2̂2 . . .  с2п

Д| а п1 «„2 - • а„ сп1 С п2 ■ ■
- 1 0 . . 0 0 0 . . 0

0 - 1 . . 0 . 0 0 . . .0

0 0 . . . - 1  0 0 . . 0

Лаплас теоремасини яна бир марта куллаб, детерминантни 
унинг охирги п та устуни буйича ёямиз. |С |  минор учун тул- 
дирувчи минор (— 1)" га тенг, | С |  минор 1, 2, . . п номер- 
ли сатрларда ва п - f  1, п +  2 , . . 2п померли устунларда 
жойлашганлиги ва шу билан бирга

1 +  2 -f- . . .  -j- п +  (п 1) -f- (/г +  2J -f- . . .  -\-2п ~  2а г -[- п 
б^лганлиги учун

А. =  ( _ l ) w +', f _  i ) « |C |  =  ( -  1)2('1Ч ") |С '  
ёки 2 ( п2 п)  соннинг жуфтлиги сабабли

А =  | С |.  (5)
(4) ва (5) дан, низоят, исботланаётган

с - и м *1
тенглик ке^иб чикади.

Детерминантларни купайтириш закндаги теорема Лаплас 
теоремасини татбик килмасдан зам исбогланицш;'мумкин эди.- 
Бундай исботлардан бирини Укувчи 16-§ нин^окнридан топади,

14- §. Тескари  матрица

Квадрат матрицанинг детерминанти нолга тенг булса, у 
махсус,  акс ^о л д а  махсусмас  матрица дейилади. Бунга мос 
золда номаълумларнинг чизикли алмаштирилиши зам  бу  ал 
маштиришнинг коэффициентларидан тузилган детерминантнинг 
нолга тенг ёки тенг эмаслигига караб, махсус ёки махсусмас 
дейилади. Олдинги параграфнинг охирида исботланган теоре
мадан куйидаги даъволар келиб чикади.

Кея булмаганда биттаси м ахсус  булган  м ат ри цалар
нинг купайтмаси махсус м ат рица булади.

И ст алган махсусмас мат рицаларнинг купайт маси м а х 
сусмас матрица булади.
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Бу ердан матрицаларни купайтириш билан чизицли алмаш- 
тиришларни кетма-кет бажариш орасидаги богланишга кура 
цуйидаги даъво келиб чицади: бир нечта чизицли алм аш 
тиришни кетма-кет бажаришнинг натижаси берилган бар
ча алмаштиришлар махсусмас булган зо л д а  ва фацат шу 
х;олда махсусмас алмаштириш булади.

М ат рицаларни купайтиришда бир ролини ушбу

бирлик матрица баж аради , шу билан бирга у берилган тар
тибли ихтиёрий А матрица билан урин алмашувчанлик хосса- 
сига эга:

Бу тенгликлир ё матрицаларни купайтириш цоидаларини 
бевосита цулланиш орцали ёки бирлик матрица номаълум
ларни айнан  чизицли алмаштирилиши

га мос келади деган изо* асосида исботланади (айнан чизиц
ли алмаштиришни ихтиёрий бошца бир чизицли алмаштириш- 
дан олдин ёки кейин бажарилиши, равшанки, бу алмашти
ришни узгартирмайди).

Е  матрица А —исталган матрица булганда (1) шартни 
цаноатлантирувчи ягона матрица эканлигини  цайд цилиб 
утайлик. Дацицатан *ам, агар шундай хоссага эга булган яна 
бир Е' матрица мавжуд булганда эди, у золда цуйидагига эга 
б улар  эдик:

Берилган А матрица учун тескари матрицанинг мавжуд 
булиши ^ацидаги масала анчагина мураккабдир. Матрицалар
ни купайтириш нокоммутатив булганлиги сабабли ^озирча унг 
тескари матрица ^ацида суз юритамиз, яъни шундай Л~1 м ат
рица ^ацидаки, А матрицани унг томондан унга купайтмаси 
бирлик матрицани беради:

АЕ =  ЕА -  А. ( 1)

*1 =  У и 
х ъ =  Уг»

а:,П

Е'Е =  Е \  Е ' Е = Е ,
б у  ердан

Е' =  Е.

А А - '  =  В. (2)
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Агар А матрица махсус булса, у зо л д а—агар А~] матрица 
мавж уд булганида эди—(2; тенгликнинг чап томонида турган 
купайтма, бизга маълумки, махсус матрица булар эди, бу тенг
ликнинг унг томонида турган Е  матрица аслида махсусмас 
булади, чунки унинг детерминанти бирга тенг. Шундай цилиб, 
махсус матрица унг тескари матрицага эга була олмайди. Х уд
ди шундай мулозазалар у чап тескари матрицага зам эга эмас- 
лигини курсатади ва шунинг учун махсус матрица учун  
тескари матрица умуман мавжуд эмас.

Махсусмас матрица булган золга утишдан олдин дастлаб 
цуйидаги ёрдамчи тушунчани киритамиз. я-тартибли

матрица берилган бУлсин.
А матрица элементларининг алгебраик тулдирувчиларидан 

(бунда a tJ элементнинг алгебраик тулдирувчиси у-сатр ва i-ус- 
гун кесишган жойда туради) тузилган

матрица А матрицага бириктирилган  (ёки узаро)  матрица
дейилади.

АА* ва А*А  цупайтмаларни топайлик. Детерминантнинг 
:атри ёки устуни буйича ёйишнинг 6-§  даги маълум форму- 
гсасидан, шунингдек, 7- § даги детерминантнинг ихтиёрий сат
ри (устуни) элементларининг бошца сатрнинг (устуннинг) мос 
элементлари алгебраик тулдирувчиларига купайтмаларининг 
йигиндиси зацидаги теоремадан фойдаланиб ва А матрицанинг 
цетерминантини d  орцали белгилаб (d =  |A | ) ,  цуйидаги тенг
ликни зосил циламиз:

Бу ердан, агар А матрица махсусмас булса, у  з о л д а  
унинг бириктирилган матрицаси А* з а м  ма ксусмас бу л и 
ши ва шу билан бирга А* матрицанинг d * детерминанти  
А матрицанинг детерминанти d нинг п - J -  дараж асига  
тенг булиши келиб чицади.

/
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Хакикатан зам , (3) тенгликлардан детерминантлар орасида- 
ги тенгликка утиб,

dd*  =  d n

ни ^осил циламиз, бу ерда d  Ф 0 булганлиги учун

d*  =  d n~ \"

Энди зар  кандай м а х с у с м а с  Л матрица учун тескари 
матрицанинг мавжудлигини исботлаш ва унинг куринишпни 
топиш мумкин. Дастлаб цуйидагига эътибор берайлик. Агар 
иккита матрицанинг АВ  купайтмасиии караётган ва купайтувчи- 
лардан бирининг, масалан, В нинг барча элементларини узгар- 
мае d  сонга булсак, у золда АВ купайтманинг барча элемент
лари зам шу сонга булинади: буни исботлаш учун матрица
ларни купайтириш таърифини эслаш кифоя, Шундай цилиб, 
агар

d  =  \ А \ ф 0

булса, (3) тенгликлардан А матрица учун тескари матрица  
булиб, бириктирилган А* матрицанинг барча элем ент ла
рини d  сонга булишдан зо си л  булган ушбу

/  Лп 
А

A2i
d

•^лД
• • • Т

1̂3 ■̂38 Ат
= d d d

\  d
Аг п 
d

* •
А ц П  

' * • d )

матрица хизмат цилиши келиб чицади.
^акицатан зам, (3) дан

Л А - 1 =  А - 1Л =  Я  (4)
тенгликлар келиб чицади.

Яна бир бор таъкидлаймизки, А -1 матрицанинг / - с а т р и -  
д а  | А |  детерминантнинг г- устуни элементларининг i/ =  | A | r a  
булинган алгебраик ту-лдирувчилар туради.

А-1 матрица берилган махсусмас А матрица учун  (4) 
шартни цаноатлантиоувчи ягона матрица  эканлигини ис
ботлаш цийин эмас. ^акицатан зам, агар С матрица шундай 
булсаки, унинг учун

АС  =  С А =  Е

1) А гар А матрица махсус б^лса, у долда унинг бириктирилган матри
цаси А* дам махсус  эканлигини, ш у билан бирга у 1 дан катта &улма1ан 
рангга эга булишини исботлаш дам мумкин эди,



бУлса, у золда
С Л А - ' =  С(А А -1) — СЕ =  С,

САА- 1 »  (СА)А- 1 =  f A - i  *  А - 1,
бу ердан С =  А-1 .

(4) дан ва детерминантларни купайтириш зацидаги теорема*
дан А-1 матрицанинг детерминанти  —  га тенглиги келиб

ИI
чицади, бинобарин, бу матрица з а м  махсусмас булади;  
унинг учун А матрица тескари матрица булиб хизмат  
ц иладиг

Энди arap /z-тартибли А ва В квадрат матрицалар берил
ган булиб, А махсусмас, В эса ихтиёрий булса, у золда В ни 
А га унгдан (унг) ва яапдан [чап) булишни. бажаришимиэ, 
яъни ушбу

А Х  =  В, YA =  В (В)

матрицавий тенгламаларнн ечишимиз мумкин.
Бунинг учун матрицаларни купайтиришнинг ассоциативли- 

гига кура
X  =  A-1# ,  Y = B A - 1

деб олиш етарли, шу билан бирга матрицаларни купайтириш 
нокоммутатив булгани сабабли (5) тенгламаларнинг бу ечим- 
лари турлича булади.

М и с о л л а р .  1) куйидаги матрица берилган:

4 - L I 3 .
Унинг детерминанти |Л |  —б, шунинг учун тескари матрица А 1 мавжуд, 
ва

4 1
( х Т  ~ '

14- J. ТЕСКАРИ МАТРИЦА ЮЗ

А~1

2) куйидаги матрицалар берилган: 
/3  2

А * 14 3

А матрица махсусмас, шу билан бирга
3 - 2

). М ' з  П-
ш
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Шунинг учун А Х  =  В, YA =  B тенгламаларнинг ечимлари 
цуйидаги матрицалардан иборат булади:

Т ^ р и  б урчакли  матрицаларни купайтириш . М атрицалар
ни купайтириш аввалги параграфда бир хил тартибли квадрат 
матрицалар учун аникланган булса-да, уни А ва В тугри б у р 
чакли матрицалар булган зо л  учун зам таркатиш мумкин, 
факат бунда аввалги параграфнинг (3) формуласини кулланиш 
мумкин булиши керак, яъни агар А  матрицанинг зар  бир 
сатрида нечта элемент булса, В матрицанинг зар  кайси усту- 
нида шунча элемент булиши керак. Бошкача айтганда, А ва 
В  мат рицаларнинг купайтмаси х,ацида А матрицанинг  

^ у с т у н л а р и  сони В матрицанинг сат рлари сонига тенг  
бул га н  %олдагана суз юритиш м ум кин ; шу билан бирга АВ  
мат рицанинг сат рлари сони А мат рицанинг сат рлари  
сонига, унинг устунлари сони эса Й матрицанинг ус т у н 
лари  сонига тенг.

М и с о л л а р .

Тугри бурчакли матрицаларни купайтиришни номаълумлар
ни чизикли алмаштиришларни кетма-кет бажариш билан бог- 
лаш мумкин, бунда факат чизикли алмаштиришнинг таърифи- 
даги чизикли алмаштиришда номаълумлар сони сакланади 
деган фараздан воз кечишга тугри келади.

Ш унингдек, юкорида квадрат матрицалар булган зо л  учун 
Ки ли нг ан  исботни сузма-суз такрорлаб, ассоциатив лик ц ону
ни myFpu бурчакли  м ат рицаларни купайтиришда ^ам  уз  
кучида цолишини текшириш осон.

X  = 3 - 2  
- 4  3

— 1 7 
3 5

1)
10 15 - 5 \  
U 10 10 •(

5 - 1  3 1  
2 0 - 1 4 )

2)

3)

(5 1 0 - 3 ) -  = ( 1 1 - 1 ) ,
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^ о з и р  К р а м е р  ц о и д а с и н и н г  я н г и ч а  и с б о т и н и  
к е л т и р и б  ч и ц а р и ш  учун турри бурчакли матрицаларни 
купайтиришдан ва тескари матрицанинг хоссаларидан фойда- 
ланамиз. Бу исбот 7-§ даги каби узундан-узоц зисоблашлар- 
ни талаб этмайди. п номаълумли п та чизицли тенглама сис
темаси

берилган булиб, бу системанинг детерминанти нолдан фарцли 
булсин. (6 ) системанинг коэффициентларидан тузилган матри
цани А орцали белгилаймиз; бу матрица махсусмас, чунки 
фаразимизга кура d  =  | А \ 4х 0. (6) системанинг номаълумла- 
ридан иборат устунини X  орцали, озод задларидан иборат ус
тунини В орцали белгилаймиз, яъни

А Х  купайтма маънога эга, чунки А матрица устунларининг 
сони X  матрицанинг сатрлари сонига тенг, шу билан бирга бу 
купайтма (6) система теигламаларининг чап цисмидан тузи л
ган устун булади. Ш ундай цилиб, (6) системаци битта матри
цавий тенглама шаклида ёзиш мумкин:

(7) тенгламанинг зар  иккала томонини мавжудлиги А квад 
рат матрицанинг махсусмаслигидан келиб чицадиган А -1 мат
рицага чап томондан купайтириб, ушбуни зосил циламиз:

У'нг томонда турган купайтма биргина устундан иборат 
матрица булади; унинг /-элементи Л -1 матрицанинг /-сатри 
элементларини В матрицанинг мос элементларига куп ай тм а- 
лари йигиндисидан иборат, яъни цуйидаги сонга тенг:

а и х , +  а п х а ,+  . .  . +  a lnx„ =  bt .
С1цХ 1 +  «22-^2 +  . . .  +  а 2пх п а= bs, (6)
а п\х \ i  а 'Лх 1 а пГ1х п =  Ьп

А Х  — В. ( 7 )

X =  А ~ 1В. (8)

Тенгликнинг унг томонидаги цавс ичида d  детерминант
нинг /-устунини В устун билан алмаштиришдан зосил булган 
dj детерминантнинг / - устуни буйича ёйилмаси турибди. Шун-
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дай килиб, (8) формулалар (6) системанинг Крамер коидасн 
буйича зосил килинадиган ечимларини ифолаловчи 7-§ даги
(3) формулаларга тенг кучлидир.

Номаълумларнинг зосил килинган кийматлари закикатан 
Зам (6) системанинг ечимини ташкил килишини курсатишгина 
колди. Бунинг учун (8) ифодани (7) матрицавий тенгламага 
келтириб куйиш етарли, бу sea В = В  айниятга олиб келиши 
равшан.

М атрицалар купайтмасининг ранги. Детерминантларни к у 
пайтириш закидаги теорема махсус матрицалар булган золда  
уларнинг купайтмаси (махсус квадрат матрицаларни уларни 
ранги буйича ажрата олиш мумкин булса-да) зам махсус бу- 
лади деган тасдикдан ортик бошка тасдикка олиб келмайди. 
Купайтувчилар ранглари билан купайтма ранги орасида аник 
бир богланиш йуклигини кайд килиб утайлик, буни куйидаги 
мисоллардан куриш мумкин:

зар  иккала золда зам  ранги бир булган матрицалар купай- 
тирилянти, бирок купайтманинг ранги биринчи золда  бирга, 
иккинчи золда  эса нолга тенг. Квадрат матрицалар учунгина 
ьмас, балки тугри бурчакли матрицалар учун зам куйидаги 
теорема Уринлидир.

г М ат рицалар  купайтмасининг ранги  %ар цайси купай-  
тувки матрицанинг рангидан юцори эмас.

Бу теоремани иккита кУпайтувчи булган зол учун исбот- 
лаш етарли, Л ва В матрицалар берилган ва бу матрицалар 
учун АВ  купайтма маънога эга булсин; А В = С  деб белгилай
миз. С матрица элементларининг ифодасини берувчи (3) фор- 
мулани (13-§) караб чикайлик. Бу формулани k нинг берилган
киймати ва / нинг (/ =  1 ,2 ..... ) мумкнн булган барча кийматлари
учун олиб, С матрицанинг /г-устуни А матрицанинг бирор 
коэффициентлар билан (аникроги, b lk,b2k, . . ., коэффициеитлар 
билан) олинган барча устунларининг йигиндисидан иборатли- 
гини зосил киламиз. Бу билан С матрица устунлари системаси 
А матрица устунлари системаси оркали чизикли ифодаланиши 
исботланди, шунинг учун, 9-§ да курсатилганидек, биринчи 
системанинг ранги иккинчи системанинг рангидан кичик ёки 
унга тенг; бошкача айтганда. С матрицанинг ранги А матри
цанинг рангидан 'катта  эмас. Иккинчи томондан, 13-§ даги уша 
(■3) формулага кура, берилган / ва барча k ларда С матрица- 
пинг j$ap кандай /-сатри В матрица сатрларининг чизикли ком-
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бинацияси булиши келиб чиццанлиги учунлоцоридагига ухшаш 
мулозазалар  ёрдамида С матрицанинг ранги В матрицанинг 
рангидан юцори эмаслигини к^рамиз.

Янада аницроц натижага купайтувчилардан бири хосмаа 
квадрат матрица булган золда эришиладн:

Ихтиёрий А матрицани унгдан ёки чапдан хосмас Q 
квадрат  матрицага купайтмасининг ранги А матрицанинг  
р ангига  тенг.

Масалан,
AQ =  C (9)

булсин.
Бундан олдинги теоремадан С матрицанинг ранги А матри

цанинг рангидан юцори эмаслиги келиб чицади. Бироц (9) 
тенгликни унг томондан Q-1 га купайтириб,

А =  CQ -
тенгликка келамиз, демак, яна аввалги теоремага кура А нинг 
ранги С нинг рангидан юцори эмас. Бу иккита натижани тац- 
цослаб, А ва С матрицаларнинг ранги бир хил эканлигини 
курамиз.

13-§. М атрицаларни цуш иш  ва матрицаларни  сонга 
купайтириш

п-тартибли квадрат матрицалар учун ц у ш и ш  цуйидагича 
аницланади:

А =» (atJ) ва В =  (btj) квадрат мат рицаларнинг А + В 
йигиндиси деб, зар  бир элементи А ва В матрицаларнинг мос 
элементлари йигиндиси

сч =  аи +  *,/>

га тенг булган С «= (c,j) матрицага айтилади.
Матрицаларни бундай цушишнинг коммутативлиги ва ассо- 

циативлиги равшандир. Кушиш учун тескари амал—айириш 
амали мавжуд, шу билан бирга А ва В матрицаларнинг айир- 
маси булиб, элементлари берилган матрицаларнинг мос эле
ментлари айирмасига тенг булган матрица хизмат цилади. 
Бунда ноль ролини фацат ноллардан тузилган ноль матрица  
уйнайди; келгусида бу матрица 0 символи билан белгиланзди: 
ноль матрица билан ноль сонини аралаштириб юборишнинг 
жиддий хавфи йуц.

■) Албатта, матрицаларнинг купайтмасиии *ам мос злеменгларни Узаро 
купайтириб, табиий равишда анлклаш *ам мумкин эди. Бирок Оундай ку
пайтириш 13-§ да аникланган к у н а й т р и ш д а н  фарцли улароц, бирон-бир 
жиддий гатбицца эга булыас эди.
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Квадрат матрицаларни цушиш ва 13- § да аницланган  
купайтириш а м а л ла р а  дистрибутив лик цонунлари билан  
богланган.

Хацицатан зам, п -тартибли А =  (ау), B =  (blj), C = ( c tJ) мат
рицалар берилган булсин. У золда ихтиёрий i  ва /  лар учун 
тугрилиги аён булган цуйидаги тенглик уринли булади:

п п п

2 +  b u ) c i j  =  2 a ls ° s j  +  2 b isc sj-
)*ш1 J =  1 S—\

Бироц бу тенгликнинг чап томони (Л - f  В)С  матрицанинг I- 
сатри ва у'-устунида турган элементидан иборат, унг томон эса 
А С  +  ВС  матрицанинг худди шу ерда турувчи элементидир. 
Б у  билан

(Л +  В)С =  АС +  ВС
тенглик исбот булди. С(А  -j- В) =  С А 4 - СВ тенглик зам шу 
йул билан исботланади-матрицаларни купайтиришнинг ноком- 
мутативлиги дистрибутивликнинг бу зар  иккала цонунини ис- 
ботлашни талаб этади.

Матрицаларни сонга купайтиришнинг ушбу таърифини ки- 
ритамиз. A =  (atJ) квадрат матрицанинг k сонга купайтмаси  
к А деб Л матрицанинг барчаэлементларини k га купайтириш- 
дан зосил буладиган А'=»(а',у) матрицага айтилади, бу ерда

а  у  kai}.
Матрицани сонга купайтиришнинг мисолига олдинги пара- 

графда дуч келган эдик: агар Л матрица махсусмас булиб, шу 
билан бирга | Л | =* булса, у золда унинг тескари матрицаси 
А ~ 1 ва бириктирилган матрицаси А*

Л - 1 =  d ~ lA* 
тенглик билан богланган булади.

М аълумки, зар  цандай и-гартибли квадрат матрицани пг 
улчовли вектор сифатида цараш мумкин, шу билан бирга 
матрицалар ва векторлар орасидаги бу мослик узаро бир ций- 
матлидир. Матрицаларни цушиш ва матрицаларни сонга к у 
пайтиришнинг зозиргина аницланган таърифлари, бу мосликка 
кура, векторларни цушиш ва векторни сонга купайтиришга 
алмашади, Шундай цилиб, п-тартибли квадрат мат рицалар  
т упламини п2 улчовли вектор фазо каби цараш мумкин.

Бундан цуйидаги тенгликларнинг уринли эканлиги келиб 
чицади (бу ерда Л, В лар я-тартибли матрицалар; k, / —сонлар, 
1—бир сони):

k ( A + B )  — kA +  kB, ( 1)
(k +  l )A — kA +  IA, (2)
k(lA )  =  (kl)A ,  (3)
1 • A =* A. (4)
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( 1) ва (2) хоссалар матрицаларни сонга купайгиришни мат
рицаларни кушиш билан боглайди. Шу билан бирга матрица 
ларни сонга купайтириш билан матрицаларнинг узини купай
тириш орасида уш бу музим богланиш бор:

(kA)B =  A(kB) =  k{AB),  (5)

яъни агар мат рицалар купайтмасида купайтувчилардан  
бири k сонга купайтирилса, у хо л да  бутун купайт ма хам  
k га купайтирилади.

Хакикатан зам, айтайлик, А =  (яу) ва В =  (Ь„) матрицалар 
зам да  k сон берилган булсин. У золда  исталган / ва /  учун

п п■

2  (kals)bsj =  k 2  au btj
И  i . i

булади. Бу тенгликнинг чап томони (kA)B  матрицанинг /-сат
ри ва /-устунида турган влементи, унг томони sea k(AB)  мат
рицанинг худди уша ерда турган элементидир. Бу билан

(kA)B =  h(AB)

тенглик исботланди. A(kB) =  k(AB)  тенглик зам худди шу 
йул билан исботланади.

Матрицани сонга купайтириш амали матрица ёзувининг 
янги усулини киритишга имкон беради. Е1} оркали /-сатри ва 
/-усгуни кесишган жойда бир турган, колган замма элемент
лари эса нолга тенг булган матрицани белгилаймиз. / = 1, 2 ,..., 
п ва /=» 1, 2, ..., п деб фараз килиб, пг та ана шундай мат
рицани зосил киламиз. Улар текшириб куриш осон булган 
куйидаги купайтириш жадвали воситасида узаро богланган:

BlsEsj =  Elp s ф  t  булганда Els EtJ =  0.

kE[j матрица Etj матрицадан шуниси билан фарк киладики, 
унинг /-сатри ва /-устуни кесишган жойда k сонтуради. Ш у 
ни назарда тутиб ва матрицаларни кушиш таърифидан фойда
ланиб, ихтиёрий А  квадрат матрица учун куйидаги ё з у в н и i 
Зосил киламиз:

а и
-  а м  11 п

a s1 a2i . ,.. а ъ„ \ ^
I s L 2  а ч^ч< (6)

Я /—1
а п 2 .. •• аЯИ /

шу билан бирга, равшанки, А  матрицанинг (6) куринишдаги 
ёзуви ягонадир.
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kE  матрица (бу ерда Е — бирлик матрица) матрицаларни 
сонга купайтириш таърифига кура куйидаги куринишга эга 
булади;

яъни бош диагоналда бир хил k сон туради, бу диагоналдан 
ташцаридаги барча элементлар эса нолга тенг. Бундай матри
цалар скаляр  матрицалар дейилади.

Матрицаларни цушиш таърифи

тенгликка олиб келади.
Иккинчи томондан, матрицаларни купайтириш таърифидан 

фойдаланиб ёки (5) тенгликка таяниб, куйидагини зосил ки 
ламиз;

А матрицани k сонга купайтиришни А ни kE ск а л я р  
мат рицага  (мат рицаларни купайтириш маъносида) к у п а й 
тириш деб талцин цилиш мумкин. Хакикатан зам, (б) га 
кура

Шунингдек, бу ердан з а р  цандай скаляр  мат рица и х 
тиёрий А мат рица билан урин ал  машину вчи эканлиги к е 
либ  чицади. Ана шу хоссага эга булган ягона матрицалар 
скаляр матрицалар эканлиги ж уда музимдир:

Агар п-т арт ибли бирорта С =  (с1}) матрица шундай  
тартибли ихтиёрий матрица билан урин алмашинувчи  
б ул са , у  з о л д а  С скаляр  матрица булади.

Хакикатан зам , 1Ф  j  дейлик ва шартга кУра бир-бирига 
тенг булган СЕ1} ва EtjC купайтмаларни царайлик (EtJ матри
цанинг юкоридаги таърифига царанг). Осонгина куриш м у м 
кинки, СЕц матрицанинг /-устунидан таищари барча устунла
ри ноллардан таш кил топган, /-устуни эса С матрицанинг i- 
устуни билан бир хил; хусусан, CEtj матрицанинг i -сатри ва 
/-устуни  кесишган жойда сп элемент турибди. Шунга ухш аш , 
Е1}С  матрицанинг /-сатридан бошца замма сатрларидан ноллар 
туради, /-сатри эса С матрицанинг /-сатри билан бир хил; 
ЕцС  матрицанинг i -сатри ва /-устуни кесишган жойда с1} э л е 
мент жойлашган. СЕц^=Е 1}С тенгликдан фойдаланиб, сц^=с}) 
эканлигини (уваро тенг матрицаларнинг бир хил жойларда 
турган элементлари сифатида. курамиз, яъ*ш С матрицанинг

кЕ +  1Е**(Ь  4 1)Е ( 7 )

(8)

(kE)A =  A(kE) =  kA.
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бош диагоналидаги барча элементлар бир-бирига тенг. Иккин- 
' чи томондан, CEtj матрицанинг /-сатри ва /-уступи кесишган 

жойда с}1 элемент турибди; бирок EtJC матрицада уша ерда
I i ф  j  булгани учун ноль турибди ва шунинг учун сп =  О, 

яъни С  матрицанинг бош диагоналдан ташцарида жойлашган 
зар кандай элементи нолга тенг. Теорема исбот булди.

16*-§. Детерминантлар назариясини аксиоматик цуриш

я-тартибли детерминант берилган «-тартибли квадрат мат
рица томонидан бир кийматли аникланадиган сондир. Бу ту- 
шунчанинг 4-§ да келтирилган таърифи детерминантни берил
ган матрицанинг элементлари оркали ифодалаш коидасини 
беради. Бирок бу конструктив таърифни аксиоматик таъриф 
билан алмаштириш мумкин, бошкача суз билан айтганда, д е 
терминантнинг 4- ва 6 -§ ларда тайинланган хоссалари ичидан 
шундайларини курсатиш мумкинки, матрицаницг бу хоссалар- 
га эга булган закиций кийматли ягона функцияси унинг д е 
терминанти булади.

Бу хилдаги функцияни аниклашнинг энг содда усули д етер 
минантнинг сатр буйича ёйилмаларидан фойдаланишдан иборат- 
дир. Исталган тартибли квадрат матрицаларни караймиз. Ана 
шундай зар бир М  матрицага dM сон мос куйилган, шу билан 
бирга куйидаги шартлар бажарилган булсин:

1) агар М  биринчи таргибли матрица булса, яъни у б и р 
гина а  элементдан иборат булса, у золда d M => а.

2) агар «-тартибли М  матрицанинг биринчи сатри а и , а п . 
. . . .  a irl элементлардан ташкил топган булса ва M ,{ i=  1,2,..., п) 
оркали М  нинг биринчи сатри ва i -устунини учиришдан кейин 
коладиган (п—1:-тартибли матрица белгиланган булса, у золда

^м= а н^м] +  Ojad„  ••• “Ь ( 1) a ind M ,* П
Бундай зо л да  з а р  цандай М  матрица учун d M сон бу м а т 
рицанинг детерминантига тенг. Бу даъвони исботлашни 
Укувчининг узига завола киламиз. У п буйича индукция ва 
6 -§  натижаларидан фойдаланиб исбогланади.

Детерминантнинг аксиоматик таърифлари ичида факат бе
рилган битта п тартибга тааллукли ва детерминантнинг 4-§ да 
тайинланган энг содда хоссаларига асосланган бошка форма- 
лари купрок кизикиш тугдиради. }(озир ана шундай таъриф- 
ларнинг бирини карашга киришамиз.

л-тартибли зар кандай М  квадрат матрицага d M сон мос
кУйилган булсин, шу билан бирга куйидаги шартлар бажарнл- 
син:
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I. Агар М мат рицанинг сатрларидан бири k га купай-  
тирилса, у  з о л д а  dM сон з а м  k га купаяди.

II. Агар М. матрицанинг сат рларидан бирига б у  мат ри
цанинг бошца сатри цушилса, d M сон узгармайди.

III. А гар  Е  — бирлик матрица б ул са , у  з о л д а  d E — 1.
Ист алган М  Матрица учун d M сон бу мат рицанинг де-

терминантига тенг эканлигини  исботлаймиз.
Дастлаб I—III шартлардан d M соннинг детерминангни те

гишли хоссаларига ухшаш хоссаларини келтириб чицарамиз.
( 1) Агар М  матрицанинг сатрларидан бири ноллардан  

ташкил топган булса,  у з о л д а  d M — 0 булади.
Хацицатан зам, ноллардан иборат сатрни 0 сонга купайти- 

ришимиздан матрица Узгармайди, бирок I шартга кура d M сон 
О кУпайтувчига эга булади. Шунинг учун

d M =  0 - d M =  0.

(2) Агар М  матрицанинг i -сатрига унинг k сонга к у п а й 
т ирилган j-cam pu  (/' ф i) цушилса, d M сон узгармайди.

Агар k =а 0 булса, заммаси равшан. Агар k Ф О булса, у 
золда /-сатрни k га купайтирамиз ва М' матрицани зосил ци
ламиз. Унинг учун I шартга кура d M, =  kdM. СУнгра М' мат
рицанинг /-сатрига унинг у'-сатрини цушамиз ва М" матрицани 
Зосил циламиз, унинг учун II шартга кура d M, =  d M,. Низоят, 
М" матрицанинг У-сатрини k~x сонга купайтирамиз. М мат
рицага зга буламиз, у аслида М  дан исбот цилинаётган хосса 
ифодасида курсатилган алмаштириш орцали зосил цилинган, 
шу билан бирга

d /л’ — А“ Чи* “  k ~XdM ' &dM — d M.

(3) Агар М  матрицанинг сат рлари чизицли боглиц б у л 
са, у з о л д а  d M =  0 .

Хацицатан зам, сатрлардан бири, масалан, /-сатр бошца 
сатрларнинг чизицли комбинацияси булса, у з о л д а  (2 ) ал м аш 
тиришни бир неча марта цуллаб, /-сатрни ноллардан иборат 
сатр билан алмаштириш мумкин. (2) алмаштириш d M сонни 
узгартирмайди, шунинг учун ( 1) хоссага кура d M =  0.

(4) А га р  М  матрицанинг i-campu иккита  р ва у вектор
нинг йигиндиси булса ва агар  М' за м д а  М" м ат рицалар М  
матрицадан унинг i -сатрини мос равишда р «а |  вектор
л а р  билан алмаштиришдан зо си л  цилинган булса, у  з о л д а
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Хакикатан зам, М  матрицанинг /-сатридан ташкари барча 
сатрлари системаси S  булсин дейлик. Агар 5  да чизикли бог- 
ланиш мавжуд булса, у золда М , М' ва М" матрицаларнинг 
зар  бирининг сатрлари чизикли боглик ва шунинг учун (3) 
хоссага кура dM =  d M, — d M„ •= 0 , бу ердан исботланаётган хос- 
санинг курилаётган зол учун уринли эканлиги келиб чикади. 
Агар я — 1 та вектордан иборат S  система чизикли эркли бул
са, у золда 9-§ нинг натижалари курсатадики, уни бирорта « 
вектор билан ti улчовли вектор фазонинг максимал чизикли 
эркли векторлар сисгемасигача тулдириш мумкин. р ва f  век
торларни бу система оркали чизикли ифодалаш мумкин. а 
вектор бу ифодаларга мос равишда k ва I коэффициентлар 
билан кирсин; демак, а вектор р +  ? учун ифодага, яъни М  
матрицанинг i -сатри учун ифодага k + 1 коэффициент билан 
киради. Энди М, М '  ва М." матрицаларни куйидагича узгар- 
тириш мумкин: уларнинг /-сатрларидап бошка сатрларнинг 
бирор чизикли комбинацияларини шундай айирамизки, нати- 
жада матрицаларнинг /-сатрлари булиб, мос равишда (k-j-l)а, 
kl ва /а векторлар хизмат килсин. Шунинг учун М  матрица- 
дан унинг /-сатрини а вектор билан алмаштиришдан зосил бул- 
ган матрицани М°  оркали белгилаб замда (2 ) ва I хоссаларни 
эътиборга олиб, куйидаги тенгликларга келамиз:

~  dM, =  k d Mо, d M, =  ld M„

Шу билан (4)_хосса исбот булди.
' (5) Агар М  матрица М  матрицадан иккита сатрни  

транспозициялаш натиэюасида х^осил, ц и л ш га н  булса,  у 
холда d-q =  — d M булади.

Хакикатан зам, айгайлик, М  м атрицада/ва  у померли сатр
ларнинг уринларини алмаштириш керак булсин. Бунга куйи- 
даги алмаштиришлар кегма-кетлиги оркали эришиш мумкин: 
дастлаб М  матрицанинг / сатрига унинг /'-сатрини кушамиз ва 
М' матрицани зосил киламиз, бунда II шартга кура d M, - d  и„ 
Сунгра М' матрицанинг /-сатридан унинг /-сатрини айирамиз 
ва М" матрицага эга буламиз, (2) хоссага кура бу матрица 
учун dM„ =  d Mr, М" матрицанинг /-сатри М  матрицанинг /- 
сатридан ишораси билан фарк килади. Энди М" матрицанинг 
/-сатрига унинг /-сатрини кушамиз. Бундай алмаштириш на- 
тижасида зосил килинган М'" матрица учуц II шартга кура 
d M* = d M„ булади, шу билан бирга бу матрицанинг /-сатри М  
м атр иц ан и нг/сатр и  билан бир хил булади. Н изоят_ М т матри
цанинг /-сатрини — 1 га купайтириб, изланаётган М  матрица
га келамиз. Шу сабабли, I шартга кура

8 -3 9 1 9



114 XII БОБ. МАТРИЦАЛАР АЛГЕБРАСИ

(6) Агар М' матрица М матрицадан сат рларнинг урин-  
Л а р и н а  алмаштиришдан зо си л  цилинган булса, шу билан 
бирга М ' матрицанинг i-campu ( i = l ,  2, . . .  , п)  булиб  М  
матрицанинг at-campu хизм ат  цилса, у зо л д а

а м' "  i
бунда мусбат  ишора

/ 1  2 . . .  п \
{  a t а2 . . . ая)

Урнига цуйиш жуфт булган зо л га ,  манфий ишора эса у  тоц 
булган з о л г а  мос келади.

Д арзацицат, М' матрица М  матрицадан иккита сатрнинг 
маълум сондаги транспозицияси билан зосил килиниши мум
кин ва шунинг учун (5) хоссадан фойдаланиш мумкин, 3-§ 
дан маълумки, бу транспозициялар сонининг жуфт-тоцлиги 
юцоридаги урнига цуйишнинг жуфт-тоцлигини белгилайди.

Энди М  == (а,у), N  =  (Ьи ) матрицаларни ва уларнинг 13-§ 
даги маънода купайтмаси Q — MN  ни цараймиз d Q сонни то- 
пайлик. Бизга маълумки, Q матрицанинг зар  цандай /-сатри 
N матрицанинг мос равишда ап, а12, . . . , а1п коэффициент
лар билан олинган барча сатрларининг йигиндисидан иборат 
(масалан, 14- § га каранг). Q матрицанинг барча сатрларини 
уларнинг N  матрица сатрлари орцали курсатилган чизицли 
ифодалари билан алмаштирамиз ва бир неча марта (4) хосса
дан фойдаланамиз. Натижада d Q сон цуйидаги куринишдаги 
мумкин булган барча Т матрицалар учун d T сонларнинг йи- 
гиндисйга тенг булишини курамиз: Т матрицанинг г-сатри 
(г =  1, 2, . . .  , п) N матрицанинг аы, сонга купайтирилган а,- 
сатрига тенг. Бунда (3) хоссага кура, цилинаётган мулозаза- 
ларимиздан барча шундай 7 матрицаларни чицариб ташлаш 
мумкинки, улар учун шундай i ва j  мавжуд булиб (i=fc j )“/ =  
=  Oj булади; бошцача айтганда, фацат шундай Т матрицалар 
коладики, улар учун аи зг, . . . , а„ индекслар 1, 2 . . .  , п  сон
ларнинг урин алмаштиришларини ташкил этади. I ва (6) хос- 
саларга кура бундай матрица учун d T сон цуйидаги куриниш- 
га эга булади:

d T =  +  a Ui й2а, • • • aMndN,
бу ерда ишора индекслардан иборат урнига цуйишнинг жуфт- 
тоцлигига цараб аницланади Бу ердан d Q сон учун цуйидаги 
ифодани зосил циламиз: d 7 куринишдаги барча цушилувчи- 
лардан умумий купайтувчи d N ни цавсдан ташцарига чицар- 
сак, цавс ичида, равшанки, М  матрицанинг 4-§ да берилган 
конструктив маънодаги I М \ детерминанта цолади, яъни
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Агар энди N  матрица сифатида бирлик матрица Е  ни ола> 
диган булсак, у золда Q =  М  булади ва III хоссага кура 
d N =  d E — 1, яъни исталган М  матрица учун цуйидаги

d M * * \ M\

т енглик уринли булади.  Шуни исботлаш талаб цилинган эди. 
Б и р  в а ц т н и н г  у з и д а  д е т е р м и н а н т л а р'н и к ^ п а й -  
т и р и ш  з а ц и д а г ' й  т е о р е м а  яна бир марта, Лаплас теоре- 
масини цулламасдан туриб исбот цилинди: бунинг учун (*) 
тенглнкда d Q ва d N сонларни мос матрицаларнинг детерми- 
нантлари билан алмаштириш кифоя.

Бу аксиоматик мулозазаларни I—III шартларнинг б о г л и ц  
э м а с л и г и н и  (эрклилигини) исботлаш билан, яъни бу шарт- 
ларни зеч бири бошца иккитасининг натижаси эмаслигини 
исботлаш билан тугаллаймиз.

III шартнинг боглиц эмаслигини исботлаш учун «-тартибли 
зар  цандай М  матрица учун d M =  0 деб фараз циламиз. Рав- 
шанки, I ва II шартлар бажарилади, аммо III шарт бузилади.

II шартнинг боглиц эмаслигини исботлаш учун зар цанцай 
М  матрица учун dM сон бу матрицанинг бош диагоналида 
жойлашган элементларнинг купайтмасига тенг деб оламиз. I 
ва III шартлар бажарилади, лекин II шарт эса энди уринли 
булмайди.

Н изоят, I шартнинг боглиц эмаслигини исботлаш учун зар 
цандай М  матрица учун d M =  1 дейлик. II ва III шартлар бу 
золда бажарилади, аммо I шарт бузилади.



Т У Р  Т И Н Ч И Б О Б

КОМПЛЕКС СОНЛАР 

17- §. Комплекс сонлар системаси

Элементар алгебра курсини урганиш давомида сонлар за- 
пасининг бир неча марта бойишини, кенгайишини курамиз.

Алгебрани ургана бошлаётган мактаб укувчиси бутун мус
бат ва каср сонлар закидаги билимини алгебрага арифметика- 
дан олиб киради. Аслида алгебра манфий сонларни киритишдан, 
яъни энг музим сонлар системалари ичида биринчи система: 
барча бутун мусбат ва манфий сонлардан замда нолдан иборат 
бутун сон лар  системасини тайин этишдан ва мусбат, шунинг
дек, манфий булган барча бутун ва каср сонлардан иборат 
анча кенгроц система -р а ц и о н а л  сонлар  системасини. тайин 
этишдан бошланади.

Сонлар запасини'нг бундан кейииги кенгайгирилиши музо- 
камаларга иррационал сонларни киритишда содир булади. Бар
ча рационал ва барча иррационал сонлардан иборат система 
Хациций сонлар  системаси дейилади. Хакикий сонлар систе
масининг жиддий назарияси, одатда, университетнинг мате
матик анализ курсида курилади; бирок биз учун олий ал
гебрани урганишга киришаётган китобхоннинг дакикий сонлар 
гугрисида олдинги бобларда олган маълумоти етарли ва бу 
маълумот келгуси боблар учун зам етарли булади.

Н изоят, элементар алгебра курсининг охирида закикий 
сонлар системаси комплекс сонлар  системасигача кенгаяди. 
Сонларнинг бу системаси укувчи учун дакикий сонлар систе- 
масига Караганда анча нотаниш булиб куринади, аслида эса у 
купгина ажойиб хоссаларга эга. Ушбу бобда комплекс сонлар 
назарияси яна бир бор кераклича тула баён этилади.

Комплекс сонлар ушбу масала муносабати билан кирити- 
лади. М аълумки, закикий коэффициентли исталган квадрат 
тенгламани ечиш учун закикий сонларнинг узи етарли эмас. 
Хакикий сонлар ичида илдизларга эга булмаган квадрат тенг- 
ламаларнинг энг соддаси ушбу

л:2 +  1 =  0 (1)
тенгламадир, бизни зозир факат шу тенглама кизиктиради. Ол- 
димизга к у ш ш а н  масала куйидагича: сонлар систе-
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масини сонларнинг шундай системасигача кенгайтириш ке- 
ракки, унда ( / )  тенглама илдизга эгг булсин.

Сонларнинг бу янги системасини куриш учун материал 
сифатида текислик нукталарини оламиз. Хакщий  сонларни 
тугри чизикнинг пукталари билан тасвирлаш (бунда координа
талар боши ва масштаб бирлиги берилганда тугри чизик
нинг ихтиёрий нуктасига унинг абсциссасини мос куйсак, 
тугри чизикдаги барча нукталар туплами билан барча за-  
кикнй сонлар туплами орасида узаро бир кийматли мослик 
урнатилишига асосланилади) математиканинг барча булимла- 
рида ишлатилади ва биз унга шунчалик урганиб колганмизки, 
одатда закикий сон билан уни тасвирловчи нуктани бир-бири
дан фарк цилмаймиз.

Шундай килиб, те кис лик нинг барш ну ц талари билан  
тасвирланувчи сонлар системасини таърифламоцчимиз. Шу 
пайтгача текислик нукталарини кушиш ёки купайгиришга дуч 
келмаган эдик, шунинг учун нукталар устида бажариладиган 
амалларни танлаб олиш зукукига эгамиз, бунда факат сон
ларнинг янги системаси, биз уни кайси максад учун тузаёт- 
ган булсак, уша хоссаларга эга булишини таъминлашимиз 
керак.  Бу таърифлар айникса купайтма учун дастлаб анча 
сунъий булиб куринади. Бирок Ю- бобда амалларнинг бошка 
зеч кандай таърифлари биринчи карашда затто анча табиий 
булиб куринса-да, бизни максадга олиб келмаслиги, яъни за-  
кикий сонлар системасйнинг ( 1) тенгламанинг илдизини уз 
ичига олган кенгайтмасини куришга олиб келмаслиги курса- 
тилади. Уша ернинг узида бундай куришда т е к и с л и к  н у  к* 
т а  л а р и н и  б о ш к а  з а р  к а н д а й  м а т е р и а л  б и л а н  а л 
м а ш т и р и ш  у з и н и н г  а л г е б р а и к  х о с с а л а р и  б у й и ч а  
к у н  и д а  к у р и л  а д  и г а н  к о м п л е к с  с о н л а р  с и с т е м а 
с и  д а н  ф а р к  к и л а д и г а н  с о н л а р  с и с т е м а с и г а о л и б  
к е л м а с л и г и  курсатилади.

Текисликда тугри бурчакли координаталар системаси тан- 
ланган булсин. Текислик нукталарини а, р, у, ... зарфлари 
билан белгилашга замда абсциссаси а ва ординатаси b булган 
а нуктани (а, Ь) оркали ёзишга, яъни аналитик геометрияда 
кабул килинганидан бир оз четга чикиб, а =  (а,  Ь) деб ё зиш 
га келишиб оламиз. Агар а =  (а,  Ь) ва р =  (с, d) нукталар 
берилган булса, бу нукталарнинг йигиндиси деб абсциссаси 
а \ с  ва ординатаси b + d  булган нуктани атаймиз, яъни

(a, b) f  (с, d ) -  (а + с ,  b+d)\  (2 )

а =  (а, Ь) ва р =  (с, d) нукталарнинг купайтмаси  деб абс
циссаси ас — bd ва ординатаси a d \ b c  булган нуктани а т а  ft- 
м и  3 t яъни

(а, Ь) (с, d) = {ас — bd, ad  -j- be), (3)
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Ана шу йул билан текисликнинг барча нуцталари тупла
мида иккита алгебраик амални аницладик, Куйидагини кур- 
сатамиз: зациций сонлар системасида ёки рационал сонлар 
системасида амаллар цандай асосий хоссаларга эга булса, 
бу амаллар зам  шундай асосий хоссаларга эгадир: уларнинг 
Зар иккаласи зам  коммутатив ва ассоциативдир замда  
дистрибутивлик цонуни билан богланган ва улар уяун тес
кари ам аллар—айириш ва булиш  (нолга булишдан таигца- 
ри) амаллари мавжуд.

Кушишнинг коммутативлиги ва ассоциативлиги аёндир (аниц- 
роги, зациций сонларни цушишнинг тегишли хоссаларидан 
келиб чицади), чунки текисликнинг нуцталарини цушишда 
уларнинг абсциссаларини алозида ва ординаталарини алозида 
цушилади. Купайтиришнинг коммутативлиги а ва р нуцталар 
купайтириш таърифига симметрик равишда киришига асослан- 
ган. Купайтиришнинг ассоциативлигини цуйидаги тенгликлар 
исбот цилади:

[(а, Ь) (с, d )] (е, f )  = (ac — bd, ad +  be) (е, f)  —
—face — bde — adf — bef, act — bdt -t- ade +  bee),
[a, b) [(£, d) (e,f)\ =  (a, b) (ce — df, c f +  de) =

=  (ace — a d f  — bef — bde, act +  ade +■ bee — bdf).
Дистрибутивлик цонуни цуйидаги тенгликлардан келиб 

чицади:
[(а ,  *) +  (<?, d ) \  (е, / )  =  ( а  +  0, f i - M )  (е , / )  =

=  (ае — се — bf — df, a f  +  cf - f  be -f- de),
(a, b) (с, / )  +  (с, d) (e, f )  =  {ae -  bf, a f  +  bc)+ ( c e -  df, 

c / +  d e \  =  (ae - b f - \ - c e  — df, a f  +  be +  c f +  de).
Тескари амаллар зацидаги масалани куриб чицамиз. Агар 

a = ( a ,  Ь) ва р =  (с, d) нуцталар берилган булса, у золда 
уларнинг айирмаси шундай (х,  у) нуцта буладики, унинг учун

(с, d) +  (х, у) =  (а, Ь).
булади. Бу ердан, (2) га кура

с +  х  — а, d +  у =  Ь.
Шундай цилиб, а =  (а, Ь) ва р =  (с, d) нуцталарнинг айирма
си ушбу

а — р =  (а — с, b — d) (.4).
нуцта булади ва бу айирма бир цийматли аницлангандир. Ху
сусан, ноль булиб координаталар боши (0 , 0), а =  (а, Ь) нуцта 
учун царама-царши нуцта булиб эса

— а  = (  — а ,  — £)
нуцта хизмат цилади. (5)
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Сунгра, а =  (а,  Ь) ва р =  (с, d) нукталар берилган булсин, 
шу билан бирга р нукта нолдан фаркли булсин, яъни с, d 
координаталардан зеч булмагпнда бири ноль эмас ва шунинг 
учун  cs +  d 2=£0 . а ни р га булишдан чиккап булинма шундай 
(л:, у) нукта булиши керакки,унинг учун (с., d)(x,  у) =  (а, Ь) 
булади. Бу ердан, (3) га кура

сх — dy = а,
d x -{  су — Ь.

Бу  тенгламалар системасини ечиб, куйидагини зосил ки
ламиз:

ас +  b d  be — adX — — -— , у -------------
с2 +  da с2 +

Шундай килиб, р =£ 0 булганда — булинма  мавжуд ва бир
Р

кийматли аникланган:
_f a c + b d  bc — a d \

Р ~  V с2 +  d* ’ с2 +  d* ) '  (6)
Бу ерда р =  а десак, бизнинг бу купайтиришимизда бир 

булиб,  абсциссалар укида координаталар бошидан 1 масофа 
унгда ётувчи (1, 0) нукта хизмат килишини курамиз.  Сунгра 
(6 ) да а =  1 =  ( 1, 0 ) деб фараз килиб, р ф  0  булганда р учун 
тескари нукта

Р"1= (-^ГЗГ* (7)

эканлигини зосил киламиз.
Шундай килиб, текислик нукталари билан тасвирланадиган 

сонлар системасини туздик. шу билан бирга бу сонлар устида 
бажариладиган амаллар (2 ) ва (3) формулалар буйича аник* 
ланади. Сонларнинг бу системаси комплекс сонлар системаси 
дейилади.

Комплекс сонлар системаси %ацщ ий сонлар системаси
нинг кенгайтмаси эканлигини курсатамиз.  Ана шу максадда 
абсциссалар укида ётувчи нукталарни, яъни (а, 0 ) куринишда
ги нукталарни караймиз: (а, 0 ) нуктага а хакикий сонни мос 
келтириб, равшанки, каралаётган нукталар туплами ва барча 
Закикий сонлар туплами орасида узаро бир кийматли мослик- 
ни зосил киламиз. Бу нукталарга (2) ва (3) формулаларнинг 
КУлланилиши

(а, 0 ) -|- ( 6, 0 ) =  (а +  Ь, 0),
(а, 0 ) • (b, 0 ) =  [ab, 0 )

генгликларни келтириб чикаради, яъни (а, 0 ) нукталар. бир- 
бири билан мос закикий сонлар каби кушилади ва купайтири 
лади. Шундай килиб, абсциссалар уцида ётувчи ва комплею
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сонлар системасининг био цисми сифатида царалувчи нуц 
талар туплами узининг алгебраик хоссалари буйича тугри 
чизикнинг нуцталари каби одатдаги усулда тасвирланади- 
ган зациций сонлар системасидан зеч бир фарц цилмайди.

Бу келгусида {а, 0) нуктани ва а закикий сонни бир-би
ридан фаркламаеликка,  яъни зар  доим (а, 0 ) =  а дейишга 
имкон беради.

Хусусан, комплекс сонлар системасидаги ноль (0, 0) ва бир 
(1, 0 ) одатдаги закикий сонлар 0 ва 1 дир.

Энди биз комплекс сонлар ичида (1) тенгламанинг и л 
дизи бор эканлигини, яъни квадрати закикий сон — 1 га тенг 
сон борлигини курсатишимиз керак.  Бу сон, масалан, (0, 1) 
нукта, яъни ординаталзр укида координаталар бошидан 1 бир
лик масофа юкорида жойлашган нукта булади. Хаки катан 
зам, (3) ни куллаб,  ушбуни зосил киламиз:

(0 , 1) • (0 , 1) =  ( — 1, 0 ) =  — 1.

Бу нуктани i деб белгилашга келишиб оламиз, шундай ки
либ, г2 =  — 1.

Низоят,  тузилган комплекс сонлар учун улорнинг одат
даги ёзуви зосил цилинииш мумкинлигини  курсатамиз. Бу- 
нинг учун дастлаб b закикий соннинг i пуктага купайтмасиии 
топамиз:

bt =  (b, 0) • (0, 1) =  (0, b);

бу, бинобарин, ординаталар укида ётувчи ва ординатаси b га 
тенг булган нуктадир, шу билан бирга ординаталар укининг 
баоча нукталари шундай купайтма куринишида тасвирланади. 
Энди (а, Ь) ихтиёрий нукта булса, у золда

(а, Ь)=  (а, 0 ) -f (0 , b)
тенгликка к^ра

(a, b \ =  а  +  bi

ни зосил киламиз,  яъни биз закикатан зам комплекс сонлар
нинг одатдаги ёзувига келамиз; a  ■+- bi ифодадаги купайтма 
ва йигиндини биз курган комплекс сонлар системасида ан ик
ланган маънода тушуниш керак, албатта.

Комплекс сонлар назариясини куришни тамомлар эканмиз,  
китобнинг олдинги бобларининг мазмуни — детерминантлар 
назарияси зам,  чизикли тенгламалар системалари назарияси 
Зам, векторларнинг чизикли богликлиги назарияси зам,  мат 
рица устида бажариладиган амаллар назарияси зам музокама-  
ларга фацат зациций сонлар эмас, балки исталган комп-' 
леке сонлар киритилган з о л  учун зам зеч цандай чек- 
лашларсиз цайтарилишини уцувчи зеч бир цийинчиликсиз 
некшира олади .
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Пировардида,  комплекс сонлар разариясининг биз амалга 
оширган цурилиши цуйидаги саволни келтириб чицаришини 
цайд цилиб утайлик: уч улчовли фазо нуцталарини цушишни 
ва купайгиришни • бу нуцталар туплами ьомплекс сонлар 
системасини ёки, зеч  булмаса, зациций сонлар системасини 
уз ичига оладиган цилиб аницлаш мумкин эмасмикин? Бу савол 
мазкур курс программасидан четга чицади, фацат шуни айтиш 
мумкинки, бу саволга бериладиган жавоб салбийдир.

Иккинчи томондан, комплекс сонларни юцорида аницлан
ган маъ чода цушиш, умуман олганда, текисликда координата
лар бошидан чиццан векторларни цушиш (кейинги параграфга 
царанг) билан бир хилда эканлигини назарга олсак, цуйидаги 
саволнинг цуйилиши табиийдио: бирон-бир п лар учун п у л 
човли зациций вектор фазода векторларни кунайтнришни ш ун
дай аницлаш мумкинки, векторларни бундай купайтиришга 
ва одатдаги цушишга нисбатан бизнинг фазо дациций сонлар 
сисгемасини уз ичига олган сонлар систсмаси булиб цолсин. Агар 
амалларнинг рационал, зациций ва комплекс сонлар системаси
да эга булган барча хоссаларининг бажарилишини талаб ци- 
ладиган булсак, буни бажариб булмасликни курсатиш мумкин. 
Агар купайтиришнинг коммутативлигидан воз кечадиган бул- 
сак, у золда бундай ясашни турт улчовли фазода бажариш 
мумкин; сонларнинг зосил буладиган системаси кватернионлар 
системаси дейилади. Шунга ухшаш ясаш саккиз улчовли 
фазода зам мумкин — унда Кэли сонлари системаси деб ата- 
лувчи система зосил булади. Шуни айтиш керакки, бу ерда 
купайтиришнинг фацат коммутативлигидан эмас, балки ассо- 
циативлигидан зам (уни анча буш бир талаб билан алмашти- 
риб) воз кечишга тугри келади.

18-§. Комплекс сонларнинг келгусидаги урганилиши

Тарихий анъанага айланиб цолган келишувга биноан, ком
плекс сон i ни мавзум бирлик  деб, bt куринишдаги сонларни 
эса соф мавзум сонлар деб атаймиз. Х°лбуки, бу сонларнинг 
мавжуд эканлиги бизда шубза  тугдирмайди ва текисликнинг 
бу сонлар билан ифодаланадиган нуцталаринй ордината уци 
нуцталарини курсатишимиз мумкин. а комплекс соннинг а =  
~ а  г bi куринишдаги ёзувида а сон а соннинг зациций цис- 
ми, Ы эса унинг мавзум цисни дейилади. Нуцталари комплекс 
сонлар билан 17-§ даги усул буйича айнан тенглаштирилган 
текислик комплекс текислик дейилади. Бу  текисликнинг абс- 
циссалар уци зациций уц дейилади, чунки унинг нуцталари 
зациций сонларни тасвирлайди; комплекс текисликнинг ордц- 
цаталар уци мос равишда мавзун уц дейилади.
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а  +  bi куринишда ёзилган комплекс сонларни цушиш, ку 
пайтириш, айириш ва булиш аввалги параграфнинг (2), (4), (3) 
ва (6) формулаларига кура цуйидагича бажарилади:

(а -(- bi) -j- (с -(- dl) =  (a -j- с) -f- (b -f- d)i\
(a  +  bi) — (c +  di) =  (a — c) -j- (b — d)i;

(a -f- bi) (с +  di) — (ac — bd) +  (ad -f  bc)i\
a + -  bi _ a c  +  bd  , be — a d   ̂

с +  d i  cl +  cP c3 +  d2 *

Комплекс сонларни цушишда уларнинг ^ациций цисмла- 
ри ало^ида ва мав^ум цисмлари ало^ида цушилади  деб ай- 
та оламиз; шунга ухшаш цоида айириш учун ^ам уринлидир. 
Купайтириш ва 'булиш формулаларининг суз билан ифодаси 
узундан-узоц булиб. биз уни бу ерда келтириб утирмаймиз. 
Юцоридаги формулаларнинг охиргисини ёдда сацлашга ^ожат 
йуц; бу формулами, берилган касрнинг сурат ва махражини 
унинг махражидан фацат мав^ум цисми олдидаги ишораси би
лан фарцланадиган сонгагина купайтириб, келтириб чицариш 
мумкин эканлигини эсда тутиш кифоя.

Хацицатан ^ам,
а + Ы _ (а  +  Ы) (с  — di) __ (ас +  t d )  +  (be — ad) ас -Ь bd  , be — a d ,
с +  di  ~  (с +  dl) (c — d l ) ~  с3 +  сР са +  d* с3 +  d a

М И С О Л Л а р.
1) (2 +  Ы) +- (1 — 7i) =  (2 +  1) +  (5 -  7)/ =  3 -  21;
2) (3 -  91) -  (7 + /) =  (3 -  7) -f ( —9 —1)1 =  - 4  -  10/;
3) (I +  Щ  (3 — 0 =  [1 • 3 — 2 . ( — 01 +  [1 • ( - 1 )  +  2 -31/ =  5 +  5/;
4 23 +  1 _  (23 +  /; (3 -  I) _  70 -  20i =  j  _ 2 i

3 +  1 (3 +  / ) ( 3 - / )  10

Комплекс сонларни текисликнинг нуцталари билан тасвир- 
лаш комплекс сонлар учун аницланган амалларни геометрик 
талцин этилишини тацозо цилиши табиий. Кушиш учун бундай 
талцинни }{Осил цилиш цийинчийик тугдирмайди. a =  а +  bi 
ва р =- с +  dl  сонлар берилган булсин. Уларга мос келувчи 
(а, ь) ва (с, d) нуцталарни координаталар боши билан кес- 
малар ёрдамида туташтирамизчва бу кесмаларни томонлар ^и- 
соблаб, параллелограмм ясаймиз (2- раем). Бу параллелограмм- 
нинг туртинчи учи, равшанки, (а +  с, b +  d) нуцта булади. 
Шундай цилиб геометрик нуцтаи назардан, комплекс сон
ларни цушиш параллелограмм цоидаси буйича, яъни ко
ординаталар бошидан чицадиган вектооларни цушиш цои
даси буйича бажарилади.

а =  а-\- bi сонга царама- царши булган сон комплекс те 
\исликдаги, нуцта булиб, у а га координаталар бошиг<.
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п
п '

нисбатан симметрик булади (3- раем). Бу ердан айиришнинг 
геометрик талцинини зеч бир цийинчиликсиз зосил цилиш 
мумкин.

Комплекс соиларни купайтириш ва булишниинг геометрик 
маъноси комплекс сонларнинг шу пайтга цадар фойдаланиб 
келинган ёзувидан фарцли янги ёзувини киритганимиздан 
сунггина тушунарли булади.

а соннинг а =  а -f bi куринишдаги ёзувида бу сонга мос 
келувчи нуцтанинг декарт координаталаридан фойдаланилади.

Бироц нуцтанинг текисликдаги вазияти 
унинг цутб координаталари: координаталар м 
бошидан нуцтагача булган масофа г  ва 
абсциссалар уцининг мусбат йуналиши би
лан координаталар бошидан бу нуцта томон 
йуналиш орасидаги <р бурчакнинг берили- 
иш билан зам тула аницланади (4- раем).

г сон манфий булмаган зациций сон 
булиб, у фацат 0  нуцта учунгина нолга J  
тенгдир. Хациций Уцда ётувчи, я;ьни заци
ций сон булган а учун г сон унинг абсолют 4-раем, 
циймати булади, шунинг учун исталган а 
комплекс сон учун зам уни баъзан а нинг абсолют циймати 
дейилади; бироц купинча г сон а нинг модули дейилади ва | а|  
орцали белгиланади.

ср бурчак а соннинг аргумента дейилади ва a r g a 1) каби 
белгиланади. <р бурчак исталган зациций цийматлар: мусбаг 
цийматлар зам,  манфий цийматлар зам цабул цилиши мумкин, 
бунда мусбат бурчаклар соат стрелкасига царши йуналишда 
зисобланиши лозим, бироц бурчаклар бир-биридан 2г. га ёки 
2я га каррали булган сонга фарц цилсалар, у золда текислик- 
нинг уларга мос нуцталари устма-уст тушади.

*) Бинобарин , нуцта цугб к о о р д и н а т а л а р ш ш н г  од а т  булиб цолган  номла- 
р и —цутб радиуси ва цутб бурчагидан  в о з  ксчам из .
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Шундай цилиб, а комплекс соннинг аргумента бир-биридан 
2 я га бутун каррали булган сонларга фарк циладиган чексиз 
куи цпйматларга эга; бинобарин, модуллари ва аргументлари 
билан берилган иккита комплекс соннинг тенглигидан, улар 
нинг модуллари тенг булиб, аргументлари 2я га каррали б у 
тун сонгагина фарк цилиши тугрисида хулоса чицариш мум
кин. Аргумент фацат ноль сон учун аникланмагай'; аммо бу 
сон | 0 | =  0 тенглик билан тула аникланади.

Комплекс соннинг аргументи зациций сон ишорасининг т а 
биий умумлашганидир.  Дарзацицат,  мусбат зациций соннинг 
аргументи 0  га тенг, манфий зациций соннинг аргументи я га 
тенг; Зациций уцда координаталар бошидан фацат иккига йу- 
налиш чицади ва уларни иккита символ: „ +  " ва „ —“ орцали 
фарцлантириш мумкин, комплекс текисликда эса 0  нуцтадан 
чицувчи йуналишлар чексиз куп ва улар энди узларининг 
Зациций уцнинг йуналиши билан зосил цилган бурчаклари 
билан фарцланадилар.

Декарт ва цутб координаталари орасида,  текисликда нуц
талар цандай жойлашганидан цатъи назар, ушбу муносабат 
мавжуд:

а = г cos f ,  b = r sin <p. ( 1 )
Бу ердан

г = + у га 2 +  &'. (2 )
(1) формулани ихтиёрий а =  a -f  bi комплекс сонга татбиц 

циламиз:
а =  a f- bt = г cos <р +  {г sin <р)1

ёки
а =  r(cos <р +  i sin ©). (3)

Аксинча, а =  а +  bt сонни а =  r 0 (cos <р„ +  I sin <р0) куриниш
да ёзиш мумкин булсин, бу ерда г0 ва <р0 ~  бирорта зациций 
сонлар, шу биЛан бирга г0 >  0. У золда /'0cos<p0 =  a, r 0,sin <р0 =  b, 
бу ердан r0 =  +  ] / a 2-f  Ь'\ яъни (2) га кура г0 =  | а | .  Бу ердан
(1) дан фойдаланиб, цуйидагини зосил циламиз: cos <р 0 =  cos <?, 
sin <ро =  sin 9 , яъни <p0 =  a r g a .  Шундай цилиб, зар цандай а 
комплекс сон (3) куринишдаги бир цийматли ёзувга эга, бу 
ерда r = \a \ ,  tp =  a r g а (бунда ср аргумент, албатта, 2я  каррали 
цушилувчиларгача аницликда аницланган). <* соннинг бу ёзуви 
унинг тригононетрик шакли дейилади ва ундан келгусида 
куп фойдаланилади.

, /  тс я  \  19 19
а =  о cos  — -f- i s in  -  , 3 =  cos — к +  / sin — it

\  4 4 /  K 3 T  3
ва
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сонлар  т р и г о н о м е т р и к  ш а к л да  берилган;
ти 19

б у  е р д а  | « | =  3, | р | — 1, | у | =  К З ;  a r g  а -  — , a r g  р =  — л,

к ( к 13 \
a r g  7 =  —  у  ( ёки a r 2  ? =  J -  a rg  7 =  у  к )"

И кки  1чи томондан, у ш б у

а' =  (—2) ^COS —-j-/sin y j ,  Э' =  3 ^cos у  it — i sin ^

„  /  n  3 \  3 . 3
v = 2  c o i  — + / sin —  it , o' =  s in  —  п - f  * sin — it 
1 v 3 4 I 4  4

ком плекс  сонларнинг берп л иш и (3) ёзувнн э сл атса -да ,  у л а р  т р и г о н о м е т р и к  
ш акл да  берилмаган. Б у  сонлар  три гоно м етр ик  ш а к л д а  к у й и д а г и ч а  ёзилади-

/ 6  6 \  / 4  4 \
о '  =  21 cos  — я -j- г sin у  nj,  /  =  3 ( c o s  — л (- I sin  — itl .

7 7
S =  cos ~ * +  / s in  — к.

4 4
f  соннинг триго ном етрик  шаклини изл аш да ,  к о м п л е к с  с о н ш ш г  о а д и и  6 »у- 
видан три гоно м етр ик  ш аклига  ва аксинча  у т и ш д а  д е я р л и  х а р  доим  у ч р а й  
дигаи  кийинчнликка ду ч  келинади; синус в а  коси н усн и ш  б ер ил ган  сопли 
кийматларига  к ур а  а т к  бурчакни, б ерил ган  б у р ч а к  учун  эса у н и н г  сииуси 
ва  косинусииинг аник кий уатини  т о п и ш  б а ъ з и  айр им  ^олларни  ^ и с о б г а  ол- 
маганда  мумкин эмас.

а ва В комплекс сонлар тригонометрик шаклда берилган 
булсин: а =  г (cos <р +  / sin 9 ), (3 =  г '  (cos <р' -f- / s in if')- Бу сон
ларни купайтирамиз:

ар =  [ г (cos <р +  / sin 9 )] • [r ' (cos <р' +  / sin 'f')] =
=  ГГ' (cos ср COS ср' -f / COS ip Sin <p' +  / sin <p COS cp' —  Sin cp sin cp' >, 

ёки
ар =  гг' [cos (cp +  cp') +  / sin (cp -f- cp')]. (4)

ар купайтманинг тригонометрик шаклдаги ёзувини зосил цил- 
дик, шунинг учун | ар | =  гг' ёки

И 1 =  М Ш .  (б)
яъни комплекс сонлар купайтмаси нинг модули купайтувчи
лар модулларининг купайтмасига тенг; сунгра arg (ар) =  
=  <? +  9' ёки

arg (ар) =  arg а +  arg р, (6 )
яъни комплекс сонлар купайтмасининг аргументи купай 
тувчилар аргументларининг йигиндисига тенгуК Бу цоида 
лар, равшанки,исталган чекли сондаги комплекс сонлар учун зам

!) Б у  ерда  тенглик  2к г а  к ар ра л и  к у ш и л у в ч и г а ч а  ан и к л и к да  т у ш у н н -  
л п ш ш ш  таъкидлайм из.
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Уринлидир. Хакикий сонлар булган зрл га  татбик килинганда, 
(5) формула бу сонлар абсолют цийматларининг маълум хос- 
сасини беради, (6) эса, осонгина текшириб куриш мумкинки, 
дакикий сонларни купайтиришдаги ишоралар коидасига айла- 
нади.

Шунга ухшаш коидалар булинма учун *ам уринлидир. 
Хакикатан )?ам, а =  r(cos<p +  /s in  <р), [3 =  r ' (cos у' +  I sin <р')бул- 
син, шу билан бирга р ф  0, яъни г' =j= 0. У ^олда

г  (cos  у +  i s in  ср) _  г  (cos у +  I s in  у )  (cos у '  — I s in у ' )  
р г '  ( co s  у '  + /  sin у ' )  г '  ( c o s2y '  +  e ln '  у ' )

— — (cos у cos у' +  / sin у cos у '—I cos у sin у' +  sin <Р sin у')
еки

- =  “ "[COS ( ?  -  у ' )  +  (ср —  ? ' ) ] •

Бу ердан =  — ёкиГ
H i
IS4

(7)

(8)
эканлиги келиб чикади, яъни иккита комплекс сон булинма- 
сининг модули булувчининг модулига булинган булинувчи 
модулига тенг;

сунгра arg =  у — у' ёки

arg ( y )  =  a r g a - a r g p, (9)

яъни иккита комплекс сон булинмасининг аргументи були-
нувчининг аргументидан булувчи
нинг аргументини айирилганига 
тенг.

Энди купайтириш ва булишнинг 
гёометрик маъноси ^еч бир кийин- 
чиликсиз аникланади. Дарзакикат,
(5) ва (6 ) формулаларга кура,  а 
соннинг (3 =  г’ (cos у' +  i sin ср') сон
га купайтмасини тасвирловчи нук- 
тани 0 дан а га томон йуналган 
векторни (5- раем) соат стрелкаси 
йуналишига карши tp' =  argj3 бур- 
чакка буриш,  сунгра эса бу век
торни г'  =  |Р |  марта чузиш (0 <  
< г ' < 1  булганда бу чузиш эмас, 

5-раем. балки си^иш булади, албатта) би-

J



лан зосил циламиз. Сунгра (7'  дан а =  г (cos «р +  i sin ср) =f= О 
булганда

а-1  =  г ' ’[cos (— ?) +  / sin (— ср)] (10)

эканлиги келиб чицади, яъни | а -1 | =  | а | ~ \  аг^ (я~ ‘) =  —arg а.
Шундай цилиб, агар « нуцтадан бу нуцта ётгаи ярим тугри 
чизицда ётувчи ва ноль нуцтадан шу ярим тугри чизиц буй- 
лаб г~1 масофада ётган а' нуцгага1> Утсак (6 - раем), сунгра а' 
га зациций уцца нисбатан симметрии булган нуцтага утсак,  
а " 1 нуцтани зосил циламиз.

Тригонометрии шаклда берилган комплекс сонларнинг йи- 
гиндисини ва айирмасини (4) ва (7) га ух ша ш формулалар 
билан ифодалаш мумкин эмас. Бироц йигиндининг модули 
учун цуйидаги музим .тенгсизликлар мавжуд:

М  — | Р К 1 а +  Р К 1 а1+  IPI, О1)
яъни иккита комплекс сон йи - 
гиндисининг модули цушилув- 
чилар модуллари йитндисидан 
кичик ёки-унга тенг, аммо бу 
модулларнинг айирмасиданк&т- 
та ёки унга тенг. ( И )  тенгсиз- 
ликлар элементар геометриянинг 
учбурчакнинг томонлари заци- __ 
даги маълум теоремасидан келиб. 
чицади ( |а  +  р | томонлари | а |  
ва | р |  булган параллелограмм- 
нинг диагоналига тенг эканлиги 
маълум).  а, р ва 0  нуцталар бир 
тугри чизицда ётган 30л алози-  
да диццатга сазовордир; фацат 
шу золдагина ( 11) формулалар- 
да тенгликка эришиш мумкин. Бу 
китобхоннинг узига завола циламиз.

(11) дан , а — р =  <*-]-(— р) ва

| - М  =  !Р1
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О | о | =  1 булган да  ва  ф а к а т  ш у ндагина ,  я ъ н и  нуцта  бирлик  доиранинг  
айл ан ас и д а  ётсагина | а ' | = * | а |  б^ладн .  А г а р а  б и р л и к  д о и р а н и н г  и ч и д а  
ётса,  у  до л д а  а' ундан  та и щ а р и д а  булади  ва  а к с и н ч а ,  ш у  бил ан  б и р га  ан а  
ш у  йул билан, ш у б^асиз ,  комплекс  т е к и с л и к н и н г  б и рл и к  д о и р а с и д а н  т а ш -  
к ар и  ё гган  барча н у ктал ар и  билан бу  до ф а н и н г  ичида  ё т га н  ва н о л д а н  
ф а р ц л и  барча  н у ц т а л а р  о р а с и д а  у з а р о  бир  к ийм атл и  м о с л и к  л,осил к и л а -

11
с

cv \
А ?  А

»

V 0 \- < ?  J

«г

6- раем, 

золни цараб чицишни

(12)
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(бу тенглик, масалан, — р соннинг геометрик талкинидан к е 
либ чикиши мумкин) га кура, шунингдек,

М - | Р 1 < 1 « - Р 1 < М  + 1М (13)
тенгсизликлар ^ам келиб чикади, яъни айирманинг модули 
учун йигандининг модулидагидек тенгсизликлар уринли б у 
лади

( 11) теп гси зл и к л ар н и  яна куйидаги  иул билан .у1м \о с и л  к и л й ш  мумкин 
эди. А йгайлн к ,  а =  г (cos  ф +  i sin ср), р =  г ' (cos у ' f / sin <р') ва a-f-р соннпмг 
т р и го н о м е т р и к  ш якл и  а -f-р =  R (cos ф + i sin ■}) булсин. Х акикий к и с м л ф н и  
ало.\ида ва м а в ^ у м  к чсмларни  ало^ида  куш иб,

г  cos ср f  г '  cos ср' =  R  c o s  ф. 
r .-in 9 f  r '  s in  <p' =  R s in  |]л

ни ^осил  киламиз;  бири нчи  тенгликнинг ^ ар  иккала  томонини c o s ^  га, ик- 
кинчисинипг ик к а л а  т о м о н ш и  t in  ^  га к^п ай ткри б ,  уларни  кУшсак, куйида! и- 
ни х,осил киламиз:

Г (cos ср cos ф -|- sin ср Sin if) -f г '  (cos ср' COS <{/ -(■ sin у' Sill Ф) =»
=  R ( c o s2 ^  -(- s in 5̂ ),

я ъ н и
r  COS (cp — if) +  r ' COS (cp' — i)  =  R.

Бу  ердан ,  к о с и н у с  качон  бирдан катта  б^л а  олмаслиги  сабабли ,  
г  + г '  > R те н гл и к  келиб чикади, яъ ни  | а |  +  | Р | > | а - | - Р | .  И ккинчи  томон- 
да н  a =  (a - f  Р) —  р =  (а  + ? )  +  ( — Р). Б у  ер дан  ^ о з и р п .н а  исботл анганга  ва 
( 12) га кура ,

M < I «  +  PI +  I - P l - l «  f  PI +  IPI,
бундан  | « | - | P | < | a - f P | .

Комплекс сонлар учун „катта“ ва „кичик" тушунчаларини 
маънога эга буладиган килиб аниклаб булмайди, чунки бу сон
лар, нукталари табиий равишда тартибланган тугри чизикда 
ётган дакикий сонлардан фаркли уларок, тугри чизикда 
ётмасдан, балки текисликда ётади. Шунинг учун к о м п л е к с  
с о н л а р н и н г  у з  и и и* ( у л а р н и н г  м о д у л л а р и н и  э м а с )  

е ч к а ч о н  т е н г с и з л и к  б е л г и с и  б и л а н  б и р л а ш т и -  
ри.б  б у л м а й д и .

Цушма сонлар.  л =  a + bi комплекс сон берилган булсин. 
а дан мав>;ум кисмининг ишораси билангина фарк килувчи 
a —bi сон а билан цушма сон дейилади ва а каби белгила- 
нади.

Комплекс сонларни булишни караётганда бу номни кнрит- 
масак-да, кушма сонлардан фойдаланганимизниэслагиб утамиз.

а га кушма сон, равшанки, а булади, яъни кУ<има сонлар 
жуфги ^акида гапириш мумкин. Хакикий сонлар ва фа^аг uiys 
ларгина у з у з л а р и г а  .кушма булади.
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Геометрик нуцтаи назардан цушма 
сонлар закикий укца нисбатан симмет
рик булган нуцталардир (7- раем). Бу 
ердан

| а |  =  1 а If arg а =  — arg а (14)
тенгликлар келиб чикади. О

1\ушма комплекс сонларнинг йигин
диси ва купайтмаси зациций сонлар 
булади. Дар^акикат, ОГ

/ -  раем .

Охирги тенглик аа сон з=^0 булганда,  затго мусбат бу* 
лишини курсатади. 24- § да кушма сонларнинг ^озир исбот
ланган хоссаси улар учун характерли эканлигини курсатувчи 
теорема баён цилинади.

тенглик иккита соннинг йигиндиси билан цушма булган сон 
цушилувчилар билан цушма булган сонларнинг йигиндисига 
тенг эканлигини курсатади-.

тенгликдан купайтмага цушма булган сон купайтувчилар 
билан цушма булган сонларнинг купайтмасига тенг экан
лиги келиб чицади:

формулаларнинг тугрилигини курсатади.
Куйидаги даъвони исбот килайлик: агар а сон бирон-бир 

усул билан фи р2) . . . , $п комплекс сонлар орцали цушиш , 
купайтириш, айириш ва булиш ёрдамида ифодаланган булса, 
у золда б у ифодада барча $k сонларни уларнинг цушмалари 
билан алмаштирсак, а билан цушма булган сонни зосил  
циламиз ; хусусан, агар а сон зацикий булса, у барча 9* комп
лекс сонларни уларнинг цушмалари билан алмаштириш нати
жасида узгармайди.

(а — Ы) +  [с — di) *= (а +  с) — (b +  d) I

a - f  P =  a - f  p. (16)
Шунга ухшаш,

(a — bi)(c — di) =  {ас — bd) — (ad  - f  be) t

(17)

Бевосита текшириш
(18)

(19)
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Бу дагзони п буйича индукция ёрдамида исботлаймиз,чун
ки у п — 1 булганда (16) —(19) формулалардан келиб чицади.

Айтайлик, а сон Plt р2, • • • > сонлар (булар зар  хил бу
лиши шарт эмас) орцали ифодаланган булсин. Бу ифодада 
цушиш, купайтириш, айириш ва булиш амаллари цай тартиб- 
да бажарилиши аниц курсатилга !. Охирги бажарадиган иши- 
миз бу амалларнинг бирортасини pt , Р2, . . . , рл (бу ерда 1 <  
< & < «  — 1) сонлар орцали ифодаланган т, сонга ва р*+1, . . . , Р„ 
сонлар орцали ифодаланган сонга татбиц цилиш булади.Ин- 
дуктив фараз буйича рь  р2» • >$к сонларни уларнинг цушма- 
ларига алмаштириш ^  ни -^га, p*+i, р*+;г> . .  . , сонларни 
у л а р н и н г  цушмаларига алмаштириш эса  у2 ни у2 га ал- ‘ 
машишига олиб келади. Бироц, (16)—(19) формулаларнинг бир- 
ортаси буйича ва т2дан ?i в а Тг га утиш а сонни а га айлан- 
тиради.

19- §. Комплекс сонлардан илдиз чицариш

Комплекс сонларни даражага кутариш ва улардан илдиз 
чицариш масаласига утамиз. а =  а +  bi сонни бутун мусбат 
п- даражага кутариш учун (а + Ы)п ифодага Ньютон формула- 
сини татбиц цилиш (бу формула комплекс сонлар учун зам урин
ли, чунки унинг исботи дистрибутивлик цонунигагина асослан- 
ган), сунгра i2 =  — 1, i3= — i, il =  1 дан, умуман,

, ,  i 'k i4A+1 =  i, г4к+' = -  1, /4ПЗ=  -  i
тенгликлардан фойдаланиш кифоя.

Агар а сон тригонометрик шаклда берилган булса, у  зол
да п бутун мусбат булганда аввалги параграфнинг (4) форму- 
ласидан Муавр формуласи деб аталувчи ушбу формула ке- 
,либ чицади:

[г (cos<p +  г sin ?)]" =  /■"(cos п <р +  i sin п ср), (1)

я-ьне. комплекс сонни даражага кутаришда модуль шу да
ражага кутарилади, аргумент эса даража кур^аткичига 
хупа&тириЛади. ( 1) формула манфий бутун курсаткичлар учун 
дам тугри. Хацицатан зам ,  а- " =  (а-1)" булгани сабабли, три
гонометрик шакли аввалги параграфнинг ( 10) формуласига 
кура зосил цилинадиган а-1 сонга Муавр формуласини тат- 
6 .V4 цилиш етарли.

М и с о л л  а р.
1) W =  /, /122 = — 1;
2) (2 +  б /)3 =  23 +  3 • 2 2 .  5/  + 3 - 2  • 52/2 + 5 з / з  =  8 +  60/ -  150 —  125/ =  

— - 1 1 2 - 6 5 / ,
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3) |"/ T ( c o s j  +  I s in  - j j  J =  (  I 2 У (cos n +  i s in  тс) =  — 4;

4) 3 ^cos  — +  I s in  —J J »=3~ 3 cos +  I s ,n  n

1 / 7  7 \
— ^ c o s — я  +  « s in  —  n j-

М уавр  ф ормуласининг хусусий золи , яъни 

(cos «р -f- i  sin <р)л =  cos п  <р -f i  sin я<р

генглик каррали бурчакнинг синуси ва косинуси учун ф орм у- 
лаларни осонгина зосил  цилишга имкон беради . Хацицатан зам , 
5у тенгликнинг чап томонини бином ф орм уласи  буйича очиб 
чициб ва тенгликнинг за р  иккала томонининг зациций ва мав- 
!(ум цисмларини а л о зн д а -ал о зи д а  теиглаб , цуйидагиларни 3 0 - 
:ил  циламиз:

cos пу =  cos"cp —  ̂” ) cos"-2 9 • s inecp -f-

sin n<f =  I ” j  cos" * 1 <p-sin cp — ( 3 ) C0S”~ 3 Sin3 V +

+   ̂” j  C0 Sn_S9 • s in 5(p... ,

5y ерда |  ” j  — бнномиал коэффициентнинг о датдаги  белгила-  

и ш и д и р :
I п \  _  п(п  -  1) (п — 2) . . .  (/г — k -f 1)

U /  1 ■ 2 • 3 . . .  *

г —  2 булганда аввалдаи м аълум  булган

cos 2ср =  cos2cp — sin?<p, 
sin 2ср =  2 cos <р sin  9 

[ю рмулаларга, п — Ъ булганда эса

COS 3?  =  С 0 5 3ср —  3 cos 9 s in2?, 
sin З 9 =  3 cos2sin 9 — sin3rf

ф орм улаларга  келамиз.
Комплекс сонлардан илдиз чицариш купгина цийинчиликлар  

билан боглиц. а.— а - \ - b i  сондан квадрат  илдиз ч и ц ар и ш д аа  бош- 
лаймиз. Биз, зози рча , квадрати а га тенг булган  ком п лекс  сон 
м авж у д м и  ёки йуцми эканини билмаймиз. Ана ш ундай  и -(- v i
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сон мавжуд деб фараз цилайлик, яъни одатдаги белгилашдан
фойдаланиб ______

У  a -f  bi =  и -} vi
деб ёзиш мумкин булсин.

(и -f  v i)2 =  a  - f  Ы
тенгликдан

и} — v '1 =, а,
2 uv  =  b

келиб чицади. (2 ) тенгликларнинг дар цайсисининг иккала 
томонини квадратга кутариб, сунгра уларни цушиб,

(и2 — v !)2 -f- \ u xv l =  (и2 -^-v2)2 =  а1 Ьг
ни досил циламиз,  бу ердан

иг +  V2 =  -f У а 2-\- Ьъ.
Бу тенгликда мусбат ишора шунинг учун дам олиндики, и ва 
v  сонлар дациций ва шунинг учун тенгликнинг чап цисми 
мусбат. Бу тенгликдан ва (2) тенгликларнинг биринчисидан 
цуйидагиларни досил циламиз:

и2 =  \  (а 4  У  а* +  **),

v 2 =  j  ( -  а + V a T f W ) .

Квадрат илдизлар чицариб, и учун бир-биридан ишораси би
лан фарц цилувчи иккита цийматга, шунингдек, v  учун >̂ ам 
иккита цийматга эга буламиз.  Бу цийматларнинг Даммзси ^а- 
циций булади,  чунки квадрат илдизлар а ва b дар цандай бул
ганда дам мусбат сонлардан чицарилади. и ва v  учун досил 
цилинган цийматларни узаро ихтиёрий равишда комбинация- 
лаш мумкин эмас, чунки (2 ) тенгликларнинг иккинчисига кура 
uv  купайтманинг ишораси b нинг ишораси билан бир хил бу
лиши керак.  Бу эса и ва ларнинг цийматларини мумкин 
булган иккита комбинациясини, я ъ н и а  соннинг квадрат илд и 
зини циймати булиши мумкин булган и -\-vi куринишдаги ик
кита сонни беради; бу сонлар бир-биридан ишоралари" билан 
фарц цилади. Содда,  бироц узундан-узоц текшириш (досил 
цилинган сонларни b >  0 булган дол учун ва Ь< 0  булган дол 
учун алодида квадратга кутариш ёрдамида текшириш) биз топ^ 
ган сонлар дацицатан дам а сондан олинган квадрат илдизншп 
цийматляри эканлигини курсатади. Шундай цилиб, крмплекс  
сондан илдиз чицариш зар  дойн мумкин ва у бир-биридан 
ишора билан фарц циладиган иккита циймат беради.

(2)
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Хусусан, энди манфий дакикий сондан зам квадрат илдиз 
чнкариш мумкин булиб колади, бунда бу илдизнинг киймат
лари соф мавзум булади. Хакикатан зам,  агар а <  0 ва b == О 
булса,  у ^олда V а й - f  № — — а булади, чунки бу илдиз мус
бат булиши керак,  у золда и2 — — (а — а;  =  0 , яъни и =  0 , бу

2
ердан V а  =  ±  vi.

М м с о л .  а =  2 | —2 0 /  булсин. У *олда  f f a 2 -f- b2 — V 441 t  400 =  29.
1 1 

Ш ун инг  учун  и2 =  — (21 + 29) =  25, V2 =  — ( — 2i - f  29) =  4, бу  е р д а н

а  = ± 5, v  -  ±2, Ь м анфий булганлиги  сабабли  и  в а  о  ш ш г и ш о р а л ар и  т у р 
ли ча бул и ш и  керак, ш у нинг  у чу н

/  21 -  20/  =  ±  (5 -  21).

а +  bi куринишда берилган комплекс сонлардан иккинчи 
даражага  Караганда юкорирок даражали илдизлар чикаришга 
уриниш енгиб булмайдиган кийинчиликларни келтириб чика- 
ради ЛДасалан, юкорилаги усул буйича a -f bi сондан куб ил
диз чикармокчи булсак,  у золда бирорта ёрдамчи учинчи да
раж али  тенгламани ечишимиз керак булади, вазоланки,  зозирча 
бундай тенгламаларни ечишни билмаймиз ва 38- § да курамизки, 
бу эса уз навбатида комплекс сондан куб илдиз чикаришни 
талаб этади. Иккинчи томондан, комплекс соннинг тригоно
метрик шаклн исталган тартибли илдиз чикариш учун жуда 
Кулай ва ундан ф)йдаланиб бу масалани зозир тула з а л  к 11* 
ламиз.

а =  г (cos f -f i sin cp) сондан /г-даражали илдиз чикариш к е 
рак булсин. Буни бажариш мумкин ва натижадя р (cos Ь -j-i sin 0) 
сон зосил булади деб фараз килайлик, яъни

[р (cos 0 -f- i sin 0;]n =  r  (cos ? +  г sin cp). (3)

У золда Муавр формуласига кура рп—г, яъни р =  т/ггг, бу 
ерда унг томонда мусбат закикий сон г дан олинган п- д ар а 
жали илдизнинг бир кийматли аникланган мусбат киймати ту- 
рибди. Иккинчи томондан, ('Л) тенгликнинг чап кисмини аргу
мента «0 дан иборат Бирок пВ бурчак <р га тенг деб айтиб 
булмайди, чунки бу бурчаклар аслида бир-биридан 2it соннинг 
бирорта бутун каррали кушилувчисига фарк килишлари мум
кин Шунинг учун «0 =  ср + 2кк, бу ерда к—бутун сон, Оундан

Q _  У +
п

^  п / — /  »  4- 2&тс , , . »  }  2 k n \
Аксинча, агар v г cos —  f  / sin --------- ) сонни оладиган

булсак, у ^ о л д а  и с т а л г а н  б у г у н  м у с б а т  ё к и  ма и»



ф и й  k л а р д а б у  с о н н и н г  л - д а р а ж а с и  а га т е н г  б у 
л а д и .  Шундай цилиб,

V  г (cos 9 +  I sin 9) =  У  г ^cos ? + J f o -|- /sin (4 )

k га турли цийматлар бериб, зар  доим зам изланаётган 
илдизнинг турли цийматларинн зосил цила бермаймиз.  Ха К»- 
цатан зам,

k =  0, 1, 2, . . .  , п— 1 (5)

булганда илдизнинг п  та цийматини зосил циламиз, уларнинг 
Заммаси турлича булади, чунки k ни биттага ортгириш аргу-
ментнинг — га ортишига сабаб булади. Энди k ихтиёрий бУл- 

п
син. Агар t i= n q  f  г, 0 < г < / г  — 1 булса, у золда 

У +  _  ф f  2 (пд f г )  я _  <р +  „
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яъни аргументнинг бизнинг k даги циймати аргументнинг k = r  
даги цийматидан 2 -ге га каррали булган сонга фарц цилади: 
бинобарин, илдизнинг k = r булгандаги каби цийматини, яъни
(5) системага кирувчи цийматни зосил циламиз.

Шундай цилиб, а комплекс сондан зар  доим п-даражали  
илдиз чицариш мумкин .ва натижада п та турли циймат- 
лар зосил булади. п- даражали илдизнинг барча циймат-
лари радиуси у  | а |  га тенг ва маркази ноль нуцгпада бул
ган айланада жойлашган булиб, улар бу айланани п та 
тенг булакка булади.

Хусусан, а зациций соннинг п - даражали илдизи зам п та 
турли ципматга эга; а нинг ишорасига ва п нинг жуфт-тоцли-  
гига цараб бу цийматларнинг иккитаси, биттаси зациций б у 
лади ёки бирортаси зам зациций булмайди.

М и с о  л л а р.
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2) р =  / Г = | /  cosJ l+  / sln 1 =  cos------ +  / sin

P i  =* 2 (cos л -f / s in  ti) =  — 2 ; •

Бирнинг илдизлари.  1 сонидан я - да р а ж а ли  илдиз чицариш 
>;оли айницса му^имдир. Бу илдиз п та цийматга эга булиб, 
уларнинг барчаси ёки, бошцача цилиб айтганча, бирдан олин
ган п-даражали илдизларнинг барчаси 1 =  cos 0 +  / sin 0 тенг 
ликка ва (4) формулага кура ушбу формула орцали берилади:

1 дан олинган я - д а р аж а л и  илдизнинг дациций цийматлари

п тоц булса, &=0  булганда }{осил булади. Комплекс текислик
да бирнинг п- даражали илдизлари бирлик айланада жойлаш
ган булиб, уни бир-бирига тенг булган п та ёйга ажратади; 
ана шундай булиш нуцталардан бири 1 сонидир. Бу ердан, 
бирнинг л -д араж ал и  илдизлари ичида цациций булмаганлари 
дациций уцца нисбатан симметрик жойлашганлиги,  яъни жуфт- 
жуфти билан цушма эканлиги келиб чицади. Бирнинг квадрат 
илдизи иккита цийматга эга: 1 ва —1, тУртинчи даражали ил
дизи эса туртта цийматга эга: 1, —1, I ва — I. Келгусида зарур 
булиб цолишини назарда тутиб, бирнинг куб илдизларини
билиб цуйиш фойдалидир. Улар, (6 ) га кура,  cos sin —~О о
(бу ерда k — 0, 1, 2 ) сонлар, яъни бирнинг узидан ташцари 
узаро цушма булган

- J \  =  COS------- 1- i  sin — ; k =  0, 1
n  Tl

я -1 .  (6)

(6 ) формуладан.агар n жуфт булса, k — 0 ва булганда, агар

(7 )

донлардан иборатдир.
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а комплекс соннинг п- даражали баряа илдизларини бу 
илдизларнинг бирортасини бирнинг п- даражали ^омма ил- 
дизларига купайтириб яициш билан .\осил цилиш мумкин. 
Хакикатан зам, а  соннинг п- даражали илдизларидан бири р 
булсин, яъни р” =  а, е эса 1 дан олинган /г -даражали иллиз- 
нинг ихтиёрий киймати булсин, яъни гп =  1. Унда ( р г ) л =  рл г л = а | 

яъни рг зам нинг кийматларидан бири булади. р ни 1 дан 
олинган п- даражали илдизларнинг зар бирига купайтириб, a 
соннинг п- даражали илдизининг п та турли кийматини, яъни 
бу илдизнинг барча кийматларини зосил киламиз.

М и  с о  л л а р .  1) —8 нинг ку б  нлди зларидан  б и р и - 2 .  К олган иккитаси  
(7) га кура ,  у ш б у  со н л а р д а н  и б о р а т  булади:

— 1 — / Y  3  ва — 2«а ==■ 1 +  I Y  3 [ю ко ри даги  3) м исолга  каранг] .
2) Y&  1 т ^ р т т а  ци й м а т га  эга: 3, —3, 31, —31.

Бирнинг п- даражали иккита илдизининг купайтмаси 
яна бирнинг п- даражали илдизидир. Дарзакикат,  агар вл= 1  
ва т]п= 1  булса,у золда (s7j),I =  snrJn =  l булади. Сунгра бирнинг 
п-даражали илдизига тескари сонмам бирнинг п- даражали 
илдизи булади. Хакикатан зам, $"=1 булсин. У золда s-s_1 =  
=  1 дан е” -( *~ 1)л =  1 , яъни (*-1)л= 1  келиб чикади. Умуман, 
бирнинг п- даражали илдизининг %ар цандай даражаси яна 
бирнинг п- даражали илдизи булади.

Бирнинг k- даражали зар кандай илдизи k га каррали б у л 
ган зар  кандай I учун зам бирнинг I- даражали илдизи була
ди. Бу ердан, агар бирнинг я-  даражали барча илдизлари тупла- 
мини караб чикадиган булсак,у золда бу илдизларнинг баъзилари 
п нинг булувчилари булган бирор п' лар учун бирнинг п'- да
ражали илдизлари б^лишлиги келиб чикади. Бирок *ар кандай 
п учун бирнинг п - даражали шундай илдизлари мавжудки, 
улар бирнинг п дан кичик даражали зеч кандай илдизи була 
олмайди. Бундай илдизлар бирнинг п- даражали бошлангия 
илдизлари  дейилади.  Уларнинг мавжуд эканлиги (6 ) форму- 
ладан келиб чикади: агар илдизнинг берилган k нинг кийма
тига мос келувчи кийматини гк оркали (демак, s0 =  1 булади) 
белгиласак,  у золда Муавр формуласи (1) га асосан,

“  Ч-
Бшгобарин, е, нинг п дан кичик зеч кандай даражаси 1 га тенг 

булмайди, яъни «j =  cos — -f / s i n  — бошлангич илдиз булади.К П
Бирнинг п- даражали г илдизининг **, А=0,1,  . . . , п — 1 

даражалари %ар хил ,  яъни улар бирнинг п- даражали бар
яа илдизларини ташкил этганда ва фацат шундагина £ 
бошлангия илдиз булади.
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Хакикатан зам,  агар е нинг курсатилган барча д ар аж ал а
ри зар  хил булса, у золда равшанки е бирнинг я - д а р а ж а л и  
бошлангич илдизи булади. Агар, масалан, 1 бул 
ганда =  булса,  s'~* =  l булиб, 1< / —/ г < л — 1 тенгсизлик* 
ларга биноан г илдиз бошлангич булмайди.

Юкорида топилган s, сон, умумий золда,  ягона п- д ар аж а
ли бошлангич илдиз эмас. Барча бундай илдизларини топиш 
учун цуйидаги теорема хизмат килади.

Агар г бирнинг п- даражали бошлангич илдизи булса, 
у золда k сон п билан узаро туб булганда ва фацат шун
дагина гк сон п- даражали бошлангич илдиз булади

Хакикатан зам,  k ва п ларнинг энг катта умумий булувчи
си d булсин. Агар d~> 1 ва k —dk', ti — dn' булса, у зо лда

(гк)п'  =  гкп' =  г*'л =  (* я)* '  =» 1 ,
яъни s* илдиз бирнинг п ' - даражали илдизи экан.

Иккинчи томондан, айтайлик, й = \  ва шу билан бирга 
сон бирнинг т- даражали (1 < / ? г < л )  илдизи булсин. Демак,

(g*)m =  t A т =  1

е сон бирнинг ti- даражали б о ш л а н г и ч  илдизи булгани 
сабабли, яъни факатгина унинг п га каррали булган даража-  
ларигина 1 га тенг булгани учун km сон п га каррали була- 
ди. Бирок 1 <Ст<п  булгани учун k ва п сонлар узаро туб 
була олмайди. Бу эса шартимизга зиддир.

Шундай килиб, бирнинг я-даражали  бошлангич илдизлари 
сони п дан кичик ва у билан узаро туб булган мусбат бутун 
k ларнинг сонига тенг. Одатда у(п) оркали белгиланадиган бу 
соннинг ифодасини сонлар назариясининг исталган курсидан 
топиш . мумкин

Агар р туб сон булса, у золда  бирнинг узидан ташкари 
ана шу илдизлар бирнинг р- даражали бошлангич илдизлари 
булади. Шуни \ам айтиш керакки,  бирнинг туртинчи дараж а
ли илдизлари ичи’т  бошлангич илдизлар 1 ва — 1 эмас, бал
ки i ва —i булади.
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20-§. Купдадлар устида амаллар

Китобнинг дастлабки икки бобининг мазмуни, чунончи де- 
герминантлар назарияси ва чизикли тенгламалар системалари 
назарияси мактаб алгебра курсининг бир номаълумли биринчи 
даражали битта тенгламасидан бошлаб, икки ва уч номаълум
ли биринчи даражали,  мос равишда, иккита ва учта тенглама 
системасига олиб борувчи йуналишнинг бевосита ривожлани- 
ши натижасидир. Элементар алгебрадаги (у ерда яна ^ам му- 
^имрок эътиборга молик булган) бошка бир йуналиш бирин
чи даражали бир номаълумли тенгламадан яна бир номаълум
ли ихтиёрий квадрат тенгламага, сунгра учинчи ва туртинчи 
даражали тенгламаларнинг баъзи бир хусусий типларнга утиш- 
дан иборат эди. Бу йуналиш олий алгебранинг бир номаълум
ли исталган я-даражали ихтиёрий тенгламаларни урганишга 
багишланган каттагина ва сермазмун булимига айланади. Ал
гебранинг тарихан энг дастлабки булимларидан булган бу кис
мига мазкур боб ва китобнинг кейинги баъзи боблари таал- 
луклидир.

я-даражали (п — бирор бутун мусбат сон) тенгламанинг 
умумий куриниши куйидагича:

а0х п +  atx n - 1 +  . . .  +  ап- \ х  -f ап =  0 . ( 1 )
Бу тенгламанинг а 0> « к  • • • .  Qn-u коэффициентларини их
тиёрий комплекс сонлар деб лисоблаймиз, шу билан бирга 
бош коэффициент а0 нолдан фаркли булиши керак.

Агар ( 1) тенглама ёзилган булса, у золда доимо уни е ч и ш 
талаб этилади деб фараз килинади. Бошкача айтганда, х  но
маълум учун шундай сон кийматлар топиш талаб этиладики, 
улар бу тенгламани к а н о а т л а н т и р с и н ,  яъни уларни но
маълумнинг урнига куйгандан ва курсатилган барча амалларни 
бажаргандан сунг (1) тенгламанинг чап томони нолга тенг бул
син.

Бирок (1) тенгламани ечиш масаласини бу тенгламанинг чап 
томони

аохП +  ЛхХп ~ 1 -J-. . .  -f- йп _ ix -f ап (2)

i
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ни текширишнинг умумий масаласи билан алмаштириш мак- 
садга мувофиадир.  (2 ) ифода х  номаълумнинг п-даражали 
купдади (ёки полинома) дейилади. Бу терминларнинг бирин- 
чисини танлаймиз; энди купдад деб факат (2 ) куринишдаги 
ифодага айтилишини, яъни элементар алгебрада булганидек 
бирзадларнинг исталган йигиндиси эмас, балки л  номаълумнинг 
бирор сонли коэффициентлар билан олинган манфий булмаган 
бутун даражалари йигиндиси айтилишини катъий ёдда тутиш ке
рак. Хусусан, номаълум х ни манфий ёки каср курсаткичлар
билан уз ичига олган купзадларни,  масалан, 2л:2 — — +  3, ёкиX

1_
ax~s +  bx~2 +  с х -1+<2  +  ex  +  f x 2, ёки х 2 +  1 ларни купзадлар
деб зисобламаймиз.  Купзадларни кискача ёзиш у ч у н / ( х ) ,  g(x),  
<р(х) ва зоказо символлардан фойдаланилади.

Агар / ( х )  ва g(x)  купзадларда номаълумнинг бир хил да
ражалари олдидаги коэффициентлар тенг булса, бу к у п з а д 
лар тенг (ёки айнан тенг) деб зисобланади.  Жумладан ,  зеч  
булмаганда битта коэффициента нолдан фаркли булган ку пзад  
нолга тенг булиши мумкин эмас, шунинг учун /г-даражали 
тенгламаларнинг ( 1) ёзувидаги тенглик белгисини зо зи р  ашщ-- 
ланган купзадлар тенглигига зеч  цандай алокаси йук- Куп- 
задларни богловчи „ =  “ белгисини бундан буён бу к у п з а д 
ларнинг айнан тенглиги маъносида тушуниш керак.

Шундай цилиб, /г-даражали (2) купзадга  узининга0, аи . .. ,ап 
(бу ерда а0фО) коэффициентлари билан тула аникланадиган 
бирорта формал ифода деб караш керак.  Бу сузларнинг аник 
маъноси анча кейин, 10- бобда очиб берилади. Купзаднинг (2) 
куринишдаги, яъни х  н о м а ъ л у м  д а р а ж а л а р и  н и н г  ка -  
м а й и б  б о р и ш  т а р т и б и  куринишдаги ёзувидан ташками 
яна бошка ёзувлари зам булиши мумкинлигини айтиб утайлик. 
Улар (2) дан кушилувчиларнинг Уринларини алмаштириш ёр 
дамида зосил килинади, масалан, н о м а ъ л у м н и н г  у с и б 
б о р у в ч и  д а р а ж а л а р и  б у й и ч а  ёзув бунга мисол були- 
ши' мумкин.

Албатта, (2) купзадга математик анализ нуктаи назаридан 
зам караш мумкин, яъни уни комплекс Узгарувчи а: нинг ком
плекс функцияси деб зисоблаш мумкин. Бирок шуни назарда 
тутиш керакки, и к к и т а  ф у н к ц и я н и н г  к и й м а т л а р и х  
у з г а р у в ч и н и н г б а р ч а  к и й м а т л а р и д а  т е н г  б у л г а н  
з о л д а г и н а ,  б у  ф у н к ц и  я л а р  т е  н г  д е б  з  и с о  б л а н а д  и. 
Юкорида келтирилган формал алгебраик маънода узаро  тенг 
булган иккита купзад х  нинг функциялари сифатида зам уза- 
ро тенг булишлари равшан. Бунинг акси 24-§ да исбот кили 
нади. Бу айтилганлардан кейин коэффициентлари сонлардак 
иборат булган купзад тушунчасига алгебраик ва назарий функ-
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ционал нуцтаи назарлар тенг кучли булиб цолади, шундай 
булса-да,  зозирча з ар  гал купзад тушунчасига цандай 
маъно берилаётганлигини курсатишимиз керак.  Ушбу па- 
раграфда ва келгуси икки параграфда ку п з а д  тушунчасига 
формал-алгебраик ифода сифатида цараймиз.

Исталган п натурал сон учун я-даражали  купдад мавжуд 
булиши тушунарли. Мумкин булган ана шундай барча кун- 
задларни цэрар эканмиз, биринчи, иккинчи, учинчи ва зоказо 
даражали  купзадлардан булак,  нолинки даражали куп^ад- 
ларга,  яъни н о л д а н  ф а р ц л и  к о м п л е к с  сонларга зам дуч 
келамиз.  Ноль сони зам ку пзад  деб зисобланади; у даражаси 
аницланмаган ягона купзаддир.

Хозир коэффициентлари комплекс сонлардан иборат булган 
к у п з ад л ар  учун цушиш ва купайтириш амалларини аницламмнз. 
Бу амаллар уцувчига элементар алгебра курсидан маълум 
булган зациций коэффициентли купзадлар устида бажарила- 
диган амаллар сингари киритилади.

Агар комплекс коэффициентли / ( х ) ва q(x)  купзадлар бе
рилган булиб, улар цулайлик учун х  нинг усиб борувчи дара
жалари буйича ёзилган булса:

Д х )  =  а0 +  atx  +  а%х2 +  . . .  - f  a n_ Yx n ~ 1 +  а„хп, ап =£0 , 
?(-*) =  b0 4- btx  4 - . . .  - f  bs - + bsx s ,bs 4= 0

ва, масалан, n >  s булса,  у золда уларнинг йигиндиси деб 
цуйидаги

f ( x )  +  q(x)  =  с0 4- схх  +  . . .  +  cn- i x n~l 4 - спх п

ку п за д га  айтилади. Бу купзаднинг коэффициентлари f [x)  вл 
q(x)  купзадларнинг номаълумнинг бир хил даражалари олдида 
турган коэффициентларининг йигиндисига тенг, яъни

ct = a,-\-bl t  I =  0 ,1, ( 3 )

шу билан бирга n > s  булганда bs+i, bs+2, . bn коэффи- 
циентларни нолга тенг деб зисоблаш керак.  Агар п >  s булса, 
йигиндининг даражаси п га тенг булади, бироц и =  s да у га- 
содифан п дан кичик булиб цолиши мумкин, чунончи Ьп =  —ап 
булган золда шундай булади.

f (x)  ва q(x) купзадларнинг купайтмаси  деб ушбу

f {x)  ■ q(x)  =  da 4 - diX + . . .  4- d„+s~i x n s- 1 4- dn+sx n+s

кУпзадга айтилади. Унинг коэффициентлари цуйидягича аннц- 
ланади:

-  2  a h bi> t =  0,1 ........... п 4 - s -  1, / М  s, (4)
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яъни dt коэффициент f (x)  ва q(x)  купдадларнинг индекслари 
й и р и н д и с и  i га тенг булган коэффициентларининг купайтмаси 
ва барча бундай купайтмаларнинг йигиндисига тенг; хусусан, 
d0 =  а0Ь0 , d s =  а0Ьх +  и,&0 , • • • .  cl„+s =  a,bs. Охирги тенгликдан 
dn+зФ 0  тенглик келиб чикади, шунинг учун иккита купдад 
купайтмасининг даражаси бу купдадлар даражаларининг 
йигиндисига тенг.

Бу ердан, нолдан фарцли купдадларнинг купайтмаси %еч 
цачон нолга тенг булмаслиги келиб чикади.

Купдадлар учун киритилган амаллар кандай хоссаларга  эга? 
К у ш и  ш н и н г  к о м м у т а т и в л и к  в а  а с с о ц и а т и в л и г и  
бу хоссаларнинг сонларни кушиш учун туррилигидан дарлол 
келиб чикади, чунки номаълумнинг лар бир даражаси  олдида- 
ги коэффициентлар алолида-ало^ида кушилади.  А й и р и ш  
амали лам бажарилар экан: н о л ь  ролини купдадлар каторига 
киритилган ноль сони уйнайди, юкорида ёзилган f {x)  куплад 
учун эса к а р а м а - к а р ш и  куплад  куйидагича булади:

-  f (x)  =  — а0 — ахх  — . . .  — ап- i-*"-1 — апх п.

К у п а й т и р и ш  н и н г  к о м м у т а т и в л и г и  сонларни ку- 
пайтиришнинг коммутативлигидан ва куп^адларни купайти- 
ришга берилган таърифда лар иккала f (x)  ва q{x) купайтувчи
ларнинг коэффициентлари бутунлай тенг ЛУКУК билан олиниш 
фактидан келиб чикади. Купайтиришнинг а с с  о ц и а т и  в л и г и 
куйидагича исботланади: агар юкорида ёзилган / ( х )  ва g(x)  
дан ташкари яна

h(x) = с0 - f  ctx  +  . . .  - f  ct- \ x ' - 1 -f- ct x*, с( фО

кУп^ад лам берилган булса, у лолда [ / (* )  £(.*)] Н(х) купайт- 
мада х 1, i =  0 , i, . . . ,  п +  s -f- t олдидаги коэффициент булиб,

сон, f ( x) [g(x)  h(x)\ купайтмада эса юкоридаги сонга те нгбул-  
гаи

?он хизмат килади.
Цилоят,  д и с т р и б у т и в л и к  к о н у н и н и н г  уринли вкан- 

лиги

4:
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тенглйкдан келиб ч и к а д и ,  чунки бу тенгликнинг чап томони 
л* нинг [t(x)  +  ^(л ) ]  h(x)  купзаддаги коэффициенти булиб, 
унинг унг томони эса уша даражали номаълумнинг,  яъни х г 
нинг /(к) h(x)  +  q(x) /г(х) купзаддаги коэффициентидир.

Купзадларни купайтиришда б и р р о л и н и  нолинчи даража
ли купдад деб царалувчи 1 сони уйнашини айтиб угайлик. 
Иккинчи томондан, / ( х )  нолинчи даражали купдад булган
да ва фацат шундагина, тескари купдад f ~ \ x ) га эга булиб,

/ ( • * ) / - 1(jc) -  1 (5)
булади. Хакикатан зам,  Д х )  нолдан фаркли а сондан иборат 
булса,  у золда я -1 сон унинг учун тескари купзад булади. 
Агар f ( x ) нинг даражаси п >  1 булиб, f ~ ' ( x )  купдад мавжуд 
булганда эди, у золда (5) тенгликнинг чап томони даражаси 
п дан кичик булмаган бир пайтда, шу тенгликнинг унг томо- 
нида нолинчи даражали купзад турган булар эди.

Бу  ердан келиб чикадики, купзадларни купайтиришга 
тескари булган а м а л  — булиш амали мавжуд эмас. Шу жи- 
затдан комплекс коэффициентли барча купзадлар замма бутун 
сонлар системасини эслатади. Бу ухшашлик яна шундан зам 
куринадики,  купзацлар учун зам бутун сонлар сингари к о л -  
д и ^ л и  б у л и ш  а л г о р и т м и  мавжуддир. Бу алгоритм заки
кий коэффициентли купзадлар булган зо л  учун китобхонга 
элементар алгебра курсиданок маълум. Бирок комплекс коэф
фициентли купзадлар булган золни текшираётганлигимиз учун 
шуларга  тегишли барча таърифларни беришимиз ва исботлар- 
ни келтиришимиз зарур.

Ихтиёрий f {x)  ва g(x)  купдадлар учун шундай q{x)" ва 
г{х) купдадлар топиш мумкинки, ушбу

f i x)  =  g(x)q(x )+ r(x)  (6 )
тенглик уринли булиб, бунда г(х) нинг даражаси g(x) нинг 
даражасидан кичик ёки г(х) =  0 булади. Бу шартни цаноат- 
лантирувчи q(x) ва г(х) купдадлар бир цийматли анщ ла-  
нади.

Дастлаб теореманинг иккинчи кисмини исбот киламиз. Ай- 
тайлик,

f (x)  =  g( x ) q  (х)+Т{х)  (7)

тенгликни каноатлантирувчи q(x)  ва г(х)  купзадлар зам мав
ж у д  булсин, шу билан бирга г(х)  нинг даражаси яна g(x)  нинг 
даражасидан кичик булсин1*. (6 ) ва (7) тенгликларнинг унг то- 
монларини бир-бирига тенглаб,  топамиз:

_______  g(x>[q{x) — ?(х)] =  г(х)  -  г(х).

1) Еки  г{х)  = 10. Б у н дан  буен  бу долин айгиб утилмайдн.



Бу тенглик унг томонининг даражаси g(x)  нинг даражасидан 
кичик, чап томонининг даражаси эса q(x)  — q(x) Ф 0 булганда 
g х)  нинг даражасидан катта ёки унга тенг булар эди. Шунинг 
у.чун q(x) — q (х) =  0 , яъни q(x)  =  q{x) булиши керак,  у з о л 
да г(х) = г(х)  булади. Шуни исботлаш талаб этилган эди.

Теореманинг биринчи цисмини исботлашга утамиз. f ( x )  ва 
g (x )  купзадларнинг даражалари мос равишда п ва s булсин. 
Агар п <  s булса, у золда q(x)  =  0 , г(х) — /(х)  дейиш мум
кин. Агар п >  s булса, у золда элементар алгебрада номаъ- 
лум даражаларининг камайиб бориш тартибида жойлашган з а 
циций коэффициентли купзадларни булиш цандай бажарилган 
булса, шундай усулдан фойдаланамиз.

/ ( л )  =  о0 кп +  atxn- 1 + . .  . +  an-\X  +  an, a0 ф О, 
g( х) =  b0x s +  +  . .  . +  b5- i x  +  bs, b04=0

берилган булсин.

t (x)  — ^ x " - s g(x)  =  fi(x)  (8)
bo

деб фараз цилиб, даражаси п дан кичик булган купзадни  3 0 - 
сил циламиз. Бу даражани я, о р ц а л ^  / , ( х )  купзаднинг юцо
ри задшш эса а 10 орцали белгилаймиз.  Сунгра зали зам  n^>s  
булса,

t i ( x ) — * i x * - ag ( x ) = f i ( x )  (8j)
0̂

деб фараз циламиз. / 2(А:)кУп ^аАнинг даражасини п2 орцали, 
юцори задини эса а20 орцали белгилаймиз.  Сунгра

t i { x ) - ^ r x n̂ ~s g { x ) = f M  (8 2)
0

деб фараз циламиз ва зоказо.
t 2( ’с). . . купзадларнинг даражалари камайиб борган- 

лиги (п >  /г, >  /г2 >  . . .) сабабли, чекли сондаги цадамдан супг, 
пк даражаси s дан кичик булган шундай f k(x) купзадга  кела- 
мизки,

/к_ Лх)  _  ^ ± 0  x n* ' l~ S g { x )  =  fk ( x )  (3 * - i)
bo

булиб, юцоридаги процесс ана шу ерда тухтайди. Энди (3), 
(81), . . . ,  ( ,8 * _ i)  тенгликларни цушиб,

Д х )  -  ( 2? л » - '  +  afx"> ~ s +  . . . +  / * " 1 ~  * W (х )  =  /*(.«)
\  Ь0 Ь0 Ь0 /
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ни лосил циламиз, яъни

куп дад ла р лакикатан лам (6 ) тенгликни каноатлантиради, шу 
билан бирга г ( х ) нинг даражаси g(x)  нинг даражасидан ла* 
кикатан лам кичик.
q(x)  купдад f (x)  ни g(x)  га булишдан чиккан булинма, 
г(х)  эса бу булишдан лосил булган цолдиц деб аталишини 
эслатиб утайлик.

I-^олдикли булишнинг куриб чицилган алгоритмидан, агар 
f ( x)  ва g(x)  лар зациций коэффициентли купдадлар булса , 
у цолда барча / t (x) ,  f t {x), . . . купдадларнинг коэффициент
ла р и , шу сабабли булинма q{x) нинг х,ам, цолдиц г(х нинг 
%ам коэффициентлари %ациций булишлиги  осонгина келиб 
чикади.

21-§. Булув чи лар .  Энг катта умумий булувчи

Комплекс коэффициентли нолга тенг булмаган /(**■) па 
<р(л) купдадлар берилган булсин. Агар 1{х) ни <р(х) га булиш
дан чиккан колдик нолга тенг булса, яъни бошкача айпанда,  
f {x)  купдад  <р(л) га булинса (ёки цолдицсиз булинса), у л о л 
да <?(х) куплад f ( x)  нинг булувчиси дейилади.

тенгликни цаноатлантирувчи  <]>(л) купдад мавжуд булган
да ва фацат шундагина , у(х) купдад }{х) нинг булувчиси 
булади.

Хакикатан лам, агар <p(x) куплад f ( x)  учун булувчи бул
са, у лолда ф(х) сифатида f ( x j ни <р(х) га булишдан чиккан 
булинмани олиш керак.  Аксинча, (1) тенгликни каноатланти- 
рувчи ф(х) куплад мавжуд  булсин дейлик. Аввалги параграфда

тенгликни каноатлантирувчи q(x)  ва г(х)  купладларнинг ягона- 
лигидан ва г(х) нинг даражаси <р(х) нинг даражасидан кичик 
деган  шартга кура,  мазкур л°лда t ( x )  ни v ( x  га булишдан 
чиккан  булинма ^(х)  га тенг, колдик эса нолга тенг.

Равшанки,  агар (1) тенглик уринли булса у лолда <Ь(х) лам 
f ( x )  учун булувчи булади. Сунгра ср (х) нинг даражаси 
/ ( х )  никидан юкори булмаслиги равшан.

Шуни кайд килиб утайликки, агар f { x ) куплад ва унинг 
булувчиси <р(х) иккаласи рационал ёки лакикий коэффициенг- 
ларга  эга булсалар,  у л 0 ЛДа 'К-*) купдад лам рационал ёки

Ушбу
f ( x)  =  <р(х) ф(АГ) П)

t ( X‘ =  <f(x)q(x) +  п х )
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мос равишда, '  закикий коэффициентларга эга булади, чунки у 
булиш алгоритми ёрдамида изланяпги. Албатта, рационал ёки 
закикий коэффициентли купзад шундай булувчиларга эга бу
лиши мумкинки, уларнинг замма коэффициентлари зам рацио
нал ёки, мос равишда, закикий булавермайди. Бунга куйида
ги тенглик мисол булади:

х 2 +  1 =  (х — i) (х +  г).

Купзадлар булинишининг келгусида жуда куп татбиклаода 
керак буладиган баъзи бир асосий .хоссаларини келтирамиз

1. Агар f (x)  купдад §(л)  га баланса , g(x) эса h(x) га бу- 
\ ли  не а , у холда  / ( х ) хам h{x) га булинади.

Хакикатан зам, шартга кура f (x)  =  g(x)  ср(л-) ва g ( x )  =  
=  h(x)  Ц>(л:), шунинг учун f (x)  =  h(x)  [&(.*)<?(*)]. 

г II. Агар f  (х) ва g  (х) купдадлар у (х) ' га булинса,у хол-  
I да уларнинг йигиндиси ва айирмаси хам  ср (*) га булинади. 
I  Хакикатан зам f  (л) =  <р (х) ф (х) ва g  (х) == ср (л:) у (х)  тенг

ликлардан f  (х)  ±  g ( x )  — (р (х) [<)> (л:) ±  х (л)]  келиб чикади.
I III. Агар } (х) купдад у {х) га булинса, у холда 1 (х) нинг 

ихтиёрий g  (я) куп^адга купайтмаси %ам ср (х) га булинади.
Дарзакикат,  агар / ( * )  =  ср {х) $ (х) булса, у золда f ( x ) g { x ) =  

<р (-*•) №(•*)£ (•*)] булади.
II ва III дан куйидаги хосса келиб чикади:
IV. Агар f x{x), / 3{х), . . .  , f k {x) купдадларнинг х,ар бири 

ср (х) га булинса, у холда

1\ ( * )  Si (х) +  / а ( a : )  gt (х) +  . . .  +  Д  (х) g„ (х)
купдад %ам ср(х) га булинади, бу ерда g x (х), g 2 (л:), . . . ,  
. .  . , gb(x)  — ихтиёрий купхадлар.

V. J(ap цандай / (х )к у п х а д  исталган нолинчи даражали  
купхадга булинади.

Дарзакикат,  агар /  (х) — а^кп +  ахкп~' +  . . .  +  «„ булиб,  с 
эса нолга тенг булмаган ихтиёрий сон б^лса, яъни нолинчи 
даражали ихтиёрий купзад булса, у золда

} { х ) = с [ а-±хп +  а± х * - ' +  . . .  + - ) •
\ С С С I

VI. Агар 1 (х) купхад ср (л) га булинса, у холда f  (х) куп- 
хад с?(х)  га хам булинади, бу ерда с—нолдан фарцли ихт и
ёрий сон.

Дарзакикат,  f ( x )  =  <р (х) ф (л) тенглйкдан /  (х) — [сер (л)] X 
X [с—1ф (а-) ] тенглик келиб чикади.

VII. с / ( х )  (с Ф 0) купхадлар ва фацат шуларгина, f ( x )  
купхаднинг даражалари /  (х) ники билан бир х и л  булган 
булуачилари булади.
10—3919
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Дарлакикат, f i x)  -  с~1[ с / ( х ) ] ,  яъни f ( x )  куплад с /  (х)  га 
булинади.

Иккинчи томондан, агар / ( * )  куплад 9 (л) га булинса, шу 
билан бирга f ( x )  ва <? (х)  ларнинг даражалари бир хил бул
са, у лолда /  (х) ни ср(х) га булишдан чиккан булинманинг 
даражаси нолга тенг булиши керак, яъни f  {х) = d <.р (л),  й ф О ,  
бундан ср (х) =  с М / (•*).

Бу ердан куйидаги хосса келиб чикади:
VIII. g ( x )  = c f ( x )  \с Ф 0) булганда ва фацат шундагина, 

f ( x ) , g ( x )  купдадлар бир вацтда бир-бирларига булинади- 
лар.

Нилоят,  VIII ва I дан ушбу хосса келиб чикади:
IX. /  (х) ва с f  (х) (бу ерда сфО)  купзадлардан бирининг 

х;ар цандай булувчиси иккинчи купдад учун %ам булувчи 
булади.

ЭнГ 'катта  ум умий  булувчи. Ихтиёрий f ( x )  ва g (х)  куп- 
Ладлар берилган булсин-. Агар <р (х) куплад /  (х)  ва g (х) куп- 
ладларнинг лар кайсиси учун булувчи булса, у лолда ср (х) бу 
купладларнинг умумий булувчиси дейилади. V хоссадан (юко- 
рига каранг) f i x )  ва g{x) купладларнинг умумий булувчила
ри каторига барча нолинчи даражали купладлар лам кириши 
келиб чикади. Агар бу иккала купладнинг бошка умумий б у 
лувчилари булмаса,  улар узаро туб дейилади.

Умумий лолда /  (х) ва g (х) купладлар х  га боглик булган 
булувчиларга  эга булиши мумкии; лозир бу купладларнинг 
энг катта  умумий булувчиси тушунчасини киритамиз.

f  (х)  ва g  (х) купладларнинг энг катта умумий булувчиси 
уларнинг энг юкори даражали  умумий булувчисидир деб таъ- 
рифлаш нокулай бУлиб чикар эди. Чунки бир томондан биз 
лозирча f  (х) ва g (х)  купладлар бир-биридан нолинчи дара
жали купайтувчилари билангина эмас, балки бошка купайтув
чилари билан лам фарк киладиган купгина турли хил энг кат
та умумий булувчиларга эга буладими, йукмилигини, яъни бу 
таъриф жуда лам куп ноашщликка эга булишбулмаслигини 
билмаймиз.  Иккинчи томондан, укувчи элементар арифметика- 
да бутун сонларнинг энг катта умумий булувчисини топиш 
масаласи билан танишган ва 12 ламда 18 сонларининг энгкат-  
та умумий булувчиси 6 , бу сонларнинг умумий булувчилари 
ичида факат энг каттаси булибгина колмай, латто уларнинг 
ихтиёрий бошка бир умумий бУлувчисига лам булинишини би- 
лади;  лакикатЗн лам, 12 ва 18 сонларининг бошка умумий бу
лувчилари куйидаги сонлар булади: 1, 2 ,3 ,  — 1, —2 , —3 , —б.

Ш у  сабабли купладлар  булган лол у.чун куйидаги таъриф- 
ии кабул  киламиз:

Нолдан фаркли f  (х) ва g (х) купладларнинг энг катта 
умумий. булувчиси деб шундай d (х) купладга айтиладики, у
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берилган купзадларнинг умумий булувчиси булиши билан 
бирга узи зам бу купзадларнинг исталган бошца бир умумий 
булувчисига булинади. /  (х) ва g  (л:) купзадларнинг умумий 
булувчиси ( f  ( х ), g (х)) символ орцали белгиланади.

Бу таъриф ихтиёрий f  (х) ва g (х) купзадлар учун энг катта 
умумий булувчи мавжудми ёки йуцми деган саволни очиц цол- 
диради.  Куйида ана шу саволга ижобий жавоб берилади.  Шу 
билан бирга берилган купзадларнинг энг катта умумий булувчи- 
сини амалда топиш усули зам берилади. Табиийки, бутун сонлар* 
нинг энг катта умумий булувчисини одатдаги топиш усулини 
бу ерда татбиц цила олмаймиз, чунки зозирча купзадларга 

I нисбатан бутун сонларни туб купайтувчилар купайтмасига 
ёйишга ухш аш .усулни цуллана олмаймиз.  Бироц бутун сон
лар учун кетма-кет булиш алгоритма  ёки Евклид алгорит- 

" ми деб аталувчи бошца бир усул  мавжуд; ана шу усулни ку п
задлар учун за м  бемалол цуллаш мумкин.

КУпзадлар учун Евклид алгоритми цуйидагидан иборат. 
f ( x )  ва g (х)  купдадлар берилган булсин. /  ( а )  н и  g (л)  га бу- 
ламиз ва, умуман айтганда, бирор rt (x)  цолдицни зосил ци
ламиз. Сунгра g ( x )  ни r t (х) га буламиз ва г2(х) цолдицни 
зосил циламиз, r t (х)  ни г2 (х)  га бУламиз ва зоказо.  Колдиц- 
ларнинг даражалари доимо пасайиб борганлиги сабабли, кет- 

I ма-кет булищнинг бу занжирида шундай жойга келишимиз 
! керакки,  уша ерда булиш цолдицсиз бажарилади ва шунинг 

учун процесс тухтайди. f ( x )  ва g  [х) купдадларнинг энг кат
та умумий булувчиси шундай rh (х)  цолдиц буладики , ундан 
олдин келувчи /-A_t (х) цолдиц бу цолдицца бутун (цолдиц
сиз) булинади.

Буни исботлаш учун юцоридаги абзацда баён цилинганлар- 
ни тенгликларнинг цуйидаги занжири куринишида ёзамиз:

f ( x ) = g { x ) q t (xi +  rtXx),  
j g  (х) =  /*i (х) qt (х) +  гj (х),
I ri (x) =  r2(x)qa{x) +  rB(x),\ ......................................  (2)

(*) «= rk- 2 (х)  qk_ t (*)  +  rh. , (х) ,  
г„.г (х) =  (х) q„ (х)  +  rk (х),
гь i W = ^ W ? » + i ( 4

Охирги тенглик rk (я) цолдиц rh- 1 (л) учун булувчи були- 
шини курсатади. Бу ердан, охиргисидан олдинги тенглнкнинг 
унг томонидаги иккала цушилувчи зам  rh(x) булиниши келиб 
чицади, шунинг учун rk (x) цолдиц г „ -2 {х) учун  зам  булув-  
чи булади. су н гр а  шу йул билан юцорига кутарила бориб, 
г„(х) цолдиц / •*- ,(*) ,  . . . .  г3(х),  г,  (х) лар учун зам булув- 
чи эканлигини зосил киламиз. Бу ердан, иккинчи туигликка
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кура гк (х) колдик g (х) учун зам, шу сабабли биринчи тенг
ликка кура t  (х) учун ^ам булувчи эканлиги келиб чикади. 
Шундай килиб, гк (х) колдик /  (х) ва g  (х)  лар учун умумий 
булувчи булади.

Энди /  (х) ва g (х) купдадларнинг ихтиёрий умумий бу
лувчиси <р(х) ни олайлик. (2 ) даги биринчи тенгликнинг 
чап томони ва унг томонидаги биринчи кушилувчи <р (х) га 
булинганлиги сабабли гх (х) зам ср (х) га булинади. Иккинчи 
ва кейинги тенгликларга утиб, худди шундай усул билан, 
г2{х), г 3 х) . . . купдадлар зам <? (х) га булинишини курамиз 
Низоят,  агар гк- 2(х) ва r fe_ t (jc) лар ср (х) га булиниши исбог 
килинган булса, у золда охиргисидан олдинги тенглйкдан 
гк (х)  купзад  ср (х) га булинишини курамиз. Шундай килиб, гк (х) 
закикатан зам f ( x )  ва g{x)  лар учун энг катта умумий бу
лувчи булар экан.

Шундай килиб, иккита купзад энг катта умумий булувчига 
эга булишини исботладик ва уни топиш усулини зосил кил- 
дик. Бу усу л, агар f  (х) ва g  (х) купхадларнинг хар иккаласи ра
ционал ёки хациций коэффициентларга эга булса, у холда 
уларнинг энг катта умумий булувчисининг коэффициент
лари хам рационал ёки мос равишда, хациций булишини кур- 
сатади. Аммо бу купзадларнинг шундай булувчилари зам 
мавжуд булиши мумкинки, уларнинг замма коэффициентлари 
зам рационал (закикий) булавермайди, албатта. Масалан, коэф- 
фициенглари рационал булган

/  {к) =  л 3 — З х 2 -  2х + 6 , g х)  == х а +  к2 -  2х  —2
купзадларнинг энг катта умумий булувчиси рационал коэффи
циентли х '1 — 2 купзаддан иборат булиши билан бир каторда, 
берилган купзадларнинг коэффициентларининг баъзилари ра
ционал булмаган умумий булувчиси х  — У 2 зам мавжуд.

Агар d( x )  купзад  f { x )  ва g(x)  ларнинг энг катта умумий 
булувчиси булса, у  золда VIII ва IX хоссаларнинг (юцорига 
каранг) курсатишича, бу купзадларнинг энг катта умумий бу
лувчиси сифатида cdx  (бу ерда с—нолдан фаркли ихтиёрий 
сон) купзадни зам олиш мумкин. Бошкача суз билан айтган- 
да, иккита купхаднинг энг катта булувчиси нолинчи да
ражали купайтувчи анщлигидагинааницланган. Шу сабабли, 
и к к и т а  к у п з а д н и н г  э н г  к а т т а  у м у м и й  б у л у в ч и -  
с и и и ю к о р и  к о э ф ф и ц и е н т и  з а р  д о и м  б и р г а  т е н г  
б у л а д и  деб шартлашиб олиш мумкин. Бу шартлашувдан 
фойдаланиб, куйидаги хулосани чикариш мумкин: иккита куп- 
хаднинг энг катта умумий булувчиси бирга тенг булганда 
ва фацат шундагина, бу купхадлар узаро туб булади, Ха
кикатан зам,  узаро туб булган иккита купдаднинг энг катта 
умумий булувчиси сифатида нолдан фаркли исталган сонни



21- §. БУЛУВЧИ ЛАР. ЭНГ КАТТА УМУМИЙ БУЛУВЧИ 149

олиш мумкин, бирок уни тескари элементга купайтириб, бирни 
лосил киламиз.

М и с о л. У ш б у
f ( x )  =  x l + 3 х * - х *  — 4 х - 3 ,  g ( x )=*  3 x 3 +  10*3 +  2 * - 3

к уп д а д л а рн и н г  энг  катта  умумий булувчисини  топинг.
К о э ф ф и ц и е н т л а р и  бутун сонл ардан  нборат к у п а д л а р г а  Е вк л ид  алгорит- 

минн к у л л а р  эканм из ,  к а с р  к о э ф ф и ц и ен тл а р  билан нш  к у р м а с л и к  учун  
бу л и н у в ч и н и  нолдан фаркли исталган  сонга к упай тириш  ёки  булувчини  кис- 
к а р т и р и ш  мумкин. Буни кетм а-кет  булиш нинг б и р о р  п айтндангнна  эмас, ба л 
ки бул и ш  процесси  давомида  лам а м а л га  о ш ириш  м ум кин.  А л ба тта ,  бу бу- 
ли нм ага  т а ъ с и р  килмай колмайди, б и рок  бизни к и зи к т и р а д и га н  кол дик л ар  
ф а к а т  нолинчи дар а ж а ли  бирорта  к у п ай ту в чи гаги н а  у з г а р а д и л а р ,  бунга  эса, 
м а ъ л у м к и ,  энг катта  умумий бул увч ини  тониш да йул к у й и ш  м умкин.  А ввал  
Д х )  ни 3 га купайтириб  олиб, / (л)  ни g  (к) г а б у л а м и з :

З *1 -)- 9 х 3 — З х а — 12* — 9 
Зд;4 +  10«с3 4- 2 х 2 — Зх

З х 3 +  10а 2 + 2х  -  3

х +  1
— *3 — 5л:3 — 9 х  — 9 

( — З г а  купайтирам из)
З х 3 +  15 * ! +  27*  +  27 
Зл :» +  1 0 х 2 +  2х  -  3

5 х * +  25*  +  3 0 ‘

Ш у н д а й  килиб, 5 га ки ск а рти р га н дан  сунг биринчи  к о л д и к  r i ( x ) '  
= х* -|- 5 л  +  6 булади. g  (* )  ни у н га  буламиз:

З *3 +  Юл-3 +  Чх — 3 
З х 3 +  15л:2 +  18*

— 5л:3 — 16л: — 3
— 5 х 3 — 25л: — 30

*3 +  5 *  +  6 

3 * - 5 ~

9 л +  27.

Д емак ,  иккинчи колдик 9 га к и с к а р ти р и л га н д а н  сунг, r t (x)  =» х  +  3 бул ади .  
/"i (* )  =  r s (л )  (х  г  2) булгани учун  г 2 (* )  бу к ол д и к ка  ундан  олдин  к е л у в -  
чи к ол ди к  бутун  булинаднган суигги  колдикдир .  Б и н о б а р и н ,  у  и з л а н а ё т га н  
энг ка т т а  ум ум ий булувчидир:

i f { x ) , g ( x ) )  = х  +  3.

Евклид алгоритмидан фойдаланиб, куйидаги т е о р е м а н и  
исбот киламиз:

Агар d (х) купдад /  (х) ва g (х) ларнинг энг катта уму- 
мий булувчиси булса, у х;олда шундай. и (л) ва v  (л)  купдад- 
ларни топиш мумкинки,

f ( x ) u  (л) +  g ( x ) v ( x )  = d ( x )  (3)

булади. Бунда агар f  (х) ва g ( x )  купдадларнинг даража- 
лари нолдан катта булса, у %олда и (х) нинг даражаси 
g (х) нинг даражасидан кичик деб, v (X) нинг даражаси эса 
/  (х) нинг даражасидан кичик деб %исоблаш мумкин.
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Теореманинг исботи (2) тенгликларга асосланади. Агар 
rk (х) == d  (х) эканлигини зисобга олсак ва иt (х) =* 1, v x (х ) =  
=  — дк (х) десак,  (2) нинг охиридан олдинги тенглигидан 
цуйидагини зосил киламиз:

d W  =  г* -2( х ) н > (*) -г rk - A x ) v \ ' x )
Бу ерга rh_x(x) нинг гк_г (х) ва rk_2(x) оркали ифодасини (2) 
тенгликдан келтириб цуйсак,

’ d{x)  = rk_з (х) и2 (х) +  гл_3(х) v 2 (х)

Зосил булади,  бу ерда и2 (х) — v t (х),  v 2 (х ) — чх (л:) —
— -и, (х) qk_x (х)  эканлиги равшан. (2) тенгликлар буйлаб юцо- 
рига томон заракатлана борсак, пировардида (3) тенгликка 
келамиз.

Теоремадаги иккинчи даъвони исбот цилиш учун (3) тенг
ликни цаноатлантирувчи и( х )  ва я ( х )  купзадлар топилган, 
бирок масалан, и(к)  н и н г  даражаси g  (х) нинг даражасидан 
кагта ёки унга тенг деб фараз киламиз. и (х) ни g  (х)  га б у 
ламиз:

и (х)  =  g  (х) q (л) +  г (х),

(бу ерда г ( х )  нинг даражаси g  (х) нинг даражасидан кичик) 
ва бу нфодани (3) га кУямиз. Куйидаги тенгликни зосил ци
ламиз:

/  (х) г (х) +  g  (х)  [v  (х)  +  / ( л )  q (х)] *  rf (х) .

/(аг) ёнида турган купайтувчининг даражаси энди g (х)  нинг 
даражасидан кичик булади. Квадрат цавс ичида турган куп- 
заднинг даражаси уз навбатида f (х) нинг даражасидан кичик 
булади,  чунки акс золда чап томондаги иккинчи цушилувчи- 
нинг даражаси g ( x ) f ( x )  купайтманинг даражасидан кичик 
булмас эди ва биринчи цушилувчининг даражаси бу купайтма 
даражасидан кичик булганлиги сабабли, чап томоннинг (зам- 
масининг) даражаси g  (х) /  (х) нинг даражасидан катта ёки 
унга тенг  булган булар эди. Вазоланки, фаразимизга кура 
d ( x I ку п зад  g ( x ) f ( x )  нинг даражасидан кичик даражага эга.

Теорема исбот булди. Ш у билан бирга, агар / ( х )  ва g  (х) 
купзадлар  рационал ёки закикий коэффициентларга эга булса, 
у з о л д а  (3) тенгликни каноатлантирувчи и ( х ) в а г > ( х )  купзад-  
ларни шундай танлаб олиш мумкинки, уларнинг коэффициент
лари рационал ёки мос равишда, зациций булади деган ху- 
лосани чицара оламиз.

М и с о  л. f  (х)  =  л 3 — л г +  Зх  —  10, g  (х ) •= л;3 +  Сл5 — 9дс — 14 б у л га н 
д а  (3) тен гл и кн и  цано атл ант 'иради ган  и ( к )  ва ч ( л )  ку п д а д л а рн и  топайлик.

Б у  к у п ^ а д л а р г а  Е вк л и д  а л го р и гм и н н  кУллаймиз, б и р о к  э н д и  бу  ерда 
б у л и ш  п а й т и д а  б у л и н м ал ар н и  у з г а р и ш и г а  йул  ку йиш  мумкин эмас, чунки
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бу бу л и н м ал а р  и (х)  ва f  ( t )  ларни  т о п н ш д а  и ш л ати л ад и  У ш б у  тенгл икл ар  
сис т е м а с и н и  *осил к илам из :

/ (дг)  =  g ( x )  +  ( — 7*» +  12* +  4);
/  1 54 ,  235 

g  (* )  -  ( _  7** +  12* +  4) -  х  - +  —  ( *  -  2);

-  7а:» +  12* +  4 =  ( х  -  2) ( -  1х  -  2)
Б у  ер д а н  ( / ( * ) ,  g  (* ))  =  *  -  2 ва

7 54 7 5
" < ' > - Й 5 * + ЯУ

эк ан л и ги  келиб чикади.

Хозиргина исбот килинган теоремани узаро туб купзадлар- 
га татбик этиб ушбу натижани зосил киламиз:

f ( x ) u ( x )  +  g ( x ) v ( x ) ~ = \  (4)
тенгликни цаноатлантирувяи и (х) ва о (л:) купзадларни  
топиш мумкин булганда ва фацат шу золдагина,  /  (х) ва 
g{ x )  купдадлар узаро туб булади.

Бу натижага таяниб, у з а р о  т у б  к у п з а д л а р  з а к и  д а  
б и р  н е ч а  с о д д а ,  а м м о  м у з и м  т в о р е м а л а р н и  исбот- 
лаш мумкин.

а) агар f  (х) купдад ср (х) ва ф(х)  купдадларнинг зар  би
ри билан узаро туб булса, у золда f ( x )  уларнинг купайт 
маси билан зам  узаро туб булади.

Хакикатан зам, (4) га асосан шундай и (х)  ва v  (х ) к$п- 
задлар мавжудки,

f ( x ) u ( x ) - \ - <t ( x ) v ( x )  — 1 
булади. Бу тенгликни ф(х)  -га к^пайтириб,

/  ( а : )  [и х)  ф (*)] +  [<? (х)  ф (х)] v  (х)  «  ф (х) 
ни зосил киламиз, бу ердан f { x )  ва ср(х-)ф(х) ларнинг з ар  
Кандай умумий булувчиси ty(je) учун зам булувчи булишлиги- 
келиб чикади; бирок шартга к у р а | / ( > с ) ,  ф (х)) =» 1;

б) агар / ( х )  ва g {х) купзадларнинг купайтмаси  ср (л:) га. 
булинса, аммо / ( х )  ва <о(х) узаро туб булса , у золда  g (х) 
купзад  ср (л) га булинади.

Хакикатан зам,
/ ( х ) « ( х )  +  ? (л)г>(л) =  1; 

тенгликни g( x )  га кУпайтириб, куйидагини зосил киламиз: 

[/(■*) g  (•*)] «(■*) +  ? (х) [v  (х) g  (х)] — g  (х) .
Б у  тенгликнинг чап томонидаги иккала кушилувчи <р(*) 

га булинади; бинобарин, ср(*) га # ( х )  зам булинади.
в) агар / ( х )  купзад узаро туб булган ® (л:) ва ф(Ос) куп 

задларнинг зар цайсисига булинса, у золда  /  (х) уларнинг  
купайтмасига зам булинади.
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Хакикатан лам, f  (х) =  <р (х) <р (х),  шу сабабли Унг томонда 
турган купайтма <|> (х) га булинади, Шунинг учун, б) га муво- 
фик <р(х) куплад ^ (л:) _га булинади. (лг) =  ^ (д:) ^ (л:), бу ер 
дан /"(jc) =  Icp (.v) ф (л:)] ^ (-хг).

Энг катта умумий булувчи тушунчасини ихтиёрий чекли 
сондаги купладлар системаси учун лам таркатиш мумкин: 
/1 (-О. Л  (-*"). ■ • • f s (x ) купладларнинг энг катта умумий 
булувчиси деб бу купладларнинг шундай умумий булувчиси- 
га айтиладики, у ана шу купладларнинг исталган бошка бир 
булувчисига булинади. Ихтиёрий чекли сондаги купладлар 
системаси учун энг катта умумий булувчининг мавжудлиги 
уни лисоблашга имкон берадиган ушбу т е о р е м  а д а  н келиб 
чикади: / i ( x ) , / 2 (x), f s (x)  купладларнинг энг катта уму
мий булувчиси Д ( х ) ,  / 2 (х),  . . .  / ^ ( х )  купладларнинг энг 
катга умумий булувчиси билан f s (х ) купладнинг энг катта 
умумий булувчисига тенг.

Хакикатан лам, s =  2 да теорема тугри. Ш-у сабабли уни
s — 1 учун тугри деб лисоблаймиз, яъни хусусан fx (,x)u f 2{x),

• • ч / s- i (x)  купладлар учун энг катта умумий булувчи d(x)
мавжуд эканлиги исботланган деб лисоблаймиз. d  (х)  оркали 
d(x)  па f s (x)  купладларнинг энг катта умумий булувчисиии бел 
гилаймиз. У, равшанки, берилган барча купдадлар учун у м у 
мий булувчи булади. Иккинчи томондан, бу купладларнинг 
бошка лар кандай умумий булувчиси d(x)  учун ва демак, 
d  (х) учун лам булувчи булади.

Хусусан, агар / 1 ( х ) , / 2 (х) ,  . . . ,  f s (х) купладларнинг ум у
мий булувчиси факат нолинчи даражали купладлар булса, яъни 
уларнинг энг катта умумий булувчиси 1 га тенг булса, берил
ган купладлар системаси узаро туб дейилади. Агар s >  2 бул
са, бу купладлар жуфт-жуфти билан узаро туб булмаслиги 
лам мумкин.

Масалан, /  (х)  =  х 8 — 7хг +  7х  +  15, g  (х) =  х 2 — х  — 20, 
/г (х) =  х 3 +  х 2 — 12х  купдадлар системаси узаро туб, бирок

( /  i -х), g  (*)) =  *  — 5, ( /  (х) ,  h (х)) =  х  — 3, (g(x), h(x)) =  х  +  4.

Китобхон узаро туб купладлар лакида юкорида исбот ки- 
линган а) — в) теоремаларни ихтиёрий чекли сондаги куплад
лар учун лам осонгина умумлаштириши мумкин.

22-§.  Купдадларнинг  илдизлари

Биз 20-§  да куплад тушунчасига назарий-функционал нук- 
таи назардан цараганимизда купладнинг кийматлари билан 
танишган эдик. У ерда берилган таърифни гслатамиз.
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Агар
/ ( к) =х а0х п +  «IXя- 1 + . . . + < * „  ( 1)

бирор купдад, с эса бирор сон булса, у золда Д х )  ш ш г ( 1 ) и ф о -  
дасида х  номаьлумни с сон билан алмаштириб ва курсатилган 
барча амалларни бажаргандан сунг зосил цилинадиган

Дс)  -  а0сп +  +  . . . +  ап
сон Д х )  купзаднинг х —с даги циймати дейилади.  Агар 
Д х )  =  g(x)  тенглик купзадларнинг 20- § да аницланган алгеб
раик маънодаги тенглиги булса,  у зОлда с з а р  цандай бул
ганда зам f(c) = g{c). Шунингдек,  агар

?(*) =  /(■*) +  g{x), К * )  =  f ( x )g(x )
булса,  у золда

?(с)=Дс) + g(c), Hc) = f ( c ) g ( c )
эканлигини куриш осон. Бошцача айтганда, купзадларнн 20-§ 
да аницланган цушиш ва купайтириш купзадга назарий функ
ционал нуцтаи назардан цараганда функцияларни цушиш ва 
купайтиришга айланиб, у ана шу функцияларнинг мос ций- 
матларини цушиш ёки купайтириш маъносида тушунилади.

Агар Д х )  =  0 булса, яъни купзад  ундаги номаълум Урни
га с сон цуйилганда нолга айланса, с сон Д х )  купзаднинг 
(ёки Дх )  =  0 тенгламанинг) илдизи  дейилади.  Бу тушунча 
купзадларнинг бундан олдинги параграфда урганилган були- 
ниш назариясига бутунлай тегишли эканлигини зозир  курса- 
тамиз.

Агар Д х )  купзадни биринчи даражали ихтиёрий купзадга 
(ёки бундан буён атаганимиздек,  чизицли купзадга)  булсак, 
у  золда цолдиц ё нолинчи даражали бирорта купзад,  ёки ноль 
булади,  яъни зар  золда бирорта/* сон булади. Куйидаги т е о 
р е м  а бу цолдицни, Д х )  ку пзад  х —с куринишдаги купзадга  
булинаётган золда,  булишнинг узини бажармасдан туриб то- 
пишга имкон беради.

Д х )  купзадни х  — с чизицли купзадга булишдан чиццан 
цолдиц / ( х )  купзаднинг х = с  даги циймати / ( с )  га тенг. 

Хацнцатан зам,
Д х )  - { х  — c)q(x) +  г

булсин. л: =  с да бу тенгликнинг зар иккала томонида цуйи
даги цийматларни зосил циламиз:

Дс)  = (с -  c)q(c) -1 г =  г,
бу эса теоремани исботлайди.

Бу  ердан цуйидаги жуда зам муз им н а т и ж а  келиб чи
цади: f ( x )  купзад х —с га булинганда, ва фацат шундагина, 
с сон f (x) купзаднинг илдизи булади ,
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Иккинчи томондан, агар f ( x )  биринчи даражали бирорта 
а х b купзадга  булинса, равшанки,  у х  — —j купзад га

лам, яъни х —с куринишдаги купладга лам булинади. Шундай 
килиб, / ( * )  купдаднинг илдизларини излаш унинг чизицли  
булувчиларини излашга тенг кучлидир.

Юцорида айтилганига кура,  / ( х )  купладни х  — с чизикли 
иккиладга булишнинг купладларни булишнинг умумий алго- 
ритмига Караганда анча содда куйидаги усули цизикиш туг- 
диради. Бу усул Г о р н е р  у с у л и  дейилади. Айтайлик,

/ ( х )  =  а0х п +  ахх п~х +  а2хп~2 +  . . .  +  ап (2 )
ва

f { x ) = { x - c ) q ( x ) + r  (3)
булсин, бу ерда

q(x) =  Ьйх п~1-\- bix n~'2 +  Ьгхп-*+  . . .  + Ь п-и
(3) да л:-нинг бир хил даражалари  олдидаги коэффициентлар- 
ни тенглаймиз:

а0 ^  Ь0. 
ах =  bt — cb0, 
a2 — b2 — cbit

an—i — i сЬп-ч 
a„ = r — cbn- 1.

Б у  ердан b0 =  a 0, bh =  cbk-\  +  ak, k =  1, 2 , . . . ,  n — 1 экан
лиги келиб чикади, яъни bk коэффициент ундан олдин келув- 
чи Ьк- 1 к о э ф ф и ц и е н т н и с г а  к у п а й т и р и ш  в а  м о с  ак 
к о э ф ф и ц и е н т  н и  к У ш и ш б и л а н  л о с и л  к и л и н а Д и; 
нилоят,  г =  cbn~\ +  ап, яъни f (c)  га тенглиги бизга маълум 
булган г колдик лам шу конун буйича лосил килинади. Шун
дай килиб, булинма ва колдикнинг коэффициентларини куйи
даги мисоллардаги каби схема буйича жойлашадиган бир 
хилдаги лисоблашлар ёрдамида кетма-кет лосил к илиш мум- 
ки н

1. f ( x )  =  2х ъ — х 1—  З х 8 +  х  —  3 ни х  — 3 га булииг. f ( x )  к уп дадн и нг  
к о э ф ф и ц и е н т л а р и  чизикнинг у с т и д а ,  бул и н м а  ва к олдикнинг  к е т м а - к е т  *и- 
с о б л а б  то п и л у в ч и  мос к о э ф ф и ц и ен тл а р и  чизикнинг тагида ,  ча п  ён  том онда  
э с а  с пинг б е р и л г а н  м исо л даги  ки й м ати  т у р а д и га н  ж а д в а л  т у з а м и з :

2 — 1________ —3____________ g__________ 1_________—3
3 2,3 • 1 —  1 ~  5,3 • 5 — 3 =  12,3 • 12 +  6 = 3 6 , 3  • 3 6 + 1  =  109 ,3-109— 3 =  324 '

Ш у н д а й  к и л и б ,  и зл а н а ё т га н  бул и н м а
q(x)  -  2х*  + 5*3  +  12*2 +  з е *  +  Ю9, 

к о л д и к  эса  г  =  / ( 3 )  =  324 бул ади .
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2. f ( x )  =  х* —  8* s -f  х 3 - f  4х  — 9 ни х +  1 га  б^линг .
1 — 8 1 4 —  9
1 - 9 10 —  6 - 8

Ш у н и н г  у чу н  бул и нм а
q(x)  =  д* -  9х* +  [Ох -  С, 

к о л д и к  эса  г  =  / (  — 1) — — 3 б ^ д а д и .

Горнер усулидан номаълумнинг берилган цийматида 
функциянинг цийматини тез зисоблаш учун за м  фойдала- 
ниш мумкинлиги  бу мисоллардан куриниб турибди.

Кар рал и  илдизлар.  Агар с сон / ( х ) купдаднинг илдизи 
булса,  яъни / (с) =  0 булса, бизга маълумки,  f (x)  купдад х —с 
га булинади. Шундай булиб цолиши мумкинки, f {x)  купдад 
х —с чизицли икки^аднинг фацат биринчи даражасига  эмас, 
балки унинг юцорироь; даражаларига ^ам булинади.  ХаР ^ол- 
да шундай натурал k сон топиладики, Г(х) к^п^ад  (х — с)к 
га бутун (колдицсиз) булинади, аммо {х—с)ь+1 га булинмайди. 
Шунинг учун

/ { х ) = ( х - с ) ^ [ х ) ,
бу ерда <р(лг) к^п^ад энди л; — с га булинмайди, яъни с унинг 
илдизи булмайди. k сон с илдизнинг f { x ) купзаддаги  карра- 
лилиги  дейилиб, с илдизнинг узи эса бу к^п^аднингА карра
ли илдизи  дейилади. Агар k =• 1 б^лса, с илдиз  оддий дей и
лади.

Каррали илдиз тушунчаси купдаднинг ^осиласитушунчаси 
билан чамбарчас богланган. Бирок биз коэффициентлари и х
тиёрий комплекс сонлар булган купзадларни ^рганамиз ва 
шунинг учун математик анализ курсида киритилган ^осила 
тушунчасидан бевосита фойдалана олмаймиз.  Куйида ,айтил- 
ганларни к^п^ад ^осиласининг анализ курсига боглик булм а
ган т а ъ р и ф и  деб караш керак.

Коэффициентлари ихтиёрий комплекс сонлар булган г».-да- 
ражали

f ( x ) =a 0xn + а{х п~1 +  . . .  +  ап^ х  +  а„
купдад берилган булсин. Унинг зосиласи  (ёки биринчи зоси- 
ласи) деб (п—1) -даражали

f  {х) =  na0x n~l -j- (п — 1 )dst хп~ 2 -f- . . .  2ап-гх  -f- ап—\
к^п^адга  айтилади. Нолинчи даражали к^п^аднинг ва нолнинг 
зосиласи нолга тенг деб ^исобланади.  f ( x )  куп заднинг би
ринчи зосиласидан олинган косила унинг иккинчи зосиласи  
дейилади ва f"{x)  оркали белгиланади ва зоказо,

Ушбу
/(»>(-*) =  п\ а0
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тенгликнинг тугрилиги равшан, шунинг учун f i-n+')(x) = 0 , яъни 
п-даражали купдаднинг (п +  1) -зосиласи нолга тенг.

Комплекс коэффициентли купдадлар билан иш курилаётган 
ушбу золда зосиланинг анализ курсида зациций коэ|>фициент- 
ли купдадлар учун исботланган хоссаларидан фойдалана ол
маймиз ва шу сабабли зосилага юцорида берилган таъриф- 
дангина фойдаланиб,- бу хоссаларни яна исбот цилишимиз 
керак. Бизни йигинди ва купайтма учун дифференциаллаш 
формулалари деб аталувчи цуйидаги хоссалар цизицтиради:

( / (* )  +  g(x))' =  / ' (•*) +  g ' u ) ,  (4)
</(*) • g(*)Y =f ( x ) g ' ( *)  +  f ( x )g{x) .  (5)

Бу формулаларни бевосита зисоблаш орцали текшириш 
мумкин. Бунинг учун f (x)  ва g(x)  сифатида ихтиёрий иккита 
купдад олиб, зосилага юцорида берилган таърифни цулланиш 
керак; буни китобхоннинг узига завола циламиз.

(5) формула купайтувчилар сони ихтиёрий чекли сон бул
ган зол учун зеч бир цийинчнликсиз умумлаштирилади ва шу 
сабабли одатдаги усул билан даражанинг зосиласи формуласи

( / V ) /  =  k t k- \ x ) j ' ( x )  (6 )
зам келтириб чицарилиши мумкин. Куйидаги теоремани ис- 
ботлашни олдимизга мацсад цилиб цуяйлик:

Агар с .сон /(х) купзаднинг k каррали илдизи булса, у 
Золда k >  1 булганда у / ( х )  купзаддан олинган биринчи 30- 
силанинг k —\ каррали илдизи булади; агар k =  1 булса , у 
Золда с сон f ' ( x ) учун илдиз булмайди.

Хацицатан зам,
f{x) =  (х — c)k<?(x), £ > 1  (7)

булсин, бу ерда <?(х) купза д  х  — с га энди булинмайди. (8 ) 
тенгликни дифференциаллаб,  топамиз:

f \ x )  =  (л: — с)*<?'(х) +  k{x — c)k~ \ ( x )  -  
= (х — с)*~1[(х -  с)<?'(х) -f ki (x)\ .

Квадрат цавс ичида турган йипшдининг биринчи цушилувчи- 
си х  — с га булинади, иккинчиси эса х  — с га булинмайди; 
шунинг учун бутун йигиндининг х  — с га булиниши мумкин 
эмас. f ' ( x )  ни (х —с)*-1 га булишдан чиццан булннма бир 
цийматли аницланганлигини назарда тутиб, х  — с иккизаднинг 
/ ' ( * )  к у п зад  булинадиган энг катта даражаси (х  — c)k~l экан
лигини зосил  циламиз, ана шуни исботлаш талаб цилинган 
эди.

Бу теоремани бир неча марта цулланиб, цуйидагини зосил 
циламиз: f ( x )  купзаднинг k каррали илдизи бу купзаднинг 
s -зосиласида k — s каррали булади ( & > s )  ва f(x) нинг k- 
зосиласц учун биринчи марта илдиз булмайди.
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23- §. Асосий теорема

Бундан олдинги параграфла купдадларнинг илдизлари билаи 
шурулланар эканмиз, лар цандай кугцад  лам илдизга эга бу- 
лаверадими деган савол цуймадик. Коэффициентлари лациций 
булиб, лациций илдизга эга булмаган купладлар мавжудлиги 
бизга маълум; х 2-\-1—ана шундай купладлардан бири. Хатто 
комплекс сонлар ичида л ам илдизга эга булмаган (айницса, 
агар коэффициентлари ихтиёрий комплекс сонлардан иборат 
купладлар царалаётган булса) купдадлар мавжуд деб к утиш 
мумкин. Агар шундай булиб чикцанда эди, комплекс сонлар 
системасини кенгайтиршпга тугри келар эди. Шундай булса- 
да, аслида, ушбу теорема — к о м и л е к с с о н л а р  а л г е б р  а- 
с и н и н г  а с о с и й  т е о р е м а с и  уриилидир. 

f Даражаси бирдан кичик булмаган исталган сон коэффи
циентли кар цандай купдаднинг %еч булмаганда битта, 
умумий %олда комплекс илдизи булади.

Бу теорема математиканннг энг катта ютуцларидан бири 
| лисобланади ва фаннинг хилма-хил солаларида татбиц кили

нади. Хусусан, коэффициентлари сонлардан иборат булган 
купладларнинг келгуси назариясн шу теоремага асосланган ва 
шунинг учун лам илгари (баъзида лозир лам) бу теорема 
„олий алгебранинг асосий теоремаси" яеб аталар эди. Аслида 
эса асосий теорема соф алгебраик эмас. Унинг барча исботла- 
ри (уни дастлаб XVIII асрнинг охиридаисбот цилган Гауссдан 
кейин бундай исботларжуда куплаб топилди) лациций ва комп
лекс сонларнинг топологик хоссаларидан, яъни узлуксизлик 
билан боглиц булган хоссалардан озми-купми фойдаланишга 
мажбурдир.

Куйида келтириладиган исботда комплекс коэффициентли 
f { x )  куплад комплекс Узгарувчи х  нинг комплекс функцияси 
сифатида царалади. Демак,  х  ихтиёрий комплекс цийматлар- 
ни цабул килиши мумкин, яъни бошкача айтганда, комплекс 
сонларни куришнинг 17-§ да баён цилинган усули лисобга 
олинса, х  узгарувчи комплекс текисликда узгаради.  f {x)  
функциянинг кийматлари лам комплекс сонлар булади. >^ацн- 
кий узгарувчининг лациций функцияларида эркли Узгарувчи
нинг кийматлари битта сон уцида (абсциссалар уцида),  функ
циянинг кийматлари эса бошца уцда (ординаталар укида) 
белгилангани каби, бу ерда лам функциянинг кийматлари 
комплекс текисликнинг иккинчи нусхасида белгиланади деб 
•лисоблаш мумкин.

Китобхонга математик анализ курсидан маълум булган 
функция узлуксизлигининг таърифи комплекс узгарувчининг 
функцияси учун лам сакланади, аммо таърифнинг баёнида аб
солют цийматлар модуллар билан алмаштирилади.
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Агар за р  кандай закикий сон е учун шундай мусбат заки 
кий сон 3 топиш мумкин булсаки, модули j Л | <  5 тенгсизлик- 
ни качоатлантирадиган h орттирма з ар  кандай (умуман олган- 
да, комплекс) булганда зам

! А х 0 +  Л ) - / ( * „ )  | <  •

тенгсизлик уринли б^лса, х  комплекс Узгарувчининг f { x ) 
комплекс функцияси х 0 нуцтада узлуксиз  дейилади.  Агар 
f (x)  функция узи аникланган барча х 0 нукталарда узлуксиз  бул- 

.са, яъни агар f ( x)  ку п зад  булса, унга бутун комплекс текис- 
ликда узлуксиз  функция дейилади.

f (x)  купзад  комплекс узгарувчи х  нинг узлуксиз функ- 
циясидир.

Бу теореманинг исботини математик анализ курсида кан
дай килинса, шундай олиб бориш мумкин эди, чунончи у з 
луксиз функцияларнинг йигиндиси ва купайтмаси зам у зл у к 
сиз эканлигини курсатиб ва зар  доимбиргина комплекс conrs  
тенг булган функция узлуксиз  булишини эътиборга о л и б и с -  
ботлаш мумкин эди. Бирок биз боцщача йул тутамиз.

Дастлаб теоремани хусусий золда,  чунончи f ( x)  купзад-  
нинг озод зади нолга тенг булган золда исботлаймиз,  шу 
билан .бирга / ( л )  нинг ф а к а т л :0 =  0 нуктада узлуксизлигини 
исбот киламиз Бошкача айтганда, куйидаги леммани исбот 
Киламиз (h урнига х  ёзамиз):

1- л е м м а .  Агар f ( x)  купзаднинг озод зади нолга тенг 
булса:

f (x)  =  a0x n +  at xn~l+  . . .  - f  an-ix ,

яъни / ( 0 ) «= 0  булса, у золда  зар цандай t >  0 учун шундай 
8 > 0  топиш мумкинки,  | л | < 8  тенгсизликни цаноатлан- 
тирадиган барча х  лар учун | / ( л ) | < »  булади.

Хакикатан зам,

А =  т а х ( | я 0 |, [я, | ,  . . .  , |an_i|)
булсин.

е бизга олдиндан берилган.  Агар Ь учун

• 5 =  —
А + «

ни оладиган булсак,  у талаб килинаётган шартларни каноат- 
лантиришини курсатамиз.

Хакикатан зам,

i / W K I « o l l * l "  +  | a i l  1 ^ Г +  . . .  + . | a „ _ i | | j f | <  

< А ( И *  +  l x l - * +  • • •  + ! • * ! ) .
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ЯЪНИ
I I I |я + 1

\ / {х)  | <  А —-'1 ~  I •* I ,
1 — U I

| jc| <  S ва (1) га кура 8 < 1  булганлиги сабабли

М — U |П+1 с 1*1 
1 — 1* |  1 — 1-«Г

шунинг учун

1 — д: l - о  _ I
л + .

шуни исботлаш талаб этилган зди.
Энди цуйидаги формулани келтириб чицарамиз. Коэффи

циентлари ихти?рий комплекс сонлардан иборат булган

f ( x)  =  а0х п +  а ,хп- '  +  . . . +  an-iX  +  а„
купдад берилган булсин. Ундаги х  урнига х  + h йигиндини 
(бу ерда h—иккинчи номаълум) цуямиз.  Унг томондаги хар 
бир (х  +  А)*, k < n  даражани бином формуласи буйича ёйиб 
ва h нинг бир хил даражали задларини жамлаб„ тугрилигини 
кигобхон цийинчиликсиз текшира оладиган ушбу

t{x  + h) — Цх)  +  h t \ x )  +  |  f"{x)  +  . . . + £  /<»>(*)

тенгликни зосил циламиз, яъни f {x  +  h) ни h „орттирманинг" 
даражалари  буйича ёйилмасини берадиган Тейлор формула - 
сини исбот цилган буламиз.

Энди и х т и ё р и й  / (х)  к у п з а д н и н г  и с т а л г а н  дг0 
н у ц т а д а  у з л у к с и з л и г и  цуйидагича исботланади. Тейлор 
формуласига кура

/ ( * о +  Л ) - / ( х 0) = c 1h-{-cih2+  ... +  cnhn =  <р(А),
бу ерда

Ci=*f'(x0), =  . . м Оп= ^  f w (x0).

h номаълумнинг <?(h) купзади озод зад и  булмаган кУпзад* 
дир, шунинг учун 1-леммага кура зар цандай г >  0  учун ш у н 
дай 8 > 0  топиш мумкинки, | А | <  S булганда | ? ( A j | < *  б у л а 
ди, яъни

IА *о +  Л) | -  / ( * 0)| <  «, 
шуни исботлаш талаб этилган эди.



18-§ даги (13) формулага асосланган

11 f  (xa +  К)| -  | / ( г 0)| | <  | t{xо +  h) - J ( x 0)|
тенгсизликдан ва купдаднинг лозир исботланган узлуксизли- 
гидан f (x)  купдаднинг модула \t{x) \ нинг у злу  ксиз эканлиги 
келиб чицади; бу модуль, равшанки, комплекс узгарувчи д: 
нинг манфий булмаган лациций функциясидир.

Хозир асосий теоремани исботлашда ишлатиладиган лем- 
малар исбот цилинади.

Ю ц о р и  л а д  м о д у л и  л а ц и д  а л е м м а .  Агар коэффи
циентлари ихтиёрий комплекс сонлар булган п-даражали 
(п>\)

f (x)  = а0х п +  ajA”- 1 +  . . .  - f  ап
купзад берилган булса ва агар k исталган мусбат зациций  
сон булса, у х;олда х  номаълумницг модуль буйича ет арли
ча катта цийматларида

| а 0лл | >  k \ a ix n~1 +  а2х п~2 +  . . .  + а я | (2)
щенгсизлик Уринладир, яъни юцори заднинг модули цолган 
барча задлар йигиндисининг модулидан катта, uiy билан 
бирга исталганча нарта катта булади.

Хацицатан лам, аи а2, . .  . , ап коэффициентлар модулла- 
рининг ичида энг каттаси А  булсин:

А =  т а х ( | 1, 1 а я |.......  | а л |).
У л 0лда (комплекс сонлар йигиндиси ва купайтмаси модули* 
нинг 18*§ даги хоссаларига царанг)

| о ^ " - 1 +  а2хп- 2 + . . .  -I- ап | <  | а,  11 «с I" - 1 + 1 а 2 1 v |*-* +  . . .

... + | а л | < л ( И ' ‘- ч - м п- 2 +  • • •  + 1) =  а 1г г 5 г -
I х  | >  1 деб,

_ M L _
1 A I — 1 \ x \ - i

ни лосил циламиз, бу ердан
. . I +  агкп~2 +  . . .  -f- ап | <  A —L-J——.

h i  — 1
Шундай цилиб, агар л номаълум | я | > 1  шартдан ташцари 
яна ушбу

k A  7 L7 JV < | f l 'o * ' , l =  | a o l H n1*1 I
тенгсызликни ^ам ^аноатлантирса, яъни

и > . ^ + 1  (3)
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булса, (2 ) тенгсизлик бажарилади. (3) тенгсизликнинг унг то
мони 1 дан катта булгани учун х  нинг бу тенгсизликни ца- 
ноатлантирувчи цийматларида (2) тенгсизлик бажарилади. Шу 
билан лемма исботланди.

К у п д а д  м о д у л и н и н г  у с и ш и  з а ц и д а  л е м м а .  Коэф
фициентлари комплекс , даражаси бирдан кичик булмаган 
хар цандай /(дг) купдад учун ва исталганча катта булган 
Хар цанОай мусбат хациций М сон учун шундай мусбат 
Хациций N сон топиш мумкинки, И > Л /  булганда \ ! { х ) \ >М  
булади.

Айтайлик,
f(x =  а0х" + а, л " - 1 +  . . .  +  а„ 

булскн. 18-§ даги ( 11) формулага кура

. / ( * )  I =  +  (fli*"-1 +  . . .  +  а „ ) | >  
> | а 0*"|  -  | a tx n~l +  . . .  4  ап\. (4)

k — 2 деб, юцори зад модули зацидаги лемманн цуллана- 
миз: шундай А, сон мавжудки, |д с |> /У ,  булганда

| а0хп | >  2 | ахх п~1 +  . . .  + а п \ 
булади. Бу ердан

| а,  л"-1 - + - . . .  -J- а Л 

яъни (4) га кура

| /(л:)) >  | а0хп — а0л ” =  ±  аах п\.

< 2
а 0дсл|,

1 а0\ п _  1
2 “  2

Бу тенгсизликнинг унг томони

>  ^2 == •2 м  
I «о I

булганда М  дан катта булади. Шундай килиб, | л: | >  =• 
=  шах(Л/1, Л'2) булганда | / ( х ) | > Л 1  булади.

Бу лемманинг маъноси цуйидаги геометрик иллюстрация 
ёрдамида очиб берилиши мумкин. Бизундан м а з к у р  параграф- 
да бир неча бор фойдаланамиз. Комплекс текисликнинг зар 
цайси х0 нуцтасида бутекисликка узу.нлиги (берилган Масштаб 
бирлигида) t{x)  купзаднинг шу нуцтадаги циймати модулига, 
яъни | t ( x0) | га тенг булган перпендикуляр чицарилган деб 
фараз цилайлик. Купзад модулининг юцорида исбот цилинган 
узлуксизлигига кура перпендикулярларнинг охирлари (учла- 
ри) комплекс текисликнинг тепасида жойлашган бирорта у з 
луксиз эгрп чизицли спрт ташкил этади. Купзад  модулининг
усиши зацидаги лемма бу сирт
11-3919

л ц| Усганда комплекс текис-
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ликдан борган сари узоклашиб 
боришини курсатади. Бундай узоц- 
лашиш, тушунарлики, монотон бул
майди-. 8 - раем бу сиртнинг комп
лекс текисликка перпендикуляр ва
О ну^тадан утувчи текислик билан 
кесишиш чизигини схематик тас- 
вирлайди.

Куйидаги лемма асосий теорема
нинг исботида музим роль уйнайди: 

Д а л а м б е р  л е м м а с и  Ьгар п-даражали (п^А)?(л)куп-  
Зад х. — х 0 да нолга айланмаса, / {х)ф=0 — ва шунинг учун 
I f (x о) I >  0  — у золда умуман ко <лплекс булган шундай h 
орттирма топиш мумкинки,

1 / ( *0  +  Щ < | / ( х 0)|
булади.

Тейлор формуласига кура,  зозирча h орттирма ихтиёрий 
десак,

t{xо -Ь h) =. f ( x 0) +  hf ' ( x0) -f- -■ f ' \ x 0) -f . . . +  f {n)(xo)
21 n\

булади. Шарт буйича, x 0 coii f (x)  учун илдиз эмас. Бирок 
тасодифан бу сон f ( x )  учун, шунингдек, боища баъзи бир >;о- 
силалар учун илдиз булиб колиши мумкин. х 0 илдизи булма
ган энг биринчи зосила k- косила булсин ( & > 1 ), яъни

t  (х о) = f ' ( x o) — Ч-^о) — 0> f h(x0) Ф 0 .
Бундай k мавжуд,  чунки агар а0 сон Д х )  купдаднинг юкори 
коэффициенти булса, у золда

/ м  =  п \а0 4= 0 .
Шундай килиб,

/(-*•<> +  А) =  /(-*■о) +  \  / {кК х о) 4*«I

/(*+') ( х 0), . .  ., / ( п -1) (^о) сонларнинг баъзилари нолга тенг бу- 
лиши мумкин, бироь; бу биз учун музим эмас.

Бу тенгликнинг иккала гомонини шартга кура нолдан фаркли 
булган / ( х 0) га булиб ва

М Ы  , . . . ,
с> *  Jlf(xо) ’ 1 ~  k> k +  1........... п

белгилашни киритиб,
f(x0 + h) _  , , „ Lk , л , a+i . .



ни ёки сл Ф 0 булгани учун
f (*o + h)  = ( 1  + C ^ h k) +  Ckhk / « * + .  Л +  . . .  +

/(АГ0) \  ck Ck I
ни .^осил циламиз. Модулларга утсак,

l +  l ckh . b p £ - h +  . . .  + СЧ п- к| (5)

ни лосил циламиз.
Шу пайтга цадар h орттирма тугрисида леч нарса фараз 

цилмадик. Энди h ни т а н л а б  о л а м и з ,  бунда унинг моду- 
лини ва аргументини ало^ида-алолида танлаймиз. h нинг мо
дули цуйидагича танланади:

с*+',1+  . . .  +  ^ h n~k
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Ck Ck
h нинг озод ладсиз куп>{ади булгани учун 1-леммага кура

деб оламиз^ шундай 8, топиш мумкинки, j /г | <; бул 

га н да

< ’5’ (6 )

булади. Иккинчи томондан
| А | < 82 =  рг\ск |-1

булганда
\ckh * \< \  (7)

булади.
h нинг модули

| /г | <  mln (8Ь 8г) (8 )
тенгсизлик асосида танланган деб фараз цилайлик. У лолда
(6 ) га кура ',5) тенгсизлик цуйидаги цатъий генгсизликка ай- 
ланади:

^ T ^ k l i  +  V I  +  l u , * * ! ;  О)
о) I ^

(7) шартдан кейинчалик фойдаланамиз.
h нинг аргументини танлаш учун ckhu сон манфий зациций 

сон булишлигини талаб циламиз. Бошцача айтганда,
arg {ckhn) =  arg ck + k arg h =

бу ердан
arg h =  ?-~ ^ rgcft. ( 10)

h ни бундай ганлашда ckhk сон узининг абсолют цийматидан 
ишорв буйича фарц цилади:

c„h* =  -  \c„h\
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шунинг учун (7) тенгсизликдан фойдаланиб,
11 +  ckhk | =  11 -  | ckhh\ | =  1 - |  ckh* |

ни зосил киламиз.
Шундай килиб, h ни (8 ) ва (10) шартлар асосида танлаб 

олишда (9) тенгсизлик ушбу куринишга келади:
f ( * о +  h) 

f ( *  о)
яъни

/(■*о +  h) _  \ J i M ± 4  <  j
f i x  о) I / ( * o ) l

бу ердан
| ( / ( a :0 +  A ) I < I / ( j c 0) |

келиб чикади, бу Даламбер леммасини исботлайди.
Юкорида келтирилган геометрик иллюстрация ёрдамида Д а 

ламбер леммасини куйидагича тушунтириш мумкин. | / ( * 0) | > 0  
эканлиги берилган. Бу нуктада комплекс текисликка утка- 
зилган перпендикулярнинг узунлиги нолдан фаркли деган суз. 
У золда Даламбер леммасига кура шундай x t = х 0 ■+■ h нукта- 
ни топиш мумкинки, | / ( л -,) | <  | f  \ xQ) | булади, яъни x t нукта- 
даги перпендикуляр х 0 дагига Караганда кискарок булади ва 
демак, перпендикулярларнинг охирларидан зосил булган сирт 
бу янги нуктада комплекс тексликка анча якин булади. Лем- 
манинг исботи h нинг модулини хозлаганча. кичик килиб олиш 
мумкинлигини, яъни л, нуктани х 0 нуктага истаганча якин ки- 
чиб олиш мумкинлигини курсатади; бирок биз келгусида бу 
айтилгандан фойдаланмаймиз.

t (x)  купзаднинг илдизлари булиб шундай комплекс сонлар 
(яъни комплекс текисликнинг нукталари) хизмат киладики, пер- 
пендйкулярларнинг охирларидан зосил булган сирт комплекс 
гекисликка уша нукталарда уринади. Даламбер леммасининг 
узигагина таяниб бундай нукталарнинг мавжудлигини исбот- 
лаш мумкин эмас. Хакикатан зам, бу леммадан фойдаланиб 
нукталарнинг шундай чексиз кетма кетлиги хй, х и х 2, . . ., х„ 
ни топиш мумкинки,

№ о )  I > № i ) | >  | / ( * 2) | > . . .  ( И )

булади. Бирок бу ердан f (x)  =  0 буладиган х нуктанинг мав
жудлиги келиб чикмайди, ундан ташкари, мусбат закикий 
сонларнинг камаювчи ( 11) кетма^кетлиги нолга интилиши зеч 
зам шарт эмас.

Келгуси баёнимиз комплекс узгарувчининг функциялари 
назариясидаги бир теоремага асосланган булиб. бу теорема ки- 
тобхонга математик анализ курсидан маълум булган Вейер- 
штрасс теоремасинннг умумлашганидир. У комплекс узгарув-
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чининг зациций функцияларига,  яъни комплекс узгарувчиниш 
зациций цийматларкина цабул цилувчи функцияларига тегиш- 
лидир; бундай функцияларга купдад модули мисол булади. 
Бу теоремани таърифлашда соддалик учун ёпиц дойра Е  ла- 
цида гапирамиз; ёпиц дойра деганда комплекс текисликнинг 
барча чегара нуцталари узига цушилган доирани тушунамиз.

Агар комплекс узгарувчи х  нинг зациций g( \ )  функцияси 
ёпиц дойра Е нинг барча нуцталарида узлуксиз булса , у 
Золда Е да шундай х 0 нуцта мавжудки, Е дан олинган бар
ча а  лар учун g(x)  > g ( x 0 ) тенгсизлик уринли булади. Би- 
нобарин, х 0 нуцта g(x)  учун Е доирадаги минимум нуцта 
булади.

Бу теореманинг исботини комплекс узгарувчининг функ- 
циялари назариясига дойр барча курслардан топиш мумкин, шу 
сабабли уни келтирмаймиз.

g ( x )  функция Е  доиранинг ламма нуцталарида манфий б у л 
маган л ° л билан чегаралапиб—фацат ана шу .\ол биз учун ци- 
зициш турдиради—юцорида фойдаланилган иллюстрация ёрда 
мида бу теореманинг геометрик маъносини тушунтирампз.  Ь 
доиранинг лар бир х 0 нуцтасидан g( v0) узунликдаги перпен
дикуляр утказамиз. Бу перпендикулярнинг охирлари узлуксиз 
эгри чизицли сиртнинг булагини ташкил этади, шу билан б ир 
га Е  доиранинг ёпицлиги туфайли сиртнинг ана шу булаги 
учун минимум нуцталарининг мавжудлиги геометрик жилатдан 
етарлича ойдинлашади. Бу  иллюстрация, албатта,  теорема ис- 
ботининг урнини боса олмайди.

Энди а с о с и й  т е о р е м а н и н г  б е в о с и т а  и с б о т и  г а  
утишимиз мумкин я -дараж али  / ( а ) куплад берилган булсин 
(п >  1). Агар унинг озод >^ади ап булса, равшанки,  /(Oj =  ап. 
Бу купладга, М =  | / (0)  | =  | ап | деб, куплад модулининг уси- 
ши ла Кидаги леммани цулланамиз.  Демак,  шундай N м авж уд
ки, | аг | >  7V булганда | Д аг) >  | / ( 0 ) | булади. Вейерштрасс тео- 
ремасининг юцоридагича умумлашмасини, ёпиц Е доирани лар 
цандай танлаб олинганда лам, | / ( х ) ]  функцияга  татбиц этили- 
ши мумкинлиги равшан. Е  сифатида маркази 0 нуцтадй* б у л 
ган N радиусли айлана билан чегараланган ёпиц доирани о л а 
миз. | / (л)  | учун Е  доирадаги минимум нуцта х0 булсин, у 
лолда, хусусан, U ( a 0) | <  | / ( 0 ) | эканлиги келиб чицаяи.

jf0 нуцта аслида \ f (x) \  учун бутун комплекс текислик
да минимум, нуцта булишини  куриш осон: агар х '  нуцта 
Е  дан ташцарида ётса, у лолда | л ' | > Л /  булади ва шунинг 
учун

| / ( л ' ) | > | Д 0 ) | > | / ( г „ ) | .

Ни^оят,  бу ердан / ( *-0) =  0 эканлиги, яъни г0 нуцта f (x)  учун 
илдиз булишлиги  келиб чицади; агар / ( х 0) ф  О булганда эди,
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у *олда Даламбер леммасига кура шундай x t нуцта мавжуд 
булардики, бу нуктада | / ( х {) j <  | t ( x 0) | булар эди; бироь? бу 
х 0 нуктанинг ^озиргина тайинланган хоссасига зиддир.

Асосий теореманинг яна бир исботи 55-§  да келтирилиши- 
ни ^айд килиб утамиз.

2 4 - §. Асосий теоремадан келиб чицадиган натижалар

Коэффициентлари ихтиёрий комплекс сонлар булган п- да
ражали (П >  1)

f (x)  = а0хп + atx n~l +  . . .  ( 1)
купдад берилган булсин. Биз уни бу ерда ^ам узининг коэф
фициентлари туплами билан тула аникланган формал алгеб
раик ифода деб караймиз. Илдизнинг мавжудлиги ^акида бун
дан олдинги параграфда исбот цилинган асосий теорема f ( x)  
учун комплекс ёки ^акикий а, илдиз мавжуд деб айтишга им- 
кон беради. Шу сабабли f ( x)  купдад

/ (* )  =  (* — «i)?(*)  
ёйилмага эга. <?(х) нинг коэффициентлари >{ам .хакикий ёки 
комплекс сонлардан иборат булади, шунинг учун у а2 илдиз
га эга, бу ердан

/ (л ) =  ( х - я , ' ( л : - а 2)ф(л:).

Шу йусинда давом этсак, чекли сондаги кадамдан сунг п- да
р а ж а л и  / ( <)  к у п д а д н и н г  п т а  ч и з и к л и  к у п а й т у в 
ч и л а р  к у п а й т м а с и  ш а к л и д а г и  ё й и л м а с и г а  к е л а -  
м и з:

f{x) = а0 (х  -  а,) (х — а2) . . .  (х -  а„). (2 )
а0 коэффициент куйидаги сабабга кура пайдо булди: агар

(2 ) ифоданинг унг томонида бирорта b коэффициент тургани- 
да эди, у ^олда кавсларни очгандан сунг }(х)  нинг юкори 
^ади Ьхп куринишда булар эди, ва.^оланки, аслида ( 1) га ку
ра, у а0хп булиши керак, -Шунинг учун b = а0 (2 ) ёйилма шу 
тппдаги ёйилма купайтувчиларининг тартиби аниклигида 
ягонадир.

Хакикатан ;{ам, айтайлик,
f(x) = а0( х - ^ ) ( х - $ 2) ... ( х - Р „ )  (3)

ёйилма ^ам Уринли булсин (2 ) ва (3) дан.
(* - < Ч )  С* —а2) . . .  ( * - « „ )  =  (А—Р,) ( л - р 2) . . .  (х — ?„) (4) 

тенглик келиб чицади.
Агар а, илдиз барча Эу» / = 1 , 2 ...........п лардян фаркли бул

ганда эди, у ^олда (4) да номаълум урнига а, ни куйиб, чап
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томонда ноль, унг томонда эса нолдан фаркли сонни х.осил 
килган булар эдик. Шундай килиб, зар цандай <xt илдиз би~ 
ронта Ру илдизга тенг ва аксита.

Бу ердан ^али (2)-ва (3i ёйилмаларнинг усгма-уст туши- 
ши келиб чикмайди. Хак йкаган ^ам, аг, / = 1, 2 , . . ., п илдиз
лар орасида бир-бирига тенглари ^ам булиши мумкин. Маса
лан, бу илдизларнинг s таси at га тенг булсин ва иккинчи 
томондан f)y, j  -  1, 2 , • . ., п илдизлар ичида ах га тенг булган 
t та и л д ш  мавжуд булсин дейлик, s — t  эканлигини курса- 
тишимиз керак.

Купдадлар купайтмасининг даражаси купайтувчилар дара- 
жалари йириндисига тенг булганлиги сабабли, нолдан фаркли 
иккита купдаднинг купайтмаси нолга тенг булиши мумкин 
эмас. Бу ердан, агар купдадларнинг иккита купайтмаси бир- 
бирига тенг булса, у золда тенгликнинг иккала томонини 
умумий купайтувчига цисцартириш мумкинлиги  келиб чи
кади: агар

/ ( * ) ? ( * )  =  g(x)<?(x) 
ва <р(х) Ф 0  булса, у *олда

[ / ( * )  — £(■*)]?(*) = 0  
дан / ( * )  — g(x)  =  0 келиб чикади, яъни

f(*) = g{*)'
Буни (4) тенгликка татбик этамиз Масалан, a r a p s > ^  бул

са, у *олда (4) тенгликнинг иккала томонини (х — ах)‘ купай- 
тувчига кискаргириб, чап томони ,^али >(ам х  — оц купайтув- 
чига эга булган, унг томони эса бу купайтувчига эга булма- 
ган тенгликни ^осил киламиз. Бирок юкорида бу карама-кар- 
шиликка олиб келиши курсатилган эди. Шундай килиб, (2) 
ёйилманинг f (x)  купдад учун ягоналши исбот килинди.

Бир хил купайтувчиларни жамлаб, (2) ёйилмани куйидаги 
куринишда ёзиш мумкин:

f (x)  = а0(х — (л: — а2)*‘ . .  . (х  — a,)*' j (5)
бу ерда

-j- - f kt — п.
Бунда, энди а„  а2, . . . ,  а, илдизлар орасида бир-бирига тенг
булганлари йУк деб ^исобланади.

(5) даги kt, i =  / ,  2, . . . ,  I сон а1 илдизнинг f (x)  купзад
даги карраси эканлигини исботлаймиз. Хакикатан ^ам, бу кар- 
ра/чалик (такрорийлик) s, га тенг булса, у золда kl ^ s l була
ди. Айтайлик, k,< .sl б у лс ин , / (л )  купдад учун илдиз карра- 
лигининг таърифига асосан

/ ( * ) - ( • * -  «<)*'?(*)
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ёйилма мавжуд.  Бу ёйилмада ср(х) купайтувчини унинг чизик
ли купайтувчиларга ёйилмаси билан алмаштирсак,  / ( а ) нинг
(2 ) дан фарцли чизицли купайтувчиларга ёйилмасини ^осил 
цилган булу р ->дик, яъни бу ёйилманинг юцорида исбот ци- 
линган ягоналигига зид хулосага келар эдик.

Шундай цилиб, цуйидаги мудим натижани исбот цилдик:
Коэффициентлари ихтиёрий сонлардан иборат булган 

п- даражали  (я >  / )  f (x)  купзад—агар унинг илдизларининг  
Зар бирини уларнинг карралиги нечта булса, шунча марта 
санасак—п та илдизга эга булади.

Теорема а = 0 да ^ам уринли эканлигини цайд цилиб утай- 
лик, чунки нолинчи даражали купдаднинг илдизга эга эмас
лиги тушунарли.  Бу теоремани ф а ц а т  даражага эга булмаган 
ва х  нинг исталган цийматида нолга тенг булган 0  куп.^адга- 
гина татбиц цилиб булмайди. Бу айтилган изо^дан цуйидаги 
т е о р е м а н и  исбог цилишда фойдаланамиз:

Агар даражалари п дан юцори булмаган f ( x)  ва g(x) 
купзадлар номаълумнинг п та дан ортиц турли циймат- 
ларида тенг цийматларга эга булса, у золда f ( x )  =  g(x) 
булади.

Хацицатан >;ам, f (xi  — g(x)  купдад фаразимизга кура п та- 
дан ортиц илдизга эгадир, унинг даражаси эса п дан юцори 
булмаганлиги сабабли / (х)  — g(x)  =  0  тенглик уринли булиши 
керак.

Шундай цилиб, ?̂ ар хил сонлар чексиз куп эканлигини ^и- 
собга олсак,  ихтиёрий иккита турли f (x) ва g(x) купзад  
учун х  нома7>лумнинг шундай с цийматлари топиладики, 
1 (с) Ф g(c) булади деб айтиш мумкин. Бундай с ларни фацат- 
гина комплекс сонлар орасидан эмас, балки зациций, рацио
нал ва ^атто бутун сонлар орасидан ^ам топиш мумкин.

Шундай цилиб, х  н о м а ъ л у м н и н г  ^ е ч  б у л м а г а н д а  
б и р о р т а  д а р а ж а с и д а  т у р л и ч а  к о э ф ф и ц и е н т л а р г а  
э г а  б у л г а н  с о н  к о э ф ф и ц и е н т л и  и к к и т а  к у п д а д  
х  к о м п л е к с  у з г а р у в ч и н и н г  т у р л и ч а  к о м п л е к с  
ф у н к ц и я л а р и б у л а л и .  Бу билан, ни^оят, сон коэффи
циентли купзадлар учун купзадлар тенглигининг 20-§  да 
курсатилган иккита таърифи —алгебраик ва назарий-функ- 
ционал таърцфларининг тенг кучли эканлиги исботланди.

Юцорида исбот цнлипган теорема, даражаси п дан юцори 
булмаган купзад номаълумнинг сони п дан катта булган 
ихтиёрий турли цийматларига мос келувчи уз цийматла
ри билан /пула аницланади  деб даъво цилишга имкон бера- 
ли. Купдаднинг бу цийматларини ихтиёрий бериш мумкинми? 
Агар купдаднинг цийматлари номаълумнинг п +  I та турлича 
цийматларида бериляпти деб фараз цилинса, жавоб ижобий 
булади:  номаълучнинг берилган п -\-1  та турли цийматла-
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рида олдиндан берилган цийматларни цабул цилувчи, дара- 
жаси п дан юцори булмаган купзад займ а  вацт мавжуддир.

Хацицатан ^ам, номаълумнинг (турлича деб фараз цили- 
наётган аи а2, . . . ,  ап+1 цийматларида мос равишда си с2, 
сп+1 цийматлар кабул киладиган, даражаси п дан юцори бул
маган к у щ а д  гузиш керак булсин. Бу купдад цуйидагича 
булади:

ч V  ci(x - a i) • • •  ( * - ^ - i ) ( * - a i+i )  • • •  (х ~ ап+1) , fiv

J Z  (a t - a J  ••• (a ‘ (a i ~ a i + i )  (a t —  a n + )

Дархакицат,  унинг даражаси n дан юцори эмас, f(a t) цийма- 
ти эса ct га тенг.

(6 ) формула Лагранжнинг интерполяцион формуласи д е 
йилади. „Интерполяцион“ деган ном бу формула буйича куп- 
^аднинг п -j- 1 нуктадаги цийматига кура унинг бошца ^амма 
нуцталаридаги цийматини ^исоблаш мумкинлигидан келиб 
чиццан.

Виет форм улалари  Бош коэффициента 1 булган п- дара
жали /(дс) купдад берилган булсин:

f (x)  =  х п -f  +  а 3хп- 2 +  . . .  - f  ап- \ х  +  ап (7)

ва <*и а2, . .  ., ап унинг илдизлари булсин1». У *олда f ( x )  цу
йидаги ёйилмага эга булади:

f (x) = (x — а,) (л: — а2) . . .  (л: — ая).
Унг тара})даги цавсларии купайтириб, сунгра ухш аш  ){ад- 
ларни ихчамлаб ва )(осил булган коэффициентларни (7) даги 
коэффициентлар билан таццослаб, Виет формулалари  деб 
аталувчи ва купдад коэффициептларини унинг илдизлари ор
кали ифодаловчи цуйидаги тенгликларни ^осил киламиз:

1̂ =  -  (®1 +  ®2 +  • ■ • +  «„),
а 2 =  a t a 2 +  a t a 3 +  . . . +  а , о л +  я 2а 3 +  . . . - f

а г —  —  ( а 1а 2а 3 Н-  а 1а 2а 4 +  . • .  а п —2а л - 1 а „)*

а п - 1 =  ( —  1 ) Я _ \ о , « 2  • • • +  а 1а 2 . . ‘ а л - 2 ® „  +  . . .  +  <*2а 3 • • • “ Л

° п  =  ( —  1 ) /,а 1«2 -  “ л-

Шундай килиб, k - тенгликнинг (ft =  1, 2, . . . ,  п ) унг томонида 
k та илдизнинг мумкин булган барча купайтмаларининг k нинг 
ж уф т  ёки токлигига цараб мусбат ёки манфий ишора билан 
олинган йигиндиси турибди.

п — 2 да бу формулалар квадрат купдаднинг илдизлари ва 
коэффициентлари орасидаги элементар алгебрадан маълум бул-

У Б у  ер д а  нар бир к аррали  илдиз  мос сон м ар та  олицган .



ган муносабатга айланади. п =  3 да, яъни учинчи даражали 
купзадлар учун бу формулалар куйидаги куринишда булади:

ал =  — ( « ! +  Ч +  <*з). «2 =  ®iaa +  ЧЧ +  ЧЧ, «в — — ЧЧЧ-
Виет ф о р м у л а л а р и  купдадни унинг  бер и л ган  и лдизлари  бу й и ч а  ёзиш ни 

о со нл аш ти ради .  М асалан, оддий и лдизлари  5 ва — 2 з^амда и кк и  к а рр а л и  
илдизи 3 б у л га н  т у р ти н чи  д а р а ж а л и  / ( * )  купладни  топайли к .  К у й и д а ги л а р -  
ни *осил  к илам из :

di — — (5 — 2 -|- 3 4" 3) =  —■ 9,
а3 -  5 • (— 2) +  5 • 3 +  5 • 3 4- ( -  2) • 3 + ( - 2 )  • 34- 8 • 8 =  17, 
я » -  — [б • (— 2) • 3 +  5 • (— 2) • 3 +  5 • 3 • 8 +  (— 2) • 3 • 3] =  33, 
й4=,5 • (— 2) . 3 • 3 -  -  90, 

ш унинг у ч у н
f(x) *тх* -  9*» +  17*» +  33* -  во.

Агар f (x)  купдаднинг бош коэффициента а0 бирдан фарк
ли булса, Виет формуласини татбик килиш учун дастлаб барча 
коэффициентларни а 0 га булиш керак, бу купзад илдизларига 
таъсир килмайди. Шундай килиб, бу золда Виет формулала
ри барча коэффициентларнинг бош коэффициента нисбаги 
учун ифодани беради.

Хациций коэффициентли  купдадлар .  Хозир комплекс сон
лар алгебраси асосий теоремасининг закикий коэффициентли 
купзадларга тааллукли булган баъзи бир натижаларини кел
тириб чикарамиз.  Аслини олгйнда, асосий теореманинг юкори
да айтиб угилган энг музим азамияти зам худди ана шу на- 
тйжаларга асослангандир.

Айтайлик, закикий коэффициентли
Д х )  = а0 кп +  а , л "*1 +  . .  . +  a„.ix  -f ая 

купзад  а комплекс илдизга эга булсин, яъни
a0ai* + о, а» - 1 -+ . . .  - f  а„- ia -f а, =  0 .

Охирги тенгликда барча сонларни уларнинг к\“шмасига ал. 
маштирсак,  тенглик бузилмаслигини биламиз. Бирок барча 
а0, аи . . .  an-i, ап коэффициентлар ва шунингдек,  унг  то
монда турган 0  сони-закикий сонлар булгани учун бундай ал* 
маштиришда улар узгармайди ва биз

а0о.п -f- ata” -J- . . .  -f- ап- i<* -f- an =  0 . 
тенгликка келамиз,  яъни

/и  -  о.
Шундай килиб, агар комплекс (бироц зациций булмаган) 

сон а коэффициентлари зациций бу л г т  /  х) купзад учун 
илдиз булса, у золда  а га цушма булган а сон $ам f i x )  нинг 
илдизи булади^ ‘ ~
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Демак,  f (x)  кугцад  коэффициентларининг зациций экан
лиги 18-§ дан маълум булган

у(л) =  (х — а) (х — а) =  х 2 — (а - f  а) х  -f  аа (8 )

квадрат уч^адга булинади. Ана шундан фойдаланиб, а ва а 
илдизларнинг f ix)  купзаддаги карралиликлари бир хи л  
эканлигини  курсатамиз.

Дар^ацицат,  бу илдизлар мос равишда k ва I карралилик- 
ларга эга булсин ва масалан k >  / деб фараз цилайлик, у ^ол- 
да f (x)  купдад ?(* )  нинг / -даражасига  булинади:

/ ( х)  =  <?l(x) q(x). 
q(x)  зациций коэффициентли иккита купдаднинг булинмаси 
булгани сабабли ^ациций коэф [шциентларга эга булади,  бирок 
а унинг илдизи булмаган бир ^олда, а сон унинг k —l кар 
рали илдизи булади. Бу эса юкорида исботланганига зиддир. 
Бундан k = I эканлиги келиб чикади.

Шундай килиб, энди коэффициентлари зациций булган 
за о  цандай купзаднииг комплекс илдизлари жуфт-жуфти 
билан цушмадир деб айтиш мумкин. Бу ердан ва (2) кури- 
нишдаги ёйилмаларнинг ягоналигининг юкоридаги исботидан 
ушбу узил-кесил натижа келиб чикади:

Коэффициентлари зациций булган зар цандай /  х) ку<п- 
З а д  узининг бош коэффициенти а0 ва унинг зациций илдиз- 
ларига мос келувчи х  — а куринишдаги чизицли зациций  
коэффициентли бир нечта купзадларнинг ва унинг цушма 
комплекс илдизлари жуфтига мос келувчи (8J куринишдаги 
купзадларнинг купайтмаси шаклида ягона усул билан  (ку
пайтувчилар тартиби аницлигида) тасвирланади.

Куйидагини таъкидлаб утиш келгуси баёнимиз учун фой- 
далидир: коэффициентлари ^акикий ва бош коэффициенти 1 
булган купдадлар ичида кичик даражали купайтувчиларга аж- 
ралмайдиганлар (биз уларни келтирилмайдиган  куп^адйар 
деб атаймиз) факат х  — а куринишидаги чизикли купдадлар ва
(8 ) куринишидаги квадрат куп^адлардир,  холос.

25*-§. Рационал касрлар

Математик анализ курсида биз купдад деб атаган бутун 
рационал функциялардан ташкари яна каср рационал функ- , 
циялар  ^ам урганилади: булар иккита^рационал функциянинг [

f{ X)булинмас и—  дир, бу ерда g{x) Ф 0. Бу функциялар устида
( f i x )

бажариладиган алгебраик амаллар худди рационал сонлар, яъни 
сурат ва махражи бутун сонлар булган касрллр устида баж а
риладиган амаллар буйсунадиган цонунлар асосида бажарила-
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ди. Иккита каср-рацнонал функцияларнинг—бундан буён улар- 
пи рационал касрлар деб атаймиз—тенглиги з?ам касрлар- 
нинг элементар арифметикадаги тенглиги маъносида тушуни- 
лади. Ашщлик учун коэффициентлари з а ц и ц и й  сонлардан 
иборат булган рационал касрлар билан иш курамиз; укувчи 
мазкур параграфда айтиладиганларнинг ^аммасини коэффи
циентлари комплекс булган рационал касрлар учун деярли суз- 
ма-суз такрорлаш мумкинлигини осонликча пайкаб олади.

Агар рационал касрнинг сурати унинг махражи билан уза 
ро туб булса, рационал каср цисцармас каср дейилади.

Х ар цандай рационал каср унинг сурати ва махражи 
учун умумий булган 'нолинчи даражали купайтувчи аниц- 
лигида бир цийматли аницланадиган бирорта цисцармас 
касрга тенгдир.

Хакикатан ^ам, *ар кандай рационал касрни сурат ва мах- 
ражнинг энг катта умумий булувчисига кискартириш мумкин, 
натижада унга тенг булган цискармас каср ^осил булади.
Сунгра,  а г а р ^ у ^  ва кисцармас касрлар бир-бирига тенг 

булса,  яъни
/ ( * Ж * )  =  £(х )?(х) ( 1)

булса, у золда t (x)  вп g ( x )  нинг узаро туб эканлигидан 
(21- §  даги б) хоссага кура) с?(х) / ( х )  га булинади; <р(х) ва ф(х) 
ларнинг узаро туб эканлигидан эса / ( х )  нинг <р(х) га булини
ши келиб чикади. Шундай кили(^ }(х) — су(х),  унда (1) дан 
g(x)  =  сф(х).

Агар рационал каср суратининг даражаси махражи даража- 
сидан кичик булса, у ту/ри  каср дейилади. Агар 0 куп^адни 
^ам тугри касрлар тупламига киритишни шартлашсак,  у >{ол- 
ла куйидаги т е о р е м а  уринлидир:

Хар цандай рационал каср ягона усул билан купдад ва 
myFpu каср йигиндиси шаклида тасвирланади.

Хакикатан ^ам, а г а р * -  рационал каср берилган булса ва 

суратни махражга булиб,

/(■*) =  s (x ) q(x ) +  r(x)
тенгликни з^осил килсак (бу ерда г(х)  нинг даражаси g(x) 
никидан кичик),  у ^олда

т .  =  q{x)  +  i w

эканлигини текшириш осон. Шунингдек,  агар

/(■*) - л 1 -\  I



тенглик зам уринли булса, бу ерда tp(x) нинг даражаси ф(*) 
никидан кичик, у золда куйидаги тенгликка эга буламиз:

’ т  е(>) «*)*(*>
Чап томонда купзад ,  унг томонда эса осонликча куриш мум
кинки, тугри каср турганлиги сабабли Я(х) — </(*) =  О экан
лигини ва

Ф )  _  j b )  _  о 
М-*) gW

тенгликни зосил киламиз.
Тугри рационал касрларни урганишга киришар эканмиз,  

олдинги парат рафнинг охирида айтиб утилганидек л; — а_(бу 
ерда а — закикий сон) куринишдаги ва х г — (Р +  (3) х  +  рр (бу 
ерда р ва р — кушма комплекс сонлар жуфти) куринишдаги 
купзадлар келтирилмайдиган закикий купдадлар эканлигини эс- 
латиб утамиз. Осонгина текшириш билан комплекс золда л —а 
(бу ерда а -  исталган комплекс сон) куринишдаги купзадлар 
худди шундай роль уйнашини куриш мумкин. 

f(x)Агар тугри рационал касрнинг g(x)  махражи келти

рилмайдиган р{х) купзаднинг даражаси булиб, 
g(x)  = t>k(x), £ > 1 .

t(x) суратнинг даражаси эса р(к)  нинг даражасидан кичик 
булса, каср энг содда каср дейилади.

Куйидаги а с о с и й  т е о р е м а  уринли:
Хар цандай тугри рационал каср энг содда касрлар йи- 

гиндисига ёйилади.
КИ с б о т и .  Аввал тугри рационал каср ^   ̂ ни курай

лик, бу ерда g(x)  ва Л(л) — узаро туб .купзадлар:

| g{x),  h(x) =  1.

Бинобарин., 2 1 - §  га кура шундай и(х)  ва v( x )  ' к у пза дл ар  
мавжудки,

g(x) и(х)  - f  h(x) v[x)  =  1.
Бу ердан _

g{x)[u(x)  / (*)]  +  h(x)  Й - х )  f ( x ) \  =  f ( x) .  (2 )

u(x) f (x)  купайтмани h(x) га булиб,  даражаси h(x) нинг 
даражасидан кичик булган и(х)  колдикни зосил килган бу- 
лайлик. У золда (2) тенгликни куйидаги куринишда кайта ёзиш 
мумкин: ‘

g(x)  и(х)  -f h(x) v(x) = f i x) ,  * (3)
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бу ерда v(x)  — ифодасини ёзиш унча цийин булмаган кугцад.  
g х ) и ( х )  купайтманинг даражаси g(x)h(x)  купайтманинг д а 
ражасидан кичик ва худди шунинг узи шартга кура / (х)  учун 
уринли бул-ганлиги сабабли, h(x)v(x)  купайтма ?{ам g(x)h(x)  
нинг даражасидан кичик даражага эга, шунинг учун г>(х)нинг 
даражаси g(x)  нинг даражасидан кичик. (3) дан

f i x )  _  v(x)  , и(х)
g ( x ) h i x )  g(x)  h(x)

тенглик келиб чицади, унинг унг томонида тугри касрлар йи
гиндиси турибди.

Агар g( x ), h(x)  махражларнинг !{еч булмаганда бири уза- 
ро туб купайтувчиларнинг купайтмасига ёйилса,,  у ^олда нав- 
батдаги ёйишни амалга ошириш мумкин. Ана шундай давом 
этиб, зар цандай тугри каср зар бирининг махражи бирор
та келтирилмайдиган купзаднинг даражасидан иборат бир 
нечта тугри каср йигиндисига ёйилишини курамиз. Аниц-
роги, а г а р ^ у  тугри каср берилган булиб, унинг махражи 

келтирилмайдиган купайтувчиларга ёйилса:

g(x)  =  р Н х ) р -Ах ) • • • р ]1(х )
(рационал каср махражининг бош коэффициентшш >;ар доим 
1 га тенг деб ^исоблаш мумкин, албатта), шу билан бирга
i ф  j  булганда p t х) 4=Pj{x ) булса, у *олда

Д х )  _  Uj(x) ц 3(дг)_ и,(х) '
g(x) р \ ' ( х )  х) ' '  ' p kl(x)

бу тенгликнинг унг томонидаги барча цушилувчилар тугри 
касрлардир.

Энди куринишдаги,  тугри касрни куриб чициш цол- 
Р (х)

ди, бу ерда р{х)  — келтирилмас купдад. Цолдицли булиш ал- 
горитмини цулланиб, и(х)  ни p k~ \x )  га буламиз; >{Осил бул- 
ган цолдицни рк-*х га буламиз ва ^оказо.

Куйидаги тенгликларни *осил циламиз:
и(х) =  р*- ' {х)  st(x) +  uf(x),

« 1(*) =  p k~ \ x )  s2{x) +  u2(x),
. .......................................... ....

Бу ерда u(x)  нинг даражаси,  шартга кура рк(х) нинг лара- 
жасидан кичик, U;(x) (i =  1, 2 , . . ., k — 1) цолдицларнинг да
ражалари эса мос булувчи рк~‘(х) ларнинг даражасидан кичик 
булганлиги учун барча Si(*), s2(x), , .  sA_ 1(^c) булинмалар-



нинг даражалари р (х .  купдаднинг даражасидан цатъий кичик 
булади. Охирги цолдиц ик_1(х, нинг даражаси кам р {х )  нинг 
даражасидан кичик. Юцоридаги тенгликлардан 
u ( x ) = p k- l( x ) s i ( x ) + p ' l- 2(x )s2( x ) +  . . .  +  p (x .s k_i(x) +  uk_ 1(x)

эканлиги келиб чицади. Бу ердан рационал касрнинг из-
р \ X )

ланаётган энг содда касрлар йигиндиси шаклидаги тасвирига 
келамиз:

«(•») _  uk_ x{x) sk_ x{x) s3(x) s M

р к( х )  р к { к)  ' * *  PSW  P W

Асосий теорема исбот булди. .Уни цуйидаги я г о н а л и к  
т е о р е м а с и  билан тулдириш мумкин:

Х а р  цандай myFpu рационал каср энг содда касрлар йи- 
гиндиси куринишидаги ягона ёйилм ага  эгадир.

Хацицаган кам, бирорга тугри каср энг содда касрлар йи- 
гиндиси шаклида икки хил усул билан тасвирланган булсин дей- 
дик. Уларнингбиринчисиданиккинчисини айириб ва ухшаш ^ад- 
ларни ихчамлаб, эиг содда касрларнинг айнан нолга тенг б у л 
ган йигиидисини к о л и  циламиз. Бу йигиндини ташкил этувчи 
энг содда касрларнинг махражлари турлича р х(х), р 2(х), . . ., 
ps(x)  келтирилмас купдадларнинг баъзи бир даражалари б у л 
син ва бу махражларнинг бири булган p t(x), 1 =  1, 2 , . .  s 
купдаднинг энг юцори даражаси p*i{k)  булсин. КУрнлаётган 
тенгликнннг кар иккала томонини р ^ ~ \х )р * '{ х )  . . .  р к/ ( х ) к у -  
пайтмага купайтирамиз. Натижада, йигиндидаги битта цуши- 
лувчидан ташцари барча цушилувчилар купзадга айланади.

u l x )  „ . .
„ цУшилувчига келадиган булсак, у махражи р х{х),  сура- 

Р , \ Ч
ти эс'а и(х)р*>(х) . . .  p l s{x) купайтма булган касрга айланади. 
Сурат махражга яхлит булинмайди, чунки р х(х)  купдад к е л 
тирилмас купдад, суратнинг барча купайтувчилари эса у би
лан узаро туб.

Колдицли булишни бажариб, натижада купдаднинг ва нол- 
даи фарцли тугри касрнинг йигиндиси нолга тенг эканлигини 
^осил циламиз.

Бироц бунинг булиши мумкин эмас.

f i x )
М и  с о л .  Ушбу адкикий ——— тугри касрни энг содда касрлар йигин-

дисига еиинг, бу ерда
/ ( х )  -  2л< -  Юл3 + 7л2 +  4 *  +  3, 
g(x)  =■ л 6 — 2л3 +  2л2 — Зх  -J- 2.
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Куйидагипи осонликча тёкшириш мумкин:
* (* )« (<  + 2) +

ш у билан бирга к  +  2, х — 1, * 2 -f 1 купдадларнинг ,^ар бири келтирилмас 
куп.\аддир. Юкорида баён килинган назариддак. изланаёгган ёйилма куйида
ги куринишга эга булиши келиб чикади*

f {x)  А  . В С Р х  +  Е
gix) ~  х  +  2 +  ( v -  1)2 +  *  -  1 +  а.2 + 1 ’ №

бу ерда А, В, С, D , Е  сонлар з^озирча номаълум. (4) дан ушбу тенглик 
келиб чикади:

f ( x)  -  A i K -  1 )4 * 2  +  1) +  S O  +  2 )(»*  +  1 ) + С (л г -1  2 ) ( * -  1) ( * * + ! )  +
+  D  «<* +  2) ( j r - 1  )» +  £ { * +  2) ( * - ! ) * .  (5)

(5) тенгликнинг x,ap иккала томонида г  номаълумнинг бир хил даража-  
лари олдидаги коэффициентларни тенглаб, бешта номаълум А, В, С, D, Е 
га  нисбатан бешта чизикли тенглама системасини цоснл кплган булур элик, 
ш у  билап бирга ю корида исбот килишанига кура бу система ечимга эга 
булиб, бу ечнм ягонадир. Бирок биз бошкача йул тутамиз

(5) тенгликда х  =  — 2 деб, 45Л =  135 тенгликни *осил 
киламиз, бу ердан

Л = 3 .  (6 )

Сунгра, (5) да х  =  1 деб, 6В =  6 ми, яъни
В =  1 (7)

ни топамиз. Энди (5) да кетма-кет х  =  0 ва х  =  — 1 деймиз.
(6 ) ва (7) дан фойдаланиб, куйидаги тенгламаларни ^оснл 
^иламиз:

— 2С +  2 £ = — 2,
- 4 C - 4 D  +  4 £ =  0 < { '

бу  ердан
D =  1. (9)

Ни^оят, (5) да х  =  2 деймиз. (6 ), (7) ва (9) лардан фойдала
ниб,

20С +  4Е  =. -  52
тенгламага келамиз, у (8 ) тенгламаларнинг биринчиси билан 
биргаликда

С =  — 2, £  =  - 3

ни беради. Ш ундай килиб,
f i x )  _  3 + _ J ________ ?____ | _ * - 3
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РУСЧА ОЛТИНЧИ НАШРИГА С ^ З  БОШИ

Бу китобнинг биринчи нашри 1946 йилда босилиб чицди, 
сунгра у 1950, 1952, 1955 ва 1956 йилларда цайта нашр цилин- 
ди. Иккинчи ва туртинчи нашрларни тайёрлашда китоб жиддий 
цайта ишлаб чицилди, ундан мацсад Москва университетида 
алгебра уцитиш тажрибасини акс эттиришдан иборат эди. У ш 
бу олтинчи нашрини тайёрлашда китоб шунчалик цайта иш- 
ландики, уни эски китобнинг олтинчи нашри эмас, балки тула 
асос билан тамомила янги китоб дейиш мумкин.

Бундай цайта ишлаб чицишга иккита нарса сабаб булди. 
Аввало китоб т у  пайтга цадар университетларнинг дастлабки 
икки семестри материалинигина уз ичига олган булиб, энди- 
ликда унинг ^ажми университет олий алгебра курснницг маж 
бурий материалини таъминлаши мумкин буладиган цилиб кен- 
гайтирилиши кераклиги ^ацида бир цатор истаклар билдирилгш; 
эди. Ана шу мацсадда китобга бир неча янги боблар киритил- 
ди. Улардан бири группалар назарияси асосларига багишлан- 
ган, цолганлари эса чизицли алгебранинг чизицли фазола]' 
назарияси, евклид фазолар назарияси, ^-матрицалар ^амда мат
рицаларнинг жордан нормал формаси назарияси каби булим- 
ларига тегишлидир.

Албатта, ^озирги пайтда мамлакатимиз алгебра адабиётида 
чизицли алгебрага дойр ^ажми, мазмуни, баён цилиниш харак- 
терига кура jjap хил булган бир цатор яхши китоблар мавжуд. 
Ушбу китоб, >$атто чизицли алгебрага тегишли булган анча- 
гина материал цушилишига царамай, бу китоблардан у ёки 
бунисининг урнини эгаллаши мумкин деб даъво цилиб булмай
ди. Шундай оулса-да, битта дарсликда ягона услубда баё! 
этилган бутун мажбурий материалга эга булиш студентга. 
сузсиз, цулайлик яратади.

Иккинчи томондан, кшобнинг олдинги нашрларида боб 
ларнинг цабул цилинган тартиби материални баён этишниш 
Москва университетида амалда булган тартибига аллацачонлар 
жавоб бермай цуйган эди—бу тартиб эса маълум бир вацтгс 
цадар аналитик геометрия ва математик анализ курсларшиш:



тегишли талабларини бажариш кераклиги билан белгиланади. 
Ундан ташцари, уч йил бурун Москва университетида олий 
алгебранинг янги программаси киритилган эди. Утган давр 
мобайнида бу программа муваффацият билан синовдан утди, 
ш у сабабли китобдаги ыатериални бу программага аниц мос 
келадиган цилиб цайта ишлаб чициш. мацсадга мувофиц булиб 
цолди. Бу  программага тула жавоб берадиган дарсликнинг 
пайдо булиши уни мамлакатимизнинг бошца университетлари- 
да *ам киритишни осонлаштиради деган умиддамиз.

Материални семестрлар буйича тацсимланишини курсатамиз: 
1-семестр— 1—5-боблар,2- семестр—6 —9- боблар.З- семестр —10,
11, 13 ва14- боблар. Шуни цайд цилиш керакки, Москва уни- 
верситетииинг механик-студентлари олий алгебрани фацат би
ринчи икки семестр }?ажмида урганадилар.

Хеч шуб^а йуцки, китобнинг бундай цайта ишланиши, ун
дан педагогика институтларида фойдалан'ишда цийинчилик туг- 
дирмай, балки цулайлик яратади.

Китобнинг бундан олдинги цайта ишланишлари унинг ^аж- 
мини *еч бир катталаштирмасдан амалга оширилган эди. Бу 
гал бунга амал цилиб булмади, албатта. Китоб ^ажмини бир
оз булса-да цисцартириш мацсадида ундан баъзи материаллар- 
ни, жумладан, Гурвиц теоремасига, алгебралар назариясига 
ва Фробёниус теоремаларига багишланган параграфларни чи- 
цариб ташлашга тугри келди. Шундай булишига царамасдан, 
китобга ^озирги пайтда мажбурий программага кирадиган ма- 
териалнигина киритиш билан чекланиб цолиш, яъни бу китобни 
лекциялар конспектига айлантириб цуйиш з;ам мацсадга муво
фиц эмас эди. Китобда сацланиб цолинган мажбурий булмаган 
материал—бутунлай унга дойр параграфлар юлдузча билан 
белгиланган— уз вацтида олий алгебра курсининг мажбурий 
программасига кирган булиб, баъзи университет ёки педаго
гика инештутларининг программасига ^озир з;ам киради ёки 
олий алгебра курсига ажратилган соатлар купроц булганда 
эди, бу материал программага киритилган буларди.

Китобни цайта ишлашда унча муз{им булмаган тузатишлар 
*ам киритилди, лекин биз уларга тухталиб Утирмадик.

А. Курош
Москва, декабрь, 1958 йил.
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Агар А ва В матрицаларни купайтириш мумкин булса, у з о л 
да ушбу тенглик Уринлидир:

(АВ)' =  В'А', (6 )
яъни купайтмани транспонирлаш натиж асида олинган  
м ат рица купайтувчи матрицаларни транспонирлашдан 3 0 - 
сил цилинган матрицаларнинг тескари тартибда олинган  
купайтмасига тенг.

Хакикатан ^ам, агар АВ  купайтма аникланган булса, осон- 
гина текшириб куриш мумкинки, В'А' купайтма зам аниклан
ган: В' матрицанинг устуилари сони А' матрицанинг сатрла
ри сонига тенг. (АВ)' матрицанинг г'-сатри ва /-устунида тур
ган элементи АВ  матрицада у-сатр ва /-устунда жойлашган. 
Ш унинг учун у А матрицанинг /-сатри  ва В  матрица г'-усту- 
нидаги мос элементлар купайтмаларининг йигиндисига, яъни 
А ’ матрицанинг /-устуни ва В' матрицанинг t -сатри мос эле
ментлари купайтмаларининг йигиндисига тенг. Ш у билан (6 ) 
тенглик исбот булди.

А матрица узининг транспонирланган матрицасига тенг 
булганда ва фацат шундагина, яъни

А' =  А
бу лгандагина симметрик булишини  кайд килиб утайлик.

Номаълумлардан тузилган устунни X  оркали белгилаймиз:

X  =

Бу п та сатр ва битта устундан иборат матрицадир. Бу  мат
рицани транспонирлаб, битта сатрдан иборат 

X  =  (^ ii  • • • | л:л) 
матрицани зосил киламиз.

Матрицаси А — (a tj) булган (5) квадратик форма энди 
куйидаги куринишда ёзилиши мумкин:

t  =  Х 'А Х .  (7)
Хакицатан зам, А Х  купайтма битта устундан иборат матрица 

булади:

V х !
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Бу матрицани X' матрицага чапдан купайтириб, битта сатр 
ва битта усгундан иборат „матрицани", яъни (5) тенгликнинг 
унг томонини ^осил циламиз.

Агар /  квадратик формата кирувчи х ь  х 2, . .  . ,  н ом аълум 
лар устида матрицаси Q — булган

П
• * 7 = 2  ЯшVft. i =  1. 2 , .  . . ,  п (8)

k=l
чизицли алмаштириш бажарадиган булсак, / квадратик форма 
цандай узгаради? Бунда, агар /  форма зациций булса, у з о л 
да Q матрицанинг элементлари зам зациций булиши керак 
деб зисоблаймиз у и у 2, • • - .У„ номаълумлардан иборат устун- 
ни Y орцали белгилаб (8) чизицли алмаштиришни цуйидаги 
матрицавий тенглик куринишида ёзамиз:

X = Q Y .  (9)
Бу ердан (6 ) га кура

X ' =  Y'Q'. (10)

(9) ва (10) ни /  форманинг (7) ёзувига цуйсак,

/ =  Y'(Q'AQ)Y
ёки

/  =  Y'BY. 
ни зосил  циламиз, бу ерда

В =  Q'AQ.
В  матрица симметрик булади, чунки купайтувчилар сони 

асталганча булганда зам уринли булиши аниц булган (6 ) тенг- 
‘ ликка ва А  матрицанинг симметрик эканлигига тенг кучли бул

га н А'  =  А  тенгликка кура, ушбу

В' =  Q'A'Q  =  Q'AQ =  В
муносабатга эгамиз.

Ш ундай цилиб, цуйидаги теорема исбот цилинди: 
п та ном аълумнинг матрицаси А булган квадратик ф орма

си ном аълум ларнинг матрицаси Q булган чизицли алмаш-  
тирилишини баж арилгандан сунг янги номаълумларнинг  
квадратик формасига айланади, uiy билан бирга бу ф орма
нинг матрицаси Q'AQ купайтмадан иборат булади.

Энди х о с м а с  чизицли алмаштиришни бажаряпмиз деб фа
раз цилайлик, яъни Q ва демак, Q ' — хосмас матрицалардир. 
Бу зо л д а  Q'AQ  купайтма А матрицани хосмас матрицаларга 
купайтиришдан зосил булади, шунинг учун 14-§ даги натижа- 
лардан келиб чицишича, бу купайтманинг ринги А матрица-



М - $. КВАДРАТИК ФОРМАНИ КАНОНИК КУРИНИШ ГА КЕЛТКРИШ  181

нинг рангига тенг. Шундай цилиб, квадратик форманинг р а н 
ги хосмас чизицли алмаштириш бажаришда узгармайди.

Дозир ушбу параграф бошида айтиб утилган иккинчи тар
тибли марказий эгри чизиц тенгламасини каноник куриниш (3) 
га келтириш зацидаги геометрик масалага ухшаш, ихтиёрий 
квадратик формани бирорта хосмас чизицли алмаштириш ёр- 
дамида номаълумларнинг квадратлари йигиндиси куринишида 
ёзиш, яъни турли номаълумлар купайтмалари олдидаги барча 
коэффициентлар ноль буладиган куринишга келтириш дацида- 
ги масалани куриб чицамиз; квадратик форманинг бундай мад- 
сус кУриниши каноник  куриниш дейилади. Дастлаб, п та 
х и х 2, . . .  ,х„  номаълумнинг /  квадратик*формаси хосмас чи
зицли алмаштириш орцали

каноник куринишга келтирилган булсин деб фараз цилайлик, 
бу ерда yt , уа, . .  . ,  у„ янги номаълумлар. Ьи Ь2, . . . ,  Ьп коэффи- 
циентларнинг баъзилари нолга тенг булиши мумкин, албатта.
(11) да нолдан фарцли коэффициентлар нинг сони албат т а  
f  форманинг ранги  г  га тенг булишини исбот циламиз.

Хацицатан дам, ( 11) ни хосмас алмаштириш ёрдамида досил 
цилганлигимиз сабабли, ( 11) нинг унг томонидаги квадратик 
форманинг ранги дам г  булиши керак. Бироц бу квадратик 
форманинг матрицаси диагонал куринишга эга

шунинг учун дам, бу матрицанинг ранги г булиши керак де-. 
ган талаб унинг диагоналида нолдан фарцли роппа-роса г  та 
элемент турибди деган фаразга тенг кучлидир.

К в а д р а т и к  ф о р м а л а р  д а ц и д а г и  у ш б у  а с о с и й  
т е о р е м а н и  исботлашга утамиз.

Х,ар цандай квадратик форма бирор хосмас чизицли а л 
маштириш орцали каноник куринишга келтирилиш и м у м 
кин. Агар бунда зациций квадратик форма ц аралаёт ган  
брлса, у зо л д а  кррсатилган чизицли алмаштиришнинг за м -  
ма коэффициентларини зациций деб зисоблаш  мумкин.

Бу теорема битта номаълумнинг квадратик формаси булган 
дол учун тугри, чунки ана шундай дар бир форма каноник 
булган ах.2 куринишда булади. Бинобарин, исботни номаълум
лар сони буйича индукция ёрдамида олиб борсак булади, 
яъни теорема номаълумлар сони п дан кичик булган квадра

(П )
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тик формалар учун исботланган деб, уни я  та номаълумнинг 
квадратик формаси учун исботлашимиз мумкин.

п та х и х 2, . . . , х п номаълумнинг квадратик формаси
П Я/-22 alfxiKf ( 12)

г- U - i
берилган булсин. Шундай хосмас чизикли алмаштиришни то- 
пшпга заракат киламизки, у  /  дай номаълумлардан бирининг 
квадратини ажратсин, яъни у /  ни бу квадратнинг ва колган 
номаълумларнинг бирор квадратик формаси йигиндиси кури- 
нишига келтирсин. Агар /  форманинг матрицасида бош диаго- 
иалда турган а и , а 22, . . . ,  а пп коэффициентлар ичида нолдан 
фарклилари б^лса, яъни ( 12) га х { номаълумларнинг >;еч бул- 
маганда бирининг квадрата нолдан фаркли коэффициент билан 
кирса, бу 'максадга осон эришилади.

Масалан, а п Ф  0 булсин. У золда, квадратик форма булган 
ушбу а ” 1 (ап х х + ^ 12-̂ 2 +  • • • +  а \пх гУ ифода зам бизнинг /  
формамиз х х номаълумли кандай задларга эга булса, худди 
шундай задларга  эга булишини текшириш осон. Шунинг учун

/  — ЯП1 («11*1 +  fli2*2 +  • • • +  a inxn)2 «  g
айирма x t номаълумга эмас, балки х 2, . . . , х „  номаълумларга- 
гина эга булган квадратик форма булади. Бу ердан

/  =  (anxt +  ai2x2 - £ . . . +  au xnf  +  g.
Агар

У\ — “Ь “Ь • • « ~Ь Vi =  =  2, 3, . ,  , ,  л )  (13)

белгилашларии киритсак,
t  =  any ' i  +  S  (14)

ни зосил киламиз, бу ерда g  энди у2> Ув. • • •»У„ номаълумлар
нинг квадратик формаси булади. (14) ифода t  учун изланаёт
ган ифодадир, чунки у ( 12) дан хосмас чизикли алмаштириш 
ёрдамида, чунончи детерминанта а и , шунинг учун зам  хос
мас булган (13) чизикли алмаштиришга тескари алмаштириш 
ёрдамида зосил килинган.

Агар а и =  =  . . .  =  апп =  0 тенглик уринли булса, у з о л 
да /  формада дастлаб номаълумларнинг квадратларини пайдо 
булишига олиб келадиган ёрдамчи чизикли алмаштириш ба- 
жариш керак. Бу форманинг (12) ёзувидаги коэффициентлар 
ичида нолдан фарклилари булиши кераклиги сабабли — акс 
Золда, исботлайдиган нарсанинг узи булмасди — айтайлик, 
а и ¥=0 булсин, яъни /  форма 2а п \ хх 2 заднинг ва зар бирига
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х „ , . . . ,  х п номаълумларнинг ацалли биттаси кирадиган задлар- 
нинг йившдисидан иборат булади.

Ушбу чизицли алмаштиришни бажарамиз:
я, =  2 , — z2, x 2 =  г, +  z3, i =  3 , . . . ,  я  булганда ^  =  г,. (16)

Бу алмаштириш хосмас, чунки у ушбу детерминантга эга:

1 - 1 0 . .

1 1 0  . .

0 0 1 . .

0 0 0 .  .

Бу алмаштириш натижасида формамизнинг 2aiax tx 3 зади

2aiax tx 2 =  2ais( z t — z2) (г, +  z 3) =  2a iaz^ — 2an z\

куринишни олади, яъни /  формада бирданига иккита номаъ
лумнинг нолдан фарцли коэф ф и ци ен та  эга булган квадрати 
пайдо булади. Шу билан бирга улар цолган задларнинг зеч  
бири билан цисцариб кета олмайди, чунки цолган задларнинг 
зар бирига г г, . . . , г п номаълумларнинг зеч  булмаганда бири 
киради. Хозир биз юцорида куриб чицилган золга  келиб цол- 
дик, яъни яна бир хосмас чизицли алмаштириш билан /  ф ор
мани (14) куринишга келтиришимиз мумкин.

Исбогни тугаллаш учун ушбуни цайд цилиш цолди: g  квад
ратик форма п дан кичик булган сондаги номаълумларга бог
лиц ва шунинг учун индукция буйича у2, у8. • • ■, У„ номаъ
лумларнинг бирор хосмас чизицли алмаштирилиши ёрдамида 
каноник куринишга келтирилади. Демак, барча п номаълум
ларни у, ни узгаришсиз цолдирадиган алмаштириш (хосмас 
эканлигини куриш осон) деб цараладиган бу алмаштириш (14) 
ни каноник куринишга келтиради. Шундай цилиб, /  квадратик 
форма икки ёки учта хосмас чизицли алмаштириш (бу хосмас 
алмаштиришларни биргина хосмас чизицли алмаштириш — у л ар 
нинг купайтмаси билан алмаштириш мумкин) ёрдамида номаъ
лумларнинг бирор коэффициентли квадратлари йигиндиси ку- 
ринишига келтирилади. Бу квадратларнинг сони форма ранги 
г  га тенг эканлиги бизга маълум. Бунинг устига, агар f  квад
ратик форма зациций булса, у золда /  форманинг каноник 
куринишидаги коэффициентлари зам, / ни бу куринишга кел 
тирувчи чизицли алмаштиришнинг коэффициентлари зам за- 
циций булади; дарзацицат (13) га тескари булган чизицли ал- 
мащтириш зам, (15) чизицли алмаштириш зам зациций коэф- 
фийфентларга эга.

А$есий теореманинг ивб®ти тугади. By ц§ботда ишлатилган 
метод квадратик форМан^ з'ацицатан зам каноник куринишга
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келтиришга дойр конкрет мисоллар ечишда татбиц килиниши 
мумкин. Фацат биз исботда фойдаланган индукция урнига 
юцорида баён цилинган метод ёрдамида номаълумларнинг 
квадратларини кегма-кет ажратиш мумкин.

М и  с о  л. Ушбу квадратик формани каноник куринишга келтиринг.

Бу  формада номаълумларнинг квалратлари йук, шу сабабли дастлаб 
матрицаси

хосмас чизикли алмаштиришни бажарамиз, шундан сунг куйндагини ^осил 
диламиз:

Бу ерда у* олдидагя  коэффициент нолдаи фаркли, шунинг учун формадан 
бир номаълумнинг квадратини ажратиш  мумкин.

г,  =  2у, — 2у3, г а =  у* г3 =  у 3 

деб, яъни тескари алмаштиришининг матрицаси

булган чизнцли алмаштириш бажариб, /  ни ушбу куринишга келтирамиз:

Хозирча ф а к ат  z t номаълумнинг квадрати ажралди, чунки формада *а- 
ли бошча иккита номаълумнинг купайтмаси бор. z £ олдидаги коэффициент-
нинг нолга тенг эмаслигидан фойдаланиб юцорида баён килинган методни 
яна бир бор кулланамиз. Тескари матрицаси

чизикли алмаштиришни бажариб, нидоят, /  квадратик форыаии каноник ку- 
Яшишга келтирамиз:

/  =» 2л , — 6*2дг3 +  2 <3*,. (16)

булган
*1 =  У1 — У =  У\ +  Уа. *з =  У«

;  =  _  г 2 _  2z* -  2z'i -  8z2z3.

булган
ti =* zXh t% *= 2z% — 4z3, t3 <=» z3

1 1
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(16) ни дар^ол (17) га келтирувчи чизикли алмаштиришнинг матрицаси 
ушбу

купайтмадан иборат булади.
Бевосита урнига куйиш билан *ам ушбу

** = "2 *1+ "2 ^ + 3 *3’
1 1

*8 “  1*

хосмас (чунки детерминанти— ■£- га тенг) чизикли алмаштириш (16) ни (17) 
га келтиришини текшириб куриш осон.

Квадратик формани каноник куринишга келтириш назария- 
си иккинчи тартибли марказий эгри чизикларнинг геометрик 
назариясига ухшатиб тузилди, бирок унинг умумлашгани б у 
либ зисоблана олмайди. Хакикатан зам , бизнинг назариямизда 
исталган хосмас чизицли алмаштиришларга йул цуйилади, и к 
кинчи тартибли эгри чизикни каноник куринишга келтириш 
эса текисликни буриш булиб зисобланадиган (2 ) куринишдаги 
жуда зам махсус чизикли алмаштиришлар туфайли амалга 
оширилади. Бирок бу геометрик назария гг та номаълумнинг 
з а к и к и й  коэффициентли квадратик формаси булган з о л  учун 
умумлаштирилиши мумкин. К в а д р а т и к ф о р м а л а р н и б о ш  
У к л а р г а  к е л т и р и ш  деб аталувчи бу умумлаштиришнинг 
баёни 8 -бобда берилади.

27- §. Инерция цонуни

Берилган квадратик форма келтириладиган каноник к$фи- 
ниш унинг учун бир кийматли аникланган эмас: зар  кандай 
квадратик форма жуда куп турли усуллар билан каноник ку 
ринишга келтирилиши мумкин. Масалан, олдинги параграф- 
да куриб чикилган /  =  2х хх 2 — § х гх 3 - \ -2 х гх х квадратик форма 
ушбу
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хосмас чизицли алмаштириш орцали илгари эрсил цилингани- 
дан фарцли булган

/  =  2^  +  6^ - 8^3

каноник куринишга келтирилади.
Берилган /  форма келтириладиган турлича каноник квад

ратик формалар учун нима умумий деган савол тугилади. Бу 
савол, маълум булишича, ушбу савол билан чамбарчас боглиц 
экан: цандай шартда берилган иккита квадратик форманинг 
бири хосмас чизицли алмаштириш орцали иккинчисига утка- 
зилиши мумкин? Бу саволларга бериладиган жавоб комплекс 
квадратик формалар ёки ^яциций квадратик формалар кури- 
лаётганига боглиц булади.

Дастлаб, ихтиёрий комплекс квадратик формалар царалаяп- 
ти деб ва шу билан бирга ихтиёрий комплекс коэффициент
ли хосмас чизицли алмаштиришлардан фойдаланишга йул цуйи- 
лади, деб фараз цилайлик.

Бизга маълумки, п номаълумнинг ранги г  булган квадра
тик формаси

/ = с , у ;  +  сгу\ +  . . .  +  сгу г

каноник куринишга келтирилади, бу ерда барча си сг, с, 
коэффициентлар нолдан фарцли. Хар цандай комплекс сондан 
квадрат илдиз чицишидан фойдаланиб, цуйидаги хосмас чизиц
ли алмаштиришни бажарамиз:

‘ =  1, 2 ........... г  да z t =  j  =  г  -+ 1, .  . . , п  да z ^ y j .
Бу алмаштириш /  формани нормал куриниш  деб аталувчи 

/ = z] -+ г\ +  . . . 4- г*
куринишга келтиради; бу г  та номаълумнинг коэффициентла
ри 1 га тенг булган квадратлари йигиндисидан иборат оддий- 
гина йигиндидир.

Нормал куриниш /  форманинг ранги г гагина боглиц, яъни 
ранги г  булган барча квадратик формалар бир хил куриниш
— (1) нормал куринишга келтирилади. Бинобарин, агар п та 
номаълумнинг квадратик формалари булган /  ва g  бир хил г  
рангга эга булса, у }{Олда /  ни ( 1) га .сунгра ( 1) ни g  га ут- 
казиш мумкин, яъни / ни g  га утказувчи хосмас чизицли ал
маштириш мавжуд. Иккинчи томондан, ^еч цандай хосмас чи
зицли алмаштириш форма рангини узгартирмаслиги сабабли, 
цуйидаги натижага келамиз:

п та номаълу ининг иккита комплекс квадратик форма- 
сининг ранг лари  тенг булганда, ва фацат шчндагина, улар  
комплекс коэффициентли хосмас чизицли алмаштиркшлар  
ёрдамида бир-бирига утади.
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Бу теоремадан зеч  бир цийинчиликсиз ушбу натижа келиб 
чицади: ранги г  булган комплекс квадратик форманинг к а 
ноник куриниши булиб г та номаълумнинг нолдан фарцли  
ихтиёрий комплекс коэффициентли квадратларининг з а р  
цандай йигиндиси хизмат цилиши мумкин.

Агар з а ц и ц и й  квадратик формалар курилаётган булса, ва 
энг музими, зациций коэффициентли чизицли алмаштиришлар- 
гагина йул цуйиладиган булса, иш анча цишшлашади. Бу з о л 
да энди зар  цандай форма зам (1) куринишга келтира берил- 
майди, чуики бу манфий сондан квадрат илдиз чицаришни та
лаб этиб цолиши мумкин. Бироц, агар бир нечта номаълум
нинг коэффициентлари + 1  ёки — 1 булган квадратларининг 
йигиндисини квадратик форманинг нормал куриниши  деб ата- 
сак, у  золда з а р  цандай  /  квадратик формани зациций коэф 
фициентли хосмас чизицли алмаштириш орцали нормал  
куринишга келтириш мумкинлигини осонликча курсатиш  
мумкин.

Хацицатан зам, п та номаълумнинг ранги г  булган квад
ратик формаси куйидагича ёзиш мумкин булган (агар керак 
б^лса, номаълумларнинг номерланишини узгартириб) каноник 
куринишга келтирилади:

/  =  +  • • • +  cky ’k -  ck+1y*+i -  . .  . -  cry  2, 0 <  k <  r .

Бу ерда барча cu . ck\ Ck+1 , . . . .  cr сонлар нолдан 
фарцли ва мусбат. У золда ушбу зациций коэффициентли хос
мас чизицли алмаштириш

/ = 1, 2 , . . . ,  г да Zi =  V~ciy}, i - r \  1.......... я д а

/  ни ушбу нормал куринишга келтиради:

/ =  г \  +  . .  . +  г \  -  z*+i - .  . .  -  z).

Бу ерда квадратларнинг умумий сони форманинг рангига тенг
б;улади.

Дациций квадратик форма нормал куринишга купгина турли 
алмаштиришлар орцали келтирилиши мумкин, бироц номаълум
лар номерланиши аницлигида у фацат биргина нормал кури
нишга келтирилади. Буни зациций квадратик формаларнинг  
инерция цонуни деб  аталувчи уш бу музим теорема курса- 
тади:

Б ерилган зациций коэффициентли квадратик форманинг  
Зациций хосмас чизицли алмаштириш ёрдамида зо с и л  ц и 
линган нормал куринишидаги мусбат квадрат лар сони ва 
манфий квадратлар сони бу алмаштиришнинг т анлаб оли-  
нишига боглиц эмас.
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Хакикатан зам, п та д:ь  х 2, . . . ,  х п номаълумнинг квадра
тик формаси t  нинг ранги г  булиб, икки усул билан куйидаги нор
мал куринишга келтирилган булсин:

/  =  у? +  . . .  +  у \  -  y'i+l - .  . .  -  у* -
=  г[ +  . . . +  г] — г ;2+1 -  . . .  -  а* (2)

х и х 2, . . . »  х„ номаълумлардан у,, у2, . .  . ,  у„ номаълумлар- 
га утиш хосмас чизикли алмаштириш булгани учун, аксинча, 
иккинчи номаълумлар зам биринчи номаълумлар оркали нолдан 
фаркли булган детерминант билан чизикли ифодаланадилар:

П
УI =  a lsxs , i =  1, 2 , . . . ,  п. (3 )

Шунга Ухшаш
п i

*7 =  2  */<*<• !. 2........... п> (4 )

шу билан бирга коэффициентлардан тузилган детерминант яна 
нолдан фаркли. Коэффициентлар (3) да зам, (4) да зам зак и 
кий сонлардир.

Энди k <  / деб фараз киламиз ва ушбу тенгликлар систе
масини ёзамиз:

У1 =  0 ........ y k =  0, zJ+, =  0 ...........z r =  0 ...........г я ==0. (5)

Агар бу тенгликларнинг чап томонлари уларнинг (3) ва (4) 
даги ифодалари билан алмаштириладиган булса, п та х и х г,..., 
х П номаълумли n — I +  k та чизикли бир жинсли тенгламалар 
системасини зосил киламиз. Бу системада тенгламалар сони 
номаълумлар сонидан кичик, шунинг учун 1-§  дан маълумки, 
система н о л ь  б у л м а г а н  закикий а,, а2, ... , ал ечимга эга.

Энди (2j тенгликдаги барча у ва г  ларни уларнинг (3) ва
(4) ифодалари билан алмаштирамиз, сунгра номаълумлар у р 
нига а1( а2, ... ,ая сонларни кУямиз. Агар бундай урнига к у _ 
йишдан сунг у, ва Zj ларнинг кийматлари кискалик учун у ( (о) 
ва Zj(*) оркали белгиланса, (2) ифода (5) га биноан куйидаги 
тенгликка айланади:

“  Л +1 (*) — • • • ~Уг  (*) =  г ’(г) +  • • • +  (6 )
(3) ва (4) даги барча коэффициентлар закикий булганлиги 
учун (6 ) тенгликка кирувчи замма квадратлар мусбат, шунинг 
учун (6 ) дан бу квадратларнинг заммаси нолга тенг эканлиги 
келиб чикади; бу ердан

*i(*) =  0............*,(“) =  0 (7)
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тенгликлар келиб чикади. Иккинчи томондан, а,, «2. . . . , 
сонларнинг танлаб олинишига кура,

Z ,+1 ( а )  =  0 ,  . . . , Z T( a )  =  0 ,  . . . , Z „ ( a )  =  0 .  ( 8 )

Шундай килиб, п та х и х 2, . . . , х п н о м а1лумли п та чизик
ли бир жинсли тенглама системаси

z, =  О, I — 1, 2 . . . . , п

(7) ва (8 ) га асосан ноль булмаган а ь  а 2, . . . , а я ечимга эга, 
яъни бу системанинг детерминанти ноль булиши керак. Бирок 
бу (4) алмаштириш хосмас деган фаразга зид. / <  k булганда 
*ам шундай зиддиягга келамиз. Демак, бу ердан k =  / тенг
лик келиб чикади. Теорема исбот булди.

Берилган т ^акикий квадратик форманинг келтирилган ка
ноник куринишидаги мусбат ишорали квадратлар сони бу форма 
инерциясининг мусбат индекса деб, манфий квадратлар сони 
эса инерциянинг манфий индекса  деб, инерциянинг мусбат 
ва манфий индекслари орасидаги айирма /  форманинг сигна- 
тураси деб аталади. Форманинг ранги берилганда ^озир аник- 
ланган учта сондан ихтиёрий бирортасининг берилиши колган 
иккитасини тула аниклайди; шунинг учун >;ам келгусида бу 
учта соннинг исталган бири ^акида гапириш мумкин.

Куйидаги т е о р е м а н и  исбот киламиз: 
ti та номаълумнинг дациций коэффициентли иккита  

квадратик формаси бир кил рангга ва бир хи л  сигнатурага  
эга  булганда ва фацат шундагина, ул а р  хосмас зациций  
чизицли алмаштириш орцали бир-бирларига ут казилади .

^акикатан ^ам, /  форма g формата хосмас ^акикий алмаш 
тириш оркали утадиган булсин. Бу алмаштириш форма ран- 
гини узгартирмаслигини биламиз. У сигнатурани ^ам узгартира 
олмайди, чунки акс золда /  ва g  турлича нормал куринишларга 
келтирилган булар эдилар, у ^олда /  форма инерция конунига 
хилоф ^олда бу иккала нормал куринишга келтирилар эди. 
Аксинча, агар /  ва g  формалар бир хил ранг ва бир хил сиг
натурага эга булса, улар бир хил нормал куринишга келади- 
лар ва шунинг учун улар бир-бирларига у тказилишлари 
мумкин.

Агар g  квадратик форма нолга тенг булмаган ^ацикий 
коэффициентли

g  =  6, у\  +  Ь2 у] +  . . .  +  ь г у } (9)

каноник куринишда берилган булса, у ^олда бу форманинг 
ранги г  га тенг эканлиги равшан. Буига форманинг нормал 
куринишга келтиришнинг юкорида кулланилган усулини тат- 
бик этиб, g  форма инерциясининг мусбат индекси (9) тен г
ликнинг унг томонидаги мусбат коэффициентлар сонига тенг
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эканлигини куриш осон. Бу ердан ва олдинги теоремадзн 
ушбу натижа келиб чицади:

/  квадратик форманинг ранги г  га тенг булганда ва бу 
форма инерциясининг мусбат индекси (9 ) даги мусбат коэф
фициентлар сони билан бир хил  булганда ва фацат шун- 
дагина, (9) ифода форманинг каноник куриниши булади.

Ажралувчи кв ад р ати к  купдадлар . п та номаълумнинг ис
талган иккита
ср =  а х х х +  а г х 2 +  . . .  +  а пх п, =  bx х ,  -J- Ь2х 2 -f- . . .  bnx n
чизицли формасини бир-бирига купайтириб, равшанки, бирор 
квадратик формани зосил циламиз. ХаР цандай квадратик 
форма зам иккита чизицли форманинг купайтмаси шаклида 
тасвирлана бермайди. Шунинг учун бу цачон уринли булиши
ни, яъни квадратик форма ажралувчи  буладиган шартларни 
келтириб чицарамиз.

Комплекс f ( x u х ъ . . .  , х „) квадратик форма ранги  
иккидан кичик ёки ун га  тенг булганда ва фацат шундаги- 
на аж ралади. Хациций  / ( * , ,  х 2, . . . , х„) квадратик форма
нинг ранги ёки бирдан кат т а булмаса, ёки у  иккига тенг 
б ул и б , сигнатураси эса 0 га тенг булганда  ва фацат шун- 
дагина аж ралади.

Аввал чизицли <? ва ^ формаларнинг купайтмасиии куриб 
чицамиз. Агар бу формаларнинг зеч  булмаганда биттаси ноль 
булса, у зо л д а  уларнинг купайтмаси коэффициентлари нолга 
тенг булган квадратик форма булади, яъни унинг ранги О 
булади. Агар <р ва ^ чизицли формалар пропорционал булса:

t  =  с<?,
( с ф  0  ва 9 — ноль эмас) у золда, масалан, а х коэффициент 
нолдан фарцли булсин. У золда,

y t =  а х x t +  . . .  +  а п х п, y, =  xh i 2 , 3, . . .  , п 
хосмас чизицли алмаштириш <рф квадратик формани

=  су\
куринишга келтирадн. Унг томонда ранги 1 булган квадратик 
форма турибди, шунинг учун ср̂> квадратик форманинг ранги 
Зам 1 га тенг. Н изоят, энди <р ва ф чизицли формалар про
порционал булмасин дейлик ва, айтайлик,

булсин. У золда
Ух =  Oi*i +  я 2х 2 +  а„хп, 
у 3 =  btx x +  Ьгх 2 +  . .  . тЬ Ьпх я, 

У | -  Х |, (* =  3 , 4 , .  . . ,  п)
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чизикли алмаштириш хосмас булади; у  <р <]» квадратик формани

<Р Ф =  Ух Уг

куринишга келтиради. Унг томонда ранги 2 булган квадратик 
форма турибди, Унинг коэффициентлари закикий булган з о л 
да, сигнатураси 0 дир.

Тескари даъвони исботлашга утамиз. Ранги 0 булган квад
ратик форма бири нолга тенг булган иккйта чизикли форма
нинг купайтмаси деб каралиши мумкин, албатта. Ранги 1 б у л 
ган f ( x u х г, . . .  , х п) квадратик форма хосмас чизикли алмаш 
тириш оркали

/ =  Су \ ,  с ф О
куринишга, яъни

/ = ( О М У 1
куринишга келтирилади. у, ни х и х 2, . . . , х п лар оркали чизик
ли ифодалаб, /  форманинг иккита чизикли форма купайтмаси 
куринишидаги тасвирини зосил киламиз. Ни^оят, ранги 2 , 
сигнатураси 0 булган t (x u x 2, . . .  , х п) квадратик форма хос
мас чизикли алмаштириш оркали

f  «  yt -  у]
куринишга келтирилади; ранги 2 булган исталган комплекс 
квадратик форма худди шу куринишга келтирилиши мумкин. 

Бирок
У \ ~ У \  =  (У1 “ Уа)(У1 +  Уа);

у, ва у2 ларни уларнинг х и х г, . . . , х п лар оркали чизикли 
ифодалари билан алмаштирганимиздан сунг, унг томонда и к
кита чизикли форманинг купайтмаси туради. Теорема исбот 
булди.

28- §. Мусбат аницланган  ф орм алар

Агар п та номаълумнинг д а к и к и й  коэффициентли /  квад 
ратик формаси п та м у с б а т  квадратдан иборат * нормал к у 
ринишга келтирилса, яъни бу форманинг ранги зам , инерци 
ясининг мусбат индекси зам номаълумлар сонига тенг булса, 
бу форма мусбат аницланган  дейилади.

Куйида келтириладиган теорема мусбат аникланган форма- 
ларни, уларни нормал ёки каноник куринишга келтириб утир- 
масдан, тавсифлашга имкон беради.

п та  •• • , х п нонаълумнинг зациций коэф ф ици
ент аи t  квадратик формаси зеч. б ул м а га н д а  биттаси нолдан  
фарцли булган бу номаълумларнинг з а р  цандай зациций  
цийиатларида мусбат цийм ат лар ц абул  цилганда ва, фа-  
цат шундагина, бу форма мусбат  аницланган булади.
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И с б о т и .  /  форма мусбат анщланган булсин, яъни ушбу 
нормал куринишга келтириладиган булсин:

/  =  У ?  +  У г  +  . . .  +  У «  ( 1 )
бу ерда

П
У/ =  "5 ] а и х /1 2 , . . . , п,

r f  (2)
ва зациций аи коэффициентлардан тузилган детерминант нол
дан ф а р ц л и .  Агар /  га зеч  булмаганда биттаси нолдан фарц- 
ли булган х и х 2, . . . , х„ номаълумларнинг ихтиёрий зациций 
цийматларини цуймокчи булсак, уларни дастлаб (2 ) га, сунгра 
эса барча у, лар учун зосил цилинган цийматларни ( 1) га куйиш 
мумкин. (2 ) дан у,, у 2, . . . , у п лар учун олинган цийматлар- 
нинг заммаси бирданига нолга тенг булмаслигини цайд килиб 
•утайлик, чунки акс золда

П
2 V / - ° >  t =  1, 2 , . . . ,  и

чизикли бир жинсли тенгламалар системасининг детерминанти 
нолдан фаркли булса-да, у ноль булмаган ечимларга эга экан 
лигини зосил килар эдик. у и у2, . .  . , ул лар учун топилган 
цийматларни ( 1) га куйиб, /  форманинг орасида нолга тенг 
булмаганлари зам бор булган п та закикий соннинг квадрат- 
лари йигиндисига тенг булган цийматини зосил киламиз; би- 
нобарин, бу киймат цатъий мусбат булади.

Аксинча, /  форма мусбат аникланган булмасин, яъни ё 
унинг ранги ёки инерциясининг мусбат индекси п дан кичик 
булсин. Бу форманинг (2) хосмас чизикли алмаштириш ёрда- 
мида келтириладиган нормал куринишида янги номаълумлар- 
дан з е ч  булмаганда биттаси, масалан, у п ё бутунлай йуц ёки 
минус ишора билан туради деган суздир. Бундай золда л,, 
х 2, . . . , х п номаълумлар учун шундай закикий кийматлар 
танлаб олицг мумкинки, номаълумларнинг бу кийматларида f  
форманинг киймати нолга тенг ёки, затто манфий булишини 
курсатамиз. Масалан, х и х 2, . . . , х п ларнинг (2) дан у, =
— Уг =  • • • =  Уп- 1 =  0, у п — 1 булганда зосил буладиган тенгла
малар сисгемасини Крамер коидаси буйича ечганда зосил ци- 
линадиган кийматлари юкорида тилга олинган кийматлар б у л а 
ди. Д арзакикат ,  л ,,  х 2............х п ларнинг бу цийматларида f
форма: агар y l  бу форманинг нормал куринишига кирмаса, н ол
га, агар у гп нормал куринишга манфий ишора билан кирса
— 1 га тенг.

Хозир исбот цилинган теоремадан мусбат аникланган квад
ратик формалар татбиц цилинадиган замма ерда фойдаланилади.



Бирок бу теорема ёрдамида форма коэффициентлари буйича 
унинг мусбат аникланган эканлигини тайинлаш мумкин эмас. 
Бу максад учун бошка бир теорема хизмат килади Уни- ис* 
ботлаш ва таърифлаш учун дастлаб битта ёрдамчи туш унча 
киритамиз, п та- номаълумнинг матрицаси А =  (atj) булган f  
квадратик формаси берилган булсин. Бу матрицанинг юкори 
чап бурчагйга жойлашган 1, 2 , . . . , « -тартибли  минорлари, 
яъни
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Й11 а, з • • а п а п «12 • • а 1п
«11 #12 а 21 а 22 . . a 2k » • • • 1 а 2\ а 22 а 2 п
Яа1 а 22

а ь\ а и • • a kk а П2 ■■апп

минорлар (буларнинг энг охиргиси, равшанки, А матрицанинг 
детерминанти билан бир хил) /  форманинг бош минорлари  
дейилади.

Куйидаги т е о р е м а  уринли:
п та номаълумнинг коэффициентлари зациций сонлардан  

иборат булган квадратик формаси унинг бош минорлари  
цатъий мусбат булганда ва фацат шундагина, мусбат аниц - 
ланган булади.

И с б о т  и. п — \ булганда теорема уринли, чунки бу ?{ол- 
да форма а х г куринишга эга ва шунинг учун а >  0  булганда 
ва фацат шундагина, мусбат аникланган. Шунинг учун теоре
мани п — 1 та номаълум учун исбот килинган деб фараз килиб, 
уни п та номаълум учун исбот киламиз.

А евэл куйидагига эътибор берайлик:
Коэффициентлари ^акиций сонлардан иборат булган /  квад 

ратик форма берилган булиб, унинг коэффициентларидан т у 
зилган матрица <4 булсин. Агар /  квадратик форма устида *аки- 
кий матрицаси Q булган хосмас чизикли алмаштириш бажарила- 
ётган булса, у ^олда форма детерминантининг (яъни фор
ма матрицаси детерминантининг) ишораси узгармайди.

Хакикатан ^ам, алмаштиришдан сунг матрицаси Q'AQ  б у л 
ган квадратик формани ^осил киламиз, бирок IQ '| =  |QI 
булгани учун

| Q ' A Q |  =  | Q ' | . H | . | Q |  =  H [ . | Q P ,

яъни | А | детерминант мусбат сонга купайтнриляпти.
Энди ушбу квадратик форма берилган булсин:

П
/ =  V O -

1 3 -3 9 1 9
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Уни цуйидаги куринишда ёзиш мумкин:
п — 1

/  =  <р(л-„ Х ъ  . . .  , Х п - l )  +  2 2 a ‘n X iX n +  а п' .х *п,
i=i (3)

бу ерда «р форма я  — 1 та номаълумнинг /  форманинг х п но
маълум кирмаган задларидан тузилган квадратик формасидир. 
ср форманинг бош минорлари t  форманинг охиргисидан таш- 
цари замма бош минорлари билан бир хил эканлиги равшан.

f  форма мусбат аникланган булсин. Бу золда ср форма зам  
мусбат аникланган булади: агар хи х 2, . . . , x„~i номаълумлар
нинг ср форма цатъий мусбат булмаган циймат оладиган, ора
сида нолга тенг булмаганлари зам  бор булган цийматлари 
мавж уд булганда эди, у золда цушимча равишда х п — 0  деб  
ф араз цилиб, х и х 2, . . . , х„-и  х п номаълумларнинг циймат- 
лари орасида нолга тенг булмаганлари зам бор булса-да, (3 ) 
га кура, f  форманинг зам  цатъий мусбат булмаган цийматла- 
рини зосил цилган булар эдик.

Ш унинг учун индуктив фараЗга кура <р форманинг замма 
бош минорлари, яъни /  форманинг, охиргисидан ташцари, 
зам м а минорлари цатъий мусбат. /  форманинг охирги бош 
минорига, яъни А  матрицанинг детерминантига келсак, унинг 
мусбат эканлиги куйидаги мулозазалардан келиб чикади: t  
форма мусбат аницланган булгани учун, у хосмас чизицли 
алмаштириш ёрдамида п та мусбат квадратдан тузилган нор
мал куринишга келтирилади. Бу нормал куринишнинг д ет ер 
минанти цатънй мусбат, шунинг учун юцоридаги изозга  кура 
/  форманинг детерминанти зам мусбат.

Энди t  форманинг замма бош минорлари цатъий мусбат 
булсин. Бу ердан ср форманинг замма бош минорлари мусбат 
эканлиги, яъни индуктив фараз буйича бу форманинг мусбат 
аницланган эканлиги келиб чицади. Бинобарин, х и х 2, . . . , -v„_i 
номаълумларнинг шундай хосмас чизицли алмаштирилиши 
мавжудки, у ср формани янги у ь  у 2 , . . . , у п- \  номаълумлар
нинг п — 1 та мусбат квадратлари йигиндиси куринишига кел- 
тиради. Бу чизицли алмаштиришни, х п — у„ деб фараз цилиб, 
барча х и л 2, .-. . , х п номаълумларни (хосмас) чизицли алмаш- 
тиришгача тулдириш мумкин. (3) га кура /  форма курсагил- 
ган алмаштириш орцали ушбу

2 У' + 2  2  *мУ/Уя +  *л«У«
1 = 1  (=i (4)

гуринишга келтирилади. bln коэффициентларнинг аниц ифода
лари биз учун музим эмас,

• У* +  2bln y ty„ =* (у, -j- Ь1пу„У  -  Ь \ яу ‘я
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булгани учун

=  У/ +  ^«Уя. * =  1. 2 , . . .  ,л -  1, =  уя
хосмас чизицли алмаштириш /  формани (4) га кура

Л - 1

/  — ^  z'i +  сг п
(5)

каноник куринишга келтиради.
f  форманинг мусбат аницланган эканлигини курсатиш учун 

с соннинг мусбат эканлигини курсатиш цолди. (5) тенгликнинг 
унг томонида турган форманинг детерминанти с га тенг. Би 
роц бу детерминант мусбат "булиши керак, чунки (5! тенглик
нинг унг томони /  формадан иккита хосмас чизицли алм аш 
тириш орцали ){Осил цилинган, /  форманинг детерминанти эса 
бу форманинг охирги бош минори сифатида мусбат эди.

Теореманинг исботи тугади.
М и с о л л а р  1. Ушбу

квадратик форма мусбат аницланган, чунки унинг бош минорлари мусбат

2. Ушбу
f  =  3*'f +  x'l +  5x1 +  4atiдга — 8дГ| v3 - 4 x 3vt

квадратик форма мусбат аникланган вмас, чунки унинг иккинчи бош ми
нори манфий:

Мусбат аницланган квадратик формаларга ухш аш  манфий. 
аницланган формаларни  ^ам, яъни нормал куринишлари но
маълумларнинг фацат манфий квадратларидангина иборат хос
мас квадратик формаларни киритиш мумкинлигини цайд цилиб 
утамиз. Нормал куринишлари бир хил ишорали квадратлар- 
дан тузилган хос квадратик формалар баъзан ярим а н и ц л а н 
ган формалар дейилади. Нидоят, нормал куринишлари н ом аъ
лумларнинг мусбат квадратлари билан бир цагорда манфий 
квадратларндан ^ам тузилган квадратик формалар аницлан-  
маган  (аницмас, дейилади.

f  =  Ьх\ +  х \  +  +  4<r,r2 -  8 f , r 3 — 4 r sx3

5 2 - 2
2 1 —2 “ !• 

’ - 4  - 2  5
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ЧИЗИКЛИ ФАЗОЛАР

29- §. Чизицли фазо таърифи. Изоморфизм

п улчовли вектор фазонинг 8 - § да берилган таърифи п 
улчовли векторни п та соннинг /тартибланган системаси каби 
аницлашдан бошланган эди. Кейин ц улчовли векторлар учун 
цушиш ва сонга купайтириш киритилган эди, бу эса п улчов
ли вектор фазо тушунчасига олиб келган эди. Вектор фазо- 
ларга дастлабкн мисол цилиб, текисликда ёки уч улчовли 
фазода координаталар бошидан чицувчи вектор- кесмалар 
тупламини олиш мумкин. Бироц геометрия курсида бу мисол- 
ларга дуч келар эканмиз, векторларни уларнинг бирор тайин- 
ланган координаталар системасидаги компоненталари орцали 
бериш зарур деб .чамма вацт *ам з^исобламаймиз, чунки вектор
ларни цушиш ва уларни скалярга купайтириш координаталар 
системасининг танлаб олинишига боглиц булмаган ^олда гео- 
метрик аницланади. Чунончи, текисликда ёки фазода вектор
ларни цушиш параллелограмм цоидаси буйича бажарилади, 
векторни а сонга купайтириш эса бу векторни а марта (агар 
а манфий сон булса, вектор йуналишини тескарисига узгарти- 
риш билан) чузишни билдиради. Умумий ^олда )$ам вектор 
фазонинг „координатасиз" таърифини, яъни векторларни сон
ларнинг тартибланган системаси каби бериш талаб этилмай- 
диган таърифни киритиш мацсадга мувофицдир. Дозир ана 
шундай таъриф берилади. Бу таъриф а к с и о м а т и к  таъриф- 
дир: унда ало^ида векторнинг хоссалари тугрисида х,еч нима 
дейилмайди, бироц векторлар устида бажариладиган амаллар 
буйсиниши керак булган хоссалар санаб утилади.

V туплам берилган булсин; унинг элементлари латинча 
кичик ^арфлар билан белгиланади: а, Ь, с... 11 V тупламда 
ундаги а, b элементларнинг ^ар цандай жуфтига V  дан олин
ган, бир цийматли аницланган а- \-Ь  элементни мос цуювчи ва
а, b ларнинг йигиндиси  деб аталган цушиш амали  ва заци-

‘) 2-бобда кабул килиш андаи фаркли улароь;. бу ерда ва кейннги боб- 
ларда векторларни латин алфавитшшнг кичик .^арфлари билан, сонларни эса 
грек алфавитининг кичик царфлари билан белгилаймиз.



ций сонга купайтириш амали  аникланган булсин, ш у билан 
бирга а элементнинг а сонга купайтмаси i a  бир цийматли 
аницланган ва V га тегишлидир.

Агар курсатилган амаллар цуйидаги I-VII1 хоссаларга эга 
булсалар, V  туплам элементлари векторлар  деб; V нинг узи 
эса зациций чизицли  (ёки вектор, ёки аффин) фазо  дейилади:

I. Кушиш коммутатив, а  +  b =  Ь +  а.
II. Кушиш ассоциатив, (а  -+- Ь) +  с — а +  (Ь +  с).
III. V  да ундаги барча а  лар учун я  +  0 =  д шартни цано- 

атлантирадиган ноль элемент  0 мавжуд.
Ноль элементнинг ягоналигини  I дан фойдаланиб исбот

лаш осон; агар 0 ! ва 02—иккита ноль элемент булса, у *олда

0 ) +  Ог =  ■Ot!
+  02 =  02 -(-.О, =  02,

бу ердан 0 , =  02.
IV. I/да  *ар цандай а  элемент учун а  +  (— а) — 0 шартни 

цаноатлантирадиган — а царама-царши элемент  мавжуд.
Царама-царши элементнинг ягоналиги  II ва 1 га кура 

осонликча текширилади; агар (— а )х ва (—а ) 2 лар а  учун ик
кита царама-царши элемент бУлса, у з^олда

(— a )i + \а -f- (— а )2| =  ( — а , )  +  0  =  ( — а)и 
[(— а.), +  а] +  (— а )2 =  0 +  (— а ) 2 — (— а )2,

б у  ердан ( — а )х =  ( -  а)2.
I—-IV аксиомалардан а —Ъ айнрман'инг, яъни

b +  х — а  ( 1)

тенгламани цаноатлантирадиган элементнинг мавж удлиги ва 
ягоналиги  келиб чицадн.

Хацицатан *ам,
а — b — а  +  (— Ь) 

деб олиш мумкин, чунки
b - f  [а - f  ( — b)\ — [b -+■ (—b)] -f-fl =  0 +  a  =  a .

Агар (1) тенгламани цаноатлантирадиган, яъни
b с — а

5Уладиган яна бир с элемент мавжуд булса, у *олда бу тенг- 
тикнинг з{ар иккала цисмига — Ь элементни цушиб,

с =  а +  (— Ь)

ни ^осил циламиз.
Навбагдаги V —VIII аксиомалар (8 - §  билан таццосланг) сон

га купайтиришни цушиш билан ва сонлар устидаги амаллар
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билан боглайди Чунончи, V  дан олинган исталган а, b эле
ментлар учун, исталган а, р *акщ ий сонлар учун ва дациций 
сон 1 учун цуйидаги тенгликлар бажарилиши керак:

V. а(а +  Ь) =  аа 4  ab\
VI. (а +  Р) я =  аа 4  ра;
VII. ( а j)a  =  a ( а);
VIII 1 • а =  а.

Бу аксиомалардан келиб чикадиган баъзи энг содда хос- 
саларни курсатамиз.

(II.  «•  0  =  0 .

Х акн кщ атан  ^ам V даги бирор а учун

ва  =  а (а  - f  0 ) =  аа +  <* • 0 ,
яъни

а • 0  =  аа — аа =  аа + [— (аа)] =  0 .
[2 ]. О • а =  О,

бу ерда чап томонда ноль сони, унг томонда эса V  даги ноль 
элемент турибди.

Исботлаш учун исталган а сонни оламиз. У ^олда
аа =  (я +  0 ) а  =  ао 4  0  ■ й,

бу ердан
О • а — аа — аа =  0 .

[3]. Агар аа =  0 булса, у *олда ёки а =  0, ёки а  =  0. 
Хакикатан *ам агар а = £ 0 , яъни а -1 сон мавжуд булса, у

*олда г
а =  1 • а — (а-1а) а =  а-1(аа) =  аГ1 -0  =  0.

[4]. а ( — а)  =  — аа.
Д ар^ацикат

аа 4 «  ( — а) =  а [а 4  (— а )]  =  « • 0 =  0 | 

яъни  а (— а) элемент аа элементга царама-карши.
[5]. (— а )а  =  — аа.
Хакикатан ^ам,

аа 4  ( — °-)а =  [а 4 - (— а)]а =  0 • а =  О,

яъни ( — а) а элемент аа элементга царама-царши.
[6]. а ( а  — Ь) =  аа — аЬ.

Хакикатан ^ам, [4] га кура,
а (а — Ь) — а [а 4  (— b )] =  аа 4  а ( — b) =  аа - f  ( — аЬ) =  аа — ab. 

[7 \ .  (а — Р)а — аа — ра.
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Хакикатан зам,
(а  —  р)а =  [а +  ( —  Р)]я =  аа +  ( —  Р)а «=- аа +  ( — (За) =  а а  — ра.

Юкорида санаб утилган аксиомалар ва улардан келиб чи- 
кадиган натижалардан келгусида бирон-бнр изозсиз фойдала- 
на боришимизни кайд килиб утамиз.

Юкорида дакикий чизикли фазога таъриф берилди. Агар 
биз V тупламда факат закикий сонга эмас, балки исталган 
комплекс сонга зам купайтириш •аникланган деб фараз кила- 
диган булсак, уш а I—VIII аксиомаларни саклаган зо л д а  ком 
плекс яизицли фазонинг таърифини зосил килгап булар эдик. 
Куйида аниклик учун, з а к и к и й  ч и з и к л и  ф а з о л а р  к а 
ра  л а д  и, б и р о к  у ш б у  б о б д а  а й т и л г а н л а р н и н г  з  а м- 
м а с и  н и  к о м п л е к с  ч и з и к л и  ф а з о л а р  у ч у н  с у з м а -  
с у з т а к р о р л а ш  м у м к и н .

Хакикий чизикли фазоларнинг м и с о л л а р и  ни  келтириш 
осон. Энг аввал, 2-бобда урганилган вектор сатрлардантузил
ган п улчовли закикий вектор фазолар бунга мисол була ола- 
ди. Агар куш иш  ва сонга купайтириш амаллари параграф бо- 
шида курсатилган геометрик маънода тушуниладнган булса, 
текисликда ёки уч улчовли фазода координата бошидан чика- 
диган вектор-кесмалар туплами зам  чизикли фазо булади.

Бундан таищари „чексиз улчовли" деб аталувч'и чизикли 
фазоларнинг зам  мисоллари мавжуд. Дакикий сонларнинг м у м 
кин булган барча кетма-кетликларини карайлик; у куйидаги 
куринишга эга:

а — ((X), «2, . • . , я„, . • .).

Кетма-кетликлар устида бажариладиган амаллар компонент- 
лар буйича бажарилади: агар

Ь =  (Э *» р2) • • • I Рп> • • •)>
булса, у золда

а  +  b =  (а , +  р,, а2 +  Рг» • • • » ая "J" • • •)?
ч .

иккинчи томондан исталган у закикий сон учун 
Ч а -  (уаи т[а2, . . . , . . Л

Барча I—VIII аксиомалар бажарилади, яъни закикий чизикли 
фазони зосил киламиз.

Агар функцияларни к^шишни ва уларни закикий сонга 
купайтиришни функциялар назариясида кабул килинган м а ъ 
нода, яъни эркли узгарувчининг зар  бир кийматига мос кел- 
ган кийматларни кушиш ёки сонга купайтириш каби ту- 
шунилса, закикий узгарувчининг мумкин булган барча з а к и 
кий функциялара туплам» зам чексиз улчовли фазога мисол 
булади.
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Изоморфизм. Барча чизицли фазолар ичидан табиий р а 
вишда чекли Улчовли деб аташ мумкин булганларни ажратиб 
олиш бизнинг энг дастлабки вазифамиздир. Аввал битта ум у 
мий тушунча киритамиз.

Чизицли фазога таъриф беришда векторлар устида бажа* 
риладиган амалларнинг хоссалари тугрисида гапирилди, бироц 
векторларнинг узларининг хоссалари тугрисида ^еч нарса де- 
йилмайди. Шунга кура, берилган иккита чизицли фазонинг 
векторлар» табиатан муглацо )(ар хил булсалар-да,-бироц амал
ларнинг хоссалари нуцтаи назаридан бу иккита фазо бир-би- 
ридан фарц цилмайдиган булиши мумкин. Аниц таъриф цу- 
йидагича:

Агар иккита дациций чизицли V  ва V' фазо векторлари 
орасида узаро бир цийматли мослик Урнатилган булса, яъни
V даги >;ар цандай а  векторга V' дан а' вектор—а векторнинг 
о б р а з и —мос цуйилган булса, шу билан бирга V даги турли 
векторлар турлича образларга эга булсалар ва V  даги з?ар 
цандай вектор V  даги бирор вектор учун образ бУлса ^амда 
бундай мосликда и к к и т а  в е к т о р  й и г и н д и с и н и н г  о б 
р а з и  б у л и б ,  б у в е к т о р л а р  о б р а з л а р н и н г  й и г и н 
д и с и  х и з м а т  ц и л с а :

(а +  Ь)' — а'  +  Ь', (2)
в е к т о р н и н г  с о н г а  к у п а й т м а с и н и н г  о б р а з и  э с а  б у  
в е к т о р  о б р а з и н и н г  у ш а с о н г а  к у п а й т м а с и д а н  
и б о р а т  б у л с а :

( i a ) '  =  а а '  (3 )

берилган V ва V' дациций чизицли фазолар азоморф  дейила
ди. V ва У  фазолар орасида (2) ва (3) шартларга буйсуну^чи 
узаро бир цийматли мослик изоморф мослик  дейилишини ай- 
тиб утайлик.

Масалан, текисликда координаталар бошидан чицадиган 
вектор - кесмалар фазоси дациций сонларнинг тартнбланган 
жуфтларидан тузилган икки улчовли вектор фазога изоморф- 
дир: агар текисликда бирор координаталар системасини тайин-

ч ласак ва j^ap цандай вектор-кесмага унинг координатасиниш 
тартнбланган жуфтини мос келтирсак, бу фазолар орасида 
изоморф мосликни ^осил циламиз.

Чизицли фазолар изоморфизмининг цуйидаги хоссасини 
исбот циламиз: V ва V' фазолар орасидаги изоморф мослик
да  V  даги ноль элементнинг образини V' даги ноль элемент  
бижаради.

•Хацицатан *ам, а V даги бирор вектор, а' эса унинг V' 
даги образи булсин. У *олда, (2) га кура 

а' =■ (а -j- 0 ) '  =  a' - f  0 ' ,  
яъни 0 ' V' фазонинг ноли булади.
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30-§ . Чекли улчовли ф а зо л а р  Б азалар

Вектор-сатрлар ч и з и к л и  б о f  л и к л и г и н и н г 9 -§  да 
келтирилган иккита таърифида з$ам* бу таърифларнинг экви- 
валентлилиги з^ацидаги теореманинг исботида *ам фацат век
торлар устида бажариладиган амаллардан фойдаланилганлнги- 
ни ва шу сабабли уларни исталган чизикли фазолар булган 
\о л  учун татбиц цилиш мумкинлигини китобхон з^еч бир ци- 
йинчиликсиз текшириб куриши мумкин. Бинобарин, аксиома
тик аницланган чизицли фазоларда векторларнинг чизицли 
эркли системаси з^ацида, максимал чизицли эркли системалар 
з^ацида (агар булар мавжуд булса) ва зфказолар з{ацида гапи- 
риш мумкин.

Агао V  ва V' чизицли ф азолар изоморф булса , у  з о л д а
V даги а и а 2, . . . , а к векторлар системаси уларнинг V  д а 
ги образлари системаси а \ ,  а '2, . . . , a'k чизицли боглиц б у л 
ганда ва фацат шундагина чизицли боглиц булади.

Агар ( I /  даги барча а  лар учун) а^-а'  мослик V  ва V' 
орасидаги изоморф мослик булса, у з^олда тескари а'-+а  мос
лик з$ам изоморф булишини цайд цилиб утамиз. Шу сабабли 
а иа 2, . .  . ,  ak система чизицли боглиц булган з$олнй цараб 
чициш етарли.

Орасида нолга тенг эмаслари *ам бор булган шундай 
«1, «2> • • •» а * сонлар мавжуд булсинки, улар учун ушбу

сцй] -f- о.2а 2 -(-..  . -j* ak^k=  ®
тенглик бажарилсин. Каралаётган изоморфизмда бу тенглик 
унг цисмииинг образи V' фазодаги ноль 0' булиши бизга маъ
лум. Чап томоннннг образини олсак ва (2), (3) ларни бир не
ча марта цулласак,

ai a i 4* а 2^2 4*  • • • 4 "  ahci,k ^

ни з{осил циламиз, яъни аи а 2 . . . ,  a k система ){ам чизицли 
боглиц экан.

Чекли улчовли ф азолар .  Агар V  чизицли фазода чекли 
максимал чизицли эркли векторлар системасини топиш мумкин 
булса, бундай фазо чекли улчовли  дейилади; векторларнинг 
ана шундай з^ар.цандай системаси V  фазонинг базаси  дейи
лади.

Чекли улчовли чизицли фазо купгина турли базаларга эга 
булиши мумкин. Масалан, текисликдаги вектор-кесмалар фа- 
зосида база булиб, бир тугри чизицда ётмаган ва нолдан ф арц
ли ихтиёрий векторлар жуфти хизмат цилади. Чекли улчовли 
фазога берган таърифиуиз, бу фазода з$ар хил сондаги век- 
торлардан ташкил топган базалар мавж уд булиши мумкинми 
деган саволга з^озирча жавоб бермаслигиыи кайД Циламиз.
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Бундан таищари, баъзи чекли улчовли фазоларда затто век
торлар сони исталганча катта булган базалар мавж уд деб фа
раз килиш мумкин. Х°зир, закикий азво л  аслида кандай экан
лигини аниклашга киришамиз.

V  чизикли фазо п та вектордан иборат

l̂> ^2i • • • > ( 1)

базага эга булсин. Агар а вектор V  даги ихтиёрий вектор 
.булса, у золда ( 1) чизицли эркли системанинг максимал экан- 
лигидан а  векторнинг бу система оркали чизикли ифодалани
ши келиб чикади;

а  =  «,<г, +  «2<?2 +  . . .  +  *пеп. (2 )

Иккинчи томондан, (1) система чизикли эркли булгани учун
(2 ) ифода а  вектор учун ягона булади-: агар

а — а'ех +  +  ... 4-
булса, у золда

(а ,— ос;) ех 4- (а2 — а') е2 4- . . .  4- (а„ — а^) е„ =  0,

бу ердан
i 1,2 ,  . • .  , ti• /

Шундай килиб, а  векторга унинг (1) база оркали (2) 
ифодасидаги коэффициентлардан тузилган

(“1. “2, • • . , ' (3)
сатр ёки бизнинг айтишимизча, унинг ( 1) базадаги координа
т алари  сатри  бир кийматли мос келади. Аксинча, (3) кури
нишдаги зар  кандай сатр, яъни 2-бобдаги маънода каралади- 
ган зар кандай п улчовли вектор V  фазонинг бирор вектори 
учун, чунончи (1) база ёрдамида (2 ) куринишда ёзиладиган 
вектор учун ( 1) базада координаталар сатри булиб хизмат 
Килади.

Шундай килиб, V  фазонинг замма векторлари ва сатрлар- 
нинг п. улчовли вектор фазосининг барча векторлари орасида 
узаро  бир кийматли мосликни зосил килдик. ( 1)базанинг тан- 
лаб олинишига боглик булган бу мослик изоморф эканлигини 
курсатамиз.

V  фазода (1) база ёрдамида (2) куринишда ифодаланувчи 
а  векгордан таищари, ( 1) база ёрдамида ифодаси

b — Pi î +  +  . . .  +  $пе п

булган яна бир b векторни оламиз. .
У золда

a  4  b =  (<*! 4- Pj)gj 4- (а, 4- рг) е г 4- . . .  4- (а„ +  Р„) е п>
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яъни а ва Ь векторларнинг йигиндисига уларнинг (!) ба за 
даги координаталари сатрл грининг йигиндиси мос келади.  
Иккинчи томондан,

=  ( F i )  *1 +  (т«а) е2 +  . . .  +  (т«„) еп, 
яъни а векторнинг  7 сонга нупайтмасига унинг (1) б а за д а 
ги координат алар сатрининг ана uiy 7 сонга купайт маси  
мос келади .

Бу билан цуйидаги теорема исбот булди: 
п та вектордан иборат базага  э га  булган з а р  цандай  

чизицли фазо сатрларнинг п улчовли вектор фазосига и зо - 
морфдир-

Ч и з и ц л и  фазолар орасидаги изоморф мосликда векторлар
нинг чизицли боглиц системаси чизицли боглиц системага ути 
ши ва аксинча эканлиги маълум, шунинг учун чизицли эркли 
система чизицли эркли системага утади. Бу ердан, изоморф  
мосликда база яна базага Утиши келиб чицади.

Хацицатан ^ам, V фазонинг еи е2, . . . ,  е„ базаси V ва V  
фазолар орасидаги изоморф мосликда V' фазонинг чизицли 
эркли булса-да, бироц максимал булмаган е[, е'2, , е'п век
торлар системасига утсин. Бинобарин, V ' да шундай / 'в е к т о р  
топиш мумкинки, е [, е\, . . . , е'п, / '  система чизицли эрклили- 
гича цолади. Бироц f  вектор царалаётган изоморфизмда V  
даги бирор /  вектор учун образ булади. У ^олда е и е 2,
. . . ,  е п,1 векторлар системаси, база таърифига зид улароц, 
чизицли эркли булиши кераклигини ^осил циламиз.

Бизга яна маълумки (9- § га царанг), сатрларнинг п  Ул
човли векторлар фазосида барча максимал чизицли эркли сис- 
темалар п та вектордан иборат, п +  1 вектордан иборат ^ар 
цандай система чизицли боглиц ва векторларнинг ^ар цандай 
чизицли эркли системаси бирор максимал чизицли эркли сис- 
темада ётади. Изоморф мосликларнинг юцорида тайинланган 
хоссаларини эътиборга олиб, цуйидаги натижаларни ^осил ци
ламиз:

Чекли улчовли чизицли V  фазонинг з а м м а  ба за ла р и  бир 
хи л  сондаги векторлардан иборат. Агар бу сон « г а  тенг б у л 
са, V фазо п улчовли чизицли фазо, п сон эса бу фазонинг 
улчами  дейилади.

п улчовли чизицли фазонинг п  +  1 та векторидан ибо
рат  з а р  цандай система чизицли боглиц.

п улчовли чизицли фазонинг з а р  цандай чизицли эр кл и  
системаси бу фазонинг бирор базасида ётади.

Энди дациций чизицли фазоларнинг мисоли сифатида ю цо
рида келтирилган кетма-кетликлар фазоси ва ф ункциялар  ф а
зоси чекли улчовли фазолар эмаслигини куриш осон: уцувчи 
цеч бир цийинчиликсиз бу фазоларнинг }{ар бирида исталган
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катта сондаги векторлардан ташкил топган чизицли эркли сис- 
темалар топиши мумкин.

Б аза л ар  орасидаги  муносабат. Биз урганаётган объект 
чекли улчовли чизицли фазолардир. п улчовли чизицли фазолар- 
ниУрганар эканмиз, тушунарлики, аслида2 - бобдаёц киритилган 
сатрларнинг п улчовли вектор фазосини урганган буламиз 
Бироц илгари бу фазода битта база, у зам булса бирлик век 
торлардан, яъни битта координатаси бирга тенг булиб, цолган 
координаталари нолга тенг булган векторлардан тузилган база 
аж ра’тилган эди ва фазонинг замма векторлари уларнинг ана 
шу базадаги координаталари сатрлари билан берилар эди; бу 
ерда эса энди фазонинг замма базалари биз учун тенг зуцуц,- 
лидир.

п улчовли чизицли фазода цанча база топиш мумкинлигини 
ва бу базалар бир-бири билан цандай муносабатда эканлигини 
курайлик

п  улчовли чизицли V фазода

ва е21 ' ' • 1 е п ч (4)
сji • • • I &п (5)

базалар берилган булсин. (5) базанинг зар  бир вектори V фа
зонинг зар  цандай вектори каби (4) база орцали бир циймат
ли ёзилади:

П
^  t ~  А »2 , • • • , п. (6 )

1
Сатрлари (5) векторларнинг (4) базадаги координаталари сатр- 
ларидан иборат булган

/ ХИ  • • • х 1п 

=  ( • • • • .
W  • •• Ч /

матрица (4) базадан (5) базага p iu u i  матрицаси  дейилади.
(4) ва (5) базалар замда Утиш матрицаси Т орасидаги 

муносабатни (6) га кура ушбу

( 7 )

матрицавий тенглик куринишида ёзиш мумкин ёки у с т у н  
ш а к л и д а  ё з и л г а н  (4) ва (5) ни мос равишда е ва е' о р 
цали белгиласак:

е' =  Те,
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Иккинчи томондан, агар V  (5) базадан (4j базага утиш 
матрицаси булса, у з^олда

е =  Т'е'.
Бу ердан

е =  {Т 'Т )е ,  
е' =  ( 7  Т ')е ' ,  

яъни е ва е' базалар чизицли эркли булгани учун
Г  Т * = Т Г  =  Е,

бу ердан
V  =  Т ~ \

Бу билан бир базадан боищасига у  main матрицаси х,ар доим 
хосмас матрица булиши исботланди.

Элемент лари ^ациций булган п- тартибли %ар цандай  
хосмас квадрат матрица п улчовли зациций чизицли фа- 
зонинг берилган базасидан бирор бошца базага  утиш м ат 
рицаси булиб хизмат цилади.

Хацицатан яам, (4) база ва п- тартибли хосмас Т матрица 
берилган булсин. (5) сифатида шундай векторлар системаснни 
оламизки, улар учун Т матрицанинг сатрлари уларнинг (4) ба- 
задаги координаталар сатри булсин; бинобарин, (7) тенглик 
уринли булади. (5) векторлар чизицли эрклидир —уларнинг ора- 
сидаги чизицли боглицлик Т матрица сатрларининг чизицли 
боглнцлипши келтириб чицарар эдики, бу эса матрицанинг 
хосмас эканлигига зиддир. Ш унинг учун п та вектордан ибо* 
рат (5) чизицли эркли система биз цараётган фазонинг базаси 
булади, Т матрица эса (4) базадан (5) базага утиш матрицаси 
булади.

п улчовли чизицли фазода п- тартибли з^ар хил хосмас квад
рат матрицалар цанча куп мавжуд булса, шунча куп з^ар хил 
базалар мавжуд булишини курамиз. Албатта бир хил вектор- 
лардан тузилган, бироц турли таргибда ёзилган базалар  бир- 
биридан фарцли деб з{исобланади.

Векторнинг координаталарини алмаштириш. п улчовли 
фазода утиш матрицаси 7’= ( т ^ )  булган (4) ва (5) базалар б е 
рилган булсин:

е' =  Те.
Ихтиёрий а  векторнинг бу базалардаги координаталар сатр

лари орасидаги муносабатни топамиз.
Айтайлик,

а - 2  а^ ’ ^
у- i
П



булсин, (6 ) дан фойдаланиб

(=1 \У=1 /  ;•=1 \/-1  )
ни зосил киламиз. (8 ) билан солиштириб ва векторнинг база 
оркали ёзувининг ягоналигидан фойдаланиб, ушбуни зосил 
Киламиз:

П
*) * i х' / » / =  1, 2 , . . . , л,

ЯЪНИ
(а,. а2, . . . , а„) — («j, *,,, . . . , ял) Т

матрицавий тенглик уринлидир.
Ш ундай килиб, а векторнинг е базадаги координаталар  

сатри бу векторнинг е' базадаги координаталар сатрини е 
базадан е ' базага  ymuui матрицасига унг томондан купай - 
т ирилганига  тенг.

Тушунарлики, бу ердан куйидаги тенглик келиб чикади:

(®1» ®2» * • • > =  (°Ь a2i • • • » «„) Т 
М и с о л. Базаси

еи еъ еъ (9)
б^лгаи уч улчовли а д и ц и й  чизицли фазони царайлик. Ушбу

е\ — 5*i -  ег — 2е3,
«2== 2^  Зеа, (10)
^3= ~ 2*1+  + #8

в е к т о р л а р  нам бу фазода база ташкил этади ва (9) дан (10) га утиш 
м атриц аси

г  (  5 ~ 2 \Т — I 2 3 0 
V- 2  1 1 )

булади, бу ердан
_!  / 3 — 1 6 \

7 J _ 2 1 - 4  
V 8 - 3  1 7 / .

Ш унинг учун а =  «, - f  4г2 — г 3 векторнинг (10) базадаги координаталар сат
ри цуйидагича булади:

. . .  / 3 —1 6\
(а1. “и- °а) “  4. — !) [ - 2  1 - 4  = ( “ 13.6, -27),

\ 8 - 3  17 /
Я Ъ Н И

гг -f б#* — 27^
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3 1 -§ .  Чизицли алм аш ти риш лар

Номаълумларни чизикли алмаштириш тушунчаси билан 3- 
бобда танишган эдик. Хозир киритиладиган тушунча худди 
шундай ном билан аталса-да, бирок бошкача характерга эга 
булади. Шундай булишига карамай, бир хил номдаги бу и к 
кита тушунча орасидаги баъзи бир муиосабатларни курсатиш 
мумкин.

п улчовли закикий чизикли фазо берилган булсин. Уни 
Vn оркали белгилаймиз. Бу фазони алмаштиришни, яъни Vn 
фазонинг з а р  б и р  а  векторини шу фазонинг бирор а' век- 
торига утказувчи акслантиришии караймиз. а' вектор а  вектор- 
нинг каралаётган алмаштиришдаги образи  дейилади.

Агар алмаштириш ср оркали белгиланган булса, у золда  а  
векторнинг образини ср (а ) ёки оркали эмас—бу укувчига 
кулайрок булур эди—балки, аср оркали белгилаймиз. Ш ундай 
килиб,

а '  =  йср .

Агар V„ чизикли фазони ср алмаштириш исталган иккита а 
ва b векторнинг йигиндисини бу векторлар образларининг йи- 
гиндисига: *

(a - f  b) ср =  аср -f- йср, ( 1)

исталган а векторнинг исталган а сонга купайтмасини эса а  
вектор образи билан шу а соннинг купайтмасига утказса:

(аа) ср =  а (а ср), (2 )

<Р алмаштириш я и зщ л и  алмаштириш  дейилади.
Бу таърифдан дарзол  я и зщ л и  фазонинг яизицли алмаш -  

тириши берилган а и а 2, . . . , а к вектор ларнинг ист алган  
я и зщ л и  комбинациясини бу вект орлар образларининг яи- 
з щ л и  комбинацичсига (уша коэффициентлар билан) $т ка-  
зиши келиб ящ ади .

(axa t +  а2а 2 +  . . .  +  aka k) ср =  а4 (а,ср) +  а2(а 2<р) +
+  • • •  +  “* (3)

Ушбу даъвони исботлаймиз:
Чизик;ли фазо Vп ни исталган яизицли алмаштириш  <р 

да ноль вектор  0  ц^згалмасдан цолади:

Оср =  0,
берилган а вектор учун карама-карши булган векторнинг о б 
рази а векторнинг образига царам а-царш и б ул га н  вектор  
булади:

( - а )  ? -  -  ay.
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Хакикатан ^ам, агар Ь—ихтиёрий вектор булса, у ^олда (2 ) 
га к^ра

О? =  (0 *6) «р а* 0 -(6 <р)*=0 .
Иккинчи томондан,

( —а) <р =  [( — 1)а ]  <р =  ( - 1) (а<р) =  — а<?,
Чизикли фазони чизикли алмаштириш тушунчаси аналитик 

геометрия 'курсидан маълум булган текисликни ёки уч Улчов
ли фазони аффин алмаштиришнинг умумлашмаси сифатида ке
либ чиккан; дар^акикат, (1 ) ва (2 ) шартлар аффин алмашти
ришлар учун бажарилади. Бу шартлар текисликдаги ёки уч 
улчовли фазодаги векторларнинг бирор тугри чизикка (ёки 
бирор текисликка) проекциялари учун ^ам бажарилади. Ш ун
дай килиб, масалан, текисликнинг координаталар бошидан чи- 
кувчи вектор-кесмаларининг икки улчовли чизикли фазосида 
^ар кандай векторни унинг координаталар бошидан утувчи би
рор укка проекциясига утказувчи алмаштириш^-чизикли ал 
маштириш булади.

Хар кандай а векторни уз Урнида колдирувчш

as =  а
айнан алмаштириш t  ва *ар кандай а  векторни 0  га акслан- 
тирувчи:

аш =  О

ноль алмаштириш  ш ихтиёрий Va фазода чизикли алмашти- 
ришларга мисол булади.

Хозир Vn чизикли фазоиинг барча чизикли алмаштириш- 
ларининг бирор тасвирини з^осил киламиз.

«1. ^2........... еп (4)
V„ фазонинг базаси булсин; устун шаклида жойлашган (4) 

базани, илгаригидек, е оркали белгилаймиз. Vn фазонинг ^ар 
цандай а  вектори (4) база ёрдамида векторларнинг чизикли 
комбинацияси куринишида бир кийматли тасвирлангани учун,
(3) га кура, а векторнинг образи уша коэффициентлар билан
(4) векторлар образлари оркали ифодалаиади. Бошкача суз 
билан гйчганда, V„ фазони %ар цандай  <р чизицли алмашти- 
риш тайинланган  (4) база барча векторларининг

е&, е2<?,. . .  , елср
образлари  берилиши билан бир цийматли аницланади.

V„ фазонинг п та векторидан иборат тартибланган
С\, с2 • • • > сп (5)

система цандай б$лмасин, бу фазони шундай чизицли а л 
маштириш f  мавж удки (шу билан бирга у  ягонадир) бу ал-
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маштирашда (5) система (4) база  венторлари образлари- 
нинг системаси булиб хизмат  цилади:

*i9 =  С/, i — 1,2 , , л. (6 )
<р алмаштиришнинг ягоналиги юкорида исбот килинган, фа- 

Кат унинг мавжуд эканлигини исбот килиш етарли. <р алмаш* 
тиришни куйидагича аницлаймиз: агар а —фазонинг ихтиёрий 
вектори булса ва

/=-1

унинг (4) базада!и ёзуви булса, у ^олда
п

09 =  2 “л ( 7 )

деймиз. Бу алмаштиришнинг чизикли эканлигини исбот кила
миз Агар

фазонинг ихтиёрий бошка вектори булса, у з^олда

(а +  Ь)? У  (*i +  Pi) в,
/-1 /—1

+  2  ^  =  Я<Р +  6<Р.
/ - 1

Агар у—исталган сон булса, у золда
п 1 п п

(■уа) ср =  ^  <Р =  2 (т<х' ^  ^  Т 2  “л  "
-1 /=1 i~ 1

(6) тенгликнинг уринди эканлиги масаласига келсак, у ал 
маштиришнинг (7) буйича аникланишидан келиб чикади, чун
ки е, векторнинг (4) базада 1 га тенг булган I- координатаси- 
дан ташкари барча координаталари нолга тенг.

Бинобарин, Vn чизицли фазони барча чизицли алм аш т и
ришлар билан бу фазонинг п та векторидан т узилган  б ар
ка (5) тартибланган системалар орасида уза р о  бир ций
матли мослик урнатдик.

. Ьирок W  кандай ct вектор (4) базада аник бир ёзувга эга:

/Г/> (8)
/~ х

1 4 - 3 9 1 9
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Ci векторнинг (4) базадаги координаталаридан
Л =  (аи) (9 ,

квадрат матрица тузиш мумкин, бу ерда матрицанинг i- сатри 
сифатида U'=  1,2 , . .  . , п)с1 вектор координаталари сатри оли- 
н а д и . (5) система ихтиёрий булгани учун А матрица ихтиёрий 
закикий коэффициентли п тартибли квадрат матрица булади.

Ш ундай цилиб, Vп фазони барча чизицли алмаштириш  
л а р  билан барча п- тартибли квадрат мат рицалар ораси- 
даги у за р о  бир цийчат ли мосликка эгамиз: бу мослик, ал 
батта,- (4) базанинг танлаб олинишига богликдир.

А матрица (4) базааа <р алмаштиришни беради ёки киска 
ча, А ч и зщ ли  алмаштириш  ср нинг (4) базадаги матрицаси  
деб айтамиз. Лгар i4) база векторлари образларидан тузилган 
устунни еср оркали белгилайдиган булсак, у золда (6 j, (8 ) ва 
(9) дан ушбу матрицавий тенглик келиб чикади:

е<? =  Ае. (10)
Бу тенглик <р чизикли алмаштириш, е база ва бу чизикли 

алмаштиришни шу базада берувчи А матрица орасида мавжуд 
булган муносабатларни тула тавсифлайди.

<Р чизикли алмаштиришнинг (4) базадаги матрицаси А ни 
билган золда а  векторнинг бу базадаги координаталари буйи 
ча унинг а<? образи координаталарини кандай топиш мумкин 
лигини курсатамиз.

Агар
П

а = 2 ®Л
/=1

булса, у ^олда
п

at? =  2 а<
м

бу
яср — (аь  аг, . . . , ап) (е<?)

матрицавий тенгликка тенг кучлидир.
( 10) дан фойдалансак ва матрицаларни купайтиришнинг ас- 

социативлигини магрицалардан . бири векторлардан тузилган 
устундан иборат булганда зам текшириш осонлигини назарга 
олсак, куйидагини зосил киламиз:

а? =  [(<*!, а2, . . .  , ап) А] е
Бу ердан, а ср векторнинг координаталар сатри а век

торнинг кооодинаталар сатрини ср чизицли алмаштириш- 
нинг А матрицасига унг томондан купайтирилганига  (.х,ам 
маси (4) базада) т енг эканлиги келиб чицади..



М и с о л .  Уч улчовли чизицли фазонинг еь е2, е3 базасида чизикли 
алмаштириш

( - 2  1 0 \
Л =  1 3 2 

V 0 - 4  1 /  
матрица билан берилгаи булсин. Агар

а = 5е1 +  е-i — Чеъ
булса, у *олда

/ - 2  1 0 \
(б, 1, - 2 )  1 3 2 =  ( - 9 ,  16, 0). 

V 0 - 4  \ )
яъни

а? =  — 9et +  16<?2.

Чизицли алмаш тириш нинг турли б азал а р д а ги  м атр и ц а
лари о расид а  муш  сабат. Чизицли алмаштиришни берувчи 
матрица базанинг танлаб олинишига боглиц эканлиги уз-узи- 
дан маълум. Турли базаларда бир хил чизицли алмаш тириш 
ни берувчи матрицалар орасида цандай муносабат бор экан
лигини курсатамиз.

Утиш матрицаси Т  булган е ва е' базалар берилган булсин,

е ' = Т е  (11)
ва <р чизицли алмаштириш бу базаларда мос равишда А ва А' 
матрицалар билан берилган булсин:

е<р =  Ае, е'у — А ’е'. ( 1 2 .
( 12) нинг иккинчи тснглиги, ( 11) га кура

(Те) у  =  А' ( Те)
тенгликка олиб келади. Бироц

(Те)  ср =  Т ( е ср).

Хацицатан ^ам, агар (ziu xi2, . .  . ,т/п) сатр Т матрицанинг /- 
сатри булса, у ^олда

( " n * i  + - / а * а +  • •  • + xinen')<?~zn ( e 1<?) +  т , 2( е 2с р ) + . . .  +
Шундай цилиб, (12) га кура

(Те ) 9 =  Т ( е о ) = . Т ( А е ) = \ Т А ) е ,
А'(Те) =  (А 'Т )е ,

яъни
(Т А )е  =  (А 'Т )е .

Агар $еч булмаганда'битта i, 1 < г < «  учун ТА матрицанинг
i сатри А 'Т  матрицанинг i- сатридан фарцли булса, у  золда  

. ^2. . . .  , еп векторларнинг иккита ^ар хил чизицли комби

81- §. ЧИ31Щ ЛИ АЛМАШ ТИРИШ ЛАР 2 l  1
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нацияси б ирбирига  тенг булиб к°лади, бу эса е базанинг чи
зикли эркли эканлигига зиддир. Шундай килиб,

ТА =  А' 7,
бу ердан утиш матрицаси 7 нинг хосмас эканлигига кура

А' =  Т А Т ~ \  А =  7~'А'Т. (13)
Агар В ва С квадрат матрицалар

C = Q ~ lBQ

(бу ерда Q —бирор хосмас матрица) тенглик оркали богланган 
булса, улар ухшаш матрицалао  дейилишини кайд килиб утай- 
лик. Бундай золда С матрица В матрицани Q матрица билан 
трансформациялаш  ёрдамида зосил килинган дейилади.

Юкорида исбот килинган (13) тенгликларни куйидаги музим 
теорема куринишида баён килиш мумкин:

Турли базаларда бир хил  чпзицли алмаштиришни бе- 
оувчи м ат рицалар бир-бир лари билан ухш аш дир . Бунда ср 
чизицли алмаштиоишнинг е' базадаги матрицаси бу а л 
маштиришнинг е базадаги матрицасини е' базадан е база- 
га утиш матрицаси билан трансформациялаш ёрдамида  
%осил цилинади.

Агар А матрица е базада ср чизикли алмаштиришни берса, 
у зо л д а  А матрицага ухшаш исталган В

B =  Q~lAQ

матрица зам бирор базада, чунончи е дан утиш матрицаси 
Q-1 ёрдамида зосил килинадиган базада ср алмаштиришни бе- 
ришини кайд килиб утайлик.

Чизикли  алм аш тириш лар  устида амаллар. Vn фазони зар 
бир чизикли алмаштиришга унинг тайинланган базадаги мат
рицасини мос келтириб, исботланганга кура, барча чизикли 
алмаштиришлар ва барча п- тартибли квадрат матрицалар ора
сида узаро бир кийматли мосликни зосил киламиз. Матрица
ларни кУп1иш ва купайтириш, шунингдек, матрицани сонга 
купайтириш амалларига чизикли алмаштиришлар устида зам 
худди шундай амаллар мос келишини кутиш табиийдир.

V„ чизикли фазода ср ва ф чизикли алмаштиришлар берил
ган булсин. Ушбу

а (у  +  ty) — а</> +  а 1}  (14)

тенглик билан аникланадиган ?+ ф  алмаштиришни бу алмаш- 
тиришларнинг йигиндиси  деб атаймиз, бинобарин, бу тенглик 
исталган а  векторни унинг <р ва Ф алмаштиришлардаги образ- 
лари йигиндисига утказади.



алмаштириш чизицлидио. Хак^катан зам, исталган 
а  ва b векгорлар ва исталган а сон учун:

(а  +  6)(<р +  Ф) =  (a+b)<f +  (a +  b)ty =  ay +  by -f  аф +■£'!> -  
=  а (<р + ф) )- й(<р+ф);

(аа)(ср +  ф) =  (аа) <р +  (аа) <|> =  а (дер) - f  а (аф) =*
=  а(а<р +  й ' \ )  =  а [а(<р +  ф)1.

9 ва ^ чизикли алмаштиришларнинг купайтмаси  де5

а(<рф) =  (аср) ф (15)

тенглик билан аникланувчи, яъни <р ва ■]) алмаштиришларни 
кетма-кет бажаришдан зосил буладиган ерф алмаштиришга ай- 
тамиз.

<рф алмаштириш чиз гцлидир:

( я + ^ )  (?-•!») =  [(а +  &)<р]ф =  (а?  +  =  (а?)ф  +  (*?) 4* =
=  а { у \ )  +  b (ерф);

(аа) (ерф) =  [ ад) <р] ф =  [а(аср)] ф =  а [(а?) ’}] =  «И<И0]-

Низоят, <р чизицли алмаштиришни  /  сонга купайтмаси  деб

д (хср) =  х (аср) (16)

генглик билан аникланувчи •/.<? алмаштиришга айтамиз; бино- 
барин, барча векюрларнинг образлари ч, алмаштиришда х сон
га купайтирилади.

щ  алмаштириш чизицлидир:

(а +  Ь)  (хср) =  х [(а  -f- Ь) <р] = х (а ?  +  by) =  х(а<р) +  х (&<р) ==

=  < * {ч )  +  b  (х<р);
(аа) fx'f) =  X [(аа) <р] =  х [а(аср)| == а|х(д<р)] =  а [а х ? )] .

et , еъ . .  еп базада ср ва ^ алмаштиришлар мос равишда 
Д — (a^i ва матрицалар билан берилган булсин:

еу  =  Ае, еф =
У золда, (14) га кура

ei 1<Р +  ф) =  ец  +  е $  =  2  аие 1 +  2  ^  =  2  К  +  ?</)*/>
>=1 У- i  /-1

яъни
* (?  + ю  =  (4  +  5 )  л

Шундай цилпб, исталган базада чизицли алмаштириш
лар йигиндисининг матрицаси бу алмаштиришларнинг уш а  
Оаэадаги матрицалари йшиндисига тенг.

SI i  ЧШ 1Щ ЛИ  АЛМАШТИРИШЛАР 213



214 VII БОВ. ЧИЗИЦЛИ ФАЗОЛАР

Иккинчи томондан, (15) га кура

яъни
е (<рф) =  (А В)е.

Бошцача суз билан айтганда, исталган базада чизицли а л 
маштиришлар купайтмаси нинг матрицаси бу алмашти- 
ришларнинг уша базадаги матрицалари купайтмасига тенг. 

Ни^оят, (16) га кура

Д емак, бирор базада  <р чизицли алмаштирйшнинг  х сонга 
купайтмасиии берувчи матрица  <р алмаштиришнинг шу ба
задаги матрицасини  х сонга купайтирилганига тенг.

Хосил цилинган натижалардан чизицли алмаштиришлар ус
тида бажариладиган амаллар матрицалар устида бажарилади- 
ган амаллар каби хоссаларга эга булиши келиб чицади. Маса
лан, чизицли алмаштиришларни цушиш коммутатив ва ассо- 
циатив, купайтириш эса ассоциатив, бироц « >  1 да нокомму- 
тативдир. Чизицли алмаштиришлар учун бир цийматли айириш 
мавжуд. Шунингдек, айнан алмаштириш г чизицли алмаш
тиришлар ичида бир рол и н и , ноль алмаштириш  о> эса ноль 
ролини уйнашини %ам айтиб утайлик. Дар^ацицат, исталган 
базада г алмаштириш бирлик матрица орцали, « алмаштириш 
эса ноль матрица орцали берилади.

V  чизицли фазонинг L цисм тупламининг узи ^ам V  да 
аницланган векторларни цушиш ва векторни сонга купайти
риш амалларига нисбатан чизицли фазо булса, Ь га V  фазо
нинг чизицли цисм фазоси  дейилади. Масалан, уч улчовли 
евклид фазосида координаталар бошидан чицувчи ва коорди
ната бошидан утувчи бирор текисликда (ёки бирор T.Fpn чи- 
}ицда) ётувчи векторлар туплами чизицли цисм фа'зо булади.

V фазонинг буш булм аган L /)йен туплами унинг чизиц
ли цисм фазоси булиши учун цуйидаги талаб лар нинг баж а- 
рилиши етарли;

П П

ЯЪНИ
е{ ( * 9 )  =  X ( et<f)  =  X 2  аие) =  2  ( х а 'у )  ej> 

j - 1 j=.i
е  (к?) =  (у.А)е.'

32*- §. Чизицли цисм ф азо л ар
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_  Хосмас чизикли алмаштиришлар учун юкорида келтирил
ган таърифга тенг кучли булган’ яна купгина бошца таъриф- 
ларни, хусусан, куйидаги 4 —6 таърифларии келтириш мумкин

4. Vn ф а з о н и н г  т у р л и  в е к т о р л а р и  9 а л м а ш т и -  
р и ш д а  т у р л и  о б р а з л а р г а  э г а  б у л а д и  л а р .

Хакикатан зам, агар 9 алмаштириш 4 - хоссага эга булса, 
у золда  бу алмаштиришнинг ядроси факат ноль вектордан 
иборат булади, яъни 3-хосса зам бажарилади. Агар а  ва b 
векторлар шундай булсаки, улар учун а ф Ь ,  бирок ay — by 
булса, у золда а — ь ф  0 , бирок (а  — Ь)<? =  0  булади, яъни 3- 
хосса бажарилмайди.

2 ва 4 дан ушбу келиб чикади:
5. 9 а л м а ш т и р и ш  Vn ф а з о н и н г  а н а  ш у  б у т у н  

ф а з о г а  у з а р о  б и р  к и й м а т л и  а к с л а н и ш и д и р :
5 дан хосмас чизикли алмаштириш 9 учун зар  кандай 09  

векторни а векторга утказувчи

(а 9 )9 _1= а
9 -1 тескари алмаштириш  мавж уд эканлиги келиб чикади. 
9 -1 алмаштириш яи зщ ли  булади,  чунки

( « 9  +  =  [(я +  %  ]9 ~ 1=  а + Ь,
[a ( e 9 ) ] ' f  =  [ ( я л ) ? ] ? - 1  =  “ «•

9 -1 алмаштиришнинг аникланишидан
- 1  - 1  99 = 9  9 =  *

келиб чикади; ( 11) тенгликлар тескари алмаштиришнинг таъ- 
рифи сифатида каралиши мумкин. Бу ердан ва бундан олдин- 
1и паррграфнннг охирги натижаларидан: агар хосмас яизицли 
алмаштириш  9 бирор базада 1-хоссага кура  хосмас булган  
А матрица орцали бериладиган булса, у  % о л д а у ~ 1 алм аш 
тириш шу базада  Л -1 матрица орцали бери лиши келиб  
яицади.

Шундай килиб, хосмас чизикли алмаштиришнинг куйидаги 
таърифини зосил киламиз:

6 9 а л м а ш т и р и ш  у ч у н  т е с к а р и  <р-1  а л м а ш т и 
р и ш  м а в ж у д .

33- §. Характеристик илдизлар ва хос цийматлар

Л =  (<*/_/)—элементлари закикий булган л-тартибли квадрат 
матрица булсин. I эса бирор номаълум булсин. У золда Л —
— >~Е матрица (бу ерда Е /г-тартибли бирлик матрица) Л мат- 
рицапинг характеристик матрицаси дейилади.  Х£ матрица-
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нинг бош диагоналида X турганлиги, цолган барча элементлар:: 
эса нолга тенг булганлиги сабабли

булади.
А — IE  матрицанинг детерминанта X нинг я-даражали куп^а- 

ди булади. Хакикатан ^ам, бош диагоналдаги элементларнинг 
купайтмаси X нинг юкори коэффициенти ( — 1)я/.'1 булган куп- 
>^ади булади. Детерминантнинг колган замма элементлари бош 
диагоналда турган элементларнинг камида иккитасигаэга бул- 
майди ва шунинг учун уларнинг X га нисбатан дарэжалари 
п - 2  дан юкори булмайди. Бу купдаднинг коэффициентларини 
осонгина топиш мумкин. Масалан,Xя-1 нинг олдидаги коэффи
циент ( — 1)"~ (а,) +  *22 +  • ■ • +  ал,) га тенг, озод ^ад  эса А 
матрицанинг детерминанти билан устма-уст тушади.

/z-даражали |Л  — ХЯ|  купдад А матрицанинг характерис
тик куп^ади  дейилади. унинг зациций, шу билан бирга комп
лекс ^ам булиши мумкин булган илдизлари эса бу матрица
нинг характеристик илдизлари  дейилади.

Ухшаш, мат рицалар бир хил  характеристик к$п%ад- 
га р га , бинобарин бир х и л  характеристик илдизларга  эга, 

Хакикатан зам,
B =  Q~'AQ

булсин. У золда IE  матрица Q матрица билан урин алмашннув- 
чан Замда | Q - 1 1 =  М -1 эканлигини назарга олиб, ушбуни 

Зосил киламиз:

| В —Х£ | =  |Q- M Q  - I E  i =  \Q ~ \A  -  IE)Q  | =

=  |Q I"1 • И  -  X f | • |Q |  =  |Л  - X £ | ,
ана шуни исботлаш талаб этилган эди.

Бундан турли базаларда чизикли алмаштиришни берувчи 
матрицалар орасида 31-§ да исбот цилинган богланиш з^ацида- 
ги теоремага кура уш бу натижа келиб чицади: <р чизицли 
алмаштириш т урли базаларда  туоли мат рицалар орцали  
берилса-да, бироц барча бу матрицалар бар хи л  характ е
ристик илдизлар т уплам ига эга булади  Шу сабабли бу 
илдизларни <р алмаштиришнинг характеристик илдизлари  де5 
аташ мумкин. Бу характеристик илдизларнинг бутун тупла
ми (бунда зар цайси илдиз характеристик куп^адда цандай 
карраликка эга булса, шундай карралик битап олинади) f  чи- 
зицли алмаштиришнинг спектра  дейилади.
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Характеристик илдизлар чизикли алмаштиришларни урга- 
нишда жуда катта роль уйнайди. Китобхон зали  бунга куп 
марта ишонч зосил килади. Хозир характеристик илдизлар
нинг татбикларидан бирини курсатамиз.

V„ закиций чизикли фазода <р чизикли алмаштириш берил
ган булсин. Агар нолдан фаркли b вектор <р алмаштириш 
оркали b векторга пропорционал булгаи векторга утса:

Ьу =  \ 0Ь,
бу ердт >-0.—бирор закикий сон, у золда b вектор <р алмаш- 

I тиришнинг хос вектори , ).0 сон эса бу алмаштиришнинг хос  
■ циймати дейилади, шу билан бирга бундай золда  b хос век- 
I гор ).0 хос кийматга т ааллуцли  дейилади.
I Ь ф  0  булгани учун ( 1) шартни каноатлантирувчи Х0 сон Ъ 
I вектор учун бир кийматли аникланишини кайд килиб утамиз 

Сунгра, ноль векгор (1) шаргни исталган Х0 учун кан°атлан- 
I тирса-да, <р алмаштиришнинг хос вектори булиб зисобланмас- 

лигини таъкидлаймиз.
Евклид текислигини координаталар боши атрофида it га 

каррали булмаган бурчакка буриш хос векторларга эга бул
маган чизикли алмаштиришга мисол булади. Бошка бир ми- 
сол сифатида текисликни чузишни олиш мумкин, бунда коор
динат 1лар Оошидан чикувчи барча векторлар, айтайлик, бещ 
марта чузиладн. Бу чизикли алмаштириш б)'лади, шу билан 
бирга ноль булмаган векторлар унинг учун хос векторлар б у 
лади; уларнинг заммаси хос киймат 5 га тааллукли булади.

<р чизицли алмаштиришнинг зациций. характеристик ил- 
дизлаои ш глр улар  мавжуд булса) вл фацат ул а р ,  бу ал-  
маштиршининг хос цийматлари булади.

Хакикатан зам, айтайлик, <? алмаштириш еи е2, . . .  , еп 
базада А =  (а;/) матрицага эга булсин ва

п
b =

I».
вектор <р алмаштиришнинг хос вектори булсин;

Ь'ч =  \ Ь .  (2 )
31-§ да исботланганига кура

* ? - [ ■ ■  P i ,  Ра ,  . . .  .  КЩе.  ( 3 )
(2 ) ва 3) тенгликлардан ушбу тенгликлар си ае м ас и  келиб 
чикади:

P i a u  +  Р2 ’ 21 +  . . .  +  Р а t  =  >о9 1>
Р1, ]2 +  Р2722 +  . . . +  Р„а л2 =  ^'0?2, ( 4 )
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h Ф 0. булгани учун (3,, р2............ Р„ сонларнинг заммаси зам
нолга тенг эмас. Шундай килиб, (4j га кура, чизикли бир 
жинсли тенгламалар ушбу

( а 11 ~  ‘̂0 )'^1  +  а 2 1 *2  +  • • • +  а п 1 Х п =  О ,

а12 *1 +  (“22 — 'о) *2 +  • • •  4~ ап1Хп — 0, (5)

“l / l  +  «2Л 2̂ К Хп =  О
системасининг ноль булмаган ечнмлари мавжуд, шу сабабли 
унинг детерминанта нолга тенг:

а11 '̂0> О 211  • • • « „1

а1 2» а 22"~ ) ' 0 1  • • • 1 а л2

“2 пп

=  0. (6)

Транспонирлаб,
\ А - \ Е \  =  0 (7)

-канини топамиз, яъни хос киймат закикатан зам А матри
ца учун, бинобарин, <? алмаштириш учун зам закикий харак
теристик илдиз экан.

Аксинча, >о сон ?  алмаштиришнинг ва демак, А матрица- 
пинг зам исталган закикий характеристик илдизи булсин. У 
золда (7) тенглик уринли булади, шу сабабли (7) дан транс- 
понирлаш натижасида зосил булган (6 ) тенглик зам уринли 
булади. Б у  ердан, чизикли бир жинсли тенгламаларнинг (5) 
системаси ноль булмаган, шу билан бирга затто закикий ечим- 
ларга эга эканлиги келиб чикади, чунки бу системанинг барча 
коэффициентлари закикийдир. Аг*р бу ечимни

(Pi, Р2, • • • , Р„) (8)
оркали белгилайдиган булсак, (4) тенгликлар уринли булади. 
b оркали Vn фазонинг е и е2, . . . , еп базада (8 ) координата- 
лар сатрига эга булган векторини белгилаймиз; b ф  0 эканлиги 
равшан. У золда (3) тенглик уринли, (4) ва (3) дан эса :2) 
келиб чикади. Шундай килиб, Х0 хос кийматга тааллукли бул
ган b вектор 9 алмаштиришнинг хос вектори экан. Теорема 
исбот булди.

Агар к о м п л е к с  чизикли фазо каралаётган булса, у з о л 
да характеристик илдизларнинг закикий булиш талаби ортик- 
чч булишини айтиб утайлик. Бундай золда куйидаги теорема 
исбот килинган булур эди: комплекс чизицли фазони чизицли  
алмаштиришнинг характ ерист ик илдизлари ва фацат улар  
бу алмаштиришнинг хос цийматлари булади. Бу ердан, 
ком плекс чизицли фазода х,ар цандай чизицли алмаштириш  
хос  вект орларга эга  булиши келиб  чицади.
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Каралаётган дациций фазоларга цайтар эканмиз, цуйидаги- 
__ии цайд килиб утамиз: чизикли алмаштириш <р нииг >0 хос 

цийм'атга тааллуцли булган хос векторлари туплами чизицли 
бир жинсли тенгламалар системаси (5) нинг ноль булмаган 
дациций ечимлари туплами билан усгма-уст тушади. Бу ердан 
ср чизицли алмаштиришнинг Х0 хос цийматга тааллуцли бул
ган а ос вектор лари туплами, бу т уплам га  ноль векторни  
цушгандан сунг, Vn фазонинг чизицли цисм фазоси  булиши 
келиб чицади. Хацицатан дам, 12-§ да исбот цилинганига ку 
ра: п-ном аълунли чизицли бир жинсли т енглам а ларнинг ис- 

' т алган  системасининг (jfациций) ечимлари  туплами Vn фа- 
| зонинг чизикли цисм фазоси булишлиги келиб чицади. 
f Оддий спектрли чизицли алм аш тириш лар. Купгина цол- 
I ларда берилган чизицли алмаштириш <р бирор базада д и а г о -  
[■ н а л  матрицага эга буладими-йуцми эканлигини билиш зарур 
С булиб цолади. Дардаци^ат, дар цандай чизицли алмаштириш 

дам диагонал матрица оркали берилавермайди. Бунинг учун 
| зарур ва етарли шартлар 61-§ да курсатилади, дозир эса .бит

та етарли шартни курсатамиз.
I Дастлаб цуйидаги ёрдамчи натижаларни исбот циламиз: 

А гар  е и е2, . . . , еп базанинг барча вектор лари   ̂ чизицли 
алмаштиришш-нг хос векторлари бу лса, у  \ о л д а  ва фацат  
шу х;олда ср алмаштириш бу базада диагонал матрица ор
цали берилади.

I Хацицатан дам,
| */? =  V*
, генглик курсатилган базада ср алмаштиришни берувчи матри- 
I цанинг г-сатридаги элементлари ичида бош диагоналдан таш- 
j ц а р и д а т  дамма элементлари нолга тенглигига, бош диагоналда 

яъни г'-уринда) эса Аг сон туради дейилишига тенг кучлидир.
ср чизицли алмаштиришнинг турли хос цийматларига  

т ааллуц ли  булган Ьи Ь2, . . . , b k хос векторлари чизицли  
чркли система ташкил этади.

Бу даъвони k буйича индукция ёрдамида исботлаймиз, чун- 
i чи п =  1 да v уринли: бигта хос вектор —хос вектор нолдан 

фарцли булгани у ч у н -ч и зи ц л и  эркли система ташкил этади. 
Энди

b t f  =  к1 1ц, I =  1,2, . , . ,  к

ва i ф  j  да \  Ф
булсин Агар

«1*1 +  «2̂ 2 +  • • • +  « А  =  0 (9)
изицли богланпш мавжуд булса ва бу ерда, масалан, « , ^ 0  

булса, у .^олда (9) нинг дар иккала томонига ср алмаштирпш- 
ни чагбиц этиб цуйидагиги ^осил циламиз:

aikl b l \ л2>-202 -|- . . .  +  Кк l)k =  0.
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Бу ердан Xft га купайтирилган (9) тенгликни айириб,

— *-ь> b\ +  <*3 (Х2 — kk) b3 -f- . . .  +  a4_ i ( 4 - i —

тенгликни зосил киламиз, бу Ьи Ьг, . .  . ,  Ьк_ х векторлар ора
сидаги тривиал булмаган чизикли богланишни ифодалайди, чун
ки (X, — ХА) Ф 0.

Агар закикий чизикли алмаштириш <р нинг барча характе
ристик илдизлари закикий ва зар хил булса, у оддий спек- 
трга  эга дейилади. Демак, <р чизикли алмаштириш п та зар 
хил хос кийматларга эга булади, шунинг учун исботланган 
теоремага кура, V n фазода <р алмаштиришнинг хос векторла- 
ридан ташкил топган база мавжуд. Шундай килиб, оддий. спек- 
трли з а р  цандай чизицли алмаштириш диагонал матрица  
орцали берилиши мумкин.

Чизикли алмаштиришдан уни берувчи матрицаларга утиб, 
Куйидаги натижани зосил киламиз:

Барча характеристик илдизлари зациций ва з а р  хил  
булган з а р  цандай матрица диагонал матрицага ухш аш • 
дир ёки бошкача айтганда, бундай матрица диагонал кури - 
н и ш а  келтирилади,
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нинг танланишига боглиц, шу билан бирга биз зозирча  ска
ляр купайтиришни цандайдир принципиал бошца усул билан 
Зам аницлаш мумкинми ёки йуцлигини айта олмаймиз. Биз
нинг эндиги мацсадимиз п Улчовли чизицли фазони евклид 
фазосига айлантиришнинг барча мумкин булган усулларини 
куздан кечириб чициб, маълум маънода зар  цандай п учун 
фацат биттагина п улчовли евклид фазоси мавжуд эканлигини 
аницлашдан иборат.

Ихтиёрий п улчовли евклид фазоси Еп берилган булсин, 
яъни п улчовли чизицли фпзода ихтиёрий усул билан скаляр

• купайтириш киритилган булсин. Агар а ва b векторларнинг 
скаляр купайтмаси нолга тенг, яъни (а, Ь) =  0  булса, улар ор
тогонал дейилади. ( 1) дан ноль векторнинг исталган векторга 
ортогоналлиги келиб чицади; аммо нолдан фарцли ортогонал 
векторлар зам мавжуд булиши мумкин.

Агар векторлар системасининг барча векторлари ж уф г-ж уф - 
Iти билан узаро ортогонал булса, у золда бундтй система ор
тогонал система  деб аталади.

Нолдан фарцли з а р  цандай векторларнинг ортогонал  
системаси чизицли эркли систенадир.

Хацицатан зам, Еп да а, а 2, . . .  , a k векторлар системаси 
берилган булсин, шу билан бирга а, ф  0 , / =  1,2 , к ва

1 ф  /  булганда (at а,) =  0 (4)
булсин. Агар

I а1®1 ~Ь а2®2 "I" • • • V-tflb =  ®
булса, бу тенгликнинг зар икки томонини я / ( 1 < / < Л )  век 
торга скаляр купайтириб, (1), (2) ва (4) га кура ушбуни 3 0 - 
снл циламиз:

О =  (0 , а () =  (а, а, +  а2а 2 +  . . .  +  аАа А, а, ) =
=  ®i(« 1. а1) +  а2.(«2, ®|) +  . . .  +  (a*. ад  =  а, (а„ а{).

бандан (ah а{) >  U булгани учун fV га асосан а", =  0 ,
I . .  , k эканлиги келиб чицади, шуни исбот цилиш талаб ци 
(линган эди.

Куйида о р т о г о н  а л л а ш  п р о ц е с с  и, яъни Еп евклид 
фазосида k та вектордан ташкил топтан ихтиёрий

ах,а2, . • . , Cft (5)

чизицли эркли системадан зеч бири нолга тенг булмаган k 
та векторнинг ортогонал системасига утиш усули баён этила- 
дн; бу векторлар Ьи Ьъ . . .  , bk орцали белгиланади.

Ь, =  а ,  деймиз, яъни (5) с и с т е м  а н и н г  б и р и н ч и  в е к -  
г о р и  б и з  т у з а ё I I а н о р т о г о н а л  с и с т е м а г а  з а м  ки-  
р а д и .  Сунгра

Ьг -  axb x -J- а 2
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булсин. bi — а, замда а, ва а2 векторлар чизикли богликмас 
булганлигидан- исталган а, сон учун Ь2 вектор нолдан фаркли 
булади. Бу сонни Ь2 векторнинг Ьх векторга ортогонал булиши 
шартидан танлаймиз:

О =  (bu b2) =  (bu a, bt +  а 2) =  « ,(£„  £,) +  (bu а 2), 

бундан IV га кУра
« — а»)

1 (bb bS
Нолдан фаркли Ьи Ь2, . . .  , bt векторларнинг ортогонал 

системаси тузилган булсин; кУшимча равишда зар кандай 
/ ( 1  <  /) учун 6/ вектор а , ,  а 2, . . .  а( векторларнинг чизикли 
комбинациясидан иборат деб фараз килайлик. Агар bi+i вектор

bi+ 1 =  «i&i 4~ «2 2̂ +  . . . 4- "Ь a i+1

кУринишда олинса, у золда фаразимиз Ь1+\ вектор учун 
$ам уринли булади. Бунда bi+4 вектор нолдан фаркли, чунки
(5) система чизикли боглик эмас,'щ+i вектор эса £>lf b2, . . . , Ь, 
векторларнинг тузилишида иштирок этмайди. at (i  =  1, 2 , . .  . , /) 
коэффициентларни bi+i векторнинг барча bt (i = 1, 2 , . . . ,  /) 
векторларга ортогонал булиши лозимлиги шартидан топамиз:

О =  (b,t bt+i) =  (&у, а ,Ьх 4 - а2&2 4* аА  +  Дг+i) =
=  а1 +  а2 <̂ i> ^з) +  • ■ • 4" а< (b„ bt) 4  (fy. Яг+1); 

бундан Ь2, , Ь{ векторлар узаро ортогонал булгани учун 

а/ (^/> Ь^ 4" — 0>
ЯЪНИ

а — _ ai+i) / — 1 2  /
' “  ( M i )  ’ — ’ ’ * * ’

_3 0 сил^булади.
"Ёу процессии дав'ом зттирио, би’з изланаётган ортогонал сис

тема Ьи Ь2 . . . , Ьь ни тузамиз.
Ортогоналлаш процессини Еп фазонинг ихтиёрий базасша. 

татбик этиб, п та нолдан фаркли векторларнинг ортогонал 
системасин^ я ъ н и - б у  система юкорида исботланганига асосан 
чизикли эркли булгани учун -о р т о го н а л  базасини  зосил ки
ламиз. Шу билан бирга ортогоналлаш процессини (жараёнини) 
биринчи кодами муносабати билан килинган мулозазани кул- 
ласак замда нолга тенг булмаган зар кандай векторни бирор- 
та базага киритиш мумкин эканлигини зисобта олсак, куйида
ги фикрни ифодалаш мумкин:

Х а р  цандай евклид фазоси ортогонал б а за ла р га  э га , шу 
билан бирга бу фазонинг исталган нолдан фарцли вектори 
бироо ортогонал база  таркибига ниради.



Келгусида ортогонал базаларнинг махсус синфи (махсус 
бир кУриништ мудим роль уйнайди; базаларнинг бу синфи 
аналитик геометрияда кулланиладиган тугри бурчакли декарт 
координаталар системасига мос келади.

Агар b векторнинг скаляр квадрати бирга тенг, яъни

| (Ь, Ь) =  1

булса, уни нормаланган  деймиз. Агар а=^=0булса .бундан 
(а, а) >  0 булади), у долда а  векторни нормалаш  деб ушбу

b =  ■ 1 - а
V  (а, а)

векторга утишга айтилади. b вектор нормаланган булади, чунки

(b, Ь) =  (■ 1 - а, ■ J .  ■■ а )  — ( —= L = )  (а, а) =  1. 
\V(a,a) Y  (а, а) ) \V (а, а) I

Агар Еп евклид фазосининг еи е2, . .  . , еп базаси ортогонал 
булиб, унинг дамма векторлари нормаланган, яъни

i ф  j  да  {еь е,) =  О,
i  =  1, 2 , . . . ,  п да (eh et) =  1 (6 )

булса, бундай база ортонормаланган база  деб аталади.
К а р  цандай евклид фазоси орт онормаланган базага  эга.  
Буни исботлаш учун исталган оргогонал базани олиш ва 

унинг барча векторларини нормалаш кифоя. Бунда база ор- 
тогоналлигича колади, чунки ихтиёрий а ва р лар учун (а, Ь) =  О 
тенгликдан

(аа, $Ь) =  ар (а, Ь) =  О
келиб чикади.

Еп евклид фазосининг е и е2, . .  . , е п базаси ортонорма-
1 л анган булиши учун фазонинг исталган иккит а вектори- 

нинг скаляр  купайтмаси бу векторларнинг т анланган ба- 
задаги  мос координаталари купайт наларининг йигиндисига  
тенг булиши, яъни агар

а = У * А ,  6 =  <7>
/—1 /—х

булса, у х,олда

(а Ь) =  ^  «I ^  (8)

Срлиши зарур ва етарлиОир ,

34- 5. ЕВКЛИД ФАЗОСИНИНГ ТАЪРИФИ, ОРТОНОРМАЛАНГАН БАЗАЛАР 229



230 V III БОВ. ЕВКЛИД ФАЗОЛАРИ

Хацицаган зам, агар бизнинг база учун (6 ) тенглик уринли 
булса, у золда

(а > ь) -  ( 2  2  ^  ^ У =  2  а' {е‘ е>) =  2  а‘ Р'-
W  ]=• 1 /  i,/-i i=i

Аксинча, агар танланган базада (7) кУринишда ёзилган зар 
цандай а ва b векторлар учун (8 ) тенглик уринли булса, у 
Золда а  ва b векторлар сифатида бу базанинг исиалган икки
та бир хил ёки зар хил ^  ва в] векторларими олиб, биз (8 ) 
дан (6 ) тенгликни келтириб чицарамиз.

Хозиргина зосил цилинган натижани ихтиёрий п учун п 
улчовли евклид фазоси мавжудлигининг юцорида баён цилин- 
ган исботи билан солиштириб, цуйидаги даъвони айтиш мум
кин: агар  п улчовли Vn чизицли фазода ихтиёрий база тан- 
ланган б$лса, у зол да  Vп да скаляр купайтиришни шундай 
аницлаш мумкинки, зо си л  булган евклид фазосида т анлан
ган база орт онормаланган базалардан бири булади.

Евклид фазоларининг изоморфизми. Е  ва Е' евклид фа- 
золари векторлари орасида шундай узаро бир цийматли мос- 
лик урнатилган булсаки, натижада ушбу шартлар бажарилса, 
улар изоморф  фазолар деб аталади:

1) бу мослик Е ва Е' ларни чизицли фазо деб Караганда 
улар орасидаги изоморф мосликдир (29-§ га царанг);

2 ) бу мосликда скаляр купайтма сацланади; бошцача ци
либ айтганда, агар Е даги а  ва b векторларнинг Е' даги о б 
рази а' ва Ь' лар булса

(a, b) =  ( а \  V )  (9)

тенглик Уринли булади.
1) шартдан, дарзол,- изомооф евклид ф азолари бир хил  

Улчамга эга  эканлиги кели б  чицади. Тескари даъво зам Урин
ли эканлигини исботлайлик.

• Бир х и л  п улчамга эга булган з а р  цандай Е ва Е' евк
лид ф азолари  узаро изомоофдир.

Хацицатан зам, Е ва Е' фазоларда мос равишда

^1> ^2> • • ■ • (Ю)
ва

............ «'». ( И )
о р т о н о р м а л а н г а н  базаларни танлаб олайлик.

Е ниш ихтиёрий
П

а  =
(«1



векторига, о вектор (10). базада цандай координаталарга эга 
булса, Е' нинг (11) базада худди шу координаталарга эга булган

а ' =  2  4  е '‘ 
i -  1

векторини мос кУ’ямиз. Ш убзасиз, бу мослик Е  ва Е' чизикли 
фазолар орасида изоморф мослик булади. Шу билан бир ка- 
торда (9) тенглик зам  уринли эканлигини курсатайлик; агар

Ь — У  Pj в„ Ь' *» V  $ie ‘ 
i-i  ffl

булса, (8) га асосан [ ( 10) ва ( 11) базаларнинг ортонормаллиги 
эътиборга олинсин!]

(а ,  Ь) ^  <*/ Pj =  ( а 1, Ь').

Изоморф евклид фазоларини зар  хил фазолар деб карамас- 
лик табиийдир. Шунинг учун зам зар  кандай п учун битта- 
гина п улчовли закикий чизикли фазо мавж уд булгани каби, 
худди шу маънода биттагина п улчовли евклид фазоси мавжуд 
булади.

Чизикли комплекс фазолар булган зол учун бу  параграфнинг туш унча-  
лари ва натижалари куиндагича утказилади. Комплекс чизикли фазода ска
ляр купайтириш киритилган булсин. Ш у билан бирга, умуман айтганда (а, Ь) 
комплекс сон булсин. Агар II—IV аксиомалар (охирги аксиоманинг ифода- 
ланишнда шуни кайд килмок эарурки, нолга тенг булмаган векторнинг ск а
ляр квадрати дакикий ва каткий  мусбат сондан иборатдир) бажарилиб, I ак
сиома эса куйидаги ____

I (a , Ь ) - < 7 Г $

аксиома билан алмаштирилса (бу ерда чизиц. одатдагидек, чУшма комплекс 
сонга утишни белгилайди), у з̂ олда бундай-компЛекс чизикли фазога унитар 
фазо дейилади.

Скаляр купайтма энди коммутатив булмайди Ш унга карамай,11 аксио- 
мага ухшаш тенглик Уринлигича колади:

II (а, Ь +  с ) ~  (а, Ь) +  (а, о),
чунки _________  _____________ _____  _____

{а, Ь +- в) =  {Ь +  д, d) =  (b, a) j-  (с, а) «= (b, h) -)- (с, а) =  (а, Ь) +  (а, с).

Иккинчи томондан
III (a, ab) — 7 (а, Ь), 

чунки
(a, ab) =* (ab, а) а (*>, а )  =  а (b, а) => а (а, Ь).

Векторлар системасининг ортогоналлиги ва ортонормаланганлиги туш ун- 
чалари унитар фазолар булган .\ол учун ,%еч кандай узгариш сиз утказилади. 
Чекли улчовли ^ар кандай унитар фазода ортбнормаланган базаларнинг мэв- 
даудлиги худди юкоридаги каби исботланади. Лекнн, шу билан бирга, агар
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«I. *2. • • . еп ортонормаланган база б5'либ, бу базада а, b векторлар (7) 
формула оркали ифодаланса, у долда

П
с®.ь) -  2 п'^- 

;»=1
Ушбу бобнинг кейинги параграфлари натижаларини дам евклид фазо- 

сидан унитар фазоларга утказнш мумкин эди. Бундай килиб ^тирмасдан 
кизикувчи укувчиларга  чизикли алгебра буйича махсус китобларга муро- 
ж аат этишни тавсия киламиз.

35-§. О ртогонал  м атрицалар , ортогонал  алм аш тириш лар  

п та номаълумли дакикий чизикли алмаштириш
П

х i -- Уа»  ̂=  1» 2 , . . .  , я (1)
fc=i

берилган булсин. Бу алмаштириш матрицасини Q оркали бел
гилаймиз. Бу алмаштириш х и х г, . . . , х п номаълумлар квад- 
ратлари йигиндисини. яъии мусбат аникланган квадратик 
форманинг нормал шакли булган х^-\- х 22 -\- . . .  +  х 2п квадра
тик формани (28-§ га царанг) у^ ,у2, • •• , У„ номаълумларнинг 
бирор квадратик формасига утказади. Бу янги ?(осил булган 
квадратик форманинг узи у и у 2, у п номаълумлар квад- 
ратларининг йигиндисига тасодифан тенг булиб колиши дам 
мумкин, яъни  х и х г, . . . ,  х п ларни (11 ифода оркали алмаш- 
тирганимиздан сунг

х ]  +  x l  . . ,  +  х\  — у\  +  У>1 +  • • • "f У% (2)

айний тенглик досил булиши мумкин. Бундай хоссага эга бул
ган, яъни номаълумлар квадратларининг йигиндисини инвари
ант долда цолдирувчи ( 1) чизикли алмаштиришга ном аълум 
ларни орт огонал алмаштириш  дейилади, унинг матрицаси 
Q га эса орт огонал мат рица  дейилади.

Ортогонал алмаштириш ва ортогонал матрицаларнинг юко- 
рида келтирилган таърифларига эквивалент булган купгина 
боища таърифлари мавжуд. Улардан келгусида керак булади- 
ган баъзиларини курсатиб утамиз.

Биз номаълумларни чизикли алмаштиришни бажарганда 
квадратик форманинг матрицаси кандай -конун буйича узга- 
ришини 2 6 -§  дан билаыиз. Б у  конунни курилаётган мазкур 
долга куллансак ва барча номаълумларнинг квадратларц йи- 
риндисидан иборат булган квадратик форманинг матрицаси 
бирлик матрица Е  дан иборат эканлигини дисобга олсак, (2) 
тенглик куйидаги
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ЯЪНИ

Q 'Q  =  в  (3)
матрицавий тенгликка тенг кучлн эканлиги’келиб чицади. Бу 
ердан

Q' =  Q" 1 (4)
ва шу сабабли

Q Q '  =  Е  (б)
тенглик з^ам Уринли булади.

Шундай цилиб, (4) га кура орт огонал матрица Q ни ш ун
дай матрица деб таърифлаш мумкинки, унинг транспонир- 
ланган матрицаси  Q' тескари матрицаси  Q-1  га тенг.  
Шунингдек, (3) ва (5) тенгликларнинг ^ар цайсисини ^ам о р 
тогонал матрицанинг таърифи сифатида цабул цилиш мумкин.

Q' матрицанинг устунлари Q матрицанинг сатрлари булгани 
учун (5) дан цуйидаги натижа келиб чицади; Q квадрат м а т 
рицанинг ихтиёрий сатри элем ент лари квадратларининг йи- 
гиндиси бирга тенг булиб, исталган иккита сатри мос э л е 
ментлари купайт м ал 1рининг йигиндиси эса нолга тенг 
булганда, ва фацат шу зо л д а ,  бу мат рица орт огонал б у 
лади.  Шунга ухшаш натижа (3) тенгликдан матрицанинг ус
тунлари учун .^ам келиб чицади.

| Q ' |  = | Q| булгани учун (3) тенгликда детерминангларга 
утиб,

I Q I* =  1

тенгликни ^осил циламиз. Бундан, орт огонал матрицанинг  
детерминанти ±  I га тенг эканлиги кели б  чицади. Шундай 
цилиб, номаълумларни ?̂ ар цандай ортогонал алмаштириш хос
мас алмаштиришдир. Уз-узидан маълумки, тескарисини таъ- 
кидлаш мумкин эмас; яна шуни ^ам айтмоц даркорки, д етер 
минанта ±  1 га тенг булган матрица *ар доим ортогонал бу* 
лавермайди.

Ортогонал матрицага тескари матрица яна орт огонал  
матрица  булади Хацицатан ^ам, (4) да транспонирланган 
магриналарга угсак:

(Q"1), =  (Q')' =  Q - ( Q " 1r 1.
Шу билан бирга орт огонал м ат рицаларнинг купайт маси  
яна ортогоналдир.  Хацицатан ^ам, Q ва И матрицалар орто
гонал булса, (4) ни, шу билан бирга 2 6 -§  дан (6 ) тенгликни 
ва гескари матрица учун уринли булган шунга ухшаш • тен г 
ликни цуллансак, цуйидагини ^осил циламиз:
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3 7-§ да ушбу даъводан фойдаланилади:
Евклид фазосининг ортонормаланган базасидан шу ф а

зонинг ихтиёрий бошца ортонормаланган базасига утиш  
матрицаси ортогоналдир.

Хакикатан зам, Еп фазода утиш Матрицаси Q — (qij) бол
тан иккита ортонормаланган еи е2, . . . ,  еп ва е[, е'}, . . . ,  е'п ба- 
залар берилган булсин:

е' «= Qe.

е база ортонормаланган булгани учун . ихтиёрий иккита 
векторнинг, хусусан, е' базадаги исталган иккита векторнинг 
скаляр купайтмаси бу векторларнинг е базадаги мос коорди
наталари купайтмаларининг йигиндисига тенг булади. Лекин, 
шу билан бирга е' база зам ортонормаланган булгани учун е' 
даги зар  бир векторнинг скаляр квадрати бирга тенг булиб, 
ундаги ихтиёрий иккита турли векторнинг скаляр купайтмаси 
эса нолга тенг, Бундан е' база векторларининг в базадаги 
координаталари сатрлари учун, бопщача айтганда, Q м ат
рицанинг сатрлари учун ортогонал матрицани характерлаб 
берувчи, (5) тенгликдан юкорида келтириб чикарилгани каби, 
натижаларнинг уринли эканлиги келиб чикади.

Евклид фазосини ортогонал алмаштиришлар. Гарчанд 
келгусида ишлагилмаса-да, евклид фазоларини чизикли эл- 
маштиришларнинг бир- музим синфини (турини) шу ердч ур- 
ганиш максадга мувофикдир.

Агар Еп евклид фазосини ср чизикли алмаштириш зар 
Кандай векторнинг скаляр квадратини узгаришсиз цолдирса, 
яъни исталган а вектор учун ушбу

(аср, аср) =  (а, а) 16)

тенглик Уринли булса, бундай ср алмаштириш евклид ф азо
сини ортогонал алмаштириш дейилади.

Бундан куйидаги умумийроц булган натижани (уни .зам 
албатта ортогонал алмаштиришнинг таърифи сифатида кабул 
цилиш мумкин) келтириб чикариш мумкин:

Евклид фазосини  ® ортогонал алмаштириш ихтиёрий  
иккита а, b векторларнинг скаляр купайтмасини узгариш 
сиз цолдиради:

(а<р, Ь?) =  (а, Ь). (7)

Хакикатан зам, (6 ) тенгликка к^ра,
( (a  -f b)f ,  (а +  4>)ср) =  (а  +  b, a -f Ь).

Лекин
((а +  Ь)ср, (а  +  Ь)<?) =  (аср +  b<?, аср +  й<р) =>
=  (аср, аср) +  (аср, b<?) -f (b<f, а<р) +  (by, b<?)\

(a +  b, a - \ - b )  =  (а , a) - f  (a, b) +  (ft, a) +  (b, b).



35-§, ОРТОГОНАЛ МАТРИЦАЛАР, ОРТОГОНАЛ АЛМАШ ТИРИШ ЛАР 285

Бу ердан (6 ) ифодани а учун дам, Ъ учун дам кулласак ва 
скаляр купайтиришнинг коммутативлигини дисобга олсак, ушбу

2 (а«р, Лер) =  2 (а,Ь) 
тенгликни досил циламиз Шу сабабли (7) муносабат дам 
уринли булади.

Евклид фазосини, ортогонал алмаштиришда исталган  
ортонормаланган базанинг %аима векторларининг о б р а зл а 
ри уз  навбатида яна ортонормаланган базани ташкил э т а 
ди. Аксинча , агар  евклид фазосини чизицли алмаштириш, 
х,еч булмаганда битта ортонормаланган базани яна о рт о
норм аланган базага ут казса, бундай алмаштириш орт о
гонал булади.

Хакикатан дам <р алмаштириш Еп фазони ортогонал алмаш 
тириш булиб, еи ег, . . .  , еп эса шу фазонинг ихтиёрий орто
нормаланган базаси булсин.

(£ / ,  £ | )  =  1  ̂ =  2, , . . , /I,
1 ф ]  да (е, ,е,) = 0  

генгликлардан, (7) тенгликка асосан
(е(ср, е,<р) з т 1, I »  1, 2 , . . .  , п,

агар I Ф /  булса, (е^, ety) = 0  тенгликлар келиб чикади, яъни 
• • •  > еп<Р векторлар системаси ортогонал ва норма

ланган шунинг учун дам у Еп фазонинг ортонормаланган ба
заси булади.

Аксинча, Еп фазони ср чизикли алмаштириш еи е %, . . . , еп 
ортонормаланган базани яна ортонормаланган базага-Утказсин, 
яъни е,ср.е2ср,. . . ,е„ср векторлар системаси Еп фазонинг орто
нормаланган базаси булсин. Агар

П
а  = 2  ОД

/яя1
Еп фазонинг ихтиёрий вектори булса, у долда

П
а<?

(—1
булади, яъни а<р вектор е<р базада а  вектор е базада кан
дай координаталарга эга булса, худди шундай координаталарга 
эга булади. Аммо бу иккала база дам ортонормаланган б у л 
гани учун дар кайси векторнинг скаляр квадрати унинг бу 
базалардан исталган биридаги координаталари квадратлари- 
нинг йигиндисига тенг. Шундай килиб,

П
(а , а )  =  (a y , a<f) =

/—1
яъни (6) тенглик дакикатан ^ам бажарилар экан.
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Евклид фазосини исталган ортонормаланган базада ор 
т огонал алмаштириш ортогонал м ат рица орцали берила-  
ди. Аксинча, агар  евклид фазосини чизицли алмаштириш  
х;еч булмаганда битта ортонормаланган базада орт огонал  
матрица орцали ифодаланса, бундай алмаштириш о р т о 
гонал булади.

Дацицатан з^ам, агар ср алмаштириш ортогонал булиб, 
е и е2 . . . , еп база эса ортонормаланган булса, £,<р, е2?. • • • > е.,у 
векторлар системаси ^ам ортонормаланган база булади. Ш у
нинг учун *ам <р алмаштиришнинг е базадаги А матрицаси 
ортонормаланган е базадан ортонормаланган е<р базага утиш 
матрицаси

е<р =  Ае
дан иборат булади, яъни юцорида исботланганига асосан ор
тогонал матрица булади.

Аксинча, <р чизикли алмаштириш еи е2, . . . , еп ортонорма
ланган базада А  ортогонал матрица орцали берилган булсин; 
демак, (8 ) тенглик уринли. е база ортонормаланган булгани 
сабабли, исталган векторларнинг скаляр купайтмаси, хусусан, 
?i?, е2?> • • ■, &пУ системанинг исталган векторларининг скаляр 
купайтмаси бу векторларнинг е базадаги мос координаталари 
купайтмаларининг йигиндисига тенг. Шунга кура, А матрица 
ортогонал булгани учун ушбу

(<г,<Р, 0, 9) =  1, t =  1, 2 , . . .  , п,
1 4 * j  да (е,?. е ;ср) = 0

тенгликлар уринли, яъни е<? системанинг узи ^ам Еп фазонинг 
ортонормаланган базасидан иборат экан. Бундан ср алмашти
ришнинг ортогоналлиги келиб чицади.

Аналитик геометрия курсидан китобхонга маълумки, те- 
кисликни координаталар бошини уз урнида цолдирувчи ^амма 
аффин алмаштиришлар орасида фацат буришларгина (лозим 
булса, симметрик аксланишлар билан цушилган >;олда) век
торларнинг скаляр купайтмасини узгаришсиз цолдирувчи яго- 
на алмаштиришлардир. Шундай цилиб, п улчовли евклид ф а
зосини ортогонал алмаштиришларни бу фазони „буришлар" 
деб цараш мумкин.

Евклид фазосини ортогонал алмаштиришларга, шуб^асиз, 
айнан алмаштиришлар ^ам киради. Шу билан бирга ортогонал 
алмаштириш билан ортогонал матрицалар орасида биз урнат- 
ган богланиш, шунингдек, 31-§ да баён этилган чизицли ал
маштиришлар устида бажарилган амаллар билан матрицалар 
устидаги амаллар орасидаги богланиш ортогонал матрицалар 
учун маълум булган хоссалардан евклид фазосини ортогонал 
алмаштиришларнинг бевосита ва осонгина текшириладиган 
цуйидаги хоссаларини келтириб чицариш учун имкон беради;
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Х а р  цандай ортогонал алмаштириш хосмас бул и б , унга  
тескари булган алмаштириш %ам орт огонал алмашти-  
ришдир.

Ихтиёрий ортогонал алмаштиришларнинг купайтмаси  
ортогоналдир.

Агар п улчовли евклид фазосининг исталган а, Ь вектор- 
лари учун

(а?, Ь) =  (а , b<p) ( 1)

тенглик уринли булса, яъни алмаштириш белгисини скаляр 
куиайтиришда битта купайтувчидан иккинчисига утказиш мум
кин булса, бу фазони <р чизицли алмаштириш симметрик (ёки 
уз-узи га  цушма)  дейилади.

Айний алмаштириш г ва ноль алмаштириш со шуб^асиз, 
симметрик алмаштиришларга мисол була олади. Умумийроц 
мисол сифатида ихтиёрий векгорни тайинланган а сонга купай- 
тиришдан. иборат булган

чизицли алмаштиришни цараш мумкин. Хацицатан *ам, бу 
*ол учун

(аср, Ь) =  (аа , Ь) =  а(а, Ь) =  (а, аЬ) -  (а , by).

Симметрик алмаштиришларнинг а^амияти жуда кагта б у л 
гани учун биз уларни иложи борича муфассал урганишимиз 
лозим.

Эвклид фазосини си мметоик алмаштириш ист алган о р 
тонормаланган базада симметрик матрица орцали  бери- 
лада Аксинча , агар евклид фазосини чизицли алмаш тириш  
бирорта ортонормаланган базада симметрик мат рица ор 
цали бериладиган булса, бундай алмаштириш симметрик  
булади

Дар.чацицаг, ср симметрии алмаштириш еи е2, . . . , е„ орто 
иормалашан базада А =  (at)) матрица орцали берилган булсин 
Ортонормаланган базада иккита векторнинг скаляр купайтмаси 
бу векторлар мос координаталари купайтмаларининг йигинди- 
сига' теиглигини ^исобга олиб,

36-§. Симметрик алмаштиришлар

аср =  аа



тенгликларни досил киламиз, яъни ( 1) ифодага асосан дамма
i ва j  лар учун

а,) =  а)1

тенглик уринлндир. Шундай 'килиб, А матрица симметрик 
матрица экан.

Аксинча, f  чизикли алмаштириш e L, е2, . . .  , е„ ортонор
маланган базада А =  (а. )̂ симметрик матрица оркали берилган 
булсин, яъни дамма I ва у лар учун

°Ч =  “ у/ ( 2 )
булсин. Агар

b “  2  ‘̂е‘ ’ с Iе /
/=I /=i

фазонинг ихтиёрий векторлари булса, у долда 

! - = 1  у=~1 \ ( = 1 /

у= 1 ;=■! \ у - 1  !

булади. е базанинг ортопормаланганлигидан фойдаланиб, ушбу
П

(6< р , с) =  2 ^ V y >
У,<=1

п

( Ь, £<р) =  2  Р'Туау/

тенгликларни досил киламиз. (2 ) га асосан охирги тенглнк- 
ларнинг унг томонлари узаро тенг ва демак,

(6<р, с) =  ( b , Сер),

х у д д и  шуни исботлаш талаб этилган эди.
Хосил булган натижадан симметрик алмаштиришларнинг 

бевосита дамда осонгина текшириладиган куйидаги хоссаси 
келиб чикади:

С иммет рик алмаш т ириш ларнинг йигиндиси ва шунинг
д е к , симметрик алмаштиришнинг сонга купайтмаси х;ам 
ян а  симметрик алмаш тиришлардан иборат булади.

Энди уш бу мудим теоремани исботлайлик:
Симметрик алмаштиришнинг б о р т  характеристик и л 

ди зл а р и  ^ацщ ийдир.
Ихтиёрий чизикли алмаштиришнинг характеристик илдиз

лари бу алмаштиришнинг исталган оазадаги матрицасининг
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характеристик илдизларига тенг булгани учун, симметрик ал- 
манпириш эса ортонормаланга'н базада симметрик матрица 
орцали берилгаии учун цуйидаги теоремами исботлаш кифоя: 

Симметрик матрицанинг барча характеристик и л д и зл а 
ри зацицийдир.

Хакицатан зам, >0 берилган А  =  (а/;) симметрик матрица
нинг характеристик илдизи (комплекс булиши зам мумкин) 
булсин:

| Д - Х 0£ |  =  0 ,

| у золда комплекс коэффициентли бир жинсли тенгламалар 
системаси

Л

 ̂ j X  j  —  f =  1, 2, . . .  , tl

нолга тенг булган детерминантга эга, яъни н о л г а  т е н г  б у л -
I м а г а н  [■),, р2. • • • . Рл (умуман олганда, комплекс) ечимга эга;
1 шундай цилиб,
I П

Й  (3)
(3) тенгликларда зар цайси i - тенгликнинг иккала томонини 
р, комплекс сонга цушма булган р( га купайтириб, зосил булган 

j  замма тенгликларнинг чап ва унг цисмларини алозида йигсак,

2  =  2 ^ '  !Л\i j - t  Я  (4 )
тенгликка келамиз

(4) даги 10 нинг коэффициента камида биттаси цатъий мус
бат булган бир нечта манфий булмаган зациций сонларнинг 
йигиндисидан иборат булгани учун нолдан фарцли зациций 
сондир. Шу сабабли, агар биз (4) тенгликнинг чап томонида- 
ги ифоданинг зациций эканлигини курсатсак, Х0 соннинг зациций 
эканлигини исботлаган буламиз Бунинг учун текширилаётган 
бу ,ком плекс сон узининг цушмасига тенг эканлигини курса
тиш кифоя. Бу ерда А (зациций) матрицанинг симметрик 
эканлигидан биринчи марта фойдаланилади.

2  а/ М  =  2  а‘̂ 1 =  2  а' М  “
' J —l I.J- 1 '.7 = 1

=  2  а1$ $ ‘ =  2  =  2  а< 
i.l-1  /,/=1 (,;= 1

Шуни айтиш ксракки, охиргидан олдинги тенглик йигилди- 
нинг индекси учун белгилашларни содда у згар ш р и ш  орцали
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^осил цилинган: i урнига / ,  у урнига i куйилган. Бннобарин, 
теорема исбот булди.

Евклид фазосини  9 чизицли алмаштириш симметрик  
булиш и учун Е„ фпзода бу алмаштиришнинг хос векторла-  
ридан т узилган орпонорм аланган база мавжуд булиши за- 
р ур  ва етарлидир.

Бу теореманинг биринчи кисми деярли равшан: агар Еп 
да ех> е2, , . . , е п ортонормаланган база мавж уд булиб, шу 
билан бирга

=  V -  1 =  U 2, . . . , п
булса, у золда е базада 9 алмаштириш ушбу

\  0 
к2

Л Л

диагонал матрица оркали берилади. Бирок диагонал матрица 
симметрик булгани учун 9 алмаштириш е ортонормаланган 
базада симметрик матрица оркали берилади, яъни симметрик 
булади.

Биз теореманинг асосий, тескари . кисмини Еп фазонинг 
улчами п буйича индукция ёрдамида исботлаймиз. Хакщатан 
зам. п =  1 булса, Et фазони зар кандай чизикли алмаштириш 
исталган векторни албагта узига пронорционал булган векгор- 
га утказади. Бундан нолга тенг булмаган зар кандай а  век
тор 9 учун хос вектор булиши келиб чикади. Шу билан бирга 
Ех фазони ^ар кандай чизикли алмаштириш зам  симметрик 
эканлиги келиб чикади. а векторни нормалаб, Ех фазонинг из
ланаётган ортонормаланган базасини зосил киламиз.

Энди теорема п — 1 улчовли евклид фазоси учун исбот- 
ланган ва Еп фазода 9 симметрик алмаштириш берилган бул
син. Юкорида исботланган теоремадан да учун >;акикнй харак
теристик илдиз \  нинг мавжудлиги келиб чикади Демак, бу 
сон. 9 чизикли алмаштиришнинг хос киймати бул ди. Агар а 
вектор 9 алмаштиришнинг бу хос кийматига мос ::елувчи хос 
вектори булса, у золда а векторга пропорциош i зар кандай 
нолга тенг булмаган вектор зам 9 алмаштиришш лг худди шу 
\  хос кийматига мос келувчи хос вектори була .и, чунки

( я а )9  =г а ( а у )  =  а(Х0а )  =  Х0( а а ) .

Хусусан, а  векторни нормалаб, шундай ех векторни зосил 
киламизки,

~  0̂̂ 1*
(«1, et ) =1

булади.
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34-§ да исботланганига кура, нолга тенг булмаган е{ век
торни Еп фазонинг ортогонал

в\у в . . . , &п (5)

базасига киритиш мумкин. (5) базада биринчи киордин т а л а 
ри нолга тенг булган векторлар, яъни а2е' +  . . . +  апё п кури- 
нишдаги векторлар, шуб-хасиз, Еп фазонинг п — 1 улчовли чи
зицли цисм фазосини ташкил этади. Бу цисм фазони L билан 
белгилаймиз.

к jjarro  п — 1 улчовли евклид фазоси булади, чунки Я, 
фазонинг jfaMMa векторлари учун аницланган скаляр купайт- 
ма, хусусан L даги векторлар учун э^ам аницланган булиб, 
шу билан бирга бу скаляр купайтма барча керакли хоссалар- 
га эга булади.

L цисм фазо Еп фазонинг £, векторга ортогонал булган 
барча векторларидан ташкил топган. Хацицатан ^ам, агар

а =  я,е, f  +  . . . +  л'пе ‘„

булса, (5) базанинг ортогоналлигидан ва e t векторнинг норма* 
ланганлигидан

еи а)  =  <*,(<?„ ех) +  *'й(еие'2) +  . . .  +  о.'п<еъ е'п) =  а,

муносабат келиб чицади, яъни (ви а) =  0 тенглик а, =  О бул
ганда ва фацат шундагина уринли булади.

Агар а вектор L цисм фазога тегишли булса, яъни ( е , ,а )  — 
=  О булса, а<? вектор ^ам L га тегишли булади. Хацицатан 
^ам, ср алмаштиришнинг симметриклигига асосан,

(еи а<р) -  (etf, а) =  ( V i .  а) =  \0{еи а ) =  Х0 .0 =  О,

яъни а«р вектор ех га ортогонал ва шунинг учун з^ам L га те* 
гишли. L цисм фазонинг ср алмаштиришга нисбатан инвари• 
ант лиги  деб аталувчи бу хоссаси ср ни - фацат i  н и н г  в е к -  
т о р л а р и г а г и н а  ц у л л а н я п т и  д е б  ц а р а л с а  (п - \ ) у л 
човли евклид фазосини чизицли алмаштириш деб ^исоблашга 
имкон беради. У ’̂агго, L фазони симметрии алмаштириш ){ам 
булади, чунки В„ нинг з^ар цандай векторлари учун бажарил- 
ган (1) тенглик, хусусан, L да ётувчи векторлар учун згам 
уринлидир.

Индуктив фаразга асосан, L фазода <р алмаштиришнинг хос 
векторларидан тузилган ортонормаланган база мавжуд; уни
е3, ........ .. еп орцали белгилайлик. Бу векторларнинг ^аммаси е ,
векторга оргогонал ва демак, Еп фазонинг биз нзлаёгган ор 
тонормаланган базаси еи е2, . ■ . , еп шу алмаштиришнинг хос 
векторларидан тузилган булади. Теорема исботланди.
1 6 -3 9 1 9



242 V III СОВ. ЕВКЛИД ФАЗОЛАРИ

37-§. Квадратик формани бош Уцларга келтириш.
Формалар жуфти

Аввалги параграфнинг сунгги теоремасини уш бу матрица- 
вий теореманинг исботи учун цуллаймнз.

\ а р  цандай А симметрик матрица учун шундай Q ор
т огонал  м ат рица топиш мумкинки, бу мат рица А мат ри
цани ди агон ал  ш аклга келтиради, яъни А мат рицани Q 
матрица орцали трансфер мациялаб х;оси А цилинган  Q~M Q 
мат рица диагонал мат рица булади.

Хацикатан ??ам, «-тартибли А симметрик матрица берилган 
булсин. Агар еи е2, . . .  , е„ п улчовли Еп евклид фазосининг 
цандайдир ортонормаланган базаси булса, у >*олда А матрица 
бу базада  9 симметрик алмаштиришни беради. Исботланганга 
кура Еп да 9 алмаштиришнинг хос векторларидан тузилган 
/ ь  Д . • • . , /„ ортонормаланган база мавжуд: бу базада 9 диа
гонал матрица В оркали ифодаланади (33-§ г а ц а р а н г ) .У  *ол- 
да 31-§ га асосан,

B = Q ~ ' A Q  (1)
булади, бу ерда Q /  базадан е базага утиш матрицаси,

e =  Q/. (2 )

Бу матрица бирор ортонормаланган базадан бошка худди шун
дай базага утиш матрицаси булганлиги сабабли ортогонал 
булади (35-§ га каранг). Теорема исбот булди. Ортогонал Q 
матрицанинг тескари матрицаситранспонирланганигатенг бул
гани, яъни Q _1 =  Q' булгани учун (1; тенгликни цайтадан 
ушбу

В  =  Q'AQ

куриниш да ёзиш мумкин. Бирок 26-§ дан маълумки, квадра
тик форманинг А  симметрик матрицаси номаълумлар устида 
матрицаси Q га тенг булган чизицли алмаштириш бажарил- 
ганда худди  шундай узгаради. Номаълумларни ортогонал 
матрицали чизикли алмаштириш ортогонал алмаштириш экан- 
литини (35-§ га царанг) ва каноник куринишга келтирилган 
квадратик форма диагонал матрицага эга эканлигини .yico6 ra 
олиб, бундай аввалги георемага асосланган ^олда а к и к и й 
к в а д р а г и к ф о р м а и и б о ш  у ц л а р г а  к е л т и р и ш  >;а- 
ц и д а г и к у й и д а г и  т е о р е м  а н и %осш киламиз: X  ар цан
дай  jj:ациций f { x x, х 2, . . . , х„) квадратик форма номаълум
л арн и  бирорт а орт огонал алмаштириш орцали каноник  
куоиниш га келтирилиш и мумкин.

Номаълумларни берилган квадратик формани каноник к$/- 
ринишга келтирувчи купгина ^ар хил ортогонал алмашти-
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ришлар мавжуд булишига карамай, бу каноник куриниш-нипг 
узи аслида бир цийматли аннкланади:

f ( x u х 2. . . . , х п) квадратик формани каноник куринишга  
келтирувчи А матрицали ортогонал алмаштириш цандай 
булиш идан цатъи назар, зо с и л  булган каноник куриниш- 
нинг коэффициентлари А матрицанинг (карралиликлари  
билан олинган) характ ерист ик илдизларидан иборат б у 
лади.

Хакикатан ^ам, /  форма бирорта ортогонал алмаштириш 
оркали каноник куринишга келтирилган булсин:

f (x u  х 2, . . . .  х п) =  !х,у? - f  +  . .  , +  \ х у п,
Бу ортогонал алмаштириш номаълумлар квадратларшшнг йи- 
пшдисини инв'ариантлигича колдиради ва демак, янги но- 
маълум булса, у ^олда

» п  п п

f ( x u х ъ ... , х „ )— =
Ь  ч  /—1 /—

булади. Чизикли алмаштириш бажарилгач, квадратик форма- 
нинг детерминанти алмашитриш детерминантининг квадратига 
купайтирилишини (28-§ га каранг), ортогонал алмаштириш 
детерминантининг квадрати эса бирга тенг (35-§ га каранг) 
эканлигини ^исобга олиб, бу квйдратик формаларнинг детер- 
минантларига утсак, ушбу

Уч - Ь  0  . . . 0

:ъ
. 1 и 0 [Х2 — ), . . . 0

0 0  . . . ll n — ‘k

тенгликка келамиз. Бу тенгликдан теореманинг исботи келиб 
чикади.

Бу иатижага матрицавий ифода *ам бериш мумкин:
А симметрик матрицани диагонал ш аклга келтирувчи  

ортогонал матрица цандай булишидан цатъи н а за р , зоси л  
цилинган диагонал матрицанинг асосий диагонали А мат-, 
рицанинг (карралиликлари  билан олин ган ) характ ерист ик  
илдизларидан иборат булади.

К вадр атик  ф ормани бош у ц ларга  келтирувчи  ор то го н ал .  
алм аш тириш ни  ам алда топиш. Баъзи масалаларда ^акнкий 
квадратик формпнинг ортогонал алмаштириш оркали келти
рилган каноник куринишинн билишгина зарур булиб колмай, 
балки бу курииишга келтирувчи алмаштиришнинг узнни з^ам 
билиш зарур булади. Бу алмаштиришни бош укларга келги- 
риш ^акидаги теореманинг исботидан фойдаланиб топиш ян- 
■агина мушкул булгани сабабли, биз бу алмаштиришни го*
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пишнинг бошкача усулини курсатмокчимиз. Бунинг учун бе- 
рилган А симметрик матрицани диагонал шаклга келтирувчи 
Q ортогонал матрицани ёки унинг тескари матрицаси Q -1 ни 
гопишни урганиш кифоя. (2 ) га асосан бу матрица е  базадан 
/  базага утиш матрицаси булади, яъни унинг сатрлари (е ба
зада) А  матрица оркали ифодаланадигаи <р симметрик алмаш
тиришнинг п та хос векторларидан тузилган ортонормаланган 
системанинг координата сатрларидан иборат. Хос векторлар
нинг шундай системасини топиш колди, холос.

к0 А  матрицанинг исталган характеристик илдизи булиб, 
унинг карралилиги &0 га тенг булсин. БизгаЗЗ-§ дан маълум- 
ки, 9 алмаштиришнинг *0 хос кийматига мос келувчи ^амма 
хос векторларининг координата сагрларидан тузилган туплам 
ушбу

(А -  к0Е )Х  =  0 (3)
*

бир жинсли тенгламалар системасининг нолдан фаркли ечим
лари туплами билан бир хилда булади. А матрицанинг сим
метрик эканлиги бу ерда А  урнига А' ни ёзишга имкон бера- 
ди. А симметрик матрицани диагонал шаклга келтирувчи 
ортогонал матрицанинг мавжудлиги ва бу диагонал шаклнинг 
ягоналиги ^акидаги юкорида исботланган теоремалардан (3) 
системанинг *еч булмаганда k0 та чизикли боглик булмаган 
ечимлари мавжуд эканлиги келиб чикади. Бундай ечимлар 
системасини 12-§ дан маълум булган усуллар ёрдамида из- 
лаймиз ва ^осил булган системани 34-§ га асосан ортогонал- 
лаймиз ва нормалаймиз.

*-0 сифатида галма-гал А симметрик матрицанинг барча ха
рактеристик илдизларини олиб чиксак ва илдизлар каррали- 
ликларининг й и р и н д и с и  п га тенглигини хисобга олсак, у 
^олда биз <р алмаштиришнинг е базадаги координаталари о р 
кали берилган п та хос векторларидан иборат системасини 
^осил киламиз. Бу векторлар системаси хос векторларнинг 
изланаётган ортонормаланган системаси эканлигини исботлаш 
учун ушбу л е м  м а н и  исботлаш кифоя:

<р симметрик алмаштиришнинг турли хос цийматлари-  
га  мос келувчи хос векторлари узаро ортогонал.

Хакикатан з^ам,
бср =  \ Ь ,  с<? =  1гс, 

шу билан бирга k t Ф  к 2 булснн.

с) =  { \Ь ,  с) =  ).Х(Ь, с),
(b, C f ' =  (h, >2с ) =  k2(b, с)

булгани учун
(ЬЬ  с) =  с?)
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А =

\ А -  кЕ I = (X -  , )3(Х +  3).

тенгликдан
),,(/>, с) =  к2(Ь, с)

эканлиги келиб чикади.  Бундан (X, ф  к2 булггии уч ун)  исбот 
Килиниши керак булган

(Ь, с) =  0
тенглик келиб чикади.

М и с о л  Ушбу

/■(*!, -г2, *3, *4) =» 2 X1 * 3  f  ^XiX3 -  2x lx i — f  2x3x,  -f  '2x3x,
квадратик  формани бош укларга келтиринг.

Бу форманипг А матрицаси
0 1 1 - 1
1 0 - 1  1 
1 - 1  0 1

- 1  1 1 О 

куринишга эга /ни нг  характеристик к$'п\аднни гопамнз:

- к  1 1 - 1
1 -  X -  1 1
1 — I -  X I 

-  1 1 1 - Х

Ш ундай килиб, А матрица уч каррали характеристик и ш из 1 га ва оддий 
характеристик  илдиз — 3 га эга. Демак, f  форманинг ортогонал  алмаш- 
тири.и оркяли келтириладиган каноник куринишини ^ознрданок  ёза оламиз

t - y \  f У! + У* -  3У1 
/  ни бу куринишга келтирувчи ортогонал алмаштиришни топайлик. Бир 

жинсли чизикли тенгламала, системаси (3) Xq == 1 булганда куйидаги кури
нишга эга булади;

J ~  4  X] +  х3 — х{ •» 0,
( дг, -  — дт, 4 =■ 0,

-* 1 — *а — х3 4  дг4 =  О,

— xt 4  х, +  х3 — xt =  0.
Бу системанинг ранги 1 га тенг ва дем ак ,  унинг чизикли боглик  булмаган 
учта ечимини топиш мумкин. Масалан:

bt =  ( 1, 1, 0, 0),
*а -  ( 1, 0, 1, 0),

О, 0 , 1)

векто р л ар  худди шундай ечимлардан иборат.

5 у  векторлар  системасини о р т 'го н а л л аб ,  ушбу 
с, -  6, =  ( 1, 1, 0, 0),

I /1  1 Лс , - - -  С, 4 Ь , ^ - .  1 . 0),

1 1 , t 1 1 1 1 
JC1 + Y « * + * » - ( -  3' 3 ’ -3 ’

I

векторлар системасини *осил циламиз*
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Ш унга ^х ш аш , Х0 — —3 булганда  бир жинсли чизикли тенгламалар 
системаси (3) уш бу

куриниш га эга булади. Б у  системанинг ранги 3 га тенг. У нинг  нолдан 
ф аркли  ечпми вазифасш ш

вектор  баж ар ади .
fi. съ f 3. векторлар  ортогонал системани ташкил цчлади. У ни норма- 

лаб, ортонорм аланган  векторларнинг

о р то го н а л  алм аш ти ри ш  оркали бош укларга  келтирилади. Ш уни ай ти ш ке-  
ракки ,  к а р р а in  хос цийматга мос келувчи чизикли боглш> булмаган  хос 
в ек то р л ар  системасини дар хил усул билан танлаш  мумкин булгани  с а б а б 
ли, /  ф орм ани каноник шаклга келтирувчи турли хил орто) онал алмашти
р и ш л ар  м авж ул.  Биз улардан  биттасинигина топдик, холос.

Ф с ^ а л а р  ж уф ти . п та номаълумнинг / ( * , ,  х 2, ■ х к) 
ва g (  х 2, . . .  , х„) а к и к и й к в а д р а т и к  ф о р м а л а р  
ж у ф т и  берилган булсин, х и х 2, . . . , х п номаълумларнинг 
бу иккала квадратик формани бир ва^тнинг узида каноник ку
ринишга келтирувчи хосмас чизикли алмаштиршнн мавжудми?

Умумий ^олда бу саволнинг жавоби салбийднр. Масалан, 
ушбу

3 ДГ) -(- дг3 + -*з — =  О,
Xt “f~ Зл”2 — Д3 -f- »  О, 
Xi  — дга +  Злд - f  . х * =  О,

— *а "Ь х3 +  Зд-4 О

с4 =  (1, - 1 , - 1 ,  1)

смстемасига келам из Ш ундай к и л и б ,  /  форма

г у д  г  у  о i  у  о  &
1 1 1 1

/ 1* 1. х г) ~  ■*?, е  х и  х г)  =  х 1х г
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квадратик формалар жуфтини курайлик. Бу иккала формани 
каноник шаклга келтирувчи

хосмас чизицли алмаштириш мавжуд булсин. 1 форма (4) ал 
маштириш орцали каноник куринишга келиши учун <?и , с12 
коэффициентлардан камида биттаси нолга тенг булиши зарур, 
акс ^олда каноник куринишда V ctlc l2y , y 2 ^ад булар эди. Агар 
лозим булса, у и у 2 номаълумларнинг номерини узгартириб, 
с12 =  0 деб олиш мумкин, демак си =£0. Лекин бу ^олда биз 
ушбу

g ( x  1, -v2) =  С и у / .^ у ,  +  с22у2) =  cnc2iy l  - f  сп с22у ,у2

тенгликни ){0сил циламиз. g  форма уз навбатида каноник ку- 
рннишга келтирилиши керак булгани учун си с2■> — 0, яъни 
с22 — 0 булади. Бу с 12 =  0 тенглик билан бирга, (4i чизицли 
алмаштиришнинг хосмас чизицли алмаштириш эканлигига зид- 
дир.

Агар биз берилган формаларнинг камида биттаси, масалан, 
g ( x ux 2, . . . ,  х п) м у с б а т  а н и ц л а н г а н  деб фараз цилсак1*, 
вазият бошцача булади Бошцача цилиб айтганда, цуйидаги 
теорема уринли:

Агар t  ва g  формалар и та номаълумнинг квадратик  
ф орм алар жуфти булиб, хлардан икки т иси  мусбат аниц
ланган булса, у х,олда бир вацтнинг узи да  g  формани нор
м ал  куринишга, /  формани эса каноник куриниш га келти-  
рувяи хосмас чизицли алмаштириш мавжуд.

Исботлаш учун аввало x it x 2t . . . , х п номаълумларнинг 
мусбат аницланган g  формасини нормал шаклга келтирувчи

Бунда J  форма янги номаълумларнинг цандайдир <р формаск

(4)

х =  ТУ

1) Бу  шарт албатта зарурий ш арт эмас; масалан дг? f  •*! — ва х \  —
— — х \  формаларнинг .^ар бири каноник куринишга эга,  лекин уларнинг' 
бирортаси  нам мусбат аникланган эмас-



га угади. Энди у 1( у2, . . .  , у„ номаълумларнинг <р формани 
бош уцларга келтирувчи ортогонал алмаштиришини бажарай- 
лик:

?(Уи Уг- -  , V„) =  >-)2 ? 4  )~2z \  + . . . + х лг “.

Бу алмаштириш (35-§ даги таърифга царанг) у ь  у2, . .  . , у„ 
номаълумлар квадратлари йигиндисини z u z 2, . . .  ,z„ номаъ
лумлар квадратлари йигиндисига утказади Натижада куйи
даги

f ( x u х 2, . . .  , *„)=>-,г? +  ).2г |  г . . . + X n?i, 
g (* i.  х г, , х п) = г ?  f  г» +  . . .  4  г \  

ифодаларни ?{осил киламиз, яъни

X  =  (7Q )Z
чизикли алмаштириш изланаётган алмаштиришдан иборат бу
лади.
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38*- §. Иккинчи, учинчи ва’ туртинчи дараж али  
тенгламалар

23- § да исботланган алгебранинг асосий теоремаси коэф
фициентлари сонлардан иборат булган исталган п- даражали 
купдаднинг п та комплекс илдизи мавж уд эканлигини тайин- 
лайди. Асосий теореманинг исботлари (юкорида келтирилгани 
,чам, шу даврга кадар маълум булган исботларнинг .исталган 
бири >(ам) илдизларнинг соф „мавжудлик“ исботлари булиб, 
бу илдизларни топишнинг з^еч цандай амалий методини кур 
сатиб бермайди. Бундай методларни излаш, шуб^асиз, китоб- 
хонга урта мактаб алгебра курсидан маълум булган з^ацикий 
коэффициентли квадрат тенгламаларни ечиш формуласига у х 
шаш формулаларнн келтириб чи^аришга уринишлардан бош- 
ланган. Биз аввало бу формула коэффициентлари комплекс 
сонлардан иборат булган квадрат тенгламалар учун з$ам урин- 
лилигича колишини ва бирмунча мураккаб булса-да, шунга 
ухшаш формулаларни учинчи ва туртинчи даражали тенгла
малар учун з^ам келтириб чиквриш мумкин эканлигини кур 
сатамиз.

Квадрат тенгламалар. Коэффициентлари ихтиёрий комплекс 
сонлардан иборат булган

х г +  р х  +  q =  О

квадрат тенглама берилга^ булсин; умумийликка зарар етказ- 
масдан ю^ори (х 2 олдидаги) коэффициентни бирга тенг деб 
олиш мумкин. Бу тенгламани цуйидаги куринишда цайта ёзиш 
мумкин:

К У П Д А Д Л А Р Н И Н Г  И Л Д И З Л А Р И Н И  Д И С О Б Л А Ш

Бизга маълумки, — — q комплекс сондан комплекс сонлар сис-

темасидан четга чицмай туриб з^ам квадрат илдиз чикариш 
мумкин. Бу илдизнинг бир-биридан иш ораси билангина фарц
киладиган иккита цийматини ±  у / р1 — q куринишда ёзамиз.
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Шунга кура

яъни берилган тенгламанинг илдизларини одатдаги

формула орцали аницлаш мумкин.
М и с о л .  У ш бу

х 3 -  З х  +  (3 -  0  =  0
тенгламани ечинг.

Ю корида келтирилган формуланн к^ллаб топамиз:

1 9 -§  даги  м ето глар дан  фойдаланиб, ^исоблаймиз:

V - 3 +  4/ =  ±  (1 +  21),
демак,

л’] =  2 •+ I, хя — 1 — I.

Куб тен гл ам алар . Квадрат тенгламалардан фарцли равиш
да, шу даврга цадар, ^атто коэффициентлари >{ациций сонлар- 
дан иборат булган ^ол учун ^ам кубтенгламаларни ечиш ме- 
тодларига эга эмас эдик. Энди квадрат тенгламалар учун 
келтириб чицарилган формулага ухшаш формулани бир Аула 
коэффициентлари ихтиёрий комплекс сонлардан иборат булган 
куб тенгламалар .учун )<ам келтириб чицарамиз.

Ихтиёрий комплекс коэффициентли

куб тенглама берилган булсин. (1; тенгламада у  номаълумни 
у  билан

тенглик орцали богланган янги х  номаълум билан ' алмашти- 
риб, х  номаълумга нисбатан унинг квадратини ^з ичига ол- 
маган (бунга ишонч ^осил цилиш осон) ушбу

куринишдаги тенгламани ^осил циламиз. Агар (3) тенглама
нинг илдизлари топилса, у ^олда (2) га асосан (1) тенглама 
илдизларини ^ам ?{Осил циламиз. Демак, биз коэффициентла
ри ихтиёрий комплекс сонлардан иборат булган (3) „тулиц- 
мас“ куб тенгламаларни ечишни урганишимиз кифоя.

(3) тенглама алгебранинг асосий теоремасига биноан учта 
комплекс илдизга эга. Фараз цилайлик, х 0 бу илдизларнинг

y3-f  ay* +  by  +  с =  О ( 1)

(2)

х* - f  р х  - f  q =  0 (3)



ихтиёрий бит гаси булсин. Ёрдамчи и номаълумни киритамиз 
*амда

/  (и) =  и2 +  х 0и — ^
О

купзадни цараймиз. Унинг коэффициентлари комплекс сон
лардан иборат ва шунга кура у иккита а ва р комплекс ил
дизга эга, шу билан бирга Виег формулаларига асосан

а + р =  х 0, (4) 

=  ( 5 )

(3) тенгламага х 0 илдизнинг (4) ифодасини цуйиб, топамиз:
(а  +  р)3 +  р{ч +  р) +  д -  О

ёки
а8 +  (*3 +  ( 3 « Н  р)(г +  Р) +  <7 =  0. - 

Аммо (5) тенгликдан Зар -j-р  =  0 эканлиги келиб чицади ва 
шунга кура

а» - f  р3 =  -  q. (6 )

Иккинчи томондан, (5) тенгликдан
а 333 =  -  £  (7 )

^ 27
келиб чицади.

(6) ва (7) тенгликлар а3 ва р3 сонлар комплекс коэффнци- 
ентли

г2 + < ? г - ^ = 6  (8)

тенгламанинг илдизлари эканлигини кУрсагади,
(8) тенгламани ечиб, _______

г = - - 1  +  ] /  3 l . P l
2 V 4 4  -/j

эканини топамиз, бундан1)
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—  (9) 
27 v

Шундай цилиб, биз (3) тенглама илдизларини унинг коэф- 
фициенглари орцали квадрат ва куб радикаллчр воситасида 
ифода ци.пдиган ушбу

з / -----,  /-■=■=-? з

Кардано формуласини  келтириб чицардик.

*) (N) тенгламанинг кайсн илдизини <*з ва кайсисини ?3 деб олиш унча 
а.\амиягга эга эмас, чунки а ва Р цийматлар (б) Ва (7), шунингдек х 0 ил- 
дизни ифодаловчи (4) тенгликларда симметрик равишда цатнашади.
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Куб илдиз комплекс сонлар майдонида учта кийматга эга 
булгани учун (9) формуладан а ва Р нинг ^ар бири учун уч- 
тадан киймат келиб чикади. Лекин Кардано формуласини цул- 
лаб, а радикалнинг исталган киймати билан р радикалнинг 
исталган кийматини комбинациялаш мумкин эмас: а радикал
нинг танланган киймати учун р радикалнинг (5) тенгликни 
Кйноаглантирувчи кийматинигина олиш керак.

at сон а радикалнинг учта кийматидан исталган битгаси 
булсин. У ^олда колган иккитасини 19- § да исботланганига 
асосан », цийматни бирнинг учинчи даражали е ва ег илдиз- 
ларига купайтириш оркали )(осил килиш мумкин:

а ,  =  7. г, з ,  =  i . e ‘

р, оркали Р радикалнинг учта кийматидан а радикалнинг (5) 
тенгликка асосан а, кийматига мос келувчи кийматини ифода-
лайлик, яъни «jPt =  — —. р радикалнинг колган иккита киймати

3

?2 — Piet Ра — Й|*а
булади. ея=  1 га асосан

а2рз =  а^-р,®* = а Д г ’ =  а1?1=  -  -
О

тенгликлар уринли бУлгани учун а радикалнинг а2 кийматига 
Р радикалнинг р3 киймати, шунингдек, а радикалнинг а3 кий
матига р радикалнинг р2 киймати мос келади. Шундай килиб, 
(3) тенгламанинг барча илдизларини куйидагича ёзиш мумкин

х \ =  *1 +  Pi,
х 2 =  я2 +  Ра =  a,e +  р,еа,
•*з =  «з I р2 =  2,е2 +  Pje.

(10)

^ац и ц ий  коэф ф ициентли  куб тенгламалар. Коэффициенг- 
лари }{акикий сонлардан иборат булган ушбу

х * + р х - \ - д  =  0 ( И )
туликмас куб тенглама илдизлари тугрисида нима дейиш 
мумкинлигини курайлик. Маълум булишича, бу холда асосий

Q̂ Р^
ролни Кардано формуласида квадрат илдиз остида турган^--(-^

ифоданинг ишораси уйнар экан. Шуни таъкидлаб утиш ке- 
ракки, бу ифоданинг ишораси (11) тенгламанинг дискриминан- 
ти деб аталувчи ушбу

108 ( i  +  g )
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ифоданинг ишораси билан карама-каршидир (куйидаги 5 4 -§  га 
Каранг); келгуси баёнимизда дискриминантнинг ишораси иш- 
латилади.

1) D < 0 булсин. Бу ^ол учун Кардано формуласида ^ар 
кайси квадрат радикал остида мусбат сон туради, шу сабабли 
*ар кайси куб радикал ичидаги сон ^ а  к и к и й  сондан иборат 

, булади. Аммо ^ациций соннинг куб илдизи битта р к и к и й  ва 
иккита кушма комплекс цийматга эга. ^  сон а радикалнинг 
^акикий киймати булсин; у ^олда р радикалнинг а, циймагга 
мос келувчи р, киймати ?{ам (5) формулага асосан, р закикий 
булгани учун, ^акикий булади. Шундай килиб, (11) тенглама- 
нинг x t =  otj-f-pi илдизи закикий экан. Долган иккита илдизни 
биз ушбу параграфнинг (10) формулаларида бирнинг s =  st ва 
sf—e2 илдизларини уларнинг 19-§ даги (7) ифодаси билан ал- 
маштириб топамиз:

бу иккига илдиз, а4 ва f), закикий сонлардан иборат булгани 
учун, мавз^ум кисми олдидаги коэффициенти нолдан фаркли 
кушма комплекс сонлардан иборат булади, шу билан бирга 
a i¥=Pi булгани учун бу сонлар зар  хил куб радикалнинг кий- 
матларидан иборат булади.

Шундай килиб, агар 0 < 0 6$лса, у  %олда (11) т енглам а  
битта ^ациций ва иккита ц$шма комплекс илдизга эга  б у 
лади.

2) D —0 булсин. Бу золда

сон а радикалнинг закикий киймати булсин; у золда (5) 
формулага асосан зам  закикий сондан иборат булади, шу , 
билан бирга а1 =  р1. (10)' формулаларда кийматни at билан 
алмаштириб ва уз-узидан куриниб турган «-+в*=: —1 тенглик- 
дан фойдаланиб, топамиз:

X, =  2«1, х г =  «, (е +  £aj =  — а „  х 8 =  а 4 - f  в) =  — а , .

Шундай килиб, агар D — 0 булса, у %олда (11) тенглама-  
нинг хамма илдизлари ^ациций булиб, улардан  икнитаси  
узаро  т еш булади.

-J- p t e =  а ,  ( —  ~  —  /  +  р, ^  J
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3) ни){Оят, D >  О булсин. Бу ^олда Кардано формуласида- 
ги квадрат илдиз остида манфий <чакикий сон тургани учун 
куб радикал остида кушма комплекс сонлар туради. Шундай 
Килиб, а ва р радикалларнинг ^амма кнйматлари комплекс сон
лардан иборат булади. Лекин (11) тенглама илдизлари ораси
да камида битта з^акикий илдиз булиши керак Бу илдиз, м а 
салан,

■*1 =  ао +  Ро
булсин. о0 ва р0 сонларнинг йириндиси ва — 4  га тенг булган

3
купайтмаси ^акикий булгани учун, а0 ва р0 сонлар бирорта 
^акикий коэффициентли квадрат тенгламанинг куш-ма и лди з- 
ларидан иборат булади. Шундай экан, а0г ва Э0®8» шунингдек. 
«0гг ва р0г сонлар *ам узаро кушма булади, бундан эса (11) 
тенгламанинг илдизлари-

х 2 =  ®ое +  Ро5*, =  ’ о5* +  ?os 
з;ам ^акикий сонлардан иборат эканлиги келиб чикади.

Биз (11) тенгламанинг учала илдизи з$ам чакикий эканли
гини келтириб чикардик, шу билан бирга улар орасида бир- 
бирига тенг булганлари йук эканлигини осонгина курсатиш 
мумкин. ХаКщатан ^аМ) агар тескарисини фараз к»лсак,илдиз 
x t ни шундай танлашимиз мумкин эдики, натижада х 2 — х3 бу
лар эди, Бундан эса

a0 ' e - s 2) = ? 0(s — £*),

яъни «0=Ро тенглик келиб чикар эди, бу эса, шуб^асиз, мум
кин эмас.

Ш ундай килиб, агар  D > 0  булса, ( I I )  тенглама уч т а ^ а р  
хил  %ацщий илдизга эга.

Хозиргина куриб чикилган з^ол Кардано формуласининг 
амалий киймати ж уда з{ам катта эмаслигидан далолаг беради. 
Хакикатан $ам, D > 0 булса, з^акикий коэффициентли (11) тенг
ламанинг >;амма илдизлари з^акикий булишига карамай.уларни 
Кардано формуласи оркали ??исоблаш комплекс сондан куб 
илдиз чикаришни талаб килади, уни эса биз бу сонларнинг 
тригонометрик формасига утибгина бажара оламиз. Шунинг 
учун з^ам илдизларни радикаллар оркали ифода этилиши узи 
нинг амалий а.^амиятини йукотади. Китобимиз доирасидан таш- 
карига чикадиган методлар ёрдами билан биз кураётган зрлда  
(11) тенгламанинг илдизлари унинг коэффициентлари ёрда- 
мида илдиз остида ^а^икий сонлардан иборат булган радикал
лар  оркали умуман з^еч кандай усул билан з^ам, ифода этиб 
булмаслигини исботлашимиз мумкин эди. (11) тенгламани ечиш- 
нинг бу ролини келтирилмас  (купдадларнинг келтирилмаслиги 
билан адаштирилмасин!; ^ол дейилзди.



М и с о л л а р .  1. У ш бу  у3 +  Зу- — Зу — 14 =  0 тенгламани ечинг.
1 Урнига куйиш  бу тенгламани

л г з - б л : - 9 - О  ( 12)

куринишга келтиради. Б у  ерда р =  — 6, q =  — 9, ш унга кура

£: : Pi —ъ .0
4 г  27 =  4 ’

яъни (12) тенглама битта а д и ц и й  ва иккита кУшма комплекс илдизга эга. 

(9) тенгликка асосан о =  ~  — у  «. J/T7

Д ем ак ,  P i = l ,  яъни * i = 3 .  Колглн иккита илдизни (10) ф орм улаларга
асосан  топамиз:

, , — , , ____ 1 _ < > а2 2 3 2 2
Бундан, берилган тенгламанинг илдизлари

5 ^ 3  5 , / 3
У1 =  2, у а= — у  f  I —  ■ Уз =  — 7 “  ; I -

эканлиги келиб чицади.
2. Ушбу тенгламани ечинг: х 3 — 12* +  16 — 0.
Бу  ерда р = —12, 17 =  16, шунинг учун

q- р3
— +  — =  0. .
4 27

Б ундан а =  Y — в, яънн  п , =  - 2  келиб чикади. Ш унга  кура

* ,  *> -  4, х,  — х г =  2.

3. Уш бу тенгламани ечинг:

л9 -  19* +  30 =  0.

Бу ерда р =  — 19, ^  =  30, шунинг учун 

93 р 3 784

4 +  27 ”  “  27 <  ° '

Шундлй килиб, агар дацик' й сонлар со.\асида корсак, гарчи 2, 3 ва —5 бу 
тенгламанинг илдизлари булса-да,  бу тенглама учун К ардано  формуласини 
татбик этиб булмайди,

Туртинчи даражали тенгламалар. Коэффициентлари ихти
ёрий комплекс сонлардан иборат булган туртинчи даражали

у4 +  a y 3 -f  by- +  су  -f- d  at 0 (13)
тенгламани ечиш бирор ёрдамчи куб тенгламани ечишга кел- 
тирилади. Бу Феррарига тегишли цуйидаги метод орцали амал- 
га оширилади

Аввало (13) тенглама у  =  х  — j  урнига цуйиш орцали

х * -f р х 2 +  qx  +  г  — 0 (14)
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куринишга келтирилади. Сунгра бу тенгламанинг чап цисми я 
ёрдамчи параметр оркали куйидагича айнан узгартирилади:

Энди а параметрни шундай танлаймизки, нагижада квадрат 
Каве ичидаги купдад тулик квадрат булсин. Бунинг учун у 
битта икки каррали илдизга эга булиши шарт, яъни ушбу 
тенглик бажарилиши лозим:

куб тенглама. Бизга маълумки, бу тенглама учта комплекс 
илдизга эга. а.0 улардан биттаси булсин: у Кардано формуласига 
асосан радикалларда (16) тенгламанинг коэффициентлари ор 
кали ва демак, (14) тенгламанинг коэффициентлари о р к а л ;1 
ифодаланади,

(15) тенгликдаги квадрат кавс ичидаги купдад а соннинг 
бу танланган кийматида —  га тенг булган икки каррали ил-

4ег0
дизга эга булади; шунга кура (15) тенглама ушбу

куриниш га эга булади, яъни у иftкита квадрат  тенгламага аж 
ралади:

(14) тенгламадан (17) тенгламага айнан алмаштиришлар орка
ли келганимиз учун. (17) тенгламанинг илдизлари бир впктни 
узида (14) тенгламанинг илдизлари вазифасини зам бажара
ди. l i ly  билан бирга осонгина куриш мумкинки, (14) тенглама
нинг илдизлари коэффициентлар оркали радикаллар ёрдамида 
ифодаланади. Биз тегишли формулаларни; уларнинг узундан- 
узоклиги ва амалда бефойдалиги сабабли ёзмаймиз, шунииг- 
дек, (14) тенглама закикий коэффициент ларг;1 эга булган зол- 
ни зам алозида текширмаймиз.

Ю^ори д ар аж ал и  тенгламалар зац и д а  м уло^азалар .К вад
рат тенгламаларнинг ечиш усуллари затто кадимги юнонларга 
зам  маълум булган бир вактда учиичи ва гургинчн даражали

J t4 +  р \ г q х +  г  =  ^ л 2 +  a ) - f  qx  +  г  — ^  — яг — 2 ахг — ря
ёки

^  +  “ j " -  2 su2- qx  - f  ^  -f рл — r +  р— ) = 0 .  (15)

(16)

(16) тенглик о номаълумга нисбатан комплекс коэффициентли

X1 — У 2«о-̂ + + го + \ — 0,V 2 2 У l a j
(17)

+ x V 2 * 0x +  ( f  +  о ~  - - y % J  -  0.
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тенгламалар ечишни юцорида баён цилинган усулларииинг 
кашф этилиши XVI асрга тааллуцлидир. Бундан сунг навбат- 
даги цадамни цуйиш, яъни ?^ар цандай бешннчи даражали 
тенгламанинг (яъни з^арфий коэффициентли бешинчи даражали 
тенгламанинг) илдизларини унинг коэффициентлари орцали 
радикаллар ёрдамида ифодалайдиган формулаларни топиш учун 
бефойда уринишлар деярли уч аср давом этдн. Бундай ури- 
нишлар утган асрнинг йигирманчи йилларида Абель бундай 
формулалар ихтиёрий я > 5 да п- даражали тенгламалар учун 
умуман топилмаслигини исботлагандан сунггина тугади.

Аммо Абелнинг бу натижаси коэффициентлари сонлардан 
иборат булган конкрет купдаднинг илдизлари з^ар з^олда би
рорта усул билан радикалларнинг баъзи комбинациялари ё р 
дамида коэффициентлар орцали ифодаланиши мумкинлигини, 
яъни одатда айтилишич^, з{ар цандай тенглама радикалларда 
ечилиши мумкинлигини истисно цилмас эди. Берилган тен гл а
манинг цанаай шартлар бажарилганда радикалларда ечилишга 
эга эканлиги з^ацидаги масала утган асрнинг уттизинчи йилла
рида Галуа томонидан тулиц текширилди. я  = 5  дан бошлаб, 
лар цандай я учун радикалларда ечилмайдиган, з?атто бутун 
коэффициентли, п- даражали тенгламаларни курсатиш мумкин 
экан. Масалан, уш бу л 5 — Ах—2 =  0 худди шундай тенглама- 
дир.

Галуанинг илмий асарлари алгебранинг кейинги ривожи 
учун муз^им таъсир курсатди. Аммо уларни баён цилиш биз- 
нннг вазифамизга кирмайди.

39- §. Илдизларнинг чегаралари

Бизга маълумки, коэффициентлари сонлардан иборат бул
ган купцах илдизларининг аниц цийматларини топиш метод- 
лари мавжуд эмас. Шунга царамасдан, механика, физика вг 
техниканинг турли тармоцларида учрайдиган хилма-хил ироб- 
лемаларни >;ал цилиш купдадларнинг илдизлари з^ацидаги ма- 
салага келтирилади, шу билан бирга бу купдадларнинг дара- 
жалари баъзан анча катта булади. Бу з^ол, коэффициентлари 
сонлардан иборат булган купдадларнинг илдизлари тугрисида, 
бу илдизларнинг аниц цийматларини билмай туриб, у ёки бу 
муло^азаларни баён цилиш мацсадида олиб борилган жуда куп 
текширишлар учун сабаб булди. Масалан, илдизларнинг ком
плекс текисликда жойлашиши з^ацидаги масала урганилди (ц ан 
дай шартлар бажарилганда, барча илдизлар бирлик дойра ичи
да ётади, яъни цачон уларнинг модуллари бирдан кичик, ёки 
цачон барча илдизлар чап ярим текисликда ётади, яъни лаци- 
ций цисмлари манфий сонлардан иборат булади ва з{. к ) Ха_ 
циций коэффициентли купдадлар учун уларнинг ^аадций нл-
17-3919
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дизларининг сонини ашщлаш методлари ишлаб чикилди, бу 
илдиз жойлашган орали^ларнинг чегаралари излаб топилди ва 
% к. Нидоят, жуда куп текширишлар илдизларни такрибий 
з^исоблаш методларига багишланди; техник татби^ларда одатда 
илдизларнинг аввалдан берилган" ани^ликда такрибий кийма- 
тини билишгина етарли булади, з{атто купдад илдизларини, 
масалан, радикалларда ифода этилган таадирда з;ам, бу ради- 
каллар бари бир уларнинг такрибий цийматлари билан алмаш- 
тирилар эди.

Бу тадкицотларнинг ^аммаси уз пайтида олий алгебранинг 
асосий мазмунини ташкил этар эди. Биз уз курсимизга бу со- 
з^ага кирувчи натижаларнинг жуда кичик бир цисминигина 
киритамиз, шу билан бирга татби^ларнмнг энг зарур эз^тиёж- 
ларини з^исобга олиб, баъзан бу чегарадан бир оз четга чикиб 
булса з$ам, з^а^и^ий коэффициентли купдадлар ва уларнинг 
з^ациций илдизларини текшириш билангина чегараланамиз. Шу 
билан бирга з{аки^ий коэффициентли / ( к )  купзадни биз а к и - 
Кий кийматларнигина кабул цилувчи, з^акикий узгарувчининг 
(узлуксиз) функцияси деб систематик равишда караймиз ва 
математик анализнинг натижалари ва методларини — бу каерда 
фойдали булса, шу ерда — куллаймиз.

Хаки^ий коэффициентли /(* )  купдаднинг з^акикий илдизла
рини текширишни бу купдаднинг графигини куришдан бош- 
лаш фойдали: купдаднинг закикий илдизлари бу купдад  
графигининг х  уци, билан кесишиш нуцталаоининг абсцис- 
саларидан ва фацат шулардангина иборат эканлиги рае- 
шан.

Мисол учун, бешинчи даражали

h (х)  =  л 6 +  2л:4 — 5хв - f  8л:2 — 7л: — 3

купзадни курайлик. 24- § даги натижаларга асосан бу купзад 
нинг илдизлари тугрисида куйидагиларни айтиш мумкин:унинг 
даражаси ток сондан иборат булгани учун h(x)  камида битта 
з(акикий илдизга эга, агар унинг зациций илдизлари сони бир
дан катта булса, комплекс илдизлар узаро кушма булгани са
бабли р к и к и й  илдизлар сони ёки учга ёки бешга тенг булади. 
h{x)  купдаднинг графигини текшириш унинг илдизларитугри- 
сидэ купрок фикрни айтишга имкон бертди.

Бу графикни х  нинг факат бутун кнймагларинигина олиб 
ва уларга мос келган h(x)  нинг цийматларнни, масалан, Г о р 
нер схемаси оркали з{исоблаб чизайлик (9- чизма)1».

11 Чнзмада у  укидаги  масштаб х  у^идагн масштабга нисбатан ун марта 
ьичцк килиб олинган.
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X h(x)

-  4 - 3 9
- 3 144
- 2 83
” 1 18

0 - 3
1 - 4
2
•

39
•
•

•

Биз h(x) купдад зар  цалай, 
учта закикий илдизга—мусбат 
а, илдизга ва иккита манфий 
а2 ва а3 илдизларга эга экан
лигини
бирга

курамиз, шу билан ~4Г,

1 <  а, <  2, —1 <  а2 <  О,
—4 <  а3 <  — 3.

Купдадларнинг (закикий) илдизлари закида унинг графи- 
гини карашдан чицадиган маълумотлар ама шй жизатдан аича 
коникарлн булади. Аммо зар гал барча илдизлар закикатан 
зам топилдимикин деган ш убза колади. Масалан, юкорида ку- 
рилган мисолда биз х  =  2 нуктадан унгда ва л: =  — 4 нуктадан 
чапда купзаднинг илдизлари йук эканлигини курсатгапимиз 
йук. Бунинг устига биз л  нинг факат бутун кийматларинигина 
олганимиз учун биз чизган график It(x) функциянинг закикий 
золатини тасвирлаб бермайди, унинг хийла кичикрок тебра- 
нишларини зисобга олмаганимиз сабабли, балки баъзи илдиз
лар бизнинг назаримиздан четда колган булиши мумкин деб 
фараз килишимиз мумкин.

Албатта, биз графикни чизаётганнмизда л  нинг факат б у 
тун кийматларинигина олмай, балки 0,1 ёки 0,01 аницликдаги 
кийматларини зам  олишимиз мумкин эди. Аммо бу билан )г(л) 
нинг кийматларини зисоблаш ж уда зам мураккаблашиб кети- 
шига карамай, юкорида кайд килинган шубзаларимизга бар- 
Зам берилмай колаверар эди. Иккинчи томондан, математик 
анализдаги методлар ёрдэхчида h(x)  функциянинг максимумини 
ва минимумини текшириб, шу йул билан графигимизни ф у н к 
циянинг закикий золати билан солиштириш мумкин эди; бирок 
бу уз навбатида h'(x) зосиланинг илдизларини зисоЗлаш масала-
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сига, яъни биз шугулланаётган масалага ухш аш масалага олиб 
келади.

Бундан лациций коэффициентли купдаднинг зациций ил
дизлари жойлашган оралицнинг чегараларини излаш учун ва 
б у  илдизларнинг сонини аницлаб бериш учун хизмат цилади- 
ган анча мукаммал методларга элтиёж тугилади. Хозир лаци
ций илдизларнинг (уларнинг сонини топиш масаласини кейин- 
ги параграфларга цолдириб) чегараларини топиш масаласи 
билан шугулланамиз.

Юцори (бош) ^ад модули лацидаги лемманинг исботи (23* § 
га царанг) куплад илдизларининг модули учун бирорта че- 
гарани курсатади. Х аКЩатан ^ ам, 23- § даги (3) тенгсизликда 
k —\  деб олсак,

и > д + - Л  о )
I «о I

генгсизликни цаноатлантирувчи х  лар учун (бу ерда а0—ю цо
ри коэффициент, А — цолган барча коэффициентлар модулла- 
рининг максимуми) купдаднинг юцори коэффициентининг мо
дули цолган ламма ладлар йигиндисининг модулидан катта 
эканлигини келтириб чицарамиз ва шунинг учун лам х  нинг 
(1) тенгсизликни цаноатлантирувчи леч цандай циймати бу 
купладнинг илдизи вазифасини бажара олмайди.

Ш ундай цилиб, 1 Н— —  сон коэффициентлари ихтиёрий
I а0 I

сонлардан иборат булган f (х) купладнинг барча лациций ва 
комплекс илдизлари модулларининг юцори чегараси вазифаси
ни бажаради. Масалан, юцорида курилган h{x)  куплад учун 
бундай чегара вазифасини a 0= U  Л =  8 булгани сабабли 9 со
ни бажаради.

Аммо, бу чегара, айницса биз фацат лациций илдизлар че
гаралари билангина цизицсак, одатда ж уда лам юцори булади. 
Бошца аницроц методларни баён цилишга утамиз. Шуми на- 
зарда тутиш керакки, агар купладнинг лациций илдизлари 
ётиши лозим булган чегаралар курсатилса, б у н д а й  и л д и з 
л а р  л а к и ц а т а н  л а м  м а в ж у д  д е б  м у т л а ц о  д а ъ в о  
ц и л и н м а й д и .

Аввало, ист алган куп д а д  мусбат илдизларининг юцори 
чегарасинигина топишни билиш кифоя  эканлигини курсата
миз. Дарлацицат, /г -дараж али  f (х)  куплад берилган булиб, 
N0 унинг мусбат илдизларининг юцори чегараси булсин.Ушбу

* , ( * ) =

<р2 ( Х )  =  f (  —  X ) ,

Ъ м = * / ( - ± )



купзадларни курамиз ва буларнинг мусбат илдизларининг ю ко
ри чегараларини топамиз; улар мос равишда /V,, /V,, 1\!3 сон
лардан иборат булсин. У золда сон f ( x)  куп д а д  нусбат  

илдизларининг цуйи чегарасидан иборат булади;  агар а сон 
f (x)  нинг мусбат илдизи булса, — сон <?t(x) нинг мусбат илдизиЯ
булади ва — < А / ,  тенгсизликдан * >  —  келиб чикади. Шунинг 

d Ni
сингари — N 2 в а ------- сонлар f ( x)  куп д а д  нанфий илдиз-

ларининг мос равишда цуйи ва юцори чегараларидан ибо
рат булади.  Ш ундай китиб, f ( x)  купзаднинг барча мусбат
илдизлари — <  х  <  Д/0 тепгсизликларни, барча манфий илдиз* 

"1
лари — vV2 < х  < -----— тепгсизликларни каноатлантиради.

^3
Мусбат илдизларнинг юкори чегараларини гопйш учун к у 

йидаги методни ишлатиш мумкин. Коэффициентлари закикий 
сонлардан иборат булган

f  ( х ) а 0х П +  а хх "~1 +  . . .  +  а п
купзад  берилган ва а 0> 0  булсин. а й(/г> -1)  манфий коэффи 
циентлар ичида биринчисн булсин; агар бундай коэффициент 
лар булмаганда эди, у золда f (x)  ку п зад  умуман мусба! ил 
дизларга эга булмаган булар эди. Н пзоят, манфий коэффици- 
ентларнинг абсолют кийматлари буйича энг кагтаси В булсин 
У золда
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1

сон f (x)  купдад  мусбат илдизларининг юцори чегараси ва 
зифасини утайди.

Хакикатан зам, л г >1  деб фараз килиб, а ь а 2, . . .  
коэффициентларнинг зар бирини ноль сони билан алмаштириб, 
a k, ац+i, . . , , а п ларнинг зар бирини эса В сон билан алмаш 
тирсак, купзаднинг кийматини факатгина камайтиришимиз 
мумкин, яъни

/  (х а0хп — В  (х п * -\-хп * 1 -J- . , .  4- л  I "

=  a 0x n — В j— t 

яъни * > 1  тенгсизликка асосан



262 IX БОБ. КЭТ1ХАДЛАРШШГ ИЛДИЗЛАРИНИ Х.ИСОБЛАЩ

Агар

+ (3)
булса, у *олда

« с**-1 (х  — 1) — В >  а0 ( х — 1 )* — В

булгани учун (2) формуляда квадрат кавс ичидаги ифода мус
бат булади, яъни {2)  га асосан /  (л) нинг кийыати катъий МуС. 
бат булади. Шундай килиб, j: нинг (3) тенгсизликни каноат- 
лантирувчи кийматлари f ( x)  купдаднинг илдизлари Еазифясини 
бажара олмайди, худди шуни исботлаш талаб килипган эди.

Бу метод юкорида курилган /г (л) купдад мусбат илдизла- 
рининг юкори чегараси сифатида/г-= 2 ва В — 7 булгани сабаб
ли 1 +  V 7  сонини олиш мумкинлигини курсатади. Бу чега- 
рани унга энг якин турувчи ^амда катта булган бутун сон 4 
билан алмаштириш мумкин.

Юкори чегарани излашнинг бошка купгина методларидан 
биз Ньютон методинигина баён киламиз. Бу метод юкорида 
баён килинган методга нисбатан (ёзилиш жи^атидан) куполрок 
булишига карамай, одатда жуда яхши натижа беради.

Юкори коэффициента я 0 мусбат сондан иборат булган ^а- 
кикий коэффициентли f (x)  купдад берилган булсин. А г а р / ( х )  
к у п за д  ва унинг барча кет на-кет  f ' (x) ,  f"(x) , . . . , 1п{х )зо -  
силалари  х = с  да мусбат цийматларни цабул цилса, у 
З олда  с сон мусбат илдизларнинг юцори чегараси вазифа- 
сини бажаради.

Дакикатан у,т,  Тейлор формуласига биноан (23- § га ка
ранг):

/ ( • * ) = /  (*) +  (*  —с) /'(<?)+(■* с)гЧ ? +  •• • +2! л!

Агар л : > с  булса, у  з?олда унгда катъий мусбат сон ,туради, 
яъни х  нинг бундай кийматлари f(x)  нинг илдизлари вазифа- 
сини бажара олмайди.

Берилган /  (л) купдад учун унга мос келувчи с сонни из- 
лаш да куйидагича иш тутиш фойдалидир. / {п)(х)  =  п[ а п ко 
сила мусбат сон булгани учун (л) купдад х  нинг усув- 
чи функциясидан иборат. Демак, шундай сх сон топиладики, 

булганда /(«—‘) (х)  косила мусбат булади. Бундан эса 
x%Ci булганда /<л- 2> (л:) косила х  нинг усувчи функциясидан 
иборат эканлиги келиб чикади, шунга кура шундай c2 { c ^ c t ) 
сон мавжудки, х ^ > с 2 булганда {х) ^осила ^ам уз навба- 
тида мусбат булади. Бу процессии давом эттириб, нидоят из- 
ланаётган с сонга етиб келамиз.
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/

Н ью тон  методики юцорида курнлган Н(х) ] ф д а д г а  куллаб. топамиз.

h (х)  =  л 5 +  ‘2х-1 — 5 * 3 4- 8л:2 — 7jc — 3,
A’ (Jt) =  5л 4 4- 8 t 3 — 1 5 t 2 4  16« — 7, 
h * (x) => 20лЗ f  24л:2 -  30jc -f 16, 
ft'" (д:)=  60 я2 f  48* — 30, 
f t lV ( * ) = l2 0 x - H 8 ,  
ftV( )̂ =  120.

x = 2  булганда бу купдадларнинг ^аммаси *ам мусбат эканлигини (жу* 
да булмаса Горнер метод» билан) осонгина текшириш мумкин. Ш ундай ки
либ, 2 сони /г(д) купчая  мусбат нлднзларинииг юкори чегараси вазифасини 
баж арар  экан. Бу натижа юкорида бош-ка методлир ёрдамида олинган на- 
тнжаларга  нисбатан анча аникиир.

h (х) купдад манфий илдизларининг к ) й н  чегарасини топиш учун <р3^л)=* 
■=— h ( — л)  куп.\адпи текширамиз1)

(*) =  к 6— 2л:1 — Ьх3 — 8 * 3 — 7л +  3,

(л:) =  5 t*  -  8*з -  15.*3 — 16л: -  7,

?“2 (х) =  20x3 _ 2 4 —3 0 1 — 16,

f g " ( x ) =  60jt3 — 48jc — 30,

? ‘VW  =  120л: -  48,

(*) =  120

булгани сабабли ^ам да  бу купдадларнинг барчаси х= 4  да мусбат эканли- 
гидан (буни осонлиьча текшириш мумкин) 4 сони h(x)  купх,ад мусбат ил- 
дизлариш ш г ю кори чегараси вазифасини баж аради  ва шунга к у р а —4 сопи 
h(x)  манфий илдизларининг куйи чегараси булади.

Ни^оят .

(*) =  — -*6Л =  Зл* +■ 7л* — 8дс8 4 5 * а — 2 *  — 1,

<рз (■*) =» - л » А ^ —  -  З л 5 - 7л ‘ - 8л 3_ 5л 3 4- 2л.  +  1

куп^адларни  текшириб, яна Ньютон методини кУллаб, улар учун мусбаг 
илдизларнинг ю кори чегараси сифатида  мос р а ш ш д а  I ва  4 сонларини 
олишимнз мумкин, шунга кура h(x)  купцад мусбат  илдизларининг куйи че 

гараси вазис|асннн у  =  1 сони, манфий илдизларининг ,ю кори  че1а,>аси ва 

зифасини эса — -у  сони уйнайди.
4

Ш ундай килиб, h(x)  купдаднинг мусбат илдизлари 1 ва 2 сонлари о р а 

сида жойлаш ган булиб, манфий илдизлари э с а —4 ва — — сонлари о р а с и 

да жойлашган. Бу натижа юкорида графикни текш ириш дан келтириш чика- 
рилган нагмжа билан ж уда  мос келади.

*) Биз h(—x ) Урнига — Л(—х)  ни оламиз, чунки Нью тон методини кЗ?л-*эл 
учун ю кори коэффициент мусбат булиш и керак :  <f2(x) купдаднинг илдизла 
риг л бу алмаш тириш  з^еч кандай т аъ си р  курсатмаслиги туш унарли ди р
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40-§. Штурм теоремаси

Энди закикий коэффициентли f (x)  к у п х, а д н и н г ?{аки- 
К и й  и л д и з л а р и  с о н и н и  т о п и ш  масаласига утамиз. Бун
да ^акикий илдизларнинг' умумий сони билан бирга ало^ида 
мусбат илдизларнинг сони ва ало!?ида манфий илдизларнинг 
сони билан .^ам, умуман, аввалдан берилган а  ва b чегаралар 
орасидаги илдизларнинг сони билан кизикамиз. Илдизлар 
сонини аник топишнинг бир нечта методлари мавжуд, аммо 
уларнинг ^аммаси ^ам жуда узундан-узок; улар ичида бир- 
мунча кулай булгани Ш т урм методидир. ^ о зи р  ана шу ме- 
тодни баён кчлишга утамиз.

Аввало, кейинги параграфда >$ам ишлатиладиган битта таъ 
риф киритамиз.

Нолдан фаркли ^акикий сонларнинг бирорта тартибланган 
чекли системаси, масалан,

1, 3, - 2 ,  1, - 4 ,  - 8 ,  - 3 ,  4, 1 (1)
берилган булсин. Б у  сонларнинг ишораларини кетма-кет ёзиб 
чикайлик:

-К + ,  —» +* —* —. —> +» + •  (2 )
Биз (2) ишоралар системасида карама-карнш ишоралар турт 
марга ёнма-ён турганини курамиз. Шу сабабли (1) таргиблан- 
ган системада турт марга ишора узгаоиши  мавжуд дейилади. 
Нолдан фаркли ^аки^ий сонларнинг ихтиёрий тартибланган 
чекли системаси учун и ш о р а  у з г а р и ш л а р с о н и н и  топиш 
мумкинлиги табиийдир.

Энди закикий коэффициентли f ( x)  купдадни текширайлик. 
Бунда f i x )  купдад к а р р а л и и л д и з л а р г а э г а э м а с деб 
ф араз киламиз, чунки акс ^олца биз уни узи билан ^осиласн- 
нинг энг катта умумий булувчисига булиб юборишимиз .мум
кин эди. Агар куйидаги шартлар бажарилса, нолдан фаркли 
купдадларнинг тартибланган чекли

f { x)  =  f0{x),  / ,(*), f 2( x ) , f s(x)  (3)
сисгемаси f ( x)  купдаднинг Ш турм системаси  дейилади.

1) (3) системанинг кушни купдадлари умумий илдизга эга 
эмас;

2) охирги f s{x)  купдад  ^акикий илдизларга эга эмас;
3) агар а сон (3) системанинг оралик куп^адларидан бири 

булган fk[x)  купдаднинг ^акикий ипдизи булса (1 < А  <  
< s  — 1), у ^олда /ft-i(^) ва /*+i(a) карама-карши ишо- 
раларга эга булади.

4) агар а сон f i x )  купдаднинг ^акикий илдизи булса, у 
з{олда х  уса бориб л нуктадан утганда t ( x ) t x{x)  купайт
ма у з  ишорасини манфийдан мусбатга узгартиради.



40-§. ШТУРМ ТЕОРЕМАСИ 265

Хар кандай куп зад  зам Ш турм системасига эга буладими 
деган савол кейинрок курилади; зозир  эса ) ( х )  бундай систе- 
мага эга деб фараз цтиб,  бу система ёрдамида кандай килиб 
зациций илдизларнинг сонини топиш мумкинлигини курайлик.

Агар с зациций сон берилган f (x)  купзаднинг зациций ил- 
днзидан иборат булмаса, ва (3) бу купзад  учун Ш турм сис- 
темасидан иборат булса, у золда  зациций сонларнинг

/(£)> Ш ,  /* (с) ,.  . .,/,(<?)
системасини оламиз, ундан барча нолга текг булганларини Учи- 
рамиз ва W( c)  орцали цолган системанинг ишора узгаришлар 
сонини белгилаймиз; W ( c) ни t i x ) купзаднинг  (3) Ш турм  
системасида х  — с булганда ишора узгариш лар сони дейи- 
л ад и1’’.

Ушбу теорема Уринли:
Ш т у р м  т е о р е м  а с  и. А гар  а ва b (а < Ь ) зац иц и й  сон

лар каррали  илдизларга эга  булм аган  t (x)  к уп за д н и н г  и л 
дизлари булмаса, у з о л д а  W fa )  >  W(b) ва W{ a )  — W( b)  
айирма f ( x)  купзаднинг а ва b орасида ж ойлаш ган зациций  
илдизлари сонига тенг булади.

Шундай килиб, f (x)  купдаднинг а ва b орасида ж ой лаш 
ган илдизлари сонини топиш учун ( f ( x ) шартга кура кар
рали илдизларга эга эмаслигини эслатайлик) бу  купдаднинг 
Штурм системасидаги ишора узгаришлар сони а  ва b га утиш- 
да нечта га камайишини аниклашимиз кифоя экан.

Теоремани исботлаш учун х  усиши билан W( x )  сон кандай 
узгаришини текшириб курайлик. х  уса бориб у з  йулида (3) 
Штурм системасинипг бирорта зам  купзадининг илдизлари
ни учратмаса, бу система куп^адларининг ишоралари узгармай- 
ди, шунга кура W  (х)  з а м  у з г а р м а й  к о л  а д  и. Ш у сабаб
ли, шунингдек, Штурм системаси таърифидаги (2) шартга асо
сан фацатгина цуйидаги иккита золни курсак кифоя: х  нинг 
бирорта оралиц /&(*), (1 < k  <  5 — 1) купдаднинг илдизларидан 
утиши ва х  нинг f ( x)  купзаднинг узининг илдизларидан утиши.

а сон fk{x) ,  1 < £ < S  — 1 купзаднинг илдизи булсин. У 
золда 1) шартга кура, /*_i(a) ва /* + 1(«) лар нолдан фаркли. 
Демак, жуда кичик булса зам, шундай г мусбат сон топиш 
мумкинки, ( a — s, а +  г) орали «да /*_ i (x) ва fk+ i\x )  куп зад -  
ларнинг илдизлари мавжуд эмас ва шунинг учун уларнинг 
^ар цайсиси ишора сацлаиди, бунинг усгига 3) га асосан б у 
и ш о р а л а р  к а р а м а - к а р ш и д и р .  Бундан, уш бу

/*_a(a — е), f k (a —  s ) ,  /А+1(a — г) (4 )

’> Уз-Узидан маълумки, / (х)  купдаднинг Ш турм си стем асидаги  иш ора 
Узгаришлари / ( * )  кУпх;алнинг х  бу купдаднинг бирорта  илдизидан Утгандаги 
ишора узгариш и билан \ е ч  кандай ум ум ийликка  эга  эмао.
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вэ
/fc-l(a +  e)l fk(a +  е). /*+l(a +®) (б)

сонлар системаларининг л аР бири / А(«  —  ва / * ( а  +  е) сонлар 
цандай ишорага эга булишидан цатъи назар, фацат бигтагина 
ишора узгаришига эга булиши келиб чикади. М асалан, / к . х(х)  
биз кураётган ораликда манфий булиб, tk+i(x)  эса мусбат бул
са ва агар f k(a — е) >  0, / д(а +  ®) <  О булса, у лолда (4; ва (5) 
системаларга ушбу

—I + .  + !  —, —, +

ишоралар системаси мос келади. Шундай килиб, х  Штурм 
системасидаги бирорта оралик купладнинг илдизидан утганда 
бу системанинг ишора узгартиши фацат жойини узгартириши 
(сурилиши) мумкин булиб, янгидан пайдо булмайди ва йуко- 
либ лам кетмайди, шунинг учун л ам W (х)  с о н  б у н д а й  
у т и ш д а  у з г а р м а й д и .

Иккинчи томондан, а берилган / ( х)  купладнинг узининг 
илдизи бул< ин. 1) шартга а кура сон f x{x)  учун илдиз булмай
ди. Ш у сабабли, шундай мусбат е сон топиладики, (а —. е, а -f г) 
оралик f x(x) купладнинг илдизларини у з  ичига олмайди ва 
шунинг учун лам f t(x) бу ораликда ишора саклайди. Ага'р бу 
ишора мусбат булса, у лолда х  4) шартга кура а оркали у т 
ганда ) (х)  купладнинг узи ишорасини манфийдан мусбатга уз- 
гартиради, яъни

/ ( «  — е ) < ° .  Л «  +  е ) > 0 .
Д ем ак,

/ ( «  — £), Л( а “  £) ва /(a  +  г), Д (а +  «) (6)

сонлар системасига
—. +  ва + ,  +

иш оралар системалари мос келади, бошцача цилиб айтганда 
Ш т у р м  с и с т е м а с и д а  б и т т а  и ш о р а у з г а р и ш и й у к о -  
л а д и .  Агар /,(*1 нинг ( a  — е, а +  s) ораликдаги ишораси ман
фий булса, яна 4) шартга кура х  я дан утганда / ( л)  куплад 
уз ишорасини мусбатдан манфийга Узгартиради, я ъ н и / (а  — е )> 0 ,  
Л® +  е) <  0; (6) сонлар системасига энди

+ ,  -  ва -

иш оралар системалари мос келади, яъни Штурм системасида 
яна б и т т а  и ш о р а  у з г а р и ш и  й у ц о л а д и .

Шундай килиб, W ( x ) сон (к у'сиб бориб) / ( * )  купдад ил- 
дизларидан утганидагина узгаради, шу билан бирга бу %ол 
да у  роппа-роса  бит т ага камаяди.
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Ш у билан, равшанки, Штурм теоремаеи исботланди. Бу 
теоремани f (x)  купдад ^акикий илдизларининг умумий сонини 
топишга ишлатиш учун а сифатида манфий илдизларнинг цуйи 
чегарасини, b сифатида эса мусбат илдизларнинг юкори чега- 
расини олиш кифоя. Аммо куйидагича иш тутиш кулайдир. 
23-§ да исботланган леммага асосан, шундай N  сон мавжудки 
(бу сон жуда катта булиши ^ам мумкин), |*| >  N  булганда 
Штурм системасидаги барча купдадларнинг ишоралари 
уларнинг юкори дадларининг ишоралари билан бир хилда бу
лади. Б о и щ а ч а  килиб айтганда, х  номаълумнинг шундай кат
та мусбат киймати мавжудки, Штурм системасидаги барча 
купдадларнинг унга мос келувчи кийматларининг ишоралари 
уларнинг юкори к о э ф ф и ц и е н т л а р и  олдидаги ишбрасига 
тугри келади; л  нинг ^исоблаш учун ^ожати булмаган бу кий- 
матини шаргли равишда оо символи билан белгиланадп. Иккин- 
чи томондан, л: нинг абсолют киймати жи^атидан етарлича 
катга булган шундай манфий киймати мавжудки, Штурм сис
темасидаги купдадларнинг унга мос келувчи кийматларининг 
ишоралари жуфт даражали купдадлар учун, уларнинг юкори 
коэффициентлари олдидаги ишораси билан устма-уст тушади 
ва ток даражали купдадлар учун эса уларнинг юкори коэф
фициентлари олдидаги ишорасига карама-карши ишорага эга 
булади; л нинг бу кийматини — оо оркали белгилаймиз. ( — оо, 
оо) ораликда Штурм системасидаги барча купдадларнинг ва 
хусусан, f  (х)  купдаднинг барча илдизлари ётиши равшан. Бу 
ораликка Штурм теоремасини куллаб, биз бу илдизларнинг 
сонини аниклаймиз. Штурм теоремасининг (— оо, 0) ва (0, +  со) 
ораликларга татбики мос равишда f ( x)  купдаднинг манфий 
илдизлари сонини ва мусбат илдизлари сонини беради.

Энди каррали  илдизларга эга бул м аган , ^ациций коэф 
фициентли х,ар цандай, f ( x)  купдад  Ш т урм системасига, 
эга булишини курсатишимиз  колди, холос. Бундай система- 
ни тузишда фойдаланиладиган турли методлар ичидан энг куп 
ишлатиладиган куйидаги методни баён киламиз. / t(x) =  / ' ( х)  деб 
олайлик, бу Штурм системаси таърифидаги 4) шартнинг ба- 
жарилишини таъминлайди. Хакикатан *ам, а г а р а  сон — / ( л)  
купдаднинг илдизи булса, у ?{олда ;'(<х) ^  о булади. Агар 
/ '(<*)>  0 булса, у ^олда а нукта атрофида / '( .* ;)> О булади, 
ва шу сабабли х нинг киймати а дан утганда / ( х )  уз ишора- 
сини манфийдан мусбатга узгартиради, худди шу *од f t ( x ) X  
Х / ( х )  купайтма учун *ам Уринли булади. Худди шу каби му- 
ло^азалар / '(а )  <  0 булганда *ам уринли булади. Шундан с^нг 
f (x)  ни / ,(* )  га буламиз па бу булишдан колган колдикни 
т е с к а р и  и ш о р а  б и л а н  о л и б ,  уни f 2{x)  деб кабул к ила* 
миз:

/ И  =  А ^ ) & ( * ) - / » ( * ) •
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Умуман, агар . /* _ i(a-) ва f k(x)  купдадлар топилган булса, у 
з^олда tk+\{x)  купдад /fc_i(A) ни / ъ(х)  га булинганда долган 
Нолдикнинг тескари ишора билан олинганига тенг булади:

Tk-i(x) = f k<x) qk{x) - f k+l{x).  (7)
Бу ерда баён этилган методнинг / ( * )  ва f { x )  куп^адларга 

татбик этилган Евклид алгоритмидан фарки факат шундан 
иборатки, лар гал колдикда ишора тескарисига алмаштирила- 
ди ва кейинги булиш амали тескари ишорали худди шу кол- 
дик билан бажарилади. Энг катта умумий булувчини топишда 
ишораларнинг бундай алмашиниши аламиятга эга булмагани 
учун бизнинг процессимиз t (x)  ва t ' { x)  купладларнинг энг 
катта умумий булувчиси булган бирорта f s{x)  да тух- 
тайди, шу билан бирга f ( x )  да каррали илдизларнинг мав
ж у д  булмаганлигндан, яъни у f' (x)  билан узаро туб эканлиги- 
дан f s{x)  нинг аслида нолдан фаркли бирорта лакикий сондап 
иборат эканлиги келиб чикади.

Бундан биз тузган
Д х )  =  f 0(x) ,  f ' {x)  = / 1(х), / 2( * ) , . . f s(x) 

купладлар системаси Штурм системасининг таърифидаги 2) 
шартни лам каноатлантириши келиб чикади. 1) шартнинг ба- 
жарилишини исботлаш учун кушни t k(x)  ва tk+i {x)  куплад
лар умумий а илдизга эга дейлик. У лолда а (7) га асосан 
f k- i ( x )  куплад учун лам илдиз булади.

Л - 2(х)  =  f k - i ( x )  qk. , ( x )  — f k(x)  
генгликка утиб, а сон /к -? (х )  учун л ам илдиз эканлигини ло- 
сил киламиз. Худди шу каби давом этиб, а сон / (х)  ва / ' ( х )  
лар учун лам умумий илдиз эканлигини лосил киламиз, бу 
эса фаразимизга зиддир. Нилоят, 3) шартнинг бажарилиши 
бевосита (7) тенгликдан келиб чикади: агар / к(а) =  0 булса, у 
лолда / ft-1(a) =  — / А+1(«) булади.

Ш турм методини аввалги  пар агр аф да  курилгаи
h(x)  =  л 6 - f  2xi  —■ 5л:3 +  8 * 3 — 7лг — 3 ' 

кУгщадга кУллаймиз. Бунда  / ( ^ к а р р а л и  илдизларга эга эмаслигшш олдин- 
дан  текш ириб утирм айм из,  чунки Штурм системасини юкорида баён этилган 
т у з и ш  методн бир вактнинг узида кугцад  билан унинг х;осиласининг узаро  
туб  эканлигини т ек ш и р иш  учун  *ам хизмат килади.

К урсатилган  методни кУллаб, h(x)  учун Ш турм системасини топамиз. 
Ш у  билан бирга, булиш  процессида биз Евклид алгоритмидан фаркли  рави ш 
да, ф акат  ихтиёрий м усбат  сонгагина купайтирамиз ва буламиз, чунки Ш турм 
методида колдикларнинг иш ораси асосий роль уйнаиди. 15из уш бу 

h(x) = Xs +  2х 4 — bjc3 +  8 « 2 — 7х  -  3,
/i,(x) =  5 л 4 +  8л:3 — 15х3 +  16х — 7,
Л2(х)  =  66л:3 — 150дг2 +  172л -/ 61,
/г3(лг) =  — 464*2 +  1135* +  723,
h4(x) ------- .32599457л  — 8486093,

’ Л6(*) =  — 1
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системами зосил циламиз. Бу  системадаги купцадларнинг *  =  — оо ва * =  оо 
даги  нш ораларини аницлаймиз.Бунинг учун юцорида айтилганга  асосан фацат 
юцори к о э ф ф н ц ж н т л ар н и и г  иш оралари ва бу купдадларнинг дараж аларига-  
гина эъ ти бо р  бериш керак .  Уш бу жадвални досил циламиз:

А(*) h M й2(*) *з(*) Л4(*) h ( x ) И ш о р а  у зга 
р и ш л ар  сони

— со - 4* — — + — 4

00 + + + — — — 1

Ш ундай  цилиб, к — оо дан оо га узгарганда  Ш турм системаси учта ишо
ра Узгаришини йуцотади, шунга кУра купдад роппа-ррса учта  дациций ил
дизга эга. Бундан кУринадг'ки, аввалги п араграф да бу купдаднинг граф и ги
ни чизаётиб, биз битта дам млдизни эътибордаи  четда цолдирмаган экан- 
миз.

Ш ту р м  методини бир оз соддароц булган бошца к у п дад  учун «уллай- 
миз. У ш бу  купдад берилган булсин:

f (x)  =  jf3 -f  Зх1 —  1.

Бу купцаднинг графигини олдиндан чизман турнб, унинг дациций илдизла- 
ринипг сонини дамда бу илдизларнинг дар бири ж оилаш ган  оралицнинг че- 
гараларини топамиз.

У ш бу
f ( x)  =  л 3 +  За:5 — 1.

А( х)  =  3 х* +  6 х,
/ 3(*) =  2 х + 1 ,
Ux)  =* 1

система / ( * )  купдад учун Ш турм системасидан и борат  булади .  Бу систе- 
мада х=*= — оэ ва * =  оо булганда иш ора  узгари ш лар  сонини топайлик.

/ ( * ) / . ( * ) f M / . ( * )
И ш ора  у з г а р и ш 

л ар  сони

—  00 — + — + 3

ОО + + + + 0

Д е м а к , / ( < )  купдад учта дациций илдизга  эга. Б у  илдизларнинг Урнини 
(ж ойлаш иш ини) аницроц топиш учун  олдинги ж ад вал ни  дав о м  эттира- 
миз:
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№ Ш ) f M fz(x) И ш ора  Узга
риш лар  сони

х  =» — 3 — + — + 3

л  =  - 2 + 0 — + 2

л- =  — \ + — — + 2

х= 0 — 0 + + 1

х=1 + + + + 0

Ш ундай  килиб, Д г )  купдаднинг Штурм системаси « н и н г —3 л ан - -2 га ,  
— I дан и га ва 0 дан I га утишида биттадан ишора Узгартиш йу^отади. 
Ш унинг учун дам бу купдаднинг а1( я3 илдизлари уш бу

-  3 <  ац <  — 2, — 1 <  а, <  0, 0 <  о3 <  1 

тенгсизликларни каноатлантиради.

41- §. ^ац и ц ий  илдизлар  сони ^ацида 
б о ш ^ а  теоремалар

Ш турм теоремаси купдаднинг дакикий илдизлари сони да- 
Кидаги масалани батамом дал килади. Аммо Штурм система- 
сини тузиш жараёнида дисоблашларнинг узундан-узоклиги 
унинг “мудим камчилигидан иборат, бунга китобхон юкорида 
келтирилган мисолларнинг биринчисидаги барча дисоблашлар- 
ни бажариб каноат досил килган булса керак. Шу сабабли, 
дозир дакикий илдизларнинг сонини аник бермаса дам, бу 
сонни ю к о р и  д а н  чегараловчи (баколовчи) иккита теорема 
исботланади. Графикдан фойдаланиб дакикий илдизлар сони 
Куйидан чегаралангач, татбик килинадиган бу теоремалар 
ш ту р м  методига мурожаат этмай туриб *ам дакикий илдиз
ларнинг аник сонини топишга баъзан имкон беради. п-дара
жали дакикий коэффициентли f ( x ) купдад берилган булсин, 
шу билан бирга у каррали илдИзларга эга булиши дам мум
кин дейлик. Унинг кетма-кег досилалари

/ ( * ) = / « » ( * ' ,  / ' ( * ) ,  / " (* ) ............И " ~ Ч х \  /(»>U) (1)

системасини курайлик; улардан охиргиси /  (х ) купдаднинг 
а 0 юкори коэффициенгини п\ га купайтмасига тенг булгани 
учун ;>ар доим узгармас ишора саклайди. Агар с закикий сон
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(1) системадаги бирорта зам  купдаднинг илдизи вазифасини 
бажармаса, у золда S[c) орцали ушбу

д с ) ,  п с ) ,  г  ( с ) , . . . ,  f w ( c ) ,  / (пт
тартибланган сонлар системасидаги ишора узгаришлар сонини 
белгилаймиз. Шундай цилиб, (1) система купзадларининг би- 
рортасини зам нолга айлантирмайдиган барча х  лар учун 
аницланган бутун сонли функция 5(л)ни цараш мумкин.

5 (х )  сон х  усиши билан цандай узгаришини курайлик. х  
(1) купдадларнинг бирортасининг илдизларидан утмагунича 
S(x)  сон узгара олмайди. Ш унга кура биз икки золни кури- 
шимиз зарур: л: сон / ( л )  купзаднинг илдизидан утиши ва 
х  сон f (k\ x ) , 1 зосилалардан бирортасининг илди
зидан Утиши, а сон f ( x)  купзаднинг I каррали илдизи булсин,
/ >  1, яъни

/(« )  =  / ' ( « )  =  . . .  = / ( ' - ' ) ( « )  =  0, jW(cc) Ф  0.
г шундай кичик мусбат сон булЬшки, (о — е, а  -1- ») оралиц 
/(•*)> f i x ) ,  . . . , / ( ‘-'Цх) купзадларнинг а дан ташцари ундан 
фарцли бирорта зам илдизини уз ичига олмасин, шунингдек 
f (l)( x )  купзаднинг зам бирорта илдизини уз ичига олмасин.

/ ( а ~  £). Я *  ~  * ) ............../ " - « ( а  —  г ), / г « (а  — в)

сонлар системасида зар  цайси икки цушни сон царама царшм 
ишорага эга булгани золда

/ ( “ +  s). / ' ( а +  0» • • . . f (l- X)(b +  е), / (,)(« +  «) 
сонларнинг заммаси зам бир хил ишорага эга эканлигини ис- 
ботлайлик, (1) системанинг зар  бир купзади узидан олдинги 
купзаднинг зосиласидан иборат булгани учун х  сон f ( x )  нинг а 
илдизидан утганда, бу илдизнинг каррасидан цатъи назар, 
утишдан олдин f ( x )  ва f { x )  лар зар  хил ишорага эга булиб, 
утиб булгач эса уларнинг ишоралари бир хил булишини ис- 
ботлашимиз етарлидир. Агар / ( а  — е ) > 0  булса, у зо л д а  f ( x )  
купзад  (a — s, а) оралицда камаювчи, шунинг учун зам / ' ( а —
— е) <С 0; t ( i  — е) <  0 булганда эса 1(х) усувчи ва шунинг учун 
зам / ' ( а  — е ) > 0 .  Демак, зар  икки золда зам иш оралартурли- 
ча. Иккинчи томондан, агар / ( a + s ) > 0  булса, у золда / ( х )  (а, 
а +  s) оралицда усувчи ва шу сабабли / ' ( а  -) е) >  0; шунга ух- 
шаш /(а  +  е ) < 0  дан / ' ( a - f  э) <  О эканлиги келиб чицади. 
Шундай цилиб, а илдиздан утгач, f (x)  ва / ' ( * )  ларнинг иш о
ралари бир хил булиши керак.

Исботланганга асосан х  сон f i x)  купзаднинг I каррали 
илдизидан утишила

fix),  / ' ( * > , . . . ,  /< '-» (* ) ,  т х )  
система I та ишора узгаргириш ш ш  йуцотишп келиб чицади.
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Энди а

/ {к+1)(х),  1 >(Л-), 1 < & < / г  — 1, / >  1
Зосилаларнинг илдизи булиб, на ^ к~1Цх)  нинг на на /<*+1>(jc) 
нинг илдизи булмасин. Юкорида исботланганга асосан х  нинг 
« дан утиши

/* > (* ) .  ............./«“ ' - ‘Чх), /<*+'>(*)
системада /  та ишора узгартиришини йуколишига сабаб була
ди. Албатта, бу утиш ва / (к)(х)  лар орасида янги ишо
ра узгаришини зосил килиши зам мумкин, аммо I >  1 бул
гани учун х  сон а дан утганда

f {k)(x),  f {k+4 x ) ............ /<*+'-»(*), /(*+'>(jc)
сисТемадаги ишора Узгаришлар сони ё узгармайдн, ёки каман- 
ди. Ш у билан бирга у / (к~1)( х ) ва /(*+1>(л:) купзадлар  х а  кии- 
матдан утаётганда уз ишораларини узгартирмаганликлари са
бабли, факат жуфт сонгагина камайиши мумкин.

Хосил килинган натижалардан, а г а р а  ва b ( a < i b )  (1) сис
теманинг бирорт а ^ам к$пх;ади учун илдиз булмаса, у  
х;олда f { \ )  купзаднинг а ва b орасида ж ойлашган ва х,ар 
бири, унинг карраси цанча б ул са , шунча марта х,исобланган 
х,ациций илдизларинииг сони S(a)  — S(b)  айчрмага тенг ёки 
бу айирм адан ж уфт сонга нам булиши келиб чицади.

а  ва b сонларга куйилган чекланишларни бир оз камайти- 
риш учун куйидаги белгилашларни киритамиз. с закикий сон 
гарчи (1) системанинг бош ка купдадлари учун илдиз вазиф а
сини бажариши мумкин булса зам, f (x)  купдаднинг илдизи 
булмасин.

5 (+) (с) оркали
т ,  г  (с), п с ) ............./ * - ' ч с ) ,  /<»>(*) (2)

сонлар. системасида куйидаги усулда зисобланган ишора у з 
гаришлар сонини белгилаймиз: агар

/<*>(с) =  /<*+'>(*) =  . . .  =  p k*l- ' \ c )  =  0 (3;
булиб, аммо

р к~Ч{с) ф  0, /(*+г>(с) =h 0, (4)

булса, у золда f {k)(c), f {k+1) (c),  . . .  , ларнинг ишо-
расини /<*+г>(с) нинг ишораси кандай булса, шундай деб зи- 
соблаймиз; бу ш убзасиз, (2) системадаги ишора узгаришлар 
сонини зисоблашда ноллар учирилган деб фараз килинишига 
тенг кучлидир. Иккинчи томондан, S- (c )  оркали (2) системада 
Куйидаги усулда зисобланган ишора узгаришлар сонини бел- 
гилайлик: агар (3) ва (4) шартлар бажарилса, у золда  f (k+i)(c),

1 купзаднинг ишораснни: агар l  — i айирма жуфт
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б^лса, / 1*+/)(с) нинг ишораси билан бир хил, бу айирма ток 
булса / №+1)(с) нинг ишорасига карама-карши деб лис облай- 
миз.

Энди а  ва b (а  < 6 )  (1) системанинг цандайдирбош ка куп- 
ладяарининг илдизлари вазифасини бажарсалар-да, / ( я )  куп- 
ладнинг илдизлари булмасин. f ( x)  купладнинг а  ва b (а < Ь) 
лар орасида жойлашган р к и к и й  илдизлари сонини аникла- 
мокчи булсак, куйидагича иш тутамиз. е шундай етарлича 
кичик мусбат сон булсинки, (а, а  +  2®) оралик / (* )  купдаднинг 
илдизларини ва шунингдек (1) системанинг колган барча куп- 
ладларининг а дан бошца илдизларини уз ичига олмасин; 
иккинчи томондан, т] шундай етарлича кичик сон булсинки, 
(Ь — 2 у\,Ь) оралик ^ам f ( x ) купладнинг илдизларини ва (1) 
системанинг b дан фаркли колган барча илдизларини уз ичига 
олмасин. У лолда J(x)  купладнинг бизни кизиктираётган л а 
кикий илдизларининг сони, бу купдаднинг а  +  е ва b — tj лар 
орасида жойлашган лакиКий илдизларининг сонига тенг; яъни 
юкорида исбогланганига асосан S (a  +  е) — S(b  — -q) айирмага 
тенг ёки бу айирмадан жуфт сонга кичик булади. Аммо

S(a  +  е) =  S +  ( a ) , '  S(b  — ч\)= S  -  ( Ь)
эканлигини осонликча курсатиш мумкин.

Шу билан ушбу теорема исбогланди.
Б ю д а н  — Ф у р ь е  т е о р е м а с и .  Агар а  ва b (а <  Ь) 

х,ак,иций сонлар зациций коэффициентли f ( x )  купдаднинг  
илдизлари бул м аса , у %олда бу купдаднинг а ва b л а р  ора
сида ж ойлашган ва %ар бири унинг карраси цанча булса, 
шунча марта %исобланган зациций илдизларининг сони , 
S +(a) — S- ( b)  айирмага тенг ёки бу айирм адан ж уфт  
сонга кам булади.

со символ оркали х  номаълумнинг шундай катта киймати- 
ни белгилаймизки, (1) система барча купладларининг унга 
мос келувчи кийматларининг ишоралари куиладларнинг юкори 
коэффициентлари ишоралари билан устма-уст тушади. Бу 
коэффицнентлар ишоралари устма-уст тушадиган а0, па0, 
п(п— 1)а 0, . . .  , п\ а 0 сонлардан иборат булгани учун, £(<») =  
=  5 _ ( о о )  =  0 булади. Иккинчи томондан,

/(0 )  =  а п, / ' ( 0 )  =  а п- и  П О )  =  а п. 2 2!,
Г { 0 ) =  а „ - 3 3!, , /< »> (0 )= а0 . л!.

(бу ерда а 0, а , , ............a n - f ( x )  купладнинг коэффициентлари)
булгани сабабли 5 +(0)/(л:) купдаднинг коэффициентларидан 
тузилган системадаги ишора узгаришлар сони билан усгма- 
уст тушади, бунда нолга тенг коэффициентлар лисобга олин- 
майди. Шундай кнлиб, (0, со) ораликка Б ю д а н -Ф у р ь е  теоре- 
масини куллаб, ушбу теоремага келамиз:
1 8 -З Э 1 9
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Д е к а р т  т е о р е м а с и .  / ( х ) купдаднинг %ар бири унинг  
карраси цанча булса, шунча марта  л'исобланган мусбат  
илдизларининг сони бу купдаднинг коэффициентларидан  
т узилган  систенадаги ишора узгариш лар сонига тенг  (бун
да нолга  тенг булган коэффициентлар %исобга олинмайди)  
ёки бу сондан жуфт сонга кам булади.

Шуб)(асиз, / ( л )  купдаднинг манфий илдизлари сонини то- 
пиш учун Декарт георемасини / ( —х)  куп^адга цуллаш кн- 

•фоядир. Шу билан бирга / ( х )  купдаднинг бирорта ^ам коэф
фициента нолга тенг булмаса, у ^олда / ( —л:) купдаднинг 
коэффициентларидан тузилган системадаги ишора узгариш- 
ларга, шуб^асиз, / :х)  купдаднинг коэффициентларидан тузил
ган системадаги ишора с а ц л а н и ш л а р  мос келади ва аксин- 
ча. Шундай цилиб, агар f ( x)  купдад нолга тенг булган  
коэффициентларга эга булмаса, у х,олда унинг манфий ил
дизлари сони (уларни карралари  билан бирга ^исоблаганда) 
коэффициентлар системасидаги ишора сацланишлар сонига 
тенг ёки ундан жуфт сонга кам булади.

Д е к а р т  т е о р е м а с и  н и н г  Бюдан—Фурье теоремасига 
таянмайдмган я н а  б и т т а  и с б о т и н и  к е л т и р а м и з .  Аввал 
ушбу леммани исботлайлик.

А га р  с > 0  булса , у  %олда f ( x)  купдад коэффициентлари  
системасидаги ишора узгариш лар сони ( x - c ) f ( x )  купайтма 
коэффициентлари системасидаги ишора узгариш лар сони- 
дан тоц сонга кам булади.

Дацицатан ^ам, ёнма-ён турган бир хил ишорали ^амма 
^адларни цавсларга йигиб, а 0 юцори коэффициенти мусбат 
булган f { x )  ку щ ад н и  цуйидагича ёзамиз:

f (x)  =  (а0кп +  . . .  +  {а^х*' +  . . .  + b 2x k'+1i +  . . .
. . .  f ( — \ )  ( a sx ks +  . . .  +  bs+ix*), ( 5 )

Бу ерда а0 >  0, а х >  0, . . .  , а * > 0 ,  худди шу вацтда ьи 
Ь2, . . . , bs лар мусбат ёки нолга тенг; аммо bs+1 ни цатьий 
мусбат деб ^исоблаймиз, яъни х \  t >  0 коэффициентлари нол 
дан фарцли / ( х ) куп^адга кирган х  номаълумнинг энг кичик 
даражасидан иборат. Бунда

(а0х п + ■ . . . +  М * 1* 1)

цавс тасодифан фацат биттагина цушилувчидан иборат б у 
либ цолиши мумкин, чунончи й, +  1 =  п булса, худди шундай 
булади Худди шунга ухш аш  муло^аза (5) формуланинг цол
ган цавслари учун ^ам уринли булади.

Энди ( x - c ) f ( x )  куппйтмага тенг булган куп>5адни ёзайлик, 
шу билан бирга фа^ат х ниш п 4- 1, k 4-|- 1, . . .  , Aj+i ва t
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даражалари цатнашган задларнигина ажратиб ёзамиз. У золда 
ушбу

( х —c) / (x)  =  (a0x n+l -f- . .  .) — ... +
+  (— 1)*(а'-**+1+  . . .  — cbs+ix ‘) (6)

ифодани зосил циламиз, бунда а \ ^  a l -{-cbl, i =  1,2 . . . s ва 
шунга кура, с > 0  булгани учун барча а (. лар цатъий мусбат. 
Шундай цилиб, / (л )  купзаднинг коэффициентлари еистемаси- 
да а0кп ва — a^xk' задлар орасида (худди шу каби — a tx k' ва 
a 2x k» ва з .  к. задлар орасида) битта ишора узгариши булган, 
( x - - c ) f ( x )  купзадда эса буларга мос келган а 0х п->-1 в а —
— a[xk'+i задлар  орасида (мос равишда — a[xk'+l ва a'^xk‘+l
3 . к. задлар орасида) ёки битта, ёки биттадан куп, лекин у 
вацтда албатта жуфт сонда ишора узгариши булади. Ш у билан 
бирга бу ишора узгаришларнинг аниц урни бизни цизицтир- 
майди; масалан, шундай булиши мумкинки, (6) да х к^+‘1 олди- 
даги коэффициент худди—а[ коэффициент каби манфий ва 
шунинг учун зам  бу иккита цушни коэффициент орасида иш о
ра узгаришлар мавжуд эмас, яъни биринчи цавсда ишора уз- 
гаришлар цаердадир олдинда жойлашган. Энди шуни цайд 
цилайликки, (5) даги охирги цавс битта зам ишора узгариш га 
эга эмас эди, худди шу вацтда (6) даги цавс ишора узгариш- 
ларга эга, шу билан бирга улар тоц сонда; бунинг учун f ( x )  
ва ( x —c) fx  купзадларнинг охирги нолдан фарцли коэф ф и
циентлари, яъни (— 1 )^ + 1  ва (— l)J+I^j+i с лар зар хил ишорага 
эга эканлигини эътиборга олиш кифоя. Шундай цилиб, f ( x)  
дан (x—c) j ( x)  га утишда.коэффициентлар системасидаги иш о
ра узгаришларнинг умуми-й сони албатта ортади, шу билан 
бирга тоц*Ьонга ортади (бир нечта цушилувчининг йигиндиси, 
агар улардан биттаси тоц, цолганлари эса жуфг булса. албат
та тоц булади!). Лемма исботланди.

Декарт теоремасини исботлаш учун 04, аг, . , .  , ак орцали 
/ ( х )  купзаднинг барча мусбат илдизларини белгилаймиз. Ш ун
дай цилиб, -

/ ( х )  =  (X — а ,)  (X -  а2) . . .  (X — а*)«р(ж),

бу ерда энди f (x )  — зациций коэффициентли, мусбат зациций 
илднзларга эга булмаган купзад .  Бундан <р(х) купзаднинг 
биринчи ва охирги нолдан фарцли коэффициентлари бир хил 
ишорага эга эканлиги, яъни бу купзаднинг коэффициентлари 
системаси жуфт сондаги ишора узгаришларга эга эканлиги 
келиб чицади. Энди юцорида исботланган леммани уШбу

<?(*). (х—ai)<p(A:>, (л:—1 ( х —>*2)<?(А . . , f (x)  
«упзадларга кетма-кет цуллаб, коэффициентлар сисгемасида- 
1И ишора узгаришлар сони зар  гал тоц сонга, яьни бир плюс
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жуфт сонга ортишини курамиз ва шунга кура / ( х )  купдад 
коэффициентлари системасидаги ишора ^згаришларнинг сони 
k дан жуфт сонга катта.

Д екарт  ва Б ю д ан —Ф урье  теоремаларшш  юкорида к^рилган  
Ц к )  -  л5 +  2 х < - 5 * з  +  8 * 2 - 7 *  — 3

кУпдадга кУллайлик. К оэффициентлар системасидаги иш ора узгаришлар 
сони учга  тенг ва шуниш учун дам, Декарт теоремасига  асосан Л(ж) учта 
ёки битта мусбат илдизга эга булиши мумкин. Б ош ка  томондан, h(<) нолга 
тенг булган коэффициентларга эга эмас ва коэф ф ициентлар  системасида 
икклта  ишора сакланишлар булгани учун Л(к) ёки иккита манфий илдизга, 
ёки  бул.маса битта ^ам манфий илдизга ^га эмас. Ю корида графикдан фой- 
даланиб чикарилган натижа билан солиштириб, икки сони берилган куп^ал 
манфий илдизларининг аник сони эканлигини досил киламиз

М усбат илдизларнинг сонини аник дисоблаш учун Б ю л а п - Ф у р ь е  гео- 
ремасидан фойдалаиамиз, шу максадда  уни (I, оо) ораликка  куллаймиз. 
чунки 39-§ да 1 сони h(x) купдад мусбат илдизларининг куйи чегараси 
эканлиги кургатилган  эди. Л (к) нинг досилалари кетма кетлиги дам 39- § 
да ёзилган  эди Уларнинг х «• I ва х =  оо лардаги ишора мрини тонайлик:

h(x) h'(K) h"(x) hm(x) hlv(x) ftv (*)
И ш ора  узга- 
риш лар  сони

* =  1 — + + + + + 1

* =  оо + + + + + + 0

Бундан, досилалар системаси х нинг 1 дан с» га утишида битта ишора 
У згариш й^котиши келиб чикади ва шунга к^ра h(x) факат битта мусбат 
илдизга эга булади.

Бу мисолга асосланиб шуни цайд циламизки, "у  м у м а н 
к у п д а д н и н г  % а ц и ц и й  и л д и з л а р и  с о н и н и  и з л а ш н и  
у н и н г  г р а ф и г и н и  я с а ш д а н  ва Д е к а р т  ^ а м д а Б ю 
д а н —Ф у р ь е  т е о р е м а  л а р  и н и  к У л ; 1 а ш Д а н  б о ш л а ш  
к е р а к ,  ) (еч  и л о ж  б у л н а г а н  т а к д и р д а г и н а  Ш т у р м  
с и с т е м  а с и н и  т у з и ш г а  у т и ш  к е р а к .

Купдаднинг барча илдизлари ^ациций эканлши аввалдан 
маълум булган хусусий ^олда Декарт теоремасини бирмунча 
аниклаштнриш учун имкон тугилади Худди шундай *ол, ма
салан, симметрик матрицанинг характеристик купдади учун 
руй беради. Чунончи:

А га р  i { x )  купдаднинг барка илдизлари х^ациций булиб, 
озод х;ад нолдан фарцли булса, у %олда бу купд ад  мусбат 
илдизларининг сони 6, унинг коэффициентлари системаси 
даги ишора узгариш лар сони s, га тенг, манфий илдизлари- 
нинг сони k2 эса >(—х)  купдаднинг коэффициентлари сис
темасидаги ишора узгариш лар сони s2 га тенг булади.



Хакикатан ^ам, фаразимизга асосан

+  ^2 — п> (7) 
бу ерда п сон f (x)  купдаднинг даражаси ва Декарт теорема- 
сига кура

^  $2* (8)
s , + s 3 = / i  (9)

эканлигини исботлайлик. Исботни п буйича индукция оркали 
олиб борамиз. п =  1 учун а0 =£0, а ,  ¥* ') булгани сабабли,

/<х)  =  а 0х  +  а и  / ( — х)  =  — а 0л  +  а,
купдадларнинг факат биттасидагина ишора узгаршп мавжуд 
булади, яъни бу }{0л учун 5, +  s 2 =  I. (§) формула даражала- 
ри п дан кичик булган купдадлар учун исботланган деб фа- 
раз килайлик. Агар

/ ( х) =  айх п +  an- i x x +  . . .  +  ап, 
бу ерда / < / 1  — 1, an-i=h 0) бУлса, у *олда 

£(*) =  an- ix l +  . .  + а п 
белгилаш киритамиз. У вактда

f(x)  -  +  g(x),
/ ( -  •*) =  ( -  1)" а0х п +  g (— *)

%
булали. Агар sj ва s' мос равишда £(*) ва # (— х )  кУп^адлар- 
нинг коэффициентлари системасидаги ишора узгаришлар сонн 
булса, у >{олда индуктив фаразимизга асосан (/ >  1 эканлиги 
равшан)

Sj -j-

Агар / « яд  — 1 булса, у з^олда биринчи уриндаги, яъни /!.* 
учун ва fljj =  а„_, лар орасидаги ишора узгариши f ( x)  ва 
/ ( —.*) купдадларнинг фацат биттасидагина мавжуд булади ,ш ун
га кура

s t +  h  =* + 1  <  / +  1 л. ^
Агар . < л — 2 булса, t (x)  ва / ( —х)  купдадларнинг нар кай- 
сисида ^ам биринчи уринда ишора узгаришлар булиши мум
кин лекин бу *олда зам

*1 +  5» <  S\ +  s' - f  2 <  /  -J- 2 <  (я  — 2) +  2 — п
булади.

(7), (8) ва (9) ларни солиштириб
™  St , k t  *=* Sj

эканлигини *осил киламиз, шуни исботлаш талаб килинган эдн.
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42- §. Илдизларни тацрибий дисоблаш
Олдинги параграфларда баён килинган методлар ){ацикий 

коэффициентли / ( а ) купдаднинг ^ациций илдизларини ажра- 
tnuuiz i имкон беради, яъни ^ар бир илдиз учун шундай че- 
гараларни курсатадики, улар орасида факат битта шу илдизнинг 
узи ётади. Агар бу чегаралар етарли даражада тор булса, у %ол- . 
да улар орасида ётган ихтиёрий сонни изланаётган илдизнинг 
такрибий киймати деб ^исоблаш мумкин. Шундай килиб, Штурм 
методи ёрдамида (ёки бирорта тежамлирок усул билан) а ва b 
рационал сонлар орасида ) ( х)  купдаднинг факатгина битта ил
дизи ётиши аниклангандан сунг, бу чегараларни шундай торай- 
тириш масаласи коллдики, натижада янги >(ОСил булган а' ва 
Ь' чегаралар олдиндан берилган сондаги устма-уст тушадиган 
биринчи унли ракамларга эга булсин; бу билан изланаётган 
илдиз олдиндан берилган аникликда ^исобданган булади.

Илдизларнинг талаб килинган аникликда такрибий кийма- 
тйни етарли равишда тез топадиган жуда куп методлар мав
жуд. Биз улардан назарий жи^атдан соддарок хамда умумий- 
рок ва биргаликда кулланилганда кузланган максадга тез олиб 
келадиган иккитасинигина курсатамиз. Шуни кайд килиш ке- 
ракки, ^озир баён килинадиган методлар факатгина куп^ад- 
лар учун эмас, балки ундан кенгрок булган узлуксиз функ- 
циялар синфи учун ^ам татбик килинади.

Бундан буён а ни f ( x)  купдаднинг о д д и й  илдизи деб ^и- 
соблаймиз, чунки биз J{ap доим каррали илдизлардан кутули- 
шимиз мумкин ва а илдиз а  ва b чегарадар билан ажратилган 
( а < а < 6 ;  деб фараз киламиз; хусусан, бундан f ( a \  f(b)  лар 
)?ар хил ишорага эга эканлиги келиб чикади.

Чизицли интерполяция методи (шунингдек, сохта ^олат 
методи деб ^ам аталади). а илдизнинг такрибий киймати деб,
масалан, а  ва b чегараларни'нг ярим йигиндиси ни, яъни

учлари а  ва Ь булган кесманинг уртасини *ам олиш мумкин эди. 
Аммо илдиз а  ва b чегаралардан купдаднинг абсолют киймати 
жи^атидан кичик кийматига мос келувчи чегарага якинрокда 
ёти б д и : деб фараз килиш табиийдир. Чизикли интерполяция 
методи шундан иборатки, бунда а илдизнинг такрибий киймати 
деб, (а, Ь) кесмани f{a)  ва f(b)  сонларнинг абсолют кийматла- 
рига пропорционал булакларга булувчи с сон олинади, яъни

с -  а _  _  / ( а )  . 
ь - с  т '

унг томондаги минус ишора / ( а )  ва / (b)  лар ^яр хил ишора- 
ларга эга булганликлари учун куйилган. Бундан

g _ .  b f(a )  —  a f(b )
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10-чизмага асосан, чизицли интерпо
ляция методининг геометрик маъноси 
шундан иборатки, (а, Ь) кесмада у =
=  f ( x)  эгри чизиц унинг А(а, / (а))  
ва B(b,  f[b))  нуцталарини туташтирув- 
чи ватар билан алмаштирилади ва бу 
ватарни х  уци билан кесишиш нуц- 
тасининг абсциссаси а илдизнинг тац- 
рибий циймати сифатида цабул цили- 
нади.

Ньютон методи. а сон / ( * )  куп
заднинг оддий илдизи булгани учун
/ ' ( а ) ^ 0  булади. Шунингдек, / V )  Ф  0 деб кабул циламиз, 
акс золда масала даражаси f {x)  нинг даражасидан кичик 
булган /"(х)  купзаднинг илдизини зисоблашга келтирилар эди. 
Сунгра, (а,  Ь) кесма /(* )  нинг а дан бошца зеч  цандай ил- 
дизинигина эмас, балки / ' (л)  купзаднинг зам бирорта илдизи
ни, шунингдек /"(•*) купзаднинг илдизларини зам уз ичига 
олмайди деб цабул циламиз.

Ш ундай цилиб, математик анализ курсидан маълумки, 
у =я f (x)  эгри чизиц (а,  Ь) кесмада ёки монотон усади, ёки

10-чм та.

12-чизма.

монотон камаядн, шунингдек бу кссманинг барча нуцталарида 
у ёки юцорига цараган цаварицликка, ёки эса пастга цараган 
цаварицликка эга. Бинобарин, эгри чизицнинг (а,  Ь) кесмада 
жойлашишда 11 —1 4 -чизмаларда курсатилган туртта зо л  руй 
бериши мумкин.

•) Чегаралзршш г бу шартларминг бажарилишиии таъ м и ил о вчи  торайи 
шига одатда ^еч кандай к и й и н ч и л и к с т  эришилади, чунки ючорида баён 
килинган методлар f '{x)  ва f"( г) купдадларнинг ихтиёрий кесм ада  ёгган 
илдизларинннг сонини ани^лашга имкон беради.
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а  ва b чегараларнинг цайси бирида / (л )  н и н г  и ш о р а с и 
f i x )  н и н г  и ш о р а с и  б и л а н  у с т м а - у с т  т у ш е  а, ушани 
а0 оркали белгилаймиз. 1{а)  ва f(b)  ^ар хил ишорага эга бу
либ, / " ( х )  эса (а,  Ь) кесманинг барча нуцталарида ишора сац- 
лагани учун, бундай а 0 ни ^ацицаган *ам курсатиш мумкин. 
1Г- ва 1 4 -чизмаларда курсатилган лолларда а0 =  а,  цолган ик
кита нолда эса а0 =  Ь булади. у  =  f (x)  чизицнинг а 0 абсцис- 
сага эга булган нуцтасида, яъни (а0, / ( а 0)) координаталарга 
эга булган нуцтада шу чизицца уринма утказайлик ва бу >рин- 
манинг х  уц билан кесишиш нуцтасининг абсциссасини й би
лан белгилайлик. 11 —1 4 -чизмалар d  сонни а илдизнинг гац-

рибий ций.мати деб олиш мумкин эканлигини курсатади. Ш ун
дай цилиб, Ньютон методи у  =  f (x)  эгри чизицни (а,  Ь) кесмада 
бу кесманинг чегараларидан бирида бу чизицца утказилган 
уринма билан алмаштиришдан иборат. а 0 нинг танланишига 
цуйилган шарт жуда м у р м .  15 -чизма, агар бу шарт бажа- 
рилмаса, уринманинг х  уци билан кесишиш нуцтаси изланаёт- 
ган илдизга мутлацо яцинлашмаслиги т;ам мумкин эканлигини 
курсатади.
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d  сонни излаш учун' фойдаланиладиган формулани келти- 
риб чицарайлик. Маълумки, У =  f i x)  эгри чизицца (а0, / (о 0)) 
нуцтада утказилган уринманинг тенгламасини

У -  г(а0) =  f ' . a0) { x -  а0) 
куринишда сзиш мумкин. Бу ерда уринманинг х  уки билан 
кесишиш нуцтасининг (d,  0) координагаларини цуйиб,

- / ( « о 1 =  / ' ( « о) (d — a 0) 
тенгликни зосил циламиз, бундан

f(ao)
t ’(a о) (2)

келиб чицади.
Агар китобхон 11 — 14-чизмаларда А ва В иуцталарни ва- 

тарлар билан бирлаштирса, у  з о л д а  чизицли интерполяция  
ва-Ньютон, метод лари барча 3 0  А- 
ларда  з а м  а илдизнинг асл ций- 
матига бошца-бошца томондан.  
яцинлашишни беришини сезади.
Шунинг учун зам, агар (а, Ь) кес
ма Ньютон метоДида талаб цилин- 
ган шартларни цаноатлантирса, бу 
методларни ц у ш и б  и ш л а т и ш  
мацсадга мувофицдир. Биз бу й^л 
билан а илдиз учун жуда зам тор 
булган с ва d  чегараларни зосил 
циламиз. Агар улар зали яцинла- 
шишнинг керак булган аницлигини
бермаса, у золда курсатилган методларни бу чегаралар учун 
яна бир марта цуллаш зарур (16-чизмага царанг) ва зоказо; 
шу билан бирга бу процесс а илдизни зацицатан зам исталган 
аницликда зисоблашга имкон беришини исботлаш мумкин.

Бу методларни олдинги п араграф ларда  курилган

//(*)=. jfi + 2х1 — 5*8 -+ 8*а -  7х -  3
кугдад  учун куллаймнз.

Бизга маълумки, бу купзад  l < n j  < ‘2 чегаралар  орасида  жойлашга!
з, оддий илдизга зга Олдипдан шуни айтиш мумкинки, бу чегар ал ар  чи 
зикли интерполяция ва Ньютон методларини бир мартадангина кУллаб ях 
ши натижа олиш учун ж уда кенгдир. Ш уцга  карамай, м у р ак к аб  х,исоблаш 
ларни талаб цилмайдиган битта мисолга эга булмоц учун уларни куляаймнз

Бундан олдинги параграфдан м аъ л у м к и  h'(x), h"(x),  . .  ,Лv (лг) косила 
лар » =  I да мусбат кийматларни кабул  цилади. Бундан, 39- § даги нати- 
ж аларга  асосан, х  *= 1 циймат h'(x)  ва, шунингдек, li"(x) учун  *ам мусбат 
илдизларнинг юцори чегарасн вазнфасини баж ариш и келиб чицади Демак 
(1, 2) кесма бу ^осилаларнинг илдизларини Уз ичига олмайди ва ш у  инг 
учун .^ам унга Ньютон методини кУ’ллаш мумкин. Б ундан  таш цари ,  Л"(я) 
бу ораликнинг  \амма ерида мусбат ва

M U - - 4 ,  А (2 )- 3 »
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б^лгачи учун Яо =  2 деб кабул килиш керак. / i ' ( 2 )= * 1 0 9  эканлигини  эъ ти -  
борга олиб, биз (2) формула дан

39 179 

“  2 ~  109 =  109 ~  1,64 
тенгликни ^осил киламиз. •

Иккинчи томондан, (1) ф ормула

2 • (-»  4) — 1 -3 9  47
Сот'----------------------------- — ГГ =  1,09 .««

—  4 -  39 43

теигликни беради ва демак, илдиз уш бу

1,09 <  а, < 1 ,6 5

чегаралар  орасида  жойлаш ган.
Б из чегараларни  жуда дам оз торайтиришга эришдик, ш унинг учун дам 

досил булган натижани коникарли деб  булмайди. Албатта, яигн досил бул
ган чегараларга  яна бир марта методларпмизни куллашимиз мумкин эди 
Аммо олдиндан учун етарли дараж ада  тор булган чегараларни ,  масалан, 
0,1 ёки 0,01 аникликда топиш, ундан кейин эса бу методларни куллаш мак- 
садга мувофивдир.  Бу албатта, барча  дисоблашларни бирданига ж у да  дам му- 
раккаблаш тириб  юборади, а м м а  купдадларнинг илдизларини етарлича аник
ликда билиш талаб килинадигаи коикрет  масалаларда бунга рози  булишга 
т ^гри  келади.

h( x )  купдадимизга ва унинг <*! илдизига кайтамиз, бунда куйида ‘кел- 
тирилган купдадларнинг барча кийматлари Горнер методи ёрдамида дисоб- 
ланишига эъ ти бо р  берайлик.

Л(1,3) — —  0,13987, Л(1,31) =  0,0662923851

булгани учун 1,3 <  <*i <  1,31, яъни биз a t илдизнинг кийматини 0,01 аник
л икда  топдик. Бу янги чегараларга  чизикли интерполяция методини кУл- 
лайлик:

1,31 ; ( — 0,13987) -  1,3 • 0 , 0 6 6 ^ 3 8 ^  0,26940980060

0,13987 — 0,0662923851 ~  0,2061623851 ~
^ =  1,30678 . . .

Х удди ш у  чегараларнинг узига Ньютон методини кулланмиз, бу  ерда 
(70 =  1,31 деб  олиш керак.

h'{\ ,31) =  20,92822405
бУлгани учун

d  .  1[31 _  ,  27^ 9681 |2 ° t -  =  1 30683 . ■,
20,92822405 20,92822405

Ш ун дай  килиб,
1,30678 < « !  <  1.3С684

ва шунинг учун дам аг =  1,30681 деб  олсак, 0,03003 дан кичик  булган яа- 
толи кка  йул куямиз.

Биз шу даврга цадар, юцорида баён цилинган методлар 
^ацицатан ^ам илдизни исталган аницликда ^исоблашга имкон 
беришини, яъни бу ыетодларнинг яцинлашишини курсатгани- 
миз йуц. Буни ацалли Ньютон методи учун исботлайлик.

Худди юкоридаги каби /(.*) купдаднинг оддий а илдизи 
Ньютон методини цаноатлантирувчи (а, Ь) оралицда жойлащ-



ган булсин. Бундан, хусусан шундай Л ва б  мусбат сонлар
нинг мавжудлиги келиб чицадики, (а, Ь) оралицнинг барча 
нуцталарида

\,t'{x) \ >  А, | Г ( х )  | <  В  (3)

булади. С =  —  белгилашни киритайлик ва
2 А

С ( Ь - а ) <  1 (4)
деб фараз цилайлик. Бу тенгсизлик бажарилиши учун балки а 
илдизнинг чегараларини яна ^ам торроц чегаралар билан ал- 
маштиришга тугри келиши мумкин, аммо бу >$ол (3) тенгсиз- 
ликларнинг уринли булишига ^еч цандай таъсир этмайди. 
а0 сон а, b чегаралардан Ньютон методи цулланилиши лозим 
булгани булсин. (2) формулага асосан биз а илдизнинг тацри- 
бий цинматлари сифатида (а,  Ь) оралицда ётувчи ва бир-бир- 
лари билан

ak =  a k- x- f$ j £ y  k =  1 ,2 ,  . . .  (5)

тенгликлар орцали богланган а и а 2, . . . .  а к, 
сонллрни кетма-кет ^осил циламиз.

« =  +  hk, k =  0 , 1 , 2 ,  . . .  (6)
булсин. У ^олда

О =  /(а )  =  f {ak) +  hkf '(a k) +  y  f l ak -t- 0Л*)

булади, бу ерда 0 <  0 <  1. (я, b ) кесмага цуйплган шартга 
кура f ' ( ak)=/=0  булгани учун (5) ва (6) ларни ^исобга олиб, 
тоиамиз: . •
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h\f"(ak I 0А*) ь ( )(ак) f(ah) \
2 f \ a k) +  f ( a k) ~  * \ a k t\a„) j

— a — a j +i =  /гА+1.
Бундан

Ihk+11 = hi 

Ш ундай цилиб,

/'(в* + < h l £ - ~ C h l ,  £ =  0, 1 2, ...
2Л

| Ав+11 <  C h l < .  С 3/гд_1 <  С 7А| _ 2  <  . . .  < 6  ' «о 
ёки |Л01 =  | a — a 0| < f c  — а  булгани учун

\ h ^ \ < C - ' [ C { b - a ) f +\  k = 0 ,  1, 2, . . .  (7)
Бундан (4) шартга кура, а илдиз билан унинг Ньютон м е 
тодики кетма-кет ц у л л а б  %осил цилинган ak тацрибий
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циймати орасидаги hk айирма к усииш билан нолга  инти- 
лиши келиб чицади , шуни исботлаш талаб этилган эди.

(7) формула (к +  1)- цадам учун хатонинг базосини  бе- 
ради, бу эса Ньютон методи чизицли интерполяция методи 
билан биргаликла эмас, балки якка узи цулланилганда жуда 
музимдир.

Тацрибий зисоблашлар назарияси курсида китобхон юцори- 
да баён этилган методларда, бу методларни цуллашни осон- 
лаштириш учун зисоблашларни мацсадга мувофицроц .равиш
да жойлаштириш усуллари билан танишиши мумкин Шу курс- 
ларнинг узида илдизларни тацрибий зисоблашнннг яна жуда 
куп бошца методларини зам учратиш мумкин. Булар ичида 
энг мукаммали (баъзан хато равишда Греффе методи деб ата- 
лувчи) Лобачевский методидир. Бу метод бирданига барча 
илдизларнинг, шулар цатори комплекс илдизларнинг ^ам тац
рибий цийматларини топиш имконини беради, ундан гашцари 
бу метод, олдиндан, илаизларнинг ажратилишини талаб цил- 
майди: аммо у жуда зам мураккаб зисоблашлар билан 6 o f - 
лицдир. Бу метод асосида цуйида, 11-бобда баён цилинадиган 
симметрик купзадлар  назарияси ётади.



Р Н И Н Ч И  Б О Б

МАЙДОНЛАР ВА КУПДАДЛАР

43- §. Сонли ^алцалар ва майдонлар

► Курснинг олдинги жуда куп булимларида биз ушбу %о- 
латда иш тутган эдик: материални баён эта туриб ёки ихтиёрий 
комплекс сонларни, ёки булмаса фацат *ациций сонларншина 
куриб, сунгра *осил цилинган на1ижалар фацат ^ациций сонлар 
билангина чегараланиб цолсак ^ам уринлилигича цолишини 
ёки мос равишда, улар ихтиёрий комплекс сонлар учун ){ам 

сузма суз утказилишини) цайд цилишга мажбур булган эдик. 
б д а гд а  бу ^олларнпнг ^аммасида *ам баён этилган назария 
биз фацатгина рационал сонларни курсак ^ам батамом сацла- 
ниб колишини цайд цилишимиз мумкин эди. Кейинги мате
риални, унинг учун табиий булган умумийликда, яъни ^амма 
Кабул цилган алгебраик тилда баён этиш учун бу паралле- 
лизмнинг асл сабабларини китобхонга курсатиш вацти келди. 
Шу мацсадла биз м а й д о н  тушунчасини, шунингдек, янада 
кенгроц, аммо бизнинг курсимнзда ёрдамчи роль уйнайдиган 
^ а л ц а  тушунчасини >(ам киритамиз.

Барча комплекс сонлар системаси, барча >{ациций ва барча 
рационал с о н л а р -х у д д и  шу каби барча бутун сонлар—систе* 
малари шундай умумий хоссага эга к и, уларнинг х,ар бири
да фацатгина цуишш ва купайтириш амалинигина эм ас , 
балки худди шу сонлар системасидан кетга чицмай туриб  
айириш амалини %ам бажариш мумкин. Юцорида баён этил
ган сонлар системаларининг бу хоссаси уларни, масалан, мус
бат буту;: сонлар системасидан ёки мусбат з^ациций сонлар 
системасидан ажратиб- гуради.

Узининг исталган иккита сони билан бирга уларнинг купайт- 
маси, йигиндиси ва айирмасини ^ам уз ичига олган ^ар цандай 
комплекс ёки хусусан, ^ациций сонлар системаси сонли х,алца 
дейилади. Шундай цилиб, барча бутун, рационал, ^ациций ва 
комплекс сонлар системалари сонли ^алца ташкил этади. Ик- 
кинчи томоплан, мусбат сонларнинг ^еч цандай системаси ^ал- 
ца булмайди Чунки а  ва иккита j^ap хил мусбат сонлар 
булса, у ^олда ёки а Ь, ёки Ь — а  манфий булади Манфий 
сонларнинг ,\еч цандай системаси ^ам ^алца булмайди, чунки



286 X БОБ. МАЙДОНЛАР ВА КУПХ.АДЛАР

жуда булмаганда иккита манфий соннинг купайтмаси мусбат 
булади.

Сонли ^алцалар юцорида келтирилган туртта мисол билан- 
гина чегараланиб цолмайди. Дозир баъзи бошца мисолларни 
курсатиб утамиз, шу билан бирга курилаётган система з$;аци- 
цатан з?ам ^алца ташкил этишини текшириш ^ар гал уцувчи- 
нинг узига ^авола цилинади.

Ж уф т сонлар >{алца ташкил этади; умуман исгалган нату
рал п учун п га цолдицсиз булинадиган барча бутун сонлар 
туплами з^алца булади. Тоц сонлар ^алца ташкил этмайди, чун
ки иккита тоц соннинг йигиндиси жуфт сондир.

Цисцармас каср шаклида ёзилганда махражи иккининг цан- 
дайдир даражаларидан иборат булган барча рационал сонлар 
туплами ^алца булади; бу тупламга хусусан, барча бутун сон
лар киради, чунки уларнинг цисцармас каср шаклидаги ёзу- 
вида махраж бирга, яъни иккининг нолинчи даражасига тенг 
булади. Бу мисолда икки соннинг урнига, албатта, ихтиёрий 
туб сон р  ни олиш мумкин. Умуман, туб сонларнинг исталган 
чекли ёки чексиз тупламини олиб ва цисцармас каср шаклда 
ёзилганда махражи фацат шу олинган тупламдаги туб сон- 
ларгагина булинувчи барча рационал сонлар сисгемасини ку 
риб, биз яна ^алца ^осил циламиз. Иккинчи томондан, цис
цармас каср шаклида ёзилганда махражлари >{еч цандай туб 
соннинг квадратига булинмайдиган рационал сонлар система
си ^алца булмайди, чунки бу сонларнинг курсатилган хоссаси 
уларни купайтиришда сацланмайди.

Рационал сонлар ^алцасида бутунлай ётмаган сонли ^ал- 
цаларнинг мисолларига утамиз. Барча

куринишдаги сонлар туплами ^алца ташкил этади, бу ерда а  
ва Ь— исталган рационал сонлар; бу ^алцага, хусусан, ^амма 
рационал сонлар (Ь — О булганда) ва шунингдек, К 2 с о н и -  
нинг узи }{ам (а =  0, b =  1 булганда) тегишли булади. Агар 
биз фацат бутун а, Ь коэффициентли (1) куринишдаги барча 
сонлар билан чегараланиб цолсак з^ам, >^алца ^осил цилар эдик. 
Бу мисолларда, албатта, У 2 сони урнига У з  ёки У  5 ва х,о- 
казоларни з{ам олиш мумкин эди.

а, b рационал коэффициентли (ёки фацат исталган бутун 
коэффициентли)

куринишдаги барча сонлар системаси халца ташкил этмайди, 
чунки У 2 сонининг уз-узига купайтмасини (2> куринишда

a  +  b V  2 (1)

(2)
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ёзиш мумкин эмаслигини осонгина текшириб куриш мумкин1). 
Аммо исгалган а ,  Ь, с рационал коэффициентли

а + Ь V 2 +  с у^4 (3)
куринишдаги сонлар системаси ^алца булади, худди шу даъ- 
во коэффициентлар бутун сон булган э$ол билан чегараланиб 
цолсак ^ам уринли булади.

Китобхонга яхши таниш булган и сонга ва цандайдир ра
ционал сонларга бир неча марта цушиш, купайтириш ва айи- 
риш а.малларини цуллаб ^осил цилиш мумкин булган барча 
^ациций сонларни курайлик. Бу сонлар

я-о +  я ,1'  +  +  • • • +  а п*п, (4)
куринишда ёзилиши мумкин булган сонлардир, бу ерда а 0, 
а и . . а п — рационал сонлар, 0. Хеч кандай сон (4) ку 
ринишдаги иккита турли ифодага эга булиши мумкин эмас, 
акс золда бу турли ифодаларни айириб, тс сон рационал коэф- 
фициентли бирорта тенгламани цаноатлантиришини келтириб 
чицарар эдик. Аммо математик анализ методлари ёрдамида те 
сон зацицатда зеч цаидай рационал коэффициентли тенглама-> 
ни цаноатлантирмаслиги, яъни трансцендент сон эканлиги ис* 
ботланади. Лекин бу натижадан фойдаланмасдан зам, яъни 
соннинг (4) куринишдаги ёзуви бир цийматли деб фараз цил- 
масдан зам, (4) куринишдаги сонлар залца ташкил этишини 
исботлаш мумкин.

тс сон билан рационал сонларга цушиш, купайтириш, айи- 
ряш ва булиш амалларини бир неча марта цуллаб зосил ци- 
линадиган барча сонлар туплами зам залца булади. Исбот- 
лаш да курилаётган сонлар учун бирорта махсус яхши ифода

‘) Х а в д а т а н  дам,
У 4 =  а +  b (2')

булсин, бу ерда  а ва Ь рационал сонлар. Бу тенгликнинг дар  икки томони- 
ни У 2 га купайтирнб,

2 — а У 2  b

тенгликни досил киламиз Бу ерда  У Т  урнига унинг (2 ')  ифодасини кУ- 
йиб, уз-узидаи куриниб турган ш акл алмаштиришлардан сунг,  уш бу

(а +  Ь*) У 2 =  2 — аЬ ( 2 ' )

тенгликка келамиз. Агар а +  b1 =f= 0  булса, у долда

2 — аЪ

б у  эса мумкин эмас, чунки унг томонда рационал сон турибди. Агар  
а +  Ь1 = 0 булса, (2") га асосан, 2 — ab — 0 булади. Бу икки тенгликдан 
Ь3 — — 2 келиб чикади, бу эса b сон рационал булгани учун яна мумкин 
эмас.
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кидириш (гарчи бундай ифодани топиш мумкин булса >{ам) 
шарт эмас: агар а ва р сонлар тг сом ва цандайдир рационал 
сонлардан курсатилгай амаллар оркали *осил килинган булса, 
тушунарлики, худди шу з$ол а +  р, а -  р, ар ва шунингдек
(р=^0 булганда) сонлар учун ^ам уринли булади.

Р
Низ{Оят, исталган р а ц и о н а л  а, b коэффициентли а  +  bi 

комплекс сонлар тупламини олиб, з^алка зрсил киламиз; худ 
ди шу %ол а, b коэффициентлар фак;ат б у т у  № булганда >$ам 
уринли булади.

Куриб чикилган мисоллар сонли з^алкалар канчалик хилма- 
хил булиши тугрисида тулик тасаввур бера олмайди. Ш унга 
карамай, биз мисолларимиз руйхатини з^озирча давом эттир- 
маймиз ва сонли з^алкаларнинг махсус ва жуда му^им синфи- 
ни куришга утамиз. Бизга маълумки, барча рационал, барча 
закикий ва барча комплекс сонлар системаларида булиш ама- 
лини, шуб^асиз, истаганча бажариш (ноль сонига булиш^ан 
ташкари) мумкин, шу билан бирга бутун сонларни булиш, бу 
сонлар системасидан тацщарига чикади. Шу пайтга кадар биз 
бу фаркка жиддий эътибор бермаган эдик, зокикатда зса бу 
фарк жуда му^им булиб, ушбу таърифга олиб келади.

Ихтиёрий иккита сонининг булинмасини (булувчи, албатта 
нолдан фаркли деб фараз килинади) уз ичига олган сонли з$ал- 
кага сонли майдон  дейилади. Демак, рационал сонлар майдо
ни, закикий сонлар майдони, комплекс сонлар майдони туг
рисида гапириш мумкин, ва>;оланки. бутун сонлар з;алкаси 
майдон булмайди.

Сонли з^алкаларга юкорида келтирилган мисолларнинг баъ- 
зилари з^акикатда майдондир.'Аввало, рационал сонлар майдони- 
дан фаркли, ва бу майдонда бутунлай ётувчи майдонлар мавжуд 
эмас эканлигини кайд килайлик (биргина ноль сонидан таш 
кил топган системани майдон деб з^исобламаймиз). Датто, бун
дан кура умумийрок ушбу даъво з?ам уринлидир:

Рационал сонлар майдони $ ар  цандай сонли майдонда  
бут унлай  ётади.

Хакикатан кам, бирорта сонли майдон берилган булсин. Бу 
майдонни Р  з^арфи билан белгилайлик. Агар а сон Р  майдон- 
нинг нолдан фаркли ихтиёрий сони булса, у з{Олда Р  май юн 
а нинг узини-узига булинмасини, яъни бирни з^ам уз ичига 
олади. Бирни уз узига бир неча марга кушиб, Р  майдон б а р 
ча натурал сонларни уз ичига олишини з^осил киламиз. Иккин- 
чи томондан, Р  майдонда а —а  айирма, яъни ноль сони були
ши керак, шунинг учун з^ам нолдан исталган натурал соннинг 
айирмаси, яъни истатган манфий бутун сон з{ам Р  майдонга 
тегишли булади. Низ$оят, Р  майдонда бутун сонларнинг бу- 
линмаси з^ам, яъни умуман барча рационал сонлар ётади.
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Комплекс сонлар майдони жуда куп *ар хил майдонларни 
уз ичига олади, улар ичида рационал сонлар майдони энг 
кичиги булади. Чунончи юцорида курилган (фацатгина бутун 
булмаган) ^атто и х т и ё р и й  а , b р а ц и о н а л  коэффициентли

а  +  ЬУ~2 (5)

куринишдаги сонлар ^алцаси_майдон булади. Дар^ацицат, (5) 
куринишдаги иккита a - V b Y  2, в л с - ^ й  У ~2 сонларнинг бу- 
линмасини курайлик, шу билан бирга иккинчи сонни нолдан 
фарцли деб фараз циламиз; шунга кура с — b У ~2 сон ^ам 
нолдан фарцли ва шу сабабли

а  +  b\f~2 {а - \ - b V 2) (с — d V D  a c - 2 b d  ^ b c ^ a d  r — 

c + d V "2 (c  +  d / 2 )  (c — d V  2 )  c* — 2d* c * - 2 d *

Биз яна (5) куринишдаги сонни носил цилдик, шу билан бир
га унинг коэффициентлари рационаллигича цолди. Бу мисол- 
да V  2 сонини рационал сонлар майдонининг узида квадрат 
илдиздан чицмайдиган ){ар цандай рационал соннинг квадрат 
нлдизи билан алмаштириш мумкин эканлиги равшан. Чунончи, 
коэффициентлари а, b рационал сонлардан иборат булган a-\-bi 
куринишдаги сонлар майдон ташкил этади.

44-§. >^алца

Математиканинг турли булимларида, шунингдек, математи- 
канинг техникага ва табиатшуносликка татбицларида алгебраик 
амаллар жуда куп лолларда сонлар устида эмас, балки бутун- 
лай бошца табиатли объектлар устида олиб борилади. Китоб- 
IIинг олдинги бобларидан бундай мисолларни куплаб топиш 
мумкин—матрицаларни купайтириш ва цушиш, векторларни 
цушиш, купдадлар устидаги амаллар, чизицли алмаштириш
лар устидаги амаллар ш улар жумласидандир. Сонли налца- 
лардаги цушиш ва купайтириш амаллари ва шунингдек, ю ц о 
рида келтирилган мисоллардаги амаллар учун нам бажарила- 
диган алгебраик амалнинг  умумий таърифи цуйидагичадир.

Сонлардан ёки геометрик объектлардан, умуман, туплам 
элем ент лари  деб аталувчи цандайдир предметлардан ташкил 
топган М туплам берилган булсин. М  тупламнинг и с т а л г а н  
а b элементлар жуфти учун бирорта цонунга асосан М  туп- 
ламга тегишли булган учинчи с элемент б и р  ц и й м а т л и  
р а в и ш д а  мос цуйилган булса, у цолда бу т уп лам д а  а л геб 
р аи к  ам ал  аницланган  дейилади. Б у  амал цушиш  деб  ата- 
лиши мумкин, у нолда с элемент а  ва b элементларнинг йи
гиндиси  дейилади ва с =  a -J- b символ билан белгиланади; бу 
1 9 - з л »
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амал купайтириш  деб ^ам аталиши, яъни с элемент а  ва ft 
элементларнинг купайтмаси  деб аталиши мумкин: с =  ab\ 
ни>{Оят, М  тупламда аникланган амал учун янги терминоло
гия ва символика ^ам киритиш мумкин.

Сонли ^алкаларнинг ^ар кайсисида иккита боилик’ булма- 
ган амал—кУшиш ва купайтириш амаллари аникланган. Айи- 
риш ва булиш амалларига келсак, уларни янги амал деб 
караш мумкин змас, чунки тескари амалнинг  куйидаги ум у 
мий таърифини кабул килсак, улар мос равишда кУшиш ва 
купайтириш амалларига нисбатан тескари амаллардан иборат 
булади.

М  тупламда алгебраик амал, масалан, кушиш амали аник- 
ланган булсин. Агар М  тупламнинг и х т и ё р и й  иккита а, b 
элементи учун М  да b - \ - d  — a  тенгликни каноатлантирувчи 
я г о н a d  элемент мавжуд булса, цушиш амали учун  теска
ри  а м а л —айириш мавжуд дейилади. Бу ^олда d  элемент а  ва 
b элементларнинг айирмаси  дейилади ва d =  a  — b символ 
билан белгиланади.

Сонли майдонларда кУшиш ва шунингдек, купайтириш 
(кейингиси, маълумки, чекланган: булувчи нолдан фаркли бу
лиши зарур; тескари амалга эга. Майдон ташкил этмайдиган 
^алкаларда эса (масалан, бутун сонлар ^алкасидаги каби) 
факат кУшишгина тескари амалга эга.

Шу билан бир каторда, коэффициентлари тайинланган Р  
сонли майдондан олинган х  номаълумли барча купдадлар сис- 
темасида ^ам иккита амал—кушиш ва купайтириш амали 
аникланган, шу билан бирга кУшиш амали тескари ам ал—айи- 
ришга эга.

М аълумки, сонли ^алкаларда ^ам, купдадлар системасида 
^ам кушиш ва купайтириш амаллари ушбу хоссаларга эга 
(а, Ь, с —курилаётган сонли далканинг ихтиёрий сонларидан 
ёки курилаётган сксгеманинг ихтиёрий куп^адларидан иборат):

I. Кушиш коммутатив: а  +  b — b +  а.
II. Кушиш ассоциатив: а +  (b -f с )=  (a - f  b) -f с.
III Купайтириш коммутатив: ab — ba.
IV. Купайтириш ассоциатив: а(Ьс) =  (аЬ)с.
V. Куш иш  ва купайтириш дистрибутивлик конуни билан 

богланган: (a  f  b )c  =  ас +  Ьс.
Энди биз алгебранинг ж уд а  му^им тушунчаларидан бири 

булган з{алка тушунчасининг умумий таърифини келтириш 
учун тайёрмиз.

Агар R  тупламда ^ар иккаласи р м  коммутатив ва ассо 
циатив, шунингдек дистрибутивлик конуни билан богланган 
кушиш ва купайтириш амаллари аникланган булиб, шу билан 
бирга куш иш амали тескари амал—айиришга эга булса, бун
дай туплам ^ а л ц а  дейилади.
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Ш ундай цилиб, сонли залцалар ва коэффициентлари берил
ган сонли майдондан ёки заттоки берилган сонли залцадан 
олинган х  номаълумнинг купдадлари залцаси залцаларга ми- 
сол була олади. Халца тушунчасининг низоятда кенг эканли
гини ойдинлаштираднган яна бир мисол курсатамиз.

Математик анализ курси х  зацикий узгарувчининг ф у н к 
ц и я  с и  таърифидан бошланади. х  нинг р  м м а зациций ций- 
матлари учун аницланган ва зациций цийматларни цабул ци- 
ладиган функциялар тупламини олайлик ва бу тупламда 
цуйидаги усул билан алгебраик амаллар киригайлик: t (x)  ва 
g( x)  функцияларнинг йириндиси деб исталган х = х й нукта- 
даги киймати берилган функциялар цийматларининг йигинди- 
сига, яъни / ( jc0)+ S (-x'o) га тенг булган функцияга айтамиз, бу 
функцияларнинг купайтмаси  деб зар цандай л: =  х 0 нуцтадаги 
циймати берилган функцияларнинг цийматлари купайтмаси 
f (xa) ■ g ( x Q га тенг булган функцияга айтамиз. Курилаётган 
гупламда зар  кандай иккита функциянинг йигиндиси ва ку 
пай гмаси шубзасиз мавжуд. I—V хоссаларнинг Уринли экан
лиги зеч бир цийинчилш<сиз текширилади— функцияларни 
кушиш ва купайтириш уларнинг ихтиёрий х  даги цийматла- 
оини кушиш ва купайтиришга, яъни I—V хоссалар уринли 
булган зациций сонлар устидаги амалларга келтирилади. Ни- 
зоят, f {x)  ва g{x)  функцияларнинг айирмаси  деб, исталган 
х  =  х 0 нуцтадаги циймаги f ( x 0) — g ( x 0) айирмага тенг булган 
функциями айтсак, биз кушишга тескари булган айириш ама- 
лига келамиз. Ш у билан, барча ^ациций х  л а р  учун ашщ- 
ланган функциялар туплами унда юцорида баён эт илган  
усул  билан цушиш ва купайтириш а м а л ла р и  кирит илган-  
дан сунг х,алцага айланиши  исбот килинди.

Функциялар залкаларининг бошка мисолларини ф ункция
лар устида юкорида келтирилган амалларнинг таърифларини 

.узгаришсиз колдириб, аммо х  узгарувчининг, масалан, факат 
мусбат киймагларидагина аникланган функцияларни ёки х у з 
гарувчининг [0, 1] ораликдаги кийматларида аникланган ф унк
цияларни куриб зосил килиш мумкин. Умуман, берилган 
бирор аникланиш созасига эга булган барча функциялар  сис
темаси залка булади, Шунингдек, залцанинг мисолларини бе- 
рилган со>;ада аникланган барча функцияларни эмас, балки 
математик анализда Урганиладиган узлуксиз ф ункцияларнш  и- 
на караб зам зосил цилиш мумкин эди. Бошца томондан, 
комплекс узгарувчили комплекс функцияларни зам цара-ш 
мумкин эди. Умуман функцияларнинг турли залцалари турли 
сонли ^алцалар каби низоятда куп.

Халкаларнинг залца таърифидан бевосита келиб чицадигап 
баъзи э н г  с о д д а  х о с с а л а р и н и  урганишга утамиз. Бу 
хоссалар сонлар уч>н тула одатланилган, лекин улар I — V
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хоссаларнинг ва бир цийматли айириш амали мавжудлигининг 
натижаларигина эканлиги китобхонга баъзан кутилмаган нол 
булиб куриниши мумкин.

Аввало, I — V шаргларнинг анамияти нацида бир цанча му- 
лоцазалар келтирайлик. Коммутативлик цонунининг роли 
неч цандай изон талаб этмайди. Ассоциативлик цонунининг 
а^амияти цуйидагича: алгебраик амалнинг таърифида иккита- 
гина элементнинг йигиндиси ёки купайтмаси нацида гапири- 
лади. Агар биз, масалан, учта а, Ь, с элементнинг купайтма- 
сини аницламоцчи булсак, у нолда ушбу цийинчиликка дуч 
келамиз: аи  ва vc  (бу ерда ~ Ьс =  и, ab  =  v)  купайтма, уму- 
ман олганда, бир хил булмаслиги мумкин, яъни а(Ьс)Ф(аЬ)с. 
Ассоциативлик цонуни бу к^пайтмалар налцанинг биттагина 
элементига тенг булишини талаб цилади: энди бу элементни 
неч цандай цавссиз ёзиладиган abc купайтма сифатида цабул 
цилиш табиийдир. Бундан ташцари, ассоциативлик цонуни  
за л ц а н и н г  исталган чекли сондаги элементларининг ку-  
пайтмасини  (мос равишда йитндисини) бир цийматли р а 
вишда аницлаш га,  яъни исталган п та элементнинг купайтма
си цавсларнинг бошлангич тацсимотига боглиц булмаслигини 
исботлашга имкон беради.

Бу  даъво н и  я  сонга нисбатан индукция оркали исботлаймиз. л-= 3 учун 
исботланган булгани учун п >  3 деб  дособлаймиз, бунинг устига  бизнннг 
д а ъ в о и м и з  п  дан кичик барча бутун сонлар учун Уринли деб  ф араз  кил а 
миз. аъ а2, . . .  , ап элементлар берилган булиб, бу системада купайтириш- 
ни кандай тартибда  баж арилиш и кераклнгини курсатувчи кавслар  кандай- 
дир усул билан таксимланган булсин. Биринчи k та элементнинг аха^ . . . ak 
купайтмасини (бу ерда 1 <  k <  п — 1), «* +1я й+а... ап купантмага  купайтириш 
сУнгги ка дам  булади. Бу купайт.малар п дан кичик сондаги элементларнинг 
купайтмасидан  и5орат  булгани учун  фаразимизга кура  бир цийматли р а 
виш да аницланган булади, демак, исталган ч ва I лар  учун

. . .  f 2 ап) — (а1а2 al) (а/ +\а1+2 ап)
тенгликни исботлаш кифоя, Бунинг учун эса I — k  -f  1 булган долин куриш 
етарли. Ам м о бу долда

... аь =  b, o/l+fia lt+3 ... ап =» с 

деб, ассоциативли к  конунига асосан, &(аА+1с) =  (bak_̂ l) с тенгликни досил ки
ламиз. Ш у билан д а ъ в о  исботланди.

Хусусан, п та узаро бир-бирига тенг элементларнинг ку
пайтмаси ^ацида суз юритиш, яъни а  элементнинг мусбат б у 
тун п курсаткичли дараж аси а п тугрисида туш унча киритиш 
мумкин. Осонгина текшириш мумкинки, курсаткичлар билан 
бажариладиган амалларнинг одатдаги дамма цоидалари истал
ган налкада нам уринлилигича цолаверади. Ш унга ухшаш 
цушишнинг ассоциативлик цонуни а элементнинг бутун мус
бат п коэффициентли карраси па  нацидаги тушунчага олиб 
келади.



* и .  ХАЛЦА 293

Дист рибут ивлик цонуни, яъни кавсларни очиб ёзишнинг 
одатдаги коидаси з^алка таърифидаги кушиш ва купайтириш- 
ни богловчи ягона шартдан иборат; факат ш уконун  туфайли, 
юкорида келтирилган иккала амални биргаликда урганиш 
уларни ало.\ида-алоз{ида урганишга нисбатан купрок натижа 
беради. Дистрибутивлик конунининг ифодасида факатгина ' 
иккитз кушилувчининг йигиндиси иштирок этади. Аммо з^еч 
кандай кийинчиликсиз ушбу

(# ! +- 4* • • • a k)b ~  -Ь ~Ь • ■ • -Ь
тенгликни исталган k учун уринли эканлигини, ундан кейин 
эса йириндини йигиндига купайтиришнинг умумий коидасини 
з^ам исботлаш мумкин.

Х а р  цандай. л;алцада дистрибутивлик цонуни айирма  
учун %ам баж арилади.  Х^кикатан з^ам, айирманинг та^ьрифи- 
га асосан а —Ь элемент

b +  (а — Ь) =  а
тенгликни каноатлянтиради. Бу тенгликнинг з^ар иккала то- 
монини с га купайтириб ва тенгликнинг чап томонига дистри 
бутивлик конунини куллаб, куйидагини ){осил киламиз:

Ьс +  ( а Ь ) с  =  ас.
Демак, а —Ь)с элемент, ас ва Ьс элементларнинг айирмасига 
тенг:

(а — Ь)с =  ас — Ьс,

Айириш амалининг мавжудлигидан далканинг жуда муз^им 
хоссалари келиб чикади. Агар а  элемент к  далканинг ихтиё
рий элементи булса, у з^олда а —а  айирма далканинг бирор 
аник элементи булади. Унинг вазифаси сонли з^алкалардаги 
нолнинг вазифасига ухшаш, лекин аникланишига кура а —а 
элемент а  элементнинг танланишига боглик булиши мумкин. 
шунинг учун уни биз з{ОЭирча Ua билан белгилаймиз.

Аслида эса 0а элементлар барча а  лар учун узаро тенг 
эканлигини исботлаймиз. Дарз^акикат, агар b элемент Н з^алка- 
нинг ихтиёрий бошка элементи булса, у  золда

а  +  (b — а)  =  b

тенгликнинг з^ар иккала томонига 0а элементни кУшиб ва 
Оа +  а =  а тенгликдан фойдаланиб, топамиз:

оа +  Ь =  оа +  а +  (Ь — а)  =  а +  (Ь — а)  =  Ь.

Шундай килиб, оа =  b — b =  оь.
Биз %ар цандай R %алца бу ^алцанинг ист алган а э л е 

менти билан йигиндиси а га  тенг булади ган  %амда бир
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кийматли аницланган элементга  з г а  эканлигини нсботладик. 
Бу элементни R  .залцанинг ноли  деб атаймиз ва уни ноль 
сони билан алмашгириб юбориш хавфи жиддий эмас деб зи- 
соблаб, 0 символи билан белгилаймиз. Шундай цилиб, R  зал- 
цанииг барча а  элементлари учун

а  0 — с.

Сунгра, %ар цандай %алцада  исталган а элем ент  учун  
бир ц ,ймат ли аницланган %амда ушбу

а +  ( — а) =  0,

тенг л и ш и  цаноатлантирувчи царама-царши элем ент —а 
мавжуд. Бундай элемент 0 —а айирма булади. Унинг бир цин- 
матлилиги айипл:анинг бир цийматлилигидан келиб чнцади.
— а) =  а  эканлиги равшан. Далцадаги исталган иккита эле
ментнинг Ь—а  айирмасини энди ушбу

b — а -  b \  ( — а)

куринишда ёзиш мумкин. Дарзацицат,

[Ь +  ( — я)] +  а  =  b - f  [( — а) +  а\ =  b 4 0 =  Ь.

Х,алцанинг исталган а  элементи ва исталган бут ун мусбат  
сон п учун

п( -  а)  =  — (па)

тенглик уринли булади.
Хацицатан зам, цушилувчиларни группалаб, цуйидагшш 

зосил циламиз:

па  +  п( — а) =  п \а  +  ( — а)] =  п • 0 =  0.

Энди биз ^алцанинг манфий каррали  элементларини таъ- 
рифлаш имкониятига эга булдик: агар п >  0 булса, у ^олда 
узаро тенг булган п( — а) ва —(па)  элементларни ( - п ) а  о р 
цали белгилаймиз. Исталган а  элемент учун ноль каррали
О — а  элемент деб царалаётгац залцаиинг ноль элементини зи- 
соблаймиз.

Ноль элементнинг таърифи фацат -цушиш ва унга тескари 
амал орцали, яъни купайтириш амалидан фойдаланмасдан б е 
рилган эди. Аммо сонлар булган золда ноль сони купайти- 
ришга нисбатан ^ам характерли ва шу билан бирга ж уда му- 
зим хоссага эга. Исталган залцанинг ноли зам худди ш> 
соссага эга экан: %ар цандай  jfалцада исталган элем ент 

нинг нолга  купайтмаси нолга  тенгдир. Бу хоссанинг исботи 
бевосига дистрибутивлик цонунига таянади: агар а  элемент R
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налканинг ихтиёрий элементи булса, у нолда ёрдамчи л  эле
мент цандай булишидан катъи назар

а  • О =  а (х  — х )  =  а х  — а х  =  О
булади.

Нолнинг бу хоссасидан фойдаланиб, х,ар цандай за л ц а д а  
ист алган а , b элем ент лар учун

(— a)b  — — ab
\

т енглик уринли  эканлигини исботлаш мумкин. Хацицатан
I нам,
у ab  +  ( — а)Ь =  [а +  (— а)]Ь =  0 • 6 =  0.

Бундан, манфий сонларни купайтиришнинг бизга яхш и таниш 
булса да, бирок бирмунча сирли булган— „манфпйни манфийга 
купайтмаси мусбатни беради“—деган коидаси налканинг таъ- 
рифидан нам келиб чикади, яъни исталган х;алцада

( — a ) (  — b) =  ab
т енглик уринли булади.

^акикатан  нам,

(— а)( — Ь) — — [а{ — ft)] =  — ( — ab) — ab.
Энди нар кандай налкада нам исталган элементнинг карра- 

лари учун (шулар катори манфнйлари учун нам) бирор сон-- 
пинг карраларн билан бажариладнганамалларнинг намма кои* 
далари узгармай колишини китобхоннинг узи нам осонликча 
нсботлаши мумкин.

Шундай килиб, ихтиёрий налкадаги-алгебраик амаллар сон
лар устидаги амалларнинг биз учун одат булиб колган куп- 
гина хоссаларига эга булади. Аммо сонларни кушиш ва к у 
пайтиришнинг нар кандай хоссалари нар кандай налкада нам 
сакланиб колади деб уйлаш керак эмас. Масалан, сонларнинг 
купайтмаси юкорида курсатилган хоссанинг тескарисига нам 
эга: а г а р  и к к и т а  с о н н и н г  к у п а й т м а с и  н о л г а  т е н г  
б у л с а ,  у н о л д а  к у п а й т у в ч и л а р н и н г  к а м и д а  б и т -  
т а с и  н о л г а  т е н г  б у л а д и .  Бу хоссани исталган налка 
учун таркатиб булмайди—баъзи налкаларда нолдан фаркли 
элементларнинг шундай жуфтини курсатиш мумкинки, у л а р 
нинг купайтмаси нолга тенг булади, яъни а ф 0, Ь ф  0, лекин 
ab  =  0; бундай хоссага эга булган элементларга нолнинг б у 
лувчилари  дейилади.

Нолнинг булувчилари мавжуд булган ^алкаларнинг мисол- 
ларини, табиийки, сопли налкалар ичида топиш мумкин эмас. 
Нолнинг булувчиларини сон коэффициентли купнадлар налка- 
си нам Уз ичига олмчйди. Аммо функцияларнинг куп налка- 
лари нолнинг булувчиларига эга булади. Аввало, з^ар кандай
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функциялар ^алкасининг ноли узгарувчининг барча кийматла- 
рида нолга тенг булган функция эканлигини ь;айд киламиз. 
Энди х  нинг барча з^акщий цийматларида аникланган ушбу 
f (x)  ва g ( x ) функцияларни тузайлик:

/ ( л ) = 0 ,  агар * < 0  булса, / (< )  =  * , агар * > 0  булса; 
g(x)  — х,  агар * < 0  булса, g ( .* )= 0 ,  агар л > 0  булса.

Бу функцияларнинг иккаласи з^ам нолдан фаркли, чунки 
уларнинг кийматлари х  нинг з^амма кийматларида з^ам нолга 
тенг эмас; бу функцияларнинг купайтмаси эса нолга тенг.

Халка т аъ р и ф и га  кирган 1—V ш артларнинг даммаси *ам бир хил тарз- 
да зарур  эмас. Ф аннинг ривожланиши шуни кУрсатадики, кУшишнимг I ва
II хоссалари ва V дистрибутивлик конун барча  татбикларда бажарилган 
булиб, х,ал1<а т аъ р иф и га  купайтиришнинг III ва IV хоссаларинннг ки| итилн- 
ши купинча кер агидан  ортик тор булиб, л,алка тушунчасининг татбик эти- 
лиши мумкин булган  со^асини торайтиради. Масалан, закикий элементли 
и-тартибли к в ад р ат  матрицалар, матрицаларни кУшиш ва купайтириш  амал
лари билан Караганда, купайтиришнинг коммутативлик конуиидан ташцари. 
за л к а  т аъ р и ф и г а  кирган барча талабларни каноатлантиради. Коммутатив 
булмаган ку пайтир иш лар  билан шунчалик куп ва шундай муз^им лолларда 
учраш иш га тугри  келадики, *озирги пайтда .д а л к а ’ термипи оркали' но 
коммутатив %алца (аникроги купайтиришнинг нокоммутатив булиш и мум- 
кинлиги м аъ но си д а  коммутатив булиши ш арт  булмаган калка) тушуниладн 
Халкаларнинг Ш  ш ар т  бажариладирвн хусусий .^оллари эса коммутатив  
^алцалар  деб  аталади .

С унгги  вактда  купайтиришга нисбатан ассоциатив булмаган .ч.алкаларга 
*ам кизикиш  ортиб  бормокда  ва дозир  халкаларнинг умумий назарияси 
энди ноассоциатив  (яъни ассоциатив булиши шарт булмаган) -\алкалар на
зарияси сиф атида  яратилмокда. Бундай дал^аларпинг энг содда  м и с о ш  
в екторларн и  кУшиш ва (аналитик геометрия курсидан таниш булган) век- 
торларнинг век то р  купайтмаси амалларига  нисбатан уч улчовли евклид фазо- 
сидагй век т о р л ар  туплами булади.

45-§ . Майдон

Сонли ^алкалар  ичидан булиш амали бажариладиган (нол
га булишдан ташцари) з^алкалар ажратиб олиниб, сонли май
донлар деб  аталганй каби, буни умумий з^олда з^ам бажариш 
табиийдир. Аввало, нолнинг купайтиришга нисбатан юкорида 
исботланган хоссасига кура, %ея цандай %алцада нолга  б у 
лиш мумкин эмаслигини цайд циламиз: а  элементни нолга 
булиш 0  - х  — а  тенгликни цаноатлантирувчи к ни топиш де- 
макдир, бу эса а ф  0 булганда мумкин эмас, чунки тенглик
нинг чап томони нолга тенг.

Ушбу таърифни киритамиз:
Агар Р  ,\'алка факат биттагина нолдан ташкил топмаган 

булиб, шу билан бирга унда нолга булишдан бошка з^амма 
з{олларда, булиш  амали бир кийматли равишда бажарнлса, 
яъни Р  дан олинган исталган а в а 6 ( у л а р д а н  b н о л д а н
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ф а р к л и )  элементлар учун Р  да bq =  тенгликни цаноат- 
лантирувчи, я г о н а  q элемент мавжуд булса, Р  ^алца м ай
дон  дейилади. q элемент а ва b элементларнинг булинмаси
дейилади ва q =  — символи. билан белгиланади.1) 

ь
Барча сонли майдонлар майдон учун мисол вазифасини 

бажариши тушунарлидир. Дациций коэффициентли ёки у м у 
ман коэффициентлари бирор сонли майдондан олинган х  но
маълумнинг купдадлари ^алцаси майдон ташкил этмайди— 
купдадлар учун мавжуд булган цолдицли булиш, шуб^асиз, 
майдон таърифида фараз килинадигац „цолдицсиз“ булишдан 
фарц цилади. Иккинчи томондан, %щиций коэффициентли  
барча каср рационал функциялар туплами  (25-§ га царанг), 
худди рационал сонлар майдони бутун сонлар ^алцасини уз 
ичига олгани каби, купдадлар ^алцасини уз ичига олувчи 
майдон ташкил этишини курсатиш осой.

Функциялар ^алцалари орасида майдонларнинг бошца бир 
цанча мисолларини курсатиш мумкин эди, лекин биз уларга 
тухталиб утирмай, бутунлай бошца типдаги мисолларга ута- 
миз.

Барча сонли ^алцалар ва умуман, биз шу даврга цадар 
курган барча ^алцалар чексиз куп элементга эга эди. Аммо 
фацат чекли сондаги элементларга эга булган ^алцалар ва 
■чатго майдонлар ^ам мавжуд. Математиканинг махсус тар- 
MOFH—сонлар назариясида му^им восита сифатида ишлатила- 
диган чекли ^ а л ц а л а р  ва чекли майдонларнинг  энг содда 
мисоллари цуйидаги усул билан тузилади.

1 дан фарцли исталган натурал сон п ни оламиз. Агар а 
ва b бутун сонларни п га булинганда цолдицлар бир хил б у л 
са, яъни уларнинг айирмаси п га цолдицсиз булинса, бу сон
лар п модуль буйича т ащ осланувчи  дейилади. Бу

а 53 b (mod п)
каби белгиланади. Барча бутун сонлар ^алцаси п модуль бу
йича узаро таццосланувчи п та кесишмайдиган

Со, С и ... > C4_i ( 1)

сонлар синфларига ажралаяи, бу ерда Ck ( k =  0,1, . . . , п —\)  
синф п га булганда k цолдиц цолувчи сонлардан ташкил топ
ган. Бу синфларни цушиш ва купайтиришни тамомила табиий 
усул билан аницлаш мумкин.

О Майдонда булишнипг ягоналиги, худди далца т аъ р и ф и д а  ф а р а з  килин- 
ган айиришиинг ягоналиги каби, дацикатда майдон ёки  мос р ави ш да  дал^а 
т аъ ги ф и га  кирувчи бош ка ш артлар  ёрдамида осонгина исботланиш и мум
кин.
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Шу максадда (1) системанинг исталган (шу билан бирга 
з^ар хил булиши шарт булмаган) Ск ва С, синфларни оламиз. 
С* синфнинг-исталган сонини С, синфнинг исталган сони билан 
кушиб, биз бирорта тамомила аник синфнинг сонларини зосил 
Н'иламиз. Бу сон, агар £ +  /<га булса, Ck+i синфда, агар k \  1>п  
булса, С*+ /_ я синфда ётади. Б у  муло^аза синфларни цушиш- 
нинг ушбу таърифига олиб келади:

k - \ - l< ^ n  да Ск-\-С[— Ch+i\
да Сл+  Cj—Cfi+i-n. (2)

Иккинчи томондан, Ck синфнинг исталган сопини Q  синфнинг 
исталган сонига купайтириб, биз яна бирор тамомила аник 
синфнинг, яъни Сг синфнинг (бу ерда г сон kl купантмани п 
га булишдаги колдик) сонларини ^осил киламиз. Шунга кура 
биз синфларни купайтиришнинг ушбу таърифини кабул ки
ламиз:

Ck • С, =  СТ, бу ерда kl =  nq  +  г, 0 <  г <  га. (3)

п м одуль буйича узаро  таццосланувчи бутун сонлар  
синфларининг  (1) системаси, (2) ва (3) шартлар билан аниц- 
ланган а м а л л а р га  нисбатан з а л ц а  ташкил этади. Даки- 
Катан з$ам, ^алка таърифидаги I—V шартларнинг уринли бу- 
лишини бевосита текшириш оркали осон курсатиш мумкин, 
шунингдек, I—V шартлар бу шартларнинг бутун сонлар з$ал- 
касида уринли эканлиги ва бутун сонлар устидаги амаллар 
билан синфлар устида токорида курсатилган амаллар орасида- 
ги богланишдан з$ам келиб чикади. Нолнинг ролини, равшан- 
ки, п га колдиксиз булинадиган сонларнинг С0 синфи уйнайдн. 
Ck, й =  1, 2,. . . ., га—1, синф учун карама-карши синф С„ * 
синф булади. Демак, синфларнинг (1) системасида айиришни 
аниклаш мумкин, яъни бу система з^алка таърифига кирган 
*амма шартларнй каноатлантиради. Хосил булган ^алкани Zn 
оркали белгилашни шартлашамиз.

А гар  п сон м ураккаб сон булса, у  з о л д а  Z n з а л ц а  нол
нинг булувчиларига  эга, шунинг учун ^ам куйида курсатнл- 
ганига асосан майдон була олмайди. Дар^акикат, агар n - k l  
булса (бу ерда 1 <  k <  п, 1 <  I <  га), у ^олда Ck ва С, синф
лар нолинчи С0 синфдан фаркли, аммо синфларни купайтириш 
нинг таърифига асосан ((3) га каранг) Ck ■ С1 =  С0.

А га р  п сон туб сон булса, у з о л д а  Z n з а л ц а  майдон  
булади.

Хакикатан з^ам, бизга Ck ва Ст синфлар берилган булсин, 
шу билан бирга Ск ф С й, яъни 1 < & < г а — 1 булсин. Ст ни С. 
га булиш мумкин эканлигини' курсатиш, яъни Ck • С1 =  Ст тенг
ликни каноатлантирувчи С, синфни гопиш лозим. Агар Ст — С0
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булса, у ){Олда С, =  С0 булади. Агар Ст =/= С0 булса, у 
^олда

Ь, 2k, 3<?.............( n - \ ) k  (4)
сонлар системасини куздан кечирамиз. Бу сонларнинг барчаси 
С0 нолинчи синфдан ташцарида ётадй. Чунки туб сон п дан 
кичик булган иккита натурал соннинг купайтмаси п га булиниши 
мумкин эмас, Сунгра (4) системанинг ^еч цандай иккита сони 
sk ва tk  (бу ерда s <  t)  битта синфда ётиши мумкин эмас, 
акс ^олда уларнинг айирмаси

tk  — sk =  (t — s)k 
n га цолдицсиз булинган булар эди, бу эса п соннинг туб- 
лигига яна Зиддир. Шундай цилиб, С0 дан фарцли з^ар бир 
синфда (4) системанинг фацат битта сони ётади. Хусусан, Ст 
синфда Ik (бу ерда 1 < / < #  — 1) сон ётади, яъни Ct -Ck= C m ва 
демак, С, синф Ст ни Ck га булгандаги изланаётган булинма 
булади.

Шундай цилиб, биз чексиз куп jjap хил чекли майдонлар 
ни )$осил цилдик: фацат иккитагина элементдан иборат булган 
Z 2 майдон, ва шунингдек Z 3, Z &, Z 7, Z u ва ^оказо майдонлар.

Майдонда булишнинг мавжудлигидан келиб чицадиган б а ъ  
з и  х о с с а л а р н н  му^окама цилишга утамиз. Бу хоссалар 
^алцаларнинг айириш мавжудлигига асосланган хоссаларига 
ухшаш булиб, худди шу каби муло^азалар орцали исботлан- 
гаии сабабли, уларни исботлашни уцувчининг узига ^авола 
цилицади.

\ а р  цандай Р  майдон бир цийматли равишда аницлан
ган шундай элементга э га ки , уни шу майдоннинг исталган  
а элементига купайтмаси яна а  га тенг. Нолдан фарцли
барча а  лар учун узаро тенг булган — булинмалар билан

d »
бир хил булган бу элемент Р  майдоннинг бири  дейилади ва
1 символи билан белгиланади. Шундай цилиб,

Р  майдонга тегишли барча а  лар учун а - \  =  а.
Х,ар цандай майдонда нолдан фарцли исталган а  элемент  

учун
а  • а -1 =  1

т енгликни цаноатлантирувчи бир цийматли аницланган
т ескари элемент  а -1 мавж уд,  чунончи а -1 =  — . Равшанки,

а

( а - 1 ) -1 =  а. Энди — булинмани
а

6 , - 1— =  Ь ' а  
а

куринишда ёзиш мумкин.
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Нолдан фаркли исталган а  элемент ва исталган мусбат бу
тун сон п учун

(а -1 )” =  (а")-1
тенглик уринли булади. Узаро бир-бирига тенг бу элементлар
ни а~п оркали белгилаб, биз майдон элеменгининг манфий  
дараж аларига  келамиз. Булар  учун амалларнинг одатда кул- 
ланиладиган коидалари сакланиб колади. Ни^оят, барча а  лар 
учун а ° =  1 деймиз.

Бирнинг мавжудлиги майдоннинг характерли хусусияти 
эмас: бутун сонлар ^алкаси, масалан, бирга эга. Ш у билан 
бирга ж уф т сонлар ^алкаси мисоли курсагадики, ?<амма ){ал- 
калар з?ам бирга эга булавермайди. Иккинчи томондан, бирга 
эга булган з^амда нолдан фаркли исталган элементнинг теска- 
рисини з?ам уз ичига олган з^ар кандай з^алка майдон булади.
Хакикатан *ам, бу з?олда —, а ф 0 булинма вазифасини b -а~ 1

а
купайтма бажаради. Бу булинманинг ягоналиги осонликча ис- 
ботланади.

Х,еч цандай майдон нолнинг булувчиларини у з  ичига ол-  
маслигини  кайд киламиз. Хакикатан з^ам, a b = 0, аммо а Ф 0 
булсин. Тенгликнинг з^ар иккала томонини с -1 элементга ку- 
пайтириб, чап томонда ( a - 1 * a) b — \ - b  =  Ь ни, унг томонда 
эса а _1-0 =  0 ни, яъни 6 = 0  ни з?осил киламиз. Бундам %ар 
цандай майдонда исталган тенгликни нолдан ф арцли  ум у
мий купайтувчига цисцартириш мумкин  эканлиги келиб ч и 
кади. Хакикатан з^ам, агар ас =* Ьс ва с ф  0 _ булса, у  зрлда 
(а —Ь)с—0 булади, бундан а — Ь =  0 , яъни а =  Ь.

— булинманинг (бу ерда Ьф О) таърифидан ва уни юкори- 
ь

да исботланганига кура a b ~ 1 купайтма шаклида ёзиш мумкин 
эканлйгидан касрлар устидаги ам алларда  ишлатиладиган  
одатдаги барча цоидалар х,ар цандай майдонда х,ам сацла- 
ниб цолишини  кийинчиликсиз келтириб чикариш мумкин, яъни

а __ с
Ь ~  d

тенглик a d  — bc булганда ва факат шу золда бажарилади;
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М айдон характеристикаси . Сонли майдонларнинг *амма 
хоссалари ^ам ихтиёрий майдон булган золда сацланиб цо 
лавермайди. Масалан, 1 сонини узини-узига бир неча марта 
цушиб, яъни бирнинг исталган бутун мусбат карралисини олиб, 
биз зеч  цачон нолни зосил цила олмаймиз, ва умуман, бу 
зам ма карралилар, яъни барча натурал сонлар бир-биридан 
фарцли. Агар биз цандайдир чекли майдонда бирнинг бутун 
карралиларини олсак, улар орасида тенг булгаллари албатта 
булади, чунки бу майдонда турли элементларнинг сони чекли. 
Агар Р  майдонда бирнинг замма бутун карралилари Р  май
доннинг турли элементларидан иборат булса, яъни к ф 1 бул 
ганда k - \ i = l - \  булса, у золда Р  майдон ноль характеристи-  
кага  эга дейилади: масалан, барча сонли майдонлар шундай 
майдонлардир. Агар шундай k ва I бутун сонлар мавжуд б у 
либ, 6 > /  булса, аммо Р  майдонда 6 - 1 = / - 1  тенглик уринли 
булса, у золда (k — / ) - 1 = 0  булади, яъни Р  да бирнинг ш ун 
дай мусбат бутун карралиси мавжудки, у нолга тенг. Бу зол- 
да Р  чекли характ ерист икали  майдон дейилади. Агар р  сон 
Р  майдоннинг бири билан купайтмаси нолга'айланувчи бирин
чи мусбат коэффициент булса, бундай майдон р  характ ерис
т икали  майдон дейилади. Хамма чекли майдонлар чекли х а 
рактеристикали майдонларга мисол булади; шу билан бирга 
чекли характеристикали чексиз майдонлар зам  мавжуд.

А гар  Р  майдон р  характ ерист икага эга  булса, у  %олда 
р т уб  сон булади.

Хакикатан зам, p  =  s t  тенгликдан (бу ерда s < p ,  t < p )  
(s- 1) (/  • 1) =  р  ■ 1 =  0 тенглик келиб чицар эди, яъни майдон
да нолнинг булувчилари булмагани учун ёки s • 1 =  0 , ёки 
t • 1 = 0 , аммо бу характеристиканинг майдон бирини нолга 
айлантирувчи мусбат коэффициентлар ичида э н г  к и ч и г и  
деб таърифланишига зиддир.

А гар  Р  майдоннинг характ ерист икаси р  га  тенг б ул са , 
у  %олда бу майдондаги ист алган а  элем ен т  учун р а =  0 
т енглик уринли булади. Агар Р  майдоннинг характ ерист и
каси 0 булса ва п бутун сон булиб, а —бу майдоннинг э л е 
менти булса, у х,олда а ф 0  ва пфО дан паф О  кели б  чицади.

Хацицатан зам, биринчи золда  ра  элементни, яъни зар  би
ри а  га тенг булган р  та цушилувчининг йигиндисини а  ни 
цавсдан ташцарига чицариб, ушбу куринишда ёзиш мумкин:

р а  =  а (р - 1) =  а • 0 =  0.
Иккинчи золда 'па — 0, яъни а  (га • 1 ) = 0  тенгликдан аф О  

. булганда /г* 1 = 0  тенглик келиб чицар эди, яъни майдоннинг 
характеристикаси нолга тенг булгани учун п —0  булади.

Цисм майдонлар, кенгайтм алар . Р  майдоннинг Р'  туплам- 
ни ташкил цилуьчи цисми Р  майдонда аницланган амалларга
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нисбатан яна майдон ташкил этсии, яъни Р  майдоннинг цисми 
булган Р'  тупламнинг исталган иккита а  ва Ь элементлари
учун а +  b, ab, а — Ь ва Ьф0 булганда— элементлар Я '  га те-

ь
гишли булсин (I—V конунлар Я д а  бажарилгани учун шуб^а- 
сиз Р'  да з$ам бажарилади).У золда Р' майдон Р  майдоннинг 
Кием майдони, Р  эса Р' майдоннинг кенгайтмаси  дейилади. Р  
майдоннинг ноли ва бири Р' да *ам бор {Р ! га *ам тегишли) 
булиб, улар Я ' да ^ам ноль ва бир вазифасини бажаради. М а
салан, рационал сонлар майдони закикий сонлар майдонининг 
цисм майдони, барча сонли майдонлар комплекс сонлар май
донининг кием майдонлари булади.

Р  майдонда Р' кием майдон ва Р' майюндан таищарида 
ётувчис элемент берилган булсин ва биз ^ам Р' ни, зам с ни уз 
ичига олувчи минимал Р" к исм майдонни топ дик дейлик. Бун
дай минимал кием майдон факат бигта булади, чунки агар Р'" 
худди шу хоссаларга эга булган яна битта кием майдон бул- 
ганида эди, у золда Р" ва Р'" кием майдонлариинг кесишмаси 
(яъни бу икки кием майдонларнинг умумий элементларидан 
ташкил топган туплам) Р' ни зам, с ни зам ва узининг истал- 

"ган иккита элементи билан бирга уларнинг йигиндисини (бу 
Чигинди Я" да ^ам, Я'" да зам мавжуд булгани сабабли у л ар 
нинг кесишмасида зам мавжуд булади) ва шунингдек, у лар
нинг купайтмаси, айирмаси ва булинмаларини >;ам уз ичига 
олган булар эди; бошкача суз билан айтганда, бу кесишма Я" 
Кием майдоннинг минималлигига зид равишда кием майдон бу
лар эди. Биз Р" майдон Р' майдонга с элементна цуишб 
олишдан %осил цилинган майдон  деб атаймиз ва Р" •= Р' (с) 
ёзувни ишлатамиз. Р'(с) майдон с элементдан ва Я' майдон
нинг барча элементларидан ташкари, уларни кушиш, купайтн- 
риш, айириш ва булиш амаллари оркали ^осил буладиган барча 
элементларни зам  уз ичи'га олиши тушунарлидир. Мисол си- 
фатида 43-§да курилган рационал сонлар майдонининг рационал 
а, b коэффициентли a - \ - b y r2 куринишдаги сонлардан таш 
кил топган кенгаптмасини келтириш мумкин; бу кенгайтма 
рационал сонлар майдонига У 2 сонинн кушиб олишдан 3 0 - 
сил булади.

46*- §. ^алцаларнинг (майдонларнинг) изоморфизми.
Комплекс сонлар майдонининг ягоналигиW

Халкалар назариясида изоморфизм тушунчаси катта роль 
уйнайди. Чунончи, агар L ва L' залкалар орасида шундай у з 
аро бир кийматли мослик урнагиш мумкин булсаки, бу мос- 
ликка асосан L нинг ихтиёрий а  ва b элементлари ва U  нинг 
уларга мос келувчи а \  Ь' элементлари учун а-\-Ь йигиндига
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а' +  Ь' йигинди, ab  купайтмайтмага эса а'Ь' купайтма мос кел- 
са, L ва L' халцалар изоморф  дейилади.

L ва L' залцалар орасида изоморф мослик урнатилган б у л 
син. Б у мосликка кура L за лцан ин г ноли. 0 га V  залцан ин г  
ноли  0' мос келади  Дар^ацицат, 0 элементга L' налканинг с' 
элементи мос келсин. L нинг ихтиёрий а  элементи ва L' нинг 
унга мос келувчи а' элементини олэмнз. У \голда а -+ 0 эле
ментга а' элемент мос келиши керак, аммо а  -Ь 0 — а  бул- 
ганлиги сабабли a'  - f c '  =  а ', бундан с' =  0'.  Сунгра, — а э л е 
ментга —а' элемент мос келади, Хацицатан -чам, эле
ментга d'  элемент мос келган булсин. У золда  а + ( —<z)*=0 
элементга а' +  d'  элемент мос келиши зарур, яъни a'-f-d'*-0'] 
бу тенгликдан d' =  — а' келиб чикади. Бундан L даги э л е 
ментларнинг айирмасига L' да ул арга  мос келувчи элем ен т 
ларнинг айирмаси мос келиши келиб чицади. Худди шу каби 
мулозазалар билан агар L залца бирга эга булса, у золда бу 
элементнинг образи (яъни царалаётган изоморфизмга кура L' 

.да унга мос келувчи элемент) L' залцанинг бири булади ва 
пгар L нинг а  элементи а -1 тескари элементга эга булса, у 
,\олда а~ 1 элементнинг L' даги образи а ’ элементга тескари 
элементдан иборат эканлигини курсатиш мумкин.

Бундан келиб чицаднки, майдонга изоморф булган з а л 
цанинг узи за м  майдон булади. Халцанинг нолни булувчи- 
ларига эга эмаслик хоссаси изоморф мосликда >$ам сацланиши- 
ни осонликча куриш мумкин. Умуман, изоморф ^алцалар бир- 
бирларидан элементларининг табиати билангина фарц цилиши 
мумкин, лекин улар узларининг алгебраик хусусиятлари буйича 
айнандирлар; агар бирор залцага нисбатан исботланган зар  
цандай теореманинг исботида амалларнинг хусусиятигина иш- 
латилган булиб, бу залца элементларининг индивидуал' хусу- 
сиятлари эътиборга олиимаган булса, у золда  бу теорема шу 
^алцага изоморф булган барча ззлцалар учун зам уринли б у 
лади. Шу сабабга кура биз изоморф з а л ц а л а р  ёки майдон- 
ларни з а р  х и л  деб зисоблам айм из ; улар биз учун фацат 
битта >;алка ёки майдоннинг турли намуналаридан иборат б у 
лади

Бу тушунчани комплекс сонлар майдонини тузиш масала- 
сига татбиц этайлик, 17- § да баён цилинган комплекс сонлар 
майдонини текислик нуцталаридан фойдаланиб тузиш комплекс 
сонлар майдонини тузишнинг ягона усули эмас.Текисликдаги нуц- 
талар урнига координаталар бошидан чицувчи кесмаларни >век- 
торларни) олиб ва бу векторларни координата уцларидаги а,Ь 
компонентларл орцали бериб, векторларни цушиш ва купай- 
тириш амалларини худди текислик нуцталари учун цилгани- 
миз каби, 17-§ даги ’2) ва (3) формулалар ёрдамида аницлаб
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олиш зам мумкин эди. Текислик нуцталари зам, текисликдаги 
векторлар зам зациций сонларнинг тартибланган (а,Ь) жуфт- 
лари билан берилишини эътиборга олиб, барча бундай жуфт- 
лардан тузилган тупламни олиш ва унда юцорида курсатилган 
параграфнинг (2) ва (3) формулалари буйича цушиш ва к у 
пайтириш амалларини киригиб, умуман геометрик материални 
жалб цилишдан воз кечиш зам мумкин эди.

Хацицатда, бу майдонларнинг зар  бири зам узларининг 
алгебраик хусусиятларига кура фарц цилиб булмайдиган май
донлар эканлигини ушбу теорема курсатади:

Хациций сонлар майдони D  нинг D  майдонга

л 2 -f- 1 =  0 (1)
т енглама илдизини цушиб олишдан л;осил булган  барка  
кеш ай т м алари  узаро  изоморф майдонлардир.

Хацицатан зам, D  майдоннинг цандайдир Р  кенгайтмаси 
берилган булиб, у (1) тенглама илдизини цаноатлантирувчи 
элементни уз ичига олган булсин. Бу элемент учун белгилаш-* 
ни танлаш бизнинг ихтиёримизда ва биз шу мацсадда i зар- 
фини ишлатамиз. Шундай цилиб, i2 +  1 = 0  (бундан i =  — 1) 
тенглик уринли булади, бу ерда даражага кутариш ва цушиш 
амалларини Р  майдонда аницланган амаллар маъносида тушу- 
ниш лозим. Биз зозир D  майдонга i элементни цушиб олиш 
дан зосил буладиган D ( i )  майдонни, яъни Р  майдоннинг D  
майдонни зам, i элементни зам уз  ичига оладиган минимал 
цисм майдонини топмоцчимиз.

Шу мацсадда Р  майдоннинг

а =  a - f  bi  (2)
куринишда ёзиш мумкин булган барча элементларини курай- 
ли'к, бу ерда а  ва Ь—ихтиёрий зациций сонлар, о соннинг i 
элемент билан купайтмасини замда а  сонншгг бу к у п а й т е  
билан йигиндисини Р  майдонда аницланган амаллар маъносида 
тушуниш керак. Я  майдоннинг зеч  цандай а элементи иккита 
бундай куринишдаги зар  хил ёзувга эга эмас:

Ь ф Ь  ва a — a - \ - b i  — a  +  bi
тенгликдан

* =  * = 4  
ъ — ь

келиб чицар эди, яъни i  зациций сон булиб цолар эди; агар 
b =  b булса, у  золда  а =  а  булади. Р  майдоннинг (2) кури- 
нишда ёзиладиган элементлари цаторига, хусусан, барча з а 
циций сонлар (Ь =  0 булган зол),  шунингдек, i  элементнинг 
узи зам ( а —0, £ =  1 булган зол) киради.



(2) кУринишдаги барча элем ент лар т уплам и Р  майдон
нинг цисм майдонини ташкил этишини курсатамиз-, у з о л 
да бу майдон изланаётган D (i)  майдоннинг худди узи булади. 
Бизга а =  а  +  bi ва $ — c - \ - d i  элементлар берилган булсин. У 
золда Р  майдонда бажариладиган кушишнинг коммутативлиги 
ва ассоциативлши замда дистрибутивлик цонунига таяниб,

a -J- р =  (a -j- bi) -f- (с 4~ di) =  (й *{- с) -)- (Ы dl)
ни топамиз, бундан

а. — (а с) (b f  d ) i ,  (3)
яъни бу йигинди яна р р ал аётган  элементлар тупламига те- 
гишли булади. Сунгра,

- p  =  ( - c )  +  ( - r f ) / ,

у золда (3) тенгликка кура р - f  (— Р) =  0 - f  01 =  0  тенглик 
уринли булади, шунга кура

а — 3 =  а -(-■(— 3 =  (а — с) +  (b — d) i, (3')
яъни айириш зам бизни каралаётган тупламдан четга олиб 
чикмайди. Р  майдондаги амаллар учун уринли булган I—V хос- 
салардан яна фойдаланиб зам да i2 — — 1 тенгликка гаянган 
золда

=  (a - f  bi) (с 4  di) — ас +  ad i  -f- bci +  bdi2
ни топамиз. Яъни

аЗ =  (ас — bd) +  (ad -\- be) i\ (4)
шундай килиб, (2) куршшшдаги исталган иккита элементнинг 
купайтмаси яна худди шу куршшшдаги элемент булади. Ни- 
зоят, { ^ 0 ,  яъни с, d  сонлардан камида бири нолдан фаркли 
деб фараз киламиз. У золда c —d i+ O  булади ва

(с +  d l) (c—dl) — с2 — ( d i y  =  с* -  d'42 =  с* +  d \
шу билан бирга с2 4- d 2 ф  0. Шунга кура, з ар  канДай майдон
да зам каерлар учун ишлатиладиган одатдаги коидалар сак- 
ланиб колади, деган ва олдинги параграфда кайд килинган 
даъводан фойдаланиб, хусусан бу даъвога кура, касрнинг су- 
рати ва махражшш нолдан фаркли бир хил элементга куп ай 
тириш билан у узгармай колншини эътиборга олиб топамиз:

_а__а +  Ы __  (а +  Ы) (с — dl) _  (ас +  bd) +  (be — ad) I
P с +  di (c +  d i) (c  — di) c24  d*

яъни бу
a __ас -j- bd  , be — ad   ̂ .

p ~  c 4 &  ca 4 d 3 
элемент яна (2) куринишга эга.
2 0 - 3 9 1 9
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Энди Р  майдоннинг биз %осил цилган D (i) цисм майдони  
текисликнинг нуцталаридан ташкил топган ва 17- § да  
т узилган майдонга изоморф эканлигини курсатайлик. D  (г) 
майдоннинг a + b i  элементига (а,Ь) нуцтани мос цуйиб, D( i )  
майдон элементларини (2) куринишда ягона усул билан ёзиш 
мумкинлиги сабабли бу майдон элементлари билан текислик- 
даги барча нуцталар орасида узаро бир цийматли мослик ур- 
натамиз. Бу мосликда а  зациций сонга а  =  а  +  0/ тенгликка 
кура (а, С) нуцта мос келади, / =  0 +  1г элементга эса (0,1) 
нуцта мос цуйилади. Иккинчи томондан, ушбу параграфнинг
(3) ва (4) формулаларини 17- § нинг (2) ва (3) формулалари 
билан солиштириб, D(i )  майдондаги а ва р элементларнингйи- 
гиндиси ва купайтмасига а ва р ларга мос цуйплган нуцталар- 
нинг мос равишда йигиндиси ва купайтмаси мос келишини 
келтириб чицарамиз.

Шу билан, бирор майдонга изоморф булган барча майдон
лар узаро изоморф булганлиг.и сабабли, теореманинг исботи 
тугалланади. Бундан куринадики, 1 7 -§  да нуцталар устидаги 
амаллар учун (2) ва (3) формулаларнинг танланиши тасодифий 
эмас ва уларни узгартириб булмайди.

Комплекс сонлар  майдонини тузиш шш г юкорида курилгаи усулидан 
бошца яна купгина  усуллари  мавжуд. У лардан бирини, матрицаларни к у 
шиш ва купайтириш дан фойдаланиладиган усулини курсатайлик.

Хакикий сонлар майдони устида иккинчи тартибли матрицаларнинг но
коммутатив далцасини олайлик. Равшанки,

куринишдаги скаляр матрицалар бу далкада дакикий сонлар майдонига^ изо 
морф булган кием майдон ташкил килади. Аммо %сщщий сонлар майдони 
устида иккинчи тартибли матрицалар *\алцасида комплекс сонлар май
дон иг а изоморф булган цисм майдон %ам motiuiu мумкин  экан. Хакикатан 
дам, дар кандай a + b i  комплекс сонга

матрицани мос кУяйлик. Б у  йул билан комплекс сонлар майдонииинг дам- 
маси узаро бир кийматли равишда иккинчи тартибли матрицалар далкаси- 
нинг бир кисмига акс эттирилади, шу билан бирга уш бу

тенгликлардан бу акс эттиршп и ю м о р ф  эканлиги келиб чикади, чунки ул ар 
нинг уш томонида турган  матрицалар

(a -j- с) t  ( Ь +  d) i =  (а +  bi) +  (с + di) ва (ас — bd) -f (ad +  be) i =*
=  (a +  bt) (с di)

ac — bd ab -f 
■(ad+bc) a c — bd
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комплекс сонларга мос келади. Хусусан, мав^ум бирлик I нинг вазифасини

(-? i) '
матрица бажаради.

Хосил цилинган бу натижа комплекс сонлар майдонини тузиш нинг  юцо- 
рида курсатилган у суллар  кабицоницарли булган ян i бир усулш ш  курсатадн .

47- §. Ихтиёрий майдон устида чизицли алгебра ва 
купдадлар алгебраси

Китобнинг бундан олдинги бобларидан ч и з и ц л и  а л г е б 
р а  г а  багишланганларида асосий майдон вазифасини одатда 
зациций сонлар майдони бажарган эди. Аммо бу бобларнинг 
купгина натижалари зеч цандай цийинчиликсиз асосий май
дон ихтиёрий майдондан иборат булган зол  учун сузма-суз 
утказилишини осонгина текшириш мумкин.

Масалан, чизицли т енгламалар с ас те мае и ни еяиш учун  
1- бобда баён этилган Гаусс метода, дет ерм анант лар н а 
зарияси ва Крамер цоидаси ихтиёрий. асосий майдон Р  учун  
з а м  уранлилигича цолади. 4- § нинг охирида келтирилган • 
ция симметрик детерминантлар зацидаги мулозазагииа Р  май
доннинг характеристикам и к к и д а н  ф а р ц л и  деб фараз 
цилишни талаб цилади. Шу билан бирга худди шу параграф- 
даги 4- хоссанинг исботи зам, бу хоссанинг узи уринли булиб 
цолшнига царамай, Р  майдоннинг характеристикаси иккига 
генг булса, Уз кучини йуцотади.

Шуни цайд цилиш фойдалики, 1- бобда бир неча марта так- 
рорланган чизицли тенгламалариинг- ноаниц системасининг 
чексиз куп зар  хил илдизларининг мавжудлиги зацидаги даъ- 
во асосий Р  майдон исталган ч е к с и з  майдон булган зо л д а  
^ам уз кучини сацлаб цолади, лекин Р  майдон ч е к л и  булса, 
бу натижа уринли булмайди.

Сунгра, 2- бобда баён цилинган векторларнинг . чизицли  
борлицлиги назарияси, матрицанинг ранги  назарияси ва чи
зицли т енгламалар системаларининг умумий назарияси , 
шунингдек, 3- бобдаги м ат рицалар алгебраси ихтиёрий асо
сий майдон учун з а м  батамом ут казилади .

Квадратик формаларнинг 26- §  да т узилган умумий на
зарияси з а м  характеристикаси иккидан фарцли булган  и х 
тиёрий асосий майдон булган з о л г а  ут казилади.  Осонгина 
курсатиш мумкинки бу параграфнинг асосий теоремаси бундай 
чекланишеиз уринли булмайди.

Масалан, Р  =  Z 2, яъни Р  иккита элемент: 0 за  1 дан  ташкил топган  м ай
дон ('■улсин, шу билан бирга 1 +  Ы 0  булгани сабабли — 1=1- ва  бу майдон 
устида f —x^xj  квадратик форма берилган булелн. А гар  /  ни кан оник  ш а к л 
га келтирувчи уш бу чизицли алмаштириш

Xt =■ bn У1 +  *1зУз,
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м авж уд  б^лса, у з^олда уш бу 

/  ■= (&11У1 +  Ьп ^ )̂(Ь2\У1 !  Ь12Уз) =  Ьп Ьп у\  4  (bn b.n  4  ^ 12^21) У1У2 4- ^12^лУ|

тенгликда уху2 купайтманинг олдидаги <>11*22 +  £>12*21 коэффициент нолга тенг 
булиш и керак.  Аммо, бу коэффициент биз олган чизицли алмаштиришнинг 
детерминантига  тенг, чунки *i2&2i = l  буладими ёки bi2b2l—0 буладими, бари- 
бир, ^ а р  икки холда хам bu b21 ——bn bn . Яъни бизиинг чиз1щли алмаштири- 
ш нмиз хос чизицли алмаш тириш  булиб цолди.

6 - бобнинг колган натижалари уз мозиятига кура закикий 
ёки комплекс коэффициентли квадратик формаларгагина ало- 
кадордир.

Н изоят, 7- бобда цурилган яизицли ф азолар ва уларни яи- 
зицли алмаш т ириш лар назарияси ихтиёрий асосий майдон Р  
да хам  т ула  сацланиб цолади.Шуниси зам борки, характерис
тик илдиз тушунчаси ихтиёрий майдон устида купдадлар на
зарияси билан боглик булиб, у закда куйида суз боради. 33-§ 
даги характеристик илдизлар ва хос кийматлар орасидаги бог- 
ланиш закидаги теорема энди ушбу тарзда ифода килинишпни 
кайд киламиз: <р чизикли алмаштиришнинг асосий майдон Р  
да ётувчи характеристик илдизлари ва факат шуларгнна бу 
алмаштиришнинг хос кийматлари вазифасини бажаради.

Евклид фазоси назариясига келсак (8 - боб), у уз мозия- 
тига кура закикий сонлар майдони билан богланган.

Ю корида баён килинган к у п д а д л а р  а л г е б р а с и н и н г 
баъзи булимларини асосий майдон Р  ихтиёрий булган 30л учун 
зам  утказиш мумкин. Бирок, аввало ихтиёрий майдон устида 
к у п зад  тушунчасига аник маъно бериш лозим.

Гап шундаки, 20- § да купзад тушунчасига икки хил:фор- 
мал-алгебраик ва назарий-функционал нуктаи назар билан ка- 
ралган эди. Уларнинг иккаласини асосий майдон ихтиёрий бул
ган зол  учун утказиш мумкин. Аммо бу тушунчалар сонли 
майдонлар учун тенг кучли булиб (24- § га каранг) ва осон- 
гина текшириш мумкинки, умуман, чексиз майдонлар учун 
зам  тенг кучли була туриб, улар яекли, майдонлар уяун эн
ди тенг кучли  булмайди.

Мисол учун, 45- § да киритилган ва иккита: 0 ва 1 эле- 
ментдан ташкил топган Z 2 майдонни курамиз, шу билан бир
га 1- |-1=0. Коэффициентлари бу майдондан олинган х  +  1 ва 
л 2+ 1  купзадлар  з а р  хил булади, улар яъни купзадлар тенг- 
лигининг алгебраик таърифини каноатлантирмайди. lily билан 
бирга бу купзадларнинг иккаласи зам  х =0  да 1 кийматни( 
д:=1 да эса 0 кийматни кабул килади, яъни уларни Z 2 май< 
дондан киймат кабул килувчи л  „номаълумнинг 4>Уики.ияси“ 
деб карасак, улар  узаро тенг деб зисобланиши керак. Учта 
элемент: 0, 1, 2 дан ташкил топган Z„ майдонда [шу билан 
бирга 14- 2 = 0 ) 4- х  4*1 ва 2 к 4-1 купзадлар  зам худди шун-



*7-§. ИХТИЁРИЙ МАЙДОН УСТИДА ЧИ31Щ ЛИ А ЛГЕБРА  309

дай ^олатда булади. Бундай мисолларни умуман барча чекли 
майдонлар учун ^ам курсагнш мумкин.

Шундай цилиб, ихтиёрий Р  майдонга тааллуцли булган на- 
зарияда куи^адга назарий-функционал нуцтаи назар билан ца- 
рашни цабул цилиб булмайди. Демак, купдаднинг формал-ал- 
гебраик таърифига тулиц аницлик киритиш зарур. Ш у мац
садда, биз и х т и ё р и й  Р  м а й д о н  у с т и д а  к у п д а д л а р  

а л ц а с и н и шундай тузамизки, унда энг бошиданоц куп- 
задларнинг одатдаги х  „номаълум11 орцали ёзувидан фойда- 
ланилмайди.

Р  майдон элементларидан тузилган
 ̂ (а0, а и , а я_1, а п) (1)

куринишдаги барча мумкин булган тартибланган системалар- 
ни курайлик, шу билан бирга п ихтиёрий ва « >  0, аммо и > О  
булганда а пФ 0 булиши лозим. (1) куринишдаги системалар 

, учун цушиш ва купайтиришни 20-§  нинг (3) ва (4) формула- 
I ларига мос равишда аницлаб, биз бундай системалар тупла- 
! мини коммутатив ^алцага айлантирамиз; бунинг учун зарур  
, булган хоссаларнинг исботлари 20- § да сонли купдадлар учун 
! цилинган исботларни сузма-суз такрорлайди.

Биз тузган ^алцада (я) куринишдаги системалар (п —0 бул
ган ^ол) Р  майдонга изоморф булган цисм майдон таш кил ци- 
лади.* Бу эса бундай системаларни Р  майдоннинг мос а  эле
ментлари билан айнан тенг деб цараш имкониятини берадн, 
яъни

Р  майдоннинг барча а  элементлари учун ( а ) = а .  (2)
Иккинчи томовдан, (0, 1) системани х  ^арфи билан белгилай
миз:

*  =  (0, 1).
У *олда купайтиришнингюцорида келтирилган таърифини цул- 
лаб х 2 =  (0, 0, 1) эканлигини топамиз ва умуман,

я* =  (0, О, ... ,0 ,  1)
к марта

Энди тартибланган системаларни цушиш ва купайтириш 
таърифларидан ва шунингдек, (2) ва (3) тенгликлардан фой- 
даланиб, топамиз.

(а0, а , ,  а 2, . , .  , ап— j, а п), =  (а0) +  (0, а () -f- (0, 0, а 2) +  . . .
... +  (0, 0, . . . ,  0 , ап- 1) - f  (0, 0 , . . . ,  0 , а п) =

п—1 марта п марта

=  (а0) +  (в |) (0 , 1; +  (а а)(0, 0 , 1) * . . .  +  (д в- 1) ( 0 , О, . . . , 0 , 1 ) +
я —1 марта

“Ь Ю  (0) 0 , . . .  , 0 , 1 )  =  и0 -f- ихх #2-*2 -J" -f* А+  &ахп9
п  марта
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Шундай килиб, (U  куринишдаги хар кандай тартибланган 
сиСтемани коэффициентлари Р  майдондан олинган купдад (дс 
га нисбатан) шаклида ёзидо мумкин, шу билан бирга бу ёзув, 
равшанки, бир_ кийматли булади. Нихоят. кушишнинг исбот 
килинган коммутативлигига таянган холда х  нинг даражалари 
камаАиб бориш тартибидаги ёзувга хам утиш мумкин.

Натижада биз коммутатив халка ясаймиз, бу халкани Р  
майдон устида х  номаълумнинг купдадлари  залцаси  деб 
аташ табиийдир. Бу халка Я  [л] символ билан белгиланади.

Р [л ]  з а л ц а д а ,  юкорида курсатилганига асосан, Р  майдон
нинг узи  з а м  ётади. Сунгра сонли майдонлар устида куп- 
*адлар  халкаси каби (20-§ га каранг) f- [x) з а л ц а  за м  бирга 
эга, нолнинг булувчиларига  эга эмас ва майдон ташкил  
этмайди. _

Агар F майдон кат т а Р  майдонда ётса, у  зо л д а  P[.v] 
З а л ц а  Р  \х) залцан ин г цисм залцаси  булади:  коэффициент
лари Р  га тегишли хар кандай купхадни табиий Р  майдон 
устида купдад деб караш мумкин, купхадларнинг йигиндиси 
ва купайтмаси эса факат уларнинг коэффициентларига боглик 
ва шунинг учун катта майдонга утганда узгармай колади.

пР  майдон устида купдадлар халкаси" тушунчасипинг асл 
хажми канчалик кенг эканлигини яхширок тасаввур килиш 
учун бу тушунчага яна боища томондан хам назар ташлайлик.

Р  майдон бирор L коммутатив халкада кием халка сифатида 
ётсин. Агар коэффициентлари Р  майдондан олинган шундай 
л -д а р а ж а л и  1) тенглама мавжуд булсаки, L ^алканннг 
а элементи шу тенгламани каноатлантирса, а элемент Р  м ай
дон устида алгебраик дейилади.  Агар бундай тенглама мав
ж у д  булмаса, у холда а элемент Р  майдон устида трансцен- 
дент  дейилади. Р  [х] налканинг х  элементи Р  майдон устида 
трансцендантлиги тушунарлидир.

Ушбу т е о р е м а  уринли:
А гар  L залцан ин г  а элементи Р  майдон устида транс- 

цендент булса, а элементни Р  майдонга цушиб олшидан 30- 
сил булган  L' цисм з а л ц а  (яъни L халканинг Р  ыайдонни 
ва а элементни уз ичига олувчи минимал кием халкаси) Р  [л] 
к у п за д л а р  за л ц а си га  изоморф булади.

Хакикатан ?{ам, L халканинг

Р =  йоаЛ +  Й1а "_1 +  - • • + « я -1  <* +  а л. « > 0  (4)
куринишда ёзиш мумкин булган ва а 0, а и . . .  , а„ ко 
эффициентлари Р  майдондан олинган хар кандай р элементи 
L' кием халкага гегишли булади, р элемент (4) куринишдаги 
икки хил ёзувга эга булиши мумкин эмас, акс холда биз бу 
ифодаларнинг бирини иккинчисидан. айириб, Я майдон устида
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а элемент каноатлантирувчи тенгламанинг мавжудлигини кел- 
тириб чикарар эдик, бу зса а элементнинг трансцендентлигига 
зид. (4) куршшшдаги элементларни L залкадаги куш иш  коида- 
сига кура йига туриб, албатта, а нинг бир хил дараж алари олди
даги коэффицнентларни кушиш мумкин, аммо бу купзадларни 
куш иш коидаси билан устма-уст тушади. Бошка томондан,
(4) куринишдаги элементларни L залкадаги купайтириш кои- 
даларига асосан купайтириб, дистрибутивлик конунига биноан 
аввал зад м а -зад  купайтиришимиз, сунгра ухшаш дадларни 
йигишнмиз мумкин; бу равшанки, купзадларни бизга таниш 
булган купайтириш коидасига олиб келади. Шу билан (4) ку- 
ринишдаги элементлар L залкада Р  майдонни ва а элементни 
Уз ичига олган кием залка таш кил этиши, яъни L' билан уст
ма-уст тушувчи кием залка ташкил этиши ва бу кием залка 
Р [ х ] купдадлар залкасига изоморфлиги исботланди.

Куриниб турибдики, купдадлар устидаги амаллар учун юко- 
ридаги таърифларни танланиши тасодифий эмас: у Р [ х \  залка- 
liiiiir л: элементи Р  майдон устида трансцендент булиши ке- 
раклигидан батамом аникланади.

Шуни кайд киламизки, Р[л:] купдадлар залкасини тузаёт- 
ганда. биз зеч  каерда Р  майдон элементларини булишни 
ишлатганимиз йук ва факат бир марта, чунончи, купайтманинг 
даражаси закида айтилган даъвонинг исботида Р  майдонда 
нолнинг булувчилари мавжуд эмаслигига мурожаат килган 
эдик. Шундай экан, ихтиёрий L коммутатив х,алцани олиб  
ва юцорида келтирилган  ясашни сузма-суз такрорлаб, L х;ал- 
ца устида  / .[*] куп^цдлар ^алцасини %осил цилиш мумкин , 
ш у  б и л а н  б и р г а  а г а р / ,  з а л к а  н о л н и н г  б у л у в ч и л а -  
р иг а э г а  б у л м а с а, у золда  купзадлар  купайтмасининг дара
жаси купайтувчилар даражаларининг йигиндисига тенг булади 
ва шунинг учун L\x]  купдадлар залкаси зам нолнинг б у л у в 
чи л а р и  Га э г а  б у л м а й д и .

Коэффициетлари ихтиёрий Р м а й д о н д а н  олинган купзад- 
ларга кайтиб, шуни айтиш мумкинки, бу зол учун купзадлар- 
нинг 2 0 —22-§ ларда баён килинган б у л и н и ш и  н а з а р и я с и  
деярли бутунлай кучирилади. Чунончи, Р[ х\  цалцада цолдицли  
б^лиш. алгорит ми уринли б ул а д и , шу билан бирга булинма 
^ам, колдик зам Р[х\  залкага тегишли булади. Сунгра, Р [а]  
,\алцада булувчи тушунчаси маънога эга булиб, унинг бар
ча асосий хоссалари сацланиб цолади.  Бунда булиш алгорит
ми асосий Р  майдондан четга олиб чикмаслиги сабабли, <?{х) 
купдаднинг f (x)  учун булувчи булиш хоссаси биз Р  майдон
ни кураяпмизми еки унинг ихтиёрий кенгайтмасини кур а - 
япмизми, бунга боглиц эмас.

Р [л ]  цалцада энг катта умумий булувчи тушунчаси ва 
унинг барча хоссалари сацланиб цолади, uiy билан бирга,
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Евклид алгоритма ва бу алгоритм ёрдамида 21-§  да ис
ботланган теорема з а м  сацланиб цолада.  Шуни цайл ки* 
ламизки, колдпкли булиш йлгоритми кандай майдон асосий 
деб олинганига боглик булмагаии учун иккита купзаднинг энг 
кат т а умумий булувчиси з а м  баз Р  майдонни кураяпмизми  
ёки унинг ихтиёрий Р  кенгайпмасини кураяпмизми, бунга  
боглиц булмайди.

Нидоят, Р  майдон устида к у п за д  л а р  учун илдиз ту тун- 
час и у з  маъносани сацллб цолади ва илдизларнинг асосий 
хоссалари  узгармасдан цолада.  Каррали илдизлар назарияси 
дам сакланиб цолади; биз кейинги параграфнинг охирида бу 
масалага яна бир марта кайтамиз.

Бу эслатмалар бундан кеййн ихтиёрий Р  майдон устида 
купдадларни урганиш жараёнида 20—22-§ ларга мурожаат 
Килиш учун имкон беради.

48-§. Купдадларни келтирилмас купайтувчи
ларга ёйиш

24*§ да комплекс ва дакикий сонлар майдонлари учун ил- 
дизнинг мавжудлиги дакидаги теорема асосида купдадни кел
тирилмас купайтувчиларга ёйишнинг мавжудлиги ва унинг 
ягоналиги исботланган эди. Бу натижалар ихтиёрий Р  майдон 
устида купдадларга тааллукли булган умумий теоремаларпинг 
хусусий долларидан иборат. Ушбу параграф бутун сонларни 
туб купайтувчиларга ёйиш назариясига параллел (ёнд ош ) бул
ган умумий назариянинг баёнига багишланади.

Аввало, туб сонлар бутун сонлар далкасида кандай ролни 
бажарса, купдадлар далкасида дам худди шундай ролни ба- 
жарувчи купдадларни аниклайлик. Олдиндан таъкидлаймизки, 
бу таърифда д а р а ж а с и  б и р г а  т е н г  ё к и  б и р д а н  к а т т а  
булган купдадлар тугрисидагина ran боради; бу эса туб сон
ларни аниклаш дамда бутун сонларни туб купайтувчиларга 
ёйишда 1 ва — 1 сонларини чикариб ташлашга бугунлай мос 
келади.

Коэффициентлари Р  майдондан олинган ва даражаси п га 
( « >  1) тенг булган f  (х ) купдад берилган булсин. 21- параг- 
рафдаги V хоссага асосан барча нолинчи даражали купдадлар 
f ( x )  купдаднинг булувчилари вазифасини бажаради. Иккинчи 
томондан, VII хоссага асосан барча с f ( x )  (бу ерда с элемент 
Р  нинг нолдан фаркли элементи) купдадлар дам f  (к)  нинг 
булувчиларидан иборат булади, шу билан бирга /  (х) купдад
нинг п даражали булувчилари шулар билангина тугалланади. 
/ ( х ) купдаднинг даражаси 0 дан катта, аммо п дан кичик бу
лувчиларига келсак, улар Р \х \  далкада мавжуд булиши дам, 
мавж уд булмаслиги дам мумкин. Биринчи долда /  {х) купдад
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Р  майдонда (ёки Р  майдон устида) келт ирпладиган  дейилади, 
иккинчи ^олда эса бу майдонда келт ирилмас  дейилади.

Булувчининг таърифини эслаб шуни айтиш мумкинки, агар  
п дараж али  /  (х) купдад Р  майдон устида  (яъни Р\ х)  %ал- 
цада) дараж алари п дан к и ш к  булган иккита купайтувчи-  
нинг купайтмаси шаклида ёзилиши мумкин булса,  яъни

/(■*) =  ? (* )  Ф(*) (1)
булса. / ( х )  купдад Р  майдонда келтирпладиган дейилади; 
а гар f ( x )  ни ( / )  куринишдаги исталган ёйилм асида купайтув-  
чилардан бири 0 дараж али, иккинчиси эса п дараж али  куп- 
х;ад булса , f (x)  купдад Р  майдонда келт ирилмас дейилади.

Ш унга ало^ида эътибор бериш керакки, купдаднинг кел- 
тириладиган ёки келтирилмаслиги зацида берилган Р  майдон
га нисбатангина гапириш мумкин, чунки бу майдонда келти
рилмас купдад унинг бирор Р  кенгайтмасида келтириладиган 
булиб цолиши м у м к и н . Масалан, бутун коэффициентли х г — '2 
купдад рационал сонлар майдонида келтирилмас—у коэф ф и
циентлари рационал сонлардан иборат булган биринчи д ара
жали иккита купайтувчининг купайтмасига ажралмайди. Аммо 
зациций сонлар майдонида бу купдад келтириладиган экан
лигини уш бу

х ‘г - 2  =  { х -  У ‘2){х  + У 2)
тенглик курсатади. х* +  1 куп зад  рационал сонлар майдонида- 
гина эмас, балки зациций сонлар майдонида зам  келтирилмас, 
аммо у комплекс сонлар майдонида келтириладиган булади, 
чунки

х '  -f 1 =  (х  — i ) ( x  +  i).
Келтирилмас купдадларнинг баъзи асосий хоссаларини кур- 

сатиб утайлик, шу билан бирга суз Р  м а й д о н д а  келтирил
мас купдадлар устида бораётганини эсда тутамиз.

а) %ар цандай биринчи дараж али  к у п д а д  келт ирилм ас  
к^п^аддир.

Хацицатан зам, агар бу ку п зад  кичик дараж али  купзад -  
ларнинг купайтмасига ёйилганда эди, у золда купайтувчилар
О даражали купзадлардан иборат булар эди. Аммо нолинчи 
дараж али исталган купзадларнинг купайтмаси биринчи дара
жали купзад  булмай, яна нолинчи даражали к у п зад  булади.

Р) агар  р(х)  купдад келт ирилмас булса, у  %олда х,ар 
цандай ср (х )  к у п щ д  х;ам келт ирилмас булади , бу ерда  
с элемент  Р  майдоннинг нолдан фарцли элементи.

Бу хосса 21-§ нинг I ва VII хоссаларидан келиб читали. 
У керакли ерларда, юцори коэффициенти бирга тенг булган 
келтирилмас кУпзадларни кУриш билангина чегараланишга 
имкон беради.
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f)  ага р  f  (х) —ихтиёрий, р  (х) эса келт ирилмас купдад  
булса. у х о л д а  f  (х) купдад  ёки р  (х) га булинади, ёки бу 
куп д а д л а р  узаро  т уб булади.

Агар ( / (х),  p(x) )  =  d ( x )  булса, у з^олда d  (х)  келтирилмас 
купдад р  (л:) нинг булувчиси булгани сабабли, ёки 0 даража- 
га эга, ёки булмаса ср (х),  с фЬ  кУринишдаги купдад булади. 
Биринчи з^олда / (х) ва р(х)  купдадлар узаро туб, иккинчи 
з^олда эса /  (л) купдад р( х )  га булинади.

о) агар  /  (л:) ва d(x)  купдадларнинг купайтмаси кел 
тирилмас купдад  р(х)  га  булинса, у %олда бу купайт ув
чиларнинг камида биттаси р(х)  га булинади.

Дакикатан з^ам, агар /  ( г) купдад р(х)  га булинмаса, у 
з^олда 7) га асосан f  (х)  ва р  (х)  узаро туб, у >;олда 2 1 -§ да
ги б) хоссага асосан d  (х ) купдад р( х)  га булиниши лозим.

5) хосса з{еч кандай кийинчиликсиз исталган чекли сондаги 
купайтувчиларнинг купайтмаси булган з^ол учун умумлаш- 
тиради.

Куйидаги иккита теорема ушбу параграфнинг асосий маз* 
муниии ташкил килади.

Р [ х ] %алцадан олинган п- дараж али  (я  >  /)  %ар цандай  
f (x)  нупх;ад келт ирилмас купдадларнинг купайтмасига  
ёйилади.

Хакикатан >;ам, агар /  (х) купдаднинг Узи келтирилмас 
булса, у з?олда мазкур купайтма биттагина купайтувчидан 
иборат булади. Агар у келтириладиган булса, у з^олда кичик 
дараж али купайтувчиларнинг купайтмасига ёйилади. Агар бу 
купайтувчиларнинг ичида яна келтириладиганлари булса, у 
з(олда уларни купайтувчиларга ажратишни давом эттирамиз 
ва доказо. Бу процесс чекли сондаги цадамдан кейин тухта- 
ши керак, чунки f  (х) купдаднинг исталган ёйилмасида купай- 
тувчилар даражаларининг йигиндиси п га тенг булиши зарур 
ва шунга кура л: га боглик булган купайтувчиларнинг сони п 
дан катта була олмайди.

Бутун сонларнинг туб купайтувчиларга ёйилмаси, агар бу
тун мусбат сонлар билан чеклансак, бир кийматлидир. Аммо 
барча бутун сонлар >;алкасида бир кийматлилик факат ишора 
аниклигидагина булади: масалан, —- 6 =  2 • ( — 3) =  ( — 2 ) • 3, 
10 =  2 • 5 =  ( — 2) • ( -  5) ва з^оказо. Шунга ухшаш вазият 
купз{адлар з^алцасида з^ам уринли булади.

Агар
f  (х) •= р х (х) • р г (х) . . .  p s {x)

t  (х) купдаднинг келтирилмас купдадлар купайтмасига ёйил
маси булса ва Р  майдондан олинган си с2, . . .  , с, элементлар- 
нинг купайтмаси 1 га тенг булса, у з^олда

/  (•*) =  [CtPt (-<)] • [c,/?a (A)J . . .  [с,р, (л )]
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?{ам р) га асосан /  (jc) н и н г  келтирилмас купдадларнинг ку- 
пайтмасига ёйилмаси булади. /  (л:) нинг барча ёйилмалари шу- 
лар билан тугалланар экан:

Агао  P [x ]  зал ц адан  олинган f ( x )  купдад  икки хил  усу л  
билан келтирилмас купдадларнинг купайт m w ига ёйилган  
булса-.

/  ( x ) = p i (x)  • р 2{х) . .  . p s{x)  =  qx{x)  • (7г( 0  . . .  qt(x),  (2 )
у з о л д а  s — t булади ва тегишлича номерланганда ушбу

q, х) =  CiPiix), i = \ , 2, . . . , s  (3)
тенглик уринли булади, бу ерда ct лар  Р  майдоннинг нол
дан фарцли элементларидан иборат.

Бу теорема биринчи даражали кУ щ адлар  учун уринли, 
чунки улар келтирилмасдир. Шунинг учун ^ам биз теорема
нинг исботини купдаднинг даражаларига нисбатан индукция 
билан олиб борамиз, яъни кичик даражали к у щ ад л а р  учун 
теорема уринли деб фараз цилиб уни /  (х)  учун исботлаймиз.

q t{x) купдад /  (х)  нинг булувчиси булгани учун 5) хосса
га ва (2 ) тенгликка кура qx\x)  купдад p t(x)  купдадларнинг 
камида бигтаси учун, масалан, р х(х)  учун булувчи булади. 
Аммо, p t{x)  купдад келтирилмас булгани учун ва qt (х)  нинг 
даражаси нолдан катта булгани учун шундай с, элемент мав
жудки,

<h(x) =  CiPiix)  (4)
булади, <7,(x) нинг бу ифодасини (2 ) тенгликка цуйиб ва р х(х)  
га цисцартириб (бу цонуний, чунки Р[ х \  ^алцада нолнинг бу- 
лувчилари йуц), биз ушбу

Pt (x )  • р 3(х)  . . . p s(x)  =  [<?,?*(*)] q 3{x) . . . q, (x)
тенгликни хосил циламиз. Бу купайтмаларга тенг булган куп- 
^аднинг даражаси /  (х) нинг даражасидан кичик булгани учун 
s — 1 = £ — 1 эканлиги исботланган, бундан s =  ^E a  шундай 
с3, с3, . . . ,  с,  элементлар мавжудки, улар учун с'2р 2(х)  =  
~ о ^ 2(х),  бундан q2(x) =  (с~'с[)р2(х)  ва ctp t{x)  =  qt(x),  i =  
=  3, . .  , , s тенгликлар уринли булади. стхс 3 =  сг деб  ьа (4) 
тенгликни хисобга олиб, биз тула равишда (3) тенгликни %о- 
сил циламиз.

Хозиргина исботланган теоремани цисцароц усул билан 
цуйидагича баён цилиш мумкин: ^ар цандай купдад келтирил
мас купдадларнинг купайтмасига нолинчи дараж али купайтув- 
чи аницлигида бир цийматли ёйилади.

Шуниси зам борки, барча куп д а д л а р  учун  бут унлай  бир 
цийматли булган  ушбу махсус ёйилмани *ар доим куриш 
мумкин: f i x )  купдаднинг келтирилмас купдадларнинг куиайт- 
маси шаклидаги исгалган ёйилмасини оламиз ва бу купайтув*
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чиларнинг з а р  цайсисида цаведан ташцарига юцори коэффи- 
циентни чицарамиз. Натижада биз ушбу

f ( x )  =  a0p l( x ) > p 2{ x ) . . . p s(x)  (5)
ёйилмани зосил циламиз, бунда барча /?,(*), / =  1, . . .  , 5 куп- 
задлар юцори коэффициентлари бирга тенг булган келтирил
мас купзадлардан иборат булади. (5) тенгликнинг унг томо
ни да купайтиришни бажариб, а0 купайтувчи /  (х)  купзаднииг 
юцори коэффициентига тенг эканлигини осонгина исботлаш 
мумкин.

(5) ёйилмага кирувчи келтирилмас купайтувчиларнинг зам- 
маси зам зар  хил булиши шарт эмас. Агар р  (х ) келтирилмас 
купзад (5) ёйилмада бир неча марта учраса, у золда р  (л) 
купзад  /  (х)  учун каррали  купайтувчи  дейилади, чунончи 
(5 ёйилмада р  (х ) га тенг булган роса k та купайтувчи мавжуд 
булса, /  (х)  купзад f ( x)  учун k каррали  (хус>сан, икки кар
рали, уч каррали ва з .к .)  купайтувчи дейилади. Агар р  (х) (5) 
ёйилмага фацат бир марта кирса, у золда р(х)  купзад  /  (х)  
купзаднииг оддий (ёки бир каррали)  купайтувчиси дейилади.

Агар (5) ёйилмада р х( хJ , . . .  , p t(x)  купайтувчилар бир-би
ридан фарцли купайтувчилар булиб, цолганларининг зар бири 
эса улардан бирига тенг булса ва p t(x) (I =  1, 2 , . . . , /) лар 
/ и )  купзаднинг kt каррали купайтувчиси булса, у золда (5) 
ёйилмани уш бу

/  (х) =  а0р Нх )  # ( * )  . . - . рр ( х )  (6)

куринишда цайтадан ёзиш мумкин. Биз бундан буён одатда 
худди шу ёзувдан фойдаланамиз ва курсаткичлар мос купай
тувчиларнинг карраларига тенглигини, яъни I Ф j  булганда 
IVt(x) Ф р, (х)  лигини алозида айтиб утирмаймиз,

Агар' f  (х) ва g (х) купдадларнинг келтирилмас купай 
т увчиларга ёйилмалари берилган б ул са , у , \олда бу куп- 
, \адларнинг энг катта умумий булувчиси d(x)  х;ар иккала  
ёйилмага %ан кирган купайтувчиларнинг купайтмасига  
тенг , шу билан бирга %ар бир купайтувчининг дараж аси  
берилган ,\ар  иккала ёйилмадаги унинг карраларининг ки- 
чигига тенг цилиб олинади.

Хацнцатан зам  курсатилган купайтма /  (х)  ва g  (л) куп- 
задларнинг зар  бири учун булувчи булади, демак у d  (х) 
учун зам булувчи булади. Агар бу купайтма d  (х ) дан фарц
ли булганда эди, у золда d (х) нинг келтирилмас купайтувчи
ларга ёйилмасида f  (х)  ва g  (л )  купзадлардан камида бири- 
нинг ёйилмасига кирматан купайтувчи бУлар эди, бу эса мумкин 
эмас ёки булмаса купайтувчилардан- бирортаси /  (х ) ва g  (х) 
купзадлардан бирининг ёйилмасидаги даражасидан каттароц 
дараж ага эга булар эди, бу эса яна мумкин эмад.
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Бу теорема бутун сонларнинг энг катта умумий булувчисини 
топишнинг одатдаги цоидасига ухшаш. Лекин у купдадлар бул
ган з^олда Евклид алгоритмининг урнини боса олмайди. Х^ки- 
цатан з$ам, берилган бутун мусбат соидан кичик туб сонларнинг 
сони чекли булгани учун бутун соннинг туб купайтувчилар
га ёйиш чекли сондаги синашлар билан бажарилади. Бу усул 
чексиз асосий майдон устида купдадлар з^алцасида уз кучини 
йуь;отади ва, умумий з^олда, берилган купдадни келтирилмас 
купдадлар купайтмасига ёйишнипг амалий усулини бериб бул
майди Бунинг устига, ^атто /  (х) купдад берилган Р майдон
да келиф илм ас купдад буладими деган саволнинг жавоби з^ам 

t умумий з^олда жуда цийиндир. Масалан, комплекс ва ^а^и^ий 
сонли майдонлар булган з^олда барча келтирилмас куп^адлар- 
ни тасвирлаш 24- § да илдизнинг мавжудлиги ^акидаги маз- 
мун жи^атдан жуда з^ам чуцур теореманинг натижаси сифа- 
тида келтириб чицарилган эди. Рационал сонлар майдонига 
келсак, бу майдон устида келтирилмас купз(адлар з^акида 56-§

1 да баъзи хусусий характердаги мулоз^азаларгина юритилади.
Биз купдадлар халкасида  худди бутун сонлар халкасидаги  каби .туб* 

(келтирилмас) купайтувчиларга  ёйиш уринли булиб, бу  туб купайтувчилар
га  ёйиш бирор маънода  бир кийматли булишипи курсатдик .  Бу  натижалар-  
ни халкаларнинг янада кенгрок  сипфларига хам у ткази ш  мумкиими деган 
савол тугилади. Биз бунда бирга эга булиб, нолнинг булувчиларини Уз 
ичига олмайднган коммутатив халкалар булган хол билангина чекланамиз.

Бирнинг булувчиси  деб халканинг шундай а  элементига айтамизки, 
у элемент учун халкада  тескари а ~ 1 элемент м ав ж у д  булади:

аа~1 =» 1.
Бутун сонлар х алкаси да  бу 1 ва — 1 сонлари булади. Р[х) купхадлар хал- 
касида  нолинчи дар аж а л и  барча  купхадлар,  яъни  Р  майдоннинг нолдан 
ф аркли  барча элементлари булади. Агар нолдан ф ар к ли  хамда бирнинг 
булувчиси булмаган с элементна  иккита кУпайтувчининг купайтмаси ш ак- 
лндаги хар кандай с =  аЬ ёйилмасида бу купайтувчилардан  албатта биттаси 
бирнинг булувчиси булса, у  холда бундан элементни халканинг туб элемен
ти деб атаймиз. Бутун сонлар халкасида  туб сонлар туб элементлар булади, 
ку пхадлар  халкасида  эса келтирилм ас  купхадлар  туб элементлар  булади.

Текширилаётгап халканинг нолдан фаркли ва бирнинг булувчиси булмаган  
хар  кандай элементи туб купайтувчилар купайтмасига  ёйиладими? А гар  ёй- 
илса, бу  ёйилма бир кийматли буладими? Кейинги саволни куйидагича  ту- 
шуниш лозим: агар

а =  PiPi ■ • • Pk — Ч\ • Чг • • • 4i 
а элементнинг иккита туб купайтувчиларга  ёйилмасн булса, у холда k =* I 

' ва (балки, номерлаш тартиби Узгартирилганидан с^нг)

qt = piCt, 1=  1, 2 , . . . ,  k,
бу ерда  Ci— бирнинг булувчиси.

М аълум булишича, умумий холда хар иккала  саволга  хам салбий ж ав о б  
берилиш и лозим экан. Биз битта мисол билан чекланамиз, чунончи ш у  н д а  й 
X а л к а н и к у р с а г а м и з к и, у  н д а г а р ч а п д т у б  к у п а й т у в ч и 
л а р г а  ё й и ш  м у м к и н  б ' ^ л с а  х а м  у б и р  к и й м а т л и  б у л м а й д и .

в = а -1- Ь У - 3 ( ')
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куринишдаги барча  комплекс сонларни кУрайлик, бу  ерда а ва b бутун  сонлар. 
Барча  ш у ш а й  сонлар нолнинг булувчиларига  эга  булмаган домда бирни Уз 
ичига олган долца таш кил этади; доцицатан дом,

(я +  Ь У —3)(с - f  d  У — 3) =  (ас >- 3bd) -f- (be +  ad) У — 3. (8)

a =  a  - f  b Y  —3 соннинг нормаси деб бутун мусбат

N ( а) =  а ‘ +  36а
сонни айтамиз.
(8) га кура  купайтманинг нормаси нормаларнинг купайтмасига тенг, яъни

N № )  =  N(a) N  (?). (9)
дацпцатан  дом,

(ас -  3bd)1 +  3 (be + a d y  =  a V  +  96 rfa - f  36 V  +  3аЧ* —
=  (a3 +  3 65)(c2 +  3rfJ).

Агар а сон бизнинг долцамизда барнинг булувчиси булса, яъни a —1 дом 
(7) куршш шга эга булса, у  долда (9) буйича,

N(a) N (a _1) =  N ( a x ~ l )=; N(l)  =  1

ва шунга кура  N  (а) =  1, чунки (а) ва N  (а- 1 )—бутун мусбат сонлар. Агар 
a =  а + Ь\/ — 3 булса, у  долда A(a) =  I тенглик дан

А(а) =  +  3&а =  1

келиб чицади, лекин бу тенглик b — О, я  =  ±  1 булгандагина Уринли булади. 
Ш ундай цилиб, бизнинг ^алцамизда бутун сонлар халцасиоаги каби 1 ва 
—1 сонларигина барнинг булувчилари булади ва фацат шу сонларгина 
бирга тенг булган нормага эга.

купайтманинг  нормасига оид булган (9) тенглик, албатта, исталган чек
ли сондаги купайтувчилар  учун дом уринли булади. Бундан бизнинг х а л - 
цамиздаги хар  цандай. а сонни чекли сондаги туб купайтувчилар купайт- 
масига ёйиш мумкинлигини осонгина келтириб чицариш мумкин:  бунинг 
исботини Укувчига довэла  циламиз.

Аммо т уб купайтувчиларга ёйшининг бир цийматлигина тасдицлаш 
мумкин эмас.  Масалан, уш бу

4 =  2 • 2 *= (1 + / “ з Н , - J / Z 3 )

тенгликлар уринли. Бизнинг долцамизда бирнинг I ва — I сонлардан бошца 
булувчилари  булмаганлиги сабабли, 1 - f  V —3 сон (худди шу каби 1— У —3 
сон дом) 2 сонпдан бирнинг булувчиси булган купайтувчилар билангина 
фарц цилиши мумкин эмас. Энди 2, 1 +  у  —3, 1 — У  - 3  сонларнинг хар  
бири хам курилаётган %алцада т уб  булишпни курсатишимиз кифоп. Ха- 
цицатан дом, бу учта  соннинг дор бирини нормаси 4 сонига тенг. а бу  сон
ларнинг ис.талгани булсин ва

a
булсин. У долца, (9) га асосан, у ш бу  учта долнинг бири булади:

1) N ( f t -  4, N (f) -  1; 2) Д?(» -  1, N ( t )  =  4, 3) УУ(Р) =  N (Y) = 2.

Биринчи долда, бизга  маълумки,  у сон бирнинг булувчиси булади, иккинчи 
долда бирнинг булувчиси {) булади. Учинчи долга келсак, у

а» +  36* =  2

тенглик а  ва 6 бутун сонлар булганда  бажарилмаганлиги сабабли умуман 
мумкин эмас.
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Каррали купайтувчилар. Гарчанд биз куп^адларни келти
рилмас купайтувчиларга ёйишни билмасак *ам (бу юцорида 
*ам курсатилган эди), берилган купдад каррали купайтувчига 
эгами ёки йуклигини билишга имкон берувчи ва бу саволга 
ижобий жавоб булганда бу купз{адни энди карраЛн купайтувчи
ларга эга булмаган куп^адни текширишга келгирувчи методлар 
мавжуд. Аммо бу методлар асосий майдонга баъзи шартларни 
куйишни талаб цилади. Чунончи, ушбу параграфнинг келгу- 
сидаги барча мазмуни Р  м а й д о н  0 х а р а к т е р и с т и к а  г а 
э г а  деган шартда баён этилади. Бу шартсиз куйида исбот ь;и- 
линадиган каррали купайтувчилар хакидаги теоремалар уз 
кучини йукотади, шу билан бирга татбик нуцтаи назаридан 
майдонларнинг характеристикаси ноль булган >;ол энг му*им- 
дир, чунки бу >;ол, хусусан, яамма сонли майдонларни уз ичи
га олади.

Аввало шуни цайд циламизки, царалаётган *ол учун 2 2 -§  
да комплекс коэффициентли купдадлар учун киритилган куп- 
^аднинг ^ о с и л а с и  тушунчасп ва бу тушунчанинг асосий 
хоссалари >(ам уз  кучини саклайдиЧ Энди ушбу теоремами 
исботлайлик:

Агар р( х)  купдад  f(x.) купдаднинг k (k  >  1) каррали  к е л 
тирилмас купайтувчиси булса, у %олдй р(х)  бу  купдад  %о- 

■силасининг (k — 1)  каррали  келт ирилм ас купайтувчиси б у 
лади. Х усусан , купдаднинг оддий купайтувчиси унинг %оси- 
ласининг ёйилмасига кирмайди,

Хакицатан ^ам,
f ( x)  = р к(х) g(x)  (10)

булсин, шу билан бирга g( x)  энди р(х)  га булинмайди. (10) 
тенгликни дифференциаллаб, топамиз:

f { x )  в  р \ х )  g '(x )  +  kpk~Hx) р' (х)  g(x)  =
=  Р*-'(Х) \р(х)  g' (x)  +  kp ' ( x ) g  (ж)].

Каве ичида турган иккинчи кушилувчи р ( х )  га булинмайди; 
дар^акикат, g-(x) шартга кура р  х)  га булинмайди, р ’(х)  ки
чик даражага эга, яъни у *ам р(х)  га булинмайди, бундан 
эса р[х)  купдаднинг келтирилмас эканлиги ^амда ушбу параг
рафнинг 8) хоссаси ва 21-§ даги IX хоссага асосан бизнинг 
даъвоимиз келиб чикади. Иккинчи томондан, квадрат кавс 
ичида турган йипшдининг биринчи кушилувчиси р(х)  га б у 
линади ва шунга кура, бу $амма йигинди р( к)  га булина ол- 
майди, яъни р[х)  купайтувчи f ' {x)  га хакикатан ^ам k — 1 
карра билан киради.

*) Чекли характеристикали майдонлар учун п- д ар аж ал и  куп.\адшшг г̂ о- 
силаси л—1-дараж ага  эга булади деган д а ъ в о  уз  кучини йукотади.
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Бизиинг теоремамиздан ва иккита купдаднинг энг катта 
умумий булинувчисини топишнинг юкорида курсатилган усу- 
лидан, агар купдаднинг келтирилмас купайтувчиларга ёйилмасн

Г { х ) = а ^ { х ) р Ц х )  . . .  р*‘(х) (11)

берилган булса, у )$олда / ( х )  купд ад  билли уни ,\осилоси - 
нинг энг кат т а умумий булувяиси келтирилмас купай т ув - 
яиларнинг ушбу

(f ix) ,  f ' (x) )  =  p \ ' - l(x)p^~x{x) . . . р ) г \ х ), (12)

ёйилмасига э га  эканлиги келиб чикади, бу ерда kt — 1 булса, 
P i1' 1 (х)  купайтувчини бир билан алмаштириш лозимлиги ту- 
шунарлидир.) Хусусан, f { x)  к$п%ад узининг х^осиласи билан  
у з й р о т у Ь  Оулганда, ва фацат шундагина каррали  купай-  
тувяиларга э га  булм айди .

Шундай килиб, биз берилган купдаднинг каррали купай- 
тувчиларининг мавжудлиги з?акидаги саволга жавоб беришни 
ургандик. Бунинг устига, купдаднинг ^осиласи ^ам, иккитг. 
купдаднинг энг катта умумий булувчиси ){ам биз Р  майдошш 
кураяпмизми ёки унинг исталган Р  кенгайтмасини кураяпмиз- 
ми, бунга боглик булмагани учун ^озиргина исботланган т е о 
реманинг натижаси сифатида куйидагини ^осил киламиз:

Агар коэффициентлари ноль характ ерист икали Р  май-  
дондан олинган / ( х )  купдад бу майдон устида каррали  к$- 
пайт увяиларга э га  булмаса, у %олда Р  майдоннинг %ея 
цандай Р  кенгайтмаси устида %ам унинг каррали  к^пай- 
тувяилари булмайди.

Хусусан, -f(x) купдад Р  устида келтирилмас булиб, Р  эса 
Р  майдоннинг бирор кенгайтмаси булса, у  *олда гарчанд /(л-) 
Р  устида энди келтириладиган булиши мумкин булса ^ам, 
аммо ( Р  устида) келтирилмас купдаднинг квадратига булин- 
майди.

К аррали купайтувчиларни  аж ратиш . Агар / (х)  купдад (11) 
ёйилмаси билан берилган булиб, d x(x)  оркали f ( x )  купдад  
билан унинг / ' ( л )  ^осиласининг энг катта умумий булувчиси- 
ни белгиласак, у эрлда (12) ифода d x(x)  учун ёйилма б у ла
ди. (11) ни (12) га булиб,

/ (
=  7 7 Т  =  а ьР\(х ) Ръ(х)  •• • Pi(x)>U !(*)

ни ){0сил- киламиз, яънп каррали купайтувчиларга эга булм а
ган к у п р д н и  ^осил киламиз, шу билан бирга v x(x)  учун к е л 
тирилмас булган jjap кандай кунайтувчи f ( x)  учун ){ам купай- 
тувчи булади. Бу билан /(•*) учун келтирилмас купайтувчи-
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ларни топиш, уларни умуман айтганда кичик даражали ва ^ар 
>;олда оддий купайтувчиларнигина Уз ичига олгаи v ^ x )  куп
з а д  учун топишга келтирилади. Агар бу масала v^(x) учун 
^ал цнлинса, у зо л д а  зосил цилинган келтирилмас купайтув- 
чиларнинг f (x)  даги каррасини аницлаш цолади холос, бунга 
эса булиш алгоритмини цуллаш билан эришилади.

Хозиргина  баён цилинган методни мураккаблаштириб, каррали купай
тувчиларга  эга булмаган бир нечта купдадларни текш ириш га бирданига 

| утиш  мумкин. Ш у билан бирга бу купдадларнинг келтирилмас купайтувчи- 
I ларини топиш билан биз f ( x )  учун барча келтирилмас купайтувчиларнигина 

топнб цолмай, балки уларнинг карраларини дам билиб оламиз.
' ( I I )  ифода f(x)  нинг келтирилмас купайтувчиларга  ёйилмаси булсин, 
г ш у  билан бирга купайтувчиларнинг энг юцори карраси  s (s >  1) булсин. 
I Г , (« )  орцали / ( f )  купдаднинг барча бир каррали купайтупчилариш шг i<y- 
I пайтмасини белгилаймиз. F ^x)  орцали барча икки каррали купайтувчилар- 
I ш ш г фацат бир мартадап олинган купайтмасиии белгилаймиз па доказо. 

Мидоят, Fs(x) орцали барча  s каррали купайтувчиларнинг фацат бир мар- 
талан олиналиган купайтмасиии белгилаймиз, шу билан бирга бирорта j  учун 
/ ( л )  да j  каррали купайтувчилар  булмаса, у долда Fj(x) =  1 деб белгилай-
мнз. У долда f (x )  купдаг  *(-*). * =  1, 2......... s  купдаднинг fc-д а р а ж а с и г а

I цолдицснз булинади ва (11) ёйнлма уш'зу 
i
I / ( * )  =  a0F M  F'frx) РЦх)  ... f* ( x)

\ курш ш ш п и олади, d^x)  =  ( / ( * ) ,  Г(х>)  учун (12) ёйилма эса .

j d t ( t ) = F , ( x ) F l ( , )  . . .  / Г ‘( О

1 куринмш да ёзнб олпнади.
d 2(x) оркали di(x)  купдад билан унинг доснласишшг эмг катта умумий 

булувчисини на у м у м ан ,d k{ i )  орцали dk_ x(x) па dk _ [(x) купдалли' innr 
энг катга умумий булувчисини белгилаб, биз юцоридагн йул билан цуйида-  
гини досил циламиз:

d M ~ F , { x ) F \ ( x )  . . .  f s~ 2(x),

( * ) =  F<(x)Fi(x) . . .  F*s - 3( i) ,

Бу ердан

2 1 - 3 9 1 9

"*_,(*) =  Л, W. 
*4(0  - I-

l ’'( ^  =  Т Г ч =  aoFM  • • • Fs(*)>"l\X)

V‘AX) = =  ГАХ),Г*{Х) ••• а д ' 
d?( x)

1'з! r ) =  TT"T  “  Fi(x) . . .  Fs(x),
«з(л)

v M  -  - ' - M

V-1



322 X БОБ. МАЙДОНЛАР ВА КУПДАДЛАР

ва ницоят ю цоридагига асосан
v ,(x)  Vi(x)

f i( О = -----ТТ. Fi(x) =  —г г  • ■ . ?*(*) =anV'i(x) v-i(x)
эканнни топамиз

Шундай цичиб, f(x)  купдаднинг келтирилмас кУпайтувчиларини билиш- 
ни талаб цилмайдиган усуллардан, чунончи носила олиш, Евклид алгоритм и 
ва булиш алгоритмларидан фойдаланиб, биз к аррали  купайтувчиларга  эга 
булмаган F^x). / 2(*), . . . ,  Fs(x) купдадларни топишимиз мумкин, ш у  би- 
лан бирга Fh(x), k =  1, s  купдаднинг исталган келтирилмас купай тув-  
чиси f(x)  учун k каррали будади.

Бу ерда баён  килинган методни, албатта, купзадн и  келтирилмас купай- 
тувчиларга ёйиш методи деб нисоблаш мумкин эмас, чунки s =» 1 булган 
^ол учун, яън и  каррали  купайтувчиларга эга булмаган купдадлар учун биз 
/ ( х )  =  F , (* )  тенгликнигина носил циламиз.

49*- §, Илдизнинг м авж удли к  теоремаси

Уз-узидан маълумки, зар цандай сонли купдаднинг ком
плекс сонлар майдонида илдизи мавжуд эканлиги зацида 
23-§  да исботланган асосий теоремани майдон ихтиёрий б у л 
ган зол учун утказиш мумкин эмас. Ушбу паратрафда комплекс 
сонлар алгебрасининг юцорида цайд цилишан теоремасипи 
майдонларнинг умумий назариясида маълум даражада урнини 
босувчи теорема исбот цилинади.

Р  майдон устида Д х ) купдад берилган булсин. Ушбу са- 
волнинг турилиши табиий: агар f ( x )  купдад Р  майдонда уму- 
ман илдизларга эга булмаса, у золда Р  майдоннинг шундай 
Р  кенгайтмаси топиладимики, бу Р  майдонда f ( x )  учун ками
да битта илдиз мавжуд булсин? Шу билан бирга / ( х ) к у п з а д 
нинг даражаси бирдан катта деб зисоблаш мумкин: нолинчи 
даражали купзадлар  учун бу савол маънога эга эмас, бирин
чи даражали зар цандай а х  +  b к у п зад  эса худди шу Р  май
доннинг узида — ^  илдизга эга. Иккинчи томондан. равшан-

ки, f ( x )  куп зад  келтирилмас булган зол  билан чегараланиш 
мумкин; акс золда  агар у Р  устида келтириладиган булса, у 
золда  унинг исталган келтирилмас купайтувчисининг илдизи 
f ( x )  нинг узи учун зам илдиз булиб хизмат цилади.

Бизни цизицтираётган саволга и л д и з н и н г  м а в ж у д л и 
г и  з а ц и д а г и  у ш б у  т е о р е м а  жавоб беради:

Р  майдон устида келтирилмас булган з а р  цандай f ( x )  
к у п з а д  учун бу майдоннинг шундай кенгайтмаси м авж удки , 
бу кенгайтма f ( x )  нинг илдизини уз ичига олади. Р  май- 
донни ва бу купзаднинг цандайдир илдизини уз ичига олув-  
чи барча н а н и м а л  майдонлар узаро изоморфдир.

Аввал бу теореманинг иккинчи цисмини исботлайлик.
Р  майдон устида келтирилмас

/ ( х )  =  а0хп +  а {х п~х +  . . .  -f  а п- ,х  -+ ап (1)
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купдад берилган булсин, шу билан б и р га« > ‘2 , яъни f (x)  купдад 
Р  майдоннинг узида илдизларга эга эмас. Р  майдоннинг f (x)  
нинг а илдизини уз ичига олувчи Р  кенгайтмаси мавж уд деб 
фараз киламиз ва келажакда биз учун зарур булган, аммо 
узича >;ам а^амият касб этувчи уш бу л е м  м а н и  исботлаймиз:

Агар Р  устида келтирилмас f (x)  купдаднинг Р  д а ёт ув-  
чи а илдизи  /Ч*] халцадан олинган бирор g( x)  учун %ам 
илдиз вазифасини бажарса, у  ц олда  f ( x )  купдад  g(x)  учун  
булувчи булади.

Хакикатан4 з^ам, Р  майдон устида f ( x )  ва g( x)  купдадлар 
х  — а умумий булувчига эга ва шунинг учун з^ам улар узаро 
туб эмас. Аммо купдадларнинг узаро туб булмаслик хоссаси 
майдонни танлашга боглик эмас, шунга кура Р  майдонга утиш 
ва бундан_олдинги параграфдаги ( 7 ) хоссани к>'Ллаш мумкин.

Энди Р  майдоннинг Р  майдонни ва а элементам уз ичига 
олувчи Р(а) минимал кием майдонини топамиз. Бу майдонга

р =  b0 +  £ , а  +  b -л2 +  . . .  +  Ь п- i a n_1 ( 2 )

куринишдаги барча элементларнинг кириши очик-ойдин 'к у -  
риниб турибди^бу ерда Ь0, Ь и  Ь2, . . Ьп- \  лар Р  майдоннинг 
элементлари. Р  майдоннинг х,еч кандай элементи (2) ку р и 
нишдаги иккига турли ёзувга эга эмас; агар

Р =  C0 +  Cta +  с2а2 +■ . . . 4- сп-1 а" - 1
тенглик з$ам уринли булса, шу билан --бирга *еч булмаганда 
битта k учун ck Ф b k булса, у з^олда а

8 {х) =  (Ьй — с0) +  (Ьх — сх) х  +  {Ь2 — с2)х'г +  . . .  +
4- (&„_ 1 — cn- i )  x n~l

купдаднинг илдизи булади, бу эса юкорида исботланган л ем 
мага зиддир, чунки g( x)  нинг даражаси f ( x )  нинг даражаси 
дан_кичик.

Р  майдоннинг (2) куринишдаги элементлари каторига Р  
майдоннинг барча элементлари >$ам (bx — b2 =  . . .  =  bn- i  — О 
булганда), шунингдек а элементнинг узи з^ам (Ьх = 1 ,  Ь0 =  
=  Ь2 — ... =  Ьп- 1 =  0 ) киради. (2 ) куринишдаги барча эле-  
мент лар биз излаётган Р  (а) цисм майдонни ташкил ци- 
лишини исботлайлик.  Хакикатан з^ам, агар (2 ) куринишдаги 
ёзувга эга булган р ва

ff =  с0 4- с,а 4- с2о? - f  . . .  4 - с п
элементлар берилган булса, Р  майдондаги амалларнинг хос- 
саларига асосан

Р ±  Т =  (^о ±  с0) +  iPi ±  с,) я 4- (г>2 ±  с3) а2 4- . . . 4  
4- (*«-i ±  с* -1) а"-1.

il*
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яънн (2) куринишдаги элементларнинг йигиндиси ва айирмаси 
яна худди шу куринишдаги элемент булади.

Агар биз р ва 7 ларни купайтирсак, ап ни ва а нинг юцо- 
рироц царажаларини у з  ичига олган ифодаларни зосил цила
миз. Аммо (1) дан ва /(а). =  0 тенгликдан ап ни, ва шунга ку 
ра an+1, ап+2 ва зоказоларни зам а элементнинг кичик дара
жалари орцали ифода цилиш мумкинлиги келиб чицади. р? 
учун  ифода излашнинг энг содда усули цуйидагидан иборат:

<р(х) =  Ь0 +  Ьхх +  . . .  - f  bn-iX"-1, 
ф х )  -  С0 +  СхХ  +  . . . +  C n - i X n~ \

булсин, бундан <р(а) =  р, фГа) =  у, <?(х) ва ф(л) купзадларни 
купайгирамиз ва зосил булган купайтмани / ( х )  га буламиз:

=  +  (3)
тенгликни зосил циламиз, бу ерда

r ( x ) =  d0 +  d xx  +  . . .  +  d n- \ x n~x.
(3) тенгликнинг зар  икки томонидан унинг х  =  <х даги цийма- 
тини олиб, цуйидагини топамиз:

? ( а )  ф(а) = / ( в ) 9 (а )  +  г (а ) ,

яъни /(а )  =  0 га асосан
Рт =  d a -f- d xa. +  d n-

Шундай цилиб, (2) куринишдаги иккита элементнинг купайг- 
маси яна худди шу куринишдаги элемент булади.

Низоят.агар р (2) куринишдаги элемент булиб, шу билан 
бирга р ф. О булса, у золда  Р  майдонда мавжуд булган р-1 эл е 
ментни зам (2 ) куринишда ёзиш мумкин эканлигини курсатай- 
лик. Бунинг учун Р[ х]  залцадан

<?(х) =  b0 +  £,(*) +  . .  . +  bn- i x n~l
купзадни оламиз. <?(х) нинг даражаси f ( x )  нинг даражасидан 
кичик булиб, f (x)  куп зад  Р  устида келтирилмас булгани учун 
9 (х) ва / ( х ) узаро  туб ва шунинг учун зам 21- ва 47-§  лар- 
га асосан P [xJ  залцада шундай и(х)  ва v( x)  купзадлар мав
жудки,

<р(х) и(х)  +  f (x)  v (x )  =  1

тенглик уринли булади, шу билан бирга и(х)  нинг даражаси- 
ни п дан кичик деб зисоблаш мумкин:

и(х)  =  s0 +  s tx  +  . . .  +  s„ - ix n - 1.
Бундан, / ( а )  =  0 тенгликка асосан,

<р(а)и(*) =  1
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келиб чикади, ва шунинг учун дам, ср(а) =  р тенгликка асосан, 
Р-1 =  и ( а )  =  S0 +  a  -f-  . .  .  -)- 5 я _ 1 а л_1 

ни досил киламиз. _
Шундай ^илиб, Р  майдоннинг (2) куршшшга эга булган 

элементлари туплами Р  майдоннинг кием майдонини ташкил 
К’илади; ху д д и  шунинг узи изланаётган Я(а) майдон булади. 
Сунгра, биз курдикки, (2) куринишдаги р ва ? элементларнинг 
купайтмасини топиш учун бу элементларнинг а нинг даража- 
лари оркали ифодасининг коэффициентларинигина билишимиз 
етарли булгани сабабли, куйидаги натижанинг тугрилигшш 
таъкидлаш мумкин: агар Р  майдоннинг Р  дан бошка дамда 
/ ( * )  купдаднинг бирор а' илдизини уз ичига олувчи Р' кен
гайтмаси мавжуд булса, ва агар Р (а'),майдон Р' майдоннинг Р  ва 
о! ларни уз ичига олувчи минимал кием майдони булса, у дол
да Р(а) ва Р {а') майдонлар изоморф б ул а д и , шу билан бирга 
улар орасида изоморф мослик урнатиш учун Р(а)  нинг (2) ку 
ринишдаги р элементига Р(л') даги х у д д и  шу коэффициент- 
ларга эга булган

=  4* 4~ 4 -  . . .  +  Ьп-\о .,п 1

элементни мос куйиш керак. Шу билан теореманинг иккинчи 
Кнсми исботланди.

Бу теореманинг биринчи асосий кисмини исботлашга ута- 
миз, юкорида баён килинган исбот эса бизга кпндай йул ту- 
тиш кераклигини курсатиб беради. Бизга Р  майдон устида 
келтирилмас « ! > 2  даражали / ( л )  купдад  берилган ва биз Р  
майдоннинг t ( x)  нинг илдизини уз ичига олувчи кенгайтмаси- 
ни тузишимиз керак. Бунинг учун Р( х)  купдадлар далкасини 
бутунлигича оламиз ва уни узаро кесишмайдиган синфларга 
куйидагича ажратамиз: берилган 1(х) купдадга булинганда бир 
хил колдик берувчи барча купзадларни битта синфга кирита- 
миз. Бошкача суз билан айтганда, агар ср(х) ва купдад- 
ларнинг айирмалари / ( к) га колдиксиз булинса, улар битта 
синфга тегишли булади.

Хосил килинган синфларни А, В,  С ва доказо билан бел- 
гилашни шартлашайлик ва синфларнинг йигиндиси ва купайт
масини ушбу табиий усул билан аниклайлик. Исталган и кки 
та Л ва в  синфларни оламиз, А синфдан бирор чрДх) купдад
ни, В синфдан эса бирор '^ (х )  купдадни танлаймиз ва х,(л) 
оркали бу купдадларнинг йигиндиси

*i(*) =  <Pi(*) 4- 'h U ) .  
ни, S,(x) оркали эса уларнинг купайтмаси

0,(х)  =  <pt (Ar) •
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ни белгилаймиз. Энди А синфдан исталган бошца у 2{х)  куп- 
задни, В синфдан исталган $2<х) купзадни танлаймиз замда 
у.2( х)  ва 02(->с) орцали мос равишда уларнинг й и р и н д и с и  ни ва 
купайтмасиии белгилаймиз:

х2(х)  =  ср2(лг) + Ф2 ( л : ) ,

0г(* ) =  <p2(je) • М -*)- 
Шартга кура, <Pi(x) ва <?2(х)  купдадлар битта А синфда ётади, 
ва шу сабабли уларнинг <р,(jc) — v2[x) айирмаси t [ x )  га цол- 
дицсиз булинади; ^ (л :)  — й2(*) айирма зам худди шундай хос
сага эга. Бундан

y-i(jc) — у.2( х )  =  [<pt(jc) +  <!>,(*)] -  [ср2 х )  +  '{-2 *)] =
=  [<pt ( j c )  -  <p2U ) ]  +  [ - ^ ( я ,  —  - у * ) ]  ( 4 )

айирманинг зам / ( х )  купзадга цолдицсиз булиниши келиб чи- 
цади.. Бу мулозаза б,(л:) — в2(х)  айирма учун зам уринли, 
чунки

6 i(- * 0  —  0 2( л : )  =  < р , (х )  < ] ) , ( * )  —  cp2( j c )  • ф2( х )  =

=  ?<(•*) W * )  — ? i (* )  Ы х )  +  'М *) — Ъ( х)  ф,(х) =
=  — 4*jW ]  +  [<Pi(*) — <Pa(^)! < w * ) .  (5 )

(4) тенглик у.х(х) ва *2(х) купзадларнииг битта синфда ёти- 
шини курсатади. Бошца суз билан айтганда, А синфдаги ис
талган купзаднииг В синфдаги исталган купзад  билам йнгин- 
диси А ва В синфларнинг „вакиллари“ сифатида цандай куп- 
Задлар олинганига боглиц булмаган, тула аницланган С синфга 
тегишли булади; бу синфни А  ва В синфларнинг йипшдиси  
деб  атаймиз:

С =  А +  В.
Ш унга ухш аш , (5) га асосан, А дан олинган исталган куп- 

заднинг В даги исталган купзадга купайтмаси ётган D  синф 
зам  А ва В синфлардан олинган „вакилларга1* боглиц булмай- 
ди; бу сицфни Л ва В синфларнинг купайтмаси  деб атаймиз:

D  =  АВ.
Р[ х\  купзадлар  залцасини булишимиз гуфайли зосил бул

ган синфлар туплами юцорида келтирилган цушиш ва купай
тириш амаллари киритилганидан сунг майдонга айланишини 
курсатамиз. Хацицатан зам, зар иккала амал учун а с с о ц и а -  
т и в л и к  ва к о м м у т а т и в л и к  ц о н у н  л а р и  н и н г  замда 
д и с т р и б у т и в л и к ц о ну н и н и н г уринли эканлиги *бу цо- 
иунларнинг Р[х\  залцада уринли эканлигидан келиб чицади, 
чунки синфлар устидаги амаллар шу синфларда ётувчи куп 
зад л ар  устидаги амалларга келтирилади. Н о л н и н г  вазифа
сини, ш убзасиз, / ( л )  купзадга цолдицсиз булинадиган куп
задлардан  тузилган синф уйнайди. Бу синфни ноль синф (но-
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линчи синф) деб атаймиз ва 0 символ билан белгилаймиз 
/(л )  га булганда ? (х )  цолдиц берувчи купзадлардан тузилган 
А синф учун ц а р а  м а-ц ар  ш и синф вазифаснни, / (* )  га бул 
г а н д а — <р (jc) цолдиц берувчи барча купзадлардан тузилган 
синф уйнаиди. Бундан, синфлар тупламида бир цийматли а й и -  
р и ш н и н г  бажарнлиши келиб чицади.

Синфлар тупламида булишнинг бажарилишини исботлаш 
учун бир ролшш уйнайдиган синфнинг мавжуд эканлиги
ни курсатиш ва ноль синфдан фарцли зар  цандай синф учун 
тескари синфнинг мавжудлигини курсатиш керак. f ( x)  га бул 
ганда 1 цолдиц берадиган купзадлар синфи, равшанки, б и р 
д а н  иборат булади; бу синфни бирлик  синф деб атаймиз ва 
Е  символ билан белгилаймиз.

Энди бизга ноль синфдан фарцли А синф берилган булсин. 
Демак, А синфнинг вакили сифатида танланган <р(л;) куп зад  
f ix)  га цолдицсиз булинмайди ва J { x )  купзаднинг келчирил- 
маслиги сабабли бу иккита купзад  узаро туб. Шундай цилиб, 
Р [ х | залцада

<р х)и(х)  +  r (x)v{x)  =  1

тенгликни цаноатлангирувчи и(х)  ва v( x)  купдадлар мавжуд, 
бундан

<о(х'и(х) — 1 — / ( x)v(x)  (6)
келиб чицади.

(6) тенгликнинг унг томонини / ( х ) га булганда 1 цолдиц 
цолади, яъни у бирлик синф Е  га тегишли булади. Агар и(х)  
купзад  тегишли булган синфни биз В орцали белгиласак, у 
золда (.6) тенглик

АВ =  Б

эканлигини курсатади, бундан В =  Л -1. Шу билан ноль синф- 
га тенг булмаган зар  цандай синф учун тескари синфнинг мав
жудлиги исботланди, яъни синфлар майдон ташкил этишининг 
исботи тугалланди.

Бу майдонни Р  билан белгилаймиз ва у  Р  майдоннинг  
кенгайтмаси  эканлигини курсатамиз. Р  майдоннинг зар  цан
дай а  элементига f ( x)  га булганда а  цолдиц берувчи к у п з а д 
ларнинг синфи мос келади; а  элементнинг узи зам нолинчи 
даражали купзад деб царалса, шу синфга киради. Бундай мах- 
сус куринишдаги барча синфлар Р  майдонда Р  майдонга 
изоморф булган цисм майдон ташкил этади. Дарзацицат, мос- 
ликнинг узаро бир цийматли эканлиги равшан; иккинчи то 
мондан, бу синфларнинг вакиллари сифатида Р  майдоннинг 
элементларини танлаш мумкин, шу сабабли Р  даги элемент
ларнинг йигиндисига (купайтмасига) уларга мос келувчи синф 
ларнинг йигиндиси (купайтмаси) мос келади. Демак, келгусида
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биз Р  майдоннинг элементлари билан уларга мос келувчи 
синфларни бир-биридан фарк килмасликка заккимиз б о р /  

Низоят, f { x )  га булинганда х  колдик берувчи купзадлар- 
дан ташкил топган синфни X  оркали белгилаймиз. Бу синф Р  
майдоннинг тайин бир элементидан иборат ва у f  (х)  куп д а д  
учун илдиз булиб  хизмат цилишини курсатамиз.

/  (х) =  а0хп +  а хх п~1 +  . . .  + a n-ix-\ -  а п
булсин. At оркали, юкорида айтилган маънода, Р  майдоннинг 
а { элементига мос келувчи синфни белгилаймиз, £ =  0 , 1, . . . , п 
ва Р  майдоннинг

А 0Х* +  А ^ * - 1 +  . . .  +  Аа _хХ + А а (7)

элементи нимага тенг эканлигини топамиз. Л,синфларнинг ва- 
килларн сифатида a,, i — 0 , 1, . . .  , п элементларни, X  синфнинг 
вакили сифатида л: купдадни зисоблаб ва синфларни кушиш 
ва купайтириш таърифларидан фойдаланиб, f  (х) купзаднинг 
узи зам (7) синфга тегишли эканлигини зосил киламиз.

Аммо /  (х)  нинг узи узига колдиксиз булинади ва шу са
бабли (7) синф ноль синф эканлиги келиб чикади. Шундай 
килиб, (7) да Л ( синфларни Р  майдонда уларга мос келувчи 
а, элементлар билан алмаштириб, Р  майдонда

a0X* +  a t X  +  . . .  +  ctn_xX  +  а п =  О

тенглик Уринли эканлигини зосил киламиз, яъни X  синф за- 
кикатан дам f { x )  купдаднинг илдизи экан.

Шу билан илдизнинг мавжудлиги закидаги теореманинг 
исботи тугалланади. Р  м а й д о н  с и ф а т и д а  з а к и к и й  с о н 
л а р  м а и д о  н и н  и о л и б  в а / ( * )  =  а 2 1 д е б  ф а р а з  к и 
л и б ,  б и з  к о м п л е к с  с о н л а р  м а й д о н и  н и  т у з и ш н и н г  
я н а  б и т т а  у с у л и н и 3 0 сил к и л а м и з .

Илдизнинг мавжудлиги закидаги теоремадан 24- § да ком
плекс сонлар алгебрасининг асосий теоремасидан келгирнб чи- 
карилган натижаларга ухшаш натижаларни келтириб чикариш 
мумкин. Аввал куйидаги изозни берамиз. / ( х )  купзаднинг 
Зар кандай х  — с чизикли купайтувчиси келтирилмас булгани 
учун бу чизикли купайтувчи f ( x )  нинг келтирилмас купай- 
тувчиларга я г о н  а ёйилмасига кириши шарт.

Аммо f  (х)  ни келтирилмас купайтувчиларга ёйилмасидаги 
чизикли купайтувчиларнинг сони шу купзаднинг даражасидан 
ортик булмайди. Биз ушбу натижага келамиз:

п- дараж али  /  (х )  купдад Р  майдонда, гарчи %ар бир ил~ 
$изни унинг карраси ц а т а  булса, шунча марта х,исобла- 
Ъанда %ам, энг купи  билан п т а илдизга эга  булиши  
мумкин.
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Р  майдон устида я -д а р а ж а л и  /(л:) купзад  учун ёйилиш 
майдони  деб Р  майдоннинг шундай Q кенгайтмасига айтамиз- 
ки, бу кенгайтмада / ( л )  учун (каррали илдизларни, уларнинг 
карраси цанча булса, шунча марта зисоблаганда) п та илдиз 
мавжуд булади. Демак, Q майдон устида t  (х) куп зад  чизицли 
купайтувчиларга ёйилади, шу билан бирга Q майдоннинг ке- 
йинги зеч  цандай кенгайтмалари f (х)  учун янги илдизларнинг 
зосил булишига олиб келмайди.

Р [ х ]  за л ц а д а н  олинган з а р  цандай / (х) к у п за д  учун Р  
майдон устида ёйилиш майдони мавжуд.

Дацицатан зам, агар п - даражали ( я > 1 )  /(-*) купзад  Р  
майдоннинг узида п та илдизга эга булса, у золда Р  из^лана- 
ётган ёйилиш майдонидан иборат булади. Агар /  (х)  купзад  
Р  устида чизицли купайтувчиларга ажралмаса, у золда  унинг 
чизицли булмаган келтирилмас купайтувчиларидан бири <р (л:) 
ни оламиз ва илдизнинг мавжудлиги зацидаги теоремага асо
сан Р  ни <?(*) нинг 'илдизини уз ичига олган Р' майдонгача 
кенгайтирамиз. Агар Р' устида f  (х) купзад  чизицли купайтув
чиларга зали зам ажралмаса, у золда  Р ' майдонни яна кен- 
гайтириб, чизицли булмаган келтирилмас купайтувчилардан 
цолган бирортаси учун илдиз вуж удга келтирамиз. Чекли сон
даги цадамдан кейин, биз ш убзасиз, f  (х)  учун ёйилиш май- 
донига келамиз.

Албатта, f  (х)  жуда куп турли ёйилиш майдонларига эга 
булиши мумкин. Р  майдонни ва t  (х )  купзаднинг п та илди
зини уз ичига олувчи (бу ерда п — бу купзаднинг даражаси) 
барча минимал майдонлар узаро изоморф эканлигини исбот- 
лаш мумкин эди. Аммо биз бу даъводан фойдаланмаймиз ва 
шунинг учун унинг исботини келтирмаймиз.

К аррали  илдизлар. Олдинги параграфда 0 характеристика- 
ли Р  майдон устида /  (л) ку п зад  узининг зосиласи билан у за 
ро туб булганда ва фацат шундагина каррали илдизга эга эмас- 
лиги исботланган эди, шу билан бирга f ( x )  нинг Р  майдон 
устида каррали купайтувчиларга эга эмаслиги, ундай купай
тувчиларнинг Р  майдоннинг исталган Р  кенгайтмасида зам  мав
ж уд  булмаслигини ке^тириб чицаришини цайд цилган эдик. 
Б у н и Р  майдон /  (л;) учун бирэр ёйилиш майдони булган 3 0 ч 
учун цуллаб ва каррали илдиз таърифини ёдга олиб, ушбу на* 
тижага келамиз:

А гар  0 характ ерист икали Р  майдон устида ; ( х )  к р п за д  
' берилган ёйилиш майдонида к а р р а л и  илдизларга  э га  бул -  

маса, у  узининг f ' { x )  зосиласи  билан узаро  т уб булади.  
Аксинча, агар  /  (х ) узининг зоси л аси  билан у за р о  т уб  б у л 
са, у  узининг ёйилиш майдон л а р  ининг зеч. цайсисида к а р р а 
ли  и лди зларга  эга эмад.
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Бу ндан, хусусан, 0 характеристикали Р  майдон устида  
келт ирилмас f  (х) купдад  бу майдоннинг х;еч цайси кенгайт-  
масида каррали  купайт увчиларга эга эмаслиги келиб чща~  
ди. Чекли характеристикали майдонлар учун майдонларнинг 
умумий наззриясида катта роль уйнайдиган бу даъво уринли 
булмайди.

Пировардида шуни таъкидлаймизкн, ихтиёрий майдон 
булган х,ол учун .\ам Виет формуласи уринли булади  (24- § 
га царанг), бу ^олда купдаднинг илдизлари бу купдаднинг 
бирор ёйилиш майдонидан олинади.

50*-§. Р ац и о н ал  касрлар  майдони

2 5 -§  да баён этиЛган рационал касрлар назарияси и к- 
тиёрий асосий майдон уч ун  ^ам т ула-т укис сацланади.  
Аммо зациций сонлар майдонидан ихтиёрий Р  майдонга утиш-
да ифодага х  узгарувчининг ф у н к ц и я с и  деб цараш

8 (-*)
ярамайди, чунки бу нуцтаи назарнинг ^агто купдадлар учун 
*ам уринли эмаслиги бизга аввалдан аёндир. Олдимизда бу 
нфодаларга коэффициентлар ихтиёрий Р  майдонга тегишли 
булган *олда кандай маъно бериш кераклигини аницлаш ва- 
зифаси турибди. Аницроги биз Р\х\  купдадлар ^алцасини уз 
ичига олувчи майдонни тузмоцчимиз, шу билан бирга бу ян- 
ги майдонда аникланган цушиш ва купайтириш амалларикуп- 
^адлар учун цулланганда Р[д-] ^алкадаги амаллар билан уст- 
ма-уст тушсин: ц, сцаси Р[а:| }уалца бу янги майдоннинг ц и с м  
. ч а л ц а с и  булиши лозим. Иккинчи томондан, бу янги майдон
нинг ^ар цандай элементи иккита купдаднинг (бу майдонда 
аницланган булиш маъносида1 булинмаси шаклида ифодалан- 
син. Энди ^ар цандай Р  учун бундай майдонни ясаш мумкин- 
лигини курсатамиз; уни Р( х)  орцали белгиланади (номаълум 
кичик цавс ичига олинган!) ва Р  майдон устида рационал  
касрлар майдони деб аталади.

А в в а л о ,Р | \ ]  ){алца бирорта Q майдоннинг цисм ^алцаси 
булсин деб фараз циламиз. Агар f  {х) в a g  (х),  Р [ к] дан олин
ган ихтиёрий купдадлар, шу билан бирга булса, у 
^олда Q майдонда f  (х)  ва g ( x )  ларнинг булинмасига тенг 
булган бир цийматли аницланган элемент мавжуд. Бу элемент
ни майдон булган ^олдаги каби орцали белгилаб, булин-

g(*)
манинг таърифига асосан

n x )  =  g { x . f J * i  (1 )
£(*)

генгликни ёза оламиз, бу ерда купайтмани Q майдондаги ку*
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пайтириш маъносида тушуниш лозим. Баъзан айрим ^ 1 Ва ^

булинмалар Q майдоннинг бир хил элементларидан иборат бу
либ цолиши мумкин; бунинг шарти касрлар тенглигининг одаг- 
даги шартидан иборат булади:

А гар  /  (х) ^ ( jc) =  <р (л-) g ( x )  б$лса ва фацат шундагина
булади.

g(*)  'М*)
^ацицатан зам, агар = ~ -~ -г ’=‘ а булса, (1) га кУра

g( X)  НЧ*)
/ ( а )  =  g ( x ) a ,  ср(л) =  ^(х)а.

булади, бундан
/  (х)  • ф (л) =  g  (х)  ф (лг)а =  g (х) ср (л:).

Аксинча, агар Р[ х\  залцадаги купайтириш маъносида /  (х)  ^ U )  =  
=  g ( x )  <f(x) = и ( х )  булса, у золда Q майдонга утиб, биз

тенгликни зосил циламиз.
Сунгра, осонликча куриш мумкинки, Q нинг Р[*1 дан олин

ган купзадларнинг булинмасидан иборат булган исталган эле
ментларининг йипшдисини ва купайтмасини яна шундай бу* 
линма шаклида ёзиш мумкин, шу билан бирга каерларни цу- 
шиш ва купайтиришнинг одатдаги цоидалари бу золда  зам 
уринли булади:

Дарзацицат, зар  цайси тенгликнинг иккала томонини 
(л:) ф ( лг) купайтмага купайтириб ва (1) ни цуллаб, биз Р [ х \  

залцада уринли булган тенгликларни зосил циламиз. Энди (2) 
ва (3) тенгликларнинг уринлилиги Q майдонда нолнинг булув- 
чилари йуцлиги туфайли зосит булган тенгликларнинг зар  ик- 
ки томонини нолдан фарцли g ( x ) ' b ( x )  элементга тенгликлар
ни узгартирмай цисцартириш мумкин эканлигидан келиб чи
цади.

Бу дастлабки мулозазалар бизга Р ( х )  майдонни тузишда 
цайси йул билан боришимиз кераклигини курсатиб беради. 
И х т и ёр и й /3 майдон ва унинг устида P U ]  куп задлар  залцаси  
берилган булсин. Биз / ( л ) ,  g  (х)  (бу ерда £ (л )= т^0 )  к у п з а д 
ларнинг зар цандай тартибланган жуфтига су рати f ( x )  ва

И*) _  « (*) _<?(*)
g (  *) 'М1)

g ( * )  <!-(*) £ Ч * Ж * )
/ ( у )  _ 9_O0 _  f { x )  • 9 ( 0  

g(x) g{*) ■ 'i (-*)

t (x)  , 900 _  / ( р ф ( * )  -f g ( r ) 9 ( 0
— / ..4 • f /  . . \  _  / \  .1 /  ..V (2)

(3)
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волни мос кУямиз. Бу купдадларнинг берилган жуфтига мос 
келувчи символ холос, чунки Р [х ]  далканинг узида куп^ад- 
ларни булиш, умуман олганда, бажарилмайди, Я[лг] залка эса 
зали зеч  кандай майдонда ётмайди; затто g ( x )  ку п зад  f ( x )
нинг булувчиси булган такдирда зам янги символни f ( x )

ни £ ( л )  га булишдан зосил буладиган булинмадан иборат 
булган купзаддан зозирча фарк килиш" керак.

Агар Р  [л] залкада f (х) (х) =  g  (х) <? (х)  тенглик уринли

Ш убзасиз, зар кандай касрнинг узи узига тенг, шунингдек, 
агар бирор каср бошкасига тенг булса, иккинчиси зам бирин- 
чисига тенг булади. Бу тенглик тушунчасининг т р а н з и т и в -  
л и г и н и исботлайлик. (4) ва

тенгликлар берилган булсин. P [x ]  залкада уларга тенг кучли 
булган

f  (*) ф U )  = g ( x ) t Р ( jc ) ,  ср (х) v  (л:) =  <|» (х) и (*)

тенгликлардан

/ ( л ) г > ( * Ж к) =* g ( x ) < t l x ) v { x )  =  g { x ) u ( x ) t y ( x )

келиб чикади ва шу сабабли нолга тенг булмаган (касрлардан 
бирининг махражи сифатида) ф (х) купзадга кискартиргандан 
сунг,

тенгликни зосил киламиз, бундан касрларнинг тенглик таъ
рифига асосан

/ ( О  _  « W  
g  (-») v (х)

Шуни исботлаш талаб килинган эди.
Берилган бирор касрга тенг булган ва тенгликнинг тран- 

зитивлигига асосан узаро тенг булган барча касрларни энди 
битта синфга бирлаштирамиз. Агар бирор синфда бошка синф
га тегишли булмаган камида битта каср мавжуд булса, у з о л 
да тенгликнинг транзитивлигидан бу икки синфнинг бирорта 
зам  умумий элементга эга эмаслиги келиб чикади.

Шундай килиб, Р[ х]  залкадан олинган купзадлар ёрдами
да ифодаланган барча рационал касрлар туплами узаро тенг 
булган касрларнинг кесишмайдиган синфларига ажралади. Биз

рационал касрларни тенг деймиз:

/ ( О  _  Н О  
g(x)  И-*)’

(4 )

Н О  __ »(*)
ib (дг) v  (дг)

(5 )

f  ( x ) v ( x )  =  g ( x ) u ( x )
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бу тенг касрлар с и н ф л а р и н и н г  т ^ п л а м и д а  алгебраик 
амалларни шундай аницлайликки, натижада у майдон булсин. 
Бунинг учун биз рационал касрлар устида алгебраикамаллар
ни аницлаймиз ва ^ар гал цушилувчиларни (ёки купайтувчи- 
ларни) уларга тенг булган касрлар билан алмаштириш йигин- 
дини (ёки кулайтмани) зам тенг каср билан алмаштиришини 
текширамиз. Бу эса тенг касрлар синфларининг й и р и н д и с и  ва 
купайтмаси ^ацида суз юритишга имкон беради.

Даставвал, келгусида бир неча марта цулланиладиганушбу 
муло^азани келтирамиз: агар рационал касрнинг сурат ва 
м ахраж ини нолдан фарцли битта купзадга  купайтирилса  
ёки б у л м а с а  исталган умчмий купайтувкига цисцартирил- 
са, у  тенг касрга айланади.
Дар^ацицат,

f{x) _  f ix)  • h jx) 
gix) g  ix) h ix)'

чунки Р[л:] ^алцада
f ( x ) [ g ( x ) h ( x ) ]  =  g ( x )  [ f (x)h(>c) ] .

Рационал касрларни цушишни биз (2) формула орцали 
аницлаймиз; чунки g ( x ) =£  0 ва ф (л : )^ = 0 д а н  g  (л -)'}) (л:) Ф О 
келиб чицади, у зрлда бу формуланинг унг томони ^ацицатан 
^ам рационал каср булади. Сунгра, агар

/ («) _  / о  (*) <Р jx) _  9о (х) 
gix) g0(х)' <\>о(х)

берилган булса, яъни
f ( x ) g 0(x) =  g  {х) /о (х), <р (х) (*) =  ф (дс) ср0 (л:) (6)

булса, у ){Олда (6) тенгликлардан биринчисининг иккала то- 
монини^ (х )^ о (л )  га, иккинчисининг'иккала томонини g { x ) g 0(x)  
га купайтириб, j jy u rp a  бу тенгликларни ^адлаб цушиб,

/  [ /  (•*) И * )  +  g  ( * )  ?  (■*)] ё о  (•*) Фо (■*) =
=  [to (*) Фо (X) +  g o  (х)  сро (х)] g  (х) ф (л:)

тенгликни зосил циламиз, бу эса
/ и Ж * ) +  < ? ( •* )? (* )  _  /о(-*)4'о(-*) +  Ы * ) У о(-*) 

g (x ) ’pix) g o W h i* )
тенгликка тенг кучлидир.

Ш ундай цилиб, агар бир*бирига узаро тенг булган касрлар- 
нинг иккита синфи берилган булса, у золда бу синфлардан 
бирининг исталган касри билан иккинчи синфдаги исталган 
касрнинг йириндилари бир-бирлари билан узаро тенг, яъни 
улар тайин бир учинчи синфда ётади. Бу синф берилган икки 
синфнинг йитндиси  дейилади.



Бу цушишнинг к о м м у т а т и в л и г и  (2) дан бевосига ке
либ чикади, а с с о ц и а т и в л и г и  эса цуйидагича исботланади:
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/(* )  _|_ TjO 
g(x) + (*)

I и (к) _  f(*)  , uix)  _
«(<) g M H * )  t , ( 0

_  f  (x)  ^  (.У) v  (x) - f  g ( * ) ? ( < )  t>(*) +  g (*)<{<(*) и ( * ) _  
g ( x ) ^ ( x ) v ( x )

— t 4 . 9 W ? W - I -  ^ W “ ( 0  _  f i x )  ,
8( x )  ^  (лг) о g(x)

Касрлар тенглиги таърифидан барча куринишдаги каср-
gU)

ларнинг, яъни сурати нолга тенг булган касрларнинг узаро тенг
лиги вау л ар  тенг касрларнинг тула синфини ташкил этиши зеч 
кандай кийинчиликсиз келиб чицади. Бу синфни биз нольсинф 
(нолинчи  синф) деб агаймиз ва у бизнинг цушишда ноль ро- 
лини уйнашини исбоглаймиз.. Хацицаган зам, агар ихтиёрий
V ( Д>)^ - ^ к а с р  берилган булса у золда

о , <рОО _  О - ■И-*) +  g (* )у (О _  g (•*)<?(*) _  Н О
g(*) И*) g(*)4'(*) 8 (* Ж * )  И *)’

Унг томони ноль синфга тегишли булган ушбу 
f ( x ) о

g ( * )  g ( * )  g a ( < )

- / ( О  д. f (  Огенгликдан — касрга тенг касрлар синфи -у-^ касрга тенг

касрлар синфи учун царама-царши  синф эканлиги келиб чи
кади Бундан, Оизга маълумки, бир цийматли айириш  амали* 
нинг бажарилиши келиб чикади.

Рационал касрларни купайтирииши  биз (3) формула ор
кали аницлаймиз, шу билан бирга g  (х) ф(-с) =j= (J га кура, бу 
формуланинг унг томони зацицаган зам рационал каср була
ди. Сунгра, агар

/ ( х )  _  f o ( x ) < f U )  _  f p ( * )  

g(x) gu(x)’ <Кдг) <|/0'*)’
яъни

f ( * ) g o { x )  =  g ( x )  • f Q(X}, <f{X)%(X) =  <>(*) *„(«)

булса, у золда бу сунгги тенгликларни задм а-зад  купайтиоиб,

/(•*) go W  т («) фо (*) =  g  (х ) to  (■*) Ф (*) ?о (•*) 
тенгликни зосил циламиз, бу эса

/ ( < ) ?  ( О  / о ( ^ )  Уо(«)

g ( * ) ' К О  f o t O W  

тенгликка тенг кучлидир. Шундай цилиб, синфлар йигин
дисига юцорида берилг-ан таърифга циёс цилиб, бир-бирига
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узаро  тенг касрлар синфларцнинг купайтмаси  з^акида суз юри- 
тиш мумкин.

Бу купайтманинг к о м м у т а т и в л и г и  ва а с с о ц и а т и в -  
л и г и  (3) дан бевосита келиб чикади, д и с т р и б у т и в л и к  
^ о н у н и н и н г  уринлилиги эса куйидагича исботланади:

/ ( * ) 9 (-*) и ( л )  f { x )  (jc) -j- g j x )  (дг) _ и  (x)  ___ 

g{x)  ' ф (де)| tf (*) i ’ (*>
_  [ / (JC) Ф (jc) -f g ( * )  ?(■*)! u{ x)  _  f  i x ) b j x ) u i x )  f  g  jx)  <p jx)  a jx)  _

g  W  'r (* )  и (-*>

_  /  ( < )  ( л )  и jx)  v  jx) g  ( X)  f  (x) a jx) v  (x) _  f  (x) и  ( x )  

g  (x)  ф (*) v'- (*) g { x ) v ( x )
, =? (л:) и jx)  _  /  (лг)  ̂ и (дг) . 9 (л:) ■ и (х)

<l>(x)v(x) g (x )  v ( x )  <J/(*) v { x )
f  (х) куршшшдаги касрлар, яъни су рати махражига тенг

булган кагрларнинг ламмаси узаро тенг ва улар ало^ида синф
ни ташкил этади. Бу синф б и р л и к  с и н ф  деб аталади ва 
бизнинг купайтиришимизда бир ролини уйнайди:

/ ( * )  # ? ( * )  _  / ( * Ж > )  _  ¥ ( * )  

f i x )  Ф(д ) / Ч * Ж * )  + ( * ) ’

Низ^оят, агар каср ноль синфга тегишли булмаса, яъни

/ ( х ) - ^ О  булса, у золда 8—  каср мавжуд булади.
f i x )

f i x )  _ g j x )  _  f ( x ) g j x )

g i f )  / ( * )  г  ( • « ) / ( • * ) '  

булгани учун з^амда бу тенгликнинг унг гомони бирлик синф
га тегишли булгани сабабли, касрга тенг булган касрлар

синфи касрга тенг булган касрлар синфи учун тес-
g(-X)

кари  синф булади. Бундан бир кийматли б у л и ш  н и н г  ба- 
жарилиши келиб чикади.

Шундай кчлиб, коэффициентлари Р  майдондан олинган , 
бир-бирига узаро  тенг булган рационал к асрлар  синфлари  
биз таъоифлаган ам ал ларга  нисбатан коммутатив майдон  
т иикил этади. Бу майдон изланаётган Р( х)  майдондир. Аммо 
яна шу билан бирга тузилган майдонда Р [х ]  ^алкага изоморф 
булган кием ^алка мавжудлигини ва майдоннинг з^ар кандай 
элементи шу кием з^алкага тегишли булган икки элементнинг 
булинмаси (нисбати) шаклида ифодаланиши мумкин эканлиги
ни исботлашимиз керак.
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Агар Я[х] залцадаги ихтиёрий f ( x)  купзадга касрга

тенг булган рационал касрлар синфини мос келтирсак (барча 
касрлар ичида, равшанки, махражи бирга тенг булган касрлар 
зам ётади), у золда Р  [л] залцани биз тузган майдон ичига 
узаро бир цийматли аксланишини зосил киламиз. Хацицатан 
зам,

/(•*) _  f ix)
1 1

тенгликдан f ( x )  .1  =  1 .  ср (л:), яъни /  (к)  =  <p(*) келиб чицар 
эди. Бу аксланиш затто изоморф эканлигини ушбу

/ ( * )  , g j x )  _  f j x )  - 1 +  g j x ) . I _  f  (x) -f g  jx)
1 1  P  l

f i x )  # g j x )  _  J  j x ) - g ( x )

1 1  1
0

генгликлар курсатади.
f  ix)

Ш ундай цилиб, куринишдаги касрларга тенг булган

касрлар синфлари бизнинг майдонда Р \х  I цалцага  изоморф
f i x )булган цисм %алца ташкил этади. Шу сабабли, касрни 

f { x )  орцали белгилаб цуя цолиш мумкин. Низоят, g ( x ) = £ 0  
булганда, —Ц  касрга тенг булган касрлар синфи касрга

g  \ Х)  1
тенг булган касрлар синфига тескари булгани учун

f i x )  1 _  / ( О  

1 g  (<) ДГ(лг)

генгликдан майдони низнинг барча элементларини Р \ х \  х;ал- 
цадаги купдадларнинг  (шу майдонда аницланган амаллар маъ- 
носнда) булинмаси деб цараш мумкин.

Биз ихтиёрий Я майдон устида Р ( х )  рационал касрлар май- 
донини туздик. Купдадлар залцаси урнига бутун сонлар зал- 
цасини олиб, худди шу усул билан рационал сонлар маидонп- 
ни тузиш мумкин. Бу икки золни бирлаштириб ва юцоридаги 
каби усулни цуллаб, нолнинг булувчиларига эга булмаган 
умуман зар  цандай коммутатив залца бирор майдоннинг цисм 
залцаси эканлиги зацидаги теоремани исботлаш мумкин эди.



Ун  Б И Р И Н Ч И  Б О В  

БИР НЕЧТА НОМАЪЛУМНИНГ КУПДАДЛАРИ

51-§. Бир нечта номаълумнинг купдадлари ^ал^аси

Купинча битта номаълумга эмас, балки иккита, учтз, уму- 
ман бир нечта номаълумга боглик булган купзадларни куриш- 
га тугри келади. Масалан, китобнинг дастлабки бобларида бун
дай купдадларнинг мисоллари сифатида чизикли ва квадратик 
формалар урганилган эди. Умуман, п т а х и х 2, х п номаълум
нинг бирор Р  майдон устида f ( x u х 2, . . . , х п) купдади деб 
коэффициентлари Р  майдондан олинган л:,*' л:2\  . .  х пЬп кури
нишдаги задларнинг чекли йигиндисига айтилади, бу ерда 
барча & ,> 0 ;  шу билан бирга f ( x u х2, . . . , х п) купдад ухшаш 
задларга  эга эмас ва нолдан фаркли коэффициентли задлар- 
гина иштирок этади деб фараз килиниши табиий. Агар п та 
номаълумнинг иккита t ( x u х 2, х п) ва g ( x u x 2, х п) купзад- 
ларининг бир хил задлари олдидаги коэффициентлари тенг 
булса, улар тенг (ёки айнан тенг) деб зисобланади.

Агар Р  майдон устида /  (дг,, jc2, . . . ,  х п) купдад  берилган 
булса, у золда унинг xit I =  / ,  2, . .  . ,п  ном аълум га нисбатан 
дараж аси  деб бу купдад задларига кирган л:, нинг энг катта 
дараж а курсаткичига айтилади. Тасодифан бу д ар аж а  0 га  
тенг булиб колиши мумкин, бунда /  ку п зад  п та л:,, х 2, . . .  , х п 
номаълумнинг купзади деб зисобланса-да, закицатда x t номаъ
лум унинг ифодасига кирмайди.

Иккинчи томондан, агар биз

л-,*' Х 3к ‘ . . , х п»„

^аднинг даражаси  деб kx +  k2 +  . . .  +  kn сонни, яъни номаълум
лар даражаларининг йигиндисини айтсак, у золда  / ( * , ,  х 2 ..., х п) 
купх;аднинг дараж аси  (яъни н о м а ъ л у м л а р н и н г  б и р г а 
л и к д а г и  д а р а ж а с и )  деб уни задларининг энг катта дара- 
жасига айтилади. Ж умладан, бир номаълумнинг купзадлари  
булган золдаги каби, нолинчи даражали ку п зад л ар  Р  майдони
нинг нолдан фаркли элементларицангина иборат булади. И ккин
чи томондан, бир номаълумнинг купзадлари  булган золдаги  
каби а  номаълумнинг купзадлари ичида ноль даражаси аник-
22—3ftl5
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ланмаган ягона купз?аддан иборат булади. Куп^ад умумий 
зрлда энг юцори даражали бир нечта ^адга эга булиши мум
кин ва шунинг учун з^ам куп^аднинг (даражаси буйича) энг 
юкори з?ади з^акида гапириш мумкин эмас.

п та номаълумнинг Р  майдон устида куп^адлари учун куйи- 
даги усул билан кушиш ва купайтириш амаллари киритилади. 
/(*!> • • •. х п) ва g ( * u  -*2. • • • > *„) купз{адларнинг йигиндиси  
деб коэффициентлари /  ва g  купз^адлар мос коэффициентлари- 
нинг йигиндиларидан иборат булган куп^адга айтилади; шу 
билан бирга, агар бирор з$ад / ,  g  купз^адларнинг факат бит- 
тасига кирган булса, иккинчи куп^аднинг шу з^ади олдидаги 
коэффициенти нолга тенг деб олиниши тушунарлидир. Иккита 
„бирцаднинг" купайтмаси ушбу

а х  *■ . . . х * ” -Ьх[  х% . . .  х 1£  »  ( a b ) x Y 1' х \ '+1' . .  . x knn+l"

тенглик оркали аникланади, шундан сунг f ( x u х 2, . . . ,  х п) ва 
g(* i>  * 2. • • . *„) куп^адлариинг купайтмаси  з{адма-^ад ку
пайтириш ва з^осил булган ухш аш  з^адларни ихчамлаш нати* 
жаси сифатида аникланади.

А м а л л а р н и  бундай аницлашда п та номаълумнинг Р  м ай
дон устида к^п^адлари туплами коммутатив х;алцага айла- 
нади, шу билан бирга бу %алца нолнинг булувчи л а р  ини >*з 
т и г а  олм айди.  Хакикатан з^ам, п =  1 да бизнинг таърифлари- 
миз 2 0 -§  да бир номаълумнинг купнадлари учун берилган 
таърифларга мос келади. Коэффициентлари Я майдондан олинган 
п — 1 та atj, х 2, . . . , х п-\ номаълумнинг куп^адлари нолнинг 
булувчиларига эга булмаган з^алка ташкил этиши исботланган 
булсин. п  та х и х 2, . . . , х „ -\ ,  х п номаълумнинг з$ар к а||ДЗй 
куп^адини коэффициентлари x t , х 2, . .  . , x n- t  номаълумнинг 
кУп^адлари булган х п номаълумнинг куп^ади деб ягона усул 
билан ифодалаш мумкин; аксинча, коэффициентлари х и х 2, 

>п-1 номаълумнинг Р  майдон устида купз$адлари *алка- 
сидан олинган х п нинг ихтиёрий куп^адини худди шу Р  май
дон устида барча х и х 2, . . . , х п- и номаълумлардан тузил- 
ган купз^ад деб карашимиз албатта мумкин. Биз з^осил килган 
п та номаълумнинг купз^адлари билан п — 1 та номаълум
нинг куп>{адлари з^алкаси устида бир номаълумнинг купз^адлари 
орасидаги узаро бир кийматли мослик кушиш ва купайтириш 
амалларига нисбатан изоморф мослик эканлиги з^еч кандай 
кийинчиликсиз текширилади. Исботланаётган даъво энди п — 1 
та номаълумнинг купз^адлари з^алкаси устида бир номаълумнинг 
купз(адлари з^алка ташкил килиши ва у нолнинг булувчила
рига эга булмаган з^алка устида бир номаълумли к у п р д л а р  
з^алкаси сифатида узи з$ам нолнинг булувчиларига эга эмас- 
лигидан келиб чикади (47 -§  га каранг).
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Ш ундай килиб, биз Р  майдон устида п та номаълумнинг  
нуп^адлари  ^алцаси  мавжуд эканлигини исботладик; бу дал- 
ца Р  |х ,  х 2, . . . , *„\ символ билан белгиланади.

Куйидаги муло^азалар п та номаълумнинг куп^адлари далка- 
сига бирмунча бошца нуктаи назар билан карашга Имкон бе-

• ради. Р  майдон бирор L коммутатив далкага кием далка си- 
фатида кирсин. L да п та а,, я2, . . ал элементни оламиз ва 
L нинг бу элементларини. ва Р  майдоннинг даммасини уз ичи
га олган L' минимал кием ^алкани, яъни Р  майдон га •••> 
<хп элементларни цушиб олишдан  досил булган кием далкани 
топамиз. L' кием >{алка L далканинг а,, а2, • • .» ап элементлари 
ва Р  майдоннинг элементлари оркали кУшиш, купайтириш ва 
айириш амаллари ёрдамида ифода этиладиган барча элемент- 
ларидан ташкил топган. Бу элементлар L далканинг о,, а2, • ••, «л 
ларнинг коэффициентлари Р  дан олинган купдадлари кури- 
нишида (L да уринли булган амаллар ёрдамида) ёзилиши мум
кин булган элементларининг худди узидан иборат, шу билап 

| бирга бу элементлар L далканинг элементлари сифатида худ
ди п та номаълумнинг купдадларини юкорида курсатилган КУ- 
шиш ва купайтириш коидалари буйича узаро кушилиши ва ку- 
пайтирилншини осонгина куриш мумкин. Албагга, L' кием 
далканинг берилган р элементи а.и а2, . . ., ап ларнинг коэф
фициентлари Р  майдондан олинган купдадлари куринишида,

> умуман олганда купгина турли ифодага эга булиши мумкин 
Агар А' даги нар кандайР учун бундай ифода б и р  к и й м а т -  
л и  булса, яъни агар а,,а2, . . ., а„ ларнинг турли купдадлари 
L' далканинг (ва демак, L далканинг турли элементларидан 
иборат булса, аь  а2, . . . ,  а„ элементлар системаси Р  майдон у с
тида алгебраик эркли1) акс долда эса алгебраик боглиц  сис
тема дейилади. Бундан ушбу хулосани келтириб чицариш 
мумкин.

Агар Р  майдон L коммутатив .\алцанинг цисм %алцаси  
булса ва агар  L нинг а„  а2, . .  ., ап элем ен т лар  системаси  

I Р  устида алгебраик эркли булса, у х,олда L ,\алцанинг Р' 
j мойдонга аи о2, , . ап элементларни цушиб олишдан ву- 
| ж удга келт ирилган L' цисм ^алцаей Р [ х г, х 2, . . х п] 

куп^ адлар  ^алцасига изоморф булади. п та номаълумнинг 
купдадлари далкаси Р\ х^х2, . . ., х„]  нинг боища хоссаларидан 
Куйидагисини курсатиб утайлик: б у ’далкани Р  майдон устида 
п та номаълумнинг Р \х и х 2, . . , хп\ рационал каерлари май- 
донига киритиш мумкин. Бу майдоннинг ихтиёрий элементини

О п =  I булган х;ол учун мос келувчи ту ш у нч ал ар  4 8 - §  да кирнтилган  
эди; р  майдон устида ^ознргнна берилган  таъ р и ф  м аъ носида  алгебр аи к  
эркли булган а элемент у ерда Р  устида т р а н с ц е н д е н т ,  акс  ^олда  эса 
Р  устида  а л г е б р а и к  деб аталган $ди.
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— куринишда ёзиш мумкин, бу ерда /  ва g  лар Р[лг4,^са, . . х п] 
g
^алканинг элементлари, шу билан бирга /ф  =  gy  булганда ва
фацат шу золда  — =  — булади. Бу рационал касрларни к^-

8 Ф
шиш ва купайтириш шундай цоидалар ёрдамида бажарилади- 
ки, бу ц о и д а л а р  4 5 .  §  да курсатилганига асосан ихтиёрий май- 
донда булинмалар учун *ам уринли булади. Р (х и х 2, . . . ,  х п) 
майдоннинг мавжудлигини исботи 50- § да ti =  1 булган ^ол 
учун кандай бажарилган булса, худди шундай булади.

Бир нечта номаълумнинг купдадлари  учун биз 5 ва 1 0 -б о б л а р д а  бир 
номаълумнинг к^п ^адлари  учун Урганган бУлиниш назариясини умумлаш  
тирувчи назарияни яратишимиз мумкин. Аммо бир нечта номаълумнинг 
купдадлари далцасини синчиклаб текш ириш  бизнинг вазифамизга  кирмаган- 
лиги сабабли биз купдадни келтирилмас купайтувчиларга  ёйиш  масаласи 
билангина чекланамиз.

Аввало  куйидаги  тушунчани киритамиз: агар  / ( хь х 2, . . . ,  х„) купдад- 
нинг бар ча  дадлари  бир  хил s д а р аж а га  эга булса, бундай куп цад  бир 
жинсли куп^ад  ёки цискача s-  даражали форма дейилади; ч изщ ли  ва 
квадратик ф ормалар  бизга  аввалдан маълум, сунгра дар  бир дадидаги  но- 
м аълумларнинг би ргаликдаги  д а р аж а  кУрсаткичи 3 га тенг булган куб 
формаларни дам куриш  мумкин ва доказо: п н о м а ъ л у м н и н г  и х т и ё 
р и й  к у п д а д и ш у  н о м а ъ л у м л а р д а н  т а ш к и л  т о п г а н  б и р  
н е ч т а ,  а м м о  д а р  х и л  д а р а ж а л и  ф о р м а л а р н и н г  й и г и н д и с и  
ш а к л и д а б и р к и й м а т л и  т а с в и р л а н и ш и  м у м к и н :  кидирилаёт- 
ган тасвирни досил кчлиш учун бир хил д а р аж ага  эга булган барча  дад- 
ларни бир ж ойга  туплаш  кифоя. Масалан, туртинчи дараж али  f ( xu х :, х3)-= 
=  Зл-jxl — 7 х \х \  +  х г -  5 * !*2*3 + х \ — 2 * — 6 +  x l  купдад туртинчи д а 
р ажали  х* — 7х\х^  форма, к у б  З ^ .* !  — б*! *3лг3 +  х \  форма, чизицли 
х 2 — 2х3 ф орм а  ва  озод  д а а —6 (нолинчи дараж али форма) ларнинг йигин- 
дисидан и борат  булади.

Энди у ш бу  т е о р е м а н и  исботлаймиз:
п номаълумнинг нолдан фарцли иккита куп.\ади купа&тмасининг 

даражаси бу к у щ а д л а р  даражаларининг йигиндисига тенг.
Аввало, бизга s - дараж али  <р(х1: *2, х п) ва t- дараж али  Ц х и х3. . . . , х п) 

формалар  берилган  деб ф ар аз  киламиз. «у форманинг ихтиёрий дади билан 
ф фврманинг ихтиёрий дадининг купайтмаси, ш уб^асиз (s +• t ) дараж ага  эга 
булади ва ш унга кура  купайтма  (s - f  t)- дараж али  форма булади, чунки
ухш аш  дадларни ихчамлаш Р [х t , t 2.........х п\ ^алкада  нолпинг булувчилари
йуклиги сабабли, бу  кУпайтманинг барча  коэффициентларини нолга  тенг- 
лаш ти риш и  мум кин  эмас.

Энди д а р аж а л ар и  мос рави ш да  s ва t  га  тенг булган иктиёрий / ( * , .  
J'a, •••, х„) ва  g(x lt х 3, . . . ,  х п) купдадлар  берилган булса, у  долда  улар- 
нинг дар бирини дар  хил дараж али  формаларнинг йигиндиси ш аклида  иф о
да  этиб, уш бу

f ( x  1, х 31 . . .  х п) =  <р(хи дг2,
8(хj, ............=  ....................*„) +  . . .

тенгликларни досил циламиз, бу  ерда  9 ва мос равишда s ва t- даражали 
ф орм алардан  иборат булади, куп нукта  эса кичик дараж али ф орм алар  йи- 
гиндисининг Урнини босади. У долда

/£  =  #  +
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(рф ф орм а  исботланганига асосан (s - f  /)-ДаРажага эга,  куп  нукта билан ал- 
м аш тнр ал ган  барча  дадлар  эса ундан кичик д ар аж ага  эга  булгани учун fg  
купайтманинг  дараж аси  s +  t га  тенг булади. Т еорем а исбот булди.

А гар  Р [ х ь х 2, . . .  х п] далцада /  =. <р тенгликни к аноатлантирувчи  ф 
к у п дад  мавж уд булса, <р купдад /  купдаднинг булувчиси, /  эса <р га бу ли
пу вч и дейилади. Б у л ин у вч ан л икн инг21-§  даги  1—IX хоссалари  дозир  кури-  
лаётган  умумий долда дам уринли эканлигини осонликча  к^риш мумкин 
А гар  k >  1 дараж али f  купдад Р  [хг, . . . ,  хп] далкадан олинган дараж алари  к 
дан кичик булган купдадлариинг купайтмасига  аж р ал са ,  у  Р  майдон устида 
келтирилувчан  дейилади, акс долда эса келтарилмас  дейилади.

Р [ к  1, Хп, ... . хп\ .\алн,а)ан олинган нолдан фаркли даражага эга  
булган %ар цандай купдад нелтирилмас купайтувчиларнинг купайтма- 
сига ёйилади. Б у Вйилма но линчи даражали купайтувчи а н щ лиги да  бир 
цийматли булади.

Б у  теорема 48- § даги бир номаълумнинг купдадларига  оид булган на- 
тиж аларни  умумлаштиради. Унинг биринчи даъво си  курсатилган  параграф - 
даги  мулодазаларни сузм а-су)  такрорлаш  билан исботланади. Иккинчи даъ- 
вонинг исботи эса анчагина кийинчилик тугдиради. Уни амалга ош ириш дан 
аввал  шуни кайд киламизки, бу теореманинг иккинчи даъво сидан  уш бу  п ати на  
келиб чикади: агар Р [ х ь дг2, ... х п\ х;алцадан олинган иккита f  ва g  куп- 
^адларнинг купайтмаси нелтирилмас р  куп^адга булинса, бу куп^адлар  
дан камида биттаси р га бу шнади.  Хакикатан  дам ,  акс  до л а а  биз f g  ку- 
пайтманинг келтирилмас купайтувчиларга  иккита бйилмасини досил килар 
эдикки, улардан бири р  ни уз  ичига олмаган, иккинчиси эса уз  ичига 
олган  булади.

Энди теорема п та номаълумнинг купдадлари учун  исботланган  булсин 
ва биз уни п -И та *lt х ъ . . . , х п номаълумнинг купдадлари  учун исботлай- 
лик. Б у  купдадни <р(*) шаклида ёзайлик, демак, унинг коэф ф ициентлари  х и 
х 3, . . . .  х п номаълумнинг купдадларидан иборат булади. Б у  коэф ф ициентлар  
учун  теорема Уринли, яъни бу коэффициентлариинг д а р  кайсиси бир циймат- 
ли усулда келтирилмас купдадларнинг купайтмасига  ёйилади. Агар  <?(*) 
купдаднинг коэффициентлари би рорта  дам умумий келтирилм ас  купайтув-  
чига эга булмаса, яъни улар  биргаликда  у заро  туб булса, бундай купдадни 
примитив ( а н и к р о г и Р  [хи х , . . .  , х п] далка  устида примити в)  купдад  дей- 
миз ва Г а у с с н и н г  у ш б у  л е м м а с и н и  исботлаймиз:

Иккита примитив купдад купайт масинт г узи  %ам примитив куп- 
%ад булади.

Х ак ик атан  дам, коэффициентлари Р [ х и х , . . . ,  х п] далкадан  олинган 

f {x)  =»а<>лг* +  а^хк 1 -Ь • .  • +  e r f k 1 +  . . .  +  ац, 
g  (•*) =* b0xl +  bt x^ * + . . •  +  bjX* J -f- . +  b[. 

примитив купдадлар берилган булсин ва

/  (х) g(x)  -  CoXk+l +  cl xk+l~'1 +  . . .  + e l+j x * +l- V + J ) + „ +

булсин Агар бу кУпайтма примитив булмаса ,  у  долда, с0, сг, . .  . ,  ck+l  ко
эф ф ициентлар  умумий келтирилмас купайтувчи р  =* р  (*  i, х $ , .  . , *„) га 
эга булади. / ( * )  примитив к у п дадн и н гбар ча  коэф ф ициентлари  бир вактнинг 
Узида р  га булинмагани учун уларнинг  ичида р га булинм айдиган  би ринчи  
коэфф ициент  at булсин; худди шу каби bj  оркали g(x)  купдаднинг  р  га бу- 
линмайдиган биринчи коэфф ициентини белгилаймиз. /  (х)  ва g  (х ) ларии 
дадм а-дад  купайтириб ва ифодани уз  ичига  о л у в чи  дадларни
йигиб, топамиз:

си /  — a f i j  +  a l ~ l f y + I  +  a i - 2 ^ j  4 2 +  — +  а / + 1 ^ - 1 + я Л - ' г ^ - 2 +  •••
Бу тенгликнинг чап томони р  келтирилм ас  кУпдадга булина ти. Ш ун ингдек  
р  га унг  тсмоннинг биринчисидан бо ш  ка барча  кУш нлувчилари булиниши
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аён, дар^акикат ,  i ва j  ларнинг танланишига кУйилган шартга  кура ,  барча 
ва  шунингдек bj _ ь  . . . ,  коэффицментлар р  га булн- 

нади. Бундан aft]  купайтма з^ам р  га булшшши ва шуницг учун ^ам юкори- 
да кайд килинганига асосан  afij  куп^адларнинг камида биттаси р  га були- 
ниши кели б  чикади , аммо бу мумкин эмас. Ш у билан п та номаълумнинг 
купдадлари учун  асосий теорема уринли деган ф ар аз  асосида лемманинг 
исботи тугалланади.

Б изга  м аълум ки ,  Р \х  t , *2. . . .  ■*„] купдадлар далкаси Р (д гь  дг3, . . .  , х п) 
рационал каср л ар  майдонида ётади, бу  майдонни б и з Q оркали белгилаймиз:

Q =*= Р  (х  1, . ,  • ,  хп).
(?[*] купдадлар  далкасини кУрайлик. Агар  у{х)  купдад бу вдлкага  тегишлн 
булса, унинг х,ар бир коэф ф ициента  Р [ х ь х 3 . . . ,  *„| далкадан олинган кУи- 
дадларнинг б у л .н м а с и  куринишида ифодаланиши мумкин. Бу  оулинмалар- 
нинг умумий махражини, сунгра суратлардаги  умумий купайтувчиларни дам 
кавсдан  таш ц ар и га  чикариб, tp(*) ни

?(•* )-  J  f ( x)

куриниш да иф одалаш  мумкин. Б у  ерда  а  ва b лар Р \ х ь х 2, , х п] *алка- 
нинг кУпдадларидан иборат; f (x)  эса х нинг коэфф ициентлари Р { х ь  ла . . . ,  
х п\ дан  олинган купдадидан иборат,  шу билан бирга f ( x)  датто  примитив 
куидад  дам  булади, чунки унинг коэф ф ициентлари  энди умумий купайтув- 
чи ларга  эга эмас.

Ш у  йул билан Q[jt] далкадаи олинган дар  кандай ср(дг) купдадга / (* )  
примитив к у п дад  мос куйи лди .Берилган <f(x) y4yn f ( x )  к<)п\ад Р  майдон
нинг нолдан фарцли нрпайтувчиси анщлигида бир цийматли анщланган  
Д ардакикат ,

? ( ■ * ) -  7 / ( l ) “  - j  8 (х)о а
булсин, бунда  g(x)  яна примитив купдад. У долд*

a d / ( * )  — be g  (At).

Ш ундай  килиб, ad  ва be л ар  *s ... x J  далка устида биттагина купдад- 
нинг коэф ф ициентлари дан  барча  умумий купайтувчиларни каведан ташкари- 
га чи кариш  билан досил килинган. Бундан, бу далкада ёйилманинг бир кий- 
м атлилиги д а к и д а ги те о р ем а н и н г  (индуктив фаразга  кура) уринли эканлиги 
сабабли, ad  ва Ьс бир-биридан ф а к ат  нолинчи даражали купайтувчигагина 
ф ар к  килиш и мумкинлиги келиб чикади. Демак, / ( * )  ва g ( t )  примитив 
ку пдадл ар  дам  худди шундай ку.чайтувчига фарк килади.

(?[< ]  %алцадан олинган иккита куп^аднинг крпайтмасига уларга мос 
кшлувчи примитив к^п^адларнинг купайтмаси тугри келади. Хакикатан 
дам, агар

» ( * ) - • “ / ( * ) ,  *(b)  =  ^ g ( b )

булса,  бу  е р да  / ( л )  ва g ( к) примитив купдадлар, у долда

9 ( x) i / ( x)  =  ™d f ( x ) g ( x )

Аммо ю корида  исботлангаиига асосан t  (х) g ( x )  купайтма примитив к?п- 
дад  булади.

С унгра ,  ш уни к а йд цилиш лозимкн, агар Q [*] \алцанинг  tp(x) ку'п^ади 
Q майдон устида келтирилмас булса,  у \олдл  ф ( г) га мос келувчи ва к,  г ь  
х3, . . . ,  х п нинг K$tv(adu деб царал вчи J(x) примитив крп^ад %ам уз  навбати-
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да ‘келтирилмас булади, ва аксинча. З^акикатан дам, а га р  /  купдад  келти- 
рилувчан  булса: / = / 1- / ,2, у долда дар. иккала купайтувчи  дам х  ном аъ-  
лумни уз ичига олади, чунки акс долда  /  купдад примитив булмас эди. 
Бундам, Q майдон устида <f(t) к у п а д н и н г  ёйилмаси кели б чикади:

Аксинча, а га р  <р(*) *Упдад Q устида келтирилувчан, яъни  <f (х ) *= ^(дг) <р2(х) 
булса,  у  долда у^х)  ва <ра (*)  к у пдадларга  мос келувчи при м и ти в  /-,(*) ва 
/ з ( » )  купдадларнинг дар иккаласи дам х  ни уз ичига олади, амм о уларниш  
купайтмаси ,  юкорида исботланганига кура  / ( * )  га (Р  м айдондан олинган ку- 
пайтувчи  аниклигида) тенг.

Э нди /  примитив купдад оламиз ва  уни келтирилмас к упай тувчиларга  
вямиз: tk■ Бу  купайтувчиларнинг барчаси ф а к ат  х  номаьлумни-
гина у з  ичига олмай, бундан таш кари  датто  примитив к у п д а д л а р  булади, 
чунки акс долда /  купдад примитив була  олмас эди. /  примитив кущ а д -  
нинг бу ёйилмаси Р  майдондан олинган купайтувчилар аниклигида бир 
цийматли булади. Хакикатан дам, аввалги  леммага асосан  бу ёйилмага 
f (x)  нинг Q майдон устида келтирилмас купдадларнинг ку пай тм асига  ёйил
маси деб  караш  м у м к ш , аммо бирор  майдон устида бир ном аълум н и нг  куп 
дадлари учун ёйилманинг бир кийматлилиги бизга маълум; бу  бир  киймат- 
лилик Q дан олинган купайтувчилар аниклигида уринли булади,  аммо биз 
кураётган  долда барча /,• купайтувчиларнинг примитивлиги т у ф ай л и  у  Р  дан 
олинган к у пайтувчилар  аниклигида булади.

И ндуктив ф аразга  таяниб исботланган бу леммалардан сунг,асосий  т е о 
рем амизнинг исботи деч кандай кийинчиликсиз амалга о ш и р и л ад и .  Хаки- 
Катан \ ам Р[ х , хи к2, ... , х„] далканинг ихтиёрий келтирилмас к у п д а д и  ё р [ я сх
х 2............х п] далкадан олинган келтирилм ас  купдад булади  ёки  бу лм аса  кел-
тирнлмас примитив купдад булади. Бундан, агар  бизга  у ( х ,  гь  х2, . . . ,  *„) 
кУпдаднинг келтирилмас  куп айтувчиларга  б и рор  ёйилмаси б е р и л ган  булса, 
у  долда купайтувчиларни бирлаш тириб, биз <f ни

куриниш да  ифода эта олишимиз келиб чикади , бу е р да  а  к у п д а д  х  г а  бог- 
лик эмас, f  эса примитив купдад. Б и р о к  бу  ёйилма <р учун  P  дан  олинган 
ку п айту вч ил ар  аниклигида бир кийматли эканлигини биламиз. Иккинчи ю -  
мондан, п та номаълумнинг а  купдади учун  келтирилмас ку п ай гу вч и л ар га  
ёйилманинг бир кийматлилиги индуктив ф ар азга  асосан б а ж ар и л г ан и  гуфай- 
ли ва /  примитив купдад учун эса  аввалги  леммада исботлангани сабабли 
и - И  та номаълум булган дол учун дам бизнинг теорема тула  исботланди.

Ю ко р ид а  исботланган леммадан яна  битта кизик натижа ьел н б  чикади: 
агар коэффициентлари Р[ х х, х 2,...х„) дан олинган ч(х)  к у п.\ад Q =  P ( x x, х 2, 
... , х п)  майдон устида келтирилувчан булса, у  купайтувчилари х  га 6 o f - 
л щ  булган  ва коэффициентлари Р  [хь х 2, ... , х п) %алцадан олинган куп- 
^адлардан иборат булган купайтмага ёйилиши мумкин. Д акикатан  дам, 
агар  <р(л) купдадга Д х )  примитив купдад  мос келса яъни ? (* )  =  a f (x)  б у л 
са, у долда бизга маълумки, <р(г) нинг ёй илувчанлш и дан  f (x)  нинг ёйилув- 
чанлиги келиб чикади, аммо бу дол ?(дг)ни Р[ х ь ... г„' *,алкя устида  ёйи- 
лишига олиб келади.

Ьир номаълумнинг купдадлари—ул ар  4 9 -§  дан м аълум ки ,  тек ш и р н л а  
ётган асосий майдопнинг тегишли р ави ш да  танланган кен гайтм асида  чнзиц- 
ли куп айтувчиларга  ёйилиши м у м кин —булган доллагидан ф ар к ли  у ларок  
ихтиёрий Р майдон устида бир нечта (икки ёки ундан о р т щ )  номаълум-  
ларнинг исталган даражали а б с о л ю т  к е л т и р и л м а с  купдадлари  
мавжуд, яъни шундай купдадлар мавжудки, улар бу майдонни ихтиёрий 
кенгайтмасида \ а м  келтирилмаслигича цолади.

? ( * .  <i. *а........... *Л) =  Д ( * 1, г*  . х п) / ( * ,  * „  х 3..........  х„)
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Масалан,
/(*■ у) =  т (*) +  у

худди ш ундай кугдаддир,  бу е р да  <р(х) бир ном аълум нинг/-  майдон устида 
ихтиёрий  кугщади. Хакикатан *ам, агар  Р  майдоннинг бирорта  Р  кенгайтма- 
сида

/(*. y)=‘ g (х, У) h (х, у)
ёйилма м ав ж у д  булганида эди, g  ва h ларни у нинг дар аж ал ар и  буйича 
ёзнб, масалан, уш бу

g  (*, у)  -  а0 (х )  у  +  л^д:), h (х,у) =■ Ьа (*)

ифодани *осил килар эдик, h купдад  у  габо гл ик  эмас, сунгра я 0 (л-).60(д-)«=1 
га к ^р а  Ь0[х) купдад 0 дараж ага  эга булади, яъни  h куп.цад х  га боглик 
эмас

К^п^ад з^адларини лексикографик усулда жойлаштириш.
Бир номаълумнинг купдадлари учун биз уларпинг ^адларини 
табиий жойлаштиришнинг иккита усулига эгам из—номаълум 
даражасининг камайиши ва купайиши буйича. Бир нечта но- 
маълумларнинг купдадлари учун бундай усуллар энди мавжуд 
эмас: агар учта номаълумнинг бешинчи даражали

/  ( * 1, *а, *ъ) =  х хх \ х з +  x*xt +  х \ х \  +  x l  х 2х\

куп?{ади берилган б^лса, уни ушбу

f  ( хи х2, х 3) =  * ‘х 8 +  х\  «а*,* +  +  х \х \
куриниш да з^ам ёзиш мумкин эди ва бу ёзувларнинг бири ик- 
кинчисидан афзал дейиш га бизда з?еч цандай асос йуц. Аммо 
бир нечта номаълумнинг купз^ади з$адларини батамом аниц, 
лекин номаълумларни номерлашни танлашга боглиц булган 
жойлаш тириш  усули мавжуд: бир номаълумнинг купдадлари 
учун бу усул з?адларни номаълумларнинг даражаларйни кама
йиши буйича жойлаштиришга келтиради. Лексикографик  деб 
аталган бу усул сузларни лугатларда („лексиконлар“да) ж ой
лаштиришнинг одатдаги усулига ухшатиб олинган: з^арфларни 
алфавитда цабул цилингани каби тартибланган деб фараз ки
либ, биз берилган иккита сузнинг лугатдаги вазиятини улар- 
нинг биринчи з^арфларидан, агар бу з^арфлар бир хил б^лса, 
у  з^олда иккинчи з^арфларидан аницлаймиз ва з^оказо.

Р [ х  1, х а, . . . ,  х„) з^алцадан олинган / ( * , ,  х 2, . . .  х . )  куп- 
з{ад ва /  нинг коэффициентлари Р  нинг нолдан фарцли эле- 
менгларидан иборат булган

* * '* / ’ • • •  (1) 
х{-л*- . . . x ' n j (2)

гурли з^адлари берилган булсин. (1) ва (2) дадлар турли бул
гани учун номаълумлар даражаларининг

• k j  / j ,  i  =  1 s 2 ,  . . .  ( f i



81- §. ВИР НЕЧТА НОМАЪЛУМНИНГ КУПДАДЛАРИ ДАЛЦАСИ 345

айирмаларидан камида биттаси нолдан фарцли. Агар бу нол
дан фарцли айирмалардан биринчиси мусбат булса, яъни агар 
шундай i ( 1 < г '< л )  мавжуд булсаки,

К  =  А. k 2 =  К  ••• . b t- \  —  h - u  лекин k l ' > l l

булса, у ^олда ( 1) зад  (2) заддан юцори , (2 ) з а д  эса (1) зад- 
дан цуйи  ,деб .цабул цилинади. Боищача суз бнлан айтганда, 
агар ( 1) даги лг, нинг даража курсаткичи (2 ) дагидан катта 
булса ёки агар бу даража курсаткичлар тенг булиб, аммо ( 1) 
даги х 2 нинг даража курсаткичи (2 ) дагидан катта булса ва 
зоказо , у золда ( 1) зад  (2 ) заддан  юцори булади. ( 1) зад  (2 ) 
заддан  юцори эканлигидан зали  биринчисининг барча номаъ- 
лумлар буйича даражаси иккинчисининг даражасидан катта 
эканлиги келиб чицмаслигини осонликча куриш мумкин:

х \х 2х л, х хх \х \

задлардан биринчиси (барча номаълумлар буйича) кичик д а 
ражага эга булишига царамай, иккинчисидан ( x t нинг дара
жаси буйича) юцори.

Равшанки, f (х и х 2, х п) купзаднинг ихтиёрий иккита 
турли задидан бири иккинчисидан юцори булади. Ш унингдек, 
агар ( 1) зад  (2 ) заддан юцори булиб, (2 ) зад  уз навбатида

х™ x f '  . . .  х'"я (8)

заддан юцори булса, яъни шундай / ,  1 < / < л  мавжудки, 

lx = m u l2 =  m2i . . .  , 1} -1 =  m i - 1, лекин ^ > / п ;
булса, у золда I индекс j  дан катта, тенг ёки кичик булиши- 
дан цатъи назар ( 1) зад  (3) заддан  юцори булишини осонгина 
текшириб куриш мумкин. Ш ундай цилиб, иккита заддан  цай
си бири юцори булса, шунисини аввал цуйиб, б и з / ( л 1, х 2, . . . ,  
х п) купдад задларининг тула аницланган тартибланишини 3 0 - 
сил циламиз, бу тартиблашга лвксикографик тартиблаш дейи
лади.

Масалан,

f { x u х 2, х г, лу  =  х\  - f  Зх\х1х3— х \х \х \  4  5 х хх ах\  +
4- 2 х 2 4  -*“х 4 — 4

купзад  лексикографии усулда жойлаштирилган.
х 2, • • •  . -*«) купзадни лексикографик усулда ёзганда 

унинг бирор зади биринчи уринда туради, яъни бошца барча 
задлардан юцори булади. Бу з а д  куп^аднинг юцори %ади д е 
йилади; олдинги мисолда х \  зад  юцори за д  булади. Юцори 
зад л ар  зацида кейинги параграфдаги асосий теореманинг ис- 
ботида ишлатиладиган уш бу л е м м а н и  исботлаймиз:



И ккит а к$п%ад к^пайтмасанинг юцори х,ади. купайтув- 
чилар юцори х;адларининг купайтмасига тенг.

Хацицатан дам, f ( х и х 2, . . .  , х п) ва g ( r u  х 3, . . . ,  х„) 
купдадлар купайтирилаётган булсин. Агар

ах*>х? (4)

f ( x „  Х'Ъ . . .  , х„) купдаднинг юцори *ади б^либ,
а 'х ь х ?  . . .  х°пп (5)

эса бу купдаднинг ихтиёрий бошца дади булса, у долда шун
дай I, 1 < / < «  мавжудки,

h\ *  • • • , hi—i ^  5;—j, hi ^  Si
булади, Иккинчи томондан, агар

ь х №  • • • (б)
Ы х\хЬ  . . .  х ‘" (7)

g ( * i .  Х2) . . .  , x j )  купдаднинг юцори ва ихтиёрий бошца дади 
булса, у долда шундай /', 1 мавжудки,

l\ =  t\. . .  . j //—1 =  tj—i, lj >  tj
булади. (4) ва (6) дадларни, шунингдек, (б) ва (7) дадларни 
куиайтириб ушбу

a b x b +l,x \ ,+ l t ... х У 1» • (8)
а'Ь'х*'+(‘Х^+1'‘ . .  . x snn+t„ ^9 )

муносабатларни досил циламиз, аммо (8) дад (9) даддан юцо
ри эканлигини осонгина к у р и т  мумкин: агар масалан, г < /  
булса, у долда

4" h — » . • . , А*—1 4- k~i — Si—\ -f- t i—i, аммо 
kt +  h >  s i 4- *t,

чунки kt >  s(, / / > / ,  (8) дад (4) ва (7) дадларнингкупайтмаси- 
дан юцори, шунингдек, (5) ва (6) дадларнинг купайтмасидан 
дам юцори эканлиги худди шу каби текширилади. Шундай 
цилиб, (8) дад ( /  ва g  купдадлар юцори дадларининг купайт
маси) /  ва g  купдадларни дадма-дад купайтирганда досил бул
ган барча цолган дадлардан юцори булади ва шунинг учун дам 
бу дад ухш аш  дадларни ихчамлапща йуцолиб кетмайди, яъни 
f g  купайтманинг юкори дади булиб цолаверади.

52 -§ .  Симметрии куп дадлар

Бир нечта номаълумнинг купдадлари орасида номаълумлар- 
нинг уринларини дар цандай алмаштирганда дам узгармайди- 
ган купдадлар  аж ралиб туради. Демак, бундай к^пдадларга
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барча номаълумлар батамом симметрик равишда кирган ва шу- 
иинг учун з$ам бу куп^адлар симметрик куп^ адлар  (ёки сим
мет рик ф ункциялар)  деб аталади. Барча номаълумларнинг 
*1 +  *2  +  • • • +  * п йириндиси, номаълумлар квадратларининг 
х \ "Ь х г "Ь • • • х п йириндиси, номаълумларнинг x t x 2 . . .  х„ 
купайтмаси ва ^оказолар симметрик куп^адларнинг энг содда 
мисолларидир. п та символни ихтиёрий урнига цуйишни транс- 
позициялар купайтмаси шаклида ифодаланишини (3- § га ца- 
ранг) эътиборга олиб, бирор купдаднинг симметрик купдад 
эканлигини исботлашда унинг икки номаълумини ^ар цандай 
транспозициялашда ){ам купдаднинг узгармаслигини курсатиш 
етарли.

Биз бундан кейин коэффициентлари бирор Р  майдондан 
олинган п та номаълумнинг симметрик куп^адларини курамиз 
Осонгина куриш мумкинки, иккита симметрик куп^адлар-  
нинг йириндиси, айирмаси ва купайтмаси яна  симметрик  
купдад  булади, яъни симметрик куп^адлар Р  майдон устида
л та номаълумнинг барча купдадлари ^алцаси х 2............х п]
нинг Р  майдон устида номаълумнинг симметрик куп^ адлар  
^алцаси  деб аталувчи цисм ^алцасини ташкил этади. Р  нинг 
барча элементлари (яъни нолинчи даражали барча куп^адлар 
ва шунингдек, ноль) бу ^алцанинг элементларидан иборат, 
чунки улар номаълумларни з^ар цандай урин алмаштиришда 
^ам узгармайди. Ха Р цандай бошца симметрик куп дад  албат- 
та барча п та номаълумни уз ичига олади ва ^атто улар  буйича 
бир хил даражага эга булади: агар / ( х ь  х 2 . . . , х„) симмет
рик купдад х, номаълумнинг дараж а курсаткичи k га тенг 
булган з^адга эга булса, у ^олда х, ва номаълумларни транс- 
позициялашдан );осил булган ^адга, яъни худди шундай k да
ража курсаткичли X/ номаълумни уз ичига олган ^адга *ам эга 
булади.

Куйидаги п та номаълумнинг п та симметрик кугцади  э л е 
м ент ар симметрик куп^адлар  дейилади:

а, =  х, -f- х 2 +  . .  . +  х п,
°2 — *1*2 *1 Г8 Н“ • • • +  *Л—1*Л,
оя =  х , х 2х 3 +  X,X2Xf +  . . . +  Хп-2х п-1х п,

ап— 1 — * 1*2 • • *я—1 +  * 1*2 •• *я -2*п *Ь • . • *f" •«. Хп,

Оп — ..  . х п,

( 1 )

Симметрик эканлиги уз-узидан равшан булган бу купз?адлар 
симметрик куп.^адлар назариясида жуда катта роль уйнайди. 
Улар Виет формулаларидан (24- § га цараиг) олинган ва ш у 
нинг учун ^ам юцори коэффициенти бирга тенг булган  бир
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ном аълум ли купдадларнинг коэффициентлари ишора аниц- 
лигида унинг илдизларидан тузилган элем ент ар симмет
рик купдадлардан  иборат булади. Элементар симметрик куп- 
^адларнинг Виет формулалари билан бу борланиши симметрик 
купдадларнинг бир номаълумнинг купдадлари назариясигатат- 
бицлари учун н щ о ятд а  му^им ва шу сабабли биз уларни %о- 
зир урганяпмиз. п та х и х 2, . . . , х п номаълумнинг Я  майдон 
устида симметрик купдадлари ^алца ташкил этгани сабабли 
уш бу даъволарнинг уринли эканлиги очицдан-.очиц куриниб 
турибди: элементар симметрик куп^адлардан ихтиёрийсининг 
*ар цандай бутун мусбат даражаси, шушшгдек бундай дара- 
жаларнинг Р  га тегишли ихтиёрий коэффициент билан олин
ган купайтмаси ва нидоят, мазкур купайтмаларнинг ^ар цап- 
дай йигиндиси зам симметрик куп^адлар булади. Бошцача суз 
билан айтганда зь  а2, . . . , а„ элемент ар симметрик куп^ад- 
ларнинг коэффициент лари Р  дан олинган %ар цандай куп- 
х,ади х и х 2, . . . , х п номаълумларнинг купдади де.б царал- 
ганда симметрик булади.  Масалан, п=2> дейлик ва а,о2 +  2о3 
куп^адни олайлик, о,, о2 ва о8 ларни уларнинг ифодалари би
лан алмаштириб, цуйидагини топамиз:

0,02 +  2о3 =  х \х 2 +  x l x a + x ^ l  +  х \х г +  х хх \  +  х ^ + Б х ^ х ^

унг томонда, равшанки, х и х 2, лг8 ларнинг с и м м е т р и к  
к у п д а д и  турибди.

Бу натижанинг тескариланиши с и м м е т р и к  к у п д а д  л а р  
^ а ц и д а г и  у ш б у  а с о с и й  т е о р е м а д а н  иборат.

п т а х и х 2, . . . ,  х п номаълумнинг Р  майдон устида к;ар 
цандай симметрик купдади  о1( о2, . . .  , а„ элем ент ар сим
мет рик купдадларнинг коэффициентлари Р  га т егишли б у л 
ган купх,адидир.

Хацицатан зам
/  (-*1» -̂ 2» • • • 1 Хч)

симметрик купдад берилган булсин ва унинг лексикографик 
ифодасида

а0х\>х*' . .  . х*„ (2)
юцори зад  булсин. Бу заддаги  номаълумларнинг дараж а кур- 
саткичлари

k x k 2 >  . . .  k n ( 3 )

тенгсизликларни цаноатлантириши лознм. Дарзацицат, бирор- 
та i да kt< k i +1 булсин. Аммо f  ( xt , х 2, . . .  , л п) купдад сим
метрик булгани учун x t ва xi+i номаълу.мларни транспозиция- 
лаш орцали (2) заддан зосил булган

а0х1<х  ̂ . . .  x \ t+ 'x ki . .  . х кпп, ■ (4)
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дадни дам уз ичига олиши керак. Бу бизни царама-царши- 
ликка олиб келади, чунки (4) дад лексикографик жойлашти- 
риш маъносида (2) даддан юцори: х и х 2, . .  . л X i-\  ларнинг 
даража курсаткичлари дар иккала дадда дам бир хил булиб, 
х { нинг даражаси эса (4) дадда (2) даддагидан катта.

Энди элементар симметрии купдадларнинг уш бу

tpj =  (5)

кУпайтмасини оламиз [(3) тенгсизликларга асосан барча дара
жа курсаткичлар манфий эмас]. Бу х и х 2, . . .  , х п номаълум
нинг симметрик купдади булади ва унинг юкори дади (2) дад- 
га тенг. Дардацицат, о,, о2, . .  . , а„ купдадларнинг юцоридад- 
лари мос равишда х и х ,х , ,  x tx 2x 3, . . .  , x t >c8 . . .  х„ ларга 
тенг ва аввалги параграфнинг охирида исботланганига кУра, 
купайтманинг юцори дади купайтувчилар юцори дадларининг 
купайтмасига тенглигига асосан ср, купдаднинг юцори дади

а0х*'~к (х  1х 2)*>-/1>(х1х 2х !1),1>-*- . . .  { xtx 3 . . .  x n_ i)Art-i“ *n X 
X ( х }х 2 . . .  х п)кп =  айх\'х\> . . .  х ьпп

даддан иборат булади.
Бундан, /  дан ср, ни айирганда бу купдадларнинг юцори 

дадлари бир-бирлари билан цисцаради, яъни /  — <р, =  А сим
метрик купдаднинг юцори дади /  купдаднинг юцори дади (2) 
дан цуйи булади. Коэффициентлари, равшанки, Р  майдонга 
тегишли булган / ,  купдад учун худди шу усулни цуллаб, биз

/ i  —  ?2 4 *  / г

тенгликка келамиз, бу ерда <р2 Р  майдондан олинган бирор 
коэффициентли элементлар симметрик купдадлар д араж алари - 
нинг купайтмасидан иборат. f z эса юцори дади нинг юцори 
дадидан цуйи булган симметрик кУпдад, Бундан

/  =  ? 1 4 -  ? » 4 -  / а

тенглик келиб чицади.
Бу процессии давом эттириб, биз бирорта s  >да Д  =  0 тенг- 

ликни досил Киламиз ва бинобарин, /  учун о,, а2, . . . ,  а„ л ар 
нинг коэффициентлари Р  дан олинган купдади шаклидаги 
ифодага келамиз:

I
/(■*1» -*11 • • • » •*/») ==^ j j  (° i i  32i • • • I °« ).
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Х акщ атан  з^ам, агар бу процесс чексиз”  булганда эди, у 
з^олда биз симметрик купз^адларнинг

А. /*, /в) • • •» /fi • • • (6)
чексиз кетма\кетлигини з^осил цилар эдик, шу билан бирга 
уларнинг з^ар бирининг юкори з^ади ундан оддинги купдаднинг 
юкори з^адидан—ва демак, аввалданок (2) дан—куйи булар эди. 
Аммо агар

Ьх[< х 1£ . . .  х 1пп (7)

f s купдаднинг юкори з^ади булса, бу купдаднинг симметрик- 
лигидан (3) тенгсизликларга ухшаш

1\ 1% /я (8)

тенгсизликлар келиб чикади. Иккинчи томондан, (2) з$ад (7) 
з^аддан юкори булгани учун

>  /, (9)

булади. Бирок осонгина куриш мумкинки, (8) ва (9) тенгсиз- 
ликларни каноатлантирувчи манфий булмаган бутун сонлар 
нинг iu i2,. ■ - , i n системасини чекли сондаги усул билангина 
танлаш мумкин. Дарз^акицат, агар (8) шартдан воз кечиб, бар
ча lh i =  1, 2, . . .  п лар 6, дан катта эмас деб фараз цилсак 
з^ам, бари бир /г сонларни (£, +  1)" та усул билангина танлаш 
мумкин булар эди. Бундан, юкори з^адлари цагъий камаювчи
(6) купз^адлар кетма кетлиги чексиз була олмаслиги келиб 
чикади.

Теореманинг исботи тугалланди.
Элементар симметрик купз^адларнинг Виет формулалари 

билан юкорида кайд килинган алокаси симметрик куп.\адлар 
?{акидаги асосий теоремадан ушбу жуда муз^им н а т и ж а н и  
келтириб чикаришга имкон беради:
f ( x )  бир номаълумнинг Р  майдон устида юцори коэффициен
ти бирга тенг булган куп^ади булсин. У х о л да  Р  устида 
/ ( * )  купдаднинг ёйиш майдонидан олинган f ( x)  илдизлари-  
нинг коэффициентлари Р  дан олинган х,ар цандай симмет
рик куп^ади, f ( x ) купдаднинг коэффициентларидан иборат  
(Р  дан олинган коэффициентли) купдад булади ва шунинг  
учун ц ам  Р  майдоннинг элемептидан иборат б ул а ди ч

') Ш уни з^исобга олиш керакки ,  купдад, умуман олганда f s_ x к у п  
дадда  й у ^  булган  ^адларни з^ам уз ичига олади ва шунинг учун  цам fs_ 
дан Д  “ — «Pj га утиш fs_i нинг баъзи  з^адларини йуколиши билангин! 
боглик  булмай, янги ^адларнинг пайдо булиши билан *ам боглик булади.  Б; 
ерда  s =» 1, 2 , . , .



Ю корида  бабн цилинган асосий теореманинг исботи бир  йула сим м ет
ри к  купдадларнинг элементар  купдадлар  оркали ифодасчни амалий кидириш 
учун  дам йул курсатиб беради. Дастлаб , уш бу белгилашни киритайлик: агар

л * } ‘ Х * \  . . * * л (10)

х г, х2..........х„ но м аъл у м л ар  дараж аларининг  бирор купайтмаси булса  (аммо
д а р аж а  курсаткичлари  ичида нолга тенглари дам булиш и мумкин),  у  долда

S ( a x * ' x % \ . . x * nn) ( И )

оркали  ( 10) дан номаълумларнинг мумкин булган бар ча  урин алмаштириш- 
л ар и  оркали досил булган барча дадлар йигиндиси белгиланади. Равш анки,  
бу симметрик, шу билан бирГа бир  жинсли купдад булади  ва ( 10) дадни Уз 
ичига  олган п та номаълумнинг дар кандай симметрик купдади  ( 11) купдаднинг 

t колган  барча  дадларини дам уз  ичига  олади. Масалан, S  (jft ) =  oj, S  ( * 1* 2) =  03
I S  ( д ф  барча  ном аълум лар  квадратларининг йигиндиси ва доказо.

М и  с о  л. п та номаълумнинг симметрик купдади f —S( x  |  * , )  ни элементар 
с и м м етри к  купдадлар оркали и ф о д а  этинг.

Бу  ерда  ю кори дад л* x t  ва ш унинг учун <pi ■» о * в а =  о ^ ,  яъни

<Pl “  + * »  +  . . .  +  х п) ( * , * ,  +  XiXg + . . .  +  х п _ хх п) =»

- S  (*!* ,)  +  3S  (лг, х3 *8),
бу ер дан

Л  =  /  — Ь  =  — 3 '  (*! х 3 х 3) =  -  Зо8.
Ш унинг  учун дам /  =  <pj +  / ,  =  а3 — За3.

М ураккаброк  мисолларда берилган  купдадни дастлаб  элем ентар  к у п 
дадлар  оркали ифодасига кандай дадлар  кириш и мумкин эканлигини аник- 
лаб, сунгра  аникмас коэфф ициентлар  методи ёрдам ида бу  дадларнинг  коэф- 
фнциентларинн  топиш максадга мувофивдир.

М и с о л л а  р. 1. симметрик  купдаднинг иф одасини  топинг.
Б изга  м аълум ки  (асосий теорем анинг  исботига каранг),  изланаётган 

? ( аь ° 2. • • - I купдаднинг дадлари .. . ,  симметрик купдадларнинг  ю ко
ри дадлари оркали аникланади, бирок  бу ю кори  дадлар  берилган  /  к у п дад 
нинг ю кори  дадидан куйи, яъни х \ х \  дан куйи булади.  К уйидаги ш арт-

ларни каноатлантирувчи барча х[' х *я купайтмаларни  топамиз:  1) 

ул ар  x f x l  даддан куйи, 2) улар  сим м етрик  кУпдадлар учун ю кори  дад  ва- 
зиф асини  баж ар а  олади, яъни 1Х >  /а >  . . . >  1п тенгсизликларни  каноатлан- 
тиради, 3) улар  но м аълум ларнинг  биргаликдаги  д а р аж а си  буйича  4 д а р а ж а 
га  эга (чунки, барча  А , / 2,.  . .  купдадлар ,  бизга  м аълум ки ,  f  бир жинсли 
купдад  кандай дараж ага  эга булса, худди ш у д а р аж а га  эга).  Д а р а ж а  кур- 
саткичларнинг мос келган  комбинациялариннгина ёзиб ва унинг ёнига а 
нинг у л ар  оркали аникланадиган д а р аж а л ар и  купайтмасини курсатиб,  биз 
у ш бу  ж адвални  досил киламиз:

22000.. . я1-2
21100 . . . 1 Oj-1  *з_0 = в 1з3
1 1 1 1 Л  -■ - 1  _1 —1 1 —0U 11U, , .Gj Qj О3 — 04,

Ш ундай килиб, /  купдад

/  *** в\  +  Л«1Ч| 4"
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кУрш шш га эга. а3 нинг олдиндаги коэффициентни биз бирга тенг д е б  олдик, 
чунки бу дад  f  нинг ю кори дади билан аникланган ва асосий теореманинг  
исботидан маълумки,  худди ш ундай, яъни 1 га тенг к о э ф ф и ц и е н т а  эга. А 
ва В  коэфф ициентларнн куйидагича  топамиз.

-*1 =  *а =  -^з =  Ь — х & ... =» х п =  0 деймиз. Н ом аълум ларнинг  бу 
цийматларида /  купдад 3 кийматни, о,, о3, о3, ва о4 купдадлар эса мос рави ш 
да 3, 3, 1 ва 0 кийматларни кабул килади. Ш унга  кура

3 = . 9  +  Л -  3 . 1 + В - 0 ;

бундан А  =  — 2. Энди =  лг3 =  лг, =  л 4 =  1, х ь =  . . . ■= х п =  0 деймиз. 
f, ®i. ®з> °з ва 34 купдадларнинг кийматлари мос равишда 6, 4, 6, 4, 1 ларга  
тенг булади. Дем ак ,

6 =  3 6 - 2 . 4 - 4  +  5 . 1 ,

бундан В =  2. Ш ундай килиб, /  учун изланаётган ифода

f =  of — 20^3 +  2«4
булади.

2. / ( * )  =  к1 +  X s +  2jc2 +  л +  1 купдад илдизлари кубларининг йигинди- 
сини топннг.

Бу  масалани ечиш учун S(xf )  симметрик купдадни элем ен тар  симмет
рии купдадлар  оркали ифодасини топамиз Бундан олдинги мисолда кул- 
ланилган усулни кУллаб, уш бу

3000 ,  . .о*,

2100. . . 
1110. . .оа

ж адвални досил киламиз,  демак

S(.>(f)— +  Аар, +  So3.

Д астл аб ,  x t — х 2 — 1, x s «= . . . ■= х п =  0, ундан кейин эса х1 — х-2 =  *3 =  1 
x t — , . , =  х п =  0 деб фараз  килиб, Л  =  — 3, В =  3 ни досил киламиз, яъни

•Ь ( * i )  — 0 f — 3(jj<j2 Зо3, 112)

Визга берилган  / (* 1  купдад илдизлари кубларининг ш т 'н д и с и н и  топиш 
учун Виет ф орм уласига  асосан юкорида топилган ифодада  ^  ни л:3 олдидаги 
коэф ф ициентнинг  тескари  иш ора билан олингани оркали алмаштириш, яъни 
— 1 билан алмаштириш, о3 ни л 3 олдидаги коэфф ициент  билан, яън и  2 би- 
лан алм аш тириш  ва нидоят о3 ни х  олдидаги коэфф ициентнинг тескари 
иш оралиси билан, яъни — 1 билан алмаштириш керак. Ш ундай килиб, бизни 
к изи ктир аётган  илдизлар  кубларининг йигиндиси

( _  1)8 _  3 . ( _  1) . 2 +  3 • ( -  1) -  2

га тенг. Китобхон f ( x)  купдад I, —I, —  - | - +  ва — ~  — иядиз-

л ар г а  эга эканлигини эъти борга  олиб, бу натижани текшириб куриш и мум
кин. Ш униси  равш анки ,  (12) ф орм ула  берилган / ( * )  купдадга  борлик бул
м ай ди ва ихтиёрий купдад илдизлари кубларининг йигиндисини топиш га 
имкон беради .

.Дсосий теореманинг исботида /  симметрик купдадни эле
ментар купдадлар  орцали ифодалаш учун досил цилинган усул 
номаълумлари о,, о2, . . . ,  ап лардан иборат булган тайин куп
дадга келтиради. Маълум булишича, /  учун деч цандай усул



билан а2, . . . .  еп оркали бошца ифода олиш мумкин эмас 
экан. Буни куйидаги я г о н а л и к  т е о р е м а с и  курсатади: 

) \а р  цандай симметрик купдад  элементар симметргк  
купдадларнинг куп^ади куриниишда ягона ифодага эга.

Бу теоремани исботлаймиз. Агар Р  майдон устида / (л -, , . . . ,
I х п) симметрик купдад о1( а2, оркали икки хил турли

j /  (*1. х г, . . . ,  х п) =  <р (Oj, о2, . . . ,  о„) =. ф (olt о8, . . . , 0„)

'и ф о д а г а  эга .булганда эди, у зрлда

fc X (°1. °2. . • • . °я) =  <Р (°1. ° 2 . • • • . «я) -  ф (=»!, . . . , а я)

' а й и р м а  о,, а2, . . . ,  о„ ларнинг нолдан фаркли куп^ади булар 
эди, яъни унинг барча коэффициентлари бир вактнинг узида 
пол га тенг булмас эди, ва^оланки, бу куп^адда а,, а2, . . . ,  а„ 
ларни уларнинг x t , х 2, . . . ,  х п лар оркали ифодаси билан ал- 
маштириш Р [ х и х 2 з^алканинг нолига олиб келарэди .
Шунинг учун з^ам, агар х(°1> аз> • • • .  ° я )  купдад нолдан ф арк
ли булса, яъни у камида битга нолдан фаркли ко эф ф и ц и ен та
эга булса, у 350л да х да о„ о2, . . . ,о„ларни уларнинг х , ,  лг3, ___ х п
лар оркали ифодаси билан алмаштириш натижасида з^осил бу- 
ладиган g(xj, х 2, . .  . ,  х п) купдад:

' x(°li 02i • • • » °л) “  gi-X 1) -*2) • • • I Xn) (13)
1 з^ам нолдан фаркли булишини курсатиш кифоя.

Агар а  о*- о*«.. .  окпп ифода х купдаднинг з^адларидан бири 
булиб, шу билан бирга а ф  0 булса, у з^олд;| барча о ларни 
уларнинг (1) ифодаси билан алмаштиргач, биз—асосий теоре- 
магшнг исботидан маълумки — юкори -чади (лексикографик 
жойланиш маъносида) ушбу

ах\' (Xi x 2)*‘ . .  .(*! х 3. . .  х п)кп =  а х 1' х 12\  . .  х 1п’>

^адга тенг булган x t x2, . . . ,  х п ларнинг куп^адини з^осил к»- 
ламиз. Бу ерда

l\ =  kx \  к2 . -t kn, 
h — k2 кп,
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In — к,i.
Бундан

ki =  1, кп =  In, i =  l | 2 , i  ( < t tt 11
яъни / , , / 2, . . . , /я даража курсаткичлар буйича х купдаднинг 
дастлабки з^адининг к и к2, . . . ,  kn даража курсаткичларини тик- 
лаш мумкин. Шундай килиб, х купдаднинг турли з^адлари 
уларни х и х2 . . , х п номаълумларнинг купдадлари деб каРа* 
ганда т у р л и  юкори з^адларга эга,
2 3 - 3 9 1 9
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Энди х купдаднинг барча дадларини курайлик; уларнинг 
Зар бири учун уни х и х 2, . . . ,  х„ номаълумларнинг к^пзади 
шаклидаги тасвирининг юцори задини топамиз ва бу юцори 
Задлар ичидан лексикографик жойланиш маъносида э н г  юц о -  
р и с и  ни  танлаб оламиз. Юцорида айтилганига асосан, бу зад  
у купзаднинг бошца задларидан зосил буладиган ю ц-о р и зад- 
лари орасида ухшашига эга булмайди, у шартга кура  бу зар 
цайси ю ц о р и  задлардан зам  ю ц о р и  булгани учун у х куп- 
з а д  задларида аи а2, . . . ,  <з„ элементларнинг уларнинг (1) ифо- 
даси билан алмаштирганда зосил буладиган бошца задлардан 
юцори булади. Демак, биз x(«i. «2. ■ • , °л) дан g ( x u х 2, . . . ,  х п) 
га утиш жараёнида фацат бир марта пайдо буладиган ва ш у
нинг учун зам зеч  нарса билан цисцариб кетмайдиган (нолдан 
фарцли коэффициентли) задни топдик. Бундан, gt-v,, *2, . . . ,х„)  
купзаднинг коэффициентлари ичида нолдан фарцлилари бор- 
лиги, яъни бу купзад  Р[ х1, х 2, . . . , х „] залцанинг ноли эмас- 
лиги келиб чицади, худди шуни исботлаш талаб цилинган эди.

Исботланган теоремани, равшанки, цуйидагича ифодалаш 
мумкин:

°i>°2i.- • •  *®л элементар симметрик купдадлар  системаси 
Р \х ^ ,х г, . .  , , х„]  к уп д а дла р  %алцасининг элементлари сифа- 
тида царалганда  Р  майдон устида алгебраик эркли  систе
ма булади.

53-§*. Сим метрик к^ п ^ ад л ар  ^ацида ц^шимча маълумотлар

Асосий т ео р ем ага  дойр муло^азалар . Симметрии купдадлар 
зацида олдинги параграфда келтирилган асосий теореманинг 

-исботи теореманинг формулировкасига биз цуйида ишлатади- 
ган бир нечта музим цушимчалар^и киритишга имкон бсради. 
Энг аввал / ( x it х 2, . . . ,  х„) симметрик купзаднинг элементар
купдадлар орцали ифодаси сифатида топилган ip(o„a2..........о„)
купзаднинг коэффициентлари фацатгина Р  майдонга тегишли 
булмай, балки х;атто /  купдаднинг коэффициентлари орк,а- 
л и  цушиш ва айириш ам аллари  ёрдамида ифода этилпди, 
яъни Р  майдон ияида  /  купдад  коэффициентлари томони
дан вуж удга  келт ирилган L %алцага тегишли булади.

Дацицатан зам, осонгина куриш мумкинки, х и х 2, х п 
номаълумларга нисбатан ср4 купдаднинг барча коэффициентла
ри (аввалги параграфнинг (5) формуласига царанг) /  куп зад 
нинг юцори зади  олдидаги коэффициент а 0 нинг бутун карра- 
ларига тенг ва шунинг учун зам L залцага тегишли булади. 
?i> ?s> • • • > 9я купдадларнинг [(л-,, х 2, . . . ,  л„) номаълумларга 
нисбатан] барча коэффициентлари L га тегишли эканлиги ис
ботланган булсин. У золда / ,  = /  — <р, — <р2 — . . . — купзад
нинг коэффициентлари зам  L га тегишли булади ва демак
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х и х 2, . . . ,  х„ ларга нисбатан срг+; куп даднин г барча ко э ф ф и 
циентлари  *ам L да  ётади.

И кки н чи  томондан, <р(о,, о2, . . . ,  о„) купдаднинг аи  с2, . ,  . , ап 
лар  буйича биргаликдаги даражаси  .Дх,, х 2, . . . ,  х п) куп^ад-  
нинг х;ар бир х  номаълумлар буйича олинган даражасига 
тенг булади.  Хацицатан *ам, аввалги параграф даги  (2) ^ а д /  
куп дад н и н г  юцори ^ади булгани  учун /г, /  нинг x t ном аълум  „ 
б у й и ч а  олинган дараж аси  ва, дем ак , /  нинг сим м етриклигига  
асосан ихтиёрий бошца х, ном аълум  буйича *ам дараж а б у 
лади . Аммо нинг о лар  буйича биргали кдаги  дараж аси  а в 
валги  параграфнинг (5) ф орм уласига  асосан

(£, — k 2) +  (k2 — ks) + . .  , - f  (&n—j — kn) +  k n =  ft,

сонга тенг. Сунгра / ,  купдаднинг юцори ^ади  /  куп даднин г 
юцори ^адидан цуйи булгани учун / ,  нинг ^ а р  бир x t буйича 
олинган дараж аси  /  нинг бу н ом аълум ларнин г ^ а р  бири б у й и 
ча олинган дараж асидан  юцори була олмайди. Аммо ср, куп -  
35 ад  /  учун цандай ролни баж арса  <р2 куп дад  / ,  куп дад  учун  
худди  ш ундай ролни баж аради , ш унга кура  <р2 нинг о лар б у й и 
ча биргаликдаги  дараж аси  / ,  нинг ^ар бир л, буйича олинган 
д ар аж аси га  тенг, яъни у дан катта эмас ва ^оказо . Ш ундай 
цилиб, <р(о1: о2, . .  . ,  ап) нинг д араж аси  ^ам /г, дан катта эм ас . 
г >  1 да  ^еч бир <р, ку п дад  о , ,о 2 . . .  ол ларни ср, цандай д ар а -  
ж а д а  уз  ичига олган булса, х удди  шундай д ар а ж а д а  уз  ичига  
ола олм агани  сабабли, ф(а,, о2, . . . ,  о„) нинг д араж аси  роппа- 
роса  k t га тенг. Ш у билан би'знинг даъво  исботланди.

Ь Щ о я т ,  ао\'о!>. . . а1пп ифода ср(о,, о2,. . . ,о„) купдаднинг дад -  
ларидан  бири булсин. Бу  ^аднинг вазни деб

/, -|- 2 /2 +  , , ,  тЬ nln

сонга айтамиз, яъни • вазнни ^и соблаш  учун  д ар а ж а  курсат-  
кичларни мос о,- ларнинг индексларига  купайтириб, сунгра  ^о -  
сил булган сонларни цуш иш  керак . Б о ш ц ач а  с у з  билан айт- 
ганда, куп дадлар  купайтмасининг д араж аси  *ацида 5 1 - § д а и с -  
ботланган теоремадан келиб чицадики, вазн биз кураётган  ^ад -  
нинг х и х 2,. . . ,  х п ном аълум лар  буйича б и ргали кдаги  д а р а ж а 
си б улад и . У ^олда  у ш б у  д аъ в о  уринли булади .

Агар бир жинсли f ( x it ...............х п) симметрик купдад но
маълумларнинг биргаликдаги даражаси s га тенг булса,  у 
х,олда унинг а орцали  tp(o, . . . ,  оп) ифодаспнинг барча х;ад- 
лари  х,ам s га тенг булган бир х и л  еазнга эга булади.

Д ар^аци цат , агар аввалги параграф даги  (2) бир ж инсли /  
куп даднин г  юцори з^ади булса ,  у  ^о л д а

5 =  • • • "Ь
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булади. Аммо <pj заднин г вазни аввалги параграф даги  (5) га 
асосан

(ki — k2) +  2(k2 — k3) +  . . .  +  («  — l)(A„_i — k n) +  nk n *=
=  ki +  k 2 +  k 3 +  . . . +  kn

булади, яъни  у зам  s га тенг. С унгра  — <р, к у п д а д  s-
д ар аж али  иккита бир жинсли купдадларнинг айирмаси сифа- 
тида узи  за м  s -дараж али  бир жинсли к у п з а д  б улади  ва ш у 
нинг учун  з а м  <р ку п задн и н г  ср2 зад и  зам  s вазнли булади  ва 
з о к аз о .

С и м м етр и к  рац и о н ал  к а с р л а р .  Симметрии к у п за д л а р  за-  
цидаги асосий теорем а рационал касрлар булган з о л г а  умум- 
лаш ти ри ли ш и  мумкин. А гар  п та х и х 2, . . , , х п ном аълум нинг
— рационал  касри ном аълум ларни  ихтиёрий урин алмаш тириш - 
ё
да за м  у зи га  тенг булиб цолса, бундай рационал  касрга 

симметрик  каср деймиз. Бу таъриф биз — касрни оламизми
g

ёки унга тенг булган  — касрни оламизми, бунга боглиц
So

эмаслигини  осонгина курсатиш  мумкин. Д а р за ц и ц а т ,  агар
о) — н ом аълум ларни  бирор урин алмаш тириш  булиб, <р эса бу 
н ом аълум ларнин г ихтиёрий к у п зади  булса, у зо л д а  ср‘° орцали м 
урин алм аш тириш  б аж арилганда  ср к у п з а д  утадиган куп задн и  
б елгилаш ни келиш айлик . Ф аразим изга  асосан ихтиёрий <о учун

g ga '
яъни / g m =  g / m. И ккинчи томондан,

/  =  /о

g  go
тенгликдан f g 0 =  g f 0 келиб чицади, бундан f*g* =  g®/?. Охир- 
ги тенгликнинг иккала томоиини /  га купайтириб, топамиз:

/ / “ £S =  / g Y “ = g r t : ,
бундан / “ га цисцартиргандан сунг, t S t  — gfZ  келиб  чицади, 
яъни

H  — L  =  h . ,
go g  g o '

У ш бу  т е о р е м а  уринли:
Коэффициентлари Р майдондан олинган х и х 2, . . .  , х п но

м аълум ларнинг %ар цандай симметрик рационал касри 
° i i 02. • • • ,°п элементар сим метрик купдадларнинг коэффи
циентлари яна  Р  га тегишли булган рационал касри шак- 
лида ифода этилади.
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Д ар^аки ц ат ,
f  {%и *̂*2» • • • t Xfi) 
g{*L  ХЛ, . . . , Х П)

симметрии раци онал  каср  берилган б улси н . Уни цискармай- 
диган  деб  ф араз  килиб, /  ^ам , g  *ам сим м етрик ку п ^ад л ар д ан  
иборат  булишини исботлаш  мумкин эди. А ммо куй идаги  йул 
бир оз соддарокдир . Агар g  ку п дад  сим м етрик булмаса, у 
холда  сурат  ва махраж ни g  дан н ом аълум ларнин г  айнан б у л 
маган урнига куйиш лари  оркали келиб  чикадиган  барча «! — 1 
та куп ^адларн инг  купайтмасига купайтирамиз. Энди м ах р аж  
симметрик куп дад  булиш ини осонгина кури ш  мумкин. Бундан 
касрнинг узи симметрик эканлиги сабабли, суратнинг хам сим- 
м етри клиги  келиб чикади, ва дем ак ,  теорем ан и н г  исботи учун  
су р ат  ва махраж ни элементар симметрик ку п ^ад л ар  оркали  
иф одалаш гина  колди.

Д а р а ж а л и  й и ги н д и л ар .  Т атбикларда

sk =  JC* +  х \  - f . . .  +  Xkn, 4 =  1 , 2 . . .

сим м етрик  куп^адлар , яъни х и х 2, . . . , х п ном аълум лар  А-да- 
раж аларин инг йигиндилари куп  учрайди . Д араж али  йигин-  
дилар  деб  аталувчи бу симметрик ку п ^ ад л ар  асосий теорема- 
га  кура  элементар симметрик к у п ^ а д л ар  оркали  ифода этили- 
ши керак , Аммо катта k лар учун  бу иф одаларн и  излаб топиш 
ж у д а  кийин ва шунинг учун  • з(ам 5^ s2, . . . ва ои  о2, . . . ,  ап л ар  
орасидаги  >?озир к е л ш р и б  чикариладиган богланиш  диккатга  
сазовордир.

Аввало, s, =  <jj. Сунгра, агар  булса , у ш б у  тенглпк-
ларни  осонгина текш и ри б  ку р и ш  мумкин:

s*_i о1 =  s ft + 5  ( х * '- хх 2) 1>,
Sk- 2 а2 =  5 ( х ? - ‘л 2) +  S ( x b - 2x 2x  8),

sk-ial = S ( x k~l+1x 2. . . * , ) + .  . x , x i+i),
2 ^  i <  k  — 2,

О )

s ^ k -1 =  S ( x \ x 2 . . . +- kak.
Б у  тенгликларнинг альтернацияланган  йигиндисиии (яъни иш о- 
ралари навбати билан алмашиб турувчи  йигиндисини) олиб, 
i ун гра  барча ^адла'рни тенгликнинг бир томонига утказиб , у ш -

* бу  ф орм улан и ^осил киламиз:

sk — sk- i  °i +  Sk-'i о3 — • • •  +  ( — sxok-i +  ( — 1 ) * Ь А =  О
( k ^ n ) .  (2)

•) Аввалги пар агр а ф д а ги  (11, га  каранг>



А гар k > n  булса, у зо л д а  (1 тенгликлар  системаси 

Sft-iOj =  sA
s ft_ 2<j2 -  S u * - 1*;,) +  8 ( х * -2х гхй\

S i , . ,  a, - 5 ( л * - ' + ‘л:2 . . . * / )  +  M * ? - ' *2 • . . ^ / + i ) ,
......................................................................2 < i  < n  — \,

s*-n  On =  5  (Х?~п+1Х2 . . . X„) 
к у р и н и ш га  эга булади , бундан уш бу

sk — +  5*_2o2 — 1)" Sft_„a„ =  0, (/г >  п)  (3)

ф орм ула  кел и б  чикади .
(2) ва (3) ф орм улалар  Ньютон формулалари  дейилади. 

У лар  д а р а ж а л и  йигиндиларни элем ентар  симметрик купдадлар  
билан  боглайди  ва s 1ts2, s3, . . . ларнинг о2, . . . ,  о„ лар  о р к а 
ли иф одасини кетм а-к ет  топиш имконнни беради. Дарз^акикат, 
бизга  м аъ л у м к и ,  s, =  о,, бу (2) ф орм уладан  з?ам келиб  чи ка
ди. С ун гра ,  агар  /г =  2 <  п булса, (2) дан s2 — s to, +  2о2 ни з^о- 
сил к и лам и з ,  бундан

s2 =  о? — 2<jj.
С у н гр а ,  k  =  3 <  п  булганда s 3 —  s 23j +  s,<j2 — З з 3 =» 0 булади, 
бундан , st ва s2 ларнин г топилган ифодаларидан фойдаланиб,

S8 =  ° ?  —  3 о 1°2  +  Заз 
ни з^осил ки лам и з, бу  эса бизга таниш ифода (аввалги параг
раф даги  (12) га каран г) .  Агар k — 3 булиб, п — 2 булса , у з^ол- 
д а  (3) га асосан s3 — s 2o ,  + s,o2 =  0, бундан s3 =  — Зо,а2. 
Н ью тон  ф о р м у л ал ар и д ан  фойдаланиб, sA ни о4, о2, о „  лар 
о р к а л и  и ф о д а  килувчи умумий ф орм улаларни  з^ам з^осил ки* 
ли ш  м ум ки н . Аммо бу ф о р м у ла  ж у д а  у зу н д а н -у зо к  булиб, 
биз уни к елти ри б  утирмаймиз.

А гар  асосий Р  майдон U характеристикага  эга  булса  ва 
ш у н и н г  у ч у н  з^ам, ихтиёрий натурал  сон п га були ш  бу  май- 
донда м аъ н ога  э га 1* булса , у з^олда (2) ф орм ула  olt о2, 
эл ем ен тар  си м м етрик  купз{адларни биринчи п та su s2, . . . , s n 
д ар аж ал и  йигиндилар оркали  иф одалаш  имконини беради. Д ар -  
^ ак и к ат ,  о, =  s „  ш у сабабли,

°г *“ - j  (Si — s 2) =  i  (s ’ — 2 s2),

°8 =  - j  (Sa-1 Sa»i -+ s,oa) =  ~  (*» - 3 sts2+ 2st),
3 о
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a
*) p характери стикали  майдонда — ифода а ф 0 да м аънога  эга эмас

Р
чунки бу майдонда ихтиёрий х  у чун р.к =  0 булади.
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ва ц оказо . Б ун дан  ва асосий теорем адан  у ш бу  натижл' келиб  
чицади:

п та x lt х 2, , х„ номаълумнинг 0  характ ерист икала  
Р  майдон устида ихтиёрий купдади s lt s2, . . . ,  s„ дараж али  
йит ндиларнинг  коэффициентлари Р майдонга тегишли б у л 
ган купдади ш аклида тасвирланиши мумкин.

Номаълумларнинг иккита системаси буйича симметрик 
купдадлар. Кейипги параграфда ва ш ун и и гдек ,  58-§ да  с и м 
м етри к  ку п дад  туш унчасининг цуйидаги ум ум лаш м аси  иш ла-  
тилади . Н ом аълум ларн инг иккита х и х 2, . . . ,  х п ва y t ,y2, . . . ,  у п 
системаси берилган  булсин, шу билан бирга  уларнинг

Л-!, , . , ,  Хц, у у 2, • . • ,  Ут (4)
бирлаш м яси  Р  майдон устида алгебраи к  эрк ли  булсин. А гар  Р  
майдон устида/(л : ,  лг2, . . . ,  х п, у и у2, . . . ,  у г) к у п з а д  х и х 2, . . . х п 
ном аълум ларни у з а р о  ихтиёрий урин алм аш ти ри ш да  ва у,, 
у2, . . . ,  уг ном аълум ларни у зар о  ихтиёрий урин алм аш тириш да 
узгарм ай  цолса, у номаълумларнинг иккит а системаси буйи
ча симметрик  дейилади . Агар х и х 2, .  . , , х п ларнинг э л е м е н 
тар симметрик ку п задл ар и  учун  а1г я2, . . . ,  а„ б елгилаш ни сац- 
л асак , y i , y 2>- • >>УГ ларнинг элементар  сим м етри к  к у п за д л а р и -  
ни эса ть  т2, . . . , х г лар  орцали б елги ласак ,  асосий тео р ем а  
цуй идаги ча  ум ум лаш ади:

Р майдон устида номаълумларнинг х и х 2, . . . ,  х п ва у и 
Уз,. . . , у ,  системалари буйича симметрик булган ихтиёрий  
f ( x u х 2, . . . ,  х п, у и у 2, • • •, уг) купдад бу иккит а номаълумлар  
системаси буйича элементар симметрик купдадларнинг  
коэффициентлари Р  дан олинган купдади ш аклида тасвир
ланиш и  мумкин:

/ ( Хи Х3, . . . ,Х„, у и у 2, . . . , у , )  =  Tj.Tj,. . . ,Tr).

Хацицатан зам , /  ку п задн и  коэф ф иц иентлари  х и х 2>. . ' . ,  х п 
ларнинг к у п зад л ар и д ан  иборат булган f ( y u у 2, . . . .  уг) к у п - ^  
з а д  д еб  цараш мумкин. /  к у п з а д  х и х 2, . . . , х п н о м а ъ л у м л а р - '  
ни урин алмаш тириш да узгармай цолгани у ч у н  / к у п з а д н и н г  
коэфф ициентлари  х и  г 2, . . ,  х п ларнин г сим м етрик к у п з а д л а р и -  
дир ва шунинг учун  зам , 'у л а р н и  асосий тео р ем ага  асосан
ol f o2...........,о„ ларнинг коэф ф иц иентлари  Р  дан  олинган к у п з а -
ди ш аклида  ифода этиш мумкин. И к к и н ч и  томондан , /  (уи
У г , . . . , Уг )  куп дад  Р (хи ...............х„) майдон у стида  царалган да
УиУь  • ларга  нисбатан симметрик б у лад и , дем ак , ун и
?( 'си • • • 1V) к у п з а д  ш аклида тасви рлаш  мумкин. У ш б у  па- 
раграфнинг_бош ида курсатилганича, ср ку п д ад н и н г  к о э ф ф и 
циентлари /  ку п зад н и н г  коэф ф иц иентлари  орцали  ц у ш и ш  ва 
айириш  амаллари ёрдам ида иф одаланади , ш у н га  к у р а  улар
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^ам <т,,о21 • • ■ 1 °я ларнинг куп^ади  булади . Равш анки , бу  f  учун 
°i, а2. ■ • •, а я. Ti. • • • > хг оркали изланаётган ифодага олиб  келади.

М и с о л.

Я *  1, Хз, Х3, у,, Уз) =  Х ^ з Х з  -  Х ^аУ !  -  ДГ^аУа -  Jfi-r3yi —
—  Х1 *вУа ~  АГаГзУ! —  л 2*зУэ +  +  *аУ 1Уа +  *зУ 1У8 

кУгщад х г, х 2, х3 номаълумлар  буйича дам, y t, у2 номаълумлар буйича  цам 
симметрик, аммо беш та  номаълумнинг даммаси буйича (биргаликда) симмет
рик эмас. Буни акалли x t ва ух номаълумларни т р а и с п о т ц и я л а щ  оркали 
курсатиш мумкин. /  нинг at , as, a3l t u x3 л ар  оркали ифодасини топамиз:

f = X 1X3V3 —  ( X1 Xn +  X i X i + X g X d y i  —  l X M  +  X ^  f  * 3  <r3) Уа -f
+  (* i +  x s +  x 3)  У]У8 =  o3 -  03y, — a3y 3 +  o,y,ya =  j j -  аЛ  +  0^3.

Д озир исботланган теорема, ш уб^асиз , номаълумларнинг 
учта  ^ам да куп сондаги системаси учун  .^ам умумлаш тириладн.

Н о м аъ л у м лар н и н г  иккита системаси буйича симметрик куп- 
^адлар  у ч у н  уларни элементар сим м етрик*куп^адлар  оркали 
ифодалаш нинг я г о н а л и г и  з а к и д а л и  т е о р е м а  ^ам .у р и н : 
ли. Б ош кач а  айтганда, уш бу  т е о р е м а  уринли:

Номаълумларнинг берилган х и х 2, . . . , х п еа у и у 2, . . . ,  у, 
системаларининг аи  о2, . . . ,  а„, ть  т2). . . ,  тл элементар сим 
метрик купдад лар  ининг бирлашган системаси Р  майдон ус
тида алгебраик эркла  булади.

Хакицатан jjaM, Р  майдон устида барча коэффициентлари 
бир вактда нолга тенг булмаса-да, узи  нолга тенг булган

?(°1>  °2> • • • » °Я, Xl> x2i • • • 1 тг)

куп дад  берилган  булсин. Бу  куп^адни коэффициентлари о,, 
о2, . . . ,  о„ ларнин г куп ^адлари дан  иборат булган ф(ть  т2, . . . ,  хГ) 
куп дад  д еб  караш  мумкин. Д ем ак ,  ty ни . ,хг ларнинг
Q = Р (х и х 2, . . . ,  х„)рационал касрлар майдони устида куп ^ади  
деб  ^и соблаш  мумкин. y t , у 2 . .  . , у п система Q майдон устида 
^ам алгебраи к  эркли  системалигича колади: агар  бу система 
учун коэф ф иц иентлари  Q дан олинган алгебраик богликлик 
м ав ж у д  б у лган д а  эди, у ^олда  м ахраж лардан  кутулиб , биз
(4) системада ф аразим изга  зид уларок , алгебраик богликлик- 
ни ^осил ки лар  эдик. Аввалги параграфдаги ягон али ли к  тео- 
ремасига таяииб, энди тх, %2, . . . ,  zr система з^ам Q майдон у с 
тида ал геб раи к  эркли  булиш ини келтириб чикарамиз ва ш у 
нинг учун  >{ам ф куп даднин г барча коэффициентлари нолга 
тенг. Аммо бу коэфф ициентлар  ои о2, .  , . , а„  ларнинг куп ^ад -  
ларидаи  иборат, дем ак , яна номаълумларнинг битта системаси 
учун  яго н ал и л и к  теорем асига  асосан (бу гал х и х 2,.  . , , х п си с 
тема у ч у н ) б у  кейинги куп ^адларн инг  барча коэффициентлари- 
нинг у злари  ^ам  нолга тенг. Ш у билан фаразимизга  зид  р а 
виш да <р куп даднин г  барча коэффициентлари нолга тенг  экан- 
лиги исботланди.
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54*-§. Р е з у л ь т а н т .  Н о м аъ л у м н и  й у ц о ти ш . Дискриминант.
А гар Р[ х и х г, . . . , х п\ ^алкадан  олинган /  ( х и х 2, . . . ,  х п) 

к у п д ад  берилган  булса, _у з{Олда уни нг  ечими  деб  Р  м айдон- 
дан ёки унинг бирорта Р  кенгайтмасидан олинган ш ундай  

Xj =  а( , х 2 — а2, . . . | Х п =  <х„, 
ном аълум лар  системасига айтиладики , у  система /  куп дадни  
нолга айлантиради:

/  («ь Ч, • • • * «„) =  °-
Дараж аси нолдан катта булган %ар цандай  /  купдад  

ечимга эга: агар  х ,  бу куп даднин г иф одасига  ки рган  булса, 
Ч, *3. • • • . “п сифатида, м о^и ятига  ку р а ,  Р  м айдоннинг и х т и 
ёрий элем ентларини олиш мумкин, фацат / ( х и Ч< • • • » ял) КУП" 
з^аднинг д ар аж аси  катъий мусбат були б  колаверса  бас, ундан 
кейин эса илдизнинг мавж удлиги з^акидаги теорем адан  (4 9 -§ )  
ф ойдаланиб, Р  майдоннинг ш ундай  Р  кенгайтмасини олиш  ке- 
ракки, унда битта х, номаълумнинг / ( л ь а2) . . . ,  а„) ку п дад и  
а, илдизга  эга булсин. Ш у билан бирга бир н ом аълум ни нг  п~ 
д араж али  куп дади  з$ар кандай м айдонда п тадан ортик и л д и з 
га эга булмаслик хоссаси бир нечта ном аълум нинг ку п д ад л ар и  
учун  уринли булмай колишини курамиз.

Агар п та ном аълум нинг бир нечта  к у щ а д и  бери лган  б у л 
са, у  >;олда бу купдадларнинг барчаси  у ч у н  ум ум ий булган  
ечимларни, яъни .берилган купз^адларни нолга тенглаш  нати- 
ж асида з^осил булган  тенглам алар  системасининг ечи м лари ни  
излаш  масаласш ш  куйиш мумкин. Б у  масаланинг хусусий  з^оли, 
чунончи чизицли тенгламалар системаси иккинчи бобда батаф - 
сил муз{окама килинган эди. А ммо карам а-карш и  хусусий  з^ол 
—бир ном аълум ли битта, лекин ихтиёрий д араж али  тенглам а 
учун биз илдизлар  тугрисида у л а р  асосий майдоннинг бирор 
кенгайтмасида м ав ж у д  ьканлигидан б ош ка  зе ч  нарса билмай- 
миз. Албатта, бир нечта ном аълум ли  чизикли булмаган  ихтиёрий 
тенглам алар  системасининг ечи м ларини излаш  в а у р г а н и ш  янада  
кийинрок, шу билан бирга курси м из чегарасидан четга  ч и кувчи  
ва ало)$ида математик ф ан —алгебраи к  геом етриянинг м авзуинн 
ташкил этувчи масаладир. Биз эса бу ерда  и к к и т а  ном аъ л у м -  
нииг ихтиёрий дар аж али  и к к и т а  те.нгламаси системаси б у л 1 ан 
зо л  билангина чгкланам из ва б у з ^ о л б и р  н ом аълум ни нг  б и т т а  
тенгламаси булган  зо л га  келтирилиш и мумкинлигини курсатам из .

Аввал бир ном аълум нинг иккита куп ^ади н и н г  ум ум ий  и л 
дизи м авж у д л и ги  з^акидаги масала билан ш у гу л л ан ам и з .  Р  
майдон устида

. /  (х)  =  а0 Ал +  f l j  x n~l +  . . .  +  an^ x  +  an, I .

g (x)  =  b0x* - f  btx s 1 +  . . .  -f- bs- i x  +  | 
купдадлар  берилган  булсин, ш у билан бирга  а0 ^  0, Ь0 фО«



Аввалги бобнинг натиж аларидан, /  х )  ва g ( x )  к ^п ^а д л а р  
узаро туб булиаганда ва фацауг шундагина улар  Р майдон- 
нинг бирор кенгайтнасида у ну  май илдизга  эга эканлиги  ци- 
йинчиликсиз келиб чицади. Ш ундай цилиб, бери лган  к у п з а д -  
ларнинг умумий илдизлари  м авж удлиги  заци даги  масала, 
уларга  Евклид алгоритмини цулланиш  билан зал  цилиниш и 
мум кин экан.

Дозир_биз бу саволга  жавоб  олиш у ч у н  бошца у с у л  кур- 
сатамиз. Я  майдон Р  майдоннинг ш ундай кенгайтмаси булси н - 
ки, унда f ( x )  к у п з а д  я  та я ,,  а2, . , а.п илдизга ,  g ( x )  эса s та 

Pi, . . - , Р, и лдизга  эга булсин; Р  с и ф а т и д а / ( я )  g  (л:) купайт- 
манинг ёйилиш  майдонини олиш мумкин. Р  майдоннинг

*(/,£) = «  П П (а* — РУ) (2 )
/=1 /=■!

элем енти  f ( x )  ва g  (х)  купдадларнинг результант и  дейилади . 
Равш ан ки , /  (х ) ва g_(x) купдадлар R  ( / ,  g)  =  0 булганда ва 
фацат шундагина Р д а  умумий илдизга эга,

g  ( я )  =  *\>П (х  -  ру)
/=1

Оулгани учун  ва ш у  сабабли

 ̂(“/) = П (а/ —
/-1

б у лган и дан ,  R ( / , g )  результан т  уш бу

Р  (Л  g )  =  а*0 r f  g  (<*,) (3 )
/=■1

к ури н и ш д а  *ам ёзилиш и мумкин.
f ( x )  ва g ( х)  ку п дад л ар  результангнинг т а ъ р и ф и д а  сим м ет

рик равиш да ц атн аш м айди , Д ар заки ц ат ,

R i g , t )  =  b*0 a l n n  ( ? / - « , )  =  ( - 1  Г  Я ( / , « ) .  (4)

(3) га мувофиц R { g , f )  ни

R ( g , f ) - % A . f ( h )  (5)
/-1

кУринншда ёзиш мумкин.
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Р езу л ьтан т  учун  келтирилган (2) иф ода  / ( х )  ва # ( .* )  куп- 
з^адларнинг илдизларини билишни талаб  килади ва- ш ун и н г  
учун з^ам бу иккита  куп.^адларнинг умумий илдизи м а в ж у д 
лиги з^акидаги саволни з^ал цилиш у ч у н  амалий жи.чатдан фой- 
дасиз. Аммо R ( f ,  g ) резулыпантни J  (х) ва g  (х) куп^адлар -  
нинг а 0, а и . . . , ап, b0,b u , . . Ь3 коэффициентларининг куп-  
%ада шаклида. тасвирлаш мумкин.

Бундай тасвирлашиинг мумкинлиги аввалги  параграф нинг  нати ж ал ар и -  
дан осонгина келиб чикади. Хакикатан д а м , (2) формула кУ рсатадики, R ( t ,g )  
результант номаълумларнинг икки системаси: orj, се3, . . . ,  ап си стем ани н г  ва
рь р3..........системанинг симметрик купдадидан иборат. Ш унинг- у чун  дам
у аввалги параграфнинг сунгида исботланганига асосан ном аъл у м л ар н инг  
бу икки системаси буйича элементар симметрик купдад ш акл ида ,  яъни

Я; Ь)
Виет форм улаларига  асосан, — , i =  1,2, , п ва j  — 1,2 . ; s

касрларнинг куп^ади шаклида тасвирланади; (2) га  кирган as0 b" купайтма- 
досил кчлинган ифодани макраж даги  ва  Ь0 дан куткаради.  А м м о  резуль-  
тантнииг коэф ф ициентлар  оркали ифодасини  аввалги пар агр а ф д а  баён ки- 
линган усуллар оркали излаш кийин булур  эди ва биз бош ка усу лд ан  фой- 
цаланамиз.

(1) куп ^адларн инг р езультан та  учун  биз топм окчи булган  
ифода бундай куп^адларнинг ихтиёрий ж уф ти у ч у н  яроцли 
булади. А ницрок айтганда, (1) к у п ^ а д л а р н и н г

®1i • • • I ал» Pl>?2 • • • ) Ps *
и л д и з л а р  с и с т е м а с и н и я - j -s т а  э р к л и  н о м а ъ л у м 
л а р  с и с т е м а с и ,  я ъ н и  (51 -§  д а г и  м а ъ н о д а )  Р  ма .й- 
д о н  у с т и д а  а л г е б р а и к  э р к л и  булган  /г-Ь s т а  э л е 
м е н т  с и с т е м а с и  д а н  и б о р а т  д еб  з^особлаймиз.

Биз результан т  учун (6) ном аълум ларнин г  к у п ^ а д и  деб  
каралганда  (Виет ф орм улаларига  асосан к оэф ф н ц и ен гларн и  и л 
дизлар  оркали  алмаш тиргандан сунг)  (2) тенгликн инг ун г  то- 
монига тенг буладиган ифода з^осил киламиз. (2) нинг узи 
з^ам (6) номаълумларнинг куп ^ад и  деб  каралади.

Тенгликни (6) ном аълум лар  системасига нисбатан ш ундай  
айний тенглик маъно^ида туш униб , биз (1) купдад ларнинг R( f , g )  
резулыпанти  (« -f s)- тартибли ушбу'

а0а : . , . а п
cio^i ■ • • ®я s та сатр

а0 я, . . .  ап
Ь0Ь, . . .  bs

b$b\ . . . bs n та сатр

Ьфх . . .  bt



детершшантга тенг эканлигини исботлаймиз (буш уринлар- 
д а  ноллар  турибди).  Б у  детерминантнинг тузи ли ш и  ту ш у н ар -  
ли ; биз унинг бош диагоналида  s марта а0 коэфф ициент ва 
сунгра  п марта bs коэфф ициент турганлигинигина кайд  киламиз.

Д аъвони исбоглаш учун  биз as0 b% D M  купайтмани икки 
хил  усул  билан ^исоблайм и з, бу ерда М  уш бу
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р г *
- 1  Rn + J  —1 

P2 • Г$
-1 n+s- 1 

a i
e » + . - , „ Л И - 1  i i ( GC • • • n

K +s
-2 on-h s—2 

Г2 . K + ‘
-2  n + j —2 

a x
дЯ+S—2 

2
>« + J —2

• • •

р? Й • A «I2 a 2 „2
. .  . a„

p. P* .  p. «1 «2 • • • an
1 1 . i 1 1 . . .  1

(п +  s) - тартибли ёрдам чи  детерминантдир. М  — Б эндер- 
м онд детерм инантидир ва шунинг учун ^ам , 6- § да курсатил- 
ганига асосан, у  охи рги  сагрдан олдинги сатр элементлари 
айирмаларининг купайтмасига  тенг, шу билан бирга ^ар к а н 
дай олдинги элем ентдан  кейинги турган исталган элемент айи- 
рилади. Ш ундай килиб,

М = П (^— р;) • П п (Р7 — а/) - П (а,-а,)
1 < K J < s  /=1 i = l  l< i< J<n

ва ш у сабабли, (4) га кура

a sobn»DM = D . R { g , f ) . n  ( ? , - ? , ) •  П (8)
K K ] < s  1 <L<j<n

И кки н чи  томондан D M  купайтмани матрицалар  купайтма- 
сининг детерм ин ан та  ^акидаги  теоремага асослапиб ^исоблай- 
миз. М ос м атрицаларни купайтириб ва барча а лар t  ( О  Н,|ИГ 
илдизлари , барча р лар  эса g(x)  нинг илдизлари эканлигини 
эъти борга  олиб,
D M  =

Р Г 1 / (P i) P5“ V ( P a )  •• Р Г ' / ( Р » ) 0 0 0
Р Г 2/ (Р ,) p r V ( p 3) . . . Р Г 2 / (Р .) 0 0 0

P i/ (P i ) P, / ( .% )  ... P ,/ ( P , ) 0 0 . - 0
/ (P i ) / (Ps) — f ( M 0 0 . и

0 0 ... 0 a?~lg ( ai) a2~''g(aa) • ■
0 0 . . . 0 « Г 2 ^ (а  i) « Г 2* (« » )  •.. an„~2 g  к

0 0 0 «lg  ( “ з) . . ang ( a n)
0 0 ... W g («  l) g(<*l) .. . g  Ы
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ни зосил  циламиз. Лаплас теоремасини цуллаб, су н гр а  детер -  
минантларнинг усгунларидан  ум ум ий куп айтувчи ларн и  чицариб 
ва зо си л  булган  дегерминантларни Вандермонд д етер м и н ан т-  
лари сифатида зисоблаб,

°о Щ D M  =  as0b "U  f  (Ру) • П (Р ,— Р,) • П  £(«/)■  Г1
j = 1 K l < J < s  1=1 \ < K j < n

ни ёки (3) ва (5) дан фойдаланиб,

as0 b"D M  = R ( f  g) R ( g , f )  • П  (Pi — Р у ) - П  ( « / -< * / )  (9)
\ < l < j < S  1 < 1 < ] < п

ни зо си л  циламиз.
(8) ва (9) тенгликларнинг унг  томонлари (6) н о м а ъ л у м л а р 

нинг к у п за д и  д еб  царалганда у зар о  тенг эканлигини зо си л  к и 
ламиз. Хосил булган тенгликнинг з а р  иккала том онин и  ай 
нан нолга тенг булмаган умумий куп айтувчи ларга  цисцарти- 
риш мумкин. R  (g , f ) умумий куп айтувчи  нолга тен г  эмас: 
шартга кура а0 4= 0 ва Ь0 ф  0 булгани сабабли, (4) дан  Ri g , t )  
куп задн инг  нолдан фарцли цийматини зосил  цилиш у ч у н  (6) 
ном аълум ларнин г узаро  бир бирларига  тенг булм аган  циймат- 
ларини (асосий майдонда ёки унинг бирор кен гай тм а с и д а )та н -  
лаш етарли . Колган иккита умумий купайтувчини за м  нолдан 
ф арцли эканлиги худди ш ундай исботлаиади. (9) ни барча  
нолчан фарцли бу  умумий куп ай тувчи ларга  цисцартириб, биз

R ( f , g ) - D  ( 10 )

тенгликка келам из, худди ш уни исботлаш  талаб  ц и ли н ган эд и .
Э н д и ( 1 ) к у п з а д л а р н и н г  ю ц о р и  к о э ф ф и ц и е н т 

л а р и  н о л д а н  ф а р ц л и  б у л с и н  д е г а н  ш а р т д а н  в о з  
к е ч  а м и з Ч  Д ем ак ,  бу ку п задл ар н и н г  асли д ар а ж а л а р и  
зацида, бу д ар аж ал ар  уларнинг „ф о р м ал “ д ар а ж а л а р и  п  ва, мос 
равиш да, s дан катта эмас деб  д аъ в о  цилишгина м ум ки н . Р е 
зу льтан т  учун  (2) ифода энди м аънога  эга эмас, ч у н к и  м у зо -  
кама цилинаётган  к у п з а д л а р  п ёки  s дан кам илди зга  эга  бу- 
лнш и мумкин. И ккинчи томондан, (7) д етерм инант бу зо л д а  
зам  ёзилиш и мумкин ва бу детерм и н ан т  а0 =f* 0,  b0 = £0  булган-  
да  исботланганига  асосан, р езультан тга  тенг булгани  уч ун  
бизнинг ум ум ий  зо л д а  зам  уни f  (х)  ва g( x )  к у п за д л а р н и н г  
результант а  д еб  а ' т а й м и з  ва R ( f , g ) орцали белгилай м и з.

*) Бундан кейинги татбиклар, юкори коэфф ициент  ^ацидаги биз  ш у  давр-  
га к ад ар  риоя килаётган шаргаан, бу  вак т ан ч а  воз  к еч иш  учу н  сабаб 
булади:. биз икки номаълумнинг купдадлари системасини к у рм окчим и з  на бу 
номаълумлардан би рш ш  коэффициеитлар каторига  кнритамиз. Д е м ак ,  бу но
маълумнинг хусусий циймагларида ю кори коэффициент нолга  айланиши 
мумкин.
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А м м о энди результантнинг нолга тенг  були ш и куп дадлари- 
мизда  умумий илдизнинг мавж удлигига  тен г  куч ли  эканлиги- 
га у м и д  боглаш  мумкин эмас; Д ардак и кат ,  агар а0 =  0 ва 
&0 = 0 .  булса, у долда /  ва g  купдадлар  умумий илдизга эга- 
ми ёк и  йукмилигидан цатьи назар R  (f , g ) =  0 булади. Аммо 
бу дол  результантнинг нолга тенглигидан берилган куп дадлар-  
нинг ум ум ий илдизи м авж удлиги  дакида  дулоса  чикариш 
м ум ки н  булм аган  ягона дол экан1*. Ч унон чи , у ш б у  теорема 
урин ли :

Агар ихтиёрий юцори коэффициентларга эга булган  ( / )  
купдад  лар  берилган булса , у %олда бу купдад ларнинг (7) 
результ ант и бу купдадлар  умумий илдизга эга булса, ёки 
уларнинг  юцори коэффициентларининг х,ар иккаласи %ам 
нолга  тенг булганда ва фацат шундагина нолга тенг булади.

И с б о т и .  а0 ф=0, Ь0 фО  булган дол ю корида текш ирилган 
эди, а 0 =.Ь0 — 0 булган  дол  эса теореманинг айтилиш ида на- 
з а р г а  олинган. Биз (1) куп дадларнин г юкори коэффициептла- 
ридан  бири, масалан, а0 нолдан фаркли, Ь0 эса нол! а тенг б у л 
ган долни куриб чикиш имиз керак.

А гар  барча г =  0,1, . . . ,  s лар учун Ь{ — 0 булса, у долда 
# ( /> & )  =  0 булади, чунки  (7) детерминант ноллардан иборат 
б у л г а н  сатрларни у з  ичига олади. Аммо бу долда  g  (х)  к у п 
д а д  айнан нолга тенг ва шунинг учун дам f  \х)  билан умумий 
и л д и зл а р га  эга.

А гар  Ь0 =  Ьу=* . . .  =  bk_ t — 0 булиб, лекии bk ^ 0 ,  k <  s 
б у лса  ва агар

§ ( Х) — Ькх* * +  bk+\xs к *4- . . .  -f- bs_ :x  -f  bs

бу лса ,  у э{олда (7) детерм ин ан тда  Ь0, Ьи . . . .  bk_ 1 элем ен тлар 
ни ноллар  билан алм аш тириб  ва Лаплас теорем асини кулланиб, 
равш ан ки ,

Я ( / , £ )  -  a*R( t , g )  ( ID

т ен гл и кк а  келам из. Аммо /  ва g  купдадларнинг юкори ко э ф 
ф ици ентлари  нолдан ф ар кл и  булгани учун , юкорида исботлан- 
ганга  кура , R ( f , g )  = 0 тен гл и к  /  ва g  куп дадларнин г умумий 
илдизи м авж уд  були ш и учун  зарур ва етарлидир. И ккинчи т о 
м ондан , (11) га асосан R  ( / ,  g)  =  0 ва R ( f ,  g)  =  0 тенгликлар  
тен г  кучлидир , g s a  g  куп дадлар  эса, албатта, бир хил  илдиз’ 
л а р га  эга булгани  учун  бу курилаётган  долда дам / ? ( / , £ )

' )  (7) детерминант ап — bs =  0 булганда *ам, албатта ,  нолга тенг. Аммо 
бу \ о л д а  (1 j купдадлар  умумий 0 илдизга ага.
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результантнинг нолга тенглик шарти / ( х )  ва g ( x )  к у п ^ ад л ар -  
нинг умумий илдизи м авж удлигига  тенг к учли  эканлигини 
>{0сил циламиз. Ш у билан теорем а  исботланди.

Кунидагп
f ( x )  =  а0 I2 +  +  а„, g  (х ) =  Ь0х г +  ЬХ к +  Ь3 

квадрат  купдадларнинг результантини топамиз. (7) га асосан

Дц О
R I f  а) =  ® а0 а1 а1 

К ё Ьо *1 &„ О
О Ь0 6S

ёки детерминантни бнринчи ва учинчи йуллари буйича ёйиш оркали  днсоб- 
ласак,

R ( f , g )  =  («0*2 -  « А )3 -  («0*1 -  -  а ф i). (12)
Масалан, агар

/  (*)  -  х* -  вх  +  2, g  (х)  -  л* +  л  +  6

купдадлар берилган булса, у долда (12) га асосан R ( / ,  # )  <=г233 ва шунинг 
учун дам бу купдадлар умумий илдизга эга эмас. Агар

/ ( л )  =  * а — 4 *  — g  (х)  -=* л а — 7х  +  10
куп.цадлар берилган булса, у  долда R ( f ,g )  =  0 булади, яъни бу  купдадлар  
умумий илдизга эга: бу илдиз 5 сони булади.

Икки номаълумли иккита генглама системасида номаъ- 
лумни йуцотиш. л: ва у н ом аълум ни нг  коэф ф иц иентлари  б и 
рор Р  майдондан олинган и к к и та  /  ва g  куп ц ади  берилган  
булсин. Биз бу куп^адларни х  ном аълум  д ар а ж а л а р и н и н г  ка- 
м айиш и буйича ёзамиз:

/ К  у) =  a0 (y)x*  +  a t (у)хк- '  +  . . .  +  ак . , ( у)х  +  ак {у),  1 m  
g ( x , y )  =  b0{y)xl +  bx(y)xl~l +  . . .  + b i - l(y)x  +  bl(y)‘, J

коэффициентлар Я [у | ^алцанинг куп^адлариД ан иборат  б у л ад и .  
у  ва g куп^адларни х  ном аълум нинг куп дади  деб  караб , у л а р -  
нмнг результантини топамиз ва уни  R x U>g) о р кал и  б ел ги л ай 
миз; у (7) га кура, битта „у “ н о м аъ лум н и н г  к оэф ф и ц и ен тлари  
Р  .майдондан олинган купдади  булади:

£ * ( / .& )  =  F (y)- <14)
(13) к у п д а д л а р  системаси Я  м айдоннинг бирор  кен гай тм аси 

да  х ~ а ,  у =  р умумий ечимга эга булсин. (131 д а  у  нинг Ур
нига (3 кийматни куйиб, биз битта х  ном аълум нинг и к к и т а / (х,  Р) 
ва g ( x ,  р) куп ^адини  *осил цилам из. Б у  к у п д а д л а р  а ум ум и й  
илди зга  эга ва ш унинг учун ^ам  уларнин г  (14) га асосан  F  (р) 
га тенг б улган  результан ти  нолга  тенг  б у ли ш и  лози м , яъ н и  
р циймаг к x ( t , g )  результантнинг илдизидан иборат бр- 
лиш и нерак. Аксинча, агар (13) ку п дад л ар н и н г  R J J ,  g)  ре-
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зультанти  р илдизга эга булса, у ^олда  / (* , (3 )  ва £ ( х , р ) к у п -  
^ад л ар н и н г  результан та  нолга тенг, яъни ё  бу купдадлар у м у
мий илдизга эга , ёки булмаса уларнинг х;ар иккаласини  
юцори коэффициенти нолга тенг:

Яо(Р) =  £о(Р) =  0.

Б у  йул  билан (13) ку п дад л ар  системасининг умумий ечим- 
лари  излаш  битта н ом аълум ни нг  битта (14) к у щ а д и н и н г  ил- 
д изларини излаш га келтирилди , яъни одатда айтилишича, х  
номаълум  (13) купдад лар  системасидан йуцотилди.

И кки номаълумли иккита тенглама системасидан номаълумни йукотган- 
дан сунг *;осил булган куп^аднннг даражаси а д и д а г и  с ав о л га у ш б у  теорема 
ж авоб беради:

А г ар  f ( x ,  у)  ва g  (х, у) купдадлар  номаълумларшш г биргаликдаги д а 
раж аси  буйича ,  мос равиш да п ва s  дараж аларга  эга булса, у  х,олда Rx( f ,g )  
купдадн и нг  у номаълум буйича дараж аси  (бу купдад айнан нолга тенг бул
маса, албатта) tis купайтмадан катта эмас.

Д аставвал ,  агар биз бир номаълумнинг юкори коэффициентлари бирга 
тенг булган  иккита купх,адинн текш ираётган  булсак, у  *олда (2) га асосан
уларнинг  R ( / ,  g)  результанти а ь ч3.......... ...  . . .  ларнинг / js -даражали бир
жинсли к у щ а д и н ан  иборат булади. Бундан, агаррезультантнии г  я ь а а . . . ,  ап,

. . . ,  bs коэффициентлар оркали  ифодасига

а\  at  ■■ апп bi ь2 ••• bls
_<ai кирса, ва агар  бу *аднинг  вазни деб

ki - f  2k% + . . . .  +  nkn + - / i  - f  2/2 -f- . . .  - f  sls
сонга айтилса, у  долда R ( f , g )  ншГг коэффициентлар оркали ифодасини 
барча ^адлари ns га тенг булган бир хи л  вазнга ага булади. Агар 
a f r  a f '  . . .  bff bh  . . .  b lss  *аднинг вазни деб,

0 • #о +  1 • +  . . .  +  nkn - f  0 • /о +  1 • /1 +  . . .  +  s!s (15)
сонга айтилса, бу д аъв о  (7) резу л ьтант  л,адлари учун умумий *олда \ам  
уринли. Дарх,акикат, (7) детерм инант  ^адларида а0 ва Ь0 купайтувчиларни 1 
билан алм аш тири б б ш  бундан аввал  курилган з^олга келамиз, аммо бу ку- 
пайтувчиларнинг  дараж а  курсатки члари  (15) ифодага 0 коэффициент  билан 
кнради.

Э нди /  ва g  купдадларнн у ш б у  куринишда ёзамиз:

f ( x , y )  -= а0 ( у ) х п -f e iO ’) * " -1  +  . . .  +  аа(у), 
g(>c,y) =  b0(y)xs +  bi(y)xs - r  +  . . .  + М у ) .

f ( * . У) к упдад  номаълумларннинг  биргаликдаги дараж аси п булгани 
у ч у н  аГ(у), г  =  0,1,2, . . . ,  п коэффициентнинг дараж аси унинг г  индексидан - 
катта  була олмайди, бу Ьг(у) у.чун *ам уринлидир. Бундан, R x ( f ,g )  резуль- 
тантнипг ^а р  кайси ^адинииг д ар аж аси  бу х,аднинг вазнидаи катта эмаслиги 
келиб чикади, яъни у  ns сонидан катта эмас.Шуни исботлаш талаб килинган эди.

М и с о л л а р.
I. У ш бу  / ( J c .y )  =  Jc2y  +  З с у - f  2у +  3,

g  (х,у) =  2 * у  -  2* +  2у +  8 
купдадлар системасининг умумий ечимларини топинг.
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2уа +  11 у +  12.

Б у  системадан х номаълумни йукотамиз, буш ш г учун  уни у ш бу  

f{x ,у) -  у  • *» +  (Зу) . л  +  (2у +  3), \ 
« ( * . у ) - ( 2 у - 2 ) д с +  (2у + 3)- J (16)

к урш ш ш да цайтадан ёзамиз, у  холда

у Зу 2у +  3 
Rx(f,R)  =  2у -  2 2 у + 3  О

О 2у —2 ‘2у +  3
3

Результантн инг  илдизлари ?i =  — 4, р2 =  —  — сонлар булади. у  номаълум-

нинг бу кийматларида  (16) купдадларнинг юкори коэф ф ициентлари  нолга 
айланмайди, ш унинг учун *ам уларнинг х,ар 'кайсиси л нинг бирор  киймати 
билан би ргали кда  берилган кугц адлар  снстемасипииг ечимини таш кил ки
ла ди.

f (x ,  -  4) =  -  4х* -  12* — 5, 
g(j;, — 4) =  — 10х — 5

купдадлар at «= —. - i  умумий илдизга эга.

J  3 \  3 о 9

г ( ' . - | ) —
купдадлар  эса аа ■= 0 умумий илдизга эга. Ш ундай килиб, берилган  к у п в д -  
лар системаси иккита ечимга эга:

1 3
“1 -  — Pi =* — 4 ва  а а- 0 ,  .

2. У шбу f ( x , у) =  2х 3у — лгу2 +  л  +  5,
£(*> У) =  **Уа 4 2 лгу8 — 5у 4  1 

к у п \а д л а р  системасидан битта номаълумни йукотинг.
И ккала  к у гд а д  *ам у номаълум буй ича  2 дараж ага  эга, ва^оланки , улар- 

дап бири ji ном аълум  буйича 3 да р аж а га  эга  булгани учун  у  ни йукотиш 
максадга мувофикдир. Системани

fix, У) =  ( - •*)•  У2 +  (2а3) • W  (х 4 5),
%(х,у) — ( * 5 4- 2 л )у а — бу 4- 1 J (17)

к уриниш да кайтадаи ёзамиз ва (12) формулани кУллаб, унинг р езультанти-  
ни топамиз:

# » ( / .  в) =  К ~  х)  • 1 ~  (*  +  5) (* 2 4  2л:)]2 -  [( -  х)  ( -  5) - 2 * « (  г 2 4- 2л)]  X 
X  [2л3 ■ 1 - ( х  + 5 ) ( - 5 ) ] = 4 л « + 8 < » + и * « 4 - 8 4 * в +  1 6 U ‘ +  154 *з+ 9 6 л 2- 1 2 5 * \

Результантнинг  илдизларидан бири 0 булади, Аммо х н ом аълум н и нг  бу 
кииматида (17) купдадларнинг иккала  ю кори  коэфф ициенти з^ам нолга айла- 
нади, ш у  билан бирга осонгина куриш  м у м к и н к и , /(0 ,  у) ва  g(0, у) купз(,ад- 
лар умумий илдизга эга эмас. Бизда  результантни нг  колган  илдизларини 
томиш усули м ав ж у д  эмас. Ф акат  шуни т аъ к и дл аш  мумкинки, а га р  биз 
уларпп топсак  (масалан, Ny( f ,g )  нинг бйилиш майдопида),  у *ол да  улардан  
з;еч кайсиси (17) куп.\адларшшг иккала  юкори к оэф ф ициентини  бирданига  
нолга анлантирмас  эди ва шунинг учун  х;ам бу илдизларнинг з^ар бири у 
нииг (битта ёки з^атто бир нечта) бирор  киймати билан бирга  бер и л ган  куп- 
*адлар  снстемасиш ш г ечимини таш кил этар  эди.

2 4 - 3 9 1 9
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И хтиёрий  сондаги ном аълум лар  ва куп дадлар  системасилан 
з а м  н ом аълум ларни  к етм а-кет  йуцотиш имконини берадиган 
у с у л л а р  м авж уд . Аммо бу  усуллар  узун д ан -узоц  булиб, ш у 
нинг учун  уларни куреим изга  киритиб булмайди.

Д и с к р и м и н а н т .  Бизни результант туш ун часига  олиб кел- 
ган- саволга  циёс цилиб, Р \ х ] залцадан  олинган л -дараж али  
J(x)  к у п д а д  цандай ш ар тл ар  баж арилганда каррали  илдизлар- 
га эга деган  саволни цуйиш  мумкин.

f ( x )  =  а0хп +  ахх п~1 +  . . .  +  ап~\х  +  ап, а0 ф  О

булси н  ва Р  майдоннинг бирор кенгайтмасида бу  купдад ах, 
о*, . . .  , оп илдизларга эга булсин. Равш анки , уш бу

Д =  ( а 2 —  a t ) ( а 3 —  о , )  . . .  ( а л  -  а , )  X

X  («8 — «г) К  -  а г) . . .  К  -  а») X

X  ( а п  “  « л - i )  *“  П  ( а ,  — а , )
п>1>1>I

купайт м а нолга тенг булганда ёки бари бир , f x )  купзад
нинг дискриминанти деб аталувчи

D =  Со2" " 2 П (а, — а,)*
п>1>]> 1

купайт ма нолга тенг булганда ва фацат шундагина бу ил- 
дизлар  ияида тенглари булади.

И л ди зларн и н г  урни алмаш тирилганда иш ора узгартиши 
м ум ки н  булган  Д куп айтм адан  фарцли-улароц , D дискриминант 
«1, • • • .  «л ларга  нисбатан симметрик ва ш унинг учуй зам 
уни  f ( x )  куп даднин г коэффициентлари орцали ифодалаш  мум
кин . Б у  ифодани Р  м а й д о н  н о л ь  х а р а к т е р  и с т и к а г а  
э г а  д е г а н  ф а р  а з д а  излаш  учун / ( л )  купдаднинг дискри
м инанти билан ш у к у п за д н и н г  результанти з а м д а  унинг 3 0 - 
силаси  орасйдаги  б оглани ш дан  фойдаланиш мумкин. Бундай 
боглан и ш  м авж удли ги н и  кутиш  табиийдир: 49-§ дан  м аълум 
ки, к у п д а д  ва / '(•*) коси ла  умумий илдизга эга булганда ва 
ф ац ат  ш ундагина, у  к у п д а д  каррали илдизга  эга ва шунинг 
у ч у н  ^ам, # ( / , / ' ) = * ( )  булганда  ва фацат ш ундагина D — О 
б у л а д и

У ш б у  параграф н инг (3) формуласига  асосан, 

б у л а д и .



тенгликни диф ференциаллаб ,
Я

f  ( * )  3  а 0 2 1  П  ( х —'Otj)
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S=1

ни ^осил циламиз. Бу  ерда х  урни га  at ни куйсак, г-дан бош - 
ка барча куш илувчилар  нолга айланади ва ш унинг у ч у н  *ам

бу ердан

/'(«,) =  во П(а/—Оу),
1+1

R ( J , f ' ) =  й”- 1 • а^П П (а,—а,).
u / = i  т  1

Бу купайтмага ихтиёрий / в а  /  л ар  учун (г > / )  иккита  к у п а й 
тувчи: 2j — ay ва ay — о, киради. Уларнинг купайтмаси ( — 1) Х 
X  (at — oijY га тенг ва « > / > / >  1 тен’гсизликларни каноатлан-

т и р у в ч и '^ ” та жуфт I, /  ин декслар  м ав ж у д  б у лган и  учун

Л (Я  -  1) я (я -1 )

£ ( / , / ' ) = ( - 1 )  2 а Г 1 И («,_«)» =  ( _ ! )  2 a 0D.
п>1>]>I

М и с о л. У ш бу
/(*) => а х 3 -t Ьх + в 

квадрат уч^аднинг дискриминантини топамиз. / ' (х) ** 2ах  +  b булгани учун

а Ь с
RUJ') Ча b О 

0 2 а Ъ
1 а ( — i 2 - f  4ас).

п(п — 1)
Бизниш  ^олд* — - —  =  1 ва ш унинг учун цам

D -  -  а - 1 /?(/,/ ')  -  4яс,
Бу мактаб алгебрасида одатда квадрат тенгламанинг ди скрим и нанта  деб 
аталувчи тушунча билап мос келади.

Д искри м инан тн и  излаш нинг боищ а усули  ку й и д аги д ан  и б о 
рат. а ,, а 2, . . . , яп илдизларнииг дар аж алар и дан  В андерм онд  
детерминаитини гузамиз. 6 § да исботланганга  асосан,

1
a 
a:

1 . . .  1

!1 *2 • • • ап
,2 “ S

. • • • • •
л — 1 
1 ай-1а ап• • • лд

=  П  ( а 1 -  В / =  а ,
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ва ш у н и н г  учун  зам  дискриминант  бу детерм и н ан т  квадрати -  
нинг га куп айтирилгани га  тенг. Бу  детерм инантни унинг 
тран сп он и рлан ган и га  м атрицаларни купайтириш  цон унига  а с о 
сан ку п ай ти ри б  ва олдинги  п араграф да  таъ р и ф лан ган  д а р а ж а 
ли йи ги н ди ларн и  эсга олиб , топамиз:

D = a o 2n~2 $2 s., s4 . . .  sn+ 1  j (18)

п s, h  ■ . Sn—1
Si S2 S3 . .  . s n
s2 S3 s4 . . . Sn+1

Sn- s n S/I+] Sun—2

• • 1 *n илдизларнинг k~
гиндисидан  иборат.

М н с о л. / ( х ) -  х 3 +  а х г +  Ьх +  с куб купдаднинг днскриминантини 
топамиз. (18) га кура

3 Я] s2 
D =  s  1 Sj S3 

Sa
А ввалги  параграф дан  м аъ лум ки ,

Si =  Ci =■ — а, 
si wm °i — 2oa ■*= a2 — 2b, 

s3 “  °i — 3 0^2 -f- 3 o3 »« — a3 +  3ab — 3c.

Ш унингдек,  o4 =  0 булгани учун, Ньютон форм улаларидан  фойдал аниб 

s 4 =  Oj — 4ojo2 + 40^3+ 2 о |  «= а 4 — 4as6 +  4ac - f  2 i 2 

ни досил  киламиз. Бу  ердан

D — И -j- 2 S1S2S3 ■“  ”
„  — 463 _  4аЧ + \ Ш с  — 27А  (19)

Хусусан,  а =  0 булганда, яъ н и  тУликмас кУпдад у чун  38-§ да  айтилган 
билан  бутунлай мос к елувчи

D =  -  4а63 -  27 с»

тенгликни  досил киламиз.

55*-§. Комплекс сонлар алгебраси  
асосий теоремасининг иккинчи исботи

А сосий теорем ан инг  23-§ да  келтирилган исботи мутлако 
н о а л ге б р а и к  эди. Биз з о з и р  улкан  алгебраик  аппаратдан  фой- 
д ал а н у в ч и  боищ а исботни баён этм оц ч и м и з—у н д а ,  масалан, 
си м м етр и к  ку п д ад л ар  за к и д а г и  асосий тео р ем ад ан  (52-§) ва 
ш у н и н гд е к ,  з а р  цандай к у п д а д  учун ёйилиш  м айдони м авж у д  
эк ан л и ги  з а ^ и д а г и  тео р ем ад ан  (49-§) ж и дди й  ф ой д алан и ла-
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д и —ш у  билан бир вацтда б у  исботнинг н о ал геб р аи к  цисми 
миннм ал булиб, битта ж у д а  содд а  д аъ в о га  к ел ти р и л ган .

А ввало  ш уни таъ кидлайм изки , 23 -§ д а  к у п д а д  юцори яади -  
нинг м одули  ^ацида лем м а исботланган . / ( а ) к у п д а д  коэффи- 
циентларини *ациций деб  ^и соблаб  ва k =  1 д еб , биз бу  лем- 
мадан у ш б у  натиж ан и  ^осил циламиз:

х  нинг абсолют циймати буйича ет арли кат т а заци -  
ций циймат ларида зациций  коэффициентли f{x)  к уп за д 
нинг uuiopacu унинг юкори зад и н и  ишораси билан  устма-  
уст тушади.

Бу н дан  у ш б у  натиж а келиб  чицади:
Тоц дараж али зациций  коэффициентли к уп за д  камида  

битта зациций  илдизга эга.
Х ацицатан ^ам,

/ л )  =  а0х п +  й ,п-  +  . . .  + а п
булсин, ш у билан бирга барча  к о эф ф и ц и ен тл ар  ^ациций. п  тоц 
булгани  сабабли  а0х п юцори ^ а д  х  нинг мусбат  ва манфий 
цийматларида турли иш орага  эга ва шунинг у ч у н  ?{ам, юцо- 
рида исботланганига асосан, х  нинг абсолю т циймат буйича 
етарли  катта мусбат ва манфий цийматларида / ( а ) ^ам турли  
иш орага  эга булади. Д е м ак ,  л: нинг масалан, ш у н д ай  а  ва b 
^ациций цийматлари м авж у д ки ,

f ( a ) <  0, f ( b ) >  О
булади . А ммо анализ курсидан м аълум ки , / ( а ) к у п д а д  (яъни  
бутун рационал ф ункция) у зл у к с и з  ф у н ки и я д и р  ва ш унинг 
у чун  .^ам, у зл у к си з  ф у н кц и и л ар н и н г  асосий хо ссал ар и даи  б и 
рига асосан, х  нинг а ва b оралигида  ёту вчи  б ирор  ^ациций 
цийматларида / ( а ) к у п дад  / (а)  ва / (b)  л ар  орасида  б ери лган  
ихтиёрий оралиц цийматларни цабул  цилади. Ж у м л а д а н ,  а  ва 
Ъ орасида ётадиган  ш ундай я м а в ж у д к и ,  / ( я )  =  0 б улад и .

Б у  н атиж ага  таяниб,- энди у ш б у  д аъ в о н и  исботлаймиз: 
Х ациций  коэффициентли ихт иёрий дараж али  з а р  цан

дай к уп за д  камида битта комплекс илдизга эга.
^ а ц и ц а т а н  ^ам, п =■ 2kq д а р а ж а г а  эга б у лган  / ( а ) кУ п^ад  

бери лган  булсин, бу ерда  q—тоц сон. k  =  О б у лган  з о л  юцо- 
рида текш и р и л ган и  учун k >  0 д еб  ф араз  цилам из, я ъ н и  п  ни 
ж у ф т  сон деб  ^исоблаймиз ва дар аж аси  2*-1 га були н и б , аммо 
2ftr a 1) булинм айдиган  зациций к о эф ф и ц и ен тл и  б а р ч а  к у п д а д л а р  
учун  д а ъ в о  исботланган деб  ф а р а з  цилиб, исботни k  буйича  
ин ду к ц и я  билан олиб борамиз.

Р —  ком п лекс  сонлар майдони устида  / ( а )  к у п д а д  у ч у н  
ёйилиш  майдони (Ч9-§ га ц аранг)  ва я,, я2, я„ сонлар

*) Демак, бу даража л;атто п дан катта б^лиши мумкин.
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/ ( х )  пинг Р  майдонда ётувчи  илдизлари булсин. И хтиёрий  с 
заки ки й  сонни танлаймиз ва Р  майдоннинг

Р// =  а/а/ +  c(ai +  “))> ( < /  ( !)
ку р и н и ш д аги  элементларини оламиз. элем ентларн инг  сони 
равшанки,

” (п2— =  ?kqVkq z _L> =  2k~iq(2k(]— \)  =» 2 * - у  (2)

га тенг, бу ерда  q' — ток сон.
Р\х]  далканинг, бу  барча  элем ентлар  ва ф акат  ш улар- 

гина илдизи булган g( x )  ку п зади ни  тузайлик:

g(x)  =  П
t.i, К] 1

Б у  куп даднин г коэфф ициентлари  ларнинг элементар  
симметрик ку п задл ар и д ан  иборатдир. Д ем ак ,  улар  (1) га кура, 
«и a2t* • • • » ап ларнинг заки ки й  коэффициентли (с за к и к и й  сон 
б улгани  уч у н ) ,  ш у билан бирга  затто симметрик куп дади  б у 
лади . Х акикатан  зам , исталган иккита а нинг, масалан, ак ва 
а, ларнин г транспозицияси барча лар системасида урин 
алм аш тириш га  сабаб булади; дар кандай {3̂  (бу ерда  /  ин
д екс  k  дан  ва /  дан ф аркли ) Ру га алм аш ади ва аксинча, шу 
билан бир вактда ва барча (3,, лар, агар i ва /  л а р  k ва / 
лардан  ф аркли булса, у з  урнида колади. Аммо g U )  ку п за д -  
нинг коэфф ициентлари унинг илдизларини урин алм аш тириш - 
да  узгармайди.

Бундан , симметрик ку п дад л ар  заки даги  асосий теорем ага  
к у р а  g( x )  куп задн и н г  коэфф ициентлари берилган Д х )  к у п за д  
коэф ф иц иенгларини нг  (зак и к и й  коэффициентли) ку п за д л а р и  
б улади  ва ш унинг учун  з а м  улар  заки ки й  сонлар  булади. Бу 
к у п за д н и н г  д араж аси  {3,, илдизлар сонига тен г  булиб, у
(2) га кура , 2*-1 га булинади, аммо 2к га булинмайди. Ш у 
нинг у ч у н  зам , индуктив ф аразга  кура  g ( t )  ку п задн и н г  
илдизларидан  камида биттаси комплекс сондан иборат булиши 
керак .

Ш у н дай  килиб, с за к и к и й  сонни за р  цандай танлаш да зам
I, j  индексларнинг ш ундай  ж уфтини курсатиш  м умкинки (бу 
ерда  1 <  i <  п, 1 < / < « )  агау - f  c(a, +  а,) элемент ком п лекс  сон 
д ан  иборат  булади. Р  майдон комплекс сонлар майдонини кием 
м айдон  сиф атида у з  ичига олиш иниэслатам из. А лбатта , с сон
ни бош кача  танлаш да унга  курсатилган м аънода, и н дек слар 
нинг б ош ка  ж уф ти  мос келади . Аммо ч ексиз  к^ п  ту р ли  з а 
кикий с сонлар м авж у д , айни вактда бизнинг ихтиёримизда 
ф а к а т  чекли сондаги турли  /, J  ж уф тлар  топилади, Б у  ердан, 
ш у н д ай  иккига  т у р л и  ct ва ct ( с ^ с , )  заки ки й  сонларни тан-



л аш  мумкинлиги келиб чикадики, уларга  t, /  индексларнинг 
я г о н а  жуфти мос келиб, улар  учун

+  сДа^- f  а; ) =  а ,  |
а ,а j  +  C t f a  +  a j )  =  b  j  ( 3 )

/
ком п лек с  сонлар булади.

(3) тенгликлардан

(с, — с2){а, + а)) =  а — Ь,
бун дан  эса
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эканлиги  келиб чикади, яъни бу йигинди ком п лек с  сон экан. 
Б у  ердан ва (3) .тенгликларнинг )$еч булм аганда  биринчиси- 
дан я;аj купайтма з{ам ком п лекс  сон эканлиги келиб  чикади. 
Ш у н дай  килиб, а, ва a j элем ентлар  ком плекс коэфф ициентли

х г — (я; 4- o.j)x -f- «(«у =  О

квадрат  тенгламанинг илдизларидан иборат ва ш унин г учун  
5{ам ком плекс коэффициентли квадрат  тенглам ан инг  ечими 
у ч у н  38-§ да  чикарилган форм уладан , уларнин г  Узлари *ам 
ком плекс сонлардан иборат эканлиги келиб  чикади. Д е м ак ,  
биз f ( x )  купдаднинг илдизлари орасидан, ^атго иккита  к о м 
плекс илдизни топдик ва ш у билан даъвони исботладик, 

Асосий теоремани тулик исботлаш учун ихтиёрий ком п лекс  
коэффициентли куп^адни текш ириш  колди. холос.

f (x)  =  а0кп +  а хх п~1 +  . . .  +  ап
ш ундай  ку п дад  булсин. / ( х ) нинг барча коэф ф иц иентлар^ни  
кУшма комплекс сонлар билан алм аш тириш  оркали  з{осил бул- 
ган _  '

f [x)  =  а0х п + а 1х л- 1 +  . . . +  ап 
куп ^адни  оламиз ва

F{x ) =* f ( x ) f ( x )  = b0x ln +  btx 2a~l +  . . .  + b hx'2n- k +  . . .  +  bin 

кУпайтмани курамиз, бу ерда, равш анки,

b jf и  ( l i f t  и £*=0, 1,2, .« . , 2f t .
i+l=k '

Визга к^ ш м а комплекс сонларнинг 18-§ дан м аълум  булган  
хоссаларига  таяниб,



эканлигини топамиз, яъни  F(x)  ку п зад н и н г  барча к о э ф ф и ц и е н т 
лари ^ациций экан.

Бу  ердан  ю цорида исботланганга  кура  F(x)  к у п д а д  кам и 
да битта р ком п лек с  илдизга  эга  эканлиги келиб ницади:

m  =  =  О,

яъни  ё / (Р )  =  0, ёки булм аса  / (р )  =  0. Биринчи з о л д а  теорем а  
исботланди Агар иккинчи зо л  уринли булса, яъни

+  • • • +  5 в  =  0

б у лса ,  у  з о л д а  бунга  ки рган  барча ком плекс сонларни улар 
нинг цУ шмалари билан алм аш тириб  (бу эса, м аълум ки , т ен г 
ликни б у зм ай ди ) ,  у ш бу

Hf )  =  а0¥п +  +  • • • +  ап =  О

тен гли кн и  зо с и л  циламиз, яъ н и  f ( x )  к у п з а д  f  ком п лек с  ил
ди зга  эга. Асосий теорем ан инг  исботи тугалланди.
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УН И К К И Н Ч И  Б О Б

5 6 * -§ .  Р а ц и о н а л  с о н л а р  м а й д о н и  у с т и д а  
к у п д а д л а р н и н г  к е л т и р и л у в ч а н л и г и

Д аю щ и й  ва ком плекс сонлар  майдонлари билан бир цатор- 
да  биз  учун  ало^и да  цизикиш  уйготадиган  у чи н чи  сонли м ай
дон  рационал сонлар  м айдонидан ибораг; у ни А? орцали  б е л 
гилаймиз. У сонли майдонлар ичида энг кичи ги ди р: 43-§  да 
исботлан ган ига  ку р а  R  майдон ^ар  цандай сонли майдонда 
б у ту н лай  ётади. Биз ^ о зи р  рационал сонлар  майдони устида  
ку п д ад л ар н и н г  келтирилувч анлиги  ^ац идаги  масала билан  ци- 
зиЯамиз, кейинги п ар агр аф д а  эса рационал коэф ф иц иентли ' 
к у п дад ларн и н г  рационал (б у ту н  ёки каср) илдизлари  ^ацида- 
ги м асала билан ш у гу л л ан ам и з .  Бу  иккита  ту р ли  масала эк ан 
лигини яна бир марта таъкидлайм из:  уш бу

х 4 t  2 л 2 -[- 1 =  ( л 2 +  I ) 2

ку п дад ,  гарчи битта ^ам  рационал  и лдизга  эга  б у лм аса -д а ,  
р ац и о н ал  сон лар  майдони устида  келтирилган.

К майдон устида к у п д а д л а р н и н гк е л ти р и л у в ч а н л и ги  ^ацида 
нима дей иш  мумкин? Энг аввал  ш уни цайд ц и лай ликки , агар  
коэф ф иц иентлари  рационал, аммо ^ам м аси  ^ам  бутун  б улм а-  
ган f ( x )  ку п дад  бери лган  булса, коэф ф и ц и ен тларн и  у м у м и й  
м а х р а ж га  келтириб ва f ( x )  ни, масалан, k  га тенг булган  ш у 
м а х р а ж га  купайтириб, биз энди барча коэф ф иц иентлари  бутун  
бу лган  k j {x )  к у п задн и  ^ оси л  циламиз. / ( л )  ва k f {x)  к у п ^ а д -  
л ар ,  ш уб^аси з , бир хил илдизларга  эга б улади ; и кки нчи  т о 
мондан, улар  бир вацтнинг Узида R  майдон у стида  кел ти р и л а -  
ди ган  ёки келтирилм ас  б улади .

А м м о биз бундан  буён  б утун  коэф ф и ц и ен тли  к у п ^ а д л ар н и  
текш и р и ш  билангина чегаралан и ш  ^уц у ц и га  ^ози рча  эга  эм ас- 
мнз. Хацицатан ^ам, б утун  сонли g{x)  к у п д а д  (яъни  бутун  
к оэф ф и ц и ен тли  куп дад )  раци онал  сонлар  м айдонида  келти ри - 
лади ган , яъни кичик д араж али  рационал (ум ум ан  олган да ,  каср) 
коэфф ициентли  ку п ай ту вчи лар га  ёйи лувчан  булсин . Б у н д ан  
£■(*) нинг бутун  коэф ф иц иентли  куп ай ту вч и лар га  ёй и лу вч ан -  
лиги  келиб чицадими? Б о ш ц ач а  цилиб айгганда, р ац и он ал  сон-

РАЦИОНАЛ КОЭФФИЦИЕНТЛИ КУПДАДЛАР
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лар майдони устида келтириладиган бутун  коэфф ициентли  ку п 
з а д  бутун  сонлар  залкасида  келтирилмас булиб коли ш и мум- 
кинми?

Б у  саво л лар га  51-§ да олиб борилганига  ухш аш  м у л о за за -  
л а р  ёрдамида ж авоб  топиш мумкин. Агар бутун к о э ф ф и ц и е н т 
ли f ( x )  куп дадн и н г  коэффициентлари биргаликда у за р о  туб 
булса, яъни 1 в а— 1 дан  фаркли умумий б улувч иларга  эга бул- 
маса, у зо л д а  уни примитив  д еб  атаймиз. Агар рационал  
коэфф ициентли  ихтиёрий <р(х) к у п за д  берилган булса , уни 
кнскармас каср билан бирор примитив ку п дад н и н гк у п ай тм аси  
ш аклида, ш у билан бирга бир цийматли равиш да и ф одалаш  
мумкин:

?(■*) =  j A x ) ;  ( 1 )

бунинг у ч у н  <p(x) ку п дад  барча коэффициентларининг умумий 
м ахраж ин и  ва су н гр а  бу коэф ф иц иентлар  суратларининг у м у 
мий купайтувчиларини кавсд ан таш к ар и га  чикариш керак ;  f ( x )  
нинг д ар аж аси  <р(я) нинг дараж аси га  тенг эканлигини цайд 
Киламиз. (I) ифоданинг бир кийматлилиги (иш ора аниклигида) 
Куйидагича исботланади:

? ( * )  =  f / ( * )  =  j g ( * )  

булсин, бу ерда g  х  —яна примитив кУпзад. У зо л д а  

ad  / ( л )  =  bcg(x).
Ш ундай цилиб, ad  ва Ьс бутун  сонли ягона к у п за д н и н г  

к оэф ф иц иентларидан  барча умумий куп айтирувчиларни кавс 
тацщ ари сига  чикариш  натиж асида зо си л  килинган ва ш унинг 
у ч у н  зам  у л а р  бир-бирларидан  ф акат  ишора билангина фарк 
килиш и мумкин. Бундан, f ( x )  ва g(x)  примитив к у п за д л а р  
за м  бир-би ридан  ф акат  иш ора  билан ф арк  килиши мумкинли- 
ги келиб  чикади.

Г а у с с  л е м м а с и  бутун  сонли примитив к у п за д л а р  учун 
за м  Уринлилигича колади:

И ккит а бутун сонли примитив купдаднинг купайтмаси  
т а  примитив куп^аддир.

^акикатан зам, куйидаги

/ { х ) =* а0х * - f  ахх*~' +  . . .  +  atx* -‘ +  . . .  - f  akt 
g( x )  =  b0x l +  btx l~l +  . . .  +  bjx‘-i  +  . . .  +  bt 

б утун  сонли примитив к у п з а д л а р  берилган булсин ва 

f ( - x ) -g(x)=c0x ’,+t +  с1х >,+1- ,+  . . . 4 -С |+;л:(*+гМ '+-0 4. С*+1

булсин. А гар бу купайтма примитив булмаса, у зо л д а  ш ундай 
р  туб  сон м ав ж у д к и , у б ар ч а  (?*, Ьи  коэфф ициент-



56-5. РАД- СОНЛАР МАЙДОНИ УСТИДА НУПХ.АД. КЕЛТИРИЛУВЧАНЛИГИ379

л а р  у ч у н  умумий булувчи вазифасини б аж ар ади . 1(х)  п ри м и
тив купдаднинг з?амма коэф ф иц иентлари  зам  р  га булинавер- 
м айди , масалан, я , коэф ф иц иент  р  га булинм айдиган  биринчи 
к оэф ф иц иент  булсин; шу каби  bj оркали  биз g( x)  куп даднин г  
р  га булинм айдиган  биринчи коэф ф иц иентини  белгилаймиз. 
/ ( * )  ва g ( x )  лар н и  ^ а д м а -^ а д  купайтириб ва *(*+*)-('+./> ни Уз 
ич ига  олувчи  ^ад л ар н и  йигиб, топамиз:

Ct+i — ttfij cii-\bj+\ 4- a i - 2bj+2 4- • • • 4* ai+\bj - i  4- di+Ф]-.2-4-...

Б у  тенгликнинг чап томони р  га булинади, р  га  унг томон- 
нииг биринчи ^адидан  бош ка барча куш и лувч и лари н и н г  з{ам 
були н и ш и  аён; д ар ^ а к и к а т ,  i ва /  ларнинг танланиш ига кУ- 
йилган ш артларга  кура , барча a j_ i ,  я (_ 2, ... ва, ш унин гдек , 
bj-\,  f y -2. . .  коэфф ициентлар  р  га булинади. Бундан , afij  ку* 
пайтма )?ам р  га булиниш и келиб  чикади, бинобарин р  сон- 
нинг тублигига  асосан я*, b} ко эф ф иц иентлардан  кам ида бит- 
таси р га булиниш и керак , аммо бу мумкин эмас. Ш у билан 
лемманинг исботи тугалланди.

Ю корида кУйилган саволларнинг ж авобига  утайлик. Б у ту н  
коэф ф иц иентли  я -д а р а ж а л и  g(^c) к у п д а д  рационал  сонлар  м ай
дони устида келтириладиган  булсин:

g(x)  = <pt (x)cf2(x),

бу  ерда  <р,(лг) ва <?2(х) —рационал  коэф ф иц иентли  ку п дад л ар  ва 
уларнин г  д араж аси  я  дан кичик. У з^олда

Ъ(*) = h

бу  ерда  — — кискармас каср , / , ( * ) — примитив куп дад . Бундан

£ ( * ) =  aT ^ - [ f M ) f 2{x)].bib%

Б у  тенгликнинг чап томони бутун  сонли ку п дад ,  ш унин г учун  
){ам унг  томондаги ЬХЬ2 м ах р аж  кискариш и керак . Аммо к в а д 
рат  кавс ичида турган к у п дад  Гаусс лем м асига  асосан п р и м и 
тив  булади, ш унинг учун  зам  bxb 2 нинг з?ар бир туб  кУпай- 
тувчиси  я , я 2 дан олинган кандайдир  туб  куп айтувчи  б и л ан ги 
на кискариш и мумкин, я ,  ва bt (2 =  1,2) у за р о  губ б у лган и  
у ч у н  а 2 сон Ьх га, а ,  эса Ь2 га колдиксиз булиниш и керак ;

и2 ^  Q/\'==x b2av
Б ун дан

£ ( * )  =  <*;<*;/, ( * ) / 2{х).
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а\а1 коэфф ициентни / 2( х ) кУ пайтувчилардан и хти ёри й
бирига „ к у ш и б “ (масалан , a[a^/ t{x)  ни б и т т а  ку п а й ту в ч и  д еб  
цараб) g(x)  к у п з а д н и  бутун  коэф ф и ц и ен тли  кичик д а р а ж а л и  
ку п а й ту в ч и л а р га  ёйнлмасини зо си л  циламиз. Ш у билан  у ш б у  
т е о р е м а  исботланди:

Бут ун сонлар за лцаси  устида келт ирилм ас булган  бутун  
коэффициентли купдад рационал  сонлар майдони устида  
з а м  келт ирилм ас  булади.

Н и д оят ,  энди  к у п дад ларн и н г  рационал сонлар м ай д о н и  у с 
тида келти ри лувчан ли ги га  тааллуцли  м асалаларда  биз б утун  
сонли к у п з а д л а р н и  барча коэф ф и ц и ен тлари  яна бутун  булган  
куп ай ту вчи лар га  ёйи лм аларин и  у рган и ш  билан чегар ал ан и ш  
з у ц у ц и г а  э г а  б у лд и к .

Б и зга  м аъ л у м ки , д ар аж аси  бирдан катта  булган..^ар цандай 
к у п д а д  ко м п л ек с  сонлар  майдони устида, д ар аж аси  и к к и д а н  
кагта  б улган  з а р  цандай (зациций коэф ф иц иентли) к у п д а д  эса 
^ациций сонлар  майдони устида келтирилувчан  булади . Р а ц и о 
нал сонлар  м айдони булган  з о л д а  а з в о л  бутун лай  бош цача: 
исталган п учун  рационал  сонлар майдони устида к е л т и 
рилм ас рационал  (затто, бутун) коэффициентли п-дара- 
ж али  купзад ни  курсатиш. мумкин.  Б у д а ъ в о н и н г  исботи к у п 
за д л а р н и  Ц майдон устида келтирилмаслигининг Э й з е н 
ш т е й н  а л о м а т и  д еб  аталувчи  уш бу  етарли алом атига  асос- 
ланган:

Б ут ун  коэффициентли
/ ( л )  =  а0кп +  a ix n’-1 - f  . . .  + a „ - i x + a n 

купдад берилган булсин. Агар зеч булмаганда битта усул  
билан цуйидаги учта шартни цаноатлантирувчи р туб сон- 
ни т ан лаш  м ум кин булса-.

1) а0 юцори коэффициент р  га булинмайди,
2) цолган  барча коэффициентлар р га булинади,
3) озод ^ а д  р  га булиниб, р г га булинмайди, у з о л д а  f ( x  

куп за д  рац и о на л  сонлар майдони устида келт ирилм асдир.
Хацицатан з а м ,  агар  j ( x )  к у п з а д  R  майдон устида  келти- 

риладиган  булса , у  иккита  ки чи к  д ар а ж а л и  бутун к о э ф ф и ц и 
ентли  ку п а й ту в ч и л а р га  аж раларди :

/ ( * )  =  (b0x k - f  bxx k~l +  . .  +  bk) (c0xl +  ctx 1- 1 +  . . .  + c t) 
бу  ер д а  k < n ,  l < n ,  k - \ - l  =  n. Бундан , ш у  тен гли кн и н г  за р  
икки  то м о н и д аги  коэф ф и ц и ен тларн и  солиш тириб, топамиз:

ап — bkclt
&п-\ — bkCi-, +  bk-iCj,
а п - 2 = b kCi-i +  ft»—] i - f  Ьь-гСь

Oq — M o-
( 2 )
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(2) тен гл и к л ар н и н г  биринчисидан, ап о зо д  з а д  р  га булингани  
ва р  нинг тубли ги  у ч у н  bk, с, к у п ай ту в чи лар д ан  бири. р  га 
булиниш и кер ак л и ги  келиб  чикади. У ларни нг иккаласи  за м  бир 
в актд а  р га бу ли н а  олмайди, чунки  ап, ш артга  кура , р г га бу-  
лин м ай ди . М асалан , bk сон р  га булинсин, у з о л д а  с, ва р  у за р о  
туб . Энди (2) тенгли кларн и н г  икки нчи сига  утамиз. Унинг чап 
кисми ва ш ун и н гд ек ,  унг кисмидаги биринчи к у ш и л у вч и си  р  га 
бу ли н ад и , д ем ак ,  Ьц-1с1 купайтма з а м  р  га булинади; аммо ct 
сон р  га булинмагани учуй  Ьц~\ с о н р  га б улад и .  Ш у н га  у х ш аш ,
(2) тен гл и кл ар н и н г  учинчисидан Ьл-ч нинг р  га булинйш ини 
топам из  ва зо к азо .  Н и зо я т ,  (k + 1 ) - тен гл и кд ан ,  Ь0 т р  га б у л и 
ниш и келиб чикади; лекин, у  зо л д а  (2) тен гл и к л а р н и н г  сун- 
гисидан а0 нинг р  га були ниш и келиб чикади, бу  эса ф а р азга  зид.

И сталган  п учун  Э йзенш тейн  алом атини к ан оатлан ти рувчи , 
ва дем ак ,  рационал  со н л ар  майдони у стида  к е л т и р и л м а с /г - д а 
р а ж а л и  бутун сонли к у п за д л а р н и  ёзиш  анча осон. М асалан , 
х п +  2 ш у н д а й 'к у п з а д д и р ;  унга  р  =  2 д а  Э й зен ш тей н  а л о м а 
тини татбик килиб булади.

Эйзенш тейн  аломати R  майдон устида  келтирилм асликнин г  
ет а р л и  алом ати дан  иборат булиб, аммо м у тл ак о  зар у р и й  эмас; 
агар  бер и л ган  / ( х )  к у п з а д  у ч у н  Э й зен ш тей н  алом атини ка- 
ноатлантирувчи р  туб  со н н и  топиш м ум ки н  булм аса, у зо л д а  
f ( x )  к у п з а д  л 2 — й х  +  б каби келтириладиган  були ш и з а м ,  
х 2 +  1 каби келтирилм ас  булиш и зам  м ум кин. R  майдон устида 
к е л ти р и л м асл и к н и н г  Эйзенш тейн алом ати дан  таищ ари , кам- 
рок а за м н я т га  эга булган боищ а куп етар л и  алом атлари  м ав 
ж у д .  Ш ун и н гдек ,  исталган бутун  коэф ф иц иентли  к у п з а д  за к и д а  
у  R  майдон у сти да  келтириладиганм и  ёки йуклигини айтиш га 
и м кон  б е р а д и г а н — К р о н ек ер га  теги ш ли  — у с у л  за м  м авж у д . 
А ммо бу ж у д а  у з у н д а н -у з о к  ва ам алда  д е я р л и  к у л л аб  бу л -  
майдиган усулди р .

М и с о л.

fP{x) =  —— 7 =  ' 1 +  кр~ 2 +  . . .  +  дг 4 1х — I
купдадни курайлик; бу  ерда  р —туб сон. Бу  купдаднинг илдизлари вазиф а-  
сини бирнинг узидан бош ка  бирнинг р- д а р аж а л и  илдизлари  б аж ар ади ;  бу 
илдизлар  1 билан бирга комплекс текисликнннг би рлик  д о и р а с и н н р  та  тенг 
булакка  булгани сабабли, f p(х) купдад  доирани булиш купдади  дейилади .

Бу купдадга  Э йзенш тейн аломатини бевосита  кУллаш мумкин эмас. 
Аммо * «= у +  1 деб номаълумни алм аш гирам из.  У д о л д а  биз цуй идаги лар-  
ни досил киламиз:

1Ч (у + 1 ) ^ — 1
Л 0 - / , ( у  +  1 ) - (у

=  у  \ у р + РУр~ 1 +  у р ~ 2 +  . . .  +  ру

■*>р~х +  p f  ~2 +  2|" 1~; / ~ 3 +  ••• +Р-
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g(y)  купдаднинг коэффициентлари биномиал ко эф ф иц иент-  
лардан иборат булади , ва ш унинг учун ^ам , юцори коэфф и- 
циентдан бош ца барчаси р  га булинади, аммо озод  ^ а д  р* га 
булинмайди. Ш ун дай  цилиб, g(y)  ку п дад  Эйзенш тейн кри те-  
рийсига кура  R  майдон устида келтирилмас. Б ун дан  доирани  
булиш купдади / р(х) нинг R  майдон устида келт ирилм ас - 
лиги  келиб чицади. ^ац и ц атан  *ам, агар

№ )  -  ?  ( я )  tyx)
булса, у * о л д а

5‘( у )  =  ф ( У +  1)<Ну  4 - 1).

57*-§. Бутун сонли купдадларнинг рационал илдизлари

Берилган  к у п за д н и  рационал сонлар  майдони устида  к е л 
тирилм ас к уп ай тувчи ларга  ёйиш  ^ацидаги масала озгина б у л 
са 5^ам амалий ж и ^атдан  цоницарли ечилиш га эга эмаслиги 
ю цорида курсатилган  эди. А ммо бу масаланинг рационал к о э ф 
фициентли куп дадн и н г  чизицли купайтувчиларини аж р ати ш га ,  
яъни унинг рационал илдизларини цидириш га тегишли булган 
хусусий ^оли  энди анча содда ва катта ^исоблаш ларси з ечи ла-  
ди. У з-узидан  м аълум ки , рационал коэффициентли к у п ^ад л ар -  
нинг рационал  илдизларини цидириш масаласи бу к у п ^ а д -  
ларнинг заци ций  илдизлари  ^ацидаги умумий масалани м утла^о  
*ал цилмайди, яъни  туццизинчи бобда баён этилган у суллар  
ва нати ж алар  у з  а^ам иятини рационал коэффициентли к у г ц а д -  
чар учун  ^ам  батамом сацлайди.

Рационал  коэфф ициентли  куп дадларнин г рационал и л д и з 
ларини цидириш  ^ац идаги  масалага кириш а туриб, ш уни цайд 
циламизки, аввалги  п араграф да  курсатилгани каби бутун  к о э ф 
фициентли к у п за д л а р н и  кУриш билангина чегараланиш  мумкин; 
ш у  билан бирга  илди злар  бутун  ва каср  булган ^олн и ал о ^и -  
д а  текш ирам из.

Агар а бутун сон бутун коэффициентли f (x )  купдаднинг  
илдизи  вазифасини бажарса, у зо лд а  а бу купзад  озод з а -  
дининг булувчиси булади.

Хацицатан ^ам

булсин. / ( v )  ни л  — а га буламиз:

/ ( л )  =  ( з  — a) (bQx n~x +  btx n~ 2 +  . . 4  Ьп. \ \

Б у л и ш н и  2 2 - §  да  баён этилган Горнер методи билан ба- 
ж ариб, булинманинг барча коэффициентлари, улар  цатори-
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да bn- 1 %ам, бутун сонлардан иборат эканлигини  зо с и л  к и 
лам из ва

ап = — abn-i =  z(— bn-i)
булгани учун бизнинг даъвоим из исботлан диЧ

Ш ундай килиб, агар бутун сопли / ( к )  к у п з а д  бутун илдиз- 
лар га  эга булса, у  зо л д а  улар  озод  заднин г  б улувчилари  ора- 
сидан топилади. Д ем ак ,  озод  заднин г  мумкин булган барча 
булувчиларин и: мусбатларнни зам , манфийларини за м  синаш 
зарур ; агар улардан  бирортаси зам  ку п задн и н г  илдизи б у л м а 
са, у  зо л д а  бизнинг к у п з а д  бутун илдизларга  умуман эга эмас.

О зод  заднинг барча булувчиларини синаш ку п задн и н г  кий- 
матини булувчилардан  з а р  биринн ном аълум  урнига  бевогита 
куй иш  билан эмас, балки Горнер методи билан зисобланган- 
да зам  ж уда  у зу н д ан -у зо к  булиб коли ш и мумкин. К уйидаги  
м у л о за за л ар  бу зисоблаш ларни бирм унча соддалаш тири ш га  
имкон беради. Аввало, 1 ва — 1 за р  доим о зо д  заднинг бу- 
лувчиларидан  иборат булгани учун /(1 )  ва / ( — 1) ни зи со б л ай -  
миз, бу эса кийинчилик тугдирмайди. С унгра, агар а бутун  
сон f ( x )  учун илдиз булса,

f ( x )  =  { x - a ) q ( x )

булиб, у золда  ю корида курсатилганига кУра q(x)  бУлинма- 
нинг барча коэффициентлари бутун  сонлардан  иборат  б улади  
ва ш унинг учун

/(1)
а — 1 а -f 1

'булинм алар  бутун сонлар  були ш и лозим . Ш ун дай  килиб, озод 
заднинг (1 ва — 1 сонлардан таищари) шундай а булувчи-

/ ( / )  П - 1) , лларинигина текшириш керакки, ула р  учун б$т

линмаларнинг х;ар бири %ам бутун сон булсин.

М и с о л л а р. 1. f (x )  =  х 3 — 2лг3 — х  — 6 купдаднинг бутун илдизларини 
топинг.

О зо д  заднинг булувчилари вазифасини ± 1 ,  ± 2 ,  ± 3 ,  ± 6  сонлар баж а-  
ради. / (1 )  =  — 8, f ( — 1) ■= — 8 булгани учун 1 ва —1 илдизлар  эмас. Сунгра

-  8 - 8  -  8 -  8

2 +  Г - 2 - Г  6 -  Г - 6 - 1

>) Бу  теоремани ап озод дад  (иш ора аницлигида) Д х )  купдад бар ч а  ил- 
дизларининг куиайтмасидан иборат эканлигига м у р о ж аат  этиш оркали  ис- 
ботлаш хато булар эди, бу илдизлар ичида касрлари  дам, иррационаллари 
цам, коыплекслари дам учраши мумкин ва шунинг учун дам  бу илдизлар- 
нинг а дан боища барчасининг купайтмаси бутун булишини аввалдан ай- 
тиш мумкин эмас
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каср сонлардир, ва шунга кура  2, —2, 6, —6 бу л у вчи л ар  таш лаб юборили- 
ши керак ,  вадоланки,

- 8  - 8  - 8  - 8
3 - 1 ’ 3 + 1 '  - 3 - 1 ’ —6 + 1

бутун сонлардир ва ш унинг учун дам 3 ва —3 булувчилар  дали синаб ку- 
рилиш и керак  Г ориер  методини кУллаймиз:

1 - 2  - 1  - 6
1 - 5  14 - 4 8 '

яъ н и  f{— 3) =  — 48, ва  ш унинг учун дам —3 булувчи  / ( « )  учун илдиз бул- 
майди. Нидоят

1 - 2,-1  -6 
1 1 2 0 ’

яъ н и  /(3) => 0; 3 сони f (x )  учун  илдиз вазифасш ш  бажаради. Б и р  йула f(x)  
ни х —3 га бу л ган даги  булинманинг коэффициентларини дам топдик:

Я * )  = ( * - 3 )  ( 1 2 + л + 2 ) .

Равш анки ,  х 1. +  х  +- 2 булинма учун 3 сони илдиз була олмайди, яънн бу 
сон Д х )  учун каррали илдиз эмас.

2. f[x) = 3 t 4 +  *3 — 5 t 2 -  2х  + 2  купдаднинг бутун илдизларини топинг. 
Бу ерда озод  даднинг булувчилари + 1  ва ± 2  дан иборатдир. СУнгра, 

/ (1 )  =  — 1, / ( — 1) -* 1, яъни 1 ва —1 илдиз вазифаснни баж арм айди .  Нидоят,

1 - 1
ва —*̂ ;2 + 1

сонл ар  каср булгани учун  2 ва —2 дам илдиз булмайди ва, дем ак ,  f(x)  
умумам бутун илдизга эга эмас

К аср и л д и з л а р  ^ац идаги  масалага  утамиз.
Агар юцори коэффициенти бирга тенг булган бутун сон

ли  купдад рационал  илдизга эга булса, у зо л д а  бу илдиз  
бутун сон булади.

^ а к щ а т а н  за м ,  коэф ф и ц и ен тл ар и  б у ту н  сонлар  булган

f {x)  =  х п- +  а хх п~ х +  а3х п~ 2 +  ап
к у п з а д  — ки сцарм ас  каср  илдизга  эга булсин, яъни

с

Б ун дан

Ьп и п - 1 ь п - ч
-  +  «1 • ~п^1 +  а 2 7 = 5  +  . . .  +  ап =  0.

ип
— =  _  а хЪп~х — а гЬп~Чс — . . .  — апсп~г,
С

я ъ н и  цисцармас каср  бутун  сонга тенг, бу  мумкин эмас. 
Бутун сонли

/ ( * )  =  а 0х п +  а хх'1~' +  а г \ п~* -j- . . .  +  а п. \ х  +  а п
к у п за д н и н г  барча  рационал (каср ва бутун )  илдизларини з о 
си л  ^илиш  у ч у н

?(>0 =  У  4- я , У " 1 +  « 0а ау « - 2 -j- . . .  +  a g - 2a„_ iy  -J- а"~'ап



ку п за дн и н г  бар ча  бутун илдизларини топиб, сунгр а  улар ни  <70 
га булиш керак .

Хакикатан зам , f (x )  ни a g _l га купайтирамиз, сунгра  у ~ а йк 
деб  ном аълум ни алмаштирамиз. Равш анки ,

<р(у) =  9 (а0х)  =  а% У(х).
Бундан  f {x ) ку п зад н и н г  илдизлари  ср(у) к у п з а д  илдизларини 
ай га булгандаги булинмага тенг  эканлиги  келиб  чикади . Ху- 
сусан, }(х)  нинг рационал и лдизларига  <р(у) нин^ за м  р а ц и о 
нал илдизлари мос келади; аммо ср (у) нинг юцори к о э ф ф и ц и ен та  
бирга тенг булгани  учун бу и л д и зл ар  ф акат  бутун  б у ли ш и  
мумкин, биз эса уларни цидириш усу л и га  эгамиз.

М и с о л. / (* )  =» З л 4 +  5 *8 +  х 1 +  5х  — 2 купдаднинг рационал илдизла
рини топинг.

f(x)  ни З3 га купайтириб ва у =  Зле деб  топамиз:

?(У) “  У4 +  &У8 +  Зу3 +  45у — 54.
<р(у) купдаднинг бутун илдизларини кидирамиз <р(1) ни Горнер м етода  

ёрдамида топамиз:
1 б 3 45 - 5 4
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1 1 6 9 54 О

Шундай килиб, ! р ( 1 ) = 0 ,  яъни 1 сони ? (* )  учун илдиз, ш у билан бирга

9(У) -  (У -  1) Я(У),
Су ерда

Я(У) =  У3 +  бу5 +  9у +  54.

g(v) купдаднинг бутун илдизларини топамиз. О з о д  дадшшг булувчи лари  
вазифасини ±  1, ± 2 ,  ±  3, ±  6, г  9, ±  18, ± 2 7 ,  ± 5 4  сонларн баж аради .  
Бу ерда

9(1) -= 70. q ( -  1) =  50.

о(]) я(— 1)
Хар бир а булувчи у ч у н --------ва ----------- ни дисоблаб, я «• — 6 дан бош каа — 1 а 1

барча булувчилар таш лаб юборилиши кераклигини  топамиз. Бу  булувчини  
сииаймиз:

1 6 9 $4 
- 6  1 0 9 0‘

Ш унлай килиб, <?(— 6) =  0, яъни — 6 булувчи  q{x) учун, иа демак, <р(у) учун 
дам илдиз вазифасини бажаради.

Демак,  9 (у) купдад 1 ва — 6 бутун илдизларга  »га. Ш ундай килиб,

/ ( * )  купдаднинг рационал илдизлари — ва —2 сонлар ва факат  шуларгина,
О

булади.

Яна бир марта таъкидлайм изки , ю корида  баён килинган  
усу л л ар  ф а к а т  бутун  коэф ф иц иентли  к у п з а д л а р  у ч у н  ва 
уларнинг ф а  к а т  рационал илдизларини цидириш у ч у н ги и а  
КУлланилиши мумкин.
2 5 - 3 9 1 9
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5 8 -§ * .  АлгеСраик с о н л а р

Национал коэффициентли л -д а р а ж а л и  з^ар цандай ку п дад  
комплекс сонлар майдонида п та илдизга эга, улардан  баъзи- 
лари  (ёки з;атто барчаси) рационал сонлар майдонидан таш ка-  
рида ётишн мумкин. Аммо з^ар кандай ком п лекс  ёкн з^акикий 
сон *ам рационал коэффициентли бирор купз^адиш г илдизи 
вазифасини Сажаравермайди. Бундай купдадларнин г илдизла- 
ридан иборат булган комплекс (хусусан, з^акикий) сонлар 
трансцендент  сонларга  карама-карш и уларок  алгебраик  со н 
лар  деб  аталади. Б ар ч а  рационал сонлар биринчи дараж али 
рационал коэффициентли купдадларнинг илдизлари сифатида

П у ——
ва, шунингдек, у  а куриниш даги  з^ар цандай радикал л я — а 
иккиз^аднинг илдизи  сифатида алгебраик сонлар ж умласига  
тегиш лидир. И ккинчи томондан, математик анализнинг кагта 
к урсларида  е соннинг— натура л логарифм лар системаси асоси- 
нинг, ва ш унингдек, элем ентар  геометриядан маълум булган 
я соннинг трансцендентлиги исботланадн

Агар а сон алгебраик булса, у з^атто бутун коэффициентли 
бирор купдаднинг илдизи ва демак, бу купз^аднин! бутун 
коэффициентли келтирилмас булувчиларидан бирннинг илдизи 
булади. Агар а илдизи булган бутун сонли келтирилмас купдад  
узгарм ас  купайтувчи аниклигида бир кийматли аникланган, 
яъ н и  агар бу куп даднин г коэффициентлари биргаликда узаро  
туб  булсин деб  талаб  цуйилса (яъни купдад ' примитив булса), 
у тула бир кийматли аш щ ланган  булади. Ха Кикатан з^ам, агар  
а келтирилмас f ( x )  ва £ ( л )  купдадлар  учун  илдиз вазифасини 
баж арса, у з^олда бу купдадларнинг энг катта умумий булув- 
чиси бирдан фаркли  ва шунинг учун з$ам бу купдадлар , у л а р 
нинг келтирилмаслиги  сабабли бир бирларидан нолинчи дара- 
ж й л и  купайтувчигагина ф арк  килиши мумкин.

Биргина келтирилмас (R майдон устида) купдаднинг ил- 
д изларидан  иборат булган алгебраик сонлар  узаро  цушмаХ) 
дейилади. Д ем ак , барча алгебраик сонлар  туплами узаро  куш - 
ма булган сонларнинг кесишмайдиган чекли  синфларига аж - 
ралади. Дар кандай рационал сон биринчи дараж али купз^ад- 
нинг илдизи сифатида узилан  фаркли цуш ма сонларга эга эмас, 
ва бу хосса рационал  сонлар  учун характерлидир: рационал 
булмаган 3jap к ан Дай алгебраик  сон д араж аси  бирдан катта 
булган келтирилмас купдаднинг илдизидан иборат ва ш у са 
Сабли, унинг учун  узидан  фаркли кУшма сонлар м авж уд

Барча алгебраик сонлар туплами комплекс сонлар май- 
донинпнг цисм майдонидир. Бошцача суз билан аптганда.

Ч Бу тушу! чани комплекс со н л ар н и т  цушмалиги билан аралаштнриб 
юборыаслик керак.
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алгебраик сонларнинг йигиндиси, айирмаси-, купайтмаси ва 
булинмаси %ам алгебраик сонлардир.

Х ак и ц атдан  ^ам, а ва р алгебраи к  сонлар берилган  булсин. 
а, ■* а, а2, , . . , а„ оркали а билан цушма булган барча  сонлар- 
ни, Р, =  р, Рг. • • 1 Ps оркали р билан куш м а сонларни, /  (* )  ва 
g (х)  орцали мос равишда а ва р илдизларга  эга б у лган  к е л 
тирилмас куп ^адларн и  белгилаймиз. Илдизлари м ум ки н  булган 
барча a,-J- ру йигиндилардан иборат  булган куп дадни  ёзамиз. У

?(*)= П П [х — (а, + ру)]
_ 7-1

булади. Бу купдаднинг коэфф ициентлари , равш анки, барча а, 
ларнинг уринларини Узаро алм аш тирганда  ва, ш ун и н гд ек ,  
барча Рj ларнинг Уринларини у за р о  алмаш тирганда узгармай- 
ди. Д ем ак ,  у л а р  номаълумларнинг икки системаси буйича сим 
метрик ку п дад л ар  ^акидаги тео р ем ага  асосан (53-§ нинг охи- 
рига царанг) /  (х) ва g(x)  ку п дад л ар  коэфф ициенгларининг 
кун^адларидан  иборат. Б ош кача  суз  билан айтган да ,  <р(х) 
купдаднинг коэффициентлари рационал  сонлардан и б о р ат ,  ва 
шунинг учун  *ам унинг илдизларидан  бири булган  а -(- р =  
ai +  Pi сон алгебраикдир. Худди ш у  равишда

<К*) =  П П . [ • * - ( « / -  Ру)] 
i-i /-1

ва

*(*) =  П П ( x  — afl,)
1~ 1 у-1

купдадлар  ёрдам ида  а — р ва ар сонларни нг  а л геб р а и к л и ги  ис- 
ботланади.

Булинманинг алгебраиклигини курсатиш  учун , агар  а —н о л 
дан фаркли  алгебраик сон булса, у  ^о л д а  а -1 ^ам ал геб раи к  
сон булиш ини курсатиш ки ф оя ,  а рационал  коэф ф иц иентли

t (x)  =  а0х п - f  ахх п~' +  . . .  +  а п ^ х  +  а„
купдаднинг илдизи вазифасини б аж арсин . У ){Олда, р авш ан ки , 
а -1 сон рационал коэффициентли

g{x)  =  апх п +  an. ix n- i + . . .  +  ахх  +  а0
купдаднинг илдизи булади, ш уци исботлаш  талаб килинган  эди.

Хозир исботланган теоремадан рационал сон билан ради- 
калнинг исталган йигиндиси, масалан , \ в а  ш ун и н гд ек ,  
раликалларнинг исталган йигиндиси, масалан, ) / 3 - | - >^5 ал 
гебраи к  сонлар булади. Аммо биз ^о зи р ча  „икки цаватли “
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р ади к ал л ар  ш аклида ёзилган  сонларнинг, масалан, V  1 +  V  2 
сонининг алгебраиклигини  айта олмаймиз. Б у  фацат  у ш бу  т е -
о р е м  а д а н  келиб чицади:

Агар w коэффициентлари алгебраик сонлардан иборат 
булган

ср (х) -  Х п - f  +  $ Х п~ 2 +  • • • +  Ьх - f  I1
купдаднинг илдизи вазифасини бажарса, у  %олда ш х,ам а л 
гебраик сон булади.

ai, Р/, • • . > \s, Р-/ лар  мос равиш да а ,  Э ,. . . , X, ц лар  билан 
ц уш м а булган сонларни бирин-кетин цабул цилсин, ш у билан 
бирга  а х =  а ,  =  К  [а, =  [а булсин.

• • • 1 s , t (x ) — х п i -  <*iXn 1 4* РуХл~2 4- • • • 4- ^sx  +  t1/ 

кури ниш даги  мумкин булган  барча купз^адларни оламиз, демак,

?i> it • • • ii t (■*’) =  ?(■*) 
ва барча  бундай куп дадларнин г

, F (х) = п ..... *(*)
I, J ..........s,  t

купайтмасини оламиз. F(x)  купдаднинг коэфф ициентлари , рав- 
ш анки , аг, tjlj, . . . , ks, ^  системаларнинг ^ар  бири буйича с и м 
метрик ва шу сабабли (яна  53-§ даги  теорем ага  асосан) бу 
коэф ф иц иентлар  илдизлари  вазифасини мос равиш да 7, j3, . . .  Х,|х 
лар  б аж арган  раци онал  коэффициентли келтирилмас куп^ад- 
лар коэф ф иц иентларини нг куп^адларидир, яъни узлари з$ам 
рапи онал  сонлардир. ш сон ср {х) учун илдиз була туриб, шу 
билан бирга рационал коэффициентли F  (х ) купдаднинг з^ам 
илдизи  булади, яъни а лгебраик сон булади.

Б у  теоремани ш . | /  l + J /2  сонга цуллаймиз. а =  1 4  V  2 
сон аввалги  теорем ага  асосан алгебраик  ва шунинг учун з^ам 
(о ал геб раи к  коэф ф иц иентли  x'd — a куп дадн и н г  илдизидир, 
яъни  узи  з^ам алгебраи к . Умуман, з;озир исботланган теорема- 
л арн и н г  иккаласини бир неча марта цуллаб, китобхон з^еч 
цандай цийинчиликсиз у ш б у  натижага келади:

Рационал сонлар майдони устида радикалларда ёзилган  
(яъни радикалларнинг ист алгат а  мураккаб, умумий х1олда  
„куп цават ли“ комбинациялари орцали ифодаланувчи) %ар 
цандай сон алгебраик сон булади.

Р ад и кал л ар д а  ё зи л у в ч и  алгебраик сонлар  майдон ташкил 
этиш и равшан. А ммо ш уни эсда тутиш кер акки ,  38-§ охирида 
(исботсиз) келтирилган  ф икрдан, бу майдон барча алгебраик 
сонлар  майдонининг бир цисмидангина иборат эканлиги келиб 
чицади.
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Ю корида иккита  сон: г в а н  сонларнинг трансцендентлиги кайд килин- 
ган эди. Аммо чакикатда траисценденг сонлар чексиз куп. Бунинг устига 
туиламлар назариясига  тегишли булган тушуичалар па м егодлардан  ф ойда
ланиб, трансцендент сонлар х,атго алгебраик сонлардан куп эканлигини 
курсатамиз;  бу фикрнипг асл мазмуни куйида ойдпнлашгирмлади.

Аг а р  М  чексиз туплам билан натурал сонлар туилами орасида  узаро 
бир цнйматли мослнк урнатиш мумкин булса, яъни унинг элементларини 
барча  натурал сонлар ёрдамида номерлаш мумкин булса, бундай туплам 
санокли. акс х,олда саноцсиз дейилади.

1- л е м м а. 'ар цандай. М чексиз туплам санок ли  кием тупламга эга. 
Хакикатан *ам, М  дан ихтиёрий а, элемент олачнз.  Сунгра,  а{ дан

фарклн а.2 элемент танлаймиз. Умуман, М  дан п та турли аи а2......... ап эле
мент танланган булсин. М  туплам чексиз булганлиги сабабли, бу  элемент- 
ларнинг олиниши билан унинг тугаллаиннш мумкин эмас, у  ^олда булардан 
фарнли й л+1 элементни курсатиш мумкин. Бу  процессии давом  эттириб, биз 
М  да

a li а 2> • • • 1 а П’ > • •
элементлардан ташкил топган чексиз кием тупламни топамиз; бу кием туп* 
ламнииг саноклнлиги аён.

2- л е м м а. А санокли тупламнинг *\ар кандай В чексиз цисм туп- 
лами саноклидир.

А  тупламни, уни саиокли эканлигидан,

«1. «а........а„, . . .  (1)
кУринишда ёзиш  мумкин a ltl (1) кетма-кетликнинг В га тегиш ли биринчи 
элементи булсин, a k —худди шу хоссага  эга булган иккинчи элементи ва 
доказо булсин. a k bn, п = 1, 2, . . .  деб  В  кием тупламнинг элементлари

î> Ь3, .. . ЬП> . . .
кетма-кетликии ташкил этишини *оснл киламиз, яъни В кием туплам са- 
нокли тупламдир.

3- л е м м а. )Куфт-жуфти билан умумий элементларга эга булма
ган чекли тупламларнинг санокли сондаги бирлашмаси санокли т уплам
дир.

Хакикатан  *ам,
A lt A t , . . .  A n , . . .

чекли тУпла.члар берилган булсин. В уларнинг бирлаш маси булсин. А гар  
чекли Л, тупламнинг элементларини ихтиёрий равиш да номерлаб, сунгра  А г 
туплам элементларига утиб номерлашни давом эттирсак ва доказо ,  у *олда, 
равшанки, И тупламнинг барча элеменгларипи номерлаб чикамиз.

4- л е м м а .  Умумий элементларга эга булмаган иккита санок ли  
тупламнинг бирлашмаси санокли тупламдир.

Элементлари
аъ а2.........ат • • •

булган А  санокли туплам ва элементлари булган В санокли туплам  берилган
1 lfil, • • • > • • • 

булиб, С бу  тупламларнинг бирлашмаси булсин. А гар

а п — cln—l' &п = ®5/11 л 1, 2 , . . .  
десак, у х,олда С тунламнинг барча элементлари

си с2........... с2 п~ I I  С2П< • • •
кетма-кетлик куринишида ифода этилади, бу эса С тупламнинг санокли 
эканлигини исботлайди.

Энди уш бу т е о р е м а н и  исботлаимиз:
Барча алгебраик сонлар туплами санокли тупламдир.
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Аввал бир номаълумли бутун коэффициентли барча купдадлар туп- ' 
пами саноцли эканлигини  исботлаймиз. Агар

/  (*) -  а0\ п +  аух п » +  . . .  +  я „ -  1ДГ +  а„
шундай купдад булиб, шу билан бирга бу купдад нолдан ф аркли  булса, у 
долда

hf - п + |<з0| + Hil + ■ • • +  l^ n -tl +  1<*я1 
натурал  сонни бу купдаднинг баландлиги  деб атаймиз. Берилган ft баланд- 
ликка эга булган бутун сонли купдадлар сони чекли сондангина иборатли- 
ги р авш ан .  Бу тУпламни M h оркали белгилаймиз. Бундан тапдари ,  М0 
оркали битта нолдан ташкил топган тУпламни белгилаймиз. Бутун сонли 
барча  купдадлар туплами М 0, М и М.2, . . .  M h, . . .  чекли тупламларнинг са 
нокли сондаги бирлашмасидан иборат, яъни 3-лемма буйича у с а н о м » .

Бундан, 2-леммага асосан, бутун сонли барча примитив келтирилмас 
купдадларнинг туплами %ам саноцли  эканлиги келиб чикади, Шу билан 
бирга, биз била.мизки *ар кандай алгебраик сон ягона примити* келтирил
мас купдаднинг илдизидан иборат. Демак, барча бундай купдадларнинг ил
дизларини тУплаб, яъни чекли тупламларнинг санокли сондаги бирлаш ма- 
сини олиб, биз барча алгебраик сонлар тупламини досил киламиз, шундай 
килиб, 3-леммага кура бу туплам с а н о м и  тупламдир.

Н ицоят ,  ушбу т е о р е м а н и  исботлаймиз:
Барча трансцендент сонлар туплами саноксиз.
А ввал ,  ноль ва бир орасида ётган (0 <  * <  1) барча х  дакиций сонлар 

туплами F ни курамиз ва бу тупламнинг саноксиз туплам эканлигини 
исботлаймиз Маълумки, мазкур  а сонларнинг дар бирини тУгри чексиз 
Унли каср

я — 0, а, а3 .. а„ . ..
шаклида  ифодалаш мумкин ва агар  бирор п -  N  дан бошлаб, барча п лар 
учун ап =  9 булган касрлар  каралмаса, бу ифода бир кийматли булади; 
аксинча, курсатилган ш аклдаги дар кандай каср F  тупламнинг бирор  х  со- 
нига тенг.  Энди F ни санбкли туплам дейлик, яъни барча х  сонларни

•*i. х3, .., • •• (2)
кетм а-кетлик  шаклида ёзиш  мумкин булсин.

** =  0, “а. . « V  
х к соннинг чексиз Унли каср шаклидаги ифбдаси булсин. Энди ?i ни 
касрнинг биринчи Унли рацамидан фаркли, яъни р, +  яп , Эз ни а касрнинг 
иккинчи унли рацамидан фаркли, яъни f)a + а23, ва умуман, -ф- хпп деб

« .Pi  Р*. . .РЯ. . .  (3)
чекси з  унли касрни ёзамиз. Бундан ташкари, р, ракам лар  ичида 9 раками- 
дан ф аркли лари  чексиз куп деб  флраз киламиз. Бу барча ш артларни кано- 
атлантирувчи  (3) касрнинг м авж удлиги  аён. Демак, у  F  тупламдан олинган 
сондир, аммо Узининг тузилиш и буйича (2) кетма-кетликнинг барча сонла- 
ридан- фаркли. Бу  карам а-карш и лик F тупламнинг саноксизлигини ис- 
ботлайди.

Б у н д ан  барча комплекс сонлар тупламининг саноцсизлиги келиб чи
кади; агар  комплекс сонлар туплами санокли булганда эди, у долда 2-лем
мага асосан  у F саноксиз кием туплам F  ни уз ичига ола олмаган булар 
эди. Б ар ча  трансцендент сонлар тупламининг барча  алгебраик сонларнинг 
санокли туплами билан бирлаш маси  барча комплекс сонлар тупламидан 
иборатлиги, яъни саноксиз булганлиги учун, 4 - леммага асосан, барча  транс
цендент сонлар тупламининг саноксизлиги равш андир.

Биз исботлаган икки теорема,  1- леммага асосан, трансцендент сонлар 
туплами алгебраик сонлар тупламига Караганда дакикатан \ам  элементлар- 
га анчагина бой эканлигини, яъни „кувватлироц ' эканлигини курсатади .
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59-§ . Х -м атри цаларнин г  эк в и в а л е н т л и г и

Биз чизикли алгебрага алоц адор  булган м асалаларга  яна 
бир карра  цайтамиз. Китобхон 7- бобни Урганиш давридаёц , м ат 
рицаларнинг ухш аш лиги цандай му^им роль у й н аш и га  ишонч 
*осил цилган эди. Чунончи, иккита  я -тартибли квад р ат  мат
рица п улчовли чизикли ф азо н и н г  (турли б азал ар д а )  ягона 
чизикли алмаштиришини берган да  ва факат ш ундаги на , улар 
ухш аш дир. Аммо, биз ^озирча, берилган иккита кон крет  мат 
рица у х ш аш м и  ёки йукми деган  саволга  ж авоб  б ер а  олмай- 
миз. И ккинчи томондан, биз ^ози рча  берилган  А  матрицага 
у хш аш  барча матрицалар орасида, у ёки бу м аънода  энг сод- 
да кури ниш га  эга булган матрицани топишни билмаймиз ва 
^атто, А матрицани диагонал матрицага ухш аш ли ги н и  таъ- 
минловчи шартлар ^ацидаги масала ^ам  33-§ да  битта хусусий 
^олдагина  курилган эди. У ш б у  бобда худди ш у масалалар  
бирданига асосий Р майдон ихтиёрий булган %ол учун  царалади.

Аввало, ш ундай я -тартибли  квадрат м атрицаларни урганиш  
билан ш угулланамизки, уларнин г элементлари вазифасини бир 
номаълум X нинг коэфф ициентлари Р  майдондан олинган и х 
тиёрий д араж али  купдадлари  б аж аради . Б ундай  матрицалар  
купцадли матрицалар, полином иал  матрицалар,  ёки  к ис 
цача, k-матрицалар  дейилади. Элементлари Р  майдондан 
олинган ихтиёрий А квадрат матрицанинг А — XF хар ак тер и с 
тик матрицаси Х-матрицанинг мисоли булиб хизмат цилади; бу 
матрицанинг бош диагоналида биринчи д ар аж али  купдадлар , 
бош диагоналидан ташцарида эса нолинчи д ар а ж а л и  куп ^ад -  
лар ёк и  ноллар  туради. Э лем ен тлари  Р  майдондан олинган  *ар 
цандай матрица .чам (цисцалик уч ун  бундай м атрицаларни 
сонли матрицалар  деб атаймиз) X- матрицаларнинг хусусий 
^олидан  иборат булади: унинг элем ентлари  нолинчи дар аж али  
ку п дад л ар  ёки йоллардан иборатдир.

У ш бу
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Х-матрица берилган булсин. Б у  матрицани элем ент ар алмаш-  
т ириш лар  д еб  цуйидаги туртта  турдаги  алм аш тириш ларни  
айтамиз:

1) А (к) матрицанинг ихтиёрий сатрини Р  м айдондан олин
ган нолдан  фарцли ихтиёрий а сонга купайтириш ;

2) А (X) матрицанинг ихтиёрий устунини Р  м айдондан олин
ган нолдан  фарцли ихтиёрий а сонга купайтириш ;

3) А (к) матрицанинг ихтиёрий у'-сатри элем ен тлари н и  Р  [X] 
з а л ц а д а н  олинган ихтиёрий <р ^Х) ку п задга  купайтириб , А (X) 
нинг ихтиёрий г-сатрига (I ф  j )  цушиш.

4) А  (X) матрицанинг ихтиёрий у'-устун элем ентларини Pfx] 
за л ц а д а н  олинган ихтиёри й  <р (X) ку п за д га  купайтириб, А (X) 
нинг ихтиёри й  / -у сту н и га  (I ф  j )  цуш иш .

к-матрицани элем ент ар алмаштиришларнинг .\ар бири 
уяун тескари элементар алмаштириш мавжуд эканлигини  
ку р и ш  осон. М асалан, 1) алмаш тириш  уч ун  тескари  алм аш ти
риш у ш а  сатрни а ф 0 ш артга  асосан м а в ж у д  булган  а-1 сон
га куп айтириш дан  иборат  булган алм аш тириш дир; г-сатрга 
/-с а тр н и  — <р (х)га купайтириб  цуш иш дан иборат булган  алм аш 
тириш  3) ал м аш ти ри ш га  тескари  алм аш тириш дир.

А  (X) м атрицада бир нечта  алмаштириш  ёрдам ида  исталган 
и к ки та  сатр  ёки иккита устуннинг Урнини алм аш тириш  мумкин.

А  (Х)матрицада, масалан, ^-ва у '-сатрларнинг урнини алм аш 
тириш  к е р а к  булсин. Буни туртта элементар  алм аш тириш  ё р 
дам и да  б аж а р и ш  мум кинлигини цуйидаги схем а  курсатади:

Б у  е р д а  ц уй идаги  алм аш ти ри ш лар  кетма кет  баж арилган : а) 
/ - с а т р г а  / - с а т р  цуш илган; б )У -сатр д ан  янги сатр айирилган; 
в) ян ги  / - сатрга янги у - с а т р  цушилган; г) янги / - с а т р — 1 га 
к уп айтирилган .

А гар  Л(Х) м атрицадан  В(К) матрицага чекли сондаги э л е 
м ентар  алм аш ти р и ш л ар  орцали  утиш  мум кин булса , у золда 
.А(Х) ва В(к) м атрицаларни эквивалент. X- м атри цалар  деймиз 
ва буни  А(Х) ~  В(к) каби  ифодалаймиз. Х ар  цандай элементар 
алм аш тириш  учун тескари  элем ентар  алмаш тириш  м а в ж у д л и 
ги сабабли, бу эк ви вален тли ли к  муносабаги, шуб.^асиз, реф- 
лек си в  ва транзитив, ва ш унингдек, дар бир элем ентар  алм аш 
тириш  учун  тескари алмаш тириш нинг м авж у д л и ги га  кура сим
м етри к  зам ди р . Б о ш ц ач а  цилиб айтганда, Р майдон устида 
барча п -т арт ибли  квадрат)*- матрицалар Эквивалент м ат 
рицаларнинг  кесишмайдиган синфларига ажраЛчди.

Б и з ш ш г  яцин орадаги  мацсадимиз берилган  А(к) матрицага 
э к ви вален т  булган  барча X -матрицалар ичида мумкин цадар 
с о д д а  к у р и н и ш га  эга б улган  матрицани и злаш дан  иборат.
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Б ун и н г  уч ун  у ш б у  туш ун чани  киритамиз. К уйи даги  учта хос- 
сага эга булган к- матрицани каноник к- матрица  дейилади:

а) бу матрица диагонал, я ъ н и

ку ри н и ш га  эга;
б) з{ар цандай г г(Х), i  =  2, 3, . . я  ку п д ад  ei i(X) куп ^ад -  

га цолдицсиз булинади;
в) з^ар цайси е;(Ц, i =  1, 2, . . я  куп дад н и н г  ю цори коэф - 

фициенти, агар бу куп дад  нолдан фарцли булса ,  бирга  тенг.
Ш уни цайд циламизки, агар  ( I )  каноник матрицанинг 

бош диагонали'да турувчи et(k) куп дадлар  ичида  нолга  тенг- 
лари учраса, у чолда улар  б) хоссага асосан бош  д и агон алда  
албатта  охирги  уринларни эгаллайди . И ккинчи том ондан , агар 
е^к)  ку п дад л ар  ичида нолинчи д араж али  к у п д а д л а р  учраса , 
у * о л д а  в) хоссага асосан уларнинг ^аммаси 1 га  тенг  ва б) 
хоссага биноан, улар (1‘) матрицанинг бош д и агон али д а  бирин
чи уринларни эгаллайди.

Хусусан, каноник м атри цалар  цаторига б аъ зи  сонли мат
рицалар, шу ж умладан , бирлик ва ноль м атри ц алар  киради .

J ( a p  цандай к-матрица бирор каноник к-матрицага  
эквивалент, яъни бошцача цилиб  айтганда, у элемент ар а л 
маштиришлар орцали каноник куринишга келт ирилади .

Б у  теоремани царалаётган к- матри цаларнин г тартиби я  б у 
йича индукция орцали исботлаймиз. Д ар ^ац и ц ат ,  я « = 1  да

булади . Л гар  а к) =  0 булса, у  холда  матрицамиз кан он и к ди р .  
А гар  а(к) Ф* О булса, у ^ о л д а  а(Х) к уп ^ад н и  уни нг  юцори коэф- 
ф ициентига  булиш  ки ф о я — бу матрицани эл ем ен тар  алм аш ти- 
риш булади ва биз каноник матрицани }{0сил цилам из.

Т еорем а  (я  — 1 ; - тартибли к- матрицалар  у ч у н  исботланган  
булсин. я -та р т и б л и  ихтиёрий / - м а т р и ц а  А(*) ни цараймиз. 
А гар  у ноль матрица булса, у ^о л д а  бу м атри ца  аввалдано!$ 
кан он и к  булади ва исботнинг з^ожати йуц. Ш у н и н г  учун  ^ам, 
Л(Х) матрица элементлари орасида нолдан ф а р ц л и л ар и  м а в ж у д  
д еб  ^исоблаймиз.

А гар  кер ак  булса, А(к) м атрицанинг сатрлари  ва устунла-  
рининг уринларини алмаш тириб, нолдан ф арцли  эл ем ен тл ар д ан  
бирортасини чапки юцори б у р ч а к к а  келти ри ш  м ум кин. Ш у н 
дай цилиб, А{к) матрицага эквивалент  булган  к- м атри цалар  
ичида чапки юцори бурчагида  нолдан ф арцли  к у п д а д  турган  
м атри цалар  ^ам мавж уд. Б ар ч а  ш ундай  м атри цаларни  курам и з.

(1)

М к) -  (°(М)
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Бу м атрицаларнинг чапки юцори бурчагида  ту р у в ч и  куп ^ад-  
лар ту р ли  д араж аларга  эга булиш и мумкин. Аммо купдаднинг 
д араж аси  иатурал сондир, натурал  сонларнинг буш  булмаган 
.^ар кан дай  тупламида эса энг кичик сон м авж уд . Д е м а к ,  Л(Х) 
матрицага эквивалент булган  ва чапки юкори бу р ч аги д а  н о л 
дан ф а р к л и  элементга  эга  булган  барча Х-матрицалар ичида 
чапки ю кори бурчагида мумкин булган энг кичик дараж ага  
эга булган  куп дад  турган  бундай матрицалардан бирини т о 
пиш м ум кин. Н и^оят, бу матрицанинг биринчи сатрини мазкур 
к уп дад н и н г  юкори коэффициентига  булиб, биз Л(Х) матрицага 
эквивалент  булган

ш ундай X-матрицани ^осил  киламизки, бу матрицада <?,('.)=£ О 
ва бу к уп дад н и н г  юкори коэфф ициента 1 га тенг ва б у  х, о- 
с и л  к и л и н г а н  м а т р и ц а д а н  э л е м е н т а р  а л м а ш т и -  
р и ш л а р н и н г  н е ч  к а н д а й  к о м б и н а ц и я с и  о р к а л и  
ч а п к и  ю к о р и  б у р ч а г и д а  к и ч и к  д а р а ж а л и  н о л д а н  
ф а р к л и  к у п д а д  т у р г а н  м а т р и ц а г а  у т и ш  м у м к и н  
э м а с .

Х о с и л  цилинган матрицанинг бирит и camp в а биринчи 
устун 9лвм ент ларининг барчасц е , ( \ )  га цолдщ сиз булини
ши ни исботлаймиз. М асалан, 2 < / < «  учун

булсин, бу ерда, агар г(Х) нолдан фаркли булса, у  * о л д а  унинг 
д ар аж аси  tf^X) нинг д араж аси дан  кичик. У }?олда матрицамиз- 
нинг / - устунидан  унинг q{\)  га купайтирилган биринчи усту- 
нини айириб, сунгра  биринчи ва / -  устунларнинг урнини ал- 
м аш тириб, биз Л(Х) матри цага  эквивалент булган  ш ундай мат
рицага  келам изки , унинг чапки юкори бурчагида  г(Х) купдад , 
я ъни  д ар аж аси  £,(Х) нинг дараж асидан  кичик булган  куп дад  
туради , бу  эса <?,(Х) куп даднин г танланишига зид. Бундан 
г (Х )=  0 эканлиги  келиб  чикади, шуни исботлаш талаб  килин
ган эди.

Энди матрицамизнинг / -у с т у н и д а н  унинг q(k) га к у п ай ти 
рилган бирин чи  устунини айириб, биз элементни ноль 
билан алу аш ти р ам и з .  Б ундай  алмаш тириш ларни j —2, 3, . . . ,  п 
учун  б аж ар и б , биз барча £1;(Х) элементларни ноллар  б и лан ал -  
м аш тирам из. Ш унга  у х ш аш  у су л  билан барча bt,(Х), / =  2, 3, 
. . ., п эл ем ен тл ар  ^ам ноллар  билан алмаш тирилади. Д ем ак , 
биз Л(Х) матрицага эквивалент булган шундай матрицага

M b ) ~ * , ( X ) f ( X )  +  r(X)
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кела м и зк и , унинг чап юцори бурчагида e,(k) купх;ад туради, 
j б ьринчи сатр ва биринчи устуннинг цолган барча элемент-  

л  ри  эса нолга тенг:

И н дукти в  ф аразга  асо сан , .би з  зосил цилган (2) матрицанинг 
унг цуйи бурчагида турган (п — 1 ) - тартибли матрица э л е м е н 
тар алмаш тириш лар орцали каноник ш аклга келтирилади:

Х удди шу алмаш тириш ларни (2) матрицанинг мос й^л  ва ус- 
тунлари  устида баж ариб (бунда бу матрицанинг биринчи сат- 
ри ва биринчи устуни, равш анки, узгармай цолади),

эканлигини зосил  циламиз 
. (3) матрицанинг каноник эканлигини исботлаш  у ч у н  е2{*•) 

к у п з а д  е,(Х) га цолдицсиз булиниш ини курсатиш  ки ф оя .

булсин, бу ерда г(к) ф  О ва г(Х) нинг д араж аси  «,(Х) нинг да- 
раж асидан  кичик. Аммо (3) матрицанинг биринчи устунини 
q(k) га купайтириб, унинг иккинчи устунига ц ^ ш сак ,  сунгра 
иккинчи сатрдан биринчи сатрни айирсак, биз £2(Х) элементни 
г(Х) элем ент билан алмаш тирамиз. С унгра биринчи иккита сатр 
ва иккита  устуннинг уринларини алмаштириб, биз г(Х) к у п 
за д н и  матрицанинг чап юцори бурчагига  кучи рам и з ,  аммо бу 
е,(Х) к у п задн и н г  танланиш ига зид. X-матрицани кан он и к  ш а к л 
га келтириш  зацидаги тео р ем а  исботланди. Б у  теорем а  уш бу  
я г о н а л и к  т е о р е м а с и  билан тулдири лмоги  лозим:

%ар цандай  X- матрица биттагина каноник матрицага  
эквивалентдир.

Хацицатан зам , п- тартибли ихтиёрий X- м атрица Л(Х) б е 
рилган булсин. Бирор натурал  сон k, 1 <  k <  п  ни тайинлай- 
миз ва А(1) матрицанинг барча  k- тартибли м инорларини ца- 
райм из Бу минорларни зисоблаб , X к у п за д л а р и н и н г  чекли 
системасини зо си л  циламиз; бу к ^ п з а д л а р  системасининг юцо-

(2)

(3)

<?,(Х) = ^ ( X ) 9 (\ j  -f  r(X)
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ри коэф ф иц иенти  1 га тенг цилиб олинган энг катта  умумий 
б улувчисин и  dk(k) орцали белгилаймиз.

Д е м ак ,  биз Л(Х) м а т р и ц а  о р ц а л и  б и р  ц и й м а т л и  
а н и ц л а н г а н

^ 2( )̂1 • • •» ^л(^) (4)

к у п ^ а д л ар га  эгамиз. Ш у билан бирга а?,(Х) к у п д ад  А  X) мат
рица б ар ч а  элем ентларининг коэффициенти 1 га тенг  цилиб 
олинган энг катта умумий булувчиси, dn(k) эса А(к)  матрица 
детерминантини унинг юцори коэффициентига булинганига  тенг. 
Ш ун и н гд ек ,  агар А(к) м атрицанинг ранги г  булса, у ^олда

dr+iQ^) =  . . .  =  dn(k) — О

булиб, х у д ди  ш у вацтнинг у зи д а  (4) системанинг цолган бар 
ча к у п дад л ар и  нолдан фарцли.

к- матрица А(к) нинг k- тартибли (k — 1, 2, . . . п) баряа 
минорларининг d k(k )a m  катта умумий б^лувяиси А(к) мат- 
рицада элем ент ар алмаш т ириш лар бажарганда узгармайди.

Б у  д аъ в о  А(к)  матрицада 1) ва 2) тур элем ентар  алмашти- 
рнш лар баж арилган  .40л у ч у н  д еяр л и  равшан. М асалан, агар 
м атрицанинг г -сатрн  Р  майдондан олинган а сонга (я ф  0) ку- 
пайтирилса, у ^олда  i- сатр элементлари турган к- тартибли ми- 
н орлар  а. га купайтирилади, цолган барча к- тартибли минор- 
лар эса узгарм ай  цолади. Аммо бир нечта куп дадларнин г 
энг катга  умумий булувчисини излаш да бу к у п д ад л ар н и н ги с -  
талганини Р  майдондан олинган нолдан фарцли сонларга  бе- 
м алол  купайтириш  мумкин.

Энди 3) ёки 4) турдаги  элем ентар  алм аш тириш ларни  ку- 
райлик. М асалан , Л(Х) матрицанинг у '-сагрини <р(а) га  купай- 
тириб, унинг i- сатрига цуш илган  булсин, i Ф-у, бу алмашти- 
риш дан сунг ^осил б улган  матрицани А(к) орцали, уни нг  барча 
6 - тартибли минорларининг юцори коэффициенти 1 га тенг ци
либ олинган энг катта ум ум ий булувчисини эса d k(k) о р ц а 
ли белгилаймиз. М азку р  алм аш тириш да Л(Х) матрицанинг 
k-  тартибли минорлари билан нималар содир булиш ини к у 
рам из. г -с а тр  утмайдиган минорлар узгармай цолиш и равшан. 
Дам г -сатр , ^ам  у -сатр  утувчи  минорлар ^ам узгарм айди, чунки 
детерм инантнинг бирорта сатрига бошца сатрнинг каррасини 
(бирор  сонга  купайтмасини цуш ганда)  детерминант узгарм айди. 
Н и ^ оят ,  г -сатр  утиб, лекин  у -с а т р  утмандпган к- тартибли ми- 
норлардан  исталган бирортасини оламиз; уни М  орцали 
белги лай м и з .  Л(Х) матрицанинг мос минорини, равшанки, 
М минор билан <р(к) га купайтирилган М '  минорнинг йипш - 
диси ш акли да  ифодалаш  мумкин. А(к) матрицанинг М '  минори 
М  минордан Л(Х) матрицанинг i -сатри ни  унинг у- сатрини мос
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элем ентлари  билан алмаш тириш дан ^осил булади. М  ва М'  лар 
d k(l) га булингани учун М  - f  <р(Х)А/' ?{ам dk(k) га булинади.

Айтилганлардан, Л(Х) матрицанинг барча тартибли ми- 
норлари  d k(l) га цолдицсиз булиниш и, шу сабабли d k(k) )?ам 

га булиниш и келиб чицади. Аммо кури лаётган  эл ем ен 
тар  алмаш тириш  учун  худди ш у  типдаги т е с м р и  элементар 
алмаш тириш  м ав ж у д  булгани  у ч у н  d/к )  ^ам  d k(k) га бу ли н а 
ди. А гар бу з^ар иккала  куп даднин г юцори коэф ф ициентлари
1 га тенглигини ^исобга  олсак, у зо л д а  dk(l) =  dk(l) булади. 
Ш уни  исботлаш талаб цилинган эди.

Ш ундай  цилиб, Л(Х) матрицага эквивалент булган барча 
X- матрицаларга (4) купдадларнинг ягона т уплам и мос ке- 
лади.  Бу, хусусан, Л(Х) га эквивалент булган  ихтиёрий (агар 
улар  бир нечта булса) каноник матрицаларга теги ш лидир  (3) 
бундай м атрицалардан  бири булсин.

(3) матрицадан фойдаланиб, d k(l), k =  1, 2, . . ., п. к у гд а д -  
ни 5{исоблаймиз. Равш анки , б у  матрицанинг чапки юцори б у р 
чагида турувчи  k- тартибли минор

е,(Х) е2(Х) . . . ek(K) (5)
купайтм ага  тенг. Сунгра, а гар  (3) матрицада iu i2, . .  ik п о 
мерли сатрларда (бу ерда г, < / 2 <  • • • < i k) ва х у д д и  ш у  
н о м е р л и  устунларда турувчи  6 - тартибли минорни олсак, у 
зо л д а  бу минор (5) га булинувчи ^/1(Х)^а(Х) . . . e /ft(X) купайг- 
мага тенг. Дар^ацицат, 1 ва шу сабабли е/,(Х) к у п д ад  <?,(Х) 
га булинади, 2 <  /2 ва ш унинг учун ^ам £;а(Х) ку п д ад  ег(к, га 
булинади ва ^оказо. Н и^оят, агар  (3) м атрицада камида бит
та i учун  бу матрицанинг i- сатри утиб, аммо унинг i- устуни 
утмаган А’-тартибли  минор олпнса, у зо л д а  бу  минор ноллар- 
дан иборат сатрнм у з  ичига олади  ва ш унин г у ч у н  за м  н о л 
га тенг.

Айтилганлардан (5) купайтма (3) матрицанинг k- тартибли 
барча минорларининг, ва ш у  сабабли, дастлабки  Л(Х) м атри
цанинг зам  энг катта умумий булувчиси эканлиги  келиб  ч и 
кади:

d k(l ) =  et {l)e2(\) . . .  ek(l), k = \ ,  2, . . . .  п. (6)
Энди ek{l), k — \, 2, . . . ,  n купдадлар  Л(Х) матрица ор- 

цали  бир цийматли равишда аницланиш ини  курсатиш  осон. 
Б у  м а т р и ц а н и н г  р а н г и  г г а  т е н г  б у л с и н .  У зо л д а  
бизга  маълумки d r(k) 4= 0, ам м о rfr+i(X) =  0, ва ш унинг учун 
^ам (6) га кура e r+i ( x ) = 0  б улади . Б ун дан ,  агар  Л(Х) м а т р и 
ц а н и н г  р а н г и  г  унинг тартиби п дан кичик булса, у  зо л д а  
каноник матрицанинг хоссасига асосан, ум ум ан

г , +1(Х) =  <?Г+2(Х) =  . . .  =  <?„(*) =  0  (7)
эканлиги  келиб чицади.
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-  А  (8)
келиб  чицади.

Ш у билан X - матрицанинг каноник куриниш и ягоналигини нг 
исботи тугалланади . Биз бир йула Л(Х) матрицанинг инвариант  
купайт увчилар и деб аталувчи ек(1) к у гц адларн и  бевосита из- 
лаш усулини зо си л  цилдик.

М и с о л .  У ш бу
Аа ) - ( х8~ х 2ХЧА (К) -  +  5Х ЗХ ]

А- матрицани каноник шаклга келтиринг.
Бир  неча элементар алмаштиришларни бажариб, куйидагини *осил ки

ламиз:

\ Х»  +  5Х X )  \ Х »  +  5Х х /

~  ( т Х 8 _  Т 13-  1 ~  f X3 -  1 °ХЗ —  з х  o W x  о)
\  О X /  V 0  X /  \ 0  х з - 10Х2 - З Х / .

Иккинчн томондан Л(Х) матрицанинг инвариант купайгувчиларинн бе
восита х,исоблаш мумкин эди. Чунончи, бу матрица элементларининг энг 
катга  умумий булувчисш ш  ,\исоблаб,

rfi(X) -  el(\) -  X
эканлигини топамиз. Л(Х) матрицанинг детерминантиии кисоблаб ва унинг 
юкори коэфф ициента  1 га тенглш ини эътиборга  олиб,

rf2(X) X4 —  10/.з —  3X2 
ни зоси л  киламиз ва шунинг учун ^ам

X)
е^ “ 7 л т  =  хз- 10х2- зх-diW

60-§ .  Унимодуляр X-матрицалар. Сонли матрицаларнинг 
ухшашлиги билан уларнинг характеристик магрицаларининг 

эквивалентлиги орасида богланиш

А ввалги  параграфнинг натиж аларидан X - матрицалар  экви- 
валентлигининг битта алом ати  келиб чицади. Унга цуйидаги 
и ккита  д ея р л и  айнан ифодани бериш мумкин.

Агар иккит а  X-  матрица ягона бир х и л  каноник шаклга  
келт ирилса , ва фацат шундагина, улар  эквивалентдир.

Агар иккит а  X- матрица бир х и л  инвариант купайтув-  
чцларга эга булса ва фацат шундагина, улар  эквивалент
дир.

Бош ц а  х ар актерга  эга булган  яна битта аломатни келтириб 
чицарайлик .
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М аълум ки , Е  бирлик матрица каноник Х -магрицалар  ца- 
торига  киради. А гар  X-матрица U(l)  бирлик матрица Е  дан 
иборат  каноник ш аклга  эга булса, яъни унинг барч а  инвариант 
куп айтувчилари  бирга тенг булса, U(k) ни унимодуляр  мат
рица деймиз.

Агар  X- матрица U(h) нинг детерминанти нолдан фарц
л и  булиб, лекин  X га боглиц булмаса , яъни асосий Р май
доннинг нолдан фарцли сонига тенг булса ва фацат шун- 
дагина, у унимодуляр матрицадир.

Д ар^ац и кат ,  агар  U(l)  ~  Е  булса, у ^о л д а  бу икки матри
цага ягона fifn(x) куп дад  мос келади. Аммо бирлик матрица 
учун  rfn(X) =  1. Бу ердан  U(k)  матрицанинг d„(l) дан нолдан 
ф арцли сонли купайтувчигагина фарк цилувчи детерминанти 
Р  майдоннинг нолдан фаркли сонидан иборат були ш и келиб 
чикади. Аксинча, агар U(k) матрицанинг детерминанти нолдан 
ф ар кл и  ва X га боглик 'булм аса, у ^олда бундай матрица учун 
d n{k) куп дад  1 га тенг булади  ва ш унинг у ч у н  ?;ам аввалги 
параграфдаги  (6) га кура £/(*.) матрицанинг барча  £г(х), / =  1, 
2, 3, . . ti инвариант купайтувчилари бирга тенг.

Б у  ердан, щ р  цандай хосмас сонли матрица унимодуляр  
X- матрицадан иборат эканлиги келиб чикади. Аммо у н и м о д у 
ляр  X-матрица ж уда  м у р а к к а б ’куриниш га эга б ули ш и  м у м 
кин. М асалан, уш бу

X Xs +  5
Х» _ Х — 4 X4 — X8 — 4Х8 - f  5Х — 5

X-матрица унимодулярдир, чунки унинг детерм инанти  20 га 
тен г ,  я т ни  нолдан ф аркли ва X га боглик эмас.

Ю корида исботланган теорем адан  уним одуляр  X- матри
цаларнинг купайтмаси яна унимодуляр  эканлиги  келиб  чи
к а д и — матрицаларни купайтириш да уларнинг детерм инантлари  
купайтирилиш ини эслаш кифоя .

X- матрица U(l) нинг тескари матрицаси х,ам X- пат ри
ца булганда ва фацат шундагина, у унимодулярдир.

Д ар^аки кат ,  агар хосмас X-матрица бери лган  булса, у  ^ол- 
да тескари матрицани одатдаги  йул билан и злаш да, берилган 
м атрица элементларининг алгебраик  ту лд и р у вч и л ар и н и  бу мат- 
рицанпнг детерминантига, яъни  X нинг бирор к у п ^ ад и га  бу- 
лиш им из керак . Ш унинг учун  ^ам, ум ум ий ^ о л д а  тескари  
матрицанинг элементлари X нинг куп^ади  булм ай , балккгХ нинг 
рационал касрларидан иборат булади, яъни б у  м а т р и ц а  
X - м а т р и ц а  б у л м а й  д и .  А гар  ун и м одуляр  матрица берилган  
булса , у )р л д а  алгебраик тулдирувЗ иларни  Р  м айдоннинг нол
дан фаркли сонигагина б у ли ш га  тугри келади , яъпи  тескари  
матрицанинг элементлари X нинг ку п ^ад л ар и дан  иборат б у л а 
ди  ва шу сабабли, тескари матрицанинг узи ^ам  X- матрица бу-
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лади. Аксинча, агар X- матрица (J(k) гескари X- матрица £ /_1(а) 
га эга булса, у зо л д а  бу з а р  иккала  матрицанинг д етерм и- 
нантлари X нинг к у п зад л ар и д ан  иборат булади. у л ар н и н г  к у 
пайтмаси 1 га тенг  ва шу сабабли, з а р  иккала детерм ин ан т  
зам  нолинчи дараж али  к у п за д л а р  булиш и керак.

Сунгги м у л о зазадан  зо зи р  исботланган теоремага  цуйидаги 
цуш им ча келиб чицади:

Унимодуляр  X- матрицага тескари булган к- матрица
нинг узи за м  унимодулярдир.

У н им одуляр  X-матрица туш ун часи  ^ - м а т р и ц а л а р  э к в и 
в а л е н т  л и г и н и н г цуйидаги янги а л о м а т и д а  и ш л а т и -  
л а д  и:

Агар п-т арт ибли  А (к) ва В(к) к- матрицалар учун

В ( к )  =  £/(*■) А ( к )  У ( к ) (1)
тенгликни цаноатлантирувяи п-тартибли U(k) ва V(k) уни- 
моду л я р  к- матрицалар мавжуд булса ва фацат шундагина  
А(к) ва В(к) матрицалар эквивалент булади,

Б у  аломатнинг исботи жараёнида иш лагиладиган у ш бу  ту- 
шунчани киритамиз. Бирлик матрицадан бош диагоналининг 
бирор i- урнида ( 1 < / < и )  Р  майдондан олинган н о л д а н  
ф а р ц л и  а сон туриш и билан фарц цилувчи

1 0

0 1

( 0

сонли (ва д ем ак ,  X-) матрицага элементар матрица  деймиз. 
И ккинчи том ондан , б ирлик . матрицалан фацат г -сатри  в а у -у с -  
тунининг (1 1 • < /  < « ,  шу билан бирга i ф  J)  кесиш -
ган ж ой ида  /°[Х] залцадан  олинган ихтиёрий <р X) к у п з а д  т у 
риш и билан фарц цилувчи

(*) (3 )

X- матрицани з а м  элементар матрица  деймиз.
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\ а р  цандай элем ент ар матрица унимодулярдир.  Ха ки- 
цатан зам , (2) матрицанинг детерм инанта  а га тенг, аммо ш арт- 
га кура а ф  0; (3) матрицанинг д етерм ин ан та  эса 1 га тенг.

X- матрица А (к) да ихтиёрий элем ент ар алмаштириш  
бажариш бу матрицани чапдан ёки  унгдан бирор эле м е н 
тар матрицага купайтиришга  эквивалентдир.

Д ар зац и ц ат ,  китобхон цуйидаги туртта  д аъ вон и н г  тугри - 
лигини зе ч  бир цийинчиликсиз тек ш и р а  олади: 1) Л(Х) м ат 
рицани чапдан (2) матрицага  купайтириш  Л(Х) матрицанинг 
г -сатрини а сонга купайтириш га  тенг кучли; 2) Л(Х) м атри ц а
ни унгдан (2) матрицага купайтириш  Л(Х) матрицанинг / - ус- 
тунини а сонга куп айтириш га  тенг кучли; 3) Л(Х) матрицани 
чапдан (3) матрицага купайтириш  Л(Х) м атрицанинг ^ -сатрига  
©'М га купайтирилган j  - сатрини цуш и ш га  тенг  кучли; 4) Л(Х) 
матрицани унгдан  (3) матрицага купайтириш  Л(Х) матрицанинг 
/ -  устунига <р(Х) га купайтирилган  i - устуниии цуш иш га  тенг 
к у ч л и .

X - м а т р и ц а л а р и и н г  э к в и в а л е н т л и г и  з  а ц и д  а г и 
а л о м а т н и н г  и с б о т и г а  утамиз. Агар Л (X )— В(к) булса, у 
з о л д а  Л(Х) дан В(к) га чекли  сондаги элем ентар  алм аш тириш лар  
о ркали  утиш мумкин. Б у  элем ентар  алм аш ти ри ш ларн и н г  зар  
цайсисири чапдан ёки у н гд ан  элем ентар  м атрицаларга  к у п а й 
тириш  билан алмаш тириб, у ш б у

Я(Х) =  Ut(k) . . . U„(к) Л(Х) V/,(X) . . .  Ц(Х) (4)

тен гл и кк а  келамиз, бу  ерда  барча  £/,(Х), . . ., U^k) ,  V,(X), . 
Vt{l) матрицалар  элем ентар , ва дем ак , уни м о ду л яр ди р .  Ш у 
нинг учун  зам , у н и м о д у л я р  матрицаларнинг к^пай тм алари дан  
иборат булган

ОД = и,(к) .. . имМ, ОД = v x(k) . . . Vt(k) (5)

м атри цалар  зам  уни м о ду л яр  булади , (4) тен гл и к  эса (1) ку- 
риниш да цайтадан ёзилади . Ш уни цайд цилам изки , агар м а 
салан , k =  0 булса, яъни  э л ем ен тар  а л м аш ти р и ш л ар  устун лар  
устидаги на  баж арилган  булса, у зо л д а  U(k) =  Е  деймиз.

И сботнннг биз утказган  цисми бир йула у ш б у  д аъ зо н и  
баён цилиш учун имкон беради:

матрица элемент ар мат рицаларнинг купайтмаси ш ак
лида  тасвирлануечи булганда ва фацат шундагина, у у н и 
модулярдир.

Хацицатан зам , биз элем ентар  м атри цаларнин г  купайтм аси  
у н и м о ду л яр  эканлигидан аввал  зам  ф о й д ал ан ган  эдик. А ксин- 
ча, агар  ихтиёрий IF(X) у н и м о д у л я р  м атри ца  бер и л ган  булса, 
у з о л д а  у Е  бирлик матри цага  эквивалент  б у л а д и .  Ю цорида 
26 3919
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келтирилган  исботни Л(Х) ва В(1) матрицалар урни га  Е  ва 
1F(X) м атрицаларга  куллаб, биз (4) дан

Щ М  =  £А(Х) . . .  U k(l) 1/,(Х) . . .  1/г(М
тенгликни ^осил ^иламиз, яъ н и  W(X) матрица элем ентар  мат- 
рицаларнинг купайтмаси ш аклида тасвирланар  экан.

Энди а л о м а т и м и з н и н г  т е с к а р и  д а ъ в о с и н и  ^ а м  
о с о н г и н а  и с б о т л а ш  м у м к и н .  Л(Х) ва £(Х) матрицалар  
учун ш ундай d/(X) ва 1/(Х) уни м о ду л яр  матрицалар м авж удки ,
(1) тенглик  уринли булсин. И сботланганига  асосан, 1/(1) ва 
1/(Х) м атри ц аларн и  элем ентар  матрицаларнинг купайтмаси 
ш аклида тасвирлаш  мумкин; бу (5) иф одалардан  иборат б у л 
син. Энди (1) тенглик (4) кури н и ш да  ^айтадан ёзи лад и  ва 
элем ентар  матрицага ^ар  бир купайтириш ни унга мос келув -  
чи э л ем ен тар  алмаш тириш  билан алмаштириб, биз ни ^ояг  
Л(Х) ~  В(к) ни ^оси л  циламиз.

М атр и ц ав и й  к у п ^ а д л а р .  Х-матрица туш унчасига  бутунлай  
бош ца том ондан  цараш мумкин. Рмайдон устида п-тартиб- 
л и  матрицавий \-куп%ад д еб  коэфф ициентлари вазифасини 
элем ентлари  Р  майдондан олинган бир хил  я -тартибли квадрат  
матрицалар  уйнайдиган X нинг ку п ^ад и га  айтамиз: унинг ум у-  
мий кури ниш и

•Д0Х* +  Лк-{^ +  Ak (6)
дан иборат  булади .

А( м атрицани Ж 1, / = 0 , 1 ,  . . . , k га купайтириш ни, 15-§ га 
мувофиц, A t матрицанинг б арч а  элементларини X*-' га купай- 
тириш каби туш ун иб , сунгра м атрицаларни ^уш иш ни яна шу 
15-§ га м увоф иц  баж ариб , %ар цандай ti-тартибли м ат ри
цавий )>-куп%адни п-тартибли  X-матрица шаклида ёзиш  
м ум кинлигини  ^осил  циламиз. М асалан,

4 0 \  / 0 - 3 \  /1 2 \  / 0  1 \  /4Х*+Х - 3 X 2- f 2 X + l \  
- 1  l j ;'3 + ( o  l j K + \ 0 - 2 f  +  ( 0  o j  =  (k - X 8 Х8-}-Х3—2X у *

А ксинча, ti-тартибли %ар цандай ^-матрица п-тартиб - 
л и  матрицавий крп^ад ш аклида ёзилиши мумкин. М асалан,

/ЗХ2 - 5  Х +  1 \  / 0  0 \  / 3  0 \  / 0  1\ ( - 5  1 \
[ Х4 +  2 X — 3 (1 0Г + (° 0/' +(2 о /+ \  о -з ) .
X- м атр и ц ал ар  ва матрицавий X -куп^адлар  орасидаги мос- 

ли к  46-§ м аъ н оси д а  узаро  бир цийматли ва изоморфдир. Д ар-  
^а^и ц ат ,  (6) кури ниш даги  X- куп ^адларн инг  матрица сифати- 
д аги  теп гли ги  X нинг бир х и л  д ар аж алар и  олдидаги матрицавий 
коэф ф иц иентларини нг тенглиги  билан тенг  куч ли, матрицани 
X га куп айтириш  эса уни бош  диагоналида X турган  скаляр 
м атр и ц ага  куп айтириш  билан тенг кучлидир.
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X- матрица Д(Х) берилган , ш у билан бирга

Л(Х) =  -j- Аукь~1 -f- Лй—iX -f- А к
булсин, бу ерда  А 0 матрица ноль матрица эмас. k сонни X- 
матрица Д(Х) пинг даражаси  деймиз; бу, ш уб^асиз , Л(Х) 
матрица элементларининг (X буйича) энг кщори дар аж аси  бу- 
лади .

X- матрицаларга  матрицавий к у г д а д  деб  цараш , Х-матрица- 
лар  учун  сонли к у п ^ ад л ар га  дойр булиниш  назариясига  у х -  
ш аш , лекин м атрицаларни купайтириш нинг нокоммутативлиги 
ва нолнинг б улувчилари  м авж удлиги  сабабли  м у р акк абл аш ган  
булиниш  назариясини ривож лаитириш  имконини беради. Б и з  
ц о л д и ц л и  б у л и ш  а л г о р и т м и  масаласи билангина чек -  
ланамиз.

Р  майдон устида ушбу

Л(Х) =  Л0Х* А ^ * - 1 —j— . . .  -f- Ah—iX 
B(K) =  B0V +  + . . . + £,_iX + Bt

n- тартибли  X- матрицалар берилган булсин , шу билан  
бирга В0 матрица хосмас, яъни В ^ х матрица мавжуд деб 
фараз циламиз, У %олда Р майдон устида худди шу п т ар
т ибли шундай Qi(X) ва /?j(X) мат рицаларни топиш мум-
if и  utrii

^(X) =  fi(X)Q1( X ) + / ? 1(X) (7)

б^лади, шу билан бирга /?,(х) нинг даражаси В(1) нинг да- 
ражасидан кичик ёки булмаса  /?i(X) =  0. Иккинчи томондан, 
Р  майдон устида шундай ti-тартибли  Q2(X) ва /?2(Х) матри
цаларни топиш мумкинки,

4(X) =  Q2(X)£(X) +  /?2(X) (8)

булади, шу билан бирга # 2(Х) нинг даражаси  5(Х) нинг да- 
ражасидан кичик ёки булмаса  /?2(Х) =  0. Бу шартларни ца- 
ноатлантирувчи  Qt(X) ва /?,(Х), шунингдек Q2(X) ва /?2(Х) 
мат рицалар бир цийматли анщ ланади .

Б у  теореманинг исботи сонли ку п ^ад л ар  у ч у н  мос теоре-  
манинг исботи каби олиб борилади (20-§ га царанг). М асалан, 
(7) ш а р т н и ^ ^ Х )  ва /?)(Х) м атрицалар  з а м  цаноатлантирсин, 
ш у  билан /?,(Х) нинг дараж аси  В<\) нинг д ар аж аси д ан  кичик 
булсин. У *олда

^(^)EQ1(X) — Q,(X)] =  ^i(X) —
Унг томоннинг дар аж аси  I д ан  кичик, чап томоннинг д а р а ж а 
си эса, агар квадрат ^авс  нолдан ф аркли  булса ,  /  дан  катта 
ёки  тенг, чунки В 0 матрица хосмас. Б ун дан  Qt (X) ва /^(Х) 
матрицаларнинг ягоналиги кел и б  чи^ади.
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Б у  м атри цаларнин г м авж удлигини  исботлаш  учун  & > /  да

A ( X ) - 5 ( X ) . 5 o M 0Xft- '
айирманинг д а р а ж а с и  k дан  цатъий кичиклигини цай д  цила- 
миз; ш унин г у ч у н  ^ам , В~1А ^ к~1 иф ода  Qi(X) матрицавий X- 
к у 1ц а д н и н г  ю цори ^ади булади . К ейинги м у л о ^ азал ар  х у д д и  
20-§  даги  каби давом  эттирилади. И ккин чи  томондан,

А Щ - А о В о 1̂ 1 • В(к)

айирманинг д а р а ж а с и  ^ам к д а н ц а т ъ и й  кичик, яъни А 0В - \ * - 1 
ифода Q 200 матрицавий Х-куп^аднинг кщори ^ади б улади  
К уриб  ту рибм и зки , теорем ан инг  ш артларини каноатлантирувчи 
Qi(X) ва Q2(X) (ш ун и н гдек ,  /?t (X) ва A?2(k)) Х-матрицалар ^а- 
цицатан ^ам ум ум и й  з^олда ^ а р  хил  булади .

М а т р и ц а л а р н и н г  у х ш а ш л и г и  ^ а ц и д а г и  асо с и й  т е о р е м а .  
О лди н  кай д  цилинганидек, берилган  А  ва В  сонли матрица- 
лар  (яъ н и  элем ен тлари  асосий Р  майдондан олинган матрица- 
лар) у х ш аш м и  деган  саволни ечиш  усули  бизда ^о зи р ч а  йуц. 
И ккин чи  том ондан , уларнин г  A — IE  ва В — IE  характеристик  
м атрицалари  Х-матрицалардан иборат  ва бу м атрицаларнинг 
экви вален тли ги  ^а^ и даги  масала ж у д а  самарали ечи лади . Ш у 
нинг учун  ^ам  у ш бу  теорем ан и н г  а^ам ияти  канчалик катта 
эканлигин и  т у ш у н и ш  осон.

Э лем ен т лари  Р  майдондан олинган А в а  В м ат рицалар
нинг А — 'кЕ ва В — IE  характ ерист ик матрицалари экви
валент  б^лганда ва фацат шундагина, улар  yxuiauidup.

Х аци^атан  ^ам  А ва В  матрицалар  ухш аш  булсин, яъ н и  Р  
майдон устида. ш ундай  С хосмас матрица м авж у д ки ,

5 =  С - М С
б улад и . У *олда

С~' (А — к Е) С= С~1АО — Ц С ~1ЕС) = В - \ Е .

Аммо С -1 ва С хосмас сонли матрицалар  уни м о ду л яр  Х-мат- 
риц алардир . К уриб  ту ри б м и зки  В — IE  матрица A — I E  мат- 
рицани чапдан ва ун гд ан  у н и м о д у л я р  м атрицаларга  купайти- 
риш дан  >{осил булган , я ъ н и  А — Х£ — В — ХЕ.

Т ескари  д аъ во н и н г  исботи бирмунча мураккаб.

А - 1 Е - В - \ Е

булсин. У ?{олда ш ундай б'(Х) ва V(X) уни м одуляр  матрицалар  
м ав ж у д ки ,

и(Х)(Л -  Щ  У(ь) «  В - к В  (9)
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б ^ л а д и .  У н и м од уляр  м атрицалар  учун теск ар и  м атри цалар  мав- 
ж у д л и ги  ва у л ар  Х-матрицалар эканлигини ^и собга  олиб, (9) 
дан  куй ироцда  ф ойдалани ладиган  у ш бу

U(k) (А -  Щ  =  (В -  }
( А - Щ У ( 1) =  и ~ \ \ ) ( В - Щ  ) <10)

тенгликларни келтириб  чицарамиз.
В —1Е X- матрица X га нисбатан 1 д ар а ж а га  эга  булгани , шу 

билан  бирга мос матрицавий к у п ^ад н и н г  ю кори коэф ф иц иен- 
ти вазифасини хосм ас  матрица — Е  уйнагани  сабабли, UQ) 
ва В — IE  м атрицаларга  цолдикли  б^лиш  алгоритм и ни  кулла-  
ниш мумкин: ш ундай  Q,(X) ва м атри цалар  м а в ж у д к и  —а гар  
R x нолдан фарцли булса, у  * олда  у X б у й и ч а  0 д а р а ж а г а  эга 
б у ли ш и  шарт, яъ н и  X га богли к  эм а с —у л а р  учун

U(l) =  ( B - l E ) Q , ( k ) ^ - R i (11)

булади . Ш унга  у х ш а ш

l/(X) =  Q2(X) ( В - I E )  +  R2. (12)

(11) ва (12) лардан  ф ойдаланиб, (9) д ан  у ш б у

R t (A  -  IE)R2 =  (В -  К Е ) -  U( l ) (A -  \Е)<1 2( ЩВ  -  Щ -  
- ( В - Щ О ^ Щ А - Ь Е )  К(Х) +

*  (В -  X5)Q,(X) (А -  X£)Q2(X) (В  -  \Е)

м уносабатни  >{осил циламиз § ки (Ю) га ку р а

R t ( A - \ E ) R 2 =  (В— \ E ) - ( B - l E ) V - 1(k)Q2(k) (В - I E ) -
-  (В -  \E)Qi( l )U~1(k){B -  IE)  +

+  (В -  Х£)(г,(Х)(Л -  IE)Q2(K)(B -  \Е)  =  (В -  Щ  X

х {^-[у-'о-т^+алци-чь) -  q,(x>h - \ Е ш т в - щ ) .
У н г томонда турган квад р ат  кавс  ^ ац и катд а  нолга  тенг: акс  
* о л д а  у  Х-матрица була  ту р и б  (чун ки  1 /-1 (Х) ва £/- 1 (*-) лар  
Х-матрицалардир), ж у д а  б у лм аган д а  О д а р а ж а га  эга б ^ л а р э д и ,  
у холла, катта ^авснинг дар аж аси  1 дан ки чи к  б у лм ас  эди ва 
д ем а к ,  барча  унг том оннинг дар аж аси  2 дан кичик булм ас  эди. 
А ммо б у  мумкин эмас, чунки  чап том онда  1 д а р а ж а л и  Х-матри
ца турибди. Ш ун дай  цилиб,

R t(A — \E )R 2 В  — \Е,

бу е р дан  X нинг бир хил д ар а ж а л а р и  о л д и д аги  матрицавий 
коэф ф и ц и ен тларн и  тенглаб,

R tA R 2 =  В , 
R XR% =  Е

(13)
(14)



ларни зосил  киламиз, (14) тенглик /?2 сонли матрица нолдан  
ф аркли  були бгин а  цолмай, балки уни нг  *атто хосмас эк а н л и -  
гини ку р сатади ,  ш у  билан бирга

R j l =  Ru
у ?{олда (13) тенглик

R ^ A R ,  =  В

кури ниш ни олади , бу эса А  ва В  матрицаларнинг ;ухшашли- 
гини исботлайди.

Б и з бир йула  А  м а т р и ц а н и  В  м а т р и ц а г а  т р а н с -  
ф о р м а ц и я л а й д и г а н  у ш а  / ?2 х о с м а с  м а т р и ц а н и  т о -  
п и ш н и  у р г а н д и к .  Чунончи, агар  А — кЕ ва В — Х/Г матри- 
цалар  эк ви вален т  булса, у  ^о л д а  биринчиси чекли сондагн 
элем ентар  алм аш ти р и ш л ар  оркали иккинчисига утказилади . Бу 
а л м аш ти р и ш л ар д ан  устун ларга  алоцадор булганлари ни  олам из 
ва мос э л ем ен тар  матрицаларнинг худ ди  шу тартибда олинган 
куиайтмасини V(k)  оркали  белгилаймнз. Сунгра V(k)  ни В —I E  
га ш ундай б улам и зки , були нм а булувчидан  чапда турсин [(8) 
га царанг], Б у  б^ли ш дан  чивдан колдик эса /?2 матрицадан 
иборат б улад и .

Аслида, курсатилган  б^лиш ни баж арм ай, 62-§ да  ^ам  к^ л -  
ланиладиган у ш б у  лем м адан  фойдаланиш  мумкин:

Л е м м а .

К(Х) =  1/0Х* +  l/,X*-i +  . . .  +  K.-tX +  V n VQ =^0 (15) 

булсин. Агар
V{k) =  ( \ E - B ) Q i(k) +  R u
V(k) =  Q2(k)(lE -  В) +  R2 (16)

булса, у цолда

R x =  B‘V 0 +  +  . . .  +  BVs-x  +  V v
R 2 =  V 0BS + V t В +  . . . +  Vs-гВ  +  I / ,  . (17)

булади.
Бу л ем м ан инг , ж у д а  булм аганда , биринчи д аъ во си н и  ис- 

ботлаш  к и ф о я —иккинчиси биринчисига батамом у х ш аш  исбот- 
ланади. И сбот  (16) тенгликнинг ^ри нли  эканлигини бевосита 
текш и р и ш дан  иборат, а гар  1/(Х) к^ п ^ адн и  унинг (15) ифодаси 
билан алм аш тирилса , А?, у р н и га  (17) куйилади . Q ,(X) сифатида 
эса

Qi(X) =  +  (B V 0 +  К ,)Х -2  +  (B*V0 +  B V t +  l / s)X®-»+ . . .
. .  . +  { B ' - 'V 0 + B '-* V t +  . . .  +  V t -i)  

к у п ^ а д  олинади. Буни текш ириш  китобхонга  ^авола  цилинади.

406 XIII БОБ. м а т р и ц а н и н г  н о р м а л  ф о р м а с и
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М и с о л.

Л =
' - 1 0  - 4 '  

26 11)
м атриц алар  берилган  булсин. Уларнинг  характеристик матрицалари эквива
лент, чунки улар уш бу

/1 0 \
\0  \ a - X - 6 j

ягона каноник курш ш ш га  келтирилади, шунинг учун *ам, А ва В  матрица
лар  ухшаш,

Л ни В га трансформациялайдиган R3 матрицами излаш учун A—IE  ни 
В  — Х£ га утказувчи элемеитар алмаштиришларш шг бирон бир каторини 
топамиз, Масалан,

Сунгги  икки алиаш тириш  устунларга алокадор: бнринчи устунга иккинчи-

булади. Б у  матрица X га  боглик эмас ва шунинг учун .\ам у изланаётган 
/?, матрица бУлади.

Албатта ,  А  ни В  га трансф орм ациялайдиган матрица, умуман, бир ций- 
матли аиицланмайди. Масалан,

Х озир элементлари Р  майдондан олинган п -тартибли  к в а д 
рат  матрицаларни курамиз. Б ун дай  м атри цаларнин г ж о р -  
д а н  м атрицалари деб  аталадиган  битта махсус типи аж рати -  
лади ва бу матрицалар матрицаларнинг ж у д а  кен г  синфи 
у ч у н  нормал форма булиб хизм ат  килиш и курсатилади . Ч у -  
нончи ; барча характеристик илдизлар№ асосий Р  майдонда  
ётувчи матрицалар (ва фацат шундай м ат рицалар) бирор 
жордан матрицаларига ухшаш, яъни одатда айтилишича,  
ула р  жордан нормал формасига келт ирилади .  Бу  ердан , 
агар  Р  майдон сифатида ком п лек с  сонлар  м айдони олинган  
булса, у зо л д а  %ар цандай комплекс э ле м е н т ли  мат рица
лар  комплекс сонлар майдонида жордан нормал формасига 
к елт ирилиш и  келиб  чицади,

А - 1 Е  =
2 - х  1 
о  з - х

- 2 - Х  I 
_  16 - 8 Х  1 1 - х

сини — 8 га  купайтириб кушилади, кейин эса биринчи уступ — — га купай- _ 

тирилади. Мос элементар матрицаларнинг купайтмаси

*ам шундай матрицадир.

6 1 -§ .  Жордан нормал формаси
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К еракли  таъриф ларн и  киритамиз. Х0 сонга  теги ш ли  k  тар- 
тибли жордан катаги  деб

''Xg 1 ON
Xn 1.

' 1 I 0 )
4) X0.

к^ ри н и ш га  эга  булган  fe-тартибли ( 1 < £ < я )  матрицани айти- 
лади , боищ а с у з  билан айтганда, унинг бош диагоналида  Р  
м айдондаги Х0 сон туради; бош  диагоналга  энг яь;ин турган 
ю ^ори параллелни эса бошдан-оёь; 1 сони эгаллаган; матрица- 
нинг долган  барча  элем ен тлари  нолга тенг. Л\асалан,

/К  1 О'

(М .
х„ 1
о

’'о
О Хп

Х°)'  \ 0 0° х„
биринчи, иккинчи ва учинчи тартибли ж ордан  к атаклари га  мос 
келади.

я -тар ти б л и  жордан матрицаси  деб уш бу

0)

J -

1
л

л

о

(2)

к у ри н и ш га  эга б улган  я -тар ти б л и  матрицани айтилади; бу ер- 
да  бош  диагонал  б у й л а б Р  маидоннинг турли були ш и ш яр тб у л-  
маган б аъ зи  сонларига  теги ш ли  турли булиш и ш арт б у л м а г а н / , ,  
J2, . . .  , J ,  ж о р д а н  катаклари  ж ой лаш ган ; бу катаклардан  таш- 
царидаги б ар ч а  уринларни ноллар  эгаллаган . Ш у билан бирга 
s > l ,  яъни  я -тарти б ли  битта ж ордан  катаги шу тартибдаги  
ж о р д а н  м атри цалари  цаторига  киради ва албатта, s  <  я .

Ш уии кай д  цилам изки , ж о р д ан  м атри цасин ингтузилиш ин и , 
гарчи бу кейин иш латилм аса  ^ам, ж ордан  катаги туш ун часига  
таянм ай  туриб  ^ам  баён этиш  мумкин эди. Ч унончи, J матри
ц а  у ш о у О

Хо £*»
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к ^ р и н и ш га  эга б ^ л ган д а  (б у  ерда  Хг, / = 1 , 2 , . . . ,  п л ар  Р  
м айдонни нг  ихтиёрий сонлари, е;-, j  — 1, 2, . . . , п — 1 ларнинг 
* ар  цайсиси бирга  ёки  нолга тенг, ш у  билан бирга, агар г}— \ 
б у л са ,  у .\олда >V«=XJ+1 булади) ва ф ак ат  ш у н д аги н а  у ж о р -  
дан  матрицаси б ^л и ш и  равш ан.

Д иагонал  м ат рицалар жордан м ат рицаларининг хусу-  
сий ^олидан  иборат:  бу барча ж ордан  катаклари  1-тартибга 
эга  б улган  ж ордан  м атрицаларидан  и борат  булади .

Б и зн и н гэн г  аввалги  м аксадим из я - т а р т и б л и  и х т и ё р и й  
J  ж о р д а н  м а т р и ц а с и н и н г  J — \ E  х а р а к т е р и с т и к  
м а т р и ц а с и  у ч у н  к а н о н и к  к у р и н и ш н и  и з л а ш д а н  
и борат . Аввал й-тартибли битга ж о р д ан  катагини нг х а р а к т е 
ристик  матрицаси

Х0 — X 1
х0- х  1 .

0 '

(3)

у ч у н  каноник куриниш ни топамиз. Б у  м атрицанинг детерм и- 
нантини ^исоблаб  ва d k{k) к ^ п ^ адн и н г  ю ^ори  коэф ф иц иенти
1 га тен г  эканлигини эслаб,

</й(Х) =  ( Х - Х 0)*

ни келтириб  чицарамиз. И к к и н ч и  том ондан , (3) матрицанинг 
(k  — 1)-тартибли миноралари ичида 1 га тен г  б улган  минор, 
чунончи бу матрицанинг биринчи устуни  ва охи р ги  сатрини 
учириб  таш лаш дан  сунг ^оси л  булган  минор м ав ж у д .  Ш ун и н г  
у ч у н  ){ам

(Ik-i(x) =  l .
Б ундан  ушбу

k -тартибли  X-матрица (3) матрица учун каноник к^риниш  
б улиб  хизмат. цилиш и  к ел и б  чицади.

Энди уш бу  л е м м а н и исботлаймиз:
Агар  Я[Х1 х,алцадан олинган  <р,(Х), <р2(*-)> > • • > ¥<(*•) кУп '  

%адлар жуфт-жуфти билан узаро туб булса, у  %олда уш 
бу эк в и в а л е н т л т  уринли  булади;
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/  ?l0-)

\ ° ?((х)

/ 1

\ 0

0 \

п срДХ)
(=1 /

^ = 2  ^о л н и  кури б  чикиш етарли эканлиги равшан. <pt (k) ва 
<р2(Х) к у п ^ а д л а р  5'заро туб булгани учун  Р[Х] ^ал^ада  ш ундай 
и,(Х) ва н 2(Х) к у п ^ а д л ар  м авж удки ,

ср.ГХ)н,(Х) +  <р2(Х )ка(Х) =  1

булади. Ш унин г уч ун  ^ам

/?»(Ь) 0\ /?,(М Ti(X)«,(X)\
V 0  <?г0')/ V 0  ъ О ' ) )

/срДХ) <р,(Х)«,(Х) +  <р2(Х)и2(Х) \  /<р,Х 1 

\ 0 <Ра(Л) / \ 0 <Рг(Х)
/1  <р,(Х)\ /  1 <pt (X.) / 1  О

Ц 2(Х) 0 /  1 0  — <р,(Х)<р2( Х ) /  1 0  — <p i (^ )® 2( m )  ( о  ? , ( Х ) ф 2( а) / ’

шуни исботлаш  талаб  килинган эди.
Энди (2) к ури н и ш даги  У ж ордан  матрицаси учун

О

J - k E =

Л  - Х Я ,
О

У, —кЕ.

О У. -
(5 )

х арактер и сти к  матрицани текш и ри ш га  утамиз; бу ерда  Et, 
(i =  1, 2, .. ., s j  тартиби  У/ катакнинг таргиби каби булган  бир- 
л и к  матрица. У матрицанинг ж о р д а н  катаклари  уш бу Xlt Х2, 
т у  р л и  со н л ар га  теги ш л и  б^лсин, бу ерда £ < s .  Сунгра, 
kt(i =  1, 2, . . .  t)  сонга qt та {qt >  1) ж о р д а н  катаги тегиш ли 
булсин ва бу катакларни нг  тартиблари J/смайдиган тартибда 
ж о й л аш ган ,  яъ н и

( 6 )
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булсин . Гарчи, биз бундан фойдаланмасак  ^ам,
*

i*=l 
t  Я1

t= 1 j=i
эканлигини цайд килайлик.

(5) матрицанинг Ji — \E i катакдан утувчи  сатр ва устунла- 
рига элементар алм аш тириш ларни цуллаб , ш уб^аси з ,  боищ а 
диагонал  катакларга  таъсир этмаймиз. Бундан, (5) матрицада 
элем ентар  алм аш тириш лар  ёрдамида ^ а р  бир Jl — )-El, г =  1,
2, . . . ,  s катакни (4) кури ниш идаги  мос катак билан алм аш - 
тириш  мумкин эканлиги келиб чицади. Б ои щ ач а  айтганда, 
J  — XE матрица диагоналида бир ц а т а  бирлардан ташца-  
ри, шунингдек, J матрицанинг барка жордан катакларига  
мос келувчи ушбу

куп^адлар  турган диагонал матрицам, эквивалентдир.  Ш у 
билан бирга биз диагоналнинг (7) ку п ^ ад л ар  турган  урин лари ни  
курсатм айм из, чунки ихтиёрий диагонал  Х-матрицада диагонал  
элем ентларн инг ури н лари ни  сатрларни ва бир х и л  исмли ус- 
тунларни алм аш тириш  ёрдам и да  ихтиёрий р авиш да ал м аш ти- 
риш мумкин. Б у  м уло^азани  бундан буён  *ам  назарда  ту ти ш  
зарур.

q сон qt, i =  1, 2 , . . . ,  t  сонлар  ичида энг  каттаси булсин. 
(7) ж адвалнин г / -устун и д а  ( / =  1, 2, . . . ,  q ) турган  к у п ^ а д -  
л арн и н г  купайтмасини en-j+ i(X) оркали  б елгилай м и з, яъ н и

ш у билан бирга, агар  / -у с т у н д а  б ^ш  ури н лар  б у л с а — б аъ зи  I 
лар учун  <7, <  /' булиб  цолиш и м у м к и н —у  ^ о л д а  (8 ) даги  мос 
куп айтувчи ларн и  бирга тен г  деб  *исоблайм из. Ш ар т га  к у р а  
Хь  Х2, . . . , X, сонлар  турли  булгани уч ун  (7) ж ад в ал н и н г  у- 
усгунида турган чизицли и к ки ^адл ар н и н г  д ар а ж а л а р и  ж у ф т -  
ж уф ти  билан узаро  тубдир. Ш унинг учун  ^ам , юцорида ис-

(Х _ Х 1)*“, (X —X,)*“.............(X—X,)*1?.

(X -X 2)ft“ ,(X -X 2)ftB, . . ( Х- Х2) Ч ( 7 )

(X  —  X , ) * " .  (X — Х ,)* « , ( Х - Х () Ч .• • • »

^n-/+i(X) =  П  (X—Х()*у; (8 )
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оотлан ган  лем м ата  асосан, т екш и ри лаетган  д и агон ал  м атри ц ада  
■бу и к к и ^ ад л ар  элем ен тар  ал м аш ти р и ш л ар  ёрдам ида  ула*р- 
и и н г  g„_y+1(X) к^пайтм аси  ва баъзи сондаги  бирлар билан ал- 
лш ш тирилиш и мумкин.

;Буни j — 1, 2, . . . , q, учун  баж ариб , биз

П

J - I H -

0

о

(9 )

эканлигини ^оси л  килам из. Б у  J — I E матрицанинг излана-  
ётган каноник  куриниш ининг худди узидир. Д ар ^ац и ц ат ,  (9) 
д а  бош д и а го н а л д а  ту р ган  барча  куп ^адларн и н г  юцори коэф - 
ф и ц и ен тлари  бирга  тен г  ва (6) ш артга кура  бу ку п ^ад л ар н и н г  
^ а р  бири ун д ан  ав в ал ги си га  цолдицсиз булинади.

М и с о л.

2 1 0
0 2 1
0 0 2

0 ]

5 1 
О 5

О

5 1 
О 5

б у л си н .  Бу  9-тартибли  ж ордан  матрицаси учун (7 )кугщ адлар  ж а д в а л и у ш б у

(Х-2)», Х - 2 ,  X — 2,
(X — 5)*. (Х -б)«

куриниш га  эта. Ш унинг  учун *ам

е»(Х) =  ( Х - 2 Я Х - 5 ) а ,  
е»(\) -  (X -  2) (X -  5;». 
е,(Х) -  X — 2

л а р  J  матрицанинг инвариант  купайтувчиларидан  иборат  булади, худди ш у  
вац тда  г8(Х) -  . . .  «= «j(X) «и I,
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Энди берилган жордан матрицаси шаклидан бирданига 
унинг характеристик матрицасининг каноник куринишини 
ёзишни урганганимиздан сунг, ушбу теорема исботланиши 
мумкин:

Икки жордан матрицаси бир хи л  жордан катакларидан  
ташкил топган булса, яъни улар бу катакларнинг бош 
диагонал буйлаб жойлашиши билангина бир-бирларидан 
фарц цилганда ва фацат. шундагина улар yxiuauidup.

Хаки^атан зам, (7) куп^адлар жадвали У жордан матрица
сининг жордан катаклари туплами билан тули^ аникланган ва 
унда жордан катакларининг бу матрица бош диагонали буйи- 
ча жойлашиши мутлако акс этмаган эди. Бундан, агар У ва J' 
жордан матрицалари жордан катакларининг бир хил туплами- 
га эга булса, у ^олда уларга ягона (7) куп^адлар жад
вали ва шунинг учун ^ам, ягона (8) куп^адлар мос келиши 
келиб чицади. Шундай цилиб, У — Х£ ва J ' — IE  характерис
тик матрицалар бир хил инвариант купайтувчиларга эга, яъни 
улар эквивалент ва шунга кура У ва У' матрицаларнинг уз- 
лари ухшаш.

Аксинча, агар У ва У' жордан матрицалари ухшаш булса, 
у ^олда уларнинг характеристик матрицалари бир хил инва
риант купайтувчиларга эга. / '=  1, 2, . . . , q учун (8) куп^ад- 
лар бундай инвариант купайтувчиларнинг бирдан фарцлилари 
булсин. Аммо (8) куп^адлар ор^али (7) куп^адлар жадвали 
тикланади. Чунончи, (8) куп^адлар чизицли купайтувчилар 
даражаларининг купайтмасига ажралади, чунки исботланганга 
асосан, ихтиёрий жордан матрицаси учун характеристик мат
рицанинг инвариант куиайтувчилари бундай хоссага эга. (7) 
жадвал худди шу i8) куп^адлар ёйиладиган чизикли купай
тувчилар даражаларининг барча максимал даражаларидан таш
кил топган. Ни^оят, (7) жадвалдан дастлабки жордан матри- 
цаларинин^ жордан катаклари тикланади: (7) жадвалнинг ^ар

А
цайси (X—X,) ч  куп^адига X, сонга тегишли й^-тартибли ж ор
дан катаги мос келади. By билан У ва У' матрицалар бир хил 
жордан катакларидан тузилган булиб, улар бир-биридан бу 
катакларнинг жойлашиши билангина фарц цилиши мумкинли- 
ги исботланди.

Бу теоремадан хусусан диагонал матрицага yxuiaui буЛ‘ 
ган жордан матрицасининг узи диагонал матрица эканли
ги ва икки диагонал матрица бир-биридан бош диагоналида 
турган сонларнинг уринларини алмаштириш билан %осил 
булганда ва фацат ШундаШна ухшаш эканлиги  келиб чи- 
кади.

Матрицани жордан нормал формасига келтириш. Агар 
алементлари Р  майдондан олинган А  матрица жордан нормал
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формасига келтирилса, яъни жордан матрицасига ухшаш 
булса, у ^олда ю ц о р и д а  исботланган теоремадан А матрица  
учун жордан нормал формаси бош диагоналда жордан ка- 
такларининг жойланиш аницлигида бир цийматли а н щ -  
ланиши  келиб чицади. А  матрица бундай келтиришга йул 
куйиши учун зарур шартни—агар бундай жордан матрицаси 
мавжуд булса—ушбу теоремада курсатилади. Бу теореманинг 
исботи бир йула А  матрицага ухшаш жордан матрицасини 
амалда излаш усулини^ам беради. Бунда Р  м а й д о н  д а  к е л -  
т и р и л у в ч а н л и к  трансформацияловчи матрицанинг барча 
элементлари Р  майдонга тегишли эканлигини билдиришини 
кайд цилиб утамиз.

Элементлари Р  майдонидан олинган А матрицанинг 
барча характеристик илдизлари асосий Р  майдоннинг у за
да ётганда ва фацат шундагина А матрица Р майдонда 
жордан нормал формасига келтирилади.

Хацикатан ^ам, агар А матрица У жордан матрицасига ухшаш 
булса, у ^олда бу иккала матрица бир Хил характеристик ил- 
дизларга эга булади. Аммо У матрицанинг характеристик ил
дизлари ^еч бир кийинчиликсиз топилади: J — kE матрицанинг 
детерминанти унинг бош диагоналида турувчи элементларинн 
купайтмасига тенг булгани сабабли |У — Х£| куп^ад Р  майдон 
устида чизикли купайтувчиларга ажралади ва У матрицанинг 
бош диагоналида турган сонлар ва фацат шуларгина унинг 
илдизлари булиб хизмат цилади.

Аксинча, А  матрицанинг барча характеристик илдизлари Р  
майдоннинг узида ётсин. Агар

&п—?+1 (X), ■ • • | вп—1 ̂ Х), еп(у) (Ю)

кУп^адлар А  — ).Е матрицанинг 1 дан фар^ли инвариант ку- 
пайтувчилари булса, у ^олда

| Л - ) . £ |  =  ( - 1 ) « ^ . ?+1(Х) . . .  еп_ ^ ) е М

Дар^акикат А — ХЕ матрица ва унинг каноник матрицасининг 
детерминантлари бир-биридан фацат узгармас купайтувчигаги- 
на фарк килиши мумкин. Бу купайтувчи аслида ( — 1)” га тенг, 
чунки |Л  — Х£|  характеристик кУщаднинг юкори коэффиииен- 
ти шундайдир.Шундай цилиб, (10) куп^адлар ичиданолгатенг- 
лари йуь{, бу куп^адлар даражаларининг йигиндиси п га тенг 
ва уларнинг ^аммаси Р  майдон устида чизикли купайтувчилар
га ажралади—су нггиси, шартга кура |Л  — Х£| куп^ад бундай 
ёйилмага эга булгани сабабли уринлидир.
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(8) к^п^адлар (10) куп>{адларнинг чизицли купайтувчилар 
даражаларининг купайтмасига ёйилмаси булсин. en_ ^ v }  — 1,2, 
. . . ,  q, к^п^аднинг элементар булувчилари  деб унинг (8) 
ёйилмасига кирган турли чизицли икки^адларшшг бирдан фарк* 
ли даражалари, яъни

( Х - М Ч  .........(Х-Х,)*у
га айтамиз. Барча (10) кущадларнинг элементар булувчилари- 
ни А матрицанинг элементар булувчилари  деймиз ва улар- 
ни (7) жадвал шаклида ёзамиз.

Энди цуйидагича аникланган жордан катакларидан ташкил 
топтан га-тартибли J жордан матрицасини оламиз; А м а т р и 
ц а н и н г  * а р б и р (X — э л е м е н т а р  б у л у в ч и с и г а  
X, с о н г а  т е г и ш л и  т а р т и б л и  ж о р д а н  к а т а г и н и  
м о с  к у я м и з .  Равшанки, (10) куи^адлар ва фа^ат шуларги- 
на J — t-E матрицанинг 1 дан фаркли инвариант купайтувчи- 
лари буладн, Шунинг учун ^ам, A — IE  ва J — IE  матрицалар 
эквивалент ва демак, А матрица J  жордан матрицасига ухшаш.

м и с о л. Уш бу
У— 16 - 1 7  87 

А = \ 8 9 - 4 2
( -  3 - 3  16 
\ -  1 -  1 6

матрица берилган булсин. Л — Х£ матрицанн одатдаги  усул  билан каноник 
курини ш га келтириб, бу матрицанинг бирдан ф аркли  инвариант купайтув-  
чнлари ушбу

М*) =  ( * -1 ) а(* +  2),
* , ( Х ) = Х  -  1

кУп^адлардан иборат  эканлигини *оснл киламиз. Биз кУрамизки, А м атрица 
хатто рационал сонлар майдоиида ^ам жордан нормал формасига келтирила- 
ди. Унинг элементар булувчилари (X — I )3, X — 1 ва X +  2 куп^адлар  булади 
ва шунинг учун *ам

/1 1 

[ 0 1 J = 1 0 0 
\о  о

м атрица А матрицанинг жордан нормал ф орм аси  булиб хизмат килади.
А гар  биз А матрицани J матрицага трансф орм ациялайдиган хосмас  мьт- 

рицани топмокчи булсак, у *олда аввалгн п араграф нн н г  охирида  баён к;илин- 
ган курсатмалардан фойдаланишимиз керак.

Ни^оят, аввалги натижалар асосида м а т р и ц а н и  д и а г о 
н а л  ш а к л г а  к е л т и р и ш н и н г  цуйидаги з а р у р и й  в а  
е т а р л и  ш а р т и н и  исботлаш мумкин. Бу шартдан диагонал 
шаклга келтиришнинг 33-§ да исботланган етарли аломати 
дар.^ол келиб чицади.
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Элементлари Р майдондан олинган п-тартибли А мат
рица характеристик матрицасининг охирги е„ (X) инвари
ант купайтувяисининг барча илдизлари Р майдонда ётган- 
да, шу билан бирга бу илдизлар ичида карралилари мавжуд 
булмаганда ва фацат шундагина бундай матрица диагонал 
куринишга келтирилади.

Хакикатан ^ам, матрицани диагонал куринишига келтириш 
уни барча жордан катаклари 1 тартибга эга булган жордан 
куринишга келтириш билан тенг кучлидир. Бошцача айтганда, 
А  матрицанинг барча элементар булувчилари биринчи тартиб- 
ли куп^адлар булиши керак. Аммо А — ).Е матрицанинг бар
ча инвариант купайтувчилари g„(X) куп^аднинг булувчиларидан 
иборат булгани учун сунгги шарт еп{1) купцаднинг барча 
элементар булувчилари 1 даражага эга эканлиги билан тенг 
кучлидир, шуни исботлаш талаб цилинган эди.

62-§. Минимал куп^ад

Элементлари Р  майдондан олинган я-тартибли А квадрат 
матрица берилган булсин. Агар

/ (X) =  а0Х* -f ctjX* 1 . . .  -f aft_ iX +  aA

Я [X] ^алцанинг ихтиёрий куп^ади булса, у золда

/  (А ) =  айАк 4" ai ^ ft 1 4" . •. + 4- akВ

матрица /(X) куп^аднинг Х =  Л даги циймати  дейнлади; шу 
билан бирга / (X) куп^аднинг озод ^ади А матрицанинг нолин- 
чи даражасига, яъни Е  бирлик матрицага купайтирилаётганига 
ди^^атни жалб циламиз.

Агар
/  (X) =  <р (X) 4* t  (X) ёки /  (X) =  и (X) v  (X) '

булса, у золда / (Л) =  ® (А) 4- ф (А) 
ва мос равишда

/  (Л) =  и (A) v  (Л)

булиши осонгина текширилади.
Агар /(X) куп^ад Л матрица орцали учирилса, яъни

f ( A )  = О

булса, у золда Л матрицани /  (X) куп^аднинг матрицавий ил-  
д и зи ё ш б у  англашилмовчиликкаолиб келмайдиган ерларда сод- 
дагина цилиб илдизи  деб айтамиз.
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Хар цандай А матрица нолдан фарцли бирор куп^ад- 
нинг илдизи булиб хизмат цилади.

Хакицатан ^ам, маълумки, барча я-тартибли квадраг мат
рицалар Р  майдон устида п2 улчовли* вектор фазо ташкил 
этади. Бундан ушбу

А п\  А"2-1..........А ,Е

ка + 1  та матрица системаси Р  майдон устида чизицли эрк- 
ли эканлиги келиб чицади, яъни Р  да ^аммасн нолга тенг бул- 
маган шундай а0,аи а*, а*+1 элементлар мавжудки,

а0А п а,Л" '-f- . . .  -f- чп̂ А an»+iE =  О

булади. Шундай килиб, А матрица даражаси пг дан каттабул- 
маган нолдан фаркли

ср (X) = а0кп -f а,ХЛ 1 . . .  - f  ап2Х -J- ая2+1

куп^аднинг илдизи экан.
А матрица шундай куп^адларнинг *ам илдизи булиб хиз

мат ^иладики, уларнинг юцори коэффициентлари бирга тенг, 
бунинг учун А матрица учирадиган ихтиёрий нолдан фарцли 
куп^адни олиб, бу кугцадни унинг ю^ори коэффициентига бу- 
лиш кифоя. А матрица учирадиган >;амда юкори коэффициен- 
ти 1 га тенг булган энг кичик даражали куп.чад А матрица
нинг минимал купщди  дейилади. А матрицанинг минимал 
кучг^ади бир цийматли ашщланган, чунки иккита бундай 
куп^аднинг айирмаси, уларнинг ^ар иккаласига нисбатан >;ам 
кичик даражага эга булиб, аммо у ^ам А матрица орцали 
Учирилар эди.

А матрица орцали учириладиган х;ар цандай f  (X) куп^ад  
бу матрицанинг минимал куп^ади т(к) га цолдицсиз були- 
нади.

-%а1̂ щатан ^ам, агар

/(X) = т(к) q (X) +  r (X)

булса (бу ерда г  ( к )  нинг даражаси т ( к )  нинг даражасидан 
кичик), у )?олда

/(Л) =  т (A) q (Л) +  г (Л)

ва /  (Л) =  т (Л) =  0 дан г (Л) — 0 келиб чицади, бу эса мини
мал куп^аднинг таърифига зид.
27—3919
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Энди ушбу теоремани исботлаймиз:
А матрицанинг минимал к^п^ади А —kE характеристик 

матрицанинг сунгги еп(к) инвариант купайтувчиси билан 
устма-уст тушади.

И с б о т и .  Белгилашларни сацлаб ва 59-§ нинг натижалари- 
дан фойдаланиб,

( - 1 Л  A -X Z? | ея (Ь) (1)
тенгликни ёзиш мумкин. Бу ердан, хусусан, еп(к) ва й?я_ 1(Х)ноль 
куп^адлар булмаслиги келиб чицади. Сунгра, В (X) орцали 
А — кЕ матрицага бириктирилган матрицани (Н -§  га Царанг) 
белгилаймиз,

В (к) =  (Л -  >-£)*.

14-§ нинг (3) тенглигидан

(А -Х £ )£ (Х )  =  | А - Х £ | £  (2)

тенгликнинг уринли эканлиги келиб чикади. Иккинчи томон
дан, В (к) матрицанинг элементлари вазифасини А — кЕ матри
цанинг мусбат ёки манфий ишора билан олинган (« — 1)-тар- 
тибли минорлари ва фацат шуларгина бажаргани, rf„_i(X) куп- 
^ад эса барча бундай минорларнингэнгкаттаумумийбулувчиси 
булгани учун

5(X) =  rf„_1(x)C(x) (3)

булади, шу билан бирга С (X) м а т р и ц а  э л е м е н т  л а р  и- 
н и н г  э н г  к а т т а  у м у м и й  б у л у в ч и с и  1 г а  т е нг .

(2), (3) ва (1) тенгликлардан

(А -  1Е> t f ^ X )  С (X) =  ( -  1)" ^ ( Х )  еп(\) Е

тенглик келиб чи^ади.
Бу тенгликни ушбу умумий муло^азадан келиб чицишича 

нолдан фаркли ^n_,(X) купайтувчига цисцартириш мумкин: агар 
9 (X) нолдан фаркли куп^ад, D (X) =  (*/,дХ) нолдан фаркли X- 
матрица булиб, шу билан бирга dsДХ) Ф 0 булса, у *олда 
<Р (к) D (X) матрицада (s ,() уринда нолдан фаркли <f(^)dst(k) 
элемент туради. Шундай цилиб,

( А - х ^ ) С ( Х )  =  ( - 1 ) яе я(К)Я,
бу ердан

^n(X) Е = (к Е  — Л )[(— 1)Я+1С (X)]. (4)

Бу генглик чап гомонда турган X- матрицани кЕ — А икки- 
^адга „чапдан* булиш натижасида чиццан цолдик нолга тенг
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эканлигини курсатади. Аммо 60-§ нинг с^нггида исботланган 
леммадан бу цолдик еп(А)Е = еи(А) матрицага тенг эканлиги 
келиб чикади. Дарзацикат, еп(к) Е матрица коэффициентлари ска
ля р, яъни А матрица билан урин алмашувчи матрицалардан и(?о- 
рат булган матрицавий X- куп^ад шаклида ёзилиши мумкин 
Шундай цилиб,

еп (Л) =  0,

яъни (X) з а ц и к а т а н  з а м  Л м а т р и ц а  о р к а л и  уч и-
р и л а д и.

Бу ердан е„‘к) куп^ад Л матрицанинг минимал т(к) куп- 
задига цолдицсиз булиниши келиб чикади, яъни

е„ (к) =  tn (k)q(k). (5)

Равшанки, q (к) к у п з а д н и н г  ю к о р и  к о э ф ф и ц и е н т и  
б и р г а  т е н г .

т (А ) =  0 булгани учун, яна 60-§ даги уша леммага асосан, 
к- матрица т( 1 ) Е  ни кЕ— А иккизадга чапдан булиш натижа- 
сида зосил булган колдик нолга тенг, яъни

т(к)Е = (кЕ -  A) Q (к). (6)

(5), (4) ва (6) тенгликлар

(Х £ --Л )[(  —1,П+|С(Х)] =  (kE -A ){Q (k)q (k ))

тенгликка келтиради.
Бу тенгликнинг зар икки гомонини кЕ— А умумий купай- 

тувчига ^искартнриш мумкин, чунки бу матрицавий Х-купзад- 
нинг юкори коэффициенти Е  хосмас матрицадир. Шундай 
К'илиб,

C(X) =  ( - 1 ) " +1Q(X)<?(X).

Аммо, бизга маълумки, С (к) матрица элементларининг энг кат- 
та умумий булувчиси 1 га тенг. Шунинг учун зам, q (к) куп- 
Зад  нолинчи даражага эга булиши шарт, унинг юкори коэф
фициенти 1 га тенглигидан эса q (к) =  1. Шундай цилиб, (5) га 
кура

еп (к) =  т (X),

шуни исботлаш талаб килинган эди.
Л матрицанинг характеристик купзади (1) га асосан еп(к) 

га цолдиксиз булингани сабабли зозиргина исботланган теоре- 
мадан ушбу теорема келиб чикади.

Г а м и л ь т о н  — К э л и  т е о р е м  ас  и. ){ар цандай матрица 
уз характеристик купщдининг илдизидир.



Чизицли алмаштиришнинг минимал к$т^ади. Аввал ушбу 
даъвони исботлаймиз:

Агар А ва В матрицалар ухшаш булса ва агар /  (X) куп- 
%ад А матрица орцали учирилса, у х,олда у В матрица 
орцали %ам учирилади. ‘

Дар^ацицат,
В =  С-1 АС

булсин. Агар

f  (X) =  а0Х* +  сцХ* 1 - f  . . .  4 - “ ft_ 1X 4 ' aft

булса, у яолда

а0Л* +  с^Л* 1 -f- . . .  -f- +  akE  =  0.

Бу тенгликнинг иккала томонини С матрица билан трансфор- 
мациялаб, топамиз:

С 1 (а0 Д* -)— ог1У\* -j- aA-1 А 4~ С —
=  70 ( С - ’Л C)k +  а, ( С - 'Л С / - ’ +  . . .  +  а ^ Д С - ’ЛС) -Ь 
+  а*^ — аоBk +  aiВь 1 +  . . .  -f- =  0,

яъни  /  (В) — 0.
Бу ердан ухшаш матрицалар ягона минимал куп^адга 

эга эканлиги келиб чицади.
Энди ® алмаштириш Р  майдон устида п улчовли чизицли 

фазонинг чизицли алмаштириши булсин. Бу алмаштиришни фазо- 
нинг турли базаларида берадиган матрицалар узаро ухшаш, Бу 
матрицаларнинг умумий минимал куп^ади ? чизицли алмаш
тиришнинг минимал куп*;ади дейилади,

Чизицли алмаштиришлар устида 32-§ да киритилган амал- 
лардан фойдаланиб Р [ Х ]  ?(алцадан олинган

/(X =  a0Xft 4* aiX 4* ••• 4- v , x  4- «л

куп^аднинг X номаълум <р чизицли алмаштиришга тенг бул- 
гандаги циймати тушунчасини киритиш мумкин: бу

/(?) =  «о?* +  «1̂ -1 4* • • • +  Ч-х <Р +  аьг
чизицли алмаштириш булади, бу ерда г —айнан алмаштириш. 

Сунгра, агар
/ ( ? )  =  «

булса (бу ерда ш—ноль алмаштириш), у >;олда /(X) куп^ад <р 
чизицли алмаштириш орцали учирилади деймиз.
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Китобхон чизикли алмаштиришлар ва матрицалар устидаги 
амаллар орасидаги богланишни ^исобга олиб, ? чизщ ли  ал- 
маштиришнинг минимал куп^ади  <р алмаштириш билан 
учирила^иган, юцори коэффициенти 1 га тенг, бир циймат- 
ли ашщланган энг кичик даражали к$>п%аддан иборат экан- 
лигини цийинчиликсиз исботлайди. Бундан сунг, кщорида 
^осил килинган натижалар, хусусан Гамильтон —Кэли теоре- 
маси чизикли алмаштиришлар тилида цайтадан ифодаланиши 
мумкин.



У н  Т У Р Т И Н Ч И  Б О Б

ГРУППАЛАР 

63-§ . Группаларнинг гаърифи ва мнсоллари

Аввалги бобларда катта роль уйнаган ^алкалар ва майдон- 
лар иккита боглик булмаган амалли—кушиш ва купайтириш 
амалли—алгебраик системалардир. Аммо математиканинг тур- 
ли булимларида ва унинг татбицларида шундай алгебраик сис« 
темалар ^ам жуда куп учрайдики, уларда фацат битта алгеб
раик амал ани^ланган. Масалан, ^озирча китобимизда илгари 
рок учраган мисоллар билан чекланиб, шуни кайд киламизки, 
/г-тартибли урнига куйишлар тупламида (3-§ га ^аранг) биз 
битта амал —купайтириш амалинигина ашщлаган эдик. Иккинчи 
томондан, вектор фазо таърифига векторларни кушиш киради, 
ва^оланки биз векторларнинг купайтмасини аницламаган эдик 
('векторни сонга купайтириш алгебраик амалнинг 44-§ да бе- 
рилгаи таърифини каноатлантирмаслигини кайд цилиб утамиз)

Бир амалли-алгебраик системаларнинг энг му^ими группа 
лардир. Бу тушунча жуда ){ам кенг татбик со>?аларига эга 
булиб, катта муста^ил фан—группалар назариясининг мавзуи 
б^либ хизмат циладн. Ушбу боб группалар назариясига кириш 
сифатида царалиши мумкин—унда группалар .^акида, улар би
лан *ар бир математик танишиб чи^иши шарт булган-элемен- 
гар маълумотлар баён килинади; боб битта унча элементар 
булмаган теорема билан тугалланади.

Группаларнинг умумий назариясида кабул цилинганидек, 
каралаётган алгебраик амални купайтириш деб аташни ва те- 
гишли символикани ишлатишни шартлашамиз. А л г е б р а и к  
а м а л  } ; а м и ша  б а ж а р и л а д и г а н  ва  б и р  к и й м а т л и 
д е б  ф а ра  з к и л и и а д и—каралаётган тупламнинг ихтиёрий 
а ва b элементи учун ab купайтма мавжуд ва у бу тупламнинг 
бир кийматли ашщланган элементидан иборат эканлигини 
эслатамиз (44-§ га каранг).

Гоуппа деб ассоциатив булган (аммо коммутатив булиши 
шарт булмаган) битта алгебраик амалли G тупламга айтилади, 
шу билан бирга бу амал учун тескари амал ^ам мавжуд бу
лиши шарт.



63- 5. ГРУППАЛАРПИНГ ТАЪРИФИ ВА МИСОЛЛЛРИ 423

Шу билан бирга группавни амал нокоммутатив булиши 
мумкинлиги сабабли тескари амалнинг бажарилиши куйидагини 
билдиради: G дан олинган ихтиёрий иккита а ва b элементлар 
учун О д а  б и р  к и й  м а т  л и а н и к л а н г а н  шундай х  эле
мент ва б и р к и й м а т л и  а н и ц л а н г а н  шундай у  элемент 
мавжудки,

ах = b, уа = b
булади.

Агар G группа чекли сондаги элементлардан ташкил топган 
булса, у ^олда у чекли группа, ундаги элементларнинг сони 
эса группанинг тартиби дейилади. Агар G группада аницлан- 
ган амал коммутатив булса, у ^олда G коммутатив ёки Абель 
группаси дейилади.

Группа таърифидан келиб чицадиган энг содда натижалар- 
ни курсатамиз. 44- § даёц келтирилган муло^азалар асосида 
ассоцнативлик цонуни группанинг ихтиёрий чекли сондаги 
элементларини  (группавий амалнинг нокоммутатив булиши 
мумкинлиги сабабли) маълум тартибдаги купайтмаси з^акида 
бир циИматли гапиришга имкон беради.

Тескари амалнинг мавжудлигидан келиб чицадиган натижа- 
ларга утамиз.

G группада ихтиёрий а элемент берилган булсин. Группа 
таърифидан G да бир цийматли ашщланган шундай еа эле- 
ментнинг мавжудлиги келиб чи^адики, аеа =  а булади, де
мак, бу элемент уни а элементга унгдан купайтирганда бир 
вазифасини бажаради. Агар b элемент G группанинг ихтиёрий 
бошка элемента булса ва агар у группанипг у а -  b тенгликни 
каноатлантирувчи элементи булса—унинг мавжудлиги группа
нинг таърифидан келиб чицади—у )$олда

Ь =  уа = у (аеа) =  (уа)еа =  Ьеа

ни ^осил киламиз. Шундай цилиб, еа элемент фацат аввалги 
а элементга нисбатан эмас, балки G группанинг барча элемент- 
ларига нисбатан з̂ ам унгги бир вазифасини утайди; шунинг 
учун уни биз е' орцали белгилаймиз. Тескари амалнинг таъ- 
рифидаги бир кийматлиликдан бу элементнинг ягоналиги ке
либ чикади.

Худди шу йул билан G группада G дан олинган барча а 
лар учун е"а =  а шаргни цаноатлантирувчи е" элементнинг 
мавжудлиги ва ягоналигини исботлаш мумкин. Аслида е' ва е" 
элементлар устма-уст тушади, чунки е"е' =з е" ва е"е' =  е' 
тенгликлардан е" =  е' эканлиги келиб чикади. Бу билан х,ар 
цандай G группада G дан олинган барча а лар учун

ае — еа =  а
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шартни цаноатлантирувчи, бир цийматли анщ ланган е 
элементнинг мавжудлиги исботланди. Бу О группанинг бири 
дейилади ва одатда 1 символи билан белгиланади.

Группанинг таърифидан берилган а элемент учун шундай 
а' ва а" элементларнинг мавжудлиги ва ягоналиги келиб чи- 
кадики,

а а ' = 1 ,  а!'а =  1 

булади. Аслида а' ва а" элементлар устма-уст тушади: 
а!'аа! =  а" (аа') =  а" • 1 =  а", 
а!'аа! =  (а" а) а ' =  1 • а' =  а'

тенгликлардан а" =  а' келиб чицади. Бу элемент а элементга 
тескари дейилади ва а-1 билан белгиланади, яъни

ааг1 =  а~1 а =  1.
Шундай.цилиб, группанинг х<ар цандай элементи бир ций
матли анщ ланган тескари элементга эга.

Сунгги тенгликлардан а~1 учун тескари элемент вазифаси- 
ни а элементнинг узи бажариши келиб чицади. Сунгра осон- 
гина куриш мумкинки, купайтувчиларга тескари булган эле
ментларнинг тескари тартибда олинган купайтмаси бир нечта 
элемент купайтмаси учун тескари элемент булади:

(^1®2 •. • =  &п ^/,—1 • • • ^1 •

Ни^оят, бир учун бирнинг узи тескари элемент булади.
Берилган битта амалли тупламнинг группа эканлигини тек- 

шириш группа таърифидаги тескари амалнинг бажарилиш шар- 
тини, бир дамда тескари элементларнинг—шу билан бирга 
фацат бир томондан (масалан, унгдан), уларнинг ягоналигини 
фараз цилмай — мавжудлиги ^а^идаги талаб билан алмаштириш 
мумкин эканлигидан жуда осонлашади. Бу ушбу т е о р е м а -  
д а н  келиб чицади:

Агар битта ассоциатив амалга эга булган G тупламда 
G нинг барча а лари учун ае = а 

хоссага эга булган камида битта е элемент мавжуд булса 
ва агар бу унгги бирлар ичида камида битта шундай ей 
элемент мавжуд булсаки, унга нисбатан G нинг х<ар цан
дай а элементи камида битта унг тескари а~1 элементга 
эга, яъни

аа~г -- е0

булса, у цолда G группа булади.
Исботи. а* 1 элемент а учун унг тескари элементлардан би

ри булсин. У ^олда
аа~1 =  eQ =  г0ед =  eQaa~ \
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яъни аа~х = е 0аа~1. Бу тенгликнинг иккала томонини а ~1 учун 
унг тескари элементлардан бирига унгдан купайтириб, ае0 — 
= е0ае0 ни досил циламиз, бу ердан а= е0а, чунки е0 элемент О 
учун унгги бирдир. Шундай цилиб, е0 элемент О учун чапки 
бир дам экан. Агар энди е£ — ихтиёрий унгги бир, е2 — ихтиё
рий чапки бир булса, у долда

~— € \ ВЗ ^2^1 ^2

тенгликлардан =  е2 келиб чицади, яъни ихтиёрий унги бир 
ихтиёрий чапки бирга тенг. Шу билан G тупламда бирлик эле- 
меитнинг мавжудлиги ва ягоналиги исботланди, уни ю^орида- 
гидек, 1 оркали белгилаймиз.

Сунгра
а ~ ] «= а ~ 1 • 1 =  а -1я а - 1 ,

яъни а~ 1 =  а - ’а а -1, бу ерда а~х элемент а учун унг тескари
элементлардан бири. Сунгги тенгликнинг иккала томонини а ~1 
учун унг тескари элементлардан бирига унгдан купайтириб,
1 = а ~ ха ни досил циламиз, яъни а~1 элемент а  учун чап тес
кари элемент булиб дам хизмат цилади. Агар энди а элемент 
учун а~1 ихтиёрий унг тескари, a j l элемент эса ихтиёрий чап 
тескари элемент булса, у долда

а ~ 1 aaj-' =  (а~ 1а ) а ~ 1 ■= а -  \

а~ 'аа^ 1 =  а~ ! ( аа j - J) =  а2 1

тенгликлардан a ~ x =  a j x келиб чи^ади, яъни О нинг дар кан- 
дай а элеменги учун а -1 тескари элементнинг мавжудлиги ва 
ягоналиги келиб чицади.

Энди G туплам группа эканлигиии осонгина курсатиш мум
кин. Дарда^ицат, осонгина к у р и т  мумкинки, ах-= Ь, уа = Ь 
тенгламаларни

х  = а ~ 1Ь, у — b a r 1

элементлар цаноатлантиради. Бу ечимларнинг ягоналиги цуйи- 
дагидан келиб чикади. Агар, масалан, а х , =  а х 2 булса у дол- 
да бу тенгликнинг иккала томонини чапдан а ~ х га купайти
риб, х х =  х 2 ни досил циламиз, Теорема исботланди.

Биз бир неча марта — далкалар учун, чизикли фазолар учун, 
евклид фазслари учун — изоморфизм тушунчасига дуч келдик. 
Бу тушунча группалар учун лам аникланиши мумкин ва у 
группалар назариясида дам далкалар назариясидаги каби ж у
да катта роль уйнайди. Агар G ва G' группалар орасида шун
дай узаро бир кийматли мослик урнатиш мумкин булсаки, бу 
мосликда G нинг дар кандай а, b элементлари ва G' нинг 
уларга мос келувчи а'х Ь' элементлари учун аЬ купайтмага
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a'b' купайтма мос келса, у з?олда бундай группалар изоморф 
дейилади. 46-§ даги (далцадаги ноль ва царама-карши элемент 
учун) каби курсатиш мумкинки, G ва G' группалар орасида- 
ги изоморф мосликда G группанинг бирига G' группанинг 
бири мос келади ва G нинг а элементига G' нинг а' эле
мента мос келса, у з^олда а~1 элементга а ' -1 элемент мос 
келади.

Г р у п п а л а р н и н г м и с о л л а р и г а  утаётиб, шуни цайд 
киламизки, агар G группадаги амални цушиш деб аталса, у 
долда группанинг бири ноль деб аталар ва 0 символи билан бел- 
гиланар эди, тескари элемент урнига биз царама-царши эле
мент дацида суз юритар ва уни — а орцали белгилар эдик.

Группанинг биринчи мисоли сифатида %ар цандай ,\алца  
(жумладан, майдон щ м )  цушишга нисбатан группа, шу би
лан бирга Абель группаси эканлигини курсатамиз; бу х,алца- 
нинг аддитив группаси деб аталадиган группадир. Бу изо.х 
группанинг куп микдордаги конкрет мисолларини бир йула бе- 
ради, жумладан — бутун сонларнинг аддитив группаси, жуфт 
сонларнинг аддитив группаси, рационал сонлар, да^и^ий сон- 
лар, комплекс сонларнинг аддитив группалари ва ^оказо. Бу
тун сонлар ва жуфт сонларнинг аддитив группалари  иккин- 
чиси биринчисининг цисми булишига ^арамай узаро изоморф\ 
дар цандай k бутун сонга 2k жуфт сонни мос куювчи акслан- 
тириш узаро бир цийматли ва осонгина текшириш мумкинки, 
кайд килинган группалардан биринчисини иккинчисига датто 
изоморф акслантиришдир.

Хеч цандай далка купайтиришга нисбатан группа эмас, 
чунки,тескари амал — булиш дамма вакт бажарилавермайди. 
Ихтиёрий далкадан майдонга утилганда дам вазият узгар- 
майди, чунки майдонда нолга булиш бажарилмай цолаверади. 
Майдоннинг барча нолдан фар^ли элементлари тупламини ца- 
раймиз. Майдон нолнинг булувчиларига эга булмагани учун, 
яъни иккита нолдан фаркли элемент купайтмасининг узи дам 
нолдан фар^ли булгани учун, купайтириш курилаётган 
туплам учун алгебраик амал, шу билан бирга ассоциатив ва 
коммутатив амал булади, энди булиш дар доим бажарилади 
ва у туплам чегарасидан ташь;арига чицармайди. Шундай ци- 
либ, % ар цандай майдоннинг нолдан фарцли элементлари 
титлами Абель группасидир, бу группа майдоннинг мультип- 
ликатив группаси дейилади. Рационал сонлар, ^ациь^ий сон
лар, комплекс сонларнинг мультипликатив группалари бунга 
тегишли мисоллардир.

Барча мусбат даки^ий сонлар, шубдасиз, купайтиришга ннс- 
батан группа ташкил этади. Бу группа барча ^ациций сонлар
нинг аддитив группасига изоморф-, дар кандай а мусбат сон
га In о ^аци^ий сонни мос куйиб, биз биринчи группанингик-



кинчи группага узаро бир кийматли аксланишини ^осил ^ила- 
миз, бу мослик

In(ab) =  In а +  In Ъ

генгликка кура изоморфизм булади.
Сунгра, комплекс сонлар майдонида бирнинг я-даражали 

илдизлари тУпламини оламиз. 19-§ да бирнйнг иккита я-дара- 
жали илдизининг купайтмаси, ва шунингдек, бирнинг я-дара- 
жали илдизига тескари сон яна шу. царалаётган тупламга те- 
гишли эканлиги исботланган эди. Бир ^ам, албатта, бу туп
ламга тегишли булгани ва ихтиёрий иккита .комплекс соннинг 
купайтмаси ассоциатив ва коммутатив булгани сабабли, бир- 
нинг п-даражали илдизлари купайтиришга нисбатан чекли  
п-тартибли Абель группасини ташкил этишини зосил ки- 
ламиз. Шундай цилиб, ихтиёрий п натурал сон уяун яекли  
п-тартибли группалар мавжуд.

Бирнинг п-даражали илдизлари (купайтиришга нисбатан) 
группаси 45-§ да тузилган Z n х,алцанинг аддитив группа- 
сига изоморф. Дар^акикат агар е бирнинг я-даражали бошлан- 
гич илдизи булса, у ^олда айтилган группалардан биринчиси- 
нинг барча элементлари ss, k =  0,1,. . . ,  п — 1 куринишга эга. 
Агар^ зар цандай s* сонга Z n ^алцанинг С, элементини, яъни п 
га булинганда k цолдик берувчи бутун сонлар синфини мос 
1<уйсак, у ^олда царалаётган группалар орасида изоморф мос
лик ^осил циламиз: агар 0 < & < я — 1, 0 < / < я — 1 булиб, 
k +  I = nq -f г булса (бу ерда 0 <  г <  п — 1 булиб, q эса 0 ёки 
1 га тенг), у ^олда s* ■ s' =  ег ва шу билан бирга Ck f  С, =  Сг.

Бу ерда сонли тупламларнинг группа булмаган баъзи ми- 
солларини курсатиб утиш уринлидир. Масалан, барча бутун 
сонлар туплами купайтиришга нисбатан группа "булмайди, бар
ча мусбат ^акикий сонлар туплами кушишга нисбатан группа 
булмайди, барча тоц сонлар туплами кушишга нисбатан груп
па булмайди, барча манфий ^а^иций сонлар туплами купайти
ришга нисбатан группа булмайди. Бу даъволарни текшириш 
[(ийинчилик тугдирмайди.

Ю^орида курилган барча сонли группалар, албатта, Абель 
группаларидир. Чизикли фазолар сонлардан тузилмаган Абель 
группаларининг мисоллари булиб хизмат цилади: уларнинг 
таърифидан (29, 47-§ ларга каранг) келиб чи^ишича, ихтиё
рий Р майдон устида %ар цандай яизщ ли  фазо цуишш ама- 
лига нисбатан Абель группаси булади.

Н о к о м м у т а т и в  г р у п п а л а р н и н г  м и с о л л а р и г а  
утамиз,

Р  майдон устида барча п-тартибли матрицалар туплами ку- 
пайтириш амалига нисбатан группа булмайди, чунки тескари
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элементнинг мавжудлиги дакидаги талаб бузилади. Аммо биз 
факат хосмас матрицалар билан чегаралансак, у долда энди 
группани досил киламиз. Дардакикат, иккита хосмас матрица
нинг купайтмаси, маълумки, хосмас булади, бнрлик матрица 
хосмасдир, дар ^андай хосмас матрица яна хосмас тескари 
матрицага эга ва нидоят, ассоциативлик конуни барча матри
цалар учун бажарилиб, хусусан хосмас матрицалар учун дам 
уринлидир. Демак, матрицалар купайтмасини группавий амал 
сифатида карасак, Р  майдон устида п-тартибли хосмас мат
рицалар группаси цацида. гапириш мумкин. Бу группа п >  2 
да нокоммутативдир.

Урнига кУйишларнинг 3-§ да киритилган купайтмаси чекли 
нокоммутатив группаларнинг жуда мудим мисолларига кел- 
тиради. Маълумки, барча /г-тартибли Урнига куйишларда ку
пайтириш алгебраик, шу билан бирга у ассоциатив, аммо 
я >  3 да нокоммутатив амал булади, Е айнан урнига куйиш 
бу купайтиришнинг бири вазифасини бажаради ва дар кандай 
Урнига куйиш учун тескари урнига цуйиш мавжуд. Шундай 
Килиб, п-тартибли урнига цуйишлар туплами купайтириш- 
га нисбатан чекли п!-тартибли группа ташкил этади. Бу 
группа п-тартибли симметрии группа дейилади; у я > 3  
булганда нокоммутативдир.

Энди я-тартибли барча урнига цуйишлар урнига, факат 
ж у ф т  урнига куйишлар тупламини олайлик. Маълумки, у
■i-я! та элементдан ташкил топган. Урнига кУйишнинг жуфт-

токлиги бу урнига куйишнинг транспозициялар купайтмаси 
куринишидаги бирорта ёйилмасига кирган транспозициялар со- 
нининг жуфт-токлиги билан бир хил булиши дакида 3-§ да 
исботланган теоремадан фойдаланиб, иккита жуфт урнига цу- 
йишнинг купайтмаси яна жуфт урнига куйиш булишини досил 
киламиз; дакикатан дам, АВ  нинг транспозициялар купайтмаси 
шаклидаги ифодасини А ва В ларга мос келувчи ёйилмаларни би- 
рин-кетин ёзиб досил киламиз. Сунгра, урнига куйишлар купайт- 
масининг ассоциативлиги бизга маълум, айнан урнига куйиш
нинг жуфтлиги равшан. Нидоят, А жуфт урнига куйиш булганда 
А ~ х урнига куйишнинг жуфтлиги, масалан, бу урнига кУйишлар- 
ни бирининг ёзувини иккинчисининг ёзувидан юкори ва пастки 
сатрларнинг уринларини алмаштириб досил килиш мумкинлиги- 
дан, яъни улар тенг сондаги инверсияларга эга эканлигидан 
келиб чикади. Шундай килиб, п-тартибли жуфт урнига
цуйишлар туплами купайтиришга нисбатан чекли —п!~ тар-

тибли группа булади. Бу группа п-тартибли ¥згарутан 
ишорали группа дейилади; у я =  3 да коммутатив булса-да, 
я >  4 да коммутатив эмаслиги осон текширилади.
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Симметрии ва узгарувчан ишорали группалар чекли груп
палар назариясида, ва шунингдек, Галуа назариясида жу- 
да катта роль уйнайди. Шуни кайд циламизки, узгарув
чан ишорали группага киёс цилиб, ток урнига куйиш- 
лардан купайтиришга нисбатан группа тузиш мумкин булмас 
эдн, чунки иккита ток урнига куйишнинг купайтмаси ^амма 
вакт жуфт урнига куйишдир.

. Геометриянинг турли тармоцлари группаларнинг куп сон- 
даги хилма-хил мисолларини беради. Бу хилдаги мисоллардан 
энг соддасини курсатайлик: шарнинг, унинг марказ атрофида 
барча айланишлари туплами, агар иккита айланишнинг купайт
маси деб, уларнинг кетма-кет бажарилишидан ^осил булган 
натижани айтсак, нокоммутатив группа булади.

64-§ . Цисм группалар

Агар G группанинг А кием туплами шу группада аниклан- 
ган амалга нисбатан группа булса, у G группанинг кием груп
паси дейилади.

G группанинг А кием туплами бу группанинг кием груп
паси булишини текширишда: 1) А даги ихтиёрий икки эле
ментнинг купайтмаси А да ётишини; 2) А узининг ^ар кандай 
элементи билан бирга унинг тескарисини ^ам уз ичига оли- 
шини текширнш кифоя. Дар^акикат, G группада ассоциатив- 
лнк кон Унининг уринли эканлигидан, бу конуннинг А даги эле- 
меитлар учун уринли эканлиги келиб чикади, G группанинг 
бири А га тегишли экаилиги эса 1) ва 2) дан келиб чикади.

Аввалги параграфда келтирилган группаларнинг купчили- 
ги уша ерда келтирилган бошка группаларнинг кием группа- 
ларидан иборат. Масалан, жуфт сонларнинг аддитив группаси 
барча бутун сонларнинг аддитив группасининг кием группаси, 
кейингиси эса уз навбатида рационал сонлар аддитив группа
сининг цисм группасидир. Бу группаларнинг барчаси, умуман 
сонларнинг аддитив группалари каби, комплекс сонлар адди
тив группасининг кием группасидан иборат. Мусбат ^акикий 
сонларнинг мультипликатив группаси нолдан фаркли барча ^а- 
кикий сонлар мультипликатив группасининг кием группасидан 
иборат. я-тартибли узгарувчан ишорали группа худди шу тар- 
тибли симметрии группанинг кием группасидир.

К[исм группанинг таърифида G группанинг А кием тупла- 
мига куйилган шарт — G г р у п п а д а  а н и к л а н г а н  г р у п 
па в и й а м а л г а  н и с б а т а н группа булиш шарти — му^им- 
дир. Масалан, мусбат ^акикий сонларнинг мультипликатив 
группаси барча ^акикий сонлар аддитив группасининг, гарчи 
биринчи туплам иккинчи тупламга кием туплам сифатида кир- 
ган булса ^ам, кием группаси б у л м а й д и .
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Агар О группада А ва В цисм группалар олинган булса, 
у долда уларнинг А П В кесишмаси, яъни А да %ам, В да 
х,ам ётувчи элементлар туплами G группанинг яна цисм 
группаси булади.

Дардакикат, агар х ва у элементлар А П В кесишмада бул
са, улар А кием группада ётади, шунинг учун ху  купайтма 
дам, X-1 тескари элемент дам А га тегишли булади. Худди 
шу мулодазаларга кура ху  ва х~ 1 элементлар В кием груп- 
пага дам тегишли, ва шунга кура улар А Л В га дам киради.

Хосил килинган натижа, осонгина куриш мумкинки, факат 
иккита кием группа учун эмас, балки ихтиёрий чекли сонда- 1 
ги ёки датто чексиз сондаги кием группалар учун дам уринли.

G группанинг факат I элементдан ташкил топган кием 
туплами, равшанки, бу группанинг кием группаси булади; G 
группанинг ихтиёрий бошка кием группасида ётган бу кием 
группа G группанинг бирлик цисм группаси дейилади. Ик- 
кинчи томондан, G группанинг узи узининг кием группалари- 
дан биридир.

Кием группаларнинг кизикарли мисоли булиб, ц и к л и к  
Кие м г р у п п а л а р  деб аталувчи кием группалар хизмат ки- 
лади. Аввал, G группа а элементининг д а р а ж а с и  тушунча- 
сини киритамиз. Агар п — исталган натурал сон булса, у дол- 
да дар бири а элементга тенг булган п та Злементнинг ку- 
пайтмасини а элементнинг п-даражаси дейилади ва а" билан 
белгиланади. а элементнинг манфий. даражаларини ё G груп- 

анинг бу элементини мусбат даражаларига тескари элемент- 
1ри сифатида, ёки булмаса, дар бири а~ 1 элементга тенг 
улган бир неча купайтувчиларнинг купайтмаси сифатида аник- 

лаш мумкин. ХаКикатда бу таърифлар устма-уст тушади,
(,ап)~ 1 =  (а~ ‘)л, п >  0. (1)

Исботлаш учун биринчи п гаси а га, колганлари эса а~ 1 га 
тенг булган 2п та купайтувчининг купайтмасини олиш ва бар
ча кискартишларни бажариш етарлидир. (1) тенгликнинг дам 
чап кисмига, дам унг кисмига тенг булган элемент а~п орка- 
ли белгиланади. Нидоят, а элементнинг нолинчи даражаси а0 
деб 1 элементни тушунишни шартлашамиз.

Шуни кайд киламизки, агар G группадаги амал кушиш 
деб аталса, у долда а элементнинг даражаси урнига бу эле
ментнинг карраси дакида суз юритилади ва уларни ka оркали 
ёзилади.

Ихтиёрий G группада ихтиёрий а элементнинг даражала- 
ри учун т ва п даража курсаткичлар мусбат, манфий ва ноль 
булганда дам

ап • ат =  ат • ап - ат+п, (2)
{ап)т =  атп (3)
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тенгликларнинг Уринли булиши цийинчиликсиз текширилади. 
{а} оркали G нинг а элементининг барча даражаларидан ту- 
зилган цисм тупламини белгилаймиз; унга узининг биринчи да
ражаси булган а элементнинг узи дам киради. {а} кием тра
лам G группанинг цисм группаси булади-. {а} даги элемент- 
ларнинг купайтмаси (2) га кура {а} да ётади, {а} га а 0 га 
тенг булган 1 элемент киради ва, нидоят, (а) узининг дар 
кандап элемента билан бирга унинг тескари элементини дам 
уз ичига олади, чунки (3) дан

(ап)~ 1 #  а~ ",
тенглик келиб чикади.

{а} кием группа G группанинг а элемент вужудга кел- 
тирган циклик цисм группаси дейилади. (2) тенгликдан, дат- 
то G группанинг узи коммутатив булмаса дам, {а} нинг дар 
доим коммутатив эканлиги келиб чикади.

Юкорида деч каерда а элементнинг барча даражалари 
группанинг турли элементларидан иборат деб даъво килинма- 
ганлигини кайд киламиз. Агар бу дакикатан дам шундай бул
са, у долда а чексиз тартибли элемент  дейилади. Аммо а 
элементнинг даражалари орасида тенглари булсин, масалан 
k ф I булганда ак = а1 булсин; бу чекли группалар булган дол 
учун дар доим бажарилади, лекин чексиз группада дам були
ши мумкин. Агар k >  / булса, у долда

ак~1 =  1
■ булади, яъни а элементнинг 1 га тенг булган м у с б а т  дара

жалари мавжуд. п сон а элементнинг 1 га тенг булган энг 
кичик мусбат даражаси булсин, яъни

1) ап =  1, п >  О,
2) агар ak — 1, £ > 0  булса, у долда

Бу долда а ни чекли тартибли, чунончи я-тартибли элемент 
деб айтилади.

Агар а элемент чекли я-тартибга эга булса, у долда барча

1, а, а 2, . .  . ,  а" - 1 (4)

элементлар, осонгина куриш мумкинки, турлича булади. а эле 
ментнинг %ар цандаи бошца мусбат ёки манфий даражаси 
(4) элементлардан бирига тенг. Дардакикат, агар k — ихтиё
рий бутун сон булса, у долда k ни п га булиб,

k = nq +  г, 0 <  г <  я

тенгликни досил киламиз ва шунинг учун дам, (2) ва (3) га 
кура

ап =  (ал) ? • аТ =  а \  (5)
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Бундан агар а элемент яекли тартиб п га эга ва а* =  1 
булса, у %олда k нинг п га цолдщсиз булиниши келиб яи~ 
цади. Иккинчи томондан,

- 1 = я ( - 1 ) 4 - ( я - 1 )  
булгани учун, яекли п-тартибли а элемент уяун

а ~1 =  ап~К
(4) система п та элементни уз ичига олгани учун юкорида 

^осил килинган натижалардан, яекли п-тартибга эга булган 
а элементнинг тартиби {а} циклик цисм группанинг тар- 
тиби билан (яъни, элементларнинг сони билан) устма-уст ' 
тушиши келиб чикади.

Ни^оят, з^ар кандай группа биргина биринчи тартибли эле
ментга эга — бу 1 элементдир. {1} циклик кием группа, рав- 
шанки, бирлик кием группа билан устма-уст тушади.

Циклик группалар. Агар G группа узининг элементлари- 
дан бири а нинг даражаларидан ташкил топган булса, яъни 
у узининг циклик кием группаларидан бири {а} билан устма- 
уст тушеа, у ??олда G группа циклик  группа дейилади; бу 
^олда а элемент G группанинг ясовяи элементи  дейилади. 
Хар кандай циклик группа, равшанки, Абель группасидир. j

Б у т у н  с о н л а р н и н г  а д д и т и в  г р у п п а с и  ч е к с и з  
ц и к л и к  г р у п п а н и н г  м и с о л и  б у л и б  х и з м а т  к и л а- 
д и  — ^ар кандай бутун сон 1 сонига карралидир; яъни бу сон 
каралаётган группанинг ясовчи элементи булиб хизмат кила- 
ди; ясовчи элемент сифатида — 1 сонини олиш ^ам мумкин 
эди.

Б и р н и н г  я - д а р а ж а л и  и л д и з л а р и н и н г  м у л ь т и п 
л и к а т и в  г р у п п а с и  ч е к  л и я - т а р т и б л и  г р у п п а н и н г  
м и с о л и  б у л и б  х и з м а т  к и л а д и  — 19-§ да бу илдизлар- 
нинг барчаси улардан бирининг, чунончи бошлангич илдизнинг 
даражаларидан иборат эканлиги курсатилган.

Барча циклик группалар аслида бу мисоллар билан тугал- 
ланишини ушбу теорема курсатади:

Баряа яексиз циклик группалар узаро изоморф] шунинг- 
дек, берилган п-тартибли баряа яекли циклик группалар 
%ам узаро изоморф.

Дар^акикат, агар ясовчи элементи а булган чексиз циклик 
группанинг *ар кандай ak элементига k сон мос куйилса, у 
з^олда бу группа бутун сонларнинг аддитив группасига узаро 
бир кийматли акслантирилади; бу акслантириш а элементнинг 
даражалари купайтирилганда даража курсаткичлар (2) га ку
ра кушилгани сабабли, изоморф булади. Агар ясовчи элемен
ти а булган чекли я-тартибли О циклик группа берилган бул
са, у ^рлда е оркали бирнинг /г-даражали бошлангич илдизи-



• 4 - |.  ЧИСМ ГРУППАЛАР 433

ни белгилаймиз ва О' группанинг дар цандай ак, 0 < £ < я  
элементига еk сонни мос куямиз. Бу G группани 1 нинг я-да- 
ражали илдизларининг мультипликатив группасига узаро бир 
Кийматли акслантириш булади. Бу акслантиришнинг изоморф- 
лиги (2) ва (5) дан келиб чикади.

Бу теорема, шунчаки чексиз циклик группа ёки п-тартиб- 
л и  циклик группа х<ацида гапиришга имкон беради.

Сунгра, ушбу теоремани исботлаймиз:
Циклик группанинг %ар цандай цисм группаси циклик-  

дир.
Хакицатан дам 0  =  {а} ясовчи элементи а булган чекли 

ёки чексиз циклик группа булсин, А эса G группанинг кием 
группаси булсин. А ни бирлик кием группадан фаркли деб 
дисоблаш мумкин, чунки акс долда исботлайдпган иарсанинг 
узи булмас эди. аи элемент а элементнинг А га кирган энг 
кичик мусбат даражаси булсин; бундай даража мавжуд, чун
ки агар А кием группа 1 дан фаркли a~s, s >  О элементна уз 
ичига олса, у долда унга тескари as элементни дам уз ичига 
олади. а', / =£ О элемент дам А да ётади деб фараз килайлик, 
шу билан бирга I сон k га булинмасин. Унда, агар d, d >  О 
сон k ва / сонларнинг энг катта умумий булувчиси булса, у 
долда

ku +  lv =  d

тенгликни каноатлантирувчи и ва v  бутун сонлар мавжуд ва 
шунинг учун дам

(а*)" • (al)v =  ad

элемент А кием группада ётиши керак. Аммо бизнинг фараз- 
ларимизга кура d <  k булгани учун биз аь элементнинг танла- 
нишига зид булган хулосага келамиз. Бу билан А =  {а*} экан- 
лиги исботланди.

Группани цисм группа б^йича ёйиш. Агар G группа
да М  ва N кием тупламлар олинган булса, у долда бу цисм 
тупламларнинг M N  купайтмаси орцали G группанинг М  
дан олинган бирор элементнинг /V дан олинган бирор элемент
га купайтмаси шаклида деч булмаганда битта усул билан ифо- 
да этиладиган элементлари туплами тушунилади. Группавий 
амалнинг ассоциативлигидан группа цисм тупламлари ку- 
пайтмасининг ассоциативлиги келиб чикади, яъни

( M N ) P  =  M ( N .P ) .

М, N тупламлардан бири а элементдангина иборат булиб 
колишн мумкинлиги тушупарли, албатта. Бу долда биз э л е 
ментнинг тупламга купайтмаси aN ни ёки булмаса туп- 
ламнинг элементга купайтмаси Ма ни досил циламиз. 
‘<8—3919
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G группада ихтиёрий А цисм группа берилган булсин. 
Агар л элемент G нинг ихтиёрий элементи булса, у ){Олда хА  
купайтма G группанинг А цисм группа буйича х  элемент  
томонидан вужудга келтирилган чапки цушни синфи дейи
лади. Албатта, х элемент хА цушни синфда ётади, чунки 
А кием группа бирни уз ичига олади, аммо х  • 1 =  х.

Х,ар цандай чапки цушни синф узининг ихтиёрий элемен
ти томонидан вужудга келтирилади, яъни агар у элемент  
хА цушни синфга тегишли булса, у %олда

уА =  хА, (6)
булади. Дар^ацикат, у ни у =  ха  шаклда ифода этиш мумкин, 
бу ерда а элемент А цисм группанинг элементи. Шу сабабдан 
А нинг ихтиёрий а' ва а" элементлари учун

уа' =  х(аа'), 
ха" =  у{а-'а")

булади, шунга кура (6) тенглик исботланади.
Бундан, G группанинг А цисм группа буйича ихтиёрий 

иккита чапки цушни синфи ёки бир-бири билан устма-уст 
тушиши ёки битта %ам у мумий элементга эга эмаслиги 
келиб чикади. Дарз{ацицат, агар хА  ва уА  цушни синфлар г 
умумий элементга эга булса, у ^олда

хА  = zA  =  у А
булади. Шундай килиб, барча G группа А цисм группа буйи- 
ча кесишмайдиган чапки кушни синфларга ёйилади. Бу ёйил- 
ма G группанинг А цисм группа буйича чап томонлама ёйил- 
маси дейилади.

Бу ёйилманинг чапки цушни синфларидан бири А цисм 
группанинг узи эканлигини эслатиб утамиз; бу цушни синф 1 
элемент томонидан ёки, умуман, А нинг ихтиёрий элементи 
а томонидан вужудга келтирилади, чунки

аА — А.

Албатта, А х  купайтмани G группанинг А цисм группа бу
йича х  элемент томонидан вужудга келтирилган унгги 
цушни синфи деб атаб, шунга ухшаш йул билан G группа
нинг А цисм группа буйича унг томонлама ёйилмасини ^о- 
сил цилур эдик. Абель группаси учун унинг ихтиёрий цисм 
группа буйича чап томонлама ва унг томонлама ёйилмалари, 
тушунарлики, устма-уст тушади, яъни соддагина килиб груп
панинг цисм группа буйича ёйилмаси ^ацида гапириш мум
кин

Масалан, бутун сонлар аддитив группаспнинг k сонга кар- 
рали сонлардан иборат цисм группа буйича ёйилмаси мос ра-
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вишда О, 1, 2, . . . ,  k — 1 сонлар томонидан вужудга келтирил
ган k та турли кушни синфдан иборат. Шу билан бирга /, 
U <  I <  k — 1 сон томонидан вужудга келтирилган синфда k га 
булинганда I колдик берадиган барча сонлар тупланган.

Коммутатив булмаган зфлда группанинг бирор кием груп
па буйича ёйилмалари турли булиб колиши мумкин.

Масалан, 3-тартибли симметрии группа ни курамиз ва 
3-§ га мувофик унинг элементларини цикллар оркали ёзамиз. 
А  кием группа сифатида (12) элементнинг циклик кием груп- 
пасинн оламиз; у айнан Урнига куйиш ^амда (12) урнига куйиш- 
нинг узидан ташкил топган. Долган чапки кушни синфлар: 
(13) ва (132) урнига куйишлардан иборат булган (13) • Л синф 
*амда (23) ва (123) урнига куйишлардан иборат булган (23)-Л 
синф булади. Иккинчи томондан, Л кием группанинг узи, 
(13) ва (123) урнига куйишлардан иборат булган Л - (13) синф 
*амда (23) ва (132) урнига куйишлардан иборат булган Л - (23) 
синф Ss группанинг Л кием группа буйича унгги кушии синфлари- 
дан иборат булади. Курилаётган ^олда унг томонлама ёйилма 
чап томонлама ёйилмадан фарк килади.

Чекли группалар булган ^олда группанинг кием группа 
буйича ёйилмасининг мавжудлиги ушбу мухим теоремага 
олиб келади:

Л а г р а н ж  т е о р е м а с и .  ){ар цандай яекли группада и х 
тиёрий цисм группанинг тартиби группа тартибининг бу- 
лувяисидир.

Хакикатан з{ам, чекли я-тартибли G группада А-тартибли 
Л кием группа берилган булсин. G группанинг Л кием груп
па буйича чап томонлама ёйилмасини курамиз. У у та синфдан 
ташкил топган булсин. /' сон G группада А кием группанинг 
индекси дейилади. Хар бир хА  чапки кушни синф роппа-ра- 
со я та элементдан ташкил топган, чунки агар

xa t — xat
булса, бу ерда ах ва аг — А нинг элементлари, у ^олда ах =  а2 
булади, шундай килиб,

п = kj, (7)

шуни исботлаш талаб килинган эди.
Элементнинг тартиби унинг циклик кием группасининг тар

тиби билан устма-уст тушгани учун Лагранж теоремасидан 
чекли группанинг \а р  цандай элементининг тартиби груп
па тартибининг булувяиси эканлиги келиб чикади.

Шунингдек, Лагранж теоремасидан тартиби туб сон 
булган .\ар цандай яекли группанинг циклик  эканлиги келиб чи
кади. Дар.^акикат, бу группа унинг 1 дан фаркли ихтиёрий эле
менти гомонидан вужудга келтирилган кием группаси билан
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устма-уст тушиши керак. Бундан, циклик группаларнинг юцо- 
рида з^осил цилинган тасвирига асосан, %ар цандай р туб сон 
у кун изоморфизм ашщлигида чекли р-тартибли ягона груп
па мавжуд эканлиги келиб чикади.

65-§. Нормал булувчилар, фактор-группалар, 
гомоморфизмлар

Агар О группанинг А кием группа буйича чап томонлама 
ёйилмаси унг томонлама ёйилмаси билан устма-уст тушеа, у 
золда G группанинг А  кием группаси бу группанинг нормал 
булувчиси (ёки инвариант цисм группаси) дейилади.

Шундай килиб, абель группасининг барча кием группалари 
унда нормал булувчилардир. Иккинчи томондан, з$ар кандай 
G группада бирлик кисм группа з^ам, бу группанинг узи з̂ ам 
нормал булувчилар булади: G группанинг бирлик кием груп
па буйича иккала ёйилмаси з а̂м группанинг алоз{ида элемент- 
ларга ёйилмаси билан устма-уст тушади, G группанинг бу 
группанинг узи буйича иккала ёйилмаси битта G синфдан ибо- 
ратдир.

Нокоммутатив группаларда нормал булувчиларнинг кизикрок 
мисолларини курсатамиз. 3-тартибли симметрик группа S3 да 
(123) элементнинг айнан урнига куйиш, (123) ва (132) урни
га куйишлардан иборат булган циклик кием группаси нормал 
булувчи булади: Sa группанинг бу кием группа буйича ёйил- 
маларининг з^ар иккаласида з а̂м иккинчи кушни синф (12), 
(13) ва (23) урнига куйишлардан иборат булади.

Умуман, я-тартибли симметрик группа S„ да, «-тартибли 
узгарувчан ишорали А п группа нормал булувчи булади. Дар-
з?акикат, А п группа ^ п \  тартибга эга, шунинг учун з а̂м S„
группанинг А п кием группа буйича з$ар кандай КУШНИ синфи 
худди шунча элементлардан иборат булиши керак, ва демак, 
яна факат битта шундай синф, чунончи ток урнига куйишлар 
синфи мавжуд.

Элементлари Р  майдондан олинган я-тартибли хосмас квад
рат матрицаларнинг мультипликатив группасида детерминанти 
1 га тенг булган матрицалар, равшанки, кием группани таш
кил килади. Бу з{атто нормал булувчидир, чунки детерми
нанти А1 матрицанинг детерминантига тенг булган барча мат
рицалар синфи бу кием группа буйича М матрица томо
нидан вужудга келтирилган ва бир вактнинг узида з$ам чапки, 
з а̂м унгги кушни синфдир-матрицаларни купайтиришда улар- 
нинг детерминантлари купайтирилишини эслаш етарли.

Нормал булувчининг юкорида келтирилган таърифига бун- 
дай шакл бериш мумкин»



Агар О нинг дар кандай х  элемента ва А кием группаси 
учун

хА = А х  s (1)
булса, яъни G нинг дар кандай х  элементи ва А нинг а эле
мента учун А да шундай а' ва а" элементларни танлаш мум
кин булсаки,

ха  =  а!х , ах  =  ха" (2)
булса, у долда А  кием группа G группанинг нормал булув
чиси дейилади.

Нормал булувчининг дастлабки таърифига тенг кучли бул
ган бошка таърифларини дам келтириш мумкин. Масалан, 
агар G да

Ь = х ~ 1ах  (3)

тенгликни каноатлантирувчи камида битта х  элемент мавжуд 
булса, яъни одатда айтилишича, b элемент а элементдан х  
элемент ёрдамида трансформациялаш оркали досил килинса, 
у долда G группанинг а ва b элементларини цушма деймиз.
(3) дан, равшанки,

а =  xb x ~1 =  
тенглик келиб чикади.

G группанинг А цисм группаси узининг %ар цандай а 
элементи билан бирга, G да а билан цушма булган барча 
элементларни х;ам уз ичига олганда ва фацат шундагина 
G да нормал булувчи булади.

Дардакикат, агар А кием группа G да нормал булувчи 
булса, у долда (2) га кура А  даги биз танлаган а элемент 
дамда О нинг ихтиёрий х  элементи учун А  да шундай а!' 
элементни танлаб олиш мумкинки,

ах  =  ха"
булади. Бу ердан

х ~ ’ах = а",
яъни а билан кушма булган дар кандай элемент А да ётади. 
Аксинча, агар А кием группа узининг дар кандай а элемен
ти билан бирга а га кушма барча элементларни дам уз ичига 
олса, у долда, хусусан,

х - 'а х  =  а"
элемент А да ётади, бундан (2) тенгликларнинг иккинчиси 
келиб чикади. Худди шу сабабга кура

(д:-1) - ’ал:-1 =  х а х ~1 =  а'
элемент дам А да ётади, бундан (2) тенгликларнинг биринчи- 
,си келиб чикади.
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Бу хулосадан фойдаланиб, осонгина исботлаш мумкинки, 
О группанинг ихтиёрий, нормал булувчиларининг кесишма- 
си х;ам бу группанинг нормал булувчиси булади. ^ацицатан 
*ам, агар А ва В цисм группалар G группанинг нормал бу
лувчилари булса, у ^олда аввалги параграфда курсатилганича, 
А П В  кесишма G группанинг цисм группаси булади. с элемент 
А П  В нинг ихтиёрий элементи, х  эса G группанинг ихтиёрий 
элементи булсин. У лолда х ~ 1сх элемент А  да лам, В да лам 
ётиши керак, чунки бу нормал булувчиларнинг иккаласи лам 
с элементни уз ичига олади. Бу ердан х~ гсх элемент АП£? 
кесишмага тегишли эканлиги келиб чицади.

Фактор-группа. Нормал булувчи тушунчасининг аламияти 
шунга асосланганки, нормал булувчи буйича цушни синфлар- 
дан — (1) га биноан, бу лолда чапки ва унгги цушни синфлар- 
ни бир-биридан фарцламаслик мумкин — жуда табиий булган 
бирор усул билан янги группа ясаш мумкин.

Аввало шуни цайд циламизки, агар А О группанинг ихтиё
рий цисм группаси булса, у лолпа

АА = А (4)

б^лади, чунки А цисм группадан олинган ихтиёрий иккита эле
ментнинг купайтмаси А га тегишли ва шунинг билан бирга А 
нинг барча элементларини 1 га купайтириб, биз А цисм груп- 
пани (тулалигича) лосил циламиз.

Энди А цисм группа G группанинг нормал булувчиси бул
син. Бу %олда G нинг А буйича ихтиёрий иккита цушни 
синфларининг (G группанинг цисм тупламларини купайтириш 
маъносидаги) купайтмаси яна А буйича цушни синф булади. 
Дарлацицат, группа цисм тупламларини купайтиришнинг ассо- 
циативлиги, (4) тенглик ва

у А =  Ау
тенгликдан фойдаланиб [(1) билан солиштиринг], О группанинг 
исталган х  ва у элементлари учун

хА  ■ у А = хуАА  =  jc у ' А  (5)
ни лосил циламиз:

(б) тенглик курсатадики, О группанинг А нормал булувчи 
буйича берилган иккита цушни синфларининг купайтмасини 
топиш учун бу цушни синфлардан ихтиёрий равишда битта- 
дан в а к и л  танлаш (лар цандай цушни синф узининг ихтиё
рий элементи томонидан вужудга келтирилганлигини эслатай- 
лик) ва бу вакилларнинг купайтмаси ётган цушни синфни олиш 
керак.

Шундай цилиб, О группанинг А нормал булувчи буйича 
барча цушни синфлари тупламида купайтириш амали аницлан-
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ган. Шу билан бирга группа таърифига кирувяи баряа шарт- 
ларнинг бажарилиишни курсатайлик. ^акикатан ^ам, кУш- 
ни синфларни купайтиришнинг ассоциатнвлиги группа кием туп- 
ламларини купайтиришнинг ассоциативлигидан келиб чикади. 
Бир ролини О нинг А буйича ёйилмасининг ^ушни синф- 
ларидан бири булган А нормал булувчининг узи уйнайди: чу* 
нончи, (4) ва (1) га кура О даги ихтиёрий х  учун

хА  ■ А =  х А , А ■ хА — хАА хА 
булади. Нщоят,

хА  • * - М  =  1 А - А
булгани учун хА  кУшни синфга тескари кушни синф х ~ гА 
булади.

Биз ясаган группа О группанинг А нормал булувчи буйи
ча фактор-группаси дейилади ва О/А оркали белгиланади.

Биз куриб турибмизки, ){ар кандай группа билан бир катор 
инги группалар—^ар турли нормал булувчилар буйича унинг 
фактор-группалари богланган. Шу билан бирга О группанинг 
бирлик кием группа буйича фактор-группаси, тушунарлики, 
G группанинг узи билан изоморф булади-

G Абель группасининг х^ар цандай G/А фактор-группаси 
яна абель группасидир, чунки ху — ух  дан

хА • у А =  хуА  =  ух А — уА • хА
келиб чикади.

G циклик группанинг х,ар цандай О/А фактор-группаси 
цикликдир, чунки, агар О группа g  элемент томонидан вужуд- 
га келтирилган булса, О =  {#} ^амда ихтиёрий хА  кушни синф 
берилган булса, у з^олда шундай k бутун сон мавжудки,

х  = g k
булади. Шунинг учун ^ам

хА =  {gA)*
булади.

Чекли G группанинг ихтиёрий О/А фактор-группасининг 
тартиби G группа тартибининг булувяиси булади. Дар^а- 
кикат, О/А фактор-группанинг тартиби А нормал булувчининг 
О группадаги индексига тенг ва шунинг учун >{ам аввалги па- 
раграфдаги (7) тенгликдан фойдаланиш мумкин. ^

Фактор-группаларнинг баъзи м и со  л л а р и н и келтирайлик. 
Бутун сонларнинг аддитив группасида k натурал сонга карра- 
ли сонларнинг кием группаси, аввалги параграфда курсатилга- 
нидек, k индексга эга булгани учун группамизнинг бу кием 
группа буйича фактор-группаси А-тартибли чекли, шу билан 
бирга курилаётган группа циклик булгани учун циклик груо* 
па булади.
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я-тартибли симметрии группа S n нинг я-тартибли, ^згарув- 
чи ишорали А„ группа буйича фактор-группаси 2-тартибли 
группа, шу билан бирга 2 сонининг тублиги сабабли циклик 
группа булади (аввалги параграфнинг охирига царанг).

Юкорида, элементлари Р  майдондан олинган я-тартибли 
хосмас матрицалар мультипликатив группасининг детерминан
та 1 га тенг булган матрицалардан тузилган нормал булувчи 
буйича кушни синфларининг тасвири келтирилган. Бу тасвир- 
дан келиб чицадики, тегишли фактор-группа Р  майдоннинг 
нолдан фаркли сонларининг мультипликатив группасига изо- 
морфдир.

Гомоморфизмлар. Нормал булувчи ва фактор-группа ту- 
шунчалари изоморфизм тушунчасининг куйидаги умумлаш- 
маси билан чамбарчас богликдир.

G группанинг дар кандай а элементига О' группанинг бир 
кийматли аникланган а' =  а<? элементини мос кУювчи <р аксла- 
ниш (G ни G’ га) берилган булсин. Агар бу аксланишда G' 
нинг дар кандай а' элементи и  нинг бирор а элементининг 
образи вазифасини бажарса, а’ =  аср ва агар G группанинг 
ихтиёрий а, Ь элементлари учун

(abyр = а<? • Ь<?
б^лса, у долда ер аксланиш G нинг G' га гомоморф акслани- 
ши (ёки содда килиб, гомоморфизми) дейилади.

<р аксланишдан куш имча равишда узаро бир кийматлилик- 
ни талаб килиб, равшанки, бизга таниш булган изоморфизм 
таърифини досил килган булур эдик.

Агар  ср аксланиш G группанинг G' группага гомоморфиз
ми ва 1 %амда а мос равишда G группанинг бири х,амда и х 
тиёрий элементи, V эса G' группанинг бири булса, у %олда

1<Р =  1',
( а - 1)? =  (а ? ) - 1

булади.
Дардакикат, агар 1<р=е' ва х ' G' группанинг ихтиёрий 

элементи булса, у долда G да шундай х  элемент мавжудки, 
х<р =  х '  булади. Бу ердан

х '  =  х<р =  (х • 1)<р =  х«р- I f  =  х ' 'в ' ,
Шунга ухшаш

х '  =  е 'х \
демак, е' =  Г.

Иккинчи томондан, агар (а-1?) = 6 '  булса, у долда 
Г = 1 с р  =  ( а а  1 )<р =  а < ? ' { а ~ 1) у  =  a y - b ’ 

ва шунга ухшаш
Г  =  Ь’-ач.

бу ердан b ‘ =  (а? )*1.
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О группанинг G' группага 9 гомоморфизмининг ядроси деб 
9 да G группанинг G' группанинг 1' элементига акеланувчи 
элементлари тупламига айтамиз.

G группанинг х,ар цандай 9 гомоморфизмининг ядроси G 
группанинг нормал булувчисидир.

Дарлацицат, агар G группанинг а, b элементлари 9 гомо
морфизм ядросига кирса, яъни

a<f =  b<? =  1'
булса, у лолда

(ab) 9 =  ау-Ь<? =  Г- 1 '  =  1\

яъни ab купайтма лам 9 гомоморфизм ядросида ётади. Ик
кинчи томондан, агар 09 =  Г  булса, у лолда

( а - 1) 9 =  (« 9 )-1 =  Г -1 =  Г;
яъни а-1 лам ? гомоморфизм ядросига киради. Нилоят, агар 
а<р =  Г  булиб, л эса G группанинг ихтиёрий элементи булса, 
у лолда

(х~хах)  9 =  (л_1)9 • 09 -XV/ =  (JC9)-1 • Y - x  9 =  Г .
Текширилаётган гомоморфизм ядроси G группанинг цисм 

группаси экан, у узининг лар кандай элементи билан бирга 
шу элемент билан цушма булган барча элементларни лам уз 
ичига олади, демак, у нормал булувчи булади.

Энди А цисм группа G группанинг ихтиёрий нормал бу
лувчиси булсин. G группанинг лар цандай х  элементига бу 
элемент ётган А нормал булувчи буйича хА  цушни синфни 
мос цуйиб, биз G группанинг GjA фактор-группага акслани- 
шини лосил циламиз. G/Л группада купайтиришнинг таъри- 
фидан [(5 ) га царанг] бу аксланишнинг гомоморф аксланиш 
булиши келиб чицади.
- ^осил цилинган гомоморфизм G группанинг G/А фактор- 

группага табиий гомонорфизми деб аталади. А нормал булув- 
чининг узи, равшанки, бу гомоморфизмнинг ядроси булиб 
хизмат цилади.

Бундан О группанинг нормал булувчилари ва фацат 
шуларгина, бу группа гомоморфизмларининг ядролари бу
либ хизмат цилиши келиб  чицади. Бу натижага нормал 6У- 
лувчининг яна битта таърифи сифатида цараш мумкин.

Маълум булишича, G группа гомоморф аксланиши мумкин 
булган барча группалар аслида бу группанинг фактор-груп- 
палари билан, G группанинг барча гомоморфизмлари эса унинг 
узини фактор-группаларига табиий гомоморфизмлари билан 
тугалланар экан. Лницроги, гомоморфизмлар лацида ушбу те
орема уринли:

Г о м о м о р ф и з м л а р  л а ц и д а т е о р е м а .  G группанинг 
G' группага 9 гомоморфизми берилган булсин ва А бу го-
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моморфазмнинг ядроси булсин. У %олда О' группа О/А 
фактор-группага изоморф, шу билан бирга бу группалар- 
дан биринчисининг иккинчисига шундай я изоморф акслани- 
ши мавжудки, <р ва о аксланишларнинг кетма-кет бажа- 
рилишининг натижаси О группанинг GjA фактор-группага 
табиий гомоморфизма билан устма-уст тушади.

Хацикатан >$ам, х '  элемент G' группанинг ихтиёрий элемен
ти, л эса G группанинг шундай элементики, — х '  булсин. 
<Р гомоморфизм А ядросининг ихтиёрий а  элементи учун а<р =  Г  
генглик уринли булгани сабабли

(ха)  9 — x<?-a<f = л '* Г « = л :'

булади, яъни ср аксланишда х  А кушни синфнинг барча эле
ментлари х '  элементга аксланади,

Иккинчи томондан, агар г  элемент G группанинг щ  = х '  
тенгликни каноатлаитирувчи исталган элементи булса, у ^олда

(х  'г)<р =  х ~ ‘ <р-zf =  (jeep)- 1 -z<f =  х '~ %-х' -- V
булади, яъни x~ lz  элемент <р гомоморфизмиинг А ядросида 
ётади. Агар x~xz  =  а десак, у ^олда г =  ха, яъни г элемент 
хА  кушни синфда ётади. Шундай килиб, О группанинг у го- 
моморфизмда G' группанинг тайинлангаи х '  элементига акс- 
ланувчи барча элементларини йигиб, биз айнан хА  кушни 
синфни ^осил киламиз.

G' нинг jjap бир х '  элементига О группанинг А нормал 
булувчи буйича G группанинг ср аксланишда узининг х '  об- 
разига эга булган барча элементларидан ташкил топган куш
ни синфини мос куювчи а мослик &  группанинг GjA группага 
узаро бир кийматли акслаииши булади. Бу о аксланиш изо
морфизм булади, чунки агар

х'а =  хА,  у'а =  у А,
яъни

л<р =  х 1, у tp =  у'
булса, у золда

(ху)ср =  = х'у' 
булади, шунинг учун ^ам

(х ’у')о хуА  = хА-уА  =  х'а-у'о.
Ни^оят, агар хО нинг ихтиёрий элементи ва лг<р *= х ’ б$л- 

,а, у *олда
(x<p)o =* х'а т хА

булади, яъни <р гомоморфизмни ва о изоморфизмни кетма-кет 
бажарилиши аслида х  элементни х  томонидан вужудга келти
рилган хА  к^шни синфга акслантиради. Теорема исботланди.
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бв-§. Абель группаларининг т^ри йигиндилари

Бу бобни группаларнинг юкорида баён килинган элементар 
хоссаларидан кура чукуррок булган назарий-группавнй бир 
теорема билан тугатмокчимиз. Чунончи циклик группаларнинг 
бнзга 64-§ дан маълум булган тавсифига таяниб, кейннги параг- 
рафда ч е к л и  А б е л ь  г р у п п а л а р и н и н г  т у л и к т а в с и -  
ф и н и >;осил киламиз.

Абель группалари назарнясида кабул килинганига кура, 
группавий амал учун аддитив ёзув ишлатилади: биз а ва b 
элементларнинг а +  b й и р и н д и с и  ^акида, 0  н о л ь  к и е м  
г р у п п а  ^акида, бирор а элементнинг ка к а р р а л а р и  ^аки- 
да ва ^оказолар ^акида гапирамиз.

Бу параграфда биз бир конструкцияни—уни бир йула ихтиё
рий (яъни коммутатив булиши шарт булмаган) группалар учун 
киритиш мумкин булса ^ам— Абель группэларига татбикан 
баён килиб урганамиз. Бу конструкциянинг мо^иятини ушбу 
мисоллар курсатиб беради. Икки улчовли ^акикий чизикли 
фазо деб каралган текислик векторларни кушишга нисбатан 
Абель группасидир. Бу текисликда координаталар бошияан 
утувчи ихтиёрий тугри чизик мазкур группанинг кием груп
паси булади. Агар <4 , ва Аа — иккита (турли) шундай тугри 
чизикдан иборат булса, у з{олда, маълумки, текисликда 
координаталар бошидан чикувчи ^ар кандай вектор узининг 
А , ва Аг турри чизиклардаги проекцияларининг й и р и н д и с и  
шаклида бир кийматли равишда ифодаланади. Шунга ухшаш, 
агар А и А2, А 3 тугри чизиклар бир текисликда ётмаса, у 
){Олда уч улчовли чизикли фазонинг >{ар кандай вектори бир 
кийматли равишда бу учта берилган т^гри чизикка тегишли 
булган учта векторнинг бир кийматли й и р и н д и с и  шаклида 
ёзилади.

Агар О Абель группасининг *ар кандай х  элементи мос ра
вишда А и А2, . .  .,  Ак кием группалардан олинган аи а3> . . . ,  
ак элементларнинг

х ~  а\ +  а 2 Н" • • • +  аЪ О)

й и р и н д и с и  шаклида я г о н а  у с у л  б и л а н  ифодаланса, у *ол- 
да О группа Узининг А,, А3, . . . , А к кием группаларининг 
тугри

О =  +  A t +  . . . +  А к (2)

йигиндиси дейилади.
(2) ёзув О группанинг т$гри ёйилмаси, А,, / = 1, 2, . . . , Л* 

кием группалар бу ёйилманинг тугри ц$шилувчилари,  (1) 
даги а„ i  =  1, 2, . . .,  k элемент эса х  элементнинг ( ! )  ёйилма* 
ни А, т^рри кушилувчисидаги конпонентаси  дейилади.
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Агар О группанинг (2) тугри ёйилмаси берилган булса 
ва бу ёйилманчнг At тугри цушилувчилаоининг барчаси ёки 
баъзиларининг узлари %ам myFpu йипшдига ёйилган булса ,

At =  +  Л/2 +  . . .  + A tki, kt>  1, (3)

у %олда О группа узининг барча

Ау, /  =  1, 2, . . . ,  А;, / =  1, 2, . . ,  , k
цисм группаларининг тугри йигиндиси булади.

Дарлацицат, G группанинг ихтиёрий л  элементи учун (2) 
тугри ёйилмага нисбатан (1) ифода, лар цайси alt i — 1, 2 , . . . ,  k 
компоненталар учун эса At группанинг (3) тугри ёйилмасига 
нисбатан

ai — аи + аа +  • • • +  ащ (4)

ифода мавжуд, к барча at], j  =  1 , 2 , . . . ,  kt, i — 1 ,2 , . . .  ,k элемент- 
ларнинг йигиндиси эканлиги равшан. Бу ифоданинг ягоналиги х 
элементнинг А{] цисм группалардан биттадан олинган элемент- 
ларнинг йигиндиси шаклидаги ифодасини олиб, сунгра Ait i =  
=  1,2, . . . , k цисм группага тегишли цушилувчиларни йигиб, 
биз (1) тенгликнинг худди узини лосил цилишимиз керакли- 
гидан келиб чицади; иккинчи томондан, лар цайси at элемент
(4) шаклдаги фацат битта ифодага эга.

Тугри йигиндининг таърифига бошцача туе бериш лам 
мумкин. Аввал яна битта тушунча киритамиз. Агар Абель 
группаси G да бирор В,, В2, . . . ,  Bt цисм группалар берил
ган булса, у лолда {В,, В2, . .  . , 5 ;} орцали G группанинг ка- 
м и д а  б и т т а  у су л б и л а н ,  мос равишда, Въ В2, . . . ,  Bt 
цисм группалардан олинган bit b2, , . .  , Ь, элементларнинг

У =  +  b2 +  . . . -f bi (5)

йигиндиси шаклида ифодаланувчи у элементлари т^пламини 
белгилаймиз.

{Ви В2, . . .  ,В[) туплам  G группанинг цисм группаси 
булади. Бу Ви Вг, . . . , В, цисм группалар томонидан вужуд
га келтирилган  цисм группа дейилади.

Исботлаш учун {filt В2, . . . , В{} дан (5) ифодага эга бул
ган у элемент ва шунингдек, (5) га ухшаш ифода

У' ЕС Ь\ +  6 '  + .  . .  +  Ь\

га эга булган у' элемент оламиз, бу ерда b] элемент Bt нинг 
элементи, / =  1, 2, . . . ,  I. У лолда

У +  У' — (bt -f Ьг) ±  (Ь2 +  Ь\ ) -f- . . .  +  ( ^  +  bt)t 
Г  У — Ьх) +  (—ьг) +  . ,  . -j- (—bi),
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яъни у +  у' ва —у элементлар ^ам (5) шаклдаги камида битта 
ифодага эга, ва демак, улар {5,, В2, . .  . , b t) тупламга те
гишли, шуни исботлаш талаб килинган эди.

{В,, В2, , В[} цисм группа Bt, i — 1, 2 цисм 
группаларнинг х,ар цайсисини уз ичига олади. Дар^акикат, О 
группанинг э$ар цандай кием группаси бу группанинг нолини 
уз ичига олади; шунинг учун ^ам, масалан, 5 ,  кисм группа- 
дан ихтиёрий элемент, В2, В3, . . . , Bt кием группалардан 
эса 0 элементни олиб, биз bt элемент учун (5) шаклдаги ушбу

fri =  b14 ~ 0 4 ~ 0 4 " * - » 4 _ 0
ифодани >{ОСил киламиз.

Агар G Абель группаси А и А 2, . . .  , A k цисм группалари 
томонидан вужудга келтирилса:

G =  {Ль А2, , Ak} (6)

ва агар %ар цайси Ah i =  2, . . . , k цисм группанинг барча 
аввалги цисм группалар А и А2, . . . ,  А,-, томонидан вужуд
га келтирилган цисм группа билан кесишмаси фацат нол- 
ни уз ичига олса :

[Аи А2 ...........А ^ П А ^ О ,  1 =  2 , . . . , k (7)

ва фацат шундагина, бундай О группа узининг Аи А2, . . .  , A k 
цисм группаларининг myFpu йигиндиси булади.

Дар^акикат, агар G группа (2) тугри ёйилмага эга булса, 
у ^олда G нинг ^ а р  к а н д а й  х  элементи учун (1) ифода 
мавжуд ва шунинг учун ^ам (6) тенглик уринли. (7) тенг- 
ликнинг уринли экаилиги ихтиёрий х  элемент учун (1) ифо- 
данинг ягоналигидан келиб чикади; агар бирорта I учун 
{Л,, А 2 , . . . ,  А 1-\)П А1 кесишма нолдан фаркли х  элементни уз 
ичига олганда эди, у ^олда, бир томондан, х  нн At нинг at 
элементи сифатида ифодалаш мумкин, яъни х = а ,  ва шу 
сабабли

* =  0 +  ...+0 +  й,-Ь0-Ь... +  0; (8)

иккинчи томондан, х  элемент {Л^ Л2, . . .  , Л/_1} кием группа
нинг элементи сифатида

* =  aj -f а а +  Д/-1,
яъни

х  =  а, -f- а2 4- . . .  +  аг_! 4- 0 +  . . .  +  0 (9)

шаклдаги ифодага эга. (8) ва (9), равшанки, л элемент учун 
(2) шаклдаги иккита турли ифода булади.

Аксинча, (6; ва (7) тенгликлар бажарилсин. (6) дан келиб 
чикадики, G группанинг ихтиёрий х  элементи (2) шаклдаги



камида битта ифодага эга. Аммо бирор х  элемент учун (2) 
шаклдаги иккита ифода мавжуд булсин

л  =  а, +  а, +  . .  . +  а* =  а, +  а а + • . . .  +  я *. (10)

У золда шундай I, I < k  топиш мумкинки,

* »  =  а ' к , л*-, =  . . , я и 1 = * а ' ш  (11)
булади, лекин

ai Ч* a ii
яъни

at — а', ф 0. (12)

Аммо (10) ва (11) дан, (12) га кура, (7) тенгликка зид булган

ai ~  a't “  К  -  «,) +  (а[ -  аг) +  . . .  +  (a 'f- ,  —<*,_,)
тенглик келиб чикади. Теорема исбот -булди.

Турри йигинди тушунчасига бутунлай боища томондан ка
р а т  ^ам мумкин. Ораларида изоморфлари зам булиши мум
кин булган k та ихтиёрий А и Л2, . . . , Ак Абель группалари 
берилган булсин. G оркали А и Аг, . . . ,  А к группаларнинг зар 
кайсисидан биттадан олиб тузилган

(«1, а.2..........ak) (13)
шаклдаги зар турли системалар тупламини белгилаймиз. Агар 
(13) шаклдаги системаларнинг йигиндиси ушбу

(а„  а2, . .  . , ал) +  (а[, а\, . . , а ')  =
=  (а, 4 а[, а 2 | а;, . .  . , а , j ак) (14)

Коида билан аникланса, яъни берилган А,, А2, . . . А к группа
ларнинг зар кайсисидан олинган элементлар алозида кушил- 
са, у золда С? туплам Абель группасига айланади. Дарзакикат, 
бу кУшишнинг ассоциативлиги ва коммутатнвлиги бу хосса- 
ларнинг берилган группаларнинг зар бирида уринли эканли- 
гидан келиб чикади: ноль ролини

(0ц 02, . < . , 0k)
система уйнайди, бу ерда 0, оркали А„ I -  1, 2, . . .  , k груп
панинг ноль элементи белгиланган;

( ~  fl), , Як)
система (13) система учун карама карши система булади.

Тузилган О абель группаси А и Аъ . .  . ,  А к группаларнинг 
тугри йигиндиси дейилади ва кщоридаги каби

О А, -|- Л2 А к
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оркали ифодаланади. Л„ Л 2, . . .  , Ак группаларнинг $ озирги- 
на таърифланган маънода тугри йигиндисидан иборат бул
ган О группа мос равишда А и А г, . . .  , Ак группаларга изо
морф булган узининг А\, Л ', . . . ,  Ак цисм группаларининг 
тугри HuFiiHducuza ёйилиши мумкинлиги  бундай ном учун 
далил булиб хизмат килади.

Чунончн А\, / =  1, 2 , . . . ,  k оркали О группанинг, i- 
уринда At группанинг ихтиёрий at элементи турган ва барча 
колган уринлар мос группаларнинг ноллари билан тулдирил- 
ган элементлари тупламини, яъни (13) шаклдаги системаларни 
белгилаймиз; демак, бу

(0„ . . .  , Oj-j, at, , 0„) (15)
шаклдаги система булади. КУшишнинг (14) таърифи Л' туп- 
лам G группанинг кием группаси эканлигини курсатади; з$ар 
бир (15) системага Л, группанинг at элементини мос келтириб, 
биз бу кием группани Л, группа билан изоморфлигини ^осил 
Киламиз.

G группа Л и Л'5, . .  . , A'k кием группаларнинг тугри йи
гиндиси эканлигини исботлаш колди. Хакикатан з^ам, G груп
панинг ихтиёрий (13) элементини курсатилган кием группалар 
элементларининг йигиндиси шаклида ифодалаш мумкин:

(a i« ai> • • • > — (a i. Oji • • • * о») ■+■
+(0*, a2, Oj . . . ,  0k) 4 - . . .  4" (0,, 0a, . . .  , Од—j) я*).

Бу ифоданинг ягоналиги (13) шаклдаги турли системалар G 
группанинг т у р л и  элементларидан иборат эканлигидан келиб 
чикади.

Агар Абель группаларининг икки системаси Л „  А 2, . . .  , А к 
ва Ви В2, . . .  , В к берилган булиб, шу билан бирга At ва В, 
(1 = 1, 2, . . . ,  к) группалар изоморф булса, у %олда

G — Л, 4  Аг 4- . . .  4  Ак
ва

Н — В\ 4  В2 +  . . . 4  Вк
группалар л;ам изиморф булади.

Хакикатан *ам, агар / =  1, 2, . .  . ,  к учун А, ва Bt груп
палар орасида Л, нинг з а̂р кандай at элементига Bt нинг ад,- 
элементини мос келтирувчи <р, изоморфизм тайинланган булса, 
у з^олда G группанинг з$ар бир (аи а2, . . . ,  ак) элементига Н 
группанинг

(аи а2, . . .  , ак) <р =  (а,<р„ a-jf2, . . .  ак<?„)
тенглик оркали аникланган элементини мос куювчи <р акслан- 
тириш, равшанки, G группанинг Н  группага изоморф акслан- 
тириш булади.
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оркали ифодаланади. Л„ Л2, . . .  , Ак группаларнинг %озирги- 
на таърифланган маънода тугри йириндисидан иборат бул
ган G группа мос равишда А и А 2, . . . , А к группаларга изо
морф булган узининг А[, Л ', . . . ,  А'к цисм группаларининг 
myFpu йигиндисига ёйилиши мумкинлиги  бундай ном учун 
далил булиб хизмат килади.

Чунончи Л'(, / = 1 ,  2 , . . . ,  k оркали О группанинг, i-  
уринда Л/ группанинг ихтиёрий at элементи турган ва барча 
колган уринлар мос группаларнинг ноллари билан т^лдирил- 
ган элементлари тупламини, яъни (13) шаклдаги системаларни 
белгилаймиз; демак, бу

(О,, . . .  , 0 ^ ,  at, 0^+1, . .  . , 0*) (15)
шаклдаги система булади. {^шишнинг (14) таърифн А[ т^п- 
лам G группанинг кием группаси эканлигини курсатади; э$ар 
бир (15) системага Л, группанинг а, элементини мос келтириб, 
биз бу кием группани Л, группа билан изоморфлигини ^осил 
Киламиз.

G группа Л j, Л'а, . .  . , А'к кием группаларнинг тугри йи- 
гиндиси эканлигини исботлаш колди. Хакикатан ){ам, G груп
панинг ихтиёрий (13) элементини курсатилган кием группалар 
элементларининг й и р и н д и с и  шаклида ифодалаш мумкин:

(аи а „  . . .  , а„) =  (аи 02, . . .  , 0А) +
+ (0 , ,  а 2, 0g . . . ,  04) -f*. .  . +  (0П 0а, . . .  , 0*_|, ак).

Бу ифоданинг ягоналиги (13) шаклдаги турли системалар G 
группанинг т у р л и  элементларидан иборат эканлигидан келиб 
чикади.

Агар Абель группаларининг икки системаси Л„ Л2, . . . ,  Л* 
ва В |, В2, . . .  , Вк берилган булиб, шу билан бирга At еа Bt 
(1 = 1, 2, . . . ,  k) группалар изоморф булса, у %олда

О =  А, -} Л2 - ( - . . .  Ак
ва

н  =  в, +  в.г +  . . .  +  в к
группалар х;ам изоморф булади.

Хакикатан *ам, агар i =  1, 2 , . . . ,  k учун А, ва Bt груп
палар орасида Л, нинг *ар кандай at элементига Bt нинг а,<р, 
элементини мос келтирувчи <рг изоморфизм тайинланган булса, 
у *олда G группанинг ^ар бир (аи а2, . .  . ,  а*) элементига Н 
группанинг

(аи ........... ак)? = (at?u а-Яг, • • •
тенглик оркали аникланган элементини мос куювчи <р акслан- 
тириш, равшанки, G группанинг Н группага изоморф акслан- 
тириш булади.
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Агар мос равишда пи п2, . . . пк тартибга эга булган А х, 
А2, . . . A k ч е к  л и  Абель группалари берилган булса, у %ол- 
да бу группаларнинг тугри йигиндиси G х,ам чекли группа 
булади ва унинг тартиби п тугри цуишлувяилар тартиб- 
ларининг

п =  . .  . nk (16)
купайтмасидан иборат булади.

Дар^акикат, а, элементи пг та турли кийматларни кабул 
килиши мумкин булган, а2 элементи эса п2 та турли киймат- 
ларни кабул килиши мумкин булган ва ^оказо, (13) шаклдаги 
турли системаларнинг сони (16) тенглик оркали аникланади. 

Баъзи м и с о л л а р н и  курамиз.
Агар чекли {а} циклик группанинг тартиби п иккита 

узаро туб булган натурал сонларнинг купайтмасига аж- 
ралса, яъни

п =  st, (s, t) — 1
булса, у %олда {а} группа мос равишда s ва t тартибга эга 
булган иккита циклик группанинг тутри йигиндисига ёйи- 
лади.

{а} группа учун аддитив ёзувни куллаймиз. Агар b = ta 
десак, у $олда

sb =  (s^)fl =  ла =  0.
булади, аммо 0 <  k <  $ учун

kb =  {kt) а --£  0,
яъни {&} циклик кием группа s тартибга эга. Шунга ухшаш, 
с = sa элементнинг {с} циклик кием группаси t тартибга эга. 
{b}f){c} кесишма факат нолни уз ичша олади, чунки 0 < й < 5 ,
О <  I <  t булганда kb =  1с булса, у >;олда

{kt)a — (ls)a,
бу ердан, kt  ва Is сонлар п дан кичик булгани учун

k t  = is,
бу эса s ва / сонларнинг узаро тублиги сабабли мумкин эмас. 
Ни^оят, шундай и ва v  сонлар мавжудки,

su - \ - tv  =  1,
ва шунинг учун >{ам

а =  v(ta)  +  u(sa) = v b  +  uc
булади, демак, {а} группанинг j^ap кандай элементини {£} ва 
{с} кием группалар члементларининг йигиндиси сифатида ифо- 
далаш мумкин.

Агар G Абель группасини унинг нолдан фаркли иккита 
ёки бир нечта кием группалариниш тугри йигиндисига ёйиш
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мумкин булмаса, О ни ёйилмас  деб атаймиз. Тартиби р туб 
соннинг бирор даражасидан иборат булган чекли циклик груп
па р туб сонга тааллукли примар циклик группа дейилади. 
Юкорида исботланган даъвони бир неча марта куллаб, %ар 
цандай чекли циклик группа турли туб сонларга т ааллуцли  
примар циклик группаларнинг турри йигиндисига ёйилади, 
деган хулосага келамиз. Аникроги,

п =  р \  р \ ' . .  . Psks
тартибли циклик группа (бу ерда р и р 2, . . . ,  p s т у р л и  туб 
сонлар) мос равишда р \',р \* , . . . , p ks тартибларга эга бул
ган s та циклик группанинг тугри йигиндисига ёйилади. 

Х,ар цандай примар циклик группа ёйилмасдир. 
Хакицатан *ам, p h тартибли чекли циклик группа {а} бе- 

рилган булсин, бу ерда р  туб сон. Агар бу группа ёйилади- 
ган булганда эди, у з^олда бу группа (7) га Кура кесишмаеи 
нолга тенг, узлари ноль булмаган кием группаларга эга бу- 
лар эди. Аммо ^акикатда г р у п п а м  и з н и н г  ^ а р  к а н д а й  
н о л ь  б у л м а г а н  к и е м  г р у п п а с и  н о л д а н  ф а р к л и

b — p k- 'a
э л е м е н т н и  у з  и ч и г а  о л а д и .

Исботлаш учун группамизнинг ноль булмаган ихтиёрий х  
элементини оламиз.

х  =  sa, 0 <  s <  рк.
S сонни

s =  p ls', 0 <  I < k
куринишда ёзиш мумкин, бу ерда s' энди р га булинмайди, 
ва демак, у билан узаро туб, шунинг учун >̂ ам шундай и ва 
v  сонлар мавжудки,

s 'и +  p v  =  1
булади . У ?{Олда

(pk~l~ и)х  =  (p k l~'us)a = p k- 'us ')a  =
— p k~l (\ — pv)a = (pk~i —p kv)a  =  p k~'a — v(pka) =  p k~'a =  b,

яъни b элемент jx) циклик кием rpyrinaia киради.
Бутун сонларнинг аддитив группаси (яъни чексиз цик

ли к  группа) ва, шунингдек, барча рационал сонларнинг ад_ 
дитив группаси ёйилмас группалардир.

Хар иккала курсатилган группанинг ёйилмаслиги бу груп' 
паларнинг з{ар бирида ихтиёрий иккита ноль булмаган эле- 
ментлар учун ноль булмаган умумий булувчининг мавжуд- 
лигидан, яъни ихтиёрий иккита ноль булмаган циклик кием 
группалар ноль булматан кесишмага эга эканлигидан келиб 
чикади.
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Агар G абель группасидаги амал купайтириш деб аталса, 
у >;олда тугри йигинди эмас, балки тугри купайтма ^акида 
гапириш лозимлигини эслатиб утамиз.

Нолдан фарцли ^ациций сонларнинг мультипликатив  
группаси мусбат х,ациций сонларнинг мультипликатив груп
паси. билан 1 ва— 1 сонларидан купайтириш буйича тузил- 
ган группанинг myFpu купайтмасига ёйилади.

Дар^акикат, группамизнипг курсатилган иккита кием груп
пасининг кесишмасида факат 1 сони —бу группанинг бирлик 
элементи ётади. Иккинчи томондан, ^ар кандай мусбат сон 
узини 1 сонига купайтмасидан, ^ар кандай манфий сон эса 
узининг абсолют кийматини—1 сонига купайтмасидан иборат- 
дир.

67-§. Чекли Абель группалари

Агар биз примар циклик группаларнинг - улардан баъзилари 
биргина туб сонга тааллукли булиши, ёки >5атто бир хил тар
тибга эга булиши, яъни изоморф булиши мумкин—ихтиёрий 
чекли тупламини олсак, у ^олда бу группаларнинг тугри йи- 
гиндиси чекли Абель группаендан иборат булади. Маълум бу- 
лишича, бу билан барча чекли абель группалари тугалланар 
экан.

Ч е к л и  а б е л ь  г р у п п а л а р и  ^ а к и д а а с о с и й т е о 
р е м а .  Ноль группа булмаган $ар цандай G чекли абель 
группаси примар цисм группаларнинг myFpu йигиндисига 
ёйилади.

Бу теореманинг исботини G группада тартиби туб сон
ларнинг даражаларидан иборат булган ноль булмаган эле
ментлар албатта топилади деган изоадан бошлаймиз. Дар-, 
^акикат, агар G группанинг бирор ноль булмаган х  элементи
I тартибга эга булса, 1х  =  0 ва агар pk, k >  0 сон I сон бу- 
линадиган р  туб соннинг даражаси, яъни

I = p km,

булса, у *олда т х  элемент нолдан фаркли ва р* тартибга эга.

Ри Рг, • • ■ . Рг (!)

сонлар уларнинг бирор даражалари G группанинг бирор эле- 
ментларининг тартиби булиб хизмат килувчи барча т у р л и  
туб сонлар булсин. р  оркали бу сонларнинг исталганини, Р  ор 
кали эса G группанинг тартиби р  нинг даражаларидан иборат 
булган элементлари тупламини белгилаймиз.

Р т уплам  G группанинг цисм группасидар. Дар^акикат, Р 
га 0 элемент киради, чунки унинг таргиби 1=р°дан  иборат.



Сунгра, агарp kx =  0 булса, у з^олда р*(—х)=  О булади, Низ^оят, 
агар р кх  =  0, р1у  =  О ва агар, масалан, k >  I булса, у з^олда

pk(x  4- у) =  О

булади, яъни х  +  у элементнинг тартиби вазифасини ёки рк 
сон, ёки бу соннинг булувчиси, яъни з?ар ^олда р соннинг 
бирор даражаси уйнайди.

р  сифатида галма-гал (1) нинг ^ар бир сонини олиб, бйз 
£ та ноль булмаган

Ръ • • • * Ря (2)

кием группаларни з^осил киламиз. О группа бу цисм группа
ларнинг тугри, йигиндисидан иборат,

О =  Рх +  Р2 +  . .  . +  Р,. (3)

Дар^акщ ат, агар х  G группанинг ихтиёрий элементи булса, 
у з^олда унинг / тартиби (1) системанинг баъзи туб сонлари- 
гагина булиниши мумкин, яъни

1 = Р\'Р\'.  . . p , ks,

бу ерда / = 1 ,  2 , . .  . , s. Шунинг учун з{ам, аввалги
параграф охирида курсатилганидек, {л:} циклик кием группа 
мос равишда р \\  р \ , psks тартибларга эга булган примар 
циклик кием группаларнинг тугри йигиндисига ёйилади. Бу 
иримар циклик кием группалар мос (2) кием группаларда 
.“т-1ди ва демак, х элемент (2) кием группаларнинг барча- 
стит{,-т ёки баъзиларидан биттадан олинган элементларнинг йи- 
n . " v —и шаклида ифодаланади. Бу билан аввалги параграфда- 
гп иЗ> тенгликка ухшаш булган ушбу

О =  {Ри Рг...........Р,)
тенглик исботланди.

Худди шу параграфнинг (7) тенглигига ухшаш тенгликни 
исботлаш учун ихтиёрий г, 2 <  / <  s ни оламиз. У з^олда 
{^1. *̂21 • • • > M-i} кием группанинг ихтиёрий у элементи

у =  а, +  аг -f- . .  . ■+ a^-i

куринишга эга, бу ерда a,, j  =  1, 2 , 1  элемент Р} 
г^Дисм группада ётади, яъни pjt тартибга эга. У ^олда
■ %-

№  р\* ^  • р кС \)у  О
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булади, яъни р \ 1 р \‘. . . .  р*£\ соннинг бирор булувчиси у
элементнинг таргиби булиб хизмат цилади ва демак, агар у 
элемент нолдан фаркли булса, у Pt кием группада ётиши мум
кин эмас. Бу билан

{Ри Р2, . . . ,  P l_l)nPi =  о
эканлиги исботланди, шуни исботлаш талаб килинган эди.

Шуни кайд киламизки, барча элементларининг тартиби 
биргина р туб соннинг даражаларидан иборат булган абель 
группаси р  сонга нисбатан примар дейилади. Примар циклик 
группалар примар группаларнинг хусусий ^олидир. Шундай 
Килиб, (2) кием группалар примардирлар. Улар G группанинг 
примар компоненталари, (3) тугри ёйилма эса бу группа
нинг примар компоненталарга ёйилмаси  дейилади. (2) кием 
группалар G группада бир кийматли равишда аниклангани 
учун G группанинг примар компоненталарга ёйилмаси щ м  
бир цийматли анщланган.

Хар кандай чекли Абель группасини примар группаларнинг 
тугри йигиндисига ёйилиши, а л б а т т а ,  а с о с и й  т е о р е м а 
н и н г  и с б о т и н и  б и р о р  р  т у б  с о н г а  т а а л л у к л и  Р 
ч е к л и  п р и м а р  а б е л ь  г р у п п а с и  д о л и т а к е л т и р а д и .  
Бу ^олни куриб чикамиз.

а, элемент Р  группанинг энг юкори тартибга эга булган 
элсменгларидан бири булсин. Сунгра, агар Р  группада нолдан 
фаркли шундай элементлар мавжуд булсаки, улар циклик кием 
группаларининг {а,} циклик кием группа билан кесишмаси 
нолдангина иборат булса, у ^олда а2 оркали бундай хоссага 
эга буглган элементлар орасидаги энг юкори тартибли элемент
лардан бирини белгилаймиз; шундай килиб,

{а,}/7{а2} =  0.

Шундай килиб, а и а2, , . .  , ai-\ элементлар танлаб булинган 
булсин.

Р  группанинг бу элементларнинг циклик кием группалари 
томонидан вужудга келтирилган кием группасини {ab аг, . . . , 
ai - 1) оркали белгилаймиз:

{ Ы ,  (я21.......... {a,_i}} =  {аи а2, . . . ,  (4)

Бу кием группа, равшанки, Р  группанинг аи а2, . . . , ai i эле- 
ментларга каррали булган элементларининг йигиндиси шакли- 
да ифодаланиши мумкин булган барча элементларидан ташкил 
топган; бу кием группа аи а2, . . . ,  ai-x элементлар томонидан 
вужудга келтирилган  деб айтамиз. а, оркали Р  группанинг 
циклик кием группалари [аи а3, . . . ,  ai-x) цисм группа билан



нолга тенг кесишмага эга булган энг юкори тартнбли элемент- 
ларидан бирини белгилаймиз: шундай килиб,

{<*!, а а, . . .  , a i- t jf lja ,}  «  0. (5)

Бу процесс Р  группанинг чеклилиги сабабли тухташи ке- 
рак; бу аи а2, . . . , as элементлар танлангандан сунг юз бер- 
син дейлик. Агар Р' оркали бу элементлар томонидан вужудга 
келтирилган

Р — {&i, d2t . • • , ds\ 

кием группани белгиласак, яъни

/ ’' =  {{«!}. М .......... {<*,}} (6)

б у л с а ,  у * о л д а  / ^ г р у п п а н и н г  н о л ь  б у л м а г а н  и х т и 
ё р и й  э л е м е н т и н и н г  ц и к л и к к и е м  г р у п п а с и  Р' к и е м  
г р у п п а  б и л а н  н о л ь  б у л м а г а н  к е с и ш м а г а  э г а .

(6) тенглик ва i =* 2, 3, . . . , s учун уринли булган (5) 
тенглик (4) га кура Р' к и е м  г р у п п а  {а,}, {а*}, . . . , {я5} цик -  
л и к к и с м  г р у п п а л а р н и н г  т у г р и  й и г и н д и с и  э к а н 
л и г и н и  к у р с а т а д и :

Р'  “ {^i} +  {ai} +  • • • +  (^)

Р' к и е м  г р у п п а  а с л и д а  Р  г р у п п а  б и л а н  у с т м а - у с т  
т у ш и ш и н и  исботлаш колди, холос.

х  Р  группанинг р  тартибга эга булган ихтиёрий элементи 
булсин.

Р ' П { * )  +  О

булгани учун з?амда {*} кием группа Узидан бошка ноль бул
маган кием группаларга эга булмагани сабабли—кием группа
нинг тартиби группа тартибининг булувчиси ^амда р туб сон 
эканлигини эслатамиз—{х} кием группа ^акикатда Р' кием 
группада ётади ва л: демак,Я ' га тегишли. Шундай килиб, Р 
группанинг /?-тартибли барча элементлари Р' кием группага 
киради.

Р  группанинг тартиби р *-1 еондан катта булмаган барча 
элементлари Я1 кием группага кириши исботланган булсин 
л: эса Р  нинг р к тартибга эга булган ихтиёрий элементи б у л 
син. а и а2, . . . , аг элементларнинг танланиши уларнинг тар- 
тиблари усмай боришини курсатади, ва шунинг учун *ам 
шундай /,1-< i — 1 <  s сонни курсатиш мумкинки, я,, а2, . . . , 
я,_, элементлврнинг тартиблари р* дан катта ёки тенг, / — К .ч  
да »ся а» элементнинг тартиби бу сондан катъий кичик, яъни
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х  элементнинг тартибидан кичик. Бундан at элементни тан- 
лаш шартларига кура, агар

Q — {̂ 1» • • • 1 —l}
булса, у золда

С№ { х ) Ф 0
эканлиги келиб чикади.

Аммо аввалги параграфда рк~тартибли {*} примар циклик 
группанинг ноль булмаган зар кандай кием группаси

у = рк~1 jc (8)
элеменгни уз ичига олиши исботланган эди. Демак, у элемент 
Qfl {х} кесишмага ва шунга кура Q кием группага зам кира
ди. Бу у ни аи аъ . . .  , ai-i элементларга каррали булган 
элементларнинг

у =  /jflj -f- /2я 2 ■+■••• h- 1 Яг- 1 (9)
йигиндиси шаклида ифодалашга имкон беради.

(8) дан у элемент р тартибга эга эканлиги келиб чикади. Ш у
нинг учун зам,

<Р1' ) « i  +  (Р 1‘) а 2 +  . . .  +  { p li - \ ) a i - i  =  О, 
яъни (7) тУгри ёйилманинг мавжудлигига кура

(Pli)aj =  0, у =  1, 2, 1.

Демак, р1) сон элементнинг тартибига ва шунга кУра р* 
сонга хам булиниши керак, бундан сон рк~х га булиниши 
келиб чицади:

h  =‘ Pk~im]\ /  =  1, 2, 1. (10)
z  =  тхах +  тга2 +  . . .  +  а ,- ,

булсин. Бу Q кием группанинг ва, демак, Р' кием группанинг 
^ам элементи булади, шу билан бирга (9) ва (10) га биноан

у =  pk~!z
(8) ва (11) дан

рк~ '(х  — г) =  О 
тенглик келиб чикади, яъни

t  =  х  — z
элементнинг тартиби ак~х дан катта эмас ва, демак, индуктив 
фаразга кура t элемент Р' кием группада ётади. Шунга кура 
х  элемент зам Р' дан олинган иккита элементнинг йигиндиси 
* =  z -Ь t сифатида Р' кием группага тегишлидир. Бу билан Р 
группанинг барча тартибли элементлари Р' да ётиши и с
ботланди.
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Демак, бизнинг индуктив исботимиз Р  группанинг барча 
элементлари Р' кием группага киради, яъни Р  =  Р'  деб даъво 
Килишга имкон беради. Асосий теореманинг исботи тугал- 
ланди.

1^ушимча маълумот сифатида чекли абель группасининг 
тартиби р туб соннинг даражасидан иборат булганда, ва 
фацат шундагина, бу группа р туб сонга нисбатан примар 
булишини %осил циламиз. Дакикатан ^ам, дар цандай Р  чек
ли (р буйича) п ри м р  абель группаси (р буйича) примар цик
лик группаларнинг тугри йигиндисига ёйилиши курсатилган 
эди ва шунга кура Р  группанинг тартиби бу циклик группа 
тартибларининг купайтмасига тенг, яъни у р соннинг даража
си булади. Аксинча, агар чекли Абель группаси рк тартибга 
эга булса (бу ерда р — туб сон), у долда, бу группанинг их
тиёрий элементининг тартиби бу соннинг булувчиси, яъни р 
соннинг кандайдир даражаси булади ва шунинг учун дам груп
па р га нисбатан примар булар экан.

Асосий теорема чекли Абель группаларининг тула-тукис 
гавсифлаш дакидаги масалани дали тугалламайди, чунки баъ- 
зи туб сонлар буйича примар циклик группаларнинг иккита 
турли тугри йигиндилари изоморф группалар булиб колиши 
мумкин. Хакикатда бундай эмаслигини ушбу теорема курсатади:

Агар G чекли абель группаси икки х и л  усул билан при
мар циклик цисм группаларнинг тугри йигиндисига ёйилган 
булса,

О =  {я,} +  . . .  +  {#,} =  {М +  . . .  +  {bt\ (12)

у j(олда х,ар т к а л а  ёйилиа бир х и л  сондаги турри цуши
л у  вчиларга эга (s =  t) ва бу ёйилмаларнинг тугри цуши- 
лувчилари орасида шундай узаро бир цийматли мослик  
урнатиш мумкинки, бунда мос цушилувчилар бир х и л  тар- 
тибли циклик, яъни изоморф группалардан иборат булади.

Аввал шуни цайд киламизки, агар (12) тугри ёйилмалар
нинг, масалан биринчисида, берилган р  туб сонга тааллукли 
тугри кушилувчиларни тупласак, у долда уларнинг тугри йи 
гиндиси G группанинг (р буйича) примар кием группаси ва 
датто бу группанинг примар компонентаси булади, чунки унинг 
тартиби G группанинг таргиби булинадиган р соннинг эш юко- 
ри даражасига тенг. (12) ёйилманинг дар бирида бу усул би
лан тугри нушилувчиларни бирлаштириб, биз дар иккала долда 
дам, G группанинг примар компоненталарга—ягоналиги юцо- 
рида кайд килинган—ёйилмасини досил киламиз.

Бу теоремамизни О г р у п п а н и н г  у з и  р т у б  с о н г а  
н и с б а т а н  п р и м а р  д е г а н  ф а р а з д а  и с б о т л а  ш г а  „ и м 
к о н  б е р а д и .  (12) ёйилмаларнинг дар бирида тугри кУши* 
лувчиларни номерлаш шундай танланган булсинки, бу куши-



лувчиларнинг тартиби усмай борсин, яъни аи о3, . . .  , as 
элементлар, мос равишда

рк\  р \  . . . , /Л

тартибга эга, шу билан бирга k x> k ^ > . . . .  > k s булсин, ft,, b2t . . . ,
b, элементлар эса

Pl\ Р1',  . • • ,Р 1‘
тартибга эга, шу билан биргч /, >  /2 >  . . .  >  l t булсин. Агар тео- 
ремамизнинг даъвоси уринли булмаганда эди, у ^олда шундай 
i, 1 топилар эдики,

=  Л» • • • > =  А-1 (13)
булиб, аммо

Ь Ф  /,

булар эди. Табиийки, / < m i n ( s , 0 ,  чунки (12) ёйилманинг з$ар 
бири учун барча т ^ р и  кушилувчилар тартибларининг купайт
маси О группанинг тартибига тенг. Фаразимиз карама-карши- 
ликка келтиришини курсатами».

Мисол учун
Ь < 1 ,  (14)

булсин. Н  оркали О группанинг тартиби р *1 дан ошмайдиган 
элементлари тупламини белгилаймиз. Бу G группанинг кием 
группаси булади, чунки агар л ва у Н  нинг элементлари бул
са, у }{олда х  у  *ам, — х  $ам р к1 сондан ошиб кетмайди- 
ган тартибга эга булади.

Жумладан, Н  кием группага ушбу

Р ' ,аи Р * <ai> • ■ • > Р 1 >а1~ 1) a /i а1+и • • • > аг
элементлар тегишли. Иккинчи томондан, агар 1 < / ' < / — 1 
булса, у *олда pkr * i~ l at элемент рк1+1 тартибга эга ва шу
нинг учун з{ам Н  га кирмайди. Бундан as +  Н  кУшни синф 
(биз аддитив ёзувдан фойдаланяпмиз) GjH фактор-группанинг 
элементи сифатида р кГ к‘ тартибга эга; унинг {aj + H} ц иклик 
Кием группасининг тартиби ^ ам  худди  шундай. GjH г р у п 
па  \ d j  ! Н\ ,  /  — 1, ‘2, , . . , I — 1 ц и к л и к к и с м г р у п п а -  
ч а р н и н г  т у г р и  й и г и н д и с и д а н  и б о р а т :

GjH = [а1 4- И] -j- [а% 4* Щ  4* • • • 4" {®i-i4~ Н\ 0 5 )  
за ш у н и н г  у ч у н  ^ а м  у н и н г  т а р т и б и

р{к 1 - k.) ■+ (А.— + ., „ + (А̂..  ̂ (16)

с о н г а  т е н г  эканлигини исботлаймиз.
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Агар х О группанинг ихтиёрий элементи булса, у золда 
л: =  тг, a, 4  т2а2 4  . . .  4  msas 

ёзув мавжуд. у =  1, 2, . . .  , t — 1 учун
Ш) p kr kiqJ -sr п.,

булсин, бу ерда
0 < Я у  <  p kr ki, О 7)

у золда
mJaj = qf{pkr*i  aj) 4  n f a  

замда унг томондаги биринчи кушилувчи Я да ётгани учун, 
Ш/йj 4  Я  =  П]й, +  И.

Иккинчи томондан,
тп1а1 4- Я  =  Я , , msas 4- Я  =  Я.

Шунинг учун зам

х  +  Я  =  (/«jfl, -f H) + (m2a2 +  Н) -f  . . .  -f (msas + Я )  =
=  (nlal + Я) -j- (n2a2 4  Я)4* . . . 4" Я). (18)

Яна битта шундай ёзув мавжуд булсин:

л -f Я  =  («;«, 4- Я) 4- « a 2 4- Я) 4- . . .  4- я,-, 4- Н),  (19)
бу ерла

О< rij <.pkr Hi\ / =  1, 2, 1. (20)
У золда

4  п2и2 4" • • .  4" ^ i- 1 &1—1
ва

я, а, 4” яаа3 4* • • • ~Ь 1 1
элементлар Я  буйича битта кушни синфда ётади, яъни улар- 
нинг айирмаси Я  га тегишли ва шунинг учун зам

P*i'U«i -  п \)^\ +  («а ~  п\)а2 -1- . . .  4- (л<-1 — п\_ 1 )«/-*] =  0. 
Бундан

p ki(n i — n'j)aj =  0, / =  1, 2, 1
эканлиги келиб чикади [чунки (12) ёйилмалардан биринчиси 
тугри ёйилма] ва шунга кура — я)) сон л ; элеменгнингр^ 
тартибига булиниши керак ва, демак, п} — я ’ айирма р кг *: сон
га булинади. Бундан (17) ва (20) га биноан

л , =  я), j  -  1, 2........... / — 1

эказлиги келиб чикади, яъни (18) ва (19) айнан бир хил 
ифодалардир. Бу билан (15) тукри ёйилманинг мавжудлиги 
исботланди.
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(12) ёйилмалардан иккинчиси учун утказилган шунга ух 
шаш муло^азалар худди шу OjH фактор-группа

G/Н  =  {bx -j- Н) -f {b2 +  Н) +  . . .  +  {bi -1 +  Н) +  {bt +  Н\ +  . . .
тугри ёйилмага эга эканлигини кУрсатади, яъни (13) ва (14) 
га кура унинг тартиби (16) сондан к а т ъ и й  к а т т а .  Бу ца- 
рама-каршилик теоремани исботлайди.

Энди чекли Абель группаларининг тулиц тавсифини досил 
Килдик. Чунончи 1 дан фарцли, аммо турли б$лшии шарт 
бу л  наган натур ал сонларнинг %ар турли чекли

(пи п2, , пк)
тупламларана оламиз, шу билан бирга, бу сонларнинг %ар 
бири бирор туб соннинг даражасидан иборат б^лиши ке- 
рак. Х,ар бир бундай тупланга бу т$пламнинг сонлари 
тартиб булиб хизмат цилувяи циклик группаларнинг myFpu 
uuFunducunu мос цуямиз. Бундай й$л билан %осил цилин- 
ган барча яекли абель группалари жуфт-жуфти билан изо
морф эмас, ихтиёрий боища яекли абель группаси эса бу 
группаларнинг бирортасига изояорфдир.
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