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SO‘Z BOSHI

Matematika barcha tabiiy bilimlar asosidir.
David Gilberd

Hozirgi jadal rivojlanish davrida aql-zakovatli, ijodiy fikrlovchi va
mustaqil qaror gabul giluvchi mutaxassislarni tayyorlashda matematik
ta'lim asosiy o'rin egallaydi. Talabalarni matematik tayyorlash ularming
kasbiy faoliyatida zarur bo‘ladigan boshqa tabiiy-ilmiy. umumkasbiy va
ixtisoslik fanlarini o‘rganishlari uchun nazariy asoslarni ta’minlashi
kerak. Bu esa 0°‘z navbatida samarali o*qitishning muhim omillaridan
biri bo'lgan zamon talablariga javob beruvchi darsliklar va o'quv
qo‘llanmalarni yaratishni taqozo etmoqda.

Ushbu darslik oliy texnika 0°quv yurtlarining oliy matematika fani
dasturi asosida yozilgan va bakalavrlar Davlat ta’lim standartlari
talablariga mos kcladi.

Darslik uch jilddan iborat. Darslikning birinchi jildi yettita bobdan
iborat bo‘lib, u oliy matematikaning chiziqli algebra elementlari.
vektorli algebra elementlari, analitik geometriya, matematik analizga
kirish, bir o*zgaruvchi funksiyasining differensial hisobi, oliy algebra
clementlari va bir o‘zgaruvchi funksiyasining integral hisobi
bo‘limlariga bag‘ishlangan. Bu bo"limlar zamonaviy xorijiy adabiyotlar
va o'qitish texnologiyalari tahlili asosida yaratilgangan bo‘lib, har bir
mavzuni yozishda bir qancha xorijiy adabiyotlardan foydalanilgan,
mavzular to‘liq yoritilgan, tegishli bilimlar talabalar tomonidan mustaqil
o‘zlashtirilishiga, ularda ko‘nikma va malakalarning shakllantirilishiga
hamda ijodiy qobiliyatlarni rivojlantirishga yo*naltirigan.

Darslikda talaba asosiy tushunchalarni, ta’riflarni, teoremalarni va
tipik masalalarni yechish usullarini ko‘rsatuvchi misollami topadi.
Bunda biror tasdigning isboti keltirilmagan bo‘lsa, natijalarning ifodasi
uning ma’nosini tushuntiradigan misoliar bilan to‘ldirilgan.

Darslikning har bir mavzusi ko‘p sondagi misol va masalalar
yechimlarida tushuntirilgan, ulamni o‘zlashtirishni mustahkamlashga
yo*naltirilgan mashglar bilan to‘ldirilgan. Ayrim misol va masalalarni
matematik paketlar yordamida yechish usullari keltirilgan.
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Matritsalar matematika, texnika va igtisodiyotning turli sohalarida
keng gqc'llaniladi. Masalan, ulardan matematikada algebraik va
differensial tenglamalar sistemasini yechishda. kvant nazarivasida fizik
kattaliklarni oldindan aytishda, aviatsiyada zamonaviy samolyotlarni
yaratishda foydalaniladi.

1.1.1. Matritsa va uning turlari

Matritsalar sonlar, algebraik belgilar va matematik funksiyalaming
katta massivlarini yagona obyekt sifatida qarash va bunday massivlarni
o‘z ichiga olgan masalalarni gisqa ko‘rinishda yozish va yechish
imkonini beradi.

Matritsa — bu clementlar (sonlar, algebraik belgilar, matematik
funksiyalar) massivining satr hamda ustunlarda berilgan va kichik
qavslarga olingan to‘g‘ri burchakli jadvalidir.

Matritsaning o‘Ichami uning satrlari soni va ustunlari soni bilan
aniqlanadi. Matritsaning o‘lchamini ifodalash uchun mxn belgi
ishlatiladi. Bu belgi matritsaning m ta satr va »n ta ustundan tashkil
topganini bildiradi.

Matritsa lotin alifbosining bosh harflaridan biri biian belgilanadi.

Masalan,

3x2 o‘lchamli matritsa | 2x3 o‘lchamli matritsa | 2 x 2 o‘lchamli matritsa

\~

4 (2) ,5/ B -1 47 . (sinx —cosx
- 256 7| cosx sinxJ

3 1

A matritsaning -satr va j-ustunda joylashgan elementi «, bilan

belgilanadi. o o
A=(a,), (=1,m,j=1,n) yoki Adja, |, (i=Lmj=1n)  yozuv

A matritsa a, elementlardan tashkil topganini bildiradi:

all alZ aln a!i a 2 aln !
a, a, ... a a, a. a,
21 z 2n |, _ _ 2 2 an
A=(a)= , A=la,l= I
anl amz ccc anm 4 aml amz b amﬂ |

1xn olchamli d=(a, a. a,) matritsaga satr matritsa yoki

satr-vektor deyiiadi.
‘a, )

13

, a
mx1 o'lchamh 4=

aﬂ?}
deviladi.
nxn o'lcharali maritsaga » - tartibli kvadrat matritsa deyiladi.
Kvadrat matritsaning chap yugori burchagidan o ng quyi burchagiga
yo'nalgan a. .a.....a, elementlaridan tuzilgan diagonaliga uning bosh
diagonali, o'ng yuqori burchagidan chap quyi burchagiga yo'nalgan
a..a o elementlardan tuzilgan diagonaliga uning yordamchi

ittt e 1Y T

matritsaga ustun matritsa yoki ustun-vektor

diagonali deyiladi. .
Bosh diagonalidan yuqorida (pastda) joylashgan barcha elementlari

nolga teng bo‘lgan

B dl: a!n) n 0 0
A= 0 a,. a., =% a,. 0
o 0 .. a, a, a, .. a,;)

matritsaga yugoridan uchburchak (quyidan uchburchak) matritsa

deviladi.
Bosh diagonalda joylashmagan barcha elementlari nolga teng

bo‘lgan

(¢. 0 ... O
0 a, ... O
A= -
0 0 .. a,)

matritsaga diagonal matritsa deyiladi. ‘ . -
Barcha elementlari birga teng bo‘lgan diagonal matritsaga birlik

matritsa deyiladi va I (yoki I) harfi bilan belgilanadi. . .
Barcha elementlari nolga teng bo‘lgan ixtiyorly o‘lchamdagi
matritsaga nol matritsa deyiladi va O harfi bilan belgilanadi. -
4 matritsada barcha satrlarni mos ustunlar bilan almz!shtlr}sh
natijasida hosil gilingan A" matritsaga 4  matritsaning
transponirlangan matritsasi deyiladi: (a,)" =(a,).
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Agar A=4" bo‘lsa, 4 matritsaga simmetrik matritsu deyiladi.

1.1.2. Matritsalar ustida arifmetik amallar

Maritsalarning tengligi

Bir xil o‘lchamli 4=(u,) va B =(b,; matritsalarning barcha mos

elementlari teng, ya’'ni «, =5 bo’lsa, bu matritsalarga teng matritsalar
deyiladi va 4= B deb yoziladi.

A=B = a,=h

barcha /=1,m, j=1n uchun

Matritsani songa ko ‘paytirish

1-ta’rif.  A=(u,) matritsaning 1 songa ko'paytmasi dcb,
clementlari ¢, = Aa, kabi aniqlanadigan C = 24 matritsaga aytiladi.

C=24 o ¢ =,

I-misol. A=(2 -

0 bo‘lsin. 3.4 ni topi
34 - o‘Isin. 34 ni toping.

Yechish.

(2 -1 0) (32 3(-1) 30) {6 =3 0)
34=3- = = .
l3 4 -1} 13-3 3.4 3.(=1 L9 12 —3J

Matritsalarni qo‘shish va ayirish

Matritsalarni  qo‘shish va ayirish amallari bir xil o'lchamli
matritsalar uchun kiritiladi. Bunda yig‘indi matrisa qo‘shiluvchi
matritsalar bilan bir xil o‘lchamga ega bo‘ladi.

2-ta’rif. A=(a,) va B=(b) matritsalarning  yig'indisi deb,

elementlari ¢, =a, + b, kabi aniqlanadigan C = 4+ B matritsaga aytiladi.

C=4A+B <& ¢ =a,+b,.

. 1 -1 4 2 3 g s . .
2-misol. 4= s oo 1)@ B= Lo )bo‘lsm. A+ B ni toping.

Yechish.
(B I -1 4\ 2.3 2 1+2 -1+3 442 32 6
AT D= + = =
300 1) {1 o -2)7(3+1 040 14(=2))7l4 0 -1)
-A=(-1)-4 matritsa A matritsaga qarama-qarshi matritsa deb
ataladi.
3-ta’rif. A=(a,) va B=(b) matritsalarning ayirmasi  deb

('=A-B=A+(-B) matritsaga aytiladi. Bunda ¢ matritsaning
clementlari ¢, =a, +(-b,)=a, -b, kabi topiladi.

1o 9

C=A4A-B <& ¢ =a-b.

2 - 3 2 . . .
3-misol. A:E 5 3 Z) va B’:(1 | 1) bo'lsin. 4- 8 ni toping.

2 -1

<

Yechish.

P 2)_(1 3 2)42—1 -3-3 2-2 )_(1 -6 o)

2 -1 4) 21 -1)2-2 -1-1 4-¢-) (0 -2 5

Matritsalar ustida chizigli amallar quyidagi xossalarga ega.

A, B,C,0 matritsalar mx» o‘lchamli va 4,u- skalyar sonlar bo‘lsa, u

holda: ’
I A+B=B+4, 2°. (A+B)+C=4+(B+C),

¥ A+0=4; 4°. A+(-A)=0;
59 A(A+B)= A+ AB, 6°. (A+ p)A=Ad+ pd;
70 u(Ad) = AuAd) = () 4, 8 1-A=4:
9. (A+BY =4 +B"; 10°. (Ad)" =ad";
11°. A+C=B bo‘lsa, C=B- 4 bo‘ladi;
12° ;4=0 bo‘lsa, 4A=0 yoki 4=0 bo‘ladi;
9



13°. A4=7B va A=0 bo‘lsa, A=5 bo‘ladi.

Xossalardan ayrimlarini isbotlaymiz.

Birinchi to‘rtta xossaning isboti bevosita 2-ta’rifdan kelib chiqadi.
5-xossani garaymiz.

A va B bir xil o‘lchamli matritsalar bo‘lsin.

U holda
A+B=(u, +5,)
yoki
A(A+B)=Aa, +b,)=Aa, )+ Ab,)
va ikkinchidan
Ma,)+ Ab,)= A4+ AB.
bo‘ladi.

Bu ikkita tenglikdan A(4+ B)=A4+ AB bo‘lishi kelib chiqadi.
Matritsalarni ko ‘paytirish

Bir xil sondagi elementlarga ega bo‘lgan 4 satr matritsa va
B ustun matritsa berilgan bo‘Isin deylik. Bunda A4 satming # ustunga

ko‘paytmasi quyidagicha aniglanadi:
bll

h,
AB=(a, a, .. a,)| " |=a.b, +ab,+. .+ab,.

h

in

ya’ni ko‘paytma berilgan matritsalar mos elementlari ko‘paytmalarining
yig‘indisiga teng bo‘ladi.

Matritsalarni ko*paytirishning bu qoidasi satrni ustunga ko ‘paytirish
goidasi deb yuritiladi.

Ikki matritsani ko‘paytirish amali moslashtirilgan matritsalar

uchun kiritiladi.
A matritsaning ustunlari soni B matritsaning satrlari soniga

teng bo‘lsa, A va B matritsalar moslashtirilgan deyiladi.
4-ta’rif. mxp o‘lchamli A=(a)) matritsaning pxn o‘lchamli

B=(b,) matritsaga ko 'paytmasi AB deb, c, elementi 4 matritsaning

10

¢ -satrini B matritsaning j -ustuniga satrni ustunga ko‘paytirish qoidasi
bilan, ya’'ni

c,=a b, +ab, +...+ab, =§aubi, i=L..,m, k=01..n

(qoshiluvchlari quyidagi sxemada keltirilgan) kabi aniglanadigan mxn
o‘lchamli ¢ = (c, ) matritsaga aytiladi.

{o o o - fo : o
Lo et et o
| . s

' o o " a to oL o
P . o

Poe e e e N

ko o o ... o)lo Tl ob‘ . 9

4-misol. Berilgan matritsalarni ko*paytiring.

(2 (5 6)_(1-5+2-7 1-6+2-8) (19
13 4)\7 8)\3.5+44.7 3.6+4.8) (43

[V S
o
\W—-'/

7 8 0
(21
32
2._34-[1\ 3:
0 2)\ ¢
2.341-(<1)  2:2+1-:0  2.4+1.3 5 4 1
—|_3.344.(=1) -3.244.0 -3-444.3[=|-13 -6 0
| 0:3+2.(-) 0:2+2:0 0-4+23) (-2 0 6

Agar A matritsaning satrlari 4,4,...4, bilan va B matritsaning
ustulari 8,.B,,..B, bilan belgilansa, u holda matritsalarni ko‘paytirish
qoidasini quyidagi ko‘rinishda yozish mumkin:

A AB, AB, .. AB,

A AB,  AB, .. AB,
C=a=|""|(B B, .. B)=| ' 7 L

4 AB, AB, .. AB,)

Matritsalarni ko‘paytirishda 4° yozuv ikkita bir xil matritsaning
ko*paytmasini bildiradi:
A*=A-A.
[



Shu kabi
A=A A-A, ..., A"=A-A-.-A
A-A-.-4

n oarts

. . 1 -1
S-misol. f(x)=2x-x+5va A=(0 2} bo‘lsin. f(A)ni toping.

Yechish. Matritsa ko‘rinishdagi f(A4) funksivaga o‘tishda 2 sonli
go‘shiluvchi A7 ko‘paytma bilan almashtiriladi, bu yerda 7-birlik

matritsa.

| , [ =1y (1 -1\ (1 -1 1 0
f(A)=24-4 +51=2-(0 2]—(0 2)-(0 2J+5-(0 1):
2 =2) (1 =3 (5 0) (6 I
=[0 4J'(0 4)*[0 5J=(0 5J‘

Matritsalarni ko ‘paytirish amali ushbu xossalarga bo ‘ysunadi

1. A matritsa mxn o‘lchamli va B,C matritsalar nxp
o‘lchamli bo‘lsa, A(B+C)=AB+ AC bo‘ladi;

2°. A,B,Cmatritsalar mos ravishda mxn, nxp, pxgq
o‘lchamli bo‘lsa, A(BC)=(AB)C bo‘ladi;

3°. A4,B,1,0 moslashtirilgan matritsalar va 2,u skalyar sonlar
bo‘lsa, u holda:

1) (AA)(uB) = (Ap)(AB);

3) AI=1A=4; 4) AO=04=0;

2) A(AB)=(Ad)B = A(AB);

5) (ABY =B A".
4" A1,0-n- tartibli kvadrat matritsalar va p,q manfiy

bo‘Imagan butun sonlar bo‘lsa, u holda:
1) A74% =477, 2) (A7) =A™,

4) A°=1.

3) A'=4,

Xossalardan ayrimlarini ta’riflar yordamida isbotlaymiz va

| -xossant qarayvlik.
4={a,) matritsa mxn o‘lchamli va B=(4)), C=(c,) matritsalar

n~ p o’lchamli bo‘lsin. U holda 2- va 3-ta'riflarga ko‘ra istalgan ,; da

birinchidan
B+('=(bu +(."))

yoki
AB+C)= iau b, +¢,)= i(aﬁ,b@) +a,c)= i“ab,-; + }:—,aﬂc”
t- & i [ k=1

va ikkinchidan
Sab, +Ya,c, = AC+BC
| -1

bo‘ladi.
Oxirgi ikkita tenglikdan A(B + )= AB + AC bo‘lishi kelib chigadi.

3- xossaning 5-bandini qaraylik.
A=(a,) va B=(b)) bo'lsin. Bundan 4" = (a;) va B" =(¢;) bo‘ladi, bu

yerda o) =a,, & =b,.
U holda 3-ta’rifga ko‘ra istalgan ,; da birinchidan

AB= iu“b‘7 voki (4B) = Zﬂ:aﬂ,blx
-1 =)

va ikkinchidan,
Sab, =3ba, =Y bd, =B 4
k=1 k- a-l

bo‘ladi. Bundan (48)" = B" A" bo‘lishi kelib chigadi.
2-xossani to*g‘riligiga misol yechish orgali ishonch hosil gilamiz.

3 -1 C -2 4 bo‘lsin
A=(1 2), B=(0 A=l s 0 2 .

U holda
3l (—24 1y (1112 1
B"‘Lo 4)'\5 o 27l 20 o 8f

, -11 12 1
ABO) =l 2)-[ 20 0 8):(29 12 17),

AB=(1 2)-((3) —;J=(3 7)

13

ayrimlarining to‘g‘riligiga misollarni yechish orgali ishonch hosil
gilamiz. I
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-2 4
(A&C:G‘U{S 0 3=Q9121H

Demak, 4(BC)=(AB) .

Umuman olganda matritsalarni ko‘paytirish nokommutativ, ya’ni
AB# BA. Masalan, 1xn o‘lchamli 4 matritsaning nx1 o’lchamli B
matritsaga 4B ko‘paytmasi sondan, ya'ni 11 o’lchamli matritsadan
iborat bo‘lsa, B4 ko‘paytmasi » - tartibli kvadrat matritsa bo"ladi.

Bir xil tartibli 4 va B kvadrat matritsalar uchun A4B=54 bo‘lsa,
A va B matritsalarga kommutativ matritsalar. AB-BA ayirmaga

kommutator deyiladi.
1.1.3. Mashgqlar

1.4 kvadrat matritsa bo‘lsin. A4+ A’ simmetrik matritsa bo‘lishini

ko‘rsating.
3} I o (0
2. A=|4! matritsani X = = l‘va 7 =| 0 | matritsalarning chizigl
5 J 0 0) 1)

kombinatsiyasi ko‘rinishida ifodalang.

- N
3. a{i)—b{ IlJz(ISOJ bo‘lsa, « va b nitoping.

4. Matritsa 30 ta elementga ega bo‘lsa, u ganday tartiblarda berilishi

mumkin?
5_8. A, B matritsalar va A,z sonlar berilgan. A4 + uf3 matritsani toping:

1ol -1 23 -1
. = - ),:—], =2.
> A (2 -3 O}B [—1 0 2} #

1 4 2 -5
2 -1 0) -3 11
7. A=|-1 3 —2LB= 0 -1 0| A=-3, u=-2
(2 3 1 -4 -3 2

14

2 -1 2)

8 A= § -3 3LB=l A=\ p=-v
9. 4 va B moslashtirilgan matritsalar bo‘lsin. Quyidagilami ko‘rsating:

(a) agar .1 matritsa satr matritsa bo'lsa, u holda 48 satr matritsa bo'ladi:

(b) agar B matritsa ustun matritsa bo'lsa. u holda AB ustun matritsa bo‘ladi.

2% (x 0y (x 0, L
10. =( . bo‘lsa. x va yni toping.
3 30 v Lo o)

1l. Agar 4 matritsa 3x3 o'lchamli va (' esa 5x5 o‘lchamli bo‘lsa,
ABC ko*paytma ma’noga ega bo‘lishi uchun s inatritsa qanday o‘lchamda bo‘lishi
kerak?

‘10 . . . .
12. A=|' \. matritsa  berilgan. 48 ko’paytmani nol matntsaga

\ 0y
aylantiruvchi 8 matritsani toping.
13-16. A va B matritsalar berilgan. 4B matritsani toping.

i3 a2l 2 0t R
RGRTUREE F AT I )
2 \
2 '! (4 -2)
14 A= 0 -1} B=] |
203
3 2! \
/

210
/

f1 -1 2 4 0 -=-2)

16. A= -2 0 3|B=|2 -1 0}
(1 -1 o 0 -i 3J

17. 4 =(E —:] B:( ; :J ¢ = B-3Ibo‘lsa, (AB)C matritsani toping.
Z [ —

18. A={; _‘3, B=(; Z) C=(_5l :} bo‘lsa, A(BC)matritsani toping.
(4 -2 3} ( 0 1 ‘ ‘ . ;

19. A=|-2 1 6,B= 3 2 matritsalar berilgan. 4B, BB, A
12 zJ L-z 0

matritsalarni toping.
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Bunda diagonallardagi yoki asoslari diagonallarga paralle] bo‘lgan o4 - !
uchburchaklar uchlaridagi clementlar uchta elementning ko*pavtmasini 3.detC’= 2 0 3| determinanini Sarryusning 2-qoidasi bilan
hosil giladi. Agar uchburchaklarning asoslari bosh diagonalga parallcl | 3 -1 2 |
bo‘lsa, u holda elementlarning ko'paytmasi ishorasini saglaydi. Agar hisoblang
uchburchaklarning asoslari yordamchi diagonalga parallel bo‘lsa, ‘ Yec'h}.;ll
u holda elementlaming ko‘paytmasi teskari ishora bilan olinadi. o
«Sarryus goidalari» quyidagi sxemalar bilan ifodalanadi: 2 =13 2ol 3
I3 2 1= —8+1+27=20.3 X 2%-1=> 6-6+6=6,
IRINGAN LRy
- 1Y =2 173722
@, d, ,a,,///_ - det4=20-6=14
az)..‘/.,an‘/x/au/ s a, a, a, a “al’ .
1 a;l;;a,;x’/‘a,t,’~ 2 a, a a a l,/ Q \4\/ ,‘{ 3:/ 4
o e, SR 22 507302 0= detB=0+36+2-0+9-16=3I.
o a. a, ~e el ¥o-raZa
- + o+
135 3-
‘;\ d /_; -
1-qoidada avval determinant tagiga uning birinchi ikkita satri 3 ,,\,i}. ‘] > detC=1-36-20-6-8-15=-84
yoziladi, 2-goidada esa determinantning o‘ng tomoniga uning birinchi . ""*~~\\)_\’“x§' , ) .
ikkita ustuni yoziladi. Bunda diagonallardagi yoki diagonallarga parallel i 4 ‘;\:\2 :
N

bo‘lgan to‘g‘ri chiziglardagi elementlar uchta ko‘paytuvchini hosil 7.7

giladi. Agar to‘g‘ri chiziglar bosh diagonalga parallel bo‘lsa, u holda *
elementlarning ko‘paytmasi ishorasini saglaydi. Agar to‘g‘ri chiziglar
yordamchi diagonalga parallel bo‘lsa, u holda elementlarning
ko‘paytmasi teskari ishora bilan olinadi.

1.2.2. » - tartibli determinant tushunchasi

n -tartibli determinant

2 -1 3
a, a. .. a,
2-misol. 1. detdA=| 3 2 -1| determinantni uchburchak qoidasi 0 4 J
1 3 -2 dCtA= b 2 2n
bilan hisoblang. a, 4, - 4,
I t 5 3 kabi belgilanadi va ma’lum qoida asosida hiSOblinadi[, o £
. . . Cq e _trrtibli ; i i tundan faqat
= - arryu - bilan n-tartibli  determinant har.blr satf va har bir ust
2. detB=|3 1 -2 detenminanini Sarryusning 1-Goides bittadan olingan » ta elementning ko pglytmasndan tuzilgan ! ta
l 2ot qo‘shiluvchilar yig‘indisidan iborat bo‘ladi, bunda k.o‘paytmalar bir-
hisoblang biridan elementlarining tarkibi bilan farg giladi va har bir ko‘paytma
, 19
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oldiga inversiya tushunchasi asosida plus yoki minus ishora qo-viladi.

n-tartibli determinantni bu qoida asosida ifodalash ancha noqulay.
Shu sababli yuqori tartibli_ determinantlami hisoblashda bir nechta
ekvivalent qoidalardan foydalaniladi. Bunday qoidalardan biri yugqori
tartibli determinantlarni quyi tartibli determinantlar asosida hisoblash
usuli hisoblanadi. Bu usulda determinant biror satr (voki ustun)
bo‘yicha yoyiladi. Bunda  quyi (ikkinchi va uchunchi) tartibli
determinantlar yugorida keltirilgan ta’riflar asosida topiladi.

n-tartibli determinantlami yoyishda minor va algcbraik to’ldiruvchi
tushunchalaridan foydalaniladi.

n-tartibli determinant u, elementining  minori deb. shu element

joylashgan satr va ustunni o‘chirishdan hosil bo‘lgan (n-1)-tartibli
determinantga aytiladi va M bilan belgilanadi.
Determinant u, elementining A algebraik 10 ‘ldiruvchisi deb,

A =(-1y"M,
songa aytiladi.
I] 3 2
Masalan, | 2 0 1 | determinantning a, =2 elementining minori
3 2 -2
va algebraik to‘ldiruvchisi quyidagicha topiladi:
)32 5 2|
2eQd |=M, =’ > =10, A, =(-1)""M, =10.
3 2 -2 2 —zl

1.2.3. Determinantning xossalari

Determinantning xossalarini uchinchi tartibli determinant uchun
keltiramiz. Bu xossalar ixtiyoriy »-tlartibli determinant uchun ham
o‘rinli bo‘ladi.

I-xossa. Transponirlash (barcha satrlarni mos ustunlar bilan
almashtirish) natijasida determinantning giymati o‘zgarmaydi, ya'ni

a‘ll all a13 a!l a:’ aSl

,

detA=|a, a, a,|=|a, a, a, |=detd.
aSI a.‘;‘ a33 al} a?} 033

Isbori. Xossani isbotlash uchun tenglikring chap va 0°ng tomonidagi
determinantlaming  givmatlarini uchburchak qoidast orqali yozib olish
va olingan ifodalarning tengligiga ishonch hosil gilish kifoya.

I-xossa sair va ustunlaming teng huquqgligini belgilab beradi.
Boshqgacha aytganda satrlar uchun isbotlangan xossalar ustunlar uchun
ham o-rinli bo'ladi va aksincha. Shu sababli keyingi Xossalarni ham
satrlar va ham ustunlar uchun ifodalab. ularning isbotini faqat satrlar
yoki fagat ustunlar uchun ko rsatamiz.

2-xossa. Determinant  ikkita satrining (ustunining) o‘rinlari
almashtirilsa, uning qiymati qarama-qarshi ishoraga o‘zgaradi.
Masalan,
aH
a., 4G4, da,|=-|a, a, 4a,}|

d,  a, ay a, d, dy

|
|
|
|

Bu xossa ham 1-xossa kabi isbotlanadi.

3-xossa. Agar determinant ikkita bir xil satrga (ustunga) ega bo’lsa,
u nolga teng bo‘ladi.

Jsboti. 1kkita bir xil satming o‘rinlari almashtirilsa, dcterminant
(shuningdek, uning  giymati) o'zgarmaydi. Ikkinchi tompndan 2-
xossaga ko‘ra determinant qiymatining ishorasi o‘zgaradi. Demak
det 4 =-det 4, yoki 2det.4=0. Bundan det4=0.

4-xossa. Determinantning biror satri (ustuni) eiementlari A songa
ko*paytirilsa, determinant shu songa ko"payadi va aksinghg determinant
biror satr (ustun) elementlarining umumiy ko‘paytuvchisini determinant
belgisidan tashqariga chiqarish mumkin.

Masalan,

Q

Ja.  Aa, Ad, a, a; i3

| Gn  Ox 4y =Ac| Gy Az Gy -

Q K&

33

l a}l 03'. aD a.". 03.2

Isboti. Tenglikning chap tomondagi determinapt hisoblanganida
oltita qo°shiluvchining hammasida_ A ko‘.pay.tuvchl qatnashgdn.‘ Bu
ko‘paytuvchini qavsdan tashqanga chlqa'nb,. anslar 1ch1dag
qo‘shiluvchilardan determinant tuzilsa, tenglikning o‘ng tomondagi
ifoda hosil bo‘ladi. . N

5-xossa. Agar determinant biror satrining
elementlari nolga teng bo‘lsa, u nolga teng bo‘ladi.
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Xossaning isboti 4-xossadan 4=0 da kelib chigadi.
6-xossa. Agar determinantning ikki satri (ustuni} proporsional
bo‘lsa, u nolga teng bo‘ladi.

Masalan,
a, a, a, I
\a, Aa. sa, =0
a a, a

Isboti. 4-xossaga ko‘ra determinant ikkinchi satrining A
ko‘paytuvchisini determinant belgisidan chiqarish mumkin. Natijada
ikkita bir xil satrli determinant qoladi va u 3-xossaga ko'ra nolga teng
bo‘ladi.

7-xossa. Agar determinant biror satrining (ustunining) har bir
elementi ikki qo‘shiluvchining yig‘indisidan iborat bo‘lsa, bu
determinant ikki determinant yig‘indisiga teng bo‘lib, ulardan
birinchisining  tegishli  satri  (ustuni)  elementlari  birinchi
go‘shiluvchilardan, ikkinchisining tegishli satri (ustuni) eclementlari
ikkinchi qo‘shiluvchilardan tashkil topadi.

Isboti. Determinant birinchi satrining har bir elementi ikkita
qo‘shiluvchi yig‘indisidan iborat bo‘Isin.

U holda
’ n ! " ’ 9
a]l + all a?Z + alZ a]J + ai}
’ n ! "
a, a, a, |=(d +d)a,a, +(a. +d)a,a, +
a a a

+ (atls + al”3 )a21a32 - (a':'s + a|’3 )a“’a3| - (a‘.lz + (.'"2 )azla'm - ((Il'! + al’l )azaan =

a2

=ada.a.+dad.a.a.

/ ’ . r a
nN-22733 2723751 a!Za a 3 _al Ia23a32 T (aua:zau +al7[12303) +

+ala,a, —ada,a nd,

2%5 13% 2% ™

! 7 ’
“ 12

a a’|
” ” ” _
ey, =a,,a,0, ~a3,0,a,, -a;d,,d,)=| &, d, a,
a

a
a, 0, a:)"
a

k1 a.‘Z a.'ll'

3

+
’ ]

a a

J x LI

8-xossa. Agar determinantning biror satri (ustuni) elementlariga
boshqa satrining (ustunining) mos elementlarini biror songa ko‘paytirib
qo‘shilsa, determinantning giymati o‘zgarmaydi.

Isboti. det 4 determinantning ikkinchi satri elementlariga 1 ga
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ko paytirilgan birinchi satrning mos elementlari go shilgan bo'lsin:

G, a, a,

4. T Aa, A, 474, G, +Aa, =

a, a,. a,
’ I d a a
d, d, 4, l n 12 15
=la, a,. a,|+A-la, a, aq;
a, a,. 4, a, a, a,
; i 5

Qorshiluvchilardan birinchisi det 4 ga va ikkinchisi esa 3-xossaga ko'ra
nolga ieng. Demak, yigTindi det.1ga teng. .
9-xossa. Detierminantning givmati uning biror satri (ustuni)
clementlari bilan shu eclementlarga mos algebraik to‘ldiruvchilar
ko'paytmalarining yig'indisiga teng bo‘ladi.
Masalan, detd=a .4, ~a. A, +a,4d,

yoki

a, a. ay,
% va,

a.‘.\ |

ki 3l a\l

al! a.’l a‘)
Isboti. Tenglikning 0'ng tomonida almashtirishlar bajaramiz:

al‘(a‘.:ail - as:azs) - al:(anas; - aslazs) + a:s(a::azz - aa-azz) =

al‘ al: alS l

=a,.d,d), + a4, Gud;, +4,a, —d,;0,a, —Qpayud;, — 4,4, 0, = Gy Gy dy |

aJl a32 a33

]0-xossa. Determinant  biror  satri (ustuni) .elementlgri b.ilar‘n
boshqa satri (ustuni) mos elementlari  algebraik to‘ldiruvchilari

ko*paytmalarining vig‘indisi noiga teng bo‘ladi.
Masalan, a, A, +a.A, +azA4,=0.

Jsboti. Determinantni 9-xossani qo‘ilab, topamiz:

al'. al

a, A, +al:Al: +a|3A:; =‘ a, 4y 4y}

| aSl asz 033
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Bunda «,, a,, 4, mos ravishda a.,, a,, a., bilan bilan almashtirilsa,
3-xossaga ko‘ra, determinant nolga teng boladi.

I-izoh. Determinantning  xossalari asosida quyidagi tecrema
isbotlangan.

1-teorema. Bir xil tartibli 4 va B kvadrat matritsalar
ko‘paytmasining determinanti bu  matritsalar determinanilarining
ko‘paytmasiga teng. ya’ni

det(A- B)=detA-dctB.
1.2.4. n-tartibli determinantlarni hisoblash

n- tartibli determinantni xossalar yordamida soddalashtirib, keyin
tartibini pasaytirish yoki uchburchak ko‘rinishga keltirish usullaridan
biri bilan hisoblash mumkin.

Tartibini pasaytirish usuli

n-tartibli determinant, 9-xossaga asosan, biror satr yoki ustun
bo‘yicha yovilsa, yoyilmada (n-1)-tartibli algebraik to‘ldiruvchilar
hesil bo‘ladi, va’ni n-tartibli determinantni hisoblash tartibi bittaga
past bo‘lgan determinantlarni hisoblashga keltiriladi.

Umuman olganda, quyidagi tcoremalar o‘rinli bo*ladi.

2-teorema. / satrining nomeri qanday bo'lishidan qat’iy nazar,
n-tartibli determinant uchun bu determinantni :-satr bo‘yicha
yoyilmasi deb ataluvchi

detA=u, A, +u,A,+..+u A, , i=n

formula o‘rinli.

3-teorema. ; ustunining nomeri ganday bo‘lishidan qat’iy nazar, » -
tartibli determinant uchun bu determinantni j-ustun bo‘yicha
yovilmasi deb ataluvchi

detd=q A, +a, 4, +..+a 4, j=Ln

formula o‘rinli.

Determinantni biror satr yoki ustun bo‘yicha voyishga Laplas
yoyilmalari usuli deyiladi.

Laplas yoyilmalari usulida determinantning qaysi bir satrida
(ustunida) noilar ko‘p bo‘lsa, u holda yoyishni shu satr (ustun)
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bo'vicha bajarish qulay boladi. . .
"Bundan tashaari, 8-xossani qo‘llab, determinantning biror satrida

(ustunida) bitta clementdan boshqa elementlarni nollarga keltiris.h

mumkin. Bunda determinantning gqiymati shu satrdagi (ustunflggl)

noldan farqli eclement bilan uning algebraik to.‘ld.imvchis.mmg

ko*paytmasidan iborat bo'ladi. Shunday qilib. n-tartll?h determinant
hitta (- 1)-tartibli determinantga keltirib. hisoblanadi.

3-misol.
2 -1 0 4
4 2 -1 3
detd = _2 0 3 -4
1 1 0 -2

determinantni tartibini pasaytirish usuli bilan hisoblang. o
Yechish. Bunda: 1) Ikkita elementi nolga teng bo‘lgan uchlpchl
ustunni tanlaymiz va uning ikkinchi satrida joylgshgan e}emenudan
boshqa barcha elementlarini nolga qylantlramlz. .Bunmg: uchun
ikkinchi satr elementlarini 3 ga ko'paytirib, uch.unchl. satrning mos
elementlariga qo‘shamiz va hosil bo‘lgan determinantni uchinchi

ustun elementlari bo‘yicha yoyamiz:

> -1 0 4 2 -1 0 4 5 -1 4
detA = 2 0 3 - o 6 0 5 k : | -2
1 i 0 -2 1 1 0 —7-|

bli determinantda birinchi ustunning

1 aili hinchi tarti ..
2) Hosil qilingan uchi da joylashgan elementlarini nolga

uchinchi satri elementidan yugori joyla . rini nol
aylantiramiz. Buning uchun avval uchinchi satmi (-2)ga ko pavtirib,

birinchi satrga qo‘shamiz, keyin uchinchi satrpi (—l.O)gz% ko‘payttz?,
ikkinchi satrga qo‘shamiz, hosil bo‘lgan determinantni .bmn%l;.l ustun
elementlari bo‘yicha yoyamiz va hosil bo‘lgan ikkinchi tartibli
determinantni hisoblaymiz:

0o -3 8 3 3
detA={0 -4 25|= 4 =-75+32=-43.
1 1 =2
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Uchburchak ko ‘rinishga keltirish usuli

Bu usulda determinant xossalar yordamida soddalashtiriladi va
uchburchak ko‘rinishga keltiriladi, ya’ni diagonalidan pastda (yuqorida)
joylashgan barcha elementlari nolga aylantiriladi.

Bunda

detA=(-1)" detl/

bo‘ladi, bu yerda & -satrlarda va ustunlarda bajarilgan barcha o‘rin
almashtirishlar ~ soni; detl/ —berilgan determinantning  uchburchak
ko‘rininshi va uning qiymati quyidagi xossa asosida hisoblanadi.

Xossa. Uchburchak ko‘rinishidagi determinani bosh diagonalda
joylashgan elementlarining ko‘paytmasiga teng.

4-misol.

0
1
detA=
2

S = W N
—_ 0 O =
N — O o

0 2

determinantni uchburchak ko‘rinishga keltirib, hisoblang.
Yechish. Determinant ustida quyidagi soddalashtirishlarni

bajaramiz:

— birinchi ustunni o‘zidan o°ngda joylashgan ustunlar bilan ketma-
ket k=3 ta o‘rin almashtirib, to‘rtinchi ustunga o‘tkazamiz;

— birinchi ustunning birinchi satridan pastda joylashgan
elementlarini nolga aylantiramiz;

— ikkinchi ustunning ikkinchi satridan pastda joylashgan
elementlarini nolga aylantiramiz;

— uchinchi ustunning to‘rtinchi satrida joylashgan elementini nolga
aylantiramiz;

— (1) =(-1y =-1 ko‘paytuvchi bilan hosil bo‘lgan uchburchak
ko‘rinishdagi determinantning bosh diagonalda joylashgan elementlarini
ko‘paytiramiz.

2100 100 2 100 2
3010 010 3 010 3
= =-—-]3. =(-1)- =
detd=1 0 FE e s P02
010 2 1020 00 2 -2
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100 2 Il 00 2

01 0 3 10 3
=00 0 1 os1F Y0 0 1 —s|7C )-1-1-1-8=-8.

00 2 -2 000 8

1.2.5. Mashgqlar

1. 4 matritsa nxn o‘lchamli bo‘lsin. det(44) da A mi determinant
belgisidan tashqariga chigarish uchun formula keltirib chiqaring.
2. 4 kvadrat matritsa va 4’ 4=17 bo‘lsin. det.4 =+l bo‘lishini ko*rsating.
A =(:) (I)J va B:{Z 2) bo‘lsin. det(A+ B)=deir A +detB fagat a+d =0
bo*lganida bajarilishini ko‘rsating.

4 A= k 0' va R= ( I} bo'lsin. det(4-8)=detd-detB bo'lishiga

ishonch hosil qiling.
(3 1N, . OOt et
5. 4= ! bo‘lsin. det4'™ ni toping.
2 1)
6. A4 va B matritsalar 3x3 o’lchamli, detd=-1va detB=2 bo‘lsin.
Toping:

1) det 4B, 2) det5A; 3) detA” 4; 4) detB”.
7 4 va B matritsalar 4x4 o‘lchamli, det4=4va detB=-3 bo‘lsin.
Toping:
1) det AB; 2) detB’, 3) det24: 4) det/A.
Tkkinchi tartibli determinantlarni hisoblang:
g |r *7 9. boasb .
: b d -X ’ b+1 a+b
0 sin‘a cos'a ga+1 ciga-1 .
10. sin*f cos’B | sina  cosa
Uchinchi tartibli determinantlarni uchburchak va Sarryus qoidalari bilan
hisoblang:
5 -1 1 -2 0 -4
12.]4 o -3} 13.]3 1 1}
2 -3 1 -1 2 -3 !
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. Uchjnchi tartibli determinantlarni biror satr yoki ustun elementlari bo*vicha
yoyib hisoblang: ’

1 b ;, x -1 x|
14.{6 5 o] : 1.1 x -1
b 0 »-b, x 1 x
sina  sin 3 0 ga cpf 0
16. | sine 0 siny | 17. | g 0 1gp |
0 sinfg siny 0 ca wf

Uchinchi tartibli determinantlarni xossalaridan foydalanib hisoblang;

1 ¢ ab 1 1 i
18. 11 6 ca 19.| ax ay az
1 a b a -x di=y dts?
a=b b b X x-y x-y
20. 5 asb b | 21| x x4z x-2z
b b a+b x x X
a a*+1 (-a)’ l+cosa | l+sina
22.| b bP+1 (1+b)* | 23.| 1-sina 1 1-cosa
c -1 (I+e) 1 ] 1

To‘rtinchi tartibli determinantlarni hisoblang:

1 -1 2 2 1 1 3 2
3 -1 § -2
24, . . 25, 2 0 0 8
-2 -3 0 2 3 9 0 2
0 -2 4 4.4 75
S a 2 -1 3 2 2 2
4 b 4 -3 -
26. 27, |0 2310
2 ¢ 3 -2 5 -8 5§ 8
4 d 5 -4 6 -5 4 7

1.3. MATRITSA USTIDA
ALMASHTIRISHLAR

Matritsa ustida almashtirishlar chiziqli algebrada muhim ro‘l
o‘ynaydi. Jumladan, chizigli algebraik tenglamalar sistemasining
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umumiy yechimini topishda, teskari matritsani aniglashda, matritsaning
rangini  hisoblashda matritsa ustidagi almashtirishlardan keng

fovdalaniladi.
Matritsa satri (ustuni) ustida elementar almashtirishlar uch tipda

bo'ladi:

I. ikkita satrning (ustunning) o‘rnini almashtirish;

I1. satrni (ustunni) noldan farqli songa ko*paytirish;

lil. satrga (ustunga) noldan farqli songa ko‘paytirilgan boshqa
satrni (ustunni) qo‘shish.

Biri ikkinchisidan elementar almashtirishlar  natijasida hosil
gilingan 4 va B matritsalarga ekvivalent matritsalar deyiladi va 4~ B

ko'rinishda yoziladi.
1.3.1. Teskari matritsa
Asosiy ushunchalar

Matritsalarni qo‘shish, ayirish va ko‘paytirish son!ar ustidg
bajariladigan mos amallarga monand (hamohang) amallar hisoblanadi.
Ushbu bandda matritsalar uchun sonlarni bo‘lish amaliga monand amal

bilan tanishamiz.
Ma’lumki, agar 4soni nolga teng bo'lmasa, u holda har qanday m

soni uchun kx=m tenglama yagona x=%=k"m yechimga ega bo‘ladi,

bu verda & ' soni 4 soniga teskari son deb ataladi. - . '
Sonlar uchun keltirilgan bu tasdiq matritsali tenglamalarni sonli

tenglamalarga monand yechishda muhim ro‘l o‘yr.la.ydi. Xt{su§z§n,_sonli
tenglamalar uchun kk'=1 va k'k=1 shartlarining bajarlhsh‘l hal
qiluvchi hisoblansa, matritsali tenglamalar uchun A4'=7 va 4 .A=;I
shartlarning  bajarilishi ~ muhim hisoblanadi, bu yerda 4,7 - bir xil
o‘lchamli kvadrat matritsalar. .

Agar 4 va A' kvadrat matritsalar uchun A4 '=4'd=1 tenglik
bajarilsa, A ' matritsa 4 matritsaga teskari matritsa .de.ynladl. o

Sonlarda, k" mavjud bo‘lishi uchun £ =0 bo‘lishi ta!at? eplgam
kabi, matritsalarda, 4" mavjud boclishi uchun detA=0 bo‘lishi talab
qilinadi.

Agar det4=0 bo’ '
Bunda singular so‘ziga SInor
terminlaridan ham foydataniladi.

o‘lsa, A matritsaga singular matritsa deyiladi.
nim sifatida «xos» yoki «maxsus»
Agar detA=0 bo‘lsa, 4 malritsa
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nosingular (yoki xosmas yoki maxsusmas) matritsa deb ataladi.

Agar 4 matritsada avval elementlar mos algebraik to°Idiruvchilar
bilan almashtirilsa va keyin transponirlansa. hosil bo‘lgan matritsa
A matritsaga biriktirilgan matritsa deyiladi va adj1 bilan belgilanadi:

Ali '4;, cen .4’,' \f

. A. A. ... 4 !
adja=| “: 7 o
A, A, .. .4,‘/’

Teskari matritsa hagida teoremalar

1- teorema. Xos matritsa teskari matritsaga ega bo‘Imaydi.

Isboti. A matritsa uchun 4' mavjud bo'lsin deb faras gilaylik.
U holda 44 ' =71 bo‘ladi. Bundan dct(4A4™"y=det/ yoki det A-det 4" =det /
kelib chiqadi. Bunda det4A=0 va det/=1 ekanini hisobga olsak.
0=1 ziddiyat hosil bo‘ladi. Bu ~ziddiyat qilingan faraz noto‘g'ri
ekanini ko‘rsatadi, ya’ni teoremani isbotlaydi.

2- teorema. Har ganday xosmas 4 matritsa uchun teskari matritsa

mavjud va yagona bo‘ladi.
Isboti. A matritsa xosmas, ya’ni det4 =0 bo‘lsin. Avval .4 mavjud

bo‘lishini ko‘rsatamiz. Buning uchun 4 matritsani diAade
€

matritsaga  ko‘paytiramiz = va  ko‘paytmaga  determinantning
9- va 10- xossalarini qo‘llaymiz:

An Au An'

a. a, .. a,,) detd detd 7 detd

1 . a, a, .. a,, '412_ ___A_z;_ An.’:

A'(@“"/A} l detd detA T detd |~

a a, e )| A AT A

detA det4d = detA
a A, +a,A,+. . +a A, aA,+a. A, +. .+a A, a A, +a A+ rd, A0
det A detA det 4 I
@A, +a A, +. . +a, A, a,A, va, A, +. . +a, A, a.A, +anA,,z+...+a,JA,_ﬂ_‘_
= detA4 detA detA4 -

Aln anlAnl + anZAld +..+ aMAM

a A, +an2A;'2‘ +..+a A a,A, +a“,A2; +..+a_
\ detA detA det 4 J
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(det A

== 0 ... 0

det 4 "y 1 0 0

et 0 1 0

_ b N T 44
- dell4 B K e ce e _]-AAl‘

0 7 gt Lo oo o1

detd,

Demak. 4 matritsaga teskari matritsa mavjud va bu matritsa
1
det 4

formula bilan topiladi. Bunda A4 '=/ tenglik bajariladi.

A '4= 7 englikning bajarilishi shu kabi ko‘rsatiladi.

Endi 4 yagona ekanini ko‘rsatamiz. Buning uchun 4 ' dan boshqa
4 matritsaga teskari C matritsa mavjud bo‘lsin deb faraz qilamiz. U
holda ta’rifga ko‘ra. AC=7 bo‘ladi. Bu tenglikning har ikkala
tamonini A" ga chapdan ko' paytiramiz:

ATAC=A"1.

A= adjA4

A'A=1 bo‘lgani uchun /¢ = 4”7 bo'ladi. .

Endi /C=C va A4°1=4"' ckanini hisobga olsak, C=4" kelib
chigadi. Teorema to'liq isbot gilindi. o .

3-teorema. Teskari matritsa uchun ushbu xossalar o‘rinli bo‘ladi:

I 4 malritsa A' teskari matritsaga ega bo‘lsa, detA" oy
bo‘ladi; -
2° 4 matritsa A" teskari matritsaga ega bo‘lsa, (4 ') ' = 4 bo‘ladi;

3 npxn oflchamli A va B matritsalar A" va B teskari
matritsalarga ega bo‘lsa, (4B)"=B"4" bo‘ladi; )

4° 4 matritsa A4' teskari matritsaga ega bo‘lsa, (47)"=(47)

bo‘ladi. . - ]
Isboti. 1) 4 matritsa uchun A4 mavjud bo‘lsin. Uholda 447 =1

yoki det(44™)=det/ bo‘ladi. Bundan detA-detA™ =1 yoki det 4 ~Sad

kelib chiqadi.
2) 4 matritsa uchun 4! mavjud bo‘lsin. Uholda A4"=1=4"4
tengliklarga ko‘ra 4" matritsa uchun teskari matritsa mavjud va u 4

dan iborat, ya’ni (4" =4 bo‘ladi.
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3) nxn ofichamli 4 va B matritsalar 4' va B teskari
matritsalarga ega bo‘lsin.
U holda 4B va B'A™" matritsalar uchun

(B'A" )(ABj: B(A'A)B=B'IB=B B=1I,
(ABYB'A )=ABBYA'=Al4 =AA =1
bo‘ladi. Demak, AB uchun teskari matritsa mavjud va (48)'=B'A"’
bo‘ladi.
4) 4 matritsa uchun 4° mavjud bo‘Isin.
U holda 4" va (4) matritsalar uchun

A‘,"(A I)T=(A IA)T=IT=[’

(A'Y 4 =(A4Y =17 =1
bo‘ladi. Demak, 47 uchun teskari matritsa mavjud va (A") =(4 )
bo‘ladi.

1-izoh. 3-xossani k ta nxn o‘lchamli va teskari matritsalarga cga
bo‘lgan matritsalar uchun quyidagicha umumlashtirish mumkin:

(A1A1 At-.A:)N: = Ak:‘4k~. '“"AztA-. g

Bu formula matematik induksiya metodi bilan isbotlanadi.

_ 304y U .
I-misol. A= 1 matritsaga teskari matritsani toping va natijani

2)
tekshiring.
Yechish. Berilgan matritsaning determinantini hisoblaymiz:

| 3

4
det A= —6-4=2.
¢ |1 2

det 4= 0va 4 matritsa uchun teskari matritsa mavjud.
Matritsa elementlarining algebraik to‘Idiruvchilarini topamiz:
A, =(-1)"2=2, A, =(-1)"*1=—1,
Am=(_]):‘l4=—4’ A22=(-])2{:3=3'
A matritsaga biriktirilgan matritsani tuzamiz:

did A, A, _ 2 -4
s A, A, -1 3)
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Shunday qilib.

12 -4
detA{-1 3

1 -2 1]
0 -1 | matritsaga teskari matritsani toping .
1}

b9 | —

4

Yechish. Bu matritsa uchun:

-2 1
0 -1{=0-4+2-0+4+1=3=0.
1

1

detA =

(1) t) =

Matritsa elementlarining algebraik to‘ldiruvchilarini topamiz:

1 ! -7 1 -2 1
S <~ _ -9
= An = T =3> A!-— -
. Il l}_l’ N P 3 l 0 -1
1 1 11
2 -1 _ =3 A3 ——‘ =3
L= =0 L = ’ : N
"_2 1 -2 1 2 -1
9 t1 -
2 ol I L - =4
Ai,=% A 1|=2. ‘423"‘| -2 1 ‘ 3 Ao !2 0

4 matritsaga biriktirilgan matritsani topamiz:

Au Azl ASI\ ‘13

adjd =| 4. A, A, |= 0 3
An AB A33 2 3 4'

Demak,

1 1 2
, 1 3 2) ':',: :15

L 0 3 3 =10 |
A e 53 4] |21 4
= 3 3)
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Teskari matritsani topishning Gauss-Jordan usuli

A Xosmas matritsaning A' teskari matritsasini topishning qulay
htirishlarga

usullaridan biri matritsa satrlari ustida elementar almag
asoslangan Gauss-Jordan usuli hisoblanadi.

A" matritsani topishning Gauss-Jordan usuli ushbu tartibda amalga

oshiriladi.

Gauss-Jordan usulining algoritmi

" 4 va [ matritsalami yonma-yon vyozib, (A7)
kengaytirilgan matritsa tuziladi;
2°. Elementar almashtirishlar yordamida (4|/) matritsa (/|B)

ko‘rinishga keltiriladi. Bunda 8 matritsa A matritsa uchun
teskari matritsa bo*ladi.

2 1 . . . . .
3-misol. A=[] 3) matritsaga teskari matritsani Gauss-Jordan usuli

bilan toping va natijani tekshiring.

Yechish.
(All)=(3 11 O\r—->r+(—2)r:~
1 210 1
1 =31 -2 (1 -3 1 -2)
1 210 Tinosr+(-Dr [0 5]|-1 3)'r2—>f;:5
J - BN
I 2 2 1
I -3 Tolnone3n (1 0 5T 4
~ ! i ~ =(T14™").
[01—1§J 01‘13“)
53 5 s

Yuqorida keltirilgan r — r + Ar, belgilash i -satr bu satrga 4 songa
ko‘paytirilgan - satrni qo‘shish natijasida hosil gilinganini, » — ri
belgi esa /- satr bu satmi A songa bo‘lish natijasida hosil qilinganini

bildiradi.
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> . LI :.: 5 _l! - _1
Demak. +'= _l é ’54\_1 3/
5 5/
£ -1 2) .
d-misol. A=/ -1 3 0 | matritsaga teskari matritsani Gauss-Jordan
L2 1
usuli bilan toping.
Yechish.
I -12]10 0}
(A h=l-1 30[0 i 0| non+p ~
2 1 410 0 1jn—on+(-2y
’ 1 0 0)
(1 -t 211 00 (1 -1 ZI L1 L+
~Jo 2 201 1 oln—ori2~l0 1 5 50 -
‘\o 3 0/-20 1] Ko 30(-2 0 1lnon+(3)
S 2L )
Lo 3 2 2 10 3% % lr=r+(-3)r,
] ! ~ - = O0jn=r+(bhn
~011;50 01122 r=r+(-hn
00 -3 7 3 rnor:(=3) 100 17 1 1
3 2 ! 6 2 3J
1090 ‘i -1 : |
~fo 1 0-3 0 3 =(/]4™).
1001 7 1 _1
L 6 2 3
Demak,
-2 -1 1
2 1
2l-2 0 -
4°=173 3
7011
6 2 3
35



1.3.2. Matritsani LU yoyish

Chiziqli algebrada matritsalarning  turli  yovilmalari keng
qo‘llaniladi.

Matrisani yoyish deb, uni biror xossaga (masalan. ortogonaiiik,
sirnmetriklik, diagonallik xossasiga) ega bo‘lgan ikki va ikkidan ortiq
martitsalar ko‘paytmasi shaklida ifodalashga aytiladi. Bunday
yoyishlardan biri matritsani LU yoyish hisoblanadi.

Matritsani LU yoyishda m xn o‘Ichamli 4 matritsa 4=/ shaklda
ifodalanadi, bu yerda 1. -diagonal elementlari birlardan iborat bo’lgan
mxm o‘lchamli quyi uchburchak (L.ower-triangular) matritsa: {/ - m»n
o‘lchamli yuqori uchburchak (m=»n da trapetsiva) (Upper-triangular)
matritsa.

Masalan,
1 0 0 0O (. LI T
A*]OOO.***
I* = 1 0ollo 0 0 e *
«* % 1Jlooo oo

Matritsaning LU yoyilmasi yana matritsaning LU faktorizasiyasi
deb ataladi. Matritsaning LU yoyilmasidan chizigli algebraik
tenglamalar sistemasini yechishda va teskari matritsani topishda
foydalaniladi.

mxn o‘lchamli 4 matritsa 4=1U shaklga keltirish (LU yoyish),
umuman olganda, 4 matritsaning satrlariga noldan farqli songa
ko‘paytirilgan boshqa satrni qgo‘shish orqali quyidagi tartibda amalga
oshiriladi.

A matritsani LU yoyish algoritmi

1°. 4 matritsa satrlarida ketma-ket elementar almashtirishiar
bajariladi va U shaklga keltiriladi;

2°. Satrlarda bajarilgan elementar almashtirishlar ketma-
ketligi asosida 7, yozuv hosil gilinadi va bu yozuvda barcha
diagonal elementlar ustunlarni bo‘lish orqali birlarga
aylantiriladi.
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f 24 -1 5 -2)
-4 -5 3 -8

-5 -4 1

6 0 7 -3 1}

matritsani LU yoying.

89

S-misol. 4 =t

Yechish.  Matritsa satrlarida ketma-ket elementar almashtirishlar
hajaramiz:

4 -1 5 =2 ,2 4 -1 5 -2
-5 3 -8 INO 3 ! 2-3~
A= _5 -4 1 8||o|-9 -3 -4 10
o 7 -3 1llo2] 4 12 -5
4—|5—2] 24 -1 5 -2
3 2 -3p0003 12 -3
o of271y]joo o0 2 1
0 04 7J00 0] 5

ashkil topgani sababli 7 matritsa 4x4
lgilangan yozuvlar L matritsa
Bu yozuvda barcha diagonal

4 matritsa 4 ta satrdan t
o‘lchamli bo‘ladi. Birinchi qadam@a pe
yozuvining ustunlarini tashkil' giladi.
clementlarni birlarga aylantiramiz:

(2
-4 3
2 -9 2
-6 12 4 5,
2 3 2 5
Loy v 1 0 0 0)
‘ FRRE
N lz; Bundan L= | _3 1 of
-
- 1
-3 421J 3 2 1
Demak, | ?
2 4 -1 5 =2 L 0 0 0Y{2 4 -1 5 =2
-4 -5 3-—81(-21000312—3
2—5—418=1—31000021
607—31—-34210000/
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n- tartibli kvadrat matritsa berilgan bo-lsin. Bunda .1 matritsani
LU yoyish turli algoritmlar bilan amalga oshirilishi mumkin. Shunday
algoritmlardan biri bilan tanishamiz.

A matritsa xosmas bo‘lsin. U holda ta'rifga ko'ra.

I 0 0 . . ‘
u, u, u, . ou) (a, a, a; a,)

lzn 1 0 .0 0 u u u ' l !
= My wloja a. a a.,.
13, /_.,2 1 0 C 0 w; . ou, |*‘ a, u, a a,, l
| » ,
6 0 o0 u,) \4, a. a X

&Iﬂl ‘,n2 1n3 ] L ) L € “un

— 4
L
Bundan

Bu yig‘indidagi oxirgi qo*shiluvchilami ajratib, topamiz:

u,=a, —iﬁu,}, agar /< bo‘lsa; (3.1)
1 = s
l =—(a,] -ilﬁuk}), agar /> bo‘lsa. (3.2)
u k-1

Shunday qilib, 1 va &/ matritsalaming noma’lum elementlari a, va
topilgan /,,u, lar orqali ketma-ket ifodalanadi.

2-izoh. (3.1) va (3.2) formulalar shunday tartiblanganki, bunda
avval barcha «, larni va keyin barcha /, larni hisoblab bo‘lmaydi, va

aksincha. Bu formulalar orqali hisoblashlar quyidagi tartibda bajariladi:

uvj =a1,l’ _/=l,2,,n,
a, ‘ .
1:1 =—’ l=2337'“’n,
U,
u,, =da, _IZIuU’ Jj=23,..n
a, -1 u ] .
[ =52 " i=34, .n
Uy

va hokazo, ya’'ni U ning satrlari va /. ning ustuniari almashlab
hisoblanadi.
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8 29
S-misol. A={4 9 4) matritsani L.U voying.
6 7 9)

Yechish. Berilgan matritsa xosmas, chunki det.4=166#0.
117 = 4 yoyilmani tuzamiz:

1 0 O (u, u, u,) {8 2 9\
[I:, I 0{ 0 u. u,|=[4 9 41.
oo to 0 a) (6 79)

/. va U/ matritsalarning noma’lum elementlarini (3.1) va (3.2)
formuialar bilan aniglaymiz:

u,=a, =8 u.=a,=2, u,=a,=9,
o 41 cu —lu. =9-L.a=
‘ =Ta:':§=-2—’ u.=a,.—-lu, =9 52 8,
! ! 1, .83
ll:;za._.’—/;x.'l),=4 5-9:—7,-, ln——u”({,:—-s 4,
' 1, 3 a)=£
[, 'T(azz—[n”x:)—8{7 4 )16
b
3 im{1 ____f'z
u”:a};—l,,uu—/ uz,-9—-z 9—E~( 2)-32
Demak,
g 29y |1 0 of%2 91
(494=%10-08—-2—
7 2
L6’9) 3111‘00%J
4 16 N 32

1.3.3. Matritsaning rangi

mxn o'lchamli 4 matritsa berilgan bo‘lsin. Bu rpatfitsadan bir(?r
k (k <min(m;»)) ta satr va k ta ustunni ajratamiz. Ajratilgan satr va

ustunlarning kesishishida joylashgan elementlardan k-tartibli kvadrat

matritsani tuzamiz. Bu matritsaning determinantiga 4 matritsaning

k -tartibli minori deyiladi.
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I -1 2 3 -1
) o 2 0 -7 - . .. .
7-misol. A= 2 0 1 -1 2 matritsaning  rangini  uni 4 Az(__; ,j,-j va (,'=( 3 25) bo‘Isin. ¢ =A" ekanini ko‘rsating.
-1 3 -5 -10 5 o
kanonik ko‘rini o a0 -5 (a0 =
anonik ko‘rinishga keltirish usuli bilan toping. 5. B= -18 i ”4|matntaa A= l I -6| matritsaning teskari matritsasi
Yechish. (30 3004
bo*lishini ko rsating.
1 -1 2 3 -1
A='2 0 1 -1 2ir->r+(-2)r~ l‘/ o3 ) itsani i
2 2 ' 6. B=—1 -17 21 =4 2 1 l matritsaning teskarn
-1 3 -5 -10 5 = +r "69\ 10 6 2/[ K‘; -1 5
1 -1 2 3 -1 I -1 2 R matritsasi bo‘lishini ko'rsating.
~l0 2 -3 -7 4 ~0 2 -3 -7 4 ~ 7. Berilgan matritsalardan qaysi birlari uchun teskari matritsa mavjud
0 2 -3 =7 4)non+(=r {0 0 0 0 0jdod bo‘ladi?
i N 1 -2 0) 12 -1
(1 00 (100 L U I L O B IO
-1 2 0| non+r 0 2 0 r—r:2 ’ ‘ 305 11, 0 3 10)
~ 2 =3 0fnon+(=2)r~[0 =3 0f r>r:3 ~ 8. AJO "\i bo‘lsin. A° = A™ va A4 =1 bolishini korsating.
3 =7 0|r,->r,+(=3)r |0 =7 0| r,or,:7 \r -
-1 4 0) norn+rn 0 4 O)r—=>r:(—H 9, Berilgan matritsalardan qaysi birlari o°zaro teskari matritsalar bo‘ladi?
NN 2 -5
1 00 100 nitt o 0] Jm( 3]"
Loy oy 2 J
0 10 0 1 Ol ' \
~ - - ~ 1 20 7 2 -6
0 1 Olr,—>r+r,~0 0 0, ‘;)(3 ) val(S 0 4)lo 2 3|va (-3 -1 3
0 -1 Ofr,>r+r ([0 00 ' o s) 0 sle 3) 131 Lz 1 -2
0 -1 0)r,>r+r, \O 0 O

/- A\ . . . .
Demak, r(4)=2 10. 4=| ; Z( matritsa berilgan. 4™ matntsani toping.
\ )

1.3.4. Mashqlar 11. 4 =( > j) matritsa berilgan. 4~ matritsani toping.
-1

1. Agar A matritsa xosmas va simmetrik bo‘lsa, 4~ matritsa ham xosmas 12. Berilgan shartlarni qanoatlantiruvchi 4 matritsani toping:

va simmetrik bo‘lishini ko‘rsating. \ R ]Yl
: i -1 R
2. Agar A kvadrat matritsa va (/-A) xosmas matritsa bo‘lsa, 1) 34)" {0 | l 2) @4Y _Kz 3
A{l - A) ' =(I - A) ' A tenglik bajarilishini ko‘rsating. m 2
‘ U . 21 A 3|
3. 4 =(a ;J matritsaning teskari matritsaga ega bo‘lishi shartini toping. . 3) (47 -2I)” =[_1 0); 4 4 2 : J
I s -

4 ! 43



If 1 0 0)
13. ABC={ -5 1 0! bo'lsin. ¢ ‘B4 ni toping,
l 0 0 1J
{-3 2 3
14. A:' 4 1 61 matritsa berilgan. = A-adjd ko"paytmaning barcha
75 -I/'
nodiagonal elementlarini toping.
12 3‘
15. A={0 2 41 matntsa beriigan. - 4-adi4  ko'paytmaning barcha
13 0

diagonal elementlarini toping.

A matritsa berilgan. 4 ' matritsani toping;

| I 2 03
16. A=|1 2 -1 17. 4={2 & 45
2 2 4 310 §)

A matritsa berilgan. 4 ' matritsani Jordan-Gauss usuli bilan toping:

(1 01 2 1 -1 6 1
21 0 1 -1 01 ol
18. 4= 4
11 21 19. 4 2 -1 1 21
112y 0 1 2 OJ
20. A4 matritsa berilgan. Matritsaning 1¢/ yoyilmasini toping;
2 N 6
1),4:( ) 2)A=( 4
8 7 12 5
31 2 2 32
3) A=|-9 0 -4/ 4) A= 4 13 9.
L9 9 14 -6 5 4
. 2 -3 4
20 5 2 -4 8 —7’
5)4A=|-6 3 -13 -3/ 6)A=| 6 -5 14}
4 6 16 17) -6 9 -I2
8 -6 10
A matritsa berilgan. r(4)ni minorlar ajratish usuli bilan toping:
1 -1 2 3 -2 3)
21. 4=)-1 3 0 1] 22. A={-1 4 -2|
3 411 (2 -2 7
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A matritsa berilgan. r()ni elementar almashtirishlar usuli bilan toping:

{1 -1 3 4\
f1 =3 2 -1 s 1 3 -2
23, 4= 2 -1 4 —oi. 24, .4_1 43 1]

-3 -1 -6 11 L -3 0 -9

1.4. CHIZIQLI TENGLAMALAR
SISTEMASI

sistemasini  yechish masalasi chizi.qli
an biri hisoblanadi. Matemalika,.texmke}
va igtisodiyotning ko‘pchilik masal.alari. chi?iqli tenglamalar 31§}elm§s;
orqali ifodalanadi. masalan. geodeziyavty 0 Icha_sh,. elckFr ganjntr‘ gr}nh
loyihalash. chizigli programmalashtirish va lqtlsodn.l.rejglas tiris
masalalari chiziqli tenglamalar sistemasini vechishga keltiriladi.

Chizigli  tenglamalar
algebraning asosiy masalalarid

1.4.1. Asosiy tushunchalar

Ushbu
a.x, +a.x, + ..+ a5, = b,
a x +a.c t..+a,x, = b, @.1)

amxx + arz:x: +..t am‘rn = bm

1 ta chigzigli tenglamalar sistemasi deyiladi. '
hagqiqiy sonlarga sistemaning koeffitsiyentlari,

b hagigiy sonlarga ozod hadlar

sistemaga n noma 'lumli n
Bu yerda a,.a,..--,9,,

X,,X,,....X, homda ‘lumiar.  b,b..--.
deyiladi. . . .
(4.1) sistema koeffitsiyentlaridan tuzilgan
a\l | b a!n
A _ a‘.'l a‘.’: b a:n (42)
@y Guz -+ G

matritsasi (asosiy matritsasi) deyiladi.

matritsaga (4.1) sistemaning ardan tuzilgan ustunni o‘shish orgali

Bu matritsaga ozod hadl
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hosil gilingan

all a,; u(n b) )
v a 1 u:_» (l;” /7:
= 4.3)
o, 4, .. a4, | "’..,)

matritsaga (4.1) sistemaning kengaytirilgan matritsasi deyiladi.
(4.1) sistemani
AX =B 4.4)

matritsa ko ‘rinishida yozish mumkin, bu yerda

. b,
X, b
Y=l BT 4.5)
x, b,
Hagqiqatdan ham,
a.x +a,x,+..+a,x, b,
AX = a,x, +ayx, + . .+a,x _ b. 3
\d, % +ta,.x, +..+a_x b,

4.1 sistema  tenglamalarini ayniyatga  aylantiradigan
noma’lumlarning tartiblangan X[, %)X, qlymatlariga (4.1) sistemaning
Yyechimi deyiladi.

Kamida bitta yechimga ega sistemaga birgalikda bo ‘lgan sistema,
bitta ham yechimga ega bo‘lmagan sistemaga birgalikda bo ‘Imagan
sistema deyiladi.

Birgalikda bo‘lgan va yagona yechimga ega sistemaga anig sistema,
cheksiz ko‘p yechimga ega sistemaga anigmas sistema deyiladi. Anigmas
sistemaning har bir yechimi sistemaning xususiy yechimi deb ataladi.
Barcha xususiy yechimlar to‘plami sistemaning umumiy yechimi deyiladi.

Sistemani tekshirish deganda sistemaning birgalikda yoki birgalikda
emasligini aniqlash va agar sistema birgalikda bo‘lsa, u holda uning aniq
yoki anigmasligini tekshirish tushuniladi. Birgalikda bo‘Igan sistemaning
umumiy yechimini topishga sistemani yechish deyiladi.

Yechimlari to‘plami bir xil bo‘lgan, ya’ni birinchisining har bir
yechimi ikkinchisining yechimi bo‘ladigan, va aksincha, ikkinchisining
har bir yechimi birinchisining yechimi bo‘ladigan ikkita sistemaga

46

ekvivalent (teng kuchli) sistemalar deyiladi.

Ushbu almashtirishlar sistemada elementar almashtirishlar deb
vuritiladi: -

— sistema istalgan ikkita tenglamasining o‘rinlarini almasht.msh;

— sistemaning istalgan tenglamasini noldan farqli songa
ko*paytirish (bo*lish); .

— sistemaning istalgan  tenglamasiga noldan farqli songa
kopaytirilgan boshqga tenglamasini qo*shish. _ .

Elcmentar almashtirishlar natijasida ekvivalent sistemalar hosil
bo'ladi.

Ushbu

a,x +a.x.+.+a.x =b,

a.x +a.x,+..+a,x =b, @.6)

=b
a,x,+a.x. +.+a.x,=b,

n noma’lumli » ta chiziqli tenglamalar sistemasining

all al: i a!q

a. al: b a:n 4.7
A=~ @7

a, a, .. a,,

matritsasi kvadrat matritsa bo‘ladi.
A matritsaning

a” al: - aln
... a, _
deta=|“ @z - 4.8)
a, a a,

determinantiga (4.6) sistemaning determinanti deyilafii. i
Agar det A= 0 bo‘lsa, (4.6) sistemaga xosmas sistema deyiladi.

Agar det4=0 bo‘lsa, (4.6) sistemaga xos sistema deyiladi.

1.4.2. Chizigli tenglamalar sist«?masini
yechishning Gauss usuli

) C ) .. ishning
’ hiqgzigli tenglamalar sistemasini yechls. y
» noma’lumli m ta chigziq g e orisin

qulay usullaridan biri — noma 'I‘uml‘ar"ni ketm:
(chiqarishga) asoslangan Gauss usulini ko‘rib chiqamiz.
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n noma’lumli m ta chiqgziqli tenglamalar sistemasi berilgan bo*lsin:

/
ax +a.x.+..+a.x =bh,
a.x +d,x, +. . +d, x =b,

o - ; (4.1

la, x, +a, x. +. . +a_x =h

(4.1) sistemani Gauss usuli bilan vechish ikki bosgichda amalga
oshiriladi.
Birinchi bosqgichda sistema pog‘onasimon ko‘rinishga keltiriladi.
Pog‘onasimon sistema deyilganida
ax+a.x +.+a,x, +.+a,x =5,
J a,x.+..+da,x, + .+a, x =bh,

! a,x, +..+a.x =bh

ko‘rinishdagi sistema tushuniladi, buyerda k <n, a, #0, 1=1.k.

Ikkinchi bosgichda noma’lumlar pog‘onasimon sistemadan kctma-
ket topiladi.

[-bosgich. Sistemada quyidagi almashtirishlarni bajaramiz; birinchi
tenglamaning chap va o‘ng tomonini «, =0ga (agar a, =0 bo‘lsa, u
holda bu tenglama sistemaning x, noma’lum oldidagi koeffitsiyenti
nolga teng bo‘lmagan tenglamasi bilan almashtiriladi) bo‘lamiz. Keyin
hosil gilingan tenglamani (-a,) ga ko‘paytirib, i -tenglamaga qo‘shamiz.
Bunda sistema tenglamalarining ikkinchisidan boshlab x qatnashgan
hadlar yo‘qatiladi va (4.1) sistema quyidagi ko‘rinishga keladi:

x +ayx, +alx, +. . +a’x, =b",

in""n

) (1) 5. My — 4D
a)x, +a)x, +. . .+ayx, =b,

2n""r

m ) Dy _ pDH
alix,+allx, +. . +a)x, =bh’,

bu verda 4, b (i =1,m, j =1,n)-sistemaning birinchi almashtirishlardan

3

keyin hosil qilingan koeffitsiyentlari va ozod hadlari.
Sistemada x, noma’lum oldidagi koeffitsiyenti birga teng bo‘igan

tenglama bor bo‘lsa, bu tenglamani birinchi o‘rinda yozish orqali
hisoblashlar osonlashtirilishi mumkin.
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Shu kabi a!) 20 dch. sistemaning uchinchi  tenglamasidan
boshlab x_ noma’lumni yo'qotamiz va bu jarayonni mumkin bo‘lguniga
qadar davom cttiramiz.

Bu bosqichda. agar:
— 0=0kc‘rinishdagi tengliklar paydo bo‘lsa, u holda bu tengliklar
tashlab yuboriladi.

~ 0=h" (b*20) ko'rinishdagi tengliklar paydo bo‘lsa, u holda
jarayon to' xtatiladi. chunki berilgan sistema birgalikda bo‘Imaydi.

2-bosqich. Pog onasimon sistemani yechamiz. Pog‘onasimon
sistcmada & tenglamalar soni » noma’lumlar soniga teng yoki
no'malumlar sonidan kichik bo‘lishi mumkin. Shu sababli bu sistema
yagona yoki cheksiz ko'p ychimga ega bo‘lishi mumkin..Agar sistema
uchburchak ko‘rinishga kelsa, ya'ni k=n bo‘!szf, sistema yagona
yechimga ega bo'ladi. Agar sistema trapetsiya ko‘rinishga kelsa, ya'ni
k <n bo'lsa. sistema cheksiz ko‘p yechimga ega bo‘ladi.

2x, —4x, —x, =2,
{3x + x, -2x, ——11, tenglamalar sistemasini Gauss usuli

I-misol.
[ x -2x. +4x,=8
bilan yeching.
Yechish.

I-bosgich. Sistemada quyidagi almashtiris!ﬂargi l.)aj;aramig: .

— birinchi va uchinchi tenglamalarning o‘nn.la}nn‘l ann?ashtxramlz;

— (-3) ga ko*paytirilgan birinchi tenglamani ikkinchi tenglamaga va
(-2) ga ko‘paytirilgan birinchi tenglamani uchinchi tenglamaga hadma-
had qo‘shamiz;

_ikkinchi va uchinchi tenglama hadlarini mos ravishda 7

ga va (-9)ga bo‘lamiz. o N
2-bosqich. x, ning uchinchi tenglamadagi qiymatini birinchi va
ikkinchi tenglamalarga qo‘yamiz, ikkinchi tenglamadan x,ni topamiz
va uning qiymatini birinchi tenglamaga qo yib, x I_“ topamiz. .
Sistemaning yechimlarini x,, X, % ketma-ketlikda yozamiz.
( 2x, —4x,—x =72 [(x—2x +4x =8
3x’ + x, —-2,173 =-11,=>

3x; + X, _2x3 =-1L=
1 2x, —4x, =X, =2

xl—2xz+4x3= 8
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J X =2x,vdx,= 8 [y -2y -dx =8 , ( )
= 7x, -14x, =-35> | X, = 2x . ==5= 1 -1 —91: g -1 '91 l g
| SR T S A A b ny
" 0 3 4isfron+(In | O.Jllln%nf—n)
x, = 2, X, = 2 x, ==2. \ 4 | 4)
:’4 x,-2-2=-5 =1 x ==l =>{x,=-1], .
| x-2x,+4-2= 8 [x,—2-(—l)= 0 lx =2 1o “i 0) rnon+r I =1 0} =1|n->r-+n,
Gauss usulining 1-bosqichini sistemaning o‘zida cmas, balki uning ' 4 l 4 0 0 1! -1
kengaytirilgan matritsasida bajarish qulaylikka ega. '\0 0 1i-t :
Masalan, yuqoridagi sistemaning 1-bosqichi quyidagicha bajariladi: Lo ol 2
(2 -4 —lj =2|r—>r (1 -2 4! 8§ ~10 1 ol 3
13 1 -2 -1 N Y DY P 00 1]-1
Ll -2 4/ 8Jr;—)r, 2 -4 -] ‘ =2|r, =1 +(-2)r,

Demak, x,=2, x, =3,x,=-1

( 1 -2 4 ’ 8 1 -2 4 ; 8 Shunday qilib, Gaussning noma’lumlarn.i.kemlat-)k?t ');O‘q?tl::;
10 7 —141-35{ r,>r:7 ~|0 1 —2;' =5 usulida (4.1) sistema tenglamalarda alma.stltlrls}l:lini aaﬁrlxgrxi]agiqva
LO 0 - | -18jr>r:(=9) (0 0 11 2 yugori uchburchak (ayrim ho!larda trapetsn?a) ‘s ?8g keltiiladi ve

| hosil gilingan uchburchak sistema te§kan o‘rnig .qt vish orqa
Bu usul matematik nuqtayi nazardan, sistema g

Xosmas tenglamalar sistemasini Gauss usuli bilan yechishda bu yeCh_‘lad'; . 1L yoyish orgali yechish algoritmiga ekvivalent.
usulning boshqa bir turi Jordan-Gauss wusuli qo‘llaniladi. Bu usulda matritsasini £L Y0y
kengaytmlg?n (A]B).matntsa ustu.ia elemf?ntali élma'shtmsfll'fnr bajariladi = iohga asoslangan algoritmi
va 4 matnitsa o‘rnida [/ matritsa hosil qilinadi, ya'ni u (/| .X) Gauss usullnlng . y4y,:13tritsani"g A= LU yoyilmasi
ko‘rinishga keltiriladi. Bunda oxirgi kengaytirilgan matritsadagi I. To'g ri 0 ‘rniga qo Vish. :
X matritsa tenglamalar sistemasining yechimi bo‘ladi. topiladi; LY =B,
. Sy = Loml
j X = x—- x,=0, 9°. Teskari o ‘rniga qo'yish. LUX =B UX =Y
2-misol. {5x — x,+4x,=3, sistemani Gordan-Gauss usuli bilan sistema yechiladi.
l( X, +2x,+3x,=5
yeching.
Yechish. x = 3, o
x, +2x, +3x, + X, tenglamalar sistemasint LU

3-misol. 1 2o+ x,—2x,+ X%, = -3,
! i
5 -1 413 £ “)"2 +(_5)rl~ 0 4 L X, — X, _3x3 2-x4

1 -1 -1]0 1-1-%
9 1]
I 2 3[5|non+(-Dy (0 3 4]

0
3ln,—>r, 4~
5 . . .

) yoyish orqali yeching.
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Yechish.

T2 3 2 3 1
2 01 =2 Ilnsrs-2|0 -3 -8 -
l-—l =3 2)rnor+(-r \0 -z

1 2 3 I)
~0 —3 78__—] =(
0 0 2 2
I A ) (10 0
2 =3 -2 1 . Bundan L={2 1 o0/
I -3 2) I 1 1 |
=3 :2 /

Avval LY = B tenglamani yechamiz:

(1 0 on,\ 3
210 l: -5].
(I

|
Y.
\l J’\}’;} ‘\.—8

Bundan

-~

y|= 3) )’;=3.
2y, +y,==5 =4y, =-5-2y =-11,
Y+ v4y,=-8 |p=-8-y -y =0

Endi Ux =Y tenglamani yechamiz:

12 3 1}* ( 3
0 -3 -8 -1 |=-11],
o o 2 2/ o
N x, \ J
x, =k,
X, +2x, +3x, +x, =3, x, =—k,
3x, +8x, +x, =11, =1, _H+7k
. 2 ~ 4
_ h)
2%, +2x,= 0 RRETY
' 3
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=6 l)rn—>r+(-hr

Sistema trapetsiyasimon ko‘rinishda. Demak, u c}}eksiz .ko‘p
yechimga cga. Bunda & ning tayin giymatida sistema xususiy yechimga

cga bo'ladi.

Masalan.k =1 da x, =-7. x,=6. x, =-1, x, =1.

Agar sistema » ta noma’lumdan va n

ta chiziqli tenglamadan iborat

hamda xosmas bo'lsa, u holda bu sistemaning yechimi LU yoyish

asosida quyidagi formulalar bilan topiladi:

X = -L[_‘; - iu:x} i=nan-1..,1
eeel

uo\

x, +3x, - x, =0,
+-nusol. ¢ 3x, -
2x, —dx, = x, =7

asosida yeching.

A 4.9)

(4.10)

x. +2x =5. tenglamalar sistemasini LU yoyish
2 - - .

Yechish. Awvval I va U matritsalarning ele.mentlarini topamiz.
Ularni (3.1) va (3.2) formulalar bilan aniglaymiz:

u.=a,= 1, u, =4, =3, u,=4a, ==l
a, 3 I —.‘_zl—,z-:?
R R
Tou,. 1 u,
—a, — L, =2-3-(-D=5,
u, =aq,, —12:1111 =—1- 3’3="los Uy, =a; I:IUH \ )
| a, —I‘ituil,-:_t_z_'.}.=l,
2 7 U, -10

U,y =asy =1, =1,y =]_2.(—1)_l.5=—2'

Endi y vax lami(4.9)va(4 10) formulalar bilan topamiz:

1y =7-3-0-1-5=2;
Y =b =0, y =b, —ly, =5-3:0=5 y=b kX Ly, =1
! W z 2 nzi
| 1 _5_5'(_1)____]
—-]—y =——2—::—l, X, =——(,Vz““ux;)— ~10 ’
X, = e 3T 9 U,

] _ =
X, =—(y, ~U% u13x3)
Uy,

=-1.
Demak, x, =2, X, =-1, X
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1.43. » noma’lumli m ta chizigli tenglamalar sistemasini
tekshirish va yechish

n ta noma’lumdan va m ta chiziqli tenglamadan iborat
(4.1). sistemani qaraymiz. Bu sistemaning matritsasi A, Kengaytirilgan
matritsasi C bo‘lsin. Bu matritsalar mos ravishda (4.2) va (4.3)
tengliklar bilan ifodalanadi. Quyida (4.1) sistema birgalikda bo‘lishining
zarur va yetarli shartlarini aniqlovchi teorema bilan tanishamiz. Bu
corema rus va o‘zbek tilida yozilgan adabiyotlarda Kroniker-Kapelli
teoremasi deb yuritiladi.

. 1-teorema. (4.1) tenglamalar sistemasi birgalikda bo‘lishi uchun
sistema asosiy va kengaytirilgan matritsalarining ranglari teng, ya’ni
r(4)=r(C) bo‘lishi zarur va yetarli.

Ishoti.  Zarurligi. (4.1) sistema birgalikda bo‘lsin. Bu
noma’lumlaming gandaydir tartiblangan x,,x?,...,x, qiymatlari sistema
tenglamalarini ayniyatga aylantirishini anglatadi. C matritsa ustida
quyidagi almashtirishlarni bajaramiz: uning oxirgi ustuniga (-x’) ga
ko‘paytirilgan birinchi ustunni qo‘shamiz, keyin (-x;) ga ko‘paytirilgan
ikkinchi ustunni qo‘shamiz va shu kabi davom ettirib, oxirida (-x°) ga
ko*paytirilgan »- ustunni qo‘shamiz. Natijada, sistema yechimining
ta’rifiga ko‘ra, C matritsa oxirgi ustun elementlari nollarga aylangan
quyidagi C, matritsaga o‘tadi:

4
W Gy .. a4, 0)
a a, .. a 0
C~C| = 2 2 2n : ,
a, a,. .. a, ! OJ

Elementar almashtirishlar matritsaning rangini o‘zgartirmaydi, va’ni
r(€)=r(C,) bo‘ladi. C, matritsaning oxirgi ustuni nollardan iborat
bo‘lgani uchun r(C,)=r(4). Bundan r(4) = r(C) kelib chiqadi.

Yetarliligi. r(4)=r(C)=r bo‘lsin. (4.1) sistema birgalikda ekanini
ko‘rsatamiz. 4 matritsaning noldan farqli r-tartibli minorini sistema
tenglamalari va noma’lumlarining o‘rinlarini almashtirish orqali chap
yuqori burchakda joylashtirish mumkin. Bu minor C matritsa uchun ham
minor bo‘ladi. Shu sababli noma’lumlaming biror x;,x7,...,x" qiymatlari
dastlabki r ta tenglamani va shu bilan birga qolgan #-tenglamani ham
qanoatlantiradi, bu yerda k>r. U holda (4.1) sistemada oxirgi
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m—r ta ienglamani tashlab yuborish va uni

[a,x, ~a.x. +..+a,x, =b,

a,x +u.x,+...+a,x, =b, 4.11)

la,x, +a,.x, +.+a x =b

sistema bilan almashtirish mumkin. Bunda ikki hol bo‘lishi mumkin:
r=n yoki r<n (r>n bo‘lmaydi, chunki 4 matritsa jami » 1a ustunga
ega).

i r=n bo‘lganda (4.11) sistemaning noma’lumlari soni tenglamalari
soniga teng bo‘ladi. Bundan tashgari, sistema determinanti nolga teng
emas. Shu sababli (4.11) sistema yagona yechimga ega bo‘ladi.
Bundan bu sistemaga ckvivalent (4.1) sistemaning birgalikda va aniq
sistema bo'lishi kelib chigadi.

r<n da (4.12) sistemani quyidagi ko‘rinishda yozish mumkin:

a.x, +a.x, +..+a,x, =b —a, x. 6 —..—a.x,
a,x,+a,x, +..+a,x, =b —-a, x, -.—a,x,. “.12)
l ax +a.x,+.+a x =b-a x -.-ax,.

Bu sistemaning koeftitsiyentlaridan tuzilgan determinant noiga
teng emas. U holda x_,x ,,...,x, noma’lumlarga biror giymatlar berib,

(4.12) sistemaning x,,x,,...,x, yechimini topsa bo‘ladi.

X,..X.,,.....x, noma’lumlarga istalgan giymatlar berish mumkin. Shu
sababli (4.12) sistema cheksiz ko‘p yechimga ega bo‘ladi va bu
sistemaga ekvivalent (4.11) sistema birgalikda va anigmas sistema
bo‘ladi. Teorema to‘liq isbotlandi.

Isbotlangan teoremadan quyidagi natijalar kelib chigadi.

I-natija. Agar birgalikda bo‘lgan sistema matritsasining rangi
noma’lumlar soniga teng bo‘lsa, sistema yagona yechimga ega bo‘ladi.

2-natija. Agar birgalikda bo‘lgan sistema matritsasining rangi
noma’lumlar sonidan kichik bo‘lsa, sistema cheksiz ko‘p yechimga ega
bo‘ladi.

(4.1) sistema birgalikda bo‘lishining zarur va yetarli shartiga va bu
sistemani yechishning Gauss usuliga asosan n noma’lumli m ta chizigli
tenglamalar sistemasini tekshirish va yechish quyidagi tartibda amalga

oshiriladi.
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Tekshirish (Gauss usuli): sistemaning Kkengaytirilgan matritsasi
(mos ravishda asosiy matritsasi) elementar almashtirishlar vordamida
pog‘onasimon  ko‘rinishga keltiriladi (pog‘onasimon matritsa — bu
pog‘onasimon sistemaning matritsasi).

Bunda:

— agar r(4) # r(C) bo‘lsa, sistema birgalikda bo‘Imaydi;

—agar r(4)=r(C)=n, ya’ni sistemaning rangi uning noma’lumlari
soniga teng bo‘Isa, sistema birgalikda va aniq bo‘ladi:

—agar r(4)=r(C)<n, ya'ni sistemaning rangi uning noma’lumlari
sonidan kichik bo‘Isa, sistema birgalikda va anigmas bo'ladi.

Yechish: Matritsaning rangi va noma’lumlari soni taqqoslanadi.

Bunda:

— agar r(A)=r(C)=n bo‘lsa, ya’'ni sistema bazis
minorining  tartibi noma’lumlar soni bilan ustma-ust tushsa. n
no’malumli n ta chiziqli xosmas tenglamalar sistemasi yechiladi;

— agar r(4)=r(C)=r<n bo‘lsa, sistemada (n-r) ta erkin
noma’lumlar hosii qilinadi. Bunda x,x.,..x, - bazis (asosiy)
noma’lumlar, x,,x, ,,.,x - erkin noma’lumlar bo*ladi.

Erkin noma’lumlami sistema tenglamalarining o‘ng tomoniga
o‘tkazamiz:

a.x +a,x,+..+a,x, =b-a, x_ -.-a,nx,
a,x,+ayx, +..+a,x =b -a, x -.-a,x, (4.13)
[ a.x,+a,x,+.+a x =b-a x -..-ax
yoki matritsa ko‘rinishida
AX =B +x B +.+xB . (4.14)
bu yerda
al. alZ a!r
~ a ~
A= 77 71 detd #0,
am arl arr J
7
’/xl (bl (al,,-] al,.‘l
v X, n bz >3 ., D a;n
4, = ’Bn= > e 1-'33,_,“
xr kbr ar.ul ar,r:

(4.14) sistema berilgan (4.1) sistemaga ekvivalent.va uning yechimi
yuqorida qaralgan usullardan istalgan biri bilan topiladi. o
Erkin yechimlar x,, =c,, x, . =c,...,x. =c¢,, qiymatlar qabul qilsin.

U holda (4.14) sistema
AX, =B, +¢B +..vc, B, (4.15)

-

ko'rinishni oladi va x .x....x, bazis noma’lumlar c,. c.....c_, qiymatlar
orqali ma’ium ko‘rinishda ifodalanadi:

x, =x/(c,,c.coc, ) i= 120,

Bir jinsli bo'lmagan 4X = B sistemaning yechimini

................

N X (€ CayensC, ) (4.16)

ustun matritsa ko‘rinishda yozish mumkin. o .
Erkin noma’lumlar istalgan son giymatini qabul qilishi mumkin.

Shu sababli (4.1) sistema cheksiz ko'p yechimga ega bo‘ladi: . '
(4.16) ifoda (4.1) sistemaning umumiy yechimin} aniqlaydi.
Bundan of‘zgarmaslarning tayin qiymatlariga sistemaning
xususiy yechimlari mos keladi.
[ x +2x,-4x,= 0,
5-misol. {5x,+3x,-7x, = 8, tenglamalar sistemasini tekshiring va

5x,—4x, +6x, = -i

yeching.
Yechish. Tekshirish. Sistemaning kengaytirilgan matritsasi ustida
elementar almashtirishlar bajaramiz:

(1 2 -4] o 1 2 -4] 0
c-ls 3 -7| 8lror+Esr~lo -7 13| 8
LS -4 6| -1|no>r+(5rn |6 -14 26 | -1)r,>r+(-2)r,

~
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(4.19) tenglikning qolgan formulalari shu kabi isbotlanadi:
D, _ Dx,

x,=—2% =—_n

2= BT

formulalarga Kramer formulalari deyiladi.

D J—
x =— (i=1,
= (i=1n)
2x, +3x, +2x, = 9,

8-misol. x, +2x,-3x,=14, tenglamalar sistemasini Kramer

3x, +4x, + x, =16

formulalari bilan yeching.

Yechish. D va D, i=12,3 determinantlarni hisoblaymiz:
2 3 2 9 3 2
D=1 2 -3|=-6=0, D=|14 2 -3|=-12;
|3 4 1 l16 4 1
(2 o 2 2 3 o9l
D,=[1 14 -3|=-18; D=1 2 ]4l=12
3 16 1 |3 4 l6g

Kramer formulalari bilan topamiz:

D _-12_ D, _-18_, D, 12

=—=— 2’ =—= =— ‘“2.

"D "¢ " MTpTgTr BT pTIT

Shunday qilib, » noma’lumli » ta chiziqli xosmas tenglamalar
sistemasi yagona  yechimga ega bo‘ladi va bu yechimni yoki
(4.18) matritsalar usuli bilan yoki (4.19) Kramer formulalari bilan
topish mumkin.

1.4.5. Bir jinsli chizigli tenglamalar sistemasi

Ozod hadlari nolga teng bo‘lgan ushbu
a,x, +a,x, +..+a,x, =0,
a,x, +a,x, +..+a,x, =0, (4.20)
a,x +a,x,+..+a,x =0
sistemaga bir jinsli tenglamalar sistemasi deyiladi. |
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(4.20) sistema asosiy va kengaytirilgan matritsalarining ranglari
teng bo‘ladi. Shu sababli bu sistema hamma vaqt birgalikda va nolga
teng bo‘lgan (trivial) x, =x, =....=x, =0 yechimga ega.

Bir jinsli tenglamalar sistemasi qanday shartlar bajarilganida
nolga teng bo'lmagan yechimga ega bo‘ladi? Bu savolga quyidagi
teoremalar javob beradi.

3-teorema. (4.20) tenglamalar sistemasi nolga teng bo‘lmagan
yechimga ega bo‘lishi uchun sistema matrisasining rangi sistema
tenglamalari sonidan kichik bo‘lishi, ya'ni r <» bo‘lishi zarur va yetarli.

Isboti.  Zarurligi. Ma‘lumki, r<n. r=n bo‘lsin deymiz. U holda
Kramer formulasidagi D#0 va barcha D =0 bo‘ladi. Shu sababli

tenglamalar sistemasi yagona yechimga ega bo‘ladi:

x=2_0 D =0, D=0.
D

Demak, (4.20) sistemaning trival yechimlardan boshqa yechimlari
yo'q. Agar ular bor bo‘lsa, u holda r <» bo‘ladi.

Yetaliligi. r <n bo‘lsin. U holda birgalikda bo‘lgan bir jinsli sistema
aniqmas bo‘ladi. Demak, sistema cheksiz ko'p yechimlarga ega bo‘ladi,
bunda ulardan ayrimlari nolga teng bo‘lmaydi.

4-teorema. n noma’lumli » ta chiziqli bir jinsli tenglamalar
sisternasi nolga teng bo‘lmagan yechimga ega bo‘lishi uchun sistema
matrisasining determinanti nolga teng bo‘lishi, ya'ni det4=0 bo‘lishi
zarur va yetarli.

Isboti. Zarurligi. Agar det4=0 ( yoki r=n) bo‘lsa, sistema yagona
trival yechimga ega bo‘ladi. Demak, sistema nolga teng bo‘lmagan
yechimga ega bo‘lsa, sistemaning determinanti det4=0 bo‘ladi.

Yetaliligi. Agar detA=0 bo‘lsa, r<n bo‘ladi. U holda 3-teoremaga
ko‘ra, sistema cheksiz ko‘p yechimlarga ega bo‘ladi, bunda ulardan
ayrimlari nolga teng bo‘Imaydi.

S5-teorema. Agar X, va X, ustun matritsalar (4.20) sistemaning
yechimlari bo‘lsa, u holda bu yechimlarning chiziqli kombinatsiyasi

cX, +c, X,
ham (4.20) sistemaning yechimi bo‘ladi, bu yerda c,.c, —istalgan haqiqiy

sonlar.
Isboti. Teoremaning shartiga ko‘ra,

AX =0 va A4X,=0.
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U holda istalgan ¢, va ¢, sonlari uchun
c,AX,=0 dan A(c X)=0,
c.AX,=0 dan A(c,X,)=0

bo‘ladi. Bu tengliklarni qo‘shamiz:
A(c, X))+ A(c,X,)=0

yoki
Alc, X, +c¢,X,)=0.

Demak, X, va X, yechimlaming c X, +¢, X, chizigli kombinatsiyasi
(4.20) sistemaning yechimi bo‘ladi. Bunda X, va X, yechimlar
JSundamental sistema tashkil qiladi deyiladi.

-x +x,- x,=0,
9-misol. 3x,-x,— x,=0, bir jinsli tenglamalar sistemasini
2x, +x,—2x,=0
yeching.
Yechish. Sistema determinantini hisoblaymiz:
I
3 -1 -1
2 1 -2

det4= =-2-2-3-2-146=-3=0.

Demak, sistema sistema trivial yechimga ega: x, =x, =x, =0.

x—- x, - x+ x,=0,
10-misol. {2x,-2x,+ x,+ x, =0, bir jinsli tenglamalar sistemasini
S5x, —5x,—2x, +4x, =0

yeching.

Yechish. Sistema  matritsasini  pog‘onasimon  ko‘rinishga
keltiramiz:

1 -1 -1 1 1 -1 -1 1
A=12 -2 1 li,>n+(2)r~[0 0 3 -1 ~
lS -5 -2 4Jr, =>n+(5r, {0 0 3 —-ljrh,->r+(-Dr
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(1 -1 =1 1) ¢ —>c +e [1 00 0)
~{0 3 =-1) ¢,>c,+c, ~[0 0 3 —l|c,>c,~
lo 0 0 0)c,>c,+(-Nc, {0 0 0 OJc,,——)cz
:000] I 0 0 0) 1000
~0 -1 3 0 ~[o -1 0 0|c:—-)c::(—l)~0 10 o]
0 0 0 0fc,—c, +3¢c !\o 00 0) 6 00 O

r(4)=2. n=4, r<n
Demak, sistema nolga teng bo'lmagan yechimga ega. Bunda
yechimlardan ikkitasi bazis o‘zgaruvchilar, golgan ikkita yechim erkin
o"zgaruvchilar bo"lad:.
x. =c.. x, =c. deviniz va
[x,—c —c, +x,=0.
L 3¢,—x,=0
sistemaga ega bo‘lamiz.
Bu sistema x, =3c., x, =¢, - 2c, yechimga ega.
Berilgan sistemaning umumiy yechimini topamiz:

X=
cz
t 302

Bu vechimni xususiy yechimlaming chizigli kombinatsiyasi ko*rinishiga

s

keltiramiz:
(c,\ -2, 1 -2)
A= “ + 0 =c, l +c 0 .
0 c, 1o 1
lo) | 3, 0 3

(1 -2

L 0 . : . .

Bunda X, =| 0 va X,=! | | xususiy yechimlar yechimlarning
o L

fundamental sistemasini tashkil giladi.
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1.4.6. Chiziqli tenglamalar sistemasini
matematik paketlarda vechish

Kompyuterli matematika sistemalari (KMS) yoki matematik
paketlar matematikaning turli masalalarini yechishda keng go‘llaniladi.
Hozirgi vaqtda matematik paketlarning turli variantlari yaratilgan:
Maple, MathCAD, MatLAB, Mathematica, Direve.

Chiziqli tenglamalar sistemasini bu paketlardan birinchisida, ya’ni
Maple matematik paketida yechishni qisqa bayon gilamiz. Batafsil
bayon maxsus kurslarda beriladi.

Ax=b tenglamalar sistemasi Maple paketida ikki usuldan biri bilan
yechilishi mumkin.

I-usul: solve buyrug i bilan.

Bu buyruq bilan (4.1) ko‘rinishda berilgan chiziqli tenglamalar
sisterna yechiladi.

r?.Jr+6y+52= 0,

11-misol. {2x+5y + 6z =—-4, tenglamalar sistemasini yeching.
Sx+7y+8z=-7

Yechish.

>eq:={2*x + 6*y + 5%z =0, 2*x + 5*y + 6*z =4, 5*x + T*y +8*z="T}:

> solve {eq, {x,y,z}};
{x=-1,y=2,z=-2}
x—=T7y+9z=-6,
12-misol. {2x-3y+5z=-3,tenglamalar sistemasining umumiy va
3x+ y+ z= 0

bitta xususiy yechimini toping.

Yechish.

> eq:={x -7T*y + 9%z =6, 2*x -3*y + 5%z =3, 3*x +y+z =0}:

> s:=solve {eq, {x,y,z}};

Sistemaning xususiy yechimini topish uchun z o‘zgaruvchiga subs
buyrug‘i bilan tayin qiymat berish kerak:
> subs {z=1,s}
{x=-1,y=2,z=1}
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2-usul: linsolve(A,b) buyrug‘i bilan.

Bu buyruq bilan linalg paketidan 4x=56 tengiamaning yechimi
topiladi. Bunda buyrugning argumenti: A -matritsa; b - vektor

2x+ 7y+13z= 0,

13-misol. {3x+14y+12z=18, tenglamalar sistemasini Gauss usuli

[3x+25y+162=39

bilan, Kramer formulalari bilan matritsalar usuli bilan yeching.

Yechish. .
1) Sistemani Gauss usuli bilan yechamiz:

> with(LinearAlgebra):

A = <<2,3,5>|<7,14,25>|<13,12,16>>;

:"2 7 137
i3 14 12
[5 25 16
> b :=<0,18,39>;
[0
b=|18
39
> GaussianElimination(A); ]
2 7 13
7 1§
) 3 :33
0 0 -=
L 7

> GaussianElimination(A,'method'='FractionFree');

(2 7 13
0 7 -15
00 -3

>ReducedRowEchelonForm(<A|b>);

T 00 -4
010 3}
901 -1

Demak,



2) Sistemani Kramer formulalari bilan yechamiz:

> with(StudentlLinearAlgebra|):
> d :=<<2,3,5>|<7,14,25>|<13,12,1 6>>;
L2 7 131
d={3 14 12|
’ 5 25 161
> d:=Determinant(d);
d=-3

> dx1:=<<0,1 8,39>|<7,14,25>|<13,12,16>>;

0 7 13!
dx1=| 18 14 12
39 25 16|
> dl:=Determinant(dxl);
dl =12
>dx2 := <<2,3,5>|<0,l8,39>|<13,12,l6>>;
, 2 0 13|
dx2=13 18 121
!5 39 I()'
> d2:=Determinant(dx2);
d2:= -9

> dx3 = <<2,3,5>|<7,14,25>|<0,18,39>>;

[2 7 o]
3 14 lsli

> d3:=Determinant(dx3);

> x:=dl/d;y:=d2/d;z:=d3/d;
xX:=—4 y:=3 =]

3) Sistemani matritsalar usuli bilan yechamiz:
> with(Student[LinearAlgebra)):
> A = <<2,3,5>|<7,14,25>|<13,12,16>>;

2 7 18
1

A=]|3 14 12
Ls 25 16
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> An1):
3 3 3
|12 30 15
3 3 3
5 15 7
73 3 T3
> B = <<0,18,39>>;
{0\
i
B=,18
> Xi=AM-1).B;
/_4‘
3
Vo= 3,|
(-1

linsoive(A,b) buyrug-ining argumenti sifatida mos ravishda A va
B matritsalar  olinsa. bu buyruq bilan AX =B matritsaviy
tenglama yechimini ham topish mumkin.

13 —1) 13 -4 6
I4-misol. |0 1 -2 JX: 2 4 2| matritsaviy tenglamani
> |
1o -2 5 5
yeching.
Yechish.

> with(Student|LinearAlgebral):
> A 1= <<1,0,1>|<3,1,-1>|<-1,-2,0>>;

(13 —HI
A=10 1 -2
11 0
> Ai=AN-1);
2 1 5
’7 77
A7 = .’.“1 _1 _3
7 71 7
1 4 1
[7 7T
> B = <<13,2,-2>|<-4,-4,5>|<6,2.5>>;
13 -4 6
B=| 2 4 2
-2 55



> X:=A"(-1).B;

A matritsaning yadrosi deb shunday vektorlar to‘plami x ga avtiladiki.
A matritsaning bu vektorlar to‘plamiga ko'paytmasi nolga teng, ya'ni Ax=0
bo‘iadi. Bunda 4 matritsaning yadrosini topish bir jinsli tenglamaiar sistemasi
yechimlarini topishga ekvivalent bo‘ladi.

A matritsaning yadrosini kerael (A) buyrug'i bilan topish mumkin.

4.15-misol. 2y -z =0, tenglamalar sistemasini yeching.

x+ y =0,
x+3y-z=0
Yechish.
> with(linalg):

> A :=array (|[1,1,0},{0,2,-1},]1,3,-1]))

> kernel (A) :

Tenglamalar sistemasini tekshiring:

X, =Xy +x; =2,
41 § x+x,-x, =1,
S5x -x,+x,=17.

X+ X+ S5x;42x,= 1,
2x.+ x,+ 3x,+2x,=-3,
2x,+3x, +11x, +5x, = 2,

4.3.

x+ x,+ 3x;+4x, =-3,

Tenglamalar sistemasini Gauss usuli bilan yeching:

2x,+ x,+3x, =—13,
45. ¢ x +2x,- x,= -2,
36+ x,—4x,= 7.

1.4.7. Mashqlar

X =X, — Xy =1,
Sx,—x,+2x,= 3,

X +x;— x,42x, =3,
2x, = x4+ X;— x,=1
3x, +x, +2x, - x, =5,
% =X, +4x,-5x, =2.

ol —_—
3x, +2x, ~3x, =1,

2x,+ x, +2x,

X, =3x,+ x

[ +2x, +x, -2x, = 4.
X, +x, r3x, =1,

47,4,
l;.f.), +x, - x, = 0.
(3x, + x, +4x, ==2.

2, +3x. - x,-x, = 8§,

i
- x,+ x,-x,= 0,

L
4.9 j[:ix + X.— X tx, = 8§,
(3x, +7x, = 3x, —x, =16.

X, = 2x,-3x, + 5x,= -1,

5x, =7x, +9x, - 10x, = -8,

-
4.10 2x, - 3x, +2x, + S5x,=-3,
X, = X, +5x, =-2.

e}

Tenglamalar sistemasini Jordan-Gauss usuli bilan yeching:

{ x,46x, +3x, =21

4.11. y4x, +8x,+ x, =18
13.\', +5x, +4x, =33

(

|
4.12.1
y

X 4+3x, + x, =2,
2x, = 2x, +3x, = §,

46, +3x; +5x, = L

Tenglamalar sistemasini LU’ yoyish asosida yeching:

| 3x, - 7x, - 2x, =-7.
4.13. i-—3x, +5x, + x, =
L
[
|

n

6x, —4x, = 2.
x, = x,+2x;= 0,
4.15. { x, -3x,+ x, =-5,
i3x, +7x, +5x; = 7.

( X, -2%,+ x, =3
4.14. {-4x, +5x, +2x, =0,
i 6x, -%x, + X, =6.
X =3x, +2x,= 1,
4.16. ]';x‘—lr, =1
L

2x, =3x; =-3.

Tenglamalar sistemasini matritsalar usuli bilan yeching:

~

X, +2x,—x; = 3,
4.17. {2x, - x, +2x, =1,
| x,+3x,—x, =6.
x, +2x,+ x,= 8,
4.19.{ x +2x,+3x, =10,
2x,—3x, - 4x; =4

2x,0 X, = X, = 2,

1.4.18. {2x, +2x, -3x, = -3,
X, +2x, = 2x, = 5.

[2x, +7x, — x, =10,

1.4.20. § x,+2x,+ x,= 2,
3x, = 5x; +3x, =-5.

Tenglamalar sistemasini Kramer formulalari bilan yeching:

4.21. {3)(, -4x, =17,

5x,+2x, =11
X, +2x, +3x; = 5,
4.23. {3x,—2x, +3x, =-1,
‘2xl +3x,-2x, = 8.

J X +2x,+3x; = 6,
4.25. {ax, +5x, +6x,= 9,
l7x, +8x, =-6.

S5x,+7x,= 1,
1.4.22. { ' !

|6x, +4x, =10.

2x,—=Zx,+ x, = §,
1.424. { x +3x,+ x;=-3,

[ 3% +2x, —2x, =-5.

[ax + ax, + x, =1,
1.4.26. { x +a’x,+ x,=a,
X+ ax; +ax; =1
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Boshi va oxiri orasidagi masofaga vektorning uzunligi voki moduli
deyiladi. Vektorning moduli | AB| yoki la| ko‘rinishda belgilanadi.

Boshi va oxiri ustma-ust tushadigan vektor nol/ vektor deb ataladi
va 0 bilan belgilanadi. Bunda |0/=0bo*ladi. Nol vektor yo‘nalishga ega
bo‘lmaydi.

Uzunligi birga teng vektorga  birlik vektor deyiladi va ko‘p
hollarda ¢ orqali belgilanadi.

a vektor bilan bir xil yo‘nalgan birlik vektorga & vektorning orti
deyiladi va @’ bilan belgilanadi.

1-ta’rif. Bir to‘g‘ri chizigda yoki parallel to'g'ri chiziglarda
yotuvchi vektorlar kollinear vektoriar deb ataladi.

avab vektorlarning kollinearligi ajp deb yoziladi. Kollinear

vektorlar bir tomonga yo‘'nalgan (yo‘nalishdosh, ular G715 kabj
belgilanadi) yoki qarama-qarshi tomonlarga yo‘nalgan (ular Gt 5 kabi
belgilanadi) bo‘lishi mumkin. Hol vektor har qanday vektorga kollinear
hisoblanadi.

2-ta’rif. Bir tekislikda yoki parallel teksliklarda yotuvchi vektorlar
komplanar vektorlar deb ataladi.

3-ta’rif. @ va 5 vektorlar kollinear, yo‘nalishdosh va uzunliklari
teng bo‘lsa, ularga teng vektorlar deyiladi va 4 =4 kabi yoziladi.

Vektorlar tengligining bu ta’rifi erkli vektoriar deb ataluvchi
vektorlarni xarakterlaydi. Bu ta’rifga asosan erkli vektorni fazoning
ixtiyoriy nuqtasiga parallel ko‘chirish mumkin bo‘ladi.

Erkli  vektorlar  tushunchasidan foydalanib,  vektorlarning
kollinearligi va komplanarligi uchun boshqa ekvivalent ta’riflarni berish
mumkin: agar ikkita nol bo‘lmagan vektorlar bir nuqtaga ko‘chirilganida
bir to‘g‘ri chiziqda yotsa, bu vektorlarga kollinear vektorlar deyiladi;
agar uchta nol bo‘lmagan vektorlar bir nuqtaga ko‘chirilganida bir
tekislikda yotsa, bu vektorlarga komplanar vektorlar deyiladi.

Ayrim hollarda vektorning erkli ko*chirilishi chegaralanishi
mumkin. Agar vektorning qo‘yilish nuqtasi qat’iy fiksirlangan bo‘lsa, bu
vektorga bog ‘langan vektor deyiladi. Agar vektorning boshi Jjoylashishi
mumkin bo‘lgan chiziq berilgan bo‘lsa, bu vektorga sirpanuvchi vektor
deyiladi. Bog‘langan va sirpanuvchi vektorlar nazariy mexanikada keng
qo‘llaniladi. Masalan, M nuqtaning radius vektori bog‘langan vektor
bo‘ladi; aylanma harakatda aylanish o‘qida joylashgan burchak tezlik
vektori sirpanuvchi vektor bo‘ladi.
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2.1.2. Vektorlar ustida chizigli amallar

Vektorlamni qo‘shish, ayirish va vektorni songa ko‘paytirish amallari
vektorlar ustida chizigli amallar hisoblanadi. .

Ikkita @ va b vektor berilgan bo‘lsin. Istalgan O nugqta ol_l_b, bf‘
nuqtaga O4=a vektorni parallel ko‘chirami{z. 4 nuqtaga A'1_3=b.
vektoni qo‘yamiz. Bunda birinch_i_ vektorning bo_shml lkl\m(.:hl
vektorning oxiri bilan tutashtiruvchi OB vektorga a va b. vek‘tor{amfng
yig ‘indisi deyiladi. ya'ni OB=a+b (I-§hakl). Vektorlarni qo‘shishning
bu usuli uchburchak qoidasi deb ataladi. o

Ikkita vektomi parallelogramm qoidasi bil:«}i hilm qo'shlsl'f
mumkin. Buning uchun O nuqtaga OA=a va 0C=b vektorlarni
qo‘yamiz va ulardan parallelogramm ngayn’fm Btmd?
parallelogrammning O uchidan o‘tkazilgan OB diagonal a+b
vektorni beradi (1-shakl).

St

1-shakl.

Bir nechta vektornining yig‘indisini topish l.lChl:II‘.l bu.vektorlarﬁa
teng vektorlardan ko‘pburchak (siniq chiziq) hosil qilinadi. =~ Bunda

boshi birinchi . o N ‘
vektorining boshida, oxiri esa oxirgi vektorining oxirida bo‘lgan vektor

ko‘pburchak barcha vektorlarining yig‘indisiga teng b.o‘lafil;i Bllr gfecl;e-l

vektoni bunday qo‘shish usuliga ko ‘pburc.'h.ak goidasi ?)1a i.

shaklda to‘rtta a,5,é,d vektorlarning yig‘ind_151 5 vektoT tasn_rlangan.
G va b vektorlarning ayirmasi deb, a vektor bilan b vektorga

qarama-qarshi bo‘lgan  (-b)vektor yig‘indisiga aytiladi, ya’m

G-b=a+(-b). ] . .
G—-b ayirmani topish uchun a@ va b vektorni umumiy O nuq;aga
qo‘yamiz. B’unda b vektor oxiridan & vektor oxiriga yo‘nalgan vektor

a—b vektorni beradi (3-shakl).
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OA=a va OB=§ vektorlarga qurilgan 04cB parallelogrammning
diagonal vektorlari bu vektorlarning yig‘indisidan va ayirmasidan iborat
bo‘ladi (4-shakl).

5
2-shakl. 3-shakl. 4-shak].

a vektorning A#0 songa ko ‘paytmasi deb, a vektorga kollinear,
uzunligi  |A|-||] ga teng va yo‘nalishi 1>0 bo‘lganda 4 vektor
yo‘nalishi bilan bir xil, 1<o0 bo‘lganda & vektor yo‘nalishiga qarama-
qarshi bo‘lgan ia vektorga aytiladi.

Vektorni songa ko‘paytirishning bu ta‘rifidan quyidagi xossalar
kelib chiqadi:

I-xossa. a (a=0) va bvektorlar kollinear bo‘lishi uchun b=Aia
bo‘lishi zarur va yetarli, bu yerda A-birorta son;

2-xossa. a=jal-a (a=0), ya’ni har bir nol bo‘imagan vektor
uzunligi bilan ortining ko‘paytmasiga teng bo‘ladi.

Vektorlar ustida chizigli amallar ushbu xossalarga ega.

I’ a+b=b+a; 2. (@+b)+é=a+(b+¢);
3. da+0=a; 4. G@+(-a)=0;

5. AMud)=(A- pa; 6°.(A+u)d=2Ad+pa,;

7. Ma+b)y=2d+ Ab; 8. 1-a=a.

Xossalarning isboti vektorlarni go‘shish va ayirish qoidalari hamda
vektorning songa ko*paytirish ta’rifidan bevosita kelib chigadi.
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Miscl tariqasida xossalardan birinchisini isbotlaymiz. 4B vektor a
dan va BC vektor 5 dan iborat
bo‘lsin (5-shakl). U holda vektorlarni
qo‘shishning uchburchak xossasiga
ko‘ra 4BC uchburchakda

AC=a+b

bo*ladi.
Parallelogrammning xossasiga
ko‘ra:

S-shakl.
AD=BC. DC=4B .
Vektorlarni qo‘shishning uchburchak xossasiga ko‘ra, A4DC
uchburchakda

4C=4D+DC=hb+a

bo*ladi. o ;
- - . . . . D A
Bundan, a+b& =5 +a kelib chiqadi.
1-misol. ABCD to‘g'ri
to‘rtburchakning tomonl.an
AB=3, AD=4. M- DC tomonning \
o‘rtasi, N -CB tomonning o‘rtasi (6-
shakl). AM,AN.MN vektorlami mos ;
ravishda 4B va 4D tomonlar bo'ylab
yo‘nalgan i va j birlik vektorlar orqali 4 . B
ifodalang. 6-shakl

Yechish. d=|ai-a bo‘lishini hisobga
olib. topamiz: L .
AB=|A4B|-1=3i, AD=|4D| j=4j.

6-shaklga ko‘ra,

—_— —_— -

DM 1 pc-Lap=37 _"=—C'=lsc=—AD=2j.

DA/I=MC=—2-D(.=5AB—2I, BN = N 3 5

Vektorlarni qo*shish qoidasi bilan topamiz:
A7ﬁ=25+5‘1\2=4j+§f; AN = AB + BN =37 +2;

— ———  ——a —
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2.1.3. Vektorning o‘qdagi proeksiyasi

Sanoq boshini aniglovchi nuqtasi va birlik vektori berilgan to‘g‘ri
chiziqqa 0°q deyiladi.

e birlik vektor va O nugqta / o‘qni bir giymatli aniqlaydi.

M nuqtadan / o‘qqa tushirilgan .44, perpendikulyarning A,
asosiga A nugtaning | o'qdagi proeksiyasi deyiladi (7-shakl).

AB  (AB #0) ixtiyoriy  vektor
bo‘lsin. 4, va B, bilan mos ravishda Pl

AB vektor boshi va oxirining / o‘qdagi / :
A

proeksiyalarini belgilaymiz. !
|
|
|
;

B

4B, vektorga 4B vektorning |
o ‘qdagi tashkil etuvchisi deyiladi.
4-ta’rif. 4B vektorning | o'qdagi __¢
proeksiyasi deb # 4B, | songa aytiladi © B
va Pr, 4B bilan belgilanadi. Bu son 7-shak|.
AB, tashkil etuvchi va [ o‘q bir tomonga yo‘nalgan bo‘lsa musbat

ishora bilan, aks holda manfiy ishora olinadi (7-shakl).
Demak,

Pr,AB=+|AB|.

S-ta’rif. a vektor bilan uning /o‘qdagi tashkil etuvchisi 4, vektor
orasidagi ¢ burchakka @ vektor bilan 10 'q orasidagi burchak (ikki G va
a, vektor orasidagi burchak) deyiladi. Ravshanki, 0< ¢ < (8-shakl).

Vektorning o‘qdagi proeksiyasining asosiy xossalari bilan
tanishamiz.

1-xossa. a vektorning ! o‘qdagi
proeksiyasi a vektor modulining bu
vektor bilan o‘q orasidagi ¢ burchak
kosinusiga ko‘paytmasiga teng, ya’ni

Pr,;z=|¢_z|cosgo .
Ishoti. Agar a vektor bilan /o‘q

orasidagi burchak o‘tkir [0 <p< %)

Q1

K x

bo‘lsa, 4, tashkil etuvchi va / o‘q bir 8-shakl.
tomonga yo‘nalgan bo‘ladi.
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U holda

Pr,a=+|a: |4 d|cose.

Agar 4 vektor bilan [ o‘q orasidagi burchak o‘tmas (%qos:r)

bo‘lsa, & tashkil etuvchi va / o‘q qarama-qarshi tomonga yo‘nalgan
bo‘ladi.
U holda

Pf,;=—§:11 |=—|d|cos(m —@)=|a]cosep.

Agar ¢ =-§ bo‘lsa, u holda

Pr,:z=0:46icos§=1c"zlcosq>.

Bu xossadan quyidagi natijalar
kelib chigadi.

I-natija. Vektorning o°qdagi
proeksiyasi:

1) vektor o‘q bilan o‘tkir
burchak tashkil qilsa, musbat
bo‘ladi;

2) vektor o°‘q bilan o‘tmas
burchak tashkil qilsa. manfiy bo‘ladi; _

3) vektor o‘q bilan to*g‘ri burchak tashkil qilsa, nolga teng bo.‘ladl.

2-natija. Teng vektorlarning bitta o‘qdagi proeksiyalari teng
bo‘ladi. .
2-xossa. Bir nechta vektor yig‘indisining berilgaq .o‘qdagl
proeksiyasi vektorlarning shu o‘qdagi proeksiyalari yig‘indisiga teng,
masalan,

Pr(d+b+¢)="Pr,a+Pr,b+Prc.
Isboti. d=a+b +¢ bo‘lsin.
U holda (9-shak])
Pr,d=+|d |=+|d|+|5]-1&],

ya’ni )
Pr(d+b+¢)=Pr,d+Pr,b+Prc.
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3-xossa. Vektor skalyar songa ko‘paytirilsa, uning o‘qdagi
proeksiyasi ham shu songa ko‘payadi, ya’ni

Pr,(Ad)=A-Pr,a.
Isboti. Vektorning o‘qdagi proeksiyasining 1-xossasiga ko‘ra,
A>0 da Pr(Ad)=| Ad{cosp = Ald|cosp=A-Pr,a.
A<0da Pr(ia) = Ad|cos(r — p) =—Ai|a|(-cosp) = Ajdlcosp=1-Pra.

A=0da Pr(0-a)=0=0-Pr,a=4-Pra

3-natija. Vektorlar chiziqli kombinatsiyasining o‘qdagi proeksiyasi
bu vektorlar o‘qdagi procksiyasilarining mos chizigli kombinatsiyasiga

teng, masalan,
Pr,(kd +nb)=kPr, G+ nPrb.

2-misol. ABC to‘g‘ri
burchakli uchburchakning
katetlari B4=5 BC=5v3. 4BC
uchburchak balandliklari bo‘ylab
yo‘nalgan  vektorlarning  AC
gipotenuza bo‘ylab yo‘nalgan !/
o‘qdagi proeksiyalarini toping. A D C

Yechish. 10-shakl.

ZBAC =@, LBCA=y bo‘lsin
deylik.

U holda

BA 5 I BC 53 3

COSPp=—-=—"F——=——==—, COSY =—T=- —.
AC  j5* +(5J3)* 2 AC V‘5’+(5J3) 2

ABC uchburchak balandlikiari bo‘ylab yo‘nalgan vektorlar 4B, CB,
BD bo‘ladi (10-shakl). Bu vektorlarning / o‘qdagi proeksiyalarini
topamiz:

Pr,ﬁ).#m-cosg-ﬂ).
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2.3.4. Vektorlarning chizigli bog‘ligligi. Bazis

Uch o’Ichovli R’ fazoda 4,,4,.4, vektorlar berilgan bo‘lsin. Ixtiyoriy

)
o,.a,,a, sonlarniolamiz va a,a.,a, vektorlardan
d=od +c«,a, +a,a, (1.1)

vektorni  tuzamiz. Bunda a vektorga 4.a.,..a, vektorlarning
chizigli kombiratsiyvasi, o .«,,a, sonlarga bu chiziqli kombinatsivaning
koeffitsiyentlari deyiladi.

6-ta’rif. Agar a .a,,a, vektorlar uchun kamida bittasi nolga teng
bo*lmagan shunday «,.a..a, sonlar topilsa va bu sonlar uchun

aa +a.a, +a,a, =0 (1.2)

tenglik bajarilsa, a,.a,.a, vektorlar sistemasiga chizigli bog ‘liq vektorlar
deyiladi.

7-ta’rif. Agar (1.2) tenglik faqat a, =a,=a, =0 bo‘lganda o‘rinli
bo'lsa, a.a,,a, vektorlar sistemasiga chizigli erkli vektorlar deyiladi.

1-teorema. a,.d,.a, vektorlar chiziqli bog’liq bo‘lishi uchun ulardan
hech bo‘lmaganida bittasi qolganlarining chiziqli kombinatsiysidan
tborat bo‘lishi zarur va yetarli.

Isboti. Zarurligi. Berilgan vektorlar chizigli bog‘liq bo‘lsin. U
holda  (1.2) tenglik bajariladi, bunda a, (k=1,23) sonlardan kamida
bittasi nolga teng bo‘lmaydi. a, =0 bo’lsin deylik.

U holda

- o,
a, ——a
a,

bo‘ladi, ya'ni &, vektor qolgan \ektorammg chiziqli kombinatsiyasidan

La,

QIQ

iborat.
Yetarliligi. Berilgan vektorlardan bittasi, masalan, &, qolganlarining
chizigli kombinatsiysidan iborat bo‘lsin:

a,=aa +a,a,.

Rundan )
a,a, +a,d, +(-1)a, =0

kelib chigadi, ya’ni (1.2) tenglik o, =-1da bajariladi. Demak, berilgan
vektorlar chiziqli bog'liq.
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7-ta’rifga ko‘ra bitta nol bo‘lmagan & vekiordan iborat sistema
chizigli erkli bo‘ladi, chunki ¢-a=0 tenglik fagat va fagat « =0 da
bajariladi. ‘

Demak. bitta & vektordan iborat sistema fagat va fagqat a=0
bo‘lganida chizigli bog‘liq bo‘ladi.

Tekislikdagi vektorlarning chizigli bog‘liq yoki chizigli erkli
bo‘lishi haqidagi masalani qaraymiz.

2-teorema. lkkita 4, va a, vektor chizigli bog‘liq bo‘lishi uchun
ular kollinear bo‘lishi zarur va yetarli.

Isboti. Zarurligi. a va a, vektorlar kollinear bo‘lsin. U holda
a, =24, bo‘ladi, bundan g, +(-1)a,=0 yoki ad +c,d, =6. Demak,
vektorlar chizigli bog‘liq.

Yetarliligi. a, va a, vektorlar chizigli bog‘liq bo'lsin. U holda
aa, +a,a,=0 tenglik @, va «, sonlardan kamida bittasi, masalan, a.

noldan farqli bo‘lganida bajariladi. Bundan &, =-%'a, yoki a, =2
a:‘

kelib chiqadi. Demak, vektorlar kollinear.

Bu teoremadan quyidagi natija kelib chigadi.

4-natija. Ikkita 4 va 4, vektor chiziglt erkli bo‘lishi uchun ular
kollinear bo‘lmasligi zarur va yetarli.

3-teorema. Agar ¢ va & biror tekislikning ikkita  kollinear
bo‘lmagan vektorlari bo‘lsa, u holda shu tekislikning istalgan
uchinchi @ vektorini bu vektorlar bo‘yicha yagona usulda

d=ag +a,@, (1.3)

Al —
ko‘rinishda yoyish mumkin.
Isboti. Bitta o nuqtaga
vektorlami  qo‘yamiz:  OE =i, g
OE, =%, OA=d. A nuqtadan & va é, /
L/
o e, E, A,

A

¢, vektorlarga parallel ikkita to‘g'ri
chiziq o‘tkazamiz. Bu to‘g‘ri
chiziglar bilan ¢ va &, vektorlar 11-shakl.
yotgan to‘g'ri chiziglarning
kesishish nuqtalarini mos ravishda 4, va 4, bilan belgilaymiz (11-
shakl).

Ikki vektor yig‘indisi ta’rifiga ko‘ra, OA=04 + 4,4, bu yerda
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4.A=0CA, ckani hisobga olinsa
G=04,+OA, . (1.4)

Z va OA vektorlar kollinear bo*lgani uchun 04 =aé va shu kabi
04, =a,é, bo'ladi. Bu tengliklarga ko‘ra, (1.4) tenglikdan (1.3) tenglik
kelib chigadi. .

(1.3) yoyilmaning a, va a, koeffitsiyentlari bir qiymatli
aniqlanishini ko‘rsatamiz. Buning uchun

5 = ﬁ‘él s ﬂ:(?: (] .5)

yeyilma mavjud bo‘lsin deb faraz gilamiz. .

(1.5) tenglikni (1.3) tenglikdan hadma-had ayirib, topamiz:

(@, - B +(a. — B)e. =0.

Shartga ko'ra, ¢ va & vektorlar kollinear emas. U holda I-narijaga
ko‘ra, ular chiziqli erkli. Shu sababli oxirgi tenglik fagat o, - 5, =0 va
a,-B,=0 bo‘lganida bajariladi. Bundan a,=8, a,=8,. Demak,
(1.3) yoyilmaning a, va e, koeffitsiyentlari bir qiymatli aniglanadi.

4-teorema. Tekislikdagi har qanday uchta vektor chizigli bogliq

bo‘ladi. '
Isboti. a,.a,,a, vektorlardan ikkitasi, masalan, 3, va g, kollinear

vektorlar bo'lsin. U holda &, =« d, yoki & =3, +0a bo‘ladi. Demak,
a,,a,,a, vektorlar chizigli bog‘liq.

a,a,.d, vektorlardan istalgan ikkitasi kollinear bo*imasin.

U holda 3-teoremaga ko‘ra a, vektorni

a,=ad +a,a,,

ko‘rinishda yozish mumkin. Demak, 4,.a,,d, vektorlar chizigli bog‘liq.
2- va 4-teoremalardan quyidagi natijalar kelib chigadl. I
5-natija. Tekislikdagi chizigli erkli vektorlar soni ko‘pi bilan ikkiga

teng.
6-natija. .

fazodagi vektorlar uchun quyid
1) Uchta vektor chiziqli

bo‘lishi zarur va yetarli; . o
2) Uchta vektor chiziqli erkli bo‘lishi uchun ular k

bo‘lmasligi zarur va yetarli;

Tekislikdagi vektorlar uchun ko‘rsatilganda}gi kabi
agi xulosalarni ko‘rsatish mumkin:
bog'liq bo‘lishi uchun ular komplanar

omplanar
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3) Agar ¢,¢,,2, vektorlar komplanar bo‘lmasa. u holda istalgan a

a
vektor bu vektorlar bo‘yicha yagona ko‘rinishda yoyilishi mumkin,

ya’ni
d=aé +a.e, +ap,: (1.6)
4) Uch o*Ichovli fazodagi har qanday to‘rita vektor chizigli bog‘lig
bo‘ladi;

5) Fazodagi chiziqli erkli vektorlar soni ko‘pi bilan uchga teng.

Tekislikdagi bazis deb, istalgan ikkita chizigli erkli vektorga aytiladi.

5-natija va 3-teoremaga ko‘ra, tekislikdagi istaigan a vektorni é,é,
bazis bo‘yicha yagona ko*rinishda yoyish mumKin, va'ni

d=a@ +a,,.

(1.7
(1.7) tenglikka a vektorning ¢,é. bazis bo‘yicha yoyilmasi, a,.a,

sonlarga a vektorning ¢, bazisdagi affin koordinatulari deyiladi va
a={a;a,} deb yoziladi.

| Fazodagi bazis deb, istalgan uchta chiziqli erkli vektorga aytilad;.

6-natijada keltirilgan xulosalarga ko‘ra, uch o‘lchovli fazodagi

istalgan & vektorni é,,€,,¢, bazis bo‘yicha yagona ko‘rinishda yoyish
mumkin, ya’ni

a=af +ua,é. +ua,E,.

(1.8)
affin

Bunda sonlar & vektorning é&.5,¢

«,a,,c, 19€,,€,
koordinatalari bo*ladi, ya’ni d = {a;a;a

bazisdagi
e
3-misol. Uchburchakli muntazam piramidada 4B,AC,AD - A

uchning qirralari, DO- p uchdan tushirilgan balandlik (12-shakl). Agar
€,¢,,¢, mos ravishda 4B,4C,4D qirralar bo‘ylab yo‘nalgan vektorlar

bo‘lsin. DO vektorning ¢,,,,2, bazis bo‘yicha yoyilmasini toping.
; Yechish. Vektorlarni songa ko‘paytirish amalining xossasiga ko‘ra:

AB=)¢, AC=AZ, AD=Ag,
bu yerda 1,4,,4, —haqiqiy sonlar. l
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Piramidaning bir uchidan chiqqan qirralarida yotgan e.2,é,

vektorlar komplanar emas. Shu sababli DO vektomi .. bazis

bovicha yoyish mumkin.

" Piramida muntazam bo'lgani uchur}
uning balandligi asosining mfadianal?rf
kesishish  nuqtasiga tushadi, ya'ni
O -uchburchak medianalarining kesishish
nugtasi bo'ladi. '

Vektorlarni qo‘shish qoidasiga ko‘ra

DO = DA + AO.

Bunda
Dsi=-AD=-A¢,
. 2—— 2 AB+AC 1, .. .-
= =—"‘———‘_=‘()‘1e: +A’:e:)'
A0 3 AN 3 2 3
Demak,

55 = _A;E\ + -;‘(A'!El + 2!‘?2 )

2.1.5. Dekart koordinatalar sistemasida vektorlar

Fazodagi bazis sifatida o‘zaro perpendikular bo‘lgan i, ),k birlik
vektorlarni olaylik. Bunday bazi.s
ortonormallashgan bazis deyiladl:
Bunda 7,7k vektorlar bazis ortlari
deb ataladi. . y

Koordinatalar ~ boshidan mos -
ravishda  7,j.k  bazis  ortlari
yo‘nalishida o‘tkazilgan 0x,qy,0?v
o‘qlarga koordinata o‘qlari. deyiladi.
Ox,0y,0z o‘qlardan tashkil topg:jl? /
Oxyz koordinatalar sistemaga.to'g'n
burchakli (yoki dekart) koordinatalar
sistemasi deyiladi. o

Fazoda ixtiyoriy a vektorni olib,

z

M

I |

Gl

o J

[04

13-shakl.
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uning boshini koordinatalar boshiga keltiramiz, ya'ni =03 vektorni yoki
hosil gilamiz ( 13-shakl).

a vektorning "koordinata oq‘laridagi proeksivalarini topamiz.

— (1.12)

i i i i dratlarining
oM ni ve i i unin koordinatalari  kva
Buning uchun o7 vektorning oxiridan koordinata tekisliklariga parallel ya {1.1 .\."dfton‘:lﬁ% tuiilllinzli!g; o g |
tekisliklar o‘tkazamiz va ularning koordinata o‘qlari bilan Kesishish yig lf‘xdlsmmg.va (;a el bilan tashkil qilgan burchaklari mos
nuqtalarini mos ravishda M., M, M, orqali belgilaymiz. Bu tekisliklar d vcklommﬁ ]1.' ,(.13.Shak|) B, ooey Tar  vekiorming
5 1 o'lsin - . ’

koordinata tekisliklari bilan birgalikda diagonallaridan biri OM vektor raV‘IShICIi?-zZ (5”}’ o e atalad. |
bo‘lian gosg‘ri burchakli parallelepipedni hosil qiladi. yo nav ::'l\ torning o‘qdagi proeksiyasi 1-xossasidan topamiz:

unda

a =d|cosa, a, =ia|cosp, a,={d|cosy.
Pr.d=|OM\|, Pr,a=|OM.|, Pr,d=|0M|. ‘

. . . . Bundan 4 #0bo*lganida J
Bir nechta vektorlarni qo‘shish goidasiga ko'ra, . a, (1.13) |
a=0M - NM cosa=£_‘-,, cosy =-2:s °°5ﬂ=l_a_i'
a=0OM,+MN +NM . |a' lai
Do —— i ib, topamiz:
Yoki M,N=0M,, NM =OM.ni hisobga olsak, (1.13) tenglikdan (1.12) formulani hisobga olib, top (1.14)
—_— ‘g rcos’B+cosiy=1, ’
d=0M, + OM: + OM. (1.9) cos’a +cos’ B kosinuslari
Shunindek,

ya’'ni  nol bo‘lmagan vektorning yo‘naltiruvchi
08, IO O3, .| 7, O -{2W | & < ining yig‘indisi birga teng. . .
OM,=|OM\|-i, OM,=\0M.|- }, OM, =|OM.| k. (1.10) I\vadl;autll]:::lr:]mg&{ gbirlik g Ieng. | sl
bo‘lishi kelib chigadi, ya'ni &' ={cosa;cos B;cosy}. | o
oa teng vektor Ox,Oy koordinaia o qlari
o &

cosa, cosf, cosy
a=0M vektorning koordinata o‘qlaridagi proeksiyalarini mos
ravishda a,.a, va a, orqali belgilaymiz, ya'ni [OM\|=a,, |OM;|=a,,

— 4-misol. Uzunligi |a|=2 T ternin
|oM:|=a,. bilan ma =60°,8=120"1i burchaklar tashkil giladi. 4 vekterning

U holda (1.9) va (1.10) tengliklardan topamiz: ' koordinatalarini toping. . Ksivasining 1-xossasisiga ko'ra:

d=aji+aj+ak. (1.1 Yechish. Vektorning o' qdagi proyexsty
. 'y z 1
- . . . . ~ = 0°=2-—=1

(1.11) tenglik & vektorning 7,7,k bazis bo‘yicha yoyilmasi deb a, = @) cosq =2cos6 2
yuritiladi. a_,a,,a, sonlarga & vektorning dekart koordinatalari (yoki - ( 1 )____1.
oddiygina koordinatalari) deyiladi va G = {a.;a ;a,} kabi yoziladi. a, =l@|cos B =2cos120" = 2

a={a;a,;a} vektor berilgan bo‘lsin. i amiz:

Tog'ri burchakli parallelepipedning diagonali haqidagi teoremani Vektorning uzunligini top

go‘llaymiz:

2=V1+l+c;f—.
IO—MV: |b‘ﬁ;|2+law7,|2+|c7m2,
Bundan

|
Bundan § ) 5 g =—=2.
|al’=a +a’ +a? ll’ al=2 yokia =v2,4
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Demak,
d={=1;2} yoki a={l:-]:=\3}.

a va b vektorlar koordinatalari bilen berilgan bo‘lsin:

a=ai ta j+ak. 5=b,;'+by.'/:+b;/'<‘.

2z

Vektorning o*qdagi proeksiyasining xossalariga ko‘ra:

;i5=(a,ib‘);+(ayiby)-j+{a::b‘)l;, (1.15)
Aa=Ani+Aa j+iak, (1.16)
a =b,
&:5:;:} a.=b‘,, (i!7)
a =b,.
Shunday qilib,

1) vektorlar qo‘shilganida (ayrilganida) ularning mos koordinatalari
qo‘shiladi (ayriladi);

2) vektor songa ko‘paytirilganida uning barcha koordinatalari shu
songa ko‘payadi;

3) teng vektorlarning mos koordinatalari teng bo‘ladi va aksincha.

J-misol. a=—4i -2j +4k vektor berilgan. Bu vektorga qarama-qarshi
yo‘nalgan, kollinear va uzunligi |b|=9 bo‘igan vektorning
koordinatalarini toping.

Yechish. b vektorning koordinatalari b,.b.b,, ya'ni b=1{b;b :b}
bo‘Isin.

dva b vektorlar kollinear bo‘lsa 4=} bo‘ladi, bu yerda A -biror
somn.

U holda ikki vektorning tengligi shartidan

b‘=M"’ b}'=Aa)" bzz;ia:

yoki
b}r =—4A, by =—2/1, bz :4/1.

Bu koordinatalarni va 5 vektorning uzunligini hisobga olib,
topamiz:

VI6A + 47 +164° =9, +64=9  yoki A=+

[\ N Y
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vab vektorlar qarama-qarshi yo'nalgani uchun A<0. ya’ni

Qi

)Lz—'

[ SN

Deinak. b = {6:3;~6}. B

Koordinatlar boshiga qoyilgan va oxiri M nuqta bo‘lgan 7 =0M
vektorga M nuqtaning radius vektori deyiladi. M(x;y;z) nuqta radius
vektorining koordinatalari » ={x:y;z} bo‘ladi.

Boshi .f(x.;»:z,) nuqtada va oxiri B8(x..v,;z,) nuqtada bo‘lgan
AB  vektorni qaraymiz. 4 va B R
nuqtalaming radius vektorlarini mos

ravishda r ={(x;:y;z} va r.={x;v.;z.} A
bo‘ladi. B
14-shaklga ko‘ra, 4B=7. -7. 7 7

Bundan (1.15) tenglikka asosan

-A—[} = (.\’2 - ); "'(.v: —J’,).; + (:: - zl)];

yoki
AB={x, —x:y,-viz -z} (1.18) 14-shakl.
Shunday qilib. vektorning

koordinatalari  uning  oxiri va

ayirnasiga teng. L N .
(1.18) tenglikdan 4B vektorning reodulini topamiz:

boshining mos koordinatalari

|AB|=y(x, ~x) + (= ».) +(z. - 2)* . (1.19)

43 vektorning uzunligi 4 va B nuqtalar orasi.dagi. masofaq.i
aniglaydi. Shu sababli (1.19) tenglikka ikki nuqta orasidagi masofani
topish formulasi deyiladi. . . .

6-misol. Parallelogrammning uchta ketn‘la.-k'et t_xchl berilgan:
A(-133;1), B(=2:-5;3), C(0:~L:1). BD diagonal uzunligini topmg.. N

Yechish. Parallelogramm D uchning x;y;z _lioordm_aialarml
parallelogramm uchun AD =BC ekanidan aniqlaymiz. AD va BC
vektorlarni (1.18) formula ko‘rinishida yozamiz:

1_4_5={x+1;y—3:z—l},
BC = {0 - (<2);-1 - (=5);1 - 3} = {2:4-2}.
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U holda AD=BC tenglikdan x+1=2 y-3=4, z-1=-2, ya’ni
D(1;7;-1) bo‘lishi kelib chigadi. BD vektorning koordinatalarini
topamiz:

BD = {1 - (-2);7 - (-5)-1-3} = {3;12:-4}.

U holda

| BD|=+[3" +12° +(—4) =\/9+144+ 16 =13.
A(x;;¥,;2)) va B(x,;y,;z,) nuqtalarni tutashtiruvchi kesma berilgan
bo‘lsin. 4B kesmani berilgan A>0 nisbatda bo‘luvchi, ya’ni %gﬁ.

tenglikni ta’minlaydigan C(x;y;z) nuqtani topish masalasini yechamiz.
Masalaning shartiga ko‘ra, 4C vaCB vektorlar kollinear, ya’ni
AC =ACB.
U holda
76: {x—x,;y—y,;z—z,}, (_"—B.:{xz —Xy, — ¥z, — 2}
inobatga olinsa,
x-x,=Ax,—x), y-y,=Ay,-y) z-z=4(z,-2).

Bu tengliklardan x,y,z larni topamiz:

J‘___Jc,+/1.zrz’ =y,+/1y2’ z=z,+Azz' (1.20)
1+ 1+4 1+ A

(1.20) formulaga kesmani berilgan A nisbatda bo lish formulasi

deyiladi.
(1.20) tengliklardan A =1 da kesma o‘rtasining koordinatalarini

topish formulalari kelib chiqadi:

=xl+x2 =yl+y2 =ZI+ZZ 1'2]
R (1:21)

1-izoh. Tekislikda yotuvchi 48 kesma uchun (1.20) va (1 21)
formulalar quyidagi ko‘rinishlarni oladi:

_x + Ay, KA (1.22)
1+4 ° 1+4 °
_EtXx NtV 1.23)
X 2 s y 2 (
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7-misol. A(2:5) va B(4;,9) nuqtalami tutashtiruvchi AB kesmani
AC:CB=1:3 nisbatda bo’luvchi C nuqtaning koordinatalarini toping.

Yechish.Masalaning shartiga ko‘ra, 1= % C(x;y) nuqtani
2

(1.22) formulalar bilan topamiz:

1
2+ -4 5+}-9

q
x= 31 =%, y= "1 -=6, yoki C(§;6}
I+ - - 1+ 2
3 3
2.1.6. Mashglar

1. Agar |a+b|a-b| bo'lsa, @ va b vektorlar qanday shartni
qanoatlantiradi?

2. |a@j=13, ib|=19 va la+b|=24 bo‘lsa. |a-&| ni hisoblang.

3. Agar M-—.4B kesmaning o‘rtasi bo‘lsa, fazoning ixtiyoriy Onugqtasi
uchun OAf = %(5? +OB) tenglikni isbotlang.

4. AD.BE,CF kesmalar A4BC uchburchakning medianalari bo‘lsa,
AD+ BE + CF =0 tenglikni isbotlang.

S. 4N — ABC uchburchakning bissiktrisasi. AB=a, AC=5h, |dl=2,
{51=1bo‘lsa, AN vektorni toping.

6. ABCD teng yonli trapetsiyada ~DAB=60",| ADIH DCI=|C5]=2.
M,N-mos ravishda DC va BC tomonlarning o‘rtalari. NM vektorni mos
ravishda 4B va 4D tomonlar bo‘ylab yo*nalgan 7 va 7 birlik vektorlar orqali
ifodalang.

7. O nuqtaga O4=a va OB =b vektorlar go‘yilgan. 40B burchak
bissektrisasida yotuvchi biror OM vektorni toping.

8. ABCD parallelogrammda AB=a va AD=b, M- parallelogramm
diagonallarining kesishish nugtasi. 314, MB vektorlarni @ va b vektorlar orqali
ifodalang,

9. m ning qanday qiymatida & =d-mb va d=—/3a+6b vektorlar kollinear
bo‘ladi?

10. Biror bazisda & = {m;~1:2}, b ={3;n;6} vektorlar berilgan. a va b vektorlar

kollinear bo‘lsa m va n ni toping.
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11. 4BCD to‘g‘si burchakli trapetsiya asoslari |ARl4 va |[CD}]=2 va
ZABC =45". 4B, AD, DC, AC vektorlarning (B vektor bilan aniglanuvchi o*qqa
proyeksiyalarini toping.

12. 4BC teng tomonli uchburchakning tomonlari 2 /3 ga teng.
AD, BF,CE —uchburchakning balandliklari. 4B, BC, C4, 4D, BF, CE
vektorlarning ZBAC  burchak bissiktrisasi bo'ylab yo‘nalgan / 0'qqa
proyeksiyalarini toping.

13. 4BCD parallelogrammda P va Q mos ravishda BC' va <'D tomonlarning
o‘rtalari. Bazis vektorlar 6, = AD va & = 4B bo'lsa, PO vektorni bu bazis
bo‘yicha yoying.

14. 04CB to‘g'ri to‘rtburchakda A va ~mos ravishda 3C va AC
tomonlarning o‘rtasi. OC vektorning OM =a va ON =56 vektorlar bo‘yicha
bazisga yoying.

15. 4BCD piramidada P va ¢ mos ravishda AD va BC girralarning o'rtasi.
Bazis vektorlar ¢, = 4B, é, = AC va &, = AD bo‘lsa, PQ vektorni bu bazis bo‘yicha
yoying.

16. OABC tetraedr berilgan. 0A4,08,0C vektorlardan iborat bo*lgan
bazisda GF vektorni toping, bu yerda F —asos medianalarining kesishish nuqtasi.

17. Tekislikda uchta a={3-2}, b={-21} va ¢&={7,-4} vektorlar
berilgan. Har bir vektorning qolgan ikki vektor bo‘yicha yoyilmasini toping.

18. a={2.,0}, b ={1;-1;2}, &={2:2,;-1} vektorlar bazis tashkil qilishini
ko‘rsating. d ={3.7,-7} vektorning shu bazis bo‘yicha yoyilmasini toping.

19. a={-1,5-2} va b = {2;-1,3} vektor berilgan. 34 - 256 va —%d + —§-5
vektorlarning koordinata o*qlaridagi proeksiyalarini toping.

20. a={1-12}, b={-2-31} va ¢={0;-3-2}vektorlar berilgan. -2a+ 3b-¢
va 33-2b+2¢ vektorlarning koordinata ofglaridagi procksiyalarini toping.
21. Tomonlari G={-1;0;7) va b={5—4-5) vektorlarga qurilgan

parallelogramm diagonallarining uzunliklarini toping.
22 4B={2,64} va AC ={42-2} bo‘lsa, 4BC uchburchakning CP
medianasi uzunligini toping.

23. Fazoda M nuqtaning radius vektori koordinata o‘qlari bilan bir xil
burchak tashkil qiladi va uzunligi 3 ga teng. M nugtaning koordinatalarini toping.

24. & vektor Oxva Ozo‘qglari bilan mos ravishda 60°va 120°li burchak
tashkil qiladi. Agar | &= 4bo‘lsa, bu vektorning koordinatalarini toping.
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25. Agar d = {2.-11} vektorning boshi 1(3;-2:~4} bo‘lsa, uning oXirining
koordinatalarini toping.

26. Agar q-={2.4,-1; vektorning oxiri 3(-1.3—4}bo‘lsa, uning boshining
koordinatalarini toping.

27. 4 va B nuqtalar berilgan. 48 vektorning ortini toping:
1) A(—4:~9.61, B(8:6.-10): 2) A(E&-19), B(2—4-3).

28, A4(2:-10). Bii-i.2). C(0.53) nuqtalar berilgan. &= AB-CB vektorning
ortini toping.

29. i =12:3). b=1{1:-3). & ={-1:3) vektorlar berilgan. @ ning qanday
qiymailarida m=d+wb va i-d+3¢ \eI\torlar kollinear bo'ladi.

30. a-i6; - 127 +15k vektor bilan bir xil yo'nalgan va uzunligi |6]=15 bo‘lgan
vektorning koordinatalarini toping.

31. Uchlari  4(-1-3), B(2-3), C(2) bo‘lgan uchburchakning perimetrini
oping.

32. Uchlari A4(-3:-3), B(-1:3), C(1:-1) bo‘lgan uchburchakning to‘g'ri
burchakli ekanini ko‘rsating.

33. Uchlari A(2:1), B(-11). C(-3:2) nuqtalarda bo‘lgan uchburchakka tashqi
chizilgan aylananing markazini va radiusini toping.

34. M (-1:=2) va M,(3:4) nuqtalar berilgan. M, to*g'ri chiziqda yotuvchi va
M, nuqtaga nisbatan Af, nuqtaga 3barobar yaqin bo‘lgan M(x:») nuqtani toping.

35. Uchlari .(1:4). B(-5.0). C(-2:-1)nuqtalarda bo‘lgan uchburchak
medianalarining kesishish nugtasini toping.

36. Parallelogrammning uchta ketma-ket 4(-6:—4), B(-4:8), C(-1;5) uchlari
berilgan. Parallelogrammning to‘rtinchi uchini toping.

37. Uchlari A(4:1-3), B(i:4:-2). C(1:10.-8) nugtalarda bo’lgan 4BC

uchburchakning 40 medianasi uzunligini toping.
2.2.VEKTORLARNING KO‘PAYTMALARI

2.2.1. Ikki vektorning skalyar ke‘paytmasi

Skalyar ko‘paytmaning ta’rifi

I-ta’rif. Jkki & va b vektorning skalyar ko paytmasi deb bu
vektorlar uzunliklari bilan ular orasidagi burchak kosinusi ko‘paytmasiga

93




teng songa aytiladi va u ab (yoki a-b yoki (3,5)) kabi belgilanadi, ya’ni
b =la|-|b|-cosp, (2.1)

bu yerda ¢ -a va b vektorlar orasidagi burchak (bunda vektorlarning
boshi bir nuqtaga qo‘yiladi).
(2.1) formulani boshga ko‘rinishda yozish mumkin.

Ma’lumki,
Pr,a=a|cosgp va Pr55={5|cos¢.
Bundan
ab<al-Pr.b (2.2)
yoki
ab={b | Pr,a, (2.3)

ya’'ni ikki vektorning skalyar ko‘paytmasi ulardan birining moduli bilan
ikkinchisining birinchi vektor yo‘nalishidagi o‘qqa proeksiyasining
ko‘paytmasiga teng.

Skalyar ko ‘paytmaning xossalari

I-xossa. Ko ‘paytuvchilarning o ‘rin almashtirish xossasi:
ab =ba.
Ishoti. Gb <{a|-|b|cos(@,b)=|5|-|d|cos(b .d) = ba.
2-xossa. Skalyar ko ‘paytuvchiga nisbatan guruhlash xossasi:
(A@)b = M(ab).
Isboti. (2.2) formulaga ko‘ra, (Ad)b = b |-Pr,(Ad). Vektorning o‘qdagi

proeksiyasining 3-xossasiga asosan Pr,(4d)=A-Pr, |4|.
Bundan

(Ad)b =|b|-Pr,(Aa)=A-|b|-Pr, |a|=1-(|b6|Pr, | a]) = A(@b).
3-xossa. Qo ‘shishga nisbatan tagsimot xossasi:
a(b +¢)=ab +ac .
Isboti. Vektorning o‘qdagi proeksiyasining 2-xossasiga ko‘ra,
Pr,(b +)=Pr,b +Pr,é.
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Demak,

d(b ~&vHa|-Pr (b +~ &) dl-(Pr,b +Pr,¢) =
= d|-Pr b+|d|-Pr,¢ =ab+adc.

4-xossa. Agar a va b vektorlar perpendikular bq‘lsa, u holdg
ularmning skalyar ko‘paytmasi nolga teng bo‘ladi. Shumrldek, teskari
tasdiq o‘rinli: agar ab =0 (1a@|# 0, 5% 0) bo‘lsa, u holda a4 bo‘ladi.

Xususan: i-j=j-k=k-i=j-i=k-j=i-k=0.

Ishoti. & 1 5bo’lganda cosg =0 bo‘ladi. Bundan @k =0.

. T .

@b =0 (adl%0]|h=0) bo'lsa, cosp=0 bo‘ladi. Bundan p=7, yami
alb. . . :

S-xossa. Vektorning skalyar kvadrati uning uzunligi kvadratiga
teng, ya'ni a’ =lai.

Xususan: i*=j" =k’=1.

Isboti. G =a-a=ial-|alcos0" =al-lal=al.

I-izoh. Agar a vektorni skalyar kvadratga oshirib, keyin kvadrat

ildiz chigarilsa. & vektorning o'zi emas, balki uning moduli hosil

bo‘ladi, ya'ni

Ja' q4a|(a* #a).
I-misol. |a@|=4, |5|=6,¢=(a:5)=§ bo'lsin. (33 - 5)-(2a + 4b)
ko‘paytmani toping. . . .
Yechish. Avval 3-xossa yordamida qavslarni och‘amlz va k‘eym
skalvar ko‘paytmaning ta’rifi va xossalaridan foydalanib, topamiz:
(Bd—b)-(2G+4b)=3a-2d-b-2d+3d-4b—b-4b=6a" +10ab-4b’ =
T 3 =0
=6|al* +10(a| | b|cosT~4|b['=
=6-4 +10-4-6-%—4-6’ =96+120-144="72.
. A2 s
2-misol.  |d|=4, |b|=3,p=(a,b)= -g— bo‘lsin. Bu vektorlarga

[ i ini liklarini toping.
qurilgan parallelogramm diagonallarining uzun : o
Yechish. @ va b vektorlarga qurilgan para.llelogramm diagonallarini
d+b va g—b vektorlar orqali ifodalash mumkin.
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Skalyar ko‘paytmaning xossalaridan foydalanib, topamiz:

la+bl=y(a+b) =a +2db +h' =\[[al +2]ahbicosp+|hf =

—

= Il6+2-4-3-(——
A 2

)+9=«/§,

la-bl=(@-b) =va* —2ab+5h* =\la|' -21a)|#|cos o+ b =

V’l6+2-4»3-%+9=«/3_7.

Koordinatalari bilan berilgan
vektorlarning skalyar ko ‘paytmasi

Ikkita @={a,a,;a,} va b=1b;b:b,} vektor berilgan bo‘lsin.

U holda bu vektorlarni 7,7,k birlik vektorlar orqali ifodalab,
skalyar ko‘paytmaning xossalarini va i,k vektorlarning skalyar

ko‘paytmalarini hisobga olib, topamiz:

ab =(a,i + ayj +ak)-(bi + bj+ bk)=abii +ab ij+ ab.ik+
+ab, ji +ab jj+ab, jk+abki +abkj+abkk =
=ab,+ab, +ab,.
Demak,
ab=ab_ + ab +ab,, 24

ya’ni koordinatalari bilan berilgan  ikki  vektorning  skalyar
ko‘paytmasi ulaming mos koordinatalari ko‘paytmalarining
yig‘indisiga teng.

3-misol. a={4;-2;3}, b ={1,-2;0}, ¢ ={2;1;-3} bo‘lsin.
(@+3b)-(a~b +¢) ko‘paytmani toping.

Yechish. Avval m=a+3b va ii=a—b +¢ vektorlarning
koordinatalarini topamiz:

m={4+3-1; 22+3-(-2); 3+3-0}={7;-8;3},
A={4-142; =24 2+1; 3-0-3}={5:0}.
Bundan (2.4) formulaga ko‘ra
m-n=7-5+(-8)-1+3-0=27.
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Skalvar ko ‘paytmaning ayrim tatbiglari
1. Ikki vektor orasidagi burchak

d={a,_.a;a,} va b={b:h:b} vektorlar orasidagi ¢ burchak
kosinusini (2.1) va ( 2.4) tengliklardan topamiz:

Cosp = »———&—b?_ 2.5
lal-1b]

yoki
ab +ab +ab, 2.6)

COSO = —=: 3 B "R 2 ?
va. +a;+a; - \Jbl+b; +b;

Shu kabi, fazodagi ikki yo‘nalish orasidagi burchak .kosinusi bu
yo'nalishlarning mos (bir nomdagi) yo‘naltiruvchi kosinuslari
ko®paytmalarining yig'indisiga teng:

cos@ = cosa, cosa, + cos B, cos B, +cosy, cosy,. 2.7)
2. Ikki vektorning perpendikulyarlik sharti
a i b bo‘lsin. U holda cos¢ =0 bo*lgani uchun (2.6) tenglikdan
ab,+ab +ab =0 (2.8)

kelib chigadi. N
Fazcdagi ikki yo ‘nalishlarning perpendikularlik shartini
(2.7) tenglikdan topamiz:

cosa, cosa, + <os B, cos B, +cosy, cosy, =0. 2.9)

3. Vektorning berilgan yo ‘nalishdagi proeksiyasi

(2.3) tenglikdan topamiz:

pra=22 (Pr,,.5=3;,J (2.10)
‘ th| A [aj
Yoki \
- a‘b, +ayby +a:b, P 5 _ axb, +ayby +a:b: . (2.1 1)
Prb.a= = & A ial+a
ROET TN ya, +a, 2,
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Shu kabi a(x:y;z) vektorning yo ‘naltiruvchi kosinuslari
cosa, cos B, cosy bo‘lgan | yo ‘nalishdagi (o ‘qdagi) proeksivasi:

Pr a=xcosa + ycos B+ zcosy. (2.12)

4. Kuchning bajargan ishi

MN vektor bilan ¢ burchak tashkil etuvchi F kuch ta’sirida
moddiy nuqta M nuqtadan N nuqtaga to‘g'ri chizig bo‘ylab
ko‘chayotgan bo*Isin (15-shakl).

Fizika kursidan ma’lumki, F kuchning MN =5 ko'chishdagi
bajargan ishi

A= F|-|S|-cosp yoki A=FS (2.13)

formula bilan aniqlanadi.
Demak, moddiy nugtaning
to‘g‘ri chiziqli harakatida o‘zgarmas

kuchning bajargan ishi kuch vektori y

va ko‘chish vektorining skalyar

ko‘paytmasiga teng. Bu jumla

skalyar ko ‘paytmaning  mexanik 7

ma’'nosini anglatadi. — -
4-misol. Moddiy nuqta A(1;-2;2)

nuqtadan B(5;-5;-3) nuqtaga 15-shakl.

F={2-1;-3} kuch ta’sirida to‘g‘ri

chiziq bo‘ylab ko‘chgan.

Quyidagilarni toping: 1) F kuchning bajargan ishini; 2) F
kuchning ko‘chish yo‘nalishidagi proeksiyasini, 3) F kuchning
ko‘chish yo‘nalishi bilan tashkil qilgan burchagini. )

Yechish. Avval moddiy nuqta ko‘chish vektorini, uning va F
kuchning uzunligini topamiz: L

S=AB={4:-3-5}, |S|=v16+9+25=5v2, |F|=va+1+9=414.

U holda:

1) A=FS=2-4+(-1)-(-3)+(=3) - (=5) =26 (ishb.);

FS 26 1342

2) PrgF:!_S'T_m—T’
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ES 26 _137 (pzamoslif.

5-misol. m=d~+2b va i=5a-4b o‘zaro perpendikular vektorlar
bo*lsin. 4 va £ birlik vektorlar orasidagi burchakni toping.
Yechish. m L7 bo‘lgani uchun (a+ 2b)-(53 - 4b)=0 bo'ladi.
Bundan
Sq* + 6dh -85 =0 yoki S|a|’ +6|d|-ib|cosp-8|bI=0.
a va b birlik vektorlar bo‘lgani sababli: 5+6cosp-8=0.
U holda

cosp =1 yoki p=2
LOS(p—Z) (/4 3

2.2.2. Ikki vektorning vektor ko‘paytmasi

Vektor kopaytmaning ta’rifi
Agar uchta vektordan qaysi biri birinchi, qaysi biri ikk?nchi va
qaysi biri uchinchi ekani ko‘rsatilgan bo‘lsa, bu vektorlarga tartiblangan

uchlik deyiladi. ' . o
Tartiblangan uchlikda vektorlar joylashish tartibida yoziladi.

¢ chap uchlik

N])

16-shakl.

Agar komplanar bo‘lmagan vektorlar tar‘tiblangan UChillilg(i.nir;]g.
uchinchi vektori uchidan qaralganda b?rmf:hl v?kt.o lr)d?;) buﬁal
vektorga qisqa burilish soat strelkasi yo‘nalishiga teskari bo s, ¢
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uchlikka o ‘ng uchlik, agar soat strelkasi yo‘nalishida bo"lsa chap uchlik
deyiladi (16-shakl).
2-ta’rif. a vektorning b vektorga vektor ko ‘pavimasi deb quyidagi
shartlar bilan aniglanadigan ¢ vektorga aytiladi (17-shakl):
1) ¢ vektor a va b vektorlarga perpendikular, ya’ni z 1@ va ¢ Lb:

2) ¢ vektorning uzunligi son jihatidan tomonlari a va b

vektorlardan iborat bo‘lgan parallelogrammning yuziga teng, va'ni
\¢i={@|1b|sing, bu yerda ¢ =(a,b);

3) a,b,¢ vektorlar o‘ng uchlik tashkil giladi.

a va b vektorlaming vektor ko‘paytmasi dxb yoki [d.F]
kabi belgilanadi.

o
H
S
X
S

Q

b = dlih]sing
P
0 ;

a a

17-shakl.

Vektor ko ‘paytmaning xossalari

I-xossa. Ko‘paytuvchilarning o‘rinlari almashtirilsa vektor
ko‘paytma ishorasini garama-qarshisiga o‘zgartiradi, ya’ni

dxb=-bxa.

Isboti. Vektor ko‘paytmaning ta’rifiga ko‘ra, ax b va b x a vektorlar
bir xil uzunlikka ega (parallelogrammning yuzi o‘zgarmaydi), kollinear.
amimo qarama-qarshi yo‘nalgan, chunki  @,b,axb vektorlar ham,
b,d,b xa vektorlar ham o‘ng uchlik tashkil qiladi.

Demak,

axb=-bxda.
2-xossa. Skalyar ko ‘paytuvchiga nisbatan guruhlash xossasi:
(Ad)xb = Maxh).
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Isboti. #>0 bo'lsin. U holda (i@)xb va A(axb) vektorlar @ va b
vektorlarga perpendikular bo'ladi, chunki &, ia va a vektorlar bir
tekislikda yotadi. Shu sababli (l@)xbva i(axb) vektorlar kollinear.

Shuningdek, bu vektorlar yo‘nalishdosk (i@ va & vektorlar
vo-nalishdosh) hamda ular bir xil uzunlikka ega:

\(Adyx b |= 23] B |sin((i@) b)) =] a}-{b |sin@.B),
\A@xB)|= 4|axbi=A1a]-bsin(@.b).

Demak,
(Mﬂx5=lﬁx5L

Xossa A<0 da ham shu kabi isbotlanadi. !
3-xossa. Qo shishga nishatan tagsimo! xossasl.

Gx(h+&)=axb+axé.

Bu xossaning isbotini keltirmaymiz.
4-xossa. Agar a va b vekiorlar kollinear bo’isa, u holda ularning
vektor ko‘pavimasi nolga teng bo*ladi. Shunindek, teskari tasdiq o°rinli:

agar axh=0 (|a}#0.5%0) bo‘lsa. u holda d va & vektorlar kollinear
bo‘ladi.

Ishoti. & va & vektorlar kollincar bo‘lsa, ular orasidagi burchak
»=0" voki o=180° ga teng va sing=0 bo‘ladi. U holda
'dx b= G| b |sing = 0.Bundan

axb=0.

dxb=0 bo‘lsa, iaxb|qal-|b;sinp=0 bo‘ladi. U holda |&!-;5|¢9
bo‘lgani uchun sing=0. Bundan @=0"yoki p=180",ya’ni avab
vektorlar kollinear.

6-misol. i, ],k vektorlarning vektor ko‘paytmalarini toping.
Yechish. Bunda vekior ko*paytmaning ta’rifidan quyidagi tenglikiar
bevosita kelib chigadi:
Txj=k, jxk=1i,

xi=J.

Ed]

Haqigatan ham, masalan, 7 x 7 =k tenglik o°rinli, chunki:

DWkii, K17 o
2) [k =7 7]sin90" =1; 3) 7,j.k vektorlar o‘ng uchlik tashkil giladi.
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Shuningdek, 1- xossaga ko‘ra,

Jxi=—k, kxj=-i }X/;=—_;.
Vektor ko‘paytmaning 4-xossasidan topamiz:
;'x;'=-]:x;'=;c.x;'c.=0.
7-misol. |d}=3,|5}=2, ¢=(af.'5)=% bo‘lsin. ! (@+ 25)x (d — 35)|ni
hisoblang.

Yechish. Vektor ko‘paytmaning ta’rifi va xossalaridan foydalanib,
topamiz:

(G+2b)x(@-3b)=dxa+2bxa—3dxbh-6bxb=—5Gxb.
Bundan

|(i1'+25)x(&—35)|=!—56x5|=5|&!-|5|sin¢:=5'3‘2-sin%=15.

Koordinatalari bilan berilgan
vektorlarning vektor ko ‘paytmasi
Ikkita @={a,;a,;a,} va b={b,;b,;b,} vektor berilgan bo‘lsin.

i,j,k  vektorlarmning  vektor ko‘paytmalari  formulalaridan
foydalanib, topamiz:

axb=(ai+aj+ak)x(bi+bj+bk)=ab(ixi)+ ab (i xj)rab(ixky+
+ab.(xD)+ab,(GxJ)+ab,(Gxk)+ab,(kxT)+ab (kx])+ab,(kxk)=

=abk-abj- ayb,lz +abi+ab,j- azb,_;" =(a,b, -a,b, )i — (ab, —ab)j+

- a a |- a la a
H@b,—ab)k=| P GG G 4 S
g b, b | |5 b "5 b~
ya'ni

|
- 7 a, a, | a. a a a
axb= y z s x z | x Yy

b, b |5 b F6 b (2.14)

Oxirgi tenglikni quyidagicha yozish mumkin:

i j k
axb=la, a, a (2.15)

b, b b,
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8&-misol. @ ={3:~1;-2},6 ={0;-2;4} bo‘lsin. (a + 2b)x (2a - 3b)
ko*paytmani toping.
Yechish. Avval m=a+2b va ii=2a-3b vektorlaming
koordinatalarini topamiz:
m={-3+2-0;1-(=1) +2-(-2):1- (-2) + 2 -4} = {3;-5:6},
A={2.3-3.02-(=1)=3-(<2);2-(-2) = 3- 4} = {6;~8;—16}.
Bundan (2.14) formulaga ko‘ra

-3 6[TI3 6|_,
-8 —16}'_|6 —16) 7

| L
i =i K =1287 +84] +6k.
|

3
|6—8

Vektor ko ‘paytmaning ayrim tatbiglari

1. Ikki vektorning kollinearlik sharti

Vektor ko‘paytmaning 4-xossasiga ko‘ra, a va b vektorlar kollinear

bo‘lsa
axb=0
yoki
Gxb=(ab, —ab)i-(ab -ab)j+(ab —ab)k=0
bo‘ladi.
Bundan
ab -ab =0, ab -akb =0,ab -ab =0

yoki
a, 4, a,
== . 2. 1 6
b, b b (2.16)

x y

ya'ni kollinear vektorlarning koordinatalari proporsional bo‘ladi va
aksincha proporsional koordinatalarga ega vektorlar kollinear bo‘ladi.

2. Parallelogramm va uchburchakning yuzlari
Vektor ko‘paytmaning ta’rifiga ko‘ra |axb|<a|-|5|sing, ya'ni

S,,=axbl.
Bundan
|axb!. (2.17)
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3. Nugtaga nisbatan kuch momenti

O nuqtasi mahkamlangan qattiq jism 4 nuqtasiga go‘yilgan F
kuch ta’sirida Onuqta atrofida aylanma harakat qilayotgan bo‘lsin,
masalan, bolt kalit yordamida buralayotgan bo‘lsin (18-shakl).

Fizika kursidan ma’lumki, 7 kuchning O nuqtaga nisbatan
momenti deb O nuqtadan o‘tuvchi va quyidagi shartlarni
qanoatlantiruvchi M vektorga aytiladi:

1) M L7 va M L F, bu yerda 7 = 04 - 4 nuqtaning radius vektori:

2) |MIF||F|sing, bu yerda
0=, F);

3) 7,F,M vektorlar o‘ng uchlik
tashkil giladi.

Shunday qilib,

Y]
e

M=Fx F ,
ya’ni qo‘zg‘almas nuqtaga nisbatan
kuch momenti kuch qo‘yilgan nuqta
radius vektorining kuch vektoriga
vektor ko*paytmasiga teng. 18-shakl. VE
Bu jumla vektor ko ‘paytmaning
mexanik ma’nosini anglatadi.

4. Aylanma harakatning chizigli tezligi

Yuqorida keltirilgandagi kabi qo‘zg‘almas O nuqta atrofida &
burchak tezlik bilan aylnma harakat gilayotgan qattiq jism
M nugtasining chiziqli tezligi Eyler formulasi bilan topiladi:

V=wxF,
bu yerda 7 = OM - M nugtaning radius vektori.

9-misol. m, n ning qanday qiymatlarida a = {- 23; n} va b = {m;—6;2)
vektorlar koilinear bo‘ladi?

Yechish. Ikki vektorning kollinearlik shartiga ko‘ra, — 2
Bundan m=4, n=-1.

10-misol.a =27 -3k va b =4 +3j vektorlarga qurilgan
parallelogrammning yuzini hisoblang,
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Yechish. Yuzani (2.17) formula bilan hisoblaymiz:

= /9% +127 +(-8)' =17(yb.).

12

1o -3
a0

L) N
WtV

1o
N
14

i?
=31
!

0 I | !

2.2.3. Uchta vektorning aralash ko‘paytmasi

Aralash ko ‘paytmaning ta’rifi va geometrik ma’nosi

3-ta'rif. Uchtu a.b va ¢vektorning aralash ko ‘paytmasi deb axb
vektorning ¢ vektorga skalyar ko‘paytmasiga teng songa aytiladi va
abé kabi belgilanadi.

Uchta komplanar bo'lmagan a.5,¢
vek-torlar  berilgan  bo'lsin.  Bu
vektorlarga parallelepiped quramiz va
axb = d vektorni yasaymiz (19-shakl).

Vektor ko‘paytmaning ta’rifiga
ko‘ra,

dia,dlb.|d|=S_.

par

bu yerda S, - parallelepiped asosining a

yuzi. L 19-shakl.
Ta’rifga ko‘ra d-¢=d|-|¢|coso,
bu yerda ¢ — ¢ va d vektorlar orasidagi burchak. o
19-shaklda a,6.¢ vektorlar o‘ng uchlik tashkil qiladi va
9<Z, ya’ni cosp>0. U holda|écosp=h va d-&=S,, -h=V. kkinchi
2 -
tomondan d-¢=(dxb)-¢=dbc. Demak, V' =abc.
Agar a,b,¢ vektorlar chap uchlik tashkil gilsa, (p>% va cos@<0
bo‘ladi. U holda |¢lcosp=—h, V =—abé.

Shunday qilib, komplanar bo‘lmagan uchta .vekt.or mlash
ko‘paytmasining moduli girralari bu vektorlarning uzunliklaridan iborat
bo‘lgan parallelepiped hajmiga teng:

V= abc|. (2.18).

Bu jumla aralash ko ‘paytmaning geometrik ma’nosini
anglatadi.
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Aralash ko ‘paytmaning xossalari
I-xossa. Amallarining o‘rinlari almashtirilsa aralash ko‘paytma
o‘zgarmaydi, ya’ni
(@xb)-c=a-(bx?d).
Isboti. Skalyar ko‘paytmaning o‘rin almashtirish xossasiga ko‘ra,
(@xb)-¢=¢-(axh).
(2.18) formulaga ko‘ra,
V=(axb)-El, V(bxé)-al.

Bunda 3,5,¢ va 5,¢,a uchliklarning har ikkalasi bir vaqtda yoki o‘ng
uchlik yoki chap uchlik tashkil giladi. Shu sababli (ax5)-¢=(5x¢)-a.
Bundan
(@xb)-¢=a-(bxé).
2-xossa. Ko*paytuvchilarning o‘rinlari doiraviy almashtirilsa,
aralash ko‘paytma o‘zgarmaydi, ya'ni
abc =bca=2cab .
Isboti. 1-xossa va skalyar ko‘paytmaning o‘rin almashtirish
xossasidan topamiz:
abé=d-(bx¢)=(bx¢é)-a=héa,
béa=b-(Exa)=(¢xa)-b =cab.
3-xossa. Tkkita qo‘shni ko‘paytuvchining o‘rinlari almashtirilsa,
ar_z}lash ko‘paytma ishorasi qarama-qarshisiga almashadi. Masalan,
abé =-bac .

Isboti. Gbé =(axb)-¢=—(bxad)-¢ =-bac.

4-xossa. Agar nolga teng bo‘lmagan 4,5,z vektorlar
komplanar bo‘lsa, u holda ularning aralash ko‘paytmasi nolga teng
bo‘ladi.

Shunindek, teskari tasdiq o‘rinli: agar bz =0 (1@]#0,)5 %0, ¢} 0)
bo‘lsa, u holda &5,z vektorlar komplanar bo‘ladi.

Isboti.  a@bc=0(1a}0,5%0,[#0) bo'lsin. &5, vektorlar
komplanar emas deb faraz qilamiz.
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U holda bu vektorlarga hajmi ¥ =0 bo‘lgan parallelopjped qurish
mumkin. I'=xak¢ dan a@hc=20 kelib chigadi. Bu abc=0 shartga
zid. Demak, qilingan faraz noto‘g'ri va @,5.¢ vektorlar komplanar.

d,b,¢ vektorlar komplanar bo‘lsin.

U holda d=dxb vektor a.b.¢ vek-torlar yotgan tekislikka
perpendikuiyar bo‘ladi. )

Bundan 4 1¢.Shusababli d-¢=0 yoki abé=0.

Koordinatalari bilan berilgan
vektorlarning aralash ko ‘paytmasi

Uchta d={a.:a;a,}, b=1{b:b:b} va &={c:c,:c,} vektor berilgan

bo‘lsin.
U holda
s la} a, |. iax a, n a, a"iE
A<=y b [Tb, b te b
- a |_ a  a, | a, 0‘.1-] - - N
e S N SR k -(C\,i+C‘.j+C,k)‘
£ NS N R
Ia a i la a | a a,
- y 1 _ x 3 + C.
b b | ‘b: b, !cy b, b, [
yoki
a  a, a,
abé=\b, b b, 2.19)
c, c, c:|

11-misol. a={-2:21}, b = {3;-2;5}, & = {li-1;3} vektorlar berilgan.
abé ko‘paytmani hisoblang. .
Yechish. abé ni (2.19) formula bilan topamiz:

|-2 2 1|
Gbé=| 3 -2 5!=12+10-3+2-10-18=-7.
L |
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Aralash ko ‘paytmaning ayrim tatbiglari

1. Fazodagi vektorlarning o ‘zaro joylashishi
a,b,c vektorlarning  fazoda o‘zaro  joylashishini  aniqlash
V=+abé bo‘lishiga asoslanadi. Bunda agar abé>0 bo‘lsa, u
holda wvektorlar o‘ng uchlik tashkil giladi, agar abé <0 bo‘lsa, u
holda vektorlar chap uchlik tashkil giladi.

2. Uchta vektorning komplanarlik sharti

Aralash ko‘paytmaning 4-xossasiga ko‘ra nolga teng bo‘Imagan
a,b,é vektorlar komplanar bo‘lsa, uholda @ =0 yoki

=0. (2.20)

3. Parallelepiped va piramidaning hajmlari

Aralash ko‘paytmaning geometrik ma’nosiga ko‘ra,
4,b,¢ vektorlarga qurilgan parallelopiped hajmini v, =labé| bilan va

piramida hajmini v, =%!55E i bilan topish mumkin.

Shunday qilib,

[ a a, a, a, a, a,
V,=mo$'b b b | V,=—16-m0 b, b b |
(4

@21

c, ¢, ¢ |c. ¢
12-misol.  Uchlari  A(2:3]), B(4i-2), C(6;%7), D(-5:-4:3)
nugtalarda bo‘lgan piramidaning D uchidan tushirilgan 4 balandligi
uzunligini toping.
Yechish. Avval piramida qirralarini ifodalovchi vektorlarni
topamiz:
AB = {2;-2;-3}, AC ={4;0;6}, 4D = {-7;-7;7}.
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Piramida hajmini hisoblaymiz:

L2 -2 -3
- | 154
~mod1 0 6 =%|s4+84+s4+56|=—-3—.
-7 =7 7]
ABC yoq yuzini hisoblaymiz:
I 1,r‘—2 —3l’+|2—3|l‘+2—2|=
D I A A N R

=%ﬁ-12)’ +24° +8° =14

) 1
Piramida uchun V= ghS.

Bundan
5.154
pedV LT3 B (b))
S 14 14

13-miscl. Fezoda 4.B,C.D nugtalar koordinatalari bilan berilgas.
A(7:2:2), B(5:7;7), C(4;6;10), D(2:3;7). Quyidagilarni toping:

1) 4B vektor proeksiyalari va yo‘nalishini;
2) AB-AC. 4B x AC ko‘paytmalarni;
3) ABC uchburchak yuzasini;

4) 4BCD plramlda hajmini.
Yechish. 1) 4B vektor proeksiyasini (1.18) formula bilan topamiz:

4B={a;:a,:a}={5-T1-27-2}={-255}

Bundan (1.12) formulaga ko‘ra,
Al al= (-2) +5° +5° =346.
4B vektor yo‘nalishini (1.13) formulalar bilan topamiz:
a, 5J6 a, 5V6

V6
4. __N° = =—-, COSy=-— .
NPT osh =G 18 laj 18
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Topilgan yechimlarni Maple paketida bajaramiz:
> with(geoni3d):

> point(A,7,2,.25,point(B.5.7.7), point(€',4,6.18), point{1.,2,3.7):

> with(LinearAlgebra):
> v 1= <a,b,e>;
v:i=(a)e, + (ble, + (c)e,

> VectorNorm(v,2, conjugate=talse);
V& + 52+ 2

vl =—2e + 5e¢, + Se,

>vi = <8-7,7-3,7-2>:

> VectorNorm(v1,2,conjugate=false);
36

> Normaiize(<a.b,c>,£uclidean.cenjugate=faise}:

[ a
Ja? +b? 42
b
Ja? + b2 4 ¢2
c
Jat +b7 ¢ 2
~ R : F . .
> :Jarmahze(v2,Euc!néean,cma}ugater—*faisa');
1
--J6
9J'
5
EJE

[ ]

. 2) (2.2.8) formuladan 4B ={-2:5:5), AC = {~3,4,8} larni hisobga
olib, topamiz:

AB-AC =(-2)-(-3)+5-4+5-8=66
> vAC 1= <4.7,6-2,168-2:
VAC = —3e, + 4e + 8e,

> AB.AC:=Dotroduct{ <5-7,7-2. 72>, <4-76-2,10-2> };

VectorCaiculus:-.(AB, AC) =66
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1B x AC vektor ko*paytmani (2.15) formula bilan topamiz:

by

lk ’)01+_] +7k

j ok
S M NEN L
ABx AC=| -2 5 4 8l _3 g -3 4
3 4 8
> A = <diber]<g,m>i<ka,g >t o
ii J |
I mn
o0 ql

> Peterminant(Ay; img—inp+lkp—1jg+tojn—okm

= oaxb 1= <<if2,-37<, 5,471k, 5,85

Qo

[t}

[

N

n
0y |

> Determinant{axb): 20i+7k+j

3) ABC uchburchak yuzasini (2.2.17) formula bilan hisoblaymiz:
— e 1 ey 152

llABxACl=lzv20‘ 7 =t

2

> modN:=VectorNorm(N.2,conjugate=false); modN =15 \/E

-515

15
> s:=RodIN/2; y= 5 2
4) ABCD piramida hajmini topamiz:
-2 5 5| 1 .
= ]—mod—3 4 8|=g-64=—é—

> with{geom3d)
> abe = <<a8-2,- 318,45 (<8, 8,855
-2 5 35|
abc=1-3 4 8|
-5 1 5!
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> Beterminant{abe);
-64

> VABCD:={ABC(Determinant{bc))/6};
32

VABCD = 3

2.2.4. Mashglar

1. Tomonlari birga teng bo*lgan teng tomonli 4BC uchburchak berilgan.

AB-BC+BC-CA+CA- AR ifodaning qiymatini toping.
2. Tomonlari BC =5, CA=6, AB=7 ga teng bo‘lgan 4BC uchburchak

berilgan. 4B-BC skalyar ko‘paytmani toping.

3. Agar |d}=6, |b=4, 0= (5?5) =23£ bo‘Isin. Toping:
2) (2a-3b)-(a-2b).

2) (@-5)*.

g qanday giymatlarida perpendikular bo‘ladi?
2)a= {m;—5;2}, b={m~2:mm +3}.

€€, + &2, + &, ni

1) 2a+5)?;
4. a={-2,2} va b = {24~} vektorlar berilgan. Toping:

1) 3a-2b6)-(a+b);
S. Berilgan vektorlar m nin
1) a={l;-2m0}, b= {4.2,3m};
6. ¢, é,, & birlik vektorlar uchun €,+¢,+2, =0bo‘lsa,
toping.
7. Tomonlari G=27 + va b =~} +2£ vektorlardan iborat bo*igan

parallelogrammning diagonallari orasidagi burchakni toping.
8. Uchlari 4(-1;-2;4), B(-4,-2,0), C(3;-2;1) bo‘lgan 4BC uchburchak

berilgan. B8 ni toping.
burchaklarning bissektrisalari qanday burchak tashkil

9. xOz va yOz
qiladi?
10. Koordinata o‘glari bilan tashkil qilgan burchakari berilgan fazodagi ikki
yo‘nalish orasidagi burchakni toping;:
(m 7 x T T (St 27 7\
1 ] .22 L2020 Jr T . __ZE
X L4’2’4) va 1"(4’4’2)’ 2) 1"[6’3’4/ va ki3 ’2J'
vektorlar berilgan. Quyidagilarni

211 a=B;-6-1}, b= {4,-5}, ¢ = {3;_4;12}

toping:
2) Pr.(2d-3b).

1) Pr.a;
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12. 4(1.2,-2} nuqtarni #(5.6.-1nuqtaga 10‘g'ri chiziq bo‘ylab ko*chirishda

£ ={2;-1;3) kuchning bajargan ishini toping.
13. 6-{3-1:5} va &£={12:-3} vektoriar berilgan. Agar %.a=9.

%-b=-4va ¥ vektor O oqgiga perpendikular bo*lsa, ¥ vektorning koordinatalarini

toping.

4. a-{2-31
X'la. ¥lb x-c=1
15. Agarjd|=4. |b!=6. 4,0:(&:6):3-—2 bo‘lsa, quyidagilarni toping:

Y. b={1-23} va ¢&={.2:-7} vektorlar berilgan. Agar

= {2:=3:
0 bo‘isa, ¥ vekterni toping.

S IR 1

D dxb: 2)|Qa-3b)x@a+4b)].
16. Temonlari z va b vektorlar uzunliklaridan iborat bo*lgan

K]

parallelogrammning yuzini toping: \
1) a=m+2a, b=2m+ni buyerda |m=1, |iij=1, @=(a.A)=—,

AT
2) a=3m-2n. b=5m+4i buyerda |mj=2,|Al=3., @=(m.A) ==

17. Agar |a|=5, |bi=10, ab =25 bo‘lsa. | dx b jni toping.

!
18. Agar |d|=3, |6}=13. |dxb|=36 belsa, dbni toping.
19. a={123} va 6-{2-13) vektorlar berilgan. Vektor ko‘paytmalarini
toping: ) B
1) axb; 2) a +byx (35 -a).
b vektorlar uzunliklaridan iborat bo‘lgan

20. Tomonlari a va
uchburchakning yuzini toping:

1) a@={2-21}. b={84l}; 2) a={3:5-8), h={63-2}

21. Uchburchak uchlari 4(1;2:0), B(3;0;-3), C(5:2:6) berilgan. Uning B

uchidan 4C tomonga tushirilgan balandlik uzunligini toping.
22. Anuqtaga F kuch qo'yilgan. Bu kuchning B nuqtaga nisbatan

momentini i N
toping: ) F ={2,-4;5), A(0;2,]), B(-1:2;3); 2) F={;2-1}, A(-14;-2), B(23;-1).
23. F={2:2.4} kuch 4(4;2;-3) qo‘yilgan. B(0;2;4) nuqtaga .nisbatan

kuch momentining qiymatini va vo*naltiruvchi kosinuslarini toping.
24. Kollinecar bo'lmagan m va 7 vektorlar berilgan. a =« -f+6/i va

b =3m-27 vektorlar « ning qanday qiymatida kollinear bo‘ladi?
25. a={-1;3;a} va b ={$;-6;-3} vektorlar « va f ning qanday qiymatlarida

kollinear bo‘ladi?
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Izlanayotgan to‘g‘ri chiziq tenglamasini (1. 1) formula bilan
tuzamiz:

=3(-(-1)-3(y-0)=0

yoki
x+y+1=0.

II To'g'ri chizigda yotuvchi M,(x,;y,) nuqta va to g ri chizigqa
parallel bolgan 5={ p:q} vektor berilgan.

I to‘gri chiziqgda yotuvchi M (x;y,) va M(x;y) nuqtalardan
MM = {x=x,;y-y,} vektorni yasaymiz (1-shakl).

Bunda 5 va MM vektorlar kollinear bo‘ladi. Ikki vektorning
kollinearlik shartidan quyidagini topamiz:

X=X _y-y,

(1.2)
p q

(1.2) tenglamaga berilgan nuqtadan o ‘tvchi va  berilgan
vektorga parallel to 8 'ri chizig tenglamasi deyiladi.

Shunindek, bu tenglama 7o 8 'ri chizigning kanonik tenglamasi deb
ataladi.

To‘g'ri chiziqqa parallel bo‘lgan (yoki to‘g‘ri chiziqda yotuvchi)
nolga teng bo‘lmagan  har qanday vektorga to’g‘ri chizigning
Yo ‘naltiruvchi vektori deyiladi.

Demak, 5={ piq}  vektor (1.2) tenglama bilan aniqlanuvchi
to‘g’ri chizigning yo‘naltiruvchi vektori bo‘ladi.

I-izoh. (1.2) tenglamadan to‘g‘ri chizigning keltirilgam If shartnj
qanoatlantiruvchi boshqa tenglamalarini hosil qilish mumkin.

1. (1.2) tenglamada

x—x0_= Y=Y =1, tE(-OO;-i-OC)
p
belgilash kiritamiz.
Bundan
X¥=x,+ip, y=y,+1q (1.3)

tenglamalar kelib chiqadi, bu yerda ! —parametr.

(1.3) tenglamalarga 10gri chizigning parametrik tenglamalari
deyiladi.
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2. Ma'lumki, tekislikdagi chizigning ikkita ].)arametrikk.(skalzfllr))i
tenglamalarini bitta vektor tenglama bilan berish mumkin, y:
(1.3) tenglamalami . (14

H

F=

0

ko'rinishda  yozish mumkin, bu verda 7={x;y}, r,, ={x.:y,} - |lno.sf
ravishda  M(x:»). M (x,:y,)  nuqtalarning . radius  vektorlari;
§ = {p;q} —to‘g‘ri chizigning yo*‘naltiruvchi vektori (‘.-shak.lzj. .
(1.4) tenglamaga to ‘g 'ri chizigning Yektor_ tenglamaszk eyl A,-aue]
.\2-misol. M(-2;4)nuqtadan o'tuvchi va s ={1;-3} ve tczrg.at pin
ta*g ri chizigning kanonik, parametrik. va vektor tgnglamallgzrm uzing.
Yechish.To*g‘ri chiziqning kanonik, paramf:tnk va vel :
tenglamalarini (1.2), (1.3) va (1.4) formulalar bilan topamiz:

x+2_y-4

1 -3 y
x==2+4, y=4-3t, teT;
F=F+t5, r,={=2:4}.

III. To‘g'ri chizigda yotuvchi ikkita
M (x,;y,) va M (x,;y,) nugta berilgan. .

! to'g‘ri chizigda yotuvchi ixtiyoriy .
M (x;y) nugtani olib, MM ={x-x;y-y»} O o
va MM,={x,-x;y,-»} vektorlarni 2-shakl.
yasaymiz (2-shakl). Bunda MM va
M M, vektorlar kollinear bo‘ladi. . |

Ikki vektorning kollinearlik shartidan topamiz:

X=X _Y=nr (1.5)

xz_xl yz—yl

‘l .. < . P . .
" ?1115) tenglamaga berilgan ikki nugtadan o ‘tuvchi to’g'ri chizig

tenglamasi deyiladi. . lari @
IV. To'g'ri chizigning Ox va Oy o ‘qlaridan ajratgan kesmalar

va b berilgan. o .
lto‘i‘ri chizigda yotuvchi ixtiyoriy — M(x;y)

olamiz (3-shakl).

nuqtani
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ACBM va AOBA o‘xshash. U holda uchburchaklaring
o‘xshashlik alomatiga ko‘ra.

B_m 0B-0C _0D oc oD _
OB 04 OB 04 08 04
Bundan oOC =y, OB=a, OD=y, OA=b
0‘miga qo‘yish bajarib, topamiz: y
SANP N (1.6)
a b

(1.6) tenglamaga 10 ‘gri chizigning
kesmalarga nisbatan tenglamasi
deyiladi.

3- misol. 4x+3y-12=0 tenglama
bilan berilgan to‘g‘ri chizigni chizmada
tasvirlang.

Yechish. Tekislikdagi to‘gri
chizigni chizish uchun uning ikkita
nuqtasini bilish yetarli bo‘ladi.

To'gri chizig tenglamasida, masalan x =0 deb, y=4 ni, va’ni

A(0;4) nugtani va shu kabi B(z;-;-) nuqtani topamiz. Bu nuqtalarni

tutashtirib, berilgan tenglamaga mos to‘gri chizigni chizamiz (4-shakl).
Bu  masalani boshqacha, ya’ni to‘gri chiziq tenglamasini
kesmalarga nisbatan tenglamaga keltirib yechish mumkin. Buning uchun
tenglamaning ozod hadi (-12)ni o‘ng
tomonga o‘tkazamiz va hosil bo‘lgan vy
tenglikning har ikkala tomonini 12 ga \
bo‘lamiz:

4x+3y=12, £+§Z=]
12 12
yoki
Zi2o.
3 4

Bu tenglama bilan aniglanuvchi
to‘gri chiziq Ox o‘gidan
koordinatalar boshiga nisbatan o‘ng 4-shakl
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tomonga 3 ga teng kesma, Oy o‘qidan esa koordinatalar boshiga
nisbatan yuqoriga 4 ga teng kesma ajratadi (4-shakl).

V. To'g'ri chizigning og'ish burchagi ¢ va Oy o'qidan ajratgan
kesmasi b berilgan. . o |

Ox o’qning musbat yo‘nalishidan berilgan to‘g'ri chiziqqa soat
strelkasiga teskari yo‘nalishda hisoblangan ¢ burchakka 10 'gri
chizigning og ‘ish burchagi deyiladi. o

Og‘ish burchagining tangensi, ya’ni & =fgp son fo'g'ri chizigning
burchak koeffitsiyenti deb ataladi. '

!/ tog‘ri chiziqda yotuvchi

ixtiyoriy M(x;y) nuqtani olamiz : M) !
va burchak tangensi ta’rifidan ,
foydalanamiz (5-shaki): Lyob
y-b_ B(0:4) ¢ '
—x— =tlgep ( :
voki o
y=1gpx+b. 7 0 x
Bundan 5-shakl.
y=hkx+b. (1.7)

Bu  tenglamaga to‘g'ri  chizigning burchak koeffitsiyentli

tenglamasi deyiladi. . o
2-izoh. (1.7) tenglamadan to‘g'ri chl.m.qnmg. . k .burchgk
koeffitsiyentga ega bo‘lgan yana bir tenglamasini keltirib chtqaranyz.
Bu to‘g‘ri chiziq M,(x;y,) nuqtadan o‘tsin. U holda bu nuqtaning
koordinatalari (1.7) tenglamani qanoatlantiradi: y, = kx, + b.

Bundan 6=y, - ix,.
U holda (1.7) tenglamadan topamiz: ¥
v=he—lx + 3,
yoki
y=y =k(x-x). (1.8)

(1.8) tenglamaga berilgan
nuqiadan  berilgan yo ‘nalish  bo ‘yichq [ '
o'tuvchi to'g'ri chizig lenglamasi I x
deyiladi. 6-shakl.
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Suningdek, bu tenglama 0 ‘g i chiziglar dastasi tenglamasi deb

ataladi.

VI To'g'ri chiziq 7 =0P normalining yo ‘nalishi a va uzunligi p
berilgan.

! to‘g‘ri chizigda yotuvchi ixtiyoriy M(x;y) nugtani olamiz.
6-shaklga asosan:

P;,E’=Pr,0—ﬁ+Pr/W+ Pr,ﬁ,
bu yerda Pr, OP = p, Pr, ON = xcosa, Pr, NM = ysina, Pr,M_P=O.
Bundan,
p=xcosa + ysinu
yoki

xcosa + ysina — p=0. (1.9)

(1.9) tenglamaga fo ‘g ri chizigning normal tenglamasi deyiladi.
Keltirib chiqarilgan (1.1)-(1.9) tenglamalar asosida ushbu xulosa
kelib chagadi:

x,y o‘zgaruvchilarning har ganday birinchi darajali tenglamasi
tekislikdagi biror to‘g‘ri chizigni ifodalaydi va aksincha, tekislikdagi
har ganday to‘g‘ri chiziq x,y o‘zgaruvchilarning biror birinchi
darajali tenglamasi bilan aniglanadi.

Demak, tekislikdagi har bir / to‘g‘ri chiziq tenglamasini
Ax+By+C=0 (1.10)

ko‘rinishda yozish mumkin, bu yerda C-ozod had; 4* + B> #0.
(1.10) tenglamada 4 va B sonlar to‘g‘ri chiziq normal vektorining
koordinatalari bo‘lishini (1.1) tenglama yordamida ko‘rsatish mumkin:

A(x_xa)+ B(y_yo)’:O’
Ax + By — (Ax, + By,) =0,
Ax+ By +C=0, C=—{4x, + By,).

Demak, 7 = {4;B}.
(1.10) tenglamaga to ‘g ‘ri chizigning umumiy tenglamasi deyiladi.
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(1.10) tenglamada:

1) 4=0 bo‘lsa, tenglama By+C=0 ko‘rinishga keladi. Bunda
to‘g‘ri chiziqning normal vektori Ox o‘qqa perpendikular bo‘ladi. Shu
sababli to‘g'ri chiziq Ox o‘qqa parallel, Ov o‘qqa perpendikular
bo‘ladi. Shu kabi B=0 da kelib chiqadigan 4x+C=0 to‘g‘ri chiziq Oy
0°qqa parallel, Ox o°qqa perpendikular bo‘ladi;

2) C=0 bo‘lsa, tenglama Ax+Byv=0 ko‘rinishni oladi. Bu
tenglamani O(0:0) nuqtaning koordinatalari gancatlantiradi. Demak,
to‘g‘ri chiziq koordinatalar boshidan o‘tadi;

3) 4=0 va C=0 bo‘lsa, tenglamadan v =0 kelib chigadi. Bu to'g‘ri
chiziq Or o‘qda yotadi. Shu kabi B=0 va =0 dahosil bo‘ladigan
x=0 to'g'ri chiziq Oy o‘qda yotadi.

4- misol. aning qanday giymatlarida (@’ +4a)x+(a—-5)y—2a+4=0
to‘g‘ri chiziq: 1) Ox o‘qqa parallel bo‘ladi; 2)Ox 0°‘qqa perpendikular
bo‘ladi; 3) koordinatalar boshidan o‘tadi.

Yechish. Misolning shartiga ko‘ra: A=a’+4a, B=a-S5,
C=-2a+4.

U holda:

1) a*+4a=0 yoki a=-4,a=0 da 4=0 bo‘ladi. Shu sababli
berilgan to*g'ri chiziq Ox o‘qqa parallel bo‘ladi.

2) a-5=0 yoki a=5 da B=0 va berilgan to*g'ri chiziq Ox o‘qqa
perpendikular bo‘ladi.

3) -2a+4=0 yoki a=2 da C=0 bo‘ladi. Demak, a=2 da to‘g'ni
chiziq koordinatalar boshidan o‘tadi.

To‘g‘ri chizigning (1.1)-(1.10) tenglamalaridan har birini
boshqalaridan keltirib chiqarish mumkin.

Misol tariqasida (1.10) tenglamadan (1.9) tenglamani keltirib
chigaramiz. Buning uchun (1.10) tengiikning chap va o‘ng tomonini

ncrmallovehi ko ‘paytuvchi  deb ataluvchi M =iw songa
+

ko‘paytiramiz.
Ax+By+C

VAZ t B2

oS = t————, sina =t——= . P=X =
VA + B V4 + B VA + B

belgilashlar kiritsak, (1.9) tenglama kelib chigadi.

=0 tenglamada
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Bunda M ko‘paytuvchining ishorasi C koeffitsiyentning
ishorasiga qarama-qarshi qilib tanlanadi.

5-misol. To‘g‘ri chiziqning S5x-12y+8=0 tenglamasini normal

ko‘rinishga keltiring.
Yechish.
1

) .. ]
Tenglamaning chap va o‘ng tomonini M= —_
g g P g \/? TCi)y 3

(chunki C > 0)soniga ko‘paytiramiz.

Bundan
St 12y 8
13 13 13
yoki
xcosa + ysina - p=0,
bu yerda cosa=-i, sina=£, p=£.
13 13 13

3.1.3. Tekislikda ikki to‘g‘ri chiziqning
o‘zaro joylashishi

Tkki to g ‘ri chiziq orasidagi burchak

Tekislikdagi ikki / va |, to‘gri chiziqlar orasidagi burchak
¢ bo‘lsin.

Bu burchak to‘g‘ri chizig tenglamalarining berilishiga ko‘ra, turli
formulalar bilan aniqlanishi mumkin.

I. To‘g'ri chiziglar umumiy tenglamalari

Ax+By+C =0 va 4,x+ B,y+C,=0
bilan berilgan bo“lsin.

Bunda to‘g‘ri chiziglarning A ={4;B}, #,={A,;B,}normal
vektorlari orasidagi burchak to g‘ri  chiziglar orasidagi burchakka
teng, ya’ni ¢ =(/, ,Alz}z(ﬁ, . 7,) bo*ladi (7-shakl).

Ikki vektor orasidagi burchak kosinusi formulasidan topamiz:

nf, _ AA +BB, (1.11)
|3 l-1%, ] \[4' + B[4 + B

cosp =

Il. To*g‘ri chiziglar kanonik tenglamalari

XX VoV X% YoV

P, q, p; q-

oilan berilgan bo‘lsin.

Bunda § ={p,:q,}. 5, ={p,:q,} bo‘ladi.
UJ holda ¢ =/, fl_. =X .A‘s‘: ) (7-shakl) ekanini hisobga olib, topamiz:

55, = p.p:+449, (] 12)
=1 s s T’
CI5 1 VP g P+

HI. To‘g'ri chiziglar burchak koeffitsiyentli
y=kx+b va y=kx+b,

tenglamalari bilan berilgan bo‘Isin.
7-shaklga ko‘ra, ¢=¢. —9,.

Bundan !
g, ~ 189
tgp = fg((/’; - ) 8o = :W
yoki
k-k (1.13)
tg¢ - l + k,kz
kelib chigadi.

Agar bunda to‘g‘ri chiziqlardan qaysi birivbi.r'mchi va qusi l:firi
ikkinchi ekani ko‘rsatilmasdan ular orasidagi o‘tklr. burchakni tf)plsh
talab qilinsa, u holda (1.13) formulaning o‘ng tomoni modulga olinadi,

ya’'ni | v
_| .k 1.14 L
8% = 1+hk,| (1.14) - / S
A’ P 5
Shunday qilib, to‘g‘ri  chiziqglar i, % 46/
tenglamalarining ko‘rinishiga  qarab, 0 ;
ular orasidagi burchak (1.1 l).- (1.14) ", .
formulalardan biri bilan topiladi. |~
6-misol. y=-4x+1 va 5x-3y-7=0 _— /\(oz
to'g'ri chiziqlar orasidagi burchakni - 7 .
topine 7-shakl,

Yechish. Birinchi tenglamaga ko‘ra,
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k, =-4. Ikkinchi tenglamadan topamiz:

S 7 5
5x-3y-7=0, y==x—-—, bunda £, =>.
Y r=3%73 173

U holda
2-(4
tgp = 5= -1.
(-4
Demak, ¢ = 3—”

4

Ikki to ‘g ‘ri chizigning perpendikularlik sharti

Tekislikdagi ikki to‘g‘ri chizigning perpendikularlik shartlarini
ikki to‘g‘ri chiziq orasidagi burchakni topish formulalaridan keltirib
chiqaramiz.

l, L1, bo‘lsin. U holda cosp =0 va (1.11) tenglikdan topamiz:

AA, +BB,=0. (1.15)
Shu kabi (1.12) tenglikdan

PP, +44,=0 (1.16)
kelib chigadi.
(1.13) tenglikdan
clo = 1+kk,
gp —ku k-

Uholda / 1/,da ctgp=0 yoki
1+ kk, =0 (1.17)

bo‘ladi.

Demak, to‘g‘ri chiziglar tenglamalarining ko‘rinishiga
qarab, ularning
perpendikular bo‘lishi (1.15)-(1.17) shartlardan biri bilan aniglanadi.

Ikki to ‘g ‘ri chizigning parallellik sharti

I 4, va I, to‘g‘ri chiziglar parallel bo’lsin. U holda ularning
normal  vektorlari 7, ={4;B}va ii,={4,;B,} kollinear bo‘ladi. Ikki

126

vektorning kollinearlik shartidan ikki to‘g‘ri chiziqning parallellik
shartini topamiz:
4 _B (1.18)
A

Il. Agar /val, to‘g‘ri chiziglar parallel bo‘lsa, u holda ulaming
vo‘naltiruvchi vektorlari § ={p;q,}va 5. ={p,;q.} kollinear bo‘ladi.
Bundan

P_9q (1.19)
P 4,

llI. 7 }|7, bo‘lganida ular orasidagi burchak uchun igep =0 bo‘ladi.
U holda (1.14) tenglikdan topamiz:

k =k, . (1.20)

Shunday qilib, (1.18)-(1.20) sharthrdan biri t.O‘g.‘l‘:i

chiziqlar tenglamalarining berilishiga ko‘ra, ularning parallel bo‘lishini
aniqlaydi.

7-misol. M, (%) nuqtadan o‘tuvchi va 2x+3y+4=0 to'g'ri

chiziqqa perpendikular to‘g'ri chiziq tenglamasini tuzing. L
Yechish. To‘g‘ri  chiziq tenglamasini Ax+ By+C =0 ko‘rinishda

izlaymiz.
To‘g'ri chiziq M,(21) nuqtadan o‘tgani sababli 24+B+C=0
va 2x+3p+4=0 to‘g'ri chiziqga perpendikular bo‘igani uchun
24+3B=0 bo‘ladi. ) |
Bu tenglamalarni birgalikda yechib topamiz: 4= —%C, B= EC'

Ava B koeffitsiventlarni izlanayotgan tenglamaga qo‘yamiz:
Barloyrc=o.
4 2
Bundan _
(-3x+2y+4)C=0 yoki 3x-2y-4=0.
Tkki to ‘g ‘ri chiziqning kesishishi

To‘g‘ri chiziglar umumiy tenglamalari
Ax+By+C =0 va 4x+B,y+C,=0
bilan berilgan bo‘lsin va M,(x,;y,) nuqtada kesishsin (7-shakl).
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3.1.4. Nuqtadan to‘g‘ri chiziggacha bo‘lgan masofa

Nugqtadan to‘g‘ri chiziqga tushirilgan perpendikularming uzunligiga
nuqtadan to ‘g ‘ri chizigqacha bo ‘Igan masofa deyiladi.

M, (x,;5,) nuqta va Ax+By+C=0 tenglama bilan / to‘g'ri chiziq
berilgan bo‘lsin. M, nuqtadan to‘gri  chizigga tushiurilgan
perpendikulamning asosini M, (x;y,)
bilan belgilaymiz (8-shakl). v

U holda MM, ={x, -x;¥,—y,) va
M(x;;y,) nuqta 7 to‘g‘ri chizigda N
yotgani sababli Ax, + By, +C=0, ya’ni
C=-4x, - By, bo‘ladi.

n={4;B} vektorning | to‘g‘ri M),
chiziqqa perpendikular  bo‘lishi
ma’lum. Shu sababli M, nuqtadan 5 =
I to‘g‘ri chizigqacha bo‘lgan masofani
8-shakl.

vektorning  o‘qdagi  proeksiyasining
xossalaridan foydalanib topamiz:

d= Pr,‘,A—ll_M;l= ‘Afo.n‘=|(x0_x|)A+(yo—yl)B'=
| 7| VA + B’
_1Ax, + By, — Ax — By,| _|Ax,+ By, +C]|
VA + B Jaipg
Shunday qilib, nuqtadan to ‘g ‘ri chizigqacha bo ‘Igan masofa
| Ax, + By, + C|
d="——o 1.24
VA + B? (124)

formula bilan topiladi.

9-misol. 3x+4y-4=0 va 6x+8y+5=0 parallel to'g‘ri chiziglar
orasidagi masofani toping.

Yechish. 3x+4y—4=0 to‘g‘ri chiziqda ixtiyoriy, masalan M (0;])
nuqtani olamiz. U holda berilgan parallel to‘g‘ri chiziqlar orasidagi
d masofa M(0;l) nuqtadan 6x+8y+5=0 to‘g‘ri chizigqacha bo‘lgan
masofaga teng bo‘ladi. Uni (1.24) formula bilan hisoblaymiz:

|6-0+8-1+5] 13
Vere 10
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d=

3.1.5. Mashglar

1. To‘g‘ri chiziglarning burchak koeffitsiyentini va koordinata o‘qlarida
ajratgan kesmalarini toping:

1)3x+d4y-12=0; y+l XY

x-3 1
2)x=3y-2, 3)—2—-7, 4)—5-+-3 Iy
2. To'g'ri chizigning tenglamasini tuzing: 1) M,(2:-3) nuqtadan o‘tuvchi va
Ai={3:4) normal vektorga ega bo‘lgan: 2} M,(-2.-3) nuqtadan o‘tuvchi va
§ ={-13} yo‘naltiruvchi vektorlarga ega bo‘lgan: 3) A,(-2:3) nuqtadan o‘tuvchi
Ox o‘qqa perpendikular bo'lgan; 4) 47,(3:2) nuqtadan o‘tuvchi Oy o‘qda b=5 ga
teng kesma ajratuvchi.

3. Tenglamalardan qaysilari to‘g'ri chiziqgning normal tenglamasini

ifodalaydi?
3 4 N 12 5

)y+2=0; -25=0; ~x-—y-3=0, 4) Zx+y+2=0.
).V+ 0, 2)X 25=0 3) 54\ 5.} ) l3x+]3y+

4. Te‘gri chiziglarning kesishish nuqtalarini va ular orasidagi burchakni
toping:
1) 5x-v=-3=0, 2x-3y+4=0; 2) y=%x-§, 4x+3y-5=0;

+1 y-1 -1 y+3 x-2 y-2
3)x—z—~=‘v—l—, x=-3y+9=0, 4) 122 Sl

5 =z 3

5. m va n ning ganday giymatlarida mx<9y+n=0 va 4x+my-2=0 to‘g'ri
chiziglar: 1) parallel bo‘ladi; 2) ustma-ust tushadi; 3) perpendikular bo*ladi?
6. m ning qanday qiymatlarida to‘g‘ri chiziqlar: 1) parallel bo‘ladi;

2) perpendikular bo‘ladi?
1) x-my+5=0, 2x+3y+3=0; 2) 2x-3y+4=0, mx—-6y+7=0.
7. x+y-7=0 to‘g‘ri chiziqda koordinatalari 2x-y+4=0 tenglik bilan
bog‘langan nuqtani toping.
8. A(4:2) nuqtadan o‘tuvchi va koordinata o‘qlari bilan yuzi 2kvadrat
birlikka teng uchburchak ajratuvchi to‘g’ri chiziq tenglamasini tuzing.
9. 4(-3;2),B(5-2),C(0.4) bo‘lsa, 4BC uchburchakda BD balandlik
tenglamasini tuzing.
10. A(-2:0), B(53),C{:-1) bo‘lsa, 4BC uchburchakda 4D mediana
tenglamasini tuzing.
1i. 2x-y+3=0 va x+y-2=0 to‘'g'ri chiziglarning kesishish nuqgtasidan
o‘tuvchi va 3x-4y—7=0 to‘g‘ri chiziqqa perpendikular to‘g‘ri chiziq tenglamasini
tuzing.
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N 12. To‘g'ri burchakii teng yonli uchburchak gipotenuzasi orqaii o‘tgan to'g'ri
chiziq tenglamasi 3x+2) -6 =0dan va uchlaridan biri A(-1:--2) nuqtadan iborat.
Uchburchakning katetlari tenglamalarini tuzing.

13. Parallelogrammning ikki uchi A(tl) va B(2:-2) nuqtalarda yotadi va
diagonallari (-1:0) nuqtada kesishadi. Parallelogrammning tomonlari
tenglamalarini tuzing.

14. Agar 4(5;3), B(Ll), C(3,5), D(6:6) to‘rtburchakning uchlari bo‘lsa, uning
diagonallari kesishish nugtasini va diagonallari orasidagi burchakni toping.

15. Uchburchakning wuchlari berilgan:  4(8:3), B(2:5).C(5-1). Uchburchak
medianalarining kesishish nugtasidan o‘tuvchi va x+ y-2=0 to‘g'ri chiziqqa
perpendikular to‘g‘ri chiziq tenglamasini tuzing.

16. Burchak tomonlaridan birining tenglamasi 4x-3y+9-0dan va
bissektrisasining tenglamasi x—7y+21=0dan iborat. Burchak ikkinchi tomonining
tenglamasini tuzing.

17. Uchburchakning ikki uchi 4(S;1), 8(1:3) va medianalari kesishish nugtasi
M(3:4) berilgan. Uchburchak tomonlarining tenglamalarini tuzing.

18. Uchburchakning ikki uchi A(2;-2),B(-6;2) va balandliklari kesishish
nuqtasi #/(1;2) berilgan. Uchburchakning C uchidan tushirilgan balandlik
tenglamasini tuzing.

19. Uchburchak tomonlarining o‘rtalari berilgan: M, (1:-3), M, (2:-2), M, (~3:4).
Uchburchak tomonlarining tenglamalarini tuzing.

20. Parallelogrammning ikki tomoni 2x+y-2=0, x-p+17=0 to‘g'ri
chiziglarda yotadi va diagonallari (-3,5:35) nuqtada kesishadi. Parallelogramm
qolgan tomonlari yotgan to‘g‘ri chiziqlarning tenglamalarini tuzing.

21. x-2y+5=0 to‘g'ri chiziq bo‘ylab yo‘naigan yorug‘lik nuri 3x-2y+7=0
to‘g‘ri chiziqda sinadi va qaytadi. Qaytuvchi nur yo‘nalgan to‘g‘ri chiziq
tenglamasini tuzing.

22. Uchlari A(2:3),B(-1:4),C(5,5) nuqtalarda bo‘lgan uchburchak og*irlik
markazidan o‘tuvchi va AC tomonga parallel to‘g‘ri chiziq tenglamasini tuzing.

23. Bir uchi 4(3;4) nuqtada bo‘lgan va bir tomoni 2x+5y+3=0 to‘g‘ri
tenglama bilan berilgan to‘g‘ri chiziqda yotgan kvadratning yuzini toping.

24. 4x-3y+8=0 va 8x—6y—7=0to‘g ri chiziglar orasidagi masofani toping.

25. Kvadratning ikki tomoni Sx+12y-61=0 va 5x+12y+17=0 tenglamalar
bilan berilgan to‘g‘ri chiziglarda yotadi. Kvadrat diagonalining uzunligini
toping.
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26. 4(24) nuqtadan o‘tuvchi va koordinatalar boshidan 2 birlik
masofada yotuvchi to*g*ri chiziq tenglamasini tuzing.

27. 4-23) nuqtadan o‘tuvchi va B(-1,C37) nuqtalardan teng
uzoglikda yotuvchi to‘g'ri chiziq tenglamasini tuzing.

28. M(-812) nuqtaning A(-5)va B(2:-3)nugtalardan o'wvchi to‘gri

chizigdagi proeksiyasini toping.

3.2. IKKINCHI TARTIBLI CHIZIQLAR

Oxy koordinatalar sistemasida x,y o‘zgaruvchilaming ikkinchi
darajali tenglamasi bilan aniqlanuvchi chizig tekislikdagi ikkinchi
iartibli chizig deyiladi. L

-

Har qanday ikkinchi tartibli chjzigni o
doiraviy konusning tekislik bilan kesnshlst!
chizig'i sifatida hosil qilish mumkin. Shu sababli
ikkinchi tartibli chiziglar konus kesimlar deb
ham ataladi. Berilgan [ to‘g‘ri chizigni uni
4 nuqtaga kesuvchi boshqa bir fiksirlangan
L to‘g‘ri chiziq atrefida o‘zgarmas ¢ burchz}k ‘
ostida aylantirish natijasida hosil qilingan sirt /-~ -
doiraviy konus deyiladi (9-shakl). ' N |

Bunda / to‘g‘ri chiziqqa konusning
yasovchisi, 1 to‘g‘ri chiziqqa konusning o°qi, 4
nuqtaga konusning uchi, kcnusning A nugta o
bilan ajratilgan qismlariga konusning Pallalarz deyiladi.

Agar konus tekislik bilan kesilganida ( 10'-shakl): .

— tekislik konusning 4 uchidan o‘tmasa va konus o‘qiga
perpendikular bo‘lsa, kesimda aylana hosil bo‘ladi; o

— tekislik konus o‘qiga perpendikular bo‘lmay3 konu-smng faqat
bitta pallasini kessa va uning yasovchilaridan birortasiga parailel
bo‘imasa, kesimda e/lips hosil bo‘ladi; . .

— tekislik konus yasovchilaridan biriga 'pala_llel .l‘aVIShda uning
pallalaridan birini kessa, kesimda parabola hosil bo:ladn; ‘ )

- tekislik konusning ikkala pallasini kessa, kesimda giperbola hosi

bo‘ladi; . o
_ tekislik konusning 4 uchidan o‘tsa, kesimda nugta, to ‘g ri chizig,

to ‘g ‘ri chiziglar jufti hosil bo*ladi.
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Giperbola

To‘g'ri chiziglar
jufti

To'g'ri chiziq

10-shakl.

Ikkinchi tartibli chiziqlar fan va texnikaning ko i
qo'llailag exnikaning ko‘p sohalarida keng
Bunga misollar keltiramiz.
;. Iéla’lur}?kl,‘ avtomobil g‘ildiraklari aylana shaklida vasaladi
- Quyosh sistemasining planetalari quyosh jovlashean "
fokusga ega ellipslar bo‘yicha harakat qiladi? ¢ JoviEshean wmumly

3. Agar parabola fokusiga yorug‘lik manbayi joylashtirilsa, nurlar

uning o‘qiga parallel ravishda gaytadi. Projektorn; >a, 1
Xossaga asoslangan. qayta rojektorning tuzilishi bu

X 4. Me;g.anikada isbot gilinganidek, yer yuzidan gorizontga qarab
urchak ostida v, =11,2 km/c (ikkinchi kosmik tezlik) boshlang‘ich tezlik

bilan chiqarilgan raketa parabola bo‘ylab yer yuzidan cheksiz
uzoqlashsa, v,>11,2 km/c boshlang‘ich tezlik bilan chigarilgan raketa

giperbola bo‘ylab yer yuzidan cheksiz uzoqlashadi, v, <11,2 km/c

boshlang‘ich tezlik bilan chigari .
. . ! qarilgan raketa esa yerga qaytib t .
yoki yeming sun’iy yo‘ldoshi bo‘lib goladi. Yerea qaytib tushadi
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3.2.1. Aylana

i-ta’rif. Tekislikda markaz deb ataluvchi berilgan nuqtadan teng
uzoglikda yotuvchi nuqtalarning
geometrik 0*riga aylara deyiladi. y
Tekislikda A7 (x,:y.) nuqtadan R e
masofada yotuvchi nuqtalarni o S
garaymiz. Bu nugtalardan biri M(x;y) g
nugta bo*Isin (1 1-shakl). i 2er }
Aylana ta’rifiga ko‘ra, |AM M|=R. \ ;
Bu tenglikka ikki nuqta orasidagi .
masofa formulasini qo‘llaymiz:

Jx-x) +(-y) =R.

11-shakl.
Bundan

(x-x) +(v-y) =R Q.1

(2.1) tenglamaga aylananing kanonik tenglamasi deyiladi. Bunda
M, (x,; v,) nuqta aplana markazi, R masofa aylana radiusi deb ataladi.

x, =0, y, =0 da(2.1) tenglamadan topamiz:
x*+y’ =R 2.2)
(2.2) tenglama markazi koordintalar boshidan o*tuvchi va radiusi
R ga teng aylanani aniqlaydi.
I-misol. Koordinatalari x=Rcost, y=Rsins tenglamalar bilan
aniqlanuvchi M(x;y) nuqta aylana nuqtasi bo*lishini ko‘rsating.
Yechish. M(x;y) nugta koordinatalarining har ikkala tomonini
kvadratga ko‘taramiz va hadlab go*shamiz:

x> +y* =R'cos’t+ R’sin*t=R*(sin’t + cos’f) = R’

yoki

Demak, koordinatalari x=Rcost, y=Rsint, t€R tenglamalar bilan
aniglanuvchi A (x;y) nuqta markazi koordintalar boshida yotuvchi

va radiusi R ga teng aylanada yotadi.
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Aylanani anigiovchi ushbu

(x=-Rcost,

(¥ =Rsint. 1€[0;27] (2.3)

tenglamalar sistemasiga aylananing parametrik tenglamalari deyiladi.
3.2.2. Ellips

2-ta’rif. Tekislikda fokuslar deb ataluvchi berilgan ikki nuqtagacha
bo‘lgan masofalaming yig‘indisi o‘zgarmas kattalikka teng bo‘lgan
nuqtalaming geometrik o‘rniga ellips deyiladi.
F, va F, ellipsning fokuslari, M ellipsning ixtiyoriy nuqtasi bo‘lsin.
FF. =2, FM=r, FM =r, belgilashlar kiritamiz.
Ellipsning ta’rifiga ko‘ra, KM + F.M =2a, ya’ni
r,+r,=2a, 2.4)
bu yerda a-o°‘zgarmas son bo‘lib, a>c.
Oxy koordinatalar sistemasini Ox o‘q fokuslardan, Oy o'q F£F,
kesmaning o‘rtasidan o‘tadigan qilib tanlaymiz (12-shakl). |
Uholda F(-c;0) va F(c;0ybo‘ladi.
M nuqtaning koordinatalari x va y bo‘lsin deylik, ya'ni M(x;y).
Ikki nuqta orasidagi masofa formulasiga ko‘ra

r=y(x=c)+y, =4 (x+c) +y*.

r, va r, ning bu ifodalarini (2.4) tenglikka qo‘yib, aimashtirishlar
bajaramiz:

\/(x-c): +y! ’H/(JH“C')z +y° =2a,
(x-c)+y =Qa-J(x+c) +y ),

: 2, a7 . .
X =2xc+c’+y'=4a’ —day(x+c) +y' +xP +2xc+ 0t +

a\(x+c)* +y* =a* + xe,
2.2 4
a’x* +2a’xc +a’c’ +a’y* =a' + 2a’xc + x*¢?,

(@ -c*)x* +a’y* = a*(a® - ).
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b* =a* —¢* (chunki a>c) belgilash kiritib, topamiz:
bx* +a’y’ =a’b’,

yoki

LA @.5)

a b
(2.5) tenglamaga ellipsning kanonik tenglamasi deyiladi.
x=acost, y=bsint tenglamalar bilan aniqlanuvchi M(x;)) nuqta ellips
nuqtasi bo‘lishini 1-misoldagi kabi ko rsatish mumkin.
Ellipsni aniglovchi ushbu

x= acT)st, 2.6)
y=bsint, t[0:27]

tenglamalar sistemasiga ellipsning parametrik tenglamalari deyiladi.

Ellipsning shaklini uning kanonik tenglamasidan foydalanib
aniglaviniz.

(2.5) tenglikda x va ) ning faqat juft darajalari qatnashgani
uchun ellips Ox,0y o‘qlarga va 0(0:0) nuqtaga nisbatan simmetrik
bo‘ladi. Shu sababli (2.5) tenglamani x>0, y>0 da (I-chorakda)
tekshirish yetarli bo‘ladi.

I-chorakda (2.5) tenglamadan y=§\)a) -x* kelib chiqadi.
Bunda x koordinata 0 dan a gacha o‘sganida y koordinata » dan
0 gacha kamayadi. Ellipsning qolgan choraklardagi shaklini kcordinata
o*qlariga nisbatan simmetrik qilib chizamiz (12-shakl).

Ellipsda 0(0;,0) nuqtaga markaz. 4,(a:0), 4,(-a:0), B,(0;6), B,(0;=b)
nuqtalarga uchlar, 4,4,, BB, kesmalarning 2a, 25 uzunliklariga mos

ravishda katta va kichik o‘qlar, «,b sonlarga mos ravishda katta va
kichik yarim o‘qlar, F,M, F,M kesmalarning r,» uzunliklariga fokal

radiuslar deyiladi.

Ellipsning shakli 6 nisbatga bog‘lig bo‘ladi, ammo ellipsning
a

shaklini < nisbat yordamida tekshirish qulaylikka ega.
a

¢ =< Kattalikka ellipsning ekstsentritsiteti deyiladi. Bunda 0<e <1,
a
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‘ il 2 —
chunki 0<c<a. b’ =a’-c? dan 2=\j1—(£) ,ya’niﬁ=~/l-—£z.
. a a a

Demak, £ —>1da 2—>0, ya’ni b kichiklashib, ellips Oy o‘giga
a
parallel ravishda Ox o‘qqa tomon siqilib boradi, aksincha £ -0 da

L —1, ya’ni ellips aylanaga yaqinlashib boradi.
a

x=1t2 to* g‘ri chiziqlar ellipsning direktrisalari deb ataladi.
€

12-shakl.

Ellipsning M nuqtasidan direktrisalargacha bo‘lgan 4, va 4,

masofalar uchun ushbu

B N |_\

RS I,.,\
I
™

tengliklar bajariladi (12-shakl).
Bu tengliklardan ellipsning fokal radiuslari uchun

rh=a-g&, n=a+&

formulalar hosil gilinadi. .
Fokuslari oy o‘gida va markazi koordinatalar boshda yotuvchi

ellipsning kanonik tenglamalari shu kabi aniqlanadi.

A
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Har ikkala hol uchun

xossalarini keltiramiz.

ellipsning tenglamalarini va asosiy

Markazi O(0:0) nuqtada bo‘lgan ellipsning
kanonik tenglamalari va asosiy xossalari

2 2
X \4

27 + b—z =1 a>b>0 v
—kattao'q Ox da yotadi e —
va 2a gateng: e ;— F:\
—kichik o‘q Oy da yotadi s —
) ) —-a \ (0] c /a4 x
va 2b gateng, ~. e
— fokuslar: F,(-c:0), Fy(c;0) iy S
¢l =a'-b.
) v
x oyt . a
2. — t+==] >b>0
b° a* a ,/c R
—kattao'q Oy da yotedi / \\
va 2c gateng; ’ !
—kichik 0'q Ox da yotadi —bi o b x
va 2b gateng; \ i
— fokuslar: F,(0:=c). F,(0;c) \octf, /
=gt _p? - ol

va’ni markazi koordinata boshida
aylana tenglamasi kelib chiqadi. Demak, aylana ellipsning xususiy holi

hisoblanadi.

Agar a=b bo‘lsa, u holda (2.5) tenglamadan x*+y’=a’ tenglama,
yotuvchi va radiusi a ga teng

2-misol. 4x* +9y* =144 ellipsning o‘qlari uzunliklarini, fokuslarining

koordinatalarini va ekssentrisitetini toping.

Yechish. Ellipsning tenglamasini kanonik ko‘rinishga keltiramiz:

2 2
LSNP 'Y
36 16
Bundan 4’ =236, *=16.
Demak, a=6, b=4, 2a=12, 2b=38.

Shunday qilib, ellips o‘qlarining uzunliklari mos ravishda

8 gateng.
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a va b ni bilgan holda ¢ ni aniqlaymiz:

c=va —b =36-16 =245
Bundan fokuslarning koordinatalarini va ekssentrisitetni topamiz:

F,(25,0), F,(-2/5,0);

3.2.3. Giperbola

3-ta’rif. Tekislikda fokuslar deb ataluvchi berilgan ikki nugtagacha
bo‘lgan masofalar ayirmasining moduli o‘zgarmas kattalikka teng
bo‘lgan nugtalarning geometrik o‘rniga giperbola deyiladi.

Oxy koordinatalar sistemasini Ox o‘q F, va F, fokuslardan, Oy o'q
F,F, kesmaning o‘rtasidan o‘tadigan qilib tanlaymiz (13-shakl).

M(x;y) giperbolaning ixtiyoriy nuqtasi bo‘lsin. FF,=2c, FM=r,
F,M =r, belgilashlar kiritamiz. Ciperbolaning ta’rifiga ko‘ra,

Ir—n|=2a, 2.7)

buyerda a- o‘zgarmas son bo‘lib, a<c.
(2.7) ifodada (2.4) ifodada bajarilgan almashtirishlar kabi
almashtirishlar bajarib, quyidagi tenglamani keltirib chiqaramiz:

%--Zfl, (2.8)

bu yerda 6’ =c* -a’.

(2.8) tenglamaga giperbolaning kanonik tenglamasi deyiladi.

Giperbolaning shaklini uning kanonik tenglamasidan tfoydalanib
aniglaymiz.

(2.8) tenglikda x va y ning faqat juft darajalari qatnashgani uchun
giperbola ellips kabi Ox,0y of‘qlarga va 0O(0;0) nuqtaga nisbatan
simmetrik bo‘ladi. Shu sababli (2.8) tenglamani x>0, y20 da (I-
chorakda) tekshiramiz.

I-chorakda (2.8) tenglamadan y=2«/x2 —-a* kelib chiqgadi. Bunda
a

x>a va x koordinata a dan boshlab ofsishi bilan y koordinata ham
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o‘sib boradi, ya’ni M(x;y) nuqta cheksizlikka intiladi. Bu intilish
qanday yuz berishini ko‘rsatish uchun koordinatalar boshidan o‘tuvchi

va burchak koeffitsiyenti & = b ga teng bo‘lgan y = 2x to‘g‘ri chizigni
a a

garaymiz. Bu chiziq ushbu xossaga ega: M nuqta giperbola bo‘ylab
harakat qilib koordinata boshidan cheksiz uzoqlashgani sari bu to‘g‘ri
chiziqga juda yaqinlashib boradi, lekin uni kesib o‘tmaydi, ya’ni
asimptotik yaqinlashadi.

Shunday qilib, giperbola I-chorakda A,(a;0) nuqtadan o‘tib, v= by
a

to‘g‘ri chiziqqa asimpiotik yaqinlashgani holda o‘ngga va yuqoriga
qarab c‘sib boradi.

Giperbolaning qolgan choraklardagi shaklini koordinata o‘qlariga
nisbatan simmetrik qilib chizamiz (13-shakl).

Shunday qilib, giperbola ikki gqismdan iborat bo‘ladi. Bu gismlarga
giperbolaning tarmogqlari deyiladi.

13-shakl.

y=iéx tenglama bilan aniglanuvchi to‘g‘ri  chiziglarga
a

giperbolaning asimptotalari deyiladi.

Giperbolada 4,(a;0). 4,(-a;0), B,(0;b), B,(0;-b) nuqtalarga uchlar,
44, kesmaning 2a uzunligiga haqigiy o‘q, BB, kesmaning 2b
uzunligiga mavhum o‘q, a, b sonlarga mos ravishda haqiqiy va

141



mavhum yarim o‘qlar, M, F,M kesmalarning r, r, uzunlikiariga
fokal radiuslar deyiladi.
£ =§ kattalikka giperbolaning ekssentrisiteti deyiladi.

Bunda & > 1, chunki ¢ > a.
b*=c’-a’ dan L /(E) -1, ya’ni 2:«/31 1.
a \\a a
Demak, ekstsentrisitet birga qanchalik yaqin bo‘lsa, 5 shunchalik
a
kichik bo‘ladi, ya’ni £ »1da f—)0 va giperbola haqiqiy o‘qi tomon
a

siqilib boradi, aksincha ¢ kattalashgan sayin b ham kattalashadi va
a
giperbolaning tarmogqlari kengayib boradi.
x= ig to‘g‘ri chiziglar giperbolaning direktrisalari deb ataladi.

Fokuslari 0y o‘qida va markazi koordinatalar boshda yotuvchi
giperbolaning kanonik tenglamasi shu kabi aniglanadi.

Markazi O(0;0) nuqtada bo‘lgan giperbolaning
kanonik tenglamalari va asosiv xossalari
2 2
G- y
a b
— haqgiqiy 0‘q Ox da yotadi
va 2a gateng;
—mavhum o‘q Oy da yotadi
va 2b gateng;
— fokuslar: F,(—c;0), F,(c;0);
c’=a’+b%
— asimptotalari: y = iéx

Q

"a _le d
— haqiqiy o‘q Oy da yotadi
va 2a gateng,
—mavhum o‘q Ox da yotadi
va 2b gateng;
— fokuslar: F,(0;~), F,(0;c);

c? =a’ +b%

2
yoox
2 2

. . a
— asimptotalari: y = i;x.
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Giperbolaning M nuqtasidan direktrisalargacha bo‘lgan d, va 4,
masofalar uchun ushbu

I
™

R~
R

tengliklar bajariladi (13-shakl).
Bu tengliklardan giperbolaning fokal radiuslari uchun ushbu

x>0 bo‘lganda r=ex—a, r,=&x+a;
x<0 bo‘lganda r=-a-&, n=a-&

formulalar hosil gilinadi.
Yarim o‘qlari teng bo‘lgan giperbolaga teng tomonli giperbola

deyiladi.
Teng tomonli giperbola
x'-y'=a’ 2.9

tenglama bilan aniqlanadi.

3-misol. Ekssentrisiteti v2 ga teng va M(+3;+2) nuqtadan o‘tuvchi

giperbolaning kanonik tenglamasini tuzing. Uning-yarim o.‘q.lari
uzunligini, fokuslari koordinatalarini toping va asimptotalarining,

direktrisalarining tenglamalarini tuzing.

Yechish. Ma’lumki, £=<=+v2 yoki ¢*=24". Ikkinchi tomondan
a

c’=qg*+b*. Bundan a*=b’. Demak, izlanayotgan giperbola teng

3 2,
a ’

2

tomonli. M(~/3;+/2) nuqta giperbolada yotgani uchun »

ya’ni a* =1.
Demak, izlanayotgan giperbolaning kanonik tenglamasi
xt-y'=1
ko‘rinishni oladi.
Bu tenglama bilan aniqlanuvchi giperbolaning yarim o‘qlari a=b=1

uzunlikka, fokuslari F (~2:0), F,(~v/2;0) koordinatalarga ega bo‘ladi,
. . . 1
tenglamalar bilan, direktrisalari x=t—

N

asimptotalari y=+x

tenglamalar bilan topiladi.
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3.2.5. Ikkinchi tartibli chiziglarning
umumiy tenglamasi

Ikkita x va y o‘zgaruvchining ikkinchi darajali tenglanasi umumiy
ko‘rinishda

AX* +2Bxy + Cy* +2Dx +2Ey+ F =0, A+ B +C* 20 (2.11)

kabi yoziladi, bu yerda 4,B,C,D,E, F — koeffitsiyentlar.

Oldingi bandlarda ta’riflari asosida ellips, giperbola va
parabolalarning kanonik tenglamalarini keltirib chigardik va xossalarini
o‘rgandik. Bunda chiziglarning markazlarini koordinatalar boshiga
joylashtirdik va ulaming o‘qlarini koordinata o‘glari bo‘ylab
yo‘naltirdik.

Ushbu bandda (2.11) tenglama koeffitsiventlarining mes
qiymatlarida konus kesimlardan birini, yoki mavhum konus kesimlardan
birini, yoki bo‘sh to‘plamni aniqlashini ko‘rsatamiz. Bunda konus
kesimning markazi koordinatalar boshida yotmasligi va o‘qlari
koordinata o‘qlariga nisbatan og‘ishga ega bo‘lishi qiyinchilik
tug“dirishi mumkin. Bu qiyinchilikni bartaraf qilish uchun koordinatalar
usulining ikki qurolidan — koordinatalar o‘qlarini parallel ko‘chirish va
burishdan foydalanamiz.

Koordinata o°glarini parallel ko ‘chirish

Tekislikda Oxy to‘g‘ri burchakli koordinatalar sistemasi berilgan
bo‘lsin. y
Koordinata o‘qlarini parallel

ko‘chirish — bu Oxy sistemadan uning
o‘qlari yo‘nalishlarini va masshtablarini  »}----+ B
o‘zgartirmasdan  fagat  koordinatalar j} T
boshining joylashishini o‘zgartirish orqali ~ »,}---_._ o
yangi O'x)' sistemaga o‘tishdir. '
Yangi O'xy' sistemaning
koordinatalar boshi O’ eski Oxy
sistemada  (x,;y,) koordinatalarga ega
bo‘lsin, ya’ni O'(x,;y,).
Tekislik ixtivoriy M nuqtasining Oxy sistemadagi koordinatalarini

)"A

5
5 . BR o SR Y
=

=

15-shakl.
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(x;») bilan va Ox)' sistemadagi koordinatalarini (x’;y") bilan
belgilaymiz (15-shakl).
U holda

OM =xi +3j, OO0 =x,i +y,j. OM=xT +7.
1 5-shakldan topamiz: OM =00 +O'M .

Bundan

xi +yf =x,0 +y,J+xT+y]

yoki
x=x,+x, y=y, +y. (2.12)

(2.12) formulalar M nuqtaning Oxp  sistemadagi  (x;y)
koordinatalarini O'xy' sistemadagi (x’;») koordinatalar orqali topish
imkonini beradi va aksincha.

S5-misol.  (x-4)’+(y+1)’=36 tenglamani Oxy koordinatalar
sistemasini parallel ko‘chirish orqali y
soddalashtiring. ;

Yechish. gBerilgan tenglama Oxy s, |

]

koordinatalar sistemasida markazi
(4;-1) nuqtada yotuvchi va radiusi

R=6 ga teng aylanani ifodalaydi. i - i~
Oxy koordinatalar sistemasi - Io} x

O'(x,;y,)=0'(4-1) nuqtaga  parallel

ko‘chirilsa, berilgan tenglama yarfgf \_/

O'x'y'. sistemada ham aylana tenglamasini 1 6-chakl

beradi.

(2.12) formulalarni qo‘llab, topamiz:
¥=x-x,=x—-4, y=y-y,=y+L

U holda berilgan tenglama Oy’ sis-temada
x?+y"?=36

ko‘rinishni oladi, ya’ni markazi koordinatalar boshida bo‘lgan va radiusi

R=6 ga teng aylanani ifodalaydi. o
Agylana grafigini Oxy va O'xy’ sistemalarda chizamiz (16-shakl).

147



Koordinata o‘qlarini burisk

Tekislikda Oxy to‘g‘ri burchakli koordinatalar sisternast berilgan
bo‘Isin.

Koordinata o‘qlarini burish - by Oxy  sistemadar uhing
koordinatalar boshini va o‘qlari
masshtablarini o‘zgartirmasdan
fagat koordinata o‘qglarini biror d
burchakka burish li oy N
: 1sh orqali yangi Ox'y \ _______ M
sistemaga o‘tishdir. f TN

. . \ //r ! \\. X

Oxy sistemani O nuqta atrofida N L7 /i‘/’//’
soat strelkasi yo‘nalishiga teskari A /[ //( !
yo‘nalishda & burchakka burib, \/ o
Ox’y'sistemaga o‘tamiz. Tekislik o\ X
ixtiyoriy M nugtasining Oxy 17-shakl.

sistemadagi koordinatalarini (x;)
bilan va Ox’' sistemadagi koordinatalarini (x;»") bilan belgilaymiz.
Mnuqta radius vektorining uzunligi » ga, uning Ox' o‘q bilan tashkil
qilgan burchagi ¢ ga teng bo‘lsin (17-shak]l).

17-shakldan topamiz:

x'=rcosp, y'=rsing, (2.13)
x=rcos(p+a), y'=rsin(p+a). (2.14)

(2.14)  tengliklar  ustida almashtirishlar  bajaramiz va
(2.13) tengliklarni hisobga olib, topamiz:

x=rcos(p+a) =r(cospcosa --singsina) =

=(rcos@)cosa —(rsing)sina = x'cosa — ¥'sina,
y=rsin(p+a)=r(smgcosa +cosgsine) =

=r(cosg)sina +r(sing)cosa = x'sinx + y'cosa.
Demak,

x=x'cosa - y'sine, y=x'sina + y'cosa. (2.15)

(2.15) formulalarga koordinata o‘qlarini burish formulalari deyilad:.
Bu formulalar M nuqtaning Oxy sistemadagi (x;y) koordinatalarini
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Ox'y' sistemadagi (x";»') koordinatalar orqali topish imkonini beradi
va aksincha.
6-misol. xy=-2 tenglamani koordinata o‘qlarini 45°ga burish

orqali kanonik shakiga keltiring.
Yechish. (2.15) tengliklardan « =45"da topamiz:

2 ’ !
x=x'cosds® —y'sin45° =\?(x ~- ",

S 2 r ! 1’
y=x"sind5° + y'cos45* =—2—c‘x +y".

x va y ni xv=-2 tenglamaga qo‘yamiz:

2 2 .
i,\g(x'—y")-llz—(x +y)=-2,
] ”? 2
—(x" —-y"")=-2,
AN Sy
4 4

Bu tenglama giperbolaning kanonik
tenglamasi hisoblanadi, ya’ni xy=-2
tenglama bilan aniglanuvchi chiziq Ox’

y"?

sistemada T—%= tenglama bilan

aniglanuvchi  giperbolani  ifodalaydi.

Demak, y=—Z funksiyaning grafigi
X

asimptotalari koordinata o‘qlari bilaq
ustma-ust tushadigan teng tomonli
giperboladan iborat (18-shakl).

Ikkinchi tartibli umuniiy tenglamani soddalashtirish

Ikkinchi tartibli umumiy tenglamani qaraymiz:

Ax® +2Bxy +Cy* +2Dx +2Ey+ F =0. 2.11)

Bunda B=0bolsin. Koordiﬁata o‘qlariqi a burghakka tfuramiz.,
ya'ni (2.15) formulalar yordamida  eski koordinatalarni yangi
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koordinatalar orqali ifodalaymiz: .
A(x'cosa — y'sina)’ +2B(x'cosar — Y'sma)(x'sina + y'cosa) +
+C(x'sina + y'cosa)’ +2D (x'cosa — Y'sima)+2E(xX'sina + y'cosa)+ F=0
yoki
Ax”? +2Bxy +Cy"? +2Dx'+ 2Ey’ + F, =0,
bu yerda
A4 =Acos’ @ +2Bcosasina + Csin’ a;

B, =(C - A)sinacosa + B(cos’ a - sin’ a);
C,=4sin’ @ —2Bcosasina +Ccos’ a;

D, =Dcosa + Esina; E,=Esna—Dcosa; F =F.

N a .bur.chakni shunday tanlaymizki, yuqoridagi tenglamada
x'y" oldidagi koeffitsiyent nolga aylansin, ya’ni

B =(C - A)sinacosa + B(cos’ a —sin* a)=0

tenglik bajarilsin.
Bundan

A-C

1g2a =
clgla =" (2.16)

Shlunday qilib, koordinata o‘qlarini (2.16) shartni
qanoatlantiruvchi a burchakka burish (2.11) tenglamani idagi
tenglamaga keltiradi: ( ) renglamant quyidag

Ax*+Cy* +2Dx +2Ey +F, =0, A+ B #0. (2.17)

’ i1-teorema. (2.17) tenglama hamma vagqt yoki aylanani ( 4, = C,da),
yoki ellipsni (4, -C,>0da), yoki giperbolani (4,-C <0da), yoki
parabolani ( 4, - C, =0da) aniglaydi. Bunda ellips (aylana) uchun — nuqta
yo!d. mavhum ellips (aylana), giperbola uchun — kesishuvchi to‘g‘ri
chlz.lglar Jjuftligi, parabola uchun — parallel to‘g‘ri chiziglar juftligi kabi
buzilishlar bo‘lishi mumkin.

Isboti. A =C, bo‘lgan holni batafsil tahlil qilamiz.

4,=C, da (2.17) tenglik ustida almashtirishlar bajaramiz:

AX? + A4y +2Dx' +2EV +F =0,
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’ ]

eyt e 2By fie,
A A )

B 2 2 2
x'l-rZ-Q'-x'-i— 2} +}":+2£y'+ 5 +£‘— ﬂ - El‘ =0\
A, A J A1 AI AI A‘ Al '

‘,' _D_,- (,"+—E-l:—2-z _E_,z_i
k‘x +A,) +V A,) _[A,) +(A,) R (2.18)

Bunda, (2.18) tenglama va mos ravishda (2.17) tenglama:

2 \2
1 ﬁ] +(§_. _‘_’:1.>0 bo‘lganda markazi O, —2'—,—5 nuqtada
A4) 4 4, 4

Ax/'\ e

joylashgan va radiusi R= \K _3_} +

e IV

2)(%) +(%) _5‘_=0bo‘lganda (x+_§.) +(y+§)- =0 ko'rinishga

Vi !

2
(%) - % ga teng aylanani aniqlaydi;

\4 1

1

keladi. Bu tenglikni yagona O,(—%,—%) nuqta koordinatalan

1 1

ganoatlantiradi. Bunda «aylana nuqtaga buzilgan» deyiladi;
/ : ! . . - .
3) LB—] +(—§l) —g—' <0 bo‘lganda hech bir chizigni aniqlamaydi.
Bunda «aylana mavhum aylanaga buzilgan» deyiladi.
Qolgan hollarda teorema shu kabi tahlil gilinadi.
Shunday qiiib, (2.17) tenglama (mos ravishda (2.11) tenglama)
ikkinchi tartibli chiziglardan birini aniqlaydi. .
7-misol. 4x® —25y° —24x+50y—-89=0 tenglama bilan berilgan
ikkinchi tartibli chiziq ko‘rinishini aniqlang.
Yechish. Berilgan tenglamada 4=4, C=-25.
Bundan A4-C=4-(-25)<0.
Teoremaga ko‘ra, berilgan tenglama giperbolani ifodalaydi.
Tenglamada almashtirishlar bajaramiz:

A(x" —6x+9)—25(y" —2y+1)—36+25-89 =0,
4(x—3)! —25(y 1)’ =100,
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(x-3 (-1 -1
25 4
Demak, berilgan tenglama simmetriya markazi ¢)(3:1) nuqtada
Joylashgan va yarim o‘qlari a=5, =2 ga teng bo‘lgan giperbolani
aniqglaydi.

3.2.6. Mashglar

1. Aylananing tenglamasini tuzing: 1) markazi M,(-1;3) nuqtada joyiashgan
varadiusi R=6 ga teng bo‘lgan; 2) markazi M,(-3:5) nuqtada joylashgan va A(4:4)
nuqtadan o‘tgan; 3) diametrlaridan birining uchlari B(-1:3) va ©(-3;5) nugqtalarda
bo‘lgan; 4) D(8-4) nuqtadan o‘tgan va koordinata c‘qlariga uringan; 5) markazi
M(2;-1) nuqtada joylashgan va urinmalaridan biri 3x+ 4y+3=0 to‘g'ri chiziqda
bo‘lgan.

2. Aylanalarning markazi va radiusini toping:

1) X +y* +8x—14v+16=0; 2) x*+y* +4x-6y-3=0;
; , 3
3) x*+y*~x+2y-1=0; 4) x‘+y’+3x—7y—§=0.
3. A(1-2) nugqta berilgan. Uning aylanalamning ichkarisida, tashgarisida
yoki ustida yotishini aniglang.
1) x*+y*=5; 2) xPayt=9;
3) X’ +3*-8x—4y-5=0; 4) x* + 3" ~10x+83=0.
4. X’ +y ~2x+4y-20=0vax’+3?—10y+20=0 tenglamalar bilan
berilgan aylaralar markazlari orasidagi masofani toping.

S. f+§=1 to‘g‘ri chiziqdan koordinata o‘qlari kesgan kesmani diametr

4

qilib aylana chizilgan. Bu aylana tenglamasini tuzing.

6. 4(2-1), B(3;4) nugtalardan o‘tgan va markazi x— y—4=0to‘g'ri
chiziqda joylashgan aylana tenglamasini tuzing.

7. Uchlari 4(-2;2), B(0;-2),C(-1;-1) bo‘lgan 4BC uchburchakka tashqi
chizilgan aylananing markazi va radiusini toping.

8. kning qanday qiymatlarida y=kx to‘g‘ri chiziq x*+3y’—8x-2y+16=0
aylanani kesadi, bu aylanaga urinadi?

9. (x-4)"+(y-2)’ =4 aylanaga uringan va koordinatalar boshidan o‘igan
to“gri chiziglar tenglamalarini tuzing.
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10. Aylana tenglamalarini parametrik ko‘rinishga keltiring:
1) »7 v =16x; 2) ¥l =4y, 3) xP4yt=2x+2y.

11. Fokuslari Oy o‘qda 0(0:0) nuqtaga nisbatan simmetrik joylashgan va
quyidagi shartlami qanoatlantiruvchi ellipsning kanonik tenglamasini tuzing:
1) kichik o‘qgi 12 ga va ekssentrisiteti % ga teng; 2) fokuslari orasidagi masofa

10 ga va ekssenirisiteti ; gateng; 3) M,(6:0)va M,(0:9) nuqtalardan o‘tgan:

5 C e s 3
4) direktrisalari orasidagi masofa 3;9 ga va ekssentrisiteti £=3 ga teng.
12. X + b 1 ellipsga tomonlari ellips o‘qlariga parallel qilib kvadrat ichki
12 4

chizilgan. Kvadratning yuzini toping.
13. 5x% +20y? —100 = 0 ellipsning x+y—20=0 to'g'ri chiziqqa parallel bo’lgan
urinmasti tenglamasini tuzing.
14. 16x% +25* —400 = G ellipsning bir fokusidan uning kichik o‘qiga parallel
o‘tgan vatari uzunligini toping.
15. £+‘V— =1ellipsning A(x:y)nuqtasidan uning o‘ng fokusigacha bo‘lgan
50 18 .
masofa chap fokusigacha bo‘lgan masofadan to‘rt marta katta. M(x:y) nuqtani
toping.
i6. X +L =1 ellipsning A/(x;y) nugtasidan uning chap fokusigacha bo‘igan
9 8 . .
masofa o‘ng fokusigacha bo*lgan masofadan ikki marta katta. A7(x;y) nuqtani
toping.

17. Ellipsning bir fokusidan uning katta o‘qi pxirlarigacha bo‘lgan masofalar
2 va 8 ga teng. Ellipsning kanonik tenglamasini tuzing.

18. Ellipsning tenglamalarini parametrik ko‘rinishga keltiring:

2 2 A _
1) 16x* +25* -400=0; 2) 144x* +25y° -3600=0.

19. x+2y—7=0 to‘g'ri chiziq bilan x* +4y* =25 ellipsning kesishish
nugqtalarini toping.

20. Fokuslari ordinatalar o‘gida joylashgan_ ova quyidagi' S::ﬁml
qanoatlantiruvchi giperboianing kanonik tenglamasini tuzing: 1) direktrisalari

idagi 13 isiteti > . 2) direktrisalari orasidagi
orasidagi masofz < & va ekssentrisiteti 3ga teng; 2) d 4

. 2. e
masofa Zgga teng va asimptotalari tenglamalari y=tox 3) direktrisalari
i3
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Xx=rcosp, y=rsing.

soat strelkasi yo‘alishiga teskari tanlanadi).
M(r,p)
M(r;p) deb yoziladi. Bunda r masofa /
Tekislikning barcha nugtalarini
A¢
olish yetarli bo‘ladi. Bunda tekislikning ,“r—
bir (r;p) sonlar juftiga tekislikdagi
bog‘lanishni  topamiz. Bunda to‘g‘ri  burchakli koordinatalar
qilib tanlaymiz (20-shakl). y
natalarga ega bo‘Isin.
Bu tengliklar nuqtaning to‘g‘ri 7 >
20-shakl.
(3.1) tengliklardan nuqtaning qutb
r=yJx*+y*, tg(p:Z.
P

bo‘lgan r masofa va Op qutb o‘qi bilan OM yo‘nalgan kesma orasidagi
¢ burchak bilan aniglanadi (Op nurdan boshlab burchak yo*nalishi

r va ¢ sonlariga M nuqtaning
qutb koordinatalari  deyiladi  va
quth  radiusi, ¢ burchak  gquth /
burchagi deb ataladi (19-shakl), /
aniglash uchun r va ¢ Kkattaliklarni
0<r<+w, -—z<p<z chegaralarda

. . . s
har bir nuqtasiga yagona r va ¢ 19-shakl
sonlar jufti mos keladi, va aksincha, har ~shaxd.
yagona nuqta mos keladi.

Nuqtaning qutb va to‘g‘ri burchakli koordinatalari orasidagi
sistemasining koordinatalari boshini qutb bilan va abssissalar o‘qini
qutb o‘qi bilan ustma-ust tushadigan

M nuqta x va y to‘g‘ri burchakli
koordinatalarga, r va ¢ qutb koordi-

20-shakldan topamiz: [ :

(3.1) :
burchakli koordinatalarini uning qutb
koordinatalari bilan bog*laydi.
koordinatalari bilan uning to‘g‘ri
burchakli koordinatalari o*rtasida quyidagi bog‘lanish hosil gilinadi:
(3.2)

Bunda ¢ burchakning giymati nugqtaning Jjoylashgan choragiga

(x,y larning ishoralari asosida) qarab, —z<p<r oraligda tanlanadi.
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r___d.c:z——

1 -misol. M(-1:-J/3)nuqtaning qutb koordinatalarini toping.
Yechish. Berilgan nugtaning qutb koordinatalarini (3.2) formulalar
bilan aniglaymiz: -

v 7 Jave -3
r=yDP (V3 =2, igp=—T =y

uil

M nugqtan {11l chorakda yotadi.
T . 2z
Uholda p=2-7= -2—;’ bo‘ladi. Demak, M(Z;— f]

J

3.3.2. Qutb koordinatalar sistemasida chiziglar

Qutb koordinatalar sistemasida chizig tenglamasi qeb aynan Shl:l
chiziq barcha nuqalarining r va ¢ koordinatalari orasidagi bog'lanishni

aniglovchi ikki noma’lumli
! F(rip)=0 (3.3)

ko'rinishdagi tenglamaga aytiladi.
Mumkin bo‘iganda (3.3) tenglama
r ga nisbatan yechiladi va r=r(¢p) 5

ko‘rinishga keltiriladi. ! 7
Chizigqning F(x;)=0 tenglamasi-

dan qutb tenglamasiga o‘tish uchun ,

x va y lar o‘rniga  ularning 2\ M@r:e)

(3.1) formulalardagi qiymatlari qo‘yiladi ¢ ,

va aksincha chizigning qt‘ltb o <
tenglamasidan F&p)=0 tenglamasiga o

o‘tish  (3.2) formulalar bilan amalga :
oshiriladi.

To ‘g ri chizigning qutb tenglamasi

To'g‘ri chiziq tenglamasini qutb koordinatalarida topamiz. |

Bunda O qutbdan / to‘g‘ri chiziggacha bo‘lgax‘1 p masof“a va Op
qutb o‘qi bilan berilgan to‘g‘ri chiziqqa. perpendikular bo‘lgan  f
o‘q orasidagi o burchak berilgan bo‘lsin (21-shak1)._ o

! chiziqning ixtiyoriy M(r;¢) nuqtasi uchun Pr, OM =p bo‘ladi.

Ikkinchi tomondan
Pr, oM = OM |-cos(a — @) =rcos(@ - 9).
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U holda
rcos@—g@)=p. 3.4

(3.4) tenglamaga to ‘g 'ri chizigrning qutb tenglamasi deyiladi.

2-misol. M,(S;g-) va M,(5;0) nuqtalardan o‘tuvchi to*g‘ri chizigning
qutb tenglamasini tuzing.

Yechish. To‘g'ri chizigning M, va M, nugqtalar orasidagi kesmasi
k?tet]ari 5 ga teng bo‘lgan to‘g‘ri burchakli uchburchakning
gipotenuzasi bo‘ladi. Bunda qutbdan to‘g‘ri chiziqqacha bo‘lgan
masofa to‘g‘ri burchak uchidan
gipotenuzaga tushirilgan  balandlikdan ¥
iborat (22-shakl).

Uning uzunligini (pni) va yo‘nalshini
(e ni) topamiz:

p= OM,OM, __ 55 52 i p

JoM?+oM?: J5t+st o 2

U holda (3.4) formulaga ko‘ra,

ofe-1)- 5

Konus kesimlarining quth tenglamalari

22-shakl.

Konus kesimlarning (ellipsning, giperbolaning, parabolaning) qutb
tenglamalarini keltirib chiqaramiz. Bunda chiziqlarning fokuslaridan biri
qutbda yotsa, uning tenglamasi sodda ko‘rinishni oladi.

Konus kesimlarning tenglamalarini keltirib chiqarishda ularning har
bir nuqtasidan fiksirlangan nuqtagacha (fokusgacha) bo‘lgan masofaning
fiksirlangan to‘g‘ri chiziqqacha (direktrisagacha) bo‘lgan masofaga
nisbati o‘zgarmas kattalikka — ekstsentrisitetga teng bo‘lishi xossasidan
foydalaniladi. Bunda konus kesim e<1 bo‘lganda ellipsdan, =1
bo‘lganda paraboladan va ¢>1 bo‘lganda giperboladan iborat bo‘ladi
(23-shakl).

{-konus kesimlardan birining tarmog‘i, F —bu tarmoqgning fokusi,
d-qutbdan chapda joylashgan vertikal direktrisasi, &-ekstsentisitet
bo‘lsin.  Fokusdan direktrisagacha bo‘lgan masofani p bilan

belgilaymiz (24-shakl).
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\
N~ __//
S .~ S
R

K F(0:0)
\ \
{
O0<e<l e=1 c>1
MFE MF _ MF
—=c —_— =& —=¢
oM oM oM
23-shakl

i chizigda ixtiyoriy M(r.p)nuqtani olamiz.
U holda  konus kesimlarning

xossasiga ko‘ra, M _ ¢ botladi.
oM e .
Bundan FM=e0M yoki /
,
r=eiN=g(AF + FN) = &(p + rcosg). /

Oxirgi tenglikni r ga nisbatan A
yechamiz:
r=T—£;£——. (3.5)
- £cos .
4 d L
(3.5) tenglamaga konus kesim- s4-shakl

larning qutb tenglamasi deyiladi. Bu
tenglama &<1 da ellipsni, £>1 giperbolaning bir tarmog‘ini va &=1 da

parabolani aniqlaydi. o
1-izoh. Konus kesimlarning qutb tenglamalari direktritsaning

joylashishiga bog‘liq bo‘ladi:

§ Direktrisaning holati — tenglama
r
vertikal va qutbdan chapda— r = £p ; 2
1-gcosp I
vertikal va qutbdan o‘ngda— r = P, y=
l oo ¢ /’/"‘"ﬂ Y —
. . E-p—" ol \
. da— - :
gorizontal va qutbdan yuqorida— r [ esing {(__ 3 5 3\ 5
3
. _,__¢tpP e .
' gorizontal va qutbdan pastda— r Tesing Trsing
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Boshqa chiziglarning qutb tenglamalari

Qutb tenglama bilan modellashtiriladigan masalalardan birini
qaraymiz.

Uzunligi 2a (a>0)ga teng bolgan 4B kesma uchlari bilan biror
to‘g‘ri  burchakning tomonlari bo‘ylab sirpanib harakatlanayotgan
bo‘lsin. To‘g‘ri burchakning O uchidan bu kesmaga 03 perpendikular
tushurilgan (25-shakl). 4B kesmaning harakati vaqtida oum
perpendikular M asosining traektoriyasini topaylik.

M asosning  (nuqtaning) traektoriyasini qutb  koordinatalar
sistemasida tuzish uchun to‘g‘ri burchakning O uchini quth, 04 o‘gni
qutb o‘qi deb olamiz. M nuqtaning qutb koordinatalarini r, ¢ deb

belgilaymiz, ya’ni M(r;p) deymiz.
AOM uchburchakdan topamiz:

OM =0Acose,
r =0Acosg.

AOB uchburchakdan topamiz:
OA = ABsing,
OA =2asing.

Bundan M asos izlanayotgan traektoriyasining qutb koordinatalar

sistemasidagi tenglamasini hosil gilamiz:
r =asin2e.

Bu tenglama bilan aniqlanuvchi chiziq to‘rt yaproqli gul deb ataladi.
Uning grafigini a=1 da Maple paketi yordamida chizamiz (26-shakl).
> with{ploets):
> animatecurve(jsin( 2%}, 6,t=-1%1..1*i]. coords=olar.
frames=68, numpoints=108);

25-shakl. 26-shakl.
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Matematikaning keyingi bo‘limlarining misol va masalalarini
vechishda foydalaniladigan chiziqlaming grafiklari va ulaming quib
yoki parametrik tenglamalari 1-ilovada keltirilgan.

3.3.3. Mashgiar

1. 4(3:1) va B(—v3;-Ijnugtalaming qutb koordinatalarini toping.
q g ping

2, ALZ;—%{] va B|( 1;33':{-} nuqtalarning to‘g‘ri burchakli koordinatalarini
/ \

toping.

l’ 7 \ ( - . . 3
3.4 5;% | va BLS:-%\, nuqtalar orasidagi masofani toping.
\ 7 .

4. Uchlari 0 qutbda va A(r;¢,), B(r;@,) nuqtalarda joylashgan 048

uchburchak-ning yuzini toping, bu yerda ¢, > ¢,.

p .
5. Ikkita qarama-qarshi uchlari 4|\ 2:- %} 8(2;— %75)\ nuqtalarda bo‘lgan
J
kvadratning yuzini toping.
. . . . 47
6. Kvadratning ikkita qo‘shni uchlari berilgan: .4(6;%} B( —f)

Kvadratning yuzini toping.
7. Berilgan tenglamalarni dekart koordinatalarida yozing:

1) r =3sing: 2) r="5cosg:
3) r? =sinZgp; 4) r = 4c0s20;
) 3
5) r= —— 6) r= ;
) 1+sing 1-cosgp
32
7) r= 8) r=—on—
S5+3cose 3+5sin@

8. Berilgan tenglamalarni qutb koordinatalarida yozing:

1) y=5; 2) y=2x-1
3) x? =4y; 4) x* -y’ =a*:
5) ).:2 +y' =2 =0; 6) =4

2 2 xz yZ
7 f—-’~_"i—=]; 8) ——==1
UETANT: 36 4
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9. Berilgan tenglamasiga ko‘ra chizigiaming turini aniglang:

Dr=—2_. ' o) W T
2+sing -1+ 2cosp’
3
3)r= : 4) - 2
1+ cosgp 2-cosg@

10. Berilgan chiziglaming grafiklarini £ =1, ¢ = 5‘ €= % larda chizing;

4
Y =1 = 2)r= 4e .
+ECOS Q@ I+esing
3)r=- e, 4) =%
—£sm@ l-€gcose

3.4. TEKISLIK

3.4.1. Fazoda sirt va chizig

Umumiy boshlang‘ich O nuqtaga va bir xil masshtab birligiga ega
bo‘lgan o‘zaro perpendikulyar Ox, Oy va Oz o‘qlar fazoda to‘g‘ri
burchakli Oxyz koordinatalar sistemasini hosil giladi.

Oxyz koordinatalar sistemasida uchta x,y va z sonlari fazodagi har
qanday M nuqtaning o‘rnini to‘liq aniglaydi. Bunda nuqta M(x;y;z) kabi
belgilanadi, x ga M nuqtaning abssissasi, y ga M nuqtaning ordinatasi,
z ga M nuqtaning applikatasi deyiladi.

Oxyz fazodagi sirt tenglamasi deb aynan shu sirt nugqtalarining
x,y,z koordinatalari orasidagi bog‘lanishni
aniqlovchi uch noma’lumli

F(x,y,z)=0
tenglamaga aytiladi.
Shu kabi, koordinatalari uch noma’lumli F(x,y,z)=0 tenglamani
qanoatlantiruvchi Oxyz fazoning barcha #M(x;y;z) nugqtalari to‘plamiga

Jfazoda shu tenglama bilan aniglanuvchi sirt deyiladi.
Fazodagi sirt x=x(u,v), y=y(u,v), z=z(u,v), (w;y)e D  parametrik
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tenglamalar bilan ham berilishi mumkin, bu yerda x(u,v),y(u,v),z(4,v) -
Dsohada berilgan sirt barcha nuqtalarining va faqat shu nuqtalarning
koordinatalarini beruvchi ikki o*zgaruvchili funksiyalar.

Masalan,

x = Rsinucosv, y=Rsinusinv, z=Rcosu, 0Su<n, 0<v<2x

parametrik tenglamalar sferani ifodalaydi.

Fazodagi chizigni ikki sirtning kesishish chizig'i yoki ikki sirt
umumiy nuqtalarining gometrik o‘ri deb qarash mumkin (27-shakl).

/ chizigni  aniglovchi ikki sirt F(x,»,z)=0 va G(x,y,z)=0
tenglamalar bilan berilgan bo‘lsin (27-
shakl). U holda / chiziq ikkala
tenglamani ham  ganoatlantiruvchi
M(x;y;z) nuqtalar to‘plamidan tashkil
topadi.

Koordinatalari

F(x.y,2)=0,
G(x,y,2)=0

X}

Tenglamalar sistemasini
qanoatlantiruvchi Oxz fazoning
barcha M(x;y;z) nugqtalari to'plamiga /.
Jfazodagi shu tenglamalar sistemasi
bilan aniglanuvchi chizig deyiladi.

Shu kabi, Oxyz fazodagi chiziq tenglamasi deb aynan shu
chiziq barcha nuqtalarining x,y,z koordinatalarini aniqlovchi

27-shak!.

(F(x,y,2)=0,
iG(x, y,2)=0
tenglamalar sistemasiga aytiladi. . .
Fazodagi chizigni nuqtaning trayektoriyasi deb qara§h mumkm:
Bunda  chiziq 7=F(t) vektor tenglama bilan  yoki
x=x(1), y=y{), z=2(), 1 €T parametrik tenglamalar bilan beriladi.
Masalan, ,
x=Rcosat, y=Rsinat, z= ;[—t

parametrik tenglamalar vint chizig ‘ini ifodalaydi.
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Fazodagi analitik geometriyada sirtni (yoki to‘g'ri chizigni)
o‘rganishda ikkita masala ko‘riladi: geometrik xossalariga ko‘ra, sirtning
(yoki to‘gri chizigning) tenglamasini keltirib chiqarish: tenglamasiga
asosan smning (yoki to‘g‘ri chizigning) ko‘rinishi va xossalarini
tekshirish.

3.4.2. Tekislik tenglamalari

Tekislikning fazodagi o‘rni turli parametrlar bilan (masalan,
tekislikning koordinata o‘qlarida ajratgan kesmalari bilan) bir giymatli
aniglanishi mumkin. Shu sababli parametrlariga ko'ra tekislikning
turli tenglamalari keltirib chiqariladi.

L Tekislikda yotuvchi M (x,;y,:z,) nugta va to'g'ri chizigqa
perpendikular bo ‘lgan 7 ={4:B;C} vekior berilgan.

Tekislikka perpendikular
bo‘lgan har ganday vektorga
tekislikning normal vekiori deyiladi.

o tekislikning ixtiyoriy
M(x;y;z) nuqtasini  olamiz.
M va M, nuqtalaming radius
vektorlari mos ravishda 7 va ¥
bo‘Isin.

U holda MM =7 -7, bo‘ladi.

M va M, tekislik nuqtalari
bo‘lgani uchun MM  vektor
tekisiikda yotadi va tekislikning
normal vektoriga perpendikular
bo‘ladi, ya’ni 7l M,M (28-shakl). Ikki vektorning perpendikularlik
shartiga asosan tekislik
tenglamasini topamiz:

28-shakl.

A (F-7)=0. “4.1)

Bu tenglamaga tekislikning vektor tenglamasi deyiladi.
(4.1) tenglamaga normal vektor va radius vektorlarining

koordinatalarini qo‘yib, topamiz:

A(x—x)+B(y—y,)+C(z—-z,)=0. 4.2)
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Bu tenglamaga tekislikning skalyar tenglamasi deyiladi.

Shuningdek, (4.2) tenglamaga berilgan nugtadan o '‘tuvchi va
berilgan vekicrga perpendikular tekislik
tenglamasi deyiladi.

[-misol. M (3:4,5) nuqtadan o‘tuvchi va normal vektori
n=3-1:-3;2} bo-lgan tekislik tenglamasini tuzing.

Yechish. Masalaning shartiga ko‘ra,

x,=3,y,=4,z,=5, A=-1,B=-3,C=2.
U holda (4.2) tenglamadan topamiz:

=N (x=3)+(3) (v-NH+2-(z=5)=0

yoki
x+3y-2z-5=0.

Il. Tekislikda yotuvchi uchta M (x;p,:2.), M,(x,33,;2,), M (x,;,:2,)

nuyta berilgan.
o tekislikda yotuvchi ixtivoriy A (x:y;z) nuqtani olamiz va

x’_l;{/;={x_xl;¢v_),l;z_zl}3
MM, ={x, —x;y, - vz, —2,},
W—’-‘{XJ =X Y3 T NiaZs -z}

vektorlarni yasaymiz.
Bunda M A ,MM,, MM, vektoriar komplanar bo‘ladi
(29-shakl). Vektorlarning komplanarlik shartidan topamiz:

Y=y z-Z I

| xox
| xz xl y _)1 zz _z| l=0‘ (4.3) z
l x ‘k) }"3 - : 23 -:.'l ,

(4.3) tenglamaga berilgan uchta
nuqiadan o ‘tuvchi tekislik tenglamasi
deyiladi.

(4.3) tenglamada

§F=MM, ={p;qr}
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belgilash kiritib, topamiz:

=X Y,=¥ z.-z |=0. “.4)
p q r
(4.4) tenglamaga berilgan ikkita nugtadan o'tuvchi va berilgan

vektorga parallel tekislik tenglamasi deyiladi.
Shu kabi

s =MM, = {pl;ql;rl}7
5 =MTA—4: = {P:;qz;r:}
belgilashlarda (4.3) tenglamadan topamiz:

|x—Jcl y-y z-z
P q, r, |=0. (4.5) 4

| P, q. r.

4.5) tenglamaga berilgan
nugtadan o‘tuvchi va berilgan ikki |
vektorga parallel tekislik tenglamasi N
deyiladi. .

M, (x;y,52,), My (x,3,52,) va I PO N
M,(x,;y,;z,) nuqtalar o tekislikning mos 1,7 -~
ravishda Ox, Oy va Oz o‘glarda yotuvchi M,
nugqtalari, ya n.l M (a;0,0), M,(0;6,0) va X 30-shakl.
M, (0;0;¢) bo‘lsin (30-shakl).

U holda (4.3) formulaga ko‘ra,

x-a y z
—-a b 0|=0
-a 0 ¢
bo‘ladi.
Bundan
bex — abe + abz + acy =0, bex + acy + abz = abe

yoki
£+Z+£=1, (46)
a b ¢

30-shakldan ko‘inadiki, a,b, cmos ravishda o tekislikning Ox, Oy
va Oz o‘glarda ajratgan kesmalarini ifodalaydi.

Shu sababli (4.6) tenglamaga tekislikning kesmalarga
nishatan tenglamasi deyiladi.

2-misol. M,(2:~1;3) nugtadan o‘tuvchi, a={3,0-1} va b={-3;2;2}
vektorlarga parallel tekislik tenglamasini tuzing.
Yechish. 1zlanayotgan tekislik tenglamasini (4.5) formula bilan
topamiz:
x=2 y+l z-3
3 0 -1 [=0,
-3 2 2

(x=2)-2—(y+1)-(6=3)+(z—3)-6=0,
2x—3y+6z-25=0.

3-misol. Ox, Oy va Oz o‘qlarda mos ravishda 2, (—4) va 6 ga teng

kesmalar ajratuvchi tekislik tenglamasini tuzing.
Yechish. Masalaning shartiga ko‘ra: a=2; b=—4; ¢=6.
Tekislikning kesmalarga nisbatan tenglamasidan topamiz:

X z -
_+_y__+_=], z

6x—3y+2z-12=0.

IIl. Tekislik 7#=OP normalining
uzunligi p va  birlik  vektori

é ={cosa;cosf;cosy} berilgan.

o tekislikda yotuvchi ixtiyoriy .
M(x;y;z) nugtani olamiz. Bu nuqtaning 0 /,
radius vektori 7 =OM ={x;y;z} bo‘lsin

(31-shakl). Bunda 7 radius vektorning 31-shakl.
¢ vektor yo‘nalishidagi proeksiyasi

p ga teng bo‘ladi, ya'ni

lip7r=p.
Bundan

Fé:p, I—:é—p=0
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yoki
xcosa + ycosfB +zcosy — p=0. (4.7)

(4.7) tenglamaga tekislikning normal tenglamasi deyiladi.
Keltirib chiqarilgan (4.1)-(4.7) formulalar asosida ushbu xulosa
kelib chaqgadi:

x,y,z o‘zgaruvchilaming har qanday birinchi darajali tenglamasi
fazodagi biror tekislikni ifodaiaydi va aksincha, fazodagi har qanday
tekislik x,y,z o‘zgaruvchilarning biror birinchi darajali tenglamasi
bilan aniglanadi.

Demak, har bir o tekislik tenglamasini
Ax+By+Cz+ D=0 (4.8)

ko‘rinishda yozish mumkin, bu yerda D—ozod had; 4° + 8’ +C? #0.

(4.8) tenglamada s ={4;B;C} bo‘lishini (4.2) tenglama yordamida
(to‘g‘ri chiziqdagi kabi) ko‘rsatish mumkin.

(4.8) tenglamaga tekislikning umumiy tenglamasi deyiladi.

(4.8) tenglamada: 1) A4=0 bo‘lsa, tenglama By+Cz-+D=0
ko‘rinishga keladi. Bunda tekislikning #={0;8;C} normal vektori Ox
o‘qqa perpendikular bo‘ladi. Shu sababli tekislik Ox o‘qqa parailel
bo‘ladi. Shu kabi B=0 da Ax+Cz+ D=0 tenglama Oy o‘qqa parallel

tekislikni, C=0 da Ax+By+D=0 tenglama Oz o‘qqa parallel
tekislikni  ifodalaydi; 4x+By+ D=0 tenglama Oz o‘qqa parallel
tekislikni ifodalaydi;

2) D=0 bo‘lsa, tenglama Ax+ By+Cz =0 ko‘rinishni oladi. Uni
0(0;0,0) nuqta koordinatalari ganoatlantiradi va tekislik koordinatalar
boshidan o‘tadi;

3) 4=0, D=0 bo‘lsa, tenglamadan By+Cz=0 kelib chigadi. Bu
tekislik Ox o‘qdan o‘tadi. Shu kabi Ax+Cz=0tenglama Oy o‘qdan
o‘tuvchi tekislikni, Ax+ By=0 tenglama Oz o‘qdan o‘tuvchi tekislikni
ifodalaydi;

4) 4=0, B=0 bo‘lsa, tenglama Cz+ D=0 yoki z=—-§ ke‘rinishni

oladi. Bu tekislik Oxy tekislikka parallel bo‘ladi. Shu kabi By+D=0
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tenglama Oxz tekislikka parallel tekislikni, 4x+D=0 tenglama Oyz
tekislikka parallel tekislikni ifodalaydi;

5) A=0, B=0, D=0 bo‘lsa, tenglama Cz=0 yoki z=0 ko‘rinishga
keladi. Bu tenglama Oxy tekislikni ifodalaydi. Shukabi Oz tekislik
x=0 tenglama bilan, Oxz tekislik y=0
tenglama bilan aniqlanadi.

4-misol. Tekislik tenglamalarini tuzing: 1) Ox o‘qdan va
M,(0:—2:3) nuqtadan o‘tuvchi; 2) Oy o‘qqa parallel bo‘lgan va
M, (3.0:-4), M ,(5;-2:3) nuqtalardan o‘tuvchi; 3) Ox tekislikka parailel
bo‘lgan va M, (1;-2;3) nugtadan o*tuvchi.

Yechish.1) Ox o‘qdan o‘tuvchi tekislik tenglamasi By+Cz=0
bo‘ladi. Butenglamani M,(0:-2;3) nugtaning koordinatalari
qanoatlantiradi, chunki bu nuqta tekislikda yotadi.

Demak, (-2)- B+3C =0 yoki B= -’?:c.

Bundan
%Cy +Cz=0

yoki
3y+2z=0.

2)Ov 0‘qqa parallel tekislik tenglamasi 4x+Cz+D=0 bo‘ladi. Uni
M, (3:0;-4) , M,(5:-2;3) nuqtalarning koordinatalari ganoatlantiradi, ya’ni

34-4C+ D=0,
SA+3C+D=0.
Bundan
7 2
A=——DvaC=—D.
4 29 29
U holda
7 2
- Dx+=Dz+D=0
29 29
yoki
Tx—2z-29=0.
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3) Oxz tekislikka parallel tekislik tenglamasi By+D=0
bo‘ladi. Bundan A7 (1;-2;3) nuqtada —2B+ D=0 yoki D=2B kelib
chigadi. ’

U holda i,

By+2B=0 *
yoki £

/'\\\
y+2=0. =T 57
Tekislikning  (4.1)(4.8) / % )
tenglamalaridan har birini a,\
boshgalaridan keltirib
\\

chigarish mumkin. Masalan,

4.8) tenglamani 4.7 °

tenglamaga o‘tkazish uchun 32-shakl

(4.8) tenglikning chap va o‘ng o

tomonini  normallovchi ko ‘paytuvchi deb ataluvchi
1

vA*+B* +C?

ko‘paytiriladi. Bunda M ko‘paytuvchining ishorasi D koeffitsiyentning

ishorasiga qarama-qarshi qilib  tanlanadi.

M=t songa

3.4.3. Fazoda ikki tekislikning o‘zaro joylashishi
Ikki tekislik orasidagi burchak

Tkki tekislikning normal vektorlari orasidagi burchakka ikki
tekislik orasidagi burchak deyiladi.

Ax+By+Cz+D =0, Ax+B,y+C,z+D,=0

tenglamalar bilan berilgan o, o, tekisliklar orasidagi burchak ¢ ga
teng bo‘lsin(32-shakl).
Bunda 7 ={4;B,,C.}, i, = {4:B,;:C,} va 9=(0,,0,)= (i)

Ikki vektor orasidagi burchak kosinusi formulasidan topamiz:

nn AA +BB,+CC
cosgp= 1 147 12 12 .
lﬁ1|'|ﬁ2| \}A,2+B;2+C,2\/ZZ+B;+C:
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Odatda, ikki tekislik orasidagi burchak deyilganida % dan
oshmagan burchk tushuniladi.
Shu sababli
' ARA: + BIBZ + CICZ | (4.9)

COosQ = .
P B C B +C

5-misol. x+yvy+z—1=0. x-2p+3z-1=0 tekisliklar orasidagi
burchakni toping.

Yechish. Masalaning shartiga ko‘ra: A, ={L;L1}, 1, ={L,-2:3}.

U holda

cosp= [1-1+1(-2)+1-3| _ 2
T+ 10 JE+(-27 +3 V42

Bundan

2
=arccoy — |[=72°.
? {\/42)

Ikki tekislikning perpendikularlik sharti

o, Lo, bo‘lsin. U holda cosp=0 va (4.9) tenglikdan topamiz:
AA, +BB,+CC, =0. (4.10)

6-misol. M, @), M,(03:4) nugtalardan o‘tuvchi va x+2y-2z=0

tekislikka perpendikular tekislik tenglamasini tuzing. o
Yechish. Tekislik tenglamasini Ax+By+Cz+D=0 ko‘rinishida

izlaymiz.
Misolning shartiga ko‘ra:

A+2B-C=0 (tekislik x +2y—z=0 tekislikka 1),
A+2B+C =-D (tekislik M, (1;2;]) nugtadan o'tadi),
3B +4C =—D (tekislik M,(0;3;4) nugtadan o'tadi.
Sistemaning yechimi:

‘ 7 1 1
A=-LD,B=-D,C=-2D.
| 6 3 2
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! x y z=3 l
0-3 4 0-3 |=0
, 0-3 4 -3-3 ’
Bundan
~12-(x=3)=9-3+0-(z=3)=0
yoki
4x+3y-12=0.
M, (5:4;,-1) nuqtadan
4x+3y-12=0 tekislikkacha
bo‘lgan
masofani (4.14) formula bilan
hisoblaymiz:
[4-5+3-4-12|
d=—-==4 b . -
\/'42—_’_32 0 ( ) 33-shakl.

3.4.5. Mashglar

1. M,(2--1;3) nuqtadan o‘tuvchi va shu nuqtaning radius vektoriga

perpendikular bo‘lgan tekislik tenglamasini tuzing.

2. 7 =(2,-3;4} vektorga perpendikular bo‘lgan va Oz manfiy yarim o‘qda
5 ga teng kesma ajratuvchi tekislik tenglamasini tuzing.

3. M(2;3,~1) nugtadan o‘tuvchi 2x-3y+5z-4 =0 tekislikka parallel tekislik

tenglamasini tuzing.

4. M(2;5;-1) nuqtadan o‘tuvchi 2x+3y—4z+5=0 tekislikka parallel tekislik
tenglamasini tuzing.

S. Tekislik tenglamalarini tuzing: 1) M,(1;3;—2) nugtadan va Oxo‘qdan
o‘tuvchi; 2) M,(2-1;3) nuqtadan o‘tuvchi va Oy o‘qqa perpendikular;
3) M,(3:-2:4ynuqtadan o‘tuvchi va Oxy tekislikka parallel; 4) M, (2;-3;1), M,(3:4;0)
nugqtalardan o‘tuvchi va Oy o‘qqa parallel; 5) koordinatalar boshidan va
M,(3:4:2), M,(-1;3;4) nuqtalardan o‘tuvchi.
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6. Tekislik tenglamalarini tuzing: 1) M,(2;-5:4) nugtadan Oyo‘qdan
o'tuvchi; 2) M,(3;7-1) nuqtadan o‘tuvchi va Ox o‘qqa perpendikular;  3)
M,(2:-3;4) nuqtadan o‘tuvchi va Ox tekislikka parallel; 4)M,(2:1;-2), M,(-7;-21)
nuqtalardan o‘tuvchi va Oy o‘qqa parallel; 5) koordinatalar boshidan va
M, (1:2:-1). M,(-3;0:4) nuqtalardan o‘tuvchi.

7. 2x+ y—3z+6=0 tekislikning koordinata o‘qlari bilan kesishish
nuqtalarini toping.

8. 2x+3y—5z+30=0 tekislik koordinata o‘qlarida qanday kesmalar ajratadi?

9. M,(2:-13), M,(-1:3:2) nuqtaiardan o‘tuvchi va Ox, Oz o‘qlarida teng
musbat kesmalar ajratuvchi tekislik tenglamasini tuzing.

10. A,(2:5;-2) nuqtadan o‘tuvchi va Ox,0z o'qlarida Oy 0‘qqa nisbatan uch

barobar uzun kesma ajratuvchi tekislik tenglamasini tuzing.
11. Berilgan uchta nuqtadan o‘tuvchi tekislik tenglamasini tuzing:
1) M, (21-1, M,(350), M, (-12-1); 2) M,(1;-2:3), M,(4L:3), M,(1:2-1).
12. M,(5;3:3) nuqgtadan koordinata tekisliklariga tushirilgan perpendikular

asoslari orqali o‘tgan tekislik tenglamasini tuzing.

13. M,(LLD), M,(0:2;])) nuqtalardan o‘tuvchi va a={2:0;1} vektorga parallel
tekislik tenglamasini tuzing.

14. M,(1:2,0), M,(2;L1) nuqtalardan o‘tuvchi va a={3;0;} vektorga parallel
tekislik tenglamasini tuzing.

15. M,(1:-2:3) nuqgtadan o‘tuvchi va a={2;L1},5 = {3:1:-1} vektorlarga parallel
tekislik tenglamasini tuzing.

16. M,(0::2) nuqtadan o‘tuvchi va a={2;0;} ,b ={1;;0} vektorlarga parallel

tekislik tenglamasini tuzing.

17. 9x—2y+6z—11=0 tekislik tenglamasining kesmalarga nisbatan va normal

ko‘rinishlarini yozing.
18. 5x+7y—34z+5=0 tekislik tenglamasining kesmalarga nisbatan va normal

ko‘rinishlarini yozing,
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19. Tekisliklar orasidagi burchakni toping:

1) x—2y+2z+5=0va x—y-3=0;

2) 3x—y+2z+12=0 va 5x+9y—-3z-1=0;
3) 2x-3y-4z+4=0va 5x+2y+z-3=0

4) x+2y+3=0va y+2z-5=0.

20. mva nning qanday qiymatlarida tekisliklar parallel bo‘ladi:

1)3x-5Sy-nz—2=0, mx+2y-3z+11=0; 2)nx-6y-06z+4=0, 2x+my+3z-8=0.

21. mning qanday aiymatlarida tekisliklar perpendikular bo‘ladi:
2) x—my+z=0,2x+3p+mz=-4=0.

1) 4x-7y+2z-3=0,-3x+2y+mz+5=0;
22. Tekislik tenglamalarini tuzing:

1) M,(2;2:-2) nuqtadan o‘tuvchi va berilgan tekislikka parallel:

a) x-2y—-3z=0;

b) 2x+3y+z-1=0;

2) M, (-1;-1;2) nuqtadan o‘tuvchi va berilgan ikki tekislikka perpendikular:

a) x+2y—-2z+6=0, x—2y+z+4=0;

b) x+3y+z-1=0, 2x-y+2z-2=0.

3)M,(5-4:3), M,(-2:;8) nuqtalardan o‘tuvchi va berilgan tekislikka

perpendikular: a) Oxy; b) Oyz;

c) Oxz.

23. M(-2;1:3)nuqgtadan va x-2y-2z+6=0, 2x+3y-z+3=0 tekisliklaming
kesishish chizig‘idan o‘tuvchi tekislik tenglamasini tuzing.

24. M(2;1:-2)nuqtadan o‘tuvchi

va

x+3y+2z+1=0,

3x+2y—-z+8=0

tekisliklar kesishish chizig‘iga perpendikular tekislik tenglamasini tuzing.

25. M,(2;,0,0), M,(0;1;0) nuqtalardan o‘tuvchi va Oxy tekislik bilan 45°li

burchak tashkil giluvchi tekislik tenglamasini tuzing.
26. Tekisliklarning kesishish nugtasini toping:

1) x+2y-z+2=0, x—y—2z+7=0, 3x-y~-2z+11=0;

2) x—2y—4z=0, x+2y—4z+4=0, 3x+y—-z—-4=0.

27. M,(5:-1;4) nugtadan M,(3;3;,0), M,(0;-3;4), M,(0;0:4) nugtalar yotuvchi

tekislikkacha bo‘lgan masofani toping.

28. Oxogning 2x+y—2z+6=0, x+2y+2z-9=0 tekisliklardan teng uzoqlikda

yotuvchi nuqtasini toping.
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29. 2x-y-2:--5=0tekislikka parallel bo‘lgan va M,(4:3:-2) nugtadan 4 =3

masofadan o‘tuvchi tekislik tenglamasini tuzing.

30. Ikki yog*i 12x+3y—4z—-4=0 va 12x+3y—-4z+22=0 tekisliklarda yotuvchi

kubning hajmini toping.

31. M(4;3)nugtaning 3x—dy~12z+14=0 tekislikdan chetlashishini toping.

32. M(3:0;))nuqtaning 2x+9y—62z+33=0 tekislikdan chetlashishini toping.

33. 10x+2y-2--5=0, 5x+y—z—1=0parallel tekisliklar orasidagi masofani

toping.

3.5. FAZODAGI] TO‘G‘RI CHIZIQ

3.5.1. Fazodagi to‘g‘ri chiziq tenglamalari

To ‘g ri chizigning kanonik tenglamasi

Analitik geometriyaning bir gancha masalalarini yechishda fazodagi
to*g‘ri chizigning kanonik tenglamasi deb ataluvchi maxsus tenglama

keng qo‘llaniladi. Bu tenglamani
keltirib chigaramiz.

Fazoda biror to‘gri chiziq
berilgan bo‘lsin. Bu to‘g‘ri chizigga
parallel bo‘lgan (voki bu to‘g‘ri
chiziqda yotuvchi) nolga teng
bo‘lmagan har qanday vektorga bu
to‘g‘ri chiziqning  yo ‘naltiruvchi
vektori deyiladi.

Berilgan M,(x,:y,;z,) nugfadan
o‘tuvchi va yo‘naltiruvchi vektori
5={p;q;r} bo‘lgan [ to‘g'ri chiziq
tenglamasini tuzamiz. Buning uchun
{ to‘g‘ri chiziqning ixtiyoriy

M(x;y;2)

34-shakl.

nugtasini olamiz va

MM ={x—x,;p — ¥,:2 — 2,} vektorni yasaymiz (34-shaki).
Bunda § va M,M vektoriar kollinear bo‘ladi. lkki vektorning
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kollinearlik shartidan topamiz:

p q r

x-x'):y-yn_z_zu (5 ,)

Bu tengliklarni / to'g‘ri chiziqda yotuvchi har bir M{x:y;z)
nuqtaning koordinatalari qanoatlantiradi, va aksincha agar M(x;y;z
nuqta / to‘gri chiziqda yotmasa, u holda uning koordinatalari (¢.1)
tengliklarni  qanoatlantirmaydi, chunki bunda 5 va M,M vektorlar
kollinear bo‘lmaydi.

(5.1} tengliklarga to0 ‘g ‘¥i chizigning kanonik tenglamasi deyiladi.

Bunda ixtiyoriy § yo‘naltiruvchi vektorning p, g, » koordinatalari
bu to‘g‘ri chizigning yo‘naltiruvchi parametrlari va s vektorning
yo‘naltiruvchi  kosinuslari bu to'g‘ri chizianing yo'naltiruvchi
kosinuslari deb ataladi.

To’gri  chiziqning kanonik tenglamasidan uning boshqa
tenglamalarini keltirib chigaramiz.

To‘g'ri chizigning kanonik tenglamasini

X=X =y_yo
P q
xX—x, z-z,
P r

tenglamalar sistemasi deb qarash mumkin.

Bu tenglamalarning har ikkalasi birinchi darajali tenglamalar
hisoblanadi, ya’ni tekislik tenglamalari bo‘ladi. Bundan jfazodagi to ‘g ri
chiziq ikkita parallel bo ‘Imagan tekislikning kesishisidan hosil bo ‘ladi
degan xulosaga kelish mumkin.

Masalan, "T’1=l=i3 to‘g‘ri chiziq 2x+5y-2=0 va 3y-2z=0

tekisliklarning kesisish chizig‘i bo‘ladi.
Shunday qilib, agar o, va o, tekisliklaming # ={4,;B,;C,} va
n, ={4,;B,;C,} normal vektorlari kollinear bo‘lmasa, bu tekisliklarning
kesishishidan hosil bo‘lgan 7 to‘g‘ri chiziq quyidagi tenglamalar
sistemasi bilan ifodalanadi:
{A,x+B,y+C,z+Dl=O, (5.2)
Ax+By+C,Z+D,=0.
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Bu tenglamalar sistemaga to'g‘ri chizigning umumiy tenglamalari
deyiladi.

(5.2) umumiy tenglamalari bilan berilgan to‘gri chizigning kanonik
tenglamasi quyidagi tartibda topiladi.

1. To'g'ri chizigning  biror M (x,;y,;z,) nuqtasi topiladi.
Buning uchun avval noma’lum
x,,¥,,2, koordinatalardan biriga
qiymat beriladi va bu qiymat
(5.2) tenglamalardagi mos
o‘zgaruvchi o‘rniga qo‘yiladi,
keyin  boshga  koordinatalar
(5.2) sistemani yechish orqali
aniqlanadi.

2. To‘g'ri chizigning 3§
yo'naltiruvchi vektori topiladi. /

to‘g‘ri chizig A, va A

vektorlarga perpendckular

bo‘lgani uchun 517,517

bo‘ladi (35-shakl). Bundan
- - I Bn Cl. Al, Ax Bxl 53
PTRERTUIE ol a4 Bz, -3

N

vektor aniglanadi. ‘
3. Topilgan M, nuqta va § vektor asosida kanonik tenglama

tuziladi.

x=2y+3z+1=0, tenglamani kanonik ko‘rinishga keltiring.

1-misol. {2.\: +y—4z-8=0

Yechih. Misol shartiga ko‘ra:
A=1,B==2,C=3,4=2, B,=1,C,=-4.

To‘g‘ri chizigning M, (x,;,;2,) nuqtasini topish uchun z, =0 deb
olamiz.

U holda
{ Xy =2y, ==,

2%, + yo= 8

sistemadan x, =3, y, = 2ekanini topamiz. N
To‘g‘ri chiziqning yo‘naltiruvchi vektorint (5.3) formuladan
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topamiz:

-2 3
1 -4

—V—J
I
-
hel
<
(9,]
—

3
-4

M, nuqta va 5§ vektorning koordinatalarini (5.1) tenglamaga
qo‘yamiz:

x-3 y-2
5

voki

(5.1) tenglamada

XTX_YTH _ZT4 R
p g ro
belgilash kiritamiz.
Bundan
x=x, + pt,
y=y.+4qi, (54)
z=2z,+1

tenglamalar kelib chigadi, bu yerda 1 € R — parametr.
(5.4) tenglamalarga to‘gri chizigning parametrik tenglamalari

deviladi.

Ma’lumki, fazodagi chizigning uchta  parametrik (skalyar)
tenglamalarini bitta vektor tenglama bilan ifodalash mumkin.

Demak, (5.4) tenglamalarni

F=F +65 (5.5)

ko‘rinishda yozish mumkin, bu yerda 7={x;y;z}, 7, ={x,;y,;2,} — mos
ravishda M(x;y;z), M,(x,;y,;z,) nuqtalarming radius vektorlari;
§={p;q;r} —to‘g‘ri chizigning yo‘naltiruvchi vektori (34-shakl).
(5.5) tenglamaga fo ‘g ‘ri chizigning vektor tenglamasi deyiladi.
Berilgan M, (x;y,;z,) va M,(x,;y,;z,) nuqtalardan o‘tuvchi / to‘g‘ri
chiziq tenglamasini tuzamiz. Buning uchun 7 to‘g'ri chizigning
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yo*naltiruvchi vektori sifatida

s=MM, ={x, -xy, - y;5, -z}
vektorni olamiz va (5.1) tengliklardan

X—x - YN - £-z (56)
X, =X M=) 3

tengliklarni keltirib chigaramiz.
Bu tengliklarga berilgan ikki nugtadan o‘tuvchi to‘g'ri chizig

tenglamasi deyiladi.
3.5.2. Fazoda ikki to‘g‘ri chizigning o‘zaro joylashishi
Ikki to ‘g ‘ri chizig orasidagi burchak

XTX _YTH ETA oy XTH VTN 275 tenolamalari bilan
A 9. 4 Py q. n
berilgan ikki /, va /, to‘g‘ri chiziqlar orasidagi burchak ¢ bo‘lsin.
Bunda to‘g'ri chiziglarning yo-naltiruvchi vektorlari § ={p;q,;n},
5, ={p,;q,;;} ga va ular orasidagi burchak to‘g'ri chiziqlar orasidagi

burchaklardan biriga teng, ya'ni ¢ =(/, :12)=(§,,A§1) bo‘ladi.
© burchak kosinusini topamiz:

58, _ PP, +494, tnh (5.7)
5.1 VP! ; '

1SS0 ypl+ql 5’ {pi+q; +r,

2-misol. x=3t-2, y=0, z=—t+3 vax=2-1,y=0,z=¢-3

to‘g‘ri chiziglar orasidagi o‘tmas burchakni toping.
Yechish. To'‘gri chiziglar tenglamalarini kanonik shaklga

keltiramiz:
x+2_Z_z—3 x+1=z=z+3
3 0 -1 2 0 1
U holda (5.7) formuladan topamiz:
3.2+0-0+(-1)-1 =i\/5.

¢ =—== : 2
T O Al N2 0T 2
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n={4;B;C} orasidagi burchak y =90"-¢ bo'ladi (36-shakl).
cosi =sing tenglikni hisobga olib, topamiz:

. |Ap+ Bg+Cz -
quoz'\/ z zp -zq 2 I :, 2 (313)
A+ B +C Jp +q°+r
. 1l -2 z-5 e e 1
3-misol. =TT 5 to'g‘ri chiziq bilan 2x-y-z+9=0

tekislik orasidagi o‘tkir burchakni toping.
Yechish. lzlanayotgan burchakni (5.13) formula bilan topamiz:

snp=—_121HCED 1A D2 1

N2 ) (1) P A (<2) 2

Bundan ¢=35°.

Tog‘ri chiziq bilan tekislikning perpendikularlik sharti

!io bolsin. U holda to‘g‘ri chizigning yo‘naltiruvchi vektori
5§={p;q;r} va tekislikning normal vektori 7 ={4;B:.C} kollinear bo‘ladi.
Bundan
B —_

- (5.14)

RN
~ 0

to“g‘ri chiziq bilan tekislikning perpendikularlik sharti kelib chigadi.

To‘g‘ri chiziq bilan tekislikning paralellik sharti

I|lo bo‘lsin. U holda, 5§ 1L # bo‘ladi.
Bundan
Ap+ Bg+Cr=0. (5.15)
Bu tenglik to‘g‘ri chiziq bilan tekislikning parallellik shartini
ifodalaydi.

4-misol. M (-1;2;-3) nuqtadan o‘tuvchi va 2x-3y+6z~1=0
tekislikka perpendikular to‘g‘ri chiziq tenglamasini tuzing.
Yechish. To‘g'ri chiziq bilan tekislikning perpendikularlik shartiga
ko‘ra,

Bundan q=—-;-p, r=3p.
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Demak, M (-1;2;-3), 5= {p;——%pﬁpk
¥ <~ J

U holda (5.1) tenglamaga ko‘ra:

x+1_y

yoki

ro
e

@14

o

Bu masalani boshgacha yechish mumkin. To‘g’ri chiziq tekislikka
perpendikular bolgani sababli tekislikning normal vektori  to‘g‘ri
chizigning
yo‘naltiruvchi vektori bo‘ladi, ya’ni 5 ={2:-3:6}.

U holda M,(~1:2:-3) nuqtadan o‘tuvchi to‘g‘ri chizigning kanonik
tenglamasi:

x+l _y-2 z+3
6

2 -3
v-1_ z+3

. . x+2 R
’ : 7 — —
5-misol. m ning qanday qiymatida ——= =— to‘g‘ri

chiziq va 3x + y -3z —1=0 tekislik parallel bo*ladi?

Yechish. m ning izlanayotgan qiymatini to‘g‘ri chiziq va
tekislikning parallellik shartidan topamiz: 3-3+1-m+(-3)-(m+1)=0.
Bundan m=3.

To‘g‘ri chiziq bilan tekislikning kesishishi
Agar I||c bo‘lmasa, u holda to‘g‘ri chiziq va tekislik kesishadi.
Shu sababli
Ap+ Bg+Cr #0 (5.16)
bo‘ladi. o
Bu shart to*g‘ri chiziq bilan tekislikning keshishishini belgllaydl: .
Shunday gilib, (5.16) shart bajarilsa, to‘g‘ri chiziq bilan te!ushk
qandaydir nuqtada kesishadi. Bu nuqta M,(x,,»,,z) bo‘lsin. U no'lda
M.(x,,y,,z,) nuqtaning koordinatalari to‘g‘ri chiziq va tekislikning
tenglamalarini qanoatlantiradi:
AoX NTh AT (5.17)
p q r
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Ax, + By, +Cz,+ D =0. (5.18)

Bu tenglamalardan M, (x,,y,,z,) nuqtani topish quyidagi tartibda
amalga oshiriladi:
1°. (5.17) tenglama parametrik ko‘rinishga keltiriladi:
X, =X, +pt, y,=y,+qt, z, =z, +rt; (5.19)

2°.x,y, va z lar (5.18) tenglamaga qo‘yiladi va u ¢ ga nisbatan

yechiladi;
3°. ¢ ning topilgan qiymati (5.19) tenglamalarga qo‘yiladi va
M, (x,,y,,z,) nuqta aniqlanadi.

x+2 y+1_ z-1

6-misol. . l 5 to‘g‘ri chiziq bilan 2x+3y-z-3=0
tekislikning kesishish nuqtasini toping.

Yechish.

. X, +2 y +l1 z -1

1. '_] = '_2 = ‘3 =t,x,=-2-t, y=-1-2t, z =1+3¢;

2°.A2-1)+3(-1-2)—(1+31)=3=0=> (=—I;
3°.x,==2—(-)=-1, y=—1-2-(-)=1, z=1+3-(-)=-2.
Demak, M,(-1;1;-2).

To ‘g ‘ri chizigning tekislikda yotishi

! to‘g‘ri chiziq o tekislikda yotsin.

U holda birinchidan, 5§17 bo‘ladi va ikkinchidan, to‘g’ri
chizigning M,(x,;y,;2,) nuqtasi tekislikda ham yotadi.

Shu sababli

Ap+ Bg +Cr =0, (5.20)
Ax, + By, + Cz, + D=0.

(5.20) shart to‘g‘ri chizigning tekislikda yotishini belgiiaydi.

3.5.4. Nugtadan to‘g‘ri chiziggacha bo‘lgan masofa

M,(x;3,;2,) nuqta va 2o =2 "% =%7% tenglama bilan / to‘g'ri
q r
chiziq berilgan bo‘lsin. / to‘g‘ri chiziq M,(x,;¥,32,) nuqtadan o‘tadi va
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§={p.q;r} yo‘naltiruvchi vektorga ega bo‘ladi. M,(x;y;z) nuqtadan
to"g‘ri chiziqqacha bo‘lgan masofa d bo‘lsin.

Izlanayotgn d4 masofa MM, va 5 vektorlarga qurilgan
parallelogramm balandligining uzunligiga teng bo*ladi (37-shakl).

Bu parallelogrammning
yuzi | M,M, x5 | ga teng.
Bundan

@y

d:%_ (5.21)

kelib chiqadi.

7-misol. M,(1;-1:-2) nuqtadan

0 ¥
x+3 y+2 z-8 C e %
= = to‘g ri chizigqacha
3 5 - g qq
bo‘lgan masofani toping. * 37-shakl.

Yechish. Misolning shartiga ko‘ra:
M, (,-1;-2), M (-3;-2;8), § ={3;2;-2}.

Bundan

MM, ={1-(-3);-1-(-2);-2 - 8} = {4;1;-10}.

U holda
i J El
MM x5=4 1 -10l=
;3 2 -2

= (=2 +20)7 — (-8 +30)) + (8 —3)k =187 =22 + 5k,
(MM, x5 |= I8 +(<22) +5° =TV17, |5 |=3" + 27+ (-2 =17.

(5.21) formula bilan topamiz:

d= T T(ub).

7
J17
3.5.5. Mashqiar

1. Berilgan to‘g‘ri chizigning kanonik tenglamasini tuzing: 1) M,(5-2)
nugtadan o‘tuvchi va §={23-1} vektorga parallel; 2) A,(2-3-D nuqtadan
o‘tuvchi va Oy o‘gqa parallel; 3) M,(2-1-2) nugtadan o‘tuvchi va
6x +2y-4z-5=0 tekislikka perpendikular.
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2. M,(2;-3:5) nuqtadan o‘tuvchi berilgan tog‘ri chiziqlarga parallel to‘g‘ri
chiziq tenglamasini tuzing:

+ - . { ~4 6=
1)) xFl_y+l_z 2; 2) x=3+2,y=~1+3tz=1-1, 3)/ XHdy+ 24620,
4 1 3 [2x— y=4z+3=0.
3. M(-3:6;2) nuqgtadan o‘tuvchi va O: o‘gni to‘g‘ri burchak ostida kesuvchi
to‘g‘ri chiziq tenglamasini tuzing.
4. M(-1;2;-3) nugtadan o‘tuvchi va koordinata o‘qglari bilana = % p= % ,
7= -3—” burchaklar tashkil giluvchi to‘g‘ri chiziq tenglamalarini tuzing.

5. Berilgan nugtalardan o‘tuvchi to‘g‘ri chizigning umumiy tenglamasini
tuzing:
DM, (-1;2:2), M, (3;1;-2) ; 2) M (=21, M, (35l-1) .

6. M(2;2;-1) nuqtadan o‘tuvchi va a={11;2}, b ={-13;1} vektorlarga
perpendikular to‘g‘ri chiziqning umumiy tenglamasini tuzing.
7. To*g'ri chiziq tenglamasini parametrik ko‘rinishga keltiring:
S5x+y-3z+5=0, x+y—z-1=0,
1 -0 2 {2
8x-4y—-z+6=0, (x-y+2z+1=0.
8. Tog’ri chiziq tenglamasini kanonik ko‘rinishga keltiring:
4x-y—-z+12=0, '—z+3=0,
1) { y-z 2 { x+y—z+

L y—z- 2:0_ sz—y -1=0.

9. Uchburchakning uchlari berilgan: 4(-1;2;3). B(~1;-2;1),C(3:4;5). 4 uchdan
o‘tkazilgan rediana tenglamasini tuzing.

10. A4BCD parallelogrammning ikki uchi 4(-1,2;0), B(4;);3)va diagonallari
kesishish nuqtasi O(-2;1;2) berilgan. Parallelogramm CDtomonining tenglamasini
tuzing.

11. To*g’ri chiziglar orasidagi o‘tkir burchakni toping:
1) x=-2+31,y=0,z=3-¢t va x=-1+2,y=0,z=-3+¢;

x_y=2_z+2 va 2x+y- z-1=0,
2 -1 3 2x-y+3z+5=0.

12. M(-2;3;-1) nuqtadan o‘tuvchi va berilgan to‘g‘ri chiziglarga
perpendikular to‘g‘ri chiziq tenglamasini tuzing:
z—-3 x+2_y _z+l

-2’ 2 -5 4

yE_X_ =2 xtl_y+l_z-2 2y X5 _yt1_
21 37 1 -1 2’ 3 1

188

13. M(1:-1:2) nuqiadan o‘tuvchi va illg = y;l =—z—;—2- to‘g'ri chiziqqa

parallel to‘g'ri chiziq tenglamasini tuzing.

14. To‘g‘ri chiziglarning o*zaro joylashishini aniglang:

]):I;5=-V_—i=ﬁ~ x=2+81,y=61.z=-3-4¢;
-4 -3 2
2)14.-_{:)43:_:_—_1_ _\__1—l=z+2.
2 2 1’ -2 3 -1
15. To*g'ri chiziq bilan tekislik orasidagi burchakni toping:
x=1 v =+l . x=2y-1=0. et b=
1) —2—.—.:'—:-:—, 2x+2v-9=0; 2){)’_ —_a2=0, Xx+2y—-z+6=0.
16. To‘g‘ri chiziq bilan tekislikning ozaro joylashishini aniglang:
[.\'—v+4:—6:0, x+l_y=2 z+2 . -
- —v+6z-12=0: 2) F—=—"=2—=, 2x+y-4z-8=0.
Do yozazoo 77 )% T
17. To*g'ri chiziq bilan tekislikning kesishish nugtasini toping:
x-4 y-7_ z=5 Coeii_n- 5 i=y+l3=£+_7 —2—4=0
R B et b e e b I b e T T o

18. 41(4;5-6) nuqtadan berilgan tekislikka tushirilgan perpendikular
tenglamasini tuzing:
1) x=2y-3=0; 2) x—y+z-5

. . -3 —1 z+3 PP S
19. m va n ning qanday giymat!arida %—:—}4—:_—1 to‘g‘ri chiziq:

1) mx+2y—4z-n=0 tekislikda yotadi; 2) mx+ny+3z-5=0 tekislikka .
perpendikular bo‘ladi;  3) 2x+3y+2mz—n=0 tekislikka parallel bo‘ladi.
20. M(I;-1;-1) nuqtadan o‘tuvchi va berilgan to‘g'ri chiziqqa perpendikular
tekislik tenglamasini tuzing:
-1 z-5
x+1_ y+2 z+2, f_“ﬁ=l__l=z___
DS == A R

x-3y+5=0 s 4 . : tekislik
i1 to‘g*ri chizigdan o‘tuvchi tekis
21. A£(0;):2) nuqgtadan va {2x+y+z—2= g q

tenglamasini tuzing.

22. i;_‘ - 2’_"“1.‘ =.2_;_2 to'g'ri chiziq bilan x+y—2z—-4=0 tekislikning

kesishish nugtasini toping.
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; -l _y-1 z- C o .
23. M(2;3:4) nuqtaning xl r-1_ ZTI to‘g‘ri chizigdagi procksiyasini
toping.
8x+2y+3z+6=0,
24.{ : [y P . , L ﬂ—y_“_z_ s
|25 +4y+ z+1=0 to*g‘ri chizigdan o‘tuvchi va ks to‘g'ri

chiziqqa parallel tekislik tenglamasini tuzing.
Ix+y-4z+5=0, e ..
25. X=—y+2z-1=0 to'g'ri chiziqdan va A1(:-1;2) nugtadan o‘tgan tekislik
tenglamasini tuzing.

26. M(2;-3;-1) nuqgtadan berilgan to‘g‘ri chizigqacha bo*lgan masofani
toping:

1) 23 _y+2_z+1 2y Z1_y+2_z+l
357 2 -1 2

3.6. IKKINCHI TARTIBLI SIRTLAR

Oxyz koordinatalar sistemasida X, ¥,z o‘zgaruvchilaming ikkinchi
darajali tenglamasi bilan aniqlanuvchi sirt ikkinchi tartibli sirt deyiladi.
Uchta x,y va : o‘zgaruvchining ikkinchi darajali tenglamasi
umumiy ko‘rinishda
Ax’+By2+Cz’+ny+Exz+F)z+Gx+Hy+Kz+L=0, 6.1

kabi yoziladi, bu yerda A,B,C,D,E,F,G,H,K.L-0‘zgarmaslar;
A’ +B* +C* #0.

Har ganday (6.1) ko‘rinishdagi tenglamani koordinata o‘glarini
parallel ko‘chirish va burish orqali kanonik ko rinishga keltirish
mumkin. Kanonik tenglamada har bir o‘zgaruvchi faqat bir marta, bitta
(yo nolinchi, yo birinchi, yo ikkinchi) darajada qatnashadi. (6.1)
tenglama koordinatalar sistemasining o‘qlari sirtning simmetriya o‘qlari
bilan ustma-ust tushganida va koordinatalar boshi maxsus tanlanganida
(masalan, markaziy-simmetrik sirtlarda simmetriya markazi tanlanadi)
kanonik ko‘rinishni oladi.

Shu bilan birga ikkinchi tartibli sirt

F(x,)=0 (G(x,y)=0, H(x,z)=0) (6.2)

tenglama bilan berilishi mumkin. Bunday tenglama bilan aniqlanuvchi
sirtlar silindrik sirtlar deyiladsi.
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Sirtlarning shaklini tasavvur qilish va chizish uchun «parallel
kesimlar usuli» deb ataluvchi usulni qo‘llaymiz. Bunda sirtning shakli
uning koordinata tekisliklari yoki bu tekisliklarga parallel
tekisliklar ~ bilan  Keshishish chiziglarini (kesimlarini) tekshirish

yordamida o‘rganiladi.
3.6.1. Sfera

Fazoda markaz deb ataluvchi nuqtadan teng uzoglikda yotuvchi

nuqtalarning geometrik o‘riga sfera deyiladi. ' ‘ ’
M, (x,;y,:z) nuqtadan R masofada yotuvchi fazodagi nuqtalarni

qaraymiz. Bu nuqtalardan biri M(x; y;z) nuqta bo‘lsin.
Steraning ta’rifiga ko‘ra, | M,M |= R.
Bundan

Vx=x) +(r=x) +(z-z) =R

voki
(x=x) +(=-y) +(z—-z) =R 6.3)

(6.3) tenglamaga sferaning kanonik tenglamasi deyiladi. Bund.a
M,(x,;¥,:2,) nuqta sfera markazi, R masofa sfera radiusi deb ataladi.
I-misol. Markazi M,(-2;2;))nuqtada yotgan va 2x+y-2z-5=0

tekislikka uringan sfera tenglamasini tuzing. . ' . ‘
Yechish. Sfera  tekislikka  uringani  sababli  uning

M,(-2;2;))markazidan 2x+y-2z-5=0 tekislikkacha bo‘lgan masofa
0 94~y

sferaning radiusiga teng bo‘ladi. . -
Nugqtadan tekislikkacha bo‘lgan masofa formulasidan topamiz:

R (D+124(2)1-5] 9 o
V2P 1P+ (-2)° 3

U holda (6.3) formulaga ko‘ra,
(r42) +(y=2) +(z—1)*=9.

3.6.2. Ellipsoid
Oxyz koordinatalar sistemasida
x_z. + y_z + z_z. =1 (64)
a b

kanonik tenglama bilan aniglanuvchi sirtga ellipsoid deyiladi.
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Bu sirtni Oxy tekislikka parallel z=# tekisliklar bilan kesamiz.

Kesimda
: rX: );2 z
§+ o= 1+°=
z=h
yoki
{ x? },z
(a /l_+ n - b I]+hiT )
L Ve V c’ y

2=

tenglamalar sistemasi bilan aniqlanuvchi chiziq hosil bo‘ladi. Bu chiziq

yarim o‘qlari a;aJle—z va b.‘=b\/1+£’:; bo‘lgan ellipsdan iborat.
C

Yarim o‘qlar h=0 da eng kichik giymatlariga erishadi: a,=a,b6 = 5. |h]

ning o°sishi bilan ular o‘sib boradi.
Sirtning Oxz va Oyz tekisliklar bilan kesimlarni

xz 22_ yz ZZ
R
\y=0 x=0

tenglamalar  sistemalari bilan
aniqlanuvchi  giperbolalardan  iborat
bo‘ladi.

Kesimlarning tahlili shuni
ko‘rsatadiki, (6.7) tengilama bilan
aniglanuvchi giperboloid musbat va
manfiy yo‘nalishlarida chegaralanmagan
holda kengayuvchi «trubka»
ko‘rinishdagi sirtdan iborat bo‘ladi (39-
shakl).

a=b bo‘lganda (6.7) tenglama
bir pallali  aylanish  giperboloidni

ifodzlaydi.
Oxyzkordinatlar sistemasida
2 2 2
S
a b c

39-shakl.

(6.8)

kanonik tenglama bilan aniqlanuvchi sirtga ikki pallali giperboloid

deyiladi.
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Bu sirtning Oxy tekislikka parallel tekisliklar bilan kesisish chizig®i

a c
z=h

tenglamalar sistemasi bilan anigianadi. Bunda |h|<c bo‘lganda z=h

tekislik sirtni kesmaydi, |#|=c bo‘lganda z=c va z=-¢ tekisliklar

sirtga  (0;0;¢c) va

(6:0;—c) nugqtalarga urinadi, |h|>c bo‘lganda z=# tekislik sirtni kesadi.
|4]> ¢ bo‘lganda (6.9) tenglamalarni quyidagicha yozish mumkin:

yo_n
{—z‘“b =="b (6.9)

—
bu yerda ¢, =ay -1, b, = b\f——l
Bu chiziq |4| ning o‘sishi bilan yarim
o‘glari o‘suvchi eilipsni beradi.

Sirtning Oxz va Oyz tekisliklar
bilan kesimlari

tenglamalar sistemalari bilan
aniqlanuvchi giperbolalar bo‘ladi.

Bu kesimlar (40-shakl) (6.8) .
sirtning ikki pallali giperboloid deb atalishiga sabab bo‘ladi. a=5
bo‘lganda (6.8) tenglama ikki pallali
aylanish giperboloidni aniglaydi.

3-misol. x'-4y* +4z* +2x+8y—-7=0 tenglama bilan aniglanuvchi

sirt turini toping.
Yechish. Tenglamamng chap tomonini to*la kvadratlarga ajratamiz:

x +2x+1-40" +2y+1)+4z'-1+4-7=0,
(x+1)2 —4(y -1 +42° =4.

Bundan

G+ 2 =y
22 1
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X =x+l, y'=y-1, 2=z deb, Oxz sistema markazinj O'(-1;1;0)
nuqtaga parallel ko‘chirish orqali 0'x’y"z’ sistemaga o‘tamiz.
Bu sistemada tenglama

ko‘rinishni oladi.
Bu tenglama 0’ oq bo‘ylab yo‘nalgan bir pallali giperboloidni
aniqlaydi.

3.6.4. Konuslar
Oxyz koordinatalar sistemasida
rLy_E
| a2+b: = 0 (6.10)
kanonik tenglama bilan aniqlanuvchi sirt ikkinchi tartibli konus
deyiladi.
(6.10) sirtning Oxy tekislikka parallel tekisliklar bilan kesisish

2 2 2
chizig‘i ’—Y,—+-yf=h—,z=h bo‘ladi.
a b
U h=0 da 0(0;0,0) nuqtaga

aylanadi.
h#0 bo‘lsa kesimda

(12 (bh)’ T

tenglamalar sistemasi bilan
aniqlanuvchi ellips hosil bo‘ladi. Bu
ellipsning yarim  o‘qlari |k| ning
o‘sishi bilan o‘sadi.

Sirtning Oxz va Oyz tekisliklar
bilan kesimlari

3]

sistemalar bilan aniglanuvchi ikkita kesishuvchi to‘g‘ri chiziglardan iborat

bo‘ladi (41-shakl).
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3.6.5. Paraboloidlar

Oxyz koordinatalar sistemasida

£¢%;=i,a>0,b>0,c>0 (6.11)

kanonik tengiama bilan aniqlanuvchi sirt e/liptik paraboloid deyiladi.
Bu sirtning Oxy tekislikka parallel tekisliklar bilan kesimi ushbu

2

(X ' _
i(ah): (bhy’

z=hn>0

tenglamalar sistemasi bilan
aniglanuvchi ellips  bo‘ladi. Uning
yarim o‘qlari |k| ning o°sishi bilan
o°sadi.
Sirtning Oxz va Oy.. tekisliklar
I

bilan kesimlarida :=—— va z ~—b—3
a

parabolalar hosil bo‘ladi (42-shakl).
Shu sababli (6.11) tenglama bilan
aniglanuvchi sirt elliptik paraboloid

deviladi.
a = b bo‘lganda (6.11) tenglama aylanish par aloidini aniqlaydi.

42-shakl.

4-misol. M (0;b:0) nuqtadan va y=-b tekislikdan teng uvzoqlikda
yotuvchi nugtalarning geometrik o‘rnini toping.

Yechish. M(x;y;z) izlanayotgan
nugta bo'lsin.

z

Masala shartiga ko‘ra ”
|M M= y+b]
yoki .
Jxt - (p-b) +27 Hy+b]. 9) '
/
Bundan , ,t/
X' +yt=2pb+b’ +z' =y’ +2yb+b,

x*+z' =4by 43-shakl.
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To‘plamni tashkil etuvchi obyektlarga to‘plamning elementlari
deyiladi. To‘plam, odatda, lotin alifbosining bosh harflari bilan, uning
elementlari esa shu alifboning kichik harflari bilan belgilanadi.

A to‘plamning a,b,c;d elementlardan tashkil topganligi A={a,b,c,d}
kabi yoziladi. Ba’zan to‘plam sonlar, belgilar, so‘zlar yoki formulalar
yordamida beriladi.

a elementning 4 to‘plamga tegishli ekanligi ae 4 deb yoziladi.
b elementning A4 to‘plamga tegishli emasligi b€ A(yoki be 4) kabi
belgilanadi. Masalan, 4 ={2,4,6,8} to‘plam uchun 4e 4 va 5 4.

A to‘plam chekli sondagi elementlardan tashkil topgan bo‘lsa 4
to‘plamga chekli to plam, aks holda cheksiz to ‘plam deyiladi. Masalan,
A={x:6<x<20,xe N} chexli to‘plam, B={x:x>15xeN} cheksiz
to‘plam bo‘ladi.

Bitta ham elementga ega bo‘lmagan to‘plam bo ‘sh 10 ‘plam deb
ataladi va @ kabi belgilanadi. Masalan, A={x:x*+1=0,xe R} bo‘sh
to‘plam, chunki x*+1=0 tenglama haqigiy sonlar to‘plami R da
yechimga ega emas.

Agar 4 to‘plamning har bir elementi B to‘plamning ham
elementi bo‘lsa 4 to‘plamga B to plamning qismi (qismiy to plami)
deyiladi va 4 c B (yoki B> 4) kabi belgilanadi. Masalan, 4={2,3,4} va
B ={1,2,3,4,5} bo‘lsa 4 c B bo‘ladi.

Agar Ac B va Bc A bo‘lsa 4 va B to‘plamlarga teng to ‘plamiar
deyiladi va 4=B kabi yoziladi. Demak, 4=B tenglik 4 va B
to‘plamlarning bir xil elementlardan tashkil topganini bildiradi.

A4 va B to‘plamlaming har ikkalasiga tegishli bo‘lgan element bu
to‘plamlarnng umumiy elementi deyiladi.

1-ta’rif. 4 va B to ‘plamlarning birlashmasi (yoki yig ‘indisi) deb
ularning kamida bittasiga tegishli bo‘lgan elementlardan tashkil topgan
to‘plamga aytiladi va 4 B (yoki 4+ B) kabi belgilanadi.

Demak, 4w B={x:xe A yoki x € B}.

2-ta’rif. 4 va B to ‘plamlarning kesishmasi (yoki ko ‘paytmasi)
deb ulaming barcha umumiy elementlaridan tashkil topgan to‘plamga
aytiladi va 4nB (yokid-B) kabi belgilanadi.

Demak, AnB={x:xe€ AvaxeB}.

3-ta’rif. 4 to‘plamdan B to ‘plamning ayirmasi deb 4 to‘plamning
B to‘plamga kirmagan elementlaridan tashkil topgan to‘plamga
aytiladi va 4\ B kabi belgilanadi.
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Demak, 4\B={x:xe Avax € B}.

Masalan. A4={1357 va B={2579} to‘plamlar uchun
AUB={123579, AnB={57}, A\B={13}, B\ A={2,9}bo‘ladi.

B to‘plam 4 to‘plamning qismiy to‘plami bo‘lsa, 4\B ayirma
B to‘plamning A to ‘plamga to ‘ldiruvchisi deyiladi.

1-3 ta’riflaming chizmadagi ifodasi 1-shaklda keltirilgan. Bunda
AnB, Au B, A\B bo‘vab ko‘rsatilgan.

LAY

s / \
S s
/ &
\\ ~ 4B

4.1.2. Sonli to‘plamlar

Hagiqiy sonlar va ularning asosiy xossalari

Elementlari sonlardan iborat bo‘lgan to‘plam sonli toplam
deyiladi. _
" Son matematik analizning asosiy tushunchalaridan biri bo‘lib, uzoq
tarixiy rivojlanish yo‘liga ega. Narsalarni, buyumlarni sanash.zarurlyatl
tufayli natural sonlar paydo bo‘lgan. Natural s.onlar‘to‘plam1ga ularga
garama-qarshi sonlami va nol sonini qo‘sh}sh 'b11a1‘1 butun son.lar
to‘plami hosil gilingan. Matematikaning taraqqiyoti ratsional sonlat:mng
va keyinchalik irratsional sonlarning kiritilishini .ta.qozo etgan.‘ RatS{onal
sonlar to‘plami va irratsional sonlar to‘plami haqigiy sonlar to‘plami deb

atalgan. . o )
Shunday qilib, ¥ ¢ Z<@c R sonli to‘plamlar hosil gilingan, bu
yerda N ={1,23,....n,...} —barcha natural sonlar to‘plam?;
butun sonlar to‘plami;

Z ={0,#1,#2,....+n,..} -barcha

3 . ..
Q- {—p—, peZ,geN } —barcha ratsional sonlar to‘plami; R- barcha

) \ )
haqigiy sonlar to‘plami.
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Har ganday ratsional son yoki chekli o*nli kasr bilan yoki cheksiz

davriy o‘nli kasr bilan ifodalanadi. Masalan, %=l,5=(l,500...),

1 .
3" 0,333...—ratsional sonlar.

Ratsional bo‘lmagan haqiqiy sonlarga irratsional sonlar deyiladi.
Irratsional son cheksiz davriy bo‘lmagan o‘nli kasr bilan
ifodalanadi. Masalan, +2=14142356.., 7 =3,1415926...irratsional
sonlar.

Shunday qilib, haqigiy sonlar to‘plamini barcha cheksiz o*nli kasrlar
to‘plami deyish va R={x: x=a,a,a,a,...} kabi yozish mumkin, bu yerda
aeZ,a €{012,.9},i=12,...

Hagqiqiy sonlar to‘plami R quyidagi asosiy xossalarga ega bo‘ladi.

1°. R to‘plam tartiblangan to‘plamdir, ya’ni istalgan ikkita har xil a
va b sonlar uchun a <b (yoki b < a) tengsizlik bajariladi.

2°. R to‘plam zichdir, ya’ni istalgan ikkita har xil ¢ va b sonlar
orasida a<x<b tengsizlikni qanoatlantiruvchi cheksiz ko‘p x hagqiqiy
sonlar mavjud bo‘ladi;

3°. R to‘plam uzluksizdir.

Son o‘qi. Sonlarning sodda to‘plamlari

Haqiqiy sonlarning uzluksizligi xossasi asosida barcha haqiqiy sonlar
to‘plami bilan to‘g‘ri chiziq nugqtalari to‘plami orasida bir giymatli
moslik o‘rnatiladi.

Buning uchun biror to‘g‘ri chiziqda (u gorizontal yo‘nalgan bo‘lsin
(2-shakl)) musbat yo‘nalishni, O hisob boshini va masshtab birligini
tanlaymiz. Musbat x sonini Y
ifodalash uchun bu to‘g'ri é'—"% -
chizigda O hisob boshidan o‘ng
tomonda tanlangan masshtab
birligida berilgan x songa teng
masofada yotuvchi M nugtani olamiz; manfiy x sonini ifodalash uchun
esa bu to‘g‘ri chiziqgda O hisob boshidan chap tomonda | x| songa (bu son
haqida keyingi bandda tushuncha beriladi) teng masofada yotuvchi A
nugtani olamiz; x=0 soniga O hisob boshi mos keladi.

Barcha nugqtalari uchun barcha haqigiy sonlar to‘plami bilan
ko‘rsatilgan bir qiymatli moslik o‘rnatilgan to‘g‘ri chiziqqa son o 'qi (yoki
sonli to ‘g ‘ri chizig) deyiladi.

2-shakl.
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Shunday qilib, har bir haqigiy songa son o‘qining yagona M nuqtasi
mos qo‘yiladi va aksincha, bu son o‘qining har bir M nuqtasiga yagona
x haqiqiy son mos keladi. Bunda haqiqiy son va son o‘qining nuqtasi
bitta x belgi bilan ifodalanadi. Shu sababli «x son» so‘zi o‘rniga ko'p
hollarda « xnuqta» so‘zi ishlatiladi.

Son o‘qi haqiqiy sonlarning joylashishi to‘g‘risida ko‘rgazmnali
ma’lumot beradi. x, <x, tengsizlik x, nuqta x, nuqtaga nisbatan chapda
yotishini anglatadi, x,<x, <x, tengsizlik x, nugta x, va x nuqtalar
orasida yotishini bildiradi. :

aeR, beR, a<b bo‘lsin. Haqigiy sonlar to‘plamining quyidagi
qism to‘plamlariga oraliglar (intervallar) deyiladi:

[a:b] = {x:a< x < b} -kesma (vopiq oraliq, sigment);

(a;b) = {x:a < x < b} — interval (ochiq oraliq);

[a:b) = {x:a < x<b},(a;b] = {x:a < x < b} - yarim ochiq intervallar;

(—oo;b] = {x:x<b}, (—oo;b) ={x:x<b}, [a;+0)={x:x2a},

(@;+0) ={x:x>a}, (—oc;+)={x:— < x <+o}—cheksiz intervallar.

Bunda « va b sonlar mos ravishda bu oraliglaming chap
va o‘ng
chegaralarini aniqlaydi, - va += belgilar son o‘qi nuqtalarining O
nuqtadan
chapga va o‘ngga qarab cheksiz uzoglashishini simvolik tasvirlaydi.

x,(x, € R)nuqtani oz ichiga olgan har qanday (a;b) intervalga
x, nuqtaning atrofi deyiladi. Xususan, (x,-&;x,+¢) interval X,
nuqianing ¢ atrofi deb ataladi. Bunda x, soniga bu atrofning
markazi, ¢ (¢ >0) soniga bu atrofning radiusi deyiladi.

Agar x,e(x,—&x,+&) bo‘lsa, u holda x,-&<x<x+¢ yoki
|x-x,|<e tengsizlik bajariladi. Bu tengsizlikning bajarilishi x nuqta
x, nuqtaning ¢ atrofiga tushishini bildiradi.

Sonning absolut giymati
4-ta’rif. x (x e R) sonining absolut giymati (yoki moduli) deb x>0
bo‘lganida x sonining o‘ziga, x manfiy bo‘lganida (-x) soniga aytiladi.
x sonining absolut giymati | x| belgi bilan belgilanadi.

Demak, ta’rifga ko‘ra,
x, agarx20,

Xi=
| {— x, agarx<0.
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Sonning absolut givmati guyidagi xossalarga cga.
1“ xeRda|x20, |-x!5 x|, —|x<x< x|
2°. a>0 da [x|<a tengsizlik -a<x<a tengsizlikka ekvivalent
bo‘ladi;
3*.xeR,yeRda
[
"‘i o o).

[y]

Ix+ylSix|+iy] [x=yRxi=Iyl, |x-yi=x|-1p]

Bu xossalarning isboti bevosita sonning absolut giymati ta’rifidan
kelib chigadi. Ulardan birini, masalan, jx+y|dx|+|y| bo‘lishini
isbotlaymiz.

Isboti. x+y >0 bo‘lsin.

Uholda |x+yl=x+y, x<x|, y<|y| bo‘ladi.

Bundan
[x+yl=x+y<|xi+|y].

x+y <0 bo‘lsin.

U holda
I""‘}":"(X*}’):(-x)*(—,\’), —Xﬁle, _ys;yl

bo‘ladi.
Bundan
[x+yl=(=x)+=») x| +]| y].

Sonli to‘plamning aniq chegaralari

5-ta’rif. Agar shunday M soni topilsa va istalgan xe X uchun x<M
tengsizlik bajarilsa, X hagigiy sonlar to‘plami yuqoridan
chegaralangar deyilad:.

Masalan, X =(—%,1] to‘plam yugoridan chegaralangan.

6-ta’rif. Agar shunday m soni topilsa va istalgan xe X uchun x>m
tengsizlik bajarilsa, X haqiqiy sonlar to'plami quyidan chegaraiangan
deyiladi.

Masalan, barcha natural sonlar to‘plami quyidan chegaralangan.
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7-ta’rif. Agar X to'plam ham quyidan ham yuqoridan
chegaralangan bo‘lsa, y’ani shunday = va M sonlari topilsa va istalgan
xe X uchun m< X <M tengsizlik bajarilsa, X haqiqiy sonlar to‘plamiga
chegaralangan deyiladi.

Bu ta'rifdan agar X to‘plamning elementlari biror kesmada
joylashsa, u holda bu to‘plam chegaralangan bo‘ladi degan xulosa kelib
chiqadi.

Yugqoridan (quyidan) chegaralanmagan to‘plamga yugoridan
(quyidan) chegaralanmagan deyiladi. Masalan, barcha natural sonlar
to‘plami yuqoridan chegaralanmagan (ammo quyidan chegaralangan)
bo'lsa, barcha manfiy sonlar to‘plami quyidan chegaralanmagan (ammo
yugoridan chegaralangan). Barcha butun sonlar to‘plami, barcha
ratsional sonlar to‘plami, shuningdek, barcha haqiqiy sonlar to‘plami
ham quyidan, ham yuqoridan chegaralanmagan.

Agar X to‘plam yuqoridan M soni bilan chegaralangan bo‘lsa, bu
songa X fo'plamning yugori chegarasi deyiladi. Bunda M sonidan
katta bo‘lgan ixtiyoriy M’ son ham X to‘plamning yuqori chegarasi
bo'ladi.

8-ta’rif. Agar istalgan xeX uchun x<M bo‘lsa va yetarlicha
kichik ixtiyoriy £>0 musbat son uchun shunday x*e X soni topilsa va
M -& <x*<M tengsizlik bajarilsa, M soniga X fo ‘plamning anig yugori
chegarasi deyiladi.

Boshqacha aytganda, X to‘plamning aniq yuqori chegarasi X ning
barcha yuqori chegaralarining eng kichigi bo‘ladi.

X to‘plamning aniq yuqori chegarasi M =sup X {yoki M =su‘p{x})

bilan belgilanadi (lotin tilida supremum — eng yuqori so‘zidan olingan).

Yugoridan chegaralanmagan X to‘plam uchun ta’rif asosida
sup X =+o deb olinadi.

Agar X to‘plam quyidan m soni bilan chegaralangan bo‘lsa, bu
songa X to‘plamning quyi chegarasi deyiladi. Bunda m sonidan kichik
bo‘lgan ixtiyoriy m' son ham X to‘plamning quyi chegarasi bo‘ladi.

9-ta’rif. Agar istalgan xeXuchun x2m bo‘lsa va yetarlicha
kichik ixtiyoriy £>0 musbat son uchun shunday x*e X soni topilsa va
m<x*<m+¢ tengsizlik bajarilsa, m soniga X to ‘plamning aniq quy:
chegarasi deyiladi.

Shunday qilib, X to‘plamning aniq quyi chegarasi
quyi chegaralarining eng kattasi bo‘ladi.

X to‘plamning aniq quyi chegarasi

X ning barcha

M=inf X (yoki M =inf{x})
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bilan be]gilanadi (lotin tilida infimum — eng quyi so‘zidan olingan).

Quyidan chegaralanmagan X to‘plam uchun ta’rif asosida
inf X=—c deb olinadi. Masalan, Xz{'l,%,...,l,..} to‘plam uchun

t n |

infX=0, supX=1.

X to‘plamning aniq chegaralari uchun quyidagiu tasdiq o‘rinli
bo‘ladi.

l-teorema.. .Har ganday yuqoridan (quyidan) chegaralangan bo‘sh
bo‘lmagan haqiqiy sonlar to‘plami aniq yuqori (aniq quyi) chegaraga
ega bo‘ladi.

4.1.3. Matematik mantiq elementiari

Mantiqiy belgilar

Ta’riflaming, teoremalarning ifodalanishida va bosqa matemtik
tasdiqlarda ko‘pincha ayrim so‘zlar va butun ifodalar takrorlanib keladi.
Emlld;y hollarda ularning vozilishida mantiqiy belgilarni qo‘llash qulay

o‘ladi.

Matematik mantiqda mulohaza deb rost yoki yolgonligi bir qiymatli
aniglanadigan darak gaplarga aytiladi. Masalan, «Yer quyosh atrofida
aylanadi», «6 oddiy son» gaplari mulohaza bo‘lsa, «kech kirmoqda»,
«matematika giyin fan»
gaplari mulohaza bo‘lmaydi.

a mulohazaning inkori & - «a emas» yoki «a bo‘lishi to‘g’ri
emas» deb o‘qiladi.

a va B mulohazalaming konyunksiyasi a A B- «a va B» deb
o‘qgiladi.

a va B mulohazalaming dizyunksiyasi av B— «o yoki B» deb
o‘qiladi.

a va B mulohazalaming implikatsiyasi a=> - «agar o bo‘lsa,
u holda B bo‘ladi» (yoki «a dan B kelib chigadi») muiohazasini
bildiradi.

a« va B mulohazalaming ekvivalensiyasi c<p- « a va p
ekvivalent» (yoki «a dan g kelib chiqadi va g dan « kelib chigadi»)

mulohazasini bildiradi.
Mavjudlik kvantori 3- «mavjudki», «topiladiki» so‘zlarini

bildiradi.
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Umumiylik  kvantori ¥ -«har qanday», «ixtiyoriy», «barcha»
so‘zlarini ifodalaydi.

:— «o‘rinli bo*ladi», «bajariladi» so‘zlarini anglatadi.
> —«moslik» ni bildiradi.

Mantigiy belgilar yordamida vozilgan tasdiglarni tushunish va
o‘qishni osonlashtirish uchun belgilarning har biriga tegishli bo‘lganlari
alohida qavslarga olinadi.

Masalan,

(Ve >0)(38 > 0)(Vx £ x,,| x—x, <) f(x)— 4l<&)

vozuv  «ixtiyoriy £>0 son uchun shunday & >0 son topiladiki, xning
x, ga teng bo‘lmagan va |x-x,|<é tengsizlikni ganoatlantiruvchi

barcha qiymatlarida | f(x)- 4|<¢ tengsizlik bagariladi» deb o‘qiladi.

Zarur va yetarli shartlar

B -birorta mulohaza bo‘lsin. B mulohaza kelib chiqadigan har
qanday o mulohazaga 8 mulohaza uchun yetarli shart deyiladi.

B mulohazadan kelib chigadigan har qanday « mulohazaga §
mulohaza uchun zarur shart deyiladi.

Masalan, a: «x soni nolga teng» va B: «xy ko‘paytma
nolga teng»
mulahazalari bo‘lsin. Bunda o mulohaza B mulohaza uchun yetari
shart bo‘ladi. Haqiqatan ham, xy ko‘paytma nolga teng bo‘lishi uchun x
nolga teng bo‘lishi yetarli. x nolga teng bo‘lishi uchun xy ko‘paytma
nolga teng bo‘lishi zarur. Ammo, S mulohaza « mulohaza uchun
yetarli shart bo‘lmaydi, chunki xy ko‘paytma nolga teng bo‘lishidan x

sonining, albatta, nolga teng bo‘lishi kelib chigmaydi.
«Agar o mulohaza rost bo‘lsa, u holda B mulohaza rost bo‘ladi»

teoremani o= f ko‘rinishda yozish va quyidagi ifodalardan biri
bilan berish mumkin: «a mulohaza B mulohaza uchun yetarli shart
bo‘ladi»; « 8 mulohaza a mulohaza uchun zarur shart bo‘ladi».

Agar a va g mulohazalarning har biridan ikkinchisi keiib chigsa,
va’ni (a = ) ~(B=a) bolsa, u holda a va 8 mulohazalarning har biri
ikkinchisi uchun zarur va yetarli shart bo‘ladi va a & S deb yoziladi.

Bu yozuv boshqacha quyidagicha o‘qilishi mumkin: ‘
1)  o°rinli bo‘lishi uchun o‘rinli bo‘lishi zarur va yetarli;
2) « faqat va fagat B bajarilsa o‘rinli bo‘ladi;
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3) o faqat va faqat S rost bo‘lganida rost boladi.

Matematik induksiya metodi

Matematik  induksiya metodi muhim matematik isbotiash
usullaridan biri hisoblanadi. Bu usul » naturai songa bog‘liq tasdiglarni
isbotlash uchun qo‘llaniladi.

Uri umumiy holda ifodalymiz: » natural songa bog‘liq biror
tasdiqni (masalan, formulani) isbotlash quyidagi tartibda amalga
oshiriladi:

1) tasdigning to‘g‘riligi ~=1 da tekshiriladi (agar »=1da tasdiq
ma’noga ega bo‘lmasa, tekshirish tasdiq ma’noga ega bo‘ladigan eng
kichik » dan boshlanadi);

2) tasdiq biror n (n>1)da to‘g‘ri deb faraz qilinadi va uning n+1 da
to*g‘ri bo‘lishi isbotlanadi. Keyin bu tasdigning istalgan # natural son
bajarilishi hagida
xulosa chiqariladi.

Matematik induiksiya metodi bilan Nuyton binomi formulasi deb
ataluvchi

(@a+b) =Cla" +Cla™'b+..+C'a™b" +..+C’b" (1.1
formulani isbotlaymiz, bu yerda » —natural son; 0<k<n.
(1.1) formulada qatnashayotgan

C: _ nl .
kn—k)!

koeffitsiyentlarga binominal koeffitsiyentlar (yoki n ta elementdan
ktadan guruhlashlar soni) deyiladi, bu yerda n! (en foktorial) belgi
orqali birinchi » ta natural son ko‘paytmasi belgilanadi. Binominal

koeffitsiyentlar va faktorial uchun quyidagi bog‘lanishlar o‘rinli bo‘ladi:

C:»l + C: = ka+l,

n-1?

(n+1)t=nl(n+1) (bunda 0'=1 deb olinadi).
(1.1) formulani isbotlaymiz. Buning uchun: 1) formula to‘g‘ri
bo‘lishini n=1da tekshiramiz:
1t i

(a+b) =Cla' +Clab=——a

+—b=a+bh,
oLt il-ot

2)(1.1) formula biror » da to‘g‘ri bo‘ladi deb faraz gilamiz va
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(n+1) da shu kabi formula o‘rinli bo‘lishini ko‘rsatamiz, ya’ni

(@+b)" =Ca™ +C, a"b+..+Ca™b"" +..+C" ab” +C6™ (1.2)

nel

formulani isbotlaymiz.
Hagqiqatan ham,

(@+b6)" =(Cia" +C'a™b+ ...+ C'a™b* +...+ Cb*)a+b) =
=Clam™ +Clab+ o+ Ca™ b + . 4+ Clab” +Coa"b+ ...+
+Cla™b' . +Cab" + C2b = Cla™' +(C) +Ca"b+ ...+
H(C OB 44 (CF +Cab” + CIb™

Binominal koeffitsiyentlar uchun

G =1=C), C)+C,=C,.,, C,+C"=C1,

i€l =CL, € =1=CT
bo‘lishi inobatga olinsa, oxirgi tenglikdan (1.2) tenglik kelib chigadi.
Demak, matematik induksiya metodining 1) va 2) bandlari

bajarilgani uchun _ . ‘
Nyuton binomi formulasi istalgan » natural soni uchun to‘g‘ri bo‘ladi.

(1.1) formula gisqacha
(a+b)" = iC:a"‘"b‘
ko‘rinishda yoziladi. o -
Xususan, (1.1) formuladan n=2 va n=3da tanish gisqa ko‘paytirish
formulalari kelib chiqadi:
(a+b) =Cla* +Clab+C}b* =a’ +2ab+b’;

(a+b) =C’d® +Cla’b+Clab* +C)b* =a’ +3a’b+3ab’ +b’.

4.1.4. Mashglar
1. 4 va B to‘plamlar berilgan. 4B, AUB, A\B, B\ A to‘plamlami

toping.
D) 12245, B =456} 2) A={1348). B= (245789}

3) A={xe R:x* +x-20=0}, B={xeR:x?—-x+12=0}.
3. A—musbat juft sonlar to‘plami va B—musbat tog sonlar to‘plami bo‘lsa,
A~B va Au B to‘plamlarni toping.
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. 3 A-barcha 2 ga bo'linadigan sonlar to‘plami va B--barcha 5 ga
bo‘linadigan sonlar to‘plami bo‘lsa, 4n B to‘plamni toping.

4. 1g5 irratsional son ekanini ko‘rsating.
5. ¥2-+5<+3-2 ekanini ko‘rsating.

6. Berilgan to‘plam elementlarini toping.
1) A={xeN:x*-3x-4<0}; 2) A=J.re;\’:!og,l<2}
{ ix )

7. Berilgan tenglamalarni yeching.
1

1)I3x—4!=§; 2) |-x*+2:¢-3= 1,
3) \/X—z+x’=0: 4) \l(x—Z)’_=-—x+2.

8. Berilgan tengsizliklarni yeching.

Dix-2p1 2) [ xP=Tx+12[>x* - 7x+12;
3) x* +2J(x+3)* —10<0; 4) Jx+1)* <—x-1.

9. Berilgan X to‘plam uchun supX va inf X larni toping.
DX={xeZ:-55x<0}; 2) X={xeR:x<0}.
10. Tengliklarni matematik induksiya metodi bilan isbotiang:

n(n+1) _ n(n+1)n+2)

1) 143+6+..+
6

, VneN; 2) 1+3+5+.+(2n-1)=n*.

4.2. SONLI KETMA-KETLIKLAR

4.2.1. Sonli ketma-ketliklar

1-ta’rif. 123,..,n,... natural sonlar qatorining har bir » natural
soniga mos qo‘yilgan x,x,,x,,..,x,.. haqiqiy sonlar to‘plamiga sonii
ketma-ketlik (yoki ketma-ketlik) deyiladi va {x,}bilan belgilanadi.
Bunda x,x,,x,,...,x,... sonlar {x }ketma-ketlikning hadlari, x, bu
ketma-ketlikning umumiy hadi, » uning nomeri deb ataladi.
Agar ketma-ketlikning har bir hadini topish mumkin bo‘lsa, ketma-
ketlik berilgan deyiladi. Ketma-ketlik analitik yoki rekurrent usullarda
berilishi mumkin.
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Analitik usulda ketma-ketlikning umumiy hadi formula ko‘rinishida
beriladi. Bunda » ga 1,23.4... qiymatlar beriladi va ketma-ketlikning
mos had!ari topiladi.

Masalan, x, =(-=1)"-n formula {x,}={-12,-3...,(-1)"-n,..} ketma-
ketlikni beradi.

Rekurrent usulda ketma-ketlikning birinchi (yoki bir nechta
birinchi) hadi beriladi va keyingi hadni (yoki bir nechta keyingi
hadlarni) birinchi (yoki bir nechta birinchi) had (hadlar) asosida topish
formulasi beriladi. Masalan., x =a, x,,=x,+d rekurrent formula
arifmetik progressiyani, x =&, x,,=xg rekurent formula geometrik

progressiyani beradi.
Agar VneN uchun x =c(ceR) bo'lsa, {x} ketma-ketlikka

o ‘zgarmas ketma-ketlik deyiladi.

2-ta’rif. Agar shunday M soni (m soni) topilsa va Vne N uchun
x. <M (x,2m) tengsizlik bajarilsa. {x,} ketma-ketlikka yugoridan
chegaralangan (quyidan chegaralangan) deyiladi.

3-ta’rif. Agar {x,} ketma-ketlik ham quyidan ham yuqoridan
chegaralangan bo‘lsa, ya’ni shunday m, M sonlari topilsa va Vne N
uchun m<x <M  tengsizlik bajarilsa, {x,} keima-ketlikka

chegaralangan deyiladi. .
A=max{| mj,| M|} bo‘Isin. U holda ketma-ketlikning

chegaralanganlik shartini |x, [< 4 ko‘rinishda yozish mumkin.

4-ta’rif. Agar VA>0 son uchun {x} ketma-ketlikning |x, > 4
(x,>4 yoki x,<-4) tengsizlikni ganoatlantiruvchi hadi topilsa, {x,}
ketma-ketlikka chegaralanmagan deyiladi.

Ta’riflardan ko‘rinadiki, ketma-ketlikning barcha elementlari u:
yugoridan  chegaralangan bo‘lsa, (~o;M] oraligga, quyidan
chegaralangan bo‘lsa [m;+c) oraligga, ham quyidan ham yuqoridan
chegaralangan bo‘lsa [m;M] oraliqqa tegishli bo‘ladi. Chegaralanmagan
ketma-ketlik yuqoridan yoki quyidan chegaralangan bo‘lishi mumk-in.

Chegaralangan va chegaralanmagan ketma-ketliklarga misollar
keltiramiz.

1.{x,}={n" +1}={25]10,..
ammo yugoridan chegaralanmagan.

2.4y, }={-n"}= {-1,4,-9,...,—n",..} =
(M =-1), ammo quyidan chegaralanmagan.

.n* +1,...}—quyidan chegaralangan (m=2),

yugqoridan chegaralangan
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2 1
,5,...,7,...}- chegaralangan (m =041 =1).

J

3.{zn}={”7'1}={o,

44w} ={(-1)"n}={-1,2-34, . (~)"n,..} - chegaralanmagan.

5-ta’rif. AgarVne N uchun: x <x , bo‘lsa, {x,} ketma-ketlikka
qat'ly o‘suvchi deyiladi; x >x_ bo‘lsa, {x,} ketma-ketlikka gai iy
kamayuvchi deyiladi; x,<x, bo‘lsa, {x} ketma-ketlikka
kamaymaydigan deyiladi: x >x, bo‘lsa, {x,} ketma-ketlikka
o 'smaydigan deyiladi.

Barcha bunday ketma-ketliklar umumiy bitta monoton ketma-ketlik
nomi bilan birlashtiriladi. Bunda o‘suvchi va kamayuvchi ketma-
ketliklarga gat iy monoton ketma-ketliklar deyiladi.

Monoton ketma-ketliklarga misollar keltiramiz.

r

1. X .—.{ n l:{lz é." n . }_ ¢ . 1
.} n+l] 273747 el o‘suvchi va chegaralangan

n+l

ketma-ketlik.
2. {.3={nn}={1.1,2,2,...n,n,.} ~kamaymaydigan va

chegaralanmagan ketma-ketlik.

1 (1 .
3. {Z"}={7}={I’Z’é""’ni’""}— kamayuvchi va chegaralangan

ketma-ketlik.

—

11 .11 1 .
4. =<—,—t=1<LL=,—,...,—,—,..} —O° - :
{u,} {n n} { >3 o } o‘smaydigan va chegaralangan

<

3

ketma-ketlik.

lkkita {x,} va {y,} ketma-ketlikning yig‘indisi  ayirmasi,
ko paytmasi, bo ‘linmasi (bunda y, #0)deb, har bir hadi bu ketma-
ketliklar mos hadlarining yig‘indisidan, ayirmasidan, ko‘paytmasidan va
bo‘linmasidan iborat bo‘lgan ketma-ketlikka aytiladi.

Ko‘rsatilgan amallar simvolik tarzda quyidagicha yoziladi:

a+{yd={x+2}) 3=z -2}
[

ix} i x 1
- = . N -——’l = —” 5 0
{x.}-{.1={x, -y} ) 1 "}y,,?t

Xususan, {x,} ketma-ketlikning m songa ko‘paytmasi m-{x,} deb.
har bir hadi {x } ketma-ketlik mos hadining shu  songa
ko‘paytmasidan iborat bo‘lgan {m-x } ketma-ketlikka aytiladi.
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4.2.2. Cheksiz katta va cheksiz kichik ketma-ketliklar

6-ta’rif. Agar VA>0 son uchun shunday Nnomer topilsa va
Vn>N uchun |x, !> 4 tengsizlik bajarilsa, {x,} ketma-ketlikka cheksiz
katta ketma-ketlik deyiladi.

Har qanday cheksiz katta ketma-ketlik chegaralanmagan bo‘ladi.
Ammo chegaralanmagan ketma-ketlik cheksiz katta bo‘lmasligi

mumkin. Masalan, {nsin —';1} shunday ketma-ketliklardan biridir.

7-ta’rif. Agar Ve >0 son uchun shunday N =N(¢) nomer topilsa
va Vn>N uchun |x, |<¢ tengsizlik bajarilsa, {x,} ketma-ketlikka

cheksiz kichik ketma-ketlik deyiladi.

1-misol. {a,}= Jlll ketma-ketlik cheksiz kichik ekanini ko‘rsating.
nj

- 1
<& tengsizlikdan n>-

Yechish. Ve >0 son olamiz. |a,!=

. . 1
tengsizlik kelib chigadi. N ni ;{- ning butun qismi, ya’ni N=[-£]

desak, u holda Vn> N uchun |e,|<ebo‘ladi. Demak, ta’rifiga ko‘ra,

n

{l} ketma-ketlik cheksiz kichik bo‘ladi.

Keltirilgan misolda N =[l} nomer & gabog'liqbo‘ladi, ya'ni
£

¢ ning turli giymatida har xil qiymatlami qabul giladi. Masalan, &=0]1
da N=i0, £=0,01 da N=100. Shu sababli cheksiz kichik ketma-
ketlikning ta’rifida N = N(g) deb yozilgan.

1-tesrema. Agar {x } ketma-ketlik cheksiz katta va x #0,neN

bo‘lsa, u holda {—l—} ketma-ketlik cheksiz kichik bo‘ladi, va aksincha

X

n

L] cheksiz katta

a, ]

{a,}— cheksiz kichik va a,#0, neN bo‘lsa, {

bo‘ladi.
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kelib chiqadi. Demak, (2.2) va (2.3) tengsizliklarga kc‘ra, 2<x, <3,
ya’ni {x,} —chgaralangan.

Shunday qilib, {x,}  ketma-ketlik monoton ofsuvchi va

U holda Veershtrass teoremagasiga ko‘ra u

chegaralangan.
yaginlashadi, ya’ni chekli limitga ega bo‘ladi. Bu limitni e harfi bilan
belgilaymiz.
Demak,
lim (l+1] =e. 2.4)
nore n

¢ soniga Neper soni deyiladi. e soni irratsional son. e soni
matematikaning bir qancha masalalarida muhim rol o‘ynaydi. e soni,
masalan, natural logarifmning asosi bo‘ladi: x>0 sonining natural
logarifmi Inx bilan belgilanadi. Bu paragrafda e soniga faqat ta’rif
berildi va u 2 <e <3 tengsizlikni qanoatlantirishi ko‘rsatildi. Keyinchlik
e sonining giymatini istalgan aniglikda topish usullari ko‘rsatiladi.

4.2.6. Mashglar

1. Ketma-ketlikning dastlabki to‘rtta hadi berilgan. Uning umumiy hadini
toping:

pLllil . 2) 52312 625
25811 2 6 24
3) -11,-11,.; 4) 1,5,15,.. .
2. Chegaralangan ketma-ketliklarni ko‘rsating:
1 =2 2) x, =cosnm +21gnm;
) %, =5 ) x gn
3) 5, = 4) 5, =1
Jn

6) x,=In(n+1)-In

5)x,=(-1)"m

3. Ketma-ketliklardan qaysilari monoton va gaysilari qat’iy monoton?

n_. =lx = s
D=, T2 D 5 =13, X+
3 : n
=2 4) x =—.
3) x, — ) x, 5
3"
5) x, =W} 6)x,=—.
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4. L=, —. .. :

717 2n -1

17 37 65 4n*+1 . 4
S T30 ketma-ketlik 3

ketma-ketlik cheksiz kichik ekanligini isbotlang.

ga teng limitga ega ekanligini ketma-

ketlikning limiti ta’rifidan foydalanib isbotlang.

6. Ketma-ketlikiarning limitini toping:

1 x = 5—n‘,:
C342m°
3) x L dnen
T 2nt 4 3n+7
Dy LA i el
" n+17 ’
7) x. = kLY +I—Sn’_
" 14370 Smei]

9) x, =Vn+2-n-2;
1) x, =V’;1(n—5} -n;

13) x =—2nil .

" Anlines
] 1)1
15) x, = nl+(n 4-1—)};
(n+hH1-2ni
=2—5+4—7+...+2n—(2n+3).
" n+3 ’

1 1

+..+ ;

713 (6n—3)Bn+1)

17) x

19) x, =—l—+
PRI

. 37—
2]) X,,=—'l—1.
3741
23) .r,,=§+—5—+2-+u.ﬁ»1i;
4 16 o4 4"

25) x, = Loosa® -
n 6n-1

27) 1, =[1-1),
\ a

/

Py ~\]n—4
29) x. =(:'1.*_’ :
\2’1—1/

2) x =3n2+7
) Al 4_,13
4) ”=(2r:’ +3n-1
n'-2n+l1 j
3 3 3
6) x,,=(n+l) ’—(n—l) :
3n°+2 |
yx =3 _ 5 1
" n+2 2n+l

10) x, =V’ +n—vn*=n;
12) x, =Yn’ -4r? —n;
n' -1

Jn+l ’

_ (2n+H)@2n+2)!
(2n+3)—(2n+2)"

14) x, =

16) x,

18) x, = l+2’+3+...2_
n =2n+l

NI B
2-4 4.6 2n(2n+2)

6" +5
22) x, = 6 ? R
2-3"+1
24) x,,=1+3+9+2"'+" :
2.3 +5
2
26) x,,:~]»sinn’+ 22n ;
n n -1
2n-5
28) x.,=("-’—”~ :
+n)




4.3. BIR O‘ZGARUVCHINING FUNKSIYAS]

4.3.1. Funksiya

Ikki to‘plam elmentlari orasidagi bog‘lanishni o‘matishga
asoslangan funksiya tushunchasi matematik analiz kursida o‘rganilsada,
nafagat bu kursning, balki butun matematikaning asosiy
tushunchalaridan biri hisoblanadi.

Funksiya tushunchasi

1-ta’rif. Agar X to‘plamning har bir x soniga biror f qoidaga
ko‘ra, ¥ to‘plamning bitta y soni mos qo‘yilgan bo‘lsa, x to‘plamda
funksiya berilgan deyiladi va f:x— y yoki y = f(x) kabi belgilanadi.

Bunda f funksiya X to‘plamni Y to‘plamga akslantiradi deb
aytiladi. X to‘plam s funksiyaning aniqlanish sohasi deb ataladi va
D(f) bilan belgilanadi, yeY to‘plam f funksiyaning qiymatlar sohasi
deb ataladi va E(f) bilan belgilanadi.

Bunda x funksiyaning argumenti yoki erkli o ‘zgaruvchi, y funksiya
voki x gabog'lig o‘zgaruvchi deb ataladi.

y=f(x) funksiyaning x=x,(x, € X)nuqtadagi Xususiy qiymati
f(x,)=y, yoki 3|, =y, kabi belgilanadi. Masalan, f(x)=3x" -2 bo‘lsa,
f(0)=-2, fO=1

y=f(x) funksiyaning grafigi deb Oxy  koordinatalar
tekisligining ~ abssissasi x argumentning giymatlaridan va ordinatasi
y funksiyaning mos qiymatlaridan tashkil topgan barcha (x;f(x)),
xe D(f) nuqtalari to‘plamiga

aytiladi. Funksiyaning grafigi tutash Y
chizigdan (egri chiziqdan yoki to*g‘ri P N
chiziqdan) iborat bo‘lishi yoki ayrim / 'y' o

nuqtalardan tashkil topishi mumkin, /
masalan, y=n!, neN funksivaning

R VS

: . -1 0 X i x
grafigi 1,2.6,.... nuqtalardan iborat \ /
bo‘ladi S '. :

Har qanday chiziq ham biror Yy =Nl x
funksiyaning grafigi bo‘lavermaydi,
masalan, xt+y =1 aylana 4-shakl.
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funksiyaning grafigi bo‘lmaydi, chunki har bir xe(~I;l) uchun y ning
bitta emas balki ikkita qiymati mos keladi: y =Vi-x* va y,=—/1-x’
(4-shakl). Bunda funksiva ta’rifining bir qiymatlilik sharti buziladi.

Ammo aylananing quyi yarim tekislikdagi bo‘lagi y==vi-x*
funk-sivaning, yuqori yarim tekislikdagi bo‘lagi esa y=Vi-x*
funksiyaning grafigi bo‘ladi.

Funksiyaning berilish usullari

Funksiyaning berilishi, ya’ni x ning har bir giymatiga y ning
yagona qiymatini topish turli usulda berilgan bo‘lishi mumkin. Amalda
funksiya berilishining analitik, jadval va grafik usullari ko‘p qo‘llaniladi.

Analitik usulda x va y o‘zgaruvchilar orasidagi bog‘lanish bir yoki
bir nechta formula orqali beriladi. Masalan,

y=x, yesin2x, y={ x-5, agar x<3,
x* +2, agar x23.

Funksiya y=f(x) ko‘rinishda yozilganda, ayrim hollarda
funksiyaning aniglanish  sohasi  D(f) ko‘rsatilmaydi. Bunda,
funksiyaning aniqlanish sohasi x ning f(x) funksiya ma’noga ega
bo‘ladigan barcha giymatlari
to‘plamidan iborat deb qaraladi.

Jadval usulida x va y o‘zgaruvchilar orasidagi bog‘lanish jadval
orqali beriladi. Masalan, logorifmik fuksiyalarning, trigonometrik

fuksiyalarning jadvallari.
Amalda jadval orqali funksiyani kuzatish natijalari yoki uning

tajribada olingan qiymatlari beriladi.

Grafik usulida fuksiya-ning grafigi beriladi. Bunda funksiyaning
argumentning u yoki bu gqiymatlariga mos giymatlari bevosita shu
grafikdan topiladi.

x va y o‘zgaruvchilar orasidagi bog‘lanish yugorida keltirilgan uch
usul bilan chegaralanib qolmasdan, boshqa shakllarda berilishi ham
mumkin. Masalan, EHMning hisoblash programmasi  shaklida,

tavsiflardangina iborat holda.

Funksiyaning monotonligi
v = f(x) funksiya X to‘plamda aniqlangan va 1=(a;b)c X bo‘lsin.
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2-ta’rif. Agar Vx.x,e/ uchun »x, <x, bo'lganda f(x)<f(x,)
(f(x)> f(x,)) tengsizlik bajarilsa, y
y=f(x) funksiyaga [/ intervalda
0 'suvchi (kamayuvchi) deyiladi.

3-ta’rif. Agar Vx,x,e/ uchun . /
x,<x, bo'lganda  f(x)<f(x) N -
(f(x,)2 f(x,)) tengsizlik bajarilsa, ' N :
y=f(x) funksiyaga / intervalda . : :
kamaymaydigan (o’smaydigan) ~_, oI, 3 P
deyiladi. 5-shak).

Masalan, grafigi  5-shaklda
berilgan  funksiya (-21) intervalda kamayuvchi, (1;6) intervalda
kamaymaydigan, (3;6) intervalda o‘suvchi.

Barcha bunday funksiyalar / intervalda monoton funksiva nomi
bilan umumlashtiriladi. Bunda o‘suvchi va kamayuvchi funksiyalarga 7

intervalda gqat'ty monoton funksiyalar deyiladi. Funksiya monoton
bo‘lgan intervallar monotonlik intervallari deb atalad;.

Funksiyaning juft va toqligi

vy = f(x) funksiya X to'plamda aniglangan bo‘Isin.

Agar Vxe X uchun —-xe X va f(-x)= f(x) bo‘lsa, f(x) funksiyaga
Juft  funksiya deyiladi. Masalan, y=x’, y=cosx, y=+1+x’-juft
funksiyalar.

Juft funksiyaning grafigi ordinata o‘qiga nisbatan simmetrik
bo‘ladi.

Agar Vxe X uchun —xe X va f(-x)=-f(x) bo‘lsa f(x) funksiyaga
toq funksiya deyiladi. Masalan, y=x’, y=sinx—toq funksiyalar.

Toq funksiyaning grafigi koordinata boshiga nisbatan simmetrik
bo‘ladi.

Juft ham, toq ham bo‘lmagan funksiya umumiy ko’rinishdagi
funksiya deb ataladi. Masalan, y=x-2, y=+x- umumiy ko‘rinishdagi

funksiyalar.
f(x) va g(x) funksiyalar juft funksiyalar bo‘lsa,

@) +2(), £6)-g), f@)-g®), %xg(x)# 0)
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funksiyalar ham juft bo‘ladi.
J{x) va g(x) funksiyalar toq funksiyalar bo‘lsa,

S(x)+g(x), f(x)-g(x)

funksiyalar toq bo‘ladi,

769-80, L9 (g2 0)
g(x)
funksiyalar esa juft bo‘ladi.
I-misol.  f(x)=In(2x++1+4x*) funksiyalarning toq ekanini
ko‘rsating.
Yechish. Toq funksiya uchun
f(=x)==f(x) yoki f(x)+ f(-x)=0
bo‘ladi.
Tekshirib ko‘ramiz:
F(x)+ f(=x) =In(2x + 1 +4x? ) + In(-2x + /1 + 4x7) =
=In(1+4x’ -4x7)=In1=0.

Bu munosabatdan x e D(f) bo‘lsa, — xe D(f) bo‘lishligi kelib chiqadi.
Demak, funksiya toq.

Funksiyaning chegaralanganligi

y = f(x) funksiya X to‘plamda aniqlangan bo‘lsin.

4-ta’rif. Agar shunday o‘zgarmas M soni topilsa va Vxe X uchun
F(x)<M tengsizlik bajarilsa, f(x) fuksiya X to‘plamda yugqoridan
chegaralangan deyiladi.

5-ta’rif. Agar shunday o‘zgarmas m soni topilsa va Vxe X uchun
F(x)>m tengsiziik bajarilsa f(x) funksiya X to‘plamda quyidan
chegaralangan deyiladi. _

6-ta’rif. Agar f(x) funksiya ham quyidan, ham yuqoridan
chegaralangan bo‘lsa, y’ani shunday o‘zgarmas m va M sonlari .topilsa
va Vxe X uchun m< f(x)<M tengsizlik bajarilsa, f(x) funksiva X
to‘plamda chegaralangan deyiladi.

Masalan, y=1-x* funksiya yuqoridan M =1 b

chegaralangan, y=2+x' funksiya quyidan ~ m=2 soni bilan

soni bilan

229



chegaralangan, y=sinx funksiya quyidan m=-1 soni bilan va
yuqoridan M =1 soni bilan chegaralangan.

Funksiyaning davriyligi

y = f(x) funksiya X to‘plamda aniglangan bo‘lsin.

7-ta’rif. Agar shunday o‘zgarmas T (T'#0) son topilsa va
Vxe Xuchun x+TeX, x-TeX, f(x+T)=f(x) bo‘lsa, f(x)funksiyaga
davriy funksiya deyiladi. Bunda 7 larning eng kichik musbat qiymati
T, ga f(x) funksiyaning davri deyiladi.

Masalan, y=sinx funksiyaning davri 27, 1gx funksiyaning
davri 7.

2-misol.  f(x)=4sin3x +3cos3x funksiyaning eng katta qiymatini va
davrini toping.

Yechish. acosx +bsinx =a* + b* cos(x - @) (qo =argtg —b—) formulaga
a
ko‘ra,
f(x)=+3%+4" cos(3x — ) = 5cos(3x — ¢), ¢ = argtgi.

3
Bu funksiyaning eng katta giymati f {—Zk—”;ﬁ) =5.

Asos(axt o) funksiyaning davri T, -2z bo‘ladi. Bundan 7, =277r.
a 3

4.3.2. Teskari funksiya

Aniglanish sohasi X va qiymatlar sohasi Y bo‘lgan = s(x)
funksiya berilgan bo‘lsin. Agar bunda har bir yeY qiymat yagona
xe X qiymatga mos qo‘yilgan bo‘lsa, u holda aniqianish sohasi ¥ va
qiymatlar sohasi X bo‘lgan x=¢(y) funksiya aniqlangan bo‘ladi. Bu
funksiya y= f(x) ga teskari funksiya deb ataladi va x=¢(»)=f"(»)
kabi belgilanadi.

y=f(x) va x=¢(y) funksiyalar o zaro teskari funksiyalar deyiladi.
Bunda y= f(x) funksiyaga teskari x=¢(y) funksiyani topish uchun
f(x)=y tenglamani x ga nisbatan yechish (agar mumkin bo‘lsa) yetarli.
Masalan, y=a* funksiyaga teskari funksiya x=1log,y funksiya bo‘ladi.
y=x* funksiyaga xe[0;]]da x=./yteskari funksiya mavjud, xe[-1;1] da
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esa mavjud emas, chunki bunda y ning har bir qiymatiga x ning
ikkita qiymati, masalan, y=1 ga x, =-1, x, =1 mos keladi.

Teskari funksiya ta'rifiga ko‘ra, y=f(x) funksiya X va Y
to‘plamlar o‘rtasida bir qiymatli moslik o‘rnatsagina y = f(x) funksiya
teskari ~ funksiyaga  ega

bo‘ladi. Bunda har qanday y
gat’iy  monoton funksiya =
teskari  funksivaga  ega / ,
bo'ladi  deyish  mumkin /;’ =
bo‘ladi. Bunda agar funksiya
o‘ssa (kamaysa), u holda M J—
unga teskari funksiya ham Yol N -
o‘sadi (kamayadi). 4 7:;,;_%{2

y=f(x) va unga teskari 7 el
x=¢(y) funksiyalar bitta egri ’/O' "t’f ’ *
chiziq bilan ifodalanadi, ya’ni - -;'fy=(p(x)

ularning grafigi ustma-ust
tushadi. Odatdagidek, 6-shakl.

argument (erkli o‘zgaruvchi)

x bilan va funksiya (bog‘liq o‘zgaruvchi) y bilan belgilansa, y = f(x)
funksiyaga teskari funksiya y=¢(x) deb yoziladi. Bu y=f(x) egri
chiziqning M.(x,;y,) nugtasi y=g(x) egri chizigning M,(y,;x,) nuqtasi
bo‘lishini bildiradi. Bu nugqtalar y=x to‘g‘ri chiziqqa nisbatan
simmetrik bo‘ladi (6-shakl). Shu sababli o ‘zaro teskari y=f(x) va
y=0(x) funksiyalarning grafiklari I va Il choraklar koordinata
burchaklarining bissektrisalariga nisbatan

simmetrik bo‘ladi.

4.3.3. Murakkab funksiya

X to'plamda qiymatlar sohasi Z bo‘lgan z=9(x) funksiya
aniqlangan bo‘lsin. Agar Z to‘plamda y=/(2) funksiya aniqlangar}
bo‘lsa, u holda X to‘plamda y= f(e(x)) murakkab funksiya (yoki
z=¢(x) va y=f(z) funksiyalarning superpozitsiyasi) aniqlangan
deyiladi. . .
z=o(x) o‘zgaruvchi murakkab furksiyaning oralig argumenti fiel?
ataladi. Murakkab funksiyaning oraliq argumentlari bir nechta bo‘lishi
ham mumkin.
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Masalan, y=cos5x murakkab funksiya, chunki u y= f(z)=cosz
va z =@(x)=5x funksiyvalarning superpozitsiyasidan iborat.

4.3.4. Elementar funksiyalar sinfi

Quyida keltirilgan funksiyalarga asosiy
deyiladi.

1. O‘zgarmas funksiya y=C(CeR).

O‘zgarmas funksiya: D(f)=(-x;+), E(f)={C} chegaralangan, juft,
davri ixtiyoriy 7.

O‘zgarmas funksiyaning grafigi abssissalar o‘qiga parallel to‘g‘ri
chiziqgdan iborat bo‘ladi.

2. Darajali funksiya y=x", ae€R,c 0.

Hamma darajali funksiyaning grafiklari (1;1) nugtadan o‘tadi. .

1) a=n, n-butun musbat son. Bunda funksivaning grafigi
koordinatalar boshida abssissalar o‘qiga urunadi (n2>2 da); n juft son
bo‘lganda ordinatalar o‘qiga nisbatan simmetrik, » toq son bo‘iganda
esa koordinatalar boshiga nisbatan simmetrik bo‘ladi (7-shakl). n=1da
Iva Ul choraklar koordinata burchaklari bissektrisalarining grafigini
ifodalaydi (7-shakl).

elementar furksiyalar

y jn=3 N I
\ / Rt
=2 I P It
E ) }; “n=1 } 3
. N \\\
7 SN
. Ii ; Vi .,

KN R4 /// ! /; E*\:\\‘:‘«
S L7 //; e [
ayse 1 x R ! i

%

{/l \,\ ______
A N =
A Ay
i \
n=-1i
;
7-shakl. 8-shakl.

2) a=-n, n—butun musbat son. Bunda funksiyaning grafigi n juft
son bo‘lganda ordinatalar o‘qiga nisbatan simmetrik, n toq son
bo‘lganda esa  koordinatalar  boshiga nisbatan simmet.rllf
bo‘ladi (8-shakl). n=1da teskari proporsional bog‘lanish grafigini
ifodalaydi (8-shakl).
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Na=r, r=" m va n-o‘zaro tub butun sonlar. Bunda n juft son
n

bo‘iganda

D(f)=[0:+e),

n

toq son bo‘lganda

D(f) = (-o0;+0).

Funksiyaning grafigi n toq va m juft son bo‘lganda ordinatalar o‘qiga
(9-shakl). n va m toq sonlar bo‘lgnida

nisbatan simmetrik

kcordinatalar boshiga nisbatan simmetrik bo‘ladi (10-shakl). r<1 da
grafik koordinatalar boshida ordinatalar o‘qiga urinadi (9, .10-s-hakl),
r>1 da grafik koordinatalar boshida abssissalar o‘giga urinadi (11-

shakl).

9-shakl.

: y 3
y yex
;
! /
y=x /
s
- : /,'
9 ¥ 1|4
4
e A
o 1 x
10-shakl. 11-shakl.

Ha=g4. q=fn—<0, mva n-o‘zaro tub butun sonlar, n#-I. Bunda
n

n juft son bo‘lganda D(f) = (0;+oc) (12-shakl), » toq son bf)‘lganda
D(f) = (=0;0) U {0;+0) . Funksiyaning grafigi » toq va m juft son

bo‘lganda

sonlar bo‘lganda

bo‘ladi (13-shakl).
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1

¥
f
1
1

H 3
iy=x 2
i
3
i

i

A%

3

N
-
i N
1

e

o

12-shakl.

xt

ordinatalar o‘qiga nisbatan simmetrik, n va m toq
esa koordinatalar

boshiga nisbatan simmetrik
Vi
il
ty=x?*
\
AN
N
b
“‘\\ o 1 x
13-shakl.
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o y=cosx: D(f)=(~w;+x), E(f)=[-1L1], chegaralangan, juft, davri

3. Ko ‘rsatkichli funksiya y=a*, ae R,a>0,a#1. 27 (16-shakl)
7 (16-shakl);

Ko‘rsatkichli funksiyada D(f)=(—oo;+c), E(f)=(0;+c). Bu funksiya oy =tgx: S
a>1 bo‘lsa, R da monoton o‘suvchi, 0<a<l bo'lsa, R da monoton P ) : ; : ! E §
kamayuvchi. D(f)=((2n—l)—2—;(2n+l);), nez, ISt oy

K 3 tk- hl.ﬁ] - . . . . . “ ;‘\ !E \:; E ‘E=‘g?:

Kz‘:z:tk;zhl; ﬁjzll::;yanmg graﬁk{an (os1) nuqtadafl 'o tadi. E(f) = (~w0;#ec) , toq, davri x (17-shakl); RYS Vi 'f

yalar grafiklari 14-shaklda keltirilgan. o y=clgx: VAS VAN AN
D(f)=(nr:(n+\)x), neZ, L IEYE R
y y E(f) = (~ex;+),, o, DALY B ok
/ H doa oo :
/ (a >/”,,-"'”‘ 6. Teskari trigonometrik sy oy
/ - Sunksiyalar:
y= a* ”y =a* \ / . . 17-shakl.
(O<a<l) (@>1 ~ AV - v = arcsinx: D(f)=[-11],
//l & /\ E(f) =[—%;§ J, chegaralangan, toq, monoton o‘suvchi (18-shakl);
g Fy= ]ogn X — “ s
o x (0O<a<l) he ‘ - Y 1e
m| ysaemx :
14-shakl. 15-shakl. 2 A N\
/i PN
i 4 : E \’; y = arccosx

4. Logarifmik funksiya y=log, x, acR, a>0, a#1. -1 0 1 o E\

Logarifmik funksiyada : ,/ , 3
D(f) = (05+0) va y b oo 1 %
E(f)=(-0;+o). a>1 bo‘lsa, ] ' 19-shak]

D(f)da monoton o‘suvchi, y=c0sx _f-. -\y= smn x 18-shakl. ’
0<a<l  bo‘lsa,  D(f)d P
m:::ton kar:a " hi: (f_) a —> < & o 7. 7t\ AN o y=arccosx: E(f)=[-L1l, E(/)=[07], chegaralangan, monoton
yuvent,  y=a N\ 2 2 . kamayuvchi(19-shakl);
. f L 21 S yuvchi(19-s N
ga teskari funksiya. y
Logarifmik funksiyalarning 16-shakl. y
grafigi (1;,0) nuqtadan o‘tadi. o Em
Logarifmik funksiyalarning grafigi 15-shaklda keltirilgan. T ﬁ/’}”fa:ctgx ""“"‘“\\\
> =
5. Trigonometrik funksiyalar: /7 >
o y=sinx: D(f)=(-o30), E(f)=[-1l], chegaralangan, toq, /*O/ . u 2 N’ = arcclgx
davri 27 (16-shakl). e / ______ 2. 5 T o
( 20-shakl 21-shakl.
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ey=arctgx:  D(f)=(—oc;+0), E(f)=(—'72£;§\], tog, monoton
/

o‘suvchi (20-shakl);

ey=arccigx: D(f)=(-0;rx), E(f)=(0;7), monoton
kamayuvchi (21-shakl).

Asosiy elementar funksiyalardan chekli sondagi arifmetik amallar
(qofshish, ayirish, ko‘paytirish, bo‘lish) va superpozitsiyalash
yordamida hosil qilingan bitta formula bilan berilgan funksiyaga
elementar funksiya deyiladi.

Masalan, y=P (x)=a,x" +ax™" +. +a_x+a,, y=Ilg*(sin2x)+e*,
1 . .
y =arccos— +3/x* — elementar funksiyalar.
x

Elementar bo'‘lmagan funksiyalarga quyidagi funksiyalar misol

bo‘ladi:
(1, agar x >0, 1
)’=sign.x={ 0, agar x=0, yz{x-,, agar x>0,

-1, agar x<0, x’, agar x<0,
3 s 7 21+
y=l-2oe 2 Xy ey —
33 st5 77 @Cn+D)H2n+1)

4.3.5. Giperbolik funksiyalar

Ko‘rsatkichli funksiyalardan hosil qilinadigan quyidagi elementar
funksiyalarga giperbolik funksiyalar deyiladi:

e giperbolik sinus: y=shx, shx= e ;e—, (22-shakl);

y 7
/ , :
fy= §
/ Y= shx 2‘ ); y= chx
/ 3 H
\ /
5 X \E’ rs
//O "‘\,..~ . //
7 I
/ ]
22-shakl. 23-shakl.
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o giperbolik kosinus:y = chx, chx= £ Ze— (23-shakl);

€ =€ (24-shakl);

x
e’ +e

o giperbolik tangens: y = thx, thx =

o giperbolik kotangens:y = cthx, cthx= Z—'i Z"‘ (25-shakl).

K4 X 0
/0 e e
e AR |
--------------- e \
24'Sha.k| 25-;hakl.

4.3.6. Oshkormas va parametrik
ko‘rinishda berilgan funksiyalar

Agar x va y o‘zgaruvchilar orasidagi bog‘lanish. y=.f.(x).
ko‘rinishda ifodalansa, bu funksiyaning oshkor ko.‘rini'shdagl berilishi
hisoblanadi. Shuningdek, ayrim hollarda funksiyaning oshkormas

ko‘rinishidan foydalanishga to*g‘ri keladi. - . )
Funksiya X to‘plamda aniglangan bo‘lsin. Agar har bir x e X songa

mos qo‘yilgan vagona )y son F(x,y)=0 tenglamani qanoatla'm.tirsa,
y=f(x) funksiyaga F(x,y)=0 tenglama bilan oshkormas ko ‘rinishda
berilgan funksiya deyiladi.

Agar x va y o‘zgaruvchilar orasidagi bog‘lanish ikkita x=x(:) va

y=wut), te X funksiyalar berilgan bo‘lsin. U holda Oxy koordinatalal.'
tekisligining koordinatalari  (x(t); (1) bo‘lga.n barc:ha .n.uqtalal?
to‘plamiga parametrik ko‘nc'iinishda ;eeiirl%z;rl; acil;;::ﬁ (egri chiziq YyoK1

“g‘ri chizi iladi. Bunda ¢ para . o
N g/l\lg;truz:lr)a?negtlrlg(d;(c?rinishd:) berilgan chizig y= f (1) funkflya’?mg
grafigini ifodalasa, bu funksiyaga parametrik ko rinishda berilgan
funksiya deyiladi.
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4.3.7. Mashglar

1. Funksiyaning aniglanish sohasini toping:

1+x%
x*+8

3) f(x)=v4-x*;

_’ 10-x
S)f(X)_\xz—lleS’

7 f(x)=Jx=7 +/10-x;

1) f(x)=

9 f)=Vx-2+2-x +/x* +4;

11) f(x)=arcsin x —arccos(4 - x);

13) f(x)=log,Inlgx;

15) f(x)=e"™ log,(2-3x);

3-4x.

17) f(x)=+/3—-4x +arccosx P

19) f(x)=v—2_33——2—5sm 2x.
Vx*-3x+

I+x
1 +5x+6°

2) fx)=

4 -5 .
) /@ (x=DJx+2"

6) f(n=Yaz3xi=x",

Ccosmx

8) f(x)=v2x+1-x+1;
10) f(x)=Vx' —8+—=

5
V2-x

:

12) f(x)=arcsin(x —2)+3In(x —2);
14) f(x)=Insinx;

16) f(x)= In{—__% “)72—1‘}
x—

1
18) f(x)= arcccs%z+2;;

x—In(x+3)

20) )= XL
-X

2. Funksiyaning giymatlar sohasini toping:

1) f(x)=x%+4x+2;
3) f(x)=2sinx-5;
5) f(x)=2" -1,

7) f(x)=V9-x*;

9) f(x)=3|x|—§;

9 .
2x* +4x+5’°

11) f(x)=

2) fx)=AT-x+2;

4) f(x)=sinx+cosx;
6) f(x)=2¢" +1;

8) /()= arcigs

_ 2x-3
10) £()=225

2

Rl et

3. f(x)=x'3" funksiya berilgan. Quyidagilarni toping:

) G 2) £-Vay, 3) f~x): 4) /G}
4. Funksiyaning monotonlik oraliglarini toping:
1) f(x)=x*-5x+6: 2) f(x)=x"+arcsin x;
3) f(= = 4) f()= aretgr—x
5. Funksiyaning juft, toq yoki umumiy ko‘rinishda ekanini aniqlang:
1) f(0=x"-3x-x": 2) f(x)=x'+5x7 +L
3) f(x)= '—gkz 4) f(x)=c1g3x+cos2x;
X
5) flx)= ln(i*—’); 6) fFx)=In(x+x +1);
\3-x/
7) f(x)=2|x|-3 8) f(x)=x]|x|;

9) f(x)= 3 (x+sinx);

<

10) f(x)=(2 e J’

6. Funksiyaning eng katta va eng kichik giymatlarini toping:
1) f(x)=(k-n)cos’x+n (0<k <n). 2) f(x)=4sinx’:

3) f(x)=sin2x+cos2x; 4) f(x)=3sinx+4cosx;

5) f(x)=sin*x+cos'x; 6) f(x)=|cos4x]|.

7. Funksiyaning monoton, qat’iy monoton yoki chegaralangan ekanini

aniqlang:
1) f(x)=sin’ x; 2)f(x)=§%:
{ x. agar x<0.
3)f(x)=+3x-4; 4)f(x)=i—3, agar x20.

8. Funksiyaning davrini toping:

1) f(x) =—2cos§; 2) f(x)=cig(2x-3);
3) f(x)=1gx- cos%; 4) f(x)= sin%cos%cosxcos:!x;

5) f(x)=sin*x—cos’ x; 6) f(x)=sin2x+cos3x;

7) flx)=|sin2x|; 8) f(x)={cos3x|;
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2x

. 3x 2x 3
9 =sin —-r cos—— =10 2* e 2X sin X
) f(x)=sin 5 oS 10) f(x)=1tg 3 e +sin 2.

9. Funksiyaga teskari funksiyani toping:

1) y=3x+5; 2) y=—2—;

3) y=4+log,x; 4) y=2sin3x.
16. f(g(x)) va g(f(x) murakkab funksiyalarni toping:
D) f(x)=3x+1, g(x)=x"; 2) f(x)=sinx. g(x)gx|:

3)f(x)="7+', g(,)=4;.,

-Xx

4) f(x)=2%, gix)=log, x.

11. Funksiyaning grafigini chizing:

1) y=-.).'Z +4x+3; 2) y=—25jn3x;
2x-1
3) y=22=l Y2
) y=22-] 4) y=-x'lzl
S) y=xsinx; 6) y=x+sinx.
]
7) y =arccos|x|; 8) y=3~

12. Ayniyatni isbotlang:

1 1
D) 1-th’x= ; x—l=—
) x pr 2) cth*x-1 e
3) ch’x= Ch2):+1; 4) shﬁr:ﬁ;
2 2
5)sh(lnx) = ==L, 6)ch(inx) =~ 1
2x 2x

13. Qaysinuqta y+cosy-x=0 funksiya grafigiga tegishli ekanini aniqlang:
A(10); BOO), c(g;gj; D(x~1;7).
14. Qaysi nugta [ ; =:2_+1’l parametrik tenglamalar bilan berilgan egri chiziqqa

L =

tegishli ekanini aniglang: 4(1;5); B{ -;?) C(2:8); D(O;1).

\

i5. Berilgan funksiyani y = y(x) ko‘rinishga keltiring:

L jx=t+2, x = 3sin¢,
DY 2]
y=t +4t+5 ¥y =2cost.

(8

240

4.4. FUNKSIYANING LIMITI
4.4.1. Funksiyaning limiti

Funksiya limitining ta’riflari
Biror X sonli to‘plam berilgan bo‘lsin.
I-ta’rif. Agar x,eX nuqtaning ixtiyoriy £ (¢>0) atrofida X
to'plamning cheksiz ko*p elementlari yotsa, x, nuqtaga X toplamning
limit nuqtasi deyiladi.

3
Masalan, X = {l :ne N} to‘plam uchun x, =0 limit nugta bo‘ladi.

wn J

J(x) funksiya X toplamda aniqlangan va x, nuqta X toplamning
limit nuqtasi bo‘lsin.

2- ta’rif. (funksiya limitining «ketma-ketlik tilidagin yoki Geyne
ta’rifi). Agar X toplamning  nuqtalaridan  tuzilgan x, nuqtaga
yaqinlashuvchi har qanday {x,} ketma-ketlik (x, = x,) olinganda ham,
bu ketma-kctlikka mos {f(r,)} ketma-ketlik hamma vaqt yagona 4
limitga intilsa, 4 soniga f(x) funksiyaning x, nugtadagi yoki x-»x,
dagi limiti deyiladi va bu lim f(x) = 4 deb yoziladi.

3- ta’rif. (funksiya limitining «e -6 tilidagi» yoki Koshi ia'rifi).
Agar Ve>0 son uchun shunday &>0 son topiisa va x ning
0<|x-x,| <d tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha xeX, x#x,
giymatlarida |f(x)- 4j<e tengsizlik Dbajarilsa, A soniga f(x)
funksiyaning x, nugtadagi yoki x-—x, dagi limiti deyiladi va bu
ZLn:f(x)=A deb voziladi.

Funksiya limiti uchun berilgan Geyne va Koshi ta’riflari o‘zaro
ekvivalent ekanligi isbotlangan. Shu sababli funksiyaning nuqtadagi
limitini topishda bu ta’riflarning istalgan biridan foydalanish mumkin.

x, ga intiluvchi {x} ketma-ketlikni yetarlicha ko‘p usul bilan
tanlash mumkin bo‘lganligi uchun Geyni ta’rifidan funksiyaning limitini
topishdan ko‘ra, funksiyaning nuqtada limitga ega bo‘lmasligini
ko‘rsatishda foydalanish qulaylikka ega bo‘ladi. Buning uchun x, ga
nuqtada limitga ega bo‘lmagan birorta {f(x,)} ketma-ketlikni topish
yetarli yoki har xil limitlarga ega bo‘lgan {f(x)} va {f(x])} ketma-
ketliklarni ko‘rsatish kifoya.
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nazardar bunday talqin qilish mumkin: agar lim f(x)=4 (lim f(x)=4)
bo‘lsa, V¥e>0 son uchun shunday &=8()>0 son topiladiki,
x€(0;40) (xe(-x:-8)) larda f(x) funksiyaning qiymatlari
A4 nuqtaning ¢ atrofida yotadi.

Limitlar haqidagi teoremalar

Funksiya limitining «ketma-ketlik tilidagi» ta’rifi vaqginlashuvchi
(limitga ega) ketma-ketliklarning xossalarini funksiyaning limiti uchun
o‘tkazish imkonini beradi. Bu xossalarni ifodalovchi teoremalar bilan
tanishamiz va ulaming ayrimlarini isbotlaymiz. Bu teoremalarda
qaralayotgan funksiyalar x — x, da limitga ega deb hisoblaymiz.

1-teorema. Funksiya x — x,da yagona limitga ega bo‘ladi.

2-teorema. Ikkita funksiya algebraik vig‘indisining limiti bu
funksiyalar limitlarining algebraik yig‘indisiga teng, va’ni

Lm(f (x) £ g(x)) = lim /(x) lim g(x).
Isboti. Ixtiyoriy {x,} kema-ketlik olamiz.

Bu ketma-ketlik uchun x, »>x,, x #x,, x eD(f)~D(g) bo‘lsin.

U holda
lim (f(x)+ g(x))= lifi ((f(x)tgkx)=

=lim f(x,)*lim g(x,)=lim f(x)*lim g(x).

11, Xz,

Demak,
!HQ(f (x)tgx)= lljg S 11113 g(x).

3-teorema. Ikkita funksiya ko‘paytmasining limiti bu funksiyalar
limitlarining ko‘paytmasiga teng, ya’ni
lim(f(x)- g(x)) = lim f (x)-lim g(x).
1-natija. O‘zgarmas funksiyaning limiti uning o‘ziga teng, ya’ni

limC=C.

P

2-natija. O‘zgarmas ko‘paytuvchini limit belgisidan tashqariga
chiqazish mumkin, ya’ni

lim(k - £(3))= & -lim /), k€ R.
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3-natija. Funksiyaning musbat ko‘rsatkichli darajasining limiti bu
funksiya limitining shu tartibli darajasiga teng, ya’ni

lim( 7 (x))" = (im f{x))*, p>0.
4-teorema. Ikki funksiya bo‘linmasining limiti bu funksiyalar
limitlarining nisbatiga teng, ya’ni
lim f(x)

A CI N S
e g(x) lim g(x)

3'12 g(x)#0.

S-teorema. Agar x, nuqtaning biror atrofidagi barcha x uchun
J(x) < g(x) tengsizlik bajarilsa, u holda lim f(x)<lim g(x) bo‘ladi.

6-teorema. Agar x, nuqtaning biror atrofidagi barcha x uchun
F(x)sp(x) < g(x) tengsizlik bajarilsa va lim f(x)=1lim g(x)=4 bo‘lsa,

r-x, xox,

u holda lim ¢(x) = 4 bo‘ladi.

X3,

7-teorema. lim g(x)=0, lim f(x)=C #0 bo‘Isin.

U holda:
1) agar |x--x,|<6 (6 >0) tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha x
uchun NASY >0 bo‘lsa, lim 16 _ +o0 - bo*ladi;
8(x) o g(x)

2) agar [x—x,|<6 (6>0) tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha

x uchun —[—(ﬁ<0 bo‘lsa, lim M:—oo bo‘ladi.
g(x) = gx

8-teorema. Agar lim /(x)=A=#c bo‘lsa, u holda x, nuqtaning

xx,

yetarlicha kichik atrofidan olingan x (x#x,) giymatlarda f(x)funksiya

chegaralangan bo‘ladi. o .
Isboti. Shartga ko‘ra, lim f(x)=A#o. Funksiya limitining Koshi

13,
ta'rifiga ko‘ra, Ve >0 son uchun shunday & >0 son topiladi va x ning
6<|x-x,] <& tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha qiymatlarida
| fix)-Al<e, ya’ni A-e<f(x)<A4+¢ tengsizlik bajariladi. Demak, x
ning 0<|x~x,| <5 tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha qiymatlarida
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2) f(x) funksiya x — x, da limitga ega;
3) funksiyaning x, nugtadagi limiti uning shu nuqtadagi qiymatiga teng.
x, =limx ekanidan (5.1) tenglikni

lim £ (x)= /(lim») (5.2)

ko‘rinishda yozish mumkin. Demak, uzluksiz funksiya uchun limitga
o‘tish va funksiya belgilarining o‘rnini almashtirish mumkin.

Funksiya limitining ta’rifi asosida funksiya uzluksizligining ta’rifini
«g -6 tilida» quyidagicha ifodalash mumkin.

2- ta’rif. Agar Ve >0 son uchun shunday & >0 son topilsaki, x ning
|x—x,|<6  tengsizlikni  qanoatlantiruvchi  barcha  giymatlarida
| f(x)- f(x,)|<e tengsizlik bajarilsa, f(x) funksiya x, nuqtada uzluksiz
deyiladi.

(5.1) tenglikni

Jim (f(x) - /(x,))=0 (53)

ko‘rinishda yozamiz.
x-x, ayirmaga x argumentning x, nuqtadagi orttirmasi deyiladi va
Ax bilan belgilanadi, f(x)- f(x,)
ayirmaga esa f(x) funksiyaning »
x, nuqtadagi orttirmasi deyiladi va y=7(x)
Ay bilan belgilanadi. ]
Shunday qilib, Ax=x-x,, F(xy +4%)
Ay = fx, + Ax) = f(x,).
Demak, f(x) funksiyaning
x, nuqtadagi orttirmasi x ning
fiksirlangan x, qiymatida

S(x)

argument orttirmasining funksiyasi o x
bo‘ladi (28-shakl).
(5.3) tenglik yangi 28-shakl.
belgilashlarda
limAy=0 (5.4)

Ax—>0)

ko‘rinishni oladi. '
(5.4) tenglikni uzluksizlikning argument orttirmasi va funksiya

orttirmasi tushunchalariga asoslan-gan ta’rifi sifatida quyidagicha
ifodalash mumkin.
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3-ta’rif. Agar x argumentning x, nuqtadagi cheksiz kichik
orttirmasiga f(x) funksiyaning shu nuqtadagi cheksiz kichik orttirmasi
mos kelsa, f(x) funksiya x, nuqtada uzluksiz deyiladi.

Funksiyaning  nuqtadagi uzlukizligini tekshirishda keltirilgan
ta’riflarning istalgan biridan foydalanish mumkin.

I-miscl. y =cosx funksiyani uzluksizlikka tekshiring.

Yechish. y=cosx funksiya xeRda aniglangan. Istalgan xnugtani
olamiz va bu nuqtada Ay ni topamiz:
Ax

AN
Ay =cos(x + Ax) —cosx = —Zsm(x + ?J . sm—?j-.

Ax—0 2

Bundan limAy= }\iﬂ(_ 2sin(x + -’i—x) -sin %’E) =0 kelib chigadi, chunki

chegaralangan sin(x+ézx-) funksiyaning cheksiz kichik sin%

A

funksiyaga ko‘paytmasi cheksiz kichik bo‘ladi.
Deinak, 3-ta’rifga ko‘ra, y =cosx funksiya xnuqtada uzluksiz.

4-ta’rif. Agar ,].HEO J()=f(x,) (,EL".o S(x)=f(x, )) bo‘lsa,

f(x) funksiya x, nugtada o ‘ngdan (chapdan) uzluksiz deyiladi.

1-ta’rif va 4-ta’riflardan quyidagi xulosa kelib chiqadi: f(x)
funksiya x, nuqtada uzluksiz bo‘lishi uchun u shu nuqtada ham
chapdan, ham o‘ngdan uziuksiz bo‘lishi zarur va yetarli.

4.5.2. Uzluksiz funksiyalarning xossalari

Nuqtada uzluksiz funksiyalarning xossalari

1-teorema (uzluksiz funksiyalar ustida arifmetik amallar). f(x) va
g(x) funksiyalar x, nuqtada uzluksiz bo‘lsa, u holda f(x)*g(x),

f(x)-g(x) va I—fﬁ {(g(x,)#0) funksiyalar ham x, nuqtada uzluksiz
8(x)

bo‘ladi. ‘ .

Ishoti. f(x) va g(x) funksiyalar x, nuqtada uzluksiz bo‘lgani

uchun ular bu nuqtada f(x,) va g(x) limitlarga ega. U holda
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5.1.3. Funksiyaning differensiallanuvchiligi

3-ta’rif. Agar y= f(x) funksiyaning x, nuqtadagi Ax orttirmaga
mos orttirmasini '

Ay = AAx + a(Ax)Ax (1.9)

k?‘rinishda ifodalash mumkin bo‘lsa, f(x) Junksiya x, nugtada
differensiallanuvchi deyiladi, bu yerda 4- Ax za bog‘liq bo‘lmagan
son, a(Ax)- Ax — 0 da cheksiz kichik funksiya. ya’ni lim a(Ax)=0.
'Ful.lksiy:imin.g nuqtada differensiallanuvchanligi bi.]aﬁ shu nuqtadagi
hosilasi orasidagi bog‘lanishni aniqlaymiz.
‘ .l-t.eorema. y=f(x) funksiya x, nuqtada differensiallanuvchi
bo‘lishi ucl.lun u shu nuqtada hosilaga ega bolishi zarur va yetarli.
Isboti. Zarurligi. y = j(x) funksiya x, nuqtada differensiaflanuvchi
bo‘lsin.
U holda ta’rifga ko‘ra,
Ay = AAx + a(Ax)Ax
yoki

% = A+oa(Ax).
Bundan

A ,
lim = 4= 7'(x,),

ya’ni y= f(x) funksiya x, nuqtada hosilaga ega.
Yetarliligi. y=f(x) funksiya x, nugtada hosilaga ega bo‘lsin.

U holda f’(x&:&%. A=f'(x,) belgilash kiritamiz, bunda

A .
o(Ax) = sz - A funksiya Ax — 0da cheksiz kichik bo‘ladi.
Bundan

Ay = AAx +a(Ax)Ax,

ya’ni funksiyaning x, nuqtada differensiallanuvchi bo‘lishi kelib
chigadi.

2-teorema. Agar y= f(x) funksiya x,nuqtada differensiallanuvchi
bo‘lsa,  uholda u shu nuqtada uzluksiz bo‘ladi.
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Isboti. y= f(x) funksiya x, nuqtada differensiallanuvchi bo‘lsin.
Ta’rifga ko'ra, Ay = AAx +a(Ax)Ax.

Bundan lim Ay =lim(4Ax +2(Ax)Ax) =0, ya’ni funksiya x, nugtada
uzluksiz.

Teoremaning teskarisi hamma vaqt ham o‘rinli bo‘lmaydi, ya’ni
funksiyaning biror nuqtada uzluksiz bo‘lishidan uning shu nuqtada

differensiallanuvchi bo‘lishi hamma vaqt ham kelib chigmaydi.
Masalan, y=x-3| funksiya x=3 nuqtada uzluksiz bo‘lsa ham, u shu
nuqtada hosilaga ega emas (2-misol), ya’ni differentsiallanuvchi emas.

Agar y = f(x) funksiya (a;b) intervalning ([a;6] kesmaning) har bir
nugtasida hosilaga ega bo‘isa, u shu intervalda (kesmada)
differensiallanuvchi deyiladi.

5.1.4. Funksiyaning differensiali

Differensial tushunchasi

y=f(x) funksiva (a;b) intervalda aniqlangan bo‘lib, x,e(a;b)
nuqgtada differensiallanuvchi bo‘lsin. U holda Ay = f'(x,)Ax +a(Ax)Ax
bo‘ladi.

3-ta’rif. y=f(x) funksiya
orttirmasining Ax ga.nisbatgn chizigli Y y=fix)
bo‘lgan bosh qismi  f(x)Ax ga
y=f(x) funksiyaning x, nugtadagi Yo+
differensiali deyiladi va dy (yoki
df(x)) bilan belgilanadi:

dy = f'(x,)Ax. (1.10)

yo pPo— s o s T i

Erkli o‘zgaruvchi x ning, ya’ni ‘ ;
y=x funksiyaning differensialini ol X, xtdr %

topamiz. . ) 4- shakl.
y'=x"=1 bo‘lgani uchun  (1.10) N
formuladan dy=dr=Ax kelib chigadi, ya’ni erkli o‘zgaruvchining
differensiali uning orttirmasiga teng: dv=Ax. .
Sha sababli (1.10) tenglikni quyidagicha yozish mumkin:

dy = F'(x,)dx. (1.11)

boshqacha aytganda, funksivaning differensiali funksiya hosilasi bilan
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erkli o ‘zgaruvchi differensialining ko paytmasiga teng.
(1.11) tenglikdan f’(x(.)=% bo‘ladi, ya'ni funksiyaning x,

nuqtadagi hosilasi ‘funksiyaning shu nuqtadagi differensialining
argument differensiali nisbatiga teng.

Differensialning geomettik ma’nosi

Differensialning geometrik ma’nosinj aniqlaymiz. Bunig uchun
¥ = f(x) funksiya grafigiga M, (x,; f(x,)) nuqtada MT urinma o*tkazamiz
va bu urinmaning x, + Ax nuqtadagi ordinatasini qaraymiz (4-shakl).

MNQ uchburchakdan NQ=1gp,Ax=dy ekanligi kelib chiqadi.

Urinmaning geometrik ma’nosiga ko‘ra, 1gg, = £( x,).

Bundan NQ= f'(x)Ax=dy.

Demak, y= f(x) funksiyaning x, nugtadagi differensiali funksiya
grafigiga M, (x,;(x,)) nuqtada o‘tkazilgan urinmaning orttirmasiga
teng. Bu jumla differensialning geometrik ma 'nosin; ifodalaydi.

Differensialning taqribiy hisoblashlarga tatbiqi

Ko‘pchilik masalalarni yechishda y= f(x) funksiyaning x,
nuqtadagi orttirmasi funksiyaning shu nuqtadagi differensialiga tagriban
almashtiriladi, ya’ni Ay~dy deb olinadi. Buni J @)= f(x,)+ f'(x,)Ax
ko‘rinishda yozish mumkin.

Bunday almashtirish yordamida biror 4 miqdorning taqribiy
qiymati quyidagi tartibda hisoblanadi:

I’. 4 ni x nuqtada biror f(x) funksiya qiymatiga tenglashtiriladi:
A= f(x);

2. x, nuqta x ga yaqin va f(x,) ni hisoblash qulay gilib
tanlanadsi;

3". f(x,) hisoblanadi;

4°. f'(x,) hisoblanadi;

5 % f(x,), f(x,) qiymatlar  f(x)~ J(x)+ f'(x,)Ax formulaga
qo‘yiladi.

3-misol. 2,008’ ning taqribiy qiymatini toping .

Yechish.

17 4=2,008, f(x)=x' deymiz, u holda f(x)=4 va x=2008,
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2°. x, =2 deb olamiz;

4 f(x)=3x, f'(x,)=12

5" f(x)x flx,)+ f(x,)Ax=8+12-0,08 =8,096.
5.1.5. Mashglar

1. Hosila ta’rifidan foydalanib, funksiyalaming hosilasini toping:

L
1) fixy=+3x-1; 2)f(x)=2—_5;‘

3) f(x)=cig2x; 4) f(x) = ch2x.

2. f'(x,)ni hosila ta’rifidan foydalanib hisoblang:

Djfix)=e™. x, =0 2) f(x)=la(1-4x), x, =0;

I-x
3)f(x)=lg[2x+-;£)‘ X, =T, 4)f(x)=ma X =1

3. Berilgan funksiyalarning f’(x,) va f/(x,) hosilalarini toping:

1) £(x) =i3x—2], x0=§: 2) S x-2]+|x+2], x,=2;

x agar x <2 bo'lsa,

1) y=! 4) f()=Ve" -1, x,=0

- x* +3x agar x> 2 bo'lsa,x, =2,

4. Moddiy nuqta Ox o‘gi  bo‘ylab x=%—2t2 +3t qonun bilan
harakatlanmoqda. Qaysi nuqtalarda moddiy nuqtaning harakat yo*nalishi
o‘zgaradi?

5. Moddiy nuqta s =st¢) gonun bilan to*g‘ri chizigli harakat qilmoqda.

Qaysi vaqtda material nuqtaning tezlanishi a(m/c?) ga teng bo‘ladi?

3

Ds(ry=2¢' —%tz +31+1(m), a=19; 2)s@)=r +5 £ -4:+3(m),a=9.

6. O‘tkazgich orqali o‘tuvchi tok miqdori =0 vaqtdan boshlab ¢ =3, —]
qonun bilan aniqlanadi. Ikkinchi sekund oxiridagi tok kuchini aniqlang.
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Ikt

3.2. DIFFERENSIALLASH
QOIDALARI VA FORMULALARI

3.2.1. Yig‘indi, ayirma, ko‘paytma va bo‘linmani
differensiallash

Funksiyaning hosilasi ta’rifidan foydalanib, ikki funksiya
yig‘indisi, ayirmasi, ko‘paytmasi va bo‘linmasini differensiallash
qoidalarini keltirib chiqaramiz.

1-teorema. Agar u=u(x) va v=v(x) funksiyalar x nuqtada
differensiallanuvchi bo‘lsa, u hoida bu funksiyalarning yig‘indisi,
ayirmasi, ko‘paytmasi va bo‘linmasi  (bo‘linmasi v(x) # 0shart
bajarilganda) ham nuqtada differensiallanuvchi va quyidagi
formulalar o‘rinli bo‘lad;:

’

L(wtvy=u'+v; 2 -vY=uv+vu 3. (5) =uv—1vu’ (v=0).
- z

Isboti. 1.F unksiyaning hosilasi va limitlar haqidagi teoremalardan
foydalanib topamiz:

(+v) = lim (u(x -+ Ax) £ v(x + Ax)) = (u(x) £ v(x)) _
br—9 Ax

_ lim(u(x + Ax) — u(x) 4 V(X +Ax) - v(x)) _
Ar-vo\ Ax Ax

e Y AY) —u(x) | v(x+Ax)—v(x)_. Au | . Ay
ST tlm e iy Him =y

2. Formulani isbotlashda 5.1.3. banddagi 2-teoremadan
foydalanamiz; x nuqtada differensiallanuvchi 4 =u(x) va v=v(x)
funksiyalar shu nuqtada uzluksiz bo‘ladi. Shy sababli Ax—0 da
Au—0 va Av—0.

(u_v),=Alil_>ncu(1r-b-AJc)-v()c-;xAx)—u(x)-v(x)=

- Al{"} (u(x) + Au) - (v(xi: Av) — u(x) - v(x)
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. u(x)-v(x)+u(x)-Av+ v(x) - Au+ Au - Av — u(x) - v(x) _
= lim ™

A A Au . Au e AV
= .l\irﬂ(v(x) . gu +u(x)- Z:— + Av- Xx-) =v(x)- lxl‘r_pog +u(x) m & +

+limAv-limﬂ‘-=u'-v+u-v'+0-u'=u'v+v'u.
Ar-d \l-oOAx
u(x +Ax) u(x) u(x) + Au _ u(x)
3 (y_]  lim v(x+Ax) v(x) - lim v(x)+1:1; v(x) _

Ar-an Ax ArC

4

u(x)-v(x)+ v{x) Au —u(x)-v(x)—u(x)- Av = lim - Au—u-Av
m

=1l m =

] Ax- (v(x) + Av)- v(x) w0 Ax - (v +v-Av)
Au Av . Au ] éﬂ
Viar YA v'kgg_u'h‘n&_u'\’—v'u
= lim Viev-Av v +v-limAv v?

Av—d

5.2.2. Teskari funksiyani differensiallash

¥ = f(x) funksiya teskari funksiya mavjudligi haqidagi teoremaning
shartlarini qanoatlantirsin va x =¢(y) teskari funksiyaga ega bo‘lsin.
2-teorema. Agar  y=f(x) funksiya x nuqtada f'(x)=0
hosilaga ega bo‘lsa, u holda x=¢(y) funksiya mos y= f(x) nuqtada
differensiallanuvchi bo‘ladi va

e,
') = > Yanl x =—-.
') y S

1
S(x)
Isboti. x=p(y) funksiyaning argumenti y ga Ay=0 orttirma
beramiz. U holda y= f(x) funksiyaning qat’iy monotonlidan x=(y)
. . Ax 1 . oy
funksiya Ax=0 orttirma oladi. Shu sababli A—y=§ kabi  yozish
Ax
mumkin. . ‘ -
x=o¢(y) teskari funksiya y nuqtada uzluksiz bo‘lgani uchun
Ay—>0 da Ax—0 bo‘ladi: Ax-— 0da oxirgi tenglikning o‘ng tomoni
— - (f'(x)=0) ga, chap tomoni ¢'(y) hosilaga teng bo‘ladi.
)
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‘ ;Amalda 'ko‘pincha mu.rakkab funksiyalarning hosilalarini topishga
to‘g‘ri keladi. Shu sababli quyida keltiriladigan formulalarda «x»
argument ' «u» oraliq argumentga almashtiriladi.

Differensiallush goidaiari,

L (utvy=w+v, u=u(x), v=v(x)-differensiallanuvchi

funksiyalar;
2. (u-v) =u'v+uw', xususan (Cu) = Cu', C -o‘zgarmas son;
/u [ ’ ! ’

3. L—) =uvv2uv , Xususan (2) v

v v v’

, 1
4. y. = agar y=f(x) va x=0(y);

7

Asosiy elementar funksiyalurning hosilalas Jadvali,

1. (Cy =0;

’

2. (u*) =ou“" -u', Xxususan (l) =_L.u' u '=L.u'-
uz 3 ) 2\/; ’

u

3. (@Y =a"lna-u', Xususan (e') =¢"-u';

[

4. (log,u)' = -u', Xususan (Inu)' =—-u';
ulna u
5. (sinu)' =cosu-u’; 6. (cosu) =—sinu-u'";
1
7. (teu) = ' b
(1gu) cosin 8. (ctgu)' = anin ¥
o1 . . 1 '
9. (arcsinu) —Vm-u, 10. (arccosu) =—W-u;
1
11. (arctgu)’ = -y’ 12. (ar '=- '
( ) 1+’ (arcctgu) 1+u®
13. (shu) =chu -u'; 14. (chu) = shu -u';
1 1
15. (thu)' = -u'; 16. '=— u'
(thu) T u 6. (cthu) e u'
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Keltirilgan  diferensiallash  qoidalari va asosiy elementar
funksiyalarning hosilalar jadvali bir o‘zgaruvchi funksiyasi differensial
hisobining asosini tashkil qiladi. Ularni bilgan holda har qanday
clementar funksiyaning hosilasini topish mumkin. Bunda yana
clementar funksiya hosil bo‘ladi.

4-misol. f(x)=5" +arcsinx+xInx funksiyaning hosilasini toping.
Yechish. Hosilani topishda differensiallashning 1,2 qoidalari va
3.4,9-formulalaridan foydalanildi.

f'(x)=(5 +arcsinx +xInx)' = (5')' +(arcsinx)'+(xlnx)' =3In5+

' 1
] — +x'Inx+x(Inx) =5"In5+ ! =+hx+x-—=

VI-x? I-x *

i 1
—=5"In5+ ——+Inx+1.
x V-

+

5.2.6. Logarifmik differensiallash

Ayrim hollarda funksiyaning hosilasini topish uchun avval berilgan
funksiyani logarifmlash, so‘ngra differensiallash magsadga muvofiq
bo‘ladi. Bu jarayonga logarifmik differensiallash deyiladi.

) -2 funksiyaning hosilasini toping.
(x-4y
Yechish. Bu hosilani differensiallash qoidalari va formulalari orgali
topish mumkin. Ammo bu jaroyon Katta hajmga ega. Shu sa?)ablf
logarifmik differensiallashni qo‘llaymiz. Buning uchun funksiyani
logarifmlaymiz:
Iny=In(x’ +l)+—:—ln(x—2)+xln2—3ln(x—4).

) x° +1
3-misol. y= (x

Bu tenglikning har ikki gismini x bo‘yicha differensiallaymiz:

! ___—1 -3x2+i-—L—+lﬂ2—3' L .

Ry 5 x=2 x-4

1
b4
Endi bu tenglikdan y'ni topamiz:

3x? 4 3 J
ey | —— 4+ +In2—-———o|,
y Yy (xs_'_l 5(.1'—'2) x__4
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yoki

3 .S - 4 ¢ 2
pCDAEN (e & 3
(x— 4y x4l 5(x-2) <-4

Shunday funksiyalar borki, ulaming hosilalari faqat logarifmik
differensiallash orqali topiladi. Bunday funksiyalaming qatoriga
darajali-ko ‘rsatkichli Junksiya deb ataluvchi y=u* funksiya kiradi, bu
yerda u=u(x), v=v(x)- x ning differensialianuvchi funksiyalari.

Bu funksiyalaning hosilasini logarifmik differensiallash
yordamida topamiz:

"\

|

¥,

vu

|
Iny=v-Iny, ly’=v'-lnu+v--—-u', y'=y(v'lnu+
y u

Bundan
@) =u"-Inu-v'+v-u"u' (2.1)
(2.1) formulani eslab gqolish qoidasini ifodalaymiz: darajali-
ko‘rsatkichli funksiyaning hosilasi u = const shartidagi ko‘rsatkichli
funksiya hosilasi bilan  v=conss shartidagi darajali funksiya
hosilasining yig‘indisiga teng.
4- misol. y=x=* funksiyaning hosilasini toping.

Yechish. (2.1) formula bilan topamiz:

Y =x"%.Inx-(-sin3x)-3+cos2x- »="" .1

yoki

7 cos3x-1

y=x -€0s3x —3x*"** . In x - sin 3x.

5.2.7. Parametrik va oshkormas ko‘rinishda berilgan
funksiyalarni differensiyallash

t o‘zgaruvchining x=g¢() va y=w(t) funksiyalari biror 7 =(a;p)
intervalda aniglangan bo‘lib, bu intervalda ¢'(r), w'(t) hosilalar va
x=¢(t) funksiyaga teskari =g(x) funksiya mavjud bo‘lsin. Agar
x=g(t) funksiya qat’iy monoton bo‘lsa, r=¢(x) teskari funksiya bir
qiymatli, uzluksiz va qat’iy monoton bo‘ladi. Shu sababli y=w(@(x)
murakkab funksiya mavjud bo‘ladi. Bunda y=f(x) funksiya x = ¢(¢) va
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y=w(0 tenglamalar bilan parametrik ko’rinishda (¢ parametrli)
berilgan deyiladi.
»=j(x) funksiva

x=p(t),
ly=w(t), teT

parametrik tenglamalar bilan berilgan bo‘lsin. U holda r=¢(x) teskari
) 1 - :
funksiya mavjud va uning hosilasi ¢’(x)=m bo‘ladi. Shuningdek,

y=w($(x)) murakkab funksiya hosilasi y. =y '(¢(x))¢'(x) bo‘ladi.

Bundan '
Y=Y ®
o'
yoki
A 2.2)
yx x: *
x=3cost, . , e
5- misol. { . bo‘lsa, y. nitoping.
y=4sint
3cost),  3sint 3
Yechish. y' _ Beost), _ =—Zclgt

* (4sint);  4cost 4

Agar funksiya y ga nisbatan yechilmagan,‘ .yaf’m xb v:al af,
o‘zgaruvchilar orasidagi bog‘lanish F(x,y)=0 kc.> nr.nshda erilg
bo‘lsa, funksiya oshkormas ko ‘rinishda berilgan deylla-dl. ormas

Oshkor berilgan har qanday y=f(x) funksnyam‘ os Ko
ko‘rinishda f(x)-y=0 kabi yozish mumkin, ammo tes!cin:;xll :;;:ish
vaqt bajarib bo‘lmaydi, F(xy)=0 tenglamani y ga nisba H}l'um1dn
hamma vaqt ham oson emas, ayrim hollarda esa umuman

emas. . ‘ N
Funksiya oshkormas ko‘rinishda berilgan bo‘lsa, F(x.y) funksty

: . ladi
x ning murakkab funksiyasi, ya’ni bunda y=y(x) ) deb b?:;ailcha
va F(x,y)=0 tenglikning chap va o‘ng tomon! toxiladi.
differensialanadi, so‘ngra hosil bo‘lgan tenglamadan y' top
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6- misol. y-argtgy - x* =0 bo‘lsa, »'ni toping.
Yechish. Tenglikning har ikkala tomonini x  bo‘yicha
differensiallaymiz:

Bundan

yoki

5.2.8. Yugqori tartibli hosilalar va differensiailar
Yugqori tartibli hosilalar

f(x) funksiya biror (a;5) intervalda aniglangan bo‘lib, shu
intervalda differensiyallanuvchi bo‘lsin. U holda f'(x) hosila xe(a;b)
ning funksiyasi bo‘ladi. Shu sababli bu funksiya uchun hosilaning
mavjudligi va uni hisoblash masalalarini qarash mumkin.

Sf'(x) ga birinchi tartibli hosila deyiladi. f(x) funksiyaning f'(x)
hosilasidan olingan hosilaga ikkinchi tartibli hosila deyiladi. Ikkinchi
tartibli hosila mavjud bo‘lsa, bu hosiladan olingan hosila uchinchi
tartibli hosila deyiladi va hokazo. Bunday hosilalar ikkinchi tartiblidan
boshlab yugqori tartibli hosila deyiladi.

Yuqori tartibli hosilalar ", B A L

. " o Iy n : dzy dsy _d"y ) {
(yoki f"(x),f"(x), f ()sees [ (),... yOKi (de—z PR ,); kabi

/

belgilanadi.
7-misol. y=x'Inx bo‘lsa, y(3)ni toping.

Yechish. y'=(x*YInx+x*(Ilnx) = 3x*Inx + x° 1 =x’Glnx+1);
x

Y'=(F@Inx+ 1) =) Glnx+1) + x*Glnx+1) =
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=2x(BInx +1) +x* 3 =x(6Inx +5);
x
' 6 :
Y =(x(6Inc+5)) =x'(6Inx +5) +x(6Inx +5)' =6Inx+5 X =6lnx +11;
9 = (6lnx+11y =2
Y o= Y
Bundan
6
DBy ===2.
@)=
Funksiyaning yuqori tartibli hosilasini topish ucl.lun qning barc.ha
oldingi tartibli hosilalarini topish kerak . bo‘l?dl. ]::hfoq, ayrt;?
funksiyalarning  n-tartibli hosilalarini topish imkonini beruvchi

formulalar mavjud. Masalan, quyida keltirilgan formulalar bunday
formulalar qatoriga kiradi:

o nt ),
1. (@)" =a"In"a (a>0), ()" =e; 2. (sinx)™ = sm(x + —2—),
v nm
3. 6" =a(a-1).(a-n+)x""aeR; 4. (cosx)" = cos(x + _i_)
5. (Ilnx)" = (_—l)n—(t—w 6. (utv)" =u" £v";
+

"
C ® =Y Clu® v,

) v, (. (uev =

7. (Cu)®” =Cu™; 8. ( PAL

Formulalardan ayrimlarining isbotini keltiramiz.
3. ()" =a(a - 1)...(¢ - n+1)x*",a € R ning isboti.
y=x, y=ax"', y=al@-)x"7,

Yy =a(a - )(a-2)x"", .., y =a(@-1)..@a-n+Dx

Shunday qilib,

)" =a(@-1).(a-n+)x""ae R.

4. (cosx)™ = cos(x + 521) ning ishoti.
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, . T » m
y=cosx, y =—smx=co{x+5} y =—cosx=cos(x+2-5],
/

’

y"’=sinx=cos(x+3-%),..., y"”:cos(x+(n—l)-§) =cos(x+n-

N\

|
]

Wy

= 7

Demak,

(cosx)™ = cos(x + ﬂ) .
2

5. (Inx)™ =HL11_])! ning isboti.
x

y=lnx, y'=—=x', yo_|.x2, Y= = (=12 12007,

b

YO = (=1 123 . (n— Dx™ = -=n— '”(n— l)!.
x

Shunday qilib,
(lnx)‘"’ = (_l)"(:i - 1)! )
x

Tkkinchi tartibli kosilaning mexanik ma’nosi
M moddiy nuqta s =s(r) qonun bilan to*g‘ri chiziqli harakat gilsin.
U holda s/(r) moddiy nuqtaning ¢ vaqtdagi tezligini ifodalaydi:
s5,(2)=v(0).

Nugqtaning ¢ vaqtdagi tezligi v(r), r+As vaqtdagi tezligi  v(s) + Av
bo‘lsin, ya’ni Ar vaqt oralig‘ida nugtaning tezligi Av ga o‘zgarsin.

% nisbat 7o ‘g 7i chizigli harakatda nugianing At vaqt oralig ‘idagi
o0 ‘rtacha tezlanishini ifodalaydi. Bu nisbatning Ar—0 dagi limiti s
nuqtaning berilgan t vaqtdagi tezlanishi deyiladi va u a(?) bilan
belgilanadi: Em%=a(t), ya’ni v'(£) = a(y).

Shu sababli

a(t)=s/(¢).

Demak, moddiy nuqta harakat qonunidan ¢ vaqt bo‘yicha olingan

ikkinchi tartibli hosila to‘g‘ri chizigli harakatda nuqtaning ¢ vaqtdagi
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tezlanishiga teng. Bu tasdiq ikkinchi tartibli hosilaning mexanik
ma 'nosini ifodalaydi.

Parametrik va oshkormas ko ‘rinishda berilgan
Sunksiyalarning yugori tartibli hosilalari

y=f(x) funksiya

(x=0@).
iy=|,u('t), teT
parametrik tenglamalar bilan berilgan bo‘lsin.
U holda '
_W
V.=— -
x‘

Bundan murakkab va teskari funksiyalarni differensiallash
qoidalariga ko‘ra,

),
a = TN AN 4 ['= - X l,
vi =) -1, «
. 2.3)
Vst
Shu kabi
- _(v:,r}: 4) ___(y:x):
Yo = x X!

va boshqa hosilalar topiladi.

Jx=a(t—sint),

8- misol. |y =a(l - cos!)

bo‘lsa, ikkinchi tartibli hosilani toping.

Yeckish. (2.2) formula bilan topamiz:

. _ (a(l = cosy)), _ asint _ sint —oto

—3 = g .
* 7 (alt -sint)), a(l-cost) 1-cost 2

Bundan (2.3) formulaga ko‘ra,
1

AN L,
. (C’gz)‘ B 251n25_ 1 1 1

Yo = (at—sint)), a(l-cosr)  l—cost a(l—cost) a(l-cost)*”
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% hosilani (2.3) formula ustida almashtirishlar bajarib, quyidagicha
yozish mumkin
n VX =Xy,

. 2.4
v = (24)

y=/f(x) funksiya F(x,y)=0 tenglama bilan oshkormas ko'rinishda
berilgan bo*‘Isin.

Bu tenglama x bo‘yicha differensiallansa va ' ga nisbatan
yechilsa, birinchi tartibli hosila topiladi. Topilgan birinchi tartibli hosila
x bo‘yicha differensiallansa, ikkinchi tartiblj hosila kelib chiqadi. Bu
hosilada x, y, y' lar qatnashadi. Ikkinchi tartibli hosilaga topilgan '
ni qo‘yib, " ni x va y orqali ifodasi aniglanadi.

9- misol. b*x* + a4’y = 4*p? bo‘lsa, ikkinchi tartibli hosilani toping.
Yechish. Oshkormas ko‘rinishdagi funksiyani differensiallash
qoidasidan foydalanib topamiz:

(B’x* +a@’y*Y = (@Y, b*-2x + 4 21 =0.

Bundan
o b x
ay’
U holda
, b’
. A —_ X —— -
- bz(xJ b xy-yx b xn'-y p ay Y
y=E=r=l-|=-= ST = N
a*\y a y a y a v

b* x*b* +4%y? b’a’h? _ b
-a_z' azys == aeya _—azya"

Yugqori tartibli differensiallar

Biror (@;b) intervalda differensiyallanuvchi y=f(x) funksiyaning
dy =y'(x)dx differensiyali birinchi tartibli differensial deyiladi.
U holda

d(dy)=d(f'(x)dx) = (f'(x)dx) dx = S (x)dx - dx
differensialga ikkinchi tartibli differensial deyiladi va
d'y = f'(x)dx’ 2.5)
kabi yoziladi, bu yerda dx* bilan (dx)’ belgilanadi.

20K

Ikkinchi tartibli differensialdan olingan diffe‘ret?sial . uchinc:h;'
tartidli differensial deyiladi va  hokazo. n-tartibli differensia
deb (n -1)-tartibli o " . ‘ '
differensialdan olingan differensialga aytiladi va d"y=f™(x)dx" kabi
yoziladi. N

Bundan y""(x):%x-fi, ya'ni y=f(x) funksiyaning n-tartibli
hosilasi funksiya n-tartibli differensialning argument differensialining
n-darajasiga nisbatiga teng bo‘lishi kelib chigadi.

10- misol. y=x'+3x-1bo’lsa, d'y nitoping.

Yechish. y' =4x"+3, y"=12x", y"=24x.

Bundan ‘ 3
d'y=y"(x)dx’ =24xdx’".

Yugorida keltirilgan formulalar x erkli o‘zgaruvchi l?o‘lgandg
orinli bo‘ladi. Agar y=f(x) funksiyada x bc.)s}fqa .bzr .erkll
0 zgaruvchining funksiyasi bo ‘1..9a, yuqori tartibli differesiallar
invariantlik xossasiga bo‘ysunmaydi. .

Buni ikkinchi tartibli differensial uchun ko‘rsatamiz.

Ko‘paytmaning differensiali formulasiga ko‘ra,
d’y=d(f'(x)dx)=d(f'(x)dx + ['(x)d(dx) = ["(x)dx - dx + f'(x)dx,
/a’ni i
s diy=f'(x)dx’ + f'(x)d’x. (2.6)

(2.5) va (2.6) formulalarni solishtiram.iz: mura.kke}b ﬁJ.nks‘iya. UChUL}
ikkinchi tartibli differensial o‘zgaradi, ya’ni bunda ikkinchi qo‘shiluvchi
S'(x)d’x hosil bo*‘ladi. L

Agar bunda x erkli o‘zgaruvchi bo‘lsa, u holda

dx=d(d)=d(l-dx)=dx-dl=dx-0=0
va (2.5) ifoda (2.6) formulaga o*tadi. o
11- misol. y=x* va x=sint bo‘lsa, d’y nitoping.
Yechish. y'=2x, y" =2, dx=costdt, d’x =—sintdt’
(2.6) formulaga formula bilan topamiz:
d’y =2dx? - 2xsintdt® = 2(costd)’ — 2sint - sinzdt” =
=2cos? tdt? — 2sin’ tdt* =2cos2tdt’.
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Boshqa yechim: y =x* va x =sin:.

Bundan 27)y =e* —1-arcigVe* -1; 28)y= lnctg(4 2)
y=sin’t, y'=2sintcost =sin2t, y"=2cos2t. 29)y=3mcc051§+J6x—4—x2; 3 )y_ = 2) 4J‘ arcig-= ,_+lm/x—+2-
U holda . . .
2. Berilgan x=p (y) funksiyalar uchun y' hosilani toping:
d’y=y'd’ =2cos2tdr’.
i l)x—lTy' 2) x=e7; 3) x=2siny; 4) x=3cigy.
3. Quyidagi sonlarni differensial yordamida tagriban hisoblang:
5.2.9. Mashglar yides 1
1) 333 2) 1gl02L 3) ctg 45°10" 4) 3,013,
funk l . ' lefere}:lnsi-z]ﬂ]a.sl? q9id?lari va formulalaridan foydalanib, berilgan 4. Quyidagi funksiyalarning berilgan nuqtadagi taqribiy qiymatini
siya amnlng osilasini toping: differensial yordamida hisoblang:
Dy=3x'-—x"+h2 2) =11 435 —2x:
’ - &5 P
3 6 1)y =+vx*-7x+10, x=098; y=3 2+§, x=0,l5;
3)y=i/;+3x2;/;_’ 62 ; 4)}'=‘/;‘2+L' 2
~ 3 a
* x 3 3)y=w/x 2 x=2037, 4) y=4w’2x—sinﬁ, x=1,02.
5 xe*—e” " 2% 43 x2+5 2
SO 8)y =33 5. Berilgan funksiyalarning birinchi tartibli differensialini toping:
7)},:;!“3‘ g 8)y=lnx+ex‘ Dy=x(nx-1); 2) y—E 3) y=cos’2x;
x-1 Inx-e*’
9) y=1+cosx_ 10) y _ L, 4)y =asin’ x. 5) y=3=%; 6) y =In’cosx.
]_ ’ . -
o e 6. Berilgan hosilalar uchun y” nitoping:
1)y =tgx—ctex; 12)y _M l)y=(x2—l)3: 2)y=e“cosx; 3) y=(1+x2)érctgv; 4)y=x2(1nx—l).
xcosx+sinx’ ’
xchx —shx 7. Berilgan funksiyalar uchun y‘”(0)ni toping:
13)1’::;“_;“; 14) y = thx + cthx, & y ¥ P
’ 1) y =sin 5xcos2x: 2) y=xcosx; 3) y=x’sinx; 4) y=xe".
15 =l ’ _ in2 — - . .. .
)y =los.e 16)y = dsin’”x-3lgx +4cos’ x 8. Oshkormas funksiyalarning hosilasini toping:
17))’=«/4—3x2; 18) y = arcsin v/x: 1) 624 +aty? = a®b': 2) 3} =x*+3xy; 3) e =333
19) y =cos* x~sin* x; 2®y——mx -3. 4) cos(y) =x%; 5) et +xy=e 6) xsin y+ysinx=0.
+3’
i . . dly .. .o
21)y =v1-x* + xarcsin x; 22)y =Infe* +1)-2arcige*; 9. Berilgan funksiyalar uchun S toping:
1+ 37 _ g2 fx =acost,
23 =—In——-; —_ x. x=4+ l,
)y TR 24)y =log , x*; D {y:t’—l' LV_—_asint;
tg3x +In cos® 3 —
25)y =L+3M; 26) y = e (sin 3x +cos3x); 3) x=In(1+¢%), 4) {-" a:/t_:slné,
y=t—arcigt; y=v1-r.
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10. Berilgan egri chiziqga M, (x,,y,) nuqtada o‘tkazilgan urinma va normal
tenglamalarini tuzing:

3
1)y=%, Mo("'la-%); ’ 2) y=smx, Mn(”’o);

3) y=x+x"-1 egri chiziqga y=x* parabola bilan kesishish nuqtasida;

—
~

+
3

lll

~

2 z N X
HELL ), ,uo[3;4J; 5)

(x=si
My(2,2; glF TS M(,(l;.‘.).
925 5 Je 2°2)

Y =cos2t,

™

d
t’

~

4

5.3. DIFFERENSIAL HISOBNING
ASOSIY TEOREMALARI

5.3.1. Ferma teoremasi

Differensiallanuvchi funksiyalarning nazariy va amaliy ahamiyatga
ega bo‘lgan teoremalari bilan tanishamiz.

1-teorema (Ferma teoremasi). f(x) funksiya (a;b) intervalda
aniqlangan bo‘lib, bu intervalning biror ¢ nuqtasida o‘zining eng katta
(eng kichik) qiymatiga erishsin. Agar funksiya ¢ nuqgtada chekli
hosilaga ega bo‘Isa, u holda

f(c)=0
bo‘ladi.

Isboti. Aytaylik, y= f(x) funksiya c e (a;5) nuqtada o‘zining eng
katta giymatiga ega bo‘lsin. U holda Vxe(a;b) uchun f(x)< £(c), ya’ni
S(x)— f(c)<0 bo‘ladi.

y=f(x) funksiya ¢ nuqtada ¥y
hosilaga ega. Shu sababli bu nuqtada

funksiyaning o‘ng va chap hosilalari fp—------ S
mavjud va // \"‘\
- / !
ﬂ(c)=lhnwso (x>o0), / M
x—c40 -C

f_'(c)=limf(x:+£(c)20 (x<0c),

x>0

[ Y ST,

O

1.@©=1(c)=f(c)

. 5-shakl.
bo‘ladi. sha
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Bu munosabatlardan  f'(c)=0 bo‘lishi keiib chiqadi.

Funksiya ¢ nuqtada eng kichik qiymatga ega bo‘lgan hol uchun
teorema shu kabi isbotlanadi. .

Ferma teoremasining geometrik talqini quyidagicha bo‘ladi:
y = f(x) funksiya ¢ nuqtada eng katta (eng kichik) qiymatga erishsa va
/'(¢) hosila mavjud bo‘lsa, f(x) funksiya grafigiga M(c;f(c)) nuqtada
o‘tkazilgan urinma Ox o‘qqa parallel bo‘ladi (5-shak!). o

[a:b] kesma uchun Ferma teoremasi hamma vaqt ham o‘rinli
bo‘lmaydi. Masalan, f(x)=x funksiya [0;]] kesmada o‘zining eng
katta (x=1 da) va eng kichik (x=0da) qiymatiga erishadi. Bu
nuqtalarda hosila f'(x)=1=0.

5.3.2. Roll teoremasi

2-teorema (Roll teoremasi). f(x) funksiva [a;6] kesmada
aniqlangan, uzluksiz va f(a)=f(b) bo‘lsin. Agar funksiya (a;b)
intervalda differensiallanuvchi bo‘lsa. u holda shunday ce(a;b) nuqta
topiladiki,

S'e)=0
bo‘ladi.

Isboni. Shartga ko'ra, r(») funksiya [4;6] kesmada aniglangan va
uzluksiz. U holda Veershtrassning 2-teoremasiga ko‘ra, funksiya shu
kesmada o‘zining eng katta qiymati M ga va eng kichik giymati m ga
ega bo‘ladi. Bunda M=m bo‘lsa, f(x) funksiya [a;6] kesmada
o‘zgarmas va shu sababli Vx e (a;6) uchun 7'(x)=0 bo‘ladi.

y Y
- B
f(c)--~---—----~7§wr\: 7
I |
/j E v 3, :
ST !
UL e s e N (1 o ;
A i
i H ! :5
0 a c b x x
6-shakl. 7-shakl.
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Agar M=#m bo‘lsa, s(x) funksiya M va m giymatlardan
biriga biror ce(a;b) nuqtada ega bo‘ladi. Bunda Ferma teoremasiga
asosan, f’'(c) =0 bo‘ladi.

Roll teoremasi ushbu geometrik talqinga ega: [a;6] kesmada
uzluksiz, (a;b) intervalda differensiallanuvchi va kesmaning chetki
nuqtalarida teng giymatlar qabul giluvchi funksiya grafigida shunday
(c;f(c)) nuqta topiladi va bu nuqtada funksiya grafigiga o‘tkazilgan
urinma Ox o‘qiga parallel bo‘ladi (6-shakl).

I-misol. Roll teoremasi o‘rinli bo“lishini tekshiring:

1) f(x)=x" —3x -4 funksiya uchun [0;3) kesmada; 2)s(x)=¥x? -1
funksiya uchun [-1;1] kesmada.

Yechish.1) f(x)=x’-3x-4 funksiya [0;3] kesmada uzluksiz,

differensiallanuvchi va uning chetki nugqtalarida bir xil giymatga ega:

f(©)=/()=-4. Shu sababli, bu funksiya uchun Roll teoremasi o‘rinli
bo‘ladi. x ming f'(x)=6 bo‘lgan qiymatini topamiz: f'(x)=4x-3=0.
Bundan x= %

2) f(x)=¥x* -1 funksiya [-1;]] kesmada uzluksiz, f(=D=rm=0,

f ’(x)=3l. Bu hosila  x=0e(-1)) nuqtada mavjud  emas.
34x

Demak, bu funksiya uchun Roll teoremasi o*rinli bo‘lmaydi.

5.3.3. Lagranj teoremasi

3-teorema (Lagranj teoremasi). Sf(x) funksiya [a;6] kesmada
aniqlangan va uzluksiz bo‘lsin. Agar funksiya («;6) intervalda
chekli hosilaga ega bo‘lsa, u holda shunday c e (a;6) nuqta topiladiki,

f’(c) - f(b)_f(a)

100 /24) 3.1)

b-a

bo‘ladi.
Isboti. Teoremani isbotlash uchun yordamchi

F®=f()- f(a) - f"’%ﬁ‘“) (x-a)
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funksiyadan foydalanamiz. Shartga ko‘ra, f(x) funksiya [a;5] kesmada
aniqlangan, uzluksiz va {(a;b) intervalda hosilaga ega bo‘lgani uchun
F(x) funksiva ham [a;#] kesmada aniqlangan, uzluksiz va (a:b)

intervalda hosilaga ega bo‘ladi.
Bunda

F@=r@-L8219, ra=re=o. 32)

Demak, F(x) funksiva Roll teoremasining barcha shartlarini
qanoatlantiradi. U holda biror ce(a;b) nuqta uchun F'(c)=0,

(0= O =D _ 4 poadi.
b-a

Bundan

ro=r=

Teoremaning geometrik talqinini beramiz.

&;_—_f(@ qiymat funksiya grafigining A(a;f(a)) va B{b: f(b))
-a

nuqtalari orqali o‘tivchi kesuvchining burchak koeffitsiyentini aniglaydi.

Teoremaga ko‘ra, shunday c e (a;b) topiladiki, C{c; f(c)) nuqtada funksiyva

grafigiga o‘tkazilgan urinma 4B kesuvchiga parallel bo‘ladi (7-shakl).
(3.1) tenglikdan

f®)-f(a)=f'(c)b-a) (3.3)

kelib chiqadi. Bu formulaga Lagranj formulasi yoki chekli ayirmalar
Jormulasi deyiladi.
Agar a=x, b=x+Ax desak, bu formulani

S+ &)= £(x) = f'(e)Ax G.4)

ko‘rinishda yozish mumkin.
c € (a;b) bo‘lgani uchun c=a+6(b-a), 0 <6 <1, deyish mumkin.
U holda (3.4) tenglik
Six+ Ax)— f(x) = f'(x+6Ax)Ax
ko‘rinishni oladi. _ o
Langranj teoremasi yordamida Ay~dy taqribiy tenglikning
anigligini baholash mumkin. Buning uchun f(x) funksiya ikkinchi
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tartibli uzluksiz f"(x) hosilaga ega bo‘lsin deb, topamiz:
Ay—dy=(f(x+Ax) - f(x)) = ['(x)dx = f'(c)Ax - f'(x)Ax =
=(f'(e)- f'(x)Ax = f(c,)(c - x)Ax, bu yerda ¢, € (c;x).
Demak, Ay—dy= f"(c,{c —x)Ax. M = ,"}a’\f! f(x)| bo‘lsin.

le~xl<Ax va f"(c,)< M tengsizliklarni hisobga olib, topamiz:
Ay —dyi <M Ax] .

Lagranj teoremasidan quyidagi natijalar kelib chiqadi.

1-matija. Agar biror intervalda funksiyaning hosilasi nolga ten g
bo‘lsa, funksiya shu intervalda o‘zgarmas bo‘ladi.

2-natija. Agar biror intervalda ikkita funksiya teng hosilalarga ega
bo‘lsa, funksiyalar bir-biridan o°zgarmas qo‘shiluvchiga farq giladi.

2- misol. arcsinx +arccosx =2, xe [-L1] ekanini isbotlang.
> g

Yechish. f(x)= arcsinx+arccosx deb olsak, (-1;1) oraliqda

1 1
(x) = - =0
/) N 1—x?

U holda 1-natijaga ko‘ra, f (x)=C, ya’ni arcsinx+arccosx=C. C
ning giymatini topish uchun x ga (-L1) intervaldagi giymatlardan

birini, masalan, x=0 ni qo‘yamiz: arcsin0 + arccos0 = C yoki g =C.

Bundan

. T
arcsinx + arccosx = E .

5.3.4. Koshi teoremasi

4-teorema (Koshi leoremasi). f(x) va g(x) funksiyalar [a;5]
kesmada aniqlangan va uzluksiz bo‘lsin. Agar funksiyalar (a;5)
intervalda differensiallanuvchi va Vxe(a:b) uchun g'(x)=0
bo‘lsa, u holda shunday c e (a;b) nugta topiladi va

f®)-f@) _ [
gB)-g@ g'(c)

3.5)
bo‘ladi.
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Isboti. Teoremaning g'ix) # 0 shartiga ko‘ra, (3.5) tenglik ma’noga
ega bo‘lishi uchun g(b) # g(a) bo‘lishi kerak. f(x) va g(x)
funksiyalardan ushbu
J) - f(a)
gb)-ga)

funksiyani tuzamiz. Bu funksiya [a;5] kesmada aniqlangan, uzluksiz va
(a;b) intervalda hosilaga ega.
Bundan tashqari,

F(x)=f(x)- f(a)— “(8(x) - gla))

f()-f(a)
gb)—-g(a)

Demak, F(x) funksiya Roll teoremasining barcha shartlarini
ganoatlantiradi va biror ¢ e (a;b) nuqta uchun F'(c)=0, ya'ni

F(x)=f'(x)— g'(x), F(a)y=F(b)=0.

ey SO =f@)
£ () 2b)—g(@ g')=0
bo‘ladi.
Bundan

I®)-f@) _ 1)
g(b)-g(a) g'(c)

5.3.5. Lopital teoremasi

!
5-tecrema Lg ko'rinishdagi anigmasliklarni ochishning Lopital qoidasi )

x, nugtaning biror atrefida f(x) va g(x) funksiyalar uzluksiz, differen-
siallanuvchi va g'(x)#0 bo‘lsin. Agar lim f(x)=0, lim g(x)=0 va
x-+xg x-ax,
lim LG k (chekli yoki cheksiz) limit mavjud bo‘lsa, u holda
on g(x)
lim S(x) = lim S'(®)

o g(X)  won g'(X) (3.6)

bo‘ladi. . _
Isboti. f(x) va g(x) funksiyalar uchun x, nuqtaning biror atrofida

yotuvchi [x,;x] kesmada Koshi teoremasini qo‘llaymiz.
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Bunda
f)= £(5) _ f'e)
gx)-gx) gk’

f(x)=g(x)=0

hisobga olinsa,

GIAC) 5
g(x) g'(c)

hosil bo‘ladi, bu yerda
biror son.
x—>x,da ¢ ham x, ga intiladi.
(3.7) tenglikda limitga o‘tamiz:

n 8(X) e g'(0)

¢ nuqta x va x, nuqtalar orasida yotuvchi

lim &:k ekanidan lim -ﬂ—c) =k.
x5 g'(x) = g'(c)
Shu sababli

=5 8(X)  xom g'(x)
Izohlar: 1. 1-teorema f(x)

va g(x) funksiyallar x=x, da
aniqlanmagan, ammo {im f(x)=0va

lim g(x)=0 bo‘lganda ham o‘rinli

x-3xc -3,

bo‘ladi. Bunda fx)=lim f(x)=0 va g(x,)=1lim g(x)=0 deb olish
yetarli.

xxy

2. 1-teorema x—>w da ham o‘rinl bo‘ladi. Hagiqatan ham, x=1

z
deb, topamiz:

’

1 1 1 1
A UE) A,
tim £O) _ iy Az =1im\\z,=lim(z\z=limw.
oo g(x) 250 g(l) 20 1 70 ’(lJ .(.— l] PR g’(x)
z (g(;)J o z z?

3. f'(x) va g'(x) funksiyalar I-teoremaning shartlarini
qanoatlantirsa, teorema takror qo‘llanishi mumkin:

tim L0y L), 160
=% 8(X)  on g'(x)  x g"(x)
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3- misol.  lim = _,Hl"—f limitni toping.

e —e
Yechish. f(x)=x"-1+Inx, g(x)=e" —e funksiyalar x=1 nuqgta

.. 0 P .
atrofida aniglangan. lim f(x)=|ir3 g(x)=0, ya'ni o ko‘rinishdagi

z-»! =

aniqmaslik berilgan.
U holda 1-teoremaga ko'ra,

x 3
tim L f.(l)=“".‘ ==
“gn) TEE e e
Demak,
. x'=l+lhx 3
lim . =
=l e —e e

= ko‘rinishdagi anigmasliklarni ochish hagidagi teoremani isbotsiz
o«
keltiramiz.

/ - . 3 . -
6-teorema LS ko' rinishdagi anigmasliklarni ochishning Lopital qoidasi \]
o0 V

x, nuqtaning biror atrofida f(x) va g(x) funksiyalar uzluksiz,
differensiallanuvchi va g'(x)#0 bo‘lsin. Agar lim f(x)=lim g{x)=x

x-»x, e>x,

bo‘lib. lim lﬁ‘% limit mavjud bo‘lsa, u holda

- Z(X
@ S
lim =——==lim ——
e g n £1%)
bo‘ladi.
4- misol. tim 29 i toping.
z—a ln(e‘ —e

x a e
ochich Tl MX—a) (o =lim-¥=4 _|im-£ ~¢ L9\=
YeChISh. ]xlil;l ]n(e‘: - ea) (CD) x—ra e‘ La ex(x - a) 0}

x a

e —e

x 1 1 1
=lim i =lim

= = = =1.
x->a ex(x_a)+e: :->a1+(x—a) 1+(a'-a) 1+0
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9 va = ko‘rinishdagi
0 o )

deyiladi.
0-0 yoki w-wo ko rinishdagi  anigmasliklar algebraik
almashtirishlar yordamida asosiy anigmasliklarga keltiriladi.
0°, ©° yoki I ko rinishdagi  aniqmasliklar
f(x)x(x) = eg(x)!n/lx;
formula yordamida 0.« anigmaslikka keltiriladi.
3- misol. limx*Inx limitni toping.
1
Yechish. ]jmx’lnx=(0-oo)_hmm—x=(~°3]— i =—=limx' =0
0 Xt 2 w/ -0 _3-:!— 3 M
x’ x*

6- misol. Iing( l—ctg:r) limitni toping.
X \x

) ’
Yechish. lxl_l:l;](l—c'tgx} (m_w)zl'.—{gl(w)=!g}=

\X xsinx \
COSX—CoSx + xSinx . xsinx 0
_hm llm N =l —|=
0 sinx + xcosx “Ysinx + xcosx \0
. sinx+xcosx 0
=lim =—=0.

2 COsX+cosx—xsinx 2

7-misol.  lim x™* limitni toping.

-0

lim—~~
. . " lim=o xina 2o D
Yechish. lmx™* = (0°) = |jpm " = ¢ —e mr_
x-0 =0
1
= ; -21 .
re0 S8 % ~lim = ~lim (gx- 20X

3.3.6. Teylor teoremasi
T-teorema (Teylor leoremasi). f(x) funksiya x, nugtaning biror
atrofida aniglangan bo‘lib, bu atrofda (n+1)~tartibligacha hosiialarga

€gava f""(x) hosila x, nuqtada uzluksiz bo‘lsin.
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anigmasliklarga asosiy anigmasliklar

U holda

f f(x)

JF(x)= Sx)+=——= (x x)+

0 (x—x,) +.+

f('”)( )( 'nl
(n+1)!
bo‘ladi, bunda c=x, +6(x-x,), 0<O<I.

(3.8) tenglikka Teylor formulasi deyiladi.
Isboti. Avval

-x )"+

+£‘_"’_(£Q(x (3.8)
a

L () PWARENY
<p(x,xv)=f(xb)+L%L(x =X f n

(x—x,)".

Lt (x-x,) +

R (x)=f(x)—-o(x,x,)
belgilashlar kiritamiz.

Bunda biror ¢ son uchun R, (x)= (f ())(A x,)"" bo‘lishi

ko‘rsatiisa, teorema isbot bo‘ladi. . ) .
Endi x, nugtaning atrofida x (x>x, bo‘lsin) nuqtani tanlaymiz va
[x,;x] kesmada
3 - () - EO R ()
F@) = f(x) - o(x, G=x)
yordamchi funksiyani tanlaymiz. - . ‘
F(r) funksiya [x,;x] kesmada usluksiz va differensiallanuvchi va

FO=-r 0+ L0 L0 Loy SO

It I

s telx,;x]

—(x-1*+

+ "f*‘n'(_tzn(x _ t)n-l - f{’"l)(tZ(x _t)n + (n + l)(x - t)anfl (x) =
n! n!

(-m)"
_ f("m( )(x —1) + (n+1)(x-1) f,, (4\) (3.9)
(x-x,)
t=x, da
Flx)=f(x)-o(x,x)- R, _(x)=R_(x)~ R, (x)=0;
t=x da

(n) nnR .
F@= £ 1) - LB ). - LDy - G0 R )

(x-x )"

=0
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Demak, F(t) funksiya [x,;x] kesmada Roli teoremasining barcha
shartlarini qanoatlantiradi. U holda shunday ¢ (x, <c<x) nuqta topiladi
va F'(c)=0 bo‘ladi.

(3.9) tenglikka ko‘ra,

VAN (r—c) + (n+Dx—c)"R,,(x)

- =0.
n! (x _ xu )nol

Bundan

_ fm!(c) ~ "
Rnu (X)— (n+l)!(x X,)) °

(a(x,xo):f(xo)+%(x—xc)+%(x—xo): +...+ L”n('x—“)(x—xu)”

ko*phadga n-tartibli Teylor ko ‘phadi,

R, (x)= (fnT(]c))!(x —x, )"

funksiyaga Teylor formulasining Lagranj ko ‘rinishdagi qoldiq hadi
deyiladi.
n=0 da Teylor formulasidan S =f(x)+ f(e)x-x,) yoki
T = f(x)= fc)x-x,) tenglik, ya’ni Lagranj formulasi kelib chiqadi.
Demak, Lagranj formulasi Teylor formulasining xususiy holi bo‘ladi.
x,=0 da Teylor formulasining xususiy hollaridan yana biri

f(x):f(0)+mx+."+mx” +...+=_fmx"'i, O<C<I
u n! (n+1)!
hosil bo‘ladi.
Bu formulaga Makiloren Jormulasi deyiladi.

Ayrim funksiyalarning  Makloren formulasiga  yoyilmasini
keltiramiz:

2 n g%
1. e‘=l+£+x—+...+x—+e‘x”", XeR ;
no2 nt (n+1)!
3 5 7 2n-! 2n+2
2. sinx=x—x—+——x—+...+(—1)"“ X +(-D)"sincx—= » XER;
3 s (2n-1)! (2n+2)
xl xd xla 2n4+
3.cosx=1-"—4+2 4  4(-i " ——+ (=)™ coscx , XER;
2 4 ( )(Zn)! ) @n+1)t
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m_  m(m-1) mm-1)..(m-n+1) , N
4. (l+x)"'=l+—17x+—sz+...+ o X

m(m—1)...(m—n)

' (I+ex)™™'x™, xe(-L));
(n+1)!

Xususan, n=m da

- . n(n-1)..(n-(n-2)) .,
(1+x)" =l+%x 1-"('17!)x‘ +..+ 1! x

Formulalardan ba’zilarining isbotini keltiramiz.

+x".

1. f(x)=e" bo‘lsin.

U holda - )
J@) =)= () == [ () =¢",

SO =7'0)=1"(0)=...= f"" () =1.
Makloren formulasi quyidagi ko‘rinishga keladi:

n or

x, X £y (3.10)
£ _ - - . —_+ X . .
LR TR TR (n+1)!

2. f(x)=sinx bo‘lsin.

U holda
P z\ [0, n juft bo'lsa,
f(") x)= sin(x +n- —2—)’ f‘") (0) = sm(n - E) = et

Y, n tog bo'lsa.

Bundan

< - 2n-1 2n42
. X X x oy ~-1)"sinex— .
smx=x-—§-.-§—77?+...+( 1) 2n-1)! ( 2n+2)

4. f(x)=(1+x)" bolsin.

U hOlda m-n+t]
S x)=m(m—1)..(m—n+ (1 +x)""",
F7(0)=m(m—=1)..(m—n+1).
Bundan
-1, m(m=1)..(m-n+1) ,
(1+x)’"=l+il"!—x+5"—('%——)x ot - ot
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+ m(m—1)...(m— n)
(n+1)!

(I+ex)™™' x™', xe(-1;1).

Teylor formulasi funksiyalar giymatlari va limitlarini berilgan
aniqlikda hisoblash imkonini beradi, Masalan, - >
f(x). funksnyanmg x=a nuqtadagi qiymatini =2 1.0000000000000
x?tohgl & dan Kkatta bo‘lmagan aniglikda |, 2.0000000000000
hisoblash uchun Teylor ko‘phadini shunday £2 12 5000000000600
k darajasigacha olinadiki, bunda & son {3 [2.6666666666667
R (a)<s tengsizlikni  qanoatilaniradigan |4 |2.7083333333333
n larning eng kichigi qilib tanlanadi > | 2716666666667
g eng kichig qilib tan ' 6 |2.7180555555556
8- misol. e sonini 0,001 aniqlikda hisoblang, ; 3;;:;;2;23;2?2
Yechz‘sh. f(x)=e¢* funksiyani qaraymiz. 9 2:7182815255’/32
Shartga ko‘ra, x=a=1, £=0,001. 10 12.7182818011464 |
(3.10) formulaga binocan » ning
Rﬂ(l):( il)'<a=0,001 shartni qanoatlantiruvchi eng kichik giymati
n :
n=6,bunda 0<c<1.
Demak,
I 11 1
exl+—+—4—4 4=
r 2t 3 6!

=2+0,5+0,16667 + 0,04167 + 0,00833 +0,00139=2,718.

Shukabi e sonining istalgan aniqlikdagi qiymatlari jadvalini

topish mumkin.

5.3.7. Mashgiar

1. Funksiya uchun berilgan kesmada Roll teoremasi orinii be*lishini
tekshiring. Agar o‘rinli bo‘lsa, teoremadagi ¢ ning tegishli qiymatini toping:

D) f(x)=4x-x"+5, [0:2);

3) fm=2-3+, [-11;

2. Funksiya uchun berilgan kesmada Lagranj formulasidagi

tegishli qiymatini toping:
1) f(x)= %x’ -x+1, [0]];
3)fx)=Inx, [Le];
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2) f(x)=sin2x, [g;n];

2) fx)=e*. [0;i];
4) f(x)=x"-6x+1, [0:1].

) f®=3-| x| [-22)

¢ ning

3. Berilgan funksiya grafigining urinmasi 4B vatarga parallel bo‘lgan

nugtasini toping:

1) f(x)=x? +3x, A(-2:-2). B(:4),

2) f(x)=+x+1, 401), B(3:2).

4. Funksiyalar uchun berilgan kesmada Koshi formulasini yozing va bu
formuladagi c ning tegishli giymatini toping:

1) f(x) = sin2x, g(x) = cos2x, [0; %],

2) f(x)=x*-3, g(x)=x"+2. [0;2].

5. Funksiyaning o°zgarmas bo‘lishlik alomatidan foydalanib, quyidagilarni

isbotlang:

1-x? )
1) arccosi——, =2arctgx. 0< x < +x;
+x?

6. Loopital qoidasidan foydalanib, limitlarni toping:

X —arclgx

. sinmy
1) lim R
-l |px

3) ummthx:
=% lnsin x

. log,x
5) lm .._g.‘_’
I-me  JF

¥? 2
e -x"-1

7)lim - ’

=0 SIn 4 x

9) lim xig 2;
x

xX—m

11 lim (sec x - £gx);

X

2

13) 1tim (7 =2x)=",

59
2

=
15} lim(Z—i) ‘ ;
3)

x-»3

17) tim(rgxy-==:

2
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2)arcsin

2) lim

x>0

4) lim -

2x

2

TX

3
RY

Inx

x-240 '_-(gx

6) lim

T

(- 2arcigy, x<-1,
2arcrgx. -1<x<|,
{ —7 —2arcigx, x21.

>

. w—2arctgx

ln(l+l) ’

xo

. Incos(3x’ -x)_

8) lim —

r—0

sin 2x°

10) li_x’xtx‘(l—e")ctgx:

/
12) tim)| L ]:
=0\ X arclgy

1

14) lim x"™< 0.

x-»0

2
16) lim (cos3x) <,

1
18) lim (x+3x)*.



7. Ko‘phadni (x-x,) ning darajasi bo‘yicha yoying:
1) P(x)=x" +5x* —=3x+1, x, =-2; 2) P(x)=x*-2x*+5x-6, x,=2

8. Funksiyani}lg berilgan nuqtada uchinchi tartibli Teylor formulasini
vozing:

D f&x)=vi+x, x,=3; 2) f(x)=£, X, =-2.

9. Funksiyalarni Makloren formulasi yordamida x ning darajalari bo‘yicha
yoying:

1) f(x)=xe; 2) f(x)=chx.
10. Berilganlarni 0,001 aniglikda hisoblang:

1) sin36"; 2) cos32°;

3) ¥e; 4) 1g10,09.

11. Limitlarni Makloren formulasi yordamida toping:

2

] x—sin x ' cosx—1+2-
Dl — Am—
e —l—x—;
3) hm{sm_x)i : 4 liml+xcosx—\)l+2x'
=0 x =0 n(l+x)-x

5.4. FUNKSIYAILARNI HOSILALAR
YORDAMIDA TEKSHIRISH

Differensial hisobning tatbiglaridan biri funksiyalarni tekshirish va
grafigini chizishga hosilaning qo‘llanilishi hisoblanadi. Quyida bu
tatbiqlamni ifodalovchi teoremalarni keltiramiz.

5.4.1. Funksiyaning monotonlik shartlari

1-teorema (funksiya monoton bo lishining zaruriy sharti). Agar
(a;b) intervalda differensiallanuvchi f(x) funksiya shu intervalda

o‘suvchi (kamayuvchi) bo‘lsa, u holda Vxe (a;b) da

'®)20 (f'(x)<0)
bo‘ladi.
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Ishoti. f(x) funksiya (a;b) intervalda o‘suvchi bolsin. (a;b)
intervalning ixtiyoriy x va x +Ax nuqtalarini olamiz.

U holda Ax>0 bo‘lsa, f(x+Ax)>f(x) va Ax<0 bo‘lsa,
Sf{x+Ax) < f(x) bo‘ladi.

Ikkala holda ham

fr+a)- ) o
Ax

Teoremaning shartiga ko‘ra f(x) funksiya (a;b) intervalda

differensiallanuvchi.
Shu sababli

7=t 200

f(x) funksiya (a;b) intervalda kamayuvchi bo‘lganda teorema shu
kabi isbotlanadi.

1
!
]
i
b X

(2 S TET S

Qf---aa---
o
[S Y] [FUPRUPRUPRIRPIEE J.

y

0

8-shakl 9-shakl.

Bu teorema ushbu geometrik talqinga ega: biror intervalda
differensiallanuvchi bo‘lgan o‘suvchi (kamayuvchi) f}lnlfsiyf; grafigiga
o‘tkazilgan urinmalar Ox o‘qning npusbat yo‘nalishi bflan o‘tkir
(o*tmas) burchak tashkil qiladi yoki ayrim nugtalarda Ox o‘giga parallel

‘ladi (8- -shakl)).
bo la;ljt(eli :illal:(;) ((gnﬁksh;ka))monoton bo lishining yetarli sharti). Agar
(a;b) intervalda differensiallanuvchi f(x) funksiya ughun Vx e (a;b) da
'(x)>0 (f'(x)<0) bolsa, f(x) funksiya (a;b) intervalda o¢sadi

(kamayadj).
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Ishoti. (a;b) intervalda S (x)>0 botlsin. Vx,x, €(a;b), x, <x,
nuqtalarni olamiz,

S(x) funksiya uchun [*,x,] kesmada Lagran;j teoremasining
shratlari bajariladi. Shu sababli Lagranj formulasiga binoan, biror
¢ e(xx’xz) da f(xz)_f(x:) = f'(c)(xz = x) bo‘]adi.

Teoremaning shartiga ko‘ra, Vxe(a;b) da f'(x)>0, shu Jjumladan,
ce(x,x,) da f'(c)>o0. %=X >0 va shuning uchun Se)x, - x)>0.
Bundan S(x.)= f(x,)>0 yoki Sf(x,)> f(x,). Shunday qilib, f(x) funksiya
Vx e (a;6) da o‘sadi.

J'(x) <0 bo‘lganda teorema shu kabi isbotlanadi.

Eslatmalar. 1, Funksiya o‘suvchi va kamayuvchi bo‘lgan
intervallarga funksiyaning monotonlik intervallari deyiladi.

2. (a;b) intervalda o‘suvchi (kamayuvchi) va [a;6] kesmada

uzluksiz bo‘gan S(x) funksiya [a;b] kesmada o‘suvchi (kamayuvchi)
bo‘ladi.

I-misol.  f(x)=x"-12x+5 funksiyaning monotonlik intervallarini
toping.

Yechish. D(f)=R, fl(x)=3x*-12 =3(x’-4). U holda: J'(x)>0 dan
x*-4>0 yoki 1x[>2 f'(x)<0 dan * ~4<0 yoki |x|<2.

Demak, f£(x) funksiya (—e=2) U(2;+) intervalda o‘sadi, (-2;2)
intervalda kam ayadi.

5.4.2. Funksiyaning ekstremumiari

1-ta’rif. Agar *, nuqtaning shunday & atrofi topilsa va bu
atrofning barcha x#x, nuqtalarida f(x)< f () (f(0)> f(x,)) tengsizlik
bajarilsa, «x, nuqtaga f(x) funksiyaning gar 'iy lokal maksimum (gat’iy
lokal minimum) nugqtasi deyiladi.

Funksiyaning maksimun va minimum nuqtalariga  ekstremum

nuqtalar  deyiladi. Funksiyaning ekstremum nuqtadagi  qiymati
Sunksiyaning ekstremuymi deb ataladi.

Ekstremum tushunchas; funksiya aniqlanish schasining biror
atrofi  bilan bogliq. Shu sabablj funksiya ekstremumga aniglanish
sohasining fagat  jichk; nuqtalarida erishadi. Shy bilan birga,
funksiya 0°zining aniglanish sohasida bir nechta minimumga yoki

maksimumga erishishi va bunda maksimumlardan ayrimlari qandaydir
minimumdan kichik bo‘lishi mumkin (IO-shak!). ' .
3-teorema (ckstremum mavjud bo ‘lishining zaruriy slzartz). Agar
x, nugtada differensiallanuvchi f(x) funksiya shu nuqtada ekstremumga
ega bo‘lsa, u holda f'(x,)=0 bo‘ladi. o
Isboti. x, nuqta f(x) funksiyaning ekstremum nuqtasi bo‘lsin. U
holda  shunday (x,-6,x, +5)

. . ¥
interval topiladi va bu intervalda

f(x) funksiya o‘zining eng katta - J’=f(;?
yoki eng kichik qiymatiga ega o
bo‘ladi. y

U holda Ferma teoremasiga
ko‘ra, f(x.)=0 bo‘ladi.

ot frm e e

.

.,
)
Rl PP o~

r

Bu teorema quyidagicha ' |
geometrik talqinga ega. Agar x — X xwox, ¥
nuqta f(x) funksiyaning 10-shakl

ekstremum nugqtasi bo‘lsa
(masalan, 10-shakida x nuqta), . . .
funksiya grafigiga shu nuqtada urinma o‘tkazish mumkin va by urinma
Ox o'qi rallel bo‘ladi. . -
’ 01:,';]:51‘21[1:;2.l 1. f(x) funksiya x, nuqtada uzluksiz bo'lib,
differensiallanuvchi bo‘imaganida ham, ekstremumga ega bo‘lishi
mumkin. Masalan, uzluksiz y=|x|
funksiya x=0 nuqtada hosilaga ega y
€mas, ammo x=0 minimum nuqta
(11-shakl). . N y
Shunday qilib, 7(x) funksiya x, »\ /
Nuqtada ekstremumga ega bo‘lsa, bl} .. /{
Nuqtada f'(x) hosila nolga teng yoki )
mavjud bo‘Imaydi. ‘ 9
f'(x) hosilasi nolga teng bo‘lgan I 1-shakL.
Yoki mavjud bo‘lmagan nuqtaga

u‘znzchz 11-14: r:::: birianhi tur kritik nuqta ham ekstremum nuqta

b0‘lavermaydi. Masalan, f(x)= x’. funksi.y.a uchun  x=¢ g,
F'(x)=3x?=0. Demak, x=0 birinchi tur kritik nuqta, ammo
ekstremum nugta emas (12-shakl).

"
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4-teorema (ekstremum mavjud bo lishining yetarli shart;). Agar
f(x) funksiya x, birinchi tur kritik nuqtaning  biror § atrofida
differensiallanuvchi bo‘lib, x nuqta x, nuqtadan chapdan o‘ngga
o‘tganida f'(x) hosila: ishorasini musbatdan manfiyga o‘zgartirsa x,
nuqta maksimum nuqta bo‘ladi; manfiydan musbatga o‘zgartirsa
x, nuqta minimum nuqta bo‘ladi.

Isboti.  x, — birinchi tur kritik nugta, j
xe(x,-d;x,) da f'(x)>0 va xe(x,x,+5) da ;)y ;
f'(x) <0 bo‘lsin. U holda 1-teoremaga ko‘ra,
funksiya (x,-8;x,) intervalda o‘sadi va S
(%03x, +6) intervalda kamayadi. Demak, f(x) /0 x
funksiyaning x, nuqtadagi qiymati uring
Vxe(x, ~8;x, +5) nuqtadagi qiymatidan katta /
bo‘ladi, ya’ni f(x) funksiya x, nuqtada /
maksimumga erishadi.

xe(x,—6;x,) da f'(x)<0 va X €(x,,x, +8)
da f'(x)>0 bo‘lgan hol uchun teorema shu kabi isbotlanadi.

Izoh. Agar x nuqta x, nuqtadan chapdan o‘ngga o‘tganida
ishorasini o‘zgartirmasa x, nuqtada ekstremum mavjud bo‘Imaydi.

Funksiyani ekstremumga tekshirish — bu funksiyaning barcha
ekstremumlarini topish demakdir. Ekstremum mavjud bo‘lishining
zaruriy va yetarli shartlaridan funksiyani ekstremumga tekshirishning
quyidagi qoidasi kelib chigadi:

. y= f(x) funksiyaning birinchi tur kritik nuqtalari topiladi;

2°. Bu nugqtalardan funksiyaning aniqglanish sohasiga tegishli
bo‘lganlari tanlanadi;

3°. tanlangan nugtadan chapdan o‘ngga o‘tishda S'(x) hosilaning
ishorasi tekshiriladi;

4°. 4- teoremaga asosan funksiyalarning ekstremum nugqtalari

(agar ular bor bo‘lsa) aniglanadi va funksiyaning bu nuqtalardagi
qiymatlari hisoblanadi.

y

12-shakl.

2- misol.  f(x)=3x* —335 funksiyaning ekstremumlarini toping.
Yechish. Ravshanki,

Hosila x, = 0 nuqtada mavjud emas va x, =8 nuqtada nolga teng. Bu

kritik nuqtalar berilgan funksiyaning  aniqlanish sohasini uchta
(=o530), (0;8), (8;+00) _ + -
intervallarga ajratadi. 5 3 -
Hosilaning har bir birinchi ~~—__° = % —_

tur kritik nuqtadan

chapdan o‘ngga o‘tishdagi 13-shakl.

ishoralarini chizmada

belgilaymiz (13-shakl). Bunda stre.lk'alfir. ﬁ{nks.iyaning tegishli
intervalda o‘suvchi yoki kamayuvchi ekanligini bildiradi.
Demak. x =0 — minimum nuqta, y_=7(0)=0 va x, =8-—

. 4
maksimum nugqta, y_ =f(8)= 3

Funksiyaning eng katta va eng kichik qiymatini topish matematika,
fizika, kimyo, iqtisodiyot va boshqa fanlaming ko‘plab masalalarini
yechishda keng qo‘llaniladi. Masalan: minimal xarajat sarflab yukni
tashish haqidagi transport masalasi, maksimal daromad olish magqsadida
ishlab chiqarishni tashkil etish masalasi, eng katta va eng kichik
qiymatlarni izlash usullarini takomillashtirish va rivojlantirishga olib
keluvchi optimal yechimlarni izlash hagidagi boshqa masalalar. Bunday
masalalarni yechish bilan matematikaning maxsus bo‘limi — chizigli
Programmalashtirish shug‘ullanadi.

Biz soddaroq masalalardan birini ko‘rib chigamiz.

3-misol. Tomoni 12 uzunlik birligiga teng kvadrat tunukaning
burchaklaridan bir xil o‘lchamli kvadratlar kesib olingan va usti ochiq
quti yasalgan. Qutining sig‘imi eng katta bo‘lishi uchun tomoni necha
uzunlik birligiga teng kvadratlar kesilishi kerak?

Yechish. Kesib olinadigan kvadratlarning tomoni ¥ bo‘lsin.

U holda qutining asosi 12-2x va balandligi x ga teng bo‘ladi.
Qutining hajmini topamiz:
V(x)=x(12 - 2x)* =144x — 48x* + 4x’, xe[0;6].
Bu funksiyaning maksimumini aniqlaymiz.
V'(x) =144~ 96x +12x* =12(2 - x)(6 — x)

hosila x =2 da ishorasini musbatdan manfiyga almashtiradi, ya’ni
x =2 maksimum nuqta bo‘ladi.

Demak, kesib olinadigan kvadratlar tomoni x =2 (uzb), bunda
V(2)=128 (kubsp),

319















7°. Funksiyaning qavariglik va botiqlik oraliglarini hamda egilish
nugqtalarini aniqlaymiz.

’

y,__(_ 4x J

(-

Ikkinchi tartibli hosila x, =-1 va x, = 1 nugtalarda mavjud emas.

=17 —x-2(x* —-1)-2x 4(l+3x)
(x*-1)*

(x* -1

y" hosilaning  (~eo;-1), (=L;1), (I;+) intervaliardagi ishoralarini
tekshiramiz:
Demak, funksiyaning grafigi — -
(-1l) intervalda qavarig, (-w;-1) va M \.W -
-1 1

(;+4) intervallarda botiq bo‘ladi.
Funksiya grafigining egilish nuqtasi yo*q.
8°. 1’—-7° bandlar asosida funksiya grafigini chizamiz (17-shak}).

3

8- misol. y= C X funksiyani tekshiring va grafigini chzing.
X

+1)?

Yechish. Misolni Maple paketida bajaramiz.
> with(plots) -

> restart:

> readlib{extrema) :

X
> f=:(x+1f :
> v_l}Il?;+f;
-
> lim #
r—-1"
-
> JMm_j;
[e ]
> lim #
B
-
> }mkiy
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> solve({{=0},x);

{x=0}, {x=0}, {x=0}

> solve( {f > 0}, x);

> solve{{f < 0}.x}:

0 <x}

{fx < -1} {-1 <x,x <0}

26

(x+1)° - (x+ 1
{x=-3} {x=0} {x=0}

> extrema(f. { }, {x},%'); &

Hx= -3 (v=0}

/

> solvk di-f O} x]:

fv < -3} {-1 <xx <0} {0 <x}
. g ).

> aolve{\{ P f<0],x),

-3<y,x<-1}

6x 12x2 " 6x3
x+12 x+1)Y T + )

> simplify( }:
6x

x+ D*

i 27 ;
[0, -=-i
4
e
ra
“
. 7
2 /0
: o Ve
8 5 -a {{O . 2 ¢
) : l; 4
b
ye
. L
, :
s ile
L
///// ke
. A ]
S e
18-shakl.
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13. Funksiyalarni tekshiring va grafigini chizing:

1) f(x»)=x-x% 2) f(x)=x"-3x+2,

- 2

3) f(m)=> 22' 4) f0 ="
x I-x

5) fG)=x+; 6) S0 =x-~:

X

1 .. x 9

f = ——— = e = —

7) S0 =x-— 8) S=5-2

5.5. HOSTILANING GEOMETRIK TATBIQLARI

5.5.1. Yassi egri chiziq yoyining differensiali

[a;b] kesmada differensiallanuvchi y= f(x) funksiya berilgan va
uning grafigi 4B yoydan iborat bo‘lsin (19-shakl). [a;b] kesmani
X,,X,,...,x,, nuqtalar bilan » ta bo‘lakka bo‘lamiz. Bu nuqtalarga
AB yoyning M,,M,,..,M_, nuqtalari mos keladi va ularni siniq chiziq
bilan tutashtiramiz. Bu siniq chiziqqa 4B yoyga ichki chizilgan
sinig chizig deyiladi. Siniq chizigning perimetrini s, bilan belgilaymiz,
ya’'ni

s,=SiM_M,| (M, =4, M, =B).

M_M, bo‘g‘inlardan eng kattasining uzunligini 4  bilan
belgilaymiz, bunda M_M, bo‘g‘inlar soni cheksiz ortganida, ya’ni
n—>w da i —>0.

AB yoyga ichki chizilgan siniq chiziq perimetrining 4 —0 dagi
chekli limiti A,,M,,..,M_, nuqtalarni tanlash usuliga bog‘liq bo‘lmagan
holda mavjud bo‘lsa, bu limitga chiziq yoyining uzunligi deyiladi.

Yoy uzunligini s bilan belgilab, topamiz:

s=lims, =lm Y| M_M,|.

noe

Yoy uzunligini uning biror nuqtasidan, masalan, 4 nuqtadan
hisoblaymiz.

M(x;y) nuqtada AM yoy uzunligi s ga, M'(x+Ax;y+Ay)
nugtada A yoy uzunligi s+As ga teng bo‘lsin, buyerda
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As-AMyv'  yov uzunligi (20-shakl).
MNM' uchburchakdan MM’ uzunlikni topamiz:
MM' = JAx + &Y.
Geometrik mulohazalardan

. MM’ . Ax

lim M~ lim———=1

.\:!-Tt MM' \1'-2 f Ax® + Ay'
kelib chigadi, ya'ni chiziqning cheksiz kichik yoyi va unga tortilgan
to'g'ri chiziq ekvivalent bo‘ladi. Ushbu ekvivalentlikni hisobga
olib. MM’ uzunlikni ifodalovchi formulada almashtirish bajaramiz:

MM A _ ’H(’g)’
As  Ax ¢ Ax)

Oxirgi tenglikda limitga o'tib, s=s(x) funksiyaning hosilasi uchun
formula topamiz:

2

-2 (5.1)

&8

Bundan L
ds = \Jdx* +adv*. (5.2)

(5.1) formula yassi egri chiziq yoyi differensialini ifodalay@i va
ushbu geometrik ma'noga ega: yoy differensialini chiziq urinmasining
tegishli kesmasi bilan ifodalash mumkin (20-shaklda MT kesma).

e
[S-]

N
_7"(;
\\

b ———

/
\\

_s,-b.

i

t

i
jﬁ:\
Pk

L B
~
I
=

I} RS

n-1

19-shakl. 20-shakl.
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Agar egri chiziq x=x(t),y=y(t),teT parametrik tenglamalar bilan
berilgan bo‘lsa, dx=x'(5)dr, dy= Y'(t)dt bo‘ladi va (5.2) ifoda ushbu
ko‘rinishni oladi: )

ds=x"(t)’ +y'(t)’ds. (5.3)

Agar egri chiziq qutb koordinatalarida r=r(p) tenglama bilan
berilgan bo‘lsa, x=rcosp, y=rsing ifodalarni » parametrli tenglamalar
deb, topamiz:

ﬂ—_cos —rsin Q—is'm + rcos
dp dp 0 P T de ™Y »
2 2 2
& & =g ;
do do do
dr 2
ds=_|r? +(——) do. 5.4)
dy

5.5.2. Yassi egri chizigning egriligi
Egrilik

Egri chiziq shaklini xarakterlovchi elementlardan biri uning
egilganlik darajasidir.

O°z-0°zini kesib o‘tmaydigan va har bir
nuqtasida tayin urinmaga ega bo‘lgan yassi
egri chizigni qaraymiz. Egri chiziqda ikkita
4 va B nuqtalarni olamiz. Bu nuqtalarda
egri chiziqqa o‘tkazilgan urinmalar orasidagi
burchakni A bilan belgilaymiz (21-shakl).

Aa burchakka 4B yoynming qo ‘shnilik
burchagi deyiladi.

Bir xil uzunlikka ega ikkita yoydan .
qo‘shnilik burchagi katta bo‘lgani ko‘proq
egilgan bo‘ladi. Har xil uzunlikka ega
yoylarning egilganlik darajasini qo‘shnilik
burchagi orqali baholab bo‘lmaydi. Bunda 4B yoy uzunligida
Aa burchakning of‘rtacha qancha ulushi to‘gri  kelishi muhim
hisoblanadi.

21-shakl.
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AB yoyning o'rtacha egriligi deb, tegishli qc'>‘shni.lik
burchagining 4B yoy uzunligiga nisbatining absolut qiymatiga
aytiladi:

=[Ae (5.5)
k.-

Bitta egri chiziqning turli qismlarida o‘rtacha egrillik har xil bo‘lishi
mumkin. o . o

Egri chizigning bevosita 4 nuqtadagi egtlganhk'd'ax‘ajasml bahola.sh'
uchun egri chizigning berilgan nuqtadagi egriligi tushunchasini
kiritamiz. S _ ‘

Berilgan egri chiziqning 4 nugtadagi egrzlzgz dfab AB yoy o‘rtacha
egriligining B — 4 dagi (s — 0dagi) limitiga aytiladi:

Aa . |Aal
¢ = lim|— =1 ' (5.6)
e (K = E!)
Aca burchak urunish nuqtasi egri chiziq yoyi bo‘ylab As masofaga
ko‘chishida urinmaning burilis}} S
burchagini ifodalaydi. Shu sababli egri -~

chiziqning egriligiga quyidagicha ta’rif Ve
bersa ham bo‘ladi: egri chizigning
egriligi bu — urinish nuqtasi egri chiziq | 0
bo‘ylab  harakatlanganida  urinma ‘\

aylanishining burchak tezligidir.. .
Misol uchun to‘g'ri chiziq va

aylananing o‘rtacha egriligi va egriligini
topaylik.

1. To‘g‘ri chizigning istalgan o
nuqtasiga o‘tkazilgan urinma to‘g‘ri chizigning o‘zi bilan ustnp:a—ust
tushadi. Shu sababli Aa =0, uning ixtiyoriy nuqtasida o‘rtacha egrilik va
egrilik nolga teng bo‘ladi. o . .

2. Aylana uchun Aa qo‘shrilik burchagi uning O4va OB r‘adlu.slarl
orasidagi burchakka, 4B yoy uzunligi As=RAaga teng bo‘ladi, bu
yerda R —aylana radiusi (22-shakl).

U holda

-
NS

22-shakl.

Aa 1

K =—=— =

1
" RAa R’ R’
ya’ni aylananing egriligi o‘zgarmaydi va radiusining teskarisiga teng
bo‘ladi.
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Uzluksiz  ikkinchi tartibli hosilaga ega j = f(x) funksiya bilan
aniqlanuvchi yassi egri  chizigning
M(x;y) nuqtadagi egriligini hisoblaymiz.
Egri chiziqga M(x;y) va M,(x+Ax;y + Ay)
nuqtalarda urinma o‘tkazamiz,
urinmalarning og‘ish burchaklarini « va
a+Aa bilan belgilaymiz (23-shak]).

MM, yoyga mos keluvchi go‘shnilik
burchagi Aa ga teng (qavariq yoy uchun

Ac <0, botiq yoy uchun Aa >0). ol
a=a(x)va s=s(x) bo‘lgani uchun 23-shakl.
| i |
oAl lda| |
ldx

1ga = y', va demak, a =arctgy’ bo‘ladi. Bu tenglikni differensiallab,
topamiz:

da ' ;
dx—l‘i‘y’z. (5'8)

(5.8) va (5.1) ifodalarni (5.7) tenglamaga qo‘yib, y= f(x) egri
chizigning M(x;y) nuqtadagi egriligini topish formulasini hosil gilamiz:

K =_|-V"L3 . (5'9)
(1+y7)

Agar egri chiziq x=x(r),y=y(¢),teT parametrik tenglamalar bilan
berilgan bo‘lsa,

r_.n a_r

yt XY — X
y R y 3
' CARS L

bo‘ladi va (5.9) formula ushbu ko‘rinishni oladi:

K =L xnl (5.10)
CARS SR
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Agar egri chiziq qutb koordinatalarida r=r(p) tenglama bilan
berilgan bo’lsa, x=rcosp, v=rsing ifodalarni p parametrli tenglamalar

deb, topamiz:
2 2 _ ~
P L el ) (5.11)

3

(" +r?)?

I-misol. y=-x" egri chizigning x = nuqtasidagi egriligini toping.
Yechish. Hosilalarni topamiz: )'=-3x°, y"=-6x. Hosilalarning

x= % nuqtadagi qiymatlarini hisoblaymiz:

U holda

- e 1257125
(H(—i)J 64
4

2-misol. x=#,y=2r egri chizigning r=1 parametrga mos
nugtasidagi egriligini toping. . .

Yechish. x'()=2¢t, x"(t)=2, y'(t)=6t*, y"(t)=12¢ hosilalarning qiy-
matlarini =1 da topamiz: x'=2, x"=2, y'=6, y"=12.

Bundan
{2:12-2-6] 3

T2 +6)7 20410

a

Egrilik radiusi, markazi va aylanasi, evelyuta, evolventa

Chizigning berilgan M nuqtadagi egriligi K ga teskari R miqdorga

shu chizigning garalllaglotgan nuqtadagi Y
egrilik radiusi deyiladi: o -
R=1 (5.12) /;'// l \} N4
. K \ Cap) —7
voki , \.
r=C Tyyl’ﬁ G.13) 24-shakl.
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Egri chizigning M nuqtadagi normaliga egri chizigning botigligi
yo‘nalishida MC = R kesmani qo‘yamiz (24-shakl).

C nuqtaga berilgan egri chizigning M nuqtadagi egrilik markazi
deyiladi.

Markazi C nuqtada bo‘lgan R radiusli aylana berilgan egri
chiziqning M nuqtadagi egrilik aylanasi deb ataladi (24-shakl).

Egrilik aylanasining bu ta’rifidan berilgan M nuqtada egri
chizigning egriligi va egrilik aylanasining egriligi bir-biriga teng bo‘lishi
kelib chiqadi.

Egrilik markazining koordinatalarini « va B bilan belgilab, ularni
hisoblash uchun formulzalar chiqaramiz.

y=f(x) egri chiziqqa M(x;y) nuqtada c‘tkazilgan normal
tenglamasini tuzamiz:

Y-y=-L(x-x, (5.14)
Vv

bu yerda X,¥ - normalning o‘zgaruvchi koordinatalari.
Cla;8) nuqta normalga tegishli bo‘lgani uchun uning
koordinatalari (5.14) tenglamani qanoatlantiradi:

1
ﬂ—y:——,(a-x). (5'15)
Yy
C(e; B) nugta M(x;y) nuqtadan egrilik radiusi R ga teng masofada
yotadi, shu sababli
(@-x)+(B-y) =R (5.16)

(5.15) va (5.16) tenglamalarni birgalikda yechib, « va p lami
topamiz:

a=xiﬁ& ﬂ=y¢—l+‘72-a (5.17)

Bu formulalarga (5.13) tenglikdan R ni go‘yamiz:

(3 2 . (3
a=xt X2 g 1oy
[ [y

Bu formulalarda qaysi ishoralar olinishini aniqlashtirish uchun
»">0 va y"<0 bo‘lgan hollar alohida qaraladi. Bunda y">0 bo‘lsa,

mos nuqtada egri chiziq botiq va #>y bo‘ladi. Shu sababli bunda quyi

(5.18)
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ishoralar olinadi, ya’'ni egrilik markazining koordinatalari

a=x-2002D g 14V (5.19)
1Y 1Y

formulalar bilan aniglanadi. Bu formulalar3” <0 bo‘lganida ham o*rinli

bo'ladi. . .
Agar egri chiziq x=x(¢),y=y(t),teT parametrik tenglamalar bilan

berilgan bo‘lsa, {5.19) ifoda ushbu ko‘rinishni oladi:

1o "2 Ii W12 72
0=x- YT g, FETHS) (5.20)
xy"—x"y xy"=x"y
3-misol. r=3(1+cosp) kardioidaning istalgan nugqtasida egrilik
radiusini toping.
Yechish. Hosilalarni topamiz: r'=-3sing, r"=-3cose.

U holda

_ (9(1 + 2 cos @ + cos® @) +9sin’ p)? _
191+ 2cos @ +cos’ @) +18sin’ ¢ +9(cos @ +cos’ )|

3
B 27(1+2cos ¢ +cos’ ¢ +sin’ )2 _
" 9|1+2cos@+cos’ @ +2sin’ @ +cosp +cos’ 0|

3
2 2 !
_ 3(2(1 +cos ®) =2(2(1+cosp)? = 4005%)- .

3(1+cosp) 2
Egri chizigning barcha egrilik markazlari to‘plamiga evolyuta

deyiladi. - '
Berilgan chiziq o‘z evolyutasiga nisbatan evolventa (yoki yoyilma)

deb yuritiladi. ' ‘
Agar egri chiziq y=f(x) tenglama bilan berilgan bo‘lsa, (5.19)

tenglamani uning evolyutasi uchun parametrik (x parametrli) tenglama

deb garash mumkin. -
Egri chiziq parametrik tenglamalar bilan berilgan holda (5.20)

tenglama evolyutaning parametrik tenglamalarini ( bu tenf‘;l.ama]a{nin.g
o‘ng tomoniga kiruvchi Kkattaliklar : parametrga bog'liq bo‘ladi)

ifodalaydi.
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4-misol. y=x* parabola evolyutasi tenglamasini toping.
Yeckish. Hosilalarni topamiz: )’ =2x, y"=2.

Egrilik markazining koordinatalarini aniglaymiz:

L A2 Ayt 2
=x_Zx(].-"wc)_=_4x,: ﬁ=xz+l+1x_=6x +l‘
2 2 2

Bu tenglamalarni y=x' parabola evolyutasining parametrik

tenglamalari deb qarash mumkin. Tenglamadan x parameuni chiqarib,
topamiz:

Bu tenglama yarim kubik parabola tenglamasi bo*ladi.
5.5.3. Skalyar argumentning vektor funksiyasi

Fazodagi egri chizigning parametrik tenglamalari

Egri chiziq tekislikdagi kabi fazoda ham parametrik tenglamalar
bilan berilishi mumkin.

n

¢ argumentning bir xil aniglanish sohasiga t
ega bo‘lgan uchta funksiyasini garaymiz: - J, R
| ™~
xX= X(t), e e : ///
y=y(), (5.21) i~ RN
SRS
|

12=2(1), teT.

Bunda reT ning har bir qiymatiga tayin f
x,y,z qiymatlar va fazoviy M(x;y;z) nuqta
mos keladi. 1 o*zgarishi bilan M nuqta fazoda
biror y egri chizigni chizadi. Bunda “
egri chiziq (5.21) parametrik
tenglamalar bilan berilgan va ¢ ga parametr deymiz.

Biz, fazodagi to‘g‘ri chizigning quyidagi parametrik tenglamalari
bilan avvaldan tanishmiz:

25-shakl.

x=x0+pt,
y=y,taqt,

\z=2z,+rl, tER.

340

Yana bitta misol keltiramiz. Ushbu parametrik tenglamalar bilan
berilgan egri chiziqni qaraymiz:
X =acost,
y =asint,
z=bt.

Bu egri chiziqqa vint chizig ‘i deyiladi (25-shakl).
1 parametrning istalgan qiymatida:

xX*+y' =d’(cos’ t+sin*f)=a’.

Bu tenglik vint chizig‘ining x’+y’=a’ silindrda jeylashishini bildiradi.
Bundan, M nugta vint chizig’i bo‘ylab harakatlanganida uning Oxy
tekisligidagi proeksiyasi radiusi a ga teng aylanada harakatlanishi kelib
chiqadi, bunda ¢ parametr N nuqtaning qutb burchagi bo‘ladi. «
parametr 2z ga o‘sganida N nugqta aylanani to‘liq aylanib o‘tadi, vint
chizig’i M nugtasining :z applikatasi esa =27 kattalikka o‘zgaradi.
Bu kattalikka vint chizig‘ining gadami deyiladi.

Skalyar argumentning vektor funksiyasi

Fazodagi egri chiziq (5.21) parametrik tenglamalari bilan berilgan
bo‘lsin. Bunda x(1), y(t), z(t) funksiyalarning aniqlanish sohasi 7T ga
tegishli har bir ¢ parametrga biror M(x,y,z) nuqta, har bir Af nuqtgz.x
esa boshi koordinata boshida va oxitri M nuqtada bp‘lgan F = oM
radius vektor mos keladi (26-shakl). Bu vektorning kpordmata
o‘qlaridagi proeksivalari M nuqtaning koordinatalari bo‘ladi va shu
sababli vektor (5.21) formulalar bilan aniqlanadt. .

Shunday qilib, reT parametrning har bir qiymatiga biror

F=x(0 +y(0)] +2(t)k (5.22)
vektor mos keladi. Bu vektorni ¢ skalyar argumentning vektor funksivasi
{(yoki vektor funksiya) deb ataymiz va 7(¢) bilan belgilaymiz.

7(¢) radius vektorning oxiri chizadigan L chiziqqa 7() vektorning
&odografi deyiladi.

F(t) vektor funksiyaning berilishi uchta skalyar funksiyalarning
berilichiga teng kuchli, uning koordina o‘qlaridagi procksiyalari
x(t), y(t), z(¢) bo‘ladi.

Vektor funksiya uchun limit, uzluksizlik va hosila tushunchalarini
kiritarniz.
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3.'Vektor funks'iyaning ¢t vaqt bo‘yicha 7(sr) hosilasi moddiv
nuq?anmg ¢ ondagi harakati tezligi #() ga teng (vektor funksiya
hosilasining mexanik ma nosi).

1. Skalyar argusientning vekror Junksivasini differensioflashning
asosiy goidalari.

o d . _ - dF dF dr
. —(F+r-F)="242 9.
@' tETh) a @ a
. dc S
2° 3?:0’ ¢ —o‘zgarmas vektor;
o d o o dE _di .
3. ” (A7) = ZE-”?IF’ A= A(r)—t argumentning skalyar furksiyasi:
. d . . dr dr,
4 Z(F- )= 45 90
dt(r‘ ) a T

oo d _ _. dr _ _ dr
S BxR) =X, +Ex—k

. .(5.2.4) ifgda va keltirilgan o‘xshashliklar asosida fazodagi egri
chlzxqmng. urinmasi, normal tekisligi, yoyining differensiali va egriligi
uchun ql’jyldagi tenglamalar keltirib chigariladi.

' l (5.21) parametrik tenglamalar bilan berilgan fazodagi egri
chiziqqa parametrning =1, qiymatiga mos M. (x,;y.:2,) nuqtasida
o‘tkazilgan urinma (to‘g‘ri chiziq)

X=X, = Y=V - z2-2,
X)) Z@) (5.2%)
tenglama bilan aniglanadi.
2. Fazodagi egri chiziq urinish nugtasi i 1
2 31 nuqtasida urinmaga perpendikular
o tka21.lg'fm teklshk-ka egri chizigqa o ‘tkazilgan normal tekislik deyiladi.
Urinish nuqtasi M,(x,;,;z,) bo‘lgan normal tekislik

x'(to)(x_xo) + y'(to)(y_yo) + z,(to)(z - zo) =0 (5'26)

tenglama bilan ifodalanadi.
3. Fazoviy egri chiziq yoyining differensiali

ds = \X'(t)* + y'(t)? + 2'(2) it .27
formuia bilan topiladi.
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4. Fazodagi egri chiziqning egriligi

m_o\2

K___J(yz =72y + (&2 -x"2) ‘+(xy -x"y") (5.28)

(x;: +y12 +212)E
formula bilan aniqlanadi.
5-misol. x=t'. y=t'. z=t egri chiziqqa ¢=-1 parametrga mos
nugtada o‘tkazilgan urinma va normal tekislik tenglamalarini toping:
Yechish. Urinish nugtasining koordinatalarini topamiz:
x=-1, v=1, z=-1.
Hosilalarni topamiz va ularning urinish nuqtasidagi qiymatlarini

hisoblaymiz:
XM =37, V)=2t, Z()=1

X¥(=1)=3, y(-)=-2, Z(-)=1

Urinish nugqtasining koordinatalari va hosilalaming hisoblangan
qiymatlari asosida izlanayotgan tenglamalarni topamiz:
a) urinma tenglamasi
x+1 y-1_z+1
3 -2 17

b) normal tekislik tenglamasi

3(x+D)-2(y-D+z+1=0,
3x-2y+z+6=0.

7- misol. Asosining radiusi R=4ga teng silindrda joylashgan.
qadami k=67 ga teng vint chizig'i tenglamasini tuzing. Uning voyi
differensialini va egriligini toping.

Yechish. 1=2r da z=h=3t.
Demak, vint chizig‘ining tenglamasi
x =4cost, y=4sint, z=3t.
Bundan
x'(t) = —4sint, y'(t)=4cost, z'(t)=3, x"(t)=-4cost, y'(t) =—4sint, z"(t)=0.
Hosilalarning hisoblangan  qiymatlari ~ asosida izlanayotgan

tenglamalarni topamiz:
a) vint chizig‘i yoyining differensiali

ds=\x"+y*+27%dt = J16sin*t +16cos’ t +9dt =
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yo bu grafikning shu o‘q bilan urinish nugqtasini (28-b shakl)
yoki grafik va o‘qning umumiy nugtasini (28-c shakl) ifodalaydi.

Ildizning bu interpritatsiyalaridan bir o‘zgaruvchi tenglamasini
yechishning geometrik usuli kelib chigadi: (6.1) tenglamani yechish
uchun uning grafigini chizish va grafikning Ox (y=0) o‘q bilan
kesishish nugtalarini topish kerak.

f(x)=0 tenglamani tagribiy yechish, odatda, ikki bosqichda amalga
oshiriladi.

Birinchi bosqichda tenglamaning ildizlari ajratiladi, ya’ni tenglama
yagona hagqiqiy ildiziga ega bo‘lgan chekli oraliq aniglanadi.

Ikkinchi bosqichda ildizlar aniqlashtiriladi, ya’ni ular berilgan
aniqlikda topiladi.

(6.1) tenglamaning ildizlarini ajratish uchur ushbu kriteriya
qo‘llaniladi: agar f(x) funksiya [a;b] kesmada uzluksiz, monoton va
kesmaning chetki nugqtalarida har xil ishorali qiymatlarga ega bo‘lsa,
u holda (6.1) tenglama shu kesmada yagona haqigiy ildizga ega bo‘ladi.

f(x) funksiyaning kesmada monoton bo‘lishining yetarli sharti
uning birinchi tartibli hosilasining bu kesmada ishorasini saglashi
hisoblanadi (agar f(x)>0 bo‘lsa, funksiya kesmada o‘sadi, agar f(x)<0
bo‘lsa, kamayadi).

Agar y=f(x) funksiyaning Ox o‘q bilan

kesishish nuqtalari joylashgan oraliglarni aniq ¢
ko‘rsatuvchi grafigini chizish mumkin bo‘lsa, |
(6.1) tenglamaning ildizlarini grafik usulda 5k
ajratsa bo‘ladi. ' o
f,(x) va f,(x) funksiya grafiklarini chizish 3fy
oson bo‘lgan hollarda (6.1) tenglamani i “‘\\ /"'
0= 1, (62) — LAY
ISP x
ekvivalent  ko‘rinishda  ifodalash  orqali / \
ildizlarni ajratsa bo‘ladi. Bunda (6.2) /
tenglamaning ildizi y=f,(x) va y=f,(x) 29-shakl.

grafiklarning kesishish nuqtasi bo‘ladi.
I-misol. x’ +6x -5=0 tenglama ildizlarini ajrating.
Yechish. Misolning shartiga ko‘ra,
f(x)=x’+6x-5.
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xeR da f'(x)=3x"+6>0, xe R bo‘lgani uchun funksiya ixtiyoriy
oraligda o‘sadi. x ning manfiy qiymatlarida f(x)<0 va x ning
vetarlicha katta qiymatlarida, masalan, x>1 da f(x)>0.

Demak, funksiya [0:]] kesmada bitta haqiqiy ildizga ega.

Berilgan tenglamaning ildizini grafik usulda ham ajratish murr}kin.
Tenglamani x' =-6x+5, ya’ni (6.2) ko‘rinishga keltiramiz. y=x' va
y=—6x+5 funksiya grafiklarini chizamiz (29-shakl). Chizmadan
ko'rinadiki, keltirilgan grafiklar abssissasi (0;) intervalda yotuvchi
M nuqtada kesishishadi.

5.6.2. Iidizlarni aniglashtirishning
vatarlar va urinmalar usuliari

Vatarlar usuli

Biror (analitik yoki grafik) usul bilan (6.1) tenglamaning ildizi
ajratilgan, ya’'ni tenglama yagona X ildizga ega bo‘lgan [a;t.)] kt?sma
aniglangan bo‘lsin. Bu kesma shunday tanlanadiki, bunda quyidagi uch
shart bajaradi: .

1) f(a) va f(b) sonlari har xil ishorali: f(a)- f(b) <0 N

2) [a:b] kesmada f'(x) hosila nolga teng emas va ishorasini
saqglaydi, . o

3) fa;b] kesmada f"(x) hosila nolga teng emas va ishorasini
saqlaydi. . S

(6.1) tenglama yechimining birinchi yaqinlashishi sifatida y=7f (x).
funksiya grafigi yoyining chetki 4(a;f(a)) va B(b;f(b)) nuq.talarfn!
tutashtiruvchi vatar bilan Ox o‘q kesishish nuqtasining abssissasini

olamiz (30-shakl). . ' . L
Ikki nuqtadan o‘tuvchi to'g'ri chiziq formulasi asosida AB to‘g'n

chizig tenglamasini tuzamiz:
x—a_ y—fla . (6.3)
b—a f(b)-f(a)

(6.3) tenglamaga y=0 ni go‘yib, ildizning birinchi yaqinlashishini

topamiz:
AC it AN (6.4)
L)~ fla)
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formulani (x,;4) oraligqa qo‘llab, topamiz:

5, =x, - L5 (6.12)

)
Ildizning keyingi yaqinlashishlari shu kabi topiladi.
Agar (n-1)-yaqinlashish mavjud bo‘lsa, n-yaqinlashish

S
X, =X, f,(x,,_,), n 1:2,3 (613)

formula bilan topiladi.
Bu tenglamada nolinchi yaqinlashish x, sifatida [a;6] kesmaning

J(x)f"(x)>0 (6.14)

shartni qanoatlantiruvchi nuqtasining abssissasi olinadi (31-shak!).
Demak, bu usulni 4 nuqtadan boshlash shart emas.
Urinmalar usulida ham (6.8) va (6.9) munosabat!ar o‘rinli bo‘ladi.

Vatarlar va urinmalar usullarining
birgalikda qo ‘lUanilishi

Vatarlar usuli bilan urinmalar usuli ildizga turli tomondan
yagqinlashishni beradi. Shu sababli, odatda, ularni birgalikda qo‘llash
qulay bo‘ladi. Bunda ildizni aniqlashtirish tez bajariladi va hisoblashni
nazorat gilish mumkin bo‘ladi.

Vatarlar va urinmalar usullarini birgalikda qo‘llanilishi masalasini

garaymiz. Bunda ham vatarlar usulidagi uchta shart bajarilsin deymiz.
Bu shartlar bajarilganida to‘rtta hol bo‘lishi mumkin (30-shakl):

a) f'(x) <0, f"(x)>0; b)f'(x)>0, f"(x) <0;

©) f'(x)>0, f7(x)>0; d) f'(x) <0, f"(x) <0.

Aniglik uchun f'(x) >0, f"(x) >0 bo‘lgan holni qaraymiz (32-shakl).
A(a; f(a)) va B(b; f(b)) nuqtalar orqali vatar o‘tkazamiz.
Bu vatarning Ox o°q bilan kesishish nugtasini topamiz:

a, =a——f(;)(b—a).
F®)-f(a)

Endi f(x) funksiya grafigiga B(b; f(b)) nuqtaga urinma o‘tkazamiz.
352

Bu urinmaning Ox 0‘q bilan kesishish nuqtasini topamiz:

b =b-1L

Shunday qilib, a<a, <X <b, <b.
Bu jarayonni davom ettirib, tagribiy qivmatlarning ikkita ketma-
ketligini topamiz:

a<a,<a,<..<X va b>b>b>.>X,

bu verda
=a_, —f(a"")(b"'—,a""), =12,.., a,=a: (6.15)
T f®)- 1)
PRI S (6.16)
. .f (bn-l)
{a,} va {b,} ketma-ketliklar monoton va chegaralangan. Demak,
ular limitga ega. lima, =a,

limb, =B bo‘lsin.  Agar 1) va Y

3) shartlar bajarilsa, a=3=X
f(x)=0 teng-lamaning yagona
yechimi bo‘ladi.

Agar  ildizning  aniqligi

¢ oldindan berilgan bo‘lsa,

u holda a, va &, lar |a,-b <&

yoki g<la, —b |<2¢ shartlardan

biri  bajarilishiga qadar davom 32-shakl.

ettiriladi. Bunda birinchi shart bajarilsa X ~a, (yoki X =5,) bo‘ladi,

ikkinchi shart bajarilsa X ~ %% bo‘ladi.

“~

1-misol. 2-x-lgx=0 tengimaning haqiqiy ildizini vatarlar va
urinmalar usullarini birgalikda qo‘llab, & =0,000001aniglikda hisoblang.

Yechish. 1zlanayotgan ildizni ajratish uchun berilgan te'nglamani

lgx =2-x ko‘rinishga keltiramiz va y=Ilgx, y=2-x funksiyalarning
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6.1.2. Kompleks sonlarning yozilish shakllari
Ushbu

z=x+1iy

ifodaga kompleks sonning algebraik shakli deyiladi.

Kompleks sonning » moduli va ¢=Argz argumentini z=x+jy
kompleks sonni ifodalovehi 7=0M vektoming qutb kcordinatalari deb

qarash mumkin. Bunda x= reosp, y=rsing bo‘ladi (1-shakl).
U holda z=x+i kompleks sonni z = rcos +irsing  yoki

z=r(cosp +ising)

ko‘rinishda yozish mumkin. Bu ifodaga kompleks sonning trigonometrik

shakli deyiladi.
Bunda rHz| modul quyidagi formula bilan aniqlanadi:

r=zl=./x" + .

@ argument esa
Y
, Igp==

X . ?
cosp=—, sinp=
r X

A

formulalardan topiladi.
. @=Argz=argz+2nk k€ zekanidan

Cos@ = cos(argz + 27k) = cos(argz), sin ¢ =sin(arg z)

kelib chiqadi. Shu sababli kompleks sonning algebraik shaklidan
trigonometrik shakliga o‘tishda kompleks son argumentining bosh
qiymatini aniglash yetarli bo*ladi.

-7 <argz<z bo‘lgani ucun rgp =2 tenglikdan topamiz:
X

(
arctgZ . 1,1V choraldarning ichki nugtalarida,
x

agz={ arctgl +7, Il chorakning ichki nugtalarida,
x

arctgl—n, Ul chorakning ichki nugtalarida.
| x

Agar nuqta haqigiy yoki mavhum o‘qlarda yotsa, argzni bevosita
topish mumkin.
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Masalan, z =2 uchun argz,=0; z,=-3 uchun argz,=7z; z,=i
n
uchun argz, =%; z,=—4i uchun argz, ==3 (2-shakl).
Eyler formulasi deb ataluvchi

cosp +ising=e*

ifoda yordamida z= r:(cos<p. +i s.in q;? R P
tenglikdan z=rc* ifoda keltirib chiqariladi.
Ushbu

z=re®

ifodaga z=r(cosp +ising) kompleks sonning

ko 'rsatkichli (yoki eksponensial) shcfkli I
deyiladi, bu yerda r = z|— kompleks sonning

moduli; ¢=4rgz— kompleks sonning 2-shakl.
argumenti.

Eyler formulasiga ko‘ra ¢” funksiya 27 d.avrl.i davriy funksi.ya
bo‘ladi. Shu sababli z kompleks sonni ko‘rsat!uf:hll sh.aklda y021sl.1
uchun kompleks son argumentining bosh giymatini, ya’ni @=argz ni
aniglash yetarli bo‘ladi.

{-misol. z=—sin%+icos% kompleks sonni turli (algebraik,

trigonometrik va ko‘rsatkichli) shakllarda yozing.

Yechisk. z=—sin—7£+icos—’8£ kompleks son trigonometrik shaklda
berilgan emas. Shu sababli shunday ¢ burchakni topamizki,

. n “fai
cosm:—sinlt- va s;n(o:COSg bo‘lsin.
’ 8

T x Sm 1
Bunday burchak ¢ =S+te=% bo‘ladi.

St \[2 '_\@ va Sin-sjf' ____\13_4-_1/_—2_ ni hisobga olib, kompleks
cos? = 8 2

sonining turli shakllarin1 yozamiz:
5z

—i
\/;_ﬁ +iﬁ+\[2— =c0s§£+isin'5—7£=e 8.
zZ== 2 4 8 8
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Demak,
-4x-19

R(x)=3x" —8x +10 + — -
. X' 4+2x+2
Quyidagi to‘g‘ri kasrlarga sodda (elementar) kasrlar deyiladi:

A .
)
xX—-a

1.

¥/

Goy k22 kemy;

Mx+ N

um, — - 2 _ .

o +px+q,(p 49 <0);
Mx+ N

(x* + px+q)’

» (522, se N, p? —-4g<0),

bu yerda 4, M, N, a, p, q - haqiqiy sonlar.
7-tearema. Maxraji (2.5) ko‘rinishda ko‘paytuvchilarga ajratilgan

0. . . .. :
har qanday ;(_x)_ to‘g‘ri kasmi sodda kasrlar yig'indisiga yagona tarzda

yoyish mumkin.

Bunda:
1) (2.5) ifodaning (x-«) ko‘rinishdagi ko‘paytuvchisiga 1 turdagi

kasr mos keladi;
x-a

2) (2.5) ifodaning (x-a)* ko‘rinshidagi ko*paytuvchisiga [ va Ul

turdagi £ta kasrlar yig‘indisi -4 4, A
+— T i:
o (-a) —a) mos keladi;

3) (2.5) ifodaning x*+ px+g ko‘rinishdagi ko‘paytuvchisiga

I turdagi 2+ N_ ] i
g S —— <asr mos keladi;

4) (2.5.) ifodaning (x* + px+q) ko‘rinishdagi ko‘paytuvchisiga
I va IV turdagi s ta kasrlar yig‘indisi
Mx+N, L Mx+N, Mx+N,

XApitq (tprigy T (Ripregy O keladi.
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Shunday qilib, teoremaga ko‘ra,
Q) _ A 4 S

P(x) x-a (x—;z)z o (x-a)

Mx+N, Mx+ N, Mx+N
o TR i R S (2.6)
X +px+q (X +px+q) (x* + px+q)

buyerda 4, 4,...4,, M,, N,, M,, N.,..M,. N, - koeffitsiyentiar.

(2.6) tenglikdagi noma’lum koeffitsiyentlarini topishning turli
usullari mavjud. Masalan, noma’lum koeffitsiyentlarni topishda
koeffitsiyentlarni tenglashtirish usulini go*llash mumkin.

Bu usul quyidagi tartibda amalga oshiriladi:

1. (2.6) yoyilmaning o‘ng tomoni umumiy maxraj P,(x) ga
keltiriladi.  Natijada 2.0 _5,(0) ayniyat hosil bo‘ladi, bu yerda

P (x) P(x)
S, (x)—koeffitsiyentlari
noma’lum bo‘lgan ko‘phad.

2. Hosil bo‘lgan ayniyatda maxrajlar teng bo‘lgani uchun, suratlar
ham aynan teng bo‘ladi, ya'ni @, (x)=S5_(x).

3. 0,(x)=S5,(x) tenglikda x ning bir xil darajalari oldidagi
koeffitsiventlar tenglashtiriladi (ko‘phadlarning aynan tengligi haqidagi
teoremaga ko‘ra);

Natijada tenglamalar sistemasi hosil bo‘ladi va bu sistemadan
izlanayotgan 4, A.,.. A4, M,, N, M,, N,,..,M,. N,  koeffitsiventiar

topiladi.

4- misol. R(x)= x 2xtl to‘g‘ri kasrni oddiy kasrlar yig‘indisiga

xx+1)

yoying.
Yechish. R(x) ning maxrajini ko‘paytuvchilarga ajratamiz:

A=+ ) —x+1)
R(x)ni 1-teoremaga asosan, sodda kasrlar yig‘indisiga yoyamiz:

A A A Mx+ N
R(x)=—"+—"F+— .
) x x+l+x2—-x+l

Noma’'lum koeffitsiventlarini koeffitsiyentlarni tenglashtirish usuli
bilan topamiz. Buning uchun tenglikning o‘ng qismini umumiy
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maxraiga .keltiran.liz,. hosil  bo‘lgan tenglikning  har  ikkala
tc?;non.ldagl maxrajlami tashlab yuboramiz va quyidagi tenglikni hosil
qilamiz: ’

x'=2x+1= Ax(X+1) + A D+ A (P - x 1)+ Mx(x +1)+ Nx*(x +1).
x ning bir xil darajalari oldidagi koeffitsiyentlarni tenglashtiramiz:

[x: 4+ 4 + M=),
X' -4+4.+M+N=0,

<x*: A+N=0,
x4 ==-2,
x”: 4, =1.

Bu tenglamalar sistemasini yechamiz:

4

4
A==, 4 =-2, 4, =1, M=2, N=-2,
3 3

W | W

Demak,

R(x)=—-%+i+ 4 Sx-4

xox 3x+1l) 37 -x+1)

6.2.5. Mashglar
‘ 1. Berilgan P(x) va O(x)ko‘phadlarning yig:indisini, ayirmasini va
ko*paytmasini toping;
1) Px)=2x>~x* + 4, O(x)=x"+3x> - x;
2) P(x)=x*+x*-5, O(x)=3x"+x' —x.
2. P(x) ko‘phadni O(x} ko‘phadga bo‘lishda hosil bo‘ladj “li
oldiaui e g ishda hosil bo‘ladigan bo‘linma va
1) P(xy=x+2x* — x4 L, O(x)=x*+x-1;
2) P(x)=x*+5x" —6x+5, Ox)=x"+2x* -1,
3) P(x)=3x* +4x* 4 2x -1, Ox)=x*+3x+7;
4) P(x)=2x* -13x" +32x? =24x+1, Q(x)=x*-5x+6.
3. P(x) ko‘phadni x—« ikkihadga bo‘Iganda hosil bo‘ladigan qoldigni toping:

1 P = 7 _ 4 _ 3 . 7
) P(x)=x"-3x X +1, x-2; 2) P(x)=x"-6x" +x° -8, x41;

3 =346 5 .
) P(x)=3x%+x 64, x+2; 4) P(x)=x"—6x>+x, x-3.

374

4. P(x)=ax' +hx’ ~x-1va Q(x)=3x" -x" +x~c ko phadlar bir-biriga aynan
teng. a, b, ¢ larnitoping.
5. @'+x -3x+b=2x"+cx' -3x+1. a, b, c larni toping.
6. Berilgan ko‘phadlarni ko*paytuvchilarga ajrating:
1) x*-16; 2) x'-8lx;
4) x* -6x" +9x° —x* +6x-9.

3) 5x* —d0x’ +115x° —140x + 60;

7. Berilgan to*g'ri kasrlarni sodda kasrlar yig‘indisiga yoying:

D X +4xel 2) 3 -3xt +8x-4,
axt Xt
. 2 +1
RETEEN gy T3
x +xt=2x Xoexal

8. Berilgan to‘g'ri kasrlarni sodda kasrlar yig'indisiga yoying va
koeffitsiyentlarni noma’lum koeffitsiventlarni tenglashtirish usuli bilan toping:

'+ 2043 2x° -6,
I)W, 2) x‘+x1—6x’
2.2 + -1
3y B2 20T, 4y =L
 —x X +X
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funksiyalar orqali ratsional ravishda ifodalash va R(sinx.cosx)
ko‘rinishga keltirish mumkin.

7.3.1. [R(sinx,cosx)dr ko‘rinishidagi integrallar

fR(sinx,cosx)dx ko‘rinishidagi integralni Ig%=t almashtirish

orgali hamma vaqt s o‘zgaruvchili ratsional funksiyaning integraliga
almashtirish, ya’ni ratsionallashtirish mumkin. Shu sababli bu
almashtirish universal trigonometrik almashtirish deyiladi.

Hagqiqatan ham, [ R(sinx,cesx)dx ifodadan

g™ 1 —tg? ™
. €5 2t € 5 -1 2di
sinx = =—7> , COS X = p =l —, x=arcigt, dx=| 5
l+tgz-;_ 1+1¢ 1+tgz_2_ +1 +

tarzdagi o‘rniga qo‘yishlar yordamida ¢ o‘zgaruvchili

2t 1=\ 2dt
, . =[R (¢)dt
IR{IH’ l+t2) 1+ JR®O

ratsional funksiya kelib chiqadi.

dx
3sinx +2cosx +3

1- misol. I=| integralni toping.

Yechish. tg% =t deymiz. U holda

24t
140 dt a__ _
]= :2 :2 =
I,, 2t 1-7 Itz+6t+5 I(t+‘1)(r+5)
3. 242 ——+3
1+¢ 1+1¢

=;(_“;+_§_}1¢=Aln:t+1;+31n|z+5|+c.
t+1 t+5

B=-

N | =

. - . 1
Noma’lum koeffitsiyentlarni aniglaymiz: 4= 5

Demak,

<
IS s

1
I=—(In|t+1|-In}jt+5])+C=
(injr+11-In| )+C=2 P
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Universal trigonometrik o‘rniga qo‘yish  natijasida amalda
ko*pincha ancha murakkab ratsional funksiyalar hosil bo‘lishi mumkin.
Bunday hollarda yuqorida keltirilgan integralni topishda quyidagi sodda
almashtirishlardan foydalangan ma’qul:

a) agar R(sinx.cosx) ifoda sinx ga nisbatan toq, va’ni
R(-sin x,cos x) = —R(sin x,cos x)
bo‘lsa, u holda ccsx =7 o‘rniga qo‘yish bu funksiyani ratsicnallashtiradi;
b) agar R(sinx,cosx) ifoda cosx ga nisbatan toq, ya’ni
R(sin x,- cos x) = —R(sin x,cos x)
bo‘lsa, u holda sinx=¢ o‘miga qo‘yish orqali bu funksiya
ratsionallashtiriladi;
c) agar R(sin x,cos x) ifoda sinx va cosx larga nisbatan juft, ya’ni
R(-sin x,—cos x) = R(sin x,cosx)
Do‘lsa, u hoida rgx=¢ o‘rniga qo‘yish bu funksiyani ratsionallashtiradi.
Bunda quyidagi almashtirishlardan foydalaniladi:

- 1g’x r ; 1 1
sin“x= = COS™ X = e
1+tg°x 1+t l+ig'x 1+t
dt
x=arcigt, dx= 7 -
1+¢
cos xdx

integralni toping.

2-misol. I =[—; .
sin® x —4sinx+5
Yechish. Integral ostidagi funksiya cosx ga nisbatan toq
funksiya. Shu sababli sinx=¢ deb olamiz.
U holda

dt di-2) . -
I= = = arcig(t -=2)+C =arctg(sinx-2) +C.
liass J(x—2)’+1 € &( )

3-misol. = j]—:;:nz . integralni toping.

Yechish. Integral ostidagi funksiya sinx ga nisbatan juft
funksiya. Shu sababli sgx=¢ o‘rniga qo‘yishdan foydalanamiz.
U holda

dt
— |
1={ 1+22  _ ﬂ_:_'_]nlfﬂ:llnﬁl_,_c.
1 2¢* 1-12 2 |t—l 2 jigx -1
141
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1_—l|l+C=—!nil—:—f2;th.f+(‘.
t+1] =1

——=-In

-1t

-2 =12
Izji l)..Idt_ dt

Dastlabki o‘zgaruv}:hi ga qaytamiz:

I o -
1-2)272, 222 | |

I =~In| xx—_zl Jlr_1'+C=-ln[3-*2x+2\/x:~3x+2!+(‘.
o

Eyler o‘miga qo‘yishlari ayrim  integrallarda  murakkab
hisoblashlarga olib kelishi mumkin. Bunday hollarda integrallashning
quyidagi usullaridan foydalanilsa bo*ladi.

][ R(x,\ax? +bx+c)dx  ko‘rinishidagi integrallarni hisoblashning
kvadrat uchhaddan to la kvadrat ajratish usulida berilgan integrallar
ax’ +bx+c kvadrat uchhaddan to‘la kvadrat ajratish yo‘li bilan ushbu
integrallardan biriga keltiriladi:

a)agar a>0 va b’ —dac <0 bo‘lsa, u holda [R(tAN M + 0?7 ),

b* —4ac b
, I=x4—-;
4a 2a

buyerda n’=qa, m* =-

b) agar a>0 va > -4ac>0 bo‘lsa, u holda jR(z.v’r?:Z —m* ),
b* —4ac .
s t=x+— ;

buyerda n* =g, m* =
4a 2a

C) agar a<0 va b’-4ac>0 bo‘lsa, u holda [RUAN M = Pttt
b® —4ac
=, t=x+—,

bu yerda n* = —q, m* =—
4a 2a

Hosil qilingan integrallar mos ravishda ¢ = 2 gzt =
n

o‘rniga qo‘yishlar orqali [R(sinz,cosz)dz ko'rinishga keltiriladi.

4-misol. [V5+4x—-x'dx integralni toping.

Yechish. Kvadrat uchhaddan to‘la kvadrat ajratamiz, yangi ¢
o‘zgaruvchi kiritamiz va trigonometrik o‘rniga qo‘yishdan foydalanib,
topamiz:

Vs +ax—xdx=[J9- (x—2)dx=

| ¥=2=0|_ o
| e “—f‘/9 rdt =
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=I r=3sinz, |=1\19-9sin1z3coszdz=[9cos:zdz=
|

dt=coszd¢:i
9 . 9( sin2z PR e w C=
:51(1+c0522;dz=.—2(\2+—2—)+C-—2(z-rsmz\l sin”z)+
’ tl 9 .tt,t’] 9 L ol
=jz= in—'=— —+ = 1—-— |+C =—arcsin- + —v
l arcsm3ll 2[arcsm3 3\4 9} 5 373
=2arcsinx;2+—l—(x—2)\/5 +4x—x' +C.
2 2
2. R(x,Nax® + bx+c)dx ko‘rinishidagi  ayrim integrallarni

hisoblashning boshqa usullarini keltiramiz.

P4y orinishidagi integrallar, bu yerda P,(x)— n- darajali

a)[—==2— . ko‘rinishidagi integrallar, bu y "
! Jax* +bx +c

ko*phad:

1) n=0 da j Adx ko‘rinishda bo‘ladi; bu integral a>0

Jax? +bx+c
bo‘lganda jadvaldagi 14- integraiga, a<0 bo‘lganda jadvaldagi

13-

integralga keltiriladi;

2) n=1 da | (Ax+B)dx | rinishda bo‘ladi; bu integral suratda

i \/‘_]xz +bx+c .o . . . o« o . .

kvadrat uchhadning hosilasini ajratish natijasida ikkita, blr.l. Jjadvaldagi
1- integralga va ikkinchisi 1) banddagi integra!gg keltmlaldl], ‘
3) n>2 bo‘lganda berilgan integraldan keltirish formulalari

yordamida

dx
. dx T &
J ‘\/axP—:(::‘lbx—*_'E =Q’:_l(x)m+Mjm
ko‘rinishdagi ifoda hosil gilinadi, bu yerda Q"-,(x)-.kofﬂztiﬁ“:;
noma’lum bo‘lgan n - 1-darajali ko‘phad, M - qanfiaydlr (;/1 Zo:ni oxirgi
Bunda ko‘phadning noma’lum koefﬁtsnyentlan‘ va ! Sda  bie ]
tenglikni differensiallash hamda x ning Ch‘;‘:. Y:hOO?(lga]t? :?,gﬁadig_
dargjalari oldidagi koefftsiyentlarmi tenglashtir "

b)[ dx ko‘rinishdagi integral cx+ 8=~

(o + BWWax’ +bx+c
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Yugqoridan y=f(x) funksiya grafigi bilan, quyidan Ox c‘qi bilan,
yon tomonlaridan x=a va x=b to‘g‘ri chiziqlar bilan chegaralangan
figuraga egri chizigli trapetsiya deyiladi (2-shaklda bu fi gura —aABb).

aABb egri chiziqli trapetsiyaning S yuzasiga ta’rif beramiz.

[26] kesmani »n ta kichik kesmalarga bo‘lamiz: bo‘linish
nugtalarining abssissalarini a=x, <x <..<x_ <x <..<x_ <x =b bilan
belgilaymiz. {x}={x,,x,...x,} bo‘linish nugtalari to‘plamini [a;]
kesmaning bo‘linishi deymiz. x, bo‘linish nuqtalari orqali Oy o‘qqa
parallel x=x, to‘g'ri chiziq o‘tkazamiz. Bu to‘g‘ri chiziglar a4Bb
trapetsiyaning asoslari [x_;x] bo‘lgan n ta bo‘lakka bo‘ladi. a4Bb
trapetsiyaning S yuzasi n ta tasma yuzalarining yig‘indisiga teng
bo‘ladi. n yetarlicha katta va barcha [x_;x] kesmalar kichik
bo‘lganida har bir » ta tasmaning yuzasini hisoblash oson bo‘lgan mos
to‘gri to‘trburchakning yuzasi bilan almashtirish mumkin bo‘ladi. Har
bir [x_;x] kesmada biror ¢ nugtani tanlaymiz, f(x) funksiyaning bu
nuqtadagi qiymati f(£,) ni hisoblaymiz va uni to‘g‘ri to‘rtburchakning
balandligi deb qabul gilamiz. [x_;x] kesma kichik bo‘lganida frx)
uzluksiz funksiya bu kesmada kichik o‘zgarishga ega bo‘iadi. Shu
sababli bu kesmalarda funksiyani va tagriban f(£) ga teng deyish
mumkin. Bitta tasmaning yuzasi f(£)(x, -x_) ga teng bo'lganidan
aABb egri chizigli trapetsiyaning S ga yuzasi taqriban S_teng bo‘ladi:

S~S, =3 fE)A,, Ax =x —x, (5.1)

. taqribiy giymat
d = max Ax, (i=1,n) Kattalik gancha .2 B
kichik bo‘lsa, shuncha aniq L=
bo‘ladi. 4  kattalikka {x} -~
bo‘linishning diametri deyiladi.
Bunda n—w da d - 0.

Shunday qilib, egri chizigli
trapetsiyaning S yuzasi deb,
S, to‘g’ri to‘rtburchaklar a
yuzasining bo‘linish diametri O x,
nolga intilgandagi  limitiga

<
I
s
=
N
3
Y
\

P e e ]

a

Up f=—— e
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aytiladi, ya’ni
S=lim$, =lim 3, /(£)A%. (5:2)

Demak, egri chizigli trapetsiyaning Y}I?asifli hisoblash
masalasi (5.2) ko‘rinishdagi limitni hisoblashga keltiriladi.

Bosib o‘tilgan yo ‘l masalasi

Agar moddiy nuqtaning harakat qonuni s=f(f) (bunda t._ va‘qt,
s— bosib o‘tilgan yo'l) tenglama bilan berilgan bo‘lsa, f(r) fun.kgyanmg
/7(¢) hosilasi moddiy nuqtaning berilgan vaqtdagi harakat t(.izllgl v(.t) ga
teng, ya’ni v(1)=f'(¢) bo‘ladi. Fizikada quyidagi masal.am. yechishga
to‘g'ri keladi. Moddiy nuqta to‘g‘ri chiziq bo‘ylab v te{zlxk Pll.an hara]fat
qilayotgan va v tezlik ¢ vaqting uzluksiz funksnya‘sn bo ls.m deymiz.
Moddiy nuqta vaqtning ¢=a dan =5 gacha. bo‘lgan biror ;5]
oraligéida bosib o‘tgan yo‘l s ni topar.mz. [a;b] . kesmani
a=1, <t <..<t_ <1 <..<t_ <t ,=b nuqtalar bllan. vaq.tmflg n ta
vetarlicha kichik oraliglariga bo‘lamiz. Vagqtning kichik !t"“ft']
oraligtida v(r) tezlik «deyarli» o‘zgarmaydi. Uni.bu vaqt f)rallg ida
o‘zgarmas va taqriban v(£,) (£ €[1,,31]) gateng deyls'h mut‘nl.qn. Bund:
harakat [r_ ;1] kesmada tekis bo‘ladi. U holda bosib o‘tilgan yo

ighl ~s, = Y v(E )AL

bu vagt oraligtida w(& )1, —1,.,) ga, [a;b] vaqt oralig‘ida s=s, év({)_,

(At,=1,-1_) ga teng bo‘ladi. Bu taqribiy giymat d=maxAs, (i=Ln)

kattalik gancha kichik bo‘lsa, shuncha aniq bo‘ladi. o '

Shu:llday qilib, s bosib o ‘tilgan yo'l deb, s, yig'indining d — 0dagi
limitiga aytiladi, ya’ni

s=lims, = gﬂgv@,)m,. (5.3)

Demak, bosib o‘tilgan yo‘lni  hisoblash masalasi  (5.3)

ko‘rinishdagi limitni hisoblashga keltiriladi... e
Qaralg%m har ikki masalada biror ko‘nmshda‘gl yig {ndm_;‘nﬁ.h:mt@;

topishga olib keluvchi ~ bir xil usul do lla‘mlll(:l.b _ ia; il;dini;g

texnikaning bir qancha masalalari yuqoridagi  kabi1 yig

limitini topishga keltiriladi.

411



7.5.2. Integral yig‘indi va aniq integral

y= f(x) funksiya [a;5] kesmada aniglangan bo‘lsin.
[a;6] kesmani ixtiyoriy ravishda
a=Xx,<Xx <..<x_<x <..<X_ <x =b
nuqtalar bilan » ta gismga bo‘lamiz, bunda {x} ga [a;h] kesmaning
bo ‘linishi, d = max(x, -x,,), (i = 1,n) kattalikka bo Tinish diametri deymiz.
Har bir [x_;x] kesmada ixtiyoriy ¢ nuqtani tanlaymiz. Bunday

nuqtalami belgilangan nugtalar deb ataymiz. Funksiyaning 1(¢ )
giymatini mos Ax, = x, - x,_, uzunlikka ko‘paytirib, bu ko‘paytmalardan

W, =3 /(€ ), (5.4)

yig‘indini tuzamiz. (5.4) yig‘indiga f(x) funksiya uchun [a;b]
kesmaning {x,} bo‘linishidagi Riman integral yig indisi deyiladi.

w, yig‘indining d — 0dagi limiti tushunchasini kiritamiz.

I-ta’rif. Agar Vv £>0 son uchun shunday 6>0 son topilsa va
[I-w,|<e tengsizlik [a;6] kesmaning diametri d <5 bo‘lgan istalgan
{x} bo‘linishida ¢ belgilangan nuqtalarning tanlanishiga bog‘lig
bo‘lmagan holda bajarilsa, / soniga w, Riman integral yig‘indisining
limiti deyiladi vau 7= limw, deb yoziladi.

2-ta’rif. Agar (5.4) Riman integral yig‘indisi d — 0da chekli limitga
ega bo‘lsa, u holda bu limitga [a;5] kesmada f(x) funksiyadan olingan

H

anig (bir karrali) integral (Riman integrali) deyiladi va | f(x)dx kabi

belgilanadi.
Shunday qilib, ta’rifga ko‘ra,

[ F0ode=1lim S 76 )%, 5.5)

bu yerda f(x)— integral ostidagi funksiya, x— integrallash o‘zgaruvchisi,
a, b~ integralning quyi va yuqori chegarasi, [a;b]-integrallash sohasi
(kesmasi) deyiladi.

[#:6] kesmada jf (x)dx aniq integral mavjud bo‘lsa, y=f(x)

funksiya shu  kesmada integrallanuvchi ~ (Riman  bo‘yicha
integrallanuvchi) deyiladi.
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Izoh. Oliy matematika kursida boshqa aniq integral'lar qaralmagani
sababli bundan keyin «Riman integrali» va «Rupan bo‘yicha
integrallanuvchi»  iboralarini mos ravishda  «integral»  va

«integrallanuvchi» deb ishlatamiz.

Keltirilgan ta’riflarda a<b bo‘lsin deb faraz qilindi. Aniq integral
tushunchasini a=5 va a>b bo‘lgan hollar uchun umumlashtiramiz.

a>bh bo‘lganida 2-ta’rifga ko‘ra,

J reode =] s, (5.6)
2-ta'rifga ko'ra, a =5 bo‘lganida ((5.5) ga qarang).
[ fexyae=o0. 6.7
(5.4) integral yig‘indi berilgan funksiyaning argumer}ti qax}da'y. harf
bilan belgilanishiga bog‘liq bo‘lmagani sababli, uning limiti va

shuningdek, aniq integral integrallash o‘zgaruvchisining belgilanishiga
bog‘liq bo‘lmaydi:

.if (x)dx = jf ()t = | f(2)dz.

I-misol. jx’ dx integralni aniq integralning ta'rifidan foydalanib
d
hisoblang. . .
Yechish. [0;]] kesmada y=x' funksiya uzluksiz.
[0;] kesmani O=x, <X <..<X_, <X <..<X,_ <X =1

uzunliklari Ax,=l(i=ffz) bo‘lgan n ta bo‘lakka bo‘lamiz. Bunda
n

nugtalar bilan

d =maxAx,. Demak, d >0 da n—>x.
IS‘.(I' ' . . . . . .
¢ nugta sifatida qismiy kesmalarning oxirlarini olamiz:
. i
=X, ="
£ =x=~

Tegishli integral yig‘indini tuzamiz:
iZ
=

3 =_1?(12 +2 4.+ 0Y)=
= n

X |-

w =3 f(E)Ax, =

i=1

i

n(n+)@2n+1) _(n+D2n+h
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Bundan

limw, = limw, = lim TG0 _ 1
-0 nyx n-»x 6'7. 3

Demak, ta’rifga ko‘ra,

Endi £ nuqta sifatida qismiy kesmalarmning boshlarini olamiz:

e

n
Bundan

_1_= (n=-Dn(2n-1) (n-1)2n-1)
n 6n' B 6n’

w,=3 1 mr =0
yoki

jx’dx = Jim w =lm#—D@r-D 1
° d=0 (nsm) " noa. 6"2 3 *

Demak, berilgan integralning qiymati [0;1] kesmani bo‘lish usuliga
va bu kesmada £, nuqtani tanlash usuliga bog’liq emas va j' x’dx=%.
Aniq integral mavjud bo‘lishi haqgidagi teoremani isbotsiz

keltiramiz.
1-teorema. (Koshi teoremasi). Agar y=f(x) funksiya [a;b]
kesmada uzluksiz bo‘lsa, u holda j f(x)dx aniq integral mavjud bo‘ladi.
Funksiyaning uzluksiz bo‘lishi uning integrallanuvchi bo‘lishining
yetarli sharti bo‘ladi. Boshqacha aytganda, [a;6] kesmada uzilishga ega
bo‘lgan, ammo bu kesmada integrallanuvchi funksiyalar mavjud bo‘lishi
ham mumkin.

2-teorema. [«;b] kesmada chekli sondagi birinchi tur uzilish
nuqtalariga ega bo‘lgan funksiya bu kesmada integrallanuvchi bo‘ladi.

7.5.3. Aniq integralning geometrik va mexanik ma’nolari

Egri chizigli  trapetsiyaning  yuzasi masalasiga qaytamiz.
(5.2) tenglikning o‘ng tomoni integral yigindidan iborat. U holda |
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(5.5) formuladan anig integralning geometrik ma'nosi kelib chiqadi:
agar f(x) funksiya [a;b] kesmada integrallanuvchi va manfiy
bo‘lmasa, u holda [a:5] kesmada f(x) funksiyadan olingan aniq integral
v=f(x). y=0, x=a va x=b chiziglar bilan chegaralangan egri

chiziqli trapetsiyaning yuzasiga teng.

2- misol. }\/9—)&& integralni uning geometrik ma’nosiga tayanib
hisoblang. ) .

Yechish. Bunda x ning -3 dan 3 gacha o‘zgarishida tenglamasi

y=v9-x' bo‘lgan chiziq x’+y =9 aylananing Ox o‘qidan yuqorida
joylashgan bo‘lagidan iborat bo‘ladi. Shu sababli x=-3, x=3, y=0 va
y=+9-x* chiziglar bilan chegaralangan egri chiziqli trapetsiva
x* +y* =9 doiraning yarmidan tashkil topadi.

Uning yuzi S = gg— ga teng.
Demak,

i 9—x’dx=?§

Endi bosib o‘tilgan yo‘l masalasiga o‘tamiz. (5.3) tenglikning o‘ng
tomoni integral yig‘indidan iborat bo‘lgani uchun (5.5) formuladan
ushbu xulosaga kelamiz: agar v(t) funksiya [a;b] kesmada
hi va manfiy bo‘lmasa, u holda v(r) tezlikdan [a;b] vaqt
moddiy nugtaning t=a dan =5 gacha
‘liga teng. Bu jumla anig integralning

integrallanuvc
oralig‘ida olingan aniq integral
vaqt oralig‘ida bosib o‘tgan yo
mexanik ma nosini anglatadi.

7.5.4. Aniq integralning xossalari

1. Agar integral ostidagi funksiya birga teng bo‘lsa, u holda

idx =b-a
bo‘ladi.
Isboti. Aniq integralning ta’rifiga ko‘ra,

fae—tim 31 A, ~lim 305, ~5) = G- =b-a

i=1
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Isboti.  Shartgako‘ra, m< f(x)< M. U holda 6-xossaga ko‘ra,
fmete < [ £ < [ sdd
Bunda ”
imdx=m§a&= mb-a), | Mdx= Mlds=M(p—a).
U holda “
m(b--a) < f SX)dx<M(b--a).

Bu xossa aniq integralni bakolash hagidagi teorema deb yuritiladi.

8. Agar f(x) funksiya [a;b] kesmada uzluksiz bo‘isa, u holda
shunday ce[a;5] nuqta topiladiki,

[f@)dx = f(c)b-a) (5.8)

bo‘fadi.

Isboti. T-xossaga ko‘ra,

m(b-a)< | f(x)dx < M(b—a).

Bundan

[ £ (ot

m<=
b—a

<M.

[ f(x)atxe

2 Pyl deymiz. U holda m<u<m bo‘lgani uchun Bolsano-
Koshining ikkinchi teoremasiga ko‘ra, biror ce
f(c)=pu bo‘ladi.
Shu sababli

[a;6] nuqta uchun

[ G
b-a

=f(o)
yoki

[F@)dx = f(c)b-a).
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8-xossa o ‘rta givmat hagidagi teorema deb ataladi.

(5.8) formulaga o ‘ria giymat formulasi, f(c) ga f(x) funksiyarning
[a:b) kesmadagi o ‘rtacha giymati deyiladi.
O‘rta qivmat haqidagi teorema quyidagi geometrik talginga ega:

agar f(x}>0 bo'lsa. u holda ff(x)dx integralning qiymati balandligi

f(c) ga va asosi (b--a)ga teng bo‘lgan to g'ri tortburchakning yuzasiga
teng bo‘ladi.
Aniq integralning xossalaridan quyidagi natijalar kelib chiqadi.

I-natija. [a;b) kesmada aniqiangan s(x) funksiya uchun
}j‘f(x)du: <fire i
bo‘ladi.
2-natija. Agar [a;b] kesmada |/(x)|<k bo‘lsa, u holda
il S (x)dxl <k(b-a), (k=const)

bo*ladi.

3- misol. y=2x+2 funksiyaning [-1,2] kesmadagi o‘rtacha qiymatini
toping.
Yechish. O‘rta qiymat haqidagi teoremadan topamiz:

fon=——] f ().

b-a
y -
Aniq integralning geometrik ma’nosiga ; y=25+2
PSS SRR A TEIeE
ko‘ra, [(2x+2)dx integralning  qiymati /'?
3-shaklda keltirilgan uchburchakning vuzasiga /
teng, ya'ni /
S=%-(2+1)-6=9. /
A\
Bundan // I
f 1 9.3 -V OI 2 x
3-shakl.
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7.5.4. Mashglar

1. Integrallarni aniq integralning geometrik ma’nosiga tayanib hisoblang:

) ! cos xdx; 2;}(3 + x)dx;
o
4 )
Y[ V16-x2ax; 4) j Fdx. flxy= 4(_ xagar ~2<x<0,
° % | x.agar0<x<2
2. Integrallarni tagqoslang:
4 3 : _ :
D)1, = [cosxar, 1, = [sin xdx; )1, = [V2-xtax, I =[x,
0 o =i

T

4)1, = jxcosxdx, 1, = jxsinxdr.

~ 9 9
M= [N1-2as, 1, = [0-xax;
-2 :2

~in

z
2

3. Integrallarni baholang:
-— f d . : ‘
1)11—13—20051' 2 ='!' b3t
2
3)1,=J'J1+x’dx; 4)14=f dx
0 z

04-2x-x

4. Funksiyalarning berilgan kesmalardagi o‘rtacha qiymatini toping:

Dy=va-x2, [-2;2];

3)y=3x+2, [1;3];

2)y=ix|, [-115;

4) y=x'er, [0]1].

7.6. ANIQ INTEGRALNI HISOBLASH

7.6.1. Yuqori chegarasi 0‘zgaruvchi aniq integral

Y=f(x) funksiya [a;5] kesmada aniqlangan va uzluksiz bo‘lsin.

U .hqlda. u ixtiyoriy [a;x] (a<x< b) kesmada integrallanuvchi  bo‘lad;
yani istalgan xe[a;5] uchun ,

F@)=[ ftyar (6.1)
integral mavjud bo‘ladi. )
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Agar ixtivoriy te[a;b]lda f(1)>0 bo‘lsa, u holda F(x)zif(t)a’t

integral asosi [a:x] kesmadan iborat bo‘lgan egri chiziqli trapetsiyaning
o°zgaruvchi yuzasi S(x) ai ifodalaydi

(4-shak)). ¥

[a;b] kesmada (6.1) tenglik bilan
aniqlangan F(x) funksivaga yugori /,,..-‘.li\f =)
chegarasi o ‘zgaruvchi aniq integral 1 ‘
deyiladi. i AN

F(x) funksiya [a;h] kesmada § S(x) E K
uzluksiz va differensiallanuvchi i i ;
bo‘ladi. Shuningdek, bunda F(x) o @ X b e
funksiya uchun quyidagi fundamental 4-shakl.

teorema o‘rinli bo‘ladi.

1-teorema (Nyuton-Leybnis teoremasi). [a;h] kesmada uzluksiz
f(x) funksiyaning yuqori chegarasi o‘zgaruvchi integrali F(x) dan
yugori chegara bo‘yicha olingan hosila mavjud va u integral ostidagi
funksiyaning yuqori chegaradagi qiymatiga teng bo*ladi, ya’ni

F'(x)= ( | f(l)dl) "= f(x), xelab). (6.2)
Isboti. xe[a;b] va x + Ax e[a:b] bo‘lsin.
U holda aniq integralning 4-xossasini qo‘llab, topamiz:

x- \r

FietAn= [ fidi=| f@dt+ | fuyd.
Bundan (6.1) tenglik va o‘rta qiymat haqidagi teoremaga ko‘ra,

AF = F(x+ Ax) - F(x)= Tf(t)dt =f(c)Ax, buyerda ce[xx+Ax].
F(x) funksiyaning hosilasinivaniqlaymiz:
f(e)Ax
Ax

Fia)y = 1im 2E ~ lim
Ar—0 Ax A0

=lim f(c).
Ax—>0da x+Ax—x va c—x, chunkice[x,x+Ax].
U holda f(x) funksiyaning uzluksizligidan
F'(x)=lim f(c)= f(x)
bo‘ladi.
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Nyuton-Leybnis  teoremasi  matematik  analizning 4sosiy
teoremalaridan biri hisoblanadi. Bu teorema differensial bilan aniq
integral tushunchalari orasidagi munosabatni ochib beradi.

Bu teoremadan [a;5] kesmada uzluksiz har qanday f(x) funksiya
shu kesmada boshlang‘ich funksiyaga ega bo‘ladi va  uning
boshlang‘ich funksiyalaridan biri yuqori chegarasi o‘zgaruvchi F(x)
integral bo‘ladi degan xulosa kelib chigadi.

f(x) funksiyaning boshqa bir boshlang‘ich funksiyasi F(x)
funksiyadan o‘zgarmas C songa farq gilgani uchun anigmas va
aniq integrallar orasidagi ushbu bog‘lanish kelib chiqadi:

jf@dx=]fod+C, xelab). (6.3)

a

7.6.2. Nyuton-Leybnis formulasi

Aniq integralni integral yig‘indining limiti sifatida hisoblash,
hatto, oddiy funksiyalar  uchun ham ancha  qiyinchiliklar
tug‘diradi. Shu sababli aniq integralni hisoblashning (6.3) formulaga
asoslangan, amaliy jihatdan qulay bo‘lgan hamda keng qo‘llaniladigan
usuli bilan tanishamiz.

2-teorema  (integral hisobning asosiy  teoremasi). Agar
F(x) funksiya [a;6] kesmada uzluksiz bo‘lgan f(x) funksiyaning
boshlang‘ich funksiyasi bo‘lsa, u holda

[f(x)dx=F(b)- F(a). (6.4)
Isboti. F(x) funksiya f(x) funksiyaning boshlang‘ich
funksiyalaridan biri bo‘lsin. U holda 1-teoremaga asosan, j f(Ddt

funksiya ham  f(x) funksiyaning [a;4] kesmadagi boshlang‘ich

funksiyasi bo‘ladi.
Boshlang‘ich funksiyalar o‘zgarmas C songa farq qilganidan

[fwd=F+c.

Bu tenglikka x = a ni qo‘yamiz va chegaralari teng bo‘lgan aniq
integralning xossasini qo‘llaymiz:

ff(ydt=F(@)+c=o.
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Bundan C=-F(a).
U holda istalgan x e[a;6] uchun

| Fit)dt = F(x)- F(a)

bo-ladi. o .

Oxirgi tenglikda x=b deymiz va ¢ o‘zgaruvchini x bilan
almashtiramiz. Natijada (6.4) formula kelib chigadi. .
(6.4) formulaga Nyuton-Leybnis formulasi deyiladi.

F(b)- F(a) ayirmani shartli ravishda F (x)l: deb yozish kelishilgan.

Bu kelishuv natijasida Nuyton-Leybnis formulasi

[ fdx = Fof, (6.5)
ko‘inishda ifodalanadi.
1-misol. ’!_«/T%-%: integralni hisoblang.

ish (= =Inlx + ’|"= 10/ - In1 =3 ++/10].
Ifechzsh.!ﬁ__;z:-lnlx+ 1+x 1 ln|3+J_| ni=In3 -+« |

2-misol. f———dl——integralni hisoblang.

x'=-2x+10
Yechish.
-4 1 -
i & =i & 2 =la"0tg'x——" =—(arctgl—arctg0)=ﬁ.
1 x? =2x+10 1(x—1)2+3 3 3 3

7.6.3. Aniq integralda o‘zgaruvchini almashtirish

3-teorema. y=f(x) funksiya [a;b] kesmada uzluksiz. bo‘lsin.
Agar: 1) x=¢(¢) funksiya [;B] kesmada differensial.lanu?/chn va ')
funksiya [a;B] kesmada uzluksiz; 2) x=o(¢) funksiyaning giymatlar
sohasi [a;b] kesmadan iborat; 3) ¢(@)=a va @(B)=b bo‘lsa, u holda

[ fo)de=] fl@EN@ @) 6.6)
bo‘ladi.
423



Isboti. Nyuton-Leybnis formulasiga ko‘ra,

f f(X)dx=F(b)- F(a),

bu yerda F(x) funksiya f(x) funksiyaning [a;6] kesmadagi boshlang‘ick
funksiyalaridan biri. ®()=F (o(r)) murakkab funksiyani qaraymiz.
Murakkab funksiyani differensiallash qoidasiga asosan,

() = F(e)p' (1) = f(p(1))p'(1).

Demak, ®()funksiya [a;8] kesmada S(o)p'(1) uzluksiz funksiya

uchun boshlang‘ich funksiya bo‘ladi. Nyuton-Leybnis formulasi bilan
topamiz:

p
[ @) @)dt = O(B) - D(a) = F(p(8)) - Flp(a)) =
= F(b)- F(a)=[ f(x)dx.

(6.6) formula anig integralda o ‘zgaruvchini almashtirish formulasi
deb yuritiladi. Aniq integralni hisoblashning bu usulida anig integralde
o ‘rniga qgo ‘yish usuli deyiladi.

Izoh. Aniq integralni (6.6) formula bilan hisoblashda dastlabki eski
o‘zgaruvchiga qaytish shart emas, chunki integrallash chegarasi o‘rniga
qo‘yishga mos tarzda o‘zgaradi.

3-misol. TV4 - x’dxintegralni hisoblang.

Yechish. x = 2sint, 0<t< % belgilash kiritamiz. Bu o‘zgaruvchini

almashtirish ~ 3-teoremaning  barcha  shartlarini ganoatlantiradi:
birinchidan, f(x)=+4-x? funksiya [0;+/3] kesmada uzluksiz,

ikkinchidan, x = 2sint funksiya [O;g} kesmada differensiallanuvchi va

x'=2cost bu kesmada uzluksiz, uchinchidan : o‘zgaruvchi 0 dan

§ gacha o‘zgarganda x = 2sint funksiya 0 dan 3 gacha o‘sadi va bunda
J

©(0)=0 va ¢(§) =+/3. Bunda dx = 2cosdr.
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(6.6) formuladan topamiz:

x

: ' 27 43

1 1.
‘tdt = dt=2t+—sin2t | =—+—.
cos’ tdt 2!(1 +cos2t) Z( 5 Jlo 3

St ain

REY
[Va-x'dc=4

4-misol. j' x/1+ x*dx integralni hisoblang.

Yechish. t=+/1+x' o‘rniga qo‘yish bajaramiz.

U holda

x=~t1 -1, dt=—tdt .x=0dar=1, x=dar=+2.

[1;v2] kesmada ¢’ -1 funksiya monoton o'sadi, demak o‘rniga
qo‘yish to‘g‘ri bajarilgan.

Bundan
G G AW
1 B T, tdt - tzdt=-t— =2 )
va1+x’¢ix- ‘][‘\'t 1-¢ \/Iz_——l J]. 3| 3

1]

Izoh. (6.6) formulani qo‘llashda teoremada sanab o‘ti!gan
shartlarning bajarilishini tekshirish lozim. Agar bl'j.shartlar buz.glsa,
keltirilgan formula bo‘yicha o‘zgaruvchini almashtirish xato natijaga

olib kelishi mumkin.

7.6.4. Aniq integralni bo‘laklab integrallash

4-teorema. Agar u(x) va v(x) funksiyalar «'(x)va v'(x) hosilalari
bilan [a;5] kesmada uzluksiz bo‘lsa, u holda

1]
j,-udv::uvlz —IVdu (6‘7)
bo‘ladi. _ )
Isboti. Teoremaning shartiga ko‘ra, u(x) va w(x) funksiyalar

hOS' oq. .
lggl?ofgz ko‘paytmani differensiallash qoidasiga binoan,
(@()v(x)) = u(x)V'(x) + v(x)u'(x). .
Bundan u(x)v(x) funksiya u(x)v'(x)+ fo)”'fx) flm’kmy a UCl,’lun
bOShlang‘ich funksiya bo‘lishi kelib chiqadi. u(x)v'(x)+ v(x)u'(x)
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funksiya [a;b] kesmada uzluksiz bo‘lgani uchun u bu kesmada
integrallanuvchi bo‘ladi.

U holda aniq integralning  3-xossasiga va Nyuton-Leybnis
formulasiga ko‘ra

}u(x)v’(x)dx + jv(x)u’(x)dx= u(x)v(x)li: .
Bundan, u'(x)dx = du(x) va v'(x)dx = dv(x) bo‘lgani uchun
judv = uv[: - jlvdu .

(6.7) formula aniq integralni bo ‘laklab integrallash formulasi deb
ataladi.

5- misol. jxe"dx integralni hisoblang.

Yechish.
b u=x, dv=edx ISR
a[xe dx = du=ds, ve=—e= |~ € lo-r-!e dx =
=—1—e"[' SR
e e e e
7.6.5. Mashgqlar
Berilgan integrallarni hisoblang:

2 3
D[ +2x +1ax; 2) ['sin 4xdx,

-1 1]
3)}cosxdx 4)j£

z 1

6

[ pas
5)_!cos xdx;, 6)£sin2x

. :

. 3 2 5.

7)',[x+xz’ 8)!(2:; +1)x’dx;

; I
9)Ix1/l+xzdx; lO)Icosxsin3 xdx;

[1] 0
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T 5 .
1) [ Sindr 12) ;
)j;l*rcosx' é 4-9x°
13)}——1"—.: 14)]'sin’xdx;

1 3+4x" 3

2

: cos xdx l6)_i l—x’dx
! —_—— o
5);[6-55inx+sin‘x i x?

2

1 4
17)jarcsin xdx; 18)‘[ln2 xdx:

0 1
lg)jxsin{dx: 20)Ie"sin2.rdx;

v 2 2

: Je
Zl)sza“dx: 22) len xdx;

¢ 1
23) Isin Jxax; 24) Icos(ln x)dx.

o 0

7.7. XOSMAS INTEGRALLAR

Aniq integral qaralganida ff (x)4x integral mavjud bo‘lishi uchun

ikkita shartning bajarilishi talab qilingan edi: 1) in.tegrz?llash c.:hegarasi
chekli [4;5] kesmadan iborat bo‘lishi; 2) integral ostidagi funksiya [a:;4]
kesmada aniqlangan va chegaralangan bo‘lishi.

Aniq integral uchun keltirilgan shartlardan biri bajarilmaganda u

xosmas integral deb ataladi: 1) faqat birinchi .shart bajarih'nas?, cheksiz
chegarali xosmas integral (yoki I tur xosmas integral) de.:yllafh; 2) fagat
ikkinchi shart bajarilmasa, uzilishga ega bq‘lgan funksiyaning xosmas
integrali (yoki 11 tur xosmas integral) deyiladi.

7.7.1. Cheksiz chegarali xosmas integrallar
(I tur xosmas integraliar)

1-ta’rif. /(x) funksiya [a;+o) oraliqda uzluksiz bo‘lsin. Agar

6132 i f(x)dx limit mavjud va chekli bo‘lsa, bu limitga yugori chegarasi
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cheksiz xosmas integral deyiladi va T J(x)dx kabi belgilanadi:

Bu holda Tf (x)dx integralga yaginlashuvchi integral deyiladi.

[ = fim | o

(7.1)

Agar bli']li Sf(x)dx limit mavjud bo‘lmasa yoki cheksiz bo‘lsa,

T f(x)dx integralga uzoglashuvchi integral deyiladi.

Quyi chegarasi cheksiz va har ikkala chegarasi cheksiz xosmas

integrallar shu kabi ta’riflanadi:

[ f@de=lim | £,

[rGods=lim] ras + jim | rixye,

(7.2)

(7.3)

bu yerda c¢— sonlar o‘gining biror fiksirlangan nuqtasi. Bunda
(7.3) tenglikning chap tomonidagi xosmas integral, o‘ng tomondagi

har ikkala xosmas integral yaqginlashgandagina yaqinlashadi.

1- misol. T—
1 X

Yechish. a #1 bo‘lsin.

U holda

Bunda: 1) a <1 bo‘lganda, Tg:l—l—(l!imb'““ —1)=+sx,

2) a>1 bo‘lganda, Tﬁa
X

3) a=1bo‘lganda, Téa
1 X

1
1-

lim j‘é
by x

(lim b ~1)=——,
a >+

1
l-a

=liminx{’ = lim Inb =+
b->+as 1 bt
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df(a >0) integralni yaqinlashishga tekshiring.

Demak, Tﬁ xosmas integral «>1 da yaginlashadi va 0<a <1 da
. X

uzoqlashadi.

2- misol. [ xcosxdx integralni yaginlashishga tekshiring.

Yechish. ixcosxdx = lim [xcosxdx= lim (xsin x}o — [sin xabc) =

—x

-0 . .
= lim(-asina + cosxj, = lim(-asina—-cosa+ D).
u r—x ¢ -

Bu limit mavjud emas. Shu sababli [xcosxdx integral uzoglashadi.

3- misol. f;%}m integralni yaqinlashishga tekshiring.

Yechish. Oraliq nugtani ¢ =0 deymiz.

U holda (7.3) tenglikga ko‘ra,

'f dx =T dx +T dx

X +6x4+10 x*+6x+10 ix*+6x+10°

Bundan

a . }i_=limarctg(x*‘3)|:=

- =lm n
Zx +6x+10 (x+3)° +1

. w
= arctg3 — lim arcig(a +3) = arctg3 + 3

j"____:dx___ = lim j'._c_lxz___ =limarcig(x + 3)12 =
X" +6x+10 Prmo(x+3)° 41 e

i n
= lim arctg(b +3) - arctg3 = 5 arctg3.

U holda

deac dx B ] dx +-j: ‘ix _
Ixz +6x+10 x’+6x+10 ox’+6x+10

—x.

T T
= ar +=+——arcig3=nx.
arctg3 23 g

Demak, xosmas integral yaqinlashadi.
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7.7.2. Uzulishga ega bo‘lgan funksiyalarning xosmas integraliari
(II tur xosmas integrallar)

2-ta’rif. f(x) funksiya [a;b) oraliqda aniglangan va uzluksiz bo‘lib.
x=b da cheksiz uzulishga ega bo‘Isin. Agar lim bff(x)dx limit mavjud
va chekli bo‘lsa, bu limitga uzulishga ega bo Igan funksiyaning xosmas

integrali deyiladi va | f(x)dx kabi belgilanadi:

b-c

[fx)x = lim [ £ (x)ax. (7.4)
Shu kabi: 1) f(x) funksiya x ning « ga o‘ngdan yaqinlashishida
uzilishga ega bo‘lsa,
[f(x)dx=Tim [ f(x)dx; (7.5)
bo‘ladi;
2) agar f(x) funksiya ce[a;b] da uzilishga ega bo‘lsa,
J £ Ce)ee = tim T (s + T | £ (21 (1.6)
bo‘ladi.

I tur xosmas integrallar uchun yaqinlashish (uzoqlashish)
tushunchalari I tur integrallardagi kabi kiritiladi.

4- misol. j ii integralni yaqinlashishga tekshiring.
-1 XVX

Yechish. x=0 da integral ostidagi funksiya uzilishga ega.
U holda (7.6) tenglikka ko‘ra,

1 - 1 T Rk
J2 = tim T i 2 = 3t~ 3timad] =
Sxdfx e axfy ey AR I S
2 A A
=3lime * -1-143lime ° =6(lims 3 —])=+ao.
-0 £-0 e—»0

Demak, xosmas integral uzoqlashadi. Berilgan integralga Nyuton-
Leybnis formulasi formal qo‘llanilishi xato natijaga olib keladi:

Ly 3
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7.7.3. Xosmas integrallarning yaqinlashish alomatlari

Ko‘pincha, xosmas integralni (7.1) - (7.6) .formulalar. orqal}
hisoblash shart bo‘lmasdan, faqat uning yaqinlashuvchi yoyi
uzoglashuvchi bo‘lishini bilish yetarli bo‘lafii. Bunday holl.a.rd'a bex:tlgan
integral yaqinlashishga yaginlashuvchi yoki uzoglashuvchlllgt oldmdar!
ma’lum bo‘lgan boshqa xosmas integral bilan tachqslgsh orqal!
tekshiriladi. Xosmas integrallaming taqqoslash alomatlarini ifodalovchi
teoremalarni isbotsiz keltiramiz. . ‘

1-tecrema (I tur xosmas integralning yaqinlashish alomati).
[a;+c) oraligda f(x) va @(x) funksiyalar uzluksiz va 0< f(x)<o(x)
bo‘lsin. U holda:

1) agar 'f¢(x)dx integral yaqinlashsa, jf f(x)dx integral ham
yaqginlashadi;

2) agar Tf (x)dx integral uzoqlashsa, T(p(x)dxintegral ham
uzogqlashadi.

5-misol. ;fxe"’dx integralni yaginlashishga tekshiring.

Yechish. Puasson integrali deb ataluvchi bu integrai boshl‘ar}g‘ich
funksiyaga ega emas. Uni ikkita integralning yig‘indisi ko‘rinishida
ifodalaymiz: ' .

Te":dx= j‘e";aﬁr+ Ie"‘zdx.

Tenglikning chap qismidagi integrallardan birinchisi chekli
qiymatga ega bo‘lgan aniq integral. Ikkinchi xosmas [e™dx
integralni yaqinlashishga tekshiramiz. .

[+c) oraligda 0<e™ <e™ bo‘ladi, e~ va e~ funksiyalar

uzluksiz.
Bunda

s 1 . 1 1
=—-=lim—=-
1 e b»nce e

4+ 4 -x —- . — —X
Jerra = Jime7dx = fim(-e™)

Demak, bu integral yaqginlashadi va l-teoremaning 1) bandiga
asosan, PUASSOH integrali ham yaqmlashadl.
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6-misol. j

integralni yaqinlashishga tekshiring.
ve —cosx :

Yechish. Integral ostidagi funksiya x = 0°da uzulishga ega.

S

e —cosx xe

xe(0;i] da
Bundan

1
—'=_l ———=— =2(0—=) _ .
i[xe e ‘_rg:[ x pot xL . (© hmﬂl_?'l £]) =+

Demak, ié integral uzoqlashadi va 1-teoremaning 2) bandiga
o X€é

asosan berilgan integral ham uzoqlashadi.

2-teorema (II tur xosmas integralning yagqinlashish alomati).
[a;b) oraligda f(x) va ¢(x) funksiyalar uzluksiz bo‘lsin va
0< f(x)<¢(x) tengsizlikni qanoatlantirsin, x=bda f(x) va @(x)
funksiyalar cheksiz uzilishga ega bo‘lsin. U holda:

1) agar Iq)(x)afx integral yaqinlashsa, j’ f(x)dx integral ham

yaqinlashadi;
2) agar j‘ f(x)dx integral uzoqlashsa, [e(x)#x integral ham

uzoqlashadi.

Taqqoslash teoremalari integral ostidagi funksiya bir xil ishorali
bo‘lganida o‘rinli bo‘ladi. Ishorasi almashinadigan funksiyalarning
xosmas integrallari uchun quyidagi alomat o‘rinli bo‘ladi.

3-teorema. Agar T] f(x)|dx (h f (x)ldx) integral yaqinlashsa,
Tf (x)dx (j f (x)dx) integral ham yaqinlashadi.
3-ta’rif. Agar Tl f(x)| dx (}I f (x)ldx) integral  yaqginlashsa,

T f(x)dx C{ f (x)dx) integralga absolut yaqinlashuvchi xosmas integral

deyiladi.
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4-ta’rif. Agar Tf(_x)dx (j f(x)dx] integral yaginlashsa va

Tl S{x)]dx U{ f (x);dx} integral uzoqlashsa, T f(x)dx ﬁ,’ (x)ctt)
a " c \a J

integralga shartli yaginiashuvchi xosmas integral deyiladi.
7 misol. ch—oxs—rdx integralni yaqinlashishga tekshiring.

Yechish. Integral ostidagi funksiya [l;+wc)oraligda ishorasiai
almashtiradi.

ol
Ma’lumki, -—2—~—‘<—2~.
y o s . s .
I-misolga ko‘ra, [= integral yaqinlashuvchi.
S X

el .
U holda i-teoremaga asosan, | ;E%?lidx integral yaqinlashuvchi va

J-teorema va 3-ta’rifga ko'ra, |' Ec»’S_xaiwr integral absolut yaqinlashuvchi

bo‘ladi.

(7.2), (7.3) ko'‘rinishdagi ((7.5),(7.6) ko‘rinishdagi) xosmas
integrallar uchun tagqoslash alomatlari hamda  absolut va shartli
yaginlashish tushunchalari yuqorida (7.1) ko‘rinishdagi ((7.4)
ko‘rinishdagi) integrallar uchun keltirilgandagi
kabi kiritiladi.

7.7.4. Mashglar

1. Berilgan integrallarni hisoblang yoki uzoglashuvchi ekanini aniglang:

d 2) [reFa,

1 J‘l-r.\: !

v ZIn d
3 jxcosxdx; 4).[ =,

w o G)Tarctgxdx.
5) |—— T

'z[xvxz-l v
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7)je sin xdx; 8)j d"";

1 xv/Inx
[ xdx
9) ; 10) | —===;
5= ey
3x? +2 7 dx
11 12
)I )‘!xz—4x+3
T dx
13 14) | ———.
)_,X\/— )_'[x‘+6x+10
2. Integrallarni yaginlashishga tekshiring:
T
1) — 2) .
‘!.x !\/14-,\
3) [Vreax, g) e,
G | X
o 3 1
5) (% +ldr, 6 dx .
)5 e
; 8
! Vi—cosx’ )je —cosx’
3+smx b xdx
9 dx; 10) | =—;
)I(x -1y’ )!\/I—x‘
11) I%&x; 12) [ e sin xdx.
! 3

7.8. ANIQ INTEGRALNING TATBIQLARI

7.8.1. Aniq integralning qo‘lianilish sxemalari

x o‘zgaruvchi aniqlangan [a;6] kesmaga bog‘liq biror geometrik
yoki fizik 4 kattalikning qiymatini (tekis shakl yuzasini, jism hajmini,
kuchning bajargan ishini va hokazo) hisoblash talab gilingan bo‘lsin.
Bunda 4 kattalik additiv deb faraz gilinadi, ya’ni [a;6] kesmaning
c€[a;b] nugqta bilan [a;c] va [c;5] qismlarga bo‘linishida 4 kattalikning
[a;6] kesmaga mos qiymati uning [a;c] va [c;b] kesmalarga mos
giymatlarining yig‘indisiga teng deb qaraladi.
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A4 kattalikning giymatini hisoblash ma’lum tartibda (sxema asosida)
bajariladi. Bunda ikki sxemadan biriga amal gilish mumkin: 7sxema
(integral yig ‘indilar usuli)y va 1l sxema ( differensial usuli).

I sxema aniq integralning ta’rifiga asoslanadi. Bunda:

1°. [a;b] kesma a=x,<x <..<x_<x <..<x_ <x,=b nuqtalar
bilan 5 ta kichik kesmalarga bo‘linadi. Bunda 4 kattalik mos » ta
AA, (i=1,n) «elementar qo‘shiluvchilar ga bo‘linadi:

A=A4 +A4 +..+ A4

2°. Har bir «elementar qo‘shiluvchi» masalaning shartidan
aniqlanuvchi funksiyaning mos kesma istalgan nuqta§3d§ hisob.la‘nga.n
qiymati bilan kesmaning uzunligi ko‘paytmasi ko‘rinishiga keltiriladi:

Ad = f(S)Ax;

A4, ning taqribiy giymatini topishda ayrim soddalashtirishlar gilish
mumkin: kichik bo‘lakda yoyni uning chekkalarini tortib turuvchi vatar
bilan almashtirish mumkin; kichik bo‘lakda o‘zgaruvchi tezlikni
o‘zgarmas deyish mumkin va hokazo.

Bunda 4 kattalikning tagribiy qiymati integral yig‘indidan iborat
bo‘ladi:

A= gf(é,. JAx. .

3". 4 Kattalikning haqiqiy qiymati bu integra} yig‘indining
n— dagi (bunda i=maxAx ) limitiga teng bo‘ladi:

A=tim$ 1), =] F .

I sxema [ sxemaning o‘zgargan ko‘rinishi hisoblanadi va
«differensial usuly yoki «yuqori tartibli cheksiz kichiklarni tashlab
yuborish usuli» deb ataladi.

Bunda: ‘

1°. [a;6] kesmada ixtiyoriy x qiymatni tanlaymiz va o‘zgaruvchf
[a;x] kesmani qaraymiz. Bu kesmada 4 kattalik x ning ﬁmksiy.am
bo‘ladi: 4= A(x), ya'ni 4 Kattalikning bo‘lagi noma’lum A(x) funksiya
bo‘ladi; o

2. x ning  kichik  Ax=dr kattalikka o‘zgarishida A4
orttirmaning bosh qismini topamiz: dA= f(x)dx, bu yerda f(x)— x
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Ayrim hollarda yuzani hisoblashga oid masalalar yuzaning
ko‘chishga nisbatan invariantlik  xossasidan foydalangan  holda
soddalashtiriladi. Bunda tekis shakl yuzasi (8.3) formulada x va y
o‘zgaruvchilar (Ox va Oy o‘qlar) ning o‘mini almashtirish yo'li bilan
hisoblanadi, ya’ni (7-shakl).

S=[(f,(®)- fi(xNdx=[(g,(») - 8,0y (8.4)

% y

L Y:=h(®)
dr----- ~ "

Y, = fn;(x) \‘-.\
\,_Q\
P X =g

0 a

7-shakl. 8-shakl.

3-misol. x=y' va x=y+2 chiziglar bilan chegaralangan tekis
shaklning abssissalar o‘qidan yuqorida yotgan gqismining yuzasini
hisoblang (8-shakl).

Yechish. Berilgan chiziglarning kesishish nuqtalarini topamiz:

y'=y+2, ¥y -y-2=0, y=0, y=2.

Tekis shak! yuzasini (8.4) formula bilan topamiz:

p—

0

P
>

2 vz 3 12 8
s=Jos2- (2 +zy_§), 2448
0 .

Agar egri chizigli trapetsiya yuqoridan x=¢(f), y=y(t), a<t<p
parametrik tenglamalar bilan berilgan funksiya grafigi bilan
chegaralangan va a=¢(a), b=¢() bo‘lsa, (8.1) formulada x=¢(),
dx=¢'(t)dt ko‘rinishdagi o‘miga qo‘yish orqali o‘zgaruvchi
almashtiriladi.
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€

U holda

s =fwow @ (8.5)

bo‘ladi, bu yerda, a=¢(a) va b=9(B). o

4-misol. Radiusi R ga teng doira yuzasini hlsoblapg. . o

Yechish. Koordinatalar boshini doiraning markaziga joylashtiramiz.
Bu doiraning aylanasi x=Rcost, y=Rsin! parametrik tenglamalar bilan
aniglanadi va doira koordinata o‘qlariga nisbatan simmetrik bo‘ladi.
Shu sababli uning birinchi chorakdagi yuzasini hisoblaymiz (bunda x
o‘zgaruvchi 6 dan R gacha o‘zgarganda ; parametr % dan 0 gacha
o'zgaradi) va natijani to‘rtga ko*paytiramiz. U holda (8.5) formulaga
ko'ra:

) F) .
S =48, = 4 Rsint(-Rsint)dt = 4R’ [ sin’tdt =
z 0

) in2t 3
=2R1[(1—00521)dt=2R'(t—s ~ )\ = 7R,
¢ L 0

Yuzani quth koordinatalarida hisoblash

Qutb koordinatalar (r— qutb radiusi, ¢— quib burchagi) sistemasida
berilgan r = r(p) funksiya ¢ela:f] kesmada uzluksiz bo‘lIsin.
r = r(p) funksiya grafigi hamda O qutbdan chiqqan p=a va ¢ =p

nurlar bilan chegaralangan tekis shaklga egri chizfqli sektor deyiladi.
AOB egri chizigli sektor yuzasini hisoblaymiz. Bunda /I sxemadan

foydalanamiz. .
1. Qutbdan chiggan ¢ va o burchaklarga mos nurlar bilan

chegaralangan egri chizigli sektor yuzi ¢ burchakning S=S(p)
funksiyasi bo‘lsin, bu yerda a<p<p (p=a bo‘lganda S(2)=0, ¢=4
bo‘lganda S(B8)=S5). . .

2°. Joriy ¢ qutb burchak Ag =dg orttirma olganida AS yuza

O4B «elementar egri chuziqli sektor» yuziga teng orttirm:a olafii. -
Bunda dS differensial AS orttirmaning dp —0 dagi orttirmasining

bosh qismini ifodalaydi va radiusi r g3, marka.ziy burchagi dp ga teng
bo‘lgan 04C doiraviy sektor yuziga teng bo‘ladi (9-shakl).
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Shu sababli
= %rzdgo.

3°. Oxirgi ifodani ¢=a dan ¢=p gacha integrallab izianayotgan
yuzani topamiz:

S=5I r(p)dp.  (8.6)

3-misol. r=2cos3p egri
chiziq bilan chegaralangan
figuraning yuzasini hisoblang.

Yechish. r=2cos3p egri
chiziq bilan chegaralangan
figuraga uch yaprogli gul
deyiladi (1-ilovaga qarang).

Uning oltidan bir qismi
yuzasini hisoblaymiz:

x

} 4cos’ 3pdp = j(l +cos60)do = VH- Sin 6(/’)]
0

=
c

O\I»—-
va—-

0

Bundan S=r.

Agar egri chizigli sektor r=r(p) va r,= rn(p) (pela;B] da
r{9)>r,(9)) funksiyalar grafiklari bilan chegaralangan bo‘lsa,

B
=L1102(0) - n (@) (8.7)
2 a

bo‘ladi.
7.8.3. Yassi egri chiziq yoyi uzunligini hisoblash

AB egri chiziq y=f(x)>0 funksiyaning grafigi bo‘lsin. Bunda
xe[a;b]l, y=f(x) funksiya va 3'= f'(x) hosila bu kesmada uluksiz
bo‘lsin.

AB egri chiziq uzunligi ! ni 7 sxemadan foydalangan holda
topamiz.

I’. [a;b] kesmada ixtiyoriy x nuqtani tanlaymiz va o‘zgaruvchi
[2;x] kesmani qaraymiziz. (x, f(x)) nuqta M bo‘lsin.
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AM voy uzunligi I, x ning funksiyasi bo‘ladi: /=1/(x) (/(a)=0 va

A

1(b)=1).
2°. x ning kichik Ax=dx kattalik}(a v f) B
o‘zgarishida a/ differensialni topamiz: y/,« g !
dl = 1'(x)dx m yoyni uni tortlb y Ay i
turuvchi vatar bilan almashtiramiz va ) Ax i
{'(x) ni topamiz (10-shakl): ) //' i
P = i A _ i YA+ (A :
) =lm o =i 5 ;
PN — 0 & X X+ A% lb x
~lim n+(é’—’] =G
Ty A 10-shakl,
Demak,
dl=J1+(y.) dx.
3. dI ni adan b gacha integrallaymiz:
1= [T+ (7). (8.8)

(8.7) tenglikka yoy differensialining to‘g‘ri  burchakli
koordinatalardagi formulasi deyiladi.

Agar egri chiziq x=g(y), ye[c;d], tenglama bilan berilgan bo‘lsa,
vuqorida keltirilganlamni takrorlab, 4B yoy uzunligini hisoblashning
quyidagi formulasini hosil qilamiz:

1= j'Vl+(,x ) dy. (8.9)

6-misol. }l:%:c‘x/;—%i/;’_ egri chiziq yoyining Ox o'q bilan

kesishish nugqtalari orasidagi uzunligini hisoblang.
Yechish. y=0 deb egri chiziqning Ox oq bilan kesishish

Dugtalarini aniglaymiz:  x, =0, x, =2v2.
Hosilani topamiz:



Yoy uzunligini hisoblaymiz:

Agar egri chiziq x=o(1), y=y(), a<t<p, parametrik tenglamalar
bilan berilgan bo‘lsa, (8.8) formulada x=0(), y=y(x), dx=9'(1)di
o‘rniga qo‘yish orqali o*zgaruvchi almashtiriladi.

Bunda

i —
1= (o () +y' () (8.10)

keiib chiqadi, bu yerda a = g(«) va b=9(f).

Egri chiziq qutb koordinatalar sistemasida r=r(p), a<p<p,
tenglama bilan berilgan bo‘lsin, bunda r(p), r'(¢) funksiyalar [a:p]
kesmada uzluksiz va 4,B nuqtalarga qutb koordinatalarida a,p
burchaklar mos keladi.

x=rcosp, y=rsing ekanligidan

x'(@) =r'(p)cos@—r(p)sin g,
y'(@)=r'(p)sing—r(p)coso.
(8.10) formulaga  x'(p) va y'(x) hosilalarni go‘yamiz va

almashtirishlar bajarib, topamiz:

L

J'Vr (@)+r" (p)do . (8.11)

7-misol. r = a(i +cos¢), a>0 kardioida uzunligini toping.
Yechish. Egri chizigning simmetrikligini (1-ilovaga qarang)
hisobga olib, (8.11) formula bilan topamiz:

szﬁ: (14+cosq) +a’(—sing) do = 4a_[\/ cos.pdq)_

|x

=8a.

= 4af cos %d(p =8a sin%

1]
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7.8.4. Aylanish sirti yuzini hisoblash

AB egri chiziq y=f(x)>0 funksiyaning grafigi bo‘lsin. Bunda
xelab], y=f(x) funksiya va

;
y'=/"(x) hosila bu kesmada »
uzluksiz bo‘lsin. 2 fﬂf}:’.‘l»-wﬁ \_

AB egri chizigning Ox 0°q p ,7[:
atrofida aylanishidan hosil bo‘igan LIS .
jism  sirti  yuzini  hisoblaymiz. ———--——!f‘--‘p-———a—-——»
Buning  uchun  //  sxemani /a i ‘\’Y prkdx | b ox
qo‘llaymiz. Sk

1", Istalgan xe[a:b] nuqta orgaii = N d& i)
Ox o'qqa perpendikular tekislik B d
o‘tkazamiz. Bu tekislik aylanish

- 1 1-shakl.

sirtini radiusi  v=f(x) bo‘lgan

aylana bo‘ylab kesadi (i1-shakl). Bunda aylanish sirtidan Ox o‘qidagi
a va x nuqtalardan -0y tekisligiga parallel ravishda o‘tkazilgan
tekisliklar ajratgan sirt yuzi x ning funksiyasi bo*ladi: §=S(x) (S(a)=0
va S(b)=195).

2°. x argumentga Ax=dx orttirma
beramiz va x+ Axe[a;b] nuqta orqali
Ox o'qqa perpendikular  tekislik
o‘tkazamiz. Bunda S =S(x) funksiya
«belbog‘» ko‘rinishida  AS orttirma
oladi.

Kesimlar orasidagi jismni
yasovchisi ¢/ bo‘lgan va asoslarining
radiuslari v va y+dv bo‘lgan kesik
konus bilan almashtiramiz. Bu kesik
konusning yon sirti
dS=n(y+y+dy)dl =2nydi + mdydl g2
teng. dydl ko‘paytmani dS ga nisbatan 12-shakl.
yuqori tartibli cheksiz kichik sifatida tashlab yuboramiz: dS=2mdl.
Bunda o :\/fl_ﬁt_(_v—;)_itr ekanini hisobga olamiz: dS =21+ (") di.

3" dS ni adan b gacha integrallab, topamiz:

S=2m]pl+ () dx (8.12)
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Shu kabi x=g(y), y €[c;d] funksiya grafigining Oy o‘q atrofida
aylantirshdan hosil bo‘lgan jism sirtining yuzi ushbu

S=27z_‘ix1/l+(x_,',)’dy (8.13)

formula bilan hisoblanadi.
5-misol. y=2Jx,1<x<2 egri chizigning Ox o‘qi atrofida
aylanishidan hosil bo‘lgan sirt (12-shakl) yuzini toping.
Yechish. Misol shartidan topamiz: y = —-.
Jx

(8.12) formula bilan topamiz:
2 \? 2 3i2
S=2n!2\/§-\/1+(71_;} dx=47rj:v’x_-ﬁ¢t=47t~§(x+l)fll =?§”-(3\/§—2«/§).

Agar AB egri chiziq x=¢(), y=y(f), azi<f, parametrik
tenglamalar bilan berilgan bo‘lsa, u holda 4B egri chizigning
Ox (Oy) o‘q atrofida aylanishidan hosil bo‘lgan jism sirti yuzi
quyidagicha hisoblanadi:

S= Zﬂf(//(t) o () +y"(t)dr (S = 27rif(o(t)v‘l//'z(t) +o" (t)dt), (8.14)

bu yerda a=g(a) va b=0¢(B) (c=w(a,)va d=y(B)).

ABegri chizig qutb koordinatalar sistemasida r =r(p), a <@ < p
tenglama bilan berilgan bo‘lganida quyidagi formulalar o‘rinli bo*ladi:

e 8 )
Ox: S=2ﬂjrsin¢«/r2+r'zd , Oy: S=27rIrcos¢\,r1+r”d{p. (8.15)

6- misol. Radiusi R ga teng bo‘lgan shar sirti yuzini hisoblang.

Yechish. Shar parametrik tenglamasi x = Rcosz, y=Rsin¢ bo‘lgan
yarim aylananing Ox o‘q atrofida aylanishidan hosil bo‘ladi. Sharning
koordinata o‘qlariga simmetrik bo‘lishini inobatga olib, hisoblaymiz:

x

S =22z Rsint,/(~Rsint)’ + (Rcost) ds =
1]

z

P x
= 47rR’Isin tdt = - 47nR* costl: =4aR*.
0
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7.8.5. Hajmlarni hisoblash

Hajmni ko ‘ndalang kesim yuzasi bo ‘yicha hisoblash

Hajmi hisoblanishi lozim bo‘lgan qandaydir jism (13-shakl) uchun

uning istalgan ko‘ndalang kesim v
yuzasi S ma’lum bo‘lsin. Bu ’

A . . . . SG ——
yuza ko‘ndalang kesim jovlashishiga (")____./4/.....7_‘ ‘.

bog‘liq bo‘ladi: S=S(x), xe[a:b], bu a7
yverda S(x)—[a:;b] kesmada uzluksiz \

funksiya. 1 O 1
Izlanayotgan hajmni !/ sxema o A L
asosida topamiz. AR PR L
I°. Istalgan xe[a;b] nuqta orqali - RN
Ox o‘qqa perpendikular tekislik | I -

o‘tkazamiz.  Jismning bu tekislik
bilan kesimi yuzasini  S(x) bilan va
jismning bu tekislikdan chapda yotgan bo‘lagining hajmini ¥(x) bilan
belgilaymiz (13-shakl). Bunda v kattalik x ning funksiyasi bo‘ladi:
V=V(x) (V(@=0 vaV@®d)=V).

2°. V(x) funksivaning 4v differensialini topamiz. Bu differensial
Ox o‘q bilan x va x+Ax nuqtalarda kesishuvchi parallel tekisliklar
orasidagi «elementar qatlam»dan iborat bo‘ladi. Bu differensialni asost
S(x)ga va balandligi dx ga teng silindr bilan taqriban almashtirish
mumkin. Demak, dV = S(x)dx.

3°. dV ni adan b gacha integrallab, izlanayotgan hajmni topamiz:

13-shakl.

V=[S (8.16)

7-misol. %o+ «Z— 27 -1 ellipsoidning hajmini hisoblang.

Yechisk. Ellipsoidning Ox o‘qqa perpendikulyar va koordinatalar

boshidan x (~a < x <a) masofada o‘tuvchi tekislik bilan kesamiz.
2 2 .
Kesimda yarim o‘qlari b(x)= b,,l —5—2 va c(x)=c 1‘57 bo‘lgan ellips
a a

hosil bo¢ladi.
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Uning yuzasi
S(x) = mb(x)e(x) = m( 1- "—z)
pE

U holda
a 2 3 a
V=jnb l—x—zyr=7drc x—x—z =‘—‘nabc.
e a 3a L 3

Aylanish jismlarining hajmini hisoblash

Yugqoridan y = f(x) uzluksiz funksiya grafigi bilan, quyidan Ox o‘q
bilan, yon tomonlaridan x=4 va x=5 to‘g‘ri chiziglar bilan
chegaralangan egri chizigli trapetsiyaning Ox 0‘q atrofida aylantirishdan
hosil bo‘lgan jism hajmini hisoblaymiz. Bu jismning ixtiyoriy
ko‘ndalang kesimi doiradan iborat. Shu sababli Jismning X =x tekislik
bilan kesimining yuzasi S(x) =7 bo‘ladi.

U holda (8.16) formulaga ko‘ra,

V=nfyds 8.17)

Shu kabi yuqoridan = f(x)
uzluksiz  funksiya grafigi bilan,
quyidan  Ox o‘q bilan, yon
tomonlaridan x=a va x=b to‘g'ri
chiziglar bilan chegaralangan egri
chizigli trapetsiyani Oy o‘qi atrofida
aylantirishdan hosil bo‘lgan jismning
hajmi quyidagi
formula bilan hisoblanadi:

1

w)

V =27 yxabs. (8.18)

8-misol. y=ix, y=0, x=0, x=4
chiziglar bilan chegaralangan vyassi
shaklning Ox o‘qi atrofida .
aylanishidan hosil bo‘lgan jism 14-shakl.
hajmini toping (14-shakl).
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Yechish. Hajmni (8.17) formula bilan topamiz:
S=7tj:xdx=7r-%o = 8.

Agar egri chizigli trapetsiya x = ¢(y) uzluksiz funksiya grafigi, Oy
0‘qi, y =c va y =d to‘g‘ri chiziglar bilan chegaralangan bo‘lsa,

v =afxdy (O (=2afay(0n) (8.19)

bo‘ladi.

9-misol. Radiusi R ga va balandligi # ga teng bo‘lgan konusning
hajmini hisoblang. . y

Yechish. Konusni katetlari R
va H bo‘lgan to‘g'ri ‘ burchakli o) _a
uchburchakning balandlik bo‘ylab \:/ i
yo‘nalgan Ox o0°‘q atrofida R 3 ;
aylanishidan hosil bo‘lgan jism Rt TSI 1; [
deyish mumkin (15-shakl). 0 \J%{ B A

i i =k oo

S;E)l(;znuza tenglamasi  y=kx AN ‘\E\Lf

U ilOlda : 15-shakl.

R
;= = =—, =—2X.
y=he, k=igp="r, y
Bundan
T
y nR L R X1,
l’:n!y‘dx:zt!?x dx:H: '?c —EJL'R H.

7.8.6. Momentlar va og‘irlik markazini hisoblash

i avlanish sirti yuzalarini, yassi. .egri chiziq yoyi
uzm;l;;egl;:lsi’ slil:jll(]: l:;ni iisoblasbga oiq y}lqorida ke_:ltmlgan masalalarni
yechishda aynan bir xil usul qo‘llanildi. Bunda izlanilayotgan 0
kattalikni hisoblash integral yig‘indi limitini topishga keltml(.h. Bamha
masalalarda @ kattalik biror [a;b] kesma va bu kesmadagi uzluksiz

funksiyalarga bog*liq holda o‘rganildi.
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Shu kabi Q Kkattalik quyidagi xossalarga ega deb faraz gilamiz:
1°. Additiviik xossasi. [a;b] kesma istalgancha bo‘laklarga

bo‘linganida ham Q=ZHZQ, bo‘ladi, bu yerda 9 — Qning i-bo‘lakdagi

qiymati;

2°. Kichiklikdagi chiziglilik xossasi. [a;b] kesmadagi istalgan kichik
[x.;x] kesmada Q, ~ kAx, bo‘ladi, bu yerda Ax, =x, -x,.

Quyida keltiriladigan momentlarni, og‘irlik markazi va kuchning
bajargan ishini hisoblash formulalari ham yuqoridagi singari hosil
qilinadi. Shu sababli bu formulalarni keltirib chigarmaymiz va ulardan
masalalarni yechishda foydalanamiz.

Oxy tekislikda massalari mos ravishda m,,m,,...,m  bo‘lgan
A(x53), 4,(x,39,),-.., 4,(x,; y,) nuqtalar sistemasi berilgan bo‘Isin.

Sistemaning Ox (Oy)o‘qqa nisbatan statik momenti M, (M) deb

nuqtalar  massalarini ularmning  ordinatalariga (absissalariga)

ko‘paytmalari yig‘indisiga aytiladi, ya’ni
M, = Z":m,y, (MV =Z”:m,x,).

1=

Sistemaning Ox (Oy) o‘qga nisbatan inersiya momenti J_(J)) deb

nuqtalar massalarini ularning ordinatalari (absissalari) kvadratiga
ko‘paytmalari yig‘indisiga aytiladi, ya’ni

J, =z":m,y,2 (Jy =Zn:m,xf).
4= \ =]

Sistemaning og ‘irlik markazi deb koordinatalari [M’ ﬁ) bo‘lgan
m m

nuqtalarga aytiladi, buyerda m= im, i

Yassi egri chizigning momentlari va og ‘irlik markazi
24 qning g

Oxy tekislikda AB egri chiziq y=f(x) (a<x< b) tenglama bilan
berilgan bo‘lib, egri chizigning har bir (x, f(x)) nuqtasidagi zichlik
y=y(x) gateng va f(x) funksiya f'(x) hosilasi bilan birga uzluksiz
bo‘Isin.

U holda 4B egri chizigning momentlari va og‘irlik markazining
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koordinatalari quyidagi formulalar bilan aniglanadi:

M, =f}yd1’ "M» = jndl;
Y L3
J =[prdl, J =[px‘dl;
j wdl i;ydl
X =7 > Yo =%,
"

bu yerda y=f(x), 7=y7(x), d1=\/1Ty':dx, a<x<b.

10-misol. Zichligi y =1 ga teng bo'lgan y=+vR -x*, |x|<R
aylananing momentlari va og‘irlik markazini toping.
x . Rdx
‘echish. y'=- - bo‘lgani uchun dl = ——.
reehih V' ol N
U holda (8.20) - (8.22) formulalardan topamiz:
7 Ra K Ap
M =|vR -x —=R|dx=Rx|  =2R’,
RN ot s
X xRdx -
M =[—= =-RJR -x*| =0
¥ ~R\)R2 _xl R
Rdx

= Rj’i\;‘R2 —x:ct:c=RjRz cos’ tdt =

b4
J, =-jR(R‘ -x%) o]

In

z
2

il+cos2t , R [ sin 21) R’
- R? dt =—1| t+ =—,
=R )= 2 2 ). 2
)
R 2 d a 7R " 2 2 7tR2
J _I_x Rax _pl xR =% +j\/R —x'dx]= 0+—
v 2 2 R X 2
2R =x
R R Rex %l
] = - = Rarcsin—| =R,
_‘[gd -'[NRZ—XZ I'-}z
x‘,-’ b Jr: 7IR 7[
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(8.20)

(8.21)

(8.22)

yarim

n.RJ

n



Tekis shaklning momentlari va og ‘irlik markazi

Oxy tekislikda [a;6] kesmada uzluksiz bo‘lgan y = r(x) funksiya
grafigi, Ox 0'q, x=ga va x=4 to‘g‘ri chiziglar bilan chegaralangan egri
chizigli trapetsiya (tekis shakl) berilgan va tekis shaklning har bir
nuqtasida y =y(x) zichlik uzluksiz bo‘lsin. U holda tekis shaklning

momentlari va og‘irlik markazining koordinatalari quyidagi formulalar
orqali topiladi:

M. %f;ﬂx, M, = [ myas; (8.23)
1 b s _ b - )

J, =§!}y dx, J, _aj;x ydx; (8.24)
b ] L)
[Py > niax

x == , Y=, (8.25)
[ax [ retx

buyerda y =y(x), y=y(x), , a<x<bh.

I1-misol. y=sinx sinusoida yoyi va Ox o‘qining 0<x<z bo'lagi
bilan chegaralangan, zichligi y=1 ga teng tekis shaklning og‘irlik
markazini toping.

Yechish. Sinusoidaning simmetrikligidan «x, =—72i'- bo‘ladi. U holda

1%, 1% 1%l-cos2x 1
IM == l(b'=— in’ Ctx:— dx:..
. Z!y 2!5m X 2! 5 7 :

3
[ yebx =[ sin xdx = cos 2" = _4_7
ny !smxdx cosx|) =2, y, 5<%

Demak,

c

x =X , -
2’ YT

7.8.7. Kuchning bajargan ishini hisoblash

Moddiy nuqta o‘zgaruvchan F kuch ta’sirida Ox o‘gi bo‘ylab
harakatlanayotgan bo‘lsin va bunda kuchning  yo‘nalishi harakat
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yo‘nalishi bilan bir xil bo‘lsin. U holda F kuchning moddiy rfu.qtani
Ox o‘qi bo‘ylab x=a nuqtadan x=b(a<b) nuqtaga ko‘chirishda

bajargan ishi quyidagi formula bilan hisoblanadi:
A= F(ds, (8.26)
bu yerda #(x) funksiya [a;b] kesmada uzluksiz.

12-misol. m massali kosmik kemani yerdan 4 masofaga uchirish
uchun qancha ish bajarish kerak? . . ‘ -
Yechish. Butun olam tortishish qonuniga ko‘ra, yerning

jismni tortish kuchi F= k%ﬁi ga teng bo'ladi, bu yerda A — yerning

massasi, x— yer markazidan kosmik kemagacha bo‘lgan masofa, k—
gravitasiya doimiyligi. Yer sirtida, ya'ni x=R da F=mg ga teng, bu
yerda g — erkin tushish tezlanishi.

U holda
mM

=k——.
mg e

Bundan

2

. R
kM =gR", F=mg;:—.

Izlanayotgan ishni (8.26) formula bilan topamiz:

" e K S R —l)=ng—-h
A= [mg—pdx=—mgR~) ="mER{ R R+h

7.8.8. Jismning bosib o‘tgan yo‘li

Moddiy nuqta (jism) to‘g‘ri chiziq bo‘ylab o‘zgaruvchan v=y()
tezlik bilan harakatlanayotgan bo‘lsin. Bu nuqtaning ¢, dan ¢, gacha

vaqt oralig‘ida bosib o‘tgan yo‘lini topamiz. . .
Hosilaning fizik ma’nosiga ko‘ra, nugtaning bir tomonga
harakatida «to‘g‘ri chiziqli harakat tezligi yo‘ldan vaqt bo‘yicha olingan

. . dS o s,
hosilaga tengy, ya’ni v(l)=—‘-i—[-. Bundan 45 =v(t)dt. Bu tenglikni ¢ dan

!, gacha integrallaymiz:
S= fv(t)dt. 8.27)

4
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Izoh. Bu formulani aniq integralni qo‘llash sxemalari bilan
ham topish mumkin.

7.8.9. Suyuqlikning vertikal plastinkaga bosimi

Paskal qonuniga ko‘ra, suyuglikning gorizontal plastinkaga bosimi

formula bilan topiladi, bu yerda  g— erkin tushish tezlanishi,
y— suyuglik zichligi, S— plastinkaning yuzasi, 41— plastinkaning botish
chuqurligi.

Plastinkaning vertikal botishida
suyuqlikning plastinkaga bosimini bu
formula bilan topib bo‘lmaydi, chunki
plastinkaning har xil nugtalari turli
chuqurlikda yotadi.

Suyuglikka x=a, x=b, y, = f (),
Y, =/f,(x) chiziqlar bilan chega-

ralangan plastinka vertikal
botirilayotgan bo‘Isin. Bunda ,
koordinatalar sistemasi 16-shakida * 16-shakl.

ko‘rsatilganidek tanlangan bo‘lsin.
Suyuqlikning plastinkaga P bosimini topish uchun /7 sxemadan
foydalanamiz.

Bunda:

I°. Izlanayotgan P kattalikning bir qismi xning funksiyasi bo‘Isin:
p=p(x), ya’ni p= p(x) — plastinkaning x o‘zgaruvchi [a;x] kesmasiga
mos  gismiga suyuqlik bosimi, bu
yerda xe[a;b] (p(a)=0 va p(b) = P). 7

2°.x argumentga Ax=dx orttirma D a_
beramiz. Bunda p(x) funksiya Ap };’ 3
orttirma  oladi  (16-shaklda dx / :
qalinlikdagi tasma). Funksiyaning dp —
differensialni topamiz. dxr kichik 7
ekanidan tasmani barcha nugqtalari bitta / “
chuqurlikda yotuvchi to‘gri 4 5K B
to‘rtburchak deb hisoblaymiz, ya’ni
plastinka gorizontal bo‘Isin deymiz.

17-shaki.
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U holda Paskal gonuniga ko'ra,

dp:g-r-(y,-i’.)-tg-gg.
3°. dp ni x=a dan x=5b gacha integrallaymiz:
P=g-y-[(y,—y)xde

yoki ) .
P=g-y-[(f,(x) - fi(x)xdx. (8.28)
J S i ligi h ga teng bo‘lgan teng
13-misol. Asoslari a va b ga. baland' g . -
yonli trapetsiya shaklidagi plastinka suyu.qh.kl.(a c .chuqurhkda botirilgan
(17-shakl). Suyuglikning plastinkaga bosimini toping. ‘
Yechish. 1zlanayotgan bosim (8.28) formulaga ko‘ra,

c~h

P=gy |yxdx
‘ladi. 3
» dv 1o‘zg,aruvchini x o‘zgaruvchi orqali ifodalash uchun CMN va
CKB' uchburchaklaming o‘xshashligidan foydalanamiz:

r—-a X-—¢C

—a h

L)

)l

b—a
Bundan y=a+ P (x=c).

U hOIda X B I:.&h
74 b-a axz+b—a X =
P=grfk“+ ("'C))‘d"=g"7 3 2))

h

h
a+b K
- h ——a+2b)).
_gy( 5 ch+ 6(

7.8.10. Mashglar

1 Beriigan chiziglar bilan chegaralangan tekis shakl yuzalarini hisoblang:
1) y=9-x% y=0 2) y=-x, y=2x-x";
y=7-Xx, - Y
= ) = 0, x= ez;
3) y=In(x+6), y=>3Inx, y=0. x=0, 4) y=Inx, »
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5)x=y, xq4y+2i; 6) y=4, x=5-y,

3

Ny=x", y*=—-x y=x y=x' ;
9) x=4cost, y=3sint, OSl‘SZm
10) x=3(z-sint), y=3(1-coss; (sikloida bitta arkasi)

1) r=3cos2¢;

13) r=2+3cosg;

12) r = 3sin2¢p
14) r = 2¢, bir 0’rami.
2. Berilgan egri chiziqlamning argumentning ko‘rsatilgan oralig‘iga mos

yoy!ari uzunliklarini toping;
1) y=£22~, x=0 dan x=+3 gacha;
2) y=chx, x=0 dan x =1 gacha;
3) =%, x=0dan x=5 gacha;
4) y=arccosx ~Vx-x?, x=0 dan x=1 gacha;
5) x=%y2—%lny, y=1dan y=2 gacha;
6) x=1-In(3*-1), y=3 dan y=4 gacha;
TN x=1, y= -g-—t, koordinata o‘qlari bilan kesishish nuqtalari crasidagi;

8 x=1*, y=£,1=0dan r=1 gacha;
9) x=2(t-sinr), y= 2(I-cost) (sikloida bitta arkasi);

10) x=3(2cost —cos21), ¥y =3(2sin ¢ -sin 2¢);

11) r=a(l-cos ), r sg kardioida bo‘lagining;

12) r=8<:os’%, ¢=0 dan (p:% gacha.
3. Chiziqlaming berilgan o‘q atrofida aylanishidan hosil bo‘lgan sirt yuzini
hisoblang:
1) y*=4x, x=0 dan x=3 gacha, Ox o‘g;
2) x*+y* =9, Oy o'g;

3)x=2(¢-sint), y=2(1-cost),bitta arkasi, Ox o‘g;
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4y x =2 cosi, y=sint, Ox 0°Q;
4. R radiusli shar hajmini hisoblang.
5. Ascsi fl‘g - :‘5- =1 ellipsdan iborat bo‘lgan va balandligi ~=3 gateng
elliptik konusning hajmini hisoblang.
6. x* +y?+z* =16 shar hamda x =2 va x=3 tekisliklar bilan chegaralangan

Jism hajmini hisoblang.

7, 2, 2 x* =1 bir pallali giperboloid hamda x=-1 va x=2 tekisliklar
4
bilan chegaralangan jism hajmini hisoblang.

8. Berilgan chizigiar bilan chegaralangan telfis shaklining berilgan o‘q
atrofida aylanishidan hosil bo*lgan jism hajmini hisoblang:

1) x*=4-y, y=00x o'qi;

2) x'+)y? =4 yarimaylana (x20) va y’ =3x parabola, Ox o'qi;
3) y=arcsinx, y=0. x=1 Oy 0'qi;

4) y*=x', x=1. p=0. Oy 0'qj;

5) x*=4y, x=0, y=1, Oy 0'qi;

6) §+%2=1, Oy o'qi;

7) x=2(t--sin1), y=2(1-coss). bitta arkasi, Ox 0°qi;

8) x=r}, y=1' x=9, y=1 0y 0'qi;
9) r=3(1+cose), qutb o‘qgi;

10) » =2Rcos g, yarim aylana, qutb 0‘qi;

9. r=2Rsin @ bir jinsli aylananing og'irlik markazini toping.

e s o P ¢ uqorida yotgan
10. x=acos’s, y=asin’t bir jinsli astroidaning Ox 0 qdan yuq yotga

yoyining og‘irlik markazini toping. ) )
11. 4x+3y—12=0 bir jinsli to*g'ri chiziqnil}g koordina.ta o‘qlari :;raisnii?o -
Jjoylashgan kesmasining koordinata o*qlariga nisbatan statik mcimei‘\ ar.n P o
12. x=0, p=0, x+y=2 chiziglar bilan chegaralangan b'.r!mSh‘ Te:-(:: Sha];(l:zl:ﬁ
koordinata o‘qlariga nisbatan statik va inersiya momentlarini, og'irlik mar
toping.
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13. y=4-x* va y =0 bir jinsli chiziglar bilan chegaralangan tekis shaklning
og‘irlik markazini toping.

14. Yarim o‘qlari a=5 va 5 =4 bo‘lgan bir jinsli ellipsning koordinata
o‘qlariga nisbatan inersiya momentini toping.

15. x*+y*=R? aylananing birinchi chorakda Joylashgan bo‘lagining o‘girlik
markazini toping. Bunda aylananing har bir nuqtasidagi chizigli zichligi shu nuqta
koordinatalarining ko*paytmasiga proporsional.

16. x=8cos’t, 8=4sin*s astroida birinchi chorakda yotgan yoyining kcordinata
o‘qlariga nishatan statik momentlarini va massasini toping. Bunda astroidaning
har bir nuqtasidagi chizigli zichligi x ga teng.

17. Prujinani 4 smga cho*zish uchun 24 J ish bajariladi. 150 J ish bajarilsa,
prujina qanday uzunlikka cho‘ziladi?

18. Agar prujinani 1 sm ga sigish uchun 14G kuch sarf qilinsa, prujinaning
8 sm ga siqishda sarf bo‘ladigan F kuch bajargan ishni toping.

19. Uzunligi 0,5 m va radiusi 4 mm bo‘lgan mis simni 2 mm cho‘zish uchun
S

qancha ish bajarish kerak? Bunda F = £ Tx E=12-10° N/ mm®.

20. Ogrirligi £ =15 T bo‘lgan kosmik kemani yer sirtidan &= 2000 im
masofaga uchirish uchun bajarilishi kerak bo‘ladigan ishni toping.

21. Jismning to‘g‘ri chiziqli harakat teziigi v=2¢+ 3¢ (m’s) formuia bilan
ifodalanadi. Jismning harakat boshlanishidan 5 s davomida bosib o‘tgan yo‘lini
toping.

22. Nugqtaning harakat tezligi v=0.ir’ (:/5) ga teng. Nugtaning 10 s
davomidagi o‘rtacha tezligini toping.

)
23. Sportchining parashutdan tushish tezligi v=ﬂf-(l—e "'J formula bilan

ifodalanadi, bu yerda z — erkin tushish tezlanishi, m — sportchining massasi,
k — proporsionallik koeffitsiyenti. Agar parashutdan tushish 3 min davom etgan
bo‘lsa, sportchi qanday balandlikdan sakragan?

24. Nugqtaning harakat tezligi v = 0,12 (m/s) gateng. Nuqtaning harakat
boshlanishidan harakat to‘xtaguncha bosib o‘tgan yo‘lini toping.

25. Suyuglikka vertikal botirilgan asoslari a va » (b>a) ga, balandligi & ga

teng bo‘lgan teng yonli trapetsiya shaklidagi plastinkaga suyugqlikning bosimini
toping.

26. Asosi 18 m va balandligi 6 m bo‘lgan to‘rtburchakli shlyuzga suv
bosimini toping.
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27. Diametri 6 m bo‘lgan va suv sathida joylashgan yarim doira shaklidagi
vertikal devorga suv bosimini toping. Suv zichligi y = 1000 kg/m".

7.9. ANIQ INTEGRALNI TAQRIBIY HISOBLASH

Ma’'lumki, agar f(x) funksiyaning [a;b] .kesr.nada t{osh}ang‘ic}f
funksiyasi F(x) mavjud bo‘lsa, f(x:) t.'unks1yamng a:‘uqk ptei;?jl;
e el amlda aqrbiy hisoblash usulla e
:)o];)niﬁgidéguind;; txqsdﬁt:r%raﬂ :Ini:r[ilntegralping integral yig‘incll:ninfgl(l;r?riitti
hagidagi ta'rifiga va geometrik ma’nosiga asoslangan usullarni
chigamiz.

7.9.1.To‘g‘ri to‘rtburchaklar formulasi

[a:b] kesmada uzluksiz y=f(x)funksiya uchun [f(x)de integralni

hisoblash talab gilingan bo‘lsin. Aniglik uchun barcha xe[a;5] da f(x)

funksiya musbat va monoton o‘suvchi deb faraz qilamiz. alar bilan
la;b] kesmani a=x, <x, <..<X, <X <.<X,<x, =b nuqtalar

i Ax = bo‘l ta teng kesmalarga ajratamiz.
i c = o‘lgan n
uzunliklari

Funksiyaning x,, X,,....X,.:X, nuqtalardagi giymatlarini y,, v....y,....»,
bilan belgilab, y, = f(x,). »,=/(x, )y =.f(x.‘)..~~-~,yn =.f.(-\’") lamni
hisoblaymiz va quyidagi integral yig‘indilami tuzamiz:

1
Y Ax + y A+t y:Ax+"'+yn-le=§y«'Ax’

Ax=3yAx.
ylA,\’+}’;AX+"'+y:AX+"'+'y"Ax ;y,

U holda 18-shaklga ko‘ra,

b Lb-ag 9.1
If(x)dxzb;a(yt)'l'y:+"'+y’+m+y"'!N n :Z—oy” ( )
b—ag
’ - AV, = ;- (9.2)
If(x)ctxzé_';g(yl-l-'vz‘i’...‘l'yi'*'" yn n g
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(9.1) va (9.2) formulalar aniq integralni tagribiy hisoblashning ajratamiz va har bir ketma-ket kelgan M,_,, M, ,, M, nuqtalar orqali

to g ‘ri to ‘rtburchaklar formulalari deyiladi. parabolalar o‘tkazamiz. Egri chizigli aM M, b trapetsiyaning yuzasini

18-shakldan korinadiki, agar 7(x) funksiya (48] kesmada musbat parabolalarning  M,_,, M, va M, (i=1,m) nuqtalarini tutashtiruvchi

va o‘suvchi bo‘ls 9.1) formula ala : .
berilgan integralnin;’ qi(yma)atini kami g T yoylari bilan chegaralanga.n 2m ta .parabollk trapetsiyalar
bilan (9.2) formula esa ortig‘i bilan e ' yuzalarining vig‘indisi bilan almashtlramlg. N
berad’i ' & T : M, .. M_.. M, nuqtalar orqali o‘tkazilgan parabola tenglamasini

Agar [a;b] kesmada f'(x) chekli L ‘ y=Ax’+ Bx+C ko'rinishda izlaymiz. AA.,B..C kqeﬂitsiyentlax:m
hosila ~ mavjud bo‘lsa, to‘g‘ri y°,§ylf'" 3 Vsl ViV Vs iV parabolaning berilgan uchta nuqtadan. o‘tishi shartu.ia.n ‘toparrflz.
to‘rtburchaklar formulalarining absolut PP Hisoblashlar qulay bc‘lishi uchun koordinatalar boshnm o q‘larm.ng

o M, (b-a)’ e O xexixy 5 X xx x T yo‘nalishini  o‘zgartirmasdan  [x,_.;x,, kesmaning  ofrtasiga
xatoliklari |6 |<— tengsizlik : .

i 18-shakl. joylashtiramiz (20-shakl).

bilan baholanadi, bu yerda M, = "Jaj‘l /().

7.9.2. Trapetsiyalar formulasi r 4 M,,

[a;56] kesmani bo‘lishlar sonini avvalgidek qoldiramiz va Ax
intervalga mos keladigan y=f(x) funksiyaning har bir yoyini bu

yoyning chetki nugtalarini tutashtiruvchi N, N, N.N,,..,N_N,,...,N N, v‘v. 32 y,_é y y,_,é y,. v" y‘""*f ,v -
vatarlar bilan almashtiramiz. Bunda berilgan egri chizigli trapetsiya » ta RIS N N R ol s T ™
¢ e e e 1e . . e et g O x.x X, x_ % XeaXa X Xo X2 Tua2 X -2 % -
tog‘ri chiziqli trapetsiya bilan almashtiriladi (19-shakl). R
20-shakl.
. o e 4. . e .. . -shakl.
Bu to‘g‘ri chizigli trapetsiyalar har birining yuzasi Z'Z—H)—Ax 19-shak
@ =1,r;) ga }tlengi. .l]3u .y.uzalammg barchasini qo‘shib, trapetsiyalar Parabolaning (-h:y,..) 0¥, () nugtalardan o'tishi shartidan
Jormulasini hosil qilamiz: . =AW —Bh+C, p,,=C v, = Ah* + Bh+ C Kkelib chigadi.
5 n - ) 2-3 = 4 - s Sl ’ i
If(x)dxzzy"';y'Ax=b a(y";)"+y,+yz+,..+yn_,). 9.3) Bundan
=] n
‘ 1
M (b_a)l A:.__]T()}z‘_2 —2}’z,-| +y2:)} B'—:E};(.y?_: —-y‘;i-l)’ C=y2:-l‘
Bu formulaning xatoligi |5, |< ’]2—2 tengsizlik bilan 2h
n

. . iya yuzini aniq integral orqali hisoblaymiz:
baholanadi, bu yerda M, = “Qf‘si“'f'(x)l ) Endi 2i -parabohk trapetsiya yu q q )
x'x 2

h ’ X Y h 2 ~
_ ‘4B +C)dx~_-_(,4——+B——+Cxl =—-(24h'+6C).
7.9.3. Simpson formulasi (parabolalar usuli) S I,, (A + Bx 3 2 e 9

[a;b] kesmani ) . . ini do'vi .
A=X, <X, <X, <.<Xy , <X, <X, <..<X Formulaga 4,B,C koeffitsiyentlarning qiymatlarini qo°yib, topamiz:

1mer <Xy <Xy, = b

S. = é:_g(yu_l +4y,,, +y2,.), i=ln
6m

nuqtalar bilan uzunliklari #= b-a bo‘lgan n=2m ta teng kesmalarga 2
2m
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Parabolik trapetsiyalaming  yuzlarini qo‘shib, izlanayotgan 3) Simpson formulasi bilan hisobiaymiz:
integralning tagribiy qiymatini beruvchi formulani hosil gilamiz: &

j - =(1+0.5+4(0,9901+0,9174 + 0,8+ 0,6711 + 0,5525)+
ol 4x”

t b- a( )
7o 6 ItV H A A Y ety B2y Y 4y, ) (94) +290,9615 + 0,8621 + 0,7353 + 0,6098)) = 0,78539

Berilgan integralni aniq qiymatini topamiz:
(9.4) formulaga Simpson formulasi (yoki parabolalar Jformulasi) ,
deyiladi. (—F__ arcigd]. =% =0.787571.
B . - M (b~ a)’ ol x? 4

u formulaning xatoligi |6, < ="/

5380, tengsizlik bilan baholanadi,

Tagribiy hisoblashlarning nisbiy va absolut xatoliklarini aniglaymiz:
bu yerda M, =max|f" (x)|.

i To'g‘ri to*rtburchaklar " To'g'ri u.)‘r.lbl.lrchaklar Trapetsiyalar Parabolalar
todx _ (kami bilan) (ortig’i bilan)
I-misol. j] -integralni taqribiy hisoblash usullari bilan 3.3% I 0.026 I 31% 0.024 | 0,09% | 0.0003 | 0,04% | 0,0003
U + x 'y I i

(n=10da) aniglang. Berilgan integralning Maple paketida yechimini beramiz.

Yechish. Quyidagi jadvalni tuzamiz: 1) To*g ri to‘rtburchaklar usuli bo‘yicha:
> rostant
X 0 0’1 092 0,3 0)4 0,5 0’6 0,7 0,8 0,9 1 > "‘i!‘h'{ﬁ!!{(.”; ”“!‘ ‘ ‘Gi!.'i!z;lé\‘." !\‘ .
Y | 1]0,9901|9,9615 | 0,9174 | 0,8621 | 0,8 | 0,7353 | 0,6711 | 0,6098 | 0,5526 | 0,5 > Riemgronsion] el o 1ot -
R 15797994205 18583
1950414208136225
1) (9.1) va (9.2) formulalar yordamida to‘g‘ri to‘rtburchaklar usuli > gt %)
bilan topamiz: | 03099814972
e > R’a"r:u!n:.‘mnig TW‘ T b piethod - r;‘;;",'t},
[—— =~ 0,1(1+0,9901+0,9615+0.9174+0,8621+0,8+0,7353 + 0,6711+ (e .
o 7801656832544900
+0,6098 +0,5525) = 0,1-8,0998 = 0,80998 (crtig'i bilan), > cvalfi ),
' 0.7599814972
| ‘ 4 [P .
I] :ix -~ 0,1(0,9501+0,9615+ 0,9174 + 0,8621 + 0,8+0,7353+0,6711 + 2) Trapetsiyalar usuli bo yxcha.
o >viith( Stsdosit] Caleadus i) .
+0,6098 +0,5525 +0,5) = 0,1-7,5998 = 0,75998 (kami bilan). S ot e rapezoid
e 12248312522521419
2) Trapetsiyalar formulasi bilan hisoblaymiz: 33313665089800
> valfi9n):
l L 5224 .j 1 d IR
IS & —~ 0,1( 1405 | 0,99014+0,9615+0,9174+ 0,8621+0,8+0,7353+ 07849814972
M Cxre .
o ' 3) Simpson formulasi bo‘yicha:
+0,6711+0,6098+0,5525=0.1-7,8498 = 0,78498. | > switht Student] Caleshin] i
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> /‘f",’)”‘;"‘:'!"d{"!""‘ sosvicrenss
f .
t

Tk D3, method = gin
Vi)

1 HgIS 0N

{
{
‘\

7

S98858531583831177490!484536676836463
76249063642650463520301694 141655283000

> evali{?e):

0.7853981632

7.9.4. Mashgqlar

1. Ie":dx aniq integralni 0,001 aniqlikda tagribiy hisoblang: 1) to'g'ri
a

to‘rtburchaklar usuilari bilan; 2) trapetsiyalar usuli bilan:

> 3) Simpson formulasi
bilan.
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JAVOBLAR

Matritsalar

2. 4=3X-4Y-5Z 3. a=2b=-4 4.1x3030x12x1515x23x10,10x3. Sx6.6x5

a9 (3 -IZ) I"O 1 -2 2-v -1 2 )
Sl 4 5 i ] 5L 743 -7 6l81 s -3-v 3
b Stea 23 Lz -3 -7 -1 0 -2-vj
(10 -1)
0 0 2 -2 -4
10. x=33-0 11.3x5 12( ) 1s. | N N U/ B
\b, b)) 8 7 2 :
L16 o
T4 { ! " -8 20
5. -1 10| 16.)-8 -3 13 17.["8 20) > 67}
-2 s L2 -2 T 134 166
-l2oy "23 -4 6 _—
19.] -9 ¢ [o s) =4 17 124 20.| "2 1 21{71 0)
2 53, I 2 4 19:| \ 38, L-O 1
22 1ot 1 a,\ (-] a._:\llm 0) -1 0}
' ‘Lo -1;/L06 0)ia, -I lau 1]

Determinantlar

Lo A"detd. 5.1 6.1) -2, 2) -1250 3)1: 4)8 7.1)-12; 2) -243; 3) 64;

4) 4. 8. -x' 9 -bla+b). 10. sin(a - P)sin(cr + B). 11. 2sine.  12. —47. 13.-18.
14.£*(b-2). 15. 4x. 16. -2sinasin Bsiny. 17, —1ga—1gp. 18.(a-b)(a-c)b-c).
19. a(x—y)(x-2)z—-p). 20. a’(a+3b). 21. -z 22, 0. 23. cos2a. 4. 63.
25.100. 26. 2a-8b+c+5d. 27. -6.

Matritsalar ustida almashtirishiar

N el 1(-5 -6
—bc= . 8. 4= 9.1)2)3). 10. -
3. ad-bc#0. 7.BD (—l 0} ):2)3) 3(_2 _3).

. \ E
{4 -2) YU R gy 41372 (2 Y
. ﬁ\l 5)" 2.0 A—B(O IJ‘ ot af VA= -1 4f
—9 14 -3) 1o 0
4),,:1{_4 g —2i 13.|5 1 0} 14. 0.15. -2,
13-4 o 01
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S0 0 4 -
10 -2 -3 (8 14 -10) :
16. -|-6 2 2| 17.--4 -1 2] 18 .
2 6\7_4 2| 8|0—'4 6—1.
-2 0 l) < J (4 2 -5 3)
2 -1 -1 1
-4 0 2 -1 1 0Y2 1) (1064
19 20. 1
2 0 -1 1 )[4 1)(0 3} ) 1)(1) -z,'
-5 1 3 =2
(100“312‘ 100\'/2052\,
3)|-3 1 00 3 2| 4)mavjudemas;5)|-3 1 0|{o 32 3
L321004 2 2 1)o o 2 7)
‘1 00 0 0y2 -3 4
-2 100 0fj0 2 1
6)] 3210 010 0 0} 21.3.22.2.23.2. 24.3.
-3 001 0f0 0 o0
4300 1{0 0 -9

Chizigli tenglamalar sistemasi

1.Birgalikda emas. 2. Birgalikda, aniqmas. 3. Birgalikda, aniq. 4. Birgalikda emas.

5. x=-1 x,=-2, x,=-3. 6. x,=2, x,=-2, x, =1

7. %=1 x,=-i, x,=-1, x,=1. 8 x,=2, x,=-1, x,=-2, x, =1

9. x,=2, x,=c+1, x;,=2c-1 x,=c.  10. x, =5¢, -13¢, -3, x, =5¢c, -8¢, -1,
X, =¢,x,=c,. 11.x =3, x,=0, x;=6. 12, x, =1 x, =-1, x, =0.

13. x, =3, x,=4, x;,=-6. 4.14. x, =-5, x, =4, x,=0.15. x, =-5, x, =1, x, =3.

16. x, =-11, x,=-6, x,=-3. 17. x,; =-1, x,=3, x;=2. 18. x,=3, x,=-3, x,=1.

19. x, =3, x,=2, x,=1. 20.x,=1, x,=1 x,=-1. 2L x =3, x,=-2.

22, x,=3, x,=-2. 23.x =1 x,=2, x,=0. 24.x =1 x,=-2, x,=2.
25. x,=-2, x, =1, x,=2. 26.x, =0, x2=l, x;, =0, ala-1(a+2)=0.
a

27. x,=-c, x,=0, x;=c. 28. x,=-15¢, x, =1lc, x, =14c.

29. x,=7c, x,=-1l¢c, x;=-5¢. 30. x,=x,=%,=031. x,=x,=x,=x, =0,

32.x, = -2¢,x, = Te,x, = 0,x, = 3. 33. (1,0- %,- %) OL0~1). 34. (1L0-23),(0,L1.2).
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Vektorlar
— a+2b b
AN ) 6. NM =i-2m T —+—.
3 ! ’ lal 1]

8. —%(ﬁ«ré‘,‘ -‘l;(d—l;)v 9. m=2v3 10. m=1, n=-3. 11.1p,AB=2V2,

Tip, 2D = =2, Iip,DC =2, 1ip, AC =0. 12. lip,AB=3, Tlp,BC =0, ilp,CA=-3.

> 1) 2 2) i 1
5, AD = =2 .3 LS VR RIS T I LI
llp, D=3, flp, B =->. 1Ip,CE 2113 3 {3 315 4553
16 117 ge2 e, A= T30 coa-0h 118, d-2a-3h e
3'373) 2

f 3 - T L. T
19.) 717.-12): 2)\’_?—-;- §i 20. N{-8-40}:2) {7-32)21. ja+b|=6. ja-bI=14.
3733

22.J10. 23, M(=V3:4v3.53). 24 = it 12322} 25, B(5-3:-3}. 26. A(-3- -3},

23 16) pvome | 43 12 . | 263} .
27. 1 222 2L NABP={—— - — .—-{——.—,—.29.&——3
)i 4B~ {25 s 25} e W TR TRNTY 77°7)

30.5 - {?;---- ob. 31. p=12. 33, of ;‘—3-), SVI30 34 p(-3-9)
5
35. (-21). 36. D(-3:-7) .37. 4D =1b.
Vektorlarni ko ‘paytirish

1 —%. 2. -19. 3.1)112; 2)252. 4.1)-89; 2)86. 5. Y m=152) m=2, m=3.

6.-3 1. T 8L 9.7 10.0) T 9y a 1l ) 2)39_’. 12. 10 (ishs).
3 3

2
13, $=27-3]. 14, 5=7i +5;+k. 15.1)128°; 2) 132. 16. 1)5(}-17.); 2) 663(yd.).

IR

3 49
17. 253 18, £15. 19.1){9:9:-3}; 2){63;63;-21} . 20. 1) 9¥2; 2) 5
21. k= I-r“—-(lcb.). 22. M ={-8-9:-4}: M =1{L:—4-T}. 23. 28, cosa =—§, cosf=——,
V13 7 7
cosy = % 24. a=-9. 25.a = % B=2. 26.1){32}; 2){-23}. 27. {-6;-24;8}.
28. 1) yo‘q;2) ha. 29.1) a = % :2) @ =-3. 30. 1) ¥ =14(hb).h=V14(ub);2)
V=2(ht),h=3y2(ub). 31.1) o'ng uchlik, ¥ =12(hb); 2) chap uchlik, ¥ =27(hb).
Tekislikdagi to‘g‘ri chizig

5
1. l)A-—Z a=4,b=3; 2)1.——,a_-2 b——, J)k——,a 5,b=-23
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—% .2, l)3x-r4y+6 0;2)3x+y+9=0;3)x+2=90;

k=-
4) 3

mlu
II
Nlu-

32
12. 12(kvb) 13. c+y+5=0vax-y-5=0. 14, -5—-(u.b).
4) x+y-5=0. 3. 2va3. 4. DM (1:2),0=45; 2)M (2-1),p =90":

i5V2 V126 |_!5*/§ ;___‘“26]. 16. M(3:0). 17. 16x° +25y° =400.

15, 4 | - 22 X0 4y,
)M, eD,0p=0; 4)M (22),90=45" 5. 1)m=-6.nx3vam-56.n%-3: Lo 4 J \
_ _ _ PO . 3 [ x =5cost, [x =5cost, 19 (4-2\ 3:2)..
2)ym=-6,n=3 vam=6, n=-3; 3) m=0, n-chekli son. 6. |) ""‘5"“ i 18. 1) = st e (2] 3! 1_‘~=l2sinr,te[0;27tl. L ’2)- (
2 2
m=— dai;2)m=4dal i» m==9dal.7. (16). 8. x-y-2=0va x-4y+4=0 N l’i .2 Qi_izp A AL
3 20. )———iz=|, 2'1_:-.2—_"5 5 3)16 9 )25 24
9.3x+2y-11=0. 10. x=5y+2=0. 11.12xi9y~17=0 12, 5z-p+3=0 2 2 2 2 2 Ty
X+2iy X y+ X ¥y ) ’ 2’ l)l. _2"_=1~; 2)}_—____] 3)______=]: 4)%—%;:].22. -2—375-
x+5y+11=0. 13. 3x+y-4=0, x+5y+8=0,3x+ y+10=0, x=35y-6-0, 24 8 8 4 -
2 2 -3x+10 29
: Y o Ly = 27y s -
14. M(4;4),tp=§, 1S, 3x-3y-8=0. 16. 3x+4y-12=0. 23. 42 24,27y =0. 25. U 26. 2 9x'
17. x+2y-7=0, Tx+2y-37=0, 5x-2y+1=0. 18. y=2x 28.).1':-—!—» +_ly 2)‘—_6c —x+3.29. AN y =1 2)4(23), x=2.
16

19. x-y+7=0, 7x+4y-6=0, 6x+5y+9=0. 20. 2x+ +9=0, x-y-3=0. 9 - . . .
Y Y 4 Y ! 30. 1) x* - * =1-giperbola; 2)y* = 'Ex—parabola; 3)giperbolaning pastgi yarim

nl _ ) 23, =
21. 29x-2y+33=0. 22. 2x-3y+8=0. 23. 29(3.b). 24. —I—a\u.b) 25. 6v2(u.b) tekislikdagi termog i; 4) g|perbolanmg chap yarim tekislikdagi tarmog'i.

2 2

26. x-2=0, 3x-4y+10=0. 27. y-3=06, 4x+y+5=0 8. (-12.5). 33. 'T w"g . 34, —:—y *=1.36. x-3y+12=0.(Ko‘rsaima. urinma
. e . .oXx, WV XX We _y_ s
Tekislikdagi ikkinchi tartibli chiziglar tenglamalari: fx%«u-'z—;,—“:l—elhps, ;,1 b =1-giperbela.
a

L)@+ +(y-3)2 =365 2)(x+3)’ +(y=5)° =50; 3)(x+2)° +(y--4) =2; 1. = plx + x,)— parabola). 37. 4x+y—4=0.37. 2J5x-3y+4=0. 38, 2x—y-16=0.

4) (x-4) +(y+4)* =16, (x—-20) +(¥+20)? =400; 5) (x-2)° +(y+ 1) =1.

1 3 3.7 Qutb koordinatalarda chiziglar
2. 1) M, (=47, R=7; 2) M,(--23), R=4; 3) M,,(—;, ) ‘=_'.~ ( E’Ei
2 1 .
o 1.4~ 8(2 n\ 2. AQ: _\F) Bx(__l_-__‘/:) 3.7 & “..S‘:Er"r2 sin(@, —@,). 5. 4 yb.
R=4. 3. 1)aylanada; 2) aylana ichkarisida; 3) aylanada; 4) aylana ichkarisida. e s { 2
2 " S
: _ 3 9 5.5 2B 3y 2y 2
4. 5\/—2-(u.b). 5. (x-2)? +(y_%J =%. 6. (x=5+(v-1)' =13. 7. M,(32), 6. 64 yb. 7. l).\"—i-g\)'-a) =Z, 2)[\.\’ 2) +V 4 ;3) (3P yh) XY,
. 3\
8 8 9 \J‘+§ y_1
R=5. 8. 0<k<—,k,=0va k,=—. 9, =0 4x-3y=0. _ = AN R S
SESh TV ke Fy=ivadisd) 4) (x2+ y*y =d(x* =yt 5) ¥ =A1=yR 6) T =30420) T) Ao e =
x = 8(1 + cost), {x = 2cost, x=14 v’fcoszt, . 5 1 4>m Q.
10.1 T (y-5)° - =3 ;4
) {y=88int,te[0;27z]; Wy =2(1+smnt),t[0;2r]; |ly=]+\/§sint,t§[0;27z]. 8) 7—6—9—6-)—- 3 .8 sin @ 2 2cos@ —sing TE cos’@’ )
PO I X2y »? 2 2 16 \ -4
— —"=1; — 33) =+ LENP S _at 6 : T r= —9) r= .
D%t Dt iR 955 l e )" 2 1-Zcosto 1-goos’ e
468 469



9. 1) ellips; 2) giperbola; 3) parabola: 4) ellips.
Tekislik
L 2x-py43:z-14=0. 2. 2x=3y+4z+20=0. 3.2x-3y+5:410=0.
4. x+3y-4z-21=0.5.1) 2y+3z=0, 2) v+1=0:3) z—-4=¢;
4) x+2-3=0;5)22x+14y—5:z=0. 6. 1) 2x-2=0; 2) x-3=0;3) y+3=0;
4) X+32+4=0;5)8x—y+6-=0. 7. A(=3:0:0), B(0,-6:0), C(0;0:2).1).
8. a=-15b=-10,c=6. 9. x+y+z-4=0. 10. x+3y+--15=0.
I Dx+3y-z-6=0; 2) x—=y=—z=0. 12, x4 y+z2=6=0,

13. x+y-2:=0. 14. X=2y-3243=0.15.1)2x-5y+ z=15=G:

2)2x+4y+92-21=0.16. x—y-2:+5-0. 17. 1'—:+J1'7+li]:l;
9 2 6
= 472

ix_ly.;.é_:_lzo_ls_ i..;..z.;.::]! _l gy.;.i:-&:()
1117 -6 7 7 TR TR TR

19. 1)45°; 2)90°; 3)90°; 4) arccus(0,4,).20.)m:—g,n:—lz—s; 2)m=3n-—

21. Dm=13,2)ym=1. 22. 1)a)x—2y-3:-4=0;b)2x+3y+:-8=0:
2)a)2x+3y+4z-3=0; b)4x+y-7z+19=0; 3)a)sx+7v+3=0: b)y—z+7=0;

C) Sx+7z—-46=0. 23. Tx+14y-2246=0.24. x—y+z+1=0.

25. x+2y++/5:-2=0 vax+2y—-+5:-2-0 26. 1) M(=2:1:2); 2)M(2:-1:1). 27. 4(b).

28. M(-150:0)va M(1:00). 29. 2x—y—-2-=0va 2x-y-2z-18=0. 30. 8(hb.).

=
31. -2 32.-3 33. %

Fazodagi to ‘g ‘ri chizig

i ])x_lzy__lzf’_ﬁg; ) o b 3)_.__;"““_1::*_2,
2 3 -1 0 I 0 1 -2
= Z= N X— b3 Y- z~2
2_1)x 2:J/+3: 2; 2)x Zzﬁ_ _2 )__“_,...:,'“3:____,.
4 1 3 2 3 -1 =11 6 -7
z— -2 =z (x+4y—-7=0, 3x—2y—7=0,
3 X _»._:z 2'4.14-_1:y 2:_+3. 5.1)4r+y 3x=2y-7=0
-1 2 0 | |x+ z-1=0 2y+3z+1=0.
6 h_x~2:y—ﬂ2:_a4ll_ 7.1) x=134,y=1+194,2=2+280; 2) x=1,y=1-3t,z = 2.
— =3
470

5 - + -2 z-=3 x+3 y z=-4
g Fo ¥ =5 px_yel -2 g xl_y=2 273 4 2=
-1 > 2 Ty 2 3 2 -1 0 -5 3
i € — < l
" x+2 y=3 _z4l 5 x+2 _y=3 =+l
ll l)l" 2)(.1_‘ 12. l) jT: = P2 ——‘b —}6 7

25
(3. * 7141272 14 1) parallel; 2) ayqash. 15. mn—_} Ay p=Xx
T 3 2 _ ‘
16. 1) parallel; 2) to"g'ri chiziq tekisligida yotadi. 17. 1) M(3:2:); 2) M(2:4;6)
e . v—-S 46 & e =12,
L L ;2 44—:~—i—. 19. 1) m=3, n=-23; 2) m

n=-i2. 20. 1)2x-3y+4:-1=6; 2)4x-y-2:-7=0: 3)z+1=0.

21, 3x £ 5y -2:-9=0. 22, (2:0:-3). 23. M(2:3:4). 24, 5x-2y+2:+5=0.

02 Vi
25. 8x+2y -9z +12=0. 26. UL-— ub): 2) —-(ub)

Tkkinchi tartibli sirtlar

1}(\'~ Ly +(z-D =215 2) (x=3) +(y+5) 7 +(=+2)" =56.

e

x° -4»:»'»: 22 6. y+e \ =—1. T.1) 4p* =x* =4z =0,

le _,

1) \/ - NME4-5)R=5 3. 1) x4y +27 =0,

tJI"‘

I»l
22"

h

4x? 4zt =10y,

9 25 16 9
X: " “) ":2 )‘ * :1 "l: .\': :: = —1‘ ’: :}__ + x J-L =1 N
> =7 ’)) ,;..m____‘:]_._:_,_ ’ i3 m T
) 2 79 28 25 16 6

: . 5 1 -
Xty +Iooq 8. x+yl=z'=0. 9.1)m=0va 17:2—7422)’”:0- 10. 1) ellips:

2)giperbola; 3) parabola; 4) nuqta. 11, y*+27 -2x" = -6(ikki paliali giperboloid).
12, 1) A7, (34:-2). M. (6:-2:2): 2) Mi4:-3:2). 13. 1) ikKi paliali giperboloid: 2) sfera;
3) elliptik‘ paraboioid; 4) aylamsh cllipsoidi; _5) éf[-‘er_b.f’]‘l‘ silindr;  6) giperbolik
paraboloid: 7) ikki pallati giperboloid; 8) doiraviy silindr.

Hagqigiy sonlar
L) AnBE={4), 40B=1234565.4/B={123}, B/ A={56);
2) ANB={148), AUB={123456789),4/B={3), B/ A={2575};
3) AnB={4), 4UB=1{-534}.4/8={-5), B/A={3}.
2.1)AnB= D, AUB=N. 3.4 B~ barcha 10ga bo* lmadlgan sonlar.
l .

=4
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8. 1) (~oojlJul3ix), 2) (34); 3) [-xi-1f; 4){-1.0}: 4){~.2} 9. 1) 0, -5
2) 0, mavjud emas.

Sonli ketma-ketliklar
1 Dx, =——; 2)x, =2 3)x, =cosnm; 4)x, =3+2(-1)". 2. 1): 2); 4): 6).
3n-1 nt
3. 2}, 5)-monoton, 1),3).4),6)-qat’iy monoton. 6. 1) --%: 2) 9. 3) =, 4)8, 5) 4,

6)2; 7)%; 8)—%; 9) 0, 10)I; n)-g; 12)-3; 13) o=, 14) . 15)1 16) 0;

1 1 1 3
17)-3; —; —; — R - 23
)-3; 18) 5 19) g 20)4, 21) 0. 22) 3 23)

W &

1 1 B,
. 24) = 25)-1, 26)2;
)36 ) 5 )

2L 28) L. 29) ¢ 30) 02
e e

Bir o‘zgaruvchining funksiyasi
L D (=0-2)U(-2:42);  2) (-0,-3) U(=3;-2) U(-24ec); 3) [-2.2), 4) (=2:1)0 (1)
\ B -
5)4) (e oo 6l 1L .(_1.1 (1 7 L) oo
) 4) (~m:2)u 10} 6)L I 2JL;. 2,2Jul\2,1J, 7) [7:10]. 8)[ 5 ) 9) (2);
10)(2;+0);  11); 12)(2331; 13)(10;+00); 14) Qnr;(2n+Dm)ne Z; 15) [o%)
16) [3:6)(6;7]; 17)[—%;%}; 18) [-5:00w(0;1);  19) (~eoil) U (1;2) U (254);

20) (-3.2). 2. 1) [-240); 2) [2+).  3) [-7:=3]: 4) F V22 5) [0vey; 6) (13];

N

7) [03]; 8) (—%%J; 9) [—g;m} 10) ¢-nufny: 11) 031, 12) 02]. 3. D3;

N SN s A P
l)—3,?. 3) ~3% 4);3—. 4.1) (_w;i) da kamayadi, I\E:M)' da o‘sadi;

2) (-»;+o) daosadi; 3) (—o0;0) U (0;+0) da kamayadi; 4) (—»;+x) da
kamayadi. 5. 1)toq; 2)jufi; 3)juft; 4)umumiy ko‘rinishda; 5) tog; 6) toq;
7)juft; 8)toq; 9)toq; 10) juft. 6. 1) M =n,m=k; 2D)M=4m=-4
3)M=V2,m=-2,4) M=5.m=-5;, 5) M =l,m=%; 6) M =1,m=0.

7. 1) chegaralangan; 2) qat’iy monoton; 3) qat’iy monoton;  4) monoton.
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T . . .
8.06r: 2% 3ar; NI Oy 6) 20 DT 8 35 N 10)er

: 1 X
9. 1)y t:—q 2)_\':——:‘——; Ny=3"71 4) }-=§arcsm—.

A 1-x 2

10. 1) f(g(x)=3x" - 1. gUf(x)= 3x+ . 2) flg(x)=sin|x| g(f()=sinx|.3)

Slgn)=5-x g{f10)= E—X—l 4) flgw)=x". g(f()=3x
-
. Xy
13, 40,0 14 45 15, Dy=v +1 2) 5+ =1

Funksiyaning limiti

2. [('\,0_0)__2' f(-‘o 4 0):312)./("‘0”0‘:0' f(.\'u 4-0):+¢D'.3)f(.\'0—0)=2.

(SRS

: 3.0k 5d.6 2;
J(x, +0)=0; 4)f(x,,'-0)=%._I'L\'n*o):l-5- 1)s; 2)o. 3)2’4)3 330

A 4 . . .
7)__!,_. 3)1.9)_1- 10)+ = 11)-2. 12)-1L l")—;' 14)-3; 15)0. 16)+c
127 73 ’
17)-L 1812 1930, zo%; 21)2 22)0: 23)1: 24)- 31 25)7: 26)5: 276V
1 - . . .
28)2. 2910, 30)0. 31) 1, 32)L: 33)-k 31 35)e; 36)e: 37) v 3B,
o 29)0.30)8. 31) . 307
Ay 1 .
39)et; 40)e. 4l) e; 42)e: 43)e: d)e: 45)1: 3T)3: 46) 5 474 48) 1.
3. g2 9)2: 1001, 11 12)2
6. |)§; 2L -1 Hwa S O3 D5 B2 N3 10g N 12)
2
Loyl 2. e Lol 18)-9; 19)3; 20)=: 210,
13)‘2‘. 14)5111—5- 15)—2, 16) 2- )2 T
2D1n2; 23)-1; 24)%,
Funksiyaning uzluksizligi

4. 1)-33; 2)-1. 5. 1) ikkinchi tur uzilish nuqtasi; 2) birinchi .tur (.banaraf
qilinadigan) uzilish nugtasi; 3) birinchi tur uzilish (sakrash) nuqtasi; 4) ikkinchi
tur u;iliih r;uqtasi' 6. 1) x =0 birinchi tur (bartaraf gilinadigan) uzilish nuqtasi; 2)

x=" . pr(nez) birinchi tur (bartaraf qilinadigan) uzilish nuqtasi. 7. 1) x=-3da
2 {3 -

ikkinchi tur uzilishea ega; 2) uzluksiz. 8. 1) [45]da uzluksiz, [0:2]da
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x =1-~ikkinchi tur uzilishga ega, [-3;1]da x=-3,x = I —ikkinchi tur uzilishga ega; 2)
hech bir kesmada aniqlanmagan. 10. 1)Inag;2) m.

F unlfsiyaning hosilasi va differensiali

3 5 2 .
R ’ = . '’ = —— 4 ! = 2sh2 .
23x-1 2 (1-5x)*" /) snizxt M0 = 2sh2

L1)f(n=

2.1)-3 2)-4 3)4 4)_%. 3.1)-3,3 2)0, 2 3)1 -2x+3 4)-1. 1.

4.4,=L1,=3 5.1)t=2c 2)t=1c. 6. [=12a.

Differensiallash qoidalari va formulalari

1. D)y =12x* - x?; 2)y' =x*+12x -2; 3)y':——'-+7r’\/;+—f1:r;

xvx xAlx?
26‘ln3
, 1 3 1 f_xef(x=D+e " (x+2) , ' 5
)y WA )y . )y )
, In*x-lhx-1 ,_2e"(xlnx-1) , 2smn x , 2
= =, 9 E—_—— = —_
)y (lnx-1)? ° ) x(In x —e*)? )y (1-cosx)? )y !—sin2x
4 x2+2 x ! 4
11)y' = ; 12)y'=—Z "% - 13)y'= ——);14 ..
)y sin? 2x )y (xcosx +sin x)* )y xshx - chx )y sh?2
1 3 3x 1
15)y' = —- ; 16)y' =———: 17y =- ; 18)y' = :
)y i 16)y “itos 1Y = )y "

19)y' = -2sin2x; 20)J"=‘zl—i 21) y' = arcsin x; 22))":2 ,(e _U;
-9 e +1

23)y’=::x l;f 24)y'=§; 25)y" = (1-1g3x)*; 26)y’ = —6¢~ sin 3x; 27)y’=£;-;1;
) X x+x—1 7
W)y =——; 29)y' =-—= . 30)y =X X 2 y=-—=_2
)y o 29y ey )y 12 )y T )

L Ay =-— 3 2o, 21000 3) 09942

’ 1 ’
y===3)y=-
x 4-x x°+9

4)27351. 4.1)2,03; 2)0,97; 3)0,31; 4)1,01. 5. 1)dp = inxdx: 2)dy=121% 4

X

3) dy = ~2sin 4xdx; 4)dy = 3asin? xcosxdyx, 5)dy = —sin x3™** in 3dx;

6)dy = -31gxIn? cos xdx. 6. 1) y™ =24x(5x* - 3); 2)y™ =e™(2cosx —11sin x):

474 ;

2 . nm.
3)y™=-- 4 4) y= == 7.l)sn\ﬂ; 2)nsin££: 3)—n(n—l)sm—2-. 4Yn(n-1).
’ (1. x7)’ ; x 2 2
U hzx . -‘:+,VA ‘l__}‘(l—x)_ 4 'I:_2x+ySin(x.Y),‘
8. l) ¥ :—;—;'_ 2)}: = }: -x. 3)_\ ———‘x(y—l)‘ )} "——xsm“('—xy)
Si 1+ Y
S)y oY gy _reusxesiny g gy 3 gy L3 - 4= %
et +x 7 XCOS V' +sin x 4t asin’ 1

10. 1)3x-3y+2=0,3x+3y+4=0, 2)x+y-m=0
X=y-7=0:3)5x-y-4=0.x+Sy-6=0: 4)5x+4y-25=0.20x-25y + 64 = 0.

5) x=1 =0, x+y-4=0:6) dx+2y-3=02x-4y+1=0.
Differensial hisobining asosiy teoremalari

A 3 ‘ REIY L 3)e=e-1
L e :{:‘.;2)”%; 3)yo'q: 4)yo'q. 2.1)c===:2)e=lne-1); 3)e=c-l

31

W | —

5 T 3 -r: 2
3. l)(_l:_é]; 2 (:’{5) 4. l)c=-8—. 2)‘-‘—2- 6. 1)-7; 2)

) 1. . _a. . 21311 . 15 ‘
905 50, 6)2 23 8)-75 N3 10311 01 12) 0:13) T 14)er 15)e

16)0—')_ 17) l, 18) 3. 7. 1) p("-)=10—ll(.\‘*-2)—(x+2)1+(x+2)‘;

2) P(x)=4+13(x-2) + 12(x=2)* +6(x=2)" +(x=2)":

. 5(x—3)* .
1 o] . b —3) =, c=X,+0(x-Xx,), 0<O<1I:
8.1 2+~4—(x—3)—g4-(~"3) +5!2(X ) 1281 +¢)’ ’

T4 8 16 ¢

n+l

2) 1 (_x+2)_(12_)j_£iﬁl’_+(i:‘2)_“ c=x,+0(x-x,). 0<6<1.

a 3 " . . |
. x- X - R¢ L af+n+l)e ) 0<9<]’

9. l) f(x):x+-~“~1-—é!~+.,_+ (,,_1)\ 0———”! (
2n+l

- xz x4 Xln x -.e

Y SR =T g @ 2

~x
&_e

,0<8<1. 10.1)0,587; 2)0,868:

L. 3)1; 4) -1
3) 1,395; 4)1,004. 11. 1) 1;2) = 3) L 4)

Funksiyalarni tekshirish va grafiklarini chizish

L. 1) (—o;l) U (5;+0) intervalda o*sadi, (1:5)intervalda kama}.ladi’ Jum = T =7,
T, ffs)’ 25.’7) (—w—lyU (2;+) intervalda o‘sadi, (-12) intervalda kamayadi,
an = J )= —Ld L) 5% ’

10 2y (023U (2:+) intervalda o‘sadi, (—oc;-2) U (2:0)
oo =f(—n=%, Jun =@ =7 3) (0:230(
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intervalda kamayadi, f,_ = 7(0)=0; 4) (-2;2)intervalda o*sadi, (-x;-2) U (2;+a)

intervalda kamayadi, /_ = 7(2)=1, JSoa =f(=2)=-1; 5) ,{A-Lr;—'—) intervalda

V22
o‘sadi, (—l;—-]—)u(izl) intervalda kamayadi, s __ :f!(—l\= l,
v2) V27 V2, 2

Sow =/{—L\=—l; 6)(—0:-1)u(0;) intervalda o‘sadi, (~1.0)U(l+»;  intervalda
V22
kamayadi, f..,=f(-0)=2, f,,=f()=2, /. = f(0)=0, )(-=1)intervalda
o‘sadi, (I;+xc) intervalda kamayadi, Som = fU) = —]; 8) (0:+)intervalda o*sadi,
€

(—=;0) intervalda kamayadi, Joie =S0)=1; 9) (G;4+c)intervalda o‘sadi, (—:0)
intervalda kamayadi, f__ = 1(0) = 0, 10) (e:+ec) intervalda o*sadi,

(0;) U (Le) intervalda kamayadi, f, = f(e)=e; 1) (if-%” intervalda o‘sadi,
S

)

( O;E}u(s,—”;m:] intervalda kamayadi, 1, = f(s” J T, V3,
\73) (3 3

_3_
/4

Jun = Z|=2-13; 12) (0;£ ] intervalda o*sadi, (l;sl\;intervalda
i 3) 3 L1 12 1271

-
“/

. T+63+12 Sm 5T —6:3+12
kamavadl, - n ] - —;’ = (_) =" —__z
- S o f[lz, 12 Joa =t 12 12

<

2.)M =2 m=-2 2)M =17, m=-10; 3)M=”+6‘/§ 2r-3

12 7 6

HM=¢*, m=0. 3.v=24 (tez.birl.). 4.?D(eni), V@D(bo‘yi). 5{1

D)~

6.5 =24(yuz birl). 7.H =RVZ. 8.4 =3, 9.a-Z  10.135s0'm.
T

11. 1) (-;0) U (2;+w) intervalda botiq, (0;2) intervalda qavariq, M,(0;0). M,(2;-4)
egilish nugtalari; 2) (5:+ec) intervalda botiq, (-»;5) intervalda qavarig, M(5,7)
egilish nuqtasi; 3) (-0;0) U (0;+w0) intervalda botig, egilish nuqtasi yo‘q;

4) (3;+) intervalda botiq, (~=;3) intervalda qavariq, M(3;))egilish nuqtasi;

5) (=L+w) intervalda botiq, egilish nuqtasiyo‘q; 6)(-1;l) intervalda botiq,
(=0;-1)U (L;+) intervalda qavarig, M,(~1;In2), M,(1;In2) egilish nugtalari;

\
7)(— w;—% Ju[%«l—oo) intervalda botig, (—%%) intervalda qavarig,

M,(—N%;%), z(%%) egilish nuqtaiari; §) (=L0)U(1:+0) intervaida botig,

(==} u(G;) intervalda qavariq, M,(~1;2), M, (1:-2) egilish nugqtalari.
12. 1) x=+1, y=0, 2)x=0, y=1 (x >+ da), y=-1(x——wo da), 3)y=x
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T
4) LI (x -» +x da). _)’=:I+l (x = —x< da). 5)
: 2

x==2, y=0(x-2-nda). 6)x=0.y=0
' 1
| e = —x-— (x > —o0 du).
7)x=06, y=3x. 8) x =1 yEXs S (X da). y=-x 2 (x

Hosilalarning geometrik tatbiglari

2 1 36 39 1 5.9 .___Wl
L 1D4.2)2 3)aessin’n o d) ——; 526 =2 D 12

i !
l(z:smzl
[__ T {ﬂ' z_i::_*) ::_g.f_l)-.;
3) 2. 4) ‘f’lgi(?;’ﬁ 3. 1) @2). 2) 'k;*l;-l) 4. 1) n’ =i 0t =2
s x+l_y-2 24 :‘ji_:_:.=| =-1
3);—::54’77];: 4).51*-7]‘:aﬁ 5.‘)—2-=*_-_—3-—4. 1-)16 9 J
- s : - r— -1
3) 5w v o LU S =t _y-l_:-d
)X 4vi=2t o= 4)3—6—+‘E§=1,-'~3- 6. 1) 2 3 6
s 8
x-2 73 =-4 Ay = , 2-— =0‘
2x43y+6z-11=0: 2)——t =3 =277 3x+6y+12:-70
: 1 2 4
: > 1 1 1
X - - Z—- - y =+ S - N
2 ¥l "2 L 34-0: 4)1:-='—0—=T 2x+z-3=0
1 0 -3 =

7. V)5dr: 2)13d4r.

Tenglamalarni tagribiy yechish
L. 1) -22583.  2) 0.6%23. 3) 25062, 4)-08879.

Kompleks sonlar

1 1
Lox=2, y=-1.2.x=5 v=10. 3. x=-1, y=2L 4"‘_5' 'V—3'

5. l) 2 =-3+ 4, z, =-=3-4i 2) z :—;—1, Z, = —i; 3) 2 =i, o) = =37 4) Z =5i, I, =,
6. 1) x=a to'g'ri chizig; 2) y = b to‘g'ri chizig; 3) markazi 0(0;0)‘nuqtada bo‘lgan va
r. Rradiusli aylanalar orasidagi halqa; 4) ¢ va y nurlar orasidagi sektor;

5) 3) markazi 0(0,0) nugtada bo‘lgan va r, Rradiusli aylanalar orasidagi halganing ¢

i 2V3i=4 cosg-?-+ism2—”)~4ez‘:'~
va y  qnurlar  orasidagi  bo‘lagi.  7.1)-2+2V3i= : : :
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-_—t =

2)\/§—i=2(cos(—%j+,sm( 6)) N ﬁ( 3

4) 2+2i=21/-2_{cos£+isin£)=2~/2_e7,5)l-i=~/§ cosr—zjﬂsin[—z]':s/ie <
L4 4 4 4,}

\\ A(uln E—r)
6) —3—2i=w/l_3(co arctg%—lr)+isin(arctg§-7t}}=w/ﬁe‘ “ N

el Sl

8)—@—&‘ = {co{—%)ﬂsin(— 2475)} =2 {'.

COS— +7sin — l~\3e
4 4 )

8. 1)z, 42, =3-; =2, ==T+7i, z,-z, =2+ 26, z_,=_ﬂ__7_’_;
z, 10 10
2) z, tzy=-l-14,2 -2, =-5-7; Z):z, =6~17, "_:—ll3§ %i, 9. 1) 5V2: 2) 5vz.
“2
D5 9101001, 5 9. 2 5, 4)48i 11. )Rez =} .o 3.
’ 5 5 5 57 2 27
2)Rez =0, Imz:l; 3)Rcz=£,lmz=2; 4)Rcz=—12 Im: ~-§
8 5 5 5 5
12. 1)z, -2, =-4+ 4.f3;, i=w’§—l; 2)z -z, =33 +3i, i=—6l; 3)z, -z, = -18.

-
“2

=2

LRy Yz oz, =-4+43i, 24,4 13, D160 +i); 2) -1, 3) 2°(1-4); 4)
2 2,
_
=320+43). 14.1) £(S3-iy; 2) 4 -ﬁ-%,,";-ig 3) 2 (V3 +i), = (1 - 30);
V4
4) k‘ﬁ[ cosZ28kT i @ *8"”), k=01234,
X 20 0
Ko ‘phadiar

L1)P+Q=x°+5x 2 XL P-0=-x"—x' x4 x 14,

P-Q=2x8—x’+6x°+x5—2x‘+13x’—4x; 2) P+O=4ax'+x"_5
P—Q=—2x"—x’+2xz—5, P-Q=3x* 4" +2x(’+x5—16x4—5x3+5x2.

21 R=x+1, r=—x+2 2)R=1x+3, r=—6x’-5x+8;

3) R=3x%-5, r==2Ix* +17x +34; 4) R=2x?-3x+5, r=19x-29.3. 1) 73,2) —4;
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B

3)96. 4)84 4. g= S5.1)a=2b=1lc=16.1) (x=2)(x+2)(x* +4);

30=-lc=1.

2) x(x = 9)x +9); 3)5(1—1)(.1'—2)2(1'—3); 4) (x-3) (x=D(x"+x+1).

- . 1 4
2.2 52 1 x4 3L, - :
- .\“-xz x+17 Ty Y ea x 3(x-D 3(x+2)

3 2 201 32 1 2 3.
4)1‘_.\'—1'7_12'*'.\":-" ) [N x+1’ x x-2 x+3
D232

X x° x=1 x+1 X x+l x*—-x+1

Integrallashning asosiy usullari

X’ (x- 3) -3 “—In|x|+C:
- 732 +2Injx+3|+C; 3) e |
1. 1)~ 5In cos x - 2arcigx S —+C; > I Wt
4)3arcigx - 2arcsin x + C': 5)7x+il{——+(‘, 6)x-cosx+C; T)e*+1gx+C;
s T 3Y3-m2)

C. 11 L 2x+C'
8)—ctgx + cosx+C: 9 -cigx-x+C; 10)-cige+C: )Earc:g? :
12)7_arcsm\/2(x +C. 2. I)—lg x+C; 2) ——ws x+C: 3—{,‘arctg“ x+C:)

2 V5

+C; 6)_le“' +C: T)- 14—+C;8)-—2cos\/’;+C;
’ 3 4sin* x

4) %;/m‘“@?ﬁc 5)e=r

* : * . l 6 . .

9) arcsineT+C: 10) —%,‘/clg4.r+(.‘. 3. 1) 2in(1+e*)-x+C: 2) gln(x +1)+C;
N 3 f 5 2 kY 3 - N
3)8arcsin£+%x\/l6—x' +C: 4)%{;(:{‘ +4)? +C; 5)5(,: +3Nx +3+C;

6) la}2+sin2x|+C; 7)-

C; 8)2In|x*+5 —\/_S.Grctg +C. 9)

2(arcsm x)* " )2In|x | J_ .

; 1{(2x+7 72x+ 7))
arcsian”w; 10) —13—ln|3x—l+\,/9xz—6x—3l+C; 1) —(( w+7)7

12 11

lz)zamsmthn) lnve | 14)Inx-In2-[lnx +2In 2| +C.

2

X“ X R .
2)xarcsin x +1-x? +C: 3) Sl x|-T-+C

4.2 2*'arczgx_-_;+c,

Netl-2i0)i 0, 5 i3:—3(J.fsr.3-l)+c;
=

1. 1 %
6)Lsinoy_ 1 1 1 _
)4sm2x 2xcos2x+C;7)5(x2_])ln|x+1|—zx(a—2)+C, 8) Py
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9) ’smlnlxl cosin|x|)+C; 10) —e “(sindx —cosdx) +C; 11) 1gx(lnggx -1+ (',
12) arcigx(Inarcigx-1)+C. S. l)%(l +x)?’ Y1+ x? —%(H_x’ Wi+ x? +C,

2) %sian—i%sinSfo; 3) %(2+sin(2e‘)+(?; 4) —%e""(S.\'HHC;

R 2x-3
5) In]sinx +cosx|+C,  6) —%lnll—ln' Ixl|+C, 7) gl ad

__i C

Inx 2 2x-9

8) —~arctg—+C 9) xigx +Injcosx|+C; 10) garclgl/—?;——+(': 11) e™* 4,

12) V3+e* +C; ]3)%x—%sin3x+(,', 14)51tg,x2—-%x2+C;

]5)ix’(9lnzx—6lnx+ 2)+C; lG)g:_Eos—x +C.
27 sin x

Ratsional funksiyalarni integrallash

1. 1)In|x? +3x-10]+C; 2)] 'L*ﬂ c: 3) Lip G’
)In|x? +3x |+ )In ZnI(x+l)(xL3) |
3
4»)§ln|x+1!+—2 +C; 5)I Gl +C;
2 jx+5] x+1 x+1

6)% +1n | x| =Ll |25 —1|——-In | 2x +1] +C:
4 16 16

2x? -3
x

7) +1In

d +C, 8)5x+lln|x|—zln;x—l|+li]ln|x—4|+(';
x+1 2 3 6

[(x=2°(x=1)"| o . 1 «* .
Nx+~ ln 12y +C, 10) . arcigx + C, ]])Zln(;zTJ+C,

1 { (x+1)? 1 2x-1 x 4 2x+1
12)~In| =———— |+ —aret, -+C, 13)—+x* —x+—arcig ="~ + C:
& LxZ—m BT R S

{255 +6x x'-1 1 x=1 1
14 +In C; 15) —In|>—i~ ~arctgx + C;
3 L 3 (x’+l))+ VA e G
1( 3 x\ 2x -1
16) —| — 19 = - X )
)54Lx‘+9+arcg3J+C, ]7)2(x2*2x+2)+arclg(x+l)+C,

2x +arctgx)+C; 19)~arclg(x+2)——arctg£——%~lC
+1 J 24 3

18) In|x—1{+4[
2\ x
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(a2

20) l) __]__,L('; 21)1!__‘0’—" +§)+3arctng+(‘

Vil 2x+D) 8 (F +1)°

~9 1 -1 . ax-7_ 83 2c-3

2y *9 ot xTl e B S ... LA <
2)8(r 5 e S +C, 23) T3 3 T

9\
"4)ln{ ul , v an.lg—- C.

Trigonometrik funksiyalarni integrallash

2! Ig§|)+(.'; 3) %m

+C: 7) 2arcig(sin x)-sin x+ (;

gl -4
LD %arclg———i +C 2)

1
Stg% + 3| +C;

)an,cos-cj—;— +C 6)

sinx sm X

1 \
—igx 2+ 9 -}—(.t——l—sinttx r—sin’ 2x i+ ("
+4smx N ')lﬁk 2 3 )

- 1 Jigx-1
1 R +( 1) —In 5 12) ~=(2In|sin 2x | +ctg? 2x )+ C:
0)ln|lg,m.2lgx o )lO tgx+l ) ( | c|+etg’ 2x)+

13) w/_arclgLJ_ |—x+ C. 14)21;(3sin Tx - Tsin3x) +

/

]6)— sm2rism4t sin 6x

+ +C.
S 16 24

1)
15 S 3 —L L ——sSinx +(
)— l —sin 3x wsm Sx-= in )

Irratsional funksiyalarni integrallash
L1) 2Jx -3¥x + 68/x - 6In(1 + ¥x) + C;

—2 -4,
a+¥xy 1+¥x
{BU+X) =101+ x)+ R T+ x 15+ C; 4)6,/(—;32_ [2“ -3 _ax |+(

7

241+

’ NS
N V21342 T+ 3m@Zio1 4D+ G 6)3 ﬂ”l) ——z-gl[x’lj -~

x-1 x-1

Din|2x- 3+24x? —3¢+2 |+C; 8)ln‘x+1+1lx 51+C; Dl lx LtVx v xs] +(;

|x+1+Jx +x+1

__L( 11)ln|1 x+V1-2x-x? _Zarctg{HJl—xe—x’}_C

4-x+244-2x - x| I l-i-w/r‘zx""2

1oy Slo
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12) Im[lex+yx?sx+1+ 2 v

x+2+Jx2 2 2x+2

13) -z—arcsiu(fg—z)+%(x—2)\/5+4x—x: +C 14) %\/.\’: —4-2lntx+x =44

\
15)- 2\} +C, 16)- ’HCSUI[—]+( 17)-3-2x-x* - arcsin i'\—z—lJ
( [ \
18) —2«,/6x—x2—8+9arcsin(x—3)+C;l9)23|ln Jx n 2 !+("
k l“‘\/; lr‘\/;'/

3' - y3)2 Y}
20)-“24*?)'?(1; 21)9\/(I+’f3)"ti‘8_+l e L 2% (~/_ 31+ 4 -0
e

S

3
23)_‘“*" 10, 24) -2 [n-'_j.
C Wx

Aniq integral
c130,2)8 3)am; 4y 4. 2.1)1,21,52)1, 51, 1 3) 1, <1y, 4) 1, <1, 3. 1)-:*-:/:9:;

2)4as1,s4V7, 3) 25/, <6 4)_<1 <3.4.D)Z, 2)%; 3)8; 4)e-2

Aniq integralni hisoblash

- N 2 - 3
1)9; 2) %; 3) %-, s 5) L, 6)%; 7)1n13‘-; 8) -§ 9)2‘/; L 10y %; )in;

12)2:13) "‘/3—, 14) %(8—5\/5); 15)m§; 16)1-%, 1721 18)e-2, 19 4;

x

20)7;{.;3”);21)5{ ,Lz)“'

Xosmas integrallar
LY %; 2) -4; 3) uzoglashadi; 4) uzoglashadi; 5)%; 6)§+%In 2 7)%; 3)2;
- <

9%; 10);; 11) 14%; 12) uzoqlashadi; 13) uzoglashadi; 14)7. 2. 1) a>1 da

yaginlashadi va 0<a <1 da uzoglashadi; 2) yaqinlashadi; 3) yaginlashadi;

4) yaqinlashadi; 5) uzoglashadi; 6) yaginlashadi; 7) uzoqlashadi;
8) uzoglashadi; 9) yaginlashadi; 10) yaqinlashadi;
11) absolut yaqinlashadi; 12) absolut yaginlashadi.
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Aniq integrallarning tatbiglari

a9 4 a9 E_ > L. 8)2. 9)127: 10)27x:
1. 1) 26; 2)5; 3)!—(\In3.4):. % 5 6)5 -8n2 7)3; )3 Nz

16: 1 . .11
i1)9;12) "7” l3)l3al7:r+~'18); 14) T‘ 2. l)ﬁ—gln(hﬁ% 3)5(0 (\, 3
35, 4) 2 5)§+11n:: 6)l+ln—; 7)443; 8)—'—(13~/ﬁ—3) 9)16. 10)48

27’ o}
25 4 ,
1Nda2--V3), 12)27-3/3. 3. l)—‘r 2)367: 3)——917 Hr2-7). 4. 57:1("5.]&."-‘

R 3
6. 297 7. 367 8“,1‘.1. 7)_‘17; 3).14_; 4)—7-,7;5)327:;6)]0012‘;7)407.'; 8)771".
6

20 15 3.0)
9)7271';10)—7d{3 9.C; k). 10. (‘((},"Tl. 11. M, =10y. M, =57 C J
2/

..

2 {  8Y
2.0, =m =2 ;=7 =22 ¢ (3-2).13. ('|0;§|.l4.1,=807r;1‘.;1251
x ¥ » H » 3 3 3 .
15

3
15. (7(3 3/<) 16. (‘{ 221 17.5 sm; 18. 032 kGm.. 19. 7687, 20. 22-10° J.
33 32

h*(b+2a)

3
/I
m )
21. 150 m. 22. 25 m/s. 23. g e —lll 24. 1000 m. 25. gy c

26. 324 7. 27. 1754 kN.
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Ayrim chiziqlarning grafiklari va tenglamalari

L _....\\\- P //,., ;ms. \\
/ 3 // ” N // i AN
/ et L 2R 2R
f;. () ; IJ (,*i) 1’ p (,‘;
\ / N / /X
AN ~m_.,// e e \'\Q’ el L
P
r=R r:ZRcosgp r=2Rsm(p
R radiusli aylana
g - o ,—"‘"'-g_\
/ \"\. / \
i 3 ,’( X \"z
()i o t { 4 1 2a
X?——f—" If 7
{ ;P © it
%, 5\ 2
N4 N

r=b+acosg (a> b)

r=a(l+cosg) (a>0)

r=ayp (a>0)

Paskal chig‘anog'i Kardioida Arximed spirali
,/ \:‘\/%%', \\ ‘\% /ﬁ t“. \z‘;"
ot O P9 P Nt 6 S
e Vg R I AN
. - A H | 25N H
wa L BN
r=a,/c052¢p (a>0) "~-~/: “

(Jc2 +y’)z —az(x2 —y2)=0

r=acos3p (a>0)

r=asin2¢ (a>0)

Bernulli limniskatasi Uch yaprogli gul To'rt yaprogli gul
Y y
i _ y
; S,
/ / AN
-~ X o % N BN~
y % 0 2m X
f 2 2 2 3 - —
. =1 E x=acos®{ [ x=a(-sin/).
Pox yoki X7 x3 +y3 =a® yoki ’ <
Y 4 y=1 y y Lyzasinﬂ {y:a(l—cosl), a>0
Yarimkubik parabola Astroida Sikloida
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